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HYPERSURFACES LEVI-PLATES ET LEUR COMPLEMENT DANS LES SURFACES
COMPLEXES

Résumé

Dans ce mémoire nous étudions les hypersurfaces Levi-plates analytiques dans les surfaces
algébriques complexes. Il s’agit des hypersurfaces réelles qui admettent un feuilletage par des
courbes holomorphes, appelé le feuilletage de Cauchy Riemann (CR). Dans un premier temps
nous montrons que si ce dernier admet une dynamique chaotique (i.e. s’il n’admet pas de me-
sure transverse invariante) alors les composantes connexes de l'extérieur de I'hypersurface sont
des modifications de domaines de Stein. Ceci permet d’étendre le feuilletage CR en un feuille-
tage algébrique singulier sur la surface complexe ambiante. Nous appliquons ce résultat pour
montrer, par ’absurde, qu’une hypersurface Levi-plate analytique qui admet une structure af-
fine transverse dans une surface algébrique complexe posséde une mesure transverse invariante.
Ceci nous améne & conjecturer que les hypersurfaces Levi-plates dans les surfaces algébriques
complexes qui sont difféomorphes & un fibré hyperbolique en tores sur le cercle sont des fibra-
tions par courbes algébriques.

Mots-clefs : analyse et géométrie complexes, théorie des feuilletages, hypersurfaces Levi-plates,
mesure transverse invariante, variété Stein, convexité holomorphe, prolongement analytique.

LEVI-FLAT HYPERSURFACES AND THEIR COMPLEMENT IN COMPLEX SURFACES
Abstract

In this work we study analytic Levi-flat hypersurfaces in complex algebraic surfaces. These
are real hypersurfaces that admit a foliation by holomorphic curves, called Cauchy Riemann
foliation (CR). First, we show that if this foliation admits chaotic dynamics (i.e. if it does not
admit an invariant transverse measure), then the connected components of the complement of
the hypersurface are Stein. This allows us to extend the CR foliation to a singular algebraic
foliation on the ambient complex surface. We apply this result to prove, by contradiction, that
analytic Levi-flat hypersurfaces admitting a transverse affine structure in a complex algebraic
surface have a transverse invariant measure. This leads us to conjecture that Levi-flat hyper-
surfaces in complex algebraic surfaces that are diffeomorphic to a hyperbolic tori bundle over
the circle are fibrations by algebraic curves.

Keywords : complex analysis and complex geometry, theory of foliations, Levi-flat hypersur-
faces, invariant measure, Stein manifold, holomorphic convexity, analytic extension.
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Introduction

Dans ce manuscrit, on étudie les hypersurfaces réelles analytiques dans les surfaces
algébriques complexes qui vérifient une certaine équation aux dérivées partielles que nous
décrivons & présent. Etant donnée une hypersurface réelle M dans une surface complexe
X, on définit la distribution de Cauchy-Riemann sur M, appelée de maniére abrégée
distribution CR, qui en un point p de M est I'unique droite complexe contenue dans
T,M, c’est a dire la distribution 7'M N<T'M . L’hypersurface M est appelée Levi-plate si
la distribution CR est intégrable. Cela signifie que par tout point de M passe une courbe
holomorphe non singuliére de X qui est complétement contenue dans M. Ces courbes
sont alors les feuilles d’un feuilletage de M, appelé le feuilletage de Cauchy-Riemann,
ou encore feuilletage CR, qui sera noté F dans la suite. La condition qui assure qu’une
hypersurface réelle est Levi-plate peut étre synthétisée par 'annulation de la forme de
Levi. Nous renvoyons a pour la définition de cette derniére. Le but de ce travail
est de comprendre l'interaction entre la dynamique du feuilletage CR, la topologie de
I’hypersurface, et la géométrie de son complément dans la surface ambiante.

Avant d’énoncer nos résultats, donnons des exemples d’hypersurfaces Levi-plates,
que nous organisons suivant la complexité dynamique de leur feuilletage CR, ce qui
nous donne l'occasion d’introduire un peu de terminologie empruntée a la théorie des
systémes dynamiques.

Les hypersurfaces Levi-plates périodiques. Ce sont celles qui sont fibrées par des
courbes algébriques. Elles apparaissent dans toutes les classes d’équivalence birationnelle
de surface algébrique. En effet, toute surface algébrique complexe admet un pinceau qui,
apres un certain nombre fini d’éclatements, devient une fibration singuliére. Une famille
de fibres d’une telle fibration paramétrée par le cercle décrit une hypersurface Levi-plate
périodique. La topologie de ces hypersurfaces Levi-plates peut étre trés riche : toutes
les géométries de Thurston en dehors de la géométrie sphérique sont réalisées par des
hypersurfaces Levi-plates de ce type. Certains quotients compacts de chacun des modeéles
suivants apparait donc comme une hypersurface Levi-plate périodique

—_—

S* x R, R* Nil, Sol, H?> x R, SL(2,R), H®. (1)

Nous renvoyons a [DD15| pour plus de détails sur ces constructions.

Les hypersurfaces Levi-plates quasi-périodiques. Les exemples emblématiques sont

11



12 INTRODUCTION

les hypersurfaces linéaires dans un tore complexe. Dans ce cas, le feuilletage CR est un
feuilletage linéaire d’un tore de dimension trois. En général, nous dirons qu’une hyper-
surface Levi-plate est quasi-périodique si son feuilletage CR est défini (& un revétement
double prés) par une forme fermée, ou de fagon équivalente comme la pré-image par une
application lisse d’un feuilletage linéaire de codimension 1 sur un tore. Des exemples de
telles hypersurfaces apparaissent dans des fibrés en droites de degré nul sur une courbe,
et donc au voisinage des courbes linéarisables dans les surfaces complexes. Arnol’d a
notamment fourni de tels exemples dans les éclatés de CIP? en neuf points choisis géné-
riquement par rapport a la mesure de Lebesgue [Arn84, § 27|.

Les hypersurfaces Levi-plates chaotiques. Ce sont celles pour lesquelles le feuilletage
CR n’admet pas de mesure transverse invariante. Une mesure transverse invariante
est une famille de mesures boréliennes sur les transversales du feuilletage, qui sont
invariantes par n’importe quelle transformation d’holonomie. Pour se faire une idée
dans le cas ot le lecteur n’est pas habitué a ce concept, une propriété satisfaite par les
hypersurfaces Levi-plates chaotiques est I'existence de feuille & holonomie hyperbolique,
voir [DKO07]| : certaines feuilles spiralent sur d’autres avec une vitesse exponentielle. Des
exemples importants de telles hypersurfaces sont construits dans les fibrés plats en CP*
a monodromie réelle au dessus d’'une courbe : il suffit de considérer le fibré en RP!
correspondant. E]

Ces trois classes ne décrivent pas toutes les hypersurfaces Levi-plates des surfaces
algébriques complexes. Par exemple, il existe des hypersurfaces Levi-plates contenant
des courbes algébriques, mais qui ne sont pas périodiques. C’est le cas des hypersurfaces
Levi-plates de Nemirovskil dont on parlera par la suite, voir [Nem99|. D’autre part,
méme si nous ne connaissons aucun exemple de cette nature, on pourrait imaginer qu’il
existe des hypersurfaces Levi-plates analytiques qui admettent une mesure transverse
invariante non atomique mais qui soit singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue. De
telles hypersurfaces seraient similaires aux hypersurfaces Levi-plates quasi-périodiques,
bien que différentes.

Une partie importante de ce travail concerne I’étude des propriétés géométriques des
composantes connexes du complémentaire d’une hypersurface Levi-plate. Ces compo-
santes extérieures sont par définition pseudo-convexes, et comme nous allons le voir, il
est intéressant de comprendre & quel point cette propriété de convexité locale se globalise.
Voici différentes notions de convexité globale, que nous présentons par ordre “croissant”
de convexité :

1. faiblement pseudo-convexe : il existe une exhaustion plurisousharmonique.

1. Notamment, lorsque la monodromie du CP!-fibré est celle donnée par I'uniformisation de la base,
le feuilletage CR de I’hypersurface considérée précédemment est analytiquement conjugué au feuilletage
stable faible du flot géodésique sur C' équipée de sa métrique conforme a courbure —1. Un tel flot est
I’exemple emblématique d’un flot chaotique, ce qui renforce la terminologie utilisée ici.
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2. holomorphiquement convexe : I’enveloppe holomorphe convexe de tout compact
est un compact.

3. fortement pseudo-convexe : il existe une fonction d’exhaustion qui est strictement
plurisousharmonique en dehors d’un certain compact.

4. Stein : il est holomorphiquement convexe et les fonctions holomorphes séparent
les points.

Il est bien connu que dans le cas d’un domaine & bord de classe C? d’une variété com-
plexe compacte, chacune de ces propriétés implique la précédente. L’implication 4. = 3.
est valable pour toute variété complexe, et découle de ce qu'une variété complexe est
de Stein si et seulement si elle admet une exhaustion strictement plurisousharmonique,
d’aprés un théoréme de Grauert, voir [Gra58|. L’implication 3. = 2. est un théoréme da
a Grauert |Gra58| et Narasimhan [Nar62] : il montre en particulier que, via la réduction
de Remmert, un domaine fortement pseudoconvexe est une modification d’une variété
Stein. On voit donc que 3. et 4. sont trés proches, on passe de I'une a ’autre par une
procédure d’éclatement.

Il s’avere que les propriétés de convexité globales des composantes extérieures d une
hypersurface Levi-plate algébrique sont intimement liées a la dynamique du feuilletage
CR. D’abord, un exemple célébre de Grauert, voir [Gra62], montre que l'extérieur d’une
hypersurface linéaire dans un tore complexe est toujours pseudo-convexe, et qu’il n’est
holomorphiquement convexe que lorsque le feuilletage CR est périodique. Ce phénomeéne
se généralise d’ailleurs aux hypersurfaces Levi-plates quasi-périodiques en général. En
revanche, les composantes extérieures aux hypersurfaces Levi-plates quasi-périodiques
ne sont jamais fortement pseudo-convexes, car il y a dans ces composantes des courbes
holomorphes ou des hypersurfaces Levi-plates qui sont arbitrairement proches de leur
bord, ce qui interdit la stricte sousharmonicité d’une fonction d’exhaustion prés du bord.

Le résultat principal de cette thése stipule que les composantes extérieures des hy-
persurfaces Levi-plates (analytiques) chaotiques sont fortement pseudo-convezes, c’est a
dire des modifications d’une variété de Stein d’apres le résultat de Grauert et Nara-
simhan sus-cité. Ce résultat était connu dans certains cas particuliers, notamment celui
des hypersurfaces Levi-plates hypothétiquesﬂ du plan projectif complexe en vertu du
théoréme de Takeuchi, voir [Tak64|, ou des fibrés plats en CP! au dessus d’une courbe
de genre > 2 dont la monodromie est réelle et fidéle discréte (c’est a dire associée a 1'uni-
formisation d’une courbe de méme genre que la base), d’aprés un théoréme de Diederich
et Ohsawa [DOQ7]. Il est intéressant de noter que notre condition, bien qu’assez géné-
rale, n’est pas optimale : dans le trés intéressant article [Nem99|, Nemirovskii définit des
hypersurfaces Levi-plates dans certaines surfaces elliptiques, qui découpent la surface
en domaines de Stein. Ces hypersurfaces Levi-plates contiennent des courbes elliptiques
invariantes, et par conséquent ne sont pas chaotiques. Elles admettent cependant des

2. Un preprint récent de de Bartolomeis et Iordan annonce la non existence d’une hypersurface
Levi-plate dans le plan projectif complexe, voir [dBI15].
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propriétés de tourbillonement analogues a celles satisfaites par les hypersurfaces Levi-
plates chaotiques. Il serait intéressant de comprendre quelle est la condition optimale
pour ce probléme, mais nous ne poursuivrons pas cette étude dans ce mémoire.

Pour démontrer ce résultat, nous analysons la géométrie des voisinages des hyper-
surfaces Levi-plates chaotiques, en construisant des métriques sur le fibré normal au
feuilletage dont la courbure est strictement positive. Notre construction, via le principe
de dualité de Hahn-Banach, repose sur un travail de Deroin-Kleptsyn [DK07|, dans lequel
I’équation de la chaleur le long des feuilles du feuilletage est considérée : il est notamment
démontré que sous 'hypothése chaotique, les feuilles du feuilletage convergent exponen-
tiellement vite les unes vers les autres, le long de trajectoires browniennes feuilletées.
C’est ce phénomeéne qui nous permet de construire la dite métrique sur le fibré normal au
feuilletage CR. Un théoréme de Brunella permet alors de déduire la forte convexité des
composantes extérieures a I’hypersurface, voir [Bru08]. Nous reproduisons les arguments
de Brunella dans ce mémoire par soucis de complétude.

Notre étude des propriétés de convexité globales des composantes extérieures d'un
Levi-plat a plusieurs conséquences. La premiére est la propriété de rigidité suivante :
tout Levi-plat chaotique est tangent a un feuilletage algébrique complexe singulier de la
surface ambiante, dés lors qu’il est analytique. Ce fait découle de techniques d’extension
analytique dans les modifications de domaines de Stein, qui sont maintenant classiques,
voir [ST71), LN99| Tval2, IMP09], mais que nous détaillons dans ce texte, notamment en
ce qui concerne le passage délicat des niveaux critiques de la fonction d’exhaustion plu-
risousharmonique. Les hypersurfaces Levi-plates chaotiques apparaissent donc comme
ensembles invariants réguliers d’équations différentielles algébriques. Il s’agit donc d’une
nouvelle manifestation du principe “Géométrie Analytique Géométrie Algébrique” dans
le contexte des hypersurfaces Levi-plates, mais dont la validité nécessite des hypothéses
de nature dynamique, a la différence du cas classique. En effet, sans I’hypothése chao-
tique, Sad a remarqué qu’il existe des contre-exemples : les hypersurfaces Levi-plates
quasi-périodiques construites par Arnol’d dans les éclatés de CP? en neuf points géné-
riques ne sont pas tangentes a un feuilletage algébrique complexe.

Il semble raisonnable de penser que les équations différentielles algébriques,
contraintes & préserver un ensemble analytique réel, soient suffisamment rares pour
étre classifiables. A titre de comparaison, en théorie de l'itération, nous connaissons
toutes les applications rationnelles en une variable complexe dont les ensembles de Ju-
lia sont analytiques : il n’y a que les polynomes de Tschebychev et les produits de
Blaschke. Ce probléme intéressant mais sans doute difficile ne sera pas considéré dans
cette généralité dans ce mémoire. Par contre, on peut utiliser les propriétés de rigi-
dité sus-mentionnées pour étudier des classes particuliéres d’hypersurfaces Levi-plates.
Cette technique nous permet par exemple de comprendre la structure des hypersurfaces
Levi-plates analytiques transversalement affines, c’est a dire dont le pseudo-groupe d’ho-
lonomie est dans une coordonnée analytique formé de transformations affines de la forme
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r€R—ar+be R, avec a € R* et b € R. Nous montrons, en alliant notre résul-
tat de rigidité & un théoréme de Ghys, qu'une hypersurface Levi-plate transversalement
affine d’une surface complexe algébrique est ou bien quasi-périodique, ou bien contient
une courbe algébrique. Ce résultat fait écho aux travaux récents de Cousin et Pereira
sur la classification des feuilletages algébriques transversalement affines singuliers de
codimension 1, voir [CP14].

Notre étude des Levi-plats analytiques transversalement affines a des conséquences
intéressantes sur la géométrie des Levi-plats analytiques qui sont difféomorphes & un
fibré hyperbolique en tores. Ces variétés sont des fibrés en tores T? = R?/Z? dont la
monodromie est isotope a un automorphisme linéaire A € GL(2,Z) ayant des valeurs
propres de module différent de 1. Nous conjecturons qu’une hypersurface Levi-plate ana-
lytique d’une surface complexe algébrique qui est difféeomorphe a un fibré hyperbolique en
tore est périodique. Nous ne sommes pas parvenus a établir cette conjecture,E] mais nous
avons néanmoins un résultat qui va dans cette direction : nous montrons qu’une hyper-
surface Levi-plate analytique dans une surface algébrique complexe qui est difféomorphe
a un fibré hyperbolique en tores contient une courbe elliptique. Cela donne en particulier
une démonstration alternative d’un théoréme récent de Deroin-Dupont[DD15| dans le
cas analytique : une hypersurface Levi-plate analytique dans une surface de type général
a un groupe fondamental non résoluble. La démonstration de ces résultats est immédiate
si I'on se rappelle la trés jolie classification des feuilletages analytiques de codimension
1 sur les fibrés hyperboliques en tores, diie & Ghys et Sergiescu, [GS80)]. Ces feuilletages
sont de deux types : ou bien ils sont analytiquement conjugués a la suspension d’'un des
feuilletages stables ou instables de la matrice A (et dans ce cas ils sont chaotiques et
transversalement affines, ce qui est exclu pour le feuilletage CR d’une Levi plate dans
une surface algébrique), ou bien ils admettent une feuille compacte qui est torique et
isotope a une fibre du fibré.

Enoncé des résultats. On donne ici les énoncés complets de nos résultats ainsi que
les principales idées pour les montrer.

Théoréme 1. Soit X une surface complexre compacte, M une hypersurface Levi-Plate
analytique réelle compacte dans X . Si M ne posséde pas de mesure transverse invariante,
alors les composantes connexes de X \ M sont des modifications de domaines Stein.

Idée de la preuve. 1. On utilise un résultat de Deroin et Kleptsyn [DK07] qui nous
permet de montrer que si le feuilletage CR F sur M n’a pas de mesure transverse
invariante alors le fibré normal au feuilletage Nz sur M posséde une métrique a
courbure strictement positive mzx.

3. Signalons ici que la Proposition 2 de [GS80] permettrait de démontrer cette conjecture, mais
Etienne Ghys nous a averti de l'existence d’un contre-exemple a cet énoncé, qu’il nous a gentiment
laissé reproduire dans ce texte.
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2. On étend le feuilletage F sur un voisinage U de M dans la surface X, ce qui induit
une extension naturelle de son fibré normal Nz & U. On utilise ici 'analyticité
de M. On montre ensuite que la métrique & courbure positive en direction des
feuilles s’étend également dans un voisinage de M de fagon a ce que sa courbure
soit strictement positive dans toutes les directions.

3. Sous les conditions de I'étape 2, les travaux de Brunella [Bru0O8, Brul0] nous
permettent d’affirmer que X'\ M est fortement pseudoconvexe. D’apreés les travaux
de Grauert |Gra62] l'ensemble X \ M est alors une modification d’'un domaine
Stein. O

Théoréme 2. Soit X une surface complexe algébrique compacte. Soit V€ X un do-
maine fortement pseudoconvezxe. Soit K C V un compact tel que U = V\ K soit conneze.
Alors tout feuilletage holomorphe G de codimension 1 sur U se prolonge en un feuilletage
holomorphe sur V.

Idée de la preuve. On généralise ici la démarche d’extension de feuilletages suivie par
Lins Neto dans |[LN99] dans les variétés complexes Stein au cas des variétés fortement
pseudoconvexes. On détaille notamment les arguments délicats qui permettent ’exten-
sion du feuilletage au niveau des points critiques de la fonction d’exhaustion strictement
plurisousharmonique. O

Théoréme 3. Soit X une surface complexe algébrique. Soit M une hypersurface Levi-
plate analytique de X. On suppose que le feuilletage de M est transversalement affine.
Alors ce feuilletage posséde une mesure transverse invariante.

Idée de la preuve. Supposons par contradiction que F, le feuilletage CR sur M, n’a pas
de mesure transverse invariante. Ceci implique, par la premiére étape de la démonstra-
tion du théoréme |1 que le fibré normal au feuilletage Nz sur M posséde une métrique
a courbure strictement positive le long des feuilles, que ’on note mx.

I1 suffit, pour trouver une contradiction, d’établir I’existence d’une métrique sur Nz
dont la courbure est nulle, en vertu du principe du maximum. Or la classe de Chern du
fibré normal du feuilletage étendu a la surface ambiante tensorisé avec le fibré en droites
associé au diviseur ot la structure transverse dégénére est nulle sous les hypothéses que
X est algébrique et que le feuilletage étendu est transversalement affine. Le lemme 00
nous permet finalement de trouver une métrique a courbure nulle mx sur le fibré normal
au feuilletage sur X.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans tout le texte une surface complexe est une variété complexe connexe de di-
mension 2. Sauf mention du contraire, elle n’est pas supposée compacte. On notera
{(Uj, ¢)}jes un atlas d’une telle variéteé.

1.1 Eléments d’analyse et de géométrie complexes

Dans cette section on donne des éléments d’analyse et de géométrie sur les surfaces

complexes. Pour plus de détails on consultera par exemple les livres de Demailly [Deml)|
et de Griffiths-Harris [GHTS)].

1.1.1 Positivité

La positivité de la forme de Levi d’une fonction et la positivité de la courbure d’une
métrique sur un fibré en droites seront des notions essentielles dans notre travail. Nous
rappellerons la définition de ces objets par la suite. Dans tout ce paragraphe, X est
une surface complexe et U C X est un ouvert avec coordonnées (z,w). En coordonnées
réelles on écrit z = x + iy et w = u + tw. Soit f : U — C une fonction de classe C*°. On
utilisera les notations classiques suivantes

of of  of of 1 (af of
9: 2 <a__a_y) 7 5_5(%+ay)

On définit de fagon equlvalente et 5-. On notera
of 8f ~, Of of .
of = d+0_ , Of = 82d+8d
ainsi que
00x f = O’ idz A dz + ' idz A dw + O idw A dz + O idw A dw
= 020" N T 900" Y T Gwoz" Y T Gwow T
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On note aussi volx :=idz A dzZ A idw A dw.

Définition 1.1.1. Une (1,1)-forme différentielle © sur U est dite positive (resp. stric-
tement positive) si pour toute (1,0)-forme (resp. non nulle) « la (2,2)-forme © A ia A &
s'écrit f(z,w)volx, ou f est & valeurs dans R, (resp. dans R ).

Exemple 1.1.2. Sur C?, la (1,1)-forme idz A dz est positive car pour toute (1, 0)-forme
o= oa1dz+ axdw on aidz AdZAilaANd = |a2|2 volx. Elle n’est pas strictement positive.

Définition 1.1.3. La forme de Levi de f au point p € U est la forme hermitienne sur
C? définie par

9 f(p)
Owow

9 f(p)
owoz

9 f(p)
020%

2
(16 +8 f(p)

Y 020w C2Ga-

Li(p)(G,G) = GG+ C2C1 +
On dit que Ly est positive (resp. strictement positive) sur U si L¢(p)(Ci,(2) > 0 (resp.

> () pour tout p € U et pour tout ((1,¢2) € C*\ {(0,0)}.

Lemme 1.1.4. La (1,1)-forme id0x f est strictement positive sur U si et seulement si
la forme de Levi Ly est strictement positive sur U.

Démonstration. Soit a = a;dz + asdw une (1,0)-forme jamais nulle sur U. 1l s’agit de
montrer que (100x f Aia A @), est un multiple strictement positif de idz AdzZ Aidw A dw
si et seulement si Ly(p) > 0 sur C*\ {(0,0)}. Si o := —asdz + a;dw, on obtient que
i00x f Nia! A &' est égal & :

o*f . . _ o2f . _
—ayaptdz Adz Addw A dwo — —pagtdz A dw Atdw A dz
020% 20w
**f . _ 02 f . . _
— —apaptdw AdzZ Aidz Adwo + —ptptdw A dw A idz Adz
owoz Owow
et donc B
i00f Nid! N& = Lg(aq, az) voly,
ce qui termine la démonstration. O
2
Lemme 1.1.5. Si % > 0 et s %QZ’;(Z) %%ﬁféﬁ pour tout p € U, alors la

(1,1)-forme i00x f est strictement positive sur U.

2
Démonstration. Remarquons que sous ces hypothéses %Eg’i) > 0 si et seulement si
zZ0z

%ngg > 0. D’aprés le lemme |1.1.4] il suffit de montrer que L;(p) > 0 sur C*\ {(0,0)}.
02 f

Sia; =0 et ay # 0 alors L(p)(ay, ag) = |ag|? 503= et c’est fini. Maintenant si oy # 0

alors Ly (p)(ay, as) = |aa|” Ly (p)(1, 22). Il suffit alors de montrer

*f O f O%f
L 1 = 2
s(P)(L, @) = 5=+ 2Re <8w82a> +gs=lal >0
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pour tout o € C. Observons pour cela que

0 f 0 f 9
> .
Ly(p)(1,0) = 0207 ‘81118 ‘ o ‘ |

Ce polynéme quadratique est bien strictement positif car son coefficient dominant ’est
et son discriminant est strictement négatif. O

1.1.2 Fonctions holomorphes et méromorphes

Soient X une surface complexe, {(Uj, ¢;)};es un atlas de X et U C X un ouvert. On
rappelle qu'une fonction f : U — C est holomorphe si pour toute carte U; qui intersecte
U, la fonction f o ¢, est holomorphe sur ¢;(U; N U) C C2. On note OX(U) I’anneau
des fonctions holomorphes sur U et O(X) 'anneau des fonctions holomorphes sur X.

Soient x € X et fi, fo deux fonctions holomorphes définies respectivement sur des
voisinages U; et Uy de x. On dit que f; et fy sont équivalentes s’il existe un ouvert
V' C Uy NU; contenant x tel que fi]y = fa|y. On définit ainsi une relation d’équivalence
sur 'anneau des fonctions holomorphes pres de x. On note Oy, 'ensemble de classes
d’équivalence, on I'appelle I'anneau des germes de fonctions holomorphes en x. On note
[z la classe de f dans Ox .. Rappelons le théoréme d’extension de Hartogs des fonctions
holomorphes.

Théoréme 1.1.6 (Théoréme d’extension de Hartogs). Soit H une figure de Hartogs
dans X et soit f: H — C une fonction holomorphe sur H. Alors [ peut s’étendre en
une fonction holomorphe sur son enveloppe d’holomorphie H.

On rappelle qu'une figure de Hartogs H C X est un ouvert biholomorphe a
{(2172’2) € ]D)(R1> X ]D(RQ), |21| > Rl — 71 ou |2’2| < TQ)} C (CQ, (11)

avec 0 < ry < Ry pour k = 1,2. Son enveloppe d’holomorphie est H ~ D(R;) x D(R,).

Les fonctions méromorphes en deux variables différent des fonctions méromorphes
en une variable : elles possédent un ensemble d’indétermination. Pour tout x € X on
note My, le corps des quotients de Ox ,. C’est I'ensemble des quotients formels g/h
avec g,h € Ox,, ou h n'est pas un diviseur de 0 dans Ox,, avec les identifications
g/h = ¢ /h si gh' = ¢’h. On munit

MX = UxGXMX,x

de la topologie pour laquelle les ouverts sont unions d’ensembles de type {g,/h., x €
U} C Mx, ou U est un ouvert de X et g,h € Ox(U). Alors My est un faisceau sur X
et les sections de M x au dessus de U s’appellent les fonctions méromorphes sur U.
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Définition 1.1.7. Soit f une fonction méromorphe sur X. On dit que x € X est un
pole de f si f, € Ox,. On note Py 'ensemble de poles de f. L’ensemble de zéros de f
est par définition I’ensemble de poles de 1/ f, on le note Zy. L’ensemble Z;N Py s’appelle
I’ensemble d’indétermination de f.

Exemple 1.1.8. L’ensemble des poles de la fonction méromorphe f(z,w) = Z sur

C? est Py = {w = 0}, ensemble de ses zéros est Z; = {z = 0}, et son ensemble
d’indétermination est {(0,0)}.

Observons que les ensembles Py et Z; sont des sous ensembles analytiques de X de
dimension 1 (s’ils ne sont pas vides). L’ensemble Z; N Py est un ensemble fini de points.
Pour tout © ¢ Z; N Py, on a soit f, € Ox, ou 1/f € Ox,. Alors la restriction de f
a X \ (Zf N Py) définit une application holomorphe & valeurs dans la droite projective
complexe. Le théoreme d’extension suivant, di a Levi, sera fondamental dans la suite,
voir [Lev10].

Théoréme 1.1.9 (Théoréme d’extension de Levi). Soit X une surface complexe. Soit
H une figure de Hartogs dans X et f une fonction méromorphe sur H. Alors [ peut
s’étendre en une fonction méromorphe sur H.

1.1.3 Fibrés en droites

Les feuilletages possédent des fibrés en droites naturels dont on se servira par la
suite. On rappelle ici leur définition et quelques propriétés.

Définition 1.1.10. Soit X une surface complexe. Un fibré en droites L sur X est la
donnée d'un recouvrement de X par des ouverts {U;}jc; et de fonctions de transition
holomorphes ¢, : ¢ (U; N Uy) — C*. On pose

L=JW;xc)/~, on

=

(zj,wj,&5) € Uy x C~ (21, wi, &) € U x C

A (Zj7wj) = ijk(zkawk)a fj = tjk(Zk,wk) k-

Définition 1.1.11. Une section locale holomorphe (resp. méromorphe) du fibré en
droites L sur X au dessus de U, est une application s; : U; — L : (z;,w;) —
(zj,wj,&(z5,w;)) o & : U; — C est holomorphe (resp. méromorphe). Une section
est globale si elle est définie sur tout X.

Proposition 1.1.12. Soit X une surface algébrique complexe. Soit L — X un fibré en
droites sur X. Alors il existe une section méromorphe globale de L.
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Démonstration. On considére le fibré L' = L @ K' ott K est un fibré ample et [ est
grand. Un tel fibré existe car X est projective : il suffit juste de tirer en arriére le fibré
Opn (1) par un plongement de X dans P". On prend une section globale holomorphe s
de L', et r une section globale holomorphe de K'. La section 2 est une section globale

méromorphe de L. ]

Définition 1.1.13. Une métrique m sur un fibré en droites L est la donnée d’une
collection de fonctions m;(z;, w;, £;) = e~73wi) |€,]* sur U; x C, ot 0 est une fonction
de classe C* sur Uj, et qui vérifient sur U; N Uy # 0 :

e~ (z5:w;) |£j‘2 — ook (2kwk) ‘&’2

Définition - Proposition 1.1.14. Soit ©,,, la (1,1)-forme %85)(% définie sur Uj.
Ces expressions locales se recollent pour former une (1,1)-forme ©,, sur X que l'on
appelle la courbure de la métrique m.

Démonstration. La définition de métrique donne sur U; N Uy, :
€730 [ty (2, wy )| = €7 R, (1.2)

En appliquant i00x log on obtient que Om; = O, sur U; N Up. En effet,
i00x log |t (2, wy)|* est nul car le logarithme du module d'une fonction holomorphe
qui ne s’annule pas est une fonction pluriharmonique. O

On vérifie facilement que deux métriques m et m sur un fibré en droites L sont égales
T

modulo multiplication par une fonction de classe C* strictement positive : m = e~ "m,
ou 7 est de classe C*°. Les courbures de ces deux métriques sont reliées par
i
O = O + —00xT. (1.3)
27

Cette relation montre que la classe de cohomologie de la forme de courbure ©,, dans
H?*(X,Z) ne dépend pas de m. On la note ¢;(L), c’est la classe de Chern du fibré L.

1.1.4 Domaines Stein et réduction de Remmert

On rappelle des notions de convexité holomorphe sur les surfaces complexes. Pour
plus de détails on pourra regarder l'article de synthése de Peternell [Pet94]. On rappelle
que O(X) désigne 'anneau des fonctions holomorphes sur X.

Définition 1.1.15. Une surface complexe X est holomorphiquement convexe si pour
tout compact K C X l’ensemble suivant reste compact :

K= {oe X, |f)] < max|f()] , ¥/ € O(X)}.
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Une surface complexe compacte est holomorphiquement convexe car toutes ses fonc-
tions holomorphes sont constantes. On s’intéressera plus loin aux surfaces Stein, qui sont
holomorphiquement convexes et riches du point de vue des fonctions holomorphes.

Exemple 1.1.16. Grauert a donné un exemple d’un domaine pseudoconvexe dans un
tore qui n’est pas holomorphiquement convexe, voir [Pet94], Section 3.2|, détaillé dans
I’exemple [1.1.30. Toutefois, on sait que tout domaine fortement pseudoconvexe dans
une surface complexe est holomorphiquement convexe, d’aprés Grauert [Grab8| et Na-
rasimhan |[Nar62|. Ce résultat est fondamental pour notre travail car nous pouvons
appliquer & tout domaine holomorphiquement convexe la réduction de Remmert (Pro-
position , autrement dit ces domaines sont des modifications de domaines Stein.
Nous verrons tout cela dans la section [LI.5l

Définition 1.1.17. Une surface complexe X est dite Stein si elle est holomorphiquement
convexe et si :

1. Pour tout paire de points distincts p # ¢ € X il existe f € O(X) telle que
f(p) # f(a).

2. Pour tout p € X il existe des fonctions fi, fo € O(X) telles que les formes
différentielles df; en p soient C-linéairement indépendantes.

Exemple 1.1.18. L’espace C? et tous ses domaines d’holomorphie sont des surfaces
Stein. Tout domaine pseudoconvexe sur le plan projectif P?(C) est Stein, d’aprés Ta-
keuchi [Tak64].

Une obstruction pour une surface complexe holomorphiquement convexe pour étre
Stein est 'existence d’ensembles analytiques de dimension non nulle. La réduction de
Remmert opére une contraction de ces ensembles. L’espace quotient est alors un espace
Stein et normal du point de vue des singularités. Nous renvoyons a [Pet94, Section 2.1]
pour la proposition suivante, dont on peut trouver une démonstration dans le livre de
Grauert-Remmert [GR84, Chapitre 10, Section 6] et dans le livre de Camacho-Movasati
[CM| Appendice A].

Proposition 1.1.19 (Reduction de Remmert). Soit V' une surface complexe holomor-
phiquement convexe. Alors il existe un espace Stein normal Y et une fonction holo-
morphe, surjective et propre m:V — Y tel que :

1. Les fibres de m sont connezes.

2. 7T*<Ov) = Oy.

3. L’application canonique Oy (Y) — Oy (V) est un isomorphisme.
4

. Pour tout application holomorphe o : V. — Z avec Z espace de Stein il existe une
unique application holomorphe 7Y — Z telle que 0 = T o m.

Géométriquement, la réduction de Remmert contracte tous les ensembles analytiques
de dimension positive de V' en des points.
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Définition 1.1.20. L’ensemble analytique maximal contracté s’appelle 'ensemble ex-
ceptionnel de V.

La réduction de Remmert est un biholomorphisme en dehors de ’ensemble excep-
tionnel. C’est aussi une modification propre d’un espace Stein normal, voir [Gra62| et
[GR84] pour la notion de modification. Un espace complexe réduit est normal s’il vérifie
le premier théoréme d’extension de Riemann :

Définition 1.1.21. Soit Y un espace complexe réduit. On dit que Y est normal si pour
tout ensemble analytique A de Y dont 'adhérence n’a pas de point intérieur, toute
fonction holomorphe f localement bornée sur Y\ A s’étend en une fonction holomorphe
sur Y.

Dans le chapitre 3 on aura besoin d’étendre des fonctions méromorphes sur une
surface Stein normale. On utilisera le résultat suivant, voir par exemple 'article d’Iva-
shkovich [Ival3, Corollaire 1.5].

Lemme 1.1.22. Soit Y une surface complexe réduite et normale. Soit B C'Y un en-
semble fini de points. Alors toute fonction f méromorphe sur Y\ B s’étend en un fonction
méromorphe sur'Y .

1.1.5 Forte pseudoconvexité

On rappelle que L, note la forme de Levi de la fonction p.

Définition 1.1.23. La fonction p est (resp. strictement) plurisousharmonique sur U
si sa forme de Levi L, est (resg. strictement) positive pour tout p € U, ou de fagon
équivalente, si la (1,1)-forme i00xp est (resp. strictement) positive sur U.

La notion de fonction (strictement) plurisousharmonique est invariante par biholo-
morphisme, elle passe donc aux surfaces complexes. Précisons maintenant le lien avec
les domaines Stein et la notion de forte pseudoconvexité. Dans toute la suite X est une
surface complexe.

Définition 1.1.24. Une fonction p : X — [—00,00) est d’exhaustion si les ensembles
{z € X, p(x) < ¢} sont relativement compacts dans X.

Le théoréme suivant de Grauert [Grab8| est fondamental dans 1'étude de la convexité
des surfaces complexes.

Théoréme 1.1.25. (Grauert) Une surface compleze X est Stein si et seulement si elle
admet une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique.

Définition 1.1.26. Une surface complexe X est dite fortement pseudoconvexe si elle
admet une fonction p : X — [—o00,00) de classe C? qui est d’exhaustion et qui est
strictement plurisousharmonique en dehors d’un ensemble compact.



26 ELEMENTS D’ANALYSE ET DE GEOMETRIE COMPLEXES

Le théoréme suivant est di & Grauert [Grab8| et Narasimhan [Nar62|. Il montre que,
via la réduction de Remmert, toute surface fortement pseudoconvexe est une surface
Stein normale modifiée.

Théoréme 1.1.27. (Grauert, Narasimhan) Soit X wune surface complexe compacte
connexe et V @ X un domaine fortement pseudoconvexe a bord C?* par morceauz. Alors
V' est holomorphiquement convexe.

Le théoréme suivant simplifiera nos démarches puisqu’il fournit une fonction d’ex-
haustion pour les ensembles fortement pseudoconvexes qui est strictement plurisoushar-
monique et lisse en dehors de ’ensemble exceptionnel.

Théoréme 1.1.28. [CM8H] Soit X wune surface complexe fortement pseudoconvexe.
Alors X posseéde une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique p : X —
[—00, 00[ qui vaut —oo sur ’ensemble exceptionnel de X et qui est de classe C* ailleurs.

1.1.6 Probléme de Levi et exemple de Grauert

Levi a montré que tout domaine holomorphiquement convexe (lisse) de C? est pseu-
doconvexe. La réciproque est connue sous le nom de Probléme de Levi. Il posséde une
réponse positive dans C? (Oka), dans P?(C) (Takeuchi) et pour les domaines forte-
ment pseudoconvexes d’aprés le théoréme [I.1.27] L’exemple montre qu'il existe
des réponses négatives : 'hypothése fortement pseudoconvexe ne peut donc pas étre
remplacée par pseudoconvexe dans le théoréme [1.1.27, Commencons par la notion de
pseudoconvexité.

Définition 1.1.29. Soit V un ouvert d’une surface complexe X et soit p un point du
bord de V. On dit que V' a un bord pseudoconvexe en p s’il existe un voisinage U de p
dans X et une fonction plurisousharmonique p : U — R telle que

L. VNU={ze€ X, p(x) <0},
2. (OV)NU = {p=0}.

L’ouvert V est dit pseudoconvexe si son bord l'est en tout point.

Exemple 1.1.30. (Exemple de Grauert) Cet exemple est un domaine pseudoconvexe
dans un tore complexe qui n’est pas holomorphiquement convexe. Il est particuliérement
intéressant car son bord est une hypersurface Levi-plate. Soit X la variété abélienne
C/Z[i]xC/Z[i\/2] et soit p : CxC — X le passage au quotient par le réseau Z[i] x Z[iv/2].
Soit H := {(z,w) € C?* Re(z) = Re(w)}. Alors M := p(H) est une hypersurface Levi
Plate compacte dans X. I’ensemble X \ M est alors un ensemble pseudoconvexe mais il
n’est pas holomorphiquement convexe. Pour voir cela, il suffit de vérifier que les fonctions
holomorphes sur X \ M sont constantes.

Soit H' un hyperplan réel de C? obtenu par translation de H, de sorte que M’ :=
7(H') est une hypersurface Levi-Plate (voir le paragraphe [1.2.2)) contenue dans X \ M.
Soit f une fonction holomorphe sur X \ M. Soit p € M’ un point ou la restriction de
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f a M’ réalise son maximum. La restriction de f a la feuille du feuilletage CR sur M’
contenant p est constante, d’aprés le principe du maximum. Puisque les feuilles de ce
feuilletage sont denses dans M’, la restriction de f a M’ est constante. La fonction f
est donc constante sur chaque hypersurface Levi-plate M’ translatée de M. Puisque ces
hypersurfaces sont de codimension réelle 1, la fonction f est bien constante sur X \ M.
On reviendra sur cette exemple dans la section [1.2.2]

1.2 Variétés feuilletées

On commence cette section par les 3-variétés compactes feuilletées par surfaces de
Riemann, les hypersurfaces Levi-plates forment une classe importante d’exemples. Nous
nous plagons en régularité analytique, les définitions restent valables dans le cadre lisse.
On aborde ensuite les feuilletages sur les surfaces complexes et les fibrés en droites sur
les variétés feuilletées.

1.2.1 3-variétés feuilletées par surfaces de Riemann

Définition 1.2.1. Soit M une 3-variété compacte analytique. Un feuilletage F par
surfaces de Riemann sur M est un atlas A = {(U;, ¢;)}jes pour M qui est maximal par
rapport aux propriétés suivantes :

1. Pour tout j € J, ¢; : U; = A; x B; est un difféomorphisme analytique, ou A;
est un disque ouvert dans C et B; =0, 1].

2. Si (Uj, ¢;) et (U, ¢r) appartiennent a A avec U; N Uy, # 0, alors
i =i o pp" (U NU) — ¢;(U; N U)

est de la forme
Vik(zrs te) = (Fie(zr, tr), 9 (tr)),

ou fjr et g;i, sont des fonctions analytiques et f;, dépend holomorphiquement
de z.

Chaque (Uj,¢;) € A est appelé boite de flot. Les ensembles ¢ '(A; x {t}) avec
t € B; sont les plaques de F en U;. On définit une relation d’équivalence sur M : deux
points p, ¢ € M sont dits équivalents s’il existe une suite de plaques P, ..., P; telles que
pEP,qePret P;NPjy #Dpour 1 <j<k-—1. Les classes d’équivalence sous cette
relation sont appelées les feuilles de F. On note £, la feuille de F passant par p € M.
Les feuilles de ce feuilletage sont des surfaces de Riemann immergées dans M.

De fagon équivalente, on peut définir un feuilletage sur une 3-variété compacte par
des submersions locales, par des champs de vecteurs ou par des formes différentielles.
Ce fait vient du théoréme de Frobenius.
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Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Frobenius). Soit M une 3-variété compacte analytique.
Soit E = {E,}pem un champ de plans analytique, soit {w,}pen une famille de 1-formes
différentielles telles que ker(w,) = E,. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout p € M, il existe N sous variété de M, tel que 1.(T,N) = E,, ou
t: N — M est linclusion naturelle.

2. Pour tous champs de vecteurs X1, Xs dans E on a que [Xy1, X3| appartient o E,
ot [+, -] dénote le crochet de Lie des champs de vecteurs.

3. Pour tout p € M la forme différentielle dw, s’annule sur ker(w,), c¢’est-a-dire que
dwAw = 0.

4. Pour tout p € M 1l existe un voisinage U de p et n une 1-forme différentielle sur
U telle que dw =n A w.

5. Pour tout p € M il existe un voisinage U de p et des fonctions f,g : U — R
telles que w = fdg.

Si une des conditions du théoréme est vérifiée, on dira que le champ de plans F est
intégrable au sens de Frobenius.

1.2.2 Hypersurfaces Levi-plates

Les hypersurfaces Levi-plates sont les hypersurfaces réelles de surfaces complexes qui
sont feuilletées par surfaces de Riemann. La structure complexe des feuilles est bien sir
compatible avec la structure complexe de la surface ambiante. Leur nom est justifié par
I’annulation de la forme de Levi.

Définition 1.2.3. Soit X une surface complexe et M C X une 3-variété compacte
analytique. Soit T,M C T,X l'espace tangent & M au point p. On dit que M est une
hypersurface Levi-plate si le champ de plans E, := T,M NiT,,M sur M est intégrable au
sens de Frobenius. On note F le feuilletage par surfaces de Riemann sur M correspondant
et on 'appelle feuilletage de Cauchy-Riemann ou feuilletage CR.

Dans la suite, nous donnons des exemples qui illustrent chacun les notions d’hy-
persurfaces Levi-plates périodiques, quasi-périodiques, et chaotiques, que nous avons
mentionné dans l'introduction.

Exemple 1.2.4. Notre premier exemple est un Levi-plat périodique dans une surface
algébrique qui est diffeomorphe a un fibré hyperbolique en tores. Voici l'idée de sa
construction, qui est détaillée dans [DD15].

Considérons un pinceau de cubiques de CP?, par exemple le pinceau de cubiques
donné par la famille de courbes qui en coordonnées affines sont définies par

Cy ={y?*=z(x—1)(xz —1t)}, (1.4)

ot t € CP'. Ces cubiques sont lisses dés que ¢ # {0, 1, 00}. Elles s’intersectent toutes en
neuf points distincts py, ..., py du plan projectif complexe. En éclatant CP? en ces neuf
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points, nous obtenons une surface rationnelle X munie d’une fibration singuliére dont
les fibres sont les relevés stricts Cy des courbes C; dans X.

Faisons maintenant varier la variable ¢ le long d’un lacet de CP'\ {0, 1, 00}. L’union
des courbes C; dans X est une hypersurface Levi-plate immergée, qui est difféomorphe a
un fibré en tores par construction. Si la courbe décrite par t est suffisamment compliquée,
alors la monodromie de ce fibré est hyperbolique. Nous obtenons donc une hypersurface
Levi-plate périodique difféeomorphe a un fibré hyperbolique en tores dans une surface
rationnelle, mais cette hypersurface n’est a priori qu'immergée si la courbe décrite par
t n’est pas simple.

Pour obtenir une hypersurface Levi-plate de ce type qui est bien plongée, il suffit de
prendre la préimage de cette construction par un revétement au dessus de CP!, qui ne
ramifie qu’au dessus des points 0, 1,00, et dans lequel la courbe décrite par ¢ se reléve
en une courbe fermée simple. Nous renvoyons a [DD15] pour plus de détails sur cette
construction.

Exemple 1.2.5. Notre deuxiéme exemple est une perturbation du premier et est di a
Arnol’d, voir [Arn84].

Pour le détailler, nous aurons besoin de la notion suivante : une courbe C' dans une
surface complexe X est linéarisable si 'inclusion de C' dans son fibré normal se prolonge
en un biholomorphisme d’un voisinage de C' dans un voisinage de son image dans le
fibré normal. Si une courbe lisse d’auto-intersection nulle dans une surface complexe
quelconque est linéarisable, alors il existe des hypersurfaces Levi-plates quasi-périodiques
arbitrairement proches de C' : en effet, cette propriété a lieu pour la section nulle dans
le fibré normal, on peut prendre les niveaux de 'unique métrique plate sur ce dernier.

Si l'on choisit neuf points pi,...,py génériquement dans CP?, alors il existe une
unique cubique C' passant par ces neuf points. Cette cubique est d’auto-intersection 9,
si bien que le relevé strict C de C dans l'éclatée X de CP? aux points pq, ..., pg est d’auto-
intersection nulle. Dans [Arn84] Arnol’d montre que cette courbe est linéarisable. Il y a
donc dans son voisinage des hypersurfaces Levi-plates quasi-périodiques. Une remarque
de Sad montre que ces hypersurfaces ne sont jamais tangentes a un feuilletage algébrique
de X.

Exemple 1.2.6. Soit ¥ une surface de Riemann compacte de genre > 2. Soit p :
m1(2) — PSLy(R) une représentation du groupe fondamental de ¥ dans le groupe des
transformations de Moebius réelles. On définit une surface complexe X comme quotient
de D x CP! par la relation (z,t) ~ (7 - 2, p(y)t) pour tout v élément de 71(X). On la
note X =X, CP!. Soit p : D x CP' — X la projection sur I'espace quotient X. Alors
M = p(D x S') = ¥ x, RP' est une hypersurface Levi-plate dans X. Comme on le
verra, cette hypersurface Levi-plate est chaotique pour des représentations génériques

p.
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1.2.3 Feuilletages holomorphes sur les surfaces complexes

Dans cette partie X désigne une surface complexe.

Définition 1.2.7 (Feuilletage non singulier). Un feuilletage holomorphe G non singulier
sur X est un atlas A = {(U;, ¢;) }jes pour X qui est maximal par rapport aux propriétés
suivantes :
1. Pour tout j € J, ¢; : Uj = A; x Bj est un biholomorphisme, ot A; et B; sont
des disques ouverts dans C.
2. Si (Uj, ¢;) et (U, ¢x) appartiennent a A avec U; N Uy, # 0, alors

Bk = @50 Gy Pr(U; N U) = @5(U; N UL)
est de la forme

Bz wi) = (fie(ze, wi), Gin(wi),

ot fi et g, sont des fonctions holomorphes.

Les feuilles d’'un feuilletage holomorphe non singulier sur X sont des surfaces de
Riemann immergées dans X. On définit boite de flot, plaque et feuille comme dans la
section précédente. La proposition suivante associe a tout feuilletage holomorphe non
singulier une collection de submersions locales.

Proposition 1.2.8. Soit G un feuilletage holomorphe non singulier. Il existe un recou-
vrement {U;}e; de X par des ouverts et une famille de submersions g; : U; — C, telles
que si U; N Uy, # 0 alors g; = Hjx o gi, o Hjy, = gx(U; NUx) C C — C est une fonction
holomorphe.

Démonstration. D’aprés le point 1 de la définition il existe un recouvrement de X par des
ouverts {U;} et des biholomorphismes ¢; : U; — D x D tels que ¢;(p) = (2;(p), w;(p))-
La fonction g; := w; est une submersion car c’est une projection modulo un biholomor-
phisme. Le point 2 de la définition nous dit que Hj;, := g;i est une fonction holomorphe
qui vérifie g; = Hjj, o gy [

Définition 1.2.9. Un feuilletage holomorphe singulier sur X est la donnée d’un feuille-
tage holomorphe non singulier sur X privé d’un ensemble fini de points. On note Sing(G)
cet ensemble fini et on 'appelle I'ensemble singulier du feuilletage.

La proposition suivante caractérise les feuilletages holomorphes singuliers a 'aide
des 1-formes holomorphes. Observons que sur une surface complexe, toute 1-forme ho-
lomorphe w est intégrable, car dw A w est une 3-forme.

Proposition 1.2.10. Soit G un feuilletage holomorphe singulier sur X. Il existe un
recouvrement ouvert {U;};e; de X et une collection de 1-formes holomorphes w; sur U,
a zéros isolés telles que si U; N Uy, # O alors

Wi = hjkwk , 0l hjk € O*(UJ N Uk)
L’ensemble Sing(G) est égal a Uje{w; = 0}.
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Démonstration. Soit {(U;, $;)}jes un recouvrement de X \ Sing(G) par des boites de
flot. Dans U; on pose w; := @j(dw;). Sur U; NU, # () on a

~* ~k ok ~ % dg ik ~
wj = §j(dw;) = G5 (dwy) = & ( o (wk)dwk) = ik (Wi )wr,
il suffit alors de poser hj; = g;.k. On prend maintenant en compte les singularités, soit
p € Sing(G). Soit (U, (z,w)) une carte de X contenant p, et recouvrons U := U, \ {p}
par des boites de flot U;. Pour tout j on écrit Wigsno, = a}dz%—a?dw dans les coordonnées
P

(z,w). Puisque les w; ne sont pas identiquement nulles, on peut supposer que ajl- n’est
pas identiquement nulle sur Uy N U; pour tout j. On pose alors Fj := a/aj, c’est une
fonction méromorphe sur U, NnU;. Comme w; = hjpwy sur U; N Uy, on obtient F; = F,
sur Uy NU; NUy. On définit une fonction méromorphe F’ sur U en posant F|y, = Fj. Le
théoréme de Levi (théoréme permet d’étendre cette fonction sur U, notée encore
F. Pour terminer on prend G une fonction holomorphe sur U, telle que w := G(dz+Fdw)
soit une 1-forme holomorphe & zéros isolés. Cette forme répond au probléme posé. [

Remarque 1.2.11. La fonction F' de la démonstration précédente représente la pente des
feuilles du feuilletage G. On utilisera plusieurs fois cette méthode pour prolonger un
feuilletage.

La proposition suivante est immédiate.

Proposition 1.2.12. Soit G un feuilletage holomorphe non singulier sur X. Soit g; :
U; — C une famille de submersions holomorphes telles que g; = Hji, o g comme dans
la proposition . Alors on peut prendre w; = dg; et hji = H]’.k dans la proposition
[L.2.10.

Pour finir cette section on définit la notion de 1-forme méromorphe définissant un
feuilletage singulier sur une surface complexe X.

Définition 1.2.13. Soit G un feuilletage holomorphe singulier sur X défini par une
collection de 1-formes holomorphes {w; } jc; comme a la proposition On dit qu’une
1-forme méromorphe w sur X définit G si pour tout j € J et pour tout p € U; qui n’est
ni un zéro ni un poédle des coordonnées de w on a kerw(p) = ker w;(p).

1.3 Fibrés en droites sur les variétés feuilletées
Nous introduisons le fibré normal et le fibré tangent a un feuilletage.

1.3.1 Fibré normal sur une 3-variété feuilletée

Rappelons les notations de la définition Soit M une 3-variété compacte munie
d’un feuilletage F par surfaces de Riemann. Si (Uj, ¢;) et (Uy, i) sont deux cartes du
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feuilletage telles que U; N Uy # 0 alors @i = ¢, 0 " vérifie

@ik (zrtr) = (fir(2r, th), gik(t)) = (25, 5)-

Nous commencgons par introduire des notions d’analyse le long du feuilletage. Soit
Oz (U;) 'ensemble des fonctions continues sur U; et holomorphes le long des feuilles
et soit C¥(U;) I'ensemble des fonctions continues sur U lisses le long des feuilles et dont
les dérivées le long des feuilles dépendent contintiment de la coordonnée transverse. On

a Ox(U;) C C2(Uy).

Soit Q3'(U;) T'ensemble de formes différentielles définies sur U; qui s’écrivent
u(zj, t;)dz; A dz; avec u € C¥(U;). Pour toute fonction f € C¥(U;) on note

_of 5 .. 0f *f
Orf = 8zjdzj 2 Orf = 0%, 02;0%;

—Ldz; , 00 f = dz; Adz; € Q¥ (U)).

Une (1,1)-forme w € Q%' (M) est dite positive (resp. strictement positive) en la direction
des feuilles si dans toute carte (Uj, z;,t;) elle est de la forme u(z;,t;)5dz; A dz; avec
u(zj,t;) > 0 (resp. > 0).

Définition 1.3.1. Soit M une 3-variété compacte munie d’'un feuilletage F par surfaces
de Riemann. Le fibré normal au feuilletage F est le fibré en droites sur M défini par

Ny =JW; xC)/ ~,
jeJ
ol

(Zj,tj,éj) S Uj x C ~ (Zk,tk,fk) eU, xC

dgjk
te) « Ek.
iy (te) - &

On note m : Ny — M la projection qui localement & tout élément (z;,t;,&;) € U; x C
associe (z;,t;) € M.

& (z,t5) = pjr(2n, te), & =

g]k:

On remarque que (tk) est constant le long des feuilles. On définit le fibré conormal

N3 en prenant {(2 9951 ) 1} pour fonctions de transition.
Définition 1.3.2. Une section holomorphe du fibré en droites N au dessus de U; est

une application s; : U; — U; x C : (25,t5) — (25,1,&(25,t5)) ou & € Ox(Uj). Une
section est globale si elle est deﬁme sur tout M.

Définition - Proposition 1.3.3. Une métriqgue m sur le fibré en droites Nz sur M
est la donnée d’une collection de fonctions m;(z;,t;,&;) = e %iGit) \§j|2 sur U; x C, on
o; est de classe C™, et telles que

et |€)]? = emomlERte) (g, 12
sur Uy N Uy # 0. Soit ©,,, := 200r0;(zj,t;) € QN (U;). Ces expressions locales se

recollent pour former une (1,1)-forme ©,, € Q;l(]\/[) que l'on appelle la courbure de la
métrique m.
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Démonstration. La condition de recollement est équivalente a

d 2
STk ()| = emonmte), (1.5)

—0; (Z s )
6 J J

En appliquant 00r log(-) des deux cotés de (1.5) on obtient Om,; = O, car la fonction

dg]k (tk) ne dépend pas de 2. O
Notons que la courbure de m est une (1, 1)-forme (strictement) positive si %202\(:)

est (strictement) positif pour tout p € M et pour tout j, voir le lemme _ On
obtient immédiatement le lemme suivant, nous en aurons besoin pour la démonstration

du théoréme [2.2.3|

Lemme 1.3.4. Soit m une métrique sur Nx et soit 7 : M — R une fonction de classe
C*>. Alors la courbure de la métrique m := e~ "m est égale a

@fn == @m + L@éﬂ'.
2T

1.3.2 Fibré tangent sur une 3-variété feuilletée

On garde les notations de la section précédente.

Définition 1.3.5. Le fibré tangent au feuilletage F est le fibré en droites sur M défini
par
Tr = | JU; xC)/ ~
jed

ou

(Zj,tj,gj) € Uj x C ~ (Zk,tk;€k> € Uk x C

df

1 —— (21, wy,) - &

& (2, t;) = oie(z te), & =
Définition - Proposition 1.3.6. Une métrique g sur le ﬁbre en droites Tr est la
donnée d’une collection de fonctions g;(z;,t;,&;) = e X34 |&* sur U; x C, ow x; est
de classe C™, et telles que

—x; 2j:tj |€ ‘ _Xk (2k>tk) ‘g |

sur U;NUy, # 0. Les expressions e*Xj(zj’tj)idzj A dz; se recollent pour former une (1,1)-
forme strictement positive volg € Q_IFI(M) On Uappelle la forme volume de la métrique

g.
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que la condition de recollement est équivalente a

2
— o Xk (Zh:tk)

[]

Lemme 1.3.7. Soit g une métrique sur Tr et soit © € Qlfl(M) Il existe une fonction
¢ : M — R dans C¥ (M) telle que © = ¢ - vol,.

Démonstration. Les (1,1)-formes © et voly sont deux sections C¥ (M) de T, de plus
voly est strictement positive. O

Ce lemme permet d’introduire la définition suivante.

Définition 1.3.8. Soit f une fonction de C¥ (M) et soit g une métrique sur 7. On
note Ay f la fonction de C¥ (M) vérifiant

i007f = Ay f - vol, .

1.3.3 Fibré normal sur une surface complexe feuilletée

Soit X une surface complexe et soit G un feuilletage non singulier sur X. On rappelle
les notations de la définition |1.2.7, Si (U;, ¢;) et (Uy, Px) sont deux cartes du feuilletage
telles que U; N Uy, # 0 alors @1, = @, 0 @, ' vérifie

Bz wr) = (fie(ze wr), Gin(we)) = (25, wy).

Définition 1.3.9. Le fibré normal au feuilletage G est le fibré en droites sur X défini
par

N =Wy x©)/ ~,

jeJ
ou
(zj,wj,ﬁj) S Uj x C ~ (zk,wk,ﬁk) e U, xC

da.

& (27,w5) = Gz, W), &

i
dwy, B
conormal N§ est défini par les fonctions de transition {(igTj:)*l}. Il est possible de
définir le fibré normal Ng d’un feuilletage singulier. Pour ce faire on prolonge le fibré
normal défini au dessus de la partie réguliére a I'aide du théoréme d’extension de Levi

des fonctions méromorphes, voir par exemple I'article de Zakeri [ZakO1].

On remarque que est holomorphe (car constant) le long des feuilles. Le fibré
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Définition 1.3.10. Une métrique m sur le fibré Ng est la donnée d'une collection de
fonctions m;(z;, w;, &) = 7% |€,]% sur U; x C, ou 0; est une fonction de classe C*
sur Uj, telles que

e~ (z5,wj) |§j|2 — o ok(zkwk) |€k|2

sur U; N U, # 0.

Comme précédemment on peut définir la courbure ©,, de la métrique m en posant
localement ©,,, 1= 5-00x0;(2;, w;) sur U;. 1l s’agit ici de 'opérateur ddx et non pas
de lopérateur feuilleté dJg. La courbure de m est (strictement) positive si la forme de
Levi de o; est (strictement) positive, autrement dit si la fonction o; est (strictement)
plurisousharmonique sur U;.

1.3.4 Sections méromorphes du fibré conormal

Nous expliquons dans cette section comment 'existence de sections méromorphes du
fibré conormal N (donnée par la proposition [1.1.12)) permet de construire des 1-formes
méromorphes sur X qui définissent le feuilletage au sens de la définition [1.2.13] Cela
sera utile dans la section [£.2.2]

Proposition 1.3.11. Soit X une surface complexe et soit G un feuilletage holomorphe
singulier sur X. Soit {U;}je; un recouvrement ouvert de X \ Sing(G) et soient g; : U; —
C des submersions qui définissent G comme dans la proposition . Soit f = (f;) une

section méromorphe du fibré NG donnée par la proposition|1.1.13, Alors la collection de
1-formes méromorphes w; = f;dg; se recolle en une I-forme méromorphe sur X qui

définit le feuilletage au sens de la définition |1.2.15,

Démonstration. D’aprés la proposition si U; NUy, # 0 alors les submersions g; et
gi sont reliées par

95 = ik © Gk (1.6)
ol gjr est le changement de coordonnées transverse entre U; et Up. D'un autre coté,
puisque f est une section méromorphe du fibré Ng, on a

fi = (G) " e (1.7)
sur U; N Uy. En dérivant (1.6) et en multipliant le résultat avec (1.7)) on obtient
fidg; = frdge

sur U; N Ug. On définit une 1-forme méromorphe w sur X en posant wl|y, := f;dg;. Elle
définit bien le feuilletage G au sens de la définition [1.2.13] m
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Chapitre 2

Dynamique des Levi-plats

L’objectif de ce chapitre est de montrer que si F est un feuilletage par surfaces de
Riemann sur une 3-variété compacte qui n’a pas de mesure transverse invariante, alors
le fibré Nz normal au feuilletage posséde une métrique dont la courbure est strictement
positive. Il s’agit de la partie cruciale de ce mémoire. On commencera par introduire la
notion d’holonomie, de mesure transverse invariante et de mesures harmoniques.

2.1 Dynamique sur les 3-variétés feuilletées

2.1.1 Holonomie

Nous rappelons ici la définition d’application d’holonomie. Soit M une 3-variété
compacte feuilletée par surfaces de Riemann. Soit {(U;, ¢;)} les cartes du feuilletage.
Soient p et ¢ deux points dans une feuille £ de F et soient 7,7, ~] — 1, 1] des sections
transversales en p et ¢. Soit 7 : [0,1] — £ un chemin continu dans £ avec v(0) = p et
7(1) = q. L’application d’holonomie h, associée & 7 est définie comme suit.

On choisit une collection de cartes du feuilletage {(Uj, ¢;) }o<j<n qui recouvrent le
chemin y et 0 =19 < 11 < ... < 1, < rpy1 = 1 une partition de [0,1] telle que
Y([rj,7j+1]) € U; pour 0 < j < n, et tel que si U; N Uy # O alors U; U Uy, est contenu
dans une carte du feuilletage.

12

Pour tout 1 < j < n on choisit une section 7; := T,«,) ~] — 1, 1] transversale a £ en

v(rj), de cette facon To = Ty0) = Tp et Tog1 = Torpyy) =

Alors pour chaque ¢t € 7; suffisamment proche de 7(r;) la plaque de U; qui passe
par t coupe 7T;1; en un unique point h;(t). De plus h;(y(r;)) = v(rj+1). La composition
hy = hy o ---0hy est donc bien définie sur un voisinage de p dans 7y et a valeurs dans
T1. De plus cette application est inversible. On note dom(h,) son domaine de définition.

—_ —
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2.1.2 Mesures transverses invariantes

Définition 2.1.1. Soit M une 3-variété compacte et soit F un feuilletage de codimen-
sion 1 sur M. Une mesure transverse invariante est une famille de mesures finies {7 }+
sur chaque transversale 7 telle que toute application d’holonomie h., : dom(h.,) C Ty —
Ty vérifie p(hy(B)) = p(B) sur les boréliens de dom(h.). Une mesure transverse inva-
riante est ergodique si elle ne peut pas s’écrire comme combinaison convexe non triviale
de deux mesures transverses invariantes différentes.

Le théoréme de Ghys suivant donne la nature des mesures transverses invariantes sur
les 3-variétés feuilletées transversalement affines. On rappelle que F est transversalement
affine s’il posséde un atlas pour lequel les changements de cartes g;; de la définition[I.2.1]
sont affines.

Théoréme 2.1.2. [Ghy91|] Soit M une 3-variété analytique compacte et soit F un
feuilletage analytique de codimension 1 sur M. On suppose que F est transversalement
affine et qu’il posséde une mesure transverse invariante ergodique . Alors p est de ['un
des types suivants :

1. p est concentrée sur une feuille compacte de F.

2. F est Riemannien, c’est-a-dire qu’il existe une métrique riemannienne sur le
fibré normal a F qui est invariante par holonomie, et pu est la mesure de volume
associée a cette métrique.

Il est trés rare qu’un feuilletage posséde une mesure transverse invariante. On dispose
du résultat suivant dans le cas des représentations fuchsiennes.

Exemple 2.1.3. Soit 3 une surface de Riemann et p : m(X) — PSLy(R) une repré-
sentation du groupe fondamental de ¥. On définit M = ¥ x, RP!. Alors il existe une
mesure transverse invariante sur M si et seulement si la représentation p est élémentaire :
I'image de 7;(3) par p est conjuguée a

— un sous-groupe de SO(2), ou

— un sous-groupe du groupe affine, ou

— un sous-groupe du groupe engendré par z — % et z+— az, ol a € R*.
Dans le premier cas la mesure transverse invariante est la mesure de Lebesgue, dans les
autres cas c’est une somme de deux masses de Dirac. On pourra par exemple consulter
le livre de Beardon sur ces aspects |[Bea93), §5.1].

2.1.3 Mesures harmoniques

On s’intéresse ici aux mesures harmoniques. Celles-ci généralisent en un certain
sens les mesures transverses invariantes : associée a une mesure harmonique, on peut
construire une famille de mesures transverses qui sont invariantes en moyenne par les
holonomies relativement a la diffusion de la chaleur dans les feuilles. Les mesures har-
moniques ont été introduites par Garnett [Gar&3].
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Définition 2.1.4. Soit M une 3-variété compacte feuilletée par surfaces de Riemann.
Soit g une métrique sur T'x et soit Ay son laplacien. Une mesure i de probabilité sur M
est dite g-harmonique si pour toute f € C¥(M) on a

| Austa)duta) <o

De telles mesures existent toujours, on peut le démontrer a l'aide du théoréeme de
Hahn-Banach, voir [CC03, Chapitre 2.1]. Sur des exemples concrets il est possible de
construire de telles mesures a la main. On renvoie & [CCO3| pour le cas des fibrés hy-
perboliques en tores et & [Gar83| pour le cas des fibrés unitaires tangents aux surfaces
de Riemann hyperboliques.

Nous donnons maintenant la définition de I’exposant de Lyapunov d’une mesure
harmonique, voir les articles [DK07| et [DD15], Section 5.4].

Définition 2.1.5. Soit M une 3-variété compacte feuilletée par surfaces de Riemann.
Soit g une métrique sur T et soit © une mesure g-harmonique ergodique sur M. L’ex-
posant de Lyapunov de u est défini par

Ap) = —/Msodu,

ou ¢ : M — R est la fonction vérifiant ©,,, = ¢ - vol; et mz est une métrique sur
le fibré normal Nz. Cette définition ne dépend pas de la métrique choisie car p est
g-harmonique.

On peut montrer que 'exposant de Lyapunov d’'une mesure invariante est nul, voir
[IDKOT|. Le résultat suivant stipule qu’il est strictement négatif dans le cas ou il n’y a
pas de mesure transverse invariante.

Théoréme 2.1.6. [DK07] Soit M une 3-variété compacte feuilletée par surfaces de
Riemann. Soit g une métrique sur Tx. St F n’a pas de mesure transverse invariante,
alors F posséde un nombre fini de minimaux My, ..., M,, chaque minimal supporte une
unique mesure g-harmonique v;, et chaque exposant de Lyapunov A(v;) est < 0. Toute
mesure harmonique sur M est une combinaison convexe des vy, ..., U,.

Remarque 2.1.7. Dans le cas d’une mesure harmonique ergodique (i.e. extrémale dans le
compact convexe formé par les mesures harmoniques), I'exposant de Lyapunov mesure le
taux d’écartement exponentiel des feuilles génériques vis a vis de la mesure harmonique
le long des trajectoires browniennes. Nous ne développerons pas ce point de vue ici, nous
nous contentons de renvoyer a [DKO07].

2.2 Dynamique et courbure positive

Dans cette section on montre que si une 3-variété compacte feuilletée par surfaces de
Riemann n’a pas de mesure transverse invariante alors le fibré normal Nz posséde une
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métrique dont la courbure est strictement positive. On commence par le lemme suivant,
dont la preuve s’inspire de [DK07].

Lemme 2.2.1. Soit M une 3-variété compacte et soit F un feuilletage par surfaces de
Riemann. Soit g une métrique sur le fibré tangent Trx. Soit ¢ : M — R une fonction
continue telle que fM wdv > 0 pour toute mesure g-harmonique v sur M. Alors il existe
g € C¥ (M) telle que o — Agg > 0.

Démonstration. On considere 'espace CY(M) des fonctions continues ¢ : M — R. C’est
un espace de Banach pour la topologie de la convergence uniforme. On note E le sous-
espace fermé

E:={¢ € C'(M)|3(gn)n € CX(M) telle que ||¢ — Aggnll, — 0}

et C' le cone
C = {y € C°(M)]tp > 0 sur M}.

L’ensemble C' est un cone convexe car pour tout o > 0 et toute fonction ¢ € C'la fonction
ap appartient & C. On note F' = C°(M)/E et m : C°(M) — F la projection canonique.
Comme E est fermé, ||7(¢)|| := infecg ||¢ — e, définit une norme sur I'espace F', qui
en fait un espace de Banach. De plus la projection 7 est linéaire et continue.

Soit ¢ € CO(M) telle que [ 1 pdv > 0 pour toute mesure harmonique v. Pour montrer
qu'il existe g € C¥(M) telle que ¢ — Ayg > 0, il suffit de montrer que 7w (p) € w(C).

En effet, si 7(¢) € 7(C) il existe alors une fonction ¢ € C' et une fonction e € E telles
que ¢ = ¢+ e. Puisque M est compact et ¢ est une fonction continue sur M il existe
e >0 tel que ¢ > €. Donc on a ¢ —e > e sur M. D’aprés la définition de ’ensemble E il
existe g € C¥ (M) telle que |e — g| < €/2. On a alors ¢ — Ayg > €/2 comme souhaité.

Montrons donc que 7(p) € w(C). Par contradiction on suppose que w(p) & 7(C).
L’ensemble 7(C') est un ouvert convexe de F. On utilise le résultat classique suivant
avec A =m(C) et B ={m(p)}.

Théoréme 2.2.2 (Hahn-Banach). [Bre83/ Soit F' un espace vectoriel normé. Soient A
et B deux sous ensembles de F convexes, non vides et disjoints. On suppose que A est
ouvert. Alors il existe une forme linéaire L sur F', continue et non identiquement nulle
et a € R tel que L(x) > a pour tout © € A et L(z) < a pour tout x € B.

Alors d’aprés ce théoréeme il existe une fonctionnelle linéaire continue L : F' — R tel
que L(m(¢)) < a et L > a sur w(C'). Vérifions que cela entraine

L(m(p)) <0et L >0 sur n(C). (2.1)

Si on prend une suite de fonctions constantes €, € C' telles que €, — 0, alors puisque L
et 7 sont linéaires et continues on a o < L(m(e,)) — L(7(0)) = 0. On a bien @ < 0 et
donc L(m(p)) < 0. Pour vérifier L o > 0 sur C, supposons par l'absurde qu’il existe
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g € C tel que L(m(g)) = f < 0. Puisque C est un cone, et L et 7 sont linéaires, pour
tout A € R on a

L(m(A\g)) = AL(m(g)) = A8 — —00, si A = +00

ce qui contredit que L(7(C')) > a. Cela montre (2.1)).

On définit une forme linéaire L sur I'espace C°(M) en posant L(¢) := L(m(¢)). La
forme L est positive car, par définition de L sur C, on a L() = L(w (1)) > 0 pour toute
fonction ¢ € C. Puisque L est positif, le théoreme de représentation de Riesz nous dit
quil existe une mesure positive v qui représente L, c’est-a-dire L(¢p) = Jy; ¢dv pour
toute ¢ € C°(M). Cette mesure est g-harmonique car pour toute fonction g de classe
C>® on a L(A,g) = L(m(Azg)) = 0, car Ayg € E.

On a donc construit une mesure harmonique v telle que

| v =Lix(e) = L) <0

Mais par hypothése la moyenne de ¢ contre toute mesure harmonique sur M est > 0.
Cette contradiction montre que m(p) € 7(C). O

Théoréme 2.2.3. Soit M une 3-variété compacte et soit F un feuilletage par surfaces
de Riemann sur M. Si F n’a pas de mesure transverse invariante alors Nz posséde une
métrique a courbure strictement positive.

Démonstration. Soit m une métrique sur le fibré Nz et g une métrique sur Tx. Soit
¢ : M — R la fonction continue telle que ©,,, = ¢ - voly (voir le lemme . D’aprés
le théoréme [2.1.6] comme le feuilletage F n’a pas de mesure transverse invariante, toute
mesure g-harmonique v supportée sur M est une combinaison convexe v = ). t;1;, avec
v; mesure harmonique ergodique d’exposant de Lyapunov A(v;) < 0. En particulier, on

—/ odv = _Zti/ ody; = Zti)\<l/i) <0.
M i M i
Le lemme fournit alors une fonction g de classe C* telle que

@ —Agg >0 sur M.

On définit

mr =m-éeJ.

D’aprés le lemme [1.3.4] et la définition [1.3.8] cette métrique sur Nx vérifie
i
@m]: = @m — g(‘?@;g = (QO — Agg) VOlg.

La courbure de mr est donc strictement positive car ¢ — Ayg est strictement positive
sur M. O]
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Nous concluons cette partie par des exemples particuliers ot ’'on peut expliciter une
métrique sur le fibré normal au feuilletage CR qui est a courbure positive.

Exemple 2.2.4. Soit F un feuilletage par surfaces de Riemann d’une 3-variété com-
pacte, et g une métrique sur T'F. Soit également p une mesure harmonique. Supposons
que u soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et que sa densité
soit une fonction continue strictement positive partout. Dans ce cas, on peut désintégrer
la mesure harmonique en le produit de la forme de volume le long des feuilles associée
a la métrique g, et d'un élément de volume transverse. Cet élément de volume nous
permet de construire une métrique sur le fibré normal au feuilletage. L’harmonicité de
i nous dit que la norme d’une section plate non nulle du fibré normal, vis & vis de la
connexion de Bott, est une fonction strictement positive qui est harmonique le long des
feuilles. La courbure de cette métrique est donc positive ou nulle, car le laplacien du
logarithme d’une fonction harmonique strictement positive est négatif ou nul.

L’existence d’une mesure harmonique absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue n’arrive que trés rarement. En effet, il peut arriver que F ait des minimaux
exceptionnels, et dans ce cas p est supportée sur la réunion de ces minimaux, d’aprés
[DKO07]. Ces minimaux exceptionnels sont conjecturés étre de mesure de Lebesgue nulle.
De plus, méme dans le cas ot le feuilletage est minimal, les mesures harmoniques seront
la plupart du temps singuliéres par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous renvoyons aux
articles [DKNQ9, DKN13| pour ces questions délicates. Il existe néanmoins un certain
nombre de cas particuliers ol les mesures harmoniques sont des mesures lisses avec une
densité strictement positive. C’est le cas par exemple des feuilletages homogénes.

Exemple 2.2.5. Soit G un groupe de Lie de dimension 3. Nous supposons que G
contient un réseau I' et une copie du groupe affine

A={z—ur+vju e R}, uecR}

Soit M := I'\G et soit F le feuilletage de M défini par l'action localement libre de A
sur M par multiplication a droite, donnée par

a-Tg:=Tga"! pour tous a € A4, g € G.

. 2 ~ . 2 2 ~ s
Considérons sur A la métrique g = % a courbure constante —1. On vérifie

qu’elle est invariante par multiplication & gauche. Observons que g n’est pas invariante
par multiplication & droite, ni méme son volume. Si D, : a’ € A+ a’'a™! € A désigne la
multiplication a droite par a=!, on a en effet la formule

D} vol; = uvol,. (2.2)

Les orbites de 'action de A sur M sont des quotients de A par un sous-groupe dis-
cret de A agissant a gauche. Par conséquent g munit les feuilles de F d’une métrique
riemannienne & courbure constante —1.
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Soit i une mesure de Haar de G. Cette mesure est bi-invariante par I', et donc
descend en une mesure de volume p sur M qui est invariante par ’action du groupe
affine A. Cette forme se décompose en le produit ;1 = dvol; A w, olt w est une certaine
forme qui définit le feuilletage F. En vertu de la relation 2.2] et de I'invariance de p par
multiplication a droite, on obtient que

1
Dw = —w, pour tout a € A.
u

En particulier, si s désigne une section plate du fibré normal & F le long d’une feuille,
on a w(s) = cstu, pour n'importe quelle paramétrisation de la feuille vue comme orbite

du groupe affine. Ceci montre que la courbure de la métrique mz = |w| sur le fibré
normal a F est donnée par ©,,, = %Volg. Elle est en particulier strictement positive.

Observons que dans le cas ot G est le groupe Sol := R>? x R?, ot R>Y agit sur R? par
u- (v,w) = (uv,u"'w), les variétés M qu’on obtient de cette fagon sont a revétement
fini prés les fibrés hyperboliques en tores. Nous reviendrons sur leur construction au
chapitre |4} Nous renvoyons a [Gar83| pour un point de vue plus géométrique dans le cas
ou G = PSL(2,R).
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Chapitre 3

Extension de feuilletages

Dans la premiére section de ce chapitre on montre que, dans une surface Kéhlérienne
complexe, les composantes connexes du complément d’une hypersurface Levi-plate, dont
le fibré normal au feuilletage CR posséde une métrique a courbure strictement positive,
sont fortement pseudoconvexes. Il s’agit d’'un résultat de Brunella que nous retranscri-
vons ici, voir [Bru08]. On pourra donc appliquer ce résultat aux hypersurfaces Levi-plates
analytiques chaotiques contenues dans les surfaces Kéahlériennes, d’aprés le Théoréme
2.2.3

Dans la deuxiéme section on démontre un résultat d’extension de feuilletages sur des
domaines fortement pseudoconvexes dans les surfaces complexes algébriques compactes,
en suivant la méthode de [STTI|. Elle consiste a étendre le feuilletage de proche en
proche sur les surniveaux d’une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique.
Le passage des niveaux non critiques est classique et consiste en la construction de
boites de Hartogs convenablement placées. Nous détaillons le recollement des extensions
dans les différentes boites de Hartogs sur un niveau donné de ’exhaustion strictement
plurisousharmonique. D’autre part nous détaillons le passage des niveaux critiques de
I’exhaustion, qui n’utilise pas la construction délicate de boites de Hartogs au voisinage
des points critiques, voir [ST71, MP09, Tval2].

Tout ceci nous permettra d’étendre le feuilletage CR d’une hypersurface Levi-plate
analytique chaotique dans une surface algébrique complexe en un feuilletage algébrique
complexe global. Cette démarche a été utilisée par Lins Neto [LN99] pour démontrer
la non existence des hypersurfaces Levi-plates dans les espaces projectifs complexes de
dimension > 3. Dans ce cas, les composantes extérieures sont Stein par un théoréme de
Takeuchi [Tak64].

3.1 Forte pseudoconvexité du complémentaire

On montre dans cette section le théoréme suivant :

45
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Théoréme 3.1.1. Soit X une surface complexe compacte, M une hypersurface Levi-
Plate analytique réelle compacte dans X et F le feuilletage de Cauchy-Riemann de M.
On suppose que le fibré normal Nz sur M posséde une métrique o courbure stricte-
ment positive le long des feuilles. Alors les composantes connexes de V := X \ M sont
fortement pseudoconvezes.

La démonstration consiste a construire une fonction d’exhaustion du complément
de M qui est strictement plurisousharmonique en dehors d’un ensemble compact. Pour
faire ceci, grace a l'analyticité de M, on commence par étendre le feuilletage F en un
feuilletage G sur un voisinage U de M dans X. Ceci est un fait bien connu, on peut
regarder par exemple [LN99| ou [Car33|. Deuxiémement, on va étendre la métrique a
courbure positive sur Nz en direction des feuilles en une métrique a courbure positive
en toutes directions sur Ng au dessus de U. Finalement la technique de Brunella [Bru0§|
nous fournit la fonction d’exhaustion voulue.

Les théorémes et et le fait qu'un domaine fortement pseudoconvexe est
une modification d’'un domaine Stein nous donnent :

Théoréme 3.1.2. Soit X une surface complexe compacte, M une hypersurface Levi-
Plate analytique réelle compacte dans X. Si M ne possede pas de mesure transverse
invariante, alors les composantes connezes de X \ M sont des modifications de domaines
Stein.

Avant de procéder a la preuve du théoréme [3.1.1] nous donnons dans la section
suivante des exemples d’applications du théoréme

3.1.1 Exemples de complémentaires Stein modifiés

Dans les CP!-fibrés plats avec monodromie réelle Dans ce paragraphe nous
considérons les exemples des fibrés plats au dessus d’une courbe ¥ associés a la repré-
sentation réelle p : m(X) — PSL(2,R) que nous avons introduit dans ’exemple [2.1.3]
Dans ce cas Uhypersurface M := X x, RP! de X := 3 x, CP! est Levi-plate, et sépare
X en deux domaines D* := 3 x, H*, ou H* := {z € C| +Imz > 0} désignent les
demi-plans supérieur et inférieur.[] Nous avons vu que M admet une mesure transverse
invariante seulement dans le cas o p est élémentaire, voir [2.1.3] Nous en déduisons donc
le

Corollaire 3.1.3. Si p est non élémentaire, alors les domaines D* sont des modifica-
tions de domaines de Stein.

1. Remarquez qu’on pourrait adapter nos arguments au cas des représentations a valeurs dans
PGL(2,R), ce qui permettrait de produire en particulier des exemples d’hypersurfaces Levi-plates non
orientables, qui ne séparent pas X en deux composantes connexes D*, mais en une unique composante
D. Cependant nous ne nous placerons pas dans cette généralité pour simplifier I'exposition.
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Ce résultat est démontré dans [DO07| dans le cas ol p est une représentation fidéle
discréte a valeurs dans PSL(2,R), c’est a dire correspond a I'uniformisation d’une courbe
de méme genre que celui de X. Dans un article antérieur [DOS5], ils montrent sans condi-
tion sur p que les domaines DT sont toujours faiblement pseudoconvexes. Dans les deux
cas, I’argument repose sur l'existence d’applications harmoniques équivariantes. Dans
le cas ol la monodromie est discréte fidele, 'argument pour montrer la forte convexité
repose sur le théoréme de Schoen-Yau, selon lequel une application harmonique équiva-
riante entre deux surfaces hyperboliques compactes est un diffécomorphisme [SY7S].

Il est intéressant de remarquer que les composantes D* ne sont pas toujours des
surfaces de Stein, bien qu’elles soient minimales (elles ne contiennent aucune courbe
rationnelle). En effet, il peut arriver que ces domaines contiennent des sections de la
fibration naturelle X — .

Pour voir cela, prenons un nombre entier 0 < k < 2g — 2, ou g est le genre de X,
et donnons nous k points pq,...,pr de ¥ que nous supposerons deux a deux distincts
pour simplifier. Un théoréme de Troyanov affirme alors qu’il existe une unique métrique
hermitienne g sur ¥\ {p1,...,px}, qui est de courbure —1, et qui admet des singularités
coniques d’angle 47 en les p;. Nous renvoyons a [Tro91] pour plus de détail.

Le fait que ces angles coniques soient des multiples de 27 montre qu’au niveau du
revétement universel > de X, la métrique g est la préimage de la métrique de Poincaré

(1|izlz2)2 sur le demi-plan supérieur H*, par une application holomorphe D : & — H*, i.e.
|dz|?
*g— D¥ 121
9 (Im 2)?

oum:y =Y désigne ’application de revétement. Comme la métrique 7* ¢ est invariante
par le groupe fondamental de X, 'application D est équivariante par rapport & une
certaine représentation

|dz|
(Im 2)?

p:m(S) — Isom™ <H+, ) ~ PSL(2,R),

appelée 'holonomie de la métrique conique.

L’application p-équivariante D : 5 — H* définit une section holomorphe ¥ — Dt =
¥ x, H*. La représentation p est de classe d’Euler k — 2g + 2, et par conséquent elle
est non élémentaire. Par suite, le domaine DT est un exemple d’'une modification de
domaine de Stein, qui est minimal, mais qui admet un ensemble exceptionnel contenant
une courbe de genre g > 2 (en fait il est réduit a cette courbe, mais cela nous aménerait
trop loin).

Dans les fibrations en tores Cet exemple, donné par Nemirovskil [Nem99|, est un
Levi-plat avec complément Stein dans une surface complexe obtenue comme quotient
d’un fibré en droites sur une courbe elliptique. Ce qui est intéressant est que ce Levi-
plat contient des courbes algébriques, ce qui montre que notre théoreme n’est pas
optimal.
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Soit 3 une surface de Riemann compacte et L — 3 un fibré en droites holomorphe.
On considére une section méromorphe s : ¥ — L possédant des zéros et poles simples.
On note Z = {p1,...,p;} les zéros et P = {pj11,...,pj+x} les poles et on suppose qu’il
existe au moins un zéro ou un pole. Soit ¥* = ¥\ (Z U P). On note L* le fibré L privé
de la section nulle. Sur chaque fibre L} de L* au dessus de € X%, on considére la droite
réelle passant par s(x) que 'on note [,. L’ensemble Rs = {l, },ex+ de toutes ces droites
est un Levi-plat analytique qui a pour feuilles des courbes biholomorphes a >:*.

On considére I'ensemble E := Rs. Il s’agit d’un Levi-plat analytique dans le fibré
L*. La seule difficulté est de voir que c’est un Levi-plat prés des poles et des zéros de
la section s. Pour chaque point p; € Z on peut trouver un voisinage U de p; dans L*
et des coordonnées (z,w) sur U telles que s(z) = (z, z). L’ensemble F est alors donné
localement par la formule Im(Zw) = 0 ce qui montre qu’il est un Levi-plat analytique
pres du point p; dans L*. Pour chaque point p; € P on peut trouver un voisinage U de p;
dans L* et des coordonnées (z,w) sur U telles que s(z) = (2, 1). Dans ces coordonnées
I'ensemble E est donné localement par la formule Im(Zw) = 0. Donc il est un Levi-Plat
analytique en dehors du pole p;.

On consideére la relation d’équivalence sur L* donnée par p ~ 2p. On note X :=
L*/ ~. L’espace quotient est alors une fibration en tores au dessus de X.. Le quotient de
Rs par cette relation est une hypersurface Levi-plate qui sépare X en deux domaines
Stein. En effet chaque composante du complément est une fibration triviale en anneaux
sur X*. L’anneau et la surface ¥* sont des surfaces de Riemann ouvertes, elles sont donc
Stein d’aprés un théoréme de Behnke et Stein. Finalement, le produit de deux espaces
Stein est Stein.

3.1.2 Extension locale du feuilletage CR

Dans cette section on utilise I’analyticité de I’hypersurface Levi-plate M pour étendre
son feuilletage de Cauchy-Riemann & 'un de ses voisinages dans la surface complexe X.
Le lemme suivant est classique, voir [LN99].

Lemme 3.1.4 (Forme locale des Levi plats). Soit X une surface complexe. Soit M une
hypersurface Levi-plate analytique réelle dans M. Pour tout p € M il existe un voisinage
U, de p homéomorphe a une boule, et une fonction holomorphe H = u + v définie sur

U, telle que dH(p) # 0 et M N U, = {v = 0}.

Démonstration. Soit F le feuilletage de Cauchy-Riemann de M, qui est analytique réel.
Soit p € M et (U, ) une carte de X centrée en p (p(p) = 0) telle que :

1. p=(z,w)ouz,w:U — C.
2. La surface {z = 0} est transversale aux feuilles de F.

La deuxiéme condition implique que M N {z = 0} est une courbe v(r) = (0,w(r))
analytique réelle. Quitte a faire un changement de coordonnées holomorphe on peut
supposer que w(r) = r, c’est-a-dire que M N {z = 0} est Iaxe réel dans le plan de w.
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Soit L, la feuille de F qui passe par v(r). Comme L, est une courbe holomorphe, elle
peut s’écrire localement comme le graphe d’une fonction w = f(z,r), ou f est analytique
réelle, holomorphe par rapport a z et telle que f(0,r) =r.

On pose w = t+iset f =u+iv, ot u = Re(f) et v = Im(f). Alors 'hypersurface M
peut étre définie localement prés de p en éliminant la variable r de I'équation t = u(z, ),
ce qui est possible grace au théoréme de la fonction implicite appliqué a la fonction
F(z,r,t) =t —u(z,r).

On pose r = h(z,t) et on utilise cette expression dans s = v(z,r) pour obtenir que
dans un voisinage de p, M est donné par s = v(z, h(z,1)).

Soit f(z,7) = Y07 an(2)r™ le développement en série de Taylor en r de f prés

de ¢(p) = (0,0). On étend f a un voisinage de (0,0) dans C? en posant f(z,y) =
> Lan(z)y™,y € C.

Soit F(z,w,y) = w— f(z,y). Le théoréme de la fonction implicite assure I'existence
d’une fonction H(z,w) définie en un voisinage de (0,0) telle que f(z, H(z,w)) = w.
Donc en un voisinage de (0,0) on peut définir M par Im(H (z,w)) = 0. O

On trouve la proposition suivante dans 'article [LN99).

Proposition 3.1.5. Soit X une surface complexe, M une hypersurface Levi plate ana-
lytique réelle dans X et F le feuilletage de Cauchy-Riemann de M. Alors il existe un
voisinage U de M dans X et un feuilletage holomorphe non singulier G sur U tel que

Glu=F.

Démonstration. Le lemme|3.1.4|nous dit que pour tout p € M il existe une boule ouverte
U, de X contenant p et des coordonnées holomorphes ¢, = (z,,w,) : U, — C? sur U,
ou w, =t +is, telles que M NU, = {s = 0}. Par compacité de M on peut trouver un
atlas fini (U, ¢; = (2;,w;));es d'un voisinage U de M tel que les U; soient des ouverts
U, et tel que les coordonnées ¢; soient les coordonnées ,,.

Soient j, k € J tels que U; N Uy # 0. On considére le changement de coordonnées

wir =i o i oe(Ujr) = ©;(Use)

(2 wi) = (Fir(ze wi), Gon(zn, wi)) = (27, w;).

On doit montrer alors que g;; ne dépend pas de la deuxiéme coordonnée.

L’application g, est définie sur I'ouvert ¢, (Uj;) qui est connexe et contient un
ensemble connexe B homéomorphe a une boule. Le développement en série de gi; sur
~ o0
B est gjr(2k, Wk) = Y0 y—o CuvZi Wi

On a que si (zx,t;) € B, t), € R fixé, alors g, (2x, tg) = vazo cuwzpty € R. En effet,
I'hypersurface Levi plate M s’écrit {Im(w;) = 0} dans les cartes (U;),cs choisies. Cela
implique que ¢,, = 0 pour tout u > 1 et alors gjx(zx, wx) = Yooy Coowy. Ainsi P'atlas

{U;, ¢;}jes définit un feuilletage holomorphe sur le voisinage U = U;U; de M.



50 FORTE PSEUDOCONVEXITE DU COMPLEMENTAIRE

Donc le feuilletage F s’étend en un feuilletage holomorphe G non singulier sur un
voisinage U de M. Ainsi, le fibré Nz s’étend de fagon naturelle en le fibré Ng. m

3.1.3 Extension locale de la métrique a courbure positive

Ayant étendu le feuilletage de ’hypersurface Levi-plate a un voisinage de celle-ci
dans la surface complexe X, on va maintenant étendre la métrique & courbure positive.
On étend la métrique de sorte que non seulement la courbure en direction des feuilles
soit positive, mais que la courbure en toute direction soit positive. La continuité de la
courbure jouera un role important.

Proposition 3.1.6. Soit X une surface complexe, M une hypersurface Levi plate ana-
lytique réelle dans X et F le feuilletage de Cauchy-Riemann de M. On suppose que le
fibré Nx normal au feuilletage sur M posséde une métrique a courbure strictement po-
sitive en direction des feuilles. Alors il existe un voisinage U’ de M dans X sur lequel le
feuilletage F s’étend en un feuilletage holomorphe non singulier G dont le fibré normal
Ng posséde une métrique a courbure strictement positive dans toutes les directions.

Démonstration. On note mx une métrique a courbure positive en direction des feuilles
du fibré Nz normal au feuilletage sur M.

D’aprés la proposition [3.1.5] il existe un voisinage U de M dans X et un feuilletage
holomorphe non singulier G défini sur U tel que G|y = F.

On prend un recouvrement de U par des cartes (Uj, (zj,w;)) tels que M NU; =
{Im(w;) = 0} comme dans le lemme Dans ces cartes on note m; := mg|y,,
m;(z5,t5,€5) = e 71 g%,

_ 2

&j| - On consideére
une partition de 'unité {¢;};c; subordonnée au recouvrement {U,};c; et on pose m =
> ; ¢jm;. Par continuité, ceci étend la métrique mz en une métrique m sur le fibré Ng
qui est a courbure positive en direction des feuilles. Pour obtenir une courbure positive

en toutes directions, posons

On étend my; sur U; en posant 1m;(z;, w;, &) = m;(z;, Re(w;))

mg := mexp(—Cd3,)

ot dy est la distance & M (relativement & une métrique fixée sur la surface X) et C est
une constante. La courbure de mg est alors égale a

Oy = O + C—dxd?,,
2

g

que nous noterons

--00x [~ log(mg)] = 500 [~ loa(ih exp(~Ci,)]
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Nous allons montrer que cette (1, 1)-forme est positive quand C' est suffisamment grand.

D’aprés le lemme [I.1.5] il suffit de vérifier I'inégalité
0 ’

owoz

[ log(m) + Cdp(+) }

<<a§; [~ log(ih )+CdM(>]) (a@f;[ log (1 >+ch<)})

sur un voisinage de M. Par continuité de ces dérivées, il suffit en fait de la vérifier sur
M. Soit p € U et soit U; un ouvert du recouvrement de U contenant p. Sur U; on peut
écrire la distance djps sous la forme

diy(2(p), w;(p)) = Im(w;(p))*h(z(p), w;(p))
ou h est une fonction lisse positive. Le laplacien en direction des feuilles vaut

P [ log(rm) + Cur (] = =2 [ log()] + C In(uwy)* =2 (25, ;)
9z0z L o8l M Dzoz. oslm ) gLz Vi i)

Au point p € M le premier terme est une (1, 1)-forme strictement positive, il correspond
en effet a la courbure de m en direction des feuilles. Le terme suivant est nul au point
p € M car Im(w,;) = 0. Ce laplacien en direction des feuilles est donc positif. Maintenant,
le laplacien transverse est égal a

5 [ log(m) + Gy ("] = 5[~ log(rm)]

C 0 .0
5 (23019 + 2y = 20,) 5 W) = 2y = 2) )

, 07
Wh(zj’ wj))

Sur M, puisque Im(w;) = 0, le laplacien transverse est donc égal a

83810[ log(m) + Cdar(-)] = ajaw[—log(m)H%h(zj,tj)

qui est strictement positive et grand si C' est suffisamment grand. On calcule finalement

la dérivée mixte

0 [—log(m) + Cdy(+)?] = 8382[_ log(m)]

owoz
—1 9] 2
+ O 2wy = 2w5) 5-h(z, wj) + Im(w;)?* Fwps F i) |-
En restriction a M cette dérivée mixte est égale a
0? 0?

owdz [—log(n) + Cdu(-)?] =

On voit donc qu’en prenant une constante C' suffisamment grande I'inégalité voulue est
bien vérifiée sur M, ce que I'on voulait. O

5zl og ()]
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3.1.4 Construction d’une exhaustion strictement plurisoushar-
monique prés de I’hypersurface Levi-plate

On a étendu le feuilletage de Cauchy-Riemann d’une hypersurface Levi-plate analy-
tique M en conservant une courbure strictement positive pour le fibré normal. Lorsque
X est lespace projectif, le complémentaire d’une hypersurface Levi-plate est Stein (réso-
lution du probléme de Levi) et il est alors possible d’étendre le feuilletage a tout I'espace,
voir larticle de Lins-Neto [LN99]. Dans notre contexte, nous ne savons pas si le complé-
mentaire de M est Stein, ’exemple de Grauert nous montre que ce n’est pas toujours le
cas. Nous avons donc besoin d’un certain degré de pseudoconvexité (au moins prés du
Levi-plat) pour pouvoir étendre le feuilletage a la surface X. Cette pseudoconvexité va
résulter de la positivité du fibré normal. Nous allons reprendre une construction due a
Brunella.

Théoréme 3.1.7. [Bru0§] Soit X une surface compleze et soit M une hypersurface
Levi-plate analytique dans X. On suppose que le fibré normal Nz posséde une métrique
dont la courbure est strictement positive. Alors il existe un voisinage U de M dans X
et une fonction h : U — R strictement plurisousharmonique telle que

1. h(p) = +o0 quand p — M.
2. h est une fonction d’ezhaustion de U \ M.

Notons que dans [BruO§| Brunella montre ce résultat en régularité plus faible (M
est de classe C*%) en supposant que le feuilletage de Cauchy-Riemann sur le Levi-
plat s’étend a un voisinage de M. La preuve que 'on expose reprend les arguments
de [Bru08| et [Brul0]. L’idée est de construire des fonctions d’exhaustion strictement
plurisousharmoniques locales pour le complémentaire de M, la difficulté consiste ensuite
a les recoller.

Démonstration du théoréme[3.1.7. Utilisons la proposition [3.1.5] : soit G un feuilletage
non singulier sur U tel que G étend le feuilletage de Cauchy-Riemann sur M. Le fibré
Ng posséde une métrique dont la courbure est strictement positive. Soit {U;};=1,.
recouvrement fini de U par des boites de flot. En chaque U; le feuilletage G est défini
par une submersion holomorphe g; : U; — V; C C. La forme différentielle dg; € Q(U;)
est alors une section du fibré NG sur U; ne s’annulant pas. On note ||dg;|| la norme de
dg;, qui est calculée en utilisant la norme induite sur Nz par la métrique de courbure
positive sur Nz. Alors

i
w = 5-00x(log [|dg; ) (3.1)
m

est la courbure de la métrique sur Ng, c’est une forme positive. Dans la suite on va
oublier le 27 pour simplifier les notations. Quitte & diminuer U; on peut supposer qu’il
existe des constantes a;, §; telles que

a; < [|dg;l| < B;. (3.2)
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Soit M; :== M NU; et K; := g;(M;) C V;. On note §; : V; — R la distance euclidienne
a K, autrement dit
d;(2) = inf |z —w|, VzeV,

weK;

Remarquons que —logd; est une fonction continue et sousharmonique sur V; \ K, (su-
premum de fonctions harmoniques) et que —logd;(z) — 400 quand z — K. Pour tout
j on définit la fonction h; : U; \ M; — R par

l1dg; ()|l
9;(9:(p))

Cette fonction est continue et h;(p) — +oo quand p — M; d’aprés (3.2). De plus (on
rappelle que w est définie par (3.1))) :

i00xh; = i90x (log|dg;(p)|l) + i90x (—log 4;(g;(p))) > w (3.3)

hi(p) = log ———=

car le second terme i00(— log &;(g;(p))) est positif au sens des courants. On veut recoller
les fonctions h;, pour cela nous allons estimer la différence h; — hy, sur U; N U,.

Lemme 3.1.8. h;(p) — hi(p) = 0 quand p — M; N M.

Démonstration. Par définition

1dg; ()| I (gx(P))

hj(p) — hi(p) = log (3.4)
! 1dgr(p)II 6;(9;(p))
Sur U; NUj on a g; = Hji, 0 gi, ou Hj;, est une fonction holomorphe, et
1dg; ()l = [ Hix (g ()] I dgr ()]l - (3.5)
Puisque les quotients ” g H et g’“zgk sont constants le long des feuilles, la différence h; —hy,

est aussi constante le long des feullles. Prenons maintenant la carte U, comme référence.
Soit V := gx(U; NU) et K := gx(M NU; NUy). On note H := Hjj,. Par définition, sur
un voisinage de M NU; N U, on a

Si(ge(p) = inf [(gx(p)) — w (3.6)
Alors, pour tout p € U; N Uy, on a
03(9;(p)) = inf lg;(p) —w'| = inf [H(gi(p)) —'|.
Sur un voisinage de M N U; N Uy, cette expression peut se réécrire comme
5(05(p)) = inf_ |H(gu(p)) — H(w)]. (37)
D’aprés , et , I’équation devient finalement

hi(p) — h(p) — log |H'<gk<p>>|mfwi:j;ﬁﬁg;:g'(wﬂ |

La conclusion vient alors du lemme suivant. O
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Lemme 3.1.9. La fonction A : V' \ K — R définie par

infex |2 — w|

AG) = I ) e o — Hw)

tend vers 1 quand z tend vers K.

Démonstration. On écrit H(z) — H(w) = ¥(z,w)(z — w) o 9 est une fonction holo-
morphe sur V x V et ¥(z, z) = H'(z). On prend une suite {z,} qui tend vers un élément
Zoo dans K. Soit w, € K le point qui réalise la distance inf,cx |2, — w|. Alors

|H'(20)] |20 — wy] > |H'(20)] |20 — wy] _ |H' ()]
infyer [H(zn) — H(w)| — |H(z) — H(wy)| |9 (2n, wn)|
Cette derniére quantité tend vers 1 car w, tends vers z,,. On obtient que

liminf, ,; o A(2,) > 1. De méme facon on obtient limsup,_,, . A(2,) < 1. Donc
AMzn) — 1 quand n — +oo0. O

Mzn) =

La deuxiéme partie de la preuve consiste a recoller les fonctions h; pour j =1,...,1.
Ici il y a au moins deux méthodes de recollement qui marchent, celle de [Bru0O§| et
celle de [BrulQ]. On va suivre la méthode de [Bru08]. On prend une partition de l'unité
{¢;}j=1,..1 subordonnée au recouvrement {U;};— ,; et on définit

-----

!
h=>Y 6éhj:U—R
j=1
On calcule la forme de Levi de h. On a tout d’abord

l l
Oxh = Z h;Ox ¢ + Z ¢;0xh;

-1
= "(h; — h)x¢; + hidx (Z @) + qu]@xh

Jj=1 j=1 j=1
= Z h)dx ¢, + Z@axhj,

ot la derniére égalité provient du fait que > ¢; = 1. On en déduit

-1
i00xh = idx (Z (hj — h)Oxé; + Zgbjaxh )
j=1

7j=1
1—

[y

-1

(hj — h)idOx¢; + Y idx (h; — hi) A Ox&;

1 7=1

J

l
+ Z $;i00xh; + Y idxd; A dxh;.
j=1

j=1
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Mais comme précédemment, le dernier terme est égal a :

l -1 l
> idxe; A Oxhy =Y i0x; AOx(hy — ) + idx (Z ¢j> A dxhy.

Jj=1 Jj=1 J=1

On obtient finalement

-1 -1
i00xh = (h; — h)iddx¢; + > idx(hj — h) A Ox¢;
j=1 j=1
l - -1 B
+ Z gbjzé?ﬁxhj + Z i8X¢j VAN 8x(hj — hl)
j=1 j=1

Le troisiéme terme est > w car pour tout j, iaéxhj > w d’aprés . Le premier terme
tend vers 0 uniformément si p — M d’apreés le lemme[3.1.8] Le deuxiéme et le quatriéme
termes sont conjugués. Ils tendent vers 0 quand p — M au sens des courants car pour
toute fonction test g on a

(i00x (hj — hi), g) = (hj — hy,i00x g)

et la derniére expression tend vers 0 d’aprés le lemme [3.1.8]

Donc sur un voisinage suffisamment petit de M, on a i90xh > %w > 0, c’est-a-

dire que h est strictement plurisousharmonique. Le fait que h;(p) — hx(p) — 0 quand
p — M; N M}, implique que h(p) — 400 quand p — M.

Donc h est une fonction d’exhaustion de U\ M. On peut maintenant approximer h par
une fonction de classe C* strictement plurisousharmonique qui est encore d’exhaustion
[Ric68)].

On trouve alors une fonction d’exhaustion de X \ M strictement plurisousharmonique
en dehors d'un ensemble compact. m

Conclusion de la section On a montré le théoreme [3.1.1] : les composantes
connexes du complément d’une hypersurface Levi-plate, telle que son fibré normal au
feuilletage CR posséde une métrique a courbure positive, sont des modifications de
domaines Stein. D’aprés [CM85| une telle composante connexe posséde une fonction
d’exhaustion continue p : V' — [—00,00) qui vaut —oo sur l’ensemble exceptionnel A,
et qui est de classe C*> et strictement plurisousharmonique a 'extérieur de A. De plus,
on pourra supposer quitte & perturber p dans V' \ A dans la topologie C?, que PIV\A
est une fonction de Morse, c’est a dire que ses points critiques ne sont pas dégénérés et
que les niveaux p~'(¢) ne contiennent pas plus qu'un point critique, pour ¢ € R. Cette
fonction nous aidera a étendre le feuilletage, défini dans un voisinage de I'hypersurface
Levi-plate, a toute la surface complexe.
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3.2 Extension globale du feuilletage CR

Nous pouvons maintenant étendre a toute la surface complexe X le feuilletage de
Cauchy-Riemann de notre hypersurface Levi-plate M.

Théoréme 3.2.1. Soit X une surface complexe algébrique et soit V€ X un domaine
fortement pseudoconvexe. Soit K C V' un compact qui contient [’ensemble exceptionnel
A deV, et tel que U =V \ K soit connexe. Alors tout feuilletage holomorphe G sur U
se prolonge en un feuilletage holomorphe sur V.

On commencera par étendre le feuilletage a V' privé de son ensemble exceptionnel A
(sections et [3.2.2)). Pour ce faire on utilisera les boites de Hartogs et le théoréme
d’extension des fonctions méromorphes de Levi. On étend ensuite le feuilletage sur A
(section . Cela reviendra, via la réduction de Remmert, a étendre une fonction
méromorphe (celle représentant la pente des feuilles) sur un espace singulier.

Pour ¢t € R, on définit
Kt:{PSt} ) W::V\Kta
et
E ={teR, il existe un feuilletage G; sur V; tel que G;|uny, =G }.

Observons que si ¢t € I, alors I'extension G; de Gjyny, a V; est unique. Cela est di au
fait que la fonction d’exhaustion p n’a pas de maximum local (car elle est plurisou-
sharmonique) et que par conséquent chaque composante connexe de V; intersecte U. En

particulier, pour tout ¢,#' € I, avec t < t', on a (G,)|v,, = Gy. Par conséquent, si ¢,
désigne I'infimum de F, il existe un feuilletage holomorphe singulier G, sur V;, qui étend
tous les G; pour t € E. Ce qu’il nous faut montrer, c’est que t, = —oo.

3.2.1 Passage des niveaux non critiques

Dans ce paragraphe nous montrons que t, ne peut étre une valeur non critique de p.
Cela découle immédiatement du résultat classique suivant

Lemme 3.2.2. Si t est une valeur non critique de p, et si G; est un feuilletage holo-
morphe singulier défini sur Vy, alors il existe ¢ > 0 et un feuilletage G;_. défini sur V;_.
qui étend G;.

Pour cela, nous allons appliquer les théorémes d’extensions de Hartogs et de Levi vus
a la section [I.1.2] qui prolongent les fonctions holomorphes et les fonctions méromorphes
définies sur une boite de Hartogs & son enveloppe convexe.

Nous aurons besoin du résultat suivant, qui donne la forme normale des fonctions
strictement plurisousharmoniques au voisinage d’'un point non critique, voir le livre de
Henkin-Leiterer [HL84, Théoréme 1.4.14].
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Théoréme 3.2.3. Soit p une fonction strictement plurisousharmonique de classe C*
définie sur un voisinage de 0 dans C?. Si dp(0) # 0 alors il existe un biholomorphisme
h:U — V défini sur un voisinage U de 0 dans C? vers un voisinage V de 0 dans C?
telle que la fonction po h™! est strictement convexe (au sens réel) sur V.

Démonstration. Puisque dp(0) # 0 on peut supposer que g—i(O) # 0. Pour z = (21, 29)

prées de 0, on définit la fonction

ou F), est défini par la formule

o(21,22) _22 8zj Z (’9,2382;C -

C’est a dire que 'on conserve la variable z, et on change la variable z; par le polynéme
de Levi F,(z). La fonction h est un biholomorphisme d'un voisinage U de 0 sur un
voisinage V' de 0 = h(0), car %FP(O) # 0.

On considére maintenant la fonction réciproque de h, que l'on désigne par g : V —
U,q = (g1, g2). On fait le développement limité a I'ordre 2 prés de 0 = ¢(0) de la fonction

p
p(9(2)) = p(0) +Re F,(g(2)) + Ly(0)(91(2), 92(2)) + o(l|g(=)]*)-

D’apreés les définitions de F), et g on a que F,(g(2)) = 2. Pour exprimer le polynéme de
Levi, on fait le développement limité a 'ordre 1 de g prés de 0

9(2) = Dy(2) + O(|12]*) = (D1(2), Da(2)) + O(||[I")-
Alors
pog(z) = p(0) + Re(z1) + L, (0)(D1(2), Da(2)) + ol |=]|*)-
Isolons maintenant la partie de degré 2 dans chacun des membres de cette équation.
Puisque le développement en série de Taylor est unique on a pour tout z = (z7 +
Y1, To + iya) prés de 0
+ ijyk}

1 [8%(pog)(0 0*(p o g)(0) (pog
el ol \FZ I
22[ 92,0z Laso + 05,0y T T ay0

2
*(pog)( '
Z 92;07, DJ('Z)Dk(Z)'

Le terme de droite de la derniére égalité est la forme de Levi de p appliquée a (Dy, Ds).
De plus, la fonction g est un biholomorphisme alors D(z) # 0 si z # 0. Puisque p est
strictement plurisousharmonique on trouve

3 {52@09)(0)%33”2

a2 Oz ;j0xy,

)) )()

si z # 0, ce qui veut dire que la fonction p o g est strictement convexe. O
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Ce théoréme permet de placer des boites de Hartogs prés des niveaux d’une fonction
strictement plurisousharmonique :

Proposition 3.2.4. Pour tout t € R et tout p € p~t(t) non critique, il existe un
plongement v : H — 'V, tel que

1. o(H) CV,

2. L(lfl) contient un voisinage de p,

3. 1(H)N'V; est connexe.

Démonstration. On choisit des coordonnées zi, zo centrées en p telles que la fonction p
est une fonction strictement convexe (au sens réel). Quitte a appliquer un changement
de coordonnées linéaire, on peut supposer que le noyau de dp(0,0) contient C x 0.

Considérons la boite de Hartogs H définie par I’équation (1.1)) avec Ry, Ry trés petit
et Ry beaucoup plus petit que ry. Par stricte convexité de p, la boite de Hartogs H "=
H + (0, %) est complétement contenue dans V;, mais son enveloppe convexe H' =

H + (0, 2482 contient Porigine.

Pour démontrer que I'intersection H' NV, est connexe, on observe que les tranches
(z1 x C) N (H' N'V;) sont dans la coordonnée zy, des disques |z,| < R, auxquels on a
retiré un ensemble convexe de C n’intersectant pas le disque |z5| < % (car le sous-
niveau p < t est convexe). Un tel ensemble est connexe et contient toujours I'anneau
ry < |z2] < £ on en déduit que I'union fibrée de ces ensembles (i.e. H4+(0, 2 )Ay;)
est également connexe. O]

Démonstration du Lemme[3.2.2. Nous commencons par démontrer le résultat suivant

Lemme 3.2.5. Soit t € R. Pour tout point régulier p € p~'(t), il existe un voisinage
W, de p dans V' tel que Gy s’étend a VU W,.

Démonstration. Soit (Up, ¢,) une carte de X centrée en p. La fonction p:= po ¢, " est
strictement plurisousharmonique sur un voisinage de 0 dans C2. On considére la fonction

¢ de la proposition qui place une boite de Hartogs H dans ¢,(V; N U,). Soit G’ la
restriction de ¢, (G:) & H C C2. On va prouver qu’il existe une 1-forme différentielle w

avec zéros isolés sur H qui définit G’ sur H.

Soit {U;};e; un recouvrement de H par des boites de flot et {w,};es des 1-formes
définies sur les ouverts U; qui donnent le feuilletage F’ comme dans la proposition|1.2.10}
En prenant (z,w) comme coordonnées dans la carte ¢,, on peut écrire

wj = gjl-dz + g?dw,

ou gjl., g]2- € O(Uj). D’apreés la proposition |1.2.10] il existe des fonctions holomorphes Ay,
définies sur U; N Uy et ne s’annulant pas telles que

Wy = hjkwk.
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Les deux derniéres expressions impliquent que si U; N Uy # () alors

9 =hjgy . 9 = hugi. (3.8)

Si jamais gj- est identiquement nulle pour un j € J, la derniére équation et le fait que
H est connexe nous disent que gj. est nulle pour tout j € J. Puisque les formes w;
ne sont pas identiquement nulles, la fonction gl- n’est pas identiquement nulle pour au

moins un [ € {1,2} et tout j € J. Supposons que c’est gj, alors 4 définit une fonction

méromorphe f; sur U;. L'équation (3.8) implique que si U; N Uy 7& 0 alors f; = fi sur
U; N Ug. Donc il existe une fonction meromorphe f deﬁme sur H telle que fly, = f;.
D apres le théoreme d’extension de Levi [1.1.9) cette fonction f s’étend en une fonction
méromorphe sur H, que 'on appelle f On définit une 1-forme méromorphe sur H en
posant

n:=dz+ fdw.

Comme H est un polydisque, il existe une fonction h € O(I:I ) et une 1-forme différentielle
holomorphe w définie sur H avec zéros isolés telle que hn = w. On voit que pour tout
j € J il existe g; € O*(Uj) telle que w|y, = g;w;. Donc le feuilletage G défini par w sur
H étend G'. Cette extension coincide avec ¢, (G;) sur Pensemble {5 > 0} N H car, par
construction de notre boite de Hartogs, la derniére intersection est connexe.

Cette extension est unique car pour toute autre 1-forme différentielle w’ sur H dont le
feuilletage étend ¢, (G:), il existe une fonction holomorphe a sur ¢,(V;NU,) ne s’annulant
pas telle que w = aw’. L’ouvert H étant connexe, la forme w Aw’ est nulle sur H. Ainsi il
existe une fonction holomorphe a sur H ne s’annulant pas telle que w = aw’. Pour finir
on rapatrie le feuilletage G sur V par la carte ¢p- L’ouvert W, est alors ¢, 1(]:I ). O]

D’apreés le lemme , pour tout p € p~*(¢), on a un ouvert W, de V' contenant
p tel que G s'étend a W,. Son intersection avec p~'(t) définit un ouvert V) de p~'(t)
contenant p. La famille des V/, pour p parcourant p~1(t), est alors un recouvrement de
p‘l(t). Puisque cette hypersurface est compacte, on peut choisir un sous-recouvrement

: / \ ! !
fini {V}}j=1, 0, 00 V) =V .

Pour p € p~'(t), on définit J, C {1,...,n} 'ensemble des indices j tels que p €
W,,. L'intersection Wy, := W, est un voisinage ouvert de p. En notant r, :=
dist(p, 0OWy ), on définit

j€JIp

W, = By(r,/3) = J w
pePTL(t)

On note W := W, et on note G; I'extension de G & W; donnée par le lemme |3.2.5 Soit
w; une 1-forme holomorphe sur W, qui définit le feuilletage G;.

Lemme 3.2.6. Pour tout p € p~'(t) et pour tout j € J,, les feuilletages Gilw, coin-
cident. Plus précisément, il existe une fonction holomorphe h non nulle sur W, C
W; N Wy, telle que wj = hjpwy, sur W,
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Démonstration. Les feuilletages gj|Wz§ et gk\wé coincident sur W]; NV, par construction.
Donc wj A wy = 0 en restriction a W) N V;. Puisque W) est connexe, le produit de ces
deux formes est encore nul sur W). Ainsi il existe bien une fonction holomorphe A non
nulle sur W; C W; N W, telle que w; = hjjwy sur Wzlr ]

Lemme 3.2.7. Le feuilletage G; s’étend de facon unique a W'.

Démonstration. On montre d’abord I'unicité. Soient G; et G, deux extensions de G, a W”.
Puisque les W) recouvrent W' par définition, il suffit de démontrer que g1|w, QQ|W,
pour tout p € p~!(¢). Les arguments utilisés pour la preuve du lemme [3.2.6 u donnent le
résultat.

Montrons maintenant ’existence. On recouvre W' par les ouverts

wi=|J W cw;

J
g€W; M1 (1)

Puisque G; s’étend & W; alors G; s’é¢tend a Wj. 1l suffit alors de démontrer que, pour
j#ke{l,...,n} onaw; = hjw, sur W;N W, avec hj, une fonction holomorphe qui
ne s’annule pas. Pour ce faire, vérifions que

winwi= | W

q
qeEW;NWiNp~ 1 (t)

L’inclusion D vient de la définition de W}. Dans l'autre sens, si x € W/ N W, alors il
existe qj, g € p~*(t) tels que ¢; € W, g E Wi et x € W’ N W’ Il suﬁ‘it pour conclure
que g; ou gy, soit dans W; NWj. Si ce n’était pas le cas, alors d(qj, qr) > d(q;, OW;) > 1y,
et de meéme d(q;, qr) > d(qr, OWy) > 7y, Puisque par définition W) = B,(r,/3), on
obtiendrait que Wé], et W, sont disjoints, contradiction.

Soit g € WiNWy. 1l existe alors ¢, € W;NW, Np~L(t) tel que g € Wi CW;NWy.
D’aprés le lemme il existe une fonction holomorphe hjl-k ne s’annulant pas sur W7,
telle que w; = hjwg sur W/ . Or, si go € W; N Wy, N p~'(t) et vérifie o € Wy, on a de
méme w; = h3wy, sur W/, On en déduit

hgl'k(QO) = h?k(QO)'

Pour tout ¢o € W; N W, on peut donc poser hjx(qo) = h}k(qo), cela ne dépend pas du
choix de ¢;. La fonction h;j est holomorphe et non nulle puisqu’elle vérifie ces propriétés
partout localement. Puisque w; = hjpwy, sur WJ’ N W/, cela conclut la preuve. O

Lemme 3.2.8. W' est un voisinage ouvert de p~*(t) dans X. En particulier, il existe
€ >0 tel que p~*(Jt — e, t +¢€[) C W'.

Démonstration. Pour tout g € p~!(t) on définit

dow(q) == q,ieggv, 1p(q) — p(d)],
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c’est la distance entre ¢ et le bord de W' mesurée par la fonction p. Cette fonction est
continue et définie sur le compact p~'(t), par conséquent elle atteint son minimum en
un point gy € p~1(¢). Ce minimum n’est pas nul car 'ensemble des points critiques de p
est discret dans V. Finalement W' contient p='(]Jt — €, ¢ + €[) ou € = daw(qo)- O

Les lemmes et impliquent le lemme que 'on voulait établir. m

3.2.2 Passage des niveaux critiques

Dans ce paragraphe nous montrons que t, ne peut étre une valeur critique de la
restriction de p a V \ A. Ceci découle essentiellement du fait que les indices de la
fonction p en ses points critiques ne peuvent prendre pour valeur que les nombres 0, 1
ou 2. Rappelons que I'indice d'un point critique est la dimension maximale d’un sous-
espace de 'espace tangent a ce point en lequel le Hessien de la fonction est strictement
négatif. Pour une fonction strictement plurisousharmonique sur une surface complexe un
tel espace ne peut avoir une dimension > 3 car sinon il contiendrait une droite complexe
sur laquelle la forme de Levi de la fonction serait strictement négative.

Formellement, le passage des valeurs critiques sera possible grace au résultat de
perturbation suivant

Lemme 3.2.9. Soient p, un point critique de la fonction d’exhaustion ppra et I, un
voisinage de t, = p(t.) tel que p~*(I.) ne contient que p. comme point critique. Alors il
existe fonction continue p’ 1V — [—00,400) telle que

1. p' coincide avec p sur V' \ p~*(I,)

2. p' est lisse et strictement plurisousharmonique sur V '\ A

3. p' admet un unique point critique p,, dans p=1(1,) et p'(p.) > p'(p.).
4

. Les surniveauz critiques p~'(Jt., +00)) et p'~1(Jt,, +00)) s’intersectent de fagon
connexe, ou t. = p(pl).

Avant de démontrer ce lemme, expliquons pourquoi il méne & une contradiction si t,
est supposé > —oo et une valeur critique de p. En effet, en appliquant les techniques du
paragraphe a la fonction p/, on serait en mesure d’étendre le feuilletage G en un
feuilletage holomorphe singulier (G);, défini sur le surniveau critique p’ > ¢, (en effet,
si 'on désigne par ¢} l'extrémité de I, supérieure a t,, le feuilletage G;, est défini sur
(p))71(t]) et par conséquent on pourra I’étendre jusqu’au prochain niveau critique de
¢, c’est a dire le niveau (p')~1(t))).

Comme Dintersection des niveaux p~'(]t., +00)) et p'~*(]t., +00)) est connexe, les
feuilletages G;, et (g);; coincident sur lintersection de leur domaine de définition.
On peut donc étendre le feuilletage G en un feuilletage défini sur p~!(]t., +00)) U
o ~1(Jt,, +o0)) qui contient un voisinage de p,. En reprenant les techniques du para-
graphe [3.2.1], ceci permet de montrer qu’en fait G s’étend en un feuilletage sur un sur-
niveau du type p~!(Jt. — €, +00)) ot € > 0. Ceci contredit la minimalité de ¢,.
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Démonstration du lemme[3.2.9. Comme l'indice de p en p, est < 2, le lemme de Morse
nous fournit des coordonnées (x1, z2,y1, y2) centrées en pg telles queE|

p=ui+ayEy; £y (3.9)

On considére un voisinage W, de p, et un nombre ¢, > 0 tel que les coordonnées
(21, z2,y1, y2) appliquent W, sur le bidisque

D, x D := {o? + 23 < e et y? +y2 < ).

On choisira €, > € > 0 suffisament petits pour que W, soit contenu dans p~'(I,), et on
supposera dans ce qui suit que € est trés petit devant €2.

Pour simplifier les notations, on peut supposer que t, = 0 quitte a considérer la
fonction p — t,. Nous introduisons
— une fonction lisse § : D, — R, telle que §(0,0) > 0, §(y1,y2) = 0si yi+ya > €2/2,
et dont la norme C? est majorée par ¢
— une fonction lisse ¢ : [0, €] — [0,1] qui vérifie ¢ = 1 sur [0,€2/3] et ¢ = 0 sur
[2€2/3, €2].
Nous posons alors
p' = (w1 = 6(y1,92))* + 3 47 £ 03,
et
r_ 2 2 2 2\ 1
p=(1— (a7 +23))p+ ¢z + 23)p".

La fonction p’ coincide avec p a l'extérieur de W, donc vérifie I’assertion 1. De plus, elle
est e-proche de p dans la norme C?, si bien qu’elle vérifiera 1’assertion 2. si € est suffi-
samment petit. Dans ce cas le point p/, de coordonnées (§(0,0),0,0,0) est 'unique point
critique de p’ dans W, et par conséquent dans p~1(I,). On a alors p/(p.) = 6(0,0)? > 0,
donc la condition 3. est également satisfaite.

Reste & montrer la condition 4. Pour cela on raisonne par tranches (yi, y2) = (¢1, ¢2)
comme dans la démonstration de la proposition 3.2.4], ot ici ¢?+c2 < €%. Si 22 +x2 > €2/3
alors on a

p=ai+rytyity; >€/3—€ >0

et
Pl = (x1—8(y1,y2))* + 25 L yi £ ys =€ /3+ O(e) > 0.

et par conséquent p' > 0. Si 2?2 + 23 < €2/3, alors ¢ = 1, et donc p > 0 et p' > 0 sont
I'équation de l'extérieur de petits disques contenus dans x? + z3 < ¢2/3. En résumé,
dans la tranche (y1,y2) = (¢1,¢2) le lieu ot p et p’ sont > 0 est décrit par 'extérieur
de I'union de deux petits disques contenus dans le disque centré en l'origine de rayon
€x/ V/3. En particulier, ceci montre que I’ensemble

{p>0}n{p >0}NW

2. Ces coordonnées réelles n’ont aucune raison d’étre holomorphes !
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est connexe. Or, le surniveau {p > 0} se rétracte par déformation sur {p >0} NV \ W
(par une rétraction radiale dans les coordonnées x). L’égalité

{p>01n{p >0} =({p>03\ W)U ({p>0}n{p>0}NnW)

montre bien que cet ensemble est connexe et conclut la démonstation du lemme|3.2.9, [

3.2.3 Extension a travers ’ensemble exceptionnel

Proposition 3.2.10. Soit X une surface complexe compacte, soit V€ X un domaine
fortement pseudoconvexe et soit A ’ensemble exceptionnel de V. Soit G un feuilletage
holomorphe sur V-\ A. Alors G s’étend en un feuilletage holomorphe G sur V.

Démonstration. L’idée est similaire a celle utilisée pour exhiber des formes différentielles
définissant le feuilletage au voisinage de singularités : il s’agit de prolonger la pente des
feuilles.

Nous allons d’abord construire cette fonction pente en dehors de A. Soit & : X —
CPY un plongement de la surface algébrique X. Soient [20 : ... : zn] les coordonnées
homogénes de CPV. Quitte & diminuer N et & composer ® par un automorphisme de
CP", on peut supposer que ®(X) n’est pas contenu dans I'hyperplan {zy = 0} et
que Q; := ®*d(zp/zn) et Qo := ®*d(21/2y) forment une base de I'espace des 1-formes
différentielles méromorphes sur X.

Soit {U;},e; un recouvrement de V' \ A tel que sur chaque U; le feuilletage G soit
défini par w; == f;Qo+g,;Q1, ou f; et g; sont des fonctions méromorphes. Sur U;NUj, # ()
on a 7 p

Qo+ 20 =00+ _kQL
fi Ji
La collection {gx/fr} définit donc une fonction méromorphe sur V' \ A, notée F. Le
feuilletage G est alors défini sur V'\ A par

Q= Qy+ FQ,

la fonction F' correspond a la pente du feuilletage. Soit 7 : V' — Y la réduction de
Remmert de V et soit F' la fonction méromorphe définie sur Y \ 7(A) par F := For 1.
Puisque 7(A) est un ensemble fini de points, et puisque V' est un espace analytique
normal, F s’étend en une fonction méromorphe sur Y (voir le lemme , notée Fy;.
On rameéne cette fonction en une fonction méromorphe sur V' en posant F' := Fe:}:t O T.

On définit ainsi une 1-forme différentielle méromorphe sur V
Q = Qo + F Ql

qui prolonge la forme méromorphe 2. Cela étend le feuilletage G a I’ensemble exception-
nel A. O
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Chapitre 4

Feuilletages transversalement affines

Dans ce chapitre nous appliquons les résultats des parties précédentes dans le
contexte des feuilletages transversalement affines. Dans la premiére section on définit
ces feuilletages sur les 3-variétés compactes et on étudie le cas des fibrés hyperboliques
en tores d’aprés [GS80]. Dans la deuxiéme section on définit les feuilletages transversale-
ment affines dégénérés sur les surfaces complexes d’aprés Scardua [Sca97]. La troisiéme
section est dédiée a un théoréme d’extension de feuilletages transversalement affines avec
des idées analogues a celles du chapitre précédent.

On montre ensuite qu'une hypersurface Levi-plate transversalement affine dans une
surface complexe algébrique compacte doit posséder une mesure transverse invariante.
Cela nous permet d’établir que si un fibré hyperbolique en tores apparait comme hyper-
surface Levi-plate dans une surface complexe algébrique compacte, alors son feuilletage
de Cauchy-Riemann doit avoir une feuille compacte. En effet, Ghys et Sergiescu [GS80)]
donnent une classification des feuilletages sans feuilles compactes sur de tels fibrés : a
conjugaison prés ces feuilletages ont une feuille compacte ou bien correspondent aux
feuilletages stable ou instable du flot d’Anosov. Ces derniers feuilletages transversale-
ment affines ne possédent pas de mesure transverse invariante.

4.1 Feuilletages transversalement affines sur les 3-
variétés

On donne ici la définition de feuilletage transversalement affine et une caractérisation
en termes de formes différentielles. Pour plus de précisions on pourra consulter le livre
de Godbillon [God91) Chapitre III].

Définition 4.1.1. Soit M une 3-variété compacte et soit F un feuilletage par surfaces
de Riemann sur M. On dit que F posséde une structure transversalement affine s’il
posséde un atlas pour lequel les changements de coordonnées transversales g;. de la

définition [1.2.] sont affines.

65
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Proposition 4.1.2. Soit M une 3-variété compacte. Soit F un feuilletage par surfaces
de Riemann sur M donné par un recouvrement {U;};c; et par une famille de submer-
stons locales g; - U; — R. Alors F est transversalement affine si pour tout j,k € J sur
U; N Uy il existe aj, € R*, b, € R telles que

9; = ajrgr + by.

Proposition 4.1.3. Soit (M, F) une variété réelle de dimension 3 feuilletée avec F un
feuilletage transversalement orientable. Les structures transversalement affines pour F
sont classifiées par les couples de 1-formes différentielles (w,n) sur M telles que

1. La forme w définit F,
2. dw=nAw,
3. La forme n est fermée, c’est-a-dire dn =0,

modulo ’équivalence identifiant les couples (wy,m) et (w2, n2) $’il existe une fonction f
sans zéros sur M telle que wo = fwy et g = n + dT.

Dans la section on verra un équivalent de cette proposition dans le cadre des
feuilletages transversalement affines sur les surfaces complexes. Avant de passer aux
surfaces complexes étudions ’exemple des fibrés hyperboliques en tores.

Exemple : Fibrés Hyperboliques en tores et feuilletages modéles [GS80] Soit
T? = R?/Z? un tore réel, et soit A une matrice dans GL(2,7Z). Soit T? la variété réelle
de dimension 3 obtenue en quotientant T? x R par la relation d’équivalence pour tout
p € T?

(p,0) ~ (Ap, 1)

On appelle une telle variété un fibré en tores sur le cercle.

On dit que ce fibré est hyperbolique si A est hyperbolique, c’est-a-dire si [tr A| > 2.
On va se restreindre au cas det A =1 et tr A > 2.

Une matrice hyperbolique A définit un automorphisme hyperbolique du tore T?. Cet
automorphisme a deux directions propres réelles de pentes irrationnelles. Le feuilletage
du plan R? par droites paralléles a I'une de ces deux directions passe au quotient sur le
tore T? en un feuilletage linéaire par droites. De plus le feuilletage produit sur T? x R
est invariant par I'application (p,0) ~ (Ap, 1) et donc il définit un feuilletage par plans
sur le fibré T3. On appelle ces feuilletages les feuilletages modéles de T3,

Proposition 4.1.4. [GS80] Les feuilletages modeéles sont transversalement affines.

Démonstration. Soient \ et % les valeurs propres de la matrice A. Soient e; et ey des
vecteurs propres correspondants a A et % respectivement. Ecrivons R? en prenant comme
base les vecteurs e et e, R? = {xe; +yes|z, y € R}. Soit w la 1-forme sur R? x R définie
par w = Ady dans les coordonnées ((x,y),t). Soit A =: R?> x R — R? x R définie par
A((z,y),t) = (A(z,y),t +1). Alors A*w = w, donc w passe au quotient par A et définit
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une 1-forme sur T3 qui donne I'un des feuilletages modeéles. La forme n = log Adt¢ passe
aussi au quotient sur T3 et on a dw = n A w et dy = 0. Donc les feuilletages modéles
sont transversalement affines. O

Théoréme 4.1.5. [GS80] Soit T3 un fibré hyperbolique en tores orientable. Alors tout
feuilletage transversalement orientable de classe C" sur T3 avec r > 2 sans feuille
compacte est C"2 conjugué o l'un des feuilletages modéles.

On rappelle que deux feuilletages F et G de classe C" sur une 3-variété M sont
C*-conjugués (s < r) §'il existe un difféeomorphisme f : M — M de classe C* tel que

4.2 Feuilletages transversalement affines sur les sur-
faces complexes

Dans cette section on définit la notion de feuilletage transversalement dégénéré sur
une surface complexe, on consultera les articles de Scardua [Sca97], Camacho-Scardua
[CSO1] et de Cousin-Pereira [CP14]. Le dernier article donne une jolie classification de
ces feuilletages qui précise la caractérisation de Singer des feuilletages possédant une
intégrale premiére liouvillienne.

4.2.1 Feuilletages transversalement affines

Définition 4.2.1. Soit X une surface complexe. Soit G un feuilletage holomorphe (non
singulier) sur X. Le feuilletage G est dit transversalement affine s’il existe un atlas
feuilleté {(U;, ¢;)}jes tel que sur U; N UL # 0 on a

Gk (2 wi) = (i (zr, wi), agewy, + bji) = (27, w;)

avec a;i, bjr € C, ajp # 0. Un feuilletage holomorphe singulier G défini sur une sur-
face complexe X est dit transversalement affine s’il est transversalement affine sur

X'\ Sing(G).

Proposition 4.2.2. Soit X une surface complexe, M une hypersurface Levi plate ana-
lytique dans X et F le feuilletage de Cauchy-Riemann de M. Soit U un voisinage de M
dans X telle que F s’étend sur U en un feuilletage holomorphe non singulier G (un tel
voisinage existe par la proposition . Si F est transversalement affine sur M alors
G est transversalement affine sur U.

Démonstration. Soit {(Uj;, (z;,w;))} une famille de cartes de M telle que M NU; =
{Im(w;) = 0}, voir le lemme Puisque le feuilletage étendu G est holomorphe, il
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existe une suite {¢;} de nombres complexes telle que

oo
w; = Z cw..
1=0
Si F est transversalement affine alors pour t; = Re(w;) et t; = Re(wy) on a
tj = ajktk + bjk;

ou ajr, € R* et bj, € R. Ces deux équations nous disent que ¢y = bji, ¢1 = aji, et
¢; = 0 pour tout | > 2. Donc w; = a;,wy + bji, le feuilletage G est bien transversalement
affine. 0

4.2.2 Feuilletages transversalement affines dégénérés

Définition 4.2.3. Soit X une surface complexe algébrique et soit G un feuilletage holo-
morphe sur X. Soit w une 1-forme méromorphe sur X qui définit G. On dit que G possede
une structure transversalement affine dégénérée s’il existe une 1-forme méromorphe 7
fermée sur X telle que dw =n A w.

Les feuilletages logarithmiques et les feuilletages de Bernoulli sur P?(C) sont des
exemples, voir plus loin. Les feuilletages transversalement affines dégénérés peuvent
aussi étre définis a 'aide de connexions, voir I’article de Cousin-Pereira [CP14]. Si @ est
une section holomorphe de Ng ® Q1 alors G est transversalement affine dégénéré s'il
existe un diviseur D de X et une connexion méromorphe plate

V : Ng — Ng @ Q% (D)

telle que V(w) = 0, ou Q% (*D) est le faisceau des 1-formes méromorphes sur X avec
poles le long de D. Les composantes irréductibles de D sont invariantes par le feuilletage
G. On a de plus la propriété suivante, voir [CP14l Proposition 2.2]

Proposition 4.2.4. Dans H*(X,C), la classe de Chern du fibré normal Ng est égale a

c1(Ng) = =Y _aclC]

ot la somme porte sur les composantes irréductibles de C', et ou ac € C est le résidu
Resc (V) d’une 1-forme méromorphe quelconque qui définit V en un point générique de

C.

Exemple 4.2.5 (Feuilletages logarithmiques sur P?(C)). Un feuilletage holomorphe G
sur P*(C) est dit logarithmique s’il est donné dans une carte affine par une 1-forme
méromorphe de la forme

k
w:fl"'sz)\ideia
i=1 ¢
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ou les f; sont des fonctions holomorphes sur C? et \; € C*. Un tel feuilletage est
transversalement affine dégénéré sur P?(C). En effet, la 1-forme méromorphe fermée
=S 4 yerifie dw = pAw sur P2(C). Le diviseur D est égal a U{f; = 0}. Observons

=1 f;
que pour k = 2, cet exemple donne

w= A fodfi + N fidfa, 7= % + %

Exemple 4.2.6 (Feuilletages de Bernoulli sur P?(C)). Soient p, b, ¢ des polynémes d’une
variable complexe. Le feuilletage G donné dans une carte affine de P?(C) par la 1-forme
holomorphe

w = p(x)dy — (y*c(z) — yb(x))dx
est transversalement affine dégénéré. En effet, la 1-forme fermée

dy p(x) + (k- 1)b(z) |
y p(x)

n:=k x

vérifie dw = n A w sur P*(C). Ici D est une union finie d’hyperplans.

4.2.3 Prolongement de feuilletages transversalement affines

Théoréme 4.2.7. Soit X une surface compleze algébrique et soit V€ X un domaine
fortement pseudoconveze. Soit K C 'V un compact tel que U = V' \ K soit connezxe et
contienne l’ensemble exceptionnel de V. Alors tout feuilletage transversalement affine
régulier G sur U se prolonge en un feuilletage transversalement affine dégénéré sur V.

D’apres le théoréme [3.2.1] le feuilletage G défini sur U se _prolonge en un feuilletage
G sur V. Soit w une 1-forme méromorphe sur X qui définit G.

Lemme 4.2.8. [ existe une 1-forme méromorphe fermée n sur U telle que dw = n Aw
sur U.

Démonstration. Soit {U;};es un recouvrement de U par des boites de flot du feuilletage
transversalement affine non singulier G. Soit {g, : U; — C} une collection de submersions
locales holomorphes qui donnent la structure transverse affine de G sur U. Sur chaque
UiNUg #0,on a

9j = jigr + b, ol (aj, bj) € C* x C. (4.1)

Soit f = (f;j)jes une section méromorphe de Ng associée a w de fagon que w|y, = f;dg;

sur U; (voir proposition |1.3.11)). Vérifions que les 1-formes méromorphes ff 2 se recollent
J

sur U. Puisque les w|y; proviennent de la forme différentielle globale w, on a sur chaque
U j NnU k 7é @ :

fjdgj Jrdg. (4.2)
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En dérivant I’équation (4.1)) et en remplacant le résultat dans (4.2)) on obtient fja;; = fi.
Il s’ensuit

dfy _ df

i
On peut donc définir une 1-forme méromorphe 7 sur U en posant 7|y, = % On a de
plus dw|y, = df; Adg; = (df;/ f;) A fidg; = nlu, Aw|y,, donc dw = n Aw sur U. O

La forme 7 s’étend & V' car V' est fortement pseudo-convexe. Pour voir cela, il suffit
d’appliquer a 7 les méthodes du chapitre [3] Cela établit le théoréme [£.2.7]

4.3 Existence de mesures invariantes

Théoréme 4.3.1. Soit X une surface complexe algébrique. Soit M une hypersurface
Levi-plate analytique de X . On suppose que le feuilletage de Cauchy-Riemann de M est
transversalement affine. Alors ce feuilletage posséde une mesure transverse invariante.

Démonstration. Supposons que F, le feuilletage de Cauchy-Riemann sur M, n’ait pas
de mesure transverse invariante. D’aprés le théoréme [2.2.3] le fibré normal au feuilletage
Nz sur M posséde une métrique & courbure strictement positive le long des feuilles, que
I’on note mx.

D’aprés le chapitre [3] le feuilletage F sur hypersurface Levi plate sur M s’étend
en un feuilletage holomorphe G sur toute la surface X. D’aprés le théoréme ce
feuilletage étendu est transversalement affine sur un voisinage de M et transversalement
affine dégénéré sur X. D’aprés la proposition le fibré Ng®@O(}_ ac[C]) est plat sur
X. Puisque X est kéihlérienne, ce fibré posséde une métrique a courbure nulle d’aprés
le lemme du 90. Comme les composantes irréductibles C' de D ne rencontrent pas un
voisinage de M, le fibré Nz posséde sur M une métrique mq dont la courbure est nulle.

Les métriques mr et my sur Nz sont reliées par my = e "mg, ou 7 : M — R est
une fonction de classe C*°. Les courbures de ces deux métriques sont alors reliées sur M
par ’équation

1 .= 1 = T =
%38}-(— logmyg) = %88}‘7— + %88}-(— log my). (4.3)

Le dernier terme du coté droit est nul car il est égal a la courbure de la métrique my.
Maintenant, puisque M est compact et 7 est continue, la fonction 7 atteint son maximum
sur M en un point p. La restriction de 7 a la feuille de F passant par p atteint aussi son
maximum en p et donc {9077 est négatif en p. On obtient une contradiction puisque le
terme de gauche de I'équation (4.3) est strictement positif. m

Comme on avait annoncé dans I'introduction, en alliant ce résultat au théoréme de
Ghys mentionné dans le chapitre [2| (théoréme , on obtient qu’une hypersurface
Levi-plate transversalement affine d’une surface complexe algébrique est ou bien quasi-
périodique, ou bien contient une courbe algébrique.
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4.4 Fibrés hyperboliques en tores comme hypersurface
Levi-plate

Théoréme 4.4.1. Soit X une surface complexe algébrique. Soit M une hypersurface
Levi-plate analytique dans X difféomorphe a un fibré hyperbolique en tores. Alors le
feuilletage de Cauchy-Riemann sur M posséde au moins une feuille compacte.

Démonstration. Si le feuilletage de Cauchy-Riemann sur M n’a pas de feuille compacte
alors, d’aprés le théoréme de Ghys-Sergiescu, il est conjugué au feuilletage stable
ou instable sur M. Ces feuilletages sont transversalement affines et ne possédent pas de
mesure transverse invariante. Le théoréme [.3.1] fournit alors une contradiction. O]

Sous les hypothéses du théoréme précédent, on peut se demander si le feuilletage
de Cauchy-Riemann posséde de nombreuses feuilles compactes, voire s’il constitue une
fibration en surfaces de Riemann compactes. La proposition suivante, qui nous a été
gentiment communiquée par Etienne Ghys, montre que cela n’est pas systématique
(IGS80l, Proposition 2, p194] s’avére en fait inexacte).

Proposition 4.4.2. Tout fibré hyperbolique en tores T3 posséde des feuilletages par
surfaces de Riemann présentant simultanément des feuilles compactes et des feuilles
non compactes.

Démonstration. Regardons T3 comme quotient d'un groupe de Lie G' de dimension 3
par un réseau I' C G. Soit G = R x R? ou le produit semi direct est donné par 'action
de R sur R?

t(z,y) = (e'z,e”y),

ce qui veut dire que le produit entre deux éléments de GG est donné par

(t1, 21, y1) * (t2, T2, y2) = (L1 + to, x1 + € xa, Y1 + e ya).

Soit. A une matrice hyperbolique. Soit A un réseau invariant par la matrice A. On définit
I'=Zlog A x A. Alors
R?/A — T\G — Zlog \\R

est une fibration en tores. On définit 3 groupes & un paramétre
¢ R—=G:t—(t0,0)

¢ :R—=G:x— (0,2,0)
¢y R—=G:y—(0,0,y)

qui nous donnent respectivement les champs de vecteurs Z, X et Y, et qui appliqués a
une fonction h : I'\G — R de classe C* et calculés en un point (¢, zg, yo) donnent

oh
7 - h(to,xo,yo) = a(t07x07y0)7
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oh
X - h(to, o, Yo) = et(’%(to,xo,yo),

oh
Y. h(t(], Zo, y()) 0 a_(t()v Zo, yO)

IIs vérifient les relations de commutateurs :

[Z, X]h(to, z0,Y0) = Z - (X - h(to, 20, 40)) — X - (Z - h(lo, Zo, Y0))

oh oh
=7 (etoa_x(towrmy(])) - X (at (t(),fEO yO))
0%h 0%h
= el a_(t()erJ Yo) + € Oatax(to,l‘oy yo) — €' 8x8t(t0’ To, Yo)
= 02 (14, 20, 30)
_6 8 0,20, Yo

=X h(to,xo,yo)-

[Z,Y|h(to, zo,y0) = Z - (Y - h(to, 20, %0)) =Y - (Z - h(to, o, Yo))

oh Oh
=7 (e_to ay (toaanyO)) -Y. (at (toax())y()))
Oh 9*h 0°h
= —e*toa—y(to,xoayo) +e o Bioy ——(to, Zo, Yo) — 7tom(to,xo,yo)
Oh
= —eftoa—y(%,xo,yo)

= =Y - h(to, To, Yo)-

(X, Y]h(to, v0,90) = X - (Y - h(to, w0, 0)) — Y - (X - h(to, 7o, v0))

oh oh
=X- (eftoa—y(tmfﬂmyo» —Y (e e — (to, %0, %0))
2 2
= etO_tO axay (t()y X, ?JO) - 6_t0+t0 83./837 (t07 X, yO)

=0.

Ces champs nous donnent un repére du fibré tangent au groupe G. Avec eux on peut se
donner des feuilletages en se donnant des distributions de plans intégrables, par exemple

RZ +RX,RZ + RY,RX + RY

qui correspondent aux feuilletages instable, stable et au feuilletage trivial en tores. Avec
ces trois champs de vecteurs on peut construire un feuilletage sans composante de Reeb
et avec des feuilles compactes sur notre fibré en tores. En effet, soit f : G — R une
fonction analytique qui ne dépend que de t et soit

C=RX+R(Z+ f(t)Y)



4.4 - Fibrés hyperboliques en tores comme hypersurface Levi-plate 73

une distribution de plans sur G/I". Vérifions que cette distribution est intégrable :

[X,Y + f(2) ]—[X Y]+ [X, f()Z]
)

X(f)2) - f)zx
(X NZ+ X2 - f(H)2X
= (X~ f)Z+f( )X, Z]
(X NZ—f)X  (car [X, 2] = —X)

—f(H)X (Car f ne dépend pas de t).

Ainsi [X,Y + f(t)Z] = — f(t)X appartient a C et notre distribution est bien intégrable.
Ce feuilletage posséde des feuilles compactes pour tout ¢ € R tel que f(¢) = 0. Ce sont
des tores de la fibration. Il ne posséde pas de composante de Reeb. Entre deux feuilles
compactes les feuilles sont denses et s’enroulent sur les feuilles compactes. ]
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Résumé

Dans ce mémoire nous étudions les hypersurfaces Levi-plates analytiques dans les surfaces
algébriques complexes. Il s’agit des hypersurfaces réelles qui admettent un feuilletage par des
courbes holomorphes, appelé le feuilletage de Cauchy Riemann (CR). Dans un premier temps
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