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Introduction

Actuellement un client allemand doit prendre la décision suivante lors de la signature d’un
nouveau contrat de téléphonie mobile. Doit-il se décider pour un nouveau tarif forfaitaire que
les compagnies de téléphone proposent dans leurs publicités malgré un prix fixe assez élevé ?
Ou vaut-il mieux garder un contrat classique avec un prix fixe modéré et des tarifs dépendant
du temps des communications effectuées ? Il existe aussi toujours la possibilité de prendre
une carte sans abonnement, mais avec des prix a la minute trés élevés.

Pour pouvoir répondre de maniére fondée, il est nécessaire de comprendre qu’il s’agit d’un
probléme dans lequel deux grandeurs dépendent ’une de 1’autre. Le critére important pour
prendre une décision est le prix qui dépend de la durée des communications. Un prix est
associé a chaque durée et il varie de maniére différente avec la durée selon Ioffre choisie.

Dans ce premier exemple il s’agit d’accroissement linéaire. Lors de placement d’argent ou de
prise de crédit, il est nécessaire d’avoir développé une compréhension des accroissements
non-linéaires pour pouvoir comprendre la situation et la juger correctement.

Ces deux exemples montrent la diversité des situations fonctionnelles qu’on rencontre dans la
vie quotidienne et les décisions qui doivent étre prises. La capacité de gérer des situations
fonctionnelles et de prendre des décisions fondées est une condition nécessaire pour étre un
citoyen constructif, impliqué et réfléchi.

Mais les résultats d’études comme PISA ou PALMA montrent que beaucoup d’éléves
allemands ont des difficultés avec les problémes concernant des situations fonctionnelles et
que leurs scores restent en dessous des scores des éléves venant d’autres pays.

Cette divergence entre I'importance primordiale du contenu et les faibles résultats des éléves
allemands constitue le point de départ de ce travail. Des questions se posent sur les capacités
et les idées réellement requises ainsi que sur leur mise en pratique et sur leur soutien dans les
curricula.

Les analyses des difficultés typiques ménent a la question de savoir quels changements dans
I’enseignement peuvent aider a faire diminuer ou disparaitre ces problémes. Ce travail traite
des approches en France et en Allemagne. Ces deux grands pays européens travaillent avec
des concepts différents et 1'échange entre les communautés de chercheurs ne s’est pas encore
largement développé. On peut donc s’attendre i des impulsions positives pour les deux pays
en comparant les deux approches. Dans le cadre de ce travail seront comparées les théories et
maniéres d’agir concernant le travail sur les situations fonctionnelles pour en extraire les
points forts et les points faibles et finalement proposer des changements.

L’objet de recherche est décrit en détail dans le premier chapitre. La pensée fonctionnelle y
est définie et elle y est associée a des idées et des capacités nécessaires pour savoir traiter les
situations fonctionnelles.



Les deux chapitres suivants se centrent sur un travail de théorie précédant les analyses
comparatives. Le cadre théorique de la pensée fonctionnelle y est défini et les outils d’analyse
utilisés dans la suite y sont développés.

Le second chapitre retrace le développement historique de la notion de fonction. Le but est de
montrer a quelles difficultés ce développement s’est trouvé confronté et comment celles-ci ont
eté surmontées. Un poids important est donné dans la définition de pensée fonctionnelle aux
facteurs décisifs qui ont permis les avances substantielles.

Les concepts théoriques utilisés en France, en Allemagne et dans la recherche internationale
sont traités dans le troisiéme chapitre. Ce chapitre a pour but de définir clairement les bases
théoriques de la pensée fonctionnelle et de construire un cadre théorique pour les analyses des
chapitres suivants. L’orientation binationale de cette thése fait que le troisiéme but de ce
chapitre est d’unir les concepts théoriques utilisés par la communauté de chercheurs des deux
pays pour ainsi participer a 1’amélioration de 1’échange entre les différentes traditions de
recherche.

Un grand nombre de travaux de recherche existent déja sur I’apprentissage des fonctions et
sur le travail sur des situations fonctionnelles. Le quatriéme chapitre propose un apercu des
résultats de ces recherches. Ils seront présentés de telle maniére qu’on puisse les interpréter
avec le cadre théorique développé dans le troisiéme chapitre et les utiliser pour améliorer les
instruments d’analyse. L’utilisation des points forts et des points faibles dé&ja connus facilite
leur identification lors des analyses menées et aide a trouver les raisons de leur apparition
ainsi que des propositions de changements.

Les questions de recherche concernant la comparaison des curricula peuvent étre formulées de
maniére précise dans le cinquiéme chapitre  la suite de ce travail théorique et de la définition
claire de la pensée fonctionnelle.

Les deux chapitres suivants sont dédiés 2 la comparaison des programmes et des livres de
classe. Le but est d’éclaircir dans quelle mesure les éléves des deux pays sont aidés dans le
développement de la pensée fonctionnelle.

Les deux pays avec leurs systémes d’enseignement respectifs sont comparés au début du
sixiéme chapitre pour assurer une comparabilité des résultats attendus. Aprés un court apercu
du développement historique de 1’enseignement des fonctions, les programmes actuels de la
France et de I’Allemagne (en prenant I'exemple de la Baviére) sont analysés. Tous les
niveaux du CM2 a la 2% (ce qui correspond a la Sekundarstufe I en Allemagne) et en Baviére
tous les différents types d’école sont pris en compte.

L’analyse concernant la possibilité des éléves de développer la pensée fonctionnelle se
poursuit dans le septiéme chapitre avec la comparaison des livres de classe. Des comparaisons
détaillées du curriculum potentiel montrent comment les auteurs mettent en pratique les
programmes et quels contenus, capacités et idées concernant la pensée fonctionnelle sont
exigés.

Il est spécialement intéressant se pencher sur les contenus od I’approche n’est pas la méme
dans les deux pays. C’est de ces différences que peuvent venir les impulsions pour les
changements possibles et elles doivent donc étre suivies trés attentivement.
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Les deux chapitres suivants servent a essayer d’identifier en pratique les points forts et les
points faibles reconnus lors des analyses précédentes. Deux approches différentes ont été
choisies pour étudier comment les éléves travaillent avec la pensée fonctionnelle et quels
problémes surgissent lors de ce travail.

Des analyses quantitatives sont faites dans le huitiéme chapitre et aménent 3 démontrer
certaines relations avec les résultats des deux chapitres précédents. Dans la premiére partie
sont présentés les résultats de la sous échelle variations et relations de PISA 2003. Des
analyses de fonctionnement différentiel de problémes essayent identifier les points forts et les
points faibles des deux pays. Dans la seconde partie les résultats de 1’étude longitudinale
bavaroise PALMA permettent en regardant une sous échelle de voir le développement de la
pensée fonctionnelle en Baviére.

Les analyses qualitatives du neuviéme chapitre documentent certains points forts et points
faibles identifiés dans le sixiéme et le septiéme chapitre. Une étude d’interviews réalisée en
France et en Allemagne montre grice a des séquences d’interviews 1’effet qu’ont certaines
parties spécifiques de la pensée fonctionnelles dans des situations concrétes. Cela permet une
compréhension détaillée de certaines réponses d’éléves et forme la base des propositions de
changements faites par la suite.

Ces changements sont le contenu de la premiére partie du dixiéme chapitre. Sur la base des
résultats de ce travail des propositions sont faites pour essayer d’éviter les points faibles des
deux pays d’une part et pour chercher a profiter des. points forts d’autre part.
Finalement un résumé de ce travail met en avant les résultats et ouvre des perspectives pour
des recherches futures.
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1 La pensée fonctionnelle

I est facile d’associer plusieurs idées et concepts 4 la pensée Jonctionnelle. En regardant de
prés on remarque cependant que sa compréhension intuitive reste souvent vague et que
chaque personne y associe des contenus différents. Une définition claire doit donc en &tre
donnée pour pouvoir I’utiliser de maniére précise dans ce travail.

1.1 Historique de la notion de pensée fonctionnelle

Le concept de pensée fonctionnelle (funktionales Denken en allemand) a été utilisé pour la
premiére fois en 1905 dans le cadre des réformes de Meran et en devient le fil conducteur. La
notion de pensée fonctionnelle y englobe les contenus suivants :

1) La définition de la notion de fonction

2) Les représentations graphiques

3) L’introduction au calcul différentiel et intégral

4) Les applications

5) «Le principe du mouvement » venant de la « nouvelle géométrie »

C’est en particulier I’aspect de variation de fonction qui y trouve une place importante
(Kriiger, 2000b, p. 222).

Ces réformes ne sont pas mises en pratique dans toute leur ampleur. Dans les programmes de
Prusse de 1925 la pensée fonctionnelle ne désigne plus qu’une introduction fondée de la
notion de fonction (Kriiger, 2000b, p. 234). Cela permet une réorientation de la pensée
fonctionnelle.

En 1932 le mathématicien Ernst Breslich reprend la notion et lui donne les contenus suivants
(cité d’aprés Cha, 1999, p. 43) :

1) Recognizing how a change in one of the related variables affects the values of the others,
2) Recognizing the character of the relationships between Variables,

3) Determining the nature of the relationships, and

4) Expressing relationships in algebraic symbols.

Il s’agit donc d’une compréhension de la relation entre deux variables et de la capacité
d’exprimer cette relation dans la représentation algébrique.

Le didacticien des mathématiques Hans-Joachim Vollrath reprend la notion de funktionales
Denken plusieurs années plus tard et la définit de maniére précise :
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To learn about functions and to be successful in using functions to solve problems requires a
mental ability which can be characterized as follows:

1) Dependences between variables can be stated, postulated, produced and reproduced.

2) Assumptions about the dependence can be made, can be tested, and if necessary can be
revised

The mental activities described in 1) are fundamental for working with functions ....
The activities in 2) are typical for “mathematical thinking”.... This ability can be called
functional thinking.... (Vollrath, 1986a, p. 1)

Une grande importance est accordée a I’aspect de variation. Dans la suite 1’auteur précise
cette définition en mettant d’avantage 1’accent sur la capacité de travailler sur des situations
fonctionnelles dans la vie quotidienne. D’autre part le role des représentations et des passages
d’une représentation a une autre est renforcé.

D’autres auteurs reprennent aussi la notion et y ajoutent certaines caractéristiques, comme de
reconnaitre « la fonction en soi » ; de plus un nouveau renforcement de I’importance est
donné aux représentations et aux passages entre elles.

L’étude PISA 2003 de I’OCDE reprend aussi 1’idée mais sans la nommer ainsi. La définition
de la sous échelle variations et relations englobe plusieurs de ses caractéristiques essentielles.

Les variations et les relations — Ce concept a trait aux manifestations mathématiques de
I’évolution et aux relations fonctionnelles et de dépendance entre variables. [...]. Elles sont
représentées de nombreuses maniéres différentes (tableaux et représentations symboliques,
algébriques, graphiques et géométriques). Comme les modes de représentation peuvent servir
des objectifs différents et avoir des propriétés spécifiques, il est souvent essentiel que les éléves
passent d’un mode & Iautre lorsqu’ils s’attaquent a des problémes relevant de cette catégorie,
(OECD, 2004c, p. 41)

L’ensemble des ces travaux a influencé la définition utilisée dans ce travail :

1.2 Définition de la notion de pensée fonctionnelle

La pensée fonctionnelle désigne la maniére typique de penser lors du travail sur des
dépendances fonctionnelles.

Elle se traduit entre autre par les compétences suivantes :

1) Les relations fonctionnelles entre des grandeurs peuvent étre détectées, décrites,
produites et reproduites dans toutes les représentations usuelles.

2) Des hypothéses sur la nature de la relation, spécialement sur 1’influence de
changements dans une variable, peuvent étre faites, testées et révisées, si besoin est.

Le premier point contient la reconnaissance de dépendances fonctionnelles dans toutes ses
représentations mathématiques ainsi que dans la réalité. Les passages entre toutes les
représentations usuelles (donc entre le tableau de valeurs, la représentation algébrique, la
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représentation graphique ainsi que les descriptions proches de la réalité) sont utilisés lors de la
résolution de problémes ou pour des besoins de représentation. Le caractére unique des
fonctions ainsi que leur aspect de covariation, mentionné dans le second point, sont connus.

En choisissant de parler de dépendance fonctionnelle et pas de fonction, on a pu éviter la
restriction a I’aspect purement mathématique et 1’accent a été mis sur I’application a la réalité.
Il n’est pas exigé de pouvoir utiliser les fonctions comme des objets pour avoir une pensée
fonctionnelle. Cette vision implique une connaissance plus approfondie des fonctions. Il y a
cependant dans plusieurs problémes une utilisation implicite de la fonction en tant qu’objet,
ce qui fait qu’une certaine compréhension de 1’objet est nécessaire pour pouvoir développer la
pensée fonctionnelle. (Voir chapitre 3)

Plusieurs notions et concepts utilisés dans le choix de cette définition de la pensée
fonctionnelle proviennent de la recherche actuelle et se recoupent avec d’autres notions. Ces
liens et les choix de la définition sont expliqués dans les chapitres trois et quatre de ce travail.
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2 Apercu historique

Le développement de la définition de la notion de fonction est un processus qui a pris
plusieurs siécles. La définition actuelle venant de la théorie des ensembles n’était pas encore
connue quand les fonctions sont apparues pour la premiére fois dans les classes frangaises et
allemandes au début du vingtiéme siécle. C’est seulement dans les années 70, dans le cadre
des nouvelles mathématiques, qu’elle allait faire son entrée dans les classes (Voir chapitre 6).

Plusieurs idées que les éléves actuels ont des fonctions peuvent &tre retrouvées dans le
développement historique de la notion de fonction. Ce chapitre donne un apercu de ce
développement en regardant spécialement I'importance donnée aux différentes
représentations. Pour une description plus détaillée le lecteur est renvoyé a d’autres articles
sur ce sujet (par exemple Kleiner, 1989; Riithing, 1986; Youschkevitch, 1976).

Le développement historique de la notion de fonction peut étre divisé en deux parties.

La notion de fonction n’est utilisée qu’implicitement pendant la premiére période, qui dure
‘jusqu’au dix-huitiéme siécle, et les représentations de fonctions ne sont pas encore toutes

reliées a cette notion.

La seconde période commence dans la premiére moitié du dix-huitiéme siécle. Une premiére

définition de la notion de fonction est donnée 4 ce moment 13, mais elle est encore soumise

de nombreux changements, raffinements et précisions dans les sidcles suivants.

2.1 Tableaux, graphiques et formules

Les premiéres utilisations de relations fonctionnelles peuvent é&tre trouvées chez les
Babyloniens en 2000 avant Jésus Christ. Des tableaux étaient utilisés pour faciliter certains
calculs concernant, par exemple, I'utilisation de nombres carrés et cubiques.

Dans les siécles suivants, jusqu’a la fin du 14°™ siacle, Iutilisation de fonction reste implicite
lors du travail avec les tableaux ou les descriptions verbales. La conception des relations
fonctionnelles est essentiellement discréte et il y a une régle de calcul dominante. Association
unique ou covariation ne sont pas utilisées ou seulement de maniére implicite.

Le premier graphique connu montre la position des planétes en dépendance du temps et date
du 10®™ ou 11®*™ siecle (Figure 1Fehler! Verweisquelle konnte nicht gefunden werden.).
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Figure 1: Position des planétes, 10iéme ou 11iéme siécle (Hischer , 2002)

Au 14°™ gjecle Nicole Oresme (1323-1382) étudie les courbes et 1’aspect de variations des
relations fonctionnelles. Les graphiques qu’il utilise rappellent les diagrammes a barre et
montrent la variation d’intensités en dépendance du temps (Figure 2). Comme il est habituel
aujourd’hui, le temps est noté sur ’axe horizontal. Oresme ne s’intéresse pas seulement a
I’association des points donnée par la longueur des barres, mais il parle de grandeurs variant
de maniére continue et étudie les formes géométriques constituées par les barres. Bien qu’il
n’introduise pas de définition de la notion de fonction, cette utilisation d’une nouvelle
représentation et des variations marque un pas important sur le chemin du développement de
cette notion.

Figure 2: Diagrammes de Oresme, 14i¢éme si¢cle (Hischer, 2002)

Au 17°™ sigcle Pierre de Fermat (1601-1665) et René Descartes (1596-1650) développent
indépendamment 1’'un de 1autre 1’écriture algébrique sur la base de travaux de Frangois Viéte
(1540-1603).

A partir du 17°™ siécle les représentations usuelles d’aujourd’hui sont connues et reliées
entre elles. Cela permet une accélération du développement de la notion de fonction.

16



Gottfried Leibniz (1646-1716) utilise le premier 1673 le mot Jonction et développe ce concept
avec Johann Bernoulli (1667-1748) qui en donne une premiére définition dans une lettre en
1718:

On appelle fonction d’une grandeur variable, une quantité composée de quelque maniére que ce
soit de cette grandeur variable et de constantes (d’aprés Youschkevitch, 1976)

Il s’agit donc d’une expression algébrique qui permet de déterminer une grandeur en en
connaissant une autre. L’expression algébrique est mise en avant et plusieurs points, comme
la signification exacte de « composée de quelque maniére », sont  clarifier. Cela est le point
de départ d’un processus de précision de la notion de fonction qui va durer deux siécles.
D’une part la notion va étre restreinte en enlevant les fonctions non uniques et d’autre part
elargie en admettant des fonctions sans représentation algébrique.

2.2 L’affinement de la définition de fonction

Leonhard Euler (1707-1783), un étudiant de Bernoulli, contribue de maniére décisive au
développement de la notion de fonction. En 1748 il reformule la définition d’Euler dans son
livre «Introduction in analysin inifinitorum » en remplagant « grandeur » par expression
analytique :

Une fonction de quantité variable est une expression analytique composée, de quelque maniére
que ce soit, de cette méme quantité et de nombres, ou de quantités constantes.

Euler s’éloigne donc de la représentation graphique et rapproche la notion de fonction a sa
représentation algébrique en utilisant « expression analytique ». Il n’est cependant pas clair ce
que veut dire exactement « expression analytique ».

En 1755 Euler se distancie de sa définition étroitement 1ié a la représentation algébrique et
reprend dans « Institutiones calculi differentialis » plus explicitement ’aspect de variation.

Si certaines quantités dépendent d'autres quantités de telle maniére que si les autres changent,
ces quantités changent aussi, alors on nomme ces quantités fonctions de ces derniéres ; cette
dénomination a la plus grande étendue et contient toutes les maniéres par lesquelles une quantité
peut étre déterminée par une autre.

Cette définition est utilisée jusqu'au début du 19°™ sidcle. Plusieurs fonctions, dont la
représentation algébrique était compatible avec la définition utilisée, mais dont la
représentation graphique n’était pas acceptable a cette époque, sont découvertes a ce moment
la, entre autre, par Jean-Baptiste Fourier (1768-1830). L’absence de la continuité attendue
devient claire dans la fonction suivante :

4 & sin (2n+1) 1pourxe ]Zkyz'; (2k+1):z:[,avecke Z
f&) =—Zim—nu= Opourxe {kr ke Z}
T a1 2n+1
—lpourxe ](Zk - 1)][;2](]17L avecke Z
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Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) publie en 1829 une fonction qui n’est continue en
aucun point :

fx)=

1, quand x est rationnel
0, quand x est irrationnel

En 1837 il donne une définition qui est basée pour la premiére fois sur I’association unique.
Mais cette définition inclut seulement les fonctions continues.

La premiére définition générale est donnée par Hermann Hankel (1839-1873) en 1870. Elle
est connue sous le nom de définition de Dirichlet :

On dit que y est fonction de x, si & chaque valeur de x d'un certain intervalle correspond une
valeur bien définie de y, sans que cela exige pour autant que y soit définie sur tout I'intervalle
par la méme loi en fonction de x, ni méme que y soit définie par une expression algébrique de x.

Cette définition demande I’unicité, sépare la notion de fonction de la continuité et ne se référe
plus a la représentation algébrique ou la représentation graphique. Les restrictions concernant
le domaine de définition et le domaine de valeurs sont finalement abolies dans la définition
utilisant les termes de la théorie des ensembles donnée par Felix Hausdorff (1862-1942) en
1914 dans « Grundziigen der Mengenlehre ».

De deux ensembles non nuls A et B nous pouvons former des paires ordonnées p=(a,b), dont le
premier élément a est élément et dont le second élément b est élément de B. ... Etudions
I'ensemble P des paires, qui sont formées de telle maniére, que chaque élément a de A
n’apparaisse que dans une paire p de P comme premier élément. Chaque élément a définit de
telle maniére un élément b unique,  savoir celui auquel il est relié dans une paire p=(a,b) ; Nous
noterons cet élément définit par a, dépendant de a et associé  a par b=f(a) et nous dirons que de
cette maniére une fonction unique est définie dans A sur a.

Avec cette définition, une définition de fonction trés abstraite a &té atteinte. Les
représentations graphiques et algébriques ne sont plus mentionnées. Il n’est pas non plus
question de variation ou de dépendance, il s’agit plutdt d’une définition statique en tant que
relation unique a droite, qui peut étre comprise en tant qu’association entre deux ensembles
abstraits.

Ce résumé montre que I’utilisation de la représentation algébrique et des passages entre les
différentes représentations a permis de faire avancer rapidement le développement de la
notion de fonction. La premiére définition de la notion de fonction reste encore assez proche
de la représentation algébrique, mais il est clair que le détachement de la notion de fonction de
ses représentations a permis au fil des siécles d’arriver a une définition trés précise.
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Date Découvreur  Découverte, innovation Image des fonctions
2000 avant. Babyloniens Tableau Regle de calcul,
J.C. discret
147°me Oresme Graphique Aspect de variation
siécle
17me Fermat Formule Expression algébrique
siécle Descartes Formule avec de opérations
mathématiques simples
Pas forcément unique
Pas de définition
1718 Bernoulli Expression algébrique ~ Expression algébrique de grandeurs
Premiére définition variables
Pas forcément unique
1748 Euler Expression analytique ~ Expression algébrique de grandeurs
variables
Pas forcément unique
Les fonctions constantes ne sont pas
admises
1755 Euler Covariation Dépendance quelconque entre des
Courbe tracée a main grandeurs
levée Plus forcément une expression analytique
Implicitement : Le graphique est ascendant
et n’a pas d’angles
1870 Hankel Association unique Dépendance quelconque
Définition Covariation Plus forcément continue ou représentable
de Dirichlet par une formule ou un graphique
1914 Hausdorff Association unique Relation unique a droite. Définition venant

entre ensembles

de la théorie des ensembles

Domaine de définition et domaine de
valeurs

N’est pas forcément représentable comme
graphique ou comme formule
Covariation et dépendance ne sont plus
citées explicitement

Tableau 1: Résumé
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3  Cadre théorique

Ce chapitre a trois buts principaux. Le premier est de faire ressortir clairement les bases
théoriques des choix faits lors de la définition de pensée fonctionnelle. Le second est de
développer les instruments qui vont étre utilisés dans les analyses des chapitres suivants. Et le
troisiéme est finalement de mettre en évidence les concepts théoriques utilisés en France, en
Allemagne ainsi que dans la recherche internationale et d’essayer de créer des liens entre
ceux-ci.

Au début I'analyse des travaux de Duval, Lesh et de Kaput concerne les représentations
d’idées mathématiques et les passages entre elles. Ensuite les champs conceptuels de
Vergnaud donnent un socle théorique a la pensée fonctionnelle et les Grundvorstellungen de
vom Hofe ainsi que les Grundkenntnisse nouvellement définies permettent de la connecter a
des idées et a des savoirs. A la fin d’autres concepts étroitement liés a la pensée fonctionnelle
sont présentés, comme par exemple I’action concept, le process concept et 1’object concept de
Dubinsky ou le concept image de Vinner. Iis sont reliés au cadre de ce travail de telle maniére
qu’ils puissent étre utilisés lors des analyses des chapitres suivants.

La seconde et la troisiéme partie de ce chapitre traitent en détail des différentes
représentations des relations fonctionnelles, des passages entre elles et de la définition de la
notion de fonction. Cette compréhension précise est nécessaire pour pouvoir faire les analyses
des chapitres suivants.

3.1 Base théorique

3.1.1  Approche sémiotique : les registres sémiotiques de Duval

La définition de la pensée fonctionnelle reprend plusieurs aspects importants des travaux de
Raymond Duval, qui fait de la recherche en sémiotiques et spécialement sur le passage entre
différentes représentations d’un objet mathématique.

D’aprés Duval, il est nécessaire de connaitre plusieurs représentations d’un méme objet
mathématique et de pouvoir effectuer des passages entre ces représentations pour étre
réellement capable de le cerner.

.. (D1 est essentiel, dans 1’activité mathématique, soit de pouvoir mobiliser plusieurs registres
de représentation sémiotiques ..., soit de pouvoir choisir un registre plutot que I’autre. Et,
indépendamment de toute commodité de traitement, ce recours d plusieurs registres semble
méme une condition nécessaire pour que les objets mathématiques ne soient pas confondus avec
leurs représentations et qu’ils puissent aussi étre reconnus dans chacune de leurs
représentations. (Duval, 1993, p. 40)

Cette idée a été reprise lors de la définition de la pensée fonctionnelle en insistant sur
I’importance du fait de pouvoir utiliser toutes les représentations usuelles et d’effectuer les
passages entres elles.
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Raymond Duval travaille sur les registres de représentations sémiotiques (en abrégé :
registres) (Duval, 1993; Duval, 1996; Duval, 2006). Les registres principalement utilisés lors
du travail avec les fonctions sont :

1. Le registre algébrique

2. Le registre graphique

3. Leregistre des tableaux

4. Le registre du langage parlé

Le registre du langage parlé est un registre trés complexe et ne peut pas étre pris en compte
dans toute sa profondeur dans ce travail. Les descriptions verbales des relations fonctionnelles
qui apparaissent en cours sont souvent déja des concentrations et des abstractions des
descriptions verbales utilisées dans la vie quotidienne. De plus elles sont dans beaucoup de
cas accompagnées d’images, ce qui est aussi le cas dans la vie quotidienne.

En accord avec Duval, d’autres auteurs ayant des approches différentes, comme Richard Lesh
(Lesh et al., 1987) et al. et James Kaput (Kaput, 1989), donnent un poids important aux
représentations dans les différents registres et aux passages entre ceux-ci lors de I’étude de la
pensée fonctionnelle. Tous voient ici la clef de la compréhension d’une idée mathématique.

3.1.2  Approche psychologique : les champs conceptuels de Vergnaud

Avec la théorie des champs conceptuels Gérard Vergnaud a créé un outil d’analyse pour le
développement des compétences mathématiques, basé sur des idées psychologiques
(Vergnaud, 1990; Vergnaud, 1996).

Le champ conceptuel des situations fonctionnelles est constitué de toutes les situations dans
lesquelles des dépendances fonctionnelles sont représentées. Les concepts qui sont reliés a ce
champ sont nombreux : naturellement le concept de fonction, mais aussi les concepts des
opérations sur des nombres, d’équation, de relation, de variation, de variable, d’inconnue, de
dérivée, d’intégrale, ... .

Mais il est également possible de définir un champ conceptuel plus restreint concernant les
fonctions. On peut, par exemple, regarder le champ conceptuel des relations fonctionnelles
simples, qui est contenu dans le champ conceptuel des situations fonctionnelles. Ce champ est
défini de telle maniére qu’il est créé par les situations dans lesquelles apparaissent seulement
certains types de fonctions (comme les fonctions affines, les polynémes de bas degré et les
fonctions exponentielles) et certains concepts simples (donc, par exemple, ni le concept de
dérivée ni celui d’intégrale).

Le mode de pensée nécessaire pour pouvoir maitriser ce champ conceptuel recoupe en grande
partie celui de la pensée fonctionnelle. La définition de pensée fonctionnelle ne contient pas
de restrictions concernant les fonctions. La restriction du champ conceptuel a été faite parce
que la pensée fonctionnelle requiert la connaissance d’un certain nombre de types de
fonctions mais pas de toutes. Il s’agit donc d’un champ conceptuel minimal, dont les
situations demandent une pensée fonctionnelle pour pouvoir étre traitées.

22



Du point de vue du présent travail la question se pose de savoir comment ce champ
conceptuel minimal est utilisé dans les classes en France et en Allemagne.

3.1.3  Approche constructiviste : Grundvorstellungen de vom Hofe et
Grundkenntnisse

Avec le concept des Grundvorstellungen Rudolf vom Hofe propose un outil, avec lequel on
peut aussi bien donner des buts normatifs pour des contenus mathématiques spécifiques
qu’analyser de maniére descriptive des solutions d’éléves (Grund = base, fond, raison :
Vorstellung = idée, imagination, conception ; Grundvorstellung = idée de base). Ce concept a
une longue tradition en didactique des mathématiques en Allemagne dans les travaux de
Pestalozzi (1803), Diesterweg (1850), Wittmann (1924), Oehl (1965) et Griesel (1971) (pour
seulement en citer une partie, voire vom Hofe, 1995, p. 23). Du coté international on peut
retrouver des concepts similaires dans les intuitive meanings de Fischbein ou les wuse
meanings de Usiskin (vom Hofe, 1995, p. 99).

Dans la suite il va étre démontré comment les Grundvorstellungen se relient aux théories
citées jusqu’ici et comment elles peuvent é&tre utilisées pour I’analyse de la pensée
fonctionnelle. La notion de Grundkenninis est également introduite et s’avére é&tre un bon
complément aux Grundvorstellungen.

3.1.3.1 Grundvorstellungen

L’idée de Grundvorstellungen décrit la relation entre les contenus mathématiques et le
phénoméne de conceptualisation individuelle. Dans ses différentes facettes elle caractérise de
différents points de vus trois aspects de ce phénoméne :

Construction de sens pour un concept en le reliant a des situations ou des actions connues, ou
bien a des représentations d’actions.

Construction d’une représentation (visuelle) ou intériorisation, qui permet des actions au niveau
de I’imagination.

Capacité d’appliquer le concept a la réalité en reconnaissant la structure correspondante dans
des situations ou en modélisant le probléme dans la réalité avec ’aide de la structure
mathématique.

(d’aprés vom Hofe, 1995, p. 97)

Les Grundvorstellungen forment le lien entre I'individu, le contenu mathématique et son
application dans la réalité, ce qui les rend indispensables pour tout passage entre des
représentations. Elles ne sont pas stables dans le temps et se développent, interagissent ou
doivent étre reformulées pendant le processus d’apprentissage.

On peut identifier deux aspects des Grundvorstellungen (vom Hofe, 1995; Blum, 2002) :
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1. Aspect normatif. Les Grundvorstellungen sont déduites de réflexions théoriques
concernant le contenu mathématique et les analyses didactiques. Elles forment un
fil conducteur didactique de ce que les éléves devraient apprendre.

2. Aspect descriptif. Les Grundvorstellungen décrivent les idées que les éléves ont
réellement. Dans I'idéal les Grundvorstellungen observées correspondent aux
Grundvorstellungen déterminées de maniére normative, mais ce n’est pas toujours
le cas. Au contraire de I'aspect normatif, 1’aspect descriptif des
Grundvorstellungen permet aussi des idées mathématiquement fausses, des
Fehlvorstellungen (Grundvorstellungen fausses).

Des exemples de Grundvorstellungen sont 1'idée de fonction en tant qu’association (unique)
ou I’idée de fonction en tant que deux variables covariantes. Ces Grundvorstellungen forment
le lien entre la représentation mentale des éléves, le concept de fonction et les situations
réelles, dans lesquelles les dépendances fonctionnelles apparaissent comme des associations
ou des covariations.

Il peut y avoir plusieurs Grundvorstellungen concernant un concept mathématique qui se
complétent. Leur combinaison et interaction méne i une compréhension approfondie du
concept étudié voire méme a la formation de ce concept. C’est donc un but principal de
I'enseignement des mathématiques d’aider les éléves a former un réseau de
Grundvorstellungen adéquates (vom Hofe et al., 2005, p. 69).

La théorie des Grundvorstellungen contient aussi un aspect constructiviste. Dans Ie cas de la
différence entre les Grundvorstellungen déterminées de maniére normative et des
Grundvorstellungen constatées de maniére descriptive, ces différences peuvent étre palliées
ou bien de nouvelles Grundvorstellungen peuvent étre construites. Ceci doit naturellement
8tre fait par les éléves, mais ils peuvent étre aidés par le choix de situations appropriées,
auxquelles ils sont confrontés. (vom Hofe, 1995, p. 123)

La description de Grundvorstellungen donnée ici contient un lien avec des situations réelles.
Un élargissement du concept de Grundvorstellungen est de remplacer I’application dans la
réalité par une représentation dans un registre quelconque. Cela permet d’utiliser les
Grundvorstellungen pour expliquer tout type de passages entre deux registres. Pour les
différencier des Grundvorstellungen initiales, les Grundvorstellungen primaires, ce type de
Grundvorstellung  est appelé  Grundvorstellung secondaire. Dans ce cas les
Grundvorstellungen forment un lien entre I’individu, le contenu mathématique et un registre
de représentation.

Les Grundvorstellungen primaires surviennent lors du passage entre la mathématique et la
réalité, tandis que les Grundvorstellungen secondaires se référent aussi 4 des passages entre
différentes représentations mathématiques. La plupart des Grundvorstellungen concernant les
situations fonctionnelles sont donc des Grundvorstellungen secondaires.

Les Grundvorstellungen concernant les fonctions peuvent &tre divisées en deux groupes. Le
premier groupe est constitué de Grundvorstellungen concernant des aspects de la pensée
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fonctionnelle. Le second groupe consiste en celles qui résultent des différentes représentations
de fonctions.

Grundvorstellungen concernant des aspects de la pensée fonctionnelle :

1. Grundvorstellung d’association
Une variable est associée a une autre. Cela peut étre exprimé de maniére informelle
par « pour chaque ...ilya ... »
Cette Grundvorstellung accentue ’aspect unique des dépendances fonctionnelles, mais
elle est ne contient pas, ou que trés peu, 1’idée de covariation ou de dépendance.
Un exemple, dans lequel cette Grundvorstellung apparait clairement est la fonction qui
associe a chaque éléve son age.

2. Grundvorstellung de covariation

Une variable varie en fonction d’une autre. Cela peut &tre exprimé de maniére
informelle par « Que se passe-t-il quand ... »

Cette Grundvorstellung accentue I'aspect de variation comme I'indique son nom.
L’aspect unique des dépendances fonctionnelles y est seulement inclut de maniére
implicite.

Une situation typique ot la Grundvorstellung de covariation est utilisée est la variation
de Iaire d’un rectangle a circonférence constante en fonction de la longueur d’un coté.

Cette Grundvorstellung est spécialement importante & cause d’un de ses différents
aspects. En imaginant la covariation il devient possible d’effectuer une variation
systématique et ainsi de comprendre la nature de la variation et d’identifier le type de
fonction analysée.

3. Grundvorstellung d’objet
Une fonction est un objet avec lequel on peut travailler.
Cette Grundvorstellung doit étre située a un niveau nettement supérieur aux deux
autres. Des situations typiques dans lesquelles elle est utilisée sont 1’addition de
fonctions, la connexion de deux fonctions ou les équations différentielles.
Il est cependant possible de manier des objets fonction sans avoir une
Grundvorstellung d’objet. Mais la Grundvorstellung d’objet permet le travail réfléchi
avec de processus qui agissent sur un ensemble de fonctions.

Dans beaucoup de situations il est possible et nécessaire d’activer plusieurs de ces
Grundvorstellungen. On peut aussi remarquer que certaines représentations favorisent
certaines Grundvorstellungen. Par exemple les tableaux mettent en avant ’aspect
d’association, alors que les représentations graphiques accentuent I’aspect de covariation.
Cela veut dire que les différents registres de représentations des dépendances fonctionnelles
ont une influence importante sur I’activation des Grundvorstellungen.

D’un autre c6té c’est seulement la Grundvorstellung de dépendances fonctionnelles dans une
certaine représentation qui permet d’utiliser cette méme représentation. De 1a peut étre
identifié un second groupe de Grundvorstellungen.
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Les trois Grundvorstellungen citées plus haut concernent des aspects de la pensée
fonctionnelle. Les Grundvorstellungen du second groupe concernent des représentations des
dépendances fonctionnelles.

Quand un éléve a formé la Grundvorstellung concernant un registre de représentations il peut
utiliser celui-ci pour y opérer mentalement et pour y représenter des dépendances
fonctionnelles.

Ces Grundvorstellungen du second groupe ont cependant un rayon d’action limité : il se limite
a I’ensemble des dépendances fonctionnelles qui peuvent étre représentées dans ce registre de
représentation. Il n’est par exemple pas possible de représenter dans le registre algébrique la
fonction associant la couleur de cheveux a chaque éléve.

Grundvorstellungen en relation avec les différentes représentations :

4. Grundvorstellung d’une relation fonctionnelle en tant que formule dans le registre
algébrique
Le registre de représentation algébrique peut étre utilisé pour représenter certaines
dépendances fonctionnelles.

5. Grundvorstellung d’une relation fonctionnelle en tant que courbe dans le registre
graphique
Le registre de représentation graphique peut étre utilisé pour représenter certaines
dépendances fonctionnelles.

6. Grundvorstellung d’une relation fonctionnelle en tant que tableau dans le registre des
tableaux
Le registre de représentation des tableaux peut étre utilisé pour représenter certaines
dépendances fonctionnelles.

7. Grundvorstellung d’une relation fonctionnelle en tant que paire ordonnée
Le registre de représentation des paires ordonnées peut étre utilisé pour représenter
certaines dépendances fonctionnelles.
Cette Grundvorstellung est notée ici pour des raisons historiques. Elle n’est
pratiquement plus utilisée en classe. (voire chapitre 6 et 7)

Ces Grundvorstellungen peuvent bien siir aussi étre activées quand on a une représentation
d’un objet dans un registre de représentation sémiotique et qu’il s’agit de vérifier s’il s’agit
d’une dépendance fonctionnelle.

Les Grundvorstellungen en relation avec les différentes représentations permettent donc de
connecter une représentation a une dépendance fonctionnelle et, dans I’autre sens, d’identifier
une dépendance fonctionnelle dans un objet représenté.

Il existe bien slir encore d’autres Grundvorstellungen concernant des registres de
représentations sémiotiques. Ceux mentionnés en haut sont cependant les plus utilisés lors du
travail avec les fonctions dans les salles de classe.
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Dans le chapitre 2, il a été montré que la notion de fonction s’était développée grice a des
nouvelles représentations et aux idées reliées a celles-ci. Les tableaux des premiéres situations
fonctionnelles connues peuvent étre vus comme un premier développement de la
Grundvorstellung d’association. La Grundvorstellung de covariation a également longtemps
marqué le développement de la notion de fonction. Mais c’est seulement la combinaison de
plusieurs Grundvorstellungen concernant des aspects de la pensée fonctionnelle et la
formation d’un large choix de Grundvorstellungen en relation avec les différentes
représentations, qui a permit 1’aboutissement a la définition de fonction connue aujourd’hui.

Les Grundvorstellungen concernant des aspects de la pensée fonctionnelle ne peuvent pas étre
utilisées sans les Grundvorstellungen en relation avec les différentes représentations. Mais
dans I’autre sens, les Grundvorstellungen en relation avec les différentes représentations, ne
peuvent pas étre formées sans une Grundvorstellung concernant des aspects de la pensée
fonctionnelle. Il y donc une liaison et une interdépendance étroite entre ces deux groupes.

Tout un réseau de différentes Grundvorstellungen est 4 mettre en relation avec la pensée
fonctionnelle. Il s’agit concrétement des Grundvorstellungen en relation avec les concepts qui
font partie du champ conceptuel de la pensée fonctionnelle (voir plus haut). Dans le cadre de
ce travail seules les Grundvorstellungen en relation directe avec le concept de fonction sont
étudiées en détail.

3.1.3.2 Grundkenntnisse

Lors des passages concrets entre une représentation dans un registre et une représentation
dans un autre les Grundvorstellungen doivent étre utilisées dans des situations constituées de
certains concepts et objets. Pour faire ceci, il est nécessaire d’utiliser des connaissances
spécifiques sur les propriétés des objets et des concepts en relation avec une
Grundvorstellung. Ces connaissances sont appelées Grundkenntnisse
(Kenntnis=connaissance) pour marquer leur relation étroite avec les Grundvorstellungen. Ce
sont donc des connaissances sur les effets des propriétés d’un objet ou d’un concept
mathématique lors du passage entre deux représentations. Mais les Grundkenntnisse peuvent
aussi étre percues comme des concrétisations de Grundvorstellungen. Une ou plusieurs
Grundvorstellungen se concrétisent dans une certaine situation de telle maniére 3 &tre
utilisable directement dans le processus de passage entre les différentes représentations.

Des exemples de Grundkenntnisse sont :

1. Le signe de a dans la représentation algébrique f(x)=ax+b indique si la représentation
graphique de la fonction affine monte ou descend (lu de gauche 2 droite).
(Il s’agit d’une connaissance utile pour le passage entre la représentation algébrique et
la représentation graphique. Elle peut étre vue comme une concrétisation de la
Grundvorstellung de covariation (Grundvorstellung (abréviation GV) 2) et de la
Grundvorstellung d’une relation fonctionnelle en tant que courbe (GV 4) lors du
travail sur les fonctions affines.)

2. Lareprésentation graphique d’une fonction affine est une droite ‘
(Connaissance utile pour le passage venant de la représentation graphique ou allant
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vers elle. Concrétisation de la Grundvorstellung d’une relation fonctionnelle en tant
que courbe (GV 4) lors du travail sur les fonctions affines)

3. Une des caractéristiques des fonctions affines est qu’un changement dans une variable
fait toujours changer I’autre variable de la méme maniére. (Les accroissements sont
constants. f{x+n)-f(x)=f(n)-f(0))

(Connaissance utile lors du passage venant de la réalité ou allant vers elle.
Concrétisation de la Grundvorstellung de covariation lors du travail sur les fonctions
affines)

Les Grundkenntnisse peuvent étre intériorisées de deux maniéres différentes par les éléves.
On trouve d’une part des Grundkenntnisse intériorisées sans contexte (Grundkenninis inerte),
qui sont apprises par coeur sans lien avec des Grundvorstellungen. D’autre part des
Grundkenntnisse qui ont été intériorisées en relation avec des Grundvorstellungen
(Grundkenninis intelligente), qui sont liées étroitement aux Grundvorstellungen pertinentes.
Les Grundvorstellungen se concrétisent dans des Grundkenntnisse intelligentes et les
Grundkenntnisse intelligentes peuvent étre abstraites pour arriver aux Grundvorstellungen.
La différentiation entre les Grundkenntnisse inertes et les Grundkenntnisse intelligentes peut
étre reliée a la compréhension instrumentale et la compréhension relationnelle de Richard
Skemp (Skemp, 1976, p. 23).

Les changements de registres demandés par Duval sont implicitement contenus dans le
concept des Grundvorstellungen sans y étre détaillés. Celui-ci se concentre sur les passages
concrets et sur les idées nécessaires pour les réaliser.

Les Grundkenntnisse identifiées pour certains changements de registres ont aussi été
identifiées par Duval. Il n’explique cependant pas comment ces connaissances sont activées.
L’activation des connaissances est faite par les Grundvorstellungen. Les registres de Duval,
les Grundvorstellungen et les Grundkenntnisse se complétent donc.

Vergnaud identifie des relations de base pour classifier les situations et les relie aux infuitive
meanings de Fischbein. Cela rappelle fortement 1’aspect normatif des Grundvorstellungen.
Mais Vergnaud les utilise seulement pour construire un ensemble de situations. Les relations
de base y sont donc un lien entre un contenu mathématique et les situations. Les
Grundvorstellungen incluent en plus 1’individu.

Selon la théorie de vom Hofe les situations sont utilisées pour comprendre les relations de
base correspondantes. Ce processus est appelé la création de Grundvorstellungen. Cette
relation entre relation de base et situations n’est pas relevée par Vergnaud. On peut cependant
poser la question de savoir si ce ne sont pas les relations de base/Grundvorstellungen qui
permettent aux éléves de classer les situations dans une catégorie de situations et d’activer
ainsi des schémes ? Mais ceci équivaut & dire que ce sont les relations de base qui activent les
schémes.

Les Grundkenntnisse se recoupent en grande partie avec les théorémes-en-acte de Vergnaud.
Tous deux permettent 1’utilisation des théorémes mathématiques dans des situations
concrétes. Mais I’accent est mis sur différents aspects dans les deux cas. Les théorémes-en-
acte accentuent la relation entre une situation et la formulation concréte d’un théoréme ou
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d’une opération mathématique pour cette situation. L’existence d’un théoréme-en-acte permet
le choix d’un théoréme ou d’une opération pour une situation.

Les Grundkenntnisse par contre se basent sur les Grundvorstellungen. Elles permettent
I"application concréte des Grundvorstellungen complexes en rendant accessible les propriétés
résultantes des théorémes mathématiques.

La pensée fonctionnelle contient la reconnaissance de situations fonctionnelles et les passages
entre les différentes représentations. Ceci représente aussi deux des points centraux du
concept des Grundvorstellungen. Une bonne base de Grundvorstellungen est indispensable
pour pouvoir développer la pensée fonctionnelle.

Le développement de Grundvorstellungen et de Grundkenntnisse est fortement influencé par
les situations sur lesquelles travaillent les éléves. Les analyses des programmes et
spécialement des livres de classe des chapitres 6 et 7 permettent de voir quelles
Grundvorstellungen y sont renforcées. Les analyses des interviews et des résultats de PISA
montrent par contre quelles Grundvorstellungen ont effectivement été développées par les
éleves.

3.1.4 Autres théories utilisées

Les théories d'Ed Dubinsky et d'Ana Sfard permettent de montrer que la pensée fonctionnelle
englobe le concept d’action et le concept de processus des fonctions. Par contre le concept
d’objet ou la réification montrent les limites de la notion de pensée fonctionnelle. (Dubinsky
& Harel, 1992; Breidenbach et al., 1992; Sfard, 1989; Sfard, 1991)

Les travaux de Shlomo Vinner s’avérent d’une grande utilité lors des analyses faites dans les
chapitres suivants. Il définit le concept image et le concept definition, qui permettent une
description précise de ce que les éléves associent avec des concepts mathématiques comme
les fonctions.

Le concept image en relation avec un concept mathématique est 1’ensemble de la structure
cognitive, qui est associée & ce concept. Cela inclut toutes les images mentales (c'est-a-dire
toutes les représentations générales et spécifiques) et leurs propriétés (Vinner & Dreyfus,
1989, p. 356). Le concept image est formé sur une longue durée de maniére différente par les
multiples expériences personnelles de chaque éléve et peut aussi contenir des éléments faux,
restreignant ou se contredisant. Vinner note sur I’importance du concept image :

My basic assumption is that to acquire a concept means to form a concept image for its name.
(Vinner, 1992, p. 197)

Le concept definition est une définition textuelle d’un concept. Elle peut étre apprise par coeur
ou comprise, elle peut étre juste ou fausse et elle peut aussi étre un essai personnel de
définition de la part de 1’éléve utilisant son concept image. Le concept definition est donc une
définition individuelle variante, qui ne doit pas é&tre confondue avec la définition formelle.
Elle peut générer des idées et des images qui feront partie du concept image de 1’éléve.

Une difficulté associé 4 la relation entre concept image et concept définition est la situation,
quand le concept definition n’est pas en lien étroit avec le concept image. Dans ce cas les
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éléves peuvent montrer des comportements inconsistants. On parle alors de
compartmentalization (Vinner & Dreyfus, 1989, p. 356). D’aprés Vinner ce phénoméne se
montre notamment quand un concept est introduit par une définition abstraite avant que les
€léves aient pu développer un concept image.

Les Grundvorstellungen et Grundkenntnisse font partie du concept image et le constituent.
Tant que le concept image ne contient pas de Grundvorstellungen et de Grundkenntnisse il ne
peut pas étre utilisé de maniére effective pour résoudre des problémes. Mais le concept image
englobe aussi des exemples et des images concrétes, que 1’éléve associe avec un concept.

Il est donc nécessaire de construire un concept image large pour pouvoir développer une
pensée fonctionnelle. Certaines restrictions concernant par exemple des associations entre des
ensembles abstraits ne vont probablement pas empécher le développement de la pensée
fonctionnelle. Mais si par exemple le concept image d’un éléve ne permet pas d’autres
représentations que la représentation algébrique, il ne pourra pas développer de
compréhension pour les passages entre les registres. L’éléve pourra seulement reconnaitre et
représenter des relations fonctionnelles dans un registre de représentation sémiotique.

Le concept image et le concept definition s’avérent &tre trés utile lors des analyses des
interviews. Quand ils résolvent des problémes les éléves évoquent souvent des images et des
propriétés qu’ils associent avec les fonctions. On peut déja essayer d’identifier des restrictions
possibles des concepts images lors des analyses des livres de classe. Plus tard ces restrictions
peuvent étre documentées par exemple avec des extraits d’interviews menés avec les éléves.

11 est important de mentionner qu’ Anna Sierpinska choisit une approche différente qui permet
d’utiliser I'analyse historique du développement des fonctions en y repérant les obstacles
épistémologiques. (Sierpinska, 1992). Ces obstacles qu’elle repére peuvent aider a cerner plus
facilement les difficultés actuelles des éléves.

3.2 Les représentations et les passages entre elles

La premiére partie du cadre théorique et la définition de la pensée fonctionnelle montrent
clairement I'importance qui est donnée dans ce travail aux représentations dans différents
registres et aux passages entre ceux-ci.

Le schéma suivant présente un cercle de modélisation comme on en trouve en grand nombre
dans les articles de recherche sur la modélisation (Lesh et al, 1987, p. 36; Blum, 2002; vom
Hofe et al., 2004) (GV sont les Grundvorstellungen et GK les Grundkenntnisse) :
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Figure 3: Cercle de modélisation

Ce cercle s’utilise lors de la résolution d’un probléme donné dans un registre, pour la solution
duquel il faut faire des analyses dans un autre registre.

Si le probléme est donné dans le registre 1, il faut tout d’abord passer avec l’aide des
Grundvorstellungen et des Grundkenntnisse dans le registre deux et y reformuler un second
modeéle mathématique du probléme de départ. Le probléme peut ensuite &tre traité a I’intérieur
du second registre et une solution peut étre trouvée. Cette solution doit ensuite étre interprétée
dans le registre de départ et il faut vérifier si la solution obtenue correspond aux exigences du
probléme initial.

Le cercle de modélisation ne doit pas étre utilisé comme un modéle rigide, mais &tre ajusté
aux problémes étudiés. Un second tour du cercle entier peut s’avérer utile si la solution
trouvée ne correspond pas aux besoins du probléme. Ou bien seuls certains passages sont
inversés et répétés, par exemple si le second modéle mathématique n’est pas adapté aux
besoins.

Le cercle de modélisation permet de mieux comprendre le processus de résolution de
problémes quand il y a deux registres en jeu, ce qui va étre utilisé lors des analyses des
solutions des éléves.

Les représentations de fonctions dans les différents registres sont analysées en détail dans la
suite de ce chapitre. Chaque représentation met 1’accent sur une propriété différente, favorise
une Grundvorstellung ou un concept de fonctions et a certains désavantages, qui peuvent créer
des difficultés. Le tableau suivant résume les résultats :
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Formule Graphique Tableau Langage
Nature de la Implicite Explicite Explicite (si Possible
variation ordonné)
Régle de Explicite Implicite Implicite Possible
correspondance
Display / Action— | Action Display Display Display
Notation (Kaput,
1989)
Grundvorstellungen | Association Covariation, Association, Plutot
dominantes (vom Object Covariation Association,
Hofe, 1995) Covariation
Action / Processus / | Action, Processus, Processus Plut6t
Object (Dubinsky | Processus Object Processus
& Harel, 1992)
Structural / Structural, Structural Operational Plutot
Operational (Sfard, Operational Operational
1991)
Limitations Pas utilisable Sont des Seulement un D’autres
pour toutes les  approximations  choix de registres sont

fonctions

et incomplets

certaines paires

souvent utilisés

d’origine/image en plus

Tableau 2: Résumé des caractéristiques des représentations

Mais il n’est pas suffisant de pouvoir traiter toutes les représentations de maniére isolée. Les
passages entre elles sont indispensables pour pouvoir développer une idée de ce qui reste
invariant lors du passage entre deux registres et qui fait donc partie du concept de fonction

lui-mé&me. Thompson le formule de 1a maniére suivante :

Put another way, the core concept of “function” is not represented by any of what are

commonly called the multiple representations of function, but instead our making connections

among representational activities produces a subjective sense of invariance. (Thompson, 1994,

p. 23)

Claude Janvier représente cette connexion entre les représentations par un iceberg en forme
d’étoile. Les différentes représentations, dont seulement une est visible 3 la fois, sont reliées
par le concept lui-méme (Janvier, 1983b, p. 24; Janvier, 1987b, p. 69).
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Figure 4: Le concept de fonction en forme d'iceberg

3.3 La définition de la notion de fonction

Les auteurs des livres de classe peuvent influencer 1’image que les éléves ont des fonctions en
en choisissant une définition plutdt qu’une autre. Et le moment auquel la définition est donnée
peut également jouer un role important dans I’apprentissage des fonctions. Les points de vue
de plusieurs auteurs a ce sujet sont discutés dans cette partie.

Il a été montré dans les analyses du développement historique de la notion de fonction, que
I’aspect de covariation a été réduit peu 4 peu jusqu’a sa disparition compléte dans la définition
issue de la théorie des ensembles. L’aspect d’association est devenu dominant.

Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur ces deux aspects en leur donnant des noms différents qui
mettent Iaccent sur certains points (par exemple Schwingendorf et al., 1992, p. 139 ; Selden
& Selden, 1992, p. 2; Janvier, 1983b, p. 24). Comme dans la plupart des ouvrages de ces
auteurs, ce travail défend la conviction que les deux aspects devraient apparaitre lors de la
définition de la notion de fonction et pas majoritairement celui de ’association, comme c’est
le cas actuellement dans de nombreux pays.

La définition venant de la théorie des ensembles est critiquée par beaucoup d’auteurs pour un
grand nombre de raisons. Elle ne semble pas adaptée pour étre enseignée comme premiére
définition et pas nécessaire pour les éléves dont il est question dans ce travail (voire par
exemple : Janvier, 1983; Kaput, 1987; Kaput, 1989; Kriiger, 2000; Malik, 1980; Markovits et
al, 1986; Schmidt, 1990; Schwingendorf et al., 1992; Sierpinska, 1992). Une définition
comme I"utilisait Euler est suffisante pour la plupart des problémes posés dans les classes des
niveaux étudiés. La définition abstraite peut étre introduite aprés 1’étude d’exceptions de cette
définition simple (voire par exemple : Vinner & Dreyfus, 1989, p. 365; Malik, 1980, p. 492;
Lengnink, 2002, p. 305).

Claude Janvier commente ce sujet en donnant la fonction suivante et en la commentant:
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Il semble bien qu’on ait quelque part oublié I’essentiel ! (Janvier, 1983b, p. 28)

Voici une fongtion

Figure 5: Une fonction

Ce travail défend la conviction que la premiére approche de la définition de la notion de
fonction ne doit pas étre en méme temps le premier contact avec les relations fonctionnelles.
11 est préférable de travailler un certain temps sans définition précise pour que les éléves aient
 la possibilité de former leur propre concept image. Le concept de pensée fonctionnelle a été
sciemment défini de telle facon qu’il ne parle pas de fonctions mais de relations
fonctionnelles.

Les analyses des chapitres suivants vont montrer quelles définitions ont été choisies en France
et en Allemagne et si ces choix ont des répercussions sur les performances des éléves.
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4  Recherches sur I’apprentissage des fonctions

Ce chapitre donne un apercu des nombreuses études existantes sur la compréhension de
fonctions. Cette classification va pouvoir étre utilisée pour identifier les difficultés et ainsi les
repérer plus facilement lors des analyses.

La premiére partie de ce chapitre décrit certaines parties importantes des concepts images
qu’ont les éléves, qui ont été trouvés dans de nombreux travaux de recherche a ce sujet. Cela
englobe aussi les concepts de fonctions comme action, processus et objet. De plus certains
concepts definitions des éléves sont thématisés.

La seconde partie de ce chapitre donne un apergu général des capacités qu’ont les éléves de
passer d’une représentation dans un registre a une représentation dans un autre registre.

Des articles de recherche sur les obstacles de recherche sont finalement présentés ainsi que
des propositions d’autres auteurs, qui ont pour but d’améliorer I’enseignement des fonctions.

La liste suivante récapitule de maniére trés abrégée les difficultés que les éléves peuvent
rencontrer en travaillant sur les fonctions :

- Parties problématiques des concepts images

o Les fonctions doivent étre données par une seule régle.
Les fonctions données avec deux régles différentes sur deux intervalles ne sont pas
acceptées tout comme les fonctions comportant des exceptions sur certains points
isolés. (Markovits et al., 1986; Vinner, 1983)

o La courbe d’une fonction doit étre « raisonnable ».
Par exemple sans angles ni trous. Les fonctions affines occupent une place de
référence dominante. (Dreyfus & Eisenberg, 1983; Even, 1993; Markovits et al., 1986;
Sierpinska, 1992; Tall & Bakar, 1991; Vinner, 1983)

o Pour chaque y du domaine de valeurs, il y a exactement un x du domaine de définition.
Il s’agit donc d’un changement du sens de I’unicité. (Vinner, 1983)

o Des propriétés qui n’ont rien a voir avec les fonctions sont associées a ce concept.
Par exemple: « Les mathématiciens acceptent une certaine relation en tant que
fonction en lui donnant un signe spécial, donc c’est une fonction ». (Vinner, 1983)

o Les concepts de pré fonctions et d’actions sont majoritaires chez les éléves. Le concept
de processus se trouve bien moins souvent. (Breidenbach et al., 1992; Schwingendorf
et al., 1992)

o La vision « point par point » (pointwise) des fonctions se manifeste plus souvent que
la vision « & travers le temps » (across time ou global).
Cette distinction est étroitement liée a la distinction entre association et covariation.
On entend par la vision « point par point » un travail avec des paires de nombres
comme il est souvent fait lors du travail avec les tableaux ou bien quand on considére
certains points isolés des courbes. On parle d’une vision « a travers le temps » dés que
plusieurs paires de nombres sont étudiées en méme temps, par exemple pour
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déterminer la nature de la variation. (Even, 1998, S. 109; Monk, 1988, p. 1; Coppé et
al., 2006, p. 49)

- Concepts definitions problématiques (Vinner, 1983; Vinner & Dreyfus, 1989)

o Fonctions en tant que régle
Les correspondances sans régle fixe ne sont pas acceptées.

o Fonctions en tant que formule
Une fonction doit avoir une représentation dans le registre algébrique. Elle peut méme
étre confondue avec cette représentation.

o Fonctions en tant que courbe
Une fonction doit avoir une représentation dans le registre graphique

o Fonctions en tant que relation de dépendance mutuelle
Deux variables dépendent 1'une de I’autre.

- Le phénoméne de compartmentalization peut &tre trouvé chez beaucoup d’éléves.
On entend par compartmentalization le phénoméne qui conduit un éléve a défendre, sans
s’en rendre compte, deux connaissances qui se contredisent. La compartmentalization peut
se manifester entre autres quand il y a contradiction entre le concept image et le concept
definition. L’éléve répond aux questions concernant la définition en utilisant son concept
definition et se référe a son concept image lors de la résolution de problémes concernant des
fonctions. (Tall & Bakar, 1991; Vinner, 1983; Vinner & Dreyfus, 1989)

- Les domaines de définitions et de valeurs sont souvent négligés ou posent des problémes.
Quand les éléves donnent une définition de la notion de fonction, ils omettent souvent de
parler du domaine de définition. Des questionnaires qui traitent du domaine de définition et
du domaine de valeurs montrent que ces notions restent trés floues et sont mal utilisées.
(Furinghetti & Somaglia, 1994; Sfard, 1989)

- Les passages entre les différentes représentations des fonctions sont trés difficiles pour une
grande partie des éléves
Différents résultats de recherche montrent que tous les passages posent des problémes. Le
type de difficulté dépend naturellement aussi des registres entre lesquels le passage doit
s’effectuer. (Duval, 1988; Kalchman & Case, 1998; Markovits et al., 1986)

- Les représentations graphiques sont vues de maniére iconique (iconic view).
Une fonction est pergue de maniére iconique quand la forme de la courbe est associée a
’aspect visuel de la situation réelle. (Dugdale, 1993; Monk, 1988)
L’exemple le plus connu vient certainement de Claude Janvier qui montre a ses éléves une
courbe représentant la vitesse d’une voiture de course en dépendance du chemin parcouru.
Certains éléves pensent que le circuit a neuf tournants parce qu’ils comptent les
« tournants » de la représentation graphique.
Quand les éléves doivent relier un des sept circuits proposés a la courbe de vitesse, le circuit
G est souvent choisi & cause de sa ressemblance avec la courbe de vitesse. (Janvier, 1983b,
p. 26, 27)
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Des problémes avec la représentation graphique venant d’une vision iconique sont signalés
dans plusieurs articles de recherche.

- Les fonctions dépendant du temps créent un obstacle épistémologique
Les fonctions dépendant directement ou indirectement du temps sont trés majoritaires dans
I’enseignement scolaire. Cela méne certains éléves a identifier, spécialement lors du travail
avec le registre graphique, un changement dans une variable dépendant du temps, méme s’il
n’y en a pas. (Janvier, 1998; Sierpinska, 1992)
D’autres obstacles épistémologiques, comme la domination des fonctions affines, sont
également identifiés.

Plusieurs études citées dans ce chapitre sont réalisées avec des personnes bien plus agées que
la tranche d’age prise en compte dans ce travail. Mais les problémes relevés facilitent le
travail d’analyse des chapitres suivants en aidant a les identifier. De plus, on peut rechercher
dans les programmes et les livres de classe s’il est possible de trouver des raisons pour les
difficultés constatées plus tard.

Les propositions d’amélioration de 1’enseignement des fonctions sont présentées en trois
groupes : ‘

Le premier groupe se centre sur le travail sur les situations issues de la vie quotidienne.
(Plusieurs auteurs exposent des possibilités pour fortifier la connexion entre I’enseignement
des fonctions et les situations réelles)

Le second groupe veut changer I’orientation générale de I’enseignement des fonctions (par
exemple utiliser de maniére renforcée tous les registres et les passages entre ceux-ci, réduire
le poids et le temps passé sur les fonctions affines, ou assurer I’utilisation de la
Grundvorstellung d’association et de la Grundvorstellung de covariation par (pour) le choix
des types de relations fonctionnelles étudiés)

Le troisiéme groupe montre comment [I'utilisation des ordinateurs peut changer
I’enseignement des fonctions. Ce point est traité de maniére trés raccourcie, puisque ce
domaine de la recherche change trés rapidement avec le progrés technologique et est devenu
un domaine de recherche indépendant. Le développement d’un trés grand nombre de
programmes dans les derniéres décennies a permis d’avoir des logiciels qui peuvent étre
employés de maniére trés diverse.
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5  Questions de recherche et méthodologie

Les questions de recherche peuvent étre formulées de maniére précise a la suite de la
définition de la pensée fonctionnelle et de la fixation du cadre théorique.

5.1 Questions de recherche

Le domaine de recherche du présent travail est le développement de la pensée fonctionnelle
des éléves du CM2 a la 2 en France et en Allemagne (2 I’exemple de la Baviére).

D’autres études montrent que les éléves ne développent qu’une pensée fonctionnelle trés
restreinte avant le CM2 (Ricco, 1982). En Allemagne beaucoup d’éléves finissent leur
carriére scolaire au plus tard aprés la 10. classe (2%). Dans la branche la plus élevée du
systéme scolaire allemand les éléves continuent a étre scolarisés et ils commencent i étudier
des types de fonctions plus complexes tout comme les éléves frangais 4 partir de la 2. Ces
moments clefs dans I’étude de situations fonctionnelles ont motivé le choix de la période
scolaire analysée dans ce travail.

Les questions de recherche sont divisées en deux groupes.

Tout d'abord les questions concernant les programmes et les livres de classe, donc ce que les
€léves devraient apprendre dans le domaine de la pensée fonctionnelle entre le CM2 et la 2%.
Ensuite les questions qui s’intéressent aux performances des éléves des deux pays, c’est-a-
dire aux capacités de mise en pratique de la pensée fonctionnelle quand il s’agit de résoudre
des problémes.

Questions concernant la comparaison des programmes et des livres de classe

De quelle manieére les curricula souhaité et potentiel soutiennent et aident le développement
de la pensée fonctionnelle en France et en Allemagne ?

Cette question générale peut étre précisée par plusieurs questions en utilisant le travail
théorique fait dans le troisiéme chapitre. Il est ainsi possible de tenir compte de toutes les
facettes de la pensée fonctionnelle.

- Questions concernant les premiers travaux consacrés  la pensée fonctionnelle :
Y a-t-il des travaux qui préparent au traitement des situations fonctionnelles ?
Est-ce qu’on peut y discerner des préférences pour certains registres de représentations
sémiotiques utilisés lors du travail avec les situations fonctionnelles?
Quels passages entre différents registres sont utilisés ?

- Questions sur les contenus concernant la pensée fonctionnelle :
Y a-t-il des préférences concernant certains types de fonctions et ’ordre de leur
introduction dans les deux pays ?

- Questions concernant les registres de représentations utilisés :
Est-ce qu’il y des préférences dans les problémes posés concernant les différents
registres ? ,
Quels passages entre les différents registres sont utilisés lors du traitement des
problémes ?
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- Questions sur les Grundvorstellungen :
Est-ce que la formation de Grundvorstellungen est encouragée ?

Les problémes identifiés dans d’autres recherches (voire chapitre 4) permettent de poser des
questions concernant les difficultés attendues :

- Est-ce que les éléves peuvent se former un concept image de fonction consistant et
mathématiquement correct ?
Quelles restrictions concernant la largeur du concept image devront étre attendues ?

- Peut-on identifier des mesures qui doivent prévenir des difficultés connues ?

Questions concernant les analyses comparatives des performances des éléves des deux
pays

Dans quelle mesure les éléves frangais et allemands développent-ils la pensée fonctionnelle et
sont-ils capables de 1’appliquer ?

La réponse a cette question générale se basera essentiellement sur les analyses de la sous-
échelle variations et relations de PISA 2003, ainsi que sur des analyses détaillées de I’étude
PALMA et une série d’interview menées dans les deux pays. Elle peut aussi étre divisée en
une série de questions

- Quelles conclusions peut on tirer des résultats des éléves dans la sous-échelle
variations et relations de PISA 2003 en analysant les résultats du point de vue de la
pensée fonctionnelle ?

- Est-ce que les difficultés repérées peuvent &tre ramenées a des déficits de
Grundvorstellungen, & des concepts images problématiques, a des difficultés de
passages entre les différents registres ou a d’autres concepts décrits dans le troisiéme
chapitre ?

- Peut-on montrer les progrés des éléves bavarois concernant le développement de la
pensée fonctionnelle avec 1’aide de PALMA ?

- Peut-on trouver dans les interviews menées dans le cadre de PALMA en France et en
Allemagne des exemples significatifs des difficultés repérées auparavant et ainsi les
analyser plus finement ? '

- Peut-on ramener les points forts et les points faibles des éléves aux choix faits dans les
programmes et les livres de classe ?
Y a-t-il des points faibles qui apparaissent méme si les approches des deux pays sont
différentes ?

Il s’agit d’abord de connaitre les performances des éléves, pour ensuite essayer de les
expliquer par les résultats de la premiére question en utilisant le travail théorique fait dans le
troisiéme chapitre. ‘

5.2 Méthodologie

Le curriculum d’un pays peut &tre analysé & quatre niveaux. On entend par curriculum
souhaité, le curriculum que les instances officielles décident et qui peut &tre retrouvé dans les
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programmes et leurs commentaires. Le curriculum potentiel est le lien entre le curriculum
souhaité et le curriculum en pratique et peut étre analysé a 1’aide des manuels. Le curriculum
traité concrétement dans les classes est appelé curriculum dispensé et peut étre analysé en
observant des classes ou en interviewant des professeurs. Finalement le curriculum atteint se
traduit par les performances des éléves. (Baumert et al., 2000; Schmidt et al., 1996)

Le curriculum de chaque pays va étre considéré a trois niveaux pour répondre aux questions
posées : au niveau du curriculum souhaité, du curriculum potentiel et d’une partie du
curriculum atteint. Une analyse du curriculum dispensé n’a pu étre retenue, car une analyse
précise de celui-ci serait allée bien au dela de ce qui est possible dans le cadre d’une thése.
L’analyse du curriculum potentiel peut cependant donner un bon apercu des contenus traités
dans les salles de classe, car les manuels utilisés ont une grande influence sur I’enseignement.

Le premier groupe de questions posées plus haut se référe aux curricula souhaité et potentiel.
En Allemagne ces analyses vont se concentrer sur 1’Etat fédéral de Baviére. Les programmes
de la 5. a la 10. classe ainsi que les Bildungsstandards (des recommandations valables pour
toutes 1’ Allemagne) seront étudiés pour les trois filiéres existantes. En France les programmes
des classes CM2 a 2% seront analysés.

Le curriculum potentiel sera analysé a I’aide d’un livre de classe pour chaque année et chaque
filiére du systéme scolaire bavarois et de deux livres de classe par année en France. Il s’agit
dans tout les cas de livres utilisés dans un grand nombre de classes.

- Le second groupe de questions se référe au curriculum atteint. Les performances des éléves
frangais et allemands dans PISA 2003 et celle des éléves bavarois dans PALMA seront
étudiées pour essayer de les comparer et de retracer le développement de la pensée
fonctionnelle. II ne sera pas seulement question des résultats globaux, mais aussi d’analyse de
fonctionnement différentiel d’items pour détecter des points forts et des points faibles des
éleves.

Les performances des éléves peuvent aussi étre analysées grace a des interviews réalisées
dans les deux pays. Cela sera fait dans le neuviéme chapitre, ot des points forts et des points
faibles identifiés auparavant seront illustrés par des extraits d’interviews.
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6  Analyse et comparaison du curriculum souhaité

6.1 Comparaison des deux pays

Les systémes scolaires des deux pays sont présentés au début de ce chapitre.

Classe Age d’entrée
13 18
12 17
11 16
10 15
9 Gymnasium 14
8 Realschule 13
7 Hauptschule 12
6 11
5 10
4 9
3 Grundschule 8
2 7
1 6
Figure 7: Systéme scolaire bavarois
Classe Année Age d’entrée
13 17-18
Terminale 12 Lycée 16-17
re
1 11 Lycée professionnel général et technologique 15-16
2% 10 14-15
3 9 13-14
4 8 Collége 12-13
5° 7 11-12
6° 6 10-11
CM?2 5 9-10
CM1 4 8-9
CE2 3 Ecole élémentaire 7.8
CE1 2 6-7
CP 1 5-6

Figure 8: : Systéme scolaire francais

(CP = Cours préparatoire; CE = Cours élémentaire; CM = Cours moyen)

Une des grandes différences entre les deux systémes scolaires est que I’age jusqu’auquel les
éleves fréquentent tous la méme institution scolaire est bien plus élevé en France (14 a 15 ans)
qu’en Allemagne (dix ans). La branche la plus élevée du systéme scolaire s’appelle
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Gymnasium, celle du milieu Realschule et la plus basse Hauptschule. Cette séparation trés
rapide est considérée comme une des raisons de la grande étendue des performances des
éléves allemands dans PISA 2003.

Voici le niveau scolaire des éléves de quinze ans donné dans PISA 2003 (OECD, 2005b):

Classe 769 8@ 93 102 1119
Partie des éléves allemands 1,7% 15% 60% 23,3% 0,1%
Partie des éléves francais 0,2% 5,4% 349% 573% 2,2%

Une des raisons pour le retard des éléves allemands est certainement 1’age de scolarisation,
qui est en moyenne un peu plus précoce en France qu’en Allemagne (en Allemagne il dépend
de I’Etat fédéral).

Les comparaisons entre la France et I’ Allemagne doivent donc tenir compte du fait que les
eleves francais sont allés en moyenne un peu plus de temps a I’école que les éléves allemands.

De plus il est nécessaire d’analyser les programmes et les livres de classe des trois types
d’écoles bavaroises. Il faut également toujours se référer au type d’établissement scolaire lors
des analyses des performances des éléves.

En France les programmes des années 1995, 1997, 1998, 2001 et 2002 seront analysés
(Programme France école primaire, 1995; Programme France 6° a 2%, 1995-2001). En
Baviére les programmes de 1997 pour la Hauptschule (Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 5
bis 10, 1997), ceux de 2000 a 2003 pour la Realschule (Lehrplan Bayern Realschule Klasse 5
bis 10, 2000-2003) et ceux de 1989 pour le Gymnasium (Lehrplan Bayern Gymnasium G9,
1989) seront étudiés (d’autres programmes seront également étudiés pour pouvoir détecter des
tendances et changements majeurs).

6.2 Les programmes bavarois

Les programmes bavarois analysés dans ce travail se situent dans le contexte historique
d’éloignement de la théorie des ensembles pour aller vers une utilisation plus importante de
problémes parvenant de la vie quotidienne. (Voire partie 6.2.2)

L’ordre d’introduction des contenus ne change pas dans les différents types d’établissements
scolaires. La notion de fonction est introduite avec les fonctions affines aprés que les éléves
ont travaillé un certain temps avec la proportionnalité et la proportionnalité inverse (f{x)=1/x).
Ensuite s’ajoutent les fonctions carrées et les fonctions racines carrées et puis, 4 la fin de la
période analysée, les fonctions puissances, exponentielles, logarithmes et les fonctions
trigonométriques. Mais le temps d’introduction des fonctions varie fortement et il faut tenir
compte du fait que les éléves de la Hauptschule, qui quittent I’école aprés la neuviéme classe
(3°), ne voient méme pas les fonctions affines (cela change avec les nouveaux programmes).
A la fin de leur scolarité¢ en dixiéme (2%), les éléves de la Realschule n’ont pas non plus
rencontré toutes les fonctions citées plus haut.

La définition de la notion de fonction est seulement étudiée par les éléves de la Hauptschule
qui veulent continuer leur formation scolaire aprés la neuviéme. Les fonctions y sont
introduites en tant qu’association tout comme au Gymnasium. Par contre, a la Realschule, la
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définition par les relations continue a étre enseignée comme a 1’époque des mathématiques
modernes.

L’utilisation des registres de représentation dépend également du type d’établissement
scolaire. Le role des applications est toujours grand, bien qu’il diminue dans les derniéres
classes de la Realschule. Les programmes mentionnent I’utilisation de tous les registres
usuels, mis & part le registre des tableaux qui n’apparait pas dans les programmes du
Gymnasium. Le registre algébrique parait jouer un rdle trés important partout, rejoint par le
registre graphique a la Realschule et au Gymnasium. La plupart des passages entre les
registres mathématiques s’effectuent entre eux deux, bien que I'importance de tous les
passages soit soulignée dans tous les programmes.

En ce qui concerne les Grundvorstellungen on peut voir que la Grundvorstellung association
parait étre nettement plus souvent utilisée que la Grundvorstellung de covariation qui se
renforce seulement dans les derniéres classes de la Realschule et du Gymnasium.

Il est possible que le franchissement de I’obstacle épistémologique de la fixation linéaire
puisse étre facilité en étudiant les fonctions de proportionnalité inverse avant de définir les
fonctions. Mais I’étude assez longue de fonctions affine au Gymnasium risque de restreindre
le concept image des éléves.

6.3 Les programmes francais

Les programmes frangais se situent dans un contexte historique dans lequel il n’y pas eu de
grands changements en ce qui concerne l’ordre d’introduction des différents types de
fonctions depuis 1977. En France il est de tradition dans les programmes d’étudier les
variations et d’introduire relativement tard des relations non linéaires. L’approche par les
ensembles habituelle dans les années 70 a de nouveau complétement disparu des programmes.

Les programmes frangais du CM2 a la 2% prévoient que les éléves doivent connaitre la
définition des fonctions et certaines fonctions de référence 4 la fin de cette période. Ils doivent
&tre capables de traiter des situations fonctionnelles provenant de différents domaines et
d’utiliser les différents registres ainsi que les passages entre ceux-ci.

Il est possible de retrouver des traces de la Grundvorstellung d’association et de celle de
covariation dans les programmes. La Grundvorstellung de covariation parait cependant étre
plus fortement utilisée, bien que les fonctions soient définies en tant que regle de
correspondance en 2%, L’objet fonction n’est pas encore utilisé et on ne peut pas identifier de
travaux menant a celui-ci, comme le fait de regrouper certaines fonctions en comparant
certaines caractéristiques.

On remarque que le développement qui aboutit & la définition des fonctions dure
explicitement trois, voire quatre ans, pendant lesquels les éléves voient seulement des
fonctions linéaires et affines, et que toute définition est explicitement exclue. Certains
exemples de relations non fonctionnelles sont donnés, mais on ne peut pas reconnaitre une
préparation a une notion de fonction qui unirait plusieurs relations fonctionnelles connues.
L'utilisation de la Grundvorstellung de covariation s’intensifie aprés la définition des
fonctions. Le nombre de fonctions connues reste par contre relativement faible. En 2% on voit
apparaitre les premiéres fonctions non linéaires avec x> x* et x> L. Les livres de classe
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pourront éclaircir dans quelle mesure ces fonctions sont utilisées avec des parametres Seules
parmi les fonctions trigonométriques les fonctions sinus et cosinus sont etudlees et les
fonctions exponentielles et logarithmes manquent complétement.

Le long travail concernant les situations de proportionnalité et les fonctions affines, qui dure
jusqu’en 2% » peut mener a une plus grande difficulté a franchir I’ obstacle épistémologique de
la fixation linéaire.

6.4 Comparaison des programmes

Les programmes allemands (en prenant I’exemple de la Baviére) et francais ont été analysés
dans ce chapitre. Plusieurs points communs s’en détachent rapidement, mais des analyses plus
détaillées montrent aussi que les auteurs des programmes ont mis ’accent i différents
endroits.

Les programmes des deux pays s’orientent d’aprés ce que les éléves doivent apprendre (input
oriented curriculum). Ceux de France sont bien plus détaillés que ceux d’Allemagne. Ils
contiennent plus de directives concernant le travail en classe et aussi des interdictions
concernant certains contenus.

Les programmes courts bavarois laissent plus de liberté aux auteurs des livres de classe et aux
professeurs, mais ces libertés peuvent s’avérer difficiles voire problématiques, s’il manque
des précisions sur certains détails ou des possibilités de relier les contenus a d’autres matiéres.
Les nombreux détails des programmes frangais peuvent, peut étre, s’expliquér par le fait que,
contrairement a 1’usage allemand, les livres de classe ne doivent pas étre autorisés par I’Etat
avant de pouvoir étre utilisés en classe. Les programmes sont donc une des derniéres
possibilités pour I’Etat frangais d’influencer le curriculum.

On peut identifier plusieurs similarités concernant le déroulement général du travail sur les
fonctions. Les deux pays commencent t6t avec I’étude de la proportionnalité et tous les
registres de représentations sont utilisés. La notion de fonction est introduite lors du travail
sur les fonctions affines aprés plusieurs années passées sur la proportionnalité. Les éléves
peuvent ensuite commencer a s’initier aux fonctions de référence en se penchant sur les
fonctions carrées. Les deux pays accordent beaucoup d’importance au travail avec tous les
registres de représentation et spécialement aux applications. La Grundvorstellung d’objet ne
fait pas partie des programmes des deux pays.

Mais il existe plusieurs différences concernant le choix des contenus et de leur
développement.

En France beaucoup de temps est passé exclusivement sur la proportionnalité et sur les
fonctions affines, ces derniéres arrivant en 3°. Les relations fonctionnelles non linéaires sont
seulement étudiées en détail en 2%, aprés I’introduction générale de la notion de fonction.
En Baviére, par contre, on commence relativement t6t a travailler sur les relations
fonctionnelles non linéaires. Les relations de proportionnalité inverse sont introduites en
méme temps que la proportionnalité en 6° au Gymnasium et un an aprés la proportionnalité en
4° a la Hauptschule.

Si on regarde seulement les types de fonctions connus en 3° on constate que les éléves de la
Hauptschule bavaroise n’ont pas étudié les fonctions affines, mais qu’ils connaissent les
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relations de proportionnalité inverse, inconnues de leurs collégues francais de cet age. A ce
moment-1a, les éléves de la Realschule et du Gymnasium connaissent déja la définition de la
notion de fonction, et en partie les fonctions carrées et les fonctions racines carrées.

On peut également constater des différences a la fin de la période analysée. Les éléves qui
sont encore dans une école bavaroise connaissent tous au moins des exemples de fonctions
exponentielles et logarithmes. Une partie des éléves de la Realschule et ceux du Gymnasium
les ont étudiées de fagon plus précise et ont aussi travaillé sur les fonctions puissances, les
fonctions inverses et les fonctions trigonométriques. Seules les fonctions sinus et cosinus ainsi
que certains cas spéciaux des fonctions puissance sont prévus en France a ce niveau 1.

On étudie donc bien moins de types de fonctions en France, o le programme prévoit une
introduction plus tardive de moins de types de fonctions. Certains types de fonctions, comme
les fonctions exponentielles, auxquelles on accorde de plus en plus d’importance en
Allemagne, n’apparaissent pas.

Le programmes frangais par contre prévoient un travail intensif sur les variations et donc avec
la Grundvorstellung de covariation. D’autre part le registre algébrique n’est introduit que trés
doucement et n’est pas tout de suite relié au concept de fonction.

L’analyse de futurs programmes montre que les contenus ne changent que trés peu et que, par
conséquent, les différences subsistent, malgré la coopération internationale croissante.

Prenant en considération ces résultats, on peut poser les questions suivantes :

Ne renforce-t-on pas la fixation linéaire en France en laissant travailler les éléves pendant
plusieurs années exclusivement sur la proportionnalité ?

Ne peut-on pas étudier plus de types de fonctions en France, comme on le fait en Allemagne ?
La définition de la notion de fonction utilisée en France s’appuyant sur la Grundvorstellung
d’association ne pose-t-elle pas de problémes si on travaille aprés majoritairement avec la
Grundvorstellung de covariation ?

Ces questions peuvent aussi étre posées autrement :

Est-ce qu’en Allemagne on n’introduit pas trop tét beaucoup de types de fonctions, alors que
les éléves ne sont pas encore capables de les assimiler ?

Les éléves allemands n’ont-ils pas une Grundvorstellung de covariation sous développée étant
donné qu’ils étudient bien moins les variations que leurs collégues frangais ?

Ce travail va tenter de répondre a ces questions

Le chapitre se termine avec une présentation des contenus étudiés dans les deux pays sous
forme de tableau.

47



87

uonouoj 9p uonoU

B[ 9p uomuyep °p SVd4

XN9 SISA JUB[[® NO

XNea[qe) sop JueudA 93essey
anbriqa3Te uoneiussgider

2] 10 aneuuorptodoid

B[ S1]US UOTXSUUOD

9p sed "xnesjqe} s9f
juswsferoadg ‘uonejussaidar
9P So1SIZa1 SO D9AE [IRARI],
aneuuontodoid

saxregury
suonenbg sop a1pnosgy
1191d19ur

sanbr1go8re suorssaidxa

sop dnod sonbiydesd 30 senbugwinu sino[eA op XNeS[qR],
$1919ul 19 so5BIUDINOJ

19qussgadar mod ssnbiydeis 1o sowweiSerp ‘xnesiqe],

suoryeorjdde

10 so8ejusdInog

(3 SIoA JUB[[R

no anbriqo8Te uoissardxa |
op jueuA fessed
suonejussaIdor sss s8N0}
suep soqouuoryrodoad
SUOIIRIIOSSY
(SSUUSISIIIBD SIQUUOPIOOD
op SwigysAs ‘sourtueiSerp

9p na1oe] ‘gyrreuuorodoxd $9] 10 JojIen sof ‘sonbriqede onbLqa3[e uonejussgidal €] 10 ML B] 09AR [IRARL], - ‘xneajqe)) 1uasardar so S
[ op Juswessipuojoxddy - suorssaidxs sop 19504 - aszoAul yeuuoniodoa 19 geunorzodoly - ‘SUOIIRIDOSSE SOP JAIpTyy - -/
Uo1ou0] 9p uonou
B[ Op UOMIUIJOpP 9p SVJ - S1919UI 19 $35BIU0IN0g -
P UO0I)OU0J IS5 ‘Op []9 SI2A jue[e
UoIPUoJ Ud“ 5p uonesiu -  no anbuqed[e uonwussaidai UOHIUIOp op surewrop “sspduuls sanbriqeSe suoreel sonbriqoSTe
9[[o SI9A JuUB[[R NO ®] op JueuaA afesseg - SOp JueUIeOU0d dnbrydeis jo onbugwinu sInofeA 9p xnes[qe), -  SUOISSAIdXS,p UOHONNSUOY) -
N[ ] op JueUSA oFeSse - sonbrydesd sof 9oae [reARl], - sagejuooinog - jusurenbyrwIyIBL
uoneuasgidor op sensiday - 1=(%)4) SINSJBUIPIO 10 SSURISEIP ‘XNeS[qe) op uonesinn - 19)1R1) S9] 10 souwrweISeIp
sfouuoniodoid uou sopdwexy - asxoAm reauonrodosy anjeuuontodoid op insyoeyg - 9p 10 Xned[qel op 9
anreuuonodol - 10 oypeuuonaodoay - uopeordde, p sowgyqoid sop suep aneuuontodoig - SUOIJBULIOJUT SOP SIIRNXF - -9
S9[P_YdY -
(sorduurs TUBWIS[RGIOA
un, p syjuswSueyo Sa9uuop soouepuadop SOy - So[PYoH -
‘se[[oyd9 ‘saeuaoinod) S9p INS IJ[[TeAR) SUOIBIOOSSE sojduurs suonenby -
neuuonaodoag 19 1o19doy :uoneondde p 9] 30 anpeuuonuodoid ey Jeredgid amod ston ap 9139y - sounweiderp ZIND
®] 9p syooxdde argrusig - sowgyqoid sop sue(y - I3)uasgidai s3] 19 suoneorjdde sop suep sinopueis sop OISO - Sop JosIea: 19 Jojoidiouy - -G
sonbrydeid sop SO[AuIS So[[oyoy - [ jueAy
10 sowweISeIp SOp ‘XNea[qel sowreIZeIp 9p 10 soFewl p ‘XNe3[qe) Sp SUONBULIOJUI SOP ONRNXH - -
SOp JOSI[Ba1 19 JOSI[N - Souuo[02 ap Jed stpuoure soayIyd sop Jojussaudey - | Joaeq

EALICA

wniseuwis) — a.RIAeqg

T oddnig1eyseyondiye
Jnyosjeay] — aIRiseyg

¢/¢ oddnigIoyoeyoIIdIye AL
nYoOs[eIY — 2a91Aeg

amyosydnefy — sariaeg




6v

juswenbrigaZe

10 Juswonbiydesd senuuoour
Z & saxregui| suorjenby

7 OP SWISAS un 2I1pnosy
o[e19u93 onbriqole
uonejuasardor op seq

19-XN30

anuo saFessed 10 soxnsiFor sof
snoj suep uoneussaidar g
SoX1} 4

10 D 09AR q+XD ¢ X SouLye
19 SAIIBYUI] SUOIOUO,]
S[[oWI0] uoHIULIP

3p SV d stew ‘uorjeroosse nb
ue) uo sofduoxs

SOp suep WONOUO IP UOIJON]

sanbuyespenb suonenby
asIoAUI suorouog anb Juey
US 39.LIBD JUIORA SUOIIIUO]
snbydei3 uonejusseider e
10 anb1iqoS[e uoneussgadal
B[ 21)Ud dFesseJ

BUIDIIXS, P SOWIQ[QOI]
SI9.LIRD SUOI)OUO,]

juswonbiiqeSye

10 Juowsnbyderd senuuoour
7 © saxregur] suonenbg

Z 9P SWIRISAS Un 2IPNOsYY
BUIRIIXD 10

9[]SUUOI}OUO] UOTIR[SI © SSITY
soxe xne so[o[[ered say101(]
anqeuuontodoid

[ ap anued e juaddojeasp

9S Souljye SuonoOuoy S|
SOXISI81 SO SN0} DA [IBABL],
suoneal

onb jue) us suenouoy so|

sanbneipenb suorenby
JuswanbLiges[e

19 Juswronbrydesd senuuoour
Z ® sa1requi| suonenbg

7 9P SWIYISAS un 2Ipnosoy
sonbydeid suoneiuesgidos
$9] 09AR UOIBLIBAOD 9P AD)
BUISIIXD 10

9][SUUOIIOUO] UOTIB[AI & SAITY
9sI0AUl suonouoj anb jue)
UD 39.41BD JUIOR.I SUOIJOUO,]
sajoqeied sop

sanbuqa3e suoneussgidar
‘BWRIXd,p sowqoid
‘S99448D SUOIPUO,]

90UBSSIOIO 9p SIN)OR)

10 S19I91UI ‘seSeIuedINOg -
‘QLEd Un,p

Ina8ie] ef 39 oXre, | 91U
a[[suuooUo] souepuady(y
UoTRISN][I

‘sidjqe, ‘so[ouuoriodoxd
JUSUISSIOAUL

10 sojjouuonzodoxd
suoneja1 sop anod
suoneordde, p sowg[qoig -

o€

uorouOJ Sp UOHoU

B] 9p Uonruyep sp Svq
UOTJBLIBAOD 9D AD)

B[ 9P 930I0JUSI UOTIeSI[II]
S[1 SI9A JUR[[E NO

[e1 B[ Op JURUSA d3eSSR]
sardwexe-anuo))

919I0SIp

snbrydei3 uoneussgidas
:9neuuontodoigy

juswrenbrigodie

10 uswenbydesd ssnuuoour
7 ® saxregur] suonenby

7 9P SWISAS Un 2IpnosYy
SrenuSd

uonejussordal onb juey

uo snbugeSie uoneuesaidoy
anjosqe

INd[BA UOHOUOJ 19 SO[jRAISIUI
Ied ssurjje suonouoq
SJUSIOI}J0D

sop senbiydeis suoneoyusig
SauIjJe SuoIPuo,|
UONBIOOSSE P

91891 anb jue) uo suoypuo g

BUIDIIXS

10 sonbriqo3|e suorssoxdxy -

InsjeA
SUN SUUOP J[qeLIeA Sun
SUBP INJ[RA SUN,P UOILISSUL, |

:sonbugaSe suorssoidxsyy -

BUIDIIXD

10 sonbrjeipenb suorssaidxsy
Ingea

aun suuop JqeLIeA Sun

Suep JINJJBA SUN P UOTJIOSUI, |
:sonbuige3e suorssordxsy
saAnoadsar

sonbriqo8re suorssaidxs

sop songwrered sap sousnpjuy
sajoydwifse daAe

asaaaur peuauontodoad

e[ 9p SuopOuoJ

ASIIAUI

Uo0OUOJ 15 9SISAUT UOHR[SY
soxe xne sodjjered sojr01(y
onpeuuorrodoid

e[ ap 1nxed g juoddojeasp

9S SouIjJe SUOIOU0y S|
SoXS131 SI] SN0 OOAB [IRABIL],
suone[ax

anb jue) us suorUo0y s

somueI3erp sop
J91o1dIayul 10 I9SI[RI ‘QuIr] -
aszaam ppeuuontodoad
9P SUONBOoSS®
10 gujeuuontodoly -
9JUBINOD SIA B] SURP
SUOIIR[O1 SOP SXIBUUODIY -




juswenbrydeid
suonenbg sop 21pnos9y
sawgyqoid sop suep

e
mR.IRnR —Xx

suorneLeA sInd] 30 sonbrydeid
suonejuasaidar SIdf oAL
‘XS0 ¢HX 10 XUIS ¢ X

THX XX
: 90UIIYJAI AP SUOIOUO]
UOBLIBAOD

3p AD ®B[ JUSUUSTINOS
BLISIIXI SOP SOSAJRUY
‘SuoIyeLIBA 9P XNRI[QR],
19[qo,1 & o3essed

29Ae /15 (x)/uoneION
onbrydei3 ansidaz 9
Jusws[e1oads ‘uonejussgidos
9p sonsi3o1 s9[ sno,
sordwoxe

-91IU0)) *SI[qRLIBA XNOP

2 SUOIJOUOJ 9P 19 SSIRIOSIP
suorpouoy ap sojduoxa ‘ool
9]qeLIBA SUN © SUOIIOUO,]
‘UOIIOU0) 5P S[RIFUYT UOHON

S}I9ANOJ9P JUOS

SOIIUI| SINS[BA Sp SOsA[eue,p
SIO] UOTJBIIBAOD 9D AD
anbydes8 uonejussoidai vy
10 anbrqo3e uoneussordol
B[ anuo oFesseJ

(0+xq) U1s, v = A SUONOUOY
sanbiydes3 suonejuasaidox
SINSf 09AE JLIOW0IT U
sonbrigwiouoSiry suorouo g
SSWIN[OA

S9[ Jo[NoTed anod SIMULIO]
910130

un, p SIIe 19 S0ULIQJUODIL)
sonbiydeid suornjejuesgidor
SINS| O2AL [IBARL],
sounyjrresog

19 sa[PnuAU0dxd SuoKOUO g
u 913ep

ap sejoqiadAy 19 sojoqered

: s3d£) us voneodIyISSE])
N[IqISIoARL

Ingj 10 seouessind suorduoq

0S

sonbyeipenb suonenby
sanbrowouoSin
SUOIJOU0]J SOp

sonbiydeas suoneyusssadoa
SO JUSUIS[NOS

anbydes8 uonejussgidax
uonIuIIPp ‘so[eruIUodxs
suoipuoy ap sapduraxyy
sojoydurfse osae

asJoau gpeuuonrodoad
®] 9p SUOIOUO]

sojoqered sop

sonbriqoSTe suoneussgidos
‘eurenyxa, p sowgjqoid
‘S99.0180 SU0IPUO,

sonbiydeid suonejuesgidor
SINS] 09AR SLIQUWI0T Ud
sanbr.igwouoSin suonduog
sanpurered op

suoneleA 9p sio] senbrydeid
10 sanbr1qo8Te suoneiussgidar
$9] onud oessed

sonbrydeid suonejuasgidar
SINO[ O9A® [IBARL],
sounyjraeso]

19 sajpenuauodxd suorOuo,]
NIqIsIeAl

Ind[ 15 saouessind suorpuoq




7  Analyse et comparaison du curriculum potentiel

Le chapitre précédent a pu répondre aux questions portant sur le développement général de
I"enseignement des fonctions. Pour pouvoir faire des analyses plus précises de certains points
fondamentaux de la pensée fonctionnelle, comme 1’utilisation des différents registres et des
Grundvorstellungen ou des concepts images que les éléves peuvent développer, il est
indispensable de regarder certains livres de classe utilisés dans les deux pays. Il sera
également possible de vérifier dans quelle mesure les choix des programmes sont repris par
les auteurs des manuels.

Ce chapitre contient des analyses de deux séries de livres de classe pour la France (Pour le
CM2 Cap maths CM2 (Charnay, Combier & Dussuc, 2004a-b) et J ‘apprends les maths,
manuel CM2 (Brissiaud, 2000a-b), pour le collége Collection Triangle, Mathématiques 6°-3°
(Chapiron, Mante, Mulet-Marquis & Pérotin, 2001-2005) et Collection Cing sur Cing, Maths
6°-3° (Delord & Vinrich, 2000-2003), et pour la 2% Déclic 2% Mathématiques (Misset, Turner
& Lotz, 2004) et Transmath 2% (Antibi, Barra, & Morin, 2004)) et d’une série par type
d’école en Baviere. (Pour la Hauptschule Mathe aktiv 5-9 fiir bayerische Hauptschulen
(Rinkens & Wynands, 1997-2001) et Formel 10 (Vogel, Vollrath & Haubner, 2002), pour la
Realschule Mathematik fiir Realschulen. 5.-10. Jahrgangsstufe (Habler et al., 1994-2002) et
pour le Gymnasium Mathematik 5-10 Algebra/Geometrie (Rieck, 1994; Kunesch & Rieck,
1995; Feuerlein, Titze & Walter, 1992a-d; Kratz, 1993a-c; Kratz, Schweiger & Worle, 1994))

7.1 Les livres de classe bavarois

Les manuels scolaires bavarois restent trés proches des programmes. La suite des chapitres
des livres refléte la suite des sous parties des programmes. Tous les manuels regroupent les
contenus en différents chapitres autour des différents concepts mathématiques. 11 n’y a pas de
division par heure de classe ou de structure des contenus en forme de spirale.

Plus le niveau du type d’école est élevé, plus il y a d’explications et d’exemples. Un éléve du
Gymnasium a donc la possibilité d’apprendre et de comprendre seul les contenus, alors qu’un
éléve de la Hauptschule ne pourra pas le faire.

Aucun livre allemand analysé pour ce travail ne contenait des indications pour les éléves sur
la maniére de Putiliser, ou des explications pour les professeurs sur le choix et le
développement des contenus.

La suite des différents types de fonctions ne change pas d’un type d’école a un autre. Les
fonctions linéaires, les fonctions liées a la proportionnalité inverse et les fonctions affines sont
introduites dans la Hauptschule. Les éléves qui veulent poursuivre leur parcours scolaire
voient en plus les fonctions carrées et exponentielles. Ceux qui vont a la Realschule étudient
de surcroit les fonctions racine carrée et, selon la branche choisie a la Realschule, les
fonctions puissances, exponentielles et logarithmes. Seuls les éléves du Gymnasium
travaillent en détail sur les fonctions trigonométriques.

I1 s’agit donc toujours de la méme suite de contenus et plus le niveau d’école est élevé, plus
les types de fonctions sont variés.
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Les fonctions sont définies dans la dixiéme classe (2%) de la Hauptschule, 4 un moment ot la
plupart des €léves ont déja quitté cette école. De plus on peut s’attendre i une confusion entre
la représentation dans le registre algébrique et la notion de fonction. La représentation
apparait en méme temps que la premiére utilisation du mot fonction. A cela s’ajoute que les
fonctions ne sont jamais définies.

A la Realschule les fonctions sont définies en tant que relations spéciales. Ici aussi on peut
s’attendre a des difficultés, car cette définition n’est plus jamais utilisée, sauf lors de
Iintroduction des fonctions inverses. Le vocabulaire venant de la théorie des ensembles est,
par contre, utilisé souvent, par exemple en insistant sur le domaine de définition. Plus tard les
fonctions sont définies en utilisant leurs représentations algébriques, ce qui peut ici aussi
entrainer une confusion entre la représentation et la notion.

Les fonctions sont définies au Gymnasium avant tout travail sur des fonctions concrétes. Elles
sont d’abord montrées comme des boites noires et puis définies en tant qu’association unique.
Lors de la définition, plusieurs types de fonctions différentes sont présentés et tous les
registres de représentation sont utilisés. Les auteurs veulent apparemment éviter tout concept
image trop restreint et toute confusion entre 1’objet et sa représentation. Mais toutes les
fonctions montrées sont des relations entre des nombres, et 1’écriture choisie pour noter les
fonctions elles-mémes ainsi que pour les différencier de leurs représentations ressemble fort &
I’écriture algébrique (x> f(x)).

Les éléves qui sont dans la dixiéme classe de la Hauptschule (2%) peuvent faire connaissance
de la notion de fonction en tant que notion réunissant toutes les associations qu’ils connaissent
déja, bien que la notion n’y soit jamais clairement définie. Mais on peut quand méme
remarquer que la notion de fonction ne peut pas étre construite par les éléves bavarois eux-
mémes comme notion unissant des associations qu’ils connaissent déja. Elle est définie avant
et les éléves doivent y associer les fonctions qu’ils apprennent aprés. Cela peut mener a des
problémes entre le concept image et le concept definition.

Il est aussi important de noter que les éléves de toutes les écoles étudient seulement, mises a
part quelques exceptions, des fonctions continues qui sont définies par une seule formule sur
tout leur domaine de définition.

Tous les registres de représentation sont utilisés dans les trois différentes écoles. Le registre
graphique n’est utilisé qu’a partir de la septiéme classe (5°) a la Hauptschule et le registre
algébrique n’y est pas utilisé pour représenter de maniére générale les fonctions jusqu’a la
dixiéme classe (2%).

Les représentations algébriques et graphiques sont trés utilisées dans la Realschule et le
Gymnasium, tout comme le passage entre elles. Le registre des tableaux est la plupart du
temps un registre de soutien pour faciliter certains passages. Les applications se concentrent &
la Hauptschule et au Gymnasium, tandis que leur importance diminue beaucoup dans les
classes élevées de la Realschule.

Un bilan partagé peut étre tiré concernant I’utilisation des Grundvorstellungen. La Realschule
utilise beaucoup la Grundvorstellung d’association lors de la définition des fonctions par la
théorie des ensembles. La Grundvorstellung de covariation y est utilisée bien moins souvent.
A la Realschule et au Gymnasium certains nouveaux types de fonctions sont introduits en
déplagant dans le systéme de coordonnées cartésiennes la représentation graphique d’une
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fonction connue. Dans ce cas-la les éléves travaillent 12 plutdt avec 1’objet courbe, bien qu’il
s’agisse au fond du déplacement de I'objet fonction. On ne peut donc pas parler de
Grundvorstellung d’objet. Celle-ci peut par contre étre utilisée lorsque différents types de
fonctions sont regroupés en classes, ce qui est aussi fait. A part cela, il n’y a pas d’utilisation
importante de la Grundvorstellung d’objet dans les écoles bavaroises aux nivaux analysés
dans ce travail.

Etant donné le nombre limité de fonctions qu’ils voient, on peut s’attendre chez les éléves de
la Hauptschule a un concept image restreint et contenant plusieurs idées fausses. Cela vaut
aussi pour une partie des éléves de la Realschule. Seuls certains éléves d’une branche
mathématique de la Realschule et ceux du Gymnasium ont une bonne base pour développer la
pensée fonctionnelle. '

Les éléves bavarois peuvent donc développer une compréhension trés différente des fonctions
qui dépend aussi du type d’école a laquelle ils vont. Certains ne connaissent pas du tout de
définition de la notion de fonction, d’autres ont une définition venant de la théorie des
ensembles et les derniers une définition en tant qu’association. De plus, ces derniers
connaissent un nombre trés différent de types de fonctions. Il existe donc des différences
fondamentales, et dans certains cas, des lacunes importantes.

7.2 Les livres de classe francais

Les manuels scolaires frangais analysés ici se divisent en trois parties. Tout d'abord les livres
de I’école primaire, ensuite ceux du collége et finalement ceux du Iycée.

Les livres du CM2 sont trés différents des autres. Ils sont partagés en séances et non en
chapitres et ils ne contiennent pas d’explications.

Les livres du collége et du lycée se ressemblent dans leur maniére de présenter les contenus.
Aprés une partie de cours comportant des problémes résolus de maniére exemplaire, les
problémes deviennent de plus en plus complexes et se référent souvent aux problémes résolus.
De plus, les solutions de certains problémes sont données 2 la fin du livre, ce qui permet un
travail autonome des éléves. '

Tous les manuels contiennent des explications concernant leur structure et leur utilisation
ainsi qu’une référence aux programmes.

Les manuels scolaires confirment les résultats de I’analyse des programmes. En France le
travail sur les proportionnalités et les fonctions affines s'étire sur plusieurs années. La
proportionnalité est vue a partir du CM2 et continue a étre étudiée jusqu’en 3°, oir les
fonctions affines viennent s’y ajouter. Les éléves doivent identifier les situations de
proportionnalité et celles qui ne le sont pas. Une fois la situation identifiée, ils continuent a
travailler seulement sur les situations de proportionnalité. Le contraste proportionnalité-non-
proportionnalité ne se refléte donc pas dans les problémes que les éléves étudient de maniére
précise.

Ce n’est qu'en 2% que des dépendances non linéaires sont analysées avec les fonctions
carrées, les fonctions de la proportionnalité inverse et les fonctions cosinus et sinus. Ces
derniéres sont aussi vues avant, mais seulement dans le cadre de la géométrie et sans en
utiliser I'aspect fonctionnel.
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Dans les deux livres analysés, les problémes proposés aprés la définition de la notion de
fonction contiennent des fonctions définies par leur représentation graphique et dont la
représentation algébrique est inconnue des éléves.

En 3° on voit apparaitre pour la premiére fois le mot fonction dans un des livres, et cela en
méme temps que I’introduction de I’écriture algébrique, ce qui peut mener 4 un mélange entre
la notion mathématique et sa représentation. Ce n’est qu’en 2% qu’on trouve des explications
claires de la notion de fonction; elle est définie en tant qu’association entre des nombres réels.
C’est & ce moment-1a qu’il est aussi question pour la premiére fois de domaine de définition,
car les fonctions sont définies sur des intervalles de nombres réels.

Au début ce sont essentiellement le registre graphique et le registre des tableaux qui sont
utilisés pour représenter des dépendances fonctionnelles. Le registre algébrique est développé
en paralléle a I’étude de la proportionnalité. Mais ce n’est qu’en 4° voire en 3° qu’il est utilisé
pour représenter des dépendances fonctionnelles.

En 3° les éléves peuvent travailler avec des fonctions linéaires et affines dans toutes leurs
représentations et réaliser tous les passages entre celles-ci. Le passage central est celui entre le
registre algébrique et le registre graphique.

On trouve bien moins de changements de registre aprés le passage au lycée en 2% et le
registre des tableaux n’est plus utilisé. Les travaux impliquant des situations réelles et les
passages venant de la réalité ou allant vers elle sont fréquents jusqu’en 4° mais diminuent
fortement aprés. En 2% on ne trouve pratiquement plus de liens avec des situations réelles
dans les livres de classe.

La Grundvorstellung d’association et celle de covariation sont utilisées. Lors de I’introduction
de la proportionnalité il y a une certaine préférence pour la Grundvorstellung de covariation
qui disparait ensuite. Comme les situations de proportionnalité ne sont souvent pas vues
comme des situations fonctionnelles, on ne peut pas parler de ['utilisation de
Grundvorstellungen concernant la pensée fonctionnelle. Les Grundvorstellungen ne jouent
pas non plus un grand role lors de la définition de fonctions affines, car 1’apprentissage de la
capacité de passer d’une représentation a une autre y occupe une place centrale.

La définition de la notion de fonction en 2% se référe a la Grundvorstellung d’association.
Mais le travail avec les tableaux de variation et donc la Grundvorstellung de covariation
commence immédiatement apres cette définition. La direction de variation des fonctions y est
analysée en détail, mais le type de variation n’est pratiquement pas pris en compte. Il n’existe
par exemple pas de comparaison entre le type de variation d’une fonction linéaire et d’une
fonction carrée pour mettre en avant la différence fondamentale de variation.

Les associations ne jouent pas en grand role dans les problémes posés. On peut donc poser la
question de savoir si cette différence entre la définition en tant qu’association et I'utilisation
des fonctions pour décrire des variations ne crée pas des problémes.

L’utilisation de la Grundvorstellung d’objet ne peut étre trouvée dans aucun des livres.

Etant donné que les fonctions sont seulement définies en 3° voire en 2%, Ie concept d’action,
de processus ou d’objet ne peut pas étre utilisé auparavant. On peut identifier un concept
d’action dans certains problémes préliminaires mais la plupart des problémes travaillent avec
un concept de processus. Le concept d’objet n’apparait pas.
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On ne peut pas constater de fortes divergences entre les programmes et les livres de classe,
bien qu’il n’y ait pas de validation officielle des livres par I'Etat. Mais plusieurs contenus sont
1épétés ou introduits plus tot que prévu dans les programmes (Par exemple la proportionnalité
dans le registre algébrique en 6°).

Le concept image des éléves frangais peut contenir certaines restrictions. Pendant cinq ans ils
ne voient que les dépendances proportionnelles et affines, ce qui peut favoriser le
développement d’une fixation linéaire. v

La définition ‘qui est donnée de la notion de fonction restreint les dépendances fonctionnelles
aux associations entre des intervalles de nombres réels, et la plupart des courbes qui sont
etudiées par la suite sont continues. D’autres exemples sont donnés mais rarement, ce qui peut
également mener a une restriction du concept image.

Les éléves francais résolvent beaucoup de problémes dans lesquels ils doivent identifier des
relations fonctionnelles et certains types de fonctions dans des situations réelles ou dans
d’autres représentations. On peut donc s'attendre chez les éléves francais a une bonne capacité
a reconnaitre les dépendances fonctionnelles.

7.3 Comparaison des livres de classe

De grandes différences entre les manuels scolaires francais et allemands sont visibles dés
qu’on compare leur structure.

Les livres bavarois s’orientent de trés prés sur les programmes, ce qui se refléte méme dans la
suite des chapitres. En France, par contre, la structure est plus indépendante, bien que les
programmes soient imprimés a I'intérieur des manuels. De plus les livres francais fournissent
des explications sur la maniére dont ils doivent étre utilisés. Une partie comprenant le cours
ainsi que des exercices résolus permettent un travail autonome des éléves. Les livres bavarois,
spécialement ceux de la Hauptschule et de la Realschule, ont plus le caractére d’une collection
de problémes a résoudre.

Dans les deux pays le registre algébrique est le fil conducteur pour Iintroduction de nouveaux
types de dépendances fonctionnelles.

Le travail sur les associations proportionnelles et les fonctions affines se prolonge bien plus
en France qu’en Allemagne. Les autres types de fonctions ne sont vus qu’a partir de la 2%,
Les éléves de la neuviéme classe (3°) de la Hauptschule connaissent un plus grand nombre de
types de fonctions que les éléves de 3° en France, oii par exemple les fonctions de la
proportionnalité inverse n’ont pas encore été étudiées.

Cela vaut aussi pour la 2% 611 les éléves francais voient les fonctions carrées, les fonctions de
la proportionnalité inverse et les fonctions cosinus et sinus. Les éléves bavarois qui n’ont pas
encore quitté le systéme scolaire en connaissent plus, comme par exemple les fonctions
exponentielles. Ceux qui vont au Gymnasium travaillent en plus sur les fonctions puissances
simples, les fonctions racine carrée et toutes les fonctions tri gonomeétriques.

Les moments auxquels la notion de fonction est définie dans les deux pays sont trés différents.
En France elle est définie en 2% en tant qu’association. En Baviére, par contre, il existe de trés

grandes différences entre les différents types d’écoles. A la Hauptschule on travaille sur les
fonctions sans jamais les définir, ce qui correspond a I'usage de la 3° en France. A la
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Realschule et au Gymnasium les fonctions sont définies dans la huitiéme ou la neuviéme
classe (4° ou 3°) en tant que relations spéciales ou associations. La plupart des éléves
allemands travaillent donc bien plus tot avec la notion de fonction que les éléves francais.
La notion de fonction n’est introduite ni en France ni en Allemagne en tant que notion
unifiant les concepts de plusieurs dépendances fonctionnelles étudiées auparavant. Elle est
définie rapidement a la suite de 1'utilisation des fonctions affines. Les deux pays s’exposent
ainsi au risque que les éléves développent un concept definition indépendante de leur concept
image. Ce risque est probablement le plus grand & la Realschule bavaroise, ot le travail sur les
relations n’est pas prolongé aprés la définition des fonctions.

Il existe plusieurs paralléles entre 1’enseignement des deux pays, concernant I’utilisation des
registres et des passages entre ceux-ci. Tous les registres sont introduits et utilisés, mais le
- r0le du registre des tableaux diminue souvent dans les niveaux élevés. Les registres centraux
sont le registre algébrique et le registre graphique et beaucoup de problémes traitent du
passage entre eux. Cependant le rdle des passages entre les registres diminue en 2% en France.
Les deux pays associent étroitement la définition de la notion de fonction et les
représentations algébriques, ce qui peut mener a une confusion entre I’idée mathématique et
sa représentation.

L’influence des applications diminue dans les niveaux élevés en France et a la Realschule,
mais elle reste forte a la Hauptschule et au Gymnasium. En France on propose souvent des
applications venant de la géométrie.

Les deux pays travaillent avec la Grundvorstellung d’association et de covariation. La
Grundvorstellung d’association est mise en avant lors de la définition de la notion. La
Grundvorstellung de covariation peut étre retrouvée dans un grand nombre de problémes
proposés par tous les manuels analysés, mis a part ceux de la Realschule ot elle est bien
moins présente. L utilisation est spécialement forte en France, ot la variation est déja étudiée
avec la proportionnalité. Elle devient le point central de la plupart des problémes en 2%, On
doit cependant remarquer que seule la direction de la variation est le sujet d’études, le type de
variation n’étant pas pris en considération.

L’utilisation de la Grundvorstellung d’objet peut étre identifiée de maniére trés primitive dans
les livres de classe bavarois. En France elle n’est pas encore utilisée.

A la fin de la période étudiée, les éléves frangais connaissent donc moins de types de fonction
que les éléves allemands qui n’ont pas quitté I’école aprés la neuviéme (3%. Cela peut mener a
des restrictions du concept image, tout comme 1’étude trés longue des dépendances linéaires.
On peut s’attendre a des concepts images restreints de la méme maniére de la part des éléves
de la Hauptschule, et, a un degré moins élevé, également de la part des éléves des branches
basses de la Realschule. '

La trés grande majorité des fonctions vues dans les deux pays sont des associations continues
entre des nombres réels. Cela va également influencer le concept image des éléves.

Les concepts images des éléves concernant les fonctions seront donc trés différents d’un pays
a I’autre et entre les différentes écoles. Comme la scolarité obligatoire s’arréte pour beaucoup
d’éléves avec la fin de la période analysée dans ce travail, on peut constater qu’il ne faut pas
s’attendre & une compréhension commune de toute la population concernant les dépendances
fonctionnelles.
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Une autre particularité des livres de classe francais influence probablement le travail des
eleves. L'utilisation de problémes résolus de maniére exemplaire, auxquels les éléves sont
renvoyés lors du travail avec d’autres problémes, peut mener i des automatismes sans
compréhension réelle du contenu. Les éléves sont amenés  relier un probléme a un probléme
type pour s’engager dans une suite d’automatismes menant & la solution. Les problémes
atypiques, qui ne correspondent pas aux schémas connus, causent plus de difficultés dans ce
cas-la.

Ce centrage sur les techniques 4 utiliser pour résoudre certains problémes peut probablement
aussi étre expliqué par leur grande importance dans la recherche francaise en didactique des
mathématiques (par exemple dans les travaux d'Yves Chevallard).

Le présent travail se concentre sur le développement de la pensée fonctionnelle et n'analyse
pas en détail les techniques utilisées dans les deux pays. Les Grundvorstellungen et
Grundkenntnisse sont de grande importance pour pouvoir utiliser les techniques de maniére
réfléchie et efficiente, permettant ainsi d’activer ces techniques. Cette connexion relie les
techniques 4 la pensée fonctionnelle et 4 son cadre théorique, et ouvre ainsi la voie pour des
recherches plus détaillées.

Les analyses de ce chapitre montrent que la majorité des éléves francais et allemands n’ont
pas la possibilité de développer la pensée fonctionnelle dans toute son étendue 2 la fin de la
période prise en considération. En France les éléves connaissent peu de types de fonctions et
ils n’ont pas comparé les différents types de variation. Les éléves de la Hauptschule et des
branches basses de la Realschule connaissent aussi relativement peu de types de fonctions.
Seuls les éléves de la branche mathématique de la Realschule et ceux du Gymnasium ont un
grand nombre de types de fonctions & leur disposition. Ils ont aussi travaillé avec tous les
registres de représentation et savent effectuer les passages entre ceux-ci, ce qui fait qu’ils ont
les meilleures bases pour développer la pensée fonctionnelle 2 la fin de la dixiéme (2%).

Les questions posées a la fin du sixiéme chapitre peuvent étre reposées maintenant, car les
analyses du curriculum potentiel confirment les résultats des analyses du curriculum
souhaité :

Ne renforce-t-on pas la fixation linéaire en France en laissant travailler les éléves pendant
plusieurs années exclusivement sur la proportionnalité ?

Est-ce qu’en Allemagne on n’introduit pas trop tot beaucoup de types de fonctions, alors que
les éléves ne sont pas encore capables de les assimiler ?

Les éléves allemands n’ont-ils pas une Grundvorstellung de covariation sous développée étant
donné qu’ils étudient bien moins les variations que leurs collégues francais ?

Les chapitres suivants vont tenter de répondre & ces questions.
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8 Analyses quantitatives

Les chapitres précédents ont analysé ce que les éléves devraient apprendre jusqu’a la 2%
concernant la pensée fonctionnelle dans chaque systéme scolaire. I s’agit maintenant
d’essayer de montrer ce que les éléves en retiennent et s’ils sont capables d’utiliser leurs
Savoirs.

Il est difficile de donner une image exacte du curriculum atteint concernant la pensée
fonctionnelle en France et en Allemagne. Les études PISA 2003 et PALMA vont étre utilisées
dans ce travail pour avoir d’une part un point de repére au niveau international avec PISA
2003 et d’autre part une image du développement durant plusieurs années avec PALMA.

8.1 PISA 2003

PISA 2003 (Programme for International Student Assessment) est une trés grande étude
représentative de comparaison internationale, a laquelle ont participé la France et
I’Allemagne. Elle est financée par I'OCDE et analyse les performances des éléves a I’age de
15 ans. 4.000 éléves frangais et 4.660 éléves allemands y ont participé en 2003.

PISA 2003 mesure, entre autre, les performances des éléves dans le domaine de mathematical
literacy. En Allemagne cette étude a été étendue de maniére a obtenir des données
représentatives sur les différents Etats fédéraux. (OECD, 2003a; OECD, 2004b)

La premiére partie de ce chapitre utilise cette sous échelle pour comparer le curriculum atteint
par les éléves frangais et allemands peu de temps avant la fin de la période analysée.

Les problémes de PISA 2003 sont associés a plusieurs sous échelles. L'une d’entre elles, la
sous échelle variations et relations, a une définition trés proche de la définition de la pensée
fonctionnelle. Une bonne résolution des problémes associés a cette sous échelle nécessite
beaucoup de capacités directement reliées a la pensée fonctionnelle. Les applications y jouent
un role largement dominant et il n’y a pas de problémes purement mathématiques. Seules les
fonctions affines apparaissent comme type concret de fonction. Une analyse plus détaillée des
problémes de la sous échelle montre qu’elle reproduit une partie centrale de la pensée
fonctionnelle sans, pour autant, pouvoir la reproduire dans toute son étendue.

Les types de problémes et les contenus utilisés ne sont pas complétement nouveaux pour les
éléves de France et de Baviére, mais il ne s’agit pas non plus de problémes typiques présentés
dans les manuels scolaires. Ceci peut constituer une difficulté spéciale pour les éléves
frangais, qui sont davantage habitués a travailler sur des problémes standards.

Les éléves frangais obtiennent de meilleurs résultats sur la sous échelle variations et relations
que les éléves allemands. A I'intérieur de I’Allemagne ce sont les éléves bavarois qui
obtiennent les meilleurs résultats avec un score qui est méme meilleur que le score des éléves
frangais. (Prenzel et al., 2004a, p. 6)

Les analyses des résultats frangais raménent ce point fort des éléves de ce pays au travail
détaillé sur la proportionnalité et 4 I'utilisation de la représentation graphique (Bourny et al.,
2004, p. 3). Cela correspond également aux résultats des analyses des chapitres précédents.
Le trés bon score des éléves bavarois doit étre considéré dans le contexte de leur bonne
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performance générale. En Baviére la sous échelle variations et relations ne constitue pas un
point fort des éléves comme c’est le cas pour les éléves francais.

Differential item functioning

Pour ajouter de la précision aux analyses du niveau des échelles on peut aussi se pencher sur
les résultats au niveau des items. Ce travail identifie a I’aide d’analyses spécifiques certains
items qui se détachent du reste de ceux-ci lors des analyses binationales.

Les analyses de differential item functioning (en abrégé DIF) se basent sur 1’hypothése que
les différents systémes d’enseignement ne se différencient pas seulement en ce qui concerne
leur effectivité générale, mais produisent aussi des points forts et des points faibles pour les
éleves (Klieme & Baumert, 2001, p. 386). John Keeves et Geoffrey Masters notent au sujet
des items qui révélent ce genre de points forts ou faibles :

The detection of this type of biased items provides information of value in education, because
the existence of bias reflects either differences in the learning experiences involved for
providing a correct response to the item, or deficiencies in the construction of an item so that it
would favour on particular group to the disadvantage of the other group. (Keeves & Masters,
1999, p. 12)

Un item fonctionnant de maniére différentielle est un item qui produit dans deux populations
une différence de probabilité de résolution qui ne peut pas étre expliquée par les différentes
performances des deux populations en ce qui concerne la variable analysée. Il est important de
bien faire la différence entre l'item impact, c'est-a-dire une différence dans la probabilité de
résolution d’un item causé par une différence de performance dans la variable analysée, et le
DIF, ou les différentes performances subsistent bien que la différence de la variable mesurée
soit contrdlée.

Dans ce chapitre des analyses de DIF sont faites avec les items de la sous échelle variations et
relations pour détecter les points forts et les points faibles des deux pays. Ces analyses sont
faites avec 1’aide du modéle uni paramétrique de Rasch, qui est aussi utilisé pour I’évaluation
de PISA et PALMA.

Les résultats montrent qu’aucun item n’a un effet beaucoup plus grand que le seuil minimum
permettant de pour pouvoir parler d’un effet substantiel. Cela montre qu'aucun item ne
favorise fortement les éléves d’un pays.
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DIF ordonné par taille de I'effet
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Figure 9: DIF par taille

Il'y a tout de méme deux items qui ont un effet substantiel (plus grand que 0,5) et quatre
autres items dont la taille de I’effet se sépare nettement de la taille de I’effet du groupe des
items restants (plus grand que 0,3 mais plus petit que 0,5). Les deux items a effet substantiel
indiquent des points forts des éléves francais, tout comme deux des quatre items ayant un
effet moins grand. Les deux items restant révélent des points forts des éléves allemands.

L’analyse du contenu des items qui ont été identifiés montre que ces effets peuvent étre
expliqués par des spécificités des programmes des deux pays.

Dans le premier des deux items a effet substantiel montrant un point fort des éléves francais, il
s’agit de reconnaitre une relation affine simple dans un texte et de 1’évaluer ensuite pour un
certain nombre. Une explication pour ce point fort francais serait que cet item peut étre résolu
sans compréhension réelle de la situation, en ignorant le contexte et en effectuant le calcul
demandé. Dans les livres de classe frangais on peut trouver ce genre de problémes. Cette
explication est soutenue par le fait que I’item suivant appartenant au méme probléme ne
montre plus d’effet. Cet item demande la représentation algébrique de la fonction affine qui a
été utilisée auparavant.

Le second item a effet substantiel requiert un travail qualitatif avec la représentation
graphique. I1 s’agit de reconnaitre des parties et des points importants de la courbe pour la
retracer dans un autre systéme de coordonnées cartésiennes. Les éléves de 2% peuvent
directement utiliser ce qu’ils ont appris lors du travail avec les tableaux de variation. Les
éléves allemands par contre n’ont pratiquement pas vu ce genre de problémes, ce qui peut
expliquer I’effet substantiel de cet item.

Les deux autres items qui révélent des points forts frangais sont des items traitant de 1’étude
de variation. Cette constatation d’un point fort renvoie directement aux analyses des
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programmes et des manuels scolaires, out il a été constaté que la Grundvorstellung de
covariation est largement utilisée en France, spécialement a partir de la 2%,

Le premier item a effet faible indiquant un point fort allemand utilise également la
Grundvorstellung de covariation, mais en reliant la variation i des situations réelles. La
plupart des problémes de variation des livres de classe francais se cantonnent dans le domaine
purement mathématique.

Le second item a effet positif pour les éléves allemands demande d’utiliser une fonction
quatre variables, donnée dans sa représentation algébrique, et de 1’évaluer pour certaines
données que les éléves doivent extraire d’un tableau. Ce type de fonction n’apparait pas dans
les livres de classe frangais, ce qui renvoie de nouveau a I’explication des problémes
exemplaires utilisés en France créant de difficultés lors de I’apparition de problémes & type
inconnu.

Il est intéressant de remarquer qu’il n’y a pas d’avantage pour un des pays si on considére les
types de fonctions utilisés dans les problémes. Les relations proportionnelles et affines ne
constituent pas des points forts frangais, bien qu’elles aient été étudiées bien plus longtemps
qu’en Allemagne.

Quelques attentes des chapitres précédents (comme le point fort des éléves frangais
concernant I"étude des variations) ont pu étre confirmées par les analyses de DIF. Les effets
d’autres différences (comme 1’étude plus étendue des situations de proportionnalité en France)
n’ont par contre pas pu étre observés.

8.2 PALMA

Le caractére transversal de I’étude PISA 2003 permet de comparer les performances des
éléves francais et allemands mais il rend impossible toute analyse de développement. Ce
développement peut étre retracé grace a 1’étude longitudinale PALMA.

PALMA (Projekt zur Analyse der Leistungsentwicklung in Mathematik ; Projet pour
I’analyse du développement des performances en mathématiques) est une étude représentative
longitudinale faite en Baviére, qui montre le développement des performances en
mathématiques de la cinquiéme (CM2) a la dixiéme (2%). Elle est financée par la DFG
(Deutsche Forschungsgemeinschaft). 2.000 a 2.500 éléves sont évalués chaque année et 1.318
d’entre eux y ont participé tous les ans depuis six ans.

Les données ont été recueillies jusqu'a la neuviéme (39, ce qui permet de retracer le
développement en Baviére sur quasiment la totalité de la période analysée dans ce travail. Des
détails sur la conception et les résultats de PALMA peuvent étre trouvés dans Hofe et al.
(2002), Hofe et al. (2005a), Hofe et al. (2005Db) ou Pekrun et al. (2006).

Cette sous échelle est constituée de 177 items concernant des points centraux de la pensée
fonctionnelle, comme par exemple le travail avec les différents registres de représentation
dans les classes basses. (Figure 10 et Figure 11).
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Probléme : Passau

Pendant un jour en janvier la température de 1’air a été mesurée 3 Passau.
Le graphique suivant montre le changement de la température pendant ce jour:

a) Quelle température faisait-il 14 heures ?

b) A quelle heure est-ce qu’il faisait le plus froid ?

¢) A quelle heure est-ce qu’il faisait 0°C ?
Figure 10: Probléme Passau

Probléme : Devises

Le tableau suivant aide a effectuer la conversion de Dollar a Euro.

Dollar Euro
0,10 0,13
1,00 1,30
2,00 2,60
5,00 6,50
10,00 13,00
20,00 26,00
50,00 65,00

Réponds aux questions suivantes avec 1’aide du tableau :

a) Combien de Dollars est-ce qu’on obtient pour 26,00 Euros ?
b) Combien d’Euros est-ce qu’on obtient pour 5,00 Dollars ?
c¢) Combien d’Euros est-ce qu’on obtient pour 7,00 Dollars ?

Figure 11: Probléme Devises
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Les tests donnés aux éléves dans les classes plus élevées contiennent en plus des problémes
concernant des passages entre les différentes représentations mathématiques de dépendances
fonctionnelles (Figure 12)

D’autre part les éléves doivent travailler avec des situations fonctionnelles dans des contextes
réels (Figure 13)

Probléme : Graphique C

Note I’équation de la droite donnée par le graphique.

3

Equation:

y=

Figure 12: Probléme Funktionsgraph C
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"~ Probléme : Goethestraie A

Des amis décident d’acheter ensemble une grande maison avec plusieurs appartements. Les
appartements sont de différentes tailles. Chacun doit payer un prix qui est proportionnel a la
taille de son appartement.

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont justes ?

juste  faux  Je ne sais pas

Si le prix de la maison baisse de 10% chacun doit payer 0 o) 0O
10% de moins

Si on connait la superficie de I’appartement A et de
I"appartement B et le prix de 1’appartement A on peut O o O
aussi calculer le prix de 1’appartement B.

Les acheteurs du plus grand appartement payent plus pour
chaque métre carré que les acheteurs du plus petit O O O
appartement.

Si on connait le prix de toute la maison et si on sait
combien chaque propriétaire paye, on peut calculer la O O O
superficie de chaque appartement.

Figure 13: Probléme Goethestraie A

Ces quatre problémes montrent que la sous-échelle a été construite de maniére a pouvoir
mesurer le développement de la pensée fonctionnelle des éléves bavarois. Les items ont
souvent un lien direct avec une situation réelle, mais a la différence de PISA certains items
restent dans un cadre purement mathématique.

Développement de la sous échelle pensée fonctionnelle
dans les différents types d'école

1100

1080

S |

- /____’_—/ é//

0 / N - —e— Hauptschule
- Realschule

00 / / —&— Gymmasium
800 ‘,/——q
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T T —

5. classe 6. classe 7. classe 8. classe 9. classe

Figure 14: Développement de la sous échelle pensée fonctionnelle
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Le graphique montre le développement de la performance moyenne des éléves ayant participé
chaque année a I’évaluation de PALMA. Les donnés sont normées de telle maniére que la
moyenne de la neuviéme classe soit de 1009 points et ’écart type correspondant de 99 points.
Les écarts types pour toutes les classes et tous les types d’écoles sont indiqués dans le second
graphique.

Développenent de I'écart type dans les différents types d'école

75 P

70 /:>% —— Hauptschle
-\ / / ~a— Realschule
65 ~&— Gyrmnasium

5. classe 6. classe 7. classe 8. classe 9. classe

Figure 15: Développement de I'écart type de la sous échelle pensée fonctionnelle

Les graphiques montrent qu’il n’y pas de développement continu de la pensée fonctionnelle.
Les performances moyennes augmentent de maniére différente entre les années consécutives.
En cinquiéme (CM2) les éléves de la Hauptschule ont déja un grand retard sur les
performances des éleéves de la Realschule et du Gymnasium. Cet écart s’agrandit encore plus
au cours des années suivantes. L’écart entre les performances des éléves de la Realschule et
ceux du Gymnasium, par contre, reste relativement stable.

La taille des accroissements et les variations de 1’écart type peuvent étre ramenées dans
beaucoup de cas a des raisons venant des programmes et des manuels scolaires.

En 5. classe il y a par exemple que trés peu de contenus concernant la pensée fonctionnelle
dans les programmes. Dans la 6. classe les éléves de la Realschule et du Gymnasium
travaillent pour la premiére fois avec les situations fonctionnelles et les différents registres
sont utilisés de maniére intensive, ce qui est aussi le cas 4 la Hauptschule. Il est donc possible,
d’expliquer la forte augmentation des performances des éléves par les progrés concernant le
travail avec les situations de proportionnalité et I’utilisation des différentes représentations.
Entre la 8. et la 9. classe les performances des éléves augmentent de maniére modérée a la
Hauptschule et au Gymnasium, tandis qu’on constate une grande augmentation a la
Realschule. La diminution de I’augmentation a la Hauptschule avait été attendue. Les éléves
apprennent peu de nouveaux contenus et ne travaillent plus autant avec des situations
fonctionnelles que dans les précédentes. L’analyse des programmes et des livres de classe du
Gymnasium, avait également mené au constat que la place consacrée aux situations
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fonctionnelles diminue entre le 8. et la 9. classe. Un autre facteur qui a pu faire diminuer la
croissance des performances des éléves du Gymnasium est, que les contenus traités dans la 9.
classe du Gymnasium (comme par exemple les fonctions inverses) ne sont pas un élément
central de 1’évaluation PALMA. L’accroissement des résultats des éléves de la Realschule
peut, tout comme les résultats des autres années, étre ramené aux contenus des programmes
(dans ce cas spécialement aux contenus des branches basses de la Realschule) (voire chapitre
8 pour des détails).

La continuité du développement de la pensée fonctionnelle est donc influencée en grande
partie par les contenus étudiés en classe et par le temps passé sur ceux-ci. Une autre
répartition pourrait par conséquent probablement mener a une croissance plus continue de la
pensée fonctionnelle.
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9  Analyses qualitatives

Il est difficile de repérer les modes de pensée et les raisons exactes de certaines difficultés
dans des études réalisées a grande échelle avec des questionnaires. Ce genre d’informations
peut étre recueilli de maniére plus précise en utilisant des interviews, ot il est possible de
réagir de maniére flexible aux réponses des éléves et oll on peut essayer de relier les
difficultés a des déficits concernant les Grundvorstellungen et le concept image.

L’étude PALMA est accompagnée de plusieurs séries d’interviews semi-standardisées.
Chaque année, depuis 2003, 36 éléves venant de trois écoles différentes sont interviewés
individuellement pendant 30 minutes.

En 2005 les interviews ont été réalisées dans des huitiémes classes (4°) de trois Realschule. La
grande majorité des problémes posés vient du test écrit de PALMA, avec quelques légeres
adaptations. Les huit problémes posés en 2005 étaient centrés autour de la pensée
fonctionnelle.

En 2006 une étude paralléle d’interviews a pu étre réalisée a Paris dans le cadre d’une année
d’études financée par le DAAD (Deutscher Akademischer Austauschdienst). Douze éléves de
3° venant de deux colléges différents de Ia région parisienne ont été interviewés
individuellement pendant 30 minutes. Les problémes posés étaient les mémes que ceux des
interviews allemands de 2005. Le son de toutes les interviews réalisées en Baviére et en
France a été enregistré.

Les participants francais ont donc été scolarisés une année de plus que les participants
allemands. Cette différence vient du fait, qu’il n’a pas été possible pour des raisons de
contenus, de mener les interviews francaises dans des classes du méme niveau qu’en
Allemagne. En France les éléves de 4° ne connaissent que trés peu de types de dépendances
fonctionnelles. Il a donc été décidé aprés consultations des professeurs de mener les
interviews en 3° oli par exemple, les fonctions linéaires sont introduites.

Ces interviews réalisées dans les deux pays permettent d’illustrer certains déficits et points
forts concernant la pensée fonctionnelle identifiés dans les chapitres précédents. Le nombre
limité d’interview et leur caractére non représentatif ne permettent pas de comparaisons
quantitatives entre les deux pays. Il est cependant possible de formuler des hypothéses sur les
raisons de certaines difficultés et de les relier aux résultats des analyses des programmes et
des manuels scolaires.

9.1 Les problémes
Les six problémes suivants ont, entre autres, été travaillés dans les interviews.

Les deux premiers problemes sont des problémes techniques ot une équation doit étre résolue
dans le registre algébrique. Pour les résoudre il n’est pas nécessaire de faire un passage dans
d’autres registres.
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Probléme: Equation
Trouver x.

5-4x=1

Figure 16: Probléme Equation
Probléme: Equation avec fraction

Trouver x.

Figure 17: Probléme Equation avec fraction

Ces problémes ont pour but de tester les capacités techniques des éléves et de relever leur
compréhension des méthodes choisies. Par ailleurs ces problémes doivent faciliter 1’entrée des
éleves dans la situation d’interview. Dans le test écrit de PALMA, 61,6% des éléves de la 8.
classe (4°) ont su trouver la bonne solution du probléme Equation. Le probléme Equation
avec fraction ne faisait pas partie du test écrit de la 8. classe.

Le probléme Luge donne une situation fonctionnelle dans un graphique. Les éléves doivent
choisir une courbe qui représente de maniére correcte la vitesse du conducteur de la luge en
fonction du temps. Il s’agit d’un passage du registre du langage parlé au registre graphique.
Lors de ce passage il est nécessaire d’utiliser principalement la Grundvorstellung de
covariation, mais le probléme peut également étre résolu en identifiant des points marquants
du graphique et en y étudiant la vitesse.
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Probléme: Luge

Quelle courbe donne la vitesse du conducteur de la luge en
fonction du temps ?

Vitesse
A
O
Temps
>
Vitesse
®)
Temps
>
Vitesse
A
o \
' Temps
-
Vitesse
. ‘\
Temps
>

Figure 18: Probléme Luge

Le probléme Attribuer les courbes est formé de deux parties. A chaque fois la représentation
graphique d’une fonction doit étre reliée aux situations réelles. Les éléves ont le choix entre
quatre situations réelles différentes dans les deux cas et doivent expliquer si les situations
peuvent &tre représentées par les graphiques donnés. Le probléme frangais est une légére
modification du probleme allemand ot deux situations ont été reformulées (Poids de la viande
2 Prix payé a remplacé US-Dollar=> € et € = US-Dollar ; Vitesse du train = T emps pour
parcourir 100 km a remplacé Largeur d’un rectangle = Hauteur du rectangle en gardant la
Superficie constante).
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Les €léves doivent effectuer un passage entre la situation réelle et la représentation graphique
pour trouver la solution de ce probléme. Pour faire ceci ils ont spécialement besoin de la
Grundvorstellung de covariation pour pouvoir reconnaitre le type de variation et ainsi
classifier la situation fonctionnelle.

Dans le test écrit de PALMA, 17,8% des éléves de la 8. classe (4°) ont su trouver la bonne
solution pour le premier graphique et 18,6% pour le second.

Probléme : Attribuer les courbes

Choisir pour chaque courbe une relation.

A a

A 4

v

O Poids de la viande = Prix payé O Durée des communications = Prix avec
abonnement

O Vitesse du train > Temps pour parcourir O Age d’un homme -> Taille de celui-ci
100 km

O Hauteur de chute d’une pierre = Vitesse O Nombre de travailleurs > Temps de travail
quand elle touche le sol nécessaire pour une tache

O Durée de stationnement = Prix O Poids de la viande = Prix

Figure 19: Probléme Attribuer les courbes

Pour la résolution du probléme Bougie il s’agit de donner la représentation algébrique d’une
situation fonctionnelle donnée dans le registre du langage parlé. Dans le test écrit de PALMA
de la 8. classe ce probléme était séparé en deux parties. Les éléves devaient d’abord calculer
la hauteur de la bougie aprés dix minutes et puis donner une formule générale. 41,1% des
éleéves savent calculer la hauteur aprés dix minutes et 19,8% donnent la bonne représentation
algébrique.

Probléme: Bougie
Une bougie a une hauteur de 30 cm. Quand elle briile 1 minute sa hauteur diminue de 0,1 cm.

Donner une formule avec laquelle on peut calculer la hauteur de la bougie aprés x minutes.

Figure 20: Probléme Bougie
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Le dernier probléme présenté ici est le probléme Récipients, dans lequel une situation
fonctionnelle est donnée par un texte et une image. Les éléves doivent donner une
représentation graphique de la situation en utilisant les systémes de coordonnées cartésiennes
fournis. L’axe des abscisses du systéme de coordonnées fourni est nommé T emps et I’axe des
ordonnées Hauteur de I’eau. I1 n’y a pas de graduations des axes.

Pour réussir a faire le passage entre la situation réelle et le registre graphique, les éléves
peuvent utiliser la Grundvorstellung de covariation ou la Grundvorstellung d’association. Il
est nécessaire que les éléves comprennent que si I’eau arrive a vitesse constante, le niveau de
I’eau montera plus rapidement aux endroits étroits du récipient qu’aux endroits larges.

Dans le test écrit de PALMA, 67,1% des éléves de la 8. classe (4°) ont su trouver la bonne
solution pour le premier récipient, 11,2% pour le second et 21,7% pour le troisiéme.

Probléme: Récipients

Sur ces images on voit des récipients de différentes formes qui ont la méme hauteur.
Dans les trois cas I’eau arrive a vitesse constante dans les récipients.

Dessiner la hauteur de I’eau dans chaque récipient en fonction du temps.

Figure 21: Probléme Récipients

9.2 Interviews choisies

Quelques extraits des interviews menées en France et en Allemagne sont présentés dans la
partie suivante. Ils sont reliés directement a certains points forts ou points faibles identifiés
dans les chapitres précédents.

9.2.1  Vision iconique

La vision iconique de la représentation graphique des dépendances fonctionnelles a été
identifiée dans le chapitre 4 comme raison possible de difficultés lors du travail avec le
registre graphique. Les analyses du curriculum potentiel des deux pays n’ont pas pu révéler de
problémes spéciaux visant a éviter ces problémes. Les premiers extraits d’interviews montrent
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que les problémes liés a la vision iconique apparaissent effectivement dans les interviews en
France et en Allemagne.

L’éléve allemande avec laquelle la premiére interview a été réalisée arrive i résoudre
rapidement les cinq premiers problémes posés, et montre qu’elle est capable de travailler de
maniere réfléchie en mathématiques.

Cette bonne compréhension se montre lors de la résolution du probléme Equation avec
Jraction. Elle change la notation de fraction en divisions habituelles et travaille apres de
maniére correcte dans le registre algébrique. (Cette préférence pour une notation sans
fractions est un indice d’une difficulté de voir les fractions en tant qu’objets. Les fractions
sont vues comme une écriture inhabituelle de divisions (voire Wartha, 2007).

Quand I'intervieweur lui pose une question elle réexplique sa
solution d’une autre maniére :

Intervieweur lIci... pourquoi tu fais multiplié par x ?

Eleve Parce que le sept ... il est contenu 13 dedans et
parce que ga ,la

| Donc le 56 divisé par x ?

E Parce que ga donne le nombre par lequel ¢a doit
étre divisé, parce que ¢a devrait &tre le nombre pour
lequel, oui ... sept est le résultat. Et le seul nombre
pour lequel le résultat est sept est le huit.

L’éléve comprend donc que le nombre recherché est celui par lequel on doit diviser 56 pour
avoir sept comme résultat. Cela est un signe clair d’une compréhension relationnelle et se

distingue clairement d’une compréhension instrumentale des travaux dans le registre
algébrique (Skemp, 1976). On voit que I’éléve est capable de travailler mathématiquement de
maniére réfléchie.

Le probléme récipients lui cause cependant des difficultés bien qu’elle comprenne bien le
fond du probléme.

Tout d’abord elle inscrit sans problémes une droite croissante et peut bien expliquer son
choix :
| Tu peux m’expliquer pourquoi c’est une droite ?

E Parce que le récipient, il reste, c’est une sorte de carré et il reste de la méme taille avec toujours
le méme diameétre et pour celui-1a, 1 il y a une autre forme et ca
monte de maniére différente. Ca dépend de la forme.

L’intervieweur élargit ensuite la situation de telle maniére que le
probléme ne ressemble plus aux types de problémes trouvés
habituellement dans les livres de classe.

| Tu peux me dire comment la courbe continue quand le récipient est
plein ?

E Oui, ¢a déborde. C’est fini

| Oui, comment ¢a pourrait ...

E Oui, ¢a coule de nouveau vers le bas.
| Tu peux linscrire ?

E Comme ¢a, vers le bas
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I Et pourquoi ¢a coule vers le bas ?

E Parce que ga déborde sur le coté et coule comme ¢a

La question inhabituelle fait adopter une vision iconique a I’éléve. La courbe qui a été inscrite
de maniére complétement correcte auparavant est complétée par I’eau qui descend au bord du
récipient.

Le second récipient montre que 1’éléve peut aussi bien travailler avec des situations plus
complexes.

E OK, parce que ¢a ici ¢a ... ga devient de plus en plus large, ¢a devient plus large et 1a ¢a
devient moins large, la ¢a monte de nouveau plus rapidement et Ia ¢a devient de nouveau
plus large et donc ¢a va monter plus lentement, pas aussi raide.

| Tu peux encore partager le graphique en parties et les marquer sur le graphique et sur le
récipient pour qu’on puisse le voir ?

Z

E (numérote le graphique et le récipienty Ca clest le temps, dans lequel ¢ca monte trés
rapidement, parce qu'ici ¢a redevient moins large et ca monte

L’¢€léve partage le graphique en plusieurs droites. Elle ne modélise pas de changement continu
de la hauteur de I’eau. La pente de la droite indique dans ce cas si la vitesse du changement de
hauteur augmente (droite raide) ou diminue (droite plate) dans la partie du vase étudiée.

I D’accord. Est-ce que c’est une droite ici ? Donc si tu devais Finscrire de maniére trés exacte,
est-ce que tu utiliserais une régle ?

z

E Oui, moi jutiliserai une régle, mais ¢a va comme ¢a, puis ¢a va plus raide et puis ¢a va de
nouveau moins raide. Ce n’est pas une droite qui monte comme ga sans angles.

Pour finir cette partie du probléme Récipients 1’intervieweur repose la question sur ce qui va
se passer une fois que le récipient sera plein. L’éléve modélise une nouvelle fois I’eau qui
descend le long du bord du récipient et inscrit un graphique descendant.

| OK. Qu'est-ce qui se passe quand le récipient est plein ?

E  Ben garedescend en bas.

Pour le troisiéme récipient I’éléve voit d’abord que la vitesse a laquelle I’eau monte diminue
avec la hauteur du récipient.

E Je réfléchis maintenant, quand ... un certain ... oui, ¢a dure ... ¢a devient un peu plus plat,
parce que la c’est moins large et aprés ¢a devient de plus en plus large et ¢ca met de plus en
plus longtemps

Mais elle inscrit une droite en tant que représentation graphique. Mais la pente de la droite ne
représente pas la diminution de la vitesse comme dans le second récipient. Ici elle doit étre
vue en comparaison avec la pente du premier récipient. L’éléve pense que le récipient est un
peu plus grand que le premier, et que donc le graphique doit étre plus plat.
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| Est-ce que c’est une droite ?
E Oui.
i Et quelle est la différence entre le premier et le dernier ?

E Si ils étaient aussi large 'un que l'autre en bas .. ca ¢ga met
plus longtemps ici, parce que ¢a a c’est choses Ia sur le coté
et Fautre monte juste comme ¢a ... Can'aque ga et la, ... 13 il
y a sur le coté, la il y a deux triangles. C’est pour ca que ¢a
dur plus longtemps.

Ici aussi I’éléve inscrit une courbe descendante 2 la fin.

| Tres bien. Qu'est-ce qui se passe ici quand c’est plein ?

m-

Ca déborde aussi.
I OK
E Et aprés ¢a descend vers le bas.

Cette interview montre que la vision iconique ne peut pas
seulement étre retrouvée lors de la lecture ou du travail avec la

représentation graphique, mais qu’elle est aussi utilisée par

certains éleves lors de 1’inscription active d’une courbe.

L’éleve de I’extrait vu en haut, trouve la bonne solution a presque tous les problémes posés et
laisse entrevoir qu’elle a toujours bien compris les situations sur lesquelles elle travaille. La
vision iconique n’est donc pas un probléme apparaissant uniquement chez des éléves qui ont
des problémes pour travailler avec les situations fonctionnelles.

Mis & part la vision iconique qui apparait quand on lui pose des questions inattendues, 1’éléve
a des déficits concernant la notion de pente et de changement de pente. Pendant la résolution
de la seconde partie du probléme, la pente doit &tre vue comme I’augmentation ou la
diminution de la vitesse a laquelle 1’eau monte. Dans la troisiéme partie du probléme la pente
indique le temps relatif nécessaire pour remplir le récipient.

Les deux types de problémes peuvent &tre ramenés a des incertitudes avec la
Grundvorstellung de covariation. Lors de la vision iconique de la représentation graphique les
variables covariantes ne sont pas identifiées. La fausse interprétation de pente peut étre vue
comme une difficulté d’analyser qualitativement la covariation.

La vision iconique peut aussi étre retrouvée dans un extrait d’interview avec une éléve
francaise. L’exemple donné vient de la résolution de la premiére partie du probléme Astribuer
les courbes. L’éléve identifie d’abord la solution Hauteur de chute d’une pierre 2 Vitesse
quand elle touche le sol comme étant la bonne. Elle donne la

raison suivante : A

E Parce que, parce que c’est une chute. Donc euh, comme ici, au

début c’est élevé et aprés ga baisse comme la chute. : {

Plus tard elle revient sur sa décision et la rejette cette fois-ci.

E Non ¢a peut pas étre ¢a, parce que Ia ils disent quand elle touche

le sol.

| Quais

E Ici ga touche pas la courbe
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| Ah, elle touche pas I'abscisse.
La vision iconique de la représentation graphique a d’abord mené au choix d’une solution
fausse. En la regardant plus précisément, I’éléve pense que finalement la solution n’est pas
juste. La aussi il utilise une argumentation qui peut &tre ramené i la vision iconique. La
solution est rejetée parce que la pierre ne touche pas le sol, ce qui peut étre vu dans le
graphique qui ne touche pas I’axe des abscisses.

Il s’agit donc effectivement d’une difficulté existant dans les deux pays.

9.2.2 Fixation linéaire

Selon les analyses des curricula souhaités et potentiels Papproche frangaise a comme
spécificité de consacrer beaucoup de temps a étudier uniquement les dépendances linéaires.
L’hypothése d’une restriction possible du concept image des éléves a été avancée. Deux
extraits d’interviews montrent comment cette restriction affecte le travail avec les
dépendances fonctionnelles.

Une éléve de 3° interviewée en France, trouve les bonnes solutions aux trois premiers
problémes posés. Puis elle essaye d’abord de trouver la solution de la seconde partie du
probléme Attribuer les courbes. Elle voit rapidement qu’il s’agit d’une représentation
graphique d’une situation de proportionnalité. Elle peut donc exclure deux des possibles
réponses qu’elle identifie tout de suite comme étant des situations non proportionnelles. En
faisant ces analyses rapidement, elle montre qu’elle est capable de travailler de maniére trés
stre avec les situations de proportionnalité.

Des difficultés de compréhension de la réponse Nombre de travailleurs = Temps de travail
nécessaire pour une tache, I’empéchent de trouver la bonne solution de ce probléme.

La premiére partie du probléme Attribuer les courbes est bien plus difficile pour elle.

| Qu’est-ce qui te géne ? T’aimes pas la courbe ?

E  Euh, oui

I Qu’est-ce qui ne va pas ?

E Clest, c’est que la courbe elle, elle coupe pas I'axe des abscisses et des ordonnées.
| Mhm, ..., t'as jamais vu ¢a ?

E  Euh, non je crois pas.

I Mhm [...]

E En tout cas, visiblement c’est quelque chose qui a du baisser.

Elle essaye apres de trouver la solution avec I’aide de I’idée que ¢a doit étre une situation dans
laquelle une variable baisse en dépendance d’une autre. Elle n’y arrive pas bien parce qu’elle
se sent perturbé par 1’aspect inhabituel de la courbe.

Aprés qu’elle ait trouvé trés rapidement la bonne solution du probléme Bougie, les problémes
avec les situations non-linéaires réapparaissent lors du travail avec le probléme Récipients.
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Elle comprend rapidement, que la courbe du premier récipient est
une fonction linéaire.

E [...] Pour celui-14, ben en fait je pense que se sera linéaire.

| Mhm [...]

z

E Comme le vase il est rectangle [...] et que donc, euh, les cotés
c’est, ¢a forme un angle droit.

| Quais

E Ca veut dire que P'eau [...] quand elle va monter, elle va monter,
toujours, euh, a la méme vitesse.

Puis elle essaye de tracer la courbe pour le troisiéme récipient. Elle
cherche a y reconnaitre une situation linéaire et inscrit une droite
passant par |’origine.

| Donc c’est une, c’est une droite un peu plus raide que dans le
premier.

E Un peu plus raide parce que, comment dire, c’est toujours
proportionnel

| Mhm

E Mais, euh, c’est pas rectangle, donc ¢a se, il y aura pas. Ah, non.
Comment dire, comme, comment dire ... je sais pas en fait

i Qu’est-ce qui te géne ? ‘

E Ce qui me géne, en fait C’est, c’est que, euh, comme il a plutbt
tendance a étre, pas conique mais plus fin en bas

I Mhm

E C’est, comment dire, ..., non je sais pas

| Donc tu cherches comment faire influer que c’est plus étroit en bas
qu’en haut, non ? Enfin comment le montrer dans le, dans la courbe

E Voila. Euh

| Donc tu penses que ¢a devrait se voir dans la courbe ? Que c’est
plus fin en bas qu’en haut.

E Non, non.
| Non ?

z

E Euh, en fait je sais plus, non je sais pas
L’€léve essaye de reconnaitre une situation de proportionnalité tout
en voyant que le récipient devient plus large vers le haut. Elle donne
I'impression de vouloir faire influer cela sur I’aspect de la courbe
sans, pour autant, savoir comment le faire.

Ensuite elle essaye d’expliquer ses difficultés avec I’aide du récipient du milieu. Mais 14 aussi
elle n’a pas les moyens d’exprimer dans le registre graphique ce qu’elle parait comprendre
intuitivement.

E Celui du milieu, au bout d’un moment comme 14 c’est creux.
| Mhm
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E Comme c’est creux, comment ¢a s’appelle, euh, la hauteur, non, il va
avoir un changement.

l Ca veut dire ?
E Euh, je crois que la, la droite elle sera pas complétement, euh.
| Tu peux inscrire ce que tu penses ?

E Je, je sais pas comment elle va étre, mais comme, euh, le, pas le
volume, mais I'espace.

| Mhm
E Il est pas pareil.
| Oui, la place, enfin la largeur du, récipient, oui.

E Eh ben je crois que ¢a sera pas, euh, que ¢a sera pas de la méme
hauteur. Non

| Ca sera pas de la... Qu'est-ce qui va changer ?

E Je crois que c’est la, en fait c’est rien qui va changer.

I Mhm ?

E Je crois que c’est rien qui va changer.

L’éléve n’arrive pas a exprimer sa bonne compréhension de la
situation dans le registre graphique. Au début elle parait essayer
d’expliquer 'influence de la forme du récipient sur la vitesse a
laquelle I’eau monte. Mais elle n’a pas les moyens pour exprimer cette influence dans le
registre graphique et elle doit arréter ses explications.

Cette interview montre que la fixation linéaire, qui avait été attendue aprés I’analyse des
curricula souhaité et potentiel, peut effectivement étre constatée aupres des éléves de 3°.
L’éléve de cet extrait n’a pas les moyens d’exprimer la situation fonctionnelle de maniére
adéquate dans le registre graphique, malgré ses impressions contradictoires et sa bonne
compréhension de la situation.

Les manuels francais traitent seulement des situations de proportionnalité et linéaires de
maniére approfondie jusqu’en 3°. Les situations de proportionnalité doivent étre identifiées
parmi d’autres situations. Les situations identifiées comme étant non-proportionnelles ne sont
pas étudi€es plus en détail. Un concept image trés restreint peut donc étre a Porigine des
difficultés de cette éléve. Ce concept image ne contient pas de dépendances non-linéaires et
ne permet pas d’autres représentations graphiques de dépendances fonctionnelles que des
droites.

Cette difficulté d’accepter d’autres représentations graphiques que des droites peuvent aussi
étre vues lors du travail avec la premiére partie du probléme A#tribuer les courbes. L’aspect
inhabituel de la courbe perturbe 1’éléve et ’empéche de résoudre le probléme correctement.
Les situations de proportionnalité et linéaires par contre ne lui posent aucun probléme.

D’autres interviews menées en France montrent aussi des restrictions similaires des concepts
images sur des fonctions linéaires. Une autre éléve a des difficultés avec le probléme
Récipients et le probléme Attribuer les courbes, parce qu’elle ne sait pas comment travailler
avec ce genre de situations fonctionnelles. Elle exprime ses pensées lors qu’elle voit la courbe
du probléme Attribuer les courbes qui n’est pas une droite.
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E Mhm. J'ai jamais vu une courbe comme ga.

| Pourquoi ? Qu'est-ce qui te géne ?

E Parce que d’habitude les courbes, elle, euh, elles sont droites,
enfin, ou sinon elles sont, enfin, et elles passent, enfin elles
passent par lorigine, alors que la elle est plutét, elle est, euh,
elle rebondit.

L’¢léve montre que ce genre de courbe est complétement

et |

nouveau pour elle et lui pose des difficultés considérables.

\ 4

9.2.3  Grundvorstellung de covariation

Dans une autre interview avec une éléve de 3° on peut constater une préférence pour
I"utilisation de la Grundvorstellung de covariation. Cette préférence est accompagnée ici par
des difficultés avec le registre algébrique.

L’¢léve a des difficultés lors de la résolution des deux premiers problémes. Elle trouve les
bonnes solutions en essayant différents nombres et montre qu’elle est trés peut siire quand elle
travaille a 'intérieur du registre algébrique. Ces difficultés se montrent aussi avec le probléme
Bougie. Comme elle ne peut pas donner de formule générale et qu’elle dit vouloir faire les
calculs avec I’aide du produit en croix, I'intervieweur lui demande de calculer la hauteur de la
bougie aprés dix minutes.

L’extrait d’interview suivant montre comment une bonne utilisation de Grundvorstellungen
peut aider a surmonter des déficits présents dans d’autres domaines. Dans le cas présenté, une
éléve frangaise arrive a surmonter les déficits qu’elle a concernant les relations non linéaires
en utilisant la Grundvorstellung de covariation.

E Ben je fais le produit en croix. Je fais 10 . ” v i
minutes. ”iL W‘m é:wm—w @; J Gy

| Vas-y, vas-y, fais le. ... (15 secondes) ... M’;)
Ca fait combien ? L Ly " _

. B G i oY

E Mhm, quand on multiplie on décale ou on » A @ o
retire ? .

| On refire. [...] Mais en calculant ga on - .
aura la hauteur de la bougie ? AD % © /i A

E Cafaitl. - :L .

| Daccord. -

Elle ne comprend pas ce qu’elle calcule et utilise le produit en croix comme une formule qui
donne la solution. Cette utilisation d’automatismes pour trouver la solution avait été attendue
apres I’analyse du curriculum potentiel. Les livres de classe analysés conduisent les éléves a
I’apprentissage de certaines méthodes de résolution typiques pour des groupes de problémes
spécifiques. Quand les éléves travaillent un probléme ils doivent d’abord identifier le groupe
auquel ce probléme appartient pour aprés trouver la solution avec les automatismes appris
(voire chapitre 7). '

Quand I’éléve essaye de calculer le résultat du produit en croix elle montre aussi qu’elle a des
difficultés avec la multiplication de nombres décimaux simples.

L’éléve n’arrive pas 4 comprendre la situation fonctionnelle dans son ensemble et d’en donner
une représentation algébrique. Elle montre que son concept de fonction lors qu’elle travaille
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avec le registre algébrique est un concept d’action (Dubinsky & Harel, 1992). Elle voit les
fonctions comme une suite de calculs sans distinguer I’ensemble.

L’éléve montre bien plus de siireté quand elle travaille avec des dépendances fonctionnelles
dans le registre graphique. Elle trouve la bonne solution du probléme Luge en analysant les
changements de vitesse du conducteur de la luge. Quand elle explique sa solution elle utilise
les mémes mots pour le conducteur de la luge et pour la courbe. Elle décrit par exemple la
premiére courbe de la maniére suivante :

E [... La courbe] accélére, mais Ia elle ralentit. Alors que & [le conducteur de la luge] accélére, et
il est euh, constant et aprés il reaccélére.

Elle regarde le développement de la courbe a différents moments et étudie sa variation. Par
contre elle ne regarde pas la courbe de maniére point par point.

La Grundvorstellung de covariation lui sert également pour trouver la bonne solution du
probleme Attribuer les courbes. Elle fait d’abord la seconde partie de ce probléme et constate
que c’est une courbe croissante. Cela lui permet d’exclure trois des situations fausses en
analysant la variation et de justifier sa décision.

Elle exclut Durée de communications = Prix avec abonnement aprés avoir décidé dans une
discussion avec I'intervieweur qu’il s’agissait d’une situation avec un tarif forfaitaire :
| La courbe elle ressemblerait 4 ¢a ?

E  Non, elle serait constante
Puis elle exclut Age d’un homme 2 Taille de celui-ci pour la raison suivante :

E Mais ¢a aussi c’est pas le bon choix.

1 Pourquoi ?

E Parce qu'il y a, & partir d'un &ge on grandit plus.
| Draccord, donc la courbe ferait quoi ?

E Elle augmenterait et aprés elle serait constante.
La troisiéme situation (Nombre de travailleurs = Temps de travail nécessaire pour une
tache) est également exclue avec I’aide d’un raisonnement de variation.

E Le nombre de travailleurs 1a, temps de travail nécessaire pour une tache. [...] Ben non. Ben
non, puisque normalement si, plus, plus il a de travailleurs, plus le temps il diminue.

Finalement elle trouve la bonne solution (Poids de la viande = Prix) et elle le justifie aussi
par la variation :

E Parce que le prix, le poids il augmente plus le prix il augmente aussi.

L’éléve a bien plus de difficultés a trouver la bonne solution de la premiére partie du
probléme Attribuer les courbes, entre autres parce qu’elle est irrité par I’aspect inhabituel de
la courbe qui n’est pas une droite.
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Bien qu’elle ait des difficultés avec la représentation graphique des dépendances
fonctionnelles non-linéaires, elle arrive a trouver la bonne solution du probléme Récipients en
utilisant sa Grundvorstellung de covariation bien développée.

Hanigurde Nes Hitonr 8 Prow Hatfeutde Pede
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Quand elle arrive au probléme des récipients elle inscrit une droite pour le premier récipient et
constate :

E Ben, elle augmente normalement.

Elle répond rapidement et de maniére correcte 4 la question concernant la suite de la courbe
aprés le remplissage total du récipient :

E  Ben, elle reste pareille.

Quand elle veut tracer la courbe du troisiéme récipient elle constate immédiatement que la
courbe doit étre plus raide car le récipient est moins large en bas. Ensuite elle trace une droite
assez raide. La largeur changeante du récipient la perturbe cependant. En réfléchissant, elle
constate que la rapidité a laquelle I’eau monte doit diminuer. D’abord elle trace deux droites
reliées par un angle. Aprés une question de I’intervieweur qui veut savoir comment
comprendre cet angle, elle répond :

E Non ¢a tourne [...] tout le temps.

I Draccord. Trés bien.

z

E Parce que le vase il est tout le temps comme ga. Donc ¢a tourne tout le temps.

Puis, elle trace correctement la courbe du récipient du milieu en utilisant les idées qu’elle
vient de développer.
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Cette éléve montre dans les problémes Luge et Attribuer les courbes qu’elle a développé une
bonne Grundvorstellung de covariation. Comme 1’éléve du second extrait, elle n’a pas
’habitude de travailler sur des situations non linéaires et ces relations n’occupent pas une
grande place dans son concept image. Mais elle a donc pu combler ce déficit de concept
image par une bonne Grundvorstellung de covariation. En peu de temps elle comprend la
situation fonctionnelle et elle arrive a tracer correctement la représentation graphique.
D’autres éléves, comme celle citée plus haut, n’ont pas pu franchir ce pas. Des
Grundvorstellungen bien développées permettent donc aux éléves de comprendre seuls des
nouveaux types de problémes.

Cet extrait montre, mis a part de I’importance d’une bonne Grundvorstellung de covariation,
que les éléves peuvent développer dans certains cas des points forts spécifiques tout en ayant
de grandes difficultés dans certains domaines. L’éléve de cet extrait peut bien résoudre des
problemes dans le registre graphique avec I’aide de la Grundvorstellung de covariation. Le
probléme Bougie qui utilise le registre algébrique et la Grundvorstellung d’association montre
rapidement les limites de ce qu’elle est capable de faire.

9.2.4 Causalité

Le dernier extrait d’interview illustre le probléme suivant: certains éléves s’attendent a avoir
la possibilité de faire des prévisions lors de 'utilisation de dépendances fonctionnelles. Cette
difficulté peut avoir son origine dans ’utilisation des mots dépendance et Abhdngigkeit.
Certains €léves refusent par exemple de voir une dépendance fonctionnelle dans le cours
d’une action tracé en fonction du temps, car le cours d’une action n’est pas prévisible.

Cet extrait d’interview réalisée avec un éléve de 3°, illustre ce probléme. II a des difficultés
avec la plupart des problémes posés dans I’interview et refuse d’associer la relation Age d’un
homme -2 Taille de celui-ci a la courbe représentant une fonction linéaire.

E [...] La taille d’un homme varie en fonction des individus. Alors on peut pas savoir. Par exemple,
il'y a un homme, il peut étre grand &, a 15 ans, alors qu’un autre & 15 ans il est plus petit.

I [...] Pourquoi ¢a peut, pourquoi ga peut pas aller avec un homme ?

E Parce que la taille, elle varie. C’est pas la méme par, des, par rapport & deux hommes.

L’¢éléve refuse ce choix parce que la courbe ne peut pas étre valable pour toutes les personnes.
Cela indique déja la causalité que 1’éléve attend implicitement.

Cormme I’intervieweur remarque qu’il pourrait aussi s’agir du graphique pour une personne
précise, I’éléve tente d’expliquer plus clairement ses idées :

l Oui mais ga c’est la courbe d’'un homme. [...]Par exemple le mien [...] Ca peut étre possible ou
pas ?

E [...] Ben non. Comme, on sait, on sait pas comment il va grandir Phomme. [...] On sait pas s'il va
étre grand. Dés la naissance on sait pas s'il va étre grand ou petit.

| D’accord, donc ce qui te géne c’est
E que c’est, c’est, que enfin, par exemple a cet age 13, ici
| Ouais
E Ici on peut pas dire que ici on sera & cette hauteur 13, qu’on fera cette taille 12
| D’accord. Donc parce que c’est pas prévisible.
E  Voia
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La taille d’une personne & un certain 4ge ne peut pas étre prédite par une formule. L’éléve
n’accepte pas cette relation arbitraire, qui n’est pas prévisible. Le développement historique
retracé dans le second chapitre a montré qu’il s’agit d’un obstacle épistémologique connu. 11
est aussi important de remarquer que les mots dépendance et Abhdngigkeit peuvent impliquer
dans les deux langues une certaine causalité, qui peut étre une des origines de cette difficulté.

Cet extrait d’interview montre que la restriction du concept image des fonctions, qui ne
permet pas de dépendances arbitraires, peut aussi mener a des difficultés quand il s’agit de
dépendances fonctionnelles usuelles.

9.3 Résultats de ce chapitre

Plusieurs phénoméne ont pu étre exemplifiés dans ce chapitre : des difficultés connues par la
recherche internationale, des restrictions des concepts images et aussi les effets positifs de
Grundvorstellungen bien développées.

Il a &té démontré de maniére exemplaire, qu’une base large de types de fonctions connues,
ainsi que I'utilisation active des Grundvorstellungen de covariation et d’association, ont une
grande importance pour pouvoir comprendre et utiliser des situations fonctionnelles dans la
vie quotidienne. La pensée fonctionnelle est seulement développée de maniére suffisante
quand il n’y a plus de restriction massive du concept image comme dans I’extrait d’interview
concernant la fixation linéaire. Les deux Grundvorstellungen nommées plus haut doivent étre
utilisables pour comprendre seul des nouvelles situations. Certaines fautes typiques (comme
celles du premier et du dernier extrait) peuvent étre évitées en utilisant souvent des situations
fonctionnelles variées.

Les problémes posés dans les interviews montrent aussi la variété de situations qui requiérent
la pensée fonctionnelle. Plus un éléve a su développer la pensée fonctionnelle, plus il sera
capable de traiter un nombre croissant de situations du champ conceptuel concernant la
pensée fonctionnelle.

Plusieurs réponses a des questions posées dans les chapitres précédents ont pu étre trouvées.
Les difficultés repérées ont été reliées a des déficits du concept image et spécialement a des
difficultés avec certaines Grundvorstellungen. Certains problémes, comme la vision iconique
de la représentation graphique, peuvent étre retrouvés dans les deux pays, tandis que d’autres
sont ramenés a des particularités des curricula.

Quelques propositions de changements des différents curricula, qui se sont développées a
partir des analyses de ce travail, sont données dans le chapitre suivant.

84



10 Propositions de changements et perspectives

Plusieurs propositions de changements des curricula de France et d’Allemagne sont faites
dans ce chapitre. Les perspectives ouvertes par ce travail et de nouvelles questions de
recherche, closent ce travail.

10.1 Propositions de changements

Ce travail a permis de développer une série de points qui peuvent mener a des difficultés sur
le chemin du développement de la pensée fonctionnelle. Il est possible d’en déduire des
propositions de changements des curricula respectifs pour que les difficultés n’apparaissent
plus ou seulement de maniére atténuée.

Les propositions sont présentées de maniére raccourcie dans la liste suivante
Propositions concernant les deux pays :

- Utilisation d’un plus grand nombre de problémes qui préparent a des difficultés
connues, comme la vision iconique de la représentation graphique.

- Introduction de la notion de fonction en tant que notion réunissant les relations
fonctionnelles étudiées jusque 13. Une introduction au début du travail avec les
fonctions peut engendrer des problémes.

Propositions concernant I’ Allemagne - la Baviére
Hauptschule:
- Etude de plus de types de fonctions, méme si ceux-ci ne sont pas vus en détail
- Utilisation de la représentation algébrique avant la dixiéme (2%)
- Introduction de la notion de fonction en neuviéme (3%
Realschule:
- Arrét de I'utilisation de 1’approche par la théorie des ensembles
- Utilisation plus intensive de situations réelles
- Utilisation renforcée de la Grundvorstellung de covariation et analyse de variations
- Dans les branches non-mathématiques: travail sur plus de types de fonctions
Gymnasium;

- Introduction de la notion de fonction de maniére moins compacte pour permettre un
développement plus harmonieux du concept image et du concept definition

France

- Avancement de I’étude des fonctions non linéaires
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- Utilisation plus intensive de situations réelles dans les classes élevées

- Etude qualitative de la nature de la variation des dépendances fonctionnelles et pas
seulement de la direction de la variation

Certaines de ces propositions ont déja été prises en compte dans les nouveaux programmes,
mais la plupart n’ont pas encore été mises en pratique. Du point de vue de ce travail, il y a
donc encore plusieurs mesures & prendre pour soutenir de maniére optimale les éléves dans
leur développement de la pensée fonctionnelle-

10.2 Perspectives

Ce travail précise le cadre théorique de la pensée fonctionnelle et il compare la possibilité de
son développement pour les éléves du CM2 4 la 2% en France et en Allemagne. Certaines
questions restent pourtant ouvertes, n’ayant pas pu étre approfondies ou (s’étant) posées au
cours de cette theése. Ces questions sont résumées dans cette section. De plus, il est démontré
comment la base de données concernant d’éventuels changements des curricula souhaité et
potentiel peut étre améliorée en faisant d’autres études quantitatives et qualitatives, ainsi que
des interventions dans des salles de classes.

L’analyse faite dans ce travail des curricula des deux pays, inclut le curriculum souhaité, le
curriculum potentiel et, avec certaines restrictions, le curriculum atteint. Les observations des
cours concernant les fonctions n’ont pas été retenues. Elles peuvent cependant montrer,
comment les spécificités des programmes de chaque pays sont mises en pratique par les
professeurs et comment les éléves les acceptent. Il est par exemple possible d’avoir plus
d’informations sur le role des relations 4 la Realschule bavaroise ainsi que sur les exemples de
situations non linéaires donnés jusqu’en 3° dans les classes francaises. Pour arriver 4 de bons
résultats, il est nécessaire de faire des observations dans un grand nombre de classes.

Il est aussi possible d’analyser plus en détail le réle de la définition de la notion de fonction
lors des observations de classes. La définition de pensée fonctionnelle n’accorde pas de
grande importance a Iutilisation active de la définition de la notion de fonction. C’est pour
cela que le concept definition ne fait pas partie des objectifs de recherche centraux de ce
travail. L’analyse des concepts definitions parait plus importante, aprés la constatation que les
eleves frangais et allemands ont des concepts images restreints. Plusieurs travaux de recherche
ont montré que des conflits entre le concept image et le concept definition peuvent étre a
origine de certaines difficultés des éléves. Il est aussi intéressant de décrire en détail le
développement du concept definition aprés 1a 2%, puisque dans certaines écoles la notion de
fonction n’est utilisée que vers la fin de la période étudiée. Dans ce cadre on peut aussi
répondre a la question de savoir si les difficultés qui existent entre le concept image et le
concept definition, causées par une définition de la notion de fonction avant un travail
approfondi sur plusieurs types d'entre elles, peuvent étre identifiées et précisées.

La question concernant les conséquences en France de la définition de la notion de fonction
en tant qu’association, et 1'utilisation par la suite quasiment exclusive de 1’aspect de variation
reste également ouverte. Est-t-il possible d’identifier des restrictions des concepts images et
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des concepts definitions ? Cela dépend aussi de [’utilisation de la Grundvorstellung de
covariation et de celle d’association aprés la 2%,

Le développement de I'étude des variations aprés la 2% est également un point trés
intéressant. Si l’analyse qualitative des variations continue a ne pas étre faite et si les
accroissements des différents types de fonctions ne sont pas comparés par les éléves, on peut
s’attendre a des conséquences sur les concepts images et sur les possibilités d’applications de
la Grundvorstellung de covariation.

Des analyses détaillées de la Grundvorstellung de covariation dans la Realschule peuvent
également donner des résultats intéressants. Il peut étre par exemple intéressant d’essayer de
constater, avec I’aide d’interviews, dans quelle mesure des déficits dans le domaine de la
Grundvorstellung de covariation ont des conséquences sur le travail avec certains problémes
et si les éléves sont capables de développer seuls cette Grundvorstellung.

Un des résultats de I’analyse du curriculum potentiel est que les deux pays s’orientent sur la
représentation algébrique pour développer I’enseignement des fonctions. La question peut
donc étre posée de savoir si cette orientation sur la représentation algébrique n’a pas de
conséquences sur les concepts images des éléves. Cette question est intéressante parce que,
dans leur vie quotidienne, les éléves sont confrontés avec des situations fonctionnelles qui
n’ont pas de représentations algébriques simples. Une restriction de la pensée fonctionnelle
peut donc entrainer des difficultés concernant le traitement de ces situations.

Les analyses des curricula potentiel et souhaité montrent que trés peu de types de fonctions
sont utilisés en France jusqu’en 3° et dans la Hauptschule bavaroise. Cela restreint
probablement la capacité de développer la pensée fonctionnelle. Il faudrait éventuellement
essayer d’introduire de maniére expérimentale plus de types de fonctions dans quelques
classes de la Hauptschule bavaroise afin de vérifier si une telle anticipation est possible.
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