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.♦ ❦♥♦✇ ✐❢ .❤❡ ✜❧♠0 ❛$❡ ❡♥♦✉❣❤ 0.❛❜❧❡ .♦ ❜❡ ♣$❡♣❛$❡❞ ❛. .❤❡ 0❛♠❡ .✐♠❡ ❛♥❞ 0.♦$❡❞

0❡✈❡$❛❧ ♠♦♥.❤0 ♦$ ②❡❛$0 ❜❡❢♦$❡ .❤❡ ♠❡❛0✉$❡♠❡♥.0✱ ♦$ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ .♦ ♣$❡♣❛$❡ ♥❡✇ ✜❧♠0

❥✉0. ❜❡❢♦$❡ .❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥.0✳ ❲❡ .❤❡$❡❢♦$❡ 0.✉❞✐❡❞ .❤❡ 0.$✉❝.✉$❛❧ $❡♣$♦❞✉❝✐❜✐❧✐.② ♦❢

▲❜▲ ♣$❡♣❛$❛.✐♦♥ ✉♥❞❡$ .❤❡ 0❛♠❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥0✳ ■♥ ❛❞❞✐.✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛ 0.✉❞② ♦❢

.❤❡ ❛❣❡✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ✜❧♠0✱ ❞❡0❝$✐❜❡❞ ✐♥ .❤✐0 .❤❡0✐0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧0♦ ❞✐0❝✉00 .❤❡ E✉❛❧✐.② ♦❢

.❤❡ 0.$✉❝.✉$❡0 ❞❡.❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ .❤❡ ♠❡❛0✉$❡♠❡♥.0 ❛♥❞ ♦❢ .❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉0❡❞✳

✷✶



✷✷



❈❤❛♣$❡& ✶

■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✶✳✶ "❤②%✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐%,-② ♦❢ ♣♦❧②♠❡-% ❛♥❞ ♣♦❧②❡❧❡❝✲

,-♦❧②,❡%

❆ ♣♦❧②♠❡' ✐) ❛ ♠❛❝'♦♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐) ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ '❡♣❡1✐1✐♦♥) ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♠♦❧❡❝✉❧❡)✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦♥♦♠❡')✱ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❧✐♥❦❡❞ 1♦❣❡1❤❡' ❜② ❝♦✈❛❧❡♥1 ❜♦♥❞)✳ ❚❤❡

♣'♦♣❡'1✐❡) ♦❢ ♣♦❧②♠❡') ❞❡♣❡♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ 1❤'❡❡ ♣❛'❛♠❡1❡') ✿ 1❤❡ ♣'♦♣❡'1✐❡) ♦❢ 1❤❡

♠♦♥♦♠❡') ❀ 1❤❡ ✇❛② ♦❢ ❢♦'♠❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥1 ❜♦♥❞) ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ♠♦♥♦♠❡')

❀ 1❤❡ ❞❡❣'❡❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡'✐③❛1✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡♣♦♥❞) 1♦ 1❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♠♦♥♦♠❡')✳

=♦❧②❡❧❡❝1'♦❧②1❡) ❛'❡ ❝❤❛'❣❡❞ ♣♦❧②♠❡')✳ ❚❤❡ ✐♥1❡'❛❝1✐♦♥) ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝1'♦②1❡) ✇✐1❤

1❤❡ ♦♣♣♦)✐1❡❧② ❝❤❛'❣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝1'♦❧②1❡) ✐♥ )♦❧✉1✐♦♥ ♦' ❛1 ✐♥1❡'❢❛❝❡) ❛'❡ ❝♦♠♣❧❡①✱

❞'✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡'❡♥1 ❢♦'❝❡) ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✈❛'✐♦✉) ♣❛'❛♠❡1❡')✳

✶✳✶✳✶ "♦❧②♠❡() ✐♥ )♦❧✉-✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣1 ♦❢ ♣♦❧②♠❡') ❛♣♣❡❛') ❛1 1❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ 1❤❡ ✶✾✶✵✬) ❛♥❞ )✐♥❝❡ 1❤❡♥

1❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐)1'② ♦❢ ♣♦❧②♠❡') ❤❛) ❜❡❡♥ )1✉❞✐❡❞ ❬✹✻✕✹✾❪✳

❚❤❡ ❝♦♥❢♦'♠❛1✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡' ✐♥ )♦❧✉1✐♦♥ ✐) ❞❡)❝'✐❜❡❞ ❜② ❛ '❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐♥

1❤'❡❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✳ ❚❤❡ )✐♠♣❧❡)1 ♠♦❞❡❧✱ 1❤❡ ❢'❡❡❧② ❥♦✐♥1❡❞ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡)❝'✐❜❡) ❛

♣♦❧②♠❡' ❛) ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ ◆✰✶ ♠♦♥♦♠❡') ❝♦♥♥❡❝1❡❞ ❜② ◆ ❝♦✈❛❧❡♥1 ❜♦♥❞) ✇✐1❤

❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣1❤ ✧❛✧✱ ❛) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✳✶✭❆✮✳

❊❛❝❤ ❜♦♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥)✐❞❡'❡❞ ❛) ❛ ✈❡❝1♦' ❛♥❞ 1❤❡ ❡♥❞✲1♦✲❡♥❞ ✈❡❝1♦'

−→rc ♦❢ ❛
♣♦❧②♠❡' ❝❤❛✐♥ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② 1❤❡ ❛❞❞✐1✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❜♦♥❞ ✈❡❝1♦') ✿

−→rc =
N
∑

i=1

−→ri ✭✶✳✶✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐)1❛♥❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ )1❛'1✐♥❣ ♣♦✐♥1 ❛♥❞ 1❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥1 ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

√

< −→rc 2 > = aN0.5
✭✶✳✷✮

✷✸



❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✿ ▼♦❞❡❧% ❢♦' ❛ ♣♦❧②♠❡' ❝❤❛✐♥ ✐♥ %♦❧✉1✐♦♥ ✿ 1❤❡ ❢'❡❡❧② ❥♦✐♥1❡❞ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❆✮✱ 1❤❡

❢'❡❡❧② '♦1❛1✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❇✮ ❛♥❞ 1❤❡ ✇♦'♠✲❧✐❦❡ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❈✮✳

❈❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞3 ❞♦ ♥♦4 ❤❛✈❡ ❛$❜✐4$❛$② ❛♥❣❧❡3✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ ♠❛♥② ♣♦❧②♠❡$3

❝♦♥3✐343 ♦❢ ❧♦♥❣ ❛❧❦❛♥❡ ❝❤❛✐♥3 ❛♥❞ 4❤❡ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡ ✐3 ✜①❡❞ ✭❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ 4❡4$❛❤❡❞$❛❧

❛♥❣❧❡ ✐3 ❡?✉❛❧ 4♦ ✶✵✾✳✺➦✮✳ ❉✉❡ 4♦ 4❤✐3 $❡34$✐❝4✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦$$❡❝4 4❤❡ ❢$❡❡❧② ❥♦✐♥4❡❞

❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥4$♦❞✉❝✐♥❣ ✜①❡❞ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡3✱ ❣✐✈✐♥❣ 4❤❡ ❢$❡❡❧② $♦4❛4✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧

✭3❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✭❇✮✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❞✲4♦✲❡♥❞ ❞✐34❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡ ✿

√

< −→rc 2 > = a(c∞N)0.5 ✭✶✳✸✮

✇✐4❤ ❝∞ 4❤❡ ❝❤❛$❛❝4❡$✐34✐❝ $❛4✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞3 ♦♥ 4❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐♥ 4❤❡

❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥ 4❤❡ ❡①✐34❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉❧❦② 3✐❞❡ ❣$♦✉♣3 ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤4 $❡❞✉❝❡ 4❤❡ $♦4❛4✐♦♥

❛$♦✉♥❞ 4❤❡ ❜♦♥❞3✳ ❋♦$ ❛ 4❡4$❛❤❡❞$❛❧ ❛♥❣❧❡✱ ❝∞ ✐3 ❡?✉❛❧ 4♦ ✷✱ 3❤♦✇✐♥❣ 4❤❛4 3✉❝❤ ❛

❝❤❛✐♥ ❤❛3 ❛ ❜✐❣❣❡$ ❡①4❡♥3✐♦♥ 4❤❛♥ 4❤❡ ♦♥❡ ♣$❡❞✐❝4❡❞ ❜② 4❤❡ ❢$❡❡❧② ❥♦✐♥4❡❞ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳

❆♥♦4❤❡$ ❡✛❡❝4 ❤❛3 4♦ ❜❡ 4❛❦❡♥ ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4✱ 4❤❡ ✐♥4❡$❛❝4✐♦♥3 ♦❢ 4❤❡ ♣♦❧②♠❡$ ✇✐4❤

✐43❡❧❢ ❛♥❞ ✇✐4❤ 4❤❡ 3♦❧✈❡♥4✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥4❡$❛❝4✐♦♥3✳ ❚❤❡$❡ ❛$❡ 4❤$❡❡

❞✐✛❡$❡♥4 ❝❛3❡3 ✿ 4❤❡ ♣♦❧②♠❡$ ✐3 ❞✐33♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ 3♦❧✈❡♥4✱ ✐♥ ❛ ♣♦♦$ 3♦❧✈❡♥4 ♦$ ✐♥

❛♥ ✐❞❡❛❧ 3♦❧✈❡♥4✳

■♥ ❛ ❣♦♦❞ 3♦❧✈❡♥4 4❤❡ ✐♥4❡$❛❝4✐♦♥3 ♦❢ 4❤❡ ♣♦❧②♠❡$ ✇✐4❤ 4❤❡ 3♦❧✈❡♥4 ❛$❡ ❢❛✈♦$❡❞✳

❙♦✱ 4❤❡ $❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐3 ♠♦$❡ ❡①4❡♥❞❡❞ ❛♥❞ 4❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❞✲4♦✲❡♥❞ ❞✐34❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡3 ✿

√

< −→rc 2 > = a(c∞N)0.6 ✭✶✳✹✮

■♥ ❛ ♣♦♦$ 3♦❧✈❡♥4✱ ✐4 ✐3 4❤❡ ✐♥✈❡$3❡✱ 4❤❡ ✐♥4❡$❛❝4✐♦♥3 ♦❢ 4❤❡ ♣♦❧②♠❡$ ✇✐4❤ ✐43❡❧❢ ❛$❡

❢❛✈♦$❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ❛44$❛❝4✐♦♥ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ♠♦♥♦♠❡$3 ✐3 ♣$❡3❡♥4✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❞✲4♦✲❡♥❞

❞✐34❛♥❝❡ ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

√

< −→rc 2 > = a(c∞N)ν ✇✐4❤ 0.33 < ν < 0.5 ✭✶✳✺✮

❋♦$ ν ❁ ✵✳✺✱ 4❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐3 ❝♦❧❧❛♣3❡❞ 4♦ ❛ ❣❧♦❜✉❧❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 4❤✐3 ❣❧♦❜✉❧❡

✐3 ❧✐♥❡❛$ ✐♥ ◆ ❛♥❞ ✐43 $❛❞✐✉3 ✐3 ♣$♦♣♦$4✐♦♥❛❧ 4♦ ❱ ❛♥❞ ◆ ✿ ❘ ∼ ❱

1/3 ∼ ◆

1/3
❬✹✾❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ 4❤❡ ❛44$❛❝4✐✈❡ ❛♥❞ $❡♣✉❧3✐✈❡ ❢♦$❝❡3 ❝♦♠♣❡♥3❛4❡ ❡❛❝❤ ♦4❤❡$ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧

3♦❧✈❡♥4✳ ❙♦✱ ❊?✉❛4✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ✐3 ♥♦4 ❝❤❛♥❣❡❞✳

✷✹



❚❤❡ ❡♥❞✲&♦✲❡♥❞ ❞✐)&❛♥❝❡

√

< −→rc 2 > ✐) ❞✐✣❝✉❧& &♦ ♠❡❛)✉0❡✱ )♦ &❤❡ ❝♦♥❢♦0♠❛&✐♦♥

♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡0 ❝❤❛✐♥ ✐) ✉)✉❛❧❧② ❝❤❛0❛❝&❡0✐③❡❞ ❜② &❤❡ 0❛❞✐✉) ♦❢ ❣②0❛&✐♦♥ ❘g✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛)✉0❡❞✱ ❢♦0 ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② )❝❛&&❡0✐♥❣ ♠❡❛)✉0❡♠❡♥&) ✭❧✐❣❤&✱ ❳✲0❛② ♦0 ♥❡✉&0♦♥

)❝❛&&❡0✐♥❣✮✳ ❘g ✐) &❤❡ ❛✈❡0❛❣❡ ❞✐)&❛♥❝❡ &❤❛& ❛ ♠♦♥♦♠❡0 ❤❛) ❢0♦♠ &❤❡ ❝❡♥&❡0 ♦❢ ♠❛))

♦❢ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ❝❤❛✐♥ ✿

Rg =

∑

imir
2
i

∑

imi

=
< −→rc 2 >
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❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐&② ♦❢ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ❝❤❛✐♥ ✐) ❧♦❝❛&❡❞ ❛& &❤❡ ❝♦♥♥❡❝&✐♦♥ ♣♦✐♥&) ♦❢ &❤❡

♠♦♥♦♠❡0) ✐♥ &❤❡ ❢0❡❡❧② ❥♦✐♥&❡❞ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ &❤❡ ❢0❡❡❧② 0♦&❛&✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳

❇✉& ❛ 0♦&❛&✐♦♥ ❜② ❛ ✜♥✐&❡ ❛♥❣❧❡ ❛) ❞❡)❝0✐❜❡❞ ❜② &❤❡ ❢0❡❡❧② 0♦&❛&✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐)

♥♦& ❧✐❦❡❧② &♦ ❛♣♣❡❛0 ❢♦0 ❛ 0✐❣✐❞ ♣♦❧②♠❡0✱ ❜❡❝❛✉)❡ ♦❢ &❤❡ ❡♥❡0❣② ❝♦)&✳ ❚❤❡)❡ ♣♦❧②♠❡0)

❝❛♥ ❜❡ ❞❡)❝0✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛)&✐❝ ❝❤❛✐♥ &❤❛& ♦❜❡②) ❍♦♦❦✬) ❧❛✇ ❢♦0 )♠❛❧❧ ❞❡❢♦0♠❛&✐♦♥✳

❚❤❡ ✇♦0♠✲❧✐❦❡ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐) ✉)❡❞ ✭)❡❡ ❋✐❣✉0❡ ✶✳✶✭❈✮✮✱ ❢♦0 ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ✐)

❞❡)❝0✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉) ❝❤❛✐♥ ✇✐&❤ )&❡♣ ❧❡♥❣&❤✱ ❛✱ ❛♣♣0♦❛❝❤✐♥❣ ③❡0♦✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡0

♦❢ ❜♦♥❞)✱ ◆✱ ❛♣♣0♦❛❝❤✐♥❣ ✐♥✜♥✐&②✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛0② ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥)&❛♥& ❝♦♥&♦✉0

❧❡♥❣❤&✱ ▲ ❂ ◆❛✱ ✐) ✉)❡❞✳

■♥ &❤✐) ♠♦❞❡❧✱ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ✐) ❞❡)❝0✐❜❡❞ ❜② &❤❡ ❝❤❛0❛❝&❡0✐)&✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥)&❛♥&✱ κb✳
❚❤❡ &②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣&❤ )❝❛❧❡ ♦✈❡0 ✇❤✐❝❤ &❤❡ ❝♦00❡❧❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &✇♦ ♣♦❧②♠❡0 )❡❣♠❡♥&)

✐) ❧♦)&✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❡0)✐)&❡♥❝❡ ❧❡♥❣&❤ ▲p✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ✉)✐♥❣ ❍♦♦❦✬) ❧❛✇ ❛♥❞ &❤❡

&❤❡0♠❛❧ ❛✈❡0❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ &❤❡ ♣♦))✐❜❧❡ ♣♦❧②♠❡0 ❝♦♥❢♦0♠❛&✐♦♥) ✿

< cos θ(s) >= exp

(

− s

Lp

)
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✇✐&❤ ) &❤❡ ❞✐)&❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ❝♦♥&♦✉0 ♦❢ &❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ θ &❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡&✇❡❡♥ ❛ ✈❡❝&♦0
&❤❛& ✐) &❛♥❣❡♥& &♦ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ❛& ♣♦)✐&✐♦♥ ✵ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝&♦0 &❛♥❣❡♥& &♦ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ❛&

❛ ❞✐)&❛♥❝❡ ) ❛✇❛② ❢0♦♠ ♣♦)✐&✐♦♥ ✵✳ ❋♦0 &❤❡ ✇♦0♠✲❧✐❦❡ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

Lp =
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kT
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✶✳✶✳✷ #♦❧②♠❡)* ♦♥ *✉)❢❛❝❡*

▼♦)& ♣♦❧②♠❡0) ❛❞)♦0❜ ✐00❡✈❡0)✐❜❧② ♦♥ )✉0❢❛❝❡)✱ ✇❤❡0❡❛) )♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡) ✉)✉❛❧❧②

❞♦ ♥♦& ❢♦0♠ ❛ ♣❡0♠❛♥❡♥& ❧❛②❡0 ❜✉& ❛❞)♦0❜ ❛♥❞ ❞❡)♦0❜ ✐♥ ❛ 0❡✈❡0)✐❜❧❡ ✇❛②✳ ❚❤✐) ✐) ❞✉❡

&♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ♣♦❧②♠❡0) ❛❞)♦0❜ ♦♥ &❤❡ )✉0❢❛❝❡ ✇✐&❤ )❡✈❡0❛❧ )❡❣♠❡♥&)✳ ▼♦0❡♦✈❡0✱ ❛

♣♦❧②♠❡0 ❛❞)♦0❜❡❞ ♦♥ ❛ )✉0❢❛❝❡ ❦❡❡♣) ✐&) ❡♥&0♦♣② ❜② ♥♦& ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡&❡❧②✱ ❜✉& ✐&

❤❛) ✧❧♦♦♣)✧ ✇❤✐❝❤ ❛0❡ ♥♦& ❝♦♥❢♦0♠❛&✐♦♥❛❧❧② 0❡)&0✐❝&❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❧♦♦♣) ❞❡♣❡♥❞)

❛❧)♦ ♦♥ &❤❡ )♦❧✈❡♥&✳ ■♥ ❛ ❣♦♦❞ )♦❧✈❡♥&✱ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ✐) )❧✐❣❤&❧② ❛❞)♦0❜❡❞ ♦♥ &❤❡ )✉0❢❛❝❡

✇✐&❤ ❧♦♦♣) ❡①&❡♥❞✐♥❣ ♦✈❡0 ❛ ❞✐)&❛♥❝❡ ♦✈❡0 ✇❤✐❝❤ ✐) ✐♥ &❤❡ )❛♠❡ ♦0❞❡0 ♦❢ ♠❛❣♥✐&✉❞❡

♦❢ &❤❡ 0❛❞✐✉) ♦❢ ❣②0❛&✐♦♥✳ ❋♦0 ❛ ♣♦♦0 )♦❧✈❡♥&✱ &❤❡ ♣♦❧②♠❡0 ❢♦0♠) ❛ ❞❡♥)❡ ❧❛②❡0 ♦♥

&❤❡ )✉0❢❛❝❡✳

✷✺
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 ♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡( ❛'❡ ❝❤❛'❣❡❞ ♣♦❧②♠❡'(✳ ❚❤❡✐' ❝❤❛'❣❡( ❝♦♠❡ ❢'♦♠ &❤❡ ❞✐((♦❝✐❛&✐♦♥

♦❢ ✐♦♥✐❝ ❜♦♥❞( ✐♥ (♦❧✉&✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣ ❝❤❛'❣❡( ♦❢ ❡8✉❛❧ (✐❣♥ ❛❧♦♥❣ &❤❡ ♣♦❧②♠❡' ❝❤❛✐♥ ❛♥❞

✐♦♥( ♦❢ &❤❡ ♦♣♣♦(✐&❡❧② ❝❤❛'❣❡ ✐♥ &❤❡ (♦❧✉&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦'♠❛&✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡( ✐♥

(♦❧✉&✐♦♥ ✐( (&'♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥& ♦♥ &❤❡ ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥( ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡(❡ ❝❤❛'❣❡( &♦❣❡&❤❡' ❛♥❞

✇✐&❤ &❤❡ (♦❧✈❡♥& ❬✹✼✱ ✹✽✱ ✺✵✱ ✺✶❪✳ ❋♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❧❡❝&'♦(&❛&✐❝ '❡♣✉❧(✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝❤❛'❣❡(

❛❧♦♥❣ &❤❡ ❝❤❛✐♥ ✇✐❧❧ ❝❛✉(❡ ❛ ❜✐❣❣❡' '❛❞✐✉( ♦❢ ❣②'❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡( &❤❛♥ ❢♦'

✉♥❝❤❛'❣❡❞ ♣♦❧②♠❡'(✳ ❚❤❡ ❝❤❛'❣❡( ❛❧(♦ ❝❛✉(❡ &❤❡ (♦❧✉❜✐❧✐&② ♦❢ ♣♦❧②❡❧❝&'♦❧②&❡( ✐♥ ✇❛&❡'

✇❤❡'❡❛( ♠♦(& ♦❢ &❤❡ ✉♥❝❤❛'❣❡❞ ❝♦✉♥&❡'♣❛'&( ❛'❡ ♦♥❧② (♦❧✉❜❧❡ ✐♥ ♦'❣❛♥✐❝ (♦❧✈❡♥&✳

❖❢ ❝♦✉'(❡✱ &❤❡ ❡❧❡❝&'♦✲♥❡✉&'❛❧✐&② ❤❛( &♦ ❜❡ ♣'❡(❡'✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②(✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐(&'② ♦❢

♣♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡( ✐♥ (♦❧✉&✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ (❡✈❡'❛❧ ♣❛'❛♠❡&❡'(✱ ❧✐❦❡ ❝♦✉♥&❡'✐♦♥ ♥❛&✉'❡

♦' ♣❍✳

✶✳✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥.❛/✐♦♥

❚❤❡ ❇❥❡''✉♠ ❧❡♥❣&❤✱ ❧B✱ ✐( &❤❡ ❞✐(&❛♥❝❡ ♦✈❡' ✇❤✐❝❤ &✇♦ ✐♥&❡'❛❝&✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥&❛'②

❝❤❛'❣❡( ✐♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝&'✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇✐&❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝&'✐❝ ❝♦♥(&❛♥& ε✱ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❧❡❝&'♦(&❛&✐❝
❡♥❡'❣② ❡8✉❛❧ &♦ &❤❡ &❤❡'♠❛❧ ❡♥❡'❣② ✭❦❚✮ ✿

lB =
e2

4πεkT
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 ♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡( ❤❛✈❡ ♦❢&❡♥ ❛ ❤✐❣❤ ❝❤❛'❣❡ ❞❡♥(✐&②✱ ✇✐&❤ ❛ ❞✐(&❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡

❝❤❛'❣❡( (❤♦'&❡' &❤❛♥ &❤❡ ❇❥❡''✉♠ ❧❡♥❣&❤✳ ❙♦✱ &❤❡ ❝♦✉♥&❡'✐♦♥( ♣'❡(❡♥& ✐♥ &❤❡ (♦❧✉&✐♦♥

❝♦♥❞❡♥(❛&❡ ♦♥ &❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡ &♦ ❝♦♠♣❡♥(❛&❡ &❤❡ ❡♥❡'❣② ❧♦(( ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❝❤❛'❣❡

❞✐(&❛♥❝❡ (♠❛❧❧❡' &❤❛♥ ❧B✳ ❚❤✐( ✐( ❝❛❧❧❡❞ &❤❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥(❛&✐♦♥✳ ❈♦♥(✐❞❡'✐♥❣ ❛

'♦❞✲❧✐❦❡ ♣♦❧②❡❧❡❝&'♦❧②&❡ ❛( ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✳✷✱ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ♦❢ &❤❡ '♦❞ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②

✿

φ(r) =
ν

2πε
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(r

b

)
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✇✐'❤ ν ❂ ✲❡✴❛ '❤❡ ❧✐♥❡❛0 ❝❤❛0❣❡ ❞❡♥4✐'② ❛♥❞ ❜ '❤❡ ❞✐❛♠❡'❡0 ♦❢ '❤❡ 0♦❞✲❧✐❦❡ ♣♦❧②❡❧❡❝✲

'0♦❧②'❡✳
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❛ ❞✐4'❛♥❝❡ 0i ❛✇❛② ❢0♦♠ '❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝'0♦❧②'❡ ✐4 ❡B✉❛❧ '♦ ✿
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ν

2πε
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b

)
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❚❤❡ ❡♥'0♦♣② ❣❛✐♥ ❜② ❛ ❝♦✉♥'❡0✐♦♥ ❡①♣❧♦0✐♥❣ ❛♥ ❛0❡❛ ♦❢ 0❛❞✐✉4 00 ✐4 ❡B✉❛❧ '♦ ✿

S = k ln

(

πr20
πb2

)

= 2k ln
(r0
b

)

✭✶✳✶✷✮

✷✻



❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✿ ❆ !♦❞✲❧✐❦❡ ♣♦❧②❡❧❡❝,!♦❧②,❡ ✇✐,❤ ❛ ❞✐❛♠❡,❡! ❛ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛! ❝❤❛!❣❡ ❞❡♥3✐,② ν ❂ ✲❡✴❛✳ ❆

❝♦✉♥,❡!✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛!❣❡ ❡❩ ✐3 ❛, ❛ ❞✐3,❛♥❝❡ ! ♦❢ ,❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝,!♦❧②,❡ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝,!✐❝ ♣❡!♠✐,,✐✈✐,②

ε✳

❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛/❡ /❤❡ ❢$❡❡ ❡♥❡$❣②✱ ❋✱ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥/❡$✐♦♥ ✐♥ 5♦❧✉/✐♦♥ ✿

F = E − TS =

(

νeZ

2πε
− 2kT

)

ln
(r0
b

)

= 2kT

(

νeZ

4πεkT
− 1

)

ln
(r0
b

)

✭✶✳✶✸✮

❆ ❝♦✉♥/❡$✐♦♥ ❞✐55♦❝✐❛/❡5 ❢$♦♠ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/$♦❧②/❡ ♦♥❧② ✇✐/❤ ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ❡♥/$♦♣②

❤✐❣❤❡$ /❤❛♥ /❤❡ ❡❧❡❝/$♦5/❛/✐❝ ❛//$❛❝/✐♦♥ ✐/ ❤❛5 /♦ ♦✈❡$❝♦♠❡ /♦ ❞✐55♦❝✐❛/❡✱ /❤❛/ ✐5 ❋ ≤
✵✳ ❚❤❡$❡ ❛$❡ ❝♦✉♥/❡$✐♦♥ ❜♦✉♥❞5 ❛/ ❛♥② /✐♠❡✱ 5♦ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/$♦❧②/❡ ❤❛5 ❛ $❡❞✉❝❡❞✱

❡✛❡❝/✐✈❡ ❝❤❛$❣❡ ❞❡♥5✐/② νeff ✿

eZνeff
4πεkT

− 1 = 0

νeff =
4πεkT

eZ
=

e

lBZ
✭✶✳✶✹✮

❲❡ ❝❛♥ 5❡❡ /❤❛/ /❤❡$❡ ❛$❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦✉♥/❡$✐♦♥ ❜♦✉♥❞5 /♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐5/❛♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥

/✇♦ ❝❤❛$❣❡5 ❡D✉❛❧ /♦ /❤❡ ❇❥❡$$✉♠ ❧❡♥❣❤/ ❧B✳

✶✳✶✳✸✳✷ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣+❤ ❛♥❞ ❡❧❡❝+0♦2+❛+✐❝ ♣❡02✐2+❡♥❝❡ ❧❡♥❣+❤

G♦❧②❡❧❡❝/$♦❧②/❡ 5♦❧✉/✐♦♥5 ❝❛♥ ❛❧5♦ ❝♦♥/❛✐♥ 5❛❧/✳ ❚❤❡ ✐♦♥5 ♦❢ /❤❡ 5❛❧/ 5❝$❡❡♥ /❤❡

❡❧❡❝/$♦5/❛/✐❝ ✐♥/❡$❛❝/✐♦♥5 ♦❢ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/$♦❧②/❡ ❝❤❛$❣❡5✳ ❋♦$ ✐❞❡❛❧ ❞✐❧✉/❡ 5♦❧✉/✐♦♥5✱

/❤✐5 5❝$❡❡♥✐♥❣ ✐5 ❝❛❧❧❡❞ ❉❡❜②❡ ❍J❝❦❡❧ /❤❡♦$②✳ ■♥ /❤✐5 ❝❛5❡✱ /❤❡ ❝❤❛$❛❝/❡$✐5/✐❝ ❧❡♥❣/❤
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✐! "❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣"❤✱ κ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛! ✿

κ =

√

e2

εkT

∑

i

ciZ2
i =

√

4πlB
∑

i

ciZ2
i ✭✶✳✶✺✮

✇✐"❤ ❩i ❛♥❞ ❝i "❤❡ ✈❛❧❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥":❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐

th
✐♦♥ !♣❡❝✐❡! ✐♥ !♦❧✉"✐♦♥✳

❚❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣"❤ ❝♦::❡!♣♦♥❞! "♦ "❤❡ ❞✐!"❛♥❝❡ ♦✈❡: ✇❤✐❝❤ "❤❡ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ♦❢ ❛

❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ✐♥"❡:❛❝"✐♦♥ ❤❛! ❞❡❝❛②❡❞ "♦ ✸✼✪ ♦❢ ✐"! ✐♥✐"✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ♦❢ ❛

❝❤❛:❣❡ D ✐♥ ❛ ❞✐❧✉"❡ !♦❧✉"✐♦♥ ✐! ✿

φ =
q

4πεr
e−κr ✭✶✳✶✻✮

❖❢ ❝♦✉:!❡✱ "❤❡ !❝:❡❡♥✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛:❣❡ ❤❛! ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ "❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ !":✉❝✲

"✉:❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝"✐✈❡ ❧✐♥❡❛: ❝❤❛:❣❡ ❞❡♥!✐"② ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ ❜❡❝♦♠❡! ✿

νeff =
4πεkT

eZ
=

e

κlBbK1(κ; b)
✭✶✳✶✼✮

✇✐"❤ ❑1 "❤❡ ✜:!" ♦:❞❡: ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡!!❡❧ ❢✉♥❝"✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ !❡❡ "❤❛" νeff ❞❡♣❡♥❞! ♦♥ "❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣"❤✱ ❛♥❞ "❤:♦✉❣❤ ✐" ♦♥ "❤❡ !❛❧"

❝♦♥❝❡♥":❛"✐♦♥✳ ❇② ✐♥❝:❡❛!✐♥❣ "❤❡ !❛❧" ❝♦♥❝❡♥":❛"✐♦♥✱ "❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣"❤ ✐♥❝:❡❛!❡! ❛♥❞

νeff ❞❡❝:❡❛!❡!✳ ❲✐"❤ ❛ !♠❛❧❧❡: ❡✛❡❝"✐✈❡ ❝❤❛:❣❡ ❞❡♥!✐"②✱ "❤❡ :❡♣✉❧!✐♦♥ ✐♥"❡:❛❝"✐♦♥!

❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❝❤❛:❣❡! ♦♥ "❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ ❝❤❛✐♥ ❛:❡ !♠❛❧❧❡:✱ !♦ "❤❡ !✐③❡ ♦❢ "❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ ❝♦✐❧ ❞❡❝:❡❛!❡!✳

❚❤❡ ♣❡:!✐!"❡♥❝❡ ❧❡♥❣"❤✱ ▲p✱ ❞❡!❝:✐❜❡! "❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ :✐❣✐❞✐"② ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡: ❝❤❛✐♥✳ ■♥

"❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ ❝❤❛✐♥✱ "❤❡ ❡❧❡❝":♦!"❛"✐❝ :❡♣✉❧!✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝❤❛:❣❡!

❝♦♥":✐❜✉"❡! "♦ "❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ :✐❣✐❞✐"②✳ ❋✉:"❤❡:♠♦:❡✱ ❝♦♥":❛:② "♦ ❛♥ ✉♥❝❤❛:❣❡❞ ♣♦❧②♠❡:✱

"❤❡ ❝❤❛:❣❡ !❝:❡❡♥✐♥❣ :❡❞✉❝❡! "❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ :✐❣✐❞✐"②✳ ■♥ "❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡!✱

"❤❡ ♣❡:!✐!"❡♥❝❡ ❧❡♥❣"❤ ✐! ❞❡✜♥❡❞ ❛! ✿

Lp = L0
p + Le

p ✭✶✳✶✽✮

✇✐"❤ ▲

0
p "❤❡ ♣❡:!✐!"❡♥❝❡ ❧❡♥❣"❤ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝❤❛:❣❡❞ ♣♦❧②♠❡:✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ▲

e
p "❤❡

❡❧❡❝":♦!"❛"✐❝ ♣❡:!✐!"❡♥❝❡ ❧❡♥❣"❤✳ ❯!✐♥❣ "❤❡ ❖❞✐❥❦✲❙❦♦❧♥✐❝❦✲❋✐①♠❛♥ "❤❡♦:②✱ ✇❡ ❝❛♥

❞❡✜♥❡❞ ▲

e
p ❬✺✷❪ ❛! ✿

Le
p =

lB
4b2κ2

✭✶✳✶✾✮

▲

e
p ✐! ♣:♦♣♦:"✐♦♥❛❧ "♦ "❤❡ ✐♥✈❡:!❡ ♦❢ κ2✱ ❛♥❞ !♦ ♣:♦♣♦:"✐♦♥❛❧ "♦ "❤❡ ✐♥✈❡:!❡ ♦❢ "❤❡

!❛❧" ❝♦♥❝❡♥":❛"✐♦♥✳ ■❢ "❤❡ !❛❧" ❝♦♥❝❡♥":❛"✐♦♥ ✐♥❝:❡❛!❡!✱ "❤❡ ❡❧❡❝":♦!"❛"✐❝ ♣❡:!✐!"❡♥❝❡

❧❡♥❣"❤ ❞❡❝:❡❛!❡!✱ ✐✳❡✳ "❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ ❝❤❛✐♥ ✐! ❧❡!! ✧:✐❣✐❞✧✳ ❚❤❡ ❝❤❛:❣❡ ✈❛❧❡♥❝②

♦❢ "❤❡ ❝♦✉♥"❡:✐♦♥! ❤❛! ❛❧!♦ ❛♥ ❡✛❡❝" ♦♥ "❤❡ ❝♦♥❢♦:♠❛"✐♦♥✳ ❚❤✐! ❡✛❡❝" ✐! :❡♣:❡!❡♥"❡❞

✐♥ ❋✐❣✉:❡ ✶✳✸✱ "❤❡ ❝♦♥❢♦:♠❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝":♦❧②"❡ ❝❤❛✐♥ ✐! ♠♦:❡ ❣❧♦❜✉❧❛: ✭✇❡ "❛❧❦

❛❜♦✉" ❝♦✐❧!✮ ❢♦: ❝♦✉♥"❡:✐♦♥! ✇✐"❤ ❛ ❤✐❣❤❡: ❝❤❛:❣❡ ✈❛❧❡♥❝②✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✿ ❈♦♥❢♦$♠❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ❛. ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ ✐'. ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛'✐♦♥✱ α✱ ❛♥❞

'❤❡ .❛❧' ✈❛❧❡♥❝②✳ ❘❡♣$♦❞✉❝❡❞ ❢$♦♠ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❬✶✺❪✳

✶✳✶✳✸✳✸ ❊✛❡❝' ♦❢ '❤❡ ♣❍

*♦❧②❡❧❡❝/$♦❧②/❡0 ❛$❡ ❛❧0♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② /❤❡ ♣❍ ♦❢ /❤❡ 0♦❧✉/✐♦♥0✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡

/✇♦ ❦✐♥❞0 ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝/$♦❧②/❡0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ /❤❡✐$ $❡0♣♦♥0❡ /♦ /❤❡ ♣❍✳ ❙/$♦♥❣ ♣♦❧②❧❡❝✲

/$♦❧②/❡0 ❞♦ ♥♦/ $❡0♣♦♥❞ /♦ /❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣❍✳ ❋♦$ ✇❡❛❦ ♣♦❧②❧❡❝/$♦❧②/❡0✱ /❤❡ ❞❡❣$❡❡

♦❢ ✐♦♥✐③❛/✐♦♥✱ /❤❡ $❛/✐♦ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♦♥✐③❡❞ ❣$♦✉♣0✱ ❝❤❛♥❣❡0 ✇✐/❤ /❤❡ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ♣❍ ♦❢ /❤❡ 0♦❧✉/✐♦♥0✳ ❚❤✐0 ✐0 ✉0✉❛❧❧② ❞❡0❝$✐❜❡❞ ❜② /❤❡ ♣❑a ✈❛❧✉❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② /❤❡

❍❡♥❞❡$00♦♥ ❍❛00❡❧❜❛❝❤ ❡E✉❛/✐♦♥ ✿

pKa = − log
[H+]× [A−]

[HA]
= pH − log

[A−]

[HA]
✭✶✳✷✵✮
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✇✐"❤ ❬❍❆❪ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥",❛"✐♦♥ ♦❢ ✉♥❞✐11♦❝✐❛"❡❞ ❣,♦✉♣1✱ ❬❆

−
❪ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥",❛"✐♦♥ ♦❢ ❞❡✲

♣,♦"♦♥❛"❡❞ ❛❝✐❞ ❣,♦✉♣1✱ ❬❍

+
❪ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥",❛"✐♦♥ ♦❢ ♣,♦"♦♥1 ❛♥❞ ♣❍ ❂ ✲log[H]✳ ❚❤✐1

❡9✉❛"✐♦♥ ✐1 ❢♦, ♣♦❧②❛❝✐❞1 ✭✐✳❡✳ ♣♦❧②❛♥✐♦♥1✮✳ ❋♦, ♣♦❧②❜❛1❡1 ✭✐✳❡✳ ♣♦❧②❝❛"✐♦♥1✮ ✿

pKb = − log
[OH−]× [B]

[BH+]
= pOH − log

[B]

[BH+]
✭✶✳✷✶✮

✇✐"❤ ❬❖❍

−
❪ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥",❛"✐♦♥ ♦❢ ❖❍

−
❣,♦✉♣1✱ ❬❇❪ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥",❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❜❛1❡✱

❬❇❍

+
❪ "❤❡ ❝♦♥❝❡♥",❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛"❡❞ ❛❝✐❞ ♦❢ "❤❡ ❜❛1❡ ❇ ❛♥❞ ♣❖❍ ❂ ✲ log[OH−]✳

❲❡ ❤❛✈❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡❧❛"✐♦♥1 ❛" ✷✺➦❈ ✿

pH + pOH = 14 ✭✶✳✷✷✮

pKa + pKb = 14 ✭✶✳✷✸✮

❚❤❡ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛,✐♦♥✱ α✱ ✐. ❞❡✜♥❡❞ ❛. ✿

α =
1

1 + 10pH−pKa
❢♦% ♣♦❧②❝❛,✐♦♥. ✭✶✳✷✹✮

α =
1

1 + 10pOH−pKb
=

1

1 + 10pKa−pH
❢♦% ♣♦❧②❛♥✐♦♥. ✭✶✳✷✺✮

❆ ♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡ ✐. ✺✵✪ ✐♦♥✐③❡❞✱ α ❂ ✵✳✺✱ ✇❤❡♥ ,❤❡ ♣❍ ♦❢ ,❤❡ .♦❧✉,✐♦♥ ✐. ❡C✉❛❧

,♦ ,❤❡ ♣❑a ♦❢ ,❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡✳ ■♥ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✹✱ ❝✉%✈❡. ♦❢ ,❤❡ ✐♦♥✐③❛,✐♦♥ ❞❡❣%❡❡ ❛. ❛

❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣❍ ❛%❡ %❡♣%❡.❡♥,❡❞ ❢♦% ❛ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②❝❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ❛ ♣❑a ♦❢

✼✳

❋✐❣✉%❡ ✶✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛,✐♦♥ ❞❡❣/❡❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝,/♦❧②,❡2 ✇✐,❤ ♣❑a ♦❢ ✼ ❛2 ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣❍

♦❢ ,❤❡ 2♦❧✉,✐♦♥2✳ ❖♥ ,❤❡ ❧❡❢,✱ ,❤❡ ❝✉/✈❡ ❢♦/ ❛ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ,❤❡ /✐❣❤,✱ ,❤❡ ❝✉/✈❡ ❢♦/ ❛ ♣♦❧②❝❛,✐♦♥✳

❆. ♠❡♥,✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ .,%♦♥❣ ♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡. ❛%❡ ♥♦, ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ,❤❡ ♣❍ ♦❢ ,❤❡

.♦❧✉,✐♦♥.✳ ❚❤✐. ✐. ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, ,❤❡ ♣❑a ✐. ❜❡❧♦✇ ✶ ❢♦% ,❤❡ .,%♦♥❣ ♣♦❧②❛♥✐♦♥.

❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✶✹ ❢♦% ,❤❡ .,%♦♥❣ ♣♦❧②❝❛,✐♦♥.✳ ❙♦✱ ,❤❡ .,%♦♥❣ ♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡. ❛%❡ ❢✉❧❧②

✐♦♥✐③❡❞ ✐♥ ✇❛,❡% ❢♦% ❡✈❡%② ♣❍✳ ❚❤✐. ✐. ♥♦, ,❤❡ ❝❛.❡ ❢♦% ✇❡❛❦ ♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡.✳ ❙♦ ✐, ✐.

♣♦..✐❜❧❡ ,♦ ,✉♥❡ ,❤❡ ✐♦♥✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝,%♦❧②,❡. ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ,❤❡ ♣❍ ♦❢ .♦❧✉,✐♦♥.✳

❚❤❡ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝%❡❛.❡ ✇✐,❤ ♣❍ ❁ ♣❑a ❛♥❞ ✐♥❝%❡❛.❡ ✇✐,❤ ♣❍ ❃

♣❑a ❢♦% ✇❡❛❦ ♣♦❧②❛♥✐♦♥.✱ ❛♥❞ ✐, ✐. ,❤❡ ✐♥✈❡%.❡ ❢♦% ✇❡❛❦ ♣♦❧②❝❛,✐♦♥.✳
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■! ✐# !❤❡&❡❢♦&❡ ♣♦##✐❜❧❡ !♦ ❝❤❛♥❣❡ !❤❡ ❝❤❛&❣❡ ❞❡♥#✐!② ♦❢ ✇❡❛❦ ♣♦❧②❡❧❡❝!&♦❧②!❡#

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ !❤❡ ♣❍ ♦❢ #♦❧✉!✐♦♥#✳ ❆# !❤❡ ♣❡&#✐#!❡♥❝❡ ❧❡♥❣!❤ ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ !❤❡ ❝❤❛&❣❡

❞❡♥#✐!②✱ ✐! ✐# ♣♦##✐❜❧❡ !♦ ✈❛&② !❤❡ ❝♦♥❢♦&♠❛!✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝!&♦❧②!❡# ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣

!❤❡ ♣❍✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝! ♦❢ !❤❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛!✐♦♥ ♦♥ !❤❡ ❝♦♥❢♦&♠❛!✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❛♥✐♦♥#

✐# &❡♣&❡#❡♥!❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ❞❡❝&❡❛#❡ ♦❢ α ❣✐✈❡# ♠♦&❡ ❣❧♦❜✉❧❛& ♣♦❧②❡❧❡❝!&♦❧②!❡

❝❤❛✐♥#✳

✶✳✶✳✸✳✹ ❚❤❡ ♣❡❛)❧✲♥❡❝❦❧❛❝❡ ♠♦❞❡❧

❆ ♠♦❞❡❧ !♦ ❞❡#❝&✐❜❡ ❤②❞&♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦❧②❡❧❡❝!&♦❧②!❡# ✐♥ ✇❛!❡& ✐# !❤❡ ♣❡❛&❧✲♥❡❝❦❧❛❝❡

♠♦❞❡❧ ❬✶✻✱✺✸✕✺✺❪✳ ❙♣❤❡&❡# ♦❢ ❞✐❛♠❡!❡& ❞str ❛&❡ ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ #❡✈❡&❛❧ ♠♦♥♦♠❡&#✳ ❚❤❡#❡

#♣❤❡&❡# ❢♦&♠ !✇♦ ❡❧❡♠❡♥!# ✿ #♣❤❡&✐❝❛❧ ♣❡❛&❧# ♦❢ ❞✐❛♠❡!❡& ❞p ✇❤✐❝❤ ❛&❡ #❡♣❛&❛!❡❞ ❜②

❝②❧✐♥❞&✐❝❛❧ #!&✐♥❣# ♦❢ ❧❡♥❣!❤ ❧str ❛♥❞ ❞✐❛♠❡!❡& ❞str✱ ❛# &❡♣&❡#❡♥!❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✶✳✺✳

❋✐❣✉&❡ ✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ (❡♣(❡*❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡❛(❧✲♥❡❝❦❧❛❝❡ *&(✉❝&✉(❡✳ ❘❡♣(♦❞✉❝❡❞ ❢(♦♠ (❡❢❡(❡♥❝❡

❬✶✻❪✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡&# ♦❢ ♠♦♥♦♠❡&# ✐♥ ❛ #!&✐♥❣✱ ♠str✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ♣❡❛&❧✱ ♠p✱ ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

mstr =
lstr
a

✭✶✳✷✻✮

mp =
4πdp
24✈0

✭✶✳✷✼✮

✇✐!❤ ❛ !❤❡ ❧❡♥❣!❤ ❛♥❞ ✈0 !❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠❡&✳ ❚❤❡ ♣❡❛&❧ #✐③❡ #❝❛❧❡# ❛# ✿

dp ∼ a

(

lB
a

)

−1/3

ν
−2/3
eff ✭✶✳✷✽✮

❛♥❞ !❤❡ ♣❡❛&❧ ❞❡♥#✐!② ❛# ✿

ρp ∼ (a2ξT )
−1

✭✶✳✷✾✮

✇✐!❤ ξT !❤❡ !❤❡&♠❛❧ ❜❧♦❜ #✐③❡✳ ❚❤❡ #!&✐♥❣ ❧❡♥❣!❤ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

lstr ∼ a

(

lBξT
a2

)

−1/2

ν−1eff ✭✶✳✸✵✮
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✶✳✶✳✹ #♦❧②❡❧❡❝)*♦❧②)❡ ❝♦♠♣❧❡①❡. ✐♥ .♦❧✉)✐♦♥.

❚❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②❝❛0✐♦♥ 1♦❧✉0✐♦♥1 ❧❡❛❞1 0♦ 0❤❡ ❢♦3♠❛0✐♦♥ ♦❢

♣♦❧②❡❧❡❝03♦❧②0❡ ❝♦♠♣❧❡①❡1 ❞✉❡ 0♦ ❡❧❡❝03♦10❛0✐❝ ✐♥0❡3❛❝0✐♦♥1✳ ❚❤❡ ❢♦3♠❛0✐♦♥ ♦❢ 1✉❝❤

❝♦♠♣❧❡①❡1 ✐1 10✉❞✐❡❞ 1✐♥❝❡ 0❤❡ ✶✾✸✵✬1 ❬✺✻❪ ❛♥❞ ✐1 ❣♦✈❡3♥❡❞ ❜② 0❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝03♦❧②0❡

❝❤❛3❛❝0❡3✐10✐❝1 ✭❝❤❛3❣❡ ❞❡♥1✐0②✱ 3✐❣✐❞✐0② ♦❢ 0❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝03♦❧②0❡ ❝❤❛✐♥1✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ 0❤❡

❡♥✈✐3♦♥♠❡♥0 ✭1♦❧✈❡♥0✱ ❝♦✉♥0❡3✐♦♥1✱ ♣❍✱ ✳✳✳✮ ❬✶✼✱ ✺✼✕✺✾❪✳

✶✳✶✳✹✳✶ ❚❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐❝/ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝3&♦❧②3❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦&♠❛3✐♦♥

❚❤❡ ❢♦3♠❛0✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝03♦❧②0❡ ❝♦♠♣❧❡①❡1 ✐1 ❞3✐✈❡♥ ❜② 0✇♦ ❢♦3❝❡1✱ 0❤❡ ❛003❛❝0✐♦♥

❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥1 ❛♥❞ ♣♦❧②❝❛0✐♦♥1 ❛♥❞ 0❤❡ ✐♥❝3❡❛1❡ ♦❢ ❡♥03♦♣② ❞✉❡ 0♦ 0❤❡

❝♦✉♥0❡3✐♦♥1 3❡❧❡❛1❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣♦❧②❡❧❡❝03♦❧②0❡1 ✐♥ 1♦❧✉0✐♦♥1 ❛3❡ 1✉33♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥

❡❧❡❝03✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡3 ✇❤✐❝❤ ✐1 ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ❝♦✉♥0❡3✐♦♥1 ❛♥❞ ❝♦✲✐♦♥1✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡

❧❛②❡3 ❤❛1 ❛ ❧♦✇❡3 ❡♥❡3❣② ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡3 ❡♥03♦♣② 0❤❛♥ ❢♦3 ❛ 3❛♥❞♦♠ ♠✐①✐♥❣✳ ❲❤❡♥ 0✇♦

♦♣♣♦1✐0❡❧② ❝❤❛3❣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝03♦❧②0❡1 ❢♦3♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✱ 0❤✐1 ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡3 ✐1 ❞❡103♦②❡❞

❛♥❞ 0❤❡ ❝♦✉♥0❡3✐♦♥1 ❛3❡ 3❡❧❡❛1❡❞ ❜② ❢♦3♠✐♥❣ ❛ 1❛❧0 1♦❧✉0✐♦♥✳ ❚❤✐1 ❝♦♠♣❧❡① ❢♦3♠❛0✐♦♥

✐1 3❡♣3❡1❡♥0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉3❡ ✶✳✻✳

❋✐❣✉3❡ ✶✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ (❡♣(❡*❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❢♦(♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝&(♦❧②&❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜② ♠✐①✐♥❣ ❛
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'✐♦♥ ❛♥❞ '✇♦ ❝❛(❡( ❝❛♥ ❜❡ ❞✐('✐♥❣✉✐(❤✳ ❋♦$ ❤✐❣❤ ❡①❝❡(( ♦❢ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ✭(♠❛❧❧ ❢$❛❝'✐♦♥

♦❢ ♣♦❧②❝❛'✐♦♥✮ ♦$ ♣♦❧②❝❛'✐♦♥ ✭❤✐❣❤ ❢$❛❝'✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝❛'✐♦♥✮✱ '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡( ❛$❡ (♦❧✉❜❧❡

✐♥ '❤❡ (♦❧✈❡♥'✳ ❚❤❡(❡ ❝♦♠♣❧❡①❡( ❛$❡ ♥❡❣❛'✐✈❡❧② ❝❤❛$❣❡❞ ❢♦$ ❛♥ ❡①❝❡(( ♦❢ ♣♦❧②❛♥✐♦♥

❛♥❞ ♣♦(✐'✐✈❡❧② ❝❤❛$❣❡❞ ❢♦$ ❛♥ ❡①❝❡(( ♦❢ ♣♦❧②❝❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡( ❜❡❝♦♠❡ ✐♥(♦❧✉❜❧❡

✇❤❡♥ '❤❡ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ♣♦❧②❝❛'✐♦♥( ❛♥❞ ♣♦❧②❛♥✐♦♥( ❛$❡ ❝❧♦(❡$ ❛♥❞ '❤❡ (♦❧✉'✐♦♥ ✐( ❝♦♠✲

♣♦(❡❞ ♦❢ ❛ (♦❧✈❡♥'✲$✐❝❤ ♣❤❛(❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♠❡$✲$✐❝❤ ♣❤❛(❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛(❡ ❞✐❛❣$❛♠ ❝❛♥ ❜❡

❞✐✛❡$❡♥' ❢♦$ ♦'❤❡$ ♣❛$❛♠❡'❡$(✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ ♣❤❛)❡ ❞✐❛❣,❛♠ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝&,♦❧②&❡ ❝♦♠♣❧❡①❛&✐♦♥✳ ❖♥ &❤❡ ✈❡,&✐❝❛❧ ❛①✐)✱ &❤❡

✐♦♥✐❝ )&,❡♥❣&❤ ♦, )❛❧& ❝♦♥❝❡♥&,❛&✐♦♥✳ ❖♥ &❤❡ ❤♦,✐③♦♥&❛❧ ❛①✐)✱ &❤❡ ❢,❛❝&✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝❛&✐♦♥✳

✶✳✶✳✺ ❈♦♠♣❧❡①❛+✐♦♥ ❛+ ✐♥+❡.❢❛❝❡1 ✲ ❚❤❡ ▲❛②❡.✲❜②✲▲❛②❡. ❛1✲

1❡♠❜❧②

■♥ ,❤❡ ✶✾✽✵✬1✱ ●❡$♦ ❉❡❝❤❡$ ❞✐1❝♦✈❡$❡❞ ,❤❡ ▲❛②❡$✲❜②✲▲❛②❡$ ✭▲❜▲✮ ,❡❝❤♥✐@✉❡ ❬✶✱✻✺✱

✻✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛ ✧❜♦,,♦♠✲✉♣✧ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❢♦$ ,❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ ,❤✐♥ ♠✉❧,✐♠❛,❡$✐❛❧ ✜❧♠1

♦♥ 1✉$❢❛❝❡1✳ ■, ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ ❛ 1✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣,✱ ❛,,$❛❝,✐✈❡ ✐♥,❡$♠♦❧❡❝✉❧❛$ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥1✱

♠❛✐♥❧② ❡❧❡❝,$♦1,❛,✐❝✱ ❧❡❛❞ ,♦ ❛♥ ❡❛1② ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❛♥❞ ,❤✉1 ❧♦✇ ❝♦1, ❛♥❞

❛♥ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥,❛❧ ❢$✐❡♥❞❧✐♥❡11 ✭❧♦✇ ♣♦❧❧✉,✐♦♥✮✳ ❚❤✐1 ❡①♣❧❛✐♥1 ,❤❡ ✐♠♣♦$,❛♥, ✉1❡ ♦❢

,❤✐1 ,❡❝❤♥✐@✉❡ ❛❧❧ ♦✈❡$ ,❤❡ ✇♦$❧❞ ✭✐♥ ✷✵✶✵✱ ✸ ♣✉❜❧✐❝❛,✐♦♥1 ♣❡$ ❞❛②✮ ❛♥❞ ✐,1 ✈❡$1❛,✐❧✐,②

❛❧❧♦✇1 ,♦ ✉1❡ ,❤✐1 ,❡❝❤♥✐@✉❡ ✐♥ ❛ ❜$♦❛❞ $❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥1✳

✶✳✶✳✺✳✶ ❚❤❡ ▲❛②❡)✲❜②✲▲❛②❡) ❛,,❡♠❜❧②

❚❤❡ ▲❛②❡$✲❜②✲▲❛②❡$ ❞❡♣♦1✐,✐♦♥ ✐1 ❛ ❜♦,,♦♠✲✉♣ ,❡❝❤♥✐@✉❡ ❝♦♥1✐1,✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥1❡❝✉✲

,✐✈❡ ❞❡♣♦1✐,✐♦♥1 ♦❢ ✈❛$✐♦✉1 ❝♦♠♣♦♥❡♥,1✳ ❆1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵✱ ✐, ✉1✉❛❧❧② 1,❛$,1

✇✐,❤ ❛ ❝❤❛$❣❡❞ 1✉$❢❛❝❡✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦1✐,✐✈❡❧② ❝❤❛$❣❡❞✱ ♣✉, ✐♥ ❝♦♥,❛❝, ✇✐,❤ ,❤❡

♦♣♣♦1✐,❡❧② ❝❤❛$❣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝,$♦❧②,❡ 1♦❧✉,✐♦♥✱ ✐♥ ♦✉$ ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♣♦❧②❛♥✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞✲

1♦$❜❡❞ ♦♥ ,❤❡ 1✉$❢❛❝❡ ❞✉❡ ,♦ ❡❧❡❝,$♦1,❛,✐❝ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥1✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦1✐,✐♦♥ ✐1 ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ $✐♥1✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ 1❛♠♣❧❡ ,♦ $❡♠♦✈❡ ,❤❡ ❡①❝❡11 ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝,$♦❧②,❡1✱ ,❤❡♥ ✐, ✐1 ♣✉, ✐♥

❝♦♥,❛❝, ✇✐,❤ ,❤❡ ♣♦❧②❝❛,✐♦♥ 1♦❧✉,✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❢,❡$ ,❤❡ ❞❡♣♦1✐,✐♦♥✱ ✐1 $✐♥1❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡♥

,❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐1 ♣❡$❢♦$♠❡❞ 1❡✈❡$❛❧ ,✐♠❡1 ,♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜❧♠ ✇✐,❤ ,❤❡ ❞❡1✐$❡❞ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

❧❛②❡$1 ❛♥❞ ,❤❡ ❞❡1✐$❡❞ ,❤✐❝❦♥❡11✳ ❖❢ ❝♦✉$1❡ ,❤✐1 ✐1 ♥♦, ❧✐♠✐,❡❞ ,♦ ,✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞1

❛♥❞ 1♣❡❝✐✜❝ ✜❧♠1 ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧, ✉♣ ❜② ❞❡♣♦1✐,✐♦♥ ♦❢ 1❡✈❡$❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞1 ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥,

1❡@✉❡♥❝❡1✳

❚❤❡ $❡♣$❡1❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ▲❛②❡$✲❜②✲▲❛②❡$ ❛11❡♠❜❧② 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✐1 ❛

1✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝,✉$❡✳ ■♥ ❢❛❝,✱ ♠✉❧,✐❧❛②❡$ ✜❧♠1 ❛$❡ ♥♦, ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ❞✐1,✐♥❝, ❧❛②❡$1 1❡♣✲

❛$❛,❡❞ ❜② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥,❡$❢❛❝❡1✱ ❛1 $❡♣$❡1❡♥,❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❧❡❢, ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✱ ❜✉, ,❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝,$♦❧②,❡1 ✐♥,❡$♣❡♥❡,$❛,❡ ✇✐,❤✐♥ ,❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉$✐♥❣ ❧❛②❡$1 ,♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛$❣❡ ❝♦♠✲

♣❡♥1❛,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ♠✐❝$♦1❝♦♣✐❝ 1❝❛❧❡ ❢♦$ 1,♦❡❝❤✐♦♠❡,$✐❝ ✜❧♠1✳ ❚❤❡$❡ ✐1 ❛ ❝♦♠♣❧❡①❛,✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ (❡♣(❡*❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧&✐❧❛②❡( ✜❧♠ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✉*✐♥❣ &❤❡ ▲❛②❡(✲❜②✲▲❛②❡(

♣(♦❝❡**✳ ❈♦✉♥&❡(✐♦♥* ❛(❡ ♦♠✐&&❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝&(♦❧②&❡ ❛* ✇❡❧❧ ❛* ✐♥&❡(♣❡♥❡&(❛&✐♦♥

❛(❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛*❡*✳

❛+ +❤❡ ✐♥+❡$❢❛❝❡0✳ ❚❤✐0 ✐0 ✐❧❧✉0+$❛+❡❞ ❜② +❤❡ $❡❧❛+✐✈❡ ❝♦♥❝❡♥+$❛+✐♦♥ ♣$♦✜❧0 ♦❢ ❛ ♣♦❧②❛♥✲

✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②❝❛+✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧+✐❧❛②❡$ ✜❧♠ 0❤♦✇♥ ♦♥ +❤❡ $✐❣❤+ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✳ ❲❡

❝❛♥ 0❡❡ +❤❡ ♦✈❡$❧❛♣ ♦❢ +❤❡ +✇♦ ♣♦❧②❡❧❡❝+$♦❧②+❡0 ❛+ +❤❡ ✐♥+❡$❢❛❝❡0 ♦❢ +❤❡ ❧❛②❡$0✳ ❚❤❡

$❡❧❛+✐✈❡ ❝♦♥❝❡♥+$❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡ ♣♦❧②❝❛+✐♦♥ ✐0 ✶ ❛+ ❛♥② ♣♦0✐+✐♦♥ ✐♥

+❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ❣$❡❡♥ ❞♦+0 ✐♥ +❤❡ ✜❣✉$❡ ❝♦$$❡0♣♦♥❞ +♦ ❞❡✉+❡$❛+❡❞ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ ❧❛②❡$0 ❛♥❞

+❤❡ ❝♦♥❝❡♥+$❛+✐♦♥ ♣$♦✜❧ 0❤♦✇0 +❤❛+ +❤❡0❡ ❧❛②❡$0 ❝❛♥ ❜❡ $❡0♦❧✈❡❞ ❛0 0✐♥❣❧❡ ❧❛②❡$0 ♦♥❧②

✐❢ +❤❡② ❛$❡ 0❡♣❛$❛+❡❞ ❜② ❛+ ❧❡❛0+ ♦♥❡ ♥♦♥✲❞❡✉+❡$❛+❡❞ ❧❛②❡$ ♣❛✐$✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✿ ❙&(✉❝&✉(❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝&(♦❧②&❡ ♠✉❧&✐❧❛②❡( ✜❧♠ ✇✐&❤ ❛ ❧✐♥❡❛( ❣(♦✇&❤ (❡❣✐♠❡✱ ❛* ❞❡&❡(✲

♠✐♥❡❞ ❜② ❳✲(❛② ❛♥❞ ♥❡✉&(♦♥ (❡✢❡❝&♦♠❡&(② ♠❡❛*✉(❡♠❡♥&*✳ =♦❧②❛♥✐♦♥ ✐* (❡♣(❡*❡♥&❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞

♣♦❧②❝❛&✐♦♥ ✐♥ (❡❞✳ ❆❞❛♣&❡❞ ❢(♦♠ (❡❢❡(❡♥❝❡ ❬✶✽❪✳

❚❤❡ ♠✉❧+✐❧❛②❡$ ✜❧♠0 ♣$❡♣❛$❡❞ ❜② +❤❡ ▲❛②❡$✲❜②✲▲❛②❡$ ❛00❡♠❜❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣♦0✐+❡❞

❜② +❤$❡❡ ♠❡+❤♦❞0 ✿ ❞✐♣♣✐♥❣✱ 0♣$❛②✐♥❣ ❛♥❞ 0♣✐♥✲❛00✐0+❡❞ ▲❜▲ ❛00❡♠❜❧②✱ ❛0 0❤♦✇♥ ✐♥
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷✳
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❞❡♣♦*✐#✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ #❤❡ ♠✉❧#✐❧❛②❡& ✜❧♠*✱ #♦♦✳ ❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ #❤❡ ✐♥❝&❡❛*❡

♦❢ #❤❡ #❡♠♣❡&❛#✉&❡ ♦❢ #❤❡ *♦❧✉#✐♦♥* ❧❡❛❞* #♦ ❛♥ ✐♥❝&❡❛*❡ ♦❢ #❤❡ #❤✐❝❦♥❡** ♦❢ #❤❡

✜❧♠* ❬✹✺✱ ✼✽❪ ❛♥❞ #❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❛ ❞&②✐♥❣ *#❡♣ ❛❢#❡& #❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝#&♦❧②#❡ ❞❡♣♦*✐#✐♦♥* ❤❛*

❛♥ ❡✛❡❝# ♦♥ #❤❡ *✉&❢❛❝❡ ♠♦&♣❤♦❧♦❣② ❝♦♠♣❛&❡❞ #♦ ✜❧♠ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✇✐#❤♦✉# ✐♥#❡&♠❡❞✐❛#❡

❞&②✐♥❣ *#❡♣* ❬✼✾✱✽✵❪✳ ❆✳ ■③[✉✐❡&❞♦ ❡! ❛❧✳ ❬✷❪ *❤♦✇❡❞ #✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ #❤❡ ♠✉❧#✐❧❛②❡&

✜❧♠* #❤✐❝❦♥❡** ❢♦& *♣&❛②❡❞ ✜❧♠*✱ #❤❡ #❤✐❝❦♥❡** ✐♥❝&❡❛*❡* ✇✐#❤ #✐♠❡ ✉♥#✐❧ ✐# &❡❛❝❤❡* ❛♥

❡[✉✐❧✐❜&✐✉♠ ✭#❤❡ *❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉& ✐* ♦❜*❡&✈❡❞ ❛❧*♦ ❢♦& ✜❧♠* ♣&❡♣❛&❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣✮✱ ❛*

✇❡❧❧ ❛* ❛♥ ❡✛❡❝# ♦❢ &❡♣❡❛#✐♥❣ ❞❡♣♦*✐#✐♦♥* ♦❢ ♦♥❡ ♣♦❧②❡❧❡❝#&♦❧②#❡ *❡✈❡&❛❧ #✐♠❡* ❜❡❢♦&❡

❞❡♣♦*✐#✐♥❣ #❤❡ ♦♣♣♦*✐#❡❧② ❝❤❛&❣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝#&♦❧②#❡✳ ❚❤❡*❡ ♣❛&❛♠❡#❡&* ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❛*

❡①❛♠♣❧❡*✱ ❜✉# ❛❧❧ #❤❡ ❞❡♣♦*✐#✐♦♥ ❝♦♥❞✐#✐♦♥* ❤❛✈❡ ❛ ♠♦&❡ ♦& ❧❡** ♣&♦♥♦✉♥❝❡❞ ❡✛❡❝#

♦♥ #❤❡ ✜❧♠ ❜✉✐❧❞✲✉♣✳

✶✳✶✳✺✳✷ ❉✐✛❡(❡♥* ❣(♦✇*❤ (❡❣✐♠❡0

❚✇♦ ❞✐✛❡&❡♥# ❣&♦✇#❤ &❡❣✐♠❡* ♦❢ #❤❡ ♠✉❧#✐❧❛②❡& ✜❧♠* ❝❛♥ ❜❡ ♦❜*❡&✈❡❞ ✿ #❤❡ ❧✐♥❡❛&

&❡❣✐♠❡ ❛♥❞ #❤❡ *✉♣❡&❧✐♥❡❛& &❡❣✐♠❡✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛& &❡❣✐♠❡ ❝♦&&❡*♣♦♥❞* #♦ ✜❧♠* ✇✐#❤ ❛ ❧✐♥❡❛& ✐♥❝&❡❛*❡ ♦❢ #❤❡ #❤✐❝❦♥❡**

♣❡& ❧❛②❡& ♣❛✐& ❬✶✱ ✻✺❪✳ ❆ #②♣✐❝❛❧ *②*#❡♠ ❡①❤✐❜✐#✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛& ❣&♦✇#❤ ✐* ♠✉❧#✐❧❛②❡&

✜❧♠* ❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢ N❙❙ ❛♥❞ N❆❍✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛& ❣&♦✇#❤ ✐* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉&❡

✶✳✶✸✱ ✇❤❡&❡ #❤❡ #❤✐❝❦♥❡** ✐* ❞&❛✇♥ ❛* ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❧❛②❡& ♣❛✐& ♥✉♠❜❡&✱ ♠❡❛*✉&❡❞

❜② ❡❧❧✐♣*♦♠❡#&②✳ ❚❤❡ ✜❧♠ ✇❛* ♣&❡♣❛&❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ❛ *✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡& ❝♦❛#❡❞ ✇✐#❤ ❛

♣♦❧②✭❡#❤②❧❡♥❡✐♠✐♥❡✮ ✭N❊■✮ ❧❛②❡& ✐♥#♦ *♦❧✉#✐♦♥* ♦❢ ✸ ① ✶✵

−3
♠♦♥♦♠♦❧✴▲ ♦❢ N❙❙ ❛♥❞

N❆❍ ❞✐**♦❧✈❡❞ ✐♥ ✵✳✺ ▼ ◆❛❈❧ *♦❧✉#✐♦♥*✱ ✇✐#❤ #❤&❡❡ &✐♥*✐♥❣ *#❡♣* ✐♥ ♣✉&❡ ▼✐❧❧✐◗

✇❛#❡&✳ ❆ #♦#❛❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ #❡♥ ❧❛②❡& ♣❛✐&* ✇❛* ❞❡♣♦*✐#❡❞✳

❚❤❡ #❤✐❝❦♥❡** ♣❡& ❧❛②❡& ♣❛✐& ❞❡#❡&♠✐♥❡❞ ❢&♦♠ #❤❡ ✜# ♦❢ #❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥#❛❧ ❝✉&✈❡

✇❛* ✷✽✳✼✻ ➴✳ ❚❤✐* ❝♦&&❡*♣♦♥❞* #♦ #❤❡ #②♣✐❝❛❧ &❛♥❣❡ ♦❢ #❤✐❝❦♥❡**❡* ♦❜*❡&✈❡❞ ✇✐#❤

#❤❡ ❧✐♥❡❛& &❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ✐♥ #❤❡ ♦&❞❡& ♦❢ ❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡#❡&* ♣❡& ❧❛②❡& ♣❛✐&✳ ❚❤❡

#❤✐❝❦♥❡** ♣❡& ❧❛②❡& ♣❛✐& ✐* *♠❛❧❧❡& #❤❛♥ #❤❡ *✐③❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝#&♦❧②#❡ ✐♥ *♦❧✉#✐♦♥ ❛♥❞

✸✽



❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸✿ ❚❤✐❝❦♥❡'' ❣)♦✇,❤ ♦❢ ❛ ❞✐♣♣❡❞ ✭2❙❙✲2❆❍✮ ✜❧♠ ✇✐,❤ ,❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧❛②❡) ♣❛✐)'✳

*❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝*$♦❧②*❡ ❛$❡ ✜①❡❞ ✐♥ *❤❡ ✜❧♠✱ ✇❡ *❛❧❦ ❛❜♦✉* *$❛♣♣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝*$♦❧②*❡;✳

❚❤❡ ;✉♣❡$❧✐♥❡❛$ $❡❣✐♠❡✱ ❛❧;♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ $❡❣✐♠❡✱ ❝♦$$❡;♣♦♥❞; *♦ ✜❧♠;

✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐* ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ ✐♥❝$❡❛;❡ ♦❢ *❤❡ *❤✐❝❦♥❡;; ❢♦$ *❤❡ ✜$;* ❧❛②❡$;✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ❧✐♥❡❛$ ❣$♦✇*❤ ❬✶✾✱✽✶❪✳

■♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹✱ *❤❡ *❤✐❝❦♥❡;; ❣$♦✇*❤ ♦❢ ❛ ♠✉❧*✐❧❛②❡$ ✜❧♠ ❝♦♠♣♦;❡❞ ♦❢ D❙❙ ❛♥❞

♣♦❧②✭❞✐❛❧❧②❧❞✐♠❡*❤②❧❛♠♠♦♥✐✉♠ ❝❤❧♦$✐❞❡✮ ✇✐*❤ *❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧❛②❡$ ♣❛✐$; ♠❡❛;✉$❡❞

❜② ❡❧❧✐♣;♦♠❡*$② ✐; ;❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜❧♠ ✇❛; ♣$❡♣❛$❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ❛ ;✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡$ ❝♦❛*❡❞

✇✐*❤ ❛ D❊■ ❧❛②❡$ ✐♥*♦ ;♦❧✉*✐♦♥; ✇✐*❤ ❛ ❝♦♥❝❡♥*$❛*✐♦♥ ♦❢ ✶ ① ✶✵

−3
♠♦♥♦♠♦❧✴▲ ♦❢ D❙❙

❛♥❞ D❉❆❉▼❆❈✱ ❞✐;;♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❜✉✛❡$ ❛❝❡*❛*❡ ♦❢ ✺✵ ♠▼✱ ✵✳✷ ▼ ◆❛❈❧ ❛♥❞ ♣❍❂✺✳✻✱

✇✐*❤ $✐♥;✐♥❣ ;*❡♣; ✐♥ ♣✉$❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛*❡$✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜;❡$✈❡ *❤❡ ❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ $❡❣✐♠❡ ❢♦$ *❤❡ ;✐① ✜$;* ❧❛②❡$ ♣❛✐$;✱ ❛♥❞ *❤❡

❧✐♥❡❛$ $❡❣✐♠❡ ;*❛$*✐♥❣ ❢$♦♠ *❤❡ ;❡✈❡♥*❤ ❧❛②❡$ ♣❛✐$ ✇✐*❤ ❛ *❤✐❝❦♥❡;; ✐♥❝$❡❛;❡ ♦❢

✶✶✺✳✸✻ ➴ ♣❡$ ❧❛②❡$ ♣❛✐$✳ ■♥ ♠✉❧*✐❧❛②❡$ ✜❧♠; ❡①❤✐❜✐*✐♥❣ ❛ ;✉♣❡$❧✐♥❡❛$ ❣$♦✇*❤ *❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝*$♦❧②*❡ ❝❤❛✐♥; ❛$❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ▲✳ ❳✉ ❡! ❛❧✳ ;❤♦✇❡❞ ❛❧;♦ *❤❡ ♣♦;;✐❜✐❧✐*② *♦ ❝❤❛♥❣❡

*❤❡ ❣$♦✇*❤ $❡❣✐♠❡ ❢$♦♠ ❧✐♥❡❛$ *♦ ;✉♣❡$❧✐♥❡❛$ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡$;❛ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡ ♣❍

♦❢ *❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝*$♦❧②*❡ ;♦❧✉*✐♦♥; ❢♦$ ✜❧♠; ❝♦♠♣♦;❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✭✷✲✭❞✐♠❡*❤②❧❛♠✐♥♦✮❡*❤②❧

♠❡*❤❛❝$②❧❛*❡✮ ✭D❉▼❆✮ ❛♥❞ ♣♦❧②✭♠❡*❤❛❝$②❧✐❝ ❛❝✐❞✮ ✭D▼❆❆✮✳ ❊✳ ❍]❜;❝❤ ❡! ❛❧✳

;❤♦✇❡❞ *❤❡ ;❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ *❤❡ ❣$♦✇*❤ $❡❣✐♠❡✱ ❜✉* ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡ ❝♦♠♣♦;✐*✐♦♥

♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝*$♦❧②*❡ ♠✐①✉$❡;✳ ■♥❞❡❡❞✱ *❤❡② ;*✉❞✐❡❞ ♠✉❧*✐❧❛②❡$ ✜❧♠; ❝♦♠♣♦;❡❞ ♦❢ ❛

♠✐①✉$❡ ♦❢ D❙❙ ✇✐*❤ ♣♦❧②✭▲✲❣❧✉*❛♠✐❝ ❛❝✐❞✮ ✭D●❆✮ ❛♥❞ D❆❍✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡

♣$♦♣♦$*✐♦♥ ♦❢ D❙❙ ❛♥❞ D●❆✱ *❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ✜❧♠; ✇✐*❤ ❛ ❧✐♥❡❛$ $❡❣✐♠❡ ❢♦$ ❛

♠❛❥♦$✐*② ♦❢ D❙❙ ✭✜❧♠; ❝♦♠♣♦;❡❞ ♦❢ D❙❙ ❛♥❞ D❆❍ ❡①❤✐❜✐* ❛ ❧✐♥❡❛$ ❣$♦✇*❤✮ ❛♥❞

✜❧♠; ✇✐*❤ ❛ ;✉♣❡$❧✐♥❡❛$ $❡❣✐♠❡ ❢♦$ ❛ ♠❛❥♦$✐*② ♦❢ D●❆ ✭✜❧♠; ❝♦♠♣♦;❡❞ ♦❢ D●❆ ❛♥❞

D❆❍ ❡①❤✐❜✐* ❛ ;✉♣❡$❧✐♥❡❛$ ❣$♦✇*❤✮✳

❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ *❤❡ ;✉♣❡$❧✐♥❡❛$ ❣$♦✇*❤ ♦❢ ♠✉❧*✐❧❛②❡$ ✜❧♠; ❝♦♠♣♦;❡❞ ♦❢ ♣♦❧②✭▲✲❧②;✐♥❡✮

✸✾



❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹✿ ❚❤✐❝❦♥❡'' ❣)♦✇,❤ ♦❢ ❛ ❞✐♣♣❡❞ ✭2❙❙✲2❉❆❉▼❆❈✮ ✜❧♠ ✇✐,❤ ,❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧❛②❡)

♣❛✐)'✳

✭+▲▲✮ ❛♥❞ ♣♦❧②✭▲✲❣❧✉6❛♠✐❝ ❛❝✐❞✮ ✭+●❆✮ ✇❛< ❞❡<❝$✐❜❡❞ ❜② +✳ ▲❛✈❛❧❧❡ ❡! ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ✐<

$❡♣$❡<❡♥6❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺✳ ■6 ✇❛< <✉❣❣❡<6❡❞ 6❤❛6 6✇♦ ❦✐♥❞< ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡< ❝♦♥<6✐✲

6✉6❡ 6❤❡ ✜❧♠✱ <6$♦♥❣❧② ❛❞<♦$❜❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡< ✇❤✐❝❤ ❢♦$♠ 6❤❡ ♠✉❧6✐❧❛②❡$ ♥❡6✇♦$❦

❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡< ♣$❡<❡♥6 ✐♥ 6❤❡ ✜❧♠✳ ❉✉$✐♥❣ 6❤❡ ❞❡♣♦<✐6✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡

♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ 6❤❡ +●❆✱ 6❤✐< ♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡ ❛❞<♦$❜ <6$♦♥❣❧② 6♦ 6❤❡

✜❧♠ ❛6 6❤❡ <✉$❢❛❝❡✳ ❋✉$6❤❡$♠♦$❡✱ 6❤❡ ♦♣♣♦<✐6❡❧② ❝❤❛$❣❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡✱ 6❤❡ +▲▲✱

✇❤✐❝❤ ✐< ✇❡❛❦❧② ❜♦✉♥❞ ❞✐✛✉<❡ ✐♥ 6❤❡ ✜❧♠ 6♦ 6❤❡ <✉$❢❛❝❡✱ ❢♦$♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡< ✇✐6❤

6❤❡ +●❆ ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ 6♦ ❛♥ ✐♥❝$❡❛<❡ ♦❢ 6❤❡ 6❤✐❝❦♥❡<< ❜✐❣❣❡$ 6❤❛♥ ❥✉<6 6❤❡ ✐♥❝$❡❛<❡

❞✉❡ 6♦ 6❤❡ ❛❞<♦$♣6✐♦♥ ❛6 6❤❡ <✉$❢❛❝❡✳ ❆6 6❤✐< 6✐♠❡✱ +●❆ ❝❤❛✐♥< ❞✐✛✉<❡ ✐♥6♦ 6❤❡ ✜❧♠✳

❲✐6❤ 6❤❡ ✐♥❝$❡❛<❡ ♦❢ 6❤❡ 6❤✐❝❦♥❡<<✱ ♠♦$❡ ❢$❡❡ ♣♦❧②❡❧❡❝6$♦❧②6❡< ❛$❡ ❝♦♥6❛✐♥❡❞ ✐♥ 6❤❡

✜❧♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❞✐✛✉<❡ 6♦ ❢♦$♠ ❝♦♠♣❧❡①❡<✱ <♦ ✇❡ ♦❜<❡$✈❡ ❛♥ ✐♥❝$❡❛<❡ ♦❢ 6❤❡ 6❤✐❝❦♥❡<<

❣$♦✇6❤ ✇✐6❤ 6❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧❛②❡$<✳ ❋♦$ ❛ ❝❡$6❛✐♥ 6❤✐❝❦♥❡<<✱ 6❤❡ ✐♥❝$❡❛<❡ ♦❢ 6❤✐❝❦♥❡<<

❜❡❝♦♠❡< <6❛❜❧❡✱ ❞✉❡ 6♦ ❛ ❧✐♠✐6❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❞✐✛✉<✐♦♥ ❞✐<6❛♥❝❡✱ ❛♥❞ <♦ 6❤❡ 6❤✐❝❦♥❡<<

❣$♦✇6❤ ❜❡❝♦♠❡< ❧✐♥❡❛$✳ ❈✳ +✐❝❛$6 ❡! ❛❧✳ ❬✽✶❪ ♦❜<❡$✈❡❞ 6❤✐< ❡✛❡❝6 ❜② <6✉❞②✐♥❣ 6❤❡

❞✐✛✉<✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦❧②✭▲✲❧②<✐♥❡✮ ✭+▲▲✮ ✐♥ ♠✉❧6✐❧❛②❡$ ✜❧♠< ❝♦♠♣♦<❡❞ ♦❢ +▲▲ ❛♥❞

❤②❛❧✉$♦♥❛♥ ✭❍❆✮ ❜② ✢✉♦$❡<❝❡♥❝❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ ❞)❛✇✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♠❡❝❤❛♥✐4♠ ♦❢ ✭6●❆✲6▲▲✮ ♠✉❧&✐❧❛②❡) ✜❧♠4✳

✭❆✮ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&❛❝& ❜❡&✇❡❡♥ ❛ ✭6●❆✲6▲▲✮i ♠✉❧&✐❧❛②❡) ✜❧♠ ✇✐&❤ ❛ 6●❆ 4♦❧✉&✐♦♥✳ ✭❇✮

❉✐✛✉4✐♦♥ ♦❢ 6●❆ ❝❤❛✐♥4 ✐♥&♦ &❤❡ ✜❧♠ ♦♥❝❡ ❛❧❧ &❤❡ ♠♦❜✐❧❡ 6▲▲ ❝❤❛✐♥4 ❤❛✈❡ ❞✐✛✉4❡ ♦✉& ♦❢ ✐&✳ ✭❈✮ ❊♥❞

♦❢ 4&❡♣ ❇ )❡4✉❧&✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛&✐✈❡ ❝❤❛)❣❡ ♦✈❡)❝♦♠♣❡♥4❛&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ✜❧♠✳ ✭❉✮ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&❛❝&

❜❡&✇❡❡♥ ❛ ✭6●❆✲6▲▲✮i✴6●❆ ♠✉❧&✐❧❛②❡) ✜❧♠ ✇✐&❤ ❛ 6▲▲ 4♦❧✉&✐♦♥✳ ✭❊✮ ❉✐✛✉4✐♦♥ ♦❢ 6▲▲ ❝❤❛✐♥4

✐♥&♦ &❤❡ ✜❧♠ ♦♥❝❡ ❛❧❧ &❤❡ ♠♦❜✐❧❡ 6●❆ ❝❤❛✐♥4 ❤❛✈❡ ❞✐✛✉4❡ ♦✉& ♦❢ ✐&✳ ✭❋✮ ❊♥❞ ♦❢ 4&❡♣ ❊ )❡4✉❧&✐♥❣ ✐♥

❛ ♣♦4✐&✐✈❡ ❝❤❛)❣❡ ♦✈❡)❝♦♠♣❡♥4❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✭6●❆✲6▲▲✮i+1 ✜❧♠✳ ❘❡♣)♦❞✉❝❡❞ ❢)♦♠ )❡❢❡)❡♥❝❡ ❬✶✾❪✳

✶✳✶✳✺✳✸ ❚❤❡'♠♦❞②♥❛♠✐❝0 ❛♥❞ ❦✐♥❡2✐❝0 ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝2'♦❧②2❡ ♠✉❧2✐❧❛②❡' ✜❧♠

❢♦'♠❛2✐♦♥

❚❤❡ ,❤❡$♠♦❞②♥❛♠✐❝4 ❛♥❞ ❦✐♥❡,✐❝4 ♦❢ ♠✉❧,✐❧❛②❡$ ✜❧♠ ❢♦$♠❛,✐♦♥ ✐4 ❛ ❝♦♠♣❧❡①

4✉❜❥❡❝, ❬✶✽✱ ✷✶✱ ✽✷✕✽✼❪✳ ❲❤❡+❡❛- ♣♦❧②❡❧❡❝3+♦❧②3❡ ♠✉❧3✐❧❛②❡+ ✜❧♠ ❢♦+♠❛3✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❛+❡❞ 3♦ ♣♦❧②❡❧❡❝3+♦❧②3❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦+♠❛3✐♦♥ ♦♥ -♦♠❡ ❛-♣❡❝3-✱ 3❤❡+❡ ❛+❡

✐♠♣♦+3❛♥3 ❞✐✛❡+❡♥❝❡- ❛❧-♦✳

❚❤❡ ❢❛❝3 3❤❛3 ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝3+♦❧②3❡- ❢♦+♠- ❛ ✜❧♠ ✇❤✐❝❤ ❣+♦✇- ❧✐♥❡❛+❧②

♦+ -✉♣❡+❧✐♥❡❛+❧② -❡❡♠- 3♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 3❤❡ ❡♥❡+❣② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❛3✐♦♥ ❬✽✽❪✳ ■❢ 3❤❡

❝♦♠♣❧❡①❛3✐♦♥ ✐- ❡♥❞♦3❤❡+♠✐❝✱ 3❤❡ -✉♣❡+❧✐♥❡❛+ ❣+♦✇3❤ ♦❢ 3❤❡ ♠✉❧3✐❧❛②❡+ ✜❧♠ ✐-

❢❛✈♦+❡❞✱ ✇❤❡+❡❛- ❛ ✜❧♠ ❣+♦✇- ❧✐♥❡❛+❧② ✇✐3❤ ❛♥ ❡①♦3❤❡+♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡①❛3✐♦♥✳ ❆- ❢♦+

♣♦❧②❡❧❡❝3+♦❧②3❡ ❝♦♠♣❧❡①❡-✱ ✐♦♥✐❝ -3+❡♥❣3❤✱ ♣❍ ❛♥❞ ♣♦❧②❡❧❡❝3+♦❧②3❡ ❝❤❛+❣❡ ❞❡♥-✐3②

❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♠✉❧3✐❧❛②❡+ ✜❧♠ ❢♦+♠❛3✐♦♥✳
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(❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝()♦❧②(❡' ❛❞'♦)❜ ♦♥ ❛ '✉)❢❛❝❡✱ (❤❡② ❧✐❡ ♦♥ (❤❡ '✉)❢❛❝❡ ✇✐(❤ ❛ '♠❛❧❧ ♦✉(✲♦❢✲

♣❧❛♥❡ '✐③❡✱ ❢♦)♠✐♥❣ ❧❛②❡)' ✇✐(❤ ❛ '♠❛❧❧ (❤✐❝❦♥❡''✱ ❛' )❡♣)❡'❡♥(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✻ ✭❆✮✳

■♥❝)❡❛'✐♥❣ (❤❡ ✐♦♥✐❝ '()❡♥❣(❤ ❧❡❛❞' (♦ ✐♥❝)❡❛'❡ (❤❡ '❝)❡❡♥✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝()♦❧②(❡

❝❤❛)❣❡'✳ ❆( ❤✐❣❤ ✐♦♥✐❝ '()❡♥❣(❤ (❤❡ ❝♦♥❢♦)♠❛(✐♦♥ ✐' (❤❡)❡❢♦)❡ ❛ ❝♦✐❧✳ ❲❤❡♥ ❛❞'♦)❜✲

✐♥❣ ♦♥ ❛ '✉)❢❛❝❡ (❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝()♦❧②(❡ ❝❤❛✐♥' ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣❣❡) ♦✉(✲♦❢✲♣❧❛♥❡ '✐③❡✱ ❢♦)♠✐♥❣

(❤✐❝❦❡) ❧❛②❡)✱ ❛' )❡♣)❡'❡♥(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✻ ✭❆✮✳

❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✻✿ ❖✈❡#$✐♠♣❧✐✜❡❞ #❡♣#❡$❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝,#♦❧②,❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥❢♦#♠❛,✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧,✐❛②❡#

✜❧♠$ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ ✐♦♥✐❝ $,#❡♥❣,❤✱ ✭❆✮ ❛, ❧♦✇ ✐♦♥✐❝ $,#❡♥❣,❤ ❛♥❞ ✭❇✮ ❛, ❤✐❣❤ ✐♦♥✐❝ $,#❡♥❣,❤✳
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✈❡,&✐❝❛❧ ❛①✐)✱ &❤❡ ✐♦♥✐❝ )&,❡♥❣&❤ ♦, )❛❧& ❝♦♥❝❡♥&,❛&✐♦♥✳ ❖♥ &❤❡ ❤♦,✐③♦♥&❛❧ ❛①✐)✱ &❤❡ ❢,❛❝&✐♦♥ ♦❢

♣♦❧②❝❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲ ,❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛&❡) ❛ ♠✉❧&✐❧❛②❡, ✐♥ ❛ ❧✐<✉✐❞ )&❛&❡ ❛♥❞ &❤❡ ● ,❡❣✐♦♥ ❛ ♠✉❧&✐❧❛②❡, ✐♥

❛ ❣❧❛))② )&❛&❡✳ ❚❤❡ ❈ ❛♥❞ ❈✬ ,❡❣✐♦♥) ❝♦,,❡)♣♦♥❞) &♦ )♦❧✉❜❧❡ ♣♦❧②❡❧❡❝&,♦❧②&❡ ❝♦♠♣❧❡①❡) ❛♥❞ &❤❡ ❙

,❡❣✐♦♥ &♦ ❛ )♦❧✉&✐♦♥ ✇✐&❤ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡①❛&✐♦♥✳ ❘❡♣,♦❞✉❝❡❞ ❢,♦♠ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ❬✷✶❪✳

✶✳✶✳✺✳✹ $♦❧②❡❧❡❝*+♦❧②*❡ ♠✉❧*✐❧❛②❡+ ✜❧♠ 1*+✉❝*✉+❡

❚❤❡ ✐♥ ❡)♥❛❧ - )✉❝ ✉)❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝ )♦❧② ❡ ♠✉❧ ✐❧❛②❡) ✜❧♠- ✐- ♥♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉-

❜✉ ✐- ❣❡♥❡)❛❧❧② )❡♣)❡-❡♥ ❡❞ ❜②  ❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢  ❤❡  ❤)❡❡ ③♦♥❡- ❬✾✹❪✳ ❚❤✐- ♠♦❞❡❧ ✐-

)❡♣)❡-❡♥ ❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✾ ❛♥❞  ❛❦❡- ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡ ❛♥❞ ♦❢

 ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ♦♥  ❤❡ ✜❧♠✳

❩♦♥❡ ■ ❝♦))❡-♣♦♥❞-  ♦  ❤❡ ✜)- ❧❛②❡)- ❞❡♣♦-✐ ❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❝❧♦-❡  ♦  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡✳

❚❤❡ - )✉❝ ✉)❡ ♦❢  ❤❡-❡ ❧❛②❡)- ✐- ❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦♥  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡ -✉)❢❛❝❡✱  ❤❡ ❝❤❛)❣❡

❞❡♥-✐ ② ❛♥❞  ❤❡ )♦✉❣❤♥❡-- ♦❢  ❤❡ -✉)❢❛❝❡✳ ❩♦♥❡ ■■■ ✐- ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢  ❤❡ ❧❛- ❧❛②❡)-✱

✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❝❧♦-❡  ♦  ❤❡ -✉)❢❛❝❡ ♦❢  ❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ❛)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦♥  ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ✭❛✐)✱

-♦❧✉ ✐♦♥✮✳ ❚❤❡-❡  ✇♦ ③♦♥❡- ❛)❡ ❧✐♠✐ ❡❞ ✐♥  ❤✐❝❦♥❡--✱ ❝♦))❡-♣♦♥❞✐♥❣  ♦  ❤❡ ❞✐- ❛♥❝❡ ♦❢

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡ ❛♥❞ ♦❢  ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ♦♥  ❤❡ ♠✉❧ ✐❧❛②❡) ✜❧♠✳ ❆- -❤♦✇♥

✐♥  ❤❡ ✜❣✉)❡✱ ❢♦) ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧❛②❡)-✱ ❜♦ ❤  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡ ❛♥❞  ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ 

❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝ ♦♥  ❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ③♦♥❡ ■ ❛♥❞ ③♦♥❡ ■■■ ❛)❡ ♠✐①❡❞✳ ❇② ✐♥❝)❡❛-✐♥❣  ❤❡

♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧❛②❡)-✱ ❛♥❞  ❤❡  ❤✐❝❦♥❡-- ♦❢  ❤❡ ✜❧♠✱ ③♦♥❡ ■ ❛♥❞ ③♦♥❡ ■■■ ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞ -❡♣✲

❛)❛ ❡❧② ❛♥❞  ❤❡✐)  ❤✐❝❦♥❡--❡- ✐♥❝)❡❛-❡✱ ✉♥ ✐❧  ❤❡✐) ♠❛①✐♠❛❧  ❤✐❝❦♥❡--❡- ❛)❡ )❡❛❝❤❡❞✳

❯-✉❛❧❧②  ❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡ ❛♥❞  ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ✐- ✈✐-✐❜❧❡ ✇✐ ❤✐♥ ❢❡✇

❧❛②❡)-✱  ❤❛ ✐- -❡✈❡)❛❧ ♥❛♥♦♠❡ ❡)-✳ ❲❤❡♥ ③♦♥❡ ■ ❛♥❞ ③♦♥❡ ■■■ )❡❛❝❤  ❤❡✐) ♠❛①✐♠❛❧

 ❤✐❝❦♥❡--❡-✱ ❛ ♥❡✇ ③♦♥❡ ❛♣♣❡❛)✱ ③♦♥❡ ■■✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②  ❤❡ -✉❜- )❛ ❡ ❛♥❞

 ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ✳ ❚❤✐- ③♦♥❡ ✐- ❛❧-♦ ♥❛♠❡❞ ✧❜✉❧❦ ✜❧♠✧✳ ❚❤❡  ❤✐❝❦♥❡-- ♦❢ ③♦♥❡ ■■ ✐♥✲
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ (❡♣(❡*❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✐♥&❡(♥❛❧ *&(✉❝&✉(❡ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝&(♦❧②&❡ ♠✉❧&✐❧❛②❡( ✜❧♠*

❞❡*❝(✐❜❡❞ ❜② &❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ &❤❡ &❤(❡❡ ③♦♥❡*✳ ❆❞❛♣&❡❞ ❢(♦♠ (❡❢❡(❡♥❝❡ ❬✶✽❪✳

❝$❡❛,❡, ✇✐.❤ ❢✉$.❤❡$ ❧❛②❡$ ❞❡♣♦,✐.✐♦♥ ❛♥❞✱ ❢♦$ .❤✐❝❦ ✜❧♠,✱ ✐, .❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛$. ♦❢ .❤❡ ✜❧♠✳

❚❤❡ ✉,❡ ♦❢ .❤✐, ,.$✉❝.✉$❡ ♦$ ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ,.$✉❝.✉$❡ ❢♦$ .❤❡ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢

♥❡✉.$♦♥ $❡✢❡❝.✐✈✐.② ✐, ❞✐,❝✉,,❡❞ ✐♥ >❛$❛❣$❛♣❤ ✹✳✷✳

✶✳✶✳✺✳✺ ❆ ✈❡&'❛)✐❧❡ )❡❝❤♥✐/✉❡

❚❤❡ ♠♦,. ❝♦♠♠♦♥ ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥ ✉,❡❞ ❢♦$ .❤❡ ▲❛②❡$✲❜②✲▲❛②❡$ ❛,,❡♠❜❧② ♣$♦❝❡,,

✐, .❤❡ ❡❧❡❝.$♦,.❛.✐❝ ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥✳ ❇✉. ✐. ✐, ❛❧,♦ ♣♦,,✐❜❧❡ .♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ♠✉❧.✐✲

❧❛②❡$ ✜❧♠, ♦❢ ✉♥❝❤❛$❣❡❞ ♠❛.❡$✐❛❧, ✉,✐♥❣ ♦.❤❡$ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥,✱ ❛, .❤❡

❤②❞$♦❣❡♥✲❜♦✉♥❞✐♥❣ ❬✾✺✕✾✼❪✱ .❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥. ❜♦✉♥❞ ❬✾✽✕✶✵✶❪ ♦$ .❤❡ ❱❛♥ ❞❡$ ❲❛❛❧,

✐♥.❡$❛❝.✐♦♥, ❬✶✵✷✕✶✵✺❪✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❲✳ ❇✳ ❙.♦❝❦.♦♥ ❡! ❛❧✳ ❬✾✻❪ ,.✉❞✐❡❞ .❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣

❜② ❤②❞$♦❣❡♥✲❜♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧.✐❧❛②❡$ ✜❧♠, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ ♣♦❧②❛♥✐❧✐♥❡ ✭>❆✮ ❛♥❞ ,❡✈❡$❛❧

♦.❤❡$ ♣♦❧②♠❡$,✱ ❧✐❦❡ >❙❙ ❛♥❞ ♣♦❧②✭❡.❤②❧❡♥❡ ♦①✐❞❡✮✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙❡$✐③❛✇❛ ❡! ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ♣$❡✲

♣❛$❡❞ ✜❧♠, ✇✐.❤ ✐,♦.❛❝.✐❝ ❛♥❞ ,②♥❞✐♦.❛❝.✐❝ >▼▼❆ ✉,✐♥❣ ❱❛♥ ❞❡$ ❲❛❛❧, ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥,✳

❚❤❡,❡ ❞✐✛❡$❡♥. ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥, ❛❧❧♦✇ .♦ ❞❡♣♦,✐. ❛ ❜$♦❛❞ $❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞, ♦♥

,✉$❢❛❝❡, .♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ♠✉❧.✐❧❛②❡$ ✜❧♠✳ ❚❤❡ ♠♦,. ❝♦♠♠♦♥ ♠❛.❡$✐❛❧, ✉,❡❞ ❛$❡ .❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝.$♦❧②.❡, ❬✶✱✻✺✱✻✻✱✶✵✻✱✶✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ .❤❡ ✜$,. ❝♦♠♣♦✉♥❞, ✉,❡❞ ❢♦$ .❤❡ ♣$❡♣❛✲

$❛.✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧.✐❧❛②❡$ ✜❧♠, ❛,,❡♠❜❧❡❞ ❜② .❤❡ ▲❛②❡$✲❜②✲▲❛②❡$ ♣$♦❝❡,,✳ ◆❛♥♦♣❛$.✐❝❧❡,
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❝❛♥ ❛❧$♦ ❜❡ ✐♥❝♦)♣♦)❛+❡❞ ✐♥+♦ +❤❡ ♠✉❧+✐❧❛②❡) ✜❧♠$✱ ❛$ ♠❡+❛❧❧✐❝ ♣❛)+✐❝❧❡$ ✭❣♦❧❞ ❬✶✵✽❪✱

✐)♦♥ ♦①✐❞❡ ❬✶✵✾❪✱ +✐+❛♥✐✉♠ ♦①✐❞❡ ❬✶✶✵❪✱ ✳✳✳✮✱ ❝❧❛② ♣❧❛+❡❧❡+$ ❬✶✶✶❪✱ $✐❧✐❝❛ ♣❛)+✐❝❧❡$ ❬✶✶✷❪✱

❝❡❧❧✉❧♦$❡ ♥❛♥♦✜❜)✐❧$ ❬✶✶✸❪ ♦) ❧✉♠✐♥❡$❝❡♥+ )❛)❡✲❡❛)+❤ ♣❛)+✐❝❧❡$ ❬✶✶✹❪✳ ❆♥♦+❤❡)

❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛+❡)✐❛❧$ ❞❡♣♦$✐+❡❞ ✐♥ ♠✉❧+✐❧❛②❡) ✜❧♠$ ❛)❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞$✱ ❢♦) +❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡$ ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧✐❦❡ ✈✐)✉$❡$ ❬✶✶✺❪✱ ❉◆❆ ❬✶✶✻✱ ✶✶✼❪

♦) ♣)♦+❡✐♥$ ❬✶✶✻✱✶✶✽❪✳

❚❤❡ ♠✉❧+✐❧❛②❡) ✜❧♠$ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣♦$✐+❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛)✐❡+② ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥+ $✉)❢❛❝❡$✱ ✇✐+❤

❞✐✛❡)❡♥+ ❝♦♠♣♦$✐+✐♦♥$✱ $❤❛♣❡$ ✭+❤❡ $♦❧✉+✐♦♥$ ❝❛♥ ❣♦ ❡✈❡)②✇❤❡)❡✮ ♦) $✐③❡$✱ ❢)♦♠

$O✉❛)❡ ❝❡♥+✐♠❡+❡)$ +♦ $O✉❛)❡ ♠❡+❡)$✳ ❋♦) +❤❡ ❝❤❛)❛❝+❡)✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✜❧♠$✱ ♣❧❛♥❡

$✉)❢❛❝❡$ ❛)❡ ✉$✉❛❧❧② ✉$❡❞✱ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ ❣♦❧❞ ❬✶✵✼❪✱ O✉❛)+③ ❬✶✶✾❪ ♦) $✐❧✐❝♦♥ ❬✼✼❪ ❢♦)

❡①❛♠♣❧❡✳ ❇✉+ +❤❡ ✜❧♠$ ❝❛♥ ❛❧$♦ ❜❡ ❞❡♣♦$✐+❡❞ ♦♥ ♥❛♥♦♣❛)+✐❝❧❡$ ❬✶✵✾✱ ✶✷✵✱ ✶✷✶❪ ♦) ♦♥

+❡①+✐❧❡ ❬✶✷✷❪ ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡✳

❉✉❡ +♦ +❤✐$ ❜)♦❛❞ )❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛+❡)✐❛❧$ ❛♥❞ $✉♣♣♦)+$ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦) +❤❡

❢♦)♠❛+✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧+✐❧❛②❡) ✜❧♠$ ❞❡♣♦$✐+❡❞ ❜② +❤❡ ▲❛②❡)✲❜②✲▲❛②❡) ❛$$❡♠❜❧②✱ +❤❡ ♣)♦♣✲

❡)+✐❡$ +❤❛+ ♠✉❧+✐❧❛②❡) ✜❧♠$ ❝❛♥ ♣)❡$❡♥+ ❛)❡ ✈❛)✐❡❞ ❛♥❞ +❤❡ ▲❛②❡)✲❜②✲▲❛②❡) ♣)♦❝❡$$

✐$ $+✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✉$❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛)❣❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ $❝✐❡♥+✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥$✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡$ ♦❢

♣)♦♣❡)+✐❡$ ❛♥❞ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥$ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ✇✐+❤ ♠✉❧+✐❧❛②❡) ✜❧♠$

❛)❡ ♠❡♠❜)❛♥❡ ❢♦)♠❛+✐♦♥ ♦) ♠❡♠❜)❛♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥+ ❬✶✷✸✕✶✷✻❪✱ ❝♦❛+✐♥❣$ ♦❢

$✉)❢❛❝❡$✱ ❧✐❦❡ ❛♥+✐❝♦))♦$✐♦♥ ❝♦❛+✐♥❣$ ❬✶✷✼❪✱ )❡♣❡❧❧❡♥+ ❝♦❛+✐♥❣$ ❬✶✶✷❪✱ ✢❛♠❡✲)❡+❛)❞❛♥+

❝♦❛+✐♥❣$ ❬✶✷✷❪ ♦) ❜✐♦❛❝+✐✈❡ ❝♦❛+✐♥❣$ ❬✶✷✽❪✱ ❢♦)♠❛+✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧$ ❬✶✷✾❪✱ ♦❢ ❝❛♣$✉❧❡$

❢♦) ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ♣✉)♣♦$❡ ✭❞)✉❣ ❞❡❧✐✈❡)②✱ ✳✳✳✮ ❬✶✸✵❪✱ ♦❢ )❡$♣♦♥$✐✈❡ $②$+❡♠$ ✉♥❞❡) ❡①+❡)✲

♥❛❧ $+✐♠✉❧✐ ✭$❡♥$♦)$✱ ✳✳✳✮ ❬✶✵✶✱ ✶✸✶✱ ✶✸✷❪ ♦) ♦❢ $②$+❡♠$ ♣)❡$❡♥+✐♥❣ $♣❡❝✐✜❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣)♦♣❡)+✐❡$ ❬✶✷✻✱✶✸✷❪✳

✶✳✷ ◆❡✉&'♦♥ *❝❛&&❡'✐♥❣

◆❡✉+)♦♥$ ✇❡)❡ ❞✐$❝♦✈❡)❡❞ ✐♥ ✶✾✸✷ ❜② ❏❛♠❡$ ❈❤❛❞✇✐❝❦ ❛♥❞ ✇❡)❡ ✉$❡❞ ✐♥ ❝♦♥❞❡♥$❡❞

♠❛++❡) $✐♥❝❡ +❤❡✐) ❞✐$❝♦✈❡)②✳ ❚❤❡② ❛)❡ ❛ ♣❡)❢❡❝+ ♣)♦❜❡ ❢♦) +❤❡ $+✉❞② ♦❢ +❤❡ ❛+♦♠✐❝

❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛) $+)✉❝+✉)❡ ❛$ ✇❡❧❧ ❛$ +❤❡ ❞②♥❛♠✐❝$ ♦❢ ♠❛+❡)✐❛❧$✳ ◆❡✉+)♦♥$ ✐♥+❡)❛❝+

✇✐+❤ +❤❡ ♥✉❝❧❡✐ +❤)♦✉❣❤ +❤❡ $+)♦♥❣ ✐♥+❡)❛❝+✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ◆❡✉&'♦♥ '❛❞✐❛&✐♦♥

◆❡✉+)♦♥$ ❛)❡ ❡❧❡♠❡♥+❛)② ♣❛)+✐❝❧❡$ ✇❤✐❝❤ ❢♦)♠ +❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ❛+♦♠$ ✇✐+❤ +❤❡ ♣)♦✲

+♦♥$✳ ❚❤❡② ❛)❡ ❡❧❡❝+)✐❝❛❧❧② ♥❡✉+)❛❧ ❛♥❞ +❤❡✐) ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ♣)♦♣❡)+✐❡$ ❛)❡ ❧✐$+❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳

❚❤❡ ❧✐❢❡+✐♠❡ ♦❢ ❛ ❢)❡❡ ♥❡✉+)♦♥ ✐$ ✽✽✻ ± ✶✵ $ ❛♥❞ ❛ ♥❡✉+)♦♥ ❞❡❝❛②$ ✐♥+♦ ❛ ♣)♦+♦♥✱

❛♥ ❡❧❡❝+)♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥+✐♥❡✉+)✐♥♦✳ ❚❤❡ ♥❡✉+)♦♥ ♣❡♥❡+)❛+❡$ ❞❡❡♣❧② ✐♥+♦ ♠❛++❡) ❛$ ✐+

✐$ ❡❧❡❝+)✐❝❛❧❧② ♥❡✉+)❛❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❡①♣❡)✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ♥❡✉+)♦♥ ✐♥ $❝❛++❡)✐♥❣

❡①♣❡)✐♠❡♥+$ ✐$ +❤❡ $+)♦♥❣ ✐♥+❡)❛❝+✐♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ +❤❡ ♠❛❣♥❡+✐❝ ✐♥+❡)❛❝+✐♦♥

❞✉❡ +♦ +❤❡ $♣✐♥✳ ❙♦✱ ♥❡✉+)♦♥$ ❛)❡ ❣♦♦❞ ♣)♦❜❡$ +♦ $+✉❞② +❤❡ ♠❛++❡)✳

◆❡✉+)♦♥$ ✉$❡❞ ❢♦) $❝✐❡♥+✐✜❝ )❡$❡❛)❝❤ ❛)❡ ♣)♦❞✉❝❡❞ ✐♥ )❡❛❝+♦)$ ❜② ✜$$✐♦♥ ♦❢
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❙♣✐♥ " ❂ ✲~✴✷

▼❛❣♥❡5✐❝ ♠♦♠❡♥5 µ ❂ ✲✾✳✻✹✾ ① ✶✵−27 ❏✴❚
▲✐❢❡5✐♠❡ ✭β✲❞❡❝❛②✮ τ ❂ ✽✽✻ "
❊❧❡❝5F✐❝ ❝❤❛F❣❡ ◗ ❂ ✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ◆❡✉#$♦♥ ♣$♦♣❡$#✐❡) ❬✼❪✳ ~ ✐) $❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ 2❧❛♥❦ ❝♦♥)#❛♥# ❤ ❂ ✷π~✳

❯F❛♥✐✉♠✲✷✸✺ ♦F ✐♥ "♣❛❧❧❛5✐♦♥ "♦✉F❝❡" ❜② ❜♦♠❜❛F❞✐♥❣ ❛ 5❛F❣❡5 ✇✐5❤ ♣❛F5✐❝❧❡" ♦❢ ❤✐❣❤

❡♥❡F❣② ♣F♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❝❡❧❡F❛5♦F✳ ❚❤❡♥ ♥❡✉5F♦♥" ❛F❡ ❝♦♦❧❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡F❛5♦F 5♦

♦❜5❛✐♥ 5❤❡ ❞❡"✐F❡❞ ❡♥❡F❣② ❢♦F 5❤❡ ♥❡✉5F♦♥ "❝❛55❡F✐♥❣ ❡①♣❡F✐♠❡♥5"✳

✶✳✷✳✷ ◆❡✉&'♦♥ *❝❛&&❡'✐♥❣ &❤❡♦'②

◆❡✉5F♦♥ "❝❛55❡F✐♥❣ ❝♦♥"✐"5" ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛5✐♥❣ ❛ "❛♠♣❧❡ ✇✐5❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♥❡✉5F♦♥

❜❡❛♠ ♦❢ ❛ ❝❡F5❛✐♥ ♠♦♠❡♥5✉♠✱ ❛♥❞ 5♦ ♠❡❛"✉F❡ 5❤❡ ✐♥5❡♥"✐5② ♦❢ 5❤❡ "❝❛55❡F❡❞ ❜❡❛♠✱

❛" "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉F❡ ✶✳✷✵✳

❋✐❣✉F❡ ✶✳✷✵✿ ●❡♦♠❡#$② ♦❢ ❛ )❝❛##❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥#✳

~ki ❛♥❞ ~kf ❝♦$$❡)♣♦♥❞ #♦ #❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞

#❤❡ ♦✉#❣♦✐♥❣ ✭)❝❛##❡$❡❞✮ ✇❛✈❡ ✈❡❝#♦$) ❛♥❞ ~q #♦ #❤❡ ♠♦♠❡♥#✉♠ #$❛♥)❢❡$ ♦$ )❝❛##❡$✐♥❣ ✈❡❝#♦$✳

❚❤❡ "❝❛55❡F✐♥❣ ✐" ❞❡"❝F✐❜❡❞ ❜② 5❤❡ ♠♦♠❡♥5✉♠ 5F❛♥"❢❡F✱ ♦F "❝❛55❡F✐♥❣ ✈❡❝5♦F✱

−→q
✇❤✐❝❤ ✐" ❝❛❧❝✉❧❛5❡❞ ❜② "✉❜"5F❛❝5✐♥❣ 5❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✈❡❝5♦F ❢F♦♠ 5❤❡ ♦✉5❣♦✐♥❣

✇❛✈❡ ✈❡❝5♦F ✿

−→q =
−→
kf −

−→
ki ✭✶✳✸✶✮

❲✐5❤ ❦i ❂ ❦f ❂ ❦ ❂ ✷π✴λ ❛♥❞ ❛ "❝❛55❡F✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✷θ✱ 5❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
−→q ✐" ✿

q = 2k sin θ =
4π

λ
sin θ ✭✶✳✸✷✮

❚❤❡ "❝❛55❡F✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐5❤❡F ❡❧❛"5✐❝ ♦F ✐♥❡❧❛"5✐❝✱ ❜✉5 ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡F ♥♦ ❡♥❡F❣② 5F❛♥"✲

❢❡F ❜❡5✇❡❡♥ 5❤❡ "❝❛55❡F❡❞ ♥❡✉5F♦♥" ❛♥❞ 5❤❡ "❛♠♣❧❡" ❞✉F✐♥❣ ♦✉F "5✉❞✐❡"✱ "♦ ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡F

♦♥❧② ❡❧❛"5✐❝ "❝❛55❡F✐♥❣✳ ❚❤✐" ❛♣♣F♦①✐♠❛5✐♦♥ ✐" ✈❛❧✐❞ ❢♦F "♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥5✉♠ 5F❛♥"❢❡F"

❛♥❞ "5❛5✐❝ "❛♠♣❧❡"✳

T♦""✐❜❧❡ ✐♥❡❧❛"5✐❝ ❝♦♥5F✐❜✉5✐♦♥" ♦❢ "✐♥❣❧❡ ♣❛F5✐❝❧❡ ❡①❝✐5❛5✐♦♥"✱ ❧✐❦❡ ❞✐✛✉"✐♦♥✱ ❧❡❛❞
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 ♦ ❡✈❡♥ %❝❛  ❡(✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐(❡❝ ✐♦♥% ✭✐♥❝♦❤❡(❡♥ ✮ ❛♥❞ ❛(❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛% ❛ ❝♦♥% ❛♥ ❜❛❝❦✲

❣(♦✉♥❞✳ ❲❡ ❝❛♥ %✉♣♣♦%❡  ❤❛  ❤❡ 8✉❛♥ ✐ ② ♠❡❛%✉(❡❞ ✐%  ❤❡ ❞✐✛❡(❡♥ ✐❛❧ ❡❧❛% ✐❝ ❝(♦%%

%❡❝ ✐♦♥

dσ

dΩ
=

∫

d2σ

dΩdEf

dEf ✭✶✳✸✸✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡%  ❤❡ ♣(♦♣♦( ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥ ❡♥%✐ ② ✇✐ ❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡( ❦ i

❂ ✷π✴λ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡(❣② ❊f %❝❛  ❡(❡❞ ✐♥ ♦  ❤❡ %♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❞Ω✳

❆% ♥❡✉ (♦♥% ✐♥ ❡(❛❝  ❤(♦✉❣❤  ❤❡ % (♦♥❣ ✐♥ ❡(❛❝ ✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛% ❛  ②♣✐❝❛❧ (❛♥❣❡

♦❢ ❢❡♠ ♦♠❡ ❡(%✱  ❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢  ❤❡ ❛ ♦♠% ❝♦♠♣♦%✐♥❣  ❤❡ %❛♠♣❧❡% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡(❡❞

❛% ♣♦✐♥ %✳ ❚❤❡  ♦ ❛❧ %❝❛  ❡(✐♥❣ % (❡♥❣ ❤ ♦❢ ❛ %✐♥❣❧❡ ♥✉❝❧❡✉% ❝❛♥ ❜❡ ❞❡%❝(✐❜❡❞ ❜②  ❤❡

%❝❛  ❡(✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤ ❜ ✿

dσ

dΩ
= b2 ✭✶✳✸✹✮

❚❤❡ %❝❛  ❡(✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦%✐ ✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛ ✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦((❡%♣♦♥❞%  ♦ ❛ (❡✲

♣✉❧%✐✈❡ ♦( ❛♥ ❛  (❛❝ ✐✈❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ✐%♦ ♦♣❡% ❛♥❞ ✐% ✐♥  ❤❡ ♦(❞❡( ♦❢

❢❡♠ ♦♠❡ ❡(%✳ ❚✇♦ 8✉❛♥ ✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥ ❡(❛❝ ✐♦♥% ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♥❡✉ (♦♥% ❛♥❞  ❤❡

♥✉❝❧❡✉% ❤❛✈❡  ♦ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡(❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥  ♦  ❤❡ %❝❛  ❡(✐♥❣✱  ❤❡ ❛❜%♦(♣ ✐♦♥ ❛♥❞  ❤❡

%♣✐♥ ✐♥ ❡(❛❝ ✐♦♥%✳

❚❤❡ ❛❜%♦(♣ ✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉ (♦♥% ❜② ♥✉❝❧❡✐ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥  ❤❡ ❡♥❡(❣② ♦❢ ♥❡✉ (♦♥% ❛♥❞

✐% % (♦♥❣ ✐❢  ❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❡♥❡(❣② ♦❢  ❤❡ ♥❡✉ (♦♥ ❛♥❞  ❤❡ ♥✉❝❧❡✉% ❝♦((❡%♣♦♥❞%  ♦ ❛

(❡%♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡(❣②✳ ❋♦( ❝♦❧❞ ♦(  ❤❡(♠❛❧ ♥❡✉ (♦♥%✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ✐%♦ ♦♣❡% %❤♦✇ (❡%♦♥❛♥❝❡

❛❜%♦(♣ ✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉ (♦♥%✱ ❛♥❞  ❤❡ ❡❧❡♠❡♥ % ✉%❡❞ ✐♥ ♦✉( % ✉❞✐❡% ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② %♠❛❧❧

❛❜%♦(♣ ✐♦♥✳

❚❤❡ %♣✐♥ ✐♥ ❡(❛❝ ✐♦♥ ❝♦♠❡% ❢(♦♠  ❤❡ ❢❛❝  ❤❛ ♥❡✉ (♦♥% ❤❛✈❡ ❛ %♣✐♥ ♦❢ ✲~✴✷✳ ❚❤❡

♦✈❡(❛❧❧ %♣✐♥ %②% ❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥%✐% % ♦❢  ❤❡ ♥❡✉ (♦♥ %♣✐♥ ❛♥❞  ❤❡ ♥✉❝❧❡❛( ❛♥❣✉❧❛( ♠♦✲

♠❡♥ ❥✱ ❝❛♥ ❤❛✈❡  ✇♦  ♦ ❛❧ %♣✐♥ % ❛ ❡% ❥ ✲ ~✴✷ ♦( ❥ ✰ ~✴✷✱ ✇✐ ❤ ❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐ ② ❢❛❝ ♦(

❣

+
❛♥❞ ❣

−
(❡%♣❡❝ ✐✈❡❧②✳ ❊❛❝❤ ♦❢  ❤✐% %♣✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛ ✐♦♥% ❝♦((❡%♣♦♥❞%  ♦ ❛ %❝❛  ❡(✐♥❣

❧❡♥❣ ❤ ❜

+
❛♥❞ ❜

−
✳ ❚❤❡ ❛✈❡(❛❣❡ %❝❛  ❡(✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤ ❁❜❃ ❢♦( ♦♥❡ ✐%♦ ♦♣❡ ✐% ❡8✉❛❧  ♦ ✿

< b >= g+b+ + g−b− ≡ bc ✭✶✳✸✺✮

✇✐ ❤ ❜c ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡(❡♥ %❝❛  ❡(✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤✳ ❚❤❡ % ❛♥❞❛(❞ ✈❛(✐❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ %❝❛  ❡(✐♥❣

❧❡♥❣ ❤

√
< b2 > − < b >2 ≡ bi ✭✶✳✸✻✮

✐% ❝❛❧❧❡❞  ❤❡ ✐♥❝♦❤❡(❡♥ %❝❛  ❡(✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤✳ ❋♦( ❛ ❞✐% (✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡(❡♥ ✐%♦ ♦♣❡% ✐♥

 ❤❡ ♠❛ ❡(✐❛❧ % ✉❞✐❡❞✱ ❛♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧ ❞✐% (✐❜✉ ✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ ✐✈❡ %❝❛  ❡(✐♥❣ ❧❡♥❣ ❤% ❤❛%  ♦

❜❡ ❝♦♥%✐❞❡(❡❞✳

❙♦✱  ❤❡  ♦ ❛❧ ❝(♦%% %❡❝ ✐♦♥ σtotal ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦  ❤(❡❡ ♣❛( %

σtotal =

∫

dσ

dΩ
dΩ = 4πb2 = 4πbc + 4πbi + σabs = σcoh + σinc + σabs ✭✶✳✸✼✮

✇✐ ❤ σcoh✱ σinc ❛♥❞ σabs  ❤❡ ❝♦❤❡(❡♥ ✱ ✐♥❝♦❤❡(❡♥ ❛♥❞ ❛❜%♦(♣ ✐♦♥ ❝(♦%% %❡❝ ✐♦♥% (❡✲

✹✽



 ♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❚❤❡  ❝❛$$❡-✐♥❣ ❧❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ ❝-♦   ❡❝$✐♦♥ ❢♦-  ♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❛♥❞ $❤❡✐-

✐ ♦$♦♣❡ ❛-❡ ❧✐ $❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ❬✼✱ ✶✸✸❪✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❙❝❛##❡%✐♥❣ ❧❡♥❣#❤+ ❛♥❞ ❝%♦++ +❡❝#✐♦♥+ ❢♦% +♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥#+ ❛♥❞ #❤❡✐% ✐+♦#♦♣❡+✳ ❩ ✐+ #❤❡

❛#♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡% ❛♥❞ ❆ #❤❡ ♠❛++ ♥✉♠❜❡%✳ ❚❤❡ ❛❜+♦%♣#✐♦♥ ❝%♦++ +❡❝#✐♦♥ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❢♦% ❛ ♥❡✉#%♦♥ ❡♥❡%❣②

♦❢ ✷✺✳✸ ♠❡❱✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢ ❧✐❢❡#✐♠❡ ❚1/2 ♦❢ ✉♥+#❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐+ ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡  ❝❛$$❡-✐♥❣ ❧❡♥❣$❤ ♠❛② ❞✐✛❡-  ✐❣♥✐✜❝❛♥$❧②✱ ❡✈❡♥ ❜❡$✇❡❡♥ $✇♦ ✐ ♦$♦♣❡ ♦❢ $❤❡

 ❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤✐ ❛❧❧♦✇  ❡❧❡❝$✐✈❡ ✐ ♦$♦♣❡ -❡♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✐♥ ❛  ❛♠♣❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛❞✲

❞✐$✐♦♥❛❧ ❝♦♥$-❛ $ ❢♦- ♥❡✉$-♦♥  ❝❛$$❡-✐♥❣ ♠❡❛ ✉-❡♠❡♥$ ✳ ■♥ ♣❛-$✐❝✉❧❛-✱ $❤❡  ❝❛$$❡-✐♥❣

❧❡♥❣$❤ ♦❢ ❤②❞-♦❣❡♥ ❛♥❞ ❞❡✉$❡-✐✉♠ ❞✐✛❡- ❛ ❧♦$✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ♥❡✉$-♦♥  ❝❛$$❡-✐♥❣ ❛

♣♦✇❡-❢✉❧ $❡❝❤♥✐D✉❡ ❢♦- $❤❡  $✉❞② ♦❢ ♣♦❧②♠❡-  ② $❡♠ ❬✶✸✹✕✶✸✻❪✳ ❇✉$ ✈❛-✐♦✉ ♦$❤❡-

♠❛$❡-✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣-♦❜❡❞ ❜② ♥❡✉$-♦♥  ❝❛$$❡-✐♥❣✱ $♦♦✳ ❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐$ ✐ ♣♦  ✐❜❧❡ $♦

❝❤❛-❛❝$❡-✐③❡ $❤❡ ♠❛❣♥❡$✐❝ ♦-❞❡- ❛♥❞ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①$❡-♥❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♦♥ $❤✐ ♦-❞❡-

✐♥ ♠❡$❛❧❧✐❝ ✜❧♠ ❜② ♥❡✉$-♦♥ ❞✐✛-❛❝$✐♦♥ ♦- ✐♥❡❧❛ $✐❝ ♥❡✉$-♦♥  ❝❛$$❡-✐♥❣✱ ✇✐$❤ ♣♦❧❛-✐③❡❞

♥❡✉$-♦♥ ❬✶✸✼✕✶✸✾❪✱ ♦- $♦ ❞❡$❡-♠✐♥❡ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢  ❤❡❛-  $-❡  ❛$ $❤❡  ♦❧✐❞✴❧✐D✉✐❞ ✐♥$❡-✲

❢❛❝❡ ✭♣♦❧②♠❡- ✜❧♠ ❛♥❞ ❞✐✛❡-❡♥$  ♦❧✈❡♥$ ❬✶✹✵✱✶✹✶❪✱ ❛D✉❡♦✉  ♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝❡❧❧❡ ♥❡❛-

 ✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡- ❬✶✹✷❪✱ ❡$❝✳✮✳ ❙❆◆❙ ✭❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ◆❡✉$-♦♥ ❙❝❛$$❡-✐♥❣✮ ❛❧❧♦✇ ❢♦- ❡①❛♠✲

♣❧❡ $♦ ♠❡❛ ✉-❡ $❤❡ ♣❡- ✐ $❡♥❝❡ ❧❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ -❛❞✐✉ ♦❢ ❣②-❛$✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝$-♦❧②$❡ 

✐♥  ♦❧✉$✐♦♥ ❬✷✼✱✸✾✱✶✹✸✱✶✹✹❪ ♦- $♦ ❞❡$❡-♠✐♥❡ $❤❡ ♦-✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡$-✐❝ ♦❜❥❡❝$ ✐♥

✜❧♠ ✱ ❧✐❦❡ ❝❧❛② ♣❧❛$❡❧❡$ ❬✶✹✺✱✶✹✻❪✳ ❉②♥❛♠✐❝  $✉❞✐❡ ❝❛♥ ❛❧ ♦ ❜❡ ♣❡-❢♦-♠❡❞ ❬✶✹✼❪✱ ❛ 

✇❡❧❧ ❛  $✉❞✐❡ ♦❢ $❤❡  $-✉❝$✉-❡ ♦❢ ❧✐♣✐❞ ❜✐❧❛②❡- ❬✶✹✽❪ ♦- ♦❢ ❧✐♣✐❞✴❉◆❆ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❬✶✹✾❪✳

❚❤❡ ❡ ❛-❡  ♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦  ✐❜✐❧✐$✐❡ ♦✛❡-❡❞ ❜② ♥❡✉$-♦♥ ♠❡❛ ✉-❡♠❡♥$ ✳

✹✾



✶✳✷✳✸ ◆❡✉'(♦♥ (❡✢❡❝'♦♠❡'(② ❛♥❞ ●(❛③✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❙♠❛❧❧

❆♥❣❧❡ ◆❡✉'(♦♥ ❙❝❛''❡(✐♥❣

■♥ ❛ ❣$❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ *❝❛++❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥+✱ ❛ ✇❡❧❧ ❝♦❧❧✐♠❛+❡❞ ✐♥❝✐❞❡♥+ ❜❡❛♠

❛$$✐✈❡* ♦♥ ❛ *✉$❢❛❝❡ ❛+ ❛ *♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ +❤✐* ❝❛*❡✱ +❤❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛+✐♦♥ +❤❛+ +❤❡

✐♥❝✐❞❡♥+ ✇❛✈❡ ✐* ♥♦+ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② +❤❡ *❛♠♣❧❡ ✐* ♥♦+ ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦$❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❛* +❤❡

♠♦♠❡♥+✉♠ +$❛♥*❢❡$* ✐♥ *❝❛++❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥+* ❛+ *♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛$❡ *♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦+

♦❜*❡$✈❡ +❤❡ ✐♥+❡$❢❡$❡♥❝❡* ❢$♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛+♦♠* ❛♥❞ +❤❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❞❡*❝$✐❜✐♥❣ +❤❡

✐♥+❡$❛❝+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥+ ❜❡❛♠ ❛♥❞ +❤❡ *❛♠♣❧❡ ✐* ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♦❢ *❝❛++❡$❡$*

❱0✳

❆**✉♠✐♥❣ ❛ *+❡♣ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❁❱✭

−→r ✮❃ ✇❤✐❝❤ ✐* ❡B✉❛❧ +♦ ✵ ❢♦$ ♥❡❣❛+✐✈❡ ③ ✈❛❧✉❡* ❛♥❞

+♦ ❱0 ❢♦$ ♣♦*✐+✐✈❡ ③✱ +❤❡ ❙❝❤$E❞✐♥❣❡$ ❡B✉❛+✐♦♥ ❞❡*❝$✐❜✐♥❣ +❤❡ *❝❛++❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥+

✐* ✿

∇2ψ(−→r ) + k2ψ(−→r ) = 0 ✇✐+❤ k2 =
2m

~2
(E− < V (−→r ) >) ✭✶✳✸✽✮

❚❤✐* ❡B✉❛+✐♦♥ $❡*❡♠❜❧❡* +❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧+③ ❡B✉❛+✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡*❝$✐❜❡* +❤❡ ♣$♦♣❛❣❛✲

+✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝+$♦♠❛❣♥❡+✐❝ ✇❛✈❡ ✐♥ ❝❧❛**✐❝❛❧ ♦♣+✐❝* ❬✶✺✵❪✳ ❚❤❡ *♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❡B✉❛+✐♦♥

✐* +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

ψ(−→r ) =
{

aie
i
−→
ki
−→r + afe

i
−→
kf
−→r

❢♦$ ③❁✵

a′ei
−→
k′−→r

❢♦$ ③❃✵

✭✶✳✸✾✮

❚❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝+♦$*

−→
ki ✱
−→
kf ❛♥❞

−→
k′ ❝♦$$❡*♣♦♥❞ +♦ +❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝+♦$* ♦❢ +❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣✱

+❤❡ $❡✢❡❝+❡❞ ❛♥❞ +❤❡ +$❛♥*♠✐++❡❞ ✇❛✈❡*✳ ❚❤❡ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ✐♥ +❤✐* ❝❛*❡ ✐* ❛ ❋❡$♠✐

♣*❡✉❞♦♣♦+❡♥+✐❛❧* ✇✐+❤ ❛♥ ❛✈❡$❛❣❡ ❛+♦♠✐❝ ❞❡♥*✐+② ρ0 ✿

V0 =
2π~2

m
bρ0 =

2π~2

m
Nb ✭✶✳✹✵✮

◆b ✐* ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ *❝❛++❡$✐♥❣ ❧❡♥❣+❤ ❞❡♥*✐+② ✭❙▲❉✮ ❛♥❞ ❝♦$$❡*♣♦♥❞* +♦ +❤❡ ❛✈❡$❛❣❡

❝♦❤❡$❡♥+ ♥✉❝❧❡❛$ *❝❛++❡$✐♥❣ ❧❡♥❣+❤ ❞❡♥*✐+② ρ0❁❜coh❃✳ ❉✉❡ +♦ +❤❡ *✐♠✐❧❛$✐+② ✇✐+❤

♦♣+✐❝*✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ +❤❡ $❡❢$❛❝+✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥ ✿

n2 =
k2

k20
= 1− V0

E
= 1− λ2

π
Nb ✭✶✳✹✶✮

■❢ ✇❡ +❛❦❡ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ +❤❡ ❛❜*♦$♣+✐♦♥ ✿

n2 = 1− λ2

π
Nb + i

µ

k0
= 1− λ2

π
Nb + i

λ

2π
µ ✭✶✳✹✷✮

✇✐+❤ +❤❡ ❛❜*♦$♣+✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ µ = ρ0(< σabs > + < σinc >)✳ ❚❤❡ +❡$♠

λ2

π
Nb ✐* ♦♥

+❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ ✶✵

−5
✱ +❤❡ $❡❢$❛❝+✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐* ❝❧♦*❡ +♦ ♦♥❡ ❛♥❞ +❤❡ ❛❜*♦$♣+✐♦♥ ✐* ✉*✉❛❧❧②

✺✵



 ♠❛❧❧❡%✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣%♦①✐♠❛/❡ ✿

n ≈ 1− λ2

2π
Nb + i

λ

4π
µ ✭✶✳✹✸✮

✶✳✷✳✸✳✶ ◆❡✉'(♦♥ (❡✢❡❝'♦♠❡'(②

❙♣❡❝✉❧❛( (❡✢❡❝'✐✈✐'② ❬✼✱ ✽❪

■♥ ❛ ♥❡✉/%♦♥ %❡✢❡❝/♦♠❡/%② ♠❡❛ ✉%❡♠❡♥/✱ /❤❡ ✐♥/❡♥ ✐/② ♦❢ ❛ ♥❡✉/%♦♥ ✇❛✈❡ %❡✢❡❝/❡❞

❢%♦♠ /❤❡  ✉%❢❛❝❡ ♦❢ ❛  ❛♠♣❧❡ ✐ ♠❡❛ ✉%❡❞✳ ■♥ ❛  ✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛ ❡✱ ❥✉ / /❤❡  ♣❡❝✉❧❛%

%❡✢❡❝/✐✈✐/② ✐ ❞❡/❡❝/❡❞✱ ✐✳❡✳ /❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥/ ❛♥❣❧❡ θi ✐! ❡#✉❛❧ '♦ '❤❡ *❡✢❡❝'❡❞ ❛♥❣❧❡ θf
✭θi = θf = θ✮✳ ■♥ '❤✐! ❝❛!❡✱ '❤❡ ♠♦♠❡♥'✉♠ '*❛♥!❢❡* ✈❡❝'♦*

−→q ✐! ♥♦*♠❛❧ '♦ '❤❡

!✉*❢❛❝❡ ❛! !❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✷✶✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡! ❢♦❧❧♦✇ '❤❡ ❡#✉❛'✐♦♥! ✿

ai + af = a′ ✭✶✳✹✹✮

ai
−→
ki + af

−→
kf = a′

−→
k′ ✭✶✳✹✺✮

❋✐❣✉*❡ ✶✳✷✶✿ ●❡♦♠❡$%② ♦❢ $❤❡ %❡✢❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $%❛♥/♠✐//✐♦♥ ✭%❡❢%❛❝$✐♦♥✮ ♦❢ ❛ ♥❡✉$%♦♥ ✇❛✈❡ ♦♥ ❛

♣❧❛♥❡ /✉%❢❛❝❡✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥!✐❞❡* k = |−→ki | = |−→kf | ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ✐♥ '❤❡ ♠❛'❡*✐❛❧ nk = |−→k′ |✱ '❤✉!

n1 = 1 ❛♥❞ n2 = n✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

aik cos θ + afk cos θ = a′nk cos θ′ ✭✶✳✹✻✮

(ai − af )k sin θ = a′nk sin θ′ ✭✶✳✹✼✮

❚❤❡ ♣*♦❥❡❝'✐♦♥ ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛* '♦ '❤❡ !✉*❢❛❝❡ ❣✐✈❡! '❤❡ ❛♠♣❧✐'✉❞❡ ♦❢ '❤❡ *❡✢❡❝'✐✈✐'②

✺✶



 ❛♥❞ $❤❡ $ ❛♥'♠✐$$✐✈✐$② $ ✿

r ≡ af
ai

= sin θ−n sin θ′

sin θ+n sin θ′
✭✶✳✹✽✮

t ≡ a′

ai
= 2 sin θ

sin θ+n sin θ′
✭✶✳✹✾✮

❲✐$❤ $❤❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡'❝❛ $❡' ❧❛✇ ✭sin θ = n sin θ′✮ ✇❡ ❣❡$ ✿

r =
sin θ −

√
n2 − cos2 θ

sin θ +
√
n2 − cos2 θ

✭✶✳✺✵✮

■❢ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡ ♦♥❧② '♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡' ❛♥❞ ❛❜'♦ ♣$✐♦♥ ✿

n2 ≈ 1− 2
λ2

2π
Nb − 2i

λ

4π
µ = 1− θ2c − i

λ

2π
µ ✭✶✳✺✶✮

✇✐$❤ $❤❡ ❝ ✐$✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ θc = λ
√

Nb

π
✳ ❙♦✱ ❢♦ '♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡'✱ $❤❡  ❡✢❡❝$✐♦♥ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ✐' ✿

r =
θ −

√

θ2 − θ2c − i λ
2π
µ

θ +
√

θ2 − θ2c − i λ
2π
µ

✭✶✳✺✷✮

❚❤❡ ❛♥❣❧❡' ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡ $❡❞ ✐♥$♦ ♠♦♠❡♥$✉♠ $ ❛♥'❢❡ ' H ❛♥❞ Hc✱ ❛♥❞ $❤❡  ❡✢❡❝$❡❞

✐♥$❡♥'✐$② ✐' ❡H✉❛❧ $♦ ✿

RF = |r|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

q −
√

q2 − q2c − i8π
λ
µ

q +
√

q2 − q2c − i8π
λ
µ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

✭✶✳✺✸✮

✇❤✐❝❤ ✐' $❤❡  ❡✢❡❝$✐✈✐$② ♦❢ ❛ '❤❛ ♣ ✐♥$❡ ❢❛❝❡ ❦♥♦✇♥ ❛' $❤❡ ❋ ❡'♥❡❧  ❡✢❡❝$✐✈✐$②✳ ❋♦ 

❧❛ ❣❡ ♠♦♠❡♥$✉♠ $ ❛♥'❢❡ H ≫ Hc ✿

RF ≈
q2c
16q4

✭✶✳✺✹✮

❋♦ ❛ '$ ❛$✐✜❡❞ '❛♠♣❧❡ ❝♦♥'✐'$✐♥❣ ♦❢ ◆ '❧❛❜' ✇✐$❤ $❤✐❝❦♥❡''❡' ❞j ❛♥❞ #❡❢#❛❝'✐✈❡

✐♥❞❡①❡+ ♥j✱ ❛+ +❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✶✳✷✷✱ '❤❡ ♠♦♠❡♥'✉♠ '#❛♥+❢❡# ✐+ +'✐❧❧ ♥♦#♠❛❧ '♦ '❤❡

+✉#❢❛❝❡ ❛♥❞ '❤❡ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥' ♦❢ '❤❡ ✇❛✈❡ ❤❛+ '♦ ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡#❡❞ #❡❝✉#+✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡

❢✉♥❝'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐''❡♥ ❛+ ❛ +✉♣❡#♣♦+✐'✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♣✇❛#❞+ ❛♥❞ ❞♦✇♥✇❛#❞+ '#❛✈❡❧✐♥❣

✇❛✈❡ ✿

ψ(z) = a+j e
ikz,jz + a−j e

−ikz,jz
✭✶✳✺✺✮

✇✐'❤ kz,j = knj sin θj '❤❡ ♣#♦❥❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥' ✇❛✈❡ ✈❡❝'♦# ♣#♦❥❡❝'❡❞ ♣❡#♣❡♥✲

❞✐❝✉❧❛#❧② '♦ '❤❡ ✐♥'❡#❢❛❝❡✳ ❆+ '❤❡#❡ ✐+ ❛ ❝♦♥'✐♥✉✐'② ♦❢ ψ ❛♥❞ ❞ψ✴❞③ ❛' '❤❡ ❞❡♣'❤

③j,j+1 ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣❤❛+❡+ ❥ ❛♥❞ ❥✰✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ❜♦✉♥❞❛#② ❝♦♥❞✐'✐♦♥+ ❛' ❡✈❡#②

✺✷



✐♥"❡$❢❛❝❡ ✿

a+j e
ikz,jzj+1 + a−j e

−ikz,jzj+1 = a+j+1e
ikz,j+1zj+1 + a−j+1e

−ikz,j+1zj+1
✭✶✳✺✻✮

kz,j(a
+
j e

ikz,jzj+1 − a−j e
−ikz,jzj+1) = kz,j+1(a

+
j+1e

ikz,j+1zj+1 − a−j+1e
−ikz,j+1zj+1)✭✶✳✺✼✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✷✿ ❘❡♣#❡$❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ $&#❛&✐✜❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ &❤❡ #❡✢❡❝&✐♦♥ ❣❡♦♠❡&#②✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ "❤❡:❡ "✇♦ ❡<✉❛"✐♦♥:✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇$✐"❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛"$✐❝❡: ✿

(

a+j e
ikz,jzj+1

a−j e
−ikz,jzj+1

)

=

(

pj,j+1 mj,j+1

mj,j+1 pj,j+1

)

×
(

a+j+1e
ikz,j+1zj+1

a−j+1e
−ikz,j+1zj+1

)

✭✶✳✺✽✮

✇✐"❤ pj,j+1 =
kz,j+kz,j+1

2kz,j
❛♥❞ mj,j+1 =

kz,j−kz,j+1

2kz,j
✳ ❚❤❡ ♠❛"$✐① ❝♦♠♣♦:❡❞ ♦❢ ♣j,j+1 ❛♥❞

♠j,j+1 ✐: ❝❛❧❧❡❞ $❡❢$❛❝"✐♦♥ ♠❛"$✐① Rj,j+1 ❛♥❞ "$❛♥:❢♦$♠: "❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐"✉❞❡: ❢$♦♠

"❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❥ "♦ "❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❥✰✶✳ ❋✉$"❤❡$♠♦$❡ "❤❡$❡ ✐: ❛ ♣❤❛:❡ :❤✐❢" ❞✉❡ "♦ "❤❡

"❤✐❝❦♥❡:: ❞j ♦❢ "❤❡ ❧❛②❡$ ❛♥❞ "❤✐: ❝❛♥ ❜❡ ♣$❡:❡♥"❡❞ ✐♥ ♠❛"$✐① ❢♦$♠ ❛: ✇❡❧❧ ✿

(

a+j e
ikz,jzj

a−j e
−ikz,jzj

)

=

(

e−ikz,jdj 0
0 eikz,jdj

)

×
(

a+j e
ikz,jzj+1

a−j e
−ikz,jzj+1

)

✭✶✳✺✾✮

❚❤❡ ♠❛"$✐① ❝♦♠♣♦:❡❞ ♦❢ ❡

ikz,jdj
❛♥❞ ❡

−ikz,jdj
✐: ❝❛❧❧❡❞ "$❛♥:✐"✐♦♥ ♠❛"$✐① Tj✳ ❇②

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ "❤❡ "✇♦ ♠❛"$✐❝❡:✱ ✐" ✐: ♣♦::✐❜❧❡ "♦ ❝❛❧❝✉❧❛"❡ "❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❛" "❤❡

:✉$❢❛❝❡ ✭③ ❂ ③1✮ ♦✉" ♦❢ "❤❡ ❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❛" "❤❡ :✉❜:"$❛"❡ ✐♥"❡$❢❛❝❡ ✭③ ❂ ③s✮ ✿

(

a+0 e
ikz,0z1

a−0 e
−ikz,0z1

)

= R0,1T1...TNRN,s ×
(

a+s e
ikz,szs

a−s e
−ikz,szs

)

✭✶✳✻✵✮

=

(

M11 M12

M21 M22

)

×
(

a+s e
ikz,szs

a−s e
−ikz,szs

)

✺✸



✇✐"❤ "❤❡ %❡&✉❧"✐♥❣ ♠❛"%✐① ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ "%❛♥&❢❡% ♠❛"%✐①✳ ❚❤❡ %❡✢❡❝"✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ✐& ✿

r =
a+0 e

ikz,0z1

a−0 e
−ikz,0z1

=
M11a

+
s e

ikz,szs +M12a
−

s e
−ikz,szs

M21a+s e
ikz,szs +M22a−s e

−ikz,szs
✭✶✳✻✶✮

❲✐"❤ ❛ "❤✐❝❦ ♦♥❡ &✐❞❡ %♦✉❣❤❡♥❡❞ &✉❜&"%❛"❡ ✭❃✵✳✶ ♠♠✮✱ "❤❡%❡ ✐& ♥♦ %❡✢❡❝"✐♦♥ ❢%♦♠

"❤❡ ❜❛❝❦&✐❞❡ ♦❢ "❤❡ &✉❜&"%❛"❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛&&✉♠❡ ✿

a+s e
ikz,szs = 0 ✭✶✳✻✷✮

❛♥❞ "❤❡ %❡✢❡❝"✐✈✐"② ✐& ✿

R = |r|2 =
∣

∣

∣

∣

M12

M22

∣

∣

∣

∣

2

✭✶✳✻✸✮

■♥ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✷✸ ❛%❡ &❤♦✇♥ "❤❡ %❡✢❡❝"✐✈✐"② ❝✉%✈❡& ❛♥❞ "❤❡ ❙▲❉ ♣%♦✜❧❡& ♦❢ ♦♥❡

♠✉❧"✐❧❛②❡% ✜❧♠ ❢✉❧❧② ♣%♦"♦♥❛"❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡%❡❞ ❛& ♦♥❡ ❧❛②❡% ♦♥ ❛ &✉❜&"%❛"❡✱

❛♥❞ ♦❢ ♦♥❡ ♠✉❧"❧✐❧❛②❡% ✜❧♠ ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ ❛ &❡L✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡✉"❡%❛"❡❞ ❛♥❞ ♣%♦"♦♥❛"❡❞

❧❛②❡%&✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡%❡❞ ❛& ❛ &"%❛"✐✜❡❞ ✜❧♠✳ ❑✐❡&&✐❣ ❢%✐♥❣❡& ❛♥❞ ❇%❛❣❣ ♣❡❛❦&

❝❛♥ ❜❡ ♦❜&❡%✈❡❞✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢%♦♠ "❤❡ ✐♥"❡%❢❡%❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛ ❞✉❡ "♦ "❤❡ ❧❛②❡%❡❞ &"%✉❝"✉%❡✳

❋✐❣✉%❡ ✶✳✷✸✿ ◆❡✉#$♦♥ $❡✢❡❝#✐✈✐#② ❝✉$✈❡, ✭❧❡❢#✮ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ♣$♦#♦♥❛#❡❞ ✭4❙❙✲4❆❍✮ ♠✉❧#✐❧❛②❡$ ✜❧♠

✭♠♦♥♦❧❛②❡$ ,❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ ❛ ✭4❙❙✲4❆❍✮ ✜❧♠ ✇✐#❤ ❞❡✉#❡$❛#❡❞ ❧❛②❡$, ❡✈❡$② ,✐① ❧❛②❡$ ♣❛✐$, ✭,#$❛#✐✜❡❞

,❛♠♣❧❡✮✳ ❖♥ #❤❡ $✐❣❤#✱ #❤❡ ❙▲❉ ♣$♦✜❧❡, ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ✜#,✳ ❚❤❡ ❝✉$✈❡, ❛$❡ ,❤✐❢#❡❞ ❢♦$ ❝❧❛$✐#②✳

❋♦% ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛&&✉♠❡❞ ♣❡%❢❡❝"❧② &❤❛%♣ ✐♥"❡%❢❛❝❡&✳ ❇✉" ✐♥ %❡❛❧ &❛♠♣❧❡&✱ "❤✐& ✐&✱

♦❢ ❝♦✉%&❡✱ ♥♦" "❤❡ ❝❛&❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ "♦ ❛&&✉♠❡ %♦✉❣❤ ♦% ❞✐✛✉&❡ ✐♥"❡%❢❛❝❡&✱ ❛& &❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✷✹✳ ■♥ "❤✐& ❝❛&❡✱ ❢♦% ❧❛%❣❡ ♠♦♠❡♥"✉♠ "%❛♥&❢❡% ✭Lz ≫ Lc✮✱ "❤❡ %❡✢❡❝"✐✈✐"②

✺✹



❢!♦♠ ❛ ❣!❛❞❡❞ ✐♥*❡!❢❛❝❡ ✐, ✿

R(qz) = RF (qz)

∣

∣

∣

∣

∫

∞

0

df

dz
eiqzzdz

∣

∣

∣

∣

2

✭✶✳✻✹✮

✇✐*❤ *❤❡ ✐♥*❡!❢❛❝✐❛❧ ❞❡♥,✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥ ❢✭③✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✶✳✷✹ ✭❧❡❢*✮✳

❋✐❣✉!❡ ✶✳✷✹✿ ❉✐✛✉$❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ -♦✉❣❤ ✭-✐❣❤1✮ ✐♥1❡-❢❛❝❡$✳ σ ✐$ 1❤❡ ●❛✉$$✐❛♥ ✇✐❞1❤ ♦❢ 1❤❡ ❡--♦-

❢✉♥❝1✐♦♥ ♣❧♦11❡❞ ♦♥ 1❤❡ ❧❡❢1✱ ❤✭①✱②✮ 1❤❡ ❤❡✐❣❤1 ❢✉♥❝1✐♦♥ ❛♥❞ ζ 1❤❡ ❧❛1❡-❛❧ ❝♦--❡❧❛1✐♦♥ ❧❡♥❣1❤✳

■❢ ✇❡ ❛,,✉♠❡ ❛ ●❛✉,,✐❛♥ ❞✐,*!✐❜✉*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ *✇♦ ♣❤❛,❡,✱ *❤❡ ✐♥*❡!❢❛❝✐❛❧ ❞❡♥,✐*②

❢✉♥❝*✐♦♥ ✐, ❛♥ ❡!!♦! ❢✉♥❝*✐♦♥ ❡!❢✭③✮ ✿

f(z) = erf

(

z√
2σ

)

✭✶✳✻✺✮

✇✐*❤ σ *❤❡ ●❛✉,,✐❛♥ ✇✐❞*❤✳ ❚❤❡ !❡✢❡❝*❡❞ ✐♥*❡♥,✐*② ❢♦! ❛ ,*❛*✐,*✐❝❛❧ ✐♥*❡!❢❛❝❡ ✐, *❤❡♥

✿

R(qz) = RF (qz)e
−q2zσ

2

✭✶✳✻✻✮

■* ❝❛✉,❡, ❛ ,❤❛!♣ ❞❡❝!❡❛,❡ ♦❢ *❤❡ !❡✢❡❝*✐✈✐*②✳ ❚❤❡ ❡E✉❛*✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐, ✈❛❧✐❞ ♦♥❧②

✐❢ *❤❡ ❧❛*❡!❛❧ ❝♦!!❡❧❛*✐♦♥ ❧❡♥❣*❤ ζ ✐, ♠✉❝❤ ❧❛!❣❡! *❤❛♥ *❤❡ ❝♦!!❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❤❡!❡♥❝❡

❧❡♥❣*❤ ♦❢ *❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ✇❛✈❡✱ *❤❛* ✐, *❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐,*❛♥❝❡ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐*❤

❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣❤❛,❡ !❡❧❛*✐♦♥✳ ❋♦! ζ ♠✉❝❤ ,♠❛❧❧❡! *❤❛♥ *❤❡ ❝♦!!❡❧❛*✐♦♥ ❧❡♥❣*❤✱ *❤❡

!♦✉❣❤♥❡,, ❧❡❛❞, *♦ ❛ ,❧✐❣❤*❧② ❞✐✛❡!❡♥* !❡✢❡❝*✐✈✐*② ✿

R(qz) = RF (qz)e
−qzqz′σ

2

✭✶✳✻✼✮

❖✛✲#♣❡❝✉❧❛* *❡✢❡❝,✐✈✐,②

❲❡ ❝♦♥,✐❞❡!❡❞ ❛❜♦✈❡ *❤❡ !❡✢❡❝*✐✈✐*② ✐♥ ,♣❡❝✉❧❛! ❝♦♥❞✐*✐♦♥,✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ *❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥*

❛♥❞ !❡✢❡❝*❡❞ ❛♥❣❧❡, ❛!❡ *❤❡ ,❛♠❡✱ ,♦ ✇❤❡♥ *❤❡ ♠♦♠❡♥*✉♠ *!❛♥,❢❡! ✐, ♥♦!♠❛❧ *♦ *❤❡

,✉!❢❛❝❡✳ ❚❤✐, ✐, ✈❛❧✐❞ ✐❢ ♥♦ ❞❡♥,✐*② ❝♦!!❡❧❛*✐♦♥, ♣❛!❛❧❧❡❧ *♦ *❤❡ ,✉!❢❛❝❡ ❛!❡ ♣!❡,❡♥*✱

❜✉* ✐❢ ✇❡ ❝♦♥,✐❞❡! ❛ !♦✉❣❤ ✐♥*❡!❢❛❝❡ ❛, ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✶✳✷✹ ♦♥ *❤❡ !✐❣❤*✱ *❤❡!❡ ❛!❡

❧❛*❡!❛❧ ❝♦!!❡❧❛*✐♦♥, ♦♥ ,♦♠❡ ❧❡♥❣*❤ ,❝❛❧❡ ζ✳ ❙♦✱ *❤❡!❡ ✐, ,♦♠❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐,❤✐♥❣ ,✐❣♥❛❧ ✐♥

*❤❡ ♦✛✲,♣❡❝✉❧❛! ❞✐!❡❝*✐♦♥,✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛❧,♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛✉,❡ ,❝❛**❡!✐♥❣✳ ■♥ *❤✐, ❝❛,❡✱ *❤❡

❞✐✛❡!❡♥*✐❛❧ ❝!♦,, ,❡❝*✐♦♥ ✐, ✿

dσ

dΩ
=

(

∆Nb

qz

)2 ∫

S

∫

′

S

eiqz [h(x,y)−h(x
′,y′)]eiqx(x−x

′)eiqy(y−y
′)dxdx′dydy′ ✭✶✳✻✽✮

✺✺



✇✐"❤ ∆Nb "❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❙▲❉ ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥" ❧❛②❡'4 ❛♥❞ ❤✭①✱②✮ "❤❡ ❤❡✐❣❤"

❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❇② ❛44✉♠✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ❤❡✐❣❤" ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐4 4②♠♠❡"'✐❝ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞4 ♦♥❧②

♦♥ "❤❡ ❞✐4"❛♥❝❡ ✭①✲①✬✱②✲②✬✮ ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ♣♦✐♥"4 ♦♥ "❤❡ 4✉'❢❛❝❡✱ "❤❡ ❡A✉❛"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

4✐♠♣❧✐✜❡❞ ✿

dσ

dΩ
=

(

∆Nb

qz

)2
A

sin θ

∫

S

< eiqz [h(0,0)−h(x,y)] > ei(qxx+qyy)dxdy ✭✶✳✻✾✮

✇✐"❤ ❆ "❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛"❡❞ ❛'❡❛ ♦❢ "❤❡ 4❛♠♣❧❡ 4✉'❢❛❝❡ ❛♥❞ "❤❡ ❛♥❣✉❧❛' ❜'❛❝❦❡"4 ❞❡♥♦"❡

❛♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❛✈❡'❛❣❡✳ ■❢ ✇❡ ❛44✉♠❡ "❤❛" "❤❡ 4"❛"✐4"✐❝4 ♦❢ "❤❡ ❤❡✐❣❤" ✈❛'✐❛"✐♦♥4 ❛'❡

●❛✉44✐❛♥ ✿

dσ

dΩ
=

(

∆Nb

qz

)2
A

sin θ

∫

S

e−q
2
z<[h(0,0)−h(x,y)]2>/2ei(qxx+qyy)dxdy ✭✶✳✼✵✮

< [h(0, 0)− h(x, y)]2 > ❝❛♥ ❜❡ ✇'✐""❡♥ ❛4 ✿

< [h(0, 0)− h(x, y)]2 > = 2 < h2 > −2 < h(0, 0)− h(x, y) > ✭✶✳✼✶✮

= 2σ2 − 2C(x, y)

✇✐"❤ ❈✭①✱②✮ "❤❡ ❤❡✐❣❤"✲❤❡✐❣❤" ❝♦''❡❧❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❙♦✱ "❤❡ 4❝❛""❡'✐♥❣ ❝'♦44 4❡❝"✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥"♦ "✇♦ ♣❛'"4✱ "❤❡ 4♣❡❝✉❧❛' ❛♥❞ "❤❡ ❞✐✛✉4❡ ♣❛'" ✿

dσ

dΩ
=

(

dσ

dΩ

)

spec

×
(

dσ

dΩ

)

diff

✭✶✳✼✷✮

=

(

∆Nb

qz

)2
A

sin θ
e−q

2
zσ

2 ×
∫

S

eq
2
zC(x,y)ei(qxx+qyy)dxdy

✶✳✷✳✸✳✷ ●%❛③✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ◆❡✉5%♦♥ ❙❝❛55❡%✐♥❣
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t(z) = a−j e
−ikz
√

θ2i−θ
2
c−i

λ
2π

µ
✭✶✳✼✸✮
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T (z) = |t(z)|2 = |a−j |2e
−ikz 1√

2

√√
(θ2i−θ

2
c )

2+( λ
2π

µ)2−(θ2i−θ
2
c )

✭✶✳✼✹✮
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✺✿ ●!❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ *❝❛++❡!✐♥❣ *❡+✲✉♣✳ θi ✐* +❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❡✱ θf +❤❡ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❛♥❣❧❡

❛♥❞ θin +❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❣❧❡✳

❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥0✐❢② 0❤❡ ♣❡♥❡0$❛0✐♦♥ ❞❡♣0❤ ✐♥ ③✲❞✐$❡❝0✐♦♥ ③1/e ❛8 ✿

z1/e =

√
2λ

4π

√

√

(θ2i − θ2c )
2 + (

λ

2π
µ)2 − (θ2i − θ2c ) ✭✶✳✼✺✮

❚❤❡ ♠♦♠❡♥0✉♠ 0$❛♥8❢❡$8 ❢♦$ ❛ ♠♦♥♦❝❤$♦♠❛0✐❝ ✐♥❝✐❞❡♥0 ✇❛✈❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ λ
❛$❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

qx =
2π

λ
(cos θf cos θin − cos θi) ✭✶✳✼✻✮

qy =
2π

λ
(cos θf cos θin) ✭✶✳✼✼✮

qz =
2π

λ
(sin θi + sin θf ) ✭✶✳✼✽✮
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F (qxy) = F (qxy, qz) +R(αi)F (qxy, pz) +R(αf )F (qxy,−pz) ✭✶✳✼✾✮

+R(αi)R(αi)F (qxy,−qz) ✭✶✳✽✵✮
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−→
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(

dσ

dΩ

)

diff
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Aπ2

λ4
(1− n2)2|Ti|2|Tf |2P (−→q ) ✭✶✳✽✶✮
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❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠+✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ♦"❤❡* ❡①❛♠♣❧❡+✱ +"✉❞✐❡+ ✇❡*❡ ❛❧+♦ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ♦♥ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦♥

✭D❙❙✲D❆❍✮ ✜❧♠+ ♦❢ "❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝"*♦❧②"❡ +♦❧✉"✐♦♥+ ❜✉✛❡* ❬✼✷❪✱ ♦❢ "❤❡ "❡♠♣❡*❛"✉*❡ ♦❢

"❤❡ +♦❧✉"✐♦♥+ ❞✉*✐♥❣ "❤❡ ♣*❡♣❛*❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✜❧♠+ ❬✼✽❪✱ ♦❢ "❤❡ +❛❧" ❝♦♥❝❡♥"*❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝"*♦❧②"❡ +♦❧✉"✐♦♥+ ❬✼✸❪ ♦* ♦❢ "❤❡ ❞✐♣♣✐♥❣ "✐♠❡ ❬✶✺✶❪✳ ❙"✉❞✐❡+ ♦❢ "❤❡ *❡+♣♦♥+❡

✺✽



♦❢ ♠✉❧%✐❧❛②❡* ✜❧♠, %♦ %❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ %❤❡ ❡①%❡*♥❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥, ✇❡*❡ ❛❧,♦ ❝❛**✐❡❞ ♦✉%✱

❧✐❦❡ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ %❤❡ ✐♥❝*❡❛,❡ ♦❢ %❡♠♣❡*❛%✉*❡ ♦♥ %❤❡ ,%*✉❝%✉*❡ ♦❢ ✜❧♠, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢

8❙❙ ❛♥❞ ❞✐✛❡*❡♥% ♣♦❧②❝❛%✐♦♥, ❬✶✺✷✱ ✶✺✸❪ ♦* %❤❡ ,✇❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ✜❧♠, ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡

❤✉♠✐❞✐%② ♦* ✐♥ ,♦❧✉%✐♦♥, ❬✼✻✱ ✶✶✾❪✳ ❍✳ ❲✳ ❏♦♠❛❛ ❡! ❛❧✳ ❬✺❪ ,%✉❞✐❡❞ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡ %❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❞✐♣♣✐♥❣ ♦❢ ✭8❙❙✲8❉❆❉▼❆❈✮ ✜❧♠, ✐♥%♦ ,❛❧% ,♦❧✉%✐♦♥, ✭❛♥♥❡❛❧✐♥❣✮

%♦ ♦❜,❡*✈❡ %❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ %❤❡ ,%*✉❝%✉*❡ ✇✐%❤ %❤❡ %✐♠❡ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❲❤❡*❡❛, %❤❡

%❤✐❝❦♥❡,, ♦❢ %❤❡ ✜❧♠, ✐, ,❧✐❣❤%❧② ❞✐✛❡*❡♥%✱ ✐% ✇❛, ♦❜,❡*✈❡❞ %❤❛% %❤❡ ✐♥%❡♥,✐%② ♦❢ %❤❡

❇*❛❣❣ ♣❡❛❦,✱ ♣*❡,❡♥% ♦♥ %❤❡ *❡✢❡❝%✐✈✐%② ❝✉*✈❡ ♦❢ %❤❡ ✜❧♠ ❜❡❢♦*❡ %❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❞✉❡

%♦ %❤❡ ,❡R✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡✉%❡*❛%❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡✉%❡*❛%❡❞ ❧❛②❡*,✱ ❞❡❝*❡❛,❡, ✇✐%❤ %❤❡ %✐♠❡ ♦❢

❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤✐, ✐♥❞✐❝❛%❡❞ ❛♥ ✐♥❝*❡❛,❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡*♣❡♥❡%*❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝%*♦❧②%❡,

✐♥%♦ %❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉*✐♥❣ ❧❛②❡*, ❛♥❞ ,♦ ❛ *❡♦*❣❛♥✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝%*♦❧②%❡, ✐♥ %❤❡

✜❧♠, ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦*♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝❤❛✐♥,✳

◆♦ ●■❙❆◆❙ ♠❡❛,✉*❡♠❡♥%, ♦♥ ♠✉❧%✐❧❛②❡* ✜❧♠, ❛,,❡♠❜❧❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ▲❛②❡*✲❜②✲

▲❛②❡* ♣*♦❝❡,, ✇❡*❡ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ✉♥%✐❧ ♥♦✇ %♦ ,%✉❞② %❤❡ ,%*✉❝%✉*❡ ♣❛*❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ,✉*❢❛❝❡✳

❚❤❡ ♠♦,% ❝♦♠♠♦♥ ,%✉❞✐❡, ♣❡*❢♦*♠❡❞ ♦♥ ♣♦❧②♠❡* ✜❧♠, ✇❡*❡ ,%✉❞✐❡, ♦❢ %❤❡ ❣❡♥❡*❛❧

,%*✉❝%✉*❡ ✐♥ %❤❡ ❞✐*❡❝%✐♦♥ ♣❛*❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ,✉*❢❛❝❡✱ ❧✐❦❡ %❤❡ ♣❡*✐♦❞✐❝✐%② ♦❢ ♣❛%%❡*♥,✱ %❤❡

,♣❛❝✐♥❣ ❜❡%✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥,✱ ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥% ♠❛%❡*✐❛❧,✱ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦♠♦♣♦❧②♠❡*, ❬✶✺✹❪

♦* ❞✐❜❧♦❝❦ ❬✶✺✺✱ ✶✺✻❪ ❛♥❞ %*✐❜❧♦❝❦ ❬✶✺✼❪ ❝♦♣♦❧②♠❡* ✜❧♠,✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ,%✉❞② ♦❢ %❤❡

❝♦♥❢♦*♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡* ❝❤❛✐♥ ✐♥ ❛ ,✐♥❣❧❡ ✜❧♠ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✇❛, *❡♣♦*%❡❞ ❜② ❏✳ ❑*❛✉,

❡! ❛❧✳ ❬✶✺✽❪✳ ❚❤❡② ,❤♦✇❡❞ %❤❛% ✐% ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ %♦ ❞❡%❡*♠✐♥❡ %❤❡ *❛❞✐✉, ♦❢ ❣②*❛%✐♦♥

✐♥ %❤❡ ❞✐*❡❝%✐♦♥ ♣❛*❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ,✉*❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②,%②*❡♥❡ ❝❤❛✐♥ ✐♥ ❛ ♣♦❧②,%②*❡♥❡ ✜❧♠

♦❢ ✸✵✵ ♥♠ %❤✐❝❦♥❡,, ❜② ♣❡*❢♦*♠✐♥❣ ●■❙❆◆❙ ♠❡❛,✉*❡♠❡♥%,✳ ❙♦✱ ✐% ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ %♦

❞❡%❡*♠✐♥❡ %❤❡ ❝♦♥❢♦*♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡*✱ ♦* ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝%*♦❧②%❡ ❝❤❛✐♥✱ ✐♥ ❛ ♠✉❧%✐❧❛②❡*

✜❧♠ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ●■❙❆◆❙ ✭✐♥✲♣❧❛♥❡ ✐♥❢♦*♠❛%✐♦♥✮ ❛♥❞ ♥❡✉%*♦♥ *❡✢❡❝%♦♠❡%*②✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇, %♦ ❞❡%❡*♠✐♥❡ ❛♥ ❛✈❡*❛❣❡ ,✐③❡ ♦❢ %❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝%*♦❧②%❡ ❝❤❛✐♥, ✐♥ %❤❡ ❞✐*❡❝%✐♦♥

♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛* %♦ %❤❡ ,✉*❢❛❝❡ ❢♦* ♠✉❧%✐❧❛②❡* ✜❧♠, ✇✐%❤ ❛ ,❡R✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡✉%❡*❛%❡❞ ❛♥❞

♣*♦%♦♥❛%❡❞ ❧❛②❡*,✳
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❈❤❛♣$❡& ✷

▼❛$❡&✐❛❧+ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞+

✷✳✶ ▼❛%❡'✐❛❧*

❆❧❧ ♣#♦❞✉❝() ✇❡#❡ ✉)❡❞ ❛) #❡❝❡✐✈❡❞ ✉♥❧❡)) )(❛(❡❞ ♦(❤❡#✇✐)❡✳

✷✳✶✳✶ #♦❧②❡❧❡❝)*♦❧②)❡+

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ )(#✉❝(✉#❡) ♦❢ (❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝(#♦❧②(❡) ✉)❡❞ ❢♦# (❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ (❤❡

)(✉❞✐❡❞ ♠✉❧(✐❧❛②❡# ✜❧♠) ❛#❡ )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✷✳✶✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②❡❧❡❝(#♦❧②(❡) ✇❡#❡ ♣✉#❝❤❛)❡❞ ❢#♦♠ ❙✐❣♠❛✲❆❧❞#✐❝❤ ✭❙❛✐♥(✲▲♦✉✐)✱

❯❙❆✮ ✿ ♥♦♥✲❞❡✉(❡#❛(❡❞ ♣♦❧②✭)(②#❡♥❡ )✉❧❢♦♥❛(❡✮ )♦❞✐✉♠ )❛❧( ✭D❙❙h7✱ ▼w ❂ ✼✵✱✵✵✵

❣✴♠♦❧✮ ❛♥❞ ♣♦❧②✭❛❧❧②❧❛♠✐♥❡ ❤②❞#♦❝❤❧♦#✐❞❡✮ ✭D❆❍✱ ▼w ❂ ✺✻✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧ ❛♥❞ ▼w ❂

✺✽✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✮✳

❉❡✉(❡#❛(❡❞ ♣♦❧②✭)(②#❡♥❡ )✉❧❢♦♥❛(❡✮ )♦❞✐✉♠ )❛❧( ✭D❙❙d7✱ ▼w ❂ ✽✵✱✽✵✵❣✴♠♦❧ ✲ D❞■

≤ ✶✳✷✵ ❛♥❞ ▼w ❂ ✼✽✱✸✵✵❣✴♠♦❧ ✲ D❞■ ≤ ✶✳✷✵✮ ✇❛) ♣✉#❝❤❛)❡❞ ❢#♦♠ D♦❧②♠❡# ❙(❛♥❞❛#❞
❙❡#✈✐❝❡ ✭▼❛✐♥③✱ ●❡#♠❛♥②✮✳

❇#❛♥❝❤❡❞ ♣♦❧②✭❡(❤②❧❡♥❡✐♠✐♥❡✮ ✭D❊■✱ ▲✉♣❛)♦❧ ❍❋✱ ▼w ❂ ✷✶✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✮ ✇❛)

♣✉#❝❤❛)❡❞ ❢#♦♠ ❇❆❙❋ ✭▲✉❞✇✐❣)❤❛❢❡♥ ❛♠ ❘❤❡✐♥✱ ●❡#♠❛♥②✮✳

D❙❙h7✱ D❙❙d7 ❛#❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥) ❛♥❞ D❊■✱ D❆❍ ❛#❡ ♣♦❧②❝❛(✐♦♥)✳

✻✶



❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✿ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ()*✉❝)✉*❡( ♦❢ )❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝)*♦❧②)❡( ✉(❡❞ ❢♦* )❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ ▲❜▲ ✜❧♠(✳

✷✳✶✳✷ ❈❤❡♠✐❝❛❧+

*♦,❛..✐✉♠ ❝❤❧♦$✐❞❡ ✭❑❈❧✱ ≥ ✾✾✪ ♣✉$❡✮ ✇❛. ♣✉$❝❤❛.❡❞ ❢$♦♠ ❙✐❣♠❛✲❆❧❞$✐❝❤ ✭❙❛✐♥,✲

▲♦✉✐.✱ ❯❙❆✮✳

❙♦❞✐✉♠ ❝❤❧♦$✐❞❡ ✭◆❛❈❧✱ ≥ ✾✾✳✾✪ ♣✉$❡✮ ✇❛. ♣✉$❝❤❛.❡❞ ❢$♦♠ ❈❛$❧ ❘♦,❤ ●♠❜❍

✭❑❛$❧.$✉❤❡✱ ●❡$♠❛♥②✮✳

❚❤❡ .♦❧✉,✐♦♥. ❛♥❞ ❜✉✛❡$. ✇❡$❡ ♣$❡♣❛$❡❞ ✇✐,❤ ✉❧,$❛♣✉$❡ ✇❛,❡$✱ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛,❡$

✭▼✐❧❧✐✲◗ .②.,❡♠✱ ▼✐❧❧✐♣♦$❡✮✱ ✇✐,❤ ❛ $❡.✐.,✐✈✐,② ♦❢ ❛, ❧❡❛., ✶✽✳✷ ▼Ω✳❝♠✳

✷✳✶✳✸ ❙✉❜+01❛0❡+

❙✉❜.,$❛,❡. ✉.❡❞ ❢♦$ ,❤❡ ❞❡♣♦.✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠✉❧,✐❧❛②❡$ ✜❧♠. ✇❡$❡ .✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡$.

✇✐,❤ ❛♥ ♦$✐❡♥,❛,✐♦♥ ✭✶✵✵✮ ❛♥❞ ❛ ,❤✐❝❦♥❡.. ♦❢ ✼✵✵✲✼✼✺ µ♠✳ ❚❤❡② ✇❡$❡ ♣✉$❝❤❛.❡❞ ❢$♦♠
❲❛❢❡$♥❡, ■♥❝✳ ✭❙❛♥ ❏♦.❡✱ ❯❙❆✮✳

❇❡❢♦$❡ ,❤❡ ❞❡♣♦.✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✜❧♠.✱ ❛❧❧ .✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡$. ✇❡$❡ $✐♥.❡❞ ✇✐,❤ ❡,❤❛♥♦❧

❛♥❞ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛,❡$✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞$②✐♥❣ .,❡♣ ✉♥❞❡$ ❝♦♠♣$❡..❡❞ ❛✐$✳ ❚❤❡♥✱ ,❤❡② ✇❡$❡

,$❡❛,❡❞ ✇✐,❤ ♣❧❛.♠❛ ✐♥ ❛ ♣❧❛.♠❛ ❝❧❡❛♥❡$ ✭*❉❈✲✵✵✷✱ ❍❛$$✐❝❦ *❧❛.♠❛✱ ■,❤❛❝❛✱ ❯❙❆✮

❢♦$ ✸ ♠✐♥✱ ,♦ ❛❝,✐✈❛,❡ ,❤❡ .✉$❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❝,✐✈❛,❡❞ ✇❛❢❡$. ✇❡$❡ ✉.❡❞ ✇✐,❤✐♥ ❤♦✉$.✳

✷✳✷ "♦❧②❡❧❡❝()♦❧②(❡ ♠✉❧(✐❧❛②❡) ✜❧♠ ❜✉✐❧❞✲✉♣

❆❧❧ ,❤❡ ✜❧♠. ✇❡$❡ ❞❡♣♦.✐,❡❞ ♦♥ .✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡$. ❛❝,✐✈❛,❡❞ ❜② ♣❧❛.♠❛✱ ✇✐,❤ ❛ ✜$.,

*❊■ ❧❛②❡$ ❛❞.♦$❜❡❞ ♦♥ ,❤❡ .✉$❢❛❝❡ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ,❤❡ .✉❜.,$❛,❡ ✐♥,♦ ❛ ✶ ♠❣✴♠▲ ✭✸ ①
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✐♥,♦ ♣✉$❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛,❡$✱ ❛♥❞ ❞$✐❡❞ ✉♥❞❡$ ❝♦♠♣$❡..❡❞ ❛✐$ ❛❢,❡$ ,❤❡ $✐♥.✐♥❣✳ ▼♦♥♦♠♦❧

❝♦$$❡.♣♦♥❞. ,♦ ♠♦❧❡. ♦❢ ,❤❡ ♠♦♥♦♠❡$ $❡♣❡❛, ✉♥✐,✳
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✇❛/❡( ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ ✵✳✺ ▼ ◆❛❈❧✱ ✷ ▼ ◆❛❈❧ ♦( ✷ ▼ ❑❈❧✳

❚❤❡ ✜❧♠& ✇❡(❡ ❞❡♣♦&✐/❡❞ ♦♥ /❤❡ &✉❜&/(❛/❡& ❜② ❞✐♣♣✐♥❣✱ &♣(❛②✐♥❣ ♦( ✉&✐♥❣ /❤❡

&♣✐♥✲❛&&✐&/❡❞ ▲❜▲ ❛&&❡♠❜❧②✱ ❛& ❞❡&❝(✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✷✳✷✳✶ ❉❡♣♦'✐)✐♦♥ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣

❚❤❡ ✜❧♠& ♣(❡♣❛(❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ✇❡(❡ ❞❡♣♦&✐/❡❞ ❡✐/❤❡( ❜② ♠❛♥✉❛❧ ❞✐♣♣✐♥❣✱ ❢♦( /❤❡

❣(♦✇/❤ &/✉❞✐❡&✱ ♦( ❛✉/♦♠❛/❡❞ (♦❜♦/ ❞✐♣♣✐♥❣✱ ❢♦( ♥❡✉/(♦♥ &❝❛//❡(✐♥❣ &/✉❞✐❡&✳

❚❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❞✐♣♣✐♥❣ ♣(♦❝❡&& ✇❛& /❤❡ &❛♠❡ ❢♦( ❛❧❧ &❛♠♣❧❡&✳ ❚❤❡ &✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡(&

❝♦✈❡(❡❞ ✇✐/❤ ❛ =❊■ ❧❛②❡( ✇❡(❡ ✐♠♠❡(&❡❞ ✐♥/♦ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/(♦❧②/❡ &♦❧✉/✐♦♥& ❢♦( ✶✺

♠✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② /❤(❡❡ (✐♥&✐♥❣ &/❡♣& ♦❢ ✷ ♠✐♥ ✐♥/♦ ♣✉(❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛/❡(✳ ❊✈❡(② ❧❛②❡( ✇❛&

❞(✐❡❞ ✉♥❞❡( ❝♦♠♣(❡&&❡❞ ❛✐( ❛❢/❡( /❤❡ (✐♥&✐♥❣✱ /♦ ♣❡(❢♦(♠ ❡❧❧✐♣&♦♠❡/(② ♠❡❛&✉(❡♠❡♥/&✳

❋✐❧♠& ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✇✐/❤ /❤❡ ❞✐♣♣✐♥❣ (♦❜♦/ ✭♣✐❝/✉(❡ ♦❢ /❤❡ (♦❜♦/ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✷✳✷✮ ✇❡(❡

♣(❡♣❛(❡❞ ❜② ✐♠♠❡(&✐♦♥ ♦❢ /❤❡ &✉❜&/(❛/❡& ✐♥ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/(♦❧②/❡ &♦❧✉/✐♦♥& ❢♦( ✶✷ ♠✐♥✱

✇✐/❤ ❛ ❧✐❢/✐♥❣ ✉♣ ♦❢ /❤❡ &❛♠♣❧❡& ♦✉/ ♦❢ /❤❡ &♦❧✉/✐♦♥& ❡✈❡(② /✇♦ ♠✐♥✉/❡& ✐♠♠❡❞✐❛/❡❧②

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♠❡(&✐♦♥ ✐♥/♦ /❤❡ &❛♠❡ &♦❧✉/✐♦♥&✳ ❚❤✐& ✇❛& ❞♦♥❡ /♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ &❧✐❣❤/

♠✐①✐♥❣ ♦❢ /❤❡ &♦❧✉/✐♦♥& ✐♥ ♦(❞❡( /♦ ✐♠♣(♦✈❡ /❤❡ ❛❞&♦(♣/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/(♦❧②/❡&

♦♥ /❤❡ &✉(❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐♣♣✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝/(♦❧②/❡ &♦❧✉/✐♦♥& ✇❛& ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② /❤(❡❡

(✐♥&✐♥❣ &/❡♣& ♦❢ ✷ ♠✐♥ ✐♥/♦ ♣✉(❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛/❡(✳ ❆❢/❡( ♦♥❡ ♠✐♥✉/❡ ♦❢ ❞✐♣♣✐♥❣✱ ❛

❧✐❢/✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ✇❛& ❛❧&♦ ❞♦♥❡ ❢♦( ❡❛❝❤ (✐♥&✐♥❣ &/❡♣✱ /♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡//❡( (✐♥&✐♥❣✳

❚❤❡ &❛♠♣❧❡& ✇❡(❡ ❞(✐❡❞ ✉♥❞❡( ❝♦♠♣(❡&&❡❞ ❛✐( ❡✈❡(② ❧❛②❡( ♣❛✐( ✭❛❢/❡( /❤❡ ♣♦❧②❝❛/✐♦♥

❞❡♣♦&✐/✐♦♥✮ ✇✐/❤ ❛♥ ❛✉/♦♠❛/❡❞ ❞(②✐♥❣ /♦♦❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥ /❤❡ (♦❜♦/✳
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✷✳✷✳✷ ❉❡♣♦&✐(✐♦♥ ❜② &♣,❛②✐♥❣

❚❤❡ ✜❧♠. ♣$❡♣❛$❡❞ ❜② .♣$❛②✐♥❣ ❞❡♣♦.✐6✐♦♥ ✇❡$❡ ❜✉✐❧6✲✉♣ ❜② 6❤$❡❡ ❞✐✛❡$❡♥6

♠❡6❤♦❞. ✿ 6❤❡ ♠❛♥✉❛❧ .♣$❛② ✇✐6❤ ❆✐$✲❜♦② ❝❛♥.✱ 6❤❡ ❛✉6♦♠❛6❡❞ .♣$❛② ✇✐6❤

❆③6❡❦ ❛✐$❜$✉.❤❡. ❛♥❞ 6❤❡ ❛✉6♦♠❛6❡❞ .♣$❛② ✇✐6❤ ❛ ❣$❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✉.✐♥❣

.6❛✐♥❧❡.. .6❡❡❧ ♥♦③③❧❡.✳ ❚❤❡ 6❤$❡❡ ♠❡6❤♦❞. ❛$❡ ✉.❡❞ ❜② ♦✉$ 6❡❛♠✱ 6❤❡ ❆✐$✲❜♦②

❝❛♥. ❛♥❞ 6❤❡ ❆③6❡❦ ❛✐$❜$✉.❤❡. ❛$❡ ✉.❡❞ ❢♦$ .♣$❛②✐♥❣ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ 6♦ 6❤❡ .✉$✲

❢❛❝❡✱ ❛♥❞ 6❤❡ .6❛✐♥❧❡.. 6❡❡❧ ♥♦③③❧❡. ❛$❡ ✉.❡❞ ❢♦$ .♣$❛②✐♥❣ ❛6 ❛ ❣$❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❛♥❣❧❡ ✇✐6❤ 6❤❡ .✉$❢❛❝❡✱ ❢♦$ ♦$✐❡♥6❛6✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥6 ♦❢ ♥❛♥♦♣❛$6✐❝❧❡. ❧✐❦❡ ♥❛♥♦✇✐$❡.✳

❆✐$✲❜♦② ❝❛♥. ✇❡$❡ ♣✉$❝❤❛.❡❞ ❢$♦♠ ❈❛$❧ ❘♦6❤ ●♠❜❍ ✭❑❛$❧.$✉❤❡✱ ●❡$♠❛♥②✮ ❛♥❞

❝♦♥.✐.6 ♦❢ ❝♦♥6❛✐♥❡$. ✇✐6❤ ❛ ♠❛♥✉❛❧ ♣✉♠♣ 6♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣$❡..✉$❡ ✐♥.✐❞❡ 6❤❡ .♦❧✉6✐♦♥

❝❤❛♠❜❡$✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 6❤❡ .♣$❛②✐♥❣ ♦❢ 6❤❡ .♦❧✉6✐♦♥.✳ ❚❤❡ ♥♦③③❧❡ ❤❛. ❛♥ ✐♥6❡$♥❛❧ ❞✐❛♠❡6❡$

♦❢ ✵✳✹ ♠♠✳ ❋♦✉$ ❞✐✛❡$❡♥6 ❝❛♥. ✇❡$❡ ✉.❡❞ ✿ ♦♥❡ ❢♦$ 6❤❡ ♥♦♥✲❞❡✉6❡$❛6❡❞ ♣♦❧②❛♥✐♦♥.✱

♦♥❡ ❢♦$ 6❤❡ ❞❡✉6❡$❛6❡❞ ♣♦❧②❛♥✐♦♥.✱ ♦♥❡ ❢♦$ 6❤❡ ♣♦❧②❝❛6✐♦♥. ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦$ 6❤❡ ✇❛6❡$

✉.❡❞ 6♦ $✐♥.❡ 6❤❡ .❛♠♣❧❡.✳ ❆ ♣✐❝6✉$❡ ♦❢ ❛♥ ❆✐$✲❜♦② ❝❛♥ ✐. .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✳

❚❤❡ ✜❧♠ ❞❡♣♦.✐6✐♦♥ ✇❛. ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛6 ❛ ❞✐.6❛♥❝❡ ♦❢ $♦✉❣❤❧② ✶✵ ❝♠✳ ❙♦❧✉6✐♦♥.

✇❡$❡ .♣$❛②❡❞ ❢♦$ ✺ .✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✇❛✐6✐♥❣ 6✐♠❡ ♦❢ ✶✺ .✳ ❚❤❡♥✱ 6❤❡ .✉$❢❛❝❡. ✇❡$❡

$✐♥.❡❞ ✇✐6❤ ♣✉$❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛6❡$ .♣$❛②❡❞ ❢♦$ ✺ .✱ ❛❧.♦ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✇❛✐6✐♥❣ 6✐♠❡ ♦❢ ✶✺

.✳ ❚❤❡ .❛♠♣❧❡. ✇❡$❡ ❞$✐❡❞ ✉♥❞❡$ ❝♦♠♣$❡..❡❞ ❛✐$ ❡✐6❤❡$ ❡✈❡$② ❧❛②❡$ ❢♦$ ❡❧❧✐♣.♦♠❡6$②

♠❡❛.✉$❡♠❡♥6. ✭6❤✐❝❦♥❡.. ❡✈♦❧✉6✐♦♥ .6✉❞✐❡.✮ ♦$ ❛6 6❤❡ ❡♥❞ ♦❢ 6❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ 6❤❡ ✜❧♠.

✭♥❡✉6$♦♥ .❝❛66❡$✐♥❣ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥6.✮✳ ❆. 6❤❡ ♣$❡..✉$❡ ✐♥.✐❞❡ 6❤❡ ❝❛♥. ✇❛. ❞❡❝$❡❛.✐♥❣

❞✉$✐♥❣ 6❤❡ .♣$❛②✐♥❣✱ 6❤❡ ❝❛♥. ✇❡$❡ ♣✉♠♣❡❞ ❡✈❡$② ✷✲✸ .♣$❛②✐♥❣ .6❡♣. 6♦ ❦❡❡♣ ❛ $❛6❤❡$

.✐♠✐❧❛$ ♣$❡..✉$❡ ❞✉$✐♥❣ 6❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿  ✐❝#✉%❡ ♦❢ ❛♥ ❆✐%✲❜♦② ❝❛♥✳

❆③,❡❦ ❛✐$❜$✉0❤❡0 ✭♠♦❞❡❧ ❆✹✽✵✾✮ ✇❡$❡ ♣✉$❝❤❛0❡❞ ❢$♦♠ ❑✐, ❉✐0❝♦✉♥,

✭❘♦D✉❡❜$✉♥❡✲0✉$✲❆$❣❡♥0✱ ❋$❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ❛$❡ ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ ❛ 0♦❧✉,✐♦♥ ✐♥❧❡,✱ ❛ ❣❛0 ✐♥❧❡,

❛♥❞ ❞✐✛❡$❡♥, ♥♦③③❧❡0 ✇✐,❤ ❞✐✛❡$❡♥, ✐♥,❡$♥❛❧ ❞✐❛♠❡,❡$0✳ ❚❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ✇❡$❡ ✐♥❥❡❝,❡❞

✇✐,❤ ♣✉♠♣0✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❣❛0 ❛♥❞ 0♦❧✉,✐♦♥ ✢✉① ✇❡$❡ ❝♦♥,$♦❧❧❡❞✳ ❚❤$❡❡ ❞✐✛❡$❡♥, ♣✉♠♣0

❛♥❞ ❛✐$❜$✉0❤❡0 ✇❡$❡ ✉0❡❞ ❢♦$ ,❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥0✱ ,❤❡ ♣♦❧②❝❛,✐♦♥0 ❛♥❞ ,❤❡ $✐♥0✐♥❣ ✇❛,❡$✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ 0❤♦✇0 ❛♥ ❆③,❡❦ ❛✐$❜$✉0❤✳

❚❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ✇❡$❡ 0♣$❛②❡❞ ❛, ❛ ✢✉① ♦❢ ✶✺ ♠▲✴♠✐♥ ✇✐,❤ ❛ ❣❛0 ✢✉① ♦❢ ✶✵ ▲✴♠✐♥

♦$ ✷✵ ▲✴♠✐♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$❧② ♦♥ ❛ ✈❡$,✐❝❛❧ 0✉❜0,$❛,❡✳ ❚❤❡ ❣❛0 ✉0❡❞ ✇❛0 ❝♦♠♣$❡00❡❞

❛✐$ ❛♥❞ ,❤❡ 0♣$❛② ✇❛0 ❞♦♥❡ ❛, ❛ ❞✐0,❛♥❝❡ ♦❢ $♦✉❣❤❧② ✶✵ ❝♠✳ ❚❤❡ ♥♦③③❧❡ ❤❛❞ ❛ ✐♥,❡$♥❛❧

❞✐❛♠❡,❡$ ♦❢ ✵✳✸ ♠♠✳ ❚❤❡ 0♣$❛②✐♥❣ ✇❛0 ❞♦♥❡ ✐♥ ,❤❡ 0❛♠❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥0 ,❤❛♥ ,❤❡ 0♣$❛②

✇✐,❤ ❆✐$❜♦② ❝❛♥0 ✿ ✺ 0 ♦❢ 0♣$❛②✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✇❛✐,✐♥❣ ,✐♠❡ ♦❢

✶✺ 0✱ ,❤❡♥ ❛ $✐♥0✐♥❣ 0,❡♣ ♦❢ ✺ 0 ✇✐,❤ ✶✺ 0 ♦❢ ✇❛✐,✐♥❣✳ ❚❤❡ 0❛♠♣❧❡0 ✇❡$❡ ❞$✐❡❞ ✉♥❞❡$

❝♦♠♣$❡00❡❞ ❛✐$ ❡✐,❤❡$ ❡✈❡$② ❧❛②❡$ ❢♦$ ❡❧❧✐♣0♦♠❡,$② ♠❡❛0✉$❡♠❡♥,0 ✭,❤✐❝❦♥❡00 ❡✈♦❧✉,✐♦♥

0,✉❞✐❡0✮✱ ♦$ ❛, ,❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ,❤❡ ✜❧♠ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✭♥❡✉,$♦♥ 0❝❛,,❡$✐♥❣ ♠❡❛0✉$❡♠❡♥,0✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✿  ✐❝#✉%❡ ♦❢ ❛♥ ❆③#❡❦ ❛✐%❜%✉2❤✳

❙,❛✐♥❧❡00 0,❡❡❧ ♥♦③③❧❡0 ✭♠♦❞❡❧ ✶✴✹❏✲✸✶✻❙✰❙❯✷✻✲✸✶✻❙❙✮ ✇❡$❡ ♣✉$❝❤❛0❡❞ ❢$♦♠

❙♣$❛②✐♥❣ ❙②0,❡♠0 ❈♦✳ ✭❲❤❡❛,♦♥✱ ❯❙❆✮ ❛♥❞ ❝♦♥0✐0, ♦❢ ❛ 0♦❧✉,✐♦♥ ✐♥❧❡,✱ ❛ ❣❛0 ✐♥✲

❧❡, ❛♥❞ ❛ ♥♦③③❧❡ ✇✐,❤ ❛ ✜①❡❞ ✐♥,❡$♥❛❧ ❞✐❛♠❡,❡$✳ ❚❤❡ 0♦❧✉,✐♦♥0 ✇❡$❡ ✐♥❥❡❝,❡❞ ✇✐,❤

♣✉♠♣0✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❣❛0 ❛♥❞ 0♦❧✉,✐♦♥ ✢✉① ✇❡$❡ ❝♦♥,$♦❧❧❡❞✱ ✇✐,❤ ,❤❡ 0❛♠❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛0 ❢♦$ ,❤❡

❆③,❡❦ ❛✐$❜$✉0❤❡0✳ ❚❤$❡❡ ❞✐✛❡$❡♥, ♣✉♠♣0 ❛♥❞ ❛✐$❜$✉0❤❡0 ✇❡$❡ ✉0❡❞ ❢♦$ ,❤❡ ♣♦❧②❛♥✲
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✐♦♥#✱ %❤❡ ♣♦❧②❝❛%✐♦♥# ❛♥❞ %❤❡ .✐♥#✐♥❣ ✇❛%❡.✳ ❆ ♣✐❝%✉.❡ ♦❢ ❛ #%❛✐♥❧❡## #%❡❡❧ ♥♦③③❧❡ ✐#

#❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✷✳✺

❚❤❡ #♦❧✉%✐♦♥# ✇❡.❡ #♣.❛②❡❞ ❛% ❛ ✢✉① ♦❢ ✺ ♠▲✴♠✐♥✱ ✇✐%❤ ❛ ❣❛# ❝♦♠♣.❡##❡❞ ❛✐.

✢✉① ♦❢ ✸✵ ▲✴♠✐♥ ♦♥ ❛ ✈❡.%✐❝❛❧ #✉❜%.❛%❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❛♥✐♦♥ #♦❧✉%✐♦♥ ✇❛# #♣.❛②❡❞ ❛% ❛

❞✐#%❛♥❝❡ ♦❢ ✷ ❝♠ ✇✐%❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶✺➦ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ #✉.❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ #❛♠♣❧❡# ❛♥❞ %❤❡

#♣.❛②✐♥❣ ❞✐.❡❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❝❛%✐♦♥ #♦❧✉%✐♦♥# ❛♥❞ %❤❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛%❡. ❢♦. %❤❡ .✐♥#✐♥❣

✇❡.❡ #♣.❛②❡❞ ❛% ❛ ❞✐#%❛♥❝❡ ♦❢ .♦✉❣❤❧② ✶✵ ❝♠ ♣❡.♣❡♥❞✐❝✉❧❛.❧② %♦ %❤❡ #✉.❢❛❝❡✳ ❚❤❡

#♣.❛②✐♥❣ ✇❛# ❞♦♥❡ ❛# ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✿ ✷✵ # ♦❢ #♣.❛②✐♥❣ ♦❢ %❤❡ #♦❧✉%✐♦♥# ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✇❛✐%✲

✐♥❣ %✐♠❡ ♦❢ ✶✺ #✱ %❤❡♥ ❛ .✐♥#✐♥❣ #%❡♣ ♦❢ ✷✵ # ✇✐%❤ ✶✺ # ♦❢ ✇❛✐%✐♥❣✳ ❚❤❡ #❛♠♣❧❡# ✇❡.❡

❞.✐❡❞ ✉♥❞❡. ❝♦♠♣.❡##❡❞ ❛✐. ❡✐%❤❡. ❡✈❡.② ❧❛②❡. ❢♦. ❡❧❧✐♣#♦♠❡%.② ♠❡❛#✉.❡♠❡♥%# ✭%❤✐❝❦✲

♥❡## ❡✈♦❧✉%✐♦♥ #%✉❞✐❡#✮ ♦. ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ %❤❡ ✜❧♠# ✭♥❡✉%.♦♥ #❝❛%%❡.✐♥❣

♠❡❛#✉.❡♠❡♥%#✮✳

❋✐❣✉.❡ ✷✳✺✿  ✐❝#✉%❡ ♦❢ ❛ *#❛✐♥❧❡** *#❡❡❧ ♥♦③③❧❡✳

✷✳✷✳✸ ❉❡♣♦'✐)✐♦♥ ❜② ✉'✐♥❣ )❤❡ '♣✐♥✲❛''✐')❡❞ ▲❜▲ ❛''❡♠❜❧②

❚❤❡ #♣✐♥✲❛##✐#%❡❞ ▲❜▲ ❛##❡♠❜❧② ✇❛# ♣❡.❢♦.♠❡❞ ♦♥ ❛ #♣✐♥✲❝♦❛%❡. ❲❙✲✻✺✵✲✽❇ ✭♣✐❝✲

%✉.❡ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✷✳✻✮ ♣✉.❝❤❛#❡❞ ❢.♦♠ ▲❛✉.❡❧❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❈♦.♣♦.❛%✐♦♥ ✭◆♦.%❤ ❲❛❧❡#✱

❯❙❆✮✳ ❚❤❡ #♣✐♥✲❛##✐#%❡❞ ▲❜▲ ❛##❡♠❜❧② ✇❛# ❝❛..✐❡❞ ♦✉% ❛% ❛ .♦%❛%✐♦♥ #♣❡❡❞ ♦❢ ✹✱✵✵✵

.♣♠ ✭.♦%❛%✐♦♥ ♣❡. ♠✐♥✉%❡✮ ♦. ✽✱✵✵✵ .♣♠✳ ❚❤❡ ✜❧♠# ✇❡.❡ ❜✉✐❧%✲✉♣ ❜② ❞❡♣♦#✐%✐♥❣

%❡♥ ❞.♦♣# ♦❢ %❤❡ #♦❧✉%✐♦♥# ✇✐%❤ ❛ ♣✐♣❡%%❡ ♦♥ %❤❡ .♦%❛%✐♥❣ #✉❜#%.❛%❡#✱ ✐♠♠❡❞✐❛%❡❧②

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ .✐♥#✐♥❣ #%❡♣ ✇✐%❤ ✶ ♠▲ ♦❢ ♣✉.❡ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛%❡.✳ ❇❡❢♦.❡ %❤❡ ❞❡♣♦#✐%✐♦♥ ♦❢

❛ ♥❡✇ ❧❛②❡.✱ %❤❡ #❛♠♣❧❡# ✇❡.❡ ❧❡❢% .♦%❛%✐♥❣ ✉♥%✐❧ %❤❡ .❡♠♦✈❛❧ ♦❢ %❤❡ #♦❧✈❡♥%✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿  ✐❝#✉%❡ ♦❢ #❤❡ *♣✐♥✲❝♦❛#❡% ✉*❡❞ ❢♦% #❤❡ ✜❧♠* ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❜② ✉*✐♥❣ #❤❡ *♣✐♥✲❛**✐*#❡❞ ▲❜▲

❛**❡♠❜❧②✳

✷✳✸ ■♥%&'✉♠❡♥&❛&✐♦♥

✷✳✸✳✶ ◆❡✉'(♦♥ +❝❛''❡(✐♥❣

◆❡✉#$♦♥ '❝❛##❡$✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥#' ✭$❡✢❡❝#♦♠❡#$② ❛♥❞ ●■❙❆◆❙✮ ✇❡$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞

❛# '❡✈❡$❛❧ ♥❡✉#$♦♥ ✐♥'#✐#✉#✐♦♥' ✿ #❤❡ ■♥'#✐#✉# ▲❛✉❡✲▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮ ❬✶✺✾❪✱ ●$❡♥♦❜❧❡✱

❋$❛♥❝❡ ❛♥❞ #❤❡ ❋♦$'❝❤✉♥❣'✲◆❡✉#$♦♥❡♥H✉❡❧❧❡ ❍❡✐♥③ ▼❛✐❡$✲▲❡✐❜♥✐#③ ✭❋❘▼■■✮ ❬✶✻✵❪✱

●❛$❝❤✐♥❣✱ ●❡$♠❛♥②✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ♥❡✉#$♦♥ $❡❛❝#♦$ '♦✉$❝❡'✳

❚❤❡ ✐♥'#$✉♠❡♥#' ✉'❡❞ ❛$❡ ❞❡'❝$✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ #❤❡ '❡#✉♣' ❛$❡ '✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

✻✼



❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙❡"✉♣% ✉%❡❞ ❢♦) "❤❡ ♥❡✉")♦♥ )❡✢❡❝"♦♠❡")② ❛♥❞ ●■❙❆◆❙ ♠❡❛%✉)❡♠❡♥"%✳

✷✳✸✳✶✳✶ ❉✶✼
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✉❧❛$ ❛♥❞ ♦✛✲@♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝4✐✈✐4② ❛$❡ ♠❡❛@✉$❡❞ ♦♥ 4❤✐@ ✐♥@4$✉♠❡♥4✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✳✶✳✸

@❤♦✇@ ❛ @❝❤❡♠❛4✐❝ ❞$❛✇✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ $❡✢❡❝4♦♠❡4❡$✳

❲❡ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉4 ♥❡✉4$♦♥ $❡✢❡❝4♦♠❡4$② ♦♥ ◆✲❘❊❳✰✱ ✇✐4❤ 4❤❡ @❡4✉♣ ◆✲❘❊❳✰✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ ❧❛②♦✉& ♦❢ &❤❡ ◆✲❘❊❳✰ 3❡✢❡❝&♦♠❡&❡3✳ ❘❡♣3✐♥&❡❞ ❢3♦♠ 3❡❢❡3❡♥❝❡ ❬✷✹❪✳

✼✵



✷✳✸✳✶✳✹ ❙✉♣❡)❆❉❆▼

❙✉♣❡$❆❉❆▼ ❬✷✺✱ ✶✻✸❪ ✭❆❞✈❛♥❝❡❞ ❘❡✢❡❝8♦♠❡8❡$ ❢♦$ 8❤❡ ❆♥❛❧②?✐? ♦❢ ▼❛8❡$✐❛❧?✮

✐? ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❞✐?♣❡$?✐✈❡ $❡✢❡❝8♦♠❡8❡$ ❛8 ❛ ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣8❤ ♦❢ ✹✳✹ ➴ ✇✐8❤ ❛ ✈❡$8✐❝❛❧

?❛♠♣❧❡ ?✉$❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡8$②✱ ❧♦❝❛8❡❞ ❛8 ■▲▲✳ ■8 ❝❛♥ ❛❝❝❡?? ?❝❛88❡$✐♥❣ ❛♥❣❧❡? ✉♣ 8♦ ✽✺ ➦

✇❤✐❝❤ ❝♦$$❡?♣♦♥❞ 8♦ L ✈❛❧✉❡? ✉♣ 8♦ ✷✳✶ ➴

−1
✱ ✉?❡❢✉❧ 8♦ ♣$♦❜❡ ?♠❛❧❧ ❧❡♥❣8❤ ?❝❛❧❡?✳

❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐8② ♦❢ 8❤❡ ✐♥?8$✉♠❡♥8 ♣❡$♠✐8? 8❤❡ ✈❛$✐❛8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ?❛♠♣❧❡✲❞❡8❡❝8♦$ ❛♥❞

?❛♠♣❧❡✲♠♦♥♦❝❤$♦♠❛8♦$ ❞✐?8❛♥❝❡? ✐♥ ♦$❞❡$ 8♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛8❡ 8❤❡ ?♣❡❝✐✜❝ $❡L✉✐$❡♠❡♥8?

❢♦$ ✐♥❝✐❞❡♥8 ❛♥❞ ♦✉8❣♦✐♥❣ $❡?♦❧✉8✐♦♥?✳ ❚❤❡ 8✇♦ ❞✐♠❡♥?✐♦♥❛❧ ♣♦?✐8✐♦♥ ?❡♥?✐8✐✈❡ ❞❡8❡❝✲

8♦$ ❤❛? ❛♥ ❛❝8✐✈❡ ❛$❡❛ ♦❢ ✸✵ ① ✸✵ ❝♠

2
❛♥❞ ❛ $❡?♦❧✉8✐♦♥ ♦❢ ✷✳✽ ♠♠✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇? ?♣❡❝✉❧❛$

❛♥❞ ♦✛✲?♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝8✐✈✐8② ♠❡❛?✉$❡♠❡♥8?✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✳✶✳✹ ?❤♦✇? ❛ ?❝❤❡♠❛8✐❝ ❞$❛✇✲

✐♥❣ ♦❢ 8❤❡ $❡✢❡❝8♦♠❡8❡$✳

❲❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♥❡✉8$♦♥ $❡✢❡❝8♦♠❡8$② ♦♥ ❙✉♣❡$❆❉❆▼✱ ✇✐8❤ 8❤❡ ?❡8✉♣ ❙✉♣❡$✲

❆❉❆▼✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛&✐❝ ❧❛②♦✉& ♦❢ &❤❡ ❙✉♣❡.❆❉❆▼ .❡✢❡❝&♦♠❡&❡.✳ ❘❡♣.✐♥&❡❞ ❢.♦♠ .❡❢❡.❡♥❝❡ ❬✷✺❪✳

✷✳✸✳✷ ❊❧❧✐♣'♦♠❡+,②

❊❧❧✐♣$♦♠❡()② ✐$ ❛ ♥♦♥✲❞❡$()✉❝(✐✈❡ (❡❝❤♥✐3✉❡ ♠❡❛$✉)✐♥❣ (❤❡ ❝❤❛♥❣❡$ ✐♥ (❤❡ ♣♦❧❛)✲

✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤( ❛❢(❡) )❡✢❡❝(✐♦♥ ♦♥ ❛ $✉)❢❛❝❡ ❛♥❞ ✉$❡❞ (♦ ❛♥❛❧②$❡ ❛♥❞ ❝❤❛)❛❝(❡)✐③❡

(❤✐♥ ✜❧♠$✳ ❚❤✐$ (❡❝❤♥✐3✉❡ ❛❧❧♦✇$ ❡$♣❡❝✐❛❧❧② (❤❡ ❞❡(❡)♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ (❤✐❝❦♥❡$$ ❛♥❞

)❡❢)❛❝(✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❧❛②❡)$✳

 !✐♥❝✐♣❧❡ ❬✶✻✹❪

❚❤❡ ♠♦$( ❝♦♠♠♦♥ ♣♦❧❛)✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤( ✐$ (❤❡ ❡❧❧✐♣(✐❝❛❧ ♣♦❧❛)✐③❛(✐♦♥✳ ▲✐❣❤( ✐$ ❡❧✲

❧✐♣(✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛)✐③❡❞ ✇❤❡♥ (❤❡ ❡❧❡❝()✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡$❝)✐❜❡$ ❛♥ ❡❧❧✐♣(✐❝ ()❛❥❡❝(♦)② ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡

♣❡)♣❡♥❞✐❝✉❧❛) (♦ (❤❡ ❞✐)❡❝(✐♦♥ ♦❢ ♣)♦♣❛❣❛(✐♦♥✱ ❛$ $❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✷✳✶✶✳ ■( ✐$ ❝❤❛)✲

❛❝(❡)✐③❡❞ ❜② (❤❡ (✇♦ ❛♥❣❧❡$ ψ ❛♥❞ ∆✳

✼✶



❋♦" ♠♦♥♦❝❤"♦♠❛(✐❝ ❧✐❣❤( ✇❛✈❡ ("❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ♣♦0✐(✐✈❡ ❞✐"❡❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ③ ❛①✐0

♦❢ ❛ ❈❛"(❡0✐❛♥ "✐❣❤(✲❤❛♥❞❡❞ ❝♦♦"❞✐♥❛(❡ 0②0(❡♠ ✭(❤❡ ③ ❛①✐0 ♣♦✐♥(0 (♦ (❤❡ "❡❛❞❡" ✐♥

❋✐❣✉"❡ ✷✳✶✶✮✱ (❤❡ ❡❧❡❝("✐❝ ✈❡❝(♦" ✐0 ♣❡"♣❡♥❞✐❝✉❧❛" (♦ ③ ❛♥❞ (❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥(0 ✐♥ ① ❛♥❞

② ❞✐"❡❝(✐♦♥0 ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

Ex = X cos(−ωt+ δx) ✭✷✳✶✮

Ey = Y cos(−ωt+ δy) ✭✷✳✷✮

✇✐(❤ ω (❤❡ ❛♥❣✉❧❛" ❢"❡A✉❡♥❝②✱ ❳ ❛♥❞ ❨ (❤❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡0 ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥(0 ✐♥ ① ❛♥❞

② ❞✐"❡❝(✐♦♥0✱ δx ❛♥❞ δy (❤❡ ❛❜0♦❧✉(❡ ♣❤❛0❡0 ✐♥ ① ❛♥❞ ② ❞✐"❡❝(✐♦♥0 ❛( (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ (✐♠❡
( ❂ ✵✳

❋✐❣✉"❡ ✷✳✶✶✿ ❊❧❧✐♣$✐❝❛❧ ♣♦❧❛(✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛(❛♠❡$❡(.✳

❚❤❡ "❛(✐♦ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❛♠♣❧✐(✉❞❡0 ♦❢ (❤❡ ❡❧❡❝("✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ (❤❡ ① ❞✐"❡❝(✐♦♥ ✭♣ ❞✐"❡❝✲

(✐♦♥✮ ❛♥❞ (❤❡ ② ❞✐"❡❝(✐♦♥ ✭0 ❞✐"❡❝(✐♦♥✮✱ ♥❛♠❡❞ "❡0♣❡❝(✐✈❡❧② ❳ ❛♥❞ ❨✱ ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡A✉❛(✐♦♥ ✿

tanψxy =
X

Y
ψ ∈

(

0,
π

2

)

✭✷✳✸✮

❆( (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ (✐♠❡ ( ❂ (0✱ (❤❡ ❡❧❡❝("✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ (❤❡ ② ❞✐"❡❝(✐♦♥ ✐0 ♠❛①✐♠❛❧ ✭❞❛0❤❡❞

❛""♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉"❡ ✷✳✶✶✮ ❛♥❞ (❤❡ ❡❧❡❝("✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ (❤❡ ① ❞✐"❡❝(✐♦♥ ✐0 ♠❛①✐♠❛❧ ❛( ( ❂ ( 0
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✰ ∆✴ω ✭❞♦%%❡❞ ❛((♦✇✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛/❡ /❤✐❢% ∆ ✐/ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

∆xy = δx − δy ∆ ∈ (−π, π) ✭✷✳✹✮

▲❡% ✉/ ❝♦♥/✐❞❡( %❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤(♦♠❛%✐❝ ♦♣%✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❛(

✐♥%❡(❢❛❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ /❡♠✐✲✐♥✜♥✐%❡ ♠❡❞✐❛ ✇✐%❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥% ❛♥❣❧❡ ♦❢ ϕ1✳ ❚❤❡ %✇♦

♠❡❞✐❛ ❤❛✈❡ %✇♦ ❞✐✛❡(❡♥% ❝♦♠♣❧❡① (❡❢(❛❝%✐✈❡ ✐♥❞❡① ◆1 ❛♥❞ ◆2✳ ❆/ /❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡

✷✳✶✷✱ %❤❡ ❧✐❣❤% ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ (❡✢❡❝%❡❞ ✇✐%❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ϕ1 ♦( %(❛♥/♠✐%%❡❞ ✇✐%❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡

ϕ2✳

❋✐❣✉(❡ ✷✳✶✷✿ ■♥"❡$❛❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤$♦♠❛"✐❝ ❡❧❡❝"$♦♠❛❣♥❡"✐❝ ✇❛✈❡ ✇✐"❤ ❛ ♣❧❛♥❛$ ✐♥"❡$❢❛❝❡ ❜❡✲

"✇❡❡♥ "✇♦ ♠❡❞✐❛✳ ❊i✱ ❊r ❛♥❞ ❊t ❝♦$$❡7♣♦♥❞ "♦ "❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥"7 ♦❢ "❤❡ ❡❧❡❝"$✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝"♦$7 ♦❢ "❤❡

✐♥❝✐❞❡♥"✱ $❡✢❡❝"❡❞ ❛♥❞ "$❛♥7♠✐""❡❞ ❧✐❣❤" $❡7♣❡❝"✐✈❡❧②✳

❚❤❡ (❡✢❡❝%✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥%/ ✐♥ / ❛♥❞ ♣ ❞✐(❡❝%✐♦♥/ ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② %❤❡ ❋(❡/♥❡❧ ❡J✉❛✲

%✐♦♥/ ✿

rs =
Ers

Eis

=
N1 cosϕ1 −N2 cosϕ2

N1 cosϕ1 +N2 cosϕ2

✭✷✳✺✮

rp =
Erp

Eip

=
N1 cosϕ2 −N2 cosϕ1

N1 cosϕ2 +N2 cosϕ1

✭✷✳✻✮

❲✐%❤ %❤❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡/❝❛(%❡/ ❧❛✇ ✭N1 sinϕ1 = N2 sinϕ2✮✱ ✇❡ ♦❜%❛✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
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❡!✉❛$✐♦♥(✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ϕ1✱ ◆1 ❛♥❞ ◆2 ✿

rs =
sin (ϕ2 − ϕ1)

sin (ϕ2 + ϕ1)
=
N1 cosϕ1 −

√

N2
2 −N2

1 cos
2 ϕ1

N1 cosϕ1 +
√

N2
2 −N2

1 cos
2 ϕ1

✭✷✳✼✮

= tanψse
i∆s

rp =
tan (ϕ2 − ϕ1)

tan (ϕ2 + ϕ1)
=
N1/ cosϕ1 −N2/

√

1− (N1/N2)
2 sin2 ϕ1

N1/ cosϕ1 +N2/
√

1− (N1/N2)
2 sin2 ϕ1

✭✷✳✽✮

= tanψpe
i∆p

❚❤❡ ♠✉❧$✐❧❛②❡; ✜❧♠( ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝$;♦❧②$❡( ❝♦;;❡(♣♦♥❞ $♦ ❛ (✉❜($;❛$❡✲✜❧♠✲❛✐; (②($❡♠✱

✇✐$❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉( ❧❛②❡; ♦❢ $❤✐❝❦♥❡(( ❞1 ❛♥❞ ;❡❢;❛❝$✐✈❡ ✐♥❞❡① ◆1 ♣❧❛❝❡❞ ❜❡$✇❡❡♥

$✇♦ (❡♠✐✲✐♥✜♥✐$❡ ♠❡❞✐❛✱ $❤❡ ❛✐; ✇✐$❤ ❛ ;❡❢;❛❝$✐✈❡ ✐♥❞❡① ♥a ❛♥❞ $❤❡ (✉❜($;❛$❡ ✇✐$❤

❛ ;❡❢;❛❝$✐✈❡ ✐♥❞❡① ◆0✱ ❛( ;❡♣;❡(❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉;❡ ✷✳✶✸✳ ■♥ $❤✐( ❝❛(❡✱ $❤❡ ;❡✢❡❝$✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✐( ✿

r =
r12 + r10e

i2θ

1 + r21r10ei2θ
✭✷✳✾✮

✇✐$❤ θ $❤❡ ♣❤❛(❡ (❤✐❢$ ♦❢ ♠✉❧$✐♣❧❡ ;❡✢❡❝$❡❞ ✇❛✈❡( ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

θ =
2π

λ
d1N1 cosϕ1 =

2π

λ
d1N1

√

1−
(

na sinϕ2

N1

)2

❉✉;✐♥❣ ♠❡❛(✉;❡♠❡♥$( ❜② ❡❧❧✐♣(♦♠❡$;②✱ $❤❡ ;❡✢❡❝$❡❞✴✐♥❝✐❞❡♥$ ❛♥❣❧❡ ϕ ✐( ❦♥♦✇♥✱

❛( ✇❡❧❧ ❛( $❤❡ ;❡❢;❛❝$✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛✐;✱ ♥a✱ ❛♥❞ $❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ❧✐❣❤$ ❜❡❛♠✳ ❙♦

$❤❡ ♣❤❛(❡ (❤✐❢$ θ ✐( ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦♥ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡(( ❞1 ❛♥❞ $❤❡ ;❡❢;❛❝$✐✈❡ ✐♥❞❡① ◆1

♦❢ $❤❡ ✜❧♠✳

❋✐❣✉;❡ ✷✳✶✸✿ ■♥"❡$❛❝"✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝"$♦♠❛❣♥❡"✐❝ ✇❛✈❡ ✇✐"❤ ❛ 0✉❜0"$❛"❡✲✜❧♠✲❛✐$ 0②0"❡♠✳

❊❧❧✐♣$♦♠❡(❡)$

❚✇♦ ❡❧❧✐♣(♦♠❡$❡;( ✇❡;❡ ✉(❡❞ ❢♦; ♦✉; ($✉❞✐❡(✱ ❛ ♠♦♥♦❝❤;♦♠❛$✐❝ ❡❧❧✐♣(♦♠❡$❡; ✭❙❉
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✷✸✵✵✱ $❧❛'♠♦'✮ ❛♥❞ ❛ '♣❡❝01♦♠❡01✐❝ ❡❧❧✐♣'♦♠❡0❡1 ✭❙❊◆♣1♦✱ ❙❊◆❚❊❈❍ ■♥'01✉♠❡♥0

●♠❜❍✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧0✐❧❛②❡1 ✜❧♠' ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝01♦❧②0❡' ✇❡1❡ ❝♦♥'✐❞❡1❡❞ ❛' ♦♥❡ ❧❛②❡1 ❢♦1 0❤❡

❡❧❧✐♣'♦♠❡01② ♠❡❛'✉1❡♠❡♥0'✱ ❛' 0❤❡ 1❡❢1❛❝0✐✈❡ ✐♥❞❡①❡' ♦❢ 0❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝01♦❧②0❡' ✉'❡❞

✇❡1❡ '✐♠✐❧❛1✳ ❙♦✱ 0❤❡ 0❤✐❝❦♥❡''❡' ♠❡❛'✉1❡❞ ❛1❡ 0❤❡ 0♦0❛❧ 0❤✐❝❦♥❡''❡' ♦❢ 0❤❡ ✜❧♠'

❞❡♣♦'✐0❡❞✳

❚❤❡ ♠♦♥♦✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❡❧❧✐♣'♦♠❡0❡1 ♦♣❡1❛0❡❞ ❛0 ❛ ❧❛'❡1 ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ♦❢ ✻✸✷✳✽ ♥♠

❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✼✵➦✱ ❛♥❞ 0❤❡ ♠❡❛'✉1❡♠❡♥0' ✇❡1❡ ❝❛11✐❡❞ ♦✉0 ♦♥ 0❡♥ ♣♦✐♥0' 0♦

❞❡0❡1♠✐♥❡ ❛♥ ❛✈❡1❛❣❡ 0❤✐❝❦♥❡'' ♦❢ 0❤❡ ✜❧♠' ❛❧❧ ♦✈❡1 0❤❡ '✉1❢❛❝❡ ❛♥❞ 0❤❡ '0❛♥❞❛1❞

❞❡✈❛0✐♦♥✳ ❲✐0❤ ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✱ ✐0 ✐' ♥♦0 ♣♦''✐❜❧❡ 0♦ ❞❡0❡1♠✐♥❡ ❜♦0❤ 0❤❡

1❡❢1❛❝0✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ 0❤❡ 0❤✐❝❦♥❡'' ♦❢ ❛ ✜❧♠✳ ❋✉10❤❡1♠♦1❡✱ ❢♦1 0❤❡ ♠✉❧0✐❧❛②❡1 ✜❧♠' 0❤❡
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✐♥❞❡① ♦❢ 0❤❡ ✜❧♠' ✇❛' ❛''✉♠❡❞ 0♦ ❜❡ ❡M✉❛❧ 0♦ 0❤❡ 1❡❢1❛❝0✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ 0❤❡ '✐❧✐❝♦♥ ♦①✐❞❡

❧❛②❡1✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ❡M✉❛❧ 0♦ ✶✳✹✻✺ ❛♥❞ ✐' ❝❧♦'❡ 0♦ 0❤❡ 1❡❢1❛❝0✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ♣♦❧②♠❡1'✱ ❛♥❞ ♦♥❧②

0❤❡ 0❤✐❝❦♥❡'' ♦❢ 0❤❡ ✜❧♠' ✇❛' ♠❡❛'✉1❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ 0❤✐' ❛''✉♠♣0✐♦♥ ❧❡❛❞' 0♦ '❧✐❣❤0❧②

✐♥❝♦11❡❝0 ✈❛❧✉❡' ♦❢ 0❤❡ 0❤✐❝❦♥❡''❡'✱ 0❤✐' ❛❧❧♦✇' 0♦ ♣❡1❢♦1♠ M✉✐❝❦ ♠❡❛'✉1❡♠❡♥0' ♦❢

0❤❡ 1❡❧❛0✐✈❡ 0❤✐❝❦♥❡''❡' ❛♥❞ 0♦ ❝♦♠♣❛1❡ 0❤❡ ❞✐✛❡1❡♥0 ✜❧♠'✳ ❚❤✐' 1❡❢1❛❝0✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢

✶✳✹✻✺ ✇❛' ✉'❡❞ ❢♦1 0❤❡ ❣1♦✇0❤ '0✉❞✐❡' ♦❢ 0❤❡ ✜❧♠'✱ ✇✐0❤ ♠❡❛'✉1❡♠❡♥0' ❡✈❡1② ❧❛②❡1✳

❍♦✇❡✈❡1✱ ♠♦1❡ ❛❝❝✉1❛0❡ 0♦0❛❧ ✜❧♠ 0❤✐❝❦♥❡''❡' ✇❡1❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦1 0❤❡ ♠✉❧0✐❧❛②❡1 ✜❧♠'

♠❡❛'✉1❡❞ ❜② ♥❡✉01♦♥ '❝❛00❡1✐♥❣✱ 0♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ '0❛10✐♥❣ ✈❛❧✉❡' ♦❢ 0❤❡ 0❤✐❝❦♥❡''❡'

❢♦1 0❤❡ ❛♥❛❧②'✐' ♦❢ 0❤❡ 1❡✢❡❝0✐✈✐0② ❝✉1✈❡'✳ ❆❝0✉❛❧❧②✱ 0❤❡ ✜❧♠' ✇❡1❡ ♠❡❛'✉1❡❞ ❜②

❡❧❧✐♣'♦♠❡01② ❛❢0❡1 0❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ 0❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧♠ 0♦ ✈❡1✐❢② 0❤❛0 0❤❡ ❞❡♣♦'✐0✐♦♥' ✇❡1❡

❞♦♥❡ ❝♦11❡❝0❧②✳ ❲❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛❧'♦ ❛ ✜1'0 ❛✈❡1❛❣❡ ❧❛②❡1 ♣❛✐1 0❤✐❝❦♥❡'' 0♦ ✉'❡ ❢♦1 0❤❡

❛♥❛❧②'✐' ♦❢ 0❤❡ ♥❡✉01♦♥ 1❡✢❡❝0✐✈✐0✐❡'✳ ❙♦✱ ❢♦1 0❤✐' ✜❧♠'✱ ❛ ✜1'0 ♠❡❛'✉1❡♠❡♥0 ✇❛'
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❛✐,✳ ❚✇❡♥(② ✭?❙❙h7✲?❆❍✮ ❧❛②❡, ♣❛✐,* ✇❡,❡ ❞❡♣♦*✐(❡❞✱ ❛♥❞ (❤❡ ✜❧♠* ✇❡,❡ ♣,❡♣❛,❡❞ ❛(

❞✐✛❡,❡♥( (❡♠♣❡,❛(✉,❡*✳ ❚❤✐* ✇❛* ❞♦♥❡ ❜② ♣✉((✐♥❣ ❛❧❧ (❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝(,♦❧②(❡ ❛♥❞ ▼✐❧❧✐◗

✇❛(❡, *♦❧✉(✐♦♥* (♦ (❤❡ ,✐❣❤( (❡♠♣❡,❛(✉,❡ ✉*✐♥❣ ❛ ♣♦❧②*(❛( ✭❋✐*❤❡, ❇✐♦❜❧♦❝❦ ❙❝✐❡♥(✐✜❝✱

■❧❧❦✐,❝❤✱ ❋,❛♥❝❡✮✳ ❋✐❣✉,❡ ✷✳✶✻ *❤♦✇* (❤❡ (♦(❛❧ (❤✐❝❦♥❡** ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧(✐❧❛②❡, ✜❧♠*

❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢ (✇❡♥(② ✭?❙❙h7✲?❆❍✮ ❧❛②❡, ♣❛✐,* ❛* ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ (❡♠♣❡,❛(✉,❡ ♠❡❛✲

*✉,❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣*♦♠❡(,② ♦♥ (❤❡ ♠♦♥♦❝❤,♦♠❛(✐❝ ❡❧❧✐♣*♦♠❡(❡, ✇✐(❤ ❛ ,❡❢,❛❝(✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢

✶✳✹✻✺✳

❲❡ ♦❜*❡,✈❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛, ✐♥❝,❡❛*❡ ✇✐(❤ (❤❡ (❡♠♣❡,❛(✉,❡ ♦❢ ✹✳✷ ➴ ♣❡, ❞❡❣,❡❡ ❢♦, ✷✵

❧❛②❡, ♣❛✐,*✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥* ❛♥ ✐♥❝,❡❛*❡ ♦❢ ✵✳✷✶ ➴ ♣❡, ❞❡❣,❡❡ ❢♦, ♦♥❡ ❧❛②❡, ♣❛✐,✳ ❚❤✐*

❝♦,,❡*♣♦♥❞* (♦ ✵✳✻✼✪ ♦❢ (❤❡ (❤✐❝❦♥❡** ♦❢ ❛ ❧❛②❡, ♣❛✐, ❛( ✷✶➦❈ ✭✸✶✳✶✽ ➴ ♣❡, ❧❛②❡, ♣❛✐,✮✳

❚❤❡*❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡* ❛,❡ ❧♦✇❡, ♦, ✐♥ (❤❡ ♦,❞❡, ♦❢ (❤❡ *(❛♥❞❛,❞ ❞❡✈✐❛(✐♦♥* ♠❡❛*✉,❡❞ ✇✐(❤

(❤❡ ❡❧❧✐♣*♦♠❡(❡, ❢♦, (❤❡*❡ *❛♠♣❧❡* ❢♦, (❤❡ ❞❡♣♦*✐(✐♦♥ ♦❢ ✷✵ ❧❛②❡, ♣❛✐,* ♦, ♦♥❡ ❧❛②❡,

♣❛✐,✳ ❚❤✐* ❡✛❡❝( ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝(❡❞ ❢♦, ❛ *♠❛❧❧ ,♦♦♠ (❡♠♣❡,❛(✉,❡ ✈❛,✐❛(✐♦♥ ✭✷✲✸ ➦❈✮

❜✉( ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦,(❛♥( ❢♦, ❤✐❣❤❡, ✈❛,✐❛(✐♦♥*✱ ❛* (❤❡ ✶✵➦❈ ✈❛,✐❛(✐♦♥ ♠❡❛*✉,❡❞ ✐♥ ♦✉,

❧❛❜♦,❛(♦,②✳ ❚❤✐* ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ (❤❡ *♠❛❧❧ ❞✐✛❡,❡♥❝❡* ✐♥ (❤✐❝❦♥❡** ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ *❡❡♥

❜② ♥❡✉(,♦♥ *❝❛((❡,✐♥❣ ❢♦, ✜❧♠* ♣,❡♣❛,❡❞ ❡①❛❝(❧② ✐♥ (❤❡ *❛♠❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝♦♥❞✐(✐♦♥*✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❢✉,(❤❡, ✐♥ (❤✐* (❤❡*✐* ❤♦✇ (♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ (❤✐* ❡✛❡❝( ♦❢ (❤❡ (❡♠♣❡,❛(✉,❡ ❜②

✜((✐♥❣ (♦❣❡(❤❡, ,❡✢❡❝(✐✈✐(② ❝✉,✈❡* ♦❢ *❡✈❡,❛❧ ✜❧♠* ♣,❡♣❛,❡❞ ✐♥ (❤❡ *❛♠❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥*

(♦ ❞❡(❡,♠✐♥❡ ❛✈❡,❛❣❡ ✈❛❧✉❡* ♦❢ (❤❡ *(,✉❝(✉,❛❧ ♣❛,❛♠❡(❡,*✱ ✉*✐♥❣ (❤❡ ✧●❧♦❜❛❧ ❋✐(✧

♣,♦❝❡** ♦❢ ▼♦(♦✜(✳
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!❆❍✮ ❛& ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ +❡♠♣❡2❛+✉2❡ ♦❢ ♣2❡♣❛2❛+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❝♦22❡&♣♦♥❞& +♦ +❤❡ ❧✐♥❡❛2 ✜+ ♦❢ +❤❡

❝✉2✈❡✳

✷✳✺✳✸ ❉✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ❞✐♣♣❡❞ ❛♥❞ 1♣(❛②❡❞ ✜❧♠1

❚♦ ❞❡$❡%♠✐♥❡ $❤❡ ❡①❛❝$ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ $❡♠♣❡%❛$✉%❡ ✐♥ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡22 ❞✐✛❡%❡♥❝❡

❜❡$✇❡❡♥ 2♣%❛②❡❞ ❛♥❞ ❞✐♣♣❡❞ 2❛♠♣❧❡2✱ 2❡✈❡♥ ♠✉❧$✐❧❛②❡% ✜❧♠2 ❝♦♠♣♦2❡❞ ♦❢ ;❙❙h7 ❛♥❞

;❆❍ ✇❡%❡ ♣%❡♣❛%❡❞ ❛♥❞ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡22❡2 ✇❡%❡ ♠❡❛2✉%❡❞ ❡✈❡%② ❧❛②❡% ❜② ❡❧❧✐♣2♦♠❡$%②

✭♥ ❂ ✶✳✹✻✺✱ ♦♥ $❤❡ ♠♦♥♦❝❤%♦♠❛$✐❝ ❡❧❧✐♣2♦♠❡$❡%✮✳ ❚❤❡2❡ ✜❧♠2 ✇❡%❡ $❤%❡❡ ❞✐♣♣❡❞

✜❧♠2 ♣%❡♣❛%❡❞ ❛$ ✶✺➦❈ ✭$❡♠♣❡%❛$✉%❡ ♦❢ $❤❡ ❞%♦♣❧❡$2 ❢♦% $❤❡ 2♣%❛② ✇✐$❤ ❆✐%❜♦② ❝❛♥2✮✱

✶✽➦❈ ✭$❡♠♣❡%❛$✉%❡ ♦❢ $❤❡ ❞%♦♣❧❡$2 ❢♦% $❤❡ 2♣%❛② ✇✐$❤ $❤❡ ❆③$❡❦ ❛✐%❜%✉2❤❡2✮ ❛♥❞

✷✶➦❈ ✭%♦♦♠ $❡♠♣❡%❛$✉%❡✮✱ $❤%❡❡ 2♣%❛②❡❞ ✜❧♠2 ❜✉✐❧$✲✉♣ ✇✐$❤ ❆③$❡❦ ❛✐%❜%✉2❤❡2 ❛$ ❣❛2

♣%❡22✉%❡2 ♦❢ ✶ ❜❛%✱ ✸ ❜❛%2 ❛♥❞ ✺ ❜❛%2✱ ❛♥❞ ♦♥❡ 2♣%❛②❡❞ ✜❧♠ ✇✐$❤ ❆✐%❜♦② ❝❛♥2✳ ❚❤❡

%♦♦♠ $❡♠♣❡%❛$✉%❡ ✇❛2 ✷✶➦❈ ❢♦% ❡✈❡%② 2❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❝%❡❛2❡ ♦❢ $❤✐❝❦♥❡22 ✇✐$❤ $❤❡

♥✉♠❜❡% ♦❢ ❧❛②❡% ♣❛✐%2 ✐2 2❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✷✳✶✼ ❢♦% $❤❡ 2❡✈❡♥ ✜❧♠2✳

❆❧❧ ✜❧♠2 ✇❡%❡ ❞❡♣♦2✐$❡❞ ♦♥ 2✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡%2 ❝♦❛$❡❞ ✇✐$❤ ❛ ✜%2$ ;❊■ ❧❛②❡% ❞❡♣♦2✐$❡❞

❛2 ❞❡2❝%✐❜❡❞ ❜❡❢♦%❡ ❛♥❞ $❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝$%♦❧②$❡ 2♦❧✉$✐♦♥2 ✇❡%❡ ♣%❡♣❛%❡❞ ✐♥ $❤❡ 2❛♠❡ ✇❛②✳

❚❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠2 ✇❡%❡ ♣%❡♣❛%❡❞ ❛2 ❞❡2❝%✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣❛%$ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❝❡%♥✐♥❣ $❤❡

$❡♠♣❡%❛$✉%❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ 2$✉❞②✱ ✇✐$❤ 2♦❧✉$✐♦♥ $❡♠♣❡%❛$✉%❡2 ♦❢ ✶✺➦❈✱ ✶✽➦❈ ❛♥❞ ✷✶➦❈✳

❚❤❡ 2♣%❛②❡❞ ✜❧♠2 ♣%❡♣❛%❡❞ ✇✐$❤ ❆③$❡❦ ❛✐%❜%✉2❤❡2 ✇❡%❡ ❜✉✐❧$✲✉♣ ❛$ ❛ ❞✐2$❛♥❝❡

♦❢ ✶✵ ❝♠✱ ♦♥ ✈❡%$✐❝❛❧ 2✉❜2$%❛$❡2 ♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛%❧② $♦ $❤❡ 2✉%❢❛❝❡✳ ❚❤❡ 2♦❧✉$✐♦♥2 ✇❡%❡

2♣%❛②❡❞ ❢♦% ✶✵ 2 ❛$ ❛ ✢✉① ♦❢ ✶✵ ♠▲✴♠✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ %✐♥2✐♥❣ 2$❡♣ ✇✐$❤ ♣✉%❡ ▼✐❧❧✐◗

✇❛$❡% ❢♦% ✶✵ 2✳ ❚❤❡ ♣%❡22✉%❡2 ♦❢ $❤❡ 2♣%❛②✐♥❣ ❣❛2 ✭❝♦♠♣%❡22❡❞ ❛✐%✮ ✇❡%❡ ✶ ❜❛%✱ ✸ ❜❛%2

❛♥❞ ✺ ❜❛%2✱ ❛♥❞ $❤❡ ✐♥$❡%♥❛❧ ❞✐❛♠❡$❡% ♦❢ $❤❡ ♥♦③③❧❡2 ✇❛2 ✵✳✼ ♠♠✳ ❚❤❡ ♣%❡♣❛%❛$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ✜❧♠ ♣%❡♣❛%❡❞ ✇✐$❤ ❆✐%❜♦② ❝❛♥2 ✇❛2 ❛❧2♦ ❞♦♥❡ ❛$ ❛ ❞✐2$❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ❝♠ ♦♥ ❛ ✈❡%$✐❝❛❧

2✉❜2$%❛$❡ ✇✐$❤ 2♣%❛② ♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛% $♦ $❤❡ 2✉%❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜❧♠2 ✇❡%❡ ❞%✐❡❞ ❡✈❡%② ❧❛②❡%

✉♥❞❡% ❝♦♠♣%❡22❡❞ ❛✐%✳

❲❡ ♦❜2❡%✈❡❞ $❤❛$ $❤❡ $❤%❡❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠2 ❤❛✈❡ $❤❡ X✉✐❝❦❡% ✜❧♠ ❣%♦✇$❤✳ ❚❤❡

❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠2 ♣%❡♣❛%❡❞ ❛$ ✶✺➦❈ ❛♥❞ ✶✽➦❈ ❤❛❞ ♥❡❛%❧② $❤❡ 2❛♠❡ $❤✐❝❦♥❡22 ❣%♦✇$❤ ✭✷✾✳✻✼
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❛♥❞ ❜② -♣1❛②✐♥❣ ❛% ❞✐✛❡1❡♥% ❣❛- ♣1❡--✉1❡ ❛1❡ -❤♦✇♥✳ ▲✐♥❡- ❝♦11❡-♣♦♥❞ %♦ ❧✐♥❡❛1 ✜%- ♦❢ %❤❡ ❝✉1✈❡-✳

➴ ❛♥❞ ✷✾✳✻✹ ➴ ♣❡$ ❧❛②❡$ ♣❛✐$✮ ❛♥❞ 6❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✇✐6❤ 6❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠ ♣$❡♣❛$❡❞ ❛6
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✶✳✵✾ #✐♠❡& #❤✐❝❦❡) ❛❢#❡) ✷ ②❡❛)& ♦❢ &#♦)❛❣❡✱ ✇❤❡)❡❛& #❤❡ #❤✐❝❦♥❡&& ♦❢ ❛ )❡♣❡❛# ✉♥✐#

❞❡#❡)♠✐♥❡❞ ❢)♦♠ #❤❡ ❇)❛❣❣ ♣❡❛❦& ✐& ✶✳✵✺ #❤✐♥♥❡) ❛❢#❡) ✷ ②❡❛)&✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ &❡❡ ❛

&❧✐❣❤# ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ #❤✐❝❦♥❡&& ❢♦) #❤❡ ♠✉❧#✐❧❛②❡) ✜❧♠ ❛❢#❡) ✷ ②❡❛)&✱ ❜✉# ✉♥❢♦)#✉♥❛#❡❧②✱

#❤❡ #✇♦ ✇❛②& ♦❢ ❞❡#❡)♠✐♥✐♥❣ #❤❡ #❤✐❝❦♥❡&& ❣✐✈❡ ❝♦♥#)❛❞✐❝#♦)② )❡&✉❧#&✳ ❲❡ ❥✉&# ❦♥♦✇

#❤❛#✱ ❛❢#❡) ✷ ②❡❛)&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ #❤✐❝❦♥❡&& ❧♦✇❡) #❤❛♥ ✶✵✳✵✪✱ ❜✉# ✇❡ ❞♦ ♥♦#

✽✸



❦♥♦✇ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝+❡❛,❡ ♦+ ❛ ❞❡❝+❡❛,❡ ♦❢ .❤❡ ,✐③❡✳ ❚❤✉,✱ ❛ ♥❡✇ ,.✉❞② ♦❢ .❤❡ ❡✛❡❝.

♦❢ .❤❡ ,.♦+❛❣❡ ♦♥ ♠✉❧.✐❧❛②❡+ ✜❧♠ ,.+✉❝.✉+❡ ❤❛, .♦ ❜❡ ♣❡+❢♦+♠❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙!"✉❝!✉"❛❧ ♣❛"❛♠❡!❡"* ❞❡!❡"♠✐♥❡❞ ❢"♦♠ !❤❡ ✜!* ♦❢ !❤❡ *♣❡❝✉❧❛" "❡✢❡❝!✐✈✐!✐❡*✱ ♠❡❛*✉"❡❞

❛❢!❡" ♣"❡♣❛"❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ ❛❢!❡" ✷ ②❡❛"* ♦❢ *!♦"❛❣❡✳

❆, ♠❡♥.✐♦♥❡❞ ✐♥ .❤❡ ♠♦.✐✈❛.✐♦♥ ♣❛+❛❣+❛♣❤ ❛. .❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ .❤✐, .❤❡,✐,✱ .❤❡

❡✛❡❝. ♦❢ ✇❛.❡+ ❞✉+✐♥❣ .❤❡ ,.♦+❛❣❡ ✇❛, ♦❜,❡+✈❡❞ ❜② ▼✳ ▲B,❝❤❡ ❡! ❛❧✳ ❬✶✵❪ ♦♥ ❛ ♠✉❧.✐✲

❧❛②❡+ ✜❧♠ ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ G❙❙ ❛♥❞ G❆❍✳ ❚❤✐, ✜❧♠ ✇❛, ♣+❡♣❛+❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ❞✉+✐♥❣ .✇♦

❞❛②,✱ ❛♥❞ ✇❛, ,.♦+❡❞ ✐♥ ✇❛.❡+ ❞✉+✐♥❣ .❤❡ ♥✐❣❤. ✭❛+♦✉♥❞ ✶✷ ❤✮✳ ◆❡✉.+♦♥ +❡✢❡❝.♦♠❡.+②

♠❡❛,✉+❡♠❡♥., ,❤♦✇❡❞ .❤❛. .❤❡ .❤+❡❡ ❧❛,. ❧❛②❡+ ♣❛✐+, ❞❡♣♦,✐.❡❞ ❜❡❢♦+❡ .❤❡ ,.♦+❛❣❡ ✐♥

✇❛.❡+ ✇❡+❡ .❤✐♥♥❡+ .❤❛♥ .❤❡ ♦.❤❡+ ❧❛②❡+,✳ ❚❤✐, ✐, ,❤♦✇♥ ♦♥ .❤❡ ,❝❛..❡+✐♥❣ ❧❡♥❣.❤

❞❡♥,✐.② ✭❙▲❉✮ ♣+♦✜❧❡ ♦❢ .❤❡ ✜❧♠ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✸✳✶✳ ❚❤✐, ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ .❤✐❝❦♥❡,, ✐, ❞✉❡ .♦ ❛

♣❧❛,.✐✜❝❛.✐♦♥✱ ❛ +❡❧❛①❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝.+♦❧②.❡, ❞✉❡ .♦ .❤❡ ✇❛.❡+✳ ❲❡ ♠❛② ❛,,✉♠❡

❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦+♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝.+♦❧②.❡ ❝❤❛✐♥,✳

❋✐❣✉+❡ ✸✳✶✿ ❙❝❛!!❡"✐♥❣ ❧❡♥❣!❤ ❞❡♥*✐!② ♣"♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐♣♣❡❞ ♠✉❧!✐❧❛②❡" ✜❧♠ ♦❢ 9❙❙ ❛♥❞ 9❆❍✳ ❚❤❡

*!♦"❛❣❡ ✐♥ ✇❛!❡" ✐* ✐♥❞✐❝❛!❡❞✳ ❆❞❛♣!❡❞ ❢"♦♠ "❡❢❡"❡♥❝❡ ❬✶✵❪✳

❚❤❡ ✜❧♠, ,.✉❞✐❡❞ ✐♥ .❤✐, ❝❤❛♣.❡+ ❜❡✐♥❣ ,.♦+❡❞ ✐♥ .❤❡ ❛✐+✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛,,✉♠❡ ❛ ,✐♠✐❧❛+

❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡✐+ ,.+✉❝.✉+❡, ❞✉❡ .♦ .❤❡ ❤✉♠✐❞✐.② ✐♥ .❤❡ ❛✐+✱ ❜✉. ❛. ❛ ❧♦✇❡+ ♣+♦♣♦+✲

.✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦+ ❛ ❧♦♥❣❡+ .✐♠❡✳ ❚❤❡,❡ ✜❧♠, ❛+❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ .✇♦ ❣+♦✉♣,✱ .❤❡ ✜+,. ♦♥❡ ✐,

❝♦♥,.✐.✉.❡❞ ♦❢ ♠✉❧.✐❧❛②❡+ ✜❧♠, ♠❡❛,✉+❡❞ ❜② ♥❡✉.+♦♥ +❡✢❡❝.♦♠❡.+② ❛. ❘✐,T ◆❛.✐♦♥❛❧

▲❛❜♦+❛.♦+②✱ ❉❡♥♠❛+❦✱ ✐♥ ✶✾✾✽ ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ .❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❣+♦✉♣ ✐, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ ✜❧♠, ♣+❡✲

♣❛+❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛,✉+❡❞ ❜② ♥❡✉.+♦♥ +❡✢❡❝.♦♠❡.+② ❛. ▲❛❜♦+❛.♦✐+❡ ▲W♦♥ ❇+✐❧❧♦✉✐♥ ✭▲▲❇✮✱
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✐♥ "❛$✐%✱ ❋$❛♥❝❡✱ ✐♥ ✷✵✵✼ ❬✶✶❪✳ ❆ ♣❛$3 ♦❢ 3❤❡%❡ ✜❧♠% ✇❡$❡ ♠❡❛%✉$❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛3 ■▲▲

✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥% ✶✹✲✶✺ ❛♥❞ ✺✲✻ ②❡❛$% ❛❢3❡$ ♣$❡♣❛$❛3✐♦♥✱ $❡%♣❡❝3✐✈❡❧②✳ ❇②

❝♦♠♣❛$✐♥❣ 3❤❡ ✐♥3❡$♥❛❧ %3$✉❝3✉$❡ ♦❢ 3❤❡ ✜❧♠%✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡3❡$♠✐♥❡ 3❤❡✐$ ❡✈♦❧✉3✐♦♥ ✇✐3❤

3✐♠❡✳

✸✳✶ ❊✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ✭-❙❙✲-❆❍✮ ✜❧♠5 ❛❢(❡8 ✶✺ ②❡❛85

◆✐♥❡ ♠✉❧3✐❧❛②❡$ ✜❧♠% ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝3$♦❧②3❡% ✇❡$❡ ❜✉✐❧3 ✉♣ ❛♥❞ ♠❡❛%✉$❡❞ ❛3 ❘✐%K

◆❛3✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦$❛3♦$② ✐♥ ✶✾✾✽ ❜② ♦✉$ 3❡❛♠ ❬✶✵❪✳ ❚❤$❡❡ ♦❢ 3❤❡%❡ ✜❧♠%✱ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶✱ ❆✷

❛♥❞ ❆✸ ✇❡$❡ %3♦$❡❞ 3♦ ❜❡ ♠❡❛%✉$❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛3 ■▲▲ ✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ ✐✳❡✳ ✶✹✲✶✺ ②❡❛$% ❛❢3❡$

3❤❡✐$ ♣$❡♣❛$❛3✐♦♥✳

✸✳✶✳✶ ▼✉❧&✐❧❛②❡+ ✜❧♠. ♣+❡♣❛+❛&✐♦♥

❆% ❞❡%❝$✐❜❡❞ ✐♥ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❬✶✵❪✱ 3❤❡ 3❤$❡❡ ✜❧♠% ✇❡$❡ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♦❢ "❙❙h7 ✭▼w ❂

✽✹✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✱ ▼w✴▼n ≤ ✶✳✶✮✱ "❙❙d7 ✭▼w ❂ ✶✻✽✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✱ ▼w✴▼n ≤ ✶✳✶✮ ❛♥❞

"❆❍ ✭▼w ❂ ✺✵✱✵✵✵ ✲ ✻✺✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✮✳ ❚❤❡ ✜❧♠% ✇❡$❡ ❞❡♣♦%✐3❡❞ ♦♥ %✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡$%

❝❧❡❛♥❡❞ ✐♥ ❍2❖✴❍2❖2✴◆❍3 ✭✺✿✶✿✶ ✈✴✈✴✈✮ ❛3 ✽✵➦❈ ❢♦$ ✶✺ ♠✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② $✐♥%✐♥❣

✇✐3❤ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛3❡$✳ ❚❤❡ %✉❜%3$❛3❡% ✇❡$❡ ✇❛%❤❡❞ ✇✐3❤ ♠❡3❤❛♥♦❧✱ ♠❡3❤❛♥♦❧✴3♦❧✉❡♥❡

✭✶✿✶ ✈✴✈✮ ❛♥❞ 3♦❧✉❡♥❡ ❛♥❞ 3❤❡♥ ❛ ✜$%3 ❧❛②❡$ ♦❢ ✹✲❆♠✐♥♦❜✉3②❧❞✐♠❡3❤②❧♠❡3❤♦①②%✐❧❛♥❡

✭❆❇❙✮ ✇❛% ❞❡♣♦%✐3❡❞ ♦♥ ✐3 ❢$♦♠ ❛ ✶ ✈♦❧ ✪ %♦❧✉3✐♦♥ ♦❢ ❆❇❙ ❢♦$ ✶✻❤✳ ❆❢3❡$ 3❤❡

❞❡♣♦%✐3✐♦♥✱ 3❤❡ %✉❜%3$❛3❡% ✇❡$❡ ✇❛%❤❡❞ ✇✐3❤ 3♦❧✉❡♥❡✱ ♠❡3❤❛♥♦❧✴3♦❧✉❡♥❡ ✭✶✿✶ ✈✴✈✮

❛♥❞ ♠❡3❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ ♠✉❧3✐❧❛②❡$ ✜❧♠% ✇❡$❡ ❞❡♣♦%✐3❡❞ ❜② ♠❛♥✉❛❧ ❞✐♣♣✐♥❣ ❛❧3❡$♥❛3❡❧②

✐♥3♦ ❞❡✉3❡$❛3❡❞ ♦$ ♣$♦3♦♥❛3❡❞ "❙❙ ✭✸ ① ✶✵

−3 ♠♦♥♦♠♦❧✴▲✱ ✸ ♠▼ ❍❈❧ ❛♥❞ ✷ ▼

◆❛❈❧✮ ❛♥❞ "❆❍ %♦❧✉3✐♦♥% ✭✸ ① ✶✵

−3 ♠♦♥♦♠♦❧✴▲✱ ✸ ♠▼ ❍❈❧ ❛♥❞ ✷ ▼ ◆❛❈❧✮ ❢♦$

✷✵ ♠✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② 3❤$❡❡ $✐♥%✐♥❣ %3❡♣% ✐♥3♦ ▼✐❧❧✐◗ ✇❛3❡$ ❢♦$ ✶ ♠✐♥✳ ❆❢3❡$ 3❤❡

❞❡♣♦%✐3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧♠✱ 3❤❡ %❛♠♣❧❡% ✇❡$❡ ❞$✐❡❞ ✉♥❞❡$ ❡✐3❤❡$ ❛ ◆2 ❣❛% %3$❡❛♠

♦$ ❛ %3$❡❛♠ ♦❢ ♣$❡%%✉$✐③❡❞✱ ✜❧3❡$❡❞ ❛✐$✳

❚❤❡ 3❤$❡❡ ✜❧♠% ✇❡$❡ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

❼ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ✿ ❬✭"❙❙h7✲"❆❍✮✴✭"❙❙d7✲"❆❍✮❪8

❼ ❙❛♠♣❧❡ ❆✷ ✿ ❬✭"❙❙h7✲"❆❍✮2✴✭"❙❙d7✲"❆❍✮❪8

❼ ❙❛♠♣❧❡ ❆✸ ✿ ✭"❙❙d7✲"❆❍✮10

■♥ ❋✐❣✉$❡% ✸✳✷ ❛$❡ %❤♦✇♥ 3❤❡ $❡♣$❡%❡♥3❛3✐♦♥% ♦❢ 3❤❡ %3$✉❝3✉$❡ ♦❢ 3❤❡ ♠✉❧3✐❧❛②❡$

✜❧♠% ❝♦$$❡%♣♦♥❞✐♥❣ 3♦ 3❤❡ ❧❛②❡$ %❡]✉❡♥❝❡ ❞❡♣♦%✐3✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ▲❛②❡$ %❡&✉❡♥❝❡% ❢♦$ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶✱ ❆✷ ❛♥❞ ❆✸✳ ❚❤❡ ♣$♦♣♦$9✐♦♥% ♦❢ 9❤❡ ❧❛②❡$ 9❤✐❝❦♥❡%%❡%

❛$❡ ♥♦9 ❦❡♣9✳

✸✳✶✳✷ ❆♥❛❧②)✐) ♦❢ -❤❡ ♠❡❛)✉2❡♠❡♥-) ♣❡2❢♦2♠❡❞ ❛- ❘✐)6 ◆❛✲

-✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦2❛-♦2②

❚❤❡ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥0. ✇❡$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❚❆❙✼ $❡✢❡❝0♦♠❡0❡$ ✇✐0❤ ❛ ✈❡$0✐❝❛❧

.❝❛00❡$✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ ❛0 ❛ ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣0❤ ♦❢ ✹✳✻✹ ➴ ❛♥❞ ✈❛$②✐♥❣ ❛♥❣❧❡.✱ ❛0 ❛♠❜✐❡♥0

❝♦♥❞✐0✐♦♥.✳

❚❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥0❛❧ ❞❛0❛ ✇❡$❡ ♥♦0 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ .♦ ✇❡ ✉.❡❞ 0❤❡ 0❤❡♦$❡0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❞❡.❝$✐❜❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛0✐♦♥ ❢♦$ ♦✉$ .0✉❞②✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ♦❢ 0❤❡ .♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝0✐✈✐0②

❝✉$✈❡. ✇❛. ❞♦♥❡ ❜② ✉.✐♥❣ ❛ ❧❛②❡$ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥.✐❞❡$✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐0② ♦❢ 0❤❡ ✜❧♠.

✐♥ 0❤❡ ❞✐$❡❝0✐♦♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ 0♦ 0❤❡ .✉$❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝✉$✈❡. ❝♦$$❡.♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡

0❤❡♦$❡0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧. ❛$❡ .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✳ ❚❤✐❝❦♥❡..❡. ♦❢ ✷✵ ➴ ❛♥❞ ✸✵ ➴ ❛♥❞

$♦✉❣❤♥❡..❡. ♦❢ ✺ ➴ ❛♥❞ ✾ ➴ ✇❡$❡ ✉.❡❞ ❢♦$ 0❤❡ ❙✐❖2 ❛♥❞ ❆❇❙ ❧❛②❡$. $❡.♣❡❝0✐✈❡❧②✱ 0❤❡

❙▲❉ ♦❢ 0❤❡ ❙✐❖2 ❧❛②❡$ ✇❛. .❡0 0♦ ✸✳✶✺ ① ✶✵
−6
➴

−2
✳ ❆. ❢♦$ 0❤❡ N❊■ ❧❛②❡$✱ 0❤❡ ❙▲❉ ♦❢

0❤❡ ❆❇❙ ❧❛②❡$ ✇❛. ❝♦♥.✐❞❡$❡❞ 0♦ ❜❡ 0❤❡ .❛♠❡ 0❤❛♥ 0❤❡ ❙▲❉ ♦❢ 0❤❡ ❧❛②❡$ ❛❞.♦$❜❡❞

♦♥ ✐0✳ ❚❤❡ .0$✉❝0✉$❛❧ ♣❛$❛♠❡0❡$ ✈❛❧✉❡. ❞❡0❡$♠✐♥❡❞ ❜② 0❤❡ 0❤❡♦$❡0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧. ❛$❡

.✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ▲❛②❡$ ♣❛✐$ 9❤✐❝❦♥❡%%❡%✱ ❙▲❉% ❛♥❞ $♦✉❣❤♥❡%%❡% ❞❡9❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ 9❤❡ %♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝9✐✈✐9②

✜9% ♦❢ 9❤❡ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶✱ ❆✷ ❛♥❞ ❆✸ ♠❡❛%✉$❡❞ ❛9 ❘✐%B ◆❛9✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦$❛9♦$② ✐♥ ✶✾✾✽✳

❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ❤❛❞ ❛ 0❤✐❝❦♥❡.. ♣❡$ ❧❛②❡$ ♣❛✐$ ♦❢ ✺✶✳✹ ➴✱ ❙❛♠♣❧❡ ❆✷ ❛ 0❤✐❝❦♥❡.. ♣❡$

❧❛②❡$ ♣❛✐$ ♦❢ ✺✶✳✵ ➴ ❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡ ❆✸ ❛ 0❤✐❝❦♥❡.. ♣❡$ ❧❛②❡$ ♣❛✐$ ♦❢ ✹✼✳✺ ➴✳ ❙❛♠♣❧❡ ❆✸

❤❛❞ ❧❛②❡$ ♣❛✐$. ✶✳✶ 0✐♠❡. 0❤✐♥♥❡$ 0❤❛♥ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦$$❡.♣♦♥❞. 0♦ ✸✳✾ ➴✳ ❚❤❡

❞❡✉0❡$❛0❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡✉0❡$❛0❡❞ ❙▲❉. ✇❡$❡ 0❤❡ .❛♠❡ ❢♦$ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡

❆✷✱ ✸✳✶✵ ① ✶✵

−6
➴

−1
❛♥❞ ✵✳✽✼ ① ✶✵

−6
➴

−1
✱ ❜✉0 0❤❡ ❙▲❉ ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆✸✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛.
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❝✉)✈❡/ ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶✱ ❆✷ ❛♥❞ ❆✸ ♠❡❛/✉)❡❞ ❛" ❘✐/= ◆❛"✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦)❛"♦)② ✐♥ ✶✾✾✽✳ ❖♥ "❤❡ )✐❣❤"✱ "❤❡

❙▲❉ ♣)♦✜❧❡/ ❡①")❛❝"❡❞ ❢)♦♠ "❤❡ ✜"/✳ ❚❤❡ ❝✉)✈❡/ ❛)❡ /❤✐❢"❡❞ ❢♦) ❝❧❛)✐"②✳

❢✉❧❧② ❞❡✉-❡$❛-❡❞✱ ✇❛1 ✶✳✵✼ -✐♠❡1 1♠❛❧❧❡$✱ ✇✐-❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✳✾✵ ① ✶✵

−6
➴

−1
✱ -❤❛- ✐1 ❛

❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳✷✵ ① ✶✵

−6
➴

−1
✇✐-❤ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡ ❆✷✳ ❊✈❡♥ ✐❢ -❤❡ -❤✐❝❦♥❡11

✐1 1♠❛❧❧❡1- ❢♦$ ❙❛♠♣❧❡ ❆✸✱ ✐-1 ❙▲❉ ✐1 ♥♦- ❜✐❣❣❡$✱ ❜✉- 1✐♠✐❧❛$ -♦ -❤❡ ♦♥❡1 ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶

❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡ ❆✷✳ ❚❤❡ $♦✉❣❤♥❡11❡1 ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡ ❆✷ ✇❡$❡ 1✐♠✐❧❛$✱ ✇✐-❤

$❡1♣❡❝-✐✈❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ ✷✵✳✵ ➴ ❛♥❞ ✶✾✳✵ ➴✳ ❚❤❡ $♦✉❣❤♥❡11 ❛- -❤❡ 1✉$❢❛❝❡ ✇❛1 ✶✸✳✵ ➴ ❢♦$

❙❛♠♣❧❡ ❆✸✱ ✶✳✺ -✐♠❡1 1♠❛❧❧❡$ -❤❛♥ -❤❡ $♦✉❣❤♥❡11 ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ✭❛ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✼✳✵ ➴✮✳

❚❤❡ -❤$❡❡ ✜❧♠1 ✇❡$❡ -❤❡♥ 1-♦$❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛1✉$❡❞ ❛- ■▲▲ ✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✱ -❤❛- ✐1 ✶✹✲✶✺

②❡❛$1 ❧❛-❡$✳

✸✳✶✳✸ ❙$%✉❝$✉%❛❧ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❛❢$❡% ✶✺ ②❡❛%2

❚❤❡ -❤$❡❡ ♠✉❧-✐❧❛②❡$ ✜❧♠1 ✇❡$❡ 1-♦$❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥-$♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐-✐♦♥1✱ ✐♥ ❛♥ ♦✣❝❡

✇❤❡$❡ -❤❡ ✈❛$✐❛-✐♦♥1 ♦❢ -❡♠♣❡$❛-✉$❡ ❛♥❞ ❤✉♠✐❞✐-② ✇❡$❡ ✐♠♣♦$-❛♥-✳ ❚❤❡ ❜♦① ❝♦♥✲

-❛✐♥✐♥❣ -❤❡ 1❛♠♣❧❡1 ✇❛1 ❢♦✉♥❞ ♦♣❡♥❡❞✱ ✇✐-❤ ❞✉1- ✐♥1✐❞❡✱ 1♦ ❝♦♥-❛♠✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

✜❧♠1 ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉$❡❞✳

❙❛♠♣❧❡ ❆✶ ❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡ ❆✷ ✇❡$❡ ♠❡❛1✉$❡❞ ♦♥ ❉✶✼ ✇✐-❤ -❤❡ 1❡-✉♣ ❉✶✼✲✷ ❛♥❞

❙❛♠♣❧❡ ❆✸ ♦♥ ❋■●❆❘❖ ✇✐-❤ -❤❡ 1❡-✉♣ ❋■●❆❘❖✲✶ ✭-❤❡ 1❡-✉♣1 ❛$❡ ❞❡1❝$✐❜❡❞ ✐♥

T❛$- ✷✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ $❡✢❡❝-✐✈✐-② ❝✉$✈❡1 ♦❢ -❤❡ -❤$❡❡ ✜❧♠1 ❛$❡ 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✳

❲❡ ❝❛♥ ✜$1- 1❡❡ ❛ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❣❛♣ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❑✐❡11✐❣ ❢$✐♥❣❡1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ -❤❡ ✜❧♠1✳ ❆1 ✇❡ ❦♥♦✇✱ -❤❡ ❣❛♣ ❜❡-✇❡❡♥ -✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉$✐♥❣ ❢$✐♥❣❡1 ✐1 ❞❡♣❡♥❞❡♥-

♦♥ -❤❡ -❤✐❝❦♥❡11 ❛♥❞ ❡1♣❡❝✐❛❧❧② ❛ 1♠❛❧❧❡$ ❣❛♣ ♠❡❛♥1 ❛ ❜✐❣❣❡$ -❤✐❝❦♥❡11✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❙♣❡❝✉❧❛' '❡✢❡❝)✐✈✐)② ❝✉'✈❡- ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❆✶✱ ❆✷ ❛♥❞ ❆✸ ♠❡❛-✉'❡❞ ❛) ■▲▲ ✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳

❚❤❡ ❝✉'✈❡- ❛'❡ -❤✐❢)❡❞ ❢♦' ❝❧❛'✐)②✳

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜$01 ✐❞❡❛ ♦❢ 1❤❡ ❝❤❛♥❣❡0 ✉♥❞❡$❣♦♥❡ ❜② 1❤❡ ✜❧♠0✱ ❡❧❧✐♣0♦♠❡1$② ♠❡❛0✉$❡✲

♠❡♥10 ✇❡$❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ 1❤❡ 1❤$❡❡ ✜❧♠0 1♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜$01 ❝♦♠♣❛$✐0♦♥ ♦❢ 1❤❡ 1❤✐❝❦♥❡00❡0

✇✐1❤ 1❤❡ ✐♥✐1✐❛❧ ♦♥❡0✳ ❚❤❡ ♠❡❛0✉$❡♠❡♥10 ✇❡$❡ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉1 ✇✐1❤ 1❤❡ ♠♦♥♦❝❤$♦♠❛1✐❝

❡❧❧✐♣0♦♠❡1❡$ ✉0✐♥❣ $❡❢$❛❝1✐✈❡ ✐♥❞❡①❡0 ♠❡❛0✉$❡❞ ✇✐1❤ 1❤❡ 0♣❡❝1$♦0❝♦♣✐❝ ❡❧❧❧✐♣0♦♠❡1❡$✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❣❛1❤❡$0 1❤❡ $❡❢$❛❝1✐✈❡ ✐♥❞❡①❡0 ❛♥❞ 1❤❡ 1❤✐❝❦♥❡00❡0 ♠❡❛0✉$❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣0♦♠❡✲
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① ✶✵
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−2
❛♥❞ ✶✸✳✵ ➴✱ $❡<♣❡❝D✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ D❤❡② ♥♦D✐❝❡❞ <❧✐❣❤D❧② D❤✐❝❦❡$ ❧❛②❡$<

❢♦$ ❙❛♠♣❧❡ ❊✱ ✇✐D❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✻✳✷ ➴ ♣❡$ ❧❛②❡$✱ ❛♥❞ D❤✐< ✇❛< ❛DD$✐❜✉D❡❞ D♦ D❤❡ ❢❛❝D

✾✻



 ❤❛  ❤✐$ $❛♠♣❧❡ ✇❛$ ♣*❡♣❛*❡❞ $❡✈❡*❛❧ ♠♦♥ ❤$ ❛❢ ❡*  ❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢  ❤❡ ♦ ❤❡* ✜❧♠$✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛♠❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥$ ❛*❡ ♥♦ ❝♦♥ *♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡*❡♥ ✐♥  ❤❡ ❧❛❜♦*❛ ♦*②

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ♣❡*✐♦❞ ♦❢  ❤❡ ②❡❛*✳ ❋✐♥❛❧❧②✱  ❤❡ ❧❛②❡*  ❤✐❝❦♥❡$$ ❛♥❞  ❤❡ *♦✉❣❤♥❡$$

♦❢ ❞✐♣♣❡❞ $❛♠♣❧❡$ ✇❡*❡ ❞❡ ❡*♠✐♥❡❞ ❢*♦♠ ❙❛♠♣❧❡ ❋✱  ❤❡ ❙▲❉$ ❜❡❡✐♥❣ ❦❡♣  ❤❡ $❛♠❡

❧✐❦❡  ❤❡ ♦♥❡$ ❞❡ ❡*♠✐♥❡❞ ❢♦* $♣*❛②❡❞ $❛♠♣❧❡$✳ ❚❤❡ ❧❛②❡*  ❤✐❝❦♥❡$$ ✇❛$ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞

❜② ♠✉❧ ✐♣❧②✐♥❣  ❤❡ ❧❛②❡*  ❤✐❝❦♥❡$$ ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❊ ❜② ✶✳✸✷✶✱  ❤❡ ♣*♦♣♦* ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥

 ❤❡  ❤✐❝❦♥❡$$❡$ ♦❢  ❤❡  ✇♦ $❛♠♣❧❡$ ❞❡ ❡*♠✐♥❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣$♦♠❡ *②✱ ❛♥❞ ✇❛$ ❡E✉❛❧  ♦

✸✹✳✻ ➴✳ ❚❤❡ *♦✉❣❤♥❡$$ ✇❛$ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ✜ ❛♥❞ ✇❛$ ✶✽✳✵ ➴✳

❋♦*  ❤❡ ❛❣❡✐♥❣ $ ✉❞②✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞  ♦ ✜ ❛❣❛✐♥  ❤❡ $♣❡❝✉❧❛* *❡✢❡❝ ✐✈✐ ✐❡$ ♦❢  ❤❡

$❛♠♣❧❡$✱ ❜✉ ❜② ❞♦✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜ $ ❢♦* ❛❧❧  ❤❡ $❛♠♣❧❡$✳ ❚❤❡ *❡❛$♦♥ ❢♦*  ❤✐$ ✐$  ♦

❤❛✈❡ ❡①❛❝ ✈❛❧✉❡$ ❢♦* ❛❧❧  ❤❡ $ *✉❝ ✉*❛❧ ♣❛*❛♠❡ ❡*$ ❢♦ ❡❛❝❤ $❛♠♣❧❡✱  ♦ ❜❡ ❛❜❧❡  ♦

❝♦♠♣❛*❡ ❛❝❝✉*❛ ❡❧②  ❤❡ ✧♦❧❞✧ ❛♥❞ ✧♥❡✇✧ $ *✉❝ ✉*❡$✳

❆♥❛❧②$✐$ ✇❛$ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ♦♥  ❤❡ $♣❡❝✉❧❛* *❡✢❡❝ ✐✈✐ ② ❝✉*✈❡$ ❜② ✉$✐♥❣ ▼♦ ♦✜ ✳ ❚❤❡

 ✇♦ ✜*$ ❧❛②❡*$✱  ❤❡ ❙✐❖2 ❛♥❞  ❤❡ Q❊■ ❧❛②❡*$✱ ❤❛❞ ✜①❡❞  ❤✐❝❦♥❡$$❡$✱ ❞❡ ❡*♠✐♥❡❞ ❜②

❖✳ ❋R❧✐① ❡! ❛❧✳ ❜② ❡❧❧✐♣$♦♠❡ *②✱ ♥❛♠❡❧② ✶✷✳✺ ➴ ❛♥❞ ✶✶✳✺ ➴✱ *❡$♣❡❝ ✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❙▲❉

♦❢  ❤❡ ❙✐❖2 ❧❛②❡* ✇❛$ $❡  ♦ ✸✳✶✺ ① ✶✵
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❛♥❞  ❤❡ *♦✉❣❤♥❡$$ ❛  ❤❡ ✐♥ ❡*❢❛❝❡

❙✐❖2✴Q❊■  ♦ ✹✳✵ ➴✳ ❚❤❡ ❙▲❉ ♦❢  ❤❡ Q❊■ ❧❛②❡* ✇❛$ ❛$$✉♠❡❞  ♦ ❜❡ ✐❞❡♥ ✐❝❛❧  ♦  ❤❡

❙▲❉ ♦❢  ❤❡ ❧❛②❡* ❞❡♣♦$✐ ❡❞ ♦♥ ✐ ❛♥❞  ❤❡ *♦✉❣❤♥❡$$ ♦❢  ❤❡ Q❊■ ❧❛②❡* ✇❛$ ✜①❡❞ ❛ ✾✳✵

➴✱ ❛$ ✐ ✇❛$ ❞♦♥❡ ❜② ❖✳ ❋R❧✐① ❛♥❞ ❛❧✳❡! ❛❧✳ ❚❤✐$ *♦✉❣❤♥❡$$ ❤❛$ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥  ❤❡

✜  ✐♥❣ ♣*♦❝❡$$✱ ❞✉❡  ♦  ❤❡ ❢❛❝  ❤❛  ❤❡ ❙▲❉ ♦❢  ❤❡ Q❊■ ❧❛②❡* ✐$  ❤❡ $❛♠❡ ❛$  ❤❛ ♦❢

 ❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❛②❡* ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥$  ❤❛  ❤❡ ❧❛②❡*$ ❝❛♥♥♦ ❜❡ ❞✐✛❡*❡♥❝✐❛ ❡ ❛♥❞  ❤❡✐*

✐$ ♥♦ ✐♥ ❡*❢❛❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ✇♦ ❧❛②❡*$ ❛ $❡❡♥ ❜② ♥❡✉ *♦♥$✳ ❚❤✐$ ✐$ ✇❤②  ❤✐$ ✈❛❧✉❡

✇❛$ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱  ❤❡ *❡$♦❧✉ ✐♦♥ ❞E✴E ✇❛$ $❡  ♦ ✺✪✳ ❆$ ❖✳ ❋R❧✐① ❡! ❛❧✳

❞✐❞✱ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡*❡❞  ❤❛  ❤❡ ✜❧♠ ✐$ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉$ ✐♥  ❤❡ ❞✐*❡❝ ✐♦♥ ♣❡*♣❡♥❞✐❝✉❧❛*  ♦

 ❤❡ $✉*❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳  ❤❡ ❧❛②❡*  ❤✐❝❦♥❡$$❡$✱  ❤❡ ♣*♦ ♦♥❛ ❡❞ ❛♥❞ ❞❡✉ ❡*❛ ❡❞ ❙▲❉$ ❛♥❞  ❤❡

*♦✉❣❤♥❡$$❡$ ❛  ❤❡ ✐♥ ❡*❢❛❝❡$ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❧♠ ❛*❡ ✐❞❡♥ ✐❝❛❧✳ ■♥ ❋✐❣✉*❡$ ✸✳✶✶✱ ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸

❛*❡ $❤♦✇♥  ❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥ ❛❧ $♣❡❝✉❧❛* ❝✉*✈❡$ ✇✐ ❤  ❤❡ ❝♦**❡$♣♦♥❞✐♥❣ ✜  ✐♥❣ ❝✉*✈❡$✱

❛$ ✇❡❧❧ ❛$  ❤❡ ❙▲❉ ♣*♦✜❧❡$ ❡① *❛❝ ❡❞ ❢*♦♠  ❤❡ ✜ $✳ ❚❤❡ $ *✉❝ ✉*❛❧ ♣❛*❛♠❡ ❡*$ ✈❛❧✉❡$

♦❢  ❤❡ ✜❧♠$ ✭ ❤✐❝❦♥❡$$✱ ❙▲❉✱ *♦✉❣❤♥❡$$✮ ❛*❡ $✉♠♠❛*✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✳ ❉✉*✐♥❣  ❤❡

✜ ✱  ❤❡ *♦✉❣❤♥❡$$❡$ ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❍ ❛♥❞ ❙❛♠♣❧❡ ❘ ✇❡♥ ❞♦✇♥  ♦ ③❡*♦✱ ✇❤✐❝❤✱ ♦♥ ♦♥❡

❤❛♥❞✱ ✐$ ♥♦ ♣❤②$✐❝❛❧❧② ♣♦$$✐❜❧❡ ❛$ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❡*♣❡♥❡ *❛ ✐♦♥ ❛♥❞✱ ♦♥  ❤❡ ♦ ❤❡* ❤❛♥❞✱

❝❛✉$❡$ $♦♠❡ ❡**♦*$ ✐♥ ▼♦ ♦✜ $ ♦♣♣✐♥❣  ❤❡ ✜ ✳ ❋♦*  ❤✐$ *❡❛$♦♥✱  ❤❡ *♦✉❣❤♥❡$$❡$ ♦❢

 ❤❡$❡  ✇♦ ✜❧♠$ ✇❡*❡ ✜①❡❞ ❛ ✶✵ ➴ ✭❛$ ✐♥❞✐❝❛ ❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✮✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦* ✇❤✐❝❤  ❤❡

✜ ✐$ ❣♦♦❞✳ ❖♥❡ ❛✈❡*❛❣❡ ❡**♦* ❡$ ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛*❛♠❡ ❡* ✇❛$ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❢♦* ❛❧❧

 ❤❡ ✜❧♠$✳
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 ❤❡ ❙▲❉ ♦❢  ❤❡ ❞❡✉ ❡*❛ ❡❞ ❧❛②❡*$ ✐$ ❁ ✶✳✾ ① ✶✵
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✇❤❡*❡❛$ ✐ ✐$ ❃ ✷✳✹ ① ✶✵

−6
➴

−2

❢♦*  ❤❡ ♦ ❤❡* $❛♠♣❧❡$✳ ❲❡ $❛✇ ❛ $✐♠✐❧❛* ❜❡❤❛✈✐♦* ❢♦*  ❤❡ ❙▲❉ ♦❢  ❤❡ ♥♦♥✲❞❡✉ ❡*❛ ❡❞

❧❛②❡*$✱  ❤❡ ❙▲❉ ❜❡❡✐♥❣ ❧♦✇❡* ✐♥  ❤✐$ ❝❛$❡✳ ■ ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡  ❤❛  ❤❡*❡ ✇❛$ ❛ ♣*♦❜❧❡♠

❞✉*✐♥❣  ❤❡ ♣*❡♣❛*❛ ✐♦♥ ♦❢ ❙❛♠♣❧❡ ❘✱ ❛$ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❝♦♥ ❛♠✐♥❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ✜❧♠✱

 ❤❛ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥  ❤❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ♦❢ $ *✉❝ ✉*❡✳

❲❡ ♦❜$❡*✈❡❞ ❛ $✐♠✐❧❛* ❧❛②❡* ♣❛✐*  ❤✐❝❦♥❡$$ ❢♦*  ❤❡ $✐① ❡❡♥ $❛♠♣❧❡$ ♣*❡♣❛*❡❞ ❜②

$♣*❛②✐♥❣✱ ❣♦✐♥❣ ❢*♦♠ ✷✹✳✸ ➴  ♦ ✷✼✳✹ ➴ ♣❡* ❧❛②❡* ♣❛✐*✱ ❝♦**❡$♣♦♥❞✐♥❣  ♦ ❛ ❞✐✛❡*❡♥❝❡

♦❢ ✸✳✶ ➴ ❛♥❞ ❛ ♣*♦♣♦* ✐♦♥ ♦❢ ✶✳✶✳ ❊✈❡♥ ✐❢  ❤❡ $❛♠♣❧❡$ ✇❡*❡ ♣*❡♣❛*❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ $❛♠❡

$♦❧✉ ✐♦♥$ ❛♥❞ ✐♥  ❤❡ $❛♠❡ $♣*❛②✐♥❣ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥$✱ $♦♠❡ ♣❛*❛♠❡ ❡*$ ✇❡*❡ ♥♦ ❝♦♥ *♦❧❧❡❞✳
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❛♥❞  ❤❡ ♣&♦♣♦& ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❞❡✉ ❡&❛ ❡❞ ❙▲❉+ ♦❢  ❤❡  ✇♦ ✜❧♠+ ❛&❡ ♥♦  ❤❡ +❛♠❡✳

❆♥❞ ②❡ ✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝ ❡❞ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉+ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❙▲❉+✱ ❛♥❞  ❤❡&❡❢♦&❡ ✐♥

❞❡♥+✐ ②✱ ✐♥  ❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧♠+✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜+❡&✈❡ ❛ ✶✳✸  ✐♠❡+ +♠❛❧❧❡& &♦✉❣❤♥❡++ ❢♦&

❙❛♠♣❧❡ ■✳ ❲❡ +❡❡ +✐♠✐❧❛& ❜❡❤❛✈✐♦✉&+ ❢♦&  ❤❡ ♦ ❤❡& ✜❧♠+✱  ❤❡ ♣&♦♣♦& ✐♦♥+ ❛&❡ ♥♦  ❤❡

+❛♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦ ❞❡ ❡&♠✐♥❡ ❛ ❝❧❡❛&  &❡♥❞ ❢♦&  ❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡+ ♦❢  ❤❡ + &✉❝ ✉&❛❧

♣❛&❛♠❡ ❡&+ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❡✐❣❤ ❡❡♥ ♠✉❧ ✐❧❛②❡& ✜❧♠+✳

❙✉&❡❧②✱ ❛❧❧ ♣❛&❛♠❡ ❡&+ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢&♦♠  ❤❡ ✜  ✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡&✐♠❡♥ ❛❧ ❝✉&✈❡+ ❤❛✈❡ ❛

❝❡& ❛✐♥ ❡&&♦&✳ ■♥❞❡❡❞✱  ❤❡ ✈❛❧✉❡+ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❜② ✜  ✐♥❣  ❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥ ❛❧ &❡✢❡❝ ✐✈✐ ✐❡+

❛&❡ ❛❞❥✉+ ❡❞  ♦ ❤❛✈❡  ❤❡ ❜❡+ ❛❝❝♦&❞❛♥❝❡ ✭♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤✐

∧
✷✮ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥ ❛❧
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♠♦❞❡❧* ❞♦❡* ♥♦% ❝♦$$❡*♣♦♥❞ ♣❡$❢❡❝%❧② %♦ %❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥%❛❧ *♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝%✐✈✐%②

❝✉$✈❡*✳ ■♥ O❛$% ✹✳✷✱ ✇❡ ❞❡*❝$✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣$♦✈❡ %❤❡ ✜%* ❜② ❝♦♥*✐❞❡$✐♥❣ ♠♦$❡

❝♦♠♣❧❡① *%$✉❝%✉$❡* ✇❤✐❧❡ %❤❡ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✐♥ ❙▲❉* ❛♥❞ $♦✉❣❤♥❡** ✐* %♦♦ ❤✐❣❤ %♦

❛❧❧♦✇ ❞❡✜♥✐%❡ ❝♦♥❝❧✉*✐♦♥*✳ ❚❤❡ %❤✐❝❦♥❡**❡*✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❞❡%❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ %❤❡ ❣❛♣

❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❑✐❡**✐❣ ❢$✐♥❣❡* ❛♥❞ %❤❡ ❇$❛❣❣ ♣❡❛❦*✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡$❡❞ ❛* ❛❝❝✉$❛%❡

*✐♥❝❡ %❤❡ ❢$✐♥❣❡* ❛♥❞ ♣❡❛❦* ♦❢ %❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥%❛❧ *♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝%✐✈✐%② ❝✉$✈❡* ❛♥❞ %❤❡

%❤❡♦$❡%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧* ❛$❡ ❛❧✐❣♥❡❞✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ *❡❡♥ %❤❛% ❥✉*% %❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✇❡❛%❤❡$ ✭%❡♠♣❡$❛%✉$❡ ❛♥❞

❤✉♠✐❞✐%②✮ ❤❛❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ %❤❡ *%$✉❝%✉$❡ ❞❡%❡$♠✐♥❡❞ ❜② ✜%%✐♥❣ %❤❡ *♣❡❝✉❧❛$ $❡✲

✢❡❝%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ♠✉❧%✐❧❛②❡$ ✜❧♠* ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝%$♦❧②%❡*✳ ❆ *❧✐❣❤% ❞❡❝$❡❛*❡ ♦❢ %❤❡ %❤✐❝❦♥❡**

✇❛* ♦❜*❡$✈❡❞ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥%* ♦❢ %❤❡ *❛♠❡ ✜❧♠ ❛% ❞✐✛❡$❡♥% ♠♦♠❡♥%*✳ ❙♦✱

❛% ❧❡❛*% ❛ ♣❛$% ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❜*❡$✈❡❞ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✜❧♠* ♠❡❛*✉$❡❞ ❛% ✺ ②❡❛$* ✐♥%❡$✲

✈❛❧ ✐* ♣$♦❜❛❜❧② ❞✉❡ %♦ ❛ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠❜✐❡♥% ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%* ❞✉$✐♥❣ %❤❡ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥%*

♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛% ▲▲❇ ✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ❛% ■▲▲ ✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉$❛%❡ ❝♦♠♣❛$✲

✐*♦♥ ♦❢ %❤❡ *%$✉❝%✉$❡ ♦❢ %❤❡ ✜❧♠*✱ ❛♥ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%❛❧ ❝❤❛♠❜❡$✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ ❛♠❜✐❡♥%

❝♦♥❞✐%✐♦♥* ❛$❡ *%$✐❝%❧② ❝♦♥%$♦❧❧❡❞✱ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉*❡❞ %♦ ❝❛$$② ♦✉% ♥❡✉%$♦♥ $❡✢❡❝%♦♠❡%$②

♠❡❛*✉$❡♠❡♥%* ♦♥ ♠✉❧%✐❧❛②❡$ ✜❧♠* ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝%$♦❧②%❡*✳ ❆❧%❤♦✉❣❤ %❤❡*❡ ❝❤❛♠❜❡$* ❛$❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛% %❤❡ ■▲▲✱ %❤❡ *✐③❡ ♦❢ %❤❡ *✉❜*%$❛%❡* ✇❛* ♥♦% ❛❞❛♣%❡❞ %♦ %❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥*

♦❢ %❤❡ ❝❤❛♠❜❡$✳

✸✳✸ ●❡♥❡%❛❧ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ *❡❡♥ %❤❛% ❛❢%❡$ ✶✺ ②❡❛$*✱ ♠✉❧%✐❧❛②❡$ ✜❧♠* *❤♦✇❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦$%❛♥% *%$✉❝%✉$❛❧

❝❤❛♥❣❡✱ ❛ %❤✐❝❦♥❡** ✐♥❝$❡❛*❡ ❛♥❞ ❛ ❙▲❉* ❞❡❝$❡❛*❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛* ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉* ✐♥ %❤❡

❞✐$❡❝%✐♦♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ %♦ %❤❡ *✉$❢❛❝❡✳ ❉❡*♣✐%❡ %❤✐* ❜✐❣ ❝❤❛♥❣❡*✱ %❤❡$❡ ✐* *%✐❧❧ ❛

$❡*✐❞✉❡ ♦❢ %❤❡ %②♣✐❝❛❧ *✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ♠✉❧%✐❧❛②❡$❡❞ *%$✉❝%✉$❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❤❡$❡ $❡❛❝❤❡❞ %❤❡

❧✐♠✐% ♦❢ ✐♥%❡$♣$❡%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ $❡✢❡❝%✐✈✐%② ❝✉$✈❡ ❛♥❛❧②*✐*✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤✐*

❡①♣❛♥*✐♦♥ ✐* ❛♥ ♦①②❞❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝%$♦❧②%❡*✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜$*% ❡*%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤✐*

♣♦**✐❜✐❧✐%②✱ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❳O❙ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥%* ♦♥ %❤$❡❡ ✭O❙❙✲O❆❍✮ ✜❧♠*✱ ✻ ♠♦♥%❤*✱

✺ ②❡❛$* ❛♥❞ ✶✺ ②❡❛$* ❛❢%❡$ %❤❡✐$ ♣$❡♣❛$❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥%* ❛♥❞ %❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢

%❤❡ ❞❛%❛ ✇❡$❡ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉% ❜② ❉$✳ ❱❛*✐❧✐❦✐ O❛♣❛❡❢%❤✐♠✐♦✉✳ ❚❤❡ ♣$♦♣♦$%✐♦♥* ♦❢ ❝❛$❜♦♥✱

♥✐%$♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ✐♥ %❤❡ ✜❧♠* ❛$❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾✳

❚❤❡ ❞❡❝$❡❛*❡ ♦❢ ❝❛$❜♦♥ ❛♥❞ ♥✐%$♦❣❡♥✱ ❛♥❞ %❤❡ ✐♥❝$❡❛*❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛❢%❡$ ✶✺ ②❡❛$*

*❡❡♠* %♦ ✐♥❞✐❝❛%❡ ❛♥ ♦①②❞❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝%$♦❧②%❡*✳ ❆* %❤❡ ❳O❙ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥%*

♣$♦❜❡ ♦♥❧② %❤❡ *✉$❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ ✜❧♠* ✭❛ ❞❡❡♣%❤ ♦❢ *❡✈❡$❛❧ ♥❛♥♦♠❡%❡$*✮✱ %❤✐* %$❡♥❞ ♠❛②

✶✵✾



❚❛❜❧❡ ✸✳✾✿  !♦♣♦!$✐♦♥' ♦❢ ❝❛!❜♦♥✱ ♥✐$!♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ✐♥ ✻ ♠♦♥$❤'✱ ✺ ②❡❛!' ❛♥❞ ✶✺ ②❡❛!' ♦❧❞

♠✉❧$✐❧❛②❡! ✜❧♠'✱ ❛' ♠❡❛'✉!❡❞ ❜② ❳ ❙✳

♥♦+ ❜❡ ♣-❡.❡♥+ ✐♥ +❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧♠✳ ❇✉+ +❤✐. ♣-❡❧✐♠✐♥❛-② -❡.✉❧+ ✐♥❞✐❝❛+❡. +❤❛+ ✐+ ✐. ❛

♣♦..✐❜✐❧✐+② ❛♥❞ ♦+❤❡- ♠❡.✉-❡♠❡♥+. ♦❢ +❤❡ ❝♦♠♣♦.✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✜❧♠✱ ♥♦+ ❧✐♠✐+❡❞ +♦

+❤❡ .✉-❢❛❝❡✱ ❤❛✈❡ +♦ ❜❡ ❝❛--✐❡❞ ♦✉+ +♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡++❡- ✉♥❞❡-.+❛♥❞✐♥❣ ♦❢ +❤❡ .+-✉❝+✉-❛❧

❝❤❛♥❣❡ ❛❢+❡- ✶✺ ②❡❛-.✳ ❈♦♥+❛♠✐♥❛+✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛+❡- ✉♣+❛❦❡ ✐♥ ❛❞❞✐+✐♦♥ +♦ ♦①②❞❛+✐♦♥

❛-❡ ♥♦+ ❡①❝❧✉❞❡❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧.♦ ♦❜.❡-✈❡ +❤❛+ ❛ .+♦-❛❣❡ ♦❢ ✺ ②❡❛-. ❝❛✉.❡. ❛ .❧✐❣❤+ .❤-✐♥❦ ♦❢ +❤❡

✜❧♠.✳ ❚❤✐. ✐. ❞✉❡ +♦ ❛ ♣❧❛.+✐✜❝❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝+-♦❧②+❡. ✐♥ +❤❡ ✜❧♠. ❝❛✉.❡❞ ❜②

+❤❡ ❤✉♠✐❞✐+② ✐♥ +❤❡ ❛✐-❡✳ ❚❤❡ .+-✉❝+-❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐. .♦ ❧♦✇ +❤❛+ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥.✐❞❡- ♥♦

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠✉❧+✐❧❛②❡- ✜❧♠. ❛❢+❡- .❡✈❡-❛❧ ♠♦♥+❤.✳ ❙♦ ✇❡ ✇❡-❡ ❛❜❧❡ +♦ ♠❡❛.✉-❡ +❤❡

❝♦♥❢♦-♠❛+✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝+-♦❧②+❡ ❝❤❛✐♥. ✐♥ ♠✉❧+✐❧❛②❡- ✜❧♠. ❡✈❡♥ ❛❢+❡- .❡✈❡-❛❧ ♠♦♥+❤.

♦❢ .+♦-❛❣❡✳

✶✶✵



❈❤❛♣$❡& ✹

◆❡✉$&♦♥ &❡✢❡❝$♦♠❡$&② ❛♥❛❧②1✐1 ✲

●❧♦❜❛❧ ✜$ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1

1$&✉❝$✉&❡1

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ❞❡%❝*✐❜❡ "❤❡ ✧●❧♦❜❛❧ ❋✐"✧ ♣*♦❝❡%% ♦❢ ▼♦"♦✜" ❬✶✻✾❪✱ ❛ ✇❛②

"♦ ❞❡"❡*♠✐♥❡ ❛✈❡*❛❣❡ "❤✐❝❦♥❡%%❡%✱ ❙▲❉% ❛♥❞ *♦✉❣❤♥❡%%❡% ♦❢ %❡✈❡*❛❧ ♠✉❧"✐❧❛②❡* ✜❧♠%

♣*❡♣❛*❡❞ ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥%✳ ❲❡ %❤♦✇ "❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡% ❛♥❞ ❞*❛✇❜❛❝❦% ♦❢ "❤✐%

♣*♦❝❡%% ❝♦♠♣❛*❡❞ "♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜"% ♦❢ "❤❡ %♣❡❝✉❧❛* *❡✢❡❝"✐✈✐"✐❡% ❛♥❞ ✇❡ ❛♥❛❧②%❡ "❤❡

*❡♣*♦❞✉❝✐❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ ✜❧♠%✳

❲❡ ❛❧%♦ ❝♦♠♣❛*❡ ♠✉❧"✐❧❛②❡* ✜❧♠% ♣*❡♣❛*❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥" ❝♦♥❞✐"✐♦♥% ❛♥❞ ❞❡"❡*♠✐♥❡

"❤❡ %"*✉❝"✉*❛❧ ❢❡❛"✉*❡% ♦❢ ❜♦"❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% %"*✉❝"✉*❡%✳
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❢♦3 4❤❡ 3♦✉❣❤♥❡11❡1✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡3❡ 1❡4 4♦ ✶✹✳✾ ➴✱ 4❤❡ ❛✈❡3❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 4❤❡ 3♦✉❣❤♥❡11❡1✳

❋✐✈❡ ❝♦♥1❡❝✉4✐✈❡ ♥✉♠❡3✐❝❛❧ ✜41 ✇❡3❡ ❞♦♥❡ ✉1✐♥❣ ❛ ▲❡✈❡♥❜❡3❣✲▼❛3J✉❛3❞4 ❛❧❣♦3✐4❤♠✱

✇✐4❤♦✉4 ❝❤❛♥❣✐♥❣ 4❤❡ ✈❛❧✉❡1 ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ✜41✱ 4♦ ♦❜4❛✐♥ ♠♦3❡ ❛❝❝✉3❛4❡ ✈❛❧✉❡1✳

❚❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥4❛❧ 3❡✢❡❝4✐✈✐4② ❝✉3✈❡1 ❛♥❞ 4❤❡ 4❤❡♦3❡4✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧1 ❞❡4❡3♠✐♥❡❞ ❛❢4❡3

4❤❡ ✜❢4❤ ✜4 ❛3❡ 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉3❡1 ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ 4❤❡ 143✉❝4✉3❛❧ ♣❛3❛♠❡4❡31

❡①43❛❝4❡❞ ❢3♦♠ 4❤❡ ✜41 ❛3❡ 1✉♠♠❛3✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳

❆1 ❢♦3 4❤❡ ❙▲❉1✱ 4❤❡ 4❤❡♦3❡4✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧1 ✜4 ♥✐❝❡❧② 4❤❡ 1♣❡❝✉❧❛3 3❡✢❡❝4✐✈✐4②

❝✉3✈❡1 ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥1✐❞❡3 4❤❡ 1❛♠❡ 3♦✉❣❤♥❡11 ❢♦3 4❤❡ 1✐①4❡❡♥ 1♣3❛②❡❞ ✜❧♠1✳ ❙♦✱ 4❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ 3♦✉❣❤♥❡11 ❝❛❧❝✉❧❛4❡❞ ❜② ❣❧♦❜❛❧ ✜44✐♥❣ ✐1 ✈❡3② ❧✐❦❡❧② 4❤❡ 3❡❛❧ 3♦✉❣❤♥❡11 ❛4

4❤❡ ✐♥4❡3❢❛❝❡1 ❡✈❡♥ ✐❢ 4❤❡3❡ ❛3❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡1 ✇✐4❤ 4❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜41✳ ▲✐❦❡ ❢♦3 4❤❡

❙▲❉1✱ 4❤❡1❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡1 ❛3❡ ♣3♦❜❛❜❧② ❞✉❡ 4♦ ✜44✐♥❣ ✉♥❝❡34❛✐♥4✐❡1 ❛♥❞ ♥♦4 4♦ ❛ 3❡❛❧

❞✐✛❡3❡♥❝❡ ✐♥ 3♦✉❣❤♥❡11✳ ❚❤❡ 3♦✉❣❤♥❡11 ✈❛❧✉❡ ✇❛1 ✶✸✳✽ ➴ ❢♦3 4❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜44✐♥❣

❛♥❞ ✶✵✳✵ ➴ ❢♦3 4❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 3♦✉❣❤♥❡11 ❞❡4❡3♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜44✐♥❣✱ 4❤❛4 ✐1 ❛

❞✐✛❡3❡♥❝❡ ♦❢ ✷✼✳✺✪ ✭✸✳✽ ➴✮✱ ❛♥❞ ✷✹✳✽ ➴ ❢♦3 4❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 3♦✉❣❤♥❡11✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥1 ❛

✶✶✾
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✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦**❡.♣♦♥❞✐♥❣ "❤❡♦*❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧. ✭❧✐♥❡✮✳ ❖♥ "❤❡ *✐❣❤"✱ "❤❡ ❙▲❉ ♣*♦✜❧❡. ❡①"*❛❝"❡❞

❢*♦♠ "❤❡ ✜".✳ ❉❛"❛ ❢♦* ❙❛♠♣❧❡ ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉✱ ❊✱ ●✱ ❍ ❛♥❞ ■ ❛*❡ .❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝✉*✈❡. ❛*❡ .❤✐❢"❡❞ ❢♦*

❝❧❛*✐"②✳

❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✼✾✳✼✪ ✭✶✶✳✵ ➴✮✳ ❚❤❡ :❤✐❝❦♥❡<<❡< ✇❡$❡ :❤❡ <❛♠❡ ♦$ ♥❡❛$❧② :❤❡ <❛♠❡ ❢♦$

:❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜: ❛♥❞ :❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜:<✱ ✇✐:❤ ❛ $❛♥❣❡ ♦❢ ✷✹✳✸ ➴ :♦ ✷✼✳✹ ➴ ❝❛❧❝✉❧❛:❡❞

❜② ❣❧♦❜❛❧ ✜::✐♥❣ ❛♥❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜::✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣$♦:♦♥❛:❡❞ ❙▲❉< ✇❡$❡ ❢$♦♠ ✶✳✵✷ ①

✶✵
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➴

−2
:♦ ✶✳✸✺ ① ✶✵

−6
➴

−2
❢♦$ :❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜: ❛♥❞ ❢$♦♠ ✶✳✵✷ ① ✶✵
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➴

−2
❢♦$ :❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜:<✱ ✇❤✐❧❡ ✈❛❧✉❡< ❢♦$ :❤❡ ❞❡✉:❡$❛:❡❞ ❙▲❉ ✇❡$❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ :❤❡ $❛♥❣❡< ✷✳✺✸ ① ✶✵

−6
➴

−2
:♦ ✷✳✽✽ ① ✶✵

−6
➴

−2
❝❛❧❝✉❧❛:❡❞ ❜② ❣❧♦❜❛❧ ✜::✐♥❣ ❛♥❞

✷✳✹✻ ① ✶✵

−6
➴

−2
:♦ ✷✳✾✵ ① ✶✵

−6
➴

−2
❞❡:❡$♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜::✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡<

❛$❡ ❛❧<♦ ❝❧♦<❡ :♦ ❡❛❝❤ ♦:❤❡$✳

✶✷✵
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✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦**❡.♣♦♥❞✐♥❣ "❤❡♦*❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧. ✭❧✐♥❡✮✳ ❖♥ "❤❡ *✐❣❤"✱ "❤❡ ❙▲❉ ♣*♦✜❧❡. ❡①"*❛❝"❡❞

❢*♦♠ "❤❡ ✜".✳ ❉❛"❛ ❢♦* ❙❛♠♣❧❡ ❏✱ ❑✱ ▲✱ ▼✱ ◆✱ ❖✱ F ❛♥❞ ◗ ❛*❡ .❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝✉*✈❡. ❛*❡ .❤✐❢"❡❞ ❢♦*

❝❧❛*✐"②✳

▲✐❦❡ ❢♦$ .❤❡ ❙▲❉2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ .❤❛. .❤❡ $♦✉❣❤♥❡22❡2 ❛$❡ .❤❡ 2❛♠❡ ❢♦$

♠✉❧.✐❧❛②❡$ ✜❧♠2 ♣$❡♣❛$❡❞ ✐♥ .❤❡ 2❛♠❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥2 ❛♥❞ .❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡2 ♦❜2❡$✈❡❞ ✇✐.❤

.❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜..✐♥❣ ❝♦♠❡ ❢$♦♠ ✉♥❝❡$.❛✐♥.✐❡2 ♦❢ .❤❡ ✜..✐♥❣ ♣$♦❝❡22✳

✶✷✶



❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ▲❛②❡$ ♣❛✐$ '❤✐❝❦♥❡,,❡,✱ ❙▲❉, ❛♥❞ $♦✉❣❤♥❡,,❡, ❞❡'❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ '❤❡ ,♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝'✐✈✐'②

✜', ♦❢ '❤❡ ,✐①'❡❡♥ ,♣$❛②❡❞ ✜❧♠, ♠❡❛,✉$❡❞ ❛' ▲▲❇ ✐♥ ✷✵✵✼✳

✹✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 1❡❡♥ 2❤❛2 ✇❡ ❤❛✈❡ 2❤❡ 1❛♠❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ ❙▲❉1 ❛♥❞ 8♦✉❣❤♥❡11

❢♦8 ♠✉❧2✐❧❛②❡8 ✜❧♠1 ♣8❡♣❛8❡❞ ✐♥ 2❤❡ 1❛♠❡ ❝♦♥❞✐2✐♦♥1 ❛♥❞ 2❤❛2 ✇❡ ❝❛♥ ❞❡2❡8♠✐♥❡ ❛♥

❛✈❡8❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❜② ✉1✐♥❣ 2❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜2 ♣8♦❝❡11✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡8❡♥❝❡1 ♦❢ 2❤❡ ✈❛❧✉❡1 ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞

❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜22✐♥❣ ❛8❡ ❞✉❡ 2♦ ✉♥❝❡82❛✐♥2✐❡1 ♦❢ 2❤❡ ✜22✐♥❣ ♣8♦❝❡11✳ ❍♦✇❡✈❡8✱ 2❤❡ ❞✐❢✲

❢❡8❡♥❝❡1 ♦❢ 2❤✐❝❦♥❡11 ♦❜1❡8✈❡❞ ✇✐2❤ 2❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜21 ❛8❡ 8❡❛❧✳ ❲❡ ❛❧8❡❛❞② ❛11✉♠❡❞

2❤❛2 2❤❡1❡ ❞✐✛❡8❡♥❝❡1 ♦❢ 2❤✐❝❦♥❡11 ❛8❡ ♣8♦❜❛❜❧② ❞✉❡ 2♦ ♥♦♥✲❝♦♥28♦❧❧❡❞ ♣❛8❛♠❡2❡81

❞✉8✐♥❣ 2❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ 2❤❡ ✜❧♠1✱ ❛1 2❤❡ 2❡♠♣❡8❛2✉8❡✳

✹✳✷ ◆♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ,-.✉❝-✉.❡,

◆✐♥❡ ♠✉❧2✐❧❛②❡8 ✜❧♠1 ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ D❙❙ ❛♥❞ D❆❍ ✇❡8❡ ❜✉✐❧2 ✉♣ ✐♥ ❞✐✛❡8❡♥2 ❝♦♥✲

❞✐2✐♦♥1 ❛♥❞ ♠❡❛1✉8❡❞ ❜② ♥❡✉28♦♥ 8❡✢❡❝2♦♠❡28② 2♦ ❝♦♠♣❛8❡ 2❤❡✐8 128✉❝2✉8❡1✳ ❲❡

♦❜1❡8✈❡❞ 2❤❛2 ❝♦♥1✐❞❡8✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 128✉❝2✉8❡ ❞♦❡1 ♥♦2 ❣✐✈❡ 2❤❡ ❜❡12 ✜2 ❛♥❞

2❤❛2 ✇❡ ❤❛✈❡ 2♦ ✉1❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 128✉❝2✉8❡1✳

✹✳✷✳✶ ▼✉❧-✐❧❛②❡1 ✜❧♠) ❜✉✐❧❞✲✉♣

◆✐♥❡ ♠✉❧2✐❧❛②❡8 ✜❧♠1 ✇❡8❡ ♣8❡♣❛8❡❞ ❜② ❛❧2❡8♥❛2✐♥❣ D❙❙h7✱ D❙❙d7 ❛♥❞ D❆❍ ❞❡♣♦✲

1✐2✐♦♥1 ❛♥❞ ❤❛❞ 2❤❡ 1❛♠❡ ❧❛②❡8 1❡G✉❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛❧2❡8♥❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤8❡❡ ❧❛②❡8 ♣❛✐81 ✭D❙❙h7✲

D❆❍✮ ✇✐2❤ ♦♥❡ ❧❛②❡8 ♣❛✐8 ✭D❙❙d7✲D❆❍✮✱ 8❡♣❡❛2❡❞ 1✐① 2✐♠❡1 ✿ ❬✭D❙❙h7✲D❆❍✮3✴✭D❙❙d7✲

D❆❍✮❪6✳ ❚❤❡ ✜❧♠1 ✇❡8❡ ❞❡♣♦1✐2❡❞ ♦♥ 1✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡81 ❝♦❛2❡❞ ✇✐2❤ ❛ ✜812 D❊■ ❧❛②❡8✱
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❚❤❡ ✜❧♠; ✇❡#❡ ✿
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❼ ❉✐♣✲✷▼❑❈▲ ♣#❡♣❛#❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ✐♥ ;♦❧✉&✐♦♥; ✇✐&❤ ✷ ▼ ❑❈❧
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✭❛❢&❡# &❤❡  ❆❍ ❞❡♣♦;✐&✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✜❧♠; ♣#❡♣❛#❡❞ ❜② ;♣✐♥ ❝♦❛&✐♥❣ ✇❡#❡ ❞❡♣♦;✐&❡❞ ♦♥
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❆③&❡❦ ❛✐#❜#✉;❤❡; ✇❡#❡ ❞❡♣♦;✐&❡❞ ✇✐&❤ ❛♥ ❛✐# ✢✉① ♦❢ ✶✵ ▲✴♠✐♥ ♦# ✷✵ ▲✴♠✐♥✳
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❚❤❡ ✜❧♠; ✇❡#❡ ♠❡❛;✉#❡❞ ❜② ♥❡✉&#♦♥ #❡✢❡❝&♦♠❡&#② ♦♥ ◆✲❘❊❳✰ ❛& ❋❘▼■■ ✇✐&❤

&❤❡ ;❡&✉♣ ◆✲❘❊❳✰ ❛♥❞ ♦♥ ❋■●❆❘❖ ❛& ■▲▲ ✇✐&❤ &❤❡ ;❡&✉♣ ❋■●❆❘❖✲✷ ❢♦# &❤❡

;❛♠♣❧❡ ❙♣#❛②✲●#❛③✐♥❣✳
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❧❛②❡# ♣❛✐#; ❤❛✈❡ &❤❡ ;❛♠❡ &❤✐❝❦♥❡;;✱ &❤❡ ❙▲❉; ♦❢ &❤❡ ♣#♦&♦♥❛&❡❞ ❧❛②❡#; ❛#❡ &❤❡ ;❛♠❡✱

&❤❡ ❙▲❉; ♦❢ &❤❡ ❞❡✉&❡#❛&❡❞ ❧❛②❡#; ❛#❡ &❤❡ ;❛♠❡ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥&❡#❢❛❝❡; ❤❛✈❡ &❤❡ ;❛♠❡
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❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❚❤✐❝❦♥❡''❡' ♦❢ *❤❡ ❙✐❖2 ❛♥❞ /❊■ ❧❛②❡4' ✉'❡❞ ❢♦4 *❤❡ ✜* ♦❢ *❤❡ '♣❡❝✉❧❛4 4❡✢❡❝*✐✈✐*✐❡' ♦❢

*❤❡ ♥✐♥❡ ✜❧♠' ♠❡❛'✉4❡❞ ❛* ❋❘▼■■ ❛♥❞ ■▲▲✳
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✐♥6❡♥8✐6② ❛♥❞ ✇✐❞6❤ ♦❢ 6❤❡ ❢-✐♥❣❡8 ❛♥❞ ♣❡❛❦8 ♦❢ 6❤❡ 6❤❡♦-❡6✐❝❛❧ ❝✉-✈❡8 ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞

♠❛6❝❤ ✇✐6❤ 6❤❡ ♦♥❡8 ♦❢ 6❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥6❛❧ ❝✉-✈❡8✳

■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛-❡ 6❤❡ ❞✐✛❡-❡♥6 ♣❛-68 ❝♦♠♣♦8✐♥❣ 6❤❡ ✜❧♠8✱ ✇❡ ❝❛♥ 8❡❡ 6❤❛6 6❤❡

✶✷✼



❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ▲❛②❡$ ♣❛✐$ '❤✐❝❦♥❡,,❡,✱ ❙▲❉, ❛♥❞ $♦✉❣❤♥❡,,❡, ❞❡'❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ '❤❡ ,♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝'✐✈✐'②

✜', ♦❢ '❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ❛♥❞ ,♣✐♥✲❝♦❛'❡❞ ✜❧♠, ♠❡❛,✉$❡❞ ❛' ❋❘▼■■ ❛♥❞ ■▲▲ ✇✐'❤ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉,

,'$✉❝'✉$❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ▲❛②❡$ ♣❛✐$ '❤✐❝❦♥❡,,❡,✱ ❙▲❉, ❛♥❞ $♦✉❣❤♥❡,,❡, ❞❡'❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ '❤❡ ,♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝'✐✈✐'②

✜', ♦❢ '❤❡ ,♣$❛②❡❞ ✜❧♠, ♠❡❛,✉$❡❞ ❛' ❋❘▼■■ ❛♥❞ ■▲▲ ✇✐'❤ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ,'$✉❝'✉$❡✳

❜♦++♦♠ ❧❛②❡./ ❛.❡ +❤✐♥♥❡. +❤❛♥ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡./✱ ❛/ ❡①♣❡❝+❡❞✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡/+ ❞✐✛❡.❡♥❝❡

✐♥ ❧❛②❡. ♣❛✐. +❤✐❝❦♥❡// ✐/ ♦❜/❡.✈❡❞ ❢♦. +❤❡ /❛♠♣❧❡ ❙♣✐♥✲✽✵✵✵✱ ❢♦. ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❜♦++♦♠

❧❛②❡. ♣❛✐./ ❛.❡ ✷✳✺ +✐♠❡/ +❤✐♥♥❡. +❤❛♥ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡. ♣❛✐./✱ ❛♥❞ +❤❡ /❛♠♣❧❡ ❙♣.❛②✲✶✵

❤❛/ +❤❡ /♠❛❧❧❡/+ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ✇✐+❤ ❜♦++♦♠ ❧❛②❡. ♣❛✐./ ✶✳✹ +✐♠❡/ +❤✐♥♥❡. +❤❛♥ +❤❡

❜✉❧❦ ❧❛②❡. ♣❛✐./✳ ❚❤❡.❡ ✐/ ♦♥❡ ❡①❝❡♣+✐♦♥ ✿ +❤❡ /❛♠♣❧❡ ❉✐♣✲✷▼◆❛❈❧ /❤♦✇/ +❤❡

/❛♠❡ +❤✐❝❦♥❡// ♣❡. ❧❛②❡. ♣❛✐. ❢♦. +❤❡ ❜♦++♦♠ ❛♥❞ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡./✳ ❚❤✐/ ❞✐✛❡.❡♥❝❡

♦❢ ♣.♦♣♦.+✐♦♥ ♦❢ +❤✐❝❦♥❡// ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❛♥❞ ❜✉❧❦ ❧❛②❡./ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡

✜❧♠/ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ +♦ ❛♥ ❡✛❡❝+ ♦❢ +❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝♦♥❞✐+✐♦♥/✱ ❡❛❝❤ /❡+ ♦❢ ♣.❡♣❛.❛+✐♦♥

❝♦♥❞✐+✐♦♥/ ✇♦✉❧❞ /❤♦✇ ❛ ❞✐✛❡.❡♥+ ♣.♦♣♦.+✐♦♥ ♦❢ +❤✐❝❦♥❡// ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❛♥❞

✶✷✽



❜✉❧❦ ❧❛②❡'(✳ ■+ ♠❛② ❛❧(♦ ❜❡ ❞✉❡ +♦ ✜+ ❡✛❡❝+( ❛( ♦❜(❡'✈❡❞ ❢♦' +❤❡ ♠✉❧+✐❧❛②❡' ✜❧♠(

♠❡❛(✉'❡❞ ❛+ ▲▲❇ ✐♥ ✷✵✵✼✱ +❤❡ ♣❛'❛♠❡+❡'( ❛'❡ ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧❧② +❤❡ ❜❡(+ ❢♦' +❤❡

✜+( ❜✉+ ❛'❡ ♥♦+ ♣❤②(✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡+❡❧② ❛❝❝✉'❛+❡✳ ❊①❝❡♣+ ❢♦' +❤❡ (❛♠♣❧❡( ❙♣✐♥✲✽✵✵✵

❛♥❞ ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦②✱ +❤❡ ♣'♦+♦♥❛+❡❞ ❙▲❉( ♦❢ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❛♥❞ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'( ❛'❡ '❛+❤❡'

(✐♠✐❧❛'✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣'♦❜❛❜❧② ❛((✉♠❡ +❤❛+ +❤❡ ❙▲❉( ❛'❡ +❤❡ (❛♠❡✱ +❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡(

❜❡✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❞✉❡ +♦ ✜++✐♥❣ ❡''♦'(✳ ❚❤✐( (✉❣❣❡(+( +❤❛+ +❤❡ ❞❡♥(✐+✐❡( ♦❢ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❛♥❞

❜✉❧❦ ❧❛②❡'( ❛'❡ +❤❡ (❛♠❡ ❛♥❞ +❤❛+ +❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ +❤✐❝❦♥❡(( ✐( ❞✉❡ +♦ ❛ ❞✐✛❡'❡♥❝❡

♦❢ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝+'♦❧②+❡( ❛❞(♦'❜❡❞✳ ❋♦' +❤❡ ✜❧♠ ❙♣✐♥✲✽✵✵✵✱ +❤❡ ♣'♦+♦♥❛+❡❞

❙▲❉ ♦❢ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❧❛②❡'( ✐( ✶✳✽ +✐♠❡( (♠❛❧❧❡' +❤❛♥ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'( ♦♥❡ ❛♥❞ ✐( ✶✳✾

+✐♠❡ ❜✐❣❣❡' ❢♦' +❤❡ ✜❧♠ ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦②✳ ❚❤❡ ♣'♦+♦♥❛+❡❞ ❙▲❉( ♦❢ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡' ❛'❡

♣❛'+✐❝✉❧❛'❧② ❧♦✇ ❢♦' +❤❡ (❛♠♣❧❡ ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢♦' +❤❡ (❛♠♣❧❡ ❙♣✐♥✲✽✵✵✵✳

❚❤✐( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ +♦ ♣❛'+✐❝✉❧❛'❧② ❜✐❣❣❡' ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧ ✉♥❝❡'+❛✐♥+✐❡( ❝♦♠♣❛'❡❞ +♦

+❤❡ ♦+❤❡' ✜❧♠( ♦' +♦ ❛ ❧♦✇❡' K✉❛❧✐+② ♦❢ +❤❡ ✜❧♠(✳ ❇✉+ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❡'+❛✐♥❧② ❛((✉♠❡

+❤❡ (❛♠❡ +'❡♥❞ ❢♦' +❤❡ ♥✐♥❡ ✜❧♠(✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡ '♦✉❣❤♥❡((❡( ♦❢ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❛♥❞ ❜✉❧❦

❧❛②❡'( ❛'❡ +❤❡ (❛♠❡ ❢♦' +❤❡ (❛♠♣❧❡( ❉✐♣✲✵✳✺▼◆❛❈❧✱ ❉✐♣✲✷▼◆❛❈❧✱ ❉✐♣✲✷▼❑❈❧ ❛♥❞

❙♣✐♥✲✽✵✵✵✱ ❛♥❞ ❛'❡ ✶✳✺ +♦ ✸✳✵ +✐♠❡( (♠❛❧❧❡' ❢♦' +❤❡ ✜❧♠( ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦②✱ ❙♣'❛②✲✶✵

❛♥❞ ❙♣'❛②✲✷✵✳ ❚❤❡ '♦✉❣❤♥❡((❡( ♦❢ +❤❡ ✜❧♠( ❙♣✐♥✲✹✵✵✵ ❛♥❞ ❙♣'❛②✲●'❛③✐♥❣ ❛'❡

❝❧❡❛'❧② +♦♦ (♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛'❡ ♥♦+ ♣❤②(✐❝❛❧✳ ❆+ +❤✐( ♣♦✐♥+ ♦❢ +❤❡ (+✉❞✐❡(✱ ✐+ ✐( ♥♦+ ♣♦((✐❜❧❡

+♦ ❞❡+❡'♠✐♥❡ ✐❢ +❤❡ '♦✉❣❤♥❡((❡( ♦❢ +❤❡ ❜♦++♦♠ ❧❛②❡'( ❛'❡ +❤❡ (❛♠❡ ♦' (♠❛❧❧❡' +❤❛♥

+❤♦(❡ ♦❢ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'(✳

❈♦♥❝❡'♥✐♥❣ +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡'(✱ ✇❡ ♦❜(❡'✈❡ ❛ +❤✐❝❦♥❡(( ♣❡' ❧❛②❡' ♣❛✐' ✇❤✐❝❤ ✐( ✶✳✶

+♦ ✸✳✺ +✐♠❡( ❜✐❣❣❡' +❤❛♥ +❤❡ +❤✐❝❦♥❡(( ♣❡' ❧❛②❡' ♣❛✐' ♦❢ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'(✱ ❡①❝❡♣+ ❢♦'

+❤❡ ✜❧♠ ❉✐♣✲✷▼◆❛❈❧ ❢♦' ✇❤✐❝❤ +❤❡ +❤✐❝❦♥❡(( ♣❡' ❧❛②❡' ♣❛✐' ♦❢ +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡'( ✐(

✺✳✶ +✐♠❡( (♠❛❧❧❡' +❤❛♥ +❤❡ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'( ❛♥❞ ❢♦' +❤❡ ✜❧♠ ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦②

❢♦' ✇❤✐❝❤ +❤❡ +❤✐❝❦♥❡(( ♣❡' ❧❛②❡' ♣❛✐' ♦❢ +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡' ✐( ✽✵✳✹ +✐♠❡( (♠❛❧❧❡' +❤❛♥

+❤❡ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'(✳ ❚❤✐( ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ +❤✐❝❦♥❡(( ♦❢ +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡'( ✇❛(

♥♦+ ♦❜(❡'✈❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣(♦♠❡+'② ❛♥❞ +❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡( ❛'❡ +♦♦ ❜✐❣✳ ❚❤❡(❡ ✈❛❧✉❡( ❛'❡

♣'♦❜❛❜❧② ♥♦+ ♣❤②(✐❝❛❧❧② +'✉❡✳ ❚❤❡ ❙▲❉( ♦❢ +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡'( ❛'❡ ✶✳✵ +♦ ✾✳✾ +✐♠❡(

❜✐❣❣❡' +❤❛♥ +❤❡ ❞❡✉+❡'❛+❡❞ ❙▲❉( ♦❢ +❤❡ (❛♠♣❧❡( ❉✐♣✲✵✳✺▼◆❛❈❧✱ ❉✐♣✲✷▼◆❛❈❧✱

❙♣✐♥✲✽✵✵✵ ❛♥❞ ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦②✱ ✶✳✶ +♦ ✶✳✸ +✐♠❡( (♠❛❧❧❡' ❢♦' +❤❡ ✜❧♠( ❉✐♣✲✷▼❑❈❧✱

❙♣✐♥✲✹✵✵✵✱ ❙♣'❛②✲✷✵ ❛♥❞ ❙♣'❛②✲●'❛③✐♥❣✱ ♦' +❤❡ (❛♠❡ ❢♦' +❤❡ ✜❧♠ ❙♣'❛②✲✶✵✳ ❆(

+❤❡'❡ ✐( ❧❡(( ♣♦❧②❡❧❡❝+'♦❧②+❡( ❢♦' ✐♥+❡'♣❡♥❡+'❛+✐♦♥ ❢♦' +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡'(✱ (✐♥❝❡ +❤❡'❡ ✐(

♥♦ ❧❛②❡' ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝+ ❛ ❧♦✇❡' ❞❡♥(✐+②✱ ❤❡♥❝❡ ❛ (♠❛❧❧❡' ❙▲❉ ❢♦' +❤❡ +♦♣

❧❛②❡'(✳ ❆❣❛✐♥✱ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ +❤❡'❡ ✐( ❜✐❣❣❡' ❛♥❞ (♠❛❧❧❡' ❙▲❉( ✐( ❝❡'+❛✐♥❧② ❞✉❡ +♦

♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧ ✉♥❝❡'+❛✐♥+✐❡( ♦❢ +❤❡ ✜+(✱ ❜✉+ +❤❡ ✈❛❧✉❡( ❛'❡ ♥♦+ ❛❝❝✉'❛+❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡

'♦✉❣❤♥❡((❡( ❛'❡ ✶✳✵ +♦ ✹✳✽ +✐♠❡( ❜✐❣❣❡' ❢♦' +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡'( +❤❛♥ ❢♦' +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'(✱

❡①❝❡♣+ ❢♦' +❤❡ ✜❧♠ ❙♣'❛②✲❆✐'✲❜♦②✱ ❢♦' ✇❤✐❝❤ +❤❡ '♦✉❣❤♥❡((❡( ❛'❡ +❤❡ (❛♠❡✳ ❲❡ ❝❛♥

♣'♦❜❛❜❧② ❛((✉♠❡ +❤❛+ +❤❡ '♦✉❣❤♥❡(( ❛+ +❤❡ (✉'❢❛❝❡ ✐( ❜✐❣❣❡' +❤❛♥ +❤❡ ♦♥❡ ✐♥(✐❞❡

+❤❡ ✜❧♠✱ ❜✉+ +❤❡ ✈❛❧✉❡( ♠❛② ♥♦+ ❜❡ ❛❝❝✉'❛+❡ ❛( ✇❡ ❛❧'❡❛❞② ♠❡♥+✐♦♥❡❞ +❤❛+ +❤❡

'♦✉❣❤♥❡(( ✐( +❤❡ ♣❛'❛♠❡+❡' ✇❤✐❝❤ ✐( +❤❡ ♠♦(+ ❛❞❥✉(+❡❞ +♦ ✐♠♣'♦✈❡ +❤❡ ✜+(✳ ❲❤❛+

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥+❡'❡(+✐♥❣ +♦ ❞♦ ✐( +♦ ♣❡'❢♦'♠ ♥❡✉+'♦♥ '❡✢❡❝+♦♠❡+'② ♦♥ (❡✈❡'❛❧ ✜❧♠( ❢♦'

❡❛❝❤ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝♦♥❞✐+✐♦♥( +♦ ❝❛''② ♦✉+ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✜+ ♦♥ +❤❡ (♣❡❝✉❧❛' '❡✢❡❝+✐✈✐+✐❡( ❛♥❞

+♦ ❤❛✈❡ ❛✈❡'❛❣❡ ✈❛❧✉❡( ♦❢ +❤❡ ♣❛'❛♠❡+❡'( ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ♠♦'❡ ❛❝❝✉'❛+❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧(♦

♣'♦❜❛❜❧② ❛((✉♠❡ +❤❛+ +❤❡ (+'✉❝+✉'❡ ✇❡ ✉(❡❞ ✐( ♥♦+ +❤❡ ❜❡(+✱ ❛♥❞ (+'✉❝+✉'❡( ✇✐+❤

♠♦'❡ ❧❛②❡'( ♦♥ +❤❡ +♦♣ ❛♥❞ +❤❡ ❜♦++♦♠ ♣❛'+( ♠❛② ❜❡ ♠♦'❡ ❛❝❝✉'❛+❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛'❡ +❤❡ ♣❛'❛♠❡+❡'( ♦❢ +❤❡ ❜✉❧❦ ❧❛②❡'( ✇✐+❤ +❤❡ ♣❛'❛♠❡+❡'(

♦❢ +❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉( (+'✉❝+✉'❡✱ ✇❡ ❝❛♥ (❡❡ +❤❛+ +❤❡ ✈❛❧✉❡( ❛'❡ (✐♠✐❧❛' ✐♥ ♠♦(+

✶✷✾



❝❛"❡"✳ ❚❤❡ '❤✐❝❦♥❡""❡" ♣❡, ❧❛②❡, ♣❛✐, ❛,❡ ✈❡,② ❝❧♦"❡ ❀ '❤❡ ♣,♦'♦♥❛'❡❞ ❙▲❉" ❢♦, '❤❡

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉" "',✉❝'✉,❡" ❛,❡ ✉♣ '♦ ✶✳✷ '✐♠❡" ❧♦✇❡, ♦, ❤✐❣❤❡, ❛♥❞ '❤❡ ❞❡✉'❡,❛'❡❞

❙▲❉" ✉♣ '♦ ✶✳✷ '✐♠❡" ❧♦✇❡, ♦, ❤✐❣❤❡,✱ ✇❤✐❝ ✐" ,❛'❤❡, "✐♠✐❧❛,✱ ❡①❝❡♣' ❢♦, '❤❡ ✜❧♠

❙♣,❛②✲❆✐,✲❜♦② ❢♦, ✇❤✐❝❤ '❤❡ ♣,♦'♦♥❛'❡❞ ❙▲❉ ✐" ✷✳✵ '✐♠❡" "♠❛❧❧❡, ❛♥❞ '❤❡ ❞❡✉'❡,❛'❡❞

♦♥❡ ✶✳✺ '✐♠❡" ❜✐❣❣❡, ❢♦, '❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉" "',✉❝'✉,❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡ ,♦✉❣❤♥❡""❡" ❛,❡

✶✳✶ '♦ ✶✳✻ '✐♠❡" ❜✐❣❣❡, ♦, "♠❛❧❧❡, ❢♦, '❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉" "',✉❝'✉,❡ ❝♦♠♣❛,❡❞ '♦

'❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉" "',✉❝'✉,❡✳ ❆" '❤❡ ♣❛,❛♠❡'❡," ❛,❡ "✐♠✐❧❛, ❢♦, ❜♦'❤ "',✉❝'✉,❡"✱ '❤❡

✜'" ✇✐'❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉" "',✉❝'✉,❡ ❛,❡ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ '♦ ❞❡'❡,♠✐♥❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡" ♦❢ '❤❡

"',✉❝'✉,❛❧ ♣❛,❛♠❡'❡," ❢♦, '❤❡ ❜✉❧❦ ♣❛,'✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦,,❡"♣♦♥❞" '♦ '❤❡ ♠♦"' ♣❛,' ♦❢ '❤❡

✜❧♠"✳

▲❡' ✉" ❝♦♠♣❛,❡ '❤❡ ✜❧♠ "',✉❝'✉,❡" '♦ "❡❡ '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♣,❡♣❛,❛'✐♦♥

❝♦♥❞✐'✐♦♥"✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛,✐"♦♥ ✐" ❞♦♥❡ ♦♥ '❤❡ ❜❛"✐" ♦❢ '❤❡ "',✉❝'✉,❛❧ ♣❛,❛♠❡'❡," ♦❢ '❤❡

❜✉❧❦ ❧❛②❡,"✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜,"' ♦❜"❡,✈❡ '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ "❛❧' ♥❛'✉,❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥',❛'✐♦♥

♦♥ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠"✳ ❚❤❡ '❤✐❝❦♥❡"" ♣❡, ❧❛②❡, ♣❛✐, ❢♦, ✷ ▼ ❑❈❧ ✐" ✶✳✷ '✐♠❡" ❜✐❣❣❡,

'❤❛♥ ❢♦, ✷ ▼ ◆❛❈❧✱ '❤❡ ♣,♦'♦♥❛'❡❞ ❙▲❉ ✐" ✶✳✷ '✐♠❡" ❜✐❣❣❡,✱ '❤❡ ❞❡✉'❡,❛'❡❞ ❙▲❉

'❤❡ "❛♠❡ ✇✐'❤✐♥ ❡,,♦," ❛♥❞ '❤❡ ,♦✉❣❤♥❡"" ✶✳✷ '✐♠❡" ❤✐❣❤❡,✳ ❚❤❡ '❤✐❝❦♥❡"" ♣❡,

❧❛②❡, ♣❛✐, ✐" ✶✳✽ '✐♠❡" "♠❛❧❧❡, ❢♦, ✵✳✺ ▼ ◆❛❈❧ '❤❛♥ ❢♦, ✷ ▼ ◆❛❈❧✱ '❤❡ ♣,♦'♦♥❛'❡❞

❙▲❉ ✶✳✹ '✐♠❡" ❜✐❣❣❡,✱ '❤❡ ❞❡✉'❡,❛'❡❞ ❙▲❉ ✶✳✶ '✐♠❡" "♠❛❧❧❡, ❛♥❞ '❤❡ ,♦✉❣❤♥❡""

✶✳✺ '✐♠❡" ❧♦✇❡,✳ ❙♦ '❤❡ ✜❧♠" ♣,❡♣❛,❡❞ ❢,♦♠ "♦❧✉'✐♦♥" ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝',♦❧②'❡" ✇✐'❤ ❑❈❧

❛,❡ '❤✐❝❦❡, '❤❛♥ '❤❡ ✜❧♠" ✇✐'❤ ◆❛❈❧ ❛♥❞ '❤❡ '❤✐❝❦♥❡"" ✐♥❝,❡❛"❡" ✇✐'❤ '❤❡ ✐♥❝,❡❛"❡

♦❢ '❤❡ "❛❧' ❝♦♥❝❡♥',❛'✐♦♥✳ ■' "❡❡♠" '❤❛' ❛ ❜✐❣❣❡, '❤✐❝❦♥❡"" ❢♦, ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠" ❞✉❡

'♦ ❞✐✛❡,❡♥' "❛❧' ♥❛'✉,❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥',❛'✐♦♥ ❣♦❡" ❛❧♦♥❣ ✇✐'❤ ❛ ❜✐❣❣❡, ,♦✉❣❤♥❡""✳

❍♦✇❡✈❡,✱ ✇❤❡,❡❛" '❤❡ ❙▲❉" ❛,❡ ❜✐❣❣❡, ❢♦, ❑❈❧ '❤❛♥ ❢♦, ◆❛❈❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦,,❡"♣♦♥❞"

'♦ ❛ ❤✐❣❤❡, ❞❡♥"✐'②✱ '❤❡ ♣,♦'♦♥❛'❡❞ ❙▲❉ ✐" ❤✐❣❤❡, ❛♥❞ '❤❡ ❞❡✉'❡,❛'❡❞ ♦♥❡ ❧♦✇❡, ❢♦,

❧♦✇❡, ◆❛❈❧ ❝♦♥❝❡♥',❛'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡" ❤✐❣❤❡, ❞❡♥"✐'② ❢♦, ♣,♦'♦♥❛'❡❞ ❧❛②❡," ❛♥❞

❧♦✇❡, ❞❡♥"✐'② ❢♦, ❞❡✉'❡,❛'❡❞ ❧❛②❡,"✳ ■' ✐" ♣♦""✐❜❧❡ '❤❛' '❤❡"❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡" ❛,❡ ,❡❛❧❧②

❞✉❡ '♦ '❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ♦❢ "❛❧' ♥❛'✉,❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥',❛'✐♦♥✱ ❜✉' ✐' ✐" ♠♦,❡ ❧✐❦❡❧② '♦ ❜❡

✇✐'❤✐♥ '❤❡ ❡,,♦, ♦❢ '❤ ✜'" ❛♥❞ '❤❡ ❞❡♥"✐'② ♠❛② ❜❡ '❤❡ "❛♠❡✱ ❥✉"' '❤❡ '❤✐❝❦♥❡"" ❛♥❞

'❤❡ ,♦✉❣❤♥❡"" ❝❤❛♥❣❡✳

❚❤❡ "♣✐♥✲❝♦❛'❡❞ ✜❧♠" ❛,❡ ✶✳✺ '♦ ✶✳✻ '✐♠❡" '❤✐♥♥❡, '❤❛♥ '❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠ ♣,❡♣❛,❡❞

✇✐'❤ '❤❡ "❛♠❡ "♦❧✉'✐♦♥"✳ ❚❤❡ ,♦'❛'✐♦♥ "♣❡❡❞ ❞♦❡" ♥♦' ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣ ✐♠♣❛❝' ♦♥ '❤❡

'❤✐❝❦♥❡""✱ '❤❡ '❤✐❝❦♥❡""❡" ♣❡, ❧❛②❡, ♣❛✐, ❢♦, ❛ "♣❡❡❞ ♦❢ ✹✱✵✵✵ ,♣♠ ❛♥❞ ✽✱✵✵✵ ,♣♠

❛,❡ ♥❡❛,❧② '❤❡ "❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣,♦'♦♥❛'❡❞ ❙▲❉" ❛,❡ ✶✳✸ '♦ ✶✳✻ '✐♠❡" ❤✐❣❤❡, ❢♦, '❤❡

"♣✐♥✲❛""✐"'❡❞ ▲❜▲ ❛""❡♠❜❧② '❤❛♥ ❢♦, ❞✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ '❤❡ ❞❡✉'❡,❛'❡❞ ❙▲❉" ✶✳✶ '♦ ✶✳✷

'✐♠❡" "♠❛❧❧❡,✳ ❚❤❡ ❙▲❉" ❛,❡ ❜✐❣❣❡, ❢♦, ❛ "♣❡❡❞ ♦❢ ✽✱✵✵✵ ,♣♠ '❤❛♥ ❢♦, ✹✱✵✵✵

,♣♠✱ ✇❤❛' ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ '❤❛' '❤❡ ✜❧♠" ❛,❡ ❞❡♥"❡, ❢♦, ❛ ❤✐❣❤❡, "♣❡❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡

,♦✉❣❤♥❡""❡" ❢♦, "♣✐♥✲❝♦❛'❡❞ ✜❧♠" ❛,❡ ✉♣ '♦ ✶✳✸ '✐♠❡" "♠❛❧❧❡, '❤❛♥ ❢♦, ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠"

❛♥❞ '❤❡ ,♦✉❣❤♥❡"" ✐♥❝,❡❛"❡" ✇✐'❤ '❤❡ ,♦'❛'✐♦♥ "♣❡❡❞✳

❙♣,❛②❡❞ ✜❧♠" ❛,❡ ✶✳✷ '♦ ✶✳✹ '✐♠❡" '❤✐♥♥❡, '❤❛♥ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠"✱ ✇✐'❤ ,♦✉❣❤♥❡""❡"

✶✳✹ '♦ ✷✳✸ '✐♠❡" ❜✐❣❣❡, ♦, ✶✳✶ '♦ ✶✳✷ '✐♠❡" "♠❛❧❧❡,✳ ❚❤❡ ✐♥❝,❡❛"❡ ♦❢ '❤❡ ❛✐, ✢✉① ❢♦,

✜❧♠" "♣,❛②❡❞ ✇✐'❤ ❆③'❡❦ ❛✐,❜,✉"❤❡" ❣✐✈❡" '❤✐❝❦❡, ✜❧♠"✱ '❤❡ "♣,❛②✐♥❣ ✇✐'❤ ❆✐,✲❜♦②
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❖♥❡ ✜❧♠ ✇❛( ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ ❛❧.❡/♥❛.✐♥❣ ❞❡✉.❡/❛.❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡✉.❡/❛.❡❞ ❧❛②❡/( ❢♦/

♥❡✉./♦♥ /❡✢❡❝.♦♠❡./② ♠❡❛(✉/❡♠❡♥.(✱ ✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡8✉❡♥❝❡ ✿ .❤/❡❡ ✭;❙❙h7✲

;❆❍✮ ❧❛②❡/ ♣❛✐/( ❛❧.❡/♥❛.❡❞ ✇✐.❤ ♦♥❡ ✭;❙❙h7✲;❆❍✮ ❧❛②❡/ ♣❛✐/✱ /❡♣❡❛.❡❞ (✐① .✐♠❡(✱

❬✭;❙❙h7✲;❆❍✮3✴✭;❙❙d7✲;❆❍✮❪6✳ ❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ✜❧♠ ✇❛( ❛♥ ❛❧.❡/♥❛.✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡/( ❝♦♠✲

♣♦(❡❞ ♦❢ ❛ ♠✐①✉/❡ ♦❢ ✺✵✪ ;❙❙h7 ❛♥❞ ✺✵✪ ;❙❙d7 ✇✐.❤ ;❆❍ ❧❛②❡/(✱ ✭;❙❙50−50✲;❆❍✮53✳

❋✐❢.②✲.❤/❡❡ ❧❛②❡/( ✇❡/❡ ❞❡♣♦(✐.❡❞ .♦ ♦❜.❛✐♥ ❛ ✜❧♠ ✇✐.❤ ❛ .❤✐❝❦♥❡(( ❜✐❣❣❡/ .❤❛♥ ✸✵✵

♥♠ ❛♥❞ .❤❡ ✜❧♠ ✇❛( ♠❡❛(✉/❡❞ ❜② ●■❙❆◆❙✳

✺✳✶✳✷ $♦❧②❡❧❡❝*+♦❧②*❡ ❝❤❛✐♥ 0✐③❡ ✐♥ *❤❡ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ♣❡+♣❡♥❞✐❝✉❧❛+

*♦ *❤❡ 0✉+❢❛❝❡

❚❤❡ ✜❧♠ ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ ❛❧.❡/♥❛.✐♥❣ ❞❡✉.❡/❛.❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡✉.❡/❛.❡❞ ❧❛②❡/( ✇❛( ♠❡❛✲

(✉/❡❞ ❜② ♥❡✉./♦♥ /❡✢❡❝.♦♠❡./② ♦♥ ◆✲❘❊❳✰ ❛. ❋❘▼■■✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②(✐( ♦❢ .❤❡ (♣❡❝✉❧❛/

/❡✢❡❝.✐✈✐.② ❝✉/✈❡ ✇❛( ❛❧/❡❛❞② ❞❡(❝/✐❜❡❞ ✐♥ ;❛/❛❣/❛♣❤ ✹✳✷ ❛♥❞ ❝♦//❡(♣♦♥❞( .♦ .❤❡

✜❧♠ ❉✐♣✲✷▼◆❛❈❧✳ ❍❡/❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉(❡ .❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉( (./✉❝.✉/❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡..❡/ ❞❡✲

(❝/✐❜❡❞ .❤❡ ❞❛.❛✱ ❢♦/ .❤❡ ❞❡.❡/♠✐♥❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❝❤❛✐♥ (✐③❡✳ ❚❤❡ (♣❡❝✉❧❛/ /❡✢❡❝.✐✈✐.②

❝✉/✈❡ ✇✐.❤ .❤❡ ❝♦//❡(♣♦♥❞✐♥❣ ✜. ❛/❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✺✳✶✱ ❛( ✇❡❧❧ ❛( .❤❡ ❙▲❉ ♣/♦✜❧❡✳

❚❤❡ (./✉❝.✉/❛❧ ♣❛/❛♠❡.❡/ ✈❛❧✉❡( ❛/❡ (✉♠♠❛/✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❋✐❣✉/❡ ✺✳✶✿ ❖♥ "❤❡ ❧❡❢"✱ "❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥"❛❧ .♣❡❝✉❧❛* *❡✢❡❝"✐✈✐"② ❝✉*✈❡ ✭♣♦✐♥".✮ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦**❡.♣♦♥❞✲

✐♥❣ "❤❡♦*❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❧✐♥❡✮✳ ❖♥ "❤❡ *✐❣❤"✱ "❤❡ ❙▲❉ ♣*♦✜❧❡ ❡①"*❛❝"❡❞ ❢*♦♠ "❤❡ ✜"✳

❋/♦♠ (♣❡❝✉❧❛/ /❡✢❡❝.✐✈✐.② ✐. ✐( ♥♦. ♣♦((✐❜❧❡ .♦ ❝❛❧❝✉❧❛.❡ .❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ (✐③❡ ♦❢ ❛

♣♦❧②❡❧❡❝./♦❧②.❡ ❝❤❛✐♥ ♣❡/♣❡♥❞✐❝✉❧❛/ .♦ .❤❡ (✉/❢❛❝❡ ♦❢ .❤❡ ✜❧♠✱ ❜✉. ✐. ✇❛( ♣♦((✐❜❧❡ .♦

❞❡.❡/♠✐♥❡ ❛♥ ❛✈❡/❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ (✐③❡ ♦❢ ❛ ;❙❙ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦//❡(♣♦♥❞( .♦ .❤❡ ♠❛①✐✲

♠❛❧ ❞✐(.❛♥❝❡ ♦❢ ❡①.❡♥(✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝./♦❧②.❡ ✐♥ .❤❡ ♦✉.✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐/❡❝.✐♦♥✳ ❚❤✐(

❞✐(.❛♥❝❡✱ ❉✱ ✐( .❤❡ ❞✐(.❛♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♠♦(. ❞✐(.❛♥. ♣♦✐♥.( ♦❢ .❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝./♦❧②.❡

❝❤❛✐♥( ❝♦♠♣♦(✐♥❣ .❤❡ ❧❛②❡/ ❛( /❡♣/❡(❡♥.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✺✳✷✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▲❛②❡$ ♣❛✐$ '❤✐❝❦♥❡,,✱ ❙▲❉, ❛♥❞ $♦✉❣❤♥❡,, ❞❡'❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ '❤❡ ,♣❡❝✉❧❛$ $❡✢❡❝'✐✈✐'②

✜'✳

❋✐❣✉-❡ ✺✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛'✐❝ $❡♣$❡,❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝'$♦❧②'❡ ❧❛②❡$ ✐♥ ❛ ▲❜▲ ✜❧♠✳ ❉ ✐, '❤❡ ❞✐,'❛♥❝❡

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♠♦,' ❞✐,'❛♥' ♣♦✐♥', ♦❢ '❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝'$♦❧②'❡ ❝❤❛✐♥, ❝♦♠♣♦,✐♥❣ '❤❡ ❧❛②❡$✳

❆0 1❤❡ ✜11❡❞ -♦✉❣❤♥❡00 ✐0 ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ 1❤❡ ✐♥1❡-❢❛❝❡ -♦✉❣❤♥❡00 ❛♥❞ 1❤❡ ♣♦❧②♠❡-

✐♥1❡-♣❡♥❡1-❛1✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡1❡-♠✐♥❡ ❉ ✉0✐♥❣ 1❤❡ ♥❡✉1-♦♥ -❡✢❡❝1✐✈✐1② ❛♥❛❧②0✐0✳ ■♥

❋✐❣✉-❡ ✺✳✸✱ 1❤❡ ♣❡❛❦0 ❝♦--❡0♣♦♥❞ 1♦ 1❤❡ ❞❡✉1❡-❛1❡❞ D❙❙ ❧❛②❡-0✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦0❡❞

♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❛②❡-✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥0✐❞❡- 1❤❛1 1❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧♦♥❣❛1✐♦♥✱ ❉✱ ♦❢ 1❤❡ D❙❙

❝❤❛✐♥0 ✐0 ❡H✉❛❧ 1♦ 1❤❡ ✇✐❞1❤ ♦❢ 1❤❡ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡0 1❤❡ 1❤✐❝❦♥❡00 ❛♥❞ ♠♦01

♣❛-1 ♦❢ 1❤❡ ✐♥1❡-♣❡♥❡1-❛1✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣-❛❞✐❡♥1 ❛1 1❤❡ ✐♥1❡-❢❛❝❡0 ✐0 ❞❡0❝-✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡--♦-

❢✉♥❝1✐♦♥ ✇✐1❤ 1❤❡ 01❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛1✐♦♥✱ σ✱ ❡H✉❛❧ 1♦ 1❤❡ -♦✉❣❤♥❡00 ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ❜② 1❤❡
✜10✱ ❛♥❞ ❉ ✇❛0 ❝❤♦0❡♥ 1♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✾✾✳✼✪ ♦❢ 1❤❡ ❣❛✉00✐❛♥ ❞✐01-✐❜✉1❡❞ ♠❛1❡-✐❛❧ ♦❢ 1❤❡

❧❛②❡- ✐♥ H✉❡01✐♦♥✳ ❚❤✐0 ♠❡❛♥0 1❤❛1 ❉ ✐0 ❡H✉❛❧ 1♦ 1❤❡ 1❤✐❝❦♥❡00 ♣❡- ❧❛②❡- ♣❛✐-✱ ❞✱ ♣❧✉0

1❤-❡❡ 1✐♠❡0 1❤❡ -♦✉❣❤♥❡00 ✿

D = d+ 3σ ✭✺✳✶✮

■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✜❧♠✱ 1❤❡ ❝❡♥1❡- ♦❢ 1❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝1-♦❧②1❡0 ❝❤❛✐♥0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞

1❤❡② ✇♦✉❧❞ ✐♥1❡-♣❡♥❡1-❛1❡ ✐♥1♦ 1❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉-✐♥❣ ❧❛②❡-0 ✇✐1❤✐♥ 1❤❡ 0❛♠❡ ❞✐01❛♥❝❡✳

❇✉1 1❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝1-♦❧②1❡ ❝❤❛✐♥0 ✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡- ❝❛♥ ❜❡ ♠♦-❡ ♦- ❧❡00 0❤✐❢1❡❞ ❢-♦♠ ❡❛❝❤ ♦1❤❡-

❞✉❡ 1♦ 1❤❡ -♦✉❣❤♥❡00✱ 0♦ ❉ ✐0 ❝❧❡❛-❧② ❛♥ ✉♣♣❡- ❧✐♠✐1 ♦❢ 1❤❡ 0✐③❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝1-♦❧②1❡

❝❤❛✐♥ ✐♥ 1❤❡ ❞✐-❡❝1✐♦♥ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- 1♦ 1❤❡ 0✉-❢❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉0❡ ✐1 1♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜-01

❝♦♠♣❛-✐0♦♥ ✇✐1❤ 1❤❡ 0✐③❡ ✐♥ 1❤❡ ❞✐-❡❝1✐♦♥ ♣❛-❛❧❧❡❧ 1♦ 1❤❡ 0✉-❢❛❝❡✳ ❋♦- 1❤❡ ❞✐♣♣❡❞

✜❧♠ 01✉❞✐❡❞ ❤❡-❡✱ 1❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐❛♠❡1❡- ♦❢ ❛ D❙❙ ❝❤❛✐♥ ✇✐1❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛- ✇❡✐❣❤1 ♦❢

✽✵✱✽✵✵ ❣✴♠♦❧ ✐0 ✶✵✳✹ ♥♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛1❡ 1❤❡ -❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②-❛1✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❧❡❝1-♦❧②1❡

❝❤❛✐♥✱ ❘g✱ ❢-♦♠ 1❤❡ ❡♥❞✲1♦✲❡♥❞ ❞✐01❛♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ❝❤❛✐♥✱ δ ✿

Rg =
δ√
6

✭✺✳✷✮
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❚❤❡ #❛❞✐✉( ♦❢ ❣②#❛-✐♦♥ ❡##♦#✱ ❘g,err✱ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

Rg,err =
√

d2err + 3× σ2
err ✭✺✳✸✮

✇✐-❤ ❞err -❤❡ -❤✐❝❦♥❡(( ❡##♦# ❛♥❞ σerr -❤❡ #♦✉❣❤♥❡(( ❡##♦#✳

❙♦✱ ❢#♦♠ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❞✲-♦✲❡♥❞ ❞✐(-❛♥❝❡ ❉✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛-❡ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ #❛❞✐✉(

♦❢ ❣②#❛-✐♦♥ ♦❢ ❛ B❙❙ ❝❤❛✐♥ ✭▼w ❂ ✽✵✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✮ ✐♥ -❤❡ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛# -♦

-❤❡ (✉#❢❛❝❡✱ ❘gz✭♠❛①✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❡I✉❛❧ -♦ ✹✳✸ ± ✶✳✼ ♥♠✳

❋✐❣✉#❡ ✺✳✸✿ ❙▲❉ ♣$♦✜❧❡ ♦❢ *❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡-❡#♠✐♥❡❞ -❤❛- -❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ (-#✉❝-✉#❡ ♦❢ ♠✉❧-✐❧❛②❡# ✜❧♠( ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝✲

-#♦❧②-❡( ❞♦❡( ♥♦- ❝❤❛♥❣❡ ❛❢-❡# (❡✈❡#❛❧ ♠♦♥-❤( ♦# ❢❡✇ ②❡❛#(✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧(♦ ♦❜(❡#✈❡ -❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❛❣❡✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ♦✉-✲♦❢✲♣❧❛♥❡ (✐③❡ ♦❢ ❛ B❙❙ ❝❤❛✐♥ ❢♦# ❙❛♠♣❧❡ ❈✱ ❉✱ ❊

❛♥❞ ❋ (-✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣-❡# ✸✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✉-✲♦❢✲♣❧❛♥❡ #❛❞✐✐ ♦❢ ❣②#❛-✐♦♥ ❢♦# -❤❡ ❢♦✉#

✜❧♠( ✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ✜✈❡ ②❡❛#( ❛❢-❡# ❛#❡ (✉♠♠❛#✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❲❡ ❝❛♥ (❡❡ ❛ #❛❞✐✉(

❞❡❝#❡❛(❡ ♦❢ ✵ ➴ -♦ ✵✳✺ ➴✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❜❡❧♦✇ -❤❡ ❛❝❝✉#❛❝② ♦❢ -❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝-#♦❧②-❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡

❛♥❞ ♦✉-✲♦❢✲♣❧❛♥❡ (✐③❡( ✇❡ ❝❛♥ ❣❡- ✇✐-❤ -❤❡ ♠❡-❤♦❞( ✉(❡❞ ❤❡#❡✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛((✉♠❡

-❤❛- -❤❡#❡ ✐( ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ -❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝-#♦❧②-❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥❢♦#♠❛-✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ -❤❡ ✜❧♠(

✇❡#❡ ♠❡❛(✉#❡❞ (❡✈❡#❛❧ ♠♦♥-❤( ❛❢-❡# -❤❡✐# ♣#❡♣❛#❛-✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ▼❛①✐♠❛❧ ♦✉*✲♦❢✲♣❧❛♥❡ $❛❞✐✐ ♦❢ ❣②$❛*✐♦♥ ♦❢ 8❙❙ ❝❤❛✐♥: ✐♥ ❙❛♠♣❧❡ ❈✱ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋

✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ✜✈❡ ②❡❛$: ❛❢*❡$✱ ✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✳ ❚❤❡ ✜❧♠ ♣$❡♣❛$❛*✐♦♥ ❛♥❞ *❤❡ ♥❡✉*$♦♥ $❡✢❡❝*♦♠❡*$②

♠❡❛:✉$❡♠❡♥*: ❛$❡ ❞❡:❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡$ ✸✳

✶✸✻



✺✳✶✳✸ ❘❛❞✐✉) ♦❢ ❣②.❛/✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❡❧❡❝/.♦❧②/❡ ❝❤❛✐♥ ✐♥ /❤❡ ❞✐✲

.❡❝/✐♦♥ ♣❛.❛❧❧❡❧ /♦ /❤❡ )✉.❢❛❝❡

❲❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❤❡(❡ )❤❡ ✇♦(❦ ♦❢ ❏✳ ❑(❛✉0 ❡! ❛❧✳ ❬✶✺✽❪✱ ✇❤♦ 0)✉❞✐❡❞ )❤❡ (❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②✲

(❛)✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②0)②(❡♥❡ ❝❤❛✐♥0 ✐♥ ✜❧♠0 ♦❢ ♣♦❧②0)②(❡♥❡ ❜② ●■❙❆◆❙ ♠❡❛0✉(❡♠❡♥)0✳ ❚❤❡

✜❧♠ ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ ❧❛②❡(0 ✇✐)❤ ❛ ♠✐①✉(❡ ♦❢ ✺✵✪ ❞❡✉)❡(❛)❡❞ ❛♥❞ ✺✵✪ ♥♦♥✲❞❡✉)❡(❛)❡❞

J❙❙ ✇❛0 ♠❡❛0✉(❡❞ ❜② ●■❙❆◆❙ ❛) ■▲▲ ♦♥ ❋■●❆❘❖ ✇✐)❤ )❤❡ 0❡)✉♣ ❋■●❆❘❖✲✸✳ ❋✐❣✲

✉(❡ ✺✳✹ 0❤♦✇0 )❤❡ ❞❡)❡❝)♦( ♣✐❝)✉(❡ ♦❢ )❤❡ ●■❙❆◆❙ ♣❛))❡(♥ ♦❢ )❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠ ❛) ❛

✇❛✈❡❧❡♥❣)❤ ♦❢ ✸✳✷ ➴✳

❋✐❣✉(❡ ✺✳✹✿ ●■❙❆◆❙ ♣❛''❡)♥ ♦❢ '❤❡ ❞✐♣♣❡❞ ✜❧♠✳

❆0 )❤❡ ♠❡❛0✉(❡♠❡♥) ✇❛0 ❞♦♥❡ ✐♥ ❚❖❋ ♠♦❞❡✱ ❞❛)❛ ✇❡(❡ )(❡❛)❡❞ ❢♦( ❡✈❡(② ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣)❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❉❛)❛ ✇❡(❡ )(❡❛)❡❞ )♦ (❡♠♦✈❡ )❤❡ ❜❛❝❦❣(♦✉♥❞ ❛♥❞ )❤❡ 0✐❣♥❛❧ ♦❢

)❤❡ 0✉❜0)(❛)❡ 0♦ )❤❛) ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♥❛❧②③❡ ♦♥❧② )❤❡ 0✐❣♥❛❧ ♦❢ )❤❡ ✜❧♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣❡(✲

❢♦(♠❡❞ ❛♥ ❤♦(✐③♦♥)❛❧ ❝✉) ✭✐♥ )❤❡ ② ❞✐(❡❝)✐♦♥✱ ♣❛(❛❧❧❡❧ )♦ )❤❡ 0✉(❢❛❝❡✮ ❛) )❤❡ ❤❡✐❣❤)

♦❢ )❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ♣❡❛❦✱ ❛0 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✹✳ ❲❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❣♦♦❞ ❞❛)❛ ❛) )❤(❡❡ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣)❤0 ✿ ✹ ➴ ✭✐♥)❡❣(❛)✐♦♥ ♦✈❡( ✸✳✻ ✲ ✹✳✹ ➴✮✱ ✺ ➴ ✭✐♥)❡❣(❛)✐♦♥ ♦✈❡( ✹✳✺ ✲ ✺✳✺ ➴✮ ❛♥❞ ✼

➴ ✭✐♥)❡❣(❛)✐♦♥ ♦✈❡( ✻✳✸ ✲ ✼✳✼ ➴✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥)❛❧ ❝✉(✈❡0 ❢♦( )❤❡ )❤(❡❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤0

❛0 ✇❡❧❧ ❛0 )❤❡ )❤❡♦(❡)✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛(❡ 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✺✳

❚❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥)❛❧ ❝✉(✈❡0 ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❉❡❜②❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❬✶✷✱✶✸✱ ✶✽✽❪ ✿

I =
2

q2yR
2
gy

[

1− 1

q2yR
2
gy

(

1− exp(−q2yR2
gy)

)

]

✭✺✳✹✮

✇✐)❤ ■ )❤❡ ✐♥)❡♥0✐)② ❛♥❞ ❘gy )❤❡ (❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②(❛)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ② ❞✐(❡❝)✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛ ✇❡(❡ ✜))❡❞ )♦❣❡)❤❡( ✇✐)❤ )❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✜) ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ■❣♦(J(♦✱

0♦ )❤❛) )❤❡ (❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②(❛)✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❢♦( )❤❡ )❤(❡❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣)❤0 ✐0 )❤❡ 0❛♠❡✳ ❲❡

❢♦✉♥❞ )❤❛) )❤❡ (❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②(❛)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❞✐(❡❝)✐♦♥ ♣❛(❛❧❧❡❧ )♦ )❤❡ 0✉(❢❛❝❡ ✐0 ✶✺✳✻ ♥♠

± ✶✳✽ ♥♠ ❢♦( ❛ J❙❙ ❝❤❛✐♥ ✇✐)❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛( ✇❡✐❣❤) ♦❢ ✽✵✱✽✵✵ ❣✴♠♦❧✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✺✿ ❖✉"✲♦❢✲♣❧❛♥❡ +❝❛♥+ ♦❢ "❤❡ ♠✉❧"✐❧❛②❡1 ✜❧♠ ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ✺✵✪ ❞❡✉"❡1❛"❡❞ 8❙❙✳ ❚❤❡ ❡①♣❡1✲

✐♠❡♥"❛❧ ❞❛"❛ ✭♣♦✐♥"+✮ ❢♦1 ✇❛✈❡❧❡♥❣"❤+ ♦❢ ✺ ➴✱ ✼ ➴ ❛♥❞ ✾ ➴✱ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦11❡+♣♦♥❞✐♥❣ ❉❡❜②❡ ❢✉♥❝"✐♦♥

✭❧✐♥❡✮ ❛1❡ +❤♦✇♥✳

✺✳✷ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♥❢♦(♠❛-✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧-✐❧❛②❡(

✜❧♠✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦( ✐♥ *♦❧✉-✐♦♥

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ -❤❛- -❤❡ $❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥ ♦❢ ❛ 5❙❙ ❝❤❛✐♥ ✐♥ -❤❡ ❞✐$❡❝-✐♦♥ ♣❛$❛❧❧❡❧

-♦ -❤❡ 0✉$❢❛❝❡ ✐0 ❡8✉❛❧ -♦ ✶✺✳✻ ♥♠ ± ✶✳✽ ♥♠ ✇❤❡$❡❛0 -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ $❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥

✐♥ -❤❡ ❞✐$❡❝-✐♦♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ -♦ -❤❡ 0✉$❢❛❝❡ ✐0 ❡8✉❛❧ -♦ ✹✳✸ ♥♠✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐- ✇❛0 ♥♦-

♣♦00✐❜❧❡ -♦ ❝❛❧❝✉❧❛-❡ -❤❡ ❡①❛❝- $❛❞✐✉0 ✐♥ -❤❡ ❞✐$❡❝-✐♦♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ -♦ -❤❡ 0✉$❢❛❝❡✱

✇❡ ❝❛♥ 0❡❡ -❤❛- -❤❡ $❛❞✐✉0 ✐♥ -❤❡ ❞✐$❡❝-✐♦♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ -♦ -❤❡ 0✉$❢❛❝❡ ✐0 ✸ -✐♠❡0

0♠❛❧❧❡$ -❤❛♥ -❤❡ $❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ❞✐$❡❝-✐♦♥ ♣❛$❛❧❧❡❧ -♦ -❤❡ 0✉$❢❛❝❡✳ ❚❤✐0

♠❡❛♥0 -❤❛- -❤❡ 5❙❙ ❝❤❛✐♥0 ✇✐-❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ✇❡✐❣❤- ♦❢ ✽✵✱✽✵✵ ❣✴♠♦❧ ✐♥ -❤❡ ❞✐♣♣❡❞

✜❧♠ ♣$❡♣❛$❡❞ ✐♥ -❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥0 ❞❡0❝$✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❛ ✢❛--❡♥❡❞ ❝♦✐❧ ❝♦♥❢♦$♠❛-✐♦♥✳

❚❤✐0 ✐0 ✐♥ ❛❣$❡❡♠❡♥- ✇✐-❤ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- -❤❡ ❧❛②❡$0 ✐♥ ♠✉❧-✐❧❛②❡$ ✜❧♠0 ❛$❡ 0♠❛❧❧❡$

-❤❛♥ -❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝-$♦❧②-❡ 0✐③❡ ✐♥ 0♦❧✉-✐♦♥0✳

■♥ ❝♦♠♣❛$✐0♦♥✱ ▼✳ ❩✳ ▼❛$❦❛$✐❛♥ ❡! ❛❧✳ ❤❛✈❡ 0-✉❞✐❡❞ -❤❡ 0✐③❡ ♦❢ 5❙❙ ❝❤❛✐♥0 ✐♥

❝♦♠♣❧❡①❡0 ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝-$♦❧②-❡0 ❬✸✸❪✳ ❚❤❡② ♣$❡♣❛$❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡0 ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ 5❙❙

❛♥❞ 5❉❆❉▼❆❈ ❛♥❞ ♠❡❛0✉$❡❞ -❤❡ $❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥ ♦❢ 5❙❙ ❝❤❛✐♥0 ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥-

0♦❧✉-✐♦♥0 ❜② ❙❆◆❙✳ ❚❤❡② ♦❜0❡$✈❡❞ $❛❞✐✐ ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥ ♦❢ ✷✳✺ ♥♠ -♦ ✷✳✼✷ ♥♠ ❢♦$ ◆❛❈❧

0♦❧✉-✐♦♥0 ♦❢ ✵✳✶ ▼ -♦ ✶✳✺ ▼ ❢♦$ 5❙❙ ✇✐-❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ✇❡✐❣❤- ♦❢ ✶✹✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧

❛♥❞ $❛❞✐✐ ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥ ♦❢ ✶✵✳✺ ♥♠ -♦ ✶✶✳✵ ♥♠ ❢♦$ 5❙❙ ✇✐-❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ✇❡✐❣❤- ♦❢

✶✵✹✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✳ ❋♦$ 5❙❙ ✇✐-❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ✇❡✐❣❤- ♦❢ ✶✵✹✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐0 -❤❡

❝❧♦0❡0- -♦ -❤❡ 5❙❙ ✇❡ ✉0❡❞ ✭▼w ❂ ✽✵✱✽✵✵ ❣✴♠♦❧✮✱ -❤❡ $❛❞✐✉0 ♦❢ ❣②$❛-✐♦♥ ✐0 ❛ ❜✐-

0♠❛❧❧❡$ -❤❛♥ -❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❞❡-❡$♠✐♥❡❞ ✐♥ ♠✉❧-✐❧❛②❡$ ✜❧♠0 ✐♥ -❤❡ ❞✐$❡❝-✐♦♥ ♣❛$❛❧❧❡❧ -♦

-❤❡ 0✉$❢❛❝❡ ❛♥❞ ❜✐❣❣❡$ -❤❛♥ -❤❡ 0✐③❡ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ -♦ -❤❡ 0✉$❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ -❤❡ 5❙❙

❝♦✐❧0 ✐♥ -❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡0 ❛$❡ $❛-❤❡$ 0♣❤❡$✐❝❛❧ ❛♥❞ -❤❡ 5❙❙ ❝❤❛✐♥0 ❤❛✈❡ ❛ ✢❛--❡♥❡❞ ❝♦✐❧

❝♦♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧-✐❧❛②❡$ ✜❧♠0✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝- -❤❛-✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ -♦ -❤❡ 0✐③❡ ♦❢

-❤❡ 5❙❙ ✐♥ -❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝-$♦❧②-❡ ❝♦♠♣❧❡①❡0✱ -❤❡ 0✐③❡ ♦❢ -❤❡ 5❙❙ ❝❤❛✐♥0 ✐0 0♠❛❧❧❡$ ✐♥

✶✸✽



 ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥ ♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛%  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡ ✭✢❛  ❡♥❡❞✮ ❛♥❞ ❜✐❣❣❡% ✐♥  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥

♣❛%❛❧❧❡❧  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡✳ ❚❤✐- ✐- ✐♥ ❛❣%❡❡♠❡♥ ✇✐ ❤  ❤❡ %❡-✉❧ - ♦❜-❡%✈❡❞ ❜② ♥❡✉ %♦♥

-❝❛  ❡%✐♥❣✳

❙❆◆❙ ♠❡❛-✉%❡♠❡♥ - ✇❡%❡ ❛❧-♦ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜② ♦ ❤❡% ❣%♦✉♣- ♦♥ -♦❧✉ ✐♦♥- ♦❢ =❙❙

 ♦ ❞❡ ❡%♠✐♥❡  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ =❙❙ -♣❤❡%✐❝❛❧ ❝♦✐❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡

♣♦❧②❡❧❡❝ %♦❧② ❡ ❛♥❞ -❛❧ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥ ❬✸✾✕✹✶❪✳ ❯♥❢♦% ✉♥❛ ❡❧②✱  ❤❡ -♦❧✉ ✐♦♥-  ❤❡②

- ✉❞✐❡❞ ❞✐❞ ♥♦ ❤❛✈❡  ❤❡ -❛♠❡ ♣♦❧②❡❧❡❝ %♦❧② ❡ ❛♥❞ -❛❧ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥ ✉-❡❞ ❤❡%❡✳

❚♦ ♦❜ ❛✐♥ ❛♥ ❡- ✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ -✐③❡ ♦❢  ❤❡ =❙❙ ❝♦✐❧- ✐♥  ❤❡ -♦❧✉ ✐♦♥- ✉-❡❞  ♦ ❜✉✐❧❞

✉♣ ♦✉% ♠✉❧ ✐❧❛②❡% ✜❧♠-✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉-❡  ❤❡ - ✉❞② ♦❢  ❤❡ ❝♦♥❢♦%♠❛ ✐♦♥ ♦❢ =❙❙ ❝♦✐❧- ✐♥

-♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢ ◆❛❇% ❜② ▼✳✲◆✳ ❙♣✐ ❡%✐ ❬✹✷❪✳ ❖♥ ♣❛❣❡ ✽✹✱  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ❢♦% =❙❙

❝♦✐❧- ✇✐ ❤ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛% ✇❡✐❣❤ ♦❢ ✶✺✵✱✵✵✵ ✲ ✶✼✵✱✵✵✵ ❣✴♠♦❧ ✐♥ -♦❧✉ ✐♦♥- ♦❢ ◆❛❇% ✇✐ ❤

❞✐✛❡%❡♥ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥- ❛%❡ -❤♦✇♥✳ ❚❤❡-❡ -✐③❡- ❛%❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡ ✇❡❡♥ ✶✵✳✶ ♥♠ ❛♥❞

✶✾✳✼ ♥♠ ❢♦% ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥ ♦❢ ◆❛❇% ❢%♦♠ ✵ ▼  ♦ ✸ ▼ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥ ♦❢ =❙❙ ♦❢

✵✳✶✼ ♠♦♥♦♠♦❧✴▲ ❛♥❞ ✵✳✸✹ ♠♦♥♦♠♦❧✴▲✳ ❲❡ ❝❛♥ -❡❡ ❛♥ ✐♥❝%❡❛-❡ ♦❢  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢

❣②%❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ❞❡❝%❡❛-❡ ♦❢  ❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝ %♦❧② ❡ ❛♥❞  ❤❡ -❛❧ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥-✳ ❖✉%

-♦❧✉ ✐♦♥- ♦❢ =❙❙ ❝♦♥ ❛✐♥❡❞ ✷ ▼ ◆❛❈❧ ❛♥❞ ✶ ① ✶✵

−3
♠♦♥♦♠♦❧✴▲ ♦❢ =❙❙✳ ▲❡ ✉-  ❛❦❡

❛- ❛ - ❛% ✐♥❣ ♣♦✐♥  ❤❡ %❛❞✐✐ ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ =❙❙ ✐♥ -♦❧✉ ✐♦♥ ❢♦% ✶✳✺ ▼ ◆❛❈❧ ❛♥❞ ✸

▼ ◆❛❈❧ ✇✐ ❤ ❛ ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥ ♦❢ =❙❙ ♦❢ ✵✳✶✼ ♠♦♥♦♠♦❧✴▲✱  ❤❛ ✐- ✶✸✳✺ ♥♠ ❛♥❞ ✶✵✳✻

♥♠✳ ❆- ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡% ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥ ♦❢ =❙❙✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛--✉♠❡ ❛ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥

❧♦✇❡%  ❤❛♥ ✶✸✳✺ ♥♠✳ ❚❤✐- ✐- -♠❛❧❧❡%  ❤❛♥  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥

♣❛%❛❧❧❡❧  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡ ♦❢  ❤❡ =❙❙ ✐♥  ❤❡ ♠✉❧ ✐❧❛②❡% ✜❧♠✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡ ❡%♠✐♥❡❞  ❤❛  ❤❡ ❝♦♥❢♦%♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ =❙❙ ❝❤❛✐♥ ✐♥ ❛

❞✐♣♣❡❞ ♠✉❧ ✐❧❛②❡% ✜❧♠ ✐- ❛ ✢❛  ❡♥❡❞ ❝♦✐❧✱ ❛♥❞  ❤✐- ✐- ✐♥ ❛❣%❡❡♠❡♥ ✇✐ ❤  ❤❡ -♠❛❧❧

 ❤✐❝❦♥❡-- ♦❢  ❤❡ ❧❛②❡%- ❝♦♠♣❛%❡❞  ♦  ❤❡ -✐③❡- ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝ %♦❧② ❡- ✐♥ -♦❧✉ ✐♦♥-✳ ❚❤✐-

❝♦♥❢♦%♠❛ ✐♦♥ ✇❛- ❝♦♠♣❛%❡❞  ♦  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ♦❢ -♣❤❡%✐❝❛❧ =❙❙ ❝♦✐❧- ✐♥ =❙❙✲

=❉❆❉▼❆❈ ❝♦♠♣❧❡①❡- ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ -❡❡♥  ❤❛  ❤❡ -✐③❡ ♦❢ =❙❙ ❝❤❛✐♥- ✐♥ ♠✉❧ ✐❧❛②❡%

✜❧♠- ✐- ❜✐❣❣❡% ✐♥  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥ ♣❛%❛❧❧❡❧  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡ ❛♥❞ -♠❛❧❧❡% ✐♥  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥

♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛%  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡✱ ❝♦♠♣❛%❡❞  ♦  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ♦❢ =❙❙ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡-✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐ -❡❡♠-  ❤❛  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ -♣❤❡%✐❝❛❧ =❙❙ ❝♦✐❧ ✐♥  ❤❡ -♦❧✉ ✐♦♥-

✉-❡❞ ❢♦%  ❤❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ♦❢  ❤❡ ✜❧♠- ✐- -♠❛❧❧❡%  ❤❛♥  ❤❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ =❙❙

❝❤❛✐♥ ✐♥  ❤❡ ✜❧♠- ✐♥  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥ ♣❛%❛❧❧❡❧  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡✳

✺✳✸ #❡%&♣❡❝)✐✈❡&

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥- %❛ ❡❞  ❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐ ②  ♦ ❞❡ ❡%♠✐♥❡  ❤❡ ❝♦♥❢♦%♠❛ ✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②✲

❡❧❡❝ %♦❧② ❡ ❝❤❛✐♥- ✐♥ ♠✉❧ ✐❧❛②❡% ✜❧♠- ✉-✐♥❣ ♥❡✉ %♦♥ %❡✢❡❝ ♦♠❡ %② ❛♥❞ ●■❙❆◆❙✳ ■ 

✐- ❛❧-♦ ♣♦--✐❜❧❡  ♦ ♠❡❛-✉%❡  ❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ❜② ❙♠❛❧❧ ❆♥❣❧❡ ◆❡✉ %♦♥

❙❝❛  ❡%✐♥❣ ✭❙❆◆❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥-✐- -  ♦ ♠❡❛-✉%❡  ❤❡ -❝❛  ❡%✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥ ❜❡❛♠

♣❡%♣❡♥❞✐❝✉❧❛%  ♦  ❤❡ -✉%❢❛❝❡ ♦❢  ❤❡ ✜❧♠✳ ❲❡ ❣❡  ❤❡ -❛♠❡ ✐♥❢♦%♠❛ ✐♦♥  ❤❛♥ ❢♦%

●■❙❆◆❙✱ ❜✉ ✇❡ ❤❛✈❡  ❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐ ②  ♦ ❞❡ ❡%♠✐♥❡  ❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ %❛❞✐✉- ♦❢ ❣②%❛ ✐♦♥ ✐♥

-❡✈❡%❛❧ ❞✐%❡❝ ✐♦♥-✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡ ❡%♠✐♥❡  ❤❡ ❝♦♥❢♦%♠❛ ✐♦♥ ❢♦% ❛♥✐-♦ %♦♣✐❝ ♦❜❥❡❝ -✱

❧✐❦❡ ❞❡❢♦%♠❡❞ ♣♦❧②❡❧❡❝ %♦❧② ❡ ❝❤❛✐♥-✳ ❋✐%- ❙❆◆❙  ❡- - ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❛%❡ ♣%♦♠✐-✐♥❣✱ -♦

❙❆◆❙ ♠❡❛-✉%❡♠❡♥ - -❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛%%✐❡❞ ♦✉ ✐♥  ❤❡ ❢✉ ✉%❡✳

✶✸✾



❆! ✇❡ ❤❛✈❡ !✉❝❝❡❡❞ *♦ ♠❡❛!✉-❡ *❤❡ ❝♦♥❢♦-♠❛*✐♦♥ ♦❢ 1❙❙ ❝❤❛✐♥! ✐♥ ♦♥❡ ✜❧♠✱ ✇❡
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✺✳✸✳✸ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥* ❜② -♣/❛②✐♥❣ ❛* ❛ ❣/❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡

❆ ♥❡✇ ❣❡♦♠❡+$② ♦❢ -♣$❛② ✐- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦✉$ +❡❛♠ ❛♥❞ ❝♦♥-✐-+- ♦❢ -♣$❛②✐♥❣

+❤❡ -♦❧✉+✐♦♥ ❛+ ❛ ❣$❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ■+ ✇❛- -❤♦✇♥ +❤❛+ +❤✐- ❣❡♦♠❡+$② ❛❧❧♦✇-

+❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥+ ♦❢ ❛♥✐-♦+$♦♣✐❝ ♥❛♥♦♣❛$+✐❝❧❡- ✐♥ +❤❡ ❞✐$❡❝+✐♦♥ ♦❢ -♣$❛②✐♥❣✱ ❛- -❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶✳ ❚❤✐- ✐- ❛ ❙❊▼ ♣✐❝+✉$❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡$ ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ -✐❧✈❡$ ♥❛♥♦✇✐$❡- ❞❡♣♦-✐+❡❞

✉-✐♥❣ +❤❡ ❣$❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ -♣$❛②✐♥❣ +❡❝❤♥✐F✉❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ -❡❡ +❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥+ ♦❢ +❤❡

♥❛♥♦✇✐$❡-✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✶✿ ❙❊▼ ♣✐❝&✉(❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡( ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ 2✐❧✈❡( ♥❛♥♦✇✐(❡2 ♣(❡♣❛(❡❞ ❜② ❣(❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

2♣(❛②✐♥❣ ❜② ❍❡❜✐♥❣ ❍✉✳ ❚❤❡2✐2 ✐♥ ♣(♦❣(❡22✳

❆- +❤❡ -♣$❛② ❛+ ❛ ❣$❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❛❧✐❣♥❡ ♥❛♥♦✇✐$❡-✱ ❛ F✉❡-+✐♦♥ ✐-

+♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜-❡$✈❡ ❛ ❞❡❢♦$♠❛+✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝+$♦❧②+❡ ❝❤❛✐♥- ✐♥ ▲❜▲ ✜❧♠-

✉-✐♥❣ +❤✐- ❣❡♦♠❡+$②✱ ❞✉❡ +♦ +❤❡ -❤❡❛$ ❢♦$❝❡-✳ ❚❤✐- ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡+❡$♠✐♥❡❞ ❜② ✉-✐♥❣

♥❡✉+$♦♥ -❝❛++❡$✐♥❣ ♠❡❛-✉$❡♠❡♥+- +♦ -+✉❞② +❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝+$♦❧②+❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥❢♦$♠❛+✐♦♥✱

❛♥❞ ❡-♣❡❝✐❛❧❧② ❜② ❝♦♠♣❛$✐♥❣ +❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ -✐③❡- ✐♥ +❤❡ ❞✐$❡❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ -♣$❛②✐♥❣ ❛♥❞

♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ +♦ +❤❡ -♣$❛②✐♥❣ +♦ -❡❡ ✐❢ +❤❡② ❛$❡ ❞✐✛❡$❡♥+✳
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❈❤❛♣$❡& ✻

❈♦♥❝❧✉-✐♦♥- ❛♥❞ ♦✉$❧♦♦❦

❲❡ ❤❛✈❡ %❤♦✇♥ ✐♥ *❤❡%❡ %*✉❞✐❡% *❤❛* *❤❡ ♥❡✉*-♦♥ %❝❛**❡-✐♥❣ ✐% ❛ ♣♦✇❡-❢✉❧ *❡❝❤✲

♥✐4✉❡ ❢♦- *❤❡ %*✉❞② ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡-♥❛❧ %*-✉❝*✉-❡ ♦❢ ♠✉❧*✐❧❛②❡- ✜❧♠% ♦❢ ♣♦❧②❡❧❡❝*-♦❧②*❡%✳

❲❡ ❤❛✈❡ %❤♦✇♥ *❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ✭:❙❙✲:❆❍✮ ✜❧♠% ✇✐*❤ *✐♠❡ ❛♥❞ ♦❜%❡-✈❡❞ ❛♥

✐♠♣♦-*❛♥* ❡①♣❛♥%✐♦♥ ❛❢*❡- ❛ %*♦-❛❣❡ ♦❢ ✶✺ ②❡❛-%✳ ❚❤✐% ❡①♣❛♥%✐♦♥ ✇❡♥* ❛❧♦♥❣ ✇✐*❤

❛❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ *❤❡ %*-✉❝*✉-❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❞❡♣*❤ ✐♥ *❤❡ ✜❧♠✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛*❡❞ ❛♥ ❡✛❡❝* ♦❢ *❤❡ %✉❜%*-❛*❡ ♦♥ *❤❡ ❧❛②❡-% ♥❡①* *♦ ✐*✳ ❊✈❡♥ ✐❢ *❤❡

✶✺ ②❡❛-% ♦❧❞ ✜❧♠% ✇❡-❡ %*♦-❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥*-♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐*✐♦♥%✱ *❤❡② %*✐❧❧ ♣-❡%❡♥*❡❞ ❛

%*-❛*✐✜❡❞ %*-✉❝*✉-❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐*% ♦❢ *❤❡ %*♦-❛❣❡ ❛♥❞ *❤❡ -❡✢❡❝*✐✈✐*② ❝✉-✈❡ ❛♥❛❧②✐% ✇❛%

♦❜%❡-✈❡❞ ❤❡-❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ *❤❡ ✜❧♠ %*-✉❝*✉-❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ *♦ ❛♥ ♦①②❞❛*✐♦♥✳

❋♦- ❛ %*♦-❛❣❡ ♦❢ ✺ ②❡❛-%✱ ❛ %❧✐❣❤* %❤-✐♥❦ ♦❢ *❤❡ ✜❧♠% ✇❛% ♦❜%❡-✈❡❞✳ ❚❤✐% ✐%

♣-♦❜❛❜❧② ❞✉❡ *♦ ❛ ♣❧❛%*✐✜❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✜❧♠% ❜② *❤❡ ❤✉♠✐❞✐*② ✐♥ *❤❡ ❛✐-✳ ❲❡

❞❡*❡-♠✐♥❡ *❤❛* *❤❡ %*-✉❝*✉-❡ ♦❢ ✭:❙❙✲:❆❍✮ ♠✉❧*✐❧❛②❡- ✜❧♠% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡-❡❞ ❛%

%*❛❜❧❡ ❞✉-✐♥❣ %❡✈❡-❛❧ ♠♦♥*❤% *♦ ❢❡✇ ②❡❛-%✳

❲❡ ❛❧%♦ ♣♦✐♥*❡❞ ♦✉* *❤❛* *❤❡ ❝♦♥*-♦❧ ♦❢ ❛♠❜✐❡♥* ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ✐% ✐♠♣♦-*❛♥*✳ ❲❤❛*

%❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❢✉*✉-❡ ♥❡✉*-♦♥ %❝❛**❡-✐♥❣ ♠❡❛%✉-❡♠❡♥*% ✐% *♦ ♠❡❛%✉-❡ *❤❡ ✜❧♠%

✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥*❛❧ ❝❤❛♠❜❡-✱ ✇✐*❤ ✜①❡❞ ❛♠❜✐❡♥* ❝♦♥❞✐*✐♦♥%✱ *♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉-❛*❡

❝♦♠♣❛-✐%♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡-♥❛❧ %*-✉❝*✉-❡ ♦❢ *❤❡ ♠✉❧*✐❧❛②❡- ✜❧♠%✳

■♥ *❤❡ %❡❝♦♥❞ ♣❛-*✱ ✇❡ ❤❛✈❡ %❡❡♥ *❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥*❛❣❡ *♦ ♠❡❛%✉-❡ %❡✈❡-❛❧ ✜❧♠%

♣-❡♣❛-❡❞ ✐♥ *❤❡ %❛♠❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ❛♥❞ *❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✜* ♣-♦❝❡%% *♦ ❞❡*❡-♠✐♥❡

❛✈❡-❛❣❡ ✈❛❧✉❡% ♦❢ *❤❡ %*-✉❝*✉-❛❧ ♣❛-❛♠❡*❡-%✳ ❲❡ ♦❜%❡-✈❡❞ *❤❛* *❤❡ ❙▲❉% ❛♥❞ *❤❡

-♦✉❣❤♥❡%%❡% ♦❢ %❡✈❡-❛❧ ✜❧♠% ♣-❡♣❛-❡❞ ✐♥ *❤❡ %❛♠❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ❛-❡ *❤❡ %❛♠❡✳ ❚❤✐%

✐♥❞✐❝❛*❡% *❤❛* *❤❡ ❞❡♥%✐*② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦%✐*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✜❧♠% ❛-❡ *❤❡ %❛♠❡ ✭%❛♠❡ ❙▲❉✮

❛♥❞ *❤❡ ✐♥*❡-♣❡♥❡*-❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝*-♦❧②*❡% ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉-✐♥❣ ❧❛②❡-%

❤❛% *❤❡ %❛♠❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ✭%❛♠❡ -♦✉❣❤♥❡%%✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ *❤❡ *❤✐❝❦♥❡%% ❞❡*❡-♠✐♥❡❞ ❜②

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜**✐♥❣ ❛-❡ ❛❝❝✉-❛*❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜%❡-✈❡ ❛ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ♦❢ *❤✐❝❦♥❡%% ❢♦- *❤❡

✜❧♠%✱ ♣-♦❜❛❜❧② ❞✉❡ *♦ ♥♦♥✲❝♦♥*-♦❧❧❡❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❛-❛♠❡*❡-%✱ ❛% *❤❡ *❡♠♣❡-❛*✉-❡✳

❲❡ ❛❧%♦ ❞❡*❡-♠✐♥❡❞ *❤❛♥ *❤❡ ✜❧♠% ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% %*-✉❝*✉-❡ ✐♥ *❤❡

❞✐-❡❝*✐♦♥ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛- *♦ *❤❡ %✉-❢❛❝❡ ✇✐*❤ *❤✐♥♥❡- ❧❛②❡-% ♥❡❛- *❤❡ %✉❜%*-❛*❡ ❛♥❞ ❛♥

❡✛❡❝* ♦❢ *❤❡ ♣-♦①✐♠✐*② ♦❢ *❤❡ ❛✐- ♦♥ *❤❡ *♦♣ ❧❛②❡-%✳ ❚❤✐% ✐% ♠♦-❡ ♦- ❧❡%% ♣-♦♥♦✉♥❝❡❞

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ❛♥❞ *❤❡ %*-✉❝*✉-❡ ✉%❡❞ ❢♦- *❤❡ ✜* ❝❛♥ ❜❡
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♣!♦❜❛❜❧② ✐♠♣!♦✈❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ 1❤♦✇❡❞ 3❤❛3 ✐3 ✐1 ♣♦11✐❜❧❡ 3♦ ❞❡3❡!♠✐♥❡ ❛♥ ❛✈❡!❛❣❡ ❝♦♥❢♦!♠❛3✐♦♥

♦❢ 3❤❡ ♣♦❧②❡❧❡❝3!♦❧②3❡ ❝❤❛✐♥1 ✐♥ 3❤❡ ✜❧♠1 ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥❡✉3!♦♥ !❡✢❡❝3♦♠❡3!② ❛♥❞

●■❙❆◆❙ ♠❡❛1✉!❡♠❡♥31✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❛!3✐❝✉❧❛!❧② ❞❡3❡!♠✐♥❡❞ 3❤❛3 @❙❙ ❝❤❛✐♥1 ✐♥ ✭@❙❙✲

@❆❍✮ ♠✉❧3✐❧❛②❡! ✜❧♠1 ♣!❡♣❛!❡❞ ❜② ❞✐♣♣✐♥❣ ❤❛✈❡ ❛ ✢❛33❡♥❡❞ ❝♦✐❧ ❝♦♥❢♦!♠❛3✐♦♥✱ 3❤❛3

✐1 ❛ 1♠❛❧❧❡! 1✐③❡ ✐♥ 3❤❡ ❞✐!❡❝3✐♦♥ ♣❡!♣❡♥❞✐❝✉❧❛! 3♦ 3❤❡ 1✉!❢❛❝❡ 3❤❛♥ ✐♥ 3❤❡ ❞✐!❡❝3✐♦♥

♣❛!❛❧❧❡❧ 3♦ 3❤❡ 1✉!❢❛❝❡✳ ❚❤✐1 ✐1 ✐♥ ❛❣!❡❡♠❡♥3 ✇✐3❤ 3❤❡ ❢❛❝3 3❤❛3 3❤❡ 3❤✐❝❦♥❡11 ♣❡!
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Christophe HIGY 

Conformation des 
polyélectrolytes dans des films 

nanométriques assemblés 
couche-par-couche 

Résumé 

L�assemblage couche-par-couche permet de fabriquer des films multimatériaux aux propriétés 
variées présentant une structure stratifiée. Ce travail décrit les études structurelles des films 
multicouches de polyélectrolytes à l�aide de mesures de diffusion de neutrons. 

L�effet du vieillissement des films a été déterminé par réflectométrie des neutrons. Nous avons 
observé un léger tassement des films après 5 ans et une forte expansion après 15 ans. 

Nous avons aussi montré que le substrat et l�air en surface ont une influence sur la structure des 
couches proches des extrémités des films, conduisant à une structure inhomogène 
perpendiculairement à la surface. 

Nous avons finalement étudié la conformation des chaînes de polyélectrolytes dans les films 
multicouches ; nous avons déterminé que les chaînes de PSS dans des films préparés par trempage 
ont une conformation en pelotes aplaties, contrairement aux chaînes de polyélectrolytes en solution 
qui présentent une conformation sphérique. 

Mots-clés : Multicouches de polyélectrolytes ; Conformation ; Réflectométrie des neutrons ; 
GISANS ; Vieillissement ; Structure stratifiée ; Structure inhomogène ; Fit global 

Résumé en anglais 

The Layer-by-Layer assembly allows the build-up of multimaterial films with various properties 
showing a stratified structure. This work describes the structural strudies of multilayer films of 
polyelectrolytes with neutron scattering measurements. 

Ageing effect on films was determined by neutron reflectometry. We observed a slight shrink of the 
films after 5 years and a strong expansion after 15 years. 

We also showed that the proximity of the substrate and the air at the surface have an influence on 
the structure of the layers at the extremities of the films, leading to an inhomogeneous structure 
perpendicularly to the surface. 

Finally, we studied the conformation of polyelectrolyte chains in the multilayer films ; we determined 
that PSS chains in dipped films have a flattened coil conformation, whereas the polyelectrolyte 
chains in solution have a spherical conformation. 

Keywords : Polyelectrolyte multilayers ; Conformation ; Neutron reflectometry ; GISANS ; Ageing ; 
Stratified structure ; Inhomogeneous structure ; Global fit 


