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Le terme de débris spatiaux fait référence aux objets en orbite autour de la Terre, construits
par ’homme, qui n’ont pas ou plus d’utilité opérationnelle [58]. Ils proviennent essentiellement
de satellites et d’étages supérieurs de lanceurs, piégés dans le champ de gravitation terrestre. La
prolifération des débris est apparue comme une problématique potentielle pour 'accés & ’espace
une vingtaine d’années aprés le début de I’ére spatiale avec la mise en orbite de Spoutnik. En
effet, en 1978, la notion de syndrome de Kessler [57] a vu le jour. Il s’agit de la prédiction d’une
croissance exponentielle du nombre de débris, due & une réaction en chaine de collisions entre eux.
De fait, toute collision en orbite est problématique en soi par les nouveaux débris qu’elle génére. A
I’heure actuelle, il apparait que la population de débris croit déja d’elle-méme, uniquement par le
jeu des collisions [58]. Il est notable que deux événements critiques ont conduit a des augmentations
spectaculaires du nombre de débris : la destruction volontaire du vieux satellite chinois Fengyun 1-C
en 2007 lors d’un test balistique [55] et la collision accidentelle entre Iridium 33 et Cosmos 2251 en
2009 [56]. On dénombre deux amas principaux dans la répartition des débris [58], qui correspondent
tout simplement aux deux types d’orbites les plus utilisées pour les missions spatiales terrestres.
D’un coté, l'orbite basse (altitude inférieure a 2000 km), ou le frottement atmosphérique finit
toujours par désintégrer ou faire retomber les objets, mais sur des échelles parfois supérieures &
I’année ou la décennie. D’un autre coté, la ceinture géostationnaire, dont les 35000 kilomeétres
d’altitude rendent trés stables la présence d’objets. Les débris sont détectés depuis le sol a 'aide
de radars pour ceux qui sont en orbite basse et par des télescopes pour ceux qui évoluent & des
altitudes plus importantes [58]. En tout et pour tout, selon la National Aeronautics and Space
Administration (NASA), on dénombrait en 2012 [85] plus de 21000 objets de diamétre supérieur a
10 centimétres et environ 500000 objets de diamétre compris entre 1 et 10 centimétres, le nombre
de corps de taille inférieure étant au moins d’un milliard.

Pour faire face a la gravité de la situation, de nombreuses mesures, effectives ou fictives, existent.
On en donne ici une liste non exhaustive. A la fin d’une mission, on peut utiliser les derniéres
quantités de carburant du satellite pour soit le faire retomber sur Terre (s’il se trouve en orbite
basse), soit le placer sur une orbite dite cimetiére ou il ne représentera plus une géne (s’il se trouve
a plus haute altitude). Il est également envisagé d’envoyer des robots pour effectuer du service en
orbite et ainsi étendre la durée de vie des satellites. D’autre part, des missions de désorbitation
forcée de débris sont & I’étude. La cible principale serait les plus gros débris existants, comme les
étages de lanceurs, car ils sont responsables des collisions les plus dramatiques. Enfin, on citera le
concept de lanceurs entiérement réutilisables, dont tous les étages atterrissent aprés le vol et ne
restent ainsi pas en orbite.

Les débris spatiaux représentent un risque majeur de détérioration, voire de destruction, pour
les engins spatiaux opérationnels [58]. En orbite basse particuliérement, des objets, méme de taille
minime, peuvent causer des dégats importants, du fait des vitesses considérables qui sont en jeu. Les
collisions sérieuses impliquants des satellites en mission restent rares, grace aux mesures préventives
prises par leurs opérateurs. Une des plus anciennes jamais répertoriées remonte a 1996 [3]. Elle
impliquait le satellite militaire francais Cerise et un débris issu d’un étage supérieure de la fusée
Ariane. La plus connue reste celle entre Iridium et Cosmos en 2009 [56]. Le premier était un
satellite américain actif et le second une épave d’engin spatial russe. C’est en fait cet événement
catastrophique qui a conduit & une prise de conscience massive du danger représenté par les débris
spatiaux et 4 une communication moins restreinte sur le sujet [16].

La surveillance constante des débris permet de prévoir des collisions potentielles entre deux
objets du catalogue des corps répertoriés. Pour cela, on propage dans le futur les orbites de chaque
objet et on regarde s’il existe des rapprochements. Si une conjonction apparait entre un engin actif
et un débris, une alerte est émise. Dans un tel document, le satellite opérationnel est appelé objet
primaire, par opposition au débris qui est I’objet secondaire. Il contient des informations sur chacun
des objets, notamment une estimation de leur taille ainsi que de leur position et vitesses (valeurs
moyennes et covariances). Parmi les organismes de surveillance des débris et de prévention de
collision, on compte le Joint Space Operation Center (JSpOC), qui communique notamment avec
Airbus Defence and Space (ADS), le Centre National d’Etudes Spatiales (CNES) ou la European
Space Agency (ESA). Depuis 2014, les alertes de cette institution militaire américaine portent le
nom de Conjonction Data Message (CDM), en remplacement du format précédent, le Conjonction
Summary Message (CSM) [16].

Une fois qu’une conjonction a été prédite, il convient d’estimer le risque de collision. Bien
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entendu, 'opérateur est libre de compléter ou de mettre & jour les informations contenues dans
une alerte avec ses propres ressources, notamment concernant l’objet primaire. Il existe plusieurs
moyens d’évaluer le risque associé & une rencontre. Historiquement, la premiére méthode utilisée
est un simple critére géométrique. Il consiste & regarder si la trajectoire moyenne du secondaire
pénétre une zone de non-droit, généralement un ellipsoide, centré sur le primaire. Plus tard est
apparue une méthode plus élaborée, basée sur une métrique probabiliste. Il s’agit de calculer la
probabilité de collision associée & la rencontre. On distingue essentiellement deux modéles, selon que
le mouvement relatif est considéré comme rectiligne [10] ou non [89, 7, 33]. Généralement, chaque
objet est modélisé par une sphére, résultant en un volume combiné sphérique, mais la probabilité
de collision a été généralisée & d’autres formes [88, 28]. Ce critére de décision a été ensuite enrichi
selon deux directions. Ainsi, on peut faire varier les incertitudes portant sur les objets [6, 28]. En
effet, il est possible que des incertitudes trop grandes conduisent & une sous-estimation du risque :
on parle de dilution du risque. D’autre part, dans le calcul de la probabilité, il a été proposé de
remplacer le volume combiné des deux objets par un volume plus grand, dit de conflit, de forme
ellipsoidale [91, 92]. Cela permet de mesurer le risque d’une maniére plus conservative.

Lorsque le risque de collision est avéré, une solution consiste & changer & ’avance la trajectoire
de T'engin menacé. La Station Spatiale Internationale, comme la navette américaine avant elle,
effectue réguliérement ce genre de manceuvres, a I’aide de ses modules de propulsion [58]. Pour
les satellites, on utilise, selon 1’énergie nécessaire, soit les tuyéres principales, de mise & poste, soit
les secondaires, de maintien & poste. Dans la pratique, 'opérateur peut avancer dans le temps
une manceuvre de maintien & poste pour éviter la collision, néanmoins dans le cas général, cette
démarche est insuffisante et il lui faut calculer un plan spécifique. Dans une volonté de réduire
au maximum l'impact d’une telle mesure sur la durée de vie du satellite, on cherche a réaliser la
correction de trajectoire la moins cotiteuse possible en carburant. La conception d’une stratégie
d’évitement est donc un probléme d’optimisation dont les formulations varient selon la métrique
utilisée. L’utilisation de probabilités de collision en fait un probléme d’optimisation sous contraintes
probabilistes [117, 96, 18, 48].

Le mémoire est organisé en trois volets. La Partie I concerne I’évaluation du risque de collision
et est elleeméme subdivisée en deux sous-parties. Le Chapitre 1 décrit le modéle probabiliste gé-
néral adopté ainsi que les méthodes existantes de calcul de probabilités de collision. Il détaille en
particulier les cas du modéle de rapprochement rapide et de la probabilité de collision instantanée.
Le Chapitre 2 présente une nouvelle méthode, développée au cours de la thése, applicable dans les
deux cas cités précédemment. La Partie II est consacrée au calcul de plans de manceuvres d’évite-
ment & consommation minimale. Aprés une introduction générale de ce probléme d’optimisation,
deux chapitres se concentrent sur des cas particuliers ot des hypothéses spécifiques permettent
d’obtenir des solutions. Le Chapitre 3 se place dans un cadre ot le mouvement relatif peut étre
considéré comme rectiligne et le Chapitre 4 dans celui des rapprochements lents. Enfin, la Partie
III ne traite pas directement de I’évitement de collision, mais plutdt d’opérations de rendez-vous
en temps fixé et consommation minimale. En pratique, on s’intéresse & la dynamique linéarisée
hors du plan d’une orbite képlérienne de référence. Une solution analytique de ce probléme de
commande optimale est proposée, obtenue par une méthode indirecte de résolution.
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Premiére partie

Evaluation du risque de collision
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Introduction

Dans cette premiére moitié du mémoire, on s’intéresse & I’évaluation du risque de collision
entre deux véhicules spatiaux par un calcul de probabilité. Cette partie se concentre sur deux
grandeurs en particulier : la probabilité de collision dans un contexte de vitesse relative élevée et la
probabilité de collision instantanée, utilisée en particulier dans le modéle de rencontre lente [28]. La
premiére donne une estimation conservative du risque pour une grande part des rencontres réelles,
celles rentrant dans le cadre dit du rapprochement rapide [10, 2, 28, 33], tandis que la seconde
fournit, dans un contexte plus général, une information ponctuelle dans le temps qui permet ensuite
d’obtenir des bornes inférieures pour le risque de collision sur des intervalles temporels. Le calcul
de probabilités de collision dans un contexte autre qui nécessiterait des hypotheéses différentes sur
le modéle, n’est pas abordé ici.

Pour commencer, le Chapitre 1 décrit donc le modéle probabiliste de collision adopté dans le
cadre de la thése. Des expressions intégrales classiques sont obtenues pour la probabilité de collision
en rapprochement rapide et la probabilité de collision instantanée. Toutes deux s’expriment comme
I’intégrale d’une fonction de densité gaussienne non centrée sur une boule euclidienne, de dimension
respectivement 2 et 3. Le premier chapitre dresse également un état de ’art des méthodes de calcul,
qui sont basées soit sur un schéma d’intégration numérique (Foster [42], Patera [88, 90], Alfano
[4]), soit sur une formule analytique approchée (Chan [27, 28], Distribution Approchées [28]), soit
sur un mélange des deux (Volumes Equivalents [28]).

Le Chapitre 2 présente une nouvelle méthode, développée pendant la thése, qui a 'avantage
d’étre basée sur une formule analytique exacte, sous la forme d’une série convergente a termes
positifs. Elle s’appuie sur les théories de la transformée de Laplace et des fonctions holonomes i.e.
solutions d’équations différentielles linéaires & coefficients polynomiaux. Pour chaque dimension,
des exemples numériques sont donnés afin de démontrer 'efficacité des formules proposées. Le cas
bidimensionnel est particuliérement intéressant car la preuve est fournie que la formule utilisée
est la version exacte de la formule approchée de Chan [28]. D’autre part, des bornes analytiques
sont obtenues pour la probabilité de collision. Elles représentent un outil mission significatif car
I’évaluation de cet encadrement, presque immédiate, permet dans bien des cas réels de statuer sur
I'importance du risque.
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Chapitre 1

Définition et état de ’art du calcul
de probabilités de collision
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Introduction

Une alerte de collision entre deux objets spatiaux est le point de départ de 1’évaluation du
risque pour l'opérateur d’un satellite. En effet, un tel document contient des informations critiques
sur la conjonction, qui incluent une estimation des position et vitesse de chaque objet & une date de
référence. Dans le cas de l'alerte du JSpOC [16], dont le format répond désormais au nom de CDM,
ce temps t,, est celui dit de plus proche passage, c’est-a-dire la date a laquelle la distance entre
les trajectoires moyennes des deux objets est la plus petite. Cette valeur minimale, notée d,,, est
appelée distance de plus proche passage ("miss distance" dans la littérature anglophone). L’esti-
mation des vecteurs position-vitesse des objets comprend deux niveaux d’information : ’espérance
et la matrice de covariance. La premiére est donnée dans un référentiel inertiel et la seconde dans
un repére orbital local lié¢ & 'objet. Enfin, une autre donnée importante contenue dans une alerte
du JSpOC est la surface apparente des objets, & partir de laquelle on peut déduire un diamétre
approximatif.

Historiquement, le premier critére d’évaluation du risque utilisé est de nature géométrique
et reste peu documenté. Essentiellement, il consiste & regarder si la trajectoire relative moyenne
pénétre ou non a4 l'intérieur d’une zone de non-droit, comme par exemple un parallélépipéde rec-
tangle [10] ou une ellipsoide [34]. Les dimensions de cette derniére sont fixées arbitrairement ou
bien calculées en sommant les rayons respectifs des objets et les écarts-types sur leur distance
relative. A partir de 1992, avec la référence [42], un critére probabiliste s’est peu a peu imposé
a l'ensemble des acteurs du domaine (opérateurs, propriétaires...). Au lieu de considérations pu-
rement géométriques, celui-ci exploite directement la nature incertaine des données et représente
la probabilité pour que les deux objets rentrent en collision au cours du temps. Une hypothése
classique [2, 89, 7, 28, 33] consiste & modéliser les vecteurs aléatoires des positions et vitesse avec
des lois multinormales construites a partir des données de I'alerte. Basées sur le calcul de proba-
bilité, certaines procédures vont plus loin dans la quantification du risque. Ainsi, il est possible de
s’intéresser aux variations de la probabilité de collision en fonction des parameétres caractérisant la
distribution des vecteurs aléatoires [28]. Le but est d’éviter la zone dite de dilution [6], c’est-a-dire
la plage ou des valeurs élevées des incertitudes conduisent & une sous-estimation du risque. Tou-
jours dans un souci de ne pas sous-estimer le risque de collision, la notion de probabilité de conflit
[91] a vu le jour. En lieu et place des volumes réels estimés des objets, cette approche considére
des ellipsoides de sécurité. Néanmoins, mathématiquement parlant, le calcul d’une telle probabilité
n’est pas différent de celui d’une probabilité de collision classique [92], et les méthodes développées
dans cette partie peuvent donc étre appliquées.

Ce chapitre pose les bases mathématiques du probléme d’évaluation du risque de collision
selon une approche probabiliste, avant de se focaliser sur le calcul de la probabilité de collision
en rapprochement rapide et de la probabilité de collision instantanée. La Section 1.1 introduit le
modéle probabiliste général de collision, en s’inspirant notamment d'un article de Coppola [33].
Ensuite, la Section 1.2 présente le modéle classique de rapprochement rapide ainsi que la formule
associée pour la probabilité de collision. Elle décrit les quatre principales méthodes de calcul
existantes, nommeées d’aprés leurs inventeurs Foster [42], Chan [27], Patera [88] et Alfano [4].
Enfin, la Section 1.3 traite de la probabilité de collision instantanée. Outre le modéle, elle détaille
deux méthodes de calcul présentes dans le livre de Chan [28], 4 savoir les Volumes Equivalents et
les Distributions Approchées.

1.1 Modéle probabiliste général de collision

Dans cette section, on s’intéresse & la conjonction des trajectoires de deux corps en orbite.
Cette rencontre met donc en scéne un satellite actif, ’objet primaire p, et un débris spatial, ’objet
secondaire s. Dans la suite, on définit le cadre mathématique nécessaire & 1’évaluation du risque
de collision selon un critére probabiliste.
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1.1.1 Définition du modéle de rencontre
Dynamique

Solent &, = (7, U,) et s = (s, Us) les vecteurs position-vitesse des centres de gravité respectifs
des deux objets dans le repére de référence R. Ce peut étre un référentiel inertiel ou bien un repére
local. On considére un intervalle de temps J C R au cours duquel les deux corps sont soumis a
des dynamiques propres définies respectivement par les champs de vecteurs j:;,, f; : J x RS — R3.
Ainsi, & tout instant ¢ € J, les équations du mouvement s’écrivent :

A
SE0) = F(t 3, (1)
dvs 7o, o
—2(t) = fu(t,2). (1.2)

Ces dynamiques, supposées déterministes, tiennent compte de 'attraction gravitationnelle newto-
nienne. Elles peuvent aussi prendre en compte des perturbations orbitales diverses : non-sphéricité
de la Terre, frottement atmosphérique, pression de radiation solaire, attraction de la Lune, etc.
Quel que soit le modéle adopté, on suppose que, pour des conditions initiales données, les solutions
aux problémes de Cauchy des systémes (1.1) et (1.2) sont uniques.

Afin de décrire la dynamique relative des objets, on introduit le vecteur & = (¥, ¥) défini par :

F=F, — 7, (1.3)
T =1, — T, (1.4)

Géomeétrie

Afin de définir le domaine de collision entre les objets, on a besoin de caractériser leur géométrie
respective, ce qui est classiquement fait & ’aide de ’hypothése suivante [2, 89, 7, 28, 33].

Hypothése 1. Géométrie sphérique.
Les objets p et s sont modélisés par des sphéres, de diametres respectifs D, et D;.

La Figure 1.1 représente la configuration spatiale d’une rencontre entre deux objets modélisés
par des sphéres.

L’hypothése de géométrie sphérique permet d’ignorer tous les aspects liés & lorientation dans
I’espace des deux corps, et notamment les éventuelles contraintes d’attitude de 1’objet primaire.
Elle permet aussi de modéliser de maniére conservatrice ’objet secondaire, dont la géométrie est
souvent mal connue.

Plusieurs auteurs [88, 7, 28] se sont intéressés & des géométries différentes, comme des polygones
ou des assemblages de polygones. De tels modéles permettent de modéliser plus finement des
structures complexes comme la Station Spatiale Internationale [28], mais ne sont pas nécessaires
pour décrire des rencontres entre des satellites et des débris.

Incertitudes

Grace a des mesures physiques, on connait avec une certaine incertitude les positions et vitesses
des deux objets & un temps de référence, pris comme origine des temps. Soient XS = Coord(ar?g7 R)

et XQ = Coord(fg,’lé), c’est-a-dire les coordonnées cartésiennes des vecteurs position-vitesse des

deux objets au temps ¢t = 0 dans le repére R. Il s’agit de vecteurs aléatoires conjointement définis,

complétement déterminés par leurs fonctions de densité respectives pgo,pg0 : R® — R*. On
P s

adopte ici une hypothése classique [28] concernant la corrélation de la connaissance des deux

objets.

Hypothése 2. Non corrélation des lois de probabilité.
On suppose que les vecteurs aléatoires Xg et X0 sont décorrélés.
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FI1GURE 1.1 — Profil d’une rencontre entre deux objets.

Remarque 1. En réalité, méme dans le cas ou les mesures sont indépendantes pour chaque objet
(et il n’y a donc pas de biais commun), les états ne sont pas nécessairement complétement décor-
rélés. En effet, il peut y avoir dans les dynamiques des deux corps des incertitudes communes, par
exemple sur le modéle de frottement atmosphérique considéré. Certains auteurs se sont intéressés
a Vinfluence de la corrélation sur les probabilités de collision dans [35].

1.1.2 Définition de la probabilité de collision

Grace aux hypothéses précédentes, on peut désormais définir formellement I’événement "colli-
sion".

Dans le cadre de la modélisation sphérique (Hypothése 1), il y a collision sur un intervalle de
temps Z C J si et seulement si on a ’existence d’une date t € Z telle que :

~ Dy + D
7o)l < P22, (15)

En d’autres termes, du point de vue de la position relative, I’ensemble de collision & un instant
Dp+Ds
2

t est assimilable & une sphére fictive de rayon R = . On définit ainsi la sphére combinée,

représentée sur la Figure 1.2.

2R

F1GURE 1.2 — Sphére combinée des deux objets.

On note PZ la probabilité de collision sur un intervalle de temps Z C J. Il s’agit d’une
probabilité portant sur le couple de vecteurs aléatoires (XS, XS), qui représentent les coordonnées
des vecteurs position-vitesse des objets au temps ¢ = 0. Dans l’espace des conditions initiales,
I'événement "collision" est représenté par 'ensemble VO(Z) des initialisations aboutissant & une
collision sur l'intervalle 7 :

D(T) = {Coord((29,79),R) € R® x RS : 3t € Z, ||, (t) — 7s(t)]|2 < R} (1.6)

22



La probabilité de collision s’écrit comme ’intégrale sur le domaine D(Z) de la densité de probabilité
jointe P(x0,%0)

'PCI:/ dp(XS,XE) (17)
)

Dans l'idéal, on veut calculer PY c’est-a-dire la probabilité de collision sur tout 1’horizon
temporel.

Remarque 2. SiZ; C I, on a PX < P22, De plus, lorsque Uintervalle de temps est réduit G un
singleton, on regarde en réalité la probabilité pour qu’il y ait collision & une date fixée. On parle de

probabilité de collision instantanée a l'instant t et on a la propriété 73;7 > sup Pit}.
teJ

1.1.3 Meéthodes générales de calcul du risque

Ce qui précéde définit le cadre théorique général du calcul de la probabilité de collision entre
deux objets spatiaux modélisés par des sphéres avec des incertitudes sur les positions et vitesses
initiales, représentées par des vecteurs aléatoires non corrélés. Le calcul analytique de cette proba-
bilité est un probléme trés difficile. D’une part se pose la question de la détermination du domaine
d’intégration qui dépend trés fortement du modéle dynamique adopté. D’autre part, méme dans
le cas ol ce domaine est connu analytiquement, il reste a intégrer la densité de probabilité sur cet
ensemble, ce qui peut s’avérer également trés complexe, méme pour une distribution gaussienne
[28].

Les seules méthodes de calcul qui s’appliquent dans le cadre le plus général possible, i.e. sans
hypothése particuliére, sont celles de Monte-Carlo. Dans la littérature, on les trouve par exemple
dans [9, 38]. Elles sont basées sur un échantillonnage aléatoire de N vecteurs dans 'espace des
conditions initiales. Pour chacun d’entre eux, on simule la trajectoire selon le modéle dynamique
adopté sur l'intervalle Z, que 'on discrétise. On compte 1 s’il y a collision, 0 sinon. Au final, la
probabilité est donnée par la formule PZ = % Zf\il 0;. Le nombre de tirages a effectuer dépend de
la précision demandée ainsi que de la valeur de la probabilité : une valeur faible requiert beaucoup
d’échantillons pour étre correctement estimée. C’est 14 un des désavantages majeurs des méthodes
de Monte-Carlo : on peut avoir besoin de beaucoup de tirages et les simulations peuvent s’avérer
cotiteuses en temps. Ces méthodes sont donc peu aptes & calculer des probabilités faibles, liées &
des événements dits rares. Des méthodes spécifiques existent néanmoins pour essayer de réduire le
nombre de tirages nécessaires [81].

Certains auteurs ont développé des techniques différentes de celles de Monte-Carlo, tout en
essayant de rester dans un modéle assez général. Dans [33], Coppola présente une formule intégrale
en dimension 3 pour calculer la probabilité de collision, dans un modéle d’incertitude de nature
gaussienne a chaque instant. Le calcul est ensuite effectué a ’aide d’un schéma numérique d’in-
tégration. Patera [89] puis Alfano [7] ont développé des méthodes de calcul ou ’horizon temporel
est subdivisé en segments sur lesquels la trajectoire est supposée rectiligne uniforme, sans incer-
titude sur la vitesse. Toutes ces méthodes nécessitent néanmoins des hypothéses supplémentaires
par rapport au modéle adopté ici.

Dans la Section 1.2, on se place dans un cadre de travail particulier, pour lequel ’expression
de la probabilité de collision peut étre grandement simplifiée. 11 s’agit du cas du rapprochement
rapide entre les deux corps, qui englobe un nombre important de cas réels. Dans cette configuration
spécifique, des hypothéses supplémentaires peuvent étre faites sur le modéle, aboutissant & une
nouvelle formule et & des méthodes pratiques de calcul pour la probabilité de collision. Enfin,
dans la Section 1.3, on considére la probabilité de collision instantanée et plus particuliérement
lorsque les incertitudes sont de type gaussien. La encore, la formule intégrale qui en découle, fait
I’'objet d’une méthode de calcul dédiée fondée sur celle développée dans le cadre des rencontres
rapides. En fait, la nouvelle méthode proposée dans cette thése est trés générique et généralise de
maniére indépendante une approche développée dans les années 1960 pour la caractérisation des
distributions de probabilité d’une fonction quadratique de variables normalement distribuées [59],
[60]. Cette derniére problématique de ’analyse du contenu probabiliste d’une ellipsoide centrée ou
non, sous une distribution normale a fait ’objet de nombreuses publications dans la communauté
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des statisticiens dans les années 60 [104], [86], [116], [37], [108], [59], [60]. Une bonne synthése de ces
travaux peut étre consultée dans la monographie [53]. On peut retrouver en partie ces références
dans le livre de Chan [28], en particulier dans le Chapitre 14 dédié au calcul de la probabilité
de collision instantanée, mais il est étonnant de constater la méconnaissance de la communauté
spécialiste du calcul de probabilité issue du domaine spatial en la matiére. Dans la suite du Chapitre
1 et lors du Chapitre 2, les différentes méthodes présentées seront mises en perspective vis-a-vis
de ces résultats historiques.

1.2 Modéle de rapprochement rapide

Certaines rencontres se caractérisent par une vitesse relative moyenne élevée, de 'ordre du
km/s. Cette configuration pousse a faire des hypothéses supplémentaires afin de définir le modeéle
dit des rencontres rapides ("short-term encounter" dans la littérature anglophone [28, 33]), pour
lequel par ailleurs certains auteurs se sont intéressés aux limites de validité [32, 38, 28]. L’hypothése
fondamentale est celle du mouvement relatif rectiligne, réaliste en raison de la faible courbure de
la trajectoire au plus proche de la conjonction. Il existe méme chez certains auteurs [88, 5] une
dénomination alternative du modéle sous la forme de rencontre linéaire. Dans un tel cadre, la
probabilité de collision admet une expression simplifiée, sous la forme d’une intégrale 2-D. Les
démonstrations de cette formule varient dans la littérature, ot ’on distingue essentiellement deux
formulations. D’un co6té, il est possible d’obtenir d’abord une expression du taux de collision, puis
de l'intégrer selon la variable temporelle [2, 33]. De l'autre, certains auteurs [10, 28] suivent un
raisonnement similaire & ce qui est proposé ici, dans la continuité du cas général présenté dans la
section précédente. Plus précisément, on considére le volume géométrique des coordonnées relatives
initiales aboutissant & une collision, sur lequel on intégre ensuite la fonction de densité du vecteur
aléatoire de position relative.

On s’intéresse dans la suite a la probabilité de collision sur un intervalle temporel centré autour
du temps de référence ¢t = 0, plus précisément sur [ty t2] avec t; < 0 < to.

1.2.1 Définition du modéle

L’hypothése & la base du modéle de rencontre rapide concerne la nature géométrique des tra-
jectoires.

Hypothése 3. Mouvement rectiligne uniforme.
Le mouvement de chaque objet est considéré comme rectiligne uniforme pendant la rencontre. Ainsi,
pour tout t € [t1,ts] :

7y (t) = 7 + 17, (1.8)
(t) = 70 + 130, (19)

La rapidité de la rencontre incite également & négliger les écarts concernant les vitesses des
deux objets, limitant ainsi 'incertitude & leurs seules positions.

Hypothése 4. Aucune incertitude sur les vitesses.
Les vitesses respectives des objets sont considérées comme des quantités déterministes.

Hypothese 5. Vecteurs aléatoires gaussiens.
On suppose que Rg et RY suivent des lois de distribution multinormales conjointement définies :

R) ~ Ns(npo Spo)s R~ Ns(hpo, Spo)- (1.10)

Les Hypothéses 3 et 4 (mouvement rectiligne et vitesses déterministes) conduisent naturellement
& introduire ce qu’on appelle le plan et le repére de la rencontre. La définition exacte de ce dernier
varie dans la littérature [28, 89] mais, dans tous les cas, le repére est centré sur l'un des objets et
un des axes est orienté selon la vitesse relative.

Définition 1. Repére et plan de rencontre au temps t (voir Figure 1.3).
A une date t, on définit le repére de rencontre Ry de la maniére suivante :
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— Origine : position moyenne du centre de gravité de l’objet primaire
— Aze % : orienté selon la vitesse relative ©°
Les deux autres azes sont perpendiculaires a la vitesse relative. Le plan II; contenant l’origine et
engendré par ces axes est appelé plan de rencontre.
— Aze T : dirigé vers la projection de la position moyenne du centre de gravité de l’objet
secondaire dans le plan de rencontre
— Aze § : compléte le repére orthogonal direct

%

I1;

FIGURE 1.3 — Repére et plan de rencontre.

1.2.2 Expressions de la probabilité de collision

Dans la suite, on se place dans le repére de rencontre défini au temps de référence ¢ = 0.

Formule 3-D

Soit R les coordonnées de la position relative dans le repére Ry. On va exprimer la probabilité
de collision & I’aide de ce vecteur aléatoire. D’aprés I’Hypothése 3, le mouvement relatif est rectiligne
uniforme, a savoir que :

F(t) = + 10Vt € [ty ta). (1.11)
Définissons Pensemble 7Z des positions relatives & t = 0 conduisant & une collision sur l'intervalle
T:

TZ = {Coord (7, Ry) € R® : 3t € T, |7 + t7°|| < R}. (1.12)
On a alors :
plivtzl = ///dpéo. (1.13)
7—c[t17t2]

Le volume d’intégration peut se réécrire sous la forme :

Tl = | ) Bs(—ti% R). (1.14)

te(ty,t2]

Il s’agit en fait d’'un domaine tubulaire, appelé tube de collision [28] et représenté sur la Figure
1.4.
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FIGURE 1.4 — Tube de collision.

Soient RY (respectivement R) les coordonnées de 79 (respectivement 70) dans le repére Ry.
La position relative & ¢ = 0 est donnée par :

RO=R)-RY (1.15)

D’aprés 'Hypothése 5, Rg et RS sont des vecteurs aléatoires gaussiens conjointement définis. Le

passage du repére initial R au repére de rencontre Rq s’effectue par une transformation linéaire a
I’aide de la matrice de passage P qui conserve la nature gaussienne. En conséquence, on a :

RgNNg(MRg,ERg)7 RS NN3(N’R272RQ)' (116)

Leurs deux premiers moments (espérance et covariance) les définissent complétement et s’ob-
tiennent directement & I’aide de P, & savoir que :

Hio = Phpes Kao = Pligo, (1.17)
Shy = PEpg PT, Ypo = PYp, PT. (1.18)

La non corrélation est également conservée par ce changement de repére, puisque Cov(Rg, RY) =

PCov(RY, R)PT = 0. On en déduit que le vecteur des coordonnées de position relative R0 est
également un vecteur aléatoire gaussien [87]. Ses caractéristiques sont données par :

Fio = Hio = g (1.19)

et

Le calcul de la probabilité de collision se raméne donc & l'intégrale d’une loi multinormale de
dimension 3 sur un domaine tubulaire. Formulée & I’aide de la fonction de densité, cela s’écrit :

Pplirstz] —

) (7 —MRU)> dr. (1.21)

ex (7 —
(2m 3/2\/det / P < Hre

T[tl it2]

La Figure 1.5 permet de visualiser les différents parameétres de cette intégrale. Sont représentés
d’une part le domaine d’intégration, & savoir le tube de collision, et d’autre part ce que 'on appelle
une n-o ellipsoide de la loi normale. Il s’agit d’une ligne de niveau particuliére de la fonction de
densité gaussienne : selon les valeurs de l'entier n, cette surface englobe un certain pourcentage
des occurrences possibles de la variable aléatoire.

Formule 2-D

Une simplification classique consiste & étendre & l’infini le tube de collision. Cela revient a

considérer que :
///d,oRO ~ ///dpég (1.22)
]R

7—[t1 »t2]

En faisant cette approximation, on néglige en fait 'apport de l'intégration sur la queue de la
distribution gaussienne. Il s’agit d’une hypothése conservatrice puisque l’on approche par valeur
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n-o ellips.

FIGURE 1.5 — Représentation des paramétres de l'intégrale 3-D.

supérieure l'intégrale initiale. Cette approximation permet de se ramener & un probléme 2-D. En
effet : B
TE = By(0,R) x R, (1.23)

et donc TX est le cylindre circulaire droit de rayon R, d’axe Z et de hauteur infinie. Dans sa
définition, il ne fait pas intervenir la troisiéme coordonnée z. En conséquence, l'intégration sur ce
volume se réduit a celle, sur un disque de rayon R centré & l'origine, de la densité de probabilité
marginale sur les deux premiéres coordonnées de RO, notées (X' ,)7) D’aprés les propriétés des
lois normales [87], cette loi marginale est aussi une loi normale (cf. Figure 1.6). Le vecteur g v
s’obtient en prenant les deux premiéres coordonnées de piz0 et Z( %) est la sous-matrice 2 x 2
obtenue par I'intersection des deux premiéres lignes et colonnes de Xy, .

3-D n-o ellips.
7T

FIGURE 1.6 — Passage de la dimension 3 & la dimension 2.

2-D n-o ellips.

En omettant la référence a lintervalle de temps, qui de toute fagcon n’intervient plus dans le
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calcul, on a :

1 1, _ o L
Pe = P // exp <—2(r - H(X,?))TZ()%Y) (7 — ﬂ(i{,f/))) dzdy (1.24)
Ty dell <X»Y>)82<0,R>

D’aprés les propriétés du repére de rencontre, on a x,7) = (Zym,0) ol Ty, est la distance de

plus proche passage. Quant a E(}? ) s’agissant d’une matrice de covariance, elle peut s’écrire sous
la forme : )

(o Tz507z075
2(;’(,?) = [ * vy } ; (1.25)

’/'51;,0'530'@ O’Q

ol oz,05 > 0 représentent les écarts types selon x,y et rz; € [—1,1] le coefficient de corrélation
linéaire.

La matrice Z( %,y €tant symétrique réelle, elle est toujours diagonalisable. Dans le but d’éli-
miner les termes croisés de la fonction gaussienne, on effectue un changement de variables vers
la base propre de la matrice de covariance. On réalise pour ce faire une rotation permettant de
s’aligner avec les axes principaux x et y (voir Figure 1.7). On choisit ’angle, noté —6, qui permet
d’avoir o, < 0,. Plus précisément, il s’agit de la transformation suivante :

(Z,9) — (x,y) = (T cos(0) + gsin(h), — sin(f) + g cos(d)), (1.26)
avec :
o2 — o2 o2 —o2 \?
0 =arctan | — 24— —signe(pza)a| 1+ [ 22— . 1.27
ST signe(psg) (2%%% (127)

Si pzg = 0, la matrice E( %) est en fait déja diagonale et deux-sous cas sont possibles. Si 0z < oy,
il n’y a pas besoin de rotation et § = 0; si 0z > 0y, il est seulement nécessaire d’intervertir les
deux axes et donc 6 = 7. Cet alignement avec les axes propres de la matrice de covariance permet
d’aboutir (aprés calculs) & la formule suivante pour la probabilité de collision :

_ 2 )2
P. = L // exp (—1 ((x Zm) + (= Ym) >> dzdy, (1.28)
2moL0y 2 o2 oz

B2(0,R)

N2 2 _ oA e
ol oy et o, sont les valeurs propres de E( X)) & savoir :

o2 4 o2 o2 — o2\’
o'i = % _ sgn(a,% _ 0-5) <$2y> + r%go‘%o’g’ (129)
2 _ 03ty 2 _ 2 of —o; : 2 22
o= + sgn(o; — ag)\ —5 + 130507 (1.30)
Conformément a la rotation définie par (1.26), on a :
T, = €08(0) Ty, (1.31)
et
Ym = — SIN(0) T, (1.32)

Les différents paramétres de l'intégrale 2-D intervenant dans le calcul de P, sont représentés sur
la Figure 1.7.

La formule (1.28) définit la formule classique [28] pour la probabilité de collision en rapproche-
ment rapide. La suite de la section s’attache & la question du calcul de cette quantité.
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| . . . .
y | lignes de niveaux de la fonction gaussienne

objet combiné

FIGURE 1.7 — Représentation des parameétres de l'intégrale 2-D.

1.2.3 Calcul de la probabilité de collision

Dans le cas spécifique des rapprochements rapides, plusieurs techniques de calcul de la proba-
bilité de collision ont été élaborées. Les quatre principales méthodes de la littérature, dans I’ordre
historique d’apparition, sont celles de Foster [42], Chan [27], Patera [88] et Alfano [4]. Elles ont
déja fait l’objet de plusieurs études comparatives [28, 8]. On peut les diviser en deux catégories.
D’une part, les méthodes de Foster, Patera et Alfano sont construites sur un schéma d’intégra-
tion numérique adapté. En effet, les difficultés d’intégration numérique directe de l'intégrale de
(1.28) sont mentionnées dans la référence [37]. D’autre part, celle de Chan se base sur une formule
analytique pour la probabilité de collision, sous la forme d’une série a termes positifs. Toutefois,
son obtention nécessite une hypothése simplificatrice supplémentaire par rapport au modéle de
rapprochement rapide ce qui en fait, dans le cas général, une méthode approchée.

Meéthode de Foster

Historiquement, il s’agit de la premiére méthode de la littérature. Elle est exposée dans [42] et
est utilisée par la NASA [28]. On dispose en conséquence de trés peu de détails la concernant. Les
quelques éléments donnés ci-aprés sont extraits du livre de Chan [28].

Foster utilise les coordonnées polaires (r, 1)) associées a (y,x), & savoir les variables telles que :

(z,y) = (rsin(y), rcos()). (1.33)

La formule (1.28) devient ainsi :

2 2
exXp (7% (I%+y%>> R 27 1 i 2 2 i
_ %y , Lo (sin(¥) cos() [ sin(®)zm | cos(¥)ym _
P. = Cr—— /(; 7/0 exp< 27 (( o > +< = ) >+T< = + 05 ))dwd7-
(1.34)
Cette intégrale est calculée numériquement & ’aide d’un schéma inconnu. D’aprés la référence

[28], les pas d’intégration sont les suivants :

R
Ay = 0.5 deg. (1.36)
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Toujours selon la méme source, puisqu’il s’agit d’un schéma numérique en dimension 2, la méthode,
bien que précise, est assez cotiteuse en temps de calcul.

Méthode d’Alfano

Alfano [5] propose une expression pour la probabilité de collision sous la forme d’une intégrale
1-D qu’il calcule ensuite & 1’aide d’un schéma numérique classique, celui de Simpson.
De la formule (1.28), il vient directement :

1 R ,+VRZ—z2 1 oz, 2 — Y 2
P, = / / exp (— <(x Zm) + £ g ) )) dydz. (1.37)
2n0.0y J_pJ_yRE=2Z 2 2 o,

Alfano introduit alors la fonction d’erreur erf, définie pour tout y € R par :

erf(z) = % /O et (1.38)

Y—Ym

V20,

A Taide de cette fonction d’erreur et du changement de variable ¢ = , on peut réécrire

P. comme une intégrale 1-D :

1 R —(z — xm)? Ym + VRZ — 22 —Ym +VRZ — 22
g o ) ) o2
(1.39)

Remarque 3. La transformation de la double intégrale (1.37) en une intégrale simple faisant
apparaitre la fonction d’erreur, trouve son origine dans la référence [37] ou cette transformation
est proposée a l’aide d’un changement de variable légérement différent de celui donné par Alfano.
En effet, en intervertissant x et y et en posant k = —y,, et h = —x,,, 'approche de [37] revient

a utiliser le changement de variable t = /1 — % Une étude numérique assez compléte est éga-

lement donnée dans [37] concernant la méthode de quadrature utilisée et la précision obtenue de
limplémentation informatique choisie.

Alfano propose de calculer cette intégrale par la méthode de Simpson. Pour rappel, ce schéma
numérique consiste & approximer l'intégrande sur chaque segment de la subdivision par le polynome
de Lagrange de degré 2 qui l'interpole aux extrémités et au point milieu (voir Figure 1.8). En
découpant le segment [a,b] en 2M subdivisions (avec une discrétisation z;, i = 1,...,2M), cela
revient & faire 'approximation suivante :

b M—1 M
b—a
/a f(l‘)d],‘ ~ 6M (f(l‘o) + 2 ; f(l‘gi) + 4; f(l‘gi_1) + f(ng)> . (140)
En regroupant les termes par parité, Alfano arrive a la formule :
Ax
,Pczim + Mpair + Mimpair ), 1.41
3\/8?0'55 ( 0 pa pal ) ( )

avec :

_ 2 _ p2 _ _ 2 _ 2
mo = 2 | erf Ym + VR — 75 —erf Yrm R~z
V2o, V20, (1.42)

(v (F ) o (F555))
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f(@it1)

f(xi)

: »
ZT; Ti4+1 x

FIGURE 1.8 — Interpolation polynomiale de degré 2 (tirets) d’une fonction intégrable f (trait plein)
pour la méthode de Simpson.

M—1
—Ym + \/R? — 3, —Ym — / R% — 23,
air = 2 E erf L | —erf 4
e Pt < ( V20, V20,
—(22i — #m)? — (w2 + )2
[ L — L LT 1.43
(eXp ( 202 +exp 252 (1.43)
—$2 —Ym + R —Ym — R
42 m ) o [ YT [ YT )
(exp ( 202 ) (er ( Vao, )\ Ve,

M —Ym T4/ R? — 73%1‘71 —Ym — [ R? — JC%Z‘,1
Mimpair = 4 Z erf
i=1

—erf

V20, V20,

(1.44)
—(22i—1 — Tm)? —(22i—1 + Tm)?
(exp (%"% + eXp W .
La subdivision de l'intervalle est définie par :
R
Axr = — 1.4
7=, (1.45)
zo = 0.015Az — R, (1.46)
et
r;=1i1Azx—R Vi=1,...,2M. (1.47)

Alfano propose une formule empirique pour évaluer 'ordre M du développement nécessaire afin
obtenir deux chiffres significatifs (pour une valeur de la probabilité de collision comprise entre 10~}
et 107) :

M= ot (1.48)

min(oy, oy, /22, + y2,) ’

tout en restant dans les limites 10 < M < 50 [5].

Meéthode de Patera

Patera se raméne & une intégrale 1-D, calculable ensuite a ’aide d’un schéma numérique d’inté-
gration. A Vorigine, dans la référence [88], il distingue deux expressions différentes pour l'intégrale,
selon la configuration du probléme. Plus tard, dans [90], il propose sans démonstration une formule
unifiée (1.63), que l’on a reprise ici avec une preuve adaptée de [88].

Le point de vue de départ adopté est différent de celui présenté précédemment, bien que ma-
thématiquement équivalent. En effet, Patera voit la probabilité de collision comme 'intégrale sur
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une aire elliptique d’une fonction gaussienne isotrope i.e. dont les lignes de niveau sont des cercles.
D’autre part, il place le pic de cette fonction au centre du repére et le domaine d’intégration se
retrouve donc excentré. Pour obtenir cette formulation, il est nécessaire d’effectuer le changement
de variables suivant :
o
(5617 y’) — <£C + T, f (*y + ym)> . (149)

Y

>

s
objet combiné

Ym

O
N

lignes de niveaux

F1GURE 1.9 — Configuration géométrique adoptée par Patera.

La nouvelle expression de P, est :

1 $/2+y12
S YR qady 1.50
P 27703//6}(1)( 202 ) T ( )
&

N (Y —ym)? < R2} ) (1.51)

avec :
_Y

2
U(E

&= {(sc',y’) eR?/(2' —xm)* +

On passe alors en coordonnées polaires (1, ¢’) définies par :

(@',y") = (" cos(¢), 7" sin(¢')). (1.52)
D’ou
1 r'?
P. = 53 // exp (— 202) r'dr'dg’. (1.53)
xellipse v

Il faut alors distinguer deux cas. Premiére possibilité : ’origine est a 1’extérieur de D’ellipse. Dans
ce cas, on a d’aprés le paramétrage décrit sur la Figure 1.10 :

&5 7' (¢)
1 T/2 / ! /
P. = 9o exp| =55 |7 dr'de’. (1.54)
“ e ’
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Dés lors, I'intégration selon la variable ' donne, avec K une constante quelconque :

by —

1 TI2 7' (¢)

™ g 9%/ 1r(e)
1

1 ¢,2 F/Q , ¢/2 ,r/2 ,

- K — _ — K — —= . 1.

o | [ (oo (o) J oo = [ (e (5) Jow |- oo

é1 4

Ce qui se réécrit en :

1 2 12
ek (o () (e (o)

S2 S1

ou s1 et so définissent le contour de Dellipse (voir Figure 1.10). On retrouve la I'intégrale sur le

1 2 ,
et f (el

ellipse

contour de lellipse, d’ou :

v

X

FIGURE 1.10 — Paramétrage lorsque 'origine est & ’extérieur de l’ellipse.

Lorsque lorigine est située a l'intérieure de Pellipse, on a cette fois, avec le paramétrage de la
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Figure 1.11 :

27 7 (4)

1 T‘/Q !/ ! /
P = 52 exp | —5s |7 dr'dg’, (1.59)
Yo 0 ‘
2 =/
1 7'/2 7 (9) ,
_ L[ T 1.
[ [oe ()], o o

2
1 72 ,
= 5 (1 — exp (— 20%)) d¢’, (1.61)
0
1 12
- = 7{ (1 —exp (— ;U%>> dg’. (1.62)

ellipse

A

\\ z

FI1GURE 1.11 — Paramétrage lorsque ’origine est & l'intérieur de ’ellipse.

En choisissant K = 1 dans (1.58), on a une formule valable dans les deux cas, & savoir :

1 12 ,
e f (-l5))w

ellipse

L’intégrale curviligne peut ensuite étre calculée numériquement & ’aide d’un schéma d’intégration.
La méthode proposée dans [88] est la suivante :

N-1 _ —
1-— —ﬁ do' = 1— _w A (1 64)
exXp 20_2 ¢ - exp 402 ¢]€7 i
z k=0 »

ellipse
avec ok
x;, + Rcos(537) }
U = " P - Vk=0,...,N, 1.65
Z { Yo + RZ= sin () (1.65)
et

Ui N Prg1
5l 2l Fret-11]2

L’intérét de cette méthode réside essentiellement dans sa relative rapidité d’exécution et dans son
extension possible & des objets combinés de formes polygonales [88].

A¢j, = arcsin ( > Vk=0,...,N—1. (1.66)
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Meéthode de Chan

Par rapport au modéle classique du rapprochement rapide décrit dans la Section 1.2.1, Chan
[28] fait une hypothése simplificatrice supplémentaire qui limite fortement le domaine de validité de
son résultat, mais présente le mérite d’aboutir & une formule analytique. L’approximation réalisée
consiste & remplacer une surface d’intégration par une autre, de méme aire, d’ot1 le nom choisi par
I’auteur, de méthode des aires équivalentes.

Comme Patera, Chan adopte la formulation d’une intégrale sur un domaine elliptique, obtenue
par dilatation d’une des coordonnées. Plus précisément, le changement de variables est le suivant :

T

(z,y) — (2", y") = (Zyx y) : (1.67)

La probabilité P, est donc ramenée & l'intégrale d’une fonction gaussienne isotrope sur 'intérieur
d’une ellipse centrée a l’origine :

1 x//_xxl 2_,'_ y//_y;/l2
P. = 53 // exp (—( ) 202( ) ) dz"dy". (1.68)
y y

g%$//2+y//2 SRQ
2

L’approximation réalisée alors par Chan consiste a remplacer la surface d’intégration elliptique par
un disque de méme aire. Plus précisément, on remplace ’ellipse par le cercle de méme centre et de

rayon Z—:R (voir Figure 1.12).

2[R

Oz

FIGURE 1.12 — Approximation de D’ellipse par un disque de méme aire.

Cela donne :

1 m"—xﬁq’12+y”—y£;2
P, = 202 // exp <—( ) 2(75( ) ) dz"dy”. (1.69)

B2(0,y/ZL R)

On est donc ramené a calculer I'intégrale sur un disque centré sur I’origine d’une fonction gaussienne
isotrope (cf. Figure 1.13). Chan propose alors une formule analytique pour cette quantité, obtenue
a ’aide d’une fonction modifiée de Bessel.

Pour continuer, on introduit les coordonnées polaires (r”,¢"). A partir de celles-ci, on réalise
le changement de variables suivant :

(", y") = (r" cos(¢” — ¢lL.), 7" sin(¢” — @11)). (1.70)

35



i
yﬂl

lignes de niveaux

objet combiné

FI1GURE 1.13 — Configuration géométrique simplifiée de Chan.

La formule (1.69) s’écrit alors :

1 LR r2m "2 "2 _ gttt 7
53 / / r’ exp (_r T = 20 cos(9 )> d¢”dr". (1.71)
7TUy 0 0

2
20y

P. =

Cela revient a placer le pic de la fonction gaussienne sur ’axe des abscisses. Cette expression peut
étre réécrite comme :

"

ZYUR 27 72 2 "o 7
1 Tx + - 2
P, / / r exp <_T "'m 'mT COS(¢ )) d¢”d7"”,
0 0

2 2
27r0y 20y

1 :—ZR . P2y 7,7’7/12 2 7,7/71174// COS(¢//)
= — L —mt T ) do”dr”. 1.72
27rcr§ /0 rexp 205 /0 eXPp ( o2 ) ¢rdr ( )

Y

Une partie de 'intégrande peut étre exprimée & ’aide de la fonction modifiée de Bessel de type 1
d’ordre 0, que 'on notera Zy [1] :

To(a) = %/0 exp(acos(¢”))de”. (1.73)
Notons que l'on a :

27 T 27
/exp(acos(gb”))dqﬁ” = /exp(acos(¢”))d¢”+/exp(acos(gb”))dgb”,
0 0 ™

= aZy(a) + / exp(acos(¢®))dp®, (1.74)

0
= 27Zy(a). (1.75)

"o
T

r . .
En prenant a = —25—, il vient :
U?} ’

YR "2 "2 "o
oz T 4 T

P, = / L exp (—202’”> T < m ) dr”. (1.76)
0 Y Y Y
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L’intégrande dans 1’équation précédente définit une distribution dite ricienne [82, 102]. Posons
maintenant :

I’2 y2
- =1 (L.77)

de sorte que :

Ty

R 1 12 " .11
v ox r r r,,Tr

P.=ce (77)/ —e — Iy [ = dr”.
R AN 0 o2 P\ 7202 ) 0N T2

Yy Yy

Dans l'intégrale, on effectue le changement de variables r”/ — 1 défini de la maniére suivante :

" .0

T

n = (1.78)

permettant d’obtenir :

P.= % exp (—g) /OUU exp (—%) Zo(y/n)dn, (1.79)

avec :

(1.80)

020y
Or, la fonction Zy peut étre développée en série [123] comme :
m

+oo
To(vi) =Y 4"‘7(7T)2’ (1.81)
m=0

d’ou : -
1 uv m
P =g () /0 %We@ (~55) n

La série qui apparait dans l'intégrale est absolument convergente. Ainsi, on peut inverser les sym-
boles de la somme et de l'intégrale :

1 N 1 we 7
Pe=5-exp(—) 7/ "exp (~21) dn,
¢ T 9 %P\ mZ::O am(mz J, T Py
Les intégrales J,, = [ n™ exp (— L) dn peuvent étre calculées analytiquement. En effet, en inté-
g 0 n 2v n

grant par parties, il est possible d’établir la relation de récurrence suivante :

Im = 2vmd,—1 — 2v(uv)™ exp (—%) i (1.82)

Puisque Jy = 2v(1 — exp (—g)), on aboutit & la formule générale :

k=0

u i Uk
T = ml(20)™ ! (1 — exp (75) 3 M) . (1.83)

On obtient alors la formule finale de Chan :
) i" (1 e (1) P (1.8
¢ T OP\T2) 2o g P79 2 9kg ) '

Dans la pratique, on ne calcule qu'une somme partielle, ce que Chan propose de faire de maniére
récursive. Dans son livre [28], il préconise les valeurs suivantes pour le nombre M de termes :

M=3 pour ©u<001 ou v<l,
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M=10 pour 00l<u<l ou 1<w<9,
M =20 pour 1<u<25 ou 9<wv<25
M =60 autrement.

Les termes de la série étant positifs, toute troncature & 'ordre M permet d’obtenir une approxi-
mation par valeur inférieure de la série. De plus, on peut borner ’erreur commise T3, en majorant
le reste. Les troncatures au premier ordre (1.85) et au deuxiéme ordre (1.87), données ci-dessous,
sont particuliérement intéressantes car leurs expressions restent relativement simples.

Au premier ordre :

P. = exp (’%) (1 — exp (,g)) + 17, (1.85)
avec . . ; »
1 < guvexp (f§> exp <Z) . (1.86)

Au second ordre :

e () (e (-5) 3 (- (Do () en o

1 v uv
Ty < —outvexp (2 )exp (4). 1.
5 < gt v exp (5 ) exp (5 (1.88)

Il faut toutefois garder a lesprit qu’il ne s’agit 14 que de formules approchées de la véritable
intégrale qui représente la probabilité de collision. La méthode de Chan n’est exacte que dans le
cas ol 0, = o0, et aucune indication n’est donnée quant & la quantification de I'erreur commise
lors de cette approximation.

avec

1.3 Probabilité de collision instantanée

On s’intéresse dans cette section & la probabilité de collision instantanée & une date donnée,
sachant que les incertitudes sur la position relative des deux objets sont supposées comme étant
de nature gaussienne.

1.3.1 Modéle et formule intégrale

Pour t € J, on considére la position relative 7(¢) dans un repére de travail quelconque R; et
on pose R' = Coord(7(t), R:). La probabilité de collision s’écrit comme l'intégrale de la densité de
probabilité pg: sur la boule de rayon R et de centre O :

Pl = // dpge. (1.89)
)

Bs(0,R
On fait ’hypothése suivante sur la nature des incertitudes.

Hypothése 6. Incertitudes de type gaussien.
On suppose que la variable aléatoire R' suit une loi multinormale i.e. R ~ N3(pge, YRt ).

Cette hypothése est vérifiée par exemple lorsque les incertitudes & ’instant initial sont supposées
de type gaussien et que les dynamiques respectives des deux objets sont linéaires en la variable
d’état.

D’aprés ’'Hypothése 6, on peut écrire :

1 1, 1,4 -
P = G G S 2 /// P (‘2” — ) e (7= g Rt)) ar (150)

B3(0,R)

Dans la suite de la section, la dépendance en t de la probabilité de collision instantanée est omise.
On notera simplement cette derniére P., & ne pas confondre avec la quantité de la section précé-
dente.
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En effectuant une transformation vers les axes principaux de la matrice de covariance > y:, on
peut se ramener & une formule du type :

(27T 3/2 H /// exp (- (1;2%)2> dzidzadrs. (1.91)

Bs (0,R)

De plus, quitte & ré-indexer les coordonnées, on peut toujours supposer que o; < g; pour ¢ = 2, 3.
Une représentation géométrique dans ’espace des paramétres de l'intégrale est donnée sur la Figure
1.14.

A

€2

surface de niveau

Zs3

volume d’intégration

FIGURE 1.14 — Représentation des paramétres de la probabilité instantannée de collision.

Dans la suite, on présente les méthodes permettant le calcul de l'intégrale présente dans 1’équa-
tion (1.91).

1.3.2 Calcul de la probabilité instantanée

Outre l'intégration numeérique pure, Chan présente, dans son livre [28], deux méthodes dédiées
au calcul de la probabilité de collision instantanée. Aucune d’entre elles n’est exacte dans le sens
oil elles reposent sur des formules approchées. La premiére, celle des Volumes Equivalents, couple
une intégration numérique 1-D & la formule 2-D de Chan. La seconde utilise des distributions
intermédiaires pour approximer la probabilité & l’aide de la fonction d’erreur, justifiant ainsi le
nom de méthode des Distributions Approchées.

Méthode des Volumes Equivalents

Cette méthode est pseudo-analytique dans le sens ot elle couple la méthode bidimensionnelle
de Chan, basée sur une formule analytique [28], & une intégration numérique sur la troisiéme
dimension. On suppose de plus sans perte de généralité que oo < 03. Le point de départ consiste
a voir la probabilité de collision comme l'intégrale d’une fonction gaussienne isotrope dans deux
directions sur un ellipsoide. Cette formulation s’obtient en effectuant le changement de variables
suivant :

o
(1,22, x3) —> (3?/1'733'2/,33/3/) = (02961,%2,333) . (1.92)
1
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On a alors :

1 +R " 2 1 "o 2 " 2
Pe.= / exp | — (3 53) 5 // exp | — (@Y = ) +2(x2 ) dxfdzy | da¥,
V2mos J_Rr 2073 2mos 205

E(zy)
(1.93)
avec
2. 0% 2 2 2 2
) = { (el o) € s Dt vaf” < 02—} (1.99)
03

L’approximation réalisée alors par Chan consiste, comme en 2-D, & remplacer Daire elliptique
d’intégration en (zf, z4) par un disque de méme aire et de méme centre. En posant :

1 "no_ 2 "no_ 2
I(z5) = — // exp (— (@7 — )" + (25 — p2) ) dzidzy, (1.95)

= 2 2
2mo3 2075
B2(0,,/ 22 (R2~z}?))

I’hypothése de Chan permet d’écrire :

1 +R "no__ 2
P~ N /R exp ((%2053)) I(z4)day. (1.96)

Dans R3, cela revient & remplacer 1ellipsoide d’intégration, & I’origine quelconque, par un ellipsoide
de méme volume dont les coupes orthogonales selon ’axe x4 sont des cercles. Ceci est a l’origine
du nom de la méthode.

La quantité I étant une intégrale d’une fonction gaussienne isotrope sur un disque, une expres-
sion analytique en a déja été donnée dans la section précédente :

too m m k
I(z%) = exp (—%) mzo 2;)17771' (1 — exp (—%) Z 212'> , (1.97)

= k=0
avec )
R2 o
u=""" (1.98)
0109
et ) )
v=H B (1.99)
o1 03

On peut donc calculer P, en intégrant numériquement en 4 et en évaluant I(z4) avec un nombre
fini de termes dans (1.97). Puisque le schéma numérique est mono-dimensionnel, cette méthode
se réveéle bien plus rapide que l'intégration numérique directe en 3-D. Néanmoins, son domaine de
validité reste limité du fait de approximation géométrique sur laquelle elle repose.

Meéthode des Distributions Approchées

Le but est de calculer la probabilité de collision de maniére approchée & 1’aide d’une série d’ap-
proximations successives transformant la loi de distribution de la norme euclidienne d’un vecteur
aléatoire gaussien de dimension 3 en une loi normale centrée réduite. L’avantage est que, pour la
fonction de répartition de cette derniére, on dispose d’une formule simple faisant intervenir la fonc-
tion d’erreur. Les approximations s’effectuent par l'intermédiaire de plusieurs lois de probabilité
et ’on considére ainsi successivement les distributions suivantes :

1. Loi multinormale N3((p1, pa, p3), diag(o?,03,03));

2. Loi d’une forme quadratique de variables aléatoires gaussiennes;

3. Loi du chi-deux centrée de degré n’;
4

. Loi normale A(0,1).
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Le passage de 1 & 2 est exact, mais les deux autres (2 vers 3 et 3 vers 4) ne le sont pas. Ces derniers
s’obtiennent en égalant les deux ou trois premiers moments des distributions. On peut résumer la
méthode de la maniére suivante :

Pe=PLI(X1, Xz, Xo)lls < B2} = P{U? < R*} = PA* < @} = PAT < 7}, (1.100)

ou Xy, Xo, X3,¥,® T sont des variables aléatoires et ¢, 7 des scalaires définis dans la suite. Un
historique détaillé des développements techniques associés & cette approche est présenté dans le
chapitre 14 du livre de Chan [28]. L’Annexe A contient un rappel des éléments de base associés
aux distributions du x? centrée et non centrée.

La premiére égalité dans ’équation (1.100) s’établit de maniére relativement directe et ne
nécessite pas d’approximation. En effet, on cherche & évaluer la probabilité pour que la distance
(X1, X2, X3)||2 au carré soit inférieure & R, ot les variables aléatoires X; ~ N (u;, 02) (i = 1,2,3)
sont indépendantes. En notant ¥? = X? + X2 + X2, on a directement P, = P{¥? < R?}.
Ce changement de variables proposé dans l'annexe de la référence [94] est intéressant car lon
sait calculer la fonction caractéristique (et donc la fonction génératrice des moments) de W2
Contrairement & ce qui est indiqué par Chan dans le chapitre 14 de son livre [28], cette derniére
ne suit pas une loi du x? non centrée, mais une loi plus générale, celle d’'une norme euclidienne
de variables de Gauss indépendantes. Caractériser cette distribution est un probléme difficile et le
chapitre 26 de la référence [53] lui est entiérement dédié en utilisant la fonction caractéristique.
Ainsi, la fonction génératrice des moments de W2 est donnée par :

3 2
exp | — i
p = 1+250‘i2
1=

5 : (1.101)

1+ 2s0?

e,

i=1

permettant d’obtenir les trois premiers moments de ¥? :

3
mi =Y (07 + 1), (1.102)
j=1
3
me = 22(0? + 20?/@), (1.103)
j=1
3
ms = 82(0? + 30}1/1?). (1.104)
j=1

L’étape suivante consiste & remplacer ¥? par une variable aléatoire ®2 suivant une loi du chi-
deux centrée. Le degré n’ de cette derniére est choisi de maniére A ce que les distributions soient
les mémes jusqu’a l'ordre 3. Plus précisément, on veut que 1’égalité suivante :

U2 —m; B2 —p

N A (1.105)

soit vérifiée en ce qui concerne les trois premiers moments. L’équation (1.105) étant centrée et
normalisée, les deux premiers moments de chaque coté du signe égal sont automatiquement les
mémes (0 pour la moyenne et 1 pour la variance). En ce qui concerne le moment d’ordre 3, on

m 8&n’ /8
obtient pour le membre de gauche —3 et pour celui de droite =41/ —- On en déduit le
n

Vm3 8n/3

3
I 8m2

degré de ®? :

. 1.106
- (1.106)

A Tissue de cette substitution, la probabilité de collision est donc approximée par P{®? < ¢?} o
®2 suit une loi du chi-deux centrée dont le degré n’ est donné par 1’équation (1.106). On récupére
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la valeur de ¢ en injectant R dans (1.105) :

2n/

p- (R* —my). (1.107)

¢2 — n/ +

La derniére étape consiste & substituer a la loi du chi-deux centrée de degré n’ une loi normale

centrée réduite. En d’autres termes, on considére que P{®? < ¢?} ~ P{T < 7} avec T ~ N1(0,1).

Cette approximation porte le nom de transformation de Wilson-Hilferty [126] et se base sur la
formule approchée suivante :

N 3/2
T = <%) _ _93"). (1.108)

2
In’/

—~
=

La valeur de 7 est obtenue en injectant ¢ dans (1.108) :

2N 3/2
r= (%) _2(1 _ gi'). (1.109)

9In’

Finalement, on a approché la probabilité de collision de la fagon suivante :
P~ P{T <7}, (1.110)

ou T ~ Ni(0,1) et 7 est donné par I’équation (1.109). Cette nouvelle probabilité peut étre calculée
a l'aide de la fonction d’erreur, permettant ainsi d’obtenir la formule finale :

1 1 T
Pe~—+4+ —erf| — . 1.111

“=372 <\/§ ) (1)
Cette méthode s’avére trés rapide, mais également peu précise du fait de la double approximation.
Un autre avantage est le fait qu’elle peut se généraliser en dimension supérieure.

Conclusion

Outre la présentation générale du modéle probabiliste de collision, ce chapitre se focalise sur
deux grandeurs en particulier. D’une part, la probabilité de collision en rapprochement rapide, et
d’autre part, la probabilité de collision instantanée. Dans les deux cas, le risque peut s’écrire sous
la forme d’une intégrale gaussienne sur une boule euclidienne, en dimension respectivement 2 et
3. Dans le cas 2-D, la littérature fait état de quatre méthodes spécifiques de calcul, classables en
deux catégories : celles basées sur un schéma d’intégration numérique et celle basée sur une formule
analytique faisant intervenir une série entiére. Cette derniére, développée par Chan [27], est une
approximation de la véritable intégrale. Elle peut étre couplée & une intégration numérique 1-D pour
traiter le cas tridimensionnel (cf. [28]). La nouvelle méthode de calcul, présentée dans le chapitre
suivant, est elle aussi basée sur une formule analytique qui s’avére, dans le cas bidimensionnel, étre
une généralisation rigoureuse de celle de Chan.
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Chapitre 2

Nouvelle méthode de calcul de la
probabilité de collision
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Introduction

Ce chapitre présente la méthode développée au cours de la thése pour le calcul de la probabilité
de collision dans deux cas spécifiques : probabilité de collision en rapprochement rapide et pro-
babilité de collision instantanée. Ces deux quantités ne sont rien d’autre que des intégrales d’une
fonction gaussienne sur une boule euclidienne en dimension respectivement 2 et 3. La nouvelle
méthode proposée ici consiste & calculer cette intégrale & ’aide d’une série convergente & termes
positifs. Elle se situe au croisement de deux théories. D’une part, la transformée de Laplace, qui
permet d’obtenir des développements en série entiére. D’autre part, les fonctions holonomes, qui
représentent ’ensemble des séries entiéres dont les suites correspondantes vérifient une récurrence
linéaire a coefficients polynomiaux en la variable entiére [109]. La Section 2.1 introduit les idées et
les outils nécessaires & la mise en place de la méthode. La Section 2.2 décrit en détail le cas 2-D
dans un contexte de calcul certifié et fournit notamment un encadrement analytique du risque de
collision, trés utile d’un point de vue de ’analyse mission. De plus, la preuve est donnée que la
formule a la base de la nouvelle méthode est la version exacte de celle approchée de Chan [28].
Enfin, la Section 2.3 étend la méthode 4 la dimension 3. Dans chaque cas, des exemples numériques
viennent illustrer 'efficacité des algorithmes. La version 2-D de la méthode a déja fait I’objet d’une
publication [113] et la 3-D a été introduite dans [112].

2.1 Principe de la méthode

Le but est de calculer une probabilité de collision qui a la forme d’une intégrale gaussienne
multivariée sur une boule euclidienne ((1.28) en dimension 2 pour les rencontres rapides et (1.91)
en dimension 3 pour la probabilité instantanée). Comme indiqué dans le Chapitre 1, ces deux pro-
blémes constituent des cas particuliers d’une thématique plus générale dans laquelle I'on s’intéresse
a la caractérisation statistique de la distribution d’une fonction quadratique définie positive de N
variables aléatoires conjointement normalement distribuées, centrées ou non centrées [59], [60]. Ce
probléme est équivalent & calculer la mesure probabiliste d’une sphére non centrée sous une distri-
bution normale multivariée centrée et d’écart-types fixés [108]. Par exemple, avec les notations de
cette derniére référence, calculer (1.28) revient a calculer Hy 4 5(t) avec

Tm

o 0 0.
o] o & | o

Oy

L’idée de base de la méthode proposée dans ce chapitre consiste a calculer (1.28) ou (1.91) a l'aide
d’une série entiére. Cette idée n’est pas complétement nouvelle puisque nous ’avons retrouvée dans
les références [104] et [86] (série entiére alternée pour le cas ou les variables aléatoires suivent une
loi normale réduite), [116] pour le cas non centré, [108] pour le cas centré mais avec une forme
quadratique non homogeéne et ou la probabilité est calculée comme un développement de distribu-
tions x2 ou x? non centrale, [59] et [60] enfin, qui synthétisent les résultats précédents dans le cas
centré et non centré, tout en proposant une méthode générale de dérivation des représentations de
la probabilité en diverses séries. La méthode développée indépendamment dans ce mémoire (nous
avons pris connaissance de ces références lors de sa rédaction) est trés semblable & Iapproche
générale développée par Kotz et ses co-auteurs et la généralise, tout en portant une attention par-
ticuliére aux aspects de calcul numérique qui étaient un peu négligés par les références [59] et [60].
Elle a pour origine les travaux de [62] ou est traité le calcul de plusieurs catégories d’intégrales
gaussiennes définies sur un ensemble S (polyédre convexe ou ellipsoide) en dimension arbitraire.
Nous résumons maintenant les principales phases et outils de la méthode générale proposée, avant
de revenir sur les relations étroites avec la méthode de Kotz.

1. Vues comme des fonctions de répartition, les probabilités de collision données par les équa-
tions (1.28) ou (1.91) peuvent étre reformulées comme des fonctions h(¢) avec ¢ = R? pour
lesquelles la transformée de Laplace Lh(\) peut étre calculée analytiquement. Cette derniére
fonction complexe est alors développée en série de Laurent.
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3. L’inverse de la transformée de Laplace (aussi connue comme la transformée de Borel de la
suite des coefficients de la série de Lh())) est appliquée terme & terme. Cela est justifié
rigoureusement par des résultats d’analyse complexe [125] ou [124, Chap. 2.14] et permet
d’obtenir un développement en série entiére de l'intégrale initiale.

4. Une forme simple des coefficients de la série est fournie en montrant qu’ils satisfont une
récurrence linéaire & coefficients polynomiaux en la variable entiére et en se fondant sur
la théorie et les propriétés des fonctions D-finies (ou holonomes [129, 109], cf. Annexe B).
Les fonctions D-finies sont des fonctions satisfaisant une équation différentielle linéaire a
coefficients polynomiaux. Un exemple élémentaire est la fonction exponentielle sur C, puisque
exp’(z) = 1 - exp(z). De telles fonctions peuvent étre développées en série entiére dont les
coefficients sont P-récursifs (satisfaisant une récurrence linéaire avec des termes polynomiaux
[120]). Afin de manipuler les fonctions D-finies/séquences P-récursives, la boite a outils Gfun
de Maple (version 3.65, [110]) a été utilisée.

5. Du point de vue numérique, I’évaluation directe des termes de la série obtenue pour A(()
peut étre difficile. En effet, bien que le développement en série entiére de h({) soit convergent,
I’évaluation des sommes partielles en précision finie est affectée par le phénoméne de compen-
sation (cancellation phenomenon) [43, 29]. En effet, dans certains cas, la série est telle que
des coeflicients consécutifs de la série, de méme ordre de grandeur, changent de signe et se
compensent de telle sorte que leur somme, calculée en précision finie, ne contienne que peu de
chiffres significatifs corrects. Un exemple trés simple est le calcul de exp(—z) = Z;’B(fl)k%?
pour z > 0 qui est développé dans ’Annexe B. Afin d’empécher cela, on réalise ce que ’on
appelle, selon le lexique des fonctions holonomes, un préconditionnement par une fonction
1), elle-méme D-finie. Au lieu de développer directement la fonction h en série entiére, on
travaille sur la fonction ¢ - h. En choisissant judicieusement la fonction de préconditionne-
ment ), celle-ci et 1 - h peuvent étre évaluées numériquement efficacement. Une méthode
permettant un choix judicieux de la fonction de préconditionnement est présentée dans la
suite et justifié dans I’Annexe B pour notre cas précis.

Finalement, la formule de la probabilité de collision dans le cas 2D aura la forme suivante :

“+o0
P. = ex B > Sk pak+1) (2.2)
©T P\ 202 ) & k1) ’ ‘

ol (ag)ren est une suite positive obtenue par une récurrence linéaire.

La méthode générale présentée dans [59] et [60] présente de nombreux ingrédients communs
avec celle proposée dans ce mémoire : utilisation de la transformée de Laplace pour obtenir un
développement en série (entiére alternée, de Laguerre et de distributions x? ou x? non centrale), ap-
plication d’un résultat de convergence absolue de la série dans le plan de Laplace afin de permettre
une inversion terme & terme. Toutefois, contrairement & notre méthode, les auteurs imposent un
choix a priori de la forme de la série conduisant & un calcul numérique de ses coefficients pouvant
s’avérer problématique. L’utilisation de la théorie des fonction holonomes et des fonctions entiéres
de type exponentiel permet d’obtenir une série entiére a coefficients positifs dont 1’évaluation nu-
mérique rigoureuse en précision finie sera garantie. De plus, des bornes inférieures et supérieures
analytiques peuvent étre aisément déduites en fonction de la précision souhaitée. Ces différents
points sont maintenant développés dans le cadre des rencontres rapides (dimension 2) dans la
Section 2.2 et du calcul de la probabilité de collision instantanée (dimension 3) dans la Section 2.3.

2.2 Modéle de rapprochement rapide

Dans cette section, une expression analytique pour l'intégrale 2-D est obtenue sous la forme
d’un produit entre un terme exponentiel et une série entiére a coefficients positifs (Théoréme 1
et Proposition 1). Ces résultats aboutissent a la mise en ceuvre de I’Algorithme 1 de calcul de la
probabilité de collision. Le Corollaire 1 et la Proposition 4 permettent de calculer le rang & partir
duquel on peut tronquer la série pour obtenir la précision recherchée. Enfin, la Proposition 6 donne
la preuve que 'on retrouve la formule de Chan (1.84) dans le cas isotrope, qui est le seul ou cette
derniére est exacte.
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On définit pour la suite les grandeurs suivantes :

1 2 22 y2
=g =1-T gy = Im o, Im 2.3
P 202 Py 05 Wa 4o} “y 403 (23)

2.2.1 Nouvelle formule analytique

Le résultat principal de cette section, concernant la probabilité de collision en rapprochement
rapide, permet d’exprimer cette derniére & ’aide d’une série convergente.

Théoréme 1. La probabilité de collision en rapprochement rapide s’écrit :

R2 = (692
= v RQ(k+1) 2.4
L eXp( 20§>;(k+1)! ’ (24)
ot la suite (ag)gen vérifie la formule linéaire de récurrence d’ordre 4 suivante :
(k+4agrs = <p(2¢)y +1)(k+3)+0p <¢2‘y + 1) + wy + wy> Qpt3

3
—-p <p¢u <¢2y +1 (2k + 5) + ¢y (2"% + 217) + wy + Wy) Q42

)
+p2¢y (p(by (k + 5 + 2&)1 (iy + 1)) Qpt1 — p3¢3wxak,

et dont les premiers termes sont :

1 L(ag  ym
oy = 2Umayexp(—2 ((733-1-01%))7
o = ao(p(%—&-l)—&—wz—i—wy),

Qg Dy ? 2 ¢z2/
a2 = <p(2+1>+w:};+wy) +p 7"‘1 + 2pdywy |
¢ 3 ¢3
<<p (Qy + 1) + Wy +wy> +2 <p3 (2?’ + 1) +3p2¢§wy>

w3 (p (2 (%

P 5 +1) +w+wy P 9 +1 +2p¢ywy (2‘5)

Démonstration. On commence par introduire la fonction de répartition h de la variable aléatoire
X2 4+Y? ou X,Y sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes, respectivement de
MOyenne p,, Y, et d’écart-type o, oy. Ainsi, P, = P{X?+Y? < R*} = h(R?). La probabilité de
collision est donc vue comme une fonction de la variable R2.

La fonction h vérifie h = 0 sur R~ et pour ¢ >0 :

— 1 L@ —2n) | (y—ym)®
h(¢) = Sr—— // exp (—2 ( - + 22 )> dzdy. (2.6)
B2(0,v/7)

Q3 =

Dans la suite, il est préférable d’écrire h & I'aide de la fonction indicatrice 1 :

1 1 — X 2 — Y 2
h(¢) = 0,0, // 15,0,vo) (@, y) exp (—2 <($ cr;: ) + Y ag ) )) dzdy. (2.7)
R2

Y

Calculons maintenant la transformée de Laplace de h. Cette étape permettra ensuite de déduire
la transformée de la fonction préconditionnée. Par définition, on a :

+oo
£h = [ (AR (2.8)
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Par un argument de Fubini, il vient :

1 +ee (1’ - xm)z (y - ym)2
= 1 3 — — —
Lh(N) 2rouc, ///0 B2(0,v0) (T,Y) exp( A 507 52 >d§dxdy,
]RZ

Y

1 oo (z - Tm)? (y — Ym)®
27,0, // /xg_,_yz P <_)\C - 202 207, ) dcdedy,
R2

B 1 —exp(—A() e (x—2m)® (Y —ym)®
= Sroo, // {/\} exp (— 572 o2 > dady,
R2

x2 +y2 x Yy

1 (* — 2m)® (Y — ym)?
= — Ap? = T A2 = I ) adyy. 2.9
2nozou) //exp( . 202 Y 207 vy (2.9)
]R2

Grace aux propriétés de 'exponentielle, 'intégrale double est égale au produit de deux intégrales

simples respectivement en x et y. Considérons maintenant uniquement la partie en x. On effectue
le changement de variables suivant :

1 Tm
— . Ix _ _ 2.10
“ T <x MNo2 + 1> ’ (2.10)

Cela conduit & :

exp(—u?)du,

1 1 2 exp (—7)\%72”" )
m m 2Xo2+1
/exp(—()\—i— 2>x2+xx x )dcv: hi
V2moy 2 207 x V2oL [N+ ﬁ 2
Az
exp (~zreti) /M (—u?)d
= exp(—u”)du,
ViV i1 ) P
Az?
€xp (_2/\03,11)

V2ho2 + 1

L’intégrale en y donne un résultat similaire, d’ou finalement :

L Yrn
exp (*)‘ (2Aog+1 T X2

MW2AT 1 2A0 41

On opére maintenant le préconditionnement a proprement parler. Au lieu de manipuler A, on
définit par son intermédiaire la fonction A :

Lh(\) =

(2.11)

h(¢) = exp (p¢) h(¢), (2.12)

ot p est donné dans I’équation (2.3). On a trés simplement P, = exp(—pR?)h(R?). La transformée
de Laplace de h peut étre obtenue directement a partir de celle de h. En effet, par les propriétés de la
transformée de Laplace, on a Lh(\) = Lh(\ —p). En utilisant les notations définies précédemment
(équation (2.3)), il vient :

o (5 + 555
(A =p)VA = poy)
La fonction £h est une fonction complexe analytique pour [A| > p (cf. Figure 2.1), avec trois
singularités isolées : 1 pole en p et deux singularités essentielles en 0 et pg,,.

La fonction Lh peut donc étre représentée par une série de Laurent en 0, convergente sur le
domaine {A € C: |A\| > p}. Pour obtenir celle-ci, du fait de I’analycité de Lk a 'infini, il est possible

Lh(\) = (2.13)
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Re
0| po, | D

FIGURE 2.1 — Singularités de la fonction Lh dans le plan complexe.

de calculer son développement de Taylor a l'infini. Pour cela, on considére le développement en
série entiére en 0 de :

Lh(N) = A2Lh(A7Y), (2.14)

0 exp (wph — 2 — v )
_ 0 p z p¢y p‘by(?‘ﬁy)\_l) (2 15)

(1 =pA)\/1 = poyA

La division par~>\2 est purement technique et vient du fait que les deux premiers termes de la série
de Taylor de Lh(A™!) sont nuls.
Un calcul direct montre que Lh vérifie :

%(A) = (N LR(N), L£R(0) = ao, (2.16)
ou : p
L PPy R Wy
LA T/ Wy By wy S (% S 1R

Ainsi, £h()\) est une fonction holonome et peut étre développée en 3% apA*, pour tout
A: |\ < 1}, En conséquence, la suite (o )ren vérifie une récurrence linéaire dont la formule est
P
obtenue & 'aide de Gfun.

(2.17)

Lh(N) = X2Lh(A7Y), (2.18)
+oo

= Y Ak, (2.19)
k=0

On applique ensuite la transformée de Laplace inverse terme a terme sur la série (2.19) [125,
Chap. 9], [124, Chap. 2.14]. Or, la transformée inverse de A — A~("*1) est ¢ %C" pour n € N.
On obtient donc au final :

+oo
od _ Qe o1

O

La proposition qui suit montre tout 'intérét du préconditionnement choisi. En effet, sa consé-
quence immeédiate est que la série entiére intervenant dans la probabilité de collision est & termes
positifs.
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Proposition 1. La suite (ag)ren est @ termes strictement positifs i.e. :
ap >0 VkeN. (2.21)

Démonstration. Puisque ¢(\) est une fraction rationnelle, on peut calculer son développement en
+oo
série entiére Y. oxAF de maniére analytique (& la main ou en utilisant par exemple ratpolytocoeff

k=0
avec Gfun) :
k4+Dw, ¢ wg, k=0
S N B ( y Py ) 2.99
e <+¢y( p +2>)+{0, k> 0. (2:22)

+oo “+o0
On voit clairement que ¢, > 0, pour tout & € N. En injectant les séries > opAF et > apA* dans
k=0 k=0
I’é6quation différentielle (2.16) et en identifiant les coefficients devant A* un & un, on obtient :

k
(k+ Dok = Y piogi. (2.23)
i=0
Puisque ag > 0, on démontre, par une récurrence immédiate, que oy > 0, pour tout k € N. O

Du Théoréme 1 peut étre déduit un algorithme permettant de calculer une approximation par
valeur inférieure de la probabilité de collision. II consiste & calculer par récurrence une somme
partielle de la série entiére puis & la diviser par le préconditionneur. Pour n € N, on définit la

somme partielle :
n

(0%
S'n, - eXp(—pR2) Z (kal)'R2(k+l). (224)
k=0 '

On pose également, pour k € N, ¢, = (ki"'l)!RQ(k‘H), de sorte que S,, = exp(—pR?) > oho Ch-

Algorithme 1. Evaluation de la probabilité de collision avec n termes.

FEntrées :

- T, ym7R € R;

-0, <0y € R} ;

- néeN.

Sortie : S, = exp(—pR;) ZZ:O Ch . ,
b= 20_%;(;574 ::1_;;“):1: ::E;wy ::Q;

Yy
1 1 [ 2 Y2
@ =g eXp<—(T§+"g ;
020y s oy

agR® by 3 3 (5 212
c3 v <p 7+1)+wm+wy) +2(p (Ty—&—l)—i—?)p (/)ywy)
2
+ 3(p (%y + 1) + wy +wy) (p2 (%y + 1) + 2p¢ywy)) :
Pourk=0an—5
B2 (p(20,+1) (k4+3)+p ( Z+1) +watw, )
Ci4d = (4 (k+5) Ck+3;
Rp(poy (S +1) (2h45)+6, (200 + 2 ) +watw, )
(k+4)2(k+5) Chk+2
R°p%, (P¢y(k+%)+2wm (%y—l-l)) REp% 62w,
g (k+3)(k+4)2(k+5) Ck+1 = (B 2) (R 43) (k+4)2(k15) Ck>
n = 07

Pourk=0an—1:8,« S, +ck;
Sn < exp (prQ) Sn ;
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2.2.2 Encadrement analytique de ’erreur de troncature

On s’intéresse maintenant & une évaluation certifiée de la probabilité de collision. Pour cela,
définissons pour commencer 'erreur réalisée lorsqu’on utilise une somme partielle de la série pour
I’évaluer. Ainsi, pour n € N, on pose :

—+o0

T, = exp(—pR?) > 71%2(’““) (2.25)
= (k+1)!

Afin de quantifier le reste, on cherche un encadrement de la suite (a)gen- Puisque la série
fait intervenir un factoriel au dénominateur, il est naturel de chercher a encadrer (ay)ren par des
suites géométriques, de maniére & obtenir des séries minorante et majorante exprimables & 1’aide
de la fonction exponentielle.

Proposition 2. On a lencadrement suivant pour le terme général de la suite (ay)ken -
oy < o < g, (226)
. _ kEoop = _ k by | Wotwy\k
ot ay, = app” et ap = aop” (1 + F + > )E.

Démonstration. La démonstration est faite par récurrence. Pour l'initialisation, on a ay = avp = @p
et :

a; = aop < app <1 + % + W) =01 =0Qy. (2.27)
Afin de prouver I’hérédité, on remarque d’abord que, pour i € N* :
i 1 . 1 0
Q0P _y 4 <°W+>+¢J> 51, (2.28)
Qi p 2

D’autre part, toujours pour ¢ € N* :

1+ ¢, <w‘y(i D, %>

i 2
0¥ b=/ (2.29)
Qi1 (1+%+%Tw)
Or,on a:
Cfwy(t+1 1+ 1
1+¢§,<y(p )+¢2’"‘> < 1+ (p ) 4 O
z i+ 1
< 1+ +”;)(Z+ )+¢;y(z+1)
1+1
< <1+(w7+wy)+¢y>
p 2
Il apparait donc que :
2090 1. (2.30)
Qi1

Soit k € N* et supposons que «; < a; < @; (Vi < k), alors :

n k k
D iy <Y gk <Y 0tk (2.31)
=0 =0 =0

Qo4 |, _ QpQk+1

Puisque a,_; = ——— et @i = ———, il vient que :
QG (078N
QoP; QP
Qg1 Z - < Z Pilk—i < W41 Z . (2.32)
i=0 —Z+1 _ a2+1
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Ainsi, on obtient :

k
(k+1)ag,, < Z piag—i < (k+ 1)1, (2.33)
i=0

k
et la conclusion découle du fait que (k + 1)agt1s = Y. wiag—; < (k+1).
i=0

O

Remarque 4. En posant Q) = % + w”;w'y, on peut écrire plus simplement le majorant sous la

forme @y = agp®(1+Q)¥. Lexpression de Q en fonction des paramétres originauz de la probabilité
de collision est : ) ) . .
1 o s (x Y

O=_(1-= | +F( =+ ). 2.34

2 ( 05) 2 < oy oy (2:34)

Proposition 3. Pour tout ordre n € N, on a ’encadrement de l'erreur :

ag exp(—pR?) X (pR?)*+! ap exp(—pR?) io (p(1 + Q)R?)FH!

<T, < 2.35
D = (k+1) — p(1+ Q) Pt (k+ 1) (2.35)

Dé jon. B idé 1 des séri ()i R2EHD — @, il vi
émonstration. En considérant les restes des séries ), DT avec () = a,a,@, il vient,

d’aprés (2.26) :

i@ ap(pR2)F+1 - 400 o R20+1) _ i@ ao(p(1 + Q)R2)k+1 (236)

= plk+1)! T = (k+1! ~ p(1+Q)(k+1)! ’
On obtient ensuite le résultat en multipliant la derniére équation par exp(—pR?). O

2.2.3 Bornes analytiques pour la probabilité

Le corollaire suivant (Proposition 3 pour n = 0) fournit un encadrement analytique de la
probabilité.

Corollaire 1. La probabilité de collision satisfait :

lO S 73(/' S Uo, (237)
ou )
1 — exp(—pR
jy — QoL expCpRY) (2.38)
P
et ) )
QR?) — exp(—pR
g — 0 (exp (pOR?) — exp(-pR?)) (2.30)
p(1+9Q)

2.2.4 Calcul certifié de la probabilité de collision

Le Corollaire 1 permet d’obtenir de maniére immédiate un encadrement de la probabilité de
collision. Dans le cas ol celui-ci ne serait pas assez précis, on s’intéresse maintenant au probléme du
calcul garanti de P.. Plus précisément, on veut étre capable d’évaluer cette derniére pour n’importe
quelle précision donnée (en valeur absolue).

Proposition 4. Pour tout ordre n € N*, on a l’encadrement de Uerreur :

ln £ Ty <y, (2.40)
avec 2\ n p2ntD)
l, =20 eXp(_(Zﬁ )&R , (2.41)
et
ap exp (pQR?) p™ (1 + Q)" R2("+D) . (2.42)

tn = (n+1)!

51



Démonstration. On commence par démontrer un résultat sur le reste de la série exponentielle. Soit
~v > 0. Par positivité des termes, on a immédiatement :

,.yn+1 too ,yk+1

CES PRy

(2.43)

On obtient la borne [, en combinant (2.35) avec (2.43) pour v = pR>.
D’autre part, en utilisant le développement de Taylor-Lagrange de I’exponentielle sur [0,7], on a
Pexistence de ¢ €]0, [ tel que :

n n+1
vk c
exp(y Z k— 1) exp(c), (2.44)
k=0
qui se réécrit en :
too k+1 n+1
v c
= exp(c). (2.45)
kzzjn(k+1)! (n+1)!
De 14, il vient :
too k1 nt1
g Y
< exp(7). (2.46)
kz:%(kﬂ)! (n+1)!
La borne u,, est obtenue en combinant (2.35) avec (2.46) pour v = p(1 + Q) R2. O

On a donc P, € [Sp—1 + ln, Sn—1 + uy]. En rendant u,, — [, suffisamment petit, il est ainsi
possible de connaitre un encadrement aussi précis que 1’on veut de la probabilité de collision. La
proposition suivante donne un outil pratique pour calculer cet encadrement.

Proposition 5. Pour tout € > 0, on a l'implication :
(n > max(N1, Na(e)) — 1) = (uy — I < &), (2.47)
Qg €xXp (pR2Q — 1/2) >—‘
PI2VITR(1+ Q)2 ) |
Démonstration. Pour commencer, on remarque que :
Un —l, = Iy (exp(pR*(1+Q)) (1+Q)" —1)
< lyexp (pRP(14+9Q)) (1+)". (2.48)

ot Ny =2 [epR? (1 + Q)| et Na(e) = {log2 <

D’aprés l'inégalité de Stirling, on a :

ag exp(—pR?)(epR?)" 1

I, < , (2.49)
py/2m(n+1)(n + 1)n+!
d’ou : _— ,
2 R*Q
Un — Iy < (epR 1+ Q)> wexp (pI*Y) (2.50)
n+1 2r(n+1) (14 Q)
Lorsque n + 1 > Nj, on a comme majoration :
1\"™ agexp (pR%Q)
Up — I < (= — = (2.51)
2 V21N (1+ Q)
- <1>n+1 ag exp (pR*Q — 1/2) (2.52)
2 P3/2V/AxR (1 + Q)*/* '
D’autre part, par construction, on a :
N2 2
R —1/2
<1> g exp (p /31 <e (2.53)
2)  p¥2V/axR(1+ Q)%
d’ot le résultat pour n > max(Ny, Na) — 1. O
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2.2.5 Comparaison théorique avec la formule de Chan

Un aspect théorique intéressant de la formule analytique (2.4) de la probabilité de collision est
que, dans le cas isotrope i.e. 0, = gy, on retrouve la formule de Chan (1.84), comme le montre la
proposition suivante :

Proposition 6. Lorsque 0, = 0y, la probabilité de collision vérifie :

w w +o0 Wy w m m 2Nk
Pely,—q, = €xp <x+y> Z (pm (1 —exp (—pR?) Z (p]Z!) > : (2.54)

p m=0 k=0

Démonstration. Si o, = oy, alors ¢, = 0. Dés lors, la formule de récurrence vérifiée par la suite
(o )ken se simplifie en :

(k4 2)agse = —p (we +wy) ar + (p(k + 2) + we + wy) gy, (2.55)

ol g est inchangé et a1 = o (p + wy + wy). La relation (2.55) se réécrit en :

(k +2) (akt2 — pagt1) = (we + wy) (g1 — pag) - (2.56)
k41
Cela donne par récurrence immeédiate a1 — pay = %, et donc :
k w +w )m
o = app® Z = mml'/ . (2.57)
m=0

On a alors :

too 2(k+1)
OékR
R) P, _ = -
eXP (p ) Pz‘gw—a'y — (k + 1)!
+oo (pR2)k+1 k m
= exp UJ@ + wy p Z (wm + wy)
(k+ 1) pmm!

k=

m too 2\k+1
B We + Wy We + wy) (pR?)
— oo (-2 )z o 2 (P

m .
N N R2 k
= eXp< = +wy) Z o :@:ﬁ <6Xp(p32)— (p/m) )

m=

Le résultat final s’obtient en multipliant par exp(—pR?). O

2.2.6 Résultats numériques

La méthode décrite précédemment a été validée sur plusieurs séries de cas tests, issus de la
littérature ou d’alertes réelles envoyées par le JSPoC au partenaire industriel Airbus DS. Les
paramétres de chaque exemple sont compilés dans le Tableau 2.1. Les cas "Chan", tirés du chapitre
5 de [28], sont censés étre représentatifs de rencontres rapides réalistes. Les CSM (Conjunction
Summary Messages) et CDM (Conjunction Data Messages) sont des scénarios réels, issus d’alertes
concernant cinq satellites différents. Enfin, "Alfano 3" et Alfano 5" viennent de la référence [9]. Ces
derniers sont des cas numériquement plus difficiles, dans le sens o ils ont été créés pour éprouver
les méthodes de calcul.
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Cas Paramétres d’entrée (m)

num. oy Oy R Ym Ton
Chan 1 50 25 ) 10 0
Chan 2 50 25 ) 0 10
Chan 3 75 25 ) 10 0
Chan 4 75 25 ) 0 10
Chan 5 3000 1000 10 1000 0
Chan 6 3000 1000 10 0 1000
Chan 7 3000 1000 10 10000 0
Chan 8 3000 1000 10 0 10000
Chan 9 10000 1000 10 10000 0
Chan 10 10000 1000 10 0 10000
Chan 11 3000 1000 50 5000 0
Chan 12 3000 1000 50 0 5000
CSM 1 152.8814468 | 57.918666 | 10.3 60.583685 84.875546
CSM 2 | 5,756.840725 | 15.988242 1.3 115.055899 | -81.618369
CSM 3 643.409272 94.230921 5.3 693.405893 102.177247
CDM 1 | 6095858688 | 445.859950 | 3.5 | 644.939441 | -752.672701
CDM 2 | 562.027293 | 193.454603 | 13.2 | 4475.456261 | -692.362272
Alfano 3 | 114.2585190 | 1.4101830 15 0.1591646 -3.8872073
Alfano 5 | 177.8109003 | 0.0373279 10 2.1230067 -1.2217895

Dans un premier temps, ’analyse des résultats obtenus montre que ’encadrement analytique de
la probabilité de collision permet pour la plupart des cas tests, y compris sur la totalité des alertes
réelles, d’obtenir une estimation fine du risque associé & la rencontre. Les résultats numériques sont
donnés dans la Table 2.2. Les chiffres soulignés (respectivement surlignés) représentent une sous-
estimation (respectivement surestimation) du risque. Concernant les cas de Chan et les scénarios
réels, on constate une précision allant de 1 & 5 chiffres significatifs. Pour ce qui est des cas d’Alfano,
I’encadrement est trés large et ne fournit pas d’information assez fine sur la probabilité de collision,
d’ou l'utilité de I’Algorithme 1 qui calcule la série tronquée avec autant de termes que 'utilisateur

le souhaite.
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TABLE 2.2 — Minorant [y et majorant ug de la probabilité de collision calculés & partir du Corollaire
1.

Cas

lo Uuo
Chan 1 9.704 x 10~3 9.775 x 1073
Chan 2 9.139 x 1073 9.182 x 1073
Chan 3 6.542 x 1073 6.572 x 1073
Chan 4 6.09 x 1073 6.13 x 1073
Chan 5 | 1.576561 x 1075 | 1.576576 x 10~°
Chan 6 | 1.010860 x 10~° | 1.010881 x 10~°
Chan 7 | 6.44304 x 1078 | 6.44323 x 10~8
Chan 8 | 3.2145 x 10727 | 3.2186 x 10~27
Chan 9 | 3.03258 x 107% | 3.03261 x 106
Chan 10 | 9.643 x 1028 9.656 x 1028
Chan 11 | 1.03831 x 10~* | 1.03871 x 10~
Chan 12 1.518 x 109 1.565 x 1079
CSM 1 1.878 x 1073 1.900 x 103
CSM 2 | 2.0101 x 10~ | 2.0557 x 10—1!
CSM 3 7.194 x 10~° 7.200 x 1075
CDM 1 5.3902 x 10~7 5.3904 x 10~7
CDM 2 | 2.2517 x 10720 | 2.2797 x 1020
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Dans un second temps, I’Algorithme 1 est comparé aux les autres méthodes de la littérature
décrites dans la Table 2.2. Cette étude comparative est présentée dans trois tableaux distincts :
Table 2.3 (cas tests de Chan), Table 2.4 (alertes réelles) et Table 2.5 (cas tests d’Alfano). Les
chiffres en gras représentent les divergences entre les résultats de 1’Algorithme 1, exacts pour les
chiffres significatifs donnés grace au calcul certifié, et les autres méthodes. L’ensemble des exemples
illustre la Proposition 6 : la méthode de Chan est théoriquement moins précise que 1’Algorithme
1, ce qui est flagrant pour les cas d’Alfano. Par rapport aux deux autres méthodes, I’Algorithme
1 s’avére également meilleur, dans une moindre mesure.

Cas de Probabilité de collision (-)

Chan Alfano Patera Chan Algorithme 1
1 9.742 x 1073 | 9.741 x 1073 | 9.754 x 103 | 9.742 x 103
2 0.181 x 1073 | 9.181 x 102 | 9.189 x 1073 | 9.181 x 103
3 6.571 x 1073 | 6.571 x 1072 | 6.586 x 10~2 | 6.571 x 10~
4 6.125 x 1073 | 6.125 x 102 | 6.135 x 10~3 | 6.125 x 10~ 3
5 1.577 x 107 | 1.577 x 107 | 1.577 x 10™° | 1.577 x 107>
6 1.011 x 107% | 1.011 x 107 | 1.011 x 10~° | 1.011 x 107>
7 6.443 x 1078 | 6.443 x 1078 | 6.443 x 107 % | 6.443 x 10~ 8
8 0 3.219 x 10727 | 3.216 x 1027 | 3.219 x 10~ 27
9 3.033x 1076 | 3.033x 106 | 3.033x10°% | 3.033x 106
10 0 9.656 x 10728 | 9.645 x 10728 | 9.656 x 10~ 2%
11 1.039 x 10~* | 1.039 x 10=* | 1.039 x 10~* | 1.039 x 10~*
12 1.564 x 1077 | 1.564 x 1072 | 1.556 x 1077 | 1.564 x 1077

TABLE 2.3 — Comparaison des probabilités de collision pour les cas tests de Chan avec 4 chiffres
significatifs.

Cas Probabilité de collision (-)

Alfano Patera Chan Algorithme 1
CSM 1 | 1.9002 x 10=3 | 1.9001 x 102 | 1.8934 x 10=3 | 1.9002 x 10~3
CSM 2 | 2.0553 x 10~ | 2.0552 x 10~ | 2.0135 x 10~ | 2.0553 x 10~ 1!
CSM 3 | 7.2004 x 10~° | 7.2000 x 10~=° | 7.2000 x 10=° | 7.2003 x 10~°

CDM 1 ] 5.3904 x 10=7 | 5.3901 x 10~7 | 5.3903 x 10°% | 5.3904 x 10—~
CDM 2 | 2.2796 x 10720 | 2.2795 x 10~29 | 2.2880 x 10~20 | 2.2796 x 10~20

TABLE 2.4 — Comparaison des probabilités de collision pour les cas réels avec 5 chiffres significatifs.

Cas Probabilité de collision (-)
d’Alfano Alfano Patera Chan Algorithme 1
3 1.0038 x 10~T | 1.0087 x 10T | 3.1264 x 10~2 | 1.0038 x 107"
5 44712 x 1072 | 4.4520 x 1072 | 1.6618 x 10~77 | 4.4509 x 10~2

TABLE 2.5 — Comparaison des probabilités de collision pour les cas tests d’Alfano avec 5 chiffres
significatifs.

En ce qui concerne le nombre de termes n utilisé dans I’Algorithme 1, une analyse des cas réels
et de Chan permet de dégager une tendance. Il apparait sur ces exemples, en calculant les valeurs
de Nj et N, définis dans la Proposition 5, que 30 termes sont toujours suffisants pour obtenir
une erreur absolue sur la probabilité de collision de 10719 et qu’une quinzaine est suffisante pour
lavoir & 1072. Le calcul de ces mémes quantités pour les cas d’Alfano donne des entiers bien plus
grands. Ainsi, afin d’obtenir les valeurs pour la probabilité de collision contenues dans la Table
2.5, on aurait respectivement besoin de 689 et 10'3 termes pour les cas 3 et 5. Néanmoins, il
faut se souvenir que le rang fourni dans la Proposition 5 est conservatif. En pratique, ici, 90 et
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37000 termes suffisent en réalité pour obtenir la précision affichée. Cela montre cependant que le
nombre de termes nécessaires 4 une évaluation acceptable du risque peut exploser dans certains

~ +oo
cas. Cela s’explique par le fait que la vitesse de convergence de h(R?) = Y (k‘i"l)!RQ(k“) est liée
k=0

~ +oo

aux singularités dans le plan complexe de Lh(\) = 3 apA~(**+2). Or, le rayon de convergence
k=0

de cette série en % est ]1; = 202. Ainsi, lorsque 202 est petit par rapport & R? i.e. R >> 0y, la

convergence de h est relativement lente.

2.3 Probabilité de collision instantanée

La méthode de calcul de 'intégrale d’une fonction gaussienne sur une boule euclidienne dans
R?, présentée dans la section précédente, se généralise a la dimension supérieure. Cela permet
d’obtenir une expression de la probabilité de collision instantanée sous la forme d’une série en-
tiere préconditionnée par un terme exponentiel (Théoréme 2). La suite associée, définie par une
formule de récurrence d’ordre 6, est positive (Proposition 7). Les preuves sont trés similaires au
cas bidimensionnel et par conséquent, les détails en sont omis.

oo . . 1 o2 us u3
On définit pour la suite les grandeurs suivantes : p = —, ¢ =1 - —, w1 = —5, wo = —7.
207 op 4o 405

2.3.1 Nouvelle formule analytique

Le théoréme fondamental de cette section permet d’exprimer la probabilité de collision instan-
tanée a l’aide d’une série convergente.

Théoréme 2. La probabilité de collision instantanée s’écrit :

+oo
P, = exp B 3 __ %% poies (2.58)
202 = I(k+5/2) ’

ot I' est la fonction Gamma (voir Annexe A) et la suite (o}, )rken vérifie la formule de récurrence
linéaire suivante :

2k + 6)ahys = — 2wip D3 P2 ) + (2wip D3 P2 + 6p° P3P 4 4w p Pa by + dwip s Pe + 20" D3 P2 k) Ahsy
+((—4p" 05 d2 — 2p" s p2” — Ap" P2 ds)k — 6p" ps" do® — 2wip°32® — dwip® B2 ds — dwip’hs s
—15p" 02" s — 2w1p°hs” — 2wsp’Pa” — 2wap’hs” — 15p 3 bs — 8wip hsda) o
+ ((8p° P32 + 4p° b2 ds + 4p° b3 2 + 20°h2” + 2p° P57 )k + W’ h5° + 8wip’ P e
+2wip*B2” + 9p°pe® + 2wsphe® + 2wep” ds” + Adwip Ps + 2wip Bs” + 36p b3 + 15p° P52
+ 4w P + dwsp’ o + dwep’ b5 + 15p° P2 hs )y
+ ((—4p° s — 8P Ps s — 2p°ps” — 2p°bs” — Ap° o)k — 2wsp — dwipde — 4wipds
— dwspgs — dwapds — 21p°ps — 21pps — 2wip — 2wsp — I Ps” — 36p°Psde — I Pa”)hta
+ ((2p + 4poe + 4pds)k + 12p + 2w + 2ws + 21pos + 2wz + 21pde)ar s, (2.59)

avec les conditions initiales :

1 1o 2
ay = 5 exp (—2 Z 02) , (2.60)
H o; i=0
1=1

o = ayp+ dyw; + ahws + 1/2apps + ahws + 1/2appds, (2.61)
oy =1/20pwipds + 1/20hwipds + 1/20pwspds + 1/20pwepds + 1/4ap” dsds + 3/2wsaypds
+3/2weapphs + ahp® + 1/2a'0w12 + 1/2a;7w32 + 1/2a;)w22 + apwip + ohwap + 1/2a;)p2¢3

+1/20pp° ds + wiahws + apwsp + 3/8a,p° ds” + 3/8app’da” + widhws + wsahws, (2.62)
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ol :1/40/00.11172(1)3(152 +3/2wippeajws + 3/2wippsayws + 1/2wipdsaws
+ 3/4wsp®poalyds + 3/2wspdealwe + 3/2wappsalws + 3/4weppaal e
+3/8a)ywip’de? + 3/8apwsp’de? + 3/8ajhwap?Ps? + 1/2apwipps
+3/8ahwip*ds® + 1/4app*dpsde + 3/16app> 3% ds + 1/20pwip* P2 + 1/2apwsp P2
+1/20pw2pds + 3/16a)p b2 ps + wapapw + wepayws + 3/2wep’afde + 1/4w; *ppsay
15
+1/4w1?ppsaly + 1/dws poaaly + 1/4wa pdsal + 3/2p% psafws + wipajpws + §p2¢320/gw3
15
+ §p2¢22a’gwg +3/8aypPds? + 3/8appPda? + wep?al + 1/2wepal + 1/2p% P30

5
+1/2p%¢2)y +wipaly + 1/2wi%paly + wspaly + 1/2ws?pal, + Epg’fba?’a'o

5
+ 1—6p3¢23a'g +1/2wy o/(;w:;2 +1/2wy o/(;wg2 + 1/2w120/0w3 + 1/2w120/0w2

+ 1/2w3a'0w22 + 1/2w32a/0w2 +1/2wipprajws + wiwsapws
+5/4ws?alypps 4+ 5/4waalpde + afhpd +1/6afw;® +1/6a)ws® + 1/6apws3, (2.63)

5 5 3 15 9 P
ay = §P4¢23¢3a3 +3/4p° psdoalyws + §w1p2¢320¢;;w3 + szpd¢32a;;¢2

9 15
+3/2wip’psaws + 1/2wip° psaws + EWSP3¢22(X;¢3 + wapzti’zza;;wz

15
+3/8wap”ps apws + ;wgp%gza’gwg +3/160pwip®¢s>ds + 3/16apwip° b3 b2

15
+ 1/4afw p’ psdz + 1/8wi*p dspaal, + 3/8w;p°ps afws + §W1p2¢22af;w

+3/8ahwip 2 + 3/16al,preaZds + 3/8hw p’hs? + 3/8awsp’ a2 + 3/8alwap’ b’
15
8

5 15
PP ds”afws +3/16w,"p* 9" af + 176“’1P3¢2304;7 + —p° ¢ apws

9
+ 3/16a:;174¢32¢2 + 6*4(127104(2532(1522 + 3

5 5
+3/16ws p  po al + Ewaps%sab + EW.std).?Salg

5
+3/16ws>p°dsaly + 1/2w i p°paaly + 1 /4w, *p° d3al, + 3/16w*p°p3°al, + 1—6w1p3¢33a'0

5
+1/4p b3 oy, + §p4¢33¢2a’0 +1/2w;p° poarly + 1/4w; *p> poary + 1/2wsp° poar),

5
+1/4ws P  daa +1/2wep’ $s0f +1/4w2"p 50, + 3/8p"ds ol + vt s’
5
+3/8p 22, + ﬁp4¢23ab +wep’al + 1/6ws’pal, + 1/2ws*pal, 4+ 1/2p" s,
+ 1/2p4¢>20/0 + wlp?’a’g + 1/6w13pa;) + 1/2w12p2a;} +w3p30¢; + 1/6w33pa; + 1/2w32p2a;)
35 35
+ @174(1)3404, + ﬁp4¢24aﬂ, + 3/4wip’psdralws 4 3/4wip’ psdaaws
+3/2wipprwsayws + 3/2wi ppswsapws + 9/dwsp rayweds + 3/4p° b aywe

15

+ Ep3¢32¢2a§;w3 + 1/2wip’dsalws + 3/2wip° prahws + 3/2wsp  dpaalws
15
+ 3/2wep’ psapws + EP3¢22¢30/0W2 + wepw; ahws + 1/4w ppoaws’
+5/4w pdrapws” + 1 /4w *phrahws + 3/4w; *poealws + 5/4w ppsagws’
+ 1/4w ppsanws® + 3/4w *ppsaws + 1/4w, *pogahws + 5/8ws p° dral, by
+ 5/4w3p¢2a§]w22 + 3/4w32p¢2a§]w2 + 5/8w22p2¢3a§¢2 + 5/4wep¢saﬁ;w32
+3/4wa pswsay + 5/4wspPag s + 1/2wapayw;” + 1/2wepalws® + wep’ ayw;
+ 3/2&)2;0304;](1)2 + w2p2a:)w3 + 1/2w22pw1 a;] + 1/2w22pw3a:) +1/12w; 3p¢2a:)
+1/12w;  posaly + 1/12w5° ppoal, + 1/12ws°pdsaly + 5/4p dpsajws® + 3/2p°psahws + 1/2w; pajws®
35 35 35 -

+ 1/2w12po¢:)w3 —+ w1p2a;)wg —+ Ep?’(b;;:swgai} + Epz’cfygza;}w‘f + ﬁp:sd)g“)'wgo/o

35
+ 1—6172(1522(1:)0.@2 + a;,p4 + 1/240427“114 + 1/24(1/00.)34 + 1/240/0(,«.124 + 1/40.)12(1/00.732 + 1/4w120/0w22
+ 1/6w130z;]w3 + 1/6w13a?,w2 + 1/6w1a:)w33 +1/6w; 04/0(.«)23 + 1/4w;;2a;,w22

+ 1/6w330¢,0w2 + 1/6(».1304:,@123 + 1/2w1w3azw22 + 1/2w1W32a/0w2

7 7
+1/2w;  wyajws + Ewssalgmﬂ? + Ew23a;m¢2, (2.64)
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9
a5 —9/4“111!7 ¢?¢2W?0¢()W2 + chwun ¢9 ¢2 +3/16a0uJ1P 452 b3 +3/16a0w1p ¢? ¢2+*0<0P ¢? ¢2 +9/4P ¢?¢’2W3040W2
2 ’ ;2 2 s 2 ’ 9 3, 2 ’

+3/2w p dgwgapwy + 5/4w ppgwgagwy” + 3/dw pdgwg apwy + 3/4w " ppgwgapwy + PPt b pgapwy

15 3,2, 1 5 3,2, 1 9 3,2, 3 / 3 /
+ Pritid b2 dgapwa + Tew1? b3 bgagwy + PPt P33 dpagwy +3/4w p dgdpapwy + 3/4wp dgdoajwy

15

+5/8wip dgdaapws® +5/8wip dgdpahws® +3/8w; P bgdgalhws +3/8w; 2 bgdaalhws + 5t p2oswgahuwy

45 45 15 15

2 2 2, 2 , 2 , 4,2

+ EW3P3¢2 apgwads + Ew,epsdif agwgzde + 5 ver ¢s wiagws +3/2wip dgwgagwy + P4 $3 pgws

45 45 15 3 5
+ —ptesZes%alhws + —pteges ahws +3/8w P pp%ahws + —wipPeslahuws + —wi?p%0n 0ga) + —wipterega)

64 64 8 32 32

3 5 9 15 15
+ fW12:D3¢>32¢>20L;) + fw1114¢33¢20427 + fp4¢22¢30¢/0w3 + fp4¢22¢30t;;w2 + fw1p3¢320¢/gw3

32 32 16 16 8

15 15 9 15
2 2 2 4, 2 4, 2

+3/8w P egafwy + ;ww%e apws + *%PSM apwy + Tower ¢s apdy + P ¢ bpapws

+1/4wp bgdg0h +1/80,%p ¢3¢zao+7P 032027 ap + 287 Bp320a3al +3/8w i eaal +3/16w,%p305%a

5
4 5. 2 5 4, 2 2 2 4
+ Pyiets ¢23af; +3/16p° ¢  dgap + 3*2170‘1523‘153“2) +3/8wip dz al +3/16w, p2os oy + TGWJP ¢33af;+

5 5
3/8wyptesZal +3/16w32p3es2al + gwp%fag +3/8waptegal + Ew2p4¢33a3 +3/16wy2p3e32al,

5 35 35 15 5
2 4 2 2 4 2 2
+3/16p° b3 ¢2ab+3—zp5¢33¢2a§,+1—6p ¢23W20?]+EP3¢’2 apws ++ptos abw2+3—2w1 p2es3al

35 5 35 5
3 2 2 7 4 4 7 2 3 3 7 3 2 2 7 4 4 7 2 3 3 7
+1/16w;°p ¢g ay + Ewﬂ? P2y + 5“’3 P P ay + 1/16wg p o ay + Ewgp P2y + 5‘02 P dg ay

35 5
+1/16w53p%p3%af) + Ew2174¢340</o +1/20 p bg0) +1/120, 3% dgaf + 1/4w, 2pPbga) + 5‘»121’3%3&;}

35 35
+1/16w,3p%p5%a) + ;SN1P4¢34D<;) +1/4p5bgdpap + gp5¢34¢2&3 +1/20p  ¢paf +1/12w,3p% $ 50
+1/4w,2p%65a) + 1/2:.\1?17443241;) +1/1203%p%5al + 1/4wg2p3¢2a{) +1/20gp% 050l + 1/12u23p2¢ga;, +1/405%p%¢5al

35 35 ,
+gp ¢2 ¢‘3a0+fp d)j w3a0+—p ¢3 o wg +Ta0 3 +—o¢0w2 +a0p +Ta0w1 1/24w13p2¢3¢2a0

35 35
, , 2,2/ 2 2,2/ 2
+ Tsw1p3¢23agw(? + EWIPS‘PQs“’Q“(; +3/16w p dp ajws” + TeUP $2apws
15 15 15 35
’ ’ ! ’ !
+3/16w;2p%pp 2 ahwst —w; 2pPpa ahwy + —wspteoPahos + —wsZpBss%ales + —waporPusal)
16 32 32 16
35 15 5 15 35
2 2 7 2 2 2 2 7 ’ 4 ’ ’
+ —wgp P apwy” + —wy T pTdpTapwy + fw2p3¢33aow + —wgp ¢33a0¢>2 + fW2p3¢33w(?ao
16 16 16 32 16
15 593, 2, 2,2, 2, 3 9 9, 9 22,2 4 15 99 o o, 2, s 2
+;w2 pop3 alds +3/16wep bz ajw,? + ToweP 3 apws? +3/16we?p? 3w al + P 3 wgal +5/4w pidzajws
2 ;2 ’ 2 2 ’ /
+1/4w;pdgapws? + 1/2wp dgalws + 3/4w; 2p2dgahws + 3/2w P dgalws
35 35 15
’ ’ ! ! ’
+1/40, %% p3alwy + Ewﬂ?gwgwsao + EW1P2¢320¢0W32 + Ew121’2¢32“0¢“3 +5/80%650apws>
3 ;2 4 / 4 ’ 35 4.3 ;. 35 3 2 ;o2 2 ,
+5/8p dpgdpapwe” +3/4p  ¢pgdgajwy + 3/4p ¢3¢20¢0w3+£17 ¢3  dgwgay + 37210 b3 dgapwyg” + 1/4w p dgajwy
2 /o2 / 2 2 ’ / 2 2 / 2 /2
+5/4wip dgajwy +3/2w1p3¢2a0w2 +1/4w;“p dgajws +1/2w1p3¢2a0w3 +3/4w;“pTdpajywy + 5/4wzp dgajwy
! ’ ’ ! ’
+3/2w3p dgapwy + 3/4ws p2dralws + 5/4w2p2¢30c0w32 + 3/2w2p3¢3a0w3 +3/4wy2ppgwgal

35 4, 3 ;7,35 3 o /
+§P b2 ¢3w2a0+3f2p P2 d>.?aow2 +3/8p° 52 ag+ 7 g3 oy + 8p gyt ap

5 35

’ ’ ’ ’ ! ’
+ 3/8p5¢3200 + T6p5<¢>33010 + Ep5¢34a0 + 1/2w2293(¥g + 1/6w231)2a0 + w2p4010
+1/24w5%pal, +1/2p%gal + 1/2p° sl + 1/2w, 2p3al, + 1/6w,3p2al + wiptal + 1/24w 4 pal + 1/20w5%p5 o)

63 63

7’ ! ! ’ ’ ! ’
+1/6wspZaly + wyptal + 1/24w5tpal, + %p5¢35a0 + %p5¢25a0 +1/24w;afws? + 1/240 afwy?
+1/120; 3afws? + 1/12w; 2afws? + 1/24w; 0wy + 1/240; talwy
+1/120; 20wy + 1/12w; 2afws® + 1/24wgalgw24 +1/1205%ahws? + 1/24wgtalwy + 1/12w5 % alwy

315 4 4 4

105
2
+Ep b3 o w3+fp d>3 wg a0+ Gp <i>3 a0w3 +1/2w1 P a0w3+w1p w3a0+1/2w1p wg ao+1/4w1 pa0w3

2

+1/6w;> pagwg +1/6wy PG‘UW.? +1/2wy PZabwz + 1/2“)22? a’gw3 + 5/4“)22?3&@@ + 3/2w2P4¢2ab + W2P3‘~'10‘;) + 1/2‘021’2‘*’120‘;)

3

2 2 ’ 2 2y ’ 2 2.
+wppdwgal +1/2wp2wsal + 1/6ws3pwial +1/4ws?pw; 2ol + 1/6wPpwgal) +1/4ws?pws?al + — o pPalh s +1/6wapapw®

+1/6wppalws® +1/48w;tpdsal + 1/48w 1 pdgal + 1/48wstpdsal + 1/48wetpsgal, +3/2p 1 d5wgal, + 5/4p5 dgwsZal+
1121124)3&?;4033 + wg;v2w1 u?;uh? + 1/2wgpwy a;)W.?z + 1/2W2PW12‘1?;W3 + 1/2‘*’2217‘*’1 w\?a?; + 1/8‘*’121’4’2‘1;;“’32 + 5/8‘*’121"1’2“?]“22
+1/120 3 pdgajws + 1/4w;3ppajwy + 1/120 pdgafhuws® + éu,magwf +5/8w;2ppgahwy? + 1/8w; pegapws?

+ 1/4W13P¢3Q’0W3 + 1/12w13p¢30¢;)“12 + lwl P¢'30¢;)W33 +1/12wy p¢3a/ow23 + 5/8‘“32}’4’2“;)“’22 + 1/4W.?3P¢2a?)u12+

7 7
Pyt 3p 4’2‘*0%‘*’ WJ’PWQU“’Z +1/4w,%ppgwgal + 5/8wy pogwsal +*wz p2d5ahds

i /3 ;o2 2 2 ’ 15 5 o ’
+fWQp¢3aoW3 +3/4wipdgwgapwe® +5/4w pdgws ajwy + 3/4wy p¢’3wgaoW,e+;uJ3 pTpgwadgay

15 105
+§w3p baws? ¢gao+—28p bo* aow)+—p pa3wy a,,+ p 2602alhws® +1/40 wg2alws? +1/6wiwgSalwy+
+1/6wiwgayws’l/aw lwgalhws? +1/4w,2wg?alwy + 1/6w) wgalgwg +38/16wztalpey +3/16wstalpes. (2.65)
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Démonstration. On définit en premier lieu la fonction h'(¢) = P{>0_, X2 < (}, avec X; ~
Ni(pi,0?) pour i = 1,2, 3, de sorte que P, = h/(R?). On a b/ = 0 sur R~ et pour ¢ >0 :

h'(¢) = = 3/21_[ s /// exp < % (i 2 ji)” ) dzidzedxs, (2.66)

B5(0,:/C) i=
La transformée de Laplace de h' est donnée par :
“+o0
Lh'(\) = / exp(—AQ)M (¢)d¢,
0
3 2
exp <_)‘ 2. 2,\5§+1>
= =1 . (2'67)

3
AT V2 e? +1
i=1

On réalise le préconditionnement de h par la fonction exp(p() :

h'(€) = exp (p¢) 1 (<), (2.68)

La transformée de la nouvelle fonction est déduite de celle de h’ par translation :

w
= aoexp( By +>\ P2 T P¢>3>

!
. (2.69)
(A =)A= pd2) (A — pos)
On pose alors :
LR = X22n/(A7Y, (2.70)
_ arp exp (wl)‘ ~ pés P¢z(1?¢72>\ D pés p¢3(pﬁ>z>\—1)> (2.71)
(1 = pA)VI = pp2Ay/1 — pd3A ’
Cette fonction est bien holonome puisque :
dcn’ - -
ZEO) = P LR, £H(0) = af, (272)
ou :
Ny - P PP pPs w2 . ws 073
e s T3y W ) 1wy Wp R s g VR oy W VER
On en déduit le développement en série de Laurent :
LH'(N) = X2LH(A7Y), (2.74)
+oo
= ) apAm k), (2.75)

L’inverse pour la transformée de Laplace de A — A\~ ("+3/2) est ¢ ¢"*t1/2 pour n € N.

1
T(n+3/2)
Par inversion terme & terme, il vient donc que :

’ o «
W)= ]; NP +k5 /Q)gm/?. (2.76)

O

Le principal intérét du Théoréme 2 réside dans la positivité des termes de la série, qui découle
directement de la proposition ci-dessous.
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Proposition 7. Pour tout k € N, on a :
aj, > 0. (2.77)

Démonstration. On effectue le développement en série entiére de la fonction ¢’ définie par (2.73).
Cela donne ¢'(\) = 3720 o\ \F, avec :

;o ke p((E+1Dws oo p((E+Dws ¢35 wi, k=0
e (e (0 ) g (Bt ) o h0 gy

Comme dans le cas 2-D, le résultat se démontre par récurrence en remarquant que @) > 0 et :

k

(k+1)aj, = Z ohad . (2.79)
i=0

O

2.3.2 Encadrement analytique de ’erreur de troncature

Afin d’estimer l'erreur commise sur la probabilité de collision lorsqu’on calcule une somme
partielle de la série (2.58), on définit, pour n € N, le reste T, d’ordre n :

—+oo

!
T' = exp(—pR2 — Y% p2k+s, 2.80
5 = exp(—pR );F(k+5/2) (2.80)

Afin de quantifier le reste, on commence par chercher un encadrement de la suite (a},)gen.

Proposition 8. Pour tout k € N, on a l’encadrement :

aj, < o <@y, (2.81)

. _ k .
ol o, = alp® et @, = afpp® (1+ Q)" avec QO = 22595 4 “’1“;2*‘“3.

Démonstration. On raisonne par récurrence. L’initialisation est immédiate puisque of = o) = @

et of = app < app (1 ooy “1+°;f+“’3) = o) = @]. Afin de prouver I’hérédité, on remarque

d’abord que, pour i € N* :

Ny 4 g <”2(Zp+1) + d’?) + ¢} <°"3(Zp+1) + ‘153> > 1. (2.82)

Qi 2 2)

D’autre part, toujours pour ¢ € N* :

app; 2
a; ) witwotw B ’
+1 (14_72_’_ 1 p2 3)
i+ 1w 1+ 1w
R N O (R VN
< 2 P 2
N ¢ dwatws )T ’
2 w1 two+w
(1+?+%)
1+w2(i+1)+¢2+¢3+(i+1)(w1+w2+w;§)
< p 2 __P
- (1+%+M)ZH
P
<1 (2.83)
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Soit k € N* et supposons que o < o <@, (Vi < k), alors :

Z (P;Q;C i < Z 90 ak i < Z Spiak—i' (284)
=0

ap apa,
Puisque o}, ; = ———+L et @),_, = E, ML il vient que :
Qg Qi1
aHp; i
Qi1 Z - < Z Piag_; < gy Z — (2.85)
i=0 *7'+1 i=0 i=0 H—l
Ainsi, on obtient :
k
g (b +1) < Z @i < Wy (b + 1), (2.86)
i=0
et la conclusion découle de (2.79). O

Proposition 9. Pour tout ordre n € N, l’erreur vérifie :

20 exp(—pR?) <= (pR?)k+2

20, R exp(—pR?) *f (p(1 + Q) R?)F+!

<T < 2.87
vrRp? = (k+2)0 TN T Vap(l+ ) (k+1)! (2.87)
Démonstration. D’apreés la Proposition 8, il vient immédiatement que :
+oo ol +oo o too o
Qp 2k+3 k 2k+3 k 2k+3
———R < — 2 R < —Fr R . 2.88
];lF(k+5/2) *kz:;l“(k—i—5/2) *kZ:;LF(k—i-5/2) ( )

Intéressons-nous maintenant & la fonction Gamma, qui généralise la notion de factorielle aux non-
entiers, a savoir que I'(z + 1) = 2T'(2). Puisque I'(1/2) = /7, on a, pour tout k € N :

I'(k+5/2)= WW (2.89)
D’aprés ’encadrement suivant :
k k k
P (k+ 1) =T +2) <[ +3) < [ +4) =2k +2), (2.90)
1=0 1=0 1=0
il apparait que :
\g(k+1) <T(k+5/2) < g(k—i—Z) (2.91)
En injectant ce résultat dans (2.88), on obtient :
2 Jio ay R2E+3 < io g R2k+3 < 2 JFZOO aj, R2k+3 (2.92)
\/Ek:n (k+2)! et T'(k+5/2) - ﬁk:n (k+1)! ’

que Pon peut réécrire en remplacant o, et @y par leurs expressions respectives :

+oo 400
2ay, Z (pR?)k+2 < ay, RS < 2a,R Z (p(1+ V)R2)k+? (2.93)
\FRpQ (k+2)! — I'(k+5/2) Vrp(l+ Q) = (k+1)!

Le résultat final s’obtient en multipliant la derniére équation par exp(—pR?). O
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2.3.3 Bornes analytiques pour la probabilité

Le corollaire suivant (Proposition 9 pour n = 0) fournit un encadrement analytique de la
probabilité de collision.

Corollaire 2. La probabilité de collision instantanée est telle que :

Iy < P. <l (2.94)
ol ,
b = a1~ exp(—pR) (1 +pR)) (2.95)
et
ufy = 200 R (exp(QY R?) — exp(—pR?)). (2.96)

2.3.4 Calcul certifié de la probabilité de collision

Le Corollaire 2 permet d’évaluer de maniére immeédiate un encadrement de la probabilité de
collision. Dans le cas ou celui-ci ne serait pas assez précis, on s’intéresse maintenant au calcul
garanti de la probabilité i.e. avec une précision absolue certifiée.

Proposition 10. A tout ordre n € N*, on a l’encadrement :

L, < T, < up, (2.97)
avec P
by, = m exp(—pR?), (2.98)
et / R2 +3( Q') +1
2a pn n 1 + n
ul, = =0 NCCESYT xp(Q'R?). (2.99)
Démonstration. D’aprés l'inégalité de gauche dans (2.87), on a :
20/ P2y T 2\k+2
ag exp(—pl%) §~ (PR (2.100)

VAR & kol

Par positivité des coefficients, on peut minorer la série par son premier terme, ce qui donne ’ex-
pression de I!,. Pour obtenir l’autre borne, on part cette fois de I'inégalité de droite dans (2.87) :

20 Rexp( pR2 = 1—|—Q Rz)k‘H
7 < 200 2.101
< ool $X it a0
,Yk+1 ’}/"+1

On obtient alors u/, en se servant du lemme <
an (k+1)! = (n+ 1)

Section 2.2) pour v = p(1 + Q) R?. O

exp(7y) (déja prouvé dans la

On a donc P. € [Sp—1 +1},,Sn—1 + u,,]. En rendant «], — I/, suffisamment petit, il est ainsi
possible de connaitre un encadrement aussi précis que ’on souhaite de la probabilité de collision
instantanée. La proposition suivante donne un outil pratique pour calculer cet encadrement.

Proposition 11. Pour tout € > 0, l'implication suivante est vraie :

(n > max(Ny, Ni(¢)) — 1) = (u, — I}, < ¢), (2.102)

afexp (1/2 + pR2QY)

ot N = [2epR? (1 + Q)] et Nj(e) = [log, T Opiee

63



Démonstration. Tout d’abord, on remarque que :

/
un_ln

I, (exp (pR* (14 Q)) 1+ Q)" (n+2) — 1)

D’aprés l'inégalité de Stirling, on a :

D’ou :

n n

~

/
n <

<

< Li(n+2)(1+Q)"exp (pR* (1+Q)).

V2ag exp(—pR*)p" R*"+5en 2

™

(n + 2)(n + 2)n+2

Pour tout n > N; — 2, on a donc :

/ /
unlng(

D’autre part, par définition :

d’ou le résultat.

1

2

.

vn+ 2pm

"ajexp (1/2 + pR?Q)

V14 Q/p%ﬂ'

(3)

2.3.5 Reésultats numériques

N2 o exp (1/2 + pR*QY) -
VIFUpin -

epR? (1 + Q’))"+1 V2a{Rexp (1 + pR*QY)
n+ 2 '

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

Le Théoréme 2 a été testé numériquement sur des cas tests issus du Chapitre 13 de Chan [28].
Les résultats sont répartis dans trois tableaux. Le Tableau 2.6 (respectivement 2.7) traite des cas
d’une fonction gaussienne isotrope dont le pic est centré (respectivement non-centré) sur l’origine.
Le Tableau 2.8 propose des exemples ou la distribution gaussienne est anisotrope. Pour chaque
exemple, on obtient une valeur égale a la référence donnée par ’auteur. Dans le premier tableau, il
s’agit d’une formule analytique, tandis que dans les autres cas, cette valeur de référence est calculée
par intégration numérique pure.

Dans certains cas, les bornes analytiques [, et u{, sont du méme ordre de grandeur que la
probabilité de collision, ou bien d’un ordre de grandeur suffisamment proche pour donner une
information qualitative intéressante sur celle-ci. Dans d’autres cas, ’encadrement est trop large
pour étre réellement utile. Cela s’explique par le fait que, dans le cas 3-D, les inégalités théoriques
obtenues sont plus larges que dans le cas bidimensionnel. En effet, pour les obtenir, on a du encadrer
la fonction Gamma a l’aide de factorielles, étape qui n’apparaissait pas dans la Section 2.2.

Parameétres (m) Quantités (-)

01,02,03 R B, 2, 3 I Pe ug
1,1,1 10 0,0,0 1.60 x 10~T | 1.00 x 10° 7.98 x 100
1,1,1 5 0,0,0 3.19x 1071 | 1.00 x 109 3.99 x 10°
1,11 1 0,0,0 1.44x 107" | 1.99 x 10T | 3.14 x 10T
1,1,1 0.5 0,0,0 2.30 x 1072 | 3.09 x 1072 | 4.69 x 1072
1,1,1 0.1 0,0,0 1.99 x 107% | 2.65 x 10~% | 3.98 x 10~*
1,1,1 0.05 0,0,0 249 x 1075 | 3.32x107° | 498 x107°
1,1,1 0.01 0,0,0 1.99 x 1077 | 2.66 x 1077 | 3.99 x 107"
1,1,1 0.005 0,0,0 249 x 107% | 3.32x10°% | 4.98 x 10°%
1,1,1 0.001 0,0,0 1.99 x 10710 [ 2.66 x 1010 | 3.99 x 10~10
1,1,1 0.0005 0,0,0 2.52 x 10711 | 3.32 x 10~ | 4.98 x 10~ T
1,1,1 0.0001 0,0,0 0 2.66 x 10713 [ 3.99 x 10°13

TABLE 2.6 — Résultats numériques pour des cas isotropes centrés.
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Parameétres (m) Quantités (-)

01,02,03 R M1, L2, U3 16 PC ’U,6
1,1,1 0.5 | 0.5,0,0 2.03x 1072 [ 274 x 1072 | 4.17 x 1072
1,1,1 0.5 1,0,0 139 x 1072 | 1.92x 1072 | 2.94 x 1072
1,1,1 1 0.5,0,0 127x 107" | 1.80 x 10T | 2.87 x 1071
1,1,1 1 1,0,0 873x1072 | 1.32x 1071 | 219 x 1071
1,1,1 2 1,0,0 288 x 1071 [ 6.02x 1071 | 1.67 x 10°
1,1,1 1 2,0,0 1.95x 1072 | 3.85x 1072 | 7.60 x 1072
1,1,1 2 2,0,0 6.41 x 1072 | 3.0l x 1071 | 3.92 x 10°
1,1,1 1 5,0,0 5.36 x 1077 | 491 x107% | 1.14 x 10~%
1,1,1 1 10,0,0 [ 278 x1072 [ 1.01 x 10720 | 217 x 10~ 13

TABLE 2.7 — Résultats numériques pour des cas isotropes non centrés.

Parameétres (m) Quantités (-)

01,092,053 R M1, L2, U3 16 PC u()
1,2,3 1 0,0,1 227 %1072 ] 3.68x 1072 | 6.23 x 102
1,2,3 1 0,0,10 | 9.27x107° | 1.70x10~* | 3.05 x 10~*
1,2,3 10 0,0,1 2.52x 10721998 x 1071 | 5.84 x 10™7
2,3,10 1 0,1,0 2.90 x 1073 | 4.05 x 1073 | 6.20 x 103
2,3,10 1 0,100 [ 1.18 x107° | 1.86 x 107> | 2.99 x 102
2,3,10 | 10 0,1,0 4.03x1072 | 6.41 x 107! | 4.99 x 103

TABLE 2.8 — Résultats numériques pour des cas anisotropes non centrés.

En ce qui concerne le nombre de termes nécessaires & une bonne évaluation de la probabilité,
il s’avere en général plus élevé qu’en 2-D, toujours parce que les encadrements du reste de la série
ont été obtenus par des inégalités plus larges. Pour obtenir les valeurs affichées dans les tableaux
précédents, la Proposition 11 préconise entre 1 et 496 termes selon les paramétres d’entrée. Comme
dans le cas bidimensionnel, ce nombre augmente de maniére drastique plus R est grand devant o;.

Conclusion

Une nouvelle méthode de calcul de l'intégrale d’une fonction gaussienne sur une boule eucli-
dienne a été présentée. La version 2-D trouve son application dans l’évaluation du risque pour
les rapprochements rapides [2, 28] et la version 3-D dans le calcul de probabilités de collision
instantanées [28]. Contrairement aux autres méthodes de la littérature, elle est basée sur une for-
mule analytique exacte. Cette derniére a la forme d’une série entiére préconditionnée par un terme
exponentiel. Numériquement, elle se comporte favorablement, comme illustré par les nombreux
exemples académiques et réels, notamment grace a la positivité des termes de la série. Dans le cas
bidimensionnel, la formule obtenue est particuliérement intéressante car la preuve a été faite qu’il
s’agit de la version exacte de la formule approchée de Chan [28]. De plus, on dispose de bornes
analytiques sur le risque de collision. Cet encadrement, évaluable presque instantanément, permet
une estimation qui se révéle bien souvent étre d’une finesse suffisante d’un point de vue de ’analyse
mission, comme le montrent les cas tests réels.
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Conclusion

Cette premiére partie de la thése traite des méthodes de calcul de probabilités de collision.
Plus particuliérement, elle est dédiée au modéle du rapprochement rapide [10, 2, 28, 33] et de la
probabilité de collision instantanée sous incertitudes gaussiennes [28]. Le premier englobe une large
part des rencontres réelles, pour lesquelles les vitesses relatives sont grandes, tandis que la seconde
fournit une borne inférieure du risque dans un cadre plus général. Mathématiquement parlant, ces
deux calculs de probabilités reviennent & évaluer l'intégrale d’une fonction gaussienne sur une boule
euclidienne, respectivement en dimensions 2 et 3. La nouvelle méthode, détaillée dans le Chapitre
2, se démarque de celles de la littérature du domaine spatial, décrites dans le Chapitre 1, par le
fait qu’elle n’est basée ni sur un schéma numérique d’intégration ni sur une formule analytique
approchée, mais bien sur une formule analytique exacte. Cette derniére est obtenue & l’aide de
deux outils principaux. D’une part, la transformée de Laplace, qui sert ici & développer en série la
fonction intermédiaire au calcul de la probabilité. D’autre part, la technique de préconditionnement
qui permet d’évaluer efficacement les fonctions holonomes i.e. développables en série entiére dont
les coefficients vérifient une formule de récurrence linéaire a coefficients polynomiaux. Un des
avantages de la méthode repose sur le fait que l'intégrale est évaluée & ’aide des sommes partielles
d’une série convergente & termes positifs, ce qui permet numériquement d’approcher par valeurs
inférieures la probabilité de collision sans difficulté. On dispose méme d’informations sur 'erreur
de troncature, permettant ainsi de certifier la précision du calcul. De plus, des bornes analytiques
sur la probabilité de collision elle-méme sont données et constituent dans la plupart des cas un
outil pratique d’une grande utilité pour estimer rapidement le risque associé & une rencontre.
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Deuxiéme partie

Calculs de manoceuvres d’évitement
de collision
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Introduction

Le second volet de la thése est consacré a I’évitement du débris par ’objet primaire. Il s’agit
de concevoir pour ce dernier une série de manceuvres a effecteur résultant en une probabilité de
collision inférieure a un seuil de tolérance donné. Une telle stratégie est nécessaire dés que le risque
associé a une alerte de collision dépasse cette valeur critique fixé par 'opérateur. On considére un
type de propulsion chimique & poussée forte : en conséquence, les manceuvres sont classiquement
[105] modélisées par des incréments de vitesse instantanés, appelés impulsions. La performance
d’une stratégie d’évitement est évaluée par un critére de minimisation de la consommation de
carburant, afin de réduire au maximum l'impact sur la durée de vie de la mission. Sous I’hy-
pothése des poussées instantanées, la consommation d’ergol s’écrit comme la somme des normes
des impulsions réalisées [106, Chapitre 6]. D’autre part, le calcul de manceuvres est soumis & des
contraintes d’origines diverses. En premier lieu, on cherche bien str & rendre la probabilité de
collision sur I'intervalle de temps J considéré, notée P, inférieure au seuil de tolérance. Il s’agit
14 d’une contrainte probabiliste. De plus, on peut avoir des conditions sur la trajectoire de 1’ob-
jet primaire. Par exemple, il est envisageable de vouloir inclure dans le plan de manceuvres le
retour, en temps voulu, sur 'orbite nominale. Dans cette introduction, on formule en toute gé-
néralité la question de la conception d’une stratégie d’évitement de collision comme un probléme
d’optimisation sous contrainte probabiliste ("chance-constrained optimization" dans la littérature
anglophone [117, 96, 18, 48]). Les caractéristiques d’un plan de manceuvres, et donc les paramétres
d’optimisation, sont :

— N € N* le nombre de manceuvres,

-t < --- <ty € J leurs dates d’exécution,

— AVi,...,AVy € R3? les impulsions.

Pour étre exact, il faudrait considérer les dates et composantes des impulsions comme des variables
non déterministes, du fait de 'incertitude liée & I’exécution d’une manceuvre. En effet, des impréci-
sions sur la réalisation d’une poussée (par exemple au niveau de la direction et de ’amplitude [77])
existent. Néanmoins, le probléme est déja complexe en négligeant ces aléas, et il est possible de
compenser cette approximation en prenant des marges sur les solutions obtenues ainsi. Finalement,
le probléme d’optimisation s’écrit :

Probléme 1.

N
. f PI(N,t;,AV;) <e
iy, 2 AVl sous Ut Av 26

ou :

— g =1 ou 2 selon la configuration des tuyéres considérée ;

— € €]0, 1] est le risque maximum autorisé, défini par I'utilisateur;

— b représente des conditions sur la trajectoire moyenne de 1’objet primaire.
En toute généralité, le Probléme 1 est difficile, principalement & cause de la nature probabiliste
de la contrainte. En effet, le simple calcul de la probabilité de collision elle-méme peut se révéler
ardu. Par exemple, dans la premiére partie (Sections 1.2.1 et 2.2), on a vu que l’on savait calculer
la probabilité de collision en rapprochement rapide lorsque les incertitudes au temps de référence
étaient de type gaussien. Malheureusement, dans le cas général, I'introduction de manceuvres, du
fait de la non linéarité de la dynamique orbitale, modifie la nature des vecteurs aléatoires, qui ne
sont donc gaussiens. En d’autres termes, bien qu'il soit possible de calculer P (N, ¢;,0) i.e. le risque
sans manceuvres, il est difficile d’évaluer PJ (N, t;, AV;). Lorsque I’on sort du cadre des rencontres
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rapides, méme le calcul de PJ (N, t;,0) devient problématique (cf. par exemple le Chapitre 8 de
[28]). Il apparait donc nécessaire d’utiliser des hypothéses simplificatrices ou des relaxations pour
obtenir une formulation du probléme susceptible d’étre résolue efficacement.

Dans le Chapitre 3, on se place dans un cadre ou le mouvement relatif peut étre considéré
comme rectiligne et ’on s’autorise une unique manceuvre d’évitement, exécutée & une date fixée
a lavance. L’utilisation de la notion de tube de collision permet d’exprimer la condition de non-
collision en fonction des parameétres du probléme & l’aide d’une unique inégalité. On propose alors
deux méthodes pour résoudre le probléme : la premiére se base sur une approximation des lois
de distribution pour calculer la probabilité de collision et la seconde utilise 'approche dite des
scénarios [22, 23] pour produire des solutions admissibles de plus en plus optimales. Le Chapitre 4
considére le modéle des rapprochements lents [28], qui permet une linéarisation de la dynamique
képlerienne des objets autour de 'orbite primaire de référence. La contrainte sur le risque global de
collision est alors remplacé par des contraintes sur le risque instantané. A la suite d’une relaxation,
4 savoir un recouvrement polyédral de la sphére combinée, on arrive & un probléme sous contraintes
probabilistes linéaires jointes. Deux approches sont proposées pour le résoudre. La premiére est
directe et se base sur un choix judicieux de polyédres cubiques afin d’obtenir une expression
analytique des contraintes. La seconde s’appuie sur le principe de sélection du risque [17]. Cette
seconde relaxation permet d’obtenir un probléme sous forme déterministe avec des contraintes
disjonctives, que ’on peut résoudre dans le cadre de la programmation linéaire mixte en variables
réelles et binaires.
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Chapitre 3

Stratégies d’évitement de collision en
rapprochement rapide
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Ce chapitre est consacré a I’évitement de collision pour des rencontres rapides. L’hypothése de
mouvement rectiligne de ce modéle permet de travailler avec un ensemble géométrique de collision
ayant la forme d’un cylindre circulaire droit de hauteur infinie. Comme dans la référence [93], les
effets de la manceuvre sont calculés en supposant une dynamique képlerienne. En conséquence,
la propagation des orbites peut étre faite analytiquement, par exemple grace aux coefficients de
Lagrange [13, 36, 54]. On cherche un plan de manceuvres sous la forme d’une unique impulsion,
réalisée & une date avant la conjonction fixée par l'opérateur. En pratique, une telle action est
généralement suffisante pour réduire le risque de collision & un niveau acceptable [111]. De plus,
les effets de la poussée d’évitement sur lorbite de l'objet primaire sont en général faibles et les
corrections inhérentes peuvent étre intégrées aux manceuvres nominales de maintien & poste.

Dans la littérature, le processus d’optimisation est souvent subdivisé. Pour une date d’exécution
donnée, Patera et Peterson [93] recherchent d’abord une direction de poussée, avant de se consacrer
a son amplitude. De plus, certains auteurs considérent un critére géométrique en lieu et place
de la probabilité de collision pour contraindre 'impulsion. Dans la référence [111], la date et
la direction de la manceuvre sont fixées & I'avance de maniére heuristique, I'objectif étant de
réaliser une distance de plus proche passage donnée. On citera également article [20], ou une
linéarisation des fonctions par rapport aux composantes de 'incrément de vitesse est effectuée.
Cette approximation permet de calculer analytiquement une manceuvre maximisant la distance
de plus proche passage ou bien minimisant la probabilité de collision, ce qui ne correspond pas
véritablement & une contrainte probabiliste.

Deux méthodes sont proposées ici pour résoudre le probléme d’optimisation sous contrainte
probabiliste considéré. La premiére est basée sur une approximation des lois de distribution. On
réalise des développements de Taylor en fonction du vecteur aléatoire pour calculer les effets de
la manceuvre, permettant ainsi de conserver la nature gaussienne des incertitudes et de calculer
la probabilité de collision a I’aide de la formule classique en rencontre rapide (cf. Section 1.2.1 du
premier chapitre). Ceci est fait & I'aide de I’algorithme présenté dans la Section 2 du deuxiéme
chapitre. La seconde méthode se base quant & elle sur ’approche dite des scénarios [22, 23]. Cette
technique aléatoire offre une chance d’obtenir une solution admissible au probléme probabiliste.
Sous des hypothéses de convexité, il existe une garantie théorique sur cette quantité [23], bien que
celles-ci ne soient pas vérifiées dans le cas présent. Néanmoins, itérer la résolution de problémes de
scénarios reste un moyen pratique efficace d’obtenir une solution admissible et peu cotteuse.

Le chapitre débute par la Section 3.1 qui présente le probléme d’optimisation sous contrainte
probabiliste. Ensuite, les deux méthodes de résolution sont décrites : par approximation des distri-
butions (Section 3.2) et selon ’approche par scénarios (Section 3.3). Enfin, la Section 3.4 compare
les méthodes sur deux cas tests.

3.1 Formulation du probléme

Le contexte est celui d’une conjonction entre deux objets spatiaux de forme sphérique en
rapprochement rapide [10, 2] : les incertitudes sur les vitesses sont négligées et la trajectoire relative
est considérée comme rectiligne. Le risque de collision, calculé a partir des données fournies par une
alerte selon les méthodes développées dans la Partie I, est supposé supérieur au seuil de tolérance
€, d’ou la nécessité d’une stratégie d’évitement. On supposera dans la suite que la propulsion est
chimique, ce qui nous permettra d’assimiler la poussée & un incrément de vitesse instantané.

Définissons maintenant les données fournies par l'alerte de collision & l'instant de référence
t = 0. On note = = (E,, Z;) le couple de vecteurs aléatoires, & valeurs dans R3 x R3, décrivant les
positions des objets primaire et secondaire & ¢ = 0. On fait I’hypothése qu’ils suivent des lois de
distribution multinormale indépendantes :

E.p ~ Ng(uap, ) ), Es ~ ./\/3(/155, Y= )

= B,

Dans le cadre des rapprochements rapides, les vitesses sont considérées comme déterministes et
notées respectivement 172 et ©0. Elles sont notées avec une barre pour ne pas les confondre avec les
vitesses & t = 0 lorsqu’une manceuvre a été effectuée, et qui dépendent alors des incertitudes.
Dans ce chapitre, on s’autorise une unique impulsion AV, exécutée a une date ¢t = 7 fixée a
Pavance et antérieure a la rencontre (7 < 0). A noter que le choix de 7 peut étre heuristique ou
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dicté par des contraintes opérationnelles. Il est également possible de faire varier cette date afin
de comparer les solutions ainsi obtenues.

Le probléme d’optimisation consiste alors & minimiser la consommation associée tout en rame-
nant la probabilité de collision sous un seuil acceptable. On considére ici le cas d’une unique tuyére
orientable, ce qui nous permet de définir la consommation par la norme euclidienne de 'impulsion
AV [106]. Pour lever la non-différentiabilité, le critére de minimisation peut étre remplacé, sans
changer les solutions, par son carré |AV]|3.

Dans le cadre d’un mouvement rectiligne, nous avons vu au Chapitre 1 que l’ensemble de
collision peut étre assimilé & un cylindre droit infini, appelé tube de collision. Ceci nous permet
d’exprimer, pour une occurrence £ = (&, ;) du vecteur aléatoire E, la condition de non-collision
a laide d’une unique équation ¢(AV,€) > 0, dont le calcul est détaillé ci-aprés. La contrainte
probabiliste associée s’écrira alors sous la forme : P{c(AV,E) < 0} < e. Autrement dit, on réévalue
la probabilité de collision a 'instant ¢ = 0 aprés qu’une manceuvre ait été effectuée au temps t = 7.

Le probléme d’évitement s’écrit finalement :

Probléme 2.
min |AV |2 sous P{c(AV,Z) < 0} < e.

Remarque 5. Pour que l’hypothése de mouvement rectiligne reste valable quelle que soit U'impul-
siom, il est nécessaire de limiter 'amplitude de cette derniére. En pratique, on utilisera dans les
applications des contraintes de boites sur les composantes de AV .

Revenons maintenant & ’expression de la fonction de collision c. Etant donnée une occurrence &
une occurrence des variables incertaines de position, on définit (r)(AV,&,),v)(AV,&,)) le vecteur
position-vitesse de 1’objet primaire & t = 0 lorsqu’une manceuvre AV a été réalisée a l'instant
t=r.

Condition géométrique de non-collision

Rappelons que sous ’hypothése de mouvement rectiligne, le domaine de collision & ¢t = 0 peut
étre vu comme un ensemble tubulaire. Comme pour le calcul de la probabilité dans la Section 1.2,
on étend ce tube de collision & 'infini, ce qui revient & considérer que l'intervalle de temps de la
rencontre est R. Ainsi ’ensemble de collision, dans ’espace des conditions initiales, est un cylindre
infini de révolution, d’axe orienté selon la vitesse relative et de rayon R égal & celui de la sphére
combinée (voir Figure 3.1).

o
/ Ri vg — 0
.| N W%
(0,0,0)

F1GURE 3.1 — Tube de collision.

La condition de collision s’exprime alors & I’aide d’une unique inégalité, fonction des grandeurs
rO(AV, &), vI(AV, &), & et 0. Elle traduit le fait que la norme de la projection de la position
relative sur le plan orthogonal & la vitesse relative doit étre inférieure au rayon combiné des objets
R. Mathématiquement, cela s’écrit :

WAV &) — 00 \?
\/ IRV, 6) — 17— ((2(aV.6) — 607 EEPE ) <R (s
Cela est équivalent a la condition ¢(AV,¢) < 0, en posant :
2
— 1,0 o2 0 _eN\T US(Avap)_@(s)  p2
C(AV, f) - ||’rp(AVva gp) gs” ((Tp(AV7 gp) gs) ’ va(AM gp) _ {}2” R*. (32)
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Reste enfin & calculer I'état propagé (r)(AV,&,),v)(AV,&,)) lorsque une manceuvre a eu lieu.
Observons que ’expression précédente est indépendante du modéle de propagation d’orbite.

Propagation des trajectoires

Comme dans [93], on considére que effet du AV peut étre calculé sans prendre en compte les
perturbations orbitales. Ainsi, on peut propager I’état de I’objet primaire & 1’aide des coefficients
f et g de Lagrange (voir Annexe C pour les détails sur ces fonctions). Le principe est le suivant :
étant donneé I'état initial (£, 7)),

1. on le propage dans le passé pour obtenir les position et vitesse (17(&,),v;,(£p)) de T'objet

primaire & t = 7 avant manceuvre :

T;(fp) =f (51775277') &bty (§pﬂ72, T) 727 (3.3)
vp (&) = [ (&, 05, 7) & + § (4,09, 7) Bp. (3.4)

2. On applique l'incrément de vitesse AV.

3. On propage dans le futur jusqu’a ¢t =0 :

ro(AV, &) = f (15 (&), v (&) + AV, =7) 17(&) + g (15 (&), vp (&) + AV, =7) (v7 (&) + AV),(3.5)
US(AV’ &) = f (T;(§p>v U;(fp) + AV, _T) T;T;(gp) +9 (r;(fp)v U;(fp) + AV, _7') (U;(fp) +AV).(3.6)

En injectant ces équations dans (3.2), on obtient ainsi une expression analytique pour ¢ ne
dépendant que de 'impulsion et des incertitudes. Néanmoins, malgré le caractére quadratique et
convexe de la fonction coit, le Probléme 2 reste difficile & résoudre du fait de la nature probabiliste
de la contrainte. De plus, méme pour un £ donné, I'inégalité ¢(-,£) > 0 ne présente pas de propriété
de convexité.

3.2 Résolution par approximation des distributions

La premiére méthode utilise la formule classique de rencontre rapide pour calculer la probabilité
de collision (cf. Section 1.2.1). La difficulté est que, dans le cas général, pour un AV non nul, le
vecteur aléatoire de position de 'objet primaire a4 ¢ = 0 n’est pas gaussien et sa vitesse n’est pas
une fonction déterministe. Or, ces propriétés sont nécessaires pour l'utilisation de la dite formule.
On va donc réaliser des approximations pour se ramener dans une configuration adéquate.

Le moyen le plus naturel pour conserver la nature gaussienne de la position consiste & linéariser
ce vecteur par rapport au parameétre incertain, en écrivant :

ro(AV, ) = 1) (AV, uz,) + Oarp (AV, pz, ) (1) — piz,), (3.7)

ou la notation 0y désigne la dérivée partielle par rapport a la seconde variable de la fonction
considérée. D’autre part, la méthode la plus simple pour que le vecteur vg(AV,E) ne soit plus
concerné par les incertitudes, consiste & faire 'approximation & 1’ordre 0 suivante :

AV, ) = (A, pz, ). (3.8)

Avec les simplifications précédentes, on est bien sous les hypothéses classiques de la rencontre
rapide, méme aprés application de la manceuvre AV'. Il est donc possible de calculer la probabilité
de collision P{c(AV,Z) < 0} avec la formule de rencontre rapide selon la méthode détaillée dans la
Section 2.2. Dans ces conditions, la contrainte probabiliste du Probléme 2 devient facile & évaluer
et la résolution de ce dernier est possible a ’aide d’outils classiques d’optimisation.

En pratique, pour utiliser la formule de rencontre rapide pour la probabilité de collision, on
a besoin des deux premiers moments du vecteur position de l'objet primaire au temps ¢t = 0.
L’équation (3.7) permet d’obtenir I’espérance :

E(rp(AV,Ey)) = rp(AV, pz,), (3.9)
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et la matrice de covariance :
E((rp(AV, Ep)—E(rp (AV, Ep))) (rp(AV, E,) —E(rp (AV, Ey))) ") = 8arp (AV, iz, ) B, 527"2(AVE

Cette derniére équation nécessite la connaissance de dyry. D’apres (3.5), pour &, € R?, on a :

P)T'

I
3.10)

= [1]

0erO(AV, &) =f (5, 0] + AV, ~7) Jur +10(0f (7,05 + AV, =7)" Jpr +8f (r], 0] + AV, —7)" J,7)

p’p p’-p p’p

+ v;(alg (TT vl + AV, —T)T JT; + Oog (rT vl + AV, —T)T Jy;),

p’p p’p

ou J désigne la matrice jacobienne des fonctions concernées. Or, d’aprés (3.3) et (3.4), on a :

Jus (€)= E01f (65,0%,7)" + 6,019 (6,00, 1) + f (65,00,7) 1,
o7 (65) = &0 f (6,00, 7) " + 00013 (6,700, 7)" + F (6,70, 7) L.

Etant donnée la double approximation des équations (3.7) et (3.8), il n’existe pas de garantie que
la solution obtenue avec cette méthode soit admissible pour le Probléme 2. Il est donc nécessaire
de calculer a posteriori le risque réel associée a la solution. Ceci peut étre fait, par exemple, avec
une méthode de Monte Carlo.

3.3 Reésolution a I'aide de I’approche par scénarios

La deuxiéme méthode proposée recherche la solution optimale en comparant des solutions
admissibles produites par I’approche dite par scénarios. Cette derniére est présentée dans la Sous-
section 3.3.1 tandis que la Sous-section 3.3.2 présente l’algorithme itératif de résolution du Pro-
bléme 2. Enfin, la Sous-section 3.3.3 détaille le calcul du gradient de la fonction contrainte par
rapport aux variables d’optimisation, dont la connaissance est préférable pour les performances de
I’approche par scénarios.

3.3.1 L’approche par scénarios

L’approche par scénarios peut produire des solutions admissibles & un probléme d’optimisa-
tion sous des incertitudes modélisées de maniére probabiliste [22]. En lieu et place de contraintes
probabilistes, on cherche a résoudre un probléme min-max sur un grand nombre d’occurrences du
paramétre incertain. Dans le cas présent, la fonction coiit ne dépendant pas du vecteur aléatoire,
le probléme déterministe obtenu est une recherche de minimum.

Le probléme de scénarios

L’approche par scénarios vise a résoudre ce que ’on appelle un probléme de scénarios [22]. Tout
d’abord, on tire aléatoirement n vecteurs &1, ..., &" dans R3 x R®, représentant différentes positions
pour les objets primaire et secondaire & ¢t = 0. Le probléme par scénarios associé au Probléme 2
s’écrit :

Probléme 3.
Igi‘;l |AV[|3 sous ¢;(AV) >0 Vj=1,...,n,

ot ¢j 1 AV — ¢(AV, &),

A noter que la fonction cotit apparaissant dans le Probléme 3 est inchangée par rapport au
probléme d’origine, mais que la contrainte probabiliste a été remplacée par un nombre fini de
conditions déterministes, bien plus faciles & évaluer. En général, des solutions locales au probléme de
scénarios peuvent étre obtenues a ’aide d’outils classiques d’optimisation, et encore plus facilement
si le gradient de ¢ par rapport aux variables d’optimisation peut étre calculé analytiquement.

75



Solutions du probléme de scénarios

Définissons d’abord I'ensemble de faisabilité K¢, pour £ dans R3 x R? :
Ke ={AV : c(AV,¢) > 0}. (3.11)

Pour une occurrence { du paramétre incertain, I’ ensemble K¢ contient tous les vecteurs d’opti-
misation qui ne conduisent pas & une collision entre les objets. Lorsque ¢ varie dans R? x R3,
(3.11) définit une famille d’ensembles réalisables pour le Probléme 3. Si ces derniers vérifient une
propriété de convexité, alors il existe un résultat fort reliant la solution au probléme probabiliste
(voir ci-dessous).

Théoréme 3 (Probléme convexe incertain [23] en dimension 3). Si K¢ est conveze pour tout &
dans R3 x R3 et si n est tel que :

2

D Cie'(l—e)" ' < B, (3.12)

=0

alors il y a une probabilité 1 — 3, appelé niveau de confiance, pour que la solution AV* du
Probléeme 8 associé a &',. .., & vérifie :

P{c(AV*,Z) < 0} <. (3.13)

Ce théoreme signifie que, sous une hypothése de convexité des ensembles de faisabilité, il existe

une garantie, en termes de probabilité, pour que la solution d’un probléme de scénarios suffisam-
ment grand soit admissible pour le probléme probabiliste d’origine. Néanmoins, la solution ne sera
que sous-optimale car elle ne représente un optimum que pour un nombre fini d’occurrences du
paramétre incertain.
Dans le cas ou des ensembles de faisabilité K¢ ne sont pas convexes pour certains £ dans R? x R3, il
n’y a plus de garantie probabiliste théorique que la solution du probléme de scénarios soit admis-
sible. De plus, en général, la solution obtenue n’est qu’un optimum local du probléme de scénarios.
Dans le cas présent d’évitement de collision pour des trajectoires relatives rectilinéaires, il s’avére
que la propriété de convexité n’est pas vérifiée. En conséquence, méme pour des grandes valeurs
de n, il n’y a pas de garantie sur ’admissibilité de la solution par scénarios pour le probléme
probabiliste. Ainsi, la validité d’une solution doit étre systématiquement vérifiée a posteriori et
son optimalité ne peut étre évaluée que par comparaison avec d’autres méthodes disponibles.

3.3.2 Meéthode de résolution

On propose maintenant un algorithme, basé sur une résolution itérative de problémes a scéna-
rios, pour obtenir une solution sous-optimale au Probléme 2. Il s’agit une heuristique sans garantie
de convergence, mais qui en pratique donne de bons résultats.

L’algorithme proposé est le suivant :

Algorithme 2. Recherche itérative de résolution de problémes de scénarios.
Commencer avec k =0 et AV* = 0.
1. Incrémenter k et générer aléatoirement n scénarios.
2. Résoudre le probléme de scénarios correspondant.
(a) S’il n’y a pas de solution, retourner a l’étape 1.
(b) Sinon, soit AV* la solution obtenue. Aller a l’étape 3.
8. Comparer le coit |AV* |y a la valeur stockée | AV*||2.
(a) Si |AVF||y < ||AV*||2, aller @ étape 4.
(b) Sinon, retourner a l’étape 1.

4. Veérifier Uadmissibilité de AV pour le probléme probabiliste d’origine via une méthode de
Monte Carlo.

(a) Si P{c(AV* Z) <0} <e, faire AV* = AV et retourner a ’étape 1.
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(b) Sinon, retourner a l’étape 1.

La boucle s’arréte lorsque le nombre maximum d’itérations k est atteint. A noter que le choix
de la valeur de n est laiss¢ a 'utilisateur. Dans I'étude numérique 3.4, on a fixé empiriquement
k =100 et n = 1000.

3.3.3 Calcul du gradient de la fonction contrainte

Le Probléme 3 peut étre résolu a l'aide d’outils d’optimisation dédiés. Pour les utiliser, il
est nécessaire de calculer les fonctions contraintes ¢; (j = 1,...,n) et, si possible, leur gradient
V() = die(-,&7). Dans le modeéle considéré, le gradient de ¢ par rapport & AV peut étre calculé
analytiquement, permettant ainsi une résolution plus efficace. Le but de cette sous-section est
d’obtenir une expression de 9;c.

On commence par introduire les matrices jacobiennes 617‘2 et 81112 des vecteurs position et
vitesse de l'objet primaire 7’2 et vg par rapport a U'impulsion AV. Ces matrices peuvent étre
obtenues directement grace aux équations (3.5) et (3.6) :

817“2(AV, &) =0of (r],v) + AV, —7) ) + Oag (r],v; + AV, —7) vy, +g (r],v7 4+ AV, —7) I(3.14)

pYp prp P’ p
OV(AV, &) = Oaf (r],v] + AV, =7) 1] + 0ag (r] v + AV, —7) v7 + § (1], v} + AV, —7) [3.15)

Les dérivées partielles de f et g peuvent étre obtenues & partir de leurs expressions analytiques.

Définissons maintenant : 0 ~0
. up(AV, fp) —Ys
ENAS R

u’(AV, &) (3.16)

et réécrivons la contrainte c :
c(AV,€) = ¢(AV,€) — " (AV,€)?,
ot les applications ¢, ¢’ : R? x R3 — R sont définies par :
dAV.E) = [Irp(AV.&) - &5 - R,
CAV,E) = (1(AVE) &) u(AV.E,).

On a donc :
O c(AV,E) = 01 (AV, &) — 2" (AV,€)01c" (AV €).

La fonction ¢’ peut étre vue comme une fonction composée, & savoir :
H(AV,E) = 1AV, ) — & = [y (AV, &) = &ll3,
dont le gradient par rapport & AV est :
d(AV,€) = 201 (AV)(r)(AV, ) — &),

Passons maintenant au calcul de 9;¢”(AV, ). Dans la suite, la dépendance en AV est omise pour
ne pas trop alourdir les équations. La premiére étape consiste a calculer le gradient de ¢ en
fonction de la Jacobienne de u". Un calcul direct donne :

Orc” = o) u’ + 01 () — &),

La deuxiéme étape est le calcul de 0;u° et se révéle plus technique. La fonction u° peut également
étre vue comme une composée de fonctions :

W R3 xR — R3 Ly g3
_ v (AV,£p)— D0
(AV.6) = w(AV.4) =0 = RfGave)—oh

En utilisant le développement de Taylor & 'ordre 1 de la fonction ¢ : z € R? ﬁ, il vient :

Tp(z) = — (13 _ ”T) .

IEE l]13
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Ainsi :

81u0 = Jw(’vg — 52)81’02,
_ I - (vg — 178)(1)2 — T 811)2
[[vp — 02113 llop — |2
1 0, 0T 0
= m(lgfu u’") dyvy.
D s
Le gradient de ¢” est donné par :
) UOT
o = BlrgTuO + 701 p_o (Is — uOUOT)T (rg —&).
va — Ug H2
Finalement, le gradient de ¢ vaut :
T
(1) — &)
alc =2 (817’2 — M@lvg (Ig - UOUOT)(TE - 55) (317)
D s

3.4 Résultats numériques

Dans tous les exemples proposés, la date de poussée 7 est fixée & une demi-orbite avant le
temps de référence. La période de l'objet primaire est calculée & partir de 'orbite moyenne. On
peut justifier ce choix d’une durée relativement courte par deux raisons. Premiérement, il permet
de valider I’hypothése de mouvement képlérien entre la manceuvre et la rencontre. Deuxiémement,
il laisse le temps de réévaluer le risque de collision plusieurs fois & la suite de nouvelles alertes,
pour éventuellement reconsidérer le besoin d’un changement de trajectoire. D’autre part, le seuil
du risque de collision est fixé a ¢ = 1074,

Le probléme d’optimisation par approximation des distributions et les problémes de scénarios
de I’ Algorithme 2 sont résolus sous Matlab(©) R2014a a ’aide de la fonction "fmincon" (méthode de
point intérieur). La durée de la résolution du premier est de I’ordre de la seconde, ce qui est environ
deux ordres de grandeur en dessous du temps moyen de résolution d’un probléme de scénarios.

Les solutions sont exprimées dans le repére orbital local (z,y, z) représenté sur la Figure 3.2.
Il est rattaché a I’état de I'objet primaire rétropropagé jusqu’a t = 7 a partir de (uz,, 172). L’axe
est orienté selon la vitesse orbitale, I’axe z est opposé au moment angulaire et ’axe y compléte le
repére orthogonal direct.

F1GURE 3.2 — Configuration de la manceuvre d’évitement de collision.

A des fins comparatives, une troisieme méthode de résolution a été implémentée. La probabilité
de collision y est calculée selon une méthode de Monte Carlo. La recherche d’optimalité est faite
par dichotomie, dans la direction z. L’algorithme s’arréte dés que le risque est dans l'intervalle
[0.99¢,¢]. Le choix de la direction se justifie par le fait que, pour une orbite circulaire, une ma-
neceuvre tangentielle maximise ’éloignement radial une demi-orbite plus loin et donc, intuitivement,
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augmente significativement la distance de plus proche passage [111]. L’effet d’une telle poussée est
représentée sur la Figure 3.3.

FI1GURE 3.3 — Manceuvre d’éloignement radial.

Pour chaque solution AV* produite par I’Algorithme 2, on présente un histogramme compta-
bilisant les distances (normalisées) de plus proche passage :

c(AV+, £)
pour un tirage aléatoire de 10* occurrences fi. Les grandeurs montrées étant logarithmiques, les
collisions correspondent aux valeurs négatives. Les batonnets bleues correspondent au cas non
controlé et les rouges a celui ou la manceuvre est effectuée. Cela permet de visualiser leffet de
cette derniére sur les trajectoires relatives.

3.4.1 Exemple 1

Ce cas test est une alerte réelle, donnée sous la forme d’un Conjunction Summary Message
(CSM), envoyée par le Joint Space Operation Center & EADS Astrium (maintenant Airbus Defence
and Space). Elle concerne un satellite sur une orbite circulaire & basse altitude. Du fait de la nature
des données contenues dans ’alerte, 'instant de référence est le temps de plus proche passage sans
manceuvre. La probabilité de collision s’éléve a 1.9 x 1073 (voir CSM1 du Chapitre 2).

Les différentes solutions sont données dans le Tableau 3.1. Il est notable que les trois résultats,
issus d’approches dissemblables, tendent & indiquer la méme direction optimale, confirmant ainsi
Iheuristique de la référence [111]. On remarque que, du fait de 'approximation réalisée dans le
cadre de la premiére méthode, la solution proposée n’est clairement pas optimale par rapport aux
autres. Elle reste néanmoins admissible, ce qui, pour rappel, n’est a priori pas garanti. D’autre
part, le risque associé a la solution par scénarios n’est pas tout a fait saturé, laissant ainsi une petite
marge d’amélioration possible. On voit, sur la Figure 3.4, comment la distribution des distances de
plus proche passage est éloignée de la zone de collision par la manceuvre (décalage vers la droite).

Meéthode AV, (mm/s) | AV, (mm/s) | AV, (mm/s) | [|[AV]2 (mm/s) | Risque (-)
Approximation -24.417 0.551 -0.003 24.423 6.9 x 10~°
Scénarios -22.363 1.768 0.000 22.433 9.7 x 1075
Dichotomie -22.344 0 0 22.344 1.0 x 10~

TABLE 3.1 — Solutions pour 'exemple 1.
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FIGURE 3.4 — Histogramme des distances de plus proche passage sans manceuvre (bleu) et avec la
solution par scénarios (rouge) pour lexemple 1.

3.4.2 Exemple 2

Cette rencontre met en scéne un objet primaire sur une orbite fortement elliptique. Les données
sont obtenues en modifiant un exemple de la littérature (cas 9 dans la référence [8]). Plus préci-
sément, le signe d’une des composantes de la vitesse moyenne de l'objet secondaire a été changé,
afin que le mouvement relatif soit approximativement une droite. Il est & noter que bien qu’Alfano
fournisse des valeurs pour les incertitudes concernant les vitesses au temps de référence, celles-ci
apparaissent comme négligeables et seront donc ignorées. Les valeurs moyennes sont fournies dans
le Tableau 3.2 et les matrices de covariance pour les positions dans les équations (3.19) (objet
primaire) et (3.20) (secondaire) :

67.01430 14.5722 31.3632

* 3.2133  6.8234 (3.19)
* * 14.7289
67.0146 14.5721 31.3630
* 3.2133  6.8234 (3.20)
* * 14.7288
Objet Primaire Secondaire
Position (km) [—5532.700 20132.674 40010.549] [—5532.694 20132.677 40010.554]
Vitesse (km/s) | [—1.450945 — 0.311609 — 0.671302] | [—1.450947 — 0.311608 0.671301]

TABLE 3.2 — Etat moyen des objets au temps de référence.

La probabilité de collision, sans manceuvre, s’éléve a 3.24 x 10~1. Une nouvelle fois, la solution
générée par la premiére méthode est la plus coiiteuse. Ceci se traduit par un risque associé trés
faible par rapport a la limite autorisée. Néanmoins, c’est de loin la plus rapide des trois méthodes.
D’autre part, on constate que la solution obtenue par dichotomie est 16.7% plus cotiteuse que celle
obtenue avec I’Algorithme 2. Cela s’explique par le fait que, pour une orbite non circulaire, la
manceuvre tangentielle ne posséde pas d’avantage particulier. Ceci illustre ’efficacité de 'approche
par scénarios qui permet de trouver des solutions peu cotiteuses dans des cas ou il est difficile de le
faire de maniére heuristique. La Figure 3.5 retranscrit visuellement l'effet bénéfique de I'impulsion
sur 1’éloignement des objets.
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Méthode AV, (mm/s) | AV, (mm/s) | AV, (mm/s) | [|AV |2 (mm/s) Risque (-)
Approximation -0.4779 -0.0825 -0.2357 0.5392 <1.00 x 107©

Scénarios -0.2430 0.0094 -0.1469 0.2841 8.04 x 10—°

Dichotomie -0.3315 0 0 0.3315 1.00 x 10~%

TABLE 3.3 — Solutions pour I’exemple 2.

4000 —
3500 —
3000 —
2600 —

2000 —

Tirages

1500 —

1000 —

500 —

logyo v/ + e/

FIGURE 3.5 — Histogramme des distances de plus proche passage sans manceuvre (bleu) et avec la
solution par scénarios (rouge) pour I'exemple 2.

3.5 Conclusion

Le chapitre traite du probléme de 1’évitement de collision lorsque les vitesses sont telles que
le mouvement relatif peut étre considéré comme rectiligne. Cette hypothése permet d’exprimer a
I’aide d’une unique équation la condition de non-collision en fonction des variables d’optimisation
et des paramétres incertains. De plus, les effets de la manceuvre sont calculés sous ’hypothése
du mouvement képlérien, ce qui permet d’utiliser des formules analytiques. Deux méthodes de
résolution du probléme d’optimisation sont proposées. La premiére consiste & approximer les lois
de distributions dans le but d’utiliser la formule classique pour la probabilité de collision en rap-
prochement rapide. Pour ce faire, on réalise des développements de Taylor par rapport au vecteur
aléatoire : & 'ordre 1 pour la position de 'objet primaire et & 'ordre 0 pour sa vitesse. La résul-
tante est un probléme qui est certes approché par rapport & celui d’origine, mais qui est également
trés simple dans sa structure et dont la résolution est relativement rapide. La seconde méthode
utilisée se base sur ’approche par scénarios, une technique aléatoire pouvant produire des solutions
admissibles pour des problémes d’optimisation sous contraintes probabilistes. L’avantage est qu’un
probléme de scénarios posséde une structure déterministe et que sa résolution par des outils clas-
siques d’optimisation peut tirer profit des informations de type gradient du systéme. L’itération
proposée dans I’Algorithme 2 multiplie les possibilités de trouver des solutions admissibles, aug-
mentant ainsi les chances de s’approcher d’un optimum global plutot que d’un minimum seulement
local.

Il est notable que ’approche par scénarios ne nécessite aucune hypothése sur la nature des
incertitudes, I'important étant de pouvoir effectuer des tirages des variables aléatoires : il n’est
donc pas nécessaire de considérer des modélisations gaussiennes des parameétres incertains ou bien
de négliger les incertitudes initiales portant sur les vitesses. Enfin, bien que la thése se concentre
sur des objets modélisés par des sphéres, la méthode par scénarios développée dans ce chapitre
peut étre étendue & d’autres formes géométriques de ’ensemble de collision, comme des polytopes.
En effet, ’essentiel est de pouvoir exprimer analytiquement avec un nombre fini d’équations la
condition de collision en fonction des variables d’optimisation et des paramétres incertains.
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Chapitre 4

Stratégies d’évitement de collision en
rapprochement lent
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’évitement de collision en rapprochement lent. Ce modéle
représente les conjonctions pour lesquelles les trajectoires des deux objets ne peuvent pas étre
approximées par des droites [28]. Selon la référence [38], cela arrive systématiquement dés que la
vitesse relative est inférieure a4 5 m/s. De telles situations ont typiquement lieu sur la ceinture
géostationnaire, ol les vitesses orbitales sont relativement faibles. Dans un tel cadre, il est envisa-
geable de linéariser la dynamique des objets par rapport & une référence commune [28]. L’avantage
de cette linéarisation est que les incertitudes restent de nature gaussienne au cours du temps et
que l'on sait donc calculer efficacement la probabilité de collision instantanée & n’importe quelle
date (voir Section 2.3). Ceci pousse & remplacer la condition de non-collision sur l'intervalle de
temps de la rencontre, difficile & calculer, par des conditions de non-collision en un nombre fini
d’instants. La difficulté reste que, du point de vue de 'optimisation, ces quantités ne présentent
aucune propriété particuliére par rapport & la commande qui faciliterait la résolution du probléme
d’évitement de collision.

L’approche proposée dans ce chapitre consiste & substituer a ce probléme, par I'intermédiaire
d’une relaxation, une nouvelle version, certes conservative, mais surtout plus facile a résoudre. Plus
précisément, on remplace la sphére combinée des objets, qui représente I’espace de collision, par
un polyédre la contenant. Ceci conduit & des contraintes probabilistes linéaires jointes et donc & un
probléme convexe. Deux méthodes de résolution sont alors proposées. La premiére, directe, consiste
& choisir judicieusement les polyédres afin d’avoir une expression analytique des contraintes. La
seconde se base sur une deuxiéme relaxation. Plus précisément, on utilise la méthode dite de "sé-
lection du risque" [17], qui permet de se ramener & une disjonction de contraintes probabilistes
linéaires individuelles. Les contraintes probabilistes scalaires de ce nouveau probléme disposent
d’une formulation équivalente sous forme déterministe, c¢’est-a-dire ne faisant plus intervenir direc-
tement de probabilité. Le probléme s’écrit alors comme un programme linéaire mixte en variables
continues et binaires, qui peut étre résolu par la méthode classique du "big-M" [41].

Dans la littérature, on retrouve essentiellement le sujet de I’évitement de collision en rappro-
chement lent dans le cadre de vol en formation ou d’opérations de proximité. Dans ce contexte,
certains auteurs [118] ne manipulent pas directement des probabilités. A la place, incrément de
vitesse est concu pour réaliser une certaine valeur de distance de plus proche passage, choisi par
Putilisateur. Dans le cadre de la mission PRISMA [61], des algorithmes sont proposés dans un
cadre d’optimisation robuste plutét que sous contrainte probabiliste. Cependant, ’objectif n’y est
pas d’éviter la collision directement, mais de concevoir de maniére conservative des manceuvres
d’évasion d’une zone de non-droit.

Pour commencer, la Section 4.1 décrit en détails le modeéle de rencontre (dynamique et incer-
titudes). Ensuite, la Section 4.2 s’intéresse a la formulation du probléme d’évitement de collision,
puis & ses reformulations successives pour arriver & un probléme mieux adapté & la résolution. La
Section 4.3 propose alors deux approches pour résoudre efficacement cette derniére formulation.
Enfin, la Section 4.4 présente des résultats numériques obtenus sur trois cas tests artificiels issus
de la référence [9].

4.1 Modélisation de la rencontre

Le probléme de départ consiste & réduire la probabilité de collision entre I’objet primaire p et
le secondaire s & un niveau acceptable. Pour ce faire, il s’agit de trouver une stratégie de poussées
en consommation minimale. Comme paramétres d’entrée, on dispose des lois de distribution des
positions et vitesses de chaque objet au début de la rencontre (¢t = ¢t). Afin de ne plus manipuler des
variables de décision qui soient des fonctions continues du temps, on fixe a priori la grille de dates
ty <ty < --- <ty auxquelles une manceuvre peut étre exécutée. Son choix peut étre heuristique
ou bien découler de résultats numériques obtenus antérieurement. Par défaut, cela peut étre une
discrétisation uniforme de [¢,¢]. Plus N est grand, plus la grille est fine, mais plus on augmente
le nombre de variables du probléme. Dans tous les cas, les paramétres de décision se limitent
aux composantes des incréments de vitesse instantanés AV;, puisque l'on fait I'hypothése d’une
propulsion chimique.
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4.1.1 Dynamique relative

On utilise des coordonnées relatives dans un repére orbital local, usuellement dénommé Local
Vertical Local Horizontal (LVLH) [54]. Il est attaché a la trajectoire nominale de ’objet primaire.
Plus précisément, il s’agit du repére (Op, Uy, Uy, i@.) (voir Figure 4.1). L’origine O, est la position
nominale du centre de gravité de ’objet primaire. Les vecteurs unitaires i, @i, @, sont orientés
selon les axes suivants :

— Axe z : direction radiale (nadir), orientée vers le centre de la Terre;

— Axe y : perpendiculaire au plan orbital nominal de 'objet primaire, orienté & ’opposé du

moment cinétique.

— Axe z : choisi tel que i, = 1y X U,.

FIGURE 4.1 — Repére orbital local.

L’hypothése de rapprochement lent signifie que le temps passé & proximité relative par les deux
objets est significatif. On considére que, pendant la rencontre définie par Uintervalle de temps
[t,t], leurs distances respectives & la position de référence de 'objet primaire sont négligeables
devant leurs distances respectives au centre de la Terre. Cette hypothése permet de linéariser les
équations du mouvement autour de cette orbite nominale. Dans une modélisation képlérienne des
trajectoires, le systéme différentiel est celui de Tschauner-Hempel [121], dont les solutions peuvent
étre exprimées a I’aide de la matrice de transition de Yamanaka-Ankersen [128].

Notons X, = (R,,V,) et X5 = (Rs, V) les coordonnées respectives des vecteurs position-vitesse
des deux objets dans le repére de travail. De par la nature linéaire de la dynamique, la propagation
de ces vecteurs d’état se fait linéairement selon les équations (4.1) et (4.2), pour ¢ € [t, 1] :

X,(t) = ®HLHX,(t)+ Y O(tt)BAV; (4.1)
i€{1,...,.N}
X0 = BEOX(0), (12)

ot ® est la matrice de transition de Yamanaka-Ankersen et B = [03 I3]T.

4.1.2 Incertitudes portant sur les positions et vitesses

On suppose que les incertitudes portant sur 1’état des deux objets & l'instant initial de la
rencontre (¢ = t) sont de type gaussien. Mathématiquement, cela s’écrit :

Xp(t) ~ No(px, @), Zx,),  Xs(t) ~ No(px, ), Zx.t))s (4.3)

ou les espérances et les matrices de covariance sont des paramétres d’entrée du probléme. Du fait
de la linéarité de la propagation de I’état, la nature gaussienne des incertitudes sur les vecteurs
position-vitesse est conservée au cours du temps. En d’autres termes, a tout instant ¢, les vecteurs
d’état des objets définissent un processus stochastique gaussien :

Xp(t) ~ No(px, ), Zx, ),  Xs(t) ~ No(px, 1), Zx.t))-
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D’aprés les équations de la dynamique (4.1) et (4.2), I'espérance et la matrice de covariance des
états de chaque objet sont données par :

px, =@t Dux, + X 2(t,4)BAVL, Bx, = 2(H1)Ix,0 200" (44)
i€{1, N}y o

px, ) = Pt Dpx, 1) Sx.m = (L) Ex, @0 (4.5)

De plus, on suppose que les deux vecteurs aléatoires de Gauss X, (t) et X,(¢) sont décorrélés i.e.
de covariance nulle. Grace & la linéarité des équations du mouvement, cette propriété est conservée
au cours du temps. En conséquence, le vecteur position-vitesse relatives X (t) = X, (t) — X,(¢) suit
lui aussi une loi multinormale :

X(t) ~ No(px (1), Zx (1))

ou :
pxe = ®B(ux,0 —bx.o)+ D, Bt ti)BAV;,
i€{1,...,N}
t; <t
Sxi) = 4L1)(Ex,0 + Ex.0)2t )"

Remarque 6. Les distributions de probabilité des positions et vitesses des objets, en tant que lois
marginales de vecteurs de Gauss, sont également de nature gaussienne. L’espérance s’obtient en
tronquant celle du vecteur position-vitesse et la matrice de covariance est une sous-matrice 3 x 3
de la matrice 6 x 6 décrivant I’état complet.

4.2 Formulation du probléme d’évitement de collision

Pour rappel, le but de la stratégie d’évitement est de maintenir le risque de collision sous un
certain seuil de tolérance, tout en minimisant la consommation de carburant associée. On fait
I’hypothése que les tuyéres de 'objet primaire ont une orientation fixe sur chacun des axes du
satellite. En conséquence, c’est la norme 1 qui permet d’évaluer le coit d’une impulsion [106].

En plus de la contrainte probabiliste de non-collision, on inclut dans le processus d’optimisation
une condition finale sur le vecteur position-vitesse moyen de I’objet primaire, par exemple un retour
sur la trajectoire de référence. Pour ce faire, on impose la condition p X, @) = Xy, ot X est une
donnée du probléme. Plus précisément, cela s’écrit :

N
O, Dux,w + > B, t)BAV; = X;. (4.6)

i=1
Il s’agit 1a d’une contrainte linéaire par rapport aux parameétres de commande AV;, i =1,..., N.

Ainsi, le Probleme d’évitement de collision s’écrit, :

Probléme 4.
PE <

N
min AV;||1 sous N
AV ; IVl sous @ Dx, 0 + 3 2 1) BAV; = Xy,
i=

La difficulté du Probléme 4 réside dans 1’évaluation de la contrainte probabiliste, et ce pour
deux raisons. Premiérement, on ne sait pas calculer analytiquement ’ensemble des conditions
initiales (¢ = t) aboutissant & une collision sur [, ], et deuxiémement, il faudrait pouvoir intégrer
efficacement une fonction de densité gaussienne sur ce domaine. Une alternative consiste & employer
une méthode de Monte Carlo, mais il s’agit 1a d’une technique cotteuse en temps de calcul. C’est
pourquoi on préfére substituer au Probléme 4 une version dont la structure est mieux adaptée a
une résolution numérique efficace.

L’évolution vers un probléme d’optimisation que I'on sait résoudre efficacement a lieu en deux
étapes. Pour commencer, on remplace la probabilité de collision sur 'intervalle [¢, £], que ’on ne sait
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pas calculer de maniére satisfaisante, par un nombre fini de probabilités de collision instantanées,
faciles & évaluer, sur une grille temporelle uniforme. La difficulté reste que ces nouvelles contraintes
probabilistes ne présentent aucune propriété intéressante vis-a-vis des variables d’optimisation.
Dans un deuxiéme temps, la sphére combinée des deux objets est remplacée par un polyédre qui
I’englobe. L’ensemble de collision est alors décrit par un nombre fini d’équations linéaires en la
commande.

4.2.1 Passage aux probabilités de collision instantanées

Comme il a été dit précédemment, le calcul de la probabilité de collision sur l'intervalle de
temps de la rencontre est difficile. En revanche, les incertitudes étant de nature gaussienne pour
tout ¢ €]t, [, on sait calculer efficacement la probabilité de collision instantanée i (cf. Chapitre
2, Section 2.3). Ce dernier point incite & modifier la contrainte probabiliste du Probléme 4. Ainsi, on
choisit de contraindre non plus le risque global, mais plutot la probabilité de collision instantanée
sur une grille temporelle uniforme i1 < iy < -+ < ity dans |t,7[- A noter que ce maillage est
différent de celui utilisé pour les dates d’impulsions. D’autre part, on sait que la probabilité de
collision instantanée est un minorant pour le risque global. Il faut donc lui imposer un majorant

¢’ plus petit que €, celui qui contraint Pct’t]. En pratique, un choix heuristique consiste & prendre
e = %5 avec Tp = 1 s [17]. Ce choix s’explique par le fait que ’on cherche, par 'intermédiaire
du risque instantané a chaque date t €]¢, ¢[, & avoir un effet sur la probabilité de collision pour un
intervalle de temps de longueur ¢ — t.

Au final, le probléme de substitution au Probléme 4 est le suivant :

Probléme 5.

Pt <o wE=1,... N,

N
min IIAV;||1 sous _ N
AV ; (L, px, @ + ; ®(%,t;,)BAV; = X;.

On s’intéresse maintenant aux propriétés, du point de vue de I'optimisation, du Probléme
5. Tout d’abord, en tant que somme de normes, la fonction coiit est convexe. De plus, elle est
différentiable partout sauf au niveau d’une impulsion de norme nulle. Regardons maintenant les

contraintes probabilistes du probléme. Pour & € {1,..., N}, la probabilité instantanée de collision
en tp est :
Pl = P{IR(E)3 < B2}, (4.7)
=P {||[I3 03]@(t, )X (1) + [I3 03] 30 @(f,t;)BAV|3 - R* < 0} - (4.8)
lt1§£k
Posons :

o u, = [I3 03] > @(t,t;)BAV;, fonction déterministe linéaire par rapport aux variables de
it <ty

t
décision AV},
o =i = [I3 03]D(¢,£) X (¢), vecteur aléatoire gaussien indépendant de la commande,
o afuk,Zk) = |lux + Zx||3 — R?, fonction traduisant la condition de collision.
On peut alors écrire la contrainte de non-collision & l'instant 5, sous la forme :

Pla(ug, Zx) <0} <€, (4.9)

Bien que ’on sache évaluer efficacement la contrainte probabiliste, la nature quadratique de la
fonction « fait que le Probléme 5 reste un probléme difficile. L’idée est alors de faire une hypothése
conservative mais raisonnable permettant d’obtenir une fonction linéaire en uy, dans le but d’avoir
une contrainte probabiliste convexe dont on connait une expression analytique du gradient.
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4.2.2 Recouvrement polyédral de la sphére combinée

L’ensemble de collision d’origine, la sphére combinée B3(0, R), est remplacé de maniére conser-
vative par un polyédre convexe i.e. un ensemble de R? défini par un nombre fini m d’équations
affines, ou de maniére équivalente, comme l'intersection de m demi-espaces.

Un exemple de polyédre recouvrant la sphére est un cube dont les faces sont tangentes a celle-ci
(voir Figure 4.2).

2R

FIGURE 4.2 — Exemple de cube contenant la sphére combinée des objets.

Plus généralement, si 1’on définit & chaque instant , (k= 1,...,N’) un polyédre qui contient
le domaine de collision :

{reR®:|rla<R}c{reR?: ﬂ (a;‘rkr <bjk) ¢ (4.10)
j=1

ot aj, €R? b, eR (j=1,...,m), alors :
P{IRE)2 < R} <P S (V(@fuR(E) < bjr)
j=1

A Daide de cette approximation polyédrale (4.10), le Probléme 5 est remplacé de maniére conser-
vative par :

Probléme 6.

m
N 'P{m(arfkR(fk)<bjk)}<€/ szl,...,Nl7
fgg}ZlMWh sous u ! N
i=1 (L, t)ux, @ + 21 D(1,t;)BAV; = Xy.
i=

Cette approximation est conservative dans le sens ot une solution admissible pour le Probléme
6 l’est aussi pour le Probléme 5. Le degré de conservatisme est directement lié¢ & la finesse de
I’approximation polyédrale de la sphére combinée. Plus le nombre de faces du polytope est élevé,
plus on s’approche de la sphére, mais plus la résolution numérique du probléme d’optimisation est
complexe. Il est possible de mesurer ce conservatisme en calculant a posteriori, pour une solution
du Probléme 6, les probabilités de collision instantanées sur la sphére combinée, afin d’estimer la
marge que l’on a sur les contraintes du Probléme 5.

Revenons aux propriétés des contraintes probabilistes, cette fois pour le Probléme 6. En repre-
nant les notations introduites précédemment, on a maintenant une condition du type :

m
P () (uk,Zx) <0) p <&, (4.11)
j=1
avec oj(uk,Zg) = a]Tkuk + aJT,CE;€ — bji. 11 s’agit 1a d’une contrainte linéaire séparable [48], qui

présente 'avantage d’étre convexe en la commande [96]. Ce genre de contrainte se distingue de
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m
celles dites individuelles, du type A (P{a; <0} <¢’), ot le symbole A désigne la conjonction. Des

contraintes probabilistes individuelles sont également convexes et plus simples & manipuler qu’une
contrainte jointe [48, 49]. Dans la suite, on propose deux méthodes de résolution du Probléme
6 : la premiére traite directement les contraintes jointes tandis que la seconde se raméne, par une
nouvelle relaxation, & des contraintes individuelles.

4.3 Deux méthodes de résolution

On propose maintenant deux approches pour résoudre efficacement le Probléme 6. La pre-
miére consiste & attaquer directement le probléme en choisissant judicieusement le recouvrement
polyédral de maniére & avoir des contraintes linéaires jointes calculables analytiquement. La se-
conde technique se base sur une relaxation supplémentaire, appelée sélection du risque [17], pour
substituer aux contraintes jointes des contraintes individuelles.

4.3.1 Approche directe

A un instant iy, un choix particulier est celui d’un polyédre cubique dont les faces sont perpen-
diculaires aux axes principaux de la matrice de covariance de la position relative des deux objets.
Cette derniére est donnée par la formule suivante :

Sriiy = s 03], ) (Sx, 1) + Sx, )@, 1) 13 05]7, (4.12)

et ne dépend pas des AV;. Soient of (I = 1,2,3) les valeurs propres de YR, € Pr la ma-
trice de passage vers le repére propre associé. Ces quantités sont toutes indépendantes de la loi
de commande. On pose alors Y}, = P,R(f;) et on remarque que by, = Pupip,y- Le probléme
d’optimisation s’écrit :

Probléme 7.
P{Y: € [-R,R?} <& Vk=1,...,N',

N
. g B N _
%?2 18Vilhsous 0 0@ )yun, 0 + 30 0 1) BAV: = X,
= - i=1

L’avantage est que l'on peut calculer la probabilité de collision avec ce cube de maniére analy-
tique. En effet, en notant les coordonnées du vecteur py, a l’aide du superscript (-), on a :

1 +R+R+R 3 (y /,L(l))2
—
P{Y: € [-R, R’} — / / /eXp (—Z 202Yk> dy1dyadys,
- l
R

+R 1
L fen (B,
o2 20'l2 ’

3 @) @
-R +R
= H 1 erf [ e + erf v, T , (4.13)
=12 V20, V20

x
ou erf est la fonction d’erreur, définie pour rappel par erf(x) = % il e~ ds.
0

Ainsi, on dispose d’une expression analytique de la probabilité de collision & l’aide de la fonc-
tion d’erreur. Cela permet de calculer analytiquement son gradient par rapport & la commande
8%%73 {Yi € [-R,R]?} = 52-P{Y; € [-R,R]*} QALV;MY’C' En effet, on a d’une part :

aﬂyk
OAV; e = { 03 sinon. (4.14)
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Et d’autre part, pour [ € {1,2,3} :
W _p\2 W4 R\ 2
9 exp (_ (H\?ﬁgl ) ) J,-exp (_ (M\;;%m )
——P{Y, € [-R,RP} =
) ’ a_ 0}
Iy, Vo (erf (“;%ULR> + erf (H\’}glR>>
(4.15)

En conclusion, la résolution du Probléme 7 est facilement traitable avec des outils classiques d’op-
timisation convexe [21].

V2P {Yi € [-R,R]}.

4.3.2 Approche par sélection du risque

Cette seconde approche pour la résolution du Probléme 6 est basée sur une nouvelle relaxation,
appelée sélection du risque [19]. Cette derniére permet par la suite, grace a la méthode du "big-M"
[41], d’arriver & un probléme d’optimisation linéaire mixte en variables continues et binaires que
’on sait résoudre efficacement avec des outils dédiés.

Relaxation par sélection du risque

La méthode de sélection du risque a été utilisée pour la premiére fois dans un cadre de pla-
nification probabiliste de trajectoire [17], bien que la dénomination actuelle ne soit apparue que
plus tardivement dans la référence [19] par exemple. Cette technique permet de remplacer les
contraintes probabilistes jointes du Probléme 6 par des contraintes individuelles.

On considére désormais le méme polyédre & chaque pas de temps, de sorte que les coefficients
aji et bj, sont inchangés lorsque k varie. Cet indice sera donc omis dans toute la suite. On a :

m

PQ (@l R(te) <b;) p <P{a]R(Ex) <bj}  Vi=1,....m, (4.16)
j=1

ce qui signifie que s’il existe j tel que P{afR(fk) < b} <& alors 77{
En utilisant la notation de disjonction \/, cela se résume en :

(P {a"R(i) < b)) <) — P4 (V"RG0 <b) b < (4.17)

1 j=1

=

J

La contrainte probabiliste jointe peut donc étre remplacée de maniére conservative par un ensemble
disjonctif de contraintes individuelles :

-

(P{a] R(ix) <b;} <¢'). (4.18)

j=1

Cette approche est qualifiée de "sélection du risque" car, plutot que de chercher directement une
forte probabilité de non-collision, on impose au vecteur de position relative d’avoir une forte chance
de se trouver dans au moins un des demi-espaces qui définissent le complémentaire du polyédre.
La sélection du demi-espace fait partie du processus d’optimisation. Ce découpage de I’ensemble
de non-collision est illustrée en 2-D sur la Figure 4.3, ou l'on voit que 'on peut définir trois
demi-espaces, tous inclus dans le complémentaire du polytope O, et dont I*union recouvre R2.

A la suite de cette relaxation, le Probléme 6 est reformulé de la maniére suivante :

Probléme 8.

al V (P{a] R(iy) <b;} <€) Vk=1,...,N’,
: Vv
i DAVl sous 77 v
=t O(t, px, ) + 2 ®(t,t;)) BAV; = X;.
=1
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FIGURE 4.3 — Sélection du risque pour un triangle.

Réécriture déterministe

La nouvelle contrainte (4.18) est une contrainte probabiliste individuelle. On peut néanmoins
la reformuler de maniére équivalente sous forme déterministe [17]. Le principe est le suivant : soit
Z une variable aléatoire de Gauss i.e. Z ~ Ni(uz,0%). Une contrainte probabiliste portant sur

Z peut étre traduite par une condition portant sur I'espérance pyz et 1’écart-type oz (voir [17,
Section II1.C]) :
P{Z <0} <& <= pz > V20zerf (1 —2¢). (4.19)

En appliquant (4.19) a :
Z = aj R(tx) — bj ~ N1(a] pgiyy — bis 0] Sgei,)as),

chaque contrainte probabiliste individuelle peut se réécrire en une condition déterministe linéaire
en ’espérance :
T p(} T
P {aj R(ty) < bj} <g — aj BRe,) = bj + cjr,

ol : cjp = /20! S gz, aerf (1 — 2¢'). En conclusion, le Probléme 8 est reformulé de maniére

équivalente de la facon suivante :

Probléme 9.

m
Y V (a?ﬂR(fk) 2 b + Cjk) Vk=1,...,N',
min > |AVi |1 sous {7 N
e ST, x,w + 2o (T, i) BAV; = X
=1

Vers une formulation linéaire mixte

Dans ce qui précéde, une forme déterministe (Probléme 9) du Probléme 8 a été établie, a I'aide
de conditions disjonctives. Deux derniers ajustements permettent d’aboutir & un probléme linéaire
mixte, que ’on sait résoudre a ’aide des outils éprouvés du domaine.

Premiérement, on cherche & se défaire du caractére linéaire par morceaux de la fonction cotit.
Pour cela, on introduit des variables d’écart classiques [14] AV[,AV;r appartenant a l’orthant
positif de R3 i.e. AVii > 0. Pour tout i € {1,..., N}, les substitutions suivantes sont effectuées :

AV, = AV, — AV, (4.20)

N

L’indice de performance E [IAV;||1, linéaire par morceaux, peut étre remplacé de maniére équi-
i=1

valente par la version linéaire suivante :

N
S AV + AV ) = 303 (A0 4 v ),

i=1 i=1 [=1

91



puisqu’a 'optimum, AV{*‘ =0ou AV;” =0 [14].

La disjonction est traitée a I’aide de la méthode classique dite du "big-M" [41]. Cette technique a
déja été utilisée pour I’évitement de collision sans incertitude [103]. On en rappelle ici briévement
le principe pour un cas mono-dimensionnel. Considérons la disjonction suivante de conditions
linéaires en la variable scalaire y :

Yy S Ymin OU Y Z Ymax-

Si la variable M est choisie suffisamment grande i.e. plus grande que n’importe quelle autre quantité
du probléme, alors les conditions précédentes sont équivalentes aux suivantes :

Y < Ymin + WM et —y < —ypax + Mw' et wHw <1,

ou w et w' sont des variables binaires : w,w’ € {0,1}. Par extension, on peut exprimer une
disjonction de contraintes dans R™ & l’aide de nombres entiers & valeurs dans {0, 1}.

En appliquant cette méthode au Probléme 9, on obtient un probléme d’optimisation mixte avec
2 x 3 x N = 6N variables continues et m x N’ variables binaires :

Probléme 10.

m .
A (Fipay + Mol 2 b+ ) Vh=1,... N,
j=1
N lwgllht <m —1 VkE=1,...,N,
min YAV |y sous § wi € {0,1}" VE=1,...,N’,
AVF w7 AVE>0 Vi=1,...,N,
p— N —
(I)(t,é)ﬂxp@) + Z (I)(t,tl)BA‘/z = Xf.
i=1

4.4 Reésultats numériques

Dans cette section, les deux méthodes de résolution proposées sont appliquées & trois exemples
issus d’un article d’Alfano [9, cas 1, 4 et 9], dans lequel il compare plusieurs méthodes de calcul de
probabilités de collision sans toutefois proposer de plan de manceuvres d’évitement. Ce ne sont pas
des scénarios réels, mais ils sont sensés étre réalistes. Le Probléme 7 est résolu selon 1’algorithme
SQP de fmincon sous Matlab(©) R2014a, tandis que le Probléme 10, équivalent au Probléme 8§,
est résolu a l’aide de Gurobi 5.6.0 [46]. Dans les sorties graphiques, qui simulent la dynamique
linéarisée, la solution du premier est représentée en bleu et celle du second en rouge. Dans le cas
de la sélection du risque, la sphére combinée est approchée conservativement par le cube suivant :

{(7‘1,7“277"3) ERB ] SR, r, <R Vi= 1,2,3}.

Ce polyédre est un bon compromis entre le nombre de faces (qui multiplie par N’ le nombre
de variables binaires) et la distance & la sphére (qui mesure le conservatisme du changement de
géométrie de ensemble de collision). De plus, ce cube en particulier, par ses symétries, ne privilégie
aucune coordonnée du repére par rapport & une autre pour la direction des impulsions. Enfin, sa
nature est similaire & celle des polyédres du Probléme 7, ce qui rend la comparaison entre les deux
approches plus pertinentes.

L’origine des temps ¢ = 0 est la date de plus proche passage lorsqu’aucune manceuvre n’est
effectuée. C’est en général autour de cet instant que les distances relatives sont les plus faibles et que
la probabilité de collision instantanée est la plus élevée. Pour cette raison, 'intervalle de rencontre
[t,t] est choisi tel que ¢ < 0 < ¢. En pratique, on détermine les distributions multinormales des
vecteurs aléatoires au temps ¢ en rétro-propageant ’état & ¢ = 0 (fourni par Alfano [9]). D’autre
part, on fixe le seuil de risque global € & 10™%, qui permet de déduire £’ en fonction de la durée de
la rencontre.

Pour chacun des exemples, on suppose que l'objet primaire se trouve en moyenne sur sa trajec-
toire nominale & I'instant initial (X, (¢) = 0) et on impose qu'il y soit au temps final (X, (¢) = 0).
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4.4.1 Exemple 1

Ce cas test décrit la conjonction de deux objets en orbite géostationnaire, pour laquelle la
distance de plus proche passage est inférieure au rayon de la sphére combinée. L’orbite de référence
de I'objet primaire admet un mouvement moyen n = 7.4996 x 107> s~! et une excentricité e =
0.0119. L’anomalie vraie (voir Annexe C) nominale & I'instant initial ¢ = —50000 s est vy = —0.6258
rad et le temps final est fixé & £ = 50000 s. Le rayon combiné des objets est R = 15 m et le seuil de
risque instantané ¢’ = 107, Les conditions initiales dans le repére de référence sont données dans
le Tableau 4.1 pour I’état secondaire moyen et dans I’équation (4.21) pour la matrice de covariance
de ’état relatif :

31074 0 —1963.5 253.5378 x 1073 0 —47.7226 x 1073
* 1.5 0 0 0.0828 x 10~3 0
* x  1469.2 189.5196 x 1073 0 35.7087 x 1073
* * * 24.4470 x 1076 0 4.6062 x 1076 (4.21)
* * * * 0.0045 x 10~6 0
* * * * * 0.8679 x 10~
R, () (m) [-2295.60 —3.99 388.17]
fv, (1) (mm.s™T) [50.35 —0.21 21.55]

TABLE 4.1 — Etat moyen de 'objet secondaire & I'instant initial.

Lorsqu’aucune manceuvre n’est réalisée, le risque instantané maximum, déduit & partir d’un
calcul sur Ihorizon ti,--- ,txs avec N/ = 500, s’éléeve & 9.74 x 1072 (contre 9.76 x 102 dans
la référence [9]). Les caractéristiques générales des solutions sont données dans la Table 4.2. De
maniére prévisible, la sélection du risque fait que la solution associée est plus coliteuse et moins
risquée que dans I'approche directe. Aprés élimination des impulsions négligeables (ici inférieures
en norme & 0.2 mm/s), on récupére les plans de manceuvres présentés dans le Tableau 4.3. 1l
est notable que dans les deux cas, toutes les impulsions obtenues ont lieu hors du plan orbital
de référence. En conséquence, la dynamique moyenne de l'objet primaire, visible sur la Figure
4.4, varie uniquement selon l'axe y. Par ailleurs, on observe bien un retour sur ’orbite nominale
dans le temps imparti. Les trajectoires relatives moyennes sont représentées sur la Figure 4.5. La
trajectoire non controlée est confinée dans le plan orbital de référence et a une forme cycloidale.
Celles causées par la réalisation de manceuvres s’en démarquent par leur composante hors-plan.

Probléme N | Calcul (s) | Cott (mm/s) | Risque inst. max.
Approche dir. | 20 152 3.682 1.31 x 10711
Sél. du risque | 250 159 4.651 1.27 x 10~ 12

TABLE 4.2 — Caractéristiques des solutions.

Instant (s) Composantes (mm/s)
Solution par approche dir. || Solution par sél. du risque

-19388 0 0 0 0| -1.540 0
-18421 0 | -1.095 0 0 0 0
-13158 0 | -0.437 0 0 0 0

9184 0 0 0 0| -1.553 0
23684 0 | -0.991 0 0 0 0
28947 0 | -0.558 0 0 0 0
37755 0 0 0 0| -1.558 0

TABLE 4.3 — Plans de manoceuvres.

93



Position moysnne

Vitesse moyenne

oy [mimse]
o

AY [mmis
T

FIGURE 4.4 — Dynamique primaire moyenne et impulsions selon I’axe y en fonction du temps.

100 —

-100—

=200 —

zim]

-300 —

-400 —|

500 —

-
W0 s o -

e e T

¥ [m]

]

FIGURE 4.5 — Trajectoires relatives moyennes controllées (trait plein) et libre (tirets).

En ce qui concerne la probabilité de collision instantanée maximale, les valeurs obtenues
s’avérent largement inférieures a &’ pour les deux approches (cf. Tableau 4.2). Ceci est révélateur
du conservatisme introduit par les relaxations effectuées. Dans un deuxiéme temps, il convient
également de vérifier ’admissibilité des solutions pour le probléme d’évitement de collision d’ori-
gine (Probléme 4), a savoir regarder si la probabilité de collision sur tout I'intervalle ne dépasse
pas € = 107%. Un tirage de 10° occurrences des conditions initiales n’a abouti & aucune collision.
Sur la Figure 4.6 est représentée en échelle logarithmique la limite inférieure de ’enveloppe des
distances relatives normalisées pour cet échantillon i.e. la distance relative minimale sur toutes
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les trajectoires simulées en fonction du temps. On observe une certaine marge par rapport a la
distance de collision (0 sur I’échelle logarithmique).

FIGURE 4.6 — Borne inférieure de la distance relative en fonction du temps pour un échantillon de
trajectoires controlées (trait plein) et libres (tirets).

4.4.2 Exemple 2

Ce cas test décrit la conjonction de deux objets en orbite géostationnaire, pour laquelle la
distance de plus proche passage est supérieure au rayon combiné. La position angulaire nominale
a l'instant initial £ = —60000 s est vy = —3.7326 rad et la fin de la rencontre est fixée & t = 120000
s. Le rayon combiné des objets est R = 15 m et le seuil de risque instantané ¢’ = 5.56 x 10719,
Les conditions initiales dans le repére de référence sont données dans le Tableau 4.4 pour ’état
secondaire moyen et dans 1’équation (4.22) pour la matrice de covariance de I’état relatif :

15526.4 0 —249.3 —21.1138 x 1073 0 —6.3890 x 1073
* 0 0 0 0.0015 x 1073 0
* * 5.8 0.5486 x 1073 0 0.1772 x 1073
k% 0.0532 x 10~ 0 0.0174 x 10~ (4.22)
* * * 0.0005 x 10~6 0
* * * * 0.0057 x 10~
fiR, (1) (m) [2193.9 4.1 —157.9]
py, (mms™1) | [-141 0.2 —13.3]

TABLE 4.4 — Etat moyen de I’objet secondaire a 'instant initial.

Lorsqu’aucune manceuvre n’est réalisée, le risque instantané maximum, pour une grille tempo-
relle de N’ = 600 dates, s'éléve & 3.46 x 1072 (contre 3.42 x 102 selon la référence [9]). Les deux
approches proposent exclusivement des poussées selon ’axe z (cf. Tableau 4.6). La dynamique
moyenne de l'objet primaire (Figure 4.7) est confinée dans le plan (z, z). Les trajectoires relatives
moyennes sont représentées sur la Figure 4.8 et sont presque confondues.
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Probléme N | Calcul (s) | Cott (mm/s) | Risque inst. max.
Approche dir. | 10 55 0.9800 2.84 x 10711
Sél. du risque | 600 22 1.0668 1.55 x 10~ 32

TABLE 4.5 — Caractéristiques des solutions.

Instant (s) Composantes (mm/s)
Solution par approche dir. || Solution par sél. du risque
-60000 0.1816 | 0 0 0.1990 | 0 0
-40000 -0.3258 | 0 0 0 0 0
-34157 0 0 0 -0.3619 | 0 0
40000 0.2110 | 0 0 0 0
51486 0 0 0 0.3343 | 0 0
60000 0.0979 | 0 0 0 0 0
100000 -0.1637 | 0 0 0 0 0
104074 0 0 0 -0.1714 | 0 0
TABLE 4.6 — Plans de manceuvres.
iﬂ 0
-b A 2 0 2 - 4 B 8 10 X1D12
B 4 2 o 2 - 4 [ 8 10 Xmﬂ
i, |
: N : I

FIGURE 4.7 — Dynamique primaire moyenne et impulsions selon ’axe x en fonction du temps.
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FIGURE 4.8 — Trajectoires relatives moyennes controllées (trait plein) et libre (tirets).

Dans un deuxiéme temps, il convient également de vérifier I’admissibilité des solutions pour
le probléeme d’évitement de collision d’origine (Probléme 4). On regarde donc si la probabilité de
collision sur tout l'intervalle ne dépasse pas ¢ = 10~%. Un tirage de 10° occurrences des conditions
initiales n’a abouti & aucune collision pour la solution obtenue par sélection du risque, contrairement
A celle, moins cotiiteuse, de ’approche directe. En effet, cette derniére en a produites 53, ce qui
s’interpréte comme une probabilité de collision d’environ 5 x 1074, et qui rend cette solution
non admissible. Sur la Figure 4.9 est représentée en échelle logarithmique la limite inférieure de

-500

wim]

I
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I’enveloppe des distances relatives normalisées pour cet échantillon.
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F1GURE 4.9 — Borne inférieure de la distance relative en fonction du temps pour un échantillon de

trajectoires controlées (trait plein) et libres (tirets).
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4.4.3 Exemple 3

Ce cas test simule la rencontre entre deux objets sur une orbite fortement elliptique, pour
laquelle la distance de plus proche passage est supérieure au rayon de la sphére combinée. L’orbite
de référence de l'objet primaire admet un mouvement moyen n = 1.4591 x 10~% s~! et une
excentricité e = 0.741. La position angulaire nominale & ’instant initial ¢ = —60000 s est vy =
—5.4638 rad et le temps final de la rencontre est fixé & ¢ = 25000 s. Le rayon combiné des deux
objets est R = 6 m et le seuil de risque instantané &’ = 1.43 x 10~?. Les conditions initiales pour
I’état relatif dans le repére de référence sont données dans le Tableau 4.7 pour I’état secondaire
moyen et dans I’équation (4.23) pour la matrice de covariance de la position relative :

17125.7 0 —6917.1 —8.0466 x 102 0 6.1721 x 10~3
* 0 0 0 0 0
* x  2793.8 3.25 x 1073 0 2.4929 x 1073
* * * 3.7808 x 107 0 29x10°¢ (4.23)
* * * 0 0
* * * x 22245 x 1076
fir, (1) (m) [279.4636 0.0002 — 115.8673]

v, (mm.s~T) | [135.2128 0.0001 — 96.7295]

TABLE 4.7 — Etat moyen de I'objet secondaire & l'instant initial.

La probabilité de collision instantanée atteint une valeur maximale de 2.81 x 10~ (méme
valeur qu’Alfano [9]) pour N’ = 400. Les solutions sont détaillées dans les Tableaux 4.8 et 4.9. La
Figure 4.10 montre la dynamique moyenne de 1’objet primaire selon l’axe y. Les deux approches
donnent des résultats trés similaires. Cela s’explique par le fait que les incertitudes selon 'axe y
sont négligeables et qu’il est donc naturel d’utiliser un éloignement slon cette direction pour faire
diminuer le risque instantané de collision. Les trajectoires relatives moyennes dans le plan orbital
de référence sont représentées sur la Figure 4.11. Le mouvement libre est restreint au plan (z, z),
contrairement aux cas controlés pour lesquels la composante hors-plan est mise & profit pour éviter
la collision.

Probléme N | Calcul (s) | Cout (mm/s) | Risque inst. max.
Approche dir. | 20 68 65.077 0
Sél. du risque | 50 36 65.732 6.34 x 107228

TABLE 4.8 — Caractéristiques des solutions.

Instant (s) Composantes (mm/s)
Solution par approche dir. || Solution par sél. du risque
-60000 0 | 28.560 0 0 | 28.557 0
-37614 0| 2.943 0 0 0 0
-37449 0 0 0 0| 4913 0
-35714 0 0 0 0] 1.357 0
2632 0| 0.333 0 0 0 0
5919 0 0 0 0 | 0.9643 0
7105 0| 3.825 0 0 0 0
25000 0 | 29.415 0 0] 29.941 0

TABLE 4.9 — Plans de manoceuvres.
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FIGURE 4.10 — Dynamique primaire moyenne et impulsions selon ’axe y en fonction du temps.
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FIGURE 4.11 — Trajectoires relatives moyennes controllées (trait plein) et libre (tirets) dans le plan
orbital de référence.

Dans un deuxiéme temps, il convient de vérifier I’admissibilité des solutions pour le probléme
d’origine, & savoir regarder si la probabilité de collision sur tout l'intervalle ne dépasse pas 10~4. Un
tirage de 10° occurrences des conditions initiales n’a abouti & aucune collision. Sur la Figure 4.12
est représentée en échelle logarithmique la limite inférieure de 1’enveloppe des distances relatives
normalisées pour cet échantillon.
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FIGURE 4.12 — Borne inférieure de la distance relative en fonction du temps pour un échantillon
de trajectoires controlées (trait plein) et libres (tirets).

4.5 Conclusion

Ce chapitre propose une formulation du probléme d’évitement de collision en rapprochement
lent, pour laquelle deux méthodes de résolution sont proposées. Le point de départ réside dans le
caractére linéaire de la dynamique, obtenu ici grace a une linéarisation des équations du mouvement
autour de la trajectoire primaire nominale et qui permet de conserver la nature gaussienne des
incertitudes au cours du temps. Le probléme d’optimisation considéré présente ’avantage d’étre
basé sur des contraintes probabilistes linéaires jointes. Pour I’obtenir, on commence par remplacer
la probabilité de collision sur 'intervalle de temps de la rencontre par des probabilités instanta-
nées sur un échantillon de dates, puis on approxime de maniére conservative I’espace de collision,
originellement sphérique, a l'aide de polyédres. La premiére méthode de résolution exploite son
caractére convexe grace & une expression analytique des contraintes jointes, obtenue par un choix
judicieux des polyédres. La seconde approche s’inscrit, & 1’issue d’une relaxation appelée sélection
du risque [17], dans le domaine de la programmation linéaire mixte, pour laquelle des outils ef-
ficaces de résolution numérique existent. Du fait de son caractére moins conservatif, I’approche
directe fournit des solutions moins cotiteuses et plus risquées que la seconde méthode. Néanmoins,
cette derniére a ’avantage d’étre basée sur un probléme d’optimisation linéaire mixte et permet
de manipuler plus de variables de commande et des polyédres non cubiques. A ce propos, une
perspective pour "approche directe consiste & considérer d’autres polyédres que les cubes tangents
a la sphere et alignés avec les ellipsoides d’incertitudes. Un tel choix nécessite 1'utilisation d’une
méthode numeérique pour évaluer les contraintes, mais un code efficace existe [44]. De plus, il existe
une formule intégrale pour le gradient de contraintes probabilistes jointes [50], également calculable
selon ce schéma d’intégration.

D’autre part, et c’est 14 aussi un avantage de notre formulation, la structure du probléme se
préte aisément & l'ajout de certaines contraintes opérationnelles. En effet, la forme du probléme
est conservée lorsque 1’on impose des manceuvres planaires (composantes nulles selon y pour les
impulsions) ou des bornes supérieures sur les poussées (ajout de majorants pour les variables
d’écart).

Enfin, on peut facilement envisager une extension de I’algorithme & un nombre supérieur d’ob-
jets. Par exemple, pour des questions de sécurité globale en orbite, on peut considérer plusieurs dé-
bris, qui représenteraient autant de corps supplémentaires & éviter. D’autre part, dans un contexte
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de vol en formation, on peut avoir plusieurs satellites actifs. Dans tous les cas, ’algorithme est
limité par le nombre de variables binaires, qui croit fortement avec ’ajout d’autres objets.
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Conclusion

On s’est intéressé, dans cette deuxiéme partie de la thése, au calcul de manceuvres d’évitement
pour l'objet primaire, avec comme indice de performance la consommation de carburant. Sous
I’hypothése des poussées instantanées, la fonction cotit s’écrit comme la somme des normes des
impulsions. Du fait de la condition de non-collision, une des difficultés rencontrées consiste en la
prise en compte de contraintes probabilistes. Néanmoins, certaines hypothéses, dans le cadre de
modeéles spécifiques, permettent de formuler des problémes que I’on arrive & résoudre plus ou moins
directement.

En ce qui concerne les rencontres pour lesquelles les trajectoires relatives peuvent étre approxi-
mées par des droites, deux méthodes sont proposées dans le Chapitre 3. La premiére consiste a faire
des hypothéses simplificatrices sur les lois de distribution des vecteurs aléatoires, afin de calculer
la probabilité de collision & partir de la formule classique de rencontre rapide (cf. Section 1.2.1 du
Chapitre 1). La seconde s’appuie sur 'approche par scénarios [22, 23]. Cette technique consiste &
résoudre un probléme déterministe en travaillant avec un large échantillon d’occurrences, appelées
scénarios, du vecteur aléatoire. Elle s’adapte bien au cas du mouvement rectiligne car la condition
de non-collision est exprimable & I’aide d’une unique équation, fonction des variables d’optimisation
et des paramétres incertains. Malheureusement, cette derniére n’étant pas convexe, il n’existe pas
de garantie théorique sur la probabilité pour que la solution d’un probléme de scénarios vérifie la
contrainte probabiliste. Il est donc nécessaire de vérifier systématiquement a posteriori I’admissibi-
lité du résultat pour le probléme d’origine. Néanmoins, la méthode itérative proposée augmente les
chances d’obtenir une solution admissible peu cotiteuse, et ce dans un cadre trés général, comme
par exemple avec une orbite non circulaire de I’objet primaire.

Pour les rencontres lentes, traitées dans le Chapitre 4, la démarche se base sur la linéarisation
des équations du mouvement dans un repére orbital local de référence. La linéarité de la dynamique
garantit la conservation du caractére gaussien des incertitudes au cours du temps : on peut donc
utiliser la méthode développée au Chapitre 2 pour calculer le risque instantané de collision. D’ou
I'idée de remplacer la contrainte sur la probabilité de collision sur l'intervalle de temps de la
rencontre, difficile & évaluer, par une contrainte sur un nombre fini de probabilités de collision
instantanées. Cependant, d’un point de vue de l'optimisation, cette substitution n’est toujours
pas suffisante pour obtenir une résolution efficace. On procéde alors & une relaxation : I’espace de
collision, & savoir la sphére combinée des objets, est remplacé conservativement par un polyédre.
A partir de 14, deux méthodes de résolution sont proposées : une premiére directe et une seconde
basée sur une relaxation supplémentaire. Cette derniére, appelée sélection du risque [19], permet
d’aboutir & une formulation du probléme avec des contraintes déterministes et disjonctives, que
Pon peut alors traiter dans un cadre de programmation mixte grace a la méthode du big-M [41].
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Troisiéme partie

Opérations de rendez-vous en temps
fixé et consommation minimale
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Introduction

Cette derniére partie de la thése est consacrée & un probléme particulier de planification de
trajectoires spatiales pour le rendez-vous entre deux engins spatiaux. Les opérations de rendez-
vous constituent un type spécifique d’opérations de proximité en orbite. Schématiquement, une
telle mission consiste a réaliser la jonction entre deux véhicules spatiaux définis au sens large
(comprenant ainsi la station spatiale internationale) partant de conditions initiales fixées, sur
un horizon de temps libre ou fixe pour aboutir & une rencontre déterminée par des conditions
finales. Dans notre cas, nous considérons une mission de rendez-vous entre un véhicule cible ou
de référence passif (il n’effectue aucune manceuvre) et un véhicule chasseur guidé et commandé.
Pour des conditions initiales fixées, il s’agit alors de déterminer la loi de guidage optimale en
consommation du chasseur lui permettant de rejoindre le véhicule de référence en un temps fixé et
en des conditions finales en position et vitesse pré-assignées. Prise dans sa globalité, la mission de
rendez-vous comprend les phases suivantes [40] :

- La phase de lancement correspondant & I’injection sur le plan orbital de la cible et ’obtention

de conditions orbitales stables;

- le phasage en navigation absolue télé-opérée permettant la réduction de ’angle de phase
orbital entre la cible et le chasseur. Cette phase se termine quand le chasseur a acquis la
cible, permettant ainsi une navigation relative;

- I'opération de rendez-vous proprement dite. Elle s’effectue en navigation relative
et se termine quand le chasseur a atteint les conditions terminales fixées en
position et vitesse en proximité de la cible;

- les opérations de proximité et I’opération de capture.

Dans le cadre de cette étude, seule la phase de rendez-vous en navigation relative sera abordée.

Concrétisée scientifiquement et techniquement dans les années 1960 pour le projet Gemini et
dans le cadre de la mission lunaire Apollo [30] (dont le principe original fiit proposé dans les années
1920 par Koudratyuk, cf. [47]), I'idée du rendez-vous entre deux véhicules spatiaux s’est construite
ala fin du XIX®™¢ giécle autour du besoin supposé de disposer d’une station spatiale intermédiaire
en orbite permettant le transfert interplanétaire au meilleur cott en termes de consommation
[47]. Aprés avoir conquis le statut officiel et international de probléme scientifiquement pertinent
pour la conquéte spatiale au deuxiéme congrés d’astronautique organisé & Londres en 1951 sous
Pégide de la British Interplanetary Society (BIS) [119], le probléme du rendez-vous a fait 1’objet
du développement de travaux scientifiques & la fin des années 1950 et dans les années 1960. De
nombreuses références de cette époque peuvent étre trouvées dans différents articles de synthése
[52, 39, 122, 51, 45]. Ces études ont abouti & la premiére démonstration en vol complétement
réussie d’un rendez-vous pour la mission Gemini X, le 18 juillet 1967 (suivant les communautés,
le premier rendez-vous est crédité au programme russe Vostok 2, le 12 aott 1962 ou encore au
programme Gemini VII, le 15 décembre 1965 [127]). La totalité des expériences de rendez-vous
en vol de cette époque, peut se partager entre les programmes spatiaux russes (Vostok, Soyouz)
et les programmes spatiaux américains (Gemini et Apollo) avec deux philosophies distinctes. Les
programmes russes proposent des rendez-vous automatisés et partiellement autonomes alors que
les programmes américains fonctionnent avec un opérateur humain pour réaliser la mission de
rendez-vous [127]. Méme si de nombreuses idées, techniques et procédures de cette époque sont
encore d’actualité de nos jours, les motivations et les objectifs des missions de rendez-vous ont
largement évolué ces derniéres années conduisant & une ré-évaluation des méthodes traditionnelles.
En particulier, le besoin de mener & bien des missions de rendez-vous autonomes sans opérateur
humain et sans I'introduction de structures de communications complexes entre les deux véhicules
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est une incitation forte pour la convergence des deux philosophies précédentes et le développement
de nouveaux algorithmes de guidage.

Le probléme de rendez-vous considéré est un probléme de guidage ou de génération de tra-
jectoires qui peut se reformuler comme un probléme de commande optimale. En tant que tel, il
peut donc étre abordé par des méthodes directes (méthodes de transcription, méthodes de tir) ou
par des méthodes indirectes (résolution de conditions nécessaires d’optimalité) [15, 31]. Dans ce
dernier cas, les conditions d’optimalité s’expriment & ’aide du vecteur d’état adjoint du systéme
dynamique. Le vecteur d’état adjoint & la vitesse, au centre des méthodes de résolution indirectes,
est dénommé "primer vector" dans la littérature anglo-saxonne du domaine spatial. Ce terme, in-
troduit par Lawden qui a formulé et étudié le probléme original dans une série de communications
a la fin des années 1950 [64, 63, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 72, 71, 74, 73, 75|, peut étre traduit en
francais par « vecteur efficacité » [80] puisque ce vecteur d’état adjoint & optimum indique la ou
la poussée sera la plus efficace en termes de consommation.

Si les méthodes indirectes offrent un cadre général de résolution du probléme de commande
optimale associé au probléme de rendez-vous, la modélisation retenue tant du point de vue de la
propulsion choisie pour le satellite actif (poussées faibles, instantanées...) que des dynamiques re-
latives considérées (linéaires/non linéaires, képlériennes/perturbées) va conditionner les approches
et les solutions obtenues. Dans ce travail, nous nous focalisons sur le probléme du rendez-vous
orbital linéarisé képlérien et sous I’hypothése que le chasseur est actionné de maniére idéale par
des impulsions équivalentes & des changements instantanés de vitesse relative. En considérant une
dynamique linéarisée, il est connu, depuis les travaux de Neustadt [83] que la solution optimale est
nécessairement de type impulsionnelle et que ’on dispose d’une borne supérieure sur le nombre
optimal d’impulsions & réaliser. D’autre part, Prussing a également donné une démonstration al-
ternative a la formulation de Neustadt, pour la suffisance des conditions nécessaires d’optimalité
dans [99], pour le cas linéaire. Si de plus, la dynamique relative est supposée képlérienne (conte-
nant uniquement le terme d’attraction central sans perturbations orbitales) alors elle peut étre
découplée en le mouvement relatif dans le plan orbital et le mouvement relatif hors-plan. Les
contributions relatives au probléme de rendez-vous coplanaire sont nombreuses et variées dans
leur nature, en fonction de 'orbite de référence circulaire ou elliptique (par exemple approche géo-
meétrique [97, 100, 25], approche polynomiale [24, 26, 11, 12]). En ce qui concerne le mouvement
hors-plan, une solution analytique compléte est connue depuis les travaux de Prussing [98]. Le cas
hors-plan elliptique, pour lequel aucune solution exacte n’existait jusqu’a présent, est étudié dans
cette partie et complétement résolu analytiquement [115, 114]. Il est & noter que la problématique
de I’évitement de collision étudiée dans les deux premiéres parties de la thése n’est pas abordée ici
quoiqu’elle ait été déja abordée dans le cadre du rendez-vous dans [101].

Le Chapitre 5 commence par introduire le probléme du rendez-vous linéaire en temps fixé et
consommation minimale de maniére formelle et générale. Il détaille ensuite la méthode indirecte de
résolution basée sur les propriétés du vecteur efficacité. Dans un premier temps, le cadre théorique
est développé dans le cas général d’'une dynamique képlérienne linéarisée en utilisant le formalisme
de Neustadt. Cela permet d’établir un certain nombre de résultats théoriques et généraux. Un lien
est alors fait avec les conditions d’optimalité de la littérature portant sur le vecteur efficacité et
qui sont principalement décrites dans les travaux de Carter (cf. la référence [26] par exemple). La
solution du probléme hors-plan au voisinage d’une orbite de référence circulaire illustre 'utilisation
de ces conditions d’optimalité pour dériver la solution analytique du probléme. Le Chapitre 6
propose une nouvelle contribution dans le domaine en donnant une solution analytique inédite
dans le cas d’une excentricité non nulle, généralisant ainsi la solution du cas circulaire.
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Chapitre 5

Le probléme de rendez-vous
impulsionnel linéarisé en temps fixé
et consommation minimale
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5.1 Introduction

Le probléme de rendez-vous spatial consiste & trouver la trajectoire commandée d’un chasseur
permettant de se rendre, en consommant un minimum de carburant, d’un état A & un état B
relativement & une cible (fictive ou réelle). Dans le cas général, le temps imparti ainsi que ’état
final peuvent étre libres ou fixés, mais ici on s’intéresse au rendez-vous en temps fixé avec des
conditions finales données. Avant tout, il s’agit donc de calculer une loi de poussées permettant
au satellite actif d’atteindre une configuration par rapport & la cible souhaitée par 'utilisateur.
Ce principe est illustrée sur la Figure 5.1. Le fait de chercher un plan de manceuvres optimal en
consommation d’ergols en fait en général un probléme difficile.

- =~ - Jnanceuvre 1

trajectoire du chasseur
manceuvre 2

A"n_.orbite de la cible
E

corps central

Fi1GURE 5.1 — Illustration du probléme de rendez-vous spatial.

L’optimisation du rendez-vous correspond & un pur probléme de commande optimale. En tant
que telle, on peut envisager sa résolution avec une méthode indirecte, c’est-a-dire en considérant
I’état adjoint du systéme et les conditions nécessaires d’optimalité associées. Dans la littérature
francophone du domaine spatial, cet angle d’attaque porte le nom de théorie du vecteur efficacité
[80]. Celle-ci fournit des conditions nécessaires d’optimalité [75, 84|, qui sont en fait également
suffisantes dans le cas d’une dynamique linéaire [83, 99, 26].

Pour commencer, la Section 5.2 introduit formellement le probléme linéaire de rendez-vous spa-
tial en temps fixé et consommation minimale comme un probléme de commande optimale, avant
d’en proposer une reformulation équivalente sous la forme d’un probléme de moments. Des résul-
tats, dis & Neustadt [83], sont donnés sur la dualité de probléme. Ceux-ci permettent 'obtention
de conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, présentées dans la Section 5.2.4, qui sont a la
base de la méthode indirecte de résolution du probléme de rendez-vous. Enfin, la Section 5.3 illustre
cette derniére dans le cas du mouvement situé hors du plan d’une orbite de référence circulaire i.e.
d’excentricité nulle, le cas purement elliptique étant traité dans le chapitre suivant.
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5.2 Probléme linéaire de rendez-vous impulsionnel en temps
fixé et consommation optimale

5.2.1 Formulation comme un probléme de Lagrange

On considére un horizon temporel fixé [tg,ts]. Le vecteur d’état x du chasseur, de taille 2m,
est composé des vecteurs position r et vitesse v relatives & la cible, dans un repére orbital local
attaché a cette derniére, de type LVLH [54]. La dynamique képlérienne est linéarisée autour de
la trajectoire de référence, ce qui suppose que la distance du chasseur a la cible est négligeable
devant leurs distances au centre du corps central. Les équations du mouvement correspondantes
sont celles de Tschauner-Hempel [121]. Ainsi, en ’absence de commande, on a & = Az, ou A est
une matrice 2m x 2m fonction du temps. A chaque instant ¢, accélération due a la poussée des
moteurs est supposée proportionnelle & la commande u(t) € R™. On a donc le systéme différentiel
suivant :

&(t) = A(t)x(t) + Bu(t) Vt € [to,tf], (5.1)
avec B = [0,, I,,]T. Le probléme de rendez-vous en consommation minimale avec conditions aux
bords fixées consiste a faire passer x de I’état initial z¢ & I’état final ;. On impose donc :

x(to) = xo, z(ty) = xy. (5.2)

Le cotit de la loi de commande s’évalue a l'aide de sa norme intégrale :

ty ty /o 1/q
fulley = [ Tu@®llate = [ | Sl ] at 6:)
to to \J=L

qui est proportionnelle & la masse de carburant consommeée. Cela suppose que la norme ¢ de u
est intégrable au sens de Lebesgue ie. u € L}([to,ts],R™). Le choix de ¢ € {1,2} dépend du
type de propulsion considéré [106]. Ici, on choisit arbitrairement ¢ = 2 puisqu’en pratique, pour le
mouvement hors-plan de la dynamique képlérienne linéarisée, on auram = 1 et donc || |1 = || - ||2-
On peut désormais formuler le probléme de rendez-vous.

Probléme 11. Le probléme de rendez-vous linéaire en temps fizé et consommation minimale
s’écrit :

&(t) = A(t)x(t) + Bu(t) Vt € [to,tr],
z(to) = xo, x(ty) = xy.

1l s’agit 1& d’un probléme de commande optimale sous la forme de Lagrange car la fonction cotit
est sous forme intégrale. Dans la référence [83], Neustadt en propose une formulation équivalente,
restituée ci-dessous, plus propice a 1’établissement d’un certain nombre de résultats théoriques en
vue d’une résolution efficace.

min [lul[zy  sous { (5.4)

5.2.2 Reformulation comme un probléme de moments

L’idée est d’exploiter la nature linéaire de I’équation d’état pour réécrire les contraintes a I'aide
d’une unique équation intégrale. Introduisons la matrice fondamentale ¢ définie par :

o(t) = AD)(t) Vt, $(0) = Lo (5.5)
L’état final vérifie :
ty
w(ty) = ¢(tr)¢~ " (to)a(to) + ¢(tf)/¢_1(t)BU(t)dt~ (5.6)
to
Posons Y () = ¢~1(-)B. 1l s’agit d’une matrice 2m x m. On suppose dans la suite que ses lignes,
notées y1(+), ..., Yyam(+), ne sont pas liées entre elles. On a :
tr
o(ty) alty) - 7 ()atto) = [ Viutar. (57)
to



En posant ¢ = ¢(tf) "tz — ¢~ (to)xo € R?™, les contraintes sur le vecteur d’état s’écrivent alors :

ty

/Y(t)u(t)dt =c. (5.8)

to
Ceci permet de reformuler le probléme de rendez-vous linéaire comme un probléme de moments.

Probléme 12. Le probléme de rendez-vous linéaire est équivalent au probléeme de norme minimale
sous une contrainte de moments :

ty
min |Jul|z1 sous /Y(t)u(t)dt =c. (5.9)
u 2
to

Remarque 7. On peut écrire la contrainte linéaire de moments comme :

23
/yi(t)u(t)dt =¢ Vi=1,...,2m, (5.10)

to

ot les ¢; sont les composantes de c. Cela permet de voir que le Probléme 12 consiste 4 chercher
la fonction intégrable u* de norme minimale envoyant les fonctions yI' € C([to,ts],R™) sur les ¢;
ty
par Uintermédiaire de Uapplication linéaire f — [ f7(t)u*(t)dt.
to
Le Probléme 12 est mal posé, dans le sens ot la borne inférieure de la fonction cott n’est pas
forcément atteinte dans L3 ([to,t], R™) (voir Exemple 5.2.3) et n’est donc pas un minimum. Ceci
s’explique par le fait que 'espace normé Li([to,ts], R™) n’est pas isomorphe au dual de I'ensemble
des fonctions continues muni de la norme infinie (|| f[loc = supsepy, ¢, [1f(¢)]|2). En effet, cet espace
dual (ensemble des fonctionnelles linéaires), noté C([to,ts],R"™)*, est égal, & une isométrie pres,
a l’ensemble des fonctions & variations bornées (Théoréme 1, paragraphe 5.5 dans [78]). L’espace
Li([to, tf],R™) ne peut donc représenter de maniére exhaustive les solutions du Probléme 12 et il
est nécessaire de reformuler le probléme dans ’espace normé des fonctions a variations bornées,
dont la définition est donnée ci-dessous [83, 78].

Définition 2. Une fonction g : [to,ts] — R™ est dite  variations bornées si et seulement si :
N-1
sip 3 lgltien) — glts)l2 < +oo, (5.11)
to=t1<---<tn=ty =1

ou la borne supérieure est calculée sur l’ensemble des partitions de [to,t¢]. La quantité précédente
définit la variation de g.

Remarque 8. Un sous-ensemble particulier de fonctions a variations bornées est celui des fonc-
tions constantes par morceauz, également appelées fonctions en escalier.

Il est possible, & partir des fonctions & variations bornées, de définir un espace normé :

Proposition 12. /78] L’ensemble Go([to,ts],R™) des fonctions & variations bornées nulles en to
et continues a droite sur |to,ty¢[ est un espace vectoriel, sur lequel la variation définit une norme,
notée || - ||g,-

Le lien entre fonctions intégrables et fonctions & variations bornées peut étre fait grace a
I’application linéaire suivante :

U : Ly([to, tg],R™) +——  Ga([to, ts], R™) (5.12)
u — Uu):t— /u(T)dT, (5.13)
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qui conserve la norme ie. |¥(u)llg, = [[ulz;. En revanche, elle n’est pas surjective. En d’autres
termes, l’espace des fonctions & variations bornées contient, & une isométrie prés, les fonctions

intégrables.

dualité

@ isomorphe

FIGURE 5.2 — Ensembles de controle et dualité des fonctions continues.

/e

La Figure 5.2 montre de maniére schématique les relations entre les différents espaces utilisés
dans cette formulation du probléme de commande optimale considéré. Dans ce nouveau cadre de
travail, le probléme initial de rendez-vous devient donc le suivant.

Probléme 13. La version bien posée du probléme de moments, formulée dans I’espace des fonc-
tions a variations bornées, est :

ty
min ||g||g, sous /Y(t)dg(t) =c, (5.14)
9
to
ty ty
ou intégrale est définie au sens de Stieljies, si bien que [ Y (¢£)d¥(u)(t) = [ Y (¢t)u(t)dt. En
to to

d’autres termes, la contrainte du Probléme 13 est la méme que celle du Probléme 12 lorsque
g =Y(u).

Remarque 9. Dans le cas particulier d’une fonction g en escalier, celle-ci est admissible pour le
Probléeme 13 i.e. vérifie la contrainte des moments si et seulement si :

N
DY)t —g(t7) = ¢ (5.15)

ot lest;, (i=1,...,N) sont les points de discontinuité de g sur [to,ts].

Comme il a été dit précédemment, I'intérét majeur de définir le probléme de rendez-vous dans
I’espace des fonctions & variations bornées réside dans la relation de dualité avec ’espace des
fonctions continues. I1 est donc possible d’associer au Probléme 13, posé dans ’espace représentatif
de C([to, ], R™)*, un probléme équivalent défini dans I’espace primal C([to,t¢], R™) (cf. Théoréme
2, paragraphe 5.8 et Corollaire 1, paragraphe 5.9 dans [78]).

5.2.3 Probléme primal et solutions optimales
Probléme primal

Le Probléme 13 consiste & trouver un élément de Gy de norme minimale et vérifiant un nombre
fini (2m) de contraintes linéaires de type moment. En utilisant des résultats de dualité des espaces
topologiques, puisque G est assimilable & C([to,t7], R™)*, il est possible de formuler un probléme
d’optimisation équivalent sur C([to,ts], R™) [78] dont ’expression est relativement simple.
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Commencons par reformuler le Probléme 13, toujours dans I’espace des fonctions a variations
bornées. Soit g € Go une fonction admissible i.e. telle que :

ty

/ Y (t)dg(t) = c. (5.16)

to
En posant g = g — g, le Probléme 13 est équivalent a :
ty

min ||g — g sous /Y(t)dg(t) =0. (5.17)
g J
Cette reformulation immédiate de Probléme 13 est équivalente (mémes valeurs optimales), par

dualité, au probléme suivant, posé dans l’espace des fonctions continues (Théoréme 2, paragraphe
5.8 dans [78]) :

ty
max/fT(t)dg(t) sous sup |[f(t)[l2=1et f € Vect(yr,...,Y2m)- (5.18)
! t€[to,ts]
to
Puisque ce dernier est posé dans Vect(yi, ..., Y2m) qui est un espace vectoriel de dimension 2m,

on peut le réécrire en posant f(-) = Y7 (-)\ avec A € R?™ et en utilisant (5.16). A noter que cette
formulation finale aurait pu étre obtenue directement en utilisant le Corollaire 1 (paragraphe 5.9)
de la référence [78].

Probléme 14. Le probléme primal au rendez-vous se formule comme une recherche dans R*™ de
mazximum Ssous une contrainte continue :

maxc Asous sup ||[YT(H)\|2 = 1. (5.19)
A te(to,ty]

Remarque 10. La fonctiont — YT (t)\ définit en fait [’état adjoint associée a la vitesse relative v.
En effet, historiquement, ’établissement par Lawden des conditions nécessaires d’optimalité, pour
une dynamique non linéaire, découle de l'application du principe du mazimum et de l’introduction
du vecteur d’état adjoint dans la définition du Hamiltonien associé au systéme [75]. Cette fonction
joue un réle fondamental et Lawden l’a baptisée "primer vector” (vecteur efficacité en francais
[80]), comme justifié par la Remarque 11.

Pour un vecteur A donné, on a besoin pour la suite d’introduire un ensemble particulier.

Définition 3. Pour A € R*™, on définit le sous-ensemble de [to,tf] suivant :

FA{tGﬁmWFY”UMb sup Yﬂwa}. (5.20)

te [tO ’tf]

Cet ensemble contient toutes les dates auxquelles le vecteur efficacité atteint sa norme maximale
(unitaire). Les cotts optimaux des Problémes 13 et 14 sont égaux et les solutions optimales sont
liées par des relations particuliéres, comme énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 13. [83, 78] Soient \* et g* des solutions optimales respectivement des Problémes
14 et 13. On a :

ty

I9°lle, = X [ Y(Bag* () = "X (5:21
to

De plus, la fonction g* est constante sur tout segment inclus dans [to,t5] —T'x~. Et si t est un point
1s0lé de T'x«, alors on a :

lg" () = g" () Y T (DN = g* (F7) — g™ (7). (5.22)
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Remarque 11. L’équation (5.22) signifie que la direction du vecteur efficacité optimal, aux ins-
tants de norme unitaire, donne ’orientation de la variation d’une fonction minimale en consom-
mation. C’est en fait de cette propriété que vient la notion d’efficacité.

A
YT ()N

FIGURE 5.3 — Relation entre les solutions optimales des problémes primal et dual.

Les liens entre les solutions optimales des Problémes 14 et 13 sont représentés graphiquement
en dimension 1 sur la Figure 5.3, en particulier le fait que les variations de ¢* n’ont lieu que sur
I’ensemble I"y«. De plus, la Proposition 13 fait émerger 'importance des fonctions en escalier, qui
pour rappel sont des fonctions & variations bornées particuliéres.

Solutions optimales en escalier

De la Proposition 13 découle le résultat suivant :

Corollaire 3. Soit \* une solution optimale du Probléeme 14. Si l’ensemble "y« est fini i.e. [y« =
{t1,...,tn} avec t1 < --- < ty, alors une fonction g est optimale pour le Probleme 13 si et
seulement si elle est en escalier, vérifie la contrainte des moments et que ses points de discontinuité,
contenus dans I" =, correspondent a des sauts tels que :

lg(tF) — gD Y T (t)X* = g(tF) —g(t7) Vi=1,....N. (5.23)

Un cardinal fini pour I'y+ impose donc une nature constante par morceaux pour la solution
optimale du Probléme 13, avec des sauts dont la direction est donnée par celle du vecteur efficacité
optimal aux instants de norme unitaire. En réalité, il est toujours possible de trouver une solution
optimale sous la forme d’une fonction en escalier, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 14. [83] Il existe g* une solution optimale du Probléme 18 sous la forme d’une
fonction en escalier avec N < 2m sauts. De plus, si \* est une solution optimale du Probléme
14, alors les points de discontinuité t; de g* (i = 1,...,N) sont contenus dans Iy~ et les sauts
correspondants vérifient ’équation (5.23).

Remarque 12. [l est important de noter que l’on peut toujours se ramener & une solution en
escalier avec au plus 2m sauts, m étant la taille du vecteur de la position relative. Ce résultat est
fondamental dans le sens o il donne un majorant sur le nombre minimal de poussées nécessaires
pour réaliser le rendez-vous.

Physiquement, une fonction g en escalier correspond a des poussées instantanées. Ce modéle
particulier de loi de commande, qui représente une idéalisation raisonnable des poussées fortes en
propulsion chimique [105] et qui a déja été utilisé dans la Partie II, sera adopté pour toute la suite
de cette partie. Explorons maintenant un exemple simple qui permet de comprendre les relations
entre les Problémes 13 et 14 ainsi que le caractére mal posé du Probléme 12.
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Exemple du double-intégrateur

Dans le but d’illustrer les résultats présentés sur la dualité du Probléme 13 ainsi que le caractére
mal posé du Probléme 12, on propose d’étudier un exemple o m = 1, défini de la maniére suivante :

a=[8 M= [0 ]ier=[ 2] -

Physiquement, cela correspond & un champ de gravité inexistant, ot le chasseur serait uniquement
mi par la propulsion : & = u. Pour ce qui est des conditions aux deux bouts, on cherche a translater
le chasseur entre deux états immobiles. Pour simplifier les expressions, on normalise les temps initial
et final en ¢g = 0 et ¢ty = 1. La matrice fondamentale s’écrit :

o) =exn(ea) = | 5 1 |- (5.25)

d’ott ¢(t)~1 = (1) et :
Y(t):[_lt},c:{(l)} (5.26)

Le probléme sur ’espace des fonctions & variations bornées que ’on se propose de résoudre est
donc :

1
: —t 1
min ||g||g, sous / [ 1 ]dg(t) = [ 0 ] . (5.27)
g
0
Ce dernier est équivalent au probléme suivant :
max A; sous sup | —itA\; + | =1 (5.28)
(A1,22)€ER? t€[0,1]

La dynamique du vecteur efficacité est trés simple : il s’agit d’une fonction affine du temps, qui
atteint donc ses extrema en norme aux deux bouts. En conséquence, la résolution du probléme
dual est élémentaire et fournit la solution optimale suivante :

(A1, A3) = (2,1), (5.29)
dont le vecteur efficacité correspondant est représenté sur la Figure 5.4.
A

YTt
1

o

FIGURE 5.4 — Vecteur efficacité optimal en fonction du temps.

On a '3 1y = {0,1} i.e. un ensemble fini : la solution optimale du probléme dans I'espace des
fonctions & variations bornées est donc en escalier avec un saut initial et un saut final. Or, une
fonction g en escalier avec deux sauts en 0 et 1 est admissible si et seulement, si :

[ ) ] (9(0%) — g(0)) + [ ! } (9(17) = g(1)) = { ; } , (5.30)



d’ot 'unique solution optimale, de cott égal a 2, représentée sur la Figure 5.5.

A

—r o —— P

0 1t

FIGURE 5.5 — Solution optimale en fonction du temps.

Revenons maintenant au Probléme 12, défini dans ’espace des fonctions intégrables au sens de
Lebesgue. 11 est possible de construire des fonctions wu., admissibles pour ce probléme d’origine,
dont le cott tend vers 'optimum. En effet, pour € €]0, 1], posouns :

1

m si g€ [0,5[,
us(t) = 0 si e€le,1—¢ (5.31)
1
iy si ee[l—e],

dont le graphe est donné sur la Figure 5.6.

A

e(1—e) —
FIGURE 5.6 — Fonction u..

Ces fonctions, paramétrées par €, vérifient la contrainte des moments :

/1 [ _1t } u (t)dt = [ (1) } : (5.32)
0

D’autre part, on a :

1
2
/|u€(t)|dt -2 2 (5.33)
0
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Cela signifie que le cott des ces fonctions tend vers I’optimum calculé précédemment. Néanmoins,
la limite de u., lorsque € tend vers 0, n’est pas définie, puisque :

lim u.(0) = — lim u.(1) = 4o0. (5.34)
e—0 e—0

En conclusion, la borne inférieure de la fonction cott n’est pas atteinte sur ’ensemble des fonctions
intégrables au sens de Lebesgue, ce qui veut dire qu’ici, le Probléme 12 est mal posé.

Dans cet exemple, on a d’abord résolu le probléme dans ’espace des fonctions continues avant
d’en déduire la solution du probléme dans ’espace des fonctions & variations bornées. Si 'on se
place dans un cadre purement impulsionnel, il est en fait possible d’obtenir la solution du premier
probléme et de celui de rendez-vous en méme temps, en résolvant les conditions d’optimalité dites
de Lawden [75].

5.2.4 Conditions d’optimalité de Lawden

On rappelle que, désormais, on se focalise sur une loi de poussées instantanées. Les variables
d’optimisation sont :

— le nombre N de manceuvres,

— leurs dates d’exécution t; € [to,tf] (i=1,...,N),

— les incréments de vitesse correspondants AV; € R™ (i =1,...,N).
Formulons maintenant le probléme de rendez-vous impulsionnel.

Probléme 15. Le probléeme de rendez-vous linéaire impulsionnel, exprimé a l'aide de la variable

temporelle, s’écrit :

mm Z [|AV;||2 sous qu )BAV; = c. (5.35)

717

Pour simplifier I’expression des conditions d’optimalité, il est néanmoins préférable de substituer
a la variable indépendante ¢t un paramétre angulaire. Pour ce faire, on reprend dans la suite le
formalisme introduit par Carter [26].

Changement de variable indépendante

L’idée est de considérer non pas le temps ¢t comme variable indépendante, mais I’anomalie vraie
v (voir Annexe C). Commencgons par poser :

p(v) =1+ ecos(v), (5.36)
N . . o . ) - _dr
ol e est 'excentricité de l'orbite de référence. On s’intéresse alors au vecteur d’état & = |7 o
v
avec :
7(v) = p(v)r(v). (5.37)
La relation linéaire suivante existe entre les deux états :
p(v)I3 03 )
z(v)=1 d 1—e?)3/2 x(v), 5.38
)= | do,y, =) a() (5.38)
dv np(v)

ou n est le mouvement moyen de 'orbite de référence. Dans la suite, on notera P la matrice
de passage entre les deux systémes de coordonnées. Un incrément de vitesse correspond & une

.. =~ T ,
variation AV, pour o donnée par :
v

_ _,2)3/2
A= A=)

WA%. (5.39)

Posons ¢(v) = P~1(v)¢(t)P(v). La contrainte de rendez-vous s’écrit :

- - N (;3
n(l— 62)_3/2(¢_1(Vf)§3f —¢ ! Z V. (5.40)
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Appelons z le membre de gauche et posons R(-) = (;3_1(-)3. Le probléme de rendez-vous impul-
sionnel en temps fixé et consommation minimale sous une dynamique képlérienne linéarisée peut
donc s’écrire :

Probléme 16. Le probléme de rendez-vous linéaire impulsionnel, exprimé a l'aide de ’anomalie

vrate, s’écrit :
N N
min E |AV;||2 sous E
N,v;,AV; 4 °
i=1 =1

Intéressons-nous maintenant aux conditions d’optimalité, exprimées & 'aide du vecteur effica-
cité.

R(l/i
p(vi

)) AV, = 2. (5.41)

Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Commengons par définir le vecteur efficacité en variable angulaire :

Définition 4. [26] Pour \ € R*™, on définit :

pA(v) = A (5.42)

Dans le cadre d’une dynamique non linéaire, il est possible d’exprimer, & ’aide du vecteur
efficacité, des conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme de rendez-vous [75, 84], qui
deviennent suffisantes dans le cas linéaire. On en donne ici une version condensée par rapport a la
référence [26].

Proposition 15. Une solution N,v;, AV; (i = 1,...,N) est optimale si et seulement s’il existe
A € R?™ tel que :
HAV;'HQP)\(VZ‘) :—AV; Vi:L...,N, (543)
N
3 RW) ny, (5.44)
= o)
sup |lpa()|l2 = 1. (5.45)
vE(vo,vy]

Démonstration. Une preuve purement algébrique du caractére suffisant des conditions d’optima-
lité est donnée par exemple dans la référence [26], dans laquelle les composantes de A sont vues
comme des multiplicateurs de Lagrange. Celle de la nécessité s’obtient de maniére directe grace
aux résultats de dualité présentés précédemment, en faisant juste attention de noter que le A\ de
Carter est en fait 'opposé de celui de Neustadst. O

Remarque 13. La seconde condition ne garantit en réalité que l’admissibilité de la solution pour
le probléme. A proprement parler, ce sont les deux autres conditions qui traduisent l'optimalité.

5.2.5 Application au mouvement hors du plan orbital

Intéressons-nous maintenant & la partie du mouvement située hors du plan orbital de référence,
pour laquelle m = 1. L’avantage est que celle-ci est découplée de la dynamique coplanaire [121] et
peut donc étre traitée indépendamment.

Dynamique hors-plan

L’équation différentielle vérifiée par la composante hors-plan est celle d’un oscillateur harmo-
nique [128]. On a donc :

P(v) = { cos(v) - sin(v) ] (5.46)

—sin(v) cos(v)
dott ¢~ (v) = ¢(—v) et : '
R(v) = [ —sin(v) } . (5.47)

cos(v)

Ainsi, le probléme de rendez-vous hors-plan s’écrit :
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Probléme 17.
—sin(v;) AV; B
NIS’IH Z |AV| sous Z |: cos U,L :| HTos(yl) = Z. (548)

Intéressons-nous maintenant au vecteur efficacité.

Vecteur efficacité hors-plan
D’aprés 'expression de R, le vecteur efficacité s’écrit :

—A1sin(v) + Ag cos(v)
1+ ecos(v)

pa(v) = , (5.49)
At
A2

Il est désormais possible de formuler les conditions nécessaires et suffisantes (CNS) d’optimalité
pour le rendez-vous hors-plan.

avec \ = e R2.

Conditions d’optimalité hors-plan

Un plan de N € N manceuvres v;, AV; (i = 1,...,N) est optimal pour le probléme de rendez-
vous hors-plan si et seulement si on a I’existence de A € R? tel que :
- CNS1
— CNS 2
M- sin(v;) AV
Z[ os(0r) ]’=z; (5.51)
p cos(v;) | 1+ ecos(v;)
- CNS 3
sup |pa(v)| = 1. (5.52)
vE[vo,vy]

Dans la suite de cette partie, on va résoudre analytiquement ces conditions d’optimalité afin d’ob-
tenir toutes les solutions optimales du Probléme 17. La section suivante considére le cas circulaire,
lorsque e = 0, selon un traitement différent de celui de Prussing [98]. Le chapitre suivant, quant a
lui, est dédié & la solution du cas elliptique (e €]0, 1[) jusqu’alors non connue.

5.3 Illustration de la méthode indirecte pour le rendez-vous
hors-plan dans le cas d’une orbite circulaire

Dans la suite du chapitre, on se concentre sur le cas d’une orbite de référence circulaire, c’est-a-
dire pour laquelle e = 0. Il s’agit d’un probléme classique résolu pour la premiére fois par Prussing
[98]. Ces éléments servent a illustrer en pratique, sur un exemple relativement simple, la méthode
de résolution indirecte & 1’aide des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.

5.3.1 Dynamique du vecteur efficacité

Avec e = 0, py est une simple fonction harmonique :
pa(v) = =M1 sin(v) + Ay cos(v). (5.53)

Il s’agit donc d’une fonction 27-périodique qui change de signe tous les 7. De plus, sur une période,
px admet deux extrema globaux, distants de 7, de méme norme et de signe opposé. Enfin, son
amplitude est égale & la norme euclidienne de A, si bien que :

sup [pA(v)] = [[All2. (5.54)
veR

Ecrivons maintenant les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité lorsque e = 0.
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5.3.2 CNS d’optimalité

Un plan de N € N manceuvres v;, AV; (i = 1,..., N) est optimal pour le probléme de rendez-
vous hors-plan circulaire si et seulement s’il existe A € R? tel que :

pa(v;) = —sgn(AV;), (5.55)
N
3 { sin(v;) } AV, = z, (5.56)
£~ | cos (v:)
sup  [pA(v)] = 1. (5.57)
vE(vo,vy]

Dans ce qui suit, la forme générale des solutions de ces conditions d’optimalité est présentée, avant
de donner la démonstration de ces résultats.

5.3.3 Solutions optimales en consommation

Commencons par définir I’angle suivant :

V*:min{VZI/O:VZI/Z-I-g mod 7r}, (5.58)
ou v, est ’angle, défini modulo 27, tel que :
cos(v;) = °L , sin(v,) = =2 (5.59)
[EB lI2l2

La nature des solutions optimales dépend de I’appartenance de v* & l'intervalle [vg, v¢].

Cas ou v* < vy

Posons :
N=max{i e N:v" +mi<vp}+1 (5.60)
Cet entier représente le nombre maximum d’impulsions non nulles d’une solution optimale. Une
solution v;, AV; (i =1,...,N) est optimale si et seulement si :

vi=vi+n(i—1) Vi=1,...,N, (5.61)
sgn(AV;) = (—1)" cos <u*+g—yz) Vi=1,...,N, (5.62)

N
> 1AV = |z]la- (5.63)

i=1

Il est donc possible de répartir les impulsions comme on le souhaite tous les 7, du moment que la
consommation égale la norme euclidienne de z. Ce degré de liberté est illustré dans la suite sur le
premier exemple numérique.

Le vecteur efficacité optimal est caractérisé de la maniére suivante :

z

A=
(1P

(5.64)

Cas ou v* > vy

L’unique solution optimale possible est celle des impulsions aux deux bouts. Celles-ci sont
données par :

AVI | 1 cos (vy — 1)
[ AV; ] B sin(vy —vp) | —cos (vo—v.) |’ (5.65)
pour une consommation totale de :
|AVL| + |AV,| = |COS(Vf —v,) + cos(vg — yz)|. (5.66)

sin(vy — 1)
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Les multiplicateurs de Lagrange optimaux sont donnés par :

_&f | cos(vy)+ cos(vo)
A= sin(vy —vp) | sin(vy) +sin(vg) |’ (5.67)
avec :
ey = sgn(cos(vy — vz)). (5.68)

5.3.4 Preuve de 'optimalité

Démontrons les résultats reportés précédemment. En tout et pour tout, seules deux confi-
gurations permettent de satisfaire 1’équation (5.57) : [[Al]z = 1 ou [|A]]z > 1. Traitons ces cas
séparément.

Cas ou ||A2 =1

Soit v1 I'angle ot la norme du vecteur efficacité atteint 1 pour la premiére fois sur l'intervalle
[v0, vf]. Le vecteur efficacité est du type py = —ecos(v —1v4) avec € € {—1,1}. La norme ne vaut
1 qu’en v; modulo 7, ce qui signifie que les impulsions v; ne peuvent avoir lieu que toutes les
demi-périodes. En posant L = max{l € N: v; +Ir < vs}+1, 0on a v; = v1 + (i — 1) pour tout
i=1,...,L.

Si e = 1, I’équation (5.55) donne sgn(AV;) = (—1)%. Ainsi, Péquation (5.56) s’écrit :

L
Z{ _CEISHVTJFJF(Z(Z__J))) :|Sgl'l(AVi)|AVi| =z, (5.69)

qui se simplifie en :

{ *Sm ]Z|AV| =z, (5.70)

COS

et qui est équivalente a :

[ cos (v1 +m/2) }me — (5.71)

sin (11 + 7/2)
On en déduit que ), |AV;| = ||lul|2 et v1 = v, —7/2 mod 27. Quant au vecteur efficacité, il s’écrit
pa(v) = —cos(v +7/2 — v,) = —cos(v, ) cos(v) — sin(v,) sin(v), d’ou A = — R
Dans le cas ot ¢ = —1, on obtient cette fois :
- bln
- [ cos ( } Z|AV| =z, (5.72)

ce qui est équivalent &

[ cos (v, — 7/2) }me _ . (5.73)

sin (v, — w/2)
On en déduit toujours que ), |AV;| = ||ul|2, mais cette fois vy = v, + 7/2 mod 27. D’autre part,
pA(v) =cos(v — /2 —v,) = — cos(v.) cos(v) — sin(v,) sin(v) d’ou encore une fois A = —T
En résumé, pour € = £1, on a v; = v* < vy et L = N. De plus, ’équation (5.62) est vérifiée.

Cas ou |[A|2 > 1

Dans cette configuration, le vecteur efficacité ne peut pas atteindre une de ses tangentes ho-
rizontales, sinon la condition de norme infinie égale & 1 ne serait pas respectée. En conséquence,
vy — 1y < 7 et le vecteur efficacité est monotone sur vy, v¢]. Les impulsions ne peuvent donc avoir
lieu qu’aux deux bouts de l'intervalle et vérifient :

e e 18] o

120



Le déterminant de la matrice de gauche est sin(v; — 1g). Cette quantité est non nulle puisque
0 < vy —1y < 7. Le systéme précédent est donc inversible et :

AV, _ cos (vy) sin (v¢) z (5.75)
AV, —cos(vg) —sin(vo) | sin(vy — )’ '
ce qui est équivalent & :
AV | 1 cos (vy — 1)
{ AV ] Rl o— { Ceos(rp— ) |- (5.76)

D’autre part, le signe d’une impulsion est toujours opposé a celui du vecteur efficacité. Puisque
ce dernier est monotone et atteint une norme unitaire aux deux bouts, on a sgn(pa(vf)) =
—sgn(pa(vy)), donc sgn(AVy) = —sgn(AVs). Ceci est équivalent & sgn(cos(vy—v,)) = sgn(cos(vo—
v.)). Etant donnée la taille de I'intervalle [vy, v4], cela correspond & v* > vy.

Pour ce qui est des multiplicateurs de Lagrange, on a py(vy) = —pa(vp) = sgn(AV;y) = e4. 1

vient donc que :
[ ot el TT0 T T .

Cette matrice est la transposée de celle rencontrée précédemment. Ce systéme est donc inversible

lui-aussi, d’ot :
2] = s [ o) o) [1] _—

5.3.5 Exemples numériques

Les cas exposés ci-aprés permettent de visualiser les deux grands types de solutions optimales
pour une orbite de référence circulaire. Le premier exemple permet notamment de voir le cas de
figure d’une infinité de possibilités pour les impulsions associées & un unique vecteur efficacité
optimal.

Exemple 1

Dans cet exemple, 'orbite de référence est géostationnaire. Les éléments orbitaux ainsi que les
conditions du rendez-vous hors-plan sont indiqués par la Table 5.1.

alkm| [ e | v [rad] | ol [mm/s|] | vy [rad] x? [m m/s]
42241 [0 0 [5000 —1 ]| 50265 |[20 —0.1 |

TABLE 5.1 — Paramétres du rendez-vous pour l’exemple 1.

La résolution des conditions d’optimalité donne le vecteur efficacité représenté sur la Figure
5.7. 11 posséde une amplitude unitaire et sa norme atteint 1 en deux angles. Il existe une infinité
de solutions optimales associées, puisque I’on peut répartir les impulsions entre ces deux anomalies
vraies pour un cott total de 1.0707 m/s. Le Tableau 5.2 propose les deux seules solutions optimales
en une unique impulsion non nulle. Les deux graphiques suivants sont des plans de phase, & savoir
qu’ils représentent la vitesse en fonction de la position. Le premier (Figure 5.8) correspond a la
solution 1 et le deuxiéme (Figure 5.9) a la solution 2. Dans les deux cas, ’état final visé est atteint
et la consommation est la méme.
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Anomalie vraie [rad]

FIGURE 5.7 — Tracé du vecteur efficacité optimal.

v [rad] | Sol. 1 [m/s] | Sol. 2 [m/s]
0.4423 1.0707 0
3.5839 0 —1.0707

TABLE 5.2 — Solutions optimales en une impulsion.

02r
-
02F
04F

O6F

Yitesse [mis)

08F

s =

_1 2 1 1 1 1 1 ]
-2000 -1000 ] 1000 2000 3000 4000 5000
Position [m)]

Fi1GURE 5.8 — Plan de phase pour la solution optimale 1.
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FIGURE 5.9 — Plan de phase pour la solution optimale 2.

Exemple 2

Dans cet exemple, la trajectoire de référence est une orbite basse. Les éléments orbitaux ainsi
que les conditions du rendez-vous hors-plan sont indiqués par la Table 5.3.

alkm] [ e[ v [rad] | 27 [mm/s] | vy [rad] 27 [m m/s]
8059 0] 0 | [ 2000 —3]] 25133 |[ —10 —0.05 ]

TABLE 5.3 — Paramétres du rendez-vous pour ’exemple 2.

La résolution des conditions d’optimalité aboutit & une unique possibilité pour la solution
optimale : des impulsions aux deux bouts, données dans le Tableau 5.4. Le vecteur efficacité
correspondant est représenté sur la Figure 5.10 et le plan de phase sur la Figure 5.10. L’impulsion
initiale place le chasseur sur une trajectoire relative qui I’améne, au temps final, & la position
requise. L’ultime impulsion sert alors & corriger la vitesse suivant la valeur demandée. On constate
bien que les impulsions sont de signe opposé au vecteur efficacité.

v [rad] | AV [m/s]
0 0.5829
25133 | —3.0313
3.6143

TABLE 5.4 — Solution optimale.
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FIGURE 5.10 — Tracé du vecteur efficacité optimal.
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Position [m)]

FIGURE 5.11 — Plan de phase pour la solution optimale.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre d’introduction sur le probléme linéaire de rendez-vous en temps fixé été
présentée la méthode indirecte de résolution, basée sur les notions de dualité. En effet, la solution
optimale du probléme dual est liée & celle du primal via le vecteur efficacité, introduit & l'origine
dans le cadre d’une dynamique non linéaire par Lawden [75]. Les conditions d’optimalité déduites
par ce dernier sont nécessaires et suffisantes dans le cas linéaire. En fin de chapitre, cette technique
est mise en pratique a des fins illustratives pour résoudre analytiquement le probléme classique
de consommation minimale des trajectoires relatives situées hors du plan d’une orbite képlerienne
circulaire. La généralisation au cas d’une excentricité non nulle est l’'objet de la suite de cette
troisiéme partie et en constitue la contribution majeure.
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Chapitre 6

Résolution du probléme de
rendez-vous hors-plan elliptique
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6.1 Introduction

Ce deuxiéme et dernier volet de la Partie III est consacré a la résolution du rendez-vous hors-
plan sous une dynamique linéarisée autour de la trajectoire d’une cible sur une orbite fermée non
circulaire. Cela correspond & une excentricité e comprise dans l'intervalle 0, 1[. Dans le chapitre
précédent, on a présenté la méthode de résolution indirecte basée sur les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité de Lawden, qui a déja été utilisée pour trouver les solutions optimales
lorsque e = 0 et que l'on va appliquer une nouvelle fois. Ces résultats, jusqu’alors inédits, ont été
publiés dans [114], aprés parution dans une note interne au LAAS [115].

La Section 6.2 analyse la dynamique du vecteur efficacité lorsque e €]0, 1[. Les solutions opti-
males sont détaillées dans la Section 6.3. Les démonstrations associées sont données en partie dans
la Section 6.4, le reste des preuves étant reporté dans I’Annexe D. Pour finir, la Section 6.5 illustre
ces résultats sur des exemples numeériques.

6.2 Dynamique du vecteur efficacité

La fonction py(v) est clairement une fonction périodique de période 27. C’est un oscillateur
harmonique divisé par la fonction positive r(v) = 1 + e cos(v). On en déduit que son signe change
tous les 7. Sa dérivée est donnée par :

%(1/) _ ~ Ai(e+cos(v)) + Agsin(v) .

dv (1+ ecos(v))? (6-1)

Comme 0 < e < 1, on déduit que py(v) atteint deux extrema globaux, de signe opposé, en v,, et
Ve, sur la période de 2.
Soient v, et v., les dates des deux extrema de py sur une période donnée.

PA(ve,)| 2€COS(I/61) +1 1
A(Vel) a 1-— 62 '
On en déduit :
[PA(Ve, )| < [PA(ve, )| & cos(ve,) < —e. (6.2)

6.2.1 Multiplicateurs de Lagrange et extrema de p,(v)
Si pa(v) a un extremum py(ve) en v, alors il est possible de déduire de (5.49) et (6.1) que :
A1 = —pa(ve)sin(ve), A2 = pa(ve)(e + cos(ve)). (6.3)
Un vecteur efficacité candidat a 'optimalité peut alors étre réécrit comme suit, :

cos(v — 1) + ecos(v)

PA) = palre) 1+ ecos(v) (64)
6.2.2 Rapport des extrema
A partir de (6.3), il vient :
:iigzezgl sin(ve,) = —sin(ve, ), (6.5)
M(e + c0s(Ve,)) = —(e + cos(ve, ). (6.6)

En combinant les équations (6.5) et (6.6), une équation polynomiale du second ordre est obtenue.
Le rapport des valeurs absolues du vecteur efficacité, évalué en ses extrema est une solution de :

2e(e + cos(uel))X 14 2ecos(ve,) + e?

X2 -
1—e2 1—e2

= 0. (6.7)
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14+2e COS(Uel )+€2

T } correspond au rapport des valeurs

Seule la solution positive des deux racines {—1;

absolues. Ainsi :
DA (Ve,)| 1+ 2ecos(ve,) + 2

- ’ 6.8
pa(ve,) e 0
que l'on peut ré-arranger comme :
pAves)l _ ) _ g0+ costey) (6.9)
A (ve, )| 1—e?

Il est important, pour la suite, de noter que |px(ve, )| # 0 sinon py(v) =0, du fait de (6.3).

A partir de (6.9), 'extremum de norme maximale est caractérisé par cos(v.) < —e alors que
Pextremum de norme minimale est tel que cos(v.) > —e. Ainsi, si I'on suppose que 'extremum
de norme maximale est donné par v., alors v., est ’extremum de norme minimale et il peut étre
déduit de (6.9) que :

Ipa(ve,)| el >, (6.10)

[P (ve, )| 1—e?
Ainsi, on obtient que cos(v.,) > —e pour I'extremum de norme minimale. La condition pour
Pextremum de norme maximale est obtenue de la méme fagon en supposant que v,, est 'extremum
de norme minimale. Quand |px(ve, )| = 1, il vient que :

1+ 2ecos(ve,) + €?

Ipa(ve, )| = T (6.11)

Alors, |[pa(ve,)| > 1 si et seulement si cos(ve, ) > —e.

6.2.3 Extrema et multiplicateurs de Lagrange

Pour A € R? donné tel que Ay # 0, 'anomalie vraie de I'extremum est définie par I’équation :

sin(ve) A1
—_— = . 6.12
e + cos(ve) A2 (6.12)
En définissant Y = cos(v,) et Q = :\\—;, il s’ensuit, avec (6.12) au carré que :
(1+Q*Y? +2eQ*Y +¢€%*Q%> —1=0. (6.13)
Les racines de (6.13) sont :
+/1+Q2(1 — €2) — eQ?
1+ Q2 '
Ainsi : )
cos(v,) = = HQlJ(rgf )7eQ” o sin(v,) = —Q—i 1+§2+8;e Jte (6.14)

En gardant & D'esprit les restrictions sur les extrema de norme maximale et minimale, le vecteur
efficacité en ses extrema peut étre exprimé en fonction de A. En insérant les expressions cos(v,) et
sin(v,) prises de (6.14) dans (5.49), expression suivante est obtenue en notant que A\; = QA :

+22(1 4+ Q2)/1+ Q2(1 — €2)

Palve) = 1+(1*€2)Q2:|:€\/m. (6.15)
Par complétion des carrés :
L+ (1= )@ + ey T Q=) = VIF Q=) (VI Q=) +e)
1+ (1-e)Q* —ey/1+Q*(1—€?) = 1+ Q2(1 - e2)(\/1+ Q*(1 —¢?) —¢),
et en prenant la valeur absolue de (6.15), les expressions suivantes sont obtenues :
Xa|(1+ Q%) Aal(1+ Q%) (6.16)

Izlea“]édpk(l/”: /—1+Q2(1—62)—67 IIPGI%R}‘Z)A(V”: \/m+e
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6.3 Solutions optimales en consommation

La méthode mise en ceuvre afin de dériver la solution analytique de ce probléme consiste princi-
palement & exploiter les différentes caractéristiques du vecteur efficacité a 'optimalité et a discuter
les différentes configurations possibles pour 'optimalité. La solution est fortement dépendante de
la durée fixée pour le rendez-vous d, = vy — v, des anomalies initiale v et finale vy et du vecteur
de conditions aux limites z.

— Quand la durée du rendez-vous est plus longue qu’une période (i.e. quand d,, > 27), le vecteur
efficacité py(v) atteint nécessairement ses extrema. Alors, il n’existe que deux possibilités
pour py(v) pour étre optimal, puisqu’il doit vérifier (5.52) : un extremum a une norme égale
a 1 et l’autre a une norme strictement inférieure 4 1 (une impulsion, au plus, par 27), ou les
deux extrema de py(v) ont une norme égale & 1 (deux impulsions, au plus, par 2m).

— Quand la durée du rendez-vous est plus courte qu’une période (i.e. quand d,, < 27), cette
dépendance peut étre complexe puisqu’un extremum peut correspondre & un point frontiére.

Dans la suite, les différentes solutions et leurs conditions associées sont présentées le plus syn-
thétiquement possible sous forme de propositions. Pour chaque type de solutions optimales, les
conditions associées s’appliquant & d,,, g, vy et z sont données. Les multiplicateurs de Lagrange et
le vecteur efficacité optimaux sont également présentés. Les développements analytiques permet-
tant la déduction de tels résultats sont exposés dans la Section 6.4 et I’Annexe D. Nous utiliserons
les notations suivantes dans la suite de ce chapitre :

vy = min{v >y / cos(v) = —e, sin(v) = £v/1 — e2}. (6.17)

La notation v4 définit deux localisations différentes v et v_ appartenant a I'intervalle [vy, vp+27)

dpx(v

et vérifiant |py(vy)| =1 et % = 0. Elles sont caractérisées par un cosinus identique et par
v

un sinus respectivement positif et négatif, i.e. cos(vy) = cos(v_) = —e, sin(vy) = V1 —e? et

sin(v_) = —v/1 — e2. D’autre part,

g1 = sgn(z1), 2 = sgn(zq),
o = sgn(cos(vp)z1 + sin(vp)z2), (6.18)
er = sgn(cos(vy)z +sin(vy)za).

Du fait de (6.17), quand d,, < 7, la condition (v_,vy) € [vo, v¢]? est équivalente & :

sin(rg) > V1 —e? et sin(vy) < —v/1—e€2. (6.19)

Quand 7 < d,, < 2m, la condition (v_,v,) € [vg,v¢]? est équivalente & :

sin(vg) > V1 — €2,

ou
sin(vp) < —v1 —e? et sin(vy) < —V1 — €2, (6.20)
ou

[sin(vp)] < V1 —e? et (e+ cos(vp))(e+ cos(vy)) > 0.

6.3.1 Solutions optimales & deux impulsions intérieures

Dans cette section, le cas des solutions optimales & deux impulsions intérieures par période est
étudié. Indépendamment de la durée du rendez-vous, le vecteur efficacité optimal atteindra ses
deux extrema, et ces deux extrema ont une norme unitaire.

Proposition 16. Une solution optimale pour le probléme du rendez-vous impulsionnel hors-plan
linéarisé est une trajectoire a 2 impulsions définies par les localisations optimales vy et les direc-
tions optimales de poussée données par :

AV(vy) = 127262(42%1 —V1—e3z), (6.21)
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st les conditions suivantes sont vérifiées :

ellz]| > |z2| et d, > 2, (6.22)
ou
ellz|| > |z2| et d, < 7 et sin(rg) > V1 —e? et sin(vy) < —V1 —e?. (6.23)
ou
ellz]| > |z2| et m < d, < 2m,
et
sin(vg) > V1 — €2,
ou (6.24)
sin(vg) < —v1—e? et sin(vy) < —v1 — €2,
ou

[sin(rp)| < V1 —e? et (e + cos(vp))(e+ cos(vy)) > 0.

Les multiplicateurs de Lagrange et le vecteur efficacité optimaux sont :

e1v1 — eZsin(v)

1+ ecos(v)

A =—e1vV1l—e2, A=0, pr(v)= (6.25)

Remarque 14. Comme il est indiqué dans la preuve de la Proposition 16, donnée dans la section
suivante, quand d,, > 27, la solution optimale peut étre étalée sur N* = N_+ N poussées vérifiant
les conditions (6.86) et (6.87), en fonction de la durée du rendez-vous.

6.3.2 Solutions optimales & une impulsion intérieure

Nous considérons maintenant le cas des solutions optimales formées d’une seule impulsion in-
térieure sans impulsion sur la frontiére. Dans ce cas, deux configurations géométriques du vecteur
efficacité peuvent se produire. Quand le rendez-vous dure plus d’une période (d, > 2m), le vec-
teur efficacité optimal associé atteint necessairement un extremum de norme unitaire tandis que
Iautre extremum a une norme strictement inférieure & 1. Quand le rendez-vous dure moins d’une
période (d, < 27), il n’existe pas de condition sur la norme de 'autre extremum et des conditions
supplémentaires seront nécessaires afin d’imposer |px(v)| <1, v € [vg, vy].

Proposition 17. Si cos(vy)z1 +sin(vy)ze # 0 et cos(vy)z1 +sin(vy)ze # 0, une solution optimale
pour le probléeme du rendez-vous impulsionnel hors-plan linéarisé est une trajectoire a 1 impulsion
définie par les localisations optimales vy, :

22 . 21
cos(Vy) = —&p 7, sin(vy,) = g,—-, (6.26)
' 12 ' 2]
et les poussées optimales sont définies par :

AV (vy) = —5 2| + eza, (6.27)

avec b = 0, si les conditions suivantes sont vérifiées :

d, < 2m et e||z| < equs et 5 = —ep, (6.28)
ou
d, <27 et elz|| > eoug et ep = —eq,
et
Iz]l + (2e]|z|| — €022) cos(vp) + €021 sin(vg) > 0,
et
eo(e + cos(vy))z1 + (€022 — el|z]]) sin(vg) > 0,
et (6.29)
lIz|| + (2e]|z|| — €022) cos(vy) + €21 sin(vy) > 0,
et
go(e+cos(vy))z + (022 — el|2]]) sin(vy) < 0
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avec b = 2, si les conditions suivantes sont vérifiées :
d, > 2w et |z2| > el|z]], (6.30)

ou

T < dy <27 et e|z]| < |22 et £f = e, (6.31)
ou

m<d, <2m et elz|| > |z2] et ef = o,

et

Iz]l + (2e]|z|| — €222) cos(vp) + €221 sin(vg) > 0,

et

goz1(e + cos(vy)) — (e||z|| — e222) sin(vg) > 0,

et (6.32)
llz]l + (2e||z|| — e222) cos(vy) + €221 sin(vy) > 0,

et

—e221(e + cos(vy)) + (e]|z]| — e222) sin(vy) > 0.

Les multiplicateurs de Lagrange et le vecteur efficacité optimaux sont :

z18in(v) + (epel|z]| — uz) cos(v)
(1 +ecos(v))| =]

Z1 z9
M =—1—, =ge——0 p)= (6.33)
121l 2]l

Remarque 15. Comme il est indiqué dans la preuve de la Proposition 17, donnée dans la section
suivante, quand d, > 2w, l'impulsion optimale peut étre subdivisées en N* en v; mod 27w en
fonction de la durée du rendez-vous.

Quand le vecteur efficacité a un extremum de norme unitaire en vy (respectivement en vy),
nous obtenons un cas particulier de la proposition 17. Les résultats deviennent alors les suivants.

Corollaire 4. Quand cos(vy)z1 +sin(vg)ze = 0 ou cos(vy)z1 +sin(vy)ze = 0, la solution optimale
devient une solution impulsionnelle a la frontiére, pour laquelle il peut exister une infinité de
multiplicateurs de Lagrange optimauzx. Sans perte de généralité, le vecteur efficacité peut étre choisi
comme dans (6.33) ot €, = —sgn(—sin(v,)z1 + cos(p)22) et b =0 ou b = f.
1. Si cos(vg)z + sin(vg)ze = 0, alors la solution optimale est une solution optimale initiale et
la poussée optimale associée est donnée par :

AV (vy) = (—sin(vg)z1 + cos(vp)z2)(1 + ecos(vp)).

2. Sicos(vy)z +sin(vy)ze = 0, alors la solution optimale est une solution optimale finale et la
poussée optimale associée est donnée par :

AV (vy) = (—sin(vy)z1 + cos(vy)z2)(1 + e cos(vy)).

6.3.3 Solutions optimales 4 une impulsion intérieure et une impulsion
initiale (ou finale)

Nous nous concentrons maintenant sur les solutions optimales constituées par une impulsion
intérieure et au moins une impulsion (initiale ou finale) & la frontiére. Dans ce cas, un extremum
du vecteur efficacité conduit & une norme égale & 1 tandis que 'autre conduit & une norme du
vecteur efficacité supérieure & 1. Afin d’étre le plus concis possible dans ’expression des solutions
optimales, nous définissons les notations suivantes :

v = 1+ arccos(—1 — 2ecos(v)), (6.34)
Vip = Vf-— arccos(—1 — 2e cos(vy)), (6.35)
Uh = v+ 21— arccos(—1 — 2ecos(p)), (6.36)
U;; = vy —2m+arccos(—1 — 2ecos(vy)), (6.37)
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et

gt(ng) = esin(vy) + /—ecos(p)(1 + 2ecos(w)), (6.38)
g (vy) = —esin(vy)+ \/—e cos(vy)(1 4 2ecos(vy)). (6.39)

La variable v;, représente I’anomalie d’un extremum sur [vy, vf] et ¢ la direction de I'impulsion
localisée en v, :
€= M (6.40)
|AV (i)
Si la norme du vecteur efficacité atteint 1 en n’importe quelle autre anomalie dans 'intervalle
[10, V], cela ne peut étre qu’en vy ou vy et les directions des poussées optimales en ces localisations
sont nécessairement dans le sens opposé de celui de 'impulsion intérieure :

AV (v) AV (vy)

AVo) 1AV O (6.41)

En utilisant le fait que le vecteur efficacité admet une tangente horizontale en v;,, on montre que
les multiplicateurs de Lagrange sont obtenus de maniére unique :

A1 = esin(vy,), A2 = —e(e + cos(vy,)), (6.42)

et le vecteur efficacité est alors calculé comme :

cos(v — v;,) + e cos(v)
1+ ecos(v)

pA(v) = —¢ (6.43)
Du fait que les cas ou les solutions optimales sont composées d’une impulsion intérieure et d’une
impulsion de bord finale ou initiale sont trés similaires, seule la dérivation des conditions pour les
solutions optimales composées d’une impulsion intérieure et d’une impulsion initiale est détaillée
dans cette section.

Il est donc nécessaire de déterminer la localisation optimale de 'impulsion intérieure. En utili-
sant la définition (6.43) du vecteur efficacité, supposer une impulsion en vy conduit a :

1+ 2ecos(vy) + cos(v;, — vg) = 0. (6.44)
Cette équation a une solution v;, dans |vg, vy + 27| si et seulement si :
cos(vp) < 0. (6.45)
Si cette condition est satisfaite, les solutions sont :
{vp + arccos(—(1 + 2e cos(vp)); vp + 27 — arccos(—(1 + 2e cos(vp))}- (6.46)

Si vy — vy <, alors (6.44) a une unique solution dans [vy, vy + 7|, et a une solution dans [vy, vy]
si et seulement si la condition (6.47) est satisfaite :

1+ 2ecos(vy) + cos(vy — 1) < 0. (6.47)

Sinon, quand vy —1y > m, alors 'équation (6.44) a une unique solution dans [vy, vy] si et seulement
si:
1+ 2ecos(vy) + cos(vy — 1) <0, (6.48)

et deux solutions si la condition (6.48) n’est pas satisfaite. Dans la suite, deux cas sont analysés :
Vi, = Vg + arccos(—(1 + 2e cos(vp))) et v;, = v + 21 — arccos(—(1 + 2e cos(1p))).-

Afin de rendre les résultats plus clairs au lecteur, il est important d’insister sur la notation
particuliére : + est associé avec # = 0 (impulsion initiale) tandis que — est associé avec # = f
(impulsion finale) comme les notations (6.34)-(6.37) I'indiquent.
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Cas 1

Dans le cas ou v;, = vy +arccos(—(1+2e cos(1p))), les résultats sont résumés par la Proposition
18.

Proposition 18. Une solution optimale pour le probléme du rendez-vous impulsionnel hors-plan
linéarisé est une trajectoire a 2 impulsions, définie par les localisations optimales (uﬁ,uil;) et les
poussées optimales associées :

cos(yfg)zl + sin(zﬁ)zz
sin(ul.iti — )

9

AV (vy) = (1 + ecos(vy))

cos(vy)z1 + sin(vy) 22 (6.49)
AV(V;E) =—(1+ ecos(z/ijﬁ:)) ! - !
sin(vy, — vy)
si les conditions :
f=0etd, <met sin(ry) < vV1—e?et 1+ 2ecos(rvy)+ cos(vy — 1) <0,
et
€0 = Ef,
ou (6.50)
g0 = —¢y et ||z|| + (2e]|z|| — €022) cos(vp) + €021 sin(ry) < 0,
ou
f=fetd, <met sin(ry) > —v1—e? et 14 2ecos(vy) + cos(vy —1p) <0,
et
€0 =€y,
ou (6.51)
g0 = —eyp et |z|| + (2e]]z|| — e0z2) cos(vg) 4 021 sin(rg) < 0,
ou
f=0et7m<d, <2met sin(ry) < vV1—e2et cos(vy) <0,
et
1 —cos(vy — ) + 2sin(vy — vp)g~ (v0) > 0,
et
IzIl + (2¢||z|| — €022) cos(vg) + €021 sin(vp) < 0, (6.52)
et
sin(vy — ) + e(sin(vy) — sin(vy)) + 2(cos(vy — vo) + e cos(vo))g™ (vo) <0,
ou
f=fetnm<d, <2met sin(vy) > —v1—e? et cos(vy) <0,
et
1 —cos(vf — vp) + 2sin(vy — vo)gt (vy) > 0,
et

121 + (2el[2]| + € 22) cos(vy) — epz1sin(vy) <0,
et (6.53)
sin(vy — 1) + e(sin(vy) — sin(vp)) + 2(cos(vy — vo) + ecos(vy))g™ (vg) > 0,

sont vérifiées. Les multiplicateurs de Lagrange optimauz sont donnés par :

M = ey (£sin(pg)(1 4 2ecos(vy) — 2cos(vy)/—ecos(vy) (1 + ecos(uﬁ))) , (6.54)
e = & (xeF cos(vy)(1l+ ecos(vy) — 2sin(vy)\/—e cos(vg) (1 + 2e cos(uu))) ) '
alors que le vecteur efficacité optimal est :
+
cos(v — v;;) + ecos(v)
pA(v) = pAvyy) : (6.55)

1+ ecos(v)
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Cas II

Dans le cas ou v;, = vy + 27 — arccos(—(1 + 2ecos(vp))), les résultats sont résumés par la
Proposition 19.

Proposition 19. Une solution optimale pour le probléme du rendez-vous impulsionnel hors-plan
linéarisé est une trajectoire a 2 impulsions, définie par les localisations optimales (l/ﬁ,ﬁ;g) et les
poussées optimales associées par (6.49), si les conditions :

f=0et 7 <d, <27 etsin(ry) < —v1—e? et cos(rp) <0,
et

1 — cos(vy — 1) — 2sin(vy — vo)gt(vo) > 0,

et

14 2ecos(vg) + cos(vy — 1) > 0,

et (6.56)
12|l + (2¢€]|z]] + €022) cos(vg) — €gz1 sin(vg) < 0,

et

—sin(vy — vp) — e(sin(vy) — sin(vy)) + 2(cos(vy — 1) + ecos(v))g™ (19) > 0,

ou
t=fetnm<d, <2met sin(vy) >+v1—e?et cos(vy) <0,
et

1 —cos(vy — 1) — 2sin(vy —vg)g~ (vy) > 0,

et

14 2ecos(vy) + cos(vy —1vp) >0,

et (6.57)
[[2]l + (2el|z|| — € 522) cos(vy) + ef21 sin(vy) <0,

et

—sin(vy — vp) — e(sin(vy) — sin(vp)) + 2(cos(vy — vo) + ecos(vy))g™ (v¢) > 0,

sont vérifiées. Les multiplicateurs de Lagrange optimauz sont donnés par :

M o= gy <:F sin(vg) (1 + 2e cos(vy)) — 2 cos(vg)/—e cos(vy) (1 + ecos(uﬁ))) ,
(6.58)
Ao = g <:Fe + cos(vy) (1 + e cos(vy)) — 2sin(vy)\/—e cos(vg) (1 + 2e cos(uﬁ))> )
alors que le vecteur efficacité optimal est défini par :
et
. cos(v— 1)+ ecos(v)
pa(v) = pA(5) : (6.59)

1+ ecos(v)

6.3.4 Solutions optimales aux bords

Dans cette section, le cas des solutions optimales sans impulsion intérieure est analysé. Ce cas
est possible seulement si vy — vy < 27 et la norme du vecteur efficacité vaut 1 seulement en vy
and vy¢. L’équation définissant la fonction objectif, donnée par la condition CNS 2 conduit & faire
la différence entre deux cas : vy — vy # met vy — vy = .

Casl:vy—1py#m

Proposition 20. Une solution optimale pour le probléme du rendez-vous impulsionnel hors-plan
linéarisé est une trajectoire a 2 impulsions, définie par les localisations optimales (vo,vy) et les
poussées optimales associées :

cos(vy)z + sin(vy) 2o

sin(vy — vp) ’
cos(vp)z1 + sin(vp) 2o (6.60)

sin(vy — 1)

AV (vg) = (1 + ecos(vy))

)

AV (vy) = —(1 + ecos(vy))
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si les conditions

d, <m et ((sin(ry) < vV1—e?)ou (sin(vy) > —v1 —e?)),

et
€0 =€y,
et
14 2ecos(vy) + cos(vy — 1) > 0,
et
1+ 2ecos(vy) + cos(vy — vp) > 0,
et
cos(vy)z1 +sin(vy)ze # 0,
et
cos(vg)z1 + sin(vg)ze # 0,

sont vérifiées. Les multiplicateurs de Lagrange optimauzx sont donnés par :

\ cos(vy) + cos(vp) + 2e cos(vy) cos(vy)
= —
! 0 sin(vy — 1) ’

\ sin(v¢) + sin(vy) + esin(vy + 1)
= —
2 0 sin(vy — 1) ’

alors que le vecteur efficacité optimal est défini par :

(14 ecos(vy))sin(v — vy) sin(vy — v)(1 + ecos(vg)

pA(v) = g0 —¢

sin(vy — vp)(1 + ecos(v)) Osin(uf —vo)(1 + ecos(v))’

ou les conditions suivantes :
T <d, <2metgg=—¢y,

et

cos(vy)z +sin(vy)ze # 0 et cos(vp)z1 + sin(vg)ze # 0,
et

o|(1+ Q%)
V1I+QX1—e?)+e

sont vérifiées. Les multiplicateurs de Lagrange optimauz sont donnés par :

<1

7

A= cos(vy) — cos(uo)’ do—e; (sin(uf) — sin(vp) N e) 7

sin(vy — vp) sin(vy — 1)

alors que le vecteur efficacité optimal est défini par :

__ sin(v —vp) +sin(vy — v) + ecos(v)
PAv) = =& sin(vy — 1) (1 + ecos(v)) ’

ou les conditions suivantes :
m™<d, <2mete=cey,

et
14 2ecos(vy) + cos(vy —1p) <0,
et
1+ 2ecos(vy) + cos(vy — 1p) <0,
et
cos(vf)z1 +sin(vy)ze # 0 et cos(vp)z1 + sin(vp)ze # 0,
et

[sin(rp)| < V1 — €2 et (e + cos(vg))(e+ cos(vy)) <0,

ou

sin(vy) < —v1—e? et sin(vy) > —v1 — €2,
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sont vérifiées avec les multiplicateurs de Lagrange optimaux donnés par :

cos(vy) + cos(vp) + 2e cos(vy) cos(vy)

/\1 = & - s
sin(vy — 1)
(6.68)
sin(v¢) + sin(vy) + esin(vy + 1)
)\2 = & N )
sin(vy — vp)
alors que le vecteur efficacité optimal est donné par :
1+ ecos(vy))sin(v — v sin(vy — v)(1 + ecos(v
p>\(l/) _ _50(. ( f)) ( 0) + e0— ( f )( ( 0) ) (669)
sin(vy — 1) (1 + ecos(v)) sin(vy — 1) (1 + ecos(v))
CasIl:vy—1y=m
Corollaire 5. Quand d, = 7 et vg = —5 + k7, k € Z, la solution optimale peut étre concentrée

en une impulsion au bord ou répartie sur deux impulsions au bord. Dans ce cas, il peut exister une
infinité de multiplicateurs de Lagrange optimauz (—e1, A2), |A2| < e, et les directions optimales et
amplitudes optimales de poussée sont caractérisées par :

AV (vp)

|AV (w0

o AV(Vf) o
=€ et W——él. (670)

La consommation optimale devient : |AV (vo)| + |AV (vf)| = ||z

Résumé des solutions optimales et des conditions

Les solutions dérivées dans les sections précédentes sont assez complexes du fait de la com-
binatoire & prendre en compte. Elles sont résumées dans les deux Tables 6.1 et 6.2. La premiére
récapitule les 8 solutions différentes et les conditions devant étre vérifiées par chaque type de so-
lutions optimales en fonction de la durée du rendez-vous alors que les AV optimaux associés et
leur localisation sont résumés dans la seconde table. Dans les tables, n.d. est la notation pour non
défini.

En pratique, il faut utiliser ce résumé ainsi : & partir de la durée (mesurée de maniére angulaire),
on identifie le type de solution optimale & ’aide du Tableau 6.1. Ensuite, on se reporte au Tableau
6.2 pour calculer les angles correspondants aux dates de poussées ainsi que les impulsions associées.

135



"STIOA-ZOPUSI NP 9YINP [ 9P UOIIOUOJ US SUOTIN|OS/SUOTIIPUOD SOp WISy — ['9 ATHV],

(29'9) 10 /3 =03 (19°9) 10 z2 — TA— < (fa)us ‘uy ~duar T
pu no no ‘qrut ~dwr |
(¥9°9) 10 53— =03 (19'9) ¥ g2 — TN > (01)urs a
(22'9) 12 0 > (f1)s00 ‘uy ~dwr |
P 10 pu “jut ~dut |
@ — 1IN < (Ja)urs )
(9¢°9) 10 0 > (0)s00 “qut “dun
pu 19 ‘pu “yrut “duat 1
2 — IN— > (0)uts €9
(gg'9) pue 0 > (f1)soo (1e'9) 10 0> (01— #1)s00 + (fa)sooag + T ‘uyy ~dwat |
‘pu 10 710 qur ~dur |
P — IN— < ($a)us 2 — IN— < (Jn)urs )
(2g'9) 10 0 > (01)s00 (0¢°9) 10 0 > (01 — fa)s00 + (0a)s00 07 + T “qur -dut 1
‘pu 10 3o jut |
22 — 1IN > (0n)urs 2 — 1N > (0)uis %)
@e9) 10 05 = 72 30 tnls < [0 I
IR no pu o
03 = #2190 %n03 > ||z|]a q
. 03— = £ 0 . 03— = § Zno
(63°9) 10 03 390 2n03 < ||z||o (62°9) 10 03 390 en03 < ||z]jo Syt -dun 1
pu no no .
03— = 4390 Tn0z = ||z||o 03— = 4390 2002 = ||z||o éq
2 —IN— > (Fa)us 99 ;o — TN < (0)urs qut ~dun g
e2] < 2o (v2'9) 10 |22 < [z]]o 1o rdo
ERSEE v
[ w< Lz > P> L L>p suorn[og

136



137



"SUOTNIOS SOP QUINSN — ¢'9 ATV,

(01 — Fa)uis

/ —=(/ R

! 8z (0n)urs + HNAoAvmooQ )3003 + 1) (fm)Av uy ~durt |

771 19 01 Aol | &lvgﬁm “qrur QQ\S 1
] ((01)s002 + 1) = (01) AV a

ez (fa)uis + 1z(#4)s00

P (Ffa1 — %@Em o P
" 2z (fa)ws + HNQ:vwooQ\QVmoOw +1)—=(Z9)AVv uy “durt T

({2 — b\QEm yur ~duat |
((#1)so09g — 1—)s0001€ + 17 — f1 = Iq -~/ ({a)s009 + 1) = (Y1) A0 170
NNAW&VQG + HNA%QVmOU
0 An\N — wﬁ.sﬁvqﬂm 0t 07
((01)s000g — T—)sodore — xg 4 01 = Y ez (0 )urs + Sﬂoavmouﬁfqvmoum +1)-=(Ha)av ut ~dur 1
} . rut ~durr |
0 Aol - m:Qvgﬁm 0 0 : .m .
\N =
T s =g ("7 T D = (Y 5
; ($a = Ta)us I 1
“ ez (fa)uis + STSKSQK&%S +1)- =(Z1)AV MN MHM M

((#1)s009g — 1—)soooxe — fa = *'n (n — Zajuss ((+ +1)=( D
-1 —dn=" 1)500 9 = (¥n
NNAWSVEm + S\Axlﬁvmg () ! JAv

(02 — Ya)urs

+ ’ _ (o
((01)s000g — T—)sooore 4 01 = Gn 2z (0a)us + S?\omooﬁw:vmoom 1= =Gy A .MEM I
“yuup -dua |
01 — %a)urs
on =2 (0a)sona+ 1) = (00) 4y ©»
2z (Ya)us + 1z(Ya)soo
Eles — (ayus les— = (4a)s00 0 + |75 = (2) AV R
Ellos = (s *Lelos— = (*ta)son 0 + [} 92— = () v A
{ @2-Ip- = (s / 01 Z aluru = ~a oz 3

- = (o (o — 1~ 104) 52 = (C)AY —

= B (zg2 — TN — Smlv%w‘m\, = (tT1) AV v

—~
(=}
Q
\

O [~

I
\
—
A
N
=
=
n

/ 01 Z ajuta = *a

o uv | suonnjog

138




6.4 Preuves de 'optimalité dans le cas ou vy — 1y > 27

Dans cette section, on prouve les résultats énoncés précédemment, lorsque vy — vy > 2m. Les
idées sont trés similaires au cas circulaire (e = 0) pour vy — 1y > 7. Lorsque 0 < e < 1 et
vy — 1y < 27, les démonstrations sont bien plus complexes et ont été reportées dans I’Annexe D,
dans un souci de concision et de clarté. La difficulté vient du fait que, lors d’un rendez-vous court,
selon la dynamique du vecteur efficacité, il existe de nombreux configurations possibles pour une
solution optimale : impulsions internes uniquement, impulsions aux deux bouts seulement, ou bien
un mélange des deux. En conséquence, ’analyse des CNS de Lawden est plus délicate.

La définition de la dynamique relative hors-plan a permis de montrer que le vecteur efficacité
est une fonction périodique, de période 27, admettant deux extrema de signes opposés par période.
Dans tous les cas, on a donc au plus deux impulsions par période.

6.4.1 Une impulsion par période

Supposons que la solution optimale du probléme hors-plan est une solution & une impulsion
par période. On note v;, > 1y la premiére date a laquelle le vecteur efficacité atteint un de ses
extrema (de norme 1) :

. d
v, =min{v € [vo,vf] : [pa(v)| =1et %(V) =0}.

Notons : N = max{i € N: v;, + 2im <v;} + 1. La solution optimale & une impulsion par période
admet donc au plus IV impulsions et les dates possibles de ces impulsions sont :

Vi =V +2(i— Dmi=1,...,N, (6.71)

Remarque 16. Sur l'intervalle [vg, v + 27, le vecteur efficacité admet nécessairement un se-
cond extremum a la date v.. La solution optimale étant supposée a une impulsion par période,
nécessairement : |px(ve)| < 1 = |pa(vi,)|, d’ot d’apres (6.10) :

cos(v;,) < —e (6.72)

Pour déterminer complétement la solution & une impulsion par période, il faut déterminer v,
ainsi que les directions et amplitudes des impulsions.

Les directions des impulsions sont données par la CNS 1. Sachant que v; = v;, mod 27, de
fagon équivalente, cette condition devient : pour tout i = 1,..., N,

AV (v;) =0 ou sgn(AV (v;)) = sgn(AV(v,)) = —pa (Vi) (6.73)
Les impulsions ont donc toutes méme direction. Notons € = sgn(AV (v;,)). La CNS 1 s’écrit alors :
sgn(AV (v;)) = e pour tout ¢ = 1,..., N, (6.74)

et les impulsions sont donc de la forme :
AV (v;) = ¢|AV(y;)| pour tout ¢ =1,..., N. (6.75)
En chaque impulsion, le fait qu’il y ait une tangente horizontale pour le vecteur efficacité s’écrit :

sin(v;,)  —cos(vy,) }A [ ep(Vig) ]

e + cos(v;,) sin(v;,) 0
Ce systéme étant toujours inversible, on obtient :
A1 = esin(y;,), A2 = —e (e +cos(vy,)) , (6.76)
et on en déduit 'expression du vecteur efficacité :

cos(v — v;,) + e cos(v)
1+ ecos(v)

pa(v) = —
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Considérons maintenant la CNS 2. En utilisant les relations (6.71) et (6.75), on a :

N N
> B Ay =2 = e};((:; 1AV )] =

N
<~ R(vi,) Z |AV (v;)] = eu(1l + ecos(v4,))

=1

—sin(v,)  cos(vy,)
cos(v;,)  sin(vy,)

En multipliant & gauche par la matrice inversible [ , la CNS 2 s’écrit de

fagon équivalente :

N

Z AV (1;)| = e (= sin(v;, )21 + cos(vi, )22) (1 + ecos(vi, )
i=1
cos(V, )21 +sin(vi,)ze =0

(6.77)

La seconde équation du systéme (6.77) nous donne ainsi une caractérisation de v;, en fonction
de z comme unique solution du probléme :

cos(v;, )21 + sin(vy, )22 = 0,
cos(v;,) < 0, (6.78)
vy < vy, < v+ 2m.

Il restera a vérifier que la solution obtenue vérifie bien : cos(v;,) < —e. Si la solution de (6.78)
obtenue ne vérifie pas cos(v;,) < —e, on en conclut qu’une solution avec une impulsion par période
n’est pas possible.

Revenons au systéme (6.77). Sachant que : 1 + ecos(v;,) > 0, le systéme (6.77) conduit aux
relations suivantes :

e = sgn (—sin(v;, )21 + cos(v,)z2) et cos(v;,)z1 + sin(v;, )22 = 0.
Etant donné que cos(v;,) < —e < 0, il s’ensuit :

sin(v;,) 29

z21 = zo, et € =sgn < > = —sgn (22) .

" cos(vsy) cos(V4,)

D’oit I’équation suivante :

ol = \/(21)2+(22)2—\/<m@>2+(@)2,
29 29

cos(v4,) cos(v4,)
On en déduit alors :
z1 = —¢l|z|| sin(vi, ), 22 = €||z]| cos(v4,), (6.79)
puis la consommation totale :
N
Z |AV (v;)] = ||2]| (1 + ecos(vi,)) = ||2]| — e|z2] > 0. (6.80)
i=1

On retrouve cette expression en injectant les valeurs de A et z données par les relations (6.76) et
(6.79) dans I'expression de la consommation.

Enfin, en reprenant les relations (6.79), on remarque que la condition cos(v;,) < —e peut étre
reformulée en fonction de z de la fagon suivante :

ellz]| < |zal- (6.81)
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6.4.2 Deux impulsions par période

Examinons maintenant le cas d’une solution optimale du probléme hors-plan & deux impulsions
par période. On note vy et v_ les dates des extrema du vecteur efficacité sur U'intervalle [vg, vp+ 27|

vérifiant :

d
PAve) =1 et 2 () =0,

soit, d’apres (6.10) :
_ sin(vy) = V1—e2,
cos(v4) e et (6.82)
sin(v_) = —v1-—¢%

Notons :
Ny = max{neN:vy +2n7m <ws}+1,
N_ = max{neN:v_+2nm <wvs}+1,
N = Ny+N_.

Toute solution optimale & deux impulsions par période admet donc au plus N impulsions aux

dates :

vi=v, +2(i—1)nm, pouri=1,..., Ny,

?

v, =v_+2(i—1)wr, pouri=1,...,N_.

1
Dans la suite, on notera : {v; : i = 1,...,.N} = {v;" :i=1,...,N,}U{y; :i=1,...,N_}
I’ensemble des dates des impulsions possibles.

Avant de reprendre une a une les conditions d’optimalité, remarquons que la tangente horizon-
tale du vecteur efficacité fournit un résultat préliminaire qui va simplifier la suite des calculs. En
effet, cette condition s’écrit ici :

(e4cos(ve)) A1 +sin(rg)da =0 <= V1—-€e2X2=0
<~ M =0.

Les directions de poussée des impulsions sont caractérisées par la CNS 1. Connaissant la forme
des dates d’impulsions, les directions sgn(AV (v;)) aux dates d’impulsions vérifient :

sgn(AV(vy)) sive{vf:ii=1,...,N:},

AV; =0ou Sgn(AV(Vi)) = { sgn(AV(y_)) siy; € {Vz_ i=1,... >N—}'

Posons : ¢ = sgn(AV (v_)) la direction des impulsions appliquées aux dates v; , i € {1,...,N_}.
Du fait que Ay = 0 et d’aprés la définition (6.82) des dates vy et v_, la CNS 1 s’écrit :
R(I/,)T)\ o )\1

sgn(AV(v_)) = —

o) Vil
- _R(V+)T/\ o )\1
sgn(AV(vy)) = ) ise
Dot : sgn(AV(vy)) = —sgn(AV(v_)) et Ay = —sgn(AV(v_))v/1 —e2. D’ou :
sgn(AV(v_)) = —sgn(AV(vy)) = ¢, (6.83)

A =—-¢eV1—e2 et \yg=0. (6.84)

On en déduit la forme du vecteur efficacité :

pr) = eV~

1+ ecos(v)’

ainsi que la direction des impulsions les unes par rapport aux autres :

—eAVT siye{vfii=1,..., Ny},

AV(r) = { eAV” siv;e{y; ri=1,...,N_}, (6.85)
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avec AVii > 0. Examinons maintenant la CNS 2, qui s’écrit ici de la fagon suivante :

Ny +)

R(v;") (v,
S B0 Ay 4 5 B0 Ay
pt o) = o(v;)

" [Vlgj]imfiﬂr{ }ZAV 2(1—¢€?)
i=1

Ceci peut se réécrire de facon équivalente sous la forme d’un systéme linéaire en la consommation
dont la matrice est inversible, et dont 'unique solution est :

Z AVH = (ezl +V1i- 6222) (6.86)

Z AV = vi—e (ezl —V1- 6222> . (6.87)

Chacune de ces deux sommes est positive ou nulle, soit :

elez1 + V1 —e222) >0 et elezg —V1—e?z2) >0.

On en déduit d’une part :
e =sgn(z),

et d’autre part, que les quantités (ez; +v'1 — e2z2) et (ez; — v/ 1 — €2z3) sont de méme signe, soit :

(ez1 + mz2)(621 - Mzg) >0,

ou de maniére équivalente :
ellz]| > |zal- (6.88)

Remarquons que le cas e||z|| = |z2| correspond au cas ou :

Ny N_
DAV =0 ou Y AV =
=1 =1

La consommation totale calculée & partir de (6.86) et (6.87) a pour expression :
Ny N_
SCAVE D AV = [n V1 - e (6.89)
i=1 i=1

6.4.3 Résumé

En résumé, dans le cas out vy —1p > 2, il existe deux types de solutions optimales du probléme
hors-plan selon le signe de e||z|| — |22] :

1. Si e||z]| < |#2]| alors la solution optimale est une solution & une impulsion par période.
Dans ce cas, on définit :
- v, (unique) solution du systéme :

| 22|

. z
cos(vi,) = —M, sin(v;,) = sgn(zQ)m

vy S v, < Vo +2m

— N =max{i € N:v;, +2ir <wv¢}+1 le nombre maximum d’impulsions possibles.
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— & = —sgn(z9) la direction des impulsions. Remarquons que si zo = 0, alors soit z; = 0 et
le probléme est trivialement résolu, soit cos(v;,) = 0, ce qui impliquerait qu’il n’existe pas
de solution optimale & une impulsion par période.

Les impulsions possibles sont espacées de 27 et sont de méme direction ¢. Les dates des

impulsions sont : v, = v, +2(k — 1)m, k =1,..., N. Les impulsions peuvent étre réparties

arbitrairement selon les dates vq,...,vy a condition de vérifier :

N
YAV = |lz] —efzl.
i=1

De plus, le vecteur efficacité est alors défini par :

21
111"

v = sl (- 2.

. Si e||z|]| > |22| alors la solution optimale est une solution & deux impulsions possibles par
période.

Dans ce cas, on définit :

— vy et v_ tels que :

A=

cos(ve) = —e et {Sin(l“r) = Vi-¢,
sin(v_) = V1 ez

— & = sgn(z1). Remarquons qu’ici nécessairement z; # 0. En effet, si z; = 0 alors la condition
el|z]| > |z2| devient : e > 1 ce qui est impossible.

— N_ =max{n € N:v_+2n7 < vs}+1 le nombre maximum d’impulsions dans la direction
€.

— Ny =max{n € N: v, +2n7 <vs}+1 le nombre maximum d’impulsions dans la direction
—€.

Toute solution optimale & deux impulsions par période admet donc au plus N_ impulsions
dans la direction € et au plus N impulsions dans la direction opposée. Les dates possibles

de ces impulsions sont :
vi=vy+2(i—1)m, pouri=1,..., Ny,
v, =v_+2(i—1)m, pouri=1,...,N_.

7

Les impulsions peuvent étre réparties arbitrairement selon les dates I/i+ et v, a condition de
vérifier :

Ny
V1 — e2
AVt = (et Vim ),
i=1

N_ JER—
Z AV = 517_62 (ezl —v1- 6222) .
i=1

2e

Remarquons que dans le cas : el|z|| = |z2], alors

Ny N_
S AV =0 ou Y AV; =0.
i=1 i=1

Cela signifie que les directions de poussée sont toutes choisies dans le méme sens, réparties
respectivement selon les dates l/;r et v; . On retrouve ainsi la solution a une impulsion par
période du cas précédent. De plus, le vecteur efficacité est alors défini par :

A1 = —sgn(z1)V1—e?,
A = 0.
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6.5 Exemples numériques

6.5.1

Exemple 1

Le premier exemple est fondé sur la mission PROBA-3 dont les objectifs principaux sont de
demontrer les capacités des technologies nécessaires au vol en formation de deux véhicules en
orbite elliptique [95]. Les éléments orbitaux ainsi que les conditions du rendez-vous hors-plan sont
indiqués par la Table 6.3.

a [km)] e vy [rad] zg [m m/s] ag, Imm/s] | vy, [rad] | vy, [rad] x? [m m/s]
7039.887 | 0.80621 | 2.042 [ =5000 0.5 ] | [ —5000 O ] 3t 4dn [20 0.2 ]
TABLE 6.3 — Paramétres du Rendez-vous PROBA-3.
Cas 1: z9 =m0, and vy = vy,

Le vecteur efficacité optimal est représenté sur la Figure 6.1. Une solution optimale pour le

rendez-vous impulsionnel hors-plan est présentée par la Table 6.4.

FIGURE 6.1 — Tracé du vecteur efficacité optimal pour le cas 1 de PROBA-3.

Primer vector

4 5
v

[radg}

v [rad] | AV [m/s]
2.5085 | —0.34875
3.7747 | 0.1639
8.7917 | —0.34875
0.8614

TABLE 6.4 — Solution optimale pour le cas 1 de ’exemple PROBA-3.

La Figure 6.2 décrit la trajectoire hors-plan associée dans le plan de phase.
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Vitesse [m/g]

1 | 1 |
8000 10000 12000 14000

1 1 L
2000 4000 6000
Position [m]

FIGURE 6.2 — Plan de phase pour la solution optimale du cas 1 de I’exemple PROBA-3.

Il est & noter que, puisque le vecteur efficacité atteint trois tangentes horizontales, il est toujours
possible de choisir une solution optimale répartie sur le nombre maximal de manceuvres impul-
sionnelles. Si’on veut une solution optimale en un nombre minimal d’impulsions non nulles, il n’y

a que deux possibilités, données dans le Tableau 6.5

v [rad] | Sol. 1 [m/s] | Sol. 2 [m/s]
2.5085 —0.6975 0
3.7747 0.1639 0.1639
8.7917 0 —0.6975
0.8614 0.8614

TABLE 6.5 — Solution optimale pour le cas 1 de ’exemple PROBA-3.

Cas 2 : g =z, et vy = vy,

Lorsque xg = xg, and vy = vy,, la durée du rendez-vous est toujours telle que dg > 27 mais
cette fois e|zf| < |zf,|. Cela correspond au cas B, dans la Table 6.1. Le vecteur efficacité optimal
est représenté sur la Figure 6.3. Comme il atteint deux fois le méme extremum, il existe une infinité
de solutions optimales associées. On donne dans la Table 6.6 la solution en une unique impulsion
réalisée le plus tot possible. Le plan de phase associé est donné par la Figure 6.4.

Sol. 1 [m/s]
—0.5322

v [rad]
2.7177

TABLE 6.6 — Solution optimale en un nombre minimal d’impulsion pour le cas 2 de PROBA-3.
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Primer vector

FIGURE 6.3 — Vecteur efficacité optimal pour le cas 2 de ’exemple PROBA-3.

Vitesse [m/s]

01 i i | i | i
5000 5000 4000 3000 2000 1000 0 000
Position [m]

FIGURE 6.4 — Plan de phase pour la solution de la Table 6.6.

6.5.2 Exemple 2

On considére maintenant ’exemple numeérique emprunté a la référence [130], pour lequel le
véhicule cible est sur une orbite de transfert géostationnaire (GTO). Il s’agit d’une orbite terrestre
fortement elliptique dont ’apogée est de 42164 km. Les caractéristiques du rendez-vous hors-plan
sont résumés par la Table 6.7.
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a [km] e vy [rad]

2y [m m/§]

Vi [rad]

Vg, [rad]

x? [m m/s]

0.17

24616 | 0.73074 [ 10000

3]

5.2

3

[0 0]

TABLE 6.7 — Paramétres du rendez-vous de l’exemple extrait de [130].

Deux durées différentes de rendez-vous sont étudiées. Le premier cas est directement extrait
de la référence [130] avec 7 < d,,, < 27 alors que la durée du second rendez-vous a été raccourcie,
d,, < m, avec des conditions initiales et finales inchanggées.

Cas 1: vy =25.2rad.

Dans ce cas, la solution optimale est une trajectoire & 2 impulsions avec des périodes initiale
et finale de coasting. Ici, le coasting final peut étre considéré comme un coasting dégénéré puisque
le chasseur a déja atteint sa destination finale aprés la seconde manceuvre.

v [rad] | AV [m/s]

2.3902 3.1060

3.8930 | —3.1668
6.2728

TABLE 6.8 — Solution optimale pour ’exemple 2 et vy, .

Vitesse [m/g]

I
A5 El

" Position [m]

FIGURE 6.5 — Trajectoire optimale dans le plan de phase pour '’exemple 2 et vy, .
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Primer vector

a 1 1 1 | | 1 1 | 1
0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5

v [rad]

FIGURE 6.6 — Tracé du vecteur efficacité optimal pour I'exemple 2 et vy, .

Position
o L

Vitesse

FIGURE 6.7 — Trajectoire en position et vitesse relatives pour I'exemple 2 et vy, .

Cas 2 : vy = 3 rad.

La nature particuliére de la solution optimale précédente est illustrée en considérant le cas
suivant pour lequel la durée du rendez-vous est raccourcie. Cette réduction résulte en une solution
optimale & 2 impulsions avec une période de coasting initiale et une impulsion finale, pour une
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augmentation de la consommation de presque 40 %.

v [rad] | AV [m/s]

1.8924 7.8311
3 —0.9261

8.7572

TABLE 6.9 — Solution optimale pour I'’exemple 2 et vy,.

Vitesse [m/s]

| 1 | 1 1 | 1 |
-1 08 06 0.4 02 0.2 0.4 0.6 08 1

o
Position [m] <

FIGURE 6.8 — Trajectoire optimale dans le plan de phase pour 'exemple 2 et vy,.

Position

05 1 15 2 25 3

F1GURE 6.10 — Trajectoires en position et vitesse relatives pour I’exemple 2 et vy,.
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Primer vector

05 1 15

v [rad]
FIGURE 6.9 — Tracé du vecteur efficacité optimal pour I'exemple 2 et vy, .

6.6 Conclusion

Ce chapitre expose la résolution inédite du probléme de rendez-vous hors-plan en temps fixé au
voisinage d’une orbite strictement elliptique. Les solutions, minimales en consommation de carbu-
rant, sont obtenues 4 I’aide de 1la méthode indirecte présentée dans le Chapitre 5. Plus précisément,
on résout de maniére analytique les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de Lawden.
Cela est rendu possible par le fait que le vecteur efficacité est de dimension 1 et que 1’on arrive a
analyser sa dynamique. En résumé, les solutions optimales associées sont classables en trois grands
types :

— impulsion(s) interne(s) uniquement ;

— une impulsion interne et une au bout (initial et/ou final) ;

— impulsions aux deux bouts.

Dans la premiére configuration, de maniére similaire & ce que ’on peut observer dans le cas circu-
laire, il existe une infinité de solutions optimales lorsque la durée du rendez-vous est relativement
longue. En effet, le vecteur efficacité est 2m-périodique et il est donc possible de subdiviser les im-
pulsions. Ce phénoméne est illustré sur certains des exemples numériques proposés, dont certains
sont inspirés de missions spatiales réelles.
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Conclusion

Dans cette partie, la solution optimale du probléme de rendez-vous linéarisé hors-plan en temps
fixé et consommation minimale a été présentée. La résolution est faite analytiquement et de maniére
indirecte grace aux conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, exprimées a I’aide du vecteur
efficacité. Historiquement, celui-ci a été introduit par Lawden [75] dans un contexte de dynamique
orbitale non linéaire. Le cas linéarisé a été formalisé mathématiquement par Neustadt [83], puis
appliqué au cas d’une dynamique képlérienne par Prussing [97] et Carter [26]. En pratique, dans
cette étude, on se focalise sur la partie du mouvement située hors du plan de la trajectoire de
référence. A la fin du Chapitre 5, dans le but d’illustrer la méthode de résolution indirecte, le cas
classique d’une orbite circulaire est traité. Celui d’une orbite elliptique d’excentricité non nulle,
bien plus complexe et jusqu’alors non résolu, est 'unique objet du Chapitre 6. Dans les deux cas de
figure, les résultats sont illustrés sur des exemples, dont certains sont inspirés de missions réelles.

Pour le probléme de rendez-vous coplanaire, il apparait encore plus difficile de résoudre analy-
tiquement les CNS d’optimalité. Il est d’ailleurs notable que pour cette partie de la dynamique,
contrairement au hors-plan, ’expression des conditions d’optimalité dépendent de la norme considé-
rée [83], car la dimension du vecteur vitesse n’est pas égale & 1. Dans le cas de la norme euclidienne,
certains auteurs [100, 25] ont néanmoins donné des résultats partiels dans le cas circulaire, pour
lequel le mouvement est cycloidale. Parallélement, il est toujours possible de tenter une résolution
numeérique itérative a l’aide d’algorithmes dédiés [26, 12]. Une approche alternative, actuellement
étudiée au LAAS, consiste a résoudre numériquement le Probléme 14 sans raisonner du tout sur
le probléme de rendez-vous. Ce n’est que dans un second temps, une fois les multiplicateurs de
Lagrange optimaux calculés, que 1'on déduit les impulsions optimales grace aux conditions de
Lawden.
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Cette thése traite d’opérations de proximité en orbite, et plus précisément des manceuvres,
optimales en consommation, d’évitement de collision et de rendez-vous. Les deux problématiques
concernent une paire d’objets spatiaux : un satellite opérationnel, actif, et un corps passif. Le
sujet, de la collision en orbite, en particulier, est traité & deux niveaux : I’évaluation selon un
critére probabiliste du risque de collision associé & une rencontre et sa réduction par un plan de
manceuvres propulsives.

Bilan

Le sujet de la Partie I est ’évaluation du risque de collision. Le premier chapitre présente les
formules classiques des deux quantités que sont la probabilité de collision en rapprochement rapide
[2] et la probabilité de collision instantanée [28]. Il s’agit d’intégrales d’une fonction gaussienne
sur une boule euclidienne, en dimension respectivement 2 et 3. Les méthodes de calcul de ces
grandeurs que l'on trouve dans la littérature du domaine spatial sont également présentées. Toutes
se basent sur des schémas numeériques d’intégration, & ’exception de celle de Chan [27, 28] qui
se fonde sur une formule analytique, néanmoins issue d’une approximation. Le deuxiéme chapitre
fournit une nouvelle méthode de calcul basée quant & elle sur une expression analytique et exacte
de l'intégrale, sous la forme du produit d’un terme exponentiel avec une série convergente & termes
positifs. Elle est obtenue & I’aide de la transformée de Laplace et de la technique d’évaluation des
fonctions de la variable complexe dite de préconditionnement [43]. C’est d’ailleurs ce dernier point
qui la distingue des autres formules analytiques de la littérature du domaine des probabilités [59].
De plus, on propose dans ce document des garanties sur la précision du calcul de la probabilité de
collision, ainsi qu’un encadrement analytique de celle-ci. Ce dernier aspect constitue un outil trés
rapide et efficace d’estimation du risque.

La Partie II traite de I’évitement de collision & proprement parler, puisque I’objectif est de
concevoir une stratégie de poussée visant & réduire le risque de collision sous un seuil de tolérance
fixé par l'opérateur. Un tel plan d’action n’est nécessaire que si I’évaluation de la probabilité de
collision sans manceuvre excéde cette valeur critique. Dans la formulation du probléme, on dis-
tingue deux modéles de conjonction, & savoir les rencontres rapides [2] et les rencontres lentes [28].
Dans chaque cas, le probléme appartient au domaine de ’optimisation sous contraintes probabi-
listes [96, 48] et la difficulté réside dans 1’évaluation et la dérivation des probabilités de collision
en fonction des variables de commande. Dans le premier cas, en développant a l'ordre 0 ou 1 les
vecteurs aléatoires en fonction des variables de commande, on peut estimer la contrainte proba-
biliste en se ramenant & la formule classique de probabilité de collision en rapprochement rapide.
On propose également une autre méthode, cette fois sans aucune approximation. En effet, I’hy-
pothése de mouvement relatif rectiligne permet de formuler la condition de non collision a I’aide
d’une unique inégalité, et cette structure simple permet de traiter le probléme indirectement par
Papproche dite des scénarios [22, 23]. Pour le deuxiéme cas, le cadre du rapprochement lent au-
torise une linéarisation de la dynamique orbitale au voisinage de la trajectoire de référence de
I’objet primaire. L’avantage est que la linéarité du systéme entraine la conservation de la nature
gaussienne des incertitudes sur les positions et les vitesses au cours du temps. On sait donc éva-
luer efficacement la probabilité de collision instantanée, que I'on contraint sur un échantillon de
dates pendant la rencontre. Deux méthodes de résolution sont proposées, toutes les deux basées
sur un recouvrement polyédral du domaine de collision conduisant & des contraintes convexes. La
premiére traite directement le probléme en choisissant astucieusement des polyédres cubiques ré-
sultant en une expression analytique et facilement différentiable des probabilités de collision. La
seconde, valable pour n’importe quel polyédre, fait appel au principe de sélection du risque [19],
une relaxation supplémentaire qui permet au final d’aboutir & un probléme d’optimisation mixte
en variables binaires et continues.

Enfin, la Partie III est consacrée & 'optimisation en consommation de trajectoires en temps
fixé & proximité d’une orbite képlérienne de référence. Bien qu’en marge de la problématique
d’évitement de collision, il s’agit toutefois d’un sujet d’intérét pour les opérations de proximité,
par exemple la visite d’un débris ou le rendez-vous avec une station orbitale. Formellement, on
étudie le probléme de commande optimale dit de rendez-vous qui consiste a faire passer la position
et la vitesse d’un chasseur actif d’un état initial vers un état final donnés, relativement & une cible
passive qui peut étre fictive ou réelle. Ces travaux se focalisent sur la partie du mouvement située
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hors du plan orbital de référence. On commence par décrire de maniére théorique la méthode
indirecte de résolution du probléme de rendez-vous spatial [83, 26], qui s’appuie sur les propriétés
du vecteur efficacité [75, 79], avant de la mettre en pratique sur le cas classique d’une orbite
circulaire i.e. d’excentricité nulle. La résolution du cas strictement elliptique, bien plus complexe
et inédite dans la littérature, est traitée dans le second chapitre de cette partie. Ces résultats sont
illustrés numériquement sur divers exemples incluant des cas réels de missions spatiales.

Perspectives

Concernant ’évaluation du risque de collision associé a une alerte, I'intérét des opérateurs se
porte désormais de plus en plus sur les variations de la probabilité de collision en fonction des
paramétres caractérisant les incertitudes pour chaque objet, & savoir les espérances et écart-types
de leurs coordonnées. En effet, ceux-ci sont parfois mal connus et il peut y avoir une sous-estimation
du risque lorsque le niveau d’incertitude est trop élevé (phénomeéne dit de dilution [8]). Plutot que
d’effectuer une étude numérique de cette sensibilité comme c’est actuellement le cas, I'idée serait
d’étre plus rigoureux en essayant d’obtenir des expressions analytiques des dérivées partielles de
la probabilité de collision. Dans son livre [28], Chan a calculé analytiquement les variations du
premier terme de sa série, qui pour rappel n’est qu’une approximation de la véritable probabilité.
On pourrait faire une étude similaire de la formule exacte proposée dans la thése.

Pour ce qui est des algorithmes d’évitement de collision, plusieurs perspectives sont envisa-
geables. Dans le cadre des rencontres rapides, 'approche par scénarios peut étre étendue aux
objets non sphériques, par exemple de forme polygonale avec une application pour les structures
complexes comme les stations orbitales. L’essentiel est de pouvoir, pour une instance donnée des
vecteurs aléatoires, évaluer la condition de non-collision & ’aide d’un nombre fini d’inégalités.
D’autre part, les méthodes proposées pour ’évitement de collision en rapprochement lent peuvent
étre adaptées pour prendre en compte plus de deux objets. On peut ainsi imaginer des applications
pour le vol en formation. Une autre perspective de travail consiste & travailler sans relaxation sur
la géométrie de collision, ou bien avec des polyédres autres que des cubes. Il existe par exemple
un code efficace [44] pour calculer des intégrales gaussiennes sur des polyédres quelconques, qui
pourrait étre utilisé dans le cadre de I’approche directe pour un ensemble de collision non cubique.

Quant au probléme de rendez-vous, la perspective majeure d’amélioration réside dans ’obten-
tion d’une forme analytique plus élégante des solutions optimales pour la partie hors-plan, par
exemple & ’aide de I'anomalie excentrique. De plus, il est envisagé de s’intéresser au probléme de
rendez-vous hors-plan linéarisé au voisinage d’une orbite de référence non fermée, comme une para-
bole ou une hyperbole, pour laquelle ’excentricité est supérieure a 1 et la dynamique relative n’est
pas périodique. Concernant la partie coplanaire, une nouvelle méthode numérique est a ’étude au
LAAS. Elle consiste a résoudre dans un premier temps une série de relaxations du probléme dans
I’espace des fonctions continues, avec une garantie de convergence vers la solution des contraintes
non relaxées. Le calcul de la solution optimale du rendez-vous n’intervient qu’ensuite. Pour cela,
on résout les conditions nécessaires et suffisantes de Lawden avec les multiplicateurs de Lagrange
obtenus précédemment de maniére numérique.
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Annexe A

Lois de probabilités usuelles
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Sauf précision contraire, I’ensemble des éléments présents dans cette annexe a été extrait de la
référence [53].

A.1 Lois normales

Loi unidimensionnelle

Définition 5. Soit U une variable aléatoire dans R de moyenne p et d’écart-type o. On dit que
U suit une loi normale (ou gaussienne) si et seulement si sa fonction de densité est la suivante :

R — Rt

T =

202

1 —p)? :
exp (_(:E 1) ) . (A.1)

Voro

Elle est donc complétement déterminée par ses deux premiers moments et [’on note Ni(p, o) sa

distribution de probabilité.

Remarque 17. Variable gaussienne centrée réduite.
On appelle N1(0,1) la loi gaussienne centrée réduite, puisque sa moyenne est nulle et son écart-type
unitaire. Sa fonction de répartition F est exprimable a Uaide de la fonction d’erreur de la maniére

sutvante :
T

Foy =2 (1 (). "

Loi multidimensionnelle

Définition 6. Soit V' un vecteur aléatoire dans R™ de moyenne p et de matrice de variance-
covariance . On dit que V suit une loi normale multivariée si et seulement si sa fonction de

densité est :
R — Rt

N 1 (x—u)TE‘l(x—u)) (A.3)

—— —exp| —
enEJdaE)  C ( >
On note Ny (1, X) sa distribution de probabilité.

A.2 Lois du y?

Loi centrée

La loi du x? centrée peut étre définie de différentes maniéres [53]. On reprend ici la définition
utilisée dans le cadre de la méthode des distributions approchées de Chan [28] pour le calcul de
probabilités instantanées de collision.

Définition 7. Soient Uy,...,U,, des variables aléatoires indépendantes, suivant chacune une loi
m

normale centrée réduite N1(0,1). La variable Y U? suit une loi de distribution dite du x* centrée
i=1

a m degrés de liberté. Elle est notée x2,. Sa densité de probabilité est la suivante :

R — RT
T\ m
exp (75) xz2 (A4)
=
v 25T ()

ot T' est la fonction Gamma [1], définie par la formule T'(z) = f0+°° t*“le~tdt. Par extension,
grace a la formule (A.4), on définit la loi du chi-deuz pour les valeurs non entiéres de m.
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Loi non centrée

Cette distribution de probabilité a été obtenue par plusieurs approches différentes donnant lieu
a des applications multiples ainsi qu’a des interprétations variées (voir chapitre 28 de [53]). La
définition standard est la suivante :

Définition 8. Soient m wariables aléatoires indépendantes Uq,...,U,, et autant de constantes
m

scalaires 01, . .., 0m. La variable aléatoire > (U; + 8;)% suit une loi de distribution dite du x* non
i=1

m
centrée a m degrés de liberté et de parameétre de non centralité A = Y 6?. Sa densité de probabilité
i=1
est la suivante :
R —~ RF

T+ A
exp (‘ 5 ) too  NigBZ-l+i (A.5)
2 i=032%T(%% +j)

T

wf3

Remarque 18. Lorsque A\ = 0, on retrouve une loi du x? centrée.

Proposition 21. La fonction génératrice des moments se calcule comme :

p(t) = (1—2t)"% exp (1 it%) : (A.6)

Les premiers moments sont donc :

w = m+ A (A.7)
na = 2(m+2X), (A.8)
us = 8(m+3X\), (A.9)
pa = A8(m +4N) 4+ 12(m + 2)\)% (A.10)

A.3 Loi de Rice-Rayleigh

Cette distribution a pour origine les travaux de S.O.Rice [102] en théorie de la communication
et généralise la distribution de Rayleigh [87].

Définition 9. [82] Soient deuz variables aléatoires indépendantes X ~ Ni(ux,0%) et Y ~
Ni(py,0?). La variable aléatoire R = /X2 + Y2 suit une loi de probabilité dite de Rice-Rayleigh,
notée R(v,0), avec v = \/p% + pi-. Sa densité de probabilité est :

R — R*t

202 o2

x2+y2>IO (ﬂ)’ (A.11)

x
r = —exp|—
o

ot Iy est la fonction de Bessel modifiée de premier type et d’ordre 0, caractérisée par Iy(x) =

% Ofexp(x cos(6))db.

Remarque 19. Si une variable aléatoire R suit une loi de Rice-Rayleigh R(v,1), alors R? suit
une loi du x? non centrée a deuz degrés de liberté et de parameétre de non centralité v2.
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Annexe B

Quelques notions d’analyse complexe
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Cette annexe introduit quelques notions relatives aux fonctions holonomes et entiéres, dans le
but d’expliquer le principe de la méthode de préconditionnement employée dans la Section 2.2 du
Chapitre 2 pour évaluer la probabilité de collision en rapprochement rapide.

B.1 Fonctions holonomes

Ci-dessous, on énonce les définitions et propriétés fondamentales relatives aux fonctions D-finies
(ou holonomes). Plus de détails peuvent étre trouvés dans la référence [129].

Définition 10. Une fonction z — h(z) est dite holonome si et seulement si elle vérifie une équation
différentielle linéaire a coefficients polynomiauz en z.

Un exemple élémentaire de fonction holonome est ’exponentielle, puisque exp’(z) = 1 - exp(z).

Proposition 22. [129] L’ensemble des fonctions holonomes est stable pour les opérations sui-
vantes : addition, soustraction, multiplication, intégration et dérivation.

Définition 11. Une suite (un)nen est dite P-récursive si et seulement si elle vérifie une relation
de récurrence linéaire & coefficients polynomiaux en la variable entiére k.

Le théoréme suivant fait le lien entre fonctions D-finies et suites P-récursives.

Théoréme 4. [129] Une fonction h est holonome si et seulement si elle est développable en zy en

série entiére h(z) = ::6 un(z — 20)" et que la suite (un)nen est P-récursive.

En pratique, on obtient la formule de récurrence en injectant le développement en série dans
I’équation différentielle. Inversement, on peut déduire I’équation différentielle & partir de la série.
Cela se fait de maniére algorithmique & la main ou bien en utilisant le package Gfun [110] pour
Maple qui en propose une implémentation. Pour revenir a I’exemple de I’exponentielle, exp(z) =

:i% upz" et exp’(z) = :i%(n + Dugg12™, dott (n+ Dupr1 = up.

B.2 Evaluation d’une série et méthode de préconditionne-
ment

Phénoméne de compensation des termes

Considérons une série de Taylor sous la forme :

+oo
h(z) =Y upz", (B.1)
n=0

ol u, se comporte asymptotiquement a l'infini comme (—1)"75—!2 avec v, 8,k > 0. Pour de large
valeur de |z|, le calcul en précision arithmétique finie d’une telle série est sujet & une compensation
des termes. Cela s’explique par le fait que les coefficients |u,2"| croissent avant que la série ne
commence & converger lorsque n® > Bz. Lorsque n® ~ (z, les quantités |u,z"| deviennent généra-
lement bien supérieures & |h(z)|. Ainsi, les contributions des termes s’annulent entre elles lorsque
les bits d’ordre bas, qui contribuent aux premiers chiffres significatifs de h, sont perdus dans les

erreurs de troncature. En conséquence, on va chercher & minimiser le ratio suivant :

max |, 2" |
d(z) = log ———. (B.2)
|h(2)
; ; =y
Un exemple classique de compensation des termes est h(z) = exp(—z) = > ~—7—2". Les
n=0

sont affichées sur la Figure B.1 pour z = 15. On observe que d(z) ~ 12 (pour

_1 n
valeurs de ‘%z”

log,o). En sommant les 101 premiers termes avec une précision de 10 digits sous Maple,
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300000

2000004

100000 *

(—1)"15™
n!

n=0,...,100, & comparer & exp(—15) ~ 3.06 - 107,

FiGure B.1 — Valeurs de ’

)

Digits:=10:
add((-15.)"n/n!, i=0..100);

on obtient —0.4847810247 - 10~4, alors que exp(—15) ~ 3.06 - 10~ 7.

Afin d’éviter ce probléme de compensation pour cette fonction en particulier, on peut utiliser
le développement en série de exp(x), dont tous les coefficients sont positifs, puis calculer ﬁ.
C’est un exemple élémentaire de la technique employée dans [43, 29], qui consiste & évaluer deux
séries "bien conditionnées", notées f et 1, telles que h = i Dans I’exemple précédent, ¥ = exp
et f=1.

Cette idée est développée dans la référence [43] par Gawronski, Miiller et Reinhard, qui donnent
une méthode (appelée GMR dans la suite) pour évaluer une fonction entiére sur un certain domaine
complexe en limitant les compensations de terme. En pratique, pour la probabilité de collision,
nous utiliserons cette technique sur l'axe des réels. Avant d’expliquer plus en détails la méthode

GMR, on énonce quelques notions classiques d’analyse complexe (cf. par exemple [76, Chap.1, 9]).

Principe de la méthode GMR de préconditionnement
+oo

Notions d’ordre, de type et de fonction indicatrice Soit h(z) = Zunz" une fonction
n=0

entiére (i.e., analytique sur C, lilf Y |un| = 0).
n—+00

— L’ordre (de croissance) p de h est p = lim sup %, ou M (r) := max|h(z)|. L’ordre est
n—-+o0o & |z|=r

lié aux coefficients :

1
p = limsup %. (B.3)
n—+oo 10g |ty

- Si0 < p<+o0o,le type T est défini par :

7 = limsup M. (B.4)
n—+o0o rP

On a la relation suivante entre ordre, type et coefficients :

1
7= —limsupn |u,|”". (B.5)
€P n—+oo

— La fonction indicatrice par rapport a p est $ :

0
$H(0) = limsup M. (B.6)

n—-+oo TP
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Elle décrit la croissance de h le long d’une demi-droite issue de l'origine (rayon), {z : argz =
0}. 1l est connu que § est continue et que :

= T. B.
pnax HO) =1 (B.7)

La premiére idée de la méthode GMR est que l'on peut dire, pour de grandes valeurs de 7,
que dans un certain sens log |h(re’9)| se comporte comme $(0)r”. Ceci permet de quantifier la
compensation des termes en fonction du type 7 et de la fonction indicatrice.

Lien entre compensation des termes, type et fonction indicatrice. L’équation (B.2)
indique que I’on souhaite minimiser le ratio :

" max |uy,| r™

d(re") =log —————
(e =108 ey

D’aprés [107, Théoréme 10.1], on peut remplacer M (r) par u(r) := max |u,| ™ dans (B.4), puisque

m — 1, (lorsque r — 400). Sous certaines hypothéses supplémentaires [43], et en utili-
sant (B.6), on peut considérer que d(re'’) se comporte asymptotiquement comme ~ r°(7 — $(9)).
Cette équivalence est le point de départ pour essayer de trouver un moyen d’évaluer la série (B.1)
sans compensation des termes. On doit faire en sorte que 7 — $(6) soit aussi petit que possible
lorsqu’on I’évalue le long d’un rayon d’argument 6.
En pratique, on a donc besoin de calculer la fonction indicatrice. Le théoréme de Polya permet

de le faire dans le cas qui nous intéresse.

—+oo
Calcul de ) a I’aide du théoréme de Polya Soit h(z) = ) u,z" une fonction entiére d’ordre
n=0

+oo
1 (également appelé de type exponentiel) et soit Y n!un(i)nJrl sa transformée de Borel inverse.
0

n=
Cette série converge en dehors d’'un disque {A : |[A| < 7} et diverge & lintérieur. Soit K C C le
plus petit ensemble convexe compacte contenant les singularités de h et k la fonction support de
K, définie pour @ dans [0, 27] par :

k(0) = ng};;{ Re(z) cosf + Im(z)sinf} = Sg}g{ Re(ze ")}, (B.8)

Le théoréme suivant 5 relie la croissance le long d’un rayon d’une fonction entiére de type
exponentiel aux singularités de sa transformée de Borel inverse.

Théoréme 5. Polya [76, Chapitre 9]. Pour toute fonction entiére de type exponentiel h(z), on a
la relation : $H(0) = k(—0).

On a désormais tous les outils nécessaires au préconditionnement de la probabilité de collision.

B.3 Application de la méthode GMR au calcul de la proba-
bilité de collision

Considérons maintenant le cas particulier ot h est la fonction définie dans la Section 2.2 du
—+oo

Chapitre 2. Soit £h()) sa transformée de Laplace, que ’on développe en an(i)mrl pour {\:
n=0

+oo
a
Al > 51}, La série h(z) = Z —72” est une fonction entiére de type exponentielle. Ce résultat
T n:
n=0
découle de la correspondance entre transformées de Borel et de Laplace, cf. par exemple [107, Prop.

11.5, Cor. 11.5 et Prop. 11.7].
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} car oy > o, > 0.

202

Les singularités de h sont S = {—i -5 O} et K = {\: |\ <

2 2
202 20y

Ainsi, la fonction indicatrice est :

Hr(@) = sup {xcos(—0)},0 €0, 2n]

—1
=t

— 6 ]
_[F soclr 59
0 sifel0,7)U (5, 2]
De plus, 7, = 202 Ainsi, 7, — 9,(0) = ;2 = 0, ce qui signifie que I’évaluation de h sur I’axe des

réels (et donc le ‘calcul de la probabilité de collision h(R?)) est prompte & des compensations de
termes.

Explication du choix de multiplier par exp(pz). La méthode GMR suggére de multiplier
h par un préconditionneur 1) de sorte que les fonctions ¢ et f := 1) - h soient bien conditionnées
pour une évaluation sur I’axe des réels. Si 1) est entiére d’ordre 1, on s’attend & ce que f(re?) se
compote asymptotiquement comme exp(($5,(0) + $H4(6))r). Un choix possible est 1(z) = exp(pz)
(avec p > 0), pour lequel £ () = pcos(6).

La transformée de Laplace de f s’obtient directement & partir de celle de h, en la translatant
par p. C’est notamment 14 'intérét du choix d un préconditionneur exponentiel. On en déduit que
les singularités de Lf sont 5o =p, §1 =p — et S =p— d’ot :

20’2 2027

1
= ol p— ——=1 . B.10
s maX{lpl, P= 55 } (B.10)
A noter que ’ p— ‘ est toujours compris entre les deux autres valeurs, puisque o, > o, > 0.
D’aprés le theoreme de Polya :
94(6) =  {moo(-0)0 < 0,20
[
cosh sifhel[Z, 3
ﬁcos sifel0,2)U (3, 27].
D’apreés (B.11), on a asymptotiquement :
dyp(re®) | max Bl [P — 552 —(ﬁ—ﬁ)cos& sif e[z, 27 (B.12)
r max { |p|, |p — 52=| { — peosh sife0,2)u(3r,27]. '
Pour une évaluation sur 'axe des réels (6 = 0), on a
ds(r) . _
— - =max 1l |p 592 P,

qui est minimisé & 0 lorsque p > 401002.

Ainsi, d’aprés cette analyse basée sur la méthode GMR, la série est conditionnée de maniére
optimale pour une évaluation sur I'axe des réels lorsque p > 2. L’effet du préconditionnement sur
la fonction indicatrice de f peut étre visualiser sur les Figures B.2 et B.3 pour différentes valeurs
de p. Dans la Section 2.2, on a pris p = 7, car il est alors possible de démontrer la positivité des
coefficients du développement en série de f, mais d’autres choix sont bien siir possibles. D’autre
part, le choix d’un préconditionneur exponentiel n’est pas obligatoire, néanmoins il n’existe pas
dans la littérature d’éléments pour choisir une fonction plutot qu’une autre. A noter qu’ici, certains
choix (comme la fonction sinus) apparaissent comme mauvais de maniére immédiate, puisqu’alors

Tf—f)f(O) 750.
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FIGURE B.2 — Indicatrice de f lorsque 0 < p < 7, /2.

Indic. 4

=3

|
0 2r 0

F1GURE B.3 — Indicatrice de f lorsque 7,,/2 < p < 7.
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Annexe C

Orbites kepleriennes elliptiques
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Cette annexe traite du mouvement keplerien en général, et plus particuliérement des orbites
elliptiques. Tous les résultats utilisés peuvent étre trouvés avec leur preuve dans [13].

C.1 Probléme de Kepler

Le probléme dit de Kepler consiste & résoudre le systéme différentiel suivant :

Ft) = a9, (C.1)
g = —F & :

7(0) = 7o, (C.3)
(0) Tp. (C.4)

ou () = CfT(t) et 1 est la constante de gravitation du corps autour duquel orbite le mobile & la position
7 dans un repére inertiel. Le vecteur ¥ est donc la vitesse.

Comme la force est dirigée selon le vecteur position, on parle de force centrale.

C.2 Nature des trajectoires

Les trois lois de Kepler, obtenues & l'origine empiriquement par ce dernier a l’aide des observa-
tions de Tycho Brahé, sont vérifiables analytiquement. La premiére loi stipule que les trajectoires
sont planes : le mouvement a donc lieu dans le plan engendré par 7 et #j. De plus, la loi précise
que ces trajectoires sont des coniques.

Pour les orbites les moins énergétiques, il s’agit d’ellipses. Dans la suite, on supposera que ’on
se trouve dans ce cas la et 'on notera a le demi-grand axe de l’ellipse et e son excentricité. Ces
quantités dépendent des conditions initiales selon les formules suivantes :

o= <2 - ”3>_1 , (C.5)

e =

1 2 M\ L o
’u”(’Uo TO)TO (70 - To) - (C.6)

C.3 Anomalies angulaires

Dans la résolution du probléme de Kepler, il est intéressant d’introduire deux angles : I’anomalie
vraie v et ’anomalie excentrique E. Ces paramétres angulaires apparaissent naturellement dans la
géométrie du probléme et sont représentés sur la Figure C.1).

On peut prouver géométriquement ou analytiquement que :

17 = a(l — ecos(E)). (C.7)

L’équation (C.7) fait le lien entre la norme du vecteur position et ’anomalie excentrique, le signe
de F étant donné par celui de 7°- .
Il est également possible de prouver que :

a%(tftp) = E — esin(E), (C.8)
ou t, est le dernier temps de passage au périapse (point de l'orbite le plus proche du corps central).
L’équation (C.8), dite de Kepler, permet de relier 'anomalie excentrique a la variable temporelle.
Elle donne immédiatement la seconde en fonction de la premiére, en revanche pour déduire la
premiére de la seconde il faut résoudre cette équation transcendante. Dans la pratique, on peut le
faire par une méthode de Newton-Raphson.
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FIGURE C.1 — Anomalies angulaires.

En dérivant ’équation de Kepler par rapport au temps, on obtient immédiatement :

E= \/a:1 —ecos(E)’ (C-9)

Une fois ’anomalie excentrique calculée, on peut passer & ’anomalie vraie en utilisant les
relations suivantes :

e —cos(FE)
= 7 C.10
cos(v) ecos(E) —1’ ( )
N
sin(v) iwﬂimmm. (C.11)
T
C.4 Solution du probléme de Kepler
Dans le repére (Z,¥) représenté sur la Figure C.1, on a :
7=XT+Yy, (C.12)
et ) )
v=XZ+Yqy. (C.13)
On peut prouver, géométriquement ou analytiquement, que :
X = a(cos(E) —e), (C.14)

Y =av1—e2sin(F). (C.15)

En dérivant et en injectant (C.9), on obtient :

X‘¢thglﬂ’ (C.16)
u(l—e?)  cos(E)

Y = .
a 1 —ecos(E)

(C.17)
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C.5 Coefficients f et g de Lagrange

Les coefficients f et g de Lagrange sont un moyen d’exprimer les solutions du probléme de
Kepler [13, 36, 54]. On sait que pour tout ¢, (0,7(t),#(t)) et (0,7(0),7(0)) engendrent le méme
plan. Ceci encourage a chercher une expression pour la position du type :

7(t) = fTo + gi. (C.18)

ou les coefficients f et g sont des scalaires dépendant de ¢, 7y et ¥. Par dérivation temporelle, on
obtient immédiatement : .
u(t) = fro + gvo. (C.19)

Pour une force centrale, on a conservation du moment cinétique, d’ou :
7(t) x U(t) = 7o X Up. (C.20)
En injectant dans cette équation les coefficients de Lagrange, on obtient que :
1= fg— fg. (C.21)
En regardant le produit vectoriel entre 7 et tj, il vient que :

XY, - XoY

f=—"=" C.22
(|70 > ol (C.22)
De méme, en analysant 7y X 7, on obtient :
_ XY — XY, (©23)
170 > T
Par dérivation temporelle, il vient immédiatement que :
F = 7)6}0 ~ Xy (C.24)
7o x Tl
_:XOY—XYO (C.25)
170 > T

En injectant dans ces expressions des coefficients de Lagrange les équations présentées dans la
Section C.4, on a, tous calculs faits :

F=1-2(1 - cos(AE)), (C.26)
To
g=At— \/f(AE —sin(AE)), (C.27)
o _VHY sin -
I = Ty AL (€29
g=1- ﬁ(l — cos(AE)), (C.29)

avec AE = FE — Eg et At =1t —tg.
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Annexe D

Preuves de optimalité des solutions
du rendez-vous hors-plan elliptique
lorsque vy — 1y <27
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Cette annexe expose les preuves des résultats énoncés dans la Section 6.3 du Chapitre 6 dans le
cas ot vy — 1 < 2m, le complémentaire ayant été traité dans le corps méme de la theése (Section 6.4,
Chapitre 6). Cette démonstration est basée sur une analyse des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité de Lawden.

D.1 Solution & deux impulsions internes

Examinons le cas d’une solution optimale & deux impulsions dans l'intervalle [vg, v¢] : le vec-
teur efficacité étant une fonction 27 périodique & deux extrema par période, il n’est pas possible
d’avoir des impulsions ailleurs qu’en un point d’extremum du vecteur efficacité. On retrouve donc
exactement les résultats du Paragraphe 6.4.2. Si la condition suivante :

ellzll > |zl,

est vérifiée alors la solution décrite par les CNS d’optimalité est définie par :

avt = _Yi=¢ (ez1 + Mzz),

2e
/1 — 2
AV™ = %(ezl—w—e%}

ou vy et v_ vérifient :

e sin(vy) = V1—é€2,
cos(vy) = et {sin(y_) _ e (D.1)

Dans ce cas, le vecteur efficacité est déterminé par :

{/\1 = —sgn(z1)V1 —e?,
Ay =

\
e

Pour que cette solution soit bien définie et optimale sur I'intervalle [y, v¢], il faut (et il suffit)
qu’il existe deux dates v et v_ vérifiant (D.1) et appartenant bien & [y, v¢].

Cas vy — 1y <. Il existe vy, v_ € [v, vy| vérifiant (D.1) si et seulement si :

sin(vg) > V1 — €2, sin(vy) < —v/1 —e2. (D.2)

Réciproquement, la solution optimale & deux impulsions décrite dans ce paragraphe n’est pas

possible si :
sin(vp) < v/'1—e? ou sin(vy) > —v/1 —€2. (D.3)

Cas vy — 1y > 7. Il existe vy, v_ € |1, vy] vérifiant (D.1) si et seulement si :

sin(vg) > V1 — €2,

ou
sin(vg) < —v1—e€?, sin(vy) < —v1 — €2, (D.4)
ou

sin(vp)| < V1 — €2, (e+ cos(p))(e + cos(vy)) > 0.

Réciproquement, la solution optimale & deux impulsions décrite dans ce paragraphe n’est pas
possible si :

{ |sin(v)| < VI — €2, ou { sin(vp) i —V1—e2, (D.5)

(e 4+ cos(rp))(e+ cos(vy)) <0,
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D.2 Solutions a& une unique impulsion

Dans ce paragraphe, on étudie les solutions & une unique impulsion interne ou extréme. Réécri-
vons les CNS d’optimalité :
R(ViO)T/\

CNS 1. sgn(AV(y;,)) = — (Vi)

On pose : € = sgn(AV (v;,)). On a donc : sgn(AV (v;,)) =€,

soit :
sin(v;, )A1 — cos(v4y) A2 = €(1 + e cos(v;,))-

Dans le cas d’une impulsion interne (i.e. si v;, est un point d’extremum de py) alors la CNS
1 nous donne l'expression des multiplicateurs de Lagrange :

A1 = esin(v,), A2 = —e (e +cos(vy,)),
qui nous permettent de déterminer 'expression du vecteur efficacité en fonction de v;, :

cos(v — v4,) + ecos(v)

1+ ecos(v) (D-6)

pa(v) = —

CNS 2. Ona:

AV (v,) = 2,

d’ou de fagon équivalente :
AV (viy) = (—sin(vy, )21 + cos(vi, ) z2) (1 + ecos(vy, ),
cos(v4,)z1 + sin(v;, )22 = 0.

Pour décrire complétement la solution, il faut donc déterminer explicitement la date de 'impulsion
comme solution du probléme :

{ cos(V4, )21 + sin(vy, )22 = 0, (D.7)

Vo < Vig < Ve,
et garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale a 1 pendant toute la durée
du rendez-vous.

Intéressons nous tout d’abord a la résolution du probléme (D.7). La fonction v — cos(v)z; +
sin(v)z, s’annulant tous les m, ce probléme admet au plus une solution sur I'intervalle [vg, vy] si
vy — Vg < 7, au moins une solution et au plus deux si vy — 19 > 7. On en déduit :

ler cas : cos(vg)z1 + sin(vp)za # 0 et cos(vy)z1 + sin(vy)ze # 0.

Notons :
g0 = sgn(cos(vg)z1 + sin(vg)22),
er = sgn(cos(vy)z +sin(vy)za).
— Quelle que soit la durée du rendez-vous, le probléme (D.7) admet une unique solution si
et seulement si : e = —¢y, et dans ce cas, la solution est définie par :
cos(v;,) = —60”2—2”, sin(v;,) = 50”7;—1”,

—~ Sivy —vy <meteg=cy, alors le probléme (D.7) n’a pas de solution.
- Sivy—vy > met ey = ey alors le probléme (D.7) admet deux solutions vy et vo définies
par :
z2 . 21
cos(1y) = —eo7—r, sin(ry) = ep7—r,
2]l [l 2]l

Vo = V] + .
2éme cas : cos(vy)z1 +sin(vp)ze = 0. Si vy — vy < 7 alors le probléme (D.7) a pour unique so-
lution vy. Si vy — 1y > 7 alors le probléme (D.7) admet exactement deux solutions v et
vy + .
3éme cas : cos(vy)z; +sin(vy)ze = 0. Si vy — 1y < 7 alors le probléme (D.7) a pour unique
solution v¢. Si vy — 1y > 7 alors le probléme (D.7) admet exactement deux solutions vy et
vy —m.
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Cas d’une unique impulsion interne

La démarche est similaire & celle effectuée pour la détermination de la solution & une impulsion
par période présentée pour le cas olt vy — 1y > 27.

ler cas : supposons que le probléme (D.7) admet alors une unique solution v;, € vy, vy] i.e. :

cos(vp)z1 + sin(vg)ze # 0, : _
cos(vf)z1 +sin(vy)ze # 0 e =TEN
ou
cos(vp)z1 + sin(vp)ze =0 et vy—uyy <m,
ou
cos(vy)z1 +sin(vy)ze =0 et vy—uyy <.

Dans chacune de ces trois configurations, la date de "impulsion est donnée par :
— e 2 (v ) = —e 2L
cos(v;, ) —EHZ”, sin(v;,) EHZH,

et 'impulsion en v;, est donnée par :
AV (vi,) = ellz|| + ez2,

avec :
—eg  si cos(vp)z1 + sin(vg)ze # 0,

€= . .
ey si cos(vy)z1 +sin(vy)ze # 0,

et sachant que :
B i si cos(vg)z1 + sin(vp)ze = 0,
! vy sicos(vp)z +sin(vy)ze = 0.

La direction de 'impulsion étant donnée par sgn(AV (v;,)) = €, le vecteur efficacité est alors défini

par :
22

[

Remarque 20. Dans le cas cos(vp)z1 + sin(vp)ze = 0, on s’intéresse auzx solutions & une unique
impulsion initiale. Il existe en fait deux situations possibles suivant que vy est un point d’extremum
du vecteur efficacité ou pas. Dans ce paragraphe, on considére que vy est bien un point d’extremum

de Px-

)\1 = —271, )\2 = —¢€e —
1]l

Il reste maintenant & garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale a 1
pendant toute la durée du rendez-vous.

ler sous-cas : cos(v;,) < —e. Cette condition s’écrit, également :
cos(v,) < —e <= —ezy >el?] .

On en déduit la condition implicite : € = —sgn(zq2). Dans ce cas, d’aprés (6.10), le second
extremum du vecteur efficacité est de norme inférieure ou égale & 1 : ainsi aucune condition
supplémentaire n’est nécessaire pour garantir que la norme du vecteur efficacité reste infé-
rieure ou égale & 1 sur l'intervalle [y, vy], et il n’y a pas d’autre impulsion possible qu’en
Vig -
2éme sous-cas : cos(v;,) > —ei.e. :
ellz]] > —ez.
Dans ce cas, le second extremum du vecteur efficacité est de norme strictement supérieure a
1. Il nous faudra donc des conditions supplémentaires pour ne pas avoir d’impulsion en v et
Uy, & SaVOir :
d
Ipa(vo)| <1, sgn(“3>(v0)) = sgn(pa(vi,)) = —¢,
d
Ipa(vp)l <1, sgn(5r(vy)) = —sgn(pa(vy,)) =&
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Autrement dit :
{ cos(v;, — vg) + 2ecos(vp) + 1 > 0,

sin(v;, — vp) + e (sin(v;,) — sin(vp)) > 0,

et
{ cos(v;, —vy) + 2ecos(vy) +1> 0,

sin(v;, — vy) + e (sin(v;,) —sin(vy)) < 0.

Soit, en se rappelant que la direction de I'impulsion est ¢ :

[ + (2el|z]| + e22) cos(wo) — 21 sin(1o) > 0, D)

—ez1(e + cos(vp)) — (ez2 + el|z|]) sin(vg) > 0, '
et

12l + (2el|z]| + e22) cos(vy) — ez1 sin(vy) > 0, (D.9)

—ez1(e+cos(vy)) — (€22 + e z|]) sin(vy) < 0. ’

On remarque en particulier que dans le cas d’une impulsion initiale (respectivement finale),
les conditions (D.8) (respectivement (D.9)) sont trivialement satisfaites.

2éme cas : Supposons que : vy — 1y > T et

cos(vp)z1 + sin(vg)ze = 0,
ou

cos(vf)z1 +sin(vy)ze = 0,
ou

{ cos(vp)z1 + sin(vp)z2 # 0, et g = /.

cos(vy)z1 +sin(vy)ze # 0,
Dans ce cas le probléeme (D.7) admet deux solutions vy et vy définies par :
. 22 . . 21
cos(vy) = —E——, sin(vy) = €
211" 211"
Vo =V + T,
ou :
. g0 si cos(vg)z + sin(vp)z2) # 0,
= . .
ef sl cos(vy)zy +sin(vy)ze) # 0.

La solution de consommation minimale est donnée par :

AV (v;,) = —sgn(z2)| 2| + ez2,

de direction € = —sgn(z2), & la date v;, € [vy, ] définie par :
EI 21
cos(v;,) = R sin(v;,) = sgn(zg)m.

Le vecteur efficacité est complétement déterminé par les coefficients de Lagrange :
Z1 zZ2
A1 =———, Ag =sgn(z)e — —.
21" 1]

Il reste maintenant & garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale a 1
pendant toute la durée du rendez-vous.

ler sous-cas : si el/z]| < |zz]. Cela correspond au cas o :

el
12l ~

et dans lequel on choisit pour la date v;, de 'impulsion la solution v; de cosinus négatif.
Dans ce cas, aucune condition supplémentaire n’est nécessaire pour garantir que la norme
du vecteur efficacité reste inférieure & 1 pendant toute la durée du rendez-vous.

@<—e.

ou cos(ve) = S

cos(v1) =
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2éme sous-cas : si e||z|| > |z2|. Cela correspond au cas ou :
|cos(11)| < e, |cos(va)| <e.

et ’on choisit & nouveau la solution de cosinus négatif correspondant a la solution de consom-
mation minimale. Dans ce cas, en revanche, il faut ajouter les conditions (D.8) et (D.9) ap-
pliquées en £ = —sgn(z3) pour garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure a
1 sur [y, vy], soit ici :

lIzIl + (2€]|z]| + e22) cos(vp) — 21 sin(vp) > 0, (D.10)
—ez1(e + cos(vy)) — (e]|z]| + e22) sin(vp) > 0, '

et
l|lz|| + (2e]|z|| + €22) cos(vy) — ezy sin(vy) > 0, (D.11)
—ez1(e + cos(vy)) — (e z|| + ez2) sin(vs) < 0. ’

Cas particulier d’une unique impulsion initiale

Reprenons le cas particulier des solutions & une unique impulsion pour lesquelles :
cos(vg)z1 + sin(vg)ze = 0.

ler cas : vy — vy < m. Dans ce cas, la seule date possible de I'impulsion est vy et on a :

22 . 21
cos(vg) = sfw, sin(vg) = fsfm.

La CNS 1 nous donne :
sin(vp) A1 — cos(vp) A2 = €7 (1 + ecos(iy)),

soit une infinité de multiplicateurs de Lagrange optimaux possibles.
Choisissons par exemple :

. z
A= efsm(yo):—@,

—ef(e+cos(vg)) = —epe — ﬁ
z

A2

Dans ce cas, le vecteur efficacité admet un extremum de norme 1 en vy et on se raméne ainsi
aux résultats du cas précédent.

2éme cas : vy — vy > m. Dans ce cas, le probléeme (D.7) admet deux solutions : vy et vy +7 avec :

Z1

22 .
cos(vg) = fsfm, sin(vg) = Efm,

si vy — 19 # m. Comme précédemment, la solution de consommation minimale est obtenue
pour une impulsion a la date de cosinus négatif, dans la direction € = —sgn(zs).

ler sous-cas : si cos(1p) > 0. Alors 'impulsion a lieu & la date v+ 7. Le vecteur efficacité
est déterminé de fagon unique via sa tagente horizontale :

N o= AL
121l

Ay = —ce— 2

(&l

et on retrouve exactement les résultats vus au paragraphe précédent a savoir :
e Si el|z]| < |z2], alors la norme du vecteur efficacité est inférieure ou égale a 1 pendant
toute la durée du rendez-vous sans condition supplémentaire.
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e Sie||z|| > |22| alors on a besoin des conditions suivantes :

12|l + (2e||z|] + €22) cos(vg) — €21 sin(vg) > 0,

—ez1(e+ cos(vp)) — (e||z|| + e22) sin(vg) > 0,
et

Iz|l + (2e||z|| + ez2) cos(vy) — ezq sin(vy) > 0,

—ez1(e+ cos(vy)) — (el|z|| + ez2) sin(vy) < 0.

2éme sous-cas : si cos(1p) < 0, alors 'impulsion a lieu & la date vy et il existe une infinité
de multiplicateurs de Lagrange optimaux vérifiant la CNS 1 :

sin(vp) A1 — cos(vp) A2 = (1 + ecos(vy)).
A nouveau, on peut choisir par exemple :

) z
A = Esm(yo):—m
22

A2 = —e(e+cos(vy)) = —ce — (el

de sorte que le vecteur efficacité admette un extremum de norme 1 en v et on retrouve
les résultats obtenus au paragraphe précédent sachant que les conditions en 1 sont
automatiquement satisfaites.

D.3 Solutions a une impulsion interne et une ou deux impul-
sions extrémes

Etudions maintenant le cas des solutions optimales & une impulsion interne et une ou deux
impulsions extrémes : trois situations sont possibles :

1. Impulsions en vy et en v;, €|y, v¢[;
2. Impulsions en v;, €]vy, vy et en vy ;
3. Impulsions en vy, v;, €]v, vy[ et vy.

Analysons les CNS d’optimalité. On note v;, la date de I'impulsion interne. Les directions des
impulsions sont données par la CNS 1 :

T
AV(r) =0 ou  sgn(AV (i) = —R/()(;)))A
v; T
AV(vy) =0 ou sgn(AV(y,)) = —Ré(lz)))\
T
AV(v;) =0 ou sgn(AV(vy)) = —Rg(;i])c))\.

Notons : £ = sgn(AV (v;,)) la direction de 'impulsion a la date v;,. D’aprés la dynamique du vecteur
efficacité et sachant que le vecteur efficacité atteint un de ces extrema en v;,, les impulsions initiale
et finale, si elles ont lieu, sont nécessairement de direction opposée a celle de 'impulsion appliquée
en v;,, soit :

sgn(AV (v)) = sgn(AV(vy)) = —e.

On peut donc écrire :

AV(ry) =0 ou sgn(AV(y)) = —¢,

AV(vy) =0 ou sgn(AV(vy)) = —e.
On retrouve les relations (6.76) :

A1 = esin(vy,), A2 = —e (e + cos(vy,)) ,
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qui nous permettent de déterminer ’expression du vecteur efficacité en fonction de v;, :

cos(v — v;,) + e cos(v)
1+ ecos(v)

pAv) = —¢ (D.12)

Considérons maintenant la CNS 2 :

R(w)
p(vo)

AV (vg) + f(jiO)AV(Z/iO) + R(Vf)AV(Vf) =z,

soit, :
Il reste enfin & garantir que la norme du vecteur efficacité ne dépasse pas 1 sur Uintervalle
[vo,v¢] (cf. ONS 3), i.e. ici :

cos(v — v4,) + e cos(v)

<1
1+ ecos(v)

— )

Vv € [vo, vyl

soit, de facon équivalente :
Vv € [wy,vy], cos(v —v;,) + 2ecos(v) +1 > 0. (D.13)

Remarque 21. D’aprés la condition (D.13), on remarque que si cos(v) > 0 alors nécessairement :
Ipa(v)| < 1 et il ne peut donc pas y avoir d’impulsion a la date v.

La solution considérée admettant une impulsion & la date v;, € [v,v¢], deux situations se

présentent :

— cos(v;,) < —e. D’aprés les relations (6.10), le second extremum du vecteur efficacité est de
norme inférieure ou égale & 1. Ainsi, il n’y a pas d’autre impulsion possible qu’en v;, et aucune
condition supplémentaire n’est donc nécessaire pour garantir que la CNS 3 est satisfaite.
Remarquons que si cos(v;,) = —e, suivant la position de vy, la solution peut étre a une ou deux
impulsions, mais dans ce cas on retrouve la solution & 2 impulsions traitée précédemment.

— cos(v;,) > —e. D’aprés les relations (6.10), le second extremum du vecteur efficacité est de
norme strictement supérieure & 1. Dans ce cas, ’étude de la dynamique et de I’allure du
vecteur efficacité nous permet de remplacer la CNS 3 par les conditions suivantes :

— la norme du vecteur efficacité reste inférieure a 1 sur Uintervalle [vg, v;,], soit :

Ipr0)] < 1 et sgn( 2 (45)) = sgu(pr(4,) = <.

Soit :
cos(vp — v4,) + 2ecos(vg) +1 >0, (D.14)

et

sgn(d—y’\(yo)) =—¢ <= sgn((e+ cos(v))A1 +sin(rp)A2) = ¢,

<~ (e+ cos(vp))sin(vy,) — sin(vy)(e + cos(vy,)) > 0, (D.15)
< e(sin(vy,) — sin(vg)) + sin(v;, — vo) > 0,

— la norme du vecteur efficacité reste inférieure a 1 sur l'intervalle [v;, vy], soit :

pr)] < et sgn(P () = —sgn(pa(vi,) =<,

soit :
cos(vy — vi,) + 2ecos(vy) +1 >0, (D.16)

et
e(sin(v;,) — sin(vy)) + sin(vy, — vy) < 0. (D.17)
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D.4 Une impulsion initiale et une impulsion interne

Examinons maintenant la possibilité d’une solution & une impulsion interne et une impulsion

initiale. Pour

avoir une impulsion en vy, la condition (D.14) est remplacée par :

[pa(vo)| =1, soit : 14 2ecos(vp) + cos(v;, — 1) = 0.

A condition que cette équation ait des solutions, i.e. & condition que :

On en déduit :

cos(vp) < 0.
Vi, € {Vl,VQ} ou :

v1 = g + arccos(—1 — 2e cos(vp)) € [vo, v + 7,
Vo = vy — arccos(—1 — 2ecos(vy)) + 2 € [vy + 7, 1o + 27].

Si vy — vy < m, alors la seule solution est : v;, = 1 & condition que v; € [vo, Vf] ie.:

1 4 2e cos(vy) + cos(vy — 1) < 0.

(D.18)

Si vy — vy > 7 alors nécessairement v1 € [vp,vy]. Il y a donc éventuellement deux solutions pour

Vio

Remarque 22. Si : cos(vg) > 0 ou {

si vp € [y, vy], 1.e. de fagon équivalente, si :

1+ 2ecos(vg) + cos(vy — 1vp) > 0.

v —1g <,
1 4 2ecos(vy) + cos(vy — 1) > 0.

initiale n’est pas possible.

ler cas : Supposons que la date de I'impulsion soit définie par :

Viy = Vg + arccos(—1 — 2e cos(vy)) € [vo, vo + 7.

Cela correspond donc au cas :

On en déduit

Al
A2

{ cos(vg) <0

14 2ecos(vg) +cos(vy —1p) <0 sivy—wy <.

alors I'expression des coeflicients de Lagrange :

= —¢& (sin(vg)(1 + 2ecos(vg)) — 2 cos(v)\/—e cos(rp) (1 + ecos(uo))> ,
—¢e (e — cos(vp) (1 + 2e cos(vy)) — 2sin(v)y/—e cos(rp) (1 + ecos(uo))) ,

(D.19)

alors une impulsion

et le vecteur efficacité est ainsi complétement déterminé. La CNS 2 nous donne ensuite les impul-

sions :
cos (v, )21 + sin(vy, ) 22
AV = 0 0221 s
(o) sin(vs, — v0) (1 + ecos(v)),
cos(vp)z1 + sin(vp) 2o
A i = - 1 7 ’
V(vi,) sin(v, — 10) (1+ecos(vs,))
ou :
cos(vi,) = —cos(vo)(1+ 2ecos(vy)) — 2sin(vy)y/—ecos(vp) (1 + ecos(rp)),
sin(vg,) = —sin(vo)(1 + 2ecos(vp)) + 2 cos(vy)y/—ecos(vp) (1 + ecos(rp)),
sin(v, —1o) = 2v/—ecos(rp)(1+ ecos(vp)).
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Les impulsions étant de signe opposé, on a nécessairement :
sgn(cos(v;, )21 + sin(v;, )z2) = sgn(cos(vp)z1 + sin(vg)z2) (D.24)
et par suite, puisque sin(v;, —vp) > 0 :
e = —sgn (cos(vp)z1 + sin(vg)z2) = —¢p. (D.25)
Explicitons la condition (D.24) : remarquons tout d’abord que si vy — vy < 7 et
sgn(cos(vp)z1 + sin(vp)z2) = sgn(cos(vy)z + sin(vy)zz),

alors la fonction v +— sgn(cos(v)z; + sin(r)z2) ne change pas de signe sur [vg,vy]. La condition
(D.24) est donc automatiquement satisfaite.

A Tinverse, la fonction v +— sgn(cos(v)z; + sin(v)zz) peut s’annuler une ou deux fois sur
lintervalle [vg,v¢]. Dans les deux cas, la plus petite anomalie, notée vy, a laquelle cette fonction
s’annule vérifie :

22 . 21
cos(vy) = —60M, sin(vy) = eom, vy € [vp, Vo + 7]

ot g9 = sgn(cos(vp)z1 + sin(vy)ze) = —e. Etant donné que v;, — vg < 7 et la condition (D.24)
est vérifiée, nécessairement : vy + 7 > 11 > v, > vy, Aot @ cos(vy — vy) < cos(vi, — ). Cette
condition s’écrit :

cos(v1 — 1) + 2ecos(vg) +1 <0,

ou encore :
Izl + (2¢]|z]| — €022) cos(vp) + €21 sin(rvy) < 0. (D.26)
De plus, comme ¢ = —gg, le vecteur efficacité est défini par :
Al = & (sin(z/o)(l + 2ecos(vg)) — 2 cos(g)y/—ecos(vp) (1 + ecos(yo))) , (D.27)
A2 = & (e — cos(1) (1 4 2e cos(vp)) — 2sin(rp)y/—ecos(vp) (1 + ecos(yo))) . (D.28)

Remarque 23. Pour qu’une impulsion initiale soit possible, il faut nécessairement que le second
extremum du vecteur efficacité soit de norme supérieure ou égale a 1, soit : e 4+ cos(v;,) > 0. Or :

e+cos(v,) = e—cos(v)(1+2ecos(vy)) — sin(vp) sin(vy, — o),
= e —cos(vg) — 2ecos?(vp) — sin(vp) sin(v;, — 10),
—e — cos(vp) — sin(vp) (sin(v;, — o) — 2esin(vy)) ,

avec sin(vy, — vp) = 2v/—ecos(vp)(1 + ecos(v)), d'ot :

e + cos(vg) + 2sin(vp) (\/—e cos(vp)(1 + ecos(r)) — esin(yo)) <0.

Il reste donc a garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale & 1 sur
toute la durée du rendez-vous. Pour cela, on impose la condition (D.15) en vq et par les conditions
suivantes en vy :

dpx
pr )] < Lsgn( 22 (07)) = —sgm(pa(vi,)) = =
Connaissant sin(v;, —1p), la condition de signe (D.15) s’écrit plus simplement de la fagon suivante :
sin(v;, — 1) — 2esin(yp) > 0.

Cette condition est satisfaite si et seulement si sin(vy) < 0 ou si sin(vg) > 0 et

sin(v;, — 1) — 2esin(vg) >0 <= /—cos(ro)(1 + ecos(vg)) > esin(w),
= —cos(vp)(1 4 ecos(rp)) > esin®(v),
< —cos(ry) > e < cos(vy) < —e.
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Sachant que cos(vg) < 0, la condition de signe est finalement équivalente & :

sin(vg) < V1 — e2. (D.29)
Concernant les conditions en v¢, en injectant les valeurs de A calculées précédemment, on obtient :

Ipa(vy)] <1 <= cos(vy —vi,) +2ecos(vy) +1 >0,
<= cos(vy — 1y — arccos(—1 — 2ecos(1y))) + 2ecos(vy) +1 > 0,

<= cos(vy — 1) — 2ecos(vy) cos(vy — 1) + 2ecos(vy),
+ sin(vy — 1) sin(vy, — o) > 0,
< (sin(v, — 1) — 2esin(vy)) sin(vy — vy) + 1 — cos(vy — vg) > 0,

d’out au final la condition :

2 <\/—e cos(vp)(1 + ecos(vp)) — esin(y0)> sin(vy —vp) + 1 — cos(vy — vp) > 0.

Remarquons que sous la condition : sin(vp) < v/1 —€2, on a:
sin(v;, — vp) — 2esin(vg) > 0.
Ainsi cette condition est automatiquement vérifiée dans le cas vy — vy < 7. De méme :

sgn(dL(Vf)) =¢ <= (sin(vi, — o) — 2esin(vy)) (cos(vy — vy) + ecos(ry)) ,
+sin(vy — vg) + e(sin(vy) — sin(vp)) < 0,

d’ou :

2 <\/—e cos(vg) (1 + ecos(vy)) — esin(uo)) (cos(vf — 1) + ecos()),
+sin(vy — vp) + e(sin(vy) — sin(vp)) < 0.
2éme cas : Supposons que la date de I’impulsion soit définie par :
Viy = Vo + 27 — arccos(—1 — 2e cos(1p)),

ce qui correspond au cas :

Vg —1ly =T,
1+ 2ecos(vy) + cos(vy — 1) > 0.

On en déduit alors ’expression des coefficients de Lagrange :

A :—4m%m+%www+%MMJ%wWMHmm%m,

Ao = —¢ (e — cos(vp)(1 4 2e cos(vp)) + 2sin(vy)/—ecos(rp) (1 + ecos(uo))) ,

et le vecteur efficacité est ainsi complétement déterminé. La CNS 2 nous donne ensuite les impul-
sions :

AVln) = COS(VQ?K;f_STé)WO)ZQ (1 + e cos(o)), (D.30)
AV(n,) — —coso)zadsinozs g oo, ) (D.31)

sin(v;, — 1)

ou :
cos(vi,) = —cos(vo)(1+ 2ecos(vp)) + 2sin(vy)y/—e cos(vp) (1 + ecos(rp)),
sin(vg,) = —sin(vo)(1 + 2ecos(vp)) — 2cos(vy)y/—ecos(v) (1 + ecos(rp)),
sin(v, —1y) = —2v/—ecos(vo)(1 + ecos(v)).
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Les impulsions étant de signe opposé, on a nécessairement :
sgn(cos(vi, )z1 + sin(v;, ) z2) = sgn(cos(vp)z1 + sin(vg)z2), (D.32)

et par suite, puisque sin(v;, —vp) < 0 :

e = sgn (cos(vo)z1 + sin(vp)z) . (D.33)
On en déduit :
M= —¢ (sin(uo)(l+2ecos(uo))+2cos(yo)\/—ecos(1/0)(1—i—ecos(uo))), (D.34)
N = —g0 (efcos(uo)(lJrQecos(z/o))+2sin(1/0)\/fecos(1/0)(1+ecos(1/0))). (D.35)

Explicitons la condition (D.32). Ici, puisque vy — vy > m, elle s’écrit :
IzIl + (2¢]|z]| + €022) cos(vg) — €gz1 sin(vp) < 0. (D.36)

Il reste donc a garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale a 1 sur
toute la durée du rendez-vous ce qui revient a imposer la condition (D.15) en v et les conditions
suivantes en vy :

oA )] < Lsgn(P2 () = —sgn(pa(,)) =
Par un raisonnement similaire au précédent, la condition de signe (D.15) s’écrit :
sin(vp) < —V1-¢2
Concernant les conditions en vy, en injectant les valeurs de A calculées précédemment, on obtient :
Ipa(vf)] <1 <= cos(vy —vi,) + 2ecos(vy) +1 >0,
< (sin(vy, — ) — 2esin(vp)) sin(vy — vp) + 1 — cos(vy — vg) > 0.

Soit au final la condition :

2 (\/—e cos(vp)(1 + ecos(vp)) + esin(yo)) sin(vy —vp) — 1+ cos(vy — 1) <0,

sgn(%(yf)) =¢ <= (sin(v;, —vo) — 2esin(vy)) (cos(vy — vy) + ecos(iyp))
+sin(vy — vg) + e(sin(vy) — sin(vg)) < 0,

équivalente 4 :

2 <\/—ecos(1/0)(1 T ecos(o)) + esin(u0)> (cos(vy — 1) + e cos(i))

—sin(vy — vy) — e(sin(vy) —sin(vp)) > 0.

D.5 Une impulsion finale et une impulsion interne

Les résultats de ce paragraphe sont tout & fait similaires & ceux pour une solution & une
impulsion initiale et une impulsion interne. Pour avoir une impulsion en vy, la condition (D.16)
est remplacée par :

Ipa(vs)| =1, soit : 1+ 2ecos(vy) + cos(v;, —vy) = 0.

Vg =1 < T

cos(vy) > 0 ou { 14 2e cos(vy) + cos(vy — vg) >0

aucune impulsion finale n’est pas possible.
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ler cas : supposons que la date de I'impulsion est donnée par :
vi, = vy — arccos(—1 — 2ecos(vy)) € vy — m,vg).
Cela correspond au cas ou :

{ cos(vy) <0,

14 2ecos(vy) +cos(vy —vp) <0sivy —vy <.

On a alors : sin(v;, —vy) = —2\/—6 cos(vf)(1 + ecos(vf)) puisque v;, — vy € [—m,0]. On en déduit
les coefficients de Lagrange :

A = —¢|sin(vy)(1+ 2ecos(vy)) +2 cos(l/f)\/fe cos(vy)(1+ ecos(uf))> ,

Xy = —e|e—cos(vy)(1+ 2ecos(vy)) + 2sin(uf)\/—e cos(vf)(1+ ecos(yf))) .

Le vecteur efficacité est donc complétement déterminé. Les impulsions sont complétement déter-
minées par la CNS 2 :

cos(vy)z +sin(vy)ze
sin(vy — vi,)

AV(I/,;O)

(14 ecos(v4y)), (D.37)

_cos(vi )21 + sin(vy,) 2z )
AV (vy) = e pp—— (14 ecos(vy)), (D.38)

cos(vy,) = —cos(vy)(1+ 2ecos(vy)) +2sin(1/f)\/fecos(z/f)(1 + ecos(vy)),
sin(v,) = —sin(vy)(1+ 2ecos(vy)) — 2cos(1/f)\/fe cos(vy)(1 + ecos(vy)),
sin(v — 1) = 2/ —ecos(vy)(1+ ecos(vy).

Les impulsions étant de signe opposé, on a nécessairement :

sgn(cos(v4, )21 + sin(v4,)z2) = sgn(cos(v)z1 + sin(vf)za), (D.39)
et :
e = sgn(cos(vy)z + sin(vy)za). (D.40)
On en déduit :
M = —ey | sin(vyp)(1 4 2ecos(vy)) + 2COS(Vf)\/—€ cos(vy)(1+ ecos(uf))) ,
Ao = —e5|e—cos(vy)(1+2ecos(vy)) + 2sin(1/f)\/—e cos(vy)(1+ ecos(yf))> .

Explicitons la condition (D.39). Par un raisonnement tout a fait analogue a celui fait pour la
condition (D.24), on montre que que si vy — vy < 7 et

sgn(cos(vp)z1 + sin(vp)2z2) = sgn(cos(vy)z + sin(vy)zz),
la condition (D.39) est donc automatiquement satisfaite. Sinon, on trouve la condition :
I2]l + (2e||z|| + ef22) cos(vy) — epzy sin(vy) <0, (D.41)

avec ey = sgn(cos(vy)z + sin(vy)za).
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Il reste donc & garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale & 1 sur toute
la durée du rendez-vous. Comme précédemment, on impose la condition suivante en vy :

sin(vy) > —v/1 — €2,

et les conditions suivantes en vy :

pr(0)] < 1,sgn( T2 (1)) = sgm(pa(v1,)) = =

Au final, on obtient les conditions suivantes :

1 —cos(vf — 1) + 2sin(vy — 1) <\/—e cos(vf)(1+ ecos(vy)) + esin(yf)> >0,

qui sont automatiquement vérifiées dans le cas ot vy — 1y < 7 et

2 (\/—e cos(v¢)(1+ ecos(vy)) + esin(uf)) (cos(vy — o) + ecos(vy)),
+sin(vy — vp) + e(sin(vy) — sin(rp)) > 0.

2éme cas : supposons que la date de I'impulsion est définie par :
v;, = vy + arccos(—1 — 2ecos(vy)) — 2w € vy — 2w, vp — 7).
Cela correspond au cas :

Vg =1V >T
<
cos(vy) < 0 et { 1+ 2ecos(vy) + cos(vy —vp) > 0.

Alors les coefficients de Lagrange optimaux sont définis par :

M = € (— sin(vy)(1 4 2ecos(vy)) + 2 cos(yf)\/—e cos(vyp)(1+ 6COS(Vf))> ,

A2 = —¢ (e —cos(vy)(1+ 2ecos(vy)) — 2sin(1/f)\/—e cos(vg)(1+ ecos(z/f))> .

Les impulsions sont complétement déterminées par la CNS 2 :

cos(vy)z1 + sin(vy)za

AV (v;,) = 1 ), D.42
() = “EELL I 1 4 ccon(oy) (D.42)
AV (vy) = — S8 Wi)21 £ 500Win)Z2 4 oo (D.43)
= sin(vy — vy,) £h )
ou :
cos(vy,) = —cos(vy)(1+ 2ecos(vy)) — 2sin(1/f)\/fe cos(vy)(1 + ecos(vy)),
sin(v;,) = —sin(vy)(1+ 2ecos(vy)) + 2cos(1/f)\/fe cos(vy)(1 + ecos(vy)),
sin(vy —v;,) = 72\/76C08(1/f)(1 + ecos(vy)).
Les impulsions étant de signe opposé, on a nécessairement :
sgn(cos(vy,)z1 + sin(v;,)z2) = sgn(cos(vy)z1 + sin(vy)z2), (D.44)
et :
e = —sgn(cos(vy)z1 + sin(vy)zs) = —ey. (D.45)
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Le vecteur efficacité optimal est donc complétement déterminé par :

A= —gf < sin(vy)(1 + 2ecos(vy)) + 2cos(1/f)\/fe cos(vg)(1+ecos(vy)) |,

Ao £f (e —cos(vf)(1+ 2ecos(vyf)) — 2sin(1/f)\/—e cos(v¢)(1 4+ ecos(vy))

Par un raisonnement tout & fait analogue & celui fait pour la condition (D.32), on montre que
la condition (D.44) s’écrit :

Iz]l + (2e||z|| — ef22) cos(vy) + €521 sin(vy) < 0. (D.46)

1l reste donc & garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale & 1 sur toute
la durée du rendez-vous. A nouveau, on impose la condition suivante en vy :

sin(vy) > V1 —e?,

et les conditions suivantes en vy :

Ipr(00)| < Lsgn (22 () = sgn(pa(vi,)) = =

Au final, on obtient :

1 —cos(vf — 1) — 2sin(vy — 1) (\/—e cos(vf)(1+ ecos(vy)) — esin(yf)) >0,

et

2 (\/—ecos(yf)(l T ecos(vy)) — esm(yf)) (cos(vy — 1) + ecos(vy))
—sin(vy — vg) — e(sin(vy) — sin(rp)) > 0.

D.6 Deux impulsions initiale et finale, une impulsion interne
La CNS 1 impose dans ce cas les conditions :

1+ 2ecos(vy) + cos(v;, — vg) =0,
1 + 2e cos(vy) + cos(v;, — o) = 0,
Viy € [vo,vy].

et on sait qu’une telle solution v;, existe si et seulement si :

cos(vp) <0, cos(vy) <0

1+ 2ecos(vy) + cos(vy — vy) <
<

0,
14 2ecos(vy) + cos(vy — 1) < 0.

On remarque en particulier que le cas vy — vy = 7 est exclu ici.

1l faut de plus que les deux équations soient compatibles entre elles. En particulier dans le cas
vy — 1y < 7, on doit avoir :

v, = vy + arccos(—1 — 2ecos(vy)) = vy — arccos(—1 — 2ecos(vy)).

Cela conduit & :

2 <\/—e cos(vp)(1 + ecos(vp)) — esin(uo)) sin(vy — 1) + 1 — cos(vy — vg) = 0.

Or d’apreés ce qui a été vu au Paragraphe D.4, on sait que chaque terme de cette somme est positif
ou nul, donc nul, d’ou sin(vy — 1) = 0. Ceci est impossible lorsque vy — vy €]0, 7[.
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Reprenons les conditions vues aux paragraphes précédents. Une solution & 2 impulsions ex-
trémes et une impulsion interne est possible en combinant les conditions (Cdl) ou (Cd2) pour
avoir une impulsion initiale et une impulsion interne avec |px(vy)| = 1 au lieu de |pa(vy)] < 1
avec les conditions (Cd3) ou (Cd4) pour avoir une impulsion interne et une impulsion finale avec
IpA(v0)| = 1 au lieu de |px ()| < 1.

(Cd1) Date de l'impulsion interne : v, = vg + arccos(—1 — 2ecos(vp)) € [vo, v + 7] & condition
que :

cos(vp) <0

IzIl + (2¢||z|| — €022) cos(vg) + €021 sin(vp) < 0,
sin(vp) < V1 —e?,

2 <\/fe cos(1p)(1 + ecos(vp)) — esin(yo)) sin(vy — 1) + 1 — cos(vy — vp) = 0.

(Cd2) Date de 'impulsion interne : v;, = vy — arccos(—1 — 2ecos(vy)) + 27 € [y + 7,19 + 27] &
condition que :

cos(vp) <0
1 4 2ecos(vy) + cos(vy — 1) > 0
Iz]l + (2e||z|| + €022) cos(vy) — €021 sin(vg) < 0,

sin(vp) < —v/1 — €2,

2 <\/—e cos(vp)(1 + ecos(rg)) + esin(y0)> sin(vy — 1) — 1+ cos(vy — vy) = 0.

(Cd3) Date de I'impulsion interne : v;, = vy — arccos(—1 — 2ecos(vy)) € [vy — m,v¢] & condition
que :

cos(vy) <0
2]l + (2el[2]| + ef22) cos(vy) — epz1sin(vy) <0,

sin(vg) > —v/1 — €2,

2 <\/—ecos(1/f)(1 +ecos(vy)) + esin(uf)> sin(vy —vp) + 1 — cos(vy — vg) = 0.

(Cd4) Date de 'impulsion interne : v;, = vy +arccos(—1—2ecos(vy))—2m € [vy—2m,v¢] & condition
que :

cos(vy) <0
1+ 2ecos(vy) + cos(vy —1vp) >0
2]l + (2ellz]| — e522) cos(vf) + epz1sin(vy) <0,

sin(vg) > 1 — €2,

1 —cos(vy — 1) —2 <\/—ecos(1/f)(1 + ecos(vy)) — esin(l/f)> sin(vy — 1) = 0.

Remarque 24. Un calcul simple montre que toutes les conditions de la forme :

2 (\/—e cos(vp) (1 + ecos(vg)) — esin(zm)) (cos(vy — vy) + ecos(vy))
+sin(vy — vg) + e(sin(vy) — sin(vp)) <0

sont automatiquement satisfaites lorsque la condition de compatibilité des solutions v;, est satis-
faite.

Les directions et amplitudes de poussée optimales sont déterminées via la CNS 2 par :
R(w)
p(10)

VRO g B
AV 2y BV ) 2y BV = =
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D.7 Solutions & 2 impulsions initiale et finale

Dans ce paragraphe, on étudie maintenant le cas des solutions optimales sans impulsion interne.
Les conditions d’optimalité s’écrivent alors de la facon suivante : les directions des impulsions sont
données par la CNS 1 :

AV(r) =0 ou sgn(AV(r)) = _RZ(;Z?A
T
AV(vy) =0 ou sgn(AV(vy)) = _RL(Z))‘.

La CNS 2 s’écrit :
R(I/())

p(10)

AV (vg) + ]p%(Vf)AV(Vf) =z

Cas particulier : vy — vy =7
D’aprés la CNS 1, on a donc :

<on Jo)) = _R(uf)T)\ _ R(rp)TA
AV ==y T e

D’ou sgn(AV (vp)) = —sgn(AV (vy)) et
cos(vg) =0 et sin(yy) = £1.

On pose € = sgn(AV (1y)). Les CNS d’optimalité se simplifient donc de la fagon suivante :

CNS 1. sin(yp)A; = ¢, soit :
A1 = esin(v), A2 quelconque.

CNS 2.
AV (vo)| + |AV (vy)] = —esin(v)z1
Zo = 0
On en déduit donc que € = —sgn(sin(vp)z1) et :
AV (vg) = —sgn(sin(vg)z1)|AV (vp)l,
AV (vy) = sgn(sin(vg)z1)|AV (vf)].
avec :

[AV (o)l + [AV (vp)] = [I=]]-

Il reste donc maintenant & garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale a
1 pendant toute la durée du rendez-vous. Les impulsions étant de directions opposées, le vecteur
efficacité est nécessairement monotone sur l'intervalle [vg,vy]. Cela se traduit, compte tenu de la
durée du rendez-vous, par des conditions de signe au bord :

Sgﬂ(%('/o)) = —sgn(pa(w)) =¢,
sgn(22(v5)) = sgn(pa(vy)) =¢,

c’est-a-dire :

e(e +sin(vg)A2) <0,
8(6)\1 — Sin(yo))\g) < 0.

En réinjectant 'expression de A1, les conditions précédentes s’écrivent :
esin(vp) +esin(vp)Aa < 0,

esin(vg) —esin(yg)Ae < 0.
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On en déduit :
sin(vp) = -1 et |A] <e,

et également :
e =sgn(z).

m
En conclusion si vg = —— + 2km, k € Z, et si vy — 1y = 7, alors la solution optimale est une

solution & 2 impulsions initiale et finale définie par :

AV(vg) = sgn(z1)|AV ()|,
AV (vy) —sgn(z1)|AV (vf)l|.

avec :
[AV (vo)| + [AV (v5)] = ||z

Il existe en revanche une infinité de multiplicateurs de Lagrange définissant le vecteur efficacité
optimal :
A€ {(—sgn(z1),A2) ; A2 € [—e,€]}.

Cas général : vy — 1y #
La CNS 2 est alors équivalente a :

cos(vy)z1 +sin(vy)za

AV(o) = sin(vy — 1)

(1+ ecos(vp)),

cos(vp)z1 + sin(vp) 2o
sin(vy — 1)

AV (vy) = (14 ecos(vy)).

On en déduit alors que pour avoir une solution & deux impulsions initiale et finale, il faut néces-
sairement que :

cos(vp)z1 +sin(vp)ze #0 et cos(vy)zr +sin(vy)ze # 0,
Dans le cas contraire, on retrouve des solutions a une impulsion initiale ou finale.

La CNS permet alors d’en déduire les directions des impulsions :

sgn(AV () = sgn (cos(uf)21 + sin(uf)zg> |

sin(vy — 1)

sgn(AV(vs)) = —sgn (COS(VO)Zl + sin(yo)z2> .

sin(vy — 1)
L’expression des A et du vecteur efficacité optimaux est donnée par :

. _cos(l/f.)(l + 6COS(VO))sgn(AV(VO)) +
sin(vy — 1)

cos(vp)(1 + ecos(vy))
sin(vy — 1)

sgn(AV (vy)),

sin(1p)(1 + ecos(vy))
sin(vy — 1)

sgn(AV (vy)).

Il reste donc maintenant & garantir que la norme du vecteur efficacité soit inférieure ou égale a
1 pendant toute la durée du rendez-vous.
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ler cas : Impulsions dans la méme direction : sgn(AV (1)) = sgn(AV(vy))

On note : € = sgn(AV (1)) = sgn(AV (vs)). Nécessairement, la condition suivante :
sgn(cos(vp)z1 + sin(vp)z2) = —sgn(cos(vy)z1 + sin(vy)za),

est vérifiée. Les coeflicients de Lagrange s’écrivent alors :

A = _Ecos(.uf) - cos(l/o), Ny = ¢ <e . sm(.z/f) - 5111(1/0)) .
sin(vy — o) sin(vy — vp)

Il reste & garantir que la norme du vecteur efficacité soit inférieure ou égale a4 1 pendant toute
la durée du rendez-vous. Dans le cas de deux impulsions aux bords de méme direction, le vecteur
efficacité admet nécessairement un extremum de norme strictement inférieure & 1 dans Uintervalle
[0, v¢] et un extremum de norme supérieure & 1 en dehors de I'intervalle [vg, vy] i.e. :

— 1l existe v. € [vg,vy] tel que : d(%(ue) =0et

[pa(ve)] < 1. (D.47)

On a en particulier : cos(ve) > —e.
On impose également les conditions de signe suivantes :

Sgn(%(l/o)) = —sgn(pa(w)) = ¢,
sgn(22(vy)) = sgu(pa(vy)) = —&.
Cela s’écrit aussi :
sgn((e + cos(vg))A1 +sin(vp)r2) = —¢ (D.48)
sgn((e+ cos(vp)) A +sin(vy)re) = e (D.49)

En réinjectant les expressions de A dans les conditions (D.48) et (D.49), on trouve la condition

suivante :
cos(vy —1p) — 1

>0,
sin(vy — 1)
soit au final : sin(vy —1p) < 0, Le. :
Vg —1Vy>T.
Considérons maintenant la condition (D.47) : la condition % (1,) = 0 s’écrit :

(e + cos(ve)) A1 + sin(ve) A2 = 0.
Cela nous permet de réécrire la condition (D.47) sous la forme :
|A1] < |sin(v.)| ou encore : || < e+ cos(ve).
En conclusion, & condition que vy — vy > 7, les impulsions optimales sont données par :

cos(vf)z1 + sin(vy)zo

AV = 1
(o) sin(v; — o) (1+ ecos(v)),
cos(1p)z1 + sin(vp)ze
AV = — 1
(vy) oy (1 ecos(vp),
de direction commune € = —ey = g, d’ott : €9 = —¢y. Les coefficients de Lagrange optimaux

s’écrivent donc :

U cos(vy) — cos(vp) N — —eo (et sin(vy) — sin(vyp)
! 0 sin(vg —vg) 2 0 sin(vy — o) '
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2éme cas : Impulsions dans des directions opposées : sgn(AV (1)) = —sgn(AV (vy))
On note € = sgn(AV (vy)) = —sgn(AV (vy)). La condition suivante :
sgn(cos(vp)z1 + sin(vp)z2) = sgn(cos(vy)z + sin(vy)zs),
est nécessairement vérifiée. Les impulsions sont données par :

cos(vy)z + sin(vy)za

AV(ro) = sin(vy — 1)

(14 ecos(ry)),

cos(vp)z1 + sin(vp)ze
sin(vy — 1)

AV (vs) = (14 ecos(vy)),
et sont de directions respectives : ey et —eg si vy — vy < et —ey et g9 si vy —vg > 7. Les
coefficients de Lagrange s’écrivent alors :

A _Ecos(uo) + cos(vy) + 2e cos(vy) cos(vy)
v sin(vy — 1) ’

) sin(vp) + sin(vy¢) + esin(vy + vy)
= —=
2 sin(vy — 1) ’

avec :

R cos(vy)zr +sin(vy)za | gg= e sivyp—uy<m,
=58 sin(yf — 1/0) - —ef= —gg Sivy—1y>T.

Il faut encore garantir que la norme du vecteur efficacité reste inférieure ou égale & 1 pendant
toute la durée du rendez-vous. Les impulsions étant aux bords, on est nécessairement dans la
configuration ou le vecteur efficacité admet deux extrema de norme supérieure a 1 & des dates
n’appartenant pas a [vg, vf]. On en déduit en particulier que :

vy & o, ve| ou ve & (v, vg).

Dans le cas contraire, la date de l'extremum de plus grande norme appartenant & l’intervalle
[v4,v_], serait également dans U'intervalle [y, vy].

De plus, les impulsions étant de directions opposées, le vecteur efficacité est nécessairement
monotone sur l'intervalle [vg, vf]. Ceci se traduit, compte tenu de la durée du rendez-vous, par des
conditions de signe au bord :

sgn(-(v0)) = —sgn(pa(w)) =¢,
sgu( 2 (vy)) = sen(palvy)) =-,
c’est-a-dire :
sgn((e + cos(vp)) A1 +sin(g)re2) = —e, (D.50)
sgn((e + cos(vf)) A1 +sin(vg)ra) = —e. (D.51)

En réinjectant les expressions des coefficients de Lagrange, on montre que les conditions (D.50) et
(D.51) sont respectivement équivalentes a :

1+ 2ecos(vy) + cos(vy — vp)
sin(vy — 1)

>0,

1 4 2ecos(vg) + cos(vy — 1)

> 0.
sin(vy — 1)
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Résumé

Cette thése traite de I’évitement de collision entre un engin spatial opérationnel, appelé ob-
jet primaire, et un débris orbital, dit secondaire. Ces travaux concernent aussi bien la question
de l'estimation du risque pour une paire d’objets sphériques que celle du calcul d’'un plan de
manceuvres d’évitement pour le primaire. Pour ce qui est du premier point, sous certaines hypo-
théses, la probabilité de collision s’exprime comme l’intégrale d’une fonction gaussienne sur une
boule euclidienne, en dimension deux ou trois. On en propose ici une nouvelle méthode de calcul,
basée sur les théories de la transformée de Laplace et des fonctions holonomes. En ce qui concerne
le calcul de manceuvres de propulsion, différentes méthodes sont développées en fonction du mo-
déle considéré. En toute généralité, le probléme peut étre formulé dans le cadre de 'optimisation
sous contrainte probabiliste et s’avére difficile & résoudre. Dans le cas d’un mouvement considéré
comme relatif rectiligne, I’approche par scénarios se préte bien au probléme et permet d’obtenir
des solutions admissibles. Concernant les rapprochements lents, une linéarisation de la dynamique
des objets et un recouvrement polyédral de 'objet combiné sont & la base de la construction d’un
probléme de substitution. Deux approches sont proposées pour sa résolution : une premiére directe
et une seconde par sélection du risque. Enfin, la question du calcul de manceuvres de proximité en
consommation optimale et temps fixé, sans contrainte d’évitement, est abordée. Par 'intermédiaire
de la théorie du vecteur efficacité, la solution analytique est obtenue pour la partie hors-plan de la
dynamique képlérienne linéarisée.

Mots-clés : optimisation, contrainte probabiliste, approche scénarios, évitement de collision,
probabilité de collision, développement en série, fonctions holonomes, collision en orbite, débris
spatiaux, rendez-vous, commande optimale, vecteur efficacité
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Abstract

This thesis is about collision avoidance for a pair of spherical orbiting objects. The primary
object - the operational satellite - is active in the sense that it can use its thrusters to change its
trajectory, while the secondary object is a space debris that cannot be controlled in any way. On-
ground radars or other means allow to foresee a conjunction involving an operational spacecraft,
leading in the production of a collision alert. The latter contains statistical data on the position
and velocity of the two objects, enabling for the construction of a probabilistic collision model.
The work is divided in two parts : the computation of collision probabilities and the design of
maneuvers to lower the collision risk. In the first part, two kinds of probabilities - that can be
written as integrals of a Gaussian distribution over an Euclidean ball in 2 and 3 dimensions -
are expanded in convergent power series with positive terms. It is done using the theories of
Laplace transform and D-finite functions. In the second part, the question of collision avoidance
is formulated as a chance-constrained optimization problem. Depending on the collision model,
namely short or long-term encounters, it is respectively tackled via the scenario approach or relaxed
using polyhedral collision sets. For the latter, two methods are proposed. The first one directly
tackles the joint chance constraints while the second uses another relaxation called risk selection
to obtain a mixed-integer program. Additionaly, the solution to the problem of fixed-time fuel-
minimizing out-of-plane proximity maneuvers is derived. This optimal control problem is solved
via the primer vector theory.

Keywords : optimization, chance constraint, scenario approach, collision avoidance, collision
probability, series expansion, D-finite functions, orbital collision, space debris, rendezvous, optimal
control, primer vector
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