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❧✐♠✐%❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡①❝✐%/ ♣❛* ✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ? 7✉❡❧7✉❡' ❞✐③❛✐♥❡'

❞❡ ♠✐❝*♦♠!%*❡' ❡%✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❛✉ ♠✐❝*♦♠!%*❡✳

❘/❝❡♠♠❡♥%✱ ❧❡' %❡❝❤♥✐7✉❡' ❞✬❡①♣❧♦*❛%✐♦♥ ♦♣%✐7✉❡ ❞❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡%' ❡% ❞✬❡①%❡♥'✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♠✐❝*♦'❝♦♣✐❡ ? ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜✲❞✐✛*❛❝%✐♦♥ ♦♥% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ /✈♦❧✉%✐♦♥

'♦✉%❡♥✉❡✳ ■❧ ❛ ❛❧♦*' /%/ ♠♦♥%*/ 7✉❡ ❝❡ '♦♥% ❧❡' ♦❜❥❡%' /%✉❞✐/' ❡✉①✲♠G♠❡'✱ ✈✐❛ ❧❡✉*'

♥✐✈❡❛✉① /❧❡❝%*♦♥✐7✉❡' ❡% ❧❡✉*' ♥♦♥✲❧✐♥/❛*✐%/' ♦♣%✐7✉❡'✱ 7✉✐ ♣❡✉✈❡♥% ♣❡*♠❡%%*❡ ❞❡ ❞❡'✲

❝❡♥❞*❡ ? ❞❡' */'♦❧✉%✐♦♥' ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♥❛♥♦♠!%*❡ %❛♥❞✐' 7✉❡ ❧❛ ♠✐❝*♦'❝♦♣✐❡

♦♣%✐7✉❡ ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡'% ❧✐♠✐%/❡ ? ❞❡' */'♦❧✉%✐♦♥' ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥%❛✐♥❡ ❞❡ ♥❛♥♦✲

♠!%*❡✳ ▲❡ ❙❚❊❉✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉%✐❧✐'❡ ❧❡ ❝❛*❛❝%!*❡ ❢♦*%❡♠❡♥% ♥♦♥✲❧✐♥/❛✐*❡ ❞❡ ❧✬/♠✐''✐♦♥

'%✐♠✉❧/❡ 7✉✐✱ ❞❛♥' ❧❛ ♣❛*%✐❡ '♦♠❜*❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞❡ ▲❛❣✉❡**❡✲●❛✉'' ❧✐♠✐%/❡ ♣❛* ❧❛

❞✐✛*❛❝%✐♦♥✱ '/❧❡❝%✐♦♥♥❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉' ♣❡%✐%❡ ♦L ❧✬✐♥%❡♥'✐%/ ❧✉♠✐♥❡✉'❡ ❡'% ❡♥
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♣❡♥"❡ ♣❡."♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥& '✉❡ ❝❡❧❛ "❡ ❢❡.❛✳ ▼❛✐" ❡♥ ♠:♠❡ &❡♠♣"✱ ❥❡ ❝.♦✐" '✉❡ '✉❡❧ '✉✬✐❧

"♦✐&✱ ❧✬♦✉&✐❧ '✉✐ ♥♦✉" ♣❡.♠❡&&.❛ ❞✬2&✉❞✐❡. ❧✬✐♥✜♥✐♠❡♥& ♣❡&✐& ❞❡ ♠❛♥✐=.❡ ♣❧✉" ❡✣❝❛❝❡ '✉❡

♥♦&.❡ ♠✐❝.♦"❝♦♣❡ ❛❝&✉❡❧ ♥✬❛✉.❛ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧✉✐ '✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ✔✳

❖♥ ✈♦✐# ❡♥ ❡✛❡# =✉❡ ❧❛ ♣$✐0❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛#✐♦♥ 0♣❛#✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥#❡♥0✐#+ ❞✬❡①✲

❝✐#❛#✐♦♥ ❡# ❞❡ ❧❛ $+♣♦♥0❡ ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐$❡ ✐♥❞✉✐#❡ ❡0# ♣$✐♠♦$❞✐❛❧❡ ❞❛♥0 ❝❡0 +✈♦❧✉#✐♦♥0✳ ■❧ ❡0#

5 ♥♦#❡$ ❡♥ ♦✉#$❡ =✉❡ ❧❛ $+♣♦♥0❡ 0♣❛#✐❛❧❡ 5 ❞❡0 ❢❛✐0❝❡❛✉① #♦✉❥♦✉$0 ❢♦❝❛❧✐0+0 ❡0# ♣$❡0=✉❡

0②0#+♠❛#✐=✉❡♠❡♥# ♥+❣❧✐❣+❡ ❡♥ 0♣❡❝#$♦0❝♦♣✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐$❡ ❡# $+0♦❧✉❡ ❡♥ #❡♠♣0✳ ■❧ ❡0#

❞♦♥❝ ♣❡$#✐♥❡♥# ❞✬❡①❛♠✐♥❡$ ❧❛ $+♣♦♥0❡ 5 ❞❡0 ❢❛✐0❝❡❛✉① 0#$✉❝#✉$+0 0♣❛#✐❛❧❡♠❡♥# ❡# ❛✈❡❝

❞✬❛✉#$❡0 ♠♦❞❡0✱ ♣❧✉0 $+❛❧✐0#❡0✱ =✉❡ ❞❡0 0✐♠♣❧❡0 ♦♥❞❡0 ♣❧❛♥❡0✳

❈❡##❡ #❤40❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉$ ♦❜❥❡❝#✐❢0 5 ❧❛ ❢♦✐0 ❞✬❡①❛♠✐♥❡$ ❧❛ $+♣♦♥0❡ ❞❡0 +❝❤❛♥#✐❧❧♦♥0 5

❞❡0 ❡①❝✐#❛#✐♦♥0 ♠✐0❡0 ❡♥ ❢♦$♠❡ 0♣❛#✐❛❧❡♠❡♥# ❞❛♥0 ❞❡0 ❡①♣+$✐❡♥❝❡0 $+0♦❧✉❡0 ❡♥ #❡♠♣0 ❡#

❞✬❛❝❝+❞❡$ 5 ❞❡0 ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥0 0✉$ ❧❛ ❞②♥❛♠✐=✉❡ #❡♠♣♦$❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ 0✉$ ❧❡0 ♥♦♥✲❧✐♥+❛$✐#+0

♦♣#✐=✉❡0 ❞❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡#0 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧0✳ N❧✉0✐❡✉$0 ❞+✜0 ❡①♣+$✐♠❡♥#❛✉① ❞♦✐✈❡♥# ❛❧♦$0 E#$❡

$❡❧❡✈+0✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛$# ❡♥ #❡$♠❡ ❞❡ ♠✐0❡ ❡♥ ❢♦$♠❡ 0♣❛#✐❛❧❡ ❞❡0 ❢❛✐0❝❡❛✉① ❞✬❡①❝✐#❛#✐♦♥✱ =✉✐✱

❣$O❝❡ ❛✉① ❝♦✉♣❧❛❣❡0 ❛✈❡❝ ❧❡0 ♥♦♥✲❧✐♥+❛$✐#+0 ♦♣#✐=✉❡0✱ ♣❡$♠❡##$❛ ❞❡ ❞+♣❛00❡$ ❧❛ ❧✐♠✐#❡

❞❡ $+0♦❧✉#✐♦♥ ✐♠♣♦0+❡ ♣❛$ ❧❛ ❞✐✛$❛❝#✐♦♥ ❡# ❞✬❛✉#$❡ ♣❛$# ❡♥ #❡$♠❡0 ❞❡ ❞+#❡❝#✐♦♥ ♣✉✐0✲

=✉✬✐❧ ✈❛ E#$❡ ♥+❝❡00❛✐$❡ ❞❡ ♠❡0✉$❡$ ❞❡0 ✈❛$✐❛#✐♦♥0 ❞✬✐♥#❡♥0✐#+ ❞❡ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ =✉❡❧=✉❡0

♣❤♦#♦♥0 ♣❛$ ✐♠♣✉❧0✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉0❡✳ ❚❛♥❞✐0 =✉❡ ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ ♣♦✐♥# $❡❧4✈❡ ✉♥✐=✉❡♠❡♥# ❞✬✉♥

❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ❡①♣+$✐♠❡♥#❛❧ ❡# #❡❝❤♥✐=✉❡✱ ❧❡ ♣$❡♠✐❡$ ❡0# ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦$#❛♥❝❡ #❤+♦$✐=✉❡

♣❧✉0 ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❛ ❢♦$♠❡ 0♣❛#✐❛❧❡ ❞❡0 ✐♠♣✉❧0✐♦♥0 ❞❛♥0 ❧❛ ♠♦❞+❧✐0❛#✐♦♥ ❞❡0

♣$♦❝❡00✉0 ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐$❡0 ♥✬❡0# ❥❛♠❛✐0 ♣$✐0❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❡# ❧❡0 ❝❤❛♠♣0 +❧❡❝#$✐=✉❡0 ✐♥❝✐❞❡♥#0

0♦♥# 0✉♣♣♦0+0 ♣♦00+❞❡$ ✉♥ ❢$♦♥# ❞✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥ ❛❧♦$0 =✉❡ ❧♦$0 ❞❡0 ❡①♣+$✐❡♥❝❡0 ❧❡0 ❢❛✐0❝❡❛✉①

0♦♥# ❢♦$#❡♠❡♥# ❢♦❝❛❧✐0+0 ❡# ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ♣❤+♥♦♠4♥❡0 ✭#❡❧0 =✉❡ ❧❛ 0❛#✉$❛#✐♦♥✮ ♠♦❞✐✜❡♥#

❞❡ ♠❛♥✐4$❡ ✐♠♣♦$#❛♥#❡ ❧❡✉$0 ❢♦$♠❡0 0♣❛#✐❛❧❡0✳
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❡ ♠❛♥✉%❝'✐) ❡%) ♦'❣❛♥✐%- ❡♥ )'♦✐% ♣❛')✐❡%✳

❉❛♥% ❧❛ ♣'❡♠✐2'❡ ♣❛')✐❡ ♥♦✉% ✐♥)'♦❞✉✐'♦♥% ❧❡% ❝♦♥❝❡♣)% ❝❧❡❢% ❞❡% ♠❡%✉'❡% ❞❡ '-✲

♣♦♥%❡% ♦♣)✐6✉❡%✱ ❛✉)❛♥) ❞②♥❛♠✐6✉❡% 6✉❡ %)❛)✐6✉❡%✳ ▲❡% ♠❡%✉'❡% ❞②♥❛♠✐6✉❡% '-❛❧✐%-❡%

♣❛' ❞❡% )❡❝❤♥✐6✉❡% ❞❡ %♣❡❝)'♦%❝♦♣✐❡ ✉❧)'❛✲'❛♣✐❞❡ ♥♦✉% '❡♥%❡✐❣♥❡♥) %✉' ❧❡% ❝✐♥-)✐6✉❡% ❞❡

'❡❧❛①❛)✐♦♥ ❞❡% ❡①❝✐)❛)✐♦♥% -❧❡❝)'♦♥✐6✉❡% %✉' ❞❡% -❝❤❡❧❧❡% ❞❡ )❡♠♣% ❞❡%❝❡♥❞❛♥) < ❧❛ ❢❡♠✲

)♦%❡❝♦♥❞❡ ❣'=❝❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥-❛'✐)-% ♦♣)✐6✉❡%✳ ▲✬-)✉❞❡ ❞❡ ❝❡%

)❡❝❤♥✐6✉❡% ❢❡'❛ ❧✬♦❜❥❡) ❞✬✉♥ ♣'❡♠✐❡' ❝❤❛♣✐)'❡✳ ◆♦✉% ♠♦♥)'❡'♦♥% ❛❧♦'% 6✉✬✉♥ ❞-✈❡❧♦♣♣❡✲

♠❡♥) ♣❡')✉❜❛)✐❢ ❡♥ ❝❤❛♠♣% ❞❡% -6✉❛)✐♦♥% ❞❡ ❇❧♦❝❤ %✉' ❧❡ ♠♦❞2❧❡ %✐♠♣❧❡ ❞✉ %②%)2♠❡ <

❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ♣❡'♠❡))❡♥) ❞❡ ❞-❝'✐'❡ ❝♦''❡❝)❡♠❡♥) ❧❡% -✈♦❧✉)✐♦♥% )❡♠♣♦'❡❧❧❡% ❞❡% ♣♦♣✉✲

❧❛)✐♦♥% ❡) ❞❡% ❝♦❤-'❡♥❝❡% -❧❡❝)'♦♥✐6✉❡% ❧♦'% ❞✬✉♥❡ ✐♥)❡'❛❝)✐♦♥ ❧✉♠✐2'❡✲♠❛)✐2'❡ ✈✐❛ ❞❡%

♣'♦❝❡%%✉% ♥♦♥✲❧✐♥-❛✐'❡%✳ ❉❛♥% ❧❡ ❞❡✉①✐2♠❡ ❝❤❛♣✐)'❡ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥)❡''♦❣❡'♦♥% %✉' ❧❛ ♣♦%✲

%✐❜✐❧✐)- ❞❡ ❧✬❡①)❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝'♦%❝♦♣✐❡ < ❞❡% ❞✐♠❡♥%✐♦♥% %✉❜♠✐❝'♦♥✐6✉❡%✳ ▲❛ ❞✐✛'❛❝)✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐2'❡ ❧✐♠✐)❛♥) ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡% ❢❛✐%❝❡❛✉①✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥%)✐)✉❡ <

❝❡ )✐)'❡ ✉♥❡ ❜❛''✐2'❡ ❛ ♣$✐♦$✐ ✐♥❢'❛♥❝❤✐%%❛❜❧❡ ❞♦♥) ♥♦✉% -)✉❞✐❡'♦♥% ❡♥ ❞-)❛✐❧% %♦♥ ♦'✐❣✐♥❡

❡) %❡% ❝♦♥%-6✉❡♥❝❡%✳ E♦✉' ✜♥✐'✱ ♥♦✉% ♣'-%❡♥)❡'♦♥% ❧❡% ❞✐✛-'❡♥)❡% )❡❝❤♥✐6✉❡% 6✉✐ ♦♥) -)-

♠✐%❡% ❛✉ ♣♦✐♥) ♣♦✉' ❞-♣❛%%❡' ❝❡))❡ ✓ ❜❛''✐2'❡ ❞❡ ❞✐✛'❛❝)✐♦♥ ✔✳

❉❛♥% ❧❛ ❞❡✉①✐2♠❡ ♣❛')✐❡✱ ♥♦✉% ♥♦✉% ✐♥)-'❡%%❡'♦♥% < ❧❛ '-♣♦♥%❡ ♥♦♥✲❧✐♥-❛✐'❡ ❞✬✉♥

-❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❞❡ %❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝)❡✉' %♦✉♠✐% < ✉♥❡ ❡①❝✐)❛)✐♦♥ ♠♦❞✉❧-❡ %♣❛)✐❛❧❡♠❡♥)✳ ◆♦✉%

♥♦✉% %♦♠♠❡% ❛❧♦'% ❝♦♥❝❡♥)'-% %✉' ❧❡ ❝❛% ♣❛')✐❝✉❧✐❡' ❞❡% ♠♦❞❡% ❞❡ ▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉%% 6✉✐

❢♦'♠❡♥) ✉♥❡ ❜❛%❡ ❝♦♠♣❧2)❡ ❞❡ ❧✬-6✉❛)✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛'❛①✐❛❧❡ ❡) 6✉✐ ♣♦%%2❞❡ ✉♥❡ %②♠-)'✐❡

❞❡ '-✈♦❧✉)✐♦♥ ❛✉)♦✉' ❞❡ ❧❡✉' ❛①❡ ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛)✐♦♥✱ ♣'♦♣'✐-)-% ❝♦♠♠✉♥❡% ♣♦✉' )♦✉% ❧❡%

❢❛✐%❝❡❛✉① ❧❛%❡'✳ ◆♦✉% ❞-❝'✐'♦♥% ❛❧♦'% ❝❡% ♠♦❞❡% ♣❛')✐❝✉❧✐❡'% ❡) ❧❡✉'% ❝❛'❛❝)-'✐%)✐6✉❡%✱

♥♦)❛♠♠❡♥) ❡♥ )❡'♠❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥) ♦'❜✐)❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡✱ ❞❛♥% ✉♥ ♣'❡♠✐❡' ❝❤❛♣✐)'❡✳ ◆♦✉%

-)✉❞✐❡'♦♥% ❡♥%✉✐)❡ 6✉❛♥)✐)❛)✐✈❡♠❡♥) ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❡ %♣❛)✐❛❧❡ ❞❡% ❢❛✐%❝❡❛✉① ❞❡

▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉%% %✉' ❧❛ '-♣♦♥%❡ ♦♣)✐6✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥-❛✐'❡ ❞✉ )'♦✐%✐2♠❡ ♦'❞'❡ < )'❛✈❡'% ❧❡%
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❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& '❛♣✐❞❡ ❞❡" ❧❛"❡'" ✐♠♣✉❧"✐♦♥♥❡❧" ❞✉'❛♥& ❝❡" ❞❡'♥✐:'❡" ❞.❝❡♥♥✐❡" ❛ ❢❛✐&

♣'♦❣'❡""❡' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "♣❡❝&'♦"❝♦♣✐❡ ♦♣&✐*✉❡ 1 ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" ❞✐✛.'❡♥&" ❝♦♠♣♦'✲

&❡♠❡♥&" ❞②♥❛♠✐*✉❡" ❡& ❞❡" '.♣♦♥"❡" ♥♦♥✲❧✐♥.❛✐'❡"✳

❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ♥♦✉" ✐♥&.'❡""❡' 1 ❧✬✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❧✉♠✐:'❡✲♠❛&✐:'❡ ❛✜♥ ❞❡

❞.❝'✐'❡ ❝❡" ❞✐✛.'❡♥&" ❝♦♠♣♦'&❡♠❡♥&"✳ ▲❛ ❞❡"❝'✐♣&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '.♣♦♥"❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ 1 ✉♥❡ ❡①✲

❝✐&❛&✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉"❡ ♣❛' ✉♥ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ♣❡'&✉'❜❛&✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥"✐&. ❞❡ ♣♦❧❛'✐"❛&✐♦♥ ♥♦✉"

♣❡'♠❡&&'❛ ❞❡ ❞✐"&✐♥❣✉❡' ❧✬♦♣&✐*✉❡ ❧✐♥.❛✐'❡ ❞❡ ❧✬♦♣&✐*✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥.❛✐'❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉" ♣❡'♠❡&&'❛

❡♥"✉✐&❡ ❞❡ ❞.❝'✐'❡ ❧❛ ❝✐♥.&✐*✉❡ ❞❡" ❞✐✛.'❡♥&" ♣'♦❝❡""✉" ♥♦♥✲❧✐♥.❛✐'❡" ♣♦✉✈❛♥& ❛✈♦✐' ❧✐❡✉✱

❡& ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥& ❧❡" ♣'♦❝❡""✉" ❞✉ &'♦✐"✐:♠❡ ♦'❞'❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉" ♣'."❡♥&❡'♦♥" ❧❡ ♣'✐♥❝✐♣❡

❞❡" ❞✐✛.'❡♥&❡" &❡❝❤♥✐*✉❡" ❡①♣.'✐♠❡♥&❛❧❡" ✉&✐❧✐".❡" ♣♦✉' ♠❡"✉'❡' ❝❡" ❝✐♥.&✐*✉❡"✳ ◆♦✉"

❛♣♣❧✐*✉❡'♦♥" ❝❡" ♠♦❞:❧❡" ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥& 1 ❞❡" ❝♦♠♣♦"." "❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝&❡✉'"✳

✶✳✶ ❘#♣♦♥'❡ ❞✬✉♥ ♠❛.#/✐❛✉ 1 ✉♥❡ ❡①❝✐.❛.✐♦♥ ❧✉♠✐✲

♥❡✉'❡

▲❛ ❧✉♠✐:'❡✱ ❞❛♥" "♦♥ ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛&✐:'❡✱ ♣♦❧❛'✐"❡ ❧❡" ❛&♦♠❡" ♦✉ ❧❡" ♠♦❧.❝✉❧❡"

❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣❛' ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝&'✐*✉❡ E✳ ▲❛ ♣♦❧❛'✐"❛&✐♦♥ P ❞✉ ♠❛&.'✐❛✉ ❡"&

❛❧♦'" ❧❛ ❣'❛♥❞❡✉' ♠❛❝'♦"❝♦♣✐*✉❡ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥& 1 ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ♠♦♠❡♥&" ❞✐♣♦❧❛✐'❡"

♠✐❝'♦"❝♦♣✐*✉❡" ❝'.." ❞❛♥" ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♣❛' ✉♥✐&. ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛ '.♣♦♥"❡ ❞✬✉♥ ♠❛&.'✐❛✉

❡"& ❞♦♥❝ ❝❛'❛❝&.'✐".❡ ♣❛' "❛ ♣♦❧❛'✐"❛&✐♦♥ P *✉✐ ❡"& ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝&'✐*✉❡

E✳ ❉❛♥" ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛&✐♦♥ ♦C ❧❡" ♣❡'&✉'❜❛&✐♦♥" ✐♥❞✉✐&❡" ♣❛' ❧❡ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝&'✐*✉❡ '❡"&❡♥&

✶✶



✶✷ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡

❢❛✐❜❧❡*✱ ♦♥ ♣❡✉- ❞6✈❡❧♦♣♣❡. ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐**❛♥❝❡* ❞✉ ❝❤❛♠♣ 6❧❡❝-.✐(✉❡✳ ▲❡* ♥♦♥✲

❧✐♥6❛.✐-6* *♦♥- ❡♥*✉✐-❡ -.❛✐-6❡* ❝♦♠♠❡ ❞❡* ♣❤6♥♦♠;♥❡* ♣❡.-✉.❜❛-✐❢* ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❬✺✾❪✳

@♦✉. ✉♥ ❝❤❛♠♣ 6❧❡❝-.✐(✉❡ E .6*✉❧-❛♥- ❞✬✉♥❡ *✉♣❡.♣♦*✐-✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡* ♣❧❛♥❡* ♣.♦❣.❡**✐✈❡*

♠♦♥♦❝❤.♦♠❛-✐(✉❡*

✶

✭❖@@▼✮ E =
∑

iEi(ki, ωi) ✱ ❛✈❡❝ ki ❡- ωi ❧❡ ✈❡❝-❡✉. ❞✬♦♥❞❡ ❡- ❧❛

♣✉❧*❛-✐♦♥✱ .❡*♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-✱ ❞❡ ❝❤❛(✉❡ ❖@@▼✱ ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥❞✉✐-❡ ♣❛. ❝❡

❝❤❛♠♣ *✬6❝.✐- ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ ❞❡* ✈❡❝-❡✉.* ❞✬♦♥❞❡ ✭❡*♣❛❝❡ .6❝✐♣.♦(✉❡✮ ✿

P(k, ω) =
∑

i

ǫ0[χ
(1)(ki, ωi)].E(ki, ωi)

+
∑

i,j

ǫ0[χ
(2)(k = ±ki ± kj, ω = ±ωj ± ωj)].E(ki, ωi).E(kj, ωj)

+
∑

i,j,l

ǫ0[χ
(3)(k = ±ki ± kj ± kl, ω = ±ωj ± ωj ± ωl)].E(ki, ωi).E(kj, ωj).E(kl, ωl)

+ ... ✭✶✳✶✮

♦H ǫ0 ❡*- ❧❛ ♣❡.♠6❛❜✐❧✐-6 ❞✐6❧❡❝-.✐(✉❡ ❞✉ ✈✐❞❡ ❡- [χ(n)] ❧❡ -❡♥*❡✉. ❞❡ *✉*❝❡♣-✐❜✐❧✐-6 ❞✬♦.❞.❡

(n)✱ (✉✐ ❡*- ✉♥❡ ♠❛-.✐❝❡ 3 × 3✳ ❉❛♥* ❝❡--❡ ❞❡*❝.✐♣-✐♦♥✱ ❧❡* ❞✐✛6.❡♥-* ♦.❞.❡* ❞❡ ❧❛ *✉*✲

❝❡♣-✐❜✐❧✐-6 ❝♦..❡*♣♦♥❞❡♥- K ❞❡* ♣.♦❝❡**✉* ❞✐✛6.❡♥-*✱ ❞✬❛✉-❛♥- ♣❧✉* ❞✐✣❝✐❧❡* K ♦❜*❡.✈❡.

(✉❡ ❧✬♦.❞.❡ ❡*- 6❧❡✈6✳ ▲❡ -❡.♠❡ ❡♥ [χ(1)] .❡♥❞ ❝♦♠♣-❡ ❞❡* ♣❤6♥♦♠;♥❡* ❧✐♥6❛✐.❡* -❡❧* (✉❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ .6❢.❛❝-✐♦♥ ❧✐♥6❛✐.❡✱ ❧✬❛❜*♦.♣-✐♦♥ K ✉♥ ♣❤♦-♦♥✳ ▲❡* -❡.♠❡* ❡♥ [χ(2)]✱ [χ(3)] ❡-

❞✬♦.❞.❡ *✉♣6.✐❡✉. -.❛✐-❡♥- ❞❡* ♣.♦❝❡**✉* ♥♦♥✲❧✐♥6❛✐.❡*✳ @❧✉* ♣❛.-✐❝✉❧✐;.❡♠❡♥-✱ ❧❡ -❡.♠❡

❞✬♦.❞.❡ ✷ ❝♦..❡*♣♦♥❞ ❛✉ ♣.♦❝❡**✉* ❞❡ ❣6♥6.❛-✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①✐;♠❡ ❤❛.♠♦♥✐(✉❡ ❡- ❛✉① ❡✛❡-*

♣❛.❛♠6-.✐(✉❡* (✉✐ ♦♥- ♣❡.♠✐* ❧❡ ❞6✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥- ❞✬♦*❝✐❧❧❛-❡✉.* ❡- ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛-❡✉.* ♣❛.❛✲

♠6-.✐(✉❡*✳ ❯♥ ♠❛-6.✐❛✉ ❡*- ❝❛.❛❝-6.✐*6 ♣❛. ❞❡* -❡♥*❡✉.* ❞❡ *✉*❝❡♣-✐❜✐❧✐-6 (✉✐ ♣♦**;❞❡ ❧❡*

♣.♦♣.✐6-6* ❞❡ *②♠6-.✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ♦H ❧❡ ♠❛-6.✐❛✉ 6-✉❞✐6 ♣♦**;❞❡ ✉♥ ❝❡♥-.❡

❞✬✐♥✈❡.*✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

P(E) = −P(−E)

E(k) = E(−k) ✭✶✳✷✮

❈❡ (✉✐ ✐♠♣❧✐(✉❡ (✉❡ ❧❡* *✉*❝❡♣-✐❜✐❧✐-6* ❞✬♦.❞.❡* ♣❛✐.* *♦♥- ♥✉❧❧❡*✳ ❆✐♥*✐✱ ♣♦✉. ❞❡* ♠❛-6✲

.✐❛✉① ❝❡♥-.♦✲*②♠6-.✐(✉❡*✱ ❧❡* ♣.❡♠✐;.❡* ♥♦♥✲❧✐♥6❛.✐-6* *♦♥- ❞❡* ♣.♦❝❡**✉* ❞✉ -.♦✐*✐;♠❡

♦.❞.❡✳ ❈❡ *♦♥- ❞❡* ♣.♦❝❡**✉* (✉✐ ✐♥-❡.✈✐❡♥♥❡♥- ❞❛♥* ❧❡* ❞✐✛6.❡♥-❡* ❡①♣6.✐❡♥❝❡* (✉❡ ♥♦✉*

❛✈♦♥* ❡✛❡❝-✉6❡*✳

✶✳ ◆♦✉% &❡✈✐❡♥❞&♦♥% %✉& ❧✬✐♠♣♦&0❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡00❡ ❞❡%❝&✐♣0✐♦♥ ❞❛♥% ❧❛ ♣❛&0✐❡ ✸✳✶
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✶✳✷ #$♦❝❡((✉( ♥♦♥✲❧✐♥.❛✐$❡( ❞✬♦$❞$❡ 3 ✿ ❡✛❡4 ❑❡$$ ♦♣✲

4✐7✉❡

✶✳✷✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥

❉✬✉♥ ♣♦✐♥1 ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣+!✐♠❡♥1❛❧✱ ❡♥ ♦♣1✐4✉❡✱ ❧❡% ❣!❛♥❞❡✉!% ♣❤②%✐4✉❡% 4✉✐ ❝❛!❛❝1+✲

!✐%❡♥1 ❧❡ ♠❛1+!✐❛✉ +1✉❞✐+ %♦♥1 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ !+❢!❛❝1✐♦♥ n ❡1 ❧✬❛❜%♦!♣1✐♦♥ α✱ 4✉✐ %♦♥1 ♣!✐%

❡♥ ❝♦♠♣1❡ ❞❛♥% ❧❡ ❢♦!♠❛❧✐%♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ !+❢!❛❝1✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ñ = n+ iκ✱ ♦A κ ❡%1 ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞✬❡①1✐♥❝1✐♦♥ 4✉✐ ❡%1 !❡❧✐+ C ❧✬❛❜%♦!♣1✐♦♥ ♣❛! ❧❛ !❡❧❛1✐♦♥ κ = αc/2ω✱ c +1❛♥1 ❧❛

✈✐1❡%%❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐D!❡ ❞❛♥% ❧❡ ✈✐❞❡ ❡1 ω ❧❛ ♣✉❧%❛1✐♦♥ ❝♦♥%✐❞+!+❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡%1 ❧✉✐

♠G♠❡ !❡❧✐+ C ❧❛ %✉%❝❡♣1✐❜✐❧✐1+ ♣❛! ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞✐+❧❡❝1!✐4✉❡ !❡❧❛1✐✈❡ ǫr✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ %✐ ♦♥ %❡

♣❧❛❝❡ ❞❛♥% ✉♥ ♠❛1+!✐❛✉ ✐%♦1!♦♣❡ ❡1 %✐ ♦♥ ❞+✜♥✐1 ❧❛ ♣♦❧❛!✐%❛1✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡ %②%1D♠❡ ❞✬✉♥✐1+

✐♥1❡!♥❛1✐♦♥❛❧ ♣❛! ❧❛ !❡❧❛1✐♦♥

✷

✿

P = ǫ0χE ✭✶✳✸✮

♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❛❧♦!% ❡①♣!✐♠❡! ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ !+❢!❛❝1✐♦♥ %♦✉% ❧❛ ❢♦!♠❡ ✿

ñ2(ω) = ǫr(ω) = 1 + χ(ω)

❝❡ 4✉✐ ♥♦✉% ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥1 ❡♥ +❝!✐✈❛♥1 χ = χ′+iχ′′ ❡1 ❡♥ ❝♦♥%✐❞+!❛♥1 κ ♥+❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛!
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❢❛✐❜❧❡ C ❧❛ ♣✉❧%❛1✐♦♥ ❝♦♥%✐❞+!+❡✮ ✿

n(ω) =
√

1 + χ′(ω)

α(ω) =
2ω

c

χ′′(ω)
√

1 + χ′(ω)
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P = ǫ0χ
(1) × E + ǫ0χ

(3) × E.E.E ✭✶✳✹✮

❡1 ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞✐+❧❡❝1!✐4✉❡

✸

✿

ǫr = (ñ0 +∆(ñ))2 = [n0 +∆n+ i(κ0 +∆κ)]2
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✱ ∆κ2 ❡- ∆n∆κ ✮ ✿

∆ñ =
χ(3)I

ǫ0n2
0c

✭✶✳✺✮

♦A I ❡*- ❧✬✐♥-❡♥*✐-6 ❞✉ ❝❤❛♠♣ (✉✐ ✈❛✉- ❞❛♥* ❧❡ *②*-4♠❡ ❞✬✉♥✐-6* ✐♥-❡.♥❛-✐♦♥❛❧ <| E |2>
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ñ = ñ0 +
1

2
ñ2I ✭✶✳✻✮

❛✈❡❝

ñ2 = χ(3)/ǫ0n
2
0c ✭✶✳✼✮
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❙♦✐0 ψ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ *②*0;♠❡ ❡♥ ✐♥0❡/❛❝0✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝0/♦♠❛❣♥.✲

0✐&✉❡✳ ▲✬♦♣./❛0❡✉/ ❞❡♥*✐0. ρ ❡*0 ❞.✜♥✐ ♣❛/ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ *0❛0✐*0✐&✉❡ ❞✉ ♣/♦❞✉✐0 ✓ ❦❡0 ✔ ❡0

✓ ❜/❛ ✔ ❞❡* ✈❡❝0❡✉/* ❞✬.0❛0* ψ ❬✶✷❪ ✿

ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| ✭✶✳✽✮

❖♥ ♥♦0❡ Ĥ0 ❧❡ ❤❛♠✐❧0♦♥✐❡♥ ❞✉ *②*0;♠❡ ♥♦♥ ♣❡/0✉/❜. ❞♦♥0 ❧❡* .0❛0* ♣/♦♣/❡* |n〉 ♦♥0
♣♦✉/ .♥❡/❣✐❡* h̄ωn ✿ Ĥ0 |n〉 = h̄ωn |n〉✳ ▲❡ ❤❛♠✐❧0♦♥✐❡♥ ❞✬✐♥0❡/❛❝0✐♦♥ *✬.❝/✐0 ✿ V̂ (r, t) =

−µ̂.E(r, t) ♦U µ̂ ❡*0 ❧✬♦♣./❛0❡✉/ ♠♦♠❡♥0 ❞✐♣♦❧❛✐/❡ ❡0 E(r, t) ❧❡ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝0/✐&✉❡✳ ▲❛



✶✻ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡

♠❛-.✐❝❡ ❞❡♥*✐-4 ❞✉ *②*-6♠❡ ♦❜4✐- 8 ❧✬4(✉❛-✐♦♥ ✿

dρ̂(r, t)

dt
=

1

ih̄
[Ĥ0 + V̂ (r, t), ρ̂(r, t)] +

(

dρ̂(r, t)

dt

)

relax

✭✶✳✾✮

♦?

(

dρ̂(r,t)
dt

)

relax
❞4❝.✐- ❧❡* ❞✐✛4.❡♥-* ♣.♦❝❡**✉* ❞❡ .❡❧❛①❛-✐♦♥ ❞B* ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ *②*✲

-6♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜❛✐♥✳ ▲❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ *❡.❛ ❡♥*✉✐-❡ ❞♦♥♥4❡ ♣❛. ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣4.❛-❡✉.

❞✐♣♦❧❛✐.❡✱ ❝❡ (✉✐ *✬4❝.✐- ❞❛♥* ❧❡ ❢♦.♠❛❧✐*♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛-.✐❝❡ ❞❡♥*✐-4 ✿

P(r, t) = 〈µ̂〉 (r, t) = Tr (ρ̂(r, t).µ̂) ✭✶✳✶✵✮

▲❡* 4❧4♠❡♥-* ❞✐❛❣♦♥❛✉① ρii ❞♦♥♥❡♥- ❧❡* ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥* ❞❛♥* ❧✬4-❛- i✱ ❝✬❡*- 8 ❞✐.❡ ❧❛

♣.♦❜❛❜✐❧✐-4 ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ -.♦✉✈❡. ❧❡ *②*-6♠❡ ❞❛♥* ❝❡- 4-❛-✳ ❊♥ ♥♦-❛♥- Γi←k ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐-4

❞❡ -.❛♥*✐-✐♦♥ ❞❡ ❧✬4-❛- |k〉 ✈❡.* ❧✬4-❛- |i〉✱ ♦♥ ❛ ✿

dρii
dt

(r, t) =
1

h̄

∑

k

Γi←kρkk(r, t) +
i

h̄
E(r, t)

∑

k

(µikρki(r, t)− ρik(r, t)µki) ✭✶✳✶✶✮

♦? ♦♥ ♣♦*❡ ✿

Γi←i = −
∑

k 6=i
Γi←k ✭✶✳✶✷✮

▲❡* 4❧4♠❡♥-* ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛✉① ρij -.❛❞✉✐*❡♥- ❧❡* ❡✛❡-* ❞✬✐♥-❡.❢4.❡♥❝❡ ❡♥-.❡ ❧❡* 4-❛-* i

❡- j (✉✐ ♣❡✉✈❡♥- ❛♣♣❛.❛K-.❡ ❧♦.*(✉❡ ❧✬4-❛- |ψ〉 ❡*- ✉♥❡ *✉♣❡.♣♦*✐-✐♦♥ ❧✐♥4❛✐.❡ ❝♦❤4.❡♥-❡

❞❡ ❝❡* 4-❛-*✳ ❈❡ *♦♥- ❧❡* ❝♦❤4.❡♥❝❡*✳ ▲❡✉.* .❡❧❛①❛-✐♦♥* *♦♥- ❞4❝.✐-❡* ♣❛. ❧❡* ❝♦♥*-❛♥-❡* ✿

Γij =
1

2

(

∑

k 6=i
Γi←k +

∑

k 6=j
Γj←k

)

+ Γad.
ij ✭✶✳✶✸✮

♦? ❧❡* -❡.♠❡* ❡♥ ♣❛.❡♥-❤6*❡* ❝♦..❡*♣♦♥❞❡♥- ❛✉① ♣.♦❝❡**✉* ❞❡ ❞4♣❤❛*❛❣❡ ✐♠♣❧✐(✉❛♥- ❞❡*

-.❛♥*❢❡.-* ❞❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥* ❡♥-.❡ ♥✐✈❡❛✉①✱ -❛♥❞✐* (✉❡ ❧❡ ❞❡.♥✐❡. -❡.♠❡ ❝♦..❡*♣♦♥❞ ❛✉①

♣.♦❝❡**✉* ❞✐-* ❞❡ ✓ ❞4♣❤❛*❛❣❡ ♣✉. ✔✳ ❆✐♥*✐✱ ❧✬4✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡* -❡.♠❡* ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛

♠❛-.✐❝❡ ❞❡♥*✐-4 ❡*- ❞♦♥♥4❡ ♣❛. ❧✬4(✉❛-✐♦♥ ✿

dρij
dt

(r, t) = − i

h̄
h̄ωijρij(r, t)−

1

h̄
Γijρij(r, t) +

i

h̄
E(r, t)

∑

k

(

µikρkj(r, t)− ρik(r, t)µkj

)

✭✶✳✶✹✮

▲❡ ❝❤❛♠♣ 4❧❡❝-.♦♠❛❣♥4-✐(✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡(✉❡❧ ✈❛ ✐♥-❡.❛❣✐. ❧❡ *②*-6♠❡ ❝♦..❡*♣♦♥❞ 8 ✉♥❡

*✉❝❝❡**✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❧✉♠✐♥❡✉*❡*✳ ▲✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ ♥✉♠4.♦ p✱ ❛..✐✈❛♥- 8 ❧✬✐♥*-❛♥- τp✱ ❛

♣♦✉. ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Ep(r, t− τp)✱ ♣♦✉. ❢.4(✉❡♥❝❡ ❝❡♥-.❛❧❡ ωp✱ ♣♦✉. ✈❡❝-❡✉. ❞✬♦♥❞❡

kp✱ ♣♦✉. ♣❤❛*❡ ϕp✱ ♣♦✉. ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ ✭❧✐♥4❛✐.❡ ♣♦✉. *✐♠♣❧✐✜❡.✮ ep ✿

Ep(r, t) = Ep(r, t− τn) cos (ωp(t− τp)− kp.r− ϕp)ep ✭✶✳✶✺✮



❉②♥❛♠✐&✉❡ ❞❡* ♥♦♥✲❧✐♥.❛/✐0.* ✿ .&✉❛0✐♦♥* ❞❡ ❇❧♦❝❤ ✶✼

❖♥ *✬✐♥0./❡**❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝❛* ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ ✓ ✉♥✐❢♦/♠❡ ✔ ♣❛/ ❞❡* ♦♥❞❡* ♣❧❛♥❡*✳ ❖♥

♣❡✉0 ❛❧♦/* .❝/✐/❡ ✿

Ep(r, t− τp) = Ep ✭✶✳✶✻✮

❉❡ ♣❧✉*✱ ♦♥ ❝♦♥*✐❞C/❡ ✉♥ *②*0C♠❡ D ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① |0〉 ❡0 |1〉✳ ▲✬.❧.♠❡♥0 ❞❡ ♠❛0/✐❝❡
❞✉ ❤❛♠✐❧0♦♥✐❡♥ ❞✬✐♥0❡/❛❝0✐♦♥ ❡♥0/❡ ❧❡* ❞❡✉① .0❛0* *✬.❝/✐0 ❞♦♥❝ ✿

−〈1|µ.E(r, t) |0〉 = −Ep
µp,10√

2

(

e−i(ωp(t−τp)−kpr−ϕp) + ei(ωp(t−τp)−kpr−ϕp)
)

✭✶✳✶✼✮

♦G ✿

µp,10 = 〈1|µ.ep |0〉 ✭✶✳✶✽✮

▲❡* ❞✐✛./❡♥0* ♦/❞/❡* ❞❡* ♣/♦❝❡**✉* ♥♦♥✲❧✐♥.❛✐/❡* *✬♦❜0✐❡♥♥❡♥0 D ♣❛/0✐/ ❞✬✉♥ ❞.✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ♠❛0/✐❝❡ ❞❡♥*✐0. ❡♥ ♣✉✐**❛♥❝❡* ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✿

ρij(r, t) =
∞
∑

n=0

ρ
(n)
ij (r, t) = ρ

(0)
ij (r, t) + ρ

(1)
ij (r, t) + ρ

(2)
ij (r, t) + ρ

(3)
ij (r, t) + ... ✭✶✳✶✾✮

❊0 ♦♥ ♦❜0✐❡♥0 D ❧✬♦/❞/❡ (n) ♣♦✉/ ❧❡* .❧.♠❡♥0* ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✿

dρ
(n)
ii

dt
(r, t) =

1

h̄

∑

k

Γi←kρ
(n)
kk (r, t) +

i

h̄
E(r, t)

∑

k

(

µikρ
(n−1)
ki (r, t)− ρ

(n−1)
ik (r, t)µki

)

✭✶✳✷✵✮

❡0 ♣♦✉/ ❧❡* .❧.♠❡♥0* ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✿

dρ
(n)
ij

dt
(r, t) = − i

h̄
h̄ωijρ

(n)
ij (r, t)−1

h̄
Γijρ

(n)
ij (r, t)+

i

h̄
E(r, t)

∑

k

(

µikρ
(n−1)
kj (r, t)− ρ

(n−1)
ik (r, t)µkj

)

✭✶✳✷✶✮

❈❡* .&✉❛0✐♦♥* *❡ /.*♦❧✈❡♥0 ♣❛/ ✐0./❛0✐♦♥✳

❖♥ ❝♦♥*✐❞C/❡ &✉✬✐♥✐0✐❛❧❡♠❡♥0 ❧❡ *②*0C♠❡ ❡*0 ❞❛♥* ❧✬.0❛0 ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧ ❡0 &✉✬✐❧ ♥✬② ❛

♣❛* ❞❡ ❝♦❤./❡♥❝❡*✱ ❝❡ &✉✐ *❡ 0/❛❞✉✐0 ♣♦✉/ ❧❡ 0❡/♠❡ D ❧✬♦/❞/❡ ✭✵✮ ♣❛/ ✿

ρ
(0)
ij (r, t) = δi0δj0 ✭✶✳✷✷✮

➚ ❧✬♦/❞/❡ ✭✶✮✱ ❧❡* ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥* *♦♥0 ♥✉❧❧❡* ❡0 ❧❡* ❝♦❤./❡♥❝❡* *♦♥0 0❡❧❧❡* &✉❡ ρ
(1)
ij (r, t) = 0

*✐ i 6= 0 ❡0 j 6= 0✳

dρ
(1)
10

dt
(r, t) = − i

h̄
h̄ω10ρ

(1)
10 (r, t)−

1

h̄
Γ10ρ

(1)
10 (r, t) +

i

h̄
Ea(r, t).µ10ρ

(0)
00 (r, t) ✭✶✳✷✸✮

♦G Ea(r, t) ❡*0 ❞♦♥♥. ♣❛/ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ ✶✳✶✺✳ ❖♥ /.*♦✉0 ❝❡* .&✉❛0✐♦♥* ❡♥ ✉0✐❧✐*❛♥0 ❧✬❛♣✲

♣/♦①✐♠❛0✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✬♦♥❞❡ 0♦✉/♥❛♥0❡ ✔ ❡0 ❡♥ ❝♦♥*✐❞./❛♥0 ❞❡* ✓ ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❞❡ ❉✐/❛❝ ✔✱

❝✬❡*0✲D✲❞✐/❡ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❞❡ ❞✉/.❡* ❧♦♥❣✉❡* ❞❡✈❛♥0 ❧❡* ♣./✐♦❞❡* ♦♣0✐&✉❡*✱ ♠❛✐* 0/C*



✶✽ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡

❝♦✉.-❡* ❝♦♠♣❛.4❡* ❛✉① ❝♦♥*-❛♥-❡* ❞❡ .❡❧❛①❛-✐♦♥ Γ✳

▲❛ ♣.❡♠✐8.❡ 4-❛♣❡ ❝♦♥*✐*-❡ 9 .4*♦✉❞.❡ ❧✬4(✉❛-✐♦♥ ❤♦♠♦❣8♥❡✳ ❖♥ ♦❜-✐❡♥- ✿

ρ
(1)
10 = A(r, t)e−

Γ10
h̄
te−iω10t

✭✶✳✷✹✮

❊♥*✉✐-❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐(✉❡ ❧❛ ♠4-❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛.✐❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥*-❛♥-❡ ✿

dA

dt
(r, t) =

i

h̄
Eae

Γ10
h̄
tei(ω10±ωa)te±i(−ωaτa−kar−ϕa)µa,10 ✭✶✳✷✺✮

▲✬❛♣♣.♦①✐♠❛-✐♦♥ ❞❡ ✓ ❧✬♦♥❞❡ -♦✉.♥❛♥-❡ ✔ ✐♠♣❧✐(✉❡ ❞❡ ♥4❣❧✐❣❡. ❧❡ -❡.♠❡ ei(ω10+ωa)t
(✉✐

♦*❝✐❧❧❡ -.♦♣ .❛♣✐❞❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛.4 ❛✉① ♦*❝✐❧❧❛-✐♦♥* ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (a)✳ I✉✐* ❡♥ ❝♦♥*✐❞4.❛♥-

❝❡--❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✓ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❞❡ ❉✐.❛❝ ✔ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- ei(ω10−ωa)t = δ(t − τa)✳

❖♥ ❛ ❛❧♦.* ✿

A(r, t) = θ(t− τa)
i

h̄
Eae

Γ10
h̄
τae−i(−ωaτa−kar−ϕa)µa,10 ✭✶✳✷✻✮

❊♥ ✐♥❝❧✉❛♥- ωaτa ❞❛♥* ϕa✱ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- ♣♦✉. ❧❡* -❡.♠❡* ❞✬♦.❞.❡ ✭✶✮ ✿

ρ
(1)
10 (r, t) = θ(t− τa)

i

2h̄
µa,10Ea(r, z)e−

Γ10
h̄

(t−τa)e−i(ω10(t−τa)−kar−ϕa)

+C.C. ✭✶✳✷✼✮

▲❡* ❝♦❤4.❡♥❝❡* 9 ❧✬♦.❞.❡ ✭✶✮ ❞4❝.♦✐**❡♥- ❛♣.8* ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ ✭❛✮ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥*-❛♥-❡

❞❡ -❡♠♣* h̄/Γ10✳

➚ ❧✬♦.❞.❡ ✭✷✮ ❛♣♣❛.❛✐**❡♥- ❞❡* ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥*✱ 9 ❝♦♥❞✐-✐♦♥ (✉❡ ❧❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ♣.4✲

*❡♥-❡♥- ✉♥❡ ❝♦♠♣♦*❛♥-❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥*✐❞4.❡.❛ ✐❝✐ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥*

❝♦✲♣♦❧❛.✐*4❡* ✭µb,10 = µa,10 = µ10✮ ✿

dρ
(2)
11

dt
(r, t) = −1

h̄

(

Γ1←0ρ
(2)
00 (r, t)− Γ0←1ρ

(2)
11 (r, t)

)

+
i

h̄
Eb(r, t).

(

µ10ρ
(1)
01 (r, t)− ρ

(1)
10 (r, t)µ01

)

✭✶✳✷✽✮

❡-

ρ
(2)
00 (r, t) = −ρ(2)11 (r, t) ✭✶✳✷✾✮

❚♦✉❥♦✉.* ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣.♦①✐♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ -♦✉.♥❛♥-❡ ❡- ❡♥ ❝♦♥*✐❞4.❛♥- ❞❡*

✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❝♦✉.-❡*✱ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- 9 ❧✬♦.❞.❡ ✷ ✿

ρ
(2)
11 (r, t) =

1

4h̄2
EaEb|µ10|2θ(t− τb)θ(τb − τa)

e−
(Γ1←0+Γ0←1)

h̄
(t−τb)e−

Γ10
h̄

(τb−τa)

cos (ω10(τb − τa) + (kb − ka)r+ ϕb − ϕa) ✭✶✳✸✵✮

▲❡( ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥( 1 ❧✬♦3❞3❡ ✭✷✮ ❛♣♣❛3❛✐((❡♥. ❛♣36( ❧✬❛33✐✈8❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧(✐♦♥ (b)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❛♠♣❧✐.✉❞❡ ❞8.❡3♠✐♥8❡ ♣❛3 ❧❛ ❞8❝3♦✐((❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤83❡♥❝❡ ❝388❡ ♣❛3 ❧❛ ♣3❡♠✐63❡ ✐♠♣✉❧✲

(✐♦♥ (a)✳ ❊❧❧❡( ❞8❝3♦✐((❡♥. ❛♣36( ❧✬❛33✐✈8❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧(✐♦♥ (b) ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥(.❛♥.❡ ❞❡



❉②♥❛♠✐&✉❡ ❞❡* ♥♦♥✲❧✐♥.❛/✐0.* ✿ .&✉❛0✐♦♥* ❞❡ ❇❧♦❝❤ ✶✾

0❡♠♣* h̄/ (Γ1←0 + Γ0←1)✳ ❙✐ ❧❡* ❞❡✉① ❢❛✐*❝❡❛✉① (a) ❡0 (b) ♥❡ *♦♥0 ♣❛* ❝♦❧✐♥.❛✐/❡*✱ ✉♥❡

♠♦❞✉❧❛0✐♦♥ *♣❛0✐❛❧❡ ❞❡* ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥* ❛♣♣❛/❛=0✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❧❡ 0❡/♠❡

cos (ω10(τb − τa) + (kb − ka)r+ ϕb − ϕa) ✭✶✳✸✶✮

/❡♣/.*❡♥0❡ ❧✬✐♥0❡/❢./❡♥❝❡ ❡♥0/❡ ❧❛ ♣♦❧❛/✐*❛0✐♦♥ ❝/..❡ ♣❛/ ❧❛ ♣/❡♠✐D/❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❡0 ❧❡

❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐D♠❡✳

❊♥ 0❡♥❛♥0 ❝♦♠♣0❡ ❞❡* ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥* ✉♥✐❢♦/♠❡* ❝/..❡* ✐*♦❧.♠❡♥0 ♣❛/ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡* ❢❛✐*✲

❝❡❛✉①✱ ♦♥ ♦❜0✐❡♥0 ✿

ρ00(r, t) = ρ
(0)
00 (r, t) + ρ

(2)
00 (r, t) = 1− ρ

(2)
11 (r, t) ✭✶✳✸✷✮

ρ11(r, t) = ρ
(2)
11 (r, t) ✭✶✳✸✸✮

∝ E2
aθ(t− τa)E2

ae
− (Γ1←0+Γ0←1)

h̄
(t−τa)

+ Eaθ(t− τa)e
− (Γ1←0+Γ0←1)

h̄
(t−τa)Ebθ(τa − τb)e

−Γ10
h̄

(τa−τb).

cos ((ka − kb)r− Φ)

+ Ebθ(t− τb)e
− (Γ1←0+Γ0←1)

h̄
(t−τb)Eaθ(τb − τa)e

−Γ10
h̄

(τb−τa).

cos ((kb − ka)r+ Φ)

+ E2
b θ(t− τb)e

− (Γ1←0+Γ0←1)
h̄

(t−τb)
✭✶✳✸✹✮

◆♦✉* ❝♦♥*0❛0♦♥* &✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ρ
(2)
11 I ❧✬♦/❞/❡ ✷ ❝♦♥0✐❡♥0 ❞❡✉① 0❡/♠❡* ❝♦//❡*♣♦♥❞❛♥0

I ❧✬❛❝0✐♦♥ ❞❡* ❝❤❛♠♣* (a) ❡0 (b) ❡0 ❞♦♥♥❛♥0 ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛0✐♦♥ ❡♥ cos (±(kb − ka)r+ Φ)✳

❉❛♥* ❝❡ &✉✐ ✈❛ *✉✐✈/❡✱ ♦♥ *❡ /❡*0/❡✐♥❞/❛ ❛✉ ❝❛* ♦K ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (a) ♣/.❝D❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥

(b) ❡0 ♦♥ ♥❡ ❣❛/❞❡/❛ &✉❡ ❧❡ 0❡/♠❡ ❝♦//❡*♣♦♥❞❛♥0 I ❧✬✐♥0❡/❢./❡♥❝❡ ❡♥0/❡ ❧❛ ♣♦❧❛/✐*❛0✐♦♥

❝/..❡ ♣❛/ ❧❛ ♣/❡♠✐D/❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❡0 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐D♠❡✳

M♦✉/ 0❡/♠✐♥❡/✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡* ♣♦❧❛/✐*❛0✐♦♥* I ❧✬♦/❞/❡ ✭✸✮ ❡♥ ♣❛/0❛♥0 ❞❡ ✿

dρ
(3)
10

dt
(r, t) = − i

h̄
h̄ω10ρ

(3)
10 (r, t)−

1

h̄
Γ10ρ

(3)
10 (r, t) ✭✶✳✸✺✮

+
i

h̄
Ec(r, t)

(

µ10ρ
(2)
00 (r, t)− ρ

(2)
11 (r, t)µ10

)

ρ
(3)
10 (r, t) = − i

h̄3
µ10

16
|µ10|2EcEbEaθ(t− τc)θ(τc − τb)θ(τb − τa)

e−
Γ10
h̄

(t−τc)e−iω10(t−τc)e−
Γ10
h̄

(τb−τa)e−
(Γ1←0+Γ0←1)

h̄
(τc−τb)

(

e−i(ω10(τb−τa))e−i((kb−ka−kc)r+ϕb−ϕa−ϕc)

+ ei(ω10(τb−τa))ei((kb−ka+kc)r+ϕb−ϕa+ϕc)
)

+C.C. ✭✶✳✸✻✮

M♦✉/ ❧❛ *✉✐0❡✱ ♦♥ ♥♦0❡ ✿

1

T1
=

(Γ1←0 + Γ0←1)

h̄
✭✶✳✸✼✮



✷✵ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡

❡-

1

T2
=

Γ10

h̄
. ✭✶✳✸✽✮

▲❡ -❡♠♣* T1 ❡*- ❞♦♥❝ ❝❛.❛❝-;.✐*-✐(✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞;❝.♦✐**❛♥❝❡ ❞❡* ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥* ♣❤♦-♦✲❝.;;❡*

❛❧♦.* (✉❡ T2 ❡*- .❡❧❛-✐❢ = ❧❛ .❡❧❛①❛-✐♦♥ ❞❡* ❝♦❤;.❡♥❝❡*✳

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣;.❛-❡✉. ♠♦♠❡♥- ❞✐♣♦❧❛✐.❡ ❞✉ -.♦✐*✐A♠❡ ♦.❞.❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛✲

-✐♦♥ = ❧✬♦.❞.❡ ✭✸✮ ✿

〈

µ̂(3)
〉

(r, t) = Tr
(

ρ̂(3)(r, t).µ̂
)

✭✶✳✸✾✮

= ρ
(3)
10 (r, t).µ̂01 + ρ

(3)
01 (r, t).µ̂10 ✭✶✳✹✵✮

= − i

h̄3
|µ10|3
16

EcEbEaθ(t− τc)θ(τc − τb)θ(τb − τa)

e
− (t−τc)

T2 e−iω10(t−τc)e
− (τc−τb)

T1 e
− (τb−τa)

T2

(

e−i(ω10(τb−τa))e−i((kb−ka−kc)r+ϕb−ϕa−ϕc)

+ ei(ω10(τb−τa))ei((kb−ka+kc)r+ϕb−ϕa+ϕc)
)

+C.C. ✭✶✳✹✶✮

❖♥ ✈♦✐- (✉✬= ♣❛.-✐. ❞❡* ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥* ❣;♥;.;❡* = ❧✬♦.❞.❡ ❞❡✉① ♣❛. ❧❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* (a)

❡- (b)✱ ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (c) ❣;♥A.❡ ❞❡* ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥* ❝❛.❛❝-;.✐*;❡* ♣❛. ❞❡✉① ✈❡❝-❡✉.* ❞✬♦♥❞❡

❞✐✛;.❡♥-* ✿ kc − (kb − ka) ❡- kc + (kb − ka)✳

✶✳✹ ❉$%❡'♠✐♥❛%✐♦♥ ❞❡. ♥♦♥✲❧✐♥$❛'✐%$. ♦♣%✐2✉❡.

✶✳✹✳✶ ▼$❧❛♥❣❡ * +✉❛-.❡ ♦♥❞❡1

▲❡* ❡①♣;.✐❡♥❝❡* ❞❡ ♠;❧❛♥❣❡ = (✉❛-.❡ ♦♥❞❡* ♠❡*✉.❡♥- ❞✐.❡❝-❡♠❡♥- ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥

❞✉ -.♦✐*✐A♠❡ ♦.❞.❡ ❞;❝.✐-❡ ❝✐✲❞❡**✉*✳ ❈❡--❡ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥✱ ✐**✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡.❛❝-✐♦♥ ❞❡* -.♦✐*

✐♠♣✉❧*✐♦♥* (a)✱ (b) ❡- (c) *❡.- ❞❡ -❡.♠❡ *♦✉.❝❡ ❞❛♥* ❧✬;(✉❛-✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡- ❡*- = ❧✬♦.✐❣✐♥❡

❞❡ ❧✬;♠✐**✐♦♥ ❞✬✉♥❡ (✉❛-.✐A♠❡ ♦♥❞❡✳

▲❛ ♠❡*✉.❡ ❞❡ ❧❛ ❞;❝.♦✐**❛♥❝❡ ❞✉ *✐❣♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ .❡-❛.❞ ❡♥-.❡ ❧❡* ❞❡✉① ♣.❡♠✐A.❡*

✐♠♣✉❧*✐♦♥* ♣❡.♠❡- ❞❡ ♠❡*✉.❡. ❧❛ ❞②♥❛♠✐(✉❡ ❞❡ ❞;♣❤❛*❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❛ ❞❡✉①✐A♠❡ ✐♠✲

♣✉❧*✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉- ✐♥-❡.❛❣✐. (✉✬❛✈❡❝ ❝❡ (✉✬✐❧ .❡*-❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ ✐♥❞✉✐-❡ ♣❛. ❧❛ ♣.❡♠✐A.❡

✐♠♣✉❧*✐♦♥ ✿ 〈µ̂〉 (r, t) ∝ e
− (τb−τa)

T2

❉❛♥* ❧❛ ♣.❛-✐(✉❡✱ *❡✉❧❡* ❞❡✉① ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *♦♥- ♥;❝❡**❛✐.❡*✱ ❧❛ *❡❝♦♥❞❡ ✐♥-❡.✈❡♥❛♥-

= ❧✬♦.❞.❡ ✷ ❞❛♥* ❧❡ ♣.♦❝❡**✉*✳ ❈❡❧❛ .❡✈✐❡♥- = ❝♦♥❢♦♥❞.❡ Eb ❡- Ec ❞❛♥* ❧❡ ♠♦❞A❧❡✳ ▲✬✐♥✲

-❡♥*✐-; ❞✉ *✐❣♥❛❧✱ ♣.♦♣♦.-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛..; ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥✱ ❞;❝.♦M- ❛❧♦.* ❝♦♠♠❡ T2/2

❞♦♥♥❛♥- ❛❝❝A* ❛✉ -❡♠♣* ❞❡ ❞;♣❤❛*❛❣❡ ❞❡* ❡①❝✐-❛-✐♦♥* ♣❤♦-♦✲❝.;;❡*✳



❉!"❡$♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡+ ♥♦♥✲❧✐♥!❛$✐"!+ ♦♣"✐/✉❡+ ✷✶

❈♦♥❞✐"✐♦♥ ❞✬❛❝❝♦$❞ ❞❡ ♣❤❛+❡

❯♥ +✐❣♥❛❧ ❡+" !♠✐+ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ❞♦♥♥!❡ ♣❛$ ❧❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❞✬❛❝❝♦$❞ ❞❡ ♣❤❛+❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉" :"$❡ ❝❛❧❝✉❧!❡ ❡♥ ❝♦♥+✐❞!$❛♥" ❧✬✐♥"❡$❢!$❡♥❝❡ ❡♥"$❡ ❧❡+ ❝❤❛♠♣+ !♠✐+ ❡♥ ❞✐❢✲

❢!$❡♥"+ ❡♥❞$♦✐"+ < ❧✬✐♥"!$✐❡✉$ ❞❡ ❧✬!❝❤❛♥"✐❧❧♦♥✳ ❈❤❛/✉❡ ♣♦✐♥" r !♠❡" ❞❛♥+ ✉♥❡ ❞✐$❡❝"✐♦♥

/✉❡❧❝♦♥/✉❡✱ ❞!✜♥✐❡ ♣❛$ ❧❡ ✈❡❝"❡✉$ k ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞♦♥" ❧✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❡+" ❞♦♥♥!❡ ♣❛$ E(r, t) ❡"

❞♦♥" ❧❛ ♣❤❛+❡ ❡+" ❞!❝$✐"❡ ♣❛$ e−ikr ✭❞✐✛$❛❝"✐♦♥ < ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❞✐"❡ ❞❡ ❋$❛✉♥❤♦❢❡$✮✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣

"♦"❛❧ !♠✐+ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ k ❡+" ❞♦♥❝ ❞♦♥♥! ♣❛$ ❧✬✐♥"!❣$❛❧❡ +✉$ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V ❡①❝✐"! ❞❡

❧✬!❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ✭♦♥ ❝♦♥+✐❞F$❡ ♣♦✉$ +✐♠♣❧✐✜❡$ ❞❛♥+ ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ "❡♠♣+ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❤♦♠♦❣F♥❡✱

❝✬❡+" < ❞✐$❡ /✉✬♦♥ ♥!❣❧✐❣❡ ❧❛ ♣$♦♣❛❣❛"✐♦♥ ❡" ❞♦♥❝ ❧✬❛""!♥✉❛"✐♦♥ ❞❡+ ❢❛✐+❝❡❛✉①✮ ✿

E(k, t) =

∫

V

E(r, t)e−ikrdr ✭✶✳✹✷✮

/✉✐ ❝♦$$❡+♣♦♥❞ < ❧❛ "$❛♥+❢♦$♠!❡ ❞❡ ❋♦✉$✐❡$ +♣❛"✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ E(r, t)✳ ❈❡""❡ ❞❡$✲

♥✐F$❡ ❡+" ❞♦♥♥!❡ ♣❛$ ✭❡♥ $!+✉♠❛♥" ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✹✶✮ ✿

E(r, t) = Ese−i(Ωt−Kr)
✭✶✳✹✸✮

❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦J ♦♥ $❡❣❛$❞❡ ❧❛ $!♣♦♥+❡ ❧✐♥!❛✐$❡ ✭"$❛♥+♠✐++✐♦♥ ♦✉ $!✢❡①✐♦♥✮✱ ♦♥ ❛ ✿

K = k ✭✶✳✹✹✮

❛✈❡❝ k /✉✐ ✈❛ ❞♦♥♥❡$ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ❞❡ "$❛♥+♠✐++✐♦♥ ♦✉ ❞❡ $!✢❡①✐♦♥✳

❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ♠!❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ✿

K = kc ± (kb − ka) ✭✶✳✹✺✮

❙✐ ♦♥ ❝♦♥+✐❞F$❡ ❧✬!❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ❞✐$❡❝"✐♦♥+ x ❡" y✱

❞✬!♣❛✐++❡✉$ ▲ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ z ❝✬❡+" < ❞✐$❡ ❝♦♠♣$✐+❡ ❡♥"$❡ −L/2 ❡" L/2✱ ❧✬✐♥"!❣$❛❧❡
❡♥ r ❞♦♥♥❡ ✿

E(k, t) ∝
∫

V

eiKre−ikrdr =

∫ ∞

−∞
ei(Kx−kx)xdx

∫ ∞

−∞
ei(Ky−ky)ydy

∫ L/2

−L/2
ei(Kz−kz)zdz

= δ(Kx − kx)δ(Ky − ky)
ei(Kz−kz)L/2 − e−i(Kz−kz)L/2

i(Kz − kz)

= δ(Kx − kx)δ(Ky − ky)L
sin (Kz − kz)L/2

(Kz − kz)L/2
✭✶✳✹✻✮

▲❡ ✈❡❝"❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ K ❡+" ❞♦♥❝ +"$✐❝"❡♠❡♥" ❝♦♥+❡$✈! ❞❛♥+ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡✱ ♠❛✐+ ✐❧

❡①✐+"❡ ✉♥ ❞!+❛❝❝♦$❞ ❞❡ ♣❤❛+❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐$❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ✿

K⊥ 6= k⊥ et K‖ = k‖ ✭✶✳✹✼✮

P♦✉$ "$♦✉✈❡$ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ❞✬!♠✐++✐♦♥ ❞✉ +✐❣♥❛❧✱ ❧❛ ❞❡✉①✐F♠❡ $❡❧❛"✐♦♥ < ✉"✐❧✐+❡$ ❡+" ❧❛

❝♦♥+❡$✈❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬!♥❡$❣✐❡✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣❧✐/✉❡ /✉❡ ❧❛ ♥♦$♠❡ ❞✉ ✈❡❝"❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❡+" +"$✐❝"❡♠❡♥"



✷✷ ❚❡❝❤♥✐'✉❡) ❞❡ )♣❡❝,-♦)❝♦♣✐❡ ✉❧,-❛✲-❛♣✐❞❡

❝♦♥)❡-✈3❡✱ ❝❡ '✉✐✱ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❣3♥3-❛❧ ♦6 ❧❡) ❢-3'✉❡♥❝❡) ❞❡) ✐♠♣✉❧)✐♦♥) ❡①❝✐,❛,-✐❝❡) ωp

)♦♥, ♥♦♥✲❞3❣3♥3-3❡)✱ )❡ ,-❛❞✉✐, ♣❛- ✿

Ω = ωc ± (ωb − ωa) ✭✶✳✹✽✮

K = kc ± (kb − ka) ✭✶✳✹✾✮

♠❛✐) -❡✈✐❡♥, B

K = ka = kb = kc =
ω

c
✭✶✳✺✵✮

❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞3❣3♥3-3✳

❊♥ ✐♥,-♦❞✉✐)❛♥, ❧❡) ❛♥❣❧❡) ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ θp✱ ❞❡) ❢❛✐)❝❡❛✉① ❡①❝✐,❛,❡✉-) ♣❛- -❛♣♣♦-, B

❧❛ ♥♦-♠❛❧❡ B ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❡, ❡♥ ❝♦♥)✐❞3-❛♥, ♣♦✉- )✐♠♣❧✐✜❡- ❞❡) ❢❛✐)❝❡❛✉① ❝♦✲♣❧❛♥❛✐-❡)✱ ♦♥

❛ ✿

K =

∣

∣

∣

∣

∣

K‖

Kz

= kc ± (kb − ka) =
ω

c

∣

∣

∣

∣

∣

sin θc ± (sin θb − sin θa)

cos θc ± (cos θb − cos θa)
✭✶✳✺✶✮

▲❛ ❝♦♥)❡-✈❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦)❛♥,❡ ♣❛-❛❧❧I❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♠♣❧✐'✉❡ ✿

k =

∣

∣

∣

∣

∣

k‖

kz
=

∣

∣

∣

∣

∣

ω
c
.(sin θc ± (sin θb − sin θa))

kz
✭✶✳✺✷✮

,❛♥❞✐) '✉❡ ❧❛ ❝♦♥)❡-✈❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦-♠❡ ✐♠♣❧✐'✉❡ ✿

k2‖ + k2z =
(ω

c

)2

✭✶✳✺✸✮

❖♥ ♦❜,✐❡♥, ✿

kz =
ω

c

√

1− (sin θc ± (sin θb − sin θa))
2

✭✶✳✺✹✮

❡,

kz = −ω
c

√

1− (sin θc ± (sin θb − sin θa))
2

✭✶✳✺✺✮

❖♥ ❝♦♥),❛,❡ '✉❡ ❞❡✉① ❞✐-❡❝,✐♦♥) ❞✬3♠✐))✐♦♥ )♦♥, ♣♦))✐❜❧❡)✳ ❙✐ ❧❛ ♣-❡♠✐I-❡ )♦❧✉,✐♦♥

❝♦--❡)♣♦♥❞ B ✉♥❡ 3♠✐))✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛♥,✱ ♣-♦❝❤❡ ❞❡ kc ± (kb − ka)✱ ✐❧ ❡①✐),❡ ✉♥❡ ❛✉,-❡

3♠✐))✐♦♥✱ ✈❡-) ❧✬❛--✐I-❡✱ ❝♦--❡)♣♦♥❞❛♥, B ❧❛ ❞❡✉①✐I♠❡ )♦❧✉,✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦-, ❞3)❛❝❝♦-❞

❞❡ ♣❤❛)❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉, ❧❡ ✈♦✐- )✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✶✳✷✳

❈❡ ❝❛) ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♠✐♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❝♦--❡)♣♦♥❞ ❣3♥3-❛❧❡♠❡♥, ❜✐❡♥ ❛✉① ❡①♣3-✐❡♥❝❡)

-3❛❧✐)3❡)✳ ❙♦✐, ♦♥ ❛ ❛✛❛✐-❡ B ❞❡) ♣✉✐,) '✉❛♥,✐'✉❡) ❞✬3♣❛✐))❡✉- ,-I) ❢❛✐❜❧❡ ♣❛- -❛♣♣♦-, B ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡ ❡, ❧❛ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❞✬❛❝❝♦-❞ ❞❡ ♣❤❛)❡ ❡), ❛❧♦-) ❝♦♠♣❧I,❡♠❡♥, -❡❧P❝❤3❡ ❞❛♥)

❧❛ ❞✐-❡❝,✐♦♥ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐-❡ B ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✿ ❧❡ )✐❣♥❛❧ ❡), 3♠✐) ❞❛♥) ❧❡) ❞❡✉① ❞✐-❡❝,✐♦♥)✱ ❡♥

❛✈❛♥, ❡, ❡♥ ❛--✐I-❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠Q♠❡ ✐♥,❡♥)✐,3✳ ❙♦✐, ♦♥ ❛ ❛✛❛✐-❡ B ✉♥ 3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ 3♣❛✐)✱ ♠❛✐)

❧✬3♣❛✐))❡✉- B ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❡), ❛❧♦-) ❧✐♠✐,3❡ ♣❛- ❧❛ ♣-♦❢♦♥❞❡✉- ❞✬❛❜)♦-♣,✐♦♥ ❞❡)

❢❛✐)❝❡❛✉① ❡①❝✐,❛,❡✉-) ✿ )✐ ❧❡ )✐❣♥❛❧ 3♠✐) ❡♥ ❛--✐I-❡ -❡),❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡ )✐❣♥❛❧ 3♠✐) ✈❡-) ❧✬❛✈❛♥,

♣❡✉, -❡),❡- ♥♦♥✲♥3❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉- ♣❡✉ '✉✬♦♥ ❧✐♠✐,❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥,-❡ ❧❡) ❢❛✐)❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥,)

♣♦✉- ❝♦♥)❡-✈❡- (Kz − kz) ≪ 2π/L✳



❉!"❡$♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡+ ♥♦♥✲❧✐♥!❛$✐"!+ ♦♣"✐/✉❡+ ✷✸

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ❉✐&❡❝)✐♦♥, ❞✬/♠✐,,✐♦♥ Kavant ❡) Karrière ❞✬✉♥ ,✐❣♥❛❧ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❞❡ ♣❤❛,❡✳ ❈❡,

❞✐&❡❝)✐♦♥, ,♦♥) ❞✐✛/&❡♥)❡, ❞❡ ❝❡❧❧❡, ❞♦♥♥/❡, ♣❛& ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐,♦♥ kc + (kb − ka) ❞❡, ✈❡❝)❡✉&,

❞✬♦♥❞❡ ❞❡, ❢❛✐,❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥),✱ ♠>♠❡ ,✐ ❡❧❧❡ ❡♥ ❡,) ♣&♦❝❤❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ✓ ❡♥ ❛✈❛♥) ✔ ✳

❯♥ ❛✉"$❡ ♣♦✐♥" ♣❡✉" 4"$❡ +♦✉❧✐❣♥! ✐❝✐✳ ▲❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ❞✬!♠✐++✐♦♥ ❞✉ +✐❣♥❛❧ ♥✬❡+" ♣❛+ ❞!✲

"❡$♠✐♥!❡ +"$✐❝"❡♠❡♥" ♣❛$ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐+♦♥ ❞❡+ ✈❡❝"❡✉$+ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡+ ❢❛✐+❝❡❛✉① ❡①❝✐"❛"❡✉$+✱

♠❛✐+ ♣❧✉"?" ♣❛$ ❧✬✐♥"❡$❢!$❡♥❝❡ ❡♥"$❡ ❧❡+ +✐❣♥❛✉① !♠✐+ ♣❛$ ❧❡+ ❞✐✛!$❡♥"+ ♣♦✐♥"+ ❞❡ ❧✬!❝❤❛♥✲

"✐❧❧♦♥✳ ▲❡ +✐❣♥❛❧ ❡+" ❞♦♥❝ !♠✐+ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ♣$!❢!$❡♥"✐❡❧❧❡ +❡❧♦♥ ❧❛/✉❡❧❧❡ "♦✉"❡+ ❧❡+

❝♦♥"$✐❜✉"✐♦♥+ ❞✐♣♦❧❛✐$❡+ ✐♥"❡$❢B$❡♥" ❞❡ ♠❛♥✐B$❡ ❝♦♥+"$✉❝"✐✈❡✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✬❡①♣!$✐❡♥❝❡+

❡♥ ♠✐❝$♦+❝♦♣✐❡✱ ♦C ❧✬♦♥ +✬✐♥"!$❡++❡ D ❧✬!♠✐++✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡"+ ❞❡ "$B+ ♣❡"✐"❡+ ❞✐✲

♠❡♥+✐♦♥+✱ ❧❡ +✐❣♥❛❧ ❞❡✈$❛✐" 4"$❡ !♠✐+ ❞❡ ❢❛F♦♥ ✐+♦"$♦♣❡✱ ❡" ♥♦♥ ♣❧✉+ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❞✐$❡❝"✐♦♥

♣$✐✈✐❧!❣✐!❡✱ ❞✉ ❢❛✐" ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡++❡ ❞❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ !♠❡""❡✉$ ❞❛♥+ "♦✉"❡+ ❧❡+

❞✐$❡❝"✐♦♥+

✹

✳

❘!+❡❛✉① ✐♥❞✉✐"+

▲❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✸✵ ✐❧❧✉+"$❡ ❧❡ ❢❛✐" /✉✬✉♥❡ ♣❛$"✐❡ ❞❡+ ♣$♦❝❡++✉+ ❞❡ ♠!❧❛♥❣❡+ ❞✬♦♥❞❡+ ♣❡✉"

4"$❡ ✐♥"❡$♣$!"!❡ ❡♥ "❡$♠❡ ❞❡ ✓ $!+❡❛✉① ✐♥❞✉✐"+ ♣❛$ ❧❛+❡$ ✔✳ ▲❛ +!/✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠♣✉❧✲

+✐♦♥+ (a) ❡" (b) ❝$!❡ ✉♥ $!+❡❛✉ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ +✉$ ❧❡/✉❡❧ ✈✐❡♥" +❡ ❞✐✛$❛❝"❡$ ❧❛ "$♦✐+✐B♠❡

✐♠♣✉❧+✐♦♥ (c)✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❞!❝$✐"❡ ♣❛$ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✸✹ ❝♦$$❡+♣♦♥❞ D ❧✬✐♥"❡$❢!$❡♥❝❡

❡♥"$❡ ❧❛ ♣♦❧❛$✐+❛"✐♦♥ ❝$!!❡ ♣❛$ ❧❛ ♣$❡♠✐B$❡ ✐♠♣✉❧+✐♦♥ ❡" ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐B♠❡✳ ❈❡""❡

✐♥"❡$❢!$❡♥❝❡ ❡♥"$❡ ❧❡+ ❞❡✉① ❢❛✐+❝❡❛✉① ❡①❝✐"❛"❡✉$+ (a) ❡" (b) ❡+" ✐♠♣$✐♠!❡ ❞❛♥+ ❧❡ ♠❛"!$✐❛✉

✹✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡) *✉♣♣❧-♠❡♥)❛✐1❡ *✐ ❧✬❡①❝✐)❛)✐♦♥ *❡ ❢❛✐) *✉1 ✉♥ )16* ♣❡)✐) ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❧✬♦✉✈❡1)✉1❡ ♥-❝❡**❛✐1❡

❞❡* ❢❛✐*❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥)*✱ ✐♥❞✐*♣❡♥*❛❜❧❡ ♣♦✉1 ❧❛ ❢♦❝❛❧✐*❛)✐♦♥ *✉1 ✉♥ )16* ♣❡)✐) *♣♦)✱ ❛✉1❛ ❛✉**✐ ♣♦✉1 ❡✛❡)

❞❡ ❢❛✐1❡ ♣❡1❞1❡ ❧❛ ❞-✜♥✐)✐♦♥ ❞❡* ✈❡❝)❡✉1* ❞✬♦♥❞❡ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❡①❝✐)❛)1✐❝❡*✳



✷✹ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡

✈✐❛ ❧❡* ♥♦♥✲❧✐♥4❛.✐-4* ♦♣-✐(✉❡*✳ ▲❡ ♣❛* ❞❡ ❝❡--❡ ♠♦❞✉❧❛-✐♦♥ ❡*- ❞♦♥♥4 ♣❛. ❧❛ ❞✐✛4.❡♥❝❡

❞❡* ✈❡❝-❡✉.* ❞✬♦♥❞❡ Λ = 2π/ | kb − ka | ❡- ❞4♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥-.❡ ❧❡* ❞❡✉① ❢❛✐*✲

❝❡❛✉① ❡①❝✐-❛-❡✉.*✳ ❙❛ ♣❤❛*❡ *♣❛-✐❛❧❡ Φ ❡*- ✐♥✢✉❡♥❝4❡ ♣❛. ❧❛ ❞✐✛4.❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛*❡ ϕb−ϕa

❡- ♣❛. ❧❡ .❡-❛.❞ ω10(τb − τa) ❡♥-.❡ ❧❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❡①❝✐-❛-.✐❝❡*✳ ▲❛ ♣♦*✐-✐♦♥ *♣❛-✐❛❧❡ ❞❡*

❢.❛♥❣❡* ♣❡✉- ❞♦♥❝ ✈❛.✐❡. ❞✬✉♥ -✐. ? ❧✬❛✉-.❡ *✐ ❝❡* ♣❛.❛♠@-.❡* ♥❡ *♦♥- ♣❛* ❜✐❡♥ ❝♦♥-.B❧4*✳

▼4❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞4❣4♥4.4 ? ❞❡✉① ❢❛✐*❝❡❛✉①

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐(✉❡. ♣.4❝4❞❡♠♠❡♥-✱ ♣♦✉. ❡✛❡❝-✉❡. ✉♥❡ ❡①♣4.✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠4❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡

*❡✉❧* ❞❡✉① ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *♦♥- ♥4❝❡**❛✐.❡*✱ ❧❛ ❞❡✉①✐@♠❡ (b) ❡- ❧❛ -.♦✐*✐@♠❡ (c) 4-❛♥- ❝♦♥❢♦♥✲

❞✉❡*✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝❛*✱ ❝❡--❡ ❞❡✉①✐@♠❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ (b) ✓ *✬❛✉-♦✲❞✐✛.❛❝-❡ ✔ *✉. ❧❡ .4*❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡

(✉✬❡❧❧❡ ❢♦.♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣.❡♠✐@.❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ (a)✳ ▲❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ ❞✉ -.♦✐*✐@♠❡ ♦.❞.❡ *✬4❝.✐-

❞❛♥* ❝❡ ❝❛* ✿

〈

µ̂(3)
〉

(r, t) = − i

h̄3
|µ10|3
16

E2
b Eaθ(t− τb)θ(τb − τa)

e
− (t−τb)

T2 e−iω10(t−τb)e
− (τb−τa)

T2

(

e−i(ω10(τb−τa))e−i(kar+ϕa)

+ ei(ω10(τb−τa))ei((2kb−ka)r+ϕb−ϕa+ϕc)
)

+C.C. ✭✶✳✺✻✮

▲❡* ❞❡✉① *✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠4❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❣4♥4.4* ❝♦..❡*♣♦♥❞❡♥- ? ❧✬♦.❞.❡ (+1) ❡- (−1)

❞❡ ❞✐✛.❛❝-✐♦♥ *✉. ❧❡ .4*❡❛✉ ❝❛.❛❝-4.✐*4 ♣❛. *♦♥ ♣❛* 1/kg -❡❧ (✉❡ kg = kb − ka ❬✹✺❪✳ ❖♥

♦❜-✐❡♥- ❛❧♦.* ❞❡* *✐❣♥❛✉① ❞❛♥* ❧❡* ❞✐.❡❝-✐♦♥* (kb − ka)±kb✳ ▲✬♦.❞.❡ (−1) ❞❡ ❞✐✛.❛❝-✐♦♥

❞♦♥♥❡ ❛❧♦.* ✉♥ *✐❣♥❛❧ ❞❛♥* ❧❛ ❞✐.❡❝-✐♦♥ ka (✉✐ *❡ *✉♣❡.♣♦*❡ ? ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (a) ❡- ❛✉

*✐❣♥❛❧ ❣4♥4.4 ♣❛. ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥ ? ❧✬♦.❞.❡ (1)✱ ✐❧ *❡.❛ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥- ❞4-❡❝-❛❜❧❡✳

▲✬♦.❞.❡ (+1) ❞❡ ❞✐✛.❛❝-✐♦♥ ❞✉ .4*❡❛✉ ✐♥❞✉✐- ❝♦..❡*♣♦♥❞ ? ✉♥ *✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠4❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡

❧❛ ❞✐.❡❝-✐♦♥ 2kb − ka✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐- *❝❤4♠❛-✐(✉❡♠❡♥- *✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✸✳ ▲✬✐♥-❡♥*✐-4

❞❡ ❝❡ *✐❣♥❛❧✱ ♣.♦♣♦.-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛..4 ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛.✐*❛-✐♦♥✱ ❞4❝.♦U- ❛❧♦.*✱ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉

.❡-❛.❞ (τb − τa)✱ ❝♦♠♠❡ T2/2✳

▲♦.*(✉✬♦♥ ✐♥✈❡.*❡ ❧✬♦.❞.❡ -❡♠♣♦.❡❧ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❡- (✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (b) ♣.4❝@❞❡

❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (a) ❛❧♦.* ❧❡* *✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠4❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ *♦♥- ❣4♥4.4* ❞❛♥* ❧❡* ❞✐.❡❝-✐♦♥*

*②♠4-.✐(✉❡* kb ❡- 2ka − kb ❞♦♥- ❧❡* ✐♥-❡♥*✐-4* ❞4❝.♦✐**❡♥- 4✈✐❞❡♠❡♥- ❛✈❡❝ ❧❛ ♠W♠❡

❝♦♥*-❛♥-❡ ❞❡ -❡♠♣*✳



❉!"❡$♠✐♥❛"✐♦♥ ❞❡+ ♥♦♥✲❧✐♥!❛$✐"!+ ♦♣"✐/✉❡+ ✷✺

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠'❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞'❣'♥'-' 5 ❞❡✉① ❢❛✐8❝❡❛✉① ❬✹✺❪✳

✶✳✹✳✷ $♦♠♣❡✲*♦♥❞❡

❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦4 ❧❡+ ❞❡✉① ♣$❡♠✐6$❡+ ✐♠♣✉❧+✐♦♥+ (a) ❡" (b) +♦♥" ❝♦♥❢♦♥❞✉❡+✱ ♦♥ +❡ "$♦✉✈❡

❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❝❡ /✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①♣!$✐❡♥❝❡ ✓ ♣♦♠♣❡✲+♦♥❞❡ ✔ ✿ ❧✬✐♠♣✉❧+✐♦♥ "❡+" (c)

+♦♥❞❡ ❧❡ ♠❛"!$✐❛✉ ♠♦❞✐✜! ♣❛$ ❧❛ ♣$❡♠✐6$❡ ✐♠♣✉❧+✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ ❛$$✐✈❡ ❝❡""❡ ✐♠♣✉❧+✐♦♥ ❞❡

"❡+"✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❞✬♦$❞$❡ ✭✷✮ ♣$♦❞✉✐"❡ ♣❛$ ❧❛ ♣$❡♠✐6$❡ ✐♠♣✉❧+✐♦♥ ✭!/✉❛"✐♦♥ ✶✳✸✵ ❛✈❡❝

τb = τa ❡" ka = kb✮ ❛ ❞!❝$✉ ✿

e−
(Γ1←0+Γ0←1)

h̄
(t−τb). ✭✶✳✺✼✮

❈❡""❡ ❡①♣!$✐❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❛❝❝6+ ❛✉① $❡❧❛①❛"✐♦♥+ ❞❡+ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥+✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❛ ♣♦❧❛✲

$✐+❛"✐♦♥ J ❧✬♦$❞$❡ (3) +✬!❝$✐" ❞❛♥+ ❝❡ ❝❛+ ✿

〈

µ̂(3)
〉

(r, t) = − i

h̄3
|µ10|3
16

EcE2
aθ(t− τc)θ(τc − τa)

e
− (t−τc)

T2 e
− (τc−τa)

T1 e−(iω10(t−τc)−kcr+ϕc)
✭✶✳✺✽✮

❖♥ ♦❜"✐❡♥" ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ +✐❣♥❛❧ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +♦♥❞❡ (c) ❞♦♥" ❧✬✐♥"❡♥+✐"!

❞!❝$♦✐" ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✉ $❡"❛$❞ ♣♦♠♣❡✲+♦♥❞❡ (τc − τa) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥+"❛♥"❡ ❞❡ "❡♠♣+
T1
2
✳

❖♥ ♦❜"✐❡♥" ❞❡ ❧❛ ♠O♠❡ ♠❛♥✐6$❡ ✉♥ +✐❣♥❛❧ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐$❡❝"✐♦♥ ka ❧♦$+/✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧+✐♦♥ (c)

♣$!❝6❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧+✐♦♥ (a) /✉✐ ❞!❝$♦✐" ❛✈❡❝ ❧❛ ♠O♠❡ ❝♦♥+"❛♥"❡ ❞❡ "❡♠♣+✳

❯♥❡ ♠❛♥✐6$❡ ❞❡ +❡ $❡♣$!+❡♥"❡$ ❧❛ +♣❡❝"$♦+❝♦♣✐❡ ♣♦♠♣❡✲+♦♥❞❡ ❡+" ♠♦♥"$!❡ ✜❣✉$❡ ✶✳✹✳

❊♥ ❧✬❛❜+❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐+❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✱ ❧❡ ❢❛✐+❝❡❛✉ +♦♥❞❡ ❞♦♥" ❧✬!♥❡$❣✐❡ ❡+" $!+♦♥♥❛♥"❡ ❛✈❡❝

❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥"❡$❞✐"❡ ❞✉ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝"❡✉$ ❡+" ♣❛$"✐❡❧❧❡♠❡♥" ❛❜+♦$❜!❡ ❡" ✐♥❞✉✐" ✉♥ ❝❡$"❛✐♥

♥♦♠❜$❡ ❞❡ "$❛♥+✐"✐♦♥+ !❧❡❝"$♦♥✐/✉❡+ ❡♥"$❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡" ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝"✐♦♥✳

❙✐ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧+✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ❡①❝✐"❡ ❧✬!❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ❛✈❛♥" ❧✬❛$$✐✈!❡ ❞❡ ❧❛ +♦♥❞❡ ❡" ♠♦❞✐✜❡ ❧✬♦❝✲

❝✉♣❛"✐♦♥ ❞❡+ !"❛"+ ❡♥"$❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡" ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝"✐♦♥✱ ❧✬❛❜+♦$♣"✐♦♥ ❞❡ ❧❛



✷✻ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡

*♦♥❞❡ (✉✐ ❡*- ♣.♦♣♦.-✐♦♥♥❡❧❧❡ 3 ❧❛ ❢♦✐* ❛✉ ♥♦♠❜.❡ ❞✬8-❛-* ♦❝❝✉♣8* ❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

✈❛❧❡♥❝❡ ❡- ❛✉ ♥♦♠❜.❡ ❞✬8-❛-* ❧✐❜.❡* ❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝-✐♦♥✱ *✬❡♥ -.♦✉✈❡ ❛❧♦.* ❞✐✲

♠✐♥✉8❡✳ ❈❡--❡ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ -.❛♥*✐-♦✐.❡ ❞❡ ❧✬❛❜*♦.♣-✐♦♥ ♣❡.❞✉.❡ ❞♦♥❝ ♣❡♥❞❛♥- ❧❡ -❡♠♣*

❞❡ ✈✐❡ T1 ❞❡* ❡①❝✐-❛-✐♦♥* 8❧❡❝-.♦♥✐(✉❡*✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥- *✉. ❧❡ .❡-❛.❞ ❡♥-.❡ ♣♦♠♣❡ ❡- *♦♥❞❡✱

✐❧ ❡*- ♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡*✉.❡. ❧✬8✈♦❧✉-✐♦♥ -❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛-✐♦♥ ❞✬❛❜*♦.♣-✐♦♥ ❡- ❞♦♥❝ ❞❡

❞8-❡.♠✐♥❡. ❧❡ -❡♠♣* ❞❡ .❡❧❛①❛-✐♦♥ ❞❡* ❡①❝✐-❛-✐♦♥* 8❧❡❝-.♦♥✐(✉❡*✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ )❝❤(♠❛+✐2✉❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣('✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲)♦♥❞❡ )✉' ✉♥ )②)+9♠❡ :

❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉* ❛✈♦♥* ♠♦♥-.8 ❞❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐-.❡ (✉❡ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❡♥ ♣❡.-✉.❜❛-✐♦♥ ❞❡* 8(✉❛-✐♦♥*

❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡*- ✉♥ ♦✉-✐❧ ♣✉✐**❛♥- ♣♦✉. ♠♦❞8❧✐*❡. ❧❛ ❞8❝.♦✐**❛♥❝❡ -❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❛✐♥*✐ (✉❡ ❧❛

❞✐.❡❝-✐♦♥ ❞❡* *✐❣♥❛✉① ❣8♥8.8* ❞❛♥* ❧❡* ❡①♣8.✐❡♥❝❡* ❞✬♦♣-✐(✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥8❛✐.❡✱ ❝✬❡*- 3 ❞✐.❡

.8❛❧✐*8❡* ❛✈❡❝ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❧✉♠✐♥❡✉*❡* ❞❡ ❢♦.-❡ ❞❡♥*✐-8 ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥✳ ❈❡* ❡①♣8.✐❡♥❝❡*

♣❡.♠❡--❡♥- ♥♦-❛♠♠❡♥- ❞❡ ♠❡--.❡ ❡♥ 8✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐*❛-✐♦♥ ❞❡* ♣♦.-❡✉.* ❞❡ ❝❤❛.❣❡* ❡-

❞❡ ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ ❝❡ (✉✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ *✐ ❧❡* ❡①❝✐-❛-✐♦♥* 8❧❡❝-.♦♥✐(✉❡* ♥❡ *♦♥- ♣❛*

❧♦❝❛❧✐*8❡* ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉① ♣.♦❝❡**✉* ❞8♣❤❛*❛♥- ❜.♦✉✐❧❧❡♥- ❧❛ ❝♦❤8.❡♥❝❡ ♦♣-✐(✉❡ ❡♥ (✉❡❧(✉❡*

❢❡♠-♦*❡❝♦♥❞❡* ✭❧❡* ❝♦❧❧✐*✐♦♥* ❛✈❡❝ ❧❡* ♣❤♦♥♦♥*✱ (✉✐ ❞8❝.✐✈❡♥- ❧❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ✈✐❜.❛-✐♦♥*

❞✉ ♠❛-8.✐❛✉①✱ *♦♥- ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣.♦❝❡**✉* ❞8♣❤❛*❛♥-✮✳ ❚❛♥❞✐* (✉❡ *✐ ❧❡* ❡①❝✐-❛-✐♦♥*

8❧❡❝-.♦♥✐(✉❡* *♦♥- ❧♦❝❛❧✐*8❡* ❧❡✉.* -❡♠♣* ❞❡ ❝♦❤8.❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥- H-.❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉* ❧♦♥❣✳

I❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✺ ♥♦✉* ♠♦♥-.❡ ❧❛ ❞8❝.♦✐**❛♥❝❡ ❞✉ *✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠8❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡*

♦❜-❡♥✉ *✉. ❞❡* ❜♦L-❡* (✉❛♥-✐(✉❡* ✭(✉❛♥-✉♠ ❞♦-*✮ ❞✬■♥●❛❆*✱ *-.✉❝-✉.❡* 3 ❝♦♥✜♥❡♠❡♥-



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✷✼

*+✐❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡❧✱ ♣♦✉+ ❞✐✛2+❡♥*❡& *❡♠♣2+❛*✉+❡&✳ ❈❡& ♠❡&✉+❡& ♠♦♥*+❡♥* ✉♥ *❡♠♣& ❞❡

❞2♣❤❛&❛❣❡ ✭♦✉ ❞❡ ❝♦❤2+❡♥❝❡✮ 9 ❜❛&&❡ *❡♠♣2+❛*✉+❡ ❞❡ ♣❧✉&✐❡✉+& ❝❡♥*❛✐♥❡& ❞❡ ♣✐❝♦&❡❝♦♥❞❡&

❛❧♦+& ;✉✬9 ♣❧✉& ❤❛✉*❡ *❡♠♣2+❛*✉+❡ ♦♥ ♦❜&❡+✈❡ ❞❡& *❡♠♣& ❞❡ ❝♦❤2+❡♥❝❡ ❞✬9 ♣❡✐♥❡ ;✉❡❧;✉❡&

♣✐❝♦&❡❝♦♥❞❡&✳ ▲✬❡①✐&*❡♥❝❡ ❞❡ *❡♠♣& ❞❡ ❝♦❤2+❡♥❝❡ ❡①*+@♠❡♠❡♥* ❧♦♥❣& ❛♣♣♦+*❡ ✉♥ +2&✉❧*❛*

&✉♣♣❧2♠❡♥*❛✐+❡ 9 ❝❡ ;✉✐ 2*❛✐* ❛❧♦+& ❝♦♥♥✉ &✉+ ❧❛ &♣❡❝*+♦&❝♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦A*❡ ;✉❛♥*✐;✉❡ ✉♥✐;✉❡

❡* ♦✉✈+❡ ❧❛ ✈♦✐❡ 9 ❞❡& ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥& ❞❛♥& ❧✬✐♥❢♦+♠❛*✐;✉❡ ;✉❛♥*✐;✉❡ ❬✺❪✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠*❧❛♥❣❡ 1 2✉❛&3❡ ♦♥❞❡( ❞❛♥( ❞❡( ❜♦6&❡( 2✉❛♥&✐2✉❡( ❞✬■♥✲

●❛❆( ✐♥&*❣3*❡ ❡♥ &❡♠♣( ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ 3❡&❛3❞ ❡♥&3❡ ❧❡( ❞❡✉① ✐♠♣✉❧(✐♦♥( ❡①❝✐&❛&3✐❝❡( 1 ❞✐✛*✲

3❡♥&❡( &❡♠♣*3❛&✉3❡(✳ ■♠❛❣❡ ❡①&3❛✐&❡ ❞❡ ❬✺❪✳

❇✐❡♥ ;✉❡ ♥♦*+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ♣❡+♠❡* ❞✬❡①♣❧♦✐*❡+ ✉♥ ❣+❛♥❞ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ +2&✉❧*❛*& ❡①♣2+✐✲

♠❡♥*❛✉①✱ ♥♦*♦♥& ;✉✬❡❧❧❡ ♣+2&❡♥*❡ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ✐♠♣♦+*❛♥*❡ ✿ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❞2❝+✐* ❧❡& ❝❤❛♠♣&

2❧❡❝*+✐;✉❡& ❝♦♠♠❡ ❞❡& ♦♥❞❡& ♣❧❛♥❡& &❛♥& ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♥&✐❞2+❛*✐♦♥ ❧❛ ❢♦+♠❡ &♣❛*✐❛❧❡

❞❡& ❢❛✐&❝❡❛✉① ❡①❝✐*❛*❡✉+&✳ ❖+✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛+✐&❛*✐♦♥ ❞✉ *+♦✐&✐J♠❡ ♦+❞+❡ ✐♠♣❧✐;✉❡

❞✬❡✛❡❝*✉❡+ ❧❡ ♣+♦❞✉✐* ❞❡& ❞✐✛2+❡♥*& ❝❤❛♠♣& ✐♥❝✐❞❡♥*&✳ ❙✬✐❧& ♣♦&&J❞❡♥* ❞❡& ❢❛❝*❡✉+& ❞❡

♣❤❛&❡& ❡* ❞❡& ✐♥*❡♥&✐*2& ❞2♣❡♥❞❛♥*& ❞❡& ❝♦♦+❞♦♥♥2❡& &♣❛*✐❛❧❡&✱ ✐❧ ❡♥ &❡+❛ ❞❡ ♠@♠❡ ♣♦✉+

❧❡& &✐❣♥❛✉① ❣2♥2+2&✳ ❖♥ ♣❡✉* ❛❧♦+& &❡ ❞❡♠❛♥❞❡+ ;✉✬❡❧❧❡ ❡♥ &❡+❛ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ &✉+ ❧❛ ❞✐+❡❝✲

*✐♦♥ ❡* ❧❛ ❢♦+♠❡ &♣❛*✐❛❧❡ ❞❡& &✐❣♥❛✉① ❣2♥2+2& ♣❛+ ❧❡& ♣+♦❝❡&&✉& ♥♦♥✲❧✐♥2❛✐+❡& *❡❧ ;✉❡ ❧❡

♠2❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ◆♦✉& 2*✉❞✐❡+♦♥& ❝❡**❡ ;✉❡&*✐♦♥ ❞❛♥& ❧❛ ♣❛+*✐❡ ■■✳



✷✽ ❚❡❝❤♥✐(✉❡* ❞❡ *♣❡❝-.♦*❝♦♣✐❡ ✉❧-.❛✲.❛♣✐❞❡



❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❊①%❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦,❝♦♣✐❡ 2 ❞❡,

❞✐♠❡♥,✐♦♥, ,✉❜♠✐❝&♦♥✐5✉❡,

▲✬✐♠❛❣❡ ❞♦♥♥*❡ ♣❛, ✉♥ ✐♥./,✉♠❡♥/ ❞✬♦♣/✐0✉❡ ✓ ❝❧❛..✐0✉❡ ✔ /❡❧ 0✉✬✉♥ ♠✐❝,♦.❝♦♣❡

❝♦♥✈❡♥/✐♦♥♥❡❧✱ ♥❡ ,❡./✐/✉❡ ♣❛. ❧❡. ❞*/❛✐❧. /,♦♣ ✜♥. ❞❡ ❧✬♦❜❥❡/ ✿ /♦✉/ ✐♥./,✉♠❡♥/ ♣♦..;❞❡

✉♥ ♣♦✉✈♦✐, ❞❡ ,*.♦❧✉/✐♦♥ ❧✐♠✐/*✳

=♦✉, */✉❞✐❡, ❝❡//❡ ♥♦/✐♦♥ /,;. ✐♠♣♦,/❛♥/❡✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ,❛♣♣❡❧❧❡, ❧❡. ❞✐✛*,❡♥/. ❝❛✉.❡.

0✉✐ .♦♥/ ? ❧✬♦,✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐/❛/✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐, ❞❡ ,*.♦❧✉/✐♦♥✱ ❡♥ ♠❡//❛♥/ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥/

❧✬❛❝❝❡♥/ .✉, ✉♥❡ ❜❛,,✐;,❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥/❛❧❡ ✿ ❝❡❧❧❡ ❞A❡ ? ❧❛ ❞✐✛,❛❝/✐♦♥✳ ▲❡ ❢♦,♠❛❧✐.♠❡ ❞❡

❧✬♦♣/✐0✉❡ ❞❡ ❋♦✉,✐❡, ❛♣♣♦,/❡ ❞❛♥. ❝❡//❡ */✉❞❡ ✉♥ *❝❧❛✐,❛❣❡ /❤*♦,✐0✉❡ ❛..❡③ ❣*♥*,❛❧ ❡/

♣❡,❢♦,♠❛♥/✱ 0✉✐ ♣❡,♠❡/ ❞❡ /,❛✐/❡, ❡✣❝❛❝❡♠❡♥/ ❝❡. 0✉❡./✐♦♥. ❞❡ ,*.♦❧✉/✐♦♥✳

❈❡//❡ 0✉❡./✐♦♥ ❞❡✈❡♥❛♥/ ❞❡. ♣❧✉. ❝,✉❝✐❛❧❡. ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❝♦♥/✐♥✉❡ ❞❡

❧❛ ❝❛♣❛❝✐/* ? ❝♦♥/,G❧❡, ❡/ ? ./,✉❝/✉,❡, ❞❡. ♦❜❥❡/. ? ❧✬*❝❤❡❧❧❡ ♥❛♥♦♠*/,✐0✉❡✱ ✐❧ .✬❛✈;,❡

♥*❝❡..❛✐,❡ ❞❡ ❞*✈❡❧♦♣♣❡, ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉/✐❧. ❞❡ ♠❡.✉,❡ ? ❞❡ /❡❧❧❡. ❞✐♠❡♥.✐♦♥.✳ ▲❛ ♠✐✲

❝,♦.❝♦♣✐❡ ♦♣/✐0✉❡ ❡./ ❛❧♦,. ✉♥❡ /❡❝❤♥✐0✉❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❝❛, ❡❧❧❡ ❝♦♥./✐/✉❡ ✉♥ ♦✉/✐❧ ❞❡ ♠❡.✉,❡

♥♦♥ ✐♥✈❛.✐❢✳ ❈❡. ❞❡,♥✐;,❡. ❛♥♥*❡. ❧❛ ♠✐❝,♦.❝♦♣✐❡ ♦♣/✐0✉❡ ❛ */* */❡♥❞✉❡ ? ❞❡. *❝❤❡❧❧❡.

❞❡ ❧✬♦,❞,❡ ❞✉ ♥❛♥♦♠;/,❡ ❣,J❝❡ ? ❞❡. /❡❝❤♥✐0✉❡. ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣,♦❝❤❡ ♣✉✐.✱ ,*❝❡♠♠❡♥/✱ ❞❡

❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥/❛✐♥✳ ▲❡. /❡❝❤♥✐0✉❡. ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥/❛✐♥ .♦♥/ ❜❛.*❡. .✉, ❧❛ ❞*/❡❝/✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡.

♣,♦♣❛❣❛/✐✈❡. ? ❞❡. ❞✐./❛♥❝❡. ❞❡ ❧❛ .♦✉,❝❡ .✉♣*,✐❡✉,❡. ? ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

*❧❡❝/,♦♠❛❣♥*/✐0✉❡✱ /❛♥❞✐. 0✉❡ ❧❡. /❡❝❤♥✐0✉❡. ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣,♦❝❤❡ ❡①♣❧♦✐/❡♥/ ❧❡. ♦♥❞❡. *✈❛✲

♥❡.❝❡♥/❡. ❞❡ ❝♦✉,/❡. ♣♦,/*❡.✱ ♥*❝❡..✐/❛♥/ ❞✬❛♣♣,♦❝❤❡, ❧✬♦❜❥❡/ ? ✉♥❡ ❞✐./❛♥❝❡ ✐♥❢*,✐❡✉, ?

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞✬♦♥❞❡✳

❉❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐/,❡✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❞♦♥❝ /♦✉/ ❞✬❛❜♦,❞ ❡①♣❧✐0✉❡, ❡♥ ❞*/❛✐❧ ❧❡ ♣❤*♥♦♠;♥❡

❞❡ ❧❛ ❞✐✛,❛❝/✐♦♥ ♣♦✉, ❡♥ ❞*❞✉✐,❡ ❧❡. ❧✐♠✐/❡. ❞❡ ,*.♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝,♦.❝♦♣✐❡ ♦♣/✐0✉❡✳

=✉✐. ♥♦✉. ♣,*.❡♥/❡,♦♥. ❧❡. ❞✐✛*,❡♥/❡. /❡❝❤♥✐0✉❡. ❞❡ ♠✐❝,♦.❝♦♣✐❡. ♦♣/✐0✉❡. ♣❡,♠❡//❛♥/

❞✬❛❧❧❡, .♦♥❞❡, ❧❛ ♠❛/✐;,❡ ? ❞❡. ❞✐♠❡♥.✐♦♥. .✉❜✲❧♦♥❣✉❡✉, ❞✬♦♥❞❡✳ ◆♦✉. ❝♦♠♠❡♥❝❡,♦♥.

❛❧♦,. ♣❛, ❧❛ ♠✐❝,♦.❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣,♦❝❤❡✱ ♥♦✉. ❞*❝,✐,♦♥. ❡♥.✉✐/❡ ❞✐✛*,❡♥/❡. /❡❝❤♥✐0✉❡.

❞❡ ♠✐❝,♦.❝♦♣✐❡ .✉❜✲❞✐✛,❛❝/✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥/❛✐♥✳

✷✾



✸✵ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

✷✳✶ ▲✐♠✐&❡ ❞❡ )*+♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝)♦+❝♦♣✐❡ ♦♣&✐3✉❡

▲❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ♦♣$✐4✉❡ ❡'$ ✉♥❡ $❡❝❤♥✐4✉❡ ❛❞74✉❛$❡ ♣♦✉/ ♦❜'❡/✈❡/ ❞❡' ♦❜❥❡$' ❞❡

♣❡$✐$❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥'✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ♦♥ '❛✐$ 4✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉/ $♦✉$ '②'$>♠❡ ♦♣$✐4✉❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡

❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ♥✬❡'$ ♣❛' ✉♥ ♣♦✐♥$ ♠❛✐' ✉♥❡ ♣❡$✐$❡ $❛❝❤❡ ❧✉♠✐♥❡✉'❡ ❀ ❧❛ /7'♦❧✉$✐♦♥ ❞✬✉♥

♠✐❝/♦'❝♦♣❡ ♦♣$✐4✉❡ ❡'$ ❞♦♥❝ ❧✐♠✐$7❡ ❡$ ❝❡❝✐ ❞✉ ❢❛✐$ ❞❡ ♣❧✉'✐❡✉/' ❢❛❝$❡✉/' ✿

✕ ❧❛ 4✉❛❧✐$7 ❞❡ ❧❛ ♠✐'❡ ❛✉ ♣♦✐♥$ 4✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛/❢♦✐' ❞❡' ♣/7❝✐'✐♦♥' ✐♥❢7/✐❡✉/❡' ❛✉

µm ❀

✕ ❧❡' ❛❜❡//❛$✐♦♥' ❞✉ '②'$>♠❡ 4✉✐ ❢♦♥$ 4✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ❡'$ ✉♥❡ $❛❝❤❡ ✐/✐'7❡ ❞❛♥'

❧❡ ❝❛' ❞✬✉♥❡ ❛❜❡//❛$✐♦♥ ❝❤/♦♠❛$✐4✉❡✱ ❝✐/❝✉❧❛✐/❡ ♣♦✉/ ✉♥❡ ❛❜❡//❛$✐♦♥ '♣❤7/✐4✉❡ ♦✉

❡♥ ❛✐❣/❡$$❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❝♦♠❛ ♦✉ ❡♥❝♦/❡ ❡❧❧✐♣$✐4✉❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞✬❛'$✐❣♠❛$✐'♠❡ ❀

✕ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐/ ❞❡ /7'♦❧✉$✐♦♥ ✜♥✐ ❞✉ /7❝❡♣$❡✉/ ❞✬✐♠❛❣❡✳

❈❡' ❞✐✛7/❡♥$' ❢❛❝$❡✉/' '♦♥$ ❞7$❡/♠✐♥7' ♣❛/ ❧❛ $❤7♦/✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣$✐4✉❡ ❣7♦♠7$/✐4✉❡ ❞❛♥'

❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ●❛✉''✳ ❖/✱ ❝❡$$❡ $❤7♦/✐❡ ❡'$ ❜❛'7❡ '✉/ ❧❛ ♥❛$✉/❡ ❝♦/♣✉'❝✉❧❛✐/❡ ❞❡ ❧❛

❧✉♠✐>/❡ ✈✐❛ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❋❡/♠❛$ ✭4✉✐ ❞7/✐✈❡ ❞✐/❡❝$❡♠❡♥$ ❞✉ ♣!✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞!❡

❛❝*✐♦♥ ❡♥ ♠7❝❛♥✐4✉❡✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦✉❜❧✐7 ❧❡ ❝❛/❛❝$>/❡ ♦♥❞✉❧❛$♦✐/❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐>/❡✱ 4✉✐

♥♦✉' ❛♣♣♦/$❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ 1 ❧❛ /7'♦❧✉$✐♦♥ ❞❡' ♠✐❝/♦'❝♦♣❡' ♦♣$✐4✉❡' ✿ ❧❛ ❞✐❢✲

❢/❛❝$✐♦♥✳ ▲❡' ❛♠7❧✐♦/❛$✐♦♥' $❡❝❤♥♦❧♦❣✐4✉❡' ♦♥$ ♣❡/♠✐' ❞❡ '❡ ♣/7♠✉♥✐/ ❞❡' ❛❜❡//❛$✐♦♥'

❝❤/♦♠❛$✐4✉❡' ❡$ ❣7♦♠7$/✐4✉❡' ❞❡' '②'$>♠❡' ♦♣$✐4✉❡'✱ ❝✐$♦♥' ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡' ❧❡♥$✐❧❧❡'

❛❝❤/♦♠❛$✐4✉❡' ♦✉ ❧❛/❣❡ ❜❛♥❞❡ 4✉✐ ♣❡/♠❡$$❡♥$ ❞❡ '✬❛✛/❛♥❝❤✐/ ❧❛/❣❡♠❡♥$ ❞❡' ❛❜❡//❛$✐♦♥'

❝❤/♦♠❛$✐4✉❡'✳ ❊❧❧❡' ♦♥$ ❛✉''✐ ♣❡/♠✐' ❞❡ ♠❡$$/❡ ❛✉ ♣♦✐♥$ ❞❡' /7❝❡♣$❡✉/' ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡

$/>' ❜♦♥♥❡ /7'♦❧✉$✐♦♥ $❡❧' 4✉❡ ❧❡' ❈❈❉ ✭❈❤❛/❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡✮ ❞♦♥$ ❧❡' ♣✐①❡❧' ❢♦♥$

5µm× 5µm✳ ▼❛✐' ❝❡' ♣/♦❣/>' $❡❝❤♥✐4✉❡' ♥✬❡♠♣O❝❤❡♥$ ♣❛' ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐>/❡

✐♥❞✐''♦❧✉❜❧❡♠❡♥$ ❧✐7❡ 1 '❛ ♥❛$✉/❡ ♦♥❞✉❧❛$♦✐/❡✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❛ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐/ ❞❡ /7✲

'♦❧✉$✐♦♥ ❞✉❡ 1 ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❡'$ ✐♥❞7♣❡♥❞❛♥$❡ ❞❡' ❛❜❡//❛$✐♦♥' ❡$ ❞✉ ❞7$❡❝$❡✉/ ❡$ ❡❧❧❡

❛♣♣❛/❛Q$ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐$❡ ✐♥❞7♣❛''❛❜❧❡✳

✷✳✶✳✶ ❆♣♣%♦❝❤❡ *✉❛❧✐/❛/✐✈❡

❉7$❡/♠✐♥♦♥' ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ ❣/❛♥❞❡✉/ ❞❡ ❝❡$$❡ ❧✐♠✐$❡ ❞❡ /7'♦❧✉$✐♦♥ ❛♣♣❛/❡♠♠❡♥$ ✓ ✐♥❢/❛♥✲

❝❤✐''❛❜❧❡ ✔ ✳ ❈♦♥'✐❞7/♦♥' ✉♥ ♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ 1 ✐♠♠❡/'✐♦♥✱ ✜❣✉/❡ ✷✳✶✱ ❞✬♦✉✈❡/$✉/❡

♥✉♠7/✐4✉❡ O.N. = n0 sin u0✳ ▲❡ ❞✐❛♣❤/❛❣♠❡ ❞✬♦✉✈❡/$✉/❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ ♥❡

❧❛✐''❡ ♣7♥7$/❡/ ❞❛♥' ❧✬✐♥'$/✉♠❡♥$ 4✉❡ ❧❡' ♦♥❞❡' ♣❧❛♥❡' ❞♦♥$ ❧❡ ✈❡❝$❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ k ❢❛✐$✱

❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥$❡✱ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥❢7/✐❡✉/ 1 ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❧✐♠✐$❡ u0✱ ❞7✜♥✐❡ ♣❛/

❧❛ ♣✉♣✐❧❧❡ ❞✬❡♥$/7❡✳ ❖♥ $/❛❞✉✐$ ❝❡ /7'✉❧$❛$ ♣❛/ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥7❣❛❧✐$7✱ 1 ❧❛4✉❡❧❧❡ '❛$✐'❢❛✐$

❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥$❡ k⊥ ❞❡ k✱ '✉✐✈❛♥$ ✉♥❡ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ♣❡/♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐/❡ 1 ❧✬❛①❡ ♦♣$✐4✉❡ ✿

−k sin u0 ≤ k⊥ ≤ k sin u0 ✭✷✳✶✮



▲✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ♦♣#✐0✉❡ ✸✶

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝2✐❢ ❞❡ ♠✐❝5♦6❝♦♣❡ ❞✬♦✉✈❡52✉5❡ ♥✉♠'5✐9✉❡ O.N. = n0 sinu0

♦3 k ❡(# ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ✈❡❝#❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥( ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n0 ❞♦♥♥' ♣❛& k = 2n0π
λ0

✱

❛✈❡❝ λ0 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐8&❡ ❞✬❡①❝✐#❛#✐♦♥ '❝❧❛✐&❛♥# ❧✬'❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ♦✉ ❧❛ ❧♦♥✲

❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐8&❡ '♠✐(❡ ♣❛& ❧✬'❝❤❛♥#✐❧❧♦♥✳ ❯♥ #❡❧ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛&✐❛#✐♦♥ ❞❡

k⊥✱ ∆k⊥ = 2k sin u0✱ ✐♠♣❧✐0✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐# ❞❡ ❧❛ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥ ❡# ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐#' ♦♥❞❡✲

❝♦&♣✉(❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐8&❡✱ ✉♥❡ ❧✐♠✐#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①#❡♥(✐♦♥ (♣❛#✐❛❧❡ ∆r ❞✉ ♣❧✉( ♣❡#✐# ❞'#❛✐❧

♦❜(❡&✈' (✉& ❧✬♦❜❥❡#✱ #❡❧❧❡ 0✉❡ ✿

∆r∆k⊥ ≥ 2π ✭✷✳✷✮

(♦✐#✱

∆r ≥ 2π

∆k⊥
=

λ0
2n0 sin u0

=
λ0

2O.N.
✭✷✳✸✮

❈♦♠♠❡ O.N./n0 ∼ 1✱ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉( ♣❡#✐# ❞'#❛✐❧ ❞'#❡❝#❛❜❧❡ ♣❛& ✉♥ ✐♥(#&✉♠❡♥# ❢♦&♠❛♥#

✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡(# ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐8&❡ ✉#✐❧✐('❡

∆r ≥ λ

2n0

✭✷✳✹✮

♦3 n0 ❡(# ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥#&❡ ❧✬'❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ❡# ❧✬♦❜❥❡❝#✐❢ ❞❡ ♠✐❝&♦(❝♦♣❡✳ n0 ❝♦&&❡(♣♦♥❞

❞♦♥❝ H ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❧✐0✉✐❞❡ ❞✬✐♠♠❡&(✐♦♥✳

■♥#&♦❞✉✐(♦♥( ❛❧♦&( ❧❛ "#$♦❧✉'✐♦♥ $♣❛'✐❛❧❡ R ❞✬✉♥ ✐♥(#&✉♠❡♥# ❞✬♦♣#✐0✉❡✱ ❝♦♠♠❡

'#❛♥# ❧❛ ❞✐(#❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥#&❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥#( ♦❜❥❡#( #❡❧❧❡ 0✉❡ ❧❡✉& ✐♠❛❣❡( ❞♦♥♥'❡( ♣❛&

❧✬✐♥(#&✉♠❡♥# ❞✬♦♣#✐0✉❡ ♣✉✐((❡♥# J#&❡ ('♣❛&'❡(✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ❞♦♥❝ ✐❝✐ R = λ
2
✳

❖♥ ❝♦♠♣&❡♥❞ ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❝❡ 0✉✐ ❛ ♠♦#✐✈' ❧❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ❞❡ ♠✐❝&♦(❝♦♣❡( '❧❡❝#&♦✲

♥✐0✉❡( ✿ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ '❧❡❝#&♦♥ ❛❝❝'❧'&' H ❞❡( ✈✐#❡((❡( v ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡((❡ ❞❡

❧❛ ❧✉♠✐8&❡ ❡(# ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐❝♦♠8#&❡ ❞♦♥♥❛♥# ❛❧♦&( ❞❡( &'(♦❧✉#✐♦♥( 1000

❢♦✐( ♣❧✉( ❣&❛♥❞❡( 0✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡( ♠✐❝&♦(❝♦♣❡( ♦♣#✐0✉❡(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❝❡##❡ ♠'#❤♦❞❡✱ #&8( ✐♥✲

#&✉(✐✈❡✱ ♥❡ ♣❡&♠❡# 0✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡& ❧❛ ❞❡♥(✐#' ❞✬'#❛#( ❞❡( ❛#♦♠❡( ❝♦♥(#✐#✉❛♥#( ❧✬'❝❤❛♥#✐❧❧♦♥

'#✉❞✐' ❡# ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛( ❧❡( ♠J♠❡( ✐♥❢♦&♠❛#✐♦♥( (✉& ❧❡( ❞✐✛'&❡♥#( '#❛#( '❧❡❝#&♦♥✐0✉❡(



✸✷ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❞✐'♣♦♥✐❜❧❡' ❞❡ ❝❡ ❞❡/♥✐❡/✳ ❈✬❡'$ ♣♦✉/4✉♦✐ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ♦♣$✐4✉❡ /❡'$❡ ✉♥❡ $❡❝❤♥✐4✉❡

❡''❡♥$✐❡❧❧❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❝♦♠♣/9❤❡♥'✐♦♥ ❞❡' ♣❤9♥♦♠:♥❡' 9❧❡❝$/♦♥✐4✉❡'✱ ♠<♠❡ '✐ ❡❧❧❡ '❡♠❜❧❡

❧✐♠✐$9❡ ❡♥ /9'♦❧✉$✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈♦✐/ '✬✐❧ ❡'$ ♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡✈❡/ ❝❡$$❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ❞@❡ 1 ❧❛

❞✐✛/❛❝$✐♦♥✱ 9$✉❞✐♦♥' ♣❧✉' ♣/9❝✐'9♠❡♥$ ❝❡$$❡ ♥♦$✐♦♥✳

✷✳✶✳✷ ❖♣%✐'✉❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡-

■♥$/♦❞✉❝$✐♦♥ ❡$ ♥♦$❛$✐♦♥

❊♥ ❝♦♥'✐❞9/❛♥$ ❞❡' ❢❛✐'❝❡❛✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ♣❡✉ 9❝❛/$9' ❞❡ ❧✬❛①❡ ♦♣$✐4✉❡ z✱ ❧❡' ❛♥❣❧❡' ❞❡

❞✐✛/❛❝$✐♦♥ '♦♥$ ♣❡$✐$' ❡$ ♦♥ '❡ '✐$✉❡ ❞❛♥' ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ♣❛/❛①✐❛❧❡✱ ❝✬❡'$ 1 ❞✐/❡ 4✉✬♦♥

$/❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥' ❧❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❞❡ ●❛✉''✳ ❈❡$$❡ ❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ /❡✈✐❡♥$ 1 '✉♣♣♦'❡/ 4✉❡

❧✬♦✉✈❡/$✉/❡ ❞✐✛/❛❝$❛♥$❡ ♣♦'':❞❡ ✉♥❡ '✉/❢❛❝❡ ❣/❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡' ❢❛✐'✲

❝❡❛✉①✳ ❆✐♥'✐✱ ❧❡' ❝❤❛♠♣' ✈❡❝$♦/✐❡❧' E ❡$ B ❧✐9' ♣❛/ ❧❡' 94✉❛$✐♦♥' ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣❡✉✈❡♥$

<$/❡ ❞9❝♦✉♣❧9' ❡$ ♦♥ $/❛✈❛✐❧❧❡ ❛❧♦/' ❞❛♥' ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ '❝❛❧❛✐/❡ ❞❡' ❝❤❛♠♣'✳

❉❛♥' ❝❡ ❝❛❞/❡✱ ✉♥ ✐♥'$/✉♠❡♥$ ❞✬♦♣$✐4✉❡ ❡'$ ❝♦♥'✐❞9/9 ❝♦♠♠❡ ✉♥ '②'$:♠❡ ♣❛/ ❧❡

❢❛✐$ 4✉✬✐❧ ❢❛✐$ ❝♦//❡'♣♦♥❞/❡✱ 1 $♦✉$ '✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① Ee 1 ❧✬❡♥$/9❡✱ ✉♥ '✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉①

✉♥✐4✉❡ ❡♥ '♦/$✐❡ Es✳ ▲❛ ♣/♦♣❛❣❛$✐♦♥ '❡ ❢❛✐'❛♥$ '✉✐✈❛♥$ ❧✬❛①❡ z✱ ❧❡' '✐❣♥❛✉① ❞✬❡♥$/9❡ ❡$

❞❡ '♦/$✐❡✱ Ee ❡$ Es✱ '♦♥$ ❢♦♥❝$✐♦♥' ❞❡' ❝♦/❞♦♥♥9❡' (x, y) ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❢/♦♥$✱ 4✉❡

❧✬♦♥ ❡①♣/✐♠❡/❛ ❞❡ ❢❛L♦♥ ♣❧✉' ❝♦♥❞❡♥'9❡ ♣❛/ ❧❡ ✈❡❝$❡✉/ r ❞✉ '②'$:♠❡ ❞❡ ❝♦♦/❞♦♥♥9❡'

♣♦❧❛✐/❡'✳ ◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ✈♦✐/ 4✉❡ ❧❛ /❡❧❛$✐♦♥ ♠❛$❤9♠❛$✐4✉❡ ❡♥$/❡ ❧✬♦❜❥❡$ ❡$ '♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛/

✉♥ ✐♥'$/✉♠❡♥$ ❞✬♦♣$✐4✉❡✱ $❡♥❛♥$ ❝♦♠♣$❡ ❞❡ '❡' ❛❜❡//❛$✐♦♥' ✭❞9❢❛✉$' ❞❡ ♠✐'❡ ❛✉ ♣♦✐♥$

✐♥❝❧✉'✮ ❡$ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ /❡❧:✈❡ ❞❡ ❧❛ $❤9♦/✐❡ ❞✉ '✐❣♥❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ 9❧❡❝$/♦♥✐4✉❡ ❡$

❡♥ $9❧9❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛9/❡♥❝❡ ❡'$ 4✉✬♦♥ '✬✐♥$9/❡''❡ ✐❝✐ 1 ❧❛ ❢♦/♠❡ '♣❛$✐❛❧❡ ❡$ ♥♦♥

$❡♠♣♦/❡❧❧❡ ❞✉ '✐❣♥❛❧ $/❛✐$9 ❀ ❛✐♥'✐ ❧❡' '♣❡❝$/❡' '❡/♦♥$ ✐❝✐ ❡①♣/✐♠9' ❡♥ $❡/♠❡ ❞❡ ❢/94✉❡♥❝❡'

'♣❛$✐❛❧❡'✳

❊♥ ❡✛❡$✱ ♣♦✉/ ✉♥ '②'$:♠❡ ♦♣$✐4✉❡ ❧✐♥9❛✐/❡✱ ✐♥✈❛/✐❛♥$ ❡$ ❝♦♥$✐♥✉✱ ❝❡$$❡ ❝♦//❡'♣♦♥✲

❞❛♥❝❡ ♣❡✉$ '✐♠♣❧❡♠❡♥$ '✬9❝/✐/❡ ✿

Es(r) =

∫

Ee(r
′)h(r− r′) dr′ ✭✷✳✺✮

♦T ♦♥ '♦♠♠❡ ❧❛ /9♣♦♥'❡ ❞✉ '②'$:♠❡ ♦♣$✐4✉❡ ♣♦♥❞9/9❡ ♣❛/ ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥$/9❡ ✭❞9♣❡♥❞❛♥$

❞❡' ❝♦♦/❞♦♥♥9❡' ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡♥$/9❡ r✮ ❡♥ ❝❤❛4✉❡ ♣♦✐♥$ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ '♦/$✐❡ r′ ✳ ❈❡$$❡

/❡❧❛$✐♦♥ ❡♥$/❡ ❧✬❡♥$/9❡ ❡$ ❧❛ '♦/$✐❡ ❡'$ ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉'✱ ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥$/9❡ ♣❡✉$ <$/❡ ❞9❝♦♠♣♦'9 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ '♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡' ♣❧❛♥❡'

✭❧❛ ❜❛'❡ ❞❡' ♦♥❞❡' ♣❧❛♥❡' ❝♦♥'$✐$✉❡ ✉♥❡ ❜❛'❡ ❝♦♠♣❧:$❡ ❞❡' '♦❧✉$✐♦♥' ❞❡ ❧✬94✉❛$✐♦♥ ❞❡

♣/♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡' ♦♥❞❡' ❞❛♥' ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ♣❛/❛①✐❛❧❡✮✱ ❝❡ 4✉✐ '✬9❝/✐$ ♠❛$❤9♠❛$✐4✉❡✲

♠❡♥$ ✿

Ee(r) =

∫

Êe(u)e
iu.r du = TF−1

(

Êe(u)
)

✭✷✳✻✮



▲✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ♦♣#✐0✉❡ ✸✸

❛✈❡❝

Êe(u) =

∫

Ee(r)e
−iu.r dr = TF (Ee(r)) ✭✷✳✼✮

0✉✐ ❡(# ❧❛ #&❛♥(❢♦&♠'❡ ❞❡ ❋♦✉&✐❡& ✭❚❋✮ ❞✉ ❝❤❛♠♣ Ee(r) ✭❡# ❞♦♥❝ Ee(r) ❡(# ❧❛ #&❛♥(❢♦&♠'❡

❞❡ ❋♦✉&✐❡& ✐♥✈❡&(❡ ❞❡ Êe(u)✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡( ❝♦♠♣♦(❛♥#❡( (✐♥✉(♦=❞❛❧❡( ❞✬❡♥#&'❡

Êe(u)e
iu.r

❝♦&&❡(♣♦♥❞ ✉♥❡ (♦&#✐❡ ✉♥✐0✉❡ Ês(u)e
iu.r

✱ ❧❡ (✐❣♥❛❧ ❞❡ (♦&#✐❡ (✬❡①♣&✐♠❡ ❡♥

&❡❝♦♠❜✐♥❛♥# ❝❡( &'♣♦♥(❡( (✐♥✉(♦=❞❛❧❡( ❡# ♦♥ ♦❜#✐❡♥# ✿

Es(r) =

∫

Ês(u)e
iu.r du = TF−1

(

Ês(u)
)

✭✷✳✽✮

▲❛ &❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥ ❞❛♥( ❧✬❡(♣❛❝❡ &'❡❧ (✬❡①♣&✐♠❡ ❛❧♦&( ♣❧✉( (✐♠♣❧❡♠❡♥# ❞❛♥(

❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡( ❢&'0✉❡♥❝❡( (♣❛#✐❛❧❡( ✿ Ês(u) = Êe(u)ĥ(u)✳

❚❤'♦&✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥

▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥ ❡(# ❧❡ ♣!✐♥❝✐♣❡ ❞✬❍✉②❣❡♥,✲❋!❡,♥❡❧ 0✉✐ ❢F#

❢♦&♠✉❧' ♣♦✉& ❧❛ ♣&❡♠✐G&❡ ❢♦✐( ❡♥ ✶✻✼✽ ♣❛& ❈❤&✐(#✐❛♥ ❍✉②❣❡♥( (♦✉( ❧❛ ❢♦&♠❡ (✉✐✈❛♥#❡ ✿

✓ ❝❤❛0✉❡ ♣♦✐♥# ❞✉ ❢&♦♥# ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡&#✉&❜❛#✐♦♥ ♣❡✉# M#&❡ ❝♦♥(✐❞'&' ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ (♦✉&❝❡ ✭❝✬❡(# N ❞✐&❡ ✉♥❡ (♦✉&❝❡ (❡❝♦♥❞❛✐&❡✮ '♠❡##❛♥# ❞❡( ♦♥❞❡( (♣❤'&✐0✉❡(✱ N

✉♥ ✐♥(#❛♥# ✉❧#'&✐❡✉& ❧❡ ❢&♦♥# ❞✬♦♥❞❡ ♣❡✉# ❛❧♦&( M#&❡ ♦❜#❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥(#&✉✐(❛♥# ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡

❞❡( ♦♥❞❡❧❡##❡( (♣❤'&✐0✉❡( (❡❝♦♥❞❛✐&❡( ✔ ❀ ❝❡❝✐ ❡(# ✐❧❧✉(#&' ✜❣✉&❡ ✷✳✷✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡& ♦♥❞❡❧❡''❡& &❡❝♦♥❞❛✐(❡& ❞❡ ❍✉②❣❡♥&✱ ✐♠❛❣❡ '✐(8❡

❞❡ ❬✷✷❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥# ❝❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❜❛(' (✉& ❧❛ #❤'♦&✐❡ ♦♥❞✉❧❛#♦✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐G&❡ ❛ ❞F ❛##❡♥❞&❡

♣❧✉(✐❡✉&( ❞'❝❡♥♥✐❡( ♣♦✉& ♣&❡♥❞&❡ (♦♥ ❛♠♣❧❡✉&✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡( ♣&♦❣&G( ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣&'❤❡♥(✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥ ♦♥# '#' ❡♥#&❛✈'( ❞✉&❛♥# #♦✉# ❧❡ XVIIIe (✐G❝❧❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐# 0✉✬■(❛❛❝ ◆❡✇✲

#♦♥✱ (❝✐❡♥#✐✜0✉❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡ &❡♥♦♠♠'❡ ♣❛& (❡( ❝♦♥#&✐❜✉#✐♦♥( ♥♦♠❜&❡✉(❡( ❡♥ ♣❤②(✐0✉❡ ❡♥

❣'♥'&❛❧ ❡# ♣❛&#✐❝✉❧✐G&❡♠❡♥# ❡♥ ♦♣#✐0✉❡✱ ❢❛✈♦&✐(❛✐# ❧❛ #❤'♦&✐❡ ❝♦&♣✉(❝✉❧❛✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐G&❡✳

▼M♠❡ (✐ ❝❡##❡ #❤'♦&✐❡ ❛ ♣✉ &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣#❡ ❞❡( ♣❤'♥♦♠G♥❡( ❞❡ &'❢&❛❝#✐♦♥ ❡# ❞❡ &'✢❡①✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡( ❧♦✐, ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡,❝❛!4❡, 0✉✐ ❞'&✐✈❡♥# ❞✉ ♣!✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞!❡ ❛❝4✐♦♥ ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉ ❡♥ ♠'❝❛♥✐0✉❡✱ ❡❧❧❡ '#❛✐# ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐0✉❡& ❧✬'#❛❧❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐G&❡ (✉& ✉♥

♣❧❛♥ (✐#✉' ❡♥ ❛&&✐G&❡ ❞✬✉♥ '❝&❛♥ #&♦✉' ❡# '❝❧❛✐&' ♣❛& ✉♥❡ (♦✉&❝❡ ♣♦♥❝#✉❡❧❧❡✳ ❈✬❡(# ❣&Y❝❡



✸✹ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❛✉ ♣❤②'✐❝✐❡♥ ❛♥❣❧❛✐' ❚❤♦♠❛' ❨♦✉♥❣ 4✉❡ ❞❡' ♣/♦❣/:' '✐❣♥✐✜❝❛$✐❢' ♦♥$ ♣✉ =$/❡ ❢❛✐$'✳ ■❧

/❡♥❢♦/@❛ ❧❛ $❤A♦/✐❡ ♦♥❞✉❧❛$♦✐/❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐:/❡ ❡$ ✐♥$/♦❞✉✐'✐$ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣$ ❞✬✐♥$❡/❢A/❡♥❝❡✱ ✉♥❡

✐❞A❡ /A✈♦❧✉$✐♦♥♥❛✐/❡ 1 ❝❡$$❡ A♣♦4✉❡ ✿ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐:/❡ ♣♦✉✈❛✐$ '✬❛❥♦✉$❡/ 1 ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐:/❡

♣♦✉/ ♣/♦❞✉✐/❡ ❞❡ ❧✬♦❜'❝✉/✐$A ✦

▲❡' ✐❞A❡' ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡$ ❞✬❍✉②❣❡♥' ❢✉/❡♥$ ❢♦/♠❛❧✐'A❡' ♠❛$❤A♠❛$✐4✉❡♠❡♥$ ♣❛/ ❆✉❣✉'✲

$✐♥ ❏❡❛♥ ❋/❡'♥❡❧ ❞❛♥' ❧❡ ♠A♠♦✐/❡ 4✉✬✐❧ ♣/A'❡♥$❛ ❡♥ ✶✽✶✽ ❞❡✈❛♥$ ❧✬❆❝❛❞A♠✐❡ ❞❡' ❙❝✐❡♥❝❡'✳

▼❛❧❣/A ❧❡' ❝♦♥$❡'$❛$✐♦♥' ❞❡ ❧❛ ♣❛/$ ❞❡' ♣❛/$✐'❛♥' ❞✉ ♠♦❞:❧❡ ❝♦/♣✉'❝✉❧❛✐/❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐:/❡✱

❧❛ ❝❛♣❛❝✐$A ❞❡ ❋/❡'♥❡❧ 1 ♠♦❞A❧✐'❡/ ❧❡' ❝♦♠♣♦/$❡♠❡♥$' ❝♦♥♥✉' ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐:/❡ ❡$✱ '✉/$♦✉$✱

1 ♣/A❞✐/❡ ❝♦//❡❝$❡♠❡♥$ ❧❡' /A'✉❧$❛$' ❞✬❡①♣A/✐❡♥❝❡' ✐♥A❞✐$❡' ❧1 ♦R A❝❤♦✉❛✐$ ❧❛ $❤A♦/✐❡

❝♦/♣✉'❝✉❧❛✐/❡✱ ❛❝❤❡✈❛ ❞❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝/❡ ❧❡' ♣❧✉' /A❢/❛❝$❛✐/❡' ❞❡ '❡' ♦♣♣♦'❛♥$'✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞✬❍✉②❣❡♥' ❋/❡'♥❡❧✱ ❧♦/'4✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♠♦♥♦❝❤/♦♠❛$✐4✉❡ ❞✬❛♠♣❧✐$✉❞❡

❝♦♠♣❧❡①❡ Êe ❞❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬♦♥❞❡ k0 = 2π/λ $♦♠❜❡ '✉/ ✉♥ ❞✐❛♣❤/❛❣♠❡ D✱ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✐✛/❛❝$A❡ Ês ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥$ P ✭✜❣✉/❡ ✷✳✸✮ ❡'$ ❧❛ '♦♠♠❡ ❞❡' ❛♠♣❧✐$✉❞❡'

❝♦♠♣❧❡①❡' ❞❡' ♦♥❞❡' '♣❤A/✐4✉❡' A♠✐'❡' ♣❛/ ❧❡' ♣♦✐♥$' '✐$✉A' 1 ❧✬✐♥$A/✐❡✉/ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

D✳ Ês(P ) '✬❡①♣/✐♠❡ ❛❧♦/' ❞❛♥' ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ♣❛/❛①✐❛❧❡ '♦✉' ❧❛ ❢♦/♠❡ '✉✐✈❛♥$❡ ✿

Ês(P ) =

∫

D
Êe(M)Q

eik0r

r
dS ✭✷✳✾✮

♦R r =MP ✱ dS ❞A'✐❣♥❡ ❧✬A❧A♠❡♥$ ❞❡ '✉/❢❛❝❡ ❡♥$♦✉/❛♥$ ❧❡ ♣♦✐♥$ M ❛♣♣❛/$❡♥❛♥$ 1 ❧✬♦❜❥❡$

❞✐✛/❛❝$❛♥$ D ❡$ Q✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐'♦♥✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ 4✉❡ ❝✬❡'$ ✉♥❡

♦♥❞❡ ♠♦♥♦❝❤/♦♠❛$✐4✉❡ ♣❧❛♥❡ E0e
i(k0z−ωt)

4✉✐ ❛//✐✈❡ '✉/ ❧❡ ❞✐❛♣❤/❛❣♠❡ D✱ '✐$✉A ❞❛♥' ❧❡

♣❧❛♥ (x, y, z = 0)✳ Y✉✐' /❡❣❛/❞♦♥' ❧❡ ❝❤❛♠♣ /A'✉❧$❛♥$ ❛♣/:' ❧❡ ❞✐❛♣❤/❛❣♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥$

P ❞A✜♥✐ ♣❛/ '❡' ❝♦♦/❞♦♥♥A❡' (xi, yi, z) '✐$✉A 1 ✉♥❡ ❞✐'$❛♥❝❡ Di ❣/❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥$ $♦✉$❡' ❧❡'

❛✉$/❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❞✉ ♣/♦❜❧:♠❡✱ ✜❣✉/❡ ✷✳✸✱ ❝❡ 4✉✐ ✐♠♣❧✐4✉❡ 4✉❡ $♦✉' ❧❡' /❛②♦♥' ❞✐✛/❛❝$A'

❞♦✐✈❡♥$ =$/❡ ♣❛/❛❧❧:❧❡' ❡♥$/❡ ❡✉① ♣♦✉/ '❡ '✉♣❡/♣♦'❡/ 1 ❣/❛♥❞❡ ❞✐'$❛♥❝❡✳ ❉❛♥' ❝❡ ❝❛❞/❡✱

❛♣♣❡❧A ❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❋/❛✉♥❤♦❢❡/ ♦✉ ❞✐✛#❛❝&✐♦♥ ) ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

A❧❡❝$/✐4✉❡ ❡♥ P '✬A❝/✐$ ✭❡♥ ❝♦♥❞❡♥'❛♥$ ❧✬A❝/✐$✉/❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥$❡ ❡♥ Ê0e
ik0z

♣❛/ '♦✉❝✐

❞❡ ❝❧❛/$A✮ ✿

Ês (xi, yi, z) =

∫ ∫

Êe(x, y, z)e
−ik.OM dx dy ✭✷✳✶✵✮

♦R k ❡'$ ❧❛ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ❞❡' /❛②♦♥' ❞✐✛/❛❝$A'✳

❖♥ ♣❡✉$ ❛✐'A♠❡♥$ ❡①♣/✐♠❡/ k.OM ❣/]❝❡ ❛✉① ❞♦♥♥A❡' ❞✉ ♣/♦❜❧:♠❡ ❝♦♠♠❡ ‖ k ‖=
k0 =

2π
λ

✶

✿

k.OM =
2π

λ

(

xi
di
x+

yi
di
y

)

✭✷✳✶✶✮

✶✳ ◆♦$♦♥& '✉❡ k0 ❡$ ‖ k ‖ &♦♥$ ❞+$❡,♠✐♥+ ♣❛, ❧✬+'✉❛$✐♦♥ ❞❡ ♣,♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡& ♦♥❞❡& ❞❛♥& ❧✬❛♣♣,♦①✐✲

♠❛$✐♦♥ ♣❛,❛①✐❛❧❡ '✉❡ ❞♦✐✈❡♥$ &❛$✐&❢❛✐,❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ +❧❡❝$,✐'✉❡ ❞✬❡♥$,+❡ ❡$ ❞❡ &♦,$✐❡✳ ❈❡$$❡ +'✉❛$✐♦♥ ❞♦♥♥❡

❧❛ ,❡❧❛$✐♦♥ ω = kc/n✱ ,❡❧✐❛♥$ ❧❛ ♣✉❧&❛$✐♦♥ ω ❡$ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬♦♥❞❡ k ✳



▲✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ♦♣#✐0✉❡ ✸✺

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ▲❡ ❞✐❛♣❤+❛❣♠❡ D ❞✐✛+❛❝0❡ ❧❡2 +❛②♦♥2 ✐♥❝✐❞❡♥02 ❞❡ ✈❡❝0❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ k0✳ ▲❡2 +❛②♦♥2

❞✐✛+❛❝092 ❛++✐✈❛♥0 ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥0 P ♦♥0 ♣♦✉+ ✈❡❝0❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ k✱ k
′
✱ k
′′
✳ ;♦✉+ ✉♥❡ ❞✐20❛♥❝❡ Di

0+<2 ❣+❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥0 ❧❡2 ❛✉0+❡2 ❞✐♠❡♥2✐♦♥2 ❞✉ ♣+♦❜❧<♠❡✱ ❝❡2 ✈❡❝0❡✉+2 ❞✬♦♥❞❡ 2♦♥0 2✉♣♣♦292 >0+❡

0♦✉2 ♣❛+❛❧❧<❧❡2 ❡♥0+❡ ❡✉① ❡0 ♦♥ ❢❛✐0 ❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛0✐♦♥ k = k
′ = k

′′
✱ ❝✬❡20 ❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛0✐♦♥ ❞❡

❋+❛✉♥❤♦❢❡+✳

❉❡ ♣❧✉(✱ Êe(x, y, z) = E0T (x, y)e
ik0z

❛✈❡❝ T (x, y) ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ #&❛♥(♣❛&❡♥❝❡ ❞'❝&✐✈❛♥#

❧❡ ❞✐❛♣❤&❛❣♠❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥#✱

Ês (xi, yi, z) = eik0z
∫ ∫

Ê0T (x, y)e
−i 2π

λ

(

xi
di
x+

yi
di
y
)

dx dy ✭✷✳✶✷✮

♦? ❧✬♦♥ ✈♦✐# ❛♣♣❛&❛✐#&❡ ❧❡( ❢&'0✉❡♥❝❡ (♣❛#✐❛❧❡( fx =
xi
λDi

❡# fy =
yi
λDi

✳ ❆✐♥(✐✱

Ês(fx, fy, z) = eik0z
∫ ∫

Ê0T (x, y)e
−i2π(fxx+fyy) dx dy ✭✷✳✶✸✮

❖♥ &❡♠❛&0✉❡&❛ 0✉❡ ❝❡##❡ &❡❧❛#✐♦♥ ❝♦&&❡(♣♦♥❞ C ❧❛ #&❛♥(❢♦&♠'❡ ❞❡ ❋♦✉&✐❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥

❞❡ #&❛♥(♣❛&❡♥❝❡ T (x, y) ❞✉ ❞✐❛♣❤&❛❣♠❡ D✳ ◆♦✉( ♦❜#❡♥♦♥( ✜♥❛❧❡♠❡♥# ✉♥❡ ❡①♣&❡((✐♦♥
#&H( (✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ '❧❡❝#&✐0✉❡ C ❣&❛♥❞❡ ❞✐(#❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡# ❞✐✛&❛❝#❛♥# ✿

Ês(fx =
xi
Di

, fy =
yi
Di

) = Ê0TF (T (x, y)) ✭✷✳✶✹✮

➱#✉❞✐♦♥( ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❞❡( ❝❛( ♣❛&#✐❝✉❧✐❡&( ❞✬♦❜❥❡#( ❞✐✛&❛❝#❛♥#( ❡# ❡♥ ♣❛&#✐❝✉❧✐❡& ❝❡❧✉✐

❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡&#✉&❡ ❝✐&❝✉❧❛✐&❡✳

✷✳✶✳✸ ■♥&'(✉♠❡♥' ❞✬♦♣'✐1✉❡ 2 &②♠4'(✐❡ ❝✐(❝✉❧❛✐(❡

❋✐❣✉&❡ ❞✬❆✐&②

▲❛ ♣❧✉♣❛&# ❞❡( ✐♥(#&✉♠❡♥#( ❞✬♦♣#✐0✉❡ ♣&'(❡♥#❡♥# ❧❛ (②♠'#&✐❡ ❞❡ &'✈♦❧✉#✐♦♥ ❡# (♦♥# ❞♦♥❝



✸✻ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❧✐♠✐$5' ♣❛/ ✉♥ ❞✐❛♣❤/❛❣♠❡ ❝✐/❝✉❧❛✐/❡ ❞❡ ❞✐❛♠8$/❡ d✳ ▲❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ $/❛♥'♣❛/❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

♣✉♣✐❧❧❡ ❞✬❡♥$/5❡ P (x, y) ❡'$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ disq( r
d
) ❞5✜♥✐❡ ♣❛/ ✿

disq(
r

d
) =

{

1 pour r ≤ d
2

0 autrement
✭✷✳✶✺✮

D♦✉/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ P̂ ✱ ✐❧ ❡'$ ♥❛$✉/❡❧ ❞✬✉$✐❧✐'❡/ ❧❡' ❝♦♦/❞♦♥♥5❡' ♣♦❧❛✐/❡' ✿ r ❡$ θ ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥

(x, y) $❡❧' 4✉❡ r =
√

x2 + y2 ❡$ θ = arctan
(

x
y

)

❀ Ri ❡$ φi ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ (xi, yi)

$❡❧' 4✉❡ Ri =
√

x2i + y2i ❡$ φi = arctan
(

xi
yi

)

✳ ■❧ ✈✐❡♥$✱ ❡♥ ♣♦'❛♥$ ρi = Ri/(λDi) ✿

P̂ (ρi) =

∫ D/2

0

∫ 2π

0

e−i2πρir(cos θ cosφi+sin θ sinφi) rdr dθ ✭✷✳✶✻✮

'♦✐$

P̂ (ρi) =

∫ D/2

0

rdr

[∫ 2π

0

e−i2πρir cos (θ−φi) dθ

]

✭✷✳✶✼✮

♦J ❧✬♦♥ /❡❝♦♥♥❛✐$ ❞❛♥' ❧❡ ❝/♦❝❤❡$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❇❡''❡❧ ❞✬♦/❞/❡ 0✱ J0✱ ❛ ✉♥ ❢❛❝$❡✉/ 2π

♣/8' ❀ '❛ ✈❛❧❡✉/ ❡'$ ❢♦✉/♥✐❡ ♣❛/ ❞❡' $❛❜❧❡'✳ ❊♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ J0✱ P̂ '✬5❝/✐$ ❡♥ ✐♥$/♦❞✉✐'❛♥$

w = 2πρir ✿

P̂ (ρi) =

∫ D/2

0

2πrJ0(2πρir)dr =
1

2πρ2i

∫ πρid

0

wJ0(w)dw =
πd

4

[

2J1(πρid)

πρid

]

✭✷✳✶✽✮

♦J J1 ❡'$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❇❡''❡❧ ❞✬♦/❞/❡ 1✳ ▲✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 5❧❡❝$/✐4✉❡ ❞❡ ✧'♦/$✐❡✧

❡'$ ❞✐/❡❝$❡♠❡♥$ 5❣❛❧❡ 1 P̂ (ρi) '♦♥ ✐♥$❡♥'✐$5 ❡'$ ❞♦♥❝ ✿

I(ρi) =| P̂ (ρi) |2= S2

[

2J1(πρid)

πρid

]2

✭✷✳✶✾✮

❛✈❡❝ S = πd2/4 4✉✐ ❡'$ ❧✬❛✐/❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉♣✐❧❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉' $/❛P♦♥' ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ (2J1(x)/x)
2

❛✈❡❝ x = πρid✱ ♥♦✉' ♦❜$❡♥♦♥' ❧❛ ❝♦✉/❜❡ ✷✳✹ ❛♣♣❡❧5 ✜❣✉/❡ ❞✬❆✐/②✳ ◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' ❛✉''✐

❡①♣/✐♠❡/ x ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡/$✉/❡ ♥✉♠5/✐4✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥'$/✉♠❡♥$ 1 ♦✉✈❡/$✉/❡ ❝✐/❝✉❧❛✐/❡ ✿

x = π
Ri

λDi

d =
πRi

λ
2O.N. ✭✷✳✷✵✮

▲❡ ♣/❡♠✐❡/ ③5/♦ ❡'$ ♦❜$❡♥✉ ♣♦✉/ x = 3.83 ❝✬❡'$ 1 ❞✐/❡ ♣♦✉/ ✿

∆ρi =
∆Ri

λDi

=
1.22

d
✭✷✳✷✶✮

❈❡$$❡ ✈❛❧❡✉/ ❝♦//❡'♣♦♥❞ ❛✉''✐ ❛✉ /❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ $❛❝❤❡ ❝❡♥$/❛❧❡✳

D♦✉/ ✉♥ ♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ ❞✬♦✉✈❡/$✉/❡ ♥✉♠5/✐4✉❡ O.N. = 0.3✱ ♣♦✉/ λ = 500nm✱

❧❡ /❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ $❛❝❤❡ ❝❡♥$/❛❧❡ ❞❡ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❡'$ ❞❡ ∆Ri =
1.22λ
2O.N.

≈ 1µm✳



▲✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ♦♣#✐0✉❡ ✸✼

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❋✐❣✉(❡ ❞✬❆✐(② ✿ (2J1(x)/x)
2
/(❛❝2❡ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ x = π Ri

λDi
d✳

❈&✐#4&❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

❉✉ ❢❛✐# ❞❡ ❧❛ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥✱ ❞❡✉① ♣♦✐♥#( ♦❜❥❡#( &❛♣♣&♦❝❤'( ♣❡✉✈❡♥# ❞♦♥♥❡&✱ ✈✐❛ ✉♥ ✐♥(✲

#&✉♠❡♥# ❞✬♦♣#✐0✉❡✱ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡( #&♦♣ ♣&♦❝❤❡( ♣♦✉& C#&❡ ❞✐(#✐♥❣✉'❡( (✐ ❧❛ ❞✐(#❛♥❝❡ ❡♥#&❡

❝❡( ✐♠❛❣❡( ❡(# ❞✉ ♠C♠❡ ♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& 0✉❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ #❛❝❤❡ ❞❡ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦&( &'(♦❧✉#✐♦♥ ❧✬'❝❛&# ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥#&❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥#( ♦❜❥❡#( #❡❧ 0✉✬♦♥ ♣✉✐((❡ ❧❡(

❞✐(#✐♥❣✉❡& ❛✈❡❝ ❧✬✐♥(#&✉♠❡♥# ❞✬♦♣#✐0✉❡ ❝♦♥(✐❞'&'✳ F♦✉& ✉♥ (②(#4♠❡ G (②♠'#&✐❡ ❞❡ &'✈♦✲

❧✉#✐♦♥✱ ✉♥ ♦❜❥❡❝#✐❢ ❞❡ ♠✐❝&♦(❝♦♣❡ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ✉#✐❧✐(❡ ❧❡ ❝&✐#4&❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ (❡❧♦♥

❧❡0✉❡❧ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡ ❆✬ ❡# ❇✬ ❝♦&&❡(♣♦♥❞❛♥# G ❞❡✉① ♣♦✐♥#( ❆ ❡# ❇ (♦♥# ❞✐(#✐♥❝#( (✐ ❧❡

(♦♠♠❡# ❞❡ ❧❛ #❛❝❤❡ ✭❝❡♥#&❛❧❡✮ ❞❡ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❝♦&&❡(♣♦♥❞ ❛✉ ♣&❡♠✐❡& ♠✐♥✐♠✉♠

♥✉❧ ❞❡ ❧✬❛✉#&❡✳ ❆✐♥(✐ ❞❛♥( ❧✬❡(♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥(✱ ❞✬❛♣&4( ❧✬'0✉❛#✐♦♥ ✷✳✷✶✱

∆Ri

Di

=
1.22λ

d
✭✷✳✷✷✮

❖&✱ ♦♥ ♣❡✉# ❡①♣&✐♠❡& ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥#❛✐♥✱ ❧✬❡(♣❛❝❡♠❡♥# ❞❛♥( ❧❡ ♣❧❛♥ ♦❜❥❡# (❡❧♦♥ ✭✈♦✐&

✜❣✉&❡ ✷✳✺✮

A′B′

Di

=
∆Ri

Di

=
AB

D
=

1.22λ

d
✭✷✳✷✸✮

♦P✱ &❛♣♣❡❧♦♥(✲❧❡✱ d ❡(# ❧❡ ❞✐❛♠4#&❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉♣✐❧❧❡ ❞✬❡♥#&'❡ ❞❡ ❧✬✐♥(#&✉♠❡♥# ❞✬♦♣#✐0✉❡

❝♦♥(✐❞'&'✳

❆✐♥(✐ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐& ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥(#&✉♠❡♥# ❞✬♦♣#✐0✉❡ G ♦✉✈❡&#✉&❡ ❝✐&❝✉❧❛✐&❡ ❡(#

R =
1.22λ

d
D ✭✷✳✷✹✮

◆♦#♦♥( 0✉❡ ❧❡ ❝&✐#4&❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡(# ✉♥ ❝&✐#4&❡ ❞❡ ('♣❛&❛#✐♦♥ ❞❡( ✐♠❛❣❡( ❞❡ ❞❡✉①

♣♦✐♥#( ♦❜❥❡#( '❝❧❛✐&'( ♣❛& ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐4&❡ ✐♥❝♦❤'&❡♥#❡✱ ❝✬❡(# G ❞✐&❡ ♥❡ ♣♦(('❞❛♥# ♣❛( ❞❡

&❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛(❡ ❡♥#&❡ ❡✉①✱ 0✉✬❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ (②(#4♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡&✐❡✳



✸✽ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❉❡✉① ♦❜❥❡+ ❆ ❡+ ❇ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡4 ❆✬ ❡+ ❇✬ ♣❛7 ✉♥ ✐♥4+7✉♠❡♥+ ❞✬♦♣+✐8✉❡ 9

♦✉✈❡7+✉7❡ ❝✐7❝✉❧❛✐7❡ 4✐ AB = 1.22λ
d D

✷✳✶✳✹ ▲✐♠✐'❡ ❞❡ ❞✐✛+❛❝'✐♦♥ ✐♥'+✐♥012✉❡

◆♦✉' ❛✈♦♥' ✈✉ 4✉✬✉♥❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡'♣❛❝❡ ✐♠♣❧✐4✉❛✐$ ✉♥ 8$❛❧❡♠❡♥$ '♣❛$✐❛❧ ❞9 ❛✉

♣❤8♥♦♠;♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❛✉$♦✉/ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ '$✐❣♠❛$✐4✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥$ ♦❜❥❡$ ✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐

♣/♦✈✐❡♥$ ❞✐/❡❝$❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ ♥❛$✉/❡ ♦♥❞✉❧❛$♦✐/❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐;/❡ 4✉✐ ✐♠♣❧✐4✉❡ 4✉✬✉♥ ♣❤♦$♦♥

❡'$ ❞8❝/✐$ ♣❛/ '♦♥ ✈❡❝$❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ k✳ ◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ♠♦♥$/❡/ ✐❝✐✱ ❣/C❝❡ ❛✉ ❢♦/♠❛❧✐'♠❡ ❞❡

❧✬♦♣$✐4✉❡ ❞❡ ❋♦✉/✐❡/✱ 4✉✬✐❧ ❡①✐'$❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ✐♥$/✐♥';4✉❡ ❞✉ ✈❡❝$❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✳

❯♥ ♦❜❥❡$ 8♠❡$$❡✉/ ❡'$ ❞8❝/✐$ ♣❛/ '❛ /8♣❛/$✐$✐♦♥ '♣❛$✐❛❧❡ Ee(r) ❞♦♥$ ❧❛ $/❛♥'❢♦/♠8❡

❞❡ ❋♦✉/✐❡/ ❡'$ Êe(k)✳ ▲❛ ♣/♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡' ♦♥❞❡' 8♠✐'❡' 1 ❧❛ ❢/84✉❡♥❝❡ ω0 ♥❡ ❣❛/❞❡

4✉❡ ❧❡' ❝♦♠♣♦'❛♥$❡' ❞❡ ♥♦/♠❡ k0 = ω0c/n ♣✉✐'4✉✬❡❧❧❡' ❞♦✐✈❡♥$ /❡'♣❡❝$❡/ ❧✬84✉❛$✐♦♥ ❞❡

♣/♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❞❡' ♦♥❞❡'

✷

✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡$ ❡'$ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠✐❡✉① ❞♦♥♥8❡✱ '✐ ❧✬♦♥ ❛//✐✈❡ 1

❝♦♥'❡/✈❡/ $♦✉$❡' ❧❡' ❝♦♠♣♦'❛♥$❡' ❛♥❣✉❧❛✐/❡'✱ ♣❛/ ✿

Ês(k) = Êe(k)δ(k − k0) ✭✷✳✷✺✮

❆✐♥'✐✱ ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡ /8❡❧✱ ❝❡$$❡ /❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥$ ✿

Es(r) =

∫

Ee(r
′)TF−1[δ(k − k0)](r− r′) dr′ ✭✷✳✷✻✮

✷✳ ◆♦✉% &'❛✈❛✐❧❧♦♥% &♦✉❥♦✉'% ❞❛♥% ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛&✐♦♥ ♣❛'❛①✐❛❧❡



▲✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ♦♣#✐0✉❡ ✸✾

▲❡ ❝❛( ✉❧#✐♠❡ ❡(# ❞♦♥♥' ♣❛& ✉♥ ♦❜❥❡# ♣♦♥❝#✉❡❧ ♣♦✉& ❧❡0✉❡❧ ♦♥ ❛ ✿ Ee(r) = δ(r)✱ ❡#

Es(r) = TF−1[δ(k − k0)(r)]

=
1

8π3

∫ ∫ ∫

δ(k − k0)e
ik.r dk

=
1

8π3

∫ ∫ ∫

δ(k − k0)e
ikr cos θk2 sin θ dk dθ dϕ

=
k20
4π2

∫ π

0

eik0r cos θ sin θ dθ ✭✷✳✷✼✮

❊♥ ❡✛❡❝#✉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✿ u = cos θ ❝✬❡(# B ❞✐&❡ du = − sin θdθ✱ ♦♥

♦❜#✐❡♥# ✿

Es(r) = − k20
4π2

∫ −1

1

eik0ru du

=
k20
4π2

[

eik0r − e−ik0r

ik0r

]

=
k20
2π2

sin k0r

k0r
✭✷✳✷✽✮

▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥# ♣♦((D❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ '#❛❧❡♠❡♥# (♣❛#✐❛❧ ❞❡ ❧❛&❣❡✉& ∆(r) #❡❧ 0✉❡

∆k0r = k0∆(r) = 2π✱ ❛✐♥(✐ ❞❡✉① ♣♦✐♥#( ✐♠❛❣❡( ♣♦✉&&♦♥# F#&❡ ❞✐(#✐♥❝#( (✐ ❧❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❞❡ ❧❛ #❛❝❤❡ ❝❡♥#&❛❧❡ ❞❡ ❞✐✛&❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❝♦♥❝♦&❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡

❧✬❛✉#&❡✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✻ ✿

∆r =
π

k0
=
λ

2
✭✷✳✷✾✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❡♥ &♦✉❣❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥

sinx
x ❡/ ❡♥ ✈❡&/ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥

sin (x−π)
x−π

◆♦✉( ♦❜#❡♥♦♥( ❞♦♥❝ ✉♥❡ &'(♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ R = λ
2
✱ 0✉✐ ❡(# ✐❞❡♥#✐0✉❡ B ❝❡❧❧❡ #&♦✉✈'❡ ✈✐❛

❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❡&#✐#✉❞❡✳ ❖♥ &❡♠❛&0✉❡ ❞♦♥❝ 0✉❡ ❝❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ &❡✈✐❡♥# B ❞✐&❡ 0✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥#



✹✵ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❢♦❝❛❧ ♦❜$❡♥✉ ♣❛/ ✉♥ ✐♥'$/✉♠❡♥$ ❞✬♦♣$✐4✉❡ ❡'$ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✐♠✐$7 ♣❛/ '❛ $/❛♥'❢♦/♠7❡ ❞❡

❋♦✉/✐❡/ ✭♦♥ ✉$✐❧✐'❡ ❧❡ ♠:♠❡ ❝♦♥❝❡♣$ ❞❛♥' ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ $❡♠♣♦/❡❧✱ ❧❛ ♣❧✉' ❝♦✉/$❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥

♣♦''✐❜❧❡ ❡'$ ❞✐$❡ ✓ ❋♦✉/✐❡/ ▲✐♠✐$❡❞ ✔✮✳

✷✳✷ ▼✐❝%♦'❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣%♦❝❤❡

▲❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣/♦❝❤❡ ❡'$ ❧❛ ♣/❡♠✐B/❡ $❡❝❤♥✐4✉❡ ❡①♣7/✐♠❡♥$❛❧❡ 4✉✐ ❛

♣❡/♠✐' ❞✬♦❜'❡/✈❡/ ❞❡' ♦❜❥❡$' 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜✲❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ ❣/G❝❡ 1 ❧❛ ❞7$❡❝$✐♦♥

❞✬♦♥❞❡' 7✈❛♥❡'❝❡♥$❡'✳ ◆♦✉' ❛❧❧♦♥' 1 ♣/7'❡♥$ ❞7❝/✐/❡ ❝❡$$❡ $❡❝❤♥✐4✉❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥I❛♥$ ♣❛/

❡①♣❧✐4✉❡/ ❞❛♥' 4✉❡❧ ❝♦♥$❡①$❡ ♦♥ ♦❜'❡/✈❡ ❞❡' ♦♥❞❡' ❧✉♠✐♥❡✉'❡' 7✈❛♥❡'❝❡♥$❡'✳

✷✳✷✳✶ ▲✬♦♥❞❡ )✈❛♥❡,❝❡♥.❡ ❞❡ ❋0❡,♥❡❧

❉❡'❝/✐♣$✐♦♥

▲❛ ♣/❡♠✐B/❡ ✈7/✐✜❝❛$✐♦♥ ❡①♣7/✐♠❡♥$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①✐'$❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡' ♦♥❞❡' ❞✐$❡' ✓ 7✈❛♥❡'❝❡♥$❡' ✔

❡'$ ❛$$/✐❜✉7 1 ◆❡✇$♦♥ ♣❛/ ❧❡ ❜✐❛✐' ❞✉ ♣❤7♥♦♠B♥❡ ❞❡ /7✢❡①✐♦♥ $♦$❛❧❡ ❢/✉'$/7❡✳ ■❧ '✬♦❜'❡/✈❡

❧♦/'4✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐B/❡ '❡ ♣/♦♣❛❣❡ ❞❛♥' ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ /7❢/❛❝$✐♦♥ n1 ♣♦✉/ '❡ /7✢7❝❤✐/

❞❛♥' ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n2 < n1✱ ❞B' 4✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ1✱ ❞✉ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❡'$ '✉♣7/✐❡✉/

1 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❝/✐$✐4✉❡ θc✱ ❞7✜♥✐❡ ♣❛/ ❧❛ /❡❧❛$✐♦♥ n1 sin θc = n2✳ ❉❛♥' ❝❡ ❝❛' ❞❡ /7✢❡①✐♦♥

$♦$❛❧❡✱ $♦✉$❡ ❧✬7♥❡/❣✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥$❡ '❡ $/♦✉✈❡ /7✢7❝❤✐❡ ✈❡/' ❧❡ ♣/❡♠✐❡/ ♠✐❧✐❡✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱

♦♥ ♣❡✉$ ❝♦♥'$❛$❡/ 4✉✬✐❧ ❡'$ ♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ❞7$❡❝$❡/ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❛♥' ❧❡ '❡❝♦♥❞ ♠✐❧✐❡✉✳ ❊♥ ❡✛❡$✱

❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ✉♥ ♣/✐'♠❡ 1 /7✢❡①✐♦♥ $♦$❛❧❡ 7❝❧❛✐/7 ♣❛/ ✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① '♦✉' ✉♥ ❛♥❣❧❡

❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ '✉♣7/✐❡✉/ 1 ❧✬❛♥❣❧❡ ❝/✐$✐4✉❡ θc ❡$ ❡♥ ❛♣♣/♦❝❤❛♥$ ❡♥'✉✐$❡ ✉♥❡ ❧❡♥$✐❧❧❡ ♣❧❛♥

❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥$ ❧❛ ❝♦✉/❜✉/❡ ❡'$ $♦✉/♥7❡ ❞✉ ❝Q$7 ❞✉ ♣/✐'♠❡✱ ♥♦✉' ♣♦✉✈♦♥' ❛❧♦/' ❞7$❡❝$❡/

✉♥❡ ♣❛/$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐B/❡ ✉♥❡ ♣❛/$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐B/❡✱ 4✉✐ 7$❛✐$ ❥✉'4✉✬1 ♣/7'❡♥$ $♦$❛❧❡♠❡♥$

/7✢7❝❤✐❡ ❞❛♥' ❧❡ ♣/✐'♠❡✳ ❈❡❝✐ 1 ❧✐❡✉ ❞B' 4✉❡ ❧❛ ❞✐'$❛♥❝❡ 4✉✐ '7♣❛/❡ ❧❛ ❧❡♥$✐❧❧❡ ❡$ ❧❡ ♣/✐'♠❡

❡'$ ✐♥❢7/✐❡✉/❡ 1 ❧❛ ❞❡♠✐✲❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✱ ❝✬❡'$ 1 ❞✐/❡ ❛✈❛♥$ ♠:♠❡ ❧❡ ❝♦♥$❛❝$ ❡♥$/❡ ❧❡'

❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✳ ❖♥ ❞✐$ ❛❧♦/' 4✉❡ ❧❛ /7✢❡①✐♦♥ $♦$❛❧❡ ❡'$ ✓ ❢/✉'$/7❡ ✔✳ ❈❡ ♣❤7♥♦♠B♥❡ ❞7♣❡♥❞

❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❢❛✐'❝❡❛✉ ✿ ❡♥ 7❝❧❛✐/❛♥$ ❧❡ ♣/✐'♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞❡ ❧✉♠✐B/❡

❜❧❛♥❝❤❡ ❞❛♥' ❧❡' ♠:♠❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥' 4✉❡ ♣/7❝7❞❡♠♠❡♥$✱ ❧❛ $❛❝❤❡ ♦❜'❡/✈7❡ '✉/ ✉♥ 7❝/❛♥

❛✉✲❞❡❧1 ❞❡ ❧❛ ❧❡♥$✐❧❧❡ ❛♣♣❛/❛T$ ✐/✐'7❡ ✭'♦♥ ❝❡♥$/❡ ❡'$ ❜❧❛♥❝ ❡$ '❡' ❜♦/❞' '♦♥$ /♦✉❣❡'✮✳

❈❡$$❡ ♦❜'❡/✈❛$✐♦♥ ✐♥❞✐4✉❡ 4✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐B/❡ /♦✉❣❡ ❡'$ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢/❛♥❝❤✐/ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❛✐/

♣❧✉' 7♣❛✐''❡ 4✉❡ ❧❡' ❛✉$/❡' ❝♦✉❧❡✉/' ❞✉ '♣❡❝$/❡ ✈✐'✐❜❧❡✳ ❆✐♥'✐✱ ♣❛/ ❧❡ ❢❛✐$ ❞❡ '❛ '$/✉❝$✉/❡

♣❛/$✐❝✉❧✐B/❡ 4✉✐ ❧✉✐ ✐♠♣♦'❡ ❞❡ ♥❡ '❡ ♣/♦♣❛❣❡/ 4✉✬❛✉ ✈♦✐'✐♥❛❣❡ ✐♠♠7❞✐❛$ ❞❡ ❧❛ '✉/❢❛❝❡ ❞❡

'7♣❛/❛$✐♦♥ ❞❡' ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✱ ❝❡$$❡ ♦♥❞❡ ❡'$ ❞✐$❡ ✓ 7✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ✔ ❬✻✺❪✳

❉❡♣✉✐' '❛ ❞7❝♦✉✈❡/$❡ ♣❛/ ◆❡✇$♦♥✱ ❧✬♦♥❞❡ 7✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ❛ 7$7 7$✉❞✐7❡ ❡♥ ❞7$❛✐❧ ♣❛/

❋/❡'♥❡❧ ❡$ ♥♦✉' ❛❧❧♦♥' 1 ♣/7'❡♥$ ❧❛ ❞7❝/✐/❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉' ❞❡ ♣/7❝✐'✐♦♥✳

❈♦♥'✐❞7/♦♥' ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞✐7❧❡❝$/✐4✉❡' ❞✬✐♥❞✐❝❡' /❡'♣❡❝$✐❢' n1 ❡$ n2 $❡❧ 4✉❡ n2 < n1✳



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣#♦❝❤❡ ✹✶

.#❡♥♦♥% Oxyz ✉♥ %②%12♠❡ ❞❡ #4❢4#❡♥❝❡ ❞❛♥% ❧❡7✉❡❧ ❧❡ ❞✐♦♣1#❡ %4♣❛#❛♥1 ❧❡% ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①

❝♦##❡%♣♦♥❞ ❛✉ ♣❧❛♥ Oxy ❡1 ❞❛♥% ❧❡7✉❡❧ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡%1 ❧❡ ♣❧❛♥ Oxz✳ ❧❡% ❝♦♠♣♦✲

%❛♥1❡% ❞✉ ✈❡❝1❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛#1✐❡ 1#❛♥%♠✐%❡✱ ❞❛♥% ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ 2✱ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ 7✉✐

%❡ ♣#♦♣❛❣❡ ✐♥✐1✐❛❧❡♠❡♥1 ❞❛♥% ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ n1 ❡1 7✉✐ %❡ #4✢4❝❤✐1 %✉# ❧❡ ❞✐♦♣1#❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡

❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ1✱ %✬4❝#✐✈❡♥1 ✿

k2 =







k2,x = (ω/c)n2 sin θ2 = (ω/c)n1 sin θ1

k2,y = 0

k2,z = (ω/c)
√

n2
2 − n1

2 sin θ1
2







▲❛ %1#✉❝1✉#❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ 1#❛♥%♠✐%❡ ❞❛♥% n2 ❞4♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✉ ❝❛#❛❝12#❡ #4❡❧ ♦✉ ✐♠❛❣✐✲

♥❛✐#❡ ❞❡ k2,z✳ ❈❡ 1❡#♠❡ ❡%1 #4❡❧ ❧♦#%7✉❡ 0 < n1 sin θ1 < n2 ❀ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥1 ✐♠❛❣✐♥❛✐#❡ ♣✉#

❞2% 7✉❡ n1 sin θ1 > n2✳ ■❧ ② ❛ ❛❧♦#% #4✢❡①✐♦♥ 1♦1❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐2#❡ %✉# ❧❡ ❞✐♦♣1#❡ ❡1 ❧✬♦♥❞❡

1#❛♥%♠✐%❡ ❞❛♥% ❧❡ %❡❝♦♥❞ ♠✐❧✐❡✉ ❡%1 4✈❛♥❡%❝❡♥1❡✳ .♦✉# ♣❧✉% ❞❡ ❝❧❛#14✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♥♦✉%

#❡%1#❡✐♥❞#❡ ❛✉ ❝❛% ♣❛#1✐❝✉❧✐❡# ♦E n2 = 1✳ ▲❡% ❝♦♠♣♦%❛♥1❡% ❞✉ ✈❡❝1❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

4✈❛♥❡%❝❡♥1❡ %✬4❝#✐✈❡♥1 ❞❛♥% ❝❡ ❝❛% ✿

k2 =







k2,x = (ω/c) sin θ2 = (ω/c)n1 sin θ1 > ω/c

k2,y = 0

k2,z = i(ω/c)
√

n1
2 sin θ1

2 − 1 = ik̃2







❊♥ ✉1✐❧✐%❛♥1 ❝❡% ✈❛❧❡✉#%✱ ♦♥ ♥♦1❡#❛ 7✉❡ ❞❛♥% ❝❡ ❝❛% ‖ k2 ‖= ω/c ❛❧♦#% 7✉❡ ‖ k2,x ‖=
(ω/c)

√

2n1
2 sin θ1

2 − 1 > ω/c ✿ ❧❡ ♣#♦❞✉✐1 %❝❛❧❛✐#❡ ❞✉ ✈❡❝1❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠G♠❡ ❡%1

❜✐❡♥ 4❣❛❧ I (ω/c)2 ❝♦♠♠❡ ❝✬❡%1 ❧❡ ❝❛% ♣♦✉# 1♦✉1❡ ♦♥❞❡ 4❧❡❝1#♦♠❛❣♥41✐7✉❡ %❡ ♣#♦♣❛❣❡❛♥1

❞❛♥% ❧❡ ✈✐❞❡✱ ♠❛✐% ❧❛ ♥♦#♠❡ ❞❡ %❡% ❝♦♠♣♦%❛♥1❡% ♥❡ ❧✬❡%1 ♣❛%✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥1✱ ❡♥ #4%✉♠❛♥1 ❝❡% #4%✉❧1❛1%✱ ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ♥♦1❡# 7✉❡ ♣♦✉# ❧❡ ✈❡❝1❡✉#

❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥% ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✷ ✿

✕ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥1❡ ♣❛#❛❧❧2❧❡ ❛✉ ❞✐♦♣1#❡ k2,x ✈4#✐✜❡ ❧❛ ♣#♦♣#✐414 ✐♥❤❛❜✐1✉❡❧❧❡ ❞✬G1#❡

❡♥ ♠♦❞✉❧❡ %✉♣4#✐❡✉#❡ I ω/c ❞❛♥% ❧❡ ✈✐❞❡ ✭❛❧♦#% 7✉❡ ♣♦✉# ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣#♦❣#❡%%✐✈❡

❤♦♠♦❣2♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡% ❝♦♠♣♦%❛♥1❡% ❞✉ ✈❡❝1❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉1 G1#❡ %✉♣4#✐❡✉#❡ I

❝❡11❡ ✈❛❧❡✉#✮ ❀

✕ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥1❡ ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡ ❛✉ ❞✐♦♣1#❡ k2,z ❡%1 ✐♠❛❣✐♥❛✐#❡ ♣✉#❡✳

❆ ❝❛✉%❡ ❞❡ ❝❡11❡ ❞❡#♥✐2#❡ ♣#♦♣#✐414✱ ❧✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ 4✈❛♥❡%❝❡♥1❡ ❞4❝#♦Q1 ❡①♣♦✲

♥❡♥1✐❡❧❧❡♠❡♥1 ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ z ✿ %✐ ❧✬♦♥ ♣♦#1❡ ❧❡% #4%✉❧1❛1% ♣#4❝4❞❡♥1% ❞❛♥% ❧✬❡①♣#❡%%✐♦♥

✉%✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ ♥♦✉% ♦❜1❡♥♦♥% ❧❛ %1#✉❝1✉#❡ ❣4♥4#❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ 4✈❛♥❡%❝❡♥1❡

❞✬❛♠♣❧✐1✉❞❡ ET ✿

E2 = ET e
i(k2,xx+k2,zz−ωt) = ET e

−k̃2zei(k2,xx−ωt) ✭✷✳✸✵✮

❆✐♥%✐ ❧✬♦♥❞❡ 4✈❛♥❡%❝❡♥1❡✱ 7✉✐ ❛ ✉♥❡ %1#✉❝1✉#❡ ♣#♦❣#❡%%✐✈❡ ❞❛♥% ❧❛ ❞✐#❡❝1✐♦♥ Ox✱ ✈♦✐1

%♦♥ ❛♠♣❧✐1✉❞❡ ❞4❝#♦✐1#❡ ❡①♣♦♥❡♥1✐❡❧❧❡♠❡♥1 ❞❛♥% ❧❛ ❞✐#❡❝1✐♦♥ Oz✳ ❈✬❡%1 I ❝❛✉%❡ ❞❡ ❝❡11❡



✹✷ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❞5❝/♦✐''❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ 4✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡'$ ❞5$❡❝$❛❜❧❡ 4✉✬1 ✉♥❡ ❞✐'$❛♥❝❡ $/7' ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛

'✉/❢❛❝❡ ❞❡ '5♣❛/❛$✐♦♥ ❞❡' ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✳ :❛/ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥✱ '❛ ✓ ♣/♦❢♦♥❞❡✉/ ❞❡ ♣5♥5$/❛✲

$✐♦♥ ✔ δ ❞❛♥' ❧❡ '❡❝♦♥❞ ♠✐❧✐❡✉ ✭✐❝✐ ❧✬❛✐/✮ ❡'$ ❞5✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐'$❛♥❝❡ ♣♦✉/ ❧❛4✉❡❧❧❡ '♦♥

❛♠♣❧✐$✉❞❡ ET e
−k̃2z

❞❡✈✐❡♥$ 5❣❛❧❡ 1 ET/e '♦✐$ ✿

δ =
1

k̃2
=

λ

2π
√

n1
2 sin θ1

2 − 1
✭✷✳✸✶✮

▲❛ ✈5/✐✜❝❛$✐♦♥ ❡①♣5/✐♠❡♥$❛❧❡ ❞❡' ♣/♦♣/✐5$5' ♣❛/$✐❝✉❧✐7/❡' ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥$❡ ♣❛/❛❧❧7❧❡

❛✉ ❞✐♦♣$/❡ ❞✉ ✈❡❝$❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ ❢H$ ❢❛✐$❡ ❡♥ ✶✾✼✽ ♣❛/ ❙✳ ❍✉❛/❞ ❡♥ 5$✉❞✐❛♥$ ❧✬❡✛❡$ ❉♦♣♣❧❡/

❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ 5✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ❝❡♥$✐♠5$/✐4✉❡ ❬✸✻❪✳ ❚❛♥❞✐' 4✉❡ ❧❛ ❞5❝/♦✐''❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡

❞✉ ❝❤❛♠♣ ❧♦/'4✉✬♦♥ '✬5❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ '✉/❢❛❝❡ ❛✈❛✐$ 5$5 ❞5♠♦♥$/5 ❡♥ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ 4✉❡❧4✉❡'

❛♥♥5❡' ♣❧✉' $V$ ♣❛/ ❑✳ ❍✳ ❉/❡①❤❛❣❡ ❬✶✼❪✳ ❈❡$$❡ ❞5❝/♦✐''❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ ❛ ❜✐❡♥ 'H/

✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝/✉❝✐❛❧❡ '✉/ ❧❡ ✢✉① ❞✬5♥❡/❣✐❡ $/❛♥'♣♦/$5 ♣❛/ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥' ❧✬5❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ✿

❧❡ ✢✉① ❞✉ ✈❡❝$❡✉/ ❞❡ :♦②♥$✐♥❣✱ ❝♦//❡'♣♦♥❞❛♥$ 1 ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ /❛②♦♥♥5❡ 1 $/❛✈❡/' ✉♥❡

'✉/❢❛❝❡ ✉♥✐$❛✐/❡✱ ❡'$ ♥✉❧ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥' ❧❛ ❞✐/❡❝$✐♦♥ ❞❡ ♣/♦♣❛❣❛$✐♦♥ z ❛❧♦/' 4✉✬✐❧ ♥❡

❧✬❡'$ ♣❛' ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ '✉/❢❛❝❡✳

❘5'♦❧✉$✐♦♥' ❡$ ❧✐♠✐$❡'

◆♦✉' ❛✈♦♥' ✈✉ ❛✉ ❞5❜✉$ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐$/❡ ✭54✉❛$✐♦♥ ✷✳✸✮ 4✉❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐/ ❞❡ /5'♦❧✉$✐♦♥

❞✬✉♥ ✐♥'$/✉♠❡♥$ ❞✬♦♣$✐4✉❡ ❡'$ ✐♥✈❡/'❡♠❡♥$ ♣/♦♣♦/$✐♦♥♥❡❧ 1 ❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥$❡ ❞✉ ✈❡❝$❡✉/

❞✬♦♥❞❡ ♣❛/❛❧❧7❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡$ ✳ ❈❡$$❡ ❝♦♠♣♦'❛♥$❡ 5$❛♥$ ♣❧✉' ❣/❛♥❞❡ ♣♦✉/ ✉♥❡

♦♥❞❡ 5✈❛♥❡'❝❡♥$❡ 4✉❡ ♣♦✉/ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣/♦❣/❡''✐✈❡✱ ♦♥ ❡♥$/❡✈♦✐$ ❛❧♦/' ✐♠♠5❞✐❛$❡♠❡♥$ ✉♥

♠♦②❡♥ ❞✬❛♠5❧✐♦/❡/ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐/ ❞❡ /5'♦❧✉$✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❡①♣/✐♠❡/ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ /5'♦❧✉$✐♦♥

❛$$❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛ /❡❧❛$✐♦♥ ✷✳✷ ✿ ∆x∆kx ≥ 2π✳ ▲♦/'4✉✬♦♥ ❝❛♣$❡ ❞❡' ♦♥❞❡'

♣/♦❣/❡''✐✈❡'✱ kx ❛♣♣❛/$✐❡♥$ 1 ❧✬✐♥$❡/✈❛❧❧❡ [−ω/c, ω/c] ❝❡ 4✉✐ ❞♦♥♥❡ ∆kx = 4π/λ✳ ❊♥

/❛♣♣♦/$❛♥$ ❝❡$$❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❛♥' ❧❛ /❡❧❛$✐♦♥ ♣/5❝5❞❡♥$❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞5❞✉✐$ ✿

∆x ≥ 2π

∆kx
=
λ

2
✭✷✳✸✷✮

❙✐ ♦♥ ✉$✐❧✐'❡ ❧❛ /❡❧❛$✐♦♥ kx = n(ω/c) sin θ = n(2π/λ) sin θ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ 5✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ❞❡

❋/❡'♥❡❧✱ ❧❛ /❡❧❛$✐♦♥ ♣/5❝5❞❡♥$❡ ✷✳✸✷ ❞❡✈✐❡♥$ ✿

∆x ≥ λ

2n sin θ
≥ λ

2n
✭✷✳✸✸✮

▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ n ❞❛♥' ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦♣$✐4✉❡ ❧✐♠✐$❡ 5♥♦/♠5♠❡♥$ ❧❡ ❣❛✐♥ 4✉❡ ❧✬♦♥

♣♦✉✈❛✐$ ❡'♣5/❡/ ♦❜$❡♥✐/ ✿ ❞❛♥' ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉/ ❞❡' ❝❛' ❧✬♦♥❞❡ 5✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ❞❡ ❋/❡'♥❡❧ ♥♦✉'

♣❡/♠❡$$/❛ ❞✬❛✉❣♠❡♥$❡/ ❧❛ /5'♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ λ/2 1 λ/2n✱ '♦✐$ '❡✉❧❡♠❡♥$ ❞✬❛$$❡✐♥❞/❡ ❝❡ 4✉❡

❧✬♦♥ ♣❡✉$ ♦❜$❡♥✐/ ❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ✉♥ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ 1 ✐♠♠❡/'✐♦♥✳ ◗✉❡❧❧❡ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥ ♣❡✉$✲♦♥

❛❧♦/' ❢❛✐/❡ ❄ ▲✬♦♥❞❡ 5✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ♥❡ '❡/❛✐$ 4✉✬✉♥❡ ✐❞5❡ ❢❛/❢❡❧✉❡ ❄ ♣❛' ❞✉ $♦✉$ ✦ ❉❛♥' $♦✉$❡

❧❛ ❞✐'❝✉''✐♦♥ ❝✐✲❞❡''✉' ♥♦✉' ♥✬❛✈♦♥' ❝♦♥'✐❞5/5 4✉❡ ❧✬♦♥❞❡ 5✈❛♥❡'❝❡♥$❡ ❞❡ ❋/❡'♥❡❧ ♦❜$❡♥✉❡

♣❛/ /5✢❡①✐♦♥ $♦$❛❧❡✳ :♦✉/ ♦❜$❡♥✐/ ❞❡' ❡✛❡$' ♣❧✉' ✐♠♣♦/$❛♥$✱ ❝✬❡'$ 1 ❞✐/❡ ✉♥❡ ♣❧✉' ❣/❛♥❞❡



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣#♦❝❤❡ ✹✸

#.%♦❧✉1✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉% ❢❛✉1 ❝❤❡#❝❤❡# ❞❡% 1②♣❡% ❞✬♦♥❞❡% .✈❛♥❡%❝❡♥1❡% ❞♦♥1 ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥1❡ ❞✉

✈❡❝1❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡1 k// = kx + ky ❡%1 ❡♥❝♦#❡ ♣❧✉% ❣#❛♥❞❡✳ ❉❡ 1❡❧❧❡%

♦♥❞❡% .✈❛♥❡%❝❡♥1❡% ❡①✐%1❡♥1 ✿ ❡❧❧❡% ♥❡ %♦♥1 ♣❛% ♦❜1❡♥✉❡% ♣❛# #.✢❡①✐♦♥ 1♦1❛❧❡ ♠❛✐% ♣❛#

❞✐✛#❛❝1✐♦♥✳

✷✳✷✳✷ ❖♥❞❡& '✈❛♥❡&❝❡♥+❡& ❝,''❡& ♣❛, ❞✐✛,❛❝+✐♦♥

❈♦♥%✐❞.#♦♥% ❧❛ ❞✐✛#❛❝1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ♣❛# ✉♥❡ ❢❡♥1❡ %✐1✉.❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣❧❛♥ Oxy

❞❡ ❧❛#❣❡✉# 2L ❡1 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ✐♥✜♥✐❡ %✉✐✈❛♥1 Oy✳ ❉❡✈❛♥1 ❧❛ ❢❡♥1❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝1#♦♠❛✲

❣♥.1✐D✉❡ %❡ ♣#♦♣❛❣❡ %✉✐✈❛♥1 ❧✬❛①❡ Oz ❡1 %✬.❝#✐1 ✿

E1(z) = E1e
i(kzz−ωt)

✭✷✳✸✹✮

❏✉%1❡ ❞❡##✐I#❡ ❧❛ ❢❡♥1❡✱ ❡♥ z = 0+ ✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡✈✐❡♥1 ✿

E2(x, z = 0+) = E1(z = 0)TL(x, z = 0) ✭✷✳✸✺✮

♦K TL(x, z = 0) ❡%1 ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ 1#❛♥%♣❛#❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥1❡ 1❡❧❧❡ D✉❡ TL (x = [−L,+L], z = 0) =

1 ❡1 TL (x =]−∞,−L[U ] + L,+∞[) = 0✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ❞❡ ❞✐✛#❛❝1✐♦♥✱ ♥♦♠♠.❡ ❛✉%%✐ %♣❡❝1#❡ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡#1✉#❜❛1✐♦♥✱ E2(x, 0
+)✱

%✬❡①♣#✐♠❡ ❛❧♦#% %✉✐✈❛♥1 ✿

Ê2

(

kx, 0
+
)

=

∫ +∞

−∞
dxe−ikxxE2(x, 0

+)

= E1

∫ +L

−L
dxe−ikxx

= 2E1L
sin kxL

kxL
✭✷✳✸✻✮

❉✬❛♣#I% ❧❛ 1❤.♦#✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛#❛❝1✐♦♥ ❬✷✷❪ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ♣♦✐♥1 x %✬♦❜1✐❡♥1 ❡♥ ♣#♦♣❛❣❡❛♥1

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡% ❝♦♠♣♦%❛♥1❡% ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❞✉ %♣❡❝1#❡ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ Ê2 (kx, z) = Ê2 (kx, 0
+) eikzz

1❡❧ D✉❡ k ✈.#✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❞❡ ♣#♦♣❛❣❛1✐♦♥ ❝✬❡%1 Q ❞✐#❡ ✭❝♦♠♠❡ ky = 0✮

k2x + k2z = k2 =
ω2

c2
✭✷✳✸✼✮

❆✐♥%✐✱

E2(x, z) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dkxÊ2 (kx, z) e

ikxx
✭✷✳✸✽✮

=
1

2π

∫ +∞

−∞
dkx2E1L

sin kxL

kxL
ei
√

ω2

c2
−k2xzeikxx ✭✷✳✸✾✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉% ✐♥1.❣#♦♥% %✉# 1♦✉1❡% ❧❡% ✈❛❧❡✉#% ❞❡ kx ♣♦%%✐❜❧❡ #❡%♣❡❝1❛♥1 ❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥

✷✳✸✼✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ E2(x, z) ❡%1 ❝♦♠♣♦%. ❞❡ ❞❡✉① ♣❛#1✐❡% ✿



✹✹ ❊①#❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝.♦&❝♦♣✐❡ 0 ❞❡& ❞✐♠❡♥&✐♦♥& &✉❜♠✐❝.♦♥✐3✉❡&

✕ ✉♥❡ ♣❛.#✐❡ ❤♦♠♦❣7♥❡ ❝♦..❡&♣♦♥❞❛♥# 0 kx ∈ [−ω
c
,+ω

c
] ❀

✕ ✉♥❡ ♣❛.#✐❡ 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡ ❝♦..❡&♣♦♥❞ ❛✉ .❡&#❡ ❞❡ ❧✬✐♥#9❣.❛#✐♦♥✳

◆♦✉& ♦❜#❡♥♦♥& ✐❝✐ ❞❡& ♦♥❞❡& 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡& ♣♦✉. ❞❡& ✈❛❧❡✉.& ❞❡ kx 3✉✐ ♥❡ &♦♥# ♣❧✉& ❧✐♠✐#9❡&

0 ❧✬✐♥#❡.✈❛❧❧❡ [ω
c
, nω

c
]✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬9#❛✐# ❧❡ ❝❛& ♣♦✉. ❧✬♦♥❞❡ 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡ ❞❡ ❋.❡&♥❡❧ ♦❜#❡♥✉❡

♣❛. .9✢❡①✐♦♥ #♦#❛❧❡✱ ♠❛✐& 3✉✐ ♣❡✉✈❡♥# #❤9♦.✐3✉❡♠❡♥# ❛♣♣❛.#❡♥✐. 0 ❧✬✐♥#❡.✈❛❧❧❡ [ω
c
,∞]✳

❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❞✉ ❢❛✐# ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ♣♦.#❡ ❞✉❡ 0 ❧❛ ❢❡♥#❡ ❞✐✛.❛❝#❛♥#❡✱ ❝❡# ✐♥#❡.✈❛❧❧❡ ❡&#

.9❞✉✐# ✿ ♦♥ ❞♦✐# ❛✈♦✐. | sin kxL |≤ 1✱ ❧❛ ❜♦.♥❡ &✉♣9.✐❡✉.❡ ❞✬✐♥#9❣.❛#✐♦♥ ❡&# ❛❧♦.& ❞9✜♥✐❡

♣❛.

kx =
π

L
✭✷✳✹✵✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥#✱ ❞❡& ♦♥❞❡& 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡& ❞✐✛.❛❝#9❡& ❛♣♣❛.❛✐&&❡♥# ❞7& 3✉❡ kx = 2π/λ <

π/L✳ ◆♦✉& .❡#.♦✉✈♦♥& ✐❝✐ ❧❡ ❝.✐#7.❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✿ L < λ/2✳ ❆✐♥&✐✱ ♣❧✉& ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡#

❞✐✛.❛❝#❛♥# ✭L✮ ❡&# ♣❡#✐#✱ ♣❧✉& ❧❛ ♣❛.#✐❡ 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡ ❞✉ &♣❡❝#.❡ ❛♥❣✉❧❛✐.❡ Ê2 (kx, z) =

Ê2 (kx, 0) e
−z

√

k2x−ω2

c2
❡&# ✐♠♣♦.#❛♥#❡ ❡# &✉.#♦✉#✱ ♣❧✉& ❧❡& ✈❛❧❡✉.& ❞❡ kx &♦♥# ❣.❛♥❞❡&✳

❈❤❛3✉❡ ✓ ♦❜❥❡# ✔ 0 ❧❛ &✉.❢❛❝❡ ❞✬✉♥ 9❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ❞✐✛.❛❝#❡ ❞♦♥❝ 0 ❧❛ ❢♦✐& ❞❡& ♦♥❞❡&

♣.♦❣.❡&&✐✈❡& ❡# ❞❡& ♦♥❞❡& 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡&✱ ❧❛ ♣❛.#✐❡ 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡ 9#❛♥# ❞✬❛✉#❛♥# ♣❧✉& ✐♠✲

♣♦.#❛♥#❡ 3✉❡ ❧❡& ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ❞❡ ❝❡# ✓ ♦❜❥❡# ✔ &♦♥# ♣❡#✐#❡&✳

✷✳✷✳✸ ❉$%❡❝%✐♦♥ ❞❡, ♦♥❞❡, $✈❛♥❡,❝❡♥%❡,

Q.9❝9❞❡♠♠❡♥#✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✈✉ 3✉❡ ♣❧✉& ❧✬✐♥#❡.✈❛❧❧❡ [−kx,+kx] ❞❡& ✈❛❧❡✉.& ❞❡ kx .❡✲

R✉❡& ♣❛. ❧❡ ❞9#❡❝#❡✉. &❡.❛ ❧❛.❣❡✱ ♣❧✉& ❧❛ .9&♦❧✉#✐♦♥ ❞✉ &②&#7♠❡ ♦♣#✐3✉❡ &❡.❛ ❣.❛♥❞❡✳ ❖♥

❝♦♠♣.❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣♦✉.3✉♦✐ ❧❛ ♠✐❝.♦&❝♦♣✐❡ ❝❧❛&&✐3✉❡ ✈♦✐# &❛ .9&♦❧✉#✐♦♥ ❧✐♠✐#9❡ ✿ ♥❡ ❞9#❡❝✲

#❛♥# 3✉❡ ❧❡& ♦♥❞❡& ❞✐✛.❛❝#9❡& ❡♥ ✓ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥#❛✐♥ ✔ ❝✬❡&# 0 ❞✐.❡ 0 ❣.❛♥❞❡ ❞✐&#❛♥❝❡ ✭♣❛.

.❛♣♣♦.# 0 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡✮ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡#✱ ❝❡ #②♣❡ ❞❡ ♠✐❝.♦&❝♦♣✐❡ ♥❡ ♣❡✉# ❝❛♣#❡. 3✉❡ ❧❡&

♦♥❞❡& ♣.♦❣.❡&&✐✈❡& 3✉✐ ♥❡ #.❛♥&♣♦.#❡♥# 3✉❡ ❞❡& ✐♥❢♦.♠❛#✐♦♥& ❝♦♥❝❡.♥❛♥# ❞❡& ♦❜❥❡#& ❞❡

#❛✐❧❧❡ &✉♣9.✐❡✉.❡ 0 λ/2✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ♦♥ ✈♦✐# ❝♦♠♠❡♥# ✐❧ ❡&# ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥#♦✉.♥❡. ❧❛ ✓ ❧✐✲

♠✐#❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✔ ✿ ❧❡& ✐♥❢♦.♠❛#✐♦♥& ❝♦♥❝❡.♥❛♥# ❧❡& ♦❜❥❡# &✉❜✲❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡ .❡&#❛♥#

❝♦♥✜♥9❡& &✉. ❧❛ &✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡# &❛♥& ♣♦✉✈♦✐. &❡ ♣.♦♣❛❣❡. ♣❡✉✈❡♥# U#.❡ ❞9#❡❝#9❡& ❡♥

❛❧❧❛♥# ❧❡& ❝❤❡.❝❤❡. ❧0 ♦V ❡❧❧❡& &❡ #.♦✉✈❡♥#✱ ❝✬❡&# 0 ❞✐.❡ ❡♥ ❛♣♣.♦❝❤❛♥# ❧❡ ❞9#❡❝#❡✉. ❛✉ ♣❧✉&

♣.7& ❞❡ ❧✬♦❜❥❡#✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ &✐ ✉♥ ♦❜❥❡# ❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ &✉❜✲❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡ ♣❡✉# #.❛♥&❢♦.✲

♠❡. ♣❛. ❞✐✛.❛❝#✐♦♥ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣.♦❣.❡&&✐✈❡ ❡♥ ♦♥❞❡& 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡&✱ ❞❡& ♦♥❞❡& 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡&

♣❡✉✈❡♥# ❞❡ ❧❛ ♠U♠❡ ♠❛♥✐7.❡✱ ❞✬❛♣.7& ❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ .❡#♦✉. ✐♥✈❡.&❡✱ U#.❡ #.❛♥&❢♦.♠❡.

❡♥ ♦♥❞❡& ♣.♦❣.❡&&✐✈❡& ♣❛. ❞✐✛.❛❝#✐♦♥✳ ❆✐♥&✐✱ ❡♥ ❛♣♣.♦❝❤❛♥# ✉♥❡ ♣♦✐♥#❡ &✉❜✲❧♦♥❣✉❡✉.

❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ &✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡# ♦❜&❡.✈9✱ ❧❡& ♦♥❞❡& 9✈❛♥❡&❝❡♥#❡& ♣.9&❡♥#❡& 0 &❛ &✉.❢❛❝❡

&❡.♦♥# ♣❛.#✐❡❧❧❡♠❡♥# #.❛♥&❢♦.♠9❡& ❡♥ ♦♥❞❡& ♣.♦❣.❡&&✐✈❡& ❡# ✈♦♥# ♣♦✉✈♦✐. #.❛♥&♣♦.#❡.

❧❡& ✐♥❢♦.♠❛#✐♦♥& 3✉✬❡❧❧❡& ❝♦♥#✐❡♥♥❡♥# ❥✉&3✉✬❛✉ ❞9#❡❝#❡✉. ❬✻✺❪✳ ▲✬9❧9♠❡♥# ❝.✉❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛

♠✐❝.♦&❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣.♦❝❤❡ ❡&# ❞♦♥❝ ❧❛ &♦♥❞❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞♦✐# ❛✈♦✐. ✉♥❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ♥❛♥♦✲

♠9#.✐3✉❡ ❡# ♣♦✉✈♦✐. U#.❡ ♣♦&✐#✐♦♥♥9❡ 0 3✉❡❧3✉❡& ♥❛♥♦♠7#.❡& ❞❡ ❧❛ &✉.❢❛❝❡ &❝❛♥♥9❡✳ ❯♥



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣#♦❝❤❡ ✹✺

❡①❡♠♣❧❡ ❡%0 ❞♦♥♥2 ♣♦✉# ✉♥❡ ❞20❡❝0✐♦♥ ❛%%✉#2❡ ♣❛# ✉♥❡ %♦♥❞❡ ❝♦♥%0✐0✉2❡ ❞✬✉♥❡ ✜❜#❡

♦♣0✐7✉❡ ❡✣❧2❡ #❡❧✐2❡ 9 ✉♥ ♣❤♦0♦✲♠✉❧✐0✐♣❧✐❝❛0❡✉#✳

✷✳✷✳✹ ▼✐❝&♦(❝♦♣❡ ♦♣+✐,✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣&♦❝❤❡

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ❞2❝#✐#❡ ✐❝✐ ❧❡% ❞✐✛2#❡♥0❡% 0❡❝❤♥✐7✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡% 9 %♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❛

❞✐✛2#❡♥❝❡ ❡♥0#❡ ❝❡% ❞✐✛2#❡♥0❡% 0❡❝❤♥✐7✉❡% ✈✐❡♥0 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐@#❡ ❞✬2❝❧❛✐#❡# ❧✬♦❜❥❡0✳

◆♦✉% ♣♦✉##♦♥% ♥♦✉% #❛♣♣♦#0❡# 9 ❧❛ #2❢2#❡♥❝❡ ❬✺✼❪ ♣♦✉# 0♦✉% ❧❡% ❞20❛✐❧% ❝♦♥❝❡#♥❛♥0

❝❡ 0②♣❡ ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡✳ ◆♦0♦♥% %✐♠♣❧❡♠❡♥0 7✉✬✐❧ ❡①✐%0❡ ❞❡✉① 0❡❝❤♥✐7✉❡% ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡%✳

▲❛ ♣#❡♠✐@#❡ ❡%0 ❧❡ ❙❚❖▼ ✭❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❖♣0✐❝❛❧ ▼✐❝#♦%❝♦♣②✮ ❞♦♥0 ❧✬2❝❧❛✐#❛❣❡

%❡ ❢❛✐0 ♣❛# #2✢❡①✐♦♥ 0♦0❛❧❡✱ ❧❛ %♦♥❞❡ ❞20❡❝0❛♥0 ❛❧♦#% ❧❡% ♦♥❞❡% 2✈❛♥❡%❝❡♥0❡% 9 ❧❛ %✉#❢❛❝❡

❞❡ ❧✬2❝❤❛♥0✐❧❧♦♥✱ ✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✷✳✼✳ ▲❛ ❞❡✉①✐@♠❡ 0❡❝❤♥✐7✉❡ ❡%0 ❧❡ ❙◆❖▼ ✭❙❝❛♥♥✐♥❣ ◆❡❛#

❋✐❡❧❞ ❖♣0✐❝❛❧ ▼✐❝#♦%❝♦♣②✮ 7✉✐ ♣❡✉0 Q0#❡ #2❛❧✐%2❡ ❞❡ ❞✐✛2#❡♥0❡% ❢❛R♦♥%✱ #❡♣#2%❡♥02❡%

%❝❤2♠❛0✐7✉❡♠❡♥0 ✜❣✉#❡ ✷✳✽✱ ♦T ❧❛ %♦♥❞❡ ♣❡✉0 Q0#❡ %♦✐0 ✉0✐❧✐%2❡ ♣♦✉# 2❝❧❛✐#❡# ❧✬♦❜❥❡0✱ %♦✐0

❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥0❡ ❞20❡❝0#✐❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❙❚❖▼✱ ❡①6-❛✐6 ❞❡ ❬✷✾❪✳

U♦✉# ✜♥✐#✱ ❧❛ ✜❣✉#❡ ✷✳✾ ♠♦♥0#❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡% ❣#❛✐♥% %✉# ✉♥ ✜❧♠ ❞✬■❚❖ ✭♦①②❞❡

❞✬✐♥❞✐✉♠ ❡0 ❞✬20❛✐♥✮ ❡✛❡❝0✉2❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 0❡❝❤♥✐7✉❡ ❙◆❖▼ ❛✐♥%✐ 7✉✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭✐♠❛❣❡ ❆✮

❞♦♥♥2❡ ♣❛# ✉♥ ♠✐❝#♦%❝♦♣❡ 9 ❢♦#❝❡ ❛0♦♠✐7✉❡ ✭7✉✐ ❡①♣❧♦✐0❡ ❧✬✐♥0❡#❛❝0✐♦♥ ❡♥0#❡ ❧❡% ❛0♦♠❡%

❞❡ ❧✬❛♣❡① ♥❛♥♦♠20#✐7✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✐♥0❡ ❡0 ❧❡% ❛0♦♠❡% %✉#❢❛❝✐7✉❡% ❞✬✉♥ 2❝❤❛♥0✐❧❧♦♥✱ ❧❡

♠❡%✉#❡ %❡ ❢❛✐%❛♥0 ✈✐❛ ❧❛ ❞2✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❝#♦✲❧❡✈✐❡# %✉# ❧❡ 7✉❡❧ ❡%0 ✜①2 ❧❛ ♣♦✐♥0❡✮✳ ❖♥

❝♦♥%0❛0❡ ❛❧♦#% 7✉❡ ❧❛ 0❡❝❤♥✐7✉❡ ❙◆❖▼ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ 0#@% ❜♦♥♥❡ 7✉❛❧✐02 ❞❡ ❧❛

%✉#❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥0✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ #2%♦❧✉0✐♦♥ ❞❡ 20nm✳



✹✻ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ▲❡& ❞✐✛*+❡♥-& ♠♦❞❡& ❞✉ ❙◆❖▼ ✿ ✭❛✮ ❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ ❀ ✭❜✮ ❡♥ ❝♦❧❧❡❝-✐♦♥ ❀ ✭❝✮ ❡♥

+*✢❡①✐♦♥✳ ■♠❛❣❡ ❡①-+❛✐-❡ ❞❡ ❬✷✾❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ■♠❛❣❡ ❞❡& ❣+❛✐♥& ❞✬✉♥ ✜❧♠ ❞✬■❚❖ ❞♦♥♥*❡ ♣❛+ ✭❆✮ ✉♥ ♠✐❝+♦&❝♦♣❡ I ❢♦+❝❡ ❛-♦♠✐K✉❡

❡- ✭❇✮ ✉♥ ♠✐❝+♦&❝♦♣❡ ♦♣-✐K✉❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣+♦❝❤❡✳ ■♠❛❣❡ ❡①-+❛✐-❡ ❞❡ ❬✷✾❪✳

✷✳✸ ▼✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥0❛✐♥

▼❛❧❣/7 ❧❡✉/ ❡①❝❡❧❧❡♥$❡ /7'♦❧✉$✐♦♥ '♣❛$✐❛❧❡✱ ❧❡' $❡❝❤♥✐4✉❡' 1 '♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣/7'❡♥$❡♥$

❧✬✐♥❝♦♥✈7♥✐❡♥$ ❞✬✐♠♣♦'❡/ ✉♥❡ ✐♥$❡/❛❝$✐♦♥ ❝♦♥'✐❞7/❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ '✉❜'$/❛$ ♦✉ ❧❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡$

7$✉❞✐7✳ ➚ ❝❡ $✐$/❡ ❧❡' ♠7$❤♦❞❡' ♦♣$✐4✉❡' ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥$❛✐♥✱ ❞♦♥$ ❧❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ /❡♣♦'❡ '✉/

❧✬✐♥$❡/❛❝$✐♦♥ ♠❛$✐@/❡✲/❛②♦♥♥❡♠❡♥$✱ ❝♦♥'$✐$✉❡♥$ ✉♥❡ ❛❧$❡/♥❛$✐✈❡ ♠♦✐♥' ✐♥✈❛'✐✈❡ ♣❡/♠❡$✲

$❛♥$ ❞❡ '♦♥❞❡/ ✓ 1 ❞✐'$❛♥❝❡ ✔ ❧❡' ♣/♦♣/✐7$7' ♣❤♦$♦✲♣❤②'✐4✉❡' ❞❡' ♥❛♥♦✲♦❜❥❡$'✳

❆✐♥'✐✱ ❡♥ ✶✾✾✵ ▼✳ ❖//✐$ ❡$ ❏✳ ❇❡/♥❛/❞ ❬✺✶❪ ♦♥$ ✉$✐❧✐'7 ❧❛ $❡❝❤♥✐4✉❡ ❞✬❡①❝✐$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ /7❛❧✐'❡/ ❧❛ ♣/❡♠✐@/❡ ❞7$❡❝$✐♦♥ ❞❡' ♣❤♦$♦♥' 7♠✐' ♣❛/ ❞❡' ♠♦❧7❝✉❧❡' ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡'✳ ➚ ❧✬♦/✐❣✐♥❡ ❞7$❡❝$7❡' 1 $❡♠♣7/❛$✉/❡ ❝/②♦❣7♥✐4✉❡ ❞❛♥' ✉♥❡ ♠❛$/✐❝❡ '♦❧✐❞❡ ✭♦Q

❧❡' ♠♦❧7❝✉❧❡' '♦♥$ ✜♥❛❧❡♠❡♥$ ✐'♦❧7❡' '♣❛$✐❛❧❡♠❡♥$✮✱ ❧❡' ♠♦❧7❝✉❧❡' ✢✉♦/❡'❝❡♥$❡' ✉♥✐4✉❡'

'♦♥$ ❞7'♦/♠❛✐' ♦❜'❡/✈❛❜❧❡' ❞❡ ♠❛$✐@/❡ /♦✉$✐♥✐@/❡ ♣❛/ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡'✲



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✹✼

❝❡♥❝❡ 0 -❡♠♣1#❛-✉#❡ ❛♠❜✐❛♥-❡✱ ❞❛♥% ❞❡% ❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥-% ✈❛#✐1%✳ ❆✉ ❝♦✉#% ❞❡% ❛♥♥1❡%

90✱ ❧✬❡%%♦# ❞❡% -❡❝❤♥✐:✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❢<- ❛❝❝♦♠♣❛❣♥1 ❞❡ ♣#♦❣#>% ❝♦♥%-❛♥-% ❡♥ ♠❛✲

-✐>#❡ ❞❡ %②♥-❤>%❡ ❝❤✐♠✐:✉❡ ❞❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡-% ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧% ✭♥❛♥♦❝#✐%-❛✉① %❡♠✐❝♦♥❞✉❝-❡✉#%✱

♥❛♥♦♣❛#-✐❝✉❧❡% ♠1-❛❧❧✐:✉❡%✱ ♥❛♥♦-✉❜❡% ❞❡ ❝❛#❜♦♥❡✮ ❬✹✵❪ ❡- ❞❡ ♣#♦❝1❞1% ❞❡ ❝#♦✐%%❛♥❝❡ ❞❡

%②%->♠❡% ♥❛♥♦♠1-#✐:✉❡% ❛✉-♦✲❛%%❡♠❜❧1% -❡❧% :✉❡ ❧❡% ♣✉✐-% :✉❛♥-✐:✉❡% ❬✸✽❪✳ ■❧ ❞❡✈❡♥❛✐-

❛❧♦#% ✐♥❞✐%♣❡♥%❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐%♣♦%❡# ❞❡ ♠1-❤♦❞❡% ❞❡ ❞1-❡❝-✐♦♥ %❡♥%✐❜❧❡% ❡- %✐♠♣❧❡% 0 ♠❡--#❡

❡♥ K✉✈#❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛#❛❝-1#✐%❡# ❧❛ ♣❤♦-♦♣❤②%✐:✉❡ ❞❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡-% ❞❡ ♣❧✉% ❡♥ ♣❧✉% ❝♦♠✲

♣❧❡①❡%✳ ❈✬❡%- ❛✐♥%✐ :✉❡ ❧❛ :✉N-❡ ✈❡#% ❧✬❛♠1❧✐♦#❛-✐♦♥ ❞❡ #1%♦❧✉-✐♦♥% ♦♣-✐:✉❡% ✭❡♥ ❝❤❛♠♣

❧♦✐♥-❛✐♥✮ ❝♦♠♠❡♥O❛✳ ❈❡--❡ #❡❝❤❡#❝❤❡ ❛♠❡♥❛ 0 ❞1❝♦✉✈#✐# :✉❡ ❧❛ ❜❛##✐>#❡ ❞❡ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ♣♦✉✈❛✐- N-#❡ ❢#❛♥❝❤✐❡ ❡♥ ✉-✐❧✐%❛♥- ❞❡% -#❛♥%✐-✐♦♥%

♠♦❧1❝✉❧❛✐#❡% ❜❛%✐:✉❡%✳ ◆♦✉% ♠♦♥-#❡#♦♥% :✉❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣- ❡①♣❧♦✐-❡ ❧❛ -#❛♥%✐-✐♦♥ ❡♥-#❡ ✉♥

1-❛- ♥♦✐# ❡- ✉♥ 1-❛- ❜#✐❧❧❛♥- ♣♦✉# ❝❤❛♥❣❡# ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-1 ❞❡ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❞❡% ♠♦❧1❝✉❧❡% ❛✜♥

:✉❡ ❧❡% ♠♦❧1❝✉❧❡% ♦✉ ❞❡% ♦❜❥❡-% ❛❞❥❛❝❡♥-% 0 ❧✬♦❜❥❡- 1-✉❞✐1 ♥✬1♠❡--❡♥- ♣❛%✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣-

❛ 1-1 ✉-✐❧✐%1 ❞❛♥% ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ ✭❙-✐♠✉❧❛-❡❞ ❡♠✐%%✐♦♥ ❞❡♣❧❡-✐♦♥✮ ♣❛# ❙✳ ❲✳ ❍❡❧❧

❡- ❏✳ ❲✐❝❤♠❛♥♥ ♣♦✉# ❛--❡✐♥❞#❡ ❞❡% #1%♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ 35nm ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ❬✸✸❪ ❝❡ :✉✐

❧❡✉# ❛ ✈❛❧✉ ❧❡ ♣#✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❡♥ ✷✵✶✹✳

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ❝♦♠♠❡♥❝❡# ♣❛# ❞1❝#✐#❡ ❧❡% ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡% -❡❝❤♥✐:✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡% ❞❡ ❧✉♠✐✲

♥❡%❝❡♥❝❡ ✿ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❞✬1♣✐✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❡- ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳ ]♦✉# ❝❡ ❢❛✐#❡

♥♦✉% ✐♥-#♦❞✉✐#♦♥% -♦✉- ❞✬❛❜♦#❞ ❜#✐>✈❡♠❡♥- ❧❡% ♥❛♥♦✲♦❜❥❡-% ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥-%✳ ❊♥%✉✐-❡✱ ♥♦✉%

✐♥-1#❡%%❡#♦♥% ❛✉① -❡❝❤♥✐:✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡% %✉❜✲❞✐✛#❛❝-✐♦♥ -❡❧❧❡ :✉❡ ❧❡ ❙❚❊❉ ❡- ❧✬✐❧❧✉✲

♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#1❡✳ ◆♦✉% ✈❡##♦♥% ❛❧♦#% ❝♦♠♠❡♥- ❝❡% ♥♦✉✈❡❧❧❡% -❡❝❤♥✐:✉❡% ♣❡✉✈❡♥- N-#❡

✉-✐❧✐%1❡% ❛✈❡❝ ❞❡% 1❝❤❛♥-✐❧❧♦♥% ♥♦♥✲✢✉♦#❡%❝❡♥-%✳

✷✳✸✳✶ ◆❛♥♦✲♦❜❥❡,- ❧✉♠✐♥❡-❝❡♥,-

❖♥ ♠♦❞1❧✐%❡ ✉♥ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡- ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥- ♣❛# ✉♥ %②%->♠❡ 0 -#♦✐% ♥✐✈❡❛✉ 1❧❡❝-#♦♥✐:✉❡✱

✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✷✳✶✵✳ ❈❡--❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ♥♦✉% ♣❡#♠❡--#❛ ❞❡ ❞1❝#✐#❡ ❞❡ ♠❛♥✐>#❡ ❣1♥1#❛❧❡ ❧❡%

-❡❝❤♥✐:✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡✳ ◆♦✉% ❝♦♥%✐❞1#♦♥% ❞❡ ♣❧✉% ✉♥✐:✉❡♠❡♥- ❞❡%

-#❛♥%✐-✐♦♥% ❞✐♣♦❧❛✐#❡% 1❧❡❝-#✐:✉❡%✳ ▲✬❛❜%♦#♣-✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ✈❡#% ✉♥ 1-❛- ❡①❝✐-1 |e′〉 0 ♣❛#-✐#
❞✉:✉❡❧ ❧❡% 1❧❡❝-#♦♥% ♣❤♦-♦❝#11% #❡❧❛①❡♥- -#>% #❛♣✐❞❡♠❡♥- ✈❡#% ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐-1 ❧❡ ♣❧✉%

❜❛% |e〉✳ ▲❛ #❡❧❛①❛-✐♦♥ 0 ♣❛#-✐# ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ |e〉 ✈❡#% ❧✬1-❛- ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧ |f〉 ♣❡✉- %✬❡✛❡❝-✉❡#
✈✐❛ ❧✬1♠✐%%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦-♦♥ ✭#❡❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ #❛❞✐❛-✐✈❡✮ ♦✉ ♣❛# ❧✬✐♥-❡#♠1❞✐❛✐#❡ ❞❡ ♣#♦✲

❝❡%%✉% ♥♦♥✲#❛❞✐❛-✐❢%✳ ❖♥ %✉♣♣♦%❡#❛ :✉❡ ❧❛ #❡❧❛①❛-✐♦♥ ♥♦♥✲#❛❞✐❛-✐✈❡ ❞❡ |e′〉 ✈❡#% |e〉 ❡%-
%✉✣%❛♠♠❡♥- #❛♣✐❞❡ ♣♦✉# ❝♦♥%✐❞1#❡# :✉❡ %❡✉❧% ❧❡% ♥✐✈❡❛✉① |e〉 ❡- |f〉 %♦♥- ♣❡✉♣❧1%✳ ▲❡
-❛✉① ❞❡ #❡❧❛①❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬1-❛- ❡①❝✐-1 Γe ❡%- #❡❧✐1 0 %❛ ❞✉#1❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣❛# τe = Γ−1e ❡- %✬1❝#✐- ✿

Γe = Γrad + Γnr ✭✷✳✹✶✮

♦a Γrad ❡- Γnr %♦♥- #❡%♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- ❧❡ -❛✉① ❞❡ #❡❧❛①❛-✐♦♥ #❛❞✐❛-✐✈❡ ❡- ♥♦♥ #❛❞✐❛-✐✈❡✳

❚②♣✐:✉❡♠❡♥- ❧❡% ❞✉#1❡% ❞❡ ✈✐❡ #❛❞✐❛-✐✈❡% %♦♥- ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦%❡❝♦♥❞❡ ❛❧♦#% :✉❡



✹✽ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❧❡' $❡♠♣' ❝❛/❛❝$5/✐'$✐4✉❡' ❞❡' ♣/♦❝❡''✉' ❞❡ /❡❧❛①❛$✐♦♥' ♥♦♥✲/❛❞✐❛$✐❢' '❡ '✐$✉❡♥$ ❞❛♥' ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ♣✐❝♦'❡❝♦♥❞❡✳ ◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' ❛✉''✐ ✐♥$/♦❞✉✐/❡ ❧❛ ❧❛/❣❡✉/ ❤♦♠♦❣=♥❡ ❞✉ '♣❡❝$/❡

❞✬5♠✐''✐♦♥ ✿

Γhom =
Γe
2

+ γ∗ ✭✷✳✹✷✮

▲❛ ❧❛/❣❡✉/ ❤♦♠♦❣=♥❡ ❡'$ ❞5$❡/♠✐♥5❡ ♣❛/ ❧❛ ❞✉/5❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤5/❡♥❝❡ ❞✉ ❞✐♣D❧❡

❞❡ $/❛♥'✐$✐♦♥✳ ▲❡ $❡/♠❡ γ∗ /❛''❡♠❜❧❡ $♦✉' ❧❡' ♣/♦❝❡''✉' ❞5♣❤❛'❛♥$' ❝♦✉♣❧❛♥$ ❧❡ ♥❛♥♦✲

♦❜❥❡$ ❡$ ❧✬❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥$ ❡①$5/✐❡✉/✳ ■❧ ❞5♣❡♥❞ ❢♦/$❡♠❡♥$ ❞❡ ♣/♦❝❡''✉' $❡❧ 4✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

5❧❡❝$/♦♥✲♣❤♦♥♦♥✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ $❡♠♣5/❛$✉/❡✳ ❆✐♥'✐✱ 1 $❡♠♣5/❛$✉/❡ ❝/②♦❣5♥✐4✉❡ ✭≤ 4K✮✱

✐❧ ❡'$ ♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐'♣♦'❡/ ❞❡ '②'$=♠❡' ♣♦✉/ ❧❡'4✉❡❧' ❧❛ ❧❛/❣❡✉/ ❤♦♠♦❣=♥❡ ❡'$ ❧✐♠✐$5❡

♣❛/ ❧❛ ❞✉/5❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬5$❛$ ❡①❝✐$5✳ ❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ 1 $❡♠♣5/❛$✉/❡ ❛♠❜✐❛♥$❡✱ ❧❡' ♣/♦❝❡'✲

'✉' ❞5♣❤❛'❛♥$ ❜/♦✉✐❧❧❡♥$ ❧❛ ❝♦❤5/❡♥❝❡ ♦♣$✐4✉❡ ❡♥ 4✉❡❧4✉❡' ❢❡♠$♦'❡❝♦♥❞❡'✳ ▲❛ ❧❛/❣❡✉/

❤♦♠♦❣=♥❡ ❡'$ ❛❧♦/' ❞❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ 4✉❡❧4✉❡' ❞✐③❛✐♥❡' ❞❡ ♥❛♥♦♠=$/❡ ✭'♦✐$ ❡♥✈✐/♦♥ 0.1eV ✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❉✐❛❣)❛♠♠❡ ❞✬.♥❡)❣✐❡ 0❝❤.♠❛3✐4✉❡ ❞✬✉♥ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡3 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❧✉♠✐♥❡0❝❡♥3 ❀

❧❛ ❝♦✉)❜❡ ❞❡ 3)❛♥0♠✐00✐♦♥ ❞✉ ✜❧3)❡ ♣❛00❡ ❜❛♥❞❡ ✉3✐❧✐0. ❡♥ ♠✐❝)♦0❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡0❝❡♥❝❡ ❡03

)❡♣).0❡♥3.❡✳



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✹✾

✷✳✸✳✷ ▼✐❝&♦(❝♦♣✐❡ ❞❡ ♣❤♦-♦❧✉♠✐♥❡(❝❡♥❝❡

0#✐♥❝✐♣❡ ❡- ❝♦♥-#❛✐♥-❡

■❧ ❡①✐%-❡ 3 ❧✬❤❡✉#❡ ❛❝-✉❡❧❧❡ ♣❧✉%✐❡✉#% %-#❛-6❣✐❡% ♣❡#♠❡--❛♥- ❞❡ ❞6-❡❝-❡# ❞❡% ♥❛♥♦✲♦❜❥❡-%

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧% ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥-%✳ ➚ -❡♠♣6#❛-✉#❡ ❛♠❜✐❛♥-❡✱ ✐❧ ♥✬❡%- ♣❛% ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ♣#♦✜-❡#

❞❡ ❧❛ ✜♥❡%%❡ ❞❡% #❛✐❡% ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ♣♦✉# %6❧❡❝-✐♦♥♥❡#  ♣❡❝$%❛❧❡♠❡♥$ ✉♥ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡-

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❬✻✹❪✳ ❆✐♥%✐ ✐❧ ❡%- ♥6❝❡%%❛✐#❡ ❞✬❡✛❡❝-✉❡# ✉♥❡ %6❧❡❝-✐♦♥  ♣❛$✐❛❧❡✳ ▲❛ ❞✐%-❛♥❝❡

♠♦②❡♥♥❡ %6♣❛#❛♥- ❧❡% ♥❛♥♦✲♦❜❥❡-% ❞♦✐- ❞♦♥❝ H-#❡ %✉♣6#✐❡✉#❡ 3 ❧❛ ❧✐♠✐-❡ ❞❡ #6%♦❧✉-✐♦♥

♦♣-✐I✉❡ ❞✉ ❞✐%♣♦%✐-✐❢ ❞✬✐♠❛❣❡#✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉% ❧✬❛✈♦♥% ✈✉ ♣#6❝6❞❡♠♠❡♥-✱ ❧❛ #6%♦❧✉-✐♦♥

-#❛♥%✈❡#%❡ ❞❡% ♠✐❝#♦%❝♦♣❡% ♦♣-✐I✉❡% ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ❡%- ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ λ/2✱ ♦L λ ❡%-

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞6-❡❝-✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉% ✐♠♣♦%❡ ✉♥❡ ❞❡♥%✐-6 %✉#❢❛❝✐I✉❡ ❞❡ ❧✬♦#❞#❡

❞❡1 µm−2 ♣♦✉# ❧❡% 6❝❤❛♥-✐❧❧♦♥% ✉-✐❧✐%6%✱ ❝❡ I✉✐ ♥✬❡%- ♣❛% -♦✉❥♦✉#% #6❛❧✐%❛❜❧❡✳ ▼❛✐% ❞❛♥%

❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ ♥♦♥✲%- ♦♥❛♥$❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ ♣❛# ❧✬✐♥-❡#♠6❞✐❛✐#❡ ❞✬✉♥ 6-❛-

❡①❝✐-6 |e′〉✳ ▲❡% ♣❤♦-♦♥% 6♠✐% ♦♥- ❛❧♦#% ✉♥❡ 6♥❡#❣✐❡ ♣❧✉% ❢❛✐❜❧❡ I✉❡ ❧❡% ♣❤♦-♦♥% ❛❜%♦#❜6%✳
■❧ ❡%- ❞♦♥❝ ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡% %6❧❡❝-✐♦♥♥❡# %♣❡❝-#❛❧❡♠❡♥- 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠✐#♦✐# ❞✐❝❤#♦MI✉❡ ♦✉

❞✬✉♥ ✜❧-#❡ ♣❛%%❡✲❜❛♥❞❡✱ ✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✷✳✶✵✳

▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❞✬6♣✐✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡

■❧ %✬❛❣✐- ❞❡ ❧❛ -❡❝❤♥✐I✉❡ ❞❡ ❞6-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉% %✐♠♣❧❡ 3 ♠❡--#❡ ❡♥

R✉✈#❡✳ ▲✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❡%- #6❛❧✐%6❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛#❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❝♦❧❧✐♠❛-6✱ ✈♦✐# ✜❣✉#❡

✷✳✶✶✭❛✮✳ 0♦✉# ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❢♦❝❛❧✐%❡ ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❡①❝✐-❛-❡✉# ❞❛♥% ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❛##✐U#❡ ❞❡ ❧✬♦❜✲

❥❡❝-✐❢✳ ▲❡% ♣❤♦-♦♥% 6♠✐% ✈❡#% ❧✬❛##✐U#❡ %♦♥- ❛❧♦#% ❝♦❧❧❡❝-6% ❛✈❡❝ ❧❡ ♠H♠❡ ♦❜❥❡❝-✐❢ ❞❡

♠✐❝#♦%❝♦♣❡ ❡- -#❛✈❡#%❡♥- ❧❡ ♠✐#♦✐# ❞✐❝❤#♦MI✉❡✱ ❛❧♦#% I✉❡ ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❡①❝✐-❛-❡✉# #6✢6✲

❝❤✐ ♣❛# ❧✬6❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ %✉❜✐- ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ #6✢❡①✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠✐#♦✐# ❞✐❝❤#♦MI✉❡✳ ▲❡

❢❛✐%❝❡❛✉ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ ❡%- ✜❧-#6 %♣❡❝-#❛❧❡♠❡♥- 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✜❧-#❡ ♣❛%%❡✲❜❛♥❞❡ ✭♦✉

6✈❡♥-✉❡❧❧❡♠❡♥- ❞✬✉♥ ✜❧-#❡ ❝♦❧♦#6✮✱ ♣✉✐% ❢♦❝❛❧✐%6 %✉# ✉♥❡ ❝❛♠6#❛ 6I✉✐♣6❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛#❡--❡

❈❈❉ ✭❈❤❛#❣❡ ❈♦✉♣❧❡❞ ❉❡✈✐❝❡✮ 2D #❡❢#♦✐❞✐❡✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝-✐❢ ❡%- ❛✐♥%✐ ❝♦♥❥✉✲

❣✉6 ❛✈❡❝ ❧❛ %✉#❢❛❝❡ ❞✉ ❞6-❡❝-❡✉#✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❧❛#❣❡ 6❝❧❛✐#6 ✭-②♣✐I✉❡♠❡♥- 25× 25µm2
✮ ❡%-

❡♥%✉✐-❡ ✈✐%✉❛❧✐%6✳ ▲❛ #6%♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❞✬6♣✐✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❡%- ✐❞❡♥-✐I✉❡ 3 ❝❡❧❧❡

❞❡% -❡❝❤♥✐I✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❝❧❛%%✐I✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡%- ❞♦♥♥6 ♣❛# ❧❡ ❝#✐-U#❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✿

Re =
1.22λ

2O.N
✭✷✳✹✸✮

♦L O.N. ❞6%✐❣♥❡ ❧✬♦✉✈❡#-✉#❡ ♥✉♠6#✐I✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝-✐❢ ✉-✐❧✐%6✳ ▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡

❆✉ ❝♦♥-#❛✐#❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❞✬6♣✐✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡%- ✉♥❡ -❡❝❤✲

♥✐I✉❡ ♣♦♥❝-✉❡❧❧❡✳ ❯♥ ❞✐%♣♦%✐-✐❢ ❝❧❛%%✐I✉❡ ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ✉-✐❧✐%❡ ✉♥ ❢❛✐%❝❡❛✉

✭❧❡ ♣❧✉% %♦✉✈❡♥- ✉♥ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❧❛%❡#✮ ❢♦#-❡♠❡♥- ❢♦❝❛❧✐%6 %✉# ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥

❧✐♠✐-6 ♣❛# ❧❛ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧6 ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧✮ 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝-✐❢ ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣❡

❞❡ ❣#❛♥❞❡ ♦✉✈❡#-✉#❡ ♥✉♠6#✐I✉❡✳ ▲❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ ❡%- #❡❝✉❡✐❧❧✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠H♠❡

♦❜❥❡❝-✐❢ ❡- %6♣❛#6 ❞✉ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❡①❝✐-❛-❡✉# #6✢6❝❤✐ ♣❛# ✉♥ ♠✐#♦✐# ❞✐❝❤#♦MI✉❡✱ ✈♦✐# ✜❣✉#❡

✷✳✶✶✭❜✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞6-❡❝-❡# ✉♥✐I✉❡♠❡♥- ❧❡% ♣❤♦-♦♥% ✐%%✉% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧✱ ❧❡ %✐❣♥❛❧ ❞❡



✺✵ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ▼✐❝'♦)❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥❡)❝❡♥❝❡ ✿ ✭❛✮ ▼♦♥5❛❣❡ ❞✬8♣✐✢✉♦'❡)❝❡♥❝❡✱ ✭❜✮ ▼♦♥5❛❣❡ ❞❡

♠✐❝'♦)❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳

❧✉♠✐♥❡'❝❡♥❝❡ ❡'$ ✜❧$/6 '♣❛$✐❛❧❡♠❡♥$ 1 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛♣❤/❛❣♠❡ ✭$/♦✉ ❞✬6♣✐♥❣❧❡✮ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡

❞✐❛♠=$/❡ ✭5 1 30µm✮ ❝♦♥❥✉❣✉6 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥$ ❞✬❡①❝✐$❛$✐♦♥✱ ♣✉✐' ❢♦❝❛❧✐'6 '✉/ ✉♥ ❞6$❡❝$❡✉/

♣♦♥❝$✉❡❧ 6❣❛❧❡♠❡♥$ ❝♦♥❥✉❣✉6 ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧✳ ▲❡ ❞✐❛♠=$/❡ ❞✉ $/♦✉ ❞✬6♣✐♥❣❧❡

❡'$ ♦♣$✐♠✐'6 ❞❡ ❢❛C♦♥ 1 ❛✈♦✐/ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉/ '6❧❡❝$✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ♣♦''✐❜❧❡✳ ▲❡' ❞6$❡❝$❡✉/' ❧❡'

♣❧✉' ❢/64✉❡♠♠❡♥$ ✉$✐❧✐'6' '♦♥$ ❞❡' ♣❤♦$♦❞✐♦❞❡' 1 ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ✭❆E❉✮✳ ❉❛♥' ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ ❝❛' ❧❛ '✉/❢❛❝❡ ❛❝$✐✈❡ ❞✉ ❞6$❡❝$❡✉/ ❡'$ '✉✣'❛♠♠❡♥$ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉/ /6❛❧✐'❡/ ❧❡ ✜❧$/❛❣❡

'♣❛$✐❛❧ '❛♥' ❛✈♦✐/ /❡❝♦✉/' 1 ✉♥ $/♦✉ ❞✬6♣✐♥❣❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛❝4✉6/✐/ ❞❡' ✐♠❛❣❡' ❝♦♥❢♦❝❛❧❡'✱

❧✬6❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❡'$ ♣❧❛❝6 '✉/ ✉♥ '❝❛♥♥❡/ ♣✐❡③♦✲6❧❡❝$/✐4✉❡ ♣❡/♠❡$$❛♥$ ❧❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ 1 ✷ ✈♦✐/❡

✸ ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉/ ♣❧✉'✐❡✉/' ❞✐③❛✐♥❡' ❞❡ µm✳ ▲❛ /6'♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡'$

'❡♥'✐❜❧❡♠❡♥$ ♠❡✐❧❧❡✉/❡ 4✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❞✬6♣✐✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❝♦♥$/❛✐✲

/❡♠❡♥$ 1 ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✬6❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❡'$ 6❝❧❛✐/6 ♣❛/ ✉♥ '♣♦$ ❧✐♠✐$6 ♣❛/

❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❡$ ❧❛ ❞6$❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ ❡'$ ❢❛✐$❡ ❞❡ ♠❛♥✐=/❡ '②♠6$/✐4✉❡✱ ❛✐♥'✐ ❧❛

/6♣♦♥'❡ ❞✉ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ ❡'$ ❞♦♥♥6 ♣❛/ ❧❡ ♣/♦❞✉✐$ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉/❡ ❞❡ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐$❛✲

$✐♦♥ ❡$ ❧❛ ❞6$❡❝$✐♦♥ ✿ I(x, y, z)Iem(x, y, z) ≈ I2(x, y, z)✳ ❈❡$$❡ ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ 4✉❛❞/❛$✐4✉❡

❛✈❡❝ ❧✬✐♥$❡♥'✐$6 ✐♠♣❧✐4✉❡ 4✉❡ ❧❛ /6'♦❧✉$✐♦♥ ❡'$ ❛♠6❧✐♦/6❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝$❡✉/

√
2 ♣❛/ /❛♣♣♦/$ 1

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ ❞✬6♣✐✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ '✬6❝/✐$ ❞♦♥❝ ❬✻✽❪ ✿

Rc =
0.87λ

2O.N.
✭✷✳✹✹✮

✷✳✸✳✸ ▼✐❝&♦(❝♦♣✐❡( ❞✬❤②♣❡&✲&0(♦❧✉3✐♦♥

▲❛ ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ '✐❣♥❛❧ ❞❡ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛//6 ❞❡ ❧✬✐♥$❡♥'✐$6 ❞✬❡①❝✐$❛$✐♦♥ ♦❜✲

$❡♥✉❡ ❡♥ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ♣❡/♠❡$ ❞✬❛♠6❧✐♦/❡/ ❧❛ /6'♦❧✉$✐♦♥ ♦♣$✐4✉❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/$ 1

❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❞❡ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❞✬6♣✐✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡✮✳ ❈❡$$❡ ♠V♠❡ ❞6♣❡♥✲



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✺✶

❞❛♥❝❡ ♣❡✉- 2-#❡ ♦❜-❡♥✉❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ❛❜%♦#♣-✐♦♥ 4 ❞❡✉① ♣❤♦-♦♥%✳ ▲✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❞✉ ✢✉♦#♦♣❤♦#❡

❞❡ %♦♥ :-❛- ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧ |f〉 ✈❡#% %♦♥ :-❛- ❡①❝✐-: ✭✢✉♦#❡%❝❡♥-✮ ❧❡ ♣❧✉% ❜❛% |e〉 #❡?✉✐❡#-
❛❧♦#% ❞❡✉① ♣❤♦-♦♥% ❞✬:♥❡#❣✐❡ :❣❛❧❡ 4 ❧❛ ♠♦✐-✐: ❞❡ ❧❛ ❞✐✛:#❡♥❝❡ ❞✬:♥❡#❣✐❡ ❡♥-#❡ ❧❡% :-❛-%

|e〉 ❡-|f〉✱ ❝✬❡%- 4 ❞✐#❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ :❣❛❧❡ 4 ❞❡✉① ❢♦✐% ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❞✬:♠✐%%✐♦♥
✭♣♦✉# ✉♥❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❡♥ #:%♦♥❛♥❝❡✮✳ ▲❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ✐♠♣❧✐?✉❡ ?✉❡

❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞✉ %♣♦- ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❡%- ❛✉%%✐ ❞♦✉❜❧:❡ ✭✈♦✐# :?✉❛-✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ❝❡ ?✉✐ ♥✬❡%- ♣❛% ❝♦♠✲

♣❡♥%: ♣❛# ❧❛ #:❞✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #:%♦❧✉-✐♦♥ ♣❛#

√
2✳ ❉❡ ❧❛ ♠2♠❡ ♠❛♥✐G#❡ ✉♥❡ ❛❜%♦#♣-✐♦♥ 4

m✲♣❤♦-♦♥ ♥❡ ♣❡#♠❡--#❛ ♣❛% ❞✬❛♠:❧✐♦#❡# ❧❛ #:%♦❧✉-✐♦♥✳ ▼❛✐% ?✉♦✐ ?✉✬✐❧ ❡♥ %♦✐-✱ ❝♦♠♠❡ m

❡%- ✜♥✐✱ ❧❛ ❧✐♠✐-❡ ❞❡ #:%♦❧✉-✐♦♥ ❧✐:❡ 4 ❧❛ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ❡%- ✉♥✐?✉❡♠❡♥- ❞:♣❧❛❝:❡ ❛✈❡❝ ❝❡ -②♣❡

❞❡ -❡❝❤♥✐?✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛% ❛✉✲❞❡❧4 ❞❡ ❧❛ ❜❛##✐G#❡ ❞❡ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥✳ ❉:♣❛%%❡# ❧❛ ✓ ❜❛##✐G#❡ ✔

❞❡ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥ %✐❣♥✐✜❡ ❡♥ ❡✛❡- ?✉❡ ❧❡ #L❧❡ ❧✐♠✐-❛♥- ❞❡ ❧❛ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ❡%- ❧❡✈: ❡- ?✉❡ ❧❡

♣♦✉✈♦✐# ❞❡ #:%♦❧✉-✐♦♥ ♣❡✉- 2-#❡ ❛♠:❧✐♦#:✱ ❛✉ ♠♦✐♥% ❝♦♥❝❡♣-✉❡❧❧❡♠❡♥-✱ ❥✉%?✉✬4 ❧✬:❝❤❡❧❧❡

♠♦❧:❝✉❧❛✐#❡ ✈♦✐#❡ ❛✉✲❞❡❧4✳ ■❧ ❡%- ❝❧❛✐# ?✉❡ ♥✐ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✱ ♥✐ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡

♠✉❧-✐♣❤♦-♦♥✐?✉❡ ♥❡ #❡♠♣❧✐- ❝❡ ❝#✐-G#❡✳ ▲❡% -❡❝❤♥✐?✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ %✉❜✲❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ❡♥

❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ♦♥- :-: ♠✐%❡% ❛✉ ♣♦✐♥- ❡♥ %❡ ❜❛%❛♥- %✉# ❧✬✐❞:❡ ❝❧❡❢ ?✉❡ ❝❡ %♦♥- ❧❡% ✢✉♦#♦✲

♣❤♦#❡% ❡✉①✲♠2♠❡ ❣#O❝❡ 4 ❧❡✉#% :-❛-% ✐♥-❡#♠:❞✐❛✐#❡% ?✉✐ ♣❡✉✈❡♥- ♣❡#♠❡--#❡ ❞❡ ❞❡%❝❡♥❞#❡

4 ❞❡% #:%♦❧✉-✐♦♥% ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞✉ ♥❛♥♦♠G-#❡✳ ❈❡--❡ ✐❞:❡ ❡%- ❡♥ ❝♦♠♣❧G-❡ ♦♣♣♦%✐-✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❡% ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡% 4 %♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ?✉✐ %♦♥- ❜❛%:❡% %✉# ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣#♦♣❛❣❛-✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❧✉♠✐G#❡✳ ❈❡--❡ ✐❞:❡ ❛ ♣❡#♠✐% ❞❡ ❞:✈❡❧♦♣♣❡# ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡% -❡❝❤♥✐?✉❡% ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡%

❞♦♥- ❧❡% #:%♦❧✉-✐♦♥% ❞❡%❝❡♥❞❡♥- 4 ?✉❡❧?✉❡% ❞✐③❛✐♥❡% ❞❡ ♥❛♥♦♠G-#❡✳ ▲❛ ♣#❡♠✐G#❡ 4 ✈♦✐#

❧❡ ❥♦✉# ❛ :-: ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❞❡ ❞:♣❧:-✐♦♥ ♣❛# :♠✐%%✐♦♥ %-✐♠✉❧:❡ ✭❙❚❊❉✮✳



✺✷ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

▼✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ ❡$ ❞9/✐✈9'

▲❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ ✭❙$✐♠✉❧❛$❡❞ ❊♠✐''✐♦♥ ❉❡♣❧❡$✐♦♥✮ ✉$✐❧✐'❡ ✉♥❡ ♣❛✐/❡ ❞✬9$❛$ ❜/✐❧❧❛♥$

|e〉 ❡$ ♥♦✐/ |f〉 ✭❝❤❛❝✉♥ ♣♦''9❞❛♥$ ♣❧✉'✐❡✉/' '♦✉' ♥✐✈❡❛✉① ✈✐❜/❛$✐♦♥♥❡❧'✮ ♣♦✉/ /❡'$/❡✐♥❞/❡

❧✬9$❛$ ❜/✐❧❧❛♥$ 1 ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ♣❧✉' ♣❡$✐$❡ 4✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥9❡ ♣❛/ ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥✳

C♦✉/ ❝❡ ❢❛✐/❡✱ ❧✬9❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❡'$ 9❝❧❛✐/9 ♣❛/ ❞❡✉① $②♣❡' ❞❡ ❢❛✐'❝❡❛✉① ✿ ✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞✬❡①✲

❝✐$❛$✐♦♥ ✭❧✐♠✐$9 ♣❛/ ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥✮ 4✉✐ ❡①❝✐$❡ ❧❛ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ ❡$ ✉♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞❡ ❢♦/♠❡

❛♥♥✉❧❛✐/❡✱ ❛♣♣❡❧9 ❢❛✐'❝❡❛✉ ❙❚❊❉✳ ❯♥❡ ❢♦✐' ❡①❝✐$9'✱ ❧❡' ✢✉♦/♦♣❤♦/❡' '✬94✉✐❧✐❜/❡♥$ '✉/

❧✬9$❛$ ✈✐❜/❛$✐♦♥♥❡❧ ❧❡ ♣❧✉' ❜❛' ❞❡ ❧✬9$❛$ ❜/✐❧❧❛♥$ |e〉✱ ❞✬♦K ✐❧' ♣❡✉✈❡♥$ /❡✈❡♥✐/ 1 ✉♥ '♦✉'

♥✐✈❡❛✉ ✈✐❜/❛$✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬9$❛$ ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛❧❡ ✭♦✉ ♥♦✐/✮ |f〉 ♣❛/ 9♠✐''✐♦♥ ❞❡ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡✱

❛✈❡❝ ✉♥ $❡♠♣' ❝❛/❛❝$9/✐'$✐4✉❡ τe✳ ▲❡ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❙❚❊❉ ❛ ♣♦✉/ ❜✉$ ❞❡ ❢♦/❝❡/ ❧❡' ✢✉♦/♦✲

♣❤♦/❡' ❛ /❡✈❡♥✐/ ❞❛♥' ❧❡✉/ 9$❛$ ♥♦✐/✳ ❈❡❝✐ '❡ ♣/♦❞✉✐$ '✐ ❧❡ $❛✉① ❞✬9♠✐''✐♦♥ '$✐♠✉❧9❡

σISTEDλSTED/hc ❡'$ ♣❧✉' ✐♠♣♦/$❛♥$ 4✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬9♠✐''✐♦♥ '♣♦♥$❛♥9❡ 1/τe✱ ♦K ♥♦✉'

❛✈♦♥' ♥♦$9 σ ❧❛ '❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬9♠✐''✐♦♥ '$✐♠✉❧9❡✱ h ❧❛ ❝♦♥'$❛♥$❡ ❞❡ C❧❛♥❝❦✱ c ❧❛

❝9❧9/✐$9 ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐O/❡ ❞❛♥' ❧❡ ✈✐❞❡✱ ISTED ❡$ λSTED ❧✬✐♥$❡♥'✐$9 ❡$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✱

/❡'♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✱ ❞✉ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❙❚❊❉✳ λSTED ❡'$ ❝❤♦✐'✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐O/❡ 1 ❝❡ 4✉❡ ❧❡' ✢✉♦/♦✲

♣❤♦/❡' ❛$$❡✐❣♥❡♥$ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✈✐❜/❛$✐♦♥♥❡❧ ❞❡ |f〉 ❞❡ ❤❛✉$❡ 9♥❡/❣✐❡ ❞❡ ❞9❝/♦✐''❛♥❝❡ /❛♣✐❞❡
❛✜♥ 4✉❡ ❧❛ ❞9✲❡①❝✐$❛$✐♦♥ ♣/9❞♦♠✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❧❛ ❞9❝/♦✐''❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ 9$❛♥$

♣/♦♣♦/$✐♦♥♥❡❧❧❡ 1 exp (−ISTED/Is)✱ ❛✈❡❝ Is ❧✬✐♥$❡♥'✐$9 ❞❡ '❛$✉/❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡

❝❛/❛❝$9/✐'$✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧9❝✉❧❡ 9$✉❞✐9❡✱ ♣♦✉/ ISTED = 3Is ❧❡' ✢✉♦/♦♣❤♦/❡' 9❝❧❛✐/9' ♣❛/

❧❡ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❙❚❊❉ '♦♥$ ♠❛❥♦/✐$❛✐/❡♠❡♥$ ❞❛♥' ❧❡✉/ 9$❛$ ♥♦✐/✱ ❝❡❝✐ ♣❛/ ❡✛❡$ ❞❡ '❛$✉/❛$✐♦♥✱

✜❣✉/❡ ✷✳✶✷✳



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✺✸

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ❉%♣❧%(✐♦♥ ♣❛- %♠✐//✐♦♥ /(✐♠✉❧% ❞❡ ❧✬%(❛( ❡①❝✐(% ❞✉ ❝❡♥(-❡ ❝♦❧♦-% ✭✈❛❝❛♥❝❡ ❝❤❛-✲

❣%❡✮ ❞❡ ❧✬❛③♦(❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❞✐❛♠❛♥(✳

✭❛✮ ❉✐❛❣-❛♠♠❡ ❞✬%♥❡-❣✐❡ -❡♣-%/❡♥(❛♥( ❧✬%(❛( ❢♦♥❞❛♠❡♥(❛❧✱ ❧✬%(❛( ❡①❝✐(% ✢✉♦-❡/❝❡♥( ❛✐♥/✐ @✉❡

❧❡/ (-❛♥/✐(✐♦♥/ ✐♥❞✉✐(❡/ ♣❛- ❧❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❞✬❡①❝✐(❛(✐♦♥ ✭❊①❝✮✱ ♣❛- ❧❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❙❚❊❉ ❡( ❧✬%♠✐//✐♦♥

✭❊♠✮ ❞❡/ ❝❡♥(-❡/ ✈❛❝❛♥(/ ❞❡ ❧✬❛③♦(❡✳

✭❜✮ ❉%❝-♦✐//❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦-❡/❝❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥(❡♥/✐(% ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❙❚❊❉✳ E♦✉-

ISTED > 20MWcm−2✱ ❧❡ ❝❡♥(-❡ ❞❡ ❧✬❛③♦(❡ ❡/( ♣-✐✈% ❞❡ /❛ ❝❛♣❛❝✐(% F ✢✉♦-❡/❝❡-✱ ✐❧ ❡/( %(❡✐♥(✳

■♠❛❣❡ ❡①(-❛✐(❡ ❞❡ ❬✺✻❪✳

❆✐♥%✐✱ ✉♥ %✐❣♥❛❧ ❞❡ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ♥❡ ♣♦✉##❛ 6-#❡ 7♠✐% 8✉❡ ♣❛# ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✬7❝❤❛♥-✐❧❧♦♥

♥♦♥ 7❝❧❛✐#7❡ ♣❛# ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❙❚❊❉✳ ▲❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❙❚❊❉ ❛②❛♥- ✉♥❡ ❢♦#♠❡ ❛♥♥✉❧❛✐#❡✱ %♦♥

✐♥-❡♥%✐-7 ❡%- ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉ ❝❡♥-#❡ ISTED(x = 0, y = 0) = 0 ♣✉✐% ❝#♦C- #❛❞✐❛❧❡♠❡♥-✳ ▲❛

%✉♣❡#♣♦%✐-✐♦♥ ❞✉ ❞✐%8✉❡ ❞❡ ❆✐#②✱ ❝♦##❡%♣♦♥❞❛♥- D ❧❛ ✜❣✉#❡ ❞❡ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐%❝❡❛✉

❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥✱ ❡- ❞✉ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❙❚❊❉ -❡❧❧❡ 8✉❡ ISTED ≫ Is 7-❡✐♥- -♦✉% ❧❡% ❝❡♥-#❡% ❞❡

✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❝♦✉✈❡#- ♣❛# ❧❡ ❞✐%8✉❡ ❞❡ ❆✐#② %❛✉❢ ❝❡✉① ♣❧❛❝7% ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❢❛✐%❝❡❛✉

❙❚❊❉ ♦I ISTED ≤ 3Is✱ ✜❣✉#❡ ✷✳✶✸✳ ▲❡ ♣♦✐♥- ✐♠♣♦#-❛♥- ✐❝✐ ❡%- 8✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ #7%✉❧-❛♥-❡

♥❡ %❡#❛ ♣❧✉% ❧✐♠✐-7❡ ♣❛# ❧❛ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐- ❞✉ ❝❛#❛❝-L#❡ ❢♦#-❡♠❡♥- ♥♦♥✲❧✐♥7❛✐#❡ ❞✉

♣#♦❝❡%%✉% ❞✬7♠✐%%✐♦♥ %-✐♠✉❧7❡✱ %♦♥ ❡①-❡♥%✐♦♥ ❡%- ❞♦♥♥7❡ ♣❛# ✿

∆x, y =
λ

2O.N.
√

1 + ImaxSTED/Is
✭✷✳✹✺✮

❖♥ #❡♠❛#8✉❡ 8✉❡ ❧❛ #7%♦❧✉-✐♦♥ %♣❛-✐❛❧❡ R = ∆x, y ❡%- ♣#♦♣♦#-✐♦♥♥❡❧❧❡ D λ✱ ❝♦♠♠❡ -♦✉-❡

-❡❝❤♥✐8✉❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥✱ ♠❛✐% ❡❧❧❡ ♥✬❡%- ✐❝✐ ♣❧✉% ❧✐♠✐-7❡ ♣❛# λ✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❡♥ ♣#❡♥❛♥-

ImaxSTED/Is → ∞✱ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- ∆x, y → 0 ❬✸✵❪ ❬✸✶❪✳



✺✹ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ %&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦3❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉✱ ✐♠❛❣❡ /✐&:❡ ❞❡ ❬✸✷❪✳

▲❛ ✜❣✉/❡ ✷✳✶✹ ♠♦♥$/❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐$= ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉✳ ❊❧❧❡ ♣❡/♠❡$ ❞❡ ♠❡$$/❡

❡♥ =✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡' ❝❡♥$/❡' ❞❡' '✐$❡' ✈❛❝❛♥$' ❞❡ ❧✬❛③♦$❡ ❞❛♥' ❧❡ ❞✐❛♠❛♥$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ /='♦❧✉$✐♦♥

❞✬❡♥✈✐/♦♥ 25nm 4✉❡ ♥❡ ♠♦♥$/❡♥$ ♣❛' ❧❡' ✐♠❛❣❡' ❢❛✐$❡' ❡♥ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ▲❛ ♠✐❝&♦3❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ &:✈@❧❡ ❧❡3 ❝❡♥/&❡3 ❞❡3 3✐/❡3 ✈❛❝❛♥/3 ❞❡ ❧✬❛③♦/❡ ❞❛♥3 ❧❡

❞✐❛♠❛♥/✳ ✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♠✐❝&♦3❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡/ ✭❜✮ ❙❚❊❉ ❞❡ ❧❛ ♠F♠❡ &:❣✐♦♥ ❞✉ ❝&✐3/❛❧✱ ♦❜/❡♥✉

❡♥ ❡✛❡❝/✉❛♥/ ✉♥ 3❝❛♥ ❣&I❝❡ J ✉♥ 3②3/@♠❡ ❞❡ ❞:♣❧❛❝❡♠❡♥/ ♣✐❡③♦✲:❧❡❝/&✐M✉❡✳ ■♠❛❣❡ ❡①/&❛✐/❡

❞❡ ❬✺✻❪✳



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✺✺

▲❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ●❙❉ ✭●#♦✉♥❞ ❙-❛-❡ ❉❡♣❧❡-✐♦♥✮ ❡%- ❧❡ ❞❡✉①✐8♠❡ ❝♦♥❝❡♣- ♣❡#♠❡--❛♥-

❝♦♥❝#8-❡♠❡♥- ❞❡ ❞9♣❛%%❡# ❧❛ ❜❛##✐8#❡ ❞❡ ❞✐✛#❛❝-✐♦♥✳ ❇✐❡♥ >✉❡ ❞9#✐✈❛♥- ❞❡ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡

❙❚❊❉✱ ❧❡ ♠9❝❛♥✐%♠❡ ♣❡#♠❡--❛♥- ❞✬9-❡✐♥❞#❡ ❧❛ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❡%- ♥❡--❡♠❡♥- ❞✐✛9#❡♥-✳ ❈❡

♥♦✉✈❡❛✉ ♣#♦❝9❞9✱ >✉✐ %❡ ❢❛✐- G ❞❡% ✐♥-❡♥%✐-9% ❧✉♠✐♥❡✉%❡% ❜✐❡♥ ♣❧✉% ❢❛✐❜❧❡%✱ ✉-✐❧✐%❡ ❡♥

❡✛❡- ✉♥ 9-❛- ♠9-❛%-❛❜❧❡ -#✐♣❧❡-✱ ❡- ♥♦♥ ♣❧✉% ❧✬9-❛- ❢♦♥❞❛♠❡♥-❛❧✱ ❝♦♠♠❡ 9-❛- ♥♦✐# ♣♦✉#

9-❡✐♥❞#❡ ❧❛ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡❤♦#% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦❝❛❧✳ ▲❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ●❙❉ ❛ ♠♦♥-#9

%❛ ❝❛♣❛❝✐-9 G ✐♠❛❣❡# ❡✣❝❛❝❡♠❡♥- ❞❡% ❣#❛♣♣❡% ❞❡ ♣#♦-9✐♥❡% ✐♠♠✉♥♦♠❛#>✉9❡% %✉# ❧❛

♠❡♠❜#❛♥❡ ♣❧❛%♠✐>✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡% ✐♠♠♦❜✐❧❡% ❛✈❡❝ ✉♥❡ #9%♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ R = 50 − 90nm

❡♥ ✉-✐❧✐%❛♥- ✉♥ ❧❛%❡# ❝♦♥-✐♥✉ ❞❡ ❞❡♥%✐-9 ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❞❡ >✉❡❧>✉❡% kW ♣❛# ❝❡♥-✐♠8-#❡

❝❛##9 ❬✻❪✳

❘9❝❡♠♠❡♥-✱ N✳ ❲❛♥❣ ❛ ♠✐% ❛✉ ♣♦✐♥- ✉♥❡ -❡❝❤♥✐>✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡#✐❡ %✉❜✲❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ♣♦✉#

❞❡% 9❝❤❛♥-✐❧❧♦♥% ♥♦♥✲✢✉♦#❡%❝❡♥- ❬✻✻❪✳ ❈❡--❡ -❡❝❤♥✐>✉❡ ✉-✐❧✐%❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥% ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡

❙❚❊❉✱ ✉♥ ♣❤9♥♦♠8♥❡ ❞❡ %❛-✉#❛-✐♦♥ ❝♦♥-#Q❧9 %♣❛-✐❛❧❡♠❡♥- ♣♦✉# #9❞✉✐#❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛

③♦♥❡ ✐♠❛❣9❡✳ ▲❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡--❡ -❡❝❤♥✐>✉❡ ❡%- ✐❧❧✉%-#9 ✜❣✉#❡ ✷✳✶✺✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ ✭❛✮ ■❧❧✉+,-❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡, ❞❡ +❛,✉-❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,-❛♥+✐,✐♦♥ 5❧❡❝,-♦♥✐7✉❡ ❞✬✉♥ +②+✲

,:♠❡ < ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❡+ ♣❤♦,♦♥+ ♣♦♠♣❡ ❡, +♦♥❞❡ +♦♥, ✐♥❞✐7✉5+ ❛✈❡❝ ❞❡+ ✢:❝❤❡+ -♦✉❣❡+ ❡,

✈❡-,❡+✱ -❡+♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✳ ✭❜✮ ❙❝❤5♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠♦♥,❛❣❡ ❡①♣5-✐♠❡♥,❛❧✳ ▲❡+ ❧✐❣♥❡+ ♣♦✐♥✲

,✐❧❧5❡+ ♠♦♥,-❡♥, 7✉❡ ❧❡ ❢❛✐+❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ❡+, ♠♦❞✉❧5✳ ✭❝✮ ❘❡♣-5+❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡+ ,-❛✐♥+ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡+

❢❛✐+❝❡❛✉① ♣♦♠♣❡✱ ❞❡ +❛,✉-❛,✐♦♥ ❡, +♦♥❞❡ ❞❛♥+ ❧❛ -5❣✐♦♥ ❞❡ ❢♦❝❛❧✐+❛,✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐+❝❡❛✉ ❛♥♥✉❧❛✐-❡✱ <

❣❛✉❝❤❡✱ ❡, ❛✉ ❝❡♥,-❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦❝❛❧✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ▲❡ ,-❛♥+❢❡-, ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ +❡

❢❛✐, +❡✉❧❡♠❡♥, ❛✉ ❝❡♥,-❡ ♦I ❧✬✐♥,❡♥+✐,5 ❞✉ ❢❛✐+❝❡❛✉ ❞❡ +❛,✉-❛,✐♦♥ ❡+, ♣-♦❝❤❡ ❞❡ ③5-♦✱ < ❞-♦✐,❡✳

■♠❛❣❡ ❡①,-❛✐,❡ ❞❡ ❬✻✻❪✳



✺✻ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

❖♥ ✉$✐❧✐'❡ ✐❝✐ ✉♥ ♣/♦❝❡''✉' ♣♦♠♣❡✲'♦♥❞❡ ♦7 ✉♥❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ♠♦❞✉❧8❡ $❡♠♣♦✲

/❡❧❧❡♠❡♥$ ♣❛/ ✉♥ ♠♦❞✉❧❛$❡✉/ ❛❝♦✉'$♦✲♦♣$✐4✉❡ 1 ✉♥❡ ❢/84✉❡♥❝❡ ❞❡ 7MHz ♣❡/$✉/❜❡ ❧❛

❞❡♥'✐$8 ❞❡ ♣♦/$❡✉/' ❞❡ ❝❤❛/❣❡ ❞❛♥' ❧✬8❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ 4✉✐ ✐♥❞✉✐$ ❛❧♦/' ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠✲

♣✉❧'✐♦♥ '♦♥❞❡ ❧✉✐ '✉❝❝8❞❛♥$ ✭♣♦✉/ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞8$❛✐❧❧8❡ ❞❡ ❝❡ ♣/♦❝❡''✉' ✈♦✐/ ✶✳✹✳✷✮✳

❯♥ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❧❛'❡/ ❞❡ ❢♦/♠❡ ❛♥♥✉❧❛✐/❡ ❡'$ ❡♥'✉✐$❡ ✐♥$❡/❝❛❧8 ❡♥$/❡ ❧❡ ❢❛✐'❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ❡$ ❧❡

❢❛✐'❝❡❛✉ '♦♥❞❡ ♣♦✉/ '❛$✉/❡/ ❞❡ ♠❛♥✐E/❡ $/❛♥'✐$♦✐/❡ ❧❛ $/❛♥'✐$✐♦♥ 8❧❡❝$/♦♥✐4✉❡ ❡♥ ♣8/✐✲

♣❤8/✐❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦❝❛❧✳ ❈❡$$❡ ♠8$❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧8❡ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 '❛$✉/❛$✐♦♥ ❞✬❛❜'♦/♣$✐♦♥

$/❛♥'✐$♦✐/❡ ✭❙❛$✉/❛$❡❞ ❚❆✮✱ ❛ ♣❡/♠✐' ❞✬✐♠❛❣❡/ ❞❡' ♥❛♥♦✲♣❧❛4✉❡$$❡' ❞❡ ❣/❛♣❤✐$❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ /8'♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ 300nm 1 ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡ ✭❞❡ ❧❛ '♦♥❞❡✮ ❞❡ 830nm 4✉✐ ♠♦♥$/❡

❜✐❡♥ 4✉❡ ❧❛ ❜❛//✐E/❡ ❞❡ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❡'$ ❧❡✈8❡✱ ✜❣✉/❡ ✷✳✶✻✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ■♠❛❣❡ *✉❜✲❞✐✛1❛❝3✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦✲♣❧❛8✉❡33❡* ❞❡ ❣1❛♣❤✐3❡✳ ✭❛✮ ❡3 ✭❞✮ ■♠❛❣❡* ♦❜✲

3❡♥✉❡* ❡♥ ♠✐❝1♦*❝♦♣✐❡ ♣♦♠♣❡✲*♦♥❞❡ ❝♦♥✈❡♥3✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ✭❜✮ ❡3 ✭❡✮ ■♠❛❣❡* ❞❡ ❧❛ ♠=♠❡ ③♦♥❡ ❞❡

❧✬@❝❤❛♥3✐❧❧♦♥ ♦❜3❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐❝1♦*❝♦♣✐❡ A *❛3✉1❛3✐♦♥ ❞✬❛❜*♦1♣3✐♦♥ 31❛♥*✐3♦✐1❡✱ ✐♠❛❣❡ ❡①31❛✐1❡

❞❡ ❬✻✻❪✳



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✺✼

▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ 0 ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#2❡ ✿

❉❛♥% ❧❡% ❛♥♥2❡% ✷✵✵✵✱ ▼✳●✳▲✳ ●✉%-❛❢%%♦♥ ♠✐- ❛✉ ♣♦✐♥- ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ -❡❝❤♥✐=✉❡ ❞❡ ♠✐❝#♦✲

%❝♦♣✐❡ %✉❜✲❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ❞♦♥- ❧❡% ❡①✐❣❡♥❝❡% ❡①♣2#✐♠❡♥-❛❧❡% %♦♥- ♣❧✉% ❧2❣D#❡% =✉❡ ❝❡❧❧❡% ♥2✲

❝❡%%✐-2❡% ♣❛# ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ ❡- ●❙❉ ♦H ✐❧ ❢❛✉- %✉♣❡#♣♦%❡# ❡①❛❝-❡♠❡♥- ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉

❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❡- ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❙❚❊❉✱ ♠❛✐% =✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ❡✛♦#- ❞❡ -#❛✐-❡♠❡♥- ♥✉♠2#✐=✉❡

❞❡% ❞♦♥♥2❡% ❛♣#D% ❛❝=✉✐%✐-✐♦♥✳

▲❛ ♣#❡♠✐D#❡ -❡❝❤♥✐=✉❡ ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ 0 ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#2❡ ❡%- ❧✐♥2❛✐#❡ ✭❧❡% ♠✐✲

❝#♦%❝♦♣✐❡% ❙❚❊❉ ❡- ●❙❉ %♦♥- ❞❡% -❡❝❤♥✐=✉❡% ♥♦♥✲❧✐♥2❛✐#❡% ♣❛# ❧❡ ❢❛✐- =✉✬❡❧❧❡% ✉-✐❧✐%❡♥-

❧❛ %❛-✉#❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡✮✳ ❙♦♥ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥%✐%-❡ 0 #❡♠♣❧❛❝❡# ❧✬2❝❧❛✐#❡♠❡♥- ✉♥✐✲

❢♦#♠❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝#♦%❝♦♣❡ ❝♦♥✈❡♥-✐♦♥♥❡❧ ♣❛# ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#2❡ ♣❡#♠❡--❛♥- 0 ❞❡%

✐♥❢♦#♠❛-✐♦♥% ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ ♥♦#♠❛❧❡♠❡♥- ✐♥❛❝❝❡%%✐❜❧❡% ❝❛# 0 -#♦♣ ❤❛✉-❡ #2%♦❧✉-✐♦♥✱ ❞❡

❞❡✈❡♥✐# ♦❜%❡#✈❛❜❧❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞❡ ❢#❛♥❣❡% ❞❡ ♠♦✐#2✳ ❈❡- ❡✛❡- ❛♣♣❡❧2 ✓ ❡✛❡- ♠♦✐#2 ✔ ❡%-

✐❧❧✉%-#2 ✜❣✉#❡ ✷✳✶✼✳ ❙✐ ❞❡✉① ♠♦-✐❢% ❧2❣D#❡♠❡♥- ❞✐✛2#❡♥-% %♦♥- %✉♣❡#♣♦%2%✱ ❧❡✉# ♣#♦❞✉✐-

♠♦♥-#❡#❛ ❞❡% ❜❛--❡♠❡♥-% ❛♣♣❡❧2% ❢#❛♥❣❡% ❞❡ ♠♦✐#2 ❞♦♥- ❧❡% ❢#2=✉❡♥❝❡% %♣❛-✐❛❧❡% %♦♥-

❞2-❡#♠✐♥2❡% ♣❛# ❧❛ ❞✐✛2#❡♥❝❡ ❞❡% ❢#2=✉❡♥❝❡% %♣❛-✐❛❧❡% ❞❡% ❞❡✉① ♠♦-✐❢%✳ ❉❛♥% ♥♦-#❡ ❝❛%✱

✉♥ ❞❡% ♠♦-✐❢% ❡%- ❧❛ #2♣❛#-✐-✐♦♥ %♣❛-✐❛❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✬♦❜❥❡-% ✢✉♦#❡%❝❡♥-% ❡- ❧❡ ❞❡✉①✐D♠❡

❡%- ❧✬✐♥-❡♥%✐-2 ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐D#❡ ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ✐♥-❡♥-✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥- %-#✉❝-✉#2❡ %♣❛-✐❛❧❡♠❡♥-✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ =✉❛♥-✐-2 ❞❡ ❧✉♠✐D#❡ 2♠✐%❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥- ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ ❡%- ♣#♦♣♦#-✐♦♥♥❡❧❧❡

❛✉ ♣#♦❞✉✐- ❡♥-#❡ ❧❛ ❞❡♥%✐-2 ❞❡ ✢✉♦#♦♣❤♦#❡% ❡- ❧✬✐♥-❡♥%✐-2 ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ♦❜%❡#✈2❡ ❡%- ❛❧♦#% ❧❡ ♣#♦❞✉✐- ❞❡% ❞❡✉① ♠♦-✐❢% ❡- ❝♦♥-✐❡♥- ❞♦♥❝ ❞❡% ❢#❛♥❣❡%

❞❡ ♠♦✐#2✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼ ✕ ❊①'❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 01*♦❧✉'✐♦♥ ♣❛0 ❡✛❡' ♠♦✐01✳ ❙✐ ❧❡* ❤1'10♦❣1♥1✐'1* *♣❛'✐❛❧❡* ❞✬✉♥

1❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡* ✭❛✮ *♦♥' ♠✉❧'✐♣❧✐1❡* ❛ ✉♥ ♠♦'✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ❝♦♥♥✉ ✭❜✮ ✉♥ ♠♦'✐❢ ❞❡

❜❛''❡♠❡♥'✱ ❧❡* ❢0❛♥❣❡* ❞❡ ♠♦✐01✱ ❛♣♣❛0❛✐' ✭❝✮✳ ▲❡* ❢0❛♥❣❡* ❞❡ ♠♦✐01 ❛♣♣❛0❛✐**❡♥' ❛✉① ❞✐✛10❡♥❝❡*

❞❡ ❢01A✉❡♥❝❡* ❡♥'0❡ ❧❛ ❢01A✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦'✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥ ❡' ❝❤❛A✉❡ ❢01A✉❡♥❝❡ *♣❛'✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛

*'0✉❝'✉0❡ ❞❡ ❧✬1❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳ ■♠❛❣❡ ❡①'0❛✐0❡ ❞❡ ❬✷✺❪✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥-#❡ ❧❛ ✜❣✉#❡ ✷✳✶✼ ✭❝✮✱ ❞❡ -❡❧❧❡% ❢#❛♥❣❡% ❞❡ ♠♦✐#2 ♣❡✉✈❡♥- S-#❡ ❜✐❡♥ ❞❡

❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❜✐❡♥ ♣❧✉% ❣#❛♥❞❡% =✉❡ ❝❡❧❧❡% ❞❡% ♠♦-✐❢% ♦#✐❣✐♥❛✉① ❡- ❡❧❧❡% ♣❡✉✈❡♥- ♣❡#♠❡--#❡

❞❡ #❡♥❞#❡ ♦❜%❡#✈❛❜❧❡% ❞❡% ❞2-❛✐❧% ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ -#♦♣ ✜♥% ♣♦✉# S-#❡ #2%♦❧✉% ♣❛# ❧❡ ♠✐✲

❝#♦%❝♦♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ♣♦✉# ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#2❡ ❞❡ ❢#2=✉❡♥❝❡ k1✱ ❝❤❛=✉❡ ❢#2=✉❡♥❝❡



✺✽ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

'♣❛$✐❛❧❡ k ❞❡ ❧✬6❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥❡/❛ ❞❡' ❢/❛♥❣❡' ❞❡ ♠♦✐/6 1 ❧❛ ❢/64✉❡♥❝❡ k− k1✳ ❖/✱ ♥♦✉'

❛✈♦♥' ♠♦♥$/6✱ ✷✳✸✱ 4✉❡ $♦✉$ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡ ♦♣$✐4✉❡ ❡'$ ❧✐♠✐$6 ♣❛/ ❧❛ ❞✐✛/❛❝$✐♦♥ ❡$ ♣♦''A❞❡

✉♥❡ ❢/64✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉/❡ k0 = 1/∆x = 2O.N./λem ♦B λem ❡'$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞✬♦♥❞❡

❞✬6♠✐''✐♦♥ ❞❡' ✢✉♦/♦♣❤♦/❡' ♦❜'❡/✈6'✳ ❉♦♥❝✱ '✐ ❧❛ ❞✐✛6/❡♥❝❡ ❞❡' ❢/64✉❡♥❝❡' '♣❛$✐❛❧❡' ♦❜✲

$❡♥✉❡' ♣❛/ ❡✛❡$ ♠♦✐/6 ❡'$ ✐♥❢6/✐❡✉/❡ 1 ❝❡$$❡ ❢/64✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉/❡✱ ❧❡' ❢/❛♥❣❡' ❞❡ ♠♦✐/6

♣♦✉//♦♥$ F$/❡ ♦❜'❡/✈6❡' ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ♠✐❝/♦'❝♦♣❡✳ ❖♥ ♠❡'✉/❡/❛ ❞♦♥❝ ❧❡' ❢/64✉❡♥❝❡'

'♣❛$✐❛❧❡' k − k1 '✉/ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡$ ✜♥❛❧❡♠❡♥$✱ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐''❛♥$ k1 ♦♥ ♣♦✉//❛ /❡♠♦♥$❡/ 1 ❞❡'

✈❛❧❡✉/' ❞❡ k = k0 + k1 ♣❛/ /❡❝♦♥'$/✉❝$✐♦♥ ♥✉♠6/✐4✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉'$/❡ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✷✳✶✽✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽ ✕ %&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝&♦1❝♦♣✐❡ 2 ✐❧❧✉♠✐♥❛4✐♦♥ 14&✉❝4✉&5❡✳ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❧❡1

❢&5;✉❡♥❝❡1 1♣❛4✐❛❧❡1 ♦❜1❡&✈❛❜❧❡1 ♣❛& ✉♥ ♠✐❝&♦1❝♦♣❡ ♦♣4✐;✉❡ ❝♦♥✈❡♥4✐♦♥♥❡❧ ❞5❝&✐✈❡♥4 ✉♥ ❝❡&❝❧❡

❞❡ &❛②♦♥ 1/∆x = k0✳ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❞&♦✐4❡ ✿ 1✐ ❧❛ ❧✉♠✐?&❡ ❞✬❡①❝✐4❛4✐♦♥ ❝♦♥4✐❡♥4 ❧❛ ❢&5;✉❡♥❝❡ 1♣❛4✐❛❧❡

k1✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛♥❡❧ ❞✬✐♥❢♦&♠❛4✐♦♥1 ❞❡✈✐❡♥4 ✈✐1✐❜❧❡ 1♦✉1 ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❢&❛♥❣❡1 ❞❡ ♠♦✐&5 ✭❝❡&❝❧❡

❤❛❝❤✉&5✮✳ ❈❡44❡ &5❣✐♦♥ ❛ ❧❛ ♠F♠❡ ❢♦&♠❡ ;✉❡ ❧❛ &5❣✐♦♥ ♦❜1❡&✈❛❜❧❡ ♥♦&♠❛❧❡♠❡♥4 ♠❛✐1 ❝❡♥4&5❡

❡♥ k1✳ ▲❛ ❢&5;✉❡♥❝❡ 1♣❛4✐❛❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ;✉✐ ♣❡✉4 F4&❡ ❞54❡❝45 ❡14 ❞♦♥❝ k0 + k1✳ ■♠❛❣❡1 ❡①4&❛✐4❡1

❞❡ ❬✷✺❪✳

❊♥ ♣/❛$✐4✉❡ ❧✬6❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❡'$ 6❝❧❛✐/6 ♣❛/ ✉♥ ♠♦$✐❢ '✐♥✉'♦J❞❛❧ ❝♦♥$❡♥❛♥$ ✸ ❢/64✉❡♥❝❡'

'♣❛$✐❛❧❡' −k1, 0,+k1✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡' ❢/64✉❡♥❝❡' ❞♦♥♥❡/❛ '❛ ❝♦♥$/✐❜✉$✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡'

❢/❛♥❣❡' ❞❡ ♠♦✐/6 ♦❜'❡/✈6❡' '✉/ ❧✬✐♠❛❣❡ ✜♥❛❧❡ ❡$ ✐❧ ♥✬❡'$ ♣❛' ♣♦''✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡' '6♣❛/❡/

❡♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ✉♥❡ '❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆6❛♥♠♦✐♥'✱ ❧❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥$' ❛✈❡❝ ❧❡'4✉❡❧' ❝❡' ❝♦♥$/✐❜✉$✐♦♥'

'♦♥$ '♦♠♠6❡' ❞6♣❡♥❞❡♥$ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♦♥ '$/✉❝$✉/6❡ 4✉✐ ❡'$ ❝♦♥♥✉❡ ❡$

❝♦♥$/N❧❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡♥/❡❣✐'$/❛♥$ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ $/♦✐' ✐♠❛❣❡' ❞❡ ❧✬6❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡' ♣❤❛'❡'

❞❡ ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♦♥ '$/✉❝$✉/6❡ ❞✐✛6/❡♥$❡'✱ ❧❡' $/♦✐' ❝♦♠♣♦'❛♥$❡' ♣❡✉✈❡♥$ F$/❡ '6♣❛/6❡' ✈✐❛

✉♥❡ /❡❧❛$✐♦♥ ❛/✐$❤♠6$✐4✉❡ '✐♠♣❧❡✱ ❡$ ❧❡' ✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥' 4✉✬❡❧❧❡' ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ /❡'$❛✉/6❡'

1 ❧❡✉/ ❜♦♥♥❡' ♣♦'✐$✐♦♥'✳ ❊♥ ❝❤♦✐'✐''❛♥$ ✉♥ ♠♦$✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♦♥ '$/✉❝$✉/6❡ ❧❡ ♣❧✉' ✜♥

♣♦''✐❜❧❡ ✭❝✬❡'$ 1 ❞✐/❡ ❛✈❡❝ ✉♥ k1 ❧❡ ♣❧✉' ❣/❛♥❞ ♣♦''✐❜❧❡✮✱ ✐❧ ❡'$ ♣♦''✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝6❞❡/ 1 ❞❡'



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✺✾

✐♥❢♦#♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❢#23✉❡♥❝❡ %♣❛-✐❛❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ✭❞❛♥% ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ❞✉ ♠♦-✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥✮✳ ❊♥

#2♣2-❛♥- ❝❡--❡ ♦♣2#❛-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛2#❡♥-❡% ♦#✐❡♥-❛-✐♦♥% ❞❡ ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#2❡✱ ♦♥

♣❡✉- ❛❧♦#% ♦❜%❡#✈❡# -♦✉-❡% ❧❡% ❢#23✉❡♥❝❡% %♣❛-✐❛❧❡% ❝♦♥-❡♥✉❡% ❞❛♥% ✉♥ ❝❡#❝❧❡ ❞❡ #❛②♦♥

❞♦✉❜❧❡ ♣❛# #❛♣♣♦#- ? ❧❛ #2❣✐♦♥ ♣❤②%✐3✉❡♠❡♥- ♦❜%❡#✈❛❜❧❡ ❬✷✹❪✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✷✳✶✾ ♠♦♥-#❡

3✉❡ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ? ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %-#✉❝-✉#2❡ ♣❡#♠❡- ❞✬♦❜-❡♥✐# ✉♥❡ #2%♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ 130nm

❛❧♦#% 3✉✬✉♥ ♠✐❝#♦%❝♦♣❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❡%- ❧✐♠✐-2 ? 210nm✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❯♥ ❛♠❛) ❞❡ ♠✐❝.♦)♣❤2.❡) ✢✉♦.❡)❝❡♥5❡) ❞❡ ❞✐❛♠65.❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡ 121nm ✐♠❛❣2

♣❛. ✉♥ ♠✐❝.♦)❝♦♣❡ ✭❛✮ ❝♦♥✈❡♥5✐♦♥♥❡❧✱✭❜✮ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❡5 ✭❝✮ ? ✐❧❧✉♠✐♥❛5✐♦♥ )5.✉❝5✉.2❡✳ ▲❛ 5❛✐❧❧❡

❛♣♣.♦①✐♠❛5✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ♠✐.❡ ♦❜)❡.✈2❡ ❡)5 ❞❡ 130nm ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝.♦)❝♦♣❡ ? ✐❧❧✉♠✐♥❛5✐♦♥ )5.✉❝✲

5✉.2❡✱ ❞❡ 290nm ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝.♦)❝♦♣❡ ❝♦♥✈❡♥5✐♦♥♥❡❧ ❡5 ❞❡ 210 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝.♦)❝♦♣❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧✳ ■♠❛❣❡

❡①5.❛✐5❡ ❞❡ ❬✷✹❪✳

❖♥ ♣❡✉- ❡♥❝♦#❡ ❛--❡✐♥❞#❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡% #2%♦❧✉-✐♦♥% ❛✈❡❝ ❝❡ -②♣❡ ❞❡ ♠✐❝#♦%❝♦♣❡ ❡♥

✉-✐❧✐%❛♥- ❞❡% ♥♦♥✲❧✐♥2❛#✐-2% ♦♣-✐3✉❡% -❡❧❧❡ 3✉❡ ❧❛ %❛-✉#❛-✐♦♥ ❞❡ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡✳ ❈♦♥-#❛✐✲

#❡♠❡♥- ? ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ ❡- ●❙❉✱ ❧❛ ♠✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ? %❛-✉#❛-✐♦♥ ♣❛# ✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥

❙❙■▼ ✭❙❛-✉#❛-❡❞ ❙-#✉❝-✉#❡❞ ■❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ ▼✐❝#♦%❝♦♣②✮ ❝♦♥✜♥❡ ❧✬2-❛- ♥♦✐# ♣❧✉-Q- 3✉❡

❧✬2-❛- ❜#✐❧❧❛♥-✱ ♣#♦❞✉✐%❛♥- ❛✐♥%✐ ❞❡% #2❣✐♦♥% ♦R ❧❡% ✢✉♦#♦♣❤♦#❡% #❡%-❡♥- 2-❡✐♥-% ❡- ❡♥-♦✉✲

#2% ♣❛# ❞❡% #2❣✐♦♥% ♦R ❝❡✉①✲❝✐ ✢✉♦#❡%❝❡♥-✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥-❡♥%✐-2 ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛-✐♦♥ %✉♣2#✐❡✉#❡ ?

❧✬✐♥-❡♥%✐-2 ❞❡ %❛-✉#❛-✐♦♥ ❞❡% ♦❜❥❡-% ✢✉♦#❡%❝❡♥-% ❝♦♥-❡♥✉% ❞❛♥% ❧✬2❝❤❛♥-✐❧❧♦♥✱ Iill > Is✱ ❝❡%

#2❣✐♦♥% ♥♦✐#❡% %❡#♦♥- ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% %✉❜✲❞✐✛#❛❝-✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ❙❚❊❉✮✳ ❖♥

♣❡✉- ❛✉%%✐ ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❧✬❛♠2❧✐♦#❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #2%♦❧✉-✐♦♥ ♣❛# ❧✬✉-✐❧✐%❛-✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥2❛#✐-2

❡♥ #❡❣❛#❞❛♥- ❞❛♥% ❧✬❡%♣❛❝❡ #2❝✐♣#♦3✉❡✱ ❝✬❡%- ? ❞✐#❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❢#23✉❡♥❝❡% %♣❛-✐❛❧❡%✱ ✈♦✐#

✜❣✉#❡ ✷✳✷✵✳ ▲♦#%3✉❡ ❧✬2❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ ❡%- 2❝❧❛✐#2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①❝✐-❛-✐♦♥ %✐♥✉%♦W❞❛❧❡ ❞♦♥- ❧✬✐♥-❡♥✲

%✐-2 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡%- ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡♥%✐-2 ❞❡ %❛-✉#❛-✐♦♥✱ ❧✬2♠✐%%✐♦♥ ❞❡ ✢✉♦#❡%❝❡♥❝❡ ♥✬❛✉#❛

♣❛% ✉♥❡ ❢♦#♠❡ %✐♥✉%♦W❞❛❧❡ ♠❛✐% ❝♦♥-✐❡♥❞#❛ ❞❡% ❤❛#♠♦♥✐3✉❡% ❞❡ ❢#23✉❡♥❝❡% %♣❛-✐❛❧❡%

♣❧✉% 2❧❡✈2❡% ✿ 2k✱ 3k✱ 4k✱ ❡-❝✳



✻✵ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

▲✬✐♠❛❣❡ 4✉✬♦♥ ♦❜'❡/✈❡ ❞❡ ❧✬9❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ ❛✐♥'✐ 9❝❧❛✐/9 '❡/❛ ❛❧♦/' ✉♥❡ '✉♣❡/♣♦'✐$✐♦♥ ❞❡

♣❧✉'✐❡✉/' ❝♦♠♣♦'❛♥$❡' ❞❡ ❧❛ /9♣♦♥'❡ ♦♣$✐4✉❡ ❞❡ ❧✬9❝❤❛♥$✐❧❧♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞9♣❧❛❝9❡ ❞❛♥'

❧✬❡'♣❛❝❡ /9❝✐♣/♦4✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❝♦//❡'♣♦♥❞❛♥$ ❛✉① ❢/94✉❡♥❝❡' '♣❛$✐❛❧❡' ❞❡' ❝♦♠♣♦✲

'❛♥$❡' ❞❡ ❋♦✉/✐❡/ ❞✉ ♠♦$✐❢ ❞✬9❝❧❛✐/❡♠❡♥$✱ ✈♦✐/ ✜❣✉/❡ ✷✳✷✵✳ ▲❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬❤❛/♠♦♥✐4✉❡'

❡'$ ❛ ♣"✐♦"✐ ✐❧❧✐♠✐$9 ♠❛✐' ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ '✐❣♥❛❧9 ❞❛♥' ❧❡ ❝❤❛♣✐$/❡ ♣/9❝9❞❡♥$✱ ♣❧✉' ❧✬♦/❞/❡ ❞❡

❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥9❛/✐$9 ❡'$ 9❧❡✈9 ♣❧✉' ❧❛ /9♣♦♥'❡ ♦♣$✐4✉❡ ❝♦//❡'♣♦♥❞❛♥$❡ ❡'$ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥$❡♥'✐$9

❡$ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥$ ♦❜'❡/✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉$ 4✉❛♥❞ ♠D♠❡ '✬❛$$❡♥❞/❡ 1 ♣♦✉✈♦✐/ ♦❜'❡/✈❡/

❥✉'4✉✬1 ❧❛ $/♦✐'✐F♠❡ ❤❛/♠♦♥✐4✉❡✱ ❝♦//❡'♣♦♥❞❛♥$ ❛❧♦/' 1 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝$❡✉/

$/♦✐' ❞❡ ❧❛ /9'♦❧✉$✐♦♥ '♣❛$✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ❊①&❡♥)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /0)♦❧✉&✐♦♥ ♣❛/ ✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥ )&/✉❝&✉/0❡ ♥♦♥✲❧✐♥0❛✐/❡✳ ✭❛✮ ❩♦♥❡

❞❡) /0❣✐♦♥) )♣❛&✐❛❧❡) ♦❜)❡/✈❛❜❧❡) ♣❛/ ✉♥ ♠✐❝/♦)❝♦♣❡ ❝♦♥✈❡♥&✐♦♥♥❡❧✳ ✭❜✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦&✐❢ ❞✬✐❧❧✉✲

♠✐♥❛&✐♦♥ )✐♥✉)♦>❞❛❧❡✳ ✭❝✮ ▲❛ ✜❣✉/❡ ❞✬0❝❧❛✐/❡♠❡♥& ❝♦♥&✐❡♥& &/♦✐) ❢/0A✉❡♥❝❡) )♣❛&✐❛❧❡) ✿ ✉♥❡ C

❧✬♦/✐❣✐♥❡ ✭♣♦✐♥& ♥♦✐/✮✱ ❝♦//❡)♣♦♥❞❛♥& C ❧✬✐♥&❡♥)✐&0 ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡& ❞❡✉① C ±k1 ✭♣♦✐♥&) ❣/✐) ❢♦♥✲

❝0)✮✱ ❝♦//❡)♣♦♥❞❛♥& C ❧❛ ♠♦❞✉❧❛&✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡) ❢/0A✉❡♥❝❡) )♣❛&✐❛❧❡) ❛♣♣❛/❛✐))❡♥& ❛✈❡❝ ✉♥❡

❡①❝✐&❛&✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥0❛✐/❡ ✭♣/♦✈♦A✉❛♥& ❧❛ )❛&✉/❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦/❡)❝❡♥❝❡✮ ✿ ❡❧❧❡) ❝♦//❡)♣♦♥❞❡♥& C

❞❡) ❤❛/♠♦♥✐A✉❡ ❞❡) ❢/0A✉❡♥❝❡) ❞✉ ♠♦&✐❢ ❞✬0❝❧❛✐/❡♠❡♥& ✭♣♦✐♥&) ❣/✐) ❝❧❛✐/)✮✳ ✭❞✮ ❘0❣✐♦♥) ❞❡)

❢/0A✉❡♥❝❡) )♣❛&✐❛❧❡) ♦❜)❡/✈❛❜❧❡) ♣♦✉/ ✉♥ ♠✐❝/♦)❝♦♣❡ ❝♦♥✈❡♥&✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❡♥ ♥♦✐/✮✱ ♣♦✉/ ✉♥ ♠✐❝/♦✲

)❝♦♣❡ C ✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥ )&/✉❝&✉/0❡ ✭❣/✐) ❢♦♥❝0✮ ❡& ♣♦✉/ ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥ )&/✉❝&✉/0❡ ♥♦♥✲❧✐♥0❛✐/❡

✭❣/✐) ❝❧❛✐/✮ ❜❛)0 )✉/ ❧❡) &/♦✐) ♣/❡♠✐J/❡) ❤❛/♠♦♥✐A✉❡)✳ ✭❡✮ ❘0❣✐♦♥ ♦❜)❡/✈❛❜❧❡ )✐ ❧✬♦♣0/❛&✐♦♥ ❡)&

/0♣0&0 ♣♦✉/ ❞✐✛0/❡♥&❡) ♦/✐❡♥&❛&✐♦♥) ❞✉ ♠♦&✐❢ ❞✬0❝❧❛✐/❡♠❡♥&✳ ❈❡&&❡ /0❣✐♦♥ ❡)& ❜✐❡♥ ♣❧✉) 0&❡♥✲

❞✉❡ A✉❡ ❝❡❧❧❡ ♠♦♥&/0❡ ❡♥ ✭❛✮ ❡& ♠♦♥&/❡ A✉❡ ❝❡&&❡ &❡❝❤♥✐A✉❡ ♣❡/♠❡& ❞❡ /❡❝♦♥)&/✉✐/❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

❧✬0❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ /0)♦❧✉&✐♦♥ ❜✐❡♥ )✉♣0/✐❡✉/❡✳ ■♠❛❣❡ ❡①&/❛✐/❡ ❞❡ ❬✷✺❪✳



▼✐❝#♦%❝♦♣✐❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥-❛✐♥ ✻✶

▲❛ ✜❣✉#❡ ✷✳✷✶ ❞ ❡- ❡ ♠♦♥-#❡ ❧✬❛♠7❧✐♦#❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #7%♦❧✉-✐♦♥ %♣❛-✐❛❧❡ ❛♣♣♦#-7❡ ♣❛#

❧✬❡✛❡- ♥♦♥✲❧✐♥7❛✐#❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ <✉✐ ❡%- ❞✬❡♥✈✐#♦♥ 120nm✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✶ ✕ ❯♥ ❛♠❛( ❞❡ ♠✐❝-♦(♣❤1-❡( ✢✉♦-❡(❝❡♥4❡( ✐♠❛❣6 ♣❛- ✉♥ ♠✐❝-♦(❝♦♣❡ ✭❛✮ ❝♦♥✈❡♥✲

4✐♦♥♥❡❧✱ ✭❜✮ ❝♦♥❢♦❝❛❧✱ ✭❝✮ ? ✐❧❧✉♠✐♥❛4✐♦♥ (4-✉❝4✉-6❡ ❡4 ✭❞✮ ? ✐❧❧✉♠✐♥❛4✐♦♥ (4-✉❝4✉-6❡ ♥♦♥✲❧✐♥6❛✐-❡✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬❡(4 ♣❛( ♥6❝❡((❛✐-❡ ❞❡ (❝❛♥♥❡- ❧✬6❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛-❣❡ ♣❡✉4✲B4-❡

♦❜4❡♥✉❡✳ ■♠❛❣❡ ❡①4-❛✐4❡ ❞❡ ❬✷✺❪✳



✻✷ ❊①$❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ❞❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' '✉❜♠✐❝/♦♥✐4✉❡'

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉✉/❛♥$ ❝❡' ❞❡/♥✐6/❡' ❞7❝❡♥♥✐❡' ❞❡ ♥♦♠❜/❡✉'❡' $❡❝❤♥✐4✉❡' ❞❡ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ '✉❜✲❞✐✛/❛❝$✐♦♥

♦♥$ 7$7 ❞7✈❡❧♦♣♣7❡'✳ ❚♦✉$❡' ❝❡' $❡❝❤♥✐4✉❡' ♦♥$ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞✬✉$✐❧✐'❡/ ❞❡' ♥♦♥✲❧✐♥7❛/✐$7'

❞❡ ❧❛ /7♣♦♥'❡ ♦♣$✐4✉❡ ❞❡' ♥❛♥♦✲♦❜❥❡$' 7$✉❞✐7' ♣♦✉/ ❛$$❡✐♥❞/❡ ❞❡' /7'♦❧✉$✐♦♥' ❞7♣❛'✲

'❛♥$ ❧❛ ❝❡♥$❛✐♥❡ ❞❡ ♥❛♥♦♠6$/❡'✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡' ♥♦♥✲❧✐♥7❛/✐$7' ♣❡/♠❡$$❡♥$ ❞✬♦❜$❡♥✐/ ❞❡'

✈❡❝$❡✉/' ❞✬♦♥❞❡' ❞♦♥$ ❧❡' ❝♦♠♣♦'❛♥$❡' ♣❛/❛❧❧6❧❡' ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬7❝❤❛♥$✐❧❧♦♥ '♦♥$ '✉♣7✲

/✐❡✉/❡' 1 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦$✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥$/❡ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✷✳✷✷✳ ▲❛ /7'♦❧✉$✐♦♥

❞✬✉♥ ✐♥'$/✉♠❡♥$ ❞✬♦♣$✐4✉❡ 7$❛♥$ ✐♥✈❡/'❡♠❡♥$ ♣/♦♣♦/$✐♦♥♥❡❧❧❡ 1 ❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥$❡ ♣❛/❛❧❧6❧❡

❞✉ ✈❡❝$❡✉/ ❞✬♦♥❞❡✱ ♣❧✉' ❝❡❧❧❡✲❝✐ '❡/❛ ❣/❛♥❞❡✱ ♠❡✐❧❧❡✉/❡ '❡/❛ ❧❛ /7'♦❧✉$✐♦♥✳

▲❛ ♠✐❝/♦'❝♦♣✐❡ 1 ✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♦♥ '$/✉❝$✉/7❡ '❛$✉/7❡ ✉$✐❧✐'❡ ❧❛ ✢✉♦/❡'❝❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ /7✲

♣♦♥'❡ ♦♣$✐4✉❡ ❡$ '❛ '❛$✉/❛$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡$✲♥♦♥ ❧✐♥7❛✐/❡ ♠❛✐'✱ $♦✉$ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❙❚❊❉✱ ♦♥
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♣7/✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲'♦♥❞❡✳ ❊♥ ✉$✐❧✐'❛♥$ ❧❛ '❛$✉/❛$✐♦♥ ❞✬❛❜'♦/♣$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡$ ♥♦♥✲❧✐♥7❛✐/❡
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$❤6'❡ ✭♣❛/$✐❡ ■■■✮✳
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✻✸





■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ✻✼

✸ ▲❡, ♠♦❞❡, ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉,, ✻✾

✸✳✶ ▲❡( ♠♦❞❡( ♣-♦♣❛❣❛0✐❢( ❞✉ ❝❤❛♠♣ 6❧❡❝0-♦♠❛❣♥60✐9✉❡ ✿ ❞✉ ♠♦❞❡ ●❛✉((✐❡♥

❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✶✳✶ ▲✬69✉❛0✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✶✳✷ ❙♦❧✉0✐♦♥( ❞❡ ❧✬69✉❛0✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛-❛①✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✶✳✸ B❛-0✐❝✉❧❛-✐06( ❞❡( ♠♦❞❡( ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✷ ▲❡ ♠♦♠❡♥0 ♦-❜✐0❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✸ ●6♥6-❛0✐♦♥ ❡0 ❝❛-❛❝06-✐(❛0✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐(❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✸✳✶ ■♥0❡-❢6-❡♥❝❡ ❡♥0-❡ ❞❡✉① ❢❛✐(❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✸✳✷ ❈❛-❛❝06-✐(❛0✐♦♥ ❞❡( ♠♦❞❡( ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✸✳✸ ●6♥6-❛0✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡( ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹ ➱4✉❛"✐♦♥, ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡" ♠♦❞❡, ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉,, ✽✼

✹✳✶ ❊①♣-❡((✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛-✐(❛0✐♦♥ ❞✉ 0-♦✐(✐I♠❡ ♦-❞-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✷ ❊①♣-❡((✐♦♥ (✐♠♣❧❡ ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❣6♥6-6 ♣❛- ❧❛ ♣♦❧❛-✐(❛0✐♦♥ ❞✉ 0-♦✐(✐I♠❡

♦-❞-❡ ✿ ❝♦♥(❡-✈❛0✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥0 ♦-❜✐0❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✸ ❊①♣-❡((✐♦♥ ❣6♥6-❛❧❡ ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❣6♥6-6 ♣❛- ❧❛ ♣♦❧❛-✐(❛0✐♦♥ ❞✉ 0-♦✐(✐I♠❡ ♦-❞-❡✶✵✵

✹✳✸✳✶ ▼♦❞❡( ❣6♥6-❛❧✐(6( ❞✬❍❡-♠✐0❡✲▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✸✳✷ ❋♦♥❝0✐♦♥ ❣6♥6-❛0-✐❝❡ ❞❡( ♠♦❞❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✸✳✸ B-♦❞✉✐0( ❞❡ ♠♦❞❡( ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉(( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡( ❡0 ✐♥0❡-♣-60❛0✐♦♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺ ➱❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ 9"✉❞✐9 ✿ ♣✉✐", 4✉❛♥"✐4✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡ ✶✶✺

✺✳✶ B-♦♣-✐606( ❣6♥6-❛❧❡( ❞❡( ♠❛06-✐❛✉① ♠❛((✐❢( ❈❞❚❡ ❡0 ❈❞❩♥❚❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✶✳✶ ❙0-✉❝0✉-❡ ❝-✐(0❛❧❧♦❣-❛♣❤✐9✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✶✳✷ ❙0-✉❝0✉-❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✶✳✸ ▲❡( ❡①❝✐0♦♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✷ ❉❡(❝-✐♣0✐♦♥ ❞❡ ❧✬6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✷✳✶ ❈-♦✐((❛♥❝❡ 6♣✐0❛①✐❛❧❡ ♣❛- ❥❡0 ♠♦❧6❝✉❧❛✐-❡ ❞❡ ♣✉✐0( 9✉❛♥0✐9✉❡ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✷✳✷ ❙0-✉❝0✉-❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡0 ♣-♦♣-✐606( ♦♣0✐9✉❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✸ ❘❡❢-♦✐❞✐((❡♠❡♥0 ❞❡ ❧✬6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺



✻✻ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✻ ❊①♣$%✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠$❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡1 ❡♥ ❣$♦♠$2%✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥$❛✐%❡ ✶✷✼

✻✳✶ ▼♦♥2❛❣❡ ❡①♣89✐♠❡♥2❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✻✳✶✳✶ ●8♥89❛2✐♦♥ ❞❡? ✐♠♣✉❧?✐♦♥? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✻✳✶✳✷ ▼♦❞✉❧❛2❡✉9 ❛❝♦✉?2♦✲♦♣2✐C✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✶✳✸ ❈♦♥✜❣✉9❛2✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥2❛❣❡ ❡①♣89✐♠❡♥2❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✶✳✹ ❈♦♥29J❧❡ ❞✉ 9❡2❛9❞✱ ♣98❝✐?✐♦♥ ❞❡? ♠❡?✉9❡? 98?♦❧✉❡? ❡♥ 2❡♠♣? ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✷ ❉82❡❝2✐♦♥? ❡2 ❝❛9❛❝289✐?❛2✐♦♥? ❞❡? ❢❛✐?❝❡❛✉① ❣8♥898? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✷✳✶ ■♠❛❣❡9✐❡ ❡2 ♠❡?✉9❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥2 ♦9❜✐2❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐9❡ ❞❡? ❢❛✐?❝❡❛✉①

❣8♥898? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✷✳✷ ▼❡?✉9❡? 98?♦❧✉❡? ❡♥ 2❡♠♣? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉?✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✼ ❊①♣$%✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠$❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡1 ❡♥ ❣$♦♠$2%✐❡ ❝♦❧✐♥$❛✐%❡ ✶✸✼

✼✳✶ ▲❡ ♠♦♥2❛❣❡ ❡①♣89✐♠❡♥2❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✼✳✷ ❘8?✉❧2❛2? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✼✳✸ ❈♦♥❝❧✉?✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❛ ❞❡$❝&✐♣)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐/&❡ ❡♥ )❡&♠❡ ❞✬♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ❡$) ❝♦✉&❛♠♠❡♥) ✉)✐❧✐$1❡ ♣♦✉&

♠♦❞1❧✐$❡& ❧❡$ ❞✐✛1&❡♥)$ ♣&♦❝❡$$✉$ ♥♦♥✲❧✐♥1❛✐&❡$ ❛②❛♥) ❧✐❡✉ ❞❛♥$ ❞❡$ ♠❛)1&✐❛✉① $❡♠✐✲

❝♦♥❞✉❝)❡✉&$✳ ▼8♠❡ $✐ ❝❡))❡ ❞❡$❝&✐♣)✐♦♥ ♣❡&♠❡) ❞❡ &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣)❡ ❞❡$ ❞②♥❛♠✐9✉❡$ )❡♠✲

♣♦&❡❧❧❡$ ❞❡$ $✐❣♥❛✉① ❣1♥1&1$ ♣❛& ❝❡$ ♣&♦❝❡$$✉$ ♥♦♥✲❧✐♥1❛✐&❡$ ✭❝♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$ ✈✉ ❡♥

✶✳✸✮✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞1❝&✐) ♣❛$ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ $♣❛)✐❛❧❡ ❞❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ❡①❝✐)❛)❡✉&$ $✉& ❧❛

&1♣♦♥$❡ ♦♣)✐9✉❡ ♦❜)❡♥✉❡✳ ▲❡$ ♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ♦♥) ❡♥ ❡✛❡) ✉♥❡ ❡①)❡♥$✐♦♥ $♣❛)✐❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡

9✉✐ ♥❡ ❝♦&&❡$♣♦♥❞ E ❛✉❝✉♥❡ &1❛❧✐)1 ♣❤②$✐9✉❡✳

▲❡$ ♠♦❞❡$ ❞✬✉♥ ❧❛$❡& $♦♥) ❣1♥1&❛❧❡♠❡♥) ❜✐❡♥ ❞1❝&✐)$ ♣❛& ❞❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ❣❛✉$$✐❡♥$

❞♦♥) ❧❡$ ❢&♦♥)$ ❞✬♦♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥) 8)&❡ ❛♣♣&♦①✐♠1$ E ❞❡$ ♣❧❛♥$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦G ❧❡✉&$ &❛②♦♥$

❞❡ ❝♦✉&❜✉&❡ $♦♥) ❣&❛♥❞$✱ ❝✬❡$) E ❞✐&❡ ❧♦&$9✉❡ ❧❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① $♦♥) ❝♦❧❧✐♠❛)1$✳ ❖&✱ ❧♦&$9✉❡

$❡ ♣&♦❞✉✐) ❧✬✐♥)❡&❛❝)✐♦♥ ❧✉♠✐/&❡✲♠❛)✐/&❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ❡①♣1&✐❡♥❝❡$ ❞✬♦♣)✐9✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥1❛✐&❡✱

❧❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥)$ $♦♥) ❢♦&)❡♠❡♥) ❢♦❝❛❧✐$1$✱ ✐❧ $❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ 9✉❡ ❧✬❛♣♣&♦①✐♠❛)✐♦♥ ❡♥

)❡&♠❡ ❞✬♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ♥❡ $♦✐) ♣❛$ ❞✉ )♦✉) ❛❞19✉❛)❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❞❡$ ♣❤1♥♦♠/♥❡$ ❞❡ $❛)✉✲

&❛)✐♦♥$ ♣❡✉✈❡♥) ❛✈♦✐& ❧✐❡✉✱ ❝❡❧❛ ♠♦❞✐✜❡ ❛❧♦&$ ❢♦&)❡♠❡♥) ❧❡ ♣&♦✜❧ )&❛♥$✈❡&$❡ E ❧✬♦&✐❣✐♥❡

❣❛✉$$✐❡♥✳ ■❧ ♣❛&❛K) ❞♦♥❝ ❡$$❡♥)✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥$✐❞1&❡& ❧❛ ❢♦&♠❡ $♣❛)✐❛❧❡ ❞❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ❡①❝✐✲

)❛)❡✉&$ ♣♦✉& &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣)❡ ♣&♦♣&❡♠❡♥) ❞❡$ ❞✐✛1&❡♥)$ ♣&♦❝❡$$✉$ ♠✐$ ❡♥ ❥❡✉① ❞❛♥$ ❧❡$

1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥$ 1)✉❞✐1$✳

❉❛♥$ ❝❡))❡ ♣❛&)✐❡ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ 1)✉❞✐❡& ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ $♣❛)✐❛❧❡ ❞❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉①

✐♥❝✐❞❡♥)$ $✉& ❧❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ❣1♥1&1$ ♣❛& ✉♥ ♣&♦❝❡$$✉$ ♥♦♥✲❧✐♥1❛✐&❡ )❡❧ 9✉❡ ❧❡ ♠1❧❛♥❣❡

❞✬♦♥❞❡$✳ ◆♦✉$ &❡$)&❡✐♥❞&♦♥$ ❝❡))❡ 1)✉❞❡ ❡♥ ❝♦♥$✐❞1&❛♥) ❞❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉$$

9✉✐ ♣♦$$/❞❡♥) ✉♥❡ $②♠1)&✐❡ ❞❡ &1✈♦❧✉)✐♦♥ ❛✉)♦✉& ❞❡ ❧❡✉& ❛①❡ ❞❡ ♣&♦♣❛❣❛)✐♦♥✱ ♣&♦♣&✐1)1

❝♦♠♠✉♥❡ E )♦✉$ ❧❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉①✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡&❛ ♣❛& ❞1❝&✐&❡ ❧❡$ ♠♦❞❡$ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 1❧❡❝)&♦♠❛❣♥1)✐9✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡

❧✬❛♣♣&♦①✐♠❛)✐♦♥ ♣❛&❛①✐❛❧❡✳ ◆♦✉$ &❛♣♣❡❧❧❡&♦♥$ ❛❧♦&$ ❝❡ 9✉❡ $♦♥) ❧❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲

●❛✉$$ ❡) ❧❡✉&$ ♣&♦♣&✐1)1$✱ ♥♦)❛♠♠❡♥) ❡♥ )❡&♠❡$ ❞❡ ♠♦♠❡♥) ❛♥❣✉❧❛✐&❡✳

O✉✐$ ♥♦✉$ ♣&1$❡♥)❡&♦♥$ ❧❛ ❞❡$❝&✐♣)✐♦♥ )❤1♦&✐9✉❡ ❞✉ ♠1❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡$ 9✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$

❡✛❡❝)✉1❡✱ ✈✐❛ ❧❡$ 19✉❛)✐♦♥$ ❞❡ ❇❧♦❝❤✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦G ❧❡$ ❝❤❛♠♣$ $♦♥) ❞1❝&✐)$ ♣❛& ❞❡$

♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉$$✳

❊♥$✉✐)❡ ♥♦✉$ ❞♦♥♥❡&♦♥$ 9✉❡❧9✉❡$ ♣&1❝✐$✐♦♥$ $✉& ❧✬1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ 1)✉❞✐1✱ ❧❡ ♣✉✐)$ 9✉❛♥✲

✻✼
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$✐+✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡✳

❊♥✜♥ ❧❡5 ❞❡✉① ❞❡%♥✐❡%5 ❝❤❛♣✐$%❡5 5❡%♦♥$ ❝♦♥5❛❝%:5 ❛✉① ❡①♣:%✐❡♥❝❡5 %:❛❧✐5:❡5 ✿ ♣%❡✲

♠✐>%❡♠❡♥$✱ ❧❡ ♠:❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ❣:♦♠:$%✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥:❛✐%❡ +✉✐ ♥♦✉5 ❛ 5❡%✈✐ ❞✬❡①♣:%✐❡♥❝❡

♣%:❧✐♠✐♥❛✐%❡ ♣♦✉% ♠❡$$%❡ ❛✉ ♣♦✐♥$ ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡ ❡①♣:%✐❡♥❝❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠:❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥

❣:♦♠:$%✐❡ ❝♦❧✐♥:❛✐%❡✳
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▲❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉**

✸✳✶ ▲❡% ♠♦❞❡% ♣*♦♣❛❣❛-✐❢% ❞✉ ❝❤❛♠♣ 3❧❡❝-*♦♠❛❣♥3✲

-✐7✉❡ ✿ ❞✉ ♠♦❞❡ ●❛✉%%✐❡♥ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡**❡✲

●❛✉%%

✸✳✶✳✶ ▲✬%&✉❛)✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡

▲❡" ❞✐✛&'❡♥)" ♠♦❞❡" ♣'♦♣❛❣❛)✐❢" ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐2'❡ "❡ ❞&)❡'♠✐♥❡♥) ❡♥ '&"♦❧✈❛♥) ❧✬&5✉❛)✐♦♥

❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥ )'♦✐" ❞✐♠❡♥"✐♦♥"✱ ❝❡))❡ &5✉❛)✐♦♥ "✬&❝'✐) ✿

∇2E − 1

c2
∂2E

∂t2
= 0 ✭✸✳✶✮

❛✈❡❝ c ❧❛ ✈✐)❡""❡ ♣'♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ▲✬&5✉❛)✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡") ❧✐♥&❛✐'❡✱ ♦♥ ♣❡✉) ❛❧♦'"

❛♣♣❧✐5✉❡' ❧❛ "&♣❛'❛)✐♦♥ ❞❡" ✈❛'✐❛❜❧❡" ❞✬❡"♣❛❝❡ ❡) ❞❡ )❡♠♣"✳ ◆♦✉" ❝❤♦✐"✐'♦♥" ✉♥❡ "♦❧✉)✐♦♥

♣&'✐♦❞✐5✉❡ ❞❛♥" ❧❡ )❡♠♣"✱ ❝✬❡") B ❞✐'❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦♥♦❝❤'♦♠❛)✐5✉❡✱ )❡❧❧❡ 5✉❡ ✿

E(x, y, z, t) = E(x, y, z)e−iωt + C.C. ✭✸✳✷✮

❛✈❡❝ ω = kc ❧❛ ♣✉❧"❛)✐♦♥ ❡) k = 2π
λ
❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞✬♦♥❞❡✳ C.C. ❡") ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉&

❞✉ )❡'♠❡ ❧❡ ♣'&❝&❞❡♥) ❡) ✈❛✉) ❞♦♥❝ E∗(x, y, z)eiωt✳
❊♥ '❡♠♣❧❛F❛♥) ❞❛♥" ❧✬&5✉❛)✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥ ♦❜)✐❡♥) ❧✬&5✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧)③ ✿

∇2E + k2E = 0 ✭✸✳✸✮

❙✉♣♣♦"♦♥" ♠❛✐♥)❡♥❛♥) 5✉❡ ❧❛ ♣'♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ "❡ ❢❛""❡ ❞❛♥" ❧❛ ❞✐'❡❝)✐♦♥ ❞❡"

z ♣♦"✐)✐❢"✱ E(x, y, z) ❞♦✐) ❞♦♥❝ J)'❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

E(x, y, z) = E0(x, y, z)eikz ✭✸✳✹✮

✻✾
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❊♥ ✐♥❥❡❝3❛♥3 ❧✬67✉❛3✐♦♥ ✸✳✹ ❞❛♥$ ✸✳✸ ❡3 ❡♥ $✐♠♣❧✐✜❛♥3 ♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ✿

∂2E0
∂x2

+
∂2E0
∂y2

+
∂2E0
∂z2

+ 2ik
∂E0
∂z

= 0 ✭✸✳✺✮

❊♥ ❝❤♦✐$✐$$❛♥3 E0(x, y, z) = E0 = constante ♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✿

E = E0ei(kz−wt) + C.C. ✭✸✳✻✮

7✉✐ ❝♦♥$3✐3✉❡ ✉♥❡ ❜❛$❡ ❞❡$ $♦❧✉3✐♦♥$ ❞❡ ❧✬67✉❛3✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ 3+D$ $♦✉✈❡♥3 ✉3✐❧✐$6❡ ✭❝❛+

♠❛3❤6♠❛3✐7✉❡♠❡♥3 3+D$ $✐♠♣❧❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥3 ❝❡33❡ $♦❧✉3✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥$3✐3✉❡ ♣❛$ ✉♥ ♠♦❞❡

♣+♦♣❛❣❛3✐❢ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐D+❡ +6❡❧❧❡♠❡♥3 ♦❜$❡+✈❛❜❧❡✳ ▲❡$ ♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ♠♦♥♦❝❤+♦♠❛3✐7✉❡$

♥✬♦♥3 ❡✛❡❝3✐✈❡♠❡♥3 ❛✉❝✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐$❛3✐♦♥ ♥✐ ❞❛♥$ ❧❡ 3❡♠♣$ ♥✐ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡✱ ❧❡ $❡♥$ ❞✉

3❡♠♣$ ♥✬❡$3 ❛❧♦+$ ♣❛$ ❞6✜♥✐✳ ❖+✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✐$❛✐3 ❙♦♠♠❡+❢❡❧❞✱ ✓ ❧❡$ $♦✉+❝❡$ ❞♦✐✈❡♥3 M3+❡

❞❡$ $♦✉+❝❡$✱ ♣❛$ ❞❡$ ♣✉✐3$ ❞✬6♥❡+❣✐❡✳ ▲✬6♥❡+❣✐❡ +❛②♦♥♥6❡ ❞❡$ $♦✉+❝❡$ ❞♦✐3 $❡ ❞✐$♣❡+$❡+ O

❧✬✐♥✜♥✐ ❀ ❛✉❝✉♥❡ 6♥❡+❣✐❡ ♥❡ ♣❡✉3 M3+❡ +❛②♦♥♥6❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐ ✈❡+$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ 63✉❞✐6 ✔ ❬✻✷❪✳

■❧ ❢❛✉3 ❞♦♥❝ ❝♦♥$3+✉✐+❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ 7✉✐ ❛ ✉♥ ❞6❜✉3 ❡3 ✉♥❡ ✜♥✳ ▲✬✐❞6❡ ❧❛ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡

❝♦♥$✐$3❡ O $✉♣❡+♣♦$❡+ ❞❡$ ♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ♠♦♥♦❝❤+♦♠❛3✐7✉❡$ ❡3 ❢♦+♠❡+ ❝❡ 7✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

✉♥ ♣❛7✉❡3 ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❛ ❧✐♥6❛+✐36 ❞❡ ❧✬67✉❛3✐♦♥ ❞❡ ♣+♦♣❛❣❛3✐♦♥ ❛✉3♦+✐$❡ O ❛♣♣❧✐7✉❡+ ❧❡

3❤6♦+D♠❡ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✿ ✉♥❡ $✉♣❡+♣♦$✐3✐♦♥ ❧✐♥6❛✐+❡ ❞✬♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ❡$3 3♦✉❥♦✉+$ $♦❧✉3✐♦♥

❞❡ ❧✬67✉❛3✐♦♥✳ ▲✬❡①♣+❡$$✐♦♥ ♠❛3❤6♠❛3✐7✉❡ ❞✬✉♥❡ 3❡❧❧❡ $✉♣❡+♣♦$✐3✐♦♥ $✬6❝+✐3 ❬✺✸❪ ✿

E(x, y, z) ∝
∫ ∫

kx
2+ky

2≤k2

dkx dky
(2π)2

Â(kx, ky)e
ikxx+ikyy+i

√

(k2−kx2−ky2)z. ✭✸✳✼✮

▲❛ ♥♦3❛3✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝3❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ $♦✉$ ❧❛ ❢♦+♠❡ k =

(

kx, ky,
√

k2 − kx
2 − ky

2

)

+❡✢D3❡ ❧❛

❝♦♥$❡+✈❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬6♥❡+❣✐❡ ✿ k =
√

k2x + k2y + k2z = ω/c ✳

■❧ ❢❛✉3 ♠❛✐♥3❡♥❛♥3 3+♦✉✈❡+ ✉♥❡ ❡①♣+❡$$✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ♣♦✉+ 7✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐3✉❞❡ Â(kx, ky)

❞❡$ ❝♦♥3+✐❜✉3✐♦♥$ ❞❡$ ♦♥❞❡$ ♣❧❛♥❡$ ❞❡ ✈❡❝3❡✉+$ ❞✬♦♥❞❡ k $❛3✐$❢❛$$❡ ❧❡$ ❝+✐3D+❡$ 6♥♦♥❝6$

♣+6❝6❞❡♠♠❡♥3 ❡3 ❝♦++❡$♣♦♥❞❡ O ❝❡ 7✉❡ ❧❡$ ❧❛$❡+$ ❛❝3✉❡❧$ ❞6❧✐✈+❡♥3 ❝♦♠♠❡ ❢❛✐$❝❡❛✉①✳

✸✳✶✳✷ ❙♦❧✉(✐♦♥+ ❞❡ ❧✬/0✉❛(✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛3❛①✐❛❧❡

▲❡$ ❧❛$❡+$ ❛❝3✉❡❧$ ❣6♥D+❡♥3 ✉♥ ❝❤❛♠♣ 6❧❡❝3+♦♠❛❣♥63✐7✉❡ $♣❛3✐❛❧❡♠❡♥3 ❝♦❤6+❡♥3 7✉✐

♣♦$$D❞❡ ✉♥❡ ❡①3❡♥$✐♦♥ 3+❛♥$✈❡+$❛❧❡ ✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐3❡$$❡ ❞✬63❛❧❡♠❡♥3 ♠♦❞6+6❡✳ ❈❡❧❛ $✐✲

❣♥✐✜❡ 7✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐3✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✈❛+✐❡ 3+D$ ❧❡♥3❡♠❡♥3 ❧♦+$7✉✬❡❧❧❡ $❡ ♣+♦♣❛❣❡ $✉✐✈❛♥3 ❧✬❛①❡

z ❝♦♠♣❛+6❡ O ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❡3 O ❧❛ ❧❛+❣❡✉+ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉✳ ❖♥ ♣❡✉3 ❛❧♦+$ ❛♣♣❧✐7✉❡+

❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛3✐♦♥ ♣❛+❛①✐❛❧❡ O ❧✬67✉❛3✐♦♥ ✸✳✼ ❡3 $✉♣♣♦$❡+ 7✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐3✉❞❡ Â(kx, ky) ❞6❝+♦Y3

$✉✣$❛♠♠❡♥3 +❛♣✐❞❡♠❡♥3 ❧♦+$7✉❡ kx ❡3 ky ❝+♦✐$$❡♥3 ❞❡ ♠❛♥✐D+❡ O 63❡♥❞+❡ ❧❡$ ❜♦+♥❡$ ❞❡$

✐♥36❣+❛❧❡$ O ±∞ ❡3 O ❛♣♣+♦①✐♠❡+ ❧❛ +❛❝✐♥❡ ❝❛++6❡ ❞❛♥$ ❧✬❡①♣♦♥❡♥3✐❡❧❧❡ O k− kx
2+ky

2

2k
✳ ❊♥

❛♣♣❧✐7✉❛♥3 ❝❡$ ❤②♣♦3❤D$❡$✱ $❡✉❧❡$ ❧❡$ ✈❛❧❡✉+$ ❝♦++❡$♣♦♥❞❛♥3 O kx,y ≪ k ❝♦♥3+✐❜✉❡♥3 ❞❡



▲❡" ♠♦❞❡" ♣'♦♣❛❣❛*✐❢" ❞✉ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝*'♦♠❛❣♥0*✐3✉❡ ✿ ❞✉ ♠♦❞❡ ●❛✉""✐❡♥ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡

▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉"" ✼✶

♠❛♥✐9'❡ "✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥*0❣'❛❧❡✳ ◆♦*♦♥" 3✉❡ ❝❡**❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛*✐♦♥ ❝♦''❡"✲

♣♦♥❞ @ ♥0❣❧✐❣❡' ❧❡ *❡'♠❡

∂2E0
∂z2

❞❛♥" ❧✬03✉❛*✐♦♥ ✸✳✺ ❀ ❧✬03✉❛*✐♦♥ '0"✉❧*❛♥*❡

∂2E0
∂x2

+
∂2E0
∂y2

+ 2ik
∂E0
∂z

= 0 ✭✸✳✽✮

❡"* ❛♣♣❡❧0❡ ❧✬ !✉❛$✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛,❛①✐❛❧❡✳

G♦✉' ❝♦♥"*'✉✐'❡ ❞❡" ❜♦♥♥❡0 "♦❧✉*✐♦♥" ❞❡ ❝❡**❡ 03✉❛*✐♦♥✱ ❞❡✉① ❝❛'❛❝*0'✐"*✐3✉❡" ❞✉ ✢✉①

❞✬0♥❡'❣✐❡ *♦*❛❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝*'♦♠❛❣♥0*✐3✉❡ ✭♣'♦♣♦'*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛''0 ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡✮

"♦♥* ❛✉""✐ @ ❝♦♥"✐❞0'❡' ❬✺✸❪✳ G'❡♠✐9'❡♠❡♥*✱ ❧❛ ❞✐✈❡'❣❡♥❝❡ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥* @ ❧✬0*❛❧❡♠❡♥* ❞❡

❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞❡" ♦♥❞❡" ♣❧❛♥❡" ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ '0❝✐♣'♦3✉❡✱ ❝✬❡"* @ ❞✐'❡ ❞❡" ✈❡❝*❡✉'" ❞✬♦♥❞❡✱

❡* 3✉✐ "✬❡①♣'✐♠❡ "❡❧♦♥ ✿

divergence ∝
∫ +∞

−∞

dkx
2π

∫ +∞

−∞

dky
2π

(

kx
2 + ky

2
)

| Â |2 ✭✸✳✾✮

❡* ❞❡✉①✐9♠❡♠❡♥*✱ ❧✬❡①*❡♥"✐♦♥ "♣❛*✐❛❧❡ *'❛♥"✈❡'"❡ 3✉✐ ❡"* ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉ ✭❞0❝'✐* ♣❛'

❧✬✐♥*❡♥"✐*0 ❞✉ ❝❤❛♠♣✮ ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡'♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐'❡ @ ❧❛ ❞✐'❡❝*✐♦♥ ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛*✐♦♥ z✱ ❡*

3✉✐ ❡"* ❞0✜♥✐❡ ♣❛' ✿

extension transverse ∝
∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dy
(

x2 + y2
)

| E |2

=

∫ +∞

−∞

dkx
2π

∫ +∞

−∞

dky
2π

(

| ∂A
∂x

|2 + | ∂A
∂y

|2
)

. ✭✸✳✶✵✮

▲❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧"✐♦♥ ❧❛"❡' ❡"* ❛❧♦'" ❝❡❧✉✐ 3✉✐ ♣♦""9❞❡ ✉♥❡ ❞✐✈❡'✲

❣❡♥❝❡ ❡* ✉♥❡ ❡①*❡♥"✐♦♥ *'❛♥"✈❡'"❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡"✱ ❝✬❡"* @ ❞✐'❡ *❡❧❧❡ 3✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞❡ "♦♥

❝❤❛♠♣ ♠✐♥✐♠✐"❡ ❧❡ ♣'♦❞✉✐* divergence ∗ extension transverse✳ ▲❡ ♣'♦❞✉✐* ❞❡ "❛ *❛✐❧❧❡
❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ '0❝✐♣'♦3✉❡ ❡* ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ '0❡❧ ❡"* ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ♣♦""9❞❡

❞♦♥❝ ❧✬❡①*❡♥"✐♦♥ "♣❛*✐❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉" ♣❡*✐*❡ ♣♦""✐❜❧❡ 3✉✐ ❡"* ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

*❡♠♣♦'❡❧❧❡ ❛✉① ✐♠♣✉❧"✐♦♥" ❞✐*❡" ❋♦✉,✐❡, ❚,❛♥0❢♦,♠ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥* ❛✉① ♣❧✉" ❝♦✉'*❡"

✐♠♣✉❧"✐♦♥" '0❛❧✐"❛❜❧❡"✳

❉❡ ♣❧✉"✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧ ❞♦✐* ❝♦''❡"♣♦♥❞'❡ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞♦♥* ❧❛ "②♠0*'✐❡ ❡"* ❧❛

♣❧✉" ❤❛✉*❡ ✿ ❧❛ "②♠0*'✐❡ ❞❡ '♦*❛*✐♦♥ ❛✉*♦✉' ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛*✐♦♥ z✳ ▲❡" ❝♦♦'❞♦♥♥0❡" x

❡* y "♦♥* ❞♦♥❝ 03✉✐✈❛❧❡♥*❡" ❡* ♦♥ ✉*✐❧✐"❡'❛ ❧✬❛❜'0✈✐❛*✐♦♥ r2 = x2+ y2✳ ❆♣'9" ❝❛❧❝✉❧✱ ❬✺✸❪✱

♦♥ ♦❜*✐❡♥* ✿

E(x, y, z) = 1

w(z)
e
− r2

w(z)2 ei(kz+k
r2

2R
+ψ(z))

✭✸✳✶✶✮

♦S ♣❧✉"✐❡✉'" ♣❛'❛♠9*'❡" ♦♥* 0*0 ✐♥*'♦❞✉✐*" ✿

✕ w0 ❝♦''❡"♣♦♥❞ @ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧❛ ❧❛'❣❡✉' ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉ @ z = 0

✕ zR = πw0
2

λ
❡"* ❛♣♣❡❧0❡ ❧♦♥❣✉❡✉' ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡* ❞0❝'✐* ❧❛ ❞✐✈❡'❣❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❀
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✕ w(z) = w0

√

1 +
(

z
zR

)2

+❡♣+0$❡♥2❡ ❧❛ ❧❛+❣❡✉+ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ 7 z 8✉❡❧❝♦♥8✉❡ ❀

✕ R = z
(

1 + z
zR

)2

❝♦++❡$♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❝♦✉+❜✉+❡ ❞✉ ❢+♦♥2 ❞✬♦♥❞❡ ❀

✕ ψ(z) = arctan ( z
zR
) ❡$2 ❛♣♣❡❧0❡ ❧❛ ♣❤❛$❡ ❞❡ ●♦✉② ❡2 ❞0❝+✐2 ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥2 +❛♣✐❞❡

❞❡ ♣❤❛$❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝2+✐8✉❡ ❧♦+$8✉✬♦♥ $❡ +❛♣♣+♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥2 ♦> ❧❛ 2❛✐❧❧❡ ❞✉

❢❛✐$❝❡❛✉ ❡$2 ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡$2 7 ❞✐+❡ ❡♥ z = 0✳

▲❡$ 8✉❛2+❡ ♣+❡♠✐❡+$ ♣❛+❛♠A2+❡$ $♦♥2 ✐♥❞✐8✉0$ $✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✶❛✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱

❞♦♥♥0 ♣❛+ ❧✬08✉❛2✐♦♥ ✸✳✶✶✱ ❡$2 ❛♣♣❡❧0 ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ●❛✉++✐❡♥ ❝❛+ ❧✬✐♥2❡♥$✐20

❝♦++❡$♣♦♥❞❛♥2❡ ✿

| E |2=| E(x, y, z) |2= 1

w2
e
−2 r2

w(z)2
✭✸✳✶✷✮

♠♦♥2+❡ ✉♥ ♣+♦✜❧ ♣❡+♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐+❡ 7 ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣+♦♣❛❣❛2✐♦♥ z ❞❡ ❢♦+♠❡ ❣❛✉$$✐❡♥♥❡ ✭✜❣✉+❡

✸✳✶❜✮✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉$$✐ ❝❡ ♠♦❞❡ ❧❡ ♠♦❞❡ $②♠02+✐8✉❡ ♦✉ ♠♦❞❡ TEM00✱ TEM $✐❣♥✐✜❛♥2

8✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❡$2 2+❛♥$✈❡+$❡ 0❧❡❝2+✐8✉❡ ❡2 ♠❛❣♥02✐8✉❡ ✭E ❡2 B $♦♥2 ❞❡ ❞✐+❡❝2✐♦♥ ♣❡+♣❡♥✲

❞✐❝✉❧❛✐+❡ 7 ❧❛ ❞✐+❡❝2✐♦♥ ❞❡ ♣+♦♣❛❣❛2✐♦♥✮✳ ❖♥ ♣❡✉2 +❡♠❛+8✉❡+ 8✉✬7 ❧❛ ❧✐♠✐2❡ ❞✉ +❛②♦♥ ❞❡

❝♦✉+❜✉+❡ ✐♥✜♥✐ ♦♥ +❡2+♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❛2✐♦♥✱ ♠❛2❤0♠❛2✐8✉❡♠❡♥2 2+A$ $✐♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

♣❧❛♥❡ ❀ ❝✬❡$2 ♣♦✉+8✉♦✐ ❝❡22❡ ❞❡$❝+✐♣2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐A+❡ ❡$2 ❧❛+❣❡♠❡♥2 ✉2✐❧✐$0❡ ♣♦✉+ ❡①♣❧✐✲

8✉❡+ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ♣❤0♥♦♠A♥❡$✳

✭❛✮ #$♦♣$✐()( ❞✬✉♥ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❣❛✉//✐❡♥✳

✭❜✮ #$♦✜❧ ❞✬✐♥)❡♥/✐)( ❣❛✉//✐❡♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ▼♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥)❛❧ ●❛✉//✐❡♥

L♦✉+ ❞02❡+♠✐♥❡+ ❧❡$ ♠♦❞❡$ ❞✬♦+❞+❡$ $✉♣0+✐❡✉+$✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❝♦♥$✐❞0+❡+ 8✉❡ ❧❛ $②♠02+✐❡

❞❡$ ♠♦❞❡$ ❞✬✉♥ ❧❛$❡+ ❡$2 ❧✐0❡ ❛✉① 0❧0♠❡♥2$ 2❡❧$ 8✉❡ ❧❡$ ❢❡♥M2+❡$ ♣❧❛❝0❡$ 7 ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡

❇+❡✇$2❡+ 8✉✐ ♥❡ ♣♦$$A❞❡♥2 ♣❛$ ❧❛ $②♠02+✐❡ ❞❡ +0✈♦❧✉2✐♦♥ ❛✉2♦✉+ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣+♦♣❛❣❛2✐♦♥✱

❞✐$♣♦$✐2✐❢$ $♦✉✈❡♥2 ♣+0$❡♥2$ ❞❛♥$ ❧❡$ +0$♦♥❛2❡✉+$ ♦♣2✐8✉❡$✳ ❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ❧❛ $②♠02+✐❡

❝②❧✐♥❞+✐8✉❡ ❡$2 +♦♠♣✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞❡ ❧❛$❡+ ❣0♥0+0 ♣♦$$A❞❡ ❛❧♦+$ ✉♥❡ $②♠02+✐❡ +❡❝2❛♥❣✉❧❛✐+❡

❞❛♥$ ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡+♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐+❡ 7 ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣+♦♣❛❣❛2✐♦♥✳ ❈❡$ ♠♦❞❡$ $♦♥2 ❛♣♣❡❧0$ TEMmn ❝❛+

✐❧$ $✬♦❜2✐❡♥♥❡♥2 ❡♥ ❛❥♦✉2❛♥2 ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❡ kmx k
n
y 7 ❧✬❛♠♣❧✐2✉❞❡ A(kx, ky) ❞✉

❝❤❛♠♣ 0❧❡❝2+♦♠❛❣♥02✐8✉❡✳ ❊♥ ✐♥20❣+❛♥2 ❝❡$ ❝❛+❛❝20+✐$2✐8✉❡$ ♦♥ 2+♦✉✈❡ 8✉❡ ❧❡$ $♦❧✉2✐♦♥$
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▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉"" ✼✸

❞❡ ❧✬03✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧*③ "❡ ❞0'✐✈❡♥* "✉✐✈❛♥* ❞❡" ♣♦❧②♥>♠❡" ❞✬❍❡'♠✐*❡ ♥♦*0 Hn ❞0✜♥✐"

♣❛'✱ ❬✺✸❪ ✿

Hn = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e−

x2

2
✭✸✳✶✸✮

❈❡" "♦❧✉*✐♦♥" "♦♥* ❛❧♦'" ❛♣♣❡❧0❡" ♠♦❞❡" ❞✬ ❍❡"♠✐%❡✲●❛✉** ✭❍●✮ ✿

EHGm,n(x, y, z) =
EHG0(n,m)

w(z)
Hm

(√
2

x

w(z)

)

Hn

(√
2

y

w(z)

)

e
− r2

w(z)2 ei
kr2

2R ei(kz+ψ(z)) ✭✸✳✶✹✮

▲❡" ❢❛✐"❝❡❛✉① ❞✬❍❡'♠✐*❡✲●❛✉"" ❢♦'♠❡♥* ✉♥❡ ❜❛"❡ ❝♦♠♣❧L*❡ ❞❡" "♦❧✉*✐♦♥" ❞❡ ❧✬03✉❛*✐♦♥

❞✬♦♥❞❡ ♣❛'❛①✐❛❧❡✳ ❊♥ ♣'❡♥❛♥* EHG0(n,m) =
√

1/(2nn!)(2/π)(1/4) ❝♦♠♠❡ ❢❛❝*❡✉' ❞❡ ♥♦'♠❛✲

❧✐"❛*✐♦♥ ❡* ❡♥ '❛✐"♦♥ ❞❡ ❧✬♦'*❤♦❣♦♥❛❧✐*0 ❞❡" ♣♦❧②♥>♠❡" ❞❡ ❍❡'♠✐*❡✱ ❧❡" ♠♦❞❡" ❞❡ ❍●

"♦♥* ♦'*❤♦♥♦'♠❛✉① ✭✉♥❡ ❢♦✐" ✐♥*0❣'0" "✉✐✈❛♥* ❧❡" ✈❛'✐❛❜❧❡" *'❛♥"✈❡'"❡" x ❡* y✮ ✿

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dyEHGm,n(x, y, z)[EHGo,p (x, y, z)]∗ = δmoδnp ✭✸✳✶✺✮

▲❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✷ ♠♦♥*'❡ ❧✬✐♥*❡♥"✐*0 ✭❝✬❡"* O ❞✐'❡ ❧❡ ❝❛''0 ❞❡ ❧❛ ♣❛'*✐❡ '0❡❧❧❡ ❞❡" ❛♠♣❧✐*✉❞❡"✮

O z = 0 ♣♦✉' ❞✐✛0'❡♥*❡" ✈❛❧❡✉'" ❞❡ m ❡* n✳ ❖♥ '❡*'♦✉✈❡ ♣♦✉' m = n = 0 ❧❡ ♠♦❞❡

❣❛✉""✐❡♥ ♣♦""0❞❛♥* ❧❛ "②♠0*'✐❡ ❞❡ '0✈♦❧✉*✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ▼♦❞❡( ❞✬❍❡+♠✐.❡✲●❛✉(( ❞3❝+✐.( ♣❛+ ❧❡✉+( ❝♦❡✣❝✐❡♥.( (m,n)✳

❉❛♥" ❝❡'*❛✐♥❡" ❝❛✈✐*0" ❞❡ ❧❛"❡' O ❤❛✉*❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ✐❧ ❛''✐✈❡ 3✉❡ ❧❡" ♠♦❞❡" ❞0❣0♥0'0"
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♠❡♥*✱ ♦♥ ♦❜*✐❡♥* ❛❧♦'" ✉♥ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❡♥ ❢♦'♠❡ ❞❡ ❞♦♥✉$ ✱ ✐❧ "✬❛❣✐* ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡""❡✲

●❛✉** ✭▲●✮✳ ❈❡ *②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝*'♦♠❛❣♥0*✐3✉❡ ❝♦''❡"♣♦♥❞ ❛✉① "♦❧✉*✐♦♥"

❞❡ ❧✬03✉❛*✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛'❛①✐❛❧❡ ✭✈0'✐✜❛♥* ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛*✐♦♥ ♣❛'❛①✐❛❧❡✮ ❡♥ ❝♦♦'❞♦♥♥0❡" ❝②✲

❧✐♥❞'✐3✉❡"✳ ❖♥ ♦❜*✐❡♥* ❝❡" "♦❧✉*✐♦♥" ❡♥ ♠♦❞✉❧❛♥* ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞❡ Â(kx, ky) ❛✈❡❝ ✉♥❡

❢♦♥❝*✐♦♥ ♣0'✐♦❞✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❬✺✸❪ α = arctan
(

ky
kx

)

*❡❧❧❡ 3✉❡

kx ± iky =
√

k2x + k2y e
iα

✭✸✳✶✻✮
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❞+✐7✉❡$ ✿

ELGl,p (r, φ, z) =
ELG0(l,p)

w(z)

(

r
√
2

w(z)

)|l|

L|l|p

(

2r2

w(z)2

)

e
− r2

w(z)2 ei
kr2

2R ei(kz+lφ−(2p+|l|+1)ψ(z))
✭✸✳✶✼✮

Llp ❡$2 ✉♥ ♣♦❧②♥>♠❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡ ❣4♥4+❛❧✐$4 ❞♦♥2 ❧✬❡①♣+❡$$✐♦♥ ❡$2 ❞♦♥♥4❡ ♣❛+ ✿

L|l|p (x) =
x−|l|ex

p!

dp

dxp
(

e−xxp+|l|
)

✭✸✳✶✽✮

❡2 ELG0(l,p) =
√

2|l|+1p!/[π(p+ | l |)!] ❡$2 ❧❡ ❢❛❝2❡✉+ ❞❡ ♥♦+♠❛❧✐$❛2✐♦♥✳

❘❡♠❛+7✉♦♥$ 7✉❡ L
|l|
0 = 1✳ ▲✬❡①♣+❡$$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ELGl,0 ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦+♠❡ ✉♥

♣❡✉ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡ ✿

ELGl,0 (r, φ, z) =
ELG0(l,0)

w(z)

(

r
√
2

w(z)

)|l|

e
− r2

w(z)2 ei
kr2

2R ei(kz+lφ−(|l|+1)ψ(z))
✭✸✳✶✾✮
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♣❛+❛①✐❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡$2 ♦+2❤♦♥♦+♠❛❧❡ $✉✐✈❛♥2 ❧❡$ ✐♥❞✐❝❡$ l ❡2 p ❧♦+$7✉✬♦♥ ✐♥2E❣+❡ ❧❡ ❢❛✐$❝❡❛✉

$✉+ 2♦✉2 ❧❡ ♣❧❛♥ (r, φ) ✿

∫ 2π

0

dφ

∫ +∞

0

rdrELGp,l (r, φ, z)[ELGq,m(r, φ, z)]∗ = δpqδlm ✭✸✳✷✵✮

▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✸ ♠♦♥2+❡ ❞✐✛4+❡♥2$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$ ♣♦✉+ ❞❡$ ✈❛❧❡✉+$ ❞✐✛4+❡♥2❡$

❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (p, l)✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ▼♦❞❡' ❞❡ ▲❛❣✉❡,,❡✲●❛✉'' ❞/❝,✐❡♥3 ♣❛, ❧❡✉,' ❝♦❡✣❝✐❡♥3' (p, l)✳

✸✳✶✳✸ #❛%&✐❝✉❧❛%✐&+, ❞❡, ♠♦❞❡, ❞❡ ▲❛❣✉❡%%❡✲●❛✉,,

◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ N ♣+4$❡♥2 ♥♦✉$ ❝♦♥❝❡♥2+❡+ $✉+ ❧❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲● ❡2 ❧❡✉+$ ❝❛+❛❝24+✐$2✐7✉❡$✳

▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✸ ♥♦✉$ ♠♦♥2+❡ 7✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ p ❡$2 ❞✐+❡❝2❡♠❡♥2 ❧✐4❡ ❛✉① ♥♦♠❜+❡$ ❞✬❛♥✲

♥❡❛✉① ♥♦✐+$ ❝♦♥❝❡♥2+✐7✉❡$✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❧✬47✉❛2✐♦♥ ✸✳✶✼ ♠♦♥2+❡ 7✉❡ ❧❡✉+ ❛♠♣❧✐2✉❞❡ ❞4♣❡♥❞



▲❡" ♠♦❞❡" ♣'♦♣❛❣❛*✐❢" ❞✉ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝*'♦♠❛❣♥0*✐3✉❡ ✿ ❞✉ ♠♦❞❡ ●❛✉""✐❡♥ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡

▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉"" ✼✺

❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉*❛❧ 3✉❛♥*✐✜0 ♣❛' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ l ✿ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❡"* ♠♦❞✐✜0❡ *♦✉" ❧❡" 2πl ❧♦'"✲

3✉✬♦♥ "❡ ❞0♣❧❛❝❡ ❛✉*♦✉' ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛*✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜"❡'✈❡ ❜✐❡♥ ❝❡**❡ ❝❛'❛❝*0'✐"*✐3✉❡

"✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✹✳ ▲❛ ❞❡'♥✐C'❡ ❝♦❧♦♥♥❡ '❡♣'0"❡♥*❡ ❧❡ ♣'♦✜❧ ❞✬✐♥*❡'❢0'❡♥❝❡ ❡♥*'❡ ❞✐✛0'❡♥*"

♠♦❞❡" ❞❡ ▲● ❡* ✉♥❡ ♦♥❞❡ ✓ ♣❧❛♥❡ ✔ ❡♥ ❣0♦♠0*'✐❡ ❝♦❧✐♥0❛✐'❡ ❧♦'"3✉❡ ❧❡" ❞❡✉① ♦♥❞❡" 3✉✐

✐♥*❡'❢C'❡♥* ♦♥* ♣❛'❝♦✉'✉ ❝❤❛❝✉♥❡ ❧❡ ♠G♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣*✐3✉❡✳ ▲✬✐♥*❡♥"✐*0 ❞❡" ✐♥*❡'❢0'❡♥❝❡"

❡"* ❝♦♥"*❛♥*❡ ❧♦'"3✉❡ ❧❛ ❞✐✛0'❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛"❡ ❡"* ❝♦♥"*❛♥*❡✱ ♦' ❞❛♥" ❝❡**❡ ❝♦♥✜❣✉'❛*✐♦♥

❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞0♣❡♥❞ 3✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❞❡ ▲● ❝♦♥"✐❞0'0✳ ❖♥ ♦❜"❡'✈❡ ❛✐♥"✐ ❞✐'❡❝✲

*❡♠❡♥* ❧❛ ❞0♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉*❛❧ ✿ ♣♦✉' l = 1

♦♥ ❛ ✉♥❡ "✐♠♣❧❡ ❤0❧✐❝❡✱ ♣♦✉' l = 2 ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡*❝✳ ❀ ❧❡ "✐❣♥❡ ❞❡ l ♥♦✉" ❞♦♥♥❡ ❧❡ "❡♥" ❞❡

'♦*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤0❧✐❝❡ ❡* ❞♦♥❝✱ ❧❛ ❝❤✐'❛❧✐*0 ❞✉ ♠♦❞❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ /❡♣/12❡♥3❡ ❧❡ ❢/♦♥3 ❞✬♦♥❞❡✱ ❛✉ ❝❡♥3/❡ ❧❡ ♣/♦✜❧ 3/❛♥2✈❡/2❡

❞✬✐♥3❡♥2✐31✱ ❡3 : ❞/♦✐3❡ ❧❡ ♣/♦✜❧ ❞✬✐♥3❡/❢1/❡♥❝❡ ❡♥3/❡ ❝❤❛;✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❝♦♥2✐❞1/1 ❡3 ✉♥❡ ♦♥❞❡

♣❧❛♥❡ ❡♥ ❣1♦♠13/✐❡ ❝♦❧✐♥1❛✐/❡✳ ■♠❛❣❡ 3✐/1❡ ❞❡ ❬✺✷❪✳

▲❛ ❞0♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ eilφ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞❡" ♠♦❞❡" ❞❡ ▲● ♥❡ ❧✉✐ ❝♦♥❢C'❡ ♣❛" ✉♥✐3✉❡♠❡♥*

❞❡" ♣'♦♣'✐0*0" "♣❛*✐❛❧❡" ♠❛✐" ❛✉""✐ ❞❡" ♣'♦♣'✐0*0" ❡♥ *❡'♠❡ ❞✬0♥❡'❣✐❡ ❡* ❞❡ ♠♦♠❡♥*✳ ❊♥

♣❛'*✐❝✉❧✐❡' ❝❡ *②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ♣♦""C❞❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥* ♦'❜✐*❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ♥♦*0 L✳



✼✻ ▲❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$

✸✳✷ ▲❡ ♠♦♠❡♥( ♦)❜✐(❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐)❡

▲❡$ +❛❞✐❛/✐♦♥$ 1❧❡❝/+♦♠❛❣♥1/✐4✉❡$ /+❛♥$♣♦+/❡♥/ ❡♥ ♣❧✉$ ❞✬✉♥❡ 1♥❡+❣✐❡ E = hc
λ

♣❛+

♣❤♦/♦♥✱ ✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❝♦♠♣♦$1 ❞✬✉♥❡ ♣❛+/✐❡ ❧✐♥1❛✐+❡ ❡/ ❞✬✉♥❡ ♣❛+/✐❡ ❛♥❣✉❧❛✐+❡✳

▲❡$ ✐♥/❡+❛❝/✐♦♥$ ❡♥/+❡ +❛②♦♥♥❡♠❡♥/ ❡/ ♠❛/✐;+❡ 1/❛♥/ ✐♥1✈✐/❛❜❧❡♠❡♥/ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥1❡

❞✬✉♥ 1❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥/✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ $❡ ♠❛♥✐❢❡$/❡ $♦✉✈❡♥/ ♣❛+ ❞❡$ ❡✛❡/$ ♠1❝❛♥✐4✉❡$ $✉+

❧❛ ♠❛/✐;+❡✳ ❈❡ $♦♥/ ❝❡$ ❡✛❡/$ 4✉✐ ♦♥/ ♣❡+♠✐$ ❞❡ ♠❡//+❡ ❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ ❡/ ❞❡ ❞1/❡+♠✐♥❡+ ❧❡

♠♦♠❡♥/ ❧✐♥1❛✐+❡ ❡/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐;+❡✳

❊♥ ❡✛❡/✱ ❑❡♣❧❡+ ❞C/ $✉❣❣1+❡+ ❧✬❡①✐$/❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❧✐♥1❛✐+❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐;+❡ ♣♦✉+

❡①♣❧✐4✉❡+ ♣♦✉+4✉♦✐ ❧❡$ 4✉❡✉❡$ ❞❡$ ❝♦♠;/❡$ ♣♦✐♥/❡♥/ ❞❛♥$ ❧❛ ❞✐+❡❝/✐♦♥ ♦♣♣♦$1❡ ❛✉ $♦❧❡✐❧✳

▲❡$ /❤1♦+✐❡$ ❞❡ E♦②♥/✐♥❣ ❞❡ ✶✾✵✺ $✉+ ❧❡$ ❝❤❛♠♣$ 1❧❡❝/+♦♠❛❣♥1/✐4✉❡$✱ ♥♦/❛♠♠❡♥/ $✉+ ❧❛

♣+❡$$✐♦♥ ❞❡ +❛❞✐❛/✐♦♥ ❡/ ❧❛ ❞❡♥$✐/1 ❞❡ ♠♦♠❡♥/ ❛$$♦❝✐1❡✱ ♣✉✐$ ❞✬❊✐♥$/❡✐♥ ❡♥ ✶✾✷✵ $✉+ ❧❡

+❛②♦♥♥❡♠❡♥/ ❞✉ ❝♦+♣$ ♥♦✐+✱ ♦♥/ ❡♥$✉✐/❡ ❞1♠♦♥/+1 4✉❡ ❝❤❛4✉❡ ♣❤♦/♦♥ ❞❡✈❛✐/ ♣♦$$1❞❡+

✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❧✐♥1❛✐+❡✱ ♦✉ ✐♠♣✉❧$✐♦♥✱ ❞❡ ✈❛❧❡✉+ p = h̄k✱ ❛✈❡❝ k = 2π
λ

❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡

♠♦♠❡♥/ ❡$/ K ❧✬♦+✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣+❡$$✐♦♥ ❞❡ +❛❞✐❛/✐♦♥ ❡①❡+❝1❡ ♣❛+ ❧❛ ❧✉♠✐;+❡ $✉+ ❧❛ ♠❛/✐;+❡

4✉✐ ❡$/ ❛❝/✉❡❧❧❡♠❡♥/ ♠✐$ K ♣+♦✜/ ♣♦✉+ ♣✐1❣❡+ ❡/ +❡❢+♦✐❞✐+ ❞❡$ ♣❛+/✐❝✉❧❡$ ❬✺✷❪✳

E♦②♥/✐♥❣ $✉❣❣1+❛ ❛✉$$✐ 4✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐;+❡ ♣♦❧❛+✐$1❡ ♣♦$$1❞❛✐/ ✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❞❡

$♣✐♥ S ❛$$♦❝✐1 K ❧❛ ♣♦❧❛+✐$❛/✐♦♥ ❝✐+❝✉❧❛✐+❡✳ E♦✉+ ✉♥ $❡✉❧ ♣❤♦/♦♥ S ♣+❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ σh̄

❛✈❡❝ σ = ±1 ♣♦✉+ ✉♥❡ ❧✉♠✐;+❡ ♣♦❧❛+✐$1❡ ❝✐+❝✉❧❛✐+❡♠❡♥/ ❞+♦✐/❡ ❡/ ❣❛✉❝❤❡ +❡$♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✳

❇❡/❤ ❢C/ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ K ♦❜$❡+✈❡+ ❧❡ ♠♦♠❡♥/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❞❡ $♣✐♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐;+❡ ✈1+✐✜❛♥/ ❛✐♥$✐

❧❛ /❤1♦+✐❡ ❞❡ E♦②♥/✐♥❣✳ ▲✬❡①♣1+✐❡♥❝❡ ❞❡ ❇❡/❤✱ ❞❛/❛♥/ ❞❡ ✶✾✸✻✱ ❡$/ ❜❛$1❡ $✉+ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡

♠1❝❛♥✐4✉❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥/ ❝♦♠♠❡ $♦✉+❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ♠❡♥❛♥/ K ❧❛ +♦/❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡/✳

❆✐♥$✐✱ $✐ ❧❡$ ♣❤♦/♦♥$ ♣♦❧❛+✐$1$ ❝✐+❝✉❧❛✐+❡♠❡♥/ ♣♦$$;❞❡♥/ ✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡✱ ✐❧$ ❞❡✲

✈+❛✐❡♥/ ❡①❡+❝❡+ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ $✉+ ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❜✐+1❢+✐♥❣❡♥/❡ ❞❡♠✐✲♦♥❞❡✱ 4✉✐ /+❛♥$❢♦+♠❡ ✉♥❡

♣♦❧❛+✐$❛/✐♦♥ ❝✐+❝✉❧❛✐+❡ ❞+♦✐/❡ ❡♥ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲✬❡①♣1+✐❡♥❝❡ ❢C/ +1❛❧✐$1❡ ❡♥ 1❝❧❛✐+❛♥/ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❧✉♠✐;+❡ ♣♦❧❛+✐$1❡ ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❜✐+1❢+✐♥❣❡♥/❡ λ/2 $✉$♣❡♥❞✉❡ K ✉♥❡ ✜♥❡ ✜❜+❡ ❞❡ 4✉❛+/③✳

❇❡/❤ ♠❡$✉+❛ ❛✐♥$✐ 4✉❡ ♣♦✉+ ◆ ♣❤♦/♦♥$ ❧❡ +❛/✐♦ ❡♥/+❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❡/ ❧✬1♥❡+❣✐❡

✭W = Nh̄ω✮ ❡$/ ❞❡ ±1/ω ❬✹❪✳

❈❡ ♥✬❡$/ $❡✉❧❡♠❡♥/ 4✉❡ ✺✵ ❛♥$ ♣❧✉$ /❛+❞ 4✉❡ ❧✬✐❞1❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥/ ♦+❜✐/❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐+❡

❛♣♣❛+C/✳ ❊♥ ✶✾✾✷✱ ✉♥ ❣+♦✉♣❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡+$✐/1 ❞❡ ▲❡✐❞❡♥ ✭E❛②$✲❇❛$✮ ❛ ♠♦♥/+1 4✉✬✉♥

❢❛✐$❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞♦♥/ ❧❛ ♣❤❛$❡ ❛ ✉♥❡ ❞1♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉/❛❧ ❡♥ eilφ✱ ♣♦$$;❞❡

✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥/ ❞❡ $♦♥ 1/❛/ ❞❡ ♣♦❧❛+✐$❛/✐♦♥ ❬✶❪✳ ❈❡ ❣+♦✉♣❡ ♠♦♥/+❛

❛❧♦+$✱ ✈✐❛ ❧❡$ 14✉❛/✐♦♥$ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❛♥$ ❧✬❛♣♣+♦①✐♠❛/✐♦♥ ♣❛+❛①✐❛❧❡✱ 4✉❡ ❧❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡

▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$ ❞✬✉♥ ❧❛$❡+ ♦♥/ ✉♥ ♠♦♠❡♥/ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ♦+❜✐/❛❧ ❞❡ lh̄ ♣❛+ ♣❤♦/♦♥✱ ❛✈❡❝ l

❡♥/✐❡+ ♣♦$✐/✐❢ ♦✉ ♥1❣❛/✐❢✳ ▲❛ ❞1/❡❝/✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦♠❡♥/ ♣❛+ ❧❛ ♠❡$✉+❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❡①❡+❝1 $✉+

✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❧❡♥/✐❧❧❡ ❝②❧✐♥❞+✐4✉❡ ✭♠♦❞✐✜❛♥/ ❧❡ $✐❣♥❡ ❞❡ l✮ ❡♥ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣1+✐❡♥❝❡

❞❡ ❇❡/❤ $✬❡$/ ❛✈1+1❡ /+♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ K +1❛❧✐$❡+✳ ▼❛✐$ ❡♥ ✉/✐❧✐$❛♥/ ❞❡$ ♣✐♥❝❡$ ♦♣/✐4✉❡$✱ ❞❡$

❛/♦♠❡$ ♣❡✉✈❡♥/ [/+❡ ♣✐1❣1$✱ +❡♥❞❛♥/ ♣♦$$✐❜❧❡ ❧✬♦❜$❡+✈❛/✐♦♥ ❞✉ /+❛♥$❢❡+/ ❞❡ ♠♦♠❡♥/



▲❡ ♠♦♠❡♥% ♦&❜✐%❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ✼✼

❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐/&❡ 0 ❧❛ ♠❛%✐/&❡ ❬✷✼❪✳ ❈✬❡7% ❛✐♥7✐ 8✉❡ ♣❧✉7✐❡✉&7 ❡①♣;&✐❡♥❝❡7 ♦♥%

♠♦♥%&; 8✉❡ ❧❡ ❢&♦♥% ❞✬♦♥❞❡ ❤;❧✐❝♦?❞❛❧ ❞❡7 ♠♦❞❡7 ❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉77 ✐♥❞✉✐% ✉♥❡ &♦%❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❝✉❧❡ ♣✐;❣;❡ ❛✉%♦✉& ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣&♦♣❛❣❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐/&❡ ❬✺✵❪✳ ▲❛ ♣❛&%✐❡ 7♣✐♥

❞✉ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♣&♦✈♦8✉❡ 8✉❛♥%✲0 ❡❧❧❡ ✉♥❡ &♦%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❝✉❧❡ 7✉& ❡❧❧❡ ♠E♠❡✳

❘;❝❡♠♠❡♥% ❧❡7 ♠♦❞❡7 ❞❡ ▲● ♦♥% ❛✉77✐ ;%; ✉%✐❧✐7;7 ❞❛♥7 ❞❡7 ❣;♦♠;%&✐❡7 ❞❡ ♣✐♥❝❡7

♦♣%✐8✉❡7✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ✉♥ ❢❛✐7❝❡❛✉ ❞❡ ▲● ❢♦❝❛❧✐7; ♣♦77/❞❡ ✉♥ ❢♦&% ❣&❛❞✐❡♥% ❞❡ ❝❤❛♠♣ ;❧❡❝✲

%&✐8✉❡ ❡♥ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥%&❡ ❞❡ ❢♦❝❛❧✐7❛%✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐7❝❡❛✉✱ ✉♥❡ ♣❛&%✐❝✉❧❡ ❞✐;❧❡❝%&✐8✉❡ ♣❡✉%

❞♦♥❝ E%&❡ ♣✐;❣;❡ ♣❛& ❝❡ ❣&❛❞✐❡♥%✳ ❙✐ ❧❛ ♣❛&%✐❝✉❧❡ ❡7% ❡♥ ♣❧✉7 ❛❜7♦&❜❛♥%❡✱ ✐❧ ❡7% ♣♦77✐❜❧❡

❞✬♦❜7❡&✈❡& ✉♥ %&❛♥7❢❡&% ❞❡ ♠♦♠❡♥% ♦&❜✐%❛❧✳ ❈✬❡7% ❞❛♥7 ❝❡%%❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ 8✉❡ ❙✐♠♣✲

7♦♥ ❡! ❛❧✳ ♦♥% ♠♦♥%&; 8✉❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❞❡ 7♣✐♥ ❞❡ ±h̄ ♣❛& ♣❤♦%♦♥ ❛77♦❝✐; 0

❧❛ ❧✉♠✐/&❡ ♣♦❧❛&✐7;❡ ♣❡✉% 7✬❛❞❞✐%✐♦♥♥❡&✱ ♦✉ 7❡ 7♦✉7%&❛✐&❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♦&❜✐%❛❧

❞♦♥♥❛♥% ❛✐♥7✐ ✉♥ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ %♦%❛❧❡ J = L + S ❬✻✶❪✳ ▲❛ 7;♣❛&❛%✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥%

❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛&%✐❡7 %♦%❛❧❡♠❡♥% ✐♥❞;♣❡♥❞❛♥%❡7 ♥❡ 7❡ ✈;&✐✜❡ 8✉❡ ❞❛♥7 ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡

❧✬❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ♣❛&❛①✐❛❧❡✱ 7❛♥7 8✉♦✐ ❧❛ ♣♦❧❛&✐7❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❞✉ ✈♦&%❡① ❞✬✉♥ ❢❛✐7❝❡❛✉

❞❡ ▲● 7♦♥% ✐♥%&✐8✉;❡7 ❬✷❪✳

❉❡♣✉✐7 ❧❛ ♠✐7❡ ❡♥ ;✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡7 ♣&♦♣&✐;%;7✱ ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉7❡7 ❡①♣;&✐❡♥❝❡7 ♦♥% ♠✐7

0 ♣&♦✜% ❧❡7 ❡✛❡%7 ♠;❝❛♥✐8✉❡7 ❞✉ ♠♦♠❡♥% ♦&❜✐%❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❬✷✼❪✳ ❙❡7 ❡✛❡%7 ♦♣%✐8✉❡7

♦♥% ❛✉77✐ ;%; ❧❛&❣❡♠❡♥% ✉%✐❧✐7;7 ❞❛♥7 ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉① ♣&♦❝❡77✉7 ♥♦♥✲❧✐♥;❛✐&❡7✳ ❊♥ ✉%✐❧✐7❛♥%

✉♥ ❡♥7❡♠❜❧❡ ❞✬❛%♦♠❡7 ❢&♦✐❞7✱ ❞❡7 ❛%♦♠❡7 ❞❡ ❝;7✐✉♠ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♠✐❧✐❡✉ ♥♦♥✲

❧✐♥;❛✐&❡✱ ❧❡ 7%♦❝❦❛❣❡ ❡% ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♦&❜✐%❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐/&❡

❛ ;%; ❞;♠♦♥%&; ❬✹✼❪✳ ❉❛♥7 ❝❡7 ❡①♣;&✐❡♥❝❡7✱ ❞❡✉① ❢❛✐7❝❡❛✉① ❧✉♠✐♥❡✉① %&❛♥7♣♦&%❛♥% ✉♥

♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♦&❜✐%❛❧ ❡①❝✐%❡♥% ❧✬;%❛% ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡7 ❛%♦♠❡7 ❞❡ ❝;7✐✉♠ ❡% ❝&;❡♥%

✉♥❡ 7✉♣❡&♣♦7✐%✐♦♥ ❝♦❤;&❡♥%❡ ❞✬;%❛%7 8✉✐ ♣❡✉% E%&❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ &;7❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡✳ ❯♥

%&♦✐7✐/♠❡ ❢❛✐7❝❡❛✉✱ 7❡ ♣&♦♣❛❣❡❛♥% ❡♥ 7❡♥7 ✐♥✈❡&7❡ ❞❡7 ❞❡✉① ❛✉%&❡7 ♠❛✐7 ♥❡ ♣♦77;❞❛♥% ♣❛7

❞❡ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♦&❜✐%❛❧✱ 7❡ ❞✐✛&❛❝%❡ 7✉& ❝❡ &;7❡❛✉ ❀ ❧❡ ❢❛✐7❝❡❛✉ ❞✐✛&❛❝%; ❡7% ❛❧♦&7

✉♥❡ 7✉♣❡&♣♦7✐%✐♦♥ ❞❡7 ❞❡✉① ❢❛✐7❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥%7✳

❉✬❛✉%&❡7 ❡①♣;&✐❡♥❝❡7 ♦♥% ♠♦♥%&; 8✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬;♥❡&❣✐❡ ♦✉ ❧❡ ✈❡❝%❡✉& ❞✬♦♥❞❡✱ ❧❡ ♠♦✲

♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♦&❜✐%❛❧ ❡7% ❝♦♥7❡&✈; ❧♦&7 ❞✬✉♥ ♣&♦❝❡77✉7 ♥♦♥✲❧✐♥;❛✐&❡✳ S❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✉%✐✲

❧✐7❛%✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉77 ELGp,l ❞❛♥7 ✉♥ ♣&♦❝❡77✉7 ❞❡ ❞♦✉❜❧❛❣❡ ❞❡ ❢&;8✉❡♥❝❡ ❛

♠♦♥%&; 8✉❡ ❧❡ ❢❛✐7❝❡❛✉ ❣;♥;&; ❡7% ❝❛&❛❝%;&✐7; ♣❛& ✉♥ ♠♦♠❡♥% ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ 2l ♠❛✐7

8✉❡ 7♦♥ ♣&♦✜❧ 7♣❛%✐❛❧ ♥✬;%❛✐% ♣❧✉7 ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❝❛& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ p ;%❛✐% ♠♦❞✐✜; ❬✶✹❪✳

❉❡ ❧❛ ♠E♠❡ ♠❛♥✐/&❡ ❧❛ ❝♦♥7❡&✈❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥% ♦&❜✐%❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❛ ;%; ♦❜7❡&✈;❡ ❞❛♥7

❞❡7 ♣&♦❝❡77✉7 ❞❡ ✓ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡&7✐♦♥ ✔ ♦✉ ❞❡ ♠;❧❛♥❣❡ 0 8✉❛%&❡ ♦♥❞❡7 ❬✶✻❪ ❬✹✻❪✳ ❚♦✉%❡7

❝❡7 ❡①♣;&✐❡♥❝❡7 ✐♥❞✐8✉❡♥% ❞♦♥❝ 8✉❡✱ ❝♦♠♠❡ %♦✉%❡7 ❧❡7 ❛✉%&❡7 ♣&♦♣&✐;%;7 ✐♥%&✐♥7/8✉❡7 ❞❡

❧❛ ❧✉♠✐/&❡✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥% ♦&❜✐%❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ♦❜;✐% ❛✉① ❝♦♥❞✐%✐♦♥7 ❞✬❛❝❝♦&❞ ❞❡ ♣❤❛7❡✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥%✱ ✐❧ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐7✱ 0 ♥♦%&❡ ❝♦♥♥❛✐77❛♥❝❡✱ ;%; ;%❛❜❧✐ ❞❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❢♦&♠❡❧❧❡ ❞;❝&✐✈❛♥%

❡①♣❧✐❝✐%❡♠❡♥% ❧❡7 ❝♦♥❞✐%✐♦♥7 ❞✬❛❝❝♦&❞ ❞❡ ♣❤❛7❡ 8✉❡ ❞♦✐✈❡♥% E%&❡ &❡7♣❡❝%;❡7 ♣❛& ❧❡7 ♠♦❞❡7

❞❡ ▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉77✳ ❉❡ ♣❧✉7✱ ❧❛ &;♣♦♥7❡ %❡♠♣♦&❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡7 ♣&♦❝❡77✉7 ♥♦♥✲❧✐♥;❛✐&❡7 ♥✬❛
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❥✉$/✉✬✐❝✐ ♣❛$ 454 ❡①♣❧♦✐54❡✳

❆✈❛♥5 ❞❡ ❞45❛✐❧❧❡+ ❝❡$ ❞❡✉① ♣♦✐♥5$✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❝♦♥❝❧✉+❡ ❝❡55❡ ♣❛+5✐❡ ❡♥ ♥♦✉$ ✐♥54✲

+❡$$❛♥5 = ❧❛ ♠❛♥✐>+❡ ❞❡ ♣+♦❞✉✐+❡ ❡5 ❞❡ ❝❛+❛❝54+✐$❡+ ❝❡$ ♠♦❞❡$ ❜✐❡♥ ♣❛+5✐❝✉❧✐❡+$ ❞❡ ❧❛

❧✉♠✐>+❡✳

✸✳✸ ●#♥#%❛'✐♦♥ ❡' ❝❛%❛❝'#%✐,❛'✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐,❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡%%❡✲

●❛✉,,

❯♥❡ ❞❡$ 5❡❝❤♥✐/✉❡$ ❞❡ ❣4♥4+❛5✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ♠♦❞❡$ ♣❛+5✐❝✉❧✐❡+$ ❡$5 ❜❛$4❡ $✉+ ❧✬❤♦❧♦❣+❛✲

♣❤✐❡ /✉✐ ♣❡+♠❡5 ❞✬♦❜5❡♥✐+ ❞❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ❞❡ ♠♦♠❡♥5 ♦+❜✐5❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❜✐❡♥ ♣+4❝✐$✳

C♦✉+ ❝♦♠♣+❡♥❞+❡ ❝❡ ♣+♦❝4❞4 ✐❧ ❡$5 ❡$$❡♥5✐❡❧ ❞✬45✉❞✐❡+ ❧❛ $♦♠♠❡ ❝♦❤4+❡♥5❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐$✲

❝❡❛✉ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$ ❡5 ❞✬✉♥ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞❡ +4❢4+❡♥❝❡✳ ▲❡ ♠♦5✐❢ ❞✬✐♥5❡+❢4+❡♥❝❡ ❛❧♦+$ ❝+4❡

$❡+5 ❞❡ ♠❛$/✉❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐$ ✐♠♣+✐♠4 $✉+ ✉♥❡ ♣❧❛/✉❡ ♣❤♦5♦❣+❛♣❤✐/✉❡ ♦✉ +❡$5✐5✉4 ♥✉♠4✲

+✐/✉❡♠❡♥5 ♣❛+ ✉♥ ❙▲▼ ✭❙♣❛#✐❛❧ ▲✐❣❤# ▼♦❞✉❧❛#♦- ♦✉ ♠♦❞✉❧❛5❡✉+ $♣❛5✐❛❧ ❞❡ ❧✉♠✐>+❡✮✱

❞❛♥$ ❧❡ ♣+♦❝❡$$✉$ ❞✬❤♦❧♦❣+❛♣❤✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❧✬45✉❞❡ ❞✉ ♠♦5✐❢ ❞✬✐♥5❡+❢4+❡♥❝❡ ❡♥5+❡ ✉♥ ♠♦❞❡

❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$ ❡5 ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ●❛✉$$ ❡$5 ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉+❡ ♠45❤♦❞❡ ♣♦✉+ ❝❛+❛❝54+✐$❡+ ❝❡

♠♦❞❡ ♣❛+5✐❝✉❧✐❡+✱ ❝✬❡$5 = ❞✐+❡ ♣♦✉+ ❞45❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ❝❤❛+❣❡ ❞❡ $♦♥ ♠♦♠❡♥5 ♦+❜✐5❛❧ ❛♥❣✉✲

❧❛✐+❡✳ ❊♥ ❡✛❡5✱ ♦♥ ✈❛ +❡5+♦✉✈❡+ ❧❛ $✐♥❣✉❧❛+✐54 ❞❡ ♣❤❛$❡ ♣+4$❡♥5❡ ❞❛♥$ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲●

❞❛♥$ ❝❡ ♠♦5✐❢ ❞✬✐♥5❡+❢4+❡♥❝❡✳

✸✳✸✳✶ ■♥%❡'❢)'❡♥❝❡ ❡♥%'❡ ❞❡✉① ❢❛✐0❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉00

❈♦♥$✐❞4+♦♥$ ❞❡✉① ❢❛✐$❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$ Ea ❡5 Eb $❡ ♣+♦♣❛❣❡❛♥5 $✉✐✈❛♥5 za

❡5 zb +❡$♣❡❝5✐✈❡♠❡♥5✳ ▲❡$ ❛①❡$ za ❡5 zb $♦♥5 $4♣❛+4$ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ 2θ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐/✉4

$✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✺✳ ❈❤♦✐$✐$$♦♥$ ✉♥ +❡♣>+❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ❧❡ +❡♣>+❡ (x, y, z)✱ ❡5 ♣+♦❥❡5♦♥$ ❧❡$

❝♦♦+❞♦♥♥4❡$ ❞❡ Ea ❡5 Eb $✉+ ❝❡ +❡♣>+❡✳

❈❤❛/✉❡ +❡♣>+❡ (xn, yn, zn) ❡$5 ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ +❡♣>+❡ ❝②❧✐♥❞+✐/✉❡ (rn, φn, zn) ❝♦♠♠❡ ✐♥✲

❞✐/✉4 $✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✻✱ 5❡❧ /✉❡ ✿

xn = rn cosφn

yn = rn sinφn

zn = zn ✭✸✳✷✶✮

▲❡ ♣❛$$❛❣❡ ❞❡$ ❝♦♦+❞♦♥♥4❡$ (xa, ya, za) ❛✉① ❝♦♦+❞♦♥♥4❡$ (x, y, z) $❡ ❢❛✐5 ✈✐❛ ✉♥❡

+♦5❛5✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ❛✉5♦✉+ ❞❡ ❧✬❛①❡ y✳ ❖♥ ♦❜5✐❡♥5 ❛❧♦+$ ✿

xa = x cos θ + z sin θ

ya = y

za = x sin θ − z cos θ ✭✸✳✷✷✮
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ❈♦♥✜❣✉*❛,✐♦♥ ❡, ♥♦,❛,✐♦♥ ❡♥ ❣/♦♠/,*✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥/❛✐*❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❈❤❛6✉❡ *❡♣8*❡ (xn, yn, zn) ❡9, ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ *❡♣8*❡ ❝②❧✐♥❞*✐6✉❡ (rn, φn, zn)✳

❖♥ ♣❡✉% ❡♥*✉✐%❡ ❧❡* ❡①♣#✐♠❡# ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡* ❝♦♦#❞♦♥♥!❡* (r, φ, z) ✿

xa = r cosφ cos θ + z sin θ

ya = r sinφ

za = r cosφ sin θ − z cos θ ✭✸✳✷✸✮

❡% ❡♥✜♥ ♦♥ ♣❡✉% !❝#✐#❡ ❧❡* ❝♦♦#❞♦♥♥!❡* (ra, φa, za) ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ (r, φ, z) ✿

ra
2 = r2 cos2 φ cos2 θ + z2 sin2 θ + 2rz cosφ cos θ sin θ + r2 sin2 φ

tanφa =
r sinφ

r cosφ cos θ + z sin θ

za = z cos θ − r cosφ sin θ ✭✸✳✷✹✮

❖♥ *❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥* ❧✬❛♣♣#♦①✐♠❛%✐♦♥ ♣❛#❛①✐❛❧❡✱ ❝✬❡*% B ❞✐#❡ C✉✬♦♥ *✉♣♣♦*❡ C✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡

θ ❡*% ♣❡%✐%✱ ♦♥ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ❢❛✐#❡ ❧❡* ❛♣♣#♦①✐♠❛%✐♦♥* *✉✐✈❛♥%❡* ✿ cos θ ≈ 1 ❡% sin θ ≈ θ✳
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❖♥ $❡ +❡$0+❡✐♥❞+❛ ❞♦♥❝ ❛✉① 0❡+♠❡$ ❞✬♦+❞+❡ ✶ ❡♥ θ✳ ▲❡$ ❝♦♦+❞♦♥♥7❡$ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧$✐♦♥ $❡

$✐♠♣❧✐✜❡♥0 ❡♥ ✿

ra
2 = r2 + 2θrz cosφ

tanφa =
r sinφ

r cosφ+ zθ

za = z − rθ cosφ ✭✸✳✷✺✮

❉❡ ❧❛ ♠B♠❡ ❢❛D♦♥ ♦♥ ♣❡✉0 ❡①♣+✐♠❡+ ❧❡$ ❝♦♦+❞♦♥♥7❡$ (rb, φb, zb) ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ (r, φ, z)✱

❡♥ ❡✛❡❝0✉❛♥0 ✉♥❡ +♦0❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ −θ ❛✉0♦✉+ ❞❡ ❧✬❛①❡ ②✳

rb
2 = r2 − 2θrzcosφ

tanφb =
r sinφ

r cosφ− zθ

zb = z + rθ cosφ ✭✸✳✷✻✮

I♦✉+ ❞❡✉① ❢❛✐$❝❡❛✉① Ea ❡0 Eb ♣♦❧❛+✐$7$ $✉✐✈❛♥0 ey ❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ En = Eneiϕn
✱

❧✬✐♥0❡♥$✐07 ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ❞✬✐♥0❡+❢7+❡♥❝❡ ❢♦+♠7❡ ♣❛+ ❧❛ $✉♣❡+♣♦$✐0✐♦♥ ❝♦❤7+❡♥0❡ ❞❡

❝❡$ ❞❡✉① ♦♥❞❡$ ❡$0 ❞♦♥♥7❡ ♣❛+ ✿

I = | Ea + Eb |2

= | Eaeiϕa + Ebeiϕb |2

= Ea2 + Eb2 + 2 cos(ϕa − ϕb) ✭✸✳✷✼✮

▲❡$ ❢+❛♥❣❡$ ❝♦++❡$♣♦♥❞❛♥0 M ❞❡$ ✐♥0❡+❢7+❡♥❝❡$ ❝♦♥$0+✉❝0✐✈❡$ $❛0✐$❢♦♥0 ❧❛ +❡❧❛0✐♦♥ ✿

∆ϕ = ϕa − ϕb = 2πn

❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛✐$❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$✱ ❧✬❛♠♣❧✐0✉❞❡ ❞❡$ ❝❤❛♠♣$ 7❧❡❝0+✐N✉❡$

E0,la(ra, φa, za) ❡0 E0,lb(rb, φb, zb) ❛ ❧❛ ❢♦+♠❡ $✉✐✈❛♥0❡ ✿

E0,ln(rn, φn, zn) = E0ei
(

knrn
2

2Rn
−(ln+1)arctan

(

zn
zRn

)

+knzn+lnφn
)

✭✸✳✷✽✮

❖♥ ❢❛✐0 ❧✬❤②♣♦0❤O$❡ N✉❡ ❧❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① (a) ❡0 (b) $♦♥0 ❞7❣7♥7+7$ ❡♥ 7♥❡+❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦0♦♥

✭ka = kb✮ ❡0 ♣♦$$O❞❡♥0 ❧❛ ♠B♠❡ ❝♦✉+❜✉+❡ ❞❡ ❢+♦♥0 ❞✬♦♥❞❡ ❡0 ❧❛ ♠B♠❡ ♣♦+07❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

✭Ra = Rb = R ❡0 zRa = zRb = zR✮✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ♦♥ $❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦R z ❡$0 ♣+♦❝❤❡ ❞❡

③7+♦✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦+$ arctan
(

z
zR

)

≈ z
zR

❡0 Φa ≈ Φb ≈ Φ✳

❈❛❧❝✉❧♦♥$ ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 ❧❛ ❞✐✛7+❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛$❡ ∆Φ ❡0 ❞70❡+♠✐♥♦♥$ ❧❡ ♣+♦✜❧ ❞✬✐♥0❡+❢7✲
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#❡♥❝❡✳

∆ϕ = ϕa − ϕb

=
kara

2

2R
− (la + 1)arctan

(

za
zR

)

+ kaza + laφa

−kbrb
2

2R
+ (lb + 1)arctan

(

zb
zR

)

− kbzb − lbφb

=
k

2R

(

r2 + 2zθr cosΦ
)

− (la + 1)
z − θr cosΦ

zR
+ k (z − θr cosΦ) + laΦ

− k

2R

(

r2 − 2zθr cosΦ
)

+ (lb + 1)
z + θr cosΦ

zR
− k (z + θr cosΦ)− lbΦ

=
k

R
2zθr cosΦ + (lb − la)

z

zR
− (la + lb + 2)

θr cosΦ

zR
+ 2kθr cosφ+ (la − lb)Φ

= −
(

2k +
la + lb + 2

zR

)

θx+ (la − lb) arctan
(y

x

)

+ ϕ(z) ✭✸✳✷✾✮

❛✈❡❝ ϕ(z) = k
2R

(4zθr cosΦ) + (lb − la)
z
zR
✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ❞✬✐♥%❡#❢!#❡♥❝❡ ❡*% ❝❛❧❝✉❧!❡ > z ✜①!✳ ▲❡ ♣#❡♠✐❡# %❡#♠❡ ❞❡ ϕ(z) ❡*% ♣♦✉# z

❝♦♥*%❛♥%✱ %#B* ❧❡♥%❡♠❡♥% ✈❛#✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ x ✿ ♦♥ ♣♦✉##❛ ♥!❣❧✐❣❡# *❛ ❝♦♥%#✐❜✉%✐♦♥✳ ▲❡ %❡#♠❡

ϕ(z) ♥✬❡*% ❞♦♥❝ ♣❛* > ♣#❡♥❞#❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ∆ϕ✳

❖♥ ♣❡✉% #❡♠❛#F✉❡# F✉❡ ♣♦✉# la = lb = 0✱ ♦♥ #❡%#♦✉✈❡ ❧❛ ❞✐✛!#❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛*❡ ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉# ❞❡* ♦♥❞❡* ♣❧❛♥❡* *!♣❛#!❡* ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ 2θ✳ ▲❡* ❢#❛♥❣❡* ❞✬✐♥%❡#❢!#❡♥❝❡* *♦♥%

❞❡* ❧✐❣♥❡* > x = constant *!♣❛#!❡* ❡♥%#❡ ❡❧❧❡* ❞✬✉♥❡ ❞✐*%❛♥❝❡ π
θ
❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ z = 0✳

❯%✐❧✐*♦♥* ❧❡* ✈❛#✐❛❜❧❡* #!❞✉✐%❡* x′ = x
λ
❡% y′ = y

λ
✱ ❧❛ ❞✐✛!#❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛#❝❤❡ ∆ϕ *✬!❝#✐%

❛❧♦#* ✿

∆ϕ = −
(

4π + (la + lb + 2)
λ

zR

)

θx′ + (la − lb) arctan

(

y′

x′

)

+ ϕ(z) ✭✸✳✸✵✮

▲❡ %❡#♠❡ (la+ lb+2) λ
zR
♣❡✉% K%#❡ ❡*%✐♠! ❢❛❝✐❧❡♠❡♥%✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ ♣♦#%!❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

❛ ♣♦✉# ❡①♣#❡**✐♦♥ zR = πw0
2

λ
❛✈❡❝ w0 ≈ 10µm ✱ ❛✐♥*✐

λ
zR

= πw0
2 ≈ π × 10−10 F✉✐ ❡*%

♥!❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥% 4π✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ♣♦✉# ❝♦♥*%#✉✐#❡ ❧❡ ♠♦%✐❢ ❞✬✐♥%❡#❢!#❡♥❝❡*✱ ✐❧ ♥♦✉* ❢❛✉%

#!*♦✉❞#❡ ✿

∆ϕ = 4πθx′ + (la − lb) arctan

(

y′

x′

)

= 2πn ✭✸✳✸✶✮

■❧ ♥♦✉* *✉✣% ❞♦♥❝ ❞❡ %#❛❝❡# ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ f(x′, y′) = sign[cos(4πθx′+(la−lb) arctan
(

y′

x′

)

)]

F✉✐ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡#❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ +1 ❧♦#*F✉❡ ❧✬❛#❣✉♠❡♥% ❞✉ ❝♦*✐♥✉* ✈❛✉% 0 ♠♦❞✉❧♦ 2π ❡%

−1 *✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛✉% −π
2
♠♦❞✉❧♦ 2π✳ ❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❛❧♦#* ✉♥ ♣#♦✜❧ ❞✬✐♥%❡#❢!#❡♥❝❡✱ ❞♦♥♥! ✜✲

❣✉#❡ ✸✳✼✱ F✉✐ ♣♦**B❞❡ ✉♥❡ ❢♦✉#❝❤❡ *✐%✉!❡ ❡♥ (x′ = 0, y′ = 0)✳ ❖♥ ❝♦♠♣%❡ ✉♥ ♥♦♠❜#❡ ❞❡

❢#❛♥❣❡* ❞✐✛!#❡♥% ♣♦✉# y′ < 0 ❡% ♣♦✉# y′ > 0✱ ✐❝✐ ❧❛ ❞✐✛!#❡♥❝❡ ❢❛✐% 1 ❝❡ F✉✐ ❝♦##❡*♣♦♥❞ >

❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ la − lb✳



✽✷ ▲❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❋✐❣✉(❡ ❞✬✐♥-❡(❢/(❡♥❝❡ ❡♥-(❡ ❞❡✉① ❢❛✐3❝❡❛✉① ❞❡ ▲●✳ ▲❛ ✜❣✉(❡ ♠♦♥-(❡ ❧❡ -(❛❝/ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ f(x′, y′) = sign[cos(4πθx′ + (la − lb) arctan
(

y′

x′

)

)] ❛✈❡❝ la = 2✱ lb = 1 ❡- θ = 0.3

✸✳✸✳✷ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ▲❛❣✉❡%%❡✲●❛✉**

◆♦✉$ ✈❡♥♦♥$ ❞❡ ✈♦✐+ 2✉❡ ❧❡ ♣+♦✜❧ ❞✬✐♥7❡+❢9+❡♥❝❡ ❡♥7+❡ ❞❡✉① ❢❛✐$❝❡❛✉① ❞❡ ▲● ✭♥♦79

Ea ❡7 Eb✱ $✉♣♣♦$9$ ❝♦✲♣♦❧❛+✐$9$✮ ♥♦✉$ +❡♥$❡✐❣♥❡ $✉+ ❧❛ ❞✐✛9+❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ❞❡ ❧❡✉+

♠♦♠❡♥7 ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ♦+❜✐7❛❧✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥$7✐7✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞97❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ❝❤❛+❣❡

la ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❡♥ ✉7✐❧✐$❛♥7 ♣♦✉+ Eb ✉♥ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ lb = 0✱ ❝✬❡$7 E ❞✐+❡ ✉♥

♠♦❞❡ ❣❛✉$$✐❡♥✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✽ ♠♦♥7+❡ ❝♦♠♠❡♥7 ❞❛♥$ ❞❡$ ❝❛$ ♣❧✉$ ❝♦♠♣❧✐2✉9$✱ ♦♥ ♣❡✉7

❞97❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ la✳ ■❧ $✉✣7 ❞❡ ❝♦♠♣7❡+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❞❡♥7$ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉+❝❤❡ 2✉✐ $❡

❢♦+♠❡ ❛❧♦+$✱ ❝❡ ♥♦♠❜+❡ ♠♦✐♥$ ✉♥ ❡$7 ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛+❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥7 ♦+❜✐7❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐+❡

la ❬✶✽❪✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❈♦♠♠❡♥- (❡❝♦♥♥❛>-(❡ ❧❛ ❝❤❛(❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦✉(❝❤❡ ✿ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❞❡♥-3 ❞❡ ❧❛ ❢♦✉(❝❤❡

♠♦✐♥3 1✳ ■♠❛❣❡ -✐(/❡ ❞❡ ❬✶✽❪✳



●!♥!#❛%✐♦♥ ❡% ❝❛#❛❝%!#✐*❛%✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐*❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉** ✽✸

✸✳✸✳✸ ●#♥#%❛'✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡- ❞❡ ▲❛❣✉❡%%❡✲●❛✉--

◆♦✉* ❛❧❧♦♥* ❝♦♥❝❧✉#❡ ❝❡%%❡ ♣❛#%✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡*❝#✐♣%✐♦♥ ❞❡* ❞✐✛!#❡♥%❡* ♠!%❤♦❞❡* ❞❡

❣!♥!#❛%✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐*❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉**✳ ■❧ *✬❛❣✐% ❞✬✐♥❞✉✐#❡ ✉♥❡ *✐♥❣✉❧❛#✐%! ❞❡ ♣❤❛*❡✱

❝✬❡*% ? ❞✐#❡ ❞❡ ❣!♥!#❡# ✉♥ ❢#♦♥% ❞✬♦♥❞❡ ❤!❧✐❝♦@❞❛❧ ? ♣❛#%✐# ❞✬✉♥ ❢#♦♥% ❞✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥ ✭♦✉

*♣❤!#✐B✉❡✮✳ ❈❡* ❞✐✛!#❡♥%❡* ♠!%❤♦❞❡* *♦♥% %#E* ❞!♣❡♥❞❛♥%❡* ❞❡* %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡* ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡*✳

◆♦✉* ❛✈♦♥* ❞!❥? ♠❡♥%✐♦♥♥! ❛✉ ❞!❜✉% ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐%#❡ B✉❡ ❞❡ %❡❧* ♠♦❞❡* ♣♦✉✈❛✐❡♥%

H%#❡ ❣!♥!#!* *♣♦♥%❛♥!♠❡♥% ❞❛♥* ❞❡* ❝❛✈✐%!* ❧❛*❡#* ❞❡ ❤❛✉%❡* ♣✉✐**❛♥❝❡* ✿ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡

♠♦❞❡ ELG0,1 ❛♣♣❛#❛✐% ❧♦#*B✉❡ ❧❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ❍❡#♠✐%❡✲●❛✉** TEM01 ❡% TEM10 ♦*❝✐❧❧❡♥% ❡♥

B✉❛❞#❛%✉#❡ ❞❡ ♣❤❛*❡ *✐♠✉❧%❛♥!♠❡♥% ❞❛♥* ❧❛ ❝❛✈✐%!✳ ❊♥ *❡ ❜❛*❛♥% *✉# ❝❡%%❡ ♦❜*❡#✈❛%✐♦♥✱

✉♥ ❣#♦✉♣❡ ❞❡ ▲❡✐❞❡♥ ❬✺✷❪ ❛ ❝#!! ✉♥❡ %❡❝❤♥✐B✉❡ ❛♥❛❧♦❣✐B✉❡ ❜❛*!❡ *✉# ❞❡* ❧❡♥%✐❧❧❡* ❝②✲

❧✐♥❞#✐B✉❡* B✉✐ ♣❡#♠❡% ❞❡ %#❛♥*❢♦#♠❡# ❞❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ❍●✱ ❞!♣♦✉#✈✉* ❞❡ ♠♦♠❡♥% ♦#❜✐%❛❧

❛♥❣✉❧❛✐#❡✱ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲●✱ ♣♦**!❞❛♥% ✉♥ ♠♦♠❡♥% ❜✐❡♥ ❞!✜♥✐ ❞❡ lh̄ ♣❛# ♣❤♦%♦♥*✱ ✜❣✉#❡

✸✳✾✳ ❈❡ ♣#♦❝!❞! ❡*% ❜❛*! *✉# ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛*❡ ❞❡ ●♦✉② ❞❛♥* ❧❛ ③♦♥❡ ♦T ❧❡

❢❛✐*❝❡❛✉ ❡*% ❡❧❧✐♣%✐B✉❡♠❡♥% ❢♦❝❛❧✐*! ✭❣#U❝❡ ❛✉① ❧❡♥%✐❧❧❡* ❝②❧✐♥❞#✐B✉❡*✮ ♣♦✉# %#❛♥*❢♦#♠❡#

❞❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ❍❡#♠✐%❡✲●❛✉** ❞✬♦#❞#❡ !❧❡✈!* EHGm,n ❡♥ ❧❡✉#* ♠♦❞❡* ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉**

ELGp,l ❝♦##❡*♣♦♥❞❛♥%* %❡❧* B✉❡ l =| m− n | ❡% p = min(m,n)✳

❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ♠H♠❡ *✐ ❝❡ ✓ ❝♦♥✈❡#%✐**❡✉# ❞❡ ♠♦❞❡ ✔ ❡*% %#E* ❡✣❝❛❝❡✱ ♦♥ ❝♦♥*%❛%❡

B✉❡ ♣♦✉# ❝❤❛B✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● *♦✉❤❛✐%!✱ ✐❧ ❡*% ♥!❝❡**❛✐#❡ ❞✬❛✈♦✐# ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❍● ✐♥✐%✐❛❧

❜✐❡♥ ♣❛#%✐❝✉❧✐❡#✳ ❈❡%%❡ ♥!❝❡**✐%! ❧✐♠✐%❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● B✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉%

♣#♦❞✉✐#❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❯♥❡ ♣❛✐*❡ ❞❡ ❧❡♥-✐❧❧❡ ❝②❧✐♥❞*✐0✉❡ ♣❡✉✈❡♥- 3-*❡ ✉-✐❧✐45❡ ♣♦✉* ❝♦♥✈❡*-✐* ✉♥ ♠♦❞❡

❞❡ ❍❡*♠✐-❡✲●❛✉44 ✭❍●✮ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡**❡✲●❛✉44 ✭▲●✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠3♠❡ ♣❛✐*❡4 ❞❡

❧❡♥-✐❧❧❡4 ♣❡✉- 4❡*✈✐* ♣♦✉* ♣❧✉4✐❡✉*4 ♠♦❞❡4 ❞❡ ❍●✱ ✉♥❡ ❧❛*❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ♣❡✉- 3-*❡

❝*55❡✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥-❛♥- ❧❛ 45♣❛*❛-✐♦♥ ❡♥-*❡ ❧❡4 ❞❡✉① ❧❡♥-✐❧❧❡4 ❝②❧✐♥❞*✐0✉❡4 ♦♥ ♣❡✉- ✐♥✈❡*4❡* ❧❡

4✐❣♥❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥- ♦*❜✐-❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐*❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❛❧♦*4 ❣5♥5*5✳ ■♠❛❣❡ ❡①-*❛✐-❡ ❞❡ ❬✺✷❪✳



✽✹ ▲❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$

❆✐♥$✐✱ ♣♦✉+ ❝+4❡+ ❞❡$ ❢❛✐$❝❡❛✉① ❞❡ ❢+♦♥7 ❞✬♦♥❞❡ ❤4❧✐❝♦;❞❛❧ ❧❛ ♠47❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉$ +4♣❛♥✲

❞✉❡ ❡7 ❧❛ ♣❧✉$ ♣+❛7✐<✉❡ ❡$7 ❜❛$4❡ $✉+ ❧✬✉7✐❧✐$❛7✐♦♥ ❞✬❤♦❧♦❣+❛♠♠❡$✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$

❞✐7 ♣+4❝4❞❡♠♠❡♥7✱ ✉♥ ♠♦7✐❢ ❞✬✐♥7❡+❢4+❡♥❝❡ ❞4✈❡❧♦♣♣4 ✭❡7 +4❞✉✐7✮ $✉+ ♣❧❛<✉❡ ♣❤♦7♦✲

❣+❛♣❤✐<✉❡ ♣❡✉7 C7+❡ ✉7✐❧✐$4 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❤♦❧♦❣+❛♠♠❡✳ ❈❡77❡ ♠47❤♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐<✉❡ ❛ 474

♠❛✐♥7❡♥❛♥7 +❡♠♣❧❛❝4❡ ♣❛+ ✉♥❡ ♠47❤♦❞❡ ♥✉♠4+✐<✉❡✳ ◆♦✉$ ❝♦♥♥❛✐$$♦♥$ ❡♥ ❡✛❡7 ❧❛ ❢♦+♠❡

♠❛7❤4♠❛7✐<✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ❞✬✐♥7❡+❢4+❡♥❝❡ ❡♥7+❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❡7 ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✳ ■❧ ❡$7

❞♦♥❝ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡+✱ ❞❡ ❧❛ $✐♠✉❧❡+ $✉+ ✉♥ ❙▲▼ ✭❙♣❛#✐❛❧ ▲✐❣❤# ▼♦❞✉❧❛#♦- ✮ <✉✐

♣❡✉7 ❛❧♦+$ C7+❡ ✉7✐❧✐$4 ❝♦♠♠❡ ✉♥ +4$❡❛✉ ❞❡ ❞✐✛+❛❝7✐♦♥✳ ▲❛ +❡❝♦♥$7+✉❝7✐♦♥ ❤♦❧♦❣+❛♣❤✐<✉❡

❝♦♥$✐$7❡ ❡♥$✉✐7❡ $✐♠♣❧❡♠❡♥7 J ❡♥✈♦②❡+ ✉♥ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞✬♦+❞+❡ ③4+♦ ✭✉♥ ♠♦❞❡ ❣❛✉$$✐❡♥✮ $✉+

✉♥ +4$❡❛✉ ♣♦$$4❞❛♥7 ✉♥❡ ❢♦✉+❝❤❡✱ ✈♦✐+ ✜❣✉+❡ ✸✳✶✵✳ ▲❛ ❝❤❛+❣❡ ❞❡ ❝❡77❡ ❢♦✉+❝❤❡ ✭❝✬❡$7 J

❞✐+❡ $♦♥ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❞❡♥7$ ♠♦✐♥$ ✉♥✮ ❝♦++❡$♣♦♥❞+❛ ❛❧♦+$ J ❧❛ ❝❤❛+❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥7 ♦+❜✐7❛❧

❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$ <✉✐ $❡+❛ ❣4♥4+4 J ❧✬♦+❞+❡ (1) ❞❡ ❞✐✛+❛❝7✐♦♥ ❞✉

+4$❡❛✉ ❬✷✽❪✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❯♥ ❤♦❧♦❣+❛♠♠❡ ♣❡✉1 ♣+♦❞✉✐+❡ ✉♥ ❢❛✐5❝❡❛✉ ❞❡ ❢+♦♥1 ❞✬♦♥❞❡ ❤8❧✐❝♦9❞❛❧❡ ♣♦558❞❛♥1

✉♥ ♠♦♠❡♥1 ♦+❜✐1❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ lh̄ ♣❛+ ♣❤♦1♦♥✳ ▲✬❤♦❧♦❣+❛♠♠❡ ❛♣♣+♦♣+✐8 ♣❡✉1 <1+❡ ❝❛❧✲

❝✉❧8✱ ♦✉ ✐❧ ♣❡✉1 <1+❡ ❣8♥8+8 ? ♣❛+1✐+ ❞✉ ♠♦1✐❢ ❞❡5 ✐♥1❡+❢8+❡♥❝❡5 ❡♥1+❡ ✉♥ ❢❛✐5❝❡❛✉ ♣♦558❞❛♥1 ❧❛

❢♦+♠❡ 5♣❛1✐❛❧❡ ❞85✐+8❡ ❡1 ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✳ ▲❡ ♠♦1✐❢ ❞✬❤♦❧♦❣+❛♣❤✐❡ ❛✐♥5✐ ♦❜1❡♥✉ ❡51 ❝♦♠♣❛+❛❜❧❡

? ✉♥ +85❡❛✉ ❞❡ ❞✐✛+❛❝1✐♦♥ ♠❛✐5 ♣♦55A❞❡ ✉♥❡ ❞✐5❧♦❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛+❣❡ l 5✉+ ❧✬❛①❡ ♦♣1✐C✉❡ ✭✐❝✐ ✐❧ ② ❛

✉♥❡ ❞✐5❧♦❝❛1✐♦♥ ❞❡ ✸✮✳ ▲♦+5C✉❡ ❧✬❤♦❧♦❣+❛♠♠❡ ❡51 8❝❧❛✐+8 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ♦+❞+❡

❞❡ ❞✐✛+❛❝1✐♦♥ ♣♦55A❞❡ ❧❡ ❢+♦♥1 ❞✬♦♥❞❡ ❤8❧✐❝♦9❞❛❧ 5♦✉❤❛✐18✳ ■♠❛❣❡ ❡①1+❛✐1❡ ❞❡ ❬✺✷❪✳

■❧ ❡①✐$7❡ ❡♥❝♦+❡ ✉♥❡ ❛✉7+❡ ♠47❤♦❞❡ 7+S$ ♣+❛7✐<✉❡✱ ♠❛✐$ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉$ ❝♦T7❡✉$❡✱ ♣♦✉+

❣4♥4+❡+ ❞❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲● ❞❡ ❝❤❛+❣❡ ❜✐❡♥ ❞4✜♥✐❡ ✿ ❧✬✉7✐❧✐$❛7✐♦♥ ❞❡ ♠❛$<✉❡$ ❞❡ ♣❤❛$❡

❡♥ $♣✐+❛❧❡ ❬✸❪✳ ❈❡$ ♠❛$<✉❡$ $♦♥7 +4❛❧✐$4$ ❞❛♥$ ✉♥ ♠❛74+✐❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ +4❢+❛❝7✐♦♥ n ❡7

❧❡✉+ 4♣❛✐$$❡✉+ ✈❛+✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉7❛❧✳ ■❧$ ✐♥7+♦❞✉✐$❡♥7 ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛



●!♥!#❛%✐♦♥ ❡% ❝❛#❛❝%!#✐*❛%✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐*❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉** ✽✺

♣❤❛*❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉%❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐:✉❡ ❧❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✶✶✳ ▲♦#*:✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡

♣❧❛♥❡ ♣❛**❡ ? %#❛✈❡#* ❝❡ ♠❛*:✉❡ ❞❡ ♣❤❛*❡✱ ❡❧❧❡ *✉❜✐% ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ *❛ ♣❤❛*❡ ∆φ

:✉✐ ❞!♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬!♣❛✐**❡✉# x %#❛✈❡#*!❡ ✿

∆φ =
2π(n− 1)x

λ
. ✭✸✳✸✷✮

❆✜♥ ❞✬♦❜%❡♥✐# ✉♥ ♠♦❞❡ ELG0,l ✐❧ ❢❛✉% :✉❡ *✉# ✉♥ %♦✉# ♦♥ ❛✐% ✿

∆φtot = 2πl, ✭✸✳✸✸✮

♦♥ %#♦✉✈❡ ❛✐♥*✐ ❧✬!♣❛✐**❡✉# s ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♠❛*:✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛#❣❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡

▲● *♦✉❤❛✐%! ✿

s =
lλ

n− 1
. ✭✸✳✸✹✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ▼❛&'✉❡ ❞❡ ♣❤❛&❡ ❡♥ &♣✐/❛❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ /3❢/❛❝5✐♦♥ ♥✳ ▲✬3♣❛✐&&❡✉/ ❞✉ ♠❛&'✉❡

❞❡ ♣❤❛&❡ h ❡&5 ♣/♦♣♦/5✐♦♥♥❡❧❧❡ 9 ❧❛ ♣♦&✐5✐♦♥ ❛③✐♠✉5❛❧❡ ❞3❝/✐5❡ ♣❛/ ❧✬❛♥❣❧❡ Φ 5❡❧ '✉❡ ❧❛ ❤❛✉5❡✉/

5♦5❛❧❡ s = lλ
n−1 ✳ ■♠❛❣❡ ❡①5/❛✐5❡ ❞❡ ❬✹✸❪✳

▲❛ ❞!♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬!♣❛✐**❡✉# s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ✐♠♣♦*❡ ❞✬✉%✐❧✐*❡# ✉♥ ♠❛*:✉❡

*♣!❝✐✜:✉❡ ? ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❝❡♥%#❛❧❡ ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ✉%✐❧✐*!✳



✽✻ ▲❡$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ▲❛❣✉❡++❡✲●❛✉$$



❈❤❛♣✐%&❡ ✹

➱*✉❛%✐♦♥. ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡% ♠♦❞❡. ❞❡

▲❛❣✉❡&&❡✲●❛✉..

▲❡" #$✉❛'✐♦♥" ❞❡ ❇❧♦❝❤ ♣❡1♠❡''❡♥' ❞❡ ❞#❝1✐1❡ '❤#♦1✐$✉❡♠❡♥' ❧❡" #✈♦❧✉'✐♦♥" '❡♠✲

♣♦1❡❧❧❡" ❞❡" ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥" ❡' ❞❡" ❝♦❤#1❡♥❝❡" #❧❡❝'1♦♥✐$✉❡" ❧♦1" ❞✬✉♥❡ ✐♥'❡1❛❝'✐♦♥ ❧✉♠✐61❡

♠❛'✐61❡ ✈✐❛ ❞❡" ♣1♦❝❡""✉" ♥♦♥✲❧✐♥#❛✐1❡"✳ ❉❛♥" ❧❛ "❡❝'✐♦♥ ✶✳✸ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❞#✈❡❧♦♣♣# ❝❡"

#$✉❛'✐♦♥" ❥✉"$✉✬< ❧✬♦1❞1❡ ✸ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥❡ ✐♥'❡1❛❝'✐♦♥ ❡♥'1❡ ✉♥ "②"'6♠❡ < ❞❡✉① ♥✐✲

✈❡❛✉①✱ ❝♦11❡"♣♦♥❞❛♥' < ✉♥❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞✬#♥❡1❣✐❡ ❞❡" "❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉1"

#'✉❞✐#"✱ ❡' ❞❡" ♦♥❞❡" ♣❧❛♥❡"✳ ▼❛✐" ❝❡''❡ ❞❡"❝1✐♣'✐♦♥ '1♦♣ "✐♠♣❧❡ ❞❡" ❝❤❛♠♣" #❧❡❝'1♦♠❛✲

❣♥#'✐$✉❡" ♥❡ ♣❡1♠❡' ♣❛" ❞❡ ♣1❡♥❞1❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❛ ❢♦1♠❡ "♣❛'✐❛❧❡ ❞❡" ✐♠♣✉❧"✐♦♥"✳ ❖1✱

❞❛♥" ❧❡" ❡①♣#1✐❡♥❝❡" ❞✬♦♣'✐$✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥#❛✐1❡ ❧❡" ❢❛✐"❝❡❛✉① "♦♥' ❢♦1'❡♠❡♥' ❢♦❝❛❧✐"#" ❡' ❞❡

♥♦♠❜1❡✉① ♣❤#♥♦♠6♥❡" ✭'❡❧" $✉❡ ❧❛ "❛'✉1❛'✐♦♥✮ ♠♦❞✐✜❡♥' ❞❡ ♠❛♥✐61❡ ✐♠♣♦1'❛♥'❡ ❧❡✉1"

❢♦1♠❡" "♣❛'✐❛❧❡"✳ ■❧ ♣❛1❛I' ❞♦♥❝ ❡""❡♥'✐❡❧ ❞❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡1 ❧❡" #$✉❛'✐♦♥" ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❞❛♥" ✉♥❡

❛✉'1❡ ❜❛"❡ $✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡" ♦♥❞❡" ♣❧❛♥❡"✳ ◆♦✉" ❛❧❧♦♥" ❡✛❡❝'✉❡1 ✐❝✐ ✉♥ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❡♥

♠♦❞❡" ❞❡ ▲❛❣✉❡11❡✲●❛✉""✳

❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡" ♠♦❞❡" ❞❡ ▲❛❣✉❡11❡✲●❛✉"" ❢♦1♠❡♥' ✉♥❡ ❜❛"❡ ❝♦♠♣❧6'❡ ❞❡" "♦❧✉'✐♦♥" ❞❡

❧✬#$✉❛'✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛1❛①✐❛❧❡ ❡' ♣♦""6❞❡ ✉♥❡ "②♠#'1✐❡ ❞❡ 1#✈♦❧✉'✐♦♥ ❛✉'♦✉1 ❞❡ ❧❡✉1 ❛①❡ ❞❡

♣1♦♣❛❣❛'✐♦♥✱ ♣1♦♣1✐#'# ❝♦♠♠✉♥❡ < '♦✉" ❧❡" ❢❛✐"❝❡❛✉①✳ ❆✐♥"✐✱ ❝❤❛$✉❡ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❣❛✉""✐❡♥

♠♦❞✐✜# ♣❛1 ✉♥ ♣❤#♥♦♠6♥❡ ❞❡ "❛'✉1❛'✐♦♥✱ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉11❛ "✬❡①♣1✐♠❡1 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

"♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡" ❞❡ ▲●✳

❉❛♥" ❝❡''❡ ♣❛1'✐❡✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ❡①♣1✐♠❡1 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣#1❛'❡✉1 ❞✐♣♦❧❛✐1❡ ♣❛1 ❞❡"

♠♦❞❡" ❞❡ ▲❛❣✉❡11❡✲●❛✉"" ❡' ♠❡''1❡ ❛❧♦1" ❡♥ #✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦1'❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦1♠❡ "♣❛'✐❛❧❡

❞❡" ✐♠♣✉❧"✐♦♥" ❡①❝✐'❛'1✐❝❡" "✉1 ❝❡❧❧❡ ❞❡" "✐❣♥❛✉① ❣#♥#1#"✳

✽✼



✽✽ ➱"✉❛%✐♦♥) ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡% ♠♦❞❡) ❞❡ ▲❛❣✉❡33❡✲●❛✉))

✹✳✶ ❊①♣&❡((✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛&✐(❛/✐♦♥ ❞✉ /&♦✐(✐1♠❡ ♦&❞&❡

◆♦✉) ❝♦♥)✐❞73♦♥) %3♦✐) ✐♠♣✉❧)✐♦♥) ❝♦❧✐♥7❛✐3❡) (a)✱ (b)✱ (c) ❞❡ ♠:♠❡ ❢37"✉❡♥❝❡ ❝❡♥✲

%3❛❧❡ ω ❡% ❞♦♥❝ ❞❡ ♠:♠❡ ✈❡❝%❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ k✳ ▲✬✐♠♣✉❧)✐♦♥ ♥✉♠73♦ (n)✱ ❛33✐✈❛♥% ? ❧✬✐♥)%❛♥%

τn✱ %❡❧❧❡ τc ≥ τb ≥ τa✱ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ En(r, t− τn)✱ ❞❡ ♣❤❛)❡ ? ❧✬♦3✐❣✐♥❡ ϕn✱ ❡% ❞❡

♣♦❧❛3✐)❛%✐♦♥ ✭❧✐♥7❛✐3❡ ♣♦✉3 )✐♠♣❧✐✜❡3✮ en )✬7❝3✐% )♦✉) ❧❛ ❢♦3♠❡ )✉✐✈❛♥%❡ ✿

En(r, t) = En(r, t− τn)e
−i(ω(t−τn)−k.z+ϕn)en + C.C. ✭✹✳✶✮

▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛"✉❡ ✐♠♣✉❧)✐♦♥ )❡ ❞7❝♦♠♣♦)❡ ❡♥ ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ %❡♠♣♦✲

3❡❧❧❡ E0,n(t− τn) ❡% ✉♥ ♣3♦✜❧ )♣❛%✐❛❧ un(r) ❞7❝3✐% ♣❛3 ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡33❡✲●❛✉)) ✿

En(r, t− τn) = E0,n(t− τn)un(r) ✭✹✳✷✮

❛✈❡❝ ❡♥ ❝♦♦3❞♦♥♥7❡) ❝②❧✐♥❞3✐"✉❡) ✿

un(r, φ, z) =
ELG0(ln,pn)

wn(z)
eilnφe

ikr2

2Rn e
−i(2pn+|ln|+1)arctan

(

z
zRn

)

(

r
√
2

wn

)|ln|

L|ln|pn

(

2r2

w2
n

)

e
−r2

w2
n

✭✹✳✸✮

❛✈❡❝ L
|ln|
pn ✉♥ ♣♦❧②♥J♠❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡33❡ ❣7♥73❛❧✐)7✱ ln 7%❛♥% ✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ❡♥%✐K3❡ ❛❧❣7❜3✐"✉❡

♣♦)✐%✐✈❡ ♦✉ ♥7❣❛%✐✈❡ ❡% pn ✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ❡♥%✐K3❡ ♣♦)✐%✐✈❡✳

M♦✉3 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡) ✐♠♣✉❧)✐♦♥) (a)✱ (b) ❡% (c) ♥♦✉) ❝❤♦✐)✐3♦♥) pn = 0✱ ♥♦✉) ❞♦♥♥❛♥%

L
(ln)
0 = 1✳

❘❛♣♣❡❧♦♥) ❧❛ )✐❣♥✐✜❝❛%✐♦♥ ❡% ❧✬❡①♣3❡))✐♦♥ ❞❡) ❞✐✛73❡♥%) ♣❛3❛♠K%3❡) ✉%✐❧✐)7) ♣♦✉3

❝❤❛"✉❡ ✐♠♣✉❧)✐♦♥ n ✿

✕ Rn ❡)% ❧❡ 3❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉3❜✉3❡ ❞✉ ❢3♦♥% ❞✬♦♥❞❡ ? ❧❛ ♣♦)✐%✐♦♥ z %❡❧ "✉❡ Rn =

z
(

1 +
zRn

z

)2
❀

✕ zRn
❡)% ❧❛ ♣♦3%7❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭♦✉ ♣3♦❢♦♥❞❡✉3 ❞❡ ❝❤❛♠♣✮ %❡❧❧❡ "✉❡ zRn

=
πw2

0(n)

λ
❀

✕ w0(n) ❧❛ ❧❛3❣❡✉3 ❞✉ ❢❛✐)❝❡❛✉ ✭♦✉ ✧✇❛✐)%✧✮ ? z = 0 ❡% wn ❧❛ ❧❛3❣❡✉3 ❞✉ ❢❛✐)❝❡❛✉ ? ❧❛

♣♦)✐%✐♦♥ z %❡❧❧❡ "✉❡ wn = w0(n)

√

1 +
(

z
zRn

)2

❀

✕ ln ❡)% ❧❛ ❝❤❛3❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥% ♦3❜✐%❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐3❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❝♦♥)✐❞737 ❀

✕ ELG0(ln,pn)
=
√

2|ln|+1p!/[π(pn+ | ln |)!] ❡)% ❧❡ ❢❛❝%❡✉3 ❞❡ ♥♦3♠❛❧✐)❛%✐♦♥✳

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✬✐♠♣✉❧)✐♦♥) ❞❡ ♠:♠❡ ♣♦❧❛3✐)❛%✐♦♥ ❡% ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❧❡ ♣❧✉) )✐♠♣❧❡ ♦U ❧❛

❞✉37❡ ❞❡) ✐♠♣✉❧)✐♦♥) ❡)% ♣❧✉) ❝♦✉3%❡ "✉❡ ❧❡ %❡♠♣) ❞❡ ❝♦❤73❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ %3❛♥)✐%✐♦♥ ❞✉

)②)%K♠❡ ? ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥)✐❞737✱ E0,n(t − τn) ≈ δ(t − τn) ❡% ❧❛ ♣♦❧❛3✐)❛%✐♦♥ ? ❧✬♦3❞3❡



❊①♣#❡%%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛#✐%❛,✐♦♥ ❞✉ ,#♦✐%✐.♠❡ ♦#❞#❡ ✽✾

,#♦✐% %✬3❝#✐, ✭❡①♣#❡%%✐♦♥ ❞✐#❡❝,❡♠❡♥, ❞3#✐✈3❡ ❞❡ ✶✳✹✶✮ ✿

P
(3)
NL =

〈

µ̂(3)
〉

(r, t)

= Tr
(

ρ̂(3)µ̂
)

= − i

h̄3
|µ10|4θ(t− τc)θ(τc − τb)θ(τb − τa)e

− (t−τc)
T2 e−iω10(t−τc)e

− (τc−τb)

T1

e
− (τb−τa)

T2

(

uc(r)ub(r)u
∗
a(r)e

i(ω10(τb−τa)+k.z+ϕc+ϕb−ϕa)

+uc(r)u
∗
b(r)ua(r)e

−i(ω10(τb−τa)−k.z+ϕc−ϕb+ϕa)
)

+ C.C. ✭✹✳✹✮

❛✈❡❝ T1 ❧❡ ,❡♠♣% ❞❡ ❞3❝#♦✐%%❛♥❝❡ ❞❡% ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥% ,❡❧ <✉❡

1

T1
=

(Γ1←0 + Γ0←1)

h̄
✭✹✳✺✮

❡, T2 ❧❡ ,❡♠♣% ❞❡ #❡❧❛①❛,✐♦♥ ❞❡% ❝♦❤3#❡♥❝❡% ✭♦✉ ,❡♠♣% ❞❡ ❞3♣❤❛%❛❣❡✮ ,❡❧ <✉❡

1

T2
=

Γ10

h̄
. ✭✹✳✻✮

A✉✐% ❡♥ ❡①♣#✐♠❛♥, ❝❤❛<✉❡ ♣#♦✜❧❡ %♣❛,✐❛❧❡ un(r) ♣❛# ❞❡% ♠♦❞❡% ❞❡ ▲● ❛✈❡❝ pn = 0✱ ♦♥

♦❜,✐❡♥, ✿

P
(3)
NL =

〈

µ̂(3)
〉

(r, t)

= Tr
(

ρ̂(3)µ̂
)

= − i

h̄3
|µ10|4θ(t− τc)θ(τc − τb)θ(τb − τa)e

− (t−τc)
T2 e−iω10(t−τc)e

− (τc−τb)

T1 e
− (τb−τa)

T2

ELG0(la,0)

wa(z)

ELG0(lb,0)

wb(z)

ELG0(lc,0)

wc(z)

(

r
√
2

wa

)|la|(
r
√
2

wb

)|lb|(
r
√
2

wc

)|lc|

e
−r2

(

1

w2
a
+ 1

w2
b

+ 1

w2
c

)

[

e
ir2

(

k
2Rc

+ k
2Rb
− k

2Ra

)

e
−i

(

(|lc|+1)arctan

(

z
zR(c)

)

+(|lb|+1)arctan

(

z
zR(b)

)

−(|la|+1)arctan

(

z
zR(a)

))

ei(ω10(τb−τa)+(lc+lb−la)φ+k.z−ϕc−ϕb+ϕa)

+e
ir2

(

k
2Rc
− k

2Rb
+ k

2Ra

)

e
−i

(

(|lc|+1)arctan

(

z
zR(c)

)

−(|lb|+1)arctan

(

z
zR(b)

)

+(|la|+1)arctan

(

z
zR(a)

))

e−i(ω10(τb−τa)−(lc−lb+la)φ−k.z+ϕc−ϕb+ϕa)
]

+C.C. ✭✹✳✼✮

❈❡,,❡ ❢♦#♠✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ♥♦✉% ❞♦♥♥❡ ❞3❥K ❧❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ,❡♠♣♦#❡❧❧❡ <✉❡❧<✉❡ %♦✐, ❧❛ ❢♦#♠❡

❞❡% ❢❛✐%❝❡❛✉① ✿ ❧❡ %✐❣♥❛❧ ✭❝✬❡%, K ❞✐#❡ ❧✬✐♥,❡♥%✐,3✮ ❞✉ ,#♦✐%✐.♠❡ ♦#❞#❡ ❣3♥3#3 ❞3❝#♦✐,✱ ❡♥

❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ #❡,❛#❞ τb − τa✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥%,❛♥,❡ ❞❡ ,❡♠♣%
T2
2
❡, ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ #❡,❛#❞

τc − τb✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥%,❛♥,❡ ❞❡ ,❡♠♣%
T1
2
✳

❖♥ ❝♦♥%,❛,❡ <✉✬K ♣❛#,✐# ❞❡% ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥% ❣3♥3#3❡% K ❧✬♦#❞#❡ ✭✷✮ ♣❛# ❧❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥%

(a) ❡, (b)✱ ❧✬✐♠♣✉❧%✐♦♥ (c) ❣3♥.#❡ ❞❡% ♣♦❧❛#✐%❛,✐♦♥% ❝❛#❛❝,3#✐%3❡% ♣❛# ❞❡✉① ✈❛❧❡✉#% ❞❡



✾✵ ➱#✉❛&✐♦♥* ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡& ♠♦❞❡* ❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉**

❧❡✉4 ♠♦♠❡♥& ♦4❜✐&❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐4❡✭▼❖❆✮ ✿ lc − (lb − la) ❡& lc + (lb − la)✳ ❈❡ 4@*✉❧&❛& ♣❡✉&

B&4❡ ✐♥&❡4♣4@&@ ❡♥ &❡4♠❡ ❞❡ 4@*❡❛✉ ✐♥❞✉✐& ✿ ❧✬✐♥&❡4❢@4❡♥❝❡ ❡♥&4❡ ❧❡* ❞❡✉① ♣4❡♠✐F4❡* ✐♠✲

♣✉❧*✐♦♥* (a) ❡& (b) ❝4@❡ ✉♥ 4@*❡❛✉ ✐♥❞✉✐& ❝❛4❛❝&@4✐*@ ♣❛4 ✉♥❡ ❤@❧✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ lb − la

✭✈♦✐4 ✸✳✶✳✸✮ #✉✐ *❡ ❝♦♠♣♦4&❡ ❛❧♦4* ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛*#✉❡ ❞❡ ♣❤❛*❡ *✉4 ❧❡#✉❡❧ *❡ ❞✐✛4❛❝&❡

❡♥*✉✐&❡ ❧❛ &4♦✐*✐F♠❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ (c)✳ ❆✐♥*✐✱ ♦♥ ♣❡✉& ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& &4❛♥*♣♦*❡4 ❝❡ 4@*✉❧&❛& L

✉♥❡ ❣@♦♠@&4✐❡ ♥♦♥ ❝♦❧✐♥@❛✐4❡✱ L ❝♦♥❞✐&✐♦♥ #✉❡ ❧❡* ❢❛✐*❝❡❛✉① 4❡*&❡♥& ♣❡✉ @❝❛4&@ ❞❡ ❧✬❛①❡

♦♣&✐#✉❡✳ ▲❡ ♠♦&✐❢ ❞✬✐♥&❡4❢@4❡♥❝❡* ❝4@@ ♣❛4 ❧❡* ❞❡✉① ♣4❡♠✐F4❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❡♥ ❣@♦♠@&4✐❡

♥♦♥✲❝♦❧✐♥@❛✐4❡ ♣♦**F❞❡4❛ ✉♥❡ ❢♦✉4❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ❞❡♥&* @❣❛❧❡ L | lb − la | +1✳

❈❡ ♠♦&✐❢ *❡4❛ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❤♦❧♦❣4❛♠♠❡ ♣♦✉4 ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ (c) ❀ ❝❡❧❧❡✲❝✐ *❡ ❞✐✛4❛❝&❡ ❛❧♦4*

*✉4 ❝❡& ❤♦❧♦❣4❛♠♠❡ ✭✈♦✐4 ✜❣✉4❡ ✸✳✶✵✮ ❞♦♥♥❛♥& L ❧✬♦4❞4❡ (+1) ❞❡ ❞✐✛4❛❝&✐♦♥ ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉

&❡❧ #✉❡ l = lc + (lb − la) ❡& L ❧✬♦4❞4❡ (−1) ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ l = lc − (lb − la)✳ ❉❡

♣❧✉*✱ ❧❡* ❝♦♥❞✐&✐♦♥* ❞✬❛❝❝♦4❞* ❞❡ ♣❤❛*❡ ❡♥ ❣@♦♠@&4✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥@❛✐4❡ ❛❥♦✉&❡♥& ✉♥ ❢❛❝&❡✉4

❞❡ ♣❤❛*❡ ei(kc±(kb−ka))r
#✉✐ ❞❡✈4❛✐& ❛♣♣❛4❛✐&4❡ ❞❛♥* ❧❡* ❞❡✉① &❡4♠❡* ❞❡ ❧✬@#✉❛&✐♦♥ ✹✳✼

✭kc + (kb − ka) ❞❛♥* ❧❡ ♣4❡♠✐❡4 &❡4♠❡ ❞❡ ✹✳✼ ❡& kc − (kb − ka) ❞❛♥* ❧❡ ❞❡✉①✐F♠❡✮✳ ▲❛

❝❛* ❞❡ ❧❛ ❣@♦♠@&4✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥@❛✐4❡ *❡ ❝♦♠♣4❡♥❞ ❞♦♥❝ ❛✐*@♠❡♥& L ♣❛4&✐4 ❞✉ ❝❛* ❝♦❧✐♥@❛✐4❡✳

✹✳✷ ❊①♣&❡((✐♦♥ (✐♠♣❧❡ ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❣2♥2&2 ♣❛& ❧❛ ♣♦❧❛&✐✲

(❛4✐♦♥ ❞✉ 4&♦✐(✐5♠❡ ♦&❞&❡ ✿ ❝♦♥(❡&✈❛4✐♦♥ ❞✉ ♠♦✲

♠❡♥4 ♦&❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐&❡

❉❛♥* ✉♥ @❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ♠❛❝4♦*❝♦♣✐#✉❡✱ ❝❤❛#✉❡ ❞✐♣S❧❡ ❣@♥F4❡ ✉♥❡ ♣♦❧❛4✐*❛&✐♦♥ L ❧✬♦4❞4❡

&4♦✐*✳ T♦✉4 ❝❛❧❝✉❧❡4 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❣@♥@4@ Es(r, t) ♥♦✉* ❞❡✈♦♥* ❞♦♥❝ *♦♠♠❡4 ❧❡* ❝♦♥&4✐❜✉&✐♦♥*

❞❡ ❝❤❛#✉❡ ❞✐♣S❧❡ *✉4 ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬@❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❡①❝✐&@ ♣❛4 ❧❡* &4♦✐* ❢❛✐*❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥&*✳

❖♥ *✉♣♣♦*❡ #✉❡ ❧✬@❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❡*& ❤♦♠♦❣F♥❡✱ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥* ❧❡* ❞✐4❡❝&✐♦♥* x ❡& y✱ ❡& #✉✬✐❧ ❛

✉♥❡ @♣❛✐**❡✉4 ✜♥✐❡ d✳

❉❡ ♣❧✉*✱ ♥♦✉* ✈♦✉❧♦♥* ❡①♣4✐♠❡4 ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ &❡4♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲●✳ ❆✐♥*✐✱

Es(r, t) =
1

ws(z)
e

iksr
2

2Rs e
r2

w2
s

∑

ps,ls

C ls
ps(t)e

−i(2ps+|ls|+1)arctan

(

z
zRs

)

(

r
√
2

ws

)|ls|

L|ls|ps

(

2r2

w2
s

)

ei(ks.z+lsφ)en + C.C. ✭✹✳✽✮

♦V ❧❡* C ls
ps(t) ❝♦44❡*♣♦♥❞❡♥& L ❧❛ ♣4♦❥❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥& ❞✐♣♦❧❛✐4❡ L ❧✬♦4❞4❡

&4♦✐* *✉4 ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ▲● ✿

C ls
ps(t) =

∫ +∞

r=0

∫ 2π

φ=0

∫ d
2

z=− d
2

〈

µ̂(3)
〉

(r, t)E∗s (r) dr rdθ dz ✭✹✳✾✮

❛✈❡❝ Es(r) ❞♦♥♥@❡ ♣❛4

Es(r) = us(r)e
iks.z

✭✹✳✶✵✮
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❡0 ❛✈❡❝ us(r) ❞♦♥♥/ ♣❛# ✹✳✸✳

❉♦♥❝✱

C ls
ps(t) = A(t)

∫ +∞

r=0

∫ 2π

φ=0

∫ d
2

z=− d
2

∑

ps,ls

L|ls|ps

(

2r2

w2
s

)

e
−r2

(

1

w2
a
+ 1

w2
b

+ 1

w2
c
+ 1

w2
s

)

ELG0(la,0)

wa(z)

ELG0(lb,0)

wb(z)

ELG0(lc,0)

wc(z)

ELG0(ls,ps)

ws(z)
(

r
√
2

wa

)|la|(
r
√
2

wb

)|lb|(
r
√
2

wc

)|lc|(
r
√
2

ws

)|ls|

[

e
ir2

(

− ks
2Rs

+ k
2Rc

+ k
2Rb
− k

2Ra

)

e
−i

(

−(ls+1)arctan

(

z
zR(s)

)

+(lc+1)arctan

(

z
zR(c)

)

+(lb+1)arctan

(

z
zR(b)

)

−(la+1)arctan

(

z
zR(s)

))

ei(ω10(τb−τa)+(k−ks).z+(lc+lb−la−ls)φ+ϕ)

+e
ir2

(

− ks
2Rs

+ k
2Rc
− k

2Rb
+ k

2Ra

)

e
−i

(

−(ls+1)arctan

(

z
zR(s)

)

+(lc+1)arctan

(

z
zR(c)

)

−(lb+1)arctan

(

z
zR(b)

)

+(la+1)arctan

(

z
zR(a)

))

e−i(ω10(τb−τa)−(k−ks).z−(lc−lb+la−ls)φ+ϕ′)
]

dr rdφ dz

+C.C. ✭✹✳✶✶✮

❛✈❡❝ A(t) = − i
h̄3
|µ10|4θ(t − τc)θ(τc − τb)θ(τb − τa)e

− (t−τc)
T2 e−iω10(t−τc)e

− (τb−τa)

T2 e
− (τc−τb)

T1
✱

ϕ = ϕc + ϕb − ϕa ❡" ϕ′ = ϕc − ϕb + ϕa

#♦✉& ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡* ❝♦❡✣❝✐❡♥"* C ls
ps(t) ✐❧ ♥♦✉* *✉✣" ❞❡ ❝♦♥*✐❞/&❡& ❧❡* ❝❤❛♠♣* ❛♣♣❛&❛✐**❛♥"

❞❛♥*

〈

µ̂(3)
〉

(r, t) ❡♥ z = 0✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❣❛✉**✐❡♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡

♣❛* ❞✉&❛♥" ❧❛ ♣&♦♣❛❣❛"✐♦♥ ✭*❡✉❧❡♠❡♥" ❧❡ ✇❛✐*" ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ /✈♦❧✉❡✱ ♠❛✐* ❧❡ ❢❛✐*❝❡❛✉ &❡*"❡

"♦✉❥♦✉&* ❣❛✉**✐❡♥ ✦✮✳ ❆✐♥*✐ ❧❛ ❞/❝♦♠♣♦*✐"✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ /♠✐" *✉& ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡* ♠♦❞❡* ❞❡ ▲●

❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ z = 0 *❡&❛ ❝♦♥*❡&✈/❡ ❡" ❧❡ ♣&♦✜❧ ♦❜"❡♥✉ ❡♥ z = 0 ❞♦♥♥❡&❛ ♣❛& ❝♦♥*/D✉❡♥"

❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣&♦♣❛❣❛"✐❢ /♠✐"✳

❉❛♥* ❝❡ ❝❛*✱ Ra = Rb = Rc = Rs = 0 ❡" e

[

ir2
(

ka
2Ra

+
kb
2Rb

+ kc
2Rc

+ ks
2Rs

)]

≃ 1 ❡" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡*

❝♦❡✣❝✐❡♥"* C ls
ps(t) *❡ *✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✿

C ls
ps(t) =

∫ +∞

r=0

∫ 2π

φ=0

A(t)
(

u∗s(r, φ).uc(r, φ).ub(r, φ).u
∗
a(r, φ)e

i(ω10(τb−τa)+ϕ)

+ u∗s(r, φ).uc(r, φ).u
∗
b(r, φ).ua(r, φ)e

−i(ω10(τb−τa)+ϕ′)
)

dr rdφ

+C.C. ✭✹✳✶✷✮

◆♦✉* *✉♣♣♦*❡&♦♥* ✐❝✐ D✉❡ w0(a) = w0(b) = w0(c)✳

❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❛ ❝♦♥*❡&✈❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡&❣✐❡ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡ ✿

ks = k ✭✹✳✶✸✮
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▲❡ ♣4❡♠✐❡4 &❡4♠❡ ❞❡ C ls
ps(t) ✭❧❡ ❞❡✉①✐:♠❡ ❡♥ ❞;❝♦✉❧❡ *✐♠♣❧❡♠❡♥& ❡♥ ✐♥✈❡4*❛♥& a ❡&

b✮ *✬;❝4✐& ❛❧♦4* ❡♥ z = 0 ✿

C(1)lsps(t) = A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
∫ +∞

r=0

∫ 2π

φ=0

u∗s(r, φ).uc(r, φ)ub(r, φ).u
∗
a(r, φ) dr rdφ

= A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
∫ +∞

r=0

∫ 2π

φ=0

ELG0(ls,ps)

w0(s)

e−ilsφ

(

r
√
2

w0(s)

)|ls|

L|ls|ps

(

2r2

w2
0(s)

)

e
− r2

w2
0(s)

ELG0(lc,0)

w0

eilcφ

(

r
√
2

w0

)|lc|

e
− r2

w2
0

ELG0(lb,0)

w0

eilbφ

(

r
√
2

w0

)|lb|

e
− r2

w2
0

ELG0(la,0)

w0

e−ilaφ

(

r
√
2

w0

)|la|

e
− r2

w2
0 dr rdφ

= A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
ELG0(la,0)

w0

ELG0(lb,0)

w0

ELG0(lc,0)

w0

ELG0(ls,ps)

w0(s)
∫ 2π

φ=0

e−i(ls−lc−lb+la)φ dφ

∫ +∞

r=0

L(ls)
ps

(

2r2

w2
0(s)

)

.

(

r
√
2

w0(s)

)|ls|(
r
√
2

w0

)|la|+|lb|+|lc|

e
− r2

w2
0(s) e

−3 r2

w2
0 r dr ✭✹✳✶✹✮

❊♥ ❝❤♦✐*✐**❛♥& ❧❛ ❜❛*❡ ❞❡* ❢♦♥❝&✐♦♥* &❡❧❧❡ #✉❡

1

w2
0(s)

=
3

w2
0

✭✹✳✶✺✮

♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

C(1)lsps(t) = A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
ELG0(la,0)

w0

ELG0(lb,0)

w0

ELG0(lc,0)

w0

√
3ELG0(ls,ps)

w0
∫ 2π

φ=0

e−i(ls−lc−lb+la)φ dφ

∫ +∞

r=0

L|ls|)ps

(

6r2

w2
0

)

.

(

r
√
6

w0

)|ls|(
r
√
2

w0

)|la|+|lb|+|lc|

e
− 6r2

w2
0 r dr ✭✹✳✶✻✮

▲✬✐♥&;❣4❛❧❡ *✉4 φ *❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✐♠♠;❞✐❛&❡♠❡♥& ✿

∫ 2π

φ=0

e−i(ls−lc−lb+la)φdφ = δ(ls − (lc + lb − la)) ✭✹✳✶✼✮

❡& ❧❡ ❞❡✉①✐:♠❡ &❡4♠❡ ❞♦♥♥❡4❛✐& ❞❡ ❢❛I♦♥ ;✈✐❞❡♥❝❡ ✿

∫ 2π

φ=0

e−i(ls−lc+lb−la)φdφ = δ(ls − (lc + la − lb)) ✭✹✳✶✽✮
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C(1)lsps(t) = A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
ELG0(la,0)

w0

ELG0(lb,0)

w0

ELG0(lc,0)

w0

√
3ELG0(ls,ps)

w0

δ(ls − (lc + lb − la))
∫ +∞

r=0

L|ls|ps

(

6r2

w2
0

)

(

r
√
2

w0

)L(

r
√
6

w0

)|ls|

e
−6 r2

w2
0 r dr ✭✹✳✶✾✮

❛✈❡❝ L =| la | + | lb | + | lc |✳

❊♥ ♣♦%❛♥0 X = 6r2

w2
0
✱ ♦♥ ❛ ✭ ❬✷✸❪ ❢♦"♠✉❧❡ ✶✶ (❡❝*✐♦♥ ✼✳✹✶✹ ♣✳✽✹✺✱ ❞♦♥0 ❧❡% ❝♦♥❞✐0✐♦♥%

%♦♥0 ✈/#✐✜/❡%✮ ✿

C(1)lsps(t) = A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
ELG0(la,0)

w0

ELG0(lb,0)

w0

ELG0(lc,0)

w0

√
3ELG0(ls,ps)

w0

δ(ls − (lc + lb − la))

w2
0

12

1

3
L
2

∫ +∞

X=0

L|ls|)ps (X)e−Xx
L+|ls|

2 dX

= A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
ELG0(la,0)

w0

ELG0(lb,0)

w0

ELG0(lc,0)

w0

√
3ELG0(ls,ps)

w0

δ(ls − (lc + lb − la))

w2
0

12

1

3
L
2

(| ls | −
(

L+|ls|
2

+ 1
)

+ ps
ps

)(

L+ | ls |
2

)

!

= A(t)ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
ELG0(la,0)

w0

ELG0(lb,0)

w0

ELG0(lc,0)

w0

√
3ELG0(ls,ps)

w0

δ(ls − (lc + lb − la))

w2
0

12

1

3
L
2

( |ls|−L
2

− 1 + ps
ps

)(

L+ | ls |
2

)

! ✭✹✳✷✵✮
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥& ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❣9♥949 *✬9❝4✐& ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ 49❡❧ ✿

Es(r, t) = −
ELG0(la,0)

ELG0(lb,0)
ELG0(lc,0)

12w2
0

1

3
L−1
2

i

h̄3
|µ10|4θ(t− τc)θ(τc − τb)θ(τb − τa)e

− (t−τc)
T2 e−iω10(t−τc)

e
− (τb−τa)

T2 e
− (τc−τb)

T1 e
−6r2

w2
0 e

ikr2

2Rs en
∑

ps,ls

ELG0(ls,ps)

( |ls|−L
2

− 1 + ps
ps

)(

L+ | ls |
2

)

!

e
−i(2ps+|ls|+1)arctan

(

z
zRs

)
(

r
√
6

w0

)|ls|

L|ls|ps

(

6r2

w2
0

)

[

δ(ls − (lc + lb − la))e
i(ω10(τb−τa)+k.z+lsφ+ϕ)

+δ(ls − (lc + la − lb))e
−i(ω10(τb−τa)−k.z−lsφ+ϕ′)

]

+ C.C. ✭✹✳✷✶✮

❖♥ ✈♦✐& ❞❛♥* ❝❡&&❡ ❡①♣4❡**✐♦♥ #✉❡ ❧❡ ✇❛✐#$ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❣9♥949 ❡*& ❡✛❡❝&✐✈❡♠❡♥& &❡❧ #✉❡

1
w2

s
= 6

w2
0
✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ♥♦✉* ❝♦♥*&❛&♦♥* #✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉ *✐❣♥❛❧ ❣9♥949 ♣❛4 ❧❛ ♣♦❧❛4✐*❛&✐♦♥

❞✬♦4❞4❡ ✸ ♥✬❡*& ♣❛* ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉** ♣✉4 ♠❛✐* ✉♥❡ *♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡* ❛✈❡❝

❞✐✛94❡♥&❡* ✈❛❧❡✉4* ❞❡ ps✱ ❛❧♦4* #✉❡ ❧❛ ❝❤❛4❣❡ ❞❡ *♦♥ ♠♦♠❡♥& ♦4❜✐&❛❧❡ ❡*& ❜✐❡♥ ❞9&❡4♠✐♥9❡✳



❊①♣#❡%%✐♦♥ %✐♠♣❧❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧ ❣/♥/#/ ♣❛# ❧❛ ♣♦❧❛#✐%❛0✐♦♥ ❞✉ 0#♦✐%✐1♠❡ ♦#❞#❡ ✿

❝♦♥%❡#✈❛0✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥0 ♦#❜✐0❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ✾✺

❈❛% ❞✉ %✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠/❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡% ❞/❣/♥/#/❡% : ❞❡✉① ❢❛✐%❝❡❛✉①✳

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✉ ♠/❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡% ❞/❣/♥/#/❡% : ❞❡✉① ❢❛✐%❝❡❛✉①✱ ♦♥ ❛ Eb = Ec✱ ✐✳❡✳ τc = τb✱

lc = lb✱ ❛✈❡❝ τb ≥ τa✳ ▲❡ %✐❣♥❛❧ ❣/♥/#/ ❝♦##❡%♣♦♥❞ ✐❝✐ : ❧❛ ❞✐✛#❛❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧%✐♦♥

(b) %✉# ❧❡ #/%❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✭❡0 ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥✮ ❢♦#♠/ ♣❛# ❧✬✐♥0❡#❢/#❡♥❝❡ ❡♥0#❡ ❧❡%

✐♠♣✉❧%✐♦♥% (a) ❡0 (b)✳

C ls
ps(t) =

ELG0(la,0)
(ELG0(lb,0)

)2

12w2
0

1

3
L−1
2

ELG0(ls,ps)

( |ls|−L
2

− 1 + ps
ps

)(

L+ | ls |
2

)

!

[

ei(ω10(τb−τa)+ϕ)δ(ls − (2lb − la)) + e−i(ω10(τb−τa)+ϕ′)δ(ls − la)
]

+C.C. ✭✹✳✷✷✮

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❣/♥/#/ %✬/❝#✐0 ❛❧♦#% ❞❛♥% ❧✬❡%♣❛❝❡ #/❡❧ ❡♥ z = 0 %♦✉% ❧❛ ❢♦#♠❡ %✉✐✈❛♥0❡ ✿

Es(r, t) = −
ELG0(la,0)

(ELG0(lb,0)
)2

12w2
0

1

3
L−1
2

i

h̄3
|µ10|4θ(t− τb)θ(τb − τa)

e
− (t−τb)

T2 e−iω10(t−τb)e
− (τb−τa)

T2 e
−6r2

w2
0 en

∑

ps

[

ELG0(2lb−la,ps)e
i(ω10(τb−τa)+(2lb−la)φ+ϕ)

(

(

|2lb−la|−(2|lb|+|la|)
2

− 1
)

+ ps
ps

)(

2 | lb | + | la | + | 2lb − la |
2

)

!

(

r
√
6

w0

)|2lb−la|

L|2lb−la|ps

(

6r2

w0
2

)

+ ELG0(la,ps)e
−i(ω10(τb−τa)−laφ+ϕ′)

(− | lb | −1 + ps
ps

)

(| lb | + | la |)!
(

r
√
6

w0

)|la|

L|la|ps

(

6r2

w0
2

)



+ C.C. ✭✹✳✷✸✮

❈❡00❡ ❡①♣#❡%%✐♦♥ ♠♦♥0#❡ G✉❡ ❧❛ ❝❤❛#❣❡ ls ❞✉ %✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠/❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❣/♥/#/ ♣❡✉0

♣#❡♥❞#❡ ✷ ✈❛❧❡✉#% ✿ ls = 2lb − la ❝♦##❡%♣♦♥❞❛♥0 : ❧✬♦#❞#❡ (1) ❞❡ ❧✬❛✉0♦✲❞✐✛#❛❝0✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♠♣✉❧%✐♦♥ ❜ %✉# ❧❡ #/%❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❢♦#♠/ ♣❛# ❧✬✐♥0❡#❢/#❡♥❝❡ ❞❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥% (a) ❡0 (b)

✭❝❡ #/%❡❛✉ ♣♦%%1❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦✉#❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡ lb− la✮ ❡0 ls = la ❝♦##❡%♣♦♥❞❛♥0 : ❧✬♦#❞#❡

(−1) ❞❡ ❞✐✛#❛❝0✐♦♥ ✭%❡ %✉♣❡#♣♦%❛♥0 ❛✉ %✐❣♥❛❧ ❞I : ❧❛ ♣♦❧❛#✐%❛0✐♦♥ ❞✬♦#❞#❡ ✭✶✮✮✳ K❛#

❝♦♥0#❡✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❣/♥/#/ ♥✬❡%0 ♣❛% ✉♥ ♠♦❞❡ ♣✉# ♠❛✐% ✉♥❡ %♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡%✳
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❘❡♠❛4#✉♦♥* #✉❡ ♣♦✉4 &♦✉& l > 0 ✭✐✳❡✳ la > 0 ❡& lb >
la
2
✮

( |ls|−L
2

− 1 + ps
ps

)(

L+ | ls |
2

)

! =

(

ls
2
− 2lb+la

2
− 1 + ps

ps

)(

2lb + la + ls
2

)

!

= (−1)ps
(2lb+la−ls

2

ps

)(

2lb + la + ls
2

)

! ✭✹✳✷✹✮

✭❞✬❛♣4?* ❧❛ ❢♦4♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥B♠❡ ♥C❣❛&✐❢✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣❛4❛✐**❛♥& ❞❛♥* Cps,ls
❡*& ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♥✉❧ *✐ ❡& *❡✉❧❡♠❡♥& *✐ ps ∈ [0, 2lb+la−ls

2
]✳ ❆✐♥*✐ ♣♦✉4 ls = 2lb− la✱ ps ∈ [0, la] ❀

❡& ♣♦✉4 ls = la✱ ps ∈ [0, lb]✳

❖♥ ♣❡✉& C❝4✐4❡ ❞❛♥* ❝❡ ❝❛* ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❣C♥C4C ❡♥ z = 0*♦✉* ❧❛ ❢♦4♠❡ ✿

Es(r, t) = −
ELG0(la,0)

(ELG0(lb,0)
)2

12w2
0

1

3
L−1
2

i

h̄3
|µ10|4θ(t− τb)θ(τb − τa)

e
− (t−τb)

T2 e−iω10(t−τb)e
− (τb−τa)

T2 e
−6r2

w2
0 en



ei(ω10(τb−τa)+(2lb−la)φ+ϕ)

(

r
√
6

w0

)|2lb−la|

la
∑

ps=0

ELG0(2lb−la,ps)(−1)ps
(

la
ps

)

(2lb)!L
|2lb−la|
ps

(

6r2

w2
0

)

+ e−i(ω10(τb−τa)−laφϕ′)

(

r
√
6

w0

)|la|

lb
∑

ps=0

ELG0(la,ps)(−1)ps
(

lb
ps

)

(lb + la)!L
|la|
ps

(

6r2

w2
0

)

]

+C.C. ✭✹✳✷✺✮

K4❡♥♦♥* ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❧✬❡①❡♠♣❧❡ la = 2 ❡& lb = 1 ✭❝♦44❡*♣♦♥❞❛♥& M ♥♦* ❡①♣C4✐❡♥❝❡*✮ ✿

Es(r, t) = −
ELG0(la,0)

(ELG0(lb,0)
)2

12w2
0

1

3
L−1
2

i

h̄3
|µ10|4θ(t− τb)θ(τb − τa)

e
− (t−τb)

T2 e−iω10(t−τb)e
− (τb−τa)

T2 e
−6r2

w2
0 en

[

ei(ω10(τb−τa)+ϕ)
(

2ELG0(0,0)L
0
0

(

6r2

w2
0

)

− 4ELG0(0,1)L
0
1

(

6r2

w2
0

)

+ 2ELG0(0,2)L
0
2

(

6r2

w2
0

))

+ e−i(ω10(τb−τa)−2φ+ϕ′)

(

r
√
6

w0

)2
(

6ELG0(2,0)L
2
0

(

6r2

w2
0

)

−6ELG0(2,1)L
2
1

(

6r2

w2
0

))]

+C.C. ✭✹✳✷✻✮



2lb − la = 0

L0
0 L1

0 L2
0

2lb − la = 0 z = 0

Es(r, t)

z 6= 0

ps

Es

Es k = 0

z → ∞ ls = 0

∫ +∞

r=0

∫ 2π

φ=0

e
− 6r2

w2
0 L0

ps

(

6r2

w2
0

)

r dr dφ

= 2π

∫ +∞

r=0

e
− 6r2

w2
0 L0

ps

(

6r2

w2
0

)

r dr

ps [0, 2]

X = 6r2

w2
0

2π

∫ +∞

r=0

e
− 6r2

w2
0 L0

ps

(

6r2

w2
0

)

r dr

= 2π

∫ +∞

X=0

e−XL0
ps(X) dX

w2
0

12

=
πw2

0

6
(1− 1)ps1−ps−1
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❈❡&&❡ ✐♥&8❣4❛❧❡ ❡*& ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ✉♥✐#✉❡♠❡♥& ♣♦✉4 ps = 0✳ ❆✐♥*✐ ❡♥ k = 0 ♥♦✉* ♥✬♦❜*❡4✈❡✲

4♦♥* #✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉** (ls = 0, ps = 0) ❞♦♥& ❧❛ ❝♦♥&4✐❜✉&✐♦♥ ❡*& ♥♦♥✲♥✉❧❧❡

*✉4 ❧✬❛①❡ ♦♣&✐#✉❡ ❡& #✉✐ ♣♦✉44❛ @&4❡ ❡①&4❛✐& ❡①♣84✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥& ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞✐❛✲

♣❤4❛❣♠❡ ❞❡* ❛✉&4❡* ❢❛✐*❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉** ✭✐♥❝✐❞❡♥&* ❡& ❣8♥848*✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬✉♥❡ ❡①♣84✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠8❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞8❣8♥848❡ G ❞❡✉① ❢❛✐*✲

❝❡❛✉① ❝♦❧✐♥8❛✐4❡✱ Ea ❡& Eb✱ ♥♦✉* ♦❜*❡4✈❡4♦♥* ♣♦✉4 ✉♥ 4❡&❛4❞ ❡♥&4❡ ❧❡* ❞❡✉① ✐♠♣✉❧*✐♦♥*

∆(t) = τb−τa ≥ 0 ❞❡✉① *✐❣♥❛✉① ✿ ✉♥ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ 2lb−la ❡& ✉♥ ❞❡ ❝❤❛4❣❡ la ❞8❝4♦✐**❛♥& ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝♦♥*&❛♥&❡ ❞❡ &❡♠♣*

T2
2
❀ ❡& ♣♦✉4 ✉♥ 4❡&❛4❞ ∆(t) = τb − τa ≤ 0 ❞❡✉① ❛✉&4❡* *✐❣♥❛✉①

✭♦❜&❡♥✉* *✐♠♣❧❡♠❡♥& ❡♥ 8❝❤❛♥❣❡❛♥& ❧❡ 4J❧❡ ❞❡ (a) ❡& (b) ❞❛♥* ❧❡* 8#✉❛&✐♦♥* ♣48❝8❞❡♥&❡✮ ✿
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Es(r, t) = −
(ELG0(la,0)

)2ELG0(lc,0)

12w2
0

1

3
L−1
2

i

h̄3
|µ10|4θ(t− τc)θ(τc − τa)e

− (t−τc)
T2 e−iω10(t−τc)e

− (τc−τa)
T1

e
ikr2

2Rs e
−6r2

w2
0 en

∑

ps,ls

ELG0(ls,ps)δ(ls − lc)

(− | la | −1 + ps
ps

)

(| la | + | lc | +1)!

e
−i(2ps+|lc|+1)arctan

(

z
zRs

)
(

r
√
6

w0

)|ls|

2ei(k.z+lsφ+ϕ)L(ls)
ps

(

6r2

w2
0

)

=
(ELG0(la,0)

)2ELG0(lc,0)

12w2
0

1

3
L−1
2

i

h̄3
|µ10|4θ(t− τc)θ(τc − τa)e

− (t−τc)
T2 e−iω10(t−τc)e

− (τc−τa)
T1

e
ikr2

2Rs e
−6r2

w2
0 en

la
∑

ps=0

ELG0(lc,ps)

(| la |
ps

)

(−1)ps (| la | + | lc | +1)!

e
−i(2ps+|lc|+1)arctan

(

z
zRs

)
(

r
√
6

w0

)|ls|

2ei(k.z+lcφ+ϕ)L|lc|ps

(

6r2

w2
0

)
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✳ G♦✉# ❞❡% #❡0❛#❞% τc − τa ≤ 0✱
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Gm,n(x, y|α) =
n+m
∑

k=0

ik cosn−k α sinm−k αP
(n−k,m−k)
k (− cos 2α)Hn+m−k,k (x, y) ✭✹✳✸✵✮

= e−(x
2+y2)

2

✭✹✳✸✶✮

n+m
∑

k=0

ik cosn−k α sinm−k αP
(n−k,m−k)
k (− cos 2α)Hn+m−k

(√
2x
)

Hk

(√
2y
)

❛✈❡❝ n,m ❞❡* ❡♥&✐❡4* ♣♦*✐&✐❢* ❡& ♦K ❛♣♣❛4❛✐**❡♥& ❧❡* ♣♦❧②♥M♠❡* ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ✿

P
(µ,ν)
k (z) =

(−1)k

2kk!
(1− z)−µ(1 + z)−ν

dk

dzk
[

(1− z)k+µ(1 + z)k+ν
]

=
k
∑

p=0

Cp
k+µC

k−p
k+ν

(

z − 1

2

)k−p(
z + 1

2

)p

P
(n−k,m−k)
k (z) =

(−1)k

2kk!

1

(1− z)n−k(1 + z)m−k
dk

dzk
[(1− z)n(1 + z)m]

=
k
∑

p=0

Cp
nC

k−p
m

(

z − 1

2

)k−p(
z + 1

2

)p

♦K Cp
n =

(

p
n

)

= n!
p!(n−p)! ❡*& ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❜✐♥♦♠✐❛❧✳
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A♦✉4 α = 0✱ ♦♥ ❛ cos 2α = cosα = 1 ❡& sinα = 0✳ ▲❡ ❢❛❝&❡✉4 sinm−k α ❢❛✐& #✉❡ ❧❡ *❡✉❧

&❡4♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ ❞❛♥* ✭✹✳✸✶✮ ❡*& ❝❡❧✉✐ ♦K k = m ✿

Gm,n(x, y|α = 0) = e−(x
2+y2)

2

imP
(n−m,0)
k (−1)Hn

(√
2x
)

Hm

(√
2y
)
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P
(n−m,0)
k (−1) =

m
∑

p=0

Cp
nC

m−p
m (−1)m−p (0)p

= C0
nC

m
m (−1)m

= (−1)m ✭✹✳✸✷✮

❆✐♥%✐✱

Gm,n(x, y|0) = e−(x
2+y2)

2

(−i)mHn

(√
2x
)

Hm

(√
2y
)
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D♦✉# α = π/4✱ ♦♥ ❛ cos 2α = 0✱ cosα = 1/
√
2 ❡/ sinα = 1/

√
2✳ ▲❡ ❢❛❝/❡✉# cosn−k α ❢❛✐/
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Gm,n(x, y|α = π/4) = e−(x
2+y2)

2
n+m
∑

k=0

in
√
2
−m+n

P
(0,m−n)
k (0)Hm

(√
2x
)

Hn

(√
2y
)
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P
(0,m−n)
k (0) =

n
∑

p=0

Cp
nC

n−p
m

(−1

2

)n−p(
1

2

)p

=

(

1

2

)n n
∑

p=0

Cp
nC

n−p
m (−1)n−p

❉✬♦G

Gm,n(x, y|π/4) = e−(x
2+y2)

2

n+m
∑

k=0

in
√
2
−m+n

(

1

2

)n n
∑

p=0

Cp
nC

n−p
m (−1)n−pHm

(√
2x
)

Hn

(√
2y
)
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eiℓφrℓLℓm
(

2r2
)

=
(−1)m

22m+ℓm!

m
∑

r=0

ℓ
∑

s=0

isCr
mC

s
ℓH2r+ℓ−s

(√
2x
)

H2m−2r+s

(√
2y
)
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Gm,n(r, φ|π/4) =

{

(−1)m2nm!e−r
2 (

reiφ
)n−m

Ln−mm (2r2) (n ≥ m)

(−1)n2mn!e−r
2 (

reiφ
)m−n

Lm−nn (2r2) (n ≤ m)
✭✹✳✸✺✮

◆♦✉% ♥♦✉% #❡%/#❡✐♥❞#♦♥% ❞❛♥% ❧❛ %✉✐/❡ ❛✉① ♠♦❞❡% ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉%%✱ ❧❡ ❞*✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥/ ❡♥ /❡#♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡% ❞✬❍❡#♠✐/❡✲●❛✉%% %❡ /#♦✉✈❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ♥♦✉% ♥❡

♣#*%❡♥/❡#♦♥% ♣❛% ✐❝✐ ❧❛ /♦/❛❧✐/* ❞❡% ❝❛❧❝✉❧% ♣❛# %♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛#/*✱ /♦✉% ❧❡% ❞*/❛✐❧% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧%

%❡ /#♦✉✈❡♥/ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳



✶✵✷ ➱$✉❛'✐♦♥+ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡' ♠♦❞❡+ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++

✹✳✸✳✷ ❋♦♥❝(✐♦♥ ❣+♥+,❛(,✐❝❡ ❞❡0 ♠♦❞❡0

▼♦❞❡+ ❣9♥95❛❧✐+9+ ❞✬❍❡5♠✐'❡✲▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++

❊♥ ❞9✜♥✐++❛♥' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛+'✐❣♠❛'✐$✉❡ ✿

ψ(ξ, η, α) =
(

ξ2 − η2
)

cos 2α + 2ξη sin 2α ✭✹✳✸✻✮

♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❣9♥95❛'5✐❝❡ ✿

G(x, y, α, s, t)

=
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α)
sntm

n!m!
✭✹✳✸✼✮

= e−(x
2+y2)−ψ(s,t,α)+2

√
2x(s cosα+t sinα)+2

√
2iy(s sinα−t cosα)

= e−(x
2+y2)−(s2−t2) cos 2α−2st sin 2α+2

√
2x(s cosα+t sinα)+2

√
2iy(s sinα−t cosα)

▼♦❞❡+ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++

❈✬❡+' ❧❡ ❝❛+ ♦I α = π/4✳ ❖♥ ❛ cos 2α = 0✱ cosα = 1/
√
2✱ sin 2α = 1 ❡' sinα = 1/

√
2✳

ψ(ξ, η, α = π/4) = 2ξη ✭✹✳✸✽✮

M♦✉5 ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❣9♥95❛'5✐❝❡ ✿

G(x, y, α = π/4, s, t) =
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = π/4)
sntm

n!m!
✭✹✳✸✾✮

= e−(x
2+y2)−2st+2x(s+t)+2iy(s−t)

= e−(x
2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t

✹✳✸✳✸ 2,♦❞✉✐(0 ❞❡ ♠♦❞❡0 ❞❡ ▲❛❣✉❡,,❡✲●❛✉00
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G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

=
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = π/4)
sntm

n!m!
.

∞
∑

N,M=0

GM,N(x, y|α = π/4)
SNTM

N !M !

=
∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n(x, y|α = π/4).GM,N(x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !
✭✹✳✹✵✮

❉✬✉♥ ❛✉'5❡ ❝Q'9✱ ♦♥ ♣❡✉' ♠♦♥'5❡5 $✉❡ ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t.e−(x

2+y2)−2ST+2(x+iy)S+2(x−iy)T

= e−(x
2+y2).

∞
∑

P,Q=0

GP,Q(x, y|α = π/4)
(s+ S)Q (t+ T )P

Q!P !
.

∞
∑

p,q=0

(2sT )q(2St)p

q!p!
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G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭✹✳✹✶✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)m!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!

❊♥ ❝♦♠♣❛#❛♥/ ❛✈❡❝ ✭✹✳✹✵✮✱ ♦♥ /#♦✉✈❡ @✉❡

∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n(x, y|α = π/4).GM,N(x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭✹✳✹✷✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)m!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!

♣♦✉# /♦✉/ s✱ t✱ S ❡/ T ✳ ❉♦♥❝ ✿

Gm,n(x, y|α = π/4).GM,N(x, y|α = π/4)

= e−(x
2+y2)

✭✹✳✹✸✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)m!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!

❊♥ ❝♦♥%✐❞*#❛♥/✱ %❛♥% ♣❡#/❡ ❞❡ ❣*♥*#❛❧✐/*✱ ❧❡% ❝❛% n ≥ m ❡/ N ≥M ❡/ ❡♥ ✉/✐❧✐%❛♥/ ✭✹✳✸✺✮ ✿

Gm,n(r, φ|π/4) = (−1)m2nm!e−r
2 (

reiφ
)n−m

Ln−mm

(

2r2
)

✭✹✳✹✹✮

♦♥ /#♦✉✈❡ ♣♦✉# ❧❡ ♣#♦❞✉✐/ ❞❡% ♠♦❞❡% ✿

Gm,n(r, φ|α = π/4).GM,N(r, φ|α = π/4)

= (−1)m2nm!e−r
2 (

reiφ
)n−m

Ln−mm

(

2r2
)

(−1)M2NM !e−r
2 (

reiφ
)N−M

LN−MM

(

2r2
)

✭✹✳✹✺✮

= (−1)m+M2n+Nm!M !e−2r
2 (

reiφ
)n−m+N−M

Ln−mm

(

2r2
)

LN−MM

(

2r2
)

✭✹✳✹✻✮
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Gm,n(r, φ|α = π/4).GM,N(r, φ|α = π/4)

= e−r
2

✭✹✳✹✼✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
Gh,h+n−m+N−M(r, φ|α = π/4).2h+m+Mm!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!

= 2n+Nm!M !e−2r
2 (

reiφ
)n−m+N−M

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
(−1)hLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

h!

(h− k)!k!

❖♥ ❡♥ ❞;❞✉✐' ❧✬✐❞❡♥'✐'; ✿

Ln−mm

(

2r2
)

LN−MM

(

2r2
)

✭✹✳✹✽✮

=
m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

h!

(h− k)!k!

$✉✬♦♥ ♣❡✉' ❛✉++✐ ;❝5✐5❡ ✿

Ln−mm

(

2r2
)

LN−MM

(

2r2
)

✭✹✳✹✾✮

=
m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

(

N

m− k

)(

n

M − h+ k

)(

h

k

)

❆✈❡❝ ❧❡+ 5I❣❧❡+ +✉5 ❧❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥'+ ❜✐♥♦♠✐❛✉①✱ ❧❡+ ❜♦5♥❡+ ❞❡+ +♦♠♠❡+ +❡ +✐♠♣❧✐✜❡♥'

❡' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ♥♦✉+ '5♦✉✈♦♥+ ✉♥❡ ❡①♣5❡++✐♦♥ +✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣5♦❞✉✐' ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥:♠❡+ ❞❡
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Llm
(

2r2
)

LLM
(

2r2
)

✭✹✳✺✵✮

=
m+M
∑

h=0

(−1)h−m−MLl+Lh

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

L+M

m− k

)(

m+ l

M − h+ k

)(

h

k

)
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G (x, y, α = π/4, s, t) =
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = π/4)
sntm

n!m!
✭✹✳✺✶✮

= e−(x
2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t

✭✹✳✺✷✮

❡♥ ❡✛❡❝/✉❛♥/ ❧❡% ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/% ❞❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ✭❛✈❡❝ w > 0✮ ✿

x→ x

w
s→ s

w

y → y

w
t→ t

w

❖♥ ♦❜/✐❡♥/ ✿

G

(

x

w
,
y

w
, α = π/4,

s

w
,
t

w

)

=
∞
∑

n,m=0

Gm,n
( x

w
,
y

w
|α = π/4

) sntm

n!m!

1

wn+m
✭✹✳✺✸✮

= e−
(x2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t)

w2
✭✹✳✺✹✮

❖♥ ✈❛ ❝♦♥%✐❞*#❡# 9✉❡ w ❡%/ ❧❡ #❛♣♣♦#/ ❞❡% ✇❛✐#$# ❞❡% ❞❡✉① ❢❛✐%❝❡❛✉①✳ ▲❛ ❢♦#♠✉❧❡ ✭✹✳✹✵✮

❞❡✈✐❡♥/ ✿

G

(

x

w
,
y

w
, α = π/4,

s

w
,
t

w

)

.G (x, y, α = π/4, S, T ) ✭✹✳✺✺✮

=
∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n
( x

w
,
y

w
|α = π/4

)

.GM,N (x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !

1

wn+m

❉✬✉♥ ❛✉/#❡ ❝A/* ✿

G

(

x

w
,
y

w
, α = π/4,

s

w
,
t

w

)

.G (x, y, α = π/4, S, T )

= e−
x2+y2

w2 .

∞
∑

P,Q=0

GP,Q(x, y|α = π/4)

(

s
w2 + S

)Q ( t
w2 + T

)P

Q!P !
.

∞
∑

p,q=0

(2sT )q(2St)p

q!p!

1

w2(p+q)

∞
∑

J=0

(2st)J

J !

(

1− w2

w4

)J

✭✹✳✺✻✮
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Llm

(

2r2

w2

)

LLM
(

2r2
)

=
m
∑

J=0

(

l +m

J

)

(1− w2)
J

w2m
✭✹✳✺✼✮

m+M−J
∑

h=0

(−1)h−m−MLl+Lh

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

L+M

m− k − J

)(

l +m− J

M − h+ k

)(

h

k

)

✭✹✳✺✽✮

❈❡''❡ 5❡❧❛'✐♦♥ ❡+' ❣<♥<5❛❧❡ ❡' ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉5 '♦✉' ❛5❣✉♠❡♥' ♣♦+✐'✐❢✱ ♣✉✐+$✉✬♦♥ ❧✬❛ ♣5♦✉✈<❡

❛✈❡❝ 2r2 ≥ 0✳ ❖♥ +❛✐' $✉❡ ♣♦✉5 M = 0✱ LL0 (2r
2) = 1✳ ❊♥ ♦✉'5❡✱ ❝❡''❡ 5❡❧❛'✐♦♥ ❡+'

✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉5 '♦✉'❡ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ L ❡' ❡♥ ♣❛5'✐❝✉❧✐❡5 L = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Llm

(

2r2

w2

)

=
m
∑

J=0

(

l +m

J

)

(w2 − 1)
J

w2m
Llm−J

(

2r2
)

✭✹✳✺✾✮

◆♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ✉'✐❧✐+❡5 ❝❡''❡ 5❡❧❛'✐♦♥ ♣♦✉5 5❡❣❛5❞❡5 ❝❡ $✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥'❡5❢<5❡♥❝❡ ❡♥'5❡

✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++ (la = 2, pa = 0) ❡' (lb = 1, pb = 0) ❞❡ ♠O♠❡ ✇❛✐#$ ❡♥

z = 0✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥+ $✉✬❡♥ z = 0✱ ✉♥ ♠♦❞❡ +✬<❝5✐' ✿

uLGℓp (r, φ, 0) =
E0(ℓ,p)
w(0)

(√
2r

w(0)

)|ℓ|

e
− r2

w2(0)L|ℓ|p

(

2r2

w2(0)

)

eiℓφ ✭✹✳✻✵✮

▲❡ ♣5♦✜❧ ❞✬✐♥'❡5❢<5❡♥❝❡ ❡+' ❞♦♥♥<❡ ♣❛5 ❧❡ ♣5♦❞✉✐' ❞✉ ♠♦❞❡ (ℓb = 1, pb = 0) ❡' ❞✉

❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉< ❞✉ ♠♦❞❡ (ℓa = 2, pa = 0)✱ +♦✐' ✿

(

E0(1,0)
w(0)

(√
2r

w(0)

)

e
− r2

w2(0)L1
0

(

2r2

w2(0)

)

eiφ

)

.





E0(2,0)
w(0)

(√
2r

w(0)

)2

e
− r2

w2(0)L2
0

(

2r2

w2(0)

)

ei2φ





∗

+ C.C.

=
E0(1,0)E0(2,0)

w(0)

(√
2r

w(0)

)3

e
− 2r2

w2(0) e−iφ

L1
0

(

2r2

w2(0)

)

.L2
0

(

2r2

w2(0)

)

+ C.C. ✭✹✳✻✶✮

▲❡ ♣5♦❞✉✐' ❞❡+ ❞❡✉① ♣♦❧②♥T♠❡+ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡ +❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣5❡++✐♦♥ ✹✳✺✽✳

❖♥ ♦❜'✐❡♥' ✿

E0(1,0)E0(2,0)
w(0)

(√
2r

w(0)

)3

e
− 2r2

w2(0) (e−iφ + eiφ)L3
0

(

2r2

w2(0)

)

✭✹✳✻✷✮



❊①♣#❡%%✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧ ❣*♥*#* ♣❛# ❧❛ ♣♦❧❛#✐%❛/✐♦♥ ❞✉ /#♦✐%✐0♠❡ ♦#❞#❡ ✶✵✼

❊♥ ♣#❡♥❛♥/ ❧❡ ❝❛##* ❞❡ ❝❡//❡ ❞❡#♥✐0#❡ ❡①♣#❡%%✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ❧✬✐♥/❡♥%✐/* ❞✉ ♣#♦✜❧ ❞✬✐♥✲

/❡#❢*#❡♥❝❡ #❡♣#*%❡♥/* %✉# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✹✳✷✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ♣,♦✜❧ ❞✬✐♥&❡,❢*,❡♥❝❡ ❡♥&,❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡,,❡✲●❛✉(( (ℓb = 1, pb = 0)

❡& ✉♥ ♠♦❞❡ (ℓa = 2, pa = 0)✳

❈✬❡%/ %✉# ❝❡ ♣#♦✜❧ @✉❡ ✈❛ %✬❛✉/♦✲❞✐✛#❛❝/❡# ❧❡ ♠♦❞❡ (ℓb = 1, pb = 0) ❞❛♥% ✉♥❡ ❡①♣*✲

#✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠*❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞*❣*♥*#*❡ C ❞❡✉① ❢❛✐%❝❡❛✉① ✭❝❡❧❧❡ ❧C ♠E♠❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞❛♥/ C

♥♦% ❡①♣*#✐❡♥❝❡%✮✳

G#♦❞✉✐/% ❞❡ ♠♦❞❡% ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉%% ❞❡ ✇❛✐#$# ❞✐✛*#❡♥/%

❯♥ %✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠*❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞ C ❧❛ ♣♦❧❛#✐%❛/✐♦♥ ❞✉ /#♦✐%✐0♠❡ ♦#❞#❡ ❝#**❡ ♣❛#

/#♦✐% ❝❤❛♠♣%✳ ➚ ♣❛#/✐# ❞❡% #*%✉❧/❛/% ♣#*❝*❞❡♥/%✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡ ♣#♦❞✉✐/ ❞❡ ❝❡% /#♦✐%

♠♦❞❡% ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✲●❛✉%%✳ ❖♥ ❝♦♥%✐❞0#❡ /#♦✐% ❝❤❛♠♣% ❞♦♥/ ✉♥ ❡%/ ♣#✐% ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

❝♦♥❥✉❣✉* ❛✈❡❝ ♠E♠❡ ✇❛✐#$ @✉✬♦♥ ♣♦%❡ *❣❛❧ C ❧✬✉♥✐/* ✿ w(0) = 1

uLGℓipi(r, φ, 0) = E0(ℓi,pi)
(√

2r
)|ℓi|

e−r
2

L|ℓi|pi
(

2r2
)

eiℓiφ ✭✹✳✻✸✮

▲❡✉# ♣#♦❞✉✐/ %✬*❝#✐/ ✿

P (3)(r, φ, 0) ✭✹✳✻✹✮

= E0(ℓ1,p1)E0(ℓ2,p2)E0(ℓ3,p3)
(√

2r
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|

e−3r
2

ei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3)φL|ℓ1|p1

(

2r2
)

L|ℓ2|p2

(

2r2
)

L|ℓ3|p3

(

2r2
)



✶✵✽ ➱$✉❛'✐♦♥+ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡' ♠♦❞❡+ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++

❡♥ ✉'✐❧✐+❛♥' ✭✹✳✺✼✮ ✿

P (3)(r, φ, 0)

= E0(ℓ1,p1)E0(ℓ2,p2)E0(ℓ3,p3)
(√

2r
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|

e−3r
2

ei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3)φ

p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3L

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

❆✈❛♥' ❞❡ ♣♦✉5+✉✐✈5❡ 5❡♠❛5$✉♦♥+ $✉❡ ❧❡ ♣5♦❞✉✐' ❞❡+ '5♦✐+ ♠♦❞❡+ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++

❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++ ♥♦♥ ♣✉5 ❝❛5 ✐❧ ❝♦55❡+♣♦♥❞ B ❧❛ +♦♠♠❡ ❞❡ ❞✐✛D5❡♥'+

♣♦❧②♥F♠❡+ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✳ ◆D❛♥♠♦✐♥+ ♦♥ ♣❡✉' ♥♦'❡5 $✉❡ ❧❛ ♣❛5'✐❡ ❛♥❣✉❧❛✐5❡ ❡+' ❝♦♥+❡5✈D ✿

❧❡ ♣5♦❞✉✐' ❞❡ '5♦✐+ ♠♦❞❡+ ❞❡ ❝❤❛5❣❡ −ℓ1✱ ℓ2 ❡' ℓ3 ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛5❣❡ −ℓ1+ℓ2+ℓ3
❝♦♠♠❡ ❞D♠♦♥'5D ♣5D❝D❞❡♠♠❡♥'✳ ❉❡ ♣❧✉+ ❧❛ ♣❛5'✐❡ ❣❛✉++✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❡+' ❡♥ e−3r

2

❝❡ $✉✐ ❝♦55❡+♣♦♥❞ B ✉♥ ✇❛✐#$ w = 1√
3
✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ +✐ ♦♥ ♠✉❧'✐♣❧✐❡ ✸ ❣❛✉++✐❡♥♥❡+ ❞❡ ✇❛✐#$

w0 ❡♥ z = 0✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ✉♥❡ ❣❛✉++✐❡♥♥❡ ❞❡ ✇❛✐#$ w0(s) '❡❧❧❡ $✉❡ ✿

E1e
− r2

w2
0 .E2e

− r2

w2
0 .E3e

− r2

w2
0 = E1E2E3e

− 3r2

w2
0

= Ee
− r2

w2
0(s)

✭✹✳✻✺✮

❛✐♥+✐

1
w2

0(s)

= 3
w2

0
❡' w0(s) =

w0√
3
✳ ▲✬D$✉❛'✐♦♥ D❝5✐'❡ ❝✐✲❞❡++✉+ ❝♦55❡+♣♦♥❞+ ❜✐❡♥ B ❧✬D$✉❛'✐♦♥

✹✳✻✺ ♣♦✉5 ℓ1 = ℓ2 = ℓ3 = p1 = p2 = p3 = 0✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❣D♥D5D ♣❛5 ❝❡''❡ ♣♦❧❛5✐+❛'✐♦♥ ❞✉

'5♦✐+✐O♠❡ ♦5❞5❡ ♣♦++O❞❡5❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ✇❛✐#$ ❞❡ 1/
√
3✳ ❖♥ ♣5♦❥❡''❡ ❛❧♦5+ P (3)(r, φ, 0) +✉5 ✉♥

♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡55❡✲●❛✉++ ❞❡ ✇❛✐#$ 1/
√
3 ✿

uLGℓsps(
√
3r, φ, 0) = 31/2E0(ℓs,ps)

(√
6r
)|ℓs|

e−3r
2

L|ℓs|ps

(

6r2
)

eiℓsφ ✭✹✳✻✻✮

$✉✬♦♥ ♣5❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉D ❡♥ ❧❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❛♥' ❛✈❡❝ P (3)
✿

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dφP (3)(r, φ, 0).uLG∗ℓsps (
√
3r, φ, 0)

=
(√

3
)|ℓs|+1 (√

2
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

E0(ℓ1,p1)E0(ℓ2,p2)E0(ℓ3,p3)E0(ℓs,ps)
∫ 2π

0

dφei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3−ℓs)φ ✭✹✳✻✼✮

p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)



❊①♣#❡%%✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡ ❞✉ %✐❣♥❛❧ ❣*♥*#* ♣❛# ❧❛ ♣♦❧❛#✐%❛/✐♦♥ ❞✉ /#♦✐%✐0♠❡ ♦#❞#❡ ✶✵✾

❖♥ ✉/✐❧✐%❡ ✭✹✳✺✾✮ ❛✈❡❝ w2 = 3 ♣♦✉# ✿

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

6r2

3

)

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′
L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′−J

(

6r2
)

▲✬✐♥/*❣#❛❧❡ %✉# φ ❞♦♥♥❡ ✿

∫ 2π

0

dφei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3−ℓs)φ = δ (ℓs + ℓ1 − ℓ2 − ℓ3) ✭✹✳✻✽✮

▲✬✐♥/*❣#❛❧❡ %✉# r ❞❡✈✐❡♥/ ✿

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

✭✹✳✻✾✮

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′−J

(

6r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

❖♥ ✉/✐❧✐%❡ ✭✹✳✺✵✮ ✿

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′−J

(

6r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

✭✹✳✼✵✮

=

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−psL

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)

♣♦✉# /#♦✉✈❡#

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−ps

✭✹✳✼✶✮

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)

❖♥ ✉/✐❧✐%❡ ❧❡% ❢♦#♠✉❧❡% ❞✬✐♥/*❣#❛/✐♦♥ ❞❡% ♣♦❧②♥E♠❡% ❞❡ ▲❛❣✉❡##❡✳ ❖♥ %❛✐/ F✉❡ ✿

∫ ∞

0

xα
′−1e−xL(α)

n (x)dx =

(

α− α′ + n

n

)

Γ(α′) ✭✹✳✼✷✮

=
(α− α′ + n)!(α′ − 1)!

n!(α− α′)!
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❖♥ ♣♦*❡ x = 6r2✱ dx = 12rdr✱ α′ = |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

+ 1✱ α = |ℓ1| + |ℓ2| + |ℓ3| + |ℓs|✱
n = H✱ ❡& ❧✬✐♥&;❣4❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥& ✿

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

=
1

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

(

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H

H

)

( |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|
2

)

!

❉♦♥❝✱ ❡♥ 4❡♠♦♥&❛♥& ❞❛♥* ❧❡* ❢♦4♠✉❧❡*✱ ♦♥ &4♦✉✈❡

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

=

(√
3
)|ℓs|+1/2 (√

2
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

3|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1 × 2|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+2

( |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|
2

)

! ✭✹✳✼✸✮

E0(ℓ1,p1)E0(ℓ2,p2)E0(ℓ3,p3)E0(ℓs,ps)δ (ℓs + ℓ1 − ℓ2 − ℓ3)
p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−ps

(

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H

H

)

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)

❈❡ ❞❡4♥✐❡4 &❡4♠❡ ❝♦44❡*♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& Cℓs
ps ♣4;*❡♥&; ❞❛♥* ❧❛ *❡❝&✐♦♥ ♣4;❝;❞❡♥&❡ ♣❛4

❧✬;#✉❛&✐♦♥ ✹✳✽ *❛♥* ❧❛ ❞;♣❡♥❞❛♥❝❡ &❡♠♣♦4❡❧❧❡ A(t) ✭❝❡❝✐ ♣❛4 *♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛4&; ♣✉✐*#✉✬♦♥

♥❡ *✬✐♥&;4❡**❡ ✐❝✐ I ❧❛ ❢♦4♠❡ *♣❛&✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❣;♥;4; ♣❛4 ❧❛ ♣♦❧❛4✐*❛&✐♦♥ ❞✉ &4♦✐*✐J♠❡

♦4❞4❡✮✳ ◆♦✉* ❛✈♦♥* ❞♦♥❝ &4♦✉✈; ✉♥❡ ❡①♣4❡**✐♦♥ ❛♥❛❧②&✐#✉❡ ♣♦✉4 ❝❡* ❝♦❡✣❝✐❡♥&* ♥♦✉*

♣❡4♠❡&&❛♥& ❞♦♥❝ ❞✬❡①♣4✐♠❡4 ❧❡ *✐❣♥❛❧ ❣;♥;4; ♣❛4 ♠;❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ *♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡

❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉** ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❣;♥;4❛❧✳
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✹✳✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡) ❡* ✐♥*❡-♣-.*❛*✐♦♥)

❚#♦✐% ❢❛✐%❝❡❛✉① ❣❛✉%%✐❡♥%

6#❡♥♦♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡ /#♦✐% ❢❛✐%❝❡❛✉① ❣❛✉%%✐❡♥% ✿ p1 = 0✱ p2 = 0✱ p3 = 0✱ ℓ1 = 0✱ ℓ2 = 0✱

ℓ3 = 0✱

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dφP (3)(r, φ, 0).
(

uLGℓsps(
√
3r, φ, 0)

)∗

=

(√
3
)1/2

12
E0(0,0)E0(0,0)E0(0,0)E0(0,ps)δ (ℓs) ✭✹✳✼✹✮

(

0

0

)

✭✹✳✼✺✮

(

0

0

)(

0

0

)(

0

0

)(

0

0

)(

0

0

)(

0

0

)

ps
∑

H=0

(−1)H−ps

(

H − 1

H

)

H
∑

K=0

(

ps

−K

)(

0

ps −H +K

)(

H

K

)

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✐♠♣❧✐B✉❛♥/ −K ♥❡ ❣❛#❞❡ B✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉# K = 0

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dφP (3)(r, φ, 0).
(

uLGℓsps(
√
3r, φ, 0)

)∗

=

(√
3
)1/2

12
E0(0,0)E0(0,0)E0(0,0)E0(0,ps)δ (ℓs) ✭✹✳✼✻✮

ps
∑

H=0

(−1)H−ps

(

ps − 1

ps

)

(

ps

0

)(

0

0

)(

ps

0

)

=

(√
3
)1/2

12

E0(0,0)E0(0,0)E0(0,0)E0(0,ps)δ (ℓs)
(

ps − 1

ps

)

❈♦♠♠❡

(

ps − 1

ps

)

= δps0 ✭✹✳✼✼✮
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♦♥ ♦❜&✐❡♥&

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dφP (3)(r, φ, 0).
(

uLGℓsps(
√
3r, φ, 0)

)∗
=

(√
3
)1/2

12

(

E0(0,0)
)4
δ (ℓs) .δps0

❧✬9#✉❛&✐♦♥ ✹✳✽ ❡♥ z = 0 ♥♦✉* ❞♦♥♥❡ ❞❛♥* ❝❡ ❝❛* ✭❛✈❡❝ w0(s) = 1/
√
3✮ ❞❛♥* ✉♥❡ ❢♦4♠❡

*✐♠♣❧✐✜9❡ ✿

Es(r) = e−3r
2
∑

ps,ℓs

(−1)psCℓs
ps

(

r
√
6
)|ℓs|

L(ls)
ps

(

6r2
)

eiℓsφ + C.C

= e−3r
2

√
3
1/2

12
✭✹✳✼✽✮

✐✳❡✳ ✉♥❡ ❣❛✉**✐❡♥♥❡✱ ❜✐❡♥ *F4❡✳

◆♦✉* ♣♦✉✈♦♥* ✈94✐✜❡4 ❛✉**✐ #✉❡ ❧✬❡①♣4❡**✐♦♥ ♣49❝9❞❡♥&❡ ✹✳✼✹ ❛✈❡❝ p1 = p2 = p3 = 0

♥♦✉* ♣❡4♠❡& ❜✐❡♥ ❞❡ 4❡&4♦✉✈❡4 ❧❡ 49*✉❧&❛& &4♦✉✈9 ❞❛♥* ❧❛ *❡❝&✐♦♥ ♣49❝9❞❡♥&❡✳

❙❚❊❉

▲❛ ♠✐❝4♦*❝♦♣✐❡ ❙❚❊❉ ♣❡4♠❡& ❞✬❛&&❡✐♥❞4❡ ❞❡* 49*♦❧✉&✐♦♥ *✉❜✲❞✐✛4❛❝&✐♦♥ ♣❛4 ❧✬✉&✐❧✐*❛✲

&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥9❛4✐&9 ❞❡ ❧✬9♠✐**✐♦♥ *&✐♠✉❧9 ♣49*❡♥&9 ❡♥ ✷✳✸✳✸✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡*& 49❛❧✐*9❡ ❡♥

❡①❝✐&❛♥& ❧❡* ✢✉♦4♦♣❤♦4❡* ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❢♦❝❛❧✐*9 ♣❛4 ✉♥❡ ❧❡♥&✐❧❧❡ ❞♦♥& ❧✬✐♥&❡♥*✐&9 ❞❛♥*

❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ *❡4❛ ♥♦&❡ hexc ❡& ❞✬✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉** ❛✈❡❝ l = 1 ❡&p = 0✱ ❛♣✲

♣❡❧9 ❢❛✐*❝❡❛✉ ❙❚❊❉✱ #✉✐ ❛ ♣♦✉4 ❜✉& ❞✬✐♥❤✐❜❡4 ❧❛ ✢✉♦4❡*❝❡♥❝❡ *✉4 ❧❡* ❜♦4❞* ❡①&94✐❡✉4 ❞❡

hexc✳ ❉9&❡4♠✐♥♦♥* ❧✬❡①&❡♥*✐♦♥ *♣❛&✐❛❧❡ ❡✛❡❝&✐✈❡ ❞✉ ♠✐❝4♦*❝♦♣❡ ❞❡ ✢✉♦4❡*❝❡♥❝❡ ❙❚❊❉✳

❚♦✉& ❞✬❛❜♦4❞ ♥♦✉* *❛✈♦♥* #✉❡ ❧✬❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❡*& ❧✐♠✐&9 ♣❛4 ❧❛ ❞✐✛4❛❝&✐♦♥✱ ❞♦♥❝ hexc *❡4❛

❞9❝4✐& ♣❛4 ✉♥❡ ✜❣✉4❡ ❞❡ ❆✐4② ✿ hexc(x) = cste
(

2J1(x)
x

)2

♦S x = 2πrO.N.
λexc

❡*& ❧✬✉♥✐&9

❞❡ ♠❡*✉4❡ ❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡✳ ▲✬✐♥&❡♥*✐&9 ❡✛❡❝&✐✈❡ ❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ ❡*& ❞♦♥♥9 ♣❛4

heff (x) = hexc(x).n2 ♦S n2 ❝♦44❡*♣♦♥❞ T ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✭♥♦4♠❛❧✐*9❡✮ ❡♥❝♦4❡ ❞❛♥* ❧✬9&❛&

❡①❝✐&9 ❛♣4U* ❧❡ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❙❚❊❉✳ ❖4✱ ♥♦✉* *❛✈♦♥*✱ ❬✺✻❪✱ #✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&9 ❞❡ ✢✉♦4❡*❝❡♥❝❡

❞❡* ♠♦❧9❝✉❧❡* ❞9❝4♦✐& ❛✈❡❝ e−ISTED/Is
♦S Is ❡*& ❧✬✐♥&❡♥*✐&9 ❞❡ *❛&✉4❛&✐♦♥ ❞❡ ✢✉♦4❡*❝❡♥❝❡

❞❡* ♠♦❧9❝✉❧❡* 9&✉❞✐9❡*✳ ▲❡ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ♠♦❧9❝✉❧❡* ❡♥❝♦4❡ ❞❛♥* ❧✬9&❛& ❡①❝✐&9 ✭❝✬❡*& T ❞✐4❡

♣♦✉✈❛♥& ❡♥❝♦4❡ 9♠❡&&4❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉♦4❡*❝❡♥❝❡✮ ❡*& ❛❧♦4* ♣4♦♣♦4&✐♦♥♥❡❧ T e−ISTED/Is
✳ [♦✉4

ISTED ≤ Is✱ e
−ISTED/Is ≈ 1− (ISTED/Is)+ (ISTED/Is)

2− (ISTED/Is)
3
♦S ♦♥ ✈♦✐& ❛♣♣❛✲

4❛\&4❡ ❞❡* ♣✉✐**❛♥❝❡* ❞❡ ❧✬✐♥&❡♥*✐&9 ❙❚❊❉✱ ❝✬❡*& T ❞✐4❡ ❞❡* ♥♦♥✲❧✐♥9❛4✐&9*✳ ❈❡❧❧❡*✲❝✐ *❡4♦♥&

✐♠♣♦4&❛♥&❡* ❛✉ ❝❡♥&4❡ ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❙❚❊❉ &❛♥❞✐* #✉❡ *✉4 ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❙❚❊❉ ♦♥

❝❤♦✐*✐& ISTED ≫ Is ❛✜♥ #✉❡ *✉4 ❧❡* ❜♦4❞* ❡①&❡4♥❡* ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❞✬❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❧❛ ♠❛❥♦4✐&9

❞❡* ✢✉♦4♦♣❤♦4❡* *♦✐❡♥& 9&❡✐♥&*✳ [♦✉4 *✬❡♥ 4❡♥❞4❡ ❝♦♠♣&❡ ✿ ♥♦✉* ❛✈♦♥* &4❛❝9 hexc(x) ✭❡♥

✈❡4& *✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✸✮ ❡& heff (x) = hexc(x).e
−ISTED/Is

❡♥ ♣4❡♥❛♥& ImaxSTED ≫ Is ≫ hmaxexc

✭❡♥ ❜❧❡✉ *✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✸✮✳ ❖♥ ✈♦✐& ❝❧❛✐4❡♠❡♥& *✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✸ #✉❡ ❧❡ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❙❚❊❉ ❛

❡✛❡❝&✐✈❡♠❡♥& ♣❡4♠✐* ❞✬♦❜*❡4✈❡4 ❞❡ ❧❛ ✢✉♦4❡*❝❡♥❝❡ *✉4 ✉♥❡ ③♦♥❡ *♣❛&✐❛❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉*

♣❡&✐&❡ #✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥9❡ ♣❛4 hexc✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❡♥ &♦✉❣❡ ❧❡ ❢❛✐.❝❡❛✉ ❙❚❊❉ ❞✬✐♥6❡♥.✐67 ISTED = 10x2.e−2x
2
✱ ❡♥ ✈❡&6 ❧✬✐♥6❡♥.✐67

❞✬❡①❝✐6❛6✐♦♥ hexc(x) =
(

2J1(3x)
3x

)2
❡6 ❡♥ ❜❧❡✉ heff (x) = hexc(x).e

−ISTED/Is



✶✶✹ ➱#✉❛&✐♦♥* ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❡& ♠♦❞❡* ❞❡ ▲❛❣✉❡44❡✲●❛✉**



❈❤❛♣✐%&❡ ✺
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✭8❡0♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❝❛❞♠✐✉♠✮✳ ❉❛♥0 ❧❡ ❝♦♠♣♦0+ Cd1−xZnxTe ✉♥❡ ❢8❛❝'✐♦♥ x ❞❡0 ❛'♦♠❡0

❞❡ ❝❛❞♠✐✉♠ ❡0' 8❡♠♣❧❛❝+❡ ❛❧+❛'♦✐8❡♠❡♥' ♣❛8 ❞❡0 ❛'♦♠❡0 ❞❡ ③✐♥❝✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ❙%&✉❝%✉&❡ ❝&✐+%❛❧❧✐♥❡ ❞❡ %②♣❡ ❜❧❡♥❞❡ ❞❡ ③✐♥❝✳

✺✳✶✳✷ ❙%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡

▲❡ ❝8✐0'❛❧ ❜❧❡♥❞❡ ❞❡ ③✐♥❝ ♣♦00B❞❡ ✉♥❡ 0'8✉❝'✉8❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ 8❡♣8+0❡♥'+❡ 0✉8 ❧❛ ✜❣✉8❡

✺✳✷✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❜0♦❧✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥ ❡' ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜0♦❧✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ 0❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉8 ❈❞❚❡ 0♦♥' ❛✉ ❝❡♥'8❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇8✐❧❧♦✉✐♥ ✭♣♦✐♥' Γ✮✳ ▲❡

❢♦8' ❝♦✉♣❧❛❣❡ 0♣✐♥✲♦8❜✐'❡ ❧B✈❡ ♣❛8'✐❡❧❧❡♠❡♥' ❧❛ ❞+❣+♥+8❡0❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥

❞❡✉① ❣8♦✉♣❡0 ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✿ ✉♥ 1✉❛❞8✉♣❧❡' ❞❡ 0②♠+'8✐❡ Γ8 ✭0♣✐♥ ❡✛❡❝'✐❢ j = l+ s = 3/2✮

❝♦88❡0♣♦♥❞❛♥' ❛✉① ❜❛♥❞❡0 ❞❡ '8♦✉0 ❧♦✉8❞0 ✭jz = ±3/2✮ ❡' ❞❡ '8♦✉0 ❧+❣❡80 ✭jz = ±1/2✮✱

❡' ✉♥ ❞♦✉❜❧❡' ❞❡ 0②♠+'8✐❡ Γ7 ✭0♣✐♥ ❡✛❡❝'✐❢ j = 1/2✮ ❞+❝❛❧+ ❞❡ ∆so✱ ❛♣♣❡❧+ ❜❛♥❞❡ ❞❡  ♣❧✐$✲

♦✛ ✭jz = ±1/2✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡0 ❜❛♥❞❡0 ❡0' ❞❡✉① ❢♦✐0 ❞+❣+♥+8+❡✳ ▲❛ ❞✐✛+8❡♥❝❡ ❡♥'8❡

❧❡0 ❡①'8❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡' ❞❡ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥ ✭Γ6 − Γ8✮✱ ♥♦'+❡ Eg✱ 8❡♣8+0❡♥'❡ ❧❡

❣❛♣ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ♦✉ ❧❛8❣❡✉8 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥'❡8❞✐'❡✳

▲❛ ✈❛❧❡✉8 ❞✉ ❣❛♣ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ♣♦✉8 ❈❞❚❡ ❡0' Eg(CdTe) = 1.595eV M T = 1.8K ❬✷✵❪ ❀

♣♦✉8 Cd1−xZnxTe ❧❛ ✈❛❧❡✉8 ❞+♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢8❛❝'✐♦♥ ❞❡ ③✐♥❝ 8❡♠♣❧❛R❛♥' ❧❡0 ❛'♦♠❡0 ❞❡ ❝❛❞✲

♠✐✉♠✱ ♦♥ '8♦✉✈❡ ❞❛♥0 ❧❛ ❧✐''+8❛'✉8❡ Eg(Cd1−xZnxTe) = 1.606 + 0.525x+ 0.260x2 ❬✹✷❪✳

▲✬+❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✉'✐❧✐0+ ✐❝✐ ❝♦88❡0♣♦♥❞ M x = 0.05✱ ❝❡ 1✉✐ ♥♦✉0 ❞♦♥♥❡ Eg(Cd1−xZnxTe) =

1.633eV ✭M T = 1.8K✮✳

✺✳✶✳✸ ▲❡0 ❡①❝✐%♦♥0

❉❛♥0 ❧❡0 0❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉80✱ ❧✬❛❜0♦8♣'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦'♦♥ ❞✬+♥❡8❣✐❡ 0✉♣+8✐❡✉8❡ ♦✉ +❣❛❧❡

M ❧❛ ❧❛8❣❡✉8 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥'❡8❞✐'❡ ♣8♦✈♦1✉❡ ❧❛ '8❛♥0✐'✐♦♥ ❞✬✉♥ +❧❡❝'8♦♥ ❞❡♣✉✐0 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

✈❛❧❡♥❝❡ ✈❡80 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥✳ ▲✬+❧❡❝'8♦♥ ❛✐♥0✐ ❡①❝✐'+ ❧❛✐00❡ ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✱ ❛♣♣❡❧+❡

'8♦✉✱ ❞❛♥0 ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ 1✉✐ 0❡ ❝♦♠♣♦8'❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦8'❡✉8 ❞❡ ❝❤❛8❣❡ ♣♦0✐'✐✈❡✳
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&✐✜%' ✿ ❝❡✉① ♦S ❧❛ '%♣❛!❛&✐♦♥ %❧❡❝&!♦♥✲&!♦✉ ❡'& ❣!❛♥❞❡ ✭❡①❝✐&♦♥' ❞❡ ❲❛♥♥✐❡!✲▼♦&&✮ ❡&

❝❡✉① ♦S ❡❧❧❡ ❡'& ♣❡&✐&❡ ✭❡①❝✐&♦♥' ❞❡ ❋!❡♥❦❡❧✮ ❝♦♠♣❛!%❡ ❛✉ ♣❛!❛♠B&!❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝!✐'&❛❧

✭❞✐'&❛♥❝❡ ✐♥&❡!✲❛&♦♠✐G✉❡✮✳ ❉❛♥' ❧❡' '❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝&❡✉!'✱ ♥♦✉' '♦♠♠❡' ❝♦♥❝❡!♥%' ♣❛! ❧❡'

❡①❝✐&♦♥' ❞❡ ❲❛♥♥✐❡!✲▼♦&&✳  ❧❛W♦♥' ♥♦✉' ❞❛♥' ❧✬❛♣♣!♦①✐♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛''❡ ❡✛❡❝&✐✈❡✱

♣!❡♥♦♥' ❧❡ ❝❛' ❞✬✉♥ '❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝&❡✉! ♠❛''✐❢ X ❜❛♥❞❡' ❞❡ ❝♦♥❞✉❝&✐♦♥ ❡& ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥♦♥

❞%❣%♥%!%❡' ❡& ♥%❣❧✐❣❡♦♥' ❧✬✐♥&❡!❛❝&✐♦♥ ❞✬%❝❤❛♥❣❡ %❧❡❝&!♦♥✲&!♦✉✳ ▲❡ '♣❡❝&!❡ ❞✬%♥❡!❣✐❡ ❞✬✉♥

❡①❝✐&♦♥ ❡'& ❧❡ '♣❡❝&!❡ ❞❡' %&❛&' ❧✐%' ❞❡ ❧❛ ♣❛✐!❡ ✐♥&❡!❛❣✐''❛♥& ✈✐❛ ❧❡ ♣♦&❡♥&✐❡❧ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ✿

Eex(K, n) = Eg − Eex
1

n2
+
h̄2

2

K2

M
✭✺✳✶✮

❛✈❡❝ n ❧❡ ♥♦♠❜!❡ G✉❛♥&✐G✉❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧✱ M = me+mh ❛✈❡❝ me ❡& mh ❧❡' ♠❛''❡' ❡✛❡❝&✐✈❡'

❞❡ ❧✬%❧❡❝&!♦♥ ❡& ❞✉ &!♦✉✱ !❡'♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ❡& K ❧❛ ♠❛''❡ ❡& ❧❡ ✈❡❝&❡✉! ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ '♦♥ ❝❡♥&!❡

❞❡ ♠❛''❡✱ m0 %&❛♥& ❧❛ ♠❛''❡ ❞❡ ❧✬%❧❡❝&!♦♥ ❧✐❜!❡✳



✶✶✽ ➱❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ +'✉❞✐+ ✿ ♣✉✐'0 1✉❛♥'✐1✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡

▲✬+♥❡9❣✐❡ ❞❡ ❧✬+'❛' ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❡0' ❞♦♥❝ ❞✐♠✐♥✉+❡✱ ♣❛9 9❛♣♣♦9' > ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣❛♣ ❞❛♥0

❧❡ ♠❛'+9✐❛✉ ♠❛00✐❢ Eg✱ ❞❡ ❧✬%♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐+♦♥ ❡①❝✐/♦♥✐0✉❡ ✿

Eex = Ry
mr

m0

1

ǫ2
, ✭✺✳✷✮

♦8 Ry ❡+/ ❧✬%♥❡'❣✐❡ ❞❡ ❘②❞❜❡'❣ 0✉✐ ✈❛✉/ 13.6eV ✱ mr =
memh

me+mh
❡+/ ❧❛ ♠❛++❡ '❡❧❛/✐✈❡ ❞❡

❧✬❡①❝✐/♦♥✱ ❡/ ♦8 ǫr ❡+/ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✐%❧❡❝/'✐0✉❡ '❡❧❛/✐✈❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❆✐♥+✐ ❛✉ ❝❡♥/'❡ ❞❡ ❧❛

③♦♥❡ ❞❡ ❇'✐❧❧♦✐♥ ✭❛✉ ♣♦✐♥/ Γ✮✱ ❧❛ ❝'%❛/✐♦♥ ❞✬❡①❝✐/♦♥+ ✐♠♣❧✐0✉❡ ❞❡+ ♣✐❝+ '%+♦♥♥❛♥/+ ❛✉①

%♥❡'❣✐❡+ EnB
= Eg − Eb

ex

n2
B

✳ ❙♣❛/✐❛❧❡♠❡♥/✱ ❧✬❡①❝✐/♦♥ ❡+/ ❝❛'❛❝/%'✐+% ♣❛' +♦♥ ♣+❡✉❞♦ '❛②♦♥

❞❡ ❇♦❤' aex✱ 0✉✐ ❡+/ ❧❛ ❞✐+/❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥/'❡ ❧✬%❧❡❝/'♦♥ ❡/ ❧❡ /'♦✉✱ /❡❧ 0✉❡ ✿

aex =
ǫr
mr

aB ✭✺✳✸✮

♦8 aB ❡+/ ❧❡ '❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤' ❞❡ ❧✬❛/♦♠❡ ❞✬❤②❞'♦❣F♥❡ ✭5.2910−11m✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥

❞✬♦♥❞❡ ❡①❝✐/♦♥✐0✉❡ +✬%❝'✐/ ✿

Φex(re, rh) =
1√
Ω
ϕe(re)ϕh(rh)φnlm(re − rh)e

iK.R, ✭✺✳✹✮

❛✈❡❝

1√
Ω

✉♥ ❢❛❝/❡✉' ❞❡ ♥♦'♠❛❧✐+❛/✐♦♥✱ ϕe(re) ❡/ ϕh(rh) ❧❡+ ❢♦♥❝/✐♦♥+ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬%❧❡❝/'♦♥

❡/ ❞✉ /'♦✉✱ '❡+♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✱ R = (mere + mhrh)/(me + mh) ❧❛ ♣♦+✐/✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥/'❡ ❞❡

♠❛++❡ ♦8 re ❡/ rh ❞%❝'✐✈❡♥/ ❧❡+ ♠♦✉✈❡♠❡♥/+ ❞❡ ❧✬%❧❡❝/'♦♥ ❡/ ❞✉ /'♦✉✳ φnlm(re − rh) ❡+/

❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐/♦♥ ❞%❝'✐✈❛♥/ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥/ '❡❧❛/✐❢ ❞❡ ❧✬%❧❡❝/'♦♥ ❡/ ❞✉

/'♦✉✳ ❉❛♥+ ✉♥ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝/❡✉' ♠❛++✐❢✱ ❧❡+ ❢♦♥❝/✐♦♥+ ❞✬♦♥❞❡+ ❞❡ ❧✬%❧❡❝/'♦♥ ❡/ ❞✉ /'♦✉

+✬%❝'✐✈❡♥/✱ ❞✬❛♣'F+ ❧❡ /❤%♦'F♠❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐F'❡ +✉✐✈❛♥/❡ ✿

ϕk(r) = uk(r)e
ik.r

✭✺✳✺✮

♦8 uk(r) ❡+/ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ 0✉✐ ♣♦++F❞❡ ❧❛ ♣%'✐♦❞✐❝✐/% ❞✉ ❝'✐+/❛❧✳ ❆✐♥+✐✱ ❧❡+ ❡①❝✐/♦♥+ ❞❡

❲❛♥♥✐❡'✲▼♦// +♦♥/ ❞❡+ %/❛/+ ❞%❧♦❝❛❧✐+%+ ❡/ ♣❡✉✈❡♥/ +❡ ❞%♣❧❛❝❡' ❧✐❜'❡♠❡♥/ ❞❛♥+ ❧❡ ❝'✐+/❛❧✳

▲♦'+0✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞✉ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝/❡✉' ❡+/ '%❞✉✐/❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥+ ✉♥ ♣✉✐/+ 0✉❛♥/✐0✉❡✱

❧❡+ ❢♦♥❝/✐♦♥+ ❞✬♦♥❞❡+ ❞❡ ❧✬%❧❡❝/'♦♥ ❡/ ❞✉ /'♦✉ +❡'♦♥/ ♠♦❞✐✜%❡+✱ ❝❡ 0✉✐ ✐♠♣❧✐0✉❡'❛ ❞❡+

❝❤❛♥❣❡♠❡♥/+ ❞❛♥+ ❧❡ +♣❡❝/'❡ ❞✬%♥❡'❣✐❡ ❞❡+ ❡①❝✐/♦♥+✱ ❝❡❧❛ +❡'❛ ❧✬♦❜❥❡/ ❞❡ ❧❛ ♣'♦❝❤❛✐♥❡

+❡❝/✐♦♥✳

✺✳✷ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡ ❧✬0❝❤❛♥*✐❧❧♦♥

✺✳✷✳✶ ❈%♦✐((❛♥❝❡ -♣✐/❛①✐❛❧❡ ♣❛% ❥❡/ ♠♦❧-❝✉❧❛✐%❡ ❞❡ ♣✉✐/( 6✉❛♥✲

/✐6✉❡

▲❡+ ♣✉✐/+ 0✉❛♥/✐0✉❡+ +♦♥/ ❞❡+ ❡①❡♠♣❧❡+ ❞✬❤%/%'♦+/'✉❝/✉'❡+ +❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝/'✐❝❡+✳ ❈❡+

❤%/%'♦+/'✉❝/✉'❡+ +♦♥/ ❞❡+ ❝'✐+/❛✉① ❛'/✐✜❝✐❡❧+ 0✉✐ ❝♦♥/✐❡♥♥❡♥/ ❞❡+ ❝♦✉❝❤❡+ ❞❡ ❞✐✛%'❡♥/+



❉❡"❝$✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✶✶✾

♠❛'-$✐❛✉① ❞-♣♦"-" "✉$ ✉♥ "✉❜"'$❛' ❝$✐"'❛❧❧✐♥✳ ▲✬❤-'-$♦"'$✉❝'✉$❡ -'✉❞✐-❡ ✐❝✐ ❛ -'- ❢❛❜$✐✲

:✉-❡ ♣❛$ -♣✐'❛①✐❡ ♣❛$ ❥❡'" ♠♦❧-❝✉❧❛✐$❡" ✭▼❊❇✮ ❛✉ ❧❛❜♦$❛'♦✐$❡ ❞❡ A❤②"✐:✉❡ ❞❡" ♠❛'-$✐❛✉①

❡' ♠✐❝$♦"'$✉❝'✉$❡ ❞❡ ●$❡♥♦❜❧❡✳ ❈❡''❡ ♠-'❤♦❞❡ ❞❡ ❝$♦✐""❛♥❝❡ ❛ -'- ❞-✈❡❧♦♣♣-❡ ♣♦✉$ ❧❛

❝$♦✐""❛♥❝❡ ❝$✐"'❛❧❧✐♥❡ ❞❡" "❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉$"✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥"✐"'❡ F ❡♥✈♦②❡$ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉"✐❡✉$" ❥❡'"

❛'♦♠✐:✉❡" ♦✉ ♠♦❧-❝✉❧❛✐$❡" ✈❡$" ✉♥ "✉❜"'$❛' ♠♦♥♦❝$✐"'❛❧❧✐♥ ♣$-❛❧❛❜❧❡♠❡♥' ❝❤♦✐"✐ ♣♦✉$

$-❛❧✐"❡$ ✉♥❡ ❝$♦✐""❛♥❝❡ -♣✐'❛①✐❛❧❡✳ ❈❡''❡ '❡❝❤♥✐:✉❡ "♦✉" ✉❧'$❛✲✈✐❞❡ $❡♣♦"❡ "✉$ ❧✬-✈❛♣♦✲

$❛'✐♦♥ "-:✉❡♥'✐❡❧❧❡ ❞❡" ❝♦♥"'✐'✉❛♥'" -❧-♠❡♥'❛✐$❡" ♣❧❛❝-" ❞❛♥" ❞❡" ❝❡❧❧✉❧❡" F ❡✛✉"✐♦♥ ❞❡

❑✉♥❞"❡♥✳ ▲✬❛✈❛♥'❛❣❡ ❞❡ ❝❡''❡ ♠-'❤♦❞❡ $❡♣♦"❡ "✉$ ❧❛ ♣♦""✐❜✐❧✐'- ❞❡ ❝♦♥'$J❧❡ ❡' ❞❡ ❝❛✲

$❛❝'-$✐"❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝$♦✐""❛♥❝❡ ❡♥ '❡♠♣" $-❡❧ ❣$K❝❡ F ❧✬✉'✐❧✐"❛'✐♦♥ ✐♥ "✐#✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛$❛❝'✐♦♥

❞✬-❧❡❝'$♦♥" ❞❡ ❤❛✉'❡ -♥❡$❣✐❡ ❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ $❛"❛♥'❡ ✭❘❍❊❊❉✮✳ A❛$ ❝♦♥'$❡✱ ❡♥ $❛✐"♦♥ ❞❡ ❧❛

❢❛✐❜❧❡ ✈✐'❡""❡ ❞❡ ❝$♦✐""❛♥❝❡✱ '②♣✐:✉❡♠❡♥' ✐♥❢-$✐❡✉$❡ F 2µm/h✱ ❧❛ ▼❇❊ ♥❡ ♣❡$♠❡' ♣❛" ✉♥❡

❝$♦✐""❛♥❝❡ ❛✐"-❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡" -♣✐'❛①✐❛❧❡" ❞✬-♣❛✐""❡✉$" "✉♣-$✐❡✉$❡" F :✉❡❧:✉❡" ♠✐❝$♦♥" ♠❛✐"

❡❧❧❡ ❡"' '$O" ❜✐❡♥ ❛❞❛♣'-❡ F ❧✬-❧❛❜♦$❛'✐♦♥ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥'" ❞❡ ❝♦✉❝❤❡" ♠✐♥❝❡" ❞❡ ❞✐✛-$❡♥'"

♠❛'-$✐❛✉①✳ ▲✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✉'✐❧✐"- ✐❝✐✱ ❛♣♣❡❧- ❩✶✵✹✹✱ ❡"' ❝♦♠♣♦"- ❞❡ ✸✵✼ ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡"

❞❡ Cd0.9Zn0.1Te ♣✉✐" ❞❡ ✶✷✺ ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡" ❞❡ CdTe ❡' ❞✬❡♥❝♦$❡ ✸✵✼ ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡" ❞❡

Cd0.9Zn0.1Te✳ ❙❛ "'$✉❝'✉$❡ ❡"' ❞-❝$✐'❡ ✜❣✉$❡ ✺✳✸✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ❧❛ -./✉❝.✉/❡ ❞✬✉♥ ♣✉✐.- 5✉❛♥.✐5✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡✳

▲❛ ❞✐✛-$❡♥❝❡ ❞✬-♥❡$❣✐❡ ❡♥'$❡ ❧❡" ✓ ❣❛♣" ✔ ❞✉ CdTe ❡' ❞✉ Cd0.9Zn0.1Te ✐♠♣❧✐:✉❡ ❧❛

❢♦$♠❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✉✐'" :✉❛♥'✐:✉❡ ✭✜❣✉$❡ ✺✳✹✮✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧✬✐♥❝❧✉"✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♥❛♥♦✲

♠-'$✐:✉❡ ❞✬-♣❛✐""❡✉$ d ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥'❡$❞✐'❡ $❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ♣❡'✐'❡ ❡♥'$❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡" ❞❡

❜❛♥❞❡ ✐♥'❡$❞✐'❡ ♣❧✉" -❧❡✈-❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ F ✉♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥' ❜✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧ ❞❡" ♣♦$'❡✉$"

❞❡ ❝❤❛$❣❡ "✐ d ❡"' ❞✉ ♠[♠❡ ♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$ :✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❇$♦❣❧✐❡

λdeB =
√

2πh̄2

mkBT
❝❛$❛❝'-$✐"'✐:✉❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥' '❤❡$♠✐:✉❡ ❞❡" ♣♦$'❡✉$"✳ ➚ '❡♠♣-$❛✲

'✉$❡ ❛♠❜✐❛♥'❡✱ λdeB = 5nm✳ ❖$✱ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ -'✉❞✐- ✐❝✐ ♣♦""O❞❡ ✉♥ ♣✉✐'" ❞❡ ❧❛$❣❡✉$

d = 40nm✱ ❝❡ :✉✐ ✐♠♣❧✐:✉❡$❛ ❞❡ '$❛✈❛✐❧❧❡$ F ❜❛""❡ '❡♠♣-$❛'✉$❡✱ ❡♥✈✐$♦♥ 20 ❑❡❧✈✐♥✳

➚ ❝❡''❡ '❡♠♣-$❛'✉$❡✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞❡" ♣♦$'❡✉$" "❡$❛ :✉❛♥'✐✜- ❞❛♥" ❧❛ ❞✐$❡❝'✐♦♥ ❞❡

❝$♦✐""❛♥❝❡ ❞✉ ♣✉✐'" ♠❛✐" ❧✐❜$❡ ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐$❡ F ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡❝✐ ❛✉$❛ ❞❡"

❝♦♥"-:✉❡♥❝❡" "✉$ ❧❡" ♣$♦♣$✐-'-" ♦♣'✐:✉❡" ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳ ❆✈❛♥' ❞❡ "✬✐♥'-$❡""❡$ F ❝❡"

❝♦♥"-:✉❡♥❝❡"✱ ♥♦'♦♥" :✉✬❡♥'$❡ ❧❡ "✉❜"'$❛' ❡' ❧❡" ♣$❡♠✐O$❡" ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡" ❞❡ CdTe ✉♥



✶✷✵ ➱❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ,(✉❞✐, ✿ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡

1✉♣❡8✲8,1❡❛✉ ❞❡ CdTe/Cd0.95Zn0.05Te ❡1( ✐♥1,8,✳ ■❧ ❛ ♣♦✉8 ❜✉( ❞❡ ❜❧♦2✉❡8 ❧❡1 ❞✐1❧♦❝❛(✐♦♥1

❡♥❣❡♥❞8,❡1 ♣❛8 ❧❛ ❞✐✛,8❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡♥(8❡ ❧❡ 1✉❜1(8❛( ❞❡ Cd0.95Zn0.05Te ❡( ❧❛ ❜❛88✐@8❡

❞❡ Cd0.9Zn0.1Te ❛✜♥ ❞✬♦❜(❡♥✐8 ✉♥ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ 2✉❛❧✐(,✳ ❈❡ 1✉♣❡8✲8,1❡❛✉ ❡1(

❞❡ (8@1 ❝♦✉8(❡ ♣,8✐♦❞❡ ✭2 D 3nm✮ ❝♦♠♣❛8,❡ ❛✉ ♣✉✐(1 2✉✐ ❢❛✐( 40nm ❞❡ ❧❛8❣❡✳ ▲❡1 ,♥❡8✲

❣✐❡1 ❞❡ (8❛♥1✐(✐♦♥1 ♦♣(✐2✉❡ ❞❛♥1 ❝❡ 1✉♣❡8✲8,1❡❛✉ 1♦♥( ❜✐❡♥ 1✉♣,8✐❡✉8❡1 D ❝❡❧❧❡1 ❞✉ ♣✉✐(1

2✉❛♥(✐2✉❡1✳ ❈❡ 1✉♣❡8✲8,1❡❛✉ ♣❡8♠❡( ❞♦♥❝ ❞✬✐1♦❧❡8 ❧❡ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❞❡1 ❝♦♥(8❛✐♥(❡1

♠,❝❛♥✐2✉❡1 ✐♠♣♦1,❡1 ♣❛8 ❧❡ 1✉❜1(8❛( ❞❡ Cd0.95Zn0.05Te ❝❛8 ✐❧ ♥✬❛ ♣❛1 ❧❛ ♠H♠❡ 1(8✉❝✲

(✉8❡ ❝8✐1(❛❧❧✐♥❡ 2✉❡ ❧❡1 ♠♦♥♦✲❝♦✉❝❤❡1 ❞❡ Cd0.9Zn0.1Te✳ ❈❡1 ❝♦♥(8❛✐♥(❡1 ♠♦❞✐✜❡8❛✐❡♥( ❧❛

❤❛✉(❡✉8 ❞❡1 ❜❛88✐@8❡1 ❞✉ ♣✉✐(1 ❬✶✸❪✳

✺✳✷✳✷ ❙$%✉❝$✉%❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❡$ ♣%♦♣%✐0$01 ♦♣$✐2✉❡1

▲❛ 8,❞✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥♥❛❧✐(, ❞✉ 1❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝(❡✉8 ✐♠♣❧✐2✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡1

♥✐✈❡❛✉① ,❧❡❝(8♦♥✐2✉❡1 ❞✬✉♥❡ ♣❛8( ❡( ❞❡ ❧✬,♥❡8❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐1♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥ ❞✬❛✉(8❡1 ♣❛8(✳

❊♥ ❡✛❡(✱ ❞❛♥1 ✉♥ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡✱ ❧❡1 ,❧❡❝(8♦♥1 ❡( ❞❡1 (8♦✉1 1♦♥( ❧✐❜8❡1 ❞❡ 1❡ ❞,♣❧❛❝❡8

❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ (x, y) ♠❛✐1 ✐❧1 1♦♥( ❝♦♥✜♥,1 ❞❛♥1 ❧❛ ❞✐8❡❝(✐♦♥ z✳ ▲❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥

,❧❡❝(8♦♥ 1✬,❝8✐8❛ ❛❧♦81 1♦✉1 ❧❛ ❢♦8♠❡ ✿

ϕ(x, y, z) = ϕ(x, y)ψ(z) ✭✺✳✻✮

♦R ϕ(x, y) ❛ ❧❡ ♠H♠❡ ❢♦8♠❡ 2✉❡ ❧✬❡①♣8❡11✐♦♥ ❞♦♥♥,❡ ❞❛♥1 ❧✬,2✉❛(✐♦♥ ✺✳✺ 8❡1(8❡✐♥(❡ ❛✉

♣❧❛♥ (x, y)✳ ψ(z) ❡1( ❞,(❡8♠✐♥, ❡♥ 8,1♦❧✈❛♥( ❧✬,2✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤8T❞✐♥❣❡8 ♣♦✉8 ❧❛ ❝♦♦8✲

❞♦♥♥,❡ z ❞❛♥1 ✉♥ ♣✉✐(1 ❞❡ ❧❛8❣❡✉8 d ❡( ❞♦♥( ❧❡1 ❜❛88✐@8❡1 1♦♥( ❞❡ ❤❛✉(❡✉8 ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛

1♦❧✉(✐♦♥ 1✬,❝8✐( ✿

ψn(z) =

√

2

d
sin (

nπ

d
z +

nπ

2
) ✭✺✳✼✮

❈❡ (②♣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞,❝8✐( ✉♥❡ ♦♥❞❡ 1(❛(✐♦♥♥❛✐8❡ D ❧✬✐♥(,8✐❡✉8 ❞✉ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡1

♥W✉❞1 ❛✉① ✐♥(❡8❢❛❝❡1 ✭❝❡1 ♥W✉❞1 1❡ (8❛♥1❢♦8♠❡♥( ❡♥ ♦♥❞❡1 ,✈❛♥❡1❝❡♥(❡1 ❧♦812✉❡ ❧✬♦♥

❝♦♥1✐❞@8❡ ✉♥ ♣✉✐(1 ❞♦♥( ❧❡1 ❜❛88✐@8❡1 ♦♥( ✉♥❡ ❤❛✉(❡✉8 ✜♥✐❡✮✳ ▲✬,♥❡8❣✐❡ 2✉✐ ❝♦88❡1♣♦♥❞

❛✉ nieme ♥✐✈❡❛✉ ❡1( ❞♦♥♥,❡ ♣❛8 ✿

En =
h̄2

2m∗

(nπ

d

)2

, ✭✺✳✽✮

❛✈❡❝ m∗ ❧❛ ♠❛11❡ ❡✛❡❝(✐✈❡ ❞❡ ❧✬,❧❡❝(8♦♥ ♦✉ ❞✉ (8♦✉✳ ❆✐♥1✐ ❧✬,♥❡8❣✐❡ (♦(❛❧❡ ♣♦✉8 ✉♥

,❧❡❝(8♦♥ ♦✉ ♣♦✉8 ✉♥ (8♦✉ ❞❛♥1 ❧❡ nieme ♥✐✈❡❛✉ 2✉❛♥(✐2✉❡ ❡1( ✿

E(n,kx,y) = En +
h̄2kx,y

2

2m∗
✭✺✳✾✮

kx,y ❡1( ❛11♦❝✐, ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥( ❧✐❜8❡ ❞❡1 ♣♦8(❡✉81 ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ (x, y)✳

▲❛ ✜❣✉8❡ ✺✳✹ ♠♦♥(8❡ 1❝❤,♠❛(✐2✉❡♠❡♥( ❧❛ 1,8✐❡ ❞❡1 ♥✐✈❡❛✉① ❞✬,♥❡8❣✐❡ ❞❡1 ♣♦8(❡✉81

❞❛♥1 ✉♥ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡✳



❉❡"❝$✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✶✷✶

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ )❝❤(♠❛+✐2✉❡ ❞❡) ♥✐✈❡❛✉① ❞✬(♥❡'❣✐❡ ❞❡) ♣♦'+❡✉') ❞❛♥) ✉♥ ♣✉✐+)

2✉❛♥+✐2✉❡✳

❈♦♥"✐❞-$♦♥" ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ❧✬❛❜"♦$♣'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦'♦♥✱ ❡♥ ♥❡ ♣$❡♥❛♥' '♦✉' ❞✬❛❜♦$❞ ♣❛"

❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬❡✛❡' ❞✬✐♥'❡$❛❝'✐♦♥ ❡①❝✐'♦♥✐9✉❡✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡$❛ ❛❧♦$" ❛❜"♦$♣'✐♦♥ ✐♥'❡$❜❛♥❞❡"✳

❯♥ ♣❤♦'♦♥ ♣♦✉$$❛ ❡①❝✐'❡$ ✉♥ -❧❡❝'$♦♥ ❞❡ ❧✬-'❛' ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✭❧❡

♥✐✈❡❛✉ n = 1 ❞✉ '$♦✉ ❧♦✉$❞✮ ❛✉ ♣$❡♠✐❡$ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐'- ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥ ✭❛✉

♣♦✐♥' Γ✮ "✬✐❧ ♣♦""@❞❡ ❧✬-♥❡$❣✐❡ ✿

h̄ωcv = Eg + Ehh1 + Ee1 = E∗ ✭✺✳✶✵✮

❛✈❡❝ Eg ❧✬-♥❡$❣✐❡ ❞✉ ❣❛♣ ❞❛♥" ❧❡ ♠❛'-$✐❛✉ ♠❛""✐❢✱ Ehh1 ❧✬-♥❡$❣✐❡ ❞✉ '$♦✉ ❧♦✉$❞ "✉$ ❧❡

♥✐✈❡❛✉ n = 1 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡' Ee1 ❧✬-♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✬-❧❡❝'$♦♥ "✉$ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ n = 1

❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞✬❛❜"♦$♣'✐♦♥ K(ω) ❡"' ❞-❝$✐' ♣❛$ ❧✬❡①♣$❡""✐♦♥

"✉✐✈❛♥'❡ ✿

K(ω) =
1

nBc
ωǫ2(ω), ✭✺✳✶✶✮

❛✈❡❝ nB ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ $-❢$❛❝'✐♦♥ ❞✉ ♠❛'-$✐❛✉✱ c ❧❛ ❝-❧-$✐'- ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐@$❡ ❡' ǫ2(ω) ❧❛ ♣❛$'✐❡

✐♠❛❣✐♥❛✐$❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✐-❧❡❝'$✐9✉❡ ❞✉ ♠❛'-$✐❛✉ ❞♦♥♥-❡ ♣❛$ ❧❛ $❡❧❛'✐♦♥ ✿

ǫ2(ω) =
e2πh̄

2m0ǫ0ωV
Fcv(ω)Dcv(ω), ✭✺✳✶✷✮

♦G e ❡"' ❧❛ ❝❤❛$❣❡ -❧-♠❡♥'❛✐$❡✱ V ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ♠❛'-$✐❛✉✳ Dcv(ω) ❡"' ❧❛ ❞❡♥"✐'- ❞✬-'❛'

❝♦♥❥♦✐♥'❡ ❞✬-'❛' 9✉✐ ❝❤✐✛$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬-'❛' "❡ ❝♦$$❡"♣♦♥❞❛♥' ✈❡$'✐❝❛❧❡♠❡♥' ✭❡♥'$❡ -❧❡❝✲

'$♦♥ ❡' '$♦✉✮ ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ ❞❡" k ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐✛-$❡♥❝❡ ❞✬-♥❡$❣✐❡ ❝♦♥"'❛♥'❡ -❣❛❧❡ J h̄ω✳



✶✷✷ ➱❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ +'✉❞✐+ ✿ ♣✉✐'0 1✉❛♥'✐1✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡

Fcv(ω) ❡0' ❧❛ ❢♦8❝❡ ❞✬♦0❝✐❧❧❛'❡✉8 1✉✐ 0✬❡①♣8✐♠❡ ❛✉ ♣♦✐♥' Γ 0❡❧♦♥ ✿

Fcv(ω) =
2

m0h̄ωcv
| dcv |2, ✭✺✳✶✸✮

❛✈❡❝ dcv = 〈c|p.u |v〉✱ ♦C |c〉 ❡' |v〉 8❡♣8+0❡♥'❡ ❧❡0 +'❛'0 ✜♥❛❧ ❡' ✐♥✐'✐❛❧ ✭❞♦♥♥+0 ♣❛8

ϕ(x, y, z)✮✱ p ❧✬♦♣+8❛'❡✉8 ✐♠♣✉❧0✐♦♥ ❡' u ❧❡ ✈❡❝'❡✉8 ❞❡ ♣♦❧❛8✐0❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐E8❡✳ ❈❡'

+❧+♠❡♥' ❞❡ ♠❛'8✐❝❡ ❡0' ❝❛8❛❝'+8✐0'✐1✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❤♦'♦♥✲+❧❡❝'8♦♥✱ ✐❧ ❣♦✉✈❡8♥❡ ❧❡0

8E❣❧❡0 ❞❡ 0+❧❡❝'✐♦♥ ❞❡0 '8❛♥0✐'✐♦♥0 ♦♣'✐1✉❡0✳ ◆♦✉0 ♥❡ ❞+'❛✐❧❧❡8♦♥0 ♣❛0 ❝❡0 8E❣❧❡0✱ ♥♦✉0

❛❧❧♦♥0 ♥♦✉0 ❝♦♥❝❡♥'8❡8 ✐❝✐ 0✉8 ❧❛ ❞❡0❝8✐♣'✐♦♥ ❞❡0 +'❛'0 1✉❛♥'✐1✉❡0 1✉✐ ♣❛8'✐❝✐♣❡♥' I

❧✬❛❜0♦8♣'✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ 0❡ ❝❛8❛❝'+8✐0❡ ✈✐❛ ❧❛ ❞❡♥0✐'+ ❝♦♥❥♦✐♥'❡ ❞✬+'❛' Dcv(ω)✳ ❙✉8 ❧❛ ✜❣✉8❡

✺✳✺✱ ♦♥ ❛ 8❡♣8+0❡♥'+ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞✬❛❜0♦8♣'✐♦♥ ✭♣8♦♣♦8'✐♦♥♥❡❧❧❡ I ❧❛ ❞❡♥0✐'+ ❞✬+'❛'0

❞❡0 +❧❡❝'8♦♥0 ♦✉ ❞❡0 '8♦✉0✮ ♣♦✉8 ✉♥❡ 0'8✉❝'✉8❡ ✸❉ ❡' ♣♦✉8 ✉♥❡ 0'8✉❝'✉8❡ ✷❉✳ O♦✉8 ✉♥❡

0'8✉❝'✉8❡ ✸❉✱ ❧❡ ♥♦♠❜8❡0 ❞✬+'❛'0 ♣❛8'✐❝✐♣❛♥' I ❧✬❛❜0♦8♣'✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❞❡ ❢❛P♦♥ ♠♦♥♦'♦♥❡

❛✉ ❞❡❧I ❞❡ ❧✬+♥❡8❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥'❡8❞✐'❡ 0✉✐✈❛♥' ✉♥❡ ❧♦✐ ❡♥

√

E − Eg '❛♥❞✐0 1✉❡ ♣♦✉8

✉♥❡ 0'8✉❝'✉8❡ ✷❉✱ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❡♥ ♠❛8❝❤❡ ❞✬❡0❝❛❧✐❡8 I ♣❛8'✐8 ❞❡ E = Eg + Ehh1 + Ee1✳

▲❛ 8+❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥0✐♦♥♥❛❧✐'+ ❞✉ 0❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉8 ♠♦❞✐✜❡ ❢♦8'❡♠❡♥' ❧❛ 0✐❣♥❛'✉8❡

0♣❡❝'8❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥'❡8❛❝'✐♦♥ ❧✉♠✐E8❡✲♠❛'✐E8❡✳ ❈❡' ❡✛❡' ❡0' ❡♥❝♦8❡ ♣❧✉0 ♠❛81✉+ 0✐ ♦♥ ♣8❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡0 ❡✛❡'0 ❡①❝✐'♦♥✐1✉❡0✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥(✐*' ❞✬'*❛*( ♦✉ ❛❜(♦&♣*✐♦♥ ✐♥*❡&❜❛♥❞❡( ♣♦✉& ❞❡( (❡♠✐✲

❝♦♥❞✉❝*❡✉&( ✸❉ ❡* ✷❉✳

◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ❞+❥I ✈✉ 1✉❡ ❧✬✐♥'❡8❛❝'✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡♥'8❡ ❧✬+❧❡❝'8♦♥ ❡' ❧❡ '8♦✉ ♣❤♦'♦✲

❝8++0 0❡ ♠❛♥✐❢❡0'❡ ♣❛8 ❞❡0 ♣✐❝0 ❞❡ 8+0♦♥❛♥❝❡ ❞❛♥0 ❧❡ 0♣❡❝'8❡ ❞✬❛❜0♦8♣'✐♦♥ ❛✉① +♥❡8❣✐❡0

❞♦♥♥+❡0 ♣❛8 ❧✬+1✉❛'✐♦♥ ✺✳✶✳ ❉❛♥0 ✉♥ ♣✉✐'0 1✉❛♥'✐1✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥' ❢♦8❝❡ ❧✬+❧❡❝'8♦♥ ❡'

❧❡ '8♦✉ I S'8❡ ♣❧✉0 ♣8♦❝❤❡0 1✉✬✐❧0 ♥❡ ❧❡ 0❡8❛✐❡♥' ❞❛♥0 ✉♥ 0❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉8 ♠❛00✐❢ ❡' ❞♦♥❝

❛✉❣♠❡♥'❡ ❧❡ ♣♦'❡♥'✐❡❧ ❛''8❛❝'✐❢✳ ▲❡0 ♣✐❝0 ❞❡ 8+0♦♥❛♥❝❡ ❡①❝✐'♦♥✐1✉❡ ❛♣♣❛8❛✐00❡♥' ❛❧♦80 I

❞❡0 +♥❡8❣✐❡0 ✐♥❢+8✐❡✉8❡0 I E∗ ✿

EN = E∗ − Eex
(N − 1/2)2

. ✭✺✳✶✹✮

♦C N ❡0' ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐'♦♥✐1✉❡ ❝♦♥0✐❞+8+✳



❉❡"❝$✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✶✷✸

❈❡''❡ ❡①♣$❡""✐♦♥ ❡"' ✉♥❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛'✐♦♥ ❜❛"-❡ "✉$ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡" -'❛'" ❧✐-" ❞❡ ❧✬❛'♦♠❡

❞✬❤②❞$♦❣:♥❡ ❡♥ ✷❉✱ <✉✐ ❝♦$$❡"♣♦♥❞$❛✐' = ✉♥ ❡①❝✐'♦♥ ❞❛♥" ✉♥ ♣✉✐'" ❞❡ ❧❛$❣❡✉$ ♥✉❧❧❡ ❡'

❞❡ ❜❛$$✐:$❡" ✐♥✜♥✐❡" ❬✾❪ ❬✻✵❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠E♠❡ ♠❛♥✐:$❡✱ ♦♥ ♣❡✉' ❡"'✐♠❡$ ❧❛ ❢♦$❝❡ ❞✬♦"❝✐❧❧❛'❡✉$

❞❡ ❝❡" -'❛'" ❞✐"❝$❡'" ❡' ♦♥ ♣❡✉' ♠♦♥'$❡$ <✉✬❡❧❧❡ ❡"' ♣❧✉" ✐♠♣♦$'❛♥'❡ ❡♥ ✷❉ <✉✬❡♥ ✸❉✱

♥-❛♥♠♦✐♥" ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ ❞❡" ♣✐❝" ❞-❝$♦✐' '$:" ✈✐'❡ ❛✈❡❝ N ✳

▲❛ ✜❣✉$❡ ✺✳✻ ♥♦✉" ♠♦♥'$❡ ♣❧✉"✐❡✉$" ❜♦$❞" ❞✬❛❜"♦$♣'✐♦♥ ❡①❝✐'♦♥✐<✉❡ ♣♦✉$ ❞✐✛-$❡♥'❡"

❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❛❧✐'-" α ❝♦♠♣$✐"❡" ❡♥'$❡ ✶ ❡' ✸✳ ▲❡ ❝❛" α = 3 ❝♦$$❡"♣♦♥❞ ❛✉ ♠❛'-$✐❛✉ ♠❛""✐❢

❡' ❝❡❧✉✐ α = 2 ❛✉ ♣✉✐'" <✉❛♥'✐<✉❡ ✐♥✜♥✐ ✭♣✉✐'" ❞❡ ❧❛$❣❡✉$ ♥✉❧❧❡ ❡' ❞❡ ❜❛$$✐:$❡" ❞❡

♣♦'❡♥'✐❡❧ ✐♥✜♥✐❡"✮✳ ▲❡ ③-$♦ ❞❡" -♥❡$❣✐❡ ❝♦$$❡"♣♦♥❞ = ❧✬-♥❡$❣✐❡ E∗ = Eg + Ehh1 + Ee1✱

❛✐♥"✐ ❧✬-❝❛$' ❡♥'$❡ ❧✬-♥❡$❣✐❡ ✵ ❡' ❧✬-♥❡$❣✐❡ ❞❡" ♣✐❝" ❝♦$$❡"♣♦♥❞ = ❧✬-♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥

❡①❝✐'♦♥✐<✉❡✳ ❊❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❡✛❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧♦$"<✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❛❧✐'- ❞✐♠✐♥✉❡✳ ◆♦'♦♥"

❛✉""✐ <✉❡ ❧✬-♥❡$❣✐❡ E∗ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❛✉""✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥' ✭❡♥ ❛✉❣♠❡♥'❛♥' ❧❛ "-♣❛$❛'✐♦♥

❡♥'$❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡' ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥✮✳ ▼❛✐" ❝❡''❡ ❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ♥✬❡"' ♣❛"

❝♦♥'$❡✲❜❛❧❛♥❝-❡ ♣❛$ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬-♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ ❡①❝✐'♦♥✐<✉❡

Eex

(N−1/2)2 ✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ ❉❡♥'✐)* ♦♣)✐-✉❡✱ ♦✉ ❛❜'♦2❜❛♥❝❡✱ ♣♦✉2 ❞✐✛*2❡♥)❡' ✈❛❧❡✉2' ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧✐)*

❡✛❡❝)✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬*♥❡2❣✐❡ ❡♥ ✉♥✐)* ❘②❞❜❡2❣ ❘② ✸❉ ✭❛✈❡❝ Ry ≈ 13.606eV ✮✳ A♦✉2 ❢❛❝✐❧✐)❡2

❧❛ ❝♦♠♣❛2❛✐'♦♥✱ ❧✬*♥❡2❣✐❡ E∗ = Eg +Ehh1+Ee1 ❞❡' ❞✐✛*2❡♥)❡' ')2✉❝)✉2❡' ❡') B ❧✬*♥❡2❣✐❡ ③*2♦✳

■♠❛❣❡ ❡①)2❛✐)❡ ❞❡ ❬✶✶❪✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥'✱ ❧♦$"<✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❛❧✐'- ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❧❛ ❢♦$❝❡ ❞✬♦"❝✐❧❧❛'❡✉$ '❡♥❞ = "❡

❝♦♥❝❡♥'$❡$ "✉$ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❝✐'♦♥✐<✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧✳ ▲✬-'✉❞❡ ❞❡ "②"':♠❡ ❞❡ ❜❛""❡ ❞✐♠❡♥✲

"✐♦♥♥❛❧✐'- ♣❡$♠❡' ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐"♣♦"❡$ ❞✬✉♥❡ "✉"❝❡♣'✐❜✐❧✐'- ❞✐-❧❡❝'$✐<✉❡ '$:" ✐♥'❡♥"❡ ❧♦❝❛❧✐"-❡



✶✷✹ ➱❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ,(✉❞✐, ✿ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡

1✉8 ✉♥❡ 8,1♦♥❛♥❝❡ ✭♦♥ (❡♥❞ ✈❡81 ✉♥ 1②1(<♠❡ > ✷ ♥✐✈❡❛✉①✮ 2✉✐ ♣❡8♠❡( ❞♦♥❝ ❞✬♦❜(❡♥✐8 ✉♥

1✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠,❧❛♥❣❡ > 2✉❛(8❡ ♦♥❞❡1 ❞✬✐♥(❡♥1✐(, ❝♦♥1✐❞,8❛❜❧❡✳

▲❡ 1♣❡❝(8❡ ❞❡ (8❛♥1♠✐11✐♦♥ ❞✉ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡ ✉(✐❧✐1,❡ ✐❝✐ ❡1(

♠♦♥(8, ✜❣✉8❡ ✺✳✼✳ ❉❡✉① ♣✐❝1 1♦♥( 8❡♠❛82✉❛❜❧❡1✱ ✐❧1 ❝♦88❡1♣♦♥❞❡♥( > ✉♥❡ ❛❜1♦8♣(✐♦♥

❡①❝✐(♦♥✐2✉❡ ✭X✮ ❡( ✉♥❡ ❛❜1♦8♣(✐♦♥ (8✐♦♥✐2✉❡ ✭✉♥ ❡①❝✐(♦♥ ❝❤❛8❣, X−✱ ,(❛( ❧✐, ♠❡((❛♥(

❡♥ ❥❡✉ ❞❡✉① ,❧❡❝(8♦♥1 ❡( ✉♥ (8♦✉✮ ❬✸✾❪✳ ❈❡1 ♣✐❝1 1♦♥( ❞✬❛✉(❛♥( ♣❧✉1 ♠❛82✉,1 2✉❡ ❧❛

(❡♠♣,8❛(✉8❡ ❡1( ❜❛11❡ ❡( ❞♦♥❝ 2✉❡ ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥( 2✉❛♥(✐2✉❡ ❡1( ✐♠♣♦8(❛♥(✳ ❯♥ 1♣❡❝(8❡

❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ❙♣❡❝()❡ ❞❡ ()❛♥-♠✐--✐♦♥ ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❩✶✵✹✹ ♣♦✉) ❞✐✛3)❡♥(❡- ✈❛❧❡✉)- ❞✉ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥3(✐=✉❡ ❛♣♣❧✐=✉3❡✳ ❖♥ ♦❜-❡)✈❡ @ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧ ❧❡- )3-♦♥❛♥❝❡- ❞✉ ()✐♦♥ X− ❡( ❞❡ ❧✬❡①❝✐(♦♥

♥❡✉()❡ X✳ ■♠❛❣❡ (✐)3❡ ❞❡ ❬✸✾❪✳

❞❡ (8❛♥1♠✐11✐♦♥ ❡✛❡❝(✉, ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐11❛♥❝❡ ❞❡ 120µW > ✉♥❡ (❡♠♣,8❛(✉8❡ ❞❡ 25 ❑❡❧✈✐♥

♠♦♥(8❡ ✉♥❡ 8,1♦♥❛♥❝❡ ❡①❝✐(♦♥✐2✉❡ > 777.5nm✱ 1♦✐( 1.6eV ✱ 2✉✐ ❡1( ❛((8✐❜✉,❡ > ❧❛ ❝8,❛(✐♦♥

❞✬✉♥ (8✐♦♥ ✭X−✮✳



❘❡❢#♦✐❞✐''❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ✶✷✺

✺✳✸ ❘❡❢&♦✐❞✐**❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬0❝❤❛♥-✐❧❧♦♥

▲❡ #❡❢#♦✐❞✐''❡♠❡♥* ❡'* ❢❛✐* ❛✈❡❝ ✉♥ ❝#②♦'*❛* ▼✐❝#♦❙*❛*❍❡ ❞❡ ❧✬❡♥*#❡♣#✐'❡ ❖①❢♦#❞

#❡♣#-'❡♥*- '✉# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✺✳✽✳ ▲✬-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❡'* ♣❧❛❝- '✉# ✉♥ ♣♦#*❡✲-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❞❡ ❝✉✐✈#❡

❧✐- C ✉♥ ❞♦✐❣* ❢#♦✐❞ ❞♦♥* ❧❛ ❜❛'❡ ❡'* ❡♥ ❝♦♥*❛❝* ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛♠❜#❡ ❞❛♥' ❧❛E✉❡❧❧❡ ✉♥

✢✉① ❞✬❤-❧✐✉♠ ❧✐E✉✐❞❡ -✈❛❝✉❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉# ♣❛# ❝♦♥❞✉❝*✐♦♥ *❤❡#♠✐E✉❡✳ ▲✬❤-❧✐✉♠✱ ✈❛♣♦#✐'-

❛✉ ❝♦♥*❛❝* ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥❣❡✉# *❤❡#♠✐E✉❡✱ ❡'* ❡①*#❛✐* ♣❛# ✉♥❡ ♣♦♠♣❡ C ♠❡♠❜#❛♥❡ ✐'♦❧-❡ ❞❡

❧❛ *❛❜❧❡ ♦♣*✐E✉❡ ♣♦✉# -✈✐*❡# ❧❡' ✈✐❜#❛*✐♦♥'✳ ▲❡ ♣♦♠♣❛❣❡ ❡'* ❡✛❡❝*✉- ❡♥ ❝♦♥*✐♥✉ ♣♦✉#

❛''✉#❡# ❧❛ *❡♠♣-#❛*✉#❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦''✐❜❧❡ '✉# ❧✬-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ *♦✉* ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡' ❡①♣-#✐❡♥❝❡'✳

▲❡ ♣♦#*❡✲-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ '❡ '✐*✉❡ ❞❛♥' ✉♥❡ ❝❤❛♠❜#❡ ✐'♦❧-❡ ❞❛♥' ❧❛E✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧✉♠✐I#❡ ♣-♥I*#❡

❋✐❣✉$❡ ✺✳✽ ✕ ❙❝❤'♠❛ *❡♣*'-❡♥/❛/✐❢ ❞✉ ❝*②♦-/❛/ ▼✐❝*♦❙/❛/❍❡ ❞❡ ❝❤❡③ ❖①❢♦*❞

❛✉ *#❛✈❡#' ❞❡ ❤✉❜❧♦*' ❡♥ '✐❧✐❝❡✳ ▲❡ ✈✐❞❡ ❡'* ❢❛✐* ❞❛♥' ❝❡**❡ ❝❤❛♠❜#❡ ❛✈❛♥* ❧❡ ❞-♠❛##❛❣❡

❞✉ #❡❢#♦✐❞✐''❡♠❡♥* ♣❛# ❞❡✉① ♣♦♠♣❡' C ♠❡♠❜#❛♥❡ ❡* *✉#❜♦✲♠♦❧-❝✉❧❛✐#❡ ❡♥ '-#✐❡✳ ▲❡

❝♦#♣' ❞✉ ❞♦✐❣* ❢#♦✐❞ ❡①♣♦'- ❞❛♥' ❧❛ ❝❤❛♠❜#❡ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❡'* ❡♥*♦✉#- ❞✬✉♥ ❜♦✉❝❧✐❡#

*❤❡#♠✐E✉❡ ❧✐♠✐*❛♥* ❧❡ #-❝❤❛✉✛❡♠❡♥* ♣❛# ❛❜'♦#♣*✐♦♥ ❞❡ #❛②♦♥♥❡♠❡♥*✳

❯♥ ❝♦♥*#K❧❡✉# ❡'* ❝♦♥♥❡❝*- C ✉♥❡ *❤❡#♠♦✲#-'✐'*❛♥❝❡ C ❧❛ ❜❛'❡ ❞✉ ❞♦✐❣* ❢#♦✐❞✳ ▲✬❡♥✲

'❡♠❜❧❡ ♠❡'✉#❡ ❧❛ *❡♠♣-#❛*✉#❡ ❡♥ *❡♠♣' #-❡❧✳ ▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞✐'♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥✲

*✐❧❧♦♥ ✐♠♣♦'❡ ✉♥ -*❛❧♦♥♥❛❣❡ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥* ❞❡ ❧❛ *❡♠♣-#❛*✉#❡ ❡♥*#❡ ❧✬-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ❡* ❧❛

*❤❡#♠♦✲#-'✐'*❛♥❝❡✱ ♦♥ ❡'*✐♠❡ ❛❧♦#' ❧❛ *❡♠♣-#❛*✉#❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥*✐❧❧♦♥

C 25❑✳



✶✷✻ ➱❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ,(✉❞✐, ✿ ♣✉✐(1 2✉❛♥(✐2✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡



❈❤❛♣✐%&❡ ✻

❊①♣+&✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠+❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡4 ❡♥

❣+♦♠+%&✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥+❛✐&❡

◆♦✉# ❛✈♦♥# '♦✉' ❞✬❛❜♦+❞ ❡✛❡❝'✉/ ✉♥❡ ♣+❡♠✐3+❡ ❡①♣/+✐❡♥❝❡ ♣♦✉+ ✈/+✐✜❡+ ❧❡# +/#✉❧'❛'#

'❤/♦+✐8✉❡# ♣+/#❡♥'/# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐'+❡ ✹✳ ◆♦✉# #♦✉❤❛✐'♦♥# ❞/♠♦♥'+❡+ ❡①♣/+✐♠❡♥'❛❧❡♠❡♥'

8✉❡ ❧❡# #✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠/❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡# ❣/♥/+/# ❞❛♥# ✉♥ /❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞❡ #❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝'❡✉+ ❞❡

✈❡❝'❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ 2ka−kb ❡' 2kb−ka✱ ♦> ka ❡' kb #♦♥' ❧❡# ✈❡❝'❡✉+# ❞✬♦♥❞❡ ❞❡# ❢❛✐#❝❡❛✉①

❡①❝✐'❛'❡✉+# ❞❡ ♠♦♠❡♥' ♦+❜✐'❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ la ❡' lb +❡#♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✱ ♣♦##3❞❡♥' ✉♥ ♠♦♠❡♥'

♦+❜✐'❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉+ 2la − lb ❡' 2lb − la +❡#♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✳

✻✳✶ ▼♦♥&❛❣❡ ❡①♣,-✐♠❡♥&❛❧

▲❛ ✜❣✉+❡ ✻✳✶ +/❝❛♣✐'✉❧❡ ❧❡# ❝❤❡♠✐♥# ♦♣'✐8✉❡# ❞❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# ❥✉#8✉✬D ❧✬/❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳

❆✉ ❞/❜✉' ❞❡ ❧❛ ❝❤❛F♥❡ ♦♣'✐8✉❡✱ ✉♥ ♦#❝✐❧❧❛'❡✉+ ❣/♥3+❡ ❞❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# ❞♦♥' ❝❤❛❝✉♥❡ ❡#' D

❧✬♦+✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❢❛✐#❝❡❛✉① ❡①❝✐'❛'❡✉+# ✭♥♦'/ La ❡' Lb✮ ❡' ❞✬✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞❡ ❢❛✐#❝❡❛✉①

❞❡ +/❢/+❡♥❝❡# ✭R1 ❡' R2✮✳

✻✳✶✳✶ ●$♥$&❛(✐♦♥ ❞❡- ✐♠♣✉❧-✐♦♥-

▲❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# #♦♥' ❣/♥/+/❡# ♣❛+ ✉♥ ♦#❝✐❧❧❛'❡✉+ ❝♦♠♠❡+❝✐❛❧ ❚#✉♥❛♠✐ ❞❡ ♠❛+8✉❡

❙♣❡❝'+❛ K❤②#✐❝#✳ ❈❡ ❞❡+♥✐❡+ ❡#' ✉♥ ❧❛#❡+ D ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞♦♥' ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❛♠♣❧✐✜❝❛'❡✉+

❡#' ✉♥ ❝+✐#'❛❧ ❞❡ #❛♣❤✐+ ❞♦♣/ ❛✉ '✐'❛♥❡ ♣♦♠♣/ ♣❛+ ✉♥ ❧❛#❡+ ❝♦♥'✐♥✉ D 532nm ❞✬✉♥❡

♣✉✐##❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 5W ✳ ▲✬/♠✐##✐♦♥ ❡#' ❝❡♥'+/❡ D 800nm✳ ▲❡# ✐♠♣✉❧#✐♦♥# #♦♥' /♠✐#❡#

❛✈❡❝ ✉♥ '❛✉① ❞❡ +/♣/'✐'✐♦♥# ❞❡ 80MHz ❡' ♦♥' ✉♥❡ ❞✉+/❡ ❞❡ 100fs✳ ❯♥❡ ❢+❛❝'✐♦♥ ❞❡#

✐♠♣✉❧#✐♦♥# ❡#' ❡①'+❛✐'❡ ♣❛+ ✉♥ ♠♦❞✉❧❛'❡✉+ ❛❝♦✉#'♦✲♦♣'✐8✉❡ ✭♦✉♣✉❧#❡ ♣✐❝❦❡( ✮ ❞♦♥' ❧❡

❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❡#' ❞/'❛✐❧❧/ ❞❛♥# ❧❛ #♦✉#✲#❡❝'✐♦♥ #✉✐✈❛♥'❡✱ ♣♦✉+ ♦❜'❡♥✐+ ✉♥ '❛✉① ❞❡

+/♣/'✐'✐♦♥ ❞❡ 4MHz ❝❡ 8✉✐ ❝♦++❡#♣♦♥❞ D ❛✈♦✐+ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧#✐♦♥# '♦✉'❡# ❧❡# 250ns✳ ❊♥

#♦+'✐❡✱ ❧❡ ❢❛✐#❝❡❛✉ ❛ ✉♥ ♣+♦✜❧ ❣❛✉##✐❡♥ ❡' ❡#' ❞❡ ♣♦❧❛+✐#❛'✐♦♥ ❧✐♥/❛✐+❡✳

✶✷✼



✶✷✽ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞✉ ♠♦♥.❛❣❡ ❡①♣'3✐♠❡♥.❛❧ ❞✉ ♠'❧❛♥❣❡ 6 7✉❛.3❡ ♦♥❞❡8 ❡♥ ❣'♦♠'.3✐❡ ♥♦♥✲

❝♦❧✐♥'❛✐3❡ ✉.✐❧✐8' ♣♦✉3 ♠❡8✉3❡3 ❧❡ ♠♦♠❡♥. ❛♥❣✉❧❛✐3❡ ♦3❜✐.❛❧ ❞✉ 8✐❣♥❛❧ ❣'♥'3' ❞❛♥8 ❧❛ ❞✐3❡❝.✐♦♥

kp = 2kb − ka ♣❛3 ♠'.❤♦❞❡ ✐♥.❡3❢'3♦♠'.3✐7✉❡✳ ▲❡ ♠♦♥.❛❣❡ ❡①♣'3✐♠❡♥.❛❧ ♣♦✉3 ♠❡8✉3❡3 ❧❡

♠♦♠❡♥. ❛♥❣✉❧❛✐3❡ ♦3❜✐.❛❧ ❞✉ 8✐❣♥❛❧ ❞❛♥8 ❧❛ ❞✐3❡❝.✐♦♥ km = 2ka − kb ❡8. ❧❡ 8②♠'.3✐7✉❡ ❞❡

❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❇❙ ❡8. ✉♥ 8'♣❛3❛.❡✉3 ❞❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ 7✉✐ ❞✐✈✐8❡ ❧❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛3.✐❡8 La ❡. Lb

❞✬'❣❛❧❡8 ✐♥.❡♥8✐.'8✳ La ♣❛88❡ ❡♥8✉✐.❡ ♣❛3 ✉♥ ♠❛87✉❡ ❞❡ ♣❤❛8❡ ♣♦✉3 ❢♦3♠❡3 ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲● ❞❡

❝❤❛3❣❡ la = 2✳ ▲❡ ❞❡✉①✐B♠❡✱ Lb✱ ❞❡✈✐❡♥. ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛3❣❡ lb = 1✳ La ❡. Lb 8♦♥. ❢♦❝❛❧✐8'8 8✉3

❧✬'❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ♣❛3 ✉♥❡ ❧❡♥.✐❧❧❡ f = 100mm✳ La ❛ ❛❧♦38 ♣♦✉3 ✈❡❝.❡✉3 ❞✬♦♥❞❡ ka ❡. Lb✱ kb✳ ❆♣3B8

❧✬'❝❤❛♥.✐❧❧♦♥✱ ❧❡ 8✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠'❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ '.✉❞✐'✱ ✐❝✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞✐3❡❝.✐♦♥ 2kb−ka ✐♥.❡3❢B3❡ ❛✈❡❝

❧❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ ❞❡ 3'❢'3❡♥❝❡ R1 ❣3E❝❡ 6 ❧❛ ❞❡✉①✐B♠❡ 8'♣❛3❛.3✐❝❡ ❞❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ ❇❙✷ ❛✜♥ ❞✬♦❜8❡3✈❡3

❧❡✉3 ✜❣✉3❡ ❞✬✐♥.❡3❢'3❡♥❝❡ 8✉3 ❧❛ ❝❛♠'3❛ ❈❈❉ 3❡❢3♦✐❞✐❡ ♣❛3 ❡✛❡. K❡❧.✐❡3✳

✻✳✶✳✷ ▼♦❞✉❧❛*❡✉, ❛❝♦✉.*♦✲♦♣*✐2✉❡

❯♥ ♠♦❞✉❧❛4❡✉' ❛❝♦✉34♦✲♦♣4✐8✉❡ ✉4✐❧✐3❡ ❧✬❡✛❡4 ❛❝♦✉34♦✲♦♣4✐8✉❡ ♣♦✉' ❞✐✛'❛❝4❡' ❡4 ❛✐♥3✐

❝❤❛♥❣❡' ❧❡ 4❛✉① ❞❡ '&♣&4✐4✐♦♥3 ❞❡3 ✐♠♣✉❧3✐♦♥3 ❞✬✉♥ ❧❛3❡' ✐♠♣✉❧3✐♦♥♥❡❧ ♣❛' ♦♥❞❡3 3♦♥♦'❡3✳

■❧ ❡34 ❝♦♠♣♦3& ❞✬✉♥ ♦3❝✐❧❧❛4❡✉' ♣✐&③♦✲&❧❡❝4'✐8✉❡ '❡❧✐& > ✉♥ ♠♦'❝❡❛✉ ❞❡ 3✐❧✐❝❡✳ ❯♥ 3✐❣♥❛❧

&❧❡❝4'✐8✉❡ ♦3❝✐❧❧❛♥4 ❢♦'❝❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣✐&③♦✲&❧❡❝4'✐8✉❡ > ✈✐❜'❡'✱ ❝❡ 8✉✐ ❝'&❡ ❞❡3 ♦♥❞❡3 3♦♥♦'❡3

34❛4✐♦♥♥❛✐'❡3 ❞❛♥3 ❧❛ 3✐❧✐❝❡✳ ▲❛ ❧✉♠✐D'❡ ❡34 ❛❧♦'3 ♣&'✐♦❞✐8✉❡♠❡♥4 ❞✐✛'❛❝4&❡ 3❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❇'❛❣❣ 3✉' ❧❡ '&3❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❢♦'♠& ❞❛♥3 ❧❛ 3✐❧✐❝❡✳ ❖♥ '&❝✉♣D'❡ ❡♥ 3♦'4✐❡ ❧✬♦'❞'❡ ✶ ❞❡

❞✐✛'❛❝4✐♦♥✱ ❧✬♦'❞'❡ ✵ &4❛♥4 ❜❧♦8✉&✳

▲❡ 3✐❣♥❛❧ &❧❡❝4'✐8✉❡ ❡♥✈♦②& > ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣✐&③♦✲&❧❡❝4'✐8✉❡ ❡34 3②♥❝❤'♦♥✐3& ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛✈✐4&



▼♦♥#❛❣❡ ❡①♣)*✐♠❡♥#❛❧ ✶✷✾

❧❛1❡* ✈✐❛ ✉♥❡ ♣❤♦#♦❞✐♦❞❡ ♣❧❛❝)❡ ❞❛♥1 ❧✬♦1❝✐❧❧❛#❡✉* 8✉✐ ❞)#❡❝#❡ ❧❡1 ✐♠♣✉❧1✐♦♥1 )♠✐1❡1✳

❈❡##❡ 1②♥❝❤*♦♥✐1❛#✐♦♥ ♣❡*♠❡# ❞❡ ♠♦❞✉❧❡* ❧❡ #❡♠♣1 ❡♥#*❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡1 1♦♥♦*❡1✱ ❝✬❡1#

= ❞✐*❡ ❡♥#*❡ ❞❡✉① ❞)✢❡①✐♦♥1 ❞✉ ❢❛✐1❝❡❛✉ ❧❛1❡* ❡# ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ *)❝✉♣)*❡* ❡♥ 1♦*#✐❡ ❞✉

♠♦❞✉❧❛#❡✉* ❛❝♦✉1#♦✲♦♣#✐8✉❡ 8✉✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧1✐♦♥ 1✉* N ✱ ❛✈❡❝ N ❧❛ ❢*)8✉❡♥❝❡ ❞✉ 1✐❣♥❛❧

)❧❡❝#*✐8✉❡✳ ❉❛♥1 ♥♦#*❡ ❝❛1 N = 20✱ ❧❡ #❛✉① ❞❡ *)♣)#✐#✐♦♥ ❞❡1 ✐♠♣✉❧1✐♦♥1 ♣❛11❡ ❞♦♥❝ ❞❡

80MHz✱ ❡♥ 1♦*#✐❡ ❞✉ ❧❛1❡*✱ = 4MHz✳

✻✳✶✳✸ ❈♦♥✜❣✉*❛,✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥,❛❣❡ ❡①♣3*✐♠❡♥,❛❧

❯♥❡ ❢♦✐1 ❧✬✐♠♣✉❧1✐♦♥ )♠✐1❡✱ ✉♥❡ ❢❡♥C#*❡ ♦♣#✐8✉❡ ❡1# ♣❧❛❝)❡ 1✉* 1♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣#✐8✉❡

❛✜♥ ❞✬❡①#*❛✐*❡ ❞❡✉① ❢❛✐1❝❡❛✉① ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡1 R1 ❡# R2 ✭❧❡ ❞❡*♥✐❡* ♥✬❡1# ♣❛1 *❡♣*)1❡♥#) 1✉*

❧❡ 1❝❤)♠❛ ♣❛* 1♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛*#)✮✱ ❧✬✉♥ ♣*♦✈❡♥❛♥# ❞❡ ❧❛ *)✢❡①✐♦♥ 1✉* ❧✬✐♥#❡*❢❛❝❡ ❛✐*✴✈❡**❡ ❡#

❧✬❛✉#*❡ ❞❡ ❧❛ *)✢❡①✐♦♥ 1✉* ❧✬✐♥#❡*❢❛❝❡ ✈❡**❡✴❛✐*✳ ■❧1 1❡*♦♥# ✉#✐❧✐1)1 ♣♦✉* ♠❡1✉*❡* ❧❡ ♠♦♠❡♥#

♦*❜✐#❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐*❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡1 ❢❛✐1❝❡❛✉① ❣)♥)*)1✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ = *❡#❛*❞ ❡1# ♣❧❛❝)❡ 1✉* ❧❡

#*❛❥❡# ❞❡ ❝❡1 ❞❡✉① ❢❛✐1❝❡❛✉① ♣❡*♠❡##❛♥# ❞❡ ♠♦❞✐✜❡* ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉* ❞❡ ❧❡✉* ❝❤❡♠✐♥ ♦♣#✐8✉❡

❛✜♥ ❞❡ ❧❡1 *❡♥❞*❡ 1②♥❝❤*♦♥❡1 ❛✉① 1✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠)❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡1 8✉❡ ❧✬♦♥ 1♦✉❤❛✐#❡*❛

❝❛*❛❝#)*✐1❡*✳

K✉✐1 ❧✬✐♠♣✉❧1✐♦♥ ❡1# 1)♣❛*)❡ ❡♥ ❞❡✉① ❢❛✐1❝❡❛✉① La ❡# Lb ❞✬)❣❛❧❡1 ✐♥#❡♥1✐#)1 ❣*L❝❡

= ✉♥❡ 1)♣❛*❛#*✐❝❡ ✭❇❙✮✳ La ♣❛11❡ ❛❧♦*1 ♣❛* ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ = *❡#❛*❞ 8✉✐ ♣❡*♠❡# ❞❡ ✈❛*✐❡*

❧❛ ❞✐✛)*❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣#✐8✉❡ ❡♥#*❡ La ❡# Lb✳ ❉❡1 ♠❛18✉❡1 ❞❡ ♣❤❛1❡ 1♦♥# ❡♥1✉✐#❡

✉#✐❧✐1)1 ♣♦✉* #*❛♥1❢♦*♠❡* ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡1 ❢❛✐1❝❡❛✉① ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡**❡✲●❛✉11✱ La ❡#

Lb ❛❝8✉✐R*❡♥# ❛❧♦*1 ❞❡1 ❝❤❛*❣❡1 la = 2 ❡# lb = 1 *❡1♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡1 ❢❛✐1❝❡❛✉① La

❡# Lb 1♦♥# ❢♦❝❛❧✐1)1 1✉* ❧✬)❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ♣❛* ✉♥❡ ❧❡♥#✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦❝❛❧❡ f = 100mm✳ ■❧1 ❛**✐✈❡♥#

❛❧♦*1 1✉* ❧✬)❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡1 ❞✐*❡❝#✐♦♥1 ❞✐✛)*❡♥#❡1✳ La ❛✉*❛ ♣♦✉* ✈❡❝#❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ka

❡# Lb✱ kb✳ ▲❛ ❧❡♥#✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦❝❛❧✐1❛#✐♦♥ ❛ )#) ❝❤♦✐1✐❡ ❞❡ 1♦*#❡ = ❝❡ 8✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥#*❡ La ❡#

Lb 1♦✐# ❢❛✐❜❧❡ ✭❧✬❛♣♣*♦①✐♠❛#✐♦♥ ♣❛*❛①✐❛❧❡ ❞♦✐# C#*❡ ✈)*✐✜)❡✮✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ♠❡1✉*) ✉♥ ❛♥❣❧❡

❞✬❡♥✈✐*♦♥ ✶✵ ❞❡❣*)1✳

✻✳✶✳✹ ❈♦♥,*6❧❡ ❞✉ *❡,❛*❞✱ ♣*3❝✐9✐♦♥ ❞❡9 ♠❡9✉*❡9 *39♦❧✉❡9 ❡♥

,❡♠♣9

▲❛ ❧✐❣♥❡ = *❡#❛*❞ ✉#✐❧✐1)❡ ♣♦✉* ❢❛✐*❡ ✈❛*✐❡* ❧❛ ❞✐✛)*❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣#✐8✉❡ ❡♥#*❡ La

❡# Lb ❡1# ✉♥❡ ♣❧❛#✐♥❡ ❞❡ #*❛♥1❧❛#✐♦♥ ♠✐❝*♦♠)#*✐8✉❡ ▼✲■▲❙ ✷✺✵❈❈ ❞❡ ♠❛*8✉❡ ◆❡✇♣♦*#

❈♦*♣♦*❛#✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡1# ♣✐❧♦#)❡ ♣❛* ✉♥ ❝♦♥#*X❧❡✉* ▼▼✹✵✵✻ ❞❡ ❧❛ ♠C♠❡ 1♦❝✐)#) ✐♥#❡*❢❛❝) =

❧✬♦*❞✐♥❛#❡✉* ✈✐❛ ✉♥ ♣*♦#♦❝♦❧❡ ●K■❇✳ ❙♦♥ ♣❛1 ♠✐♥✐♠❛❧ ❡1# ❞❡ 1µm± 0.5µm✱ ❧❛ ✈❛*✐❛#✐♦♥

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ *❡#❛*❞ ❡1# ❞♦♥❝ ❞✬❡♥✈✐*♦♥ 7fs✳ ▲✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡1# ❞❡

250mm ❝❡ 8✉✐ ❧✉✐ ♣❡*♠❡# ❞✬❛##❡✐♥❞*❡ #❤)♦*✐8✉❡♠❡♥# ✉♥ *❡#❛*❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 1.7ns✳ ❊♥

♣*❛#✐8✉❡ ❧❡ *❡#❛*❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✉#✐❧✐1❛❜❧❡ ❡1# ✐♥❢)*✐❡✉* = 1ns✳



✶✸✵ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡

▲❛ ❞✐✛&'❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣4✐9✉❡ ❡♥4'❡ La ❡4 Lb ❡34 ❞✐'❡❝4❡♠❡♥4 ♣'♦♣♦'4✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉

'❡4❛'❞ ∆(t) ❧✉✐ ♠;♠❡ ❞&✜♥✐ ♣❛' ❧❛ ♣♦3✐4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡4 9✉✐ ♣❡✉4 3✬❡①♣'✐♠❡' ♣❛'

∆(t) = t(Lb)− t(La)✳

✻✳✷ ❉$%❡❝%✐♦♥+ ❡% ❝❛-❛❝%$-✐+❛%✐♦♥+ ❞❡+ ❢❛✐+❝❡❛✉① ❣$♥$✲

-$+

❈♦♠♠❡ ♥♦✉3 ❧✬❛✈♦♥3 ✈✉ ❛✉ ♣'❡♠✐❡' ❝❤❛♣✐4'❡✱ ❧❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡3 ❞✬♦♥❞❡3 3♦♥4

❣&♥&'&3 ❞❛♥3 ❞❡3 ❞✐'❡❝4✐♦♥3 ♣❛'4✐❝✉❧✐B'❡3 ✈&'✐✜❛♥4 ❧✬❛❝❝♦'❞ ❞❡ ♣❤❛3❡✳ ▲❛ 4❤&♦'✐❡ ♣'&✈♦✐4

❧❛ ❣&♥&'❛4✐♦♥ ❞✬✉♥ 3✐❣♥❛❧ ❞❛♥3 ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ km = 2ka−kb ♣'♦✈❡♥❛♥4 ❞❡ ❧✬❛✉4♦✲❞✐✛'❛❝4✐♦♥

❞✉ ❢❛✐3❝❡❛✉ La 3✉' ❧❡ '&3❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❝❛'❛❝4&'✐3& ♣❛' 3♦♥ ♣❛3

2π
kg

❛✈❡❝ kg = ka − kb✱

❝❡ 3✐❣♥❛❧ ❛♣♣❛'❛✐4'❛ ❛❧♦'3 ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ♦C t(Lb) ≤ t(La)✳ ❉❡ ♠❛♥✐B'❡ 3②♠&4'✐9✉❡✱ ♣♦✉'

t(Lb) ≥ t(La)✱ ♦♥ ❞❡✈'❛✐4 ♦❜3❡'✈❡' ❧❛ ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❞❛♥3 ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ kp =

2kb − ka✳

✻✳✷✳✶ ■♠❛❣❡)✐❡ ❡+ ♠❡,✉)❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥+ ♦)❜✐+❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❞❡, ❢❛✐,✲

❝❡❛✉① ❣7♥7)7,

G♦✉' t(La) = t(Lb)✱ ❧✬❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡3 3✐❣♥❛✉① 3♦♥4 ✈✐3✐❜❧❡3✳ ▲❛ ♣❤♦4♦ ✻✳✷ ♠♦♥4'❡ ❧❡

♣'♦✜❧ 4'❛♥3✈❡'3❡ ❞✬✐♥4❡♥3✐4& ❞❡3 9✉❛4'❡ ❢❛✐3❝❡❛✉① ❥✉34❡ ❛♣'B3 ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✱ ♦♥ ♦❜3❡'✈❡ ❧❡

♣'♦✜❧ ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❡①❝✐4❛4❡✉'3 La ❡4 Lb 4'❛♥3♠✐3 ♣❛' ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥ ❡4 ❝❡❧✉✐ ❞❡3 3✐❣♥❛✉①

❣&♥&'&3 ❞❛♥3 ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ♣❤♦4♦ ❛ &4& ♣'✐3❡ ❡♥ ♣❧❛K❛♥4 ✉♥ &❝'❛♥ ♥♦✐' L 9✉❡❧9✉❡3

❝❡♥4✐♠B4'❡3 ❛♣'B3 ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♣♣❛'❡✐❧ ❘❡✢❡① ❡♥ ✉4✐❧✐3❛♥4 ✉♥ ❧♦♥❣ 4❡♠♣3 ❞❡

♣❛✉3❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✐'❡❝4✐♦♥ km = 2ka − kb ❛ ✉♥❡ ❢♦'♠❡ ❛♥♥✉❧❛✐'❡ ❛❧♦'3 9✉❡

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞'♦✐4❡✱ ❞❡ ❞✐'❡❝4✐♦♥ kp = 2kb−ka✱ 3❡♠❜❧❡ ❝♦''❡3♣♦♥❞'❡ ❛✉ ♣'♦✜❧ ❞✬✉♥ ❢❛✐3❝❡❛✉

❣❛✉33✐❡♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞&4❡'♠✐♥❡' ❡①❛❝4❡♠❡♥4 ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧❛ ❝❤❛'❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧

❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❣&♥&'&3 ♥♦✉3 ❧❡3 ❢❛✐3♦♥3 ✐♥4❡'❢&'❡' ❛✈❡❝ ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉①

❞❡ '&❢&'❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦4✐❢ ❞✬✐♥4❡'❢&'❡♥❝❡ ♥♦✉3 ♣❡'♠❡44'❛ ❛❧♦'3 ❞❡ ❞&4❡'♠✐♥❡' ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡

❧❡✉' ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ &4& ❡①♣❧✐9✉& ❞❛♥3 ❧❛ 3❡❝4✐♦♥ ✸✳✸✳ G♦✉' ❝❡

❢❛✐'❡✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐B♠❡ 3&♣❛'❛4'✐❝❡ ✭❇❙✷✮ '❡❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ &4✉❞✐&

❡4 ❧❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ '&❢&'❡♥❝❡ ❝♦''❡3♣♦♥❞❛♥4✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✸ ♠♦♥4'❡ ❧❡ ♣'♦✜❧ ❞✬✐♥4❡'❢&'❡♥❝❡

❡♥4'❡ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✐'❡❝4✐♦♥ km = 2ka − kb ❡4 ❧❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ '&❢&'❡♥❝❡ R2✳ ❖♥ ♦❜3❡'✈❡

✉♥❡ ❢♦✉'❝❤❡ L ✹ ❞❡♥43✱ ❧❛ ❝❤❛'❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧❡ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ lm ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❣&♥&'&

❞❛♥3 ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ km = 2ka − kb ❡34 ❞♦♥❝ 3✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥3✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ 4❤&♦'✐❡ ❧❡ ♣'&✈♦✐4✱

lm = 2la−lb✳ ❉❡ ❧❛ ♠;♠❡ ♠❛♥✐B'❡✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❡♥'❡❣✐34'❡' ❧✬✐♥4❡'❢&'❡♥❝❡ ❡♥4'❡ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡

❞✐'❡❝4✐♦♥ kp ❡4 ❧❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ '&❢&'❡♥❝❡ R1✳ ◆♦✉3 ♥✬♦❜3❡'✈♦♥3 9✉❡ ❞❡3 ❢'❛♥❣❡3 ♣❛'❛❧❧B❧❡3

❡4 ❛✉❝✉♥❡ ❢♦✉'❝❤❡✱ ✈♦✐' ✜❣✉'❡ ✻✳✹✳ ❆✐♥3✐ lp = 0✱ ❝♦♠♠❡ ♣'&❞✐4 lp = 2la− lb✳ ▲❡3 '&3✉❧4❛43
♣'&3❡♥4&3 ✐❝✐ ♦♥4 &4& ❡✛❡❝4✉&3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉3❡ ❞✬❡①❝✐4❛4✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐'♦♥ 3mW



❉!"❡❝"✐♦♥( ❡" ❝❛*❛❝"!*✐(❛"✐♦♥( ❞❡( ❢❛✐(❝❡❛✉① ❣!♥!*!( ✶✸✶

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷ ✕ $%♦✜❧ )%❛♥,✈❡%,❡ ❞✬✐♥)❡♥,✐)2 ❞❡, ❢❛✐,❝❡❛✉① ❛♣%8, ❧✬2❝❤❛♥)✐❧❧♦♥✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ <

❞%♦✐)❡ ✿ ,✐❣♥❛✉① ❞❛♥, ❧❡, ❞✐%❡❝)✐♦♥, km = 2ka − kb✱ ka✱ kb ❡) kp = 2kb − ka✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ❞✬✐♥)❡%❢2%❡♥❝❡ ❡♥)%❡ ❧❡ ,✐❣♥❛❧ ❣2♥2%2 ❞❛♥, ❧❛

❞✐%❡❝)✐♦♥ 2ka − kb ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ❞❡ %2❢2%❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❞✬❡①❝✐)❛)✐♦♥ ❞❡ 3mW ✳ ❆

❞%♦✐)❡✱ ❧❛ ♠B♠❡ ✐♠❛❣❡ ,✉% ❧❛C✉❡❧❧❡ ❡,) )%❛❝2❡ ❧❡, ❞✐✛2%❡♥)❡, ❢%❛♥❣❡, ♣♦✉% ❢❛❝✐❧✐)❡% ❧❡ ❝♦♠♣)❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✹ ✕ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ❞✬✐♥)❡%❢2%❡♥❝❡ ❡♥)%❡ ❧❡ ,✐❣♥❛❧ ❣2♥2%2 ❞❛♥, ❧❛ ❞✐%❡❝)✐♦♥ 2kb−ka

❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ❞❡ %2❢2%❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉,❡ ❞✬❡①❝✐)❛)✐♦♥ ❞❡ 3mW ✳



✶✸✷ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡

✭♠❡3✉'&❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✬❡♥4'&❡ ❞✉ ❝'②♦34❛4✮✳ ❈❡44❡ ❢♦'4❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ ♥♦✉3 ❛ ♣❡'♠✐3

❞✬♦❜3❡'✈❡' ❢❛❝✐❧❡♠❡♥4 ❧❡3 ♣'♦✜❧3 4'❛♥3✈❡'3❡ ❞✬✐♥4❡♥3✐4& ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❛♣'@3 ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥

✭✻✳✷✮ ♠❛✐3 ❡❧❧❡ ♥❡ ♥♦✉3 ♣❡'♠❡4 ♣❛3 ❞✬❡✛❡❝4✉❡' ❞❡3 ♠❡3✉'❡3 '&3♦❧✉❡3 ❡♥ 4❡♠♣3✳ ❊♥ ❡✛❡4✱

E ❝❡44❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ ❧❛ '&♣♦♥3❡ ❞✉ ♣✉✐43 F✉❛♥4✐F✉❡ ❞❡ CdTe/CdZnTe ❡34 3❛4✉'&❡ ❡4 ♦♥ ♥❡

♣❡✉4 ♣❛3 ♠❡3✉'❡' ❧❡3 ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡3 4❡♠♣♦'❡❧❧❡3 ❞❡3 3✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ E F✉❛4'❡ ♦♥❞❡3✱

❞♦♥♥❛♥4 ❛❝❝@3 ❛✉ 4❡♠♣3 T2 ❞❡ ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ❞❡3 ❝♦❤&'❡♥❝❡3 ❞❡3 ❡①❝✐4❛4✐♦♥3 ❝'&&❡3 ❞❛♥3

❧❡ ♣✉✐43✳

◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ❞♦♥❝ '&✐4&'& ❧❡3 ♠❡3✉'❡3 ❞❡ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ♣❛' ✐♥4❡'❢&'♦♠&4'✐❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐33❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉3❡ ❞✬❡①❝✐4❛4✐♦♥ ❞❡ 120µW ✳ ❙✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✺ ❡34 ♣'&3❡♥4&❡

❧❡ ♣'♦✜❧ ❞✬✐♥4❡'❢&'❡♥❝❡ ❡♥4'❡ ❧❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ ❞✐'❡❝4✐♦♥ kp ❡4 ❧❛ '&❢&'❡♥❝❡ R1 ❀ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡

♣♦33@❞❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢♦✉'❝❤❡ ❝♦''❡3♣♦♥❞❛♥4 E lp = 2lb− la = 0✳ ▲❡ ♠♦4✐❢ ❞✬✐♥4❡'❢&'❡♥❝❡ ❡♥4'❡

❧❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ ❞✐'❡❝4✐♦♥ km ❡4 ❧❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ '&❢&'❡♥❝❡ R2 ❡34 ❛✉33✐ ♣'&3❡♥4& 3✉' ❧❛ ✜❣✉'❡

✻✳✺ ❀ ✐❧ ♠♦♥4'❡ ✸ ❢♦✉'❝❤❡3 3✐♠♣❧❡3 ✭❝✬❡34 E ❞✐'❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 3❡✉❧❡ ❞❡♥4✮✳ ▲❛ ♠❡3✉'❡ ❞♦♥♥❡

❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❤❛'❣❡ 4♦4❛❧❡ ❞❡ ✸ ❝♦''❡3♣♦♥❞❛♥43 E ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ 2la − lb✳ ❘❡♠❛'F✉♦♥3 F✉❡

❧✬♦♥ ♥✬♦❜3❡'✈❡ ♣❛3 ❧❛ ❢♦✉'❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ✸ ❛44❡♥❞✉✱ ♥♦✉3 3✉♣♣♦3♦♥3 F✉❡ ❝❡44❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡

❡34 ❞✉❡ E ❞❡3 ❧&❣@'❡3 ♠♦❞✐✜❝❛4✐♦♥3 ❞❡3 ♠♦❞❡3 ❞❡ ▲● ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ♣♦♠♣❡3 ♣❛' ❧❡3

✐♠♣❡'❢❡❝4✐♦♥3 ❞❡3 &❧&♠❡♥43 ♦♣4✐F✉❡3✳ ❈❡3 '&3✉❧4❛43 ♠♦♥4'❡♥4 F✉✬✐❧ ② ❛ ❝♦♥3❡'✈❛4✐♦♥ ❞✉

❋✐❣✉$❡ ✻✳✺ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥5❡.❢7.❡♥❝❡ ❡♥5.❡ ❧❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ ❞❡ ❞✐.❡❝5✐♦♥ kp ❡5 ❧❛ .7❢7.❡♥❝❡

R1✳ ❆ ❞.♦✐5❡✱ ❧❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥5❡.❢7.❡♥❝❡ ❡♥5.❡ ❧❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ ❞❡ ❞✐.❡❝5✐♦♥ km ❡5 ❧❡ ❢❛✐8❝❡❛✉ ❞❡ .7❢7.❡♥❝❡

R2✳ ▼❡8✉.❡8 ❢❛✐5❡8 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐88❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉8❡ ❞✬❡①❝✐5❛5✐♦♥ ❞❡ 120µW ✳

♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❧♦'3 ❞✉ ♣'♦❝❡33✉3 ♥♦♥✲❧✐♥&❛✐'❡ ❞✉ ♠&❧❛♥❣❡ E F✉❛4'❡ ♦♥❞❡✳

❆✐♥3✐ E ♣❛'4✐' ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡3 ❞❡ ▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉33 ❞❡ ❝❤❛'❣❡ la ❡4 lb✱ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉①

♠♦❞❡3 3♦♥4 ❣&♥&'&3 ✿ lp = 2lb − la ❡4 lm = 2la − lb✳



❉!"❡❝"✐♦♥( ❡" ❝❛*❛❝"!*✐(❛"✐♦♥( ❞❡( ❢❛✐(❝❡❛✉① ❣!♥!*!( ✶✸✸

✻✳✷✳✷ ▼❡%✉'❡% '(%♦❧✉❡% ❡♥ ,❡♠♣%

2♦✉* ♠❡(✉*❡* ❧❛ ❞!❝*♦✐((❛♥❝❡ "❡♠♣♦*❡❧❧❡ ❞❡( (✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠!❧❛♥❣❡( ❞✬♦♥❞❡( ❡♥ ❢♦♥❝✲

"✐♦♥ ❞✉ *❡"❛*❞ ∆(t) ❡♥"*❡ ❧❡( ❞❡✉① ✐♠♣✉❧(✐♦♥(✱ ♥♦✉( ✉"✐❧✐(♦♥( ✉♥ (♣❡❝"*♦♣❤♦"♦♠:"*❡

❝❡♥"*! ; 777.5nm ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉✈❡*"✉*❡ ❞❡ ❢❡♥"❡ ❞❡ 50µm !=✉✐♣! ❞✬✉♥❡ ❝❛♠!*❛ ❈❈❉ *❡✲

❢*♦✐❞✐❡ ♣❛* ❞❡ ❧✬❛③♦"❡ ❧✐=✉✐❞❡ (✉* ❧❛=✉❡❧❧❡ ♦♥ ❢♦❝❛❧✐(❡ ❧❡ (✐❣♥❛❧ =✉❡ ❧✬♦♥ (♦✉❤❛✐"❡ ♠❡(✉*❡*✳

❯♥ ❞❡( ♠✐*♦✐*( ❞❡ Lb ❡(" ♠♦♥"! (✉* ✉♥ ♣♦" ✈✐❜*❛♥"✱ (❛ ✈✐❜*❛"✐♦♥ ♣❡*♠❡" ❞❡ (❡ ♣*!♠✉♥✐*

❞❡( ✐♥"❡*❢!*❡♥❝❡( ❡♥"*❡ ❧❛ ❞✐✛✉(✐♦♥ ❞❡ La ❡" ❞❡ Lb ❛♣*:( ❧✬!❝❤❛♥"✐❧❧♦♥✳ ❉❡( ♦❜"✉*❛"❡✉*(

♠!❝❛♥✐=✉❡( ✭♦✉  ❤✉##❡% ✮ (♦♥" ♣❧❛❝!( (✉* ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣"✐=✉❡ ❞✉ ❢❛✐(❝❡❛✉ La ❡" Lb ❛✜♥

❞✬❡✛❡❝"✉❡* ❞❡( ♠❡(✉*❡( (✉✐✈❛♥" ❧❛ ♣*♦❝!❞✉*❡ (✉✐✈❛♥"❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥(✐("❡ ; ❡♥*❡❣✐("*❡* ♣♦✉*

❝❤❛=✉❡ ♣♦(✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ; *❡"❛*❞ ❧❡ (✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ (1) La ❡" Lb✱ ♣✉✐( (2) (❛♥( La✱ ♣✉✐(

(3) (❛♥( Lb ❡" ❡♥✜♥ (4) (❛♥( La ♥✐ Lb ❀ ✉♥ ♣*♦❣*❛♠♠❡ ♣*♦❝:❞❡ ❡♥(✉✐"❡ ; ❧✬♦♣!*❛"✐♦♥

(1)− (2)− (3)+ (4) ♣♦✉* ♥♦✉( ❞♦♥♥❡* ❧✬✐♥"❡♥(✐"! ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠!❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❡①✐("❛♥"

✉♥✐=✉❡♠❡♥" =✉❛♥❞ La ❡" Lb (♦♥" ♣*!(❡♥"(✱ (❛♥( ❧❡( ♣❛*❛(✐"❡( ❣!♥!*!( ♣❛* La (❡✉❧ ♦✉ Lb

(❡✉❧✳ ◆♦✉( ♦❜"❡♥♦♥( ❛❧♦*( ✉♥❡ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧✬✐♥"❡♥(✐"! ♣♦✉* ❝❤❛=✉❡ ♣♦(✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ;

*❡"❛*❞ "❡❧ =✉❡ ∆(t) = [−2ps, 2ps] ♣❛* ♣❛( ❞❡ 0.05ps ❡" ♣♦✉* ❝❤❛=✉❡ ❧♦♥❣✉❡✉* ❞✬♦♥❞❡✳

❖♥ ✐♥":❣*❡ ❡♥(✉✐"❡ ❧❡ (✐❣♥❛❧ ❡♥"*❡ 777nm ❡" 778nm✱ ♣✉✐( ♦♥ ❧❡ "*❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡

∆(t)✳ ❈❡( ♠❡(✉*❡( ♦♥" !"! ❢❛✐"❡( ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐((❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉(❡ ❞✬❡①❝✐"❛"✐♦♥ ❞❡ 300µW ✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✻✳✻ ♠♦♥"*❡ ❧✬✐♥"❡♥(✐"! ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠!❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥( ❧❛ ❞✐*❡❝"✐♦♥ kp ;

∆(t) = 0 ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉* ❞✬♦♥❞❡✳ ◆♦✉( ♦❜(❡*✈♦♥( (✉* ❝❡""❡ ✜❣✉*❡ ❧❛ *!(♦♥❛♥❝❡

❞✉ "*✐♦♥ ❝❡♥"*!❡ ; 777.5nm ❛✐♥(✐ =✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐"♦♥ ; ❡♥✈✐*♦♥ 776nm ♣❧✉( ❢❛✐❜❧❡ ✭❧❡

❧❛(❡* ❝❡♥"*! ; 800nm ❢❛✈♦*✐(❡ ❧❡ "*✐♦♥✮✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✻ ✕ ■♥%❡♥'✐%) ❞✉ '✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠)❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ 2 ∆(t) = 0 ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉5

❞✬♦♥❞❡✳



✶✸✹ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡

▲❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✼ ♣'&3❡♥4❡ ❧✬✐♥4❡♥3✐4& ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❣&♥&'& ❞❛♥3 ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ kp ✐♥4&❣'&❡

❡♥4'❡ 777nm ❡4 778nm ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✉ '❡4❛'❞✳ ▲❡ 3✐❣♥❛❧ ❝'♦✐4 ❞✬❛❜♦'❞ '❛♣✐❞❡♠❡♥4 ♣♦✉'

∆(t) < 0 ♣✉✐3 ♦♥ ♦❜3❡'✈❡ 3❛ ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ♣♦✉' ∆(t) > 0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥34❛♥4❡ ❞❡ 4❡♠♣3

❞❡ 0.5ps✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✽ ♣'&3❡♥4❡ ❧✬✐♥4❡♥3✐4& ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❣&♥&'& ❞❛♥3 ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ km ✐♥4&❣'&❡ ❡♥4'❡

777nm ❡4 778nm ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✉ '❡4❛'❞ ∆(t) ❡♥4'❡ ❧❡3 ❞❡✉① ✐♠♣✉❧3✐♦♥3✳ ▲❡ 3✐❣♥❛❧ ❝'♦✐4

❞✬❛❜♦'❞ '❛♣✐❞❡♠❡♥4 ♣♦✉' ∆(t) > 0 ♣✉✐3 ✐❧ ❞&❝'♦✐4 ♣♦✉' ∆(t) < 0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥34❛♥4❡ ❞❡

4❡♠♣3 ❞❡ 0.5ps✳

◆♦✉3 ♣♦✉✈♦♥3 ❞&❥B ❝♦♥34❛4❡' C✉❡ ❧❡3 ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡3 ♦❜3❡'✈&❡3 3♦♥4 ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❛

4❤&♦'✐❡ ✿ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ✈❡❝4❡✉' ❞✬♦♥❞❡ kp = 2kb − ka ❞&❝'♦✐4 ♣♦✉' t(Lb) > t(La) ❡4 ❧❡

3✐❣♥❛❧ ❞❡ ✈❡❝4❡✉' ❞✬♦♥❞❡ km = 2ka − kb ❞&❝'♦✐4 ♣♦✉' t(Lb) < t(La)✳ ▲❡3 ❞❡✉① 4❡♠♣3

❞❡ ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ♠❡3✉'&3 3♦♥4 4'F3 ♣'♦❝❤❡3 ❡4 ❝♦''❡3♣♦♥❞❡♥4 B ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠❡3✉'&❡ ❛✈❡❝

❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❣❛✉33✐❡♥3✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✾ ♠♦♥4'❡ ❧✬✐♥4❡♥3✐4& ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✐'❡❝4✐♦♥

kp ♦❜4❡♥✉ ❛✈❡❝ ❞❡ 4❡❧3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ✐♥4&❣'&❡ ❡♥4'❡ 777nm ❡4 778nm ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✉ '❡4❛'❞

∆(t)✱ ✉♥❡ ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥34❛♥4❡ ❞❡ 4❡♠♣3 ❞❡ 0.5ps ❡34 ♠❡3✉'&❡✳

▲❡3 ❝♦♥34❛♥4❡3 ❞❡ 4❡♠♣3 ❞❡ ❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ❞❡3 3✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❣&♥&'&3 ♣❛'

❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❞❡ ▲● 3♦♥4 ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡3 '&3✉❧4❛43 ♦❜4❡♥✉3 ❛✈❡❝ ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❣❛✉3✲

3✐❡♥3✳ ❈❡3 ❝♦♥34❛♥4❡3 ❞❡ 4❡♠♣3 ❝♦''❡3♣♦♥❞❡♥4 ❛✉ 4❡♠♣3 ❞❡ ❞&♣❤❛3❛❣❡ ❞❡3 ❡①❝✐4❛4✐♦♥3

♣❤♦4♦❝'&&❡3 ✭✐❝✐ ❧❡3 4'✐♦♥3 X−✮ T2/2 ❝♦♠♠❡ ♥♦✉3 ❧✬❛✈♦♥3 ♠♦♥4'& ❡♥ ✶✳✹✳✶✳ ◆♦3 ♠❡3✉'❡3

♥♦✉3 ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ 4❡♠♣3 ❞❡ ❞&♣❤❛3❛❣❡ ❞❡ 1ps C✉✐ ❡34 ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡3 4❡♠♣3 ❞❡

❞&♣❤❛3❛❣❡ ♠❡3✉'&3 3✉' ❞❡3 &❝❤❛♥4✐❧❧♦♥3 3✐♠✐❧❛✐'❡3 ❬✷✶❪✳



❉!"❡❝"✐♦♥( ❡" ❝❛*❛❝"!*✐(❛"✐♦♥( ❞❡( ❢❛✐(❝❡❛✉① ❣!♥!*!( ✶✸✺

❋✐❣✉$❡ ✻✳✼ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❣*♥*0* ❞❛♥( ❧❛ ❞✐0❡❝&✐♦♥ kp ✐♥&*❣0*❡ ❡♥&0❡ 777nm ❡& 778nm

❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ 0❡&❛0❞ ∆(t) ❡♥&0❡ ❧❡( ❞❡✉① ✐♠♣✉❧(✐♦♥(✳ ❆♣08( ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ 0❛♣✐❞❡ ♣♦✉0

∆(t) < 0✱ ❧❡ (✐❣♥❛❧ ❞*❝0♦✐& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥(&❛♥&❡ ❞❡ &❡♠♣( ❞❡ 0.5ps ♣♦✉0 ∆(t) > 0✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✽ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❣*♥*0* ❞❛♥( ❧❛ ❞✐0❡❝&✐♦♥ km ✐♥&*❣0*❡ ❡♥&0❡ 777nm ❡& 778nm

❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ 0❡&❛0❞ ∆(t)✳ ▲❡ (✐❣♥❛❧ ❛♣♣❛0❛✐& 0❛♣✐❞❡♠❡♥& ♣✉✐( ❞*❝0♦✐& ♣♦✉0 ∆(t) < 0 ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝♦♥(&❛♥&❡ ❞❡ &❡♠♣( ❞❡ 0.5ps✳



✶✸✻ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡

❋✐❣✉$❡ ✻✳✾ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ❞✉ (✐❣♥❛❧ ❣*♥*0* ❞❛♥( ❧❛ ❞✐0❡❝&✐♦♥ kp ❛✈❡❝ ❞❡( ❢❛✐(❝❡❛✉① ❣❛✉((✐❡♥(

✐♥&*❣0*❡ ❡♥&0❡ 777nm ❡& 778nm ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ 0❡&❛0❞ ∆(t)✳ ▲❡ (✐❣♥❛❧ ❞*❝0♦✐& ♣♦✉0 ∆(t) > 0

❛✈❡❝ ✉♥ &❡♠♣( ❝❛0❛❝&*0✐(&✐9✉❡ ❞❡ 0.5ps✳

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❈❡44❡ ❡①♣&'✐❡♥❝❡ ♣'&❧✐♠✐♥❛✐'❡ ❛ ♣❡'♠✐3 ❞❡ ❞&♠♦♥4'❡' ❡①♣&'✐♠❡♥4❛❧❡♠❡♥4 ❧❡3 ❝♦♥❞✐✲

4✐♦♥3 ❞✬❛❝❝♦'❞ ❞❡ ♣❤❛3❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❧♦'3 ❞✬✉♥ ♣'♦❝❡33✉3 ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡

: ;✉❛4'❡ ♦♥❞❡3✳ ◆♦✉3 3❛✈♦♥3 ;✉❡ ❧❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ 3♦♥4 ❣&♥&'&3 ❞❛♥3

❞❡3 ❞✐'❡❝4✐♦♥3 ♣❛'4✐❝✉❧✐@'❡3 ✿ ♣♦✉' ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❡①❝✐4❛4❡✉'3 ❞❡ ✈❡❝4❡✉'3 ❞✬♦♥❞❡ ka ❡4

kb ❛''✐✈❛♥4 ❛✉ ✐♥34❛♥4 ta ❡4 tb '❡3♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4✱ ❞❡✉① 3✐❣♥❛✉① 3❡'♦♥4 ❣&♥&'&3 ❞❛♥3 ❧❡3

❞✐'❡❝4✐♦♥3 2kb − ka✱ ♣♦✉' ta ≤ tb✱ ❡4 2ka − kb✱ ♣♦✉' ta ≥ tb✳ ▲❛ ♠❡3✉'❡ ❞✉ 4❡♠♣3 ❞❡

❞&❝'♦✐33❛♥❝❡ ❞❡3 3✐❣♥❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞✉ '❡4❛'❞ ❡♥4'❡ ❧❡3 ❞❡✉① ✐♠♣✉❧3✐♦♥3 ❡①❝✐4❛4'✐❝❡3✱

❝✬❡34 : ❞✐'❡ ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ tb − ta✱ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝@3 ❛✉ 4❡♠♣3 ❞❡ ❝♦❤&'❡♥❝❡ T2✳ ▲♦'3;✉❡ ❧❡3

❢❛✐3❝❡❛✉① ✉4✐❧✐3&3 ♣♦✉' ❡✛❡❝4✉❡' ❝❡44❡ ❡①♣&'✐❡♥❝❡ ♣♦33@❞❡♥4 ✉♥ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡

❜✐❡♥ ❞&✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡34 ❧❡ ❝❛3 ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉33✱ ❧❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❣&♥&'&3

♣❛' ❧❡ ♣'♦❝❡33✉3 ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❛✉'♦♥4 ❡✉① ❛✉33✐ ✉♥ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡

❜✐❡♥ ❞&✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❞&♠♦♥4'& ;✉❡ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ &♠✐3 ❞❛♥3 ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ 2kb−ka

♣♦33@❞❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ 2lb − la✱ ❞❡ ❧❛ ♠G♠❡ ♠❛♥✐@'❡ ❝❡❧✉✐ ❡♥

2ka − kb ♣♦33@❞❡ ✉♥❡ ❝❤❛'❣❡ ❞❡ 2la − lb✳ ❆✐♥3✐ ❡♥ 4'❛✈❛✐❧❧❛♥4 ❛✈❡❝ la = 2 ❡4 lb = 1✱ ❧❡

♣'♦❝❡33✉3 ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❣&♥@'❡ ❞❡✉① 3✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝❤❛'❣❡ '❡3♣❡❝4✐✈❡ l = 0 ❡4 l = 3✳

❈❡❧✉✐ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ l = 0 ♥❡ ♣♦33@❞❡'❛ ♣❛3 ❧❛ ❢♦'♠❡ ❛♥♥✉❧❛✐'❡ ❞❡3 ❛✉4'❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ✭4'❛♥3✲

♠✐3 ❡4 ❣&♥&'&3✮✳ ❖♥ ♣❡✉4 ❞♦♥❝ ❡✛❡❝4✉❡' ❝❡44❡ ❡①♣&'✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❡①❝✐4❛4❡✉'3

❝♦❧✐♥&❛✐'❡3 ❡4 3&❧❡❝4✐♦♥♥❡' ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❣'L❝❡ ✉♥✐;✉❡♠❡♥4 : 3♦♥ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✶✸✼

❙❡✉❧ ❧❡ ❢❛✐&❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛1❣❡ l = 0 ❛ ✉♥❡ ✐♥3❡♥&✐34 ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ &✉1 ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣1♦♣❛❣❛3✐♦♥✱ ♦♥

♣❡✉3 ❛❧♦1& ❧✬❡①31❛✐1❡ ❡3 ❞✐&❝1✐♠✐♥❡1 3♦✉& ❧❡& ❛✉31❡& ❢❛✐&❝❡❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥ &✐♠♣❧❡ ❞✐❛♣❤1❛❣♠❡✳

❈✬❡&3 ❝❡ <✉❡ ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ♠♦♥31❡1 ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐31❡ &✉✐✈❛♥3✳



✶✸✽ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡



❈❤❛♣✐%&❡ ✼

❊①♣+&✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠+❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡4 ❡♥

❣+♦♠+%&✐❡ ❝♦❧✐♥+❛✐&❡

✼✳✶ ▲❡ ♠♦♥(❛❣❡ ❡①♣-.✐♠❡♥(❛❧

▲❛ ❝♦♥✜❣✉(❛)✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥)❛❣❡ ❡①♣0(✐♠❡♥)❛❧ ❡2) ❞0❝(✐)❡ 2✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✼✳✶✱ ❝❡ ♠♦♥)❛❣❡

❡2) ❞✐(❡❝)❡♠❡♥) ❞0(✐✈0 ❞❡ ❝❡❧✉✐ ✉)✐❧✐20 ♣♦✉( ❡✛❡❝)✉❡( ❧✬❡①♣0(✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠0❧❛♥❣❡ : ;✉❛)(❡

♦♥❞❡2 ❡♥ ❣0♦♠0)(✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥0❛✐(❡✳

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉*❛,✐♦♥ ✉,✐❧✐/0❡ ♣♦✉* ❢❛✐*❡ ❧✬❡①♣0*✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠0❧❛♥❣❡ 9 :✉❛,*❡ ♦♥❞❡/ ❡♥

❣0♦♠0,*✐❡ ❝♦❧✐♥0❛✐*❡ ❛✈❡❝ ❞❡/ ❢❛✐/❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡**❡✲●❛✉//✳

✶✸✾



✶✹✵ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ❝♦❧✐♥&❛✐'❡

▲❡3 ✐♠♣✉❧3✐♦♥3 3♦♥4 ❣&♥&'&❡3 ❝♦♠♠❡ ♣'&❝&❞❡♠♠❡♥4 ♣❛' ✉♥ ♦3❝✐❧❧❛4❡✉' ❚3✉♥❛♠✐ ♣✉✐3

❡①4'❛✐4❡3 ♣❛' ✉♥ ♠♦❞✉❧❛4❡✉' ❛❝♦✉34♦✲♦♣4✐9✉❡ ✭;✉❧3❡ ♣✐❝❦❡'✮✳ ❖♥ 4'❛✈❛✐❧❧❡ ❛❧♦'3 ❛✈❡❝ ❞❡3

✐♠♣✉❧3✐♦♥3 ❞❡ 100fs A ✉♥ 4❛✉① ❞❡ '&♣&4✐4✐♦♥ ❞❡ ✹▼❍③✳ ▲❡✉' ♣'♦✜❧ 3♣❡❝4'❛❧ ❡34 ❣❛✉33✐❡♥

❝❡♥4'& A 800nm ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛'❣❡✉' A ♠✐✲❤❛✉4❡✉' ❞❡ 15nm✳

❯♥❡ ❢♦✐3 9✉✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧3✐♦♥ ❡34 &♠✐3❡✱ ❡❧❧❡ ❡34 3&♣❛'&❡ ❡♥ ❞❡✉① ❢❛✐3❝❡❛✉① La ❡4 Lb

❞✬&❣❛❧❡3 ✐♥4❡♥3✐4&3 ❣'J❝❡ A ✉♥ 3&♣❛'❛4❡✉' ❞❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ✭❇❙✮✳ ;✉✐3 ▲✷ ♣❛33❡ ♣❛' ✉♥❡ ❧✐❣♥❡

A '❡4❛'❞ 9✉✐ ♣❡'♠❡4 ❞❡ ❢❛✐'❡ ✈❛'✐❡' ❧❛ ❞✐✛&'❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣4✐9✉❡ ❡♥4'❡ La ❡4 Lb✳ ▲❡

'❡4❛'❞ ❡♥4'❡ ❝❡3 ❞❡✉① ✐♠♣✉❧3✐♦♥3 3✬&❝'✐4 ✿ ∆(t) = t(Lb)− t(La)✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ A '❡4❛'❞ ✉4✐❧✐3&❡

❡34 ❧❛ ♠P♠❡ 9✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞&❝'✐4❡ ❞❛♥3 ❧❛ 3❡❝4✐♦♥ ♣'&❝&❞❡♥4❡✳

❉❡3 ♠❛39✉❡3 ❞❡ ♣❤❛3❡ 3♦♥4 ❡♥3✉✐4❡ ✉4✐❧✐3&3 ♣♦✉' 4'❛♥3❢♦'♠❡' ❝❤❛❝✉♥ ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❡♥

♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉33✱ La ❡4 Lb 9✉✐ ♣♦33S❞❡'♦♥4 ❛❧♦'3 ✉♥ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❞❡

❝❤❛'❣❡ la = 2 ❡4 lb = 1 '❡3♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4✳ ;✉✐3 ✉♥ ❞❡✉①✐S♠❡ 3&♣❛'❛4❡✉' ❞❡ ❢❛✐3❝❡❛✉ ✭❇❙✷✮

'❡❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡3 ❞❡✉① ❢❛✐3❝❡❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❧❡3 '❡♥❞'❡ ❝♦❧✐♥&❛✐'❡3✳ ■❧3 3♦♥4 ❡♥3✉✐4❡ ❢♦❝❛❧✐3&3 ♣❛'

✉♥❡ ❧❡♥4✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦❝❛❧❡ f = 100mm 3✉' ❧❛ 3✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✱ '❡❢'♦✐❞✐ A 25 ❑❡❧✈✐♥

❞❛♥3 ✉♥ ❝'②♦34❛4 A ❤&❧✐✉♠ ❧✐9✉✐❞❡✳ ❆♣'S3 ❛✈♦✐' &4& 4'❛♥3♠✐3 ♣❛' ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✱ ✉♥❡ ❧❡♥4✐❧❧❡

❞❡ f = 50mm ❞❡ ❢♦❝❛❧❡✱ ❞✐34❛♥4❡ ❞❡ 220mm ❞❡ ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥✱ ❝♦❧❧❡❝4❡ ❧❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉①✳

❯♥ ❞✐❛♣❤'❛❣♠❡ ❞❡ 100µm ❞❡ ❞✐❛♠S4'❡ ❡34 ♣❧❛❝& ❥✉34❡ ❛♣'S3 ❧❡ ♣♦✐♥4 ❢♦❝❛❧ ❞❡ ❝❡44❡

❧❡♥4✐❧❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡①4'❛✐'❡ ❧❡ 3✐❣♥❛❧✳ ▲❡ ❞✐❛♣❤'❛❣♠❡ ❞✐✛'❛❝4❡ ❛❧♦'3 ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❝♦''❡3♣♦♥❞❛♥4

❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ l = 0 ❡4 &❧✐♠✐♥❡ ❧❡3 ❛✉4'❡3 ❞❡ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡

l 6= 0✳ ❈❡ 3✐❣♥❛❧ ❡34 ❡♥3✉✐4❡ ❢♦❝❛❧✐3& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❡♥4✐❧❧❡ f = 100mm 3✉' ❧❛ ❢❡♥4❡ ❞✬❡♥4'&❡

❞✉ 3♣❡❝4'♦♣❤♦4♦♠S4'❡✳ ■❧ ❡34 ❛❧♦'3 ❛♥❛❧②3& 3♣❡❝4'❛❧❡♠❡♥4 ❡4 ❡♥'❡❣✐34'& ♣❛' ✉♥❡ ❝❛♠&'❛

❈❈❉ '❡❢'♦✐❞✐❡ ♣❛' ❞❡ ❧✬❛③♦4❡ ❧✐9✉✐❞❡✳ ▲❡ 3♣❡❝4'♦♣❤♦4♦♠S4'❡ ❡34 ❝❡♥4'& A 777.5nm✳

✼✳✷ ❘$%✉❧(❛(%

▲❡ 3✐❣♥❛❧ ❡34 ❣&♥&'& ❛✉4♦✉' ❞❡ ❧❛ '&3♦♥❛♥❝❡ ❞✉ 4'✐♦♥ ❞✉ ♣✉✐43 9✉❛♥4✐9✉❡ ❞✉ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡

✉4✐❧✐3& ✭&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥ ❩✶✵✹✹✮ 9✉✐ 3❡ 3✐4✉❡ A 777.5nm✳ ❆✜♥ ❞❡ '&❞✉✐'❡ ❧❡ '❛♣♣♦'4 3✐❣♥❛❧ 3✉'

❜'✉✐4✱ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❡34 ✐♥4&❣'& 3♣❡❝4'❛❧❡♠❡♥4 3✉' ✉♥❡ ❧❛'❣❡✉' ❞❡ 1nm ❛✉4♦✉' ❞❡ ❧❛ '&3♦♥❛♥❝❡✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✼✳✷ ♠♦♥4'❡ ❧❡ '&3✉❧4❛4 ♦❜4❡♥✉✳ ❖♥ ♦❜3❡'✈❡ 9✉❡ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❝'♦^4 '❛♣✐❞❡♠❡♥4

♣♦✉' ∆(t) ≈ 0 ❡4 ❞&❝'♦^4 ♣♦✉' ❞❡3 '❡4❛'❞3 ♣♦3✐4✐❢3✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦'4❡♠❡♥4 ❡34 3✐♠✐❧❛✐'❡ A

❝❡❧✉✐ ♦❜3❡'✈& ♣♦✉' ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❞❡ ❝❤❛'❣❡ lp = 0 ❞❛♥3 ❧❡3 ❡①♣&'✐❡♥❝❡3

♣'&❧✐♠✐♥❛✐'❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥&❛✐'❡✳ ❉❡ ♣❧✉3✱ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞&❝'♦✐4 3✉' ❧❛ ♠P♠❡ ❣❛♠♠❡

❞❡ 4❡♠♣3 ❡4 ❧✬❛❥✉34❡♠❡♥4 ❞❡3 ❞♦♥♥&❡3 ♥♦✉3 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠P♠❡ ❝♦♥34❛♥4❡ ❞❡ 4❡♠♣3 ❞❡ 0.5ps✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉4 ❞♦♥❝ P4'❡ ❛33♦❝✐&❡ ❛✉ 4❡♠♣3 ❞❡ ❞&♣❤❛3❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛'✐3❛4✐♦♥ ❝'&&❡ 3✉' ❧❡3

4'❛♥3✐4✐♦♥3 ❞❡ ❧✬❡①❝✐4♦♥ ❝❤❛'❣& X−✳



❘!"✉❧%❛%" ✶✹✶

❋✐❣✉$❡ ✼✳✷ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ❞✉ (✐❣♥❛❧ (✉0 ❧✬❛①❡ ♦♣&✐5✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ 0❡&❛0❞ ✐♥&*❣0*❡ (✉0 ✉♥❡

❧❛0❣❡✉0 ❞❡ 1nm ❛✉&♦✉0 777.5nm✳

❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ♦♥ 0❡♠❛02✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥%0✐❜✉%✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉0 ❞❡" 0❡%❛0❞" ♣❧✉" ❣0❛♥❞✱

❞❡" ❞❡✉① ❝8%!" ❞✉ "✐❣♥❛❧ ♣0✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♠!❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡" 2✉✐ ❡"% ♠❛①✐♠✉♠ : ∆(t) = 0✱

❝✬❡"% : ❞✐0❡ ♣♦✉0 ❞❡" 0❡%❛0❞" ♣♦"✐%✐❢" ❝♦♠♠❡ ♣♦✉0 ❞❡" 0❡%❛0❞" ♥!❣❛%✐❢"✳

❯♥ ❛❥✉"%❡♠❡♥% ❞❡" ❞♦♥♥!❡" "✉0 ✉♥❡ ❢❡♥?%0❡ %❡♠♣♦0❡❧❧❡ ♣❧✉" ❣0❛♥❞❡ ✭❞❡ 150ps✮ ❞♦♥♥❡

✉♥ %❡♠♣" ❞❡ ❞!❝0♦✐""❛♥❝❡ ❛✉%♦✉0 ❞❡ 80ps✳ ❈❡%%❡ ✈❛❧❡✉0 ❡"% %②♣✐2✉❡ ❞✉ %❡♠♣" ❞❡ ✈✐❡ ✭T1✮

❞❡" ❡①❝✐%♦♥" ❞❛♥" ✉♥ ♣✉✐%" 2✉❛♥%✐2✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥%0❡ 2✉✬✉♥ "✐❣♥❛❧ ❞G

: ❧❛ ❝0!❛%✐♦♥ ♣❛0 ♣❤♦%♦❡①❝✐%❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❡①❝✐%♦♥✐2✉❡ "❡ "✉♣❡0♣♦"❡ ❛✉ "✐❣♥❛❧

❞❡ ♠!❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ "✉0 ❧✬❛①❡ ♦♣%✐2✉❡ z✳ ■❧ ❛♣♣❛0❛✐% "✉0 ❧❛ ✜❣✉0❡ ✼✳✷ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞!❝❛❧❛❣❡

❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❜❛"❡ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠!❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❀ ❝❡ ❞!❝❛❧❛❣❡ ♣♦""N❞❡ ❞❡" ✈❛❧❡✉0" ❞✐✛!✲

0❡♥%" ♣♦✉0 ❞❡" 0❡%❛0❞" ♣♦"✐%✐❢" ❡% ♥!❣❛%✐❢" 2✉✐ ❞♦✐✈❡♥% ❞♦♥❝ ✈❡♥✐0 ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥%0✐❜✉%✐♦♥

❞✐✛!0❡♥%❡"✳ ❯♥ %❡❧ "✐❣♥❛❧✱ 2✉✐ ❡"% ❞G : ❧❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞✬❡①❝✐%♦♥" ✐♥❞✉✐%" ♦♣%✐2✉❡♠❡♥% ❡%

2✉✐ 0❡✢N%❡ ❞♦♥❝ "❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡✱ ❡"% ❝❛0❛❝%!0✐"%✐2✉❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣!0✐❡♥❝❡ ✓ S♦♠♣❡✲❙♦♥❞❡ ✔

♦V ❧✬✐♠♣✉❧"✐♦♥ %0❛♥"♠✐"❡ ❡"% ♠♦❞✐✜!❡ 2✉❛♥❞ ❧✬!❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❛ !%! ❡①❝✐%! ♣❛0 ✉♥❡ ♣0❡♠✐N0❡

✐♠♣✉❧"✐♦♥✳ ❉❛♥" ♥♦%0❡ ❡①♣!0✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ❞✐❛♣❤0❛❣♠❡ ✉%✐❧✐"! ♣♦✉0 "!❧❡❝%✐♦♥♥❡0 ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❞❡

❝❤❛0❣❡ l = 0 "❡ %0♦✉✈❛♥% "✉0 ❧✬❛①❡ ♦♣%✐2✉❡ z ❛ ✉♥❡ %❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ✿ ❝❡❧❛ ♣❡0♠❡% : ✉♥❡

♣❛0%✐❡ ❞❡" ❢❛✐"❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥%"✱ ❛✉%♦✉0 ❞❡ ❧❡✉0" ♠✐♥✐♠❛ : r = 0✱ ❞❡ ♣❛""❡0 : %0❛✈❡0"✳

❉❡ ♣❧✉"✱ %♦✉% ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ❞✐"%0✐❜✉%✐♦♥ "♣❛%✐❛❧❡ ❡% ❞✬✐♥%❡♥"✐%! ❞✬✉♥ ❢❛✐"❝❡❛✉ ✐♥❞✉✐%

♣❛0 ❧❡" ❛✉%0❡"✱ %❡❧❧❡ 2✉❡ ❧❡" "✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡✱ ♣❡✉% ?%0❡ ♦❜"❡0✈! ❛✈❡❝ ♥♦%0❡ %❡❝❤✲

♥✐2✉❡ ❞❡ ❞!%❡❝%✐♦♥ ❞✐✛!0❡♥%✐❡❧❧❡ ✭✐❞❡♥%✐2✉❡ : ❝❡❧❧❡ ✉%✐❧✐"!❡ ❞❛♥" ❧✬❡①♣!0✐❡♥❝❡ ❡♥ ❣!♦♠!%0✐❡

♥♦♥✲❝♦❧✐♥!❛✐0❡✮✳

❘❡✈❡♥♦♥" : ♥♦%0❡ ❞!✜♥✐%✐♦♥ ❞✉ 0❡%❛0❞ ❛✜♥ ❞❡ ❞!%❡0♠✐♥❡0 2✉❡❧" "✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣♦♠♣❡✲

"♦♥❞❡ "♦♥% ❣!♥!0!"✳ S♦✉0 ❞❡" 0❡%❛0❞" ♣♦"✐%✐❢"✱ ❧✬✐♠♣✉❧"✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛0❣❡ la = 2 ❛00✐✈❡ ❛✈❛♥%

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛0❣❡ lb = 1✱ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ❝♦00❡"♣♦♥❞ ❛❧♦0" ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%" ❞❡



✶✹✷ ❊①♣&'✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡3 ❡♥ ❣&♦♠&4'✐❡ ❝♦❧✐♥&❛✐'❡

❧✬✐♠♣✉❧3✐♦♥ (b) ❞✉3 ❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛4✐♦♥3 ❞❡ ❧✬&❝❤❛♥4✐❧❧♦♥ ♣'♦✈♦9✉&❡3 ♣❛' ❧✬✐♠♣✉❧3✐♦♥ (a)✳

❖♥ ♦❜3❡'✈❡'❛ ❧✬✐♥✈❡'3❡ ♣♦✉' ❞❡3 '❡4❛'❞3 ♥&❣❛4✐❢3✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐9✉❡ ♣♦✉'9✉♦✐ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞❡

♣♦♠♣❡✲3♦♥❞❡ ♦❜3❡'✈& 3✉' ♥♦3 ❞♦♥♥&❡3 ❡34 ♣❧✉3 ✐♠♣♦'4❛♥4 ♣♦✉' ❞❡3 '❡4❛'❞3 ♣♦3✐4✐❢3 9✉❡

♣♦✉' ❞❡3 '❡4❛'❞3 ♥&❣❛4✐❢3 ✿ ❧❡ 4'♦✉ ❛✉ ❝❡♥4'❡ ❞✉ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ lb = 1 ❡34 ♣❧✉3 ♣❡4✐4

9✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❢❛✐3❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ la = 2✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉4 ❧❡ ✈♦✐' 3✉' ❧❡3 ♣'♦✜❧3 ✜❣✉'❡ ✼✳✸✱

✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉3 ❞❡ ❧✉♠✐E'❡ 4'❛♥3♠✐3❡ ♣❛' ❧❡ ❞✐❛♣❤'❛❣♠❡ ♣♦✉' ❧❡ ♣'❡♠✐❡' ✭ lb = 1✮ ❡4

❞♦♥❝ ❧❡ 3✐❣♥❛❧ ❞✐✛&'❡♥4✐❡❧ ♦❜3❡'✈& ❡34 ♣❧✉3 ❣'❛♥❞ ♣♦✉' ❧❡3 '❡4❛'❞3 ♣♦3✐4✐❢3✳

❋✐❣✉$❡ ✼✳✸ ✕ $%♦✜❧❡ *%❛♥-✈❡%-❡ ❞✬✐♥*❡♥-✐*2 ❞✬✉♥ ❢❛✐-❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ la = 2 ✭❝♦✉%❜❡ ✈❡%*❡✮ ❡*

❞✬✉♥ ❢❛✐-❝❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ lb = 1 ✭❝♦✉%❜❡ %♦✉❣❡✮ ♠♦♥*%❛♥* ❧❛ ❞✐✛2%❡♥❝❡ ❞❡ *❛✐❧❧❡ ❞✉ *%♦✉ ❝❡♥*%❛❧

-✉% ❧✬❛①❡ ♦♣*✐?✉❡ z✳

✼✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦4'❡ ❡①♣&'✐❡♥❝❡ ♠♦♥4'❡ 9✉✬✐❧ ❡34 ♣♦33✐❜❧❡ ❞❡ ❞&4❡❝4❡' ✉♥ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡

❞❛♥3 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉'❛4✐♦♥ ❝♦❧✐♥&❛✐'❡ ❡♥ ✉4✐❧✐3❛♥4 ❧❛ ❝♦♥3❡'✈❛4✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥4 ♦'❜✐4❛❧ ❛♥✲

❣✉❧❛✐'❡✱ ❞♦♥♥❛♥4 ❧❡ '❡❧❛4✐♦♥ ls = 2lb − la✱ J ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡3 ❝♦♥❞✐4✐♦♥3 ❞✬❛❝❝♦'❞3 ❞❡ ♣❤❛3❡

✉3✉❡❧❧❡3 ❞✉ ✈❡❝4❡✉' ❞✬♦♥❞❡✱ 9✉✐ 3✬&❝'✐4 ks = 2kb −ka✳ ◆&❛♥♠♦✐♥3✱ 4❛♥❞✐3 9✉✬✉♥❡ ❞&4❡❝✲

4✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡ ✈❡❝4❡✉' ❞✬♦♥❞❡ ❛33✉'❡ ❞❡ 3❡ ♣'&♠✉♥✐' ❞✉ ❜'✉✐4 ❞❡ ❢♦♥❞✱ ❣&♥&'& ♣❛' ❧❡3 ❛✉4'❡3

✐♠♣✉❧3✐♦♥3✱ ❛✉4♦✉' ❞❡ ❧❛ ❞✐'❡❝4✐♦♥ ks ❞✉ 3✐❣♥❛❧✱ ❧❛ 3&❧❡❝4✐♦♥ ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ls = 0

❣'K❝❡ J ✉♥ ❞✐❛♣❤'❛❣♠❡ ♣❧❛❝& 3✉' ❧✬❛①❡ ♦♣4✐9✉❡ ♥✬❛33✉'❡ ♣❛3 ✉♥❡ ♣❛'❢❛✐4❡ '&❥❡❝4✐♦♥ ❞❡3

❢❛✐3❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥43✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥4 ❝❡44❡ ♠&4❤♦❞❡ ♠♦♥4'❡ ✉♥ ❣'❛♥❞ ❛✈❛♥4❛❣❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉3

♥✬❛✈♦♥3 ♣❧✉3 ❜❡3♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐' ❞❡ ✈❡❝4❡✉'3 ❞✬♦♥❞❡3 ❜✐❡♥ ❞&✜♥✐3 ♣♦✉' ❧❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥43

❡4 ♣♦✉' ❧❡3 3✐❣♥❛✉① ❣&♥&'&3 ♥♦✉3 ♣♦✉✈♦♥3 ✉4✐❧✐3&3 ❞❡3 ❢❛✐3❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉33 ❛✈❡❝



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✶✹✸

✉♥❡ ❣-❛♥❞❡ ♦✉✈❡-1✉-❡ ♥✉♠3-✐4✉❡✱ ❡♥ ❧❡& ❢♦❝❛❧✐&❛♥1 &✉- ❧✬3❝❤❛♥1✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜❥❡❝1✐❢ ❞❡

♠✐❝-♦&❝♦♣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡-♠❡11-❛ ❞✬❛✈♦✐- ✉♥ ∆(k) ♣❧✉& ❣-❛♥❞ ❡1 ❞♦♥❝ ✉♥ ∆(x) ♣❧✉& ♣❡1✐1

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥1✐❧❧♦♥✱ ♦♥ ♦❜1✐❡♥❞-❛ ❛✐♥&✐ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ -3&♦❧✉1✐♦♥ &♣❛1✐❛❧❡✳ ❈❡&

-3&✉❧1❛1& ♦✉✈-❡ ❧❛ ✈♦✐❡ = ❞❡& ❡①♣3-✐❡♥❝❡& ❞❡ ♠3❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥& ❞❡& 3❝❤❛♥1✐❧❧♦♥& ✐♥✲

❤♦♠♦❣@♥❡& ♦A ❧✬❡✣❝❛❝✐13 ❞✉ ♣-♦❝❡&&✉& ❛✐♥&✐ 4✉❡ &❛ ❞②♥❛♠✐4✉❡ 1❡♠♣♦-❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥1 D1-❡

❝❛-1♦❣-❛♣❤✐3❡& ♣-3❝✐&3♠❡♥1✳



✶✹✹ ❊①♣%&✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠%❧❛♥❣❡ ❞✬♦♥❞❡2 ❡♥ ❣%♦♠%3&✐❡ ❝♦❧✐♥%❛✐&❡



❚!♦✐$✐%♠❡ ♣❛!*✐❡

❉,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ❡①♣,!✐❡♥❝❡

❞✬✐♠❛❣❡!✐❡ !,$♦❧✉❡ ❡♥ *❡♠♣$

✶✹✺





✽ !"✐♥❝✐♣❡( ❡) ❝♦♥)"❛✐♥)❡( ❞✉ ♠♦♥)❛❣❡ ❡①♣1"✐♠❡♥)❛❧ ✶✹✼

✽✳✶ ❖❜❥❡❝*✐❢- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✽✳✷ ❚❡❝❤♥✐2✉❡ ❞❡ -♣❡❝*6♦-❝♦♣✐❡ ✉❧*6❛✲6❛♣✐❞❡ ♣♦♠♣❡✲-♦♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✸ =6♦♣♦-✐*✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥*❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✹ ❈❛❤✐❡6 ❞❡- ❝❤❛6❣❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✾ ❇❛(❡( ♥1❝❡((❛✐"❡( 5 ❧✬❡①♣1"✐❡♥❝❡ ✶✺✶

✾✳✶ ➱❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ✉*✐❧✐-C ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✾✳✶✳✶ ➱❧❛❜♦6❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬C❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✾✳✶✳✷ ❙*6✉❝*✉6❡ ❝6✐-*❛❧❧♦❣6❛♣❤✐2✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✾✳✶✳✸ ❙*6✉❝*✉6❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✾✳✶✳✹ ❚6❛♥-✐*✐♦♥- ♦♣*✐2✉❡- ❜❛♥❞❡ F ❜❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✾✳✶✳✺ ❙♣❡❝*6❡- ❞✬❛❜-♦6♣*✐♦♥ ❡* ❞❡ ♣❤♦*♦❧✉♠✐♥❡-❝❡♥❝❡ ✿ ♣6♦♣6✐C*C- ♦♣*✐2✉❡-✶✺✺

✾✳✷ ●C♥C6❛*✐♦♥ ❞❡- ✐♠♣✉❧-✐♦♥- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✾✳✷✳✶ ❙♦✉6❝❡ ❧❛-❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✾✳✷✳✷ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛*❡✉6 ♣❛6❛♠C*6✐2✉❡ ♦♣*✐2✉❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥C❛✐6❡ ✭◆❖=❆✮ ✿

♣6C♣❛6❛*✐♦♥ ❞❡- ✐♠♣✉❧-✐♦♥- ♣♦♠♣❡ ❡* -♦♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✵ ▼♦♥)❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡"✐❡ ♣♦♠♣❡✲(♦♥❞❡ ✶✻✺

✶✵✳✶ ❉C*❡❝*✐♦♥ ✐♥*❡6❢C6♦♠C*6✐2✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✶✵✳✶✳✶ ❈♦♥✜❣✉6❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥*❛❣❡ ❡①♣C6✐♠❡♥*❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✶✵✳✶✳✷ ▲❡ ❝♦♠♣❡♥-❛*❡✉6 ❞❡ ❇❛❜✐♥❡*✲❙♦❧❡✐❧ ❡* -♦♥ ♣♦✐♥* ❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥*✶✻✽
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✶✵✳✷✳✷ ■♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛6❣❡ ❞❡ ❧✬C❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
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✶✵✳✸✳✶ ❈♦♥✜❣✉6❛*✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠♦♥*❛❣❡ ❡①♣C6✐♠❡♥*❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✶✵✳✸✳✷ ❘C-♦❧✉*✐♦♥ *❡♠♣♦6❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✶✵✳✹ ▼❡-✉6❡- ♣♦♠♣❡✲-♦♥❞❡ ✐♥*C❣6C❡- -♣❛*✐❛❧❡♠❡♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✶✵✳✹✳✶ =♦♠♣❡ ❝❡♥*6C❡ F 395nm ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✶✵✳✹✳✷ =♦♠♣❡ ❝❡♥*6C❡ F 500nm ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✶✵✳✺ ▼❡-✉6❡- ♣♦♠♣❡✲-♦♥❞❡ 6C-♦❧✉❡- -♣❛*✐❛❧❡♠❡♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✶✵✳✺✳✶ ■♠❛❣❡- ❡♥6❡❣✐-*6C❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽



✶✹✽ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✶✵✳✺✳✷ ❈♦✉♣❡7 7♣❛9✐❛❧❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

✶✵✳✺✳✸ ❘=7♦❧✉9✐♦♥ 7♣❛9✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✶✵✳✻ ▼♦❞=❧✐7❛9✐♦♥ ❞❡7 ♠❡7✉B❡7 B=❛❧✐7=❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✶✶ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥' ❡* ♣❡,'♣❡❝*✐✈❡' ✶✽✾

✶✶✳✶ ❇✐❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✶✶✳✷ D❡B7♣❡❝9✐✈❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ❣/♥/,❛❧❡ ✶✾✺



❈❤❛♣✐%&❡ ✽

)&✐♥❝✐♣❡, ❡% ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ❞✉ ♠♦♥%❛❣❡

❡①♣3&✐♠❡♥%❛❧

✽✳✶ ❖❜❥❡❝(✐❢+

▲❛ "♣❡❝&'♦"❝♦♣✐❡ '*"♦❧✉❡ ❡♥ &❡♠♣"✱ &❡❧❧❡ 0✉❡ ❧❛ &❡❝❤♥✐0✉❡ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡✱ ❝♦♥"&'✉✐&❡

❛✉&♦✉' ❞❡" ❧❛"❡'" 4 ✐♠♣✉❧"✐♦♥" ✉❧&'❛✲❝♦✉'&❡"✱ ♣❡'♠❡& ❞❡ ❞*&❡'♠✐♥❡' ❧❡" ❝✐♥*&✐0✉❡" ❞❡

'❡❧❛①❛&✐♦♥" *❧❡❝&'♦♥✐0✉❡" ♦✉ ✈✐❜'❛&✐♦♥♥❡❧❧❡" ❞❡" ♦❜❥❡&" *&✉❞✐*" "✉' ❞❡" *❝❤❡❧❧❡" ❞❡ &❡♠♣"

❞❡"❝❡♥❞❛♥& 4 ❧❛ ❢❡♠&♦"❡❝♦♥❞❡ ❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥& ❧❡✉' ♠❡"✉'❡ 4 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥*❛'✐&*" ♦♣&✐0✉❡"✳

▼❛✐" ❡❧❧❡ "❡ '❡"&'❡✐♥& ❧❛ ♣❧✉♣❛'& ❞✉ &❡♠♣" 4 ❞❡" ♠❡"✉'❡" ❞✬❡♥"❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉

✈♦❧✉♠❡ ❡①❝✐&* ♣❛' ✉♥ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡"& ❧✐♠✐&*❡ ♣❛' ❧❛ ❞✐✛'❛❝&✐♦♥ ❡& ♥❡ ♣❡✉& ❛❧♦'"

❞❡"❝❡♥❞'❡ ❡♥ ❞❡""♦✉" ❞❡ λ/2 ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛♥ &'❛♥"✈❡'"❡✳ ▲❡" ♠❡"✉'❡" ❞❡ "♣❡❝&'♦"❝♦♣✐❡

✉❧&'❛✲'❛♣✐❞❡ "♦♥& ❢❛✐&❡" "✉' ❞❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ 0✉❡❧0✉❡" ❞✐③❛✐♥❡" ♠✐❝'♦♠@&'❡"

❡&✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❞✉ ♠✐❝'♦♠@&'❡✳

❖'✱ ❛✉ ❝♦✉'" ❞❡" ❛♥♥*❡" 70✱ ❞❡" ♣'♦❣'@" ❝♦♥"&❛♥&" ♦♥& *&* ❢❛✐&" ❡♥ ♠❛&✐@'❡ ❞❡ "②♥✲

&❤@"❡ ❝❤✐♠✐0✉❡ ❞❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡&" ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧" ✭♥❛♥♦❝'✐"&❛✉① "❡♠✐❝♦♥❞✉❝&❡✉'"✱ ♥❛♥♦♣❛'✲

&✐❝✉❧❡" ♠*&❛❧❧✐0✉❡"✱ ♥❛♥♦&✉❜❡" ❞❡ ❝❛'❜♦♥❡ ❡&❝✳✮ ❬✹✵❪ ❡& ❞❡ ♣'♦❝*❞*" ❞❡ ❝'♦✐""❛♥❝❡ ❞❡

"②"&@♠❡" ♥❛♥♦♠*&'✐0✉❡" ❛✉&♦✲❛""❡♠❜❧*" &❡❧" 0✉❡ ❧❡" ♣✉✐&" 0✉❛♥&✐0✉❡" ❬✸✽❪✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❝❡"

"②"&@♠❡" ♣❡✉✈❡♥& ♣♦""*❞❡' ❞❡" ✐♥❤♦♠♦❣*♥*✐&*" "♣❛&✐❛❧❡" 0✉✐ ♣❡✉✈❡♥& ❢♦'&❡♠❡♥& ✐♥✢✉❡♥✲

❝❡' ❧❡✉' '*♣♦♥"❡ ♦♣&✐0✉❡✳

■❧ ❞❡✈✐❡♥& ❞♦♥❝ ✐♥❞✐"♣❡♥"❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐"♣♦"❡' ❞❡ ♠*&❤♦❞❡" ❞✬❡①♣❧♦'❛&✐♦♥ ♦♣&✐0✉❡ ♣❡'✲

♠❡&&❛♥& ❞❡ ❝❛'&♦❣'❛♣❤✐❡' ❧❡" ❝❛'❛❝&*'✐"&✐0✉❡" ♦♣&✐0✉❡" ❞✬✉♥ *❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❛✐♥"✐ 0✉❡ ❧❡"

❝✐♥*&✐0✉❡" ❞❡ '❡❧❛①❛&✐♦♥ ❞❡ "❡" ✐♥❤♦♠♦❣*♥*✐&*"✳

❆✈❛♥& ❞✬❛❜♦'❞❡' ❧❡" ♠*&❤♦❞❡" 0✉❡ ♥♦✉" ♣'♦♣♦"♦♥" ♣♦✉' ❛♠*❧✐♦'❡' ❧❛ '*"♦❧✉&✐♦♥ "♣❛✲

&✐❛❧❡ ❞❡" ♠❡"✉'❡"✱ '❛♣♣❡❧♦♥" &♦✉& ❞✬❛❜♦'❞ ❧❡" ♣❛'&✐❝✉❧❛'✐&*" ❞❡ ❧❛ &❡❝❤♥✐0✉❡ ❞❡ "♣❡❝&'♦✲

"❝♦♣✐❡ ✉❧&'❛✲'❛♣✐❞❡ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡✳

✶✹✾
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✽✳✷ ❚❡❝❤♥✐)✉❡ ❞❡ ,♣❡❝./♦,❝♦♣✐❡ ✉❧./❛✲/❛♣✐❞❡ ♣♦♠♣❡✲

,♦♥❞❡

❉❛♥* ✉♥❡ +❡❝❤♥✐7✉❡ ❞❡ *♣❡❝+$♦*❝♦♣✐❡ ♣♦♠♣❡✲*♦♥❞❡ ✉*✉❡❧❧❡✱ ❞❡✉① ❢❛✐*❝❡❛✉① ❞3❣3♥3$3*

❡+ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥3❛✐$❡* *♦♥+ ❢♦❝❛❧✐*3* *✉$ ✉♥ 3❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ✿ ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ *♦♥❞❡ ❡+ ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉

♣♦♠♣❡✳

❊♥ ❧✬❛❜*❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐*❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✱ ❧❡ ❢❛✐*❝❡❛✉ *♦♥❞❡ ❞♦♥+ ❧✬3♥❡$❣✐❡ ❡*+ $3*♦♥♥❛♥+❡ ❛✈❡❝

❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥+❡$❞✐+❡ ❞✉ *❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝+❡✉$ ❡*+ ♣❛$+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ❛❜*♦$❜3❡ ❡+ ✐♥❞✉✐+ ✉♥ ❝❡$+❛✐♥

♥♦♠❜$❡ ❞❡ +$❛♥*✐+✐♦♥* 3❧❡❝+$♦♥✐7✉❡* ❡♥+$❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡+ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥✳

▲♦$*7✉❡ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ❡①❝✐+❡ ❧✬3❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❛✈❛♥+ ❧✬❛$$✐✈3❡ ❞❡ ❧❛

*♦♥❞❡ ❡+ ♠♦❞✐✜❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛+✐♦♥ ❞❡* 3+❛+* ❡♥+$❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡+ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥✱

❧✬❛❜*♦$♣+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *♦♥❞❡✱ 7✉✐ ❡*+ ♣$♦♣♦$+✐♦♥♥❡❧❧❡ C ❧❛ ❢♦✐* ❛✉ ♥♦♠❜$❡ ❞✬3+❛+* ♦❝❝✉♣3*

❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡+ ❞✬3+❛+* ❧✐❜$❡* ❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥✱ *✬❡♥ +$♦✉✈❡ ❛❧♦$*

❞✐♠✐♥✉3❡✳ ❈❡++❡ ♠♦❞✐✜❝❛+✐♦♥ +$❛♥*✐+♦✐$❡ ♣❡$❞✉$❡ ❞♦♥❝ ♣❡♥❞❛♥+ ❧❡ +❡♠♣* ❞❡ ✈✐❡ T1 ❞❡*

❡①❝✐+❛+✐♦♥* 3❧❡❝+$♦♥✐7✉❡* ✭♣♦✉$ ❧❡ ❞3+❛✐❧ *❡ $3❢3$❡$ C ❧❛ ♣$❡♠✐F$❡ ♣❛$+✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉*❝$✐+✱

✶✳✹✳✷✮✳ ❊♥ ❥♦✉❛♥+ *✉$ ❧❡ $❡+❛$❞ ❡♥+$❡ ♣♦♠♣❡✲*♦♥❞❡✱ ✐❧ ❡*+ ♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡*✉$❡$ ❧✬3✈♦❧✉+✐♦♥

+❡♠♣♦$❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ❞✬❛❜*♦$♣+✐♦♥ ❡+ ❛✐♥*✐ ❞❡ ❞3+❡$♠✐♥❡$ ❧❡ +❡♠♣* ❞❡ $❡❧❛①❛+✐♦♥

❞❡* ❡①❝✐+❛+✐♦♥* 3❧❡❝+$♦♥✐7✉❡*✳

❖♥ ♠❡*✉$❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❝❡++❡ +❡❝❤♥✐7✉❡ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ❞❡ +$❛♥*♠✐**✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *♦♥❞❡

∆T
T

= Iavec pompe−Isans pompe

Isans pompe
✱ I ❞3♥♦+❡ ❧✬✐♥+❡♥*✐+3 ❞❡ ❧❛ *♦♥❞❡ +$❛♥*♠✐*❡ ♣❛$ ❧✬3❝❤❛♥+✐❧❧♦♥

❡♥ ♣$3*❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭Iavec pompe✮ ♦✉ ❡♥ ❧✬❛❜*❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦♠♣❡ ✭Isans pompe✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥

❞✉ $❡+❛$❞ ♣♦♠♣❡✲*♦♥❞❡✳ ❖$✱ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ❞❡ +$❛♥*♠✐**✐♦♥ ❡*+ ❞✐$❡❝+❡♠❡♥+ $❡❧✐3❡

C ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ❞✬❛❜*♦$♣+✐♦♥ ∆α✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ♦♥ ♣❡✉+ $❡❧✐❡$ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡

❞✬❛❜*♦$♣+✐♦♥ C ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ✐♥❞✉✐+❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ $3❢$❛❝+✐♦♥ ∆n ♣❛$ ✉♥❡ $❡❧❛+✐♦♥ ❞❡

❑$❛♠❡$*✲❑$♦♥✐❣ *✐ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ❞✬❛❜*♦$♣+✐♦♥ ∆α ❡*+ ♣❡+✐+❡✱ ❝✬❡*+ C ❞✐$❡ *✐ ♦♥ ♣❡✉+

✉+✐❧✐*❡$ ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛+✐♦♥ ❧✐♥3❛✐$❡ ∆α ∝ I ❡+ ∆n ∝ I ✳ ❖♥ ♣❡✉+ ❞♦♥❝ 3❣❛❧❡♠❡♥+ ❛✈♦✐$

❛❝❝F* ❛✉ +❡♠♣* ❞❡ ✈✐❡ ❞❡* ❡①❝✐+❛+✐♦♥* 3❧❡❝+$♦♥✐7✉❡* ♣❛$ ♠❡*✉$❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡

∆n ✐♥❞✉✐+❡ ♣❛$ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❞❛♥* ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ +$❛♥*♣❛$❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ 3+✉❞✐3 ♣❧✉+N+

7✉❡ ❞❡ ♠❡*✉$❡$ ❧❛ ✈❛$✐❛+✐♦♥ ❞❡ +$❛♥*♠✐**✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ *♦♥❞❡ 7✉✐ ❞♦✐+ ❛❧♦$* O+$❡ ❡♥

$3*♦♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬3+❛+ ❞✬❡①❝✐+❛+✐♦♥ 3❧❡❝+$♦♥✐7✉❡ 3+✉❞✐3✳ ❈✬❡*+ ❝❡ 7✉❡ ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* ✉+✐❧✐*❡$

❞❛♥* ❧❛ *✉✐+❡✳

✽✳✸ 6/♦♣♦,✐.✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥.❛❣❡

❉✬✉♥❡ ♣❛$+ ♥♦✉* ✈♦✉❧♦♥* ❢❛✐$❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛$+♦❣$❛♣❤✐❡✱ ❝✬❡*+ C ❞✐$❡ ✐♠❛❣❡$ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❧❛$❣❡

❞❡ ❧✬3❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣$❛♥❞✐**❡♠❡♥+ *✉✣*❛♠♠❡♥+ ✐♠♣♦$+❛♥+ ♣♦✉$ ♣♦✉✈♦✐$ ✈✐*✉❛❧✐*❡$

❧❡* ❞3+❛✐❧* 7✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥+✐❡♥+✳ ❉✬❛✉+$❡ ♣❛$+✱ ♥♦✉* *♦✉❤❛✐+♦♥* ♠❡*✉$❡$ ❧❡* ❝✐♥3+✐7✉❡* ❞❡

$❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❡* ❡①❝✐+❛+✐♦♥* 3❧❡❝+$♦♥✐7✉❡* ❡♥ ❞✐✛3$❡♥+* ✓ ♣♦✐♥+* ✔ ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥+✐❧❧♦♥✳
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'②♥❝❤%♦♥❡' ❡3 ❝♦❤7%❡♥3' ✐♥3❡%❢H%❡♥3✱ ❧❛ ♠❡'✉%❡ ❞✉ ♣%♦✜❧ ❞✬✐♥3❡%❢7%❡♥❝❡ ♥♦✉' %❡♥'❡✐❣♥❡
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❧❡' ✈❛%✐❛3✐♦♥' ❞✬✐♥3❡♥'✐37'✱ ❡3 ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❤❛'❡✱ ❞❡ ❧❡✉% ♣%♦✜❧ ❞✬✐♥3❡%❢7%❡♥❝❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉%
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✽✳✹ ❈❛❤✐❡( ❞❡* ❝❤❛(❣❡*
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✲ ❛✈♦✐% ✉♥❡ '♦✉%❝❡ ❛❝❝♦%❞❛❜❧❡ ♣♦✉% ♠♦❞✐✜❡% ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ '♦♥❞❡ ❡3 ❞❡

❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡' 7❝❤❛♥3✐❧❧♦♥' 73✉❞✐7' ❀

✲ ❛✈♦✐% ❞❡' ♦❜❥❡❝3✐❢' ❞❡ ♠✐❝%♦'❝♦♣❡ ❞❡ ❣%❛♥❞❡ ♦✉✈❡%3✉%❡ ♥✉♠7%✐1✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜3❡♥✐%

❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ %7'♦❧✉3✐♦♥ '♣❛3✐❛❧❡ ♣♦''✐❜❧❡ ❀
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3❡♠♣♦%❡❧❧❡ ❀
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.❡1✈". < ❞❡. "♥❡1❣✐❡. ♣1♦❝❤❡. ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥'❡1❞✐'❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ .❡ .✐'✉❛♥' ❛✉'♦✉1

❞❡ 500nm✱ ❧❡ ❈❞❙ ❡.' ✉♥ ♠❛'"1✐❛✉ ❛❞❛♣'" ♣♦✉1 ❡✛❡❝'✉❡1 ❞❡. ♠❡.✉1❡. < ❞❡. ❧♦♥❣✉❡✉1.

❞✬♦♥❞❡. ❞✉ .♣❡❝'1❡ ✈✐.✐❜❧❡✳

◆♦✉. ❛❧❧♦♥. < ♣1".❡♥' ❞"❝1✐1❡ ♣❧✉. ❡♥ ❞"'❛✐❧ ❧✬"❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙ ✉'✐❧✐." ❞❛♥. ♥♦.

❡①♣"1✐❡♥❝❡.✳

✾✳✶✳✶ ➱❧❛❜♦(❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬/❝❤❛♥)✐❧❧♦♥

▲✬"❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦❝1✐.'❛❧ ❞❡ .✉❧❢✉1❡ ❞❡ ❝❛❞♠✐✉♠ ❛ "'" ❢❛❜1✐+✉" ♣❛1 '1❛♥.♣♦1' ❡♥

♣❤❛.❡ ✈❛♣❡✉1 .♦✉. ❛'♠♦.♣❤I1❡ ❞✬❛1❣♦♥ ❬✶✵❪✳ ▲❛ ❝1♦✐..❛♥❝❡ ❞❡. ♠♦♥♦❝1✐.'❛✉① ❡.' ♦❜'❡♥✉❡

< ♣❛1'✐1 ❞✬✉♥❡ ♣♦✉❞1❡ ♣♦❧②❝1✐.'❛❧❧✐♥❡ ❞❡ ❈❞❙ ❞❡ ✺◆ ✭❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ 10−5 ♠♦❧❡ ❞✬✐♠♣✉1❡'".

♣♦✉1 ✉♥❡ ♠♦❧❡ ❞❡ ❈❞❙✮✳ ❈❡''❡ ♣♦✉❞1❡ ❡.' ♣❧❛❝"❡ ❞❛♥. ✉♥❡ ♥❛❝❡❧❧❡ ❡♥ ❝❛1❜♦♥❡ ✈✐'1❡✉① <

❧✬✐♥'"1✐❡✉1 ❞✬✉♥ '✉❜❡ ❞❡ .✐❧✐❝❡✳ ❈❡ '✉❜❡ ❡.' ❝❤❛✉✛" ❞❛♥. ✉♥ ❢♦✉1 < ❣1❛❞✐❡♥' '❤❡1♠✐+✉❡✳

▲❛ ♥❛❝❡❧❧❡ ❡.' ♣❧❛❝"❡ ❛✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ♣❧✉. ❤❛✉'❡ '❡♠♣"1❛'✉1❡ ❞✉ '✉❜❡✳ ▲❡ ♣1♦❝❡..✉. ❞❡

'1❛♥.♣♦1' ♣❤②.✐+✉❡ ❡♥ ♣❤❛.❡ ✈❛♣❡✉1 .✬"'❛❜❧✐' .♦✉. ❧✬❛❝'✐♦♥ ❞✉ ❣1❛❞✐❡♥' ❞❡ '❡♠♣"1❛'✉1❡

❡' ❞✉ ✢✉① ❝♦♥'✐♥✉ ❞✬❛1❣♦♥✱ ❝❡ ❣❛③ .❡1✈❛♥' ❞✬❛❣❡♥' ❞❡ '1❛♥.♣♦1'✳

▲❡. ♠♦♥♦❝1✐.'❛✉① ❛✐♥.✐ ♦❜'❡♥✉. .❡ ♣1".❡♥'❡♥' .♦✉. ❧❛ ❢♦1♠❡ ❞❡ ♣❧❛+✉❡''❡. ❡' ❞✬❛✐✲

❣✉✐❧❧❡.✳ ▲❡✉1 "♣❛✐..❡✉1 ❡.' ❝♦♠♣1✐.❡ ❡♥'1❡ 0.5 ❡' 100µm ❡♥✈✐1♦♥✳ ▲❡. .✉1❢❛❝❡. ❞❡. "❝❤❛♥✲

'✐❧❧♦♥. ❝♦11❡.♣♦♥❞❡♥' < ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝1✐.'❛❧❧♦❣1❛♣❤✐+✉❡ ✭✶✵✵✮ ♦✉ < ✉♥❡ ❢❛❝❡ "+✉✐✈❛❧❡♥'❡✳ ▲❡.

♣❧❛+✉❡''❡. .♦♥' ❜✐1"❢1✐♥❣❡♥'❡.✱ ❧✬❛①❡ ♦♣'✐+✉❡ "'❛♥' ♣❛1❛❧❧I❧❡ < ❧❛ .✉1❢❛❝❡ ♣1✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡

✶✺✸



✶✺✹ ❇❛%❡% ♥(❝❡%%❛✐+❡% , ❧✬❡①♣(+✐❡♥❝❡

❧❛ ♣❧❛1✉❡33❡✳ ❖♥ ♥♦3❡+❛ 1✉❡ ❧❛ 3❛✐❧❧❡ ❡3 ❧❛ 1✉❛❧✐3( ❞❡% ❝+✐%3❛✉① ❞(♣❡♥❞❡♥3 ❢♦+3❡♠❡♥3

❞❡% ❝♦♥❞✐3✐♦♥% ❞❡ ❢❛❜+✐❝❛3✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛+3✐❝✉❧✐❡+ ❞✉ ❞(❜✐3 ❞✬❛+❣♦♥ ❛✐♥%✐ 1✉❡ ❞❡% ❡①3+❡♠❛ ❞❡

3❡♠♣(+❛3✉+❡ ❞❛♥% ❧❡ 3✉❜❡✳ ▲❡% ♣❛+❛♠>3+❡% ❝❛+❛❝3(+✐%3✐1✉❡% ❞❡ ❝+♦✐%%❛♥❝❡ %♦♥3 ❡♥3+❡ 0.3

❡3 3L/min ♣♦✉+ ❧❡ ❞(❜✐3 ❞✬❛+❣♦♥✱ ❡♥3+❡ 1050 ❡3 1190◦C ♣♦✉+ ❧❛ 3❡♠♣(+❛3✉+❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

❞❛♥% ❧❡ 3✉❜❡✳

▲✬(❝❤❛♥3✐❧❧♦♥ ✉3✐❧✐%( ✐❝✐ ❛ (3( ♣+(♣❛+( , ❧✬■♥%3✐3✉3 ❞❡ A❤②%✐1✉❡ ❡3 ❈❤✐♠✐❡ ❞❡% ▼❛3(✲

+✐❛✉① ❞❡ ❙3+❛%❜♦✉+❣✳

✾✳✶✳✷ ❙%&✉❝%✉&❡ ❝&✐+%❛❧❧♦❣&❛♣❤✐2✉❡

❇✐❡♥ 1✉✬✐❧ %♦✐3 ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜3❡♥✐+ %♦✉% ❢♦+♠❡ ❝✉❜✐1✉❡✱ ❧❡ %✉❧❢✉+❡ ❞❡ ❝❛❞♠✐✉♠

❝+✐%3❛❧❧✐%❡ ❡%%❡♥3✐❡❧❧❡♠❡♥3 %♦✉% ❢♦+♠❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ 3②♣❡ ✇✉+3③✐3❡✳ ❈✬❡%3 ✉♥ %❡♠✐✲

❝♦♥❞✉❝3❡✉+ ✉♥✐❛①❡✱ %❛♥% ❝❡♥3+❡ ❞✬✐♥✈❡+%✐♦♥✱ 1✉✐ ❛♣♣❛+3✐❡♥3 ❛✉ ❣+♦✉♣❡ ❞❡ %②♠(3+✐❡ ♣♦♥❝✲

3✉❡❧❧❡ C4
6v✳ ❙❛ ♠❛✐❧❧❡ (❧(♠❡♥3❛✐+❡ ✭✜❣✉+❡ ✾✳✶✮ ❝♦♥3✐❡♥3 ❞❡✉① ❛3♦♠❡% ❞❡ %♦✉❢+❡ ❡3 ❞❡✉①

❛3♦♠❡ ❞❡ ❝❛❞♠✐✉♠✳

❋✐❣✉$❡ ✾✳✶ ✕ ▼❛✐❧❧❡ )❧)♠❡♥,❛✐-❡ ❞✉ ❈❞❙✳



➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ✉%✐❧✐*+ ✶✺✺

✾✳✶✳✸ ❙%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡

▲❡ ❝♦♠♣♦*+ ❈❞❙ ❡*% ✉♥ *❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝%❡✉6 ❞✉ %②♣❡ ■■✲■❱ ♣❛6 *✉✐%❡ ❞❡ ❧❛ *%6✉❝%✉6❡ +❧❡❝✲

%6♦♥✐:✉❡ ❞✉ ❝❛❞♠✐✉♠ ✭❬❑6❪4d105s2✮ ❡% ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ *♦✉❢6❡ ✭❬◆❡❪3s23p4✮✳ ❉❛♥* *❛ *%6✉❝%✉6❡

✇✉6%③✐%❡✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦*+ ♣♦**G❞❡ ✉♥❡ *%6✉❝%✉6❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ 6❡♣6+*❡♥%+❡ *✉6 ❧❛ ✜❣✉6❡ ✾✳✷ ♦M ❧❡*

❜❛♥❞❡* +❧❡❝%6♦♥✐:✉❡* ♦♥% ❧❡✉6* ❡①%6❡♠❛ ❛✉ ❝❡♥%6❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇6✐❧❧♦✉✐♥✱ ❡♥ k = 0 ❬✸✺❪✳

▲❡ %6✐♣❧❡% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ ♣6♦✈❡♥❛♥% ❞❡ ❧✬♦6❜✐%❛❧❡ 3p ❞✉ *♦✉❢6❡✱ ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ5

✭❞❛♥* ❧❡ ❣6♦✉♣❡ ♣♦♥❝%✉❡❧ ❞✉ ❝6✐*%❛❧✮ ❡*% ❞✐✈✐*+ ❡♥ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡% ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ5 ❡% ✉♥ *✐♥❣✉✲

❧❡% ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ1 ❞✉ ❢❛✐% ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝6✐*%❛❧❧✐♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ %✐❡♥% ❝♦♠♣%❡ ❞✉ *♣✐♥ ❞❡* +❧❡❝%6♦♥*✱

♦♥ ❞♦✐% ❝♦♥*✐❞+6❡6 ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ *♣✐♥✲♦6❜✐%❡ ❞♦♥♥❛♥% ❧✐❡✉ S ✉♥❡ ✈❛6✐❛%✐♦♥ ❞✬+♥❡6❣✐❡ ∆SO

❞❡* +%❛%* ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲❛ ♥♦♥✲❝✉❜✐❝✐%+ ❞❡ ❧❛ *%6✉❝%✉6❡ ✇✉6%③✐%❡ ✐♠♣❧✐:✉❡ ❡✛❡❝%✐✈❡♠❡♥%

:✉❡ ❧✬+❝❛6% ❞✬+♥❡6❣✐❡ ✐♥❞✉✐% ❞❛♥* ❧❛ *②♠+%6✐❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛6 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝6✐*%❛❧❧✐♥✱ ∆cr ✱

❡*% ❞✉ ♠U♠❡ ♦6❞6❡ ❞❡ ❣6❛♥❞❡✉6 :✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛♣♣♦6%+❡ ♣❛6 ❧✬✐♥%❡6❛❝%✐♦♥ *♣✐♥✲♦6❜✐%❡✱ ∆SO✱

❝♦♥%6❛✐6❡♠❡♥% S ❧❛ *%6✉❝%✉6❡ ❜❧❡♥❞❡ ❞❡ ③✐♥❝ ♦M ❧✬❡✛❡% ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❝6✐*%❛❧❧✐♥ ♣❡✉% U%6❡

♥+❣❧✐❣+❡✳ ▲✬✐♥%❡6❛❝%✐♦♥ *♣✐♥✲♦6❜✐%❡ ❧G✈❡ ❡❧❧❡ ❛✉**✐ ♣❛6%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❧❛ ❞+❣+♥+6❡*❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ5 ❡♥ k = 0✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡*% ❛❧♦6* *❝✐♥❞+❡ ❡♥

%6♦✐* ❜❛♥❞❡*✱ ✉♥❡ ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ9 ❡% ❞❡✉① ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ7✱ 6❡*♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❛♣♣❡❧+❡* ❆✱ ❇

❡% ❈✳

▲❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ♣6♦✈✐❡♥% ❞❡ ❧✬♦6❜✐%❛❧❡ 5s ❞✉ ❝❛❞♠✐✉♠ ❡% ❡*% ❞❡ *②♠+%6✐❡ Γ1

❞✉ ❣6♦✉♣❡ ♣♦♥❝%✉❡❧ ❞❡ *②♠+%6✐❡ ❞✉ ❝6✐*%❛❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡*% ♣❛* ❛✛❡❝%+❡ ♣❛6 ❧❡* ✐♥%❡6❛❝%✐♦♥*

❞✉ %②♣❡ ❝❤❛♠♣ ❝6✐*%❛❧❧✐♥ ❡% *♣✐♥✲♦6❜✐%❡✳ ❊♥ k = 0✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ♠U♠❡

*②♠+%6✐❡ Γ1 ❞❛♥* ❧❡ ❣6♦✉♣❡ ♣♦♥❝%✉❡❧ ♣♦**G❞❡ ❧❛ *②♠+%6✐❡ Γ7 ❧♦6*:✉❡ ❧✬♦♥ ♣6❡♥❞ ❡♥

❝♦♠♣%❡ ❧❡ *♣✐♥✳

✾✳✶✳✹ ❚&❛♥0✐%✐♦♥0 ♦♣%✐4✉❡0 ❜❛♥❞❡ 5 ❜❛♥❞❡

▲❛ *②♠+%6✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣+6❛%❡✉6 ❞✬✐♥%❡6❛❝%✐♦♥ ❡♥%6❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ +❧❡❝%6♦♠❛❣♥+%✐:✉❡ ❞❡ ❧❛

❧✉♠✐G6❡ ❡% ❧❛ ♠❛%✐G6❡ ✭♦♣+6❛%❡✉6 ❞✐♣♦❧❛✐6❡ µ̂✮ ❡*% Γ1 ♣♦✉6 ✉♥❡ ❞✐6❡❝%✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛6✐*❛%✐♦♥

♣❛6❛❧❧G❧❡ S ❧✬❛①❡ ♦♣%✐:✉❡ ✭❛①❡ c✮ ❞✉ ❝6✐*%❛❧✳ ▲♦6*:✉❡ ❧❛ ♣♦❧❛6✐*❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐G6❡ ❡*%

♣❡6♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐6❡ S ❧✬❛①❡ ♦♣%✐:✉❡✱ ❧❛ *②♠+%6✐❡ ❞❡ ❝❡% ♦♣+6❛%❡✉6 ❡*% Γ5✳ ❆✐♥*✐✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡

❧❛ *%6✉❝%✉6❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✉ ❈❞❙ ✭✜❣✉6❡ ✾✳✷✮✱ ❧❡* %6❛♥*✐%✐♦♥* ♦♣%✐:✉❡* ✈❡6%✐❝❛❧❡* ❡♥%6❡ ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡% ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥✱ ❞❡ *②♠+%6✐❡* 6❡*♣❡❝%✐✈❡* Γ9 ❡% Γ7✱ *+♣❛6+❡*

❞❡ 2.501eV S 300K ❬✷✻❪✱ ♥❡ *♦♥% ❛✉%♦6✐*+❡* :✉❡ ♣♦✉6 ✉♥❡ ♣♦❧❛6✐*❛%✐♦♥ ♣❡6♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐6❡

❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭E ⊥ c✮✳ Y❛6 ❝♦♥%6❡✱ ❧❡* %6❛♥*✐%✐♦♥* ♦♣%✐:✉❡* ❡♥%6❡ ❧❡* ❜❛♥❞❡* ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❇ ❡%

❈ ❡% ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥% U%6❡ ♦❜*❡6✈+❡* ♣♦✉6 ❧❡* ❞❡✉① +%❛%* ❞❡ ♣♦❧❛6✐*❛%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐G6❡ ✭E ‖ c ❡% E ⊥ c✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥%6❡ ❧❛ ✜❣✉6❡ ✾✳✸✳



✶✺✻ ❇❛%❡% ♥(❝❡%%❛✐+❡% , ❧✬❡①♣(+✐❡♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✾✳✷ ✕ ❙%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬✉♥ /❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝%❡✉& ❜❧❡♥❞❡ ❞❡ ③✐♥❝ ❛✉ ❝❡♥%&❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡

❞❡ ❇&✐❧❧♦✉✐♥✳

❋✐❣✉$❡ ✾✳✸ ✕ ❙❝❤9♠❛ ❞❡/ ❜❛♥❞❡/ 9❧❡❝%&♦♥✐:✉❡/ ❞❡ ❈❞❙ ❡% %&❛♥/✐%✐♦♥/ ❜❛♥❞❡ < ❜❛♥❞❡✳ ■♠❛❣❡

❡①%&❛✐%❡ ❞❡ ❬✹✾❪✳



➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ✉%✐❧✐*+ ✶✺✼

■❧ ❛ +%+ ♠♦♥%1+ 2✉❡ ❧❡ ♣1❡♠✐❡1 +%❛% ❡①❝✐%♦♥✐2✉❡ 6 %❡♠♣+1❛%✉1❡ ❛♠❜✐❛♥%❡ ❡*% 6 ✉♥❡

+♥❡1❣✐❡ ❞✬❡♥✈✐1♦♥ 2.48eV ❬✸✹❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥* 2✉✬✉♥ +%❛% ❡①❝✐%♦♥✐2✉❡ ❝♦11❡*♣♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✬+♥❡1❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐1❡ +❧❡❝%1♦♥✲%1♦✉ ♣❤♦%♦❝1++❡ ♣❛1 ❛❜*♦1♣%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦%♦♥ ♣❛1 ✉♥ +❧❡❝✲

%1♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝❡❧✉✐ ❡*% ❛❧♦1* ♣1♦♠✉ ❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❧❛✐**❛♥%

✉♥ ❡*♣❛❝❡ ✈❛❝❛♥% ✭♦✉ %1♦✉✮ ❞❛♥* ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬♦1✐❣✐♥❡✳ ▲✬+♥❡1❣✐❡ ❞✬✉♥ +%❛% ❡①✲

❝✐%♦♥✐2✉❡ ❡*% ❞♦♥❝ ❞♦♥♥+❡ ♣❛1 ❧✬+♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧❛ %1❛♥*✐%✐♦♥ ❜❛♥❞❡ 6 ❜❛♥❞❡ ❞✐♠✐♥✉+❡ ❞❡

❧✬+♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡1❛❝%✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡♥%1❡ ❧✬+❧❡❝%1♦♥ ❡% ❧❡ %1♦✉ ✭+♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥

❡①❝✐%♦♥✐2✉❡✮✳

✾✳✶✳✺ ❙♣❡❝()❡* ❞✬❛❜*♦)♣(✐♦♥ ❡( ❞❡ ♣❤♦(♦❧✉♠✐♥❡*❝❡♥❝❡ ✿ ♣)♦♣)✐7✲

(7* ♦♣(✐9✉❡*

▲✬✐♥%❡♥*✐%+ ❧✉♠✐♥❡✉*❡ IT %1❛♥*♠✐*❡ ♣❛1 ✉♥ +❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ +❝❧❛✐1+ ♣❛1 ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ ✐♥✲

❝✐❞❡♥% ❞✬✐♥%❡♥*✐%+ II ❡*% ❞♦♥♥+❡ ♣❛1 ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▲❛♠❜❡1%✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥*✐❞I1❡ 2✉✬✉♥ *❡✉❧

♣❛**❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐I1❡ 6 %1❛✈❡1* ❧❡ ❝1✐*%❛❧✱ ❝❡%%❡ ❧♦✐ *✬+❝1✐% ✿

IT (ω) = II(ω)(1−R(ω))e−α(ω)d ✭✾✳✶✮

♦L R ❡*% ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ 1+✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡1❢❛❝❡ ❈❞❙✲❛✐1✱ ω ❧❛ ♣✉❧*❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐I1❡✱

α(ω) ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞✬❛❜*♦1♣%✐♦♥ ❡% d ❧✬+♣❛✐**❡✉1 ❞❡ ❧✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✳

❖♥ ♣❡✉% ❛✐♥*✐ +✈❛❧✉❡1 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞✬❛❜*♦1♣%✐♦♥ α(ω) 6 ♣❛1%✐1 ❞❡ ❧❛ ♠❡*✉1❡ ❞❡*

❝♦❡✣❝✐❡♥%* ❞❡ %1❛♥*♠✐**✐♦♥ T ❡% ❞❡ 1+✢❡①✐♦♥ R ♣❛1 ✿

α(ω) =
1

d
ln

(

(1−R(ω))

T (ω)

)

✭✾✳✷✮

❛✈❡❝ T (ω) = IT (ω)
II(ω) ❡% R(ω) = IR(ω)

II(ω)
♦L IR ❡*% ❧✬✐♥%❡♥*✐%+ 1+✢+❝❤✐❡ ♣❛1 ❧✬✐♥%❡1❢❛❝❡ +❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✲❛✐1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛*

❞❡* ❧❛♠❡* ♠✐♥❝❡*✱ ♣♦✉1 ❞+❞✉✐1❡ ❝♦11❡❝%❡♠❡♥% ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞✬❛❜*♦1♣%✐♦♥ α(ω) ❞❡* ♠❡✲

*✉1❡* ❞❡ R ❡% T ✱ ✐❧ ❢❛✉% %❡♥✐1 ❝♦♠♣%❡ ❞❡* 1+✢❡①✐♦♥* ♠✉❧%✐♣❧❡* ♣♦**✐❜❧❡* ❡♥%1❡ ❧❡* ❞❡✉①
❢❛❝❡* ♣❛1❛❧❧I❧❡* ❞❡ ❧✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ *❡ ❝♦♠♣♦1%❛♥% ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛✈✐%+ ❋❛❜1②✲T+1♦%✳

▲✬✐♥%❡♥*✐%+ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐I1❡ %1❛♥*♠✐*❡ ❡*% ❛❧♦1* ♠♦❞✉❧+❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥%1❡ ❧❡ *♣❡❝%1❡ ❞❡

%1❛♥*♠✐**✐♦♥ ❡①♣+1✐♠❡♥%❛❧ ❞✬✉♥ +❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙ ❞❡ 14.3µm ❞✬+♣❛✐**❡✉1 1❡♣1+*❡♥%+

✜❣✉1❡ ✾✳✹✳ ▲✬❡①♣1❡**✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ %1❛♥*♠✐**✐♦♥ ❡*% ❛❧♦1* ❞♦♥♥+❡ ♣❛1 ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ❞✬❆✐1② ✿

T =
IT

II
=

(1−R)2
(

e
αd
2 −Re−

αd
2

)2

+ 4R sin2
(

φ
2

)

✭✾✳✸✮

♦L R ❡*% ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ 1+✢❡①✐♦♥ ❞❡* ❞❡✉① ✐♥%❡1❢❛❝❡* ❛✐1✲❈❞❙ %❡❧ 2✉❡ R ≃ |n−1|2
|n+1|2 ✱

♥ +%❛♥% ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧✐♥+❛✐1❡ ❞❡ 1+❢1❛❝%✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡% φ ❧❡ ❞+♣❤❛*❛❣❡ ❝♦11❡*♣♦♥❞❛♥% ❛✉

%1❛❥❡% ♦♣%✐2✉❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝1✐*%❛❧ %❡❧ 2✉❡ φ = 4πnd
λ
✱ ♦L λ ❡*% ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉1 ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉



φ = 2πp p

14µm

Eph 101 ≤ α ≤ 104cm−1

α(Eph, T ) = α0e
−σE0−Eph

kBT

σ = σ0
2kBT

h̄ωLO
tanh

(

h̄ωLO
2kBT

)

α0 E0 σ/kBT

h̄ωLO

α(EA
ex(n = 1)) ≈ 4.104cm−1 (E ‖ c)

α(EB
ex(n = 1)) ≈ 7.104cm−1 (E ⊥ c)



➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ✉%✐❧✐*+ ✶✺✾

❉❡* ♠❡*✉2❡* ❞❡ %2❛♥*♠✐**✐♦♥ ♦♥% +%+ ❡✛❡❝%✉+❡* *✉2 ♥♦%2❡ +❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✳ ▲✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥

❡*% ❛❧♦2* +❝❧❛✐2+ ♣❛2 ✉♥❡ ❧✉♠✐92❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ✜❧%2+❡ ♣❛2 ✉♥ ♠♦♥♦❝❤2♦♠❛%❡✉2 ❡% ♠♦❞✉❧+❡

%❡♠♣♦2❡❧❧❡♠❡♥%✳ ▲✬✐♥%❡♥*✐%+ ❧✉♠✐♥❡✉*❡ %2❛♥*♠✐*❡ ♣❛2 ❧✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❡*% ❡♥2❡❣✐*%2+❡ ♣❛2

❞+%❡❝%✐♦♥ *②♥❝❤2♦♥❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ♣❤♦%♦❞✐♦❞❡✳ ▲❛ ✜❣✉2❡ ✾✳✺ ♣2+*❡♥%❡ ❧❡ *♣❡❝%2❡ ❞❡ %2❛♥*✲

♠✐**✐♦♥ ♦❜%❡♥✉✳ ◆♦✉* ♣♦✉✈♦♥* ♦❜*❡2✈❡2 ❞❡* ❢2❛♥❣❡* ❞❡ ❋❛❜2②✲C+2♦% *✉2 ❧❡ *♣❡❝%2❡ ❞❡

%2❛♥*♠✐**✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡*✲❝✐ *♦♥% ❡*♣❛❝+❡* ❞✬❡♥✈✐2♦♥ 0.013eV *♦✐% 95376nm✳ ❊♥ *✉♣♣♦*❛♥%

F✉❡ ♥♦✉* ❛✈♦♥* +❝❧❛✐2+ ❧✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦2♠❛❧❡✱ ♦♥ ❛ 2ne = 95376nm ❛✈❡❝

n ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ 2+❢2❛❝%✐♦♥ ❞✉ ❈❞❙ ✈❛❧❛♥% ❡♥✈✐2♦♥ 3.3✱ ♦♥ ❞+%❡2♠✐♥❡ ❛❧♦2* ❧✬+♣❛✐**❡✉2 e ❞❡

❧❛ ♣❧❛F✉❡%%❡ ❞❡ ♠♦♥♦❝2✐*%❛❧ ✉%✐❧✐*+❡ ✿ e ≈ 15µm✳ ❈❡* ❢2❛♥❣❡* ♥❡ *♦♥% ♣❛* ❛✉**✐ ✜♥❡*

F✉❡ ❝❡❧❧❡* ♣2+*❡♥%❡* *✉2 ❧❛ ✜❣✉2❡ ✾✳✹ ❝❛2 ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ *♦♥❞+❡ ✐❝✐ ❡*% ❧❛2❣❡ ❡%

2❡❝♦✉✈2❡ ❞♦♥❝ ❞❡* +♣❛✐**❡✉2* ✐♥❤♦♠♦❣9♥❡* ❞❡ ❧✬+❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✾✳✺ ✕ ❚%❛♥(♠✐((✐♦♥ ❚ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛2✉❡33❡ ❞❡ ❈❞❙❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧✬8♥❡%❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦3♦♥ ✐♥❝✐✲

❞❡♥3 ✭h̄ω✮ ❡" ❞❛♥& ❧❛ ❣)♦♠)",✐❡ E ‖ c✳

❉❡" ❡①♣%&✐❡♥❝❡" ❞❡ ♣❤♦-♦❧✉♠✐♥❡"❝❡♥❝❡ ♦♥- ♣❡&♠✐" ❞❡ "✐-✉❡& ❧❛ ♣♦"✐-✐♦♥ "♣❡❝-&❛❧❡ ❞✉

❜♦&❞ ❞✬❛❜"♦&♣-✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡"✲❝✐ ♦♥- %-% ❡✛❡❝-✉%❡" ❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥- ❧❡ ❝&✐"-❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛♠♣❡

❜❧❛♥❝❤❡ "✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ♠♦♥♦❝❤&♦♠❛-❡✉&✳ ▲❛ ❧✉♠✐♥❡"❝❡♥❝❡ ❡"- &❡❝✉❡✐❧❧✐❡ ❞✉ ❝:-% ❞❡ ❧✬❡①❝✐✲

-❛-✐♦♥ ♣❛& ✉♥❡ ❧❡♥-✐❧❧❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡ ♦✉✈❡&-✉&❡ <✉✐ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥"❡ "✉& ❧❛ ❢❡♥-❡ ❞✬❡♥-&%❡ ❞✬✉♥

"♣❡❝-&♦♠>-&❡✳ ❈❡ ❞❡&♥✐❡& ❡"- ❝❡♥-&% ? 700nm✳ ▲❡ "♣❡❝-&❡ ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦-♦❧✉♠✐✲

♥❡"❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬%❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ ✉-✐❧✐"% ❡"- ♣&%"❡♥-% "✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✾✳✻✳

▲❛ ❞%❝&♦✐""❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡♥"✐-% ❞✬❡①❝✐-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦-♦❧✉♠✐♥❡"❝❡♥❝❡ ❛✉-♦✉& ❞❡ 450nm

❡"- ✉♥ ❛&-❡❢❛❝- ❞C ? ❧✬❡①♣%&✐❡♥❝❡ ✿ ✉♥ ✜❧-&❡ ❛ %-% ♣❧❛❝% ? ❧❛ "♦&-✐❡ ❞✉ ♠♦♥♦❝❤&♦♠❛-❡✉& ❛✜♥

❞❡ "✉♣♣&✐♠❡& ❧❡" ❧♦♥❣✉❡✉&" ❞✬♦♥❞❡ ❛✉-♦✉& ❞❡ 350nm ❞✉❡" ? ❧❛ ❞✐✛&❛❝-✐♦♥ ❛✉ ❞❡✉①✐>♠❡

♦&❞&❡ ❞❡" ❧♦♥❣✉❡✉&" ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♠♣&✐"❡" ❡♥-&❡ 550 ❡- 700nm✳



✶✻✵ ❇❛%❡% ♥(❝❡%%❛✐+❡% , ❧✬❡①♣(+✐❡♥❝❡

◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❞(6❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ♣♦%✐6✐♦♥ ❞✉ ❜♦+❞ ❞✬❛❜%♦+♣6✐♦♥ ❡♥ ❡✛❡❝6✉❛♥6 ✉♥ ❛❥✉%6❡✲

♠❡♥6 ❞✉ ♣✐❝ ❝❡♥6+( , ❡♥✈✐+♦♥ 510nm✳ ❯♥ ❛❥✉%6❡♠❡♥6 ❞❡ ❧✬✐♥6❡♥%✐6( ❛❜%♦+❜(❡ ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥

❞❡ ❧✬(♥❡+❣✐❡ ❞❡% ♣❤♦6♦♥% ❞✬❡①❝✐6❛6✐♦♥ ♣❛+ ✉♥❡ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ❱♦✐❣6 ✭♣+♦❞✉✐6 ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉6✐♦♥

❡♥6+❡ ✉♥❡ ❧♦+❡♥6③✐❡♥♥❡ ❡6 ✉♥❡ ❣❛✉%%✐❡♥♥❡✮ ♥♦✉% ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦%✐6✐♦♥ , ♠✐✲❤❛✉6❡✉+ ❞✉ ❜♦+❞

❞✬❛❜%♦+♣6✐♦♥ ✿ 2.352eV %♦✐6 ❡♥✈✐+♦♥ 527nm✳

❋✐❣✉$❡ ✾✳✻ ✕ ❙♣❡❝()❡ ❞✬❡①❝✐(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦(♦❧✉♠✐♥❡5❝❡♥❝❡ )6❛❧✐56❡ 5✉) ❧✬6❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙

✉(✐❧✐56✳

▲❛ ✜❣✉+❡ ✾✳✼ ♠♦♥6+❡ ❧❡ %♣❡❝6+❡ ❞❡ ♣❤♦6♦❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ +(❛❧✐%( ♣♦✉+ ✉♥❡ ❡①❝✐6❛6✐♦♥ ,

507.5nm✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞❡ ♣❤♦6♦❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ ❡%6 ❝❡♥6+( , 728.8nm✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥6+❡ K✉❡ ❧❛ +❡✲

❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥ +❛❞✐❛6✐✈❡ ❞❡% ♣♦+6❡✉+% ♥❡ %❡ ❢❛✐6 ♣❛% ❡♥6+❡ ❧❡ ❜❛% ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝6✐♦♥

❡6 ❧❡ ❤❛✉6 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ K✉✐ ❝♦++❡%♣♦♥❞+❛✐6 , ✉♥❡ ♣❤♦❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡ ❛✉6♦✉+

❞❡ 500nm✱ ♠❛✐% , ♣❛+6✐+ ❞✬(6❛6% ✐♥6❡+♠(❞✐❛✐+❡% ✈❡♥❛♥6 ❞✬✐♠♣✉+❡6(%✳ ❈❡66❡ ♠❡%✉+❡ ♥♦✉%

♠♦♥6+❡ ❞♦♥❝ K✉❡ ❧❡% ♣♦+6❡✉+% +❡❧❛①❡♥6 6♦✉6 ❞✬❛❜♦+❞ ♥♦♥✲+❛❞✐❛6✐✈❡♠❡♥6 %✉+ ❞❡% ❞(❢❛✉6%

K✉✐ ❧❡% ♣✐M❣❡♥6✱ ❧❛ +❡❧❛①❛6✐♦♥ +❛❞✐❛6✐✈❡ %❡ ❢❛✐6 ❡♥%✉✐6❡ , ♣❛+6✐+ ❞❡% (6❛6% (❧❡❝6+♦♥✐K✉❡% ❞❡

❝❡% ✐♠♣✉+❡6(%✳ ▲❡% ♣❧❛K✉❡66❡% ❞❡ ❈❞❙ %♦♥6 ❞♦♥❝ ❞❡% (❝❤❛♥6✐❧❧♦♥% ✐❞(❛✉① ♣♦✉+ 6+❛✈❛✐❧❧❡+

❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐M+❡ ✈✐%✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡6✱ ✉♥ ❢❛✐%❝❡❛✉ ♣♦❧❛+✐%( ♣❛+❛❧❧M❧❡♠❡♥6 , ❧✬❛①❡ c ❞✉ ❝+✐%✲

6❛❧ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ❞❡%%♦✉% ❞❡ 530nm✱ ❝♦++❡%♣♦♥❞❛♥6 , ✉♥❡ (♥❡+❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦6♦♥

%✉♣(+✐❡✉+❡ , 2.48eV ✱ ❡%6 ❛❜%♦+❜( ♣❛+ ❧✬(❝❤❛♥6✐❧❧♦♥✱ ❞♦♥♥❛♥6 ❧✐❡✉ , ✉♥❡ ❧✉♠✐♥❡%❝❡♥❝❡

❛✉6♦✉+ ❞❡ 498nm✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ♣♦✉+ ❞❡% ❢❛✐%❝❡❛✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ %✉♣(+✐❡✉+❡ , 530nm

❧✬(❝❤❛♥6✐❧❧♦♥ ❡%6 6+❛♥%♣❛+❡♥6✳



●!♥!#❛%✐♦♥ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ✶✻✶

❋✐❣✉$❡ ✾✳✼ ✕ ❙♣❡❝()❡ ❞❡ ♣❤♦(♦❧✉♠✐♥❡2❝❡♥❝❡ )3❛❧✐23❡ 2✉) ❧✬3❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙ ✉(✐❧✐23✳

✾✳✷ ●$♥$&❛(✐♦♥ ❞❡- ✐♠♣✉❧-✐♦♥-

✾✳✷✳✶ ❙♦✉'❝❡ ❧❛,❡'

▲❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *♦♥% ❣!♥!#!❡* ♣❛# ✉♥ ❧❛*❡# 3 ✜❜#❡ ❙❛%*✉♠❛ HP2
❞❡ ♠❛#7✉❡ ❆♠♣❧✐✲

%✉❞❡ ❙②*%❡♠❡*✳ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ❛♠♣❧✐✜❝❛%❡✉# ❞❡ ❝❡ ❧❛*❡# ❡*% ✉♥❡ ✜❜#❡ ♦♣%✐7✉❡ ❞♦♣!❡ ❛✉① ✐♦♥*

❨%%❡#❜✐✉♠ ♣♦♠♣!❡ 3 976nm ♣❛# ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ❧❛*❡# ❞✬✉♥❡ ♣✉✐**❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ 60W ✳ ▲✬!♠✐*✲

*✐♦♥ ❡*% ❛❧♦#* ❝❡♥%#!❡ 3 1.03µm✳ ▲❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *♦♥% ❣!♥!#!❡* ❣#@❝❡ ❛✉ ✈❡##♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡

♠♦❞❡ ♣❛**✐❢ ❞✬✉♥ ❛❜*♦#❜❛♥% *❛%✉#❛❜❧❡✱ ♠❛%!#✐❛✉ ❞♦♥% ❧❛ %#❛♥*♠✐**✐♦♥ ✈❛#✐❡ *❡❧♦♥ ❧✬❡①✲

❝✐%❛%✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉*❡ 3 ❧❛7✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡*% *♦✉♠✐*✳ ▲✬❛❜*♦#❜❛♥% *❛%✉#❛❜❧❡ ♣#!*❡♥% ❞❛♥* ❧❡ ❧❛*❡#

❙❛%*✉♠❛ ❡*% ✉♥ ❙❊❙❆▼ ✭❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝)♦* ❙❛)✉*❛❜❧❡ ❆❜/♦*❜❡* ▼✐**♦*/ ✮ 7✉✐ ❝♦♥%✐❡♥% ✉♥

♠✐#♦✐# ❞❡ ❇#❛❣❣ ●❛❆*✴❆❧❆* ❡%✱ ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ *✉#❢❛❝❡✱ ✉♥ ♣✉✐%* 7✉❛♥%✐7✉❡ ✉♥✐7✉❡ ❞✬■♥✲

●❛❆*✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞!%❛✐❧❧!❡ ❞✉ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ❧❛*❡#✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❞❡

❧❛ ❣!♥!#❛%✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❝♦✉#%❡ ❛✈❡❝ ❞❡* ❙❊❙❆▼*✱ *❡ %#♦✉✈❡ ❞❛♥* ❧❛ #!❢!#❡♥❝❡ ❬✹✹❪✳

▲❡* ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡* ❝❛#❛❝%!#✐*%✐7✉❡* ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ✐**✉❡* ❞✉ ❧❛*❡# 3 ✜❜#❡ *♦♥% #❛**❡♠✲

❜❧!❡* ❞❛♥* ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✾✳✶✳

▲❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *♦♥% !♠✐*❡* ❛✈❡❝ ✉♥ %❛✉① ❞❡ #!♣!%✐%✐♦♥ ❞❡ 250kHz ✭❝♦##❡*♣♦♥❞❛♥%

3 ✉♥❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ %♦✉%❡* ❧❡* 4µs✮ ❡% ♦♥% ✉♥❡ ❞✉#!❡ ❞❡ 290fs✳ ❊♥ *♦#%✐❡✱ ❧❡ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❛ ✉♥

♣#♦✜❧ ❣❛✉**✐❡♥ ❡% ✉♥❡ ♣♦❧❛#✐*❛%✐♦♥ ❧✐♥!❛✐#❡✳



✶✻✷ ❇❛%❡% ♥(❝❡%%❛✐+❡% , ❧✬❡①♣(+✐❡♥❝❡

1+♦♣+✐(3( ❱❛❧❡✉+

1✉✐%%❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ 10.2W

❚❛✉① ❞❡ +(♣(3✐3✐♦♥ 250kHz

➱♥❡+❣✐❡ ♣❛+ ✐♠♣✉❧%✐♦♥ 40.3µJ

▲♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❝❡♥3+❛❧❡ 1031.9nm

▲❛+❣❡✉+ %♣❡❝3+❛❧❡ 8nm

❉✉+(❡ 290fs

❚❛❜❧❡ ✾✳✶ ✕ ❈❛&❛❝()&✐+(✐,✉❡+ ❞✉ ❧❛+❡& 1 ✜❜&❡ ❙❛(+✉♠❛ HP2
✳

✾✳✷✳✷ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛,❡✉/ ♣❛/❛♠0,/✐1✉❡ ♦♣,✐1✉❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥0❛✐/❡ ✭◆❖8❆✮ ✿

♣/0♣❛/❛,✐♦♥ ❞❡= ✐♠♣✉❧=✐♦♥= ♣♦♠♣❡ ❡, =♦♥❞❡

❆✜♥ ❞✬♦❜3❡♥✐+ ❞❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥% , ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉+% ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛(+❡♥3❡% ♣♦✉+ ❧❡% ❢❛✐%❝❡❛✉①

%♦♥❞❡% ❡3 ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✱ ♥♦✉% ✉3✐❧✐%♦♥% ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛3❡✉+ ♣❛+❛♠(3+✐D✉❡ ♦♣3✐D✉❡ ♥♦♥✲

❝♦❧✐♥(❛✐+❡ ♦✉ ◆❖1❆✳ ■❧ %✬❛❣✐3 ❞✬✉♥ 3②♣❡ ♣❛+3✐❝✉❧✐❡+ ❞✬♦%❝✐❧❧❛3❡✉+ ♣❛+❛♠(3+✐D✉❡ ♦♣3✐D✉❡

♦✉ ❖1❆ ❬✽❪✱ ♣❡+♠❡33❛♥3 ❞✬♦❜3❡♥✐+ ❞❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥% ❛❝❝♦+❞❛❜❧❡% %✉+ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✉ %♣❡❝3+❡

✈✐%✐❜❧❡✳ ▲✬(3✉❞❡ ❞✉ ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡♠❡♥3 ❞❡% ◆❖1❆% ❞(♣❛%%❡ ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ❝❡33❡ 3❤O%❡ ❡3 ❛ ❞(❥,

(3( ❞(❝+✐3 ❡♥ ❞(3❛✐❧ ❞❛♥% ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉%❡% +(❢(+❡♥❝❡% ✭♥♦3❛♠♠❡♥3 ❬✺✺❪ ❡3 ♣❛+3✐❝✉❧✐O+❡♠❡♥3

❬✹✽❪✮✳ ◆♦✉% ♥♦✉% ❜♦+♥❡+♦♥% ✐❝✐ , +❛♣♣❡❧❡+ ❜+✐O✈❡♠❡♥3 ❧❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥

♣❛+❛♠(3+✐D✉❡ ♦♣3✐D✉❡ ❡3 ❞❡ ❧❛ %♣(❝✐✜❝✐3( ❞❡ ❧❛ ❣(♦♠(3+✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥(❛✐+❡✳

▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥ ♣❛+❛♠(3+✐D✉❡ ♦♣3✐D✉❡ +❡♣♦%❡ %✉+ ❧❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛(+❡♥❝❡ ❞❡ ❢+(✲

D✉❡♥❝❡ ❞❛♥% ✉♥ ❝+✐%3❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥(❛✐+❡ ❞✉ %❡❝♦♥❞ ♦+❞+❡✳ ❈❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❡%3 +❛♣♣❡❧( %✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡

✾✳✽✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣♦♠♣❡ ✐♥3❡♥%❡✱ ❞❡ ♣✉❧%❛3✐♦♥ ωp✱ ❛✐♥%✐ D✉✬✉♥ ❝❤❛♠♣ %✐❣♥❛❧ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡

♣✉❧%❛3✐♦♥ ωs✱ %♦♥3 ❡♥✈♦②(% ❞❛♥% ✉♥ ❝+✐%3❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥(❛✐+❡ (χ(2))✳ 1❛+ ❞✐✛(+❡♥❝❡ ❞❡ ❢+(✲

D✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♣❛+3✐❡ ❞❡% ♣❤♦3♦♥% ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣♦♠♣❡ ❡%3 ❝♦♥✈❡+3✐❡ ❡♥ ♣❛✐+❡% ❞❡ ♣❤♦3♦♥%

❞❡ ♣✉❧%❛3✐♦♥% ωs ❡3 ωi✳ ❈❡% ♣✉❧%❛3✐♦♥% ✈(+✐✜❡♥3 ❧❛ +❡❧❛3✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥%❡+✈❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬(♥❡+✲

❣✐❡ ωp = ωs + ωi✳ ▲✬✐♥3❡+❛❝3✐♦♥ ❛✉ %❡✐♥ ❞✉ ❝+✐%3❛❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣♦♠♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣

%✐❣♥❛❧ %❡ 3+❛❞✉✐3 ❞♦♥❝ ♣❛+ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡+♥✐❡+ ❡3 ❧✬❛♣♣❛+✐3✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣

❝♦♠♣❧(♠❡♥3❛✐+❡ ✭❛♣♣❡❧( ✐❞❧❡+✮ ❞❡ ♣✉❧%❛3✐♦♥ ωi = ωp − ωs✳

❋✐❣✉)❡ ✾✳✽ ✕ 7&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛)&❡♥❝❡ ❞❡ ❢&),✉❡♥❝❡ ✉(✐❧✐+)❡ ❞❛♥+ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ♣❛&❛♠)(&✐,✉❡

♦♣(✐,✉❡✳



●!♥!#❛%✐♦♥ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ✶✻✸

❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❝♦✉#%❡*✱ ♣❧✉*✐❡✉#* ♣#♦❝❡**✉* ❧✐♠✐%❡♥% ❝❡%%❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ✿

✕ ❧❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ♣♦♠♣❡ ❡% *✐❣♥❛❧ *❡ ♣#♦♣❛❣❡♥% : ❞❡* ✈✐%❡**❡* ❞✐✛!#❡♥%❡* ❞❛♥* ❧❡

❝#✐*%❛❧ ✭❞!*❛❝❝♦#❞ ❞❡ ✈✐%❡**❡ ❞❡ ❣#♦✉♣❡✮ ❝❡ ?✉✐ #!❞✉✐% ❧❡✉# ✐♥%❡#❛❝%✐♦♥ ❀

✕ ❧❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *♦♥% !%✐#!❡* ❧♦#* ❞❡ ❧❡✉# ♣#♦♣❛❣❛%✐♦♥ ✭❞✐*♣❡#*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐%❡**❡ ❞❡

❣#♦✉♣❡✮ ❡% *♦♥% ❞♦♥❝ ♠♦✐♥* ✐♥%❡♥*❡* ❝❡ ?✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❀

✕ ❡♥ ♣❧✉* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥*❡#✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬!♥❡#❣✐❡✱ ❧❡* %#♦✐* ❝❤❛♠♣* ♣#!*❡♥%* ❞❛♥* ❧❡ ❝#✐*%❛❧

❞♦✐✈❡♥% ✈!#✐✜❡# ❧✬❛❝❝♦#❞ ❞❡ ♣❤❛*❡ ✿ kp = ks + ki✳ ❈❡% ❛❝❝♦#❞ ❞❡ ♣❤❛*❡ ❡*% ❣!♥!✲

#❛❧❡♠❡♥% %#E* *!❧❡❝%✐❢ ❡♥ ❢#!?✉❡♥❝❡ ❡% ♥❡ ♣❡#♠❡% ♣❛* ❞✬❛♠♣❧✐✜❡# ✉♥❡ ❧❛#❣❡ ❜❛♥❞❡

*♣❡❝%#❛❧❡ ❡% ❞♦♥❝ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❝♦✉#%❡*✳

▲❛ ❝♦♥✜❣✉#❛%✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥!❛✐#❡✱ ❞!✈❡❧♦♣♣!❡ ♣♦✉# ❞❡* ♦*❝✐❧❧❛%❡✉#* ♣❛#❛♠!%#✐?✉❡* ♦♣✲

%✐?✉❡*✱ ♣❡#♠❡% ❞❡ ❧❡✈❡# ❝❡* ❧✐♠✐%❛%✐♦♥*✳ ▲✬✐❞!❡ ❡*% ❞✬✐♥%#♦❞✉✐#❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ α ❡♥%#❡ ❧✬✐♠✲

♣✉❧*✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ❡% ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ *✐❣♥❛❧✳ I♦✉# ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐*✐✱ ❧✬❛❝❝♦#❞ ❞❡ ♣❤❛*❡ ❡*%

✈!#✐✜! *✉# ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ *♣❡❝%#❛❧❡ ?✉✐ ❝♦✉✈#❡ ✉♥❡ ❣#❛♥❞❡ ♣❛#%✐❡ ❞✉ *♣❡❝%#❡ ✈✐*✐❜❧❡✳ ▲❛ ✜✲

❣✉#❡ ✾✳✾❛ ♠♦♥%#❡ ❧✬!✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦#❞ ❞❡ ♣❤❛*❡ θ ✭♦✉ ❛♥❣❧❡ ❞✉ *✐❣♥❛❧✮ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ *✐❣♥❛❧ ❡% ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐❞❧❡# ♣♦✉# ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥%❡#♥❡ α ✭♦✉

♣✉♠♣ #✐❧#✮ ❡♥%#❡ ❧❡* ❝❤❛♠♣* ♣♦♠♣❡ ❡% *✐❣♥❛❧ ❞❡ 2.65◦ ❞❛♥* ❧❡ ❇❇❖✳ ❈❡❝✐ ❡*% %#❛❝! ♣♦✉#

✉♥ ❝#✐*%❛❧ ❞❡ ❇❇❖ ❞❡ %②♣❡ ■ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ 23.5◦ ✭❝♦##❡*♣♦♥❞ : ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥%#❡ ❧✬❛①❡

♦♣%✐?✉❡ ❞✉ ❝#✐*%❛❧ ❡% ❧❛ ❞✐#❡❝%✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ *✐❣♥❛❧✮ ❡% ✉♥❡ ✐♠♣✉❧*✐♦♥ ♣♦♠♣❡ ❝❡♥%#!❡ :

515nm✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✾✳✾❜ ❞!✜♥✐% ❧❡* ❞✐✛!#❡♥%* ❛♥❣❧❡* ✿ ❝❡❧✉✐ ❞✉ *✐❣♥❛❧ ✭&✐❣♥❛❧ ❛♥❣❧❡✮✱ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧✬✐❞❧❡# ✭✐❞❧❡, ❛♥❣❧❡✮ ❡% ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭♣✉♠♣ #✐❧#✮ ♣❛# #❛♣♣♦#% : ❧✬❛①❡ ♦♣%✐?✉❡ ❞✉

❇❇❖✳

✭❛✮ ❆♥❣❧❡ ❞✬❛❝❝♦,❞ ❞❡ ♣❤❛/❡ θ ♣♦✉, ✉♥

❛♥❣❧❡ ❡♥1,❡ ❧❡/ ❝❤❛♠♣/ ♣♦♠♣❡ ❡1 /✐❣♥❛❧ ❞❡

α = 2.65◦ ♣♦✉, ✉♥ ❝,✐/1❛❧ ❞❡ ❇❇❖ ❞❡ 1②♣❡

■ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ 23.5◦✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦♠♣❡

❡/1 ❝❡♥1,: ; 515nm✳

✭❜✮ ❞:✜♥✐1✐♦♥ ❞❡/ ❞✐✛:,❡♥1/ ❛♥❣❧❡/ ✿ ❝❡❧✉✐

❞✉ /✐❣♥❛❧ ✭/✐❣♥❛❧ ❛♥❣❧❡✮✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐❞❧❡,

✭✐❞❧❡, ❛♥❣❧❡✮ ❡1 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭♣✉♠♣

1✐❧1✮ ♣❛, ,❛♣♣♦,1 ; ❧✬❛①❡ ♦♣1✐B✉❡ ❞✉ ❇❇❖

♣♦✉, ✉♥ ♣,♦❝❡//✉/ ❞❡ ♠:❧❛♥❣❡ ❞❡ ❢,:B✉❡♥❝❡

❞❛♥/ ✉♥ ❝,✐/1❛❧ ❞❡ ❇❇❖ ❞❡ 1②♣❡ ■✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✾✳✶✵ ♣#!*❡♥%❡ ❧❡ ◆❖I❆ ✉%✐❧✐*! ❞❛♥* ♥♦%#❡ ❧❛❜♦#❛%♦✐#❡✳



✶✻✹ ❇❛%❡% ♥(❝❡%%❛✐+❡% , ❧✬❡①♣(+✐❡♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✾✳✶✵ ✕ ❙❝❤(♠❛ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛2❡✉4 ♣❛4❛♠(24✐5✉❡ ♦♣2✐5✉❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥(❛✐4❡✳

❯♥❡ ♣❛+2✐❡ ❞❡ ❧❛ %♦+2✐❡ ❞✉ ❧❛%❡+ ❙❛2%✉♠❛ ✭❡♥✈✐+♦♥ 5%✮ ❡%2 ❢♦❝❛❧✐%(❡ ❞❛♥% ✉♥ ❝+✐%2❛❧

❞❡ ❨❆● ✭❣+❡♥❛2 ❞✬②22+✐✉♠ ❡2 ❞✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❞❡ 3mm ❞✬(♣❛✐%%❡✉+✮✳ ❈❡❧❛ ❣(♥C+❡ ✉♥ ❝♦♥2✐✲

♥✉✉♠ ❞❡ ❧✉♠✐C+❡ ❜❧❛♥❝❤❡ , ❢♦+2❡ ❞(+✐✈❡ ❞❡ ❢+(G✉❡♥❝❡✳ ▲❡ +❡%2❡ ❞✉ ❢❛✐%❝❡❛✉ ✐♥❢+❛+♦✉❣❡

❞❡ 1030nm ❡%2 ❡♥✈♦②( ❞❛♥% ✉♥ ❝+✐%2❛❧ ❞❡ ❇❇❖ ❞❡ 2②♣❡ ■ ❛✜♥ ❞✬♦❜2❡♥✐+ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧%✐♦♥

, 515nm ♣❛+ ❞♦✉❜❧❛❣❡ ❞❡ ❢+(G✉❡♥❝❡✳ ❈❡22❡ ♣♦♠♣❡ ❡2 ✉♥❡ ♣❛+2✐❡ ❞✉ ❝♦♥2✐♥✉✉♠ ✭♥♦2(❡

❆✬ %✉+ ❧❡ %❝❤(♠❛ ✾✳✶✵✮ %♦♥2 ❢♦❝❛❧✐%(❡% ❞❛♥% ✉♥ ❝+✐%2❛❧ ❞❡ ❇❇❖ ❞❡ 2②♣❡ ■✳ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛✲

2✐♦♥ ♣❛+❛♠(2+✐G✉❡ ❛✉ %❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ❝+✐%2❛❧ ♣❡+♠❡2 ❞✬♦❜2❡♥✐+ ✉♥ ❝❤❛♠♣ %✐❣♥❛❧ ❞❡ G✉❡❧G✉❡%

❝❡♥2❛✐♥❡% ❞❡ nJ ✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❝❡♥2+❛❧❡ ❞❡ ❝❡ %✐❣♥❛❧ ❡%2 ❛❝❝♦+❞(❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥2 ❧❡

+❡2❛+❞ ❡♥2+❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡2 ❧❡ ❝♦♥2✐♥✉✉♠ ❡2 ❡❧❧❡ ♥✬❛♠♣❧✐✜❡ G✉✬✉♥❡ ✓ 2+❛♥❝❤❡ ✔ 2❡♠♣♦+❡❧❧❡

❞✉ ❝♦♥2✐♥✉✉♠ ❀ ❝♦♠♣2❡ 2❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞(+✐✈❡ ❞❡ ❢+(G✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥2✐♥✉✉♠✱ ❝❡22❡ ✓ 2+❛♥❝❤❡ ✔

❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ G✉✐ ❞(♣❡♥❞ ❞✉ +❡2❛+❞ ❝♦♥2✐♥✉✉♠✲♣♦♠♣❡✳ ■❧ ❡%2 ❛❧♦+% ♣♦%%✐❜❧❡

❞✬❛♠♣❧✐✜❡+ ❧❡% ❧♦♥❣✉❡✉+% ❞✬♦♥❞❡ ❛♣♣❛+2❡♥❛♥2 , ❧✬✐♥2❡+✈❛❧❧❡ [700nm, 1000nm]✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% +(❣❧( ❧❡ ◆❖S❆ ❛✜♥ G✉✬, %❛ %♦+2✐❡ ♥♦✉% ❛②♦♥% ✉♥ %✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜( ,

1000nm✳ S✉✐%✱ ♣♦✉+ ♦❜2❡♥✐+ ✉♥ ❢❛✐%❝❡❛✉ , 500nm ❝♦++❡%♣♦♥❞❛♥2 , ✉♥❡ (♥❡+❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦✲

2♦♥% ❞✬❡♥✈✐+♦♥ 2.48eV G✉✐ %❡ %✐2✉❡ ❞❛♥% ③♦♥❡ ❞✬❛❜%♦+♣2✐♦♥ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥2✐❧❧♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦❝+✐%✲

2❛✉① ❞❡ ❈❞❙ ✉2✐❧✐%(✱ ♥♦✉% ❞♦✉❜❧♦♥% ❧❛ ❢+(G✉❡♥❝❡ , ❧❛ %♦+2✐❡ ❞✉ ◆❖S❆✳ ▲❡ ❞♦✉❜❧❛❣❡ ❞✉

1000nm %✬❡✛❡❝2✉❡ ❞❛♥% ✉♥ ❝+✐%2❛❧ ❞❡ ❇❇❖ ❞❡ 2②♣❡ ■✳ ▲❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ +(%✉❧2❛♥2 ❝♦♥2✐❡♥2 ❛❧♦+%

❞✉ 500nm ♠❛✐% ❡♥❝♦+❡ ❞✉ 1000nm ❡2 ❞✉ 1030nm✱ ♣♦✉+ ♥❡ ❣❛+❞❡+ G✉❡ ❧❡ 500nm ♥♦✉%

✉2✐❧✐%♦♥% ✉♥ ❝♦♠♣+❡%%❡✉+ , ♣+✐%♠❡% G✉✐ ♣❡+♠❡2 , ❧❛ ❢♦✐% ❞✬❡✛❡❝2✉❡+ ✉♥❡ %(❧❡❝2✐♦♥ ❡♥ ❧♦♥✲

❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❡2 ❞❡ ❝♦♠♣+✐♠❡+ 2❡♠♣♦+❡❧❧❡♠❡♥2 ❧❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥% ♣♦✉+ ❧❡✉+ ❢❛✐+❡ ❛22❡✐♥❞+❡

❧❛ ❧✐♠✐2❡ ✐♥❢(+✐❡✉+❡ ❞♦♥♥(❡ ♣❛+ ❧❛ 2+❛♥%❢♦+♠(❡ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+✳ ❈❡% ✐♠♣✉❧%✐♦♥% ❝♦♥%2✐2✉❡+♦♥2

❛❧♦+% ❧❡ ❢❛✐%❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ❞❡ ♥♦2+❡ ♠♦♥2❛❣❡ ❡①♣(+✐♠❡♥2❛❧✳



●!♥!#❛%✐♦♥ ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ✶✻✺

■❧ *❡#❛ ✐♥%!#❡**❛♥% ❞✬❡①❝✐%❡# ❧✬!❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ 7 ✉♥❡ !♥❡#❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦%♦♥ *✉♣!#✐❡✉#❡ 7 ❝❡❧❧❡

❞❡ *❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥%❡#❞✐%❡ ❛✜♥ ❞❡ *♦♥❞❡# ❞❡* !%❛%* ❞❡ ♣❧✉* ❤❛✉%❡ !♥❡#❣✐❡✳ ◆♦✉* ❡♥✈✐*❛❣❡#♦♥*✱

♣❛# ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❡①❝✐%❛%✐♦♥ 7 395nm✳ ?♦✉# ♦❜%❡♥✐# ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ 7 ✉♥❡ %❡❧❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉#

❞✬♦♥❞❡✱ ✐❧ *✉✣% ❛❧♦#* ❞❡ #!❣❧❡# ❧❡ ◆❖?❆ ♣♦✉# ♦❜%❡♥✐# ✉♥ *✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜! 7 790nm✱

D✉✐ ♥♦✉* ❞♦♥♥❡#❛ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ *♦✉❤❛✐%!❡ ♣❛# ❞♦✉❜❧❛❣❡ ❞❡ ❢#!D✉❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡

♣#!❝!❞❡♠♠❡♥%✳

?♦✉# ♦❜%❡♥✐# ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* 7 690nm✱ ♥♦✉* ✉%✐❧✐*♦♥* ❧❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ❇✬✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❛**❡

❛❧♦#* ♣❛# ✉♥ %#❛✐♥ ❞❡ ♣#✐*♠❡* ✭♦✉ ❝♦♠♣#❡**❡✉# 7 ♣#✐*♠❡*✮ ♥♦✉* ♣❡#♠❡%%❛♥% ❞❡ *!❧❡❝%✐♦♥✲

♥❡# ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✬♦♥❞❡ *♦✉❤❛✐%!❡ ❞❡ 690nm ❡% ❞❡ ❝♦♠♣#✐♠❡# ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥✳ ❈❡%%❡ ❧♦♥❣✉❡✉#

❞✬♦♥❞❡ ❛ !%! ❝❤♦✐*✐❡ ❝❛# ❡❧❧❡ ❝♦##❡*♣♦♥❞ 7 ✉♥❡ !♥❡#❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦%♦♥* ❞✬❡♥✈✐#♦♥ 1.8eV *❡

*✐%✉❛♥% ❞❛♥* ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ %#❛♥*♣❛#❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬!❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❀ ❝❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* *❡#♦♥% ✉%✐❧✐*!❡*

♣♦✉# ❧❡* ❢❛✐*❝❡❛✉① *♦♥❞❡*✳ ▲❡ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ ❇✬ ♣❡✉% M%#❡ ❛✉**✐ ✉%✐❧✐*! ❞❛♥* ✉♥ ❞❡✉①✐N♠❡

◆❖?❆✳ ❈❡ ◆❖?❆ ❡*% ♣♦♠♣! 7 343nm D✉✐ ❡*% ♦❜%❡♥✉ ♣❛# %#✐♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢#!D✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐*✲

❝❡❛✉ ✐♥❢#❛#♦✉❣❡ 7 1030nm✳ ■❧ ❡*% ❛✐♥*✐ ♣♦**✐❜❧❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❡# ❞❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉#

❞✬♦♥❞❡ ❛❧❧❛♥% ❞❡ 500nm 7 900nm ❬✹✽❪✳

❉❛♥* ♥♦%#❡ ❡①♣!#✐❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥%✐♥✉✉♠ *❛♥* ❛♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥✱ ❞❛♥* ❧❡D✉❡❧

♦♥ ❡①%#❛✐% ❧❡* *♦♥❞❡*✱ ❡*% *✉✣*❛♥%❡ ♣♦✉# ❡✛❡❝%✉❡# ❧❡* #!❣❧❛❣❡* ❡% ❞!%❡❝%❡# ❧❡* ❢❛✐*❝❡❛✉①

*♦♥❞❡* ❡♥ *♦#%✐❡ ❞❡ ♥♦%#❡ ♠♦♥%❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ✐♥%!#M% 7 ❢❛✈♦#✐*❡# ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭7 500nm✮✱ %♦✉%❡ ✉%✐❧✐*❛%✐♦♥ ❞✉ ◆❖?❆ ♣♦♠♣! 7 343nm ❧✬❛✉#❛✐% ❞!❢❛✈♦#✐*!❡✳

?♦✉# ✜♥✐#✱ ♥♦%♦♥* D✉✬✉♥ ✜❧%#❛❣❡ *♣❛%✐❛❧ ❞✉ ❢❛✐*❝❡❛✉ *♦♥❞❡ ❡*% ❡✛❡❝%✉! ❛♣#N* ❧❡ %#❛✐♥

❞❡ ♣#✐*♠❡* ❛✜♥ ❞✬❛♠!❧✐♦#❡# *♦♥ ♣#♦✜❧ %#❛♥*✈❡#*❡ ❞✬✐♥%❡♥*✐%!✳



✶✻✻ ❇❛$❡$ ♥'❝❡$$❛✐*❡$ + ❧✬❡①♣'*✐❡♥❝❡



❈❤❛♣✐%&❡ ✶✵

▼♦♥%❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡&✐❡ ♣♦♠♣❡✲2♦♥❞❡

✶✵✳✶ ❉$%❡❝%✐♦♥ ✐♥%❡+❢$+♦♠$%+✐.✉❡

✶✵✳✶✳✶ ❈♦♥✜❣✉)❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥+❛❣❡ ❡①♣2)✐♠❡♥+❛❧

▲❛ ✜❣✉%❡ ✶✵✳✶ ♣%+,❡♥.❡ ❧❡, ❝❤❡♠✐♥, ♦♣.✐5✉❡, ❞❡, ✐♠♣✉❧,✐♦♥, 7 690nm ✭❧❡, ✐♠♣✉❧✲

,✐♦♥, ,♦♥❞❡,✮ ❞❡ ❧❛ ,♦✉%❝❡ ❥✉,5✉✬7 ❧✬+❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ❡. ❧❡✉% ❞+.❡❝.✐♦♥ ♣❛% ✉♥❡ ❝❛♠+%❛ ❈❈❉

%❡❢%♦✐❞✐❡✳ ▲❡, ✐♠♣✉❧,✐♦♥, ,♦♥❞❡, ,♦♥. ♣♦❧❛%✐,+❡, ❤♦%✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥. ❛✉ ❞+❜✉. ❞❡ ❧❛ ❝❤❛B♥❡

♦♣.✐5✉❡ ❡. ,♦♥. ❝❤❛❝✉♥❡ 7 ❧✬♦%✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐%❡ ❞❡ ❢❛✐,❝❡❛✉① ,♦♥❞❡,✱ S1 ❡. S2✱ ❞❡ ♣♦❧❛✲

%✐,❛.✐♦♥, ❝%♦✐,+❡,✳

E♦✉% ❢♦%♠❡% ❧❡, ,♦♥❞❡, S1 ❡. S2✱ ❧❡ ❢❛✐,❝❡❛✉ ,♦♥❞❡ S ♣❛,,❡ ♣❛% ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❞❡♠✐✲♦♥❞❡

✭λ/2✮ ❞♦♥. ❧✬❛①❡ ❡,. ♣❧❛❝+ 7 22.5◦ ❞❡ ❧✬❤♦%✐③♦♥.❛❧❡✳ ❈❡..❡ ❧❛♠❡ ❛ ♣♦✉% ❡✛❡. ❞❡ .♦✉%♥❡%

❧❛ ♣♦❧❛%✐,❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,♦♥❞❡ ❞❡ 45◦ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥.%❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✵✳✷✳

▲❛ ,♦♥❞❡ ,❡ ❞+❝♦♠♣♦,❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦❧❛%✐,❛.✐♦♥, ❞❡ ♠H♠❡ ✐♥.❡♥,✐.+ ✿ ✉♥❡ ✈❡%.✐❝❛❧❡

❡. ✉♥❡ ❤♦%✐③♦♥.❛❧❡✳ ❈❡, ❞❡✉① ♣♦❧❛%✐,❛.✐♦♥, ,♦♥. ,+♣❛%+❡, ♣❛% ❧❡ ❝✉❜❡ ,+♣❛%❛.❡✉% ❞❡ ♣♦✲

❧❛%✐,❛.✐♦♥ E❇❙✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❝❡ ❞❡%♥✐❡% ❛ ❧❛ ♣%♦♣%✐+.+ ❞❡ .%❛♥,♠❡..%❡ ❧❡, ❢❛✐,❝❡❛✉① ♣♦❧❛%✐,+,

❤♦%✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥. ❡. ❞❡ %+✢+❝❤✐% 7 90◦ ❧❡, ❢❛✐,❝❡❛✉① ♣♦❧❛%✐,+, ✈❡%.✐❝❛❧❡♠❡♥.✳ ❆✐♥,✐ ❡♥ ,♦%✲

.✐❡ ❞❡ E❇❙✱ ❧❛ ,♦♥❞❡ ❡,. ,+♣❛%+❡ ❡♥ ❞❡✉① ❢❛✐,❝❡❛✉① S1 ✭.%❛❝+ ❡♥ %♦✉❣❡ ,✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✵✳✶✮

❡. S2 ✭.%❛❝+ ❡♥ ✈❡%. ,✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✵✳✶✮✳ S1 5✉✐ ❡,. ♣♦❧❛%✐,+ ❤♦%✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥.✱ ♣❛,,❡ ♣❛% ❧❡

❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉%. (a) ❡. S2✱ ❞❡ ♣♦❧❛%✐,❛.✐♦♥ ✈❡%.✐❝❛❧❡✱ ♣❛% ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ (b) ❞❡ .❡♠♣, ❞❡ ♣❛%❝♦✉%,

❞❡ 1ns ♣❧✉, ❧♦♥❣ 5✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ (a)✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, ❛❥♦✉.+ ❞❡, ♣♦❧❛%✐,❡✉%, ,✉% ❝❤❛❝✉♥ ❞❡,

❝❤❡♠✐♥, ❛✜♥ ❞❡ ♣✉%✐✜❡% ❧❡, ♣♦❧❛%✐,❛.✐♦♥, ❞❡ S1 ❡. S2 ✭♥♦♥✲%❡♣%+,❡♥.+, ,✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✵✳✶

♣❛% ,♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛%.+✮✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐R♠❡ ,+♣❛%❛.%✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧❛%✐,❛.✐♦♥ E❇❙✷ ♣❡%♠❡. ❡♥,✉✐.❡ ❞❡

%❡❝♦♠❜✐♥❡% S1 ❡. S2✳ E✉✐,✱ ❧❡, ❞❡✉① ,♦♥❞❡, ❛✐♥,✐ ,✉♣❡%♣♦,+❡, ♣♦✉%,✉✐✈❡♥. ❧❡✉% ❝❤❡♠✐♥

♣♦✉% ❛..❡✐♥❞%❡ ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ♦❜❥❡❝.✐❢ ❞❡ ♠✐❝%♦,❝♦♣❡✱ ❧✬+❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ♣✉✐, ❧❡ ❞❡✉①✐R♠❡ ♦❜❥❡❝.✐❢

❞❡ ♠✐❝%♦,❝♦♣❡✳ ▲❡, ❞❡✉① ♦❜❥❡❝.✐❢, ❞❡ ♠✐❝%♦,❝♦♣❡ ,♦♥. ✐❞❡♥.✐5✉❡, ✭O.N. = 0.75✱ ×20✮

❡. ,♦♥. ♣❧❛❝+, ❡♥ ❝♦♥✜❣✉%❛.✐♦♥ ❛❢♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬+❝❤❛♥.✐❧❧♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉% ♣♦✐♥. ❢♦❝❛❧✳

❈❡..❡ ❞✐,♣♦,✐.✐♦♥ ❡,. ❛❥✉,.+❡ ♣♦✉% 5✉❡ ❧❡, ❢❛✐,❝❡❛✉① ,♦♥❞❡, ,♦✐❡♥. ❝♦❧❧✐♠❛.+, ❡♥ ,♦%.✐❡

✶✻✼



✶✻✽ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞✉ ♠♦♥.❛❣❡ ❞❡ ❞'.❡❝.✐♦♥ ✐♥.❡2❢'2♦♠'.2✐4✉❡✳ ▲❡ ❢❛✐6❝❡❛✉ 6♦♥❞❡ ❙ ❞❡

690nm ♣♦❧❛2✐6' ❤♦2✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥. ♣❛66❡ ♣❛2 ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❞❡♠✐✲♦♥❞❡ ✭λ/2✮ ♦2✐❡♥.'❡ = 22.5◦ ❞❡

❧✬❤♦2✐③♦♥.❛❧❡ ♣✉✐6 ❡❧❧❡ ❡6. 6'♣❛2'❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛2 ✉♥❡ 6'♣❛2❛.2✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧❛2✐6❛.✐♦♥ ✭@❇❙✮ ♣♦✉2

❞♦♥♥❡2 S1 ♣♦❧❛2✐6'❡ ❤♦2✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥. ✭❡♥ 2♦✉❣❡✮ 4✉✐ ♣❛2❝♦✉2. ❡♥6✉✐.❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉2. (a) ❡.

S2 ♣♦❧❛2✐6'❡ ✈❡2.✐❝❛❧❡♠❡♥. ✭❡♥ ✈❡2.✮ 4✉✐ ♣❛66❡ ♣❛2 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧♦♥❣ (b)✳ S1 ❡. S2 6♦♥. ❡♥6✉✐.❡

6✉♣❡2♣♦6'❡6 ♣❛2 ❧❛ ❞❡✉①✐C♠❡ 6'♣❛2❛.2✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧❛2✐6❛.✐♦♥ ✭@❇❙✷✮✳ ❆♣2C6 F.2❡ ♣❛66'❡6 ♣❛2 ❧❡6

❞❡✉① ♦❜❥❡❝.✐❢6 ❞❡ ♠✐❝2♦6❝♦♣❡ ✭❡. ❧✬'❝❤❛♥.✐❧❧♦♥✮✱ ❧❡6 ❞❡✉① 6♦♥❞❡6 .2❛✈❡26❡♥. ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❞❡♠✐✲♦♥❞❡

♦2✐❡♥.'❡ = 45◦ ❞❡ ❧❛ ✈❡2.✐❝❛❧❡ 4✉✐ ✐♥✈❡26❡ ❧❡✉2 ♣♦❧❛2✐6❛.✐♦♥ ✿ S1 ❡6. ❛❧♦26 ♣♦❧❛2✐6'❡ ✈❡2.✐❝❛❧❡♠❡♥.

❡. S2 ❤♦2✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥.✳ @✉✐6 ❡❧❧❡6 6♦♥. 2'✢'❝❤✐❡6 ✈❡26 @❇❙✷ ✿ S1 ♣❛66❡ ❛❧♦26 ♣❛2 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ (b) ❡.

S2 ♣❛2 (a)✳ @❇❙ 2❡❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡6 ❞❡✉① 6♦♥❞❡6✱ ❡❧❧❡6 6♦♥. ❡♥6✉✐.❡ 2'✢'❝❤✐❡6 ✈❡26 ✉♥ ❝♦♠♣❡♥6❛.❡✉2

❞❡ ❇❛❜✐♥❡.✲❙♦❧❡✐❧ ♣✉✐6 6♦♠♠'❡6 6✉✐✈❛♥. ❧✬❛①❡ ❞✉ @♦❧❛2✐6❡✉2 ✭@✮ ♦2✐❡♥.' = 45◦ ❞❡ ❧❛ ✈❡2.✐❝❛❧❡✳

❖♥ ♦❜6❡2✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥. ❧❡ ♣2♦✜❧ ❞✬✐♥.❡2❢'2❡♥❝❡ ❡♥.2❡ S1 ❡. S2 ❣2N❝❡ = ✉♥❡ ❝❛♠'2❛ ❈❈❉✳

❞❡1 ♦❜❥❡❝&✐❢1 ✭❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡1 ❧❡ 1♦♥& ❡♥ ❛♠♦♥& ❞❡1 ♦❜❥❡❝&✐❢1✮ ❡& ♣♦✉. :✉❡ ❧❡✉.1 ♣❛.❝♦✉.1

1♦✐❡♥& ❝♦♠♣❧;&❡♠❡♥& 1②♠=&.✐:✉❡1 ♣❛. .❛♣♣♦.& > ❧✬=❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✳

❊♥ ❡✛❡&✱ > ❧❛ 1♦.&✐❡ ❞✉ ❞❡✉①✐;♠❡ ♦❜❥❡❝&✐❢ ❞❡ ♠✐❝.♦1❝♦♣❡✱ ✉♥❡ ❧❛♠❡ ❞❡♠✐✲♦♥❞❡ ♦.✐❡♥&=❡

> 45◦ ❞❡ ❧❛ ✈❡.&✐❝❛❧❡ ✐♥✈❡.1❡ ❧❡1 ♣♦❧❛.✐1❛&✐♦♥1 ❞❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 ✿ S1 ❡1& ❛❧♦.1 ♣♦❧❛.✐1=❡

✈❡.&✐❝❛❧❡♠❡♥& ❡& S2 ❤♦.✐③♦♥&❛❧❡♠❡♥&✳ ❯♥❡ 1✉❝❝❡11✐♦♥ ❞❡ .=✢❡①✐♦♥1 ♣❡.♠❡& ❡♥1✉✐&❡ ❞❡

.❡♥✈♦②❡. ❧❡1 1♦♥❞❡1 ✈❡.1 J❇❙✷✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡1 ♣♦❧❛.✐1❛&✐♦♥1 ❞❡ S1 ❡& S2 ♦♥& =&= ✐♥✈❡.1=❡1✱

❧❡✉.1 ❝❤❡♠✐♥1 ♦♣&✐:✉❡1 1❡.♦♥& ❛✉11✐ ✐♥✈❡.1❡. ❡♥&.❡ J❇❙✷ ❡& J❇❙ ✿ S1 ✈❛ ♣❛.❝♦✉.✐. ❧❡

❝❤❡♠✐♥ ❧♦♥❣ (b) ❡& S2 ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦✉.& (a)✳ ❆✐♥1✐✱ > ❧❛ 1♦.&✐❡ ❞❡ J❇❙ ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1



❉!"❡❝"✐♦♥ ✐♥"❡(❢!(♦♠!"(✐+✉❡ ✶✻✾

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✷ ✕ ❊✛❡( ❞✬✉♥❡ ❧❛♠❡ ❞❡♠✐❡✲♦♥❞❡ ♦3✐❡♥(4❡ 5 22.5◦ ❞❡ ❧✬❤♦3✐③♦♥(❛❧❡ 8✉3 ✉♥❡ ♣♦❧❛3✐✲

8❛(✐♦♥ ❤♦3✐③♦♥(❛❧❡ ❙✳ ▲❛ ♣♦❧❛3✐8❛(✐♦♥ 348✉❧(❛♥(❡ ❙✬ ❡8( ❛❧♦38 ♦3✐❡♥(4❡ 5 45◦✳

❛✉(♦♥" ♣❛(❝♦✉(✉ ❧❛ ♠3♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉( ♦♣"✐+✉❡✳ ◆♦"♦♥7 +✉❡ ❞❛♥7 ❧❡ ♠♦♥"❛❣❡ ❡①♣!(✐♠❡♥"❛❧

(!❡❧✱ ❧❡ "(❛❥❡" (❡"♦✉( ❞❡ S1 ❡" S2 7✉(♣❧♦♠❜❡ ❧❡ "(❛❥❡" ❛❧❧❡(✳

=♦✉( ✜♥✐( S1 ❡" S2 ♣❛77❡♥" ♣❛( ✉♥ ❝♦♠♣❡♥7❛"❡✉( ❞❡ ❇❛❜✐♥❡"✲❙♦❧❡✐❧ ✭❞♦♥" ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡

❡7" ❞!"❛✐❧❧! ♣❧✉7 ❧♦✐♥✮ ♣✉✐7 ♣❛( ❧❡ ♣♦❧❛(✐7❡✉( = ❞♦♥" ❧✬❛①❡ ❡7" ♦(✐❡♥"! E 45◦ ❞❡ ❧❛ ✈❡("✐❝❛❧❡✳

❈❡ ♣♦❧❛(✐7❡✉( 7♦♠♠❡ S1 ❡" S2 7✉✐✈❛♥" 7♦♥ ❛①❡✱ ❝❡ +✉✐ ❧❡✉( ♣❡(♠❡" ❞✬✐♥"❡(❢!(❡(✳ ▲❡ ♣(♦✜❧

❞✬✐♥"❡♥7✐"! ❛♣(I7 = 7✬!❝(✐" ✿ I = I0 + 2(e1.e2)I0 cos(φS2 − φS1) ❛✈❡❝ I0 ❧✬✐♥"❡♥7✐"! ❞❡ ❧❛

7♦♥❞❡ S1 ✭✐❞❡♥"✐+✉❡ E ❧✬✐♥"❡♥7✐"! ❞❡ ❧❛ 7♦♥❞❡ S2✮✳ ep1 ❡" ep2 7♦♥" ❧❡7 ♣(♦❥❡❝"✐♦♥7 ❞❡7

✈❡❝"❡✉(7 ✉♥✐"❛✐(❡7 ❞❡ ♣♦❧❛(✐7❛"✐♦♥7 ❞❡ S1 ❡" S2✱ (❡7♣❡❝"✐✈❡♠❡♥"✱ 7✉( ❧✬❛①❡ ❞❡ = +✉✐ 7♦♥"

!❣❛✉① E

√
2
2
ep ♦K ep ❡7" ❧❡ ✈❡❝"❡✉( ✉♥✐"❛✐(❡ ❞!❝(✐✈❛♥" ❧❛ ❞✐(❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ =✳ φS2 ❡"

φS1 7♦♥" ❧❡7 ♣❤❛7❡7 ❞✉ ❝❤❛♠♣ !❧❡❝"(✐+✉❡ ❞❡ S2 ❡" S1✱ (❡7♣❡❝"✐✈❡♠❡♥"✳

❯♥❡ ❧❡♥"✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦❝❛❧❡ f = 1m ❝♦♥❥✉❣✉❡ ❛❧♦(7 ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬!❝❤❛♥"✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥

❞❡ ❧❛ ❝❛♠!(❛ ✈✐❛ ❧❡ ♣(♦✜❧ ❞✬✐♥"❡(❢!(❡♥❝❡ ❡♥"(❡ ❧❡7 ❞❡✉① 7♦♥❞❡7 S1 ❡" S2✳ ▲❛ ❝❛♠!(❛

✉"✐❧✐7!❡ ❡7" ✉♥❡ ❝❛♠!(❛ ❊▼❈❈❉ ✭❊❧❡❝'(♦♥ ▼✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❈❤❛(❣❡ ❈♦✉♣❧❡❞ ❉❡✈✐❝❡ ✮ ❞❡

❤❛✉"❡ ❝❛❞❡♥❝❡ (❡❢(♦✐❞✐❡ ♣❛( ❡✛❡" =❡❧"✐❡( +✉✐ ♣❡(♠❡" ❞❡ "(❛✈❛✐❧❧❡( 7✉( 64000 ♥✐✈❡❛✉① ✭16

❜✐"7✮ ❛❧♦(7 +✉✬✉♥❡ ❝❛♠!(❛ ❈❈❉ ✉7✉❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡(♠❡" +✉❡ ❞❡ "(❛✈❛✐❧❧❡( 7✉( 16000 ♥✐✈❡❛✉①

✭14 ❜✐"7✮✳ ❯♥❡ ❝❛♠!(❛ ❊▼❈❈❉ ❡7" ❞♦♥❝ ❞❡ 7❡♥7✐❜✐❧✐"! ♣❧✉7 !❧❡✈!❡ +✉✬✉♥❡ ❝❛♠!(❛ ❈❈❉✳

◆♦"(❡ ♠♦♥"❛❣❡ ❡①♣!(✐♠❡♥"❛❧ ❞❡✈(❛✐" ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐( (!♣♦♥❞(❡ ❛✉ ❝❛❤✐❡( ❞❡7 ❝❤❛(❣❡7✳

▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜7❡(✈!❡ 7✉( ❧✬❊▼❈❈❉ ❝♦((❡7♣♦♥❞ E ❧❛ ♠❡7✉(❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛!(❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛7❡✱

φS2 − φS1 ✱ ❡♥"(❡ ❧❛ 7♦♥❞❡ S2 ❡" ❧❛ 7♦♥❞❡ S1✳

❖♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥"✱ ❡♥ ❧✬❛❜7❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉❧7✐♦♥ ♣♦♠♣❡✱ ✉♥ ♠♦♥"❛❣❡ ✐♥"❡(❢!(♦♠!"(✐+✉❡

+✉✐ ♣❡(♠❡" ❞✬♦❜"❡♥✐( ❡♥ ♣(✐♥❝✐♣❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ 7♦♠❜(❡✱ ✐✳❡✳ ❛✈❡❝ S1 ❡" S2 ❡♥

✐♥"❡(❢!(❡♥❝❡ ❞❡7"(✉❝"✐✈❡ ✭❣(R❝❡ ❛✉ ❝♦♠♣❡♥7❛"❡✉( ❞❡ ❇❛❜✐♥❡"✲❙♦❧❡✐❧✮ ❡♥ "♦✉" ♣♦✐♥" ❞❡7

❞❡✉① ✐♠♣✉❧7✐♦♥7 7♦♥❞❡7✳



✶✼✵ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

✶✵✳✶✳✷ ▲❡ ❝♦♠♣❡♥+❛-❡✉/ ❞❡ ❇❛❜✐♥❡-✲❙♦❧❡✐❧ ❡- +♦♥ ♣♦✐♥- ❞❡ ❢♦♥❝✲

-✐♦♥♥❡♠❡♥-

▲❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡ ❇❛❜✐♥❡&✲❙♦❧❡✐❧

▲❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡ ❙♦❧❡✐❧✲❇❛❜✐♥❡& ❡1& ✉♥❡ ❧❛♠❡ 9 .❡&❛.❞ ❜✐.:❢.✐♥❣❡♥&❡ ✈❛.✐❛❜❧❡ ✉&✐❧✐1:❡

❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡ ♣❤❛1❡✳ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✸ ❧❡ .❡♣.:1❡♥&❡ ❞❡ ♠❛♥✐A.❡ 1❝❤:♠❛&✐B✉❡✳

■❧ ❡1& ❝♦♠♣♦1: ❞❡ ❞❡✉① ♣.✐1♠❡1 &.✐❛♥❣✉❧❛✐.❡1 ❜✐.:❢.✐♥❣❡♥&1✱ ❞♦♥& ❧❡1 ❛①❡1 ❧❡♥&1 1♦♥&

♣❛.❛❧❧A❧❡1✱ B✉✐ ♣❡✉✈❡♥& ❝♦✉❧✐11❡. ❧✬✉♥ 1✉. ❧✬❛✉&.❡✱ ❛✐♥1✐ B✉✬✉♥❡ ❧❛♠❡ B✉✐ ♣♦11A❞❡ ✉♥ ❛①❡

♦♣&✐B✉❡ ♦.&❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉① ❛①❡1 ♦♣&✐B✉❡1 ❞❡1 ❞❡✉① ♣.✐1♠❡1✳ ▲❡ ♠❛&:.✐❛✉ ❝♦♠♣♦1❛♥& ❧❡1

♣.✐1♠❡1 ❡& ❧❛ ❧❛♠❡ ❡1& ❞✉ B✉❛.&③✳ ❊♥ ♥♦&❛♥& d1 ❧✬:♣❛✐11❡✉. &♦&❛❧❡ &.❛✈❡.1:❡ ❞❛♥1 ❧❡1

❞❡✉① ♣.✐1♠❡1 ✭✈❛.✐❛❜❧❡✮ ❡& d2 ❧✬:♣❛✐11❡✉. ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣.♦♣❛❣❛&✐♦♥ ❞✉

❢❛✐1❝❡❛✉✱ ❧❛ ❞✐✛:.❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛.❝❤❡ ❡♥&.❡ ❞❡✉① ✈✐❜.❛&✐♦♥1 ❧✉♠✐♥❡✉1❡1 ♦.&❤♦❣♦♥❛❧❡1 ❡♥&.❡

❡❧❧❡1 ❡& ♣❛.❛❧❧A❧❡1 .❡1♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❛✉① ❛①❡1 ♦♣&✐B✉❡1 ❞❡1 ❞❡✉① ♣❛.&✐❡1 ❞✉ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉.

1✬:❝.✐& ✿ δ = (no + ne)(d1 − d2) ❛✈❡❝ no ❡& ne ❧❡1 ✐♥❞✐❝❡1 ♦.❞✐♥❛✐.❡ ❡& ❡①&.❛♦.❞✐♥❛✐.❡✱

.❡1♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&✱ ❞✉ ♠❛&:.✐❛✉ ❜✐.:❢.✐♥❣❡♥& ❝♦♠♣♦1❛♥& ❧❡ 1②1&A♠❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡

❙♦❧❡✐❧✲❇❛❜✐♥❡& ♣❡.♠❡& ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣❧✐B✉❡. ✉♥ ❞:♣❤❛1❛❣❡ ❡♥&.❡ ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 S1 ❡& S2

❞♦♥& ❧❡1 ♣♦❧❛.✐1❛&✐♦♥1 1♦♥& ♦.&❤♦❣♦♥❛❧❡1✳ ◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❛✐♥1✐ ❛❥♦✉&❡. ✉♥ ❞:♣❤❛1❛❣❡

❡♥&.❡ S1 ❡& S2 ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥& d1 &❡❧ B✉❡ ❧❡ ❞:♣❤❛1❛❣❡ ∆(φ) = 2π
λ
δ = φS2 − φS1 = π

❝♦♥❞✉✐1❛♥& &❤:♦.✐B✉❡♠❡♥& 9 ♦❜&❡♥✐. ✉♥❡ &❡✐♥&❡ ♣❧❛&❡ ♥♦✐.❡ ✭❝✬❡1& 9 ❞✐.❡ I = 0✮ 9 ❧❛

1♦.&✐❡ ❞✉ ♣♦❧❛.✐1❡✉. O✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✸ ✕ ❙❝❤(♠❛ ❞❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦♠♣❡♥3❛4❡✉. ❞❡ ❇❛❜✐♥❡4✲❙♦❧❡✐❧✳

O♦✐♥& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥&

❊♥ ❢❛✐1❛♥& ✈❛.✐❡. ❧❡ ❞:♣❤❛1❛❣❡ ∆(φ)✱ ♥♦✉1 ❢❛✐1♦♥1 ✈❛.✐❡. ❧✬✐♥&❡♥1✐&: ❞❡ ❧✬✐♥&❡.❢:.♦❣.❛♠♠❡

❡♥&.❡ ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 1✉✐✈❛♥& ❧❛ ❝♦✉.❜❡ ♣.:1❡♥&:❡ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✹✳ ❚❤:♦.✐B✉❡♠❡♥& ❝❡&&❡ ✐♥✲



❉!"❡❝"✐♦♥ ✐♥"❡(❢!(♦♠!"(✐+✉❡ ✶✼✶

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✹ ✕ ❱❛'✐❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)❡♥0✐)1 ♥♦'♠❛❧✐01❡ ❞❡ ❧✬✐♥)❡'❢1'♦❣'❛♠♠❡ ❡♥)'❡ ❧❡0 0♦♥❞❡0 S1 ❡)

S2 ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ ❞1♣❤❛0❛❣❡ ∆(φ) ❛♣♣❧✐9✉1 ♣❛' ❧❡ ❝♦♠♣❡♥0❛)❡✉' ❞❡ ❙♦❧❡✐❧✲❇❛❜✐♥❡)✳ ▲❡0 ❞♦✉❜❧❡0

✢@❝❤❡0 '❡♣'10❡♥)❡♥) ❞❡0 ✈❛'✐❛)✐♦♥0 ❞❡ ♣❤❛0❡0 ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥)0 ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞✐✛1'❡♥)0✳

"❡♥/✐"! ✈❛(✐❡ ❡♥"(❡ 0 ❡" 4I0 ♦2 I0 ❡/" ❧✬✐♥"❡♥/✐"! ❞✬✉♥❡ ❞❡/ /♦♥❞❡/✱ ❝✬❡/" 7 ❞✐(❡ ❡♥"(❡ ✉♥❡

"❡✐♥"❡ ♣❧❛"❡ /♦♠❜(❡ ❡" ✉♥❡ "❡✐♥"❡ ♣❧❛"❡ ❜(✐❧❧❛♥"❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❡①♣!(✐♠❡♥"❛❧❡♠❡♥" ♥♦✉/

❛✈♦♥/ ✉♥ ❜(✉✐" ❞✬❡♥✈✐(♦♥ 2% ♥♦✉/ ❡♠♣=❝❤❛♥" ❞✬❛✈♦✐( ✉♥❡ ❡①"✐♥❝"✐♦♥ "♦"❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉/✱

♥♦✉/ ♥✬♦❜"❡♥♦♥/ ♣❛/ ✉♥❡ "❡✐♥"❡ ♣❧❛"❡ /♦♠❜(❡ /✉( "♦✉"❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✐♠❛❣!❡ ♠❛✐/ /❡✉❧❡♠❡♥"

/✉( ✉♥❡ ♣♦("✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡/" ❞A 7 ❧❛ ❞✐✛!(❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉(❜✉(❡ ❞❡ ❢(♦♥" ❞✬♦♥❞❡ ❡♥"(❡ S1 ❡"

S2✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ♠=♠❡ /✐ ❝❡❧❧❡/✲❝✐ ♣❛(❝♦✉(❡♥" ❧❛ ♠=♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣"✐+✉❡✱ ❡❧❧❡/

♥❡ ♣❛//❡♥" ♣❛/ ❡①❛❝"❡♠❡♥" ❛✉① ♠=♠❡/ ❡♥❞(♦✐"/ /✉( ❧❡/ ❞✐✛!(❡♥"/ !❧!♠❡♥"/ ♦♣"✐+✉❡/

✭♠✐(♦✐(/✱ ❝✉❜❡/ /!♣❛(❛"❡✉(/ ❞❡ ♣♦❧❛(✐/❛"✐♦♥ F❇❙ ❡" F❇❙✷✱ ❡"❝✳✮✳ ▲❡✉(/ ❢(♦♥"/ ❞✬♦♥❞❡

♣❡✉✈❡♥" ❞♦♥❝ ❡♥ ="(❡ ❛""❡✐♥"✱ ❝❛✉/❛♥" ❛❧♦(/ ❞❡/ ❞✐✛!(❡♥❝❡/ ❧♦❝❛❧❡/ ❡♥"(❡ S1 ❡" S2✳ ❆✐♥/✐✱

♠=♠❡ /✐ ✐❧ /❡♠❜❧❡(❛✐" ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ "(❛✈❛✐❧❧❡( ❡♥ "❡✐♥"❡ ♣❧❛"❡ ♥♦✐(❡ ❛✜♥ +✉❡ ❧❛ ♠♦✐♥❞(❡

✈❛(✐❛"✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡/ /♦♥❞❡/ ❛♣♣❛(❛✐//❡ ❧✉♠✐♥❡✉/❡ /✉( ❧✬✐♥"❡(❢!(♦❣(❛♠♠❡✱ ❧❡/

❞✐/"♦(/✐♦♥/ ❞❡ ❢(♦♥" ❞✬♦♥❞❡ ❞❡/ /♦♥❞❡/ ♥❡ ♣❡(♠❡""❡♥" ♣❛/ ❞❡ "(❛✈❛✐❧❧❡( ❞❛♥/ ❝❡""❡ ❝♦♥✜✲

❣✉(❛"✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ♥♦✉/ ❝❤❡(❝❤♦♥/ ♥♦♥ ♣❛/ 7 ♠❡/✉(❡( ❞❡/ ✈❛(✐❛"✐♦♥/ ❞❡ ♣❤❛/❡/ /"❛"✐+✉❡/

♠❛✐/ ❞❡/ ✈❛(✐❛"✐♦♥/ ❞❡ ♣❤❛/❡/ ❞②♥❛♠✐+✉❡/✳ ■❧ ♥♦✉/ ❢❛✉" ❞♦♥❝ "(❛✈❛✐❧❧❡( 7 ✉♥ ♣♦✐♥" ❞❡

❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✉ ❝♦♠♣❡♥/❛"❡✉( ❞❡ ❇❛❜✐♥❡"✲❙♦❧❡✐❧ +✉✐ ♣❡(♠❡""❡ ❞✬♦♣"✐♠✐/❡( ❧❛ ♠❡/✉(❡

❞❡ ❢❛✐❜❧❡/ ✈❛(✐❛"✐♦♥/ ❞❡ ♣❤❛/❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉✈❛♥" ✈❛(✐❡( ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧/✐♦♥ 7 ❧✬❛✉"(❡✳ ❙✉( ❧❛

✜❣✉(❡ ✶✵✳✹ /♦♥" (❡♣(!/❡♥"!❡/ ♣❛( ❞❡/ ❞♦✉❜❧❡/ ✢T❝❤❡/ ❞❡/ ✈❛(✐❛"✐♦♥/ ❞❡ ♣❤❛/❡/ ❡♥ ❞❡✉①

♣♦✐♥"/ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✐✛!(❡♥"/ ✿ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✐♥"❡♥/✐"! ❞✉ ♣(♦✜❧ ❞✬✐♥"❡(❢!(❡♥❝❡

✭∆(φ) = π✮ ❡" ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥" ✐♥"❡(♠!❞✐❛✐(❡ ✭∆(φ) = π
2
✮✳ ■❧ ❡/" ❝❧❛✐( +✉✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞❡ ❢♦♥❝✲

"✐♦♥♥❡♠❡♥" ✐♥"❡(♠!❞✐❛✐(❡ ♣❡(♠❡" ❞❡ ♠❡/✉(❡( ❞❡/ ✈❛(✐❛"✐♦♥/ ❞❡ ♣❤❛/❡/ ♣❧✉/ ❢❛✐❜❧❡/ ✿

✉♥❡ ♣❡"✐"❡ ✈❛(✐❛"✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ /❡ "(❛❞✉✐" ❛❧♦(/ ♣❛( ✉♥❡ ✐♠♣♦("❛♥"❡ ✈❛(✐❛"✐♦♥ ❞✬✐♥"❡♥/✐"!✱

❝♦♥"(❛✐(❡♠❡♥" 7 ✉♥ ♣♦✐♥" ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" /✐"✉! ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✐♥"❡♥/✐"!✳



✶✼✷ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

2❛. ❧❛ 1✉✐&❡✱ ♥♦✉1 ♣♦1✐&✐♦♥♥❡.♦♥1 ❧❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡ ❇❛❜✐♥❡&✲❙♦❧❡✐❧ ❞❡ &❡❧❧❡ ♠❛♥✐:.❡

; ❝❡ <✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& 1❡ 1✐&✉❡ ❡♥&.❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡& ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✐♥&❡♥1✐&?

❞✉ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.❢?.❡♥❝❡ ❡♥&.❡ S1 ❡& S2✱ ❝✬❡1& ; ❞✐.❡ &❡❧ <✉❡ ∆(φ) = π
2
❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐. ❧❡ ♣❧✉1

❞❡ 1❡♥1✐❜✐❧✐&? ❡& ❞❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ♣♦11✐❜❧❡1✳

▲❡ ❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡ ❇❛❜✐♥❡&✲❙♦❧❡✐❧ ❡1& ❞♦♥❝ ✉♥ ?❧?♠❡♥& ❡11❡♥&✐❡❧ ♣♦✉. &.❛♥1❢♦.♠❡.

✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛1❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ❞✬✐♥&❡♥1✐&? ♠❡1✉.❛❜❧❡✳

✶✵✳✷ ■♠❛❣❡)✐❡

✶✵✳✷✳✶ ❉✐&♣♦&✐)✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥)❛❣❡ ❡①♣23✐♠❡♥)❛❧

▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ?&❛♥& ❝♦♥❥✉❣✉? ❛✈❡❝ ❧❡ ❞?&❡❝&❡✉.✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ♦❜&❡♥✐.

✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛.❣❡ ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ✈✐❛ ❧❡1 1♦♥❞❡1✳ 2♦✉. ❝❡ ❢❛✐.❡✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1

♣❧❛❝? ✉♥❡ ❧❡♥&✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦❝❛❧❡ f = 200mm ; ✉♥❡ ❞✐1&❛♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐.♦♥ 200mm ❡♥ ❛♠♦♥& ❞✉

♣.❡♠✐❡. ♦❜❥❡❝&✐❢ ❞❡ ♠✐❝.♦1❝♦♣❡✳ ❈❡&&❡ ❞✐1&❛♥❝❡ ❡1& ❛❥✉1&?❡ ♣♦✉. <✉❡ ❧❡1 ❢❛✐1❝❡❛✉① 1♦♥❞❡1

1❡ ❢♦❝❛❧✐1❡♥& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❛..✐:.❡ ❞❡ ❝❡& ♦❜❥❡❝&✐❢ ♣♦✉. H&.❡ ❛❧♦.1 ❝♦❧✐♠❛&?1

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✳ ❈❡&&❡ ❞✐1♣♦1✐&✐♦♥ ♣❡.♠❡& ❛❧♦.1 ❞✬?❝❧❛✐.❡. ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❡♥

❝❤❛♠♣ ❧❛.❣❡✳ ❈❤❛<✉❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❛✐♥1✐ ?❝❧❛✐.? &.❛♥1♠❡& ❡& ❞✐✛✉1❡ ❧❛ ❧✉♠✐:.❡

✐♥❝✐❞❡♥&❡✳ ❈❤❛<✉❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ 1❡ ❝♦♠♣♦.&❡ ❛❧♦.1 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ 1♦✉.❝❡ 1❡❝♦♥❞❛✐.❡

❡& ❧❛ .❡❧❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛1❡ ❡♥&.❡ S1 ❡& S2 ❡♥ ❡1& ❛❧♦.1 ❢♦.&❡♠❡♥& ♠♦❞✐✜?❡✳

❊♥ 1♦.&✐❡✱ ❧✬❛①❡ ❞✉ ♣♦❧❛.✐1❡✉. 2 ❡1& ♦.✐❡♥&? 1✉✐✈❛♥& ❧✬❤♦.✐③♦♥&❛❧❡ ♣♦✉. ♥❡ ❝♦♥1❡.✈❡.

<✉✬✉♥❡ ❞❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❝❤♦✐1✐ ❛.❜✐&.❛✐.❡♠❡♥& S2 ✭♠❛✐1 ❝❤♦✐1✐. S1 ♥♦✉1

❞♦♥♥❡.❛✐& ❧❡ ♠H♠❡ .?1✉❧&❛&✮✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 ♥✬♦♥& ❛❧♦.1 ♣❧✉1 ❞✉ &♦✉& ❧❡ ♠H♠❡

.❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉.❜✉.❡ ; ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝❛. ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✓ ❞?✲1②♠?&.✐1? ✔ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣&✐<✉❡ ❞❡1

1♦♥❞❡1 ❡& ❧❡✉. ✐♥&❡.❢?.♦❣.❛♠♠❡ ♣.?1❡♥&❡ ❞♦♥❝ ❞❡1 ❢.❛♥❣❡1 ❞✬✐♥&❡.❢?.❡♥❝❡1✳

✶✵✳✷✳✷ ■♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛3❣❡ ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥)✐❧❧♦♥

▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✻ ♠♦♥&.❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛.❣❡ ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙ ✉&✐❧✐1?✳

◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ② ♦❜1❡.✈❡. ❧❡1 1&.✐❡1 ❞❡ ❧✬?❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ♣❛.❛❧❧:❧❡1 ; ❧✬❛①❡ c ❞✉ ❝.✐1&❛❧ ❞❡

❈❞❙✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣❧❛❝? ❧✬❛①❡ c ❞✉ ❝.✐1&❛❧ ; 45◦ ❞❡ ❧✬❤♦.✐③♦♥&❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛1 H&.❡ ❣H♥?

♣❛. 1❛ ❜✐.?❢.✐♥❣❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡1 ❢❛✐1❝❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧❛.✐1❛&✐♦♥ ✈❡.&✐❝❛❧❡ ♦✉ ❤♦.✐③♦♥&❛❧❡

❛✉.♦♥& ✉♥❡ ❝♦♠♣♦1❛♥&❡ ♣❛.❛❧❧:❧❡ ; ❧✬❛①❡ c ❞✉ ❝.✐1&❛❧ ✐❞❡♥&✐<✉❡ ♣♦✉. ❧❡1 ❞❡✉① ?&❛&1 ❞❡

♣♦❧❛.✐1❛&✐♦♥✳



■♠❛❣❡%✐❡ ✶✼✸

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✺ ✕ ▼♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ❞✉ ,/❛❥❡, ♦♣,✐3✉❡ ❞❡4 4♦♥❞❡4 5 ❧✬❛✈❛♥, ❞✉ ♣/❡♠✐❡/ ♦❜❥❡❝,✐❢ ❞❡

♠✐❝/♦4❝♦♣❡ ✉,✐❧✐4<❡ ♣♦✉/ ❡✛❡❝,✉❡/ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛/❣❡ ❞❡ ❧✬<❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✻ ✕ ■♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧❛/❣❡ ❞❡ ❧✬<❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙ ✉,✐❧✐4<

✶✵✳✷✳✸ ●&❛♥❞✐++❡♠❡♥. &/❡❧

❘❡✈❡♥♦♥. ♠❛✐♥/❡♥❛♥/ ❛✉ ♠♦♥/❛❣❡ ✐♥✐/✐❛❧✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✵✳✶✳ ◆♦✉. .♦✉❤❛✐/♦♥.

❞:/❡%♠✐♥❡% ❧❡ ❣%❛♥❞✐..❡♠❡♥/ /%❛♥.✈❡%.❡ ❡♥/%❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬:❝❤❛♥/✐❧❧♦♥ ❡/ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛

❝❛♠:%❛✳ =♦✉% ❝❡ ❢❛✐%❡✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✉/✐❧✐.: ✉♥❡ ♠✐%❡ ❝❛❧✐❜%:❡ ✿ ✉♥❡ ❣%✐❧❧❡ ❞❡ ♣:%✐♦❞❡ 10µm✱

A✉❡ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✐♠❛❣:❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡. .♦♥❞❡. .✉% ❧❛ ❈❈❉✱ ✈♦✐% ✜❣✉%❡ ✶✵✳✼✳



✶✼✹ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✼ ✕ ■♠❛❣❡*✐❡ ❞✬✉♥❡ ❣*✐❧❧❡ ❞❡ ♣2*✐♦❞❡ 10µm *2❛❧✐42❡ ❛✈❡❝ S1✳

◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❛❧♦.1 ✈6.✐✜❡. 8✉❡ ❧❡1 ✐♠❛❣❡1 ❞♦♥♥6❡1 ♣❛. ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡1 1♦♥❞❡1 1❡ 1✉♣❡.✲

♣♦1❡♥& ❡①❛❝&❡♠❡♥&✳ ◆♦✉1 ♦❜&❡♥♦♥1 ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣.✐❧❧❡ 1✉. ❧❛ ❈❈❉ ❞♦♥& ❧❛ ♣6.✐♦❞❡

❤♦.✐③♦♥&❛❧❡ ❡1& ❞❡ 71 ♣✐①❡❧1 ❡& ❧❛ ♣6.✐♦❞❡ ✈❡.&✐❝❛❧❡ ❞❡ 68 ♣✐①❡❧1✳ ❈❤❛8✉❡ ♣✐①❡❧ ♠❡1✉.❛♥&

16µm× 16µm ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❞♦♥❝ ✉♥ ❣.❛♥❞✐11❡♠❡♥& ❤♦.✐③♦♥&❛❧ ❞❡ ✿

Gh =
71× 16

10
= 114 ✭✶✵✳✶✮

❡& ✉♥ ❣.❛♥❞✐11❡♠❡♥& ✈❡.&✐❝❛❧ ❞❡

Gv =
68× 16

10
= 109 ✭✶✵✳✷✮

◆♦✉1 .❡♠❛.8✉♦♥1 1✉. ❝❡&&❡ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✼ 8✉❡ ❧❡1 ❜♦.❞1 ❞❡1 ❝❛..61 ❞❡ ❧❛ ♠✐.❡ ♥❡ 1♦♥&

♣❛1 &.F1 ♥❡&1✳ ❊♥ ♣❛.&✐❝✉❧✐❡.✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ♥♦&❡. 8✉❡ ❧❡1 ❝♦✐♥1 1♦♥& ❛..♦♥❞✐1✳ ❊♥ ❛♣✲

♣.♦①✐♠❛♥& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ❝❛..6 ♣❛. ✉♥ ❝❡.❝❧❡ ❞♦♥& ❧❡ ❞✐❛♠F&.❡ ❡1& ❞❡ 9.7 ♣✐①❡❧1✱

1♦✐& 155µm✱ ❞❡✉① ♣♦✐♥&1 ♦❜❥❡&1 ♣♦✉..♦♥& J&.❡ ❞✐11♦❝✐61 1✐ ❧❡✉.1 &❛❝❤❡1✱ ❛♣♣.♦①✐♠6❡1 K

❞❡1 ❝❡.❝❧❡1✱ ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ 1♦♥& 16♣❛.6❡1 ❞✬✉♥❡ ❞✐1&❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥1 6❣❛❧❡ ❛✉ .❛②♦♥ ❞❡1

❝❡.❝❧❡1✱ 1♦✐& 4.85 ♣✐①❡❧1 ♦✉ 77.6µm✳ ❈♦♥♥❛✐11❛♥& ❧❡ ❣.❛♥❞✐11❡♠❡♥& ❡♥&.❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ♦❜❥❡& ❡&

❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞6&❡.♠✐♥❡. ❧❛ ❞✐1&❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥&.❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥&1 ♦❜❥❡&1 8✉✐

❞♦♥♥❡.♦♥& ❞❡✉① ✐♠❛❣❡1 ❞✐1&✐♥❝&❡1✱ ❝✬❡1& K ❞✐.❡ ❧❛ .61♦❧✉&✐♦♥ 1♣❛&✐❛❧❡ ❞❡ ♥♦&.❡ ❞✐1♣♦1✐&✐❢

❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ✿ R = 77.6/109 = 0.71µm 1♦✐& 710nm 1✉♣6.✐❡✉.❡ K ❧❛ ❧✐♠✐&❡ ❞❡ ❞✐✛.❛❝&✐♦♥

❞❡ 0.6 λ
O.N.

= 520nm✳



❉✐"♣♦"✐%✐❢ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ✶✼✺

✶✵✳✸ ❉✐&♣♦&✐)✐❢ ♣♦♠♣❡✲&♦♥❞❡

✶✵✳✸✳✶ ❈♦♥✜❣✉*❛,✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♠♦♥,❛❣❡ ❡①♣4*✐♠❡♥,❛❧

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✽ ✕ ❈♦♥✜❣✉+❛-✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥-❛❣❡ ❡①♣4+✐♠❡♥-❛❧ ❞✬✐♠❛❣❡+✐❡ +47♦❧✉❡ ❡♥ -❡♠♣7✳ ◆♦✉7

❛✈♦♥7 ❛❥♦✉-4 ✉♥ ❢❛✐7❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡ ❛✉ ❞✐7♣♦7✐-✐❢ ✐♥✐-✐❛❧ ❞❡ ❞4-❡❝-✐♦♥ ✐♥-❡+❢4+♦♠4-+✐=✉❡✳

▲✬✐♠♣✉❧"✐♦♥ ❝❡♥%45❡ 6 500nm ❝♦♥"%✐%✉❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦"":❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ 5♥❡4❣✐❡

❞❡ ♣❤♦%♦♥ ❞❡ 2.48eV =✉✐ ❝♦44❡"♣♦♥❞ 6 ✉♥❡ 45"♦♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣4❡♠✐❡4 5%❛% ❡①❝✐%♦♥✐=✉❡

❞✉ ❈❞❙ 6 %❡♠♣54❛%✉4❡ ❛♠❜✐❛♥%❡ ❬✸✹❪✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ❝♦♥"%4✉✐% ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡" ✐♠♣✉❧"✐♦♥" ♣♦♠♣❡ ❞❡ %❡❧❧❡ "♦4%❡ =✉✬❡❧❧❡" ❛44✐✈❡♥%

✐♥✐%✐❛❧❡♠❡♥% "②♥❝❤4♦♥❡" 6 ❝❡❧❧❡" ❞❡ S2 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬5❝❤❛♥%✐❧❧♦♥✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ 6 4❡%❛4❞

♣❡4♠❡% ❡♥"✉✐%❡ ❞❡ ❞5♣❧❛❝❡4 %❡♠♣♦4❡❧❧❡♠❡♥% ❧❡" ✐♠♣✉❧"✐♦♥" ♣♦♠♣❡ ❡♥%4❡ ❧❡" ❞❡✉① "♦♥❞❡"✳

▲❡ 4❡%❛4❞ ∆(t) = tS2 − tp ♦I tp ❡% tS2 "♦♥% ❧❡" ✐♥"%❛♥%" ❞✬❛44✐✈5❡ "✉4 ❧✬5❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❞❡"

✐♠♣✉❧"✐♦♥" ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡% ❞❡ ❧❛ "♦♥❞❡ S2✱ 4❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳

▲❛ ♣♦♠♣❡ ❛44✐✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐:4❡ ❝♦❧✐♥5❛✐4❡ ❛✉① "♦♥❞❡" 6 ❧✬❛✈❛♥% ❞✉ ♣4❡♠✐❡4 ♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡

♠✐❝4♦"❝♦♣❡ ♣❛4 ❧❡ ❜✐❛✐" ❞✬✉♥ ♠✐4♦✐4 ❞✐❝❤4♦L=✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉% ❧❡ ✈♦✐4 "✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✶✵✳✽✳



✶✼✻ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

❆♣.31 ❛✈♦✐. &.❛✈❡.15 ❧✬5❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✱ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡1& .❡❥❡&5❡ ❞✉ ♠♦♥&❛❣❡ ❡①♣5.✐♠❡♥&❛❧ ❛✈❡❝

✉♥ ❞❡✉①✐3♠❡ ♠✐.♦✐. ❞✐❝❤.♦=>✉❡ ✭♥♦♥ .❡♣.51❡♥&5 1✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✽✮✳

✶✵✳✸✳✷ ❘&'♦❧✉+✐♦♥ +❡♠♣♦1❡❧❧❡

▲❛ ❧✐❣♥❡ F .❡&❛.❞ ✉&✐❧✐15❡ ♣♦✉. ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣&✐>✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡1& ✉♥❡

♣❧❛&✐♥❡ ❞❡ &.❛♥1❧❛&✐♦♥ ♠✐❝.♦♠5&.✐>✉❡ ▼✲■▲❙ ✷✺✵❈❈ ❞❡ ♠❛.>✉❡ ◆❡✇♣♦.& ❈♦.♣♦.❛&✐♦♥✳

❊❧❧❡ ❡1& ♣✐❧♦&5❡ ♣❛. ✉♥ ❝♦♥&.P❧❡✉. ▼▼✹✵✵✻ ❞❡ ❧❛ ♠R♠❡ 1♦❝✐5&5✱ ✐♥&❡.❢❛❝5❡ F ❧✬♦.❞✐♥❛&❡✉.

✈✐❛ ✉♥ ♣.♦&♦❝♦❧❡ ●T■❇✳ ❙♦♥ ♣❛1 ♠✐♥✐♠❛❧ ❡1& ❞❡ 1µm ± 0.5µm✱ ❧❛ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞❡ .❡&❛.❞ ❡1& ❞♦♥❝ ❞✬❡♥✈✐.♦♥ 7fs✳ ▲✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡1& ❞❡ 250mm ❝❡

>✉✐ ❧✉✐ ♣❡.♠❡& ❞✬❛&&❡✐♥❞.❡ &❤5♦.✐>✉❡♠❡♥& ✉♥ .❡&❛.❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 1.7ns✳

❆✐♥1✐ ❡♥ ♣❛.❝♦✉.❛♥& &♦✉&❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ F .❡&❛.❞✱ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♣❡✉& ❛..✐✈❡. ❛♣.31 ❧❡1 ❞❡✉①

1♦♥❞❡1 ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬5❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✮ ❝♦..❡1♣♦♥❞❛♥& F ✉♥ .❡&❛.❞ ∆(t) = tS2 − tp ≤ 0✱

♣✉✐1 R&.❡ 1②♥❝❤.♦♥❡ F S2 ✭∆(t) = 0✮✱ ♣✉✐1 ❜❛❧❛②❡. ❧❡1 1ns 15♣❛.❛♥& ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1

✭0ns ≤ ∆(t) ≤ 1ns✮✱ ♣♦✉. ❡♥1✉✐&❡ ❞❡✈❡♥✐. 1②♥❝❤.♦♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ 1♦♥❞❡ S1 ✭∆(t) = 1ns✮ ❡&

❡♥✜♥ ❛..✐✈❡. ❛✈❛♥& ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 ✭∆(t) ≥ 1ns✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥&.❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✾✳ ❈❡&&❡

❞✐1♣♦1✐&✐♦♥ ♣❡.♠❡& ❞♦♥❝ ❞✬♦❜1❡.✈❡. ❧❡1 ❞5❝.♦✐11❛♥❝❡1 &❡♠♣♦.❡❧❧❡1 ❞❡1 ❡①❝✐&❛&✐♦♥1 ❝.55❡1

♣❛. ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♠❡1✉.5❡1 ♣❛. S2 ♣✉✐1 ♣❛. S1✳

◆♦&♦♥1 >✉❡ ❧❡1 1ns 15♣❛.❛♥& ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 ♥❡ ♣❡.♠❡&&❡♥& ♣❛1 ❢♦.❝❡♠❡♥& ❛✉① ❡①❝✐✲

&❛&✐♦♥1 ♠❡1✉.5❡1 ♣❛. S2 ❞✬❛✈♦✐. .❡❧❛①5❡1 ❡♥&✐3.❡♠❡♥& ❞❛♥1 ❧❡✉. 5&❛& ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❧♦.1>✉❡

S1 1♦♥❞❡ ❧✬5❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✳ ❈❡❝✐ ❞5♣❡♥❞ ❜✐❡♥ 1Y. ❞❡ ❧✬5❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ 5&✉❞✐5✳ T♦✉. 5&✉❞✐❡. ❞❡1

5❝❤❛♥&✐❧❧♦♥1 ❞♦♥& ❧❡ &❡♠♣1 ❞❡ .❡❧❛①❛&✐♦♥ ❞❡1 ❡①❝✐&❛&✐♦♥1 ❡1& 1✉♣5.✐❡✉. F ❧❛ ♥❛♥♦1❡❝♦♥❞❡✱

✐❧ 1❡.❛✐& ❞♦♥❝ ♥5❝❡11❛✐.❡ ❞✬❛❧❧♦♥❣❡. ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣&✐>✉❡ (b)✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✾ ✕ %♦'✐)✐♦♥ )❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♣❛. .❛♣♣♦.) ❛✉① '♦♥❞❡' S2 ❡) S1 ❧♦.' ❞✉

❞4♣❧❛❝❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 7 .❡)❛.❞✳ ▲❛ ♣♦'✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 7 .❡)❛.❞ ❡') ❞♦♥♥4❡ ♣❛. ∆(t) = tS2−tp✳



▼❡"✉$❡" ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ✐♥,-❣$-❡" "♣❛,✐❛❧❡♠❡♥, ✶✼✼

✶✵✳✹ ▼❡&✉(❡& ♣♦♠♣❡✲&♦♥❞❡ ✐♥01❣(1❡& &♣❛0✐❛❧❡♠❡♥0

✶✵✳✹✳✶ $♦♠♣❡ ❝❡♥+,-❡ . 395nm

◆♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ❞✬❛❜♦$❞ ❛""✉$-" 6✉❡ ♥♦,$❡ ❞✐"♣♦"✐,✐❢ ♣❡$♠❡,,❛✐, ❡✛❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❞❡

♠❡"✉$❡$ ❧❡" ❞-❝$♦✐""❛♥❝❡" ,❡♠♣♦$❡❧❧❡" ❞❡" ❡①❝✐,❛,✐♦♥" ❝$--❡" ♣❛$ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❞❛♥" ❧❡ ❈❞❙✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ❞♦♥❝ ❡♥$❡❣✐",$- ❧✬✐♥,❡$❢-$❡♥❝❡ ❡♥,$❡ ❧❡" ❞❡✉① "♦♥❞❡" ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❤♦,♦❞✐♦❞❡

"✉$ ❧❛6✉❡❧❧❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❢♦❝❛❧✐"- ❧❡ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❞❡ "♦$,✐❡ ♥♦♥ ♣❧✉" ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❡♥,✐❧❧❡ ❞❡ f = 1m

♠❛✐" ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❡♥,✐❧❧❡ ❞❡ f = 20mm✳ ▲❛ ♣❤♦,♦❞✐♦❞❡ ❡", "②♥❝❤$♦♥✐"-❡ B ❧❛ ❢$-6✉❡♥❝❡

❞✬✉♥ ❤❛❝❤❡✉$ ✭♦✉ ❝❤♦♣♣❡% ✮ 6✉✐ ♠♦❞✉❧❡ ,❡♠♣♦$❡❧❧❡♠❡♥, ❧❛ ♣♦♠♣❡ B ❡♥✈✐$♦♥ 1kHz✳ ▲❛

✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✵ ♠♦♥,$❡ ❧✬✐♥,❡♥"✐,- ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❡♥$❡❣✐",$- ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦"✐,✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦♠♣❡ "✉$ ❧❛ ❧✐❣♥❡ B $❡,❛$❞✳ ❈❡ $-"✉❧,❛, ❛ -,- ♦❜,❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♠♣❡ ❝❡♥,$-❡ B 395nm

❝♦$$❡"♣♦♥❞❛♥, B ✉♥❡ -♥❡$❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦,♦♥ ❞❡ 3.8eV ✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✵ ✕ ■♥&❡♥(✐&* ❞❡ ❧✬✐♥&❡.❢*.❡♥❝❡ ❞❡( ❞❡✉① (♦♥❞❡( ✐♥&*❣.*❡ (♣❛&✐❛❧❡♠❡♥& ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣♦(✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ (✉. ❧❛ ❧✐❣♥❡ 8 .❡&❛.❞✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ❡(& ❝❡♥&.*❡ ✐❝✐ 8 395nm ❝♦..❡(♣♦♥❞❛♥&

8 ✉♥❡ *♥❡.❣✐❡ ❞❡ ♣❤♦&♦♥ ❞❡ 3.8eV ✳

▲❡ ♣$❡♠✐❡$ "✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ♦❜"❡$✈- "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✵ ❡", ❞G B ❧❛ ✈❛$✐❛,✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥,❡♥"✐,- ❞❡ ❧❛ "♦♥❞❡ S2 ,$❛♥"♠✐" ♣❛$ ❧✬-❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❛♣$H" ❡①❝✐,❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐

♣❛$ ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ ➚ $❡,❛$❞ ♥-❣❛,✐❢✱ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❛$$✐✈❡ ❛♣$H" ❧❡" ❞❡✉① "♦♥❞❡"✱ ❝❡❧❧❡"✲❝✐ ♥❡

"♦♥, ❞♦♥❝ ♣❛" ♠♦❞✐✜-❡" ❡, ❧❡✉$ ✐♥,❡$❢-$❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ,❡✐♥,❡ ♣❧❛,❡ "♦♠❜$❡✳ ❊♥"✉✐,❡ B

∆(t) = 0✱ S2 ,$❛✈❡$"❡ ❧✬-❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ♠♦❞✐✜- ♣❛$ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❡, ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ "✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲

"♦♥❞❡ ❛♣♣❛$❛✐,✳ ▲❛ ♣❤❛"❡ ❞❡ ❧❛ "♦♥❞❡ S2 ❡", ❛❧♦$" ❢♦$,❡♠❡♥, ♠♦❞✐✜-❡ ♣❛$ ❧❡ ❢❛✐, 6✉❡



✶✼✽ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬4❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❛ 4&4 ♠♦❞✐✜4 ♣❛. ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ ◆♦✉1 ♦❜1❡.✈♦♥1 ❡♥1✉✐&❡ ✉♥❡ ♣.❡♠✐<.❡

❞4❝.♦✐11❛♥❝❡ .❛♣✐❞❡ ♣✉✐1 ✉♥❡ ❞❡✉①✐<♠❡ ♣❧✉1 ❧♦♥❣✉❡✳

▲❛ ♣.❡♠✐<.❡ ❡1& ❞? ❛✉① .❡❧❛①❛&✐♦♥1 ✐♥&.❛✲❜❛♥❞❡ ♥♦♥✲.❛❞✐❛&✐✈❡ ❞❡1 ❡①❝✐&♦♥1 ♣❤♦&♦✲

❝.441✳ ❈❡1 .❡❧❛①❛&✐♦♥1 1❡ ❢♦♥& ❡♥ ❣4♥4.❛♥& ❞❡1 ♣❤♦♥♦♥1 ▲❖ ✭❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧ ♦♣&✐D✉❡✮✳ ❖♥

❡1&✐♠❡ D✉✬✐❧ ❢❛✉& 120fs ♣❛. ❣4♥4.❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦♥♦♥ ▲❖ ❡& D✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♣♦11<❞❡♥& ✉♥❡

4♥❡.❣✐❡ ❞✬❡♥✈✐.♦♥ 37meV ❬✶✺❪✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛❧♦.1 ❞4❞✉✐.❡ ❧❡ &❡♠♣1 ❞❡ ❞4❝.♦✐11❛♥❝❡ ♥♦♥✲

.❛❞✐❛&✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛4.❡♥❝❡ ❡♥&.❡ ❧✬4♥❡.❣✐❡ ❞❡1 ♣❤♦&♦♥1 ✐♥❝✐❞❡♥&1 ❡& ❧✬4♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐1♦♥ ❞❡

❧✬❡①❝✐&♦♥ ❇ ❞✉ ❈❞❙✳ ❙❛❝❤❛♥& D✉❡ ❝❡&&❡ ❞✐✛4.❡♥❝❡ ❞✬4♥❡.❣✐❡ ❡1& ❞❡ 3.8− 2.5 = 0.7eV ✱ ✐❧

② ❛ ❡♥✈✐.♦♥

0.7
0.037

≈ 19 ♣❤♦♥♦♥1 ▲❖ ❣4♥4.41✱ ♦♥ 1✬❛&&❡♥❞ ❞♦♥❝ N ✉♥ &❡♠♣1 ❞❡ ❞4❝.♦✐1✲

1❛♥❝❡ ♥♦♥✲.❛❞✐❛&✐❢ ❞❡ TNR = 19× 120 = 2270fs 1♦✐& ❡♥✈✐.♦♥ 2.3ps✳ ❯♥ ❛❥✉1&❡♠❡♥& ❛✉

♠♦✐♥❞.❡ ❝❛..4 ❞❡ ❧❛ ♣.❡♠✐<.❡ ❞4❝.♦✐11❛♥❝❡ ♦❜1❡.✈4❡ 1✉. ❧❡ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✵ ♥♦✉1 ❞♦♥♥❡ ✉♥

&❡♠♣1 ❞❡ ❞4❝.♦✐11❛♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐.♦♥ 2ps✱ ❝❡ D✉✐ ❝♦..❡1♣♦♥❞ &♦✉& N ❢❛✐& N ♥♦&.❡ ❡1&✐♠❛&✐♦♥✳

❯♥❡ ❢♦✐1 D✉❡ ❧❡1 ❡①❝✐&❛&✐♦♥1 ♣❤♦&♦❝.44❡1 ♦♥& ❛&&❡✐♥& ❧❡ ❜❛1 ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ❝✬❡1& N ❞✐.❡ D✉❡ ❧❡1

4❧❡❝&.♦♥1 ♦♥& ❛&&❡✐♥& ❧❡ ❜❛1 ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝&✐♦♥ ❡& ❧❡1 &.♦✉1 ❧❡ ❤❛✉& ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

✈❛❧❡♥❝❡ ❆✱ ✐❧1 ♣❡✉✈❡♥& .❡❧❛①❡. .❛❞✐❛&✐✈❡♠❡♥&✱ ❧❡1 4❧❡❝&.♦♥1 ❡& ❧❡1 &.♦✉1 1❡ .❡❝♦♠❜✐♥❡♥&

❡♥ 4♠❡&&❛♥& ❞❡1 ♣❤♦&♦♥1✳

▲❛ ❞❡✉①✐<♠❡ ❞4❝.♦✐11❛♥❝❡ ♦❜1❡.✈4❡ ❝♦..❡1♣♦♥❞ ❞♦♥❝ N ❧❛ .❡❧❛①❛&✐♦♥ .❛❞✐❛&✐✈❡ ❞❡1

❡①❝✐&♦♥1✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ 1❡ ❢❛✐& ❛✈❡❝ ✉♥ &❡♠♣1 ❝❛.❛❝&4.✐1&✐D✉❡ T1 ≃ 1ns✱ ❝♦..❡1♣♦♥❞❛♥& ❛✉

&❡♠♣1 ❞❡ ✈✐❡ ❞❡1 ❡①❝✐&❛&✐♦♥1✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉1 ❧♦♥❣✳ ❖♥ &.♦✉✈❡ ❞❛♥1 ❧❛ ❧✐&&4.❛&✉.❡ ❞❡1

✈❛❧❡✉.1 ❞❡ T1 ❛❧❧❛♥& ❞❡ 5ns N D✉❡❧D✉❡1 ❞✐③❛✐♥❡1 ❞❡ ns ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡1 4❝❤❛♥&✐❧❧♦♥1 ❬✺✹❪✳

◆♦&♦♥1 D✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐<♠❡ 1✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡ ♦❜1❡.✈4✱ ❝❡❧✉✐ ❞? N ❧❛ 1♦♥❞❡ S1✱ ❡1&

❧4❣<.❡♠❡♥& ♠♦✐♥1 ✐♥&❡♥1❡ D✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞? N S2✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧♦.1D✉❡ ❧❛ 1♦♥❞❡ ♣♦♠♣❡ ❞❡✈✐❡♥&

1②♥❝❤.♦♥❡ N S1✱ ❧❡ 1✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡ ✈✉ ♣❛. S2 ♥✬❛ ♣❛1 ❡♥❝♦.❡ .❡❧❛①4✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛.✐❛&✐♦♥

❞✬✐♥&❡♥1✐&4 ❞❡ ❧✬✐♥&❡.❢4.❡♥❝❡ ❡♥&.❡ S1 ❡& S2 ❡1& ♣❧✉1 ❢❛✐❜❧❡✳



▼❡"✉$❡" ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ✐♥,-❣$-❡" "♣❛,✐❛❧❡♠❡♥, ✶✼✾

✶✵✳✹✳✷ %♦♠♣❡ ❝❡♥,-.❡ / 500nm

▲❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✶ ♣$-"❡♥,❡ ❧✬✐♥,❡♥"✐,- ❞❡ ❧✬✐♥,❡$❢-$❡♥❝❡ ❞❡" ❞❡✉① "♦♥❞❡" ✐♥,-❣$-❡ "♣❛✲

,✐❛❧❡♠❡♥, ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ $❡,❛$❞ ∆(t) = tS2 − tp✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ❡", ✐❝✐ ❝❡♥,$-❡ < 500nm✱ "♦✐,

2.48eV ✱ ❝✬❡", < ❞✐$❡ ❡♥ $-"♦♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣$❡♠✐❡$ -,❛, ❡①❝✐,♦♥✐?✉❡ ❞✉ ❈❞❙✳ ▲❡ "✐❣♥❛❧

♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ S2 ❞-❝$♦✐, ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥",❛♥,❡ ❞❡ ,❡♠♣" ❧♦♥❣✉❡ ✭"✉♣-$✐❡✉$❡ < 1ns✮ ❝♦$✲

$❡"♣♦♥❞❛♥, ❜✐❡♥ ❛✉ ,❡♠♣" T1 ?✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ,$♦✉✈❡$ ❞❛♥" ❧❛ ❧✐,,-$❛,✉$❡ ❬✺✹❪✳ ▲♦$"?✉❡ ❧❛

♣♦♠♣❡ ❞❡✈✐❡♥, "②♥❝❤$♦♥❡ ❛✈❡❝ S1✱ ❧❡" ❞❡✉① "♦♥❞❡" ✓ ✈♦✐❡♥, ✔ ?✉❛"✐♠❡♥, ❧❛ ♠M♠❡ ❝❤♦"❡

♣✉✐"?✉❡ ❧❡" ❡①❝✐,❛,✐♦♥" ♣❤♦,♦❝$--❡" ♣❛$ ❧❛ ♣♦♠♣❡ < ∆(t) = 0ns ♦♥, < ♣❡✐♥❡ $❡❧❛①-✳ ▲❡

"✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ S1 ❡", ❞♦♥❝ ❧-❣N$❡♠❡♥, ✐♥❢-$✐❡✉$ ❛✉ "✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ S2 ❡, ❧❛

✈❛$✐❛,✐♦♥ ❞✬✐♥,❡♥"✐,- ❞❡ ❧❡✉$ ✐♥,❡$❢-$❡♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥, ♥-❣❛,✐✈❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✶ ✕ ❱❛&✐❛(✐♦♥ ❞✬✐♥(❡♥.✐(/ ❞❡ ❧✬✐♥(❡&❢/&❡♥❝❡ ❞❡. ❞❡✉① .♦♥❞❡. ✐♥(/❣&/❡ .♣❛(✐❛❧❡♠❡♥(

❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦.✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ .✉& ❧❛ ❧✐❣♥❡ 8 &❡(❛&❞✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ❡.( ❝❡♥(&/❡ ✐❝✐ 8 500nm✳

◆♦,$❡ ♠♦♥,❛❣❡ ❡①♣-$✐♠❡♥,❛❧ ♣❡$♠❡, ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❡"✉$❡$ ❞❡" ❞-❝$♦✐""❛♥❝❡" ,❡♠♣♦$❡❧❧❡"

❞❡ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐❝♦"❡❝♦♥❞❡ ♣❛$ ♠❡"✉$❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛-$❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛"❡ ❡♥,$❡ ❧❡" ❞❡✉① "♦♥❞❡"

S1 ❡, S2 ,$❛✈❡$"❛♥, ❧✬-❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✳



✶✽✵ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

✶✵✳✺ ▼❡&✉(❡& ♣♦♠♣❡✲&♦♥❞❡ (/&♦❧✉❡& &♣❛2✐❛❧❡♠❡♥2

▲♦.13✉❡ ♥♦✉1 ♠❡1✉.♦♥1 ❧❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.❢8.❡♥❝❡ ❞❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♠8.❛

❊▼❈❈❉✱ ♥♦✉1 ❡♥.❡❣✐1&.♦♥1 ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭♦✉ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.❢8.❡♥❝❡✮ ♣❛. ♣♦1✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡

B .❡&❛.❞✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡1& ❡♥.❡❣✐1&.8❡ 1✉✐✈❛♥& ✉♥❡ ♠8&❤♦❞❡ ❞✐✛8.❡♥&✐❡❧❧❡ ❣.F❝❡ B ✉♥ ♦❜&✉.❛✲

&❡✉. ♠8❝❛♥✐3✉❡ ✭♦✉  ❤✉##❡% ✮ ♣❧❛❝8 1✉. ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣&✐3✉❡ ❞✉ ❢❛✐1❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✳ ❖♥ ❡♥.❡✲

❣✐1&.❡ ❧❛ 1✉❝❝❡11✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡1 1✉✐✈❛♥&❡1 ✿ ❛✈❡❝ ♣♦♠♣❡ ♣✉✐1 1❛♥1 ♣♦♠♣❡✱ ✉♥ ♣.♦❣.❛♠♠❡

♣.♦❝J❞❡ ❡♥1✉✐&❡ B ❧❛ ❞✐✛8.❡♥❝❡ ❞❡1 ❞❡✉① ✐♠❛❣❡1 ❡♥.❡❣✐1&.8❡1 ♣♦✉. ❝❤❛3✉❡ ♣♦1✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧✐❣♥❡ B .❡&❛.❞✳

➱&✉❞✐♦♥1 ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❧❡1 ✐♠❛❣❡1 ❡♥.❡❣✐1&.8❡1✳ ◆♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ♣.81❡♥&❡. ❧❡1 ❞✐✛8.❡♥&1

.81✉❧&❛&1 ♦❜&❡♥✉1 1✉. ✉♥❡ ❛❝3✉✐1✐&✐♦♥ .8❛❧✐18❡ 1✉. ❧✬8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❞❡ ❈❞❙ ♣♦✉. ❧❛3✉❡❧❧❡

♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❢❛✐& ✈❛.✐❡. ❧❛ ❧✐❣♥❡ B .❡&❛.❞ ❡♥&.❡ −22ps ❡& 158ps ♣❛. ♣❛1 ❞❡ 1ps✳ ❈❡1

♠❡1✉.❡1 ♦♥& 8&8 ❢❛✐&❡1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♠♣❡ ❝❡♥&.8❡ B 395nm✳

✶✵✳✺✳✶ ■♠❛❣❡) ❡♥+❡❣✐)-+.❡)

▲✬❊▼❈❈❉ ❡♥.❡❣✐1&.❡ ❧✬✐♥&❡♥1✐&8 .❡N✉❡ ♣❛. ❝❤❛3✉❡ ♣✐①❡❧✳ ❯♥ ♣.♦❣.❛♠♠❡ ▼❆❚▲❆❇

♥♦✉1 ♣❡.♠❡& ❛❧♦.1 ❞❡ .❡❝♦♥1&.✉✐.❡ ❝❤❛3✉❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡1 ✐♠❛❣❡1 1♦♥& ❡♥1✉✐&❡ ❡①♣❧♦✐&8❡1

❣.F❝❡ B ■♠❛❣❡❏✱ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ &.❛✐&❡♠❡♥& ❞✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❝.88 ✉♥ ♣.♦❣.❛♠♠❡ 1♦✉1

■♠❛❣❡❏ 3✉✐ ♥♦✉1 ♣❡.♠❡& ❞✬♦❜&❡♥✐. ✉♥❡ .❡♣.81❡♥&❛&✐♦♥ ✸❉ ❞❡1 ✐♠❛❣❡1 ❡♥.❡❣✐1&.8❡1✳ ▲❛

✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✷ ♠♦♥&.❡ ❝❡&&❡ .❡♣.81❡♥&❛&✐♦♥ ❡♥ ✸❉✳ ◆♦✉1 ✈✐1✉❛❧✐1♦♥1 ❛❧♦.1 ❧❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.✲

❢8.❡♥❝❡ B ❞✐✛8.❡♥&1 .❡&❛.❞1 ∆(t)✳ ▲❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.❢8.❡♥❝❡ B ✉♥ .❡&❛.❞ ❞♦♥♥8 ❝♦..❡1♣♦♥❞

B ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ 1✉✐✈❛♥& ❧❡ .❡❝&❛♥❣❧❡ ✈❡.& 1✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✷✳

◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❛✉11✐ ✈✐1✉❛❧✐1❡. ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ 1✉✐✈❛♥& ❧❡ .❡❝&❛♥❣❧❡ ❜❧❡✉ ✭✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✷✮

❣.F❝❡ B ♥♦&.❡ ♣.♦❣.❛♠♠❡✳ ❈❡&&❡ ❝♦✉♣❡ .❡✈✐❡♥& ❛❧♦.1 B ✈✐1✉❛❧✐1❡. ✉♥❡ &.❛♥❝❤❡ 1♣❛&✐❛❧❡

1✉✐✈❛♥& ❧✬❛①❡ x B ✉♥❡ ♣♦1✐&✐♦♥ y ❝❤♦✐1✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ .❡&❛.❞ ∆(t)✳

▲❡ &.❛✐&❡♠❡♥& ♥✉♠8.✐3✉❡ 3✉❡ .8❛❧✐1❡ ❧❡ ♣.♦❣.❛♠♠❡ ■♠❛❣❡❏ ♥8❝❡11✐&❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡

.❡11♦✉.❝❡✱ ❝✬❡1& ♣♦✉.3✉♦✐ ♥♦✉1 ♥❡ ♣♦✉✈♦♥1 ♣❛1 ♣❛.❝♦✉.✐. &♦✉&❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ B .❡&❛.❞ ❛✈❡❝ ✉♥

♣❛1 ❛✉11✐ ✜♥ 3✉❡ 1ps ✭❝❡❧❛ ❝♦..❡1♣♦♥❞.❛✐& B ❡♥.❡❣✐1&.❡. ✶✼✵✵ ✐♠❛❣❡1 ✦✮✳



▼❡"✉$❡" ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ $+"♦❧✉❡" "♣❛.✐❛❧❡♠❡♥. ✶✽✶

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✷ ✕ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥(❡❣✐*,(❡♠❡♥, ❢❛✐,❡ ♣❛( ❧❛ ❝❛♠)(❛ ❊▼❈❈❉✳



✶✽✷ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✸ ♥♦✉1 ♠♦♥&.❡ ✉♥ ♣.♦✜❧ 1♣❛&✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥&❡.❢:.❡♥❝❡ ❡♥&.❡ ❧❡1 ❞❡✉① 1♦♥❞❡1

❛✈❛♥& ❧✬❛..✐✈:❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ ◆♦✉1 ♦❜1❡.✈♦♥1 ✉♥❡ &❡✐♥&❡ ♣❧❛&❡ 1♦♠❜.❡ .:❛❧✐1:❡ ❣.@❝❡ ❛✉

❝♦♠♣❡♥1❛&❡✉. ❞❡ ❇❛❜✐♥❡&✲❙♦❧❡✐❧✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✸ ✕ ■♥'❡)❢+)♦❣)❛♠♠❡ ❞❡1 1♦♥❞❡1 ❛✈❛♥' ❧✬❛))✐✈+❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡✳

▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✸ ♥♦✉1 ♠♦♥&.❡ ❝❡ ♠C♠❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.❢:.❡♥❝❡ ❛♣.D1 ❧✬❛..✐✈:❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡

♣♦✉. ∆(t) = 24ps✳ ◆♦✉1 ♦❜1❡.✈♦♥1 ✉♥❡ &❡✐♥&❡ ♣❧❛&❡ ❜.✐❧❧❛♥&❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✹ ✕ ■♥'❡)❢+)♦❣)❛♠♠❡ ❞❡1 1♦♥❞❡1 8 ∆(t) = 24ps✳



▼❡"✉$❡" ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ $+"♦❧✉❡" "♣❛.✐❛❧❡♠❡♥. ✶✽✸

❙✉$ ❝❡..❡ ❞❡$♥✐5$❡ ✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉" ♣♦✉✈♦♥" ♠❡"✉$❡$ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡" "♦♥❞❡"✳ ❙✉$ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡

❧❛ ❈❈❉✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ❞❡" "♦♥❞❡" ❡". ❤♦$✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥. ❞❡ 70♣✐①❡❧" ❡. ✈❡$.✐❝❛❧❡♠❡♥. ❞❡ 80

♣✐①❡❧"✳ ❆✉ ✈✉❡ ❞❡" ❣$❛♥❞✐""❡♠❡♥." .$❛♥"✈❡$"❛✉① ❞+.❡$♠✐♥+" ♣$+❝+❞❡♠♠❡♥.✱ ♦♥ ❞+❞✉✐.

❞❡ ♥♦" ♠❡"✉$❡" @✉❡ ❧❡" "♦♥❞❡" ♦♥. ❤♦$✐③♦♥.❛❧❡♠❡♥. ✉♥❡ .❛✐❧❧❡ ❞❡ 10µm ❡. ✈❡$.✐❝❛❧❡♠❡♥.

❞❡ 12µm✳

A♦✉$ ∆(t) = 158ps ♥♦✉" ♦❜"❡$✈♦♥" ✉♥❡ .❡✐♥.❡ ♣❧❛.❡ ❞✬✐♥.❡♥"✐.+ ❧+❣5$❡♠❡♥. ♣❧✉"

❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉. ❧✬♦❜"❡$✈❡$ "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✺✳ ❖♥ ❞❡✈✐♥❡ ❛✐♥"✐ ❧❛ ❞+❝$♦✐""❛♥❝❡ ❞✉

"✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ♦❜"❡$✈+ "✉$ ❧❡" ❞♦♥♥+❡" ✐♥.+❣$+❡" "♣❛.✐❛❧❡♠❡♥. ✭✈♦✐$ ✶✵✳✶✶✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✺ ✕ ■♥'❡)❢+)♦❣)❛♠♠❡ ❞❡1 1♦♥❞❡1 2 ∆(t) = 158ps✳



✶✽✹ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

✶✵✳✺✳✷ ❈♦✉♣❡* *♣❛,✐❛❧❡*

▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✼ ♣.81❡♥&❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ 1♣❛&✐❛❧❡ ; ✉♥❡ ♣♦1✐&✐♦♥ y1 ❞✉ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡.❢8.❡♥❝❡✳

❈❡❧❛ ❝♦..❡1♣♦♥❞ ; ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ 1✉✐✈❛♥& ❧❡ .❡❝&❛♥❣❧❡ ❜❧❡✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✷ ❡& ❝♦..❡1♣♦♥❞ ;

✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ 13×16µm ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ♦❜❥❡& ✭✐❞❡♥&✐D✉❡ ♣♦✉. &♦✉&❡1 ❧❡1 ✜❣✉.❡1 ♣.81❡♥&8❡1

❞❛♥1 ❧❛ 1✉✐&❡✮✳ ▲❛ ♣♦1✐&✐♦♥ y1 ❝❤♦✐1✐❡ ♣♦✉. ❡✛❡❝&✉❡. ❝❡&&❡ ❝♦✉♣❡ ❡1& ✐♥❞✐D✉8❡ ♣❛. ❧❡ &.❛✐&

♥♦✐. 1✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✻✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✻ ✕ %♦'✐)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ '♣❛)✐❛❧❡ ❡✛❡❝)✉4❡ '✉5 ❧❡ ♣5♦✜❧ ❞✬✐♥)❡5❢45❡♥❝❡ ❡♥✲

5❡❣✐')54 ; ✉♥❡ ♣♦'✐)✐♦♥ y1✳

▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✵✳✶✼ ♥♦✉1 ♠♦♥&.❡ ❧❡ ♣.♦✜❧ ❞✬✐♥&❡♥1✐&8 ❞❡ ❧✬✐♥&❡.❢8.❡♥❝❡ ❡♥&.❡ S1 ❡& S2 ❞❛♥1

❧❡ ♣❧❛♥ (x,∆(t))✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉. ❡1& ♣.♦♣♦.&✐♦♥♥❡❧ ; ❧✬✐♥&❡♥1✐&8 ♠❡1✉.8❡ ✿ .♦1❡ ❡1&

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉1 ❜❛1 ❡& ❥❛✉♥❡ ❧❡ ♣❧✉1 8❧❡✈8✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✼ ✕ ❚5❛❝❡ )❡♠♣♦5❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ )5❛♥❝❤❡ '♣❛)✐❛❧❡ (x, y1)✳ ◆♦✉' ♦❜'❡5✈♦♥' ❧✬✐♥)❡♥'✐)4 ❞✉

♣5♦✜❧ ❞✬✐♥)❡5❢45❡♥❝❡ '✉✐✈❛♥) ❧❛ ❞✐5❡❝)✐♦♥ x ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ 5❡)❛5❞ ∆(t)✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉5

❡') ♣5♦♣♦5)✐♦♥♥❡❧ ; ❧✬✐♥)❡♥'✐)4 ✿ 5♦'❡ ❡') ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉' ❜❛' ❡) ❥❛✉♥❡ ❧❡ ♣❧✉' 4❧❡✈4✳



▼❡"✉$❡" ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ $+"♦❧✉❡" "♣❛.✐❛❧❡♠❡♥. ✶✽✺

◆♦✉" ♣♦✉✈♦♥" ❡♥"✉✐.❡ ❡✛❡❝.✉❡$ ❞❡" ❝♦✉♣❡" 7 ❞✐✛+$❡♥.❡" ✈❛❧❡✉$" ❞❡ x✳ ❊♥ ❡✛❡❝.✉❛♥.

✉♥❡ ❝♦✉♣❡ 7 ✉♥❡ ♣♦"✐.✐♦♥ x1 ❞♦♥♥+❡✱ ✐♥❞✐;✉+ "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✼✱ ♥♦✉" ♣♦✉✈♦♥" ✈✐"✉❛❧✐"❡$

❧❛ ❞+❝$♦✐""❛♥❝❡ .❡♠♣♦$❡❧❧❡ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ 7 ✉♥❡ ♣♦"✐.✐♦♥ (x1, y1) ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡

❧✬+❝❤❛♥.✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ✈❛$✐❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥.❡♥"✐.+ ❞✉ ♣$♦✜❧ ❞✬✐♥.❡$❢+$❡♥❝❡ ❡♥ (x1, y1) ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥

❞✉ $❡.❛$❞ ∆(t) ❡". $❡♣$+"❡♥.+❡ "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✽✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✽ ✕ ■♥'❡♥)✐'+ ❞❡ ❧✬✐♥'❡/❢+/❡♥❝❡ ❞❡) ❞❡✉① )♦♥❞❡) 5 ❧❛ ♣♦)✐'✐♦♥ (x1, y1) ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣♦)✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ )✉/ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 5 /❡'❛/❞✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ❡)' ❝❡♥'/+❡ ✐❝✐ 5 500nm✳

❯♥❡ ❝♦✉♣❡ 7 ✉♥❡ ❛✉.$❡ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ x✱ x2✱ ✐♥❞✐;✉+❡ "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✼✱ ♥♦✉" ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

❞+❝$♦✐""❛♥❝❡ .❡♠♣♦$❡❧❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛+$❡♥.❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡". $❡♣$+"❡♥.+❡ "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✵✳✶✾✳ ➚

❝❡..❡ ♣♦"✐.✐♦♥ (x2, y1)✱ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦♠♣❡✲"♦♥❞❡ ✭♦♥ ♦❜"❡$✈❡ ✐❝✐ ❝❡❧✉✐ ❞J ❛✉ ✈❛$✐❛.✐♦♥ ❞❡

S2 ❛♣$K" ❧✬❛$$✐✈+❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡✮ ♣$+"❡♥.❡ ✐❝✐ ✉♥ ♣❧❛.❡❛✉ ❡. ♥♦♥ ✉♥❡ ❞+❝$♦✐""❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡

❝✬+.❛✐. ❧❡ ❝❛" ♣♦✉$ ❧❛ ♣♦"✐.✐♦♥ (x1, y1)✳ ▲❛ ❞✐✛+$❡♥❝❡ ❡♥.$❡ ✶✵✳✶✽ ❡. ✶✵✳✶✾ ♣❡✉. ✈❡♥✐$

❞✬✉♥❡ ❞✐✛+$❡♥❝❡ ❞✬+♣❛✐""❡✉$



✶✽✻ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✶✾ ✕ ■♥'❡♥)✐'+ ❞❡ ❧✬✐♥'❡/❢+/❡♥❝❡ ❞❡) ❞❡✉① )♦♥❞❡) 5 ❧❛ ♣♦)✐'✐♦♥ (x2, y1) ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣♦)✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ )✉/ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 5 /❡'❛/❞✳ ▲❛ ♣♦♠♣❡ ❡)' ❝❡♥'/+❡ ✐❝✐ 5 500nm✳

✶✵✳✺✳✸ ❘&'♦❧✉+✐♦♥ '♣❛+✐❛❧❡

◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❡✛❡❝&✉❡. ❧❡ &.❛✐&❡♠❡♥& ♣.8❝8❞❡♥& ♣♦✉. ❝❤❛:✉❡ ✈❛❧❡✉. ❞❡ y ❡& ♣♦✉.

❝❤❛:✉❡ ✈❛❧❡✉. ❞❡ x✳ ◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❞♦♥❝ ♦❜&❡♥✐. ❧❡1 ✈❛.✐❛&✐♦♥1 ❞❡ ❧✬✐♥&❡♥1✐&8 ❞❡ ❧✬✐♥✲

&❡.❢8.❡♥❝❡ ❡♥&.❡ S1 ❡& S2 ♣♦✉. ❝❤❛:✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠8.❛ ❈❈❉✳ ❈❤❛:✉❡ ♣✐①❡❧ ♠❡1✉.❡

16µm×16µm 1✉. ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❈❈❉ ❡& ❝♦..❡1♣♦♥❞ A ✉♥❡ &❛✐❧❧❡ ❞✬❡♥✈✐.♦♥ 140nm×150nm

1✉. ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥

◆♦&.❡ ♠♦♥&❛❣❡ ❡①♣8.✐♠❡♥&❛❧ ♣❡.♠❡& ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥❡ ❛❝:✉✐1✐&✐♦♥ ❞❡ .8❛❧✐1❡. ❞❡1 ❝❡♥✲

&❛✐♥❡1 ❞✬❡①♣8.✐❡♥❝❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡ A ❞✐✛8.❡♥&❡1 ♣♦1✐&✐♦♥1 1✉. ❧✬8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✱ ❝❡ :✉✐ ♥8❝❡1✲

1✐&❡.❛✐& ❞✬❡✛❡❝&✉❡. ✉♥ 1❝❛♥ ❞❡ ❧✬8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❡& ❞✬♦❜1❡.✈❡. ❧❡1 8✈❡♥&✉❡❧❧❡1 ✐♥❤♦♠♦❣8♥8✐&81

1♣❛&✐❛❧❡1 ❞✬✉♥ 8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✳

✶✵✳✻ ▼♦❞'❧✐*❛,✐♦♥ ❞❡* ♠❡*✉1❡* 1'❛❧✐*'❡*

❈♦♥1✐❞8.♦♥1 ✉♥ ♦❜❥❡& ✐❧❧✉♠✐♥8 ❡♥ ❧✉♠✐D.❡ ❝♦❤8.❡♥&❡ ♣❛. ❞❡✉① ✐♠♣✉❧1✐♦♥1✳ ▲❡1 ❞❡✉①

✐♠♣✉❧1✐♦♥1 ❛❝:✉✐D.❡♥& ✉♥ .❡&❛.❞ ❞❡ ♣❤❛1❡ ❞❛♥1 ❧❡✉. &.❛✈❡.18❡ ❞✬✉♥ 8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ❞✬8♣❛✐1✲

1❡✉. ❤♦♠♦❣D♥❡ d✳ F♦✉. ❧✬✐♠♣✉❧1✐♦♥ 2✱ ♦♥ &✐❡♥& ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥❞✉✐&❡

♣❛. ❧❛ ♣♦♠♣❡✳ ▲❡1 ✐♠♣✉❧1✐♦♥1 A ❧❛ 1♦.&✐❡ ❞❡ ❧✬8❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ 1♦♥& ❞8❝.✐&❡1 ♣❛. ❧❡1 ❝❤❛♠♣1



▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡& ♠❡&✉-❡& -#❛❧✐&#❡& ✶✽✼

❝♦♠♣❧❡①❡& ✿

E10(r, t) = |E10(r, t)| .e−iφ10(r,t).e−in0(r)
ω0d
c .eiω0t

✭✶✵✳✸✮

❡(

E20(r, t) = |E20(r, t)| .e−iφ20(r,t).e−i(n0(r)+∆n(r))
ω0d
c .eiω0t

✭✶✵✳✹✮

▲❡& ♣❤❛&❡& φi0 (✐❡♥♥❡♥( ❝♦♠♣(❡ ❞❡& ❛❜❡--❛(✐♦♥& ❡( ❛✉(-❡& ❞#❢❛✉(& ❞✉ ♠♦♥(❛❣❡ ♦♣(✐@✉❡✳

▲❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ (-❛♥&❢❡-( h(r) ❞❡ ❧✬♦♣(✐@✉❡ ✐♠❛❣❡❛♥( ❧✬♦❜❥❡(✱ ❞#❝-✐( ♣❛- r✱ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉-

❧❡& ❝❤❛♠♣& ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❞#❝-✐( ♣❛- R ✿

EiI(R, t) =
∫

drh(R− r)Ei0(r, t) ✭✶✵✳✺✮

▲✬✐♥(❡♥&✐(# ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ &✬#❝-✐( ✿

II(R, t) =
EI(R, t)).E∗I (R, t)

16π
✭✶✵✳✻✮

=
1

16π

∫

drh(R− r) ✭✶✵✳✼✮

(

|E10(r, t)| .e−iφ10(r,t).e−in0(r)
ω0d
c + |E20(r, t)| .e−iφ20(r,t).e−i(n0(r)+∆n(r))

ω0d
c

)

eiω0t.
∫

dr′h∗(R− r′)

(

|E10(r′, t)| .e−iφ10(r
′,t).e−in0(r′)

ω0d
c + |E20(r′, t)| .e−iφ20(r

′,t).e−i(n0(r′)+∆n(r′))
ω0d
c

)∗
e−iω0t

=
1

16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′) ✭✶✵✳✽✮

(

|E10(r, t)| . |E10(r′, t)| .e−iφ10(r,t).eiφ10(r
′,t).e−in0(r)

ω0d
c .ein0(r′)

ω0d
c

+ |E10(r, t)| . |E20(r′, t)| .e−iφ10(r,t).eiφ20(r
′,t).e−in0(r)

ω0d
c .ei(n0(r′)+∆n(r′))

ω0d
c

+ |E20(r, t)| . |E10(r′, t)| .e−iφ20(r,t).eiφ10(r
′,t).e−i(n0(r)+∆n(r))

ω0d
c ein0(r′)

ω0d
c

+ |E20(r, t)| . |E20(r′, t)| .e−iφ20(r,t).eiφ20(r
′,t).e−i(n0(r)+∆n(r))

ω0d
c .ei(n0(r′)+∆n(r′))

ω0d
c

)

◗✉❛♥❞ ❧❛ ❧✉♠✐G-❡ ❡&( ❝♦❤#-❡♥(❡ ❧❡ ♣-♦❞✉✐( ❞❡& ❝❤❛♠♣& ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥( r ❡( r′ ❞✐✛#-❡♥(&

❡&( ♥♦♥ ♥✉❧ ✭❝❡ @✉✐ &❡ (-❛❞✉✐( ♣❛- ❧✬❛❜&❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❉✐-❛❝ δ(r− r′✮✳

J-❡♥♦♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥ #❝❧❛✐-❡♠❡♥( ✉♥✐❢♦-♠❡ |E20(r, t)| = |E20(r′, t)| = E0(t) ❡(
φ20(r, t) = φ10(r, t) + ∆φ ❡♥ (♦✉( ♣♦✐♥( r✳

II(R, t) =
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′).e−iφ10(r,t).eiφ10(r
′,t). ✭✶✵✳✾✮

(

e−in0(r)
ω0d
c .ein0(r′)

ω0d
c

+ei∆φ.e−in0(r)
ω0d
c .ei(n0(r′)+∆n(r′))

ω0d
c

+e−i∆φ.e−i(n0(r)+∆n(r))
ω0d
c ein0(r′)

ω0d
c

+e−i(n0(r)+∆n(r))
ω0d
c .ei(n0(r′)+∆n(r′))

ω0d
c

)



✶✽✽ ▼♦♥%❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡-✐❡ ♣♦♠♣❡✲0♦♥❞❡

❖♥ ❝♦♥0✐❞3-❡ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ✉♥❡ ✈❛-✐❛%✐♦♥ ♣❡%✐%❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉% ❛❧♦-0 ❢❛✐-❡ ❧✬❛♣♣-♦①✐✲

♠❛%✐♦♥ 0✉✐✈❛♥%❡ ✿

e−i(n0(r)+∆n(r))
ω0d
c ≃

(

1− i∆n(r)
ω0d

c
e−in0(r)

ω0d
c

)

✭✶✵✳✶✵✮

▲✬✐♥%❡♥0✐%@ ❞❛♥0 ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛✉ ♣♦✐♥% R ❡% A ❧✬✐♥0%❛♥% t 0✬@❝-✐% ❛❧♦-0 ✿

II(R, t) =
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′).e−iφ10(r,t).eiφ10(r
′,t). ✭✶✵✳✶✶✮

(

e−in0(r)
ω0d
c .ein0(r′)

ω0d
c

+ei∆φ.e−in0(r′)
ω0d
c .

(

1 + i∆n(r′)
ω0d

c

)

ein0(r′)
ω0d
c

+e−i∆φ.

(

1− i∆n(r)
ω0d

c

)

e−in0(r)
ω0d
c ein0(r′)

ω0d
c

+

(

1− i∆n(r)
ω0d

c

)

e−in0(r)
ω0d
c .

(

1 + i∆n(r′)
ω0d

c

)

ein0(r′)
ω0d
c

)

=
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✷✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c .

(1

+ei∆φ.

(

1 + i∆n(r′)
ω0d

c

)

+e−i∆φ.

(

1− i∆n(r)
ω0d

c

)

+

(

1− i∆n(r)
ω0d

c

)

.

(

1 + i∆n(r′)
ω0d

c

))

=
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✸✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c .

(2 + 2 cos(∆φ)

+ei∆φ.i∆n(r′)
ω0d

c
− e−i∆φ.i∆n(r)

ω0d

c

−i∆n(r)
ω0d

c
+ i∆n(r′)

ω0d

c
+∆n(r)

ω0d

c
∆n(r′)

ω0d

c

)

=
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✹✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c .

(2 + 2 cos(∆φ)

+i
(

ei∆φ + 1
)

.∆n(r′)
ω0d

c
− i
(

e−i∆φ + 1
)

.∆n(r)
ω0d

c
+∆n(r).∆n(r′).ω2

0d
2/c2

)



▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡& ♠❡&✉-❡& -#❛❧✐&#❡& ✶✽✾

❖♥ ♦❜(✐❡♥( ❞♦♥❝ ✿

II(R, t) =
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✺✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c .

(

4 cos2
(

∆φ

2

)

+2i
ω0d

c
cos2

(

∆φ

2

)

(∆n(r′)−∆n(r))

−2
ω0d

c
cos

(

∆φ

2

)

. sin

(

∆φ

2

)

(∆n(r′) + ∆n(r))

+
ω2
0d

2

c2
∆n(r).∆n(r′)

)

❉❡✉① ❝❛& ♣❛-(✐❝✉❧✐❡-& &♦♥( ✐♥(#-❡&&❛♥(&✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛-( >✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐✛#-❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛&❡& ❡♥(-❡

❧❡& ❞❡✉① ✐♠♣✉❧&✐♦♥& &♦♥❞❡& ∆φ = π ❡&( ❛♣♣❧✐>✉#❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣❡♥&❛(❡✉- ❞❡ ❙♦❧❡✐❧✲

❇❛❜✐♥❡( ♣♦✉- E(-❡ ❡♥ (❡✐♥(❡& ♣❧❛(❡& &♦♠❜-❡& ✿

II(R, t) =
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✻✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c .

ω2
0d

2

c2
∆n(r).∆n(r′)

▲✬✐♥(❡♥&✐(# ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❡&( ❛❧♦-& ♣-♦♣♦-(✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛--# ❞❡ ❧❛ ✈❛-✐❛(✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡

✐♥❞✉✐(❡ ♣❛- ❧❛ ♣♦♠♣❡ ∆n✳ ❈❡((❡ ✈❛-✐❛(✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ #(❛♥( ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ✈❛-✐❛(✐♦♥ ❞✬✐♥(❡♥&✐(#

❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞L❡ M ❧❛ ♣♦♠♣❡ &❡-❛ ❛❧♦-& (-N& ❢❛✐❜❧❡ ❡( ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥( ♠❡&✉-❛❜❧❡✳

❉✬❛✉(-❡ ♣❛-( >✉❛♥❞ ∆φ = π/2✱ ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞❡& ✐♠♣✉❧&✐♦♥& &♦♥❞❡& ❡&( ❛❧♦-& -#❣❧#❡ ♣♦✉-

E(-❡ ❛✉ ♣♦✐♥( ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ✐♥(❡-♠#❞✐❛✐-❡ ❞✉ ❙♦❧❡✐❧✲❜❛❜✐♥❡( ♦P ❧❛ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❡&(

♠❡&✉-#❡ M &♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✿

II(R, t) =
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✼✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c .

(2

+i
ω0d

c
(∆n(r′)−∆n(r))

−ω0d

c
(∆n(r′) + ∆n(r))

+
ω2
0d

2

c2
∆n(r).∆n(r′)

)

❉❛♥& ❝❡ ❞❡-♥✐❡- ❝❛&✱ ❧❡ ❞❡-♥✐❡- (❡-♠❡ &❡-❛ ♥#❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❝❛- ✐❧ ❡( ♣-♦♣♦-(✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝❛--#

❞❡ ∆n✳ ◗✉❛♥( ❛✉ ♣-❡♠✐❡- (❡-♠❡✱ ✐❧ -❡&(❡ >✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛-✐❛(✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❡&( ♥✉❧❧❡ ✿ ♦♥ ❧❡



✶✾✵ ▼♦♥&❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ♣♦♠♣❡✲1♦♥❞❡

1♦✉1&.❛✐.❛ ❡♥ ❢❛✐1❛♥& ✉♥❡ ♠❡1✉.❡ ✓ 1❛♥1 ♣♦♠♣❡ ✔ ❞♦♥♥❛♥&

II,sanspompe(R, t) = 2
|E0(t)|2
16π

∫ ∫

drdr′h(R− r)h∗(R− r′). ✭✶✵✳✶✽✮

e−i(φ10(r,t)−φ10(r
′,t)).e−i(n0(r)−n0(r′))

ω0d
c . ✭✶✵✳✶✾✮

◆♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❡1&✐♠❡. <✉❡ ❧❛ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥❞✉✐&❡ 1❡ ❧✐♠✐&❡ ? ✉♥❡ ♣.♦❝❡11✉1 χ(3)
✱

❝✬❡1& ? ❞✐.❡ <✉✬✐❧ 1✬❛❣✐. ❞✧✉♥ ❡✛❡& ❑❡..✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛❧♦.1 ❢❛✐.❡ ❧✬❛♣♣.♦①✐♠❛&✐♦♥ 1✉✐✈❛♥&❡

✭✈♦✐. F<✉❛&✐♦♥ ✶✳✺ ❞❛♥1 ❧❛ ♣.❡♠✐H.❡ ♣❛.&✐❡ ✶✮ ✿

∆n(r) ≃ n2(r).IP (r) ✭✶✵✳✷✵✮

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥&❡♥❛♥& 1✉♣♣♦1❡. <✉❡ ❧✬F❝❧❛✐.❛❣❡ ❡1& ✐♥❝♦❤F.❡♥&✱ ❝✬❡1&✲?✲❞✐.❡ <✉❡ ❧❡1 ♣❤❛1❡1

φ10(r, t) ❡& φ10(r
′, t) ❞❡1 ✐♠♣✉❧1✐♦♥1 1♦♥❞❡1 ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥&1 ❞✐✛F.❡♥&1 1♦♥& ❞F❝♦..F❧F❡1✳

❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦M ∆φ = π/2✱ ❧❛ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ❞✬✐♥&❡♥1✐&F ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❡ .F❞✉✐& ❞♦♥❝ ? ✿

∆II(R, t) = II(R, t)− II,sanspompe(R, t)

= −2
ω0d

c

|E0(t)|2
16π

∫

dr |h(R− r)|2 .∆n(r) ✭✶✵✳✷✶✮

= −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

∫

dr |h(R− r)|2 .n2(r)IP (r) ✭✶✵✳✷✷✮

❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦M ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥ ❤♦♠♦❣H♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦♠♣❡ IP (r) = IP0✱ ♦♥ ♠❡1✉.❡

❞♦♥❝ n2(r) ❛✈❡❝ ✉♥❡ .F1♦❧✉&✐♦♥ ❞♦♥♥F❡ ♣❛. ❧❛ .F1♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣&✐<✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ❞F❝.✐&❡

♣❛. |h(R− r)|2✳
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♥*(✐+✉❡ ❞❡ )❡❧❛①❛(✐♦♥ ❞❡# ❡①❝✐(❛(✐♦♥# *❧❡❝()♦♥✐+✉❡# #✉) ✉♥❡ ③♦♥❡ #♣❛(✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡

❞❡ ♠✐❝)♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ )*#♦❧✉(✐♦♥ #♣❛(✐❛❧❡ ❞✬❡♥✈✐)♦♥ 700 ♥❛♥♦♠8()❡✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❛✈❡❝

♥♦()❡ #②#(8♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡)✐❡ ❛❝❝*❞❡) ; ❞❡# ✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥# #♣❛(✐❛❧❡# #✉) ❧✬*❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❡( ✈✐#✉❛✲
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✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥# #✉) ❧❛ #()✉❝(✉)❡ ✐♥()✐♥#8+✉❡ ❞❡# *(❛(# ❛✐♥#✐ +✉❡ #✉) ❧❡# ✐♥(❡)❛❝(✐♦♥# ❛✈❡❝

❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥(✱ ❧❡# ♣❤♦♥♦♥# ♦✉ ❡♥❝♦)❡ ❧❡# ❞*❢❛✉(# ✈✐❛ ✉♥❡ (❡❝❤♥✐+✉❡ ♣♦♠♣❡✲#♦♥❞❡✳ ❈❡#

✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥# *(❛♥( ❝♦♥(❡♥✉❡# ❞❛♥# ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞✉ ❢❛✐#❝❡❛✉ #♦♥❞❡✱ ♥♦()❡ #②#(8♠❡ ❞❡ ❞*(❡❝✲

(✐♦♥ ✐♥(*❢*)♦♠*()✐+✉❡ ❡#( (♦✉( ; ❢❛✐( ❛❞❛♣(* ♣♦✉) ❧❡# ♠❡#✉)❡) ❡( ❝❡❧❛ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

#❡♥#✐❜✐❧✐(* ❣)?❝❡ ; ❧✬✉(✐❧✐#❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❡♥#❛(❡✉) ❞❡ ❇❛❜✐♥❡(✲❙♦❧❡✐❧ ❡( ❞✬✉♥❡ ❝❛♠*)❛

❊▼❈❈❉✳

✶✶✳✷ (❡*+♣❡❝.✐✈❡+

◆♦()❡ ♠♦♥(❛❣❡ ❡①♣*)✐♠❡♥(❛❧ ✈❛ F()❡ ❛♠*❧✐♦)* ♣♦✉) ❛((❡✐♥❞)❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ )*#♦❧✉(✐♦♥

#♣❛(✐❛❧❡✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♠F♠❡ ❡#♣*)❡) ❛((❡✐♥❞)❡ ❞❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# #✉❜✕❧♦♥❣✉❡✉) ❞✬♦♥❞❡✳

❊♥ ❡✛❡(✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✈✉ ❞❛♥# ❧❛ ♣)❡♠✐8)❡ ♣❛)(✐❡ ❡♥ ✷✳✸✳✸ ♣❧✉#✐❡✉)# (❡❝❤♥✐+✉❡# ❞❡ ♠✐❝)♦✲

#❝♦♣✐❡ ♣❡)♠❡((❛♥( ❞✬❛((❡✐♥❞)❡ ❞❡ (❡❧❧❡ )*#♦❧✉(✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ #❡ ❜❛#❡ #✉) ❧✬✐❞*❡ ❝❧❡❢ +✉❡ ❝❡

#♦♥( ❧❡# ♦❜❥❡(# *(✉❞✐*# ❡✉①✲♠F♠❡#✱ ✈✐❛ ❧❡✉)# ♥✐✈❡❛✉① *❧❡❝()♦♥✐+✉❡# ❡( ❧❡✉)# ♥♦♥✲❧✐♥*❛)✐(*#

♦♣(✐+✉❡#✱ +✉✐ ♣❡✉✈❡♥( ♣❡)♠❡(()❡ ❞❡ ❞❡#❝❡♥❞)❡ ; ❞❡# )*#♦❧✉(✐♦♥# ❞❡ ❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡

❞❡ ♥❛♥♦♠8()❡ ❛❧♦)# +✉❡ ❧❛ ♠✐❝)♦#❝♦♣✐❡ ♦♣(✐+✉❡ ❡#( ❧✐♠✐(*❡ ; ❞❡# )*#♦❧✉(✐♦♥# ❞❡ ❧✬♦)❞)❡

❞❡ ❧❛ ❝❡♥(❛✐♥❡ ❞❡ ♥❛♥♦♠8()❡ ❞✉ ❢❛✐(❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛)❛❝(✐♦♥✳

▲❛ ♠✐❝)♦#❝♦♣✐❡ ; ✐❧❧✉♠✐♥❛(✐♦♥ #()✉❝(✉)*❡✱ ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡)♠❡( ❞✬✐♠❛❣❡) ❡✣❝❛❝❡✲

♠❡♥( ❞❡# ♥❛♥♦✲♦❜❥❡(# ♥♦♥ ✢✉♦)❡#❝❡♥( ❬✷✹❪✳ ❈❡((❡ ♠✐❝)♦#❝♦♣✐❡ ❡#( ❜❛#*❡ #✉) ❧✬❡✛❡( ▼♦✐)*✳

✶✾✶
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❧❡) ❢.3A✉❡♥❝❡) )♣❛,✐❛❧❡) ❞❡) ❞3,❛✐❧) ♥❛♥♦♠5,.✐A✉❡) ❞✬✉♥ 3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❡, ❝❡❧❧❡) ❣3♥3.3❡)

♣❛. ❧❛ .3♣♦♥)❡ ♥♦♥✲❧✐♥3❛✐.❡ ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ )♦✉♠✐) C ✉♥ 3❝❧❛✐.❡♠❡♥, ♠♦❞✉❧3 )♣❛,✐❛❧❡✲

♠❡♥,✳ ❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦.) ❛❝❝5) C ❞❡) ✐♥❢♦.♠❛,✐♦♥) ♥♦♥ ❛❝❝❡))✐❜❧❡ ♣❛. ❞❡) ♠✐❝.♦)❝♦♣❡)

❝♦♥✈❡♥,✐♦♥♥❡❧) ♦✉ ❝♦♥❢♦♥❝❛✉①✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞3,❛✐❧❧3 ❝❡,,❡ ,❡❝❤♥✐A✉❡ ❡♥ ✷✳✸✳✸✳

❋✐❣✉$❡ ✶✶✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡✛❡- ▼♦✐12 ♣1✐3 ❛✉ ❞2-♦✉1 ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ 8 ❙-1❛3❜♦✉1❣✳ ▲❡3 ❞❡✉①

♣♦1-❡3 ♦♥- ✉♥ ♠♦-✐❢✱ ❞❡3 ❧✐❣♥❡3✱ ?✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉- 8 ♣❡✐♥❡ ❞✐3❝❡1♥❡1 ✭❧❡3 ❧✐❣♥❡3 3♦♥- -1A3 1❛♣♣1♦❝❤2❡3✮✳

▲♦13?✉❡ ❧❡3 ❞❡✉① ♣♦1-❡3 ❝♦✉❧✐33❡♥- ❧✬✉♥❡ 3✉1 ❧✬❛✉-1❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦-✐❢ ❛♣♣❛1❛D-✳

◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞♦♥❝ ❡✉ ❧✬✐❞3❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡. ♥♦,.❡ ♠♦♥,❛❣❡ ❡①♣3.✐♠❡♥,❛❧ C ❧❛ ,❡❝❤♥✐A✉❡

❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛,✐♦♥ ),.✉❝,✉.3❡✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞3❥C ,.❛✈❛✐❧❧3 )✉. ❧❛ ♠✐)❡ ❡♥ ❢♦.♠❡ )♣❛,✐❛❧❡ ❞❡

❧✬❡①❝✐,❛,✐♦♥ A✉✐ ❛ 3,3 .3❛❧✐)3❡ ❣.H❝❡ C ✉♥ ♠♦❞✉❧❛,❡✉. ❞❡ ♣❤❛)❡ SLM ✭❙♣❛#✐❛❧ ▲✐❣❤# ▼♦✲

❞✉❧❛#♦. ✮ ❡, ✉♥ ♠♦♥,❛❣❡ ❞❡ ,②♣❡ ✓ ✹❢ ✔✱ ❧❡) ♣❛.,✐❝✉❧❛.✐,3) ❞✉ ❙▲▼ ❛✐♥)✐ A✉❡ ❧❛ ♠3,❤♦❞❡

❞❡ ♠✐)❡ ❡♥ ❢♦.♠❡ )♣❛,✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐)❝❡❛✉ ❛②❛♥, 3,3 ♣.3)❡♥,3❡) ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✭✈♦✐. ❇✮✳ ❊♥

),.✉❝,✉.❛♥, ❧❡ ❢❛✐)❝❡❛✉ ♣♦♠♣❡✱ ❧❛ ✈❛.✐❛,✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥❞✉✐,❡ ♣❛. ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❞❛♥) ❧✬3❝❤❛♥✲

,✐❧❧♦♥ ♥❡ )❡ ❢❛✐, ♣❧✉) ❞❡ ♠❛♥✐5.❡ ❤♦♠♦❣5♥❡ ♠❛✐) )✉✐✈❛♥, ✉♥ ♣.♦✜❧ ❞❡ ❢.3A✉❡♥❝❡ )♣❛,✐❛❧❡

Kp ✐♥❢3.✐❡✉.❡ C ❧❛ ❧✐♠✐,❡ ❞❡ ❞✐✛.❛❝,✐♦♥ k0 = 2π/λ✳ ➚ ❢♦.,❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❞✬❡①❝✐,❛,✐♦♥ ❝❡

♣.♦✜❧ ❡), ♠♦❞✐✜3 ♣❛. ❧❡) ♥♦♥✲❧✐♥3❛.✐,3) ♦♣,✐A✉❡) ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❡, ❣3♥3.❡.❛ ❛❧♦.) ❞❡)

❤❛.♠♦♥✐A✉❡) ✭❞✬♦.❞.❡) ♥♦,3) N✮ ❞❡ ❧❛ ❢.3A✉❡♥❝❡ )♣❛,✐❛❧❡ ❞✬❡①❝✐,❛,✐♦♥✳ ❈❡) ❤❛.♠♦♥✐A✉❡)

)♦♥, ❛❧♦.) ♣❧✉) ❣.❛♥❞❡) A✉❡ KP ❡, ♠♦❞✐✜❡♥, ❧✬✐♥❞✐❝❡ )✉. ❞❡) ❞✐♠❡♥)✐♦♥) )✉❜✲❧♦♥❣✉❡✉.

❞✬♦♥❞❡✳ ▲❡) ❜❛,,❡♠❡♥,) ❞❡ ❝❡) ✈❛.✐❛,✐♦♥) )♣❛,✐❛❧❡) ❞✬✐♥❞✐❝❡) ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦,✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛,✐♦♥

A✉✐ )♦♥, ❞❡ ❢.3A✉❡♥❝❡ )♣❛,✐❛❧❡ k ± NKP ♣❡✉✈❡♥, ❛❧♦.) 1,.❡ ♠❡)✉.3) ♣❛. ❧❡) ❢❛✐)❝❡❛✉①

)♦♥❞❡) ❣.H❝❡ C ♥♦,.❡ )②),5♠❡ ❞❡ ❞3,❡❝,✐♦♥ ✐♥,❡.❢3.♦♠3,.✐A✉❡✳



 ❡"#♣❡❝&✐✈❡# ✶✾✸

 ♦✉" #✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝"❡✱ "❡♣"❡♥♦♥# ❧✬34✉❛&✐♦♥ ✶✵✳✷✷ ❡♥ ♣"❡♥❛♥& ♣♦✉" IP (r) ✉♥❡ ♠♦❞✉✲

❧❛&✐♦♥ ♣3"✐♦❞✐4✉❡ #✉" ❧❛ ♣♦♠♣❡ ✿

IP (r) = 2IP0 cos
2 (KP .r+ ΦP0) ✭✶✶✳✶✮

= IP0 (1 + cos (2KP .r+ 2ΦP0)) ✭✶✶✳✷✮

= IP0

(

1 +
ei2KP .rei2ΦP

2
+
e−i2KP .re−i2ΦP

2

)

✭✶✶✳✸✮

❊& ❧❛ ✈❛"✐❛&✐♦♥ ❞✬✐♥&❡♥#✐&3 ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞✉✐&❡ ♣❛" ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♠♦❞✉❧3❡ #♣❛✲

&✐❛❧❡♠❡♥& #✬3❝"✐& ❛❧♦"# ✭♣♦✉" ∆φ = π/2✮ ✿

∆II(R, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0

∫

dr |h(R− r)|2 . ✭✶✶✳✹✮

(

1 +
ei2KP .rei2ΦP

2
+
e−i2KP .re−i2ΦP

2

)

.n2(r)

= −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0 ✭✶✶✳✺✮

(∫

dr |h(R− r)|2 .n2(r)

+
ei2ΦP

2

∫

dr |h(R− r)|2 .ei2KP .r.n2(r)

+
e−i2ΦP

2

∫

dr |h(R− r)|2 .e−i2KP .r.n2(r)

)

▲❡# &"♦✐# &❡"♠❡# ❞❡ ❝❡&&❡ ❡①♣"❡##✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥& D&"❡ #3♣❛"3# ❡♥ ❡✛❡❝&✉❛♥& &"♦✐# ♠❡#✉"❡#

#✉❝❝❡##✐✈❡# ❛✈❡❝ ❞❡# ♣❤❛#❡# ❞✉ ♠♦&✐❢ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥ ❞✬❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❞✐✛3"❡♥&❡#✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡

&"♦✐# ✈❛❧❡✉"# ❞❡ ΦP ❞!❝❛❧!❡& ❞❡ 4π/3✳ ❖♥ ♥♦+❡,❛ ❧❡& ,!&✉❧+❛+&✱ ✉♥❡ ❢♦✐& ❞!+❡,♠✐♥!& 2

♣❛,+✐, ❞❡ ❝❡& +,♦✐& ♠❡&✉,❡& ✭❝❛❧❝✉❧ ✉+✐❧✐&❛♥+ ❧❛ ♠❛+,✐❝❡ ✐♥✈❡,&❡ ❞❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥+&✮ ✿

∆I0I (R, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0

∫

dr |h(R− r)|2 .n2(r) ✭✶✶✳✻✮

∆I+I (R, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0

∫

dr |h(R− r)|2 .ei2KP .r.n2(r) ✭✶✶✳✼✮

∆I−I (R, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0

∫

dr |h(R− r)|2 .e−i2KP .r.n2(r) ✭✶✶✳✽✮

❈❛❧❝✉❧♦♥& ❡♥&✉✐+❡ ❧❡✉, +,❛♥&❢♦,♠!❡ ❞❡ ❋♦✉,✐❡,✱ ❡♥ ♣♦&❛♥+ ✿

H(k) =

∫

dr|h(r)|2e−ikr
∫

dr|h(r)|2
✭✶✶✳✾✮



✶✾✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❡, ♣❡.)♣❡❝,✐✈❡)

▲❡) ♣.♦❞✉✐,) ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥ )❡ ,.❛♥)❢♦.♠❡♥, ❛❧♦.) ❡♥ ♣.♦❞✉✐,) )✐♠♣❧❡) ✿

∆I0I (k, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0H(k).n2(k) ✭✶✶✳✶✵✮

∆I+I (k, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0H(k).n2(k− 2KP ) ✭✶✶✳✶✶✮

∆I−I (k, t) = −ω0d

c

|E0(t)|2
8π

IP0H(k).n2(k+ 2KP ) ✭✶✶✳✶✷✮

❊♥ ❛②❛♥, ♠❡)✉.= H(k)✱ ♦♥ ♣❡✉, ❞♦♥❝ ❞=,❡.♠✐♥❡. n2(k + 2KP ) ♣♦✉. ❞❡) ✈❛❧❡✉.) ❞✉

✈❡❝,❡✉. ❞✬♦♥❞❡ ♥♦.♠❛❧❡♠❡♥, ✐♥,❡.❞✐,❡) ♣❛. ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛))❛♥,❡ ❞❡ H(k)✳ A❛. ,.❛♥)❢♦.♠=❡

❞❡ ❋♦✉.✐❡. ✐♥✈❡.)❡✱ ♦♥ ,.♦✉✈❡.❛ n2(r) ❛✈❡❝ ✉♥❡ .=)♦❧✉,✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉.❡ C✉✬❡♥ ✉,✐❧✐)❛♥, ✉♥❡

✐❧❧✉♠✐♥❛,✐♦♥ ✉♥✐❢♦.♠❡ ♣❛. ❧✬✐♠♣✉❧)✐♦♥ ♣♦♠♣❡✳

❊①❛♠✐♥♦♥) ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❧❡ ❝❛) ♦E ❧❡ ❝♦♠♣❡♥)❛,❡✉. ❞❡ ❙♦❧❡✐❧✲❇❛❜✐♥❡, ❡), .=❣❧= ❡♥

,❡✐♥,❡ )♦♠❜.❡ ✭❝✬❡), J ❞✐.❡ ,❡❧ C✉❡ ∆φ = π✮ ✿

II(R, t) =
|E0(t)|2
16π

∫

dr |h(R− r)|2 .ω
2
0d

2

c2
(∆n(r))2 ✭✶✶✳✶✸✮

❡,

∆n(r) = IP0

(

1 +
ei2KP .rei2ΦP

2
+
e−i2KP .re−i2ΦP

2

)

.n2(r) ✭✶✶✳✶✹✮

❛✐♥)✐

II(R, t) ∝ (∆n(r))2 ✭✶✶✳✶✺✮

= I2P0.n
2
2(r)

(

3 + ei2KP .rei2ΦP + e−i2KP .re−i2ΦP +
ei4KP .rei2ΦP

2
+
e−i4KP .re−i2ΦP

2

)

❖♥ )❡ ,.♦✉✈❡ ❞❛♥) ✉♥❡ )✐,✉❛,✐♦♥ )✐♠✐❧❛✐.❡ ❛✉ ❝❛) ♣.=❝=❞❡♥,✱ ♠❛✐) ❛✈❡❝ ✸ ❢.=C✉❡♥❝❡) ❞❡

♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ 0✱ 2KP ❡, 4KP ✱ ❝❡ C✉✐ ♣❡.♠❡, ❞✬❛✉❣♠❡♥,❡. ❧❛ .=)♦❧✉,✐♦♥ )♣❛,✐❛❧❡✳ ▲❡ ♣.✐①

J ♣❛②❡. ❡), ❝❡♣❡♥❞❛♥, C✉❡ ❧❡) ♣.❡♠✐❡.) ,❡.♠❡) ♠❡)✉.❛❜❧❡) )♦♥, ♣.♦♣♦.,✐♦♥♥❡❧) ❛✉ ❝❛..=

❞❡ IP0 ❡, ❞❡ n2
2(r) ❡, )♦♥, ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉) ❢❛✐❜❧❡)✳







❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡

❉

❛♥! ❝❡ ♠%♠♦✐(❡✱ ♥♦✉! ♥♦✉! !♦♠♠❡! ✐♥+%(❡!!%! , ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❡ !♣❛+✐❛❧❡

❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ❞✬❡①❝✐+❛+✐♦♥ ❞❛♥! ❞❡! ❡①♣%(✐❡♥❝❡! ❞❡ !♣❡❝+(♦!❝♦♣✐❡ (%!♦❧✉❡ ❡♥ +❡♠♣!

5✉✐✱ ❣(7❝❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡! ♥♦♥✲❧✐♥%❛(✐+%! ♦♣+✐5✉❡! ❞❡ ❧✬%❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ %+✉❞✐%✱ ♣❡✉+

♣❡(♠❡++(❡ ❞✬❛♠%❧✐♦(❡( ❧❛ (%!♦❧✉+✐♦♥ !♣❛+✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡! ♠❡!✉(❡!✱ ❛✐♥!✐ 5✉✬❛✉ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+

❞✬✉♥❡ ❡①♣%(✐❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡(✐❡ (%!♦❧✉❡ ❡♥ +❡♠♣!✳

◆♦✉! ❛✈♦♥! +♦✉+ ❞✬❛❜♦(❞ %+✉❞✐% ❧❛ (%♣♦♥!❡ ♥♦♥✲❧✐♥%❛✐(❡ ❞✬✉♥ %❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❞❡ !❡♠✐✲

❝♦♥❞✉❝+❡✉( !♦✉♠✐! , ✉♥❡ ❡①❝✐+❛+✐♦♥ ♠♦❞✉❧%❡ !♣❛+✐❛❧❡♠❡♥+ ❧♦(! ❞✬✉♥ ♣(❡♠✐❡( +(❛✈❛✐❧

❡①♣%(✐♠❡♥+❛❧✳ ❈❡ +(❛✈❛✐❧ ❝♦♥!✐!+❛✐+ ❡♥ ✉♥❡ ❡①♣%(✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠%❧❛♥❣❡ , 5✉❛+(❡ ♦♥❞❡!✱ ❛✈❡❝

❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡((❡✲●❛✉!! !✉( ✉♥ ♣✉✐+! 5✉❛♥+✐5✉❡ ❞❡ ❈❞❚❡✴❈❞❩♥❚❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛

❞♦♥♥% ❧✐❡✉ , ✉♥❡ %+✉❞❡ +❤%♦(✐5✉❡ ❞✉ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛(✐!❛+✐♦♥ ❞✉ +(♦✐!✐D♠❡

♦(❞(❡ !✉( ❧❛ ❜❛!❡ ❞❡! ♠♦❞❡! ❞❡ ▲❛❣✉❡((❡✲●❛✉!!✳

▲❡! ♠♦❞❡! ❞❡ ▲❛❣✉❡((❡✲●❛✉!! !♦♥+ ❞❡! !♦❧✉+✐♦♥! ❞❡ ❧✬%5✉❛+✐♦♥ ❞❡ ♣(♦♣❛❣❛+✐♦♥ ❞❡

❍❡❧♠❤♦❧+③ ❡♥ !②♠%+(✐❡ ❝②❧✐♥❞(✐5✉❡ ✭❧❡! ♠♦❞❡! ❞✬❍❡(♠✐+❡✲●❛✉!! ✉!✉❡❧! !♦♥+ !♦❧✉+✐♦♥!

❞❡ ❝❡++❡ %5✉❛+✐♦♥ ❡♥ !②♠%+(✐❡ (❡❝+❛♥❣✉❧❛✐(❡✮ ❞♦♥+ ❧❡ ♣(♦✜❧ +(❛♥!✈❡(!❡ ♣(%!❡♥+❡ ✉♥❡

❢♦(♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉✳ ▲❡! ♣❤♦+♦♥! ❛!!♦❝✐%! , ❞❡ +❡❧! ♠♦❞❡! ♣♦!!D❞❡♥+ ✉♥ ♠♦♠❡♥+ ♦(❜✐+❛❧

❛♥❣✉❧❛✐(❡ L = lh̄ ✭❛✈❡❝ l ❡♥+✐❡( (❡❧❛+✐❢ ❛♣♣❡❧% ❧❛ ❝❤❛(❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥+ ♦(❜✐+❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐(❡✮

❞♦♥+ ❧❛ ❞♦♥♥%❡ (❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡! ❝♦♠♣♦!❛♥+❡! ❞❡ ❧❡✉( ♠♦♠❡♥+ ❝✐♥%+✐5✉❡ k ✭♦✉ ✈❡❝+❡✉(

❞✬♦♥❞❡✮ ❞❡! ❞❡!❝(✐♣+✐♦♥! ❡♥ ♦♥❞❡! ♣❧❛♥❡! ❬✺✷❪ ❬✸✼❪ ❬✺✽❪✳ ▲♦(! ❞✬✉♥❡ ❡①♣%(✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠%❧❛♥❣❡

, 5✉❛+(❡ ♦♥❞❡! ✉!✉❡❧❧❡ ✭❞%❝(✐+❡ ♣❛( ❞❡! ♦♥❞❡! ♣❧❛♥❡! ❡+ ✉+✐❧✐!❛♥+ ❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ❣❛✉!!✐❡♥!✮✱

❧❡! ✈❡❝+❡✉(! ❞✬♦♥❞❡ ❞❡! ❞❡✉① !✐❣♥❛✉① ❣%♥%(%! !♦♥+ ♦❜+❡♥✉! ♣❛( ❝♦♠❜✐♥❛✐!♦♥ ❧✐♥%❛✐(❡ ❞❡

❝❡✉① ❞❡! ❞❡✉① ❢❛✐!❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥+! ❬✹✺❪✳ ❆✈❡❝ ❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ❞❡ ▲❛❣✉❡((❡✲●❛✉!! ♦♥ !✬❛++❡♥❞

, ♦❜+❡♥✐( ❞❡ ❧❛ ♠T♠❡ ♠❛♥✐D(❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥+ ♦(❜✐+❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐(❡ ❞❡! !✐❣♥❛✉① ❣%♥%(%! ❡♥

❝♦♠❜✐♥❛♥+ ❝❡✉① ❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥+!✳ ❆✐♥!✐✱ ♣♦✉( ❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥+! ❞❡ ✈❡❝+❡✉(!

❞✬♦♥❞❡ ka ❡+ kb ❡+ ❞♦♥+ ❧❡ ♠♦♠❡♥+ ♦(❜✐+❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐(❡ ❡!+ ❝❛(❛❝+%(✐!% ♣❛( ❧❛ ❝❤❛(❣❡✱ la ❡+

lb✱ (❡!♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ ♥♦✉! ♥♦✉! ❛++❡♥❞♦♥! , ♦❜!❡(✈❡( ❞❛♥! ❧❛ ❞✐(❡❝+✐♦♥ 2ka−kb ✉♥ !✐❣♥❛❧

❞❡ ♠♦♠❡♥+ 2la − lb ❡+ ❞❛♥! ❧❛ ❞✐(❡❝+✐♦♥ 2kb − ka ✉♥ !✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝❤❛(❣❡ 2lb − la✳

◆♦✉! ❛✈♦♥! +(❛✈❛✐❧❧% ❛✈❡❝ ❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ❞❡ ❝❤❛(❣❡ la = 2 ❡+ lb = 1✱ ❧❡! (%!✉❧+❛+! ♦❜✲

+❡♥✉! ♠♦♥+(❡♥+ 5✉❡ ❧❡! ♣(♦✜❧! +(❛♥!✈❡(!❡! ❡♥ ✐♥+❡♥!✐+% ❞❡! !✐❣♥❛✉① ❣%♥%(%! ♣❛( ♠%❧❛♥❣❡

❞✬♦♥❞❡ ✈%(✐✜❡♥+ ♥♦+(❡ ❤②♣♦+❤D!❡ ✿ ❞❡ ♣❛(+ ❡+ ❞✬❛✉+(❡ ❞❡! ❢❛✐!❝❡❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥+! +(❛♥!♠✐!

✶✾✼



✶✾✽ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❣,♥,-❛❧❡

♥♦✉) ♦❜)❡-✈♦♥) ✉♥ ❢❛✐)❝❡❛✉ ♣❧❡✐♥ ❡4 ✉♥ ❢❛✐)❝❡❛✉ ❞❡ ❢♦-♠❡ ❛♥♥✉❧❛✐-❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞,4❡-♠✐♥❡-

❡①❛❝4❡♠❡♥4 ❧❡ ♠♦♠❡♥4 ♦-❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ❞❡ ❝❡) )✐❣♥❛✉①✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ✉4✐❧✐), ✉♥❡ ♠,4❤♦❞❡

✐♥4❡-❢,-♦♠,4-✐=✉❡✳ ▲✬✐♥4❡-❢,-❡♥❝❡ ❡♥4-❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❛✉))✐❡♥ ❞❡ ❝❤❛-❣❡ l = 0 ❡4 ✉♥ ♠♦❞❡

❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉)) ❞❡ ❝❤❛-❣❡ l 6= 0 ❡♥ ❣,♦♠,4-✐❡ ♥♦♥✲❝♦❧✐♥,❛✐-❡ ❡)4 ❝❛-❛❝4,-✐),❡ ♣❛- ❞❡)

❢-❛♥❣❡) =✉✐ ♣-,)❡♥4❡♥4 ❞❡) ❢♦✉-❝❤❡)✱ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❢♦✉-❝❤❡) ❝♦--❡)♣♦♥❞❛♥4 B ❧❛ ❝❤❛-❣❡

❞✉ ♠♦♠❡♥4 ♦-❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ❞✉ ❢❛✐)❝❡❛✉ ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉))✳ ▲❡) ♠❡)✉-❡) ❞❡ ♠♦♠❡♥4

♦-❜✐4❛❧ ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ❡✛❡❝4✉,❡) )✉- ❧❡) )✐❣♥❛✉① ❣,♥,-,) ❞❛♥) ❧❡) ❞✐-❡❝4✐♦♥) km = 2ka −kb

❡4 kp = 2kb − ka ❞♦♥♥❡♥4 lm = 3 ❡4 lp = 0✳ ◆♦4-❡ ❡①♣,-✐❡♥❝❡ ♥♦✉) ❛ ♣❡-♠✐) ❞❡

✈,-✐✜❡- =✉❡ ❝❡) )✐❣♥❛✉① ♣❡-♠❡44❡♥4 ❞❡ ♠❡)✉-❡- ❧❛ ❞②♥❛♠✐=✉❡ ❞❡ ❞,♣❤❛)❛❣❡ ❞❡) ❡①❝✐✲

4❛4✐♦♥) ❡♥ ❝♦♠♣❛-❛♥4 ❧❡✉- ❞②♥❛♠✐=✉❡ 4❡♠♣♦-❡❧❧❡ B ❝❡❧❧❡ ❞❡) )✐❣♥❛✉① ♦❜4❡♥✉) ❛✈❡❝ ❞❡)

❢❛✐)❝❡❛✉① ❣❛✉))✐❡♥)✳

❈❡) -,)✉❧4❛4) ♥♦✉) ♦♥4 ❛♠❡♥, B ❡✛❡❝4✉❡- ❡♥ ♣❛-❛❧❧F❧❡ ✉♥❡ ,4✉❞❡ 4❤,♦-✐=✉❡ ❞❡) ♠♦❞❡)

❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉)) ❡4 ❞❡ ❧❡✉- ✉4✐❧✐)❛4✐♦♥ ❞❛♥) ✉♥ ♣-♦❝❡))✉) ❞❡ ♠,❧❛♥❣❡ B =✉❛4-❡ ♦♥❞❡)✳

❊♥ ❡✛❡4✱ ❧❡) ❝♦♥)4❛♥4❡) ❞❡ 4❡♠♣) =✉✐ ❞,❝-✐✈❡♥4 ❧❡) ❞②♥❛♠✐=✉❡) 4❡♠♣♦-❡❧❧❡) ♦❜)❡-✈,❡)

❞❛♥) ❝❡) ❡①♣,-✐❡♥❝❡) )♦♥4 ✐♥4-♦❞✉✐4❡) ♣❛- ❧❡) ,=✉❛4✐♦♥) ❞❡ ❇❧♦❝❤ ♦♣4✐=✉❡)✳ ▼❛✐) 4-❛❞✐✲

4✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥4✱ ❧❡) ✐♠♣✉❧)✐♦♥) ❡①❝✐4❛4-✐❝❡) )♦♥4 )✉♣♣♦),❡) J4-❡ ❞❡) ♦♥❞❡) ♣❧❛♥❡) ❡4 ❧❡✉-

❢♦-♠❡ )♣❛4✐❛❧❡ ♥✬❡)4 ❥❛♠❛✐) ♣-✐)❡ ❡♥ ❝♦♠♣4❡✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞♦♥❝ ❞,✈❡❧♦♣♣, ❧❛ ♣♦❧❛-✐)❛4✐♦♥

❞✬♦-❞-❡ ✸✱ ♦❜4❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡) ,=✉❛4✐♦♥) ❞❡ ❇❧♦❝❤✱ )✉- ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡) ♠♦❞❡) ❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲

●❛✉))✳ ❈❡ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥4 ♥♦✉) ❛ ❛❧♦-) ❛♠❡♥, B ❝❛❧❝✉❧❡- ❧❡ ♣-♦❞✉✐4 ❞❡ ❞✐✛,-❡♥4) ♠♦❞❡)

❞❡ ▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉))✳ ❊♥ )❡ ♣❧❛M❛♥4 B z = 0✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❞,♠♦♥4-, =✉✬✐❧ ❡①✐)4❡ ❞❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡) ❝♦♥❞✐4✐♦♥) ❞✬❛❝❝♦-❞ ❞❡ ♣❤❛)❡ ❡4 =✉✬✐❧ ② ❛✱ ❡♥ ♣❧✉) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)❡-✈❛4✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝4❡✉-

❞✬♦♥❞❡✱ ❝♦♥)❡-✈❛4✐♦♥ ❞❡) ♠♦♠❡♥4) ❛♥❣✉❧❛✐-❡) ❞❡) ❢❛✐)❝❡❛✉①✳ ❆✐♥)✐ ❞❛♥) ❧✬❛♣♣-♦①✐♠❛4✐♦♥

♣❛-❛①✐❛❧❡✱ ❧♦-)=✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧)✐♦♥ (a) ♣-,❝F❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧)✐♦♥ (b)✱ ✉♥ )✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠♦♠❡♥4 ♦-❜✐4❛❧

l = 2lb− la ❡)4 ❣,♥,-,✳ ▲❡) ❝❛❧❝✉❧) ❡✛❡❝4✉,) ♠♦♥4-❡♥4 ❞♦♥❝ =✉❡ )✐ ❧❛ ❝❤❛-❣❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥4
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♣❛"❛①✐❛❧❡✳

❆✳✶ ▼♦❞❡' ❣❛✉''✐❡♥'

❆✳✶✳✶ ▼♦❞❡' ❞✬❍❡*♠✐-❡✲●❛✉''

❯♥ ♠♦❞❡ ❞✬❍❡"♠✐0❡✲●❛✉'' '✬#❝"✐0 ✿

uHGm,n (x, y, z) =
CHG
nm

w(z)
Hm

(√
2x

w(z)

)

Hn

(√
2y

w(z)

)

e
−x2+y2

w(z)2 .eiκ
x2+y2

2R(z) .e−iψm,n(z)
✭❆✳✶✮

♦C ❧❛ ♣❤❛'❡ ❞❡ ●♦✉② ❡'0 ❞♦♥♥#❡ ♣❛" ✿

ψm,n(z) = (n+m+ 1) arctan

(

z

zR

)

✭❆✳✷✮

❡0 ♦C ❧❛ ❝♦♥'0❛♥0❡ CHG
nm ❡'0 ❝❤♦✐'✐❡ ♣♦✉" ♥♦"♠❛❧✐'❡" uHGm,n (x, y, z) ✿

CHG
nm =

√

1

2nn!

(

2

π

)1/4

✭❆✳✸✮

❖♥ ❞#✜♥✐0 ✿

Hm,n(x, y) = e−(x
2+y2)Hn

(√
2x
)

Hm

(√
2y
)

✭❆✳✹✮

❛✈❡❝ n,m = 0, 1, ...✱ -✉✐ ❡'0 ❧❛ '♦❧✉0✐♦♥ ❞❡ ❧✬#-✉❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦'❝✐❧❧❛0❡✉" ❤❛"♠♦♥✐-✉❡ 6 ❞❡✉①

❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❡♥ ❝♦♦"❞♦♥♥#❡' ❝❛"0#'✐❡♥♥❡'✳ uHGm,n ♣❡✉0 ❛❧♦"' '✬#❝"✐"❡ ✿

uHGm,n (x, y, z) =
CHG
nm

w(z)
Hm,n

(

x

w(z)
,

y

w(z)

)

.eiκ
x2+y2

2R(z) .e−iψm,n(z)
✭❆✳✺✮

✷✵✶
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uLGℓp (r, φ, z) =
CLG
ℓp

w(z)

(√
2r

w(z)

)|ℓ|

e
− r2

w2(z)L|ℓ|p

(

2r2

w2(z)

)

eiκ
r2

2R(z) eiℓφe−iψp,ℓ(z)
✭❆✳✻✮

♦? ❧❛ ❝♦♥&(❛♥(❡ ❞❡ ♥♦1♠❛❧✐&❛(✐♦♥ ❡&( ✿

CLG
ℓp =

√

2|ℓ|+1
p!

π (p+ |ℓ|) ✭❆✳✼✮

❡( ♦? ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ ●♦✉② ❡&( ❞♦♥♥/❡ ♣❛1 ✿

ψp,l(z) = (2p+ |ℓ|+ 1) arctan

(

z

zR

)

✭❆✳✽✮

❖♥ ❞/✜♥✐( ✿

Lp,±l(x, y) = e−(x
2+y2) (x± iy)l Llp

(

2x2 + 2y2
)

✭❆✳✾✮

❛✈❡❝ n = 0, 1, ... ❡( l = 0, 1, 2, ...✱ *✉✐ ❡&( ❧❛ &♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬/*✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦&❝✐❧❧❛(❡✉1

❤❛1♠♦♥✐*✉❡ I ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ❡♥ ❝♦♦1❞♦♥♥/❡& ❝②❧✐♥❞1✐*✉❡&✳ ❊♥ ❝♦♥&✐❞/1❛♥( ✉♥ ♥♦♠❜1❡

❡♥(✐❡1 1❡❧❛(✐❢ ℓ (❡❧ *✉❡ |ℓ| = l✱ *✉✐ ♣❡✉( ♣1❡♥❞1❡ ❞❡& ✈❛❧❡✉1& ♥/❣❛(✐✈❡&✱ ♦♥ ♣❡✉( ❛✉&&✐

/❝1✐1❡ ✿

Lp,ℓ(r, φ) = e−r
2

r|ℓ|eiℓφL|ℓ|p
(

2r2
)

✭❆✳✶✵✮

❛✈❡❝ n = 0, 1, ... ❡( ℓ = ...− 2,−1, 0, 1, 2, ...

uLGℓp ♣❡✉( ❛❧♦1& &✬/❝1✐1❡ ✿

uLGℓp (r, φ, z) =
CLG
ℓp

w(z)

√
2
|ℓ|Lp,ℓ(

r

w(z)
, φ)eiκ

r2

2R(z) e−iψp,ℓ(z)
✭❆✳✶✶✮

❆✳✶✳✸ ▼♦❞❡( ❣1♥1-❛❧✐(1( ❞✬❍❡-♠✐8❡✲▲❛❣✉❡--❡✲●❛✉((

Gm,n(x, y|α) =
n+m
∑

k=0

ik cosn−k α sinm−k αP
(n−k,m−k)
k (− cos 2α)Hn+m−k,k (x, y) ✭❆✳✶✷✮

= e−(x
2+y2)

2

n+m
∑

k=0

ik cosn−k α sinm−k αP
(n−k,m−k)
k (− cos 2α)Hn+m−k

(√
2x
)

Hk

(√
2y
)
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P
(µ,ν)
k (z) =

(−1)k

2kk!
(1− z)−µ(1 + z)−ν

dk

dzk
[

(1− z)k+µ(1 + z)k+ν
]

✭❆✳✶✸✮

=
k
∑

p=0

Cp
k+µC

k−p
k+ν

(

z − 1

2

)k−p(
z + 1

2

)p

P
(n−k,m−k)
k (z) =

(−1)k

2kk!

1

(1− z)n−k(1 + z)m−k
dk

dzk
[(1− z)n(1 + z)m] ✭❆✳✶✹✮

=
k
∑

p=0

Cp
nC

k−p
m

(

z − 1

2

)k−p(
z + 1

2

)p
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●❛✉$$ @♦✉2 α = 0✱ ♦♥ ❛ cos 2α = cosα = 1 ❡/ sinα = 0✳ ▲❡ ❢❛❝/❡✉2 sinm−k α ❢❛✐/ D✉❡

❧❡ $❡✉❧ /❡2♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ ❞❛♥$ ✭❆✳✶✸✮ ❡$/ ❝❡❧✉✐ ♦0 k = m ✿

Gm,n(x, y|α = 0) = e−(x
2+y2)

2

imP
(n−m,0)
k (−1)Hn

(√
2x
)

Hm

(√
2y
)

✭❆✳✶✺✮

P
(n−m,0)
k (−1) =

m
∑

p=0

Cp
nC

m−p
m (−1)m−p (0)p ✭❆✳✶✻✮

= C0
nC

m
m (−1)m

= (−1)m

Gm,n(x, y|0) = e−(x
2+y2)

2

(−i)mHn

(√
2x
)

Hm

(√
2y
)

✭❆✳✶✼✮

= (−i)mHm,n(x, y)
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▲❛❣✉❡''❡✲●❛✉$$ @♦✉2 α = π/4✱ ♦♥ ❛ cos 2α = 0✱ cosα = 1/
√
2 ❡/ sinα = 1/

√
2✱ ❧❡

❢❛❝/❡✉2 cosn−k α ❢❛✐/ D✉❡ ❧❡ $❡✉❧ /❡2♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ ❞❛♥$ ✭❆✳✶✸✮ ❡$/ ❝❡❧✉✐ ♦0 k = n ✿

Gm,n(x, y|α = π/4) = e−(x
2+y2)

2
n+m
∑

k=0

in
√
2
−m+n

P
(0,m−n)
k (0)Hm

(√
2x
)

Hn

(√
2y
)

P
(0,m−n)
k (0) =

n
∑

p=0

Cp
nC

n−p
m

(−1

2

)n−p(
1

2

)p

✭❆✳✶✽✮

=

(

1

2

)n n
∑

p=0

Cp
nC

n−p
m (−1)n−p
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Gm,n(x, y|π/4) = e−(x
2+y2)

2

✭❆✳✶✾✮

n+m
∑

k=0

in
√
2
−m+n

(

1

2

)n n
∑

p=0

Cp
nC

n−p
m (−1)n−pHm

(√
2x
)

Hn

(√
2y
)

❯♥ ♣♦❧②♥;♠❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡22❡ '❡ ❞0❝♦♠♣♦'❡ '✉2 ❧❡' ♣♦❧②♥;♠❡' ❞✬❍❡2♠✐)❡ ✿

eiℓφrℓLℓm
(

2r2
)

=
(−1)m

22m+ℓm!

m
∑

r=0

ℓ
∑

s=0

isCr
mC

s
ℓH2r+ℓ−s

(√
2x
)

H2m−2r+s

(√
2y
)

❖♥ )2♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ✐♥ ✜♥❡ ✿

Gm,n(x, y|π/4) =

{

(−1)m2nm!Lm,n−m(x, y) (n ≥ m)

(−1)n2mn!Ln,m−n(x, y) (n ≤ m)
✭❆✳✷✵✮

❡) ❞♦♥❝ ✿

Gm,n(x, y|π/4) =

{

(−1)m2nm!e−(x
2+y2) (x+ iy)n−m Ln−mm (2x2 + 2y2) (n ≥ m)

(−1)n2mn!e−(x
2+y2) (x+ iy)m−n Lm−nn (2x2 + 2y2) (n ≤ m)

❊♥ ❝♦♦2❞♦♥♥0❡' ♣♦❧❛✐2❡' ✿

Gm,n(r, φ|π/4) =

{

(−1)m2nm!e−r
2 (

reiφ
)n−m

Ln−mm (2r2) (n ≥ m)

(−1)n2mn!e−r
2 (

reiφ
)m−n

Lm−nn (2r2) (n ≤ m)
✭❆✳✷✶✮

❆✳✷ ❋♦♥❝'✐♦♥ ❣*♥*+❛'+✐❝❡ ❞❡/ ♠♦❞❡/
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❊♥ ❞0✜♥✐''❛♥) ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛')✐❣♠❛)✐+✉❡ ✿

ψ(ξ, η, α) =
(

ξ2 − η2
)

cos 2α + 2ξη sin 2α ✭❆✳✷✷✮

♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❣0♥02❛)2✐❝❡ ✿

G(x, y, α, s, t)

=
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α)
sntm

n!m!
✭❆✳✷✸✮

= e−(x
2+y2)−ψ(s,t,α)+2

√
2x(s cosα+t sinα)+2

√
2iy(s sinα−t cosα)

✭❆✳✷✹✮

= e−(x
2+y2)−(s2−t2) cos 2α−2st sin 2α+2

√
2x(s cosα+t sinα)+2

√
2iy(s sinα−t cosα)

✭❆✳✷✺✮
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❈✬❡'& ❧❡ ❝❛' ♦4 α = 0✳ ❖♥ ❛ cos 2α = cosα = 1 ❡& sin 2α = sinα = 0✳

ψ(ξ, η, α = 0) =
(

ξ2 − η2
)

✭❆✳✷✻✮

 ♦✉! ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❣<♥<!❛&!✐❝❡ ✿

G(x, y, α = 0, s, t) =
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = 0)
sntm

n!m!
✭❆✳✷✼✮

= e−(x
2+y2)−(s2−t2)+2

√
2xs−2

√
2iyt

✭❆✳✷✽✮

= e−x
2−s2+2

√
2sxe−y

2−(−it)2+2
√
2(−it)y

✭❆✳✷✾✮
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❈✬❡'& ❧❡ ❝❛' ♦4 α = π/4✳ ❖♥ ❛ cos 2α = 0✱ cosα = 1/
√
2✱ sin 2α = 1 ❡& sinα = 1/

√
2✳

ψ(ξ, η, α = π/4) = 2ξη ✭❆✳✸✵✮

 ♦✉! ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❣<♥<!❛&!✐❝❡ ✿

G(x, y, α = π/4, s, t) =
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = π/4)
sntm

n!m!
✭❆✳✸✶✮

= e−(x
2+y2)−2st+2x(s+t)+2iy(s−t)

✭❆✳✸✷✮

= e−(x
2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t

✭❆✳✸✸✮
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▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❣<♥<!❛&!✐❝❡ ❞❡' ♣♦❧②♥G♠❡' ❞✬❍❡!♠✐&❡ ❡'& ✿

e2tz−t
2

=
+∞
∑

n=0

Hn(z)
tn

n!
✭❆✳✸✹✮

❖♥ ❛ ♣♦✉! ❧❡ ♣!♦❞✉✐& ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝&✐♦♥' ❣<♥<!❛&!✐❝❡' ✿

e2tz−t
2

.e2sz−s
2

= e2(t+s)z−t
2−s2

✭❆✳✸✺✮

= e2(t+s)z−(t+s)
2+2ts

✭❆✳✸✻✮

=
+∞
∑

p=0

Hp(z)
(t+ s)p

p!
e2ts ✭❆✳✸✼✮
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❛✈❡❝

e2ts = 2q
+∞
∑

q=0

tqsq

q!
✭❆✳✸✽✮

❡) ❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥) ❞✉ ❜✐♥=♠❡ ❞❡ ◆❡✇)♦♥ ✿

(t+ s)p =

p
∑

k=0

Ck
p t
p−ksk ✭❆✳✸✾✮

♦B ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❡') ❞♦♥♥0 ♣❛2 ✿

(

p

k

)

= Ck
p =

p!

(p− k)!k!
✭❆✳✹✵✮

♦♥ ❛ ✿

e2tz−t
2

.e2sz−s
2

=
+∞
∑

p=0

+∞
∑

q=0

p
∑

k=0

Hp(z)
Ck
p t
p−ksk

p!
2q
tqsq

q!
✭❆✳✹✶✮

=
+∞
∑

p=0

+∞
∑

q=0

p
∑

k=0

Hp(z)
2q

(p− k)!k!q!
tp−k+qsq+k ✭❆✳✹✷✮

❡)

e2tz−t
2

.e2sz−s
2

=
+∞
∑

n=0

Hn(z)
tn

n!

+∞
∑

m=0

Hm(z)
sm

m!
✭❆✳✹✸✮

=
+∞
∑

n=0

+∞
∑

m=0

Hn(z)Hm(z)
tnsm

n!m!
✭❆✳✹✹✮

▲❡' ❞❡✉① ❡①♣2❡''✐♦♥ ' '♦♥) ✈❛❧❛❜❧❡' ♣♦✉2 )♦✉' t ❡) ♣♦✉2 )♦✉) s ❡) ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ✐❞❡♥)✐✜❡2

❧❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥)' ❞❡' ♠♦♥=♠❡'✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡' '♦♠♠❡' '✉2 p✱ q ❡) k✱ )♦✉)❡' ❧❡' ✈❛❧❡✉2' '♦♥)

♣♦''✐❜❧❡' ♣♦✉2 ❧❡' ♣✉✐''❛♥❝❡' 2❡'♣❡❝)✐✈❡' ❞❡ t ❡) s ✭♦♥ ❞♦✐) ❥✉')❡ ✈❡✐❧❧❡2 K ❝❡ +✉❡ ❧❡'

✈❛❧❡✉2' 2❡♣20'❡♥)0❡' ♣❛2 k ♥❡ ❞0♣❛''❡♥) ♣❛' ❝❡❧❧❡' ❞❡ p✮✳ L♦✉2 ❧❡ ♠♦♥=♠❡ tnsm✱ ♣♦'♦♥'

m = q + k✳ ❖♥ ❛ ✿

e2tz−t
2

.e2sz−s
2

=
+∞
∑

p=0

+∞
∑

q=0

p
∑

k=0

Hp(z)
2q

(p− k)!k!q!
tp−k+qsq+k ✭❆✳✹✺✮

=
+∞
∑

p=0

p
∑

k=0

+∞
∑

m=k

Hp(z)
2m−k

(p− k)!k!(m− k)!
tp+m−2ksm ✭❆✳✹✻✮

▲❛ ❞❡2♥✐O2❡ '♦♠♠❡ ✐♠♣♦'❡ m ≥ k✳ ❖♥ ♣❡✉) 20❝2✐2❡ ❧✬❡①♣2❡''✐♦♥ ✿

e2tz−t
2

.e2sz−s
2

=
+∞
∑

p=0

+∞
∑

m=0

min(m,p)
∑

k=0

Hp(z)
2m−k

(p− k)!k!(m− k)!
tp+m−2ksm ✭❆✳✹✼✮
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❧❡' ✈❛!✐❛&✐♦♥' ❞❡ p ❡& 2k '❡ ❝♦♠♣❡♥'❡♥& ❞❛♥' ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❞❡ t 3✉✐ ❡'& p+m− 2k✳ ❖♥

✈♦✐& 3✉❡ ❧❛ ✈❛!✐❛&✐♦♥ ❞❡ 2k ✐♠♣♦'❡ ✉♥ ✐♥❝!0♠❡♥& ❞❡ ✷ '✉! ❝❡❧❧❡ ❞❡ p✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉! ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞❡ p ♣♦✉! ✉♥❡ ♣✉✐''❛♥❝❡ n ❞❡ t ❞0&❡!♠✐♥0❡✱ ❡'& ❞♦♥♥0❡ 3✉❛♥❞ n ≥ m ♣❛! k = 0 ✿ ❝✬❡'&

n − m✳ ▲❡ ❝' ✐♥✈❡!'❡ ❡'& ✐❞❡♥&✐3✉❡ ❝❛! ✐❧ ❝♦!!❡♣'♦♥❞ ❥✉'&❡ ? ❧❛ ♣❡!♠✉&❛&✐♦♥ ❞❡ ♥ ❡&

♠ ❡& ♠4♠❡ &❡♠♣' 3✉❡ ❞❡ t❡& s ✭♦♥ ❝♦♥'✐❞A!❡!❛ ❞♦♥❝ n ≥ m ❞❛♥' ❧❛ '✉✐&❡✮✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉!

♠❛①✐♠✉♠ ❡'& ❛&&❡✐♥&❡ 3✉❛♥❞ k = m ❀ ❝✬❡'& n − m + 2m = n + m✳ ❊♥ ✐❞❡♥&✐✜❛♥& ❧❡'

&❡!♠❡' ❞❡' ❞❡✉① ❡①♣!❡''✐♦♥' ✭❆✳✹✷✮ ❡& ✭❆✳✹✹✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

Hn(z)Hm(z)
tnsm

n!m!
=

m
∑

k=0

Hn−m+2k(z)
2m−k

(n−m+ k)!k!(m− k)!
tnsm ✭❆✳✹✽✮

❡& ❞♦♥❝ ✿

Hn(z)Hm(z) =
m
∑

k=0

Hn−m+2k(z)
2m−kn!m!

(n−m+ k)!k!(m− k)!
✭❆✳✹✾✮

❊♥ '②♠0&!✐'❛♥& n ❡& m ✿

Hn(z)Hm(z) =

min(m,n)
∑

k=0

H|n−m|+2k(z)
2min(m,n)−kn!m!

(|n−m|+ k)!k!(min(m,n)− k)!
✭❆✳✺✵✮

❆✳✸✳✷ $%♦❞✉✐*+ ❞❡ ♠♦❞❡+ ❞✬❍❡%♠✐*❡✲●❛✉++ ❞❡ ♠3♠❡ ✇❛✐#$

Em,n.Ep,q =
1

w(ζ)1+
m+n

2

Hm

(

x

w(ζ)

)

Hn

(

y

w(ζ)

)

e
iκz−x2+y2

w(ζ)2
−i(1+m+n

2 ) arctan(ζ)

1

w(ζ)1+
p+q

2

Hp

(

x

w(ζ)

)

Hq

(

y

w(ζ)

)

e
iκz−x2+y2

w(ζ)2
−i(1+ p+q

2 ) arctan(ζ)
✭❆✳✺✶✮

=
1

w(ζ)2+
m+n+p+q

2

e
i2κz−2x2+y2

w(ζ)2
−i(2+m+n+p+q

2 ) arctan(ζ)
✭❆✳✺✷✮

Hm

(

x

w(ζ)

)

Hp

(

x

w(ζ)

)

Hn

(

y

w(ζ)

)

Hq

(

y

w(ζ)

)

=
1

w(ζ)2+
m+n+p+q

2

e
i2κz− 2r2

w(ζ)2
−i(2+m+n+p+q

2 ) arctan(ζ)
✭❆✳✺✸✮

min(m,p)
∑

k=0

H|p−m|+2k

(

x

w(ζ)

)

2min(m,p)−kp!m!

(|p−m|+ k)!k!(min(m, p)− k)!

min(n,q)
∑

j=0

H|q−n|+2j

(

y

w(ζ)

)

2min(n,q)−jq!n!

(|q − n|+ j)!j!(min(n, q)− j)!
✭❆✳✺✹✮
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▲❡ ♣2♦❞✉✐) ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝)✐♦♥' ❣0♥02❛)2✐❝❡' ❞❡ ♠♦❞❡' ❞❡ ▲❛❣✉❡22❡✲●❛✉'' '✬0❝2✐) ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

=
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = π/4)
sntm

n!m!
.

∞
∑

N,M=0

GM,N(x, y|α = π/4)
SNTM

N !M !
✭❆✳✺✺✮

=
∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n(x, y|α = π/4).GM,N(x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !
✭❆✳✺✻✮

❉✬✉♥ ❛✉)2❡ ❝C)0 ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t.e−(x

2+y2)−2ST+2(x+iy)S+2(x−iy)T
✭❆✳✺✼✮

= e−2(x
2+y2)−2(s+S)(t+T )+2(x+iy)(s+S)+2(x−iy)(t+T ).e+2sT+2St

✭❆✳✺✽✮

= e−(x
2+y2).G(x, y, α = π/4, s+ S, t+ T ).e2sT+2St

✭❆✳✺✾✮

= e−(x
2+y2).

∞
∑

P,Q=0

GP,Q(x, y|α = π/4)
(s+ S)Q (t+ T )P

Q!P !
.

∞
∑

p,q=0

(2sT )q(2St)p

q!p!
✭❆✳✻✵✮



 !♦❞✉✐&' ❞❡ ♠♦❞❡' ❣❛✉''✐❡♥' ✷✵✾

♦♥ ❞0✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡' ❜✐♥5♠❡' ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2). ✭❆✳✻✶✮

∞
∑

P,Q=0

GP,Q(x, y|α = π/4)

Q
∑

j=0

P
∑

k=0

Cj
QC

k
P s

Q−jSjtP−kT k

Q!P !
.

∞
∑

p,q=0

(2sT )q(2St)p

q!p!

= e−(x
2+y2). ✭❆✳✻✷✮

∞
∑

p,q=0

∞
∑

P,Q=0

Q
∑

j=0

P
∑

k=0

2q2pGP,Q(x, y|α = π/4)
1

j!(Q− j)!k!(P − k)!q!p!
.sQ−j+qSj+ptP−k+pT k+q

= e−(x
2+y2). ✭❆✳✻✸✮

∞
∑

P

∞
∑

Q=0

(

Q
∑

N=0

N
∑

j=0

+
∞
∑

N=Q+1

Q
∑

j=0

)(

P
∑

M=0

M
∑

k=0

+
∞
∑

M=P+1

P
∑

k=0

)

2M+N−k−j

GP,Q(x, y|α = π/4)
1

j!(Q− j)!(N − j)!k!(P − k)!(M − k)!
.sQ+M−k−jSN tP+N−k−jTM

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

SNTM . ✭❆✳✻✹✮

∞
∑

Q=0

min(N,Q)
∑

j=0

∞
∑

P=0

min(M,P )
∑

k=0

2M+N .2−k−j

GP,Q(x, y|α = π/4)
1

j!(Q− j)!(N − j)!k!(P − k)!(M − k)!
.sQ+M−k−jtP+N−k−j

❖♥ !❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ '♦♠♠❡ '✉! j ❡& k ♣❛! ✉♥❡ '♦♠♠❡ '✉! j ❡& µ = j + k ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

SNTM . ✭❆✳✻✺✮

∞
∑

Q=0

∞
∑

P=0

min(M,P )+min(N,Q)
∑

µ=0

2M+N .2−µGP,Q(x, y|α = π/4).sQ+M−µtP+N−µ

min(min(N,Q),µ)
∑

j=max(0,µ−min(M,P ))

1

j!(Q− j)!(N − j)!(µ− j)!(P − µ+ j)!(M − µ+ j)!
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❖♥ 2❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ '♦♠♠❡ '✉2 P ❡) µ ♣❛2 ✉♥❡ '♦♠♠❡ '✉2 m = P +N − µ ❡) µ ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

SNTM .2M+N . ✭❆✳✻✻✮

∞
∑

Q=0

∞
∑

m=N−min(N,Q)

M+min(N,Q)
∑

µ=max(0,N−m)

2−µGm−N+µ,Q(x, y|α = π/4).sQ+M−µtm

min(N,Q,µ)
∑

j=max(0,µ−min(M,m−N+µ))

1

j!(Q− j)!(N − j)!(µ− j)!(m−N + j)!(M − µ+ j)!

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

SNTM .2M+N . ✭❆✳✻✼✮

∞
∑

m=0

∞
∑

Q=N−min(N,m)

M+min(N,Q)
∑

µ=max(0,N−m)

2−µGm−N+µ,Q(x, y|α = π/4).sQ+M−µtm

min(N,Q,µ)
∑

j=max(0,µ−min(M,m−N+µ))

1

j!(Q− j)!(N − j)!(µ− j)!(m−N + j)!(M − µ+ j)!

❖♥ 2❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ '♦♠♠❡ '✉2 Q ❡) µ ♣❛2 ✉♥❡ '♦♠♠❡ '✉2 n = Q+M − µ ❡) µ ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

SNTM .2M+N . ✭❆✳✻✽✮

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

M+N
∑

µ=max(0,N−m)+max(0,M−n)
2−µGm−N+µ,n−M+µ(x, y|α = π/4).sntm

min(N,n−M+µ,µ)
∑

j=max(0,µ−min(M,m−N+µ))

1

j!(n−M + µ− j)!(N − j)!(µ− j)!(m−N + j)!(M − µ+ j)!

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭❆✳✻✾✮

M+N
∑

µ=max(0,N−m)+max(0,M−n)
2M+N−µGm−N+µ,n−M+µ(x, y|α = π/4)

min(N,µ,µ−M+n)
∑

j=max(0,min(µ−M,N−m))

n!m!N !M !

j!(n−M + µ− j)!(N − j)!(µ− j)!(m−N + j)!(M − µ+ j)!
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❖♥ !❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ '♦♠♠❡ '✉! µ ♣❛! ✉♥❡ '♦♠♠❡ '✉! h = µ+m−N ✿

G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭❆✳✼✵✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)

min(N,h−m+N,h+n−m+N−M)
∑

j=max(0,min(h−m+N−M,N−m))

n!m!N !M !

j!(h− j + n−m+N −M)!(N − j)!(m−N + j)!(h− j −m+N)!(M − h+ j +m−N)!
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G(x, y, α = π/4, s, t).G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭❆✳✼✶✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)m!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!
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∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n(x, y|α = π/4).GM,N(x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !

= e−(x
2+y2).

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭❆✳✼✷✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)m!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!
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Gm,n(x, y|α = π/4).GM,N(x, y|α = π/4)

= e−(x
2+y2)

✭❆✳✼✸✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
2M+m−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)m!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!
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Gm,n(r, φ|π/4) = (−1)m2nm!e−r
2 (

reiφ
)n−m

Ln−mm

(

2r2
)

✭❆✳✼✹✮
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Gm,n(r, φ|α = π/4).GM,N(r, φ|α = π/4)

= (−1)m2nm!e−r
2 (

reiφ
)n−m

Ln−mm

(

2r2
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(−1)M2NM !e−r
2 (

reiφ
)N−M

LN−MM
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2r2
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✭❆✳✼✺✮

= (−1)m+M2n+Nm!M !e−2r
2 (
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)

LN−MM
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)

✭❆✳✼✻✮
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Gm,n(r, φ|α = π/4).GM,N(r, φ|α = π/4)

= e−r
2

✭❆✳✼✼✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
Gh,h+n−m+N−M(r, φ|α = π/4).2h+m+Mm!M !

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!

= 2n+Nm!M !e−2r
2 (

reiφ
)n−m+N−M

✭❆✳✼✽✮

m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
(−1)hLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!
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(h− k)!k!
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Ln−mm

(

2r2
)

LN−MM

(

2r2
)

✭❆✳✼✾✮

=
m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ k)!(m− k)!

n!

(n−M + h− k)!(M − h+ k)!

h!

(h− k)!k!
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(

2r2
)

LN−MM

(

2r2
)

✭❆✳✽✵✮

=
m+M
∑

h=max(0,m−N)+max(0,M−n)
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m,h,h+n−M)
∑

k=max(m−N,min(h−M,0))

(

N

m− k

)(

n

M − h+ k

)(

h

k

)
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Ln−mm

(

2r2
)

LN−MM

(

2r2
)

✭❆✳✽✶✮

=
m+M
∑

h=0

(−1)h−m−MLn−m+N−M
h

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

N

m− k

)(

n

M − h+ k

)(

h

k

)

Llm
(

2r2
)

LLM
(

2r2
)

✭❆✳✽✷✮

=
m+M
∑

h=0

(−1)h−m−MLl+Lh

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

L+M

m− k

)(

m+ l

M − h+ k

)(

h

k

)
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G (x, y, α = π/4, s, t) =
∞
∑

n,m=0

Gm,n(x, y|α = π/4)
sntm

n!m!
✭❆✳✽✸✮

= e−(x
2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t

✭❆✳✽✹✮
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x→ x

w
s→ s

w

y → y

w
t→ t

w
✭❆✳✽✺✮

❖♥ ♦❜)✐❡♥) ✿

G

(

x

w
,
y

w
, α = π/4,

s

w
,
t

w

)

=
∞
∑

n,m=0

Gm,n
( x

w
,
y

w
|α = π/4

) sntm

n!m!

1

wn+m
✭❆✳✽✻✮

= e−
(x2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t)

w2
✭❆✳✽✼✮
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G

(

x

w
,
y

w
, α = π/4,

s

w
,
t

w

)

.G (x, y, α = π/4, S, T ) ✭❆✳✽✽✮

=
∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n
( x

w
,
y

w
|α = π/4

)

.GM,N (x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !

1
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G

(

x

w
,
y

w
, α = π/4,

s

w
,
t

w

)

.G (x, y, α = π/4, S, T )

= e−
(x2+y2)−2st+2(x+iy)s+2(x−iy)t

w2 .e−(x
2+y2)−2ST+2(x+iy)S+2(x−iy)T
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= e−(x
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w2+1)−2( st

w2+ST)+2(x+iy)( s

w2+S)+2(x−iy)( t

w2+T)
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= e−(x
2+y2) 1

w2−2( st

w2+ST)+2( st

w4+
sT

w2+
St

w2+ST)

e−(x
2+y2)e−2(

s

w2+S)( t

w2+T)+2(x+iy)( s

w2+S)+2(x−iy)( t

w2+T)
✭❆✳✾✶✮

= e−
x2+y2

w2 .G(x, y, α = π/4,
s

w2
+ S,

t

w2
+ T ).

e−2st
w2−1

w4 e2
sT+St

w2
✭❆✳✾✷✮

= e−
x2+y2

w2 .
∞
∑

P,Q=0

GP,Q(x, y|α = π/4)

(

s
w2 + S

)Q ( t
w2 + T

)P

Q!P !
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∞
∑

p,q=0

(2sT )q(2St)p
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1

w2(p+q)
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∑
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x
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y
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, α = π/4,

s
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t

w

)

.G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−
x2+y2

w2 .
∞
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P,Q=0

GP,Q(x, y|α = π/4)

Q
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P
∑

k=0
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QC

k
P s

Q−jSjtP−kT k
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1
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1

w2(p+q)

∞
∑

J=0
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w4
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∞
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∞
∑
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Q
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∑
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1
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)J
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1
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= e−
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∞
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∞
∑
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∞
∑
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∞
∑
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1
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∞
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1
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∞
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∞
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∞
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∞
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∞
∑
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∞
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.G(x, y, α = π/4, S, T )

= e−
x2+y2

w2 .

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

m
∑

J=0

sntmSNTM ✭❆✳✶✵✵✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−J−hGh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

1

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!

1

(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!

1

(h− k)!k!

1

w2(n+m−2J)
2J

J !

(

1− w2

w4

)J

= e−
x2+y2

w2 .

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

m
∑

J=0

sntmSNTM ✭❆✳✶✵✶✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−h (1− w2)

J

w2(n+m)
Gh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

1

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !

❊♥ ❝♦♠♣❛!❛♥& ❛✈❡❝ ✭❆✳✽✽✮✱ ♦♥ &!♦✉✈❡ ✉♥❡ ?❣❛❧✐&? ❡♥&!❡ ❧❡' ❞❡✉① ❡①♣!❡''✐♦♥' ✿

∞
∑

n,m=0

∞
∑

N,M=0

Gm,n
( x

w
,
y

w
|α = π/4

)

.GM,N (x, y|α = π/4)
snSN tmTM

n!m!N !M !

1

wn+m

= e−
x2+y2

w2 .

∞
∑

N=0

∞
∑

M=0

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

m
∑

J=0

sntmSNTM

n!m!N !M !
✭❆✳✶✵✷✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−h (1− w2)

J

w2(n+m)
Gh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

n!m!N !M !

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !
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Gm,n
( x

w
,
y

w
|α = π/4

)

.GM,N (x, y|α = π/4)

= e−
x2+y2

w2 .
m
∑

J=0

✭❆✳✶✵✸✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−h (1− w2)

J

w(n+m)
Gh,h+n−m+N−M(x, y|α = π/4)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

n!m!N !M !

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !

❊♥ ❝♦♥'✐❞02❛♥)✱ '❛♥' ♣❡2)❡ ❞❡ ❣0♥02❛❧✐)0✱ ❧❡' ❝❛' n ≥ m ❡)N ≥M ❡) ❡♥ ✉)✐❧✐'❛♥) ✭❆✳✷✶✮ ✿

Gm,n(
r

w
, φ|π/4) = (−1)m2nm!e−

r2

w2

( r

w
eiφ
)n−m

Ln−mm

(

2r2

w2

)

✭❆✳✶✵✹✮

♦♥ )2♦✉✈❡ ♣♦✉2 ❧❡ ♣2♦❞✉✐) ❞❡' ♠♦❞❡' ✿

Gm,n(
r

w
, φ|α = π/4).GM,N(r, φ|α = π/4)

= (−1)m2nm!e−
r2

w2

( r

w
eiφ
)n−m

Ln−mm

(

2r2

w2

)

(−1)M2NM !e−r
2 (

reiφ
)N−M

LN−MM

(

2r2
)

✭❆✳✶✵✺✮

= (−1)m+M2n+Nm!M !e−r
2 w2+1

w2

(

reiφ
)n−m+N−M

wn−m

Ln−mm

(

2r2

w2

)

LN−MM

(

2r2
)

✭❆✳✶✵✻✮



 !♦❞✉✐&' ❞❡ ♠♦❞❡' ❣❛✉''✐❡♥' ✷✶✾

❉✬✉♥ ❛✉&!❡ ❝3&4✱ ❛✈❡❝ ✭❆✳✶✵✸✮ ✿

Gm,n
( r

w
, φ|α = π/4

)

.GM,N(r, φ, y|α = π/4)

= e−
r2

w2 .
m
∑

J=0

✭❆✳✶✵✼✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−h (1− w2)

J

w(n+m)
Gh,h+n−m+N−M(r, φ|α = π/4)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

n!m!N !M !

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !

= e−
r2

w2 .

m
∑

J=0

✭❆✳✶✵✽✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−h (1− w2)

J

w(n+m)
(−1)h2h+n−m+N−M

e−r
2 (

reiφ
)n−m+N−M

Ln−m+N−M
h

(

2r2
)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

n!m!N !M !h!

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !

❖♥ ❡♥ ❞4❞✉✐& ❧✬✐❞❡♥&✐&4 ✿

(−1)m+M2n+Nm!M !e−r
2 w2+1

w2

(

reiφ
)n−m+N−M

wn−m
Ln−mm

(

2r2

w2

)

LN−MM

(

2r2
)

= e−
r2

w2 .

m
∑

J=0

✭❆✳✶✵✾✮

m−J+M
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
2M+m−h (1− w2)

J

wn+m
(−1)h2h+n−m+N−M

e−r
2 (

reiφ
)n−m+N−M

Ln−m+N−M
h

(

2r2
)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

n!m!N !M !h!

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !
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Ln−mm

(

2r2

w2

)

LN−MM

(

2r2
)

=
m
∑

J=0

m+M−J
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
✭❆✳✶✶✵✮

(1− w2)
J

w2m
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

n!N !h!

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!(h− k)!k!J !

❊( *✉✬♦♥ ♣❡✉( ❛✉&&✐ /❝1✐1❡ ✿

Ln−mm

(

2r2

w2

)

LN−MM

(

2r2
)

=
m
∑

J=0

m+M−J
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
✭❆✳✶✶✶✮

(1− w2)
J

w2m
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

N !

(N −m+ J + k)!(m− J − k)!

(n− J)!

(n− J −M + h− k)!(M − h+ k)!

h!

(h− k)!k!

n!

(n− J)!J !

=
m
∑

J=0

m+M−J
∑

h=max(0,m−J−N)+max(0,M−n+J)
✭❆✳✶✶✷✮

(1− w2)
J

w2m
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

min(m−J,h,h+n−J−M)
∑

k=max(m−J−N,min(h−M,0))

(

N

m− k − J

)(

n− J

M − h+ k

)(

h

k

)(

n

J

)

=
m
∑

J=0

m+M−J
∑

h=0

✭❆✳✶✶✸✮

(1− w2)
J

w2m
(−1)h−m−MLn−m+N−M

h

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

N

m− k − J

)(

n− J

M − h+ k

)(

h

k

)(

n

J

)



 !♦❞✉✐&' ❞❡ ♠♦❞❡' ❣❛✉''✐❡♥' ✷✷✶

♦✉ ❜✐❡♥

Llm

(

2r2

w2

)

LLM
(

2r2
)

=
m
∑

J=0

(

l +m

J

)

(1− w2)
J

w2m
✭❆✳✶✶✹✮

m+M−J
∑

h=0

(−1)h−m−MLl+Lh

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

L+M

m− k − J

)(

l +m− J

M − h+ k

)(

h

k

)
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❛✈❡❝ 2r2 ≥ 0✳
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Llm

(

2r2

w2

)

LL0
(

2r2
)

=
m
∑

J=0

(

l +m

J

)

(1− w2)
J

w2m
✭❆✳✶✶✺✮

m−J
∑

h=0

(−1)h−mLl+Lh

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

L

m− k − J

)(

l +m− J

−h+ k

)(

h

k

)
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'♦♠♠❛&✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ k = h ❡&

Llm

(

2r2

w2

)

LL0
(

2r2
)

=
m
∑

J=0

(

l +m

J

)

(1− w2)
J

w2m
✭❆✳✶✶✻✮

m−J
∑

h=0

(−1)h−mLl+Lh

(

2r2
)

(

L

m− h− J

)

❖♥ '❛✐& <✉❡ LL0 (2r
2) = 1✳ ❊♥ ♦✉&!❡✱ ❝❡&&❡ !❡❧❛&✐♦♥ ❡'& ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉! &♦✉&❡ ✈❛❧❡✉! ❞❡ L

❡& ❡♥ ♣❛!&✐❝✉❧✐❡! L = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Llm

(

2r2

w2

)

=
m
∑

J=0

(

l +m

J

)

(w2 − 1)
J

w2m
Llm−J

(

2r2
)

✭❆✳✶✶✼✮
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uLGℓp (r, φ, z) =
CLG
ℓp

w(z)

(√
2r

w(z)

)|ℓ|

e
− r2

w2(z)L|ℓ|p

(

2r2

w2(z)

)

eiκ
r2

2R(z) eiℓφe−iψp,ℓ(z)
✭❆✳✶✶✽✮
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❊♥ z = 0✱ ♦♥ ❛ ✿

uLGℓp (r, φ, 0) =
CLG
ℓp

w(0)

(√
2r

w(0)

)|ℓ|

e
− r2

w2(0)L|ℓ|p

(

2r2

w2(0)

)

eiℓφ ✭❆✳✶✶✾✮
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)✉✬♦♥ ♣♦%❡ .❣❛❧ E ❧✬✉♥✐'. w2(0)

uLGℓipi(r, φ, 0) = CLG
ℓipi

(√
2r
)|ℓi|

e−r
2

L|ℓi|pi
(

2r2
)

eiℓiφ ✭❆✳✶✷✵✮
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P (3)(r, φ, 0) ✭❆✳✶✷✶✮

= CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

(√
2r
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|

e−3r
2

ei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3)φL|ℓ1|p1

(

2r2
)

L|ℓ2|p2

(

2r2
)

L|ℓ3|p3

(

2r2
)
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P (3)(r, φ, 0)

= CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

(√
2r
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|

e−3r
2

ei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3)φ ✭❆✳✶✷✷✮

p1+p2
∑

h=0

(−1)h−p1−p2
h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

L
|ℓ1|+|ℓ2|
h

(

2r2
)

L|ℓ3|p3

(

2r2
)

= CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

(√
2r
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|

e−3r
2

ei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3)φ ✭❆✳✶✷✸✮

p1+p2
∑

h=0

(−1)h−p1−p2
h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−h−p3L

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

= CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

(√
2r
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|

e−3r
2

ei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3)φ ✭❆✳✶✷✹✮

p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3L

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

❖♥ ♣0♦❥❡''❡ %✉0 ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡00❡✲●❛✉%% ❞❡ ✇❛✐#$ 1/
√
3 ✿

uLGℓsps(
√
3r, φ, 0) = 31/4CLG

ℓsps

(√
6r
)|ℓs|

e−3r
2

L|ℓs|ps

(

6r2
)

eiℓsφ ✭❆✳✶✷✺✮
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✿

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dφP (3)(r, φ, 0).uLG∗ℓsps (
√
3r, φ, 0)

=
(√

3
)|ℓs|+1/2 (√

2
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

CLG
ℓsps

∫ 2π

0

dφei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3−ℓs)φ ✭❆✳✶✷✻✮

p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

❖♥ ✉&✐❧✐'❡ ✭❆✳✶✶✼✮ ❛✈❡❝ w2 = 3 ♣♦✉! ✿

∫ 2π

0

dφei(−ℓ1+ℓ2+ℓ3−ℓs)φ = δ (ℓs + ℓ1 − ℓ2 − ℓ3) ✭❆✳✶✷✼✮

▲✬✐♥&6❣!❛❧❡ '✉! φ ❞♦♥♥❡ ✿

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

6r2

3

)

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′
L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′−J

(

6r2
)

▲✬✐♥&6❣!❛❧❡ '✉! r ❞❡✈✐❡♥& ✿

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′−J

(

6r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

✭❆✳✶✷✽✮

❖♥ ✉&✐❧✐'❡ ✭❆✳✽✷✮ ✿

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′−J

(

6r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

✭❆✳✶✷✾✮

=

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−psL

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)
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♣♦✉1 (1♦✉✈❡1

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−ps

✭❆✳✶✸✵✮

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)

❖♥ ✉(✐❧✐&❡ ❧❡& ❢♦1♠✉❧❡& ❞✬✐♥(/❣1❛(✐♦♥ ❞❡& ♣♦❧②♥@♠❡& ❞❡ ▲❛❣✉❡11❡✳ ❖♥ &❛✐( *✉❡ ✿

∫ ∞

0

xα
′−1e−xL(α)

n (x)dx =

(

α− α′ + n

n

)

Γ(α′) ✭❆✳✶✸✶✮

=
(α− α′ + n)!(α′ − 1)!

n!(α− α′)!
✭❆✳✶✸✷✮

❖♥ ♣♦&❡ x = 6r2✱ dx = 12rdr✱ α′ = |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

+1✱ α = |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|✱ n = H

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

=
(|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs| − |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

2
− 1 +H)!( |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

2
)!

H!(|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs| − |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1)!
✭❆✳✶✸✸✮

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
H

(

6r2
)

=
1

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

( |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H)!( |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

)!

H!( |ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1)!

=
1

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

(

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H

H

)

( |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|
2

)

!

❉♦♥❝✱ ❡♥ 1❡♠♦♥(❛♥( ❞❛♥& ❧❡& ❢♦1♠✉❧❡&

∫ ∞

0

drr|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1e−6r
2

L
|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|
h′

(

2r2
)

L|ℓs|ps

(

6r2
)

=
h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−ps

✭❆✳✶✸✹✮

1

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

(

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H

H

)

( |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|
2

)

!

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)



 !♦❞✉✐&' ❞❡ ♠♦❞❡' ❣❛✉''✐❡♥' ✷✷✺

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dφP (3)(r, φ, 0).
(

uLGℓsps(
√
3r, φ, 0)

)∗

=
(√

3
)|ℓs|+1/2 (√

2
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

CLG
ℓspsδ (ℓs + ℓ1 − ℓ2 − ℓ3) ✭❆✳✶✸✺✮

p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3

h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−ps

✭❆✳✶✸✻✮

1

2× 6|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1

(

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H

H

)

( |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|
2

)

!

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

=

(√
3
)|ℓs|+1/2 (√

2
)|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|

3|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+1 × 2|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|+2

( |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ |ℓs|
2

)

!

CLG
ℓ1p1

CLG
ℓ2p2

CLG
ℓ3p3

CLG
ℓspsδ (ℓs + ℓ1 − ℓ2 − ℓ3) ✭❆✳✶✸✼✮

p1+p2
∑

h=0

h+p3
∑

h′=0

(−1)h
′−p1−p2−p3

h
∑

k=0

(

|ℓ2|+ p2

p1 − k

)(

|ℓ1|+ p1

p2 − h+ k

)(

h

k

)

h′
∑

k′=0

(

|ℓ3|+ p3

h− k′

)(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ h

p3 − h′ + k′

)(

h′

k′

)

h′
∑

J=0

(

|ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|+ h′

J

)

2J

3h′
✭❆✳✶✸✽✮

h′−J+ps
∑

H=0

(−1)H−h
′+J−ps

(

|ℓ1|+|ℓ2|+|ℓ3|+|ℓs|
2

− 1 +H

H

)

H
∑

K=0

(

|ℓs|+ ps

h′ − J −K

)(

h′ − J + |ℓ1|+ |ℓ2|+ |ℓ3|
ps −H +K

)(

H

K

)
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❡+ (−1) ❞❡ ❢)53✉❡♥❝❡ $♣❛+✐❛❧❡ 1/Λ ❡+ −1/Λ✱ )❡$♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ ♣♦✉) ✐♠♣)✐♠❡) ✉♥ ♣)♦✜❧

✷✷✼



✷✷✽ ■❧❧✉♠✐♥❛)✐♦♥ +),✉❝)✉,.❡ ✿ ♠✐+❡ ❡♥ ❢♦,♠❡ +♣❛)✐❛❧❡ ❞✉ ❢❛✐+❝❡❛✉ ❞✬❡①❝✐)❛)✐♦♥

+✐♥✉+♦6❞❛❧ 7 ❧✬✐♥)❡♥+✐). ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬.❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❣,;❝❡ 7 ✉♥ ♠♦♥)❛❣❡

✓ ✹❢ ✔✳

▲❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠♦♥)❛❣❡ ✓ ✹❢ ✔ ❡+) ♣,.+❡♥). ✜❣✉,❡ ❇✳✶ ✭✈♦✐, ❛✉ ❞♦+✮✳ ▲❡ ,.+❡❛✉

❡♥ ,.✢❡①✐♦♥ G✉❡ ❝♦♥+)✐)✉❡ ❧❡ ❙▲▼ ❡+) ♣❧❛❝. ❞❛♥+ ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ ♦❜❥❡) ❞✬✉♥❡ ❧❡♥)✐❧❧❡

❝♦♥✈❡①❡ L1 ❞❡ ❢♦❝❛❧❡ f1 = 800mm✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ❞❡ ❞✐✛,❛❝)✐♦♥ ,.+✉❧)❛♥)❡ +✬♦❜+❡,✈❡ ❞❛♥+ ❧❡

♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ ❞❡ L1✱ ❝✬❡+) 7 ❞✐,❡ ❞❛♥+ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❋♦✉,✐❡, ❞✉ ,.+❡❛✉✳ ◆♦✉+ +.❧❡❝)✐♦♥♥♦♥+

❞❛♥+ ❝❡ ♣❧❛♥ ❧❡+ ♦,❞,❡+ (+1) ❡) (−1) ❞❡ ❞✐✛,❛❝)✐♦♥✳ ❯♥❡ ❧❡♥)✐❧❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ L2 ♣❧❛❝.❡

7 ✉♥❡ ❞✐+)❛♥❝❡ f2 ❞✉ ❞✐❛♣❤,❛❣♠❡ ♣❡,♠❡) ❞✬✐♠❛❣❡, ❧❡ ,.+❡❛✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ +♦♥ ♣❧❛♥

❢♦❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢❛✐+❛♥) ✐♥)❡,❢.,❡, ❧❡+ ♦,❞,❡+ (+1) ❡) (−1)✳ ❉❛♥+ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉,❛)✐♦♥ ❞❡

♥♦),❡ ♠♦♥)❛❣❡ ❡①♣.,✐♠❡♥)❛❧❡✱ ❧❛ ❧❡♥)✐❧❧❡ L2 ❡+) ✉♥ ♦❜❥❡❝)✐❢ ❞❡ ♠✐❝,♦+❝♦♣❡✳ ▲❛ ❞✐+)❛♥❝❡

+.♣❛,❛♥) ❧❡ ❞✐❛♣❤,❛❣♠❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬♦❝✉❧❛✐,❡ ❡+) ❛❧♦,+ +❛ ❢♦❝❛❧❡ G✉✐ ❡+) ❞❡ 9mm ❡) ❧❛

❞✐+)❛♥❝❡ ❡♥),❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ +♦,)✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❡) ❧✬.❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❝♦,,❡+♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❞✐+)❛♥❝❡ ❞❡

),❛✈❛✐❧ ✭✇♦"❦✐♥❣ ❞✐()❛♥❝❡✮ ❞❡ 2mm✳

▲✬♦✉✈❡,)✉,❡ ♥✉♠.,✐G✉❡ ❞❡+ ♦❜❥❡❝)✐❢+ ❞❡ ♠✐❝,♦+❝♦♣❡ ✉)✐❧✐+.+ .)❛♥) ❞❡ O.N. = 0.75✱ ❧❡

♣❧✉+ ♣❡)✐) ♣❛+ G✉✬✐❧ ❡+) ♣♦++✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡, +✉, ❧✬.❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❡+) .❣❛❧❡ 7

λ
2O.N.

< λ
1.5

♦❜)❡♥✉

❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦R ❧❡+ ♦,❞,❡+ (+1) ❡) (−1) ❛,,✐✈❡ +✉, ❧❡+ ❜♦,❞+ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❞❡ ♠✐❝,♦+❝♦♣❡✳

▲❡+ ❢,❛♥❣❡+ ❞❡ ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛)✐♦♥ +),✉❝)✉,.❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡ ♣❡✉✈❡♥) S),❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ +.♣❛,.❡+

❞❡ a ≈ 330nm✳

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ♠♦♥3❛❣❡ ✓ ✹❢ ✔✳ L1 ❡3 L2 9♦♥3 ❞❡✉① ❧❡♥3✐❧❧❡9 ❝♦♥✈❡①❡9

❞❡ ❞✐93❛♥❝❡9 ❢♦❝❛❧❡9 f1 ❡3 f2✱ -❡9♣❡❝3✐✈❡♠❡♥3✳

▲❡ -'9❡❛✉ ❡♥ -'✢❡①✐♦♥ 9❡ 9✐3✉❡ ❞❛♥9 ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ ♦❜❥❡3 ❞❡ ❧❛ ❧❡♥3✐❧❧❡ L1✳ ▲❡ -'9❡❛✉ ❞✐✛-❛❝3❡

❧❡ ❢❛✐9❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥3 ✭D✉✐ ❡93 ❝♦❧✐♠❛3'✮ ❡♥ ♣❧✉9✐❡✉-9 ♦-❞-❡9✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ❞❡ ❞✐✛-❛❝3✐♦♥ -'9✉❧3❛♥3❡

9✬♦❜9❡-✈❡ ❞❛♥9 ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥3✐❧❧❡ L1✱ ❝✬❡93 G ❞✐-❡ ❞❛♥9 ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✉

-'9❡❛✉✳ ❈✬❡93 ❞❛♥9 ❝❡ ♣❧❛♥ D✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉3 9'❧❡❝3✐♦♥♥❡- ❧❡9 ♦-❞-❡9 (+1) ❡3 (−1) ❞❡ ❞✐✛-❛❝3✐♦♥✳

❯♥❡ ❧❡♥3✐❧❧❡ L2 ♣❧❛❝'❡ G ✉♥❡ ❞✐93❛♥❝❡ f2 ❞✉ ❞✐❛♣❤-❛❣♠❡ ♣❡-♠❡3 ❞✬✐♠❛❣❡- ❧❡ -'9❡❛✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ 9♦♥ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢❛✐9❛♥3 ✐♥3❡-❢'-❡- ❧❡9 ♦-❞-❡9 (+1) ❡3 (−1)✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬✶❪ ▲✳ ❆❧❧❡♥✱ ▼✳ ❲✳ ❇❡✐❥❡/0❜❡/❣❡♥✱ ❘✳ ❏✳ ❈✳ ❙♣/❡❡✉✇✱ ❛♥❞ ❏✳ <✳ ❲♦❡/❞♠❛♥✳ ❖/❜✐✲

A❛❧ ❛♥❣✉❧❛/ ♠♦♠❡♥A✉♠ ♦❢ ❧✐❣❤A ❛♥❞ A❤❡ A/❛♥0❢♦/♠❛A✐♦♥ ♦❢ ❧❛❣✉❡//❡✲❣❛✉00✐❛♥ ❧❛0❡/

♠♦❞❡0✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✹✺✭✶✶✮ ✿✽✶✽✺✕✽✶✽✾✱ ✶✾✾✷✳

❬✷❪ ❙✳ ▼✳ ❇❛/♥❡AA ❛♥❞ ▲✳ ❆❧❧❡♥✳ ❖♣A✐❝❛❧ ❛♥❣✉❧❛/ ♠♦♠❡♥A✉♠ ❛♥❞ ♥♦♥♣❛/❛①✐❛❧ ❧✐❣❤A

❜❡❛♠0✳ ❖♣/✐❝# ❈♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥✱ ✶✶✵ ✿✻✼✵✕✻✼✽✱ ✶✾✾✹✳

❬✸❪ ▼✳ ❲✳ ❇❡✐❥❡/0❜❡/❣❡♥✱ ❘✳ <✳ ❈✳ ❈♦❡/✇✐♥❦❡❧✱ ❛♥❞ ❏✳ <✳ ❲♦❡/❞♠❛♥✳ ❍❡❧✐❝❛❧✲✇❛✈❡❢/♦♥A

❧❛0❡/ ❜❡❛♠0 ♣/♦❞✉❝❡❞ ✇✐A❤ ❛ 0♣✐/❛❧ ♣❤❛0❡♣❧❛A❡✳ ❖♣/✐❝# ❈♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥#✱ ✶✶✷✭✺✲

✻✮ ✿✸✷✶✕✸✷✼✱ ✶✾✾✹✳

❬✹❪ ❘✳ ❆✳ ❇❡A❤✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡A❡❝A✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛0✉/❡♠❡♥A ♦❢ ❛♥❣✉❧❛/ ♠♦♠❡♥A✉♠ ♦❢ ❧✐❣❤A✳

 ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✵ ✿✶✶✺✕✶✷✺✱ ✶✾✸✻✳

❬✺❪ <✳ ❇♦//✐✱ ❲✳ ▲❛♥❣❜❡✐♥✱ ❙✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡/✱ ❛♥❞ ❯✳ ❲♦❣❣♦♥✳ ❯❧A/❛❧♦♥❣ ❞❡♣❤❛0✐♥❣ A✐♠❡

✐♥ ■♥●❛❆0 W✉❛♥A✉♠ ❞♦A0✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡//❡6#✱ ✽✼✭✶✺✮ ✿✶✺✼✹✵✶✱ ✷✵✵✶✳

❬✻❪ ❙✳ ❇/❡A0❝❤♥❡✐❞❡/✱ ❈✳ ❊❣❣❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳❲✳ ❍❡❧❧✳ ❇/❡❛❦✐♥❣ A❤❡ ❞✐✛/❛❝A✐♦♥ ❜❛//✐❡/ ✐♥

✢✉♦/❡0❝❡♥❝❡ ♠✐❝/♦0❝♦♣② ❜② ♦♣A✐❝❛❧ 0❤❡❧✈✐♥❣✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡//❡6#✱ ✾✽ ✿✷✶✽✶✵✸✱

✷✵✵✼✳

❬✼❪ ❱✳ ❈❛//❛A✳ ❈♦66❡❝/✐♦♥ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞✬✉♥ ❙▲▼ ♦✉6 ✉♥❡ ❤♦❧♦❣6❛♣❤✐❡ ❞❡ ❤❛✉/❡ ✜❞>❧✐/>✳

❘>❛❧✐#❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼❖❚✲✷❉ ♣♦✉6 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ▲❛❣✉❡66❡✲●❛✉##✳ <❤❉

A❤❡0✐0✱ ❯♥✐✈❡/0✐A^ <❛/✐0 ❙✉❞✱ ✷✵✶✷✳

❬✽❪ ●✳ ❈❡/✉❧❧♦ ❛♥❞ ❙✳ ❉❡ ❙✐❧✈❡0A/✐✳ ❯❧A/❛❢❛0A ♦♣A✐❝❛❧ ♣❛/❛♠❡A/✐❝ ❛♠♣❧✐✜❡/0✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❙❝✐❡♥/✐✜❝ ■♥#/6✉♠❡♥/#✱ ✼✹✭✶✮ ✿✶✕✶✽✱ ✷✵✵✸✳

❬✾❪ ❈✳ ❨✳ <✳ ❈❤❛♦ ❛♥❞ ❙✳ ▲✳ ❈❤✉❛♥❣✳ ❆♥❛❧②A✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ 0♦❧✉A✐♦♥0 ❢♦/ ❛ A✇♦✲

❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ❡①❝✐A♦♥ ✐♥ ♠♦♠❡♥A✉♠ 0♣❛❝❡✳  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✹✸✭✽✮ ✿✻✺✸✵✕✻✺✹✸✱

✶✾✾✶✳

❬✶✵❪ ❏✳✲■✳ ❈❤✐❦❛✇❛ ❛♥❞ ❚✳ ◆❛❦❛②❛♠❛✳ ❉✐0❧♦❝❛A✐♦♥ 0A/✉❝A✉/❡ ❛♥❞ ❣/♦✇A❤ ♠❡❝❤❛♥✐0♠ ♦❢

❝❛❞♠✐✉♠ 0✉❧✜❞❡ ❝/②0A❛❧0✳ ❏♦✉6♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞  ❤②#✐❝#✱ ✸✺ ✿✷✹✾✸✱ ✶✾✻✹✳

❬✶✶❪ <❤✐❧✐♣♣❡ ❈❤/✐0A♦❧✳ ▲❡# ❡①❝✐/♦♥# ❞❛♥# ❧❡# ♥❛♥♦#/6✉❝/✉6❡# #❡♠✐❝♦♥❞✉❝/6✐❝❡# ✿ ♠♦✲
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