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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préliminaire, état de ’art

La statistique des processus stochastiques a été I’objet de nombreux travaux.
Voir par exemple [26, 38, 39]. Voir aussi [1, 45] pour l'inférence et la prédiction
de ces processus.

Dans cette these nous nous intéressons aux processus périodiques satisfai-
sant une équation différentielle stochastique (EDS) du type

dXt = f(t, Xt)dt + U(t)th, X() =X

ou f(t,x) = f(t) et f(t,x) = f(t).x et f(-,-), o(-) sont des fonctions continues,
réelles et périodiques en ¢ de méme période P et {W;} est un mouvement
Brownien.

Signalons que dans le cadre général nous pouvons parler de processus sto-
chastiques périodiques sans qu’ils soient nécessairement des processus de diffu-
sion. Dans cette perspective, tout processus stochastique qui contient dans sa
structure une propriété de périodicité peut étre considéré comme un processus
stochastique périodique. Sans étre exhaustif, citons les processus périodiquement
corrélés. Introduits par Gladyshev en 1961, (voir [19]), ces processus se ren-
contrent dans différents domaines : en Ingénierie et en Physique (voir [14, 15,
43]) et récemment en Mécanique [4, 5] ou en Biologie [6, 22].

L’objectif du travail présenté dans cette these concerne des processus sto-
chastiques périodiques qui ne sont pas nécessairement périodiquement corrélés.
Plus précisément, nous étudions des processus solutions d’équations différentielles
stochastiques ayant des coefficients de drift (ou dérive) et de diffusion périodiques
en temps, et nous nous intéressons a l’estimation paramétrique et a celle non-
paramétrique de ces coeflicients dans les différents modeles que nous considérons.

Estimation paramétrique
Nous traitons d’abord le processus {(;} du type signal plus bruit donné par

1
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

d¢e = f(t,0)dt + o(t)dWy, t € [0,T], (1.1)
ou o(-) > 0 et en particulier le cas f(¢,0) = 0f(t), c’est-a-dire le modele

¢ = 0f(t)dt + o(t)dWy, t € [0,T]. (1.2)
Bien que ce modele puisse se ramener au modele général bien connu
dX (t) = Se(t,0)dt + dW; (1.3)

qui fut étudié, entre autres, par Ibragimov et Khas’minskii ([26], Chapitre II,
section 7), nous préférons traiter le modele {(;} et nous intéresser aux propriétés
spécifiques dues a la périodicité de f(-) et de o(-) qui n’apparait pas dans les
travaux d’Ibragimov et Khas’minskii [26]. Cette périodicité nous permet dans
le cas d’observations continues et dans le cas d’observations discretes, de don-
ner une expression explicite du rapport de vraisemblance, d’établir de bonnes
propriétés pour I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, de prouver sa
convergence en probabilité , sa normalité et son efficacité asymptotique et de
démontrer, de plus, sa convergence presque siire dans le cas d’une observation
continue du processus {(;} pour le modele (1.2).

Pour l'estimation des parametres de processus périodiques de diffusion,
Hopfner et Kutoyants [25] ont considéré une généralisation du modele (1.3)
dans un cadre périodique donnée par

el = (S(t,0) + b(EN))dt + o (D)dW;,  t>0, €8 = a0, (1.4)

out +— S(t,0) est une fonction périodique dont la forme est connue et la période
0 est le parametre a estimer. Ils étudient le comportement asymptotique d’une
suite de modeles locaux en 6 correspondant a des observations du processus
&. Sous une condition d’ergodicité, et en utilisant des segments de trajectoire
du processus &, c’est-a-dire des suites de variables aléatoires a valeurs dans un
espace fonctionnel, ils ont démontré que si le signal S(-, -) est lisse, nous obtenons
la normalité asymptotique locale dans le sens de Le Cam [37] avec une échelle
d’ordre T2, En revanche, si le signal a un nombre fini de discontinuités et
appartient a une classe de Holder d’ordre %, nous avons un modele asymptotique
de type différent avec une échelle d’ordre T2

Ils ont auparavant étudié en [24] le modele (1.4), ot S(-,-) est discontinue
aux points kP + 6, k € N ou P est la période de la fonction : ¢ +— S(¢,0). Sous
I'hypothese que le processus (§xp)ken est positif Harris récurrent et en utilisant
la périodicité, ils prouvent la convergence d’un modele local de voisinage de 6
avec une vitesse 771

Nous pouvons aussi citer les travaux de Mishra et Prakasa Rao [40] relatifs
a la consistance et la normalité asymptotique de 'estimateur du maximum de
vraisemblance pour le drift d’un processus de diffusion non-homogene.

Concernant les problemes d’estimation paramétrique a partir des observa-
tions discrétisées, nous citons, a titre d’exemples, les travaux suivants : Pour
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1.1. Préliminaire, état de I'art

Iestimation du drift d’un processus de diffusion, Le Breton [35] a montré que les
estimateurs du maximum de vraisemblance basés sur une observation discrete
ont asymptotiquement le méme comportement que les estimateurs du maximum
de vraisemblance basés sur une observation continue.

Kasonga [29] a utilisé la méthode des moindres carrés pour montrer la consis-
tance d’un estimateur basé sur une observation discrétisée.

Le cas des modeles de diffusion ergodique est étudié dans Dacunha-Castelle
et Florens-Zmirou [8], Florens-Zmirou [13], etc.

En utilisant la méthode du maximum de contraste, Genon-Catalot [16] a
établi, sous des hypotheses classiques, des résultats asymptotiques pour 1’esti-
mation d’un parametre du drift d’un processus de diffusion uni-dimensionnel
avec petit bruit. Harison [21] a utilisé cette méthode pour estimer le parametre
du drift pour un modele Gaussien uni-dimensionnel et non stationnaire du type
Ornstein-Uhlenbeck avec un coefficient du drit dépendant du temps.

FEstimation non-paramétrique

Quant a l’estimation non-paramétrique, plusieurs méthodes d’estimation
existent. Parmi ces méthodes nous pouvons citer I’estimation a noyau et 1’esti-
mation par projection.

Pour l'estimation du signal déterministe d’un modele du type signal plus
petit bruit dont ’équation est

dX; = f(t)dt +edWy, 0 <t <1,

Ibragimov et Khas’minskii (Chapitre VII, section 4 de [26]) ont proposé I'esti-
mateur a noyau suivant

Pour e =1, 0 <t <n, c’est-a-dire le modele

dX, = f(t)dt + dW,

ou f(-) est périodique de période 1, qui correspond exactement au modele (1.2)
que nous étudions, ils proposent

= s o (S

ou ¢(-) et ¢(-) tendent vers 0 respectivement quand e tend vers 0 et n tend vers
oo et g(+) est une fonction qui vérifie la condition

/OO g(u)du = 1.

—00

Ces estimateurs sont uniformément asymptotiquement sans biais et convergent
uniformément en moyenne quadratique. Cependant, ces auteurs rencontrent des

3
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

problemes au bord de l'intervalle [0, 1], raison pour laquelle ils supposent que
0 < t < 1. Dans notre cadre, nous allons contourner ce probleme en utilisant un
noyau périodique et démontrer de plus que 'estimateur que nous construisons
est asymptotiquement normal et converge presque stirement, ce qui n’est pas
prouvé par Ibragimov et Khas'minskii dans [26].

Kutoyants ( Chapitre 4 section 4.2 de [33]) a étudié un estimateur & noyau
pour le drift d’un modele de type Ornstein-Uhlenbeck a petit bruit. Il a démontré
que cet estimateur converge en moyenne quadratique et il a précisé la vitesse
de cette convergence.

En ce qui concerne la méthode par projection, nous pouvons la retrouver
dans plusieurs travaux (voir, par exemple, Chapitre 1, section 7 de [46]).

Delhing et al. [11] ont considéré le modele semi paramétrique de type Ornstein-
Uhlenbeck donné par

dXt = (f(t) - O[Xt)dt + O'th, t 2 0

ol « et o sont des constantes strictement positives et f(-) est une fonction
périodique, inconnue qui s’écrit sous la forme suivante

p
F6) =" pati(t),
=1

les fonctions ¢1(t),...,¢p(t) étant connues et les parametres pui,..., 1, et p
sont inconnus. En appliquant la méthode du maximum de vraisemblance et
en se basant sur une observation continue en temps de {X;}, ils donnent une
expression explicite d’un estimateur de f(-) et ils démontrent ensuite sa conver-
gence presque siire ainsi que sa normalité asymptotique quand le temps d’ob-
servation tend vers I'infini. Le mécanisme essentiel de cette étude asymptotique
consiste, comme dans les travaux cités ci-dessus de Hopfner et Kutoyants [25],
a interpréter le processus stochastique comme des segments de trajectoire du
processus {X;}.

Castillo et al. [3] utilisent également la procédure de projection pour estimer
la forme d’une fonction périodique de période 6 inconnue, représentant le drift
du modele suivant

dX, = f(t/0)dt + dW,.

Dans ce cadre semi paramétrique et en se basant sur des estimateurs éT du pa-
rametre 0 étudiés, entre autres par [2, 20], et en utilisant la méthode des blocs
de Stein, ils définissent un estimateur de f(-) a partir de la projection de la
trajectoire du processus observé sur ’espace des fonctions aléatoires qui a ¢ as-
socient exp(2imkt/ éT) Plus précisément, sous certaines conditions de régularité
du type appartenance a un espace de Sobolev, ils démontrent que cet estimateur
possede une propriété minimax (sharp minimax).

4
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1.2. Plan et contenu de la thése

1.2 Plan et contenu de la thése

Dans le chapitre 2 nous présentons d’abord une application du modele (1.2),
il s’agit du processus {&;} donné par d&; = &d(;. Le processus {{;} est alors la
solution de I’équation différentielle stochastique géométrique et linéaire

dge = 0 (t)&dt + o (t)§dW. (1.5)

Les équations de ce type apparaissent dans des domaines aussi variés que la
Finance ([28, 31], modele de Black-Scholes-Merton), la Mécanique [27, 30] ou
la Biologie [6, 22]. Pour mieux comprendre la structure de {&;} , nous étudions
certaines de ses propriétés : propriété de martingale, propriété Markovienne.

Le chapitre 3 est consacré a 'estimation paramétrique du drift du modele
(1.1). En supposant que nous observons une trajectoire continue du processus
{¢¢} sur Vintervalle [0, 7], nous déterminons la vraisemblance de ces observa-
tions.

Lorsque f(t,0) = 6f(t) (Section 3.2), l'expression de l'estimateur par la
méthode du maximum de vraisemblance est connue explicitement. Nous prou-
vons de fagon simple sa convergence en moyenne quadratique, sa convergence
presque sire et sa normalité asymptotique. Ensuite, nous rappelons la définition
d’une famille localement asymptotiquement normale (LAN) ainsi que celle de
lefficacité asymptotique minimax et nous constatons que cet estimateur est
asymptotiquement efficace au sens minimax.

Dans la Section 3.3 nous revenons au modele général (1.1), et nous prou-
vons que sous des conditions de régularité des fonctions f(-,-) et o(+) et lorsque
I’espace des parametres est compact, l'estimateur du maximum de vraisem-
blance de # existe. De plus, en faisant appel aux résultats de Dacunha-Castelle
et Duflo [7] sur les estimateurs du maximum de contraste, nous démontrons la
convergence en probabilité (Corollaire 2) ainsi que la normalité asymptotique
(Théoreme 5) de l'estimateur de 6. Nous prouvons ensuite dans la Section 3.4 la
propriété LAN et nous appliquons un résultat de Kutoyants [26] qui nous donne
les conditions sous lesquelles nous avons 'efficacité asymptotique minimax.

Nous terminons ce chapitre par des simulations afin d’illustrer la conver-
gence de ces estimateurs.

Au chapitre 4, nous considérons toujours le modele (1.1). Néanmoins nous
supposons maintenant que nous ne disposons que d’une observation discrétisée.
C’est-a-dire que les instants d’observations sont t; := id,, 7 € {0,...,n}, ou
6y =T,

Apres avoir calculé la vraisemblance des observations discrétisées dans le
cadre général, nous étudions dans la Section 4.2 le modele (1.2), c’est-a-dire le
cas f(t,0) = 6f(t). Nous explicitons ’expression de ’estimateur du parametre ¢
et nous prouvons qu’il est sans biais, converge en moyenne quadratique, asymp-
totiquement normal et asymptotiquement efficace au sens minimax.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

De méme qu’au chapitre 3, en considérant le modele général exprimé en (1.1)
et sous certaines hypotheses de régularité et d’identifiabilité, nous démontrons
lexistence d’un estimateur qui converge en probabilité (Corollaire 4). Nous
prouvons par la suite dans la Section 4.4 la propriété LAN. En outre, en appli-
quant un résultat d’Ibragimov et Khas'minskii [26] et sous certaines conditions
supplémentaires de régularité et une condition d’identifiabilité uniforme, nous
établissons que cet estimateur est asymptotiquement normal et asymptotique-
ment efficace au sens minimax (Corollaire 5). Une partie de ces deux chapitres
3 et 4 a servi comme contribution dans les actes [12].

Le chapitre 5 est consacré a ’estimation non-paramétrique de la fonction
f(-) dans le modele (1.2) en supposant que 6 est connu, § = 1, et que nous
observons une trajectoire continue du processus {(;} sur l'intervalle [0, T.

Dans la deuxieme section et en utilisant un noyau périodique, nous construi-
sons un estimateur & noyau pour la fonction f(-). Nous nous intéressons ensuite
a la convergence de cet estimateur. Nous prouvons qu’il est asymptotiquement
sans biais et nous précisons la vitesse de cette convergence qui est uniforme
par rapport a t variant dans U'intervalle [0, P]. Nous démontrons également la
convergence en moyenne quadratique (Théoréme 11), la convergence de I’erreur
quadratique moyenne intégrée, leurs vitesses de convergence ainsi que la nor-
malité asymptotique (Théoreme 13). La section 4 est dédiée a la convergence
presque siire.

Nous terminons ce chapitre par des simulations afin d’illustrer la consistance
de cet estimateur. Ce chapitre a donné lieu a une publication [10].

Dans le chapitre 6 nous considérons un modele de type Ornstein- Uhlenbeck
solution de ’équation différentielle stochastique de type Langevin suivante

&y = f(O)&dt + dWy, t € [0,T). (1.6)

Dans la deuxiéme section nous proposons un estimateur pour la fonction f(+)
toujours en supposant que nous observons une trajectoire continue du processus
{&} sur lintervalle [0,7]. Cet estimateur est construit a partir d’'un noyau
périodique. Nous étudions par la suite la convergence asymptotique du biais
de cet estimateur ainsi que sa vitesse de convergence. Nous prouvons dans la
section 3 la convergence en moyenne quadratique.

Pour améliorer ces convergences, nous étudions dans la section 4 une trans-
formation de cet estimateur en considérant que nous observons une trajectoire
du processus {&} sur I'intervalle [P, nP].

Des résultats de simulation sont donnés a la fin de ce chapitre.

Le dernier chapitre contient les preuves de quelques lemmes que nous utili-

sons dans le corps de cette these.
Pour la simulation nous utilisons le logiciel de Statistique R.
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Chapitre 2

Etude de propriétés du
processus géométrique {&;}

2.1 Introduction

Le modele signal périodique plus bruit étudié dans ce chapitre a pour équation

ou f(+), o(-) : R — R sont deux fonctions, supposées connues, continues, non-
identiquement nulles et périodiques de méme période P, o(-) est positive et
W :={W,,t > 0} est un mouvement Brownien standard sur un espace de pro-
babilité complet (2, F, P).

Le but de ce chapitre est d’analyser le processus {&} 1ié au processus {(;}
par la relation.

d&e = &edG.

Donc {&:} est la solution de I'équation différentielle stochastique linéaire sui-
vante

d& = f(t)ftdt + O'(t)ftth (21)

ou & est indépendant de {W,;}. D’apres la continuité de f(-) et o(-) I’équation
différentielle stochastique (2.1) admet une unique solution, et en utilisant la
formule d’It6 (voir, par exemple, [42], p. 146) nous pouvons vérifier que :

£ = £ exp (/Ot <f(s) _ ;az(s)> ds + /Ota(s)dWs>. (2.2)

(Pour plus de détails voir [31]). Ainsi, sous ’hypothese que
P& >0/ =1 P —p.s,

presque toutes les trajectoires du processus {&;} sont continues et strictement
positives
P[& > 0,Vt] = 1. (2.3)

7
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CHAPITRE 2. ETUDE DE PROPRIETES DU PROCESSUS GEOMETRIQUE {& }

Signalons que d’apres (2.2)

o*(t)
2

o*(t)
2

dt.

dlng& = (f(t) - ) dt + o(t)dWy = d¢; —

D’ou
Gt — Co # In(&) — In(&o)-

Dans la deuxieme section nous nous intéressons a représenter et étudier la struc-
ture du processus {&;,t > 0}. La troisieme section sera dédiée aux propriétés
de martingale, propriété Markovienne, etc. Dans la derniére section nous nous
intéressons au comportement asymptotique de {&}.

Pour simplifier la présentation des résultats nous supposons par la suite que

§o=1.

2.2 Représentation de {¢}

Notons désormais {F,t > 0} la filtration engendrée par le mouvement Brow-
nien {Wy, ¢t > 0}, donc F; est la sous tribu complete de la tribu F engendrée
par {Ws,0 < s < t}. Nous avons également besoin des notations suivantes. Pour
tout t > 0, soient

t t
Plt) = / F(s)ds, GO(t) = / o2(s) ds.
0 0
Pour tout n € N, soit

WwnP) = {Wt("P),t € [O,P]}

le mouvement Brownien sur [0, P] défini par Wt(np) = Wupst — Wyp. Par
ailleurs, définissons

&y = {E,(t),t > 0}

la martingale exponentielle (pour plus de détails voir [42])

£,(t) = exp (/Ota(s)dWS _ ;/Ot 02(s)d5>,

associée a la martingale {M; : t > 0} définie par M; := fg o(s)dWs. Lorsque
o(-) =1, E(t) = exp (W — £t) est la martingale exponentielle associée au mou-
vement Brownien {W;,t > 0}.
Soit
gmP) .= {55,"1’) (1)t € [0, P]}

la martingale exponentielle associée a la martingale {Mt(np),t € [0, P]}, ou
t
Mt(np) = / o(s)dw ), VneN
0

8
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2.2. Représentation de {&}

Remarquons que les mouvements Browniens {ngnp), s € [0,P]}, n € N, sont
indépendants. Par conséquent les martingales exponentielles &(,np), n € N sont
indépendantes et identiquement distribuées sur l’espace de Banach C[0, P| des
fonctions réelles continues sur [0, P], muni de la norme uniforme |¢|s =
supyeo,p] ()| pour ¢ € C[0, P].

Avec les notations précédentes la solution de 'EDS (2.1) peut s’exprimer,
d’une part en fonction du processus {(;} comme suit

& = exp((y) exp (—; /Ot 02(8)d8> :

G — /f ds+/ o (5)dWV,,

et d’autre part en fonction de £, (1)

& =el"De (1)

car

En outre, la périodicité des fonctions f(-) et o(-) implique que

F(nP+t) _ ,nF(P) F(t) G®(nP+t) _ nG?(P) G?(t)

e =e e"\oe =e e ,
et .
Mypiy = Mop + M) = Z M},kp) + M),
k=0
Donc
n—1
Enpse = " WEpEI T (8) = ! FPITFO TT FN(P) XD (1) (24)
k=0
Chaine de Markov des P-segments
Posons

¢ = exp (/:(f(u) _ %&(@)du + /: a(u)qu>.

Suivant [24], définissons la suite aléatoire dont l'espace d’état est C[0, P] :
Xn = {fnp+t:t€[07p]}7 n € N.
Donc nous obtenons

Xn(t) = gnP—i—t &np X gnP+t ( ) X £”P+t.

Remarquons que les processus {{Zﬁ“, t €0, P]} n € R sont i.i.d. de loi com-
mune £(Xy)

c(gprteelo,Pl) = £(ght €0, P) = £ (&t € 0, P]) = £(Xo).

Par conséquent la suite (X,,),, est une suite de Markov homogene.

9
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CHAPITRE 2. ETUDE DE PROPRIETES DU PROCESSUS GEOMETRIQUE {& }

2.3 Propriété de martingale, propriété Markovienne

Proposition 1 Si f(-) et o(-) sont continues et périodiques, o(-) > 0 et & =1,

le processus
1

M= tng— [ (70 - 5 w)du

est une martingale par rapport a la filtration {Fs}.

Preuve Comme & = 1, alors P[{; > 0, Vs] = 1 et donc M, est bien définie
presque surement. La mesurabilité et l'intégrabilité de Mg découlent directe-
ment de sa définition. D’apres (2.2)

E[M/F] = E [ /0 . a(u)qu/fs}

_E [ /0 " o(w)dW, + / s+h0(u)qu/]‘—s}
- M,

car fos o(u)dW,, est Fs-mesurable, fss+h0(u)qu est indépendant de Fy et
E[fss+h o(u)dW,] = 0. Donc {M,} est une martingale. m

Etant solution d’une équation différentielle linéaire, le processus {&} est
Markovien. Nous allons préciser ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 2 Sous les hypotheéses de la Proposition 1 et avec les notations du
paragraphe précédent, le processus {&,t > 0} est un processus de Markov non
homogéne.

Preuve Pour s,h,u € R et A € B(R), calculons P[4 € A/&u,u < s].
D’abord

fon = exp ( /0 S+h(f(u)—;02(u))du+ /0 S+h0(u)qu>

~ texp ( / ) - %gQ(u))du 4 / " a(u)qu>
= &x & (2.5)
B Sth = exp ( / S+h(f (u) — éo—Q(u))du + / S+h J(u)qu>.

Puisque £57" est indépendant de {&,,u < s},

Pleoin € Afbwu<s] = Pl6&™ € A/6uuss]
= P [§s+h € A/‘fs] .

10
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2.4. Comportement asymptotique de {&}

D’apres (2.5) pour tout 0 < s < ¢,

o= o ([ (100 - o) tu+ [ ot ) =& <l

olt £ est une variable aléatoire indépendante de {&,,u < s} et de loi log-
normale de paramétres fst (f(u) — 30%(u)) du et fst o?(u) du. Ainsi pour z >
0, la loi de & conditionnée par & = x est la loi log-normale de parametres
Inz+ fst (f(u) — 30%(u)) du et fst 02 (u) du. D’aprés la périodicité des fonctions
f() et o(+), cette loi coincide avec celle de &4 p conditionnée par s p = x. Par
conséquent nous avons la propriété suivante :

Proposition 3 Sous les conditions de la Proposition 1, le semigroupe des pro-
babilités de transition du processus Markovien {&,t > 0} est périodique en
temps :
Ps+P,t+P(377 A) = Ps,t(ﬂ?a A)

pour tout s < t et tout x >0, A € Bg.
Ici Pgy(x, A) est une version réguliere de la probabilité conditionnelle de &
sachant &, c’est-a-dire que

1. .+ Pgy(z, A) est Br mesurable pour tout A € Bg;

2. A— Pgy(x, A) est une mesure de probabilité pour Pg presque tout x;

3. P(se B, e A) = fB Pgi(x, A)dP¢ (x).

Une telle version existe et est unique P¢, — p.s. (voir, par exemple Chapitre III,
section 2 de [41]).

2.4 Comportement asymptotique de {&}

De D’expression (2.2), nous déduisons le comportement asymptotique du
processus {&;}.

Proposition 4 Sous les conditions de la Proposition 1, le processus {&;} vérifie
les égalités asymptotiques suivantes

1 1 1
Jim 1 (&) = SF(P) - ﬁG@)(P) P — p.s et en m.q. (2.6)
lim £ (\/T <1ln (&r) — lF(P) + 1G(2)(p)>) :N<0 1g(2)(p)>
Ts00 T P 2P P
(2.7)
En outre,
11
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CHAPITRE 2. ETUDE DE PROPRIETES DU PROCESSUS GEOMETRIQUE {& }

— Si F(P) — %G(z)(P) < 0, le processus Markovien {&,t > 0} converge

vers 0 :
lim &0 =0 P—p.s. (2.8)
T—o0
— Si F(P) — AG@(P) > 0, le processus Markovien {&,t > 0} explose d
linfini :
lim &7 = o0 P—p.s. (2.9)
T—o0

— Si F(P) — %G(Q) (P) =0, la relation (2.6) devient

1
Iim —1 =0. P — . .q.
Tl_r)réoTn(fT) 0 p.s et en m.q

De plus nous avons,

VPIn(¢r)

lim = — P—op.s 2.10
Tooe V2G@(P)TInlnT (2.10)
lim sup VPIn(er) P —p.s. (2.11)

Tooo /2G@(P)TInlnT

Preuve D’apres 'égalité (2.2) avec {y = 1, nous avons

—ln (&r) = /( )ds+/ W,  (2.12)

La périodicité de f(-) et de o(-) impliquent que

et

T P
im — o2(s)ds = — o2(s)ds = —G® . .
| /0 (s)d P/o (s)ds = 5GP (P) (2.13)

Les Lois Forte et Faible des Grands Nombres pour l'intégrale stochastique par
rapport au mouvement Brownien (voir, par exemple, Lemme 17.4 de [38]) en-
tralnent que

1 /7
lim / o(s)dWs =0 P —p.s et enm.gq.. (2.14)
T—00 T 0

Ainsi grace a I'égalité (2.12) nous avons

1 1
—In(ér) = fF(P) - ﬁG(Q)(P) P —pset enm.q. (2.15)

T—o0

12
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2.4. Comportement asymptotique de {&}

D’autre part, comme

L (\/1? /OT a(s)dWs> =N (o,;/OT 02(5)615) ,

alors d’apres (2.13) nous déduisons que

I 1
I — W, ) = ~6p)).
TEI;OL',(\/T/O o(s)d ) N<O,PG ( ))
Ainsi la relation (2.7) est vérifiée. De la nous déduisons les limites (2.8) et (2.9).

Supposons maintenant que F/(P) — 3G (P) = 0. Donc d’aprés (2.15) nous

avons )
Tlgrgo T In (é7) = 0. P — p.s et en m.q.

Nous pouvons approfondir ce résultat. En effet, en appliquant le Théoreme
de la loi du log itéré de Khinchin-Kolmogorov-Hartman-Witner (voir par exemple
Théoréme 2 du Chapitre 19, section 1 de [44]) aux variables Gaussiennes centrées
indépendantes

P
/ o(s)dWHFP) k=0.--n—1
0

de loi commune

c (/OP a(s)dWny>> =N (o, /OP 02(5)d3> =N (0, G<2>(P)) ;

nous obtenons

1
lim inf n(énp) = -1 P —ps.

n=% /2G@)(P)nlnlnn

In(&,
lim sup n(Enr)

P —ps.
n—o0 \/2G(2) (P)TL In Inn P

Or tout réel T' > 0 peut s’écrire de fagon unique sous la forme T'=nP + r, ou
ne€Net0<r<P,donc

n(er) = n(gr) + | "P” <f<s>—§o2<s>> a5+ [ " osaw,

nP P
T 1 T
= () 4+ / ( F(s) — 202(s)> ds + / ()W D). (2.16)
0 0
D’apres cette décomposition et comme
(nP +r)Inln(nP 4+ r) ~nPlnln(n), n — oo, pour 0 <r < P,

nous déduisons les limites (2.10) et (2.11). m
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Chapitre 3

Estimation paramétrique en
temps continu du drift d’un
modele de type signal plus
bruat

3.1 Introduction

Supposant maintenant que nous observons une trajectoire continue du pro-
cessus {(;}, t € [0,T] solution de I’équation

A, = f(t,0)dt + o(t)dW;,  t>0, (=0

ou f(-,-) et o(-) sont continues et périodiques en ¢ de méme période P indépendante
de 0, o(-) > 0, et f(-,0) n’est pas identiquement nulle pour chaque 6. Le but
est d’estimer le parametre inconnu 6 appartenant & un sous ensemble © de R.
Comme o(-) > 0, nous pouvons transformer ce modele en posant

dg

dZt = %

= p(t,0)dt + AW, (3.1)

ou p(t,0) := f:ég). La fonction o(-) étant connue, observer {(;} revient a ob-
server {Z;}. Nous allons donc déterminer la vraisemblance des observations
{Z, t€[0,T]}.

Lorsque f(t,0) = 0f(t), estimateur par la méthode du maximum de vrai-
semblance est connu de facon explicite. Nous en déduisons directement sa
consistance, sa normalité asymptotique ainsi que son efficacité asymptotique
minimax.

En revenant au modele général (3.1), et sous certaines conditions de régularité
et d’identifiabilité nous démontrons 'existence et la convergence de 'estima-
teur du maximum de vraisemblance de 8. De plus, nous prouvons sa normalité

15
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D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

asymptotique et son efficacité asymptotique minimax. Pour cela nous ferons
appel aux résultats de Dacunha-Castelle et Duflo [7] ainsi qu’aux résultats de
Kutoyants [32].

Pour déterminer la vraisemblance, nous pouvons appliquer la formule (10.59) !
du Chapitre 10, section 6 de [31], aux deux processus suivants :

Az = p(t,00)dt +dWi,  dZ0 = p(t,0)dt +dW;,  Z% = Z8 =o.
Ainsi PJ ~ P, ol
Pl =Lz, 0<t<T), Pl =L(Z), 0<t<T), T>0,

et Og est la vraie valeur du parametre 6. En outre, en supposant que nous
observons une trajectoire continue du processus {Zf °} sur [0, 7], le rapport de
vraisemblance est donné par

T
Lr(#) = Gt (7% (3.2
T T
— exp < /0 (0(s.0) — pls. 00))d2% — /0 <p2<s,e>—p2<s,eo>>ds) Py, — ps.

Dans la suite la notation Ey[X] désigne 'espérance de la variable X lorsque
la vraie valeur du parametre est 6.

3.2 Etude du cas f(t,0) = 0f(t)

Nous commengons par étudier le cas p(t,0) = 0p(t) = 0%, c’est-a-dire

f(t,0) = 0f(t) avec f(-) non identiquement nulle et y € R. Le rapport de
vraisemblance est donc donné par

b2 = e (000 [ ptsrazio - EZ8 7 2005).

Maximisons en 6 la fonction Lp(6),

—(H — ’ GO_M g 2(s)ds
i Lr(0) = (0=00) [ plsazte - S5 [ 2 (syas.

Le score vaut

T T
= 81n§9;r(9) = / p(s)dz% — 9/ p?(s)ds.
0 0

1. Pour un cadre général des processus de diffusion voir, entre autres, le Théoreme 6.10 de
23]

S(0)
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3.2. Etude du cas f(t,0) = 0f(t)

Lorsque ’ensemble O des parametres est ouvert, une statistique Or qui maximise
la vraisemblance vérifie S(0r) = 0. Ceci implique que

by o= Jo 01022
foT <>ds

Ainsi

Or = 6o+ fO Ws (3.3)

fo

De méme, supposons que nous observons une trajectoire continue sur [0, 7] du
processus {&} solution de (1.5). Alors l'estimateur du maximum de vraisem-
blance de 6 dans le modele (1.5) coincide avec 'estimateur du maximum de
vraisemblance obtenu a partir du modele (1.2)

fOT (p() )90d 2

fop

En utilisant la décomposition (3.3), nous pouvons voir aisément que 67 est
un estimateur sans biais de 6y. Etudions sa consistance.

Consistance de ’'estimateur

Nous supposons dans un premier temps que 7" = nP.

Théoréeme 1 Si f(-) et o(-) sont continues et périodiques de méme période P,
o() >0 et © est un intervalle ouvert de R, alors lestimateur normalisé défini
par Opp := VnP(0,p — 0y) est Gaussien centré,

L (0,p) =N(0,I71),

oul := % fO s)ds est linformation de Fisher. Donc, en particulier, 0,p
converge en moyenne quadratique vers 6y lorsque n — oo.

Notons que la fonction f(-) n’étant pas identiquement nulle et continue, I'infor-
mation de Fisher n’est pas nulle.

Preuve Puisque {W;} est un mouvement Brownien, la loi de vnP(0,p — 6p)
est Gaussienne centrée de variance

L L T PR
(L[Onp p2(s)ds)2 /0 p*(s)ds = fOnP TSV
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Comme la fonction p(-) est périodique de période P nous déduisons que cette
variance vaut

P
Jo pP(s)ds’
et
lim Ep, [yénp _ 90|2} —0.
n—oo
|

Par ailleurs nous avons la convergence presque sire.
Proposition 5 Sous les conditions du Théoréme 1, ’estimateur 0, p converge

presque sturement vers 0y quand n — oo.

Preuve

R 1 P
bnp = = —p——— nZ/ pls)dW D).
0

Jo
Comme

P
/ p(8)dWFD)  k=0-..n—1
0

sont des variables aléatoires Gaussiennes i.i.d, d’apres la Loi Forte des Grands
Nombres

P

Donc
lim 6 np = 0o Pg, — p.s.

n—oo

|
Notons maintenant que si 7' = nP + r, r € [0, P], nous pouvons utiliser direc-
tement 1’égalité (2.14), et nous déduisons que

Corollaire 1 Sous les conditions du Théoréme 1, nous avons

lim Oy = 0o Py, — p.s et en m.q.
T—o00

i £ (v 09) = (o ([ ) )

Remarque 1 Preuve alternative de la convergence presque stre.
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3.2. Etude du cas f(t,0) = 0f(t)

Utilisons le fait que

T

R dW M

Or =0y + 7‘[0;)(8) =0y + T
Jo P%(s)ds [M]r

ou {M;} est une martingale par rapport a la filtration {F;,¢ > 0} engendrée
par le mouvement Brownien. Cette martingale est de carré intégrable et {[M]:}
est son processus de variation quadratique.

La loi forte des Grands Nombres pour les martingales (voir, par exemple, Lemme
17.4 de [38]) entraine que

. My
lim O — 60y = 1li =0 Py, — p. li M| = .
Tgnoo r 0 Tgnoo [M]T 6o — b5 SUL {w, Tlinoo[ ]T OO}

Or ici, [M|p = fOT p%(s)ds est non-aléatoire et la périodicité de p(-) qui n’est
pas identiquement nulle, implique que

Fi Ml = oo
Donc

lim 7 = 6y Py, — p.s.
TgnooeT 90 0o p-s

Efficacité asymptotique

Pour démontrer D'efficacité asymptotique de 'estimateur 01 nous ne pou-
vons pas utiliser directement la borne de Cramér-Rao (voir le contre-exemple
de Hodges [17], Chapitre 2, section 1). Nous allons donc utiliser 'inégalité de
Héjek-Le Cam (pour plus de détails voir [32, 36, 48]).

Pour ce faire nous rappelons les notions suivantes (voir Chapitre II, sec-
tion 2 de [26] ou Chapitre 1, section 2 de [32]). Nous considérons : I’ensemble
des parametres ©, un intervalle ouvert de R contenant 6y, (£2, F,P) un espace
de probabilité sur lequel est défini un processus X% = {X 9(15), 0<t<T } a
)

valeurs dans un espace mesurable (Ep,Br). Nous notons P(QT la loi du pro-

cessus X% et nous supposons enfin que toutes les mesures {PéT), 0 e @} sont

équivalentes.

Définition 1 (Définition 1.2.1 de [32]) La famille {PéT), 6 € ©} est dite loca-
lement asymptotiquement normale (LAN) au point 6y quand T — oo, s’il existe
une fonction &1 (0y) > 0 telle que pour tout u vérifiant Oy + udr(0y) € O, nous
avons la représentation suivante

dapr 1
Z:(FGO)(u) = %T(GO)U(XT) = exp <’UAT(90, Xr) - §U2 + w(‘go?“vXT))
)

(3.4)
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ot
Jim £ {A7(fo, X1)[Pey} = N (0,1), (3.5)
et
lim (6o, u, X7) = 0 en probabilité Py, . (3.6)
T—0

La famille {P.(gT), 6 € ©} est LAN si elle est LAN pour tout § € ©. Si les deux
convergences (3.5) et (3.6) sont uniformes par rapport a 6 variant dans tout
compact de © et a u € {v; Oy + vPr(6y) € O et |v| < r} pour tout r > 0, alors

la famille {PéT)7 0 € O} est dite uniformément LAN.

Soit I(+) : R — R une fonction de perte continue en 0 et symétrique telle que
pour tout ¢ > 0 I'ensemble {x : [(x) < ¢} est convexe et que pour tout h > 0 la
fonction I(x) ne croit pas plus vite que exp(h|z|?) quand |z| — co. Alors nous
avons le théoreme suivant

Théoréme 2 (Théoréme 1.2.2 de [32], Inégalité de Hdjek Le Cam) Supposons
que 1 (6p) tend vers 0 quand T tend vers oo et {P(ST), 0 € O} est une famille
LAN au point 0y. Alors pour tout estimateur éT nous avons

limliminf sup Eg [Z(cp;l(eo)(e} —9))| > Eg, [1(X)] (3.7)
e—0 T—oo |60—060|<e
L{X}=N(0,1).
Dans les problemes réguliers d’estimation paramétrique nous avons
1
®7(00) = 112 (0o),

ou Ip(6p) est 'information de Fisher du modele en 6y, et pour la fonction de
perte [(-) nous pouvons prendre lerreur quadratique,

2
l(x) = |z|°.
Dans ce cas nous avons 'inégalité asymptotique suivante

limliminf sup Eg |I7(60)|07 — 02| > 1. (3.8)
e—=0 T—0 |60—060|<e

pour tout estimateur éT.

Définition 2 (Définition 1.2.2 de [32]) Soit {P\"), 6 € ©} une famille LAN
telle que ®7(0) tend vers 0 quand T tend vers oco. Alors un estimateur Or est dit
asymptotiquement efficace (au sens minimazx) si [’égalité en (3.8) est satisfaite.
C’est-a-dire si nous avons
lim lim  sup Eg [IT(eo)yéT — 92| =1. (3.9)
e—0T—0 |6—6p|<e
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3.2. Etude du cas f(t,0) = 0f(t)

Revenons a notre probleme d’estimation.
Proposition 6 Si f(-) et o(-) sont continues et périodiques de méme période
P, f(-) n'est pas identiquement nulle, o(-) > 0 et © est un intervalle ouvert de

R, alors la famille {PéT), 0 € O} est uniformément localement asymptotique-
ment normale sur ©.

Preuve Posons

LT
Ar((0) = Iy /0 )W, et (B c?) =0,

O est bien définie car f(-) n’est pas identiquement nulle et continue.
Rappelons 'expression du rapport de vraisemblance

L(6) = exp ((0 ~ ) /O " p(syizto - B /0 ' p2<s>ds).

2
Ainsi
(60) dPg:)-HPTu 6
Zp" (u) T(Z °) = Lr(0o + ®ru)
)
T )
0 + @ -0
= exp <<I>Tu/ p(s)dz% — (B + T2u) OIT>
0
T (I>2 u2
= exp <<I>Tu/ p(s)ngo — TTIT — 00<I>TUIT>.
0
Comme
dz? = Gop(t)dt + dW;,
alors

o 1T 1 1
2 () = exp (90uIT 2p +uly® /0 p(s)dWs — su® — 90u1%)

2
= exp (uAT(CG) — ;u2> . (3.10)
B c(] Tp(s)dws) N (0,17).
donc

£{Ar(c)Pa | =N (0.1).

Ainsi d’apres (3.10) la famille {PéT), 6 € O} est LAN en 6y pour tout 6.

D’apres la définition de Ap(¢?) et 1 (6g,u, %), la famille {ng), 0 € O} est
uniformément LAN sur ©. m
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CHAPITRE 3. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS CONTINU DU DRIFT
D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

Théoréme 3 Sous les hypothéses de la Proposition 6, ’estimateur Op est asymp-
totiquement efficace au sens minimax pour l'erreur quadratique.

Preuve En effet, pour tout 6

1

Jo P%(s)ds

Ey [(éT - 0)2}
Donc
Ey [IT(éT - 9)2} —1

Ce qui implique Defficacité asymptotique minimax. =

3.3 Convergence de I’estimateur 07 dans le cas général

Considérons maintenant le cas général donné en (3.1)
dZt = p(t, G)dt + th, Zo = 0,

ol © est un intervalle compact de R.

Nous avons vu dans la relation (3.2) que le rapport de la vraisemblance
s’écrit

T T
L20) = exp [ (0(5.0) = plsu b0z~ 5 [ ((5.0) = (s, 0))ds ) Payps

Trouver la valeur de § qui maximise la fonction Lz () en 6 revient a maxi-
miser la fonction Ur(#) donnée par

1

T T
Up(8) = T/O p(s,@)dZs—;T/O (s, 0)ds (3.11)

pour I'observation {Z,, s < T}.
Grace a la continuité de p(-,-) ainsi qu’a la compacité de ©, il existe 07 tel
que
7 = argsup Lp(#) = argsup Up(6).
0cO 0cO

Si plusieurs valeurs sont possibles pour O alors toute version adaptée par rap-
port a la filtration Fr peut étre choisie (voir Chapitre 2, section 2.1.2 de [34]).
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3.3. Convergence de I'estimateur O dans le cas général

3.3.1 Contraste

Ici nous n’avons pas d’expression explicite de éT. Aussi, pour étudier le com-
portement de estimateur du maximum de vraisemblance 67, nous allons utili-
ser des résultats sur les estimateurs par la méthode du maximum de contraste.
Pour ce faire, nous établissons que Ur(f) est un contraste et nous démontrons
ensuite que l'estimateur du maximum de contraste 67 converge en probabilité.

Rappelons donc la définition du contraste donnée par Dacunha-Castelle et
Duflo [7].

Définition 3 (Définition 3.2.7 de [7]) Considérons un modéle statistique
(Q, F,(Pglgco). Nous appelons fonction de contraste de ce modéle relative a
6y € © une fonction 6 — K(6,00) de © dans Ry ayant un maximum strict
pour 0 = 0y. Si les expériences sont décrites par une filtration F = (.Ft)(te[)
(I =N ou I =Ry), un contraste (ou processus de contraste) relatif a 6y et a
K(-,-) est une fonction U de © x I x ) dans R, notée (0,t,w) — Uy(0,w), qui
satisfait les deux propriétés suivantes

1. Pour tout (0,t) € © x I, la variable aléatoire Uy(6) : w +— Ur(0) est
Fi—mesurable : {U(6),t € I} est un processus F-adapté.

2. Ui(0) tend vers K(60,00) en probabilité Py,, pour t — co.

Enfin un estimateur du mazimum de contraste associé a U.(-) est un estimateur
F-adapté (0y)er tel que, pour tout t € I :

U, (6,) = sup{U,(0); 6 € ©}.

Dans la suite nous avons besoin de la condition d’identifiabilité suivante :

(I) Supposons que f(-,-) est continue et que pour tout 6 # 6y il existe s

tel que f(s,8) # f(s,6)-

Lemme 1 Sous la condition d’identifiabilité (I), la compacité de ©, la conti-
nuité et la périodicité avec la méme période P de f(-,-) et de o(-) et sio(-) > 0,
alors Ur(0) défini en (3.11) est un contraste au sens de Dacunha-Castelle et

Dufio.

Preuve La premiere condition est satisfaite d’apres la définition de Up(0).
Pour établir la deuxiéme condition, nous allons démontrer que Ur(f) converge
en probabilité Py, lorsque T' — oo vers la fonction non-aléatoire K (6,6y) ou

K(6,00) : 2P/ (s,00)ds — / (s,00) — p(s,0))*ds.  (3.12)
Rappelons que lorsque 6 est la vraie valeur du parametre 6

dZs = dZ% = p(s,0)ds + dW,.
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CHAPITRE 3. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS CONTINU DU DRIFT
D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

Ainsi,
1 [T 1 (7 1 [T
Ur0) = 7 [ (st 0)s =5 [ s 0)ds+ 7 [ ot o),
[ 1 (T )
= 57 | A= g [ ols.00) = pls.0)as

1 T
= 0)dWs.

D’une part, comme 7" = nP +r, 0 < r < P, d’apres la périodicité de p(-,-)
nous avons,

1 T2(e)d - " /Pz(e)d+1 /T2(0)d
or J, PV T smp ) ), PV T amp 1y ), PV
D’on,
lim — /T *(s,60)d L /T(( 0o) — p(s,0))*ds = K(6,60)
7500 2T J, P V5704 T g f ) WS P0) TP B)as = BARB0):

D’autre part, nous avons vu en (2.14) que

1 (T
lim T/ o(s)dWs =0 P —p.s et en m.q..
0

T—o00

Ainsi Ur(0) converge Py, presque stirement vers K(6,60y) quand 7' — oo, donc
en particulier nous avons la convergence en probabilité Py,. m

3.3.2 Convergence en probabilité

Nous pouvons maintenant établir la convergence en probabilité de I'estima-
teur du maximum du contraste. Pour ceci, nous utilisons le résultat suivant :

Théoreme 4 (Théoréme 3.2.8 de [7]) Soit (2, F, (Fi)i>0, (Po)oco) un espace
de probabilité. Dans le cadre de la Définition 3, supposons que les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées

(1) © est un compact de R, les fonctions 6 — Ur(6), 0 — K(6,00) sont
continues ;

(i7) Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

lim Py, | sup }UT(G) —Ur(@)|>¢€] =0.
T—o0 |60—6'|<n

Alors tout estimateur du mazimum de contraste est consistant en 6.

De 1a nous obtenons le corollaire suivant
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3.3. Convergence de I'estimateur O dans le cas général

Corollaire 2 Supposons que les fonctions (t,0) — f(t,0) et t — o(t) sont
continues et périodiques en t de méme période P, o(t) > 0 et que la dérivée
partielle de f(-,-) par rapport a 0, (t,0) — Ogf(t,0) est continue. Supposons de
plus que © est un intervalle compact de R et que la condition d’identifiabilité
(1) est satisfaite. Alors éT converge en probabilité Pg, vers 6.

Preuve Pour prouver ce résultat nous allons vérifier que les deux conditions
du Théoréme 4 sont satisfaites. D’apres les hypotheses, © est un compact de R,
les fonctions 6 — Ur(6), 6 — K (6,0y) sont continues, donc la condition (i) du
Théoreme 4 est satisfaite. Il reste & montrer la condition (éi) : pour tout € > 0,
il existe > 0 tel que

lim Py, | sup |Up(0) —Ur(¢)] >¢| =
T—o0 |979’|<7’]

Rappelons que

T T T
Ur(6) = 711/0 p(s,00)p(s,0)ds — 21T/0 p°(s,0)ds + ;/0 p(s,0)dWs.
Donc
1 /7
Ur(0) — Ur(9) = T/ (p(s, p(s,0") (2p(s,60) — p(s,0) — p(s,0")) ds
T
+T o 8 9/))dW
= A1(0,0") +A2(9,9’) (3.13)

ou Ai(0,0") est la partie non-aléatoire du membre droit de cette égalité et
As(0,0") est celle aléatoire. Nous allons établir qu’il existe une constante positive
C telle que

sup }Al(ﬂ,e’)] < Cn,
|6—6"1<n

et que

lim Eg, [ sup | Az(0 9)‘]

T—o0 |6—06"|<n

En effet, la fonction 6 — p(s,0) étant continiiment dérivable, le théoreme des
accroissements finis nous donne

/0(37 0) — p(s, 9/) = (6 - 0/)89/)(8’ 01)7 b1 € [9, 0/]7
La compacité de © x [0,7] et la continuité de (s, @) — 9yp(s, ) entraine que

Co :=sup sup |0pp(s,0)| < co.
0€0 se[0,P]
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CHAPITRE 3. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS CONTINU DU DRIFT
D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

Ainsi,
sup sup [2p(s.00) — p(s.0) — pls.0)] = 2sup sup |p(s.0) — p(s.6)|
0,0'€0 sc[0, P] 0€0 se[0,P)]
< 2Cysup |6y — 0]
USS]

< G

ou (] est une constante positive. D’ou
/ — 6,‘
sup ‘Al(ﬁ, 0 )‘ <  sup COClds
[0—6"|<n [0—6"|<n
CoC
= 02 Ly < 0. (3.14)

Montrons maintenant que Az(6,6") converge vers 0 en moyenne quand 7" — 0.
La fonction (s,0) — 0pp(s,0) étant continue sur le compact [6,6'] x [0, 7], par
changement de l'ordre d’intégration nous avons

9/
As (0, —/ (5,0) — p(s,0")dW,s = / /%psu)deu

En moyenne nous obtenons
du]

0/
Eeol sup \A2(9’9/)‘] < Eeol sup /

[0—0"|<n |0—0"|<n J 6

1 T
[t
0

=l

T
< Ey, [/ ;/ Opp(s,u)dWs du}
S) 0
1 T
- /Eeo H/ Dop(s, ) s}du
o T Jo
1 (7 27\ 2
< / Eg, 'T/ Ogp(s,u)dW du
(C) 0

_ / (1}2 / T(aep(s,u))zds>édu
= \ﬁ/( / 89psu))2ds);du,

I’échange entre l'intégrale et ’espérance dans la 3 éme relation est di a la
compacité de © x [0,7] et a la continuité de (s,6) — Jgp(s,d). Comme la
fonction (s, 0) — Jpp(s, ) est continue et périodique en s de période P et © est
compact,

1T 2 I 2
tim 7 [ @uots.w)ds = 4 [ (@p(s.w)ids < 0 < oo
0 0

T—oo T
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3.3. Convergence de I'estimateur O dans le cas général

ou C > 0 est une constante ne dépend pas de u € ©. Par conséquent,

1
1 1 [T 2
lim sup Eg sup |A42(6,60)|| < lim / (/ (89p(s,u))2ds> du = 0.
T—oo 0[|9—9/<n’ | T—oo /T Jo \T Jo

Maintenant nous pouvons terminer la démonstration du corollaire. D’apres
I’égalité (3.13) nous avons pour tout € > 0 et tout n > 0

Py, ( sup |Ur(8) — Ur(6')] > e) = Py, ( sup |A1(6,6") + A2(0,0')| > €
0—0"|<n 10—0"|<n

IN

Py, ( sup |A1(0,0')| > 6)

10—6'| <n 2

+Pyg, < sup | Az(0,6")] > ;)

10—0"|<n

Comme

lim Eg, | sup ‘AQ(Q,QI)‘ =0,
T—o0 |0—6'|<n

I'inégalité de Markov entraine que
€
lim Py sup |A2(0,60)] > =] =0.
T—00 0 (9—9’|<77 ‘ ’ 2

Grace a l'inégalité (3.14) il suffit, pour tout € > 0, de prendre n = cog; pbour
obtenir

sup  |A1(6,6)] < €
j0-0'|<n 2

Donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
lim PQO sup }UT(Q) — UT(QI)‘ >e| =0.
T—00 |0—6"|<n

Ainsi la seconde condition (i) du Théoreme 4 est satisfaite. Par conséquent
I'estimateur 61 est consistant. m

Grace a la convergence en probabilité, nous allons maintenant démontrer la
normalité asymptotique.
3.3.3 Normalité asymptotique

Théoréme 5 En plus des conditions du Corollaire 2, supposons que la fonc-
tion (t,0) — 002f(t,0) existe et est continue et que t — Jgf(t,0) est non
identiquement nulle pour chaque 0, c’est-a-dire

pour chaque 0 € ©, il existe t € [0, P] tel que Oy f(t,0) # 0. (3.15)
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CHAPITRE 3. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS CONTINU DU DRIFT
D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

Supposons de plus que Oy est a Uintérieur de lintervalle ©, noté ©. Alors un
estimateur du maximum de vraisemblance 01 est asymptotiquement normal.

Preuve D’apres l'expression du rapport de vraisemblance donné en (3.2), le
score s’écrit

T T
S16) = [ auplt0)azl ~ [ dup(t,0)p(t 0
0 0

T T
- /O Dopl(t, 0) AW, — /0 Dop(t,0) (p(t,0) — p(t,00))dt (3.16)

Lorsqu’il appartient a l'intérieur de ’ensemble des parametres O, ’estimateur
du maximum de vraisemblance annule la fonction score .

Comme 67 est Fp-mesurable, nous ne pouvons pas remplacer 6 par O
dans le membre droit de I’expression précédente (3.16) et calculer I'intégrale
stochastique correspondante.

Donnons une autre expression de la fonction score sans intégrale stochas-
tique. Pour cela, considérons une version du mouvement Brownien dont presque
toutes les trajectoires sont continues. Alors la formule de I'intégration par par-
ties d’'une fonction déterministe par rapport au mouvement Brownien donne,

T T T
/ Dop(t,0) AW, = [Dup(t.0) W]~ / O:dap(t,0) Wi dt
0 0
T
= 89p(T, 0) WT - / 81589/)@, 9) Wt dt P - p.s.
0

Puisque la fonction t — 9;9gp(t,0) est continue, la derniére intégrale est une
intégrale trajectorielle. La fonction score s’écrit

T
5r0) = = [ onp(t.0)(p(2.0) - p(t.00))

T
+89p(T, (9) WT — / atﬁgp(t, 0) Wt dt
0
= Bi(0) + Ba(0),

ou Bj(f) est la partie non-aléatoire de cette égalité et Ba(6) est la partie
aléatoire.

1) Etude de B (fr). Puisque la fonction : 0 — p(t,0) est 2 fois contintiment
dérivable au voisinage de g, nous avons

A~ éT
p(ta QT) - p(ta 90) = ) aep(ta 0) do
0
~ éT
— (By — 00)dpp(t,00) + /9 (0p(t, 0) — Bopl(t, 00))do,
0
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3.3. Convergence de I'estimateur O dans le cas général

et
1
,O(t, QT) —p(t, 90) = (QT—Qo)agp(t, 90)+(9T—90)2 / u 392,0(25, 90+U(9T—90)) du.
0
Ainsi d’une part

‘p(t, or) — p(t, 90)‘ < |6 — o) S sup 0pp(t,0)]
€10,

)aep(t7éT) - 89p(t7 00)‘ < ’éT - 90| tSEE)II?D} Sgg ‘agp(ta 0)‘7
€10,

et d’autre part

‘p(ta Or) — p(t,60) — (B — 60)dup!(t, 90)‘ <|br - 90!2ts[1[1)133] sup 1950(t.0)].
€10,

Par conséquent

T R R N T 2
[ unte. 1) o1t 60) ~ ote. 0t — (G — 80) [ (@uote. 00’

< T(éA?T—Ho)2 sup sup|89p(t,9)\ X sup suplagp(t,6)|.
t€[0,P] 0€O te[0,P] 0cO

D’ou
1 (7 . R
7 [ 0wt B (ott,6r) — plt,0))
0

. 1 (T .
=00 (7 [ (@op(t.00)*at+ G~ o)0)) - @17)
0
ou O(1) est uniforme par rapport a 6.

2) Etude By(07). Ba(f7) se décompose sous la forme
T
By(0r) = 0Opp(T,00) Wr — / 00gp(t,00) We dt + (0pp(T, 01) — pp(T, 00)) Wr
0

T
— / (atagp(t, 9T) — 8t39p(t, 00)) Wt dt.
0

(i) Comme t +— 0;09p(t,0p) est continue, la formule de l'intégration par
parties, nous donne

T T
T2 <39P(T, to) Wr —/ Oty p(t, 0o) Wy dt) = T_1/2/ dpp(t,00) dW; P—p.s.
0 0

dont la loi converge vers la loi gaussienne centrée de variance

P
% /0 (Bp(t, 00))* dt
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CHAPITRE 3. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS CONTINU DU DRIFT
D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

d’apres la périodicité de la fonction t — Jgp(t, 6p).
(ii) Nous savons que

90 (T 1) = Bup(T, 00)| < 167 — 0 Sup, sup |05 (1,6)]
S ’

Puisque Or converge vers 0y en Pp,-probabilité et T—12Wy suit la loi N (0,1),
nous obtenons

lim 7-'/2 (89p(T, éT) — Ogp(T, 00))WT = 0 en probabilité Py,.

T—oo

(iii) La continuité de la fonction (¢,0) — 9;03p(t,0) entraine les égalités
suivantes pour les intégrales trajectorielles

o

O T
= / ( / 6t6§p(t,6)Wtdt) de,
0o 0

et la formule de l'intégration par parties permet de nous ramener a 'intégrale
stochastique

T . T b
/ (atagp(t, QT) — 8t89p(t, 90)) Wt dt = / ( 8t892p(t, 9) d@) Wt dt
0 0

T T
/ 0105 p(t,0) W dt = 5 p(T, 0) Wp — / Ofp(t,0)dW,  P—ps.
0 0

D’ou I'égalité presque stre

T
/ (atagp(t, QT) — 8t89p(t, 90)) Wt dt
0

éT éT T
= zp(T,0)do | Wy — / < / ng(t,G)th> de.
6o 6o 0

a) La fonction (¢,0) — 92p(t,0) est bornée, donc SUPtefo,p] SUPsco 02p(t,0)] <
0o. Ainsi

o7
OFp(T,0)do x Wr
0o

T-1/2 < T Y2|0p — 6y] sup sup|dzp(t,d)| x |Wrl.

te[0,P)] €O

Comme la variable 71/ W est gaussienne, centrée de variance 1 et éT tends
vers 0y en Pp,-probabilité nous déduisons que

or
Tlim T—1/2 O3p(T,0)dh x Wy =0 en Py, -probabilité. (3.18)
—00 90

b) Il reste a prouver que

op T
T2 /9 ( /0 d2p(t,0) th> do
0
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3.3. Convergence de I'estimateur O dans le cas général

converge en probabilité vers 0, c’est-a dire que pour tout € > 0

Or T
/ ( / dip(t,0) th> do
0o 0

lim P |7~Y/2

T—o00

> 6] =0. (3.19)
Soit n > 0 fixé.

p |72

/0 5 ( /0 ! i p(t,0) th> do| > e]
/0 jT ( /0 ' Dap(t,0) th) do| > e]
/ejT (/OT dzp(t,0) th) do| > e]

Oo+n T
/ i p(t,0) dW| db > e] .
0

=P [{éT—Ho‘ >n et T71/2

+P ‘éT—QO‘ST] et T71/2

IN

P |:|éT —90‘ > T]} +P [Tl/z/
bo—n

Puisque Or converge vers y en Py, probabilité, le premier terme P Ul% — 90| > 17}
converge vers 0. D’apres I'inégalité de Markov et celle de Cauchy-Schwarz

fo+n T
P[T1/2 / / d2p(t,0) dW;
6o—n 0
1 90+T]
el
T2e¢ 6o—n

1 Oo+n
6l
T3¢ Oo—n

d0>e]

T
/ dip(t,0) dW, d&]
0

T
0

)])

Comme

( 1 /90+77
2n fo—n

2

2 1 Oo+n
d9) < df

T
— d2p(t,0) dW,
2 S /0 hp(t,0) dW;

T
/ SR p(t,0) AW
0
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CHAPITRE 3. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS CONTINU DU DRIFT
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o))

T
/ 5 p(t,0) AW,
0

nous obtenons

2
" g
Tze

T
| ooty aw;
0

< 1 /90+77
2n 0o—n
o 1 [otn 2 1\
< |E|= / do
Tze¢ 2"7 6o—n
1
) 1 Oo+n T 2 2
= / E </ 8§p(t,9)th> do
T3e \ 21 Jog— 0

1
92 1 0o+n T 9 2
T3 <277/9 /0 (936(6.0) dtda)
€ 0—"

2
< 2173 sup sup (33p(1,6))°
Tz2e  t€l0,P]6cO
2n 2
= — sup sup (8gp(t,9)) )
€ tclo,P] 0€©

De la nous déduisons que pour tout 1 > 0

Op T
/ ( / D2p(t,0) th> do
6o 0

et par conséquent la limite (3.19) est vérifiée. Grace aux deux convergences
(3.18) et (3.19), nous obtenons

T7—-1/2 < 2 sup sup (83/)(1&,0))2

€ tc[o,P] 0€©

limsup P

T—o00

> €

T
lim T_1/2/ (atﬁgp(t, Or) — 01 0gp(t, 90))Wt dt =0 en probabilité Py,.
0

T—o00

Ainsi (i), (ii) et (iii) nous donne la loi asymptotique de Bs(67)

1 . T R
lim £ (—= (0pp(T.00YWr — [ 8:09p(t, ) Wit
Jim <ﬁ< oo (T, 67)Wr /0 :Ogp(t, O7) Wy )>

=N <o, % /OP (op(t, 90))2dt> : (3.20)

3) Conclusion. Comme Sp(07) = 0 lorsque 07 € ©, la relation (3.17) nous
donne

. 1 T ~
VT (b7 — 0) (T /0 (9op(t.60))"dt + (b7 90>0<1>> Ls(or)=0)
1 A 4 5
= ﬁ <59p(T, Or)Wr /0 ataep(tveT)Wtdt> l{ST(éT)=0}'
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3.4. Propriété LAN et efficacité asymptotique

Compte tenu de la périodicité de la fonction ¢ — p(t,8), nous avons

ST ) 1 [F 2
lim T/ (Bap(t,00))"dt = P/ (Gop(t,60))"dt.
0 0

T—00

De plus, Or converge vers 6y € O en probabilité Py, , donc O — 0y converge vers
0 en probabilité et 1 (Sr(fr)=0} COnVerge vers 1 en probabilité. De la et de la

relation (3.20) nous déduisons que

lim £ (\/T(éT - 90)> - N (0, (113 /OP (9op(t, 00))2dt)_1> .

T—oo

La variance limite est bien définie grace a la condition (3.15).

Ceci termine la preuve de la normalité asymptotique de 6. m

Remarque 2 Pour prouver la normalité asymptotique au Théoreme 5 nous
avons utilisé le fait que le maximum de vraisemblance 61 annule la fonction score
sur {éT € @} Par cette méthode nous sommes amenés a employer 'intégration
par parties et a dériver la fonction f(t,0) par rapport a t. Dans le Corollaire 3,
Section 3.4.2 nous obtiendrons 'efficacité et la normalité asymptotique de Or
par une méthode différente basée sur une condition d’identifiabilité uniforme
(TU1) qui n’impose pas la dérivabilité de f(t,6) par rapport a ¢, mais qui est
plus contraignante que la condition d’identifiabilité (I).

3.4 Propriété LAN et efficacité asymptotique

3.4.1 Propriété LAN

Théoreme 6 Supposons que les fonctions (t,0) — f(t,0) et t — o(t) sont
continues et périodiques en t de méme période P, o(t) > 0 et que la condition
(8.15) est vérifiée. Supposons de plus que © est un intervalle compact de R.

Alors la famille {PgT), 0 € ©} est uniformément LAN.

Preuve D’apres la condition (3.15)

P
/ (agp(t, 90))2dt #0, V6 € 0.
0

Ainsi grace a la périodicité de p(-,-), la fonction

[

wr(on) = [ " (@nnl o) )
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D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

est bien définie. Par ailleurs,

P
lim T2 07 (0) = <}13/0 (39p(t,90))2dt> : (3.21)

T—o0

N|=

Soit u fixe tel que Oy + udr(fy) € O. Alors d’apres (3.2), le logarithme du
rapport de vraisemblance se décompose comme suit

0 T
Iz () = /O (p(t, 60 + u®p(60)) — p(t, 60)) dZ{°

1

T
—5 | 00+ ur(00) = (e 00)

T
_ /O (o(t, 60 +u®r(60)) — p(t, b0)) dAW;

1

g 2
—2/0 (p(t,00 + u®r (b)) — p(t, 00))"dt. (3.22)

(i) Comme (t,0) — Ogp(t,0) est continue dans [0,7] x O,
p(t, 00 +ur(0o)) — p(t,00) = u®r(0)dp(t, )

90+u<I>T(90)
+ (90p(t,6) — Dapt, 60))do. (3.23)
0

De plus, la périodicité en ¢ implique

00+u<I>T(90)
/ (90p(t,9) — Dup(t, b)) do
0

<[ulor@0) sp swp |Onp(t0) — dup(t.00)| (3:24)
t€[0,P] |0—0o|<|u|®7(60)

qui converge vers 0 lorsque T' — oo. Donc
p(t, Oo + u(I)T(Q())) — p(t, 60) = U(I)T(QQ)(agp(t, 90) + 0(1))

ou o(1) est uniforme par rapport a ¢t et a 6y et a |u| < r. De la, utilisant le fait

que &7(0y) = < fOT (Opp(t, 9))2dt)_5, nous obtenons que la partie non-aléatoire
de 1’égalité (3.22) vaut

T
/ (p(t, 00 + udr(8)) — plt, 60)) dt
0 T ;
= u?®%(6)) </0 (Dop(t,00)) dt + u2T0(1)>

qui d’apres Iégalité (3.21) converge vers u?.
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3.4. Propriété LAN et efficacité asymptotique

(ii) La relation (3.23) entraine que la partie aléatoire de 1’égalité (3.22) se
décompose sous la forme

T
/0 (p(t, 90 + U(I)T(Qo)) — p(t, 90)) th

T
= u<I>T(00)/ Opp(t,0p) AW,
0

T Oo+udT(6o)
+/ / (agp(t, 0) — Ogp(t, 90)) do | dW;.
0

0o

D’autre part, d’apres la définition de ®7(6y), la variable Ap(6p), définie ci-
dessous, est gaussienne centrée réduite

T
ATw@::qq«%xé o1, 60) AW,

De plus,

T Oo+udT(6o) 2
o / /9 (9op(t,0) — Bop(t, 60)) dB | dW;
0 o

T Oo+ud(0o) 2
-/ (90p(.6) — Dup(t,00)) 9 | at
0

0o

< u® sup sup |B0p(t,0) — Dop(t, 00))
1€10,P] [9—00 < ul7-(60)

qui converge vers 0 uniformément par rapport a 0y et & |u| < r lorsque T" — oo,
d’apres 'uniforme continuité de la fonction (¢,6) — 9pp(t,8) sur R x ©.

Donc en revenant a 1’égalité (3.22), nous déduisons que la famille {PéT)
©} est uniformément LAN. m

,0€

3.4.2 Efficacité asymptotique

Les résultats du Théoreme 5 ne nous permettent d’obtenir I'efficacité asymp-
totique. Pour résoudre ce probleme et comme nous supposons que les fonctions
f(-,-) et o(-) sont continues, nous allons appliquer la Proposition 2.3.1 de [32]
relative & des fonctions L?[0, 7). Voir aussi Théoréme 5.1 du Chapitre I1I de [26]
. Constatons que lorsque Zy = 0, et en posant S(t,6) := p(t,0), le modele (3.1)
est un cas particulier du modele étudié par Kutoyants en [32], Exemple 2.3.1,
Chapitre 2, section 2.3.2. Rappelons maintenant I’énoncé de la Proposition 2.3.1
dans [32],
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Proposition 7 (Proposition 2.5.1 de [32]) Supposons que les quatre conditions
sutvantes sont satisfaites

1. La fonction p(t,0) est continiment dérivable par rapport a 0 et appartient
a Uensemble de fonctions L?[0,T).

2. limp_yoo ®r(0) = 0, et il existe C > 0 tel que pour tous 6,0 € O,
Or(0) < CPp(6).

3. 1l existe un nombre réel § €]0,1] tel que

lim sup  sup  @7(0)|[9gp(:,0) — Ipp(-,0)|| 20,1 = O.
T=200e0 |9—0|<®s.(0)

4. Il existe un nombre réel p > 0 tel que

lim inf  inf  ®L(0)|p(-,0) — p(- ¢ >0.
Tg%oelge\a_eflf;@g(e) r(Olle-6) = ol Ol =y

Alors nous avons

lim 07 = 6, en probabilité Py, (3.25)
T—o0
tim £{071(0)(6r — 00)|Pa, } = A (0,1) (3.26)
. 1 i p B &/2 p-i—l
Jim £ (|7 0)6r — 00)|'] = “=r (P2, (3.27)

ot p est un nombre réel positif et I'(-) est la fonction Gamma définie par
o0
I(z) = / e tt*Ldt.
0

Par ailleurs, 07 est asymptotiquement efficace au sens minimaz.

Rappelons que dans notre cadre

wr(6) = ( |  (@nnt. o)t N

Corollaire 3 Supposons que les fonctions (t,0) — 03f(-,-), t — o(-) sont
continues et périodiques en t de période P, f(-,-) vérifie la condition (3.15),
o(-) > 0, O est un intervalle compact de R et que 0y € 0. Supposons de plus
que nous avons la condition d’identifiabilité uniforme suivante : il existe une
fonction g(-), § €]0,1] et > 0 telles que

o :
@) (g5 [ (00 - 500 0i) = a0~ 0),
0
et
. . . o
P20 026 g o) P71 (D910 > O

Alors les convergences (3.25), (3.26) et (3.27) sont vérifiées et Uestimateur O
est asymptotiquement efficace au sens minimaz.
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Avant de démontrer le corollaire, nous donnons un exemple ou les conditions
(3.15) et (IU1) sont vérifiées.

Soit p(t,0) = 6Op(t), c'est-a-dire f(t,0) = 0f(t). Donc 9pf(t,0) = f(1),
comme f(-) n’est pas identiquement nulle, il existe un ¢ tel que f(t) # 0. Donc
la condition (3.15) est vérifiée. D’autre part, puisque T =nP +7r, 0 <r < P,
d’apres la périodicité de p(-,-) nous avons pour tout n > 1

1 T 2 1 nP-+r 2
7| o —peoPa = [T (0~ pir.0)
nP 1 np

(p(t,0) — p(t,0"))* dt

nP+r x nP 0
1 1 [P 1N 2
2 P Jo

D’ou

N

1 P
lot6) = Ol = T4 (55 [ (ote.0) = ple0))ar) " 320

Ainsi pour p(t,8) = 0p(t)

[NIE

1 I
lo0) = o Ollizpm = THE-01 (55 [ Aloat)

Posons

N

g0 —0')) =10 — 0 (2; / PpQ(t)dt>

inf  O(0)||p(-,0) — p(-, &' > inf  OL(O)T2g(|0 — ¢
\6—9/1|r>1¢5T(9) 7(llp(-,0) — p( )HL2[O,T] |9—0'1\I>1<I>5T(9) T(0)T2g(] )

Par conséquent,

1

> T3 (<I>T(9))“+(S (2; /OP pz(t)dt) ’
A (T%@T(e))‘”d

1 P 5 %
y (2]3/0 p (t)dt) .
3.21

D’apres la définition de ®7(6) et par la relation (3.21)

u+é -
lim (Ta@T(e)) — lim 73 ( / o (t)dt) - < / P (t)dt>
T—o0 T—o00 0 P 0
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Donc en choisissant 0 et p tels que 1 —p—9 = 0, la condition (IU1) est vérifiée.
En outre,

1
I nf inf (0 '70 - '79, > —=>0.
Tl_r,’goelg@w_g,}g@w) Do, 0) = p(. )| 210,17 = 7

Démontrons maintenant le corollaire.

Preuve D’apres les hypotheses du corollaire, la premiere condition de la Pro-
position 7 est satisfaite. Vérifions la deuxieme condition. D’abord nous avons
limy_, ®7(0) = 0. De plus, la continuité en 6 et la compacité de © entrainent
la continuité uniforme par rapport a # € ©. De la et avec la condition (3.15),
ils existent 0 < C7 < Cy < 00 tels que

P
0<Cy < / (Dpp(t,0))%dt < Cs.
0

Grace a la périodicité de p(t,0) par rapport a t nous déduisons qu’il existe
C > 0 tel que pour tous 0,0 € O,

[
[

( /OT@eﬂ(t, 0))2dt> e ( /O Owet 9’))2dt> N

Ainsi la deuxieme condition est vérifiée. Pour la troisieme condition, nous savons
que

T
1000(-,0) — Bpp(-, )220 = / (Bop(t,0) — Dop(t,0))" dt

IN

08 / 1020l 0c)? (3.30)
= C?%0 0T,

C? = [|93pllsc = sup sup 93p(t,0).
0€O te0,P]

L’inégalité (3.30) est due au théoreme des accroissements finis. Ainsi,

1+6
sup  @r(6)|100p( 0) — Oop(-,0)|poomy < CTH(@r(6))
|0—6'|<®%.(6)

D’une maniere analogue a 'inégalité (3.28)

Jun

(} / T(aep@,e»zdt)” < <21P / P<aep<t,e>>2dt) i
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Donc

sup  @r(0)]|0p(- 0) — Oop(-,0")l| 1207
|6—0"|<®4.(6)
—1-5 —1-4

<c (1 /Op(aep(t, a)ﬂu) ophrTe @3 /Op(agp(t, 9))%) o3

2P

—1-4

Comme supgcg (# fop(ﬁgp(t, 0))2dt> < oo alors pour tout & €]0, 1]

limsupsup ~ sup  1(0)||9pp(-,0) — Bpp(-, )| 20,11
T—oo 0€O |9*9/|<‘1’§r(9)

I T
< limsup C'sup (/ (Opp(t, 0))2dt> 7% =0.
T—oo  9e0 \2FP Jo

Ce qui nous donne la troisieme condition. Vérifions enfin la quatrieme condition.
D’apres l'inégalité (3.29),

[ NI
N[

HP(,Q) _p<'79/)HL2[O,T] > T

(35 [ (te.0)pte.0)?ar)

Donc en utilisant la condition (IU1), nous obtenons

lim inf inf oL (0 5 0) = p(-, 0
T—000cO |9_9/|>®%(e) T( )Hp( ) p( )HLZ[O,T]

> lim inf inf  ®L(0)g(d—6') > 0.

T—000€0 |0—0'|>25.(0)

Par conséquent, les quatre conditions de la Proposition 7 sont vérifiées. Ceci
termine la démonstration du Corollaire 3. =

3.5 Simulation
Nous illustrons numériquement ’estimateur Or pour plusieurs valeurs de 6.
Pour ceci, nous travaillons avec le logiciel R et nous suivons la méthode d’Euler

afin de simuler les processus.
Rappelons que le modele (1.2) du type signal plus bruit est donné par

d¢; = Of (t)dt + o(t)dW,.
Et que le modele (1.5) du processus {{;} est donné par
d{t = Qf(t)ftdt + O'(t)gtth.
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Dans le cas de 'observation du processus {(;} sur [0, 7] et lorsque 6 est la vraie
valeur du parametre 0, 'estimateur 67 est donné par

T p(s
5 SIS g p(s)dzh
Jo PP(s)ds [ p?(s)ds

Pour l'observation de {&}, 07 s’exprime ainsi

fT p(s) d )

0 o(s)es® * '
Jo PP(s)ds

Or =

Posons T = nP, P = 1, n = 1000 et § = 1073, ou1 § est le pas de
discrétisation de l'intervalle [0,n] en N = % points.

3.5.1 Boxplots des valeurs de ’estimateur 0,

Considérons dans un premier lieu le modele f(¢) = cos(27t), o(-) une fonc-
tion constante o(t) = 1. Nous représentons d’abord le boxplot des valeurs de
0, issues du processus {(;} du modele (1.2) simulé 100 fois.

Pour 6y = 0.

La Figure 3.1 montre que toutes les valeurs sont autour de 0 avec une
étendue d’ordre 0.15 et la longueur de l'intervalle inter-quartile est inférieure a
0.05.

0.05
|

0.00
|

-0.05

-0.10

F1cure 3.1 — Boxplot des valeurs de 'estimateur én a partir de 100 répétitions
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Pour 0y = 1, De méme, la Figure 3.2 montre que le parameétre 6y est bien
estimé. La médiane vaut 1, et comme le cas précédent, I’étendue est égale a
0.15 et la longueur de I'intervalle inter-quartile est inférieure a 0.05.

1.00
1

FIGURE 3.2 — Boxplot des valeurs de ’estimateur én de 100 répétitions

Pour voir I'importance de la longueur de l'intervalle [0, n| nous représentons
dans la Figure 3.3 le Boxplot pour n = 100, p = 1. Nous notons que méme
si la médiane vaut 1, I’étendue et la longueur de l'intervalle inter-quartile sont
relativement élevées, elles valent respectivement 0.6 et 0.2.

Estiamtion de theta =1

F1GURE 3.3 — Boxplot des valeurs de ’estimateur 0y, de 100 répétitions et n=100
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Pour comparer les valeurs issues de deux modeles nous considérons mainte-
nant le processus {&} solution de I’équation (1.5). Ces valeurs sont également
simulées a partir de 100 répétitions.

Estimation de theta =1

1.10
1

1.05
1

1.00
1

0.95
1

0.90
1

FIGURE 3.4 — Boxplot des valeurs de I’estimateur én de 100 répétitions

Nous ne remarquons pas de grande différence entre la Figure 3.2 issue du
modele (1.2) et la Figure 3.4 issue du modele (1.5). En effet, dans les deux
cas la médiane est identique avec la valeur a estimer 6y = 1, et la longueur de
Iintervalle inter-quartile est égale a 0.05.

Maintenant nous illustrons cet estimateur avec un modele dont la fonction
o(-) est non constante

o(t) = 2 + sin(2nt).

C’est-a-dire nous considérons le modele

d¢; = 6 cos(2mt)dt + (2 + sin(27t))dW;.

La valeur a estimer est 9 = —4. Dans la Figure 3.5, la médiane vaut —4,
I’étendue est proche de 0.15 et la longueur de l'intervalle inter-quartile est
inférieure & 0.05. Malgré que o(-) n’est pas constante il n’y a pas de dégradation
notable de I'estimateur dans la simulation.
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FIGURE 3.5 — Boxplot des valeurs de ’estimateur én de 100 répétitions

Pour f(t) = o(t) = 1,09 = 1, dans la Figure 3.6 et le tableau suivant, nous
constatons que toutes les valeurs obtenues sont tres proches de 1 et ’étendue
vaut 0.0002. Ceci explique que les dégradations que nous avons pour les figures
précédentes, méme si elles ne sont pas treés importantes, sont, peut étre, dues a

-3.95

-4.00

-4.05

la variation de f(t) et o(t).

Min.

1st Qu.

Median | Mean

3rd Qu.

Max.

0.9998

1.0000

1.0000 | 1.0000

1.0000

1.0000

FIGURE 3.6 — Boxplot des valeurs de 'estimateur 0, de 100 répétitions
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3.5.2 Histogrammes des valeurs de 0, = \/ﬁ(én —6p)

Nous pouvons également illustrer la convergence en loi

lim (0, —6) =N |0,

n—o0 fOl p2(8)ds

Nous reprenons les données précédentes issues du modele (1.2) avec f(t) =
cos(2mt), o(t) = 1.

Histogramme de theta bar

0.6
|

Density
0.4
1

0.3

0.2
|

0.1

0.0
L

-3 -2 -1 0 1 2 3

thetabar_1_100

FIGURE 3.7 — Histogramme de 6, 6y = 1 & partir de 100 répétitions

Nous constatons que les histogrammes des fréquences n’épousent pas vrai-
ment la forme de la distribution Gaussienne.

Nous pouvons améliorer cette représentation en élevant le nombre de répétitions.
Pour ceci, les histogrammes donnés dans les figures 3.8, 3.9 et 3.10 correspon-
dant respectivement aux 0y = 1, 8y = 0 et 6y = —4 sont représentés a partir de
1000 répétitions.
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Density

Histogramme de theta bar

0.5
|

0.4

0.2
1

0.1

U
N

1
=N
(=)
-
N
w

hat_theta_1

FIGURE 3.8 — Histogramme de 6, 6 = 1 & partir de 1000 répétitions

Density

FIiGURE 3.9 —

Histogramme de theta bar

0.5
|

0.4

0.2

0.1

-3

hat_theta_0

Histogramme de 0, 6y = 0 & partir de 1000 répétitions

Pour cette derniere figure nous considérons o(t) = 2 + sin(27t).
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Histogramme de theta bar

Density
0.10
1

0.05
|

T
0

0.00
L

-5
thetabar_4

FIGURE 3.10 — Histogramme de 6,,, 6y = —4 & partir 1000 répétitions
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Chapitre 4

Estimation paramétrique en
temps discrétisé du drift d’un
modele de type signal plus
bruait

4.1 Introduction

Dans le chapitre 3 nous avons supposé que nous observions une trajectoire
continue du processus {(;} sur l'intervalle [0,7]. Cependant en pratique, 1’ob-
servation est rarement continue mais a souvent lieu & des instants discrets. D’ou
la motivation de ce chapitre.

Considérons le modele de type signal plus bruit donné par 1’équation sui-
vante

¢, = f(t,0)dt + o(t)dW; t € [0,T], (4.1)

ou f(-,-) : R x ©® — R est une fonction continue, périodique en t de période
P, P > 0, non identiquement nulle, o(-) : R — R est une fonction continue,
strictement positive et périodique de méme période P supposée indépendante
du parametre a estimer 0, 6 appartient & © qui est un intervalle de R. Nous
supposons que la fonction f(-,-) est dérivable par rapport a 6 et sa dérivée
partielle Jg f (-, ) est continue sur R x © et que la condition (3.15) est satisfaite,
c’est-a~dire t — Oy f(t,0) est non identiquement nulle pour chaque 6.

Le but de ce chapitre est ’estimation du parametre 6 lorsque les observa-

tions sur l'intervalle [0,7] ont lieu aux instants ¢; := iy, ¢ € {0,...,n}, ou
5, = L.
Remarquons que l'observation de (;,,7 € {0,...,n} ne correspond pas a

I'observation de Z;,,i € {0,...,n} définie en (3.1). En effet, Z;, = f(f’ %,
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et nous n’observons pas {(;} entre les points ¢;,7 € {0,...,n}. Donc nous ne
pouvons pas nous ramener directement au modele dZ; = p(t,0)dt + dW.

En outre, si nous considérons Z;, = % alors les variables (Zy,,, — Z,); ne
sont pas indépendantes. Par conséquent, nous étudions le modele (4.1) avec les
observations (;;,i € {0,...,n}.

Nous allons donc calculer la vraisemblance des observations (;,,i € {0,...,n}
suivant le modele (4.1). Nous étudions dans un premier temps le cas f(t,0) =
0f(t), c’est-a-dire nous considérons le modele (1.2) donné par

¢y = Of (t)dt + o(t)dW; t € [0,T). (4.2)

En utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, nous donnons 1’ex-
pression de l’estimateur 0,, et établissons que cet estimateur a de bonnes pro-
priétés. Nous prouvons qu’il est sans biais, converge en moyenne quadratique,
est asymptotiquement normal et asymptotiquement efficace.

Comme dans le chapitre 3, nous nous intéressons au modele général donné
en (4.1) et en utilisant les résultats de Dacunha-Castelle et Duflo [7] sur le
maximum de contraste, et sous certaines conditions de régularité et d’iden-
tifiabilité, nous démontrons qu’il existe un estimateur de € qui converge en
probabilité. Nous établissons ensuite la propriété LAN et nous appliquons un
résultat d’Ibragimov et Khas’minskii [26] afin de prouver la normalité asymp-
totique et Defficacité asymptotique.

Posons

tit1 tit1
O === [T s oyt [T ot am.,
t; t;

Fi(0) = /t’ti+1 f(s,0)ds et G; = (/tvti+1 o?(s) ds>

Nous supposons dans ce chapitre que t; = id,, i € {0,...,n}, T = nd, = N, P
et que T'— oo et §, — 0 quand n — oo.
Observer (;,, i € {0,...,n}, revient a observer Y; := (;

1/2

— (,; et Cp. Or les

variables Yi(e), 1=20,...,n—1, sont indépendantes et de lois gaussiennes

L") =N (F(6), 67).

Ainsi lorsque la vraie valeur du parametre est 6y, la vraisemblance des obser-
vations {Y; = Yi(eo)} est donnée par

L(0) = [] ——— exp (2‘; = Fi<e>>2) (4.3)

i=0 1/ QWG?
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Le logarithme du rapport de vraisemblance a pour expression

n—1
—nln 27) 1
An(0) = Z n(Gi) =Y oo (Vi—F(0)*,  (44)
= =0 ?
et la fonction score
n—1 1
5u(0) = 3" =5 (Vi — Fi(6)) F(0)
=0

ou

4.2 Etude du cas f(t,0) = 0f(t)
Considérons maintenant le cas f(¢,0) = 0f(t) ou f(-) et o(-) sont deux fonc-
tions continues et périodiques de méme période P, f(-) n’est pas identiquement

nulle, o(-) > 0 et 0 est le parametre inconnu a estimer, © est un intervalle
ouvert de R. Dans ce cas

tit1 ) tit1
F;(0) = 0F; ou F; = /t f(s)ds et Y, =Y = HFH—/t o(s)dWs.

Donc

i
L

1

Fl(0) = F,, Su(0) =S = (Vi — 0F,) x F,

Il
o

7

et estimateur 6, par la méthode du maximum de vraisemblance est donné par

n—1 5
Y ViEG;? ZFG / " o(s) dw,

O = 20— =+ - - : (4.5)

Z FiQG@'_Q Z F‘Z?G,L-_Q
=0 1=0

Puisque f(-) est continue et n’est pas identiquement nulle, pour 7' = nP suffi-
samment grand, il existe au moins un i tel que F; # 0. De plus comme o(-) > 0,
nous avons (; > 0. Ainsi lestimateur 6,, est bien défini. En outre il est clair
que 0,, est un estimateur sans biais et (6, — 6) est Gaussien centré, ol 6y est
la vraie valeur du parametre 6.
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CHAPITRE 4. ESTIMATION PARAMETRIQUE EN TEMPS DISCRETISE DU DRIFT
D'UN MODELE DE TYPE signal plus bruit

Convergence en moyenne quadratique et normalité asympto-
tique

Théoréme 7 Si f(-) et o(-) sont continues et périodiques de méme période P,
f(-) n’est pas identiquement nulle, o(-) > 0, © est un intervalle ouvert de R
et st nd, — oo et 6, — 0 quand n — oo, alors l'estimateur én converge en
moyenne quadratique vers 0y, de plus nous avons la normalité asymptotique

—1

. ; 2 1 [P
lim nd, By, |:(9n —90> } = (P/o PQ(S)dS) ,

s (v (3, ) = (0. (3 [ o) )

et

Preuve Par l'expression (4.5) nous avons

) 9 n—1 -2 n—1 tiv1 2
EQO [(071 — (90) :| = (Z Fi2Gi_2> Ego (Z FZG;2 /; 0'(8) dWs>
i=0 1=0 ‘

D’apres la propriété d’indépendance des accroissements du mouvement Brow-
nien et par définition de GG;, nous obtenons

-1

n—l1 =2 /n-1 n—1
EG() |:(én - 90) 2:| _ (Z F12Gz_2> (Z F12GZ_4G,L2> — (Z FZQGZ—2> ) (46)
=0 =0 =0

Or d’apres le Lemme 5 en annexe
1 & oo L [Ty
lim — E F G~ = P/o p-(s)ds.

n—00 Noy, 4 -
Z:

. - 2 I
nh_}rrgo nonEg, {(Gn - 60> } = <P/0 pz(s)ds>

Comme la loi de (én — 0p) est Gaussienne, le théoreme est prouvé. m

Donc )

Efficacité asymptotique

Notons {Pén), 0 € ©} la loi de (Yi(e), i=0,...,n—1). Comme pour le cas
continu nous démontrons d’abord que {Pén), 0 € ©} est localement asymptoti-
quement normale (voir Définition 1).
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4.2. Etude du cas f(t,0) = 0f(t)

Proposition 8 Sous les hypotheses du Théoréme 7, la famille de lois {Pén), S
O} est uniformément localement asymptotiquement normale sur ©.

Preuve D’apres (4.3) nous avons

1
ex (Y; — Fi(6p + ®pu))
i:HO V2rG; P <2G2 ’ >

Z9) (u) T
Y, — F;
11,%Gpw<ﬂy< )
= Hexp< (Y; — Fi(6g + ®pu)) )xHexp( (Y; — F(@g))).
Ainsi
In Z() (u)
n—1
1
=D 52 (E5(60)* — Fi(00 + ®nu)? + 2Y; (Fi (00 + ®nu) — Fi(6p))) . (4.7)
i=0 i
Comme Y; = Y;(QO) F;(00) + f 1 o(s) dWs, alors
n—1 1
mZz%w) = > e (E5(00)* — Ex(00 + ®pu)?)
i=0 “d

+2§:1 % ((E(eo) + /:+1 o(s) dWs> (Fi(90 + Qpu) — 3(90)))

)

n—1

=0 Z
n—

_ i; <_( (B0 + D) — i(eo))2>

. oQé’ (/IM (S)dW5.<E(90+‘bnu)_Fi(90)>>
:__1i;(/m7ﬂ&%+@m—f@%»®f+
i—0 i t;
—1

+ 0 ( /Z+1 )dW) (/:*1 (f(s,00 + Ppu) — f(s,Ho))ds> .

1=

Puisque f(t,0) = 6f(t), nous avons f(s, 0y + Pru) — f(s,00) = Pruf(s) et

+1 @2 2N
In Z{ = nuZFG / o(s) dW, — ZF2G2

o1
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Prenons
n—1 _1/2 n—1 _1/2 n
O, = (Z ch;i?) et Ap(Y) = (Z FfGﬁ) Y FG;? (Y<90> - 90E> .
=0 =0 =0
Donc In Z\%) (u) s’exprime sous la forme
In Z0) (u) = uA, (V) — %uz,

et A, (Y) est une variable Gausienne centrée de variance

n—1 -1y tiv1
var (A, (Y)) = (Z FfG;2> > FrGit /t o%(s)ds
=0 1=0 @
n—1 -1 n
= (Z FZ-QGiQ) Y PGP =1
=0 =0

D’ou

L(AL(Y)) = N(0,1).

Ceci prouve que la famille {Pén), 0 € O} est localement asymptotiquement
normale au point 6y pour tout 6y. ®

Théoréme 8 Sous les hypothéses du Théoréme 7, l'estimateur 0,, est asymp-
totiquement efficace au sens minimax pour l'erreur quadratique.

Preuve L’égalité (4.6) nous donne

n—1 -1
Eg, “(I)nl(én — 90)‘2] = 92 (Z FZ?Gi—Q)
1=0

= 9,°0}
1.

Ainsi d’apres le Théoreme 2 de Héjek-Le Cam, 0, est asymptotiquement effi-
cace. W

A

4.3 Convergence en probabilité de l’estimateur 6,
dans le cas général

Revenons maintenant au cadre général et supposons que © est un intervalle
compact de R contenant fy. Nous allons définir un processus de contraste et
démontrer I'existence et la convergence d’un estimateur qui le maximise.
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4.3. Convergence en probabilité de I’estimateur 0,, dans le cas général

D’apres la relation (4.4) le logarithme du rapport de vraisemblance est donné
par

nln 27) nd 1
An(0) = Zln )= 5 (= RO
=0

La continuité de f(-,-) et o(-) et la compacité de © nous garantissent qu'il existe
0,, tel que
0,, = argsup A, (0).
0cO
En éliminant les termes inutiles pour déterminer 'argument du supgeg An(6),
nous obtenons que

6,, = argsup U, (6),

[ISC)
ou
n—1 n—1
1R YEO) 1 S Re)
n(0) = — - L ) 4.
Un (6) noy, = G’? 2n0y, P G? (4.8)

Comme dans le cas continu, pour établir la convergence en probabilité Py,
de én vers 0y nous vérifions d’abord que Uy, (6) est un processus de contraste,
(voir Définition 3) et nous prouvons par la suite la consistance en appliquant le
Théoreme 4.

Proposition 9 Si f(-,-) et o(-) sont continues et périodiques de méme période
P ne dépendant pas de 6, o(-) > 0, la condition d’identifiabilité (I) est vérifiée
et si no, — oo et 6, — 0 quand n — oo, alors Uy,(0) est un processus de
contraste.

Preuve Montrons que U, () converge en probabilité Py, vers la méme fonction
de contraste K (0, 6y) définie en (3.12) par

P P
K(6,60) = 2; / 2(s, 09)ds — % (05, 00) — pls,0))° ds.

Lorsque 0o est la vraie valeur du parametre, remplacons Y; par sa valeur Y
F;(60) + f '+1 5(s) dW,. Donc nous obtenons

o) — y‘lw+y RO o, 1 e
n - nd, —o GZQ ndy e G? 2no, — G?
LR (BG) - FO)? | 1 )
o nd, P G? 2n0, G?
n—1 tit1
1 Fi(0) [["" o(s) dWs
s b (4.9)
nop = G?
53
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Or le Lemme 6 en annexe nous donne,

n—1
T F2(0) L,
nhﬂngon—&1 2 . P/o p-(s,0)ds (4.10)

et

—1
1 (Fi(6) — Fi(6a,))” L
lim — 0 = — s,0) — p(s,0p))%ds.
fm -3 S 5 [ (ols.0) = pls.00)
Par conséquent la partie non-aléatoire de I’égalité (4.9) converge vers K (6, 6)
quand n — co. Montrons que la partie aléatoire converge en moyenne quadra-
tique vers 0. Puisque les variables ﬁi“ o(s)dWs, i = 0---n — 1 sont Gaus-
siennes indépendantes, nous avons

LR Ee fieresyam, |1 S ||EO) Ji o (s) aws |
0 | g 2 G2 = g 2P G2
™ =0 i " =0 i

n—1
1 F2(0)
- n25g2 G2

_ L LB
10, Ny, = G,L2

Ainsi d’apres la convergence (4.10) nous déduisons que

n—1 tit1 2
) 1 F;(0) N o(s)dWs
B ||y 2@ =0

Donc le processus Uy, (f) converge en moyenne quadratique vers la fonction
K(0,60p) qui a un maximum strict en § = . Ainsi, U, (6) est un processus de
contraste. ®m

Corollaire 4 En plus des conditions de la Proposition 9, supposons que la fonc-
tion f(-,-) est dérivable par rapport a 0, sa dérivée partielle g f(-,-) est continue
et que © est un intervalle compact de R, alors 6,, converge en probabilité Py,
vers 0.

Preuve En premier lieu notons que la périodicité de f(-,-) implique celle de
ces fonctions dérivées. Pour établir la convergence en probabilité Pg,, et comme
dans le Corollaire 2 nous appliquons le Théoréme 4. Par leurs définitions, U,,(6)

54

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



4.3. Convergence en probabilité de I’estimateur 0,, dans le cas général

et K(0,0y) vérifient la premiere condition de ce théoreme. Pour établir la se-
conde condition, remarquons que

n—1 (6o) ] _m(p n—1 2 w2
Ua(0) - Un(0) = — S LB ZRE) L ) - FE)

né, & G? 206, & G?
_ 1 Z (2F;(60) — F4(9) — F3(6)) (Fi(6) — Fi(6)))
2no,, — G?
n—1 .
1 (F3(0) — F;(0)) [+
= B1(0,0") + B2(6,0"), (4.11)

olt B1(6,0") est la partie non-aléatoire et Bo(6,6") est la partie aléatoire de cette
égalité. Pour compléter la preuve nous démontrons que quelque soit n > 0

sup |B1(0,60")] < Cn, pour un C > 0 (4.12)
|0—0"|<n
et que
lim E| sup |BQ(0,9/)‘] =0.
n—oo

10—0"|<n

Signalons que ce calcul est tres proche de celui de la preuve du Corollaire 2
fait dans le cas d’une observation continue.

1) La fonction 6 — f(s,0) étant continiment dérivable, le théoreme des
accroissements finis nous donne

f(s,0) = f(s,0") = (0 — 0")0p f(s,05), 05 € [0,0].

D’une part, la compacité de © x [0, P] et la continuité et la périodicité de
(s,0) — 0pf(s,0) nous donnent

Co :=sup sup |Ogf(s,0)| < occ.
0cO sel0,P]

Ainsi

F(0) - Fi(9)] = / T (.0) — F(5.0))ds

i

< (tiz1—1;)|0—0"|Co = |0—0'|Co6y,.
D’autre part, comme o(-) > 0 alors 0 < inf,cp pjo2(s) := C < 00 et
tit1
G? = / o?(s)ds > 6,01,
t;

d’ou
1

6,C1

L
G? ~
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Donc

F;(0) — F;(0") |6 — 0'|Coon, ,
< = 0—46].
‘ G2 = O, Calt =01
De plus
/ bit /
|2F;(60) — Fi(0) — F;(0)] < / (21£(s,00)| + | £ (5,0) + [ f(s,6")]) ds
t;
< 46, sup sup |(s,0)] := C30y.
0cO s€l0,P]
Par conséquent,
1 n—1
sup |B1(0,0") < |0 — 0'|C30,
00| <n 0
noy
< o - C203m:=Ch (4.13)

Ce qui prouve 'inégalité (4.12).

2) Montrons maintenant que Bz(6,60") converge vers 0 en moyenne quand
n — o0o0. Par changement de I'ordre d’intégration nous avons

By(0,0) = M Z F() /t_’“a(s)dws

B /9/ 1 n—1
- 0 n5

i+1 141
Z Gz/ Ouf(s,u ds/ o(s) dWsdu.

En posant F)(u) := fti”l Ouf(s,u)ds, nous obtenons
n—1 )

E sup |B2(6,60)|| < E / ! Z ! F!(u) /tz+1 (s) dW,
0, ) > 0 — ~2 i g s
’ |0—6"|<n ’ ’ o ndn i=0 GZ2 t;

< / Eg,
©
- / <n262 ZEOO G2 F
_ 2
- / <n262 Z G4 )*G; )

_ / ( <F’< )?
\/’IW e n(5 i—0 GZQ

o6

du]

du

)

’ ) [ ot am,

@
1

2

1
2

du
du,
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la 2 eme et la 3 éme relations sont dues respectivement a 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz et a I'indépendance des variables Gaussiennes centrées ftt,’“ o(s)dWs.
Or O est compact, (s,0) — Opf(s,0) est continue donc

2

tit1
(F())? = ( / 8uf(8,U)d8> < 2sup sup [90/(5,6)[° < oo,
ti 0€0 s€(0,P]
et )
(Ff(u))? < dn SUPgeo SUPse(o,p) |00 f (s, 0)]
- nfeopo?(s)
Ainsi
1S (F/(w)?, suPgee subyero,p) |90/ (5,0) [
no.. G2 du < inf 2 X H@Hv
© Nop, i—0 i Misco,pP) O (3)

ol ||| = [g du est la longueur de ©. Comme © est compact, ||©]| < co et

lim Eg, [ sup |Bg(9,9/)}

su sup, Ogf(s,0 2 1
< Poco Sup e[O,P]| 0 ( )| ”@” li 0.
n—o0 |9 9,|<77

infefo,p) 02(5) wse \/nd,

3) Nous pouvons maintenant achever la démonstration du corollaire. D’apres
I’égalité (4.11) nous avons pour tout € > 0 et tout n > 0

Pg, | sup |Un(0) —Un(¢')|>€| = Py, | sup [Bi(6,6')+ Ba(6,6')| > e
0—0"|<n 0—0"|<n

IN

P9< sup |Bl(9,9’)\+\32(9,9’)y>e>
106" <n

IN

10—0"|<n

Py, ( sup |Bi(6,6)] > ;)

+Pg, [ sup ‘32(9,9/)‘ > <
6—0'|<n 2

Comme

lim Eg, [ sup ‘32(9,0/)‘] =0

n=ro0 06| <n

alors d’apres 'inégalité de Markov

lim Py, ( sup | By(6,6")| > ;) =0.

n—ro0 10—0|<n

o7
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Grace a I'inégalité (4.13) il suffit, pour tout € > 0, de prendre n = 55 pour
avoir

sup | B1(6,6)| < <
j0-0'|<n 2

Donc, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

lim Py, sup }Un(ﬁ) — Un(G’)‘ >e| =0.
n—too 106" <1

Ainsi, la seconde condition du Théoreme 4 est satisfaite. D’ou 'estimateur 0,
converge en probabilité Py,. m

4.4 Propriété LAN

Considérons maintenant que © est un intervalle compact de R contenant 6,
6p € ©. Définissons les deux ensembles suivantes : Ug,, := {u : 0 + u¢, € 0},
Upnyr i ={uecUpyp:|ul <r}, r>0o0u ¢, = (nd,)~1/2.

Théoréeme 9 Supposons que les fonctions f(-,-) et o(-) sont continues et périodiques
en t de méme période P ne dépendant pas de 0, la fonction (t,0) — 93 f(t,0)

est continue bornée, t — Oy f(t,0) est non identiquement nulle pour chaque 0,

o(-) > 0, © est un intervalle compact de R contenant 0y et que 6, — 0 et

nd, — oo quand n — oo . Alors la famille {Pén), 0 € O} est uniformément
LAN.

Preuve D’apres I’équation (4.7)

n—1 1 n—1 1

In Z}) (u) = 2 g (FiBo +udn) — Fi(00) Yi + ;0 aon (Fi(00)” = Fi(Bo +udn)?).
Ory; = Yi(eo) = F;(6o) + j;ti”l o(s) dWs, donc

in 209 () = M () B, [ (M ()] (.10
ol

n—1 1 tiv1
M () = > —5(Fi(fo + ugn) — Fi(6o)) ( / o(t) th>

=0 % t;

n—1 1 tir1 tit1

— — t,0 ) — f(t,600)) dt t)ydWy ) .
> ([ Ut won —somyar) ([ ot ai)
o8
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et
n—1
Eg, [(MﬁOO)(u))Q] = i2( Fi(6p + udy) — Fi(90))2
7=0 )
n—1 1 tist ,
= L 9 . o
i—0 G (/tl (f(t, 00 +udn) — f(t,60)) t>

Comme la fonction (¢,0) — Jgf(t,0) est continue sur R x ©
f(t, 00 +udy) — f(t,00)
Oo+udn
—usn0uf 00+ [ (G0 (0.0) - e (1. 00) dB, (415)

)
De plus,
Oo+upn
/9 (Do f(t,0) — g f(t, 90))d9‘
0
< |ul¢p, sup sup [0 f(t,0) — By f(t,00)|. (4.16)
t€[0,P] |60—60|<|u|pn
Or

sup  sup  |9pf(t,0) — Bpf(,00)|
t€[0,P] [6—00|<|u|¢pn

converge vers 0 uniformément par rapport a 6y € © et a u € Uy, , lorsque
¢n — 0, n — oo pour chaque r > 0. Donc

f(t, 00+ udp) — f(t,00) = udy (df(t,60) + o(1))
ol o(1) est uniforme par rapport a t € R, a 0y et a v € Ug,, . De 1a
1 (FY (0
Ea (400" =263 3 O e z it o)
=0

Par conséquent, utilisant le fait que ¢,, = (nén)*l/ 2 le lemme 6 en annexe nous
donne,

u2

P
Egy [(M%) (u))*] = P/o (B f(t,00))*02(t) dt + uo(1).

Par ailleurs, la relation (4.15) entraine que

M) (u) = ¢nnzl ,90 < /tvwla(t)th)

+udn ngj éz ( /0 jo+u¢" (F/(6) — F(6)) d9> ( /t ;M o(t) th> .
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La variance de la variable gaussienne centrée

n—1 )
i (6o) < o dW)
oy | et aw

est égale a
n—1 2
(F(60))
i=0 i

qui d’apres le Lemme 6 converge uniformément par rapport a 0y € © vers

Pl (M)
n—1

([ - ) ([ o0m)

=0 0

La variance de la variable

vaut

<z>221 & (f T E0) - Fo)) d9)2

i= 0

n—1

tiv1 — ti)2

< u?¢y {iv1 —t)° sup sup O f(t,0) — 0 f(t,00)
ZZ; G icp.p) |e—eo|swu\¢>n‘ |
= u?¢20(1)

Donc en revenant a ’égalité (4.14) et d’apres I'inégalité (4.16) et le Lemme 6,
nous déduisons que la famille {Pgn), 0 € ©} est uniformément LAN. m

4.5 Normalité asymptotique et efficacité asympto-
tique

Pour démontrer la normalité asymptotique ainsi que 'efficacité asympto-

tique, nous allons appliquer le Théoréme 1.1 et le Corollaire 1.1 du Chapitre

ITI, section 1 de [26]. Rappelons les conditions sous lesquelles ce théoreme et ce
corollaire sont vérifiés.

1. Condition N1 : Z7(190) s’écrit sous la forme suivante
1
Z00) — exp (An(eo, u) — §u2 + (6o, u)) (4.17)
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tels que les deux limites suivantes soient uniformes par rapport a 6y et
par rapport a u, |u| <r

lim £ {A(00,u)[Pg,} = N (0,1),
et

lim ¢(0y, u) = 0 en probabilité Py,.
n—0

2. Condition N2 :

lim sup ¢,(0) =0,
n—0o0 PcO

ou ¢, (-) est une fonction non identiquement nulle.
3. Condition N3 : Il existe 8 >0, m >0, B >0, a € R, tels que

sup sup [u—o| 7B [(Z0(w) "~ (20 ) ")"| < BO+R).
0€0 |u|<R, |v|<R

(4.18)
4. Condition N4 : Pour tout N > 0, il existe ngy tel que
sup sup sup |u/VE [(de)(u))l/ﬂ < 0. (4.19)

0c® n>n2 uclUyg,

Corollaire 5 Supposons que les fonctions f(-,-) et o(-) sont continues et périodiques
en t de méme période P ne dépendant pas de 0, la fonction (t,0) — 03 f(t,0)
existe et est continue, t — Opf(t,0) n'est pas identiquement nulle pour chaque
0, o(-) > 0, © est un intervalle compact de R contenant 0y et que nd, — oo
et 0, — 0 quand n — oo. Supposons de plus que la condition d’identifiabilité
uniforme suivante est vérifiée

(I1U2) Pour tout v > 0,

P
inf / (F(1,6) — F(.6)) 0 2(t) dt > 0.
0

l0—07|>v

Alors Uestimateur 0, converge en probabilité, est asymptotiquement normal et
asymptotiquement efficace au sens minimaz.

Avant de commencer la démonstration, nous donnons un exemple ou la

condition (IU2) est satisfaite. Posons f(¢,0) = 0f(t) ou f(-) n’est pas identi-
quement nulle. Alors

inf /P (F(t,0) = £(£,0)’072(t)dt = inf (09— 0’)2/P P2 (t)dt
0-0'1>v Jo ’ ’ 6—0'|>v 0
2 " 2(t)dt >0
>
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Donc la condition d’identifiabilité uniforme (IU2) est satisfaite.

Preuve Pour démontrer ce résultat, nous prouvons que dans notre cadre les
conditions N1 — N4 sont satisfaites.

Nous avons vu précédemment que la famille {P(n), 0 € O} est LAN uni-
formément par rapport a 6 variant dans le compact © avec ¢, = (n&n)*l/ 2

lim sup ¢,(0) =0
n— OOOEK

pour tout compact K C ©. Par conséquent les conditions N1 et N2 sont
vérifiées. Il reste a prouver les conditions N3 et N4.

Condition N3. D’apres la relation (4.14)

nZ0w) = MO(w) - 3B [ (MO ()’
nP 1 nP 9
— / HO (¢, u) dW, — = / (HO (¢, u)) dt
0 2 Jo
ou pour t > 0,
HO (t,u) = T L G Fy(0 I 4.20
w ()= 3 = (Fil0 + ugn) — Fi( ) o () Ot ;1] (1) (4.20)
=0 !
et rappelons que
n—1 i1 tit1
- Y5 </ F(£,60+uby) — f(t, 9))dt> </ o(t) th>.
=0 t ti

Pour établir que notre modele vérifie la condition N3, nous majorons d’abord

B[ (20 () - (2 (u>)1/2)2]. Or
B [((fo)w»“ - (Z0w)")’]

= B[Z{(w)] + g, [2 (v)] - 289 | (2 () * (20 () ]
- (1 — By [(Z )2 (2 )(v))1/2]> (4.21)
car E[Z{"(u)] = E[Z{” (v)] = 1. De plus,
) ()2 (20 (1)) /2 APy o v
Eg [(Zn (w) "7 (2, (v)) } = Eotug, m

- [exp (;M;L@-Hﬂﬁn)(v —u) — %Ee [(M,§9+u¢n)(v — U))ZD]
= exp (iEg [(MT(Z(’W%)(U — u))QD x E [exp (;Mfﬁwm)(v — u))]
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. (. O+udn . .
Comme la variable aléatoire MT(L Hud )(v — u) est centrée gaussienne,

1 1
E [exp <2M7(L9+“¢”)(v - u)>] = exp <8E9 [(M7(L9+“¢”)(v - u))2]> .
Donc, utilisant I'inégalité 0 < 1 — e™* < x pour tout x > 0, nous obtenons

0 <1-Eyg [(Z,(f)(U))m(Z,(f)(v))l/ﬂ

< éEeKM?sHU%)('U u))2]
T

D’aprés la définition de HY )(t u) donnée par la relation (4.20),

i
L

1
HOTuen) (4 — v) =

1=

(Fi(0 + vén) — Fi(0 + udn)) 0(t) Ly, 1, (2).

o
)

La continuité de la fonction (¢, ) — 9, f(t, ), donne

O+vn,
— (0= 0,00 (t.0) + [ . (00f(t.0) = 205(0,0) do
+upn
d’ou
|F¢(9 +vdyn) — Fi(0 + uqﬁn)’ < |v—u|én X 3(ti+1 — t;) sup sup ’89f (t, 0)‘
t€[0,P] €O
Ainsi
(H7(19+“¢")(t u— v))2
n—1
1
=" i (B0 + ven) — Fi(0 +uén)) 02 () Iy, 4., (1)
i=0 i
< 9u — v|*¢? §WU2(IS)H (t) sup sup‘(?gf (t,0
- "\ & G? Jtitiga] t€[0,P] 0O

Comme ¢2 = (né,) !, le Lemme 6 implique que

nP
/ (H,(er“d’”)(t, u— v))2 dt
0

_ 2
< 9u — v’} (Z ot > ( sup sup |dp f (¢ 9)!)

-0 te[0,P] 0€O

P 2
= |u—v|* x ]?;/0 o 2(t)dt x < sup sup |Opf(t «9)}) <1+0(1)).

te[0,P] 0O
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Par conséquent en revenant a ’égalité (4.21), la condition N3 est satisfaite avec

2
P
k=1, f=m=2 a=0 et B:g/ 0_2(t)dt><<sup sup‘ﬁgf(t,9)|>.
0

P tel0,P) €O

Condition N4. D’apres la relation (4.14)
1 1
B[(20w)"] = B oo (3800 - 15[ (340)")]
1
= exp <—4E9 [(M,(Le) (u)

— exp (—;EQ [(M,(f) (u))2]> . (4.22)

S—
Y
"
el
| —|
¢)
>
ol
VR
N =
°=
—~
IS
N—
~~_
_ 1

La derniere égalité est due au fait que la variable M,(Ze) (u) est centrée et gaus-
sienne.

Pour minorer E [(Zfle)(u))l/ 2} uniformément par rapport a w, nous allons
étudier séparément le cas ou |u|p, est "petit” pour lequel nous utiliserons les
développements de Taylor, et le cas ou |u|p, est "grand” pour lequel nous fe-
rons appel & la condition d’identifiabilité uniforme (IUZ2).

(i) Si la fonction (t,0) — 93 f(t,0) est continue bornée, la formule de la
moyenne et 1'inégalité (4.16) impliquent que

O+ucn
/ (Do f(t,0) — Opfl(t, 90))d9' < u’¢p sup |0 f(t,0)|
6o fcO

et Iégalité (4.15) entraine que

| f(t,0+ udy) — f(t,00) — udnOpf(t,00)] < ues sup sup|dpf(t,0)
te[0,P] €O

)

d’ou
2

n—1 /
B[ (MO )7 - ez 5 )
=0 4

n—1

tip1 —t;)?
< |uP¢3 (i — )7 sup sup |02 f(t,0
< |ul’¢ ;:0 &2 te[ogj]eeg\ 5 f(t,0)]

X <2 sup sup ‘ng(t,H)‘ + |u|¢p, sup sup ‘ng(t,ﬁ)‘).
tel0,P] 0cO te[0,P] 0cO

D’apres le Lemme 6

2

n—1 ! P
s O~ L [ ura.0) o 0 a1 + o)
=0 ?
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et

n—1
qﬁiz(t”li? P/ t)dt (1+ o(1))
=0 Z

ou les o(1) sont uniformes par rapport a u € U, g et par rapport a § € ©. Par
conséquent il existe ng > 0 tel que pour tout n < ng,

’LL2 P U3 P
Ea(0w)) = 55 [ (@0 a- 20 [Tz a

C = sup sup‘agf (t 9)‘ (2 sup sup‘(?gf (t,0) ‘—i— |u|¢n sup Sup‘@ef (t 9)‘)
t€[0,P] 0O t€[0,P] 0O t€[0,P] 00

La fonction t — 9y f(t,-) étant continue et non identiquement nulle, nous en
déduisons qu’il existe v > 0 suffisamment petit et n,, > ng tel que pour n > n,,
pour tout § € O et tout u € Uy, vérifiant |u|¢p, < v nous avons

W P
Ea[(w)(u)ﬁ > 4P/0 (9 f(t,0)) 02 (t) dt
ainsi d’apres (4.22),

2

E [(z,g‘))(u))l/ﬂ < exp <;21; /P (9o f(t,0)) 0 2(t )dt) . (4.23)

(ii) Il nous reste a étudier Ey [(MT(LQ) (u))z] lorsque |u|¢p,, > v. Pour cela nous

allons utiliser ’hypothese d’identifiabilité uniforme (IU2). D’apres le Lemme
6 nous avons

n P 2 _9
g (0 - 5@ =" ([ (0.0~ 10.00) %0 20+ o))

0

—_

n—

1:0

uniformément par rapport & 6 et #' € ©. Comme ¢, = (nd,)~"/? la condition
d’identifiabilité (IU2) implique pour n > n; suffisamment grand,

n—1
. 1 2 h(v) _ h(v) |06
f — (Fi(0) — F;(6")" > > ;
|9151/|>1/; G2 (RO - RE)" 2 2Pg2 = 2Pg2 |0

ou

|©| = sup{|0—0¢'| : 0,0’ € ©} et h(v):= inf /P (ft,0)—r1(t, 9'))20_2(15) dt > 0.

0-0'>v Jo

De la, pour tout 6 € O et tout u € Uy, tel que |u|¢, > v, nous obtenons

n—1
o) L B o h(v) ¢ wPh(v)
Eo [(M =2 gz (il +usn) — F(9))" = 2Ps2 [0 _ 2Pe
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Donc d’apres (4.22),

E [(Zﬁl@)(u))l/ﬂ < exp <_21;j|]g(|”2)> . (4.24)

Posons

(v) := min 1/P (99 f(t,0))202(t) dt My) 1

W)= 32p J, ‘0T ’ 2P|OJ2 '

alors grace aux deux inégalités (4.23) et (4.24), pour n > ng := max{n,,n;}
E [(Z(e)(u))l/ﬂ < e uw9v)

Comme g(-) est positive nous déduisons que pour tout N > 0

sup sup sup |u|/VE [(Zﬁle)(u))lﬂ] < 0.
0cO n>n2 ucly ,

Ainsi la condition N4 est vérifiée. Ce qui termine la preuve du corollaire. ®
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Chapitre 5

Estimation non-paramétrique
du drift d’un modele de type
stgnal plus bruit

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons a nouveau le modele (1.2) et nous sup-
posons que § =1 et o(-) est connue

¢, = f(t)dt + o(t)dWy, t >0 (5.1)

ou les fonctions f(-),0(-) : R — R sont continues périodiques de période P
supposée connue, {Wy, ¢t > 0} est un mouvement Brownien et f(-) est inconnue.

Lorsque nous disposons d’'une observation continue sur I'intervalle [0,77] la
fonction o2(-) peut étre estimée sur tout intervalle [t,t + €] en utilisant les
propriétés du mouvement Brownien.

En effet, la variation quadratique [(]; du processus {(;,t > 0} vérifie d[(]; =
o?(t)dt (voir [31]). Considérons la partition de Iintervalle [t, t+¢] en n intervalles
n) I

A(n), 1 =1,...,n de méme longueur et notons par AQ’( accroissement de {(;}

7
sur Agn) alors nous avons (voir par exemple [18])

n

1 t+e
lim — Z(ACZ.(n))Q = / o?(u) du, P —ps.
t

n—oo M

=1

Nous nous intéressons donc & l'estimation de la fonction f(-) & partir de 1’ob-
servation d’une trajectoire continue du processus {(;} sur un intervalle [0, 7.
Etant donné la périodicité de f(-), nous construisons un estimateur a noyau
périodique et nous établissons qu’il possede de bonnes propriétés. Contraire-
ment aux résultats d’Ibragimov et Khas'minskii (Chapitre VII, section 4 de
[26]) pour le méme modele nous obtenons une convergence en moyenne qua-
dratique uniforme sur toute l'intervalle [0, P] de I’estimateur & noyau que nous
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construisons. De plus nous établissons sa normalité asymptotique vectorielle et
sa convergence presque siire quand 7' — co. Nous terminons ce chapitre avec
des simulations.

5.2 Construction de 'estimateur de f(¢)

Pour simplifier la présentation supposons que 7" = nP. Définissons le noyau
périodique de I'estimateur que nous allons étudier.

Noyau périodique

Désormais nous considérons le noyau K : R — R qui est une fonction
continue, paire et de support compact contenu dans 'intervalle [—%, %} Nous

supposons également que

" K(s)ds = 1.

NI

Pour A > 0, nous définissons la fonction

K(®) im %ZK <t +hkP> |

kEZ

Cette somme est finie car le nombre de termes non nuls est fini. Alors nous
avons le lemme suivant

Lemme 2 Pour tout h € [0, P], la fonction Kj(-) est périodique de période P.
De plus

1. supp(Kh) C Upez [EP —h/2,EP + h/2];
2. fh,/jz s)ds =1 et fh}/jQ sKp(s)ds =0,
ot supp(Kp,) est le support de K.

Définition de ’estimateur

L’équation (5.1) donne la relation

Définissons 'estimateur suivant

1 nP
_1 / Ko (t — 5)dC,
n Jo

ou n € N, la période P de f(-) est fixée et (h,)nen est une suite positive
décroissante qui converge vers 0 quand n — oo.
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Remarquons que si un processus {&;} vérifie

d&r = f(t)&dt + o (t)dWy, & =1,

alors la transformation d(s = dfj, nous donne le modele (5.1) et dans ce cas

Iestimateur f,(+) vérifie

R 1 mr dés
Fut) =5 [ K=

Cette expression est bien définie grace a la relation (2.3), P[¢ > 0,Vt € [0,T]] =
1. La périodicité de K}, () implique celle de f,(+)

folt +P) = fo(t) ¥n e Net t > 0.

En outre, d’aprés la relation (5.1) nous pouvons décomposer fy(t) de la facon
suivante :

nP nP
fult) = /0 Ky (£~ )f(s)ds + /0 K (t = 8)o()dWs.

Pour étudier f,(t) posons

. 1 nP
Ut) = Bl = - [ K= )1 (s)as (52)
et
R 1 nP
Valt) = fult) ~ BLA (0] = - /0 K (t — )0 (s)dWV,. (5.3)
D’ou
Biais(fa(t)) = E[fa(t)] = f(t) = Un(t) = £(2).
Donc l'estimateur fn(t) est biaisé. Nous allons démontrer, cependant, qu’il est
uniformément asymptotiquement sans biais.
5.3 Convergence de I’estimateur

5.3.1 Convergence du biais

Théoréme 10 Supposons que f(-)et o(-) sont continues et périodiques de méme
période P, alors avec les notations ci-dessus nous avons

1. Up(+) est une fonction continue périodique de période P ;
2. lim sup |U,(t) — f(t)] =0.
]

n—oo tE[O,P

Preuve
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1. La continuité et la périodicité de U, (-) découlent directement de celles
de Khn()

2. Pour prouver la seconde assertion, transformons d’abord ’expression de
Un(t)

Unlt) = / Ko, (= 5)/(s)ds

(k+1)P
= Z/k Ky, (t —s)f(s)ds

n
k=0’ kP

n—1 P
_ 7112/0 K, (t — 5)f(s)ds

P —s+ kP
= hi ZK <th:) f(s)ds.

Posons v = t—zﬂ donc s =t + kP — vh,,. Comme la sommation a un nombre
n
fini de termes non nuls, nous obtenons

t+kP

Un(t) = Z/ " K@) f(t+ kP — vhy)do
ez SRR
= [ K@)t — vhy)d

—00

N|=

= K(v)f(t — vhy)dv (5.4)

N

la derniere égalité est due au fait supp(K) C [—%, %] :
Puisque f(-) est une fonction continue périodique, elle est uniformément conti-
nue sur R. De plus h,, converge vers 0 quand n — oo, donc pour tout € > 0, il

existe n. tel que pour tout n > n. nous avons

sup |Un(t) — ()] < / P\ (v)] sup [f(t — vha) — £(8)] dv
te[0,P] -1 t€[0,P]

< 6/2 K (0)|dv = Ce,

N

1
ot C:= [2, |K(v)|dv. Ce qui termine la démonstration du théoréme. m
2

Vitesse de convergence du biais

Proposition 10 En plus des conditions du Théoréme 10, supposons que f(-)
est deuz fois continiment dérivable sur R, alors nous avons

lim sup h,, 2 sup] |Un(t) — f(t)] < o0. (5.5)

n— 00 tel0,P
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- _1
En particulier pour hy, = o(n~5) nous avons

lim /nh, sup |Uy(t) — f(t)| =0. (5.6)

n—oo t€[o,P)

Preuve

Calculons U, (t) — f(t). En utilisant la formule de Taylor d’ordre 2 nous
avons

Un(t) = (1) = [° K(s)f(t— hns)ds — _5 K(s)f(t)ds

1
2

K(s) ( F(t) — hnsf!(t) + /t e (t — hps — ) f”(:c)dm) ds

1 t—hnps
2 n "
= / K(s) <—hn3f/(t) + / (t —hps—x)f (x)da:) ds.
_1 t
2

La fonction f(-) est périodique et deux fois contintiiment dérivable sur R donc sa
dérivée seconde est périodique et continue. Donc || f”[|oc 1= sup;ec(o, p) [/ ()| <
00. De la

t—hns " " t=hns
/ (t—hps—2)f (x)dz| < ||f Hoo/ (t — hps — x)dx
t t
" h%SQ
= 1l 2

ainsi

/ % h% ” 2 9
e [ 5K )ids + 211F Nl [ P

_1
2
= h%HfIHOO/

= Ch2,

sup [Un(t) — f(2)]
tel0,P]

IN

LTI

h2 "
K(s)|ds+ —=2 0o
SK()lds + 211"

[N

! l 1"
ot C =11 loe [y 18K (5)/ds + 1 ||oe. Dot

limsuph, 2 sup |Un(t) — f(t)| < C < oo. (5.7)
n—00 te[QP]
En particulier, si h, = o(nfé) alors nh? = o(1), donc ]’zgh" = o(1), d’ou

Vnhy, = o(h2). Ainsi d’apres (5.7), nous déduisons que
lim +/nh, sup |U,(t)— f(t)]=0.

n—00 te[0,P]
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5.3.2 Convergence en moyenne quadratique et convergence de
I’erreur quadratique moyenne intégrée

Convergence en moyenne quadratique
Théoréme 11 Si f(-) et o(-) sont continues et périodiques, estimateur fr ()

converge en moyenne quadratique vers f(t). De plus,

lim sup E{
=00 te(0,P)

o 2
- 10| <o

Preuve Nous avons

Comme

et Uy, (t) converge vers f(t). Il nous reste juste & montrer que var(f,,(t)) converge
vers 0. D’apres la relation (5.3)

var(fn(t)) = Var(

car K, (+) et o(-) sont périodiques. Ainsi

var(fu(t)) = niiﬂ /0 S K <t_sh:k'P> o2(s)ds

keZ

- gl (SR e

" kez
Posons v = t_‘;ﬂ donc s =t + kP — vh,, alors
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e > /< V)%t — vha)d

1+°°

= o/ K2( Yo (t — vhy)dv

= / K2(v)o*(t — vhy)dv, (5.8)

T

var(

car K(-) est une fonction qui s’annule en dehors de [—3, 3]. Do

B[1f.(0) - S0F] = / K2 ()%(t = vha)do + U (1) — (1)

Comme o(-) est continue et périodique sur R, elle est bornée sur R. Posons
[l6*[lo0 = suPye[o,p o (v). Done

1
; 2 lo®[loo [ L2 2
B0 - 0P < 120 [ i o, - foP. 69)
noJm3
Par conséquent, fn(t) converge en moyenne quadratique vers f(-). De plus

lim sup E { Fult) —f(t)ﬂ = 0. (5.10)

=00 te(0,P)

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 11. m

Erreur quadratique moyenne intégrée

Théoréme 12 Sous les hypothéses du Théoréme 11, ’erreur quadratique moyenne
intégrée de f,(t) tend vers 0 quand n — oo

P
lim E [
0

n—oo

Fut) - f<t>ﬂ dt =0

Preuve Ceci découle directement du théoreme précédent. En effet,

[ ¥ o= 0]

Donc d’apres (5.10) nous obtenons le résultat désiré.

P
lim E [
0

n—oo

fn(t)—f(t)ﬂ dt < P sup E[

tel0,P]

~ 2
Fult) — f(t)‘ } dt =0,

[ ]
En utilisant 1’équation (5.8) et le calcul précédent nous déduisons la convergence
suivante.
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Corollaire 6 Si la fonction f(-) est deux fois continiment dérivable et la fonc-
tion o(-) est continue alors pour h, = o(nfé) nous avons

lim sup
=00 telo,P)

nh,E [

Fult) f(t)ﬂ T / K2w)do| =0.  (5.11)

Donc dans ce cas, la vitesse de convergence de 'erreur quadratique moyenne
e s 1
mtégree est o et

P
lim nhn/ E[
n—oo 0

Remarque 3 Si h, = n_%, d’apres les relations (5.5) et (5.9) et comme
nhy, = n%, nous déduisons que

Fult) —f(t)ﬂ dt — </OP02(t) dt> ( éK2(v)du>.

_1
2

2
ot = 0] ] < .

limsup sup ngE[
n—o00  ¢el0,P]

Preuve Rappelons que

nha [|falt) = FOF] = mhavar(7u(®) +nha (B [fa(0)] ~ 7))’
= nhpvar(f(t)) + nhy |Un(t) — f(2)]?
D’une part, d’apres ’égalité (5.6) et pour h,, = o(n_%) nous avons
Lim nhy, [Un(t) - FF =o.
D’autre part, grace a I’égalité (5.8)

nhyvar(fn(t)) = : K%(v)o%(t — vhy)dv.

D=

Pour finir la démonstration montrons que

lim sup
n— oo tE[O,P]

1 1
) K2(v)o?(t — vhy)dv — o2 (t) K2 (v)dv

=0.

1
2
Nous savons que
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Comme o(+) est une fonction continue et périodique, elle est alors uniformément
continue sur R. De plus nous savons que h,, tend vers 0 quand n tend vers occ.
Donc nous avons

Ve >0dne : Vn>n,VteR Ve 33| |o=(t — vhy) —o=(t))] <€,

et

N

3 2
<e K*(v)dv.

® K2(0)02(t — vhy)dv — o2(1)

_1 _
2

sup K2 (v)dv

te[0,P]

1 1
2 2

Ainsi nous avons

1
lim sup |nhnvar(fo(t)o?(t) | K2(v)dv| = 0. (5.12)
n=00 4e(0,P) -1
D’ou
. 2 3
lim sup |nhnE “ Fult) — f(t)‘ ] —o2(t) | K%(v)dv| = 0.
=90 teo,P) -1
| ]

Nous pouvons affiner les résultats précédents en réduisant ’hypothese sur
la fonction f(-) que nous supposerons appartenir & une classe de Holder.
Pour ceci et suivant [46] nous rappelons d’abord les définitions suivantes (voir
Chapitre 1 section 1.2 de [46] ou de [47]) :

Définition 4 (Définition 1.2 de [46]) Soit I un intervalle de R et soient >
0. La classe de Holder HP sur T est définie comme Uensemble de toutes les
fonctions f: I — R telles que la dérivée fU, 1:=|B], existe et vérifie

SL‘x—x’!B_l Vo, o' €1

FO() — O’

ot |B] désigne le plus grand entier qui est strictement plus petit que le réel (3
et L est une constante positive.

Définition 5 (Définition 1.3 de [46]) Soit | > 0 un entier. Le noyau K : R —

R est dit un noyau d’ordre | si les fonctions s — s7K(s), j = 0,1--- 1, sont
intégrables et vérifient

/K(s)ds:l, /st(s)dsz(), j=1, ---,L
R R

Le résultat suivant généralise la Proposition 10. En effet, nous retrouvons cette
proposition avec § = 2; c’est-a-dire f(-) est deux fois continiment dérivable.

75

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



CHAPITRE 5. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DU DRIFT D’UN MODELE DE
TYPE signal plus bruit

Proposition 11 Supposons que f(-) est un élément de la classe de Hélder HP
sur R, pour B > 1, o(-) est continue et que f(-) et o(-) sont périodiques de
meéme période P. Supposons de plus que fn(t) est construit a partir d’un noyau
d’ordre [. Alors nous avons

limsup h,? sup |Un(t) — f(t)] < co.
n—00 te(0,P]

o1
En particulier pour hy, = o(n™ 2+1) nous obtenons

lim \/nh, sup |U,(t)— f(t)| =0.

=0 te[0,P]
Preuve
Nous avons pour tout z € R, v € R, h,, > 0 :

(—vhy,)!
(-1

Or le noyau K(-) est d’ordre [, et d’apres ’expression (5.4) nous obtenons

F(t —vhy) = f(t) — vhnf'(t) + - + /01(1 — ) O — rohy,)dr.

ULt) = £ [ K@)dv— ho (1) / ? oK (v)dv

1
2

7 (—vh,)!
+/; (=1

Ft) + /;1 ((lihf))!lK(v) </01(1 — )LD - thn)d7> dv.

1
2

K(v) (/1(1 — ) O — thn)d7'> dv

0

Un(t) — (1) = /_ : (_”h”)_lK(v) < /0 "y 0 thn)d7> .
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Le fait que f(-) est un élément de la classe de Holder H? et 0 < v < 1, nous
donne

1FO & — 7ohy) — fO@)] < Livh, |~ < Livh, |,

ou L est une constante positive. Donc nous avons

1 v nl 1 - -
)= 0 < [ s ([ sl - o) ) ao

1 :
= (l—Ll)'/O (1—T)l_1d’7'/_ \vhn\B|K(v)|dv

1
2

= Chf
ou
L [3
C- l'/l )P K (v)]dv.
)
Ainsi R
Biais(fn(t)) = O(h2).
Donc

limsup h,? sup |Un(t) — f(t)] < oo.
n—00 t€(0,P]
_ 1 28 B _
En particulier si h,, = n 2+ alors nh, = n2+1, donc v/nh, = n2f+l = hnﬁ.

Par conséquent,

lim +/nh, sup |U,(t)— f(t)]=0.

n—oo t€[0,P]
|
De la méme maniére nous pouvons aussi généraliser le Corollaire 6 pour tout

p=>1

Corollaire 7 Sous les mémes conditions de la Proposition 11 et avec h, =

1
o(n” 28+1) nous avons

=0,

lim sup
=90 telo,P)

nhaE [ Falt) — f(t)ﬂ —o2(1) / 2 K2(v)dv

et nous obtenons la méme vitesse de convergence de l’erreur quadratique moyenne

intégrée
Tim nhy /OPE [ Falt) - f(t)ﬂ dt = </OP02(75) dt) ( 22 K2(v) dv) .

En particulier nous pouvons prendre h,, = n

- 1
¢ avec a > BT De plus, de

1
méme que la Remarque 3, si h, =n 2+1 nous avons,

fn

(0~ 0] ] <.

28
limsup sup n2ﬁ+1E[
n—oo  tc[0,P]

7
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Signalons que cette vitesse de convergence coincide avec celle donnée par
Ibragimov et Khas'minskii (Théoreme 4.1, Chapitre VII, section 4 de [26]), voir
aussi (Corollaire 2.4, Chapitre 2, section 6 de [46]). De plus nous avons obtenu
la convergence uniforme sur tout I'intervalle [0, P].

5.3.3 Normalité asymptotique

Théoreme 13 Sous les hypothéses du Théoréme 11, ’estimateur normalisé

défini par fn(t) := /nhy, <fn(t) - f(t)> est Gaussien

E(fn(t))=N< Rl (Un(t) = £(). iK%s)o?(t—shn)ds). (513)

De plus, si f(-) est deux fois continiment dérivable et h, = o(nfé), fn(t) est
asymptotiquement normal centré

nlggO L(fn(t)) —N(O,a2(t) : K2(s)ds>. (5.14)

1
2

Preuve D’apres les définitions données respectivement en (5.2) et (5.3), U,(t)
et V,,(t) vérifient
fn(t) - f(t) = Un(t) - f(t) + Vn(t)

D’oti en utilisant 1’égalité (5.8) nous trouvons facilement (5.13). Pour I’équation
(5.14), d’une part grace a la relation (5.6)

lim \/nh, sup |U,(t)— f(t)| =0.

oo te[0,P)

D’autre part, d’apres (5.12)

n—oo

lim var (an(t)) = o%(t) /é1 K?(s)ds.

Ce qui termine la démonstration du théoreme. m
De méme nous avons

Corollaire 8 En plus des conditions du Théoréme 11, supposons que f(-) est

1
un élément de la classe de Holder HP sur R, pour B > 1 et h,, = o(n 25+1),
Ainsi nous avons

lim £ (\/7% (fn(t) - f(t))) :J\/<0,02(t) : Kz(s)ds>.

n—00 1
2

Jun
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En outre, nous avons également la normalité asymptotique vectorielle finie-
dimensionnelle. Nous allons établir ce résultat dans le théoreme suivant.

Théoreme 14 Sous les hypothéses du Corollaire 8, pour tout k > 1 et pour
tout 0 <ty < -+ <ty < P, le vecteur aléatoire (fn(t1),..., fu(tr)) est asymp-
totiquement normal

i £ (fu(tr)s- - Fult) = Ni (0,,..0) on o

n—oo

ot Ny (0, Yt,...t,) est la loi normale de dimension k et de moyenne nulle et de
matrice de variance donnée par Xy, 4, = f_ll K?(s)dsxdiag (¢(t1), ..., 9%(tx))-

Preuve Soit k> 1et 0 <t; <--- <t < P, fixés. En utilisant la méthode de
Cramer, il suffit de démontrer pour tous aq,...,a; € R que Zle a; fn(t;) est
asymptotiquement normal quand n — oo. Avec les notations précédentes nous
avons

k k k
Zaifn(ti) =V nhy, Zai (Un(tz) - f(tz)) + v nhy, Z aiVn(ti) (5'15)
=1 =1 =1

D’apres la Proposition 10, le premier terme de cette égalité est non-aléatoire et
converge vers 0. Le deuxiéme terme est égal a v/nh, Zle a;Vy(t;), c’est donc
une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et de variance donnée par
I’expression suivante

k k k
nhyvar [Z a;Vp(t;) | = nhy, Z Z iy @iy cov [Vi(ti,), Vi (ti,)]
i=1

i1=1142=1

ou
1 P ti, — S ti, — 8
nti nti = 75 K = K s 2 ds.
cov Vit Valta)] = o [ 8 (97 ) i (2270 ) o) s

Pour i = i1 = i9, nous avons vu et toujours dans la Proposition 10 que

. S N 2 2 : 2
lim nhyvar [V, (t;)] = lim — K*(v)g“(t; — hpv) dv = g°(t;) K*(v).

n—00 n—00 hn _

=

1
2 2

Pour i1 < ig, t;, < t;,, ainsi h, < t;, —t;, pour n suffisamment grand. Puisque

le support du noyau K (-) est contenu dans [—%, %], nous obtenons
lim nhy,cov [Vi(ti,), Va(ti,)] = 0.
n—oo

Ce qui acheve la démonstration du théoreme. m

Remarque 4 Comme conséquence du Théoreéme 14, nous remarquons que
pour 0 <t < --- < t, < P, les estimateurs normalisés f,,(t1), ... f(tx) sont
asymptotiquement indépendants. Ainsi nous n’avons aucun espoir d’avoir la
convergence en distribution dans C[0, P] pour I'estimateur normalisé¢ f(-) =

{f),t €0, P]}.
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5.4 Consistance forte

Pour démontrer la convergence presque sire de l'estimateur f,,(¢) vers f(t)
nous avons besoin de considérer des noyaux particuliers. Pour simplifier le calcul
nous restreignons notre attention au noyau triangulaire.

Théoréme 15 Supposons que K(u) = 2(1 — 2|ul), pour v € [-1/2,1/2] et
K(u) =0 ailleurs. Alors pour tout t nous avons

lim fo(t)=f(t) P —ps.

Preuve Nous avons démontré que U, (t) qui est non-aléatoire et converge vers
f(t). Pour démontrer la convergence P-p.s, il nous reste a démontrer la conver-
gence P-p.s de V,,(t) vers 0.

Pour ceci nous allons utiliser le lemme de Borel Cantelli

e ¢}
{Ve > O,ZP(|Vn(t)| >e€) < oo} = li_>m Va(t) =0 P —ps.

n=1
Dans un premier temps majorons P (|V;,(¢)| > €). D’apres l'inégalité de Bie-
naymé Tchebychev nous avons :

var(Vn(t))‘

PVa)] > ) < 53

D’apres 'expression (5.12), nous obtenons
+00 1 ~+00
D P(Valt)l 20 < 5y var[Va(b)))
n=1 € n=1

3 =
= () [ K*(v)dv )

nhpe?’
n=1

N|=

qui est une somme divergente. Pour surmonter cette difficulté nous allons suivre
la méthode classique qui consiste a étudier la convergence d’une sous suite puis
nous en déduire la convergence de la suite initiale.

Prenons n; := 4%, hy,, = n; “, a et b choisis tels que b(1 —a) > 1. Donc

“+oo

1

=1

< oQ.

ng

Lemme 3 Sous les conditions ci-dessus sur n; et hy, ainsi que la continuité et
la périodicité de f(-) et de o(-), la suite (Vy,(t)); converge P—p.s vers 0 lorsque
1 tend vers linfini pour tout t.
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Preuve D’apres (5.12) nous avons

+oo oo
var(Vn, (¢
S P(Va ()] 2 ) < Z<€2<>>
=1 P
% +oo
= o) [ Kv)dv) ] S <00, (5.16)
-3 i—1 ey

ce qui implique la convergence presque sire de V,,, (t) vers 0 lorsque 7 tend vers
Iinfini. m
Pour montrer la convergence de V,,(t) nous employons le résultat suivant

Si

lim V,,(t) =0 et lim  sup |Vi(t) — Vi, (t)| =0 P—ps

1—r 00 1— 00 ne[m;m+1]
alors

lim V,(¢) =0 P —ps.

n—oo

Il nous reste donc a prouver que

lim sup |Vo(t) — Vo, (t)| =0 P —ps.

100 ne[ni,ni+1]
Nous le démontrons dans le lemme suivant

Lemme 4 Avec les notations précédentes nous avons

lim  sup [V (t) — Vi, (t)| =0 P —p.s.

1200 neng,niy1]

Preuve Nous évaluons d’abord la différence entre V,,(¢) et Vi, (t)

n; P nP
_ > Kp,, (t —s)o(s)dWs + ! Ky, (t— s)o(s)dWs
0
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Ainsi

sup  |Vi(t) — Vi )l

nEmg,nit1)

1 1 n; P
< sup |——— Ky, (t—s)o(s)dWs
ne[ni,nprl] n n; 0
1 nP
+ sup — Kp, (t —u)o(s)dWs
ne[ni,ni+1} n n; P

+  sup

n€ng,nipa] |7

=V 0+ V20 + v,

ou Vi(l)(t), Vi@) (t) et ‘/;(3) (t) sont les trois termes de cette décomposition. Nous
allons établir la convergence de chacun des trois termes. Pour simplifier la
présentation des calculs notons les successivement V;(l), 1/;(2) et Vi(g).

1. Terme Vl-(l).

v = sup

K2
ne[ni,ni+1] n

Ky, (t — s)o(s)dW;

0

IN

Khn (t—s)o(s)dWs

- / K, (t = 5)o(s)

= 2V, (t)

alors d’apres (5.16), Vi(l) converge P — p.s vers 0 lorsque 7 — oo.

2. Terme 1/;(2).
Nous utilisons & nouveau le lemme de Borel Cantelli. Soit € > 0, montrons que

+o00o
@ |
; P (VZ > e) < o0

D’apres 'inégalité de Markov nous avons

P (Vl@) > e) Ly [1/;(2)}

IN

nP

1 1
= SE sup  |— Kp, (t —s)dW;
€ n€ng,ni1] | Jn; P !

< " Kot - u)qu)

n; P

2)
9
Comme

nE[ni,ni+1}
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est martingale en n € [n;, n;41] pour chaque i, I'inégalité de Doob nous donne

)

nP

Ky, (t — s)o(s)dW

E(V;?) = E< sup

nE[ni,ni_H} nh‘n n; P

1 n,-.;,_lP 2
< 4|t / K, (t — u)o(s)dIV,s
i Jn;P ‘
4 ni+1P
< 2/ K,%n_(t—5)02(5)ds7
n’z n; P ¢

qui est donc le terme général d’une série convergente. Donc V;(Q) converge vers
0 P — p.s lorsque ¢ — oo.
3. Enfin pour le terme Vi(g).

1

(3)
V¥ = 5 —_—
g sup i

nG[ni,n,‘+1]

nP
[ e =9 - K (e~ o),

Dans ce qui suit nous allons considérer que le noyau K (-) est le noyau triangu-
laire de support [—%, %],
11
K(u) =2(1-2[ul), uwe|-5,5],

et pour simplifier le calcul nous pouvons supposer sans perte de généralité que
P=1.
Donc nous obtenons

1 n
v® = sup  — / (K, (t—s) — Kp (t—5))o(s)dW,
n€ni,nis1] " 1J0 !
= sup —_— — ols
nE[ni,ni_,_l] nhn k—0 t—h% hn h‘nz s

< sup e an Tm 4 - | s| o (s)dWy

TLE[TLZ',TLZ'+1]

1 l t_%n t—s (k)
+ sup mz s K T o(s)dWy

nE[ni,ni+ﬂ

+ 1§/t+ 2iK t=s (s)dw k)
LY Y ey Ty ) TS

ne[ni,’ni+ﬂ

= A+ AP+ AP, (5.17)
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ou AZ(-I), AZ@) et A§3) sont les trois termes définis de fagon évidente.
Dans le Lemme 7 en annexe nous prouvons que pour chaque i, ((Mzgk) ))o<p<nisi—ni

est une martingale par rapport a la filtration (g}f’) définie en (7.1) ou

. [T (k)
M} ;:/t 4t — slo(s) AW,

—¥p

N hng - - .

ol pp := —H=L. De méme nous démontrons dans le Lemme 8 en annexe que
k1 k2 PP . .

(M7(L ’ ))n et (Mé ’ ))n définies ci-dessous sont des martingales respectivement

par rapport aux filtrations définies en (7.2) et (7.3),

thn s
MT(Lk,l) = 2 K t—s O'(S) dWS(k)y Mr(zkg) = ’ K t=s O'(S) dWS(k),
t— i hn, b+ fins

a) Terme Al(-l). Nous 3é111)0ns prouver que » .o, P[Agl) > €] < oo. Pour cela

nous devons majorer P[A;”” > €]. Nous savons que Agl) > 0 P— presque
stirement et I'inégalité de Markov donne

P [AQ) > e} < M
v €

)

8

Comme nous n’avons pas pu obtenir directement la convergence de Y .o E[A;
nous allons utiliser I'inégalité de Bienayme Tchebychev et établir que

1
Yoo, var (Al( )> < 00.
Nous démontrons dans le Lemme 9 en annexe que l'espérance de A
converge vers 0 lorsque ¢ tend vers I'infini. Donc pour ¢ suffisamment grand

)

i

1 1 )

E [A‘U} < % dot  e—FE [A(.”} >

DO ™

et
P(Agl) Se) = P (Az(l) _E [Agl)} >e—FE [A§1)D
[40]]>-n[47))

IA
o
—~
=

!
&

Var(AZ(l))

REI)

4var(A§1))

— 62 9

(5.18)

la deuxiéme inégalité est due a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour ter-
(1)

miner majorons la variance de A; . Posons
1 1 1
G = - )
nihniﬂ hm+1 hni
84
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TLi_‘_l—l _
V&I‘(AED) < 4¢? Z var sup{‘Mlgk)‘ 0<p<mi— nZH
k=0 )
TLH_l—l _
2 (k)
< g Z var _M(ni*ni—l)]
k=0
?’Ll_‘_l—l i t+ h’;i
= 4¢? Z var / o At = slo(s) dw k)
k=0 NEEE
Wniahy | 1 1P o)
3n12 h%H gy hay oo

La premiere inégalité est due au fait que les processus {Wg,(k), se-1/2,1/ 2]} ke

N sont indépendants, et la seconde inégalité est une conséquence de 'inégalité
de Doob pour les martingales. De plus nous avons

o h3 11 12 . b+2ab
22+12 n; o _ (Z ‘|‘ ) X Z-abfb72 % (a2b2 + 0(1)) )
n; hm+1 Py 7

Par conséquent

var(AV) < i 5 (0262 4+ 0(1)) |62 oo

Ceci est le terme général d’'une série convergente car ab — b — 2 < —2. Donc

d’apres (5.18)
ZP [Agl) > e} < 00.
i=1

(1

D’oti la convergence presque siire du terme A; "~ vers 0 lorsque 7 tend vers oo.

b) Terme AZ@). Soit € > 0, montrons que

+oo
ZP(AEQ) > €) < 00.
=1

Or AZ(.Q) > ( presque stirement et

n—1 ,t_hn 2
2) . 1 2 t—s k 2
P[A;” >¢ = P ( sup kgo/ - K< e ) o(s) dw! )> > €

n€lnimir1] Win t——

1 malt ety t—s
———E sup / K < ) o(s) dw k)
62nz2h7211'+1 ne[ni;nprl] k‘Z:O t— h;i hnl 5
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d’apres I'inégalité de Markov. Comme pour chaque ¢

hn

MY = / K (th_ S) o(s) dw k)
t——t n;

est martingale en n € [n;, n;11] (voir le Lemme 8 en annexe), nous avons

nit1—l - = t—s 2
) _
PAY >d < 2h2 2. B [ K(h )a(s)dWS"“)
N4l t——t+ g
hn, 2
— i1

Mit1 22 (=8 o

e[ [ (1)

enzh2 .| - ni hn,

h
Ni4+1 2 t—s
= 217+ K? o?(s) ds.
e2n;h? o ,
Ni+1 P} n;
b

t—s —a

Posons u = 7=, et rappelons que n; := 1",
7

b(1 —a) > 1 donc nous avons

h”i
@ mﬂucﬂuoo I (t—s
P[AY) > ¢ < L% K 5— ) ds

2 2 hn,;
hn7,+1 ng

hn,;
nisihnllo?se (55
= 162 ;“hQ > " K?(u) du

g1 o 7.:-11
1
nisihu |l [}
< W ) K2(u) du (5.19)
i+1 )
C(Z 4 1)b+2ab
- 242b+ab
~ ¢ L\ b+2ab
¥ e (1+ Z,) (5.20)
ob+2ab .
m- (5.21)
L’inégalité (5.19) vient 1du fait que 0 < hp,,, < hy, et que K?(-) est une fonction
positive, ¢ := ||0?||o [ 2, K*(u)du. Comme b(1 — a) > 1 alors
2
1=00

1=00 5b4-2ab
(2) < 2 &
- P[AZ > 6] — l:1 €2Z.b(17a)’

.
Il

2)

est une somme convergente. D’ou la convergence de A;

¢) Terme Agg). Soit € > 0, montrons que

“+o0o
ZP(AZ(.?’) > €) < oo.
i=1
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Or
3 1 n—1 t+ h;z t s 2 -
P[Al( ) > e/, = P sup Z/ K( ) U(S)dWS(k) S 2
neniniga] | Mhn o Jt+i b, |
1 ol e t—s (k) |
———F sup / K( ) o(s)dW,
62n22h%¢+1 nEmn;,nit1] ];) t+0n I,

d’apres l'inégalité de Markov. Comme
ha

t+ )
M = / K (
t+hn

est une martingale en n alors nous avons

0

t—s
I,

) o(s)d

w (k)

s

2
ni+1—1 t i
1 2 t—s
PAP > < —— S B K o (s)dW*)
g €e2n2h2 PGS Ao,
Ui+l =0 2 i
o ?
g 2 t—s
S 3 2Z+21 / hn, K( > U(S)dWs(k)
enihp, tp—otL ha,
2 14 L
< Ninlle Hoo/ . (t—8> ds
B 6277’22 h‘7211+1 t+7hn;+l hnz
Nous faisons & nouveau le changement de variable précédent en posant u = Zs
Nous avons donc
hin
Nig1hn,||0? " D,
PAY > ¢ < ST e ;‘hHQ l / K2 (u) du
1
Nis1hn, ||0? 2
e ’;"2 oo K%(u) du (5.22)
enzhy, | -1
2b+2abc
2;b(1—a)"

L’inégalité (5.22) vient également du fait que 0 < h

une fonction positive. Ainsi,

1zo:oP[A§3) . E] - lio 2b+2a

=1

A®)

N N
d’otut la convergence presque siire de A;

(

convergence P — p.s vers 0 de A;

€24b(1—

< hp, et que K2(+) est

Mi+1

be
a)

< 090,

vers 0. Donc nous avons pu établir la
1),Ai2) et A§3). Or

0< VZ(3) < A51)+A§2)+Al(-3),
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®3)

Par conséquent nous avons la convergence P —p.s de V"’ vers 0. Et nous avons

obtenu précédemment la convergence P — p.s de Vi(l) et Vi(2) vers 0. Comme

sup  [Va(t) = Vi ()] < V4V 4y

ne [ni,n¢+1]

et Vp,,(t) converge P — p.s vers 0 alors V,,(¢) converge P — p.s vers 0. Ainsi, le
Lemme 4 est prouvé. m

Comme f,,(t) = Uy (t)+ Vy(t) nous venons de voir que Vj,(t) converge P —p.s
vers 0, et nous avons déja vu dans le Théoreme 10 que U, (t) qui est non-aléatoire
converge vers f(t), alors f,(t) converge P — p.s vers f(¢). m

5.5 Simulation

Rappelons que dans le cas d’une observation continue du processus {(;} sur
I'intervalle [0, nP], 'estimateur f,(t) est donné par

1 nP
_1 / Ko (t — 8)dCs,
n Jo

et dans le cas d’'une observation continue du processus {{;} cet estimateur est
donné ainsi :
d&s
K, (t
-3 -

Nous allons illustrer ces estimateurs en simulant les deux processus {(;}
et {&} par la méthode d’Euler et nous considérons désormais les parametres
suivants

P=1, T =nP =1000, h, =1072 § = 1073,

ou P est la période, T est la taille de ’observation, h,, est la fenétre de 1’esti-
mateur et J est le pas de discrétisation.

1) Traitons d’abord le modele
dct = s1n(27rt)dt + th

Comme la fonction sin(27t) est impaire et périodique de période 1, il suffit de
Iétudier sur [0,0.5].

Dans la Figure 5.1 nous représentons des boites-a-moustaches pour 'estima-
tion de la fonction f(¢). Ces boites-a-moustaches sont construites a partir de
10 répétitions du processus.

Nous constatons que la courbe de sin(27t) passe a proximité de la médiane
pour la plupart des 11 valeurs de ¢, t = 0, 0.05,... 0.5. Cependant nous avons
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5.5. Simulation

quelques dégradations pour certaines valeurs de ¢. Par exemple, pour ¢ = 0.25
I'étendue est relativement élevée, il vaut 0.35. Ceci pourrait étre due a la va-
riance 02(+) qui vaut ici 1. Nous pouvons améliorer ces résultats en réduisant
la valeur de o(-), prenons o(t) = 0.1

1.0

Estimation de f
0.5

0 005 01 015 02 0325 03 035 04 045 05

FIGURE 5.1 — d(; = sin(2nt)dt + dW.

Dans la Figure 5.2, nous pouvons voir que les boites-a-moustaches sont plus
petites et nous avons moins de variabilité puisque le coeflicient de diffusion est
petit.

1.0

05
1

Estimation de f

0.0
1

0O 005 01 015 02 0325 03 035 04 045 05

t

FIGURE 5.2 — d(; = sin(2nt)dt + 0.1dW;.
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Nous représentons dans la Figure 5.3 la courbe de la fonction sin(27t) ainsi
que celle des valeurs centrales : la médiane et la moyenne. Ces simulations sont
issues du modeéle d; = sin(2nt)dt + 0.1dW;. Nous remarquons que les trois
courbes coincident & peu preés.

Estiamation de f{t)

1.0

| — Moyennes de fit)
- Médianes de f{t)
— sin(2pit)

FIGURE 5.3 — d(; = sin(2nt)dt + 0.1dW;.

2 ) Nous illustrons maintenant ’estimateur modélisé a partir du processus
géométrique linéaire &; et nous considérons le modele suivant

d(f; = COS(Q?Tt}(f;dt + &th.

Comme pour le cas précédent et vu la périodicité et la parité de la fonction
cos(2nt), nous la représentons sur [0,0.5].
La Figure 5.4 nous montre que la courbe de la fonction cos(2nt) passe & proxi-
mité des médianes des points £ = 0, 0.05,... 0.5. De plus, pour chaque t les
valeurs de f, (t) sont proches de celle cos(27t).
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5.5. Simulation

Estimation de fit)

- Boite & moustaches|
w4 ---- cos

00 o5 1.0

-1.0 =05
1

=15

FIGURE 5.4 — d&; = cos(2nt)&dt + EdWs.

Dans la figure ci-dessous nous tracons les courbes correspondant aux moyennes
et médianes des 10 valeurs de f,,(t) ainsi que 4 la courbe de la fonction cos(2nt).
Nous pouvons constater quelques légéres dégradations, néanmoins les trois
courbes ont la méme allure.

Estimation de f{t)

1.0

- g\ — Moyennes de fit)|
o Médianes de fit)
— cos(2'pi't)

a5

0.0
1

=05

=1.0

0.0

FIGURE 5.5 — d&; = cos(2nt)&dt + EdWs.
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Chapitre 6

Estimation non-paramétrique
du drift d’un modele de type
Ornstein- Uhlenbeck

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous supposons que nous observons une trajectoire conti-
nue sur [0,nP] d’un processus solution de I’équation différentielle stochastique
de type Langevin donnée par

de, = f(t)&dt + dWr, (6.1)

ou {W;} est un mouvement Brownien indépendant de &y. Le but de ce cha-
pitre est d’étudier par la méthode du noyau l’estimateur de la fonction f(-) en
supposant qu’elle est continue et périodique de période P > 0.

Avant ceci, nous rappelons qu'une équation de type (6.1) admet la solution

suivante .
& = ') <§0 +/ €_F(u)qu> ;
0

ou
t t

F(t) :—/ f(v)dv. Posons aussi, G(t) :—/ e Wy et H2(t) := 2FOG(1).
0 0

Un tel processus sera appelé un processus d’Ornstein-Uhlenbeck périodique
(OU-P).
Comme dans le chapitre 2 et suivant [24], posons

Xn = {fnp+t:t€[07p]}7 n € N.

Ainsi (X,,),, est une suite de Markov homogene dont I'espace d’états est C[0, P].
De plus, le comportement de la suite (X,,),, differe selon le signe de F(P), la
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valeur de l'intégrale de f(-) sur une période P. D’ou les trois différents cas qui
apparaissent dans le comportement asymptotique de I'estimateur a noyau défini
en (6.2).
Si F(P) < 0, la suite (X,,),, est positive récurrente au sens de Harris. et la suite
(&np+t)n est positive récurrente pour chaque .
Si F(P) = 0, la suite (X,,), a un comportement de type récurrent nul, en
particulier la suite (§,p4t)n est récurrente nulle pour chaque ¢.
Si F(P) > 0, la suite (X,,),, est transiente. (Voir section 2 de [9] pour plus de
détail).

Par ailleurs, ces différents comportements selon le signe de F'(P) entrainent
différentes vitesses de convergences de I'estimateur fn(t) étudié.

Dans ce travail nous supposons que & = 0 donc pour tout ¢ > 0,
L&) = N (0, H(1)).
Pour estimer f(-) nous proposons 'estimateur & noyau suivant

R 1 nP d ”
Fult) = [ K= 01 (62)

ol €, > 0. La présence de l'indicatrice 1j¢ |>c,) se justifie par le fait que &,
peut appartenir a tout voisinage de 0 avec une probabilité non nulle. Nous
allons démontrer que cet estimateur est asymptotiquement sans biais et qu’il
converge en moyenne quadratique. Pour cela décomposons cet estimateur de la
fagon suivante

nP nP
i) = o [ K== [ K = 01 e

1 [P dW,
+ n/o Khn(t — U)1{|£u|>€n}£T
= fn(t) - Un(t) + Vn(t)7 (63)
ou
)= 2 [ i e
n(t) =~ ; o u) f(u)du,
1 nP
Un(t) = n/o Khn(t - u)l{‘gu‘gen}f(u)du
et
1 me dWy,
Va(t) == n/o Ky, (t — u)l{‘guben}f—u.

94

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



6.2. Propriétés de ’estimateur

6.2 Propriétés de 'estimateur

6.2.1 Le biais de ’estimateur

Calculons d’abord l'espérance de f,(t).
E[fa®)] = falt) = ElUL(1)] + ElV(0)
= fu(t) = E[Un(1)].

la deuxieme égalité est due aux propriétés du mouvement Brownien centré
{Wy,u > 0}. Ainsi f,(t) est un estimateur biaisé, néanmoins il est asymptoti-
quement sans biais.

Théoréme 16 Supposons que f(-) est continue et périodique, & = 0 et que €,
vérifie

o(1), st F(P)<0
€n = o(v/n), si F(P)=0 (6.4)
o(n), si F(P) > 0.

Alors f(t) est un estimateur asymptotiquement sans biais de f(t) uniformément
ent € [0, P].

Preuve Le changement de variable u = s — kP, et la périodicité de f(-) et de
K(-) nous donnent

B[f0)] = / K (t - u) f(u)du — B E /OnPKhn(t—u)1{|gu|<€n}f(u)du
- n,;o /O Ko (¢ — ) f(w)du

_E [ / Khn t— U)1|£ +kp\<6n ]

P 1n—1
- / Ko, (t — ) f (u)du — / K (t — u)f fZE Lo, ipi<en] du
0 0

3
o

3\’*
L

P
= / Ky, (t — du—/ K, (t —u)f(u) P[[§u+kp\ < €,] du.
0 k=0

Nous avons établi dans le Théoreme 10 du chapitre 5 que

lim sup
N0 ¢e(0,P]

/ Kn, (t—u)f(u )duf(t)‘zo.
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Il reste a prouver que

P n—1
nh_)nolo E[U,(t)] = nh_)ngo ; Ky, (t —u)f(u) (:L Z Pll€usrp| < en]> du = 0.
k=0

Pour ceci, majorons d’abord la somme

n—1

- ZP [|€urip| < €n) pour tout u € [0, P].
k=0

Nous savons que

n—1 n—1
ZP [|£u+kP| < en] = P [|£u| < €n] + ZP [|£u+kP| < en]
k=0 k=1
n—1
< 14 ) Plluskr| < enl.
k=1

Grace au Lemme 10 en annexe
De plus, d’apres le Lemme 11 en annexe,

O(1), siF(P)<0
Hu+kP)=< OKkY?), s FP)=0

O (e7kEEP)) i F(P) > 0.

Ainsi en utilisant le fait que

E{fkr]/2<i2wf ¢ E{f kP _ rpy Lo e OO
>~ n e e =€ ]_—e_F(P) >~ BF(P)—].’
k=1 k=1
nous déduisons que
n—1
1
n ZP [[§urkp| < €n] < an, (6.5)
k=0

ou

%+0@@ si F(P) < 0

1
an = +(’)<

€n

NG

- ) si F(P) =0 (6.6)

l+@<@> siF(P) > 0.

n n
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Donc d’apres la condition sur €,,

1 .
11151010 - kz Plléurrr| < €] =0 uniformément en u.
=0

Par conséquent,

P n—1
1
lim / K, (t —u)f(u)— E Pléusrr| < €]du=0 uniformément en t.

Donc E { fn (t)] converge uniformément en t vers f(¢) lorsque n tend vers l'in-
fini. m

6.2.2 Vitesse de convergence du biais

Proposition 12 Sous les hypothéses du Théoréme 16, l'espérance de fn(t)

converge vers f(t). Si de plus f(-) est un élément de la classe de Holder HP
nous avons

lim sup vy, 3 sup ’E [fn(t)} - f(t)’ < 00,

n—00 te(0,P]

o

Vng = min{h;,
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Preuve

£ [f0] = 0] < | [ Rt s s

P 1n71
| Bt 000 P ] < ol

— |/_2 K (u) f(t — uhy)du — f(t)

P
_|_

n—1
Ky (0 = ) () S P [uip] < ] d
k=0

0

< |/2 K(u)f(t—uhn)du— | K(u)f(t)du

-1
2

: K(u)f(t —uhy)apdu

La premiére égalité est due a ’équation (5.4) et a,, est le terme défini en (6.6).
D’apres la Proposition 11 dans le chapitre précédent (chapitre 5), lorsque f(+)
est un élément de classe de Holder HP, nous avons

[B[£0)] = £8)] < O+ anl 10 < €' (B + ).

ou

1
o
€= [ i), O = Cmax, 1))

1
2

Donc nous avons bien

limsup vy, 3 sup ‘E [fn(t)} - f(t)’ < 00.
n—00 t€[0,P]

Exemples : Si 5 = %

_1 _ .
, €, =n"1 et h, =n"! la vitesse de convergence du
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biais est donnée par

. 3 1 1 .

mln{n2,n, n4}:n4 si F(P)<0
. 3 3 3 .

Tng = mln{n2, n, n4} =n1 si F(P)=0
. 3 5 :

mln{n2,n, n4}:n si F(P) > 0.

Si B = 2, c’est-a~dire f(-) est deux fois continiment dérivable, e, = h,, =

1
n~ 1, cette vitesse devient,
. 1 1 1 .
mln{n2,n, n4}:n4 si F(P)<0

. 1 3 1 .
Tn2 = min {n2, n, n4} =n2 si F(P)=0

1 5 1
min {ni, n, nZ} =n2 si F(P) > 0.

6.3 Convergence en moyenne quadratique

Théoréme 17 Supposons que f(-) est continue et périodique, €, satisfait la
condition (6.4), a, est donnée par la relation (6.6) et ne2h, — co quand n —
oco. Alors l'estimateur fn(t) converge en moyenne quadratique vers f(t). De
plus, nous avons la convergence uniforme en t € [0, P]

lim sup E{
=00 te(0,P)

A 2
)= 10| =

Preuve Nous avons

)
= (B [/ - 10)]) "+ var (ut0)

= (B[fatt) — #0)])” + var (fa(t) + Un(t) + V)

= (B [7a(t) — 1] )"+ var (Ua(0)) + var (Vi (1) + 2c0v (Un (1), Va 1)
< (B [7at) ~ £0)])” + var (Ua(0)) + var (Vi () (6.9)

+2 (var (Un(t)) var (Vi (£)))/2,

ou les variables f,(t), U,(t), V() sont définies en (6.3). La troisieme égalité
est due au fait que et f,(t) n’est pas aléatoire.

99

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



CHAPITRE 6. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DU DRIFT D’UN MODELE DE
TYPE Ornstein-Uhlenbeck

Nous avons étudié¢ la convergence de I'espérance de f,(t) vers f(t). Nous
allons maintenant montrer la convergence vers 0 des variances de U, (t) et de

Vyo(t). Etudions d’abord la variance de U, (t)

var(Up(t))
1 nP

= var { / Ky, (t — u)l{gu|§€n}f(u)du> (6.9)

0

1 nP 1 nP

= cov </ Ky, (t— u)1{|§u‘§6n}f(u)du, o / Ky, (t — ’L))1{|§U|§en}f(v)dv>

0

nP
— n2 / Khn t - U)Kh (t - ’U)f(u)f(’l))COV (1{‘€u‘§€n}, 1{|§v|§5n}) dudv.

Majorons en premier lieu la covariance suivante

cov (L{je, <ents Llgl<en})
=B [L{je1<en) X Lul<ent] = B [Lgui<ent] ¥ B [1g,1<en]
E 1, 1<ent) = E[Lgi<ent] ¥ B [1fje,1<e0t]
=P (|€u]l <€) (1 =P (|&] <en))
(

Ainsi,
nP
var(Un(t) < — l/’ K (1 — 1)K (¢ — 0)] | F(0) F(@)|P (] < en) dudu
< /'/ K, (£ — u) K, (£ — )] | £(u) f(0)
n—1n—1
X Z ZP |€urkp| <€) dudv
=0 k=0
ScmA A|KM@MKM@w|ﬂMﬂmwwv

La derniere inégalité est due a la relation (6.5) et a, est défini en (6.6).
D’apres 'équation (5.4) du chapitre 5 précédent nous déduisons que

“ (/}

1
2

1
2
sxm&/mme%,

IN

2
var(Up(t)) | K (u)f(t— uhn)|du>

N
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6.3. Convergence en moyenne quadratique

Majorons maintenant la variance de V().

1 [P AW,
var(Vyo(t)) = var (n/o Khn(t_u)1{|§u|>€n}§ >

1 P aw,\’
= E||l—- Ky (t—u)l —_—

1 nP -
w2 K, (t = w)E [§,"1(j¢, [>e,y] du (6.10)
1 nP )
S W 0 Khn (t - u)du

La deuxieme égalité est due au fait que le mouvement Brownien est centré, et
la derniere inégalité est due au fait que

|~

& e >an] < 5 (6.11)

3N

Donc

var(V,,(t))

IN

1 nP )
n262/0' Khn(t —u)du
n

—1
. n (k+1)P
= 2/ K}%n (t —u)du

2.2
n-e
n o’ kP

1 P,
= — K7 (t —u)d
nf%hn/o hn( Wdu

1
1 1
= /2 K?(u)du.
1
—32

ne2hy,

Ainsi, nous déduisons la convergence de f,(t) vers f(t) ainsi que la convergence
vers 0 de la variance des deux parties Uy, (t) et V,,(¢) lorsque ne2h, — oo et
an — 0 quand n — oo. Ceci nous garantit la convergence en moyenne quadra-
tique de f,,(t). m

Remarque 5 A partir du calcul précédent nous déduisons les différentes vi-
tesses de convergence suivantes : le terme f,(t) converge vers f(t) avec la vitesse
ap. Cest aussi la méme vitesse de convergence vers 0 de la variance des U, (t).
Cependant, la variance de V,,(t) converge vers 0 avec la vitesse m%#hn

et h, = n~3. Donc

=

Exemple, ¢, =n~
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et

anp = n*1+0(n*g) :(’)(n*%) si F(P)=0

n 40 (n_%) —nl(1+0(1) siF(P)>0.

\

Par conséquent ¢, — 0, a, — 0 et ne2h, — oo quand n — 0.

6.4 Etude de estimateur modifié f*(t)

Dans l'inégalité (6.11), nous avons majoré E [£,%1(c,|5e,}] PAr E% Pour
mieux controler ce terme (voir les Lemmes 10 et 11) et améliorer les Vitesses
de convergence de ’estimateur fn(t), nous modifions cet estimateur en suppo-
sant que nous observons une trajectoire continue du processus {{;} sur [P, nP].
Définissons

~ 1 nP dfu
“4) = ~ [ K (t—u)l Su
1 nP 1 nP qu
= / K, (t = u) f(W)fg,[>e,) du + / K, (=), 156,y ——
n.Jp nJp Su
Donc
N 1 P d{u [k
Fu = [ Kol = 0y T+ T
nJo gu
Nous décomposons f(t) de la méme facon que f,(t) en posant
Fi6) = Fi(8) = Un(t) + Vi (t), (6.12)

ou
1 nP
frlt) = n/P K, (t =) f(u) du
1 nP
Ur(t) = /P Ko (¢ = ) f ()1, ey du
aw,

. 1 nP
Vn (t) = n/p Khn(t — u)l{‘£u|>€n}T.

Désormais ¢ désigne une constante dont la valeur peut différer d’une expression
a une autre.
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6.4.1 Biais de I’estimateur et convergence en moyenne quadra-
tique

Biais de ’estimateur

Nous démontrons dans le lemme suivant que l’estimateur f;:(t) est asymp-
totiquement sans biais.

Proposition 13 Awvec les notations précédentes et sous les conditions que n —
00, hyp = o0(1) et que

1. e, =0(1) si F(P) <0;

2. en,=o0(y/n) si F(P)=0;

3. €, =o(n) si F(P) >0,

nous avons

lim sup ‘E[A;(t)] —f(t)’:().

=90 ¢e(0,P)

Preuve Les calculs effectués ci-dessous sont semblables a ceux fait pour étudier
fn(t) & Pexception que nous n’avons plus dans les sommations en k le terme
k = 0. Nous savons que

B[f2(0)] = £2(t) — B (0] + B[V ()],
Le premier terme f(¢) est une fonction non-aléatoire et périodique,
1 n=1 . (k+1)P _1 1
() = — Z/ Ky (t —u) f(u)du = / K(W)f (t — vhy) dv.
¢ -}

n n
k=17 kP

n

Comme pour fy(t), f(t) converge uniformément par rapport a ¢t vers f(t) quand
n — oo. D’apres 'indépendance des accroissements du mouvement Brownien,
nous avons

) Lmr dW,
BVO] = o [ K= 0B [t ] =0
P gu
Il reste donc & étudier le terme E[U} ()]
1 nP
B0 = 5 [ Kult— 0 P& < o) du

P 1 n—1
= /0 K, (t —u)f(u) (n > Plléusnpl < €n]> du.
k=1

D’apres les Lemmes 10 et 11 en annexe et le fait que

P 1/2
/0 (K (t — )| ()] du < / K@)|dux sup |f(w)] <oo, (6.13)

—1/2 u€0,P]

nous pouvons faire les majorations suivantes

103

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015
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1. Si F(P) <0 alors

n—1
ZP [|€urip| <e€n] <c(n—1)e,
k=1
et
P
EU 0] < cen/o K, (t —w)||f(u)| du = O(e). (6.14)

2. Si F(P) =0 alors

n—1 n—1 . 9 1 1
SR el < ] < cenzk—zscm—l)en(l——?,)
k=1 k=1 nz " n?
2 -1
< C(n\/ﬁ)engzc\/ﬁen
et

* QCen P €n
Bl < 22 [ - wllwld=0 (5.
3. Si F(P) > 0 alors

n—1 n—1

— —kF(P) Cén
;P [€urrp| < €n] < cen;e < FP 1

et
cep €n,

,
BT € o= [ Kt =il du=0 (%)

Ceci termine la démonstration de la proposition. m

Convergence en moyenne quadratique

Comme pour l'estimateur fn(t) nous obtenons la convergence en moyenne
quadratique de f;(t)

Théoréme 18 Supposons que la fonction f(-) est périodique de période P
connue. Alors

lim sup E[
=0 ¢el0,P)

fit) - 0[] =o,

sous les hypothéses que hy, = o(1) et que
1. en, = 0(1) et nhpe, — 00 si F(P) <0;
2. €, =o0(y/n) et n2hpen — 00 i F(P)=0;
3. €n = o(n) et n®hye, — oo si F(P) > 0.
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Preuve Puisque

d

d’apres le résultat de la Proposition 13, il reste juste a montrer que

- 0[] = [e [f20] - 0

‘2 + var [ A,’;(t)] ,

lim sup var [fn( )} =0.

"0 ¢e(0,P)
Grace a la décomposition (6.12) nous avons
var [f2(0)] = var[£3(0) ~ Un(t) + V;h ()] = var [-U3 (1) + V5 (1)

= var [UZ()] + var [V ()] — 2cov [UX(t), V(2)].

1) Majoration de var[U;(t)]
n2var[U (t)]

nP P
:/ / K, (t = u)Kp, (t =) f(u) f(v) cov [1{je, |<en}> Ljev|<en}] dudv

2
< (/ ‘Khn(t —u Hf Z \/P ‘§u+kP‘ < fn] > (6.15)

car

|cov [1je,1<ents Litevi<ent] | € VP [I€u] < €] X /P [I60] < €.

D’apres la périodicité de f(-) et K}, () nous avons

P n—1 :
nvar[UZ (1) < ( / |Khn<t—u>f<u>|XZJPHsMPrgen]du)
0 k=1

D’apres les Lemmes 10 et 11 en annexe et I'inégalité (6.13) nous avons, selon
les signes de F'(P), les majorations suivantes.

1. Si F(P) < 0 alors

n—1
S VP [erirl S el < c(n—1) Ven
k=1

et

P 2
var U, (t)] < cep </0 | K, (t—w)||f(u)] du> =0 (). (6.16)
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2. Si F(P) =0 alors

PN
NI

<

Lol W~

n—1 n—1
Z\/P[|£u+k1’| Sen] SC\/aZk_ cni /e,
k=1 k=1

et
2

wrlvio) < <2 ( K (¢ — )| () )

3. Si F(P) > 0 alors

n—1 n—1
—kF(P)/2 c\en
;\/P [|§u+kP| an] SC\/akZ:le P/ < m

o (;%) . (6.17)

et

var [U7(1)] < <2 </OP K, (¢ u)||f(u)\du>2 ~0 (%) . (6.18)

. . N
2) Majoration de var[V, (t)]
D’apres 'indépendance des accroissements du mouvement Brownien, nous avons

nP
vV 0] = var | [ Kt - 06 e 7]
P

nP
= : Khn (t — U)ZE [51:21{|£u|>6n}] du (619)
n—1

P
2 —2
= /0 Kp,, (t —u) E E [§u+k‘P1{|§u+kP|>en}:| du.
k=1

Nous étudions maintenant var [V,*(¢)] selon les valeurs de F'(P).
D’apres les Lemmes 10 et 11 et le fait que

P L3,
/ Kij (t—u)du:/ K*(v) dv,
0 " hn, 1

nous déduisons les estimations suivantes.

1. Si F(P) < 0 alors

n—1
_ cn
k=1 n

et

ney nhn€n

var[V;(t)]gc/OPKhn(tu)2du:(9< ! )
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2. Si F(P) =0 alors

S —2 ¢ _12 _ 2cy/n
Z E [£U+kp]1{‘§u+kP|>5n}:| S ? Z k S 67
k=1 " k=1 n

et

var [V (8)] = O <1> . (6.21)

n3/2h,e,

3. Si F(P) > 0 alors

n—1 n—1

—92 c —kF(P ¢
ZE [£u+kPH{\£u+kP|>€n}] S € Ze ") < en(eF(P) — 1)
k=1 k=1 "

et

var [V(1)] = O <1> .

n2h, €,
3) Majoration de cov [U;(t), V. (t)]
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz
[cov [Ups (8), Vi (D] < var [Uy (£)] x var [V, (¢)]

Ce qui acheve la démonstration du Théoreme 18. m

6.4.2 Vitesse de convergence

Comme dans le chapitre précédent en supposant que f(-) appartient a une
classe de Holder H?, 8 > 1 et que K(-) est d’ordre I, (I = | 3] désigne le plus
grand entier qui est strictement plus petit que le réel 5), nous pouvons controler
le développement de Taylor de la fonction f(-) et nous obtenons donc

fo-rolsonl o =3 [C Pl

n :7'

[

et L est une constante positive dépendant de f(-). Ceci donne une vitesse de
convergence d’ordre O(hg) pour le biais. De plus, nous avons

limsup h,,? sup |f(t) — f(t)| < oo.
Nn—00 te[0,P]

1
En particulier, pour h, = o (n 26+1 ), nous obtenons

lim 027 sup |f5(t) — f(£)] = 0.
n—00 te0,P)

107

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



CHAPITRE 6. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DU DRIFT D’UN MODELE DE
TYPE Ornstein-Uhlenbeck

De plus nous savons que

d

Fre) — f(t)ﬂ (e[fzw] - f(t))2 +E { fa®) ~E[fi0)] ﬂ

= (fi(t) = f(&) + B[UZ () + var [U; (1)) + var [V (1))
—2cov [UZ(t), V¥ ()] -

D’apres les calculs précédents effectués dans la Proposition 13 et le Théoréme 18
nous obtenons

Pour F(P) <0,

s B[ - 10| = 00i) + o) + 0t + 0 (1)
Pour F(P) =0,
s T |20~ ] =0t + 0 (n) +0( ) +0 ()

Pour F(P) <0,

fro - sl | mow+o (%) +o (%) +o (o).

n2hy,€en

sup E [
telo,P]

Dans le corollaire suivant nous cherchons & déterminer h,, et €, de maniere
a obtenir la convergence la plus rapide.

Corollaire 9 Supposons que f(-) est périodique et appartient a H®, 3 > 1.
Alors il existe une suite réelle {\, g} croissante vers oo telle que

)

. 2
limsup)\iﬁ sup E [ () —f(t)‘ } < o0
n—r00 t€[0,P]

sous les hypotheses que quand n — oo
—1 —28 B '
1. hy ~n1+H8 €, ~ nTHB et N, g :=n1+48, si F(P) <0;
—2 1-48 28 .
2. hy ~nTFB €, ~ 2040 et N, g:=n1+18, si F(P)=0;

_=3 _1 _3B .
3. hp ~nTFE €, ~ 1B et N\, g :=n1¥3B, si F(P) > 0.

Par conséquent, la plus grande vitesse de convergence correspond a F(P) > 0,
c’est-a-dire dans le cas du modele transient. Tandis que la plus petite vitesse
de convergence correspond a F(P) < 0, c’est-a-dire dans le cas du modele
périodique positif récurrent.

Preuve Pour obtenir la vitesse optimale de convergence nous devons, comme
d’habitude, trouver un compromis entre le biais et la variance de ’estimateur.
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En effet, pour minimiser I'erreur quadratique, nous avons besoin de minimiser
le biais et la variance. Cherchons donc hy,, €, et (hpe)~! qui minimisent I’erreur
quadratique.

1. Pour F(P) < 0, nous obtenons la plus grande vitesse de convergence quand
—1 —28
h2e ~ €n ~ (nhpey) ™!, ainsi hy, ~ nTH8 et ¢, ~ nTH48 quand n — oo.

2. Pour F(P) = 0, nous obtenons la plus grande vitesse de convergence quand
-2 1—-48

B2 nre, ~ (n3/2hye,) 1, ainsi hy, ~ 7595 et €, ~ n20t49 quand n — co.

3. Pour F(P) > 0 et ¢, > 1, nous obtenons la plus grande vitesse de conver-

2 _ _ .. =3 _1
gence quand hnﬁ ~n"2e2 ~ (n?hne,) 7, ainsi by, ~ nTE et €, ~ nTHF quand

n — 00.
4. Pour F(P) > 0 et €, = 1, nous obtenons la plus grande vitesse de conver-

—2
gence quand h2P ~ (n%h,)~!, ainsi h,, ~ n1+28 quand n — oo.
5. Pour F(P) > 0, ¢, < 1 et la suite {€,} est fixée, nous obtenons la plus grande

: 2 _ .. =1
vitesse de convergence quand hnﬁ ~ (n%hpe,)™1, ainsi hy, ~ (n?e,)TH28 =
-1

—2
nit28 ¢, quand n — oo.
6. Remarquons que pour F(P) > 0 et ¢, < 1 n’est pas fixé, la plus grande

26, ~ (n%hpe,) ™!, ainsi

. . . 2 _
vitesse de convergence serait atteinte lorsque hnﬁ ~n
774 72 . . .
hyp ~ ni+48 et €, ~ ni+48 quand n — oo, ce qui est en contradiction avec la
condition €, < 1.

Par conséquent nous déduisons le corollaire. m

6.4.3 Variance limite
h

— —€
, €n =1 €.

Pour simplifier le calcul, nous supposons ici que h,, = n~
Théoréme 19 Pour toute fonction f : R — R périodique de période P, il
existe une suite réelle {y,} croissante vers oo et une fonction Hy : [0, P] = R

telles que

lim sup = 0. (6.22)

2 £k 2 % 2
Jim, sup o (2] - ms0) x \/; /_21 K2(u) du
sous les conditions que
1. SiF(P)<0,0<h<1etFl <e<1—h, alors 2 :=nhpe, = n*~"¢
et Hy(-) est définie par

Hf(t) — o F() « <6_2€((]f)))—1 + G(t)) ; (6.23)

2. Si F(P) =0,0<h<2eti5h <e<3—h, alors~?2 ‘= n2hpe, =
n2=h=c et Hy¢(-) est définie par

Hy(t) = e FOG(P) 2, (6.24)
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CHAPITRE 6. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DU DRIFT D’UN MODELE DE
TYPE Ornstein-Uhlenbeck

3. SiF(P)>0,0<h<2et0<e<2—h, 2 :=nhpe, =n>"""c et

i) pour 0 < e <2 —h, H¢(-) est une série convergente définie ainsi
f
oo
= H(kP +1), (6.25)
k=1

et la convergence est uniforme par rapport a t € [0, P];

(11) pour € = 0, (€, = constant) Hy(-) est définie comme étant la somme
de la série convergente suivante

T — _
- \/;ZE (&Ll >3] - (6.26)
k=1

Remarquons que dans les cas F'(P) < 0 et F'(P) = 0, nous avons H;(P) =
H¢(0).

Preuve Rappelons que
var | £3(8)] = varlUy (1)) + vax[V; (£)] = 2cov[U (8), V()]

et que

n—1
/ K7 (t—u)H / Ki (t—u)Y H(u+kP)du. (6.27)
k=1
Nous allons étudier le comportement asymptotique de var[V,*(¢)] et choisir €,
qui rend var[U;(t)] négligeable. D’apres le Lemme 12, pour u > 0 nous avons

i 2H
'E (6 Lgut>eny] — \/2752

Ainsi grace a I'expression de n?var[V,*(t)] donnée en (6.19) nous obtenons

< H?(u).

n2var[V* (t / Kh H(u)du
fn

</ K,%n(t—u)HQ(u)du

P
P n—1

:/ K,%n(t—u)ZH2(u+kP)du
0 k=1

1) F(P) <0
Les relations (7.7), (7.8) en annexe et (6.23) impliquent que

li inf kP) = t 1 kP)—H =0.
05,y Gt kP) =co et lim sup [H(utkP) = Hylu)] =0

110

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



6.4. Etude de I'estimateur modifié f*(t)

Donc en appliquant le théoreme de convergence dominée et sachant que Hy(-)
est uniformément continue sur [0, P] nous obtenons

n—1

1
lim Sup Z\Hu+kP) Hy(u) =0

et d’apres la relation (6.27) nous obtenons facilement

/ K2, (6~ w)H(w)du— Hy(t) [ K2(0)dv] =0.

2

lim sup
n— oo te 0 P]

Comme €, = o(1), I’égalité (7.8) entraine que

lim sup ZHQu+k:P)(]1nen|+\lnH(u+kP)|+2) 0.

n=0yefo,p) M

Ainsi nous avons

lim sup
N0 4e[0,P]

nenhavar [V (1)] — Hy(t) x \/z /_ K2(v) dv| =

D’apres la majoration de Uj(t), relation (6.16)

nephy, sup var [U*(t)] = O (nhnei) .
te(0,P)

Ainsi lorsque F(P) < 0, il suffit pour avoir la convergence (6.22) pour

1_
O<h<let h<e<1—h

de prendre 'y,% = nhpe, = nthe,

2) F(P) =0

L’égalité (7.9) en annexe nous donne 0 < kG(P) < G(u + kP) pour u € [0, P]
et k> 1, donc d’apres le théoreme de convergence dominée

& [exp (M)] - 1’ -

Les relations (7.10) en annexe et (6.24) entrainent que

lim sup
=00 4e0,P)

lim sup |VEH(u+ kP) —2H(u)| = 0.
k=00 4,¢00,P]

Ainsi en utilisant le fait que

n

(1 +0(1)),

H;\ -
o
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nous déduisons a partir de 1’égalité (6.27) que

1
. I /"P 9 2,
i sup |2 [ K2 (6 w)H(u)du— H (t)/ K2(v)do| = 0.
n=ooico.p (VR p d =
De plus, et en utilisant 'approximation suivante
n—1 1
— <1+ 1In(n),
k
k=1
I’égalité (7.10) en annexe implique que
€ n—1
lim sup —= Y H?*(u+kP) =0.
n=0% ye0,P] VI kZ:l
Ainsi
1
5 b
lim sup |n%2e,hyvar [V*(t)] — H(t) x \/>/2 K%(v)dv| = 0.
" ¢elo,P) TJF

D’autre part d’apres (6.17) nous avons

n®2e,h, sup var[U*(t)] = O (nhnei) ,
te(0,P]

Par conséquent, lorsque F'(P) = 0, il suffit, pour avoir la convergence (6.22)

pour
1—h 3
<€<§—h

O<h<2et

3 3_p_
de prendre 72 :=n2h,e, = n2 h=e,

3) F(P) >0

(i) Considérons d’abord le cas €, = o(1). D’apres la définition de G(-) et H(+),
nous avons
G(P) e—kF(P)+P| flloo

and 0 < H(u+kP) <

P) < kP) < —— =+
G(P) < G(u+kP) < 1 — ¢—2F(P) G(P)

Ainsi nous déduisons que la série

S H{u t kP)E [GXP <2G(1f—8H€P))]

k=1
converge uniformément par rapport a u € [0, P]. Ceci justifie la définition (6.25)
de Hyg,(+) lorsque F(P) > 0 et grace a la relation (6.27), nous obtenons faci-
lement que

lim sup =0.

n=90 4e(0,P)

nP 1
o / K2 (t — w)H(u) du— Hyg, (1) / | K2(v)dv
P 5
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En outre, d’apres 1’égalité (7.11) en annexe et comme €, = o(1)

n—1
lim sup e, Y H*(u-+kP)=0.
=0 4e(0,P) ;

D’oti, comme h,, = o(1),

1
5 b

lim sup |n%e,hyvar [V*(t)] — H(t) x \/>/2 K?(v)dv| =
"0 ¢e(0,P) TJF

Or la majoration (6.18) nous donne

n2e,hyn sup var [U*(t)] = h,e2O (1),
te[0,P]

Ainsi pour avoir la convergence (6.22), il suffit, pour

O0<h<2et0<e<2-—h,

de prendre 7,21 .= n2hye, = n2"he,

(ii) Considérons maintenant le cas €, = C > 0. Comme L [£,] = N(0, H (u)~2),
alors L [H(u)&,] = N(0,1). Donc nous avons

Bl& e-0] = HWE|(HWE) ™ e nwe |
2H(u)e_H(“)26

= - 2H (u)? (1 — ®(H (u)e))

et
n
-2
> B[ ir L nl>e ]
k=1
converge uniformément vers la fonction continue sur [0, P] définie par u —

V2/mH¢(u). Remarquons que cette fonction dépend de € > 0. Ainsi, d’apres
Pégalité (6.19),

lim sup |n®hyvar [V (t)] — Hy(t \/7/ K%(v)dv
N0 ¢e[0,P]

par ailleurs, d’apres I'inégalité (6.15), nous avons

=0.

n?hy, sup var [U'(t)] = h,O(1).
tel0,P]

Ainsi pour avoir la convergence (6.22), il suffit, pour

e, =C>0ect0< h<?2
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de prendre 72 := n2hpe, = n>~".

En utilisant le Lemme 13 et le Théoreme 19 nous déduisons le résultat
suivant de la convergence de I'erreur quadratique.

Corollaire 10 Supposons que

1.0<h<1 etmax{l—(2ﬁ+1)h, }<e<1—hsiF(P)<0;

1n
2
2.0<h<2etmax{i—(28+ 115t} <e<d—nsiF(P)=0;

1—h
3. 0<h<2, max{Z—(Qﬁ—l—l)h,T} <e<2—hete>0si F(P)>0.

Si f(-) est une fonction périodique de période P, de classe de Hélder HP, > 1,
et le noyau K(-) est d’ordre | = |B] et e > 0. Alors

0 - sl = < 2 [ oy

uniformément par rapport a t € [0, P]

: 2
g&%E[

Preuve Nous avons étudié précédemment la variance, il reste a estimer le biais

B[fi0)] = £(t) = 20 = £(&) + E[U;(1)]

D’apres le sous section 6.4.2, nous obtenons les approximations suivantes
1. F(P) <0,

nhaen (£7(6) = £(8) + BIUZ(O)? = Omh2e,) + O(nhye).
2. F(P)=0
12w (£7(6) = £(5) + B UL (1)) = O 212+ ey) + O/ 2h,ed).
3. F(P)>0et e, — 0,
n2haen (f5(8) = F(0) + B U0 = O0h2 6n) + Olnhncl)
4. F(P)>0et e, =C>0
nh2 (£(6) — F(0) + BUZ(0))2 = Om2h2HY) + O(nhy).

Ce qui permet de terminer facilement la démonstration. m
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6.5. Simulation

6.5 Simulation

Ici, nous simulons également le processus {{;} avec la méthode d’Euler en
utilisant le logiciel R.
Rappelons que

. 1 nP dgu
fnu(t) = ﬁ/o K, (t - “)1{|£u\>en}€—u'

Nous allons, dans un premier temps, représenter des trajectoires du processus

{&}. Pour ceci, nous considérons d’abord le processus {&;} solution de 'EDS
suivante. d&; = (a + 2sin(2nt))&dt + dWy, et la période P = 1.

a=-1

X_t
0
|

0 20 40 60 80 100

a=

X_t
-5 0
|

-10

0 20 40 60 80 100

FIGURE 6.1 — d&; = (a + 2sin(27t))&dt + dWs.

Pour a = —1, donc
1
F(P) = / (=1 + 2sin(27t))dt = -1 < 0,
0
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le processus est récurrent positif. Pour a = 0, F(P) = 0, le processus est
récurrent nul.

Regardons un cas ou F(P) > 0. Pour ceci, considérant le modele d&; =
(a + 5sin(27t))&dt + dWy. 1l est clair que F(P) =1 > 0. Nous constatons que,
dans le premier graphe de la figure 6.2 ci-dessous, le processus {&;} est transient.
Il explose quand n — oc.

=1

X_t

0e+00 2e+43 4e+43
|

0 20 40 60 80 100

=1

10

X_t
6
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 6.2 — d&; = (a + 5sin(2nt))&dt + dWs.

Dans le deuxiéme graphe de cette figure, nous avons représenté la trajectoire
du processus sur une période. Ceci nous montre qu’en réalité, le processus n’est
pas constant, mais plutot, a partir de ¢ = 95, ses valeurs augmentent tres
considérablement.

116

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modeéles de diffusions périodiques - 2015



6.5. Simulation

Nous allons maintenant représenter des simulations de D'estimateur f,(t)
pour F(P) =0 et F(P) > 0. Posons P=1,e =1, h, = 1072

Pour F(P) =0, f(t) = 2sin(2n7t).
Comme f(-) est périodique de période 1, il suffit de la représenter sur [0, 1].

P-OU proc., f(t)=2*sin(2*pi*t); n=100, eps=1

[

1
|

. }-

T

valeurs
0
|
’....-

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t
FIGURE 6.3 — dft = 281n(27rt)§tdt + th

Nous pouvons voir que, méme si nous avons quelques valeurs aberrantes,
la forme globale des boites-a-moustaches des valeurs de l'estimateur f,(¢) a la
méme allure que la courbe de la fonction & estimer f(t) = 2sin(27t).
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Pour F(P) > 0, f(t) = 1+ 2sin(2nt)

P-0U proc., f(t)=1+2*sin(2*pi*t); n=100, eps=1

. st
2 =
= ==}
N
o =
©
> - -
I + r
= =
o g
= =
£ o=
< 4 ) T

rrr1rorr1r T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t
FIGURE 6.4 — d§; = (1 + 2sin(2nt))&dt + dW;.

Dans ce cas, la forme générale des boites-a-moustaches s’améliore nettement.
En effet, la courbe de la fonction a estimer passe par la plupart des médianes
des 21 points de 0 a 1. Par ailleurs, pour chaque point, toutes les valeurs sont
bien centrées autour de leurs médianes.

Dans le cas ou F(P) < 0, j’ai rencontré des problemes de simulation qui
sont vraisemblablement dues a la normalisation de I’estimateur fn(t) par le co-
efficient % ou au choix de la fonction indicatrice présente dans la définition de
cet estimateur. Je vais essayer, en perspective de ma these, de modifier la nor-
malisation et d’adapter la fonction indicatrice afin de surmonter ces problemes.
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Conclusion et perspective

Nous avons considéré dans ’équation (1.1) le modele de type signal plus
bruit donné par

¢, = f(t,0)dt + o(t)dW,, t € [0,T]

ou f(-,-) et o() sont des fonctions continues, périodiques en ¢ de méme période
P et supposées connues.

A partir d’'une observation continue du processus {¢;} sur Uintervalle [0, 7],
nous avons estimé le parametre 6 par la méthode du maximum de vraisem-
blance. Nous avons ensuite démontré que cet estimateur 6 convergence en
probabilité, asymptotiquement normal et asymptotiquement efficace au sens
minimax. Lorsque f(t,0) = 0f(t) Pexpression de O est explicite. De plus, nous
avons établi sa convergence en moyenne quadratique ainsi que sa convergence
presque siire.

Lorsque nous observons seulement le processus {(;} aux instants t; := idy,
i € {0,...,n}, ou §, = %, nous avons proposé un estimateur 0, pour le pa-
rametre 0. Par ailleurs, mise a part la convergence presque stire dans le cas ou
f(t,0) = 0f(t), nous avons prouvé que 6,, posséde les mémes propriétés que 7.

Nous nous sommes également intéressés a l’estimation non-paramétrique
pour la fonction f(-) représentant le drift du modele (1.2) qui a pour équation

d¢y = f(t)dt + o(t)dWy, t € [O,T]

Apres avoir construit un estimateur & ’aide d’un noyau périodique, nous avons
démontré que cet estimateur est uniformément asymptotiquement sans biais
sur l'intervalle [0, P], qu’il convergence uniformément en moyenne quadratique,
asymptotiquement normal et qu’il converge presque stirement.

Nous avons aussi étudié un estimateur a noyau pour le drift du modele (1.6)
de type Ornstein-Uhlenbeck donné par 1’équation

d&y = f(t)&dt +dWy, t € [0,T).

Nous avons par la suite établi la convergence uniforme du biais et la conver-
gence uniforme en moyenne quadratique.

En perspective, je souhaite affiner et améliorer ces résultats dans différentes
directions.
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Une premiere direction serait la généralisation de I’étude du modele (1.1) au
cas multidimensionnel : estimation des parametres 6; provenant des observations
en temps continu ou en temps discrétisé du processus (; suivant le modele

dGr = (01f1(t) + O2fa(t) + -+ + On fu(2)) dt + o (t)dWr,

ou les fonctions fi(-),..., fn(-) sont connues et périodiques, n étant fixé.

D’autre part, prolongeant ce travail et I’estimation non-paramétrique par la
méthode de 'estimateur a noyau périodique, il serait intéressant de considérer
I’estimation par projection pour les modeles

dé, = f(t)dt +o(t)dWy et dE = f(£)&dt + dW.

Une autre piste consisterait a s’intéresser a d’autres modeles stochastiques
dont les fonctions du drift et de diffusion ne sont pas nécessairement périodiques
mais, par exemple presque périodiques.

Concernant ’estimation non-paramétrique, la convergence du biais et la
convergence en moyenne quadratique de l'estimateur a noyau dans les deux
modeles (1.2) et (1.6) devraient étre valables uniformément sur certaines classes
de fonctions et en particulier les fonctions dans certaines classe de Holder. En
outre, suivant [46], Chapitre 1 section 3, le choix optimal du noyau K(-) et
de la fenétre h nous permettrait d’améliorer les vitesses de convergence des
estimateurs non-paramétriques.

Enfin, il serait bon d’accompagner ces résultats théoriques par des applica-
tions sur des données réelles. Je pense ici a des données qui peuvent provenir
de la Finance, de la Biologie ou encore de la Mécanique ou des phénomenes
périodiques apparaissent.
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Chapitre 7

Annexes

Dans ces annexes nous démontrons quelques résultats utilisés dans les preuves
précédentes.

7.1 Annexe au chapitre 4

Les lemmes 5 et 6 ci-dessous sont utilisés dans le chapitre 4. Rappelons que
nous utilisons dans ce chapitre les notations suivantes

tit1 tir1
R [ 6= [ e
t t

T =nd, = N, P — > et d, — 0 quand n — oo.

Lemme 5 Si f(-) et o(-) sont continues périodiques de méme période P, o(-) >
0, 6, — 0 et nd, — 0o quand n — oo, alors nous avons la limite suivante

P
2,2 _ 2
nh_r}{)lo n6 E F G, /0 p(s)ds,

ot p(s) Ok

Preuve
D’apres le théoreme de la moyenne, pour chaque i, il existe s; et s, dans
lintervalle [t;, t;1+1] tels que

tit1 tit1
F; = /t f(s)ds = (ti1—t:) f(si) et G = /t o?(s)ds = (tiy1—ti)o”(s)

De plus comme o(-) > 0, nous obtenons que inf; o(t) > 0 et que la fonction
(5,8") = f2(s)o2(s') est uniformément continue sur R2. Par conséquent pour
tout € > 0, il existe n > tel que si 0 < J,, = ;41 — t; < n alors

L R262  p)o2(t)| = | Pls)o2(s)) — F(t)o ()] < e

On
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et ) fian
Pe)o ) -5 [ Peo s <e
n Jt,;
Ainsi, pour 6, <7, t; =i6,,t=0,...,n—1
1 2 ~—2 1 non 2 2
el F°G 74— — - ds| < 2e.
iy G = [ P s <2

La fonction t + f2(t)o~2(t) étant périodique de période P > 0, nous avons

1 nn 1 N, P 1 P
n5n/o F2(s)o2(s)ds = NnP/O F2(s)o2(s)ds = P/o P2(s)ds.

Nous déduisons que si lim,, oo 6, = 0 et lim,,_, o, nd, = oo alors
n

1 = 1 F
— Y F2G7E- / p?(s)ds
TL(S Zz(; P 0

n =

< 2e,

lim
n—oo

pour tout € > 0. Le lemme est donc prouvé.
|

De ce lemme nous déduisons le résultat suivant. Posons F;(0) := ftii“ f(s,0)ds,

et rappelons que p(s,0) = fcgf;é;)'

Lemme 6 Avec les notations et les hypotheses du Lemme 5, nous avons les
deux limites sutvantes

et

7.2 Annexe au chapitre 5

Les lemmes suivants 7, 8 et 9 sont utilisés pour la preuve de la convergence
presque stre du Théoreme 15 au chapitre 5.

Utilisons les notations de ce théoreme. Pour i fixé et pour 0 < p < njy1 —ny,
soient

P~ ther tHE
op = L M9 ;:/ 4|t—sa(s)dWs(k):/ e slo(s) WP,
I—pp ="
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Pour n; < n < n;41 nous avons h
Nn;411 — P, NOUS avons

niv1 < hn < hp,, donc en considérant n =

hn. _ Ry — —1
i+1—P Ni+1—pP
< = .
2~ 2 Pl

$p =
Ainsi, nous pouvons définir la filtration croissante suivante (g§, ))Oépgm Ay

g;(f) :zo’{Ws(k):t—gopgsgt—pr, 1§k§ni+1} (7.1)

Lemme 7 Pour chaque i et k fixés, le processus (Mjgk))p défini ci-dessus est

une martingale en p par rapport a la filtration {g,&“} .
0<p<niy1—n;

Preuve
t+ep+1
k
M® = / At — s|o(s) dW )
I—ppt1

t+ep t+pp+1
= / 4yt—s\a(s)dws<k>+M,§k>+/ At — slo(s) dW P
t—Pp+1 t+ep

Comme les variables

t+pp t+ppt1
/ 4t = slo(s) AW D et / 4t — s|o(s) dw®
t—pp+1 t+ep

sont indépendantes de Q(Z et Mp (k) est Q -mesurable, nous obtenons

( p+1/g ) ng)'

Ainsi, (M[gk))p est bien une martingale. m

Lemme 8 Définissons

t—tan e
M ‘K t—s o(s)dw®, Mk2) = ‘K t=s o(s) dw i)
" —— han; ’ " t+ g fin, )

by, by,
gl = U{Ws(’f) t— 21<s<t—2}, (7.2)
hn hn,

k,2))

Alors, pouri fizé, les processus (Mék’l))n (resp (M,(L n) sont des martingales

par rapport auz filtrations {Q,%}n (resp {Q’%}n)
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Preuve Il est claire que pour n € [n; : ny1] {Q}L}n , {Q,%}n sont deux filtra-

tions.

k,1
Pour M7(L ) nous avons

EM /Gl =

h
== t—s
(k) /-1
E /th;’ K( . )O’(S) dwi* /G,
2 t—s (®) /01
E . K - o(s)dWi* /G,
t——t n;

t_hnTJr t—s
+E / K < > o(s)dw® /gl
t—hT" hni
_% "
— 5 (k)
E /t_h;1 K< . >0(s)dWS ]
M,

car la premiere partie de la deuxieme égalité est Gl-mesurable et la deuxiéme
partie est indépendante de G..

Pour M,(Lk’2),

B /62 =

nous faisons un calcul analogue

hn,;
E /,2 K< S>a(s)dW(k)
t+% hm
Wass t—s
E /t hni1 K( hn, >U(S) dWs(k)/gZ]
/5 i
hn
2’L
ve|f
tln
hns
22
gl
t4hn

M,

/Gn

K (th_ 8) o(s) AW /G

K (th_ 8) o(s) dW®

puisque la premiére partie de la deuxiéme égalité est G2-mesurable et la deuxieme
partie est indépendante de G2.

Donc My(Lk’l) (res M,Sk’Q)) sont deux martingale en n par rapport aux filtrations

Gl (res G2). m

Lemme 9 Nous avons

lim E

i—00

-0
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ot
1 /1 1\ =2 et
AY = sup | — ( - ) / Alt — slo(s) dw®)|
' n€niniy1] nhy \hn  hy, kzzo t—hn s
Preuve Remarquons que
nit+1—1 t+h"
1 1 1
P sup / At = slo(s) aW )| (7.4)
Nl Nit1 nil p_g n€minit] St

Pour simplifier, calculons d’abord I’espérance de la somme ci-dessus

ni+1—1 t+h7”
. Z P Alt — slo(s) dWP| i n; <n < migy
k=g NEmimnitil _th

7L7;+1—1 t+hn
S B / 4t — slo(s) AW ®)
k=0 ="

2

n; <n < m+1}]

t+hn
/ At — s|o(s) dw P
t hTL

sup
nen;;ni41]

ni+1—1
< Z E sup {

2 2
iy << Nt .
k=0 n€nini1]

La derniere inégalité est due a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Comme (MZS’“)),, est une martingale alors nous trouvons

ni4+1—1
E Z sup {

k=0 nEMmimiyi]

thp
/ At = slo(s) AW F)
=ty

Inién<ni+1}

n¢+171
=E Z sup {‘Mlgk)‘:0<p§ni+1—ni}

k—0 T"E€[Mninit]

ni+1—1 2 %
< Z E< sup {‘Mzgk)‘:0<1)§m+1—m}>

nE€ninit1]

MNi+1— 1 1

< 3 (M)

niy1—1 ;"7, 2 %
< E /} At — s|o(s) dw P
k=0 ==
ni+1—1 t+@ 2
<4 /hn_ |t — s]20?(s)ds
k=0 t=—*

El Waled, Khalil. Estimations paramétriques et non-paramétriques pour des modéles de diffusions périodiques - 2015



CHAPITRE 7. ANNEXES

ot ||o?|| = SUD;e(_L 1] 02(t). En revenant & I'inégalité (7.4) nous avons
272
2 nisr | 1 1| A 1/2
pla0] < 2rmm| L 1)KL e
‘ \/g g hni+1 hni hm+1 (|| H)

Rappelons que n; = i, hy,, = n; ¢ = i—ba,

TS U o VL P G O

n; i b, i3ba
1 1 . .
‘h % = (i41)" =t
Mj41 ng
1 ba
— ,iba (1 + ) _ Z-ba
)
_ (b o (B
i i2 ’
d’ou
3. 1 1 (i +1)% (. (ba L0 b?a?
_ | = i el
hm+1 hn¢+1 B, i3ba i i
- (Z 4 1)ba bﬁ Lo b2CL2
- 42ba i 2 )
Ainsi,
i—00 My i—00 ) i—00 hni+1 hni+1 hon,
Par conséquent
B[A0] < 2ni+1‘ L S
' N \/g g hni+1 hni hni+1’

tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini, d’ou la convergence vers 0 de E [Agl)]
|

7.3 Annexe au chapitre 6

Les lemmes suivants sont utilisés dans le chapitre 6.

Lemme 10 Pour tout ¢ >0 et u >0

Plléu] <€ <inf{l, H(u)e}. (7.5)
et
E 6 Ije,>ep] < inf{e™? H(u)e '} (7.6)
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Preuve Comme L [&,] =N (0, H ?(u)) pour tout u > 0. Ainsi,

2 € x?
Plléul <€ = \/M/() exp (_2H_2(u)) dx < H(u)e,

2
car \/% < 1 et exp (—QHfiQ(u» < 1. De plus
B (& e, 5] < € ?Plléul < €] < H(u)e™.
Ce qui termine la démonstration du lemme. =

Pour compléter I’estimation en ce Lemme 10, nous démontrons les minora-
tions suivantes

Lemme 11

0@1), siF(P)<0
Hu+kP)=< Ok™'Y?), s F(P)=0

O (e H®) s F(P)>0

uniformément par rapport a u € [0, P] quand k — oc.

Preuve Rappelons que
H?(u+kP) = e WD) Gy kP)™1 et que F(u+kP) = kF(P)+F(u),

donc quelque soit la valeur de F'(P)

el'(uthkP) > ( i[r(l]fp] eF(“)> e"'(P) pour tout k € N et tout u € [0, P).
ue)|0,

Par ailleurs selon les signes de F'(P) nous obtenons

1. Si F(P)<0
e 2kF(P) _q —2kF(P)
Gu+kP) = mG(P) te G(u)
_ G(P)
_ o) <6_2F(P)_1 i G<u>> (1+0(1) (7.7
et

-1

uniformément par rapport a u € [0, P] quand k — oo.
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2. Si F(P) =0
G(u+ kP) = kG(P) + G(u) = kG(P)(1 + o(1)). (7.9)
et
H2(u+ kP) = m (1+01) =k'O(1)  (7.10)

uniformément par rapport a u € [0, P|] quand k — co.

3. Si F(P) >0
1 — e k(D) —2kF(P G(P)
et
1— 6_2F(P)

H?(u+ kP) = e 2kF(P) 1+0(1)) = e *FP)O(1) (7.11)

e2F (u) G(P) (

uniformément par rapport a u € [0, P] quand k — oo.

Donc le lemme est prouvé. m

Lemme 12 Pour tout € >0 et u >0
2H (u)

o < H?(u).

‘E [ Y eu>a] —

Preuve Rappelons que £[¢,] = N (0, H 2(u)). Donc L [H(u)é,] = N (0, 1).
En considérant la variable aléatoire Z centrée réduite L£[Z] = N(0,1), pour
prouver le lemme il suffit de démontrer que pour tout a > 0

‘E (27N z150)] — <1. (7.12)

V2ma

L’intégration par parties u/(z) = 272 et v(z) = e *"/2, nous donne

1 2
E[z72 al = / 22712 4z
[ {1Z]> }] NG {e]>a}
2 2 2 > 2
_ —a®/2 / —z /2d
e — e z
V2ma V2T Ja
Or 5 -
—22/2d
e z < 1,
\/27‘(/0,
dons
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7.3. Annexe au chapitre 6

2
‘E (27 Tz50)] - e <L,

2ma

Le théoreme de la valeur moyenne entraine que
a2 2
‘1 —e ¢ /2’ < sup|zle ™ /%a < a.
x

ce qui nous donne 'inégalité (7.12). Ainsi nous obtenons le résultat voulu :

2H (u)

< H?(u).
2me

‘E [ Y eusa] —
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Résumé : Cette these est consacrée au probleme d’estimation de la fonction de dérive de
certains modeles de processus stochastiques périodiques lorsque la durée d’observation tend vers
Pinfini. Aucune hypothese de récurrence n’est posée a priori.

Dans un premier temps nous considérons le modele du type signal plus bruit

e = f(t,0)dt + o (t)dWr,

et puis nous étudions l'estimation du parametre 6 a partir d’une observation continue et puis
d’une observation discrete du processus {(;} sur Uintervalle [0, T]. Les fonctions f(-,+) et o(-) sont
continues et périodiques en ¢ de méme période P > 0, o(-) > 0 et § € ©® C R. Nous établissons
la convergence en probabilité d’un estimateur du maximum de vraisemblance O, sa normalité
asymptotique et son efficacité asymptotique minimax. Lorsque f(¢,0) = 6f(t), I'expression de
O est explicite et nous obtenons la convergence en moyenne quadratique aussi bien pour le cas
d’une observation continue que pour le cas d’une observation discrete. De plus, nous déduisons la
convergence presque sture dans le cas d’une observation continue.

Dans la seconde partie nous traitons l’estimation non-paramétrique de la fonction f(-) pour les
modeles périodiques du type signal plus bruit et du type Ornstein-Uhlenbeck donnés par

Pour le premier modele, un estimateur & noyau périodique est construit, la convergence en moyenne
quadratique uniformément sur [0, P] et presque siire de cet estimateur est établie ainsi que sa nor-
malité asymptotique. Dans le cas du modele d’Ornstein- Uhlenbeck, la convergence du biais ainsi
que la convergence en moyenne quadratique uniformément sur [0, P] sont prouvées, et leurs vitesses
de convergence sont étudiées.

Mots clés : Processus de diffusion, modele d’Ornstein- Uhlenbeck, estimateur de maximum de
vraisemblance, estimateur de maximum de contraste, estimateur a noyau, comportement asymp-
totique, fonction périodique.

Abstract : In this thesis, we consider a drift estimation problem of a certain class of stochastic
periodic processes when the length of observation goes to infinity.
Firstly, we deal with the linear periodic signal plus noise model

dct = f(t, H)dt + O'(t)th,

and we study the parametric estimation from a continuous and discrete observation of the process
{¢:} throughout the interval [0,7]. Using the maximum likelihood method we show the existence
of an estimator 67 which is consistent, asymptotically normal and asymptotically efficient in the
sens minimax. When f(t,0) = 0f(t), the expression of 7 is explicit and we obtain the mean
square convergence in the both continuous and discrete observation cases. In addition, we deduce
the strong consistency in the case of continuous observation.

Secondly, we consider the nonparametric estimation problem of the function f(-) for the next
two periodic models of type signal plus noise and Ornstein- Uhlenbeck

For the signal plus noise model, we build a kernel estimator, the convergence in mean square uni-
formly over [0, P] and almost sure convergence are established, as well as the asymptotic normality.
For the Ornstein-Uhlenbeck model, we prove the convergence uniformly over [0, P] of the bias and
the mean square convergence. Moreover, we study the speed of these convergences.

Keywords : Diffusion processes, Ornstein-Uhlenbeck model, maximum likelihood estimator,

maximum contrast estimator, kernel estimator, asymptotic behavior of estimators, periodic func-
tion.
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