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Introduction

L’ensemble des travaux présentés ici porte suségmement de I’Analysedu
lycée a l'université, avec un focus sur 'usage negvelles technologies pour
cet enseignement. Plus précisément, nous nougsstars aux potentialités et
aux difficultés, pour les éleves et pour les ensmigs, de lintégration des
nouvelles technologies dans I'enseignement destifors; du lycée jusqu’aux
premieres années de l'université. La question quamise les recherches est la
difficulté des étudiants au début de l'universit&rdrer dans la démarche de
'Analyse avec toutes ses spécificités (en paitcull’adoption d’une
perspective locale sur fonctions, plus généralemanformalisation et la
guantification symbolique). Nos recherches se déntloppées essentiellement
en amont, au niveau du lycée. Elles portent smséegnement de I'’Analyse du
lycée a l'université, sur le renouvellement des teous d’enseignements
attachés aux fonctions numériques, sur les appeages des éleves et des
étudiants avec les nouvelles technologies, surélmatiche expérimentale et
enfin sur les pratiques des enseignants désirééqrer ces technologies dans
leurs classes.

Pour étudier ces questions, nous nous placonslel@aslire général de la théorie
de l'activité, constitué dans une lignée de redinergui articule les apports de
Piaget et Vygotsky pour enrichir une approche dgysémentale des pratiques
enseignantes et une approche par la conceptuatisakes apprentissages
mathématiques des éléves (Vergnaud 1999/2002, ¥edyh996, Leplat 1997,

Rogalski 2008).

Dans ce cadre, nous reprenons les outils théoriougmsés par Robert (2008)
qgui spécifie divers éléments des théories de lapssage aux mathématiques
et a la situation scolaire : les apprentissagesétiages et des étudiants sont
appréhendés par l'intermédiaire d’analyses de lautiwité$ en classe, elles-
mémes caractérisées par les mises en fonctionnementonnaissances
mathématiques qu’ils sont amenés a faire, a pdes taches qui leurs sont
proposées, des modes de travail et des aidesrédeimant. Les apprentissages
sont référés a la conceptualisation visée, elle-en&éfinie a partir des
spécificités des notions mathématiques, des pragesrd’enseignement et des
difficultés des éléves. Les interventions des gmegits sont partie prenante de
ces analyses et pour mieux les caractériser, emercdées contraintes et les
marges de manceuvre, nous reprenons égalementréetbadrique de la double
approche didactigue et ergonomique des pratiquesigamantes proposé par

! Nous entendons par Analyse mathématique le dontEsenathématiques dont les objets de base sonoielsres réels,
les suites, les fonctions et comprenant tous lesl@mes mettant en jeu ces objets mathématiques.

2 Le singulier sera utilisé dans une acception dguér. I'activité de I'éléve étant constituée denkemble de ses activités
contextualisées



Robert et Rogalski (2002) : les pratiques des gnaaits sont certes étudiées en
fonction de leur but, I'apprentissage mathématigas éléves, mais aussi en
considérant gu’elles se déploient dans I'exercioa dhétier qui les contraint de
diverses maniéres. Elles sont décrites suivant cigpposantes : cognitive,
médiative, institutionnelle, sociale et personnédlla méthodologie est publiée
en détail dans I'ouvrage Vandebrouck (2008b) aesccbntributions majeures
d’A. Robert et J. Rogalski.

Le corps de nos recherches porte sur l'intégraties technologies dans
I'enseignement, du point de vue des activités et afmprentissages des éleves
(repris dans le chapitre 2 de la note de synthetsd) point de vue des pratiques
enseignantes (repris dans le chapitre 3). Le aleapippermet ainsi de préciser
les développement théoriques que nous avons app@aéar analyser et
concevoir des situations d’apprentissage avec lesvailles technologies,
Inscrites dans notre objectif de I'enrichissemesd ecquisitions en Analyse au
lycée, en relation avec la premiére année d’'uniwerke chapitre 3 permet de
montrer les prolongements de la double approchesesi de la théorie de
I'activité pour I'étude des pratiques enseignanges situation d’'usage des
nouvelles technologies. Le chapitre 1, servantréalpgble a un certain nombre
de choix du chapitre 2, porte quant a lui sur [&gcdltés des étudiants en ce qui
concerne I'entrée dans la démarche d’Analyse laatesition lycée-université.

Ainsi dans le chapitre 1, nous reprenons nos travaour interroger les
difficultés des étudiants entrant a I'universiténafe pouvoir mieux les préparer
par un travail en amont (au lycée) a I'aide desveties technologies. Dans les
chapitres 2 et 3, les technologies sont donc eg@esadans I'enseignement avec
comme arriere-plan ce projet d’enrichir le traxdgk éleves sur les fonctions du
lycée a l'université.

Avant de développer ces points, nous soulignonscggerecherches n’auraient
pas été possibles sans la collaboration fructuause de nombreux chercheurs
du LDAR (Laboratoire de Didactique André Revuz),ldeCI2U (Commission
Inter Irem Université) et aussi des professeurbetseignement secondaire au
sein de I'lREM de Paris (Institut de Recherche $&nseignement des
Mathématiques). En particulier, les rechercheslesthéme des fonctions sont
nourries par les travaux collectifs menés au seinca@roupe sup » et de la
CI2U. Les recherches sur le theme des technolsgigisnourries par les projets
nationaux et européens auxquels nous avons puciparti en particulier les
projets lle de France, Gupten (Geneses d'Usage e$diohnels des
Technologies chez les Enseignants), Remath (RepmgeMathematics with
digital media) et Edumatics (European Developmentie Use of Mathematics
Technology in Classroom). Enfin, les rechercheslesipratiques enseignantes
en environnement technologies ont été possiblderravec les travaux menés
dans le sous groupe « pratiques » du LDAR et dagsdupe IREM « démarche
expérimentales et TICE au lycée ».
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Chapitre 1 : Transition lycée-université
pour les études de fonctions

Dans ce premier chapitre, nous proposons un trawailla transition lycée-

université et sur les difficultés des étudiantemui concerne I'entrée dans la
démarche de I'Analyse. Ce théme a été trés étumfidlisl plusieurs décennies
(Robert 1982, 1983, Artigue 1991, Robert 1998,g\d#i, Batanero et Kent 2007
ou Gueudet 2008) mais les caractéristiques, sassecehangeantes, des
populations étudiantes arrivant a l'université @upart (en particulier les

difficultés des éleves) et des contenus d’enseignésnd’autre part, tant au
lycée gu’a l'université, justifient que I'on s’y téresse de facon continue et
renouvelée. Tous les résultats de ce chapitre palies dans Vandebrouck
(2011) et ont fait I'objet de communications avacGommission Inter Irem

Université (par exemple Vandebrouck 2008a)

Bien souvent, les étudiants entrant a l'univeragésavent pas manipuler des
fonctions qui ne sont pas définies par une fornaldgbrique. Or la démarche
d’Analyse est une démarche fondamentalement différele la démarche
algébrique. Elle impose un nouveau point de vud’'égalité des nombres réels
qui est I'égalité si les deux réels sont arbitmraieat proches. Les techniques qui
sont attachées a I'Analyse relévent de la majamatde la minoration et de
I'encadrement, du jeu entre des conditions suffeset/ou nécessaires et elles
mettent en jeu pour beaucoup les propriétés loadasfonctions (notamment
les limites). Mais lors de ces études localesétaediants traitent algébriguement
les équivalents ou les développements limités, dointmes difficilement du sens
aux expressions du tymgx), O(x)... Enfin, les étudiants ne tracent des graphes
gue quand la question leur est explicitement dedaret ils ne pensent pas
spontanément a utiliser cette représentation destitms pour faire les
raisonnements locaux attendus d’eux. Notre trav@ilsiste donc a interroger
leurs difficultés afin de mieux pouvoir y remédpar un travail en amont et un
travail au début de l'université.

Nous introduisons trois domaines de travail quidraent la scolarité actuelle de
la classe de troisieme aux premiéres années dedhsité et qui sont associés a
certaines conceptualisations de la notion de fonctCes domaines de travail
sont définis a partir des programmes d’enseignendenmanuels et de pratiques
enseignantes. A partir de ces domaines de tra@aitonnaissances et les mises
en fonctionnement qu’ils valorisent, nous questmrces conceptualisations,
ou plutdt les conceptions des étudiants entrantiraversité relativement a la
notion de fonction (au sens de la théorie des cbaogmceptuel, Vergnaud
1991). Nous donnons une interprétation en termepeaispectives de leurs
difficultés pour entrer dans la démarche d’Analggendue d’eux a ce niveau.
Par perspectives, nous entendons des points depagiiques dans le travail



sur les fonctions, associées aux trois types derigtés des fonctions :
ponctuelles, globales et locales.

Nous commencons dans la premiére partie par ude éidactique de la notion
de fonction et des difficultés liées a cette nqtid@ja pointées dans les travaux
de recherche sur le sujet. Nous menons en paeticuhe discussion sur les
représentations des fonctions et les différentesppetives que l'on peut
adopter dans le travail sur les fonctions. Noustinaons dans la deuxiéme
partie en définissant trois domaines de travail rpbétude des fonctions,
spécifigues d'une part des pratigues au lycée atutd part des pratiques
attendues a l'université. Dans la partie 3, nouslosas compte de travaux de
recherches sur les conceptions des éleves de sdenghdes étudiants du début
de l'université, ainsi que de notre interprétatemtermes de perspectives des
difficultés en Analyse a la transition lycée-unsitg.

1. Les fonctions a la transition lycée-université

De nombreuses différences peuvent étre identifiées niveau tres général
entre le secondaire et le supérieur : passageadurs avec un seul enseignant a
des cours magistraux en amphithéatre et a desuwaliagés ; modularisation
des enseignements qui peut contribuer a isolecdesaissances les unes des
autres... En didactigue des mathématiques, noustomsi également des
différences liées aux contenus mathématiques encgeuwui fait 'objet du
paragraphe la. Dans le paragraphe 1b, nous étudiaasnplexité de la notion
de fonction et sa conceptualisation dans notre ecateorique. Dans le
paragraphe 1c, nous exposons des approches compdénee, en didactique
des mathématiques, pour penser cette conceptiaiish la notion de fonction
a la transition lycée université. Enfin, dans leragaaphe 1d, nous nous
focalisons sur le rOle des perspectives dans laeminalisation et leurs liens
avec les représentations.

l.a Quelques caractéristiques générales liees amathématiques

De nombreuses études ont déja précisé des castiqiees de cette transition
(Robert 1998, Artigue, Batanero et Kent 2007, GeeWD08). Par exemple,
Robert (1998) a pointé lintroduction a l'univegsid’'un nouveau type de
notions mathématiques : les notions a la fois Fbsaiaice, Unificatrices et
Généralisatrices (FUG), spécifiguement toutes lesons d’algebre linéaire :
espace vectoriel, application lin€aire... ces notigmermettent en effet
d’introduire plus de généralité, en unifiant difféts objets antérieurs grace a un
nouveau formalisme, qui de fait simplifie les éméts mais peut aussi brouiller
le sens pour les étudiants. Les notions de topslagaintenant repoussées en
L2 ou L3 sont aussi FUG (Bridoux 2011). En classerdisieme compte tenu
des nouveaux programmes du college, la notion detittn numérique semble
présenter des aspects FUG (Robert, travail en cours



Robert (1998) a aussi relevé une distribution dzifiée, entre lycée et universite,
au niveau des types de taches proposées aux étueiaau niveau des mises en
fonctionnement des connaissances attendues : &@e,ljyes taches mettent
souvent en jeu des connaissances qui sont exphlcied qui doivent étre
appliquées de facon relativement immédiates. AiVersité, les taches mettent
plus souvent en jeu des connaissances a reconfmipposées disponibles) et
aussi a adapter (changements de points de vueesudt¢hes, mélanger les
connaissances visées avec d’autres connaissancgsduire des objets
intermédiaires, des étapes de raisonnement ...)udiviersité, de ce fait, les
connaissances doivent étre plus disponibles (nsalbles sans indication) et
mises en fonctionnement de facon plus complexe; ane augmentation des
exigences en termes de raisonnements, preuvesalisations et langage. Par
ailleurs, le caractere outil (Douady 1986) de ¢eem connaissances est valorisé
dans le secondaire alors que c’est plutot le camacibjet qui I'est a l'université
et vice versa pour d’autres connaissances. A aauaididactique, Bloch (2005)
a clarifié la complexité par l'introduction de 9ariables didactiques » dont les
valeurs différentes contribuent a « mesurer » lg&rdnces entre lycée et
universite.

On note enfin une différence entre secondaire eérgur au niveau des
déroulements (Grenier-Boley 2009). Par exemplg, # une accélération du
temps didactique, avec un renouvellement rapide algsts mathématiques
enseignés qui oblige a des assimilations plus eapidly a également un nouvel
équilibre entre exercices a portée générale etcimesr plus particuliers, un
éventail des types d’exercices plus large qui tangutinisation beaucoup plus
difficile qu’au lycée, cette derniere étant délégusux étudiants en travail
personnel, qui se doivent de ce fait d'étre plusormmmes face a leurs
apprentissages (aussi dans Praslon 2000).

1.b La notion complexe de fonction et sa conceptisation
La notion de fonction peut intervenir dans de naukrcadres, comme outil ou
comme objet (Douady 1986) et elle se trouve comeeatdeux autres notions
essentielles du champ de I'Analyse : les nombreds réen particulier les
nombres réels comme limites) et les suites numésigCeci nécessite de
prendre en compte le vaste champ conceptuel deslyse (Vergnaud 1991) et
non la notion isolée pour questionner la conceatbn de la notion de
fonction. Les domaines de travail que nous défirirgplus bas ne seront
caractérisés que par rapport a la notion de famctiwis ils devront étre
entendus pour tout ce champ conceptuel. C’estimiie Idu travail a prendre en
compte. Nous la discutons dans nos perspectivesi¢dehapitre de la note de
synthese) en développant le lien possible entragwterches et les espaces de
travail en Analyse (Kuzniak 2010).

Le travail sur et avec les fonctions fait égaleniatgrvenir plusieurs systémes
de représentations dans plusieurs registres ditfer@uval 1991), ce qui fait
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'une de ses spécificités essentielles : les remtédons en tableau de valeurs
(registre numérique), les représentations en csufbegistre graphique), les
représentations par des formules (registre algééyigles représentations en
tableaux de variations (registre schématique) etréprésentations formelles
(registre symbolique). Selon Duval, la conceptadii; de la notion passe par
trois stades de mises en fonctionnement des repatiens : la formation des

représentations, le traitement des représentadidinstérieur d’un registre et la

conversion entre représentations de registregelifts.

Les fonctions sont donc des objets complexes, eneorapprentissage lorsque
les étudiants entrent a l'université. Nous postsilgue la conceptualisation de la
notion de fonction numérique est liee a la renenét a la mise en
fonctionnement de la notion dans plusieurs cad@®sme outil ou comme objet
(Douady 1986), proposées dans un ordre approfies des registres multiples
(avec des activites de formation, de traitement, cenversion des
représentations au sens de Duval 1991) et a trdesrgaches variées, a l'origine
de diverses adaptations de connaissances (Rob@$8),1y compris de
nombreuses applications immeédiates le cas echiéant ammes »).

En outre, les études de fonctions font égalemepeladp plusieurs aspects de la
notion de fonction. En effet, certaines propriétést ponctuelles en un poix
c'est-a-dire qu’elles ne dépendent que de la vaeua fonction au poin. Par
exemple, énoncd(xy)=3 est une propriété ponctuelle qui ne donne siari(x,)
lorsquex; # %. Certaines propriétés sont globales, c’est-a-glirelles sont des
propriétés valables sur des intervalles : pariégiogicité, croissance, continuité
et dérivabilité globales... Enfin, certaines prop#etd’'une fonctionf sont
locales en un point,, c’est-a-dire qu’elles dépendent des valeurs der un
voisinage de, aussi petit soit-il : avoir une limite eg, étre continue ek, étre
dérivable enx,, étre négligeable devant une autre fonction asivage dex,,
avoir un développement limité ep.. Dans certains cag, peut aussi étre infini
mais ce cas est pour nous particulier ; par exergdepropriétés locales de
continuité et dérivabilité n’y sont pas définieaaus y reviendrons.

Nous pointons dans nos travaux l'importance poucdaceptualisation de la
notion de fonction de ses mises en fonctionnemeuns $es trois perspectives
ponctuelle, globale ou locale. Autrement dit, comee fait I'hypothése
Rogalski M. (2008), un enjeu important de I'enseigient des fonctions est
certainement de développer chez les étudiants wise pe conscience de
I'existence de points de vue spécifiques sur lextfons, associés a ces trois
perspectives, ainsi qu’une mise en fonctionnementodites ces perspectives
d’une fonction (voir aussi Bloch 2003, Maschiet@®2, 2008, Chorlay 2011).
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1.c  Différentes approches complémentaires sur leonceptions et
sur la conceptualisation des fonctions

Les conceptions des éléves et des étudiants ontdiie déja été étudiées a
travers plusieurs théories didactiqgues que noubastmns mentionner ici : Tall
et Vinner (1981) introduisent la distinction entrtencept image et concept
définition, le premier ne concordant pas génératdraeec le concept définition,
spécialement dans le cas des fonctions (Vinner )19Balacheff et Gaudin
(2002) identifient deux types de conceptions chex @eves a la fin du lycée :
une conception « courbe — algébrique » et une @Ebioce « algébrique —
graphique ». Les éléves possédant la premiere pbagesoient prioritairement
les fonctions comme des cas particuliers de coudses pour lesquelles une
expression algébrique peut étre attachée. Les saudomsiderent que les
fonctions sont d’abord des expressions algébridaagaphique venant ensuite.
Focalisant aussi sur les représentations graphigjualgébriques des fonctions,
Duval (1993) explique quela lecture des représentations graphiques suppose
la perception des variations correspondantes aritée algébrique. Cette
lecture est une démarche d’interprétation globalé guppose une attitude
contraire a la pratique épellative associant unrmick un couple de nombres
Il montre que les éleves ont des difficultés eneceaiterprétation globale du
graphe. Elia et al. (2008) menent une étude muaidisionnelle et mettent en
évidence par des analyses statistiques implicatiless corrélations possibles
dans les réponses des étudiants entre quatre domsnga définition donnée de
fonction, les exemples donnés, l'aptitude a rectirmaet a convertir des
représentations et enfin I'aptitude a résoudre peblémes sur les fonctions.
Monoyiou et Gagatsis (2010) proposent quant a euguestionnaire portant sur
les fonctions et leurs représentations a des ammaig en formation initiale a
Chypre et en Italie. Malgré les différences exis&n niveau des programmes,
des manuels scolaires et des pratiques enseignamies les deux pays, leurs
analyses statistiqgues révelent deux classes distirde variables, la premiére
correspondant a une approche algébrigue des fosctet la deuxieme
correspondant a ce gu’ils appellent une approcbedomnée des représentations
algébriques et graphiques des fonctions. Enfina&ég et al. (2010) retrouvent
ces résultats aupres d’éleves agés de 16 a 17nalieneavec I'enseignement
recu. Plus précisément, ils notent que des étugliapant un enseignement
scientifique des fonctions dépassant les démariciesives et les traitements
algébriques persistent toujours dans une approebalgébrique des fonctions.

D’autres approches portent sur la conceptualisaitmaméme de la notion de
fonction. Une premiere est basée sur la dualit€égasus-objet de la théorie
APOS (Dubinsky 1991) : la conceptualisation de déiam de fonction débute
par des actions sur des objets physiques ou medtgaxconstruits. Ces actions
s’intériorisent alors en processus qui sont en&nt@apsulés en nouveaux objets
mathématiques puis manipulés dans des schémase @pgroche a été
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complétée par la triade Intra-Inter-Trans (PiageBarcia 1989) qui enrichit le
stade « Schéma » de Dubinsky : au niveau intreaviiéou I'étudiant considére
les fonctions comme des objets isolés et se comceanr les processus dans
lesquels ils sont engagés. Au niveau inter, il cemee a faire des connexions
entre objets fonctionnels de méme nature, a dorsers a lidée de
transformation engageant ces fonctions. Au niveaand enfin, il peut
considérer des systemes de transformations efriesuses qui en émergent.

Sfard (1991) propose, a la méme époque, que leseptmmathématiques tels
gue les fonctions peuvent étre conceptualisés stmux formes: d’abord
opérationnelle, en tant que processus, puis stelldy en tant qu’objets, les
deux conceptions étant toujours successives darisésaie de la réification.
Suivant Bachelard (1938), Sierpinska (1992) utilise notion d'obstacle
épistémologique pour étudier certaines propriééssfdnctions et notamment la
notion de limite. Réfutant ensuite l'idée de suestms des conceptions sous
tendue par la théorie APOS et la théorie de lacedibn, Tall (1996) introduit la
notion de procept, amalgame entre deux composamtsgprocessus qui donne
naissance a un objet mathématique et un symboleegrésente de fagon duale
a la fois le processus et I'objet

Finalement, Tall (2006) modélise I'évolution cogret dans la « pensée
fonctionnelle » en caractérisant trois mondes nma#ttigues : un monde
« incorporé conceptuel » fait d’expériences sensmrices de la quantité et de
la covariation, un monde « symbolique proceptu@®» les représentations
permettent les manipulations aux niveaux processobjets des fonctions puis
un monde « formel axiomatique » ou les objets sgstjettis a des définitions
et les propriétés déduites via des preuves formelle

La transition lycée-université peut donc étre imtérée en un passage du monde
« symbolique proceptuel » de Tall, caractéristigies pratiques a la fin du
lycée, au monde « axiomatique formel », ainsi quieae élévation dans la triade
de Piaget et Garcia : des niveaux Intra et Intes les niveaux Inter et Trans. En
effet, le travail sur les fonctions est caractédss le début de I'université par un
élargissement vers le langage ensembliste avemieglles notions qui lui sont
attachées (injectivité, image réciproque...). Cetrgidsement s’accompagne
d’'une introduction de nouveaux types de foncticiemdtions caractéristiques
d’ensembles, fonctions de deux variables...), uneég@ré plus grande
(multiplicité des paramétres, familles de fonctions un rapport aux procepts
différents (réle accru de la représentation syngjpej réle minoré de la
représentation algébrique, nouveau role d’outillaleéeprésentation graphique
pour supporter les preuves et les formalisationsepample...) sans oublier

% John Monaghan qui a travaillé avec David Tall fiecépoque sur cette dualité entre processus et algit proposé la
terminologie de « projet », ce qui ne pouvait canval'ot I'émergence de la notion de procept, yaale entre processus et
concept. Mais l'idée initiale est bien la dualitére le processus et I'objet.
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I'utilisation plus importante des aspects locaus fitmctions et de la perspective
correspondante gu’ils amenent a adopter de ladearétudiants.

1.d Discussion sur les registres de représentat®net les
perspectives
Bloch (2003) exploite lI'idée que les différenteprésentations sont réductrices
ou productrices par rapport aux aspects ponctuelglabaux des fonctions et
donc font travailler différemment les perspectigas les fonctions. En effet, la
représentation numérique, et notamment le tableavatburs, ne fait travailler
gue la perspective ponctuelle sur les fonctions.

Au contraire, la représentation en tableau de tanafait travailler la
perspective globale. Coppé et al. (2007) ont moatcé propos que des éleves
de seconde ont plus de difficultés a utiliser Egtee des tableaux de variations
gue le registre numérique des tableaux de valebdrs.méme temps, la
conversion d'un tableau de variation a un autreésys de représentation
(algébrique, graphiqgue et méme numérique) semibée @us difficile que la
conversion a partir d’'une table de valeur. lls paim ainsi que la complexité du
tableau de variation est certainement sous estiaés I'enseignement. Il y a
donc des difficultés inhérentes a I'adoption depéaspective globale sur les
fonctions a partir des tableaux de variations assg# de seconde.

Les représentations graphiques permettent a ldef®igerspectives ponctuelle et
globale sur les fonctions : en effet le graphe d’tonction peut étre tracé point
par point et I'adoption de la perspective poncaealr le graphe permet de
manipuler les propriétés ponctuelles classiquesesumages et les antécédents.
Mais le graphe peut également étre considéré gloimit et il traduit alors pour
les fonctions simples les propriétés globales issemce, parité, périodicité,
majoration...

Au contraire, la représentation algébrique (la ideh ne peut pas soutenir
aisément la perspective globale sur les foncti®ugjalski (1984) explique par
exemple que tes caracteres producteurs dominantsde la représentation
graphique- sont essentiellement le fait que la représenmatjraphique fait
apparaitre une fonction comme unité, ce qui laédéfificie de I'algorithme de
calcul représenté par la formule ou aux donnéesatisnues et partielles de la
table de valeur. Dans la méme idée, selon Raftopoulos et Par{ig@10), les
formules ne peuvent étre interprétées globalememt par les experts. La
fonctionx — X2 ou la fonctiorx — Vx peuvent étre interprétées globalement par
des éleves car ils ont le graphe en téte (dispadgiliu graphe) mais c’est plus
difficile pour eux des que les expressions algétmsg deviennent plus
complexes. Dire que — x2 + Vx + exp§) est croissante sl car somme de
trois fonctions croissantes suppose I'adoptionadpdrspective globale a partir
de la formule, ce qui demande une certaine expeltiss éleves de premiere ou
terminale vont bien souvent calculer une dérivééadenction sur [0, & [. En
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genéral, les propriétés globales ne sont pas esillirectement a partir de la
formule mais elles doivent étre déduites a paréirtchitements algébriques.
Comme cas extréme, citons I'exemple de

—&

xe

x
e ¥ -1 2

£ =

qui est une fonction paire. Cependant, méme en tadbmune perspective
globale sur la formule, il est impossible de s'@mdre compte. C'est un
développement en série entiére qui permet de lseéau bien une recherche
directe de parité par le calcul f{ex).

Pour le non expert, la formule ne permet donc pagénéral de déduire des
aspects globaux de la fonction. Elle ne permetl@asonstruction directe du
tableau de variation. Elle permet la constructienla courbe, mais point par
point, ce qui ne fait pas travailler la perspectNebale sur la fonction en jeu.
C’est seulement la réinterprétation d’'un tableawvat&tion ou d’'un graphe déja
construit qui peut faire adopter une perspectiobale sur la fonction pour des
éleves.

Remarquons que le traitement de ces propriétésalgi®lpeut plus ou moins
faire travailler la perspective globale : certaipespriétés globales sont en effet
des propriétés ponctuelles universelles, c'est&-dies propriétés ponctuelles
vérifiées pour toutes les valeurs dedans l'intervalle de définition — par
exemple f est paire si et seulement si son intervalle daniiéh est symétrique
et pour toutx de cet intervalle, on #x)=f(-x) ; f estt périodique si et seulement
si pour toutx de son intervalle de définition, orf(®)=f(x+t). L'établissement de
ces propriétés est donc facilement accessible pdraitement mettant en jeu
une seule variablex. L'absence de perspective globale peut ne pas étre
handicapante sauf s'’il faut réinterpréter globaletmies propriétés ponctuelles
universelles (par exemple pour toytf(x)=f(x+t) doncf estt périodique). Au
contraire, d’autres propriétés, comme la croissasoet liées a la variation, et
sans une hypothése de dérivabilité des fonctidies, ee peuvent pas se traduire
par une propriété ponctuelle universelle. Ellesessitent la prise en compte de
deux valences de la variable sur l'intervalle dénitéon de la fonction i est
croissante si et seulement si pour teuty tels quex <y on af(x) < f(y). La
perspective globale et la quantification devienrientlamentales dans I'activité.
En particulier, un traitement de la croissance setite forme fait sans nul doute
mieux travailler la perspective globale qu’'un waient par la positivité de la
dérivée. Nous y reviendrons.

En ce qui concerne la perspective locale, remaguont d’abord que les
propriétés locales en un poigine sont rien d’autres que des propriétés globales
vérifiées sur tout voisinage dg. Nous émettons I'hypothése qu’adopter une
perspective locale sur le graphe suppose donc gesdér la perspective
uniquement ponctuelle. En effet, dans une recheadaenne sur l'acquisition
de la notion locale de limite de suites, Robert82)9met en évidence la
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corrélation entre une conception statique, bidineemelle, de la notion locale
de limite et I'acquisition de la définition en teemformels. Aussi, la perspective
ponctuelle sur les fonctions ne semble pas perenatie conception statique et
bidimensionnelle de la notion de limite mais pluldie conception dynamique,
qui fait obstacle a I'acquisition de la définitio@ette perspective ponctuelle
peut rentrer en conflit avec la perspective locakar exemple, les
représentations de la droite numérique (et doncfaestions) associées a la
perspective ponctuelle sont des représentationsretes alors que les
représentations nécessaires pour adopter la pévepelocale sont des
représentations continues, qui ne sont disponiblgavec une perspective
globale sur la droite ou la fonction. En d’autresrtes, la perspective locale sur
les fonctions ne pourrait s’adopter sans la didpbié préalable d’une
perspective globale et savoir adopter la perspedigbale serait une condition
nécessaire pour conceptualiser la notion fondareed&limite.

En outre, Robert et Boschet (1984) pointent l'intpoce pour les étudiants de
disposer de connaissances disponibles dans plssieadres et registres
(hypothese des blocs) et non seulement dans un(getll soit algébrique,
graphigue ou symbolique notamment). D’aprés ceslteds et conformément
aux arguments développés plus haut, adopter lgeamge globale sur les
fonctions ne pourrait se faire sans une maitrise [@® étudiants de
représentations mettant I'accent sur les proprigi@sales des fonctions, d’ou la
nécessité de connaissances graphiques et symimlidyes représentations
algébriques, seules, peuvent ne pas suffire poaptad|a perspective globale,
en particulier lorsque des propriétés comme la seaice ne sont pas
suffisamment travaillées avec leur définition anae relevant de la perspective
globale.

2. Domaines de travail pour I'étude des fonctions

Dans I'enseignement, la notion de fonction appataiits la scolarité francaise a
la fin du college et s’enrichit jusqu’a l'universitLes premiers travaux que nous
avons menés avec la Cl2@Vandebrouck 2008a), & partir de I'étude des
programmes, des manuels scolaires, d’épreuves dmlbaréat et de feuilles
d’exercices de la premiére année d’université argreé I'idée que le travail sur
les fonctions est maintenant divisé en trois grdowchaines, bien distincts, non
hiérarchisés et assez étanches. Ces trois domdenaavail décrivent donc la
réalité actuelle de I'enseignement de la notionfatection. Nous utilisons la
définition que fait Robert (2003) de « domainestrdeail » en géométrie : un
ensemble auto consistant, cohérent, enseigné aigeable, spécifié par des
fondements, un corps de définitions, des modesidermements, un niveau de
rigueur et enfin un corps de problemes résolubfesam sein. Un domaine de
travail fait partie d’'un champ conceptuel, plusteas

4 Commission Inter Irem Université
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Dans le paragraphe 2a, nous décrivons rapidemegvtdutions de la notion de
fonction a travers les programmes de lycée, del@sisannées 80. Les trois
paragraphes suivants correspondent a la descriplesn trois domaines de
travail.

2.a  Evolution des programmes d’enseignements de8l9a 2002
La notion de fonction apparait dans les programdessle college, a partir de
I'étude des situations de proportionnalité et en kvec les fonctions linéaires et
affines. Nous ne parlons dans la suite que degqmoges de lycée, a partir de
la classe de seconde et nous nous tournons veggi deuche a la démarche
d’Analyse et a la perspective locale.

Nous situons notre point de départ de cette étedepdogrammes en 1981 ou
Lazet et Ovaert publient un article intitulépeur une nouvelle approche de
I'enseignement de I'Analyse Suite a la réforme des mathématiques modernes,
ilIs dénoncent I'introduction des notions de baséAl®alyse sans problématique
Sous jacente ou avec une problématique trés émboaghématiquement mais
loin de I'éléve. lls dénoncent I'emploi trop préeoclu langage formalisé
souvent hermétique aux éléves, un enseignementcénipé sur le discours du
maitre, une construction linéaire des concepts, rapportée a la résolution de
problemes, une prédominance trop grande du quialtat le quantitatif, un
intérét trop précoce pour le pathologique (Artid983).

lls proposent de modifier les rapports entre tledoet applications, de
promouvoir une approche plus constructiviste dgsapissages, de rééquilibrer
le quantitatif et le qualitatif et enfin de ne théer que le seul nécessaire, en
s’appuyant sur des niveaux de formalisation acbkessiaux éléves. Dans leur
texte, il apparait a plusieurs reprises les fonetiou suites de références comme
objets privilégiés pour entrer dans la démarchendlpse. Les techniques de
majorations, minorations, encadrements avec ddesset des fonctions de
références sont mises en valeurs comme techniqndarhentales de I’Analyse.
Les suites et fonctions de références apparaissemt a deux niveaux, le
premier comme objets simples et typiques permettaiorder qualitativement
les propriétés des fonctions et le second commis quermettant d’aborder
guantitativement les propriétés (globales et lacaletamment) de classes plus
larges de fonctions.

Dans la réforme de 1982, les prescriptions de Leiz€lvaert sont assez suivies.
Le champ de I'approximation est en jeu deés la elagsseconde, avant méme un
guelconque enseignement de l'Analyse. Il y a un@omance accordée a
I'exploration (graphique et numérique) a l'aide dmHculatrices et a I'étude
globale et locale de fonctions simples (fonctiomsréférences) en préalable a
I'introduction de définitions générales. C’est aigge pour la progression vers
la définition de la limite en 0 d’'une fonction ememiére scientifique, les
enseignants commencent par des exemples de fanatéifiant {(x)|<M|x| au
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voisinage de 0 et la vérification que ce typef(g||peut-étre rendu aussi petit
gue voulu, en imposant g d'étre dans un intervalle suffisamment petit Bent
en 0. Les enseignants continuent par un exameruaddi@ens qui échappent a ce
cadre et incitent & un point de vue plus qualifalit| par exemple). La stratégie
préconisée est analogue pour la dérivation. Il ggalement une limitation

bienvenue de la formalisation. Seule la limite easf formalisée en epsilon et
eta.

Il s’en suit un période ou les fonctions de réféemenvahissent les programmes
de seconde. Leur étude globale est traitée etdiétie leurs aspects locaux se
limite & des observations en classe de premiéns. jfEcisément, les limites en
0 sont introduites sur la base d’explorations adkulatrice du comportement
global et local des fonctions de références. Papad aux programmes
précédents, un aspect conjectures a partir desoraxphs se perd, qui
préparaient a des démonstrations. L’algébre deisebnuisparait en outre des
programmes. Les limites sont définies de facon gd@dnais uniqguement par
des criteres suffisants a partir des fonctions éirences. Le recours a
I'approximation est donc imposé. Les majorationg)arations, encadrements
(et le théoreme des gendarmes) deviennent des egtkntiels de l'activité des
éléeves. Mémes si les techniques sont parfois twesdés, les enseignants
reconnaissent un gain au niveau des majoratiomgrations, encadrements, au
niveau du contréle de la variable indépendantaniaeau du choix de fonctions
de références pour mettre en évidence une limitej\eeau de I'approximation,
du maniement de la valeur absolue ou encore duagpédle terme algébriques
prépondérants dans une expression.

La réforme de 1990 voit le repli des fonctions d&érences dans les
programmes de lycée. Mais il n'y a plus de défim§ (ou méme pseudo
définitions a partir des fonctions de références) mbtions de convergence et de
limite dans les programmes. Il reste un appui sgrekplorations numériques et
graphiques pour l'introduction des limites, mais gaulement sur les fonctions
de références, qui perdent ainsi progressivememtdeatut. Deés la classe de
premiere, les rudiments de l'algébre des limitest s@introduits et donc la
majoration, minoration par des fonctions de réféesnn’est plus le passage
obligé pour I'étude des limites. Les regles algfies sont essentiellement
admises et leur signification est mise en valeuuiinement. Enfin, les
programmes de 2002 se mettent en place et ilsiieantales trois domaines de
travail que nous introduisons maintenant.

2.b Un premier domaine de travail F1 d’entrée danda pensée
fonctionnelle
Ce domaine de travail couvre la fin de collége e début de la classe de
premiere S. Dans ce domaine F1, les représentatEm$onctions (notamment
les tableaux de variations, les graphiques et demudles algébriques) sont
introduites, donnant corps a un nouveau cadread@itrpour les éléves, appelé
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cadre fonctionnel. Le chapitre central de la cladseseconde est le chapitre
« généralités sur les fonctions ». A partir d’'ungdduction ensembliste de la
notion de fonction, I'enjeu d’apprentissage sendti® que les éleves entrent
dans la « pensée fonctionnelle », c'est-a-dirdsgaGnceptualisent les fonctions
en tant qu’objet, qu’ils puissent adopter la pectipe globale sur cet objet, en
coordonnant les multiples registres de représentatet en reliant le cadre
fonctionnel a de nombreux autres cadres (géométioguphysique notamment).
Robert (2011) parle de «relief des notions a gmsei » pour présenter les
caracteres spécifiques des notions, qui peuvester I'enseignement.

Les notions de parité, de périodicité ou de croissadont nous avons déja
parlé, sont des propriétés globales des fonctioms sgnt spécifiquement
travaillées en seconde au sein de ce domaine. béena de maximum,
minimum (globaux) sont également travaillées, tatgesous différents registres
de représentations. Les variations globales detitorecpolyndmes de degré 2,
de l'inverse, et dans une moindre mesure de fametllomographiques, sont
étudiées mais ces fonctions perdent leur statdbuietions de références. Des
inéquations sont résolues, a la fois algébriquemegtaphiquement. Toutes ces
activités doivent concourir a l'objectif énoncé glihaut, en particulier
I'articulation entre perspectives ponctuelle etbglle sur les fonctions. Dans la
terminologie de Tall et Garcia, I'éléve doit accede monde « symbolique -
proceptuel » ou les représentations permettenmiasipulations aux niveaux
processus et objets des fonctions mais aussi acaédaveau Inter de Garcia :
il doit commencer a faire des connexions entreothgsts fonctionnels de méme
nature et a donner sens a l'idée de transformatimageant ces fonctions. Le
gain d'un tel effort doit se faire sentir par déshes de comparaisons de
fonctions ou par les propriétés a mettre en jeu Idés qu'est utilisée une
classification des fonctions : linéaires, affinés, 2" degré, polynomiales....

Cependant, comme dit Comin (2005) :approche ensembliste de la notion de
fonction par une mise en correspondance terme adeles éléments de deux
ensembles, modélisée par un graphe, évacue cétediel contrainte entre deux
grandeurs (...) nous faisons I'hypothése que lesiquas qui sont proposées
aux éléves portent sur un nombre fini de valeud@gnent les éléves de l'idée
de variabilité et de continuité. Autrement dit, I'approche retenue dans les
programmes pour la définition de fonction éloigmrela perspective globale sur
les fonctions, peut enfermer les éléves dans Isppetive ponctuelle, voire ne
pas leur permettre d’accéder au niveau de condesation objet. Les
utilisations de tableaux de valeurs, les tachesretsherches dimage et
d’antécédent ou les taches de recherches de sduliales équations seraient
par exemple surreprésentées au sein du domaineadail tF1. En outre,
I'hnerbier de fonctions disponibles dans ce domé&hese limite a des fonctions
affines, des fonctions polynomiales de degré Zokection inverse et parfois
guelques fonctions homographiques. Ces fonctiondepé enfin leur statut de
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fonctions de référence pour introduire les notidosales comme dans les
programmes précédents.

Bloch (2003) met en évidence le fait que les élévesgploitent que rarement, a
I'issue de ce domaine de travail F1, la puissancgrdphique au niveau global.
Elle fait des propositions pour des séquences dignement en seconde,
supportées par la perspective globale du regisaphigue. Elle pointe déja le
travail au niveau local qui pourrait étre engagasdee domaine F1. Dans son
travail, Maschietto (2001) met aussi en évidengapbdrtance que pourraient
avoir les représentations graphiqgues comme ouils pntrer dans des taches
d’Analyse locale des la premiére S.

2.c  Un deuxieme domaine de travail F2 trés algélsé

Deés la classe de seconde (mais surtout a partia geemiere S) et jusqu’a

I'université ou il est complexifié, il s’ouvre unothaine F2 trés algébrise,
théoriquement formalisateur et simplificateur dumde F1. Par exemple,
comme le notent Coppé et al. (2007), le regisélaique déja important pour
I'étude des fonctions dans les manuels de secated8(0% a 58% des exercices
selon un manuel de seconde) devient prédominaistldarmanuels de premiéere
et de terminale scientifique. Notre hypothése es I cadre fonctionnel se
réduit alors au cadre algébrique ou tout le «freligue 'enseignement a donné
a la notion de fonction dans le domaine F1 est o@as@n particulier les deux
perspectives ponctuelle et globale sur les objetstions, qui ne sont pas
suffisamment repérées par les éléves a lissue lden& sont plus mises en
valeur dans le domaine F2, étant donné linsufieade la représentation
algébrique vis-a-vis de ces perspectives. Autrerdénties éléves ne sont pas
assez experts au sortir de la classe de seconde iqewpréter toutes les

représentations algébriques rencontrées comme destidns sous leur

perspective globale.

Cependant, dans ce domaine F2, les notions locaes progressivement
introduites : limite, continuité, dérivabilité, teerniere étant d’ailleurs introduite
dans les programmes de premiere scientifique algambtion de limite. De
nombreux travaux (Schneider 1991, Castela 1995eWR010) ont ici mis en
évidence la difficulté pour les éléves a adoptgudespective locale a partir du
jeu de cadre géométrigue / numériqgue symboliquén@der 1991) qui est
proposé dans I'enseignement. Cette introductiom&ste sur l'idée de tangente
comme limite des sécantes mais les éleves ne peavein qu’une perspective
globale sur la tangente, vue au college et en siecmwomme droite qui
intercepte la courbe (le cercle ou la parabolerggdiement) en un unique point
double. Le changement de perspective, importammha@auonent de I'introduction
de ce nombre dérivé, ne peut donc pas étre sufiregrmrepéré par les éleves.
Cette perspective locale est ensuite trés peu illevapour elle-méme en
premiere et en terminale. Maschietto (2001, 2008araexemple travaillé avec
les technologies le jeu global/local au moment 'dgerdduction du nombre
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derivé. Elle utilisait la fonctionnalité de zoomassdcalculatrices graphiques mais
il s’agissait d’'un travail d’'ingénierie qui n'estap usuel dans les pratiques
enseignantes. Les notions locales sont en faicipaitement mobilisées dans
des exercices ou les fonctions sont représenteagpeésentables par une
formule algébrique, en général polynomiale puis amélexponentielles et
logarithmes en terminale. Les recherches de linsibed traitées par des calculs
algébriques et les démarches de minorations, ntajosaet encadrement avec
des fonctions de références, qui avaient été inttesl dans les programmes a
partir de 1982 et qui pouvaient donner corps a despective locale, ont
guasiment disparu. Il n’y a plus de définition gga&mnelle du concept de limite
et une approche intuitive de la notion de limitga@ait. Les représentations
graphiques permettent seulement dillustrer ledonst et quelques résultats
locaux dont les preuves ne sont pas assumées. B&ych (2002), <«cette
illustration des propriétés est supposée s’appwyer’intuition graphique. Elle
ne questionne pas le rapport graphique / fonctisapposé transparent : les
eleves sont supposés voir dans le dessin graplugugl’y voit le professeur.
Compte tenu des considérations faites plus hautasdifficulté d’accés a la
perspective globale sur les fonctions, cette petsge locale ne peut
effectivement pas aller de soi pour les éleves.

Au niveau du baccalauréat, Coppé et al. (2007)mate’il existe toujours une
forte algébrisation de techniques pour I'étude ftewctions, basées sur des
regles de calcul algébriques (calculs de limitesdérivées, étude des variations
de fonctions polyndmes, exponentielles, logarithmgsqui renforcent les
éléves dans des pratiques algébriques. Les quespiorient sur des études
globales mais sont algébrisées. En particulier, fl@sctions sont toujours
dérivables globalement et la variation est étudigartir du signe de la dérivée,
ce qui ramene des propriétés globales a des pr@&ppénctuelles universelles et
masque le caractere global de ces propriétés.dldsaiux de variations et les
graphiques dont l'usage permettrait de travaibepérspective globale, ne sont
gue rarement des outils de travail mais sont esflement des objets a
construire, a compléter, a confronter aux résukdggebriques. Le théoreme et
I'inégalité des accroissements finis, qui étaiemts cbutils permettant des
encadrements et des majorations globales, critipaése que stéréotypant les
sujets de baccalauréat, ont disparu des progranpaecipant a ce recul du
travail des perspectives globale et locale sur fagctions. Les questions
ponctuelles (résolutions d’équations ou intersestide graphes) sont traitées
algébriguement et le graphique ne sert encore gqotdorter les résultats
algébriques, ce qui réduit son rble a un role dardte. Les problemes locaux
(limites, continuité, dérivabilité en un point) $omncapsulés dans des
procédures algébriques. Le taux de variation d'upaction peut-étre
explicitement demandé a des éléves de terminalg Iiiti@e de son calcul n'est
pas supposée disponible spontanément quand ejleleseuse.
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Au final, Bloch, Comin, Coppé et al pointent commaus, le fait qu'avec le
travail algébrique dans le domaine F2, de facopzas®lée du travail dans le
domaine F1, I'enseignement secondaire contribueaaquoer les perspectives
ponctuelle et globale sur les fonctions et il éwaaussi la perspective locale
dans ses programmes, ses manuels et ses prawquesment dit, il y aurait,
avec le travail en F2, une large algébrisation,mmiiiait d’'une part a I'acces des
éléves a la perspective locale et qui masqueraiit part les perspectives
ponctuelle et globale a adopter sur les fonctioBes éléves, qui se
retrouveraient majoritairement dans les populatétsliantes a I'université, ne
pourraient pas facilement passer du ponctuel abaglet vice versa. Hors des
situations algébrisées, les fonctions seraientidérées au mieux, soit comme
des correspondances ponctuelles, soit comme detsobjobaux, sans une
articulation possible entre les deux perspectibess les situations algébrisées,
les objets manipulés seraient tres formels, sandiférentes perspectives sous
jacentes.

2.d Un troisieme domaine de travail F3 tourné versAnalyse
Le troisieme domaine de travail F3 s’engage cep@nd&s le début de
I'université. C’est le domaine de I’Analyse nonéllgsée avec toutes ses regles,
et notamment les regles de quantifications qui etewent ici impératives.
Comme nous l'avons vu plus haut, la démarche dyswlest une démarche
différente de la démarche algébrique. Les techsiggei sont attachées a
I’Analyse relévent de la majoration, de la minayatet de I'encadrement, du jeu
entre des conditions suffisantes et/ou nécessatimetevent pour beaucoup de la
perspective locale sur les fonctions. Son fonc@mnant ne doit pas pour autant
sacrifier les démarches algébriques simplificagriee notamment 'algébre des
limites qui reste toujours présent dans ce domaependant des expressions
proposées dans les programmes d’enseignement, cenpnoehe de » ou « de
plus en plus proche », ne peuvent pas étre opénalies dans le cadre
algébrique et sans recours aux quantificateurs.fhedements du domaine de
travail F3 sont ceux de la complétudeRjegénéralement admise sous I'une des
trois formes suivante : la convergence des suiteéssantes majorées, la
convergence des suites adjacentes ou la convergescsuites de Cauchy. Le
premier théoreme d’Analyse locale, concernant Ijmd’une suite convergente
par une fonction continue, est démontré. Sa démaditst nécessite le recours a
la quantification et aux définitions précises desians de convergence et de
continuité comme dans le développement ci-dessougé sur Université en
Ligne (Uel) :
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Preuve.
» Condition nécessaire

Soit £=0;

de la continuité de f'en x;; on deduit :
A2 0,7xe 1(|x—xu|< i |j(x)—f(x0)|< a:

delégalité 1t = % on décuit:
WeNVreN (n2N=u,elet |u, -x0|<gﬁ);

dot:
WeNVreNr2 N= |fu,)- fix)|< =')

(On remarque la grande analogie avec la démonstration concernant la limite d'une fonction composée, ceci vient du fait qu'une suite est une application de N dans R).

Condition suffisante
Premiére étape -
On montre que toutes les suites images des suites, qui ont pour limite X, ont pour timite f{x, ).

Soit (1, une stite dont la limite est x;;. la suite (., )) est convergente, on note / sa limite; on considére également la suite (v,) constante et égale 4 x,. (f{v,)} a pour kmite f{x;).
On definit une suite (wn) par :

Wy Sy et o = Vxl
La suite (w,) a pour timite x;. donc (f{w, ) est convergente et les suites extraites (fw, )} et (f{w,, . ;) ont donc méme fmite. on a donc £ =flxy).
Deuxime étape -

méthode - par la contraposée

On suppose fnon continue en Xy c'est a dire que lona:

e 0, ¥y, 3fo(|x—xu‘< gyet|j(x)-j(x0)|2 4.

()

On considére une suite qui tend vers 0, par exemple la suite | 1 pour tout entier 7 supérieur ou égal a 1 il existe u, tel que
i ln

qu -xu|<% et Lf(u*)-f(xu)‘z £

On amis en évidence 'existence d'une suite admettant x;, pour limite et telle que la suite image ne converge pas vers flxy).

Le travail dans ce domaine F3 nécessite aussiaionstnt un jeu entre les deux
perspectives globale et locale : le calcul algélaide la limite d’'une expression
complexe nécessite par exemple une mise en peisspbmtale pour repérer les
termes prépondérants et les termes négligeableexigression manipulée,
comme dans I'exemple ci-dessous tiré de I'Univérsit Ligne (Uel) :
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Quand x tend vers + o dans son ensemble de définition, la fonction
£ =253
A= —
xhhox
 aune limite finie, L =

(Saisissez une valewr puis cliquez sur le bouton)
(Rappel des conventions de saisie de limite finie)

tend vers + o
tend vers — o
n'a pas de limite finie et ne tend pas vers + o oun — e

" je ne sais pas

S

Ensuite vient le travail sur les fonctions négligies, les fonctions équivalentes,
les développements limités et les formules de Taglo ont soit un caractere
global (formule de Taylor Lagrange ou formule deg/l®aavec reste intégrale)
ou un caractere local (formule de Taylor Young).

3. Expérimentations sur les conceptions des étuditm

Notre identification des trois domaines de travalus permet une premiere
compréhension des difficultés observées chez lehagits entrant a l'université.
Dans ce paragraphe, nous souhaitons préciser d¢isulths a partir de
productions d’éleves et d’étudiants, en relianediement ces difficultés a la
notion de perspective introduite plus haut. Dangriemier paragraphe, nous
référons a une recherche exploratoire menée daralte du travail de la Cl12U
(Vandebrouck 2008a). Dans les deux paragraphearggivnous référons a une
recherche personnelle et orientée par notre prailgue de I'adoption des
perspectives par les éleves et les étudiants.

3.a Letravail de la Cl2U
Dans le cadre du travail de la CI2U, un questiaenaiété proposé aux étudiants
de L1 de plusieurs universités francaises (Parisleidi, Bordeaux 1,
Montpellier, Rouen) aux rentrées 2007 et 2008, aehth premiére semaine de
cours. 298 réponses d’étudiants ont été analysées pe qui concerne
I’Analyse.

Comme prévu, les résultats concernant des caleulsnites étaient assez bons
des lors que ces limites mettaient en jeu dessé&d@gbriques sur les fonctions
mondmes, exponentielles, logarithmes, avec dese®mreh des bornes usuelles :
le calcul de la limite deyx) = x €' lorsquex tend vers moins l'infini étant par
exemple réussi a 55 %, le calcul lorsquend vers plus l'infini étant le mieux
réussi avec 87 %. Les résultats étaient toujoursects mais sensiblement
moins bons lorsque les formes ne correspondaierst @pades formes
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indéterminées usuelles de terminale, c'est-a-diee Igs regles algébriques ne

s'appliquaient pas de fagon immédiate : le caleulalimite del(x) =10X=In2

lorsquex tend vers plus I'infini étant par exemple réus&id3d%, celui le moins
X

bien réussi étant celui de la limite i¢¢ =£; lorsquex tend vers 0, réussi a
X

seulement 9 % : I'absence de disponibilité de lesgective globale sur la
fonction représentée semble pouvoir expliquer oax td’échec chez les

étudiants. En effet, la fonctioffx) :ﬁ;tend verseo en 0 et tend vers e en 0.
X

La perspective globale adoptée sur I'expressioglalgue f(x) :i;—xgpermettrait

d’appréhender cette difficulté mais comme nousdiesexpliqué plus haut seul
un expert peut spontanément adopter cette pergpeatipartir de la seule
expression algébrique. L'étudiant peut ne réféteaux formules algébriques et
ne pense pas a la différence de traitement quitiwtfaite en Oet en Q

En outre, les résultats de la CI2U ont remis edernge la non disponibilité chez
les étudiants de la perspective locale nécessaive pn calcul correct des
limites en formes de taux d’accroissement, la &naiel(x) =1'1§5[2'12 lorsquex

tend vers 2 n’étant réussie qu'a 13%.

Concernant des calculs de limites a l'infini quimettent pas en jeu des regles
algébriques, seuls 3 étudiants sur 298 ont répoadectement aux deux calculs
de limitessin(2rm) lorsquen tend vers linfini etcos(2wx) lorsquex tend vers
plus linfini. Plus précisément, deux groupes ddamts sont alors apparus
nettement. Le premier groupe est constitué desagtis] tres nombreux (126 sur
298), qui ne se dégagent pas d'une approche algebat ne donnent aucune
réponse a ce genre de calcul de limgm(@m) lorsquen tend vers linfini,
cos(2x) lorsquex tend vers plus l'infini et d’autres du méme typkhautre
groupe est constitué d’étudiants qui semblent piouwképasser cette approche
purement algébrique des fonctions et des calculslirdg@es : on trouve
cependant parmi ceux-la d’'une part des étudiantsaemblent plutdt raisonner
sur les deux limites (et d’'autres) avec une petsmeponctuelle, donnant une
limite finie a la suite et a la fonction (54 étudis sur les 298), et d’autre part
des étudiants qui semblent plutét adopter une petisge globale pour conclure
(traitant notamment les suites comme des fonctidssur 298). Pour tous les
autres étudiants, hors des deux grands groupesapgevenons d’identifier, le
guestionnaire était trop limité pour les catégarise

Comme le calcul de ces limites se fait a l'infiihisemble que ce ne soit pas la
perspective locale qui soit pertinente ici maisnbia perspective ponctuelle
(dans quelques cas particulier de suites comméZrm) ou la perspective
ponctuelle permet de trouver que la suite est aomsient nulle) et surtout la
perspective globale sur les fonctions en jeu (comow la fonctioncos(2x)
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ou la perspective globale permet de déduire deillagon la non convergence).
De fait, si la coordination des deux perspectivascpuelle et globale se révélait
nécessaire pour traiter au mieux tous les calcaldindites rencontrés, il est
apparu que peu détudiants arrivant en L1 sembtapibles de changer de
perspective spontanément (une vingtaine dont lesquB ont répondu
correctement aux limites de#n(2rm) et cos(2x) ) et que beaucoup d’étudiants
ne semblent mobiliser aucune des deux perspectregpndant faux ou ne
répondant pas a toutes les questions ou les pramedalgébriques sont
inefficaces et ou ces perspectives sont pertinentes

Signalons que dans le test de la CI2U, des résujtaiéraux mettaient bien en
evidence la meilleure réussite au baccalauréagétigBants semblant avoir pu
raisonner a un certain moment sous la perspecloiealg, confortant notre
hypothése selon laquelle I'aptitude a adopter lspeetive globale intervient
certainement dans la réussite des étudiants erygamabignalons enfin que le
test de la Cl2U mettait bien en évidence égalenssntifficultés des étudiants
pour manipuler les valeurs absolues et leurs érmrdifficultés en ce qui

concerne la logique.

3.b  Un exercice a la transition lycée-université

Il a été proposé en 2010 a des éléeves de termsuamtifique (S) et a des
étudiants de L1 un exercice similaire, caractéusti de la transition lycée —
université. 1l nous a permis d’affiner notre études conceptions sur les
fonctions en les reliant a la notion de perspecsivesi que la facon dont cette
derniére intervient dans des exercices d’Analyses tésultats permettent de
préciser les caractéristiques des deux classeévd®lou d’étudiants selon la
capacité a mobiliser la perspective globale suolgsts manipulés (disponibilité
de la perspective globale, ce qui correspondragpfoche coordonnée proposée
par Monoyiou et Gagatsis, 2010) ou bien la prégeatitez eux des seules
procédures algébriques dans toutes les situati@pioche algébrique). Ces
résultats sont également cohérents avec ceux decligdf et Gaudin (2002),
ainsi que ceux de Robert (1983) de facon plus ecth.

Notre dispositif a consisté a étudier les produndid’éleves de terminale S et
d’étudiants de L1 sur un exercice qui mélangedestee algébrique et le registre
symbolique, traitant d’'une fonction définie par umiggrale de la forme :

G(x) :%jf F(1) dt

Au lycée et a l'université, les intégrales sontadtiites comme des aires sous
les courbes, c’est-a-dire une approche par legrialigs définies. Le lien entre

les intégrales des fonctions continues et les pivied est fait rapidement

(démontré partiellement en général) de sorte gaeéleves et les étudiants
peuvent travailler la plupart des exercices damstke algebrique.
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Nous avons choisi de comparer les productions ldes®et des étudiants de L1
sur cet exercice car il est tres proche de tachassiques dans les deux
institutions et les adaptations sont raisonnaladassi bien pour les éleves que
pour les étudiants. En effet, méme si ce genredetibn G est inhabituel dans
les pratiques des éleves et des étudiants, cesedeont déja rencontré des
intégrales indéfinies sur des intervalles de lanfoifa, X] ou [a, A(X)] (f étant
une fonction linéaire) au moment du test. Les éélevront donc adapter leurs
connaissances anciennes, par exemple en introtluisgoint intermédiaira et
en utilisant la relation de Chasles. L'intérét diah type d’étude est que des
procédures relevant uniqguement du domaine F2 péuwerpas suffire pour
dégager des propriétés de la fonct®nmémes ponctuelles. Il faut travailler
dans le domaine F1 et recourir aux perspectives.

Le test a impliqué une classe d’éleves de termiBatBun lycée parisien (15
étudiants) et un groupe d’étudiants de L1 (109ianid de I'Université Paris
Diderot). Les énoncés précis ont été choisis pmaptefesseurs de chacun des
deux niveaux et de facon indépendante, avec desigrt@s pour traiter des
guestions concernant des propriétés ponctuellegobtles de la fonctio.
Voici I'énoncé qui a été proposé en L1 :

Exercice 5
Soitf une fonction continue stk et soitG la fonction définie suR par

G(%) =%j11 £(1) dt

—+

1) Montrer que sf est une fonction constante, la fonctiGhest égalemen
constante.

2) Montrer que si est est paire (respectivement impaire), la fonctBest
paire (respectivement impaire).

3) Montrer ques est dérivable et calcul&'.
4) Expliciter la fonctionG associée a la fonctidit)=[].

(..)

Enoncé de L1 (mars 2010)

Dans cet énoncé de L1, la fonctibest supposée continue globalementRur
Les étudiants doivent montrer des propriétés gesbaurG, notamment une
propriété de parité d& (par changement de variable, connaissance spézifiqu
de L1). lls doivent aussi justifier qué est dérivable et calculeB’. Les
guestions 1) et 3) peuvent se traiter algébriquémen introduisant une
primitive F def et sans aucune considération de perspective storetiond et

G. Les difficultés des étudiants liées aux perspestigenctuelle et globale
peuvent apparaitre pour les questions 2)f-est paire alor& est paire - et 4) —
expliciterG lorsquef est la fonction valeur absolue. Par exemple, estin 4),
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les seules procédures algébriques ne suffisent pies que le registre des
guestions et des réponses attendues reste toajgéizique. En effet, méme en
exploitant la parité de la valeur absolue et lailtas de la question 2), il est
nécessaire d’envisager plusieurs cas selon quedrtent ou non a l'intervalle
[x-1, x+1] ; c’est-a-direx < -1,x dans [-1,1] ek > 1. La difficulté nous semble
tenir en ce qu’il faut pouvoir adopter simultanémknperspective ponctuelle
sur G en x et la perspective globale s@irdans l'intervalle -1, x+1] pour
dégager les cas de figure. La question 5) concgua@t a elle uniqguement le
domaine de travail F3 et nous ne développerons gas sujet.

Dans I'énoncé de terminale, l'introduction par b@é&cé d'une primitiveF
permet d’amblée de rester dans le domaine de krB2apour de nombreuses
questions : 1a), 1b), 1c), 2a), 34¥ partie et enfin 3b).

x>

intégrale
Dans le probléme, & désignera 'ensemble des fonctions defi-
nies. dérivables sur R. A toute fonction f de':‘ﬂ on assc:me la

IHEMES : Fonction définie par une

- fongtion ftelle qus pour tout réel x - i) = fit) dt.

a=1

1.a Mr:mtraz que pour toute primitive F de .r surR;
oo = -lF{ +1) - Flx-1)).

b. Galculez f lorsque f est 1z fonction définie par ff = 17,
nentier,n = 1. N

Meontrez que pour toute fonction polyndme f, / estune fonc-
tion polynéme de méme degre.

e. Calculsz Florsgue 7 est Iz fonction définie par f{fj = cos n t.
2.a. Montrez que pour toute fonction f c.'e g, f est aussi dén-
u-abbawﬂﬁtquepm.trmmxréﬁ e = —-[f{x + 1 =filx-1)).

b. Déduisez-en gue les propositions {1} et (2) suivantes sont
équivalentas : (1) f est une forction constante ; {2) f est péric-
digue et Z est Line période.

. 3.2.0nsuppcsef r:.rmss.ameaw[l? Montrez qu 'alors f est crois-
sante sur R et que pour tout réel x, flx-1) = f{x] < flx + 1).

- dg
b, feat I¢ fonction définie sur R par f{t} = ?—- Etudiez les

va.riahnrm de f sur R. Décuisez-an les variations de fsur®.

Enoncé de terminale S (mai 2010)
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Les premiers exemples de fonctidngermettent de sensibiliser les éleves a la
dépendance d& (appeléef tilde dans I'énoncé) & ce qui n'est pas une
préoccupation en L1, les étudiants devant raisodimectement dans le registre
symbolique. Des caractéristiques d’énoncés de malmiS se retrouvent, par
rapport a des énoncés de L1, concernant la conldes taches : la tache de
calcul de la dérivée d& est découpée en deux sous-taches: question la) et
guestion 2a) alors que les étudiants de L1 sormiass trouveG’ directement.
Tout en restant dans le domaine de travail F2u&siipn 1b) partie 2 comporte
des adaptations de connaissances pour les lycéwais, elle ne questionne
toujours pas les perspectives. Ce sont les quesBbpet 3a) qui obligent ici a
sortir du domaine de travail F2 et qui permettentaster la capacité des éléves
a manipuler des fonctions de fagcon symbolique $ssiperspectives ponctuelle
et globale. Autrement dit, comme certaines destopessdu partiel de L1, il
s’agit de questions qui nécessitent de dépassdetaarches algébrisées.

Dans la question 2b), il faut jouer entre deux pedgs globales suret G - f est

2 périodiqueet G est constante - par l'intermédiaire d’'une proprigd@ctuelle
universelle suf - pour toutx réel, on a(x-1)=f(x+1). Plus précisément, dans le
sens direct par exemple, il faut traduire de fagonctuelle universelle le fait
gueG est constante - pour toxtréel, on aG’(x)=0. Il faut ensuite réinterpréter
I'information ponctuelle universelle - pour towtréel, on af(x-1)=f(x+1) — en
périodicité de la fonctioh Remarquons cependant qu’aucune de ces traductions
ne met a priori en jeu la perspective globale. Hetela périodicité et la
constance se traduisent de fagon ponctuelle umiMeré&comme nous l'avons
signalé plus haut, les programmes ont évacué Igppetive locale liée a la
dérivabilité et les propriétés globales de varmtites fonctions sont réduites a
des propriétés ponctuelles universelles de leuvéy.

Dans la premiere partie de la question 3a), il fjauér de la méme facon entre
deux propriétés globales suet G - f et G sont croissantes - par l'intermédiaire
d'une propriété ponctuelle universelle dur pour toutx réel, on af(x-1) <
f(x+1). Plus précisément, il faut a partir de la pretgrglobale { est croissante
— écrire la propriété ponctuelle universelle - pmut x réel, on &(x-1) < f(x+1)

— et réinterpréter la propriété ponctuelle univiigse G’(x) > 0 — en propriété
globale —G croissante. Remarquons ici que I'écriture en pés@rponctuelle
universelle - pour touk réel, on af(x-1) < f(x+1) — n’est pas une traduction
ponctuelle universelle de la croissance. Il s'aliine perte d’'information par
rapport a I'écriture globale d’une propriété glabal la croissance : pour taxt

y réels x <y impliquef(x) <f(y) — qui ne peut ici se traduire de fagon ponctuelle
universelle.

Dans la deuxieme partie de la question 3a), il'agitspas par contre de passer
d’'une propriété globale a une autre en les traduisge facon ponctuelle
universelle. Comme dans I'exercice de L1, la diiiti€ semble tenir en ce qu'il
faut pouvoir adopter simultanément le point de poectuel suiG enx et le
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point de vue global surdans lintervalle x-1, x+1]. En effet, il faut traduire
avec deux variables une propriété globale fsurpour toutx réel et t dans
I'intervalle [x-1, x+1], on af(x-1) < f(t) < f(x+1). Une autre méthode consiste a
changer de registre et interpréter graphiqguementrééssance dd et son
intégrale sur un intervalle{1, x+1]. Cette question est donc plus complexe que
les précédentes car elle met directement en jparkpective globale sfiet pas
uniquement des propriétés ponctuelles universelles.

La question 3b) est quant a elle une simple apmitales variations dé se
déterminent algébriqguement (calcul de dérivée,etiasigne).

3.c Les résultats des éleves et des étudiants eernies de
perspectives

Focalisés sur la transition lycée-université, nausns choisi de n’analyser que
les copies des cing €léves de la classe de teenilgsignés par leur enseignant
comme susceptibles de se retrouver a I'universitthée d’'apres. En effet, dans
une premiére lecture des productions des élevesstilapparu que celles-ci
étaient de bien meilleure qualité globalement aqseproductions des étudiants
de L1, relativement a la difficulté des énoncédaG&xpliquait par le fait que
bon nombre de bons éléves de terminale ne se vetmbypas dans les
populations d’étudiants de L1. lls s’orientent bmaup par exemple vers les
classes préparatoires aux grandes écoles d’ingérnies copies des étudiants
ont par contre toutes été consultées, sans poantaeh faire une analyse
exhaustive.

Comme prévu, les difficultés des cing €léves dmitale ont surtout porté sur
les questions 2b) et 3a). Un seul d’entre eux asidas deux questions de facon
acceptable. Les autres questions, qui ne mettentepajeu les perspectives
ponctuelle et globale, ont été traitées sans pnoddemajeurs. Seule la question
1b), dont nous avons noté plus haut qu’elle estptexe pour les lycéens, est
mal réussie majoritairement.

Il apparait que la question 2b) est moins biensiéusue la premiere partie de la
guestion 3a), quand bien méme les deux metterdgLenrje propriété ponctuelle
universelle qui ne fait pas a priori travaillergarspective globale et quand bien
méme la propriété ponctuelle universelle de la tpes3a) n'est pas une
traduction mais une perte d’'information par rap@old propriété de croissance.

En fait, la traduction des propriétés globales destance ou de croissance en
propriétés ponctuelles universell@sx) = 0 ouG’(x) > 0 est routinisée par les
eleves de fin de terminale. C’est respectivemernjeerdans les deux questions
2b) et 3a). Sans doute la traduction de la péri@dpar la propriété pour tout
réel, on d(x+t)=f(x) est-elle, elle aussi, routinisée chez les éleR@ependant, la
propriété ponctuelle universelle qui apparait en et f(x+1)=f(x-1). Son
interprétation en périodicité fait donc finalemepleinement travailler la
perspective globale. Au contraire, dans la prenpartie de la question 3a) ou il
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faut traduire la croissance flde fagcon ponctuelle universelle - pour tauéel,
on af(x-1) < f(x+1), cette traduction est aidé par le contexteeeh quoi il faut
arriver. Ceci semble expliquer cette réussite maraghns la question 2b) par
rapport a la question 3a). Voici un exemple de petidn d’éleve 5 pour la
guestion 2b) :

= SR
&8
S
i1
=
&
=N

)33 (1) G est constante> G ’(x)=0
‘ SR | (2) f est 2 périodique f (X)=F (x+2)
: i — | On part dun membre pour arriver| a

|
SE_.
ﬁ; &
M
i
=

- | 'autre :

E
LETH
=ps
§if

L3

SESssa G (0 = % Hx+1)H(cD)] et G(=0

1

AT HTF

; - | @ f(x+1) =f(x-1)
=SSC @ 1(x+1) +1(1) =1(x-1) +1(2)

A
K

& fx+2) = (¥ 2)
so (1)« (2).

Eléve 5 : question 2b)

L’éléve 5 explicite sa procédureon part d’'un membre pour arriver a I'autse

Il 'y a aucune quantification qui traduirait unensibilité a la perspective
globale dans les propriétés ponctuelles universell@ outre, les équivalences
sont fausses. Il est nécessaire pour I'éleve deniewa la forme initiale de la
périodicité f(x)=f(x+2) pour conclure a la périodicité decar I'obtention de
f(x-1)=f(x+1), méme sans quantification, n'est pas poumhg caractérisation
de la périodicité. Du coup, ce sont des procédgabaljues qui font foi et tout
est mis en ceuvre algébriquement pour faire appaf@d}=f(x+2).

Concernant la premiere partie de la question dagrdissance de la fonctidn
est traduite paf(x-1) <f(x+1) sans les quantificateurs chez 3 éléves (dob}.le
Il y a également présence d’équivalences, cecitd@hpeut-étre aussi I'absence
de perspective globale chez ces éleves. Voiciredyations des éleves 2 et 5 :
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3a) On sait quéest croissante. 3a)G est dérivable suR (2a)
On a dond(x+1) >f(x) > f(x-1) x+1 >x-1
& f(x+1) >f(x-1) & f(x+1) >f(x-1) carf est croissante
& f(x+1) -f(x-1) >0 & f(x+1) —f(x-1) >0
& Y2 [f(x+1) -f(x-1)] > 0 & Yo [f(x+1) -f(x-1)] > 0
&G X)>0 &G x>0
DoncG est croissante. G (X) > 0 sur R,
doncG est croissante SiR.
Eléve 2 : question 3a) Eléve 5 : question 3a)

La production de I'éleve 3 est sensiblement iderig celle de I'éleve 2, sans
guantificateur, mais il n'y a pas les symboles digglence. Tout se passe
comme si ces trois éléves ne travaillaient que td®maine F2, ou seuls des
calculs algébriques permettent de passer d'unfétduisant des hypotheses a
un état B caractéristique du résultat attendueuepponctuel / ponctuel universel
/ global mis a I'ceuvre dans ces deux questionsotsiement masqué par des
procédures algébriques. Les quantifications peanette mettre en scene ce jeu
sont systématiguement absentes. C’est pourtanevéél5 qui réussit
correctement la deuxieme partie de la question Bb3 complexe mais il
reconnait en fait une application immédiate dedamiile de la moyenne et
passe donc en quelque sorte a coté de I'aspedlglob

Le profil des éleves 1 et 4 semble par contre un ¢iférent. Méme si des
caractéristigues de leurs productions sont simaia celles des éleves
précédents (présence des équivalences notammequi gourrait sans doute
s’expliguer en référant au contrat didactique, Bemau 1997), il semble que ces
éleves sont plus a méme d’interpréter ponctuellénmen globalement les
ecritures symboliques qu’ils manipulent.
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Dans la question 2b), ces éleves ne traduisentegagropriétés globales avec
des quantificateurs (mais ils vont le faire en 3&gpendant comme nous
I'avons remarqué plus haut, la quantification ecifdi n’est pas nécessaire pour
réussir la question 2b) puisque les propriétés ajésh mises en jeu sont
uniquement ponctuelles universelles. Alors il légitime de se demander si
cette quantification n’est pas présente implicitetnEn effet, contrairement aux
trois éleves du groupe précédent, les éleves 1 giedvent interpréter

directement I'écrituré(x-1)=f(x+1) comme la 2-périodicité.
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b) G est une fonction constante G est une fonction constante
& G(X)=0 & G(x)=0
< ¥ [f(x+1)f(x-1)]=0 @ Y [f (x+1)f (x-1)] =
& f(x+1) =f (x-1)
& f (x+1) =f (x-1) < f est périodique de période 2
< f est périodique de période 2 car
x+1-(x-1)=2
D'ou (1) < (2)
Eléve 1 : question 2b) Eléve 4 : question 2b)

L’éleve 1 explicite d’ailleurs le fait quef«est périodique de période 2 car x+1-
(x-1)=2». Autrement dit, ce n’est pas tant la présencguhntificateur qui est
importante mais la capacité a interpréter globatgmécriture f(x-1)=f(x+1). Et
comme nous l'avons expliqué plus haut, il faut bieobiliser une perspective
globale sur les fonctions pour passer directementadte écriture (méme non
guantifiée) a la 2-périodicité, ce que n’ont pasfawe les éleves du profil
précédent.

Concernant la question 3a) (premiére partie), eex thémes éléves mobilisent
cette fois explicitement la quantification pourdwée les propriétés globales en
propriétés ponctuelles universelles, ce qui peghifier encore la prise en
compte de la perspective globale. Cependant lee£l@’'identifient pas qu'il

s’agit d’une perte d'information et non d’'une tratan ponctuelle universelle
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de la croissance. Par exemple, I'éleve 1 ci-desdeédsit la croissance de a
partir de la relatiorG(x-1) < G(x) < G(x+1), ce qui constitue une grave erreur

liée a des lacunes dans cette perspective globale.
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3a)f est croissante sl 3a) Soitf croissante sur
&Pour toutx deR, f(x-1) < f(x) < f(x+1) | Pour toutx deR, x-1 <x+1

& o MHxDdx < T o T E)dx | ¢ f(x-1) <f(x+1)
<[ O D)ok -

& & Vs [f(x+1) -f(x-1)] > 0

@ Gx1)=G(X) = G(x+1) & G'(X) > 0 doncG est croissante
& G est croissante s SuUrR
Eléve 1 : question 3a) partie 1 Eléve 4 : quesdimnpartie 1

Ces deux classes (ou profils) ayant été identiflész les éleves, nous avons
essayé de retrouver des caractéristiques de ceeslahez les étudiants de L1.
Ici, les difficultés liées aux changements de peripes pertinentes ou
nécessaires pour résoudre les questions concéesaniestions 2) et 4).

Chez beaucoup d’étudiants de L1, les propriétésadgs, dans la question 2) en
particulier, sont traduites sans quantificateusci@ntraine un amalgame entre
les différentes perspectives qui sont masquéesigmprocédures algébriques.
Les écritures ne peuvent jamais étre interprétaaadjc’est nécessaire. Il s’en
suit chez des étudiants une confusion entre ldablas et une non distinction
des roles difféerents que chacune d’entre elle tigainctuel pour le et global
pour let, comme dans les deux exemples ci-dessous :
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Dans le cas ofiest paire : Sif paire alord(t)=f(-t)
f()=f(-t) dond .1 X' f(t)dt =|G(-x)=
[ 1 S H(-)dt
& Vol () dt =%l (D At | g1 impaire alorg(-t)=-f(t)
donc G(x)= %2 [FOxt1) - FOCLI =1 Glyg= 14/, (1) dit
Y2 [F(-(x+1)) - F(-(x-1))] L x i1
= Yl - f(t) dt = - V5] o <TH(t) dt
= Y [F(-x-1) — F(-x+1)] = G(-x) donc
G est aussi paire G(-x) = - G(x)

Exemples de réponses a la question 2)

D’un autre coété, il y a des copies ou la mise erspgExtive globale est mieux
assurée, méme implicitement, lorsqu’elle est penti@. Les quantificateurs sont
présents pour traduire les propriétés globalegasticulier ici lorsqu’il s’agit
d’intégrer une relation d’égalité. Cela ne permat pour autant a ces étudiants
de réussir les questions mais des arguments glammixmentionnés : &est la
méme partie qu’il faut intégrer ou «si deux fonctions sont égales, leurs
primitives sont égales.

Concernant la question 4), cette distinction seowwe a nouveau. Pour une
partie des étudiants, les procédures mobilisée®legent que du domaine de
travail F2 comme dans la copie suivante.

T 4) Pour f(H)=| t |
bl
Ik Lo 1 = {2 =
W n‘gr':: EJ =T{A})(@d|'a“ﬂ1ﬂ[ﬂl: Onafltl t°/2] =>
e Bl s [ () dt = | &+1)/ 2 || 1)/ 2 |
Gl ol
AT e doncG(X)= ¥z [| &+1)/ 2 |-| &1)°/ 2 |]

Exemple de réponses a la question 4)
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Chez d’autres étudiants par contre, il y a uneepeis compte des cas de figure,
méme si a nouveau cela ne méne pas aux bonnesislut
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4) Explicitons la fonctiorG associée 4) ExplicitonsG
G(X)= Y2l 1 |t dt
Sit<O0 alors Six>0
- x+1 —
G(X)— - 1/2.[ X-1 tdt - - ]/2 [X+1'X+1] G(X): 1/ZI X-]_X+1t dt — ]/2 [t2/ 2] >(_:LX+1_
: -1 -
Sit> 0 alors Six<0
— X+1 —
G(X)= Yol 1t dt = ¥ [x+1-x+1] G)= ¥l (1 tdt= - % [€) 20
=1 =

Exemples de réponses a la question 4)

On trouve extrémement peu de procédures correaiesl’'ensemble des
guestions et des étudiants de L1, mais une conditécessaire a la réussite
semble bien étre que 'étudiant fasse partie dxiédene groupe. Dans les deux
copies précédentes, il apparait clairement combreéme en ayant pris
conscience du fait qu’il faille considérer des cdsest difficile de gérer
simultanément la perspective ponctuelle Gurcalcul deG(x) pour des valeurs
dex< 1,xdans [-1,1] ok > 1 - et |la perspective globale sur la valeur absel
considération de | t | pour t dans [x-1,x+1] - @mumpdire autrement les deux
variables en jeu, le domaine de variation tdétant défini par rapport a la
premiere variablex. C’est sans aucun doute une difficulté supplénienide
cette question, qui dépasse les seules considésasor les perspectives
ponctuelle et globale.
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4, Conclusions et discussion

A l'issue de notre synthése de résultats déja miéviadence dans de nombreux
travaux, nous émettons I'hypothése que le cadretifimel est réduit a un cadre
algébrique chez les éleves de fin de terminalenstigpie, avec la manipulation
de formules algébrigues sans le « relief » queséegnement a voulu donner a la
notion de fonction dans le domaine de travail Fd.cadre algébrique suppose
tout de méme la possibilité de travailler avec edlgressions symboliques et la
possibilité d’envisager un certain degré de génératomme dans l'exercice
d’intégration présenté ci-dessus. Cependant, ibld@pe chez certains éleves
une approche algébrique qui limite leurs possésla I'entrée dans I'’Analyse.

En effet, les deux perspectives ponctuelle et dgobar les fonctions, qui ne
semblent déja pas suffisamment repérés par lege@Vissue de leur travail
dans le domaine F1, ne sont plus suffisamment rabdp dans le domaine F2
du fait de linsuffisance des formules algébriqués-a-vis de la perspective
globale, du faible herbier de fonctions disponildésle la sous-exploitation des
représentations globales (graphique ou tableau at&tion) comme outil
heuristiqué de I'activité mathématique. Les propriétés globale variation sont
en outre réduites a des propriétés ponctuellestselles, grace aux hypotheses
fortes de dérivabilité, ce qui ne favorise pas éaassité des quantificateurs et
nuit également au travail de la perspective globBle coup, le manque de
disponibilit¢ de cette perspective globale, la narticulation entre les
perspectives ponctuelle et globale, associés aube slisponibilité du registre
algébrique au détriment des registres graphiquesyoiolique, constitue sans
doute I'un des obstacles majeurs a I'entrée deselyg et des étudiants dans les
exercices d’Analyse, ou les mises en perspectimessouvent pertinentes (sans
pour autant parler nécessairement d’exercices ntega jeu des notions
locales).

Ces hypothéses semblent confirmées par les résalidassue de notre exercice
d’'intégration proposé aux lycéens et étudiants.cBarchant a préciser les
conceptions sur les fonctions a l'issue de la teatei scientifique et a I'entrée a
I'université, nous pouvons ici dégager deux poparest d’éleves et d’étudiants.

Certains étudiants a I'entrée de l'université n’phis aucune disponibilité de la
richesse qui leur a été enseignée a propos desdiosiclls ne raisonnent plus
gu’algébriquement sans pouvoir se détacher desgeptations issues des
formules et sans pouvoir adopter la ou les persm@scipertinentes pour les
guestions en jeu. Hors des situations algébriséggonctions sont considérées

® En reprenant Duval (1999), les représentationshimaps sont essentiellement réduites a un roleidoen « Iconic
representations refer to a previous perceptiorepfasented object [...] whereas visualization comsistgrasping directly
the whole configuration of relations and in disdriating what is relevant in it ». De ce fait, I@swalisation au sens de Duval
peut-étre reliée a la perspective globale surdeshes et a un réle heuristique de ces représensatbe méme qu’adopter la
perspective globale est difficile, il n'y a pasjmurs visualisation au sens de Duval dés qu'untgcae est utilisé.
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au mieux, soit comme des correspondances poncusthd comme des objets
globaux, sans une articulation possible entre lesxdperspectives. Les
productions de ces étudiants semblent caractérsgreane absence totale des
guantificateurs universels pour traduire des pét@s ponctuelles universelles,
ce qui peut étre associé a la non disponibilitéadperspective globale sur les
fonctions. Cette population d’éléves ou d’étudiaess sGrement a mettre en
relation avec la conception algébrique — graphigeeBalacheff et Gaudin
(2002). Elle se retrouve aussi parmi les nombretudignts qui n'ont pu
raisonner ni ponctuellement ni globalement dansglesstions de limites non
algébrisées du questionnaire de la CI2U. Ce aasHides étudiants qui ont une
approche algébrigelu concept de fonction au sens de Monoyiou et B&ga
(2010).

Une deuxieme population d’étudiants est par compable de dépasser
I'approche algébrique et notamment d’adopter, dantaines situations a mieux
circonscrire, la perspective globale sur les regptadions manipulées

(symboligues, graphiques mais aussi algébriques)sddt ici les étudiants qui

ont une approche coordonnée du concept de fonciorsens de Monoyiou et
Gagatsis (2010), étant capables d’adopter une g&rep globale sur des

formules algébriques en référence a la représentatiobale graphique. Ces
étudiants peuvent notamment introduire plus sp@memt des quantificateurs
universels (sous leur forme symbolique ou non) pmaduire que certaines
propriétés utilisées sont globales ou méme porieiehiverselles. Ces éleves
sont srement plus proches de la conception couabgebrique de Balacheff.

Cette population se rapproche également sans dm#eéleves dont Robert
(1982, 1983) met en évidence gu'’ils disposent d’ocmeception statique de la
notion locale de limite, favorable a une concepsation correcte de la

définition. 1l faut enfin rapprocher ce résultat et que les étudiants du

guestionnaire de la CI2U qui ont pu raisonner ggomt de vue global pour les
calculs de limites sont ceux qui statistiquememiiewt eu une meilleure réussite
au baccalauréat.

Ces résultats sont a affiner mais considérant aal fjue I'adoption de la
perspective globale est une nécessité pour abtadeavail local, avec toutes
ses contraintes, nous concluons que I'approchérdgee exclusive fait obstacle
a I'entrée dans le champ de I'Analyse et notamnraelat conceptualisation des
notions locales sur les fonctions, travaillées ieipinent des le début de
I'université. Un facteur prédictif de succes dagdé&nts a I'entrée a l'université
est ainsi qu’ils puissent dépasser I'approche aigeéé, qu’ils puissent avoir une
approche coordonnée des différentes représentatieasfonctions et qu’ils
puissent adopter les perspectives globale ou localméme dans des

¢ Dire « conception algébrique » nous semble tropétant donné les limites de notre étude et cesgue tend le terme de
conceptions .
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manipulations algébriques : par exemple, déteeertérmes prédominants ou
négligeables dans des calculs de limites « complexee que sait faire I'expert
mathématicien.

Ce travalil invite a étendre le domaine de travdiljisqu’a la terminale et a
I'imbriquer avec le domaine F2 pour mieux prépaerdomaine F3. Cela
signifie d’une part enrichir I'herbier de fonctiodsponible dans le domaine F1
afin que les éléves puissent se représenter globaleles fonctions en jeu a
travers des manipulations de formules. Cela sign#ussi ancrer dans le
domaine F1 les problemes de calculs de limitesad®ils de dérivée et d’étude
de variations qui relévent actuellement uniquentkntdomaine F2 et ne sont
plus connectées a des situations concrétes powdess. Enfin, cela signifie
travailler des le domaine F1 des problemes locdinxde pouvoir envisager au
sein de ce domaine de travail F1 a la fois des tmumss ponctuelles, des
guestions globales et des questions relevant dpd local des fonctions. En
ce sens, le travail avec les technologies que anusageons dans le chapitre 2
est une opportunité pour enrichir le domaine deaiteF1 dans ces directions,
par exemple en reliant des taches relevant du itraalgébrique a des
représentations dynamiques géometriques ou gragdhides fonctions en jeu.

Le travail de recherche reste lui aussi a poursuyipour I'étendre a tous le

champ de I'Analyse et notamment relier les troisndmes de travail sur les

fonctions, les multiples niveaux de conceptualksatcaractérisés de diverses
manieres, a des espaces de travail en Analyse (Biak)exemple, les artefacts
des ETA seraient a relier aux outils technologigoegr I’Analyse mais tout ce

travail théorique reste a faire.
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Chapitre 2 : I'activité des éléves en Analyse
avec les nouvelles technologies

Ce deuxieme chapitre concerne l'usage des techieslpgur I'enseignement de
I’Analyse du lycée a l'université, en particuli&griseignement des notions liées
aux fonctions numériques. Dans le premier chapiims avons analysé les
difficultés des étudiants de premiere année d'usit&edans ce domaine et relié
ces difficultés avec deux approches que pouvamarit s étudiants en ce qui

concerne la notion de fonction: une approche a@igéé et une approche

coordonnée au sens ou les étudiants sont capable®atdonner dans leurs
pratiques le registre graphique et les représentatlgébriques des fonctions.

Nous avons également relié ces difficultés aux @spgonctuels, globaux ou
locaux des fonctions et aux trois perspectivegpguivent étre adoptées sur leurs
représentations : la perspective ponctuelle, |lsspmative globale et enfin la
perspective locale, qui prend de I'importance abuti@e I'université et pour
laquelle I'aptitude a pouvoir adopter la perspextglobale sur les fonctions
semble étre un préalable important. Nous avoné celite notion de perspective
globale a l'approche coordonnée des fonctions eaisnavons analysé la
difficulté a adopter la perspective globale, lasgance de la perspective
ponctuelle, voire I'absence de perspectives, pampbrtance que prend la
manipulation des fonctions a partir de la classedlfeS dans un domaine de
travail que nous avons appelé F2. Ce domaine eattéaisé par des taches
relevant essentiellement du registre algébriquephys est mettant en jeu des
notions (essentiellement des notions de variapm)méme si elles portent sur
les aspects globaux des fonctions peuvent se teadle facon ponctuelle
universelle. Les étudiants peuvent alors les traitgébriquement, sans trouver
I'utilisation de quantificateurs universels pertite Ce domaine de travail F2
favoriserait donc chez les étudiants I'approchélalfigiue et serait un obstacle a
I'adoption de la perspective locale pour I'entréd’dniversité.

Les technologies sont donc envisagées dans ce trehapomme un

enrichissement des domaines de travail F1 et [R2daine part que « I'herbier »
(Robert 2011) de fonctions disponibles chez lesdigtis au lycée,

algébriquement et graphiqguement, soit enrichi etlguravail algébrique dans le
domaine F2 puisse s’articuler avec le travail denslomaine F1 et non sy
substituer.

Dans le premier paragraphe, nous situons nos m@a®erthéoriquement,
complétant les éléments théoriques proposés darigfstre 1. Dans le second
paragraphe, nous traitons de l'usage des base®rdiezs en ligne (BEL)

comme remédiation pour les notions d’Analyse aweaix des classes de
seconde et de premiere année d’université. Daheikeme paragraphe, nous
traitons de l'usage de technologies ouvertes (i€ogebra) pour enrichir le
domaine de travail F1 en classes de seconde efigueendans le cadre d’'une
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démarche expérimentale. Dans la derniere partieoguie des perspectives,
nous abordons des recherches sur des usages déb@Gegpur articuler en
classe de terminale les domaines F1 et F2 et medsknalyse locale

(continuité locale, dérivabilité locale) avec leshnologies ouvertes.

1. Compléments théorique pour étudier l'activité de éleves et des
étudiants avec les technologies

Nous situons nos recherches dans le cadre géengéria théorie de I'activité

(Vygotski 1934/1997, Léontiev 1984), contextualisgela didactique des

mathématiques et a la situation scolaire avec lbléoapproche didactique et
ergonomique des pratiques enseignantes (Robertogalski 2002), mettant

I'action (et donc l'activité) au coeur des processesconceptualisation des
sujets apprenants (Piaget 1970/2005, Vergnaud 1%3f)r analyser I'action

effective des éléves et des étudiants avec lesddmies, nous mettons en jeu
des concepts directement importés de la théodadevité.

Nous entendons la théorie de l'activité telle de’al été développée dans le
contexte des recherches francaises, dans le chaepladpsychologie
ergonomique ou ergonomie cognitive (Vergnaud 12%plat 1997, Rogalski
2008). Ce développement a apporté dans la théerladtivité les distinctions
fondamentales entre sujet et situation d’'une gaghtre tache et activité d’autre
part. Dans cette approche francophone, I'activitésdjet est donc développée
en situation et I'analyse de la situation est defase centrale pour étudiée
I'activité du sujet. En patrticulier, la tache esintrale. Elle correspond au but
gue le sujet doit atteindre compte tenu d’'un doslgktéme de déterminants liés
au sujet ou liés a la situation (Leplat 1997).léd outils d’analyse de taches
introduits par Robert (1998) sont importés pougiiaf I'activité des éléves et
des étudiants : les taches appellent-elles desicapphs immédiates de
connaissances mathématiques explicitées (niveamitpe) ou bien y a-t-il au
contraire des adaptations a apporter, des sousgathou des reconnaissances a
effectuer ? L’activité est alors ce que dévelogpeaujet pour la réalisation de
ces taches. La théorie est exposée en détail damse¥drouck (2008b).

Certaines recherches relevant de la théorie devit#cintroduisent la notion de
systeme d’activité, désignant des organisationsialesc plus ou moins
complexes au-dela du sujet individuel (Engestromalet1999, Jaworski et
Goodchild 2006). Ces travaux se situent a un gianalyse plus important que
celui que nous adoptons dans nos recherches ; ams n’utilisons pas ici de
telles références méme si elles nous ont aidé damaines recherches sur les
enseignants utilisant les bases d’exercices ere l{gtbboud-Blanchard et al.
2009). Le découpage classique en trois niveauxirtdité de I'activité est
repris : le motif de I'activité du sujet, le but daction et enfin les opérations
gu’il faut effectuer pour réaliser I'action sousrtagnes conditions (Galperine
1966, Léontiev 1984).
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Le développement de la théorie de I'activité eroeagnie cognitive a permis un
recentrage sur la dimension constructive de I'#étigu sujet. Selon Vergnaud
(1991) et la théorie de conceptualisation dangitiac «le probleme est source
et critére de connaissanee Dans le modéle de Leplat (1997), I'accent @st m
sur la double régulation de lactivité : les réatdt de l'activité du sujet
occasionnent des régulations fonctionnelles deastinité tandis que les effets
de son activité sont des apprentissages qui ocuemid des régulations
structurantes sur le plus long terme. Dans le sbatee I'activité instrumentée,
Samurcay et Rabardel (2004) introduisent en ouwtrelidlectique spécifique
entre activité productive et activité constructiyEar ses actions sur la machine,
le sujet éléve, confronté a une tache proposéeladye ce que nous qualifions
de versant productif de I'activitgqui peut induire des modifications (matérielles
ou symboliques) de la situation a laquelle il tibwa Mais ce faisant, Il
développe aussi ses connaissances ou s’en cond@uriouvelles (versant
constructif de I'activité, Pastré et Rabardel 2006 sont ces dialectiques
fonctionnelle-structurante et productif-constructifi guident dans ce chapitre 2
nos recherches sur les activités des éleves damissitiations d'usage des
technologies (Vandebrouck 2008c) - et dans le tteBinos recherches sur les
geneses d'usage des technologies par les profesggandebrouck 2010,
Abboud-Blanchard, Cazes et Vandebrouck 2@3hapitre 3). Suivant cette
direction, Robert (2008) a introduit la distinctiemtre aides procédurajest
aides constructives de I'enseignant a ses éleagqremieres étant directement
tournées vers la réalisation de la tache alordegisecondes visent a développer
I'activité constructive des éleves aidés.

Analyser lactivité des éleves avec des technokgsippose donc de
s’interroger sur I'équilibre entre activité prodwetdes éléves avec I'outil
technologique et activité constructive. Les techgms ont en effet un caractere
dimmédiateté qui peut s’opposer au caractere labrr de l'activité en
environnement papier-crayon. Cela engage les ekgwadrer dans l'action, ce
gui est positif en vertu de nos hypothéses supfamtissage ; mais cela peut
aussi les enfermer dans le versant productif daiVige, voire favoriser ce que
Lagrange (2000) identifie comme des phénomenespdehe aux résultats ».

Dans notre cadre théorique, les taches mathématapmelant a des adaptations
de connaissances ou au travail de la disponibddéé connaissances sont
supposeées étre source de connaissances cheavies, €lest-a-dire induire chez
les éleves du développement et des apprentissag@gaté constructive). Ceci
justifie nos analyses systématiques de ces adapdadie connaissances ou de la
disponibilité des connaissances mise en jeu danttdes prescrites, avec les

" Ce mot de productif n’est pas toujours connotétppesnent (la réussite de I'action), comme c'estés en didactique
professionnelle

8 Procédurales plutdt que productivesnote 1
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outils proposés par Robert (1998). Ceci justifigoarticulier de rechercher chez
les éléves les activités de changements de catenversions entre registres
de représentations et plus généralement de tougutepeut relever des
changements de points de vue qui sont caractémdstigde I'activité
mathématique sur les fonctions. Il ne s’agit pasndtadrage exclusivement
centré sur I'usage des technologies pour I'appsatje comme I'est I'approche
instrumentale. Dans nos analyses de taches, nensns cependant en compte
tout I'environnement logiciel des taches, c’esti@&doutes les aides ou les
indices externes amenés par le logiciel et qui peuconstituer ou non des
aides a la réalisation des taches sur la machioe @t’activité constructive.

2. L’activité des éleves et des étudiants avec desses d’exercices

2.a Geénéralités sur les bases d’exercices en ligne

Les bases d'exercices en ligne (BEL) sont des ielgiproposant des exercices
dans un environnement numeérique d’apprentissagenp@mant une ou
plusieurs des fonctionnalités suivantes : courdications pour la résolution,
aides fournies par des calculateurs, aides grapbjganalyse de réponse,
solution rédigée et commentée, eévaluation notéeparmiéation du parcours de
I'apprenant. De nombreux produits de ce type ontlesjyour ces derniéres
années. lls peuvent étre concgus par des commundatésignants, c’est le cas
de MathenPoche ou de Wims, par l'institution, clestas de la base Euler dans
'académie de Versailles ou de I'Université en lagityel), ou encore par des
entreprises privées (Paraschool). lls peuventidilieés dans des situations de
classe ou des situations parascolaires et ils péwierer grandement suivant
leur structure logicielle (navigation, classificati des exercices...), leur
structure didactique (énoncés fixes, paramétréa weariations aléatoires, types
de réponses attendus, types d’aides disponibliesaativité générale...) ou leur
contenus mathématiques (connaissances abordéess tig taches...). Par
exemple, ils peuvent étre congus directement pgélave ou plus orientés pour
un usage par l'intermédiaire du professeur. Dandecrier cas, ils peuvent étre
plus ou moins ouverts, c'est-a-dire, suivant les, @ermettre au professeur
utilisateur de choisir ses exercices dans un pdispbnible, de construire un
plan de travail pour ses éléves, de paramétreresecices ou encore d'en
concevoir de nouveaux (Cazes, Gueudet, Hersantelmouck 2006).

L’'usage des BEL s’est beaucoup répandu ces desnigneces ; il a méme été
encouragé par linstitution, par exemple, par €mbédiaire de l'usage des
espaces numeériques de travail. Il apparait aussim@une réponse possible a la
demande institutionnelle d’enseignement différentiédREM de Paris a été
amené, dans le cas d’un projet régional, a étleligrusage au niveau du lycée,
et dans le cadre de recherche sur les problemisstdansition lycée université,
a étudier leur usage en premiere année d’'univefSigst dans ce cadre que sont
écrits plusieurs articles sur l'activité des éleagec des BEL et sur I'évolution
des pratiques enseignantes. C’est dans ce coraegte qu'ont commencé nos
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recherches liant usage technologies et entrée lamalyse, spécifiqguement
I'étude des fonctions.

D’'une fagon générale, nos travaux (Vandebrouck 92@D08c, 2007, 2006,
Cazes, Gueudet, Hersant, Vandebrouck 2006, Heetaxwandebrouck 2006,
Vandebrouck et Cazes 2005) montrent que les reohera entreprendre sur
'usage des BEL ne sont pas du méme type que adiasréalisées pour étudier
I'intégration de technologies telles que les caltnides, les logiciels de calcul
formel (CAS), les logiciels de géométrie dynamiquele tableur. En effet, ces
technologies, a la différence des BEL, sont desremvements ouverts et elles
ne proposent pas de taches prédéfinies. Les éfpmhtasnt sur leurs usages
consistent souvent en I'élaboration et I'implamatien classe de situations
didactiques, ou le « milieu » (Brousseau 1997), wstmilieu antagoniste,
favorisant chez les éléves la construction de desaaces nouvelles. Dans le
cas des BEL, au contraire, des taches mathématgpesmplantées dans les
outils et le milieu se veut un allié pour aider kEsves a réussir les taches
proposées. En outre, la question de prise en nesrodtils est moins complexe
dans le cas des BEL et elle suscite moins les igusstde genéses
instrumentales développées dans le cas des engmanis ouverts. Enfin, nos
travaux soulevent de nouvelles questions liées atixmes d’activité des
étudiants et a la gestion autonome de leur activiée la BEL.

Dans les usages qui ont été observés, que ceuwsbitée ou a l'université, les
BEL permettent une forte individualisation de ligité des éléves par rapport a
des seéances d’exercices traditionnelles (travauxgédi a [l'université
notamment), quant bien méme les éleves suivenbuosijun plan de travail
proposé par le professeur. Le modele de doubldatgu de I'activité (Leplat
1997) permet étudier finement l'activité des élésesc les BEL et notamment
de mettre en évidence des régularités et des dé&pagntre éléves dans
I'organisation de cette activité autonome des &@etm effet, les résultats de
I'activité modifient la situation de départ et sqoarticulierement observables :
par exemple, des régulations fonctionneléemt induites par les rétroactions de
la BEL, qui renvoient I'éléve a son activité, dans systeme de boucles
continuelles. Nous retrouvons I'hypothése selonuddlg la régulation
fonctionnelle de l'activité de I'éleve sur sa mashi au fil de situations
similaires, quand I'éleve recommence plusieurs fais boucle un exercice
pendant une séance, traduit chez lui un certaimeafipsage sur le court ou
moyen terme (boucles courtes ou moyennes danbéenscde double régulation
de l'activité de Leplat, 1997). La question desrapfissages sur le long terme,

° Le modeéle de Leplat permet d'introduire une ditidee entre régulation fonctionnelle de I'activigngendrée par une
modification de la situation a partir de laqueliEldve travaille, et régulation structurante dectiaté, engendrée par un
développement ou un apprentissage de I'éléeve
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sur le transfert des apprentissages avec la BEE Menvironnement papier
crayon, est plus complexe et de ce fait nos rédsut@sont que limités.

L’introduction des analyses de taches révele gqaaleenieres sont souvent tres
proches des taches que peuvent proposer les p@ofessen séances
traditionnelles, les observations montrent que digves travaillent beaucoup
plus pendant les séances BEL que pendant les searambtionnelles Par
exemple, dans Vandebrouck et Cazes (2005), le &etidjectif des traces
d’'activité sur la BEL Wims montre que méme sur des taches d’applications
immédiates de connaissances, beaucoup détudiantpremiere année de
I'université peuvent travailler plusieurs dizaine@ aninutes, recommencant
I'exercice autant de fois que nécessaire pour dops aju’en environnement
papier crayon ou durant une séance de TD classiguiaurait été traité qu’un
seul exemple. Ce méme relevé de traces montre emectudiants ne se
découragent pas non plus, en général, face auxiexerqui demandent des
adaptations de connaissances. La situation est différente de la situation
traditionnelle car les éleves ont plus de respaligabdans leur activité et ils
peuvent suivre a leur rythme le plan de travaipps® par I'enseignant. S’ils ne
font rien, il ne se passe rien. En particulien’yl a que rarement des moments
de corrections collectives que les éleves pourtagendre. Cependant, gérer
'avancée dans le parcours, refaire ou changereddice, activer une aide ou
une correction, choisir de prendre des notes, ibuar certes a la
responsabilisation des éleves mais se révéle pafe une source de premieres
difficultés, surtout pour des éleves faibles auééc Certains d’entre eux
préférent parfois continuer a réussir des exera@oaples plutdt que d’affronter
les exercices plus difficiles (Cazes, Gueudet, &#rs/andebrouck 2006).

Dans Vandebrouck (2008c), nous étudions de facos gualitative I'activité
d’éleves de classes de seconde sur des BEL. Nadtat8sconcernent la
valorisation de I'activité productive occasionnég pes outils, avec souvent des
décalages entre I'activité attendue et I'activibs@rvée chez les éléves (Artigue
et al. 2006). Ce peut étre parce que la tache pa&stune tache d’application
immédiate, que les connaissances a utiliser nepaanéxplicitées ou parfois que
I'environnement logiciel complexifie la tache papport a I'environnement
traditionnel. Dés le début du déroulement de I'eixer, une modification de la
situation de départ doit donc étre opérée pourl'qatvité effective de I'éleve
soit conforme a lactivité attendue. Cette modtiima est opérée grace a
I'enseignant s’il est présent au bon moment et seldeve donc le probléme du
travail en totale autonomie avec ces outils désl'gnmeveut aborder des taches
un peu complexes. Le décalage peut étre aussila@énaturation de la tache
par I'environnement logiciel, qui peut permettreé paemple d’obtenir la bonne
réponse sans développer I'activité mathématiquendtte (notamment dans le

10 http://wims.auto.u-psud.fr/wims
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cas de QCM a choix double, mais nous avons augsr@edes exemples plus
complexes) ou qui peut aussi favoriser une actpitss économique, du type
essai/erreur en particulier. Du c6té des résuttatfactivité, nous avons aussi
trouvé que les rétroactions logicielles aux actiales éléves sont souvent
insuffisantes, trop difficiles a comprendre par éésves pour leur permettre de
réguler seuls et correctement leur activité, voieslaptées a I'activité effective.
Les rétroactions ne peuvent en effet porter qudestgsultat de I'activité et non
sur l'activité elle-méme. Il est de fait trés diffe d'implémenter a priori des
rétroactions pertinentes et adaptées a la divatsgéleves.

Ces difficultés, des que les taches ne sont pgslesnpour les éléves, peuvent
générer des boucles d’'activité inopérantes. Panpbee I'éleve peut repérer des
régularités dans l'affichage des bonnes réponsedap8EL aprés plusieurs
essais infructueux et ces régularités peuventdunpttent petit a petit d’'inférer
la bonne réponse a coup sdr. L’environnement akigt aussi renforcer une
certaine logique d’action (posture d’éleve) : letiinde l'activité des éléves
devient exclusivement l'obtention de la réponsecrattie par le logiciel
(valorisation de l'activité productive au détrimedé¢ I'activité constructive).
L’éléve peut par exemple se satisfaire de proc&doral adaptées en refaisant
plusieurs fois un exercice car celles-ci menentban résultat, voire « assez
souvent » au bon résultat. Dans certains cas eafi€les décalages d’activité
sont inconscients et menent a des apprentissagesonbaitables.

Les BEL semblent donc dans un premier temps biaeptads pour un travail des
éléves sur des exercices techniques, c'est-a-éseegercices d’applications
immédiates de connaissances, qui sont explicitéeguo sont bien disponibles
chez les éleves ou les étudiants. Des analysesaaeds se révelent donc
importantes pour sélectionner les exercices a gepa des éléves et des
étudiants avec une BEL. En ce sens, les BEL reddrnsen importance a la
routinisation de certaines taches d'applicationsédiates de connaissances,
gui sont importantes pour les apprentissages esaqnti souvent negligées dans
les séances de travail, au lycée compte tenu desnutions d’horaires
d’enseignement ou au début de l'enseignement supégompte tenu des
programmes surchargés. Les observations ou legémelde trace d’activité
fournis par certaines BEL montrent que ce travaknpas vain, qu'’il faut du
temps aux éléves et aux étudiants pour réussiexeices de base et que ce
travail est moins rébarbatif grace aux potentisligehnologiques des BEL.

Des que les taches s’éloignent du niveau technijque I'application ne soit
plus immédiate ou que des connaissances doiventdéponibles), il est plus
difficile d'obtenir des éleves que les boucles thar@ (I'activité et ses
régulations) soient toujours mathématiquement dabégs, c'est-a-dire que les
mathématiques produites ou renvoyees soient cegagt cohérentes. Cela ne
signifie pas pour autant que les BEL ne puissentétee utilisables autrement
gue pour les taches simples ou immédiates. Cat#isigu’il y a un phénomene
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de seuil, qui, s’il est placé trop haut en termesdmplexité des taches, exclut
les éleves faibles. La notion de ZPD (Vygotski 12997, Rogalski 2008) est
ici particulierement importante dans la mesure e8 Eleves travaillent

essentiellement en autonomie. Les BEL peuvent nogmh accentuer

I'hétérogénéité des éléves, si 'enseignant n’ast gpécifiguement vigilant aux
éléves en difficultés. Des apprentissages s’obagrger le moyen terme, pour
des éleves confrontés a des taches comportantddgsations qui leurs sont
accessibles et pour lesquelles ils trouvent desoueses « sur le vif ». Bien

souvent, c’est I'enseignant qui est présent (ung)laet qui a pu réagir a

I'activité « réelle » des éleves en question.

Les exemples ci-dessous visent a illustrer ces ghénes de décalages
d’activité dans le domaine de I'Analyse des que fashes ne sont pas
immédiates ainsi que des phénomenes d’apprentssigesont développés a
partir des articles cités plus haut, notamment “anolck (2008c) et
Vandebrouck et Cazes (2005).

2.b  Travail dans les domaines F1 et F2 au lycée &tl'université :
des décalages entre activité attendue et activit@elle mais aussi
des apprentissages, intentionnels ou incidents

Dans I'exemple ci-dessous en classe de secontid’dlice observée travaille
sur la BEL MathEnPoche pendant une séance de aéwsir les fonctions. Le
premier exercice contient 10 questions qui metenfeu les connaissances des
éléves sur « image » et « antécédent ». Cet ereiaiictravailler la perspective
ponctuelle sur les fonctions dans le domaine deair&1. En effet, I'exercice
concerne le registre numérique sur les fonctionss mafait travailler les
différentes écritures de l'assertiorx @ pour imagey par f » : langage naturel,
ecriture symbolique, écriture en référence au teggraphique. Pour les éleves
de la classe de seconde, c’est une adaptationpde A3 au sens de Robert
(2008). L’environnement logiciel facilite cepend#&attivité puisque I'exercice
se présente sous la forme de QCM. Dans les 5 presnigiestions, il n'y a que
deux choix possibles pour les éléves.

Question N°1 : Campléte.

O sait que -
2 apourimage | parlafonctionf
Dane:

Le point de coordonnées {I:l = I:P appartient d [a courbe représentative de

Alice répond correctement 3 fois sur 5. Les deukeaufois, elle confond
«image » et « antécédent », recoit un simple mgesséerreur et rectifie au
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second essai: mais il suffit seulement dans ceir@mement d’inverser les
réponses ! Le méme exercice se poursuit par 5saguwestions analogues a
celle-ci.

Question N°6 : Compiéte.

Ot sait que

-5 apourimage 2 parlefonction f
Dane:
A D=

a pour antécéddernt parla fonction |

Le point de coordannédes {I:l = I:I) appartient d¢ [a courbe représentative de f

Ce sont les mémes questions que précédemment Imais icette fois-ci 6

champs a renseigner. L'activité attendue n’estlpaméme qu’a la question
précédente puisqu’il y a un mélange de tous lesstreg d’écriture, ce qui

constitue une adaptation supplémentaire des c@ammes sur image et
antécédent. La stratégie qui consiste a répondngeunau hasard et a rectifier
eventuellement au second essai ne fonctionne pluke dogiciel ne signale pas
I'emplacement des erreurs.

Alice comprend gu’elle ne peut plus se contenteregéifier au deuxieme essai
si besoin est. Elle consulte donc son cahier descavant toute réponse et lit a
mi-voix I'explication relative a « antécedent »<«etmage ». Elle répond alors
correctement & la question. Elle refait cependantamfusion a la“7“ et a la
8°™° question, consulte & nouveau son cahier et cofiieerefait encore I'erreur
a la 9™ question et décide a ce moment d’appeler le psetes Il lui explique
immédiatement. Elle fait la derniére question sen®ur. Plus tard, Alice
réinvestit correctement ses connaissances sur igtagetécédent dans le cadre
graphique pour la résolution graphique déquatitorctionnelles : elle fait a
nouveau la confusion mais corrige en se religamflais, c'est pas ¢a, j'ai fait
I'antécédent »). L’hypothese selon laquelle sa confusion a l&&h corrigée
peut étre faite. L'apprentissage ne s’est cepengamtfait sur un cycle court de
I'activité : la correction est longue et progressivl faut que la situation
deviennent problématique pour Alice (elle n’a chéréa comprendre que quand
il y a eu un mélange de plus de deux registresritlées, c'est-a-dire les 6
champs a remplir) et que le professeur intervieapaement et a bon escient. II
faut aussi qu’Alice prenne plusieurs initiatives, qui nous permet de qualifier
cet apprentissage d’intentionnel (Pastré 2005).

Dans I'exemple suivant au début de l'universit§, éudiants doivent travailler
la continuité et la dérivabilité en un poixg d’une fonction définie par deux
expressions différentes de part et d’autre de g@.dbne s’agit pas de travailler
la perspective locale sur les fonctions. En effeixercice se place dans le
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domaine de travail F2 : les fonctions proposées définies par des formules
algébriques et la perspective locale est masquedaparocédure algébrique,
comme en classe de terminale S. Cependant, caiex@ermet de dépasser les
fonctions traditionnelles de la classe de termial®ans I'exemple ci-dessous,
la fonction proposée est trigonométrique $iret affine surR'. Pour les
étudiants de début de premiere année, la taché pessimmédiate car il y a
plusieurs sous-taches a identifier et plusieurs namsances a mettre en
fonctionnement : d’une part écrire I'égalité desxdexpressions exy pour faire
apparaitre une premiere relation entyeetag, d’autre part reconnaitre que les
deux expressions données sont de classsu€R et qu'il suffit d’égaler la
dérivée des deux expressionsxgpour obtenir une deuxieme relation.

THINE Home Intro/Config Eeferences About TS Help

Joint
Exercise. Let /() be a real function defined on the interval [-0.5,0.5], by the following formulas.

@ ={ a ccns(;()+c;t2 snix)  six<
Sxt3 st

Flease find the values of the parameters a,, a, such that /() 1s contiruous and differentiable to order 1.

Send |your reply:
a =

1 | 32:|

Les étudiants travaillent en autonomie pendant séence de TD Wims ou

I'enseignant circule et fournit quelques aides atudiants trop en difficultés.

Les relevés de trace d’activité montrent que tessétudiants arrivent a réussir
I'exercice, bien qu’il soit non immeédiat. La bonn&ussite peut étre due aux
aides de I'enseignant ou a la circulation de I'infation entre étudiants.

Cependant, les relevés de traces d’activité mewanévidence que le temps
nécessaire a I'un des étudiants pour réaliserclaet&st relativement plus long
gue la moyenne observée chez les autres étudfantsontrdle écrit, il apparait
gue cet étudiant n'a pas mis en fonctionnementctamaissances les plus
pertinentes. Pour la continuité, il a calculé etlégles limites ey et pour la
dérivabilité, il a calculé et égalé les taux d'aissement erx, des deux
expressions ; au lieu d'utiliser le caracterg €e dont le professeur ne s’était
pas rendu compte pendant la séance de TD Wims.
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Soit fune fonction réelle définie sur l'intervalle [-0.5, 0.5], par les formules suivantes.

fix) =-5 exp(-5x)six <l
fixy= aj+axxsix =0

Veuillez trouver les valeurs des paramétres a;, a; pour que f soit continue et dérivable s
I'intervalle [-0.5.0.5].

4 votre réponse ;
a|=| =5 ; ilj=l & | @

Explicitez ici vos calcul
5 e
Yam -S¢ K‘: -5 dgr Q‘t"?ﬁ QX -5 =B I“qt‘§7

x-DO 'E'.-—e;c{i'
1Y oy = 7
—5e 3 =Cileiva] . XSQEN"L} -5
E . g =PE s _ -l e § e
-0 Y ~ G o

S oy s (3525 ]

"

[

On peut penser que cet exemple traduit a nouvediffieulté de I'étudiant a
adopter la perspective globale sur la fonction. ddfgtant pas une telle
perspective, il ne peut pas utiliser la contineitéa dérivabilité globale des deux
expressions algébriques a gauche et a droite dese. raccroche donc aux
seules procédures disponibles pour lui pour étudealement une fonction : le
calcul des limites des deux expressions a gauchalgiite et le calcul des taux
d’accroissements des deux expressions a gauchalreita. Si cette méthode
releve bien de l'aspect local des fonctions, I'alose d’articulation entre
perspective globale et perspective locale priveudi&ant de tout un pan de
méthodes possibles dans une telle situation.

En fait, la rétroaction pour cet exercice Wims espond a un changement de
registre intéressant mais qui ne permet pas aia@ttia se corriger :
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Exercise. Let /(%) be a real function defined on the interval [-0.5,0.5], by the following formulas

P ={ ay cos(x)+a2 sin(x)  gix<(;
Sx+3 siz>0.

Please find the values of the parameters a), a; such that f () is continuous and differentiable to order 1.

Touhave given the reply: a) =3, a, =0, hence

P ={ 3eos(x)H0sin(x)  sixm=<0
Sx+3 six>0 .

This reply is not correct. (%) is continuous but it iz not differentiable.

Tour score: 5/10.

s
s
s
Graph of £ (30 . 4 4
according to your reply s
3
s

L I L L L
-8.4 -@.2 a a.z a.4

La rétroaction, ainsi que l'action de refaire I'eciee, ne permet pas a la
connaissance experte de devenir disponible. Caldgle taux d’accroissement
est gourmand en temps mais cela permet a I'étudiardonclure. En ce sens
refaire I'exercice plusieurs fois renforce I'étudti@n ce que la méthode utilisée
est la meilleure. Nous avons cette fois reprisolecept d’apprentissage incident
(Pastré 2005) pour traduire les apprentissages l@d@we n'est pas conscient
comme dans cette situation. En fait, personne ¢ g@der |I'étudiant pendant
son travail en autonomie si le professeur n’estppasent. Un résultat correct
n'est pas le signe que l'activité développée e=t loelle qui était attendue. Lors
d'une séance traditionnelle, la phase d’institutaisation ou plus simplement
de correction permet aux éleves de mettre en rdgardactivité avec ce que le
professeur attendait. Cela met en évidence a nadesadangers d’'un travail en
totale autonomie sur des taches qui dépassentpfdiations immédiates et
I'importance du réle du professeur, non seulememtr préguler I'activité
pendant la phase d’autonomie mais aussi pour fegebilans réguliers de ce
gu’était I'activité attendue (aides constructives'’dnseignant).

2.c  Des incursions dans le domaine de travail F3laniversité et
avec les bases d’exercices
Les derniers exemples que nous souhaitons donnefusi@ge des bases
d’exercices concernent I'aspect local des fonctamgdébut de l'université. Ils
n’'ont pas été publiés.

Comme nous I'avons mentionné dans le chapitre pgegtele premier résultat
fondamental dans le domaine A3 est le lien entie swnvergente et fonction
continue en un point. Ce résultat est énoncé enirtate S mais admis et utilisé
comme une régle opératoire (selon les programmedgereur en 2011), qui
plus est avec des fonctions continues globalemeéexercice Wims proposeé
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aux étudiants du début de L1 est un QCM permetdat mettre en
fonctionnement ce résultat. A chaque exécutioriedelicice, deux énonces sont
proposés et I'étudiant doit se prononcer sur lalidité (Vrai/Faux). La forme
des énoncés est aléatoire et de nombreuses propssiont possibles (voir plus
bas sur le brouillon de I'étudiant).

Exercice. Soitf : B — B e fonction réelle. Les énoncés suivants sont-ils towjours vrais 7

A 31 Ffest contiue en -4, alors 1 existe une suite (3. avec 3, 5 -4 ettty 00 3 = -4, telle
e la sutte (fix, 1) est convergente.

B. Zi1l existe une sutte (5,) avec %, #F det litriy = oa 320 = -4, telle que la suite (.00 est
convergente, alors f est contimue en -4

Entrez votre réponse
Enoncé 4 - | choisissez =]

Enoncé B - | choisissez =|

Envoverlareponse |

Pour les étudiants du début de premiére annéegxagtice ne peut pas étre
considéré comme une application immédiate du cdmsffet, le théoréme est
énonceé en cours sous sa forme classique : « (1)fdsiedionf de R dansR est
continue erl si et seulement ¢R) pour toute suite numeérique,)y convergente
versl, la suite {(x,))n est convergente. Dans ce cas, sa limité(gst. Il y a en
jeu dans I'exercice Wims non seulement le conteathématique du théoreme
mais aussi 'usage adéquat des quantificateurs & bgique. Dans le cadre de
nos travaux dans la ClI2U, nous avons travaillé &a@and-Guerrier (2006) sur
cet énoncé préciseément et la difficulté qu’il reyendéte pour les étudiants compte
tenu de leurs connaissances a I'entrée a I'unigersi

Ici des étudiants de premiére année d’universitéBedsil, n'ayant pas recu

I'enseignement correspondant sur le lien entreeswbnvergentes et fonctions
continues, ont réalisé sensiblement les mémes rpafices que des étudiants
de l'université d’Evry ayant recu lI'enseignementeldC prouve a nouveau

comment I'environnement QCM a deux choix multiplesut étre détourné

facilement par les étudiants mais cela confirmesiales non pertinence de

proposer un exercice qui n'est pas une applicatronédiate de connaissances
disponibles chez les étudiants.

Le brouillon relevé d'un étudiant Francais montremment il travaille
I'exercice : il releve les énoncés proposés par $Viet les réponses
correspondantes afin de pouvoir répondre ensugeu@ sdr par comparaison
avec ses relevés. Il y a lieu de penser que cetieit@ peut s’accompagner
d’activité constructive pertinente pour I'apprestige des mathématiques, par
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exemple si ces releveés sont I'occasion d’'un trasngilicite de classification des

formes d’énonceés (regroupements par hypothésaalasit tableaux a doubles

entrées ou toute autre forme d’exploitation deséés...). Malheureusement le
brouillon est trés chronologique. L’étudiant neamait pas I'énoncé dans sa
forme directe (énoncé (5)). Il ne s’appui pas dut ®ur ses premiers énoncés
recopiés pour trouver la réponse attendue a cegalr leurs adaptations ; il ne
porte pas une attention aux quantificateurs exigisnou universels dans sa
recopie - énonceés (4) et (6) pour lesquels la rép@st oui tous les deux. Enfin,
il est méme légitime de se demander S'il peut reatire deux énoncés de
méme forme quand les valeurs numériques sont éiffés puisqu’il recopie des

énonceés identiques - (7) et (10) par exemple.

1
2
3
4
5
6
8 ;‘Hﬂ'l Eim ’.l;q. L;_-.__n,, cmﬁﬁt.ﬁc :z.r:_._w Jslﬂ_l_.._f_{_.q
== --__":._Eaﬁztmnc Eﬂr & - E e
o | @l o f:r.uz L'mhm.,k__hm. rn.__—;:.__jf:. == _—
ol — otk = Elm_x,r_.,-_—.i .,L;i_fy—ﬁﬁ_P _ h_
—===== wﬁw_ﬁ-”r R e
11 | = N {;m-_mw m‘j_‘, 6::_;..,. SEESS
— et
12| -ﬂ-!'-"'n_ ’ﬁm_'nﬂ_._a{_ t@“ﬂﬁ#ﬁj‘f m;_ﬂ'-l'k]—[l '?.q'.,]'____.
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Quelques exercices sont intéressants du point dedeu’activité des étudiants
pour travailler I'aspect local des fonctions deofagraphique et avec un apport
de la technologie. C’est le cas de I'exemple suivan permet de développer
une activité qui ne serait pas possible en enveorment papier-crayon : icCi
I'éleve doit en 10 ajustements a partir du tracé gle ses propositions donner
les trois premiers coefficients du développememiitd de la fonction
représentée en rouge. Pour que la recherche siisteg les coefficients
attendus sont des entiers compris entre -3 et 3.ptasmier coefficient
correspond a la valeur de la fonction en 0. Le sg@@ola pente de la fonction en
0 que I'étudiant doit estimer graphiguement grack @graduation. Enfin le
troisieme coefficient est plus délicat a trouvduitivement mais il est relié a la
courbure de la courbe.

-8.5 |
-1 |

=1.3

-2 L L
-1 -8.5 a 8.5 1

Vous voyez ici la courbe d'une fonction f . Vous devez chercher son développement limité en 0

- 2 2
f(x)—c0+c1x+c2x +0(X%),

dont les coefficients ¢, ¢4, €, 50Nt des entiers compris entre -3 et 3 (inclus).
Essal numéro 1 :

=0 =0 =0 Envoyer l'essai
g c, c, ‘ ¥

Nous n'avons pas de données recueillies sur lia&tid’ étudiants sur cet
exercice Wims. Nous avons préféré nous tourner lesrgechnologies ouvertes
pour enrichir les domaines de travail F1 et F2yagé.

3. Les potentialités des technologies ouvertes polnalyse

3.a Généralités sur les technologies ouvertes eren avec la
démarche expérimentale en mathématique

Nos recherches les plus récentes (Artigue, VandekroCazes, Hérault,
Marbeuf 2011, Lagrange, Artigue, Cazes, Gélis,dédmouck 2010) portent sur
I'activité des éléves (leurs difficultés et leungpeentissages compte tenu des
taches) avec des technologies ouvertes (Géogéhtahleur et Casyopée). Elles
sont plus directement tournées vers I'apprentissiagefonctions dans le cadre
d’'une démarche expérimentgl@ar opposition a la démarche adoptée avec les
BEL qui s’avérait trés traditionnelle et conformérheaux programmes de

1 Au sens des programmes d’enseignement du lycée
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mathématiques actuels de I'enseignement secondairguestion de savoir Si
les mathématiques possedent une telle dimensicgriexgntale reste ouverte et
d’actualite. Expérimenter en sciences, c’est \@rifi expérimentalement » des
hypothéses émises pour en déduire des résultatedtepibles dans les mémes
conditions. Mais ce qui est attendu des éleves athématiques, c’est qu'ils
sachent utiliser un outil technologique afin de ougke un probléme
mathématique, dont le degré d’ouverture nécessieactivité plus ou moins
autonome de problématisation, de modélisation soutill informatique,
d’investigation, d’observation, de conjecture ettmut de démonstration ou
infirmation du résultat conjecturé. Ce n’est pas mince affaire mais c’est a ce
prix que les mathématiques enseignées ne sonté@agudées (Vandebrouck,
Robert, De Hosson 2009).

La question de savoir si les technologies constit@msuite un levier ou un
obstacle a la réelle mise en ceuvre de cette démalams les classes a été la
guestion qui a animé nos recherches sur 'usage¢egbsologies ouvertes dans
les classes et elle reste un sujet actuel pourewserches en didactique des
mathématiques dans le champ de I'Analyse (Gueudéredebrouck 2011).

Les technologies ouvertes semblent potentiellerplrd intéressantes que les
BEL pour susciter I'activité mathématique des éegkedu coup leurs possibles
apprentissages (activité constructive). En effatreoqu’elles attisent l'intérét
comme peuvent le faire les BEL, elles sont porteuben nouveau travail sur
les représentations des fonctions et elles permet&largir le champ des
actions possibles des éleves. Nous avons vu plug baee les taches
mathématiques étaient dans la plupart des BEL pmexhes des taches
classiques de I'environnement traditionnel. Leshietogies ouvertes doivent
donc permettre aux éléves des activités nouvelldélsng leur serait pas possible
de développer dans I'environnement traditionnel awec les BEL. Dans le
champ de ['Analyse, l'introduction de la fonctiofita de curseur dans
Géogebra peut par exemple permettre des activitgScylieres liées aux
notions de variable indépendante (ou de param&t@me dans les exemples
qui seront développés plus bas. Ces activités, agticplier le pilotage d’un
point d’'une figure géométriqgue non pas directemmeais par déplacement du
curseur, peuvent favoriser I'activité de changenaencadre (géométrique vers
fonctionnel) chez les éleves. Dans I'environneméableur, les notions
algébrigues comme celles de variable, formule, patee, suite et récurrence
sont aussi sous jacentes a des manipulations tabtepeuvent favoriser le
passage du cadre numérique au cadre algébrigu@dkias 2008). Dans une
moindre mesure, il s’agit d’'une idée analogue #ogli a dominé lors de la
création de la géométrie dynamique : ces logicssdsant développés sur la
distinction dessin / figure et sur l'idée que laadbonnalité de déplacement
devait permettre un nouveau rapport des élévetadistinction.
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Cependant, il ne faut pas perdre de vue les lindiésstechnologies, qui affectent
I'activité constructive et la maniére dont les @&\peuvent conceptualiser avec
elles des notions mathématiques. Les travaux djdeti Lagrange sur les CAS
ou plus recemment d’Haspekian sur le tableur dapas$sage entre arithmétique
et algebre ont bien mis en évidence ces difficul#ss le cadre de I'approche
instrumentale. Dans le champ de I'Analyse, le taie les technologies ne
donnent a voir la droite numérique qu’a travers mambres décimaux renforce
strement les perspectives ponctuelles sur lesifmscet constitue peut-étre un
obstacle pour I'adoption de la perspective localmmment un éléve peut-il
émettre des conjectures raisonnables qui concedssnpropriétés locales — ou
méme des propriétés ponctuelles en des valeutoimnalles - s’il ne connait
pas déja les limites de la technologie — c’esir@-slil n’est pas déja sensibilisé
a la complétude de R ? Cela souleve le délicati@mud des prises en main que
nécessitent ces outils, associant nécessairemerd fibactionnalités
technologiques avec des connaissances mathématldumeégration de |'outil
ne peut donc se faire sans une prise en main @gigeede la part des éleves,
organisée par I'enseignhant dans son scénario gébbbes proposées. C'est icCi
gue la question des geneses instrumentales esfasamée a nos travaux, méme
si nous I'abordons en termes de dialectique erttigit® productive et activité
constructive.

Dans le cadre d'une démarche expérimentale en matigtes, nous nous
attendons, non seulement a ce que l'activité pigiémtdes éleves soit nouvelle,
mais aussi qu’elle soit enrichie par rapport a déamarche plus traditionnelle
reposant sur des exercices classiques. Enrichiefaie référence a la mise en
fonctionnement par les éleves de connaissance€matigues non indiquées -
qui doivent donc étre disponibles ou le devenire-qui participe de leurs
apprentissages. Cela peut impliquer aussi des nase$onctionnement de
connaissances qui dépassent les applications imteédauxquelles se ramenent
souvent beaucoup d’exercices traditionnels, qusodepar les textes découpés
et détaillés des énoncés ou par les aides nomirel@seenseignants au cours
des déroulements des séances, des le début demcrexh des éléves en
particulier. Autrement dit, la démarche expérimentzeut étre I'occasion pour
les éléves de mettre en fonctionnement des commaies non nécessairement
explicitées (devant étre disponibles) et non réduith des applications
immédiates de ces connaissances : il s'agit delgmatiiser, de modéliser, de
conjecturer, de prouver, et d’'adapter les connacEsarécentes et anciennes a
I'occasion de ces activités.

L’intégration des technologies ouvertes au seinatte démarche expérimentale
est une occasion supplémentaire d’enrichir I'ativles éléves. Par sa valence
productive, I'outil qui donne a voir des phénoménembreux doit d’'une part
faciliter I'activité de conjecture, plus facilemegti'en environnement papier-
crayon ; d’autre part, il doit encourager I'éleverdrer dans la démonstration, ce
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qui lui demande a nouveau de nombreuses adapta@osnnaissances, comme
des introductions d’étapes intermédiaires, desxctieiméthodes ou encore des
mélanges de cadres, registres, points de vue.

3.b  L’enrichissement du domaine de travail F1 auycée par les
modélisations fonctionnelles de situations géométpiies

Nous avons contribué au niveau des classes dedm¢Artigue, Vandebrouck,
Cazes, Hérault, Marbeuf 2011) et de premiere Srérage, Artigue, Cazes,
Gélis, Vandebrouck 2010) a produire des famillesitieations mettant en jeu
les fonctions dans des modélisations géomeétriq@es. situations visent a
enrichir I'activité sur les fonctions dans ces s&s Les fonctions abordées
peuvent [|'étre a travers le cadre géométrique eiccBnt n'est pas
essentiellement mis sur les représentations alpésides fonctions.

Reprenant nos travaux sur les débuts de '’Analysb/cte a l'université, nous
considérons que le travail dans le cadre fonctibnéeessite de dépasser celui
dans le cadre algébrique. En effet, le cadre aigébrest celui de la
manipulation de lettres comme nombres généralisésrnues et parametres)
dans des formules. Ce cadre est caractérisé pablig&sement d’équations,
d’'inéquations et par la détermination des inconnles travaux de Kieran
(2007) ou de Kieran et Drijvers (2006) portent lsutravail des éleves dans ce
cadre. Le cadre fonctionnel est caractérisé pamndaipulation de fonctions, de
variables indépendantes et dépendantes, des dawasia(limitées aux
covariations continues). Autrement dit, le cadmecf@mnnel intervient lorsqu’au-
dela de la formule algébrique et de sa dépendamce l&léve doit penser en
termes de covariations. A ce niveau, des travaistex également : Arzarello
& Robutti (2004), Falcade, Laborde et Mariotti (Z)0Lagrange et Gélis 2008,
Lagrange et Gélis (2008), Lagrange et Artigue (200&lis (2009), Krysinska,
Mercier et Schneider (2009).

Dans le cadre fonctionnel, la perspective globalesiaque les nouvelles
représentations globales comme la courbe et ledabdle variation deviennent
fondamentales et doivent étre manipulées aussi ddemme outil gue comme
objet. Cela exige des éleves de dépasser la pévapponctuelle qui peut étre
favorisée par les représentations algébriquesagtogter la perspective globale
sur les représentations algébriques manipulées, Ipsuelier a des propriétés
globales des fonctions (croissance, parité, périddiextremums globaux...).
En conséquence, nous ne situons pas seulement c@@éiise(2009) la notion
de fonction <«en relative continuité avec l'algébse En particulier, adopter la
perspective globale sur une représentation algébriganipulée va au-dela
d’activités algébriques au niveau global / méta Kleran (2007): «he
generational activities of algebra involve the fang of the expressions and
equations that are the objects of algebra (...)e Tiansformational (rule-based)
activities include, for instance, collecting likerms, factoring, expanding,
substituting (...) The global / meta-level mathenadtctivities include problem
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solving, modelling, noting structure, studying cpenjustifying, proving, and
predicting». Nous ne nous situons pas non plus en contiawiéé les récents
travaux de Krysinska, Mercier et Schneider (2068),travaillent sur des suites
de nombres pour I'émergence de modeles fonctiona@lgnctuels » chez les
eleves, méme si leur travaux soulevent des queastjoe hous ne prenons pas du
tout en charge ici (les rapports entre la variabtpendante et le temps par
exemple).

Rappelons que Tall (2004) modélise I'évolution dtige dans cette pensée
fonctionnelle en caractérisant trois « mondesi® premier monde « incorporé
conceptuel » fait d’expériences sensorimotrices deandeurs et de la

covariation (il introduit le registre énactif ddenctions qui évoque des
représentations fondées sur des interactions &mdrbnnement par des gestes
et des actions), un second monde « symbolique <eptael» ou les

représentations (algébrigues et graphiques notathmeermettent les

manipulations aux niveaux processus et objets alestibns puis un troisieme

monde « formel axiomatique » ou les objets sontjaks a des définitions et

les propriétés déduites via des preuves formalgmue (1997) utilise quant a
lui trois indices dans les actions des éléves pauwaliquer I'existence d’'une

phase de transition vers un mode de pensée fonetien la perception des
variations avec des indicateurs de discours du typmujours » ou « tout le

temps » ; lisolement de la variable indépendant&€nie si elle n'a pas

officiellement ce statut) et la subordination degres variables a celle-ci;

I'intériorisation d’'un algorithme de calcul aveexplicitation des différents pas
menant de la variable indépendante a la varialgert#ante.

Les indices définis par Pihoue portent sur les tebggi monde « incorporé

conceptuel » tandis que notre caractérisation eatree de perspective globale
pour interpréter les représentations de fonctioogepplutdét sur le monde

« symbolique proceptuel ». Ceci en fait des owtiimplémentaires. Rappelons
gue nous avons relié l'aptitude des éleves a ad@perspective globale sur les
fonctions a I'approche coordonnée des fonctionsatéristique finalement de

la pensée fonctionnelle dans le monde symboliqaegmtuel de Tall.

Rappelons enfin que Piaget et Garcia (1989) emsemit quant a eux le stade
« Schéma » de la théorie de Dubinsky (1991) emdéfint trois niveaux de
Schéma : au niveau intra, I'éleve ou I'étudiantsidare les fonctions comme
des obijets isolés et se concentre sur les procdassdesquels ils sont engagés.
Au niveau inter, il commence a faire des connexmmtse objets fonctionnels de
méme nature, a donner sens a l'idée de transfarmatigageant ces fonctions.
Au niveau Trans enfin, il peut considérer des sgstede transformations et les
structures qui en émergent. Certains auteurs padenpensée fonctionnelle
avancée dans le monde symbolique — proceptuel HdeoTa partir du stade
Inter de Piaget et Garcia.
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Deux types d’expérimentations ont été menés avectléves de seconde et
premiere S sur les modeélisations de situations gé&wgques. La premiere avec
Géogebra sur une situation d’enseignes (projet @ame Artigue,
Vandebrouck, Cazes, Hérault, Marbeuf 2011), lasge@lus sophistiquée avec
le logiciel Casyopée sur une situation de rectamglerit dans un triangle (projet
Remath, Lagrange, Artigue, Cazes, Gélis, Vandelird0ao).

Dans la premiére expérimentation en classe de dec{poster cerme), les
éléves sont supposés entrer dans le premier monda jpensée fonctionnelle
défini par Tall (2004), en étudiant grace au lagickéoGébra une covariation
dans le registre numérique (covariation de meswedjen avec la covariation
dans le cadre géométrique. Les recherches rejdigoelies proposées par
Falcade et al. (2007) avec Cabri Géometre ou cellaszarello et Robutti
(2004) pour des situations dépendantes du temggsqlestions qui sont posées
aux éleves portent ici sur des extremums globauomeions du second degré,
ce qui doit obliger, dés les explorations dansaldre géométrique et le registre
numérique (activité productive liee a la manipwaaticontinue du curseur), a
adopter la perspective globale caractéristiquagehsée fonctionnelle (activité
constructive).

La deuxiéme expérimentation au début de la classprédmiére S (séminaire
national Remath) est plus tournée vers le deuxiénomde de la pensée
fonctionnelle (pensée fonctionnelle avancée). llayune introduction de
parametres et I'activité attendue porte plus dineeint sur les traitements et les
conversions entre représentations des fonctionsoc€pts). L’enjeu
d’apprentissage (activité constructive) est donss iti que les éleves adoptent
une approche coordonnée des fonctions, en lien bvemadre géométrique
(articulation entre le premier et le second moneddll). Il y a a nouveau une
nécessité d’adopter la perspective globale surdpgesentations fournies par
Casyopée car les questions portent encore suixtiesna globaux de fonctions.
En effet, Casyopée permet spécifiguement de famrepont entre les deux
mondes de Tall, par I'expérimentation possible aledvariation entre mesures
et I'acces facilité aux difféerentes représentatitorectionnelles (procepts). Il y
aussi une volonté avec cette deuxieme expérimentaie commencer a
travailler le niveau «Inter» du stade Schéma deisky : que I'éleve
commence a faire des connexions entre objets tomais de méme nature (ici
des fonctions du second degré, paramétrées etsporrgdantes a une méme
famille de situations géométriques).

i) le projet Comenius, I'entrée dans la « penséeriotionnelle »

La premiere famille de situations introduite encsele est dénommeée « famille
d’enseignes » : une forme géomeétrique initiale demtinée (carré, rectangle,
cercle...) et un point variable sur cette forme (sar cote, un diametre...)
permet la division de la forme en différentes stefareprésentant des enseignes
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et dont les aires dépendent du point variable ¢gagj Vandebrouck, Cazes,
Hérault, Marbeuf, 2011).

Plusieurs questions peuvent alors étre posées laugséconcernant dans un
premier temps les valeurs des aires définies pamséigne (travail de la
perspective ponctuelle sur les fonctions) puis dans second temps les
variations des aires définies par l'enseigne (gnolels de maximums, de
minimums, travail de la perspective globale).

Les fonctions qui émergent des différentes enssigast des fonctions de degré
2, ce qui correspond a l'un des types de fonctiquns doivent rencontrer les
eléves de la classe de seconde. Dans le travadtymn les éléves peuvent
simplement passer d’'une activité dans le cadre §&aque (construction de la
figure) a une activité dans le cadre algébriquesojuére des équations
algébriques). La nécessité d'utiliser des fonctiores s’y fait pas sentir.
Cependant, dans le travail de la perspective gioliadroduire des fonctions et
travailler dans le cadre fonctionnel semble nééesgmaur étudier les variations
des aires. L'intérét de cette famille de situatieasqu’elle peut-étre déclinée de
plusieurs facons possibles avec les éleves. Lege®lpeuvent explorer
numériguement les enseignes et conjecturer lesiggusidu point variable pour
avoir I'égalité ou I'extrema demandé. Le passagkcaté comme dans toute
démarche expérimentale avec les éleves, reste deaga de la phase de
conjecture a la phase de démonstration.

Le logiciel Géogebra permet d’expérimenter la c@atem par I'accés a une
représentation graphigue du phénomene étudié.fer ifest possible de tracer
la représentation graphique de la fonction étudigectement a partir de la
situation géométrique (sans passer par I'expliomaalgébrique de la fonction).
La courbe est définie comme un lieu de point. Gaeamet pas en avant
I'expression algébrigue comme représentation préume des fonctions
numérigues et donne a voir a nouveau l'aspect gtk fonction.

Dans I'exemple particulier que nous développors,éléves doivent étudier le
minimum de la somme des aires grisées (I'aire dréqgalus I'aire du triangle)
en fonction de la position du point E. La feuille @P est la suivante :
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L'enseigne

L'enseigne d'un magasin est constituée d'un carre Dans celui-ci, un autre carre et :
un triangle sont éclaires (voir iz figure ci-contra) . LT »
La surface éclairée est constituée du carré DEGF et du triangle GBA .
Lz depense d’electricité est proportionnelie 3 la surface éclairée, & ,',
ABCD est un carre. DEGF agalement. |

Le point E est mebile sur l2 segment [DC] '

0w doit-on placer le point E pour que |a dépense en électricité soit minimale ? /

—
o

Premiére partie : construction de 'enseigne . .
Four cette construction, on prendra A de coordonnges {0, 0) et le segment [4B] de :

longuweur 4.

Detaillez I'ordre de vos constructions.

Deuxieme partie : élaboration de la conjecture

1 Pour guelle position du pomnt E la dépense semble —t- ella minimales ?

2. Quelles fonctionnalites du logiciel peut-on utiliser pour conforter cette conjecture ?

Troisieme partie : Demonstrations
1. On pose DE = x. Exprimer en fonction de x |3 somme des aires du carrg EDFG et du triangle GAB.

,.'

2 Endéduire |a position du peint E répondant au prebléme.

La premiére partie concerne la construction deidaré. Les éleves ont déja
manipulé le logiciel Géogébra et ils sont habitaéstroduire des curseurs pour
créer des points variables. De fait, tous les &l@&véent un cursearcomme ci-
dessous qui permet de piloter le point E sur lenseq [D,C]. Comme nous
I'avons déja signalé plus haut, le passage paurgear est un intermédiaire qui
est supposé favoriser I'activité de changementatlecchez les éleves mais |l
n’est nullement un passage obligé dans ce genmodélisation.

Le logiciel actualise la valeur numérique des adtesd=GED et ABG en temps
réel en fonction de la valeur @ et donc en fonction de la position de E. Dans
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la premiére question de la deuxieme partie, lesesl&oivent conjecturer
numériqguement en déplacant le curseur la valewa geur laquelle la somme
des aires semble minimale. Pour cela, ils doivedeiinir FGED et ABG
comme deux polygones, faire afficher leurs airepeetives folyl et poly2) et

la somme des ces deux airpsl{3). Il reste un travail de lecture numérique de
la co variation entra et depoly3 Le déplacement manuel du curseur met en
outre I'accent sur la variable indépendante dopedd I'aire que I'on cherche a
maximiser. En d’autres termes, I'activité produetde déplacement du curseur
est supposée permettre aux éléeves d’entrer dgrenkge fonctionnelle (activité
constructive).

Dans la question 2, les éléves doivent créer corontEssous un point M
dépendant, dont I'abscisse astt dont I'ordonnée est la somme numeérique des
deux airegoly3

Fichier Editer Afﬂchage Optlons Outils  Fenétre Aide

Déplacer D
" Déplacer ou sélectionner un ou des ohjets(Crl) (Raccourci=Esc) i

? Cbjets libres

- A=1(0,0) o

L -@a=24

2 Objets dépendants . a=24
B=(4.0)

M ={2.4, 8.96) - s
) & 74

i@ polyt =16 .
i poly2 = 5.76 o - G

@ poly3 =32 ’7
i

Une courbe apparait et permet aux éléves de cenfpraphiquement la valeur
dea cherchée ainsi que la valeur du minimum. Méme $ait de disposer dans
une méme fenétre du cadre géométrique et du regjsaphique, ou bien le fait
de voir la courbe apparaitre comme une juxtaposid® points peut questionner,
il s’agit a nouveau de travailler la perspectivebglle de la fonction en jeu (dans
le registre graphique cette fois). C'est une ndaveccasion pour penser la
situation géometrique en termes de covariationoetr gntrer dans la pensee
fonctionnelle (dialectique productif / constructif)

Le travail de démonstration de la conjecture faljet de la partie 3. Les éleves
travaillent dans le cadre fonctionnel (registre gugue ou registre graphique)
mais la preuve ne peut se faire que dans le registigébrique.
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L’expérimentation de la covariation (numérique oapiique) par pilotage du
curseur doit favoriser, plus facilement que daesvironnement traditionnel,
I'introduction de la variablex indépendante correspondante au curseur et la
variable dépendante, a savoir l'aire du carré extion dex (x2) plus I'aire du
triangle en fonction dex ( 4(4x)/2 ). Dans cette création des formules
algébriques, les connaissances anciennes surréss agébriques, c'est-a-dire
calculées en fonction d’'une variabtesont supposées disponibles. Il s’agit de
I'activité générationnelle algébrique par référeackieran (2007) ou l'activité

de formation dans le registre algébrique par réfégeéx Duval (1991).

Il reste le travail purement algébrique sur I'exgsionx2+ 4(4-X)/2 = x2-2x+8.
En seconde, les éleves doivent passer par la foamenique X-1)2+7 de cette
expression, pour retrouver la valeur du minimuriaetaleur de la variable pour
laquelle ce minimum est atteint. Il s’agit ici dackivité transformationnelle
(Kieran 2007) ou de traitement de la représentaiiuval 1991). Ici (et c’est
cohérent avec le programme de la classe de secomdepréter la forme
canonique pour en extraire la valeur du minimunaetaleur dex ou il est
atteint nécessite pour les éléves d’adopter lappetve globale a partir de la
formule. Ceci est pour nous caractéristique deetessge fonctionnelle et dépasse
comme nous l'avons signalé plus haut le niveauatesé¢e algébrique Global /
Méta de Kieran (2007). Les résultats algébriquagethd étre cohérents avec la
conjecture graphique. En classe de terminalealatr portera sur des enseignes
ou les valeurs attendues ne sont pas entierescimalés (paragraphe 3c).

Les observations dans le projet Comenius de dewdnies d’éleves
Aurélien/Arnaud et Lolita/Fara mettent en évidemes différentes difficultés
des éléves dans le changement de cadre géométriguetionnel et I'entrée
dans le pensée fonctionnelle. Aurélien et Arnaudt sssez faibles tandis que
Lolita et Fara sont de bonnes éléves.

La premiére difficulté récurrente est la difficulpgur beaucoup d’éleves a
piloter spontanément le point E a partir du curse@t non directement par

action sur le point E comme en géométrie dynamdaassique. Chez la plupart
des binbmes de la classe, cette difficulté estuitessurmontée par les éleves.
Piloter le point E directement est un réflexe mismajorité des éleves

comprend tres vite que le point E ayant été deimile curseur, il se pilote via

le curseur.

Cependant, Aurélien et Arnaud ont des difficultésagnont pour articuler la
création d’un point E sur le segment avec la apéatiu curseua (appelé par
les éleves ici). L'aide du professeur est tres @docale car I'objectif du TP
n‘est pas a ce niveau : « vous allez en saisie. aécdrd. Egab puis un effet
Topaze au moment ou le professeur veut que l'éthsej : « ben justement
comment tu I'as appelé ton curseur ? ».
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Madame ?0ui. On a besoin d’aide pour le curseur audsiaccord. L’aide pour le curseur
Déja pour avez la place du curseQui. Il est juste la Dui on I'a mis.D’accord vous avez
fait le curseur entre combien et combied2? 4Voila. Apres ? Ca c’est le nomb@ui. Donc
maintenant vous voulez créer le poiui ici. Alors ce pointyous allez en saisial s’appelle
comment ? Je veux qu'il s'appelle comment ce pdikt! E d’accord. Egal. D’accord.
Quelle va étre son absciss® 2 4 ! Ben une abscisse 0 4 c’est difficile ! Justemenest ce
que t'as appelé ben justement comment tu I'as appelé ton curseur j j ? Oui oui ! OK'!
Et son ordonnée Quatre !Voila ! Et bien vérifie si ¢ca marche bien. Voila.aMtenant fait
varier avec le pointeur. Vois si c’est bon.

On peut donc penser que le premier pas dans laé@efmnctionnelle, le
changement de cadre possible a priori grace aiogétbeluction du curseur dans
le probleme géométrique, n'est pas réalisée a ecaanbpar ces deux €léves en
autonomie. L’introduction du curseur reste pour eubificielle et source de
difficultés. La prise en main de cette fonctiontéalassociée a la notion de
variable (genése instrumentale) est peut-étre erscoais n’est pas achevee.

Les éléves ont ensuite des difficultés pour fasrecbnjecture numérique. En
effet, ils n'ont pas demandé l'affichage de la s@ndes aires du carré et du
triangle et ils calculent les sommes de téte. @e®@ne I'un des éleves a penser
gue la somme est constante égale a 8. Le secorelddéte 4¢mais non mais on
sait pas parce que t'as pas fait aire plus aweCependant, les interactions
mettent en évidence des termes du discours redatlfexpérience de la
covariation : « tout le temps », « toujours » matusssi l'utilisation du verbe
« aller » traduisant le mouvement et I'utilisatierplicite du verbe « varier ».
Les interactions, d’'abord entre éleves puis aveurddesseur, permettent ainsi
d’arriver a la bonne conjecture.

Regardec’est tout le temps$ ! Tout le tempsvas y fais levarier...  oui donc c’est ¢a, tu fais
poly 1 + poly 2 tu fais par exemple attend¥.ous m’avez trouvé un minimum Ron, mais
heu pour faire... Ben disons que moi j'ai déplacésiglurs fois le curseur... et a chaque fois
Jtombe sur 8...pour la somme des aires / mais nois 1A sait pas parce que t'as pas fait
aire plus aire...Ben faut peut-étre faire, elle est ou votre aé@g@®Ben la et la...Oui
d’accord mais... vous faites la somme a chaque fas@ain 20ui de téte Ben vous pouvez
utiliser la machine..Non mais j'ai fait i est égal a polyl plus poly aisica a tout / oui /
effacé...comment ¢a i ? Ben parce que i tu I'as déja donmdnc appelles le s.Mais y'a
pas dei... c’estuni¢as égal, voila... c’est un grand S pourquoi t'agtand S, un petit ce
serait mieux enfin c’est pas grave c’est pas geest pas grave, aller... D’accord...entrer...
entrer / et bien voila / S égal 7,16... OK donc nenaint vous faites varier quoi... voila, donc
est ce que... plutdt dans l'autre sens vas y... aluR &ler plus doucementHaut aller a
7... Oui, voila...C’est déja au minimum en fait

Aurélien et Arnaud ayant perdu du temps sur leastraction et leur conjecture
numeérique, ils ne passent pas par le registre graph(partie 2, question 2) et
doivent directement faire la démonstration. Celgoge par de probleme pour
eux de passer de la conjecture numérigue a la pleadémonstration algébrique
(partie 3 de I'énoncé). Le fait de démontrer danselgistre algébrique a sans
doute été routinisé dans I'environnement papieyamapar les éleves. Les
éléves suivent aussi peut-étre méthodiqguement feuille de TP. Mais
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I'introduction de la variable reste artificielle et difficile pour les élevesa L
difficulté est la. Pour ces éleves faibles, ellmiske plutot liée a I'entrée dans la
pensée algébriqgue et lactivité générationnelle (lBu formation de la
représentation). En effet, les éleves éprouventddésultés a pensex comme
une inconnue et non pas une valeur numérique pketie. lls voudraient au
départ implémenter directemelE=x dans la ligne de saisie du logiciel.
Comme il apparait dans la discussion, les rétroasti(fonctionnelles) du
logiciel ne permettent pas aux éléves de surmaateifficulté et le statut de la
notationx.

Bon apres alors... on pod$eE est égal a x.donc il faut tracer DE déja./. qu’est ce que
vous avez fait pour vérifier la conjecture dddition des aired Et vous avez déplacé c’est
ca ? /Oui Tracer DE tu dis... oui tracer DE tu traces et apf&sdra que

tu mettes en basDE est égal a x ce que jai mis déa mais...
A la place de DE faudrait peut étre mettre le narrsdgment, non... ben non parce qu’il sera
égal a x. OK  équation invalide, tu vois..., fdivais raison...

Les éléves restent donc en difficulté et ont besdin professeur pour
comprendre qu’il faut travailler dans I'environnamepapier-crayon. Il reste
encore des difficultés profondes liées a la déperel@t non pas a la variation.
L’expression «en fonction de> ne traduit plus I'idée de covariation mais doit
plutbét se comprendre commeadépend de. Les éléves travaillent sur la figure
lorsque le point E est en (1,4). Alors le triand@at la base mesure toujours 4 a
une hauteur de 3. L'un des deux éleves pense giépendre de » signifie
gu’il faut rajouterx aprés les valeurs numeériques. Il reste trés acérecha
figure «Oui mais la en l'occurrence. Il y a peut-étre méme une ambiguité
pour cet éléve dans la mesure ou il accepte qoétéedu carré soik. N'est ce
pasx car sur la figure affichée, le c6té du carré vayetldonc ¥ = x) ? A
nouveau le second éleve doute mais l'interactioimeeles deux éleves et le
logiciel («Regardes, la c’est plus 3x la») ne leur permet pas de trouver la
bonne formule algébrique pour l'aire du triangle.

Ici 4x / Base fois hauteur... Donc la base c’est 44x /.. c’est 4 fois X... parce que c'est en
fonction de x/ Ah ? La hauteur ?Ben la hauteur... 3x/ Non ¢a peut changeiQui mais la
en l'occurrence/ Regardes, la c’est plus 3x la..Mimm ... ben écoutes.../ Déja pour le
carré on a trouvé parce x carré ce sera toujoussré du machin... c’est pas plus compliqué
gue c¢a... la base ce sera toujours 4 / non, c’estiqg@aucoup plus compliqgué maisla base
elle changera pas / c’est 4x foisoui la base elle change pas, ¢a c’est déja quelchose.../
la base elle changera pas / Oui ¢ca c’est sOr / Maes il faut trouver la hauteur... /
comment elle s'exprime en fonction de x...

C’est le professeur qui vient les aider a nouvdagl.premier éleve pense
toujours que la base du triangle estdr les aires dépendentxie

Ici la longueur EG elle fait combienx?! x ! La longueur  totale 1& /4x ! 4x ou 4 ?4x/
ben 4Le carré c’est un carré de coté qudi /”ben 4D’accord donc cette longueur totale elle
fait combien 24 / 4 Et celle-ci fait ?x ! Et moi je veux Telle la...La hauteur du triangle !
Oui Ben avous Ah.../ 4-x.... peut-étre..Oh punaise !
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Finalement, les deux éleves faibles semblaient eenttans la pensée
fonctionnelle au moment de leur exploration numéigusage de termes
spécifiqgues dans le discours, premier monde de.Thlest regrettable qu’ils
n'aient pas pu expérimenter graphiquement. Leuificuliés générationnelle
algébriques ont été un obstacle qui les a détouwlaé&sbjectif visé pour le TP.

L’autre exemple concerne les éleves Lolita et Fguasont cette fois de bonnes
éléves. Bien des difficultés observées au momemtagsage a l'algébre chez le
binbme d’éléves faibles n’existent plus. Cependalet, nouvelles difficultés
apparaissent, plus fines. Les éleves ont tout dthbien réalisé leur figure, bien
expérimenté numeériquement la covariation et bierjemuré numériquement la
valeur du minimum. Mais elles ne comprennent pagjuastion « Quelle
fonctionnalité du logiciel peut-on utiliser poumforter cette conjecture ? ».

Quelle fonctionnalité du logiciel peut-on utilisgpour conforter cette conjecture ?
Oui, on met que Ca veue @in gros qu'est ce qu'on peut utiliser. Ah, au
pluriel ? Oui. Ca veut dire en gros qu'est ce quxaut utiliser pour confirmer que c'est ce
gu'on a dit c'est bien ¢a quoi. Oui, pour confirngere quand E c'est (1,4) et bien c'est la que

la truc d'électricité c'est minimale. Ben arfait les sommes donc c'est ¢a quoi. Mais a
mon avis y'a un p'tit truc tu vois... C'est pas d&dans... C'est pas la dedans...
AIRES ! Oui, mais ca avancera a rien.

A mon avis, tu vois, comme on n'avait pas Iu leestgons avant et bien...
En fait, c'est avec les sommes. Enfin, j'sais jegsense...

Les éleves concluent qu’elles ont été trop vite a@port aux questions de la
feuille de TP et donc que cette question est shjet. dConsciencieuses, elles
appellent tout de méme le professeur. L'objet’dilé du professeur est de
faire émerger a I'occasion de cette deuxieme ques$di fonctionnalité de trace
sur GéoGebra, et par ce biais le concept de fanctionme outil pour prouver
le résultat conjecturé numériguement.

Pour la question 2 quelle fonctionnalité du logicpeut-on utiliser pour conforter cette
conjecture ? Oui / Ben on met que c’est le faifalee d’avoir fait les sommes ? Ou y’a un
autre truc encore ¥n autre truc... c’est une fonctionnalité, voilacjeerche quelque chose
qui on a déja utilisé dans le logiciedh on I'a déja utilisé dans le logiciel Mais ¢a c’est les
aires c¢a c’est pour faire ton calcul donc t'as dépauvé quoi au fait comme minimume?
c’est (1,4) / (1,4) oui f’'accord/ coordonnées (1,4)Bon OK donc gu’est que tu voudrais
guand on demande un minimufrouvez-moi quelque chose qu’on a déja utilisé dane
cours, ou... je sais pas, qui fait apparaitre un mimhum... Parce que la ce que vous
m’expliquez vous, vous avez déplacé votre curseus avez regardés /s la somme et puis
manuellement vous avez vu tiens c’est minimum@K.,..

Finalement l'intervention du professeur se situe raweau procédural. Le
professeur donne les instructions aux éléves &inanhstruire le point M. Mais
lorsque la courbe apparait a I'écran, les élevdatemtespontanément en relation
la forme de la trace avec les variations numéricgeteglles confirment leur
conjecture graphiguement. Cette reconnaissancesdiagyiobal et mise en
relation des registres numériques et graphiquesjuir pour nous une entrée
dans une pensée fonctionnelle, a ce moment l&xgertice.
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Cependant, elles ont des difficultés a reconnaiggécifiguement la
représentation graphique de la fonction qu'elles nimdent déja
numeériqguement. A I'occasion du tracé (aidé pardagnant), les éléeves relevent
gue «ce n'est pas une courbe«les minimums et les maximums, on a vu quand
on a fait les courbes ... Donc excuses moi maisNous relions cette difficulté
au fait qu'avec GéoGébra dans sa version actuebegleves représentent la
figure (cadre géométrique) et la trace de la catian (représentation graphique
dans le cadre fonctionnel) dans la méme fenétrecduaibe ne peut donc pas
facilement acquérir un statut dans le cadre fonogh

En outre, si I'exploration numérique n’était pasegmée par les Lolita et Fara
comme une preuve mathématique pour la valeur dummuam, I'exploration
graphique de la courbe semble par contre bien s&eelpa difficulté n’est donc
pas dans l'accés a la pensée fonctionnelle maitplans le statut des
différents registres dans le deuxiéme monde de :T@adlur elles, I'exploration
graphique de la fonction permet de prouver la adofe. Ici I'exploration
numeérique puis graphique de la covariation semiobé @ermis une entrée dans
la pensée fonctionnelle et le deuxiéeme monde denTak elle ne favorise pas le
passage naturel au registre algébrique. Les éteéaesillent volontiers dans la
troisieme partie mais leur travail algébriqgue estahnecté des deux premieres
parties et elles n’en comprennent pas I'enjeu.sktlet de grandes difficultés
algébriqgues a mettre I'expression développée soumef canonique et sont
aidées par I'observateur. C’est ensuite I'enseigaantableau qui aide toute la
classe a interpréter globalement I'expression cigern c'est-a-dire en déduire
la valeur du minimum et la valeur pour laquellex@aimum est atteint.

i) Le projet Remath et Casyopée, le développemeniu monde symbolique
proceptuel

Dans le travail avec le logiciel Casyopée, le m@eaere de situation liant cadre
géomeétrique et cadre fonctionnel est expérimentée des éleves de classes de
premiere S. Casyopée est un logiciel ouvert comsspécifiquement pour
faciliter cette transition géomeétrie — fonctionspdssede deux environnements
principaux qui peuvent communiquer : un environn@infenctionnel (fenétre
symboligue et fenétre graphique) et un environnérdergéomeétrie dynamique.
L’attrait principal de Casyopée est de supportantdraction entre ces deux
environnements distincts par l'intermédiaire d’'abjouveaux : les calculs
géométriques (Lagrange et Gélis 2008).

Le probléeme travaillé avec les éleves de premier@ébut d’'année) est le
suivant : A, B et C sont trois points fixés du pl&@n considere le rectangle
MQPN (avec M sur [OA] ; Q sur [OC] ; N sur [AB] et sur [BC]). Il s’agit de
savoir si I'on peut construire un rectangle MNPQii@¢ maximale inscrit dans le
triangle ABC. La tache est donc plus complexe caresdes classes de seconde
a cause de la généricité de la question et la présdes trois parametres.
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L’enjeu est n'est plus seulement de développerdasge fonctionnelle des
eleves mais aussi de développer le monde symbopgoeeptuel des éleves
(deuxieme monde de Tall, pensée fonctionnelle a&@nd.e sujet propose aux
eléves est le suivant :

[IS séance 6 vendredi 7 décembre 2007

Un probléme d’optimisation

Solent a, b et ¢, trols parameétres positifs.
On considere les points A (—a, 0) et B (0, b) et Cic, 0).
On construit le rectangle MNPQ avec M sur [pA]. N sur [AB]. P sur [BC] et Q sur [oC].

# Peut-on construire un rectangle MNPQ d’aire maximale 7
» MNPQ peut-il étre un carré ?

Travail demandé
1. Charger le fichier figinit.cas puis compléter la figure avec le logiciel.
remargue : il est nécessaive de construire les segments [od], [AB], [BCJ et [oC]
pour définir correctement les points du rectangle.
2. Répondre aux deux questions posées avec les consignes suivantes :
%+ Indiquerle choix de variable.
%+ Rédiger une démarche utilisant les résultats affichés par le logiciel.
%+ Visualiser la réponse dans le module de géométrie dynamique.

La figure de base est déja créé dans Casyopéareidaux élevesfiginit.cas
Les parametres sont instanciés dans la figure uma=5, b=5 et c=5. Le
probleme de la généricité n’est donc pas visibl@remier lieu pour les éleves.
Les éleves doivent seulement créer les points Mp Bt Q. La construction doit
étre correctement exécutée pour que la figuretecais déplacement de I'un des
points M, N, P ou Q. L'intérét de fournir partietent la figure est de gagner du
temps d'une part mais aussi que la construction pasts M, N, P et Q
sensibilise les éleves au fait que seul un poinine€pendant sur I'un des cotés
du triangle et que les trois autres sont liés. Qlesbiais différent de I'usage du
curseur de Géogébra pour sensibiliser a la variabliépendante mais cela doit
contribuer de la méme facon a favoriser l'activites éleves dans le cadre
fonctionnel (dialectique productif / constructif@uvre).
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Comme dans le projet Comenius, les éleves doiveisuie conjecturer
numériguement la valeur du maximum et la posities doints M, N, Q et P.
Pour cela ils doivent créer dans Casyopée un cgéminétrique représentant la
grandeur a étudier. Ici MN * NP par exemple. Cesh@onc pas comme dans
Géogébra ou les éléves font afficher directemeaitel’ du polygone qui les
intéresse. De ce point de vue, Casyopée doit damher @ surmonter les
difficultés repérées plus haut chez Aurélien etatich dans la recherche de
I'expression algébrique de la fonction (activitégnérationnelles algébriques
pour un acces au monde symbolique proceptuel). Hémtion du calcul
geometrique MN * NP est ainsi un pont entre la géim et la formule, tout en
permettant I'exploration numérique de la covariattomme avec Géogebra.
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Les 5 sessions précedents la séance étudiée iaiedé\permettre la prise en
main de Casyopée, afin que pour cette séance @&l non seulement
construisent correctement la figure, s’engagens damxploration numeérique et
la pensée fonctionnelle mais aussi accedent au ensyighbolique proceptuel.
En particulier, la séance précédente était axéelesuchoix de variables
pertinentes pour modéliser une situation géomeédri@Qasyopée permet en effet
le choix de plusieurs variables indépendantes dangrobleme d’étude de
calcul géométrique (maximiser une aire en 'ocaureeici). Par ses feedbacks,
il permet également de valider ou d’'invalider Ieésig de variables des éléves.
Les éléves étaient donc déja introduits a créer cafcul géométrique
représentant une aire a étudier, a choisir une tusigurs variables
indépendantes dont ce calcul géométrique dépewrdeer la ou les fonctions
correspondantes. D’autres situations paramétrégsrdavaussi déja été abordées
lors des deux précédentes séances avec Casyop&ndant les problemes que
les éléves devaient résoudre jusqu’alors étaierst plmblemes ponctuels
d’égalité d’aires. Le probleme de maximisation éucti met en jeu les
variations et l'aspect global de fonctions paragedr ce qui constitue
I'adaptation majeure des connaissances constitaitesles séances précédentes.
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Dans la séance étudiée ici, aucune autre indicati@tait donnée que celles de
la fiche éleve présentée ci-dessus. Les élevesapnivwconstruire librement leur

rectangle, en particulier choisir le point libre NI, P ou Q. Les éléves pouvaient
ensuite librement choisir une variable pour étudisr variations de l'aire de

MNPQ. Le professeur devait rester autant que plessib retrait et laisser les
éléves en activité la plus autonome possible.

Casyopée prend en charge la formation des repedssrs algébriques ou
graphique des fonctions proposées par les élévaslg¢vchoix d'un calcul
géomeétrique et d'une variable indépendante), ce smulage [Iactivité
générationnelle algébrique des éleves dont il adpaius haut qu’elle posait
déja des difficultés a des éleves faibles danstimt®n non paramétrée du
projet Comenius. L'enjeu d’apprentissage avec Qasgaen 1° S porte plutdt
sur les traitements et les conversions entre reptésons graphique, algébrique
et I'aptitude des éleves a relier les informatiensre le cadre géométrique et le
cadre fonctionnel. La difficulté liée a 'usage gegametres est présente car les
registres numériques et le graphique sont instangb, b=5 etc=5 dans la
figure par défaut) mais la formule algébrique nest’ pas, mentionnant les
parametres sous leur forme littérale.

Les observations de 4 binbmes d’éleves montrentcgrains éléves ne rentrent
pas dans le deuxieme monde, restant dans le premiede d’expérience de la
pensée fonctionnelle. Pour les autres, qui enttans une pensée fonctionnelle
avanceée, ils focalisent sur certaines représenttaes fonctions plutét que
d’autres et les aides nécessaires du professeutranomguelles sont les

traitements ou conversions de registres (ou chaegemle cadres) qui sont les
plus difficiles aux éléves. Ce sont les changemdat$enétres de travail dans
Casyopée qui permettent de rendre compte de ¢asriests et conversions ou
de ces changements de cadres.
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Les cercles ronds correspondent a des traitemelitd&ieur d’'un registre ou
d'un cadre — (conjecture numérique dans l'enviromeiet géométrique ;
recherche du maximum sur le graphique ; traitenadgebrique). Les fleches
correspondent a des conversions ou des changedermadres. Les pointillés
signifient que les éléves ont eu besoin de l'aidgbfesseur. Les traits pleins
montrent le travail en autonomie.

Elina et Chloé (fleches vertes) : apres leur cosin, les deux éléves créent
spontanément le calcul géomeétrique MN*NQ qui léériesse. Elles font bouger
le point M et se rendent compte tres vite que laure MN*NQ grandit quand
la surface du rectangle diminue sur leur figureci@sur pose probleme et elles
ne comprennent pas pourquoi. En fait, c’est dieameur de frappe. Elles ont
tapé MN*MP et elles corrigent leur erreur de frappeec l'aide de
I'observateur. Ensuite, assez vite I'une d’elle ldéx « C’est quand N est le
milieu de [AB] je crois et P le milieu de [BC] »o8r vérifier, elles ajustent
géométriquement N au milieu de [AB] et contrdlentegMN*NQ semble
numériquement maximum. L’éléve rajoute alors « gl MN=NQ, ce sera un
carré ». Elles ajustent a I'ceil le carré mais gl@st guand méme moyennement
satisfaites : <«Apres je sais pas comment on fait pour faire varles
parametres ?». Ce bindbme ne raisonne donc qu’'a partir de taason
géomeétrique. Elles expérimentent bien la covamatlans ce cadre et réalisent
méme qu’elles ont fait une erreur. Malgré les séarantérieures et bien que
Casyopée présente les fonctionnalités pour uneitéciproductive supposee
favoriser le passage au cadre fonctionnel puistes@e fonctionnelle avancée,
les deux éleves sont cantonnées dans le premierdanae la pensée
fonctionnelle.
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C’est le professeur qui pousse a dépasser ce premoiede en leur demander
une preuve de leur conjecture. Devant la difficy&¥sistante des éléves, le
professeur leur demande un compte rendu de la sgaécédente. L'aide est
donc tres procédurale. Les éléves pensent a ce mamaéer une fonction et
donc a choisir une variable. Les éleves essaientefNfouvent I'expression
algébrique fournie par Casyopée trop compliquéleskssaient ensuite MN et
obtiennent un message d’erreur : « impossible depecer b et x». |l stipule
gue MN ne peut pas étre une variable indépendampte tenu de la relation
entre MN et le parametre b mais elles ne comprdrpes Elles essaient alors
MQ et obtiennent le méme résultat que pour NP.sElemblent de nouveau
bloquées. Le professeur leur conseille de regalkelanenu de création des
variables pour voir ce qu’il est possible de choiEiles font défiler d, x, vy.
L'une des éleves pense g gui correspond a MN mais propose ensuje X
Ensuite la création automatique de la fonction seppas de probleme.
L’activité de formation des représentations alggioes et graphiques est prise en
charge par Casyopée. Mais les éleves ne semblerigaaicoup plus avancées,
ce qui tend a montrer que lactivitté de formatiomsdreprésentations
fonctionnelles, médiée par Casyopee, et l'aide gnorale du professeur « n’est
pas » dans la ZPD des éléves. Elles ont encorenbded’aide du professeur
pour reconnaitre une parabole et aller vers lestegalgébrique. A ce moment
la, elles se souviennent comment calculer le maxingdisponible). Elina et
Chloé sont maintenant dans des procédures trebrajgés. A cause des
parametres qui réapparaissent a ce moment daosntalé algébrique fournie
par Casyopée, elles ne peuvent mener leur caloigna Il y a un conflit entre —
b/2a pour trouver I'extremum d’'une parabole ax2+bet les a,b,c qui sont les
parametres qui interviennent ici. Les éléves ddivdonner des valeurs
numeériqgues au parameétres a,b,c et se retrouvert Hwp=10x-x2. Elles
identifient le a et le b pour la formule —b/2a,ccéént alors la valeur et la
position pour le maximum mais ne reviennent pasigp@ement dans la fenétre
géomeétrique pour vérifier leur résultat. C'est avenu le professeur qui doit
leur demander d’interpréter leur résultat ce qticeacordant avec le fait que le
passage géomeétrique vers algébrique ne semblaavmiisété contrblé par les
deux éleves. Le travail avec Casyopée a été dffippur elles. L'activité
constructive attendue ne semble pas s'étre dévepméme si le versant
productif a été entretenu avec l'aide du professeitnypothése qu’elles n’ont
pas du tout une approche coordonnée des fonctiaractéristique de la pensée
fonctionnelle avancée dans le second monde depkalt,étre faite. A minima, a
la fin de la séance, quand les deux éleves vomatle 5/2 qu’elles ont trouve
vaut 2,5 (avec l'aide de I'observateur), ellesamdice 2,5 a la valeur numérique
trouvée au moment de I'exploration numeérique daratre géométrique.

Nathalie et Charlotte (fleches noires) : commed&bh Chloé, les éléves font une
exploration geomeétrique et numeérique de la covariagt conjecturent que la
position optimale de M est le milieu de [0A]. Ent@y elles font varier les
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valeurs des parametres pour tester leur hypotiésaes. comme pour Elina et
Chloé, c’est le professeur qui doit leur demanaher preuve de la conjecture. Il
doit également les aider a choisir une variabler po@er la fonction. Les aides
sont alors tres procédurales. Les éleves voudrdieat directement les
coordonnées du maximum sur le graphique (traitendams le registre
graphique), ce qui n’est pas possible directemest £asyopée comme ca l'est
avec une calculatrice graphique traditionnelle.s€Cle professeur qui doit les
aider a reconnaitre une parabole et a faire lediat la forme algébrique du
second degré fournie par Casyopée (conversion igraglalgébrique). Il s’agit
encore d'aides tres procédurales. Alors l'une desxdleves se souvient de
I'abscisse du sommet et écxjt.= -b/2a. L'observateur suggére de noter —B/2A
avec des majuscules pour ne pas confondre aveealesnetres a, b, ¢ de la
situation. Sans trop de probleme, les éleves trualers le maximumiy,.= b/2

et elles reconnaissent algébriguement le résultatlgs avaient conjecturé dans
la fenétre géométrie. Dans ce cas, l'activité potiste a été entretenue avec
I'aide du professeur pour ce qui concerne le chaege de cadre géométrie-
fonction et pour les conversions de registres geg@halgébrique. L’activité
constructive a seulement permis le changement des daal, du fonctionnel
vers le géométrique quand les deux éleves ont necan travers de leur résultat
algébrique leur conjecture initiale.

Amandine et Pauline (fleches rouges) : les élévesfant pas du tout
d’expérimentation géomeétrique ou numérique. Eflemandent au professeur
de les aider a choisir une variable indépendanter@tnt directement une
fonction. Elles reconnaissent facilement une pdealed un maximum sur la
parabole. Alors elles identifient dans I'expressialgébrique fournie par
Casyopée la forme du second degré mais elles testemifficultés face a
I'expression algébrique avec les parametres. Léepseur doit les aider pour
trouver la solution algébriguement. Apres celegselletournent dans la fenétre
géométrique et vérifie naturellement que la sotutigu’elles ont trouvée
algébriquement correspond réellement a un maximuans dla fenétre
géomeétrique. Ici le cycle attendu n’est pas complat les éléves vont
directement dans le cadre fonctionnel. Cependéat fnt bien la relation entre
la représentation globale de la parabole et léetrant algébrique que I'on doit
faire de I'expression fournie par Casyopée. Ledilasur Casyopée ne les a pas
aidé a modéliser (choisir seule une variable indédaete) mais cependant elles
retournent spontanément vérifier leurs résultaggkmiques dans la fenétre
géomeétrique ce qui peut montrer gu’il y a eu laceacune construction de
connaissances (activité constructive) favorisantctengement de cadre a
I'arrivée entre cadre fonctionnel et cadre géomatriet la coordination entre les
registres graphiques et algébriques.

Marine (fleches bleues) : I'éléve est aidée paridesseur pour créer le calcul
géométrique MN * QM. Le professeur doit aussi l&i@ créer la variablgyx la
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fonction et I'affichage du graphe. L’éleve recorinaie parabole mais cherche a
trouver le maximum graphiguement. Un autre éléwd®& a zoomer et se
recentrer. Alors elle essaie de lire directemesntteordonnées du maximum sur
le graphique, ce qui n'est pas possible directenteli# constate alors que le
point courant sur le graphique correspond au pd&htdans la fenétre
géométrique. Elle manipule M dans la fenétre géomeét et constate le
déplacement du point courant sur le graphique. ddlaprend et ajuste le point
M pour que que le point courant soit au sommentadpearabole. Finalement
aucune preuve n’est faite dans le registre algeéériq

3.c L’articulation de F1 et F2 avec les technologs en terminale, la
préparation du travail local, perspectives

Rappelons que I'enjeu du domaine de travail F2dagtliser la puissance de
I'algébre pour traiter de facon plus performanterigbureuse des problemes
fonctionnels ponctuels, globaux ou locaux. Celadoé& pas pour autant se
substituer au travail engagé dans le domaine Flo&tmment le lien entre
représentations graphigues et représentations rajgéb des fonctions. |
convient donc, en premier lieu, avec les nouvatetnologies, de redonner un
réle d’outil au graphique, au coeur de I'activitétindematique.

Des situations d’'usage des technologies en cemdrdgja été développée, par
exemple par Maschietto (2008). La localisation dgard grace aux nouvelles
technologies (adoption d’'une perspective locale) regouve encore dans
I'exemple suivant, ou I'on utilise la fonctionna@lide zoom de Geogébra :

(\

-ﬁf Déplacer Graphique
=2 ‘ Déplacer Graphique, ou modifier les axes (Raccourd = Maj ou

Objets libre
L@ fx)=x (11}
é ants

I

Le zoom a partir du graphe de la fonctior)$k sin (1) peut permettre de
coordonner la non dérivabilité graphique en 0 ddolaction avec le méme
résultat obtenu algébriquement par un calcul dédirNous développons plutot
I'exemple suivant issu de Gueudet et VandebrouQk X
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Il est inspiré d’'un sujet de I'épreuve pratiqueBaccalauréat S. Les éleves, qui
travaillent sur GeoGebra, doivent conjecturer lembe de solutions de
I'équation In§k) = k X en fonction du paramétte Il s’agit donc d’une activité
correspondante au deuxieme monde de Tall. Les aémiies permettent
d’expérimenter la situation pour de nombreuseswasaléek ce que ne permet
pas le travail en papier-crayon. L'accent peut daimsi étre plus porté sur la
représentation graphigue associée a cette situaigébrique, favoriser la
perspective globale et lactivité de conversion rentes deux registres
fonctionnels, constitutifs de I'approche coordondés fonctions. Le travail de
preuve met en jeu la continuité et la dérivabitigs fonctions en jeu, ce qui

releve du travail dans le domaine F2 mais peutesiroz travail dans le domaine
F1.

TP type BAC sur loguciel de géometrie

O donne un parametre réel & On ¢'tntéresse au notmbre de solutions de ["Equation (E)
[ x)=ka? pour x strictement postif

1) En utilisant un logiciel de geométrie dynatique, conjecturer suivant les valeurs du
patametre k le notmbre de solutions de ['Equation ().

Arpeler Is professeur paur vérifier vos conjectures selon les differantas valeurs da k.
2) Justifier sur votre feutlle ces conjectures.

Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre  Aide
[% | A . . 'e z: N oz | @ [ Deplacer
e 3 = f *-'/.l__l =i e N | Deplacer ou sélectionner un ou des objets{Cirl) (Raccourci=Esc)
8

= O]
ol NP4
Objets libres x
k=10.2

2o f(x)=In(x)
@k

e

Objets dépendants
S glx)=0.2x*

Dans cet exemple, les éléves ayant repéré le ngporiant du parametrie
doivent donc introduire d’eux-mémes un curseur da@sGebra pour tracer par
exemple les deux courbgsIn(x) et y=kxX. La présence din place les éléves
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dans le cadre fonctionnel mais ils doivent toutdme transformer le probléme
de résolution d’'une équation fonctionnelle en peok@ d’intersection de

courbes, ce qui correspond au changement de eegisir participe de la

complexité du sujet. L'exploration sur le logicigérmet d’approcher la valeur
de k pour laquelle le nombre de solutions a I'équatibange (0, 1 ou 2) mais
elle ne permet pas aux éléves de donner la valaates qui est irrationnelle. I

s’engage donc un travail local pour approcher weuw irrationnelle.

Aprés avoir compris les limites du zoom, les élédesvent travailler dans
I'environnement papier-crayon pour trouver cettéewa exacte dé&k avec les
outils du domaine de travail F2. Comme dans toéteaiche expérimentale, il
est attendu que I'entrée dans la preuve puissdatogisée par le fait d’obtenir
partiellement la conjecture grace au logiciel (icie valeur approchée aussi
précise que l'on veut) et que le maintien en agives éléves puisse étre
possible par les allers-retours entre machine @eparayon.

Dans cet exemple la perspective ponctuelle (probléfintersection), la
perspective globale (via les graphiques qui bouggiobalement) et la
perspective locale (approximation d'une valeur tioranelle) sont toutes
travaillées. Cependant des phénomenes d’instrutiemtdiés au travall
spécifigue sur le logiciel apparaissent, plus [&nient liés aux rapports
conflictuels entre perspectives ponctuelle et o@oqués plus haut et aux
geneses instrumentales des technologies ouvddsgrofesseurs signalent par
exemple «ertains éléves croyaient dur comme du fer que no®rifs voyaient
gue pour 0,2 il n'y avait qu'une solution, k=0,Ba# une valeur exacte, apres
cela a été pareil pour 0,18 .».ou par exempl& entre 0,18 et 0,19, on ne
regarde pas, on ne sait rien dire de précis..Cela renvoie aux difficultés
observées avec Géogébra ou Casyopée lorsque less gle recherchent les
extremums que par des explorations numériques (@apsger de leur valeur
entiere, décimale, rationnelle ou irrationnelle)est une difficulté a prendre en
compte pour la suite des recherches.

Notons que suite a I'épreuve pratique et le typesdget dans le style du
précédent, le sujet de bac 2010 a réintroduit E®rpetres dans les taches
demandées aux éleves, comme dans I'exemple ciwesbt@me sans rapport
aux technologies, ceci permet de remettre I'acsanta perspective globale des
fonctions définies algébriquement en associantagwh valeur du parametke
une fonctiorf,. En outre, dans ce sujet le graphique reprendlendtoutil alors
gu’il a souvent un rdle objet dans les sujets deet les précédentes années.
Enfin, quelques taches ne sont pas découpées sré&hes a linstar de la
guestion 1) de I'énoncé, ou les éleves doivenbdhtire la dérivée et étudier les
variations ddy pour prouver I'existence du maximum.
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On considere la fonction fj. définie sur I'ensemble R des nombres réels par
frlx)=(x+ke™

oll k est un nombre réel donné.
On note €, la courbe représentative de la fonction fj, dans un repére orthogonal.

1. Montrer que la fonction f; admet un maximum en x = 1- k.

2. On note M;. le point de la courbe ¥ d’'abscisse 1 — k. Montrer que le point My appartient a la
courbe I' d’équation y =e™*.

3. Sur le graphique donné en annexe 1 {a rendre avec la copie), le repére est orthogonal mais ['unité
sur I'axe des abscisses et sur I'axe des ordonnées ainsi que les noms des courbes n'apparaissent
pas. Sur ce graphique, on a tracé deux courbes :

« lacourbeI d'équation y=e"";
+ lacourbe 6} d'équation y = (x+ k)e™* pour un certain nombre réel k donné.

a. Identifier les courbes et les nommer sur I'annexe 1 (a rendre avec la copie).

b. En expliquant la démarche utilisée, déterminer la valeur du nombre réel k correspondante
ainsi que l'unité graphique sur chacun des axes.

2
4. A l'aide d’une intégration par parties, calculer { (x +2)e”* dx. Donner une interprétation gra-
Jo
phique de cette intégrale.

ANNEXE 1 (Exercice 1)
(i rendre avec la cople)
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Le role outil du graphique est présent dans latgqure8) ou les changements de
registres se font du graphique vers l'algébriquefaut d’abord prendre des
informations sur le graphique pour mettre en cpwadance les courbes et les
expressions algébriques. Ces informations peuvest globales (variations,
stricte décroissance de expj-ou locales (limites en — l'infini), au choix de
I'éleve. Ici, la perspective ponctuelle ne suffilspcar les graduations ne sont pas
connues. Ensuite, les éleves doivent identifiendenbrek correspondant a la
fonctionfy représentée. Pour cela, ils doivent cette fois dame perspective
ponctuelle sur le graphe (ex0). Il y a un changement de point de vue sur la
courbe car les éléves doivent utiliser que la cewrkponentielle passe par (0,1)
pour conclure que la graduation en ordonnée eSh4uite, il y a un traitement
d’'informations dans 2 registres simultanémeit(0)=k et la courbe d& passe
par la deuxiéme graduation doke2. Enfin, un dernier changement de registre
entre I'équatiorf, (X)=0 de solutionx=-2 et I'intersection du graphe dieavec
'axe desx a la deuxiéme graduation. Il faut en déduire qugrhduation est
également 1 en ordonnée.

Notre intention est d'utiliser les technologies ptaire travailler la perspective
locale aux éleves, des les classes de premiére tetrmhinale, compte tenu des
programmes en cours. Cette possibilité vient égaran revisitant les travaux
de Robinet (1984) sur la convergence uniforme dasssde fonctions. Bien sir
il n'est pas question d’aborder la convergence anmé avec les éléves.
Cependant, nous mettons a profit le fait que lggémsentations graphiques
permettent de faire travailler les fonctions conobget et la perspective globale
sur ces objets. En outre, grace a la fonctionndét&urseur, il est trés facile de
traiter de famille de fonctions et en particulier sbite de fonctions. Lorsque le
parametre augmente vers l'infini, la famille de dmureprésentée se rapproche
d’'une courbe limite que les éleves peuvent trés bisualiser sans pour autant
gu’elle soit atteinte. Il est facile de définir arpr de cette expérimentation
graphique la limite simple de la suite de fonctios facon naturelle. Il vient
naturellement un nouvel objét appréhendé par son graphe avant d’avoir son
expression algébrique. Des propriétés de contineitéde dérivabilité des
fonctionsf, peuvent ou non étre transmises a la fondtioGela peut donner lieu
a des activités intéressantes avec les éleves maais n‘avons pas encore
développé ces recherches. Nous nous contentonsiglgugs exemples pour
terminer ce paragraphe.
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Fichier Editer Affichage Options Qutils Fenétre Aide

A . . i 4 X a2 Déplacer
\ e . | i F— ) ’
* 3 /'/'/_( =T ;' 7‘ Q7 \'/7 '_( b i’ _‘—7 ‘%.__ Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctrl) (Raccourci=Esc)
| Objets libres s a
""" v k=8
| Objets dépendants o
e fix) = sqrt(x*+118) 54

Il peut étre demandé aux éleves des questionasuanitinuité et la dérivabilité
des fonctiond, définies par

— | 2, 1
fkfx}—\fx +E

ainsi que des questions sur leur tableau de vamiabans cet exemple, il est
facile de calculer, & fixé la limite de la suité(x) lorsquek tend vers l'infini. Il
s’en déduit la définition d'une fonction limite, gues éleves peuvent a la fois
conjecturer graphiguement et retrouver algébriguem@ela montre aussi que
certaines propriétés des fonctiofysse conservent alors que d’autres ne se
conservent pas par passage a la fonction limite.

Les autres exemples ci-dessous sont issus de diege de Robinet (1984) et
sont donnés en guise de perspectives.



84

Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

I [ e B8 15 [o ) [ | 2 N e
\ o i F— ; -
h| h| /‘.”;. k| o o . | r| Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctrl) (Raccourci=Esc)
| Objets libres *
e k=2 k=2 24
. Objets dépendants
@) =x1(1+ 2257 .
15
14
054
0
15 1 05 0 05 15 2 25 3 35
0.5
14
x
filx)=—5—
k 1+ k2’

Les dérivées dedfg en 0 tendent vers 0. La fonction limite est la tamtnulle.

() GeoGebra|

Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide
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.. ° 4 "/v ,-J'-r"v 4) - od - * - '%’v Déplacer ou sélectionner un ou des objets(Ctrl) (Race
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@ k=36 2
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@ X =11{1+36 %3
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7 T ™ . 7 - T ;
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-0.51
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1+ kx?

1.5 2 25
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Les f, sont continues et dérivables et valent toute 1 erLd limite est
discontinue en 0.

4., Conclusion

Dans ce chapitre, il s’agissait de traiter de égration des technologies dans
I'enseignement de I'Analyse au lycée et a l'unitérsNotre hypothése est que
'usage des technologies pour étudier les fonctimest plus I'accent sur les

représentations graphiques des fonctions et ldarh@uristique dans l'activité

mathématiques. Ces représentations permettent ndiadopter les différentes

perspectives sur les fonctions, en particulier despective globale qui semble
faire défaut & bons nombres d’éleves a la fin desteinale et au début de

I'université. Nous avons envisagé les technologmame permettant a priori :

1) d’enrichir I'nerbier de fonctions disponiblesezhles éléves au sens de Robert
(2011), et notamment dépasser I'herbier constiteg fdnctions affines, des
fonctions polynébmes du second degré, voire au mabeiMa fonction racine
carré, la fonction valeur absolue et la fonctiorense ;

2) articuler le travail du domaine F2 (calculdidgtes, de dérivées, tableaux de
variations a partir de I'étude de la dérivée) avail effectué en amont dans le
domaine F1 (études de propriétés ponctuelles ebalge, utilisation des
guantifications universelles...) pour entretenir largpective globale sur les
fonctions et I'approche coordonnées algébriquaplgique ;

3) favoriser I'entrée dans la perspective local@réparer ainsi le domaine de
travail F3.

On peut penser que les BEL peuvent aider pour é&miar objectif. Des
exercices comme l'exercice joint proposé plus lpaunimettent aux étudiants de
début de premiere année de revisiter leurs coraraies de terminale en
étendant I'herbier de fonction travaillées. La gétién aléatoire permet de
mélanger les différents types de fonctions a lespasition : polynomiale,
exponentielle et logarithmique. 1l vient des fooos trigonométriques,
homographiques, rationnelles, radicales... Cepeni@anBEL, si elles ont des
bénéfices pour l'activité des éleves et des étusliasur les exercices
« technigues », ont des limites des que la congledas exercices s'accroit. Par
exemple, 'exemple du QCM pour faire travaillefien entre limites de suites et
continuité des fonctions montre que cette connacssdocale ne s’installe pas
en utilisant la BEL.

Il s’avere donc plus intéressant de penser awnteabies ouvertes afin de faire
travailler les multiples facettes des fonctionadres, registres et perspectives et
investiguer les points numéro 2) et 3) ci-desswes Heux expérimentations
permettent d’éclairer la complexité de I'adoptiom ld perspective globale sur
les fonctions et I'approche coordonnée entre algébr et graphique. Les
explorations numeériques de la covariation, voiredardination des explorations
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numeérique et graphique de la covariation (actipitéductive), semblent bien
favoriser une activité constructive des éleves damsdre fonctionnel, avec un
point de vue global sur la fonction en jeu dés sl s’agit de rechercher un
extremum global. Cependant, si les éleves peuvdoptar la perspective
globale a partir de la représentation graphiqueserhble aussi que cela ne
garantit pas encore une coordination entre graghajualgébrique. Autrement
dit, ils ne sont pas pour autant capables de traiteeprésentation algébrique en
coordination avec laspect global que leur apponaturellement la
représentation graphigue. Seules Amandine et Ragimblent ici avoir une
approche coordonnée de la fonction en jeu. Tomatriel contribue donc a un
champ de recherche a poursuivre.

Enfin, 'ouverture a la perspective locale avectlmshnologies ouvertes est un
champ de recherche juste esquisse, mais le faipalsoir réinvestir des
ingénieries anciennes de facon totalement réenambls prometteur.

Bibliographie du chapitre 2
ABBOUD-BLANCHARD M., Cazes C., VANDEBRoOUCK F. (2009) Activités
d'enseignants de mathématiques intégrant des kdiegercices en ligne.

Quadrante, Special Issue ICT in Mathematics EdocaWol 18 (1-2). pp 147-
160.

ARTIGUE M., et al. (2006) Suivi de I'expérimentation desmgces en ligne pour
I'enseignement des mathématiques en classe dedsedeublication de IREM
de Paris 7.

ARTIGUE M., et al. (2011) The shop sign family: a projeotr Supporting
teachers'use of ICT - communication affichée, Dauases deCERME 7.
University of Rzeszow. 9-13 février 2011.

ARzARELLO F., RoBuTTI O. (2004) Approaching functions through motion
experimentsEducational Studies in Mathematidgol 57 (3) Special issue CD
Rom.

BrRousseau G. (1997) Theory of didactical situations in mathematics
Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

CazesC., et al. (2006) Using E Exercises bases in madhiem case studies at
university. International Journal of Computer in Mathematiasalning Vol 11
(3). pp 327-350.

DuBINSKY E. (1991) Reflective abstraction in advanced mattaal thinking.
Dans D. Tall (Eds.Advanced mathematical thinkin@p.95-123) Dordrecht:
Kluwer Academic Press.

DURAND-GUERRIER V. (2006) About logic, language and reasonning et t
transition between French upper secondary schootl ddniversity.



87

Communication de la commission inter irem univérgCi2U), DansActes de
ICMI. Monterey, Mexico.

DuvAL R. (1991) Registres de représentation sémiotiquérmttionnement
cognitif de la penséénnales de didactique et de sciences cognitvek5. pp
37-65.

ENGESTROM Y., MIETTINEN R., RUNAMAKI R. L. (Eds) (1999)Perspective on
activity theory Cambridge, UK: Cambridge University Press.

FALCADE R., LABORDE C., MARIOTTI M. A. (2007) Approaching functions:
Cabri tools as instruments of semiotic mediati&ducational Studies in
MathematicsVol 66. pp 317-333.

GALPERINE P. (1966) Essai sur la formation par étapes desractet des
concepts. Dans A. Leontiev, A. Luria et A. Smirngkds.) Recherches
psychologiques en UR$%.114-132)Moscou: Editions du progres.

GELIS J.-M. (2009) Une double approche, par objets astres, appliquée aux
actions des éleves dans des EIAH d'apprentissadiarddyse, Dan#\ctes de
EIAH 2009.Le Mans.

GUEUDET G., VANDEBROUCK F. (2011, a paraitre) Technologies et études des
pratiques enseignantes: études de cas et éclaithgesques.Recherche en
Didactique des Mathématiquéegol 31 (3).

HAsSPEKIAN M. (2008) Une genese des pratiques enseignantesvamnnement
tableur. Dans F. Vandebrouck (Edkg classe de mathématique: activités des
éléves et pratiques des enseigndpps293-318) Toulouse: Octares.

HERSANT M., VANDEBROUCK F. (2006) Bases d'exercices en ligne et
phénomenes d'enseignement-apprentissaggere IREMVol 62. pp 71-84.

JAWORSKI B., GoobcHILD S. (2006) Inquiry community in an activity theory
frame, Dans (EdsActes de°PME XXX.Prague.

KIERAN C. (2007) Learning and teaching algebra at the imiddhool through
college levels. Dans F. Lester (EdsSSecond Handbook of Research on
Mathematics teaching and learniyp.707-762)Greenwich, CT:

KIERAN C., DRIJVERSP. (2006) The co-emergence of machine technigpager
and pencil techniques, and theoretical reflectianstudy of CAS use in
secondary school algebranternational Journal for Computer Algebra in
Mathematics Education/ol 11. pp 205-263.

KRYSINSKA M., MERCIER A., SCHNEIDER M. (2009) Problémes de
dénombrement et émergence de premiers modélesdiomels. Recherche en
Didactique des Mathématiquegol 29 (3). pp 247-303.



88

LAGRANGE J.-B. (2000) L'intégration d'instruments informagg dans
I'enseignement: une approche par les technig&ghkicational Studies in
MathematicsVol 43. pp 1-30.

LAGRANGE J.-B., ARTIGUE M. (2009) Students'activities about functions ghemp
secondary level: a grid for designing a digital iemvment and analysis uses,
Dans Actes deConference of European society of Research in Niadiies
Education (CERME 6)Lyon, France. Janvier 20009.

LAGRANGE J.-B., et al. (2010) Représenter des mathématigues |'ordinateur,
Dans M. Abboud-Blanchard et A. Fluckiger (Ed&cdtes deSéminaire national
de didactiqgue des mathématiques. Année 2ARMM et IREM de Paris 7.

LAGRANGE J.-B., GELIS J.-M. (2008) The Casyopée project: a Computer Algeb
Systems environment for students' better accessldebra. International
Journal for Continuing Engineering Education andetiong LearningVol 18
(5/6). pp 575-584.

LEONTIEV A. (1984) Activité, Conscience, Personnalit®loscou: Editions du
Progrés (1ére édition, 1975, en russe).

LEPLAT J. (1997) Contribution a la psychologie ergonomj@exis: PUF.

MASCHIETTO M. (2008) Graphic Calculators and Micro Straighgie&nalysis
of a Didactic Engineeringnternational Journal of Computer for Mathematics
Learning Vol 13. pp 207-230.

PASTRE P. (2005) La deuxiéme vie de la didactique protes®lle. Education
permanenteVol 165. pp 29-46.

PASTRE P., RaBARDEL P. (Eds) (2005) Modéles du sujet pour la conception
Dialectiques activités développement, Toulouseaf@st

PIAGET J. (1970/2005).'épistémologie génetiquParis: PUF.

PIAGET J., (ARCIA R. (1989)Psychogenesis and the history of scierdew-
York: Colombia University Press.

PiHOUE D. (1997)L'entrée dans le monde de pensée fonctionnel esseclde
secondeCahier de Didirem, Numéro 31, Publication de IREdParis 7.

ROBERT A. (1998) Outil d'analyse des contenus mathémagiguenseigner au
lycée et a l'universitdRecherches en Didactique des Mathématiguek18 (2).
pp 139-190.

ROBERTA. (2008) La double approche didactique et ergogamipour I'analyse
des pratigues d'enseignants de mathématiques. Pavandebrouck (EdsDa
classe de mathématiques: activités des éléves aiqpes des enseignants
(pp.59-68) Toulouse: Octares Edition.



89

ROBERTA. (2011) Des recherches de type "ingénierie". D@n#argolinas, et
al. (Eds.)En amont et en aval des ingénieries didactiq@snoble: La pensée
sauvage.

ROBERTA., RoGALsKI J. (2002) Le systéme complexe et cohérent degjpesi
des enseighants de mathématiques: une double appRevue Canadienne de
I'Enseignement des Sciences, des Mathématiques tethnologied/ol 2 (4).
pp 505-528.

ROBINET J. (1984)Ingénierie didactique de I'élémentaire au supériddoctorat
d'Etat. Universitié Paris VII. Paris.

RoGALsklI J. (2008) Le cadre général de la théorie de ligetiWne perspective
de psychologie ergonomique. Dans F. Vandebroucks.JHda classe de
mathématiques: activités des éléves et pratiques etseignantgpp.23-30)
Toulouses: Octarés Editions.

SAMURCAY R., RABARDEL P. (2004) Modeles pour l'analyse de l'activité et d
compétences: propositions. Dans R. Samurcay easé&(Eds.Recherches en
Didactique Professionnellgp.Chapitre 7)Toulouse: Octares.

TALL D. (2004) Thinking through three worlds of matheiocgt Dans (Eds.)
Actes de 28th conference of the international group for psyogy of
mathematics educatio@81-288. Bergen, Norway.

VANDEBROUCK F. (2006) Des phénomenes d'instrumentalisationt@®idans
I'utilisation des bases d'exercices en classe, [Eohs)Actes deColloque EMF
2006.Sherbrooke, Canada. 27-31 Mai 2006.

VANDEBROUCK F. (2007) Une base d'exercices en ligne dans lsselale
mathématique: activité des éléves et pratiquegdssignants, Dans G. Gueudet
et Y. Matteron (Eds.)Actes de Séminaire national de didactique des
mathématiques, année 200MRDM et IREM de Paris 7.

VANDEBROUCK F. (Eds) (2008b) La classe de mathématiques: tadiviles
éleves et pratiques des enseignants, Toulousesredct

VANDEBROUCK F. (2008c) Reésultats sur l'activité des éleves kasse de
seconde. Dans F. Vandebrouck (Edls.classe de mathématiques: activités des
eleves et pratiques des enseigndps197-226)Toulouse: Octares Edition.

VANDEBROUCK F. (2009) TICE et activité mathématique des éleBedietin de
I'APMEP. Vol 483. pp 505-515.

VANDEBROUCK F. (2010) Ressources et documents: le cas de lardéen
expérimentale en mathématiques. Dans G. Gueuddt. €frouche (Eds.)
Ressources vives, le travail documentaire des gsefas, le cas des
mathématique§p.253-269)Rennes: Presses Universitaires de Rennes.



90

VANDEBROUCK F., Cazes C. (2005) Analyse de fichiers de traces d'étudiants
aspects didactiqueSTICEF Vol 12. pp 229-267.

VANDEBROUCK F., DE HOSSONC., ROBERT A. (2009) Experimental devices in
mathematics and physics standards in lower andruggsondary school, and
their consequence on teacher practices, Pass deConference of European
society of Research in Mathematics Education (CERBJELyon, France.
Janvier 2009.

VERGNAUD G. (1990) Développement et fonctionnement cognitfns le
champ conceptuel des structures additives. Daridef&hine-Grynberg (Eds.)
Développement et fonctionnement cogn(pfs261-277)Paris: P.U.F.

VERGNAUD G. (1991) La théorie des champs conceptuBlscherches en
Didactique des Mathématiquéegol 10 (2-3). pp 133-1609.

VERGNAUD G. (1996) Au fond de l'apprentissage, la concesai@bn. Dans R.
Noirfalise et M.-J. Perrin-Glorian (EdsActes de la Vilileme école d'été de
didactique des mathématiquigs.174-185)Clermont-Ferrand: IREM.

VYGOTSKIL. (1934/1997Pensée et langagParis: La dispute.



91

Chapitre 3 : pratiques enseignantes en situation
d’'usage des nouvelles technologies

Dans cette partie, nous nous intéressons au déetmmt professionnel des
enseignants et plus précisément a leurs genessagd’wes technologies. Nous
nous placons a nouveau dans le cadre généraltdédae de I'activité spécifié
a l'enseignement des mathématiques par la doubbeoeipe didactique et
ergonomique des pratigues enseignantes. Les cenfmeqtateurs de la double
approche ont été développés dans les chapitresoblertRet Rogalski dans
Vandebrouck (2008). lls ne sont pas spécifiqued'wdmge des technologies
dans les classes et sont ici articulés, dans leecgéinéral de la théorie de
I'activité, avec deux approches plus spécifiqgueseteusage des technologies :
I'approche instrumentale (Artigue 2002) et plus erdment l'approche
documentaire (Gueudet et Trouche 2010).

Dans le cadre théorique de la double approchegriaet de pratiques désigne
tout ce que les enseignants pensent, font, ne dast disent, taisent, avant,
pendant, apres la classe et hors classe (RobRagetiski 2002). 1l s’agit donc
d’'une acception trés large du travail de I'enseigrgui va au-dela du travalil
documentaire étudié avec l'approche documentaire gg@mple et qui ne
considére pas que ce travail documentaire constdueceur de l'activité
professionnelle du professeur. Cependant, 'apalles pratiques enseignantes,
tout comme celle du travail documentaire, s’an@asd’ergonomie cognitive,
prenant en compte le fait que ces pratiqgues seoid@pldans I'exercice d’un
métier qui les contraint de diverses manieres.rimitte analyse des pratiques
se fait fondamentalement en lien avec leur buppfantissage mathématique
des éleves, ce qui nécessite un détour par ungsandés activités potentielles
des éléves gu’elles peuvent entrainer. Les questipe la double approche
permet d’aborder portent ainsi sur les régulargédes variabilités dans les
pratiques enseignantes, leurs déterminants et kftets sur les activités des
eléves.

Les méthodologies issues de la double approchensises en ceuvre a partir de
situations de classe (avec technologie ou norgadit toujours d’étudier dans
un premier temps l'activité des enseignants enselaslu point de vue de
I'apprentissage potentiel des éléves. Les scémagioles énoncés proposés par
un enseignant a ses éléves sont recueillis etssomis a une analyse des taches
mathématiques, pour laquelle les outils dévelopjaés Robert (2008, 1998) et
Robert et Rogalski M. (2004) sont a nouveau madsli€f chapitres 1 et 2).
Cette analyse fait intervenir, de facon plus ourmalétaillée, les programmes,
le relief des notions mathématiques en jeu (Patied. 2007), en particulier les
dynamiques possibles ou nécessaires entre lesissanees, I'apport potentiel

12 Suite des contenus proposés aux éléves ainsaquestion correspondante, prévue a priori
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des technologies pour leur apprentissagell s’agit d’une conversion du
scénario et des énoncés en « itinéraire cognfifbposé aux éleves. Cette étude
se poursuit a partir de transcriptions (et/ou v&érecueillies pendant des
observations en classe. Il s’agit d’analyser leod&@ment de séances, la gestion
de classe de l'enseignant, ses consequences sactiggés mathématiques
possibles des éleves, a travers notamment I'éeglaides (orales ou écrites, de
type procédural, & visée constructive, ou interaiées — et le moment par
rapport a la réalisation de la tache en jeu) quoporte aux éleves durant les
séances. Cette analyse est pilotée par la misegand de I'itinéraire cognitif
proposé aux éléves et leurs activités possiblesreéss (a minima et a maxima)
compte tenu du déroulement.

L’acces aux pratiques du professeur, a partir aleservation de son activité en
situation de classe, n'est possible que dans urxi@gee temps. Une
recomposition des activités possibles des éléevasngie d’alimenter une
description des pratiques d'un enseignant selonx deamposantes : une
composante cognitive, qui rend compte essentieliehes choix de scénarios et
d’énoncés a priori et une composante mediativerend compte des choix lors
des déroulements. Cette connaissance des pratiuesenseignant s’enrichit
bien slr de plusieurs études de l'activité en sdnale classe, en particulier des
situations d’enseignement avec des technologiey gilieu ; mais I'hypothése
forte, confirmée par de nombreuses recherches,edatabilité des pratiques
enseignantes et donc d’une récurrence dans les ahoi certain niveau, permet
de s’affranchir raisonnablement d’un recueil extiade données.

Des renseignements plus globaux sur les pratignemment ce qui les
contraint et qui provient du contexte professionfhelmétier), qui peut aussi
avoir des conséquences sur les activités posgilgiesléves, ne se recueillent
pas seulement en classe mais plutét par des questies et des entretiens. lls
sont pris en compte sous forme de deux autres cgampes qui traduisent ces
contraintes : la composante sociale et la compesamdtitutionnelle des
pratiques. Enfin, I'expression des singularitéseegigantes est prise en compte
par la composante personnelle des pratiques, liBe cannaissances, aux
conceptions de I'enseignant, a sa représentatismueles d’'apprentissage des
éléves et a son expérience personnelle.

La stabilité des pratiques est tout a la fois ustydat dans la double approche
didactique et ergonomique qu’un résultat d’un eridende travaux portant sur
les pratiques enseignantes, avec ou sans techaoflogfite stabilité se traduit par
la cohérence entre les cing composantes des peatifjes pratiques sont aussi
complexes, c'est-a-dire en particulier non rédigdild la juxtaposition des cinq
composantes. Stabilité, cohérence et complexitécaguguent toutefois a

3 |ci des concepts issus de I'approche instrumemgdiequ’elle a été développée en France peuvsentiobilisés.
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I’évolution de l'activité sur le long terme, au fies situations d’enseignement
avec les éleves, en patrticulier lorsque des noesééichnologies ou nouveaux
outils sont introduits dans les pratigues du piHas. L’activité évolue bien
avec le temps mais c’est toujours le méme sujeegseigne, indépendamment
des situations spécifiques (type de séance, adille ou avec technologie,
niveau d’enseignement...) avec des régularités afésesur les activités et les
apprentissages potentiels de ses éleves. Ce soévakitions et ces régularités,
gu’il nous intéresse, avec la double approche,atactériser en terme d’effets
potentiels sur les éleves.

Les évolutions de l'activité sont cependant biendétisées dans l'approche
instrumentale sous forme de genéses instrumentakasiculation du concept
de genése instrumentale avec la double approciestige, d’'une part, par le
besoin d’étendre cette derniére vers les enviroengsntechnologiques et
d’autre part, par la cohérence que peut assumadee plus général de la théorie
de l'activité. En effet, la prise en compte de ilalettique productif-constructif
dans le cadre de la théorie de I'activité permeti@aasser les situations d’'usage
des technologies, ce qui améne a mieux prendreoerpte I'ensemble du
contexte de l'activité enseignante et donc permeet demonter » aux pratiques.
En particulier, les geneses instrumentales sord g@aas notre travail comme un
éclairage des geneses d’'usages, spécifique auadtitas entre les enseignants
et les artefacts technologiques.

Les récents développements des recherches suraigups enseignantes dans
le cadre de la double approche et de I'approcheumgntale (ou documentaire,
Gueudet et Vandebrouck, 2011) ont aidé a préc@ersein de la théorie de
I'activité, la dialectique entre pratique et adivi la double approche déclare en
effet viser I'étude des pratiques du professeuradirpde I'étude de diverses
formes de son activité en situation, tandis quepfache instrumentale (ou
documentaire) permettent un focus sur l'activité mhofesseur en situation
d’'usage des technologies (ou de ressources),lBdLBE et ses évolutions. Avec
la double approche, ces évolutions intéressenhdecbeur en termes d’aspects
cognitifs et médiatifs, pour les évolutions qu’sllenduisent in fine dans
I'activité potentielle des éléves.

L’articulation des approches au sein de la thédei¢activité nous permet donc

d'une part de prendre en compte pour I'étude desegps d'usage des
technologies la dialectique complexe entre st&bdiés pratigues a un certain
niveau et évolutions de I'activité en situationawtre part de prendre en compte
le versant externe des genéses d'usage, qui com@spux eévolutions de

I'activité productive des professeurs au fil desm@s TICE et le versant interne
indissociable des genéses lié a l'activité constrecqui accompagne ces
evolutions.
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Par ailleurs, pour accéder au niveau des pratiguda variabilité et aux
évolutions individuelles de l'activité, il est irggiensable de prendre en compte
trois niveaux ou échelles d’étude. Ces trois nixesont liés d’'une part a la
temporalité de I'action, introduite dans le chapr(versant activité des éleves),
et d’'autre part a I'échelle de l'activité prise eompte. Ainsi, trois niveaux
d’organisateurs des pratiques sont introduits (RA308) :

- Le niveau micro se révele dans les automatismegraliesseur, aussi bien
pour la préparation que dans la gestion des séangeatans le discours (ce
qui n'est pas prépare). Ce niveau est a se rappradin temps court de
I'action et du niveau des opérations en théorid'algivite. Cependant, la
construction de ce niveau micro des pratiques gnaates (constitution des
schemes d’actions ou des schémes d’opérationsguiesp faire que sur le
temps long de l'action.

- Le niveau local est celui des actions au quotidfauntrement dit, c’est le
niveau correspondant au temps moyen de l'actiomulde rencontrent les
préparations et les improvisations, le niveau déew les adaptations du
professeur.

- Le niveau global est celui des projets, des scémades préparations et
correspond au temps long de l'action.

Nous développons actuellement avec Abboud-Blanchard hypothese selon

laquelle un enseignant qui débute avec l'utiligatitun outil technologique ne

dispose pas suffisamment d’automatisme et de ®uatinet usage, ni de vision
globale sur I'organisation d’'un enseignement cattéirgégrant cet outil. De ce

fait, en reprenant Robert (2008) dans le cas desigmants débutants, le niveau
local occupe toute la scéne faute de suffisammenteliis aux autres niveaux
micro et global. Il y aurait une surcharge au nivdacal. Dans notre cas

d’intégration des technologies, pour y faire faplysieurs mouvements se
mettraient en place :

- un mouvement allant du micro vers le local etdisant un recours aux
pratiques habituelles, hors technologies, pour tmntexte d'usage des
technologies ;

- des mouvements allant d’'une part du niveau loeas le niveau global et
d’autre part du local vers le micro traduisant tdesix des geneses d’'usage des
technologies.

Nous développons en paralléle I'hypothese complémirenqu’un enseignant
chevronné, dont la pratique n’est pas soumise aquedconque perturbation
(par lintroduction de technologies par exemple)jspdse d’énormément
d’automatismes (niveau micro) et possede une Vvisgpobale de son

enseignement (niveau global) qui pilotent sa puastignseignante au niveau
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local et la rendent trés stable, au-dela des camtenseignés ou des classes en
présence.

Dans le premier paragraphe, nous mettons a I'éprecette deuxiéme
hypothese. Nous étudions les pratiques enseigndigaseignants chevronnés.
Nous analysons plus particulierement l'utilisatdun tableau noir, sur plusieurs
contenus et avec plusieurs niveaux de classe.lisatton du tableau est non
seulement tres stable chez les enseignants maiktdése des automatismes et
des projets. La terminologie de « logiques d’adisrest introduite pour décrire
les pratiques au niveau local, pilotées chez designants expérimentés par le
niveau micro (Robert et Vandebrouck 2003).

Dans les paragraphes suivants, nous étudions kthgpe principale d'une
surcharge au niveau local chez les professeurgrané les technologies
nouvelles et de plusieurs mouvements entre lesanwedont certains
caractérisent des genéses d'usages de ces tedesol@pns le deuxieme
paragraphe, nous traitons des genéeses d’'usageades b’exercices en ligne
(BEL) chez les enseignants. Dans le troisieme paphg, plus détaillé, nous
traitons de genéses d’'usage plus complexes redadive technologies ouvertes.

1. Les recherches sur les pratigues des professeuegpérimentés : le
pilotage de la gestion au niveau local par le niveamicro des automatismes

Dans nos recherches sur ['utilisation du tableawr ©bez les enseignants
expérimentés, nous avons voulu décrire précisémaestabilité des pratiques.
Ceci doit étre vu comme un préalable a I'étude pedurbations que peut
amener l'usage des technologies dans sa clasampganofesseur expérimenté.
Nous réinterprétons ici les résultats obtenus @Ruoizert et Vandebrouck (2003)
et Vandebrouck (2002). Dans ces articles, nouschimrs a savoir quelle peut
étre la nature des choix invariants (du coté deotaposante cognitive et/ou de
la composante médiative), quel niveau (micro, logal global) il convient
d’adopter pour les mettre en évidence et jusqué Quoint ces choix peuvent
étre indépendant des contenus mathématiques eéseign des éleves en
présence. Nous cherchions également a formalissiakalité par des éléments
de cohérence mis en lumiere par l'utilisation goet fles enseignants de leur
tableau au niveau local.

Nous avons défini tout d’abord deux péles de ged® la classe, entre lesquels
se situaient beaucoup d’enseignhants observésladaec« lieu de savoir » et la
classe «lieu de travail ». Une classe est undewsavoir quand le professeur
expose un savoir et que l'activité principale dEéveés est I'écoute. Les éleves
peuvent se voir proposer des taches mathématiquamplexes et
potentiellement riches en termes d’apprentissagepefdant la gestion
organisée par l'enseignant ne permet aux élévesid’aomme seule activité
pendant la classe que celle de le suivre I'ensaigdans sa résolution des
taches. La classe est par contre un lieu de triorague les éléeves s’investissent
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réellement pendant un temps suffisamment long,albbaiselon les niveaux,
dans une activitt mathématique qui n'est pas emiént guidée par
I'enseignant et qui ne se réduit pas a une suaesapplications immédiates
de connaissances explicitées. C’est a la foisdadg difficulté des alternances
entre les lieux de savoirs et les lieux de traidgja signalée dans de nombreux
travaux) et leur contribution, a priori trés différentajxaactivités potentielles
des éleves, qui nous aménent a retenir ces dees g lieux et a les qualifier
de pdles. Entre les deux poles, divers momentsmaant, pendant lesquels les
activités des éléves sont plus confuses. Ce peatd&s moments de cours
émaillés de petites questions, tres ponctuelldspeumettent a quelques éléves
de participer, ou des exercices pendant lesquelsierventions ininterrompues
de I'enseignant découpent et orientent fortemeritaeail des éleves, voire le
réduisent a une suite d'applications immédiatecal@aissances explicitées.
Seule une étude fine peut permettre de situer éaece par rapport aux poles
précédents.

Nous avons ensuite proposeé trois types d'utilisatio tableau noir, observés
dans les classes : le tableau « lieu de savo# taldleau « brouillon public » et
le tableau « lieu d’écrit intermédiaire ». Ces gatées ont été inspirées par les
types de gestions de classe mais guidées égalepagntes activités tres
différentes qu’elles peuvent induire chez les &ewous avons montré que
lorsque le tableau est davantage utilisé dans msetiém « brouillon public »,
permettant de donner a voir un processus plus qgoraduit, la classe semble
étre plutdt un « lieu de travail », au sens oteléges ont une certaine initiative
pendant un certain temps, sans un guidage strifedseignant. La validation
de [Il'écrit d'un éléve I'emporte alors sur [linstilbnnalisation. Les
accompagnements du professeur se font en prin@pes des activités des
eléves, qui les induisent et les organisent enep@ides plus constructives). Les
temps de production des éléves en classe ne seprtesapertes de temps. Si le
tableau est davantage utilisé dans sa fonctioeuwde savoir », a recopier en
général, a mémoriser éventuellement, permettadbdeer a voir un produit fini
plutbt gu'un processus, la classe semble plutéarosge comme un « lieu de
savoir », avec des éleves tres guidés tout le tdaiges plutét procédurales).
C’est I'enseignant qui écrit ou dicte ce qui estahleau, a quelques exceptions
pres (I'éleve peut répondre seul a une tache simpte isolée).
Linstitutionnalisation I'emporte sur la validatiate I'écrit (il 'y a pas ou peu
besoin de validation puisque c’est I'enseignantesgtia I'origine de I'écrit). Les
accompagnements se font avant les activités dessgleela réduit les risques
d’erreurs, les pertes de temps qui pourraient aggociées a un temps de
production plus long.

% Marc Legrand dit par exemple qu'il est difficile demettre les éléves a penser « a la premiérempes> aprés une phase
de cours.
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Ce qui est apparu dans la recherche est la relstatglité de I'utilisation du
tableau, traduisant donc un type de gestion deselgwivilégié par les
enseignants, au-dela des contenus enseignés etlagses. Lutilisation du
tableau par chaque enseignant s’avere ainsi asffernue, reproduite, et elle ne
semble pas improvisée. Elle semble bien révéleratesx réguliers, qui se
répétent et qui présentent une part d’automatigrae,dela les séances et les
types de taches. En outre, nous ne rencontroraigasans nos recherches les
deux poles de gestion de classe chez un méme erasgig compris en suivant
un méme enseignant sur plusieurs séances, damsuyptuslasses.

Par exemple, nous avons montré comment, chez diesgeur confirmé (proche
de la retraite), la gestion de séance (et en péidrd’utilisation du tableau) est
stable quelgue soit le niveau enseigné (secongeeammiere S) et quelque soit le
contenu mathématique en jeu. Indépendamment déestagu’il propose, il
organise systématiquement la méme gestion de classrilée avec un tableau
« lieu de savoir ». La gestion au niveau locala@ssi comme verrouillée par le
niveau micro des automatismes.

En élargissant le point de vue a partir de I'difisn du tableau chez les
enseignants observés, nous sommes ameneés a dégaglegiques d’actions
chez les enseignants, cohérentes avec les uthisastables du tableau. Ces
logiques d’action, transversales aux composant@gitbees et meédiatives,
traduisent le pilotage du niveau local par le niveacro des automatismes.

Par exemple, un autre enseignant tableau « ligadear » considere que l'idée
de modéle est importante : les éleves doivent awoimodeéle de résolution
d’exercice au tableau ; pour chaque exercice,igtexin modele de résolution a
trouver, c’est a dire un enchainement de sous-$aéh&lentifier, a associer
chacune a un point du cours (une formule par exenmulis a résoudre bien sur.
En outre, il s’agit d’'un enseignhant qui propose thshes complexes a ces
eleves, a travers les questions d’exercices gaskpet qui souhaite associer les
eléves au maximum a la résolution. Alors nous wtoos de facon récurrente
chez cet enseignant la logique d’action suivante :

1) une tadche complexe est proposée aux élevesi-ecise une tache
comportant des mises en fonctionnement des commaiss non immeédiates ;

2) une interaction orale est mise en place poswa@er les éleves mais elle est
fortement guidée par I'enseignant pour faire émedgefacon propre les sous-
taches, les savoirs décontextualisés, par exensgldormules du cours, qui
peuvent ainsi étre « couchées », au fur et a mesurée tableau lieu de savoir ;

3) pour chacune des sous-taches isolées, lesé@feetuent la sous tache et un
eléve passe au tableau. Comme la tache est isoé#Be souvent d’application

immédiate, il n’y a pas de « dérapages » au taptpaueste ainsi lieu de savoir.

Ce ne sont pas les explications et les méthodestqugturent ce lieu de savoir

mais les choix de méthodes, les formules puisdgsltats.
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En fait, 'ensemble des données de notre rechgrobeait indiquer que méme
si des marges de manceuvres personnelles exisemicdup d’enseignants
expérimentés souhaitent réellement installer esselaes lieux ou travaillent les
éleves mais compte tenu de contraintes (institnges et sociales nhotamment)
ils ont des difficultés a faire de la classe un wrleu de travail » articulé a un
« lieu de savoir ». La pauvreté relative des lidextravail et la difficulté des
alternances seraient alors prises en charge pgatisation en classe d'un lieu
intermédiaire qui peut étre qualifié de lieu d’'raetions immeédiates (que nous
lisons comme une sorte d’adaptation) associée tahleau lieu de savoir. A ce
lieu d’interactions immédiates appartiendraient ¢ssirs dialogués souvent
observés dans les logiques d’actions. Lactivigcme des éleves ne serait alors
pas vraiment maitrisée. Cette gestion, peut-étmepse de différenciations
entre éléves, serait compensée par lI'existencereot®é du tableau lieu de
savoir. Ce lieu de savoir garantirait au moins e spécificités le fait que tous
les éleves aient acces a la connaissance qui aféladn classe lors de ces
interactions.

Ces recherches, basées sur différents enseignatoidiés pendant une ou
plusieurs séances, ont ainsi amené lidée, dévémmar la suite dans Pariés,
Robert et Rogalski (2008) que la stabilité portetdil sur la composante
médiative des pratiques enseignantes, fortemeideral des automatismes au
niveau micro. Ceci ne prédispose pas a des chamgen®p locaux des

pratiques, dans une perspective de formation aggtin

2. L’exemple d’enseignants intégrant les bases d'ercices en ligne dans
leurs pratiques

Dans Abboud Blanchard, Cazes et Vandebrouck (2@0D3, 2009) nous

étudions les geneses d’'usages de Bases d’exemmcegine (BEL) chez des

enseignants de mathématiques en classe de secmd®nt ces résultats que
nous reprenons ici.

Les geneses d'usages des BEL sont en premier betraintes par divers

déterminants qui relévent de la situation insttotielle ou qui sont propres a
'usage d’'une BEL. Par exemple, les enseignantdydees professionnels ont
tous choisi Paraschool, une base d’exercices $péerhent affichée comme

adaptée a ce type d'établissement, ce qui tragsiitdntraintes institutionnelles.
D’autres déterminants externes influent sur l'ofgation que les enseignants
retiennent pour les séances BEL et donc sur lessgs. Les usages privilégient
par exemple toujours les séances a effectif réugalle informatique en tirant

parti de I'organisation pédagogique propre a ceauv(cours en classe entiere,
modules en demi-classe, aide individualisée avecpanmtie de la classe). Enfin,
les contenus proposés dans le cadre de cette mmiiledualisée concernent

uniquement des connaissances anciennes ou endcacgsiisition.
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L'introduction des niveaux d’organisation des paés nous permet une
description (partielle) des évolutions (plus ou msdentes) que nous constatons.
S’agissant d’enseignants expérimentés introdudans leur pratique un nouvel
outil technologique, tout ce passe comme si leacgsaau niveau local étaient
pilotées par des automatismes déja construits @apsatique habituelle. Par
exemple, une enseignante, Flore, décline ses @deséleves differemment
selon gu’ils sont plus ou moins en difficulté, remant une méthode si I'éleve
est vraiment en difficulté, enrichissant son cdpita méthodes disponibles s'il
est plus a l'aise. Cependant, lors d'un entretielle semble ne pas étre
consciente de cette aide différentiée ce qui faiser qu’il s'agit la d’'une
caractéristigue de la composante médiative de azgpe. De la méme facon,
Diane, une autre enseignante observée, s’efface glie tous les autres
enseignants devant la BEL ce qui correspond larercaune caractéristique de
sa composante meédiative tres liée a sa composamsenmelle. Le rdle du
professeur dans sa pratique est d’aider I'élevecuéxir une bonne méthode
pour lui permettre d’étre autonome face a la maehin

Ensuite, il y a un mouvement d’évolution du proggbbal d’enseignement
intégrant la possibilité d'un usage au quotidiers dechnologies (on peut
évoquer une évolution du local vers le global).rh@uvement majeur que I'on
observe assez rapidement est une évolution deivitactproductive de
'enseignant au niveau des scénarios et de laogegiiévue a priori: par
exemple de nouveaux équilibres systématiques Souse entre séances
machine et séances papier/crayon, entre phasesvad individuel et phases de
travail collectif, ou encore dans les rapports rn@ssances anciennes/
connaissances nouvelles » mises en jeu lors des@mses. Les enseignants
développent aussi assez rapidement l'usage dada frapier chez leurs éleves
lors d’activités avec les BEL et ils s’y tiennematr ia suite. Ils insistent assez vite
pour que les éleves utilisent une feuille « pourdga une trace » ; certains
évoluent vers ['utilisation par les éléves d'un ieahd’informatique. Enfin,
I'insertion des activités BEL dans les activitédinaires de la classe peut aussi
se traduire dans I'évaluation : la plupart des gmsets qui développent une
utilisation significative des BEL integre des exees analogues dans les
controles.

En parallele & ce mouvement du local vers le glabg a un développement
d’automatismes liés a l'usage des technologiessraseceuvre (du local vers le
micro). Les enseignants utilisant les BEL en cladseseconde établissent
rapidement une utilisation des BEL dans des séatia@te individualisée dans
le but de venir en aide aux éleves en difficultdeegérer I'hétérogénéité dans la
classe. Cette utilisation se stabilise au courd’aleée donnant lieu a des
automatismes liés a ce type d'utilisation : parneple le fait de s’adresser en
cours de séance presque exclusivement a un ouélieves a la fois et non a la
classe entiere comme c’est le cas dans les séalasssques d’exercices. Un
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autre exemple concerne l'action de I'enseignanindué arrive pour aider un
éleve : il fait automatiguement un bilan diagnostle la situation pour
comprendre I'itinéraire qui a été suivi par I'éleasant qu’il demande l'aide.

Cependant, des variabilités observées dans lesestuld cas semblent
directement liées aux caractéristiques individsetles enseignants et donc aux
composantes personnelles. Par exemple, Floresgstiae au projet Région et a
été tres active au sein du groupe IREM qui pileterdcherche. Les geneses
d'usage constatées chez elle, sont en accord are@arcours personnel, sa
participation au groupe IREM et le suivi dune faton de master
professionnel qui I'a sensibilisé au probléme deepen main des technologies
en général. Lors d’'un I'entretien, elle envisageétgganiser I'ensemble de ses
séances BEL, en commencant par exemple par deseseda familiarisation
avec les BEL. Cette évolution spécifique chez Fles¢ a lire en fonction
d'éléments de sa composante personnelle car @lesske largement I'utilisation
des BEL mais guide son parcours professionnel. iélelte certainement d’un
elément fort de sa composante personnelle : lant®ld’enrichir sa pratique
enseignante, éventuellement hors de son lieu dailtraCeci représente un
déterminant interne des geneses d'usage qui n’gatinitialement lié aux
technologies mais qui s’est développé dans le gtntie leur usage.

3. L’exemple de Clarisse et Sophie intégrant desdenologies ouvertes
dans leurs classes

Nos derniéres recherches concernent l'intégraties tchnologies ouvertes
dans les classes. Sophie et Clarisse sont desgeastds de lycée favorisé
parisien, que nous avons accueillies au sein dwupmge de I'IREM Paris
Diderot sur la mise en place de I'épreuve pratiguebaccalauréat S en 2007.
Cette nouvelle épreuve vise a faire développer kisse des démarches
expérimentales chez les éleves, par le biais dsege des technologiesf (
chapitre 2). Les enseighantes doivent mettre esepdas TP informatiques avec
leurs classes de terminale S, ce qu’elles n'onajarait ou jamais fait de fagon
réguliere. Les geneses d'usage des technologiesrtesvpeuvent alors étre
etudiées. Les résultats de ce paragraphes sonépuartiellement et de fagon
complémentaire dans Vandebrouck (2010) et dans detieet Vandebrouck
(2011). Nous restituons ici une vision complete rssiltats.

Les détails dans ce paragraphe permettent de nagttrelation cette question
des genéses d’'usage des technologies avec demnsdistes aux effets sur les
éléves : « quelle est l'activité mathématique deses pendant les séances de
préparation a I'épreuve pratique ? En particul@mnment les éléves peuvent-ils
entrer dans la démarche expérimentale ? Commeepnksgnantes organisent t
elles simultanément I'entrée dans cette démarchesegenéses instrumentales
des éleves ? Quelles sont les variabilités etdgslarités, avec leurs effets sur
les éleves ? Quelles sont les évolutions sur I@$elong dans les pratiques des
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enseignantes ? Peut-on enfin comprendre ces peatiefuleurs évolutions avec
des déterminants qui peuvent les contraindre (ypcsmdes déterminants
personnels) ? »

Les composantes personnelles des pratiques desdseignantes, et leurs liens
avec des caractéristiques des composantes cogndivenédiatives, sont tout
d’abord renseignées par des réponses a un quest®mui a été proposé lors
de I'année 2007-2008, a propos des pratiques antés au démarrage du
groupe IREM et actuelles. Ces réponses sont coégddtar des entretiens avant
et apres les séances de TP observées et quelgagstEaments ou notes sur les
échanges au sein du groupe IREM pendant les deweard’observation. Un
profil des deux enseignantes est ainsi dressépuisaut les composantes
personnelles de leurs pratiques et leurs imbricatiavec les composantes
cognitives et médiatives. Dans ce profil, les cmastiques de la composante
cognitive retenues et pertinentes pour notre proati&ue sont renseignées dans
le questionnaire par des questions du type « qus#gies faites vous des
technologies en relation avec votre cours de madliques », « citer trois mots
qui définissent le mieux ce qu’'est la nouvelle épee pratique »... Les
caractéristigues de la composante médiative somtpmrenseignées par les
entretiens, les commentaires généraux des enssignanles questions du type
« vous arrive-t-il d’étre en difficulté avec degés pendant une séance avec
technologies ? », « comment définiriez vous I'aotaie des éléves pendant une
séance avec technologies »... L’étude des composanstsutionnelles et
sociales, respectivement affectées par I'injoncinatitutionnelle de préparer les
éléves a I'épreuve pratique et infléchies par kig@pation au groupe IREM, ne
sont pas centrales.

3.a Des éléments sur les composantes personnelles
Sophie et Clarisse ont deux profils assez différeutant a leur utilisation des
technologies, en lien avec les mathématiques eelgeignement, ainsi que vis-
a-vis de la démarche expérimentale en classe.

Avant la mise en place de I'épreuve pratique, Sopliisait déja fréequemment
les technologies dans ses classes, de la Secoled@eminale, méme si ce
n'était jamais en salle informatique : il pouvadgr ou bien de les utiliser en
vidéo projection dans sa salle de classe tradiétbenou bien de faire utiliser
aux éleves leurs calculatrices graphiques et/omdbes (i.e. intégrant un
logiciel de calcul formel). Clarisse, quant a eligilisait de maniére plus
occasionnelle les technologies, le plus souventsahe informatique et
uniguement avec sa classe de Terminale S.

Concernant la mise en place d’une démarche expétatee avant I'introduction
de I'épreuve pratique au baccalauréat, Sophie gxpligu’elle faisait déja
adopter une telle démarche a ses éleves de marieasionnelle, tandis que
Clarisse dit ne jamais avoir proposé cette démaddres ses classes. Selon
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Sophie, la démarche expérimentale est liee a destés telles que : poser le
probleme, modéliser, expérimenter, conjecturerficoer sa conjecture avec
des outils technologiques et démontrer, tandis @larisse integre les
technologies dés le départ : traduire le problemec aun logiciel, observer,
conjecturer, tester des conjectures avec le Idgmieenfin valider par une
démonstration de ces conjectures.

Les deux enseighantes ont donc deux profils a ipassez différents, qui
semblent liés a leur différence d’expérience dansemps a la fois avec les
technologies et avec une démarche expérimentaléiekrmvec sa composante
cognitive, Sophie justifie 'usage des technologms des arguments plus
orientés vers l'activité des éleves : possibiliééréaliser des figures animées, de
faire des calculs longs et pénibles, de faire fl@avasur des conjectures. La
fréequentation des technologies, plus faible pouari€e, se ressent dans les
intéréts qu’elle voit a leur usage en lien avec sngeignement : préparer des
séances, préparer des séances informatiques, gréar figure ou une feuille
de calcul a projeter. Une potentialité plus graddda démarche expérimentale
en terme d'activité des éleves se retrouve dansplepos de Sophie:
problématiser et modéliseersustraduire ; confirmer sa conjecture et démontrer
versustester.

Pour compléter les renseignements fournis par lestmpnnaires, nous avons
demandé aux enseignantes, au début de 'année2B@¥B-c’est-a-dire a I'issue
de la premiere année d’existence du groupe IREM bon » exemple de sujet
de TP amenant a une démarche expérimentale des&egc des TICE. Sophie
a proposé le sujet suivant, qui nécessite 'usagmaladeur :

Sophie, exemple de sujet de TP proposé en réponsdaademande des
chercheurs

Soitk un entier naturel, déterminer les valeurkgmur lesquelleg\=2%1 est
divisible par 7.

Dans cet exercice, nous analysons que les élégasm’a poser le probleme, ni
a modéliser, mais bien a traduire le probleme dentableur, ce qui semble en
décalage avec la vision déclarée de Sophie quelmoés auparavant. Cette
traduction améne cependant les éleves a émettanjacture que les valeurs de
k sont les multiples de 3. Il n’y a pas possibitiggle confirmer plus avant avec
le tableur, mais la connaissance de cette congecp@armet d'initier une

démonstration par récurrence, plus facilement paetgque sans I'outil tableur.

Le sujet proposé par Clarisse, méme s’il nestqmas une classe de Terminale,
mais pour une classe de Seconde, ne reflete guanphlus du tout ce qu'elle
déclarait voir dans une démarche expérimentalec@uent du questionnaire :
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1Y%

Clarisse, exemple de sujet de TP proposeé ¢
réponse a la demande des chercheurs

[OY

Tracer deux points A et B, le cercle (C) de diam
[AB] et un point M du cercle. Tracer la bissectreze
I'angle AMB. Le point M parcourt un demi cerg
d’extrémité A et B.

1) Que peut-on dire de la bissectrice ?

2) La bissectrice semble passer par un point fixe.
Appeler D ce point. Proposer une définition de D
indépendante du point M

3) Démontrer que la bissectrice de l'angle AMB
passe toujours par D (on pourra considérer le f@ojnt
symétrique de D par rapport a l).

Dans I'exercice de Clarisse, I'activité de tradoistdu probleme dans le logiciel
est réduite a une activité de reproduction degaré déja donnée dans I'’énoncé.
Les activités de conjecture et d’observation smuaavries par le fait que le
point D soit donné. La conjecture est présente thafis de la question 2), mais
il s’agit seulement de reconnaitre D comme intdisecde la médiatrice de
[AB] et du cercle. Ceci peut se faire grace adarfe donnée, sans I'outil TICE,
de méme que la démonstration de la question 3.

Ces deux énonces, proposés par Sophie et Clarissgtrent pour les deux
enseignantes des évolutions sur le plan cognitifreefes réponses au
guestionnaire et ce gu’elles considerent comme borke> exemple a lissue
d’'une année. En effet, Sophie n’inclut dans sonmgMe qu’une partie des
activités possibles pour des éléeves, parmi cellésllg voyait initialement dans
une démarche expérimentale. Clarisse s’éloignerenglus nettement de ses
réponses au questionnaire : pas dactivité¢ de ¢tamiu dans le logiciel,
observation limitée, pas de possibilité de teshd’gonjecture... éloignant par la
méme les activités possibles de celles d'une déraagpérimentale.

Du c6té de la composante médiative, lI'analyse dasstgpnnaires, les

commentaires généraux des enseignantes sur ldéigquerainsi que les réponses
lors d’entretiens avant ou aprés les séances aiEgermnontrent encore des
différences entre les deux enseignantes. Clarigadis de maniére récurrente
dans ses propos qu’elle a une tendance a trop ifengdes taches qu’elle

propose a ses éléves, soit par la forme des éndfeéscices, soit par les aides
gu’elle leur fournit pendant les déroulements. Baemple, dans I'un de ses
commentaires a propos d’énoncés de TP pour deseslade Seconde, elle
signale : «Ce sont des TP pour les Secondes, pour démarrer@geGebra, ils

sont trés détaillées comme a mon habitude. Dans ses réponses au
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guestionnaire et dans ses commentaires apres @m akril 2008, elle exprime
toujours sa difficulté a ne pas tomber dans cetbplgication des taches :ee
qui m’a paru difficile & moi, c’est de trouver deslications a donner aux éleves
pour les mettre sur la voie sans leur dire tout Sophie fait moins de
commentaires sur les aspects médiatifs de sa peatilyjlais a propos de
I'autonomie des éléves, elle explique que, quaadléves sont bloquéscest
dans leur démarche, a cause des problemes infaymedi ou dans la
compréhensiom, ce sur quoi elle peut les aiderCe n’est pas sur le probléme
mathématique lui-méme Les aides de Sophie sont plus portées sur la
démarche, l'informatique et la bonne compréhensliesm énoncés alors que les
aides de Clarisse peuvent étre plus procéduraes, pour autant, comme elle
I'explicite, tout dire aux éléves.

3.b Evolution de [lactivitt des deux enseignantediée a la
préparation et au déroulement des séances de TP

Sophie et Clarisse ont commencé a préparer leeve®lde classes de terminale
a I'épreuve pratigue quelques mois apres la rer288¥, au moment ou les
réunions du groupe IREM ont commencé. Nous les sgnlivies au cours de
I'année 2007-2008 ainsi que dans le début de l'arsmdlaire 2008-2009. Les
deux années, I'organisation globale de leur enseigmt en classe de terminale
S a été la méme et a été trés proche d’'une enséigad’autre, traduisant le
pilotage global de la pratique par des composanstgutionnelle (contraintes
des programmes, des manuels, d'une cohérence dsnanathématiques
enseignées) et sociale (habitudes entre collegiodmnges au sein du groupe
IREM sur les progressions) importantes.

Au cours des deux années, I'étude des suites Enlgage des limites sont
introduits assez tét en septembre ou octobre puigriction exponentielle et la
méthode d’Euler pour la résolution de I'équatiofiédentielley’=y sont traitées
aux mois de novembre et décembre ; ces deux dosnaiathématiques donnant
lieu pour les enseignants a la préparation de séade TP avec le tableur.
Ensuite le travail sur les fonctiongxp et In notamment, est I'occasion
d’énoncés de TP avec le logiciel Géogébra. Enfiffjred’année, I'approche de
I'épreuve de baccalauréat impose aux enseignamesravisite de toutes les
notions, les enseignantes prenants appuis en 0¥ <ur des sujets zéro pour
I'épreuve pratique de juin 2007 ou des sujets didaside 2007 et en 2008-2009
sur des sujets d’annales de 2008.

Pour simplifier notre chapitre, nous étudions l'éMon de l'activité des deux
enseignantes en distinguant ces trois grandesdeséride leurs deux années
scolaires : introduction du tableur, introductios @éogébra, mise en ceuvre de
sujets de type bac. Pour une raison de longueymelmiére période des deux
annees est plus précisément analysée que les uigartes.



105

Deux premiers TP tableur de Sophie en 2007-200Bé&lution en 2008-2009

Sophie propose comme premier énoncé de TP en 26€3 éleves de terminale
S un sujet qui lui a été présenté lors d’'une cemiée de Jacques Lubczanski,
« a la mode hongroise », qui propose I'étude dmuie (W, définie comme le
guotient de la suite ()Y de la somme des entiers par la suitg) @& la somme
des carrés d’entiers. Ce sujet ne met en fonctimené que des connaissances
de premiéres S et Sophie est sans doute rassuréenemencant avec ce
premier sujet. En effet, ce sujet, qui est reprantenant dans une brochure
« maths entre écran et papier », est accompagméiaciiions pour I'enseignant,
notamment les objectifs en termes de contenu matligme et une étude
théorique sur l'apport de ce sujet pour une dénmmkpérimentale dans la
classe. Les questions du sujet, repris telles emigdar Sophie, commencent
comme suit :

A) Mise en place du calcul

1) Ouvrez une nouvelle feuille de classdimeer 5 colonnes intitulées n, u, n3, v
etw

2) La ligne sous les entétes correspondra a n=1: isaies valeurs
correspondantes dans chacune des colonnes

=

3) Dans la ligne suivante, saisir les formules permettront d’obtenir pa
recopiage vers le bas les valeurs successivesUie m2, Vn et Wn

B) Observations et Conjectures

(...)

2) Quelle nouvelle colonne pouvez-vous créer poattnem a I'épreuve cette
conjecture ? Faites-le !

3) A quelle formule Wn=f(n) conduit votre conjectuprécédente ? Créer une
colonne intitulée f(n) ou vous saisirez la formyermettant d’obtenir les
valeurs successives de f(n) par recopiage veradelles valeurs obtenues dans
la colonne f(n) coincident-elles avec celles obésmour Wn ?

C) Travail théorique

(..)

Il'y a un effort dans ce TP pour ménager I'entréeaetivité des éléves qui a
priori découvrent l'usage du tableur avec cettanpeee séance. Cependant la
guestion 3) peut étre analysée comme difficile. Degtte question, il y a d’'une
part une adaptation mathématique liée au passagedéfmitions explicites

données des suites U (V,), (W,) en fonction den & des expressions par
récurrence et d’autre part une mise en fonctionm¢he la connaissance tableur
de recopie vers le bas. Cette fonctionnalité tabést liée aux mathématiques
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puisqu’elle porte en elle le maniement d'une sdiéénie par récurrence. Dans
les commentaires aprés la séance, Sophie sigraileedls que cette question
est celle qui a posé les premieres difficultés oraje aux éleves et qu’il faudrait
la scinder en deux sous-questions.

L’activité d’expérimentation et de conjecture dut faue W, = (2n+1)/3 est
organisée et permise aux éléves dans la partiel Bugt. Cependant, la encore,
cette activité est accompagnée a la fois sur le plathématique et sur le plan
instrumental. Il reste des activités de traducties observations faites sur le
tableur en expression algébrique, notamment expritheen fonction de n, ce
qui participe de [l'activité expérimentale avec wbléur. Enfin, la partie
théorique est également accompagnée en balisart déthodes pour établir
I'expression explicite de (Y et (W, mais il reste la encore de l'activité
mathématique a la charge des éléves.

Finalement, Sophie s’est laissée guidée vers wat sugressant pour démarrer
'année de terminale avec le nouvel outil tableules connaissances
mathématiques utiles sont des connaissances amsiemais la démarche
expérimentale est bien en germe dans ce sujetute, ¢a genése instrumentale
est réfléchie aussi puisque seule la fonctionndktéecopie vers le bas, associée
a la notion de suite définie par récurrence ebséd.

Le deuxieme sujet proposé par Sophie est inspivd dujet d’annales de
I'épreuve pratique 2007 (il s’agit du sujet 21). £lget 21 tel qu'il a été proposé
au baccalauréat est le suivant :

Soit I'équation différentielle y'=-2y. On admet que fonction f solution d
cette équation définie sur R et vérifiant f(0)=1 &s fonction f telle qu
f(x)=exp(-2x). On cherche a comparer f(1) aux vedeapprochées obtenues|en
utilisant la méthode d’Euler avec différents pas. €2 place sur l'intervall
[0,1] en prenant un pas h égal a 1/n...

(...)
Xo=1, Yo=1 et pour tout k, @1 =x, + 1/n et y+1=(1-2/n)y,
1) Déterminer I'expression dg gn fonction de k (n étant une valeur donnée

N—r

2) A l'aide d’un tableur, reproduire a I'écran enapléter le tableau suivant :
(...)
3) En déduire une valeur approchée de f(1)

Appeler I'examinateur et lui présenter le tableae daleurs construit avec
n=10. Lui expliguer comment modifier le tableausigue n=20 et n=30

(...)
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Une analyse en termes d’activité potentielle desed révele les difficultés de
cet énoncé prévu pour des éléves de fin de terenBiaPar exemple, du point de
vue mathématique, des la premiere question, il fecdnnaitre que la suitec)y
est une suite géomeétrique avec une raison dépendarparametra. Du point
de vue de l'usage du tableur, la question 2 quip@e de reproduire et
compléter un tableau nécessite la disponibilitéusage du $, ce qui ne peut se
faire qu’en ayant compris le statut de parametrgakn. Du point de vue du
caractéere expérimental de la démarche, il n'y aolservation a faire, ni
conjecture a établir. Les commentaires donnés pogrde ce sujet a I'issue de
I'épreuve 2007 soulignentgontrairement aux autres sujets, on ne demande ici
ni conjecture, ni démonstration : cet aspect estligné et regretté dans
plusieurs lycées.»

Sophie s’empare cependant de ce sujet. Elle utiissecommentaires pour
simplifier le sujet. Elle signale vouloir insisteur la valeur xlorsque le pas
vaut 1h en y consacrant une guestion. Elle signale égaewmiloir simplifier
en n'utilisant que la notation f{x plutét que la notion yqui complexifie
inutilement. Le sujet devient le suivant

Soit f une fonction définie et dérivable sur R fiant f(0)=1 et f'(x)=-2f(x) sun
R

On cherche a déterminer, en utilisant la méthodEBulér des valeurs
approchées de f(1) avec des pas différents.

1) On se place dans l'intervalle [0,1] en prenanpas h=1/n...

On pose =0 et x+1=x + 1/n. Que vautx?

Appeler I'examinateur pour vérifier votre résultat.

2) Dans le cas général d’'un pas h=1/n

Quelle est la formule donnant une approximatiomaftie f(x) ?

Quelle est la formule permettant d’exprimer#X) en fonction de f(§ ?

3) A l'aide d’un tableur, construire un tableaurpettant d’avoir des valeurs de
Xk et les valeurs approchées de)(dans le cas ou n=10 (c'est-a-dire ave¢ un
pas h=0,1).

(...)

6) Etude de la nature de la suite,f(définie dans le cas général avec un|pas
h=1/n.

En déduire une expression de f(1) directement ectifan du pas.
Retrouver les valeurs obtenues ci-dessus aveblkuta
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Sophie tient compte aussi des commentaires contelagpect expérimental
du sujet. Au-dela des simplifications mathématigquesy a une volonté de
problématiser : chercher en utilisant la méthodeubtir des valeurs approchées
de f(1) sans savoir a priori que c'est exp(l). wie de la fonctionexp
correspond d’ailleurs au chapitre étudié par lesved a ce moment la de
I'année. Sophie cherche ainsi a introduire un ¢araexpérimental manquant a
ce sujet, bien gue cette absence soit signaléeldamm®mmentaires comme un
préalable fort.

Enfin, la progressivité dans l'usage du tableumeshagée puisque l'usage du $
n'est nécessaire dans le sujet de Sophie qu’arpdetila question 6). Les
difficultés restantes du c6té des éléves sont l@és présence simultanée de
deux indicesh etk, ce qui fait dire a Sophie apres sa séance qussllprendra
autrement I'année d’apres.

A la rentrée 2008, Sophie s’est renseignée suitefile ses éléves savent pour
la majorité d’entre eux manipuler le tableur, miegxe I'année précédente,
notamment la fonctionnalité de recopie liée a laomode récurrence et qui avait
posé probleme I'année d’avant. Elle propose direetd un sujet issu d’annales
du baccalauréat 2008 mais ne mettant en fonctioeneque des connaissances
anciennes de premiere S, précaution qu’elle avéja grise en 2007 en
choisissant le sujet des suites hongroises. L& ssfjde suivant :

On considere les suites {let (V) définies par
=20 a.=(2atb,)/4
b=60  B..=(a+2h,)/4

1) En utilisant un tableur ou une calculatricecabdr les 50 premiers termes
des suites (et ().

2) Peut-on penser que ces suites sont convergentgelle conjecture peut-on
formuler quant a la limite de la suitg @t de la suite () ?

3) Soient () et (V,) les deux suites définies, pour tout entier n, par
U.=a,+b, V.,=b,-a,

a) Compléter la feuille de calculs avec les 25 peesrtermes des suites flet
(Vn).

b) Quelle conjecture peut-on faire quant a la reatler chacune de ces suites P

c) Vérifier expérimentalement sur la feuille de ccélla conjecture émise,
validée par I'examinateur.

4) Démontrer la conjecture de la question 3b).

(...)
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Sophie s’appuie effectivement sur le fait qu’'ungangé d’éléves peut dépasser
simultanément les difficultés logicielles et ledfidultés mathématiques pour
entrer dans une démarche expérimentale nouvelle @ox. La plupart des
étapes que Sophie voit dans la démarche expéritaesaat d’ailleurs présentes
dans ce choix de sujet, notamment observation,ecame et confirmation
expérimentale de cette conjecture avec le logfgiebstion 3) c)). Ceci n’est pas
sans poser de difficultés au cours du déroulementedte séance. En effet,
Sophie, méme si elle attend seulement que les£fagsent afficher le rapport
Un+/U, et fasse apparaitre qu’il est constant égal a erase ca comme une
preuve avec l'ordinateur. Bon nombre d’éleves miamit pas dans ce jeu la dés
gue le travail sur tableur leur fait apparaitre¢eraent cette conjecture. Un éléve
expligue qu’il ne sait pas le faire avec l'ordinatealors qu’il I'a fait sur sa
calculatrice pour quelques valeursrddJn autre nous montre 'ambiguité dans
laquelle il est a été mis lorsqu’il demande sidavergence doit étre « faite » sur
I'ordinateur ou pas. Un autre enfin répond a Sojpjuand elle lui demande ce
gu'il peut faire pour grouver de fagcon percutante en utilisant I'ordinate,
gu’il peut «mettre en gras. Finalement, il y a pour bon nombre d’éleve qui
font I'impasse sur cette question deétification avec I'ordinateus, d’autant
plus gu’elle s’articule difficilement avec la preupapier crayon ou il est
nécessaire de prouver que tJest jamais nul pour la démonstration du fait que
U.+/U, vaut toujours %. Cette démonstration et le tradail rédaction sont
laissés en travail a la maison.

Le deuxieme sujet en 2008 concerne a nouveau laooetd’Euler mais ce
nouveau sujet transformé par Sophie est maintdniantloin du sujet 21 des
annales 2007. Conformément & ses commentairessad’ide la méme séance
I'année précédente, il y a disparition des deuameatres. L'ordre des questions
est totalement renverseé par rapport a la versi@7 20 correspond mieux a une
véritable démarche expérimentale, méme si elle pentble encore limitée :
calcul de f(1) avec un pas de 1/10, puis de 1/2% @e 1/50, puis en général
pour retrouver les trois cas précédents et ac@derpas 1/100.
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Soit f une fonction définie et dérivable sur R fiant f(0)=1 et f'(x)=-2f(x) sur
R

On cherche a déterminer, en utilisant la méthodeuldr des valeurs
approchées de f(1) avec des pas différents.

1) On se place dans l'intervalle [0,1] en prenanpas h=1/10
On pose ¥=0 et x+1=x, + 1/10. Que vauty ?

Avec un tableur calculer les valeurs de)(@our k dans {0...10} ; En déduire
f(1)

(...)

Appeler I'examinateur pour vérifier votre résultat.

2) Recommencer avec un pas de 1/20 (...)

3) Recommencer avec un pas de 1/50 (...)
Démonstration. Dans le cas général d’'un pas denh=1)

Créer un tableau donnant f(1) directement en fonatiu pas h=1/n pour n=10,
20, 50, 100.

Trois sujets de TP tableurs pour Clarisse en 20@0& et I'évolution en 2008-
2009

Clarisse commence lI'année 2007-2008 avec un TPlestiableur qu'elle a
confectionné elle-méme. Il s’agit surtout pour @lmtroduire le tableur aupres
de ses éleves. Trois exercices qui ne mettent wrageune connaissance de
terminale, ni méme de premiére sont proposés rdmigr ne comporte aucun
contenu mathématique, le deuxieme porte sur ddsssarithmétiques et le
troisieme porte essentiellement sur le maniemerda®ées numeriques et sur
la maximisation d’une fonction polynéme de degpaBlectures graphiques.

La prise en main du tableur est donc gérée sanscégades connaissances
mathématiques et les manipulations tableurs ne gsmric que de la
familiarisation avec le logiciel. Il y a beaucoup guestions du style

Recopier la formule jusqu’en C3 avec la croix no@dserver comment elle|a
été modifiée et expliquer pourquoi le résultatahldur est O.

Les potentialités du tableur ne sont pas exploifetotalité. La puissance de la
recopie vers le bas par exemple n’est pas visibiggp'il n’est demandé que de
recopier jusqu’a la troisieme ligne. La terminogitilisée dans I'énoncé est
tres proche de l'artefact (exemple : « la croixrasi plutbt que « la poignée de
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recopie », plus reliée a l'existence d'une formubeurrente). Les questions
portent plus sur l'usage du tableur lui-méme («rgoai le résultat du tableur
est-il zéro ? » ; « Car le tableur arrondi les wederop petites »). La démarche
expérimentale est peu présente et les conjectueepantent que sur les
fonctionnalités du tableur, comme dans la questiovante :

Si on recopiait la formule en C2 comme ci-desqus]le formule se trouverait
en C2 ? Effectuer cette recopie pour vérifier.

Clarisse propose également a l'occasion de ceitse mn main du tableur
I'apprentissage de la fonctionnalité du $, qui pétre associé a la notion
mathématique de parameétre. Cependant cette assocrdest pas exploitée
dans la question qui suit, sauf si les éleves pduv&pondre a un niveau
mathématique, ce qui semble difficile compte teali@oncé.

On souhaite toujours obtenir une suite arithmétiomaes il faut que la raison
soit dans la cellule C1 et que si l'utilisateumbadifie, toute la colonne A saqit
modifiée. (...)

La formule en A2 s’écrit alors =A1+$C$1. La tirezrs le bas. Quel rdle joue
symbole $ ?

e

Dans l'exercice 3, plus mathématisé, des connaissatie la classe de seconde
sur les fonctions doivent étre mobilisées : lectgmraphique de solutions
d’'inéquations f(x) plus grand que g(x), lectureapinques de maximums... Le
symbole $ introduit dans I'exercice 2 ne sert plug.a peu d’activité de type
expérimentale. Voici un extrait de cet exercice 3 :

A l'aide des graphiques (des recettes et coltsrdduptions), répondre aux
guestions suivantes :

- Est-il intéressant de fabriquer 100 objets, 4bj@ts, 750 objets ?

- Dans quel intervalle doit se situer le nombre’obpbts pour que I'entreprise
soit rentable ?

- Déterminer le nombre d’objet pour lequel le bé&®semble maximal
Sélectionner le graphique puis le supprimer

(...)

A l'aide du graphique (des bénéfices), détermindrdnéfice maximal que peut
obtenir I'entreprise et le nombre d’objet pour lelgce nombre est maximal.

Apres ce premier TP d’initiation au tableur, Claeisqui a communiqué avec
Sophie au sein du groupe IREM entreprend de trdéesujet des suites
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hongroises. Comme déja signalé plus haut, ce ssjdiien adapté chez Sophie
pour une prise en main puisqu’il met en jeu dehamsances de premieres S a
la rentrée et détaille suffisamment les questioast tdu point de vue
mathématiques que du point de vue instrumentabddp, les éléves de Clarisse
qui ont déja rencontré et utilisé la recopie n'gats de probleme avec ce
deuxieme TP. Il ne leur apporte pas grand-chosgotht de vu de I'outil mais
leur permet de rentrer dans une démarche expéireqtii est peut-étre trop
guidée pour la deuxieme séance de TP de ces éleves.

Clarisse propose a ses éleves en 2007 une troiséarece TP sur le tableur.
Mais contrairement a Sophie qui avait partiellemeaepté le sujet 21 a partir
des commentaires 'accompagnant, Clarisse le peofbgjuel a ses éleves. Elle
dit «avoir voulu mettre ses éleves dans la situation’'eéeamen, sans leur
donner d’indications en les laissant chercher tmeuls». Ces derniers
eprouvent de nombreuses difficultés étant donngueenous avons signalé plus
haut. Les genéses instrumentales des éléves nepssngérées de facon
linéaires : la fonctionnalité du $ qui avait ét@at®e a la premiere séance sans
contenu mathématique consistant revient dans sédace 3 sans indices. Les
eleves doivent se souvenir de cette fonctionnaétéle pas est un parametre de
leur probleme. En outre, la démarche expérimerdateabsente dans ce sujet
comme le signalent les commentaires. Quand bienemEgsagit d’'un sujet de
bac, Clarisse commente a l'issue de cette troisiedamce le fait qu’elle a mal
anticipé le travail des éleves j'ai cru qu’ils auraient fini rapidement et j'avais
ajouté un exercice a la suite. Il n'a pas du towé @bordé». Méme si,
contrairement aux conditions d’examen, elle autoles éleves a communiquer
entre eux, de nombreuses interventions individsalk sa part sont nécessaires
pour que tous avancent. Clarisse doit répéter aebreuses fois les mémes
aides, pour toutes les questions. Il faut presquenihiutes pour que les éleves
terminent la question 1) (voir plus haut le sujdf).2Clarisse prend aussi
conscience apres cette troisieme séance tableut'upes des difficultés des
eléves est l'utilisation de la fonctionnalité $leEtonclut ses commentaires par
la décision qu’elle adaptera le prochain sujetyge tbac qu’elle proposera. Sur
le sujet lui-méme, elle dit avoir eu I'impressiomegses éléves progressaient pas
a pas sans vraiment comprendre ce qui se pashaitegrette d’avoir choisi ce
sujet pour une séance de préparation a I'épreuatigpe, ce qui explique que
I'année 2008-2009, ce sujet n'est pas repris dafwine.

Le premier sujet de Clarisse pour I'année 2008-281%ffectivement un sujet
construit par elle a partir du sujet 21 sur la mdeéhd’Euler mais aussi a partir
de son énoncé de prise en main 2007-2008. La preméatie concerne la prise
en main :
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A) Prise en main du logiciel

1) Entrer 2 dans la cellule Al. Se positionner gassur la cellule A2. Entrer la
formule =A1+3. Valider. Changer le nombre dansddute Al et observer |
changement.

D

2) Positionner la souris dans le coin droit en #ada cellule A2 pour fair
apparaitre une petite croix noire, cliquer et takrs vers le bas sur une dizajne
de lignes puis relacher. Indiquer ici la formul@tmmue dans la cellule A5 :

D

3) Soit (Un) la suite de nombres commencée daosltaane A. Comment peut-
on la définir ?

(...)

Cette prise en main est a la fois plus rapidewet plathématisée. Par exemple la
guestion 3) ci-dessus demande aux éleves de édiienl entre les manipulations
tableur et la notion de premiere S de suite geoguitrdéfinie par son premier
terme et sa raison. L'entrelacement entre |'usage ldgiciel et les
mathématiques restent encore limité comme le mgareexemple la question
suivante :

Afficher dans la colonne B, les termes de la sidtinie par Uo=3 et Un+1=3/4
Un. Indiquer ici U14 environ égal.

Il nest en effet demandé que la valeur dgriokis pas la limite de la suite ()
ce qui constituerait un pont entre possibilités thbleur et nécessité
d’argumentation mathématique. Il reste aussi um@dge trés proche de
I'artefact (« une petite croix noire » plutbt quepeignée de recopie » qui
ménage I'idée d’une notion mathématique associés) gue des conjectures ne
portant que sur le tableur et dont la vérificatest immeédiate si tant est que
I'éleve joue véritablement le jeu de ne pas vérifevant d’émettre sa
conjecture : « Quelle formule va-t-on obtenir ?if@&r? »

La deuxiéme partie de ce premier énoncé porteasunédthode d’Euler. Bien
gu’inspiré du sujet 21 de 2007, il est totalemeéécrit par Clarisse.
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B) Méthode d’Euler

1) Rappeler I'approximation affine de f(a+h) powmeuonction f dérivable en|a
et h voisin de 0 :donnaissance mathématique mobilisable

2) On cherche maintenant des valeurs approchéas émction f dérivable sur
R et vérifiant pour tout x, f'(xX)=f(x) et f(0)=1udtifier que f(0,1)=f(0)+0,1f(0)
que f(0,2)=f(0,1)+0,1f(0,1), que f(0,3)=f(0,2)+0Qf2).
3) (...) Démontrez que pour tout entier naturel ne waleur approchée de
f(Xn+1) €St f(q) + 0,1 f(%,)

4) Reproduire le tableau suivant dans une noutelitle de calcul. Compléter
a l'écran la colonne des valeurs approchées dg. fBttention : dans le
formules, il faut faire référence a la cellule ABup pouvoir par la suit
modifier son contenu.

(..)

5) Vérifier que les résultats s’actualisent quandremplace le contenu de
cellule A2 par 0,5. (...)

6) Revenir a h=0,1. Représenter graphiqguement &lesirg a I'aide de I'optio
« Nuages de points reliés par une courbe ».

(...)

[N

a

-

La connaissance mathématique (I'approximation affid’'une fonction),
essentielle pour la méthode d’Euler, enjeu d’apissage en terminale, est
explicitement appelée par I'’énoncé dans la questipnll s’agit ensuite de
I'appliquer de fagcon immeédiate, notamment dansdesstions 2) et 3). La
guestion 4) sous entend l'utilisation par les éeda $ qui a été introduit juste
avant dans la partie « prise en main ». Du cogmohcé est relativement facile
pour une bonne partie des éleves de Clarissetetmeimiere séance se termine
par 4 éleves qui jouent sur leur ordinateur emdtat la fin de la séance. Pour
ce TP, les éleves doivent répondre aux questiomslasufeuille d’énoncé
distribuée mais ils ne doivent pas la rendre askdmante.

En géométrie dynamique, évolution des séances ded&@R2007-2008 a 2008-
2009

L’introduction de I'épreuve pratique est I'occasipaur les deux enseignantes
de découvrir et d'utiliser pour la premiére fois @asse le logiciel Géogébra.
Sophie propose comme premier sujet de géométriandigrue un énoncé qu’elle
a concu elle-méme. Ce sujet comporte deux partgsdistinctes. La premiere

correspond uniquement a une prise en main du &gidies contenus
mathématiques supportant cette prise en main santahtenus de premiere S :
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parabole, tangentes a cette parabole et image tle parabole par des
isométries du type symétrie centrale, rotationndi@ion. La seconde partie
correspond a un sujet zéro de I'année précédel®@, 28pris sans adaptations.
En particulier, le sujet zéro suppose la dispomébitiu curseur de Géogébra
associé au fait que le point A doit étre définigmaétriguement. Mais cette
fonctionnalité n’est pas travaillée dans la priser&in.

D~

L’objectif de ce travail est de découvrir expéria@ment une propriét
des tangentes a la courbe exponentielle, puis de&maontrer par le calcul.

1. En utilisant le logiciel Géogebra

Tracer la courbe c représentative de la fonctiqgpoegntielle. puis placer yn
point A mobile sur c, ainsi que la tangente enaatm la courbe c. On note
B le point d’intersection de la tangente et ded’ales abscisses.

| Appeler I'examinateur

Faire varier A sur la courbe et observer simultaar@nies abscisses de A|et
B.

Quelle propriété remarquable observez vous ? Ineagine méthode pour
confirmer expérimentalement cette conjecture.

| Appeler I'examinateur

2. Recherche d’'une démonstration :

On note A un point de ¢ d’abscisse a et on chemdleeéquation de la
tangente a ¢ en A. Pouvez vous utiliser cette @mugtour prouver
votre conjecture ?

Conclure.

Les évolutions entre 2007-2008 et 2008-2009 trahide développement
professionnel de Sophie sur la gestion des gemestegsmentales : le sujet peut
paraitre globalement identique mais la questionladgartie prise en main
expliqguant comment créer un point sur la parabble déplacer « a la main » a
la souris devient une question ou le point est @a&¢€ I'intermédiaire d’un
curseur, qui joue le role de parametre, et ou ietgmeut étre déplacé en jouant
sur la valeur du curseur. Celui-ci est justemetrbduit en séance entiere avec
le vidéo projecteur la veille de la séance de TReimble que suffisamment
d’éleves ont d’ailleurs compris la fonctionnalitéup pouvoir aider les autres :
'un des éleves répond par exemple a une solicitat’'un camarade en
présence de Sophie paor a déja tout fait hier, vous (I'enseignante) Eav
déja montré (le curseus). En outre, Sophie peut répondre aux élevesayui |
guestionnent sur le curseur par des explicationsivaau mathématiquecest
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un reel qui varie, tu cherches(méme si ensuite un éleve répond plus au niveau
de l'artefact «c’est la 6™ icOne»). D’autres questions de prises en main,
inutiles pour résoudre expérimentalement le problemathématique posé dans
le sujet zéro, sont supprimées (comme par exengMeirscréer I'image d’un
point de la parabole par une isométrie).

Un exercice intermédiaire entre la nouvelle prigen@in et le sujet zéro est
également inséré en 2008-2009, permettant dedageétape avant de proposer
aux éléeves un énoncé de type baccalauréat ou tiegivies sont nécessaires.
Dans cet exercice intermédiaire, la question de typmaginez une méthode
pour confirmer expérimentalement cette conjecturgu est explicite dans le
sujet de bac, n'est pas reprise telle quelle. Cdguan cette phase de
I'expérimentation semble toujours importante poapl8e «fais apparaitre les
justifications de tes conjectures a I'écran «je veux que vous utilisiez
I'ordinateur pour faire apparaitre la conjectuse... Cette phase n’est toujours
pas bien comprise par les éléves. Dans cet exel@pfghie, qui a introduit la
commande « mesure de I'angle » dans la partie ide pn main, souhaite que
ses éleves ne se contentent pas didentifier vemeht que deux droites
forment systématiqguement un angle droit quelqué lsoiconfiguration. Elle
souhaite que les éléves fassent afficher a Géodébraleur constante de
I'angle. Le travail de démonstration mathématiqoi étre rédigé et rendu a la
fin de la séance de TP.

De son coété, Clarisse propose pour introduire dese® a la géométrie
dynamique avec Géogébra, deux fois le méme swges gvolution majeure
entre les deux années. Pendant le déroulementuwiedse TP, en 2008-2009,
Clarisse rajoute également pour tous les élevesigteeorale procédurale :il«
faut commencer par déterminer I'équation de la thdAM)». Le sujet organise
la prise en main par les éléves de Géogébra, mass gxplicitement la
fonctionnalité de curseur car il 'y a pas de pataes dans la situation. Du
point de vue mathématique, le sujet porte sur laimalisation d’'une aire de
triangle sous contrainte, c'est-a-dire une étudédetion numérique, avec un
calcul de dérivée et d’asymptote, ce qui est duygamme de premiere S.
Comme dans son exemple de sujet type pour une dienaaxpérimentale,
Clarisse insére la figure dans son énoncé de THuiceimplifie I'activité des
éléves. De maniére générale, le sujet est enagsdragmenté et dirigiste, avec
des questions posées en terme de l'artefact r,samgrer, cliquer sur. La seule
petite évolution de I'énoncé concerne une quesidant les éleves a identifier
la loupe de Géogébra, qui est supprimée la deuxameée. Les deux années,
des éléves ont fini avant la fin de I'heure. Poewcla, elle propose un autre
exercice dont elle annonce qu’elle le donnera eidenaison. A un éleve qui
lui fait remarquer la deuxieme année qu’ils n’'oas mécessairement Géogebra
chez eux, elle répond que ce n’est pas grave ckitahn’y en a pas besoin. En
sortant de la salle, Clarisse confie along «’arrive pas a poser les bonnes
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guestions, qui les font réfléchit «ils ne cherchent qu'a répondre aux
guestions».

La préparation véritable des éléves a I'épreuvetmae, en fin d’année 2007-
2008

Lors de la deuxiéme réunion du groupe IREM, enigm®007, il est décidé que
tous les enseignants proposent un sujet de TPrénppr le sujet 4 ci-dessous
extrait des annales de juin 2007.

Sujet 4
On se donne un réel k

On s’intéresse au nombre de solutions de I'équatin In(x)=kx2 pour X
strictement positif.

1) En utilisant un logiciel de construction graplegqou une calculatrice
graphique :

a) Conjecturer, suivant les valeurs de k, le nontd@esolutions de I'équatign
(E);
Appeler I'examinateur pour valider la réponse

b) Si k>0, trouver graphiqguement une valeur appeecde k pour laquelle
I’équation (E) a une unigue solution.

Appeler I'examinateur pour valider la réponse

2) Démontrer que pour k<0, I'équation (E) a unejueisolution.

En effet, ce sujet est discuté durant la séancgrdupe IREM et est jugé
intéressant : les éleves, face a un probleme dépédtlin parametrk, doivent
mobiliser d’eux méme le curseur de Géogébra (omému adéquate de la
calculatrice). Sur le plan mathématique, ils doivieansformer le probléme de
résolution d’une équation fonctionnelle en problédtiatersection de courbes.
Le travail antérieur de la notion de paramétreo@sésau maniement des
logiciels, doit avoir permis aux éleves de distieigoorrectement les parametres
des solutions de I'équation paramétrée. Le trasail le logiciel permet aussi
d’approcher la valeur dk pour laquelle le nombre de solution de I'équation
change (0, 1 ou 2) mais ne permet pas aux éléwdBraier que cette valeur
trouvée graphiquement est la bonne. lls doivent cddravailler dans
I'environnement papier-crayon pour retrouver cgtkeur dek. Enfin, le travail
sur logiciel ne permet pas de trouver les valeess gblutions et donc nécessite
de poursuivre le travail en papier crayon. Maishaque moment, les allers
retours entre environnements permettent a I'éléveanforter ses propositions
et de progresser.



118

Sophie propose effectivement ce sujet tel quelsaéeves en février 2007.
Cependant, ayant pris conscience de leurs difésudtvec la fonctionnalité de
curseur a l'issue de son sujet de géométrie dynaamigjle reintroduit le curseur
au vidéo projecteur, en classe entiere, pour étudie famille de courbes. De
fait, ses éleves n’éprouvent plus de difficultéscaeette fonctionnalité dans la
séance de TP qui a lieu quelques jours apres. De@e Clarisse propose en
mars une version qu'elle a elle-méme adaptée et pgahd en charge
I'instrumentalisation du curseur qui n'apparaispaié dans son TP de géométrie
dynamique :

On donne un réek. On s’intéresse au nombre de solutions de I'égnati
In(x) =

1.
2.

Appeler le professeur pour vérifier votre réponse.
7.

. On veut désormais déterminer de maniere plus grdeisnombre ds

. Pour faire varier le nombie cliquer avec le bouton droit sur ce nom

. Démontrer sur feuille que, pour tout reelo, I'équation In(x) = kx

ke pourx strictement positif.
Lancer le logiciel Geogebra.

Dans le champ de saisie en bas, entrd=f(n(x) puis valider. Entre
ensuitex?, valider. Faire de méme avec 0&puis 0.1% et enfin -2
Compléter le tableau :

Valeur dek

Nombre de solutions d’aprg¢
le graphique

D
0]

solutions. Cliquer sur Fenétre puis Nouvelle femétr faire apparaitre
courbe de la fonction In dans ce nouveau repere.

. Entrerk =1 dans la zone de saisie puis valider. Ce nombrarafipdans

la fenétre Algebre. Dans le champ de saisie, dahaintenang(x) = k.

et cocher Afficher I'objet. Un curseur apparaitigGér sur I’ic()ne
pour se mettre en mode Déplacer puis déplacersegua la souris.

In(x) = k.

Sik >0, trouver graphiqguement une valeur approchée aédeux chiffres

apres la virgule pour laquelle I'équation admet seele solution (o
pourra faire un clic droit suk puis dans Propriétés, Curseur, réd
'incrément a condition de réduire aussi linteteal Appeler le
professeur pour vérifier votre réponse.

=

D

bre

. Conjecturer suivant les valeurs kiée nombre de solutions de I'équation

D

S
lire

admet une unique solution.
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Dans ce sujet, la démarche expérimentale est matengar la fragmentation de
la tache en sous-taches (questions 3, 4, 5 etad)eiemple, la mobilisation
autonome du curseur associé a l'idée que le prabEmporte un paramétre, le
changement de cadre de I'’énoncé initial, sont @mischarge par I'énoncé. En
outre, l'activité expérimentale est initiée partést de cas particuliers, ce qui
pourrait rester du seul ressort des éleves (quegjo Le déroulement de la
séance met en évidence la difficulté des élevesiteeredans la démarche
expérimentale attendue d’eux. Comme Clarisse eagkcertains n'ont pas

bien vu le lien entre les courbes qu’ils avaierdctes et le fait qu'elles
correspondaient a I'équation de départ avec diffées valeurs de k. lls ne
voyaient pas comment remplir le tableau

3.c  Conclusion sur Sophie et Clarisse
Nous donnons ici une conclusion intermédiaire corarg les geneses d’'usage
des technologies chez Sophie et Clarisse, en Viea l&aactivité possible de leurs
éléves.

D’'un c6té, Sophie, qui a au départ plus d’expéeeqae Clarisse avec les
technologies et la démarche expérimentale, justifipropose deés le début des
énoncés de TP qui engagent plus nettement les séldaas une activité
mathématique de type expérimentale. Le processus’'gpere chez Sophie
pendant le suivi de cette recherche semble repmseune expérience déja
acquise, quand bien méme le premier TP de Sophiene$P avec des fiches
professeurs repris d'un collegue expérimenté. Ligsts mettent en jeu des
connaissances importantes de premiére S (suiteméjgques, paraboles,
premieres isométries...) lorsqu’ils doivent permditén prise en main des
logiciels puis des connaissances enjeu ou en abapprentissages quand les
genéses instrumentales des éléves sont engagéss. adaptations de
connaissances, qu’elles soient liées a l'outil ox enathématiques semblent
bien analysées et les difficultés, en particuledi€es aux genéses instrumentales
des éleves, semblent dans la mesure du possibt@paes, voire aménagées
d’'une année a l'autre : utilisation du $ repougeséqu’a la nécessité, utilisation
du curseur de Géogébra mal anticipée la premiaréeapuis introduite dans la
prise en main I'année suivante.... L'articulationtdavail des éleves en TP et le
travail de I'écrit semble régulierement prise empte par des comptes rendus
rédigés a rendre en fin de séance ou a la séanant® par I'impression
parfois de leur travail par les éléeves ou encaeavidi de leur production par
mail a I'enseignante. L’articulation des suppo#dshinologiques est aussi gérée
par I'enseignante qui peut utiliser le vidéo prtgec entre des séances de TP
pour faire des apports de connaissances nécessgatgsles TP suivants:
I'utilisation du curseur notamment, apres le THI@imanqué la premiere année
et avant le TP ou il sera nécessaire la deuxiemeéearken outre, Sophie semble
étre en mesure la deuxieme année de pouvoir gésepremiéres séances en
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exploitant I'aspect collectif des geneses instruiales des éleves : d’'un sujet
tableur la premiere année repris chez Lubczansui, pprmet de gérer

progressivement la prise en main du tableur paéliges, elle démarre par un
sujet type Bac la deuxieme année, ne mettant egqyeudes connaissances de
premiere S mais misant sur les aides que les éjg@gent s’apporter les uns
les autres. Reste cependant une remarquable t&tdlgi® a une représentation
personnelle exprimée dans le questionnaire irstiall'intérét du logiciel, non

seulement pour élaborer une conjecture, mais ayssir la valider

expérimentalement ; méme si ce point de vue n'asttpujours tenable dans la
classe et méme s'il pose des difficultés de congrgion a de nombreux éleves.

De l'autre coté, la genese d'usage des logicielsz cBlarisse semble plus
chaotique et plus limitée. La prise en main desclely organisée pour les
éleves est systématiquement isolée des exercicemigun enjeu mathématique
pour la classe de terminale. L'évolution porte emént sur le niveau des
connaissances qui supportent cette prise en maumeDfamiliarisation sans
contenus mathématiques ou au mieux des connaisstneseanciennes (suites
arithmétiques, lectures graphiques, fonction palyadle degré 3...), ces prises
en main se combinent comme chez Sophie avec desaissances plus
complexes a partir du milieu de la premiere anpéisg en main de Géogébra
mélée a une étude de fonction rationnelle et ddsulsade dérivées et
d’asymptotes, prise en main du tableur plus direti@ncrée la deuxieme année
sur des révisions systématiques de suites défipeasrécurrences). Il est
d’ailleurs intéressant d’observer que du point de @le la gestion des prises en
main et de l'intégration des TICE dans le travadthématique, Sophie, plus
habituée a utiliser le tableur que Géogébra avecr &eves (ou bien la
calculatrice qui n’a pas de fonctionnalitées de gémm dynamique) rejoint
Clarisse sur Géogébra : prise en main plus ispkshe de la familiarisation,
gui contraste avec sa facon de gérer la prise e@m doatableur, par le sujet de
Lubczanski la premiere année et par un sujet tyge |8 deuxieme. Cependant,
les contenus chez Sophie sont directement desmuentie premiere S. Il n'y a
pas, comme chez Clarisse la premiére année, dailtraur des lectures
graphiques ou des calculs de termes de suitesmgtitjues, qui ne représente
pas un enjeu véritable de révision pour les életgeut contribuer a la perte de
temps déplorée par Clarisse pour I'avancée danpregmamme.

Il reste cependant des limites et des chaos dagenkase d’usage de Clarisse au
niveau de l'organisation des geneses instrumentiEs<£leves. Limitée car par
exemple la familiarisation aux logiciels reste kugieme année tres proche du
langage artefact et reste aussi souvent isoléendésématiques, comme dans
cette question la deuxieme année sur la valeur deldhnée par le tableur et
non pas sur la limite possible de la suite. Limié@ssi car Clarisse ne semble
pas articuler différents outils technologiquestee®ncentrée sur des séances de
TP en salle machine et ne semble pas prendre egechan plus a I'occasion



121

des TP le travail de rédaction ou le travail sectit nécessaire a ses éleves.
Limitée enfin car Clarisse doit souvent répéter neames aides a chacun des
eléves, dans toutes les séances observees, safatigujours, alors que Sophie
sait jouer sur lI'aspect collectif des genéses, ainsgna partir de la deuxieme
année. Cette genése est aussi chaotique car €ladsgye quelques unes de ses
erreurs la deuxieme année, notamment lintroductthn $ quand il est
nécessaire la deuxieme année, mais ne corrigegaree du curseur dans sa
prise en main de Géogébra, ce qui doit étre asslame son adaptation du sujet
4 sur Inx = k. Tout se passe comme si Clarisse ne pouvait gakerhent
repérer seule ces problemes mélant connaissancabémadiques et
connaissances instrumentales alors que Sophieg duam méme elle ne connait
pas mieux Géogébra que Clarisse au début de laradw) peut adapter ses
eénoncés d’'une année sur l'autre : introduction uhseur de Géogébra au vidéo
projecteur la deuxieme année, suppression deddnttion a des fonctionnalités
inutiles comme l'image par une isométrie.

Tout comme son développement au niveau des typeson@aissances
progressivement mises en jeu dans les TP de pris&am, le développement de
Clarisse semble plutdt situé au niveau de la s@tem globale des genéses
instrumentales des éleves et non pas au niveauéthil dle telle ou telle
fonctionnalité. Clarisse propose en effet troise®ujableurs la premiére année,
introduisant et exploitant de facon désordonné@rise en main globale de
I'outil et les enjeux mathématiques : prise en maioprement dire de toutes
fonctionnalités dans un premier temps, puis suitesgroises apres Sophie,
décalée dans le temps, qui n’exploite plus questapie et des connaissances
anciennes de premiére S, et enfin énoncé de typérdya tot et trop complexe
pour les éleves a ce moment de I'année, car nématsaila fois la disponibilité
de la recopie et du $. Par contre, Clarisse promrselite un seul énoncé
cohérent en 2008-2009. Du coté Géogébra, mémeraste aussi des
maladresses ponctuelles, au niveau de I'instrurientdu curseur par exemple,
la prise en main articulée a des connaissancesed@dgre S est également plus
en cohérence avec le scénario global, et ce dexditu de la premiere année :
sujet sur géométrie et fonctions juste avant I'étdeés fonctions de références
de terminale puis adaptation du sujet 4 au mometitrdroduction dun.

Du cété de lintroduction d’'une démarche expérimbntdans l'activité des
éléves, cet aspect linéaire de I'évolution chezh@pe retrouve ainsi que
I'aspect plus limité et chaotique chez Clarisse. $djet de Lubczanski qui
organise l'entrée dans cette démarche la premiareéea Sophie semble
s’accaparer rapidement ce qui est attendu d’eless & premiére année, elle
introduit le caractére expérimental manquant dansuiet 21, puis l'accentue
'année d’aprés méme si le sujet a ses propresesmiAvec Géogébra, elle
conserve les sujets de bac qu'elle propose auxsglalle conserve la version
baccalauréat méme si la encore certains sujetsésenp mieux a la démarche,
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comme le sujet 4. Le sujet type qu’elle proposesdson questionnaire pour
illustrer le mieux une démarche expérimentale restecohérence avec sa
représentation personnelle de ce genre de s@getivité potentielle des éleves y
reste riche et y est simplifiee a la marge pour gel@ reste raisonnable en
classe. De son co6té, Clarisse, éprouve des difi€d proposer a ses éleves des
sujets suffisamment ouverts pour permettre a cetigité de se développer. Sa
seule expérience de sujet de type bac, sur la métti&uler la premiere année,
semble tres douloureuse et explique certainemechide quand elle dit qu'elle
adaptera le prochain sujet de type bac gu’ellegserm. Méme quand le groupe
IREM lui redonne 'occasion d’expérimenter un énditype bac, avec le sujet 4
en fin de premiere année, elle réécrit totalemesujet. Il est ainsi remarquable
gu’il n'y ai donc pas de développement professibimigble au niveau de la
démarche expérimentale et que ces difficultés perduméme la deuxieme
année avec les deux logiciels ; au point qu'ensksize méme de toute
contrainte liée a la mise en place avec des élévesjet type qu’elle propose
dans son questionnaire ne permet pas non plusvadogger ce genre d’activite.

4. Conclusion sur les genéses d'usage des technmeg par des
enseignants

Nous reprenons pour conclure notre hypothése siaitlgu’'un enseignant qui
débute avec I'utilisation d’'un outil technologigune dispose pas suffisamment
d’automatisme et de routine a cet usage, ni derviglobale sur I'organisation
d’'un enseignement cohérent intégrant cet outil. Nawons vu I'importance de
ces automatismes au niveau micro qui semble inflisgtement sur la
composante médiative des enseignants expérimem@s contexte des
technologies. Le niveau local est piloté par leeaiv micro et de fait
I'enseignant peut ainsi suivre son projet global.

Nos recherches sur les genéses d'usages par legrengs de technologies,
aussi bien ouvertes comme GéoGeébra et le tableferoes commes les BEL,
permettent de conclure que les premieres séanceslasee sont toujours
révélatrices de phénomenes qui conduisent I'enagigha une gestion de sa
séance «sur le tas ». Quand bien méme sa séanpecparée, I'enseignant
rencontre souvent des problémes, en termes deldérant notamment. Il prend
alors appui sur sa pratique habituelle, ce quipkimet de gérer au mieux sa
séance au niveau local. Autrement dit, les autamets qui régulent la pratique
enseignante au niveau micro permettent a I'enseigte gérer sa séance avec
technologies. Chez Flore et Diane, ces automatistoesernent les aides a
donner aux éleves (différenciées chez Flore, cesitsdr les méthodes chez
Diane) et cela permet aux éleves de rester enitactigndant les séances BEL.
Chez Sophie, les habitudes de gestion, c'est-apdaieablement en partie des
automatismes au niveau micro, semblent permetteeleg éleves s’engagent
dans une activité mathématique de type expérineriigailleurs certains de ces
automatismes issus de la pratigue habituelle pensis Sophie demande
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systématiqguement tout au long de I'année a see®léout au long de I'année,
de vérifier les conjectures émises, ce qui crééoades difficultés au niveau
local car la vérification sur un logiciel ne sigaifrien. Chez Clarisse, il ne
semble pas y avoir de reperes micro pour géresdasces avec technologie,
trop éloignées en termes de gestion de sa prafigoguelle. Clarisse éprouve
durant les 2 années de la recherche des difficaltgsoposer a ses éléves des
sujets suffisamment ouverts pour permettre a Vaéti attendue de se
développer. Tout se passe comme si il n'y avadt yraiment non plus, au
début, de relais au niveau global : les successi@moncés proposés aux éleves
sont incohérentes du point de vue de la progressans les connaissances
instrumentales. De ce fait, les choix au niveaall@ontinuent a occuper toute
la scéne faute de suffisamment de relais aux aniveaux micro et global : par
exemple Clarisse répéete souvent exactement les sn@ames, a chacun des
éleves ou binbmes d'éleves, et dans toutes lescaganbservées sur deux
années, se fatiguant toujours.

Chez Sophie, comme chez Flore et Diane, de nouveaamatismes se
construisent : Sophie semble par exemple étre esumada seconde année de
pouvoir gérer I'aspect collectif des geneses imsémtales des éléves, déléguant
certaines aides individuelles liées a 'usage dgiiels aux éleves eux-mémes.
Chez Clarisse, les évolutions portent surtout suransfert du niveau local vers
le niveau global: les prises en main des logiciél®luent quant aux
connaissances mathématiques qui supportent cade en main mais elles
restent toujours isolées des exercices qui onhjeuanathématique. Il n’y a pas
non plus d’articulation entre les séances de TR®tséances traditionnelles,
comme si le manque de reperes au niveau micromeeftait pas a cette genese
(du local vers le global) de s’établir completemehtissi, chez Clarisse, les
geneses d'usage correspondantes a des créatiarisrdaismes ne s’amorcent
pas, en relation la encore avec une absence d'atismnes déja la au niveau
micro. Par exemple, Clarisse reconnait toujourgltgia une tendance a « trop »
simplifier les taches qu’elle propose a ses éleseis,par la forme des énonceés
d’exercices, soit par les aides gqu’elle leur foupgndant les déroulements. Il
semble que ce soit des caractéristiques de sa samigomeédiative fortement
liées a sa composante personnelle et pilotéesgmaatomatismes difficiles a
déstabiliser.

En général, nos recherches tendent a montrer gsiegémeéses d'usage
s’observent surtout dans un mouvement limité dwaniviocal vers le niveau
global : essentiellement des évolutions limitéesni@eau des scénarios et de la
gestion prévue a priori (en lien avec la composaontmitive des pratiques), ce
qui ne suffit pas a « décharger » le niveau local.nécessité de gérer dans
I'urgence les séances avec technologie conduitrrdwier ce niveau local en
préparant des séances tres guidées, ce qui peuteaanum cercle vicieux pour
certains enseignants comme Clarisse. De facon @érgmcore, les mouvements
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nécessaires du local vers le micro et vers le globa&ontraints » par les
composantes des pratiques qui engendrent des atibrog peuvent expliquer
les difficultés d’intégration pérennes de technmeghez certains enseignants,
chez qui les activités a ces deux niveaux (micrglebal) sont difficilement
compatibles avec de telles geneses. Dans I'exedl8ophie, tout se passe
comme si sa pratique, ses composantes persontiefi@diative notamment,
étaient des le départ cohérente avec la possilditéaisser les éleves en
situation ouverte, permettant l'activité attendhezles éleves. Dans I'exemple
de Clarisse, tout se passe comme Si un manqueédeirpeurs aux niveaux
micro et global ne permettaient pas aux composantafiative et personnelle
d’évoluer.

Bibliographie du chapitre 3

ABBOUD-BLANCHARD M., CAazESC., VANDEBROUCKF. (2007) Teachers' activity
In exercises-based lessons. Some case studies, DaR#tta-Pantazi et G.
Philippou (Eds.)Actes deConference of European society of Research in
Mathematics Education (CERME Rarnaca (Chyprus). Février 2007.

ARTIGUE M. (2002) Learning mathematics in a cas environmeéhé genesis of

a reflection about instrumentation and the diatsctbetween technical and
conceptual work. International Journal of Computers for Mathematica
Learning Vol 7 (3). pp 245 -274.

GUEUDET G., TRoOucHE L. (Eds) (2010) Ressources vives. Le travall
documentaire des professeurs, le cas des mathémeatidqRennes: Presse
Universitaire de Rennes.

GUEUDET G., VANDEBROUCK F. (2011, a paraitre) Technologies et études des
pratiques enseignantes: études de cas et éclaithgesques.Recherche en
Didactique des Mathématiquéegol 31 (3).

PARIES M., et al. (2007 Mettre du relief sur les mathématiques a enseiguer
college et au lycée - quelques exempl@ecuments pour la formation des
enseignants, Numeéro 9, Publication de IREM de Haris

PARIES M., ROBERT A., RoGALsKI J. (2008) Analyses de séances en classe et
stabilité des pratiques d'enseignants de mathéneatigxperimentés du second
degré.Educational Studies in Mathematiagl 68 (1). pp 55-80.

ROBERT A. (1998) Outil d'analyse des contenus mathémagiguenseigner au
lycée et a l'universitdRecherches en Didactique des Mathématiguek18 (2).
pp 139-190.

ROBERTA. (2008) La double approche didactique et ergogamipour I'analyse
des pratigues d'enseignants de mathématiques. Pavandebrouck (EdsDa
classe de mathématiques: activités des éléves aiqpes des enseignants
(pp.59-68) Toulouse: Octarés Edition.



125

ROBERTA., RoGALsKI J. (2002) Le systéme complexe et cohérent degjpesi
des enseighants de mathématiques: une double appRevue Canadienne de
I'Enseignement des Sciences, des Mathématiques 8tedhnologied/ol 2 (4).
pp 505-528.

ROBERTA., ROGALSKI M. (2004) Problemes et activitieés d'introductioraatres
problemes de recherche au lycReperes IREMVol 54. pp 77-103.

ROBERT A., VANDEBROUCK F. (2003) Des utilisations du tableau par des
professeurs de mathématiques en classe de sed®ecleerches en Didactique
des Mathématique¥ol 23 (3). pp 389-424.

VANDEBROUCK F. (2002) Utilisation du tableau et gestion de la classe de
mathématiques: a la recherche d'invariants dansgestiques d'enseignants
Cahier de Didirem, Numéro 42, Publication de IREMR&ris 7.

VANDEBROUCK F. (Eds) (2008).a classe de mathématiques: activités des éleves
et pratiques des enseignant®ulouses: Octares.

VANDEBROUCK F. (2010) Ressources et documents: le cas de lardeen
expérimentale en mathématiques. Dans G. Gueuddt. €frouche (Eds.)
Ressources vives, le travail documentaire des gsef@s, le cas des
mathématique§p.253-269)Rennes: Presses Universitaires de Rennes.



126



127

Conclusion et perspectives

Nos travaux portaient sur I'enseignement des fonsti du lycée jusqu’a
I'université. Nous avons mis en évidence des doesadte travail, apparemment
distincts et assez étanches, entre I'Analyse @@tdes fonctions) telle qu'elle
est pratiquée au début du lycée, I'Analyse attenmue le baccalauréat (source
d’activités difféerentes des éleves) et I'Analyse dabut de l'université
(Vandebrouck et la Commission Inter Irem Universa@08a, Vandebrouck
2011). Nous avons développé la notion de « pensggect ponctuelle, globale
ou locale qui peut étre adoptée dans le travailesifonctions ; la perspective
locale étant tres peu, voire pas du tout travadiéeiveau du baccalauréat alors
gu’elle est caractéristiqgue de I'activité attendies étudiants dans beaucoup des
exercices d’Analyse a I'Université. Nous avons ail& sur les conceptions des
étudiants entrant a l'université a propos des fonst Nous avons trouvé des
résultats selon lesquels certains éleves n’ontrguapproche algébrique des
fonctions, ne leur permettant pas d’'adopter unespsstive globale sur ces
fonctions. Nous avons alors relié cette difficui@écifigue a la difficulté a
résoudre des exercices en Analyse, caractéristid@ea® qui peut-étre attendu
au début de l'université. Ces résultats concordeat ceux d’autres recherches
(notamment Balacheff et Gaudin, 2002 et MonoyioGagatsis, 2010).

Pour nos recherches, nous nous sommes placés elaaide général de la
théorie de l'activité. Du coté des éleves, la pasecompte d’'une activité avec
des technologies nous a conduit a importer desepsdirectement issus du
schéma de double régulation de l'activité de LegEd97) et de I'activité
instrumentée chez des professionnels (SamurcayakarBel 2004) : par ses
actions sur la machine, le sujet éléve, confronideatache proposée, développe
ce que nous qualifions de versant prodtittie I'activité, qui peut induire la
modification de la situation a laquelle il travailet il développe aussi ses
connaissances ou s’en construit de nouvelles (vecsmstructif de l'activité).
Les actions et les rétroactions sont particulier@mebservables dans des
situations d'usage des technologies par les él@teses étudiants. Elles
permettent donc d’inférer de l'activité construetisur le temps moyen ou long
de l'action (temporalité de I'action). Ce point glge directement issu de la
théorie de I'activité et la didactique professidigaous a permis de dépasser le
recours a I'approche instrumentale (Artigue 200@)rpadopter une perspective
qui n'est pas uniqguement centrée sur les genestsunmentales des éléeves.
Toutes les taches mathématiques, des applicatiumgdiates (« gammes ») aux
taches appelant a la disponibilité et & des adaptatle connaissances, sont
supposeées étre source d’acquisitions chez leslelest-a-dire induire chez les
éléves de l'activité constructive. Cependant, npusnons en compte aussi

* Ce mot de productif n’est pas toujours connotétigesnent (la réussite de I'action), comme c’est#s en didactique
professionnelle.
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I'environnement logiciel des taches, c’est-a-doetés les difficultés, toutes les
facilités ou les indices externes amenés par ldnmacat qui peuvent constituer
ou non des aides a la réalisation des taches &t/adtivité constructive.

Avec ces outils théoriques complémentaires, nooastout d’abord obtenu des
résultats sur I'activité des éleves et des étudiamec des bases d’exercices en
ligne (Vandebrouck 2007, 2008), complétant les peesnrésultats développés
sans ces outils dans Cazes, Gueudet, Hersant &Wamack (2006), Hersant et
Vandebrouck (2006), Vandebrouck et Cazes (20083 :blases d’exercices en
lighe peuvent ne favoriser que le versant prodaetifactivité des éléves (et des
étudiants) si les enseignants ne développent pasuail spécifiqgue d’aides et
d’intégration de leur usage dans la pratique habhdwe la classe. Elles peuvent
accentuer I'nétérogénéité des éleves si I'ensetgnast pas spécifiquement
vigilant aux éleves en difficultés. Elles semblbrén adaptées pour un travalil
sur des exercices techniques, c'est-a-dire descieagr d’applications
immédiates de connaissances explicitées ou disigsndnez les éleves. Notre
travail sur les conceptions des étudiants entratiiraversité a propos des
fonctions nous a également permis de contribueieaeloppement de situations
d’'usage des technologies au lycée, qui peuventgitherd’enrichir I'approche
algébrique, favoriser l'adoption des perspectivésbale et locale sur les
fonctions dans les différents registres de reptasens (algébriques et
graphique notamment) et préparer ainsi l'enseignénde [I'Analyse a
I'université.

Du cb6té des pratiques enseignantasis avons spécifiguement travaillé les
geneses d'usage des technologies par les enseigior cela, nous avons
développé la double approche didactique et ergamoenides pratiques
enseignantes (Robert et Rogalski, 2002) comme gadteorique. En effet, la
double approche s’est développée en lien avec destigns de recherches
concernant des pratigues enseignantes stabiliggesdxemple dans nos
premiers travaux portant sur les régularités danididation par les professeurs
de leur tableau noir et les effets potentiels eméed’activité des éléves - Robert
et Vandebrouck 2003). Articulant les concepts deddaible approche a la
problématique de I'évolution de l'activité enseigteaen situation d’'usage des
technologies, nous avons tout d’abord précisé Ilaiéna d’intégrer les
évolutions de [lactivité des enseignants dans nosalyaes de
pratiques (Vandebrouck 2010, Gueudet et Vandebrd2@kl) : la double
approche permet I'étude des pratiques du professgartir de diverses formes
de son activité en situation d’enseignement ave@léves. En particulier, nous
avons conjugué stabilité, cohérence et complexa® mratiques enseignantes,
déja tout particulierement travaillées dans ce eatir la double approche, a
I’évolution de l'activité sur le long terme, au fies situations d’enseignement,
en particulier lorsque des nouvelles technologoed stroduites dans la classe.
L’activité du professeur évolue bien avec le temyass c’est toujours le méme
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sujet qui enseigne, indépendamment des situatpédfgues (type de séance,
traditionnelle ou avec technologie, niveau d’ensergent...) avec des
régularités afférentes sur les activités et lesaqssages des éleves.

En outre, la prise en compte de la dialectiqueviétiproductive / activité
constructive au sein de la théorie de l'activittusiaa permis la encore de
dépasser les situations d’'usages des technologies geneses instrumentales
chez les enseignants, pour mieux prendre en cofeptemble du contexte de
I'activité enseignante et « remonter » aux pratifud.es genéses d’'usage des
technologies par les enseighants, qui prolongesngémeéses instrumentales, sont
vues avec un versant externe qui correspond aukutéwts de l'activité
productive des enseignants au fil des séances @obmologie et avec un
versant interne, indissociable, lié a l'activiténstructive qui accompagne ces
evolutions (Abboud-Blanchard, Cazes, Vandebroud®20

Cette mise en perspective issue de la double apprag sein de la théorie de
I'activité permet donc de prendre en compte poétule des genéeses d’'usage
des technologies, non seulement le versant ext&ige aux activités et aux
apprentissages des éleves mais aussi la dialeciaquplexe entre stabilité des
pratiques a un certain niveau et évolutions ddiVaé en situation d’'usage des
technologies.

Nos perspectives tiennent d’'une part dans I'élaggieent de nos recherches sur
les fonctions a I'ensemble du champ de I'’Analysenaament de la transition
entre lycée et université, en exploitant les dgysdmnents récents sur les
espaces de travail mathématique introduits par Kkz(2066, 2010). Il s’agit
de continuer a profiter des nouvelles technologiesr mieux préparer cette
transition sous plusieurs aspects : enrichir n@nagos pour introduire aux
aspects formels de I'Analyse, auxquels les étusliaptpeuvent échapper dés le
début de I'enseignement supérieur ; préciser dagares scénarios a mener et
mieux connaitre ce qu’ils engagent chez les enasign pour rendre plus
efficaces leurs adoptions; questionner autremamtaines composantes et
certains niveaux d’organisateurs des pratiquesutiBapart, nos perspectives
visent a enrichir les analyses menées dans le ckdia double approche, en
articulation avec d’autres cadres théoriques (ibéte la médiation sémiotique
et constructionnisme notamment, ce que nous av@d esquisse) et en
articulation avec d'autres théories de l'activitautfe que les approches
instrumentales et documentaires, ce que nous aggakment esquissés a
'occasion de notre travaill sur la démarche expéniale).

6 C'est-a-dire ne pas isoler I'étude de I'activités dmseignants en situation d’usage des technologidsurs pratiques
habituelles et ainsi mieux comprendre I'intégratiennon des technologies dans ces pratiques.
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1. Une réflexion a mener sur des Espaces de Travde I'Analyse

Le concept d’espace de travail mathématique (Kkz@i@06, 2010) permet
d’'une part de questionner le travail a organiserlssi fonctions au sein d’'un
environnement mathématique plus complet, & sawmir pe qui hous concerne,
tout le champ conceptuel de l'analyse (réseau dexepts de I'Analyse).
D’autre part, il permet d’enrichir 'approche daveil des éléves en dépassant
I'étude de leur activité dans des situations lacgdeécises (sur les fonctions).
Ainsi la prise en compte d’ETA (espace de travail &nalyse) pourrait
permettre de renouveler les analyses du travaiEtis®s en reliant des aspects
locaux en termes de taches, activités et déroulenzedes caractéristiques plus
globales. Par exemple cela pourrait contribuer lairéa les difficultés et les
potentialisés de l'utilisation de majorations dales taches précises d’Analyse,
en relation avec tout ce qui concerne I'enseignémera relation d’ordre sur R.
Plus généralement, cet outil permettrait de mieurstonner I'imbrication
d’analyses a différentes échelles, a la fois desanix de conceptualisation visés
et des processus organisées pour l'apprentissage.l€s premiers, des études
descendantes des programmes et manuels aux taéloesep seraient facilitées
(les différents ETA de référence, idoine et perstg)n Pour les seconds, cela
semble permettre de mieux imbriquer les différergeseses déja travaillées
indirectement (instrumentale, sémiotique, disc@siv

La notion d’ETA, tout comme celle d’Espace de Tiakathématique, reste
cependant a approfondir pour la rendre plus opéeatdans nos études
didactiques.

2. L’articulation de la double approche et d’autreséclairages théoriques

Avec la double approche didactique et ergonomiceseptatiques enseignantes,
nous nous inspirons d’hypothéses socio-constrgtdisi sur les apprentissages
des éleves, suggérées par Piaget et Vygotsky, siskita théorie des situations
didactique (TDS), de la dialectique outil-objet, ldethéorie de Duval sur les

registres de représentations ou encore issus @erdehe instrumentale de

Rabardel quand il y a apprentissage avec des tlagies. C'est a chaque fois

une certaine activité des éleves qui est étudidgectérisée par les mises en
fonctionnement de connaissances mathématiques q@iltt amenés a faire et
référée a une conceptualisation visée (produif ahe maniére de la réaliser
(processus). Pour décrire les mises en fonctionnerdes connaissances
mathématiques et les conceptualisations, les qutidposés par la théorie des
situations didactiques, la dialectique Outil-Obgttla théorie de Duval sont

amplement utilisés.

Il est donc envisageable d’élargir ces outils pmigux saisir les activités des
eléves. Par exemple la description fine des difi&® formalisations utilisées
par les enseignants, qui doivent aboutir a installeez les éléves des usages
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corrects du symbolisme mathématique, peut nécesEeemprunts a certaines
dimensions sémiotiques non encore utilisées damsauherches.

Dans le projet Remath, I'équipe Francaise et I'pguialienne ont proposé deux
ingénieries avec Casyopée, la premiere, Franctsege sur la théorie des
situations didactigues, méme si les idées de Dqubdyal et I'approche
instrumentale guident aussi l'ingénierie, la déme, Italienne, basée sur la
théorie de la médiation sémiotique (Bartolini et ridtdi, 2008). Ces deux
cadrages théoriques induisent des scénarios deenstes differente avec
Casyopée, méme si la tache centrale proposée augséest sensiblement la
méme (probleme de maximisation de I'aire d’'un negla dans un triangle).
Dans Cazes, Maracci, Mariotti, Vandebrouck (2008)us proposons des
analyses a posteriori des expérimentations. Encpher, nous mobilisons des
outils issus de la double approche pour analysetaines données de
I'expérimentation italienne. Cela conduit a deslygs®s complémentaires de ces
données italiennes. Les ltaliens identifient parengple des choix de
I'enseignant parmi des chaines sémiotiques qui @@mérde la discussion entre
les éleves et le professeur. Cela peut permettrengeix comprendre la
composante médiative dans les pratiques d’'un emseiglLa double approche
permet aussi des interprétations en termes de aiol®s qui pésent sur
I'enseignant, qui, s’il n'opére pas certains chdi gestion, ne peut mener sa
séance de discussion sereinement.

Dans un autre projet, nous allons vers une artionlade la double approche
avec la théorie du Constructionnisme (Papert 198®s changements
curriculaires actuels (développement de la démaesipeérimentale, a laquelle
nous nous intéressons dans le chapitre 2 de ladeatgnthése) nous conduisent
en effet a faire évoluer nos approches des appsages des éléves avec les
technologies. Il s’agit d’évaluer, en utilisant d@uble approche, ce qu’une
approche constructionniste nous apporte pour a@laj que les faiblesses et les
forces d’'une telle approche dans notre contextefia. Dans le cadre du projet
Remath, nous avons déja eté amenes a faire teavads éleves avec le logiciel
Cruislet, un environnement informatique pour la igatron dans l'espace
géographique 3D a [laide doutils mathématiques. tédrant le
constructionnisme dans le design du logiciel, lescepteurs attendent que les
éléves utilisent Cruislet pour « explorer » desegémathématiques, en
s’appuyant sur des représentations 3D auxquefiesitt déja familiers (google
map, jeux vidéo) et sans connaissances spécifiguesa géographie, sur la
navigation d’avatars dans l'espace ou sur les coorées cartésiennes et
sphériques. L'expérimentation francaise a été mewvee difficultés, quant a
trouver des connaissances mathématiques enjeux prdidssages :
trigonomeétrie et vecteurs. Toutefois le design deislet a finalement permis
I'existence d’une ingénierie qui a montré certaifeses du constructionnisme
pour la démarche expérimentale : investir ce qesaod spontanément des
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interactions entre éléves et faire du sens avex; telrble du professeur étant
d’intervenir stratégiquement pour aider les éledesse concentrer sur le
probleme mathématique. Cependant il apparait que datte expérimentation,

les mathématiques mises en jeu restent mixées gegconcepts relatifs a la
géographie et a la navigation. Les mathématiquedbleat n'avoir du sens que

dans I'environnement Cruislet, alors que le pradasscherche aussi a les
décontextualiser. Dans le projet Comenius, nougmxgentons également une
situation de poursuite chasseur-proie qui boustogehabitudes d’enseignement
et d’apprentissage. Nous espérons également erutireénéfice pour enrichir

I'activité liée a la démarche expérimentale attendhez les éleves du lycée
actuellement. Enfin, un dernier projet concerne cokaboration avec la Cité

des Sciences et de l'Industrie, la encore pourckmrinos approches et nos
analyses des phénomeénes d’enseignement et d’aigpegy® des mathématiques
(et plus généralement des sciences) mais a trdesrdispositifs technologiques
plus innovants et vers des publics dépassant detuéleves et des étudiants.

Dans le cadre de tous ces projets, un travail cooré entre enseignants,
formateurs, chercheurs, et maintenant méme médsatecientifiques, est
indispensable. La double approche didactique ebnengique des pratiques
enseignantes, replacée au sein de la théorie clevité, est pour nous le cadre
qui permet ce travail coordonné.
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