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Résumé

Résumé

Nous proposons des méthodes simples et efficaces pour manipuler des expressions tri-
gonométriques de la forme F = Zg:o fi cos %”, fr € Z ou d < n fixé. Nous utilisons
les polynémes unitaires de Chebyshev qui forment une base de Z[z] avec laquelle toutes
les opérations arithmétiques peuvent étre exécutées aussi rapidement qu’avec le base de
monomes, mais également déterminer le signe et une approximation de F', calculer le po-
lynéme minimal de F'. Dans ce cadre nous calculons efficacement le polynéme minimal de
2cos I et aussi le polynome cyclotomique ®,,. Nous appliquons ces méthodes au calcul des
diagrammes de nceuds de Chebyshev.

Mots-clefs

polynéme de Chebyshev, multiplication rapide, polynéme minimal, cos 7, polyndéme
cyclotomique, noeuds de Chebyshev,

Fast computing with the Chebyshev’s monic polynomial

Abstract

We propose a set of simple and fast algorithms for evaluating and using trigonometric
expressions in the form F' = E%:O fr cos ’%r, fr € Z where d < n fixed. We make use of
the monic Chebyshev polynomials as a basis of Z[X]. We can perform arithmetic opera-
tions (multiplication, division, ged) on polynomials expressed in a Chebyshev basis (with
the same bit-complexity as in the monomial basis), compute the sign of F, evaluate it
numerically and compute its minimal polynomial in Q[X]. We propose simple and effi-
cient algorithms for computing the minimal polynomial of 2 cos 7 and also the cyclotomic
polynomial ®,,. As an application, we give a method to determine the Chebyshev knot’s
diagrams.

Keywords

Chebyshev’s monic polynomial, fast multiplication, minimal polynomial, cos 7, cyclo-
tomic polynomial, Chebyshev knots
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Introduction

Motivation

Les polynoémes de Chebyshev sont utilisés dans de nombreux domaines des mathéma-
tiques, notamment dans le secteur de I’Analyse Numérique. Une remarque attribuée a de
nombreux mathématiciens et numériciens, citée au début de [MHO3], témoigne de cette
importance : “Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis.”

Il est possible de lister plusieurs secteurs des mathématiques ou les polynémes de Che-
byshev jouent des réles importants : théorie de 'interpolation, polynémes orthogonaux,
théorie des approximations, intégration numérique, analyse numérique, théorie d’ergo-
dique, etc. [Riv90, Préface]. Mais aussi en théorie des noeuds ot il est démontré que : tous
les neuds sont des neeuds de Chebyshev [KP11].

Le point de départ du travail effectué dans cette these est : déterminer le signe d’une
expression trigonométrique de la forme F = Z%ZO fk cos k%,fk € Q, pour d < n fixé
dans Z~g. Bien entendu, cette question est classique et il s’agit de ’évaluation du nombre
algébrique réel cos - en un polynome de degré d.

Nous traitons d’une question plus générale qui est celle de manipuler de telles expres-
sions.

Il apparait rapidement que le nombre algébrique 2 cos 7 est plus adapté que cos 7 car
son polynéme minimal M,, est unitaire a coefficients entiers. Il convient alors de considérer
plutot les polyndmes unitaires de Chebyshev T}, (2 cos ) = 2 cos nx et 'expression a étudier
devient alors F' = fo + > feTk(2cos 7).

Les polynomes unitaires de Chebyshev forment une base de Z[x] qui est particuliére-
ment adaptée au calcul du polynome minimal M, de 2cos ;. Nous montrons que nous
pouvons effectuer les opérations arithmétiques usuelles de Z[x] (multiplication, division,
pged) avec la méme complexité qu’avec la base des monomes.

Dans ce contexte, nous montrons que nous pouvons décider de la nullité de F' en @) (n?7)
opérations binaires et que nous pouvons calculer le polynéme minimal de F' en (5(n37)
opérations binaires, ou 7 est la taille binaire des fy.

Ces résultats sont ensuite utilisés pour étudier les diagrammes des nceuds de Cheby-
shev. Il s’agit de décider si la courbe gauche C(a, b, ¢, @) : © = To(t),y = Tp(t), 2 = Te(t+¢)
admet des points multiples, et dans la négative, de déterminer son diagramme.

Contributions et plan de la these

La theése comporte cing parties.

Dans la premiére partie, nous décrivons les polyndémes unitaires de Chebyshev, les
polynoémes cyclotomiques et certaines de leurs propriétés. Nous introduisons ’application
D et ces propriétés, mettons en évidence le lien entre le polynéme minimal M,, de 2cos
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et le polynome cyclotomique ®4,,. Nous rappelons que les sommes de Newton de ®,, sont
aussi des sommes de Ramanujan.

La famille des polynémes unitaires de Chebyshev forme une base orthogonale de Z[z]
et elle a 'avantage de rendre les calculs beaucoup plus concis que fait dans la base des
polynémes de Chebyshev de type original. Avec cette base nous pouvons exécuter toutes
les opérations arithmétiques dans Z[x] aussi rapidement qu’avec la base de monomes, ce
que nous décrivons dans la seconde partie.

En introduisant 'application doublage

D:Qlz] — Qla]
P zd8P . p(z 4 1)

nous transférons toutes les complexités classiques du calcul dans la base des mondémes
4 la base des polynomes unitaires de Chebyshev. A titre de comparaison, I'application
D permet de décrire tres simplement l'algorithme de multiplication de deux polyndémes
exprimés dans la base des polynémes de Chebyshev, proposé par Giorgi en 2012 [Giol2],
voir la sous-section 2.2.1.

Dans la seconde partie, nous rappelons aussi les résultats classiques et utiles de complexité
des opérations arithmétiques de base dans Z[z].

Nous proposons des algorithmes pour passer de la base des mondémes a la base des
polynomes unitaires de Chebyshev et inversement, dans la partie 2.4. Nous considérons
ces transformations comme des cas particuliers de composition polynomiale, développée
par Hart et Novocin dans [HN11] (2011), et basée sur la stratégie "diviser pour régner",
dont nous rappelons le principe en section 2.3.

Nous démontrons que les changements de base demandent une complexité binaire de
O(d? + dr) on d, 7 sont le degré et la taille des coefficients. Nous passons de la base des
monomes & la base des polynémes unitaires de Chebychev (algorithme 2.31) en adaptant
Palgorithme de composition polynomiale et en utilisant les opérations "rapides" dans la
base des polynémes unitaires de Chebyshev. A V'inverse, en gardant la structure de ’al-
gorithme de composition, la particularité des polyndmes unitaires de Chebyshev permet
d’utiliser la récurrence matricielle introduite dans [BSS10] (2010) pour alléger le calcul du
changement de base entre la base de Chebyshev et la base des monoémes (algorithme 2.36).

Dans la troisieme partie, nous proposons les algorithmes de calcul des polynémes mini-
maux M, et ®,. Nous avons trouvé une bonne méthode pour obtenir M,,. L’algorithme
3.14 proposé dans le Chapitre 3 permet de calculer M,, dans la base des polynomes de
Chebyshev en O(n2) opérations binaires (ol ng est la partie radicale impaire de n). C’est
une adaptation de l'algorithme donné dans [AM10] (2010) qui concerne le polynéme cy-
clotomique ®,,, le polynéme minimal des racines primitives n-iéme de 'unité. La relation
entre ®,, et M, est trés simple :
by, = D(My,).

Nous en déduisons que nous pouvons également calculer la représentation dans la base
des mondmes du polynéme cyclotomique ®, en O(n3) opérations binaires.

Une fois que les calculs dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev sont résolus,
nous retournons a la premiere question de déterminer le signe de F.

Puisque F' = f(2cos T) out f = fo + Zgzl JiTk, fx € Z, d < 5 I'évaluation de F peut
étre considérée comme I’évaluation de f € Q[z] en une valeur réelle 2 cos . Tester si F' =0
peut amener a décider si le polynéme minimal M,, € Q[z] de 2cos T est diviseur de f.

23 octobre 2015
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Gréace au calcul de M, et aux opérations rapides dans base des polynémes unitaires de
Chebyshev, notre premiere question concernant la détermination le signe de F' est résolue
avec 'algorithme 4.15 en complexité binaire (5(7127). Cela est mieux que la méthode d’iso-
lation, méme si I’on applique les résultats les plus modernes, qui demande une complexité
de O(n? + n27), voire l'algorithme 4.9.

Comme extension du calcul du polynome minimal M,, de 2cos 7, nous cherchons le po-
lynéme minimal Mp de F dans Q[z]. Calculer ce polynéme minimal est équivalent a
trouver le polynéme minimal My de f € Q[z]/(M,). Il est possible d’appliquer quelques
résultats des plus récents utilisant les résultants, mais cette méthode demanderait une
complexité O(n* 4+ n37). Nous préférons exposer une méthode basée sur le calcul des
sommes de Newton d’un polynome annulateur Py de f, considéré comme un polynome a
coefficients dans Z[2 cos /n]. Grace aux particularités de I'ensemble des racines de Py et
aussi aux calculs rapides dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev, nous pou-
vons calculer le polynéme Mg en complexité binaire (5(1137'), ou 7 est un majorant de la
taille binaire des f.

Nous appliquons enfin nos résultats a la question du calcul des diagrammes des nceuds de
Chebyshev, dans la partie 5. Il a été démontré [Vas90] que tous les nceuds K ¢ R? C S3
peuvent étre obtenus & I'aide des plongements polynomiaux t — (f(¢),g(t), h(t)),t € R.
Trés peu d’exemples ont été donnés. C’est un probléme difficile de trouver pour un nceud
donné une paramétrisation polynomiale.

Il a été démontré [KP11] que tout noeud K C R3 C S3 est un nceud de Chebyshev.
Malheureusement, il n’existe pas de borne a priori sur le degré du plongement polynomial.
Nous avons construit un algorithme permettant de calculer tous les diagrammes de noeuds
de Chebyshev possibles pour un triplet (a,b,c) donné en (5(712) opérations binaires, ou
n = abc.

En réalité, le calcul des diagrammes des nceuds de Chebyshev est 1ié a 1’étude des solu-
tions d’un systeme algébrique de dimension zéro et de degré %, ou ’on cherche
les valeurs de ¢ qui rendent la courbe C(a, b, ¢, ¢) singuliére. Ces valeurs sont annulées par
un polynéme a coefficients entiers R, ., que 'on pourrait calculer en utilisant des bases
de Grobner. Nous montrons en fait que ce polynéme se factorise en produit de polyndéme
de degré 1 ou 2 a coefficients dans Z[2 cos 7|, ot n = abc. Nous montrons que nous pouvons
calculer ce polynéme en 6(n4) opérations binaires dans la base des polynémes de Cheby-
shev, mais que nous pouvons calculer plus rapidement avec des approximations numériques
de ses coefficients entiers en @(n3) opérations binaires.

Ces sont les racines de ce polyndme qui nous intéressent et nous montrons par la suite,
que nous pouvons les obtenir en (5(712) opérations binaires, parce que nous montrons que
les coefficients de R, ;. sont de taille binaire 6(n) et ses racines sont bien séparées.

Ce nouvel algorithme permet de donner une compléxité O(n?) pour la détermination
de tous les diagrammes de nceud possibles C(a, b, ¢, ¢) ou a, b et ¢ sont fixés et n = abe.
Il apparait, dans la partie 5.4, qu’il est moins cofiteux de décrire tous les diagrammes
possibles C(a, b, ¢, ¢), que de calculer un seul diagramme C(a, b, ¢, ¢) pour un ¢ donné.

Nous avons également codé deux paquetages sous Maple qui s’appellent ChebUnit et
NoeudCheb ou sont implantés certains algorithmes proposés.
Les résultats des chapitres 1, 2, 3 et 4 sont publiés pour leur plus grande part dans
[KRT15], 'article a été accepté a étre présenté a ISSAC ’15 (juillet 2015, Bath, UK).
Les résultats du chapitre 5 sont intégrés dans un article traitant du calcul des dia-
grammes de nceuds de Chebyshev, qui est en cours de finalisation [KPRT].

23 octobre 2015
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Algébrique : propriétés, formules
. Algorithmique : algorithmes, complexités

Programmation

Chapitre 1
T (x), @, (), My, (x), @ (1), S, (2;,) (f Rem g);

)); [X1f (g9);

ions :
E(F),

. $)
T(t +¢)

FIGURE 1 — Plan de These.
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Chapitre 1

Polynomes

Sommaire
1.1 Le polynéme unitaire de Chebyshev . . ... ... ........ 15
1.1.1  Définitions . . . . . . . ... 16
1.1.2  Propriétés fondamentales . . . ... ... ... ... ... ..., 16
1.2 Le polynéme cyclotomique . . . . . ... ... ..., 19
1.2.1 La fonction d’Euler et la fonction de Mébius . . . . . .. . ... 20
1.2.2  Propriétés des polynoémes cyclotomiques . . . . . . . .. ... .. 22
1.2.3 Les sommes de Newton et le polynéme cyclotomique . . . . . . . 24
1.3 L’application Doublage . . . . .. ... ... ... ......... 26
1.4 Le polynébme minimal de 2cosZ . . . ... ... ... 0. 28
1.4.1  Le polynéme minimal de 2cos = et le polynome cyclotomique . . 28
1.4.2 La factorisation des polynomes unitaires de Chebyshev . . . . . . 29

Résumé : Dans ce chapitre, nous introduisons les polynémes unitaires de Chebyshev
et leurs propriétés principales.

L’un des nos objectifs est le calcul de M, le polynéme minimal dans Q[z] de 2cos ~.
11 est similaire & ®,(x), le n-iétme polynéme cyclotomique, qui est classique.

En développant 'idée initiée par Rivlin (1990), nous utilisons l'application Doublage
qui vérifie D(M,,) = ®Po,, et permet une équivalence entre la plupart des propriétés
de @, et celles de M, parmi lesquelles, la factorisation des polyndémes unitaires de
Chebyshev ou encore ’expression de leurs sommes de Newton.

Notations

N désigne ’ensemble de nombres naturels; Z est 'anneau des entiers; Q est le corps
des nombres rationnels; R est le corps des nombres réels; C est le corps des nombres

complexes.

Soit P € R[z] un polynéme univarié, deg P est le degré de P, lc(P) est son coefficient

dominant.

1.1 Le polynome unitaire de Chebyshev

L’expression polynémes de Chebyshev désigne en général les polynoémes T, (z) = cos(nt)

et Uy(x) =

sances de 2.

sin(n + 1)t

e ol x = cost. Leurs coefficients dominants sont alors des puis-
sin
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1.1.1 Définitions

Ici, nous considérerons plutot les polynémes unitaires de Chebysheuv .

Définition 1.1 (Polynéme unitaire de Chebyshev). Définissons deux suites (7,,n € N)

et (Up,n € N), par :
sin nt

T, (x) = 2cos(nt), Up(z)= o

ol x = 2cost.

Les éléments de I'ensemble (T,)nen s’appellent polynémes unitaires de Chebyshev de
premiére espece ou également polynomes de Dickson (voir [BC12]). Les éléments de 1’en-
semble U = (Up,)nen, s’appellent polynomes unitaires de Chebyshev de seconde espéce.

En utilisant les relations
cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cost - cosnt, sin(n+ 1)t +sin(n — 1)t = 2cost - sinnt,
on peut voir que les deux ensembles sont déterminés par une méme relation de récurrence :
Poii(x) =2 Py(x) — Pr1(x), (1.1)
avec comme conditions initiales : {Ty = 2,7 = =}, {Up = 0,U; = 1}.

Remarque 1.2. Dans ce travail, les deux lettres T, U sont réservées pour indiquer les
polynoémes unitaires, alors les caracteres gras T, U vont étre utilisés chaque fois que ’'on
parle du type original (non forcément unitaire) défini classiquement par

_ sin(n + 1)t

T,(z) =cosnt, Up(z)= avec x = cost,

sint

elles satisfont la relation de récurrence P,41(z) = 2z - P, (x) — P,,—1(x) avec comme condi-
tions initiales (To = 1,T; = z), (Up = 1, U; = 2z) (voir [MHO03, Chap. 1]), ou encore :

2T, (z) = Tn(22), Th(x) = 2T (5) 5 Up1(x) = Un(22),Upn(z) = Up_1(5).

1.1.2 Propriétés fondamentales

Pour n > 0, le polynéme T, est unitaire de degré n. La famille 7 = (1,7,,n > 0) est
une base de Z[z]. La relation entre les deux familles 7 et X = (2"),en est donnée par :

Lemme 1.3. Pour toutn € N on a :

[n/2]—-1
B = Y (D Thawle) + B8 (1.2a)
k=0
(/2] i i "
Ta(w) = > (=1 325 (") (1.2b)
k=0

Démonstration.

23 octobre 2015



1.1. LE POLYNOME UNITAIRE DE CHEBYSHEV 17

1. Comme 2cost = e 4+ ™™, alors :
n n
M cost = Z z(n k) te —akt Z (7]:) ez(n—ka)
k=0 k=0
= Y (P(cos(n —2k)t +sin(n — 2k)t) + Y (}
2k<n 2k=n
+ Z (cos(n — 2k)t +2sin(n — 2k)t),
2k>n
Ceci équivaut a :
[n/2]-1
14+ (=D)
2" cos™ t = kz_%) 2(}) cos(n — 2k)t + %(L%),

ce qui induit lidentité (1.2a).

2. Nous montrons que T, est la solution d’une équation différentielle linéaire du second
ordre, l'identification permet alors d’établir une relation de récurrence entre ses
coefficients.

Partant de T, (2cost) = 2cosnt, on a T, (2cost)sint = nsinnt, et donc

T, (z) = nUp(x). (1.3)
En dérivant encore nous obtenons :
T (2cost)(—2sint) - sint + T/ (2 cost) - cost = n? cos nt,

avec x = 2cost, ce qui nous donne :

a

(4—22)- T, (z) —x- T, (x) + n*Tp(z) = 0. (1.4)

n

Supposons que Ty, s’écrive T, = S-7_, axz™ % (ag = 1), alors I'identité (1.4) donne :

n n
— Z nQkanfk — n2xn + n2alxn71 + Z n2akxnfk’
k=0 k=2
n n
—x-T)(z) = Z —(n —k)agz"F = —na" — (n — V)agz™ 1 + Z —(n — k)agz™F,
k=0 k=2
n n—2
(4—2) T (z) = Z 4n—k+2)(n—k+ 1)ag_oz"F — Z(n —k)(n —k —Dagz™*
k=2 k=0

—n(n—1)z" — (n—1)(n — 2)arz™ 4
+ 2[4(71 —k+2)(n—k+1Dag_s— (n—k)(n—k—1aglz"*
k=2

1 est

Dans (1.4), le coefficient de ="
0 =n?a; — (n—1)a; — (n — 1)(n — 2)ay,
donc a; = 0. Pour k =2,...,n, l'expression du coefficient "%, induit :

0=nar — (n—k)ag +4(n —k+2)(n —k + Vap_s — (n — k)(n — k — 1)a,
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18 CHAPITRE 1. POLYNOMES

« (n—k+2)(n—k+1)

k(2n — k)
Mais comme a; = 0, tous les coefficients d’indice impair sont nuls. Pour les indices
pairs 2k, (k =0,...,[5]) :

ap = —4 Ap—2.

S _(n—2k‘—|—2)(n—2k¢+1)a

et on en déduit que

n...(n—2k+1) N e
Moo D~ VR,

agg = (—1)ka0

ce qui prouve l'identité (1.2b).

Remarque 1.4.

1. Les formules (1.2b) et (1.3) fournissent ’expression de U,, dans la base des monomes :

1

LL
Un(a) = 3 (1 Fan2ht, (15)

3 )

o
o

2. D’apres I'équation différentielle (1.4), T;, est une fonction hypergéométrique  (voir
[OLBC10, Sec. 15.9.5]), et on a :

2T, (z) = F(—n,n, % : 2TT"”)
n|x"= T, =
01 2
1 T1 €T
2 | Th+2 2 —2
3| T3+ 31 2 _3x
4 | Ty + 4Ty +6 zt — 422+ 2
5 | Ty + 5715 + 10T z° — 523 4 bx
6 | Ts+ 6Ty + 15T5 +20 | 2 — 621 + 922 — 2

TABLE 1.1 — 7 premiéres éléments de base.

Etudions maintenant les zéros des polyndmes unitaires de Chebyshev.

Lemme 1.5 (Racines des polynémes unitaires de Chebyshev). Soit n € N*, alors T), et
U, se factorisent en :

n—
2k+1
Th(z) = H (m — 2cos %) ;o Unp(x) = H (33 — 2cos %) (1.6)
k=0
1. La fonction hypergéométrique F'(a,b; c; z) est définie par la suit

n—1 1
1

o F

de Gauss :

"~ (a)s(b)s s ab  ala+1)bb+1) ,
F(a,b;c;z)zz((i)is? z :1—&-?2-&-%2 +

s=0

sur le disque |z| < 1 et par ailleurs, sa continuation analytique.
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1.2. LE POLYNOME CYCLOTOMIQUE 19

sin nt

cost » Avec x = 2cost.

Démonstration. Rappelons que T, (x) = 2cosnt, Uy (z) =

. (2k+1)7
1. La suite cos ~———,

plus, pour chaque £k =0,...,n—1:

k=20,...,n — 1 contient clairement n éléments distincts. De

T, (2 cos (%;;Ll)”) = 2cos W = 0.

Comme deg(T;,) = n, alors cette suite caractérise entierement les zéros de Tj,.

2. De la méme facon, on obtient les zéros de U,, par :

nkm

—2=0,k=1,...,n—1.
Sll’l?

sin

Un(2cos £T) =

n

O]

Nous utiliserons essentiellement les polynémes unitaires de Chebyshev de premiere
espece. Rappelons quelques propriétés qui nous seront utiles par la suite :

Lemme 1.6. Pour tout m,n € Z on a :

ThoTy =Ty oty = Tmn; (1.7a)
T T = Tinan + Tin—n; (17b)
T (z+1) =am+ L. (1.7¢)

Démonstration. Comme deux polyndémes de méme degré d sont identiques s’ils coincident
en une infinité de points :

deg T}, o T,, = degT,, o T, = mn = deg Ty,

deg Ty, - T, = m +n = deg(Timtn + Trm—n), €t
deg(z" - T, (z + %)) =2n = deg(an +1).
Pour tout = € (—2,2), il existe t € (0, 7) tel que z = 2cost :
1. T (To(z)) = Tin(Th(2cost)) = T (2 cosnt) = 2cosmnt = T, (2 cosma) = T, (T (z)),
Tonn(x) = Tinn(2 cost) = 2cosmnt, on a donc (1.7a).
2. Ty (x) Ty (z) = 4cosnt-cosmt = 2 cos(m+n)t+2cos(m—n)t = Typin(x)+T—n(x).
On obtient alors (1.7b).

3. Considérons deux applications fi, fo définies par fi(x) = 2™ T, (z+ %)a fo=a+1.
Comme degT,, = n, f1, f2 sont les polynémes de degré 2n dans Z[z].

Pour tout nombre complexe z = e*, on obtient par la formule d’Euler :

fi1(z) = e™T, (e + e ) = e™T,(2cost) = e™(2cosnt) = ("™ 4 ¢~ ™Mt) =

M 41 = fa(2),

mais deg f1 = deg fo, ils sont identiques, cela entraine (1.7¢).

1.2 Le polynome cyclotomique

Nous rappelons ici quelques résultats sur les polyndémes cyclotomiques qui nous seront
utiles par la suite et qui peuvent étre retrouvés, par exemple, dans [Riv90, Dem08, Ber14].
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20 CHAPITRE 1. POLYNOMES

1.2.1 La fonction d’Euler et la fonction de Mobius

Une fonction « définie sur N a valeurs dans C s’appelle fonction arithmétique. Si, de
plus, a(m - n) = a(m) . a(n) pour tout m,n étant premiers entre eux, on dit que « est une
fonction arithmétique multiplicative.

Nous considérons deux fonctions arithmétiques importantes, la fonction d’Euler ¢(n)
et la fonction de Mobius p(n).

Définition 1.7.

1. Une solution complexe de I’équation ™ — 1 = 0 s’appelle racine n-ieme de 'unité.
L’ensemble de racines n-iémes de I'unité sera noté

Gn: {§k7k:0,,n—1} Oflfzexp(27rl)7

n
ol ¢ vérifie 12 = —1.
G, est un groupe multiplicatif;

2. Si p est une racine de l'unité, 'entier m strictement positif le plus petit tel que
p™ =1 s’appelle I'ordre de p, noté par ord(p) ;
Si ord(p) = n, on dit que p est une racine primitive n-ieme de l'unité.

L’ensemble de racines primitives n-ieémes de I'unité sera noté H,,.

Remarque 1.8.
1. Pour tout k € N :

ord(fk) = (,:k)? (1.8)
Soit d un nombre entier positif tel que (£¥)¢ = 1, alors n | kd, donc (n”k) | (nkk) d, et
_n_ k
par conséquent ¢ | d. L'identité (k) (k) = (gn) (k) =1, démontre (1.8)

2. Supposons que «, 3 soient deux racines de I'unité, ord(a) = p, ord(f) = ¢, (p,q) =1
et que ord(af) =m alors : (af)™ =1= "P =1= q | mpouq|m; de la méme
fagon p | m alors pq | m. Mais (af)P? = 1 donc m | pg. On écrit :

Si (ord(a),ord(5)) = 1 alors ord(af) = ord(a)ord(f). (1.9)

3. Gy, est un groupe cyclique engendré par &, |G, | = n. L’ensemble de générateurs est
H, = {&*, (k,n) = 1}, d’aprés I'équation (1.8).

La fonction d’Euler

Pour tout n € N, le nombre d’entiers k : 1 < k < n, (k,n) = 1 sera noté ¢(n).
L’application n — ¢(n) s’appelle la fonction d’Euler. D’apres la remarque 1.8, ¢(n) = |Hy|
pour tout n.

Proposition 1.9. ¢ est une fonction arithmétique multiplicative [Dem08, Prop. 2.4].

Démonstration. Soit p,q quelconques tels que (p,q) = 1, nous prouvons la proposition en
donnant une bijection entre H,, et H, x H,, ou n = pq : sur I'’ensemble H,,, définissons
I’application

h:zw— (29, 27),

par 'identité (1.8) on a ord(z?) = p, ord(zP) = ¢, c’est-a-dire que ’ensemble d’arrivée de
h est bien H, x H,.
Comme (p,q) = 1, il existe u,v € Z tels que u-p + p-v =1 (théoréme de Bézout).
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1.2. LE POLYNOME CYCLOTOMIQUE 21

o h est injective : supposons que z, 2’ € H,, vérifient h(z) = h(2’).

2P = 2P
= 5= Zup—l—vq — Z/up—i—vq — Z/
21 =21 '

o h est surjective : soit (o, §) un élément arbitraire de H, x H,. Posons z = aV(".

(v,p)=1 (1:'82 ord(a’)=p (1.9

up+qu=1= (18) = ord(z) = p.gq=nou z € Hy. De
(u,q) =1 = ord(B*) =¢q

plus 29 = ol "B = o, 2P = P74 = 3, et donc h(z) = (o, B).

Ainsi, h est une bijection de H,, a H, x Hy, ce qui complete la preuve. O

Pour tout nombre premier p et tout entier £ > 0,

pp)=p—1 ") =p""p-1).
Sin = pi*...p* alors, en appliquant la proposition 1.9 k —1 fois pour p{*, p{"'p5?,...,n
nous obtenons l'expression de ¢(n) :

k
p(n)=n ][0 -5). (1.10)

Remarque 1.10.

1. Pour tout n > 2 : (k,n) = 1 si et seulement si (n —k,n) =1 et k # n—k, alors p(n)
est toujours un nombre pair;

2. En utilisant (1.10), il vient m | n = ¢(m) | ¢(n).

La formule suivante sera utilisé régulierement :

n="> o). (1.11)

d|n

Preuve de la formule (1.11). En notant n = |Gy|, ¢(d) = |Hq4l,

— Pour tout d | n, on a Hy C Gy ;

— Soit a € Gy, alors o = £*. Posons d = (nfk). Alors d | n et et « € Hy.
On en déduit :

Gn = U -Hd7
dn

Enfin, H; N Hy = () pour tout d # d’, ce qui implique la formule (1.11). O
La fonction de Mobius

Supposons que n = p{* ...pp* ol pi,...,pr sont des nombres premiers distincts, on
définit :

(n) = 0 si max{ay,..., a5} > 1
a (—1)k  sinon '

Alors, p est aussi une fonction arithmétique multiplicative. De plus :

0 sin>1.

S d) — {1 sin=1 (1.12)
din
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22 CHAPITRE 1. POLYNOMES

Preuve de la formule (1.12). Sin =1, la formule (1 12) est clairement vraie.
Sinon, n = p{*...pp* > 1, on pose ng = pi...pg. L'entier d est un diviseur sans
facteur carré de n si et seulement si d | ng. Ainsi :

k
S ud) =" ud Z > kD)
dn

ﬂno 1=01<k1<.. <k <k
k

=3 (1Y =0-1"=0
7=0

O

Gréce & lidentité (1.12), on déduit la formule d’inversion de Mébius (1.13). Etant
donnée f : N — C une fonction arithmétique, en posant

=>_f(d)
din

on obtient :

Z,u 9(%). (1.13)

dln

Preuve de la formule (1.13). Soit d un diviseur de n, appliquons la formule (1.12) pour
n .

d-

=S (X wd) @) = Y p@f(d

d'In d‘% dd'|n
=> wd) (X fd)) = Zu 9(%)-
dln d’|%

De la méme fagon, si 'on considére G(n) = [] f(d), alors log G(n) = > djn 108 f(d), la
dln
formule d’inversion devient :

et par conséquent :

— Hg(%)u(d)

d|n

1.2.2 Propriétés des polynémes cyclotomiques

Par essence, le n-ieme polynéme cyclotomique peut étre défini en fonction des racines
primitives n-iémes de 'unité :

Définition 1.11. Soit n > 1 alors le n-iéme polyndéme cyclotomique ®,(x) est le po-
lynéme :

@)= ] (2 exp(2m)). (1.14)

1<k<n
(k,n)=1
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1.2. LE POLYNOME CYCLOTOMIQUE 23

Comme Gy, = Uy, Ha et que Hg N Hy = () pour tout d # d’, alors :
a" =1 =[] ®a(x). (1.15)

din
Par I'inversion de Mobius :
@, (z) = [[ (2™ — 1)), (1.16)
dln
Lemme 1.12. Pour tout n € N, ®,,(x) est unitaire a coefficients entiers [Dem08, Prop.
9.10].

Démonstration. Supposons que ®4 € Z[z] pour tout d < n. Notons W, = [14, a<r, P> qui
est un polyndéme unitaire a coefficients entiers.

U, étant unitaire, divisons ™ — 1 par U, : il existe ¢, r € Z|[z], ¢ unitaire, degr < deg ¥,
telque 2" —1=q- ¥, +r.

Comme z" — 1 = ®,¥,, alors r = ¥,, - (®,, — q), et comme degr < deg ¥, alors nécessai-
rement r = ¢ — ®, = 0 et donc ¢,, = ¢ € Zlz].

Par induction, ®,, € Z[x] pour tout n. O

Lemme 1.13 (Gauss). [Dem08, Lemme 9.4] Pour toutn > 1, ®,, est le polynome minimal
de & dans Q[z].
Démonstration. Soit ®(z) € Z[z] le polynéome minimal de ¢ sur Q. Puisque ®,(£) = 0
alors ® | ®,, dans Q[z] et ® est unitaire. Ainsi, ®,, = ® - Q avec @ unitaire dans Z[z]. Soit
p un nombre premier ne divisant pas n. P est d’ordre n (remarque 1.8) et est racine de
®. Si &(&P) # 0 alors Q(EP) = 0 et P divise Q(«P) dans Z[x] (Lemme de Gauss).

Considérons la projection modulo p, 7 : Z[z] — F}[x]. C’est un morphisme d’anneau et
m(¢) divise 7(Q(zP)) dans Fplz]. Mais P +— PP étant une application linéaire dans Fj[x],
on en déduit que m(Q(aP)) = w(Q)P et tout facteur irréductible A de 7(¢) divise 7(Q).
Ainsi A? divise 7(®,,), 7(®,) a donc un facteur multiple au méme titre que (X" — 1), ce
qui est impossible car X™ — 1 et nX"~! sont premiers entre-eux modulo p.

Par conséquent, ®(£P) = 0 si (p,n) = 1. On déduit alors que pour tout nombre k
premier avec n, <I>(§k) = 0 et donc ® admet comme racines toutes les racines primitives
n-iemes de 'unité. & = &, est donc irréductible. O

Considérons I'application :
Définition 1.14. REV est la transformation de Q[z] dans lui-méme définie par
REV : Q[z] — Q[x]
P gt p(ly
Si &, = £F est une racine primitive n-ieme de I'unité, (k,n) =1 = (n—k,n) = 1, alors
&1 = ¢k est aussi racine primitive n-ieme de 1'unité. Alors, ®,(¢, ') =0, REV(&) =0

et 'on a
¢, | REV(D,).

Par ailleurs, deg ®,, = ¢(n) est pair (remarque 1.10), la relation entre les racines et les
coefficients nous permet de calculer le coefficient constant de ®,, qui vaut alors :

(_1)deg<I>n H ék — H gkgn—k — 17
(k,n)=1 (kmn)=1
k<t

REV(®,,) est donc unitaire. De plus, deg REV(®,,) = deg ®,, et :
Remarque 1.15. &, = REV(®,,). On dit que ®,, est réversible.
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24 CHAPITRE 1. POLYNOMES

1.2.3 Les sommes de Newton et le polynéme cyclotomique

Soit P € K|[z] de degré d, dont les racines sont {z1,...,zs}. Définissons la m-iéme
somme de Newton de P par :

Notons Newton(P) la série formelle

Newton(P) = Z S;(P)a?.

Les relations entre les sommes de Newton de P et ses coefficients sont classiques et connues
sous le nom de formules de Newton (voir [McD99, Chap. 1][BGVPS05]) :

Théoréme 1.16 (Formules de Newton). /[BGVPS05, Lem. 2] Soit P = z% + Ajx?—! +
.+ Ay Pourtoutl <i<d:

iA; + S1(P)Aiy + ...+ Si_1(P)Ay + S;(P) = 0; (1.17a)

ou bien Ay = —1[Si(P)Ai 1+ ...+ S 1(P) Ay + Si(P)]. (1.17b)

On a en plus une belle relation reliant P et Newton(P) :

Lemme 1.17. Soit P un polynéme unitaire de degré d dans R[x| alors :
REV(P) = exp( / L(d — Newton(P))) (1.18)
Démonstration. Partons de la factorisation de P : P(x) = H? 1(x—xj)ona:
d d d
REV(P H 1 —zz;) = —l)dej H(x—
j=1 j=1  j=1
En dérivant deux cotés on obtient :
d
REV(PY = (=) [T > T[(= - ),

On en déduit :

REV(P) d Zj Z zd: k+1\, k
REV(P) = 1 —zx; kzo(jzl J )
_d— Newton(P)

X

En prenant l'intégrale de deux cotés puis en utilisant la définition de Newton(P), on
obtient I'identité (1.18). O

La somme de Newton S,,(®,,) s’appelle aussi la somme de Ramanujan (notée c¢,,(n)
dans [HWO8, chap. 6]). L’ensemble de racines de ®,, est Z(®,) = {exp(2k7"), (k,n) = 1},

et :
Z &= Z exp(m~%). (1.19)

l<k<n 1<k<n
(k)= (kmn)=1

La valeur de la somme de Ramanujan est connue.
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1.2. LE POLYNOME CYCLOTOMIQUE 25

Théoréme 1.18 (Holder). [HW0S8, Théo. 272] Soit n,m des entiers positifs et d = )
alors la somme de Ramanujan Sy, (®,) peut étre déterminée par :

() = u(d)‘j;(”). (1.20)

nm)’

Démonstration. Considérons la somme de Newton Sp,(z" — 1) = ?:1(5%)"‘. Alors (1 —
EMSm(z" —1) =1-&" done, sin fm, on a Sy, (2" —1) = 0 et si n|m alors Sp, (2" —1) =
S#=51=mn. D’autre part, 2" — 1 = [ 14, Pa(z), si bien que :

(2" = 1) =) Sm(®y),
d|n

et donc, par 'inversion de Md&bius :
=Y Sp(a® = Du(B) = D du(Z). (1.21)

dln d|(m,n)

Si 'on fixe m, alors l'application a — S, (®,) est une fonction arithmétique multipli-
cative. En fait, grace a l'identité (1.9) ((ord(«),ord(5)) = 1 = ord(af) = ord(a)ord(53))
ona:si(pq) =1

{€:®p(&) =0} = {&1&2 1 p(&1) = Py(&2) = 0},

ce qui implique
Sm(Ppg) = Sm(Pp) - Sm(Pq)-
Partant du premier cas ou n = p®, 'identité (1.21) nous donne :
pp®)  sip®|m,
Sim(Ppe) = —p*~t s p® [ moet p* tm, (1.22)
0 sinon

Notons la factorisation de n par n = p{*. pk’“ et le nombre de diviseurs primitifs de
n par w(n).

o Supposons que n = p{* et considérons (1.22) dans le détail :
— Sipi* | m, alors d = =1, ce qui implique que

(n,m)
n (0%
pld) 2 — o) = p(657) = Sin(@,):
o(d)
— Si p{* | m avec pS* tm alors d = (njlm) =py, et ona:
p(n) p(p?) P p— 1) i1
d) == = u(p =(-1)- —————2 = 17" = 5,,(D,);
M()SD() ul 1)<P(P1) =1 p1—1 ! (®n)

— Dans le cas restant m contient au plus a1 — 2 fois p; dans sa factorisation et
n

) = ) m) est un multiple de p?. Ainsi, u(d) = 0, ce qui implique aussi :

N(d)iin; =0= Sm(q)n)Q
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26 CHAPITRE 1. POLYNOMES

Les trois possibilités ci-dessus impliquent a la fois que la formule (1.20) est vraie
pour tout n, w(n) =1;
o Supposons qu’elle soit vraie pour tout n, w(n) < k — 1. Si w(n) = k nous écrivons
_ — (p1 Q-1 — Ok _ )
n=p-qavecp=(p"...p,"7"), ¢ =p.*. Comme (p,q) =1 on a donc :

(m,pq) | m
(m.pg) |m o (m.pq) | (m.p) (m,q);
{(m,pq) g l<m’pq) » = [(m,pq) | (m.q) (P9 | (m,p)-(m; 0);
(m,pq) | ¢

Inversement, lorsque (p,q) = 1, ((m,p),(m,q)) = 1et (m,p) | (m,pq), (Mm,q) |
(m, pq) si bien que (m,p) - (m,q) | (m,pq), ce qui donne :

(m,pq) = (m,p) - (m,q), en plus ((Tf,pw 4(mq,q)> =1L

On sait que les trois fonctions ¢, 1 et n +— Sy, (P,) sont toutes multiplicatives, ce
qui entraine :

m,p)

Sm(®n) = Sm(®p) - Sm@’f]) = N(( L) e(p) ) 'N(( 75 (p(g)

pq ©(pq)

= (G- g e )

) v o(pqg) B n w(n)
= “((m,pq))so((nﬁq)) a ((m’ "))w(mrf”))’

et donc, (1.20) est vraie pour tout n, w(n) = k.
O

Remarque 1.19. Comme p(m) | ¢(n) si m | n (remarque 1.10), Sy, (Py,) € Z est entier
pour tout m =1,...,¢(n), et de plus :

Sm(®n)|o(12) =[S (Pn)| <1 = 7(Si(P)) < logyn? (1.23)
Lorsque m = 1, (1.20) devient :

S1(®y,) = Z exp B2T = 4y(n); (1.24)
1<k<n
(km)=1

D’autres propriétés de ®,, sont utiles pour le calcul. Elles seront expliquées dans une
autre partie ou I'on présente le calcul du polynoéme cyclotomique (sous-section 3.1).

1.3 L’application Doublage

La définition de T}, nous conduit a I'identité (1.7¢) : Ty(z+ 1) = 2F + xik Il est naturel
de considérer 'application doublage :

Définition 1.20. D est la transformation de Q[z] dans l’espace des polynémes a coeffi-
cients rationnels, de degré pair et réversibles, déterminée par :

D(P) = 298" . P(z + 1),

2. 7 est la taille binaire, qui sera mentionnée dans la Définition 2.1
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1.3. L’APPLICATION DOUBLAGE 27

Remarque 1.21. Si P € Q[z] est donné dans la base des polynémes unitaires de Cheby-
shev :

n
P(z) =po+ Y piTj,
j=1
on déduit immeédiatement :

n
j=1

Examinons quelques propriétés utiles de la transformation D.

Lemme 1.22. Pour tout f,g € Q[z], on a

D(f)-D(g) =D(f - 9); (1.25)

St lon a en plus deg f = deg g alors :
D(f +g) =D(f) + D(g). (1.26)

Démonstration. Les deux polyndémes D(f)-D(g) et D(f - g) sont de méme degré 2(deg f +
deg g) ; ils prennent la méme valeur pour tout = # 0 puisque :

D(f)(a) - Dg)(w) = 2%/ %57 (a4 1) - gla + 1)
= g @R S (f )+ 1) = D(S - g) o).

Ils sont donc identiques.
L’identité (1.26) est une conséquence directe de la définition de D, dés lors que deg f =
deg g. O

Supposons que g # 0, degg < deg f, q,r sont le quotient (noté Quo(f,g)) et le reste
(noté Rem(f, g)) de la division euclidienne f par g, c’est-a-dire que ¢, € Q[z], degr <
deg g et :

f=g-q+r. (1.27)

Substituons x par x + % dans de ’équation (1.27) puis multiplions des deux coOtes par
zde8f on obtient :

gdesf . f (x + %) - (xdegg g (x + %)) (xdegf—degg g (m + %>)
+ xdegf—degr . (xdegr o (.I' + %)) ’

ce qui implique :
D(f) = D(g) - D(q) + 298/ ~48" . D(r). (1.28)

Comme degr < degg = deg f — degr > deg f — degg + 1, alors :

D(f) =D(g)-D(g) (mod xe/ ~ezo+1), (1.29)

Lemme 1.23. Soit f,g deux polynomes dans Q[x] avec degg > 1, alors g | f si et
seulement si D(g) | D(f).

23 octobre 2015



28 CHAPITRE 1. POLYNOMES

Démonstration. Si f = g-q alors D(f) = D(g) - D(q) et D(g) | D(q);
Inversement, si D(g)|D(f), en considérant » = Rem(f, g), I'identité (1.28) fournit :

DU _ pyg) - 222 P0)

D(g) D(g)
D’apres la remarque 1.21, le coefficient constant de D(g) est le coefficient dominant de

g qui n’est pas nul, donc (D(g), x4 /~4°8™) = 1. Ainsi D(g) divise D(r) dans Q[z], mais
comme deg D(r) < deg D(g), alors D(r) =0 et r = 0. O

€ Q[z].

Terminons cette section par une conséquence importante des résultats précédents :

Corollaire 1.24. Soit f et g deuz polynéomes dans Zlz|. Alors on a :

D((f,9)) = (D(f),D(9)); (1.30)

Si plus u,v sont leurs coefficients de Bézout, i.e. f-u+g-v=(f,g) alors

D(f)-D(u) + D(g) - D(v) = D((/,9))- (1.31)

Démonstration. (1.30) est un corollaire direct du lemme 1.23;

L’expression (1.31) est une conséquence de la formule (1.26). En effet, (f, g) = f-u+g-v,
et comme deg(f,g) < deg f < deg(f - u), alors deg(f,g) < deg(g - v), ainsi deg(f - u) =
deg(g - v). O

1.4 Le polyndme minimal de 2cos *
Le polynéme minimal de cos 27” apparait régulierement dans la littérature : dans son
livre [Riv90, Chapitre 5], Rivlin considére le polynéme minimal de cos 27” comme un facteur
du polynéme de Chebyshev de seconde espece. Watkin et Zeitlin [WZ93] 'ont identifié
comme facteur de Tp11y/21 — T|(n-1)/2); Récemment, Bayard & Cangul [BC12] ont
publié une version modifiée de cette factorisation et ont exprimé ce polynéme minimal a
I’aide de I’inversion de Mobius.

1.4.1 Le polynéme minimal de 2cos” et le polynéme cyclotomique

Définition 1.25. Pour n € Ny, on définit M, comme étant le polynéme minimal de
2cos I dans Q[z]. On posera, par convention, M;(z) = 1.

L’application D, va nous permettre d’associer ®,, et M, et va nous permettre, entre
autres, de factoriser compléetement les polynémes unitaires de Chebyshev. Ceci complétera
une suite de résultats connus : en 1984, Hsiao a donné la factorisation de T,, dans [Hsi84];
en 1990, Rivlin [Riv90] qui a donné celle de U,,.

Il est tres intéressant que tous les coefficients de M, dans la base des polyndmes
unitaires de Chebyshev est exactement ceux de ®, dans la base des monémes, ce qui
suivra le fait que :

Lemme 1.26. Pour tout n € N, n >3, on a ®9, = D(M,).

Démonstration. D’apres la remarque 1.15, ®g,, € Z[x] est un polyndme unitaire réversible ;
De plus, la remarque 1.10 indique que deg @5, est un entier pair si bien que ’on peut poser
deg &3, = 2K (K € N).
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1.4. LE POLYNOME MINIMAL DE 2(305% 29

Supposons que

K-1
Dy (z) =1 + 22K 4+ Z cj (xj +x2K_j> + chK,cj c 7.
j=1

Considérons le polynéme dans Z[x], m,, = cx +ZJK:_11 ¢jTk—j+Tk. Par la remarque 1.21 :

Dy, est irréductible. D’apres le lemme 1.22, m,, est également irréductible.
Enfin, en utilisant 'identité (1.7¢), on a :

mp(2cos ) = mn(exp(%) + exp(_Tm)) =exp(—K7T) - ®ap (exp(%)) =0.

Ainsi m,, est un polynoéme unitaire irréductible dans Z[x] qui s’annule en 2cos 7. II est
donc nécessairement identique a M,,. ]

Remarque 1.27. L’idée d’utiliser la relation ®9,, = D(M,,) peut étre trouvée dans [Riv90,
Sec. 5.3].

Le lemme 1.26 nous permet de décrire immédiatement ’ensemble de racines de M, :

Corollaire 1.28. Pour tout n > 3, M, est un polynome unitaire dans Z[x] de degré @ ;

Ses racines sont 2 cos %’T, (k,2n) = 1, autrement dit
M, = H (z — 2cos &) (1.32)

1<k<n
(k,2n)=1

1.4.2 La factorisation des polynémes unitaires de Chebyshev

Pour la factorisation, nous montrons d’abord qu’il sera suffisant de considérer les M,
d’indices impairs :

Lemme 1.29 (M, avec n pair). Soit n un nombre naturel non nul que l’on écrit n = 2Fng
ot k > 1, ng impair. Alors

M, = Tor—1 sing =1 .
Mno o T2k sing > 1

Démonstration. Nous utilisons le méme argument pour les deux cas : si un polyndme

unitaire dans Z[z] de degré ‘P(gn), s’annule en 2 cos 7, alors il est égal a M,,.

Par exemple pour cas olt ng = 1 (c’est-a-dire n = 2F) :
Tyr-1(2cos ) = 2cos 5 = 0;

deg Tyr—1 = 21 = w(gk) ;

le(My,) =1c(Ton-1) = 1; O

La proposition qui suit reprend les résultats de Hsiao [Hsi84] et de Rivlin, [Riv90,
Chapitre 5] pour les polynémes de Chebyshev de premiére espece T, et de seconde espece
U, :
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30 CHAPITRE 1. POLYNOMES

Proposition 1.30. Pour tout n € N* si on écrit n = 28ng avec ng impair, alors T, et U,
se factorisent comme suit :

To(x) = [] Mygrsr(2); (1.33a)
dlno
ng— k
Unle) = (<15 T [Ma(=2) [] Mo ()] (1.33b)
dlng j=0

Démonstration. 11 est nécessaire d’utiliser la formule d’Euler n = 324, ¢(d) (1.11) plu-
sieurs fois.

o Factorisation de T}, : Pour tout d|ng :
T(2 cos grar) = 208 gy = 2c08(" )5 = 0= My orsr | Ty

La famille { M or+1,d|no} ne contient que des polynémes irréductibles distincts qui
sont tous unitaires et diviseurs de T,,.
La somme des degrés de ces facteurs est

> deg Mygrer = ) “D(d'#w

d|n0 d‘n()
2k+2
_ Z o(d P(2777) _ gk Z o(d
d‘no d|n0
= ano = degT,,

ce qui implique la formule (1.33a).
o Factorisation de U, : Pour tout djng et j =1,...,k :

T Sinndgj 1 s rngok—j
Un(2cos 557) = ———== = ——sin("22" /7)) = 0, donc M, 5;|Up;
S1n a2 S1n 427

Pour tout 1 < d|ng, on définit M 4(x) = My(—z), le polynéme minimal de —2 cos & =

2 cos @. La valeur de U, en ce point est :
(-vm _ SinntSp L " .
Un(2cos =77) = — @ T e sin(™(d — 1)2"7) = 0, donc M y|Up;
sin =~ sin *—=

2 cos ¢ dl) n’est pas racine de My et donc (My, M) = 1. La famille { M g, My, My; 4,d |
ng,j =1,...,k} ne comprend que des polynomes unitaires irréductibles distincts qui
sont tous diviseurs de U,,.

La somme de degrés des polynémes de cette famille est :

k k
S [deg Mg+ deg Myoi) = —1+ 3 (224 4 Zw
d|n0 jZO d|n0
k
— 1+ 3 (D LS ()2 = —1 4253 o(d)
d|n0 jZO dln[)

Enfin calculons le signe du produit : pour chaque 1 < d | ng, afin de rendre M (z) =

@ = @ fois. Le dernier

My(—z) unitaire, il faut changer son signe deg My =
signe sera donc :

»(d) no—1

(~1)2r<amg 2 = (—1)™
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Pour x = 2cost, en posant

cos(n + 3)t

Vale) = cos(t/2)

alors V,, ressemble au polynéme de Chebyshev original de troisieme espece (voir [MHO03,
Chap. 1]). Comme

cos(n + 3)2t
cost
=z - Vp(2cos2t) =z - V,(Ta(x)),

Tonti1(x) = 2cos(2n + 1)t = 2cost -

alors, en substituant n par 2n + 1 dans la formule (1.33a) on obtient :

@ Vo(Ta(2)) = Tonga(z) =[] Moa(2)

d|2n+1
=x- H My(Ts(x)).
d|2n+1
d>1

Ainsi V,, et Hdpn 11 Mg sont de méme degré et prennent la méme valeur pour tout x =
2cos(2t), t € (0,5). Ces deux polynomes sont donc identiques. Enfin, pour tout n > 3 :

Va(z) = [ Ma(x). (1.34)
d|2n+1

Conclusion du chapitre 1

1. Les propriétés du polynome de Chebyshev peuvent étre appliquées pour le polynome
unitaire de Chebyshev.

2. Le polynoéme cyclotomique est un objet classique de I’algebre qui nous permet d’éta-
blir les propriétés les plus importantes des polyndémes minimaux des nombres algé-
briques mentionnés dans ce travail. Nous avons rappelé des propriétés utiles de ce
polynome (section 1.2) parmi lesquelles I'expression de ses sommes de Newton.

3. En introduisant la nouvelle application D (section 1.3), nous pouvons faire immédia-
tement la transformation aller-retour des opérations arithmétiques entre la base des
mondmes et la base des polynémes unitaires de Chebyshev a ’aide de la remarque
clé 1.21.

4. Le polynéme minimal M;, de 2cos 7 est I'antécédent de @2, par D. Cette relation,
connue de Rivlin [Riv90], permet a Pauteur de retrouver les propriétés du polynéme
minimal M, (section 1.4) et également les factorisations (1.33) de T), et U,,, donnant
une nouvelle forme aux résultats de Hsiao (1984) et de Rivlin (1990),
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Chapitre 2

Opérations rapides avec les formes
de Chebyshev
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Résumé : Dans ce chapitre, nous construisons des algorithmes rapides dans Z[z] dans
la base des polyndémes unitaires de Chebyshev. Le terme rapide est compris comme
aussi rapide que dans la base des mondomes X.

Nous donnons d’abord une méthode pour calculer T, dans la base des monémes en
O(n) opérations arithmétiques, O(n?) opérations binaires.

Ensuite, nous considérons la multiplication et la division dans la base des polynoémes
unitaires de Chebyshev. L’application D : P + 98P P(z + 1/z) y joue un role tres
important : en composant avec D, la multiplication, la division, le calcul du pged, sont
équivalents aux calculs dans la base des mondmes.

Nous rappelons la stratégie Diviser pour Régner dans la section 2.3 pour détailler deux
situations qui seront utilisées plusieurs fois : (1) La multiplication de k polyndmes de
degrés inférieurs a d, présentés dans la base des mondmes par les coefficients de taille
binaires au plus 7 se fait en O(k*n7) opérations binaires; (2) La composition des
polynomes f et g peut étre exécutée en O(dd' (r(f) + dr(g))) opérations binaires.

En appliquant la stratégie Diviser pour Régner, nous développons des algorithmes
pour effectuer rapidement les changements de bases entre la base des monomes et la
base des polyndomes unitaires de Chebyshev en O(d? + dr) opérations binaires, ou d
et 7 sont le degré et la taille binaire des entrées.
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2.1 Reésultats utiles ou classiques

Pour commencer, nous rappelons quelques notions importantes de Calcul Formel et de
complexité.

Définition 2.1 (Taille binaire d’'un nombre rationnel). Soit n € Z*, on appelle la taille
binaire de n, dénoté 7(n), le nombre de bits nécessaires pour écrire n, i.e. 7(n) = 1 +
|logy [n|] ; Par convention 7(0) = 7(1) = 1;

Soit r = ¥ un nombre rationnel, u € Z,v € Z~o, (u,v) = 1. La taille binaire de r est
définie par 7(r) = max{7(u), 7(v)}.

Dans ce travail, quand on parle de la taille binaire, sans explication supplémentaire, il
est sous-entendu que les données sont entieres.

Notation 2.2. Soit K un anneau, B = (Bj,j € N) une base de K|z|, c’est-a-dire que
chaque polynoéme f € K|[x] s’écrit de fagon unique sous la forme :

d
f=f+> fiB; (fa#0).

j=1

Par abus de notation, on notera [B]f, la décomposition de f dans la base B. Quand B
est la base des polynomes unitaires de Chebyshev 7 = (1,7, k € Z~), on appelle [T]f
sa forme de Chebyshev.

Etant donné [B]f, nous définissons :
o Le coefficient dominant de f est fy, dénoté lc([B]f)!;
o Le j-iéme coefficient de f est f;, dénoté [B;f;
o Plusieurs normes peuvent étre définies, lorsque K = Z, Q, R.

T La norme infinie ||.||ccest la valeur absolue la plus grande des coefficients,
1Flloe = max(|£51);

T La norme Manhattan ||.||; est la somme de valeurs absolues des coefficients,

d
11l =D 1fl;
=0
T La "morme Chebyshev" ||.||r est déterminée sur 'anneau des formes de Chebyshev

dans R[z] : soit f = fo + Z?:l f;T; alors on définit

d
I£llr = 1ol + 2D 151
j=1

o La taille binaire des coefficients est le nombre minimal de bits permettant d’écrire un
coefficient quelconque de f :

8(f) = max{7(f;),7 =0,...,d};

Si K = Z on consideére :

8(f) = [ogs [[[B] f|l |-

1. lc : Leading Coefficient en anglais
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2.1. RESULTATS UTILES OU CLASSIQUES 35

Notation 2.3 (Les notations O et O). [GG13, Sec. 25.7]

- Une fonction partielle? f : N — R est dite asymptotiquement positive lorsqu’il existe
N € N tel que f(n) > 0 pour tout n > N ;

- Si f et g sont asymptotiquement positives, on dit que f = O(g) s’il existe une
constante ¢ > 0, un nombre entier positif N tel que f(n) < cg(n) pour tout n > N ;

Par exemple, f = O(1) implique que la fonction f est bornée.

- Si f et g sont asymptotiquement positives, alors on dit que f = (5(9) s’il existe deux
constantes ¢ > 0 et N € N telles que f(n) < g(n)(logy(3 + g(n)))¢?, pour tout n > N.

L’ajout du symbole = indique que les facteurs logarithmiques sont négligés. Par
exemple, O(nlogloglogn) pourra étre simplifié par O(n).

Les propriétés utiles de base pour O et @) pour les calculs de complexité sont :

Lemme 2.4. [GG13, page 720] Soit fi, f2, g1, g2 des fonctions asymptotiquement positives
telles que fi = O(g1) et fo = O(g2). Alors fi1+ fa = O(g1+ g2), f1- f2=0O(g1 - g2)-
De la méme fagon, si f1 = O(g1) et fo = O(g2) alors fi + fo = O(g1 + g2), f1- fo =

O(g1 - g2)-

Pour évaluer la complexité d’un calcul, on peut considérer sa complexité arithmétique,
c’est a dire 'ordre de grandeur du nombre d’opérations arithmétiques utilisées (dans un
anneau de base devant étre précisé) ou sa complexité binaire, ¢’est a dire I’ordre de grandeur
du nombre d’opérations machine réalisées (opérations de base - comparaison, addition,
soustraction, multiplication, division - entre entiers de taille fixe ou nombre flottants).

Dans ce travail nous utilisons régulierement deux symboles C'4 pour indiquer une
complexité arithmétique et Cg pour une complexité binaire.

La complexité (5(d) s’appelle quasi-linaire; (5(d2) s’appelle quasi-quadratique .

2.1.1 Les calculs efficaces dans la base des monomes
Multiplication

Le calcul du produit de polyndémes et d’entiers est au cceur de 'algorithmique effi-
cace en Calcul Formel. Pour multiplier deux polynémes de degrés d a coefficients dans un

d _d ,
anneau K, la méthode naive consistant a calculer successivement (Y ajz?)( Y bja?) =
J=0 Jj=0

> aibjm”j , requiert O(d?) opérations dans K. De méme, l’algorithme naif de multi-
0<i,j<d

plication de deux entiers & d chiffres demande O(d?) opérations.

Ces algorithmes ont été améliorés. Il est apparu plusieurs algorithmes de multiplica-
tion rapide, dont celui de Karatsuba, de complexité O(d**?), ainsi que ceux utilisant la
transformation de Fourier rapide, et qui ont des complexités quasi-linaires en d [GG13,
Chap. 8].

Définition 2.5. [GG13, Déf. 8.26] - Soit R un anneau commutatif avec unité. On appelle
la fonction M : N5y — R< un temps de multiplication pour R[z] si deux polynémes dans
R[z] de degrés inférieurs a n peuvent étre multipliés en utilisant au plus M(n) opérations
dans R.

- De la méme facon, une fonction M comme ci-dessus s’appelle un temps de multipli-
cation pour Z si deux nombres entiers de taille binaire au plus n peuvent étre multipliés
en utilisant M (n) opérations binaires.

2. Il n’est pas obligé que f est définie pour tout n € N.
3. Ici le terme 3 est ajouté pour que log,[3 + g(n)] soit asymptotiquement pus grand que 1.
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Proposition 2.6 (Multiplication rapide). [GG13, Théo. 8.23, Théo 8.24]

1. Soit R un anneau commutatif, alors deuz polynomes de degrés inférieurs a n peuvent
étre multipliés en M(n) = O(nlogylogyn) = O(n) opérations arithmétiques dans
R;

2. Deux nombres entiers de tailles binaires au plus n peuvent étre multipliés en
O(nlogy nlogy logy n) = O(n)
opérations binaires.

Corollaire 2.7. [GG13, Coro. 8.27] Deux polynomes dans Z[zx] de degré au plus n, avec les
coefficients de taille binaire inférieure d T peuvent étre multipliés en M(n,7) = O(M(n7+

nlogyn)) = O(nt) opérations binaires.

Division
Plusieurs opérations arithmétiques dans Z[z] dans la base des mondmes utilisent la

multiplication rapide, c’est le cas, par exemple, des différentes divisions (avec ou sans
reste) :

Proposition 2.8 (Complexité de la division). [GG13, Théo. 9.6, Théo. 9.8]

1. Soit R un anneau commutatif avec l'unité, f,g € R[z], deg f =n+m, degg=mn, ¢
est unitaire. Alors la division avec reste de f par g peut étre faite en utilisant

O(n 4+ m) opérations dans R ;

2. Soit a,b deuz entiers de taille binaire inférieur a n. Alors la division avec reste de
a par b peut étre faite en O(n) opérations binaires.

Proposition 2.9 (Sur la division exacte). [GG13, Théo. 9.6 et commentaires - page 261]
Soit f et g dans Z]z] de degrés au plus d avec les coefficients de taille binaire inférieure a
T alors :

1. 1l est possible de tester si f est divisible par g en (5(d2 + dt) opérations binaires.

2. En cas ou g | f, on peut obtenir le quotient 5 en (5(0%2 + dt) opérations binaires.

2.1.2 Calculer 7,, dans la base des mondémes

Le calcul T}, dans la base des monomes est un cas particulier du changement de base
que nous verrons plus tard.

Le polynéme de Chebyshev de premiére espéce vérifie de nombreuses relations, dont
beaucoup sont rappelées dans [Czil2]. A partir de la récurrence T,,41 = 22T, — T, _1, on
obtient par exemple :

o T = 3[(z+Va? = 1)" + (x = Va? = 1)"],

zx -1 0 0 ... 0
-1 2z -1 0 ... O
0 -1 2« -1 ... O
o T, est le déterminant de la matrice tri-diagonale
o o0 ... -1 2z -1
o 0 ... 0 -1 2z

o La famille (T),) est orthonormée pour la mesure v1 — z2dx sur [—1,1]. On obtient

_ n mn _l
T, = SV =22 (1 —a?)" 2
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(@]

Ils peuvent aussi étre générés par ’expansion de Taylor de la fonction

2

F<Z>:1(1+1_12;5+22)?

(@]

On peut les trouver comme solution de ’équation différentielle :

(1 —2*)T!(z) — 2T, (z) + n*Tp(z) = 0,

. e 0 si2|n 0 si (2,n) =1
a la condition initiale T/, (0) = n—1 , Tp(0) = no ;
(=1)"2 sinon (=1)2 sinon

n—1
. , il ([T ) Z (20 1) s
Enfin, il y a également la récurrence matricielle : (Tnl (x)) = ( 1 0 ) ( 1) .

Ces techniques sont toujours applicables au polyndéme unitaire de Chebyshev T;,. Nous pro-
posons une méthode différente permettant de calculer T}, avec une complexité arithmétique
quasi-linaire, en temps de calcul quasi-quadratique.

o

Un algorithme quasi-optimal pour calculer [X]|T,

Posons ¢ = |logyn]. On suppose que tous les Ty;,5 = 1,...¢ + 1 sont pré-calculés.
L’algorithme 2.10 suivant utilise la relation

Th—l-Tk)

X|T, =X
XV 2 = 1) (=

il ne demande que ¢ 4+ 1 multiplications et au plus £ + 1 divisions exactes de polyndmes
dans Z[z] exprimés dans la base des mondmes :

Algorithme 2.10 : Calculer T,

Entrées : n
Sorties : [X]T),

1 begin

2 l < |logyn]; Th + x;

3 pour ¢ < 0 a / faire

4 | Ty (z) = T5, () — 2

5 h%Qz;kﬂ—QeH;

6 répéter
j— (h+k)/2
8 Calculer Tj < [X ]M,
Tik—ny/2
9 sin > j alors
10 | h<j
11 sinon
12 L k<3

13 | jusqu’a ce que (n —h)(n —k) = 0;

14 retourner T,

Preuve de correction. Posons £ = |logyn], ho = 2¢, kg = 2 - 2¢ et I’'on dénote l'intervalle
i—iéme apparaissant dans le processus par [h;, k;].
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Par la détermination décrite et I’induction, nous avons

h; = \‘QZZJ L9t—i ok = ’72;’_2-‘ L9tf=i

Dong, si n est factorisé par n = 2% (2n’ + 1), Uintervalle (¢ — a — 1)—iéme sera déterminé
par deux points :

22(2n' 4 1)
2a+1

22(2n + 1)

en ce point la, la moyenne arithmétique de ces deux valeurs est bien n ce qui termine

I’algorithme. O

Exemple 2.11. n =37, ¢ = |logyn| = 5.
- D’abord on calcule Tl, TQ, T4, Tg, T16, T32, T64 ;

T T T: T.
- Partant de lintervalle [32,64], on calcule Tyg = %, Ty = %, T3 =
16 8
Dot Tao p _ Tss+Tao o Tho T 0 Svement
T, 138 T, T .
Au total nous avons dii effectuer £ + 1 = 6 multiplications de polynomes (T2,...,T5)

et £ = 5 divisions exactes de polynémes

Lemme 2.12. Soit n > 0 un entier naturel, alors 7(T,) < n—1. En posant { = [logyn|,
on peut calculer tous les Tor,k =0,...,¢+ 1 en O(n) opérations arithmétiques dans Z et
en O(n?) opérations binaires.

Démonstration.

1. Pour la taille binaire des coefficients de Tj,, signalons d’abord que T3(z) = x? — 3,
T3]l = 3 < 2%; Supposons que ||Tk|lcc < 2*~! pour tout k, 3 < k < n. Comme
Thy1 =21, —T,_1, alors

HT”'HHOO < HTnHoo + ”Tn—lHoo < on—l gn=2 ~gn

et on en déduit que ||T}11]/00 < 27 Par induction, ||T}, |l < 277! pour tout n € Nx3.
2. D’apres la formule (1.7b), on a Toy(x) = Ti(x)? — 2 ot deg Ty = k, 7(Ty) < k. Par le
corollaire 2.7, on calcule Tyrs1 & partir du The en O(2F) opérations arithmétiques, O(4%)
opérations binaires.

Au total, pour obtenir tous les Thr, k =0,...,¢ + 1, nous utilisons :

zéj O2%) = 02 = O(n)
k=0

opérations arithmétiques, et

opérations binaires. ]

Proposition 2.13. Soit n > 2 un nombre entier. On peut calculer T, dans la base des
mondmes en utilisant O(n) opérations arithmétiques, O(n?) opérations binaires.
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Démonstration. 1. Pour ce calcul de complexité, nous utilisons 1’algorithme 2.10.
1. On calcule d’abord tous les T,;, j = 0,...,f+1en C'S) = 6(n) opérations arithmé-

tiques ou Cg) = O(n?) opérations binaires d’aprés le lemme 2.12.

2. Quand les T5;,7 = 0,...,¢+ 1 sont calculés, nous effectuons au plus ¢ + 1 divisions
exactes ﬁi, ou h, k < 261 < 2n.
(k=h)/2

On remarque que deg(Ty + Tx) < max(h,k) < 2n; ||[Th + Tklloo < [|[Thlloo + | T%||c0 <

201 — 1 < 227 donc 7(T), + Ti) < 2n. deg Tp—pny2 = (k= h)/2 < n, 7(Ti—pn)y2) <
Th+T}

Tk—ny/2

calculés en 01(42) = (L+1)O(n) = O(n) opérations arithmétiques ou Cg) = (+1)0O(n?) =

O(n?) opérations binaires, car £ + 1 = [logy n].

(k—h)/2 < n. D’apres les propositions 2.8 et 2.9, les quotients peuvent donc étre

En résumé, la complexité du calcul de T, est : 01(41) + 01(42) = @(n) opérations arithmé-

tiques et C’g) + Cg) = @(nQ) opérations binaires. O

2.2 La multiplication et la division de formes de Chebyshev

L’ensemble de formes de Chebyshev dans Z[z] forme un anneau euclidien. Nous pro-
posons dans la suite des méthodes pour effectuer rapidement les opérations arithmétiques
dans cet anneau.

2.2.1 Multiplier deux formes de Chebyshev

Etant données deux formes de Chebyshev f et g dans Z[z] oul deg f = degg < d dans

la base T :
d

d
(T1f = fo+>_fiTy [Tlg=g90+ Y 9iT;,

J=1 Jj=1

supposons que 7 = max{77(f), 7r(g)}. Nous calculons [T](f - g).

Idée de I’algorithme

Dans son travail [Giol2] en 2012, Giorgi propose un algorithme permettant de mul-
tiplier deux formes de Chebyshev a l’aide de la convolution de Baszenski [Bas97]. Cette
méthode a été décrite a nouveau par Benoit dans sa these [Ben12] soutenue la méme année.

Il est possible d’adapter cette idée pour notre famille des polynémes unitaires de Che-
byshev. Le résultat suivant est une modification de [Bas97, Prop. 2.1] :

Lemme 2.14. Soit f = fo+ Z;l:l fiTi, 9 = g0 + 2?21 9;T; deuz polynomes dans Z[x].
Alors en posant :

d ' d ‘ 2d . d . d ‘ 2d
(Z fiz?) - (Z g;jv’) = Zaiﬂfl ; (Z fiz?) - (Z ga—ja’) = Zbifﬂz,
j=0 j=0 i=0 j=0 j=0 i=0

onaf-g=hy+ Z?il hiT; avec :

2bg — fogo, i =0;
hi = < a; +by—; + bgi — (fogi + figo), i=1,...,d—1; (2.1)
a”iu Z: 7...,2d.
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Démonstration. 11 suffit de regrouper les coefficients de chaque Ty, k = 1,...,2d dans
I’expression :

d d
Fra="rfoloo+X0T) +o0(fo+ X HT)+ X figi(Toes + Tiyp)-

j=1 j=1 1<i,j<d

O

Ainsi, pour multiplier [T]f avec [T]g, on peut calculer les deux produits (E?:o fiz?) -
(Z;l:o g;x?) et (Z;l:o fix? )-(Z?ZO ga—;’) dans la base des monomes, puis utiliser 'identité
(2.1) pour construire [T](f - g).

D’une autre facon, le lemme 2.14 peut étre expliqué d’une maniere beaucoup plus
simple. D’apres l'identité (1.25) D(f - g) = D(f) - D(g) et par la remarque 1.21, les coef-
ficients de [T](f - g) sont exactement ceux de [X]|D(f) - D(g), ce qui induit 'algorithme
2.15:

Algorithme 2.15 : Multiplication de formes de Chebyshev par le Doublage

Entrées : [T]f = fo+ -1 £}, [T]g = 90 + X4-1 9,T), 1.9 € Z[a]
Sorties : [T](f - g)

1 begin

2 L Calculer H(z) = Z?ig/ hatva—jz’ = D(f).D(g) (mod gd+d'+1y,

!
3 retourner hg + Z;-liii h;Tj

Preuve de correction. La correction de 'algorithme est évidemment corollaire de I’identité
(1.25). O
Complexité de la multiplication

Rappelons d’abord des évaluations des coefficients apres les opérations arithmétiques
dans la base des monoémes de I’anneau polynomial.

Remarque 2.16.
1. Pour tout f, g € R[a], pour tout k on a: |[z*](f +9)| = |[2*]f+[*]g| < [Iflloc+lg]loc

et |[e"](f - 9)| = |Cosicaon s figs| < (1+ min{deg £, deg g})||fllooglloc, alors il est

0<j<degyg
itj=Fk
clair que :
1+ glloo < 1flloo + llgllocs (2.2a)
1 - glloc < (1 + min(deg f,deg ) floclgloo- (2.2b)
2. En remplagant R par Z ou 7(f) = [logs(]| flleo)], pour tout f,g € Z[z] on a :
T(f +9) < max{7(f),7(9)} + 1; (2.3a)
7(f-9) < 7(f) +7(g) +logy(1 + min{deg f, deg g}). (2.3b)

Proposition 2.17 (Multiplication de formes de Chebyshev). Soit f et g deuz polyndomes
dans Z[z] de degré au plus d, tels que T7(f), 7r(g) < 7. Alors on a :

r(f - 9) < 71(f) + 77(9) + logy min(deg f, deg g) + 1; (2.4)

La forme de Chebyshev [T](f - g) peut étre calculée en (5(d) opérations arithmétiques,

O(dr) opérations binaires.
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Démonstration. 1. Appliquons l'algorithme 2.15. Vu le fait que 77 (f - g) = 7(D(f - g9)) =
7(D(f) - D(g)) (remarque 1.21, identité (1.25)), alors I'inégalité (2.3b) nous dit que :

7(f - 9) < T(D(f)) + 7(D(g)) + logy(1 4+ min{deg D(f), deg D(g)})
< 77(f) + 77(g) + logy min{deg f,deg g} + 1; (2.5)

Maintenant étudions la complexité. Le calcul comporte deux phases :

(1) Calcul du produit D(f)-D(g) dans la base des monémes. On a deg D(f), deg D(g) < 2d
et 7(D(f)), 7(D(g)) < 7. On utilise CS) = O(d) opérations arithmétiques (d’aprés
la proposition 2.6) et C’g) = O(dr) opérations binaires, d’aprés le corollaire 2.7.

(2) Collecter les coefficients de [T](f - g) dans D(f)-D(g). Cela utilise clairement au plus
01(42) = d opérations arithmétiques et au plus C’g) = dr opérations binaires.

La complexité de 'algorithme 2.15 est donc finalement donnée par 01(41) + 01(42) = O(d)

opérations arithmétiques, et C](gl) + 01(32) = @(dT) opérations binaires. O

2.2.2 La division euclidienne de formes de Chebyshev

Etant donnés deux polyndmes f et g de Z[x] tels que g soit unitaire?, deg f = d,
degg = d'. Alors il existe un unique couple (q,r) dans Z[x] x Z[z], avec degr < d’ et qui
vérifient f = g-q+r. On appelle g le quotient et r le reste de la division euclidienne de f
par g. On les notera ¢ = Quo(f, g) et r = Rem(f, g).

Si f et g sont donnés par leurs formes de Chebyshev :

d d’
=t =

7 =max{77(f),7r(g)}, alors on calcule les deux formes de Chebyshev [T]q, [T]r.

Idée et Algorithme

Il suffit de considérer le cas ou d’ < d. L’idée principale de la division est d’utili-
ser 'application D pour revenir a une situation dans la base des mondémes que l'on sait
résoudre.

D’apres la formule (1.29), signalons que si f = g - ¢+ r alors

D(f) =D(9) - D(q) (mod z~4+1).

Puisque g est unitaire, alors D(g) est également unitaire (remarque 1.21) et réversible.
C’est donc un élément inversible dans Z[z]/(z4~%+1). On a donc :

D(q) = D(f)-D(g)"" (mod z*~**1). (2.6)

La relation (2.6) fournit les d — d’ 4 1 premiers coefficients de D(q). Mais on a la remarque
1.21 confirmant que :

n n
Px)=po+ S pT; = D(P) = por" + 3 p;(a"H + 2",
Jj=1 j=1

4. On n’a plus besoin de cette condition si K € {Q, R}. Pourtant, afin de mieux expliquer avec la notion
de la taille binaire des coefficients, on restreint K = Z ou la condition est nécessaire.
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de plus degq = d — d', alors ces coefficients sont suffisants pour reconstruire [7](q).

Le probleme du calcul de linversion D(g)~! (mod 244 +1) a été déja résolu dans la
base des monémes X. Par exemple avec la méthode de Newton expliquée dans [GG13,
Chapter 9], on calcule successivement :

wo = 1,wp41 = wi(2 —wg - g) (mod 2

)
jusqu’a ce que 2*1 dépasse d — d’ + 1. Signalons :

Lemme 2.18. [GG13, Théo. 9.4, Théo. 9.6 et ses commentaires] Soit g un polynéme
dans K[z, £ € Nsq. Alors le polynéme w = g~* (mod z*) étant dans K[x]aeg<s peut étre
caleulé en O(0) opérations arithmétiques dans K °.

Quand K =7, g(0) =1, 7(g) = 7 alors 7(w) = O(¢7). Il est possible de calculer w en
O(£%1) opérations binaires.

Nous proposons 'algorithme 2.19 permettant d’exécuter la division euclidienne dans
la base des polynoémes unitaires de Chebyshev :

Algorithme 2.19 : Division euclidienne de formes de Chebyshev

Entrées : [T]f, [T]|g des f,g € Z|z], 0 < degg = d’, deg f = d, g est unitaire
Sorties : ((T]g, [T]r) ot g = Quo(f,), r = Rem(, g)

1 begin
2 sid < d' alors
L retourner (¢ =0, = [T]f)
4 Construire D(f), D(g)/* vu la remarque 1.21 */
5 Calculer w < D(g)~"' (mod x4~ 4+1);
, d—d'
6 Calculer § + D(f) -w (mod x4=¢+1); /x Dénotons = >, ;' */
i=0
g Aaa + St Na-ar—iT;
Calculer [T]r < [T](f — g~ a);
| retourner ([T]q,[T]r)

Preuve de correction. La correction de ’algorithme est confirmé par l'identité (2.6), la
remarque 1.21 et le fait que degg =d — d'. O

Exemple 2.20. f = —10— 7511 — 1715 4 7115 — 44T, + 80715 — 82715 + 62717,
g="T2+ 74T, + 615 — 9213 4+ 75Ty + 15 ;
1. deg f=7>degg=5;
2. On construit

(a) D(f) = 62 — 827 + 8022 — 44a3 + T1a* — 172° — 7525 — 1027 — 7528 — 172° +
71210 — 4421 4 80212 — 82213 + 6221 ;

(b) D(g) = 1+ 75z — 922% + 623 + Tdat + 7225 + 742% + 627 — 9228 + 7529 + 210
3. Faire I'inversion de Newton de D(g), { =d—d +1=3:

(a) wo « 1;

(b) wy + 1(2—D(g) 1) (mod 2*""") =1 — 75z;

(c) wy < (1—T52(2—D(g)-(1—75z))) (mod 2%) = 1— 752+ 571722 — 43568123 ;

5. Si£=2"kecNonaCs=3M()+ £ [GG13, Theo. 9.4]; sinon Ca = 5M(£) + £ [CC12].
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(d) Alors w = Rem(ws, z) = 1 — 75z + 571722 ;

4. Le quotient :
(a) @+ D(f)-w (mod z3) = 360684x% — 4732z + 62;
(b) on en déduit [T]q = 36068 — 47321} + 6274 ;

5. Lereste : [T]r = [T](f—q-g) = —25269666 — 263204797, — 225841175+ 3356164175 —
274823287 ;

Proposition 2.21. Soit f et g deur polynomes dans Z[x] donnés par leurs formes de

Chebyshev [T]f et [T|g tels que deg f = d, degg = d' < d, max(rr(f),7r(g9)) =7, g est
unitaire. Soit q le quotient et r, le reste de la division euclidienne de f par g. Alors on a

1. 71(q), 71 (r) sont les deux dans la classe O(dr) ;

2. Il est possible de calculer ([Tq, [T]r) en O(d) opérations arithmétiques, O(d>T) opé-
rations binaires.

Démonstration. Suivons les différentes étapes de 'algorithme. Commengons par calcu-
ler D(f) et D(g) en O(dr) opérations binaires. Nous avons 7x(D(f)) = 7r(f) < 7 et
Tx(D(9)) = 7r(9) < 7. _

Nous calculons ensuite w = D(g)~" (mod z4~%+1) en O(d) opérations arithmétiques
dans Z[z] et O(d27) opérations binaires d’aprés le lemme 2.18. Nous savons que 7y (w) =
O(dr).

La multiplication de D(f) et de w dans la base des mondmes requiert O(d) opérations
arithmétiques et (5(d27) opérations binaires d’apres le corollaire 2.7. La taille binaire de
G =D(f)-w (mod 2 ¥*1) est en O(dr) d’aprés Vinégalité (2.3b)6 et le fait qu'il suffit
de prendre les restes modulo z¢~4+1,

Ensuite nous déduisons ¢ a partir de D(q) = ¢ en O(d) opérations arithmétiques
(recopiage des coefficients de taille binaire O(dr)) et donc en O(d?7) opérations binaires.

Pour terminer nous obtenons [T]r = [T](f —g-q) en O(d) opérations arithmétiques et

O(d27) opérations binaires, en utilisant Pestimation (2.4) 7 on obtient 77-(r) = O(dr); O

2.2.3 Le cas de la division exacte

L’algorithme 2.19 de division euclidienne montre qu’on peut faire la division avec le
reste par une méthode similaire a celle utilisée dans la base des monomes.

I1 est souvent des cas (par exemple, ici pour le calcul des polynémes T}, par le premier
algorithme 2.10, ou plus tard, pour le calcul du polynéme minimal M, par ’algorithme
3.14) ou nous savons que le reste de la division est nul et nous n’avons besoin que du
quotient. Nous utilisons la remarque 1.21 permettant de passer de f a D(f) :

n

n
DO piTi) ="+ > pi(a™ + 2" ).
i=0 i=1

Le corollaire 1.24 nous indique que D((f,g)) = (D(f),D(g)) et D(f)-D(u)+D(g)-D(v) =
D((f,g)) ot u et v sont des coefficients de Bézout : u- f +v-g = (f,¢g). En utilisant la
proposition

Proposition 2.22. [GG13, Corollaire 11.14] Soit f et g dans Z[z] donnés dans la base
des monomes, degg,degg < d, 7(f),7(g) < 7 alors on peut calculer le pged(f,g)et les
coefficients de Bézout u,v satisfont u-g+v- f = ged(f,g) en O(d*T) opérations binaires.

6. 7(f - g) <7(f) 4+ 7(g9) + logy(1 + min{deg f,deg g}
7. 17(f9) <7r(f) + 77(9) + log, min(deg f,deg g) + 1
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Nous en déduisons

Corollaire 2.23. Soit f et g dans Z[x] donnés dans la base de Chebyshev deg g,degg < d,
t7(f),77(9) < 7 alors on peut calculer les formes de Chebyshev du pged(f,g) et des
coefficients de Bézout u,v qui satisfont u-g+ v - f = ged(f,g) en O(d*r) opérations
binaires.

En ce qui concerne la taille binaire des diviseurs, nous utilisons

Lemme 2.24 (Borne de Mignotte). [GG13, Theo. 6.33] Si f,h € Z[z], tels que h | f alors
Rl < 2987 f|loov/deg f + 1, ou bien

7(h) < degh + %logz(degf +1)+7(f). (2.7)
qui entraine

Corollaire 2.25. Soit f un polynome dans Z[x] de degré d, donné par sa forme de Che-
byshev [T]f alors, pour tout diviseur h de f on a :

Tr(h) < 7r(f) +2degh + %log2(2 deg f +1).
De l'identité (1.25) : D(f) - D(g) = D(f - g) et de la proposition 2.9, on déduit

Corollaire 2.26. Soit f et g deux polynomes dans Z[x] donnés par leurs formes de Che-
byshev [T1f, [Tlg tels que deg g < deg f = d, max(rr(f), 1 (g)) = T alors :

1. On peut décider si g | f en utilisant O(d) opérations arithmétiques ou O(d? + dr)
opérations binaires.
2. Sig| f alors le quotient [7'](5) peut étre caleulé en O(d) opérations arithmétiques

ou (5(d2 + dT) opérations binaires ;

Démonstration. Vu le fait que 77(P) = 7(D(P)) pour tout P € Z[z], nos conclusions sont
corollaires directs de la proposition 2.9 et l'identité (1.25). O

2.3 Stratégie "Diviser pour régner"

Un principe important dans la conception d’algorithmes efficaces est le paradigme
"Diviser pour Régner" . Il consiste & résoudre un probleme de taille n en le réduisant a un
certain nombre m de sous problémes de tailles 7> (le plus souvent m = 2) puis & combiner
les résultats efficacement. Nous allons utiliser cette stratégie pour d’une part calculer le
produit de plusieurs polynémes et d’autre part pour évaluer un polynéme.

Produit de plusieurs polynémes

Nous cherchons a calculer f = Hgf’;é j et nous supposons toujours que k = 2¢ (sinon
on considére £ = [log,(k+1)] puis on pose f; = 1 pour tout j = k,...,2°—1). La stratégie
"Diviser pour Régner" nous amene & calculer les noeuds sur l'arbre illustré par le schéma
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FIGURE 2.1 — Stratégie "diviser pour régner"

(2.8) ou l'on "divise" par m = 2 :

foo i foo fs  fa fs  fo o fr
NNy S
f1,0 fix fie f13
' '
f2,0 f2,1 (2'8)
b
f3.0

On calcule alors successivement :

foj=1f §=0,...,2 -1

feij = fe-12j fe-12j41, §=0,...,287¢—1
pour c=1,...,7,

enfin :  f = fyo. (2.9)

Remarquons que chaque f. ; est produit de 2¢ polynomes :

c

2¢—1
feg =TI fioess (2.10)
i=0
Evaluer un polynéme

Nous cherchons a évaluer

k—1 )
=21
=0
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Il est aussi possible de considérer k& = 2¢ (sinon on pose £ = [logy(k + 1)] puis on ajoute
fj = 0 pour tout j = k,..., 2¢ —1). Avec la stratégie "Diviser par 2 pour Régner", on se
ramene & calculer sur l'arbre illustré par le schéma (2.11) :

f°\+f1 vt fev? 4 fy0d Hfavt 4 f50° Hfe0b A fre0”
S0t Spp-v? +S12 - (v*)? +S513 - (v¥)°
S2.0 +5g,1 - v?
53,0
(2.11)
On calcule alors successivement :
Soj=1fj, 7=0,...,20~1 v = v,
Sej=Se—19j + Se_12j41 - Ve—1, j=0,...,27¢—1 ve = V2,

pour c=1,...,¢,
enfin :  f = 5. (2.12)

Remarquons que chaque S, ; se situe sur un segment de longueur 2¢ de f et que chaque
v, est une puissance de v :

21

Sej = D Fizesith; (2.13a)
i=0

ve = v2°; (2.13b)

2.3.1 Produit de plusieurs de polynémes

Avant de donner un algorithme pour le calcul du produit de polynémes, nous évaluons
la taille des coefficients du produit.

Lemme 2.27. Soit fy,..., fr—1 des polynomes dans R[z] tel que deg f; < d, || fjlloc < M
pour tout 5 =0,...,k—1 alors on a :

k—1
ITT fillo < (d+ 1) 10", (2.14)

j=0
Preuve du lemme 2.27. L'inégalité (2.14) est clairement vraie pour k = 1; Supposons
qu’elle soit vraie jusqu'a k :

I fo- - feoilloo < (d+ 1)F 1 M¥,
En appliquant l'inégalité (2.2b), on a :
I(fo - frm1) filloo < (d+1) x (d+ 1)F1ME > M,

ce qui montre la propriété (2.14) pour k + 1. O

En appliquant la stratégie "Diviser pour Régner" pour le produit de plusieurs po-
lynémes dans la base des mondmes, nous obtenons alors :
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Proposition 2.28 (Coiit de la multiplication de plusieurs polynémes). Soit fo, ..., fr—1
des polynomes de degré au plus d avec les coefficients entiers de taille binaire inférieure a
T, f= H?;& fj- Alors :

7(f) < k[T + logy(d + 1)]; (2.15)

On peut calculer [ en (5(k:d) opérations arithmétiques, @(k2d7) opérations binaires.

Démonstration. Dans notre cas ou K = Z, la condition 7(f;) < 7 équivaut a || f;[jcc <27
pour tout j =1,...,k — 1. L’inégalité (2.14) nous donne :

1£lloo < (d+1)F712%7 < [(d + 1)27]F,

ce qui prouve l'inégalité (2.15).

La suite de f.; est déterminée par les formules de (2.9), pour chaque ¢ = 1,...,¢,
et chaque j dans [0,...,2°°¢ — 1], nous effectuons la multiplication fe_12; + fe—1.2j+1
de polynémes de degrés inférieurs & d - 2°7! et de taille binaire inférieure a 2¢71[r +
logy(d + 1)](lemme 2.27). Chaque produit s’effectue en M (2°71d) opérations arithmé-
tiques et (5(26_1(1 2677 + logy(d + 1)]) = O(2%¢dr) opérations binaires. Le résultat du
produit est de taille binaire inférieure a 2°[7 + logy(d + 1)], en utilisant le lemme 2.27.

Finalement, & 'étape ¢ nous effectuons 2= M (2¢71d) = O(2¢1d) opérations arithmé-
tiques, ou 20¢O(2%¢dr) = O(2'*+°dr) opérations binaires.

Nous obtenons alors notre produit en 3¢, O(2¢-1d) = O(kd) opérations arithmé-
tiques et Y4, O(2¢+¢dr) = O(k?dr) opérations binaires, car k = 2¢, O

2.3.2 Composition dans la base de monémes

Une autre application du principe Diviser pour Régner est la composition de deux
polynomes.

Etant donnés deux polynomes f et g dans Z[z] dans la base des mondmes, plusieurs
méthodes ont été recommandées afin d’évaluer précisément l'expression de f(g(z)) : La
méthode de Horner [Knu97] ; La composition via la base de polynémes de Berstein [dB87] ;
L’algorithme basé sur I’évaluation des points engendrés par interpolation [Pan01, page 81|
etc. Le travail le plus récent [HN11] de Hart et Novocin était publié en 2011.

Commencons par évaluer la taille de nos objets.

Lemme 2.29. Soit P et g deux éléments de R[z|, avec deg P =k, degg =d', ||g]|lcc > 1,
alors
1P(g(2)lloe < 1Pl gl (@ + 1) (2.16)

Démonstration. Posons P(x) = po + ... + ppa®. Pour tout j = 1,...,k, en appliquant
inégalité (2.14) pour f1 =...=f; =gona ||¢/||c < (d' +1)77||g||,. On en déduit que

k k
1P(g(@) oo < D l1Pig’ lloo < [1Pllso D llg” loo-
j=0 =0

En utilsant (d’ +1)||glloc —1 > 1, on déduit que ||¢/||oo < (d'+1)7||g||ZFt — (@' +1)771|g|lL,
et donc

k k
Sl oo < - (@ + 1719l = (@ + 17 glds) < (@ + 1F gl
7=0 7=0
et le résultat s’en déduit. ]
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Dans [HN11], les auteurs ont choisi de diviser par m = 4. En supposant que 7(f),7(g) =
O(d'), ils ont obtenu [HN11, Théo. 2] affirmant que :

Le caleul de f o g en O(dd') opérations arithmétiques, O(d2d?logyd') = O(d2d’?)
opérations binaires.

Ici la condition 7(f),7(g) = O(d’) n’est plus nécessaire. Nous obtenons :

Proposition 2.30. Soit f et g deuzx polynomes dans Z|x], deg f = d, degg =d', 7(f) = 7,
7(9) = 7' alors

7(f(9)) <7+ (d+ 1) +logy(d +1)] =7+ O(d(7' + logy d)); (2.17)

_ On peut écrire f(g(z)) dans la base des monomes en O(dd') opérations arithmétiques,
O(dd' (T + dt')) opérations binaires.

Démonstration.
1. La taille binaire 7(f(g)) se déduit du lemme 2.29, en appliquant 7(f(g)) = [logs || f(9)]/co |-
2. Etudions maintenant la complexité. En utilisant le calcul selon le schéma (2.11) et
en substituant v = g¢, nous devons calculer d’une part, les ¢>°, pour ¢ = 1,...,¢, ou
¢ = [logy k] et les Sc; = Sc—1,25 + Se2j+1 -928_1 d’autre part. Avec un indice ¢, dénotons
7. = max{7(S¢;), 7}
2.1. Calculons d’abord les ¢2°,¢ = 1,...,£. Pour chaque ¢ nous déduisons ¢>° de 92871
en M(2¢71d', 2¢7") = O(22¢d'")opérations binaires ou en M(2¢~1d') opérations arithmé-
tiques.

D’autre part nous avons :

t degg® =2°71d';

T Appliquons le lemme 2.27 pour fy =... = fye-1_; = g, on obtient
(¥ ) < 27 +logy(d + 1)) (2.18)
Le calcul de tous les ¢>°, ¢ =1, ..., ¢ utilise donc :
-1 N
=) M(2d) = Z O2¢d') = O2'd) = O(dd')
c=0

opérations arlthmethues;
Z OME,(g?))) = Y- B (2 +logs(d + 1))
=0
= ZO (4°d'r’y = O(4'd't") = O(d*d'r")
operatlons binaires.
2.2. Nous devons calculer ensuite, quand ¢ étant fixé, les 2¢=¢ produits
Sej = Sc—1.2j + Sc—1,2j+192071

Pour chacun de ces produits, on a deg S._1; < 2¢71d’ et comme Se—1,j est déterminé par
la formule (2.13a), on peut appliquer le lemme 2.29 pour obtenir :

Te—1 = maX{T(Schj), ]}

< (27 ) Hlogy(d +1)) = 7+ O(27H(+ +logy d)) ; (2.19)
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En résumé, chaque calcul de S.; contient une multiplication et une addition polyno-
miale dont la taille d’entrées est expliquée ci-dessous :

t deg Se—1,2j,deg Se—1,2j+1 < (271 — 1)d’, vu la formule (2.13a) avec v = g;

Te—1 est borné comme expliquée dans 'inégalité (2.19);
f degg® " =271d,

(g% ") est bornée par 271 [' +log,(d’ +1)] comme confirmée par 'inégalité (2.18) ;
T La taille binaire du produit est évaluée par l'inégalité (2.3b). Avec la taille de

c—1 . . A s 7 .
Se—1,2j+1 et de g2 qui vient d’étre évaluée on obtient

—1

7(Se-127019% ) < Te1+7(g% ) +logy(2°d) = T+O(2°( +logy(d'+1)). (2.20)

Le calcul de tous les S, ; utilise donc :

¢ l ¢
01(42) _ Zl 25—0<M(20—1d/) 4+ Qc—ldl) — Zl QZ—CO(QC—ld) — Zl 26—00(20—1(1) — O(dd/)

opérations arithmétiques;

c—

¢
Cg) = Z 2£_C(O(M(2C_1d’, max{7e_1,7(g% 1) +2°'d max{r._1, T(Sc71,2j+1920_1)})
c=1

cotit de la multiplication cott de laddition

y4
= O (Z 2671(1/ [max{Tc_l, T(QQC_l)} + max{rc_l, T(SC_LQj_i_ngC_l)}})

c=1

l
=0 (Z dd’ [T + (5(26[7" + logy(d' + 1)])}) , utilisons les évaluations (2.18), (2.19) et (2.20)
c=1

= O(dd' (1 + dr')) opérations binaires.

Finalement la complexité de la composition est :

Ca= 1(41) + C,(42) = 0(dd) opérations arithmétiques,
Cp = ,(91) + Cj(g?) = 6(dd/(7' +dr')) opérations binaires.

2.4 Changement de base

Une fois donnée une base B de K[z], le probléeme du changement de base est naturel-
lement demandé, ce qui comprend deux sens :

Expand,, Etant donnés «y,...,an—1 € K, calculer les coefficients dans la base des
A _ n—1 __ ..
monoémes du A = o o;Bj;
Decomp,, Réciproquement, étant donné le polynéme A dans la base des mondmes, re-
trouver les o, c’est-a-dire décomposer A comme une combinaison linéaire des B;.

L’algorithme naif demande O(n?) opérations arithmétiques dans K pour les deux sens,
pourtant il existe des méthodes plus rapides.
Il y a des algorithmes rapides connus pour quelques problémes étroitement liés qui

permettent de déduire rapidement des algorithmes pour Expand,,, par exemple : la ques-
n—1

tion est de calculer les valeurs [ag,...,a,—1] — {Z oziBi(xj)}
i=0 0<j<n

g AT

, OU Tj = COS 57
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dans [PST98], ou bien le probléme transposé de calculer 'application [ao, ..., an—1] +
n—1

{Z a,-Bj(xi)] mentionné dans [DHJRI7].

i=0 0<j<n

En ce qui concerne le probleme Decomp,,, des travaux ont traité le cas d’une base
particuliere comme [Fru95] (publié¢ en 1995, pour la base de Legendre), [Pan98] (en 1998,
pour la base de Chebyshev), [LRC07] (en 2007, pour la base de Hermite) pour approcher
la complexité arithmétique O(M(n)logyn).

En 2008, Bostan, Salvy et Schost, dans [BSS08] ont résolu les deux probléemes sur
quelques bases classiques comme celles de Jacobi, Hermite, Laguerre, etc. a la fois, et en
2010, ces auteurs arrivent a une conclusion générale pour toutes les bases orthogonales :
Théoréme [BSS10, Théo. 1] Les deux problémes Expand, et Decomp,, peuvent étre
résolus en complexité arithmétique Cqx = O(M(n)logyn).

Parlons particulierement de la base des polynémes de Chebyshev de type original,
Benoit [Ben12, Chap. 3|, en 2012, est parti de l'idée dans [BSS08] pour proposer une mé-
thode permettant de faire ces changements de base en O(M (n)) opérations arithmétiques.

Comme notre base 7 est une base orthogonale de Z[z], on est dans un cas particulier
du changement de base. Il est donc impossible d’améliorer la complexité arithmétique
du calcul. Par ailleurs, nous nous inspirons la méthode de Bostan et al. [BSS10] afin de
construire des algorithmes simples en utilisant la particularité des polyndémes unitaires de
Chebyshev, et d’analyser la complexité binaire du calcul.

2.4.1 Calculer la forme de Chebyshev d’un polynéme

Une fois que l'on sait multiplier rapidement dans la base des polynémes unitaires de
Chebyshev, cette multiplication nous aidera a transformer de la base X & la base 7.
Etant donné :

d
f(x):Zajmj, d:2€—1’ T(f):T,
=0

nous allons calculer [T]f.
En déployant le schéma (2.11) avec v = T) et la multiplication dans la base des
polyndmes unitaires de Chebyshev, la suite a calculer successivement devient :

Soj=aj, j=0,...,2°~1 vo =T1,
Se;=[T] (Sc—1,2j + Sc—1,2j41 - Uc—1>7 j=0,...,2°-1 ve = [TIvZ4
pour c=1,...,¢,
enfin :  [T]f = Spo. (2.21)

Il est toujours vrai que chaque S, ; est la forme de Chebyshev déterminée sur un segment
de longueur 2¢ de f, chaque v, est la forme de Chebyshev d’une puissance de x :

2¢—1

Sej =[T] Y ajoeyiat; (2.22a)
=0

ve = [Tz, (2.22b)

L’algorithme 2.31 réalise ce calcul permettant de trouver la forme de Chebyshev de f.
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Algorithme 2.31 : Calculer la forme de Chebyshev

Entrées : f = Y% ;2
Sorties : [T]f = fo + Zf-lzl il
1 begin
2 | L[4 Tve T2,
3 pour j < 0 a { faire
4 | Sej ag+agp1-Th
répéter
c+ c+1;
pour j < 0 a |£] faire
L Sej  [T1(Se—1,25 + Se—1,2j4+1 - v)

9 v [T](0?);

4
10 (< |5]
11 jusqu’a ce que ¢ = 0;
12 retourner S.g

Preuve de correction. 1l est évidence que ’algorithme va sortie la forme de Chebyshev de
f aprés |logyn| étapes. O

Lemme 2.32. Soit n un entier positif alors on a :
[[T]z" e <2™ 5 7r(2") <n. (2.23)

Démonstration. Rappelons 'identité (1.2a) :

e 14(—1)"
e = Y () Th-an(z) + 75 ~(1n)2))-
k=0
Pour tout k on a () < 2" donc ||77(2")||ee < 2" et 77 (z") < n. O

Proposition 2.33 (Changement de X a T). Soit f un polynome a coefficients entiers
dans la base de monomes, deg f = d alors :

r(f) < 7(f) +d+1; (2.24)

On peut calculer la forme de Chebyshev [T]f en O(d) opérations arithmétiques, O(d?+dr)
opérations binaires.

Démonstration. 1. En ayant f = Z;l:o aja:j, laj| < 27Vj =0,...,d, nous regroupons les
coefficients de T}, (k=1,...,d) : dans a;27 il y en a au plus

a;[[[T]2 |loo < a; - 2 <277,
alors le coefficient [T;]f est borné : |[Ty]f] < (Z;lzo 2 )QT < 24127 On en déduit :

71 lloo < 27F9H,

ce qui prouve (2.24)
2. Afin d’évaluer la complexité, nous utilisons l’algorithme 2.31 en considérant que
d =2 —1, le calcul peut étre partagé en deux parties :

23 octobre 2015



52 CHAPITRE 2. OPERATIONS RAPIDES AVEC LES FORMES DE CHEBYSHEV

2.1. Calculer tous les [T]a2", ¢ = 1,.. ., £ est fait successivement par [T]22" = [T](2%)%, ¢ =
0,...,¢ — 1. Appliquons la majoration de la taille du produit (proposition 2.17) avec
deg 2% = 2¢, 7 (2%) < 2¢ (lemme 2.32), sous I’aide de la proposition 2.6 et du corollaire
2.7, ce calcul utilise :

-1 -1
CS) = Z M(29) = Z (5(20) = 6(26) = @(d) opérations arithmétiques,
c=0 c=0
-1 -1 N
Cg) = Z M(2¢,2°) = Z o4 = (’)(dg) opérations binaires ;
c=0 c=0
2.2. Calculer tous les S ; : pour chaque ¢ = 1,...,¢ nous faisons 26=¢ fois le calcul

Sej = [T1(Se—1,2; + SC_1,2j+1m2C_l) i.e. une addition et une multiplication dans Z[z] en
une fois, dans la base T, dont les termes sont de taille comme suit :

t[T12% " dega® ' =271 et dapres le lemme 2.32 :

() < 27! (2.25)

T 5071,2]', Scfly2j+1 : vu la définition (2.22&) deg Sc,l,gj,deg Sc71,2j+1 < 20—1 — 1, en plus
avec 1’évaluation (2.24) :

Te—1 = max{77(S.—1;)j =0, of—etl _ 1 <r42t 41, (2.26)

T Selon l'inégalité (2.4), le produit [T](Sc—1,2j+1 - 22°7") possede les coefficients de taille
binaire bornée par :

7'7'(507172j+1 . l’2071) < Te1 + TT(IL‘2C?1) + log2(2c_1) +1=7+ 0(26) (2.27)

Sur les opérations dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev, utilisons la
proposition 2.17 pour la complexité de la multiplication, avec les bornes des tailles des
coefficients (2.25), (2.26), (2.27), alors le calcul de tous les S. ;, ¢ =1,..., ¢ utilise :

l l
C’E) => 2 eM2e ) 4267t —1) = > O(271) = O(d) opérations arithmétiques ;
c=1 c=1
(2) -1 ~ c—1 c—
Cyl =Y P ((’)(2071 max{7._1, 77 (x> )}) +2° T max{r._1, 77 (Sc_1.2j+12° )})
i=1 colit de la multiplication cotit de I'addition
l l
=O(2 Y (r+ 2 ) 42 Y (4 0(29))

c=1 c=1
L
=027+ o 2°71))) = O(d? + dr) opérations binaires ;
c=1

En résumé, la complexité globale du calcul est :

Ca= 1(41) + Cf) O(d) opérations arithmétiques,
Cp = g) + 01(32)

O(d? + dr) opérations binaires.

O]
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2.4.2 Développer une forme de Chebyshev

Etant donné la forme de Chebyshev du polynéme f € Z[z] :
d
f@)=fo+ > fiTj(x), d=2—1 (2.28)
j=1

pour obtenir son expression dans la base X des mondémes, I’idée est d’utiliser une récurrence
matricielle permettant d’appliquer le schéma de calcul (2.11).
Comme Bostan et al. ont fait dans [BSS10], la récurrence T,, = xT,,—1 — T),—2 implique

que
T | T v |0 1
Ti1| i |To| .
jln]_){ [TI] Vi € N.

Parce que Ty = 2, la formule (2.28) devient :

L]+ fo= {fo f1} lTl_ + [fz f3}

T: Ty

Tz +...+ [fdfl fd] l %dll
To
T

= {fo fl} [% + [f2 f3] X? T

4+ ...+ {fd71 fd} (X2)2Z7171 [TO]

=[[fo Al+[f B X2+ [fa fg XY Eﬂ (2.29)

Le probléme se ramene a calculer la matrice f* de taille 1 x 2 comme suit :
e—1_
=l Al+[f B X2+ 4 [fan £ (XHFT (2.30)

Divisons par 2 pour régner, comme expliqué par le schéma (2.11), la suite des calculs
s’explique par :

So,j = {fzj f2j+1} , j=0,...,251 -1 v = X2,
chj = Sc—l,Qj + Sc—l,2j+l “Ve—1, J=0,... ,26_0_1 —1 Ve = Ug_1
pourc=1,...,¢0—1,
enfin :  f* = Se-1,. (2.31)
Signalons que
Ve = X2c+1- (232)

On considere d’abord le calcul des X™

Lemme 2.34.
1. Pour tout m € Zsg on a 7(X™) <m;

2. Soit d =2 —1 alors il est possible de calculer tous les X% ¢=0,....0—1en 6(d)
opérations arithmétiques, O(d?) opérations binaires.
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Démonstration. Car Uy =0,U; =1, Upy1 =2U, —Up_1 :
10 1] |=Us Uy
X = [—1 x] a l—Ul U2‘| ’
par une simple induction nous avons :

(2.33)

X" — [_Unl Un ] )

_Un Un+1
Mais on a la formule (1.3) : U,, = 2T/ et d’apreés la preuve du lemme 2.12 || Ty, |l oo < 2771,

T m
alors pour tout m,
T(Um) <m—1, (2.34)

ou bien
T(X™) < m.

(& . N .
Pour calculer tous les X2°, remarquons que l’on a les deux formules suivantes & 'aide
des transformations trigonométriques élémentaires :

2Up+1(x) = xUp(x) + Ty (z); (2.35a)
To(z) = Upg1(x) + Up—1(2). (2.35b)

Dong, il est possible d’obtenir tous les X2°, ¢ = 0, ... ¢ avec I'algorithme 2.35 :

Algorithme 2.35 : Calculer X™
Entrées : / € Z~
Sorties : {X%*,c=0,...,0}

1 begin

2 Calculer tous les Toe,c =0,...,¥4;

3 pour m € {2 c=1,...,(} faire

4 Up + =T! ; /* Vu (la relation 1.3) */

5 Un+1 < %(CEUm + Tn);/* Vu la relation (2.352) */

6 Un—1+ Ty —Upy1; /* Vu la relation (2.35b) x/

—Un—1 U,

7 retourner X" = i m
On sait que tous les The,c = 0,... ,£ peuvent étre calculés en (5(d) opérations arithmé-
tiques, O(d?) opérations binaires (lemme 2.12), ce qui prouve le lemme 2.34. O

L’algorithme 2.36 suivant nous permet de faire le changement de 7 a X :

Proposition 2.37 (Changement de T & X). Soit [T]f une forme de Chebyshev dans Z|x|
tel que deg f =d, 77(f) = 7. Alors

T(f) <or(f) +d+1; (2.36)

Il est possible d’écrire f dans la base des monomes en 6(d) opérations arithmétiques,
O(d? + dr) opérations binaires.
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Algorithme 2.36 : Développer une forme de Chebyshev

Entrées : f = fo + E?Zl fil;
Sorties : [X]f = 2L ;"

1 begin

2 4 [2]5c40;V + X2,
3 pour j < 0 a / faire

4 | Sej < [f2j fajn]

5 répéter

6 l+ L%J,

7 pour j < 0 a { faire
8 L Sc-i—l,j — 5072]‘ + Sc,2j+1 -V
9 cc+1;V « [X]|VZ
10 jusqu’a ce que ¢ = 0;

11 retourner S. - Lj — fo

Démonstration.

1. Pour la taille des coefficients de [X]f, remarquons qu’'on a 7(7,,) < n — 1 (vu la preuve
du lemme 2.12). Dans la formule (2.28), pour tout 1 < k < d, [z*]T; <29 Vj =0,...,d.
En collectant les coefficient de ¥ on a :

d d
[2*1f < DIl Tlloo < Tl D27 < 27274,
j=0 =0
on en déduit donc I'évaluation (2.36).

2. Afin d’évaluer la complexité, il y a des données intermédiaires & pré-évaluer :

2.1. D’aprés le lemme 2.34, le calcul de tous les X2, ¢ =0,...,¢—1 utilise 01(41) = @(d)
opérations arithmétiques, C’g) = (7)(d2) opérations binaires.

2.2. En ce qui concerne la taille des S, ¢ =0,...,¢, 7 =0,.. L, 2be1 Se,j est une
matrice de taille 1 x 2, s’écrit S ; = {Pcyj Qc,j}. Vu deux formules (2.31) et (2.33) :

{Pc,j Qc,j] = {Pcfl,2j chl,2j} + [Pc—1,2j+1 Qc71,2j+1} X%

(2.33)
= [Pcfl,zj — Pe12j41U2c1 — Qe—12j41U2¢ Peoq 25 + Pe_12j41U2¢ — chl,2j+1U20+1}

(2.37)

Considérons Iidentité (2.37) on peut remarquer deux informations concernent S ; :

(i) Car deg Py; = degQo; =0(j =1,... 20=1 _ 1), par I'induction sur lidentité (2.37)
nous arrivons :

deg P.j < 2°—3,degQ.; <2°—2 (j=0,...,27¢71). (2.38)

(ii) Ensuite évaluons 7. = max{7(S.,j),j = 0,...,2771} pour ¢ = 0,...,£ — 1. En
appliquant la remarque 2.16 pour I'identité (2.37) on a :

Te < Tee1 + 7(Ugeq1) +logydegUsey1 +2 =71 +2°4+¢c+3 (2.39)
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Ecrivons 'inégalité (2.39) successivement jusqu’au 79 = 7 on obtient :

c—1 c—1

Te<To+ > P+ 3 (j3) =74+ 20 4 €2 — 1y 0(29). (2.40)
j=0 j=0
2.3. Bri¢vement, pour chaque ¢ = 1,..., ¢, nous faisons 2(=¢~1 calculs expliqués par la

formule (2.37) dont leurs entrées sont de taille comme suit :

T degU, =m—1, 7(Up) < m;

T deg Pej <2¢—3,degQc; < 2°—2;

t Tec1 = max(7(Pe_14),7(Qc-1;),7 = 1,...,27¢) est majorée par T + O(2¢) comme
indiqué dans I'inégalité (2.40);

T La taille binaire des produits présentés dans la formule (2.37) peut étre bornée grace a
Iévaluation (2.3b) :

max{7(Pe—1,2j41U2:-1), T(Qc—1,2j41U2¢ ), T(Pe—1,2j41U2¢ ), T(Qe—1,2j+1U2c41) } <
Te—1 +2°+10gy(2°+ 1) =7+ O(29). (2.41)

La complexité de la multiplication et de ’addition dans la base des monomes est men-
tionnée par la proposition 2.6 et le corollaire 2.7. Nous appliquons deux résultats avec les
données de degré au plus 2¢+ 1 possédant les coefficients de taille binaire 7+ O(2¢). Alors
la complexité du calcul de tous les S ; est :

P = i(%—c—l.(w(r—l) +2.2°71))

c=1

= 121 4 1O(2%) = O(d) opérations arithmétiques;

L
Cg) = Z 207 (UM(2°7L 7o q) + 2°(7 + O(29))), par I'évaluation (2.41)
c=1

4

= 25(5(222(7 +0(29)) + 271+ 200(3- 27

c=1 c=1

= 02 + 22 )T + 12717 4 20(241)) = O(d? + dr) opérations binaires ;

Finalement, la derniere complexité du calcul est :

Ca= ,(41) + 0512) = O(d) opérations arithmétiques,

Cp = Cg) + 01(32) = O(d* + dr) opérations binaires.
O
déf

Remarque 2.38. Considérons la base des polyndémes de Chebyshev classique T =
{T,,n € N}, notre méthode permet de faire le changement entre X et 7 en méme com-
plexité :
1. Etant donné f = Z;-lzl ajx?, T(f) =17
(i) En écrivant d’abord 2¢f(x) = f(2z) gratuitement, on a 7/ « (f)=7+0(d);
(ii) Ensuite on applique P'algorithme 2.31 avec 'entrée [X]f pour obtenir [T]f en
Cp = O(d? + dr'") = O(d? + dr) opérations binaires, cela nous donne :

d
2'f(2) = f(2x) = fo + D [;T;(2x)

=1
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(iii) Finalement, grace a la relation 2T (z) = Ty(2x) on obtient [T]f par :
Jo < f
=34 Z =

2. Inversement, avec une forme [T]f = fo + 2?21 fiTj (7#(f) = 7) donnée, on peut
faire successivement :

(i) Réécrire
d d
2f(z) =2fo+ > fi-2T(x) =2fo+ > f;T;(2x
s =1

(ii) Appliquer lalgorithme 2.36 pour la forme 2 fy + Z;l:l f;T; dont les coefficients
sont de taille binaire au plus 7+1, on utilise Cp = O(d?+d(7+1)) = O(d*+dr)
opérations binaires pour obtenir :
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Conclusion du chapitre 2

En utilisant 'application D et a l'aide de la stratégie Diviser pour Régner, nous avons
proposé des algorithmes et analysé leur complexité :

1. Ty, Uy peuvent étre calculés dans la base des mondmes en complexité C'y = @(n),
Cp = O(n?), (algorithme 2.10);

2. Les opérations arithmétiques de Z[x] (multiplication, division euclidienne, test de
divisibilité, calcul de pged, calcul des coefficients de Bézout) dans la base des po-
lyndémes unitaires de Chebyshev peuvent étre exécutées aussi rapidement que dans
la base des monomes (algorithmes 2.15, 2.19);

3. Le produit de plusieurs polynémes et la composition dans la base des mondmes
peuvent étre calculées assez rapidement (propositions 2.28,; 2.30);

4. Avec I'entrée de taille (d, 7), le changement de base entre X' et 7 peut étre fait en

complexité Cy = O(d),Cp = O(d? + dr) (algorithmes 2.31, 2.36).
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Chapitre 3

Calcul des polynéomes minimaux
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Résumé : Nous étudions le calcul du polynéme cyclotomique ®,, et du polynéme
minimal M, de 2 cos 7. Nous démontrons que ®,, peut étre obtenu en 6(n) opérations
arithmétiques, par rapport & O(2¢(™ . n) évaluée par Arnold et Monagan en 2010.
Pour M, la représentation dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev peut
étre calculée en complexité binaire O(n?2).

Nous en déduisons le calcul de ®,, en 6(n2) opérations binaires.

Dénotons P l'ensemble de nombres premiers. Soit n un entier positif, nous considérons
toujours sa factorisation standard :

n:2h~p‘f1p§‘2...pgk, 2<pi<p2<...<prL€P,h>0,0j >0),

Le nombre 2min{h1ty,  pp s'appelle le radical de n. On dénote aussi ng = p ...px le
radical de la partie impaire de n.

k est le nombre de diviseurs premiers impairs de n. D’autre part, le nombre de tous
les diviseurs premiers de n est expliqué par une fonction arithmétique connue dénotée par
w(n) L.

Le nombre de diviseurs de n est dénoté d(n). Il est classique que d(n) = (h+ 1)(a; +
1)...(ag +1); Evidemment d(n) < n.

Calculer la valeur de la fonction d’Euler

Nous présentons d’abord quelques résultats concernant la factorisation de nombres
entiers et le calcul de la fonction d’Euler qui sont trés proches du calcul de ®,,(z).

Le cotit de la factorisation d’un nombre entier est un probleme classique du Calcul
Numérique. On a :

1. alorson a : w(n) =k + %—1)”
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Lemme 3.1. [Mil76, Théo. 3], [GG13, Coro. 19.4, Table 19.1] Soit n un entier positif,
alors on peut factoriser n et calculer o(n) en O(n'/*) opérations arithmétiques, O(n/*)
opérations binaires.

Remarque 3.2. Pour tout diviseur d de n, vu la remarque 1.10, ¢(d) | ¢(n) < n, alors
7(p(d)) < 7(n) <logyn.
On en déduit

Corollaire 3.3. Soit n = p{*...p.* alors on peut calculer tous les ¢(d), et les p(d), d | n
en O(n) opérations arithmétiques, O(n) opérations binaires.

Démonstration. Partons de la factorisation n = p{ ...pp* que nous obtenons en (5(n1/ 4
opérations binaires. Pour chaque p;, nous avons ¢(p;) en O(log, n) opérations. Calculons
tous les diviseurs d = p|" .. .p’g’“ de n dans un tableau, en gardant ’ordre lexicographique
sur les exposants. Leur nombre est inférieur a n. Chaque nouveau diviseur est obtenu en
multipliant le précédant par un p;, ce qui cotte O(logyn) opérations binaires. Pour ce
diviseur, nous obtenons ¢(d), soit en multipliant par ¢(p;) = p; — 1, soit en multipliant
par p;, en O(log, n) opérations binaires. A la fin, nous obtenons tous les (d, o(d), pu(d) en
O(nlogyn) = O(n) opérations binaires. Le nombre d’opérations arithmétiques utilisées
est donc C4 = d(n) < n. Vu le cott de la multiplication de nombres entiers énoncé
dans le corollaire 2.7, le calcul utilise moins que Cp = d(n)O(logyn) = O(n) opérations
binaires. O

3.1 Calcul du polynéme cyclotomique

Il y a eu plusieurs travaux sur la description de ®,,(z) en détail ou les auteurs avaient
donné des évaluations théoriques des coefficients du ®,,.

En 1883, Migotti a prouvé que ||®,|lxc = 1 pour tout n tel que w(n) = 2 [Mig83].
Mais pour le cas ot w(n) = 3, 'auteur a donné un simple exemple ®105 qui admet —2
comme coefficient ([z7]®105 = —2). Ensuit, Bang a montré en 1895 que ||®,|/o < p—1 ol
p est le diviseur premier le plus petit de n [Ban95]. En 1931, Schur a prouvé un théoréme
important :

Proposition 3.4. Il existe des polynomes cyclotomiques de n’importe quelle taille de
coefficients [Sch, 1931].

En allant plus loin que Schur, Lehmer (énonciation 3.1a, [Leh36, 1936]) et Erdos (énon-
ciation 3.1b, [Erd46, 1946]) ont montré qu’on ne peut pas borner les coefficients de ®,, par
une fonction polynomiale de n :

1
Je>0:|{n:||Pn]lcc > cn3}| = +oo, (3.1a)

VE €N, [{n: || ®nlle > nF} = +o0. (3.1b)

Quelques travaux sur les coefficients de ®,, peuvent listés : [Bos95, LL96, Bac03, GT91,
Kos00].
L’essai le plus récent a été publié par Arnold et Monagan en 2010 [AM10].
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3.1.1 Meéthode d’Arnold et Monagan
Rappelons quelques propriétés de ®,, :

Lemme 3.5. [AM10, Lem. 2] Soit n un entier positif alors :

O, (—x) sin est impair

q)gn(.’ll') = {

o, (2%)  sinon.

Démonstration. On a 2" — 1 = (2™ — 1)(z™ + 1).

o Si n est impair, considérons { une racine primitive (2n)-ieme de 1 : ord(§) = 2n,
E"—1#0=1—(—=¢" =0 donc —¢ est une racine n-ieme de 1.
En fait, si ord(—¢) = k|n, k < n alors £2* = 1, cela contredit ord(£) = 2n.
Ainsi ord(—¢) = n, —& est racine primitive n-ieme de 1, autrement dit ¢ est racine du
polynoéme ®,(—x). Parce que deg 9, = deg ®,, = p(n), les deux sont irréductibles donc
ils doivent étre identiques : ®o,(z) = @, (—2x).

o Si n est pair, n = 20/, h > 1, n’ impair donc ¢(n) = p(2F)p(n') = 28~1p(n'). De
méme, p(2n) = 2¥¢(n’) = deg ®s, = 2deg ®,,. D’autre part pour toute racine & de ®o,,

(€)™ =1, ord(£?) = (2?;1) = n, alors &2 est racine de ®,,. Ainsi ®g, | ®,,(2?), les deux
sont unitaires de méme degré alors ils sont identiques : @9, (z) = @, (22). O

La partie complémentaire de ®,, dans 2" — 1 est aussi un polynéme unitaire de Z[z]
(voir la preuve du lemme 1.12). Comme cela est fait dans [AM10], on le dénotera ¥, (x) :

n—1
W, (z) = i;n(x) = H (& — &).
(d,n)>1

Lemme 3.6. [AM10, Lemme 1] Soit p,q deux nombres premiers tels que ptn,q | n alors :

D, (z) = Z:(Z:)), D, (z) = @y (27); (3.2a)
Upp(x) = Uy (2P) - Pp(x);  Upg(z) = ¥p(z?). (3.2b)

Démonstration. Parce que @, (x) -V, (x) = 2™ — 1, (3.2a)<(3.2b). 1l faut alors démontrer
deux identités dans (3.2a).

Nous aurons besoin d’une propriété venant de la remarque 1.8 : Si £ est une racine
primitive n-iéme, alors

ord(¢F) = (n’fk) .

1. Avec p qui n’est pas diviseur de n :

Prenons £ un zéro arbitraire de ®,, qui est racine primitive n-ieme de 1 : Car &" =1,
(&P)™ = 1. Mais ord(&P) = ﬁ = n donc &P est zéro de ®,,, c’est-a-dire que £ est zéro de
®,,(zP). On a donc

Dy | B (a?); (3.3)

Un zéro arbitraire ' de ®,,, est racine primitive (np)-iéme de 1. Parce que (¢)"? = 1 alors

(&)™ = 1. En plus ord(£?) = (n’;pp) = n donc &7 est zéro de ®,,, ce qui implique que &’

est racine de @, (zP), par la suite :

Doy | Bu(a?); (3.4)
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62 CHAPITRE 3. CALCUL DES POLYNOMES MINIMAUX

En fin, la somme de degrés de ®,, et ®,,, est :
deg pyp + deg P, = (np) + p(n) = pp(n) = deg P (z); (3.5)

Les trois polyndmes ®,,, ®,,,, ,(2P) sont tous unitaires, donc les relations (3.3), (3.4) et
(3.5) indiquent que @, ®,, = @, (zP).

2. Avec g 'un des diviseurs premiers de n, prenons un zéro A arbitraire de ®,, : A" =
(A?)™ =1 = A est racine n-iéme de 1. En plus ord(\?) = % = n, donc \? est zéro de
®,,, ou A est zéro de ®,(z?). On obtient

By | By (a9). (36)
Posons n = ¢*n/, k > 1, (n/,q) = 1 alors :
p(ng) = p(n'¢"™") = p(n')p(¢" )
= ()" (1= 1) = ap(n)p(d") = gp(n) = deg D, (%), (3.7)

grace a la relation (3.6) et l'identité (3.7), ®pq(z) = Py (29).

Basés sur le lemme 3.6, Arnold et Monagan ont proposé quatre algorithmes. Ils ont
aussi démontré la complexité arithmétique nécessaire pour obtenir &, dans la base des
monomes :

Proposition 3.7 ([AM10]). Supposons quen = pj . ..pg avec p1,...,pg premiers distincts,
alors on peut calculer ®,, par O(an) opérations arithmétiques de 7.

Remarque 3.8. Dans cette complexité, k = w(n). Sa valeur moyenne est assez petite
selon [HWOS, Sec. 22.11] :
w(n) ~ log, logy n.

Pourtant, théoriquement, le facteur 2¥ ne peut pas étre enlevé en utilisant O ala place de

0.

Si I’on ne s’intéresse qu’a la complexité arithmétique, effectivement il existe une autre
méthode décrite ci-dessous utilisant O(n) opérations arithmétiques de Z permettant d’ob-
tenir ®,,.

3.1.2 Calcul de ¢,(z) avec une complexité arithmétique quasi-linaire

Supposons que P soit unitaire de degré d, les S;(P),i = 1,...,d soient calculées. Si
I'on applique directement les formules de Newton (théoreme 1.16) :

[z P = —1 [S1(P)Ai—1 + . 4+ Sic1(P) AL+ Sz‘(P)}vi =1....4d,

alors, il est possible de calculer tous les A;,7 = 1,...,d successivement en utilisant
d—1
> 23— 1) = O()
j=1

opérations arithmétiques. On va utiliser un autre outil afin d’approcher la complexité
quasi-linaire.

On sait que ®,, est réversible alors ®,, = REV(®,,). Par le lemme 1.17, en posant
N = deg ®,,, on peut écrire :

B (x) = exp(S1(Pn)a + 3S2(Bn)a® + ...+ 4 Sy (®n))  (mod z)VF,
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Lemme 3.9. [Bre76] Soit f = > .5 fiz? une série formelle. Si les d premiers co-
efficients de f sont donnés, on peut calculer les d premiers coefficients de exp(f) en
O(M(d)logy d) = O(d) opérations arithmétiques.

Basé sur cette idée, dans [BFSS05], les auteurs ont construit un algorithme qui réalise
la transformation {S;(P)} — {A;} permettant d’énoncer :

Lemme 3.10 (TransNewton). [Pan00, Théo. 10.1],[BFSS05, Coro. 1] Soit P un polynéme
unitaire de degré d dans K[z| donnés par ses d premiéres sommes de Newton, ou la ca-

ractéristique de K soit 0 ou plus grand que d. Alors, on peut calculer tous les coefficients
de P en O(M(d)) = O(d) opérations arithmétiques de K.

En appliquant les lemmes 3.9 et 3.10, nous avons :

Proposition 3.11. ~Soz’t n un entier positif, alors le polynome cyclotomique ®,, peut étre
calculé en utilisant O(n) opérations arithmétiques de Z.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.3, nous pouvons obtenir d’abord tous les ¢(d) et
p(d), d|nen 01(41) = O(n) opérations arithmétiques de Z;

Ensuite, nous calculons tous les Sy, (®,), m = 1,...,¢(n). Pour ce faire, exécutons
I'identité (1.20)

Sn(®n) = 1 5) - PN (theoreme de Holder 1.18)

pour p(n) fois, ce qui utilise C’f) = 2p(n) = O(n) opérations arithmétiques;

Finalement, avec les S, (®,,) calculés, nous appliquons la boite noire TransNewton pour
trouver ®,,. Cette étape utilise C’f’) = @(n) opérations arithmétiques, vu la proposition
3.10.

Evidemment 01(41) + 01(42) + CS’) = O(n) ce qui termine la preuve. O

Nous ne mentionnons pas la complexité binaire de cette méthode parce qu’elle demande
d’entrer profondément a la boite noire TransNewton, ce qui serait embarrassant.

3.2 Calcul du polyndme minimal de 2cos ~

En 2006, A. Valibouze [Val06] a proposé une méthode pour le calcul de M,, basé sur
le calcul de résultants mais aucune complexité binaire n’a été confirmée.

Ici nous proposons d’adapter la méthode d’Anold et Monagan avec les opérations dans
la base des polyndémes unitaires de Chebyshev.

3.2.1 1Idée principale et algorithme

Nous utilisons une version modifiée du lemme 3.6 concernant ®,, :

Lemme 3.12. Soit p = 2q + 1 un nombre premier, n un entier positif. On a :

M, = (=174 (=) 4 ...+ Ty (3.8a)

) (3.8b)

L sinon

n

M, — {Mn(Tp) st pln
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Démonstration. 1. Appliquons la formule d’Euler exp(ux) = cosz + 1sinx et le théoréeme

d’Holder (n)
. Cokm _ n Ppn
Sm(q)n) — (k%l exp (m n ) N( (n, m)) W((njlm))

pour n = 2p, m = 1 on obtient :

(k; 1(008’2r + 18in %’T) = u(2p) =1,
2p)=

a condition que p = 2g+ 1 € P, ce qui nous donne :

on en déduit
(D7 + (=D)T'T + (~1)T T+ ...+ T, )(2c0s ) = 0,

(=1)2+(=1)971Ty + (=1)472Ty +. ..+ T, étant polynome unitaire de degré g = deg M,,
qui s’annule en 2 cos %, doit étre identique M,,.
km

n

2. Rappelons que M,, = [] (z—2cos
1<k<n
(k,2n)=1

My, My, M,(T,) sont unitaires.
On a d’abord : My(Tp)(2cos ;5) = Mn(2cos 71) = 0, donc Myy| My (1)) ;
o Si pln alors :

) (corollaire 1.28). De plus, les trois polynomes

n n, 2n,
deg M, (Tp) = €0 . p — £lon) _ ¢(2np))
eg My

I
o

donc My, = M, (1)) ;
0 Si (p,n) = 1,2cos £ est racine de M,,, M, (T},)(2cos T) = 0, ceci implique que My, | M, (T}).
D’autre part :

deg M,,(T},) = W(g)p — W(n)2e0(p) + @ _ % n @ _

= deg M,,, + deg M,,.

Evidemment M,, et M,,, sont premiers entre-eux qui sont tous les deux facteurs irréduc-
tibles de My, (T},), donc on a M, (T},) = M, My,. O

Dans le chapitre 1, le lemme 1.29 confirme que M, équivaut & Tor—1 si ng = 1, a
My, o Ty si ng > 1. En combinant ce résultat avec la proposition 3.12 nous avons :

Corollaire 3.13. Soit n un entier positif, alors M, =1 sin=1; M, =Tn sin est une

puissance de 2. Pour les cas restants, My = My (T}, /n,) ot no est le radical de la partie
impaire de n.

Nous construisons donc 'algorithme 3.14 ot toutes les opérations arithmétiques de
Z]x] se sont faites dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev :
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Algorithme 3.14 : Calculer M,, dans la base des polyndémes unitaires de Chebyshev

Entrées : n ¢ N
Sorties : La forme de Chebyshev de M, le polynome minimal de 2 cos 7
1 begin
2 Factoriser n = 2"p{* ... pi*;
3 no <= P1---DPk;
4 si £k =0 alors
5 si h =0 alors
6 ‘ retourner 1
7 sinon
8 t retourner Tn
2

9 m<—(—1)%+(—1)]?12;3T1+...—Tp1,3 +Tp —1;
10 pour i + 2 a k faire ’ ’
11 L m <« [T] (%)

12 retourner m(Tg)

no

Preuve de correction. Grace au lemme 3.12 et au corollaire 3.13, 'algorithme est bien
correct pour calculer [T]M,,. O

3.2.2 Analyse de complexité

- A la ligne du départ, grace au lemme 3.12, [T]Mp,p € P ne demande aucun calcul :
on écrit simplement ses coefficients qui sont tous +1 sur % places convenables en (5(p)
opérations binaires.

- Les compositions nécessaires sont aussi faciles a obtenir, grace au fait que :

d d
Si f(z) = fo+Y_ fiTj(x) alors f(Tp(x)) = fo+ > fiTki(x), (3.9)

j=1 j=1

tous les coefficients sont gardés, c’est-a-dire qu’on doit justement copier, trouver une place
a coller. Ces copies utilisent au plus d77(f) opérations binaires.

- Avec le corollaire 2.26, on sait faire rapidement la division exacte dans la base des
polynémes unitaires de Chebyshev : Etant donnés [T]f,[T] € Z[z], degg < deg f = d,
max(7r(f),7r(g)) =7, g | f alors le quotient [’7'](5) peut étre calculé en @(d) opérations
arithmétiques, (5((17/2 + dr) opérations binaires.

Ce qui manquant est la taille des coefficients de M, dans la base des polyndmes

unitaires de Chebyshev. En fait on peut aller un peu plus loin en évaluant les deux tailles
T(My,) et 77 (M,,) :

Lemme 3.15. Soit n un entier positif, alors on a : 7(M,) = O(n), 7r(My) = O(ng).

sinnt

Démonstration. 1. Par la définition U, (2cost) = =257,

qui implique que M, |U,.
Mais deg U, = n — 1 et d’apreés I'évaluation (2.34), 7(U,) < n — 1. En appliquant la
borne de Mignotte venant du lemme 2.24, on a :

il est clair que Up(2cos 7) = 0 ce

7(My) < deg My, + Llogyn + 7(Uy) < 23 4 Llogyn+n— 1= O(n).
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2. Appliquons de nouveau la borne de Mignotte pour D(M,,,) = ®ay, | 220 — 1 :

(M) = 77(Mpy) = 7(P2n,) < deg Pop, + %log2(2n0 +1) + T(xQno —1)
< ¢(2no) + logy ng + 2 = O(ny).

O]

Proposition 3.16. Soit n un entier positif, ng le radical de sa partie impaire. Alors,

on peut calculer la forme de Chebyshev de M, en O(ng) opérations arithmétiques, (5(71%)
opérations binaires.

Démonstration. Afin de calculer [T]M,,, nous utilisons I’algorithme 3.14.
Posons ¢; = p1...pj, il y a au total k — 1 divisions exactes en base des polynomes
unitaires de Chebyshev & exécuter :

My, = [T)(M5 %) =2,k

q5—1

L. On a deg My, ,(Tp;) < gj—1p; = qj, deg My, , < gj—1. Vu le corollaire 2.26, cette

division exacte utilise Cg) = (5(qj) opérations arithmétiques.
Parce que 3 < p; < ... < pi alors k < logz(ng), la complexité arithmétique de
I’algorithme est donc :

k ) k _ _ _
Ca=)Cf =3 Og)) < Olkno) = O(no).

2. Maintenant évaluons la complexité binaire : Le lemme 3.15 nous permet d’obtenir :

(Mg, (Tp;)) = 77 (Mg; ) = O(gj-1).

qu_l (TIJ]')
qu71

Selon le corollaire 2.26, le quotient [7'](

opérations binaires & trouver.
Enfin la complexité binaire de ’algorithme est synthétisée par :

) utilise C](S,j) = @(qJQ + qjqul) = 6(”(2))

k ) k- _ ~
Cp =Y CY =Y 0(ng) = Okng) = O(n).
j=1

j=2
O

Corollaire 3.17. Pour tout n > 3, les deuz polynomes @, et My, peuvent étre calculés (en
base de mondmes ou des polynomes unitaires de Chebyshev) en O(n) opérations arithmé-
tiques, O(n?) opérations binaires.

Démonstration. Grace au lemme 1.26, ®9,, = D(M,,), de plus :

(I)n(_'x) 81(2,”) =1 . N .
o &y, = ) alors on peut reconstruire [X]®,, & partir de [X]®y,, sans

®,(z%)  sinon
calcul, d’autre part 7(®o,) = 7(Py,) ;

o On sait la complexité du changement de base B
— pour calculer la forme de Chebyshev de f, on utilise C4 = O(deg f), Cp =
O(deg? f + deg f7(f)), vu la proposition 2.33;
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3.2. CALCUL DU POLYNOME MINIMAL DE 2(305% 67

— réciproquement, pour calculer la représentation dans la base des mondmes d’une
forme de Chebyshev [T]f, on utilise Cy = O(deg f), Cp = O(deg?® f+deg frr(f)),
selon la proposition 2.37;
o 7(My) = O(n), 7r(M,) = 7(P2,) = 7(®,,) = O(ng) (lemme 3.15) et 77 (P,,) < 7(P,,) +
deg ®,, + 1 = O(n) (proposition 2.33).

Ce qui induit le corollaire. O

A titre de comparaison, nous avons essayé d’évaluer les autres méthodes pour calculer
M,, :

- Soit on utilise les sommes de Ramanujan et les formules de Newton pour calculer
tous les coefficients de [X]M,, en complexité Cy = O(n?), Cp = O(n?);

- Soit on utilise I'identité (1.34) : V() = [I4j2n+1 Ma(z) ot M, est le dernier facteur
qui peut étre trouvé récursivement : C4 = O(n + no3%), Cp = O(n? + n3(5* + n));

- Soit, en répétant la méthode d’Arnold - Monagan avec les opérations en base de
mondmes, on calcule successivement sur la suite py, pip2,...,p1...px : Ca = @(n), Cp =
O(n? + nnd).

Remarque 3.18. Il semble difficile de faire mieux que O(n) en majorant 7(M,), 77 (My,)
parce que 77 (M,,) = 7(P2,) mais d’apres (3.1b) :
{n : 7(®,) > klogyn}| = +oo.

Cependant les deux familles des coefficients sont tres différentes, voyons l’exemple 3.19
suivant.

Exemple 3.19. n =22.32.5.7,np=3-5-7=105
1. n=1260=22-32.5-7,n9=3-5-7;
2. (a) [ﬂMgZTl—l;

(b) [T1M5 = Lﬁg‘r’) = 7%:% =Ty +T5 =T —1;

(c) [T]Mos = M}@f” = Do Tl — Toy — Tog + Too + Tho — Tis + 2Th7 — Ti6 +

Tis+Tio—Tn+Two—To+T3—T7 =Ty —T5 —1;

3. [T1Mi2so = Mios(Th2) = Togs — Tore + Toea + Thog — To16 + 21204 — Tho2 + Tigo +
Th44 — T132 + Th20 — Thog + Toe — T8a — Tug — Tog — 1;

)
)

Pour donner une comparaison numérique entre [T |M,, et [X]|M,, nous avons calculé
la taille binaire des coefficients, le nombre de bits utilisés pour écrire Mi260, Mosg, Mseao
(fait en Maple 18, voir la figure A.4, Pannexe A.1) :

o Pour n = 1260 on a

Moo = Mios(Ti2) = Tosg — Tore + Tosa + Toos — Tor6 + 27204
— Thgo + T80 + Thaa — Th32 + T120 — Thos + Tog — T8a — Tug — Tog4 — 1.

71 (Mi260) = 2 pendant que 7(Mig60) = 197 ; pour présenter tous ses coefficients, on
utilise 20475 bits.

o Pourn=1936=2%-32-130on a
Myze = Togg + Thea — To16 — T192 + Thaa + Thoo — T2 — Tyg + 1.

71 (Mogss) = 1 pendant que 7(Mosg) = 197; pour présenter tous ses coefficients, on
utilise 20484 bits.
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68 CHAPITRE 3. CALCUL DES POLYNOMES MINIMAUX

o Pour n =8640=2%-33.5o0n a
Mgeao = —1 — Ts76 + T1728 + 12304,

T1(Mgeao) = 1 pendant que 7(Mggqo) = 1595 ; pour présenter tous ses coefficients,
on utilise 1323350 bits.

Conclusion du chapitre 3

Nous avons proposé ’algorithme 3.14 accompagné par une analyse complete de com-
plexité, permettant d’affirmer qu’il est possible d’obtenir ®,, et M,, dans une complexité
arithmétique quasi-linéaire et dans une complexité binaire quasi-quadratique.
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Chapitre 4

Evaluation des expressions
trigonométriques
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Nous utilisons le calcul sur les polynémes unitaires de Chebyshev pour étudier une
famille particuliere de nombres algébriques, ceux qui sont éléments de Z[2 cos 7], étant
sous la forme F' = f(2cos T), ot f € Z[x] est représenté dans la base des polynomes
unitaires de Chebyshev avec les coefficients de taille binaire au plus 7.

On peut supposer que f est toujours de degré d inférieur a L”T_lj Sideg f = D, il est
possible de se ramener & la situation en D71 (f) opérations binaires.

L’avantage de la base des polyndmes unitaires de Chebyshev nous permet d’améliorer
notablement la complexité pour quelques problémes, si ’'on compare avec les méthodes
algébriques usuelles utilisant les opérations dans la base des monomes. Par exemple,
quand la méthode d’isolation décide le signe de F en exécutant O(n3+n?7) opérations
binaires, notre méthode d’approximation n’en utilise que (5(n27) ;

Nous étudions aussi le calcul du polynéme minimal de M de F. En utilisant des
sommes de Newton, nous pouvons compléter ce calcul en exécutant O(n37) opérations
binaires, par rapport a la complexité binaire (5(714 + n37) si Pon utilise les sous-
résultants.

4.1 Evaluation d’une expression trigonométrique

Etant donné

d
[ = fO"‘ijTj € Z[ﬂ?

=1
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avec 71 (f) = 7, nous voulons déterminer le signe de F' = f(2cos 7) : est-ce qu’il est nul,
positif ou négatif ?

Effectivement, 1’évaluation de F' est un probléme classique du calcul numérique qu’on
sait résoudre depuis tres longtemps. Nous commencgons par cette évaluation :

4.1.1 Les fonctions élémentaires et 1’évaluation de F

Pour évaluer la valeur de F', 'une des idées les plus naturelles est d’évaluer approxima-
tivement tous les cos %”, k =1,...,d puis combiner ces valeurs. Retournons au probleme
le plus classique du Calcul Numérique : comment peut-on calculer la valeur des fonctions
élémentaires 7

Sur I'entrée présentée par des nombres flottants de n chiffres binaires, les complexités
dans la table! 4.1 [Mul06, page 93] sont bien connues.

Fonction / Opération Complexité
Addition O(n)
Multiplication O(nlogy nlogy logy n)
Division et sqrt O(M(n))
logy, exp O(M(n)logyn)
sin, cos, arcsin, arccos, arctan O(M(n)logyn)

TABLE 4.1 — Complexité du calcul des fonctions / opérations élémentaires.

Parlons un peu plus de la fonction cosinus que l'on va utiliser régulierement. Nous
aurons besoin des valeurs approximatives de cos kn—”, k=1,...n—1.

Supposons que x soit un nombre flottant en binaire de n chiffres. L’une des évaluations
les plus importantes pour notre travail, citée par Muller [Mul06, 2006] a été proposée par

Brent dans les années 70.

Lemme 4.1. [Brg75, Sec. 8] On peut calculer la valeur de m a la précision 2=t en
O(M(0)logy ¥) = O(¢) opérations binaires.

Lemme 4.2. [Bre76, Sec.7] Soit x un nombre positif flottant de ¢ chiffres binaires, alors
on peut calculer la valeur de cosx a la précision 2 par O(M(£) logy £) = O(£) opérations
binaires.

Partant du résultat de Brent, nous arrivons a une évaluation de cos%“ pour k =
1,....n—1:

Lemme 4.3. Pour chaque k donné 0 < k < n, posons v = 2cos %” Soit £ € Z~gy. On

peut calculer ¢ € Q de taille binaire 7(c) < £ tel que |c — yx| < 27 par O£ + logyn)

opérations binaires.

Démonstration. Nous pouvons calculer successivement :

o Calculer r € Q avec 7(r) = 2(¢ + 2logyn) tel que |r — %“| < 271 ce qui demande
Cg) = O(f 4 logy n) opérations binaires (lemme 4.1) ;

o Calculer le nombre rationnel ¢, 7(c) = £ tel que |¢ — cosr| < 2771, ce qui utilise
C’g) = O(f + logy n) opérations binaires (lemme 4.2) ;

1. M est un temps de multiplication, voir la définition 2.5, [GG13, Déf. 8.26]
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4.1. EVALUATION D’UNE EXPRESSION TRIGONOMETRIQUE 71

En conclusion, on utilise Cg) + Cg) = O({ + logy n) opérations binaires pour calculer
c. ]

Corollaire 4.4. Soit f = fo + ;‘;11 fiT; € Z[z], avec T7(f) = 7, et £ un nombre entier
positif. Alors :

1. On peut calculer F € Q de taille binaire O(nt +£) tel que |[F — f(2cos Z)| < 27 en

O(nl + nt) opérations binaires.

2. On peut obtenir les deuz valeurs F~, F* de tailles binaires O(nt + {) tels que
F~<F<FT et Ft — F~ <27 en exécutant O(nl + nt) opérations binaires.

Démonstration. 1. En utilisant le lemme 4.3, on peut calculer les nombres rationnels c;, j =
1,...,n—1 tels que :
Lo,

3=

. Jjm
‘CJ Cosn‘g

Ils sont de taille binaire O(7 + £ 4 log, n), obtenus par O(nr + nf) opérations binaires.
Posons F = fy + 2 2?2—11 fic; alors

n—1
|F — F| < 22 | fillci —cosiZ| < 27¢,
i=1

Ici, les fic; ont une taille binaire O(7 + ¢ 4 logy 1), chacun peut étre calculé avec (5(7' +
¢ + log, n) operations binaires, par la complexité de la multiplication rapide (voir la pro-
position 2.6).

La valeur de F est de taille binaire O(7+{+log, n), elle peut étre calculée en O(nr+nl)
opérations binaires.
2. De la méme facon, on prouve la deuxieme partie du lemme. ]

Bien que 'on puisse calculer approximativement F' a une précision arbitraire, pour
savoir si F' est nul, une méthode numérique n’est pas suffisante en général.

Exemple 4.5. Prenons le polynéme minimal Moy = —1 4+ 117 — Too + T33 — Tyy + T55
et une forme de Chebyshev arbitraire h = 1171199 — 3Ty9 — 19Ty + 99 alors F = (h -
M;i21)(2cos 157) = 0.

Faisons deux calculs avec Maple 18 (voir la figure A.2, annexe A.1) :

o evalf(F,50) sort —1-10747;

o Par contre, les trois commandes Is(F = 0), Is(F > 0), Is(F > 0) renvoient la méme
réponse FAIL.

Le calcul de Maple nous dit que la valeur de F' est tres proche de zéro mais cela ne permet
pas de décider si F' est vraiment nul. Il faut d’autres outils algébriques.

4.1.2 Méthode d’isolation dans la base des monomes

Vu que 2cos 7 est une racine de U, on est dans une situation habituelle : calculer le
signe de f € Z[z] en une racine du U,, € Z[z].

Algébriquement, on peut résoudre le probléme a 'aide du pged, de ’évaluation d’un
polynome en un point rationnel et de I’isolation des racines.

Cette méthode utilise deux calculs d’actualité tres importants du Calcul Formel :
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Lemme 4.6. [BLPR15, Lem. 6] Soit f € Q[z], zo € Q tels que deg f = d, 7(f) = T,
T(x0) = 7 alors f(xo) peut étre évalué par O(d(T +1')) opérations binaires, et T(f(zo))
o(d(r+1)).

Si f € Z[z] ou le ppcm des dénominateurs de ses coefficients a une taille binaire O(T)
alors 7(f(xg)) = O(1 + dr').

Lemme 4.7 (Isolation rapide, Sagraloff et al. [MSW14]). Soit f un polynéme a coefficients
entiers, deg f = d, 7(f) = 7. Alors lisolation de toutes les racines de f peut étre exécutée
en temps de calcul (5(d3 +d>?7), en plus on peut présenter tous les intervalles d’isolation
par O(dT) octets.

En utilisant deux résultats ci-dessus avec quelques autres calculs classiques on obtient :

Proposition 4.8. Soit f une forme de Chebyshev de Z[x] tel que deg f =d < 5, 77(f) =
7. Alors on peut déterminer le signe de F = f(2cos Z) en O(n®+n?1) opérations binaires.

Démonstration. Nous utilisons 1'algorithme 4.9 suivant :

Algorithme 4.9 : Déterminer le signe de F' par 'isolation
Entrées : ' = f(2cos %) ou f = fo + ;L:_ll Ty € Zx]
Sorties : Signe de F

1 begin

2 Calculer [X]f, [X]Uy, ;

3 Calculer g = (f,Uy,);

4

5

[~

Calculer h = L2 — g

Isoler les racines de h;

/* cela renvoie un liste d’intervalles I,,v € Z(h) avec les bornes
rationnelles de taille binaire 7., ; on pose alors X = Z'yGZ(h) Ty
*/

Calculer approximativement 4, ~ 2cos I a la précision 2-1-%,

Trouver l'intervalle d’isolation I, qui contient 7;;

/* Dénotons u,v deux bornes de I, */

Calculer les signes de g aux deux bornes u,v de I,;

9 si g(u)g(v) < 0 alors

10 L retourner F' =0

7 -% /* dénotons degh =d; et 7(h) =T */

11 sinon

12 L Evaluer f(u);

13 retourner Signe de f(u)

Preuve de correction. Rappelons que la notation Z(P) indique I’ensemble du polynéme
P.
Parce que g = (f,Uy) et h = f% alors

Z(h) = (Z(f)AZ(Un)) U Z(g), *

2. AAB={ze€ A x ¢ BfU{x € B,z ¢ A}, ou A, B deux ensembles.
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cela veut dire qu’il existe un unique intervalle d’isolation I, qui contient 2cos 7, étant
racine de Uy,. Mais |y —2cos 7| < 271> Tintervalle I, doit contenir ¥, ce qui confirme
que le calcul expliqué sur la ligne numéro 7 de 'algorithme est significatif.

On a Z(f) C Z(h) alors :

ﬂﬁmthWn@:{%%%} (&)

Etant un intervalle d’isolation, f(u) - f(v) # 0, il n’y a que deux cases :
i) f(u)- f(v) <0 = Z(f)N(u,v) #0, d’apres (&), 2cos T € Z(f) ou f(2cos ) =0;
ii) f(u)- f(v) >0, d’apres (&), f(x) # 0 pour tout = € (u,v) donc Signe(f(2cosT)) =
Signe(f(u));

Ce qui confirme la correction de 'algorithme. O

Analyse de complexité

Pour une expression concise, le symbole ~~ impliquera ’évaluation de la taille des sous-
sorties. La complexité du calcul est analysée comme suit :

1. Parce que U,, = %T ” . on peut 'obtenir en 6(n2) opérations binaires (voir la proposi-
tion 2.13) ; Comme f est donné par sa forme de Chebyshev, il faut faire un changement de
base, [X]f est calculé en C](Bl) = O(d? +dr) = O(n? +nt) opérations binaires (proposition
2.37);

~wdegf=d, 7(f) <d+7+1=714+0(d).

2. En appliquant la complexité du calcul de pged qui vient de la proposition 2.22, le
calcul de g = (f,U,) utilise Cg) = O(n?max{r(U,),7(f)}) = O(n® + n?r) opérations
binaires ;

~ D’apres la borne de Mignotte (lemme 2.24), étant diviseur de U,, g satisfait :
deg g < d et 7(g) < deg(f,Un) + 5 logs(1 + degUp) + 7(Up) = O(n);

3. Pour le calcul de h (ligne 3), on prend l'entrée : deg(f.U,) < 22, 7(f.U,) < 7(f) +
7(Uy) + logad = 7+ O(n); degg < d, 7(g) = O(n). Grace a la proposition 2.9 sur la
complexité de la division exacte dans la base des monomes, le calcul de h utilise Cg’) =
O(n? + nr) opérations binaires.

~» Appliquons encore la borne de Mignotte (lemme 2.24) on a : degh < 3n/2 et
7(h) < 7(Un) +7(L) +logan = 7+ O(n);

4. Vu le théoreme 4.7, I'isolation des racines de h (ligne 4) utilise Cg) = 6(d%7’h+d‘2) =
(5(7127' + n3) opérations binaires,

~ elle engendre les intervalles I,y € Z(h) avec les bornes rationnelles de taille binaire
Ty tel que ¥ =3 cz) Ty = O(dpm) = O(n7 + n?);

5. Vu le lemme 4.3, le calcul de 71 ~ 2cos T avec précision 1 + ¥ = O(dp,7,) (ligne 5)
utilise Cg’) = O(dypm) = O(n? + nt) opérations binaires,

~ 7(m1) = O(dp) = O(n* +n7);

6. Pour trouver lintervalle d’isolation qui correspond avec 71 (ligne 6), nous faisons
comme suit : Comparons 7; avec l'intervalle au milieu de la liste L, i.e l'intervalle de
I'indice L%'j ; Si cette comparaison échoue, on sait ; est contenu dans la demi liste a
gauche ou a droite; prendre cette demi liste et répéter la procédure jusqu’a ce que la
comparaison réussisse.

De cette maniere, il nous faut O(log, 2n) comparaisons entre les bornes rationnelles des
I, avec la valeur approximative 71 de 2cos . Chaque comparison utilise au plus 6(thh)
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operations binaires. Donc, 'intervalle I, qui contient 7; peut étre identifié en réalisant
01(36) = O(dpm,) = O(n? 4 n1) opérations binaires ;

7. Vu la proposition 4.6, le calcul des g(u), g(v) et la détermination de signe(g(u)g(v))
(ligne 7), utilisent C’g) = (5(dg(7'g + dp)) = O(n? 4 n1) opérations binaires ;

8. S’il est nécessaire, on peut faire une évaluation (ligne 10) de f en un point rationnel
de taille binaire O(d47p,). Vu la proposition 4.6, nous utilisons en plus Cg) = 0O(d flrs +
dpmh)) = O(n® + n?7) opérations binaires.

La derniére complexité de la détermination du signe est synthétisée par :

8
Cp = Z cl = O(n® + n*r) opérations binaires.

=1

O

4.1.3 Détermination du signe de I’ par une méthode combinée algébrique-
numérique

Par convention, dans cette section, on considére toujours des nombres F' = f(2cos 7 ),
ot f est une forme de Chebyshev dans Z[z] de degré d < 5.

Tester si F' est nul
Afin de décider si F' est nul, nous avons le résultat :

Proposition 4.10 (TestAZéro). Soit F' = f(2cos ™) avec f = fo + 2?21 fiT; € Zlx],
m7(f) = 7. Alors on peut décider si F est nul par O(n) opérations arithmétiques, O(n? +
nT) opérations binaires.

Démonstration. M, étant le polynéme minimal de 2 cos 7, algébriquement :
f(2cosT) =0« M, | f.

- Par la proposition 3.16, le calcul de [T]M,, utilise 01(31) = O(n?) opérations binaires. En
plus deg M,, = O(n), 77(M,,) = O(n), vu le lemme 3.15;
- Pour décider si M, | f dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev, nous utilisons
le cotit de la division exacte mentionné dans le corollaire 2.26. Ici deg f < n, 77 (f) = 7
alors, on utilise Cg) = O(n? +nmax{rr(M,), 7r(f)}) = O(n? + n7) opérations binaires.
Au total, la complexité binaire du TestAZéro est : 01(31) + C’g) = O(n? +nr).
O

Traiter le cas ou F # 0

Supposons que le TestAZéro retourne F # 0.

Pour déterminer le signe de F', la technique est tres simple a l'aide d’un raffinement :
Comme F # 0, il existe € > 0 tel que |F| > ¢e. Alors, si F~ < F < Ft |[F~ —Ft| <eg, il
faudra que F'*, I~ et F aient un méme signe.

Ainsi, en calculant F' approximativement, si 'on part par £ = 1 puis double la précision
demandée jusqu’a ce que F"F~ > 0, le processus devra se terminer apres au plus — [log, €|
itérations.

On sait que 'algorithme doit se terminer mais pour évaluer sa complexité, il faut savoir
le nombre d’itérations dans le pire cas. Cette information peut étre obtenue si I'on sait
minorer la valeur absolue de F. En fait on a :
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™

Lemme 4.11. Soit f une forme de Chebyshev, v = 2(:05%
que f(y) # 0. Alors :

une racine réelle de M, tels

FO) 2 28, (4.1)

Nous démontrons le lemme en utilisant les résultants. Soit K un corps et A, B € K|[z],
Ax) = apa® + ...+ ag, B(z) = bya™ + ...+ bo(agb, # 0), la matrice de Sylvester de A, B
est définie par :

(ap, ap—1 ... ag 1
ap  Qk—1 ao

SIAB) =\, Zﬁf e
bn bn—l bO

i by bno1 ... bo]

C’est la transposée de la matrice présentant I'application linéaire :
¢a,B + K[T]aeg<n X K[T]deg<m — K[T]deg<m+n
(U,V)— AU+ B.V, (4.2)

oudegU < n,degV < m, et dans 'arrivée on utilise la base des mondmes 1, z, ...,z 1

Définition 4.12. Le déterminant de Syl(A, B) s’appelle le Résultant de A, B, noté Res(A, B).
Si l'on veut insister sur I’élimination de la variable x, on écrit Res; (A, B).

Suivant est une propriété classique du Résultant :

Lemme 4.13. [BCG" 14, Chap. 6, Prop. 4]

1. Si les racines de A et B sont connues, A = ap(x — a1)...(x — ax), B = by(z —

B1)...(x — By) alors

Res(4, B) —akka = (=™ T AB)
1<j<n
=ap H B(ay) = (—1)™ Res(B, A). (4.3)
1<i<m

2. Considérons l'anneau Q[z,z] comme Q[z][z], si A(z) = (x —x1)...(x — x}) € Q[z]
alors pour tout B € Qz],

Resz(z — B(x), A(z)) = |

k
(= — B(ay)). (1.4)

=1

Corollaire 4.14. Pour tout A, B € Rz], (A, B) =1 si et seulement si Res(A, B) # 0.

Prewve du lemme 4.11. Parce que f(v) # 0 alors (My, f) = 1 ou |Res(My, f)| # 0.
Mais Res(M,,, f) = det(Syl(M,, f)) € Z alors |Res(M,, f)| > 1.

3. La norme |||z est définie par || f[|r = |fo| + 23 7_, |f;| dans le chapitre 2.
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Car M, est unitaire, I'identité (4.3) nous donne :

I s

My (7)=0

1 < [Res(My, f)| = =lfnl I 1fOOL-

M, (v")=0
v #y

Mais cosz < 1V € R, pour chaque racine 7/ # ~ de M,, il est clair que :
d
()] = |fo+2 §costy| < || fllr
j=1

IlyaautotaldegMn—1:@—1S%—lracinesy’#% donc :

»(n)

= 1y 2 (4.5)

n

1-2
> fllp 2.

Nous proposons 'algorithme 4.15 permettant de calculer Signe(f (7)) :

Algorithme 4.15 : SIGNE pour déterminer le signe de F' = f(2cos %”)
Entrées : f = fo + Z?Zl fiT;, k tel que (k,2n) =1
Sorties : Signe(f(2 cos k%))

begin

Calculer [T]M,, ;
si M, | f alors
L retourner (

AW N =

f+ 1;
Calculer F~ et F* =F~ +1telsque F~ < F < F+;
répéter
Calculer l'intervalle [F~, F*] de longueur binaire au plus 2=t qui contient
SO
9 £+ 20;
10 jusqu’a ce que F-F~ > 0;

o g o »

11 retourner Signe(F™)

Preuve de correction. Comme M, est le polynome minimal de 2cos 7, F' = 0 < M,|f. Il
suffit de prouver que le processus doit se terminer pour le cas ou £ # 0.

En fait, si F' # 0, il existe 6 > 0 tel que |F| > 4. Dés que £ > —[logyd| — 1, on
a Ft — F~ < % ce qui confirme que F~ et '™ ont le méme signe, c’est le point oil
I’algorithme se termine. O

Remarque 4.16. Dés que le test SIGNE se termine, on peut garder le nombre k d’itérations
exécutées. Ce nombre nous permet de minorer la valeur absolue de F'. En fait :

IF|>272"

Proposition 4.17. Soit f une forme de Chebyshev de degré au plus d < 5, 77(f) = 7,
v =2cosk? avec (k,2n) = 1. Alors :
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1. Une valeur approzimative de f(7y) a la précision 2=° peut étre calculée en (5(n€+n7)
opérations binaires ;

2. Le signe de f(v) peut étre déterminé par (5(n27) opérations binaires ;

Démonstration. 1. La premiere conclusion est énnoncée au corollaire 4.4 ;
2. Considérons l'algorithme 4.15 :
(1)

Nous faisons d’abord le TestAZéro en Cp
sition 4.10) ;

Dans 'inégalité (4.1), posons

= O(n? + nr) opérations binaires (propo-

k = [—log, HfHT 517 (4.6)

alors

k<14 [2521ogs | fllr]
<1+ |22 [logy(2n + 1) + 7] | = O(n7)

Nous savons que la boucle (lignes 6 - 8) doit se terminer apres au plus ¢ = [log, k|
itérations. Il faut alors calculer les valeurs approximatives de f(v) ¢ fois, aux précisions
successivement 272 j =1,..., (.

D’apres le corollaire 4.4, le nombre d’opérations binaires utilisées est donc borné par :

l
0(2) Z O(n2 +nr) = O(n2! + ner).
‘7:

Mais £ < 1+ logy k, k = O(n7) donc O(n2+! + ntr) = O(n27).

En résumé, I'algorithme marche en utilisant Cp = Cp 4 Cg @) _ = O(n?r) opérations
binaires. O

La complexité 6(n27') est évaluée pour le pire cas. En réalité, la minoration dans
I'inégalité (4.1) est normalement trop séveére. Généralement, si le TestAZéro échoue, la
boucle va se terminer plus tot.

Exemple 4.18. Considérons quatre nombres algébriques a;,j = 1,2, 3,4 définis par :

5m 117 3
a1 = 16 sin 9 sin g sin 53 sin <

_ 4m 207 17
ag = 16sin 45 sin 3% 5% sin £ 19 sin = 10

ey 97 127
ag = 48 cos % 18 COS {5 COS 55 COS ¢

5T 81 1047w
as = 16 cos & 5 COS ¢ COS 57 COS 3=

Dans son travail [Mye93], Myerson a indiqué que a; ~ 3;, ag ~ 1;

En ayant travaillé sur Maple, nous avons trouvé aussi ag ~ 1, a4 ~ 1.

Ecrivons aj, j = 1,...,4 sous une somme des cosinus puis la valeur d'une forme de
Chebyshev (calculé avec Maple 18, voir la figure A.5, 'annexe A.2), on obtient :

23 octobre 2015



78 CHAPITRE 4. EVALUATION DES EXPRESSIONS TRIGONOMETRIQUES

a1 = [~Tusg — Tys1 — Torr + Tas1 + Toaz + Tie5 + Too — Tus](2 cos g55)
= f1(2cos 9”%);
az = [~T32747 + Toagor — Tro517 — T16547 + T11677 + Tx707 + Tu523 — T3317](2 COS 55557 )

= J2(2 cos gg355);
ag = [—3T10301 + 3Tg681 — 3T7606 + 3T5089 + 358091 — 3Tua7a + 313106 — 311579 — 1](2 cOS 57522 )

= f3((2 cos 37555);

ag = [~T128401 — Ts3500 — Tr7141 — Tr5179 — Tr2619 + T32101 + T23771 + T21211 — 1](2 COS 557575 )
= fa(2cos 5z2515)-

Les quatre nombres algébriques a1 — 3, as — 1, as — 1, a4 — 1 sont tous tres proches de zéro.

o Pour a; — 3 : n =936, (n) = 288, l'inégalité (4.5) devient : |a; — 3| > €1, avec

€1 = Hf ”1 288 19—287 > 92~ 1220

le test SIGNE doit se terminer apres [logy 1220] = 11 itérations au plus.

o Pour as — 1 : n = 88200, <,0(2 ") — 920160, l'inégalité (4.5) devient : |ag — 1| > €2, avec

€o = ||f ||1 20160 _ 17—20159 2—82400’

le test SIGNE doit se terminer apres [log, 82400] = 17 itérations au plus.
o Pour ag — 1 : n = 24255, @ = 5040, I'inégalité (4.5) devient : |ag — 1| > €3, avec

_ ”f Hl 5040 _ 49~ 5039 27282937

le test SIGNE doit se terminer apres [logy 28293] = 15 itérations au plus.
o Pour a4 — 1 : n = 257040, “p(z ") — 55296, l'inégalité (4.5) devient : |ag — 1| > €4, avec

€4 = Hf ”1 55296 _ 17—55295 226017,

> 27

le test SIGNE doit se terminer apres [logy 226017 = 18 itérations au plus.

En pratique, pour toutes les quatre expressions, l'algorithme 4.15 se termine apres 5
itérations.

Selon la remarque 4.16, on a |aj| > 2732, j =1,...,4.

Il est aussi possible d’expérimenter avec un outil existent de Maple pour reconnaitre
que |a;| > 10725 =1,...,4 (la commande shake par exemple, voir la figure A.5).

4.2 Calcul dans ’anneau Z[z|/(M,,)

Dans ce travail nous rencontrons tres souvent des nombres algébriques déterminés par
des expressions trigonométriques de type r = rg + Z i1 TjCos ] ,7j € Z. Calculer sur ces
nombres peut étre considéré comme travaillant dans 1 anneau Z[ 1/{(M,).
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4.2.1 Abréger un élément de Z[z|/(M,)

La vraie réduction modulo M,, d’un polynéme f € Z[x] est Rem(f, M,,) ; Vu la proposi-
tion 2.21, nous savons que la taille binaire des coefficients du reste risque d’étre multipliée :

7 (Rem(f, My)) = O(deg f - 77(f))-

C’est pour cette raison qu’on n’utilise presque jamais la vraie réduction en pratique.

La fonction cosinus est périodique, en plus cos(km & ) = (—1)F cos z, alors (Tj.p+i +
T;)(2cos &) = 0 ou :

Trensi = Toni = (=1)*T;  (mod M,,). (4.7)

Ainsi, toutes les formes de Chebyshev peuvent étre abrégées par modulo M, & un degré
inférieur & d. Nous allons préciser cette procédure en deux aspects : la complexité de la
réduction et 'augmentation de taille binaire des coefficients.

Définition 4.19 (Forme abrégée d’une forme de Chebyshev). Soit f = fo + Z;-jzl 1iTj,
une forme de Chebyshev dans Z[z], n un nombre entier positif. En posant

d:LnT_lJ, r:Rem(D,Qn),D:k2n+r, f]:07]:r+1’72n_17
on définit la forme de Chebyshev Abr,(f) par :

déf

D i
Abrn(f) = fO + Z(_l)LEJ fi,Ti(modn)
=1

2k+1 d k

= (fo +2 ) (—1)jfnj) + Z( (fizn+s — fizntn—j — fiontn+s + fi.2n+2n—j)>Tj
=1

j=1 i=1
Remarque 4.20.

1. Gréce a la formule (4.7), nous signalons que la forme Abr,(f) est définie uniquement
par f, deg(Abr,(f)) <d, en plus :

Abr,(f) = f (mod M,), i.e. (Abr,(f)— f)(2cos ) =0.

L’application Abr, ne change pas la valeur des formes de Chebyshev dans Z[x]/(My(z)).
S’il n’y a pas de malentendu, on va écrire simplement Abr(f) a la place de Abr,(f).

2. 1l est clair que :

[Abr, ()l < [[f 17

Lemme 4.21. Soit f = fo + Zle fiT; une forme de Chebyshev de Zlx], (deg f = D,
mr(f) = 7), n un nombre entier positif, alors :

71 (Abr(f)) <741+ log, %. (4.8)
On peut calculer Abr(f) avec D additions de Z, dans DT opérations binaires.

Démonstration. Vu la définition de Abr(f) et la taille binaire 7 de tous les f;,7 =1,..., D,
le nombre d’additions D et le nombre d’opérations binaires D7 sont tous les deux clairs.

Pour la taille binaire des coefficients de Abr(f), remarquons qu’il y a au plus k x 4
termes f;’s dans chaque [T;](Abr(f)), alors :

Car k = L%J, en travaillant dans Z[z] on peut déduire :
rr(Abr(f)) < 77(f) + 1+ logy 2 c.q.fd
]
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Remarque 4.22. L'un des avantages du calcul dans Z[z]/(M,,) est qu’on peut toujours

borner le degré des données par d = L%J Ce fait nous aide a économiser notablement

le nombre d’opérations arithmétiques.

4.2.2 Les opérations dans Z[x|/{M,)

Nous voyons comment ['application Abr peut aider a calculer rapidement dans ’anneau
Zlx)/ (M (x)).
Pour I'addition, par la définition de Abr, il est clair que :

Abr(f 4+ g) = Abr(f) + Abr(g)

pour toute forme de Chebyshev f,g.
En ce qui concerne la multiplication, nous avons autrement :

Lemme 4.23. Soit f = fo + Zglzl fili, g = go + szzl gi'l; deux formes de Chebyshev
dans Z[z] avec les coefficients de taille binaire inférieure a 7. Alors :

rr(Abr([T]f - 9)) < 77(f) + 77(9) +logan + 1. (4.9)

Cette forme abrégée de Chebyshev peut étre calculée en (5(717‘) operations binaires.

Démonstration. Posons h = [T|(f - g). Vu la proposition 2.17, 77(h) < 77(f) + 71(g) +
log, n, elle peut étre calculée en Cg) = @(dT) opérations binaires ;

D’apres le lemme 4.21, le calcul de Abr(h) utilise C’g) = nr(h) = O(n7y) opérations
binaires ;

En résumé, le calcul de Abr([T]fg) utilise

Cp = 01(31) + C’g) = O(n7) opérations binaires.
O

Si l'on considere le produit de plusieurs éléments de Z[x]/(My(z)), avantage de la
base T s’est distingué.

Proposition 4.24. Soit [T]fj,7 = 0,...,k — 1 des formes de Chebyshev de degrés au
plus d avec les coefficients entiers de taille binaire au plus T, alors il existe une forme de
Chebyshev h de Z[z] (degh < d) qu’on peut calculer en O(knt) opérations binaires tel
que :

{TT(h) < kT + (k—1)(loggn +1) = kr + O(klogy n) (4.10)

h = H?;& fi  (mod M,).
Démonstration. Supposons que k = 2¢ (sinon on dénote £ = [log,(k + 1)] puis rajoutons

fj = 1 pour tout j = k,... ,2 —1). On va utiliser la stratégie "Diviser pour Régner"
illustrée par l’arbre dans le schéma ((2.8)) pour calculer successivement :

foj=1fi §=0,...,20~1
fej = Abr(fem1j - fem12j+1), §=0,...,27° =1
pour ¢ =1,..., 4. (4.11)

Vu la remarque 4.20, en derniere étape, si 'on prend h = fyo, degh < d et h = f;& fi
(mod M,,).
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1. Pour la taille binaire de h : appliquons le lemme 4.23 sur la formule f. j = Abr(fe.—12;-
fe—1,2j+1) on a :

77 (feg) < T7(fem1,2j) + 71 (fe-1,2j41) +logan + 1,
en posant 7, = max; {77 (f.;)}, cela nous donne :
Te < 27,1 + loggn + 1 ou bien (7. +logan + 1) < 2(7.—1 + logyn + 1).
Par I’induction on a :
Te+loggn+1 < 2%(ro+logyn+1) < 2°(1+logyn+1) = 7. < 2°7+(2°—1)(logyn+1) Ve.
En particulier 77 (h) <71y < kT + (k — 1)(logan + 1) = kt + O(klogy n).

2. Maintenant nous évaluons la complexité. Pour chaque ¢ = ...1,...,¢, on fait 2¢—¢
calculs fe;j = Abr(fe—1,2j - fe—1,2j+1) ou les entrées sont de taille :

deg fe—12j,deg fe—12j41 < d 5 Tr(fem125), T (fem12j41) < Tem1 = 2°T + O(2°logy n).
Vu le lemme 4.23 ce c-ieme "étage" du calcul utilise :
) = 2l=O(nr,_y) = 22O (n(2°7 + O(2°1ogy n)))
= O(n2'7) + O(n2%logy n) opérations binaires.
En résumé, car ¢ = log, k, la complexité binaire de tout le calcul est :
¢ ~

Cp=>.C% = O(knr).

c=1

O]

Remarque 4.25. Dans Z[z], le calcul du produit H?;é fj utilise (5(k2d7) opérations
binaires. Ici sur le méme produit mais dans Z[z]|/(My(z)), on peut remplacer le facteur
k? par k dans la complexité du calcul.

4.3 Le polynéme minimal d’un élément de Z[2cos 7]

Par rapport aux informations présentées sur M,, dans le chapitre 1, nous considérons

ici une question plus générale : comment est-ce qu’il est possible de construire le polynéme

minimal d’une combinaison linéaire quelconque de cosinus d’angles ’%T ?

4.3.1 Définitions

Définition 4.26 (Polynéme minimal Mp). Soit f € Z[z] donné par sa forme de Che-
byshev, deg f = d, F' = f(2cos ). Alors le polynéme minimal de F' dans Q[z] de F" est
dénoté par Mp.

Décrivons d’abord Mr algébriquement :
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L’annulateur de F

Effectivement, un polynéme dans Z|[z] qui s’annule en F' peut étre construit par une
idée naturelle : Si 'on prend les valeurs du polyndéme f en toutes les racines de M,,, elles
forment ’ensemble de zéros d’un polyndéme unitaire :

Piz)= ] (—r(). (4.12)
M(v)=0

Substituons B «+ f(z), A < M, (x) a larticle 2 du théoréme 4.13 on obtient :

P¢(z) = Resy (2 — f(z), My, (z)). (4.13)

Etant déterminant d’une matrice polynomiale a laquelle tous les termes appartiennent
Z[z], alors Py € Z[z].

Relation entre My et Py

Parce que Py € Z[z], Pf(F) = 0 alors Mp|Ps. Le lemme de Gauss nous permet de
conclure que Mp € Z[z].
Gréace a la particularité de ’ensemble de racines de M,,, on peut aller plus loin :

Proposition 4.27. [l existe v € N+ tel que
Py = My (4.14)

et donc
Dy

Mp = —————. 4.15
E ged(Py, P}) (4.15)

Démonstration. 11 suffit de démontrer la formule (4.14) parce que la relation (4.15) est
clairement sa conséquence.
D’abord, Py € Z[z], P;(F) = 0 alors Mp | Py, selon le lemme de Gauss, Mp € Z|z].
Pour toute racine v de M, dénotons Mp, son polyndéme minimal, nous avons aussi
que Mp, € Z[z].

Mp, (Fy) = 0 & Mg (f(v)) = 0 < (Mg, © f)(%) = 0.

Mais le polynéme minimal de 7y est My, donc M, | Mg, o f; y1 est zéro de M, cela
implique que 7y est aussi zéro de Mg, o f.

(MFk- o f)(71) = MFk(f(’Yl)) = MFk (F) =0,

F est racine de Mp,, donc My | Mp,. Les deux sont polynémes minimaux, ils doivent étre
identiques.

Toutes les racines de Py ont un unique polyndéme minimal My, alors on confirme
I'identité (4.14). O

Exemple 4.28. Considérons F' = 2cos T + 4 cos £ = (T5 + 2T%)(2cos 5z). L’ensemble de
racine de Py est :

Z(Py) = {f(2cos 57), k = 1,3,9,11,13,17,19, 23,27, 29, 31, 33}.

On n’a que lindice k = 29 satisfait f(y29) = QCOSQQTTr + 4COSQQT7T = F alors v = 2,

No=% =6

Par D'application v — Th9(y) on obtient f(v3) = f(v17), f(y9) = f(79), f(111) =
f(v31), f(ms) = f(927), f(723) = f(723), donc

Mp(z) = (z = f(n))(z = f(93))(z = f(70))(z = F (1)) (z = f(m3)) (2 = f(723))-
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4.3.2 Calcul de polynéme annulateur Py

Nous savons que Pr(z) = Resg(2— f(x), Mp(x)), que nous pouvons calculer en utilisant
des algorithmes généraux [GG13, Section 11.2]. Cela utiliserait O(57,) opérations binaires
ou 0 = deg(f) + deg(M,,) et 75 est un majorant de la somme de tailles binaires des sous-
résultants principaux, qui sont des polynémes de degré O(d) en z et les coefficient de taille

O(67(f)) (voir la proposition 8.50 dans [BPR06]).

Dans notre cas, cet algorithme nécessiterait O(n®7(f)) opérations binaires (et méme
plus en effectuant le changement de base). Vu la proposition 2.37, 7(f) = 77(f) + O(d) =
7+ O(n), la derniére complexité est donc (5(114 +n37). De plus, il est basé sur I’algorithme
Half-Ged, qui n’est efficace qu’a partir de degrés élevés.

Nous proposons ici une méthode simple, qui ne prétend pas d’étre la meilleure néces-
sairement et qui est efficace des les petits degrés. Elle est basée sur le calcul des sommes
de Newton de Py, considéré comme polynome a coefficients dans Z[z]|/(M,,).

Nous essayons de déterminer les sommes de Newton de Py, comme dans le cas de ®,,
et M,.

Calculer les S,,(FPs)

Considérons la i-iétme somme de Newton de Py

Si(Pr) =Y [f(Ti(x))"

1<k<n
(k,2n)=1

Vu la proposition 4.24 on a :

Remarque 4.29. 1. Pour touti = 1,...,deg Py, il existe une forme de Chebyshev f (@)
(deg f) < d) qu’on peut calculer en temps de calcul O(inT) tel que :

{TT(f(i)) =it + O(ilogyn)

@ = fi(z) (mod M,). (4.16)

2. Le calcul de tous les f(i),i =1,...,deg P peut étre complété en utilisant :

deg Py
Z O(int) = 6(deg2 me') = O(n7).
i=1

Ecrivons f() = f(z)" = fio + Z;l:l fijT; dans Z[z]/(M,), on obtient :

d
f(Te(@) = fio+ Y fijTje  (mod My).
j=1

Ainsi : .
Si(Pr) =deg Prfio+ 3 fii( Y. T) (mod My) (4.17)

=1 1<k<n
(k,2n)=1

En outre, chaque somme intérieure peut étre déterminée par une somme de Newton de
®y,, : On sait que (théoreme de Holder, la formule (1.19), page 24) une somme de Newton
de &9, est identique la somme de Ramanujan :

S@m)= 3 ez
1<k<2n
(k,2n)=1
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= 25;(P2p) = 2Re( Z ej’"%> Z ik(2cos ),

1<k<n 1<k<n
(k,2m)=1 (k2n)=1
cela implique que :
> Tjp =28;(P2n) (mod My). (4.18)
1<k<n
(k,2n)=1

D’apres deux formules (4.17) et (4.18), les sommes de Newton S;j(Pf) peuvent étre
obtenues directement depuis les coefficients f; ; de f(z)’ (mod M,,) par la formule :

d

S( ) szdeng +22fz] q)Qn) (419)
Jj=1

Remarque 4.30. L’identité (4.19) fournit une relation linaire entre les sommes de Newton
de ®q, et celles de Py, la matrice d’association est (f; ;) = [Z];(f?). Remarquons que la
famille (f; ;) n’est pas unique mais dans la formule (4.19), les Sy, (®,,) sont des invariants.

Nous construisons ’algorithme 4.31 permettant de calculer Py :

Algorithme 4.31 : Calculer Py

Entrées : [T|f = fo+ Z;l:l JiT;
Sorties : Py = Res,(z — f(z), My, (z))

1 begin
2 pour j < 1 a deg P, faire
L Calculer S;(®2y,)
/* Utiliser le théoréme de Holder (théoréme 1.20) */
4 pour i < 2 a deg Py faire
Calculer les f mentionnés dans la remarque 4.29 ;
/* Dénotons f(i) = fio+ E?Zl fi i1} */
6 pour i < 1 a deg Py faire
7 L Si(Pp) = fio-deg Pr+239, f;;S;(®2n)
/* Les sommes de Newton de Py */
p1 < =S1(Py);
9 pour ¢ <— 2 a deg Py faire
10 L,Zb HS1(Pp)pi—1 + ...+ Sic1(Pr)p1 + Si(Py)]
R deng

11 retourner 29675 ST (P des Pr—i

Preuve de correction. L’algorithme est bien correct grace a la relation (4.19) et les formules
de Newton (1.17). O

Proposition 4.32. Soit n un nombre entier positif, d = |§], f = fo+ Z;l:l fiTj une
forme de Chebyshev avec les coefficients entiers de taille binaire au plus 7. Alors on peut
calculer le polynome Py en exécutant O(n7) opérations binaires.

Démonstration. Nous utilisons 'algorithme 4.31 :
1. D’abord, le calcul de tous les Sj(®2,), j = 1,. .., deg Py utilise Cg) = 0O(2n) = O(n)
opérations binaires (voir les étapes 2 - 3 dans la preuve de la proposition 3.11);
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~» Vu lidentité (1.20), on a Sj(®2,) < ¢(2n) ou 7(Sj(P2,)) < 14 logyn pour tout
Jj=1,...,deg Ps;

2. Appliquons la remarque 4.29, calculer tous les f(i),z' =1,...,deg Py utilise C](32) =
O(n37) opérations binaires ;

~ (@) =it 4+ O(ilogyn) pour tout i = 1,...,deg Py;

3. Une fois que les f;; sont préts, la relation (4.19) permet de calculer les sommes de
Newton de Py par deg Py.(2d+2) = O(n?) opérations arithmétiques dont la taille maximale
d’entrées est connue : 7(f;;) = j7 + O(jlogyn) = O(nt), 7(S;(P2,)) < 1+ logyn. Donc
le calcul de tous les S;(Py),j =1,...,deg Py via I'identité (4.19) utilise :

C’g’) = O(deg? Py) x O(nt) = O(n’T) opérations binaires;
~+ La taille des S;(Py), i =1,...,deg P peut étre bornée par :
1Si(Pp) |0 < deg Py /]| oo max{] S;(P2n)|}
c’est-a-dire que :
7(Si(Py)) < 77(fP) + 21ogy n = it + O(ilogy n).

4. Maintenant on a les S;(Pf),j = 1,...,deg Py, les formules de Newton (formule
(1.17b)) permet de calculer tous les coefficients de Py par O(deg? Py) = O(n?) opérations
arithmétiques sur les données {1,...,deg Pr},{S;(Pf)}. Vu la taille des Sj(Pf) qui vient
eétre évaluée, pour renvoyer Py, on utilise :

Cg) = O(n?)O(nt) = O(n37) opérations binaires.

En résumé, la complexité du calcul de P; par I'algorithme 4.31 est :

4.3.3 Complexité du calcul de My
Maintenant Py est obtenu par (5(7137') opérations binaires. On calcule ensuite Mp
. P .
comme le quotient WM. Ici deg Py = N, 7(Py) = O(nr).

Corollaire 4.33. Soit n un nombre entier positif, d = | 5], f = fo—i-Z;-l:l fiTj une forme
de Chebyshev avec les coefficients entiers de taille binaire au plus T. Alors on peut calculer
le polynome minimal dans Q2] de f(2cos7/n) en exécutant O(n®7) opérations binaires.

Démonstration. Lorsque Py est calculé, on peut avoir P]/c par sa définition en
ct = O(deg Pr-7p,) = O(n*r) opérations binaires.

Il est clair que deg(P}) = N — 1, Tpr < 7Tp; + logo N = O(nr)
Pour le calcul du pged, on applique le cotit mentionné dans la proposition 2.22, donc
le calcul de h = pged(Py, P}) utilise
9 _ ~
CJ(B) = O(deg® Py max{7p;, TP}}) = O(n37)
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opérations binaires; h étant sortie du calcul du pged, donc 7(h) = O(nT).

Vu le cofit de la division exacte énoncé dans le corollaire 2.26, le quotient My = % est
calculé en exécutant

O — G(deg? Py + deg Py max{rey ) = B0

opérations binaires.
En résumé, tout le calcul de My s’est fait en complexité binaire

Cp=CY 1?40 = 0mr).

O
Exemple 4.34. Considérons F' = 2acos 7 + 2bcos ¢, on réécrit
F = f(2cos 5£),
ou f = aTs + bT7.
Le polynome minimal de 2 cos 3¢ est
Mss =Tyo+T11 —T7r—Tg—T5s —Ty+To+T1+1 (4.20)

=22 4+ 2™ — 12219 — 112° + 542® 4 4327
—1132% — 712° + 1102* + 462 — 402% — 8z + 1.

Par la formule Py = Res(z — aT5 — bT%, M35) on obtient Py = M}% avec

Mp=2%—(3a+2b)2°+b(=3b+5a)2* + (5a3+6ab2+6b3) 23
—l)(5(13—|—7a2b—|—9ab2 —263) 22— (3(15 —4a3b2—7a2b3+2ab4+4b5)z
—ab +a®b + 70t — 2a3® — Ta?bt +2ab° + 5. (4.21)

Conclusion du chapitre 4

1. Nous avons développé une méthode composite algébrique-numérique qui permet
de calculer le signe de F' = f(2cosT) avec une bonne complexité O(n?r) qui est
meilleure que la méthode algébrique utilisant 'isolation rapide (section 4.1);

2. Par une méthode simple, classique n’utilisant que les sommes de Newton, a ’aide
des opérations dans Z[z]/(M,) (section 4.3), le polynéme unitaire de F' peut étre

calculé en complexité O(n®7) qui est actuellement la meilleure complexité connue.
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Chapitre 5

Applications aux diagrammes de
nceuds de Chebyshev
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Il est connu que tout nceud K C R® C S3 est isotope a une courbe polynomiale (voir
[Vas90]). C’est un probleme difficile de déterminer un triplet (a,b, c) tel qu’il existe
une courbe polynomiale de multi-degré (a, b, ¢) qui paramétrise K.

Il est prouvé dans [KP11] que tous les nceuds K C R?® C S? sont des noeuds de
Chebyshev, c’est-a-dire qu’il existe des entiers a, b et ¢ ou a et b premiers entre-eux, et
un nombre réel ¢ tels que K est isotope a la courbe gauche C(a,b,c, @) : @ = To(t), y =
Ty(t), 2 = Tc(t + ¢). On lappelle noeud de Chebyshev.

Le but ici est de déterminer le diagramme correspondant a la courbe gauche C(a, b, ¢, ¢).
Il reste alors le probleme de l'identification du nceud par le calcul d’invariants clas-
siques, question difficile que nous n’abordons pas ici, sauf dans le cas des courbes
trigonales non singulieres, ou le calcul de la fraction de Schubert est simple et permet
de déterminer le nceud correspondant.

Quand a, b, c sont fixés, a et b premiers entre-eux, on peut décider quels sont les
¢ pour lesquels C(a, b, c, ¢) est une courbe réguliere en O(n?) opérations binaires, ot
n = abc. Quand a, b, ¢ sont fixés, on peut lister tous les nceuds de Chebyshev C(a, b, ¢, @)
possibles en O(n2) opérations binaires.

Si I'on se donne un nombre rationnel ¢ de taille binaire 74, le probleme de l'identifi-
cation de C(a, b, ¢, ) est généralement plus compliqué : pour savoir si ¢’est un noeud,
nous utilisons (5(112 + nty) opérations binaires; Afin de décrire la nature de tous
ses croisements, i.e. de connaitre son diagramme, nous utilisons (5(n27'¢,) opérations
binaires.
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5.1 Introduction

Dans [KP11], il est prouvé que tous les nceuds K C R3 C 83 sont des nceuds de
Chebyshev, c’est-a-dire qu’il existe des nombres entiers positifs a, b, ¢, ou a et b sont
premiers entre-eux, et un nombre réel ¢ tels que K est isotope dans S? & la courbe

C(a, b, c, ¢) T = Ta(t)a Y= Tb(t)a z = Tc(t + d))a

ou T}, indique le n-iéme polynéme unitaire de Chebyshev.

Réciproquement, quand la courbe C(a, b, ¢, ¢) n’a pas de point multiple, elle définit un
nceud polynomial.

Un tel nceud est déterminé par son diagramme, c’est la projection dans R? sur laquelle
on précise la nature (au-dessus/en dessous) des croisements.

Quand a et b sont premiers entre-eux, la courbe C(a, b, ¢, ¢) est singuliére si et seulement
si elle posséde des points doubles.

Considérons les polynémes dans Q[s, t, @] :

To(t) — Th(s)
t—s

, Qn(t,S) — Tn(t + qb) - Tn(s + ¢)

t—s

P,(t,s) =

Disons que C(a, b, ¢, ¢) est un nceud si et seulement si 'ensemble

{(s,t) : 3¢, Pa(s,t) = Py(s,t) = Qc(s,t,¢) = 0}

est vide.

D’autre part, étant donné un diagramme, c’est généralement difficile a trouver le noeud
correspondant quand le nombre de croisements dépasse 16. Nous ne discuterons pas cette
question.

Diagrammes de Chebyshev

La projection de la courbe gauche C(a, b, ¢, ¢) sur le plan Ozy est la courbe de Cheby-
shev :
Cla,b) : x =Tu(t), y = Tp(t).

Proposition 5.1 ([KP11],[KPR10]-Proposition 2). Soit a and b deuz entiers positifs qui
sont premiers entre-euzx, alors la courbe de Chebyshev x = To(t),y = Tp(t) a %

points singuliers qui sont tous croisements, paramétrisés par :

t= 2(:05(2 + %)W,s = 2cos<2 — %)77,

ou 1,7 sont entiers positifs tels que é + % <1

Les croisements de la courbe de Chebyshev C(a,b) se trouvent sur les (b — 1) lignes
verticales T} (z) = 0 et aussi sur (a — 1) lignes horizontales T, (y) = 0. On peut représen-
ter ce diagramme de C(a,b,c,r) par une trajectoire de billiard [KP11] qui est un objet
combinatoire. Voyons par exemple les trois nceuds 52 = C(4,5,7,0), 52 = C(5,6,7,0),
4, =C(3,5,7,0), leurs diagrammes et les trajectoires de billiard correspondantes dans la
figure 5.1.

Il y a deux possibilités pour chaque croisements : droit ou gauche (voir [Mur96] et la figure
5.2).
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FIGURE 5.1 — Les nceuds 59, 54, 41 avec leurs diagrammes de Chebyshev et trajectoires de

A N
/ D

Le croisement gauche Le croisement droit

FIGURE 5.2 — Deux types de croisement

Proposition 5.2 ([KPR10]-Lemme 6). Considérons le diagramme de la courbe C(a, b, c, ¢)
ot a, b et ¢ sont entiers, a et b sont premiers entre-euz. Soit (s,t) les paramétres d’un
point double de la projection sur Oxy. Posons D(s,t,¢) = Qc(s,t,d)Py_qa(s,t) alors :

D(s,t,6) = (~1) T Qs 1, ). (5.1)

De plus, D(s,t,¢) > 0 si et seulement si le croisement sur le point double Ay g de pa-

ramétres (t = 2cos(a + 3),s = 2cos(a — B)) ola =2, B = j% est un croisement droit.

Le polyndéme caractéristique
Si (a,b) =1 alors l'ensemble algébrique
Vab = {(5,t) € C?, Pu(s,t) = Py(s,t) = 0}

a exactement (a — 1)(b — 1) points qui sont tous réels (voir [KP11])).
En considérant (. comme un polynéme univarié en ¢, son coefficient dominant est
lcy(Qe) = ¢ donc
Va,b,c = {(37t7 QS) € (C37 Pa(svt) = Pb(57t) = QC(S,t, ¢)}
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est un ensemble fini des points complexes (voir [KPR10, Proposition 5]). La projection
Zape =19 € C, Pu(s,1) = Py(s,t) = Qc(s,t,¢) = 0}

a aussi un nombre fini des points. Si I'intervalle (¢1,$2) n'intersecte pas Z,p., alors
C(a,b,c,¢1), C(a,b,c, p2) sont un méme nceud, parce que la nature de leurs croisements
ne change pas.

Les éléments de Z,; . sont des nombres pour lesquels C(a,b, ¢, ¢) est singuliere. Ces
valeurs critiques sont les zéros d’un polynoéme Ra,b,c qui peut étre considéré comme le
polynéme caractéristique de ¢ dans Q[s, t, |,/ (Pa, P, Q). Signalons que Rab,c satisfait
(Rape) = (Pa, Py, Q) N Q[¢], on pourrait le calculer en utilisant un outil d’élimination
classique (voir [KPR10]), e.g. en calculant une base de Grébner selon un ordre d’élimination
< quelconque pourvu que ¢ < s, t.

La multiplicité des racines de EQ,W ne présente pas d’intérét particulier. Rmb,c peut
étre remplacé par un polynome R, . de coefficients entiers qui posséde les mémes racines,
s’il existe. Par abus de la langue nous disons un tel polynéme un polynéme caractéristique.

Motivation

Notre premier objectif est : étant donnés a, b, ¢ entiers, a,b premiers entre-eux et un
nombre réel ¢

T décider si C(a, b, ¢, ¢) est singuliére;

T sinon, déterminer son diagramme, i.e. le signe des D(s,t, ) = Q.(s,t, ) Py_qo(s,t) pour
tout (s,t) € Vap.

Notre deuxieme objectif est : étant donnés a, b, ¢ entiers, a, b sont premiers entre-eux,

I calculer un polynéme caractéristique R, (¢) possédant les mémes racines avec Ra,b,c
qui satisfait (Rgpc) = (Pa, Py, Qc) N Q[¢];

T calculer ses racines réelles ¢1 < -+ < ¢s;

I calculer les diagrammes C(a, b, ¢, ;) pour des nombres rationnels 79 < ¢1 < --+ < ¢5 <
Ts-

Dans [KPR10], il est restreint dans le cas 3 < a < 4 ou l'on obtient des neeuds a
deux ponts. La raison était qu’en ce cas, on pouvait identifier facilement un nceud & partir
de son diagramme en calculant sa fraction de Schubert (voir [Mur96]). Il était également
possible d’obtenir directement le polynéme caractéristique comme produit de résultants a
coefficients entiers.

Cette méthode était basée essentiellement sur une boite noire permettant de résoudre
le systeme de dimension zéro {P,(s,t) = Py(s,t) = Qc(s,t,¢) =T — D(s,t,¢) = 0}, par
exemple, en calculant une Représentation Rationnelle Univariée (voir [Rou99]), puis de
calculer le signe de T' en chaque zéro.

Ici, nous ne gardons plus la condition a € {3,4}. Nous allons utiliser quelques pro-
priétés des courbes de Chebyshev implicites afin de factoriser le probleme sur le corps
d’extension Q[2 cos 7] permettant de changer entierement la stratégie du calcul : on traite
des polynomes de petits degrés avec les coefficients dans des corps d’extension de hauts
degrés.

5.2 Calcul du polynéme caractéristique

Comme on a dit, R, peut étre considéré comme générateur de l'idéal principal
(P, Py, Qc)Q[¢], on pourra I'obtenir donc a partir d’une base de Gréebner de (P,, Py, Q.)
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selon un ordre polynomial quelconque tel que ¢ < s,t.

Une telle méthode peut étre optimisée en utilisant la structure du systeme P,, P, €
Q[s,t], Qe € Q[s,t,¢] et en plus le coefficient dominant en ¢ est entier; on peut aussi
calculer premiérement une base de Groébner G, de lidéal (P,, P,) selon un ordre <
arbitraire, puis on obtient immédiatement une base de Grobner G . de (P, Py, Q¢) selon
tous les ordres compatibles avec <4 tel que s,t < ¢, justement en ajoutant Q. a Ggp.

Dans cette section, nous étudions deux méthodes spécifiques de calcul de R, :

- La premiere technique utilise (5(714) opérations binaires, qui est basée sur les calculs avec
les formes de Chebyshev développés dans les parties précédentes de la these;

- L’autre méthode qui est basée sur les calculs approchés des sommes de cosinus, utilise
O(n®) opérations binaires.

Proposition 5.3. Soit a, b deuxr entiers positifs qui sont premiers entre-euxr ot a est
impair, soit ¢ un entier positif. Considérons le polynome

—1
a2 b—1

Ra,b,c = H H Qc(2 COS(%F + %)7 QCOS(%— - %)a gb)

i=1 j=1

Alors Rop.c € Z[9) ;
En plus C(a,b,c, d) est singuliére si et seulement si Rqp . = 0.

Démonstration. La courbe C(a,b,c, $) est singuliere si et seulement si elle possede des
points doubles. Cette condition implique qu’il existe t = 2 cos(4F + ), s = 2cos(4 — L)
tels que Qc(s,t,¢) = 0, ou 1 < i < “T_l, 1 < j < b-—1. Grace a la proposition 5.1,
C(a,b, c, d) est singuliere si et seulement si ¢ est racine de

—1
a2 b—1

Ra,b,c = H H Qc(2 COS(%F + %)7 2COS(%F - %)a ¢)
i=1 j=1
Qc(s,t, @) est un polynéme symmétrique dans Z[¢|[t, s]. En posant o; = %r, B = ]%, s =
2cos(a;+p;5), t = 2cos(a; —f3;), parce que s+t = 4 cos o cos 55 et st = 2 cos 20;;+2 cos 203,
on a Q¢(s,t,¢) € Z[¢p, 2 cos o;][2 cos ;). D’autre part, 2 cos f; est racine de U, € Z[t], donc

b—1

R; = H Qc(2cos(ay + B5), cos2(cy; — ), &) (5.2)

j=1

appartient a Z[¢, 2 cos «].
Par définition, Q.(—s, —t, —¢) = (=1)°"1Q.(s,t,¢). On en déduit

agl a—1
[1 Ri(~9)Ri(9) = =+ [] Ri(#) € Zl4).
=1

=1

Enfin R2, . € Z[¢] alors Rap. € Z[d)]. O

a,b,c

5.2.1 Factorisation de R,

Le polynéme P, (t, s) se factorise en polynémes de degré 1 ou 2, ce qui permet d’obtenir
la factorisation de Q.(2cos(a + f3),2cos(a — 3), ¢).
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Lemme 5.4. Soit n € R, en dénotant

t—s stn =0,
E,(t,s) =qt+s sin=m, (5.3)
t? 4+ 52 — 2cos(n)ts — 4sin®(n)  sin#Z0 (mod ),

alors :

Tu(t) — Tu(s) 52

[ — s H Egkﬂ- t 8 (5.4)

Démonstration. D’abord deg, (T, (t) — T,(s)) = deg, (T, (t) — Tn(s)) =n
A part de t — s, on cherche les autres facteurs de T, (t) — T),(s).
Soit ¢t € [—2,2], posons t = 2 cos p alors pour tout s = 2 cos(+p+ 2’;”) k=1,...,n—1on

zz T,(t) — T, (s) = 0. L’équation implicite de la paramétrisation (t = 2 cos p, s = 2 cos(£p+
o)) est

Eogr (t,8) = t? + s — 2ts cos 2k — 4sin® 2’” =0,
n

alors t — s et les Fopr, bk =1,...,[n/2] sont tous facteurs de T},(t) — Ty (s).

n
A remarquer que si n est pair, 'ensemble {1,...,n— 1} contient I’élément T qui donne

E.(t,s) =t+s.
La factorisation sera confirmée en comparant le coefficient dominant et le degré : Il
est clair que lc,(T5,(t) — Tn(s)) = ey (Th(t) — Ta(s)) = 1, legEopr = legEopr = 1. De plus
n n

1+ Z,Ei/fj deg B pr =1+ Z,EZ/IQJ degs B gr = 1. O

Gréace au lemme 5.4, on obtient

le/2]
Qc(t7 S, ¢) = H EQkﬂ/C(t + ¢7 s+ (b) (55)

Définition 5.5. Dénotons Py g~ (¢) = Eay(2cos(a + B) + ¢,2cos(a — B) + ¢), concréte-
ment :

- 2¢ + 4 cosacos 3 siy=735
Paﬁ’y(¢> 4 ( 2 (cos? a—cos 'y)(cos B—cos? ) .
sin?y (¢? + 4 cos a cos B + 4 Sty ) sinon
(5.6)
On définit aussi :
¢+ 2cosacosf siy =3
P . 5.7
a,ﬁ,'y(¢> {¢2 1 4 cos acos 5(25"‘4 cos? a—cos S:/r)lgcsb B—cos? 7) sinon ( )

Alors on obtient la factorisation :

Proposition 5.6. Soit a,b deux entiers positifs premiers entre-euz, soit ¢ un entier positif.

Alors :

g bo1le/2) (a—l)(b—l) 5ot o)
a b c H H H a,f3, »y H H ﬂ JT J . (58)
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 c
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Démonstration. Partons de la formule (5.5), en signalant que sin? &% = sin %% sin (e=k)m )”

on a :
c—1 Le/2]

Qc(2cos(a+ B),2cos(a — B), ) = <26_1 H sin ’“Z) H Pop~(0)
k=1 k=1

Mais pour tout z, exp (1x) = cosz + ¢sinz, donc :

c—1 —
H sin &7 = (20)17¢ H (exp (*£T) — exp (FL7)) = (20)" “exp ( _wme(e=1) 5 1 H exp (247) — 1)
k=1 Pt

c—1
=" H (1—¢F), avec € = exp (2z)
k=1
On sait que 2¢ — 1 = (z — 1)(X4; O:r *) alors []¢Z (ac — §k) S¢”1 aF. Particulérement,
en substituant = = 1, on obtient [[{_](1 — &¥) = Z l‘ = ¢, donc :

c—1

H sin &x = ¢.21—¢
C

k=1

ainsi : o)
Qc(2cos(a+ f),2cos(a— B),¢) =c H Popq( (5.9)

ce qui prouve la proposition. ]

5.2.2 Calculer R,;. comme élément de Z[2 cos 7|[¢]

D’apres la formule (5.8), R, est le produit de % - | 5] polynomes de degré

1 ou 2, en variable ¢, avec les coefficients dans Z[2 cos 7]. Nous pouvons y appliquer les
opérations dans Z[2 cos 7] étudiées dans la sous-section 4.2.2 pour I'obtenir.

Lemme 5.7. Soit P = Y2 pi(2cos Z)¢, Q = >4 aqi(2cos T )qbZ deuz polynomes dans
Z[2cos T][¢]. Supposons que les formes de Chebyshev p; = 377", me] et ¢ =37 9 quJ
satisfassent 7 (p;) < 7, 71(q;) < 7 < 7.

Alors on a P-Q = ZD+dh (2cos L)' ou h; = Z?:_& hi jTj, mr(hi) < 74+ 17 +
logy n+logy d. On peut calculer toutes les formes de Chebyshev [T h; en O(dD) opérations
arithmétiques de Z[2cos %], ou en (5(an7') opérations binaires.

Démonstration. Rappelons d’abord le lemme 4.23, on sait qu’avec f = fo+ Z?:l fili, g =

g0+ 9Ts € Z[z), 77 (f), 7r(g) < 7. Alors 77(Abr([T]f.9)) < 77 (f)+77(g)+logy n+1;
Abr([T]f.g)) peut étre calculée en O(nr) operations binaires.

Le produit P - Q peut étre écrit P - Q = Z‘H'D hi¢* avec h; = Z;‘l:() Abr(p;—jq;).
Chaque forme Abr(p;—;q;) peut étre calculé en O(nt) opérations binaires, donc toutes
les formes [Th; sont calculées en O(d(d + D)n7) opérations binaires, en plus 77(h;) <
7+ 7'+ logy n + log, d. O

On en déduit :

Corollaire 5.8. Soit P; = ;l 0Pij(2cos T)¢ des polynomes dans Z[2cos Z][¢] avec
77 (pi;) < 7. Alors leur produit peut étre exprimé par P = Hf 1 dkoh (2cos © )dﬂ
avec h; = 375~ o hijT;, 77(h;) < k7 + klogynd. On peut calculer P en O(ko?’nT) opéra-
tions binaires.

23 octobre 2015



94 CHAPITRE 5. APPLICATIONS AUX DIAGRAMMES DE N@EUDS DE CHEBYSHEV

Démonstration. Posons Q; = Py --- P;. D’apres le lemme 5.7 :

T 77(Qiv1) < 77(Qi) + 7+ logynd < (i + 1)(7 + logy nd) ;

t Qit1 peut étre calculé & partir de Q; en O(77(Q;)d(id + d)nt) = O(i2d?nt) opérations
binaires.

En résumé, on obtient @ en @(k?’dznT) opérations binaires. O

Travaillons dans Z[2cos 7,2 cos T ,2cos Z][¢] C Z[2cos T][¢], le lemme 5.7 peut étre
appliqué a la formule (5.8), ce qui nous donne la premiere méthode pour calculer R, :

Proposition 5.9. Soit a et b premiers entre-eux ot a est impair, soit ¢ un entier. Alors
R peut étre calculé comme un élément de Z[2 cos T][¢] en O(n*) opérations binaires.

Démonstration. Nous devons calculer le produit des ]50475,7((1)). Les coefficients d'un tel
polynome seront écrits sous la forme de Chebyshev : (voir la figure A.13, annexe A.3)
- Quand c est impair, tous les P, g sont de degré 2, chacun peut étre réécrit :

Popr(9) = §(fa(2c0s T)6% + fu(2cos 1)o + fo(2cos 7)),

ou
fo=2—Topap
fl =2 cha—cib +2 cha+cib - T2 kab+cja—cib — T2 kab—cja+cib
- T2 kab—cja—cib — T2 kab+cja+cib (510)
fo=2+Tacja—2cib + T2 cjat2cib + Lakab
— Tokab—2cib — T2 kab+2¢ib — T2kab—2 cja — T2 kab+2cja
- D’autre part, pour les ¢ qui sont pairs, quand k = %c, on écrit :
Pogr () = 5(91(2c0s T) + go(2 cos T))
ou
g =2, go= cha—cib + cha+cib~ (511)
Comme Ty, ; = T,,—; = —T; (mod M,,), on peut écrire foy, f1 and fo sous forme de Che-

byshev de degré au plus n — 1, 77 (f;) < 4; De la méme fagon, 77(g;) < 2.
Appliquons le corollaire 5.8 avec k = %(a - 1)(b-1) Lc;Qlj <T T=4:
t 228 R, 5 est calculé comme élément de Z[2 cos Z][¢] en O(n*) opérations binaires.

1 chaque coefficient de ce polynéme, [(;Sj ](QQkRa,b,C) est une forme de Chebyshev :
[W](Z%Ra,b,c) = Aj(2cos 7),

ot \j € Z[z], deg \; < n — 1, 71(\;) = O(n).

On est assuré que \;j(2cos T) € Z alors sa valeur exacte peut étre identifiée par \;
mod M,,. On sait aussi la taille de M,, : deg M,, < n, 7r(M,,) = O(n) (voir le lemme 3.15).
En plus, si deg f,degg < d, 77(f),7r(g9) < 7, le reste [T]Rem(f, g) peut étre calculé en
O(d?r) opérations binaires (voir la proposition 2.21).

Dans notre cas, ce reste, étant la valeur exacte du coefficient, est un entier qui est obtenu en
utilisant O(n?) opérations binaires. Il y a O(n) coefficients & identifier, donc la complexité
binaire synthétisée est enfin O(n?). O
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5.2.3 Calculer R,; . par des approximations numériques

Dans le chapitre 4, on sait calculer approximativement une somme de cosinus a ’aide
du corollaire 4.4.

Une fois que le j-ieme coefficient de 22kRa7b7c dans la preuve de la proposition 5.9
est calculé en forme [¢7](2% Ryp.) = Aj(2cos Z), I'une de ses valeurs approximatives a la
précision 27! sera suffisante pour décider sa valeur exacte, vu qu’il est un entier. On sait
que 77(\j) = O(n), alors cette valeur approximative peut étre trouvée en O(n?) opérations
binaires.

Cette stratégie nous permet d’arriver a tous les coefficients entiers de A; en O(n?)
opérations binaires.

Nous améliorons la stratégie en utilisant ’approximation numérique des facteurs IBOC, By

dans Q[¢].

Démontrons tout d’abord ce lemme :

Lemme 5.10. Soit P; = a;¢> +bijd+c;, i =1,..., N, des polynomes dans Raeg<2[@]. Soit
P; € Ryeg<2[@] tels que
[Pilloc <M, [P —Pilloc < 4.

Alors on a :
N

N

ITT 2 - I Bl < 6 N3N (M +5)".
i=1 i=1

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme 2.27 concernant le produit de plusieurs po-

lynémes pour déduire que

Si deg @ < 2 alors [|PQlloc < 3|[Plloo]|Ql]co-

Supposons que || P|joc < M + 6, alors ||P; - - - Pylloo < 35~ M*. En plus on va déduire par
induction que ||Py -+ Pilloo < 38 1M + 6)F.
En fait, si ||Py -+ Pr — P1 -+ Pglloo < 0, 0n a :

|Pr- Poyi — P Pegillo = P Pe(Poyr — Pog1) + (Pr+ P — Pr - Py) Pyt [|oo
< NP1 Pe(Prgr — Peri)lloo +[[(Pre- Py — Pro - Pe) Pyl oo
= 3KM*6 4 36,(M +0)

Donc 8gy1 < 3(M + 6)d;, + (3M)*6. Posons uy, = 3’“(1\547]15)’“ alors :

Uk+1—UkS3( 0 ( M )kéd

M+6)\M+35
On obtient donc ug11 < ug + kd = (k+ 1)0. O
On a prouvé aussi la proposition 2.28 qui confirme que : Si fo, ..., fr—1 € Z[z], deg f; <

d, 7(f;) < 7 pour tout j = 0,...,k — 1 alors leur produit f = Hé‘?;ol ;i satisfait : 7(f) <
kt + (k — 1)logy(d + 1). Il peut étre calculé en O(kd) opérations arithmétiques, O(k2dr)
opérations binaires. Il est clair que cette proposition sera toujours vraie si ’on considere
fj € Q[z] avec des coefficients en forme de nombres dyadiques, ce qui, & I’aide du lemme
5.10, permet d’obtenir :

Corollaire 5.11. Soit P, = a;¢* + bj¢p +¢;, i = 1,..., N des polynomes dans Qgeg<2[4]
avec tous les coefficients en forme de nombres dyadiques, T(P;) < 7. Alors P = Hfil b
peut étre calculé en O(N?T) opérations binaires; De plus 7(P) < N7+ (N — 1)log, 3.
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Ce corollaire nous ameéne :

Proposition 5.12. Soit a et b premiers entre-eux ot a est impair, soit ¢ un entier. Alors
on peut calculer Ry p . en O(n?) opérations binaires, ot n = abc.

Démonstration. 1l est clair que M = ||Paﬁ'y||oo < 16. Prenons N = S(a — 1)(b—1)[£].
On calcule approximativement chaque coefficient de Pa,ﬂ,v a la précision 6 = 27V+1 pour
obtenir N polynémes ]50(7 3,y dont les coefficients sont nombres dyadiques bornés par M +4.
Ensuite nous calculons Ra,b,c = Hﬁ’aﬁﬁ dans Q[¢] en utilisant (5(]\7 3) opérations
binaires (c’est la conclusion du lemme 5.11 avec 7 = 6N + 1).
Par le lemme 5.10 :

|Rape — Rapell <27NFIN3N . (16 +6)N <

N |

ce qui permet de déterminer immédiatement les valeurs entiers de tous les coefficients de
Rape. O

5.3 Calculer les racines réelles de R,

Ici, notre objectif est de calculer les racines de R, .. Nous donnons d’abord une esti-
mation de la taille des coefficients de R, .. Le lemme suivant montre que ||Rq |1 < 6%,
ou N = (a —1)(b—1)(¢ — 1) < n. Grace & cette borne, les algorithmes généraux ré-
cents peuvent trouver les racines de R . en O(n®) opérations binaires (voir [SM16] par
exemple).

Lemme 5. 13 Soit a, b deux entier positifs premiers entre-eux, a est impair et ¢ un entier.
Posons N = $(a—1)(b—1)(c — 1). Alors on a

N

||Ra,b,c||1 = Z |CL1| < 6N‘
i=1

Démonstration. 11 y a deux cas a considérer dans la formule (5.8)
- Si ¢ est impair, R, . apparait comme le produit

RrRW

abc

c—1
—1‘T'~
H H P, g (5.12)
j=1k=1

- Si ¢ est pair, il faut multiplier ce produit par le facteur :

b—1
;ogc H H(2q§+4cosacosﬁ). (5.13)

Soit P = Y a;¢" € Rg] et Q = S b € R[], on dira que P < Q si |a;] < by,
1 =0,...,m. Il est clair que :

Si P < Q@ alors || Pll1 < [|@Q]]1,

en plus
Si Py < Q1 et Py < Qo || PP < [Q1Q2]1-
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On a: ¢+ 2cos % cos ij < ¢ + 2, cela nous donne : R((l%gyc < (29 + 4)(“*1)(”*1)/2.
Sivz%ﬁ#galors

Pog~r = 4sin?y - ¢? 4 16¢ - cos a cos B sin’ v + 16(cos? o — cos® ) (cos® § — cos® )
< 4(p+2) (5.14)
On en déduit que R\ < (2¢ + 425 ) @-D0-D/2 of R, . < (26 + 4)V. Enfin
[Rapelli < 2%(I(¢ +2)" 1 = 6",
O
Dans la suite, nous montrons que le calcul des racines réelles de R, ; . peut étre effectué

en O(n?) opérations binaires.

5.3.1 Les racines des facteurs P, 3,

Siy =3, deg Py~ = 1, il a une racine unique. Sinon il est de degré 2 donc possede
au plus deux racines réelles distinctes.

SidegPyp~=1(y= g)

Par définition, deg P, 5, = 1 & v = 3, dans le cas Pa, 8,2 a une seule racine

¢ = —2cosacosf.
Sideg Pagy =2 (v # %)
Dans tous les cas restants ot v # 7, Py 5, est de degré 2. Son discriminant est :
Ay g~ = 16 cot? y(sin® v — sin® asin? B) (5.15)
Nous allons utiliser le résultat ci-dessous :
Lemme 5.14. [Mye93, Theo. 4] Considérons l’équation :
sinmxy sin mxg = sinwazsinway, z; € Q. (5.16)

Pour tout p on a
inTsinp — sin 2sin(x — 2
sin § sin p = sin § sin(§ — §),

toutes les autres solutions rationnelles (x1,x2,x3,24) (0 < 21 < 3 < x4y < x2) de l'équa-
tion (5.16) sont :

{(LﬁLi)(iili)(i&ii)(iiii)
210210 14> 14> \14> 14> 210 21/° 217 21> 14> 14/ (200 200 15 15 />
(llil)(iiil (Llil (Lﬁli)
15° 152207 20/°\30°10° 15> 15/> \15> 15> 10° 30 /> \10° 30> 15° 15 )
(iliﬂ)(iﬂii)(l@ii)(iiil)
15° 15> 107 30/ \30° 30° 10> 10/>\30° 30> 10° 10/ \15° 15> 107 6/
2 8 1 3 1 5 1 3 1 3 11
(3521550 70): (120 13> 160 10)» (100 160 60 67 (B-17)
Proposition 5.15. Soit a = %, B=2%,v= kT qvec 1 < i < %1, 1<53<b0-1,

1<k <[5] alors :

1. Sip=7%5, a=r, Pypy aune racine double nulle ;
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2. Sinon il existe ko € {1,...,c— 1} tel que :
(a) Pour tout k < ko, Pn g~ n'a pas de racine réelle ;

(b) Pour tout k > ko, P, a deux racines réelles distinctes, en plus son discrimi-

nant satisfait :
279" < Ny g < 16. (5.18)

Démonstration. Dans le cas ot deg P, g, = 2, il est confirmé que v # 7 donc cos~y # 0.

1. D’apres I'identité (5.15) et le fait que cosvy # 0, sin o, sin 3,siny > 0, Ay g = 0 si
et seulement si siny = sin asin 3, i.e. (%, %, 2, 4) est solution de I'équation de 1”équation

(5.16) qui a été résolue complétement par Myerson dans le lemme 5.14. Vu les possibilités

dans I'ensemble des solutions, avec notre condition que (a,b) = 1, il faut que 8 = 7 et

sin o = sin 7.

2. On est maintenant dans le cas ot sin arsin 8 # sinvy, d’ot A, g~ # 0.

(a) Nous avons 0 < sin? < ... < sin@ < 1, 0 < sinasin <1, il existe donc
M < sinasin 8 < sin ®7. Dans la formule (5.15), k > ko
si et seulement si siny — sin asin § > sin ’“07” —sinasin 8 > 0, ceci équivaut a A, g~ > 0.

(b) Considérons k > kg i.e. Ay g >0

o Grace a l'inégalité élémentaire sinxz > 2?5” on obtient

I'unique indice kg tel que sin

cot27 > cos? v > sin? 5c > 0_2, (5.19)
Quand A, g n'est pas nul, I'identité (5.15) s’écrit autrement :
Ag g = cot? y[d — 2cos(2a — 28) — 2 cos(2a + 23) + 4 cos 2 + 4 cos 23 — 8 cos 2]
= cot” 7(4 — 4T 20k — Toc(aj—bi) = Tac(aj+bi) + 2T2cbi + 2T26aj) (2cos ), (5.20)
ot I'on pose 64,5y = 4 — 4T2abk — Toc(aj—bi) — Toc(aj+bi) + 2T 2chi + 2T2caj (vVoir le calcul avec

Maple illustré dans la figure A.12, annexe A.3).
Comme |[|64.8~|l7 = 24, en appliquant I'inégalité (4.1), on a :

6 s (2008 1 9n)
af(2cos )| > 24 . (5.21)

Les inégalités dans (5.21) et (5.19) nous donnent la premiere inégalité dans la suite (5.18) ;
o Posons m = sin asin 3, x = sin? v, alors

Agpgy=16(1+m—x — %),

Considérons la fonction g(x) = 16(1 +m — 2 — 2) sur [m, 1], on a ¢'(z) = -1 + 75 =
Wﬂﬂ. La table de variation de g est :
x m vm 1
ge) | + 0 -
P
g(z) |0 \“0
Ainsi A, g < 16(1 — /m)? < 16. O

Pour tout «, 3, |2cosacos 3| < 2 et en cas ol P, g~ a des racines réelles, elles ad-
mettent 'une de trois valeurs —2 cos av cos 3, —2 cos v cos 3 £+ %, /Aq ., alors nous avons :

Corollaire 5.16. Soit ¢ une valeur critique alors || < 4.
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5.3.2 La borne de séparation de R,

Soit f un polynéme dans Z|[x| alors la distance minimale entre les racines distinctes de
f s’appelle sa borne de séparation :

Sep(f) = min{|z; — z;|, f(zi) = f(z;) =0, z; # z;}.

Proposition 5.17. Soit a,b, ¢ trois entiers positifs tels que (a,b) = 1, a est impair. Soit
Ry p.c le polynome défini par lidentité (5.8). En posant n = abc on a :

Sep(Rap.c) > 9—9In—1

Démonstration. Rappelons d’abord le contenu du lemme 4.11 qui va étre utilisé a plusieurs
reprises : Si f(v) # 0 (f € Z[x] donné dans la base T, v = 2cos T) alors on a l'inégalité
(4.1) :

2 1l 2.

Considérons deux racines distinctes ¢1, ¢2 de Ry, il existe (a1, f1,71), (o2, B2,72)
tels que Py, 8,4 (#1) = Pay g4, (¢2) = 0. Afin de minorer la distance |¢1 — ¢2|, nous allons
considérer tous les cas possibles du couple (Py, 8, 415 Pas,f0)-

1. Si deg Py, g,y = deg Py gy = 1, o1 = —2cosajcos By, ¢2 = —2cosazcos Bz
alors :

|1 — d2| = 2| cos a cos 1 — cos g cos Pa|

9

= |cos(a1 + 1) + cos(ay — 1) + cos(aa + [2) + cos(ae — [a)| = %‘f1(2 cos )

ot f1 = Tpiv+ajn + Toir—aj + Thistajs + This—aj, (Voir le calcul avec Maple illustré dans
la figure A.7, annexe A.3). Comme || fi|lr =8 on a :

3ab
|p1 — | > 2272 . (5.22)

2. Sideg Py g4, = 1,deg Poy gy, = 2 alors 71 = 5 # 72.
On a: ¢1 = —2cosaq cos B1, ¢pg = —2cos as cos Bo £ %, /Aqy Bs.~,- Ceci nous donne :

|1 — do| = ‘2 cos g cos 31 — 2 cos ag cos Bo &= %\/AQQ’BZW

_ 16| sin? 72(2 cos arg cos 1 — 2 cos g cos Ba)? — 4 cos? yo(sin? 5 — sin? ag sin? (2))|
16 sin? o )2 cos 131 — 2cosagfs F %, [ Aoy oo
Posons A1 = 16 sin? 5(2 cos oy cos 81 — 2 cos az cos 32)? — 4 cos? Yo (sin? y5 —sin? ag sin? 3s).

Comme ¢ # ¢2, A1 # 0, on peut réécrire
A1 = fa(2cos 7)),

avec fo (voir la figure A.8, annexe A.3) étant une forme de Chebyshev, || f2||7 = 256. Vu

Pinégalité (4.1), |A;] > 256172 ;
%\/ A(XQyﬁQ»’YZ

Mais |sin?7s| < 1, [2cosaif; — 2cosanfa| < 4,
n
|61 — do| > BE2 > ol—n, (5.23)

< 2 (voir l'inégalité
(5.18)), on a donc :
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3. Quand Py, g, ~, = Pa, 8,4, ¢’est-a-dire que ¢1 et ¢ sont deux racines distinctes d'un
méme polynome P, g~ de degré 2 alors |¢p1 — ¢2| = (/A4 3. En appliquant I’évaluation
(5.18), on obtient immédiatement :

|1 — d2| > 2’37"; (5.24)

4. Quand deg P,, g, v, = deg Pa, ,, = 2 mais Py, g, 5, et Pa,3,~, Ont une racine
commune, dénotons Z(Py, 8, ~4,) = {¢1, 0}, Z(Pas poe) = {¢2,¢}. On a :

|1 — d2| = [(@+ ¢1) — (¢ — d2)| = |4 cos ay cos B1 — 4 cos a cos 3]

3ab
= |fi(2cos &) >2°" 2. (5.25)

5. Quand deg Py, 8, v, = deg Poy 8yy0 = 2, Z(Pay giy) €6 Z(Pay 8s,4,) sont disjoints
alors (Pa17,317’y1>Pa2,62,’72) = 1. Dénotons Z(Pa1,,31,'71) = {¢17 ¢/1}’ Z(Paz,ﬂz,’yz) = {¢27 /2}

Comme Py, 8, v Pas paye sont tous unitaires on a Res(Pu, g, 415 Pas,8ey0) = (01 —
$2)(P1 — ¢5) () — d2)(¢) — ¢5) # 0.

On sait que |¢| < 4 pour tout ¢ € {¢1, B}, d2, ¢}, donc |(d1 — ¢5) (P} — ¢2)(¢) — d5)| <
29 par la suite :

[Res(Poy 1,715 P gae)| o [256sin® 71 sin® yoRes(Pa, 6y 41 Pon. 82,90
29 = 217

|p1 — p2| >

Posons C1 = 256 sin® y1 sin® v2Res(Pa, g, 41> Pas,forye)> o0 a1 C1 = fa(2cos I) (voir la
figure A.9, annexe A.3), ou f; est une forme de Chebyshev dans Z[z], || fs]|7 < 65552.
Avec Cy # 0, appliquons l'inégalité (4.1) pour f4 on obtient

I3

1—
|61 — gof > 5522 > 97, (5.26)

En combinant les inégalités (5.22), (5.23), (5.24), (5.25), (5.26) on a la conclusion
souhaitée. O

5.3.3 Isoler les valeurs critiques

Nous allons calculer indépendamment les racines des polynomes F, g, puis les com-
parer afin d’obtenir toutes les racines de R, ;. avec leurs multiplicités.
La premiere étape est de calculer les racines de chaque P, g .

Lemme 5.18. Soit a et b deux entiers positifs premiers entre-eux, soit ¢ be un entier.
Soit o =i%, B =373, v=k%. Alors on peut calculer les racines réelles de Py, si elles

existent, a la précision 27 en (’3(5 + n) opérations binaires.

Démonstration. La premiere opération a exécuter est d’identifier si P, g, a
(a) 1 racine simple,

(b) 1 racine double réelle (qui vaut zéro d’apres la proposition 5.15),

(c) 2 racines simples réelles ou

(d) 0 racine réelle.

Si et seulement si k = § on a (a); si non on teste la condition § = § et v = a qui

assure (b).
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(ib+ja)mr cos (ib—ja)m
ab _ab
qu’on doit évaluer & la précision 27¢. Vu le lemme 4.3, cette tache peut étre faite en O(l+n)

opérations binaires.

Quand on est assuré que P, g, ne tombe pas dans les deux premiers cas, décider si
c’est le cas (c) ou (d) retourne a calculer le signe du discriminant A, g~ de Py 5.

La proposition 5.15 nous a affirmé que |A, | > 273", Afin de décider son signe, on

Dans ces deux cas la, I'unique racine est —2cosacos 3 = — cos

évalue numériquement sa valeur & la précision 273771, ce qui peut étre effectué en O(n)
opérations binaires en utilisant & nouveau le calcul des fonctions élémentaires de Brent
[Bre75, Bre76].

Quand A, g~ > 0, la racine est alors calculée comme une racine d’'un polynéme du

3n ~
second degré a la précision 2 2, ce calcul utilise O(n) opérations binaires selon [Bre75,

Bre76]. O

Maintenant nous en déduisons les intervalles d’isolation des racines de R . :

Corollaire 5.19. Soit a et b deux entiers qui sont premiers entre-euz, soit ¢ un entier.
Alors on peut isoler les racines réelles de Ry par des intervalles de longue 279 en
(9( 2) opérations binaires. Il est aussi possible de calculer les racines réelles de Rype et
leurs multiplicités en C’)( 2) opérations binaires.

Démonstration. Rgp . est le produit de O(n) facteurs ﬁa’gﬂ. D’apres la proposition 5.17,
la distance entre deux racines réelles arbitraires de R, . est supérieure a 2—9n—1

Supposons que les racines de tous les facteurs ]5047577 soient calculées indépendamment
a la précision plus fine que 279772, alors deux de ces valeurs présentent la méme racine si
et seulement si la distance entre elles est inférieure & 2791,

Notre premiere étape est alors de calculer approximativement les racines de tous les
facteurs Pa B,y jusqu’a la précision 27 In=2_ (Cette étape utilise (’)( 2) opérations binaires,
selon le lemme 5.20.

La deuxieme étape est de trier la liste de valeurs d’approximation, ceci utilise 6(72)
comparaison entre les points flottants de la précision 2. On utilise donc @(nQ) opé-
rations binaires.

La derniere étape est de grouper les valeurs qui se sont séparées par une distance
inférieure & 2791 cela utilise aussi O(n?) opérations binaires. O

5.4 Calculer les diagrammes des nceuds

D’abord nous décidons si la courbe C(a, b, ¢, @) est réguliere ou non. Le lemme suivant
sera tres utile :

Lemme 5.20. Soit a et b deux entiers premiers entre-eux, soit ¢ un entier. Soit a = 1%,
B =33, v = kL et ¢ un nombre rationnel avec T(¢p) = 7. Alors, on peul tester si

P.p~(¢) =0 en O(n2 +nr) opérations binaires. On peut calculer le signe de P pg~(0) en
O(n?1) opérations binaires.

Démonstration. Supposons que ¢ = ¢
Quand v = Z on écrit

20Py 3. = 2u + 4v cos ' cos Jgr = f(2cos %),
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avec f = vT_jq1ip + vTjaqip + 2u (voir la figure A.10, annexe A.3), c’est une forme de
Chebyshev avec || f|l7 < 4|v| +2]u| < 6-27. Ceci nous donne 77 (uf) < 27 +log, 6 = O(7).
Le signe de P, g~ (¢) est celui de uf(2cos 7).

km

Siy =% £ Z la formule (5.6) se transforme en : 4v%sin? v P, g, (¢) = g(2cos =) (voir

la figure A.11, annexe A.3), avec

2 2 2 2
g =2u"+ 20" —u Ty gap + V" Ty ap + 2 UUTibc—jac +2 uvﬂbc—l—jac
- uv,—ribcfjacf2 kab — uv,—ribcqtjacf2 kab — uv,—ribcfjac+2 kab — uv,Tibc+jac+2 kab
2 2 2 2
+ 0 T2 b2 jac + UV T2ibe+2 jac — VT2 ibe—2kab — VT2 ibet2 kab

2 2
-0 TZjac—Q kab — U T2ja0+2 kabs

c’est une forme de Chebyshev avec ||g||7 < 4u? + 16|uv| + 16v? < 36 - 227, donc 77(g) <
27 + logy 36 = O(7). Le signe de P, g~ (¢) est celui de g(2cos 7).

On est maintenant dans la situation déterminer le signe d’une somme de cosinus : vu
le lemme 4.10, on sait le colit de décider si la somme est nulle. Grace a la proposition 4.17,
on peut calculer son signe par la complexité énoncée. O

Proposition 5.21. Soit a et b deux entiers premiers entre-eux, soit ¢ un entier. Soit ¢
un nombre rationnel de taille binaire 7. Alors on peut décider si C(a,b,c, ) est un neud
en temps de calcul O(n? + nt) (avec n = abe). Si c¢’est un neud, la nature de tous les
croisements de C(a,b,c, @) peut étre précisée en 6(n27) opérations binaires.

Démonstration. C(a,b,c, ) est réguliere si et seulement si Rqp.(¢p) # 0. Nous calculons
d’abord les s racines réelles ¢1,...,¢, de R,p . par les intervalles d’isolation de taille
binaire 27" en temps de calcul (5(n2) Dénotons 'intervalle d’isolation de ¢; par [u;, v;],
ot u; < ¢ <w;et 7(ui), T(v;) < —9n.

Pour chaque i, supposons également qu’on connaisse la liste de «, 3,y tel que Py g »(¢;) =
0. D’apres le corollaire 5.19 précédent, nous obtenons ces racines en 6(n2) opérations bi-
naires.

Nous trouvons 'unique indice ig tel que ¢i, < ¢ < ¢i,+1 en exécutant O(slog, s) compa-
raisons entre ¢ et les u;’s. Ceci utilise O(s(T + n)) = O(n? + n7) opérations binaires.

Deux cas peuvent apparaitre :

- Si Vip < ¢ < Uip+1, Ra,b,c(¢) 7é 0 et ¢z‘o < ¢ < ¢i0+1-

- Si uiy < ¢ < vy, on calcule le signe de ¢ — ¢;,. Considérons le polynéme P, 3, , tel
que P70 (¢i9) = 0.

Rapc(¢) = 0si et seulement si Py g, .,(¢) = 0. Cela peut étre confirmée en O(n*+nr)
opérations binaires, vu le lemme 5.20.

On peut aussi calculer le signe de Py gy,(¢) en 6(7&27) opérations binaires par le
lemme 5.20.

- Sio = 7, il est clair que ¢ — ¢4, et Py gy,40(¢) ont le méme signe.

- Sivo # 5, Pao,foir (@) a deux racines ¢, et —2cosacos 8 — ¢;,. Comme [¢p — ¢y, | <
cosacos 3, on a (¢ + 2cosacos B) (¢ — ¢o)Pagy gy (@) > 0. Nous calculons le signe de
¢ + 2cosacosf en (7)(n27) opérations binaires, puis déduisons le signe de ¢ — ¢;, en
O(n?7) opérations binaires.

Nous avons décidé si C(a,b,c,d) est un nceud en (7)(77,2 + n7) opérations binaires. Si
C(a,b,c,¢) est un nceud, on trouve iy tel que @iy, < ¢ < Piy+1 €en (5(n27) opérations
binaires.

Maintenant on détermine la nature des croisement sur les 3 (a—1)(b—1) points doubles
A, p de parametres (2cos(a + 3),2cos(a — f3)) de la courbe plane €(a, b).
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5.4. CALCULER LES DIAGRAMMES DES NEUDS 103

Soit a = % et B = j{. Les racines réelles ¢) = ¢j,,..., 9, = ¢j, (ie Qc(2cos(a +
B),2cos(ov — 3)) sont collectées depuis 'ensemble de zéros de R, . en O(n) opérations
binaires. N N

On trouve ko tel que ¢, < ¢ < ¢} ., en O(logy klogyn) = O(log2 n) opérations bi-
naires en insérant ig dans la suite (ji, ..., jr). Le signe de Q.(2 cos(a+p), 2 cos(a—f3), ¢) est

b da
donc (—1)*0. Le signe du croisement sur le point double A, s est alors (—=1)"Hi*la [+ Ik
et peut étre calculé en O(n) opérations binaires.

De cette maniére, la nature de tous les croisements est calculé en O(ab)-O(n) = O(n?)

opérations binaires. ]
Maintenant nous listons tous les diagrammes de noeuds C(a, b, ¢, ¢) possibles.

Proposition 5.22. Soit a,b, ¢ trois entiers ou a est impair, (a,b) = 1. On peut lister tous
les diagrammes de neeuds C(a,b, ¢, ) possibles en O(n?) opérations binaires.

Démonstration. C(a,b,c, ) est une courbe réguliere si et seulement si R, (¢) # 0. Nous
calculons d’abord les s racines réelles ¢1,...,¢s de R, . présentées par les intervalles
d’isolation [u;, v;] de taille binaire 279" en temps de calcul O(n?).

Pour chaque i, supposons qu’on sait la liste des «, 8,7 tel que P, g~ (¢;) = 0.

Le noeud C(a, b, ¢, ¢) est unique pour tout ¢ € (vg, uxr1) parce que le signe des croise-

ments sur les points doubles A, g est constant. Pour tout k£ dans 1, ..., s, nous choisissons
un nombre rationnel ry dans (vg, uk11), (en particulier ro = —4, re41 = 4).
Pour tout «, 3, on calcule les étiquettes (iy < --- < iy) des racines ¢} = ¢;,,..., ¢} =

¢i,, of Qc(2cos(a+ B),2cos(a — ), ¢) en O(n) opérations binaires.

Soit 0 < k < s+ 1, on calcule le signe de Q.(2cos(a + (3),2cos(a — 3),7) dans
O(k) = O(c) opérations binaires.

Le diagramme de C(a, b, ¢, 1) est donc déterminé en (5(71) opérations binaires. O
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Conclusion du chapitre 5

1. Nous avons démontré que le polynome caractéristique R, . peut étre calculé en
complexité O(n?) par une méthode numérique, et en complexité O(n?) a laide du
calcul dans la base des polyndémes unitaires de Chebyshev. En fait nous n’avons
trouvé aucune d’autres techniques atteignant ces deux complexités ;

2. Travaillant dans la base des polyndmes unitaires de Chebyshev nous permet aussi
d’analyser entierement la complexité binaire du calcul des diagrammes des des noeuds
de Chebyshev ce qui est assez difficile avec les autres méthodes préexistentes.
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Annexe A

Calculs faits avec Maple 18

A.1 Le paquetage ChebUnit

Gréace aux algorithmes dans trois premiers chapitres, le paquetage ChebUnit réalise les
calculs dans la base des polynémes unitaires de Chebyshev :

o ChebTn : n — [X]T),;

o ChebUn : n — [X]|U,;

([T1f,n) = f(2co0s T);

0 62p : Yjg fj cos I = (fo+ S5y §T5m);
o x2T : [X]f — [T]f;

o T2x : [T]f = [X]f;

o mulT : ([T1f,[Tlg) = [TI(f - 9);

o quoT : ([T]f, [T]g) = [T]Quo(f,g);
o MnT : n — [T|My;

ct

o p2

k]

Voyons quelques exemples dans la figure A.1, A.2

Exemple A.1. En exécutant MnT (1260), on obtient :

[T1Mi260 = Toss — Tore + Toea + Toog — To16 + 21204 — 1192
+ T80 + T4 — T132 + Tho0 — Thos + Toe — Tya — Tug — Tog — 1,

par contre, en utilisant T2x(Mi260), Maple renvoie un résultat illustré par la figure A.3.

Enfin, nous avons calculé Mggg, M1260, Msea0, puis nous avons écrit la procédure VoirLaTaille
permettant de calculer les sommes de bits qu’il faut utiliser pour sauvegarder leurs coef-
ficients dans la base des monoémes, voir la figure A.4.

A.2 Trouver la forme de Chebyshev

Soit F' une somme de type F' = fo + E?Zl fjcosrymou fj,r; € Q, 5 =0,...,d alors
elle peut étre réécrite en

1252

F:fvo+ Z E‘Zcos%w,

J=1
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106
[> with (ChebUnit) ;
[ ChebTn, ChebUn, MnT, T2x, comT, mulT, p2t, quoT, t2p, x2T | (§))]
|> ChebTn(11,x) ;
ChebUn (17, t) ;
;vcl1 - 11x9 +44x7 - 77Jc5 + 55x3 —11x
27— 161 +1051° — 3641 + 715 — 79247 +462F° — 1208 + 9+ )
;> L:=RandomTocols: -Generate (list (integer (range=-1000..1000) ,16)) :
> ff:=L[1]+add(L[j]*T[j-1],3=2..nops (L)) ;
ff:=-140 + 782 T — 250 T, + 913 T, + 324 T, — 995 T, — 46 T, — 701 T, — 901 T, + 573 T, — 804 T}, 3)
+306 T,, +375 T, — 984 T, — 257 T}, + 764 T
> FF30:=p2t(£f,30);
FF30 = -944 + 1564 cos[— n] — 500 cos(% n] + 1826 cos[ll—o n] + 648 cos[— n] -995./3 @)
— 92 cos| 1| — 1402 cos[ == 1| — 1802 cos| — 1| + 1146 cos| —— 1t | + 612 cos[ L=
5 30 15 10 30
2 13 7
+ 750 cos(? n) — 1968 cos(ﬁ n) — 514 COS(F n)
|> t2p(FF30,T);
£T:=t2p (FF30,T) [1] :
[-944 + 782 T) — 250 T, + 913 Ty + 324 T, — 995 Ty — 46 T — 701 T, — 901 T + 573 Ty + 306 T 5)
+375T), — 984 T3 — 257 T, 30|
> f£x:=T2x (£T) ;
foi= -257 %' — 984 x13 + 3973 x12 4 13098 x!! — 24289 x10 — 66753 x” + 73319x° + 161110 %7 (6)
— 110396 x° — 183267 ° + 72327 x* + 85258 x> — 13637 x> — 13026 x — 242
> x2T (£x) ;
-944 + 782 T, — 250 T, + 913 T, + 324 T, — 995 T, — 46 T, — 701 T, — 901 T, + 573 T, + 306 T}, )
+375T,— 984T, —257T,,
| > L1:=RandomTools:-Generate (list (integer (range=-1000..1000) ,7)):
gT:=L1[1]+add (L1[3j]*T[j-1],3j=2..nops (L1));
gl =881 —238 7, + 1857, +297 T, + 203 T, — 689 T, + 194 T ®)
f> hT:=mulT (£T,gT) ;
hT := 730732 + 771455 T, — 1119715 T, + 1551072 T, — 1082373 T, — 108833 T, — 213049 T, )
— 251893 T, — 884002 T, + 473111 T, — 120055 T, — 543264 T, + 905537 T, — 237264 T,
— 401559 T, + 163781 T, — 474502 T, . — 475092 T,., + 698555 T, — 13823 T, — 49858 T
| > MnT (1260) ;
-1- Ty = Tyg = Tgy + Tog — Tyog + 11 = T3y T Thgg T Tigp — Thgp 2 Tooq — Tyt Tong T Togy (10)
~ Tyg6 T Togg

FIGURE A.1 — Les commandes du ChebUnit : ChebTn, ChebUn, p2t, t2p, T2x, x2T,

mulT et MnT
.,r5,5 =1,...,d. Notre fonction t2p prend F

ou n est le dénominateur commun de 71,
pour renvoyer (f,n) ou f est la forme de Chebyshev dans Q[x] :

125

f=h+ Y [Ty
j=1
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A.3. MINORER UNE SOMME DE COSINUS 107

[> with(ChebUnit) ;
| ChebTn, ChebUn, MnT, T2x, comT, mulT, p2t, quoT, t2p, x2T | n

> M121:=MnT(121);
h:=117*T[129]-3*T[49]-19%T[40]1+99;
f:=mulT (h,M121) ;
F:=p2t(f,121);
Mi2l=-1+Ty — T+ Ty — Ty + Tss

Bi=117 Ty — 3 Ty — 19 Tyy + 99
=994 19T, = 3T, — 117 Tppy + 3 Tpg +19 T, — 3Ty, — 19 Ty + 117 T, + 98 T}, — 19Ty, + 19 Ty — 3 Ty + 3 75 — 18 Tys — 117 Ty,
— 19T+ 19Ty — 99 Ty — 3 T+ 3 Ty + 99 Ty — 19 Tyy + 117 Ty — 117 Ty — 99 Ty + 3 Tpp + 99 Ty — 3 Ty — 117 T
+ 117 Ty + 18 Ty + 117 Ty +3 Ty — 3 Ty + 117 Ty g — 19 Tp — 117 Ty + 117 T,
58 15
121 121

T:W—chs( 60 TEW—SSCBS( 2
ra \ Z \

F:7—99+6ws|{ 12271 T:W —6ws|{ 13281 T:W +234ws|{ T:W — 38 ws|( T:W + 38 ws|( 11281 21
A Z A Z A /4 \ /4 \

( 39 (5 (25 ( 28 [ 26 (14 (41
+6cos|\ﬁﬂ:J+écos|\ﬁﬂ:J—234cos|\ﬁﬂ:J—écos|\ﬁﬂ:J+380c}s|\ﬁﬂ:]+234cos|\ﬁﬂ:]—234cos|\ﬁnJ

— 38 cos|: 15211 71:] + 234 cos|: 15221 71:] + 198 cos[%ﬂ:] +6 cos|: 11271 71:] — 234 cos[%ﬂ:] — 38 cos| 21 71:] — 198 cos|\ﬁﬂ:1
(47 (36 (3 (5 ( 50 48 (
—234ccs|\ 21 ‘J'I:J +234ccs|\ 21 ‘J'I:J + 198 ccs|\7‘J1:J + 198 ccs|\7‘J1:J —6cos|\ 21 ‘J'I:J + 38 ccs| 21 ‘J'I:J +234ccs|\ 21 ‘J'I:]
(49 (40 (19 (37 (16 (29 ( 30
+écos|\ 1 TI:J + 38 cos|\ 21 TI:J —234cos|\ 1 TI:J — 38 cos|\ 1 TI:J —écos|\ 21 TI:J — 38 cos|\ 1 TI:} +234cos|\ 21 TI:}
([ 4 ( 6 (4
I +3Scos|\ﬁﬂzjfécos|\ﬁﬂ]flgﬂcos|\ﬁﬂzj
> is(F=0):
is (F>0);
is (F<0);
FAIL
FAIL
FAIL 3)
[> evalf(F,50);
-1o10¥ @

FIGURE A.2 — Les commandes MnT et mulT appliquées dans I'exemple 4.5
ceci est illustrée dans la figure A.5.

A.3 Minorer une somme de cosinus

Pour une borne théorique : trouver la valeur maximale possible de ||.|r

Soit @« = I, B = &, v = '%r Nous devons toujours minorer une expression A =
w(a, B,7) avec w € Z[u,v,w|. Avec Maple 18, il est possible d’exécuter successivement
trois calculs ci-dessous :

1. Utilisons la commande combine(w, trig) pour réécrire :

d

w(a, B,7) = wo + Z wp cos(Tpa + ynB + zn7),
h=1

voir la figure A.6.
2. Nous avons écrit un procédure qui s’appelle rec1, qui permet de prélever les coefficients
existents dans une expression cos ou sin :

recl

wp cos(Tpa + ypf + 21y) > [wh, €08, Tpa + Y B + zp7]

3. Listons tous les dénominateurs des %, on prend la commande lcm pour obtenir m,
leurs ppcm
m = ppcm(dénominateur(%:),h = 0,...,d);
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Sur ce point 14, pour tout («, 3,7), le nombre algébrique m - w(a, 8,7) peut toujours étre
écrit sous la forme

m-w(a,ﬁ,y) = f(2COS ﬁ)

Pour un triplet précisé (o = %r, %r, ’%’r), on risque de perdre quelques coefficients s’il
apparait des cosinus de valeurs en opposite, (par exemple 2 cos {5 + 7 cos 110—1” = —5cos 77),
de toute facon :
d
I fllr <m Y fwnl,
h=0

cela nous permet d’appliquer le lemme 4.11 afin de minorer la valeur absolue de w(«, 3,7).

Précisément :
d abc

ol 8,7)] 2 g (2m Y fenl) *

h=0

Le processus est empaqueté dans la procédure PourMinorer :
d
PourMinorer : w(a, f3,7) — {M =m Z ]wh|,m}
h=0

Quelques calculs dans le chapitre 5 sont illustrés par les figures A.7, A.8, A.9, A.10,
A1, A12, A13.

Pour une borne en pratique : outil existent de Maple

La commande shake renvoie un intervalle qui borne la vraie valeur d’une expression.
Elle a été utilisé pour minorer |a;|,j7 =1,...,4 dans I'exemple 4.18 illustré dans la figure
A5,
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(> XM1260:=T2x (MnT(1260)) ;
XM1260 =7 — 288 % + 21040 ™ — 3857856 177 + 269105832 " — 14856924006 x°7" + 676165660127 x77° — 26090988105324 x7 ' + 871275934013706 70 (18)
— 25576858479602208 7" + G68218428413856765 ™ — 15692496830770217436 x°°° + 333986745386760827663 x°°° — 6486536412096159085368 x°
+ 115631473382047395664443 x°*° — 1901495332992504239109164 x> + 28970714344308812250623058 x°°° — 410507535534174335300405760 x°
+ 5427990724295585143552638816 x> > — 67174968346178017770151719552 x=°° + 780157029185835915837197188575 x>
— 8523149164694745220794956040200 +°*° + 87780276278496953762113157820900 x°** — 853924171671658209007766212189200 x°*
+ 7860252775761540307118788477751250 x°*0 — 68572479510596198445956181866676960 x° + 567806630608355681106416595144854529 x°°
— 4468646294220124894199519441278429164 x° - + 33466961752656487684172989711807628241 x> — 23879123 12813599992271662824846091 16968 x°*
+ 162495219708614671306098458 1358204694206 x°>° — 10556168158045557291215534297545210419192 x°2°
+ 65525010169562601168459174926418206402121 ™2 — 388960584700738915360063982865022924851680 x°°
+ 2209723270322390402194120345302726582380139 x°” — 12023079920997659630106375565405887235643124 x°'°
+ 62694357719176720870265454956743 115190107415 x°'° — 313505143753134943445895727852004984298212136 x°
+ 1504228405078294405128402926680990584594084366 x°© — 6928949072812851586704401544407630392627346776
+ 30656343917359040206969174228142891748913565814 x°*° — 130338329299091576472940886099978049636074840544 +™™°
+ 532730507204982236002107892180807474499149378871 ™™ — 2094101625196956969922741163942103936551190810324 x°*
+ 7919558200640087253835735523995154814558200642772 x° " — 28824596598210759469222934720889982060710673092320 x'**
+ 100999480136418493527729757602928477229208091333908 x°° — 340794236972520435036005913708100111032816249092688 x'**
+ 1107632562244521755210708234744685904848848417227421 x'°% — 3468428770212167976062299283612014278417890996735424 x°°
+ 10466395735307715566819746614805933955930017206766572 ' — 30442016936306381195410011148295636828657763356550992 x'*°
+ 85356662068517743407411699579670838166890270517783774 x' ™ — 230757875357401766802124838514133251000045819895251600 1
+ 601575258437920620640556859301801246243308794480581887 x'™° — 1512477911583558758848222098454123255030839471977757900 x'
+ 3667730308679155035497153263455821243227225825153412898 x'7® — 8579286964220684488520921390853191955626392192599258592 5
+ 19358839598484293072301512711327442140454406428773086005 x' © — 42140872526854571763559608994749360389642100266275051284 x'7°

+ B849903944803669591450018077932855743005673 1123894355893 "% — 179304960356667266039707599497057427331045555045280565000 x' %

+ 35048212440052248673393 1671492000463660672750671637893107 x'*! — 660927278739401520016059422075281578605014026748308336492 x'*

+ 1202384871526250553203691439157741949524520895793219414631 x'® — 2110165686181621119971918730541849270872672403834920073152 x***

+ 3572296458449139671007815002195809703815986592259070743485 x'7° — 5833167335843387876787256204445912995546673329020722580012 x**

+ 9186476590600532060830900001891021571427107607051538078247 x' 72 — 13951989698770072622131673403340029570078431504811341582184 x' "

+ 2043216659434638835516328 1742095956441 198220913552203034200 x* — 28848650238568015791973213437790552586884046336923778237088 x4

+ 39264940135399122687190689397206725075440010333074942315419 x'*! — 51508716862864843170922807355499271705396108006721407771440 x**2

+ 65114025900442379865422893121365659950968613765616576063576 x 10 — 79305072633 188542451334033679840536121260663491333157662112 x***

+ 93039523925896018742062591666481109861250905659560728655038 x° — 105117336102993302608035445988464505057125144900357524100848 x'
+ 114344279110255088648993781541379436415757926740476058776400 x' 2 — 119721753271541505840360036950591437222130586175858942254528 x'°7
+ 120622345500607332246421331167728085876654606704868215975174 x'2 — 116009041963829347266527368716961693677297357107914892362496 x'2°
+ 108967101634007641276323183407001667248087683596550515148265 x'2! — 07638817747890317928104305607287783787187032200107840558300 x'*2
+ B4076285646007150653844594351395710408307616832859451359741 x'2° — 69547801676084881451238146376040077538286685911637370457304 ' 1%

+ 55243063056305135055554463501334870114593510789127993204677 x'1© — 42118444496192305283683077847447925965997616500329873160580 x'

+ 30808652623948042895603285311347196873586879267496233862810 x' 12 — 21610949394626060513429644274914438870604617400494655397072 x' 17

+ 14529798581942340758141592120515256559251714335582174540767 x'*° — 9358412434003 156058038097526575580335780613125150158122132 x' ¢

+ 5771140799557791823570573948329123913722055082283036264261 x'™ — 3405535014626013113290457310531362219364471022577007884872 x'

+ 1921795101800198564495631219788698075155099174568512011640 x'™ — 1036445784547832237876640595707505410983000807676677135520 x°°

+ 533837015752249926373527407719894367537526144242722071611 x°° — 262411236036546428939754830663713879841 188639254246112800 x°

+ 123009941999890981594901347549376901872919852536482759596 x°- — 5494608800422241507492386890713150415681420701 1674689232 x°*

+ 23367276860690374439228854250117919935095113052863062304 x*° — 9453012643403839699679466429793260014280672208119845376 x*°

+ 3634276715786121868379376615739335638720446535893073954 x™ — 1326549658346537753319903603129595359737209739528831784 x™

+ 459234731987513437805445934604807059972726058956648623 x°° — 150616870779581932614750233704151617804907976299834288 x™°

+ 46744912221046840958190516813551431585403599874213187 x'° — 13711379352993664885747467211479704107864688350142820 1

+ 37961732490751493 14798427405642706732626576036902975 x'~ — 990663606553452019597534435181574776372551412114424 x7°

+ 243321958356782840335066886369163685773323611796322 ™ — 56160391210859161239409475196656694794686765160520 x*°

+ 12160380699908264255982216017748852755390183170749 +°° — 24658046693 11089875923551599192230985197067780928 5™

+ 467345574597279191417935577953101146677434755018 ™ — 82623075679262282338712280412572542797753824600 2™

+ 13595674489955525524340729471909872755612531906 x°° — 2077394398234615646635412883505857806901383408 ™

+ 204009564745232840525039045583216150370937175 x°° — 38436894289240674520979141245223098136298540 x°

+ 4628117343019376629909138906287470601193419 x** — 511621006280790300281693808105419954445456 x°

+ 5174636688960801 1256879080565950193239242 x™* — 4770503 153868571545736175023627344829240 x™ + 399222237920934842221582296016710370773 1™
— 30190611718996719997279499140103595720 x°° + 20529491345219832717409580944095504174 x°° — 124838302461089261717953954583319096 1

+ 6747306983434732062240755713796706 x°~ — 321933327388586659538894322123328 x°” + 134563954495121861457966323 12805 x°°

— 488492380416984991504401221388 x°° + 152498964 14378022807871956638 x° — 404788745877135098537461008 x* + 9016111948728461943888450 x°°

0

— 165924942927139623716008 x'* + 2476737515475184799124 x'° — 20320596366796081728 x'* + 267701208900574320 x'2 — 1818326200216320 x'°
+ B749956775968 x° — 27750806784 x° + 51255936 x* — 41472 x° + 1

FIGURE A.3 — [X]Mj260 calculé par T2x (MnT (1260))
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110 ANNEXE A. CALCULS FAITS AVEC MAPLE 18

> VoirLaTaille:=proc (L)
local ml,m2,5;
## L est une liste des entiers ##
## le procédure renvoie [a,b] ol a est la taille binaire maximal, b est la somme de bits nécessaire
#local Ll,ml,m2,5;

ml:=max (seqg(ceil (log[2] (max(2,abs(L[j]1)))).,] .nops (L)) ) ;
m2 :=add (ceil (log[2] (max(2,abs(L[j])))),j=1. nops (L)),
[ml,m2];

end:

> M936:=MnT (936) ;
M1260:=MnT (1260) ;
M8640:=MnT (8640) ;
M936:=1— Ty — Tyy + Tyop + Tyas — Tyon — Tar + Togs + Tags

MI260:=-1—T.

2 Tw = Toa t Tog — Tyog T Tiag ~ Tiga T Tigs T Tigo — Thoo T2 Ty — Tous + Tong + Togs — Tags + Tagg

M8640 = -1 — Toqe + Tiang + Thapy (16)
[> K[1l] :=PolynomialTools:-CoefficientList (T2x (M936) ,x) :
K[2] :=PolynomialTools:-CoefficientList (T2x (M1260) ,x) :
| K[3]:=PolynomialTools:-CoefficientList (T2x(MB640) ,x):
> for h from 1 to 3 do VoirLaTaille(X[h]) od;
[197, 20484 ]
[197, 20475]
[ 1595, 1323350] an

F1GURE A.4 — Calculer la taille binaire des coefficients de Mi260, Moss, Msggao-
[> with(ChebUnit):
> Ia [1] :=16*sin(Pi/9) *sin (5*Pi/18) *sin(11*Pi/39) *sin (3*Pi/8)-3;
a[2] :=16*sin (2*Pi/45) *sin (4*Pi/25) *sin(20*P1i/49) *sin (17*Pi/40)-1;

a[3] :=48*cos (Pi/18) *cos (7*P1i/15) *cos (9*Pi/22) *cos (12*Pi/49)-1;
a[4] :=16*cos (2*Pi/5) *cos (5*%Pi/16) *cos (8*Pi/27) *cos (104*Pi/357)-1;

e L 5 1y (3 )
a, = 16 sm( 9 ﬂ:) sm( T )sm( 39 Jsm( 3 ﬂ:) 3
= 16 sin 2 sin 4 sin 20 sin 17 n|—1
% 45 25 49 40
1 7 9 12
—48005( T Jcos( 15 ﬂ:) cos(ﬁﬂ:) cos( 19 ) —1

__ 2 5 8 104 B
a, =16 cos( 5 ﬂ:) cos( 16 Jcos( 77 )cos( 357 n) 1 1)

=> for i from 1 to 4 do t2p(combine(a[i])) od;

[T243 tTloot Tyt Tigs —Togp ~ Tysy — Ty ¥ 15y = 3, 936]
[T8707 + 1677+ Lasos + T24907 Tiesa7 — Th9s17 — L3317 — T3p747 — 1 88200]
[3 Tsog9 = 3 Tiga01 — 3 Tysq0 + 3 Tsgoy =3 Tgpe + 3 Tygeq +3 Ta196 =3 Lip7s — L, 24255]
[T21211 * Thar71r ~ Tyasoo ~ Tiasaer ~ Tra610 — T7s170 T Tagior — 77101 — 1 257040] @
z} for ii from 1 to 4 do shake(a[ii],12) od;
INTERVAL( -2.7067 107 ..-2.2379 107
INTERVAL(5.3685 107 ..5.5133 107
INTERVAL(3.8645 10™ ..4.6696 10™)
INTERVAL(8.889 10" .1.2407 107) 3)
FIGURE A.5 — Expliquer aj,j = 1,...,4 sous formes de Chebyshev et minorer leurs valeurs
avec la commande shake.
_> recl_( (omega[h]) *cos (x[h] *alpha+y[h] *beta+z[h] *gamma) ) ;
|: [mh, cos, Olx, + ﬁyh + ";'zh] (2)

FIGURE A.6 — Lire les coefficients d’une expression cosinus
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A.3. MINORER UNE SOMME DE COSINUS 111

> Pl:=2*(cos (alpha[l])*cos (beta[l])-cos(alpha[2])*cos (beta[2]));
Plijk:=combine (subs (alpha[l]=i[1]*Pi/a,alpha[2]=i[2]*Pi/a,beta[l]=9[1]*
Pi/b,beta[2]=j[2]*Pi/b,Pl) ,triq);
t2p (P1lidk) ;
PourMinorer (P1lijk) ;

PI=2 cos(ul) cos(ﬁl) -2 cos(uz) cos(ﬁz)

ab ab
[n(aj2+bi2)]
—cos| ———————————
ab
1 1 1 1
? ajl—bi'l+?Taj1+bi'1_?raj2—bi2_?Ta_j2+bi2’ab
L [8,2] @

FIGURE A.7 — La forme de Chebyshev pour l'inégalité (5.22) et la valeur maximale de
I, m=2, M =38

> P2:=(sin(gamma[2]))*2* (2*cos (alpha[l]) *cos (beta[l])-2*cos (alpha[2]) *cos
(beta[2]))*2-4* (cos (gamma[2])) *2* ((sin(gamma[2]))~2- (sin(alpha[2]))*2* (sin
(beta[2]))"2);
PourMinorer (P2) ;

p2:= s*.in(";’z)2 (2 cos(ul) cos(ﬁl) -2 cos(o!z) cos(ﬁz))z —4(:03("{2)2 [s*.in("l;'z)2
— sin(0,)” sin(B,)”)
I [256, 16] (3)

FIGURE A.8 — La forme de Chebyshev pour I'inégalité (5.23), m = 16, M = 256

> polyP:=phi*2+4*u*v*phi+4* (u*2-w"2) * (v*2-w"2)/ (1-w"2) ;
Pl:=subs (u=cos (alpha[l]) ,v=cos (beta[l]) ,w=cos (gamma[l]) ,PPP) ;
P2:=subs (u=cos (alpha[2]) ,v=cos (beta[2]) ,w=cos (gamma[2]) ,PPP) ;
RR:=(sin(gamma[l]) *sin(gamma[2]))“4*resultant (P1l,P2,phi):
PourMinorer (RR) ;
2 2 2 2
W —w ) (v — W )

—w2+1

po!‘yP:=¢12+4uqu+ 4(

PI:=4"+ 4 cos(a, ) cos(B,) 6+ 4 (cos(e)" ~ mi(;)(i)gcfiﬁl) —cos(1)’)

4 | cos 2—(:09. 2 cos 2—903 2
P2:=¢2—|—4cc-s(a2) cos(ﬁz) o+ [ (c:z) (T‘?) ) [2 “32) (Yz) )
—cos(}'z) +1
[ 65552, 256 (6)

FIGURE A.9 — La forme de Chebyshev pour l'inégalité (5.26), m = 256, M = 65552
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112 ANNEXE A. CALCULS FAITS AVEC MAPLE 18

[> vfoispolyPl:=v+2*v*cos (i*Pi/a) *cos (j*Pi/b) ;
t2p (combine (vfoispolyPl, triq));
PourMinorer (vfoispolyPl) ;

vfoispolyPl :=v+ 2 v cos[ %] cas[ T;)—J]

1

1
v—|—?vTaj._M—!-?vTaf_'_M,ab

[6 v, 2] Y

FIGURE A.10 — La forme de Chebyshev dans le lemme 5.20 ot v = 5, m = 2, M = 6/v|

> PPl:=subs (u=cos (i*Pi/a) ,v=cos (j*Pi/b) ,w=cos (k*Pi/c) ,polyP) ;
PP2:=simplify (4*v~2* (sin(k*Pi/c))“*2*subs (phi=u/v,PPl)) ;
t2p (combine (PP2,triqg)) ;
PourMinorer (PP2) ;

2 2 . ,
i ==¢2+4003[n—£] cos[ﬂTj] o+ ) [COS[%] _COS[ETk] ] [COS[TTJ] —cos[“Tk] ]

a nk )
-cos| — | +1
c
2 w2 2
i J 2 T Tk 2
] cos[—] v — 16 cos[—] cos[—] V
b a c
v 2 2 4

—16003[ d [—J cos[ v—lﬁcos[ J cos[n—k \,rz—l—lﬁcc»s'.[ﬂ v2

a b b c c

i Tk z

+16cos[ ]cos[ uv—4cos[ ] u2+4u2

a c

2ahk+2”vTc[aj—ht) +2uvaI:aj+hi) uvT]Eahk—acj—hri

_uvr2ahk+af;—hf'i uvT2ahk+ac;+hci v TQa[hk—c;) v T2a[hk+c;]

2
VD (a4

2

s:.‘::‘

PP2:=16 cos[

- uvTEahk—arj+hci

v T.

2blak—rci) +V T

2claj—bi) +v T

2 2
2c[a_,.'+|‘ri:]+v T4ahk+2u +2v

cab]

[4 [ul> + 16 Juv| + 16 v 1] @)

FIGURE A.11 — La forme de Chebyshev dans le lemme 5.20 ou v # §, m = 1, M =
4fu|? + 16]uv| + 16[v|?

[> dt:=discrim (polyP,phi) ;
dtl:=subs (u=cos (i*Pi/a) ,v=cos (j*Pi/b) ,w=cos (k*Pi/c) ,16* (u*2*v*2-ur2-v 2+
wh2)) ;
t2p (combine (dtl, triqg)) ;
PourMinorer (dtl) ;

16 w* [u2 vz—uz—vz—l—wz)

w2—1

Ti 2 Tj 2 Ti 2 Tj 2 Tk 2
del :=16cos[— cos[—J —16003[— — 16 (:09.[—’r + 16 cos[—
a b a b c

dt =

[TEc'[aj—bi') + T2c[aj+hi) 2 T2hri_2 T2acj_4+4r2ahk’cab]
[24,1] &)

FIGURE A.12 — La forme de Chebyshev de d, 5 dans I'inégalité (5.21), m =1, M = 24
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> polyPtildel:=2*phi+4*cos (i*Pi/a) *cos (j*Pi/b) ;
polyPtilde2:=(sin (k*Pi/c))*2*phi~2+4* (sin (k*Pi/c))*2*cos (i*Pi/a) *cos (j*Pi/b)
*phi+ (cos (2*i*Pi/a)-cos (2*k*Pi/c)) * (cos (2*j*Pi/b) -cos (2*k*Pi/c)) ;

polyPtilde] =2 ¢ + 4 cos[ E] cos[ T;)—J]
a
2
mE nk mi T 2mi
oyl Sm[ € ] ¢+4sm[ c ] COS[ a ]cos[ b ]¢+[COS[ a ] (13)

24 (o 5] e 254))
—COS COS — COs
c
> for 1 from 0 to 1 do m[l] :=t2p (combine (coeff (polyPtildel,phi,l) ,triqg)) od;
for 1 from 0 to 2 do n[l] :=t2p (combine (coeff (4*polyPtilde2,phi,l) ,triqg)) od;

T—aj'+hi+raj+hi’ab]
my =2
n0:=[T—2c[aj—hi')+T2r[aj+hr’)_T—Eh[ak—rt’)_Tzh[ak+rE)_T—2a[bk—fj]_T2a[hk+c‘j)+r4ahk
+2,cab]
iy = _T—Eahk—ac‘j+bci_TEahk—ar‘j—Fhri—T—Eahk+a¢‘j+hri—TEahk+ac‘j+hci+2T—ciaj—hi')
+2TC[M+M cab]
n2:=[2—T2k,c] (14)

FIGURE A.13 — Les formes de Chebyshev dans 13(175,7, lemme 5.9

23 octobre 2015






Table des figures

1 Plan de These. . . . . . . . . o o
2.1 Stratégie "diviser pour régner' . . . .. ... Lo e

5.1 Les nceuds 59, 54,41 avec leurs diagrammes de Chebyshev et trajectoires de
billiard . . . . . . . e e e
5.2 Deux types de croisement . . . . .. ... Lo

A.1 Les commandes du ChebUnit : ChebTn, ChebUn, p2t, t2p, T2x, x2T,
mulT et MnT . . . . . . o o e e
A.2 Les commandes MnT et mulT appliquées dans 'exemple 4.5 . . . . . . . ...
A3 [X]Migeo calculé par T2x(MnT(1260)) . . . . . . . . o v v v i it
A.4 Calculer la taille binaire des coefficients de Miog0, Mosgs, Msggag. - - -« . . . .
A5 Expliquer aj,j =1,...,4 sous formes de Chebyshev et minorer leurs valeurs
avec la commande shake. . . . . . .. ... L Lo
A.6 Lire les coefficients d’une expression cosinus . . . . . . ... ... .. ....
A.7 La forme de Chebyshev pour l'inégalité (5.22) et la valeur maximale de
[y m =2, M=8 . . .
A.8 La forme de Chebyshev pour I'inégalité (5.23), m = 16, M =256 . . . . . .
A.9 La forme de Chebyshev pour I'inégalité (5.26), m = 256, M = 65552 . . . .
A.10 La forme de Chebyshev dans le lemme 5.20 ot v = 5, m = 2, M = 6|v|
A.11 La forme de Chebyshev dans le lemme 5.20 ot v # Z, m = 1, M = 4|u|* +
6luv| +16[v]% . o o
A.12 La forme de Chebyshev de 0, g dans I'inégalité (5.21), m =1, M = 24
A.13 Les formes de Chebyshev dans f’aﬁm lemme 5.9 ... ... ... ...






Liste des Algorithmes

2.10
2.15
2.19
2.31
2.35
2.36

3.14

4.9
4.15
4.31

Calculer T}, . . . . . . e 37
Multiplication de formes de Chebyshev par le Doublage . . . . . . .. .. .. 40
Division euclidienne de formes de Chebyshev . . . . . .. .. ... ... ... 42
Calculer la forme de Chebyshev . . . . . .. .. ... .. 51
Calculer X™ . . . . . e e 54
Développer une forme de Chebyshev . . . . . . . ... ... ... .. ..... 55
Calculer M,, dans la base des polyndémes unitaires de Chebyshev . . . . . .. 65
Déterminer le signe de F' par l'isolation . . . . . ... ... ... ... .. .. 72
SIGNE pour déterminer le signe de F' = f(2cos kn—”) ............... 76
Calculer Py . . . . . ..o 84






Bibliographie

[AM10]

[Bac03]

[Ban95]
[Bas97]

[BC12]

[BCG+14]
[Ben12]
[Ber14]
[BFSS05]

[BGVPS05]

[BLPR15]

[Bos95]

[BPRO6]

[Bre75]

A ARNOLD et M MONAGAN : A high-performance algorithm for calculating
cyclotomic polynomials. In Proceedings of the 4th International Workshop on
Parallel and Symbolic Computation, pages 112—120, 2010.

G. BACHMAN : On the coefficients of ternary cyclotomic polynomials. Journal
of Number Theory, 100:104-116, 2003.

A. S. BANG : Om lignigen ¢, (x) = 0. Tidsskrift for Math., 1895.

G. BASZENSKI : Fast polynomial multiplication and convolutions related to
the discrete cosine transform. Linear Algebra and its Applications, 252 (1-
3):—25, 1997.

A. BAvAaD et I. N. CANGUL : The minimal polynomial of 2COS§ and Dick-

son polynomials. Applied Mathematics and Computation, 218(13):7014-7022,
Mars 2012.

A. BosTAN, F. CHYZAK, M. G1USTL, R. LEBRETON, B. SALVY et E. SCHOST :
Algorithmes efficaces en Calcul Formel. Notes du cours 2-22 du MPRI, 2014.

A. BENOIT : Algorithmique semi-numérique rapid des séries de Tchebychev.
These de doctorat, Ecole polytechnique, 2012.

D. BERTRAND : Théorie des nombres. UPMC, Cours de master de mathé-
matiques (ml) édition, 2éme semestre 2013-2014 2014.

A. BOSTAN, P. FLAJOLET, B. SALvY et E. SCHOST : Fast computation of
special resultants. Journal of Symbolic Computation, 41:1-29, 2005.

A. BoSTAN, L. GONZALEZ-VEGA, H. PERDRY et E. SCHOST : From Newton

sums to coefficients : complexity issues in characteristic p. In Proceedings
MEGA’05, 2005.

Y. Bouzipi, S. LAZARD, M. POUGET et F. ROUILLIER : Separating linear
forms and Rational Univariate Representations of bivariate systems. Journal
of Symbolic Computation, 68:84-119, 2015.

W. BosMma : Computation of cyclotomic Polynomial with Magma, volume 325
de Mathematics and its applications, chapitre 15, pages 213-225. Springer
Netherlands, 1995.

S. Basu, R. PoOLLACK et F-M. RoOY : Algorithms in Real Algebraic Geometry,

volume 10 de Algorithms and Computation in Mathematics. Springer-Verlag,
2006.

R. BRENT : Multipleprecision zero-finding methods and the complexity of
elementary function evaluation. Analytic Computational Complexity (edited
by J. F. Traub), Academic Press, New York, pages 151-176, 1975.



120

BIBLIOGRAPHIE

[Bre76]
[BSS08]

[BSS10]

[CC12]

[Czil12]

[AB87]
[Dem08]
[DHJR97]
[Erd46]
[Fru95]
[GG13]
[Gio12]

[GT91]

[HN11]

[Hsi84]
[HWO08]
[Knu97]

[Kos00]

R. BRENT : Fast multiple precision evaluation of elementary functions. Jour-
nal of the Association for Computing Machinery, 23(2):242-251, 1976.

A. BOSTAN, B. SALVY et E. SCHOST : Power series composition and chage of
basis. In ISSAC’08, pages 269-276. ACM, 2008.

A. BOSTAN, B. SALvY et E. ScHOST : Fast conversion algorithms for or-
thogonal polynomials. Linear Algebra and its Applications, 431(1):249-258,
2010.

Z. CA0 et H. CA0 : On fast division algorithm for polynomials using New-
ton iteration. In B. Liu, M. MA et J. CHANG, éditeurs : Lecture Notes in
Computer Science, volume Volume 7473, pages 175-180. Third International
Conference, ICICA 2012, Chengde, China, September 14-16, 2012, 2012.

S. CzirBUSZ : Comparing the computation of Chebyshev polynomials in
computer angebra systems. Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Comp., 36:23—
39, 2012.

C. de BOOR : B-form basics. In Geometric modeling : Algorithm and New
Trends, pages 131-148. STAM, Philadenphia, 1987.

M. DEMAZURE : Cours d’Algébre. Cassini, 2008.

J.R. DriscorL, D.M. HEALY JR et D.N. ROCKMORE : Fast discrete poly-

nomial transforms with applications to data analysis for distance transitive
graphs. SIAM J. Comput., 26(4):1066-1099, 1997.

P. ERDOS : On the coefficients of cyclotomic polynomials. Bull. Amer. Math.
Soc, 1946.

M. FRUMKIN : A fast algorithm for expansion over spherical harmonics. Appl.
Algebra Eng. Commun. Comput., 6(6):333-343, 1995.

J. von zur. GATHEN et J. GERHARD : Modern Computer Algebra. Cambridge
University Press, 03 édition, juin 2013.

P. GIORGI : On polynomial multiplication in Chebyshev basis. IEEE Tran-
sactions on Computers, 61(6):780-789, 2012.

A. GRYTCZUK et B. TROPAK : A numerical method for the determination
of the cyclotomic polynomial coefficients. In Computational Number Theory.
Proceedings of the Colloquium on Computational Number Theory Held at
Kossuth Lajos University, Debrecen (Hungary), 1991.

W. B. HART et A. NOVOCIN : Practical divide-and-conquer algorithms for
polynomial arithmetic. In Lecture Notes in Computer Science, volume 6885,
pages 200-214. CASC’11 Proceedings of the 13th international conference on
Computer algebra in scientific computing, september 2011.

H. J. Hs1Aao : On factorization of Chebyshev’s polynomial of the first kind.
Bulletin of the Institute of Mathematics Academia Sinica, 12(1):89-94, 1984.

G. H. HARDY et E. M. WRIGHT : An Introduction to the Theory of numbers.
Oxford University Press, 2008.

D. KNUTH : The art of Computer Programming, volume Volume 2 : Seminu-
meraical Algorithms. Addison-Wesley, Reading, 1997.

Y. KosHIBA : On the calculations of the coefficients of the cyclotomic poly-
nomials II. Rep. Fac. Sci., Kagoshima Univ., 33:55-59, 2000.

23 octobre 2015



BIBLIOGRAPHIE 121

[KP11]
[KPR10]
[KPRT]

[KRT15]

[Leh36]
[LL96]

[LRCO7]

[McD99)]
[MHO3]

[Mig83]

[Mil76]

MSW14]

[Mul06]

[Mur96]
[Mye93|

[OLBC10]
[Pan9g]
[Pan00]
[Pan01]
[PSTY8]

[Riv90)]

P.-V. KOSELEFF et D. PECKER : Chebyshev knot. Journal of Knot theory
and its ramifications, 20(4):575-593, 2011.

P-V. KOSELEFF, D. PECKER et F. ROUILLIER : The first rational Chebyshev
knots. Journal of Symbolic Computation, 45:1341-1358, 2010.

P-V. KOSELEFF, D. PECKER, F. ROUILLIER et C. TRAN : Computing Che-
byshev knot diagrams. & soumettre bien tot.

P-V. KOSELEFF, F. ROUILLIER et C. TRAN : On the sign of a trigonometric
expression. pages 259-266. ISSAC’15 (Bath, UK), ACM New York, juillet
2015.

E. LEHMER : On the magnitude of coefficients of the cyclotomic polynomials.
Bull. Amer. Math. Soc 42, 1936.

T. Y. LaM et K. H. LEUNG : On the cyclotomic polynomial ¢p,(z). Amer.
Math. Monthly, Aug.-Sept.:562-564, 1996.

G. LEIBON, D.N. ROCKMORE et G. CHIRIKJIAN : A fast Hermite transform

with applications to protein structure determinaiton. In SNC’07, pages 117—
124. ACM, 2007.

I. G. McDONALD : Symmetric Functions and Hall Polynomials, volume Ox-
ford Mathematical Monographs. Oxford University Press, 1999.

J. C. MASON et D. C. HANDSCOMB : Chebyshev Polynomials. Chapman and
Hall/CRC, 2003.

A. MIGNOTTI : Aur theorie der koeffisienten des n-ten kreisteilungspoly-
nome. In Z. B. der Math. - Naturwiss, Classe der Kaiserlichen Akademie der
Wissenschaften, Wien, 87, 7-14, 1883.

G. L. MILLER : Riemann’s hypothesis and tests for primality. Journal of
computer and system sciences, 13:30-317, 1976.

K. MEHLHORN, M. SAGRALOFF et P. WANG : From approximate factoriza-
tion to root isolation with application to cyclindrical algebraic decomposition.
Journal of Symbolic Computation, 66, 2014.

J-M. MULLER : FElemenary functions, algorithms and implementations.
Birkhauser Boston, Basel, Berlin, 2006.

K. MuraAsuct : Knot Theory and its Applications. Birkh&user, 1996.

G. MYERSON : Rational products of cosine of rational angles. Aequationes
Mathematicae, Univ. of Waterloo, 45:70-82, 1993.

F. W. J. OWvER, D. W. LozIER, R. F. BOISVERT et C. W. CLARK : NIST
Handbook of mathematical functions. Cambridge University Press, 2010.

V.Y. PAN : New fast algorithms for polynomial interpolation and evaluation
on the Chebyshev node set. Comput. Math. Applic., 35(3):125-129, 1998.

V. Y. PAN : New techniques for the computation of linear recurrence coeffi-
cients. Finite Fields and their Applications, 6(1):93-118, 2000.

V. Y. PAN : Structured matrices and polynomials : Unified superfast algo-
rithms. Birkhauser, 2001.

D. PorTs, G. STEIDL et M. TASCHE : Fast algorithms for discrete polynomial
transforms. Math. Comput., 67(224):1577-1590, 1998.

T. J. RIvLIN : Chebyshev Methods in Numerical Approximation. John Wiley
& Sons, Inc., 1990.

23 octobre 2015



122

BIBLIOGRAPHIE

[Rou99]
[Sch]
[SM16]
[Valog]
[Vas90]

[WZ93]

F. ROUILLIER : Solving zero-dimensional systems through the Rational Uni-
variate Representation. Applicable Algebra in Engineering, Communication
and Computing, 9(5):433-461, Mai 1999.

I. ScHUR : Discussion par courier avec Landau. 1935.

M. SAGRALOFF et K. MEHLHORN : Computing real roots of real polynomials.
Journal of Symbolic Computation, 73:46-86, March-April 2016.

2

A. VALIBOUZE : Compute the minimal polynomial of cos < as a resolvent.

LSTA 2006-3, Mars 2006.

V. A. VASILIEV : Cohomology of knot spaces. Theory of singularities and Its
applications, Advance Soviet Mahts, 1, 1990.

W. WATKINS et J. ZEITLIN : The minimal polynomial of cos 27” The American
Mathematical Monthly, 100(5):471-474, May 1993.

23 octobre 2015



Index des notations

abréviation
Abr,(f), Abr(f), 78
le, 15, 34
application
Abr,(f), Abr(f), 78
D, 26
REV, 23, 24
auteur
Arnold & Monagan, 60
Bézout, 20, 28
Bang, 60
Baszenski, 39
Bayard & Cangul, 28
Benoit, 39, 50
Berstein, 47
Bostan, 53
Brent, 70, 100
Dickson, 15
Erdos, 60
Euler, 92
Fourier, 35
Gauss, 23, 81
Giorgi, 39
Holder, 25, 84
Hart & Novocin, 47
Horner, 47
Hsiao, 28, 29
Karatsuba, 35
Lehmer, 60
Mignotte, 65
Migotti, 60
Muller, 70
Myerson, 77, 97
Newton, 83
Ramanujan, 83
Rivlin, 28, 29
Salvy, 49
Schost, 49
Schur, 60
Sylvester, 74

Valibouze, 63
Watkin & Zeitlin, 28

base de Z[z], 16
base de Grobner, 90
borne de séparation

Sep(f), 98

complexité
arithmétique, 35
binaire, 35
quasi-linaire, 35
quasi-quadratique, 35
courbe de Chebyshev, C (a,b,c, ), 87

Diviser pour Régner, 44

famille
T,U, 15
X, 16
fonction
arithmétique, 19
arithmétique multiplicative, 19
asymptotiquement positive, 34
d’Euler, ¢(n), 20, 28
de Mobius, u(n), 21
nombre de diviseurs premiers, w(n), 25,
59
nombre de diviseurs, d(n), 59
forme de Chebyshev, 34
formule
d’Euler, 19, 30
d’inversion de Mobius, 22
de Newton, 24

Maple, 67, 71, 77, 78, 98
matrice de Sylvester, 74

neceud
a deux ponts, 90
de Chebyshev, 87
nombre dyadique, 95



124

INDEX DES NOTATIONS

polynome valeurs critiques, 90

T,,U,, 15, 16

My, 81

M, (z), 28

Py, 81

caractéristique, 90

cyclotomique inversé, ¥, (z), 61

cyclotomique, ®,,(z), 22, 28

de Chebyshev, 15

de Dickson, 15

unitaire de Chebyshev, 15

unitaire de Chebyshev de premieére espece,
T,, 15

unitaire de Chebyshev de seconde espéce,
Up, 15

résultant, Res(A, B), 75
radical d’un entier, 59
RUR, 90

série formelle, 24
somme
de Newton, S,,(P), 23
de Ramanujan, c,(m), Sy (®y), 24
symbole
[B;1f, 34
C4, pour la complexité arithmétique, 35
Cp, pour la complexité binaire, 35
An gy, 97
M, temps de multiplication, 35
| flloo, la norme infinie, 34
Il fll7, la norme Chebyshev, 34
/11, la norme Manhattan, 34
0,0, pour la complexité, 34
ord, 20
Paprys Papry 92
=, 96
Quo, Rem, 27
7, la taille binaire, 33
8(f), 7(f), 77(f), la taille binaire des
coefficients, 34
Newton(P), 24
Syl(A, B), 74
Ra,,b,Ca 90
E’I(x7 y)? 91
P,(t,x), Qn(t,s), 88
Ra,b,ca 90

taille binaire, 33
trajectoire de billiard, 88

23 octobre 2015



