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Notations

Ensembles et éléments

T
Q
Qr
31
v
f(l)
Okl

réel positif.

ouvert non vide de RN de frontiere 0() de classe C2.
produit cartésien de Q par (0, T).

produit cartésien de 0Q par (0, T).

vecteur unitaire normal extérieur au domaine ().
fonction dérivée [M€ de la fonction f.

le symbole de Kronecker est une fonction de deux variables qui est égale a 1 si
celles-ci sont égales, et 0 sinon.

fermeture de I'ensemble A.

intérieur de I'ensemble A.
Supp(f) désigne le support de la fonction f.

constante indépendante des parameétres du systéme étudié.

Espace de fonctions

L2(0,T; H)
WO, T;V, V) :
W(0,T)
Wy(Qr)
L2(Qr)

Cc2(4)

espace de classes de fonctions de carré intégrable (au sens de Bochner) de [0, T
dans un espace de Hilbert H.

ensemble des classes de fonctions y de L?(0,T;V) dont iy appartient a
L*(0, T; V"), otr V est un espace de Hilbert.

ensemble des classes de fonctions y de L?(0, T; Hy(€2)) dont diy appartient a
L0, T; H1(Q)).

ensemble des classes de fonctions y de L*(0, T; H*(Q) n H}(Q2)) dont ¢y ap-
partient a L?(Qr).

ensemble des classes de fonctions f de L?*(Qr) telles que p"?f appartient a
L*(Qr).

ensemble des fonctions réelles de classe C* définies sur A et a support com-
pact.



Espace d’applications linéaires

L(E,F)

M
M,

B

==
= =
NaANG/

ensemble des applications linéaires continues définies sur un espace vectoriel
E et & valeurs dans un autre espace vectoriel F.

ensemble des applications linéaires continues définies de E vers lui-méme.
ensemble des matrices carrées de taille n.

ensemble des matrices réelles a n lignes et m colonnes.
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Plan du manuscrit

Dans une partie introductive, nous nous donnerons pour objectif principal d’expliquer
les différentes techniques utilisées dans ce manuscrit sur des exemples simples, de présen-
ter les résultats existants et de montrer en quoi ceux des chapitres qui suivront en sont
le prolongement. Nous commencerons par introduire différentes notions de contrélabilité
(partielle ou non) des systémes paraboliques dans un cadre général et expliquerons quelles
relations existent entre ces concepts a l'aide de certaines propriétés du systeme dit adjoint.
Nous présenterons ensuite certaines techniques permettant d’étudier la contrélabilité a zéro
des systemes paraboliques en les appliquant a des probléemes de contrélabilité déja résolus
ou non. Dans un premier temps, nous utiliserons les inégalités de Carleman établies par
A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov dans [F196], la méthode des moments introduite par H.O.
Fattorini et D.L. Russell dans [FR71; FR74] ainsi qu'une méthode permettant de montrer
des résultats de non contrdlabilité que 'on peut trouver dans 'article [GI13] de S. Guerrero.
Nous expliquerons ensuite comment il est possible de contréler ’équation de la chaleur par
un controle de classe C* (k € N) I'aide de deux techniques différentes, 'une élaborée par V.
Barbu dans [Bar00] o1 ’auteur obtient des controles L* grace a la méthode de dualité dé-
veloppée par A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov dans [FI96] et I’autre utilisée dans une suite
d’articles [BGBPGO04b ; BGBPG04c ; BGBPGO04a ; GBPG06] écrits par O. Bodart, M. Gonzélez-
Burgos et R. Pérez-Garcia o1 les auteurs souhaitent également obtenir des contrdles L™ afin
d’étudier la contrdlabilité d'un systéme non linéaire. Apres cela, mous montrerons com-
ment, en combinant la méthode par controdle fictif avec une technique d’inversion locale
d’opérateurs différentiels a 1’aide de combinaisons algébriques (Cf [Gro86, Section 2.3.8] de
M. Gromov), il est possible d’obtenir des résultats de contrdlabilité. Nous dresserons en-
suite un état de 1’art concernant les problemes de contrdle étudiés dans les trois premiers
chapitres et détaillerons trois résultats en particulier afin de mieux comprendre quelles sont
les contributions que nous apportons. Apres cela, nous donnerons les principaux résultats
de ce manuscrit et évoquerons les perspectives qui pourraient en découler.

Le premier chapitre est consacré a 1’étude de la controlabilité a zéro et approchée des
systémes définis sur un domaine non vide borné () de RN (N € N*) de m équations parabo-
liques (m > 2) contro6lées par m — 1 forces localisées sur un sous-ensemble ouvert non vide
et couplées par des matrices d’ordre zéro et un. Lorsque les coefficients de couplage sont
constants, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante de contrdlabilité a zéro et
approchée en tout temps. Dans le cas de deux équations et un domaine de dimension un,
nous prouverons la contrélabilité approchée et a zéro en tout temps sous une condition gé-
nérique suffisante pour des coefficients généraux dépendants des variables d’espace et de
temps lorsque les supports des termes de couplage intersectent le domaine de contréle. Les
résultats sont obtenus a 'aide de la méthode de contrdle fictif combinée avec une méthode
algébrique et des estimations appropriées de Carleman. Ce chapitre reprend en grande par-
tie l'article « Indirect controllability of some linear parabolic systems of m equations with m — 1
controls involving coupling terms of zero or first order » (Cf [DL15]), écrit en collaboration avec



P. Lissy et soumis pour publication.

Dans un deuxieéme chapitre, nous étudierons la controlabilité a zéro et approchée d"une
classe de systémes linéaires de deux équations paraboliques contr6lées par une force avec
un terme de couplage d’ordre un et dépendant de 1’espace. Nous nous placerons sur un
intervalle borné réel, et le contrdle agira dans un sous-intervalle ou sur la frontiére. Nous
commencerons par prouver la contrdlabilité & zéro en tout temps lorsque l'intersection des
domaines de controle et de couplage est non vide. Dans le cas contraire, nous fournirons un
temps minimal de contrélabilité a zéro. Ce résultat viendra compléter ceux du chapitre pré-
cédent. Finalement, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante pour la contro-
labilité approchée. Nous obtiendrons principalement ces résultats grace a la méthode des
moments. Ce chapitre reprend en grande partie l'article « Controlability of a 2 x 2 parabolic
system by one force with space-dependent coupling term of order one » (Cf [Dup15]) soumis pour
publication.

Nous consacrerons le troisiéme chapitre a I’étude de la controlabilité partielle des sys-
témes linéaires paraboliques de n équations. Nous nous placerons sur un domaine borné
donné et étudierons l'effet de m contréles (m < n) localisés dans un sous-ensemble ouvert
non vide contrélant seulement p composantes de la solution avec p < n. Le premier résultat
de ce chapitre sera une condition nécessaire et suffisante lorsque les matrices de couplage
et de contrdle sont constantes. Puis nous donnerons une condition suffisante de contréla-
bilité partielle a zéro pour des matrices de couplage et de contrdle dépendant seulement
du temps. Nous terminerons par des résultats positifs et négatifs de contrélabilité partielle
a zéro d’un systeme parabolique 2 x 2 avec un coefficient de couplage dépendant de 1’es-
pace et qui est toujours partiellement approximativement controélable. Ce chapitre reprend
l'article « Partial null controllability of parabolic linear systems » (Cf [AKCD15]), écrit en colla-
boration avec F. Ammar Khodja et F. Chouly et qui est a paraitre dans Mathematical Control
and Related Fields.

Dans le dernier chapitre, nous illustrerons numériquement des problemes de contréla-
bilité partielle que nous aurons étudiés dans le chapitre précédent. Nous nous attacherons
a distinguer numériquement la contrdlabilité approchée de la contrdlabilité a zéro sur un
systéme parabolique donné. Pour cela, nous utiliserons la HUM méthode initialement in-
troduite R. Glowinski, J.-L. Lions et J. He dans [GLHO08 ; Lio68] en suivant la méthodologie
de F. Boyer donnée dans [Boy13]. Nous nous placerons dans un cadre général que 1’'on peut
retrouver dans [Boy13; BHLR10a; BHLR10b; BHLR11; BLR14; LT06]. Nous commence-
rons par transformer le probléme par pénalisation et par dualité. Apres avoir discrétisé le
systéme parabolique étudié a I'aide d'un 0-schéma général, nous montrerons comment il
est possible de se ramener a un==ce cadre général dans le cas des éléments finis et des diffé-
rences finies. L'algorithme sera implémenté en Python a I’aide principalement des librairies
NumPy, Scipy, Dolfin et FeNICS (Cf [JOP+01; LW10]). Nous terminerons par quelques ob-
servations et commentaires.



CHAPITRE I

Introduction

1 Généralités

Dans cette section, nous présenterons quelques aspects de la contrélabilité. Nous rappel-
lerons entre autres certains résultats connus concernant les systémes paraboliques linéaires
et les systémes d’équations différentielles linéaires ordinaires. Pour une introduction plus
générale a la théorie du contrdle, nous renvoyons a [Cor07 ; TW09 ; Zab92].

1.1 Motivation

La contrdlabilité des systémes paraboliques est utilisée dans 1’étude de réactions chi-
miques (Cf [ET89; BHO3]) et une large variété de situations biologiques et physiques (Cf
[HP09; SKT79; LAKS82]). Nous allons présenter un modele en particulier qui peut étre
trouvé dans [CHO09], provenant d"une description mathématique d’une croissance des tu-
meurs cérébrales.

Soit () un domaine non vide borné de R® de bord () de classe C! et T > 0. Notons
Qr:=Qx(0,T) et2r := 9Q x (0,T). Considérons le systéeme suivant de trois équations de
la chaleur semi-linéaires

Poury°: Q - R3 u:Qr - R
Trouver y := (y1,y2,y3) : Qr — R> tel que

oy1 = drAyr + a181(y1)y1 — (@12y2 + k13y3)y1 dans Qr,

Orya = daAya + a282(y2)y2 — (az1y1 + k23Y3)y2  dans Qr, (1.1)
{ Gys =d3Ays +a3gs(ys)ys + u dans Qr,

oy :=Vy;-v=0, 1<i<3 sur >,
[ y(-,0) = y° dans Q,

ol v est le vecteur normal extérieur unitaire a la frontiere 0€), g1, g2, g3 sont trois fonctions
et les coefficients dy,da, ds, a1, a2, a3, a1p, a21, K13, K23 sont des constantes strictement
positives. Ici y; représente la densité de cellules tumorales, y, la densité de cellules saines
et y3 la concentration de médicament en tout vecteur position x et tout temps ¢. Dans la
premiére équation, le taux de croissance des cellules tumorales g1 (1) peut étre exponentiel
(égale a1),logistique (égale a (1—y1/k1)) ou Gompertz (égale aIn(ki/y1)), ot k; estla capacité

1
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d’accueil de cellules tumorales. Ici 2; représente le taux de croissance intrinséque de cellules
tumorales. Le terme aj, correspond au taux de mortalité des cellules tumorales di a la
compétition de ressources et de place avec les cellules saines et le terme x5 correspond au
taux de mortalité des cellules tumorales dti au médicament. La densité de cellules saines
est décrite suivant le méme principe. Dans la troisiéme équation,

83(}/3) = -1,

appelée fonction de réabsorption, modélise la réaction chimique du médicament avec les
tissus sains. Finalement, u, représentant la quantité de médicament injecté chez 'individu,
sera le controle.

Afin de mieux connaitre la dynamique des cellules tumorales, nous pouvons utiliser et
étudier ce genre de modeles pour répondre aux questions :

e Est-il possible de trouver un contrdle u qui permette d’amener la densité de cellules
tumorales et la concentration de médicament proche de zéro sans que la densité de
cellules saines soit nulle a I'instant T ?

e Sachant que l'on a pu amener la densité de cellules tumorales et la concentration de
médicament d'un patient & un état stable et opérable avec une certaine injection, est-il
possible pour un autre patient de trouver l'injection qui puisse I'emmener au méme
état stable ?

Le systeme (1.1) est un exemple de modéle ot apparaissent des problémes de contrdlabilité
similaires & ceux traités tout au long de ce manuscrit bien que nous nous concentrions sur les
systémes linéaires. Ce modele-ci motivera tout particulierement I'introduction de la notion
de controlabilité partielle qui sera étudiée en détails dans les chapitres III et IV.

1.2 Notion de controlabilité

Dans cette section, nous introduirons de maniére générale les notions de contréla-
bilité approchée, a zéro, exacte et aux trajectoires pour des systemes paraboliques. Nous
expliquerons quelles relations existent entre ces différents concepts pour de tels systémes.

Soit V, H, W et U quatre espaces de Hilbert réels séparables. Nous identifions H, ‘W et
U a leurs espaces duaux. Nous supposerons que V est dense dans H et que les inclusions
suivantes sont vérifiées

VcH<YV, (1.2)
ot 'inclusion de V dans H est continue. Considérons le systéeme
oy = Alt)y + B(Hu,
{ y(0) =¥,

ot ° € H est la donnée initiale et ot u € U est le contrdle.
Nous supposerons que A : L2(0, T;V) — L*(0, T; V') et

(1.3)

Vo, P eV, t - (A(t)D, )y v est mesurable.

Par ailleurs, il existe des constantes a, § > 0 et A € R telles que pour tout ¢ € (0,T) et tout

P peV
AR, Prvv] < BlolvIly
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(AB, Prvrv + Aol = a3,

Lopérateur B sera un élément de L(U,L%*(0,T;V")). Nous ferons également I'hypothese
que l'adjoint A* de 'opérateur A satisfait la propriété rétrograde : la solution ¢ du systéme

—0p = A()*o,
{ o(T) = ¢°
vérifie
(3to € (0,T) t.q. @(tp) =0) = (@ = 0sur (0, T)). (1.4)
Dans ce cadre, le systeme (1.3) est bien posé :

TutorimE 1.1 (Cf [Lio68], p. 102). Pour toute donnée initiale y° € H et toute fonction u € U, le
systéme (1.3) admet une unique solution y dans I'espace

WO, T;V, V') :={y e L*0,T;V) : oy e L*(0, T; V')}.

De plus, nous avons I'estimation

C(1+T)(

lylworvay <e Hyo w + | Bul2 0,1,

ou C est une constante indépendante de T, yo et u.

Tout au long du manuscrit, nous utiliserons la propriété suivante de 1’'espace, que nous
venons d’introduire, W(0, T;V, V') :

Propriété 1.1 (Cf [DL88] p. 570). L'injection
W(0,T;V, V') — C°([0, T]; H)
est continue.

Remarque 1.1. Le théoréme 1.1 est démontré a I'aide de la méthode de Galerkin. Si les opé-
rateurs A(t) et B(t) sont indépendants du temps, il est possible d'utiliser la théorie des
semi-groupes (Cf A. Pazy [Paz83]) pour étudier le caractére bien posé du systéme (1.3).

Dans les chapitres IV et V, nous étudierons la contrdlabilité partielle des systémes parabo-
liques qui consiste a ne contrdler que certaines composantes de la solution. Afin de définir
cette notion de maniére générale, considérons un opérateur linéaire et continu # donné par

P:H—-W.

De plus, pour toute donnée initiale y, € H, tout controdle u € U et tout temps ¢ € [0, T], nous
noterons y/(f; yo, 1) la solution du systéme (1.3) a I'instant ¢.

DErintTION 1.1, Le systéme (1.3) est dit étre
¢ P-approximativement contrélable au temps T, si pour tout nombre réel ¢ > 0, tout
y% e H et tout yT € W, il existe un controle u € U tel que

1Py(T; y°,u) — yT |lw < e.
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e P-contrdlable a zéro au temps T, si pour toutes données initiales y° € H, il existe un
contrdle u € U tel que

Py(T;y°,u) = 0.

e P-contrdlable aux trajectoires au temps T, si pour toute donnée initiale y°, ° € H
et tout i € U, il existe un contrdle u € U tel que

Py(T; y°,u) = Py(T; J°, ir).

e P-exactement contrdlable au temps T, si pour tout y° € H et tout yT € W, il existe
un contrdle u € U tel que

Py(T;y%,u) = y".

Les systémes paraboliques n’étant pas exactement contrélables dans les cadres que nous
considérerons, nous n’étudierons pas cette notion dans ce manuscrit. En effet, par exemple,
si l'opérateur A est indépendant du temps et auto-adjoint sur H, si 'espace de controle est
U := H et sil'opérateur de controle B est I'identité de H, alors le systéme (1.3), qui s’écrit

{ oy = Ay +u,
y(0) =y°,

n’est pas exactement controlable et cela quelque soit le temps T et la condition initiale y°
considérés. On peut trouver ce résultat dans le livre de J. Zabczyk [Zab92].

Remarque 1.2. Les notions de P-controlabilité a zéro et aux trajectoires du systeme (1.3)
sont équivalente, nous n’étudierons donc pas non plus la contrélabilité aux trajectoires. Plus
précisément, soit 4%, 7° € H et il € U. Notons ¥ la solution du systéme (1.3) pour la donnée
initiale 7° et le controle #i. Par linéarité du systeme (1.3), controler aux trajectoires le systeme
(1.3) revient & controler a zéro le systéme vérifié par w := y — . La remarque que nous
venons de faire est valable pour les systémes linéaires, mais ne l'est plus pour les systémes

non linéaires.

Quelles relations existe-t-il entre ces différents concepts de contrélabilité ? Il est évident
que la controlabilité exacte d'un systéme implique les contrélabilités approchée, a zéro et
aux trajectoires de celui-ci. Nous verrons dans la Remarque 1.3 que si un systeme linéaire
vérifiant ’hypothese d'unicité rétrograde (1.4) est contrdlable a zéro, alors il est approxi-
mativement contrélable. Enfin, d’apres la Remarque 1.2, lorsqu’un systéme est linéaire, les
notions de controlabilité aux trajectoires et a zéro sont équivalentes. Voici ci-dessous un

diagramme résumant ces différentes remarques.

4
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Controlabilité castingaire Controlabilité caslinsaire Controlabilité
< —

approchée sous (14) a zéro aux trajectoires
Controlabilité
exacte

Ficure L.1: Relation entre les différentes notions de contrélabilité pour ces systemes.

1.3 Controlabilité et observabilité

Les différentes notions de contrdlabilité admettent chacune une formulation duale équi-
valente. Plus précisément, étudier la contrélabilité d"un systéme peut se ramener a étudier
certaines propriétés d'un systéme dit adjoint. En reprenant le cadre général utilisé dans la
section 1.2, nous pouvons caractériser la contrélabilité a zéro par une inégalité d’'observabilité
et la controlabilité approchée par une propriété de continuation unique. Ceci est un résultat
classique en controdlabilité et a été observé par S. Dolecki et D.L. Russell dans [DR77].

Prorosimion 1.1. 1. Le sytéme (1.3) est P-controlable a zéro au temps T si, et seulement si, il
existe une constante Cyps > 0 telle que pour tout ¢° € W la solution ¢ € W(0, T;V, V') du
systéme adjoint

—0p = A%
1.5
{ (P(T) — p*qoo ( )
satisfait I'inégalité d’observabilité
l9(0)15, < Cos| B* |7, (1.6)

2. Lesystéme (1.3) est P-approximativement controlable au temps T si, et seulement si, pour tout
¢° € W la solution ¢ du systéme (1.5) satisfait
B*p=0 = ¢ =0.

Démonstration. Pour tout yo € H et u € U, nous noterons y(¢; yo, u) la solution du systéme
(1.3) au temps t € [0, T]. Pour tout t € [0,T], considérons les opérateurs S; et L; définis
comme suit :

Si: H — H Li: U — H
0 0 et 1.7)
y. = yEy0) u = y(t0,u).
1. Le systeme (1.3) est P-controlable a zéro au temps T si, et seulement si,
Yy® e H, Ju e U tel que
Y q (1.8)
PST]/O = —PLTM.
Le probléme (1.8) admet une solution si, et seulement si,

Im St < Im PLr. (1.9
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L'inclusion (1.9) est équivalente & (Cf J.-M. Coron [Cor07], Lemme 2.48 p. 58)

3 C > 0 tel que V¢© € W/,

(1.10)
|S5P*¢°|5, < CILFP*¢°[3,-

Calculons I’expression des opérateurs adjoints (PSt)* et (PLr)* associés a PSt et PLy.
Soit 4° € H, u € U et ¢° € W. En considérant y et ¢ les solutions des systemes (1.3)
et (1.5),on a

PSty°, % = Y(T3y°,0),¢(T))s
= LT@J/(S; y°,0), @(s))v,vds
+ OT<8t<p(S), y(s;9°,0)9,0ds + <y, 9(0))u
= @ 90)n
et
PLru, % = Y(T;0,u),@(T)n
= J;T@t}/(s; 0,u), ¢(s))v,vds + JOT@(P(S)/ y(s;0,u) ), vds
= (Buy, (P>L2(0,T;W’),L2(0,T;(V) = (u, B*p)u.
Ainsi
(PSr)* s W~ H Pl W =,
¢~ 0 ' = Be

ot ¢ € W(0,T;V,V’) est la solution du systeme (1.5). Nous concluons en injectant
ces expressions de (PSt)* et (PLr)* dans (1.10).

2. A l'aide de la définition (1.7) de St et Lt, le systeme (1.3) est P-approximativement
contrdlable au temps T si, et seulement si,

Vil e H, yT € W, ¢ >0, Ju e U tel que
|PLru+PSry° — y'|lw < e.
Ceci est équivalent a
Ve >0, VzT € W,3u € U tel que
|PLru — 27 [ < e.

C’est-a-dire
PLr(U) =W.
En d’autres termes
ker (L7#*) = {0}. (1.11)

Ainsi le systeme (1.3) est P-approximativement controlable au temps T si, et seule-
ment si, pour tout ¢° € W

L;P* OzB*qOEO =@p=0.
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O

Remarque 1.3. A 1'aide de cette proposition, nous remarquons grace a la propriété rétro-
grade (1.4) de I'opérateur A* que la contrdlabilité a zéro d’un systéme parabolique linéaire
implique la contrélabilité approchée de celui-ci. Par contre, en ce qui concerne les systemes
paraboliques linéaires, la réciproque n’est pas toujours vraie (Cf [AK+14 ; AK+15; AKCD15;
Dup15]). Comme nous le verrons dans la section 3, cette question n’est pas évidente et est
restée ouverte un certain temps.

Lorsque l'inégalité d’observabilité (1.6) est vérifiée, le systeme (1.3) est controlable, et il
est possible de trouver un controle estimé a 1’aide de la constante d’observabilité Cs et de
la donnée initiale. Plus précisément, nous avons le corollaire ci-dessous qui est un résultat
classique en contrdlabilité.

Corollaire 1.1. Supposons que pour tout ¢° € W, la solution ¢ du systéme adjoint (1.5) satisfasse
I'inégalité d'observabilité (1.6). Alors pour toute condition initiale y° € H, il existe un controle
u € L2(0,T; U) tel que la solution y du systéme (1.3) vérifie Py(T) = 0. De plus, nous avons
Uestimation suivante

42, < Colly 12, (112)

Preuve. Nous utiliserons une méthode développée par E. Ferndndez-Cara et E. Zuazua dans
[FCZ00]. Soit y° € H, k € N* et considérons le probléeme de controle optimal suivant

e _1 2 Lk 2
minimiser Ji(u) := EH”kH(u + EHPyk(T) I, (1.13)
ur €U,
ol Y est la solution dans W(0, T; V,V’) de
Oy = Ay + Buy,
{ o g S (1.14)
yk(0) = y°.

II existe une unique solution au probléme de contrdle (1.13) (Cf ].-L. Lions [Lio68], p. 128).
De plus, le minimum u; de Ji est caractérisé par la solution du systéme (1.14), la solution
du systéme adjoint

—dipr = A* g,
{ 1= TP (1.15)
ok(T) = kP*Pyi(T)
et
up = —B*@y,
{ ¢ P (1.16)
ureU.

Premierement, d’apres (1.14), (1.15) et (1.16)

1 k
Ji(ux) _§<8*(sz Uy + §<7)yk(T),7’yk(T)>w,
1 k
= 5B oruu + P Py(T), ye(T))n.,
1 (" 1, 1 ("
= =3 | B+ 55000+ 3 | (v + @ pOvin),

= %<y°/ Px(0)n-
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D’ot, pour tout ¢ > 0,

€ 2 Lo
Jelwe) < 7l (O)Ig, + - 1y715 (1.17)
De plus, d’apres I'inégalité d’observabilité (1.6) et la définition de Ji,

lpx(0)]2, < Cons|B*@rllZ, < 2CopsJi (uix)- (1.18)

Ainsi, en combinant (1.17) et (1.18),

€ 1
Jie (k) < 5 CobsJic(uk) + 4—S\WO 2

2
On en déduit que, pour ¢ = C(;ji ’

Cobs 0
5 Iy

Jie(ug) <

o (1.19)

Alors, d’aprés le Théoreme 1.1, (1.19) et (1.13)

lyklworvary < e ([y0lly + | Buklrzo,r7)) »

< eC(CRIBII + 1)y

obs

(1.20)
Hr

ot C ne dépend pas de ° et de k. Ainsi, d’apres (1.19) et (1.20), nous en déduisons qu'’il
existe des sous-suites, que nous noterons encore (uy)ren* €t (Vi )kenk, telles que l'on ait les
convergences faibles suivantes

U, —u dans U,
ye —y dans W(O,T;V, V")

et la convergence forte

Pyr(T) - 0 dans W.

Comme y; est solution du systéeme (1.14), En passant a la limite selon k, y est solution du
systeme (1.14). D’apres la Propriété 1.1, I'inclusion

W(QO,T;V, V") — C([0, T]; H)

est continue, d’ott Py (T) converge faiblement dans H vers Py(T), et par unicité de la limite
Py(T) = 0. Ainsi u est solution dans U de notre probleme de contréle et nous obtenons
I'inégalité (1.12) grace a (1.19). O

Remarque 1.4. Nous verrons dans le dernier chapitre que le contréle u que 'on trouve dans
la preuve du Corollaire 1.1 est en réalité le controle de norme L? minimale. Nous regarde-
rons également comment il est possible d’utiliser cette preuve afin de construire un schéma
numérique permettant d’approcher ce contréle de norme minimale & 1’aide de la méthodo-
logie développée par F. Boyer dans [Boy13].
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1.4 Controlabilité des systemes d’équations différentielles linéaires ordinaires

Dans cette section, nous mettrons tout d’abord en évidence le fait que les différentes
notions de controlabilité sont équivalentes en dimension finie, plus précisément dans le cas
des systémes d’équations différentielles linéaires ordinaires. Nous donnerons ensuite une
condition nécessaire et suffisante de controlabilité de ces systemes.

Soit n,m € N* et considérons le systéme d’équations différentielles linéaires ordinaires

{ oty = Ay +Bu dans (0,7), (1.21)

y(0) =y,
ot y° € R" estla donnée initiale, u € L%([0, T]; R™) est le contrdle, A € M, (R) et B € M, ,,(R).

Nous étudierons ici la IT,-contrélabilité ot 'opérateur de projection II, est défini par
IT, := (I, 0p,—p), c’est-a-dire

I, :

R x R"P — RP.
(y,y2)  — »n

Autrement dit, a un vecteur de n composantes, I1, associe les p premieres.

Nous commencerons par le lemme suivant qui montre que les différentes notions de
contrdlabilité sont équivalentes pour le systéme (1.21). Dans la suite, nous noterons y(t; y°, u)
la solution au temps t du systéme (1.21) pour une condition initiale y° et un controle u.
Lemme 1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Le systéme (1.21) est IT,-exactement controlable au temps T, i.e. pour tout y° € R" et y* € RP
il existe u € L2([0, T]; R™) tel que

ILy(T; % u) =y".

(ii) Le systéme (1.21) est I1,-controlable aux trajectoires au temps T, i.e. pour tout yo,yo e R" et
u e L2([0, T];R™) il existe u € L*([0, T]; R™) tel que

Ly(T;y°, u) = y(T; 3", ).

(iii) Le systeme (1.21) est IL,-controlable i zéro au temps T, i.e. pour tout y° € R™ il existe u €
L%([0, T]; R™) tel que
ILy(T; yo,u) =0.

(vi) Lesystéme (1.21) est I1,-approximativement controlable au temps T, i.e. pour tout nombre réel
e >0,y e R"et yT € R il existe un controle u € L2([0, T]; R™) tel que

ITLy(T; y%,u) — y" e < .

(v) Pour tout ¢° € R?, la solution ¢ du systéme

—0ip = A* dans (0, T),
{ tp *(PO (0,7) (122)
o(T) =15
satisfait
B*p=0= ¢ =0. (1.23)
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Preuve. En utilisant le méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 1.1, la IT,-
controlabilité approchée (1.21) est caractérisée par (1.23). De plus, en utilisant le diagramme
L1, il suffit de montrer que la IT,-contrdlabilité approchée implique la II,-controlabilité
exacte. Pour tout t € [0, T'], considérons les opérateurs S; et L, définis par

S R* — R" t L : Lz([O/T];Rm) - R
e
Y

O — y(ty°,0) u — y(t0,u)
Si nous appliquons le méme argument que dans la Proposition 1.1, nous concluons en re-

marquant que la IT,-controlabilité approchée est équivalente a
Im IT,Lt = Im IT,Lt = R¥ (1.24)

etlaIl,-controlabilité exacte est quant a elle équivalente a la surjectivité de 1'opérateur I, L.
O

Pour les systémes d’équations différentielles linéaires ordinaires, nous ne parlerons plus
que de IL,-controlabilité. Donnons maintenant une caractérisation de la controlabilité a
l'aide de la condition dite de Kalman (Cf [KFA69]).

TuforEME 1.2. Le systéme (1.21) est I1,-controlable au temps T si, et seulement si,
Ker (K*IL7) = {0}, (1.25)
otl la matrice K est donnée par K = (B|AB|...| A"~!B).
La matrice K est appelée matrice de Kalman.

Preuve du Théoréme 1.2. Soient ¢° € R et ¢ la solution dans C' ([0, T]; R") du systéeme adjoint
(1.22). Remarquons premiérement, en utilisant (1.22), que ¢ € C*([0, T]; R") avec
, dig , ,
vjeN, e [0,T], —5 (1) = (=A%) p(t) = (-A4)) (D).

Ainsi, en appliquant B* de chaque c6té de la derniére égalité, B*¢ est également une fonc-
tion de classe C* avec

' (B*¢)

dati

D’apres le Lemme 1.1, la I,-controlabilité du systeme (1.21) est équivalente a la propriété

VjeN, Vte[0,T], (t) = B*(—A*)(t) = B*(—A*)/eT D4 1% ", (1.26)

de continuation unique (1.23).
Supposons que la condition (1.25) soit vérifiée et que B*¢@ = 0 sur [0, T] pour une
donnée initiale ¢° € R?. D’o, d’apres (1.26) pour tout t € [0,T] et j e N,

B*(A*)leT 94" 1% " = 0.
Plus particuliérement, a I'instant t = T,
B*
B*A*
I g° = K*II¥¢" = 0.
B*(A.*)nfl

10
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Ainsi, d’apres (1.25), ¢° = 0 et on en déduit que ¢ = 0 sur [0, T].
Supposons maintenant que le systeme (1.21) est I,-contrélable au temps T. Montrons
que ker(K*IT¥) = {0}. Soit ¢ € R” telle que

K*Ig° = 0. (1.27)

Pour tout f € [0, T, la solution du systéme (1.22) est donnée par

_ (T —t) .
p(t) =TIV IIEQ0 =} ——(A*)ILg".
ieN :
D'ott .
T — t)f ,
B*p(t) = B*eT 047 T¥g0 = 3 (i—')B*(A*)ZH;,“(pO. (1.28)
ieN :

D’apreés le Théoreme de Cayley-Hamilton,
(A*)" € Vect{I, A*, ..., (A*)"~1},
ainsi par récurrence, pour tout k > n,
B*(A*)kH;‘ € Vect{B*II;, B*A*II}, ...,B*(A*)”’ll'l;“}. (1.29)

Par conséquent, en utilisant (1.27) et (1.29), I'expression (1.28) donne B*¢ = 0 sur [0,T] et
d’apres (1.23), ¢ = 0 dans [0, T]. En particulier, ¢° = 0. O

2 Quelques outils pour I’étude de la controlabilité des systemes
paraboliques

Dans cette partie, nous présentons certaines techniques permettant d’étudier la contro-
labilité a zéro des systemes paraboliques. Afin de comprendre comment et dans quelles
situations les utiliser, nous les appliquerons a des problemes de controlabilité déja résolus

ou non résolus.

2.1 Inégalités de Carleman

Dans cette section, nous donnerons les inégalités de Carleman et les utiliserons afin d’ob-
tenir un résultat bien connu de contrélabilité de ’équation de la chaleur avec terme source.
Plus précisément, cette derniére est contrdlable a zéro si le terme source admet une décrois-
sance exponentielle en temps de sa norme a l'instant T. Nous verrons dans la section 2.3
que cette condition n’est pas nécessaire.

Avant de présenter les inégalités de Carleman, nous introduirons tout d’abord quelques
notations. Soit un domaine non vide borné () de RN (N € N*) avec une frontiére 0() de classe
C?et T > 0. Nous noterons Qr := Q x (0,T) et 31 := dQ x (0,T). Pours,A > 0,p € R et
u € L*(Qr), nous définissons les fonctionnelles suivantes :

Ii(p,u) := P AP*! JJ e~ B y? 4 P2 AP JJ e~ BaEP=2| vy ? (2.1)
Qr Qr

11
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et

I (Pz M) .= gP \P+1 JJ e—2saépu2
Qr

+gP—27p—1 ff e~ 2aEP2 |y 2 4 =43 Jj e~ Al + |0ul?), 22
Qr Qr
oty pour tout (x,t) € Qr,
it x) = SR AT o) — XplAGkI ] + ()] 03
(T — fym
et
1) o SPAKIT s 100 »

tm(T — t)m ’

avec m € N*, k > m et ° € C?(Q) une fonction satisfaisant pour x > 0 et 8 un ouvert non
vide de ()
V| = x dans Q\B, n° >0dansQ et 1° =0sur Q.

La démonstration de I’existence d"une telle fonction n° peut étre trouvée dans [F196, Lemme

1.1, Chap. 1] (Cf également [Cor(07, Lemme 2.68, Chap. 2]).

Lemme 2.1 (Inégalités de Carleman, [F196]). Soit u® € L2(Q) et f € L*(Qr). Alors il existe une
constante Cy dépendant uniquement de () et B telle que la solution du systéme

—0m —Au = f dans Qr,

u=0 sur >,

u(-, T)=u® dans Q,

satisfasse

L(p,u) < Cp | sPAPH! Jf e” B uf* + P3PS fj e =P fI2 ], (2.5)
Qr

Bx(0,T)
pour tout A > Cet s > sg := C(T?" + T?>"~1).

On peut trouver le Lemme 2.1 dans [F196], bien que la démonstration soit faite pour
m = 1. Une légére modification de la preuve permet d’obtenir le résultat énoncé. Dans cette
section, nous utiliserons ces inégalités de Carleman pour m = 1 et A constant, nous aurons
tout de méme besoin de la forme générale dans la section 3.2 et le premier chapitre.
Montrons maintenant comment déduire des résultats de controlabilité a 1’aide des in-
égalités de Carleman ci-dessus. Soit @ un ouvert non vide de (), ¥ un ensemble non vide
relativement ouvert dans 0f) et
p =¥, (2.6)

Considérons les équations de la chaleur avec terme source

oy=Ay+1,u+g dansQr,

y=0 sur 27, 2.7)
y(-,0)=y° dans Q,

12
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et
Oiz=Az+g dansQr,

z=1,0 sur >, (2.8)
z(-,0) =2z dansQ,

ouy’ e L2(Q) et z° € H71(Q) sont les données initiales, u € L?>(Qr) et v € L?(3r) sont
les contrdles et g € Lﬁ(QT) (voir notations au début du manuscrit) est le terme source.
D’aprés le Théoréme 1.1 et la Propriété 1.1, le systeme (2.7) admet une unique solution
dans L(0, T; Hy (©2)) n C°([0, T]; L*(€))) et par transposition (Cf [FCGBT10; TW09)), le sys-
téme (2.8) admet également une unique solution dans L2(Qr) n C°([0, T]; H~1(Q)). Pour
une fonction g € L%(Q), nous dirons que le systéeme (2.7) (resp. (2.8)) est contrélable d zéro, si
pour tout y° € L2(Q) (resp. z° € H~1(())), il est possible de trouver une contréle u € L*(Qr)
(resp. v € L%(27)) tel que la solution y du systeme (2.7) (resp. (2.8)) satisfait y(T) = 0 (resp.
z(T) = 0) sur Q. Pour tout t € [0, T], on notera y(t; y°, g, u) la solution de (2.7) pour la donnée
initiale y°, le terme source g et le controle u. De fagon similaire, nous utiliserons la notation
z(t;2°, ¢,0).

Nous commencerons par donner une caractérisation de la contrélabilité de 1'équation
de la chaleur avec des termes sources appartenant a ’espace L%(QT).

ProrosiTioN 2.1. 1. Lesytéme (2.7) est contrdlable a zéro pour tout terme source de L%(QT) au
temps T si, et seulement si, il existe une constante Cops > 0 telle que pour tout ° € L2(Q) la
solution ¢ € W(0, T) du systéme adjoint

—0ip = A dans Qr,
p=0 sur 2, (2.9)
(-, T)=¢" dansQ

satisfait I'inégalité d’observabilité
T
IOy + [[ 7167 < ot | Il 2.10)
Qr

ou p est donné par (2.6).

2. Lesystéme (2.7) est approximativement controlable pour tout terme source de Lf, (Qr) au temps
T si, et seulement si, pour tout ¢° € L?(Q) la solution ¢ du systéme (2.9) satisfait

1,p=0 =¢=0.

Preuve. Pour démontrer cette proposition, il suffit de suivre les arguments de la preuve de
la Proposition 1.1 pour les opérateurs S; et L; définis comme suit pour tout ¢ € [0, T]

Si: L2(Q) x L2 — 12(Q .12 . 2
( ) X p(QT) ( ) o Ly L (QT) L (Q) 2.11)
°8) - y(ty°,8,0) u —  y(0,0,u).

13
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Calculons les opérateurs adjoints & St et Lr. Soit y° € L*(Q), g € L3(Qr), u € L*(Qr) et
¢° € L*(Q)). En considérant y et ¢ les solutions des systémes (2.7) et (2.9), on obtient

Y(T;y° 8,0), o(T))r2(a)

T
J sy, 8, 0), @(8))r-1 (0, 1 () A5
0

<5T(3/0r g), (PO>L2(Q)

T
+ L Op(s), y(5: 4% & 0)r-1 () 1 ds + °, @(0))r2(

@O, 0(0))r2q) + <g/§0(s)>L§(QT),L;71(QT)

et de la méme maniére
(Lru, Y120y = (U, Lo@r2(r)-

Ainsi S¥ et LY sont définis par

Sp: LX(Q) — LX(Q)xL2,(Qr) Ly: [*(Q) — L*Qn),

et
¢ = (00,9 ¢ = Ly
ou @ € W(0, T) estla solution du systéme (2.9). Nous concluons en adaptant le raisonnement
de la preuve de la proposition 1.1 et en remplagant dans (1.10) et (1.11) les expressions de
StetL}. O

Remarque 2.1. La caractérisation par inégalité d’observabilité de la contrdlabilité a zéro de
I’équation de la chaleur est différente selon que le terme source est nul ou non. Par contre, on
remarque que la caractérisation par la propriété de continuation unique de la contrélabilité
approchée est identique. On observe donc une différence entre ces deux concepts.

Une fois qu’'une inégalité de Carleman associée au systéme est établie, il ne reste plus
qu’a en déduire I'inégalité d’observabilité pour ainsi montrer la controlabilité a zéro du sys-
téme (2.7). Cette étape est classique et donc la plupart du temps omise. Nous allons mon-
trer comment procéder en reprenant les arguments que 1’'on peut trouver par exemple dans
[Dou+02].

ProrosITION 2.2. 1] existe une constante C telle que pour tout ° € L>(Q) la solution correspon-
dante @ de (2.9) satisfait

H(p(rO)HiZ(Q) + ff p_l(p2 < ec(1+1/T) ff (PQ,
Qr ar

ou qr :=w x (0,T) et p est donné par (2.6).

Preuve. Soit ¢° € L?(Q) et ¢ la solution correspondante du systéme adjoint (2.9). En multi-
pliant (2.9) par ¢ et en intégrant sur (), nous obtenons

d 2
_EL}(P <0.

Nous en déduisons que pour tout t; £, € [0, T] tels que t < £,
H(P(/ tl)”izm) < H(P("tz)HiZ(Q)' (2-12)
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2. Quelques outils pour I'étude de la controlabilité des systemes paraboliques

Ainsi pour tout f € [T/4,3T/4]

lpC, T2 ) < loCo DI q)-
Ce qui donne en intégrant sur [T/4,3T/4]

5 (3T/4
ol Ty < 7 | I Dl 213)
En combinant (2.12) pour t; = 0 et t, = T/4 et I'inégalité (2.13), on obtient

2 3T/4
2 2
o Oy < 7 | ooy @14)

Nous remarquons qu’il existe deux constantes C;, C, qui dépendent de w et {) mais pas de
T telles que
672501 > Clefczs/Tz.

On en déduit a I'aide du Lemme 2.1 pour p := 0 et 8 := w que

3T/4 ,
|, Ittt < oo [[ e
Qr (2.15)
< Cpe&IT? er’25“|(p|2.
qar

Comme e~%* < 1, les inégalités (2.14) et (2.15) donnent
1, s
H(P(’ O) Hiz(ﬂ)’l + er_25a|¢|2 < CleC3(T+T2) JJ |(P|2/
Qr qr

ol C3 est une constante strictement positive. On conclut en prenant s := s; ou 57 est donné
dans le Lemme 2.1. O

D’apreés la Proposition 2.1, on déduit de l'inégalité d’observabilité obtenue dans la Pro-
position 2.2 que le systéme (2.7) est contrdlable a zéro pour toute donnée initiale et tout
terme source dans L% (Qr). En utilisant les mémes arguments que dans le Corollaire 1.1, on
obtient une estimation du controle en fonction du terme source et de la donnée initiale.

THEOREME 2.1. Le systéme (2.7) est controlable a zéro pour tout terme source dans Lf, (Qr), i.e. pour
toute donnée initiale y° € L*(Q) et tout terme source g € L} (Qr) il existe un controle u € L*(Qr)
tel que la solution du systéme (2.7) soit nulle a I'instant T. De plus, nous avons l'estimation

ca+1/m)

]2y <e 1y li2(0) + I8z (qr)-

Alaide du Théoréme 2.1, on peut en déduire un résultat de contrélabilité sur le systéme
(2.8).

Corollaire 2.1. Le systéme (2.8) est contrblable a zéro pour tout terme source dans Lﬁ (Qr), i.e. pour
toute donnée initiale 2° € H™"(Q) et tout terme source g € L%(Qr) il existe un controle v € L*(3r)
tel que la solution du systéme (2.8) soit nulle a I'instant T.
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Preuve. Soit z° € H~(Q) et Z la solution du systeme (2.8) sur (0, T) pour un contréle nul.
Nous pouvons nous ramener tout d’abord a une donnée initiale suffisamment réguliére. En
effet, comme z € Wg"l(Q x (0,T/2)) (Cf [Bre83, p. 205]), a 'aide de la Propriété 1.1, nous
avons Z(T/2) € Hy(Q).

Nous utilisons maintenant des idées que I'on peut trouver dans [AK+11a; BGBPG04b;
GBPG06]. Considérons € un ouvert non vide de frontiere () de classe C?2 tel que Q) Q,
80\65 c yet) = ﬁ\Q # @. Soit w un ouvert non vide strictement inclus dans Qy (Cf
Figure 1.2), g la fonction de Lz(ﬁ x (0,T)) nulle sur Qg x (T/2,T) et égalea g sur Q x (T/2,T)
et 7° la fonction de L? ((NI) nulle sur g et égale a z(T/2) sur (). D’aprés le Théoréme 2.1, le
systéme

oy =Ay+1,u+g dans Q x (T/2,T),
=0 sur 00 x (T/2,T), (2.16)
7(,T/2) =Z(, T/2) dans Q

est controélable a zéro sur l'intervalle de temps (T/2, T'), plus précisément il existe un controle
u e L2(Q x (T/2,T)) telle que la solution ¥ soit nulle a 'instant T. Puisque 7 € sz’l(QT),
alors ¥y, appartient a L*(3r) (Cf H. Brezis [Bre83]). Ainsi les fonctions

4o z dans Q x (0,T/2), ot i 0 sury x(0,T/2)
" | ¥ dansQ x (T/2,T) Tl ¥ osury x (T/2,T)

sont solutions du systeme (2.8) et de plus z(T) = 0 dans (.

()

Ficure 1.2: Méthode d’extension

2.2 Méthode des moments

Pour étudier la controlabilité a zéro interne et par le bord de 1’équation de la chaleur
avec un terme source, en dimension un d’espace, nous reprenons dans cette section les ar-
guments de H.O. Fattorini et D.L. Russell développés dans [FR71 ; FR74].

Soit T, Q) := (a,b) < R et w := (ap,by) avec ag, by € [a,b] et {ap,bo} # {a,b}. On notera
Qr = (a,b) x (0,T) et qr := (a0,bo) x (0,T). Considérons les équations de la chaleur non
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2. Quelques outils pour I'étude de la controlabilité des systemes paraboliques

homogenes avec contrdle interne

Oy = Oy + §+1,u  dans (a,b) x (0,T),

y(a,-)=yb,)=0  sur(0,T), (2.17)
y(-,0)=y° dans (a, b)

et contrdle par le bord
0z =0uz+g dans (a,b) x (0,T),
z(a,") =v, z(b,-) =0 sur (0, T), (2.18)
z(-,0) =2° dans (a,b),

ouy’ € L*(Q) et z2° € H~1(Q) sont les conditions initiales, u € L?(Qr) et v € L?(0,T) les
contrdles et g € L?((2) le terme source. Avec les mémes arguments que dans la section pré-
cédente, les systemes (2.17) et (2.18) sont bien posés.

Nous utiliserons ici une caractérisation de la contrélabilité a zéro autre que celle par
inégalité d’observabilité. Constatons tout d’abord que pour tout ¢° € L2({))

(-, T), (P0>L2(Q) - <y0r(P(‘/ 0)>L2(Q) = Jf P+ jj ou, (2.19)
Qr qr
ol @ est la solution du systeme adjoint suivant :
—01p = Oxx P dans (a,b) x (0,T),
¢(a,-) =¢@,-)=0 sur(0,T), (2.20)
(-, T)=¢° dans (a,b).

Nous remarquons que le systéme (2.17) est contrélable a zéro si, et seulement si, pour toute
donnée initiale y° € L2(Q)) il existe u € L2(Qr) tel que

0w = g+ |[on veter2@). (221)
Qr qr

En effet, d’apres (2.19), I'égalité (2.21) est équivalente a (y(-, T), 9°);2(q) = 0 pour tout ¢° €
L*(Q), et donc que y(+, T) = 0 sur Q.

Cette formulation a pour avantage de pouvoir étudier la controélabilité du systeme (2.17)
pour chaque donnée initiale y° séparément, ce que nous utiliserons également pour le ré-
sultat négatif de controlabilité donné dans le Théoréme 2.3 de la section suivante.
TutorEME 2.2. Soit ¢ := Y, gxwy € L%(a,b). S'il existe deux constantes C; > 0et C; > b —a

keN*
telles que

|gx| < C1e=* pour tout k € N*, (2.22)

alors le systéme (2.17) est contrélable d zéro au temps T.
Soit (uk)ken* et (wi)ken+ les valeurs propres et les fonctions propres normalisées asso-
ciées a l'opérateur —0d., avec les conditions aux bords de Dirichlet homogene sur 0€). La

famille (wy)xen+ forme une base orthonormale de L?((2). La preuve du Théoréme 2.2 repose
essentiellement sur le lemme suivant :
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Lemme 2.2 (Cf[FR71]). Il existe une suite (qx)xen+ < L2(0, T) biorthogonale a la famille (e~ )cn,
c’est-a-dire
Wrre 20,1y = Ona

pour tout k,1 € N*. De plus, pour tout ¢ > 0, il existe une constante C, = C.(T) telle que pour tout

k € N*

qu H L2(0,T) < Cge(bfﬂ+g)k.

Nous aurons également besoin du lemme ci-dessous.

Lemme 2.3 (Cf [AK+15]). Il existe une fonction f € L(a, b) telle que Supp (f) < w et pour tout
& > 0 on a pour une constante §

; 3 _

otk = > 0

ou, pour tout k € N¥, fk = SZ fwk~

Preuve du Théoréme 2.2. Afin de simplifier les notations, nous supposerons quea =0 et b =

o]
7. Dans ce cas, ux = k* et wy = \/gsin(kx). Soit y°, g € L*(0,m) avec y° := ] ylwy et
k=1

0
g := ), grwy satisfaisant (2.22). Nous chercherons un contrdle de la forme u(x, t) = y(t) f (x)

k=1
oty € L2(0,T) et f est définie dans le Lemme 2.3. Ainsi, en prenant ¢° := wy pour tout
k € N* dans (2.21), le systeme (2.17) est controlable a zéro s'il existe une fonction y € L2(0, T)
satisfaisant .
J e*kzty(T — t)dt = My, Vk e N¥, (2.23)
0
ou

My = -1 <yoe_k2T + JT gke_k2t> .
fie \7F 0

Le probléme (2.23) porte le nom de probléme des moments. En utilisant la suite (gx)ken+ du
Lemme 2.2, la fonction définie par y(t) := > cns Miqk (T —t) est une solution de ce probléme
des moments. Il reste & démontrer que y € L?(0, T). Nous avons

M < 2(yPe T + |8k R
Nous en déduisons a 1’aide de (2.22) I'inégalité
M < CB2K0e2Ck (2 + [0, ).
Puisque C; > 1, nous obtenons a 1’aide du Lemme 2.2 pour ¢ suffisamment petit

oln < %, CBRHOCIATNCE+ [Pl ) < o0

2
L2(0,T)
O]

Remarque 2.2. Le Théoréme 2.2 peut étre démontré également dans le cas d'un terme source
dépendant du temps et de I'espace. Plus précisément, pour tout élément g de L* (0, T; L*(Q)))
donné par g(x,t) := >, k(t)wk(x) satisfaisant
keN*
|gxlz 0,y < Cie~%F pour tout k € N¥,

avec C; > O et C, > b — g, le systéme (2.17) est contrélable a zéro au temps T.
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2. Quelques outils pour I'étude de la controlabilité des systemes paraboliques

Remarque 2.3. Nous pouvons remarquer que ces résultats sont sensiblement différents de
ceux de la section précédente obtenus a 'aide des inégalités de Carleman. Par exemple, la
condition (2.22) est satisfaite pour le second membre ¢ donné par g(x, ) = sin(x) pour tout
(x,t) € Qr qui ne vérifie pas e“/T- ¢ € L2(Qr).

Le Théoreme 2.2 permet de déduire un résultat de controlabilité par le bord.

Corollaire 2.2. Soit g := >, grwi € L%(a,b). S'il existe deux constantes C; > O et Co > b —a
keN*
telles que

lgk| < Cie~ Gk pour tout k € N¥, (2.24)

alors le systéme (2.18) est controlable a zéro au temps T.

Preuve. Sans perte de généralité, nous démontrerons le Corollaire 2.2 pour a := O et b := 7.
Soitz° € H71(0, ) et ¢ € L2(0, 7t) avec g satisfaisant (2.24). Quitte & ne controler qu’a partir
de t = T/2, nous pouvons supposer que z° € L*(0, 7). Ces deux fonctions z; et ¢ peuvent
s’écrire de la facon suivante :

2(x) = 2 Zwe(x) et g(x) = Z Qkwi(x) pour tout x € (0, 1),

keN* keN*

ot (2 )k, (Sk)kens € £ et wy = \/g sin(kx). Nous souhaitons trouver un controle v €
L*(0,T) tel que la solution du systeme

z=0z+g dans (0, ) x (0,T),
z(0,-) =9, z(rr,-) =0 sur (0,T), (2.25)
z(-,0) =2° dans (0, 77),

soit nulle a Iinstant T. Considérons les fonctions z°, § € L2(—n, ) définies par

2(x) := Z Zwe(x) et g(x) = Z kWi (x) pour tout x € (—7, 1).
keN* keN*

Soit w = (—m,0). D’apres le Théoréme 2.2, il existe un contrdle u € L?((—m, 7t) x (0,T)) tel
que la solution du systéme

oy=Ay+g+1,u dans (-7, 7t) x (0,T),
y(-m,-)=y(n,-)=0 sur(0,T),

y(-,0)=2" dans (—m, 7t),

soit nulle a I'instant T. Comme y € W(0, T), alors d’apres la Propriété 1.1 y(-,0) € L2(0, ).
Nous remarquons par conséquent que le couple (z, v) donné par (z,v) := (¥|0,x)x (0,1), ¥]{0} x (0,T))
est solution du systéme (2.25) dans W(0,T) x L?(0, T). De plus z(T) = y(T )0 = 0 dans
(0, m).

O
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2.3 Une méthode pour montrer la non contrélabilité

Une facon de montrer qu'un systéme n’est pas controlable est de nier 1'inégalité d’ob-
servabilité associée ou l'égalité (2.21). Nous présenterons dans cette section une méthode
que l'on peut trouver dans [GI13] ot1 les auteurs étudient la controlabilité d'une équation
de la chaleur avec un terme de mémoire. Nous I'emploierons ici pour démontrer de nou-
veaux résultats de contrdlabilité a zéro de 'équation de la chaleur avec second membre.
Nous utiliserons ensuite cette technique dans le chapitre III.

Nous reprenons les notations de la section précédente.

TuEOREME 2.3. Pour tout € € (0,1) et C1, Co > 0 il existe une fonction g € L*(a, b) définie par

— —Coki—e
g:= Z 0, Cre 2% wy,

keN*

o1l (o ke € {—1, 1}N" telle que le systéme (2.18) ne soit controlable d zéro au temps T pour aucune
donnée initiale z° € L2(a,b).

Preuve. Nous supposerons également dans cette preuve que a := 0 et b := r afin de simpli-
fier les calculs. A 1’aide des mémes arguments qu’en (2.21), on montre que le systeme (2.18)
est controlable a zéro si, et seulement si, pour toute donnée initiale z0 e H71(0,n), il existe
un contrdle v € L*(0, T) tel que pour tout ¢° € Hy (0, )

— 2% (-, 01 = ngf o(t) (0, £)dt, (2.26)

ol @ est la solution du systéeme (2.20). Soit z° € L2(0, 7). Nous remarquons que, dans ce cas,

nous avons
ol Oy = [ 002

L'idée est de montrer qu’il existe des constantes 4, fa, V8, BB, Yc, Bc, une suite de données

0,M )

initiales (p%M)yen+ et une fonction g € L2(0, 1) telles que, si 'on note ¢™ est la solution du

systéme (2.20) pour les données initiales "™, on ait dans (2.26)

€2

(2.27)

x(p (0, t)zdt‘ < yae M

0 < yeeFeM, (2.28)

B ” gpM| = ype FM "
Qr

Ainsi, lorsque M tend vers l'infini, I'égalité (2.26) ne peut plus étre vraie.

Construction de la suite de données initiales (¢%M)ycps :

Soit M € N*. Nous chercherons cette suite de données initiales sous la forme

M+m

oM
Z P Wk

k=M+1
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(p%fk € Rpourtoutk e {M+1,..,M+ m} et max \(pg’M\ = 1. L'objectif est

de trouver "M tel que, pour cette donnée initiale, la solution du systéme (2.20) satisfasse

ol m € N¥,

(2.27). Remarquons tout d’abord que l'intégrale A est donnée par

2

M+m
Z ke F QM (2.29)
0 [k=M+1
Pour tout k > 1, nous pouvons écrire A comme suit:
T 2 2 ? T 2
A= f DM + ke MMEHDEOM | gt = f e My (H)dt, (2.30)
0 i 0
ou, pour tout t € [0, T], hp(t) := fum(t)? avec
L 2
fM(t) E(M + k) (2Mk+k )tg0M+k
k=1
Soitd € N*. Apres 24 + 1 intégrations par parties, en utilisant (2.30), nous obtenons
A = WO Q) (TP
- —2M?2 o 2M2 M ’
! - !
2 by (DT g (©) (T ey
e _(2M2)l+1 0 (2M2)2d+1 M ( ) :
Regardons comment imposer les 24 + 1 conditions suivantes :
hl(éI)(O) =0, pour tout /€ {0, ..., 2d}.
En utilisant la formule de Leibniz
o_x !
-3 (1)
k=0
ces derniéres conditions sont satisfaites si
fA(/p (0) = 0 pour tout I € {0, ..., d}.
Ce qui signifie
m
DM +k)(—2Mk — K2)', = 0 pour tout € {0, ..., d}. (2.31)
k=1

Nous avons ci-dessus un systéme de d+1 équations avec m inconnues. Choisissantd := m—2,

I’ensemble des solutions non triviales est non vide. Comme (2.31) est un systéme linéaire
N L OM oM

homogene, nous pouvons choisir ", ..., ¢, de sorte que

max |(p2’M| =1 (2.32)

Soit ("M

Patirr Catsor s (pgffm) une de ces solutions et définissons

2 (PM+k
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Ainsi, puisque hl(éI)(O) =0, pour tout! € {0,...,2m — 4},

R =3) (1)dt.

2m— 4h(l( )e—zMZT T -2
+J0 (2M2)2m=3"M

A= Z 2M2 1+1

En utilisant la définition de hy; et de fyr, pour tout t € [0, T] et tout! € {0, ..., 2m — 4},

=
==
Il
g
/N
 —
~
-
=
Z
N

k=0
! l U LNk, (M), OM
= go ' E(Mﬂ)( 2Mj = )t T g

™M=z

1

(M + j)(=2Mj — ) Fem GMitF *(P‘A’ff]]

Donc

|

e < §<M+z'><M+j>z(,ﬁ)(zMwiZ)k(szﬂZ)lk

=1 k=0
< mA(M + m)?(4Mm + 2m?)\.

D’ot, puisque max |(p2’M | =1, choisissant
m = M2,
(nous pouvons supposer que m € N) nous avons

Conep 25t m2 (M + m)* (4Mm + 2m?)!
A < e Z (2M2)1+1
m?(M + m)?(4Mm + 2m?)?"—3
(2M2)2m—3 4
2;154 (M17£/2)24A/p(lee/Z)l(gM)l
-0 (2M2)l+1
(Ml—s/2)24M2(M1—s/2)2m—3 (8M)2m_3
+ (2M2)2m—3 ¢

2m—4 221+1 24m74

_ 2
< €2MT

2
672M T

N

i Mel2—2+¢ + Me(m+1)—=3¢/2—4"

A2 1—¢2179 _ o Af1—¢/2
< CEMT+C€4M Y In2—eM' ¥ InM

7

o1 C est indépendant de M. Ainsi, il existe des constantes y4, fa > 0 telles que, pour M

assez grand, nous avons l’estimation
— 1—¢/2
A < ypePMTT
oll Y4, fa ne dépendent pas de M.

Construction du terme source g
Considérons 0 := (01, 0,, ...) € {* de sorte que pour tout s € N*

(0, ., 0, 625, veey 625—1_1, 0, ) = (@2,25)k6N* .
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2. Quelques outils pour I'étude de la controlabilité des systemes paraboliques

Soit § = Y e+ SkWi une fonction de L?(0, 1) ot pour tout k € N*

Sk = Clsign(Qk)e—Czklj‘
Soit s € N* et M := 2°. D’apres (2.32), on a
1-— e_sz oM — M1t
B = Z @ SkPy = Ve ? , (2.34)

keN*
ou Y, Bp sont indépendantes de M. On remarque également que

m

_ 2 _ 2 _ 2
C= Ze AMHT R o | < Me™MT (120 12 oy < yee M2 12,9, (2.35)
p

pour deux constantes positives y¢, fc indépendantes de M. En combinant (2.33), (2.34) et
(2.35), nous obtenons une contradiction avec (2.26) pour M assez grand.
O

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Corollaire 2.2, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 2.3. Soit € € (0,1). I existe une fonction g définie par

— —Cok!—¢
g:= Z 0rCre " wy,

keN*

o C1,Cp > 0, 09 € {—1, 1}N* et oors1 = 0 pour tout k € N*, telle que le systeme (2.17) ne soit
contrélable a zéro au temps T pour aucune donnée initiale y° € L*(a, b).

Remarque 2.4. Ces différents résultats ont des conséquences directes quant a la controélabilité
exacte de1’équation de la chaleur. Plus précisément, en considérant y° € L2(Q) etyT € H?(Q)
(avec les notations du début de la section 2), chercher un contréle u € L2(Qr) tel que la
solution du systéme

oy =Ay +1,u dans Qr,
y = 0 sur ET/ (236)
y(-,0)=y° dans Q)

soit égale a yT al’instant T revient a chercher un controle u € L?(Qr) de sorte que w := y—yT
qui est solution du systeme

ow = Aw + 1,u +AyT  dans Qr,
w=0 sur 3, (2.37)
w(-,0) =y —yT dans Q

soit nulle a l'instant T. Nous obtenons donc des exemples de cibles en dimension un qui sont

atteignables ou non atteignables. Nous remarquons de plus que ces cibles non atteignables
obtenues dans cette section le sont pour toute donnée initiale de L2((Q}).
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2.4 Construction de controdles réguliers

Cette section développe deux méthodes de construction de contréles réguliers pour
I’équation de la chaleur. Nous détaillerons dans un premier temps une technique élaborée
par V. Barbu dans [Bar00] ot I'auteur obtient des contrdles L grace a la méthode de dua-
lité développée par A. V. Fursikov et O. Y. Imanuvilov dans [FI96]. Nous réutiliserons cette
méthode dans la section 2.5, ainsi que dans le chapitre suivant. Dans un deuxiéme temps,
nous donnerons une technique élaborée et utilisée dans une suite d’articles [BGBPG04b ;
BGBPGO4c; BGBPGO04a; GBPGO6] ou les auteurs souhaitent avoir des contrdles L* afin
d’étudier la contrdlabilité d’un systéeme non linéaire. Nous montrerons comment ces ou-
tils permettent de controler I’équation de la chaleur avec un contrdle de classe C* (k € N).

Soit un domaine non vide borné ) de RN (N e N*) avec une frontiére 0() de classe C?,
T > 0 et un ouvert non vide w de Q. Nous noterons Qr := Q x (0,T) et 27 := 0Q x (0, T).

Utilisation des inégalités de Carleman : la méthode de V. Barbu
Nous étudierons dans cette section le systéme suivant :
Oy = Ay + Bpu  dans Qr,

y=0 sur >, (2.38)
y(-,0) =1y° dans (),

ol la frontiére 0€) sera supposé de classe C* et 6 est une fonction appartenant a C*(Q2)
vérifiant pour un ouvert non vide wy strictement inclus dans w

6y = sur wy,

Supp(6y) € w, (2.39)

Rappelons tout d’abord le systeme adjoint associé & (2.38)

—0ip =Ap dans Qr,
=0 sur 3, (2.40)
(-, T)=¢" dans Q.
En utilisant les arguments développés dans la preuve de la Proposition 2.2, on peut montrer
I'inégalité suivante :

Lemme 2.4. Pour tout ¢° € L?(()), la solution correspondante ¢ de (2.40) satisfait
OBy < Con [ [ 0B,
Qr

— (CO+YT)

ot Cops : avec C une constante indépendante de ¢°, a donnée en (2.3) et sy défini dans le

Lemme 2.1.

La solution de (2.40) est assez réguliére si la donnée initiale 1’est également. Plus préci-
sément :
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Lemme 2.5. (Cf L. C. Evans [Eval0, Th. 6, p. 365]) Soit u® € Hy(Q) et f € L*(Qr). Considérons
la solution u dans sz’l (Qr) du systeme

o =Au+ f dans Qr,
u=0 sur 27,

u(-,0)=u® dans Q.

Soit d € N et supposons que u’ € H**1(Q), f € W;d’d(QT) et qu’ils satisfassent les conditions de
compatibilité :
go:=u’ € Hy(Q),

g1:= f(-,0) + Ago € Hy(Q), (2.41)
8a:= 0] £(-,0) + Aga_1 € H}(Q).

Alorsu € WZZ‘“M+1 (Qr) et nous avons l'estimation

Hu|‘W§d+2,d+l(QT) < C(”f”wgd,d(QT) + HuO”szu(Q)).

Le dernier ingrédient qui nous permettra de construire des contrdles réguliers est le
suivant :

Lemme 2.6. Soit n € N*. Il existe une constante C telle que pour tout ¢° € L*(Q) la solution
correspondante @ de (2.40) satisfasse

n 2n

\[[6725004 2(505)74r|atr(P|2 + J672soa Z(S05)72r|vr(p|2 < CJ-J‘efboaeg 2[ (2.42)
r=0 r=0

Qr Q Qr

T

ou av et & sont donnés en (2.3) et (2.4) et sy est défini dans le Lemme 2.1.

Preuve. Soit ° € CX(Q). Comme ¢° vérifie les conditions de compatibilité (2.41), d’apres le
Lemme 2.5, la solution ¢ du systéme (2.40) appartient a W;"’”(QT). On obtient I’estimation
(2.42) par récurrence en dérivant le systeme (2.40) selon les différentes dérivées en temps et
en espace et en appliquant les inégalités de Carleman du lemme 2.1 du chapitre II. Lesti-
mation (2.42) reste vraie pour toute fonction ¢ € L?(Q2) par un argument de densité. O

ProrosiITION 2.3. Soit n € N*. Le systéme (2.38) est controlable a zéro en tout temps T, i.e. pour
tout y° € L2(Q), il existe un controle u € L*(Qr) tel que la solution y du systéme (2.38) est nulle au
temps T. De plus, pour tout n € N*, e09* 2y ¢ W;”'"(QT) et nous avons I’estimation

soa¥ /2 < EC(1+1/T

e Fullyann g,y < 9020, (2.43)

ou a*(t) = min a(-, t) pour tout t € (0, T).
Q

Preuve. Soit y° € L*(Q), k € N* et p := ¢®. Considérons le probléme de controle optimal
suivant :

minimiser Ji(u) := % JQ p\M|2 + g L Iy(T)Izdx,

ue L%(QT),

(2.44)
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ol y est la solution dans W(0, T) du systéeme (2.38). La fonctionnelle J; est différentiable,
coercive et strictement convexe sur Lg(QT) et est a valeur dans R*. Elle admet donc un
unique minimum (Cf [Lio68, p. 128]) et la solution uy € LE(QT) du probleme (2.44) est ca-
ractérisée par la solution y; du systéme

8tyk = Ayk + Qouk dans QT,
Yk =0 sur 37, (2.45)
yr(-,0) =1° dans Q,

la solution @y du systéme adjoint

— 0k = Agy dans Qr,
or=0 sur >,
@k(-, T) = kyi(-,T) dans
et 1’égalité
= —p~'Opgy dans Qr. (2.46)

Le reste de la preuve est divisé en deux étapes. Dans une premiére étape, nous montrerons
que la suite (uy)ken+ converge dans L%(QT) vers un contrdle u dont la solution associée au
systéme (2.38) est nulle a I'instant T. Dans une deuxiéme étape, nous vérifierons 1’estimation
(2.43).

Etape 1:

Cette étape reprend les arguments de la preuve du Corollaire 1.1. Par intégration par parties,
on montre que

Jie(ux) = -<}/ o (- 0))r2(q)

On en déduit que pour tout € > 0,

&
Jewe) < 7lox( 0z g + ||3/ 172 (2:47)

Le Lemme 2.4 appliqué a ¢y donne
Hgok( HLZ(Q obs ff P 160(pk (248)

D’apres la définition de J et I’égalité (2.46), on remarque que

H P00k = H pu < 2] (ug).- (2.49)

Ainsi en combinant les inégalités (2.47), (2.48) et (2.49)
€ 1, o2
]k(uk) < Ecohslk(uk) + EHy HLZ(Q)
Pour ¢ := Co_bi, nous obtenons donc
Jie(u) < ””S =1y - (2.50)
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La suite (yx(T)/k)ken+ étant uniformément bornée, on en déduit que (yx(T))ken+ converge
fortement vers 0. De plus, la suite (ux)gen+ étant également uniformément bornée dans
L%(QT), on peut en extraire une sous-suite que I'on notera encore (i )ren+ qui converge
faiblement vers un contrdle u € L,ZJ(QT). D’apres le Théoreme 1.1, la solution du systeme
(2.45) vérifie I'estimation (Cf J.-L. Lions [Lio68])

lyelwor < e (|6ouk|r20rm-10)) + [V02@) (2.51)

ou C est indépendant de °, T et k. Les inégalités (2.50) et (2.51) donnent

lykllwor) < e“MD A+ Cops) [Y0l12(0)-

Il existe donc une sous-suite de (yx)ken* que l'on notera toujours (yx)ken+ qui converge
faiblement vers une fonction y € W(0,T). Par passage a la limite des suites (yi)ken* et
(4 )ken+ dans le systeme (2.45), y est solution du systéme (2.45) pour le controle u. Puisque
yx € W(0,T), alors d’apres la Propriété 1.1 yx € C([0, T]; L*(Q)). Ainsi yx(T) converge faible-
ment vers y(T) dans L?({2), et par unicité de la limite y(T) = 0 dans Q. En utilisant (2.50),
ona

HukHi%(QT) < CthHyOHiZ(Q)- (252)

D'ot,

Soa*/Z

e < CTDOR, () (2.53)

Uik HLZ(QT)
Etape 2: A l'aide des définitions de a et & données en (2.3) et (2.4), pour tout | € N et
r € R il existe une constante C,, telle que

|Vl((soé)re—250a>| < Cr,l(Soé)Hle_zSOa et |a£((soé>re—250a)| < C,IITZ(S()E)Hme_ZSW.

On en déduit que pour tout 7 € {1,...,2n} etv e {1,...,n}

n
IV i) |F g,y < C He*‘“w“w* D (s0E) VI g [ (2.54)
r=0
et
Ha;} (esoa*/Z )HLZ(Q 1 + Tv ff —dspa+spa® Z(Soé)2r| AV— r(Pk|2- (255)
r=0

De plus, pour tout rq, 7, € R, il existe une constante C,, ,, telle que
‘ (505)716—45001%00(* | < Crw2 (Sog)r26—2sa. (256)

En combinant (2.54), (2.55) et (2.56), on obtient

e 2

WZPZ n (Q )

< eC1+T) Jf 7250042 505 4r|a (P|2 Jf 7250042 S 5 2r|vr(p‘2

A l'aide du Lemme 2.6 et du fait que u = —e~>0%Gy¢y, on a

soa¥ /2

C(1+4T)
e a2 < 0 fuy \\Lz(Q

W2n n Q )
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L'inégalité ci-dessus avec (2.52) donne
* c
e /zukHsz”"’(QT) < eCIHTHID) HyOHLZ(Q)-

On conclut en faisant tendre k vers l'infini dans la derniére inégalité. O

Régularisation a I'aide de la méthode par controle fictif

Dans cette section, nous présenterons une méthode totalement différente de la précé-
dente qui elle permet de construire un controle régulier a partir d’un contréle moins régu-
lier. Cette technique a été élaborée et utilisée dans une suite d’articles [BGBPG04b ; BGBPGO4c;
BGBPGO04a; GBPGO6] écrits par O. Bodart, M. Gonzalez-Burgos et R. Pérez-Garcia afin
d’avoir des controles L* et d’étudier la contrdlabilité de systémes de deux équations para-
boliques non linéaires avec une non linéarité sur-linéaire et un seul controle. A 1’aide de cette
méthode, nous expliquerons comment contrdler 1’équation de la chaleur avec un controle
de classe C* (k € N).

TutorimE 2.4. Soit y° € L2(Q) et n € N. Il existe un controle u € W22"’”(QT) dont le support est
strictement inclus dans w x (0, T) tel que la solution du systéme

oy =Ay +1,u dans Qr,
y= 0 sur ET/ (257)
y(-,0)=y° dans Q)

soit nulle a 'instant T. De plus, nous avons I'estimation

Hu”W?‘/”(QT) < CT||]/0HL2(Q),
ot Cr est une constante ne dépendant pas de y°.

Preuve. Soit y° € L2({)) et considérons la solution i du systeme libre sans contrdle

oy = Ay dans Qr,
y= 0 sur ET/ (2.58)
y(-,0) =y dans Q.

Soit @ un ouvert non vide strictement inclus dans w. Comme le systéme (2.57) est contrdlable
en tout temps, il existe une fonction ii € L*(Q) x (T/2,T)) telle que la solution i du systeme

oy =Ay+1su  dansQ x (T/2,T),
y=0 sur 0Q x (T/2,T), (2.59)
y(-,0)=y(-,T/2) dans
soit nulle a I'instant T. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que le contrdle est
nul sur (T/2,2T/3) et (5T/6,T). A 1'aide la régularité des équations paraboliques (Cf [Bre83,
p- 205]), ona
ye W Q % (T/2,T)), (2.60)
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et d’autre part (Cf [LSU6S, p. 176])
7e W Q\@ x (T/2,T))

pour un ouvert non vide @ vérifiant & < @ et @ © w. Soit @ un ouvert non vide de Q tel
que @ < @y et Wy < w. Soitne C*(0,T) et 8 € C*(Q) des fonctions telles que

n=1 sur [0,4T/6], 0=1 sur @,
n=0 sur [5T/6,T], Supp(0) < @y,
0<n<l 0<6<1.

Considérons
g=(1-0)y+ 169, ir,1-

La fonction g est solution du systéme

o =0+ 1,0 dans Q x (T/2,T),
g=0 sur 0Q x (T/2,T),
q(-,0)=y(-,T/2) dans(,

avec v := AOY+2VO-Vij+ 00y —nA0y —2nVO-Vy sur Q x (T/2, T). Le contrdle v appartient
a WZZ”’” (Q x (T/2,T)) et est a support dans @y. Le couple (y, 1) donné par

)} (¥,0) dansQ x (0,T/2),
W)= { (g,0) dans Q x (T/2,T)

est solution du systéme (2.57). Puisque # = 0 sur ) x (T/2,2T/3), on en déduit que u est en
réalité nulle sur Q x (0,2T/3). On en conclut que u € WZZ"’”(QT). O

2.5 Controle fictif et inversion locale d’opérateurs différentiels

La méthode par controle fictif de la section précédente a également été combinée avec
une technique permettant d'inverser localement des opérateurs différentiels a I'aide de com-
binaisons algébriques (Cf M. Gromov [Gro86, Section 2.3.8]) dans [CL14; DL15; ABCO15].
Cette technique consiste a contréler un systeme par autant de contréles que d’équations,
puis a diminuer le nombre de controles a 1'aide de combinaisons algébriques. Dans cette
partie, nous donnerons un exemple simple de cette méthode d’inversion d’opérateurs dif-
férentiels et nous utiliserons ensuite cette technique pour démontrer la contrélabilité des
systémes d’équations de la chaleur avec des matrices de couplage et de contrdle constantes.

Exemple d’inversion d’opérateurs différentiels

Afin de mieux comprendre comment inverser localement un opérateur différentiel a
l'aide de combinaisons algébriques, nous allons donner un exemple simple que 'on peut
trouver dans le livre de M. Gromov [Gro86, Section 2.3.8] et dans la thése de P. Lissy [Lis13,
Ex. 1, Sec. 1.3]. Soit une fonction f € C*([0,1]), des réels a1, aa, as, b1, by, bz € R et consi-
dérons le probléeme

Trouver (wy, wy) € C*([0,1]; R?) tel que:
{ ver (w1, ) € G (0,118 el q -

aiwr — azaxwl + a38xxw1 + b1w2 — bz&wa + b3<9xxw2 = f
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Le probleme (2.61) peut étre écrit de la fagon suivante :

ou l'opérateur L est donné par
L:= (a1 — a20x + A30xx, b1 — b0y + b30sy) .
S’il existe un opérateur différentiel M := Zfﬁo m;d. avec my, ..., my € R, M € N tel que
LoM=1d, (2.62)

alors pour résoudre le probléme (2.61), il suffit de prendre (w;, w,) := Mf qui sera bien a
support compact. Nous remarquons que 'égalité (2.62) est équivalente formellement a

Mo L* =1d, (2.63)

£* _ m + aZax + QSaxx _ LT
N\ b +bade+b30n )\ LE )T

Considérons 'opérateur suivant défini pour tout ¢ € C ([0, 1]) par

avec

LT a1 + a20x + A30xx %
L; bl + b2(3x + bSaxx ax§0
— -C ) 2.64
Ox © LT 4 410y + A20xx + A30xxx ¢ é\xx(P ( )
Oy © L;k D10y + bp0Oyx + D30xxx axxx(P

ot la matrice C € My(R) est donnée par

a dy d4s 0

C o= bi by by O
0 ap dp ds
0 b by b3

Supposons que C soit une matrice inversible et notons

€11 C12 €13 Cua
C21 Cxp (€23 C24

cl:=
C31 €32 (33 C34
Cq1 C42 C43 Cyq
Alors I’égalité (2.64) donne
Ly @
C—l 'E; (,0 — ax(p
Ox o LT axx(P ’
&x o -L; a)cxx(P

ol la premiere ligne est donnée par
enLy @+ L5+ 30y 0 LI@ + cradi 0 L3 = .
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Ainsi le probléme (2.63) est résolu si nous définissons M* pour tout (1, ) € C* ([0, 1]; R?)
par

M* ( il ) = oy + caya + C30cn + C1a0a .
2

Application a la contrdlabilité

Soit un domaine non vide borné () de RN (N e N*) avec une frontiére 0) de classe C?,
T > 0 et w un ouvert non vide de (). Nous noterons Qr := Q x (0,T) et 37 := 0Q x (0,T).
Considérons le systeme de n équations paraboliques linéaires controlé par m contrdles

oty = Ay + Ay + Bl,u dans Qr,
y=0 sur 37, (2.65)
y(-,0) =1° dans Q,

ouy®e L2(Q;R"), u e L*(Qr;R™), Ae L(R") et Be L(R™,R").

Le résultat ci-dessous a été démontré dans [AK+09a] et [AK+09b] par F. Ammar-Khodja,
A. Benabdallah, C. Dupaix et M. Gonzalez-Burgos. Nous proposons de retrouver la condi-
tion suffisante de ce résultat en combinant la méthode par contrdle fictif et la technique
d’inversion d’opérateurs différentiels par combinaisons algébriques. Plus précisément, on
a:

THEOREME 2.5. Le systéme (2.65) est controlable a zéro au temps T, i.e. pour toute donnée initiale
y0 € L2(Q; R™) il existe un controle u € L?(Qr; R™) de sorte que la solution y du systéme (2.65) soit
nulle a l'instant T, si

Rang[A|B] =n,

otl la matrice [A|B] est donnée par [A|B] := (B|AB|...|A""1B).

Preuve. La preuve se décompose en deux parties que 1'on appellera respectivement résolu-
tion du probléme analytique et résolution du probléme algébrique. Le probléme analytique consiste
a controdler le systéme par n forces, et a I'aide de la solution ainsi obtenue, le probléme al-
gébrique revient a effectuer des combinaisons algébriques bien choisies afin de trouver une
solution au probléme initial.

Probleme analytique:
Pour ce probleme de controle, le probléme analytique est le suivant : trouver (z,v) € W(0, T)" x
W22"_2’”_1(QT)” solution de

Oz =AMz + Az + Ov dans Qr,
z=0 sur 37, (2.66)
z(-,0)=y% z(-, T) =0 dans (),

ou B e CP(wx (¢,T — ¢€)) pour ¢ < T. En utilisant les techniques décrites dans la section
2.4, on a le résultat suivant :
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THEOREME 2.6. Le systéme (2.66) est contrdlable a zéro, i.e. pour toute donnée initiale il existe un
controle v € L*(Qr; R") tel que la solution du systéme (2.66) soit nulle a I'instant T. De plus, nous
avons I'estimation

HUHWZM(QT;]R") < et ||yOHL2(Q;R")-
ou

1
HT=1+T+T.

Probléme algébrique:
Pour f := 6v € C*(w x (¢, T — ¢)), nous souhaitons trouver un couple (z,0) € W(0,T)" x
L*(Qr; R™) dont le support est inclus dans @ x (¢, T — ¢) et solution du probléme
0z=M+Az+Bo+ f dansQr,
z=0 sur >, (2.67)
z(-,0)=2z(-,T) =0 dans Q.
Nous remarquons que les conditions de bords et les conditions initiales et finales sont au-
tomatiquement vérifiées puisque Z et 0 sont & support compact dans w x (¢, T — ¢). Nous
allons résoudre ce probléme en utilisant la notion d’inversion d’opérateurs différentiels par

opérations algébriques, introduite précédemment. Considérons l'opérateur £ défini pour
tout (z,0) € C(w x (¢, T — €), R"™) par

L(z,0):= 0z —Az— Az — Bo. (2.68)
Le probleme (2.67) peut donc se réécrire sous la forme
L(z,0) = f.
Cherchons un opérateur différentiel M défini sur C°(w x (¢, T — €),R") et a valeurs dans

C¥(w x (¢, T — ¢), R"™™) tel que
LoM=1Id. (2.69)
Ainsi (z,9) := Mf sera solution du probleéme (2.67). L'égalité (2.69) est formellement équi-

valente a

M# o L% =1, (2.70)
ot 'adjoint L* de l'opérateur £ est donné pour tout ¢ € C°(w x (¢, T — €),R") par
—0ip — Ap — A*
Lrg = tp — AP Y
—B*gp
Considérons l'opérateur N := (N, ..., N;;) donné pour tout (x1,x2) € CF(wx (g, T—e); R*™™)

par
Ni(x1,x2) = —x2,

No(x1,%2) := (0 + A)xy — B¥xq,
Ni(x1,x2) == (0 + A)Ni_1(x1, x2) — B*(A*)F¥2xy, Yke{3,..,n}.
De cette fagon,
B*e
NoL*p=
B*(A*)1g
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Ainsi, puisque la matrice K := (B|AB|...|A""1B) est de rang 7, il existe une matrice R €
M, um(R) telle que RK* = I,,. Lopérateur M := N*R* d’ordre 2 en espace et 1 en temps est
solution de (2.69).

Conclusion:
Les problemes analytique et algébrique étant résolus, il est ensuite immédiat que (y, u) =
(z — 2, —0) est solution du systéme (2.65) dans W(0, T)" x L*(Qr; R™) satisfaisant y(T) = 0
sur ().
O

Pour d’autres explications de cette méthode nous renvoyons a 'article de J.-M. Coron et
P. Lissy [CL14, Prop. 1] ou aux sections 2.4 et 3.3 de [DL15].

Remarque 2.5. Pour le moment, cette technique n’a permis de montrer la contrdlabilité que
dans le cas ot1'intersection des domaines de controle et de couplage est non vide. La raison
est que l'inversion d’opérateurs différentiels telle que décrite ci-dessus s’effectue dans la
zone de contrdle.

Remarque 2.6. Nous remarquons que le probléme analytique consiste a contrdler le systeme
avec n controles au lieu de m avec en général m < n et nous résolvons le probleme algébrique
en appliquant un opérateur différentielle au contréle trouvé. Numériquement, il est a priori
moins coliteux de contrdler le systéme avec n forces. Nous pouvons nous demander si il
possible de construire un schéma numérique utilisant la méthode de résolution algébrique
qui serait plus rapide qu'un schéma standard.

3 Etat de l'art

3.1 Controlabilité des systémes paraboliques

Dans cette partie, nous donnerons une liste non exhaustive de résultats de contrdlabilité

a zéro de systémes paraboliques linéaires. Soit T > 0, {2 un domaine non vide borné de RY
(N € N*) de frontiére 0 de classe C? et w un ouvert non vide de (). Nous noterons Qr :=
QO x(0,T),qr :=wx (0,T) et 21 := dQ x (0,T). Un des premiers résultats de controlabilité
a zéro des équations paraboliques a été établi dans les années 70’ par H.O. Fattorini et D. L.
Russell dans [FR71 ; FR74] et concerne la controlabilité de la chaleur en dimension un

01z = Oz + f(x)u(t) dans (0,m) x (0,T),

z(0,-)=v, z(n,) =0 sur(0,T),

z(-,0) =2° dans (0, 7),
ouz’ e H71(0,n), f € L2(0, 1) et u,v € L?(0, T) sont les controdles. Les auteurs ont utilisé la
méthode des moments que nous avons présentée dans la section 2.2. Il fallut attendre 1995

pour que la controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur soit démontrée en dimension
quelconque et avec un contrdle interne

oy =Ay +1,u dans Qr,
y=0 sur 27,
y(-,0) =1° dans Q,

33



CHAPITRE I. INTRODUCTION

ou y° € L*(Q) et u € L?(Qr) est le controle. Ce résultat a été obtenu parallélement par G.
Lebeau et L. Robbiano dans [LR95] a I'aide d"une inégalité spectrale déduite des inégali-
tés de Carleman elliptiques et par A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov dans [FI96] grace aux
inégalités de Carleman paraboliques décrites dans la section 2.1.

Soitn, m € N* et considérons le systéme de n équations paraboliques linéaires contrdlées
par m contrdles localisés

oy =Ay+G-Vy+ Ay +Bl,u dansQr,
y= 0 sur ET, (31)
y(-,0)=y° dans Q,

ou y° € L2(Q;R"), G € L®(Qr; L(R™,R")), A € L*(Qr; L(R")), B € L*(Qr; L(R™,R")) et
ueL2(Qr;R™).

Deux des premiers travaux concernant la contrélabilité a zéro des systémes paraboliques
linéaires sont les articles [AK+05; AKBD06b] de F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, C. Du-
paix et I. Kostin (Cf également [AK+03]), ol1 les auteurs obtiennent la contrdlabilité a zéro
du systeme (3.1) avec deux équations, un contrdle et sans termes d’ordre un (G = 0). Ce
résultat a été ensuite généralisé par M. Gonzélez-Burgos et L. de Teresa pour les systémes
avec n équations et une structure dite en cascade dans [GBT10]. Plus précisément, les au-
teurs prouvent la controélabilité & zéro du systeme (3.1) pour B := ¢; (premier vecteur de la
base canonique de R") et les matrices G et A de la forme

811 812 ' fa
0 g2 - g
G:= ] ‘ . ] (3.2)
0 0 gm
et
ain app  ais e A1n
ax Az a3 e A2n
A= 0 a3 as e e |, (3.3)
0 T 0 An(n—1) Ann

otl les coefficients de A satisfont pour une constante positive C et un ouvert non vide wg de
w

ag+1)i > Cdanswp x (0,T) ou agyy < —Cdansawo x (0,T), i€ {1,..,.n—1}. (3.4)

Un résultat similaire peut étre trouvé dans l'article de F. Alabau-Boussouira [AB13]. Comme
nous allons le voir dans la section 3.2, les structures données en (3.2) et (3.3) peuvent n’avoir
lieu que dans wq x (0, T'). De plus, il est possible de remplacer —A par un opérateur du second
ordre elliptique et dépendant du temps L(t) de la forme
N N
0 oy oy
L(ty(x,t) == > p <a1~,.(x, t)a—xj (x, t)) + ;} bilx 700 ) +e(x Dyt (35)

ij=1
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avec les coefficients a; j, b;, c satisfaisant

a;; € WL(Qr), bi,ce L%(Qr) 1<i,j <N,
aij(x,t) = a;i(x, ) V(x,t) e Qr, 1<i,j <N

et la condition d’ellipticité uniforme : il existe une constante a9 > 0 telle que
N
D ai(x, )&EE; = aglEP, Y(x,t) € Qr, Ee RV (3.6)
ij=1

Considérons le systéme de deux équations paraboliques contr6lées par un controle lo-
calisé en espace et couplé par un opérateur d’ordre un, ce qui correspond au cadre des
chapitres L et II,

0ty1 = div(d1Vy1) + 911 Vyl + 912 V]/z +danyy +any: + 1,u dans QT/

Oryr = div(daVya) + 921 - Vy1 + g2 - Vo + any1 + axnys dans Qr, (37)
y=0 sur >, .
y(-,0)=y° dans Q,

ot y° € L2(;R?), u € L*(Qr), gij € L*(Qr; RN), a;; € L*(Qr) pour tout i, j € {1,2} et pour
I e {1,2}, I'opérateur elliptique du second ordre auto-adjoint div(d;V) est donné par

N
div(dV) = ) ai(d))), (3.8)

ij=1

avec B
d;] € W5, (Qr),
i gji
dl = dl dans Qr,

o1 les coefficients dfj satisfont la condition elliptique uniforme (3.6). Concernant la contrdla-
bilité a zéro du systeme (3.7), les seuls résultats connus seront ceux détaillés dans la section
3.2. Rappelons-les brievement :

Le premier d’entre eux est un cas particulier de celui dont nous avons parlé plus haut,
i.e. [GBT10]. Plus précisément, le systéme (3.7) est contrdlable a zéro au temps T sous les
conditions (3.2)-(3.4), i.e.

21 = 0dans wy x (0,T)
et (3.9)
(a21 > ag dans wy x (0,T) ou ay < —ag dans wy x (0,T)),

pour une constante a9 > 0 et un ouvert non vide wq de w.

Le deuxieme d’entre eux est celui de S. Guerrero [Gue(07b], o I'auteur suppose que
N =1, que les coefficients di, da, a11, 11, 422, 2 sont constants et que l'opérateur de
couplage d’ordre un g1 - V + az; peut s’écrire sous la forme

g1-V+ay =Pro0 dans QO x (0,T), (3.10)
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ou 0 € C? (5) satisfait |0] > C dans un ouvert non vide wy de w pour une constante stricte-
ment positive C et P; est donné pour un vecteur m € RN et une constante m; € R par

Py :=mgy -V +my.

Sous ces conditions, I'auteur prouve la contrélabilité a zéro du systéme (3.7) au temps T en
dimension un.

Le dernier résultat concernant les systémes avec un couplage d’ordre un est le travail ré-
cent [Ben+14] de A. Benabdallah, M Cristofol, P. Gaitan et L. De Teresa, ot le cas de systémes
2 x 2 et 3 x 3 avec une force est étudié sous une hypothese technique. Plus précisément, dans
le cas 2 x 2, les auteurs supposent que

(3.11)

il existe un ouvert non vide y de dw n 04,
dxp € y t.q. ga1(t, x0) - v(x) # 0 pour tout f € [0, T,

oll v représente le vecteur normal unitaire extérieur a la frontiere 0€). Sous ces restrictions
sur le domaine de contréle et le terme de couplage, le systéme (3.7) est contrélable a zéro
au temps T > 0.

Considérons le systeme simplifié en dimension un suivant :

Oy1 = Ot + Lou dans (0,7) x (0,T),
Ory2 = Oxxl2 +q(x)y1 dans (0,m) x (0,T),
y(0,-)=y(m,-)=0 sur(0,7T),
y(-,0)=y° dans (0, ),

(3.12)

ouyp € L*((0,m); R?), u € L2((0, ) x (0, T)),q € L*(0, ) et w := (a,b) = (0, 7). En dimension
supérieure, dans le cas ot les domaines de controle et de couplage ne s’intersectent pas, peu
de résultats sont connus et sont en général valables sous des restrictions géométriques (Cf
[AB13; ABL13]). Ces restrictions viennent de 1'utilisation de la méthode par transmutation
(Cf [Mil06]) qui requiert un résultat de contrdlabilité sur un systéme hyperbolique. Il a été
démontré par F. Boyer et G. Olive dans [BO14] a I’aide du test d’"Hautus (Cf [Fat66, Cor. 3.3])
que le systéme (3.12) est approximativement contrélable au temps T si, et seulement si,

Supp(g) nw # @ (3.13)
ou
\Le(9)| + |I.x(q)] # O pour tout k € N*, (3.14)

ou pour tout k € N* les quantités Ix(q) et I, x(g) sont données par

Lx(q) := L 99z,

; (3.15)
Ii(q) = fo 993,

avec @i(x) == \/gsin(kx).
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Dans l'article de O. Kavian et L. De Teresa [KT10], les auteurs prouvent la controlabilité
approchée au temps T du systeme (3.12) lorsque q = 1, avec wy un ouvert non vide de
(0, ), ce qui implique la condition (3.14). Soit Ty(g) donné par

min(— log |Ik(9)|, —10g [I(q)])
k2 '

To(q) := lim sup

k—o0

(3.16)

Lorsque les domaines de contrdle et de couplage ne s’intersectent pas et sous la condition
(3.14), F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, M. Gonzélez-Burgos et L. de Teresa obtiennent
dans [AK+15] :

1. SiT > Ty(g), alors le systeme (3.12) est controlable a zéro au temps T.
2. SiT < To(q), alors le systéme (3.12) n’est pas controlable & zéro au temps T.

Ces deux résultats sont obtenus grace a la la méthode des moments décrite dans la section
22.

Concernant la controlabilité approchée, dans [Oli14, Th. 3.3], G. Olive prouve en utilisant
le Test de Hautus que le systeme

0rz1 = OxxZ1 dans (0,7) x (0,T),

01z2 = Owza + p(x)dxz1 + q(x)z1  dans (0,7) x (0,T),

20, = v, 2(r,) = 0 sur (0,T), (3.17)
z(-,0) =2° dans (0, 1),

ouz’ e H1((0,m);R?) et v € L*(0, T) est approximativement controlable au temps T si, et
seulement si,
I(p,q) # 0 pour tout k € N*. (3.18)

Considérons maintenant le systéme (3.1) avec n équations paraboliques linéaires contro-
lées par m forces sans terme de couplage d’ordre un
oy = Ay + Ay + Bl,u dans Qr,
y=0 sur 37, (3.19)
y(-,0)=y° dans Q,

ou y’ e L2((;R"), A € L*(Qr; L(R")), B € L*(Qr; L(R™,R")) et u € L*(Qr; R™).
Supposons que les matrices A et B soient constantes en temps et en espace, i.e. A € L(R")
et Be L(R™,R"), et définissons la matrice dite matrice de Kalman par

[A|B] := (B|AB|...| A" 'B). (3.20)

Dans [AK+09b], F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, C. Dupaix et M. Gonzélez-Burgos mon-
trent que le systeme (3.19) est contrdlable a zéro au temps T si, et seulement si,

rang [A|B] = n. (3.21)

Cette derniere condition est également équivalente & la controlabilité approchée. Nous re-
marquons donc que pour ces systemes, contrdlabilité a zéro et contrélabilité approchée
sont des propriétés équivalentes. Ce résultat est sans doute la premiére généralisation de
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la condition de Kalman (condition (3.21), cf. section 1.4 et [KFA69]) a un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles. Concernant la contrdlabilité & zéro du systéme (3.19) avec des
coefficients de couplage constants et des domaines de controle différents d'une équation a
I'autre, nous renvoyons a l’article de G. Olive [Oli12].

Supposons maintenant que A € C"~1([0, T]; L(R")) et B € C"([0, T]; L(R™;R")). Dans ce
cas, la matrice de Kalman est définie comme suit :

Bo(t) := B(t),
Bi(t) := A(t)B;_1(t) — &:Bi—1(t) pour toutie {1,..,n—1}

et notons [A|B](-) € C}([0, T]; L(R™;R")) la matrice donnée par
[A[B](-) := (Bo(-)|B1(-)].-|Bu-1("))- (3.22)

Dans [AK+09a], les auteurs ont étendu les conditions de controlabilité des systémes diffé-
rentiels linéaires non autonomes de Silverman-Meadows (Cf [SM67]) au cas des systémes
paraboliques. Ils prouvent que s'il existe ty € [0, T] tel que

rang [A|B](t) = n, (3.23)

alors le systeme (3.19) est controlable a zéro au temps T et, par ailleurs, le systeme (3.19) est
controdlable a zéro sur tout intervalle (T, T1) ot 0 < Ty < Tq < T si, et seulement si, il existe
un sous-ensemble dense E de (0, T) tel que

rang [A|B](f) = n pour tout ¢ € E. (3.24)

Les auteurs de [AK+09a] effectuent un changement de variable a I'aide de la matrice de
Kalman afin de se ramener a un systéme de la forme (3.19) ot la matrice de couplage A a
une structure similaire a (3.3).

3.2 Détails de trois résultats connus concernant les systemes d’équations
paraboliques couplées par un opérateur d’ordre un

Soit T > 0, Q) un domaine non vide borné de RN (N € N*) de bord () de classe C? et
@ un ouvert non vide de Q. Nous noterons Qr := Q x (0,T), 27 := dQ x (0,T) et qr :=
w x (0,T). Considérons le systéme parabolique de deux équations avec un contrdle interne
sur la premiére équation et un opérateur de couplage d’ordre un dans la deuxiéme équation

&tyl = diV(d1V]/1) + 811 V]h + 812 Vyz +danyr +any2 + 1,u dans QT/

Oryp = div(daVyo) + go1 - V1 + g2 - Vo + ao1y1 + anly dans Qr, (3.25)
y=0 sur X, .
y(-,0)=y° dans Q,

ot y° € L2(Q; R?), u € L*(Qr), a;j € L*(Qr), &ij € L*(Qr; RY) pour tout i, j € {1,2} et pour

e {1,2}, Vopérateur elliptique du second ordre auto-adjoint div(d;V) est donné par (3.8).
Dans cette partie, nous exposerons les quelques résultats déja connus et les difficultés

que l'on peut rencontrer pour résoudre de tels problémes. En reprenant la preuve faite par
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M. Gonzélez-Burgos et L. de Teresa dans [GBT10], nous étudierons un systéme avec un
opérateur de couplage d’ordre zéro sur un sous-domaine du domaine de contrdle. Nous
regarderons ensuite les résultats obtenus par S. Guerrero dans [Gue(07b] oti 'opérateur doit
vérifier une certaine inégalité. Enfin, lorsque le domaine de contréle touche o€}, nous pré-
senterons les techniques utilisées par A. Benabdallah, M. Cristofol, P. Gaitan et L. De Teresa
dans [Ben+14]. Nous dégagerons les idées essentielles de ces différents travaux, et montre-
rons ainsi comment les résultats des chapitres I et II viennent compléter ces études.

Systéme avec une structure cascade

Le premier résultat que nous détaillerons est celui établi par M. Gonzélez-Burgos et L.
de Teresa dans [GBT10]. Pour le systeme (3.25), les auteurs obtiennent le théoréme suivant

TutoriME 3.1 (Cf [GBT10]). Supposons que a;; € L*(Qr), gij € L(Qr; RY) et d;; € W (Qr)
pour tout i, j € {1,2} et qu’il existe un ouvert non vide wy de w tel que

g1 =0 danswg x (0,T)
et (3.26)
(21 > C danswp x (0,T) ou ax < —C dans wy x (0,T)).

Alors le systéme (3.25) est contrblable a zéro en tout temps. De plus, le contrdle u peut étre choisi de

sorte que

< eC(1+T+1/T) HyO H2

2
lli2r) L2(QR?)°

Afin de simplifier les calculs et de mieux comprendre les techniques utilisées, nous étu-
dierons le systeme

oy = Ay + 1,u dans Qr,

Ory2 = Ay2 +p-Vyr1 +qy1 dans Qr, (327)
y=0 sur >,

y(-,0)=1° dans Q,

ouy’ e L2(Q;R?), u e L*(Qr), g € L*(Qr) et p € L*(Qr; RY). Dans ce cas, la condition (3.26)
s’écrit
p=0 danswy x (0,T)
et (3.28)
(g>C danswg x (0,T) ou g < —C dans wp x (0,T)).

Considérons le systeme adjoint associé a (3.27)

—0ip1 = Ap1 — div(pp2) +qp2  dans Qr,

— 01y = A dans Qr,

12 = Ay Qr (3.29)
=0 sur 2,
o, T) =¢° dans (),

avec ¢ € L*((; R?).
En utilisant les mémes arguments que dans la section 2.1, la démonstration du Théoréme
3.1 revient a prouver les inégalités de Carleman suivantes :
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Lemme 3.1 (Cf [GBT10]). Soit r € R. Il existe deux constantes C; > 0 et c; > 0 (dépendant
seulement de Q) et wy) telles que pour tout ¢° € L*(Q;R?), la solution ¢ = (¢1,¢@2) de (3.29)
satisfasse

JJ' €_2sa(55)r|§0|2 < C1 J.f €_2sa(55)r+4|g01|2 (330)
Qr

wox(0,T)

pour tout s = sy, oul

51:C1(T+T2).

Preuve. Nous verrons que sans perte de généralité nous pouvons supposer que p = 0 et
g > C sur wy pour une constante C > 0. Soit w; et w, deux ouverts non vides de () tels que

Wy CC w1 CC Wy
et considérons deux fonctions de troncature 8y, 61 € C*(R) satisfaisant 0 < 6y, 61 < 1 sur
Q, 6p = 1 dans wy, 61 = 1 dans w,, supp(6y) < wy, supp(61) < ws et

VO, Vo,

—, ——= e L®((;RN). (3.31)
1/2 1/2
90 91

Pour obtenir des fonctions de troncature vérifiant (3.31), il suffit de prendre le carré de n'im-
porte quelles fonctions de troncature 6y, 61 € C*(R) satisfaisant 0 < 6p,0; < 1 sur (),
0o = 1dans w; et 01 = 1 dans wy. supp(6y) S wo, supp(01) S w;. Soit ° € L2((;R?)
et ¢ := (@1, @2) la solution du systeme (3.29). En multipliant ’équation vérifiée par ¢, par
O1e~25%(s& ) @2, nous obtenons en intégrant sur Qr

ﬂ 010”2 (sE) g3 = — ﬂ 010”5 (sE) 20ip1 — H 01075 (sE) 2Ap1.

Qr Qr Qr

En utilisant 1’équation vérifiée par ¢, et par intégration par parties, nous en déduisons que
f 0167 (s&) g3 = J1 + ]2 + I3, (3.32)
Qr

ol

1= Jf 610 (e (s&)" ) pagp1, Jo:=2 ff Ore” > (s&) Vo - Vepr,
Qr Qr

Iz := ff{@ﬁ(e_zm(sé)r) + e_zsa(sé)rV&} A{@2Vp1 + 1V2}.
Qr

Rappelons que pour tout 1 € R nous avons les estimations suivantes :

IV (e2%(s8)1)| < Cem29(s),
A2 (sE))] < Ce2(sE)™2, (3.33)
[2r(e=29(sE))] < CTe2%(sE)2,
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pour une constante C dépendant de 7. La troisieme inégalité de (3.33) ainsi que l'inégalité
de Young donne pour ¢ > 0

] J- 613 2sar SE +_JJ6 e—ZSa SE r+4 2

(3.34)
< 811 (}’, (P2) + T JJ 916*25"1 (Sé)“"l(P%,

ol pour une fonction z la quantité [;(r, z) est définie dans (2.1). La propriété (3.31) de 0; et
I'inégalité de Young implique

C
]2 < EJ‘ 91672sa(55)r72|v({)2|2+ EJ 91672sa(sé)r+2|v(p1|2

Qr . or (3.35)
< 611(7,@2> + EJ 616_2SQ(SE)V+Z|V§01|2
Qr
et
]3 < éIl , (PZ Jf —2sa Sé r+2|v(P |2 + = J‘J‘ —ZSa Sé r+4 2. (336)
w1 %x(0,T) (u1><(0 T)
En combinant (3.32) et (3.34)-(3.36), on a
f 616_2sa(55)rq§0§ < 3511(7,(P2 + EJ Qoe—Zsa SE)H2|V(p |2

(3.37)

1+T2 ff 72501 S(E r+4 2

[ X(O T)

Multiplions cette fois-ci par Oge 2% (s&) 21 1'équation vérifiée par ¢;. Nous obtenons main-
tenant en intégrant sur Qr

_J eoe—ZSa(sé)H—Z(Plat(pl =f 906_25a(55)r+2A(p1(p1 +J eoe—ZSa(Sé)H—Z(qu(P}

Par intégration par parties, nous en déduisons

J Ooe 2% (s&) 2 |Vepy | = Ky + Ky + K3, (3.38)
Qr
avec
1
Ky = 75[ goat(e—Zsa(Sé)H—Z)(P%, K, = —f (p1V(90€72506(S(E)T+2) . V(Plr
Qr

K3 = f 606_2m($5)r+2@1q@2.
Qr
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La propriété (3.31) de 0y et l'inégalité de Young donnent pour une constante strictement
positive C;

Kl < CTZJ‘ 606_250((55)”4@%, (339)
Qr

K < f{@olV e (sE)"2)| + e (s&) 2|V 0o} 1| [Vepr |

(3.40)
ffeoe 20(56) 2|V |2+_ JJ 250 (g )2
wox (0,T)
et
K3 < &L(r,p) + JJ Ooe™ > (s&) . (3.41)

Ainsi, en combinant (3.37)-(3.41), nous obtenons
J] e (s&) g5 < el (r, @2) + Co(1+ T2) Jf e (sE) e,
wy % (0,T) wox(0,T)

oty ici et apres, C. ne dépend par de T. Puisque le coefficient de couplage g est minoré sur
@, il existe une constante C telle que

|| e=eerei<c || oo 642)
Wy X (O,T) wy X (O,T)
on en déduit
Jf o—2sa (s&) @3 < ely(r, @2) + Ce(1 + Tz) Jf e~ 25 (s£)7+4(p%. (3.43)
w, % (0,T) @0 (0T)

Conclusion
En appliquant le Lemme 2.1 respectivement a la premiere et a la deuxiéme équation du
systéme (3.29) pour B := w,, nous avons

Ii(r, 1) H ™2 (sE) g f f TE(sE) g3 + Vel (3.44)
@2 X (O T
et
(r.p2) H e (sE) g (3.45)
wr % (0,T)
Nous concluons en combinant (3.43)-(3.45) a I'aide de (3.33). O

Remarque 3.1. Le fait que la fonction g soit minorée sur wy intervient dans I'inégalité (3.42).
Sil'on veut utiliser les mémes arguments lorsque g est un opérateur différentiel, il est né-
cessaire que cette inégalité soit satisfaite, ce qui peut constituer une premiere difficulté.
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Condition d’équivalence de norme

Etudions maintenant un des résultats établis par S. Guerrero dans [Gue07b], oi1 'auteur
suppose que la norme induite par l'opérateur de couplage est équivalente a la norme H'.
Plus précisément, il suppose que les coefficients di, da, a11, §11, 22, §22 sont constants en
temps et en espace et que l'opérateur g, - V + as; peut s’écrire sous la forme

821 - V +ap; := P10 6 dans QT/ (346)

ot1 6 € C2(Q) satisfait || > C dans un ouvert non vide wy de @ pour une constante positive
C et Py est donné par
Py :=mg-V+my, (347)

pour des constantes 1, m; € R. De plus, il fait 'hypothése que l'opérateur P; vérifie I'in-
égalité

lulln o) < CIPFuliz) Yu e Hy(Q). (3.48)
TrEoREME 3.2 (Cf [Gue07b]). Soit N = 1. Supposons que di, da, a11, 11, Az, S Soient

constants en temps et en espace et que les conditions (3.46)-(3.48) soient satisfaites. Alors le sys-
teme (3.25) est contrdlable a zéro en tout temps.

Ce résultat est démontré dans [Gue07b] pour d; = d; = 1, mais la preuve est identique
pour des coefficients de diffusion d; et d, différents.

De nouveau, les arguments principaux permettant d’aboutir au Théoréme 3.2 se re-
trouvent tous dans le cadre simplifié suivant :

o1 = Ayr + 1,u dans Qr,
Ory2 = Ayp + P1(0y1) dans Qr,

y=0 sur >,
y(-,0)=y° dans Q,

(3.49)

ou y? € L2((;R?) et u € L2(Qr). Le systeme adjoint associé au systéme (3.49) est le suivant :

—0ip1 = Ap1 + OP} (2) dans Qr,

— 01y = A dans Qr,

12 = Ay Qr (3.50)
=0 sur S,
(-, T)=¢° dans Q,

ou ¢ € L2((; IR?). Le résultat de controlabilité [Gue07b] est obtenu a 'aide d’inégalités de
Carleman pour une équation de la chaleur avec des conditions de bords de Neumann non
homogenes.

Lemme 3.2 (Cf [FC+06]). Soit m > 3, u’ € L2(Q), f1 € L*(Qr), fo € L*(3r) et wy un ouvert non
vide de Q). Alors il existe une constante C := C(, wy) > 0 telle que la solution du systéme

—om —Au=fi surQr,
W=h sur 3,

u(T,”) =u sur (),
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satisfasse

L(3,u) < JJ o2 g3y 2 4 JJ ~2sa| ]2

(0,T) xw>
+sA Jf 672sa*£*|f2|2
3r

pour tout A > Cets = C(T? + T**~1) on a*(t) := maxa(t,x) et £*(t) := min &(t, x) pour tout

xeQ) xeQ)
e (0,T).

La preuve du Lemme 3.2 peut étre trouvée dans [FC+06], bien que dans cet article les
poids soient un peu différents (f(T — t) au lieu de #"(T — ¢)™) mais la preuve a seulement
besoin d’étre légérement modifiée pour obtenir le lemme précédent.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant que l'on peut trouver dans le livre [LSU68]
de O. A. Ladyzenskaja, V. A. Solonnikov et N. N. Uralceva. (On peut également suivre la
démonstration du Lemme 6 de [Gue(7a])

Lemme 3.3 (Cf [LSU68]). Soit f € L*(0, T; Hy(€2)). La solution du systéme
o —Au = f dans Qr,

u=0 sur >,

u(-,0)=0 dans Q,
appartient a L*(0, T; H3(Q2) n Hy(Q)) n H'(0, T; H} (Q)). De plus, nous avons I'estimation

||”HL2(0,T,-H3(Q)mHg(Q))mHl(o,T;Hg(n)) < C(H”HU(O,T;H;(Q)) +|f HLZ(O,T;H&(Q)))-

De la méme maniere que dans les sections 2.1 et 3.2, la démonstration du Théoreme 3.2
revient a démontrer des inégalités de Carleman appropriées.

Lemme 3.4 (Cf [Gue07b]). II existe une constante C qui dépend de Q) et de w, telle que

L3, PE@a) + AL(6,¢1) < C(1+ T?)s°A? U e8| (3.51)

(0,T) xwo

pour tout A > Cets > C(T" + T*").

Preuve. Considérons I'équation satisfaite par P} ¢

— 0(PYp2) = A(P} 2) sur Qr. (3.52)
Soit w1 un ouvert non vide strictement inclus dans wy. En appliquant le Lemme 3.2 & (3.52),
on obtient
p* 2
(3’ Pl @2 J.J- —250(53‘1) o |2 + S/\J —250(*6* ( 1 (PZ) dt
on 12(2Q)

(0 T) X w1
(3.53)

La preuve est décomposée en deux parties:
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¢ Dans une premiere étape, nous estimerons le terme de bord dans (3.53).

¢ Dans une seconde nous montrerons que le premier terme a droite de I'inégalité (3.53)

est majoré par le terme de droite de (3.51).

Etape 1:
Soit une fonction 0; € C%(Q)) vérifiant

% _ =0, = 1 sur 0Q.
on

Une intégration par parties sur le terme de bord donne

T o(P*¢o) |
S/\J e*ZSa*g* ( 1@2) dt
0 on 12(6Q)
o(P¥
= sAf —Zsa*é*f ( an(PZ) V(Pipy) - VOrdadt
= S)\J —2sa* E*J AV (P¥ o) - VOrdodt

+s)\f e’ZS“*E*J V(VOy - V(Pp2)) - V(P¥pa)dodt
0 Q
T * 2
+%L e R LV IV(PEe2)|” - VOrdodt.
A T'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, nous en déduisons

o(Pypa) |

on dt

T
ok
SAJ e 2sa 5*
0

12(5Q)

T
< CAL o2 (sE%) B PE e 1 0 [ (56%) VPP s s

< C/\J e—ZSa* (SE )2+2/3mHP1 (PZHHl dr + CAJ —2sa® 55 ) 2/3m”P1 (PZHHZ(Q)dt'
0

(3.54)

Estimons un par un les deux termes de droite de 1'inégalité ci-dessus. Premiérement, en

utilisant I'inégalité d’'interpolation (Cf [Bre83, p. 194]),
Ity < Clul2, 2 o, pour tout u € HA(),

ona

T
J;) 672501* (Sé )2+2/3mHP1 (P2HH1 (Q)dt
T T
< JO e—ZSa* (Sé*)2+4/3mHP (PZH dt + _[0 e—Zsa* (SE*) 2/3mHP q)zHHZ(Q)

Deuxiémement, remarquons que

T T
|} ey g e gt < [ e (s2) 2 gl g

(3.55)

(3.56)
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Soit 1) = pg, avec p = (s&*)"Yme=s2* Alors ¢ est solution du systéme

—aﬂﬁ = A@ — prp2  dans Qr,
I/P\ =0 sur 27,
(-, T) =0 dans Q.

D’aprés le Lemme 3.3, 1 appartient a L2(0, T; H3(Q)) ~ Hy () n H'(0,T; Hy () et

1ll2 0,2 @) a2 @) + ¥l @) < CUeP2liz0rm1@) + lP@2liz0mH1@))-
En utilisant les définitions de &* et a® données dans le Lemme 3.2, nous avons

|5tp\ < CT(SE*)1+2/3m€_sa* )

Ainsi, a I’aide de I'estimation de @ donnée ci-dessus et de (3.48),

T T
f e—ZSa* (SE*)_Z/BM ‘|(p2‘|12{3(0)dt < C(l + T) J 3—2511* (Sé*)2+4/3m ”(PZH%p (Q)dt
0 0 (3.57)

T
< C(1+T)JO 872sa* (Sé )2+4/3111HP1 (PZHLZ(Q

En combinant (3.54)-(3.57), nous obtenons

! (Pt p2) |
sA J i 01—” dt<C(1+T AJ TR (SEX ) P g [ it (3.58)
0 12(60)
Comme m > 2, les estimations (3.53) et (3.58) donnent donc
L(3,P¥p2) < C(1+T)s*A* H e &3 PEgpy 2. (3.59)
0 T ><a)1
Etape 2:
En appliquant le Lemme 2.1 a la premiére équation du systéme (3.50), on a
A12(6 §01 jf —25a£6|(p |2 + 53A4 Jj —2sa£3|P ©2 |2 (360)

(0,T) x w1
pour tout A > C et tout s > C(T?" + T?"~1). On déduit de (3.59) et (3.60)

1(3, P¥2) + ALy (6, 1)

3.61
fj‘ 725a56|(P ‘2 + S Jf 725a£3|P1 (P2|2 . ( )

(0,T) xw; (0,T) xw;

Soit 6, € C*({) une fonction de troncature qui vaut 1 sur w;, a support sur wy, a valeurs
dans (0,1) et vérifiant
VO,
12
0,

L (Q; RN).
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En multipliant la premiére équation du systéme (3.50) par s>A*6,e~**&> P, et en intégrant
sur Qr,ona

s3A4J 0262 |PFa|* = Ky + Ko, (3.62)
Qr

Ki := —S3A4J 926_250(53@@11);‘@2 et K;:= —53/\4f 626_25a53A¢1PT@2.
Qr Qr

Apreés une intégration par parties en temps et en utilisant I'équation vérifiée par ¢,, on a
K; = 374 J J 0201 (e &)1 PFepr — $°A* f f 026" E3p1 P Ags.
Qr Qr
Ce qui donne, en intégrant par parties en espace, pour ¢ > 0

C(1+T? C
|K1| < el1(3, P{2) + ca+T) . )S7A8J- O2e 27 |1 |* + §55A6f 026" &5V |2

Qr Qr
(3.63)
De la méme maniére, on obtient
|Kz| < el1(3,P*qy) + Csre ([ o e~ 3|V [?
2| S €9, 2 € 2 P1 (3.64)
Qr
et
C
55A6J- 926_25a55|V(p1|2 < 6212(6, @1) + ?SBAgf 626—250458‘@”2. (365)
Qr Qr

En combinant (3.62)-(3.65), on en déduit que

C(1+T1?
SN H 026728 |PF s * < ela(6, 1) + €1 (3, Piepo) + %58/\9 ” Ore" 28|y |
Qr Qr

(3.66)
On conclut a 'aide de (3.61) et (3.66).
O

Remarque 3.2. 1l peut paraitre, a la lecture de cette démonstration, que ’hypothese N =1
n’a pas été utilisée. En fait, I'inégalité (3.48) ne peut étre vérifiée pour tout u € H} (Q) qu’en
dimension un. En effet, soit N > 2. Uopérateur P} s’écrit sous la forme P}u = Mo - Vu + miqu
pour 7iig € RN, 7i1; € Ret tout u € Hé(Q). Quitte a effectuer un changement de bases de
RV, nous pouvons supposer que iy = Ae; (e; étant le premier élément de la base canonique
de RN) pour une constante A > 0. Puis, nous ferons 'hypothese que () contient I’ensemble
(0, m)N. Pour tout k € N*, considérons la fonction u; de H}(€2) définie par

N
(2)" sin(x1) sin(kx2) [ sin(x) sixe (0,m),
u(x) := i
0 sinon.
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Apreés calcul, nous obtenons
Hﬁlo -Vuy + n~11ukHLz(Q) = H)wxluk + ﬁluk\|Lz(Q) < A+m

et

|y = 0% 1k ]12(0) = k-
Ainsi, si N > 2, k et A étant arbitraires, I'inégalité (3.48) ne peut étre vraie pour tout u €
Hj ().
Remarque 3.3. On peut remarquer que P} ¢, satisfait le systeme (3.52), car les opérateurs Py
et 0 + A commutent. Ceci est possible seulement lorsque les coefficients du systeme (3.49), a

I'exception de 0, sont constants. Lorsque les coefficients dépendent du temps et de I'espace,
il ne sera plus possible d’appliquer cette technique directement.

Condition de bord

Contrairement aux deux autres résultats des sections précédentes, celui que nous dé-
taillons ici, i.e. celui de A. Benabdallah, M. Cristofol, P. Gaitan et L. De Teresa [Ben+14], a
besoin que dw N 0} # @. Plus précisément, g»1 et w doivent vérifier la propriété suivante :

DErNITION 3.1. Soit @ un ouvert non vide de Q et go; € C3(Qr)V. Le couple (w, g21) satisfait
la propriété G si :

e w est de classe C! et dw N 0Q) contient un ouvert y # @,

o il existe xg € y tel que g21(xo,t) - v(xg) # 0, pour tout t € [0, T,
ol1 v représente la normale extérieure unitaire au bord €.

Sous cette condition, les auteurs obtiennent le théoréme suivant :

TuforEME 3.3 ([Ben+14], Theorem 2.1). Supposons que a;; € C*(Qy), gijeC? (Qp)N pour tout
i,j e {1,2} et que (w, g21) satisfasse la propriété G donnée dans la Définition 3.1. Alors le systéme
(3.25) est controlable d zéro en tout temps.

Le systeme adjoint associé a (3.25) est le suivant :

—6,;@1 = diV(d1V(P1) + gll . V(pl + §21 . V(Pz + 511@1 + Em(pz dans QT/
—6tg02 = diV(d2V(p2) + §12 . V(pl + §22 . V(pz + 512(p1 + EZZ(PZ dans QT/

(3.67)
=0 sur 2,
o(,T)=¢° dans Q,
ou g, = —gij etay; = a;; — div(g;;) pour tout i, j € {1,2}. La premiére équation du systeme
peut s’écrire
Lps = —0ip1 — div(diVe1) — 811 - Vo1 — §9q - V2 — a11¢1 — a1 @2, (3.68)

o1 l'opérateur L est défini par
Loy == gy - Voo +a1¢.
A l'aide d’un C*-difféomorphisme sur (), les auteurs se rameénent au cas
S (x,t) = ey,
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ol ey est le premier vecteur de la base canonique de RN,

Nous adopterons la notation suivante : pour tout ouvert O, on notera Or := O x (0, T).

Lemme 3.5 ([Ben+14], Lemma 2.6). Pour un couple (w, g,,) satisfaisant la propriété G, il existe
un ouvert U = RN~ & > 0 et A un C3-difféomorphisme défini sur (0, ) x Ur d valeurs dans qr
avec A({0} x Ur) < y x (0,T) et qui est invariant en temps.

De plus, si nous notons @1 := @10 A, Qo := @20 A, dp1 := a2 o A, alors il existe une matrice
H := (hij) € C*((0,€) x Ur)N’, un vecteur E := (E;) € C2((0,¢) x Ur)N et un scalaire e €
C3((0, &) x Ur) tels que (3.68) est localement transformée en

Ly := =01 — div(HV1) — E -V, — ey dans (0,¢) x Uy, @ € D(L), (3.69)
avec

Lpa = g + @2, D(L) = {2 € H'((0,€) x Ur); 2(0,) = 0,y € Ur} (3.70)
et $1(0,y) = 0 pour tout y € Ur.

Remarque 3.4. 1l est possible d’effectuer ce changement de variable sans la condition de bord
donnée par la propriété G. En effet, s'il existe i € {1,.., N} te que |g},| # 0 dans un ouvert
non vide wy de w, il suffit de considérer une frontiere artificielle y a I'intérieur de w vérifiant
la propriété G et d’appliquer le méme raisonnement.

Ficure 1.3: Frontiére artificielle

Grace au changement de variable du Lemme 3.5, 'opérateur de couplage L devient L
donné dans (3.70). Ainsi, a 1’aide de cette forme particuliére et de la condition de bord, il
devient possible d’inverser L.

Lemme 3.6 (Cf [Ben+14], Lemme 2.7). Lopérateur (L,D(L)) défini en (3.70) est inversible sur
L*((0,€) x Ur). Son inverse est l'opérateur borné donné par

X
L) (x,0) = e B R0 | 5o By, v,y
0
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Pour tout p, g € L*(qr), définissons

K(p,q)w(x,t) = p(x, ) L q(y1, ', yw(ys, x', )y
En appliquant L~ a I'équation (3.69) il existe des coefficients

(Pij, 9ij)1<ij<n € L2((0, €) x Up; R2N=D*),
(pi,gi)1<i<n € L*((0,€) x Ur; R?Y),

ke L*((0,¢) x Ur),

(E1<ijen € L2((0, &) x Ur; RY)

tels que @, s’écrive

Palet) = —AK(pr )P0+ 3 B (K )P ) + X AK ()P,
i,j= i=

N

+ ; 0i(Eip1)(x, 1) + K(p, eq)p1(x, £) + k(x, £)p1 (x, £)

—p(x, £)g(0,x', )3, (0, ', £) 0191 (0, X', 1)
(3.71)
pour tout (x,t) € gr.
Une fois cette expression de ¢, établie, il va étre possible d’obtenir 1'inégalité d’observa-
bilité désirée en estimant chacun des termes de (3.71).

4 Description des principaux résultats du manuscrit

4.1 Chapitre I : Contrélabilité indirecte de quelques systémes paraboliques
avec un terme de couplage d’ordre un

Soit T > 0, ) un domaine non vide borné de RN (N € N*) de bords 9() de classe C? et w
un ouvert non vide de Q. Nous noterons Qr := Q% (0,T),qr := wx (0,T) et 21 := 0Q x (0, T).
Considérons le systéme de deux équations paraboliques controlées par un controle localisé

en espace et couplé par un opérateur d’ordre un, ce qui correspond au cadre des chapitres
Tetl],

o“tyl = div(d1Vy1) + 911 Vyl + 912 Vyz +anyi +any: + 1,u dans QT,

Oryr = div(daVya) + go1 - Vy1 + g2 - Vi + anyn + anip dans Qr, 1)
y=0 sur 3r, .
y(-,0)=y° dans (),

ot y° € L2(Q;R?), u € L*(Qr), gij € L*(Qr; RN), a;; € L*(Qr) pour tout i, j € {1,2} et pour
e {1,2}, Vopérateur elliptique du second ordre auto-adjoint div(d;V) est donné par (3.8).

Afin de compléter les études qui ont été faites dans [GBT10 ; Gue07b ; Ben+14], que nous
avons détaillées dans la section précédente, nous donnons une condition nécessaire et suf-
fisante dans le cas de coefficients constants en temps et en espace.
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TuforEME 4.1. Supposons que les coefficients d;, g;; et a;; soient constants en temps et en espace pour
tout i, j € {1,2}. Alors le systéme (4.1) est contrdlable a zéro (resp. approximativement controlable)
au temps T si, et seulement si,

921 #0 ou ay #0.

Ce théoreme est obtenu a I'aide des techniques décrites dans les sections 2.4 et 2.5, c’est-
a-dire la construction de contréles réguliers, la méthode par contrdle fictif et I'inversion
locale d’opérateurs différentiels par combinaisons algébriques.

Remarque 4.1. D’une part, nous nous plagons en dimension quelconque, alors que le résultat
donné par S. Guerrero dans [Gue07b] n’est valable qu’en dimension un (Cf Remarque 3.2).
De plus, nous n’avons aucune condition de bord telle que celle donnée en (3.11).

Dans le chapitre I, nous démontrons également le théoréme suivant :
THEOREME 4.2. Supposons que N = 1 et ) := (0,L) avec L > 0. Alors le systéme (3.7) est contré-

lable d zéro au temps T s'il existe un ouvert non vide (a,b) x O de qr (inclusion stricte) tel que I'une
des conditions suivantes soit satisfaite :

(i) Les coefficients du systeme (3.7) satisfont d;, gij, aij € C'((a,b),C*(0)) pouri, j=1,2 et

g1 =0etan £0 dans (a,b) x O, 42)
1/ay € L*(0) dans (a,b). '
(ii) Les coefficients du systéme (3.7) satisfont d;, g;j, aij € C%((a,b),C7(0)) pouri=1,2et
|det(H(t,x))| > C pour tout (t,x) € (a,b) x O, (4.3)
ol
—ap1 + 0x 821 821 0 0 0 0
—Ox21 + Oxx§21 —ay1 +20xg21 0 1 0 0
Ho= —0taz1 + 01821 01821 —ao1 + 0821 0 g1 0
' —Oxx21 + Oxxx §21 —20xa21 + 30xx 8§21 0 —ay +30xg21 0 gn
—ax + 0x8§2 8§20 — Oxip -1 —dy 0 0
—0yy + Oxx822  —@22 +20x820 — Oxxda 0 80 —20xdy -1 —dp
(4.4)

Ce théoreme est également obtenu grace aux techniques décrites dans les sections 2.4 et
2.5.

Remarque 4.2.  (a) Nous remarquons que la condition (4.3) implique en particulier que
g1 # 0 dans (a,b) x O. (4.5)

Lorsque les domaines de couplage et de contrdle s’intersectent, nous pouvons donc
émettre la conjecture suivante : si la premiere ligne de (4.2) ou (4.5) est vérifiée alors
le systéme (4.1) est contr6lable a zéro au temps T.

(b) La condition (4.3) peut étre simplifiée bien qu’elle semble compliquée. Par exemple,
le systéeme (3.7) est contrdlable a zéro au temps T s'il existe un ouvert (a,b) x O < gr
tel que

g1 =«xeR* dans(a,b) xO,
a1 =0 dans (a,b) x O,
Oy # 8xxg22 dans (a, b) x O.
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Nous pouvons aussi nous restreindre au cas de coefficients indépendants de 1’espace.
Dans cette situation, la condition (4.3) revient a vérifier qu’il existe un intervalle ouvert
(a,b) de (0,T) tel que

01(t)Oran1 (t) # an (t)0ign(t) pour toutt € (a,b).

(c) Dans le second item du Théoréme 4.2, nous nous plagons en dimension un, mais la
technique utilisée permet également de travailler en dimension supérieure. Par contre,
les conditions de couplage que nous obtenons sont plus compliquées.

4.2 Chapitre II : Controlabilité d’un systeme parabolique 2 x 2 par une force
avec un terme de couplage dépendant de I’espace et d’ordre un

Dans le chapitre II, nous étudions, en dimension un, une variante particuliere du sys-
téme (4.1) :

Oty1 = Ot + Lo dans (0,7) x (0,T),
OrY2 = Oz + p(x)0xy1 + q(x)y1  dans (0,7) x (0, T),
(4.6)
y(0,-) =y(m,) =0 sur (0, T),
y(-0) = y° dans (0, 7),

ouy® e L?((0,m);R?), u e L2((0, ) x (0,T)), p € WL(0,7),q € L*(0, 1) etw := (a,b) = (0, ).
Nous obtenons le résultat suivant :

TutoriME 4.3. Supposons que p € WL (0,1) n W3 (w), g € L*(0, 1) n WL (w) et

(Supp(p) v Supp(q)) N w # 2.
Alors le systéme (4.6) est contrblable a zéro au temps T.

La démonstration de ce théoréme utilise la méthode des moments présentée dans la
section 2.2.

Remarque 4.3. Nous pouvons remarquer que dans le cadre du systeme (4.6), nous obtenons
la controdlabilité a zéro lorsque les supports des domaines de contrdle et de couplage s'in-
tersectent mais sans condition de bord du type (3.11) et sans la condition d’annulation du
terme de couplage d’ordre un (3.9). De plus, bien que le systéme (4.6) ait une structure sim-
plifiée, 'opérateur de couplage n’a besoin ni d’étre de la forme (3.10), ni d’étre a coefficients
constants.

Dans le cas ot1les domaines de contréle et de couplage ne s’intersectent pas, peu de résul-
tats sont connus et sont en général valables sous des restrictions géométriques (Cf [AB13;
ABL13; RT11] pour plus de détails). Lorsque les supports de contrdle et de couplage du
systéme (4.6) sont disjoints, nous montrons a 'aide du test de Hautus (Cf [Fat66, Cor. 3.3]) la
caractérisation suivante de la contrdlabilité approchée du systeme (4.6) :

TutorEME 4.4. Supposons que p € WL (0,7) n W2 (w) et g € L*(0,t) n WL (w). Le systéme
(4.6) est approximativement controlable au temps T si, et seulement si,

(Supp(p) v Supp(q)) Nnw # @

52



4. Description des principaux résultats du manuscrit

ou
\Ix(p, 9)| + Lok (p,q)| # 0 pour tout k € N*, 4.7)
oui pour tout k € N* les quantités Iy (p, q) et L, x(p, q) sont données par

a
Lik(p,q) = L (9 — 30xp) ¥3,
4.8)

Ik(p,q) :=f0 (9 — 30xp) ¥3,

avec Qi (x) = \/gsin(kx).

Ce dernier résultat recouvre le cas p = 0 dans (0, ) étudié dans F. Boyer et G. Olive
[BO14] lorsque Supp (9) n @ = @. Lorsque les domaines de controle et de couplage ne
s’intersectent pas, nous obtenons également un temps minimal de contrdlabilité a zéro.

TutorEME 4.5. Soit p € WL (0, 7) et g € L*(0, ). Supposons que la condition (4.7) soit satisfaite
et
(Supp(p) v Supp(q)) nw = 2. (4.9)

Soit To(p, q) donné par

(4.10)

in(—log |I(v,q)|, —log |L,x(p,
Tilpq) = limsup TN L08R DL 108 oalp 1)
k—0

Alors :
1. SiT > To(p,q), le systéme (4.6) est controlable a zéro au temps T.
2. SiT < To(p,q), le systéme (4.6) n’est pas controlable a zéro au temps T.

Ce résultat est une généralisation de [AK+15] ot1 les auteurs étudient la controlabilité a
zéro du systéme (4.6) dans le cas p = 0 sur (0, 7). Dans le méme article, les auteurs donnent
pour tout 7o > 0 un couplage g tel que le temps minimal de controlabilité a zéro du systéme
soit égal a Tp = 7¢. Nous utilisons comme eux la méthode des moments décrite dans la
section 2.2.

Par ailleurs, nous obtenons un temps minimal de contrélabilité a zéro du systeme

Oz1 = Ot dans (0,7) x (0,T),

01zp = Oxxzp + p(x)0xz1 + q(x)z1  dans (0,7) x (0,T),

z(0,-) =9, z(m,") =0 sur (0,T), (4.11)
z(-,0) =2° dans (0, ),

TuEOREME 4.6. Soit p € WL, (0,7t), q € L*(0, 1t) et supposons que la condition (3.18) soit satisfaite.
Définissons
—log |l

- (4.12)

T1(p,q) := limsup

k—o0

Alors
1. SiT > T1(p,q), le systéme (4.11) est controlable a zéro au temps T.
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2. SiT < Ti(p,q), le systéme (4.11) n’est pas controlable a zéro au temps T.

Remarque 4.4. Nous remarquons premiérement que les suites (Ix)ken+ et (I, k) ken+ sont conver-
gentes. En effet

a

- I | i R |
lim L(p,q) = RL (9 = 30xp) et im Li(p,q) = — JO (9 = 20:p).
Ainsi To(p,q) = T1(p,q) = 0 dés lors que

g > 0yp dans (0, ) ou g < dyp dans (0, 7).

[0 o
0 0

le systéme (4.6) (resp. (4.11)) est controlable a zéro au temps T si, et seulement si, il est

Deuxiémement, sous la condition

approximativement contrélable au temps T.

En dimension supérieure, méme pour ce type de systémes simplifiés, la controlabilité
interne ou par le bord restent des problemes ouverts. Le cas T = Ty du Théoréme 4.5 et
T = Ty du Théoréme 4.6 sont également ouverts.

4.3 Chapitre III : Contrdlabilité partielle des systéemes paraboliques

Considérons maintenant le systeme de n équations paraboliques linéaires controlées par

m forces
oy = Ay + Ay + Bl,u dans Qr,

y=0 sur 3, (4.13)
y(-,0) =y° dans Q,

ouy® e L2(;R"), A e L*(Qr; L(R")), Be L®(Qr; L(R™,R")) et u € L2(Qr; R™).
Soit p € {1, ...,n} et I1, la matrice de projection définie par IT, := (I,0,,,_p), i.e.

Hp: R x R"7P — RP.
(Y,92) = n

Nous montrons le résultat suivant (Cf [AKCD15]) :

TuforiME 4.7. Soit A € C"~1([0,T]; L(R")) et B e C"([0, T]; L(R™;R")). Le systéme (4.13) est
I1,-controlable a zéro (resp. I1,-approximativement controlable) au temps T si

Rang(I1,[A[B](T)) = p. (4.14)

Dans le cas de matrices A et B constantes, nous prouvons de la méme maniere que la
condition (4.14) est nécessaire et suffisante pour la I ,-contrélabilité a zéro du systeme (4.13)

TutoriME 4.8. Soit A € M, (R) et B € M, (R). Le systeme (4.13) est I1,-controlable a zéro (resp.
I1,-approximativement controlable) au temps T si, et seulement si,

rang(I1,[A|B]) = p. (4.15)
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4. Description des principaux résultats du manuscrit

Les résultats des Théoremes 4.7 et 4.8 restent vrais si I’on remplace —A par un opérateur
du second ordre elliptique et dépendant du temps L(t) de la forme (3.5). D’autre part, le
Théoréme 4.8 est une généralisation a un systéeme d’équations aux dérivées partielles des
résultats de controdlabilité partielle de systémes différentiels linéaires (Cf section 1.4 de ce
manuscrit).

Remarque 4.5. 1. Lorsque les coefficients des matrices A et B sont analytiques en temps,
la condition (3.23) est nécessaire pour la controlabilité a zéro du systeme (3.19) (Cf Th.
1.3, [AK+09a]). Sous la méme hypothese, la preuve de ce résultat peut étre adaptée
pour montrer que la condition

il existe ty € [0, T] tel que :
rang IL,[A[B] (to) = p,

est nécessaire pour la IT,-contrélabilité & zéro du systeme (4.13).

2. Comme dit précédemment, sous la condition (3.23), le systeme (3.19) est contrdlable
a zéro. Mais contrairement au cas ot toutes les composantes sont contrdlées, la IT,-
controlabilité a zéro au temps fy plus petit que T n'implique pas cette propriété au
temps T tout entier. Ceci explique la condition (4.14). De plus, cette condition ne peut
pas étre nécessaire sous les conditions du Théoréme 4.7 (pour un contre-exemple,
nous renvoyons le lecteur a [AK+09a]).

Concernant la Il ,-controlabilité a zéro des systemes paraboliques avec un couplage dé-
pendant del’espace, nous étudions également la Il;-contrélabilité du systéme de deux équa-
tions paraboliques

oy =Ay+az+1,u dans Qr,
0z = Az dans Qr,
y=z=0 sur >,
y(-,0)=1° z(-,0) =2z dansQ,

(4.16)

pour des données initiales y°, z° € L%(Q)), un controle u € L?(Qr) et ou le coefficient a €
L*(Q). On notera ()1 les valeurs propres L?-normalisées de —A dans () avec conditions
homogenes de Dirichlet aux bord et pour tout k,/ € N*

Qg = La(x)gok(x)(pl(x) dx.

Nous obtenons les résultats suivants :

TutorimME4.9. 1. Supposons que a € C1([0,T]). Alors le systéme (4.16) est I1y-controlable a
zéro pour tout ensemble ouvert non vide w de ) = RN (N € N*), c’est-a-dire que pour toute
donnée initiale y°,z° € L2(Q), il existe un controle u € L*(Qr) tel que la solution (y,z) du
systéme (4.16) satisfasse y(T) = 0 dans ().

2. Supposons que Q) := (a,b) < R (a,b € R) et que a € L*(Q) satisfasse pour deux constantes
Ci>0etCyo>b—a

lag| < Cre~ Gk pour tout k, [ € N*. (4.17)
Alors le systéme (4.16) est 11;-contrdlable d zéro pour tout ouvert non vide w de ).
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3.

Supposons que () := (0,2n) et w < (1, 2m). Considérons a € L*(0, 27) définie par

0
1
= 2 —2 0s(15jx) pour tout x € (0,2m).
=7
Alors le systéme (4.16) n’est pas I1;-contrdlable a zéro au temps T. Plus précisément, il existe
ki e {1,...,7} tel que pour la donnée initiale (yo,zo) = (0,sin(kix)) et tout controle u €
L*(Qr) la solution y du systéme (4.16) ne soit pas identiquement nulle au temps T.

Quelques commentaires :

Le premier item est une simple conséquence du Théoréme 4.7.

Concernant le second item, la condition (4.17) peut étre formulée de la facon équiva-
lente suivante : soit ) := (0, 7t) et considérons a € L*(0, 7t) et la suite réelle (a;,)pen
telle que pour tout x € (0, 77)

a0
x) = Z @y cos(px).
p=0
La condition (4.17) revient a trouver deux constantes C; > 0, C, > 7 telles que pour
toutpeN,
|0(p| < C1€_C2p.

Pour tout k € N*, il est possible d’adapter la preuve du troisieme item du Théoréme
4.9 afin de montrer la non Il -contrélabilité a zéro du systeme (4.16) pour la fonction
de couplage a € H*(0,2m) donnée par

oe]
Z —— 0s((2k +13)jx) pour tout x € (0, 27). (4.18)
=/

Ces fonctions « appartiennent a H*(0, t) mais pas a D((—A)¥?) pour des raisons qui
semblent techniques.

Les résultats du Théoreme 4.9 ont des conséquences quant a la controlabilité a zéro
de I’équation de la chaleur avec terme source. En effet, considérons 1'équation de la

chaleur avec terme source contr6lée par un contréle interne

oy =Ay+ f+1,u dans Qr,
y=0 sur 3, (4.19)
y(-,0)=y° dans Q,

oty € L2(Q) estla donnée initiale et f, u € L?(Qr) sont respectivement le terme source
et le contr6le. Comme nous 1’avons vu dans la section 2.1 lors de la démonstration du
Corollaire 2.1, en utilisant les inégalités de Carleman, il est possible de montrer la
controlabilité du systéme (4.19) pour tout terme source f vérifiant

e™ f e IX(Qr), (4.20)

pour une constante C > 0. Pour des seconds membres plus généraux, la question
reste ouverte. Nous remarquons que les deuxiéme et troisieme item du Théoréme



5. Problémes ouverts et perspectives

4.9 donnent des résultats positifs et négatifs de controlabilité a zéro pour le systeme
(4.19) avec des termes source f qui ne satisfont pas la condition (4.20). Nous donnons
d’ailleurs d’autres résultats similaires dans les sections 2.2 et 2.3.

¢ La moyenne du couplage a n’influe pas sur la IT;-controlabilité a zéro du systeme
(4.16). En effet, pour un couplage donné, en y ajoutant une constante, nous ne chan-
geons pas la I1;-controlabilité a zéro du systeme, puisque celui-ci est linéaire et qu’il
est I1;-controlable a zéro des que a est indépendant de I’espace. Il existe des systémes
paraboliques couplés pour lesquels 'annulation ou non de la moyenne du terme de
couplage joue un role dans I'étude la controélabilité. Par exemple, nous avons vu dans
la section précédente que le systéme (4.6) avec p = 0 sur () et 4 de moyenne non-nulle
est controlable a zéro au temps T si, et seulement si, il est approximativement contro-
lable au temps T. Par contre, si le systeme est approximativement contrélable et si la
moyenne de g est nulle, alors il peut exister un temps minimal de contrdlabilité a zéro.

e Il estintéressant de remarquer que si @ dépend del’espace, les notions de I1;-controla-
bilité a zéro et approchée du systéme (4.16) ne sont pas équivalentes. Plus précisément,
dans le Théoréme 4.9, nous avons des exemples de couplage o € L*({) pour lesquels
le systéeme (4.16) est I1;-contrélable a zéro ou non, alors que la I1;-contrélabilité ap-
prochée du systeme (4.16) a lieu quel que soit a € L*(Qr) :

TuEorREME 4.10. Soit o € L*(Qr). Alors le systéme (4.16) est I1y-approximativement contrblable
pour tout ouvert non vide w de O = RN (N € N*), i.e pour tout y°,yT,z° € L2(Q) et tout € > 0, il
existe un controle u € L*(Qr) tel que la solution (y,z) du systéme (4.16) satisfasse

Iy(T) = y" 12y < e

Dans le dernier chapitre, en suivant la méthodologie de F. Boyer dans [Boy13], nous
construirons un schéma numérique permettant de controler partiellement un systéme pa-
rabolique. Aprés s’étre placé dans un cadre général, nous implémenterons 1’algorithme
avec des différences finies en temps et des éléments finis et des différences finies en es-
pace. Quelques simulations numériques nous donnerons 1'occasion d’émettre des conjec-
tures concernant les problémes encore ouverts en controélabilité partielle.

5 Problémes ouverts et perspectives

La controlabilité des systéemes de deux équations paraboliques linéaires par une force
avec un terme de couplage d’ordre un pour des systemes généraux, sans condition sur la
dimension, la zone de contréle ou la régularité des coefficients est une question qui reste
encore ouverte, a ’exception de quelques cas particuliers. Plus précisément, la contrélabilité
a zéro des systéemes d’équations paraboliques linéaires de la forme

Oy = div(diy1) + g1 - Vyr + 12 - Vo + anys + anny2 + 1,u dans Qr,

Oryr = div(daya) + §21 - Vi1 + 92 - Vo + any1 + aniy dans Qr,
y=0 sur 2,
y(-,0)=y° dans (),
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ou v’ € L2(;R?) et u € L*(Qr), gij € L(Qr;RYN), a;; € L®(Qr) pour tout i,j € {1,2} et
di, d» sont donnés par (3.8). Lorsque les supports de contrdle et de couplage s’intersectent,
la combinaison des méthodes utilisées dans les chapitres I et II, c’est-a-dire la méthode de
perturbation du systéme dans la zone de contréle avec les méthodes par contrdle fictif et
d’inversion locale d’opérateurs différentiels par combinaisons algébriques, peut peut-étre
permettre d’aboutir a de nouveaux résultats.

Concernant les systemes de n équations paraboliques controlées par m controles

oy =Ay+G-Vy+ Ay +Bl,u dansQr,

y=0 sur >,
y(-,0)=y° dans (),

ou y° € L2(Q;R") et u € L*(Qr; R™), méme pour des matrices G € M,(RN), A € M,(R),
B € M,,(R) constantes, il n’existe pas de résultat général. Si I'on note Gy := ( gll.(j)lgj,jgn €
M, (R) otx gf.‘]. est la keMe composante du vecteur g;;, nous avons vu que, dans le cas de deux
équations avec des matrices constantes, ce systéme est controlable a zéro au temps T si, et
seulement si, I'une des matrices de Kalman [A|B] et [G¢|B] est de rang 2. Nous pourrions
nous demander s’il en est de méme pour un systéme de n équations.

La question de la contrélabilité par le bord des systémes de n équations paraboliques
contrdlées par m controles

0iz=Az+G-Vz+ Az dansQr,

z=Bl,v sur 3,
z(-,0) = 2° dans Q,

ouz’ e H1(Q;R") etv € L2(3r; R™) reste ouverte. Des conditions de Kalman ont été donné
dans [FCGBT10; AK+11b] pour G nulle et des matrices A et B constantes. Pour plus de
deux équations avec une matrice G non nulle, les conditions de controlabilité sont encore a
déterminer.

Nous avons donné des résultats positifs et négatifs de controlabilité partielle a zéro du
systeme de deux équations paraboliques

oy =Ay +az+1,u dans Qr,
Oz = Az dans Qr,
y=z=0 sur 37,
y(-,0) =10 z(-,0) =2z dansQ,

ot y° € L2((;R?) et u € L*(Qr), mais nous sommes encore loin d’avoir une condition né-
cessaire et suffisante.

Numériquement, nous pourrions regarder si il possible d’utiliser les méthodes par con-
trole fictif et d’inversion algébrique d’opérateurs différentiels décrites dans la section 2.5
pour construire un schéma numérique. Le probleme dit analytique consiste a controler le
systéme considérer par autant de forces que d’équations, ce qui numériquement demande
a priori moins de temps et calcul. On en déduit une solution du probleme dit algébrique en
appliquant directement un opérateur différentiel au contrdle trouvé, ce qui numériquement
est immédiat. Par contre, nous demandons au contréle du probléme analytique d’étre tres
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réguliers et localiser en temps et en espace. Est-ce que ces contraintes peuvent nous faire
perdre le temps que nous gagnons en controlant par plus de forces ?
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CHAPITRE I I

Indirect controllability of some linear
parabolic systems of m equations
with m - 1 controls involving coupling
terms of zero or first order

Ce chapitre reprend en grande partie l'article « Indirect controllability of some linear para-
bolic systems of m equations with m - 1 controls involving coupling terms of zero or first order »,
écrit en collaboration avec Pierre Lissy’.

Résumé

Ce chapitre est consacré a I’étude de la controlabilité a zéro et approchée de certaines
classes de systemes linéaires couplés avec moins de contrdles que d’équations. Plus pré-
cisément, pour un domaine borné () de RN (N e N*), nous considérons un systéme de m
équations linéaires paraboliques (m > 2) avec des termes de couplage d’ordre un et zéro,
et m — 1 controles localisés sur un sous-ensemble ouvert non-vide w de ). Dans le cas de
coefficients de couplage constants, nous donnons une condition nécessaire et suffisante
pour obtenir la controlabilité & zéro et approchée sur un intervalle de temps arbitraire-
ment petit. Dans le cas m = 2 et N = 1, nous donnons également une condition générique
suffisante pour la contrdlabilité a zéro et approchée sur un intervalle de temps arbitrai-
rement petit et pour des coefficients généraux dépendants des variables d’espace et de
temps lorsque les supports des termes de couplage intersectent le domaine de controle
w. Les résultats sont obtenus a ’aide de la méthode de contrdle fictif combinée avec une
méthode algébrique et des estimations appropriées de Carleman.
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II. INDIRECT CONTROLLABILITY OF SOME LINEAR PARABOLIC SYSTEMS OF M EQUATIONS
WITH M - 1 CONTROLS INVOLVING COUPLING TERMS OF ZERO OR FIRST ORDER

1 Introduction

1.1 Presentation of the problem and main results

Let T > 0, let Q be a bounded domain in RY (N € N*) supposed to be regular
enough (for example of class C*), and let w be an arbitrary nonempty open subset of (). Let
Qr =(0,T) xQ,qr := (0,T) x w, 27 := (0,T) x 0Q and m > 2. We consider the following
system of m parabolic linear equations, where the m — 1 first equations are controlled:

@yl = diV(d1V]/1) + Z?il Qi * V]/z + Zz"il aiYi + 1,11 in QT/
Orya = div(daVya) + D2ty 920 - Vi + Dinq aziyi + Lotin in Qr,

OrYm—1 = div(dm—1Vym-1) + i1 §m—1)i - VYi + 2im1 Am—1)i¥i + Lottm—1 in Qr, (1.1)

8t]/m = diV(diym) + 2111 mi * V]/l + Ziil AmiYi in QT/
im0 on31,
y(0,) =1, ym(0,) = vy, in Q,

where v := (9,...,y9) € L*(Q)" is the initial conditionand u := (1, ..., 1) € L*(Qr)"
is the control. The zero and first order coupling terms (a;;)1<;j<m and (gij)1<ij<m are assu-
med to be respectively in L*(Qr) and in L*(0, T; WL (Q)N). Given some [ € {1, ...,m}, the
second order elliptic self-adjoint operator div(d;V) is given by

N
div(dV) = ). ai(d]9)),
i,j=1
with -
d;] € W;O(QT)/
d’ = d"in Qr,

where the coefficients d;j satisfy the uniform ellipticity condition
N ..
D d)&&; = dole? in Qr, VEERY,
i,j=1

for a constant dy > 0.
In order to simplify the notation, from now on, we will denote by

D := diag(dy, ..., dw), G:= (gij)1<ij<m € Mu(RY),

i 1,...,1
A= () 1<t j<m € Mu(R), B := ( dlag((; 2 ) e Mym_1(R),

so that we can write System (1.1) as

oy =div(DVy) +G-Vy + Ay + 1,Bu  in Qr,
y=0 onZ3r, (1.2)
y(0,)=y° in Q.
It is well-known (see for instance [Eval0, Th. 3 & 4, p. 356-358]) that for any initial data
y° e L2(Q)" and u € L?(Qr)™ !, System (1.2) admits a unique solution y in W(0, T)", where

W(0,T) := L*(0, T; Hy(Q)) n H'(0, T; H1(Q)) — C°([0, T]; L*(Q)). (1.3)
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Moreover, one can prove (see for instance [Eval0, Th. 5, p. 360]) that if y° € H;(Q)" and
u € L2(Qr)™~, then the solution y is in W' (Qr)", where

W3 (Qr) == L*(0, T; H*(Q) n Hy(Q)) n H'(0, T; L*(Q)) — C°([0, T, Hy(Q)).  (14)

The main goal of this article is to analyse the null controllability and approximate control-
lability of System (1.1). Let us recall the definition of these notions. It will be said that
e System (1.1) is null controllable at time T if for every initial condition y° € L?(Q)",
there exists a control u € L?(Qr)"~! such that the solution y in W(0, T)™ to System
(1.1) satisfies

y(T) =0 in Q.

o System (1.1) is approximately controllable at time T if for every ¢ > 0, every initial
condition y° € L2(Q)™ and every yr € L?>(Q)™", there exists a control u € L?(Qr)" !
such that the solution y in W(0, T)" to System (1.1) satisfies

I9(T) = yr oy <

Let us remark that if System (1.1) is null controllable on the time interval (0, T), then it
is also approximately controllable on the time interval (0, T) (this is an easy consequence of
usual results of backward uniqueness concerning parabolic equations as given for example
in [BT73]).

Our first result gives a necessary and sufficient condition for null (or approximate) control-
lability of System (1.1) in the case of constant coefficients.

THeoreM 1.1. Let us assume that D, G and A are constant in space and time. Then System (1.1)
is null (resp. approximately) controllable at time T > 0 if and only if there exists iy € {1, ...,m — 1}
such that

gmio # 0 or amio # 0. (15)

This condition is the natural one that can be expected, since it means that the last equa-
tion is coupled with at least one of the others, and is clearly a necessary condition (otherwise
one cannot act on the last component y,, which evolves freely).

Our second result concerns the case of general coefficients depending on space and time
variables, in the particular case of two equations (i.e. m = 2), and gives a controllability
result under some technical conditions on the coefficients (see (1.7) and (1.8)) coming from
the algebraic solvability (see Section 3.1). To understand why this kind of condition appears
here, we refer to the simple example given in [Lis13, Ex. 1, Sec. 1.3]. Let us emphasize that the
second point is only valid for N = 1 and under Condition (1.8), which is clearly technical
since it does not even cover the case of constant coefficients. However, Condition (1.8) is
generic as soon as we restrict to the coupling coefficients verifying g»1 # 0 on (0, T') x w, in the
following sense: it only requires some regularity on the coefficients and a given determinant,
involving some coefficients and their derivatives, to be non-zero. Since this condition may
seem a little bit intricate, we will give in Remark 1.1 some particular examples that clarify
the scope of Theorem 2.
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WITH M - 1 CONTROLS INVOLVING COUPLING TERMS OF ZERO OR FIRST ORDER

TueoreM 1.2. Consider the following system:

ory1 = div(diVyr) + g11 - Vir + 12 - Vo +anyr + anyz + 1,u in Qr,
Oryp = div(daVya) + go1 - Vi1 + g2 - Vo + ao1y1 + aniyz in Qr,
y1=12=0 on 3,
y1(0,) =¥, v2(0,) = w3, in 0,

(1.6)

where y° = (y9,y3) € L*(Q)? is the initial condition.
Then System (1.1) is null (resp. approximately) controllable at time T if there exists an open
subset (a,b) x O < qr where one of the following conditions is verified:

(i) Coefficients of System (1.6) satisfy d; € C'((a,b), C*(O)N’), gi; € C'((a,b),C2(O)N), a;; €
C'((a,b),C*(0)) fori, j=1,2 and

g1 =0anday 0 in(a,b) xO. (1.7)

(i) N =1 and coefficients of System (1.6) satisfy d;, gi;, aij € C*((a,b),C”(0)) fori =1,2 and

|det(H(t,x))| > C for every (t,x) € (a,b) x O, (1.8)
where
—ao1 + 0§21 821 0 0 0 0
—Ox21 + Oxx§21 —ay1 +20:§21 0 o 0 0
H o= —0ran1 + 0§21 0§01 —ao1 + 0821 0 821 0
—0Oxxf21 + Oxxx 821 —20x21 + 30xx§21 0 —ap1 +30x821 0 gm
—ax + 0x82» 820 — Oxdy -1 —d, 0 0
—0xp + Oxx 822  —a22 +20x§22 — Oxxda 0 g2 —20:dy  —1 —d,
(1.9)

Remark 1.1.  (a) The first part of Theorem 1.2 has already been proved in [GBT10] and
[GBPGO06] (see the point 4. of Section 9 in [GBPGO06]) with less regularity on the coef-
ficients, and is not a new result.

(b) We will see during the proof of Theorem 1.2 that, in Item (ii) of Theorem 1.2, taking
into account the derivatives of the appearing in (1.9), (3.5) and (3.10) and the regularity
needed for the control in Proposition 3.4, we only need the following regularity for the
coefficients:

d; € C'((a,b),C*0)), gij € C°((a,b),C*(0)), aij € C°((a,b),C'(0)) (1.10)

for all 7, j € {1,2} in the first case (i) and

(dieC'((a,b),C*0)) nC*((a,b),C'(0)),
¢11, §12 € C%((a,b),C*O)) n C'((a,b),C}(0)),
a1, a2 € C°((a,b),C%(0)) n C'((a,b),C%(0)),
3 g1 €C%(a,b),C7"(0)) nC3((a,b),CHO)), (1.11)
d2, g2 € C%((a,b),C%(0)) n C*((a,b),C*(0)),
axp € C%((a,b),C%(0)) n C*((a,b),C'(0)),
a1 € C°((a,b),C%(0)) n C%((a,b),C°(0)),

in the second case (ii).
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(c) One can easily compute explicitly the determinant of matrix H appearing in (1.8):

0 991 94y 8“21 2821 2 21 91 911 ,2 211 2
det(H) =250 5783 — 45 251 ‘gz1+ dzgﬂ +2an g — 5585182 + 5 &y

ody 9871 ﬂ’21 9821 y2 2 1 9821
—day 5 558 oy 22 o 2 22 +ﬂ21 (7;\ 2 o1 — Bayd, 252 o 821+ banda (Z53H)? — 205, dy % +ay 22 «X L grgm

521 2

98n 5”22 3 2%y ogy1 2 0 9y P o +35d2(0321 2

—ay & 321 —angy 2y 8217 52 Tox 821 T 4k 5Xz g21 Vg2 — d2 = 3 821
81 g1, 29143, %8m0 %8 | dsm _ 2821 2821
+5dy 53— 2 gm — 4da (=5 )7 + 55 8 Rl 8582 6xatgz1 ox ot 821
3 szz

80502 ¢

(d) We remark that Condition (1.8) implies in particular that
g1 # 0in (a,b) x O. (1.12)

Our conjecture is that, as in the case of constant coefficients, either the first line of (1.7)
or (1.12) is sufficient as soon as we restrict to the class of coupling terms that intersect
the control region, since it is the minimal conditions one can expect (as in the case of
constant coefficients, this only means that the last equation is coupled with one of the
others).

(e) Even though Condition (1.8) seems complicated, it can be simplified in some cases.
Indeed, for example, System (1.6) is null controllable at time T if there exists an open
subset (a,b) x O < gr such that

g1 =xkeR* in(ab) xO,
a3 =0 in (a,b) x O,
Oxx # 082 in(a,b) x O.

In the case Oxax» = 0xx 22, we do not know if the controllability holds and we are not
able to prove it using the same techniques as in this paper.

Another simple situation is the case where the coefficients depend only on the time
variable. In this case, it is easy to check that Condition (1.8) becomes simply: there
exists an open interval (a,b) of (0, T) such that

921 (i’)(}t{lm (t) # ﬂ21(t)(7tg21 (t) in (ll, b)

(f) Infact, itis likely that one could obtain a far more general result than the one obtained
in Theorem 1.2. By using the same reasoning, one would be able to obtain a result of
controllability for arbitrary m and N, however the generic Condition (1.8) would be
far more complicated and in general impossible to write down explicitly. That is the
reason why we chose to treat only the case m =2 and N = 1.

This paper is organized as follows. In Section 1.2, we recall some previous results and
explain precisely the scope of the present contribution. In Section 1.3, we give some natural
perspectives of this work. In Section 1.4 we present the main method used here, that is to
say the fictitious control method together with some algebraic method. Section 2 is devoted
to the proof of Theorem 1.1. We finish with the proof of Theorem 1.2 in Section 3.

1.2 State of the art

The study of what is called the indirect controllability for linear or non-linear parabolic
coupled systems has been an intensive subject of interest these last years. The main issue
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is to try to control many equations with less controls than equations (and ideally only one
control if possible), with the hope that one can act indirectly on the equations that are not
directly controlled thanks to the coupling terms. For a recent survey concerning this kind of
control problems, we refer to [AK+11a]. Here, we will mainly present the results related to
this work, that is to say the case of the null or approximate controllability of linear parabolic
systems with distributed controls.

First of all, in the case of zero order coupling terms, a necessary and sufficient algebraic
condition is proved in [AK+09a] for the controllability of parabolic systems, for constant
coefficients and diffusion coefficients d; that are equal. This condition is similar to the usual
algebraic Kalman rank condition for finite-dimensional systems. These results were then ex-
tended in [AK+09b], where a necessary and sufficient condition is given for constant coef-
ficients but different diffusion coefficients d; (the Laplace operator A can also be replaced
by some general time-independent elliptic operator). Moreover, in [AK+09a], some results
are obtained in the case of time-dependent coefficients under a sharp sufficient condition
which is similar to the sharp Silverman-Meadows Theorem in the finite-dimensional case.

Concerning the case of space-varying coefficients, there is currently no general theory.
In the case where the support of the coupling terms intersect the control domain, the most
general result is proved in [GBT10] for parabolic systems in cascade form with one control
force (and possibly one order coupling terms). We also mention [AKBD06a], where a result
of null controllability is proved in the case of a system of two equations with one control
force, with an application to the controllability of a non-linear system of transport-diffusion
equations. In the case where the coupling regions do not intersect the control domain, only
few results are known and in general there are some technical and geometrical restrictions
(see for example [AB13], [MR3039207] or [MR2783322]). These restrictions come from the
use of the transmutation method that requires a controllability result on some related hyper-
bolic system. Let us also mention [AK+14], where the authors consider a system of two
equations in one space dimension and obtain a minimal time for null controllability, when
the supports of the coupling terms do not intersect the control domain.

Concerning the case of first order coupling terms, there are also only few results. The
first one is [Gue07b], where the author studies notably the case of N + 1 coupled heat equa-
tions with N control forces (we recall that N is the dimension of ()) and obtains the null
controllability of System (1.1) at any time when the following estimate holds:

|l mr ) < Cll(g21 - V + a21)*ul|r2 v, (1.13)

for all u € H} (). Let us emphasize that inequality (1.13) is very restrictive, because it no-
tably implies that ¢»1 has to be non-zero on each of its components (due to the H! —norm
appearing in the left-hand side). Moreover, in the case of two equations, the result given in
[Gue07b] is true only in the dimension one. Another case is the null controllability at any
time T > 0 of m equations with one control force, which is studied in [GBT10], under many
assumptions: the coupling matrix G has to be upper triangular (except on the controlled
equation) and many coefficients of A have to be non identically equal to zero on w, notably,
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in the 2 x 2 case, we should have

&1 = 0in qr
and (1.14)
(a1 > apingr or axy < —apingr),

for a constant ag > 0. The last result concerning first order coupling terms is the recent work
[Ben+14], where the case of 2 x 2 and 3 x 3 systems with one control force is studied under
some technical assumptions. Notably, in the 2 x 2 case, the authors assume that

(1.15)

there exists an nonempty open subset y of dw N 0},
Ixp € Y s.t. goi(t, x0) - v(xo) #0 forallt e [0,T],

where v represents the exterior normal unit vector to the boundary (). Under these techni-
cal restrictions on the control domain and the coupling terms, System (1.1) is null control-
lable at any time T > 0.

Here we detail how our results differ from the existing ones:

1. In the case of constant coefficients, we are able to obtain a necessary and sufficient
condition in the case of m equations, m — 1 controls and coupling terms of order 0 or
1, which is the main new result. Moreover, the diffusion coefficients can be different,
we are able to treat the case of as many equations as wanted and we use an inequality
similar to Condition (1.13) but with the L>~norm in the left-hand side (see Lemma
2.4). To finish, we do not need the control domain to extend up to the boundary as in
Condition (1.15). The main restriction is that all the coefficients of System (1.1) must
be constant.

2. In the case N = 1 and m = 2, we are able to obtain the controllability in arbitrary
small time under some generic condition which is purely technical. In Theorem 2, the
geometric condition (1.15) is not necessary, which is satisfying.

1.3 Related open problems and perspectives

Let us describe briefly some related open problems and the difficulties that prevent us

to go further in the present paper:

— As explained in Remark 1, we believe that the condition involving the determinant
of H is purely technical, which means that either the first line of (1.7) or (1.12) is
sufficient as soon as we restrict to the class of coupling terms that intersect the control
region. This conjecture includes the particular cases mentioned in item (e) of Remark
1 (for instance the condition appearing in the case of time-dependent coefficients
should not be necessary). However, we were not able to treat the general case because
it is crucial in the proof of Theorem 1 that the coefficients are constant, at least at two
levels:

1. Lemma 2.4 is not true anymore for variable coefficients (maybe in the case of
time-varying coefficients only this can be adapted though).

2. During the proof of the Carleman estimate (2.15), it is crucial that the operator N
introduced in (2.2) has constant coefficients, so that it commutes with all the terms
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of the equation. This enables us to obtain an equation like (2.17), hence we apply
directly Lemma (2.2), which would not be possible in the case of non-constant
coefficients (there will be some remaining terms that cannot be absorbed).

— Another important limitation of our study is that we are restricted to the case of
m — 1 controls. One natural extension would then be to try to remove more controls.
However, even in the case of m equations and m — 2 controls (m > 3) and constant
coefficients, the situation is much more intricate because we do not have any idea
on what would be a “natural condition” similar to the one of Theorem 1 that will
be enough to ensure the null controllability. Moreover, using the fictitious control
method is not totally straightforward, because it is likely that the operator N needed
in (2.2) has to be of order 2 in space, which would lead to important technical issues
since it would require to prove a Carleman estimate similar to (2.15) with a local term
involving derivatives of order 2.

— To prove the algebraic solvability of system (1.6) (see (1.21) for the definition of this
notion), we introduce a differential operator Q in (3.7) which is a key issue of the proof
of the second item in Theorem 1.2. The matrix H given in (1.9) is then deduced from
Q. The operator Q has been found with the help of formal calculations. The authors
have not been able to find simpler expressions. It could be interesting to improve it
and notably to investigate if looking at higher derivatives would give some different
(and simpler) conditions.

1.4 Strategy

The method described in this section is sometimes called fictitious control method and

has already been used for instance in [GBPG06], [CL14] and [ABCO15]. One important li-

mitation of this method is that it will never be useful to treat the case where the support of

the coupling terms do not intersect the control region, because, in what we call the algebraic
resolution, we have to work locally on the control region.

Roughly, the method is the following: we first control the equations with m controls (one

on each equation) and we try to eliminate the control on the last equation thanks to algebraic

manipulations. Let us be more precise and decompose the problem into two different steps:

Analytic problem:
Find a solution (z,v) in an appropriate space to the control problem by m controls which
are regular enough and are in the range of a differential operator. More precisely, solve

Oz =div(DVz) + G- Vz+ Az+ N(13v) in Qr,

z=0 onZ3r, (1.16)

z(0,) =y% z(T,") =0 in Q,
where N is some differential operator to be chosen later and @ is strongly included in w.
Solving Problem (1.16) is easier than solving the null controllability at time T of System (1.1),
because we control System (1.16) with a control on each equation. The important points (and
somehow different from the usual methods) are that:

1. The control has to be of a special form (it has to be in the range of a differential operator

N),
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2. The control has to be regular enough, so that it can be differentiated a certain amount
of times with respect to the space and/or time variables (see the next section about
the algebraic resolution).

If we look for a control v in the weighted Sobolev space L*(Qr, p~?)™ for some weight p, it

is well known (see, e.g. [Cor(07, Th. 2.44, p. 56-57]) that the null controllability at time T of
System (1.16) is equivalent to the following observability inequality:

| w0, 0P < Ca [[ pinvept 0 dsa, (1.17)
qr

where 1 is the solution to the dual system

—onp = div(DVY) — G* - Vi + A*¢ in Qr,
Y=0 onZ3r,
Y(T,-) = EZ’O in Q.

Inequalities like (1.17) can be proved thanks to some appropriate Carleman estimates. The
weight p can be chosen to be exponentially decreasing at times t = 0 and ¢t = T, which will
be useful later. In fact, we will have to adapt the usual HUM duality method to ensure that
one can find such controls.

Algebraic problem:
For f := 1,0, find a pair (z,0) (wWhere 9 now acts only on the first m — 1 equations) in an
appropriate space satisfying the following control problem:

0z =div(DVz) +G-Vz+ Az+Bo+ Nf inQr,
-0 on 37, (1.18)
2(0,-) =2z(T,-) =0 inQ,

and such that the spatial support of 7 is strongly included in w. We will solve this problem
using the notion of algebraic solvability of differential systems, which is based on ideas co-
ming from [Gro86, Section 2.3.8] and was already widely used in [CL14] and [ABCO15].
The idea is to write System (1.18) as an underdetermined system in the variables z and ¥ and
to see N'f as a source term, so that we can write Problem (1.18) under the abstract form

L(z,0) = Nf, (1.19)

where
L(z,0) = ¢z —div(DVz) — G-Vz — AZ — B0. (1.20)

The goal will be then to find a partial differential operator M satisfying
LoM=N. (1.21)

When (1.21) is satisfied, we say that System (1.18) is algebraically solvable. This exactly means
that one can find a solution (z, 9) to System (1.18) which can be written as a linear combina-
tion of some derivatives of the source term N f. The main advantage of this method is that
one can only work locally on qr, because the solution depends locally on the source term
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and then has the same support as the source term (to obtain a solution which is defined
everywhere on Qr, one just extends it by 0). This part will be explained in more details in
Sections 2.1 and 3.1.

Conclusion:
If we can solve the analytic and algebraic problems, then it is easy to check that (y,u) :=
(z—2,—0) will be a solution to System (1.1) in an appropriate space and will satisfy y(T) = 0
in () (for more explanations, see [CL14, Prop. 1] or Sections 2.4 and 3.3 of the present paper).

2 Proof of Theorem 1.1

Let us remind that in this case, D, G and A are constant. In Section 2.1, 2.2 and 2.3,
we will always consider some i € {1, ...,m — 1} such that

8miy 7 0 or Amiy 7 0. (2.1)

We will follow the strategy described in Section 1.4, and we first begin with finding some
appropriate operator N.

2.1 Algebraic resolution

We will here explain how to choose the differential operator N used in the next sec-
tion. We will assume from now on that all differential operators of this section are defined
in C*(Qr)™. The appropriate spaces will be specified in Section 2.4. We consider N as the
operator defined for all f := (fi,..., fu) by

le (_gmio V- amo)fl
N(f) = sz = | (F8m V* Wi)f2 | (2.2)
Nmf (_gmio V- Amiy )fm

Let us recall that the definition of L is given in (1.20).

As explained in Section 1.4, we want find a differential operator M such that
LoM=N. (2.3)
We have the following proposition:

ProrosiTION 2.1. Let N be defined as in (2.2). Then there exists a differential operator M of order
1 in time and 2 in space, with constant coefficients, such that (2.3) is verified.

Proof of Proposition 2.1. We can remark that equality (2.3) is equivalent to
Mo L = N*. (2.4)
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The adjoint £* of the operator L is given for all ¢ € C*(Qr)™ by

—at(Pl — le(d1V(p1) —+ 2721{811 . V(P] _ a]l(P]}
L*(P . .
Lo = 1 = —0rpm — div(dn Vo) + 252 {gjm - Vo; — amep;}
P

.. (2.5)
'E;mfl(P
Pm—1

the m —1 last lines coming from the particular form of our control operator B. Now we apply
Smiy + V — @i, to the (m + i) line for i € {1,...,m — 1} and we add (¢; + div(d;, V)L, ¢ +
Z;ﬂ:;l (—8jip -V +aji, )L;‘;ﬂ.(p to the (ip)!" line. Hence, remarking that Lr o o=piie{l,. . m-
1}), we obtain

(&mio + V = amiy) Ly 1

(gmfo V- amio)'E;m_1(P
L+ (0 + div(d V) Lk ¢+ D05 (=i -V + ) L

m+ig

Thus if we define M* for ¢ := (1, ..., Pam—1) € C*(Qr)*" ! by

l,bl (gmigv - amig)llfmﬂ

* N = o , 2.6
M (gmiov - aﬂlin)lPZWlfl ( )
Yom—1

iy + (0 + div(dy V) ¥msiy + 215 (—&jio - V + jig) s

then equality (2.4) is satisfied and hence equality (2.3) also. Moreover, the coefficients of M*
are constant, hence it is also the case for the coefficients of M. [

Remark 2.1. Looking carefully at the proof of Proposition 2.1, we remark that one could
also have constructed some differential operator M such that Lo M= N with Ny = ... =
K/m,l = Id and )(/m = —Qmi,-V — ami,- However, it is more convenient for the proof of (2.15)
to work with a differential operator of same order on each line of NV and that is the reason
why we copied —gui,.V — aui, on each line.

2.2 An appropriate Carleman estimate

Let us consider the following dual system associated to System (1.16)

—onp =div(DVY) = G* - VY + A% in Qr,
p=0 on Sr, 2.7)
IP(T/ ) = IPO in Q.

The two main results of this section are Propositions 2.2 and 2.3, which are respectively
some Carleman estimate and observability inequality. The particularity of theses inequali-
ties is that the observation will not be directly the L>—norm of the solution ¢ to System (2.7)
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on the subset w, but it will be the L2—norm of some linear combination of Y and its deriva-
tives of first order on the subset w. This particular form will be used in the next section to
construct a solution to the analytic control Problem (1.16).

Let wy, w1 and w, be three nonempty open subsets included in w satisfying

Wy, C w1, w1 C wy and Wy < w.

Before stating the Carleman estimate, let us introduce some notations. For s, A > 0, let us

define
I(s, A;u) :==s°A4 fj e~ &3y dxdt + sA? Jf e~ E|\Vu|*dxdt, (2.8
Qr Qr
where
_ &xp(124]n°] ) — exp[A(10]n° 0 + 7°(x))] _ exp[A(10[7°]c + n°(x))]
a(t,x) = BT — 1)y and &(t,x) := BT — 1y

(2.9)
Here, 11° € C2(Q) is a function satisfying

|V170| >« in N\wy, T]O >0in Q) and no =0on 0},

with x > 0. The proof of the existence of such a function n° can be found in [FI96, Lemma
1.1, Chap. 1] (see also [Cor(07, Lemma 2.68, Chap. 2]). We will use the two notations

a*(t) ;== maxa(t,x) and &*(t) := miné&(t,x), (2.10)
xel) xeQ)

forallte (0,T).

Some auxiliary results

Let us now give some useful auxiliary results that we will need in our proofs. The
first one is a Carleman estimate which holds for solutions of the heat equation with non-
homogeneous Neumann boundary conditions:

Lemma 2.1. Let us assume that d > 0, u° € L2(Q), f; € L>(Qr) and f, € L*(S1). Then there exists
a constant C := C(Q), w,) > 0 such that the solution to the system

—0m —div(dVu) = 1 inQr,
ou — £ on>r,

on

u(T,") =u° in Q,

satisfies

I(s,A\;u) < C | A% ff 3_25“£3|u|2dxdt+er_zsa|f1|zdxdt
( Qr

0,T) X wy

+sA ﬂe—m*gﬂ foldodt |,
3r

forall A > Cand s > C(T° + T').

78



2. Proof of Theorem 1.1

The proof of Lemma 2.1 can essentially be found in [FC+06]. In fact, in this article, the
weights are a little bit different (t(T — t) instead of £*(T — t)°), but the proof just needs to be
slightly adapted to obtain the present result.

From Lemma 2.1, one can deduce the following result:

Lemma 2.2. Let h € L2(S1)™. Then there exists a constant C := C(Q, w2) > 0 such that for every
@° € L2(Q)™, the solution ¢ to the system

—0ip = div(DVe) — G* - Vo + A*¢  in Qr,

F=h on3r, (2.11)
o(T,) = ¢° in O

satisfies

I(s,\; ) < C | A% ff e~ 20E3 |2 dxdt + sA JJ e 2 &* |nf dodt |,
St

(O,T)sz
forevery A = Cand s > s) = C(T° + T'?).

The proof of Lemma 2.2 is standard and is left to the reader (one just have to apply
Lemma 2.1 separately to all equations of System (2.11), sum of all the Carleman estimates
and absorb the remaining lower-order terms thanks to the left-hand side).

In this section, we will use also the following estimate.

Lemma 2.3. Let r € R. Then there exists C := C(r, wp, Q) > 0 such that, for every T > 0 and every
uel?0,T;H(Q)),

Sr+2/\r+2 ff €_25a5r+2|1/l|2d9(df < C Sr/\r Jf e_25“£r|Vu|2dxdt
Qr Qr

+Sr+2/\r+2 J:I 6725115r+2‘u|2dxdt ,

(O,T) Xwy

for every A > Cand s > C(T° + T1?).

The proof of this lemma can be found for example in [CG09, Lemma 3]. Our next Lemma
is some Poincaré-type inequality involving the differential operator N*.

Lemma 2.4. There exists a constant C := C(Q) > 0 such that for every u € Hy(Q), the following
estimate holds:

J u? < cj IN*ul?, (2.12)
Q Q
where N* := gyi, - V — Qi

Lemma 2.4 is obvious if gyui, = 0. If a,, = 0, this is exactly the usual Poincaré inequality.
The case a,,, # 0 and gi, F 0 can be reduced to the previous case by considering

amio
u(x) exp <—||gm ||2(gmi0 x)> .
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In order to deal with more regular solutions, one needs the following lemma:

Lemma 2.5. Let zg € Hy(Q)" and f € L*(Qr)™. Let us denote by R := —div(DV-) — G-V — A
and consider z the solution in W;l (Qr)™ to the system

Oz =div(DVz) +G-Vz+ Az+ f inQr,
z=0 onr, (2.13)
z(0,) = zp in Q).

Let d € N. Let us assume that zg € H**1(Q)", f e L2(0, T; H*(Q)™) n H*(0, T; L>(Q)™) and
satisfy the following compatibility conditions:

g0 =20 € H}(Q)",
81:=f(0,) —Rgo € Hy ()",

g1 :=0""1£(0,-) — Rga—1 € HL(Q)™.
Then z € L2(0, T; H**2(Q)™) n H™1(0, T; L>(Q)™) and we have the estimate

Izll 20,7020 @y ~E# 0,722 ()my < CULf 20,7302¢ ()my ~He (0, Ts12()m) + (|20l 2001 (). (2.14)

It is a classical result that can be easily deduced for example from [Eval0, Th. 6, p. 365].

Carleman inequality
We are now able to prove the following inequality:

ProPOSITION 2.2. There exists a constant C := C(wy, Q) > 0 such that for every ¢° € L2(Q)™, the
corresponding solution y to System (2.7) satisfies

f J e BT AT IN*Y? + AP | VN* Y2 + SPALE VYN + sA2E[VVVN* Y| bdxdt
Qr

< Cs7A8 JJ eV |IN* Y *dxdt,
(0,T) xwp
(2.15)
forevery A = Cand s > so = C(T° + T'?).

Remark 2.2. It may be quite surprising that one can put so much derivatives at the left-hand-
side of equality (2.15), because the initial condition ¢ is only supposed to be L?, hence 1 is
only assumed to be in W(0, T) (see (1.3)). However, because of the fact that the exponential
weight e~2* is strong enough to absorb the singularity that only exists at initial time t = 0,
it is quite easy to prove that all the integrals appearing in the left-hand side of (2.15) exist
(this can notably be deduced for example from inequalities like (2.26), (2.27) or (2.28)).

Proof of Proposition 2.2.
The proof is inspired by [CG09]. The main difference here is that we keep N*¢ at the
right-hand side, which complicates a little bit the proof. Let us denote by

R := —div(DV) + G* - V — A*. (2.16)
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We can assume without loss of generality that
W0 e H(Q) and ¢°, Ry, R*Y" e HY(Q)"

(The general case follows from a density argument). Thus, using Lemma 2.5, the solution
to System (2.7) is an element of L?(0, T; H®(Q)™) n H3(0, T; L?(Q2)™). First of all, let us apply
the differential operator

VVN* = VV(—ElmiO + gmio . V)

to System (2.7) satisfied by 1. Thus, if we call ¢ := (¢;;)1<ij<ny With ¢;; := 0;0;N*1, then one
observes that ¢ is a solution of the following system:

—igy = div(DVey) — G* -V + A%y inQr,
i 0(0;0;N*;;
GG onSr, (2.17)

¢i(T, ") = (31‘(3]‘/\/*1#?]- in Q.

By applying Lemma 2.2 to ¢», we have

B(VYN* )

2
pm dodt |, (2.18)

I(s,A,¢) <C | s°A* ﬂ e—2”53|¢|2dxdt+sAﬂe—Zm*g*
3r

(0,T) X w2

for every A > Cand s > C(T° + T').

The proof will be divided into three steps :

— In the first step, we will estimate the boundary term in the right-hand side of inequa-
lity (2.18) with some global interior term involving ¢ that will be absorbed later.

— In the second step, we will compare I(s, A, ¢) with the left-hand side of inequality
(2.15).

— Finally, in the last step, we will estimate the local term of high order appearing in
inequality (2.18) thanks to some local terms that will be absorbed in the left-hand
side of inequality (2.18) and also thanks to the local term of the right-hand side of
inequality (2.15).

Step 1: Let us consider a function 6 € C2(Q) such that

i—9=9=10n89.
on

After an integration by parts of the boundary term, we obtain

T
—_ *
S/\J e 2sar E*J
0 oQ

T 2
= s)\f e*ZW*g*J —(Pwp - Vododt
0 a0 on

2

0
¢ dodt

on

T T
:s)\j e-m*g*f A¢V¢.V6dxdt+s)tf e-ZSa*g*J V(VO - Vo) - Vpdxdt.
0 0 0 0
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II. INDIRECT CONTROLLABILITY OF SOME LINEAR PARABOLIC SYSTEMS OF M EQUATIONS
WITH M - 1 CONTROLS INVOLVING COUPLING TERMS OF ZERO OR FIRST ORDER

Using successively Cauchy-Schwarz inequality and Young's inequality, we deduce that

sA JT 8725(1*5* J a(P
0 o0

2 T
o dodt < CA | e s e |55 Pl oyt

T
< Ci f &2 (S22, g it
0

T
—2sa* *\2/5 2
+C)\J0 e (SEF ) 1Pl (qymelt-
(2.19)
Let us introduce l;[; := py with p e C*([0, T]) defined by
p:= (s&* Yo",

for some a € R to be chosen later.
One remark that p verifies 0p(0) = 0 for all i € N. Then i is solution to the system

o) = div(DVY) — G* - Vi + A* — pip in Qr,
g=0 on X, (2.20)
O(T,) =0 in Q0.

Lemma 2.5 gives for 175 the estimate

[ l2 0,702 (Q)my nBe#1 (0,722 (Q)m) < CllEsW Il 0,15m24 (Q)my B (0,722 () (2.21)

for d € {0,1,2}. Using the definitions of £* and a* given in (2.10) and the particular form of
p chosen, we have

|0ip| < CT(s&*)™+005e—s0%, (2.22)
|attp| < CT2<S£*)11+12/5€—50(* (223)
and
Oep| < CT3(s&*)*H18/5p—sa™ 2.24
p

Using inequality (2.21) with p := e~ (s&*)* and d = 1, we obtain

T
_2sq*
JO e 25 (55*)8/5“4)H%14(Q)mdt

v ) , ) (225)
<C (fo (™2 (&™) ) oyt + fo k(@i (e™ (sé*>4/5)¢)izm)mdt) :
Applying now inequality (2.21) with p := &;(e5** (s£*)¥°) and d = 0, we get
T T
J H('}t(e—sa* (Sé*)ys)l{/‘ﬁﬁ(g)mdt + f Hat(at(e—sa* (Sé*)4/5)lp)Hi2(Q)mdt
0 0 . . (2.26)
<C [ oute " s gl g it
Using (2.23) with a = 4/5 together with (2.26) and (2.25), we deduce
T T
JO 6_250(* (SE*)S/SHIPH%#(Q)mdt < CTZ JO e—ZSa* (35*)32/5HIPHiZ(Q)mdt‘ (2.27)
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Using exactly the same proof and taking into account (2.24), one can also prove that

T T
J;J e_zsa* (Sé*)_4/5|‘l)l}“%_16(ﬂ)rndt < CT® J(; e—ZSa* (sé*)32/5 HIPH%Z(Q)mdt' (2.28)

Using inequalities (2.27) and (2.28), the interpolation inequality

12
H4 (Q)m

12

Ho(Qyn for every u € H*(Q)",

[t s ym < Cllul ]

and the Cauchy-Schwarz inequality, we deduce that
T T
Jo e ()P et < CL e (5€*) P las aym e (s€*) Y s ymdlt

T
< CT32 J;) 6*2501* (Sé*)32/5HlPH§2(Q)mdt-
(2.29)
Thus inequalities (2.18), (2.19), (2.27) and (2.29) lead to

I(s,A;¢) < C | $°A% ” e~ 23| |2dxdt
(

0,T) X w>

+A532/5(T2 + TS/Z) f e*ZSa* (E*)32/5|¢|2dxdt> ,

Qr

for every s > C(T° + T'?) and A > C. Hence, since
T? + T% < Cs™°,
we have

I(s,A;¢) < C | s°A4 ﬂ e 20E3 || 2dxdt + As>HP f e (R |y Pdxdt |, (2.30)

T
(0,T) xws

foreverys > C(T° + T%) and A > C.

Step 2: We apply Lemma 2.3 successively to N*¢ with r = 5, then to VN*1 withr = 3,
and we obtain

778 Ue—ZS“57\N*¢|2dxdt <C|[s°A° f J e BOEIVN* Y Pdxdt
Qr Qr

2.31)
+s7A8 ﬂ e XV |IN* P dxdt
OT)xws
and
soA° Jje_zsaé5|VN*tp|2dxdt <C |4 fj e B VVN*Y | Pdxdt
o Qr (2.32)

+s° 10 Jf e BAL|\VN* Y2 dxdt |,

(O,T) Xwy
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for every A > C and s > C(T° + T'?). A combination of inequalities (2.30)-(2.32) gives
f f e BT A IN* Y + PACE VN * Y2 + SPALES VYN[ + sA2E[VVVN* Y| bdxdt
Qr

<C (ASM/SJ e—ZSa* (é*)34/5|1/1\2dxdt
Qr

+ f J e BT VT INF*YP + SPAL VN Y + AL VYN Y Yt

(0,T)xws
(2.33)
Step 3: Let us consider 6; € C2(Q) such that
Supp(61) < w1,
61 =1 in wy,
0<o1<1 in Q.
Then, after an integration by parts,
s J-J- e B VVN*Y P dxdt
(0,T) xws
< s3A% JJ 016~ 28|\ VVN* |2 dxdt
(0,T) xw;
N
= —s3)4 JJ D {00167 2E) GNP + Ore B E 2N P (N* ) ducdt
(0,T) x w1 ij=1
< CsPAt f {[V(01e77E%)| [ VVN*Y|[VN*P| + 01e 3| VVVN* | |VN* | ddxdt.
(0,T)xawr
(2.34)
Using the definition of £ and a given in (2.9), we deduce that
V(01672 E3%)| < Csde20&?, (2.35)
which, combined with Young’s inequality, leads, for every ¢ > 0, to
s “- e B EVVN*Y P dxdt
(0,T) xws
<C ” e 2 e NP IVVN*Y? + esA2E|VVVN* P2 + Cs? O\ VN* Y Ydxdt,
(0,T) xw;
(2.36)

where C, depends only on ¢. Thus, thanks to inequalities (2.33) and (2.34), one can absorb
(by taking ¢ small enough) the local terms involving [VVAN*y|?> and [VVVN*|? into the
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right-hand side of inequality (2.36) and obtain
J f e BT NS INFY? + S ACE VN * |2 + SSALE |VVN* Y + sA2E|VVVN* | ddxdt
<C <)\SS4/5 J e—2sa* (5*)34/5|¢|2dxdt
Qr

” e 2T AT INF*YP + S AL VN * Yt
(0,T) x w1
(2.37)

Using exactly the same reasoning we just performed for the term

f J e~ VYN* Y2 dxdt,

(O,T) Xy

one can also absorb the term s°A° {1, e7**&°|VA*¢|*dxdt in the right-hand side of
(2.37) and we obtain

J J e B ST ABEINFY2 + AL VN * Y2 + AL VVN* Y + sA2E[VVVN* Y| hdxdt

< C | As345 J o~ 2s* (é*)34/5|l/1|2dxdt +57)8 Jf e’ZS‘*£7|N*¢\2dxdt

Qr
(0,T) xwp

(2.38)
Applying now Lemma 2.4, and using the definitions of a* and £* given in (2.10), we obtain
the following inequalities:

/)8 Jf é* 7 ’25"‘*|1p|2dxdt < Cs7 \8 Jf 5* 7 fZSa*lN* |2dxdt

(2.39)
< C57ASJ 57 725a|N* |2dxdt
Qr

The two last inequalities (2.38) and (2.39) give
778 ff(é*)7e—25a* |1/1|2dxdt
Qr

+ ffe_zsa{S7A857|N*¢|2 + AL |VN*Y)? + SATEIVVN* Y + sA2E|VVVN* | dxdt

<C AS34/5J e—Zsa* (E*)34/5\gb|2dxdt + S7A8 Jf 6_25“57|N*1{1|2dxdt

Qr
(0,T) X wp

Hence, since 34/5 < 7, one can absorb the global term of the right-hand side by taking s
large enough and obtain inequality (2.15).
|
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Thanks to our Carleman inequality, we can deduce the following observability inequa-
lity:

ProPOSITION 2.3. Then for every Y° € L?(Q)™, the solution y in W(0, T)™ to System (2.7) satisfies

LII#(O,X)IzdxéCobs ﬂ e 20T NP Pdxdt, (2.40)

(0,T)xwo

where Cypg := CeCAFTHIT),

The proof of Proposition 2.3 is very classical and is mainly based on dissipation estimates
and the fact that the weights are bounded from below by some positive constant as soon as
we are far from 0 and T (for example on (T/4,3T/4), together with the fact that Lemma 2.4

H [pPdxdt < C H IN*2dxdt.

(T/4,3T/4)xQ (T/4,3T/4)xQ

leads to the inequality

2.3 Analytic resolution

This section is devoted to constructing a solution to the analytic control problem
(1.16), with a control regular enough belonging to the range of the differential operator N.
We recall that the definition of N is given in (2.2). Let us consider 6 € C?(()) such that

Supp(0) < w,
0=1 in wo, (2.41)
0<0<1 in Q.

ProrosiITION 2.4. Let us assume that Condition (2.1) holds. Consider the system

0z =div(DVz) + G- Vz+ Az + N(6v) inQr,
z=0 on3r, (2.42)
z(0,-) =y° in Q).

Then System (2.42) is null controllable at time T, i.e. for every y° € L2(Q)™ , there exists a control
v € L2(Qr)™ such that the solution z to System (2.42) satisfies z(T) = 0 in Q. Moreover, for every
K € (0,1), we have eK9*p ¢ sz'1 (Qr)™ (the definition of Wg'l(QT) is given in (1.4)) and

yOHLZ(Q)’”' (243)

Kspa® < eC(l+T+1/T5)

le Uvajl Qnm S

Proof of Proposition 2.4.

We will use the usual duality method developed by Fursikov and Imanuvilov in [FI196]
in the spirit of what was done in [Bar00] to obtain more regular controls. Let y° € L2(Q)™
and p be the weight defined by

p =& e 0,

Let k € N* and let us consider the following optimal control problem
minimize J(v) := lf p~ ol dxdt + Iﬁj |z(T)|?dx,
2 Jo 2 Ja

ve LX(Qr,p~ "),

(2.44)
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where z is the solution in W(0, T)™ to System (2.42).

The functional J; : L?(Qr, p~¥?)" — R* is differentiable, coercive and strictly convex
on the space L*(Qr, p~"2)™. Therefore there exists a unique solution to the control optimal
problem (2.44) (see [Lio68, p. 128]) and the optimal control vy is characterized thanks to the
solution z; of the primal system

Orzx = div(DVz) + G - Vzx + Az + N(Ov) in Qr,
Zk =0 on 37, (2.45)
zc(0,) = ¢° inQ,

the solution @y to the dual system

—0pr = div(DVe)r — G* - Vo + A*pr  in Qr,
Px=0 on 3, (2.46)
or(T,-) = kz(T, ) in Q

and the relation

{ U = —pON*@i in Qr, (2.47)

g € L2(Qr, p~ )"

The rest of the proof is divided into two steps. In the first step, we will prove that the

sequence (vx)ken+ converges to a control v € L2(Qr, p~¥?)™ with an associated solution z to
System (2.42) satisfying z(T) = 0 in ). Then, in the second step, we will establish (2.43).

Step 1:

Firstly, the characterization (2.45), (2.46) and (2.47) of the minimizer vy, of J in L*(Qr, p~¥2)™
leads to the following computations

Ji(vx)

1 (" 1
*E L <9N*(pk,vk>L2(Q)mdt + §<Zk(T), (pk(T)>L2(Q)m
1 (7 1 (T
= ~3 L {Pk, N(ka)>L2(Q)mdt + 5 L {(z¢, at(pk>L2(Q)m + <atZk,(pk>L2(Q)m}dt
1
+§<y0, @ (0, )12 yn

= %<y°, #k(0, )12y
(2.48)
Moreover, using the definition of i, the definition of 0, our observability inequality (2.40),
the expression (2.48) and the Cauchy-Schwarz inequality, we infer

“(Pk(o")“izm)m < Cops H PO IN* i Pdxdt = Cope H o~ Hog|Pdxdt
Qr Qr

< 2C sk (k) < 2Cos] @i (0, )2y | ¥° 22y
from which we deduce

|9k (0, )2y < 2Cons |y° 2y (249)
Then, using (2.48) and (2.49), we deduce

]k(vk) < CothyOHiZ(Q)m- (250)
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Furthermore, we have (see [Li068])

C (IN(vO)llzo,mm-1 ) + Y0z yn) »
C (lvellacory + 1¥°2cyn) » (2.51)
C(1 + Cops) [yl 2 02)ms

Iz llwo,Tym

NN N

where C does not depend on y° and k. Then, using inequalities (2.50) and (2.51), we deduce
that there exist subsequences, which are still denoted vy, z, such that the following weak
convergences hold:

Vp — U in L(Qr, p_l/z)"’,

Zy — 2 in W(0,T)™,

z(T) — 0 in L2(Q)™.
Passing to the limit in k, z is solution to System (2.42). Moreover, using the expression of Ji
given in (2.44) and inequality (2.50), we deduce by letting k going to co that z(T) = 0 in Q.
Thus the solution z to System (2.42) with control v € L2(Qr, p~ %)™ satisfies z(T) = 0 in
and using (2.50), we obtain the inequality

HU HiZ(QT,p—l/Z)m < CObS Hyo Hiz (Q)m . (2'52)
Step 2: One remarks that for every K € (0, 1), there exists a constant C > 0 such that
eZKSU{l* < C5—762500t‘

This inequality and estimate (2.50) imply that

_ 5
Hesz*kaiZ(QT)m < CJQ i3 76250“|vk|2dxdt < ]k(vk) < eC(1+T+1/T )Hyonizm)m' (2‘53)
T

We recall that vy is defined in (2.47), moreover, thanks to the definitions of £ and « given in
(2.9), one has, for every n > 0,

|V(§’7372soa)| < C£n+167250“,
|A(5037250a)| < C51]+2€7250a,
|(}t(§1167250a)| < CT§"+6/56*250“‘

These above inequalities, for 1 := 7, lead to the fact that

HeKsoa* Vvk”iZ(QT)m <C Jj 6*45004‘*'2[(50&* {514|VN*(P1<|2 + 516\N*(pk|2}dxdt, (254)
Qr

€0 A |, gy < € f J e~ B 2K (LGN F i 2 + VN * i 2 + E8|N* i bdxedt
Qr

(2.55)
and

250" o) 75 g,y < CT H e A0 2K (BN 0y o 2+ ESHO N oy [2 et
Qr

(2.56)
<CT ff e—4soa+21<50a*{514(|N*(Pk|2 + |AN*§0k|2 + |VN*§0k‘2) + 582/5|N*(pk|2}dxdt.
Qr
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For every n,v > 0 there exists a constant C;, such that
— * —
‘qu 4sa+2Kspa | < Cq,véve 25

Combining the last inequality with (2.53)-(2.56), we deduce that

KS()C!* 2

w2 (Qr)"

< C(A+T+1T?) Jf672soa{£7|N*(Pk|2 + £5|VN*(Pk|2 + CSS‘VVN*(Pk‘Zdth.
Qr

e v

Using (2.15), we obtain that K™ Vo, eX09™ Agy, 0,(eK0%* ) € L2(Qr)™, and that

Ksoa*kaZ < eC(1+T+1/T5) JJ 6_2sa£7|9N*(Pk‘2dth — eC(1+T+1/T5) HkaiZ

le W (Qr)”
or

(Qr)™”

The estimate (2.50) of v gives

Kspa® < eC(1+T+1/T5

He Z)k”sz,l (QT)m x ) HyOHLZ(Q)m.

We conclude by letting k — +0 (after extracting an adequate subsequence) in the inequa-
lities above.
|

2.4 End of the proof of Theorem 1.1

Let us assume that Condition 1.5 holds. We will prove first the null controllability at
time T of System (1.1). Let y° € L2(Q)™. We follow the method explained in Section 1.4. Let
us remind that 0 is defined in (2.41). Using Proposition 2.4, the following system:

01z =div(DVz) + G- Vz+ Az+ N(6v) inQr,
z=0 on 2, (2.57)
z(0,-) = ¢° in

is null controllable at time T, thus there exists a control v € L?(Qr)™ such that the solution
zin W(0, T)™ to System (2.57) satisfies

z(T)=0 in Q.

Moreover
eK0v*y e WZZ’l(QT)m. (2.58)

Taking into account Proposition 2.1 and the definition of M* given in (2.6), one has (2.3)
with the operator

M: sz'l(QT)m N LZ(QT)m % LZ(QT)m—l
f —> Mf,
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defined by
0
0
fu (i line)
0
0
Mf =

_(gmio -V+ amio)fl + (glio -V + alio)fm
7(gmi0 -V + aTﬂio)fio—l + (g(io—l)io “V+ u(io—l)io)fm
(_al‘ + div(diovfm) - (gmio “V+ aWo)in + (giofo -V + aioio)fm
—(&mip - V + amiy) fiyr1 + (g(i0+1)i0 -V + a(i0+1)i0)fm

*<gmi0 -V + amio)fm—l + (g(m—l)io -V + a(m—l)io)fm

[

Using (2.58) and the fact that M is a differential operator of order 1 in time and 2 in space
(see Proposition 2.1) with bounded coefficients, we obtain that (Z,9) € L?(Qr)™ x L2(Qr)" 1.
Moreover, using (2.58), we have z(0,-) = z(T,-) = 0in Q and we remark that (z,0) is a

Let (z,0) be defined by

Uy Ny

) = M(6v).

solution to the control problem

o1z =div(DVz) + G- Vz+ Az + Bo+ N(0v) inQr,
z=0 on3r, (2.59)
2(0,-) = 2(T,) = 0 in Q,

in particular Lo M = N. Finally, (Z,0) € W(0, T)" x L>(Qr)"~! thanks to the usual parabolic
regularity. Thus the pair (y,u) := (z — z,—0) is a solution to System (1.1) in W(0,T)" x
L?(Qr)™~! and satisfies

y(T,-) =0 in Q.
3 Proof of Theorem 1.2
Let us remind that in this case, we have only 2 equations.

3.1 Algebraic resolution

We will assume in this section that all differential operators are defined in C*(Qr)>.

We recall that N is simply the identity operator and £ is given in (1.20). We want to find a
differential operator M satisfying

LoM=1Id (3.1)
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Let us emphasize that when coefficients are depending on time and space, we prove
equality (1.21) with the identity operator in the right-hand side (and not N as defined in
(2.2)), that is equality (3.1), because Proposition 2.4 holds only for constant coefficients and
does not seem to be adapted to the case of non-constant coefficients. We have the following
proposition:

ProrosiTioN 3.1. One has

(i) Under Conditions (1.7) and (1.10), there exists a differential operator M of order at most 1 in
time and 2 in space, with bounded coefficients on (a,b) x O, such that equality (3.1) holds.

(i) If N = 1 and under Condition (1.8) and (1.11), there exists a differential operator M of order
at most 2 in time, 4 in space, and 1 — 2 respectively in crossed space-time, with bounded
coefficients on (a, b) x O, such that equality (3.1) holds.

Proof of Proposition 3.1.
Equality (3.1) is equivalent to
M* o L* =1d. (3.2)
Taking into account the definition of £ given in (1.20), the adjoint L* of the operator £ is
given by
LT(P —6t(p1 — diV(d1V(p1) + diV(gll(pl) + diV(gz](pz) —ane1 — an @2
L= Lip |=| —dip2—div(daVes) + div(giae1) + div(gane2) — a1¢1 — ane:
Ly P1
(3.3)
We remark first that
LT(P + {Ot + CliV(d1V') — diV(gll-) + 1111} o ,E;Yp = diV(ng(Pz) — ax1P>. (34)

(i) Let us consider some open subset O included in O on which we have |az1] = C >0
(such an open subset exists thanks to (1.7)). Since g1 = 0in (4,b) x O, one can just
consider M* defined for every 1 := (1,12, 13) € C*(Qr)3, locally on (a,b) x O, by

Y3

M*¢ = ( _1p1+{6’,+div(d1V~)—div(g11~)+u11}¢3 4 (3‘5)
a1

so that equality (3.2) is satisfied. Moreover, the coefficients of M* (and hence of M)

are bounded.

(if) If N = 1 and under Condition (1.8), one can proceed as follows: we consider the ope-
rator
Lig
L@ + {0 + 0x(d10x+) — Ox(g11°) + a1} o L
O (LT + {0 + 0x(d10x-) — Ox(g11°) +an1} o LE¢)
Qp) = (LY@ + {0 + 0x(d10x) — Ox(gu1-) +an} o Lip) |, (3.6)
Oux (L@ + {0 + 0x(d10x) — 0x(g11°) + an1} o L)
L3¢+ {a12 — 0x(g12)} o L,
Ox(Lyp +{a2 — 0x(g12°)} 0 L)
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i.e.

P1
(—a21 + 0x821) P2 + §210xP2
(—0x21 + 0xx821) P2 + (—a21 + 20:821) OxP2 + 21 Oxx P2
Q(p) = (—01a21 + 01x821) P2 + 018210+ P2 + (—a21 + 02821) OhP2 + §210x: P2 . (37
(—0xx21 + Oxxx§21) P2 + (—20xa21 + 30x:821) Ox P2 + (—a21 + 30x821) Oxx P2 + §210xxx P2
(—a2 + 0x82) P2 + (—0xdz + §22) Ox P2 — Orp2 — d20xx P2
(—0x22 + Oxx822) P2 + (—Oxxla — (22 +20:822) Ox P2 + (—20xd2 + §22) Oxx P2 — Otx P2 — d20xxx P2

It is easy to see that there are only 7 different derivatives of ¢ appearing in (3.6), which
are the following ones:

P1, P2, (‘}x(PZ/ at(PZI axx(PZI axt(PZ/ axxx(PZ-

Hence, we can see the operator Q as a matrix M acting on these derivatives (see [CL14,
Sec. 3.2]), so that M is a square matrix of size 7 x 7. More precisely, one has

Q((P) = M(@l/ (PZI angZr at(PZI 8:(3(@21 axt@Zr axxngZ)/ (38)
with
1 0 0 0 0 0 0
0 —aa1 + 0x8 821 0 0 0 0
0 —0xax + 0xx821 —ag1 +20x821 0 o1 0 0
M:=( 0  —0uxn + 08 01821 —a1 + 0x821 0 g1 0 (3.9)
0 —Oxxa21 + Oxxx 821 —20xf21 + 30§21 0 —a21+30:gn 0 gm
0 —axn + 0xgx —0yda + gm0 -1 —d, 0 0
0 —0Oxan + 082  —Owty — ap +20:g» 0 20y +gn  —1 —dy

Matrix M is invertible since Condition (1.8) is verified. Let us call P the projection on
the two first components

P(x1,%2,%3,X4,Xs5,X6,X7) = (X1,X2).
Then, by definition of the inverse, we have
PM_lM(gol, v Oxex®2) = @.
The expression of Q given in (3.8) leads to
PM~'Q(p) = .

If we denote by Ry := 0; + 0x(d10x-) — 0x(g11-) + 311 and Ry := a1 — 0x(g12+), using (3.6),
we remark that the previous equality can be rewritten as

PM™'So L¥*p =g,

where

0 1
1 0 Ry

O 0 0OroRy

S:= d 0 GoR |- (3.10)

O 0 O o Ry
0 1 Ry

0 0r 0OroRy
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3. Proof of Theorem 1.2

Hence equality (3.2) is satisfied for
M* :=PM™1S. (3.11)

Moreover, thanks to Conditions (1.8), the coefficients of M* (and hence of M) are
bounded.

Remark 3.1. The most important point in the construction of Qis to differentiate enough time
the equations as in (3.6) in order to obtain the same number equations than “unknowns”, the
unknowns being ¢ and its derivatives seen as independent algebraic variables (see notably
[CL14, Section 3.2.2] for further explanations). One can check that this cannot be performed
by differentiating the equations less times.

3.2 Analytic resolution
Let w1 be a nonempty open subsets included in w satisfying
w1 C Wyp.
Let us consider 0 € C2()) such that

Supp(6) < wo,
0=1 in wy, (3.12)
0<o<1 in Q.

We are going to explain what are the main differences with Subsection 2.2 in order to obtain
a Carleman inequality. First of all, we need to find an equivalent to Lemma 2.1, which is the
following;:

Lemma 3.1. Let us assume that u® € L*(Q)), f; € L*(Qr) and d € WL (Qr) such thatd > C > 0
in Qr. Then there exists a constant C := C(Q), wp) > 0 such that the solution to the system

—6t1/l — dlv(qu) = fl in QT/
X=f on 3,
u(T/') = ul in Q’

satisfies

I(s,\;u) < C | &A% ff e’zs“£3|u|2dxdt+er’zs"‘\fl\zdxdt
( Qr

0,T) X w;

+sA ff e ¥ 2 dodt |,
3r

forall A = Cand s > C(T° + T').
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The proof of Lemma 3.1 can be easily obtained by using the method of [FC+06] together
with the Carleman estimate proved in [IY03]. Let us consider the backward system

=0 = div(di1 Vi) — div(gnyr) — div(gma) + annyr + ane  in Qr,
—0ip = div(daVn) — div(giaun) — div(gatn) + a1at + axnyy  in Qr,
P1=19=0 on 3,
i(T, ) =y, (T, ) = ¢ in Q,

(3.13)

where ¢ := (9, )) € L*(Q)?. From the last Lemma, one can deduce:

ProrosiTioN 3.2. One has

(i) Under Condition (1.7) and (1.10), there exists a constant C := C(w1,Q) > 0 such that for
every Y° := (Y9, 99) € L*(Q)?, the corresponding solution { := (y1,2) of the backward
problem (3.13) satisfies

J J e PSP + A VY + sA2E|[VVY P Ydxdt
Qr
< Cs°A° fj e~ B0 || Pdxdt.
(O,T) X w1
(ii) If N = 1 and under Condition (1.8) and (1.11), we obtain the same conclusion as in item (i)
by replacing estimate (3.2) by
J‘J\ e—2sa{59A1059|¢|2 + S7A8§7‘V1M2 + S5/\6§5|VV1M2
Qr

+P AR VYV + sA2E|VVV VY2 (3.14)
< CoA0 H e~ E% Y| 2dxdt.

(O,T) X w1

The proof is very similar to the proof of Proposition 2.2, the only difference is the begin-
ning of the proof, we apply the operator V to the equation (3.13) in the case (1.7) and the
operators VVV in the case (1.8). After that we exactly follow the steps 1,2, and 3 of the proof
of Proposition 2.2.

As a consequence, we also can derive the following observability inequality, whose proof
is very classical (see also Proposition 2.3):

ProrosrTION 3.3. Under assumptions (1.7) and (1.10) or under assumptions (1.8) and (1.11), for
every Y° € L2(Q)?, the solution to System (3.13) satisfies

| wowpi<ca || eBegiypasa, (3.15)

(0,T) X w1
where sy := C(T° + T and Cyps := eC+THIT?),
To conclude, one can obtain the following controllability result:
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ProrosiTiON 3.4. Consider the following system:

Orz1 = div(d1Vz1) + g11 - Vz1 + g12 - Vzp + a11z1 + a12z2 + Ov1 in Qr,
(9[22 = diV(szZz) + 821 VZl + 82 - VZZ + ax1z1 + axzy + 602 in QT/
z1=2;=0 on ET,
z1(0,) = 49, 22(0,) = y3 in Q.

(3.16)

Under Conditions (1.7) and (1.10) or if N = 1 and under Condition (1.8) and (1.11), System (3.16) is
null controllable at time T, that is for every y° € L2(Q)? there exists a control v := (v1,v2) € L*(Qr)?
such that the solution z to System (3.16) satisfies z(T) = 0 in . Moreover for every K € (0,1), we
have K™y € X2 where:

(i) Under Conditions (1.7) and (1.11), X is defined by

X :=L%*0,T; H*(Q) n Hy(Q)) n H*(0, T; L*(€Y)). (3.17)
(ii) If N = 1 and under Conditions (1.8) and (1.11), X is defined by

X :=L*0,T; H*(Q) n H}(Q)) n H'(0, T; L*(Q)). (3.18)

Moreover in the both cases, we have the estimate

Ksoa C(1+T+1/T°

[e™ vy < e Ny (3.19)

One more time, the proof is very similar to the proof of Proposition 2.3, notably and one
can recover easily estimates on the derivatives of order 1 and 2 in time of the control by
using equation (3.13) verified by ¢ and estimates similar to (2.56).

3.3 Proof of Theorem 1.2

The proof is totally similar to the one of Theorem 1.1. Let us assume that one of the
two Conditions (1.7) or (1.8) holds, and let us prove that System (1.6) is null controllable at
time T (which will imply the approximate controllability at time T). Let y° € L>(Q)2. Using
Proposition 3.4, System (3.16) is null controllable at time T, more precisely there exists a
control v € L*(Qr)? such that the solution z in W(0, T)? to System (3.16) satisfies

z(T)=0 in Q.

Moreover
K500y e X2, (3.20)

Let us remind that 6 was defined in (3.12). Let (23, 22, ) be defined by

z1
~ Ov,
=M ,
= ()
0
with M : X2 — L*(Qr)? x L*(Qr) given as the adjoint of M* defined in (3.5) and (3.11).

Thanks to the definition of 0 given in (3.12), the fact the coefficients of M are necessarily
atleastin L*((a,b) x wy), the definition of X given in (3.17)-(3.18) and the fact that M is of
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order 1in time and 2 in space under Condition (1.7) and is of order 2 in time, 4 in space and
1 — 2 in crossed time-space (which is an interpolation space between L2((0, T), H*({2)) and
H?((0,T),L*(Q)) thanks to [LM68, 13.2, P. 96]) under Condition (1.8), we obtain (Z1,2,,0) €
L*(Qr)?x L*(Qr). Moreover, using (3.20), we remark that (Z1, Z», 0) is a solution to the control

problem
0z =div(DVzZ) + G-VzZ+ AZ+ B0+ 0v inQr,
z=0 onZ3r, (3.21)
z(0,-) =z(T,)=0 in Q.

Finally, Z € W(0, T)? thanks to the usual parabolic regularity. Thus the pair (y,u) = (z —
Z,—0) is a solution to System (1.6) in W(0, T)? x L?(Qr) and satisfies

y(T)=0 in Q,

which concludes the proof of Theorem 1.2.
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CHAPITRE I I I

Controllability of a 2 X 2 parabolic system
by one force with space-dependent
coupling term of order one.

Ce chapitre reprend en grande partie 'article « Controlability of a 2 x 2 parabolic system by
one force with space-dependent coupling term of order one ».

Résumé

Ce chapitre est consacré a la contrélabilité des systemes linéaires de deux équations
paraboliques lorsque le couplage est un terme d’ordre un dépendant de 1’espace. Ce sys-
téme est considéré sur un intervalle borné I cc R, et la premiere équation est controlée
par une force a support dans un sous-intervalle de I ou sur la frontiere. Dans le cas ou1
l'intersection des domaines de controle et de couplage est non-vide, nous prouvons la
contrélabilité a zéro en tout temps. Dans le cas contraire, nous fournissons un temps
minimal de controlabilité a zéro. Finalement, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante pour la controlabilité approchée. L'outil principal permettant d’obtenir ces ré-
sultats est la méthode des moments.
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III. CONTROLLABILITY OF A 2 X 2 PARABOLIC SYSTEM BY ONE FORCE WITH SPACE-DEPENDENT
COUPLING TERM OF ORDER ONE.

1 Introduction and main results

LetT > 0, w := (a,b) < (0,7) and Qr := (0, ) x (0,T). We consider in the present
paper the following distributed control system

Ory1 — Oxxy1 = 10 in Qr,
Ory2 — Oxxl2 + p(x)Oxy1 +q(x)y1 =0 in Qr, 0
y1(0,-) = y1(1,-) = y2(0,+) = ya(1r,-) =0 on (0, T), '
y1(40) =¥, v2(-,0) =y, in (0, 70)
and boundary control system
Oiz1 — Oxxz1 =0 in Qr,
01zp — Oxxzp + p(x)0xz1 + q(x)z1 =0 in Qr,
z1(0,) =u, z1(1,-) = 22(0,-) = z2(w,-) =0 on (0, T), (12)
z1(-,0) =29, 2,(-,0) = 2) in (0,7),
where y° := (y),9) € L*(0,n)? and z° := (29,29) € H~'(0,7)* are the initial conditions,

v e L?(Qr) and u € L*(0, T) are the controls, p € WL (0, 7), g € L*(0, 7).

It is known (see [Lio68] (resp. [FCGBT10])) that for given initial data y° € L?(0, 7t)? (resp.
2% € H71(0,)?) and a control v € L?(Qr) (resp. u € L*(0,T)) System (1.1) (resp. (1.2)) has a
unique solution y = (y1, y2) (resp. z = (z1,22)) in

L?(0,T; Hy(0,m)*) n C([0, T];L*(0, 7)%)
(resp. L*(Qr)* n C([0, TLH'(0,m)%) ),

which depends continuously on the initial data and the control, that is

Wz, 0,m2) + 1Wlleqorriz0m2) < Crllvolizom2 + I10]i2(or))
(resp. ||z]r2(qpy2 + [Zlcqor-1007)2) < Cr(lZ0lE-1(00)2 + [Ull2(0,T)) )-
Let us introduce the notion of null and approximate controllability for this kind of sys-
tems.
e System (1.1) (resp. System (1.2)) is null controllable at time T if for every initial condi-
tion y° € L?(0,7)? (resp. z° € H~1(0,m)?) there exists a control v € L2(Qr) (resp.
u € L?(0,T)) such that the solution to System (1.1) (resp. System (1.2)) satisfies

y(T)=0 (resp.z(T)=0) in (0,7).

e System (1.1) (resp. System (1.2)) is approximately controllable at time T if for all € > 0
and all y°, yT € L2(0,m)? (resp. z°, zT € H71(0, 7t)?) there exists a control v € L*(Qr)
(resp. u € L2(0, T)) such that the solution to System (1.1) (resp. System (1.2)) satisfies

1Y(T) = y" ey <& (vesp. [2(T) = 2" [g-1¢0.0 < )

The main goal of this article is to provide a complete answer to the null and approximate
controllability issues for System (1.1) and (1.2). For a survey and some applications in phy-
sics, chemistry or biology concerning the controllability of this kind of systems, we refer to
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[AK+11a]. In the last decade, many papers studied this problem, however most of them are
relating to some parabolic systems with zero order coupling terms. Without first order cou-
pling terms, some Kalman coupling conditions are made explicit in [AK+09a], [AK+09Db]
and [FCGBT10] for distributed null controllability of systems of more than two equations
with constant matrices and in higher space dimension and in the case of time dependent
matrices, some Silverman-Meadows coupling conditions are given in [AK+09a].

Concerning the null and approximate controllability of Systems (1.1) and (1.2) in the
case p = 0 and g # 01in (0, 7), a partial answer is given in [ABL11; ABL13; DL14; RT11]
under the sign condition

g<0or g=>0in (0,m).

These results are obtained as a consequence of controllability results of a hyperbolic sys-
tem using the transmutation method (see [Mil06]). One can find a necessary and sufficient
condition in [AK+12] when

J: g(x)dx # 0.

Finally in a recent work [AK+14; AK+15], a complete study for any g € L* (0, 7t) is given.

Let us now remind known results concerning null controllability for systems of the fol-
lowing more general form. Let Q be a bounded domain in RN (N € N*) of class C* and wp an
arbitrary nonempty subset of (). We denote by () the boundary of (). Consider the system
of two coupled linear parabolic equations

é’tyl = Ayl + 811 Vyl + 812 Vyz + a1y + any? + ILQ,U’U in Q x (O, T),

Oy = Ayo + @01 - Vy1 + Qo0 - Vo + an1y1 + axniys inQ x (0,T), (1.3)
y=0 on Q2 x (0,T), '
y(,O) zyo inQ,

where y° € [2(Q)?, g;j € L*(Q x (0,T))N and a;; € L*(Q x (0,T)) forall i, j € {1,2}.
As a particular case of the result in [GBT10] (see also [AK+05]), System (1.3) is null
controllable whenever

g1 =0 and (a1 > Coray < —C) inw; S wy, (1.4)

for a positive constant C.
In [Gue07b], the author supposes that a11, 11, 422, 22 are constant and the first order
coupling operator g»1 - V + a1 can be written as

g1-V+ay =P1o0 in Qx(0,T), (1.5)
where 6 € C?(Q) satisfies |6] > C in w; < wy for a positive constant C and P is given by
Py :=mg-V+my,
for some my, my € R. Moreover the operator P; satisfies
[l (@) < CIPfuliz)  Vu € Hy(Q).

Under these assumptions, the author proves the null controllability of System (1.3) at any
time.
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In [Ben+14], the authors prove that the same property holds true for System (1.3) if we
assume that a;; € C*(Q x (0,T)), i € C'(Q x (0, T))N foralli, j € {1,2}, gn € C}(Q x (0,T))
and the geometrical condition

{ Odw N 0€) contains a nonempty open subset y s.t. y # &, (1.6)

Ixg e ys.t. gn(t, x0) - v(xp) # 0 forallt e [0,T],
where v represents the exterior normal unit vector to the boundary 0().

Lastly, for constant coefficients, it is proved in [DL15] that System (1.3) is null/approxi-
mately controllable at any time T if and only if

g1 #0 or apy #0.

In [DL15], the authors give also a condition of null/approximate controllability in dimen-
sion one which can be written for system (1.1) as: p € C?(wy), g € C*(wp) and

—40:(q)0x(p)p + Oxx (q)P* + 290x(q)p — 3pg0uxp + 64(0xp)* — 247 0xp
_axxx(P)Pz +50:(p) 0 (p)p — 4(5247)3 # 0in wo

for a subinterval wg of w.

Now let us go back to Systems (1.1) and (1.2) for which we will provide a complete
description of the null and approximate controllability. Our first and main result is the fol-
lowing

Tueorem 1.1. Let us suppose that p € WL (0,71) n W2 (w), g € L*(0, 1) n WL (w) and

(Supp(p) v Supp(q)) n@ # 2. (1.7)
Then System (1.1) is null controllable at any time T.

Let us compare this result with the previously described results to highlight our main

contribution:

1. Even though System (1.1) is considered in one space dimension, we remark first that
our coupling operator has a more general form than the one in (1.5) assumed by Guer-
rero [Gue07b]. Moreover unlike [DL15], its coefficients are non-constant with respect
to the space variable.

2. We do not have the geometrical restriction (1.6) assumed in [Ben+14] by A. Benabdal-
lah and al. More precisely we do not require the control support to be a neighbourhood
of a part of the boundary.

For all k € N*, we denote by ¢; : x — \/g sin(kx) the eigenvector of the Laplacian
operator, with Dirichlet boundary condition, and consider the two following quantities

Li(p,q) = L (9 — 30xp) 03,
(1.8)

L(p,q) :=L (9 — 30xp) 03,

for all k € N*. Combined with the Hautus test ([Fat66, Cor. 3.3] or Th. 5.1 in the present
paper), Theorem 1.1 leads to the following characterization:
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TueoREM 1.2. Let us suppose that p € WL (0, 1) n W2 (w) and q € L*(0,71) n WL (w). System
(1.1) is approximately controllable at time T if and only if

(Supp(p) v Supp(q)) Nw # @ (1.9)
or
\L(p, q)| + Lok (p,q)| # 0 for all k e N*. (1.10)

This last result recovers the case p = 0 studied in [BO14] for Supp (7) nw = &, where the
authors use also the Hautus test. In [KT10], the authors prove the approximate controllabi-
lity at any time T of System (1.1) under the condition p = 0 and g4 = 1,,, with wy a nonempty
open subset of (0, 77), which implies (1.10).

Remark 1.1. We will see in the prove of Theorems 1.1 and 1.2 that only the following regu-
larity are needed for p and g

p e W (0,m) n Wi (@),
qgeL*(0,7) n WL(@),
for an open subinterval @ of w. These hypotheses are used in Definition (1.8) of Ix(p, q) and

I,x(p,q) and the change of unknown described in Section 3.2. For more general coupling
terms, these control problems are open.

When the supports of the control and the coupling terms are disjoint in System (1.1), fol-
lowing the ideas in [AK+15] where the authors studied the case p = 0, we obtain a minimal
time of null controllability:

Tueorem 1.3. Let p € WL (0,7), g € L*(0, 7t). Suppose that Condition (1.10) holds and
(Supp(p) v Supp(q)) N @ = 2. (1.11)
Let To(p, q) be given by

min(—log |Ix(p,9)|, —1og [I.x(p,9)])
K2 '

To(p,q) :=limsup (1.12)

k—00

One has
1. If T > To(p, q), then System (1.1) is null controllable at time T.
2. If T < To(p,q), then System (1.1) is not null controllable at time T.

Concerning the boundary controllability, in [Oli1l4, Th. 3.3], using the Hautus test, the
author proves that System (1.2) is approximately controllable at time T if and only if

I(p,q) # 0 for all k e N*. (1.13)

About null controllability of System (1.2), we can again generalize the results given in [AK+15]

to obtain a minimal time:

Tueorem 1.4. Let p e WL (0,7), g € L*(0, 1) and suppose that Condition (1.13) is satisfied. Let
us define

—1 I ,
T1(p,q) = lim sup M‘

(1.14)
k—o0 k2

One has
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1. If T > T1(p, q), then System (1.2) is null controllable at time T.
2. If T < Ty(p,q), then System (1.2) is not null controllable at time T.

Remark 1.2. A simple computation leads to the convergence of the tow sequences (Ix(p, q) ) ke
and (L, x(p, 9) ) ken* , more precisely

TC a

. 1
(= Yowp) and lim Lu(p,g) = L(p,a) = | (4 boup)

. _ _1
lim L(p,q) =1(p,q9) = _ f ,

0

Thus, we remark that To(p,q) = T1(p,q) = 0 when

s 1 T
JO q# EL Oxp
and in particular under the condition

q> %(?xp in (0,) or g < %(?xp in (0, ).

This article is organized as follows. In the first section we present some preliminary
results useful to reduce the null controllability issues to the moment problem. In the second
and third sections we study the null controllability issue of System (1.1) in the two cases
when the intersection of the coupling and control supports is empty or not. Then we give
the proof of Theorems 1.2 and 1.4 in Section 4 and 5. We finish with some comments and
open problem in Section 6.

2 Preliminary results
Consider the differential operator

L: D(L)cL*0,n)?* — L*0,n)?
f = —0uf+Ac(porf +4f),

0 0
Ap = ,

the domain of L and its adjoint L* is given by D(L) = D(L*) = H?*(0,7)* n H; (0, 7). In sec-
tion 2.1, we will first establish some properties of the operator L that will be useful for the

where the matrix Ay is given by

moment method and, in section 2.2, we will recall some characterizations of the approxi-
mate and null controllability of system (1.1).

2.1 Biorthogonal basis

Let us first analyze the spectrum of the operators L and L*.

ProrosiTiON 2.1. For all k € N* consider the two vectors

i Px
o7y = ol &) = K
Pk
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where P} is defined for all x € (0, 7) by

X

¢$Q)=aﬁ%@)—% Oﬁﬂﬂx—éﬁﬂﬂn®¢ﬂa+adﬂa¢ﬂa)—%@@M@W&

a = ¢ [ [ sinktx = . )ox(©) + () ~ (e pu(Olpewasar
k 0 JO

One has
1. The spectrum of L* is given by o(L*) = {k* : k € N*}.

2. Fork > 1, the eigenvalue k* of L* is simple if and only if Iy (p,q) # 0. In this case, %, and &%,

are respectively an eigenfunction and a generalized eigenfunction of the operator L* associated
with the eigenvalue k?, more precisely

(L* — K2Id)®F, = [k}
2.1)

2k’
(L* — k21d) @3, = 0.

3. Fork =1, the eigenvalue k* of L* is double if and only if It (p,q) = 0. In this case, %, and &%,
are two eigenfunctions of the operator L* associated with the eigenvalue k?, that is for i = 1,2

2 -
(L* — k*Id)®], = 0.
Démonstration. The adjoint operator L* of L is given by

L*: D(L) < [?(0,m)> — L2(0,m)2
f o= —0uf+Ad(=0(pf) +4f)

We can remark first that the inverse of L* is compact. Thus the spectrum of L* reduces to
its point spectrum. The eigenvalue problem associated with the operator L* is

—Ou — (p(¥)@) +q(x)p =AY in (0,7),
— O = Ap in (0, m), (2.2)

¢(0) = ¥(0) = p(n) = Y(n) =0,

where (¢,¢) € D(L*) and A € C. For ¢ = 0in (0,7) and ¢ = ¢ in (0,7), A = k? is an
eigenvalue of L* and the vector <I>; + := (¢, 0) is an associated eigenfunction. If now ¢ # 0
in (0,7), then A = k? is an eigenvalue and ¢ = k@, with x € R*. We remark that System
(2.2) has a solution if and only if Ic(p,q) = 0.If Ik(p,q) = 0, D, := (P}, k) is a second

%
2k’

Yy is the unique solution to the non-homogeneous Sturm-Liouville problem

eigenfunction of L* linearly independent of ®* , where, applying the Fredholm alternative,

{ —0uh — kY = fin (0,m), 23)
P(0) =¢(n) =0,
with
f = 0x(p(x)pr) — g(x)px
and is such that B
[ it =o. 04
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A solution to System (2.3) can be written for all x € (0, ) as

v =agu(x) — 1 [ smkx— e s,

with a € R. Under Condition (2.4), we obtain the expression of ¢ given in Proposition 2.1.
Thus, in the case Ix(p,q) = 0, A = k? is a double eigenvalue of L*. Items 1 and 3 are now
proved.

Let us now suppose that Ix(p,q) # 0. The eigenvalue A = k? is simple, @7, = (¢, 0) is

an eigenfunction and a solution ¢, := (¢, ¢) to (L* — kzld)éfk = Ik(p,q)®5,, that is

—Ou) — O(p(¥)p) + q(X)p = K¢ + Ik(p, )9 in (0,70),
— O = kzqo in (0, 7), (2.5)

¢(0) = ¥(0) = () = ¢(n) = O,

is a generalized eigenfunction of L*. We deduce that ¢ = k@ in (0, ) for a constant x € R*.
Again System (2.5) has a solution if and only if x = 1. Then 1 is solution to the Sturm-
Liouville problem (2.3) with

f=Ik(p, Q)pr + 0x(p(x)Pk) — q(x)Px

and satisfying (2.4). Again, using (2.4), we obtain the expression of ¢} given in Proposition
2.1. O

The function ¢ given in Proposition 2.1 will play an important role in this paper and
we will need the following straightforward property

Lemma 2.1. There exists a positive constant C such that

C C
|C¥;:| < E/ Hl/);: HLOC‘(O,TL) < %/ “axlp;fHL”(O,n) <C, Vk e N*. (26)

Since the eigenvalues of the operator L* are real, we deduce that L and L* have the same
spectrum and the associated eigenspaces have the same dimension. The eigenfunctions and
the generalized eigenfunctions of L can be found as previously.

ProrosiTioN 2.2. For all k € N* consider the two vectors

0 Pk
q’ = ,(I> = 12
" ( P > " ( Y )

where Yy, is defined for all x € (0, ) by

Pi(x) = apex) — H sin(k(x — )7, Dpe(€) — pE)(@x(E)) — () pi(E)]dE,

0

ai=p [ [ sinlkx = ) 0e) — pOAPEN — (D Oprrded,

One has
1. The spectrum of L is given by o(L) = o(L*) = {k? : k € N*}.
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2. For k > 1, the eigenvalue k* of L is simple if and only if I(p,q) # 0. In this case, ®1 ; and
&, i are an eigenfunction and a generalized eigenfunction of the operator L associated with the
eigenvalue k?, more precisely

_ k2 =
{(L K2Id)® ) =0, 27)

(L — k*1d) Py = [ P14

3. For k > 1, the eigenvalue k2 of L is double if and only if I (p,q) = 0. In this case, 1 x and ®; x
are two eigenfunctions of the operator L associated with the eigenvalue k?, that is for i = 1,2

(L — k*1d)®;; = 0.
Lemma 2.3 and Corollary 2.6 in [AK+15] can be adapted easily to prove the following
property.

Property 2.1. Consider the families

Bi= {14,y ke N*) and B* = {oF, 0%, (ke N},

Then

1. The sequences B and B* are biorthogonal Riesz bases of L*(0, 1t)2.
2. The sequence B* is a Schauder basis of H} (0, ) and B is its biorthogonal basis in H~*(0, 7).

2.2 Duality

As it is well known, the controllability has a dual concept called observability (see for
instance [AK+11a], [Cor07, Th. 2.44, p. 56-57]). Consider the dual system associated with
System (1.1)

=010 — 0xx0 + AZ (—0x(p(x)0) + q(x)0) =0 in Qr,
6(0,-)=6(m,)=0 on (0,T), (2.8)
o, T)=6° in (0, ),

where 0° € L2(0, 7t)%. Let B the matrix given by

B(;)

The approximate controllability is equivalent to a unique continuation property:

ProrosiTioN 2.3. 1. System (1.1) is approximately controllable at time T if and only if for all
initial condition 6° € L2(0, 7t)? the solution to System (2.8) satisfies the unique continuation

property
1,B*0=0in Qr = 0 =0in Qr. (2.9)

2. System (1.2) is approximately controllable at time T if and only if for all initial condition
6° € Hy (0, )* the solution to System (2.8) satisfies the unique continuation property

B*3,0(0,t) = 0in (0,T) = 0 = 0in Qr. (2.10)
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The null controllability is characterized by an observability inequality:

ProrosiTion 2.4. 1. System (1.1) is null controllable at time T if and only if there exists a
constant Cyps such that for all initial condition 6° € L*(0,)? the solution to System (2.8)
satisfies the observability inequality

1000) . g0 < Cons || [10B* 0P, @11)
Qr

2. System (1.1) is null controllable at time T if and only if there exists a constant Cops such that
for all initial condition 6° € H}(0,7)? the solution to System (2.8) satisfies the observability

inequality
T

HG(O)H%(QH)Z < CobsL IB*0,0(0, t)|%dt. (2.12)

3 Proof of Theorem 1.1

In this section, we first establish the moment problem related to the null controllability
for System (1.1) and then we will solve it in section 3.2. The strategy involves finding an
equivalent system (see Definition 3.1) to System (1.1), which has a associated quantity I
satisfying "some good properties".

3.1 The moment problem
Let y° := (y),y9) € L*(0,m)*. For i € {1,2} and k € N*, if we consider 6° := ¥ in the
dual System (2.8), we get after an integration by part

JJ U(x, t)]le* G(X, t)dxdt = <y(T), ‘I’;Ijk>L2(0,n)2 — <y0, 8(0)>L2 (0,7)2-
Qr

Since B* is a Riesz basis of L2(0, 7t)?, System (1.1) is null controllable if and only if for all
y° € L*(0,7)?, there exists a control v € L*(Qr) such that for all k € N* and i € {1,2} the
solution y to System (1.1) satisfies the following equality

Jf v(x, t)1,B*0;(x, ) dx dt = —(y°, 0;x (0))r2(0,2)2 (3.1)
Qr

where 0; is the solution to the dual system (2.8) with the initial condition 6° := P .
In the moment problem (3.1), we will look for a control v of the form

o(x,t) = D) oN(T — 1) + f@(x)o@(T — t) for all (x,t) € Qr, (32)
with oM, 0?2 € 12(0,T) and 1), f? € 12(0, n) satisfying

Supp (f(l)) , Supp (f(2)> Cw.

The solutions 01 x and 0 to the dual System (2.8) with the initial condition <I>i" . and <I>;‘ ‘
are given for all (x, t) € Qr by

{ 01(x,t) = e ¥ T (27, () — (T = D(p, 9)23,(x)),

2 (3.3)
Ork(x,t) = e FT=Dd% (x).
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Plugging (3.2) and (3.3) in the moment problem (3.1), we get for all k > 1
T 2
7O [ o a2 [ e a
2 T 2
~L(p, ) fV O v(l)(t)te’k Ldt —Tu(p, q) £ L 0@ (Hte ™ dt

—e Ty~ Th(p, ), |
T T
O | o0 e g [ 0P @ ar = e Ty,

where f(i), ;(i) and y?k are given for all i € {1,2} and k € N* by

1= [ 0w, 1= [ 0w, G4

and
ygk =y’ ‘I);ljk>L2(O,n)' (3.5)
In [FCGBT10], the authors prove that the family {elrk =e Rt ey = te*kzt}k : admits a
>

biorthogonal family {g1k, g2k }k>1 in the space L%(0,T),ie. a family satisfying

LT eixq;i(t)dt = 6;0,, Vk,1=1, 1<i,j<2 (3.6)
Moreover for all ¢ > 0 there exists a constant C, v > 0 such that
lgiklizor < Cere®, Vk=1, i=12 3.7)
We will look for (") and v of the form

o0 (t) = Y (ol qui(t) + o) qai(t)}, i=1,2. (3.8)

k=1

Thus the moment problem (3.1) can be written as
Al,kVLk + AZ,kVZ,k =F;, forallk>1, (39)

with for all k € N*

7@ _ n )
Al,k — ( fk fk ) , A2,k — < Ik(P/ q) Ik(Pl q)fk > , (310)

M @
A 0 0
5D 5D
Vig = }2’; ; Vo= | (3.11)
U1k Oy k
and
—K2T 0 0
—e — TL(p,
Fy = ( (s = The(p 010 ) ) (3.12)
7k2T 0
Yok

The next sections will be devoted to solving problem (3.9) and prove that the corresponding
solution vV, v(® belongs to L2(0, T).
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3.2 Resolution of the moment problem

In this section, we will prove the null controllability of System (1.1) at any time T
when the supports of p or g intersects the control domain w. In [GBT10], the authors obtain
the null controllability of System (1.1) at any time under Condition (1.4), so we will not
consider this case and we will always suppose that |[p| > C in @ for a positive constant C
and an open subinterval @ of w.

Let us first introduce the following notion of equivalent systems.

DerintTION 3.1. Let p1, p2 € WL (0, ) and g1, g2 € L (0, 7t). Consider the systems given for
ie{1,2} by

For given y° € L?(0,1)?, v € L>(Qr),
Find y := (1, y2) € W(0, T)? such that :
) Ory1 — Ot = 1,0 in Qr, )
Ory2 — Qw2 + pi(x)0xy + qi(x)y1 =0 inQr,
y(0,-) =y(m,-) =0 on (0,T),
y(-,0) =y° in (0, 7).

We say that System (S,) is equivalent to System (S>) if System (S;) is null controllable at
time T if and only if System (S>) is null controllable at time T.

Let us present the main technique used all along this section. Suppose that System (1.1)
is null controllable at time T'. Let v a control such that the solution y to System (1.1) verifies
y(T) = 0in (0,m) and wy := (a,B) a subinterval of w = (a,b). Consider a function 6 €
W2 (0, mt) satisfying

0 =1x; in (0,a),
O=x, in(B,m), (3.13)
6] > x5 in (0,7),

with x1, k2, k3 € R%. Thus if we consider the change of unknown
:/V\ = (:/V\lry2) with 91 = 9’1y1, (3.14)
then  is solution in L2(0, T; Hj (0, 7)) n C([0, T]; L?(0, 7)?) to the system

5t?1 - axxy\l = ]lw{)\ in QTr
(ityz — awiyz +poxih + 4y =0 in Qr, (3.15)
y(0,-) =y(m,) =0 on (0,T),
7(-,0) = 1o in (0,7),
where the initial condition is 7 := (07'y?,y9) € L*(0, m)?, the control is 0 := —dx (0 )y1 —

20,(671)0y1 + 6710 € L2(Qr) and the coupling terms are given by

pi=r0, (3.16)
7 := pox0 + q0b. '

Since 6 is constant in (0, 71)\wo, we have

Suppv < w x (0,T).
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Since y is controlled, then  also. The converse is clearly true: starting from the controlled
System (3.15) the same process leads to the construction of a controlled solution of System
(1.1). Thus through the change of unknown (3.14), following Definition 3.1, Systems (1.1)
and (3.15) are equivalent.

The next main result of this section is Proposition 3.1 that will be introduced after some
lemmas. The first of them is the following.

Lemma 3.1. Let p € WL (0,1) n W2 (w) and g € L*(0, ) n WL (w) with |p| > C in an open
subinterval © of w for a positive constant C. There exists a subinterval wy = (o, ) < @ and a
function 6 € W2 (0, ) satisfying (3.13) such that System (1.1) is equivalent to System (3.15) with
g = 0 in wq. Moreover for all € > 0 the interval wy can be chosen in order to have for all k € N*

I(p,q) = 1(p, D)l < ¢ and |Ik(p,q) — L(p,g)| < e (3.17)
Démonstration. Letwy := (@, B) be aninterval strictly included in @ := (4, l;) and 6 € W2 (0, )
satisfying
pox0+g0 =0 inwy,
f=1 in (0, 1)\@, (3.18)
6] > C in (0,m),

for a positive constant C. In the intervals (4, a] and [, E), we can take 0 of class C® in order to
have 6 € W2 (0, 7t). Thus the function 6 verifies (3.13) and, following the change of unknown
described in (3.14), System (1.1) is equivalent to System (3.15) with § = 0 in wy (see (3.16)).
The estimates in (3.17) are obtained taking the interval wy small enough. O

Let us first study System (1.1) in a particular case.

Lemma 3.2. Consider p € WL (0,7) n W2 (w) and g € L*(0, 1) n WL (w). Let us suppose that
p = C e R* and q = 0 in an open subinterval ® of w. Then System (1.1) is equivalent to a system
of the form (3.15) with coupling terms p, § satisfying

\Ik(p,q)| > C/k®, Vk € N*,
To prove this result we will need this lemma:

Lemma 3.3. Let (uy)ken* be a real sequence. Then there exists k € R¥ such that for all k € N*
lug + x| = 1/k%.

Proof of Lemma 3.3. By contradiction let us suppose that for all k € R there exists k € N*
such that for all k € N*
lug + x| < 1/k%.

Then

R < | (e — 1/, ue + 1K), (3.19)
keN*

The convergence of the series >y« 1/k> implies that the measure of the set in the right
hand-side in (3.19) is finite and leads to the conclusion. O
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Proof of Lemma 3.2. Let (@, f) an open subinterval of @ with & and f to be determined later,
x € R* and 6 € W2 (0, ) satisfying

{ 6=1 in (0,7)\(a, B),

(3.20)
6=1+«x¢ in(a,B),

where

& = sin? (_n(ﬁx—aoc)) in (a,B).

In particular, we have 6 > 1in (0, 7). Let k € N*, §; := 0~'y; and 7 := (#1, y2) the solution
to System (3.15). For System (3.15) the quantity I; defined in the introduction is given by

PR o1,
Lp = | G- zaped
I(p, q) + €k,

with p, 7 given in (3.16) and i defined by

1 (* )
Ji == 5 aX<5)(Pk'
Then, after a simple calculation, we obtain

2n
(B—ay
(2 + 7% (2k — 7%)

Let n € N* and ¢ an algebraic number of order two satisfying

Tk

sin(k(B + a)) sin(k(f — @)). (3.21)

a
—-<{<
n n+1

Let us take a :=nfand  := (n + 1)¢. Thus @, $ € (a,b) and

and ¢ # %foralljeN*.

k(B+a)=k(2n+1)¢{ and k(B —a) = k¢. (3.22)

Moreover
2n

2n

‘Zk + x |2k — < RK?,

with R > 0. Since ¢ is an algebraic number of order two, using diophantine approximations
it can be proved that
inf(j|sin(j0)]) > 7, (3.23)
=

for a positive constant y (see [AK+15]). The expressions (3.21)-(3.23) give

21 )/2

(B—a) R@2n+ 1k

|kl = (3.24)

Using Lemma 3.3, there exists k € R¥ satisfying

L(p,q)
k

+ K’ > 1/k>.
Combining the last inequality with Estimate (3.24),

k(,9)| = lk(p,9) + xJi| = Ji/k* = C/K°.
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The next lemma is proved in [AK+15] but, for the sake of completeness, we will include
the proof in the appendix A.

Lemma 3.4. There exist functions f, f2) e L2(0, i) satisfying

Supp (f1), Supp (f®)

and such that for all k € N*

. 1 2 C
min{ V] 1571} = 5

c (3.25)
21) (2 2) (1
Bl = £ - RO £ =
where for i € {1,2} the terms fk(i) and fk(i) are given by
0= J FOx)pr(x)dx and £ = J £ (x) cos(kx)dx. (3.26)
0 0

With the help of Lemma 3.4, we deduce the following proposition:

ProrosrTioN 3.1. Consider p € WL (0, 1) n W2 (w) and g € L*(0, 1) n WL (w). Let us suppose
that |p| > C in an open subinterval @ of w for a positive constant C. Then System (1.1) is equivalent
to a system of the form (3.15) with coupling terms p, q satisfying Condition (1.10), To(p, ) = 0 and

C ~~; C ~ o
[det Ai| > 7 lx(P, )| = 2 1P )| Yk e N¥, (3.27)

where Cy and C, are two positive constants independent on k (the notion of equivalent systems is
defined at the beginning of Section 3.2).

Démonstration. Using Lemma 3.1, without loss of generality, we can suppose that g4 = 0 and
|p| > C in a subinterval @ of @ for a positive constant C. If d,p = 0 in &, Lemma 3.2 leads to

\Le(p,q)| = C/K®, Vk e N*,

which implies that Condition (1.10) is satisfied and the right hand-side of inequality (3.27)
is negative for some appropriate constants C; and C,. Otherwise, let (@, ) < @ such that
Oxp > Cin (a,B) or dyp < —C in (o, B) for a positive constant C.

The rest of the proof is divided into three steps:

(i) In a first step we will see that System (1.1) is equivalent to a system with coupling
terms p, g satisfying

p.q) = Ln{q - %Oxp} # 0.

(if) We will show in a second step that we can suppose that System (1.1) is equivalent to
a system with coupling terms p, g such that for a positive constant C

IIx(p,q)| > C for all k € N* satisfying pg) non-constant.

(iii) Finally, in a third step, we will prove that System (1.1) is equivalent to a system which
fulfills the three conditions described in (3.27).
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Step 1: Assume that I(p,q) = 0 and consider 6 € W2 (0, 7) defined in (3.20), with « := 1.
We remark that |6] > 1. If we consider the change of unknown described in (3.14), then for
all k e N*, using the definition of I;, we obtain

o 1 1
L(p) + [ 150Ep — 3E0p) gl

= L(p.q9) +Jx(p,9),

=
)
<
3
)
S~—
[

where

B
) = 5 | (Op - )1~ cos(2kldx
p
kjc:o i L {ax(g)p - Eax(P)}dx

B
_ _%Léé‘x(p)dx = J(p,q)-

1 (x — a)
, > —inf |0 sm2< )dx
J(p.q)] n(mﬁ)l <P ) f-a

1 271 (x a))

= — inf |0, 1 — cos dx
2n<a>‘ p|a{ ( p— }

_ G-

= = inf [0yp| # 0

We recall that Iy (p, ) — I(p,q) = 0. Thus we obtain It(p,q) — I(p,q) # 0.

Step 2: Let us now assume that I(p,q) # 0. Using Lemma 3.1, up to the change of unk-
nown (3.14) we can also suppose that 4 = 0 in an open subinterval @ of @. Moreover, by
(3.17), the function 6 and @ can be chosen in order to keep the quantity I different of zero.
Let (o, B) € @ such that |p| > C > 01in (a,p). Since I(p,q) # 0 and It(p,q) — I(p,q), there
exists kg € N* such that |It(p,q)| > C for a constant C > 0 and all k > k. Let us define the
set

So :={k e N* : It(p,q) = 0 and p@, non — constant in («a, )}

and M := #S; < o0. Let 6 € W2 (0, i) satisfying
0=1+3" &,
Eme W2,(0,m), forall me {1,.., M},
Supp(ém) S (a,8), forallme{1,.., M},
6] > C >0,

where &, ..., Eu are to be determined. Again, if we consider the change of unknown (3.14),
then for all k € N*, using the definition of I, we obtain

I M o(F1 1 )
L(p.q9) = Iipq) + Zzl {Eax(ém)l’ - EgmaX(P)}ﬁokdx
M
= I(p,q) + X Jnk(p.9)-

m=1
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The goal is to choose the functions &, ..., &y such that for a constant C > 0 we have | [y (p, 7)| >
Cforall k e N* satisfying ppy non-constantin («, 8). We will construct &, ..., Ep from &; until

Em-
Let k € Sp and consider (f,&1) € WL (a, ) x W2 (a, B) a solution to

%ax(él)p - %&@(P) =h in (o, p),
&i(a) = &1(B) = dx&a(a) = ox&a(B) = 0.

This system is equivalent to

&1(x) = p(x) J: 2;7J;1((ss)) ds, forallxe (a,pB),

F2fi(s) ,
J TS R

file) = fi(B) = 0.

We remark that we need that p € W2 (a, ). Finding a function f; satisfying

2 $
gg@:Omdm@m=Lﬁ@ﬁ@ﬁ¢a (3.28)

is equivalent to finding a function g := 2f1/p? satisfying

B
fi(@) = fi(p) =0, f

B B
2@ =515 =0, | @E©ds=0and | g # 0
Let k1 € R and define for all j € N* and all x € («, 8)

2nj(x — )
i)

Using the fact that pgy is non-constant in («, §), without loss of generality, we can suppose

that N <a+ﬁ;a>p<a+ﬁ;a> £ o <a+3(ﬁ4—a)>p(a+3(ﬁ4—a)>,

otherwise we adapt the interval (a, §) at the beginning of Step 2. We deduce that the function
hi of L?(a, @ + (B — a)/2) defined by

gl/]'(X) 1= K1 sin (

he: (qa+(B—a)2) — R
s = PAS)pr(s) —pP(B+a—s)pr(B+a—s)

is not equal to zero in (a, &+ (B — a)/2). Since (g1,j) jen+ is a Riesz basis of L?(a, a + (B — a)/2),
there exists j; € N* such that

+H(p—a)/2
[ s@ P60 1+ a - 99 +a—9)]ds 0.
Moreover, using the fact that
81,j1 (S) =8Lj (.B +ta— S) Vs e (ara + (;8 - a)/Z),
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we have
B

a+(f—a)/2
[ snoreaies - g@R0000

a a+(p—a)/2
Thus

2
in (3.28), we obtain

Plugging g1 := g1,;, and f; :=
p 2mji(s — a)
- ; 2! 2 2
]m@#%—2f5m< F—a )M®¢A®%¢O-
We have also for all j € N*

G <2nj1(s—az)
sin [ ————=

L bl (o

hmm=%f

[

We fix k1 in order to have

1
stMW<mewM»

ieN* GN*\SU

Let m € {2,.., M} and let us assume that &y, ..., &,,—1 are already constructed. Consider
the set

m—1
Sm—1:={keN*:L(p,q) + Z Jix(p,q) = 0 and ppy non — constant in (a, )}
j=1

If S,—1 = @, then we take &,, = 01in (0, 7). Otherwise, let k € S,,_1 and consider (fu, &) €
WL (a,B) x W2 (a,B) a solution to

%aX(ém)P - %Emax(p) = fm in (a,ﬁ),
Em(a) = gm(ﬁ) = axgm(a) = axém(,g) =0.

This system is equivalent to

Em(x) = p(x) JX 2fu(s) ds, forallxe (a,p),

a P(s)
ﬁzm@)s_
Lﬁ@d_a

fm(a) = fu(p) = 0.

Let x,, > 0. Again, there exists j,, € N* such that the function f,, given for all x € (a, §) by

fm(x) o= %n sin (W) p<x)2

is solution to this system. Then, we obtain

P i (s —
o) = 2 [[sin (ZLEZY sy o7,
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The last quantity is different of zero for j = k. Let us fix «,, in order to have

1 .
sup |Jmi(p,q)| < = inf

ieN* 2 ieN*\Syn_l

m—1
L(p.q) + Y. Ji(p.q)|-
j=1

Thus, after constructing the functions &, ..., &y, the obtained functions p and 7 are such that
\Ic(p,q)| > C for all k € N* satisfying ppy non-constant in («, ),

where C is a positive constant which does not depend on k. If |It(p, )| > C for all k € N* and
a positive constant C, then Condition (1.10) is satisfied and the right hand-side of inequality
(3.27) is negative for some appropriate constants C; and C».

Step 3: Assume that there exists m € N* such that

|Ik(p,q)| > C > 0 for all k € N*\{m},

Lu(p,q) =0, (3.29)
p@m constant in (a, B).

Again, using Lemma 3.1, up to the change of unknown (3.14) described at the beginning
of the section we can also suppose that g = 0 in a subinterval («, f) of @. Moreover, using
(3.17), this change of unknown can be chosen in order to keep the property: |Ix(p,q)| >
C > Oforall k € N*\{m}. Let m € N* such that I,,(p,q) = 0 and pe, is constant in («, 8),
otherwise we argue as in Step 2. Let 0 € W2, (0, =) satisfying

6=1+& in(0,m),
e W2 (0,m),
E=&,eR*in (0,a),
E=0in (B,m),

|6] > C > 0.

Again, if we consider the change of unknown described in (3.14), then for all k € N*

I P 1 1 )
LBA) = Lip)+ | (G0Op+ e - zEp)odds
= L(p.q) + Je(p,q)-

We will distinguish the cases I, (p,q) = 0 and I, ,(p,q) # 0 (see (1.8) for the definition of
this quantity) for the new control domain w := (a, 8).

Case 1: Assume that I, (p,q) = 0.Let (§,h) € W2 (a, B) x WL (a, B) be a solution to the system

N |—

«(
(B) = dxé(a) = 0xE(B) =0,
&(a) = &, € R*,

(a5
—

p—3&0(p)=h in (o, B),

oy
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This system is equivalent to

( E(x) = —p(x) Sfj f}h(z;ds for all x € (a, ),
B 2h(S _ =&
So 32 p (S ~ @’
_ —éaaxp(a)
he) = ——5—
| h(B) =0
Taking into account that I, ,,(p,q) = 0,9 = 0in (a, ) and pp,, = yin (a, B) fora y € R¥,
one gets
S| VP (& Y*Ea
m\fr zéaf __ax idx-i‘—J ax<—)dx:— # 0.
Ju(p, ) =3P 7], %5 2p()

Let &, and h be such that

1
su )| < = inf |I(p,g)|.
sup [f(p)l < 3, inf | 1k(p. )

Then |It(p,q)| > C for all k € N* and a positive constant C. Thus Condition (1.10) is
satisfied and the right hand-side of inequality (3.27) is negative for some appropriate
constants C; and Cs.

Case 2: Let us now assume that I, ,(p,q) # 0. Then Condition (1.10) is verified. In this case,
we recall that, in the moment problem described in the last section, we have

det Aty = f(1)f(2) f~n(12)fn(11)r
1) (@ F1) 2(2) . . . . .
where f,/, f,, fn’ and f,;” are given in (3.4). Since pg,, is constant in (a, ), the
function ¢, of Proposition 2.1 reads for all x € (a, §)

Vi) = i [ sinln(s — ) p(E)pn() ~ g OpuledE

ml
= Tm(Pm(x) - \/;Ela,m(p/ q) COS(mx),

with
1 s
iz a3 [ oSt pm ) - AEDpu(NE
We deduce that

1l
detAy, = —\Eala,mm Do = R0,

where f,,(ll) and J?,,(IZ) are given in Lemma 3.4. Using Lemma 3.4, we obtain detA; ,, # 0.
Thus, for C; small enough (3.27) is true for k = m and, for all k # m, the right hand-side
of (3.27) is negative for C, be enough.

We conclude this proof remarking that, in each case, there exists C > 0 and ko € N* such
that, for all k > kg, we have

k(P )| = C/K®,
which implies that Ty(p, 7) = 0. O
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We recall that Ty(p, 9) is given by

in(— log [I(p, q)| , — log |Lux(p,
To(p,q) :zhmsupmm( og llk(p q}zl 08 Lo (P, 9)1) (3.30)

k—o0

Before to prove Theorem 1.1, we will establish the following proposition which is true
not necessary in the case where the coupling region intersects the control domain.

ProrosiTiON 3.2. Assume that Condition (1.10) holds, T > Ty(p, q) and, for positive constants Cy
and C,,

C C
det Avi| = = Lok (p, )| = e (p,q)] (3.31)
Then System (1.1) is null controllable at time T.

Démonstration. We will use the same strategy than [AK+15]. Let ¢ > 0. Using the definition
of the minimal time Ty(p, ) in (3.30), there exists a positive integer k, for which

min {log Li(p,q)| ", log \Ik(p,q)\_l} <KX (To(p,q) + &), Yk > k.. (3.32)

The goal is to solve the moment problem described in Section 3.1. We recall that we look for
a control v of the form (3.2) and (3.8) with f(1) and f(® defined in Lemma 3.4. We will solve
the moment problem (3.9) depending on whether k belongs to A1, A, or Az, where

Ay = {keN*:I(p,q) # 0, Lk(p,q) # 0},
Ay = {keN*:I(p,q) #0, Lx(p,q) =0},
As = (ke N 1pq) = 0, Lu(p,q) # 0}
Case 1: Consider the case k € A; with k < k,.
Let us take
o =0

The moment problem (3.9) becomes

F00) — 1lp, ) f o) = —e T (40, — Thi(p, )3, ),

(1) _e— kT 0
fk Up = Yo

Since Ix(p,q) # 0 and using the estimate of fk(l) and fk(z) in Lemma 3.4, the last system has
a unique solution

0
o =~ T
o (3.33)
1 T 1) ¥
vé,k) Ik(ep D ) <y1k le(p’ )ka fk( )f<21k)> .

Moreover, since the set of the k considered in this case is finite, we get the inequality

(@)

k2 .o
k| < Cee ™ TNy lizmp, i j=12. (3.34)

[o

Case 2: Let k € Ay such that k > k. and |I;(p, q)| " < eF*(To(pa)+2¢),

@ _ (2)

As in the previous case, we take (2

=0, = 0 and the moment problem (3.9) has a unique
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solution, given by (3.33). Thanks to the property of 1} (see (2.6)) and Lemma 3.4, we get for
i = 1,2 the following estimates

~n. C
1=, 1R < £ 1y < Cllyolizonye, Yk € N¥. (3.35)

Thus, using the assumptions on k, we obtain
1 , —(T—¢
011 < CRe T3 20,02 < Ce™ T30 2 0,0,

C.e—(T —e)k?
&

Ik(p, q) 181202 < Cfei(T*Toi%)kzH]/OHLZ(O,n)z,

| 1,k| =

where C. is a constant which is independent on k and y°.
Case 3: Consider now k € A; such that k > k., and |Ik(p,q)\71 > ek (To(pa)+2¢)
This implies with (3.32) that

Lk (p, q)lfl < L (To(pg)+e) (3.36)

The two last inequality lead to

—ek? |

Ik(p, q)| < e™ |Lox(p,9)] -

Combined with inequality (3.31), taking k, large enough, we get
det A1 | > Coe™ |Lx(p, )|, (3.37)

with C, independent on k. To solve the moment problem (3.9), we take here

1 _ (2 _
Uy =0y = 0.

Then the moment problem (3.9) reads A1 x V1 = Fi. Since detA; . # 0, the inverse of A is
given by

@ _7@
(Arg) " = (det Arp) ™! ( O ) :
k k
We deduce that the solution to the moment problem (3.9) is

o) = 2 (—fPW, + (Th(p, ) 7 + F)v3 b

o = Lo (FOY), — (Th(p ) £ + TV,

The last expression together with (3.36) and (3.37) gives
0] < Coe™ T2 40 g o, i=1,2, (3.38)

Case 4: Let us consider k € A,.
If k < k., we can argue as in Case 1. Let us suppose that k > k.. In this case, I,x(p,q) = 0,
Ii(p,q) # 0 and inequality (3.32) reads |Ix(p, )| " < e"(To(P4)*<) We take here

@ _,@

Uik = Yok
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and the solution of moment problem (3.9) is given by (3.33). We get

@

" < Cge—kz(T—To(p,q)—k) H]/OHLZ(O,n)Zz i,j=1,2.

o

Case 5: Let us now deal with the case k € As.
We recall that It (p,q) = 0, [1x(p,q) # 0 and inequality (3.32) reads

Lok (p, q)| 7" < € Tolpa+e), (3.39)

The moment problem (3.9) is now A; V1 = Fx with Ay and Fy given in (3.10) and (3.12),
respectively. From (3.31), the matrix A; ; is invertible and

(1) _ =1 - 2.0 720

1k = det A Uk Vi T Yors
() _ ¥ 1,0 7M. 0
Oy = deran Ui VxS ol

Using inequalities (3.31) and (3.39), we obtain estimate (3.38).
Conclusion:
We have constructed a control v of the form (3.2) and (3.8), which satisfies

‘U(i)

Sl<Ce D e RA=TeN=3 0 o, i, j=1,2, ke N¥,

k=1

The last inequality, the estimate (3.7) of g;x and the expression (3.8) of v® (i =1,2)lead to

< Core ¥ T-Tolpa)—4e) -1 2

va
L2(0,T)

Thus, taking

T — To(p,
ee(O, Z(P‘i))/

we have the absolute convergence of the series defining v*) and v® in L?(0, T). This ends
the proof.
O

Proof of Theorem 1.1. Using Proposition 3.1, System (1.1) is equivalent to a system with cou-
pling terms p and 7 satisfying Condition (1.10) and (3.31). Proposition 3.2 leads to the null
controllability of System (1.1) when T > Ty(p, 7). We end the proof of Theorems 1.1 remar-
king that To(p, ) = 0.

O

4 Proof of Theorem 1.3

4.1 Positive null controllability result

Before studying the case where the intersection of the coupling and control domains
is empty, we will first rewrite the function ¢ given in Proposition 2.1.
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Lemma 4.1. Let k € N*. Consider the function ;' defined in Proposition 2.1. If we suppose that
Condition (1.11) holds, then for all x € w

Vi (x) = Tepr(x) + g (x) forall x € w,
where

wimat (37 || coskORPERED - Aol

e(x) = _@ L " sin(k(x — &))gu(E)dE — \/g %Ia,k(p, g) cos(kx).

Démonstration. Since p = q =0 in w, we get for all x € w,

00 = am - D [Cintrix - )u(©) ds

a

- sink(x — £)[2 (P9 () — (E)pelE)ee.
O

and

Proof of Theorem 1.3. We will follow the strategy of [AK+15]. Assume that Conditions (1.10)
and (1.11) hold. Consider the functions f) and f® defined in Lemma 3.4 and the matrix
Ay given in (3.10). Let k € N*. We recall that, in this case, we have

det Ay = fVFE — fP £,

where, fori =1,2, f, @ and f, £ are defined in (3.4). Since Supp (@) < w, using the expres-
sion of ¢ given in Lemma 4.1, we obtain

O =f+ [ FOw )

where for all x € w

I(p,q) *
) = =22 [ it — (e — [ o) costh).
We deduce that

detAy, = f? J 0 () gelw)dx — £ f @
Ik(p’ ( 2’J ffm x) sin(k(x — £))x(£)de dx
5 [ 7@ wsintets - )pu(eex)
—\/g %Ia,k(rbq) (FO£2 =72 1),
where £ are defined in (3.26). Since the integrals

fff Jsin(k(x — £))pi(€) de d

are uniformly bounded with respect to k and i, we conclude with the help of Lemma 3.4.
We deduce that Condition (3.31) holds. Thus, using Proposition 3.2, System (1.1) is null
controllable at time T.
O
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4. Proof of Theorem 1.3

4.2 Negative null controllability result

Let us now prove the negative part of Theorem 1.3 with the strategy used in [AK+15].
Suppose that T < Ty(p, q) and System (1.1) is null controllable at time T. Using Proposition
2.4, there exists a constant Cpps > 0 such that for all 6° € L?(0,7)?, the solution to System
(2.8) satisfies the observability inequality

16(0)[? < Cobsf |1,B*0*dxdt. @.1)

2Omn2 S
Qr

Using the Definition of Ty(p, q) (see (1.12)) there exists a sequence (k,)uen+ < N satisfying:
Ikn (p’ q) ! D

in (1 I , -1 1
To(p,q) = lim min (log |I, (p,q)""|,log

n— 0 k%

. 4.2)

Let us fix n > 1 and 6 := a,%*, +b,®F, with (a,,b,) € R* to be determined later and

$* ,®* the eigenfunction and generalized eigenfunction associated with k2 given in Pro-

position 2.1. If we denote by 0" the solution to the dual System (2.8) for initial data 6",
then
0" (x,t) = e T =D{a, &% + (b, — (T — D), (p, 9)an) %, },

thus we have

A 1= 10"(0) Py e = €57 {Iu P, 2+ o + (b0 — Tl (p, )2)*

T
Ay = J J |1,B*0" *dxdt = f fe*z"ﬁf
0 )
Qr ¢

The observability inequality (4.1) reads

and

anr, (x) + (by — th, (p, 9)an) Pk, (x)|2 dx dt.

Al,n < CobsAZ,n- (4:3)
By choosing a,, := 1 and b,, := —1y,, we get
A, = e T (4.4)

and the expression of ¢¥ (x) given in Lemma 4.1 leads to

T nnl
.[o Le*Zkﬁt —\/;k—nlu,kn(p,q)cos(knx)
2

1 X
(P9 fo sin (ku(x — &)) @, (£) dE — ty, (p, )x, (x) | dxdt

Cllak, (P q)* + I, (P 9)?)-
Let ¢ > 0. Equality (4.2) implies that there is k. € N* such that for all k, > k.

max (|Ia,k,, (p. ), |, (p, q)lz) < e 2 (Topa)—e),

We deduce that for ¢ := (To(p,q) — T)/2, we get

Az,n

N

Agy < Ce™2(T+e) (4.5)

Thus estimates (4.4) and (4.5) are in contradiction with inequality (4.3) for n large enough.
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5 Approximate controllability of system (1.1)

Theorem 1.2 can be proved with the same argument as in [AK+15], but we propose to
use here the Hautus test given below, as in [BO14] for example.

THeoREM 5.1 (see [Fat66], Cor. 3.3). System (1.1) is approximatively controllable at time T if and
only if for any s € C and for any u € D(L*) we have

L*u =suin (0, m)
=u=0.
B*u=0inw

Proof of Theorem 1.2.
Necessary condition: Let us suppose that Conditions (1.9)-(1.10) do not hold i.e. there
exists ko € N* such that
Ik, (p,9) = Lok, (p,q) = 0
and

(Supp(p) v Supp(q)) nw = 2.
Then the function 4);("0 of Lemma 4.1 is given by 1/12‘0 = Tg,Pk,- Moreover

0
* * —
P T = ( Px )

is an eigenfunction associated with the eigenvalue k7 of the operator L* and satisfies

B*(®*

ES3 _ .
1k~ T®5) =0inw.

Thus, using Theorem 5.1 System (1.1) is not approximately controllable at time T.
Sufficient condition: Let us suppose that Conditions (1.9)-(1.10) hold. If (Supp(p) v
Supp(q)) N w # & we conclude using Theorem 1.1. Let us now suppose that

\k(p,q)| + |Lox(p,q)| # O for all k e N*

and
(Supp(p) v Supp(q)) nw = @.

If It (p, q) # 0, the set of the eigenvectors associated with the eigenvalue k? of L* is gene-
rated by ¢, (see Proposition 2.1). In this case, we remark that for all k € N*

B*®}, = ¢ # 0in . (5.1)

If I (p, q) = 0, the eigenvectors associated with the eigenvalue k% of L* are linear combi-
nations of ¢}, and ®7,. Let o, f € R and ®* := a®], + &, satisfying

B*®* = 0in w. (5.2)
Using Lemma 4.1, it is equivalent to
(a+ Bti)pr(x) — ‘B\/gila,k(p,q) cos(kx) =0 for all x € w.

Since I,k (p, q) # 0, we deduce that § = 0. Then a = 0. We conclude using Theorem 5.1.
O
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6 Null controllability of System (1.2)

As in Section 3.1, System (1.2) is null controllable at time T if and only if for all e
H71(0,7)% k e N* and i € {1,2} the solution 0, to the dual System (2.8) for the initial data
$¥, satisfies

T
[, 0B 0.01410, 0t =~ 014,011 6.1

0
We recall that, for all k € N*, 0;  and O, are given for all (x,t) € Qr by

O1k(x, ) = () (‘I’fk(x) —(T - t)Ik(p,q)d>;k(x)) ,
Ore(x,t) = e FT-D* (x).

Proof of Theorem 1.4. Again, we will follow the strategy used in [AK+15]. Assume that T >
Ty and Ik (p,q) # O for all k € N*. We will look for the control # under the form

u(t) := Z {u1kqui(T — £) + uppqa i (T — 1)}, (6.2)

keN*
forall t € (0, T), where g1 x and g are defined in Section 3.1. Plugging the expressions of

u, 01 and 0, in Equality (6.1), we obtain the moment problem

W) Pon-1
ax(Pk(O)

2
= —e T

_ e 0 290, o
Uz = m&%#@ww& + Yo PRH-1 1) — <1kT + 6x(pk(0)> Wi Pom-1 0}

Let ¢ > 0. Using the definition of Ty (see (1.14)), we have I (p,q) > Cce ' (T1*9) for all k e N*.
Then, using the estimates (2.6) and (3.35), we get

1| + 1] < Ce T2 0) .

Thus for ¢ < (T — Ty)/2, the control u defined in (6.2) is an element of L2(0, T).

Assume now that T < Ty and Ix(p, q) # 0 for all k € N*. By contradiction let us suppose
that there exists a constant Cyys such that for all 6° € H; (0, 1)? the solution to the dual System
(2.8) satisfies

16(0)12, e < Cots f 1B*0,6(0, )t 63)

Let ¢ = (T7 — T)/2. Using the definition of T, there exists a sequence (k;),en+ such that

I, (p,q) < e 5T+, (6.4)

Let 09 := a,¥, +b,®* with (a,,b,) € R%. We recall that

0" (x,t) = e T =0{a, &%+ (by — (T — Ik(p,9)an)®5, }.
Then, after calculation, we get
16(0 )HHl(OH = e 2T @2y, | y t azky + (by — The(p, 9)a,)°k;)
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and
T T )
f |B*0,0(0,t)*dt = f e 2= 0. (0) + (by — (T — Ik, (p, q)an )k, |*dt.
0 0

For a, := 1 and b, := —dk, (0)/k,, taking into account inequality (6.4) and using the esti-
mate (2.6), we obtain

T
160 > ke ™57 and f |B*0,0(0,t)2dt < CkZe= 2T+,
0

2
H}(0,m)?

Thus for n large enough we get a contradiction with observability inequality (6.3).

7 Comments and open problems

When the control domain and the support of the coupling coefficients p and g is disjoint
in the system

Ory1 — Oxxy1 = 140 in Qr,
Ory2 — Oz + p(x)Oxyr +4(x)y1 = 0 in Qr,
y1(0,) = y1(m, ) = y2(0,-) = y2(mr,-) =0 on (0, T),
yi(-0) =y, y2(-,0) = y3 in (0,7)

(7.1)

(resp. system (1.2)), it is legitimate to ask if the minimal time T (resp. Ty) given in Theorem
1.3 (resp. Theorem 1.4) can be different of zero and finite. For p = 0 in (0, 7t), it is proved in
[AK+15] that for any 79 € [0, 0] there exists a function g € L*(0, ) such that the minimal
time of null controllability Ty(p, q) associated with System (1.1) is given by

To(p,q) = To-

The authors give explicit functions and one can easily adapt them to the case p # 0in (0, ).
In the other hand, the null controllability in the cases T = Ty in Theorem 1.3 and T = T; in
Theorem 1.4 are open problems.

In higher space dimension, even for this simplified system (7.1) (resp. system (1.2)), dis-
tributed and boundary controllability are also open problems. Considering the different
results described in the introduction of the present paper, we can conjecture that the sys-
tem of two coupled linear parabolic equations

at]h = Ayl + 811 Vy1 + 812 Vyz +danyr +any2 + 1,7 in O x (0, T),

Ory2 = Ayo + 01 - Vy1 + 90 - Vo + an1y1 + anip inQ x (0,T), 72)
y=0 on Q) x (0,T), '
y(-,0)=y° inQ,

is null controllable at time T > 0 if there exists an open nonempty subset wy of w such that
|az1| > Cinwy x (0,T) or |gk,| > Cinwp x (0,T), (7.3)
forake{1,.. N}
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7. Comments and open problems

It seems that the main difficulty is to prove a Carleman estimate for the adjoint pro-
blem of system (7.2) under condition (7.3) when the coupling term is a differential operator
(see for instance [Ben+14; Gue07b] and also [DL15] for a different approach). In the one-
dimensional case, we were not able to adapt the strategy developed in this paper in this
general setting.

Appendix : Proof of Lemma 3.4

Proof of Lemma 3.4. Let k € N*. Consider a3, b1, a2, b, € w to be determined later with a; < b;
for i € {1,2} and define the functions

{ f(l) = ]l(m,b])/
f(z) = ]l(flz,bz)'

Thus, for i = 1,2, we obtain

W _ " 0 :E\/z ai+bi\ . bi —a;
ke Lf (X)pi(x) dx = 74/ — sin { k=—— ] sin | k—

@) _ 7 ) _ g a;+b;\ . b, — a;
fe L F9(x) cos(kx) dx L cos (k > sin | k 5 .

A simple computation leads to

_4 2. b1—ﬂ1 3 bz—ﬂz . a2+b2—a1—b1
|Bi| = P\/; sin <k 7 )sm (k 7 )sm <kf>‘ (7.4)

Let n € N* and ¢ an algebraic number of order two satisfying

and

al2n < ¥ < b/(2n + 3).

Let us take a1 := 2nf, by := a1 + 20, a, := a1 + £ and b, := a, + 20. Thus a1,b1,a,, b, € w and
a; < b; fori = 1,2. Furthermore

bl—lll :bz—ﬂz :u2+b2—a1—b1 =2/,
am+b = (47’1 +2)€, (75)
tl2+b2 = (4I’l+4)€

Since ¢ is an algebraic number of order 2, as said in the proof of Proposition 3.2, using
diophantine approximations, there exists a constant y > 0 such that

inf (jlsin(j0)) > y- (7.6)

Combining (7.4)-(7.6), we deduce that

2 4)/3 (1) \/E 2)/2 ) 2 )/2
Br| Z A ——, > A/ ————= and ZAl ==,
1B \/; e PN e TN e e

for all k € N*. O
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CHAPITRE I V

Partial null controllability of parabolic
linear systems

Ce chapitre reprend en grande partie l'article « Partial null controllability of parabolic linear
systems », écrit en collaboration avec Farid AMMAR KHODJA! et Franz CHOULY".

Résumé

Ce chapitre est consacré a la contrdlabilité partielle a zéro des systémes linéaires pa-
raboliques de n équations. Pour un domaine borné donné Q) de RN (N € N*), nous étu-
dions I'effet de m controéles localisés dans un sous-ensemble ouvert non-vide w contrélant
seulement p composantes de la solution (p, m < n). Le premier résultat de ce chapitre est
une condition nécessaire et suffisante lorsque les matrices de couplage et de contréle sont
constantes. Le second résultat fournit, dans un premier temps, une condition suffisante
de contrdlabilité partielle a zéro lorsque les matrices dépendent seulement du temps.
Dans un second temps, a travers un exemple de systéme parabolique 2 x 2 partiellement
contrdlé, nous donnerons des résultats positifs et négatifs de contrdlabilité partielle a
zéro quand les coefficients dépendent de 1’espace.
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1 Introduction and main results

Let Q) be a bounded domain in RY (N € N*) with a C?-class boundary 0€), @ be a no-
nempty open subset of {and T > 0. Let p, m, n € N* such that p, m < n. We consider in this
paper the following system of # parabolic linear equations

oy =Ay+Ay+Bl,u inQr:=Qx(0,T),
y=0 on3r:=0Qx (0,T), (1.1)
]/(0) =Yo in Q/

where yo € L>(Q)" is the initial data, u € L*(Qr)™ is the control and
A e L®(Qr; L(R")) and B € L®(Qr; L(R™,R")).

In many fields such as chemistry, physics or biology it appeared relevant to study the
controllability of such a system (see [AK+11a]). For example, in [CH09], the authors study
a system of three semilinear heat equations which is a model coming from a mathematical
description of the growth of brain tumors. The unknowns are the drug concentration, the
density of tumors cells and the density of wealthy cells and the aim is to control only two
of them with one control. This practical issue motivates the introduction of the partial null
controllability.

For an initial condition y(0) = yo € L%(Q2)" and a control u € L2(Qr)™, it is well-known
that System (1.1) admits a unique solution in W(0, T')", where

W(0,T) := {y € L*(0, T; Hy(Q)), oy € L*(0, T; H*(Q2))},
with H=1(Q) := H}(Q)’ and the following estimate holds (see [LM68])

IYlz e @ + 1Y lcoqoryizyy < CUYolrziyr + lullizgrym). (1.2)

where C does not depend on time. We denote by y(-; yo, 1) the solution to System (1.1) de-
termined by the couple (yo, ).

Let us consider I1, the projection matrix of L(R") given by II, := (I, 0,,—p) (I, is the
identity matrix of £(R?) and 0,,,—, the null matrix of L(R"~7,R?)), that is,

IL, : R" — R?,
WY1, Yn) = (Y1, Yp)-
System (1.1) is said to be

— E,-approximately controllable on the time interval (0, T), if for all real number ¢ > 0
and vy, yr € L?(Q)" there exists a control u € L2(Qr)™ such that

I, y(T; yo, u) — pyrllr2y < e

— E,-null controllable on the time interval (0, T), if for all initial condition yo € L%(Q)",
there exists a control u € L2(Qr)™ such that

ILy(T;yo,u) = 0in Q.
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Before stating our main results, let us recall the few known results about the (full) null
controllability of System (1.1). The first of them is about cascade systems (see [GBT10]). The
authors prove the null controllability of System (1.1) with the control matrix B := e; (the
first vector of the canonical basis of R") and a coupling matrix A of the form

ajl d1p2 013 T 1n
az1 Q2 Qa3 T azn

A= 0 asp asz - azs | (1.3)
0 0 e Onn—1 Ann

where the coefficients a;; are elements of L*(Qr) for all i,j € {1,...,n} and satisfy for a
positive constant C and a nonempty open set wy of w

ai1; =2 Cinwy or —a; =2 Cinwy forallie{1,..,n—1}.

A similar result on parabolic systems with cascade coupling matrices can be found in [AB13].
The null controllability of parabolic 3 x 3 linear systems with space/time dependent co-
efficients and non cascade structure is studied in [Ben+14] and [Maul3] (see also [GBT10]).
If A e L(R") and B € L(R™,R") (the constant case), it has been proved in [AK+09b]
that System (1.1) is null controllable on the time interval (0, T) if and only if the following

condition holds
rank [A|B] = n, (1.4)

where [A|B], the so-called Kalman matrix, is defined as
[A|B] := (B|AB|...|A""'B). (1.5)

For time dependent coupling and control matrices, we need some additional regularity.
More precisely, we need to suppose that A € C"~1([0, T]; L(R")) and B € C"([0, T]; L(R™; R")).
In this case, the associated Kalman matrix is defined as follows. Let us define

Bo(t) := B(t),
Bi(t) := A(t)Bi—1(t) — 0:Bi_1(t) forallie {1,..,n—1}

and denote by [A|B](-) € C'([0, T]; L(R™;R")) the matrix function given by
[AIB(-) i= (Bo(-)|B1(-)|--/Bu1(-))- (1.6)
In [AK+09a] the authors prove first that, if there exists ¢y € [0, T] such that
rank [A|B](to) = n, (1.7)

then System (1.1) is null controllable on the time interval (0, T'). Secondly that System (1.1)
is null controllable on every interval (T, T1) with 0 < Ty < T < T if and only if there exists
a dense subset E of (0, T) such that

rank [A|B](t) = n for every t € E. (1.8)

In the present paper, the controls are acting on several equations but on one subset @ of
Q. Concerning the case where the control domains are not identical, we refer to [Oli12].
Our first result is the following;:
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THEOREM 1.1. Assume that the coupling and control matrices are constant in space and time, i. e.,
Ae L(R")and B € L(R™,R"). The condition

rank IT,[A|B] = p (1.9)
is equivalent to the IL,-null/approximate controllability on the time interval (0, T) of System (1.1).

The Condition (1.9) for I'l,-null controllability reduces to Condition (1.4) whenever p = n.
A second result concerns the non-autonomous case:

THEOREM 1.2. Assume that
AeC"Y([0,T); L(R™)) and B € C"([0, T]; L(R™; R™)).
If
rank IT,[A|B](T) = p, (1.10)
then System (1.1) is I,-null/approximately controllable on the time interval (0, T).

In Theorems 1.1 and 1.2, we control the p first components of the solution y. If we want
to control some other components a permutation of lines leads to the same situation.

Remark 1.1. 1. When the components of the matrices A and B are analytic functions on
the time interval [0, T], Condition (1.7) is necessary for the null controllability of Sys-
tem (1.1) (see Th. 1.3 in [AK+09a]). Under the same assumption, the proof of this result
can be adapted to show that the following condition

there exists ¢y € [0, T] such that :
rank IT,[A|B](to) = p,
is necessary to the IT,-null controllability of System (1.1).

2. As told before, under Condition (1.7), System (1.1) is null controllable. But unlike the
case where all the components are controlled, the IT,-null controllability at a time o
smaller than T does not imply this property on the time interval (0, T). This roughly
explains Condition (1.10). Furthermore this condition can not be necessary under the
assumptions of Theorem 1.2 (for a counterexample we refer to [AK+09a]).

Remark 1.2. In the proofs of Theorems 1.1 and 1.2, we will use a result of null controllability

for cascade systems (see Section 2) proved in [AK+09a ; GBT10] where the authors consider
a time-dependent second order elliptic operator L(t) given by

N N
L(t)y(x,t) = _f,]-Z:1 % (al,j(x, t)j—i/j(x, t)) +i:Zlb,»(x, t)g—i(x, ) +c(x, Hy(x,t),  (1.11)

with coefficients a; j, b;, ¢ satisfying
ai € Woe(Qr), bi,c e L*(Qr) 1<i,j <N,
{ a;j(x,t) = aji(x,t)V(x,t) € Qr, 1 <i,j <N
and the uniform elliptic condition: there exists ag > 0 such that
N
D (x> aol&, V(x,t) € Qr.
i,j=1

Theorems 1.1 and 1.2 remain true if we replace —A by an operator L(t) in System (1.1).
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Now the following question arises: what happens in the case of space and time de-
pendent coefficients ? As it will be shown in the following example, the answer seems to
be much more tricky. Let us now consider the following parabolic system of two equations

oy=Ay+az+1,u inQr,
0z = Az in Qr,
y=z=0 on>r,
y(0) =yo, z(0) =2y inQ,

(1.12)

for given initial data yo, zo € L?({2), a control u € L*(Qr) and where the coefficient a €
L*(Q).

Tueorem 1.3. (1) Assume that a € C*([0, T]). Then System (1.12) is I1y-null controllable for any
open set w = Q) = RN (N e N*), that is for all initial conditions yo,zo € L*(Q)), there exists a
control u € L?(Qr) such that the solution (y,z) to System (1.12) satisfies y(T) = 0 in Q.

(2) Let Q:=(a,b) =R (a,b € R), a € L*(Q), (w)k=1 be the L*-normalized eigenfunctions of —A
in ) with Dirichlet boundary conditions and for all k,1 € N*,

Qg = La(x)wk(x)wl(x) dx.
If the function o satisfies
lagg| < Cre=C* 1 for all k,1 e N*, (1.13)

for two positive constants C; > 0and Cy > b — a, then System (1.12) is I1;-null controllable for
any open set w < ().

(3) Assume that ) := (0,2m) and w < (7, 2m). Let us consider a € L* (0, 27t) defined by
- 1
= Z —2 os(15jx) for all x € (0, 2m).

Then System (1.12) is not I1y-null controllable. More precisely, there exists k1 € {1,...,7} such
that for the initial condition (yo,zo) = (0,sin(kix)) and any control u € L2(Qr) the solution y
to System (1.12) is not identically equal to zero at time T.

We will not prove item (1) in Theorem 1.3, because it is a direct consequence of Theorem
1.2.

Remark 1.3. Suppose that () := (0, 7). Consider a € L*(0, ) and the real sequence (a;)yen
such that for all x € (0, 7t)

)= Z ap cos(px).

p=0
Concerning item (2), we remark that Condition (1.13) is equivalent to the existence of two
constants C; > 0, C; > msuch that, forallp e N,

a,| < Cre™ P,
P
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As it will be shown, the proof of item (3) in Theorem 1.3 can be adapted in order to get the
same conclusion for any a € H*(0,2n) (k € N*) defined by

0
a(x) := Z ]k% cos((2k + 13) jx) for all x € (0,2m). (1.14)
j=1

These given functions a belong to H*(0, 7t) but not to D((—A)*?). Indeed, in the proof of the
third item in Theorem 1.3, we use the fact that the matrix (o) en+ is sparse (see (5.28)),
what seems true only for coupling terms « of the form (1.14). Thus « is not zero on the
boundary.

Remark 1.4. From Theorem 1.3, one can deduce some new results concerning the null control-
lability of the heat equation with a right-hand side. Consider the system
oy=Ay+ f+1,u in(0,7) x (0,T),
y(0)=y(n) =0 on (0,T), (1.15)
y(0) = yo in (0, m),
where 19 € L?(0,7) is the initial data and f,u € L?*(Qr) are the right-hand side and the

control, respectively. Using the Carleman inequality (see [FI96]), one can prove that System
(1.15) is null controllable when f satisfies

e f e [2(Qr), (1.16)

for a positive constant C. For more general right-hand sides it was rather open. The second
and third points of Theorem 1.3 provide some positive and negative null controllability
results for System (1.15) with right-hand side f which does not fulfil Condition (1.16).

Remark 1.5. Consider the same system as System (1.12) except that the control is now on

the boundary, that is
oy =Ay +az in (0,m) x (0,T),
Oz =Nz in (0,7) x (0,T),

(1.17)
y(0,t) =o(t), y(m,t) =z(0,t) =z(m,t) =0 on (0,T),

y(x,0) = yo(x), z(x,0) = zo(x) in (0, 1),

where yo, zo € H71(0, 7). In Theorem 5.1, we provide an explicit coupling function & for
which the IT;-null controllability of System (1.17) does not hold. Moreover one can adapt
the proof of the second point in Theorem 1.3 to prove the I1;-null controllability of System
(1.17) under Condition (1.13).

If the coupling matrix depends on space, the notions of Il;-null and approximate control-
lability are not necessarily equivalent. Indeed, according to the choice of the coupling func-
tion a € L*((), System (1.12) can be II;-null controllable or not. But this system is IT;-
approximately controllable for all & € L*(():

TueoreM 1.4. Let o € L*(Qr). Then System (1.12) is I1y-approximately controllable for any open
set o = Q = RN (N e N¥), that is for all yo,yr,zo € L>(Q) and all € > 0, there exists a control
u € L*(Qr) such that the solution (y, z) to System (1.12) satisfies

ly(T) — ]/THLZ(Q) < e.
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This result is a direct consequence of the unique continuation property and existence /unicity
of solutions for a single heat equation. Indeed System (1.12) is II;-approximately control-
lable (see Proposition 2.1) if and only if for all ¢y € L?({2) the solution to the adjoint system

—0p = A in Qr,
—0h = AP + ag in Qr, (1.18)
(P — 17[} =0 on ETI

O(T) = ¢o, (T) =0 inQ
satisfies
¢=0inwx (0,T) = (¢,¢) =0in Qr.
If we assume that, for an initial data ¢y € L2({)), the solution to System (1.18) satisfies ¢ =
0in w x (0,T), then using Mizohata uniqueness Theorem in [Miz58], ¢ = 0 in Qr and
consequently ¢ = 0in Qr. For another example of parabolic systems for which these notions
are not equivalent we refer for instance to [AK+14].

Remark 1.6. The quantity ay;, which appears in the second item of Theorem 1.3, has already
been considered in some controllability studies for parabolic systems. Let us define for all
k e N*

0
Ik (a) = k-
In [AK+15], the authors have proved that the system

{ Lix(a):= fﬂ a(x)wy(x)?dx,

oy =Ay +az in (0,7) x (0,T),
Oz =A0Az+1,u in (0,7) x (0,T),
(1.19)
y(0,t) =y(m,t) =z(0,t) =z(m,t) =0 on (0,T),
y(x/ 0) = yo(X), z(x,0) = Zo(X) in (O/ 77)/

is approximately controllable if and only if
Ik (er)| + I (er)| # O for all k € N*.

A similar result has been obtained for the boundary approximate controllability in [BO14].

Consider now log (min{[I¢/, 1 4[})
) —log\muny |, |11,k
To(a) := limsup 8 2
k—o0
Itis also proved in [AK+15] that: If T > Ty(«), then System (1.19) is null controllable at time
Tand if T < Ty(e), then System (1.19) is not null controllable at time T. As in the present

paper, we observe a difference between the approximate and null controllability, in contrast
with the scalar case (see [AK+11a]).

In this paper, the sections are organized as follows. We start with some preliminary
results on the null controllability for the cascade systems and on the dual concept associated
to the IT,-null controllability. Theorem 1.1 is proved in a first step with one force i.e. B € R"
in Section 3.1 and in a second step with m forces in Section 3.2. Section 4 is devoted to
proving Theorem 1.2. We consider the situations of the second and third items of Theorem
1.3 in Section 5.1 and 5.2 respectively. This paper ends with some numerical illustrations of
I1;-null controllability and non IT;-null controllability of System (1.12) in Section 5.3.
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2 Preliminaries

In this section, we recall a known result about cascade systems and provide a characte-
rization of the IT,-controllability through the corresponding adjoint system.

2.1 Cascade systems

Some theorems of this paper use the following result of null controllability for the fol-
lowing cascade system of n equations controlled by r distributed functions

ow=Aw+ Cw+Dl,u inQr,
w=0 on>r, (2.1)

w(0) = wp inQ,

where wy € L*(Q)", u = (uy, ..., u,) € L>(Qr)", withr € {1, ...,n}, and the coupling and control
matrices C € C°([0, T]; £L(R")) and D € L(R’,R") are given by

Cii(t) Cpa(t) -+ Cyr(t)
0 Cxn(t) -+ Cyu(t)
C(t):= ) ] N : (2.2)
0 0 Clt)
with
B a(t) ayll) o a0
1 ay(t) aby(b) ay (1)
Cﬁ(t) = 0 1 (1133(1') ag/s,(t) ’
0 0 o 1 al

sieN, Yl ;si=nand D := (es,]...]les,) withS; = 1and S; = 1 + 2;11 sj,1€1{2,...,7} (e is the
j-th element of the canonical basis of R”).

TueoreM 2.1. System (2.1) is null controllable on the time interval (0,T), i.e. for all wy € L?(Q)"
there exists u € L2(Q)" such that the solution w in W(0, T)" to System (2.1) satisfies w(T) = 0 in
Q.

The proof of this result uses a Carleman estimate (see [F196]) and can be found in [AK+09a]
or [GBT10].

2.2 Partial null controllability of a parabolic linear system by m forces and
adjoint system

It is nowadays well-known that the controllability has a dual concept called observability
(see for instance [AK+11a]). We detail below the observability for the IT,-controllability.
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Prorosition 2.1. 1. System (1.1) is I1,-null controllable on the time interval (0, T) if and only
if there exists a constant Cops > 0 such that for all initial data o = (@Y, ..., @p) € L*>(Q)? the
solution @ € W (0, T)" to the adjoint system
—0ip = Ap + A*¢ in Qr,
=0 on2r, (2.3)
@(,T) =gy = (9], ., 5,0,..,0) inQ

satisfies the observability inequality

9(0) 2 g < mf B IR, 0t 4

2. System (1.1) is I1,-approximately controllable on the time interval (0, T) if and only if for all
@o € L?(Q)P the solution ¢ to System (2.3) satisfies

B*¢=0in (0,T) x w = ¢ =0in Qr.

Démonstration. For all yo € L*>(Q)", and u € L2(Qr)™, we denote by y(t; yo, u) the solution to
System (1.1) at time ¢ € [0, T]. Forall t € [0, T], let us consider the operators S; and L; defined
as follows

Si: L2(Q) —  L2(Q)" Li: L2 mo o L2(Q)"
t Q) Q) and (Qr) Q) 25)
yo — y(tyo,0) u —  y(£0,u).

1. System (1.1) is IT,-null controllable on the time interval (0, T) if and only if

Yyo € L*(Q)", Ju € L*(Qr)™ such that

(2.6)
I,Lru = —I1,StYyo.
Problem (2.6) admits a solution if and only if
Im IT,St < Im IT,Ly. (2.7)
The inclusion (2.7) is equivalent to (see [Cor07], Lemma 2.48 p. 58)
3C > 0 such that Vg € L2(Q)?,
ISETT o2 < CILET o2 9
We note that
STIL L2(Q)pF — L2Q) and LITL L2(Q)P — L*Qr)™
o~  ¢(0) po  — 1,B*p,

where ¢ € W(0,T)" is the solution to System (2.3). Indeed, for all yy € L2(Q)", u €
L*(Qr)™ and ¢q € L?(Q)?

ApStyo, poyrzayr = <Y(T;y0,0), 0(T))r2(qyr

T
fo (0ry(s;Y0,0), 9(5))12(0)rds

) (2.9)
+ L Y(8;40,0), 0p(3) )12y ds + Yo, 9(0) 12y

Yo, 9(0))r2(qyr
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and

{pLru, o2y = Y(T;0,u), (T))r2(q):

T
fo 0y (5;0,u), @(s))12(0)nds

. (2.10)
+ L {y(s;0,u), 6t(p(s)>Lz(Q)nds

<I[wBu, (p>L2(QT)n = <1/l, Ile*go>Lz(QT)m.
The inequality (2.8) combined with (2.9)-(2.10) lead to the conclusion.

2. Inview of the definition in (2.5) of St and L, System (1.1) is I ,-approximately control-
lable on the time interval (0, T) if and only if

Y(yo, yr) € L*(Q)" x L2(Q)?, Ve > 0, Fu € L?(Qr)™ such that
ITT,Lru + I, Styo — yrlliqy < &
This is equivalent to
Ye > 0, Vzr € L*(Q)P, 3u € L?(Qr)™ such that
I Lru — z7 20 < €.

That means
I, L7 (L2(Qr)™) = L*(Q).
In other words
ker LTTT3 = {0}.
Thus System (1.1) is IT,-approximately controllable on the time interval (0, T) if and
only if for all gy € L*(Q)?

LI po = 1,B* =0in Qr = ¢ =0in Qr.

O

Corollary 2.1. Let us suppose that for all oy € L>(Q)?, the solution ¢ to the adjoint System (2.3)
satisfies the observability inequality (2.4). Then for all initial condition yo € L*(Q)", there exists a
control u € L*(qr)™ (g7 := w x (0, T)) such that the solution y to System (1.1) satisfies IL,y(T) =
0in Q and

[l 2ggry < V/Cavslyolzaye- (2.11)

The proof is classical and will be omitted (estimate (2.11) can be obtained directly follo-
wing the method developed in [FCZ00]).
3 Partial null controllability with constant coupling matrices

Let us consider the system

oy =Ay+Ay+Bl,u inQr,
y=0 on3r, (3.1)
y(0) = yo in Q,
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where yo € L*(Q)", u € L>(Qr)™, A € L(R") and B € L(R™;R"). Let the natural number s be
defined by
s := rank [A|B] 3.2)

and X < R" be the linear space spanned by the columns of [A|B].

In this section, we prove Theorem 1.1 in two steps. In subsection 3.1, we begin by stu-
dying the case where B € R" and the general case is considered in subsection 3.2.

All along this section, we will use the lemma below which proof is straightforward.

Lemma 3.1. Let be yo € L?(Q)", u € L*(Qr)" and P € CY([0,T], L(R")) such that P(t) is
invertible for all t € [0, T]. Then the change of variable w = P~1(t)y transforms System (3.1) into
the equivalent system

orw =Aw + C(H)w+ D(t)1,u  in Qr,
w=0 on 37, (3.3)

w(0) = wy in Q,
with wg := P~1(0)yo, C(t) := —P~1(t)0;P(t) + P~1(t)AP(t) and D(t) := P~1(t)B. Moreover
ILy(T)=0in Q < ILP(T)w(T)=0in .
If P is constant, we have

[CID] = P7'[A|B].

3.1 One control force

In this subsection, we suppose that A € L(R"), B € R" and denote by [A|B] =: (kij)1<i,j<n
and s := rank [A|B]. We begin with the following observation.

Lemma 3.2. {B, ..., AS"1B} is a basis of X.

Démonstration. If s = rank [A|B] = 1, then the conclusion of the lemma is clearly true,
since B # 0. Let s > 2. Suppose to the contrary that {B, ..., A°"'B} is not a basis of X,
that is for some i € {0, ...,s — 2} the family {B, ..., A'B} is linearly independent and A™*'B €
span(B, ..., A'B), that is A™"'B = Z;;:O arA*B with ay, ...,a; € R. Multiplying by A this ex-
pression, we deduce that A™?B € span(AB, ..., A*1B) = span(B, ..., A'B). Thus, by induction,
AB e span(B, ..., A'B) foralll e {i +1,..,n — 1}. Then

rank (B|AB|...|A""'B) = rank (B|AB|...|ABB) =i+1 <s
, contradicting with (3.2). O
Proof of Theorem 1.1. Let us remark that
rank IT,[A|B] = dim IT,[A|B](R") < rank [A[B] =s. (3.4)

Lemma 3.2 yields
rank (B|AB|...|A*"'B) = rank [A|B] = s. (3.5)
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Thus, foralll € {s,s+1,..,n} and i € {0, ...,s — 1}, there exist a;; such that

s—1
A'B =" a,A'B. (3.6)
i=0

Since, for all [ € {s, ..., n}, HPAIB = Z?:_ol al,inAiB, then

rank I1,(B|AB|...|A*"'B) = rank I1,[A|B]. (3.7)

We first prove in (a) that condition (1.9) is sufficient, and then in (b) that this condition is

necessary.

have

(a) Sufficiency part: Let us assume first that condition (1.9) holds. Then, using (3.7), we

rank I1,(B|AB|...| A*~'B) = p. (3.8)

Letbe yo € L?(Q)". We will study the IT,-null controllability of System (3.1) according to the
values of p and s.

Case 1 : p = s. The idea is to find an appropriate change of variable P to the solution y to
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System (3.1). More precisely, we would like the new variable w := P~1y to be the
solution to a cascade system and then, apply Theorem 2.1. So let us define, for all
te[0,T],

P(t) := (B|AB|...] A" B|Pss1(t)|...| Pu(t)), (3.9)

where, for all I € {s + 1,...,n}, P(t) is the solution in C'([0,T])" to the system of
ordinary differential equations

Oy (t) = APy(t) in [0, T, 510
PI(T) = €.
Using (3.9) and (3.10), we can write
P11 0
P(T) = , 1
o= ) an

where Py; := I1,(B|AB|...|A*'B) € L(R%), Py; € L(R’,R"*) and I, is the identity
matrix of size n — s. Using (3.8), P13 is invertible and thus P(T) also. Furthermore,
since P(t) € C'([0,T], £L(R")) continuous in time on the time interval [0, T], there
exists T* € [0, T) such that P(t) is invertible for all t € [T*, T].

Let us suppose first that T* = 0. Since P(t) € C'([0, T], L(R")) and invertible, in
view of Lemma 3.1: for a fixed control u € L*(Qr), y is the solution to System (3.1) if
and only if w := P(t) "'y is the solution to System (3.3) where C, D are given by

C(t) :== —P~Y(t)a;P(t) + P~ (t)AP(t) and D(t) := P~L(t)B,
forall f € [0, T]. Using (3.6) and (3.10), we obtain

Cu 0 ) in [0, T],
0 O
P(t)e; =B in [0, T],

—&,P(t) + AP(t) = (AB|...]A°B|0)...|0) = P(t) ( (3.12)
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Case 2

where
00 O aso
1 0 0 a1
Cp=| 01 0 Qsn e L(R®). (3.13)
0o 0 ... 1 Ass—1
Then
Cn O
C(t) :( 81 0 > and D(t) = e;. (3.14)

Using Theorem 2.1, there exists u € L?(Qr) such that the solution to System (3.3)
satisfies w1 (T) = ... = ws(T) = 0 in (). Moreover, using (3.11), we have

ILy(T) = (y1(T), ..., ys(T)) = P11 (w1 (T), ..., ws(T)) = 0in Q.

If now T* # 0, let i be the solution in W(0, T*)" to System (3.1) with the initial
condition ¥(0) = yp in ) and the control # = 0in ) x (0, T*). We use the same argu-
ment as above to prove that System (3.1) is II;-null controllable on the time interval
[T*,T). Let v be a control in L2(Q) x (T*,T)) such that the solution z in W(T*, T)" to
System (3.1) with the initial condition z(T*) = y(T*) in ) and the control v satisfies
II;z(T) = 0 in Q. Thus if we define y and u as follows

(o) = (y,0)if t e [0, T%],
" (zo)ifte (T T,
then, for this control u, y is the solution in W(0,T)" to System (3.1). Moreover y

satisfies
ILy(T) =0in Q.

:p < s. In order to use Case 1, we would like to apply an appropriate change of
variable Q to the solution y to System (3.1). If we denote by [A|B] =: (k;;);;, equalities
(3.5) and (3.8) can be rewritten

kip oo ks kin - ks
rank : : =5 and rank : : =p.
ko oo ks ko ks

Then there exist distinct natural numbers A1, ..., As such that we have {1, ..., As} <
{p+1,..,n}and

kll kls
ki oo Ky

rank P P =s. 3.15
ka1 ks G19
kaa kas
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Let Q be the matrix defined by

Q := (er]-leplea, . |--[e,)"s

where {Agy1, ..., An} = {p + 1, .., n}\{Ap11, ..., As}. Q is invertible, so taking w := P 1y
with P := Q71, for a fixed control u in L?(Qr), y is solution to System (3.1) if and
only if w is solution to System (3.3) where wy := Qyo, C := QAQ! € L(R") and
D := QB € L(R;R"). Moreover there holds

[C|D] = Q[A|B].
Thus, equation (3.15) yields
ki oo ki
ko o ko
rank IT[C|D] = rank IT;Q[A|B] = rank =s.
k/\p+11 T kAp+l”
kia o kaw

s s

Since rank [C|D] = rank [A|B] = s, we proceed as in Case 1 forward deduce that
System (3.3) is I1;-null controllable, that is there exists a control u € L>(Qr) such that
the solution w to System (3.3) satisfies

IT;w(T) = 0in L.

Moreover the matrix Q can be rewritten
0= I, 0
0 Q»

ILy(T) = TL,Qy(T) = T,w(T) = 0 in Q.

where Qy € L(R"7). Thus

(b) Necessary part: Let us denote by [A|B] =: (k;;);;. We suppose now that (1.9) is not
4
satisfied: there exist p € {1,...,p} and g; for all i € {1,..., p}\{p} such that k;; = >, pik;; for
i=1i#p
all j € {1,...,s}. The idea is to find a change of variable w := Qy that allows to handle more
easily our system. We will achieve this in three steps starting from the simplest situation.

Step 1. Let us suppose first that
kot o ks
ki1=..=kis; =0 and rank : : =s. (3.16)
ks+l,1 e ks+1,s

We want to prove that, for some initial condition yy € L*(Q)", a control u € L*(Qr)
cannot be found such that the solution to System (3.1) satisfies y1(T) = 0in . Let
us consider the matrix P € L(R") defined by

P := (B|...|A*"'Bleiess2|-..|en). (8.17)

144
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Step 2.

Using the assumption (3.16), P is invertible. Thus, in view of Lemma 3.1, for a fixed
control u € L?(Qr), y is a solution to System (3.1) if and only if w := P~ 1y is a solution
to System (3.3) where C, D are given by C := P! AP and D := P~!B. Using (3.6) we
remark that

C
A(BIAB|..|BA) = (B|AB..[BA™) ( o ) ,

with Cy; defined in (3.13). Then C can be rewritten as

c= [ cn G2} (3.18)
0 Cn

where Cy; € L(R"5,R?) and Cy € L(R"*). Furthermore
D=P7'B=P"'Pe; = ¢y.
and with the Definition (3.17) of P we get
y1(T) = wsa (T) in Q.

Thus we need only to prove that there exists wy € L2(Q)" such that we cannot find
a control u € L2(Qr) with the corresponding solution w to System (3.3) satisfying
ws41(T) = 0 in Q. Therefore we apply Proposition 2.1 and prove that the observa-
bility inequality (2.4) can not be satisfied. More precisely, for all wy € L*(Q))", there
exists a control u € L?>(Qr) such that the solution to System (3.3) satisfies ws.1(T) = 0
in ), if and only if there exists Cops > 0 such that for all go(s) 1 € L*(Q) the solution to
the adjoint system

cr 0
—0p = Ap+ e in Qr,
e &
(3.19)
p =0 on>r,
o(T) = (0,..0, (p2+1,0, ., 0)f = es+1(pg+1 in O
satisfies the observability inequality
J qo(O)2 dx < Cops j (pf dx dt. (3.20)
Q wx(0,T)

But for all (pg+1 # 0 in , the inequality (3.20) is not satisfied. Indeed, we remark
first that, since 1(T) = ... = @s(T) = 0in Q, we have ¢; = ... = ¢s = 0in Qr,
so that §, ) ®7dx = 0, while, if we choose ¢7,, # 0 in €, using the results on
backward uniqueness for this type of parabolic system (see [Ghi86]), we have clearly
(@s+1(0), ..., ,,(0)) #£ 0 in Q.

Let us suppose only that k11 = ... = ki, = 0. Since rank (B|...|A*71B) = s, there exists
distinct Ay, ..., A5 € {2, ..., n} such that

ka0 kas
rank : : =s.

ka0 kags

s7 57
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IV. PARTIAL NULL CONTROLLABILITY OF PARABOLIC LINEAR SYSTEMS

Let us consider the following matrix

Q := (e1len,|--le, )"

where {Asi1, ..., Au_1} = {2,...,n\{A1, ..., As}. Thus, for P := Q1, again, for a fixed
control u € L?(Qr), y is a solution to System (3.1) if and only if w := P~!y is a solution
to System (3.3) where C, D are given by C := QAQ~! and D := QB. Moreover, we

have
[CID] = Q[A|B].
If we note (Eij)ij := [C|D], this implies ki =..=ks=0and
ke ks kya oo ks
rank : : = rank : : =s.
ksn o keews kag oo kags

Proceeding as in Step 1 for w, there exists an initial condition wy such that for all
control u in L?(Qr) the solution w to System (3.3) satisfies w; (T) # 0 in Q. Thus, for
the initial condition yo := Q~'wy, for all control u in L?(Qr), the solution y to System
(3.1) satisfies

y1(T) = w1 (T) # 0in Q.

Step 3. Without loss of generality, we can suppose that there exists ; for all i € {2, ..., p}

P
such that ki; = ] Bik;; for all j € {1, ..., s} (otherwise a permutation of lines leads to
i=2

this case). Let us define the following matrix

p t
Q:= ((61 Zﬁiei)|ez|...en> .
i=2

Thus, for P := Q~1, again, for a fixed initial condition yo € L?(Q2)" and a control
u € L?(Qr), consider System (3.3) with w := P~1y, y being a solution to System (3.1).
We remark that if we denote by (l;j) := [C|D], we have ki1 = ... = kis = 0. Applying
step 2 to w, there exists an initial condition wy such that for all control u in L2(Qr)
the solution w to System (3.3) satisfies

w(T) 2 0in Q. (3.21)

Thus, with the definition of Q, for all control u in L?>(Qr) the solution y to System
(3.1) satisfies

4
wy(T) = y(T) — Y Biyi(T) in Q.
i=2

Suppose I1,y(T) = 0 in (), then w;(T) = 0 in ) and this contradicts (3.21).

As a consequence of Proposition 2.1, the I',-null controllability implies the IT,-approximate
controllability of System (3.3). If now Condition (1.9) is not satisfied, as for the II,-null
controllability, we can find a solution to System (3.19) such that ¢; = 0in w x (0,T) and
¢ # 0in Qr and we conclude again with Proposition 2.1.

O
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3. Partial null controllability with constant coupling matrices

3.2 m-control forces

In this subsection, we will suppose that A € L(R") and B € L(R",R"). We denote by
B =: (b!|...|b™). To prove Theorem 1.1, we will use the following lemma which can be found
in [AK+09a].

Lemma 3.3. There exist r € {1,...,s} and sequences {l;}1<j<r < {1,..,m} and {sj}1<j<s <
{1,...,n} with 3_y s; = s, such that

,
Bi=| (o, AL, ..., A0V}
j=1

is a basis of X. Moreover, for every 1 < j < r, there exist a; € Rfor1 <i < jand1 <k <s;
/5]

such that ‘
J
AW =Y (o B o AV ol AT (3.22)

i=1
Proof of Theorem 1.1. Consider the basis 8 of X given by Lemma 3.3. Note that
rank IT,[A|B] = dim IT,[A|B](R") < rank [A[B] =s.
If M is the matrix whose columns are the elements of B, i.e.
M = (myj);; := (0" |AD"|...| A5 101 || | ADY ... | A~ 1D)))
we can remark that
rank IT,M = rank IL,[A|B]. (3.23)
Indeed, relationship (3.22) yields
A5 = 3 (@) TLb" + o), TLAY + .+l TLA16).
i=1

We first prove in (a) that condition (1.9) is sufficient, and then in (b) that this condition is
necessary.

(a) Sufficiency part: Let us suppose first that (1.9) is satisfied. Let be yo € L?({2)". We
will prove that we need only r forces to control System (3.1). More precisely, we will study
the IT,-null controllability of the system

oy =Ay + Ay + Bly,v in Qr,
y=0 onZ3r, (3.24)
y(O) =Yo in ‘Q'/

where B = (b"[b2| - - - |b") € L(R",R"). Using (1.9) and (3.23), we have
rank I, (0" |Ab"|...| A5 7101 | |b! | A ... A1) = p. (3.25)

Case 1 : p = s. As in the case of one control force, we want to apply a change of variable P
to the solution y to System (3.24). Let us define for all ¢ € [0, T] the following matrix

P(t) := (b"|Ab" .. | A~ ... b |ABY ... | A 70" | Py (£)|...|Pu(t)) € L(R"),  (3.26)
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IV. PARTIAL NULL CONTROLLABILITY OF PARABOLIC LINEAR SYSTEMS
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where for all [ € {s + 1,...,n}, P; is solution in C!([0, T])" to the system of ordinary
differential equations

{ OiPi(t) = APy(t) in [0, T], 627
PI(T) =ej.
Using (3.26) and (3.27) we have
_ P11 0
P(T) = ( Py I > (3.28)

where Py := T (b1 |Ab" |...| A5 100 ... |bY | ALY |... | A5 1bY) € £L(R®) and Py € L(R"5,R?).
From (3.25), P11 and thus P(T) are invertible. Furthermore, since P is continuous on
[0, T], there exists a T* € [0, T) such that P(¢) is invertible for all t € [T*, T].

We suppose first that T* = 0. Since P is invertible and continuous on [0, T], for a
fixed control v € L2(Qr)’, y is the solution to System (3.24) if and only if w := P(t) 'y
is the solution to System (3.3) where C, D are given by

C(t) :== —P~Y(t)a;P(t) + P~ (t)AP(t) and D(t) := P~L(t)B,
for all t € [0, T]. Using (3.22) and (3.27), we obtain

—OP(t) + AP(t)

(ADH| A2 ]...| A% D1 ... | Ab" | A2 ... | A5 [0)]...]0),

= Py < COU 8 ) in[0,T], (3.29)

P(t)es, b in [0, T],

i

where S; =1 + 2;11 sjforie{l,..,r},

Cu Cp -+ Gy

. 0 Cp - Cy

Cqp = . . . . € L(Rs) (330)
0 0 - G,

and for 1 < i < j < r the matrices C;; € L(R%,R%) are given by

(Xi

0 0 O s
10 0 a
Ci=| 01 0 ... af .
O 0 1 0(75”51_
and .
0 0 O 0/1,57,
0 0 O 0(’2,51_
Cj=| 00 0 ...oay |forj>i.
00 0 a
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Then

C(t) = ( C(;l 8 ) and D(t) = (es, |...|es, ). (3.31)

Using Theorem 2.1, there exists v € L?(Qr)" such that the solution to System (3.3)
satisfies w1 (T) = ... = ws(T) = 0 in . Moreover, using (3.28), we have

ILy(T) = (y1(T), ..., ys(T)) = P11 (w1 (T), ..., ws(T)) = 0in Q.

If now T* # 0, we conclude as in the proof of Theorem 1.1 with one force (see §
3.1).

Case 2 : p < s. The proof is a direct adaptation of the proof of Theorem 1.1 with one force,
it is possible to find a change of variable in order to get back to the situation of Case
1 (see § 3.1).

(b) Necessary part: If (1.9) is not satisfied, there exist p € {1,...,p} and, for all i €

4
{1,..., p}\{p}, scalars B; such that my; = >, pimyjforall j € {1,..,s}. As previously, wi-
i=1i#p
thout loss of generality, we can suppose that

myp =...=m1s =0 and rank : : =3 (3.32)
Mg1,1 e Mgy

(otherwise a permutation of lines leads to this case). Let us consider the matrix P defined
by
P := (b1 AD"|...| A5 0L b | ABY . A0 ey festa ... en). (3.33)

Relationship ensures (3.32) that P is invertible. Thus, again, for a fixed control u € L2(Qr)™,
y is the solution to System (3.1) if and only if w := P~!y is the solution to System (3.3) where
C, D are given by C := P~'AP and D := P~!B. Using (3.22), we remark that

A Ab! |, | A 10h .. [B | AbY .. | A5 1)

= (Ab"|A2D"|...| A5 DD ... |AD! | A" .. | A b = P ( Cn )

where CH is defined in (3.30). Then C can be written as

C~11 612
C= 2, 3.34
( 5 sz) (3.34)

where Cy; € L(R*,R"*) and Cy, € L(R" ). Furthermore, the matrix D can be written
0
where Dy € L(R",R®). Using (3.33), we get
y1(T) = Ws4+1 (T) in Q.
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Thus, we need only to prove that there exists wy € L?>())" such that we cannot find a control
u € L*>(Qr)™ with the corresponding solution w to System (3.3) satisfying ws.1(T) = 0 in Q.
Therefore we apply Proposition 2.1 and prove that the observability inequality (2.4) can not
be satisfied. More precisely, for all wy € L2(())", there exists a control u € L*(Qr)™ such that
the solution w to System (3.3) satisfies ws.1(T) = 0 in (), if and only if there exists Cyps > 0
such that for all ¢, € L?()) the solution to the adjoint system

Cx 0

—dp = Ap+| L e in Qr,
h €y (3.35)

Y = 0 on ZT/ ’
o(T) = (0,..,0,¢°,,0,..,0)" = 1%, inQ
satisfies the observability inequality
J @(0)%dx < Cobsf (D¥ (@1, ..., @s)")* dx dt. (3.36)
Q wx(0,T)

But for all ¢?,, # 0 in (), the inequality (3.36) is not satisfied. Indeed, we remark first that,
since 1(T) = ... = @s(T) = 0in ), we have ¢; = ... = @; = 0in Q. Furthermore, if we
choose ¢?,, # 0in (), as previously, we get (¢s+1(0), ..., 4(0)) # 0 in Q.

We recall that, as a consequence of Proposition 2.1, the IT,-null controllability implies the
I1,-approximate controllability of System (3.24). If Condition (1.9) is not satisfied, as for the
IT,-null controllability, we can find a solution to System (3.35) such that D} (¢1, ..., ¢s)'=0
inw x (0,T) and ¢ # 0 in Qr and we conclude again with Proposition 2.1.

O

4 Partial null controllability with time dependent matrices

We recall that [A|B](-) = (Bo(-)|...|Bu_1(-)) (see (1.6)). Since A(t) € C"~'([0, T]; L(R"))
and B(t) € C"([0, T]; L(R™;R")), we remark that the matrix [A|B] is well defined and is an
element of C*([0, T], L(R™, R"). We will use the notation B; =: (bi|...|b},) foralli € {0,...,n —
1}. To prove Theorem 1.2, we will use the following lemma of [GBT10]

Lemma 4.1. Assume that max{rank [A|B](t) : t € [0,T]} = s < n. Then there exist To, Ty €
[0,T], with Ty < Ty, r € {1,...,m} and sequences (s;)1<j<r < {1,...,n}, with Y s; = s, and
(Iii<j<r © {1, ..., m} such that, for every t € [Ty, T1], the set

Tl I I;
B(t) = ity (1), 6] (), .., 0] (D)}, (4.1)
j=1
is linearly independent, spans the columns of [A|B](t) and satisfies
j

I 11 1 11

HOEDY (stl_,g(t)bék(t) + O OB () + .+ O (10 71(t)> ) (4.2)
k=1

forevery t € [Ty, T1] and j € {1, ..., v}, where

LIk
51,0

0k (1), 671, ..., 07" (t) e CY([To, T1)).

sj,1 sj,5c—1

150



4. Partial null controllability with time dependent matrices

With exactly the same argument for the proof of the previous lemma, we can obtain the
Lemma 4.2. Ifrank [A|B](T) = s, then the conclusions of Lemma 4.1 hold true with T, = T.

Proof of Theorem 1.2. Let yo € L*(Q)" and s be the rank of the matrix [A|B](T). As in the
proof of the controllability by one force with constant matrices, let X being the linear space
spanned by the columns of the matrix [A|B](T). We consider 8 = B(t) the basis of X defined
in (4.1).

As in the constant case, we will prove that we need only r forces to control System
(1.1) that is we study the partial null controllability of System (3.24) with the coupling
matrix A(t) e C"1([0,T]; L(R")) and the control matrix B(t) = (B, (t)|By,(t)|--- |B;,(t)) €
C"([0,T]; L(R",R™)). If we define M as the matrix whose columns are the elements of B(t),
ie forallte[0,T]

M(t) = (mi (1) zienasyes = (B (OB (1)]--[62_ (8)]-[B5 (5B} (D). 6%, (1)),

we can remark that
rank IT,M(T) = rank IT,[A[B](T) = p. 4.3)

Indeed, using (4.2),

i(”k YL (1) + 015 (VT (1) + ..+ 0% (TLBE (1))

Case 1 :p = s. As in the constant case, we want to apply a change of variable P to the solution
y to System (3.24). Let us define for all t € [0, T] the following matrix

P(t) = (b (£)[by () --.[b2_, (8)]

) ) (4.4)
B O (D] bl (8)|Pasa ()] [Pa(t)) € L(RY),

where for alli € {s + 1,...,n}, P; is solution in C'([0, T])" to the system of ordinary
differential equations

{ &Py(t) = APy(t) in [0, T, 5)
P](T) =e.
Using (4.4) and (4.5), P(T) can be rewritten
_ P11 0
P(T) = ( Py I ) , (4.6)

where Pyy = T (5} ()bt ()| |5 (T)|..[0}; (D)% ()| |5, (T)) & L£(E*) and Py &
L(R"5,R%). Using (4.3), P11, and thus P(T), are invertible. Furthermore, since P is
continuous on [0, T], there exists a T* € [0,T) such that P(¢) is invertible for all
te[T*,T].

As previously it is sufficient to prove the result for T* = 0. Since P(t) is a element
of CY([0,T], L(R")) and is invertible on the time interval [0, T], again, for a fixed
control v € L*(Qr)’, y is the solution to System (3.24) if and only if w := P(t)"ly is

the solution to System (3.3) where C, D are given by

C(t) :== =P~ (t)o,P(t) + P~ (t)AP(t) and D(t):= P~'(t)B,
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forallt € [0, T]. Using (4.2)

—(3tP(t) + AP(t) =

P(t)eg. =

and (4.5), we obtain

(B (E) 1B ()] [BL ()] [B ()15 (£)] [0 (£)]0)..|0),

P(t) ( C(;l 8 ) in [0, T],
b in [0, T],
<i<r,
Cu Cn Cir
0 Cx Cor
e L(R%),
O 0 Crr

4.7)

(4.8)

and for 1 < i < j < r, the matrices C;; € C°([0, T]; € L(R%,R¥)) are given here by

and

Then

C=

Cn
0

00 0 o
s5;,0
li/lr

1 0 Qs,-,l
li/ll

o1 0 ... o4

L li

00 1 95,,5,-—1
1,
00 O Qs]j,o
00 0 o
i

00 O S’]é forj > i.

1k
00 0 s/j,s,—l

0
0 ) and D = (eg,|...|es,)-

(4.9)

Using Theorem 2.1, there exists v € L?(Qr)" such that the solution to System (3.3)
satisfies w1 (T) = ... = ws(T) = 0 in Q. Moreover, the equality (4.6) leads to

Hsy(T) = (y1<T), ooy yS(T))t = P11 (wl(T), veey wS(T))t = 0in Q.

Case 2 : p < s. The same method as in the constant case leads to the conclusion (see § 3.1).

The mp-approximate controllability can proved also as in the constant case.
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5 Partial null controllability for a space dependent coupling matrix

All along this section, the dimension N will be equal to 1, more precisely () := (0, ©) with
the exception of the proof of the third point in Theorem 1.3 and the numerical illustration
in Section 5.3 where Q) := (0,27). We recall that the eigenvalues of —A in ) with Dirichlet
boundary conditions are given by uy := k? for all k > 1 and we will denote by (wy)x>1 the
associated L2-normalized eigenfunctions. Let us consider the following parabolic system of
two equations

oy =Ay+az+1,u  inQr,
Oz = Az in Qr,

(.1)
y=z=0 on>r,

}/(0) = Yo, Z(O) =2Zp in Q,

where vy, zp € L*(Q)) are the initial data, u € L?(Qr) is the control and the coupling coeffi-
cient a is in L ({)). We recall that System (5.1) is I1y-null controllable if for all y°,z° € L2(Q)),
we can find a control u € L*(Qr) such that the solution (y,z) € W(0,T)? to System (5.1)
satisfies y(T) = 0in Q.

5.1 Example of controllability

In this subsection, we will provide an example of I1;-null controllability for System (5.1)
with the help of the method of moments initially developed in [FR71]. As already mentio-
ned, we suppose that () := (0, 7), but the argument of Section 5.1 can be adapted for any
open bounded interval of R. Let us introduce the adjoint system associated to our control

problem
—0ip = A in (0,m) x (0,T),
—0p =AY + ag in (0,m) x (0,T), (52)
$(0) = ¢(m) = ¢(0) =¢(m) =0 on (0, T),
¢(T) = o, p(T) =0 in (0,7),
where ¢ € L?(0, 7). For an initial data ¢y € L?(0, 7t) in adjoint System (5.2), we get
L Goy(T) dx — Jo d(0)yo dx — L ¥(0)zpdx = ﬂ Pudxdt, (5.3)

with the notation g7 := @ x (0, T). Since (wy )x=1 spans L*(0, 1), System (5.1) is [Ty -null control-
lable if and only if there exists u € L2(qr) such that, for all k € N*, the solution to System
(5.2) satisfies the following equality

_ J: Or(0)yo dx — J: Y (0)zodx = JJ ¢rudx dt, (5.4)
gr

where (¢, x) is the solution to adjoint System (5.2) for the initial data ¢¢ := wy.
Let k € N*. With the initial condition ¢ := wy is associated the solution (¢, ) to
adjoint System (5.2):
or(t) = e ¥ T Dy in (0,7)
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for all t € [0, T]. If we write:

Elpkl Yw(x) for all (x,t) € (0,7) x (0,T),

1>1
then a simple computation leads to the formula

e K(T—1) _ o—P(T—1)
Yu(t) = ST ag foralll > 1, te(0,T), (5.5)

where, for all k,I € N*, ay; is defined in (2). In (5.5) we implicitly used the convention: if
I = k the term (e ¥ (T=D — ¢=P(T=9))/(—k2 4 [2) is replaced by (T — t)e ¥ (T~ With these
expressions of ¢ and y, the equality (5.4) reads for all k > 1

—K°T _

- e_szy,? - 2 ¢ —7T _ aklzl ff —R (T Daog (x)u(t, x) dx dt. (5.6)

=1

In the proof of Theorem 1.3, we will look for a control u expressed as u(x,t) = f(x)y(f)
with y(t) = >3 o1 7xqx(t) and (gx)x=1 a family biorthogonal to (e7¥")4=1. Thus, we will need
the two following lemma

Lemma 5.1. (see Lemma 5.1, [AK+15]) There exists f € L*(0, 1) such that Supp f < w and for a
constant B, one has

. 3 _
=5 >0
where, for all k € N*, fi := § fwy dx.

Lemma 5.2. (see Corollary 3.2, [FR71]) There exists a sequence (qx)k=1 = L*(0, T) biorthogonal to
(e K1, that is
{qr, 6712t>L2(0,T) = 0.

Moreover, for all € > 0, there exists Cr. > 0, independent of k, such that
lakliz oy < Cree™ ¥, vk = 1. (5.7)
Remark 5.1. When () := (a,b) with a,b € R, the inequality (5.7) of Lemma 5.2 is replaced by
lgklizor) < Cr.ee® kK, vk > 1.

Proof of the second point in Theorem 1.3. As mentioned above, let us look for the control u of
the form u(x, t) = f(x)y(t), where f is as in Lemma 5.1. Since f; # 0 for all k € N*, using
(5.6), the I1;-null controllability of System (5.1) is reduced to find a solution y € L?(0,T) to
the following problem of moments:
okt T 0 e —e T,
f V(T dt = ! -] —o WA | =Mk > 0. (5.8)

=1

The function y(t) := >} Miqi(T — t) is a solution to this problem of moments. We need
only to prove that y € L?(0, T). Using the convexity of the exponential function, we get for
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all k e N*%,

2 2
—IPT _ ,—PT

_k2 + 12

2 2
e—lPT _ o—PT

_k2 + 12

lag] = >

=1

|

KT _ ,—PT

e e

" e

P18

||

I=k+1 (5.9)

N

k 0
Z T6_12T|lel| + Z Te_k2T|D(k1|
1=1 I=k+1

= Al,k + Az/k.

With the Condition (1.13) on a, there exists a positive constant Cr which do not depend on
k such that for all k € N*
k
Al,k < CT Z e—lzTe—Cz(k—l)
I=1
< CyTe Gk i o~ PT+Cal (5.10)
1=1

< CTE_CZk
and
5 [ce]
App < CiTe T Y o= G0-H)

0
< CTe ®T Y (e=C2) (5.11)

1—e G’

Combining the three last inequalities (5.9)-(5.11), for all k € N*

12 _2
e~ KT _ p—PT

_k2 + 12

2,

=1

\akl\ < CTE_Czk, (5.12)

where Cy is a positive constant independent of k. Let € € (0, 1). Then, with Lemma 5.1, (5.8)
and (5.12), there exists a positive constant Cr,. independent of k such that for all k € N*

M| < B'R° (e_kZTHyOHLZ(O,n) + CTe_CZkHZOHLZ(O,n))
< Cree =%yl 120, + Z0lr20,m))-

Thus, using Lemma 5.2, for ¢ small enough and a positive constant Cr

17201y < Cre( Z ef[CZ(lfg)fmg]k)(HyOHLZ(o,n) + [zo[l20,m)) < 0
keN*

5.2 Example of non controllability

In this subsection, to provide an example of non I1;-null controllability of System (5.1),
we will first study the boundary controllability of the following parabolic system of two
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equations
oy =Ay +az in Qr := (0, ) x (0,T),
Oz =AMz in Qr, (5.13)
y(0,t) =o(t), y(m,t) =z(0,¢) =z(m,t) =0 on (0,T),
y(x,0) = yo(x), z(x,0) = zo(x) inQ:=(0,7),

where vy, z0 € H™1(0,7) are the initial data, v € L?(0,T) is the boundary control and
a € L*(0, nt). For any given yo,z0 € H~1(0,7) and v € L*(0, T), System (5.13) has a unique
solution in L*(Qr)? n C°([0, T]; H~1(Q)?) (defined by transposition ; see [FCGBT10]).

As in Section 5.1, for an initial data (yo,zo) € H~1(0, ) we can find a control v € L?(0, T)
such that the solution to (5.13) satisfies y(T) = 0 in (0, 7t) if and only if for all ¢ € H}(0, )
the solution to System (5.2) verifies the equality

T

- <y01¢)(0)>H*1,Hé - <ZOI¢(O)>H*1,H3 = J v(t)px(0, 1) dt, (5.14)

0

where the duality bracket (., ->H_1/H(1) is defined as (f, g>H_1/Hé := f(g) forall f € H"(0,n)
and all g € H}(0, 7).

The used strategy here is inspired from [GI13]. The idea involves constructing particular
initial data for adjoint System (5.2):

Lemma 5.3. Let m,G € N*. For all M € N\{0, 1}, there exists o m € L*(0, 1) given by

m
QZ)O,M = Z ¢OG/]1\\21+inM+i/
i=1

with cpoc’ﬁﬂ, e %ﬁm € R, such that the solution (py, Y ) to adjoint System (5.2) with ¢po = Pom
satisfies
T 1/2 y
2 1
([omona) < 2o 619

where 1 does not depend on M. Morover for an increasing sequence (M;)jen < N\{0,1} and a

ki € {1, ..., m}, we have |¢glj\/1,-+k1| =1forall Ge N* and je N.

To study the controllability of System (5.13) we will use the fact that for fixed m, G € N*,
the quantity in the left-side hand in (5.15) converge to zero when M goes to infinity.

Démonstration. We remark first that
2

T T | GM+m )
Apm :=f (Pm)x(0,£)%dt = f D1 ke FTEDGIM gy, (5.16)

0 0 Jk=GM+1

We can rewrite Ay as follows:
T\ & 212 2 ’
_ N —(GEM2+2GMj+2) (T—t) +OM
Ay = JO Z(GM+])6 (CMERGMER =00 | dt
j=1 (5.17)

T
— J €_2G2M2(T_t)gM(t> dt,
0

156



5. Partial null controllability for a space dependent coupling matrix

where, for all t € [0, T], gm(t) := fu(t)* with

fu(t) = Z(GMw) CAMERY TGN .
j= 1

oM oM . ) . .
Let (¢ GM 117 Piatsar -+ Péarsn) D€ @ noNtrivial solution of the following homogeneous linear

system of m — 1 equations with m unknowns

(l) ZGM+] )2GMj + 2!
=1

¢GM+] =0, forall 1€{0,.. m—2}. (5.18)

Using Leibniz formula

I

W _ L o -

Em = Z < k )fM v
k=0

we deduce that

g(T) =0, forall I€{0,...,2m — 4}. (5.19)
Using (5.19), after 2m — 3 integrations by part in (5.17), we obtain
Aum —gm(0)e=26"MT JT e 2T MA(T - t)g(l)( Pt
2G*M? (—2G2M2) °M
2m—4 g](v? (0)e=26°MT (T, 2G2M(T—1)
5 (—2G2M2)iH J

0

(2m—3)
¥ o (—2G2M2)2m— — 8w (f)dt.

oM

By linearity, in (5.18) we can choose quM w17 Plutem SUch that
sup |pong.l = 1. (5.20)
ie{1,..,m}

! l
! k Ik
@] = 2( . )mw (®)
! | m )
< 2 ) |[2(GM+ pEcM)+ PreEMHTDg0
k=0 j=1
x| 3 (GM + j)(2GMj + ) ~Fem CMIR TG00
j=1
! l
< (GM +m)*m? Y] L (2GMm + m?)!
k=0
< CMl+2,
where C does not depend on M. Then, since sup |¢GM .| =1, there exist C,7 > 0 such
ie{1,...m
that l
2m—3
et 8l TIg" e
Ay < )3 +
=0 (2G2M2)l+1 (2G2M2)2m—3
0
< EiTMz % + %
oM M
1 C

—2,—TM?
< CM™?%e7" 1—M—2+M2m—5'
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Thus there exists 71 > 0 such that we have the estimate

V1

< 4
Am < M2m—=5"

where y;1 does not depend on M. Using (5.29), for all M > 2, there exists k1(M) € {1,...,7},

oM
such that [¢;0), ™)

|qb(1);\$ +k1| =1forak; € {1,..., m} independent of j. O
]

| = 1. Thus there exists an increasing sequence (M;);en+ such that

TaeoreM 5.1. Let T > 0 and a be the function of L* (0, mt) defined by

0
a(x) = ]lz cos(15jx) for all x € (0, 7). (5.21)
j=1
Then there exists k1 € {1,..,7} such that for (yo,z0) := (0, w,) and all control v € L*(0,T), the
solution to System (5.13) verifies y(T) # 0 in (0, 7t).

Démonstration. To understand why the number «15» appears in the definition (5.21) of the
function «, we will consider for all x € (0, )

o0
1
a(x) := ) —cos(Gjx) forall x € (0, ), (5.22)
j=1
where G € N*. We recall that for an initial condition (yo,z0) € L?(0,7)? and a control v €
L*(0,T), the solution to System (5.21) satisfies y(T) = 0 in (0, 7) if and only if for all ¢ €
L*(0, ), we have the equality

T

— 901 — o ¥ O, = | 208,(0,0) (5.23)

0
where (¢, 1) is the solution to the adjoint System (5.2). Let us consider the sequences (M;) jenx
and (o, ) jen, k1 defined in Lemma 5.3 and (¢, xpMj) the solution to

—0pm; = APy, in (0,7) x (0,T),
—0rpm; = A, + adu, in (0,7) x (0,T),
Pum;(0) = P, (1) = g, (0) = Yy, (m) =0 on (0,T),
O, (T) = pom;, Ym;(T) =0 in (0, ).

The goal is to prove that for the initial data (yo,z0) := (0, w,) and ¢oum; for j large enough,
the equality (5.23) does not holds. Using Lemma 5.3, we have

T
V1 HUHLZ( T)
Uo o(t)(Pm;)x(0, 1) dt| < MT—:)H (5.24)
j
Since yy = 0, we obtain
Yo, m; (01,3 = 0. (5.25)

Let us now estimate the term (zy, l][)M].(O)>H71,H01 in the equality (5.23). We recall that the
Q0
expression of « is given in (5.22). Then, the function a is of the form a(x) = > a, cos(px)

p=0
for all x € (0, ), with

+ if p=GiwithieN¥,
ap = (5.26)

0 otherwise.
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From the definition of aj; in (2), there holds for all k,I € N*
Qg = %(qu—u — Qky1)-
Letke {1,..,m} and [ € {GM; +1,..., GM; + m}. We have
k+1e{GM;+2,..,GM; +2mj}.

Thus if we choose

G=2m+1, (5.27)
using (5.26), we obtain
ar =0
and
L itk -11=cMm,
Qlk—]| = M;

0 otherwise.

So that we have the following submatrix of (@k)1<ki<GM+m:

1
(k) 1<k<mGM+1<i<GMm = —— Trn. (5.28)
ﬂMj

According to Lemma 5.3, there exists k; € {1, ..., m} such that

0,M;

|¢)GM/+k1| =1 (5.29)
Furthermore, since k; € {1, ..., m},
|e—k$T . e—(GM,+k1)2T‘ > ‘e—sz - e—GZM,ZT‘ (5.30)
and
(GM; +ki)* — k2 < (GM; + m)* — 1. (5.31)
Since zg = wy,, the equality (5.28) leads to
m 7 efk%T _ ¢~ (GMj+s)2T oM
— [
e—BT _ o= (GMj+k1)’T

—k2 + (GM; + k1)? nM

Then using (5.30) and (5.31) for all j € N*

2
M

V

(5.32)

(2o, Pm, (0)>H*1,H3

=

_[)n ZOI#M,- (0) dx

where y, does not depend on j. Combining (5.24) and (5.32), we obtain a contradiction with
equality (5.23). Thus, for this initial condition yy and zg, we can not find a control v € L2(0, T)
such that the solution (y, z) to system (5.21) satisfies y(T) = 0in (0, 7).

O
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Proof of the third point in Theorem 1.3. Using Theorem 5.1, for the initial data (po, g0) := (0, wy,) €
L*(0,7)? and all control v € L?(0, T), the solution (p, q) € W(0, T)? (defined by transposition)
to the system

op=Ap+ag in (0,7) x (0,T),
oy = A in (0,7) x (0,T),
1 =24q (0,7) % (0,T) (5.33)
p(n,-) =v, p(0,-) =q(0,-) =q(r,-) =0 on (0, T),
p(,0) = po, 4(-,0) = g0 in (0, m)
satisfies p(T) # 0in (0, 7). Consider now p,, 7, € L*(0,27) defined by
Po(x) =0 and g,(x) = \/gsin(klx) for all x € (0,2m).
Remark that (Py(g ), 90/(0,7)) = (Po,0)- Let w < (0, 7). Suppose now that the system
For given (yo,2o) : (0,21) — R?, u: (0,21) x (0,T) - R,
Find (y,z) : (0,2m) x (0,T) — R? such that
oy =Ay+az+1,u in (0,27) x (0,T),
1y = Ay (0,2m) > (0,T) (5.34)
Oz = Az in (0,2m) x (0, T),
y(0,-) =y(2n,-) =2z(0,-) =z(2rw,-) =0 on (0, T),
y(~,0) = yo, 2(-,0) = 2z in (0,2m)

is I1;-null controllable, more particularly for the initial conditions y(0) = p, and z(0) = g, in
(0,2m), there exists a control u in L?((0,27) x (0, T)) such that the solution (y, z) to System
(5.34) satisfies y(T) = 0 in (0,27). We remark now that (p,q) := (y|(0,x),Z|(0,x)) is a solution
of (5.33) with (p(0),4(0)) = (po,qo) in (0, ), v(t) = y(m,t) in (0, T) and satisfying p(T) = 0
in (0, 7). This contradicts that for any control v € L(0, T) the solution (p, q) to System (5.33)
can not be identically equal to zero at time T. O

5.3 Numerical illustration

In this section, we illustrate numerically the results obtained previously in Sections 5.1
and 5.2. We adapt the HUM method to our control problem. For all penalty parameter ¢ > 0,
we compute the control that minimizes the penalized HUM functional F, given by

1 1
Fe(u) := EHMHiZ(wX(O,T)) + ZH;‘/(T/‘ yOIM)HiZ(Q)’

where y is the solution to (5.1). We can find in [Boy13] the argument relating the null/appro-
ximate controllability and this kind of functional. Using the Fenchel-Rockafellar theory (see
[ET74] p. 59) we know that the minimum of F, is equal to the opposite of the minimum of
Je, the so-called dual functional, defined for all ¢ € L2(Q) by

1 €
Je(po) = Sl * 5lP0lE g, + W (Tiv0,0), o)),

where @ is the solution to the backward System (5.35). Moreover the minimizers u, and @,
of the functionals F, and J, respectively, are related through the equality u, = 1,¢., where
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@, is the solution to the backward System (5.35) with the initial data ¢(T) = @q . A simple
computation leads to

V]e(po) = Apo + epo + y(T; 10,0),

with the Gramiam operator A defined as follows

A I2Q) - IXQ),
po  — w(T),

where w is the solution to the following backward and forward systems

*at(P = A(P in QT/
p=0 onr, (5.35)
e(T)=¢ inQ)

and
ow=Aw+1,p inQr,

w=0, on>r, (5.36)
w(0) =0 in ().

Then the minimizer u, of F, will be computed with the help of the minimizer ¢ . of ], which
is the solution to the linear problem

(A +e)poe = —y(T;yo, 0)-
Remark 5.2. The proof of Theorem 1.7 in [Boy13] can be adapted to prove that

(i) System (5.1) is I1;-null controllable if and only if sup ( inf Fg) < o,
e>0 \L*(@x(0.1))

(ii) System (5.1) is IT;-approximately controllable if and only if y.(T) — 0,

e—0
where v, is the solution to System (5.1) for the control .
System (5.1) with T = 0.005, ) := (0,2n), w := (0, ) and y, := 100 sin(x) has been consi-
dered. We take the two expressions below for the coupling coefficient «a that correspond
respectively to Cases (1)-(2) and (3) in Theorem 1.3:

(@) a(x) =1,

(b) a(x) = >, %cos(15px).

p=0
Systems (5.1) and (5.35)-(5.36) are discretized with backward Euler time-marching scheme
(time step 6t = 1/400) and standard piecewise linear Lagrange finite elements on a uniform
mesh of size h successively equal to 27/50, 271/100, 27t/200 and 27/300. We follow the me-
thodology of F. Boyer (see [Boy13]) that introduces a penalty parameter ¢ = ¢(h) := h*. We
denote by E;,, Uj and L, (0, T; Uj) the fully-discretized spaces associated to L?(Q), L*(w) and
L2(gr). F1** is the discretization of F, and (y"*, 2", "*") the solution to the corresponding
fully-discrete problem of minimisation. For more details on the fully-discretization of Sys-
tem (5.1) and Gramiam A (used to the minimisation of F,), we refer to Section 3 in [Boy13]
and in [GLHOS, p. 37] respectively. The results are depicted Figure IV.1 and IV.2.
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—*—infyuerz o, FE (41 (slope =-0.103)
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Ficure IV.1: Minimal value of the functional F" in L2,(0, T; Uj), norm of the control ||u"*'| 12,07,)7
(0T,

and distance to the target |y (T)| g, in Case (a).

—— infu"""eLgt(O,T;Uh) F?’ét(uh"”) (Slope =—380)
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Fiure IV.2: Minimal value of the functional F/*" in L2,(0, T; Uj), norm of the control ||u"'| 12.0T,),
L(OT;

and distance to the target |y (T)| g, in Case (b).
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As mentioned in the introduction of the present article (see Theorem 1.3), in both situa-
tions (a) and (b), System (5.1) is I1;-approximately controllable and we observe indeed in
Figure IV.1 and IV.2 that the norm of the numerical solution to System (5.1) at time T (—A—)
is decreasing when reducing the penality parameter ¢ = hi*.

In Figure IV.1, the minimal value of the functional F'g'bt (— o —) as well as the L>-norm
of the control ug’ét (—M-) remain roughly constant whatever is the value of i (and ¢ = I*).
This appears in agreement with the results (1)-(2) of Theorem 1.3, that state the IT;-null
controllability of System (5.1) in Case (a) of a constant coupling coefficient o (see Remark
5.2 (i)). Furthermore the convergence to the null target is approximately of order 2 (slope
of 2.27). This is in agreement with the convergence rate established in [Boy13, Proposition
2.2], which should be h? for ¢ = h* (this result should be in fact slightly adapted to consider
I1;-null controllability).

At the opposite, in Figure IV.2, the minimal value of the functional F*' as well as the
L2-norm of the control u" are strongly increasing whenever /1 (and ¢) become smaller. This
coincides with point (3) of Theorem 1.3: for the chosen value of the coupling coefficient
in Case (b), no I1;-null controllability of System (5.1) is expected. Moreover, convergence to
the null target is quite slow, with a slope of approximately 8.34e — 2.

Acknowledgements. The authors thank Assia Benabdallah and Franck Boyer for their
interesting comments and suggestions. They thank as well the two referees for their remarks
that helped to improve the paper.
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CHAPITRE V

Schémas numériques pour la
controlabilité partielle

Résumé

Dans cette partie, nous illustrerons numériquement des problemes de controlabilité
partielle approchée et a zéro de [AKCD15]. La difficulté principale consiste a distinguer
la controlabilité approchée et la controélabilité & zéro sur un systeme donné. Pour ce faire,
nous emploierons la "Hilbert Uniqueness Method", dite HUM, initialement introduite
dans [GLHO8] (voir également [Lio68]) en suivant la méthodologie de [Boy13]. Dans un
premier temps, nous expliquerons comment utiliser la pénalisation et la dualité et quelles
en sont les différents atouts. Nous discrétiserons ensuite le systéme parabolique étudié
dans ce chapitre a ’aide d'un 0-schéma en temps et des techniques d’éléments finis, puis
de différences finies en espace. Les fonctionnelles considérées seront minimisées grace a
un algorithme de type gradient conjugué détaillé en annexe. Nous terminerons par des

illustrations numériques.
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V. ScHEMAS NUMERIQUES POUR LA CONTROLABILITE PARTIELLE

1 Controlabilité et contrdéle optimal

1.1 Cadre et probleme

Soit un domaine borné ) « RN (N > 1) de bord Q) de classe C?, un ouvert non
vide w de ) et un temps final T > 0. Considérons le systéme de n équations paraboliques
contrdlées par m forces

oy =Ay+Ay+1,Bu dansQr:=Q x (0,T),
y=0 sur 37 := 0Q x (0,T), (1.1)
y(-,0) =y° dans Q,

ot y° € L2((;R") est la donnée initiale, u € L*(Qr; R™) est le controle,
A€ L*(Qr; LR")) et B € L(Qr; LIR™;R")).

Pour toute donnée initiale y° € L?({); R") et tout controle u € L2(Qr;R™), le systeme (1.1)
admet une unique solution dans W(0, T')" (Cf [Lio68], p. 102), oit

W(0,T) := {v e L*(0,T; Hy(Q)); & € L*(0, T; H () }. (1.2)

On notera y(t; y°, u) cette solution a I'instant ¢.
Soit p € {1, ...,n} et I, la matrice de projection définie comme suit :

I, : R" - R?,
(yll-"/ yn) s (yll-"/ yp)/
ou plus précisément IT, := (I, 0,,,—p) avec I, la matrice identité de L(R?) et 0, _, la matrice

nulle de L(R"~7,R?).
Pour tout r € N* et tout ensemble E, nous utiliserons les notations suivantes :

Il =1 HLZ(E)r CopE = <'/'>L2(E)/

I ller =1 - HLZ(E;R')/ Coopr =Gy '>L2(E;]R’)-

Le systeme (1.1) est dit
o II,-approximativement contrdlable a zéro a partir de la donnée initiale y° € L*(Q; R")
sur l'intervalle de temps (0,T), si pour tout réel ¢ > 0 il existe un controle u, €
L*(Qr; R™) tel que
IMy(T; 5% ue)lap < &
o II,-exactement contrdlable a zéro & partir de la donnée initiale y° € L?((;R") sur
l'intervalle de temps (0, T), si il existe un contrdle u, € L?(Qr; R™) tel que

IL,y(T; y° u.) = 0 dans Q.

Remarque 1.1. Dans la littérature, les auteurs s’intéressent en général a la controlabilité a
partir de toutes données initiales et non a partir d'une en particulier. La notion étudiée
ici permet d’apporter de nouvelles informations lorsque le systéme n’est pas contrélable a
partir de toutes données initiales, plus précisément de savoir pour quelles données initiales
le systéme est contrdlable ou non.
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1. Controlabilité et contréle optimal

Remarque 1.2. Soit y° € L*(Q; R") et ¢ > 0. Supposons que le systéme (1.1) soit approximati-
vement controlable & zéro a partir de la donnée initiale y°. Lopérateur différentiel A + A est
générateur d'un semi-groupe analytique (ef(**4)),- (Cf [Paz83]). Ainsi I'image de e (+%)
est dense dans L?({); R"). Pour toute cible yT € L%(Q); R"), il existe donc une donnée initiale
7o € L2(Q; R") telle que

T ET(A+A)]?O“Q,H <e.

ly

De plus, comme le systeme (1.1) est approximativement contrélable a zéro, il existe un
contrdle u. € L2(Qr; R™) tel que

Hpr(T;yO — Yo, ”é‘)”Q,p <&

D’ou
Hpr(T} ]/Or Uug) — prT”Q,p < HHp]/(T? ]/0/ Ug) — HpeT(MA)yO”Q,p
+an]/T - HpeT(MA)?OHQ,p
< Hpr(T? ]/0 - yO/”S)HQ,p + HHp]/T - HpeT(MA)]?OHQ,p
< 2e.

Comme dans le cas IT, = I, (Cf [Boy13]), les notions de II,-contrélabilité approchée a zéro
et de Il,-contrdlabilité approchée sont équivalentes. Nous étudierons donc seulement la
IT,-contrdlabilité approchée a zéro.

1.2 Fonctionnelle pénalisée

Lorsque l'on s’intéresse a la contrdlabilité d’un systeme, le controle n’est en général
pas unique. Par exemple, numériquement il est plus raisonnable de demander a un algo-
rithme d’approcher un contrdle particulier que toute une classe de contréles. La méthode
HUM propose d’en choisir un qui minimise une certaine fonctionnelle. En ce qui concerne
la contrélabilité partielle, pour une donnée initiale y° € L*(Q;R") fixée, elle consiste par
exemple & résoudre, pour un 6 > 0 fixé, le probléme de minimisation

inf  F(u), 1.3
ueAc}S(yO,é) (H) ( )

ot la fonctionnelle F est définie pour tout u € L2(Qr; R™) par

1
F() = 5lul?,, (14)

et
Adm(y°,6) := {u e L*(Qr; R™) : [ILy(T;y°, u)|la, < 6}

Nous remarquons d’une part que ’ensemble Adm(y°,5) est non vide pour tout 6 > 0 si
et seulement si le systéme (1.1) est I1,-approximativement controlable a zéro a partir de la
donnée initiale y°. D’autre par t, 'ensemble Adm(y°,0) est non vide si et seulement si le
systeme (1.1) est IT,-exactement controlable a zéro a partir de la donnée initiale y°.
Lorsque l'on souhaite résoudre numériquement le probleme (1.3) directement, nous
pouvons rencontrer quelques difficultés. D'une part, si le systéme (1.1) n’est pas I1,-exacte-
ment contrdlable a zéro, I’ensemble Adm(1°,0) est vide, et le probléme (1.3) n’a donc pas

169



V. ScHEMAS NUMERIQUES POUR LA CONTROLABILITE PARTIELLE

de solution. D’autre part, lorsque 6 = 0, la fonctionnelle duale associée a (1.4), dont nous
parlerons par la suite, ne sera coercive que dans le complété de L?({); R?) pour une certaine
norme, ce qui numériquement représente d’autres difficultés (Cf [GLH08, Rem. 1.17]). En-
fin, si 0 > 0, la fonctionnelle duale ne sera pas différentiable (Cf [GLHOS, p. 16]). Pour
ces différentes raisons, nous serons amenés a considérer la fonctionnelle (1.6) dite pénalisée
qui possédera de meilleures propriétés que (1.4). Pour plus d’explication nous renvoyons a
[Cia82]. Plus précisément, nous nous intéresserons au probléme de minimisation

inf F.(u), 1.5
ueg}QT) é(u) ( )

oll, pour toute pénalité ¢ > 0, la fonctionnelle HUM pénalisée F, est donnée par

1 1

Fe(w) = 51l + o= y(T % ), (16)

La fonctionnelle F, étant quadratique, non nulle et positive, elle est donc strictement
convexe. Puisque de plus 'application linéaire

L*(QrR"™) —  L*(QRP)
u — ILy(T;0,u)

est bornée, F, est continue sur L2(Qr; R™). Si |u]qg,n tend vers +coo alors F, (1) tend égale-
ment vers +o0, donc F, est coercive. La fonctionnelle F, est strictement convexe, continue et
coercive sur un espace vectoriel, elle admet ainsi un unique minimum sur L?(Qr; R™). Le
rapport entre la IT,-exacte controlabilité a zéro du systéme (1.1) et la fonctionnelle F. n’est
pas immédiat, et peut étre précisé a l'aide du théoréme suivant (adaptation du Théoréme
1.7 de [Boy13]) :

TuforEME 1.1. (1) Le systeme (1.1) est T1,-approximativement controlable a zéro a partir de la
donnée initiale y° si et seulement si nous avons

Ty(T;y", ue)—0, (1.7)

ou u, est le minimiseur de F, définie dans (1.6).

(2) Le systéme (1.1) est I1,-exactement controlable a zéro d partir de la donnée initiale y° si et seule-
ment si nous avons

2 :
MyO,T = ZS:iIg (Lz(ér;;me)Pg) < o0. (1.8)

De plus, dans le cas o1 (1.8) est satisfaite, nous avons

(i) Juclorm < My (i) [TLy(T; y°, ue)lop < My v/e

(i) M2, . = [uolfy,, (i0) t,—ito dans I2(Qr; R™),

ou ug est le minimiseur de la fonctionnelle F sur I'ensemble des contrbles u de L%(Qr; R™) satis-
faisant IL,y(T; y°, u) = 0, c’est-a-dire sur Adm(y°,0).

Preuve. (1) Silacondition (1.7) est satisfaite, alors le systéme (1.1) est IT,-approximativement
contrdlable a partir de la donnée initiale y°. Si maintenant on suppose que le systeme
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1. Controlabilité et contréle optimal

(2)

(1.1) est IT,-approximativement controlable a partir de la donnée initiale yo, pour tout
B > 0, il existe un contrdle w tel que la solution y du systéme (1.1) satisfasse

p

ILy(T; y°, w < —. 1.9
ITy(T;y )”Q,p V2 (1.9)
Soit £ > 0 tel que
52
elwl, . < > (1.10)
Sil'on considére u, I’argument minimum de la fonctionnelle pénalisée F,, u, satisfait en
particulier
_1 2 1 .10 2
Fe(ue) = EH”SHQTW + % Hpr(Try /”é‘)HQ,p'
On en déduit
.0 2 _ 1 2
“pr(T,y /ué)Hﬂ’p = 2¢ <Ps(u€) 2 HMSHQT,m) (111)
< 2eFe(ue).
Puisque u, est le minimiseur de F,, on a
1 5 1 0 2
Fe(ue) < Fe(w)= EHanr,m + 2 “HVV(T;]/ /w)Hg,p- (1.12)

En combinant (1.11)-(1.12), puis (1.9)-(1.10), on obtient

2 1 1 2
ITpy(T3 9" ue)g, < 2 <EIWIIéT,m+g\lﬂpy(T;yOIMQ,p>

g B
< 2¢ (4_5 + E)

< B

On en conclut donc que
Ly(T; y°, ug):0>0.

Si I'on suppose que le systeme (1.1) est IT,-exactement controlable a zéro, alors I'en-
semble Adm(y°, 0) estnon vide. De plus F est coercive, c’est-a-dire pour une suite (1) ke
telle que [ugl|;2(g,;rm) converge vers +o0, alors la suite (|F(ux)|)ren+ converge également
vers +c0. De la méme maniere que pour F,, la fonctionnelle F est strictement convexe,
continue et coercive sur un ensemble non vide fermé et strictement convexe. Elle admet
donc un unique minimiseur uy sur Adm(y°,0). On remarque que F, (1) = %HMOH?QT,M
pour tout € > 0. On obtient ainsi

1
Ssu lnf F < —||U 2 my
oh {LZ(QT) } 2lollorz
et donc

My 1 < ol (113)

Ainsi la IT,-exacte controlabilité a zéro du systeme (1.1) implique la condition (1.8).

Supposons maintenant que la condition (1.8) soit vérifiée. Alors on a pour tout € > 0
1
2 .0 2 2
Hu£||QT,m + EHHPJ/(T/}/ /uS)HQ,p < Myo/r
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On en déduit directement les items (i) et (ii) du Théoréme 1.1. Etant donnée que la so-
lution dans W(0, T')" du systeme (1.1) dépend continument du contréle et de la donnée
initiale (Cf [Lio68, p. 102]), les solutions y, associées aux contrdles u, sont uniformé-
ment bornées dans W (0, T)". Il existe alors une suite (& )ren+ < R¥ qui converge vers 0
et telle que

Ye, — Y faiblement dans W (0, T)",

Uy — U faiblement dans L?(Qr; R™),

IL,y(T;y° u,) —» 0 fortement dans L?(Q; R?).

En passant a la limite faible dans le systéme (1.1), y est solution de (1.1). L'injection
W(0,T)" — C(0, T; L*((;R"))

étant continue (Cf [DL88] p. 570), la suite (IT,y.,(T; ¥, g, ) ke converge faiblement
dans I'espace L*(€;R") vers I1,y(T;y° u). Par unicité de la limite, IT,y(T; y% u) = 0.
Ainsi la condition (1.8) implique la IT,-exacte controlabilité a zéro du systeme (1.1).
Il reste & démontrer les items (iii) et (iv) du Théoréeme 1.1. Par définition de ug, on a
0] orm < |llor,m, on en déduit, avec (i) et (1.13), les inégalités suivantes :
ligf;pl\uek & < Mo < Jt0lGy 0 < 2ty

De plus, comme (1, )ren converge vers u faiblement, nous avons l'inégalité suivante :
2 L 2
< )
[y m < lim inffae 5, ,,

(Cf [Bre83, p. 35]). On en conclut que la convergence de la suite (i, )ren Vers u est en
réalité forte (Cf [Bre83, p. 52]) et M;G = [uol3, .
minimum de F étant unique, on a également u = ug et on en déduit (iv).

= |u|?%_ . On a ainsi montré (iii). Le
T,
O

1.3 Probléme dual

Nous présentons dans cette section comment appliquer la théorie de Fenchel - Rocka-
fellar (Cf [Fen49; FB53; Roc66 ; Roc67; Roc69]) au probleme de minimisation (1.5). Cette
théorie permet de construire un probléme dit dual équivalent au probleme (1.5) qui sera
dit primal. Ce nouveau probleme peut avoir des avantages tant théoriques que numériques.
Nous donnerons plus de détails par la suite. La théorie Fenchel-Rockafellar est un cas par-
ticulier de la méthode des points selles et du Lagrangien. Nous suivrons ici le formalisme
de [ET74]. Nous renvoyons a [Cia82], pour une étude en dimension finie du Lagrangien, et
a [Fur00, p. 72] pour des problémes non linéaires en dimension infinie.

Pour la suite nous aurons besoin de la définition de fonctionnelle conjuguée.

DerintTioN 1.1. ([Bre83, p. 9]) Soit V un espace vectoriel et F : V —] — o0, +00] une fonc-
tionnelle telle que F # +c0. La fonctionnelle conjuguée a F est 1’application F* donnée par
F*: V* — ]—o00,+0]
u* o sup{(u,u*)yy« — F(u)},

ueV
ou V* est 'ensemble des formes linéaires sur V (dual algébrique).
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La théorie de Fenchel-Rockafellar pour des fonctionnelles de la forme (1.14) peut s’écrire
de la fagon suivante :

TrEorREME 1.2. ([ET74,p. 59]) Soit V un espace de Banach réflexif, Y un espace vectoriel topologique
séparé et F la fonctionnelle définie pour tout u € V par

F(u) := F1(u) + F2(Lu) (1.14)
avec F1: V —]—o0,+w0] et Fp : Y —]—o0, +o0] différentiables et L : V — Y linéaire. On considére

la fonctionnelle dite duale a | définie pour tout y € Y par [(y) = Ff (L*y) + F} (—y) ou F}, F} sont

les fonctionnelles conjuguées d F et F; et L* est 'opérateur adjoint de L. On suppose que F et | sont
strictement convexes et coercives sur leur ensemble de définition.

Alors F et | admettent chacune un unique minimum. De plus, on a I'égalité

inf F(u) = — inf (v)

et les minimiseurs respectifs u et y de F et | vérifient I'égalité

dFy _
du(u)_L y

A laide de ce théoréme, le minimiseur u, de F, du Théoréme 1.1 est caractérisé comme
suit

ProrosiTioN 1.1. Soit ¢ > 0 et considérons la fonctionnelle J, définie pour tout T € L?(Q; RP)
par

1 3
Jelp") = SIuB*0l}, , + 510715, + Ty(T,¥°,0), 0 )y, (1.15)

avec @ la solution du systéme rétrograde

—0p = Ap + A*¢  dans Qr,
p=0 sur >7, (1.16)
o(, T) = " dans (.

Les fonctionnelles F. et ] admettent chacune un unique minimum u, et @\ respectivement. De plus,
nous avons

Fs(us) = *]e((PZ) (1.17)

et les minimiseurs u, et Q! sont reliés par la relation suivante :
ue = 1,B*p. dans L*(Qr;R™), (1.18)
ol @, est la solution du systéme (1.16) avec la donnée initiale (T) = H;“(pf,.

Preuve. Nous rappelons que F, admet un unique minimum. Afin d’appliquer la théorie de
Fenchel-Rockafellar, nous écrirons la fonctionnelle F, comme suit :

F.(u) = F1(u) + Fo¢(Lu),
ot Fy, F,, et L sont définies pour tout u € L2(Qr; R™) et tout g € L?({; R¥) par
1 1
Fiw) = 2 ully 0 Fac(s) = o g + ILy(Tsy )13, et Lus=TLy(T;0,u)
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Pour tout ¢ > 0, introduisons la fonctionnelle duale associée a F, définie pour tout (pT €
L*(Q; RP) par

Jil9T) = FA(L*eT)+FE (—"),
ou F et F}, sont les fonctionnelles conjuguées a F; et F,. respectivement. Apreés calcul,
on obtient la formulation (1.15) o1 ¢ est la solution du systéme dual (1.16) pour la donnée

initiale goT. En effet, pour tout v € L%(Qr; R™), la fonction conjuguée a F; s’écrit de la facon
suivante :

F¥(0)

sup {0, 0)q;m — F1(9)}

€L?(Qr;R™)

— sup {<Z), UA>QT,m - %HZA)HZQT,m}
veL2(Qr;R™)

_ s 10512 _ 1|2 1,2
= e (@00 = 3100, = Hioly} + BTG

1 A2 1 2
= sup {-Hlo—o3 ,}+1lol
SeL2(QrR™) Qr,m Qr,m

2
Qr,m

= Fl(ZJ),

= 3l

si 'onnote y” := IT,y(T;y°,0), pour tout " € L*((; R”) on a

sup {<§0T/g>ﬂ,p —Fa. (3)}

3 (")
gEL2(RP)

= sup {¢@" g0, £l +yI3,}

gEL2(RP)

= sup {(g0" — LyDay— £lglE, | - £y,
gel2(Q;RP)

= sup {Kgep" —yap - £lsl3, - Elew” — I3, }
gEL2(Q;RP)

+leg —yTI2, 211,

= sup {—Flg—ep" +yT I3} + 510713, — 0T ¥ o,

S€L2(Q;RP)
. 2
= $le"o, —<@" v oy

et enfin pour tout u € L*(Qr; R™), pT € L2((;RP) et ¢ la solution du probléeme dual (1.16)
nous avons

L, "y Y(T;0,u), 9(T))an
Oy (50,1), @)arn + <Y (50, 1), 0P)grn

(1,Bu, §0>Qr,n = <1/£, ]lfUB*(P>QT,m’

d’or
L*oT =1,B*¢.

La fonctionnelle ], est combinaison d’une forme quadratique positive et d'une application

linéaire continue, elle est donc continue et strictement convexe.
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De plus, pour tout ¢! € L2({; R?), on a

Jelo") = 5le"lG, + My(T,¥°,0), 9",
LML,y (T, 5,03,

> flo"lR, -

on en déduit donc que J; est coercive. Les fonctionnelles F; et F; . sont différentiables, stric-
tement convexes et coercives sur leur ensemble de définition et I'opérateur L est linéaire,
donc d’apres le Théoreme 1.2, |, admet un unique minimum sur LZ(Q; RP) et les relations
(1.17) et (1.18) entre le minimum de ces fonctionnelles et leur minimiseurs sont vérifiées. [

Remarque 1.3. Le minimum de F, est en réalité caractérisé par le systeme primal (1.1), le
systéme dual (1.16) et I'égalité (1.18). Ce résultat peut étre obtenu a 1’aide du Théoréme 2.2
p- 131 dans [Lio68], ce qui nous permet de s’épargner du calcul des fonctions conjuguées
a Fi et Fp,. Les résultats de [Lio68] permettent d’appliquer la théorie de la dualité a des
systémes linéaires paraboliques et elliptiques trés généraux, mais ne donnent pas explici-
tement 1'expression de J,, qui va, elle, nous étre utile par la suite lors de 1’approximation
numérique.

1.4 Solution du probléeme de contrdle optimal

Nous nous intéressons dans cette section a la maniére de trouver une solution explicite
du probleme (1.5) en vue de construire un schéma numérique. D’aprés la Proposition 1.1,
(1.5) est équivalent au probléme de minimisation

inf (o7), 1.19
(pTeI}ZI(IQ;RV)]é((P ) ( )

plus précisément, les solutions u. et ¢! de (1.5) et (1.19) sont reliées par 1'égalité
u, = 1,B*@, dans L*(Qr;R™),
ol @, est la solution du systeme (1.16) avec la donnée initiale ¢(T) = H;‘j(pz.
ProrosiTION 1.2. La solution du probléme (1.19) est donnée par la solution du probléme linéaire
(A+e)p" = —TLy(T;y°,0), (1.20)
avec le Gramien A défini par

A: L2(;RP) — L2(Q;RP)
o' — TLw(T),

ou w est obtenue a partir des deux systémes dual et primal

—0ip =Ap + A*  dans Qr, dw = Aw + Ay +1,BB*¢  dans Qr,
=0 sur 2, w=0, sur 2, (1.21)
¢(,T) =" dans O w(-,0)=0 dans Q.

De plus, A + €ld est une application linéaire symétrique définie positive.
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Preyve. Déterminons le gradient de J.. Pour tout goT, he LZ(Q; RP), on a

Je(@" +h) SIL* (@ + D)2, + 5" + R}, + ALy(T,1°,0),¢" + ko,

Je(@") +<{LL*@T, hyap + e, 1)}, + (ATy(T,y°,0), hya,y + o(h).

Ainsi le gradient de la fonctionnelle J, s’exprime comme suit :
VIe(pT) = Ap" + ep” +Ty(T; y°,0).

On en déduit que le minimiseur ¢! de J, est la solution dans L?(2; R”) du probléme linéaire
(1.20). Puisque A = LL*, nous remarquons de plus que pour tout ¢, ¢ € L2(Q; R?), nous
avons l'égalité

(A +€)pT, ¥, @t Y0y + L*QT, L*YT ) m,

5<(PT/ ¢T>Q,p + <B*(P1 B*¢>m>< 0,T),m~s

ol @ et 1 sont les solutions du systéme (1.21) pour les données initiales ¢’ et ’. On en
déduit que pour tout T, YT € L2(Q; RP),

((A+ )", Pha, =o', (A+ )Y o,

et pour tout ¢! € L2((; RP) non nul

{(A+8)p", 9" )ap > 0.
Ainsi l’application (A + ¢) est symétrique et définie positive. O

Remarque 1.4. D’apreés la Proposition 1.1, les minima de J. et F. sont reliés par la relation
(1.18). A partir du minimum de F,, nous pouvons donc en déduire celui de J.. Nous re-
marquons qu’une fois discrétisé, 'ensemble de définition de J., i.e. L>(Qr;R™), aura une
dimension bien supérieure a celui de F,, i.e. L?({; R”). C’est pour cette raison que nous
choisissons de chercher le minimum F, plut6t que celui de J.. Pour davantage d’exemples
pour lesquels il est avantageux de résoudre le probléme dual que le probléme primal, nous
renvoyons a [Cia82].

Remarque 1.5. Une fagon de résoudre (1.20) est de calculer la matrice correspondante a I'opé-
rateur A + eld et de l'inverser, ce qui demandera beaucoup de temps de calcul. Puisque
l'opérateur A + eld est symétrique et défini positif, nous pouvons utiliser un algorithme de
descente de gradient conjugué (détaillé dans le cas discret a la section 2.1).

2 Approximation numérique du probleme de contrdle

Dans cette partie, nous discrétiserons le probléme cible (1.1) en temps a l'aide d’un
O-schéma avec 0 € [0, 1] (différences finies pondérées, Cf [All05]). En ce qui concerne la dis-
crétisation en espace, nous commencerons par nous placer dans un cadre général et mon-
trerons ensuite comment il est possible de s’y ramener a partir de schémas de type éléments
finis et différences finies. Nous supposerons que les matrices de couplage A et de contrdle
B définies dans le systemes (1.1) sont constantes en temps, afin de simplifier les notations.
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2.1 Cadre général

Dans cette section, nous nous placerons dans un cadre général que 'on peut retrouver
par exemple dans [Boy13; BHLR10a; BHLR10b; BHLR11; BLR14; LT06]. Soit un pas de
discrétisation en temps 6t := T/M avec M € N*, et h le parametre de discrétisation en espace
que nous préciserons dans les deux sections suivantes. Définissons les objets suivants :

o Trois espaces euclidiens Ej, F;, et U, de dimension finie dont les produits scalaires et
les normes seront notés (-, -)g,, (-, )r,, (-, )u, €t |- |g,, | - |r,s | - |u,, respectivement. Nous
désignerons par 0 I'élément neutre de Ej.

o Un opérateur linéaire M, : E;, — Ej; symétrique et défini positif pour le produit sca-
laire (-, -)g, et un opérateur linéaire Ay, : E;, — Ej.

e Etant donné que l'opérateur M;, est symétrique et défini positif, on peut définir un
nouveau produit scalaire (-, -)g, et une nouvelle norme | - ||, définis sur Ej, pour tout
x, y € Ej par

X, PE, = (Mix, y)g, et |x|g, = M x[g,. (2.1)

e Deux opérateurs linéaires continus By, : U, — Ej etIl;, : E;, — F; ot Ej est munis du
produit scalaire (-, - ), et de lanorme | - [,. Les opérateurs adjoints B} et IT* de B, et
I1), définis pour tout x € Ej,, y € Uy et z € Fj, par

(Bix,y)u, =, By, et A1z, x)p, = (z,11x)F,. (2.2)

Nous supposerons que B; est un opérateur borné.
n

e On suppose que l'opérateur 11, satisfait
II,IT} = Idp,. (2.3)
Nous remarquons qu’en tenant compte de (2.3), nous avons pour tout x, y € Fj,
(v, = Ax I y)e, et |x[p, = [ITx]g,.

e L'ensemble Lg f (0, T; Uy) des éléments de Uil” (on notera 0% I’élément neutre) munis du

produit scalaire et de la norme définie pour tout 1" := (uf )1<k<m, 00 == (U )1<k<m €
UM par
" " 12
ot ot ._ ko2 ot — kP2
(uy v, >L§,(0,T;u,,) = 5t2(”h, Uh)u,, et [u, ||Lgt(o,T;u,,) = 5t2 |”h|u,, :
k=1 k=1

Nous nous intéressons ici a la controélabilité du systéeme completement discrétisé suivant

Trouver (y¥)o<k<m € EN*! telle que :
MY —yf) + A0y + (1 - 0)yf) = Bpuk*!, vk e {0,.., M — 1}, (2.4)
Yy = You

ott Yo, € Ej est la donnée initiale et u' := (u))1<x<m € UM représente le controle. Nous
supposerons pour le moment que le systéme (2.4) admet une unique solution, nous mon-
trerons l’existence et 'unicité d"une solution dans le cas de schéma de type éléments finis
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et différences finies. On notera

Lyl (youluy) = Ty, € Fi. (2.5)

Soit € > 0 et afin d’approcher la solution du probléme d’optimisation (1.5), considérons
la fonctionnelle F?' définie pour tout ul' := (u};l)lgkgM € L2,(0,T; Uy) par

S 1
Fg,tg (uzt) = E Hl/l HLZ (0 T: u] |‘£h T(J/O hr uh )lF, (26)

ou LffT est défini dans (2.5). Le probléme de minimisation (1.5) sera ainsi approché par le
probléme de minimisation

inf  FY (ud"). (2.7)

ubel2,(0,T;Uy)

ot

Supposons qu'il est possible d’introduire 1’espace des familles de données initiales

Emit := | [ En-
h>0
Au lieu de faire tendre h et ¢ arbitrairement vers 0, une stratégie développée dans [Boy13]
consiste a choisir la pénalité en fonction de k. Pour le probléeme discret (2.4), nous utiliserons
donc la notion de contrélabilité suivante :

DérintTion 2.1. Soit YO := (yo ;) n=0 € Einir- Nous dirons que le probléme discret (2.4) est

(i) II,-¢(h)-exactement controlable a zéro a partir de la donnée initiale Y s'il existe iy > 0
et une fonction réelle g croissante avec g(0) = 0 telles que nous avons

inf Fg() ) < +00,
sup (int F

ol Ff E;b ()h) est considérée pour la donnée initiale v .

(ii) I1,-¢(h)-approximativement controlable a zéro a partir de la donnée initiale Y° s'il
existe une fonction g croissante avec ¢(0) = 0 telle que nous avons

lim 25 (ol I, — 0.

h,T

Hyrotnise 2.1. Soit A, symétrique définie positive dans (Ej, (.,.),) et B; une famille
d’opérateurs uniformément bornés. Considérons l'inégalité spectrale de Lebeau-Robbiano
suivante : il existe iy > 0, a € [0,1), f > O et k, £ > 0 tel que pour tout i > hg et (a;); € RN,
nous avons

2 2

a e
Soaiul = Y g <we® (85| D] ayy Vi< o (2.8)

pin<p g, HnsH B <p u,
4

ou ¢, est une base constituée de vecteurs propres de Aj, et u;; sont les valeurs propres
correspondantes.
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TuéorEME 2.1 (Cf [BHLR11]). Soit 6 €]1/2,1]. Supposons que I'hypothése 2.1 soit vérifiée, pre-
nons I, := Idg, et soit ¢ telle que

lim inf ") 0
Nt e 7

Alors il existe C1, Ca, hy > 0 telle que pour tout 0 < h < hy,

6t < Ci|log p(h)|™? (2.9)

ot
hp ()

ot

€ L*(0, T; Uy,) obtenu en minimisant J o)

et pour toute donnée initiale y) € Ey, le controle u
est tel que

H”Zip(h) “LZ(O,T;Uh) < CZlyO,h|Eh

et de plus on a
|‘£2fT(yO,}l|qu¢(h))‘Eh <G \/ ¢(h)|y0/h‘Eh'

Remarque 2.1. Bien que ce théoreme soit relativement général, il laisse encore plusieurs
points ouverts. Premierement, nous pouvons nous demander si il est possible de se passer
de la condition CFL (Courant Friedrichs Lewy: pas de temps qui dépend du pas d’espace)
donnée en (2.9). Comme dans [BHLR11], nous observerons numériquement dans la section
3.2 que le pas de temps ne semble pas influer. Deuxiémement, en ce qui concerne 1'étude
des systemes, peut-on obtenir de tels résultats puisque l'opérateur Ay, n’est en général pas
symétrique ?

Remarque 2.2. 1l existe d’autres stratégies permettant d’approcher numériquement ce type
de probléme de contrdle. L'une d’entre elles est développée dans une suite d’articles [FCM11 ;
FCM12; FCM13; FCM14]. Par exemple pour I"équation de la chaleur avec des conditions de
Dirichlet aux bords

Oy = Oy + Lou  dans (0,1) x (0, T),
y=0 sur {0,1} x (0,T), (2.10)
y(-,0)=1° dans (0,1),

les auteurs approchent la solution du probléme d’optimisation

1 1
F(u) := 3 JQ oy* + 5 pott?, (2.11)
T qr

otl les fonctions p et py sont des poids définis sur Qr s’écrasant exponentiellement aux temps
0 et T. La fonctionnelle (2.11) a été introduite dans [F196] afin de démontrer la contrélabilité
a zéro du systéme (2.10). Comme nous l’avons en partie remarqué dans l'introduction de
ce manuscrit, la solution de ce probléme d’optimisation est tres réguliére. L'inconvénient
de cette méthode est qu’il faut adapter les poids en fonction de la situation étudiée. Il peut
étre intéressant d’essayer d’appliquer cette stratégie pour I'étude de la contrdlabilité des
systémes paraboliques.

Similairement a la Proposition 1.1, a 1’aide la théorie de Fenchel-Rockfellar, le minimi-
seur de la fonctionnelle thé_ est caractérisé de la fagon suivante :
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ProrosiTiON 2.1. Considérons la fonctionnelle définie pour tout @] € F, par

&
]hg((Ph) _HB*((Ph)HLZ (OTU;, §|(P;{|12?h + (y]?;/ @Z)Fh/ (212)

oyl := £2tT(y0h|O“’t) et ((ph)1<k<M+1 est la solution pour la donnée initiale p)'*! =

systéme adjoint

_ H*ﬁoh

Trouver (@f)1<k<ms1 € EM*! tel que
MM — M) + 0A M = 0y, (2.13)
EMu(pF — ) + A (B9 + (1 — 0)p* 1)) =0, Vke{l,..,M—1}.

Si l'on note respectivement u et (ph les minimiseurs respectifs des fonctionnelles Fét et ] ona

inf FY =F) (u),) =] (¢, ——1r1f , 2.14
Lg,(O,T;U/,) h,e ( hs) h,s((ph,a) ]he ( )

et de plus pour tout k € {1, ..., M}
uh = Bh gohé, (2.15)
ou (piE = ((p’,;,é_)KKMH est la solution du systéme adjoint (2.13) pour la donnée initiale (p,frg.
Preuve. Procédons de la méme maniere que dans la preuve de la Proposition 1.1. Pour tout
udt e L2.(0,T; Uy)
B > S, o

donc F,‘ztg est coercive. Avec les mémes arguments que dans la preuve du Théoréme 1.1, Fg‘;
est continue et strictement convexe. Elle admet ainsi un unique minimum sur Lgt(O, T; Up).
Ecrivons la fonctionnelle F]‘ztc comme suit :

Fét (uh ) Fgfl( ) + F;?Z S(LZfsuZt)’

ol pour tout uit = (u’,;)KKM € L3,(0,T; Uy) et tout g, € Ey,
|

Py (u Zétluhi Fit (80) 1= 52 lgu+ vl R, et Lkl = T L3 (0,

ou yh = Lh T(thbt) Pour tout ¢ > 0, introduisons la fonctionnelle duale de F‘” définie
pour tout (ph € Ej, par

Ti(ep) = EFLEep) +FBY (—p),

ou Fy'¥ et F)' sont les fonctionnelles conjuguées a Fy', et F)', - respectivement. En utilisant
le méme raisonnement que dans la preuve de la Proposmon 1.1, pour tout vif = (Ulli)lg k<M €
L2,(0,T; Uy) et (p,{ e Fy, ona

Pl = FL (@), Fix(oD) = slelly, — (of yDr.

Calculons maintenant I'’adjoint de l'opérateur LY’ . Soient u)' = <”Z>1<k<M € L2(0,T; Up)
et oI € Fj. Notons (yf)o<k<m la solution du probléme primal (2.4) pour la donnée initiale
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y2 := 0y, et le controle uflt, et ((Pﬁ)lékéMﬂ celle du probléme dual (2.13) pour la donnée
initiale ¢ € F. En utilisant la définition de L' , on a

Lyt s e, = Ty, @) ), (2.16)

A l'aide de la définition de H;", nous en déduisons

My, @3 )e, = s Ty E, - (2.17)
La définition (2.1) du produit scalaire (-, -), et le fait que @)'*! = IT*| donnent
Wy e e, = My e, = My, @) e, (2.18)

Comme yg = 0y, on remarque que

(Muy)', ) ),

_ \\M-1 1 k+1 kY k+1 M k1 k+1 k (219)
= Zkzo 5t((§ch(yh - yh)/ ¢, )E/, + Zk:o 6t(yhr 5ch((Ph - (Ph))Eh'

En remplacant £ M, (y5*! — y¥) et TM;(¢f*! — ¢F) du membre de droite de (2.19) par les
expressions correspondantes des systémes (2.4) et (2.13), on en déduit

My, ) ),
= S SO Ay, oF e, — (1 — 0)(Anyk, F ), + (Buukt!, k1), ]
+ e SO AP, YE)E, + (1 — 0)(AnpEH, yh)E, ] + 6tO( A, yM ),

Ce qui donne apres simplification
Myl @3 )e = Xka 0Bt @ ) (2:20)
En combinant (2.16)-(2.18) et (2.20), on obtient

M
(L st @p ), = D=1 OH( By, @ )E, = Y, B (@ hr<kemrz o,1.u,)- (2.21)

D’ou
L?,tik%{ = BZ ((Plﬁ)lsksM € Lﬁf(O, T; Uy).

,€

Le calcul d’adjoint précédent justifie du choix du systéme adjoint discret (2.13), et entre
autre le choix de la deuxiéme ligne. On remarque que, pour tout ¢/ € F;, on a

(@) = sleplz, + (L wenl0)), @),

= fﬂ(P;{ %n - %|LZfT(]/0,h|02t)|Fh/

on en déduit donc que la fonctionnelle | ,‘zts est coercive. Les fonctionnelles Fl‘zfl et Fl‘zlee sont
différentiables, strictement convexes et coercives sur leur ensemble de définition et 'opé-
rateur LZ; est linéaire, donc d’apres le Théoreme 1.2 la fonctionnelle | ,‘ztg admet un unique
minimum sur Fj, et les relations (2.14) entre le minimum de ces fonctionnelles et (2.15) de
leur minimiseurs sont vérifiées.

O
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Grace a la Proposition 2.1, la résolution du probleme de minimisation (2.7) est équiva-
lente a la résolution d’un systéme linéaire :

Corollaire 2.1. Le minimiseur de la fonctionnelle ] est la solution @; de I'équation linéaire
(A} + )y =~y (222)

oy, = L (youl0) et A, appelé Gramien, est 'application qui d tout @] € Fy, associe la solution
prz/{ € Fy, des problémes primal et dual

Trouver ((p’;l)1<k<M+1 e EM*1 telle que :
sMi(@p! — @) + 0 A} =

FMu(@f — 51 + 0ALQF + (1 — )ﬂhgok“ 0, pour tout k € {1,.... M — 1}.
.
(2.23)

et
Trouver () )o<k<m € EX*! telle que :
M, ( L —y8) + 0Ay T + (1 — 0)Ayy = BB+ pour tout k € {0,.., M — 1},

yh =
(2.24)
De plus l'application A + eld est symétrique et définie positive.

Preuve. Nous rappelons qu’a I'aide du calcul (2.21), I'adjoint de LY, est'opérateur qui a tout
@" € Fyassocie (B*¢F )1<k<pm 0l (¢F )1<k<m+1 estla solution du probleme adjoint (2.23). Pour
tout ¢!, ¢ € F;, nous avons

bt

m((f’h + )

2Ly + %)HLZ oruy T EPL UL+ W e + Y,
e (@) + (L LY oy, gr, + e(pp, Y7, + (Vg ¥R, +o(g)).

Ainsi pour tout | € Fj, le gradient de ] est donné par

]hg((Ph) Aétﬁoh + 5(Ph +yh

Comme dans le cas continu, nous remarquons que pour tout ¢!, T € F,, on a

((Azt + 8)@]{/ ll)[];)le (LZtELth(Ph/ IPZ)F;! + 8((PZ/ EDZ)F,,

(Lét* z’ the* l,l)h )Fh + é((Ph/ '1[’11 )F/,

Ainsi I'application linéaire (A" + ¢ld) est symétrique définie positive. O

Comme il est mentionné dans la Remarque 1.5, une méthode de type descente de gra-
dient est appropriée pour résoudre le probleme de minimisation (2.7). Nous choisirons ici
d’utiliser un algorithme de gradient conjugué qui est un outil fréquemment utilisé pour ap-
procher la solution d"un probléme linéaire avec une matrice symétrique définie positive. On
trouve ce type d’algorithme par exemple dans [GLHO08], ot les auteurs étudient I’approxi-
mation numérique des contrdles contrélant approximativement 'équation de la chaleur.
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2. Approximation numérique du probléme de controle

Pour davantage de détails ainsi que la démonstration de la convergence de cette méthode,
nous renvoyons a [All05; AKO8]. Nous suivrons donc l'algorithme suivant :

Entrées : Condition initiale y,, € Ej,
Initialisation :

(yﬁ)ogksM solution du systeme (2.4) pour yg == Yo, et u’,; =0, Vke{l,.., M}

by, = thyQA; /* Second membre du probléme linéaire */
(PZ =0y, /* Init. du gradient conjugué */

K)1<k<ms+1 solution de (2.23) pour M+ := ¢T; /* Probléme dual */
(Ph = p (ph g0]’!

(¥7 Jo<k<m solution de (2.24) ot uf := ¢f Vk € {1,..,M}; /* Probléme primal */

vy = Tyt /% Yy = Ny, */
ron = by —yp — epp™t; /* Résidu */
Pon = Ton, /* Résidu tampon */
Yo := |roulr,; /* Norme du résidu */

Tant que y;/yo > & pour i > 1 faire

(¢F)1<k<ms1 solution de (2.23) pour @)*! := p;i_y 4; /* Probléme dual */
(¥} Jo<k<m solution de (2.24) ot uf := ¢f Vk € {1,..,M}; /* Probléme primal */
yi =Ty /% Yy = N pican */

2
Iri-alg,
Qi1 = ; /* Pas de descente */
(Y, + €Pi-1hs Pi-11)E,

T .— T .
(Pi’h - (Pifl,h + ai—lpi—l,h 7

— T .
Tin = ricin — aic1(y, + €picin);

2
Yin Fp

Bi—1:

|ri—1,h |12:h ’
Pih = Tislh + Bic1Pi—1,n5

Vi = |Vi,h\Fh;

Fin
(¢} )1<k<m1 la solution du systeme dual (2.23) pour ¢! = (pz/ljiﬂ;
(¥} Jo<k<m la solution du systéme primal (2.4) ot y) := yo 4 et uf := @f Vk € {1,.., M} ;

Sorties : Controle (uf)1<x<m € L2,(0, T; Uy), Solution controlée (v )o<k<m-

Algorithme 1 : Gradient conjugué pour la méthode HUM
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Rappelons les différents parameétres de cet algorithme:

¢ | pénalité

h | pas de discrétisation en espace

ot | pas de discrétisation en temps

0 | parameétre du 6-schéma

€t | critere d’arrét du gradient conjugué

Dans l'algorithme 1, la matrice de I'opérateur A + eld n’est pas explicite. A l'aide de
la définition donnée dans le corollaire 2.1, pour un vecteur (p,{ de Ej, Azt (pZ est la solution
prhM € Fj, des problemes primal et dual (2.23) et (2.24).

Remarque 2.3. Comme l'opérateur (A} + ¢I) est symétrique défini positif, 'algorithme de
gradient conjugué ci-dessus est en théorie exact, plus précisément il permet pour un vecteur
y} donné de résoudre notre probleme

(A +&)p) = —y1, (2.25)

en moins de R itérations avec R la dimension de E;. Malheureusement, lorsque cet algo-
rithme est implémenté sur ordinateur, lorsque cet algorithme est implémenté sur ordina-
teur, la représentation des réels en arithmétique flottante implique une perte de cette pro-
priété de convergence en un nombre fini d’itérations. De plus, lorsque la pénalité ¢ tend vers
zéro, les valeurs propres de (A% + ¢I) convergent vers zéro, et le probleéme linéaire (2.25)
tend ainsi a étre mal posé, ce qui peut augmenter les erreurs. C’est pour cette raison que
nous avons imposé le critére d’arrét &4, (voir algorithme).

2.2 FEléments finis

Regardons maintenant comment on peut retrouver le cadre général défini dans la sec-
tion précédente lors de la discrétisation du systéme (1.1) a I’aide d’éléments finis en espace
et d'un 0-schéma en temps. Nous renvoyons a [All05] pour des explications détaillées de ce
type de méthode d’approximation. Nous désignerons par 6t := T/M le pas de discrétisation
en temps o1 M est un entier naturel non nul. Soit 7, un maillage d’éléments finis de ) (h est
la taille de la plus grande maille K de 77,). Pour un élément K de 77, on notera hig le rayon du
cercle circonscrit de K (h := max hk) et pk le rayon du cercle inscrit de K. On supposera que

hx/pk est uniformément borné par rapport a K. Nous approximons H; () par les espaces
de dimension finie
Vi, == {oy € C%Q) : vyl € P1(K), YK € T3},

et
Von == {von € Vi : v4]aq = 0},

ot P (K) est I'espace des polynomes sur K de N variables et de degré < 1. Nous noterons
Rla dimension de Vg, et (;)1<j<r une de ses bases.
Considérons l'opérateur de projection ITj, , défini par

. n 4
Iy, : v, — Vi,

(2.26)
(yh,lf aeey yh,n) g (y]’l,lf e yhr}”)'
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Pour toute donnée initiale yo;, == (y),,.., y) ) dans V§, et tout controle uit = (uﬁ)lgkgM

dans V}””M, la solution du systeme (1.1) sera approchée par la solution du probleme

Trouver (y};)ogkgM € Vg M) telle que pour tout g, € V) :

h
Y =k, gan + OVYET, Vgann + (1 — 0)(VYE, Vgidann

= 9<Aylh<+1l g>Q,H + (1 - 9)<Ayl,§, gh>Q,n + <Bu]];+1/ gh>w,n
vk e {0,.., M — 1},

Yy = You
(Per)

et on notera

L' (ouluy) = Mapyy,
ou (ylli)ogkgM est la solution du systéme (Pgr). Définissons les espaces de dimension finie
Ej, := R™R, Fy := RPR, U}, := R"™R. Nous utiliserons également la notation L2, (0, T; U,) définie

R R

; Soé Y - 0 . yk — ko). ko.—

comme dans la section précédente. Si I'on note yg s = 121 yh,sij], u, = 121 uh,r].gb] ety, =
j= j=

R
> y’;l s].l/}j pour tout k € {0,...,. M}, r € {1,..,m} ets € {1,..,n}, alors en remplacant g, par
=
e;pj dans (Per) avec e, le reMe glément de la base canonique de R”, nous obtenons
L (S L &k
» (; v Wi ¥pa — ; v, Yi, 4’;>Q> +0 ; vy Vi, Vipan
R n R
+ﬂ—@§yKW%VWMN=9§§%T@M%%M
_n R ' m R 1
+ﬂ—®%§%NW%%M+;§%f@WWW@
s=li1= s=1i=
Ainsi nous retrouvons le systéme linéaire (2.4), c’est-a-dire
{ EM(YET — b + A0y + (1 - 0)yF) = Buk*!, vke{0,..,.M -1},

0 _
Y, = Yohs

avec les matrices My, Aj, et B, définies comme suit

M, 0 Ky~ All ... _ab
My, = , Ay = : : ,
0 M, _AM L K, — Am

11 1

Bh e ma

Bh = 7

1

Bl ... Bm

ou
My = (Wi ¥poa)i<ij<r,
Ky, == ((Vbi, VP jpaN )1<ij<rs
A = (@t Ypasijers
B := ((brsthi, ¥ )w)1<i j<k
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avec A = (as5)1<rs<n la matrice de couplage et B = (brs)1<r<n,1<s<m la matrice de controle du
systéme (1.1). Nous remarquons que pour tout y, := (Vn,sj)sj, Zn := (Znsj)sj € Ex nous avons

MuYn, zn)E,

;<Mh (yh,sj)jl (Zh,si)i>RR

i«i YnsiCPj Yidr2(a) )i (Znsi)i)re (2.27)

s=1 j=1

n R R
Zl<21 yh,sﬂl)/’/ Zi Zh,sill)i>Q-
s=1 j= i=

Lopérateur M, est donc symétrique et défini positif et de plus Ay est linéaire. En notant
IT, := (IR,, ORP,R(n,p)), I'opérateur I, vérifie bien la condition (2.3). Ainsi les espaces et les
opérateurs que nous venons de définir vérifient bien les hypothéses décrites au début de la
section 2.1. Montrons maintenant que le systéme linéaire (Prr) admet une unique solution.

PROPOSITION 2.2. Supposons que
ot <n oAl (2.28)
Alors le systéme linéaire (Pr) admet une unique solution.

Preuve. Il est clair que le systeme 2.4 admet une unique solution si et seulement si la matrice
(éMk + 0Ay) est inversible. Soit y, € Ve L2(,;R") et (Yn,sj)1<s<n1<j<r ses coordonnées

’ =

R
c’est-a-dire pour touts € {1, ..., 1}, Yns = D Yns jj. On a donc d’une part, en utilisant (2.27),
=1

Munsisis Wnsisppe, = [ynl,.

D’autre part, nous avons

(A (Yns)sis (Ynsi)si e,
n
= HV]/hH?LNn - Zl<AZ’S(yh,rj)j, (Yn,si)i)rr
r,5=

n R
VYl N — Z1<(Z1 Ynriars®j, i0a)i, (Yn,si)i)re
r,5= j=

n R R
IVynle N, — 2 Cars 3 Y 2 Ynsithida
j= i=

5=

n
Hvyh”é/]\m - Zl<ars]/h,r/ ]/h,s>Q-
r,5=
On en déduit que pour tout € > 0

1
<(5Mh + OAL) (Ynsj)sir (Ynsi)siE,

1 n
> = lyal, — 014l 2 lynslalynrla + O1Vynlg,n
Ot % ,

r,s=1
1
> (55— 0141 ) Il + 019,
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Ainsi, nous avons

1 1
G+ 0 s ), > (57— n01ALe ) Iy

Nous en concluons donc que pour 6t suffisamment petit indépendamment de 7, le systeme
(2.4) admet une unique solution et ainsi le systeme (Pgr) également. O

2.3 Différences finies

Nous utiliserons dans cette section une méthode de différences finies en espace et en
temps de type 0-schéma pour discrétiser le systéme (1.1). Nous montrerons qu'il est possible
de se ramener au cadre général décrit dans la section 2.1. Afin d’alléger les notations, nous
nous placerons en espace sur un intervalle réel [0, L] (L > 0) et sur l'intervalle [0, T] en temps
(T > 0). Pour un schéma en dimension supérieure nous renvoyons au livre d’Allaire [All05,
p- 31]. On notera 0t := T/M et h := L/R les pas de discrétisation en temps et en espace. On
discrétisera les intervalles de temps et d’espace de la maniére suivante en notant

(t, x;) := (k.6t, j.h) pour tout k € {0, ..., M} et tout j € {0, ..., R}.

On notera yjf la valeur de la solution discrete au point (f, x;) qui approche la solution du
probléme continu (1.1). Un schéma implicite standard de type différence finie en espace
combiné avec un 0-schéma en temps pour le systéme (1.1) donne

yﬁfjl - yﬁ,]‘ N 9_y23£1 + 2%;1 - yi;h f(1- )—J/ﬁ,,q + 2]/]/5,/ - y}h(,j+1
ot h? h?
) = QA(x]-)y’]:'j1 +(1— G)A(xj)y’;l,]. + B(xj)u’,;*jl vk € {0,... M — 1}, Por)

Yo=Yk =0Vke{0,..,M~1},

Yi; = Yon(x))-

De la méme maniére que dans la section précédente, on note E;, := R*R=1) F, := RPR-1)
Uy := R™R=D et L2 (0,T; Uy) désigne I'espace défini dans la section 2.1. Si nous notons
yor = (¥°(x1),, Y0 (xr-1)) € Ep, b = (us(x1,k0t), ..., ths(Xr_1,kOt))1<s<m € Uy et yj =
(y’h‘,sj)lgjslg_l,lgsgn € Ej, pour tout k € {0,..., M}, on en déduit que pour tout r € {1,...,n}
etje{l,..,R—-1}

1/ ok 0 k1 kel kel
5 (%Jj - yh,rj) t (_yh;(]‘fl) T2y~ Vh,+r0+1>)
1-0 k k k
T2 <_yh,r(j—1) + 2y, — yh,r(j+1))

=6 ;ars(x;‘)y'ﬁ;} +(1-0) ;ars(xj)yﬁ,sj + ;hdw)”ﬁ;}-

Ainsi la résolution du systéme (#pr) est équivalente a trouver Y, = (]/Z,S].)lg j<R—11<s<n pour
tout k € {1, ..., M} satisfaisant le systéme linéaire (2.4), c’est-a-dire

{ EM(YET — by + ALOYET + (1 - O)yF) = Buk*!, vke{0,..,. M —1},
Yy = You
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ot My, est la matrice identité de M(z_1),(R) et les matrices Aj et By sont définies comme
suit :

K, — Ail _A}ln B}lql B111m
Ap = : : s Bu=
_ Azl e Ky — AZH le Bzm
ou
2 -1 0
1 -1
Kh - ﬁ . 7

0 -1 2

ars(xl) 0 brs(xl) 0
AP = et B} := .
0 ars(fol) 0 brs(fol)

Lopérateur de projection I, défini par IIj, := (I(R,W O(R,l)p,(R,l)(,,,p)) vérifie la condition
(2.3). Définissons l'opérateur linéaire L', défini pour tout yo,, € Ey et toutu)’ € L3, (0, T; Uy)
par

Lyl (youlu™) = Ty,

ol (y};/j)ogkgM,lg j<r—1 est la solution du systeme (2.4). Lopérateur M), est bien symétrique
et défini positif. Les espaces et les opérateurs que nous venons de définir vérifient ainsi
les hypothéses du cadre abstrait décrit au début de la section 2.1. Montrons maintenant
I'existence et 'unicité de la solution du systeme (Ppr).

PROPOSITION 2.3. Supposons que
ot <n o A| L (2.29)
Alors le systéme linéaire (Ppr) admet une unique solution.

Preuve. Nous rappelons que le systeme (£pr) admet une unique solution si et seulement
si la matrice é/\/(h + 6A), est inversible. Or pour tout élément yj, := (Yns)1<s<n € En, nOus
avons

1 n
(GMu+ 0A Y ywe, = 5 lynlle, — 6A]w 2 1l [yl

r,s=1

1
> (5 - 014l nf,

car la matrice Kj, est symétrique définie positive. Ainsi le systeme (Ppr) admet une unique
solution. 0

Remarque 2.4. Nous pouvons remarquer que ce soit dans le cas du schéma par éléments
finies ou par différences finies, le systéme (2.4) est bien posé dés que le pas de temps 6t est
suffisamment petit indépendamment du pas d’espace h. Plus précisément respectivement
lorsque (2.28) (ou (2.29)) est vérifiée, qui sont des conditions trés proches, puisque 6 € [0, 1].
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3 Simulations numériques

Dans cette partie, nous considérerons le systeme (1.1) pourn =2, m = letp = 1 c’est-
a-dire un systeme avec seulement deux équations contr6lé par un seul contrdle et nous
ne souhaiterons contrdler que la premiére composante. Plus précisément, en reprenant la
définition 2.1, nous étudierons la IT,-¢(h)-exact controlabilité a zéro du systeme

oy =Ay+az+1,u dans Qr,
Oz = Az dans Qr,
y=2z=0 sur 3r,
y(-,0)=y° z(-,0) =z dansQ,

(3.1)

ot %, z° € L3(Q) sont les données initiales et u € L?*(Qr) le contrdle. Nous supposerons
également que nous sommes en dimension 1, plus précisément que () := (0, 27). Le systéme
(3.1) sera considéré sur l'intervalle de temps (0,T) avec T := 2, un domaine de contrdle

¥ =0,
z0 := sin(x).

Nous discrétiserons le systéme (3.1) en temps a l'aide du 0-schéma décrit dans la section

w := (0, ) et une donnée initiale

2 pour 6 = 1 c'est-a-dire un schéma en temps de type Euler implicite. En espace, nous
utiliserons les discrétisations éléments finis (Prr) et différences finies (Ppr) données dans
les sous-sections 2.2 et 2.3, respectivement. Enfin nous minimiserons la fonctionnelle (2.6) de
la section 2.1 en suivant 'algorithme 1 avec un critére d’arrét ¢4, := 1078. Les programmes
des simulations de cette section sont écrits en langage Python a l’aide principalement des
librairies NumPy, Scipy, Dolfin et FeNICS (Cf [JOP+01 ; LW10]).

3.1 Allure des solutions

Reprenons les deux exemples de couplage a du systeme (3.1) correspondant aux items
(1)-(2) et (3) du Théoréme 1.3 du chapitre précédent (Cf [AKCD15]), c’est-a-dire

@ a(x)=1,
(b) a(x) = 3 Jeos(15pm)
p=1F

Dans cette partie, la pénalité est indépendante de I’espace et fixée arbitrairement a 10'° et
nous utiliserons le schéma (Ppr) décrit dans la section 2.3.

La série donnée dans le cas (b) sera bien évidemment tronquée lors des simulations nu-
mériques qui suivront. Nous renvoyons a la section 3.2 pour plus de précisions. La deuxiéme
composante z de la solution, représentée dans la figure V.1, est la méme dans les deux si-
tuations (a) et (b) et est donnée par

z(x,t) = e 'sin(x) V (x,t) € (0,2m) x (0, T).
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i} 20 0
Ficure V.1: Evolution de la composante z du systéme (3.1) dans les cas (a) et (b).

Dans le chapitre précédent, nous avons montré d"une part que dans les deux cas le sys-
teme (1.1) estI1;-approximativement contrélable a zéro et d’autre part qu’il est I1;-exactement
controlable a zéro dans le cas (a), mais ne 1’est pas dans le cas (b). Il est intéressant de remar-
quer que dans la premiére situation, représentée dans la figure V.2, la premiére composante
y de la solution admet de l1égéres oscillations a I'instant T d’amplitude qui tend rapidement
vers zéro, tandis que dans la deuxiéme situation (Cf figure V.3), nous observons a l'instant
T des oscillations d’amplitude fortement croissante. Nous remarquons donc déja certaines

différences
y

t 15 1
} 20 0
Ficure V.2: Evolution de la composante y du systéme (3.1) dans le cas (a).
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t 1.5 1
. 20 O
Ficure V.3: Evolution de la composante y du systéme (3.1) dans le cas (b).

3.2 Influence du pas de temps et du schéma en espace

Considérons le 0-schéma (Ppr) (différences finies), et suivons la méthodologie de F.
Boyer (cf [Boy13]) en prenant une pénalité dépendante du pas d’espace, plus précisément
choisissons dans la définition 2.1 ¢ = ¢(h) := h*. Pour davantage d’explications concernant
ce choix de ¢, nous renvoyons a [Boy13]. En ce qui concerne le pas de discrétisation en temps,
comme dans [Boy13], nous pouvons observer qu'il n’influe pas sur la contrélabilité du sys-
téeme discrétisé (Ppr). En effet, dans la Tableau V.1, nous constatons que I'énergie optimale
inf FZt () tend a se stabiliser pour un pas d’espace fixé et lorsque le nombre d’intervalles
de temps M augmente dans les cas (a) et (b). Nous observons donc les mémes phénomenes

que F. Boyer dans [Boy13].

(@) Casa(x) =1 (b) Cas a(x) = 2,24 r% cos(15px)
R M R M

20 80 320 1280 20 80 320 1280
20 | 11.0 770 691 6.73 20 | 0.236 0.193 0.182 0.179
50 | 174 957 8.04 7.68 50 3.66 3.07 282 2.71
100 | 26.0 11.6 9.23 8.69 100 | 52.3 424 36.8 34.1
200 | 37.7 14.0 10.6 9.79 200 | 801 606 486 440

Tableau V.1: Energie optimale inf Fg' o)

Dans le Tableau V.2, nous montrons que le nombre d’itérations du gradient conjugué
semble également atteindre un maximum lorsque le nombre d’intervalles en temps M aug-

191



V. ScHEMAS NUMERIQUES POUR LA CONTROLABILITE PARTIELLE

mente, que ce soit dans le cas d’un systéme contrélable ou non contrélable, ce qui nous
conforte dans 'idée que la discrétisation en temps ne semble pas avoir d’'influence.

(a) Cas a(x) = 1 (b) Cas a(x) = 3,21 55 cos(15px)
R M N M

20 80 320 1280 20 80 320 1280
20 [ 24 30 30 29 20 [ 25 30 34 34
50 | 78 78 85 86 50 | 77 95 95 107
100 [ 223 231 232 224 100 | 249 277 276 266
200 | 706 716 756 720 200 | 724 926 929 872

Tableau V.2: Nombre d’itérations du gradient conjugué

Les simulations des Tableaux V.3 et V.4 ont été effectuées dans le cas (a), c’est-a-dire
lorsque le systéme (3.1) est controlable, et avec 400 points de discrétisation en temps. On
remarque que lorsque le nombre R de points de discrétisation en espace augmente, la norme
de la premiére composante yzt o(h) (T) de la solution du systéme a l'instant T, la norme du
controle uit o) € le minimum de la fonctionnelle F,‘zt () dans le cas des différences finies
et dans le cas des éléments finis sont de plus en plus proches. Les deux schémas semblent

converger vers les mémes solutions.

R 50 10 200 300
[y sy (Dl | 530e-4 1184 277e-5  1.18e-5

Huzf(/)(h) HLgt(O,T;U/,) 376 409 441 459

i ot
inf Fh,¢(h) 7.94 9.08 10.3 11.1

Tableau V.3: Différences finies

R 50 10 200 300
[y (Dl | 497e-4 1164 274e-5  1.18e-5

! o1z 0T | 365 4.05 4.40 458

inf Y 743 890 103 111

Tableau V.4: Eléments finis

La série donnée dans le cas (b) est bien évidemment tronquée lors des simulations nu-
mériques. Nous pouvons remarquer dans le Tableau V.5, ott le nombre de points en espace
et le nombre de points en temps ont été fixés a 100 et 200 respectivement, que la norme de
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I'instant final th<15 " (T), la norme du controle u% " ainsi que le minimum de la fonction-
nelle FZt o(n) S€ stabilise tres rapidement dés lors que le nombre de termes considérés dans
la série ), %cos(lpr) est suffisamment important.
p=1
P (Cf titre tableau) 10 30 50 100 200 300
Y2 (D e, 237e-4 2.39%-4 240e-4 240e-4 240e-4 2.40e-4
5
|\uhf¢(h) ez (0,751 0.154 0.192 0.199 0.204 0.207  0.208
inf Fl‘th)(h) 2.83 2.88 2.89 2.90 291 291

P
Tableau V.5: Influence de la troncature Y, p%cos(lpr) dans le cas (b)
p=1

3.3 Commentaires

Nous terminerons ce chapitre par quelques commentaires concernant les résultats po-
sitifs et négatifs de contrélabilité sur le systéme (3.1) obtenus dans le chapitre précédent. Si
'on écrit a sous la forme a := >y« @k cos(kx), nous avons prouvé dans le chapitre pré-
cédent (Cf [AKCD15]) que le systeme (3.1) est I1;-exactement controlable a zéro s’il existe
deux constantes C; > 0 et C; > 27t telles que

lag| < Cre~%F pour tout k € N. (3.2)

Les fonctions a vérifiant (3.2) sont des fonctions de classe C*. De plus, nous avons également
montré que pour k € N et la fonction de couplage @ donné par

a0

a(x) := Z % cos((2k + 13) jx) pour tout x € (0,2m),
=/
j=1

le systéme (3.1) n’est pas II;-exactement contrdlable a zéro en tout temps et nous remar-
quons que ces fonctions sont de classe C¥~!. Nous pourrions nous demander si les couplages
pour lesquels le systéeme (3.1) est I1;-exactement controlable a zéro sont tous de classe C*.

Considérons la fonction de couplage « := x. Nous constatons dans la Figure V.4 que

le minimum de la fonctionnelle F* = (— e
hu ()

uniformément bornés (pente de 3.70e — 3 et 1.35¢ — 1 respectivement). En comparant cette

—) et la norme du controle uit () (—M-) sont

observation avec le second item du Théoréme 1.1, il est probable que le systeme (3.1) soit

I1;-exactement contrdlable a zéro pour ce couplage. D’autre part, la norme de la solution a

o
h’¢(h) . . . .
tend vers zéro. Ce qui confirme que le systeme est I1;-approximativement contrélable a zéro

Iinstant T y (T) (—a—) est décroissante lorsque le pas d’espace h (et la pénalité ¢ = h#)

dans ce cas.
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10° ? = = = é - \\y§f¢(;1)(T)||Vh (pente =1.27)

L o o o 1| Huhf(pgh)HLﬁ,(OrTWh) (pente =-3.70e-3)
10 B E +ianht¢(h) (pente =-1.35e-1)

1072}
1070 E
05| // |
E Lo E

1073 1072

h

ot
(k)
dans le cas a(x) = x

ot

Figure V.4: Distance a la cible ||y o ()

(T)||v,, norme du contrdle |u | 2,01v,) et valeur minimale

; ; ot
de la fonctionnelle meﬁ,@rT;Vn) Fhom

Dans le systéme (3.1), étant donné que l'équation de z est completement découplée,
la premiére équation n’est autre que I'équation de la chaleur avec le second membre az.
L'équation de la chaleur avec un second membre ne dépendant que de I'espace n’est pas
contrdlable a zéro si celui-ci n’est pas de classe C* sur le domaine privée de la zone de
contrdle. En effet, soit T > 0, ) un domaine non vide borné de RN (N > 1) de frontiére 0Q)
de classe C*, w un ouvert non vide de () et considérons le systéme

oy =Ay+ f+1,u dansQr:=Qx(0,T),
y=0 sur 0Q x (0,T), (3.3)
y(-,0)=1° dans Q,
ou y° € L*(Q) et supposons qu’il existe yT € L*(Q) tel que Ay’ = f. Pour un controle
u € L*(Qr), la solution du systeme (3.3) est nulle a l'instant T si, et seulement si, la solution
z:=y +y! du systeme
Oz=Az+1,u dans Qr,
z=0 sur 0Q) x (0,T), (3.4)
z(-,0) =z =y +yT dansQ,
vérifie z(T) = y! sur ). D’apres le Théoreme 1.1 de l'introduction, le systeme (3.4) admet
une unique solution dans W(0, T) := W(0, T; Hy(Q), H*(€2)). Soit ) € C*(0, T) une fonction
de troncature en temps telle que supp(n) < (0,27/3),0 < n < letn = 1sur (0,7/3). De la

méme maniére, soit & € C*(£)) une fonction de troncature en espace telle que supp(6) < wo,
0< 0 <1letB =1surwoll wy est un ouvert de () contenant strictement w. La fonction
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w = (1 —n)(1 — 0)z est solution du systéme

ow =Aw+ ¢ dansQr,
w=0 sur 0Q x (0,T), (3.5)
w(-,0)=0 dans Q,

oug:=(1-1)[2VO-Vz+A6z] — (6;n)(1 — 6)z. On remarque que ¢ € L*(Qr). A nouveau, en
appliquant le Théoreme 1.1 de I'introduction au systéme (3.5), w appartient a Wg’l(QT) =
W(0,T; H*(Q) n H}(Q), L*())). De plus, d’apres la Propriété 1.1 de I'introduction, w(T) €
Hj(Q), d’ot z(T) € H} (Q\wo). En utilisant le méme raisonnement que précédemment et le
Lemme 2.5 de l'introduction, on peut montrer que z(T) est de classe C* sur Q\wy. Ainsi
si I'on choisit une cible y* qui n’est pas de classe C* sur Q\wp, on ne peut pas trouver de
contrdle u tel que la solution correspondante z du systéme (3.4) soit égale a y” a I'instant T.
On peut trouver ce type d’argument par exemple dans [BGBPG04b ; BGBPGO04c ; GBPGO6].
Nous en concluons que pour une fonction f qui n’est pas de classe C* sur Q\wy, le systéme
(3.3) n’est pas contrdlable a zéro.

Ces constatations nous confortent dans l'idée qu'il est certainement nécessaire que le
couplage a soit de classe C* pour que le systéme (3.1) soit I1;-exactement contrélable a
zéro au temps T.
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Résumé

Cette theése est consacrée a 1’étude de la controlabilité approchée et & zéro des systémes
paraboliques linéaires sur un domaine non vide borné Q) de RN (N € N*), controlés par
moins de forces que d’équations. Les controles seront localisés sur un ouvert de {) ou sur
son bord. Nous étudierons deux problémes différents.

Le premier consiste a contrdler une des équations indirectement a ’aide d"un opérateur
de couplage d’ordre un. Nous obtenons alors des résultats pour plusieurs classes d’opéra-
teurs et de systémes.

La deuxiéme question que nous étudierons est de savoir s’il est possible de controler
seulement certaines composantes de la solution du systéme. Nous donnons une condition
nécessaire et suffisante lorsque les coefficients de couplage sont constants ou dépendent du
temps et étudions un systéme simplifié quand ils dépendent de 1’espace.

Nous terminerons en détaillant un schéma numérique avec lequel nous fournirons des
perspectives quant a quelques problémes qui restent ouverts en controlabilité partielle des
systémes paraboliques linéaires.

Mots clefs : Controlabilité, Observabilité, Condition de Kalman, Méthode des moments,
Inégalité de Carleman, Systémes paraboliques

Abstract

This thesis is devoted to the study of the approximate and null controllability of linear
parabolic systems on a nonempty bounded domain Q of RN (N € N*), controlled by less
controls than equations. The controls will be localized in an open set of () or on its boundary.
We will study two different problems.

The first of them involves controlling one of the equations indirectly with a coupling
operator of order one. We obtain some results for different class of operators and systems.

The second question we will study is to know if it is possible to control only some com-
ponents of the solution of the system. We give a necessary and sufficient condition when the
coupling coefficients are constant or time depending and study a simplified system when
they are space dependent.

We will finish by giving details on a numerical scheme with which we provide perspec-
tives concerning some open problems in partial controllability of linear parabolic systems.

Key words : Controllability, Observability, Kalman condition, Moment Method, Carleman
inequalities, Parabolic Systems.

MSC 2010 : 93B05, 93B07, 93C20, 93C05, 35K40.
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