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Résumé

Nous nous intéressons aux formes modulaires surconvergentes définies sur certaines

variétés de Shimura, et prouvons des théoréemes de classicité en grand poids. Dans un
premier temps, nous étudions les variétés ayant bonne réduction, associées a des groupes
non ramifiés en p. Nous nous intéressons aux variétés de Shimura PEL de type (A) et (C),
qui sont associées respectivement a des groupes unitaires et symplectiques. Pour démontrer
un théoréme de classicité, nous utilisons la méthode du prolongement analytique, qui a
été développée par Buzzard et Kassaei dans le cas de la courbe modulaire.
Nous généralisons ensuite ce résultat de classicité a des variétés en ne supposant plus que
le groupe associé est non ramifié en p. Dans le cas des formes modulaires de Hilbert, nous
construisons des modéles entiers des compactifications de la variété, et démontrons un
principe de Koecher. Pour des variétés de Shimura plus générales, nous travaillons avec le
modéle rationnel de la variété, et utilisons un plongement vers une variété de Siegel pour
définir les structures entiéres.
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Abstract

We deal with overconvergent modular forms défined on some Shimura varieties, and

prove classicality results in the case of big weight. First we study the case of varieties
with good reduction, associated to unramified groups in p. We deal with Shimura varie-
ties of PEL type (A) and (C), which are associated respectively to unitary and symplectic
groups. To prove a classicality theorem, we use the analytic continuation method, which
has been developed by Buzzard and Kassaei in the case of the modular curve.
We then generalize this classicality result for varieties without assuming that the associa-
ted group is unramified in p. In the case of Hilbert modular forms, we construct integral
models of compactifications of the variety, and prove a Koecher principle. For more general
Shimura varieties, we work with the rationnal model of the variety, and use an embedding
to a Siegel variety to define the integral structures.
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Introduction

Coleman ([Co]) a prouvé qu’une forme modulaire surconvergente sur la courbe mo-
dulaire, de niveau Iwahorique en p, de poids k entier, propre pour un certain opérateur
de Hecke U, était classique si la pente, c’est-a-dire la valuation de la valeur propre pour
I'opérateur de Hecke (normalisée de telle facon que v(p) = 1), était inférieure strictement a
k—1. Ce résultat a été obtenu grace a une connaissance approfondie de la cohomologie ri-
gide de la courbe modulaire. Des travaux de Buzzard ([Bu]) et de Kassaei ([Ka]), utilisant
des techniques de prolongement analytique, ont donné une nouvelle démonstration de ce
théoréeme. Détaillons le principe de leur démonstration. La géométrie de la courbe modu-
laire en niveau Iwahorique sur F, est assez simple : il y a le lieu ordinaire-multiplicatif, ot
la courbe elliptique est ordinaire et le sous-groupe de la p-torsion est de type multiplicatif;
le lieu ordinaire-étale, ot la courbe elliptique est ordinaire et le sous-groupe de la p-torsion
est de type étale; et le lieu supersingulier, ot la courbe elliptique est supersinguliére. La
fonction la plus pertinente pour étudier la courbe modulaire de niveau Iwahorique sur Q,
est la fonction degré de Fargues : le degré du sous-groupe universel vaut 1 sur le tube du
lieu ordinaire-multiplicatif, O sur le tube du lieu ordinaire-étale, et est un rationnel compris
entre 0 et 1 sur le tube du lieu supersingulier. Une forme modulaire surconvergente étant
définie sur un voisinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif, il faut étendre cette forme
aux deux autres lieux. Sur le lieu supersingulier, I'opérateur U, accumule les points dans
un voisinage du lieu ordinaire-multiplicatif (plus précisément, il augmente strictement la
fonction degré sur ce lieu).

Si f est une forme modulaire surconvergente de valeur propre non nulle, Buzzard a
remarqué que la relation f = a, U, f pouvait s’'interpréter comme une équation fonction-
nelle vérifiée par f. Puisque 'opérateur U, contracte le tube supersingulier vers le lieu
ordinaire-multiplicatif, ’élément de droite dans ’équation a un domaine de définition plus
grand que le domaine de définition initial de la forme modulaire surconvergente. Cette
relation permet donc d’étendre la forme modulaire au lieu supersingulier. Ce n’est plus
le cas sur le lieu ordinaire-étale : dans ce cas 'opérateur U, envoie p — 1 points dans le
lieu ordinaire-multiplicatif, et 1 point sur le lieu ordinaire-étale. L’opérateur U} envoie lui
p" — 1 points dans le lieu ordinaire-multiplicatif, et 1 point dans le lieu ordinaire-étale.
Kassaei a cependant remarqué que sous une certaine condition, il était possible de négliger
le point du lieu ordinaire-étale. Plus précisément, si f est une forme classique propre pour
Up, alors sur le lieu ordinaire-étale, pour tout n on peut écrire f = a,"U) f = fu + gn, OU
Jn est définie a I'aide des p™ — 1 points de U, appartenant au lieu ordinaire-multiplicatif,
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et g, a 'aide de 'unique point du lieu ordinaire-étale. Si le poids de la forme modulaire
est suffisamment grand devant la pente (plus précisément si k& > 1+ v(a,)), alors les
fonctions g, tendent vers 0 quand n tend vers l'infini, ce qui justifie le fait de négliger
le point du lieu ordinaire-étale. Si maintenant f est une forme surconvergente, alors la
fonction g, n’est pas définie, mais la fonction f,, 'est, puisqu’elle n’est définie qu’a 'aide
de points du lieu ordinaire-multiplicatif. Kassaei a ensuite su recoller les fonctions f,, avec
la forme f initiale pour produire une forme modulaire classique. I.’étape de recollement
est une étape technique, qui utilise le sous-groupe canonique (pour définir la série f,, sur
un voisinage strict du lieu ordinaire-étale), et un résultat d’annulation de la cohomologie
de Bartenwerfer ([Ba]), qui permet de donner un sens a la limite des f,,.

La premiére généralisation de ces résultats est alors diie a Sasaki ([Sa]) dans le cas des
variétés de Hilbert avec p totalement décomposé dans le corps totalement réel. Dans ce
cas, il y a autant d’opérateurs de Hecke que de places au-dessus de p, et le prolongement
analytique se fait direction par direction. Pour étre plus précis, le fait que la forme modu-
laire soit propre pour le premier opérateur de Hecke permet de ’étendre & une premiére
zone. En itérant ce processus pour chaque opérateur de Hecke, on finit par étendre la
forme modulaire & toute la variété, et donc on montre qu’elle est classique. D’une maniére
générale, cette démonstration montre que pour prouver un théoréme de classicité par la
méthode du prolongement analytique, on peut se ramener au cas ou il n’y a qu’une place
au-dessus de p.

La méthode précédente étant géométrique, c’est-a-dire qu’elle repose principalement
sur la dynamique de l'opérateur de Hecke, il est naturel d’essayer de généraliser cette
preuve pour d’autres variétés. La premiére extension de ce résultat pour des variétés de
dimension supérieure a été obtenue par Pilloni pour les variétés de Siegel de genre 2 (voir
[Pi]). L’espace de niveau Iwahorique considéré parameétre les schémas abéliens A avec
polarisation principale munis d’un drapeau H; C H, de la p-torsion, chaque H; étant de
rang p' et totalement isotrope. Les quantités pertinentes & étudier ici sont les degrés de
H, et de Hy. La premiére chose a faire est de comprendre la dynamique de 'opérateur de
Hecke U,. Rappelons que 'opérateur géométrique U, associe & un point = = (A, Hy, Hy)
les points (A/L, Hi, H}), ot L est un supplémentaire générique totalement isotrope de
H, dans Alp|. On trouve alors que cet opérateur augmente le degré de Ho, et 'augmente
strictement si celui-ci n’est pas entier. Si f est une forme surconvergente, propre pour U,
et de valeur propre non nulle, il est donc possible par le méme argument que précédem-
ment d’étendre f au lieu deg H, > 1. La zone restante est donc le lieu deg Hy < 1; la
situation est donc beaucoup plus compliquée que précédemment. En effet, dans le cas de
la courbe modulaire, le lieu restant était deg H = 0, qui correspond au lieu ordinaire-étale,
et il était possible d’analyser précisément ’action de U, sur ce lieu, car le lieu ordinaire
est bien connu. En revanche, dans notre cas, la relation deg H, < 1 n’implique pas que le
schéma abélien est ordinaire en p. Le lieu ordinaire correspond au lieu ou les degrés de H,
et H, sont entiers. Il y a alors 4 possibilités, car les degrés de H; et H, sont alors égaux
a 0oul:lelien deg Hy = 2 correspond au lieu ordinaire-multiplicatif, le lieu deg Hy = 0
correspond au lieu ordinaire-étale. Les lieux ou le couple (deg Hy, deg Hs) vaut (1,1) et
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(0,1) sont les lieux multiplicatif-étale et étale-multiplicatif respectivement.

Sur chacun des deux lieux précédents, il est possible de construire des séries comme
celles introduites par Kassaei. En effet, opérateur U, envoie p® — p points vers le lieu
ordinaire-multiplicatif, et p points dans le lieu d’origine. Cette distinction est faite suivant
le fait que le supplémentaire de Hy rencontre ou non le sous-groupe canonique. Si le poids
de la forme modulaire est suffisamment grand, il est donc possible d’étendre la forme f
aux deux lieux précédents. La dynamique sur le lieu ordinaire-étale est également bien
connue : lopérateur U, envoie p* — p? points dans le lieu ordinaire-multiplicatif, p*> — 1
points dans 'union des deux lieux précédents, et 1 point dans le lieu ordinaire-étale. Cette
distinction est faite suivant le rang de I'intersection du supplémentaire de Hy avec le sous-
groupe canonique. La dynamique de U, étant connue, il est donc possible de définir des
séries de Kassaei, et de les faire converger sous une certaine hypothése vérifiée par le
poids. Sous cette hypothése, la forme f a été étendue au lieu ordinaire, c’est-a-dire ol
le p-rang de la p-torsion du schéma abélien est 2, ainsi qu’au lieu deg Hy > 1. On peut
également controler en partie la dynamique sur le lieu ou le p-rang de la p-torsion du
schéma abélien est 1. En effet, il est possible de construire des séries de Kassaei sur ce
lieu. Considérons par exemple le lieu deg H; = 0, deg Hy €]0, 1]. Il existe sur ce lieu un
sous-groupe canonique partiel de rang p. On peut alors décomposer 'opérateur de Hecke
suivant que le supplémentaire rencontre ou non ce sous-groupe canonique partiel. Si ce
n’est pas le cas, le point est dans la zone deg Hy > 1 o f est déja définie, sinon il est dans
la zone d’origine. Il est donc possible de construire des séries de Kassaei sur ces lieux, et
donc d’étendre f a ces lieux si le poids est suffisamment grand. Au final f a été étendue
a une zone assez grande de la variété, et on peut se demander si cela est suffisant. Par
un lemme de Nakayama topologique, il suffit d’étendre la forme f au tube d’un ouvert
suffisament grand de la fibre spéciale. Celle-ci est munie des stratifications de Kottwitz-
Rapoport et de Ekedahl-Oort, et une analyse fine de ces stratifications prouve qu’il est
possible d’étendre la forme modulaire au tube d’un ouvert suffisamment grand de la fibre
spéciale (plus précisément au tube d’un ouvert de complémentaire de codimension plus
grande que 2). En résumé, pour prouver que f est classique, il suffit d’étendre la forme
modulaire surconvergente sur un lieu suffisamment grand de la variété considérée. Sur
chacun des lieux, soit I'extension était automatique (l'opérateur U, a son image incluse
dans un lieu de définition de f), soit il est possible de construire des séries de Kassaei a
I’aide du sous-groupe canonique, ou du sous-groupe canonique partiel.

La méthode précédente a été généralisée par Pilloni et Stroh ([P-S 2]) dans le cas
des variétés de Shimura PEL de type (A) ou (C) associée & un groupe déployé sur Q,.
Cette condition implique que le nombre premier p est totalement décomposé dans le corps
CM ou totalement réel associé a la variété de Shimura. La méthode de démonstration est
analogue a celle des variétés de Siegel de genre 2 : elle repose sur la dynamique des opéra-
teurs de Hecke, la construction de séries de Kassaei a 1’aide de sous-groupes canoniques,
et enfin sur la géométrie de la fibre spéciale de la variété. Pour comprendre celle-ci, les
auteurs utilisent les strates de Kottwitz-Rapoport dans le cas (A), et des intersections
de strates de Kottwitz-Rapoport et Ekedahl-Oort dans le cas (C). Pour montrer que la
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forme modulaire f est classique, il suffit de montrer qu’elle s’étend au tube d’'un ouvert
de la fibre spéciale, dont le complémentaire est de codimension plus grande que 2. Pour
appliquer le résultat d’extension automatique, il est également important d’utiliser la nor-
malité de la fibre spéciale (voir [P-S 2,5.1.5] pour plus de détails).

Pour généraliser encore ces résultats, on peut considérer des variétés munies d’une
action d’un corps totalement réel dans lequel le nombre premier p n’est pas totalement
décomposé. Le cas le plus simple est celui des variétés de Hilbert associée & un corps
totalement réel dans lequel p est inerte (qui est de difficulté équivalente au cas p non
ramifié, car le nombre de places au-dessus de p n’apporte pas de difficultés). Remarquons
que contrairement au cas totalement décomposé, il n’y a qu'un seul opérateur de Hecke
en p, Uy, ce qui complique la situation. Il est toujours possible de construire les séries
de Kassaei sur le lieu ordinaire. Néanmoins, chercher des zones d’extension automatique
pour ensuite appliquer un théoréme d’extension en codimension plus grande que 2 se ré-
véle compliqué (Tian arrive cependant & certains résultats dans [Ti]). Pour espérer obtenir
des résultats généralisables, il est important de supprimer si possible I'étape d’extension
en codimension plus grande que 2, c¢’est-a-dire réellement prolonger la forme modulaire
surconvergente a toute la variété rigide. C’est ce qui a été fait par Pilloni et Stroh dans
[P-S 1] dans le cas des variétés de Hilbert. Rappelons que la variété de Hilbert de niveau
Iwahorique paramétre un schéma abélien A polarisé muni d’une action de 'anneau des
entiers d’'un corps totalement réel F' et un sous-groupe H de A[p| de hauteur d, ou d est le
degré de F' (on suppose p inerte dans F'). Dans ce cas, H est un groupe de Raynaud (voir
[Ray]), muni d’une action de Op/p, on peut définir les degrés partiels de H. Ils seront
définis ultérieurement, mais précisons simplement qu’il y a autant de degrés partiels que
de plongements de F' dans @p, et que leur somme est égale au degré défini par Fargues.
On sait déja que 'opérateur U, augmente le degré total, et 'augmente méme strictement
si le degré n’est pas entier. En réalité, il augmente certaines combinaisons linéaires des
fonctions degrés, et si le degré total n’augmente pas, alors chacun des degrés partiels est
entier.

Nous avons donc une information plus précise sur les zones ot il y a potentiellement des
problémes : il s’agit de zones ol chacun des degrés partiels vaut soit 0 soit 1. Bien str, le
lieu ot tous les degrés partiels valent 1 (resp. 0) correspond au lieu ordinaire-multiplicatif
(resp. ordinaire étale). De plus, si on considére un point x avec tous ses degrés partiels
entiers (mais pas dans le lieu ordinaire-multiplicatif) deux possibilités existent : soit aucun
point de U,(z) n’a le méme degré que z, soit il n’en existe qu’un seul. Cela veut donc dire
qu’il n’existe qu’au plus un seul « mauvais » supplémentaire de H (si 2 correspond & un
couple (A, H)); celui-ci va donc jouer le role du sous-groupe canonique. Finalement, sur
les zones ot la dynamique de I'opérateur de Hecke ne permet pas d’étendre le domaine de
définition de la forme modulaire, il est possible de construire des séries analogues a celles
de Kassaei. En effet, supposons que 'on a étendu f a la zone ol le degré est strictement
supérieur a un entier 7, et soit x un point de degré r avec tous les degrés partiels entiers.
Si Up(x) a tous ses points de degré strictement supérieur a r, alors on peut définir U, f
en z. Sinon, il n’existe qu'un seul point de U,(z) de degré r. On peut alors décomposer
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I'opérateur U, en U, = Ug""d + Ufj’“d, ol Ug"“d correspond aux points de degré strictement
supérieur a r et U}’,’“d a I'unique point de degré r. La série de Kassaei a l'ordre 1 est alors
égale & a,, 1U}§7°°d f, qui est bien défini, puisque 'opérateur UngOd a son image incluse dans
le domaine de définition de f. Pour définir la série de Kassaei a I'ordre 2, il faut distinguer
suivant que U)*(z) est dans une bonne ou une mauvaise zone, c’est-a-dire si U,(U)*(z))
a 0 ou 1 point de degré égal a r. La série de Kassaei a 'ordre 2 est égale a a;ngf dans le
premier cas, et a aglUg"Odf + a;QUgadUg"odf dans le deuxiéme. Les séries ainsi construites
vont converger, ce qui permet d’étendre f & la zone de degré r.

Cependant, cela n’est pas suffisant, car pour pouvoir utiliser la dynamique de 'opé-
rateur de Hecke sur la zone o le degré est dans |r — 1,7[, il faut pour cela que f soit
définie sur la zone ou le degré est plus grand que r — «, pour un certain « strictement
positif. Pour cela, il est important de faire surconverger les décompositions précédentes et
les séries construites, de maniére a ne pas ensuite étre bloqué dans le prolongement ana-
lytique. C’est ce qui est fait dans [P-S 1], & 'aide notamment de 1’étude des sous-groupes
de la p-torsion des schémas abéliens considérés. A l'aide d’arguments combinatoires, les
auteurs prouvent que si z est un point de la variété, et si U,(z) posseéde un point de degré
proche de celui de z, alors les degrés des autres points de U,(x) sont connus, et ne sont
pas proches de celui du point z. Cela prouve donc que si un « mauvais »point de U,(z)
existe (dans le sens ou son degré est proche de celui de x), alors il est unique, ce qui
permet donc de décomposer 'opérateur U, en ce point.

Cette démonstration est importante car elle montre qu’il est possible de se passer
du résultat d’extension automatique en codimension plus grande que 2. Pour attaquer
des variétés plus générales que celles déja traitées, par exemple les variétés de Hilbert-
Siegel, une premiére piste a été d’essayer d’identifier le plus finement possible les zones
oll la dynamique de I'opérateur de Hecke posait probléme, et d’essayer d’obtenir le plus
d’informations possibles sur les points de U,, et notamment le nombre de points de U,
ol le degré restait le méme. Une premiére piste explorée a été d’utiliser tous les opéra-
teurs de Hecke en p. Ainsi, pour la variété de Siegel de genre 2, paramétrant des couples
(A, Hy, Hy), I'opérateur U, augmente le degré de H,, et I'augmente strictement sauf si
celui-ci est entier. Il existe un autre opérateur de Hecke en p, U,;, qui vérifie la méme
propriété pour H;.

En utilisant la dynamique de ces deux opérateurs, on peut donc se ramener aux zones
ot les degrés de H; et H, sont tous les deux entiers. Or si ces deux degrés sont entiers,
alors on se trouve sur le lieu ordinaire, qui est bien connu, et ou I'on peut construire les
séries de Kassaei. Cela permet donc de donner une autre preuve plus simple de ce cas,
mais avec la condition additionnelle que la forme modulaire soit propre pour 'opérateur
U, de valeur propre non nulle. Si on applique cette stratégie pour les variétés de Hilbert-
Siegel (de genre 2 par exemple), paramétrant les couples (A, Hy, Hy) ol chacun des objets
est muni d’une action de Op (F est un corps totalement réel), alors on se raméne au lieu
ol chacun des degrés partiels des H; est entier. Une étude approfondie des sous-groupes
de A[p] sur ces zones montrent que les situations sont variables : dans certains cas, il y
a au plus 1 mauvais supplémentaire de H,, mais sur certaines zones, il peut y avoir un
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nombre variable de mauvais supplémentaires. Cela suggére donc de découper ces zones
suivant le nombre de mauvais supplémentaires; on se rend alors compte qu’il n’y a pas
besoin d’information précise sur le nombre de ces supplémentaires : pour chaque point x,
on peut décomposer U, en Ug*? 4 U™, on U§*? correspond aux « bons » supplémen-
taires, et U;’“d aux « mauvais ». Il suffit ensuite de trouver les bonnes zones sur lesquelles
cette décomposition a un sens, c’est-a-dire découper la zone suivant le nombre de mauvais
supplémentaires.

Initialement, il semblait important que 'opérateur Ug""d ne soit pas nul ; cela implique
que son image est incluse dans une zone de définition de la forme modulaire, et permet de
définir la série de Kassaei. Prouver que cet opérateur est non nul est équivalent & montrer
qu’il existe au moins un bon supplémentaire. Nous sommes arrivés a prouver que c’est
effectivement le cas (au moins si p > 5). Néanmoins, il s’avére que le fait que Upg""d soit
nul n’est pas problématique. Dans ce cas, tous les points de U, sont mauvais, et il faut
tous les négliger; la série de Kassaei d’ordre 1 est alors nulle.

De méme, il nous semblait important de distinguer les zones ou la dynamique de
I'opérateur de Hecke posait probléme (les zones de degré entier) et les autres. C’est-a-dire
qu’il fallait construire des séries sur chaque zone de degré entier, et ensuite raisonner
par récurrence pour étendre la forme surconvergente & toute la variété. En réalité, ce
n’est pas nécessaire, et on peut raisonner comme suit. On peut tout d’abord étendre la
forme initiale & la zone ou le degré est strictement supérieur au degré maximal moins
1. Ensuite, on considére toute la zone restante (et méme un voisinage strict de celle-ci).
On peut construire des séries de Kassaei sur cette zone et les recoller. De cette maniére,
nous n’avons que deux étapes dans le prolongement analytique, qui sont les analogues des
étapes de Buzzard et Kassaei. Avec cette méthode, nous prouvons donc le théoréme de
classicité suivant.

Théoréme. Soit p un nombre premier, et X une variété de Shimura PEL de type (A) ou
(C) de niveau Iwahorique en p. On suppose que p est non ramifié dans le corps CM ou
totalement réel associé a cette variété, et que sur Q,, la variété de Shimura est associée
a un produit d’algebres de matrices. Soit f une forme modulaire surconvergente sur X de
poids k. On suppose que f est propre pour une famille (U;) d’opérateurs de Hecke en p,
de valeurs propres (a;). Si le poids k est suffisamment grand devant la famille des (v(a;)),
alors f est classique.

Dans le cas des formes modulaires associées a un groupe sur Q dont la restriction a Q,
est G(Rest 2/0,5P2g) (Qpa est 'unique extension non ramifiée de degré d de Q,), nous
obtenons le théoréme suivant.

Théoréme (Théoréme 1.4.17). Soient F' un corps totalement réel de degré d dans lequel
p est inerte et X, = Hom(F,Q,). On considére la variété de Shimura associée a un
groupe sur Q, qui est isomorphe sur Q, a G(RGSde/QpSpgg). Soit f une forme modulaire
surconvergente de poids k = (k1; > -+ > kg;)ies, (voir 1.3.1 pour la définition précise),
propre pour U, (défini dans 1.3.2) avec la valeur propre a,. Supposons que

o) + dg(g+1)

5 < Hzlf k?gﬂ'
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Alors f est classique.

Ce théoréme reste vrai si on suppose simplement p non ramifié dans F' : il y a alors
autant d’opérateurs de Hecke que de places au-dessus de p, et donc de conditions sur les
pentes pour que la forme modulaire soit classique.

La méthode utilisée ici est trés générale, et permet d’obtenir un résultat similaire
pour les variétés de Shimura PEL de type (A) associées a des groupes unitaires. Plus
précisément, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme (Théoréme 1.5.20). Soit Fy un corps totalement réel de degré d dans lequel
p est inerte, F une extension CM de Fy dans lequel p est non ramifié. Nous considérons
la variété de Shimura PEL associée & un groupe unitaire relatif ¢ F/Fy de signature
((a,b),...,(a,b)) en p si p est décomposé dans F, et de signature ((a,a),...,(a,a)) sip
est inerte dans F (dans ce cas on note b = a). Soit &3, = Hom(F,,Q,) et f une forme
modulaire surconvergente de poids k = ((k1; > -+ > kay), (b > -+ > lpi))ies, (voir
1.5.3 pour la définition précise), propre pour U,, de valeur propre a,. Supposons que

v(a,) + dab < inf(kq; + lp;)

Alors f est classique.

La encore, le résultat se généralise au cas ol le nombre premier p est non ramifié dans
F. 1l y a alors autant d’opérateurs de Hecke et de conditions & vérifier que de places
au-dessus de p dans Fjy. Il est également vrai pour les variétés de Shimura PEL de type
(A) associées a F/Fy si p est non ramifié dans F' (voir le théoréme 1.5.20). Dans ces cas,
des signatures plus générales sont autorisées, mais pour que le probléme ait un sens, nous
devons supposer que le lieu ordinaire est non vide. D’aprés Wedhorn (voir [We]), cela
est équivalent au fait que p soit totalement décomposé dans le corps réflexe E associé a
la variété de Shimura. Cette condition impose des relations sur la signature du groupe
unitaire dans le cas (A), ce qui justifie les hypothéses du théoréme précédent.

Nous avons donc démontré des théorémes de classicité pour les formes modulaires
surconvergentes (de pente petite devant le poids) pour les variétés de Shimura PEL de
type (A) ou (C), sous 'hypothése que le nombre premier p est non ramifié dans la donnée
de Shimura.

Nous nous sommes ensuite intéressés au cas général, c’est-a-dire en autorisant le
nombre premier p & étre ramifié. Une différence avec le cas précédent, qui ne pose pas de
probléme, est que les zones ol la dynamique de 'opérateur de Hecke peut poser probléme
ne correspondent plus a des points de degré entier mais de degré multiple de 1/e, otu e est
Iindice de ramification. Cela a pour conséquence de modifier la condition entre le poids
et la pente dans le théoréme de classicité. Un autre point qui pose plus de difficultés, et
que nous avons éludé dans la discussion précédente, concerne les compactifications de la
variété de Shimura. En effet, les variétés de Shimura considérées possédent des compac-
tifications toroidales définies sur le corps réflexe (voir [Pin] par exemple), et une forme
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modulaire classique est par définition une section d’un certain faisceau sur une de ces
compactifications. De plus, si la codimension du bord de la variété de Shimura dans sa
compactification minimale est plus grande que 2 (on exclut principalement le cas de la
courbe modulaire), les sections du faisceau des formes modulaires sur la variété non com-
pactifiée s’étendent automatiquement aux compactifications toroidales par un principe de
Koecher, ce qui justifie qu’on néglige le bord dans la définition des formes modulaires.

Dans les cas précédents, nous avons étendu notre forme surconvergente & 1’espace ri-
gide associé au modéle entier de la variété de Shimura (défini par Kottwitz), mais il nous
reste a prouver que celle-ci est algébrique, c’est-a-dire qu’elle provient bien d’une section
sur la variété algébrique. Introduisons quelques notations : soit K une extension finie de
Qp, Ok son anneau des entiers, X une variété de Shimura définie sur O, et on note X,;,
Iespace rigide associé & X. Si w” désigne le faisceau des formes modulaires, nous avons
étendu notre forme modulaire surconvergente en un élément de H(X,;,,w"). Supposons
qu’il soit possible de construire une compactification X de X sur Ok, et notons Ym»g
Iespace rigide associé. Supposons également que la codimension du bord de la variété de
Shimura dans sa compactification minimale est plus grande que 2. Alors un principe de
Koecher rigide prouve que H°(X,;,, w") = H°(X,;,,w"). Comme I'espace X est propre,
on a par un principe GAGA H°(X xo, K,w") = H°(X,,,w"). Cela prouve donc que la
forme modulaire que 'on a étendue a tout l'espace rigide provient bien d’une forme clas-
sique. Dans les cas précédents, la construction des modéles entiers des compactifications
ont été faits dans [P-S 2], et reposent sur les travaux de Lan ([La]) et Stroh ([St]). Citons
également un autre travail de Lan ([La2]) pour le principe de Koecher.

Dans le cas ol le nombre p est ramifié, la construction générale des modéles entiers des
compactifications n’est pas connu. Dans le cas des variétés de Hilbert, Rapoport ([Ra])
a construit des modéles entiers des compactifications pour les variétés sans niveau en p.
Nous adaptons ici sa construction pour les variétés de Hilbert de niveau Iwahorique, ce
qui nous permet d’obtenir le théoréme de classicité.

On considére la variété de Hilbert associée a un corps totalement réel F. Soit (p) = [[ 7
la décomposition de 1'idéal engendré par p dans Op, 'anneau des entiers de F'. On note
également f; le degré résiduel de 7;. Soit 3; = {o € Hom(F,Q,),v(c(m;)) > 0}; les en-
sembles ¥; forment une partition de ¥ = Hom(F,Q,), et sont de cardinal e; f;. Le poids
d’une forme modulaire de Hilbert est alors un caractere de Resg/gGy,, que I'on peut voir
comme un élément de Z*. Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme (Théoréme 2.3.1). Soit f une forme de Hilbert surconvergente, de poids k = (k,),
ot o parcourt l’ensemble X. Supposons que f soit propre pour les opérateurs de Hecke U,
de valeurs propres a;, et que l’on ailt pour tout i

ei(v(a;) + fi) < inf k,

oEY;
Alors f est classique.

Pour des variétés de Shimura plus générales, il semble trés technique d’adapter les mé-
thodes de Lan pour construire des modéles entiers des compactifications. Il est peut-étre
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possible de les définir par normalisation dans un autre espace. En effet, si X désigne la
variété de Shimura entiére, il existe un morphisme X — Y, ol Y est une variété de Siegel,
pour laquelle il est possible de construire des modéles entiers des compactifications. On
peut alors définir une compactification de X comme la normalisation de cet espace dans
une compactification de Y. La difficulté technique est alors de prouver que cet espace
vérifie les propriétés attendues, notamment le principe de Koecher.

Pour éviter ces difficultés, nous avons décidé de travailler avec le modéle rationnel
de la variété de Shimura, et I’espace analytique associé. Rappelons que si K est une ex-
tension finie de Q,, et X un K-schéma de présentation finie, alors on peut associer a
X un espace rigide X, l'analytific de X, dont les K-points sont les mémes que ceux
de X. Nous travaillons donc avec 'analytifié de la variété de Shimura. Les principales
difficultés concernent les structures entiéres, qui étaient présentes naturellement dans les
cas précédents. En particulier, il est nécessaire de définir la fonction degré, ainsi qu’une
norme sur ’espace des formes modulaires. Si x est un point de cet espace analytique, il
correspond & une variété abélienne A définie sur une extension finie L de Q,, avec des
structures additionnelles. D’aprés un théoréme de réduction semi-stable de Grothendieck,
on sait que quitte a étendre L, il existe un schéma semi-abélien Ay sur O égal & A en
fibre générique. En utilisant ce schéma semi-abélien, on peut donc définir les degrés pour
les sous-groupes de A, ainsi qu'un modéle entier pour I'espace vectoriel w 4.

Cette définition point par point des structures entiéres peut étre globalisée de la ma-
niére suivante. Soit X la variété de Shimura sur K considérée et X" son analytifié ; alors
il existe un morphisme de X vers une variété de Siegel A,. Soit A, une compactification

— T

R ——Trig .. ., . g
entiére de Ay, et A, ~ I'espace rigide associé. Alors on a un morphisme X** — A, ~. Les

structures entiéres définies sur A_g”g peuvent donc se transporter naturellement sur X",
Puisque nous n’utilisons pas les modéles entiers des variétés de Shimura, nous devons
modifier notre définition des formes modulaires surconvergentes. Dans les paragraphes
précédents, nous utilisions une forme faible des formes surconvergentes : il s’agissait de
sections définies sur un voisinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif dans I'espace rigide
Xrig associé au modéle entier de la variété de Shimura. Dans cette partie, puisque nous
travaillons avec I'espace analytifié X", nous devons changer cette définition. Une défini-
tion forte des formes surconvergentes est alors une section définie sur un voisinage strict
du lieu ordinaire-multiplicatif dans ’espace rigide X, ot X est une compactification
rationnelle de X et X son analytifié.
Ainsi, le cas ramifié qui pouvait semblait trés compliqué de premier abord, ne présente
pas de difficulté majeure pour notre méthode de démonstration. Cela provient du fait que
notre méthode repose sur quelques propriétés clés, notamment la définition de la fonction
degré, et le fait que l'opérateur de Hecke augmente le degré, et 'augmente strictement
en dehors de certaines zones. Si 'on réussit a prouver ces propriétés, alors il est légitime
de penser que notre méthode de démonstration s’adaptera. Au final, nous obtenons le
théoréme de classicité suivant.

Théoréme (Théorémes 3.4.1 et 3.5.18). Soit p un nombre premier, et X une variété de
Shimura PEL de type (A) ou (C) de niveau Iwahorique en p. On suppose que sur Q,
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Ualgébre de la donnée de Shimura est isomorphe & un produit d’algébres de matrices. Soit
f une forme modulaire surconvergente (au sens fort) sur X de poids k. On suppose que
f est propre pour une famille (U;) d’opérateurs de Hecke en p, de valeurs propres (a;). Si
le poids Kk est suffisamment grand devant la famille des (v(a;)), alors f est classique.

Nous avons également un résultat de classicité pour les variétés de Shimura avec un
niveau arbitraire en p. Remarquons que dans ce cas, la variété de Shimura ne posséde
pas de modéle entier, donc la situation est a priori plus compliquée que la précédente.
Cependant, puisque nous travaillions avec 'espace X", notre résultat se généralise dans
ce cas.

Théoréme (Théoréme 3.6.11). Soit p un nombre premier, et X une variété de Shimura
PEL de type (A) ou (C) de niveau I'y(p"™) en p. On suppose que sur Q, algébre de la
donnée de Shimura est isomorphe a un produit d’algébres de matrices. Soit f une forme
modulaire surconvergente (au sens fort) sur X de poids k. On suppose que [ est propre
pour une famille (U;) d’opérateurs de Hecke en p, de valeurs propres (a;). Si le poids K
est suffisamment grand devant la famille des (v(a;)), alors f est classique.

Dans les deux théorémes précédents, les relations entre le poids et les pentes sont les
mémes, et sont analogues & celles des théorémes précédents (voir les théorémes 3.4.1 et
3.5.18 pour plus de détails). La méthode du prolongement analytique, initialement déve-
loppée par Buzzard et Kassaei dans le cas de la courbe modulaire, se généralise donc a
beaucoup d’autres cas. En effet, cette méthode repose sur la dynamique des opérateurs de
Hecke, I’étude de zones de prolongement automatique, et la construction de séries pour
les zones restantes. Si elle est différente de la méthode originale de Coleman, elle a une
portée beaucoup plus générale. Remarquons que la méthode de Coleman a été générali-
sée notamment dans le cas Hilbert par les travaux de Tian et Xiao ([T-X]) et Johansson
([Jo]). Cette méthode semble plus précise, dans le sens ou les bornes obtenues dans la
classicité sont meilleures. En effet, dans le cas Hilbert, notre borne pour la classicité est
d + v(a,) < inf; k;, ot d est le degré du corps totalement réel. Conjecturalement, une
borne optimale serait 1 + v(a,) < inf; k;.

Mentionnons maintenant une application que peuvent avoir les théorémes de classi-
cité. Les formes surconvergentes peuvent étre utilisées pour construire les variétés de Hecke
(ou eigenvarieties). Ces variétés, définies au-dessus de 'espace des poids (qui généralise
les poids classiques), paramétrent des systémes de valeurs propres pour les opérateurs
de Hecke agissant sur les formes modulaires surconvergentes. Les théorémes de classicité
que nous démontrons permettent donc de prouver qu’'un point sur cette variété est un
point classique si son poids est classique, et est suffisamment grand devant la pente (pour
étre complet, il faut d’abord démontrer un théoréme de classicité au niveau des faisceaux,
c’est-a-dire que la forme surconvergente est une section du faisceau classique, avant d’ap-
pliquer notre théoréme). Pour la construction des variétés de Hecke, nous renvoyons par
exemple aux travaux de Coleman-Mazur ([CM]) pour la courbe modulaire, d’ Andreatta,
Iovita et Pilloni pour les variétés de Hilbert ([AIP]) et pour les variétés de Siegel ([AIP2]),
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et & Brasca ([Br]) pour des variétés de Shimura plus générales, mais cette liste est loin
d’étre exhaustive.

Enfin, les travaux réalisés ici peuvent sirement se généraliser & d’autres cas. En effet,
on peut également considérer des variétés de Shimura de type de Hodge. Il y a un schéma
abélien universel sur ces variétés, mais celles-ci ne sont plus nécessairement associées a
des espaces de modules. Le schéma abélien universel permet de définir un lieu ordinaire.
Dans le cas ou celui-ci est non vide, il est naturel d’essayer de construire des formes sur-
convergentes. Dans ce cas, notre méthode pourrait fournir un critére de classicité pour
ces formes surconvergentes. Une autre généralisation possible des formes surconvergentes
concerne les variétés de Shimura PEL dont le lieu ordinaire est vide. D’aprés [We], si le
nombre premier p est non ramifié dans la donnée de Shimura, il existe toujours un lieu
appelé p-ordinaire dans la fibre spéciale de ces variétés, qui est ouvert et dense (pour la
variété sans niveau en p). Il est égal au lieu ordinaire seulement sous certaines conditions.
Une généralisation des formes modulaires surconvergentes serait alors une section d’un
certain faisceau sur un voisinage strict du tube du lieu p-ordinaire. Il est possible que
les résultats obtenus ici s’adaptent a ce cas, et permettent ainsi de montrer qu’une telle
forme surconvergente est classique si le poids est grand devant les valuations des valeurs
propres de certains opérateurs de Hecke. Néanmoins, pour que ce résultat ait vraiment un
sens, il est nécessaire de développer tout d’abord une théorie plus approfondie des formes
p-adiques et surconvergentes dans ce contexte.

Parlons a présent de I'organisation du texte. Le premier chapitre est consacré a ’étude
du cas oul p est non ramifié dans les corps de nombres considérés. Aprés une partie consa-
crée A des rappels de géométrie rigide, ainsi qu’a la démonstration de points techniques
qui nous serviront dans la suite et la définition des degrés partiels, nous étudions le cas
des variétés de Hilbert-Siegel. Il s’agit du cas le plus simple pour lequel aucun résultat de
classicité n’était connu dans le cas ot p n’est pas totalement décomposé, et il nous semble
important de détailler ce cas pour une meilleure compréhension de la méthode de notre
démonstration. Dans la deuxiéme partie, nous définissons donc la variété de Hilbert-Siegel,
les formes modulaires sur cette variété et 'opérateur de Hecke, ainsi que la décomposition
de cet opérateur sur une certaine zone. La troisiéme partie conclut la preuve du théoréme
de classicité, en introduisant notamment les séries de Kassaei et montrant comment les
recoller. Les quatriéme et cinquiéme parties sont consacrées respectivement aux variétés
de Shimura PEL de type (C) ou (A). Les variétés de type (C) étant proches des variétés
de Hilbert-Siegel, nous avons choisi de les présenter en premier. Pour la clarté de la ré-
daction, nous avons également choisi de traiter les deux cas séparément.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux variétés de Hilbert (en autorisant le nombre
premier p a étre ramifié). Aprés avoir défini la variété de Hilbert, les formes modulaires
et les opérateurs de Hecke, nous détaillons la construction des séries de Kassaei et prou-
vons le théoréme de classicité. Enfin, la derniére partie est consacrée & la construction de
compactifications toroidales pour la variété de Hilbert en niveau Iwahorique.

Le troisiéme chapitre traite le cas ramifié général. Les quatre premiéres parties concernent

INTRODUCTION 11



INTRODUCTION

les variétés de type (C). Nous détaillons notamment dans la deuxiéme partie comment
construire les structures entiéres, ¢’est-a-dire les fonctions degré et un modéle entier pour
le faisceau des formes modulaires. Dans les troisiéme et quatriéme parties, nous montrons
comment notre méthode de démonstration dans les cas précédents s’adapte pour prouver
un résultat de classicité dans le cas général. Dans la cinquiéme partie, nous présentons le
cas des variétés de type (A). Il n’y a pas de différence fondamentale entre le cas (C) et
le cas (A), mais avons préféré les séparer pour plus de simplicité et de lisibilité. Enfin la
sixiéme partie est consacrée aux variétés de niveau arbitraire en p.

12 INTRODUCTION



Chapitre 1

Cas non ramifié

Dans ce chapitre, nous étudions le cas de variétés avec ’hypothése que le nombre
premier p est non ramifié dans les corps de nombres associés a celle-ci.

1.1 Préliminaires

Nous présentons ici quelques rappels de géométrie rigide, et prouvons plusieurs pro-
positions techniques qui nous seront utiles par la suite.

1.1.1 Géométrie rigide

Commencons par effectuer quelques rappels de géométrie rigide ; pour plus de détails
on peut se référer a [Bo2| ou [Be|. Soit K une extension finie de Q,; on munit K de la
valuation v normalisée de telle sorte que v(p) = 1, et de la norme |z| = p~>® pour tout
x non nul dans K. On notera Ok son anneau des entiers. On rappelle que ’algébre des
fonctions sur la boule unité est

K(T),...,T,) = amT™ | |ay| — 0
(oo T = { Y ™ ] — 0}

meN™
Ici m est un multi-indice (mq,...,my), |m| :=mq +--- +m, et T2 = [, T;™.
Définition 1.1.1. Une algébre de Tate est une algébre de la forme
A=K(T,...,T,)/I
ou [ est un idéal de K(Ty,...,T,).

D’aprés [Bo, 1.2, 'anneau K (T}, ...,T,) est noethérien, donc ses idéaux sont de type
fini. Ils sont également automatiquement fermés d’aprés [Bo, 1.3]. Si A est une algébre de
Tate, on lui associe I'espace X = Spm A (Spm A est le spectre maximal de A), que 1'on
munit de la topologie de Grothendieck (voir [Be,0.1.2]). Si € X, alors le corps résiduel

13



CHAPITRE 1. CAS NON RAMIFIE

K(z) de A en x est une extension finie de K ; ainsi il existe une unique norme sur K (x)
étendant la norme naturelle sur K. Grace au théoréme d’acyclicité de Tate ([Bo, 1.9] par
exemple), on dispose également du faisceau naturel Oy sur X. Un espace X de cette
forme sera appelé espace rigide affinoide (ou plus simplement affinoide).

Définition 1.1.2. Un espace rigide sur K est un ensemble X munie d’une topologie de
Grothendieck saturée et d’un faisceau de K-algébres, tel qu’il existe un recouvrement
admissible (X;); de X, chaque X; étant isomorphe & un espace rigide affinoide.

La plupart des espaces rigides que nous considérerons proviendront de schémas sur
K ou Og. Avant d’introduire les principales constructions d’espaces rigides, rappelons le
lien entre espaces rigides et schémas formels. On note Og (T}, ..., T,) la sous-algébre de
K(Ty,...,T,) constituée des fonctions a coefficients dans Ok

Définition 1.1.3. Une Og-algébre admissible A est une algebre de la forme
A=0k(Ty,...,T)/I
ou I est un idéal de type fini de Og(T1,...,T,), et tel que A n’a pas de p-torsion.

Si A est une Og-algébre admissible, on la munit de la topologie p-adique; on peut
alors considérer en particulier le schéma formel Spf A associé a A.

Définition 1.1.4. Soit X un Op schéma formel. Il est admissible s’il est localement
isomorphe au spectre formel d’une Og-algébre admissible.

Si A une Og-algebre admissible, alors A ®¢p, K est une algébre de Tate. Le foncteur
fibre générique, qui & une Og-algebre admissible A associe sa fibre générique A ®p,, K
s’é¢tend aux schémas formels admissibles.

Proposition 1.1.5 (|Bo2| Proposition 5.4). L’application
rg: X - X =X Qo K

définit un foncteur de la catégorie des Ok schémas formels admissibles dans celle des
espace rigides sur K. On dit que X est la fibre générique de X.

Un théoréme trés important de Raynaud dit que ce foncteur devient une équivalence
de catégorie, apreés localisation de la catégorie des Og-schémas formels admissibles par
les éclatements admissibles (avec des hypothéses de quasi-compacité et quasi-séparation).
Rappelons la définition d’un éclatement admissible.

Définition 1.1.6. Soit X un Og schéma formel admissible, Z un faisceau d’idéaux sur
X. L’éclatement X’ de X par rapport & Z est admissible, si Z ouvert, c’est-a-dire que
localement sur X, il contient p"Ox pour un certain entier n.

On a alors ’équivalence de catégories suivante, due & Raynaud.
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Théoréme 1.1.7 (|Bo2| Théoréme 6.4). Le foncteur rig induit une équivalence de caté-
gories

Ok schémas formels / éclatements | | espaces rigides quasi-compacts
admissibles quasi-compacts admissibles | — quasi-séparés sur K

Montrons maintenant comment on peut associer des espaces rigides a certains schémas.
Soit X un Og-schéma localement de présentation finie. On note X la complétion formelle
de X le long de sa fibre spéciale.

Définition 1.1.8. L’espace rigide associé a X est la fibre générique de X. On notera X,
cet espace rigide.

Exemple 1.1.9. Si X = Spec Ok [X1, ..., X,|/(f1,---, fm), alors
Xrig = Spm K(Xq,...,X)/(f1,---, fm)

En particulier, si X est la droite affine, alors X,;, est la boule unité fermée.

Soit maintenant X un K-schéma de présentation finie. On ne peut alors lui associer
canoniquement un schéma formel. Néanmoins, il est possible de munir 'ensemble des
points fermés de X d’une structure analytique. Explicitons cette construction dans le cas
affine.

Soit X = Spec K[X1,...,X,]/(f1,--., fm) un K-schéma de présentation finie. Pour tout
entier j > 1, on pose YV = piX;, et fi(j) = filp7Xy,...,p 7 X,), de telle sorte que

1

X = Spec K[V, ... v\ /(f9, . ). Soit XU Pespace rigide égal &
X0 = Spm K2, Y0 /(0. 9)
Les points fermés de X ) g’identifient alors aux points fermés (x1,...,2,) de X tels que

|z;] < p’ pour tout i. On définit alors I'espace rigide X comme la réunion des X ) pour
J entier.

Proposition 1.1.10 (|Be| Paragraphe 0.3). Il eziste une construction fonctorielle X — X
pour tout K-schéma X localement de présentation finie compatible avec la construction
précédente. De plus, si U = D(f) est un ouvert de X, alors U™ s’identifie & ['ouvert
admissible D(f) de X défini comme l’ensemble des points x tels que f(z) # 0.

Exemple 1.1.11. 5@ X est la droite affine sur K, alors X" est le « plan rigide », c¢’est-
a-dire ['union croissante des boules de rayon p™ pour tout n.

On appellera X" I'analytifié de X. Pour résumer, si X est un Og-schéma localement
de présentation finie, on a construit deux espaces rigides X,;; et X", ce dernier espace
étant construit a partir de X X, K. Si K désigne une cloture algébrique de K, et O

son anneau des entiers, alors on a X,;,(K) = X(Og), et X**(K) = X(K). On a de plus
la relation suivante entre X,;, et X“".

Proposition 1.1.12 (|Be| Proposition 0.3.5). Il eziste un morphisme canonique X,;; — X".
Ce morphisme est une immersion ouverte lorsque X est séparé et de type fini, et est un
1somorphisme lorsque X est propre sur Og.
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1.1.2 Normes

Dans cette partie, nous cherchons & définir une norme sur les sections d’un faisceau
localement libre sur un espace rigide. Soit A une algébre de Tate, f € A et x un point
de Spm A. Alors la norme de f en x est définie de maniére canonique. En effet, si K (x)
définit le corps résiduel en z, il existe une unique norme sur K (z) étendant la norme sur
K. On définit alors I'élément | f(z)| comme la norme de f dans K (z). On définit I’élément
|f| comme le supremum des |f(z)| pour  dans Spm A; c’est un élément fini, et cela
permet de définir une semi-norme sur A, et ¢’est une norme si A est réduit. Par un abus
de notation, nous parlerons toujours de norme dans ce paragraphe, car les espaces que
nous rencontrerons en pratique seront réduits. Plus généralement, si X,;, est un espace
rigide, f € H°(X,i4, Ox,.,,), et © € X,jg, alors la norme de f en z, |f(x)| est définie de
maniére canonique. En revanche, si F est un faisceau inversible sur X,;,, il n’existe pas
de norme canonique pour les éléments de H°(X,,;,, F), car pour définir une telle norme,
il faut utiliser une trivialisation de F, qui n’est pas définie canoniquement.

Cependant, dans le cas ou X,;, provient d'un Og-schéma de présentation finie X, et F
d’un faisceau sur X, alors on dispose d’un modéle entier canonique pour X,,,, ce qui nous
permet de définir une norme de facon canonique. Nous suivons a présent [Ka]. Soit X un
Ogk-schéma de présentation finie, X la complétion formelle de X le long de sa fibre spéciale,
et X4 sa fibre générique. Soit F un faisceau localement libre de rang fini sur X. Soit F,,
le faisceau induit sur X,,;,. Soit L une extension finie de K et z : Spm L — X,;, un L-
point. Il provient d’'un unique Op-point, z : Spf O, — X. On dispose d’une identification
naturelle : T*F ®¢p, L >~ x*F;y. Si f € x*F,iy, on pose |f| = inf{|\], A € K*, %f € T*F}.

Définition 1.1.13. Si U est un ouvert de X,;,, f € H'(U, F,iy) et x un point de U, on
pose

[f(2)] = |=" f|

et |flu = supyey |f(2)]. Cet élément peut éventuellement étre infini, mais |f|y < oo si U
est quasi-compact.

Si X est un espace rigide, on notera Oy le faisceau des fonctions de norme inférieure
ou égale a 1. On notera également F,;, le sous faisceau de F,;, des éléments de norme
inférieure ou égale a 1. Ce sous-faisceau définit un modéle entier de F au sens suivant.

Définition 1.1.14. Soit X un espace rigide, et F un faisceau localement libre de rang d
sur X. Un modeéle entier pour F est un sous-faisceau F de F tel que F soit localement

——d

isomorphe & Oy .

Définir une semi-norme pour les sections d’un faisceau est équivalent a définir un mo-
dele entier pour ce faisceau. En effet, si on a défini une semi-norme pour les sections de
F, alors F sera le sous-faisceau des sections de norme inférieure ou égale a 1. Récipro-
quement, si F est un modéle entier pour F, et f une section de F sur un ouvert ¢/, on
définit la semi-norme de f comme inf{|A\|,\ € K*,1f € F(U)}.

Dans le paragraphe précédent, nous avons donc vu que si F est un faisceau localement
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libre sur un schéma formel X, alors le faisceau induit sur la fibre générique de X est muni
canoniquement d’un modéle entier. De plus, les modéles entiers vérifient la proposition
suivante.

Proposition 1.1.15. Soit p: X — Y un morphisme d’espaces rigides, et F un faisceau
localement libre sur Y. Si F est muni d’un modeéle entier, alors on peut construire un
modele entier pour p*F. Si f est une section de F sur'Y, alors on a pour tout x € X

p*f ()] = |f(p(2))]

Démonstration. Le morphisme p induit des morphismes de faisceaux
POy = Ox et p 'Oy — Ox
On rappelle que par définition p*F = p~'F ®,-10,, Ox. On pose alors
pF=p'F ®,-16y Ox

C’est un faisceau localement isomorphe & une certaine puissance de Z’)\;, et définit donc
un modéle entier pour p*F.

Concernant le résultat sur les normes, on se rameéne au cas ou X = Spm B, Y = Spm 4,
ot le faisceau est trivial, et son modeéle entier égal a A. Alors le faisceau p*F est le faisceau
trivial sur X, et son modéle entier est égal & B. Soit z € X, y = p(z). On note K(y) et
K(z) les corps résiduels en z et y respectivement. On a un diagramme commutatif

A B
|
K(y) — K(z)

Si f € A, alors |f(y)| est égal a la norme de f dans K(y). Si on note ¢ le morphisme
A — B, alors |p* f(z)| est égal a la norme de ¢(f) dans K (z). Le résultat résulte alors du
fait que le morphisme ¢ au niveau des corps résiduels est une injection de corps valués. [

Reprenons les notations du début du paragraphe. Nous énongons maintenant un lemme
(« gluing lemma »), di & Kassaei, qui montre qu’une section de F,;, est déterminée par
ses réductions modulo p" pour tout n. Ce résultat repose sur un théoréme de Bartenwerfer
([Ba]), qui dit que I'espace H'(X,Ox) est de torsion si X est un espace rigide lisse quasi-
compact.

Lemme 1.1.16. Supposons X, lisse. Soit U un ouvert quasi-compact de X,;q. On a :
HOU, Frig) = HU, Foig) @0, K = (lim HOU, Foig /") G0, K
<—

Démonstration. Voir |Pi], Corollaire 5.1. O

1.1. PRELIMINAIRES 17



CHAPITRE 1. CAS NON RAMIFIE

1.1.3 Voisinage strict et morphismes finis étales

Nous rappelons ici quelques propriétés des morphismes finis étales d’espaces analy-
tiques rigides. Pour les définitions, on pourra se reporter par exemple a [Be|. Tous les
espaces rigides considérés ici seront supposés quasi-sépareés.

Proposition 1.1.17. Soit f : X — Y un morphisme fini étale d’espaces analytiques
rigides quasi-compacts. Alors l'image d’un ouvert quasi-compact par f est un ouvert quasi-
compact.

Démonstration. D’aprés [Bo2|, un morphisme plat d’espace analytiques rigides quasi-
compacts est ouvert. Le morphisme f étant étale, donc plat, il envoie un ouvert quasi-
compact sur un ouvert.

Supposons que U est un ouvert quasi-compact de X, et soit (V;);e; un recouvrement ad-
missible par des affinoides de f(U). Alors (f~*(V;) NU)ier est un recouvrement admissible
de U ; on peut donc en extraire un sous-recouvrement admissible fini. Il existe donc un
ensemble fini I tel que (V;);es, recouvre f(U). Comme cet espace est quasi-séparé, ce re-
couvrement est admissible, et cela prouve que 'image de U par f est quasi-compacte. [

Définissons maintenant la notion de voisinage strict.

Définition 1.1.18. Soit X un espace rigide quasi-compact sur K, et U un ouvert quasi-
compact. Un voisinage strict de U est un ouvert quasi-compact V' contenant U tel que le
recouvrement (V, X\U) de X soit admissible.

Proposition 1.1.19. Soit X un espace rigide sur K, U,,Us des ouverts quasi-compacts
de X et soit V; un voisinage strict de U; pour i = 1,2. Alors Vi N Vo est un voisinage
strict de Uy NUs, et V1 U Vo un voisinage strict de Uy U Us.

Démonstration. Traitons par exemple le cas de I'union. Nous devons montrer que le re-
couvrement B = (V; U Vy, X\(Uy UlUs)) de X est admissible. Puisque le recouvrement
(Vy, X\Uy) de X est admissible, il suffit de vérifier que l'intersection du recouvrement
B avec V; et X\U; est admissible. L’intersection de B avec V; donne le recouvrement
Vi, Vi\(V1 N (U UUs))) de Vi, qui est admissible. L’intersection avec X\U; donne le
recouvrement B’ = (Vi U Wo)\Uy, X\(Uy U Us)) de X\U;. Or le recouvrement

B" = (W \(Wanlh), (X\Up) N (X \Us)) est un recouvrement admissible de X \U; car Vy
est un voisinage strict de Us. Comme B” est un recouvrement plus fin que B’, on en déduit
que B’ est un recouvrement admissible de X\U;. [

Les voisinages stricts sont également préservés par les morphismes finis étales.
Proposition 1.1.20. Soit f : X — Y un morphisme fini étale d’espaces analytiques

rigides quasi-compacts sur K. Soient U un ouvert quasi-compact de X et V un voisinage
strict de U dans X. Alors f(V) est un voisinage strict de f(U) dans Y.
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Démonstration. La propriété a démontrer étant locale, on peut supposer Y affinoide. Le
fait que le recouvrement (V, X\U) soit admissible implique qu’il existe un ouvert quasi-
compact U’ inclus dans le complémentaire de U tel que (V,U’) est un recouvrement
admissible de X. Choisissons des modeéles formels X, ), et : X — ), pour X, Y et f res-
pectivement. D’aprés [BL2| lemme 5.7, quitte a effectuer un éclatement admissible de X,
il existe des sous-schémas ouverts i, U et U’ de X, dont la fibre générique vaut respective-
ment U, V et U'. D’aprés [BL2] théoréme 5.2, quitte a effectuer un éclatement admissible
de 9), et prendre pour X le transformé strict, on peut supposer que le morphisme f est
plat. D’aprés [BL2| corollaire 5.3, quitte a effectuer un autre éclatement admissible de )
et prendre pour X le transformé strict, on peut supposer que § est quasi-fini. De plus, f
est séparé d’aprés |BL1| proposition 4.7. Le fait d’étre plat étant stable par changement
de base, on s’est donc ramené au cas ol le morphisme f est quasi-fini, plat et séparé. En
raisonnant comme dans [AM] lemme A.1.1., on en déduit que f est fini et plat. Soit X
la fibre spéciale de X, et de méme pour Yy, Uy, Vo et Uj. Alors U, V et U’ sont égaux a
I'image inverse de leur fibre spéciale par le morphisme de spécialisation. De plus, V, et U],
sont deux ouverts recouvrant X, et on a

Uy C Xo\U; C Vo

Le morphisme f induit sur les fibres spéciales étant fini et plat, les images de Uy et V)
par f sont des ouverts de Yy, et I'image de Xo\Uj, est un fermé W, de Y; (le morphisme
f est propre, donc fermé). On a alors

fUy) CWo C f(Vo)

Les ouverts f(U) et f(V) sont égaux aux images inverses de f(Uy) et f(Vy) par le mor-
phisme de spécialisation. Or si W}, désigne le complémentaire de Wy, et W’ 'image inverse
de W par le morphisme de spécialisation, alors W’ est un ouvert quasi-compact contenant
le complémentaire de f()) et contenu dans le complémentaire de f(U). Cela implique que
les recouvrements (f(V), W) et (f(V),Y\f(U)) sont admissibles, donc que f(V) est un
voisinage strict de f(U). O

Enoncons maintenant un critére de finitude, qui sera trés important pour décomposer
les opérateurs de Hecke.

Proposition 1.1.21. Soient X,Y deux espaces rigides séparés, et f : X — Y un mor-
phisme fini étale. Soit également U un ouvert de X telle que l'smmersion ouverte U — X
soit quasi-compacte. Supposons que le cardinal des fibres géométriques de fy : U — Y
soit constant. Alors les morphismes fy :U — Y et fix\u : X\U — Y sont finis et étales.

Démonstration. La propriété étant locale sur Y, on peut supposer Y affinoide. Alors

X = f7YY) est également affinoide, U est quasi-compact. Soit X, Q) et f: X — 2) des
modéles formels pour X, Y et f respectivement. En raisonnant comme dans la proposition
précédente, quitte a effectuer un éclatement admissible de X, il existe un sous-schéma
ouvert 4 de X égal & U en fibre générique. De méme, quitte a effectuer un éclatement
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admissible de ), on peut supposer que le morphisme §: X — 2) est séparé, quasi-fini et
plat. Le morphisme 4 — Q) est également séparé, quasi-fini et plat. Le lemme A.1.1. de
[AM] montre alors que les morphismes X — 2) et 4l — Q) sont finis.

Nous allons maintenant montrer que le morphisme X\ — %) est propre. Vérifions le
critére valuatif de propreté. Soit R un anneau de valuation de corps des fractions L. Soit
Yo : Spec R — %) un morphisme fixé. Notons y : Spec L — ) le morphisme induit par
yo. Comme le morphisme X — 2) est fini, il existe un nombre fini de points géométriques
au-dessus de y. Soit L’ une extension finie telle que les points géométriques au-dessus de
y soient des morphismes x1,...,x,: Spec L' — X faisant commuter le diagramme

Spec L' —= X

|,

Spec R —2-9)

ou R’ est la cloture intégrale de R dans L’. Chacun de ces morphismes se reléve de maniére
unique en 7; : Spec R — X. Supposons que les morphismes 1, ..., x, soient a valeurs
dans il et ,41,..., 24 & valeurs dans X\l Alors par propreté du morphisme 4 — 9), les
morphismes 77, ..., T, sont a valeurs dans 4. Comme le cardinal des fibres de {{ — 2) est
constant, les morphismes z,;1, ..., Zy sont a valeurs dans X\4l. Nous avons donc prouvé
que tout morphisme xg : Spec L — X\4 faisant commuter le diagramme

Spec L —2= X\U

o

Spec R—2>9)

s’étend en un unique morphisme xy : Spec R — X\i. Cela prouve que le morphisme
X\U — 9 induit par f est propre. On en déduit qu’il est fini d’aprés [EGA3| Proposition
4.4.2.

Cela implique donc que les morphismes U — Y et X\U — Y au niveau des espaces rigides
sont finis. Il sont également étales, car les morphismes d’inclusion U — X et X\U — X
le sont. O]

Remarque 1.1.22. Cette proposition est 'analogue d’'un résultat de géométrie algébrique
(voir [EGA4-4] cor. 18.2.9). Le lemme A.1.1 de [AM]| permet de montrer directement que
la restriction de f a U est finie (mais pas la restriction de f a X\U, car il faut d’abord
prouver que I'immersion X\U — X est quasi-compacte).

1.1.4 Correspondances cohomologiques

Dans cette partie, nous allons introduire la définition de correspondance cohomologique
sur un espace rigide. Cela permet de définir a la fois une correspondance géométrique, et un
opérateur agissant sur les sections de certains faisceaux. Nous utiliserons cette définition
pour définir des opérateurs de Hecke.
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Définition 1.1.23. Soit X,Y,Z des espaces rigides. Une correspondance géométrique
entre X et Y en dessous de Z est la donnée de deux morphismes étales p : Z — X et
q:Z — Y. A toute partie S de X on associe la partie C(S) := q(p~!(5)) de Y.

Cette correspondance envoie les ouverts sur les ouverts. Si ¢ est de plus finie, elle
envoie les ouverts quasi-compacts sur les ouverts quasi-compacts.

Définition 1.1.24. Soient deux faisceaux cohérents F et G définis respectivement sur
X etY etc:q"G— p"F un morphisme de faisceaux cohérents. Si p est de plus fini, le
morphisme ¢ permet de définir un morphisme H°(C'(U),G) — H°(U, F), pour tout ouvert
U de X. Tl est défini par

HO(CWU),G) — H(pr U), ¢"G) S H' (= (U), p*F) % HOU, F)

Ce morphisme est la correspondance cohomologique.

1.1.5 Degré et degrés partiels

Dans [Fal, Fargues définit une fonction degré pour les schémas en groupes finis et plats,
qui nous sera trées utile. Nous en rappelons ici la définition et les principales propriétés.
Soit K un extension finie de QQ,, Og son anneau des entiers et 7 une uniformisante.
Soit également K une cloture algébrique de K. Soit v la valuation sur K normalisée par

v(p) = L.

Définition 1.1.25. Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Og. Nous définissons le
degré de G par
deg (G) = v(Fitty wg)

ou
— wgq est le faisceau conormal de G.
— Fitty désigne l'idéal de Fitting.
— La valuation d’un idéal principal I = (a) est définie par v(I) := v(a).

Ainsi, si wg = ®L,0x /7% Ok, alors deg(G) = Z?Zl a;.

Exemple 1.1.26. Si G est un schéma en groupes de Oort-Tate sur O ([T-0]) de para-
metres (a,b), de telle sorte que G = Spec Ok [X]/(XP — aX), alors deg G = v(a).

De plus, cette fonction a les propriétés suivantes (|Fa) :

Proposition 1.1.27. La fonction deg vérifie les propriétés suivantes :
- 510 — G1 — Gy — G3 — 0 est une suite exacte, alors deg Go = deg G1+ deg G3.
~ deqg G + deg GP =ht G, ot GP est le dual de Cartier de G et ht G la hauteur de G.
- Si f: G — G est un morphisme de schémas en groupes finis et plats sur Oy, qui
induit un isomorphisme en fibre générique, alors deg G < deg G'. De plus, il y a
égalité si et seulement [ est un isomorphisme.
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Remarque 1.1.28.

— La deuxiéme propriété implique en particulier que deg G < ht G.

— Si G est de hauteur h, alors deg G = 0 si et seulement si G est étale, c’est-a-
dire isomorphe sur Oz a (Z/pZ)". De méme, deg G = h si et seulement si G est
multiplicatif, ¢’est-a-dire isomorphe sur Oz a pl.

Définissons maintenant les degrés partiels pour les schémas en groupes finis et plats
munis d’'une action de 'anneau des entiers d’'une extension finie non ramifiée de Q,. Nous
appliquerons en particulier ces résultats pour les sous-groupes finis d’un groupe p-divisible.
Soit I’ une extension finie non ramifiée de QQ, de degré f, et Or son anneau des entiers.
On a donc Op = W(F,s) et F' = Op[1/p]. Soit S I'ensemble des plongements de F' dans
@; on sait que S est un groupe cyclique d’ordre f engendré par le Frobenius.

Soit K une extension finie de @, contenant F', et soit H un schéma en groupes fini et
plat d’ordre une puissance de p sur O muni d’une action de O de hauteur fh. Soit wy
le module des différentielles ; c’est un Og-module de type fini muni d’une action de Op.

Alors, on a
WH = @WH,S

seSs
oll wy s est le sous-module de wy ot OF agit par s.

Définition 1.1.29. Le degré partiel de H relatif au plongement s de F' est défini par

deg, H = v(Fitty wpys)
Exemple 1.1.30. Si G est un schéma en groupes de Raynaud sur Ok ([Ray]) de para-
métres (a;, b;), de telle sorte que G = Spec Ok [ X1, ..., X¢] /(X7 —a;Xit1), alorsdeg; G = v(a;—1).

On voit immédiatement que le degré de H est égal a la somme des degsH pour s € S.
Nous allons maintenant démontrer des propriétés analogues a la fonction degré pour les
degrés partiels.

Proposition 1.1.31. Les fonctions degs sont additives. Plus précisément, soient Hy, Ho
et Hz trois groupes finis et plats d’ordre une puissance de p munis d’une action de Op
avec une suite exacte

0—H — Hy,— H;—0

Alors pour tout s € S
deg,Hy = deg,H, + deg,Hj

Démonstration. On a une suite exacte de Og ®z, Op-modules
0 — wyy = wh, — wi, — 0

En décomposant cette suite exacte suivant les éléments de S, on en déduit des suites
exactes
0 — wHy s = WHy,s — WHy,s — 0

pour tout s € S. Le résultat en découle. O
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Proposition 1.1.32. Soit H un schéma en groupes fini et plat de d’ordre une puissance
de p sur Ox muni d’une action de Op de hauteur fh. Soit H” le dual de Cartier de H ;
c’est encore un schéma en groupes fini et plat sur Ox muni d’une action de Op. Alors
pour tout s € S,

deg, HP = h — deg, H

En particulier, on voit que degsH € [0, h].

Démonstration. On se raméne au cas ot H est de p-torsion. Soit (I, ¢) le module de
Breuil-Kisin de H (voir [Ki]); 9t est un k[[u]]-module libre de rang fh et ¢ est un en-
domorphisme semi-linéaire tel que u®IN soit inclus dans le module engendré par I'image
de ¢, ou k est le corps résiduel de Ok et e son indice de ramification. Le module 9 est
muni d’une action de O, donc se décompose suivant les éléments de S : M = DM,
On choisit une bijection entre S et Z/f7Z de telle sorte que ¢ envoie 9M; dans ;.. Les
9M; sont donc des k[[u]]-modules libres de rang h. On note ¢; : M;_; — M;. Fixons une
base pour les modules (91;), et soit A; la matrice de ¢; dans cette base. On a alors

1
deg,H = —v,(det A;)
e

oil v, dénote la valuation u-adique. De plus, le module de Breuil-Kisin de H? est (90*, ¢*),
ol M est le dual de M, et ol ¢* peut étre décrit comme suit. Le module 99* se décompose
en M* = @{;Oli)ﬁf. On muni chaque module 9t} de la base duale de celle des ;. Alors
la matrice de ¢} : I, — MMF dans cette base est B; = u®(*4;)~!. D’ou

1 1
deg,HP = gvu(det B;) = g(eh —vy(det A;)) = h — deg; H

Une autre démonstration possible aurait été de filtrer le groupe H par des groupes de
Raynaud (voir [Ray]), et d’utiliser I’additivité des fonctions degrés (la propriété est évi-
dente pour les groupes de Raynaud car on a une description explicite de ces groupes et
de leurs duaux). O

Nous avons également une propriété d’augmentation des degrés partiels par déforma-
tion. On fixe une identification entre S et le groupe Z/ fZ, le Frobenius arithmétique étant
identifié avec 1.

Proposition 1.1.33. Soient G et G’ deux schémas en groupes finis et plats sur O d’ordre
une puissance de p munis d’une action de Op. On suppose qu’il existe un morphisme
Op-linéaire f : G — G', qui est un isomorphisme en fibre générique. Alors pour tout
JELIfZL, on a

f-1 f-1
Zpi deg; ;G < Zpi deg; ; G
=0 1=0

De plus, f est un isomorphisme si et seulement si deg; G = deg; G’ pour tout j € Z/ fZ.
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Démonstration. On se raméne au cas ou G et G’ sont de p-torsion. Soient (9M,¢) et
(M, ¢') les modules de Breuil-Kisin associés respectivement & G et G'. On a donc un
morphisme f : 9 — 9. Chacun de ses modules se décompose sous 'action de Op :
on a donc M = Djcz,zM;, tels que le Frobenius ¢ envoie M; dans M1, et de méme
pour M. Fixons des bases pour les k[[u]]-modules libres 9;, et soit A; la matrice de
@i M1 — M;. On a donc comme précédemment

1
deg,G = —v,(det A;)
e

On fait de méme pour les modules 1. Le morphisme f induit des morphismes f; : 9, — 9,
tels que f; o ¢, = ¢; o f;_1. Si on note F; la matrice de f; dans les bases introduites, on a
donc

FZA; = Aio-(ﬂ—l)

En prenant le déterminant, on obtient
det F; det A, = (det F;_1)P det A;

On en déduit que pour tout j € Z/fZ, on a

|
—

f .
det F; H (det A’_,)"" = (det F;)* T](det A;_,)"

-
I
o

En passant a la valuation u-adique, et en utilisant le fait que la valuation u-adique de
det F; est positive, on obtient les relations

f-1 /-1
Zpi deg; ;G < Z p'deg; ;G
i=0 i=0

Supposons maintenant que deg; G = deg; G' pour tout j € Z/fZ. Alors les inégalités
précédentes sont des égalités, ce qui prouve que tous les f; sont des isomorphismes, soit
que G et G sont isomorphes.

Ici encore, une autre démonstration possible aurait été de filtrer les groupes G et G’ par
des groupes de Raynaud. En effet, il est possible de filtrer le groupe G par des sous-groupes
(H;) tels que H,yq/H; soit un sous-groupe de Raynaud. Il existe également une filtration
(H]) de G’ vérifiant la méme propriété telle que le morphisme f induise des morphismes
fi Hi/H; 1 — H!/H!_, vérifiant les hypothéses de la proposition. En utilisant I’additivité
des fonctions degrés, 11 suffit de prouver la proposition pour les groupes de Raynaud, ce
qui est fait dans [P-S 1]. O

1.2 Variétés de Hilbert-Siegel

Dans les deux parties suivantes, nous allons étudier le cas des variétés de Hilbert-Siegel.
Commencons par quelques définitions.
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1.2.1 L’espace de modules

Soit F' une extension totalement réelle de Q de degré d, Op son anneau des entiers et
p un nombre premier inerte dans F'. On note F}, la complétion p-adique de F', et k ~ I,
le corps résiduel, avec ¢ = p?. On a donc F, =Frac W (k), on W signifie les vecteurs de
Witt.
Soit g un entier strictement positif, et posons K = F}, pour simplifier les notations. Soit
N > 3 un entier premier & p. Notons également ¢ la différente de F'.

Définition 1.2.1. Soit X l'espace de modules sur O dont les S-points sont les classes
d’isomorphismes des quintuplets (A, A, ¢,n, H;) avec

— A — S est un schéma abélien de dimension dg.

— A : A — A! est une polarisation principale Og-linéaire.

— 1 : O = End(A) est un morphisme compatible avec I'involution de Rosati.

— 1:0®z py — A[N] est une structure principale de niveau N compatible a Op.

— Hy C --- C H, C Alp| est un drapeau complet de la p-torsion, ot H; est un sous-

groupe fini et plat totalement isotrope stable par Op de rang p®.

L’espace de modules X est représentable par un schéma quasi-projectif sur O, que
I’on notera toujours X. On notera également X = X x K, X la complétion formelle de
X le long de sa fibre spéciale, et X,;, la fibre générique rigide de X.

Remarque 1.2.2. Le schéma X est défini sur Z,, mais ce ne sera pas le cas des faisceaux
que nous définirons dans les sections ultérieures.

Définition 1.2.3. On définit I'application deg : X, — [0, dg| par deg (A4, A, ¢, n, H;) := deg H,.

Si I est un intervalle inclus dans [0, dg], on note X; = deg~'(I). On note également,
X5y = deg ™ ([u, +o0[) et X+, = deg™(Ju, +o0]) .

Proposition 1.2.4. Si [ est un intervalle inclus dans [0,dg|, alors X; est un ouvert de
Xrig- St 1 est compact a bornes rationnelles, alors X est quasi-compact.

Démonstration. Sur X I'isogénie universelle A — A/H, induit un morphisme wa,p, — wa,
oll wy et wa/p, sont les faisceaux conornaux associés respectivement a A et A/H,. Ce
sont des faisceaux localement libres de rang dg sur X. Soient wy et wy les détermi-
nants de ces faisceaux ; ce sont des faisceaux inversibles sur X et on a donc un morphisme
W)y g, — Wi Ce morphisme induit donc une section 0p, € H°(X,Lp,), ou Ly, est le
faisceau inversible égal a W/ ® W:/1Hq~

On notera encore Ly, le faisceau inversible sur X, ; on dispose encore d’une section
o, € H°(X,ig, Lp,). D’aprés le paragraphe 1.1.2, pour tout point x de X,;, on peut
définir la norme de 0y, (). De plus, en utilisant la définition de la fonction degré, on voit
que

61, ()] = o1
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La fonction deg s’exprime donc comme valuation d’une fonction analytique sur X,;,. La
proposition en découle, puisque si I = [a, b] par exemple, alors

X; = {z € Xpig,p™" < |6, (2)] < p~*}

et on voit donc que X est un ouvert quasi-compact. Si I n’est plus un intervalle compact,
il faut remplacer certaines inégalités larges par des inégalités strictes, ce qui montre que
X1 est un ouvert de X,,,. O

1.2.2 Correspondance de Hecke

Soit C'k 'espace de modules sur K, dont les S-points sont les couples (A, A, ¢,n, H;, L)
ot (A,\,¢,n, H;) € Xg(5), et L est un supplémentaire de H, dans A[p], totalement
isotrope et stable par 'action de Op.

On dispose de deux morphismes de Cx vers Xg : py : (A, \,e,nm, H;, L) — (A, X\, ¢,n, H;)
et po: (A, A\ e,m,Hi, L) — (A/L,J N, Im (H; — (A/L)[p])), ot ¢/ : Op — End(A/L)
est induit par ¢, X' : A/L — (A/L)" est induit par p - A, et 1’ est induit par 7. Soit
C" Tanalytifié de Cx, et X" Ianalytifié de Xx. On note encore py, ps les morphismes
C — X On note Cyyy = py ' (Xyig) 5 'est le lieu de bonne réduction, et on a également

Crig = p2_1(Xrig>-

Définition 1.2.5. L'opérateur de Hecke ensembliste sur X,;, est défini sur chaque partie
S de X, comme U,(S) = pap;*(S).

Remarque 1.2.6.

— Celui-ci envoie les parties finies dans les parties finies, les ouverts Zariski dans les ou-
verts Zariski, et les ouverts admissibles quasi-compacts dans les ouverts admissibles
quasi-compacts.

- Six = (AN ,n H;) € X,y I'ensemble des points de U,(x) est donc en bijection
avec les sous-groupes L de A[p], totalement isotropes et stables par 'action de Op,
tels que L et H, soient des supplémentaires dans A[p] sur K.

Dans la suite, nous appellerons simplement « supplémentaire générique » de H, un tel
L. L’opérateur de Hecke augmente le degré. Plus précisément, on a :

Proposition 1.2.7. Soient Ky une estension finie de K, v = (A, \,¢,n, H;) € X,i5(K7)
ety € Uy(x). Alors deg (z) < deg (y) ; de plus si deg (x) = deg (y), alors
— Hy est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1.
~ il existe une extension finie Ky de K, et un sous-groupe H' C Ao, [pl, de hauteur
dg et stable par Op, tels que H, et H' soient en somme directe dans AOK2 [p].
— deg (H') = dg— deg (H,).
— deg (H') et deg (H) sont des entiers.

Démonstration. Soit H' le supplémentaire générique de H, associé a y. Il est défini sur
une extension finie Ky de K. L’application H, x H' — A[p| est un isomorphisme en
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fibre générique; d’aprés la propriété 1.1.27, on a donc deg (H,)+ deg (H') < dg. Or
deg(z) = deg(H,), et deg (y) = deg (A[pl/H') = dg—deg (H’). D’ot deg (z) < deg (y).
Si I'inégalité précédente est une égalité, toujours d’apreés la propriété 1.1.27, I'application
H, x H'— Alp| est isomorphisme, ce qui donne les propriétés énoncées. ]

Remarque 1.2.8. On a en particulier U,(X>,) C X5, pour tout u € [0, dg].

Comprendre la dynamique de I'opérateur de Hecke U, revient & distinguer deux cas,
suivant que le degré est entier ou non. Le cas ou le degré n’est pas un entier est bien
compris.

Proposition 1.2.9. Soit r un entier compris entre 0 et dg — 1. Soit 0 < A < u < 1 des
réels. Alors, il existe un entier N tel que

lﬁy()(zr+x) C Xoryp

Démonstration. En effet, supposons par I'absurde qu’il existe z,, € X5, 5 et y, € UJ' ()
avec deg (y,) < 7+ p. D’apres la proposition précédente, cela entraine z, € Xpqxriu-
Or cet espace est quasi-compact, et 'opérateur U, augmente strictement la fonction degré
sur cet espace. Nous allons montrer que 'augmentation du degré peut étre minorée par
un élément strictement positif. Définissons

C[r-l—)\,r-i-u] = p;l(X[r+A,r+u})

De plus, comme dans le preuve de la proposition 1.2.4, il existe un faisceau inversible Ly,
sur X4, et une section dy, de ce faisceau, tel que |6p, (7)| = p~ deg(®) pour tout point z de
Xrig- On note encore Ly, le faisceau inversible sur Cy, égal a piLy,, et 0g, la section de
ce faisceau égal a pioy,. La norme pour le faisceau Ly, sur X,;, donne par transport une
norme pour le faisceau pi Ly, sur C,;4, d’aprés la proposition 1.1.15. De méme, a 'aide de
la projection py, on définit le faisceau Ly, = p3Lp,, la section 0y = p5opy,, ainsi que le
sous-faisceau des fonctions de norme inférieure ou égale & 1. Ainsi, si K7 est une extension
finie de K, et x un Kj-point de C,;y, correspondant & un couple (AN, ¢, n, H;) défini sur
Ok,, ainsi qu’un sous-groupe L de A[p], alors

(01, (2)] = p~ 9B ) et |§y ()] = p~desHs(@)

ot H, est 'image de H, dans A/L. Nous avons vu que |[0p| < [0m,| sur Cj4x 4, ; comme
ce dernier espace est quasi-compact, on a |0 | < a|dx,| avec a < 1. Il existe donc € > 0,
avec

deg(y) > deg(x) +¢

pour tout & € Xy 4y €t v € Up(2).
Cela implique donc que deg(y,) > ne+ deg(z,) > ne + r + A pour tout n, ce qui est
impossible. [
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1.2.3 Décomposition de U,

Sur Xj4y_1,4g, I'opérateur de Hecke contracte donc les points vers le lieu ordinaire-
multiplicatif. En dehors de cette zone, ce n’est pas le cas : il existe des points x de degré
inférieur & dg—1 tels que U] () ne soit pas inclus dans un voisinage strict du lieu ordinaire
multiplicatif fixé pour tout entier n. Nous allons séparer les points de U} () suivant qu’ils
sont ou non proches du lieu ordinaire multiplicatif.

Pour tout rationnel o < 1, nous allons effectuer un découpage de 'ouvert U = U, = Xjg 49—14q]
qui permettra de décomposer 'opérateur de Hecke.

Définition 1.2.10. Soit V un ouvert quasi-compact de X,;;. Une bonne suite d’ouverts
de V est une suite décroissante (Vi )r>o d’ouverts quasi-compacts, avec Vo =V et Vy, = ()
si k est plus grand qu'un certain entier R. La longueur de la suite est le plus petit entier
R vérifiant cette propriété.

Nous allons donc découper 'ouvert U suivant le nombre de « mauvais » supplémen-
taires génériques, c’est-a-dire ceux de degré plus grand que 1. En effet, si on quotiente par
un tel supplémentaire, le degré sera toujours inférieur a dg — 1, et on ne quitte donc pas
louvert U.

Définition 1.2.11. Soit 5 un rationnel avec 0 < § < 1. Pour tout x = (A, A\, ¢, n, H;) € U,
soit N(z, ) le nombre de supplémentaires génériques L de H,, avec deg(L) > 1 — .

Bien stir la fonction N ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Soit N, le
nombre de supplémentaires génériques de H, dans A[p|; alors N(z, 5) < Nyaq-

Remarque 1.2.12. Si x = (A, \,¢,n, H;) € U et L est un supplémentaire générique de H,
avec deg L <1 — 3, alors

deg (A[p]/L) =dg —deg L > dg— 1+ [

Siy=(A/L,/, N0, H)), alors deg (y) > dg — 1+ 3, soit y € X-4,_145. Les fonctions
N (e, 3) vont nous servir a compter le nombre de mauvais supplémentaires génériques de

H

g-

Définition 1.2.13. Soit U; I'espace défini par
U :={xeU,N(z,p)>i}
Lemme 1.2.14. Les (U;);>0 forment une bonne suite d’ouverts de U.

Démonstration. 11 est clair que Uy = U, et que les (U;) forment une suite décroissante,
avec U; = () si i > Nz

Notons pour tout ¢ > 1 I'espace de modules B; sur K, dont les S-points sont les couples
(A, N\ t,m, Hi, Ly, ..., Ly), avec (A, N\, 1,m, Hy) € Xk(S), et ou les L, sont des supplémen-
taires génériques distincts de H,. Soit p; : B; — Xk la projection d’oubli des L; ; on note
B¢ Panalytifié de B; et Bj g = p;  (Xyig)-
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Soit B; g le sous-espace de B; i, formé des (A, A, ¢,n, Hy, L;) avec (A, A\, t,n, H,) € U et
deg (L;) > 1— B pour tout 1 < j <. C’est un ouvert quasi-compact de B; .4, et U; est
I'image par le morphisme fini et étale p;, de B; 3, donc U; est un ouvert quasi-compact de
U, d’aprés la proposition 1.1.17. O

Proposition 1.2.15. Soit 0 < i < Npap. Sur U\U;y1, on a N(x,5) =i, et on peut dé-
composer la correspondance géométrique de Hecke sur cet ensemble en U, = Ugf;Od I U;,’zd,
ot U;’gd correspond aux i supplémentaires L de degré supérieur ou égal a 1 — [3.

Démonstration. Justifions que cette correspondance est bien finie et étale. Rappelons que

la correspondance de Hecke utilise 'espace rigide C,;, paramétrant les couples (A, A, ¢,n, Hg, L)
avec (A, A, ¢,n, Hy) un point de X,;, et L supplémentaire générique de H,. On dispose de
deux morphismes finis et étales pi,ps : Criy — Xig, ot p1 est défini par I'oubli de L et p,
par le quotient par L. Notons X; = U\Ui,1, D; = p;1(X;) et D; g C D; le lieu (ouvert)
défini par deg (L) > 1 — (. Alors I'immersion ouverte D; 3 — D, est quasi-compacte, et

les fibres géométriques de py : D; 3 — X, sont de cardinal constant (égal & 7). D’apreés la
proposition 1.1.21, les restriction de p; a D; g et D;\D; 3 sont finies et étales.

De plus, les morphismes py : D;3 — X,y et po : D;\D; 3 — X,;, sont étales car

les immersions ouvertes le sont. On peut donc décomposer sur X; l'opérateur U, en

U, = U]f’?OdHUé’?id, ou UP% est obtenu a partir de la restriction de py et py & Djg,
et ol UgZOd est obtenu en restreignant p; et pa & D;\D; g. O

Remarque 1.2.16.
— Pour i =0, on a sur U\Usy, UG = 0, et U, = Uﬁ%‘)d.

good _ _ bad ) N
Usn... =0et U, =U)% ., cest-a-dire que tous

— Pour ¢ = Ny44, o0 a sur Uy, »

les supplémentaires sont mauvais.
. d . . .
— L’image de UZ7™ est incluse dans X.q_145, et I'image de U2 est incluse dans
X<dg—145 pour tout 4.

Nous aurons également besoin de faire surconverger les ouverts U;. Soit 5’ un rationnel
avec f < ' < 1.

Définition 1.2.17. On définit 'ouvert U] par
U :={xeU,N(z,p") > i}

La suite d’ouverts (U]) vérifie alors les mémes propriétés que celles de (U;) ; en particulier
on peut également décomposer I'opérateur de Hecke sur U\U/, ;, qui coincide avec la
décomposition de U, sur (U\Ui1) N (UNU ) = UN U N UL ).

Proposition 1.2.18. Pour tout i > 1, U] est un voisinage strict de U;.
Démonstration. Nous reprenons les notations des deux démonstrations précédentes. Nous

avons un morphisme fini étale p; : B; ., — X,iy. De plus, U; = p;(B; ) et U = pi(Big).
Montrons que B; g est un voisinage strict de B; 5 dans p; ' (U).
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Rappelons que B; paramétre les (A, A, ¢,n, Hy, Ly, ..., L;), ot les L; sont des supplémen-
taires génériques de H, deux & deux distincts. L’ouvert quasi-compact B; 3 est défini par
les conditions (A, A, ¢,m, H,) € U et deg L; > 1 — /3 pour tout 1 < j < i. Ces derniéres
conditions sont équivalentes & [67,(z)] < p~'™7, ou 4y, est la section du fibré inversible
associé a L.

On en déduit donc que le recouvrement (B; g/, p; ' (U)\ B, 3) est admissible puisque 8’ > 3,
soit que B; g est un voisinage strict de B; 3.

Le morphisme p; étant fini et étale, U/ est un voisinage strict de U; d’aprés la proposition
1.1.20. m

1.2.4 Décomposition de Uév

Dans la section précédente, nous avons découpé 'ouvert U suivant le nombre de mau-
vais supplémentaires, et avons ainsi décomposé la correspondance de Hecke en chaque
point de U en U, = U™ + UM, avec US”? d’image incluse dans X.qy_1.3, et U2
d’image incluse dans X<gy_144. Il est possible d’itérer cette correspondance, et de décom-
poser la correspondance de Hecke d’ordre p', UIfV. On rappelle que 1'on s’est donné un
rationnel a < 1 et que U = X9 q9—14a]-

Théoréme 1.2.19. Soit N > 1 et B un rationnel avec 0 < 8 < 1. Il existe un ensemble
fini totalement ordonné Sy (qui sera défini par récurrence), indépendant de o et [3, et
une bonne suite d’ouverts (Ui(N))icsy de U = Xjoa9—14+q] de longueur L = L(N) indé-
pendante de o et 3, tels que pour tout i > 0, on peut décomposer la correspondance Ujfv
sur Us(N)\Uis1(N) en

N—-1
Uy = (]_[ U]fv_l_’“oTk) [Ty
k=0

avee Ty = UL, pour 0 < k < N

p,i,IN?
o good bad bad
T, = H Upﬂlm Up ip—1,0k,IN * UIH i1,N
11E€SN 1, ikESN_k
et
o bad bad bad
In = H Upi DAN-1 NUP iN—2,in—1,N * Up,i,il,N

11E€ESN—1,-iN-1E51

avec

— les 1mages des opérateurs Ug v (7 € Sk) sont incluses dans X~q5—148
~ les opérateurs UMY \ (i € Sk, J € Sk—1) et Uy (j € S1) sont obtenus en quo-
tientant par un sous-groupe L de degré supemeur ou égal & 1 — B, et ont donc leurs
images incluses dans X<qg—144.
Enfin, si B’ est un autre rationnel avec § < [ < 1, et si (U/(N)) est la bonne suite

d’ouverts obtenue pour ', alors U/(N) est un voisinage strict de U;(N) pour tout i.
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Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence, ce qui permettra de
construire explicitement les ensembles S, ainsi que les différents opérateurs intervenant
dans la preuve.

Pour N = 1, le résultat est démontré dans le paragraphe précédent. Remarquons que 1’on
a S ={0,1,..., Nyasz}- Supposons le résultat vrai pour N > 1 et démontrons le pour
N +1.

Soient donc a < 1, U = Xy 49—144]- Dans le paragraphe précédent, nous avons décom-
posé sur chaque cran de la bonne suite d’ouverts de U 'opérateur U, en Ug‘”d IT Ugad, ol
Vimage de U9 est incluse dans X.qy_144, et I'opérateur U est obtenu en quotientant
par des sous-groupes de degré supérieur ou égal & 1 — 8. L'image de U;’“d est donc incluse
dans X[ 4g—145 =: V.

On peut appliquer le théoréme au rang N & V : il existe une suite décroissante d’ouverts
quasi-compacts (V;);esy de V, avec Vo =V, Vi1 = 0 si L+ 1 est le cardinal de Sy, et
une décomposition de U} sur V;\V, 1 pour i € Sy.

Nous devons maintenant découper 'ouvert U, suivant non seulement le nombre de mauvais
supplémentaires, mais également suivant I'image dans ) de ces mauvais supplémentaires.
Ainsi, nous allons compter le nombre de supplémentaires, non plus dans V (c’est ce qui a
été fait pour la décomposition de U,), mais dans chaque cran V;\V,41.

Soit Sy1 'ensemble des suites décroissantes d’entiers positifs ou nuls Ny, > mg > -+ >
ot L 4+ 1 est le cardinal de Sy. On posera m_; = N,,q.. L’ensemble Sy s’identifie donc
a I’ensemble des fonctions sur Sy, a valeurs dans N, décroissantes et majorées par N,quz.
C’est bien un ensemble fini; de plus, nous pouvons ordonner cet ensemble par I'ordre
lexicographique : si n = (n;) et m = (m;) sont deux telles suites distinctes, et si i est le
premier indice tel que n; # m;, on dit que n < m si n; < m;.

Si m = (m;), le successeur de m est alors défini de la facon suivante : soit ¢ > —1 le plus
grand entier tel que m; > m;,1 (qui existe bien si m n’est pas la suite constante égale &
Ninaz), alors

m—l—lz(mo,...,mi,miﬂ+1,0,...,O)

Définissons maintenant la bonne suite d’ouverts de U. Pour tout z = (A, A\, ¢,n, Hy) € U
et 1 € Sy, soit N;(x) le nombre de supplémentaires génériques L de H, avec

yr = (A/L, /N, Im(H, — (A/L)[p])) € Vi. Remarquons que le fait que y,, appartienne
a'V; implique que deg (yr) < dg— 1+ 3, soit deg (L) > 1 — (. En particulier, les fonctions
N; sont bornées par N,,q,. De plus, N;(x) est également le cardinal de Uy,(x) N V;.

Soit

Uy, = ﬂ (U{x €U,N;(z) >m; +1}U{z €U, Nj(x) > mj})
jeSy \i<j

Sim = (Nmaz, - -, Nmaz), définissons U, 1 comme étant 'ensemble vide.
Avant de poursuivre la démonstration du théoréme, démontrons quelques propriétés de
ces ensembles.

Lemme 1.2.20. Pour tout m € Syi1, Uy, est un ouvert quasi-compact.
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Démonstration. Les intersections et unions intervenant dans la définition de U, étant
finies, il suffit de montrer que Uy; := {x € U, N;(z) > k} est un ouvert quasi-compact de
U.

Soit By le sous-espace de By, paramétrant un couple (A, \,¢,n, Hj, L1,..., L) avec
(A, N\, 0,n,H;) € U et Ly,..., L, des supplémentaires génériques distincts de H,. On
dispose du morphisme d’oubli des L;, p: Bj — U, ainsi que d’un morphisme ¢ : B) —
Xﬁig, la j-iéme composante étant donnée par le quotient par L;. Alors

Uy = plg~ ' (V)))

Comme V) est un ouvert quasi-compact, et que p et ¢ sont finis et étales, Uy, ; est également
un ouvert quasi-compact. ]

De plus, il n’est pas difficile de voir que la suite (U,,,) est décroissante, donc définit

une bonne suite d’ouverts de . Décomposons maintenant la correspondance de Hecke
sur chacune des crans.

Lemme 1.2.21. Pour tout m € Sy41, et © € Up\Upmt1, on a Ni(z) = m;

Démonstration. Si m est égal & la suite constante égale & N,,.., le résultat est clair, car
les fonctions N; sont bornées par N,,qz.

Soit & > —1 le plus grand entier tel que my > myy1. On a donc m; = my4; pour tout
Jg>k+1.

Définissons pour j € Sy

Rj = U{l’ € U, Nz(x) > m; + 1} U {J’J €u7Nj(x> > mj}

1<j

Soit © € Uy, \Usn+1 : il est donc dans R; pour tout j € Sy. De plus, Uy, 41 est U'intersection
des R; pour j < k et de

U {z et Ni(@) = mi + 1} U {2 € U, Niya (2) = mpss + 1}
i<k+1

Comme x ¢ U, 1, il n’est pas dans ce dernier ensemble et on a N;(x) < m; pour ¢ < k+1.
De plus, pour i > k+1, on a N;(x) < Niyq(x) < myyp1 = my, done N;(z) < m; pour tout
i € Sy.

Le fait que x soit dans R; donne alors N;(z) = m; pour tout i € Sy. ]

Finissons maintenant la démonstration du théoréme 1.2.19. Soit m € Sy ; alors pour
tout © € Uy, \Um+1, il y a exactement m; points dans U,(x) NV;, pour tout ¢ € Sy. Ily a
donc m; —m;4; points dans Uy,(2) N (Vi\Vit1), €t Npax —mo points dans U, () N ( X5\ Vo).
On peut alors décomposer I'opérateur de Hecke sur Uy, \Up,+1 en

L%:: Uﬁgﬁ II:Lﬁad

Pt
1€ESN
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. : d : _ bad
ou l'opérateur Ugfz correspond aux N,q, —mg points dans X,;,\Vo = Xsgg-145 et Upfjn ;
aux m; —m;4q points dans V;\V;1;. En effet, d’aprés la proposition 1.1.21, sur Uy, \Up+1,
on peut décomposer 'opérateur U, en Ugo"d ]_[ UIZJ’%, ou UQOOd correspond aux N,,q. — Mo

points dans X,;,\V, et Uﬁfﬁ aux my pomts dans Vy. En apphquant a nouveau la proposi-

bad

bad
pm.0s 00 UPSY o correspond

tion 1.1.21, on voit qu’on peut décomposer Ub“d en Ub“d0 11U,

P

aux mgy —my points dans Vp\V; et Ub”d 0 aux myp points dans V. En itérant ce processus,
on obtient bien la décomposition de U annonceée.
Or par récurrence, nous avons une décomposition de UIfV sur V;\Vit1, ce qui donne une
décomposition de UN ! sur Uy, \Upy11-
L’opérateur Upgfzd est bien d’'image incluse dans X 4,143, et les opérateurs U]Z;(jff ; corres-
pondent & des supplémentaires de degré supérieur ou égal a 1 — 3, donc ont leur image
incluse dans X<gy-143-
Enfin, il possible de faire surconverger la décomposition précédente en prenant 5 < ' < 1,
auquel cas V' = X|g 45144 est un voisinage strict de V. Par récurrence V; est un voisinage
strict de V; pour tout ¢, et on obtient donc que U/, est un voisinage strict de U, pour tout
m, oil (U')) est la bonne suite d’ouverts obtenue pour /3.

m

Nous avons décomposé 'opérateur Ulﬁv sur chaque cran de la suite d’ouverts en utilisant

par récurrence la décomposition obtenue pour UI{V ~1. 1l est en fait possible d’obtenir une
autre suite d’ouverts en utilisant uniquement I'opérateur U,~, qui est égal a U]fv . Rappelons
la définition de cet opérateur.
Soit Cy k P'espaces de modules sur K dont les S-points sont les couples (A, \,¢,n, H;, L)
ot (A, N\, t,n, H;) € Xk(S), et L est un sous-groupe de A[p"] de rang Ndg, totalement
isotrope, stable par 'action de Op et disjoint de H,. On dispose de deux morphismes
p1 et py de Cy g vers X : py est Uoubli de L et p, est le quotient par L. On note C§
I'analytifié de Cy k, et Cnig = pl_l(X”-g).

Définition 1.2.22. L’opérateur de Hecke géométrique U,~ agissant sur les parties de
X,y est défini par S — po(p;*(9)).

On vérifie alors facilement que U,x (S) = U, (S) pour toute partie S de X,;;. On peut
alors appliquer les résultats de la section précédente en remplacant I'opérateur U, par
U,~. On obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.2.23. Soit S un rationnel compris entre 0 et 1. Il existe une bonne suite
d’ouverts (V;(N)); de longueur NY. . tel que si x € Vi(N)\Vii1(N), le cardinal de

max?

Upn () N X<gg—144 est égal & i. Sur V;(N)\Vip1(N), on peut décomposer 'opérateur Uy
en
Ugood H Ub

ot Ul‘j]ov‘?f a son image incluse dans Xsqg-11p, €t UII;]%J a son image incluse dans X<qg—14p.
Si 8" > [ est un autre rationnel, et si (V;(N)'); est la suite d’ouverts obtenue pour ',
alors V;(N) est un voisinage strict de V;(N) pour tout i.
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Démonstration. La construction est entiérement analogue a celle effectuée dans le para-
graphe précédent, en remplagant I'opérateur U, par Up~. O

Le lien entre les deux suites d’ouverts, et les décompositions de UZ],V est fait dans la
proposition suivante.

Proposition 1.2.24. Soit 8 un rationnel avec 0 < < 1, et soit (U;(N))icsy et (Vi(N))o<i<ny

max

les deux bonnes suites d’ouverts obtenues précédemment. Alors sur U;(N)\Ui11(N), le car-
dinal de Upn(x) N X<ag_148 est constant; on a donc Uy(N)\Uit1(N) C V;(N)\Vjp1(N)
pour un certain entier 7. On a de plus

N-1
good __ N—-1-k
UpN,j o H UP o T
k=0

Uy = T
avec les notations précédentes pour Ty, et T, cette égalité étant vraie sur U;(N)\Uiz1(N).

Démonstration. Le fait que sur un cran U;(N)\U;+1(N) le nombres de mauvais supplé-
mentaires soit constant découle de la construction : ce nombre est égal a

E Niy Niy_gin_y - Nijy

11€SN_1,IN-1€E51

. : bad
ot N, i, est le nombre de points de U537, | v

[’égalité des décompositions provient du fait que tous les opérateurs « good » ont leur
image incluse dans X<4,_143, tous les opérateurs « bad » ont leur image dans X_q,_143,
et que ces espaces sont disjoints. ]

La premiére décomposition de U]ﬁv est donc plus fine que la seconde. Nous verrons dans
la suite que les deux décompositions auront leur utilité.

1.3 Prolongement analytique des formes modulaires de
Hilbert-Siegel

1.3.1 Formes modulaires classiques et surconvergentes

Soit le schéma en groupes G = Reso,, jz,GLg, B le Borel supérieur, U son radical
unipotent, et 7" son tore maximal. Soit X (7T') le groupe des caractéres de T sur K.

Remarque 1.3.1. Les K-points de G sont GLQ(F ®z, OF,), et K ®z, OF, s'identifie & K’
par le morphisme = ® f — (z0;(f)), olt les o; sont les éléments de Homg, (F, K).
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A toute famille k = (k;;)1<j<g.1<i<d, On associe le caractére de T

(1 ® f1,...,24® fy) = H(xjai(fj))kj,i

.3
L’application précédente donne donc un isomorphisme (Z9)? ~ X (7).

Notation : Si k = (k;,;) correspond & un caractére, on note k' = (—kyy1_;,)-

Définition 1.3.2. Soit R un anneau sur Op,, A — Spec R une variété abélienne de
dimension g, et e sa section unité. Soit w : (R ®z, OF,)? — e*Qi‘/R une trivialisation
du faisceau conormal relatif a la section unité. On définit action de G(R) sur w par
g.w=wo g_l.

Dans la suite, nous fixons un poids x € X(T'), avec ky; > --- > k,,; pour tout
1<i<d.

Définition 1.3.3. Une forme modulaire de Siegel-Hilbert F' de niveau I'°(p) sur X de
poids k € X(T') est une loi qui & toute Og-algébre R, tout R-point x = (A, \,¢,n, H;)
de X, et toute trivialisation w : (R ®z, OF,)? — 6*9,14/3 associe un élément de R noté
F(z,w), avec de plus les propriétés suivantes :

— Cette loi est fonctorielle en R.

— Cette loi vérifie 'équation fonctionnelle suivante :

Vi€ T(R),u € UR), F(z,wotu) = (t)F(z,w)

Définition 1.3.4. Soit T =Isomo, ((Ox®z,0F,)?, 6*9,14/)()7 ou A est la variété universelle
au-dessus de X. C’est un torseur sur X sous le groupe G xz, Ok. Si k € X(T'); on définit
wh = ¢, OF[K], ot ¢ : T — X est la projection, et ¢.O7[r'] désigne le sous-faisceau de
0,01 ou B = TU agit par le caractére ' sur T et le caractére trivial sur U. Clest le
faisceau des formes modulaires de poids k, et il est localement libre.

Proposition 1.3.5. Une forme modulaire de poids k a coefficients dans une Ok -algébre
C est donc une section globale de w*, soit un élément de H°(X x Spec C,w").

L’espace des formes de Hilbert-Siegel de poids x est H°(X, w"), et Pespace des formes
modulaires sur Xx est H°(Xg,w"®). On note encore w” lanalytifié de w”, qui est un
faisceau sur X,;,. Faisons de plus 'hypothése (inoffensive) que gd > 1 (le cas g =d =1
correspond au cas de la courbe modulaire, qui est bien connu). Cette hypothése permet
de négliger les pointes dans la définition des formes modulaires, a ’aide d’un principe de
Koecher. Rappelons briévement ce résultat.

Théoréme 1.3.6 ([P-S 1] partie 6). Il existe une compactification toroidale X de X
définie sur Oy, dépendant d’un choix combinatoire. Le schéma X est propre sur Oy, et
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le faisceau w" s’étend a X. De plus, on a le principe de Koecher algébrique et rigide,
c’est-a-dire

HO(X,w") = HY(X,w") et H(Xyig,w") = HO( X9, w")
o 7”»9 désigne lespace rigide associé a X.

Puisque le schéma X est propre sur Ok, on a de plus par un principe GAGA ([EGA3]
partie 5.1) H*(X X0, K,w") = H*(X,iy,w"). En résumé, 'espace des formes modulaires
est H*(Xk,w") = H%(X,iy, w"). Nous pouvons donc bien négliger les pointes dans la défi-
nition des formes modulaires. Définissons maintenant I'espace des formes surconvergentes.

Définition 1.3.7. L’espace des formes surconvergentes de poids x est le module
H(X g, w®) = colimy H°(V, w")
ol la colimite est prise sur les voisinages stricts V' du tube multiplicatif X4, dans X,;,.
Une forme modulaire est donc en particulier une forme surconvergente.

Proposition 1.3.8. Nous avons donc une application injective
H(X,w") — H°(X,w")

Démonstration. Cela découle de I'unicité du prolongement analytique et du fait que le
lieu ordinaire-multiplicatif rencontre toutes les composantes connexes de X. Justifions
rapidement cette affirmation : les composantes connexes de X sont les mémes que celle
de la variété sans niveau en p (cela se démontre en passant aux complexes et en utilisant
le demi-plan de Poincaré-Siegel). Il suffit ensuite d’utiliser le fait que le lieu ordinaire est
dense sur F,, pour la variété sans niveau (voir [We]). O

Définition 1.3.9. I’image du morphisme précédent est ’espace des formes classiques.

1.3.2 Opérateur de Hecke

Dans les sections précédentes, nous avons défini la correspondance de Hecke ensem-
bliste U,. Cette correspondance permet de définir un opérateur au niveau des formes
modulaires.

Rappelons que 'on a défini 'espace de modules Cx sur K dont les S-points sont les
(A, \,e,n, H;, L) avec (A, \,¢,n, H;) € X(S) et L supplémentaire générique de H,.

Nous avons deux morphismes p1, ps : Crig = Xiig : p1 est I'oubli de L, et py est le quotient
par L. Notons également 7 : A — A/L 'isogénie universelle au-dessus de C'.

Celle-ci induit un isomorphisme 7* : w/r)/x — wa/x, et donc un morphisme

(k) : phw" — piw®. Pour tout ouvert U de X,;,, nous pouvons donc former le mor-
phisme composé

7 (%)

™ (k _ x K Trp, K
0+ HOWU,U),w) — HOpp @), pier) ™) B (@), i) ™80 O, )
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Définition 1.3.10. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est défini

— L — dg(g+1)
par Uy = 55U, avec ng = =25—.

Remarque 1.3.11. Cette normalisation optimise l'intégrabilité de 'opérateur de Hecke,
comme le montre un calcul sur les g-développements.

Nous avons une description explicite de cet opérateur. Soit U un ouvert de X,
fe HYU,U),w"), = (AN 1,n, H) €UK) et w € w, . Alors

199

(Upf)(2,w) = 2% D SAJL N o Tm(H, — (A/L)[p)), ')

ol w' € Weasry& est définie par 7*w’ = w, et la somme portant sur les supplémentaires
génériques L de H,.

Nous avons de plus des formules analogues pour les opérateurs Ug’[;od, U;’zd et UII)’%, dans
ce cas la somme portera seulement sur certains supplémentaires génériques L de H, bien
déterminés.

Alinsi, avec les notations de 1.2.3 et 1.2.4, on a

U ) w) = = ST FAJLL N T(Hy = (A/L) ), )
degL<1-p

(Uys! )(ﬂfw):% > AL N o Im(H; = (A/L)[p]), o)

degL>1-p

1
(U,fffi,i )z, w) = — fy,w)
yEUp(x)ﬂVi\Vi+1
Remarque 1.3.12. puisque U, stabilise les X>q,_,, v > 0, lesquels forment une base de
voisinages du tube multiplicatif, 'opérateur de Hecke agit sur les formes modulaires sur-
convergentes.

L’opérateur de Hecke U, agissant sur les formes modulaires, on peut le munir d’une

norme d’opérateur.

Définition 1.3.13. Soit & un ouvert de X,;,, et T' un des opérateurs de Hecke définis
précédemment, agissant sur les formes modulaires H°(T'(U),w"). On définit la norme de
T:HY(TU),w") — H°(U,w") par

|7 llor == inf{r > 0, T flo < v|flren, Vf € H(TU), w")}

Proposition 1.3.14. Soit « et § deux rationnels strictement compris entre 0 et 1, et
U C Xjodg—1+a] un ouvert sur lequel est défini un opérateur U;’“d, cet opérateur étant
défini pour le rationnel 5. Alors

05l < pom o)
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L’opérateur U]f“d ne faisant intervenir que des supplémentaires génériques L avec
deg L > 1— [, cette proposition découle du lemme suivant.

Lemme 1.3.15. Soit T' un opérateur défini sur un ouvert U, égal a U,, Ui‘f""d ou Ugad.

On suppose que cet opérateur ne fait intervenir que des supplémentaires génériques L avec
deg L > ¢, pour un certain ¢ > 0. Alors

||THU S pnofcinfz‘ kg

Démonstration. Soient x un point de X,;,, correspondant a un couple (A, A, ¢, n, H;) défini
sur O et L un supplémentaire générique de H,. Alors le morphisme 7 : A — A/L donne
une suite exacte de O ®z, Op,-modules

0—>wA/L7r—>wA—>wL—>O

En décomposant cette suite exacte selon les éléments de Homg, (Fp7F), on obtient

¥
0— WA/Li - WA — Wr.i — 0

De plus, v(det 7)) =deg; L, ot deg; L est le degré partiel défini dans la partie 1.1.5.
On en déduit que
17} () || < p~Fader <

soit que
HT‘_* (KJ)H S pi > kg,ideg ;L S pi >, inf; kg ;deg ;L _ pfdeg Linf; kg ;

Le résultat découle alors du fait que deg L > c. O]

1.3.3 Le théoréme de prolongement analytique

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.3.16. Soit f une forme modulaire surconvergente de poids k = (kg ; < -+ <
propre pour U, avec la valeur propre a,, et supposons que

d 1
99+ p g,
2 1<i<d 7

v(a,) +

Alors f est classique.

Remarque 1.3.17. le terme % est le coefficient de normalisation n de 'opérateur de

Hecke, et est égal a la dimension de la variété de Siegel-Hilbert.

Soit donc f une forme modulaire surconvergente propre pour U, de valeur propre a,, avec

v(a,) + M < inf k, ;. La forme modulaire f est définie sur X>4,_., pour un certain
v > 0. On va prolonger f a X,;, tout entier. Par la dynamique de 'opérateur de Hecke

(proposition 1.2.9), on peut prolonger f & X.4,_1 en utilisant ’équation fonctionnelle
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f=a"'Uyf.

On va prolonger f & X[g dg—1+a], pour un certain o > 0. Pour ce faire, nous allons utiliser
la décomposition de la correspondance de 'opérateur U;V .

La condition sur le poids va nous garantir que les opérateurs a, 1U;jad sont de normes
strictement inférieure & 1. En effet, cela résultera de la proposition 1.3.14, et du fait que
I'on peut prendre 3 arbitrairement petit. Soit donc € tel que

dg(g +1)

5 +v(ap) < (1 —¢)infk,,

Fixons un rationnel « strictement positif avec o < €. Dans la partie 1.2.4, nous avons
obtenu une bonne suite d’ouverts de i = X[g gg—14q) qui a permis de décomposer I'opéra-
teur de Hecke. Nous allons maintenant utiliser cette décomposition.

Soient N > 1, 0 < fy < 1 un rationnel et (U;);cs, la bonne suite d’ouverts de U pour
le rationnel 3 obtenue dans la partie 1.2.4. De plus, nous avons vu qu’il était possible de
faire surconverger toute suite ainsi construite : soit ) une suite croissante de rationnels
avec B0 = B,. Pour tout k > 1, si (L{i(k)) est la bonne suite d’ouverts obtenus pour S%)
de U, alors I/Ii(k) est un voisinage strict de Z/lz-(kfl) dans U, pour tout ¢ € Sy. On notera
également L{Z-(O) = U;. On suppose également la suite 3*) bornée par ¢.

Soient alors V; = U pour i > 1 et V) = UY pour i > 0. Alors V/ est un voisinage
strict de V; pour tout ¢ > 1.
Nous avons décomposé 1'opérateur UIfV sur V/\V;1 en

N-—1
N N—-1-k
UN =S UNTM 4 Ty
k=0
d
avec Ty = U et pour 0 < k < N
p7l
o goodt rbad bad
Ty, = Z Up,ik Upﬂ'k—hik T Up,i,il
11€SN -1,k ESN—k
et
. bad bad bad
TN - Z Up»iN—lUpyiN—QyiN—l T Up,i,il

11ESN_1,-.,iN_1ES1

: d d ;- .
Les images de Ugf;o et de ngz (ir € Sn—x) sont incluses dans X5 4, 11500 C X>dag-14 8,
et les opérateur U23%, U4 ne font intervenir que des supplémentaires L de degré supérieur

ouégal a1 — B0 >1—¢.

Définition 1.3.18. Les séries de Kassaei sur V;/\V;,1 sont définies par

N-1
. —lyrgood —k—177bad bad good
fni = ap Up,i f+ Z Z ap Umm cee Up,ik—hik Up,ik f

k=1 i1 eSl,...,ik,eSk,
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Cette fonction est bien définie, puisque les opérateurs U giod sont soit nuls, auquel cas
leur action sur f donne 0, soit & valeur dans X>45_144, et f est définie sur cet espace. Ce
dernier espace étant quasi-compact, f y est bornée, disons par M.

La proposition 1.3.14 permet de majorer la norme des opérateurs a, 'UY% : la norme de
ces opérateurs est inférieure a

ug = pno-‘rv(ap)—(l—e) inf; kg ; <1

Lemme 1.3.19. Les fonctions fy,; sont uniformément bornées.

Démonstration. On a

—k—177bad bad good
ja; Ut U

—17rgood 1), no
P,y c Dyik—1,0k pzk f’V N\Vip1 uO’a Upzk f’U;";(Ii Lk sz“ldll(V’\Vl+1 = ‘CL ’p M

good

car la norme de U, = est majorée par p"°. On peut donc majorer la fonction fy; par

|fN1i A\Vit1 = |a 1|pn0M

ce qui prouve que les fonctions fy, sont uniformément bornées. O

Remarque 1.3.20. sur Uespace {x, U (z) N\U = 0}, on aurait pu définir fy; par a, YU} f.
Le fait de définir fy,; comme une série de Kassaei permet cependant de majorer plus
facilement cette fonction.

Remarque 1.3.21. Cette démonstration est plus simple que celle utilisée dans d’autres
articles (notamment [Ka] et [P-S 1]).

Nous avons donc défini une fonction fx; sur V/\V;y1. Ces fonctions étant uniformément
bornées, nous pouvons supposer qu’elles sont a valeurs entiéres, c’est-a-dire que ce sont
des sections du faisceau w”. Nous allons maintenant les recoller pour définir une fonction
sur tout U.

Lemme 1.3.22. Soient i,j € Sy et v € (V)\Viy1) N (V\V;41). Alors

|(fvi = fvg) (@) < ug'M

Démonstration. Nous allons utiliser la décomposition effectuée dans le théoréme 1.2.23
pour obtenir une autre définition des séries de Kassaei. Cette décomposition pour le ration-
nel 3 donne une bonne suite d’ouverts (V;)x, et une décomposition de U, sur Vk\VkH
pour tout k. Soit k l'entier tel que x € Vi \Vii1. Alors on a fy;(z) = a‘NUgOOZf( )
méme, si (V}),, est la bonne suite d’ouverts obtenue dans le théoréme 1.2.23 pour 3V

si x € VI\V/,,, alors fy(z) = a‘NUgmd (7).

Supposons par exemple que 7 < j. On a alors 9 < B et au-dessus de z, 'opérateur
U bad N se décompose en U b]‘bdl + U b]avdl , Popérateur Ub“d ! ayant son image incluse dans

X]dg—l—‘rﬂ("),dg—l—&-ﬁ(?)]‘ On a alors fyi(x) — fn (z) =a NUb“dl f(x). De plus, la norme de
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, — 4 - o N N ,
I'opérateur apN U;)’j@dl est inférieure a u)) d’aprés les calculs sur les normes des opérateurs

de Hecke. D’ou
[(fyvi = fivg)(@)] < U(J)V|f\U57le”(x)

De plus, l'ensemble U;’?le”(x) étant inclus dans Xs45-144,, on a \f]Ub?Vd "y < M ce qui
k) - P 7l

donne la majoration. O]

Proposition 1.3.23. 1] existe un entier Ay telle que les fonctions (fn;)iesy Se recollent
en une fonction gy € HO(U,&" /pV).

Démonstration. La décomposition de I'ouvert U étant finie, soit L tel que V1 soit vide.
La fonction fx z est donc définie sur V;. La fonction fun i est elle définie sur V;_,\Vr.
De plus, d’aprés le lemme précédent, on a

N
|fne1 = Inclopov, oy Sug M

Soit Ay tel que ulY M < p=A~: comme uy < 1, la suite (Ay) tend vers I'infini.
Les fonctions fy 1 et fyr sont donc égales modulo p~ sur (V, NV, _)\Vz. Comme
(VN YV, 1,V {\VL) est un recouvrement admissible de V; , , celles-ci se recollent en
une fonction gy, € HO(V}_,, &% /p?V).
De méme, gy 1 et fnr_2 sont égales (modulo p~) sur (V,_, NV, )\Vr_1, et donc se
recollent en gy o € HO(V) 5, 0% /pN).
En répétant ce processus, on voit que les fonctions fy; se recollent toutes modulo p~
sur V), = U, et définissent donc une fonction gy € HO(U, &% /p™V).

[

Proposition 1.3.24. Les fonctions (gn) définissent un systéme projectif danslim H(U, &% /p™).
—

Démonstration. Nous allons prouver que gy et gy sont égales modulo pA~. Soit z € U ;
nous avons construit en z les séries de Kassaei fn; et fyi1 . Or le terme fyyq 5 provient
d’une décomposition de UéV“ du type

N
=0

Nous pouvons donc écrire fyy1, = hi + ho, la fonction hy étant associée a 'opérateur
l]igl UéVililTN et ho & Th.

Or la fonction hy est en réalité une série de Kassaei pour une certaine décomposition de

U;V : le lemme précédent donne donc

(fng — ha)(@)| < p= v

De plus, on a
h2 — Z a—N—lUbad o Ubad UgOOdf

D Dyiyi1 DiAN—1,AN ~ PN
i1 ESl,...,iNESN
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—1 Ubad

donc comme les opérateurs a, - ont une norme inférieure a wy,

Dy%,J
|ho(2)| < up™|a, |M = p~ ¥

avec Ay = Ay —ng—v(ap). Quitte & remplacer Ay par Aly, on voit donc que la réduction
de gny1 modulo pAV est égal & gy. O]

En utilisant le gluing lemma (lemme 1.1.16), on voit donc que les fonctions gy défi-
nissent une fonction g € H°(U,w"). Bien sir, g se recolle avec f sur X.4,-1. En effet, si
r € Xsggo1, il existe Ny tel que Ulfv(x) C X>dg—14- pour N > N, et la série de Kassaei
est alors stationnaire égale a

—NopTN
a, U f

Nous avons donc étendu f sur Xg g5—144], pour un certain a > 0. Comme le recouvre-
ment (X[()’dg,lm]? X~ 4g-1) st un recouvrement admissible de X,;,, on peut donc prolonger
f atout X,,,, ce qui prouve que f est classique.

1.4 Cas des variétés de Shimura de type (C)

Le théoréme que nous avons démontré se généralise au cas d’une variété de Shimura

PEL de type (C).

1.4.1 Données de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de type (C) (voir
[Ko]). Soit B une Q-algébre simple munie d’une involution positive x. Soit F' le centre de
B et Fj le sous-corps de F' fixé par x. Le corps Fj est une extension totalement réelle de
Q, soit d son degré. Faisons les hypothéses suivantes :

- F =F,.

— Pour tout plongement F' — R, B @ R ~M,,(R), et 'involution x est donnée par

A — A

Soit également (Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soit G le groupe des

automorphismes du B-module hermitien Ug ; pour toute QQ-algébre R, on a donc

G(R) ={(g,c) € GLp(Up ®q R) x R*, (g, gy) = c(x,y) pour tout =,y € Uy ®q R}

Soient 71, ..., 74 les plongements de F' dans Riet B; = B ®p,, R ~M,(R). Alors Gg
est isomorphe a
d
G (H sng)
i=1
ol g = ﬁdlm@UQ
Donnons-nous également un morphisme de R-algébres h : C —EndgUg tel que (h(2)v,w) = (v, h(Z)w)
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et (v,w) — (v, h(i)w) est définie positive. Ce morphisme définit donc une structure com-
plexe sur Uy : soit Ulé’o le sous-espace de Ug pour lequel h(z) agit par la multiplication
par z.
On a alors Uy ~ [],(R")? en tant que B ®¢ R ~ &%, M,, (R)-module.
Soient également un ordre Op de B stable par par x, et un réseau U de Uy tel que I'accou-
plement (,) restreint & U x U soit a valeurs dans Z. Nous ferons également les hypothéses
suivantes :

— B ®qg Q, est isomorphe a un produit d’algebres de matrices a coefficients dans une

extension non ramifiée de Q,,.
— Op est un ordre maximal en p.
— L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

Notons Z,) le localisé de Z en p; Op est un Z,-module libre. Soit ey, ..., e; une base de
ce module, et

detgio = f(X1,..., X;) = det(Xyoq + -+ 4+ Xya5; UL’ @¢ C[X, ..., X))

On montre ([Ko]) que f est un polyndome a coefficients algébriques. Le corps de nombres
E engendré par ses coefficients est appelé corps réflexe, et est égal & Q dans le cas (C).
De plus, d’aprés les hypothéses précédentes, p est non ramifié dans F. Soit A le nombre
d’idéaux premiers de F' au-dessus de p, et d; le degré résiduel de chacune de ces places.
Alors Op ® Z, ~ H?Zan(Zpdi), ot Z,4; est I'anneau des entiers de 'unique extension
non ramifiée de degré d; de Q,.

1.4.2 Variété de Shimura

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (C) associée & G. Soit N > 3
un entier premier a p, et K une extension finie de Q, contenant tous les plongements
F — Q,. On notera Ok 'anneau des entiers de K.

Définition 1.4.1. Soit X sur Spec Og l'espace de modules dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des (A, A, ¢,7n7) ou

A — S est un schéma abélien

A A — Al est une polarisation de degré premier a p.

t: Ogp —End A est compatible avec les involutions x et de Rosati, et les polynomes
detyio et detriea) sont égaux.

n: A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire, qui se reléve locale-
ment pour la topologie étale en une similitude symplectique Og-linéaire

Hi(A,AD) — U @y A”

Proposition 1.4.2. L’espace X est un schéma quasi-projectif sur O .
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La condition du déterminant est explicite; notons St est le Op ®z Z,-module défini

par
h

st = D@
i=1
ot l'action de Op ® Z, ~ H?Zan(Zpdi) est 'action standard sur chacun des facteurs.
Alors la condition du déterminant est équivalente au fait que Lie(A) soit isomorphe loca-
lement pour la topologie de Zariski a St ®z, Os comme Op ®z Ogs-module. On voit donc
en particulier que le schéma abélien est de dimension ndg.
Nous allons maintenant définir une structure de niveau Iwahorique sur X.
Soit 71, ..., m, les idéaux premiers de F' au-dessus de p. Si A — S est un schéma abélien,
on a donc
Alp™] = & Alr]
De plus, les groupes de Barsotti-Tate A[m{°] sont principalement polarisés de dimension
nd;g, et muni d'une action M, (Z,q).

Définition 1.4.3. Soit X, 'espace de modules sur Z,, dont les S-points sont les (A, X, ¢, n, H; ;)
ot (A, \,¢,n) € X(S)et0=H;o C H;y C--- C H,, est un drapeau de sous-groupes finis

et plats, stables par Op, et totalement isotropes de A[m;], chaque H;; étant de hauteur
nd;j, pour tout 1 <1 < h.

Nous noterons X,;, et X, iy les espaces rigides associés respectivement & X et Xrp,.

1.4.3 Formes modulaires

Soit A le schéma abélien universel sur X, et soit e*Q} /X le faisceau conormal relatif &
la section unité de A; il est localement pour la topologie de Zariski isomorphe a St®z, Ox
comme Opg ®z Ox-module, ol on rappelle que

St = &l (2,

Soit T =Isomp,g0, (St ®z, Ox, e*Qi‘/X). C’est un torseur sur X sous le groupe

h
M = (H R€SZ dz‘/ZPGL9> XZp OK

i=1

Soit Bjs le Borel supérieur de M, U,; son radical unipotent, et T, son tore maximal.
Soit X (7)) le groupe des caractéres de Ty, et X (7)™ le cone des poids dominants pour
By. Si k € X(Twy)™, on note k' = —wok € X(Tyy)T, ot wy est élément le plus long du
groupe de Weyl de M relativement a 7).

Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

Définition 1.4.4. Soit k € X (T),)". Le faisceau des formes modulaires de poids x est
wt = ¢.07[K'], ot p.O7[K] est le sous-faisceau de ¢,O7 ou By = Ty,Uys agit par k sur
Ty et trivialement sur Uyy.
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Une forme modulaire de poids « sur X est donc une section globale de w”, soit un
élément de H°( X, w"™). En utilisant la projection X7, — X, on définit de méme le faisceau
w" sur Xy, ainsi que les formes modulaires sur Xy,,.

Remarque 1.4.5. Par équivalence de Morita, la catégorie des M,,(A)-modules et celle des
A-modules sont équivalentes, pour tout anneau A. L’équivalence de catégorie est explicite :
a un A-module M, on associe M™, qui est bien muni d’une action de M, (A); réciproque-
ment, & un M, (A)-module N, on associe le A-module E;;N, ot Ej; est la matrice avec
un seul coefficient non nul en position (1,1) égal a 1.

De cette maniére, puisque Op ®yz Z, = H?:1 My (Zya,;), et que le faisceau wy est iso-
morphe a St ® Ox comme Op ®z7 Ox-module, 'équivalence de Morita associe a wy le
faisceau de (H?:1 Zya;) @z Ox-modules défini par E - wy, out B est la projection dé-
fini par (F1,); € [1, My (Z,a;). Ce faisceau est isomorphe a (@?:lZidi) ®z Ox comme

(H?:l Zyya;) @z Ox-module.

En utilisant la remarque précédente, on voit qu'une définition équivalente du torseur

T est

h
T = Hlsomzpdi ®O0x (Zidi ®z, Ox, E; - Q*Q%/)ﬁ

i=1

. 12 h .
ot E; est I'élément de [[;_, Mn(Zpdj) dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la
i-ieme égal & la matrice £ ;. Nous utiliserons trés souvent 1’équivalence de Morita, ce qui
nous permettra de se ramener au cas oit n = 1 (i.e. au cas o B est simple).

Remarque 1.4.6. Le poids £ d’une forme modulaire est une famille d’entiers

h d;

H H(kl,j,i > 2> ki)

i=1j=1

Comme dans le cas précédent, nous n’avons pas & nous préoccuper des pointes pour
la définition des formes modulaires, car il existe des modéles entiers des compactifications
toroidales.

Théoréme 1.4.7 ([P-S 1] partie 6). Il existe une compactification toroidale X 1, de Xr,
définie sur Ok, dépendant d’un choiz combinatoire. Le schéma X 1, est propre sur Ok,
et le faisceau w" s’étend a X 1. De plus, on a le principe de Koecher algébrique et rigide,
c’est-a-dire HO(X 1, w") = HO( X7y, w") et H(X 14 rig, ") = H( X1 rig, ") 0 X fuprig
désigne Uespace rigide associé ¢ X p,.

Définissons maintenant les fonctions degrés.

Définition 1.4.8. Soit ¢ un entier entre 1 et h. On définit la fonction Deg; : X1y rig — [0, d;g]
par Deg;((A,\,t,n, H;1)) = 1/ndeg H; ;. On définit également la fonction
Deg : Xpuwrig = 1112400, dig] par & — (Deg;(x)).
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Remarque 1.4.9. Le fait de diviser par n est lié également & I'action de 'algébre de ma-
trices. En effet, le schéma en groupe H; 4 est muni d’une action de M,,(Z,q, ), et donc est
isomorphe a n copies de F ; H; 4. La quantité pertinente a étudier n’est donc pas le degré
de H; 4, mais celui de E 1 H; , qui est de hauteur d;g. C’est pourquoi nous avons défini la
fonction Deg; comme le degré de H; , divisé par n, qui est égal au degré de F; 1 H, .

Soit X}’Z;ff,tig le lieu ordinaire-multiplicatif de Xy, ,iq; il est égal par définition a
Deg='({d1g} x ---x {dng}). Nous pouvons maintenant définir les formes surconvergentes

sur pour X.
Définition 1.4.10. L’ensemble des formes modulaires surconvergentes est défini par
H(X 1 rig, w™)t := colimy H*(V, w")

N . . . .. . mult
ol la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X Tw.rig dans Xy rig-

1.4.4 Opérateurs de Hecke

Soit 1 < ¢ < h. Soit C; l'espaces des modules sur K dont les S-points sont les
(A, N, e,m, Hjp, L) avec (A N\, 0,n,Hj) € Xiw(S) et L un sous-groupe fini et plat de
A[m;], stable par Op, totalement isotrope et supplémentaire de H; , dans A[m;].

Nous avons deux morphismes py,ps : C; = Xy x = X X K 1 pp est Uoubli de L, et p,
est le quotient par L. Il y a a priori une ambiguité pour définir la projection p,, car il
faut préciser quelle polarisation prendre pour le schéma abélien A/L. Fixons un élément
z; totalement positif de Op, de valuation m;-adique 1, et de valuation 7j-adique 0 si j # 1.
Alors on définit la polarisation X sur A/L comme la polarisation descendue x; - . Cest
bien une polarisation de degré premier a p. Remarquons que dans le cas o il n’y a qu’une
seule place au-dessus de p, on peut prendre x; = p (c’est ce qui était fait dans les para-
graphes précédents). Cela prouve que 'opérateur U, est défini canoniquement, mais qu’en
général, les opérateurs géométriques U, ;, associés a la place m;, que nous allons définir ne
sont pas canoniques.

Soit C¢" lanalytifié de Cj, et Cj,y = pl_l(XIwMg). Nous noterons encore pi,ps les
morphismes induits Cj iy — Xiwrig- L'opérateur de Hecke géométrique est défini par
U,.i(S) = pa(py'(S)) pour toute partie S de X7, -

Notons 7 : A — A/L I'isogénie universelle au-dessus de C;. Celle-ci induit un isomor-
phisme 7 : w1/ x — wa/x, et donc un morphisme 7*(xk) : piw® — pjw”. Pour tout
ouvert Y de Xy, iy, nous pouvons donc former le morphisme composé

~ 5 _ w ey T(K) — * K Trpy K
Up,i : HO(UP(U),W )_> Ho(pll(u)7p2w ) - Ho(pll(u)7plw ) - Ho(uyw )

Définition 1.4.11. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors

Al _ 1 _ dig(g+1)
défini par Up; = 7 Up; avec n; = 55—
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Remarque 1.4.12. Puisque la définition de la projection py nécessite le choix d’'un élément
x;, opérateur de Hecke n’est pas défini canoniquement. Il est cependant canonique pour
I’action sur les formes modulaires, si on se restreint aux formes invariantes pour ’action
d’un certain groupe. Puisque ce probléme ne crée pas de difficulté pour nous, nous n’en-
trons pas dans les détails. Remarquons enfin que les opérateurs U,; commutent entre
eux. En effet, 'opérateur U, ;U, ; est obtenu & partir de Uespace des (A, A, ¢,n, Hj, L), ot
L =L, ® Ly, avec Ly C Alr;] et Ly C A[rmj| comme précédemment. La polarisation sur le
schéma abélien A/L est alors la polarisation descendue (z;x;) - A.

L’opérateur U, ; se comporte bien avec les fonctions degrés.

Proposition 1.4.13. Soit © € Xy i, €t y € Uy i(x). Alors
~ 8t j # 1, alors Deg;(y) = Deg;(x).
= Degi(y) > Deg;().
~ Si Deg;(x) = Deg;(y), alors Deg;(x) € Z.

Démonstration. Supposons que z corresponde a un couple (A, A, ¢,n, H; ;) défini sur une
extension K; de K, et que y corresponde a un sous-groupe L de A[m;]. Alors, pour tout
js Deg;(y) = 1/ndeg(H} ) ot H} , est image de H;, dans A/L. Si j # i, alors H; 4 et L
sont en somme directe dans A[p|, ce qui implique que Deg;(y) = Deg;(z). Le deuxiéme
point résulte du fait que le morphisme H;, — H; , est un isomorphisme en fibre générique
et des propriétés de la fonction degré.

Supposons maintenant que Deg;(x) = Deg;(y). Alors, d’aprés les propriétés de la fonc-
tion degré, cela implique que H;, et L sont en somme directe dans A[m], soit que

A[m;] = H; ,® L. En appliquant le projecteur £} 1, on obtient que E4y 1 A[m;] = E11H,; ;@ E1 1 L.

Or Ej 1 A[m;] est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1. Cela implique que Ey 1 H; , et Ey 1L
le sont également, et en particulier leurs degrés sont entiers. O]

L’opérateur U, ; augmente donc la i-ieme fonction degré, et laisse les autres inchangées.
De plus, il augmente strictement la fonction Deg;, sauf aux points de degrés entiers. Nous
avons comme précédemment un résultat de contraction.

Proposition 1.4.14. Soit r un entier compris entre 0 et dig— 1. Soit 0 < A < u < 1 des
réels. Alors, il existe un entier N tel que

N —1 —1
Upi(Deg;([r + A, dig))) C Deg;([r + p, dig])

Nous avons donc défini h opérateurs agissant sur les formes modulaires. Remarquons

également que puisque ces opérateurs augmentent le degré, ils agissent sur les formes
surconvergentes.
Enfin, nous pouvons également décomposer les opérateurs de Hecke suivant le nombre de
bons ou mauvais supplémentaires. Pour simplifier les notations, nous énoncons le théoréme
pour U, ;. Soit « un rationnel avec 0 < o < 1, Iy, ..., I; des intervalles compacts avec
I C [0,drg]. On pose U = Deg ' ([0,d1g — 1+ a] x I x -+ X I,).
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Théoréme 1.4.15. Soit N > 1 et 5 un rationnel avec 0 < [ < 1. Il existe une bonne

suite d’ouverts (U;(N))iesy de U , tels que pour tout i > 0, on peut décomposer la corres-
pondance U, sur Us(N)\Uiz1(N) en

N—-1
0 - (H G Tk) [17x
k=0

avec Ty = Ugj%, pour 0 <k < N

_ good bad bad
T = I1 Uptie N Up g1 -+ UpLisia N
11E€ESN -1,k ESN_k
et
o bad bad bad
Iy = H UPJJNA,NUP,LZ'Nfz,iNfl,N Tt UPJ,i,ihN

11ESN_1,-iN_1ES1

avec

— les images des opérateurs Ug,(f;l,zv (j € Si) sont incluses dans Deg; *(|dyg—1+3, d1g])

~ les opérateurs U)Y, ;v (i € Sk, j € Sk—1) et UM%y (j € S1) sont obtenus en quo-
tientant par un sous-groupe L de degré supérieur ou égal a n(1 — [3), et ont donc

leurs images incluses dans Deg; ' ([0,d1g — 1+ A]).
Enfin, si B’ est un autre rationnel avec § < [ < 1, et si (U/(N)) est la bonne suite

d’ouverts obtenue pour (', alors U!(N) est un voisinage strict de U;(N) pour tout i.
Un point clé dans I'étape du prolongement analytique est la majoration de la norme
des opérateurs U},

Proposition 1.4.16. Soit T un opérateur défini sur un ouvert U, égal a U, 1, UgﬁOd ou
U;’f‘ld. On suppose que cet opérateur ne fait intervenir que des supplémentaires génériques
L de Hyy avec deg L > nc, pour un certain ¢ > 0. Alors

||T||u < pm—cinfj kg,i1

Démonstration. Soient x un point de Xy, 4, correspondant & un couple (A4, \,¢,n, H; ;)
défini sur O et L un supplémentaire générique de Hy 4. Alors le morphisme 7: A — A/L
donne une suite exacte de O ®z Op-modules

0—>wA/L7r—>wA—>wL—>O

On rappelle que Op ®z Z, = H?len(Zpdi), et on note E; = (Ej,); I'élément dont
toutes les coordonnées sont nulles, sauf la i-iéme égale & la matrice £ ;. En appliquant le
projecteur E; a la suite précédente on obtient

0— EiwA/L g EZ'UJA — EiwL —0
Puisque L C A[m], 7] est un isomorphisme si ¢ # 1. De plus,
v(det7y) =deg F1L = 1/ndeg L > ¢

Le résultat est alors analogue a la démonstration du lemme 1.3.15. O]
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1.4.5 Classicité

Enoncons maintenant le théoréme de classicité. Soit k € X (Th;)T; élément » cor-
respond donc & une famille d’entiers

h d;

HH(kl,j,i > 2> ki)

i=1j=1

Théoréme 1.4.17. Soit [ une forme surconvergente de poids k € X(Ty)t sur Xp,
propre pour la famille d’opérateurs de Hecke U, ;. Supposons que les valeurs propres (a;)
pour ces opérateurs soient non nulles, et que k vérifie les relations

dig(g + 1) .
vlad + =2 < Jnf, Ko

pour tout 1 < i < h. Alors f est classique.

Démonstration. La méthode de démonstration permettant d’étendre le résultat du théo-
réme 1.3.16 & ce cas s’inspire des travaux de Sasaki ([Sa]). Ecrivons les différentes étapes
de la démonstration.

La forme modulaire surconvergente f est sur un ouvert du type Deg ! ([],.;<,[dig— ¢, dig])
pour un certain € > 0. Nous allons étendre cette forme a Xy, ;4 tout entier. Pour cela,
nous allons étendre f direction par direction, c’est-a-dire étendre f a Deg™ ([0, dyg] x
[[ocichldig — €,dig]). Nous utiliserons pour cela le fait que f est propre pour U,; et
la relation vérifiée par la valeur propre a;. En utilisant I'opérateur U, ., et en répétant
le processus, nous allons prolonger f & Deg=*([0,d1g] x [0, d2g] X [[yeicnldig — €, dig]),
et ainsi de suite, jusqu’a prolonger f a tout Xy, ,s. Détaillons le prolongement dans la
premiére direction.

Etape 1 : Nous étendons la forme modulaire f & I'espace Deg ™! (Jd1g—1, d1g] X [y<;p[dig— €, dig))-
Nous utilisons pour cela la formule f = aINUéYlf, et la proposition 1.4.14. Cela permet
bien d’étendre f a Deg™'(|dig — 1,d1g] X [lyciepldig — €, dig]).

Etape 2 : Le théoréme 1.4.15 permet de définir les séries de Kassaei sur

U :=Deg ' ([0,drg —1+a] x ][] ldig— ¢ dig))

2<i<h

oll & est un rationnel arbitrairement petit. Le fait que les séries de Kassaei vont conver-

ger est assurée par la proposition 1.4.16 et la relation vérifiée par a;. Cela permet donc
d’étendre f aU. Enrecollant f avec la forme définie sur Deg™ ' (Jd1g—1, d1g]x [yc,cpldig— €, dig]),
on voit qu’on peut donc étendre f & Deg='([0,d1g] X [lycicnldig — €,dig]).

En répétant ce processus, on peut donc étendre f a Xy, iy, C'est-a-dire un élément de
H(X1y,rig,w"™). Le fait que f est classique provient ensuite du principe de Koecher et de
GAGA, en utilisant une compactification toroidale de X (voir le théoréme 1.4.7). ]
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1.5 Cas des variétés de Shimura de type (A)

La méthode de prolongement analytique utilisée s’adapte a d’autres cas. Dans cette
partie, nous nous intéressons aux variétés de Shimura de type (A).

1.5.1 Données de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de type (A) (voir
[Ko]). Soit B une Q-algébre simple munie d’une involution positive x. Soit F' le centre de
B et Iy le sous-corps de F' fixé par . Le corps F{ est une extension totalement réelle de
Q, soit d sont degré. Faisons les hypothéses suivantes :

- [F : F()] = 2.
— Pour tout plongement Fy — R, B ®g, R ~M,,(C), et I'involution * est donnée par
—t
A—A.

Soit également (Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soit G le groupe des
automorphismes du B-module hermitien Uy ; pour toute Q-algébre R, on a donc

G(R) ={(g,c) € GLp(Up ®qg R) x R*,(gx, gy) = c(x,y) pour tout =,y € Uy ®q R}

Soient 71, ..., 74 les plongements de Fj dans R ; soit également o; et 7; les deux plonge-
ments de I’ dans C étendant 7;. Le choix de o; donne un isomorphisme F' ®p R ~ C. On
a également B, = B ®p, -, R ~M,,(C). Notons U; = Ug ®p, -, R. D’aprés I’équivalence de
Morita, U; ~ C" @ W;, ou B; agit sur le premier facteur et W; est un C-espace vectoriel.
La structure anti-hermitienne sur U; en induit une sur W;, et on note (a;, b;) sa signature.

Remarque 1.5.1. Si on avait choisi l'isomorphisme F' ®p R ~ C donné par o;, on aurait
obtenu le couple (b;, a;). Ainsi, on dispose pour chaque plongement 7; d’un couple d’entiers,
défini & permutation prés, mais bien défini si on choisit un plongement de F' au-dessus de
Ti-

Alors Gg est isomorphe &
d
i=1

ol a; + b; est indépendant de i et vaut 5= dimgUg. Nous noterons cette quantité a + b.
Donnons-nous également un morphisme de R-algébres h : C —EndgUg tel que (h(2)v,w) = (v, h(Z)w)
et (v,w) — (v, h(i)w) est définie positive. Ce morphisme définit donc une structure com-
plexe sur Uy : soit U(é’o le sous-espace de Uc pour lequel h(z) agit par la multiplication
par z. On a alors UM? ~ []%,(C")* @ (C*) " en tant que B ®g R ~ @%_ M, (C)-module
——b; , .
(I'action de M,,(C) sur (C™*)* @ (C") " est 'action standard sur le premier facteur et l'ac-
tion conjuguée sur le second) .
Soient également un ordre Op de B stable par par x, et un réseau U de Ug tel que ’accou-

plement (,) restreint & U x U soit a valeurs dans Z. Nous ferons également les hypothéses
suivantes :
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— B ®qg Q, est isomorphe a un produit d’algébres de matrices & coefficients dans une
extension non ramifiée de Q,,.

— Op est un ordre maximal en p.

— L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

Soit Zy) le localisé de Z en p; Op est un Z,)-module libre. Soit ey, ..., e; une base de ce
module, et

detgro = f(X1,..., X;) = det(Xyoq + -+ 4+ X003 UL’ @¢ C[X, ..., X))

On montre ([Ko]) que f est un polyndome a coefficients algébriques. Le corps de nombres
E engendré par ses coefficients est appelé le corps réflexe.

De plus, d’aprés les hypothéses précédentes, p est non ramifié dans Fy. Soient 7, ..., 7y,
les idéaux de Fj au-dessus de p, et d; le degré résiduel de chacune de ces places. Par
hypothése, 7; est non ramifié dans F'; nous sommes donc amenés a distinguer deux cas.

— Nous dirons que 7; est dans le cas 1 si 7; est totalement décomposé dans F. On note

dans ce cas ;" et m; les deux idéaux de F' au-dessus de T;.

— Nous dirons que 7; est dans le cas 2 si 7; est inerte dans F.

Nous avons alors Op @ Z, ~ H?Zl Op.;, avec

— si m; est dans le cas 1, Op; =My (Zya, )OM,(Zye; ), 01t Zyye, est 'annean des entiers

de I'unique extension non ramifiée de degré d; de Q,.

— si m; est dans le cas 2, Op; =M, (Z,2q,).

Soit Y I'ensemble des plongements de Fy dans @, et X; le sous-ensemble de X formé
des plongements envoyant m; dans 'idéal maximal de ’anneau des entiers de (QTP. Alors
>; est de cardinal d;, et ¥ est 'union disjointe des ;. Si m; est dans le cas 1, et si
o € Y, il existe deux plongements de I’ au-dessus de o : 0" et 07, ces plongements étant
respectivement au-dessus de 7" et 7; . Nous ordonnerons le couple (a,,b,) de telle sorte
que a, soit associé a o™,

1.5.2 Variété de Shimura

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (A) associée & G. Soit K
une extension finie de Q, contenant tous les plongements F' — Q,, et Ok son anneau des
entiers. Soit N > 3 un entier premier a p.

Définition 1.5.2. Soit X l'espace de modules sur Spec O dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des (A, A, ¢, 1) o
— A — S est un schéma abélien
— A: A — A® est une polarisation de degré premier a p.
— 1: Op —End A est compatible avec les involutions x et de Rosati, et les polyndémes
detyio et detriea) sont égaux.
— n: A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire, qui se reléve locale-
ment pour la topologie étale en une similitude symplectique Og-linéaire

H\(A,AD) — U @y A”
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Proposition 1.5.3. L’espace X est un schéma quasi-projectif sur Spec Of.

Remarque 1.5.4. Explicitons la condition du déterminant. Notons Stp,. est le Op ®7z Ok-
module défini par Stp, = @?zlsto;(,u ol Sto,.i est le Op;-module défini par

Stors = DO & (O

oEY;

ol dans le cas 1 l'action de Op; =My, (Z,q,)OM,,(Z,4;) est I'action standard sur chacun
des facteurs, et dans le cas 2 I'action de Op; :Mn(ZPQdi) est 'action standard, avec szdi
qui agit par un certain plongement sur le premier facteur, et par son conjugué sur le
second (le choix de ce plongement est imposé par I'ordre sur le couple (a,, by)). Alors la
condition du déterminant est équivalente au fait que Lie(A) soit isomorphe localement
pour la topologie de Zariski a Stp, ®o,, Og comme Op ®z Og-module. On voit donc en
particulier que le schéma abélien est de dimension nd(a + b).

Nous allons maintenant définir une structure de niveau Iwahorique sur X. Si A — S
est un schéma abélien avec action de Op, on a donc

Alp™] = & Al

Les groupes de Barsotti-Tate A[7°] sont principalement polarisés de dimension nd;(a+b),
et muni d'une action Op ;. De plus, si m; est dans le cas 1, alors

Alp*] = A[(m)>] & Al(w;7)™]

De plus, les groupes A[(m;")>®] et A[(m; )] sont des Barsotti-Tate de hauteur d;(a + b)
de dimensions respectives d;a; et d;b;, et munis d’une action de M,(Z,q, ). Remarquons
que ces deux groupes sont duaux 'un de Pautre (cela résulte de la compatibilité entre
I'involution de Rosati et la conjugaison complexe).

Définition 1.5.5. Soit X/, 'espace de modules sur O dont les S-points sont les (A, A, ¢,n, H; ;)
ou (A, \,¢,n) € X(9) et
—simestdanslecas 1l,0=H;0 C H;; C--- C Hjqqp = A[Wf] est un drapeau de
sous-groupes finis et plats de A[m;'] stables par Op, chaque H,; étant de hauteur
— si m; est dans le cas 2, 0 = H;o C H;y C -+ C H; o4 = A[m] est un drapeau de
sous-groupes finis et plats de A[m;] stables par Op, chaque H;; étant de hauteur
2nd,;j, avec H; o1 ; égal a 'orthogonal de H, ;.

Nous noterons X,;, et Xy, ;4 les espaces rigides associés respectivement & X et Xp,,.

Remarque 1.5.6. 11 pourrait sembler que choisir A[(7;")] (au lieu de A[r; ]) dans le cas 1
rompe la symétrie. Il n’en est en fait rien, puisque ces deux groupes sont duaux 'un de

lautre : Alm;t] ~ A[r;|P. Cette dualité induit donc un accouplement parfait

(.) Alm] x Alr7] = Gy,

1
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Si H est un sous-groupe de A[r;'], on peut donc considérer Uorthogonal de H pour cet
accouplement, H*, qui est un sous-groupe de A[r;]. Un drapeau (H;) de A[r;] donne
donc par orthogonalité un drapeau (Hy,,_ ;) de A[r;].

Remarquons également que pour tout sous-groupe H de A[r;"], on dispose d’un diagramme

commutatif

Alm] A7

| |

H* —— (A[x/]/H)"
ot les fléches horizontales sont des isomorphismes. Dot H+ ~ (A[x]/H)P.

Remarque 1.5.7. Les schémas X et Xp, sont en fait défini sur le corps réflexe E'; cela
résulte du fait que le Op ®z Og-module Stp,. est en fait défini sur £. Néanmoins, nous
devrons nous placer sur Ok pour définir les faisceaux des formes modulaires.

Pour définir les formes modulaires surconvergentes, nous aurons besoin de faire ’hy-
pothése que le lieu ordinaire de la variété de Shimura est non vide. D’aprés un résultat
de Wedhorn ([We]), cela est équivalent au fait suivant.

Hypothése. Nous supposerons que p est totalement décomposé dans le corps réflexe E.
Cette hypothése a les conséquences suivantes sur les couples d’entiers (a;, b;).

Proposition 1.5.8. Supposons que ; soit dans le cas 1. Alors il existe un couple d’en-
tiers (a;, b;) tel que (ay,b,) = (a;,b;) pour tout o € ;. Si m; est dans le cas 2, alors
ay = by = (a+0b)/2.

Démonstration. Supposons que 7; soit dans le cas 1. Par hypothése, il existe un schéma
abélien A défini sur une extension finie de Ok tel que le groupe p-divisible A[7r{®] soit
ordinaire, c’est-a-dire extension d'un groupe multiplicatif par un groupe étale. On en
déduit que A[(7;7)>] est également ordinaire. Or Afr;"] est muni d’une action de Zg;,
donc d’aprés la partie 1.1.5, on peut définir ses degrés partiels. Pour tout ¢ € ¥;, on a
deg, A[r;] = na,. Or le degré d’un groupe étale est nul, et si G est un groupe multiplicatif
muni d’une action de Z,q;, tous ses degrés partiels sont égaux. On en déduit que a, ne
dépend pas de o. Il existe donc un entier a; tel que a, = a; pour tout ¢ € ;. Si
bi =a+b—a;, on a alors b, = a+ b — a, = b; pour tout o € ;.

Si m; est dans le cas 2, soit A un schéma abélien défini sur une extension finie de O avec
A[r°] ordinaire. Alors A[m;] est muni d’une action de Z q;, et pour tout o € X, si 0y et 0y
sont les deux plongements de F' au-dessus de o, on a deg,, A[m;] = a, et deg,, Alm;] = b,,
si on suppose que ’entier a, est associé a o;. Puisque tous les degrés partiels doivent étre

égaux, on en déduit le résultat. O

Si m; est dans le cas 2, on notera a; = b; = (a + b)/2, de telle sorte que pour tout
o € ¥;,onaa, =a; et b, = b; quelque soit le cas.
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1.5.3 Formes modulaires

Soit A le schéma abélien universel sur X, et soit e*Q} /x le faisceau conormal relatif
a la section unité de A. D’aprés ce qui précéde, il est localement pour la topologie de
Zariski isomorphe a St ®z, Ox comme Op ® Ox- module, ot St = EB?ZlSti, et St; est le
Op,i-module défini par

= Sty = (Z,,)" @ (szi)bi dans le cas 1

- St; = (Z;gdi)‘“ dans le cas 2

Soit

T = Tsomo,eox (St ® Ox, 'y )

C’est un torseur sur X sous le groupe

M = (H RGSZ 4;/Zp (GLQZ. X GL{,Z) X H R@SZ 2di/ZpGLai> XZP OK

€S 1€S2

ou S; est ’ensemble des indices 7 tels que 7; est dans le cas j.

Soit Bj; le Borel supérieur de M, U,; son radical unipotent, et T, son tore maximal.
Soit X (Th) le groupe des caractéres de Ty, et X (Th)" le cone des poids dominants pour
By Si k € X(Ty)™, on note k' = —wok € X(Ty)T, ot wy est élément le plus long du
groupe de Weyl de M relativement a T);.

Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

Définition 1.5.9. Soit k € X(T))". Le faisceau des formes modulaires de poids x est
wt = ¢.07[K'], ott p.O7[K'] est le sous-faisceau de ¢,.O7 ou By = Ty Uy agit par k sur
Ty et trivialement sur Uy,.

Une forme modulaire de poids « sur X est donc une section globale de w”, soit un
élément de H°(X, w"™). En utilisant la projection X7, — X, on définit de méme le faisceau

w" sur Xy, ainsi que les formes modulaires sur X7,,.

En utilisant ’équivalence de Morita, une définition équivalente du torseur 7T est

T = [ somz , sox (28, &Z0, )02, 0x, Ee™ Q) x [ | Tsoms ,, wox (Z5s" @2, 0x, EreQly x)

p
1€S1 1€S9
ol E; est I'élément de H;L:1 Op,; dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la i-ieme
égal a la matrice £y, @ Ey; si ¢ appartient a Sp, et égal a la matrice Ey; si ¢ € Ss.
Remarque 1.5.10. Le poids k d’une forme modulaire est une famille d’entiers

d;

h
T (ags > - = o), (g = -+ = 1, 50))

i=1 j=1

Comme dans les cas précédent, nous n’avons pas a nous préoccuper des pointes pour
la définition des formes modulaires, car il existe des modéles entiers des compactifications
toroidales.
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Théoréme 1.5.11 ([P-S 1] partie 6). Il existe une compactification toroidale X 1, de Xry,
définie sur Ok, dépendant d’un choiz combinatoire. Le schéma X, est propre sur O,
et le faisceau w® s’étend o X 1. De plus, on a le principe de Koecher algébrique et rigide,
c’est-a-dire HO(X ry, w*) = HO( X[y, w") et HO(YIw,M-g,w“) = H( X1y rig,w"™) ol wa’m»g
désigne lespace rigide associé & X p,.

Définissons maintenant les fonctions degrés.

Définition 1.5.12. Soit i un entier entre 1 et h. On définit la fonction Deg; : Xy rig — [0, dia;]
par Deg;((A, X\, ¢,m,H;x)) = 1/ndeg H; ,,. On définit également la fonction
Deg : X rig = H?zl[O, d;a;] par x — (Deg;(x)).

Remarque 1.5.13. Ici encore, le fait de diviser par n est lié & 'action de D'algébre de
matrices.

Soit X}Z}ffq@g le lieu ordinaire-multiplicatif de Xy, ,iq; il est égal par définition a

Deg '({dia,} x --- x {dnan})
Nous pouvons maintenant définir les formes surconvergentes sur pour X.

Définition 1.5.14. L’ensemble des formes modulaires surconvergentes est défini par
H (X1 rig, w™)! = colimy HY(V, w")

N . . . . . . mult
ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X705 dans Xpy -

1.5.4 Opérateurs de Hecke

Soit 1 < ¢ < h. Soit C; V'espaces des modules sur K dont les S-points sont les
(A, N e,m, Hjp, L) avec (A, N, 0,n, Hj i) € X1(S) et
— L un sous-groupe fini et plat de A[r;"], stable par Op, et supplémentaire générique
de H;,, dans A[r;] dans le cas 1.
— L un sous-groupe fini et plat de A[m;], stable par Op, totalement isotrope et sup-
plémentaire générique de H, ,, dans A[m;] dans le cas 2.
Remarquons que dans le cas 1 A[r; | est la somme directe sur K de Hifai et de Lt
donc que A[m;] est la somme directe sur K de H;,, & H;', et de L & L*.
Nous avons deux morphismes p;,ps : C; = Xy x = X1 X K 1 p; est oubli de L, et py
est le quotient par Lo, ou Ly est égal & L @ L+ dans le cas 1 et a L dans le cas 2. Pour
définir la projection ps, nous devons choisir la polarisation sur le schéma abélien A/L.
On fixe un élément totalement positif x; de Op,, de valuation m;-adique 1 si j =i et 0
sinon. On définit la polarisation sur A/L comme la polarisation descendue x; - \. Comme
décrit dans la remarque 1.4.12, ce choix ne créera pas de difficulté. Nous noterons encore
p1, 2 les morphismes induits C; iy — Xy rig- Notons également 7 : A — A/L I'isogénie
universelle au-dessus de Cj. Celle-ci induit un isomorphisme 7 : wa/ry)/x — wa/x, et
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donc un morphisme 7*(x) : piw" — piw”. Pour tout ouvert U de Xy, g, nOUS pouvons
donc former le morphisme composé

(H) « Ky LTp1 s
Ho(pl (u)7p1w ) — Ho(uvw )

Upi - HO(U,(U),w") = H(pr ' (U), psw) "=
Définition 1.5.15. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est défini
par Upﬂ; = Z%Up’i avec n; = diaibi.

Les proprié¢tés vérifices par les opérateurs U,; sont les mémes que dans les parties
précédentes.

Proposition 1.5.16. Soit v € Xy g, €t y € Uy i(x). Alors
~ Si j # 1, alors Deg;(y) = Deg;(x).
= Degi(y) > Deg;(x).
— 8i Deg;(x) = Deg;(y), alors Deg;(x) € Z.

Proposition 1.5.17. Soit r un entier compris entre 0 et d;a; — 1. Soit 0 < A < pu < 1
des réels. Alors, il existe un entier N tel que

N — _
Up,i<D€gi Y([r + X diai))) C Deg; ' ([r + p, dsas])

Nous avons donc défini h opérateurs agissant sur les formes modulaires. Remarquons

également que puisque ces opérateurs augmentent le degré, ils agissent sur les formes
surconvergentes.
Enfin, nous pouvons également décomposer les opérateurs de Hecke suivant le nombre de
bons ou mauvais supplémentaires. Pour simplifier les notations, nous énoncons le théoréme
pour U, ;. Soit o un rationnel avec 0 < o < 1, Iy, ..., I; des intervalles compacts avec
I C [0,dgag]. On pose U = Deg 1 ([0,dya; — 1+ a] x Iy X -+ x I}).

Théoréme 1.5.18. Soit N > 1 et 5 un rationnel avec 0 < [ < 1. Il existe une bonne

suite d’ouverts (U;(N))icsy deU , tels que pour tout i > 0, on peut décomposer la corres-
pondance U, sur Uy(N)\Uiz1(N) en

N-1
Ué\fl — (H N 1— k >HTN
k=0
avec Ty = Ugfoﬁ, pour 0 < k < N

o good bad bad
T = H Uptin NUpin i -+ - Upiliin v

11ESN 1, IkESN_FK

et
_ bad bad bad
Tn = H UP Lin—1,N UP Lin—2,in—1,N * Upyl,i,il,N
11E€ESN_1,-IN-1ES51

avec
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— les images des opérateurs Ugy‘ij (j € Si) sont incluses dans Deg; ' (|dya1—1+ B3, dyay))
— les opérateurs U, (i € Sk, j € Sp—1) et Uy (j € S1) sont obtenus en quo-
tientant par un sous-groupe L de degré supérieur ou égal & n(1 — B), et ont donc
leurs images incluses dans Deg; ' ([0,dya; — 1+ 3]).
Enfin, si ' est un autre rationnel avec B < ' < 1, et si (U/(N)) est la bonne suite

d’ouverts obtenue pour ', alors U!(N) est un voisinage strict de U;(N) pour tout i.

Nous avons également une majoration de la norme des opérateurs U;;“ld.

Proposition 1.5.19. Soit T' un opérateur défini sur un ouvert U, égal & U, 1, Ugﬁ‘)d ou
Ugﬁd. On suppose que cet opérateur ne fait intervenir que des supplémentaires génériques
L de Hyy avec deg L > nc, pour un certain ¢ > 0. Alors

”THM < p”l —c(inf;(kay 5,141 ,5,1))

Démonstration. Soient x un point de Xy, 4, correspondant a un couple (A, A, ¢, n, H; ;)
défini sur O et L un supplémentaire générique de H;,, comme dans le définition des
opérateurs de Hecke. Si m; est dans le cas 1, alors L est un supplémentaire générique de
H, 4, dans A[ry], et on note Ly = L@ L*. Si m; est dans le cas 2, L est un supplémentaire
générique de Hi,, dans A[m] et on note Ly = L. Alors le morphisme 7 : A — A/Ly
donne une suite exacte de Oz ®7z Op-modules

0—>WA/LOW—>UJA—>MLO%O

On rappelle que Op ®z Z, = H?Zl Op.i, o Op,; est la complétion de Op en 7;; Op,; est
donc égal respectivement a M, (Z,4,)®My(Z,4;) ou My (Z,2a;) si 7; est dans le cas 1 ou
2. Le module wy se décompose sous 'action de Op en wy = @?leAJ, et de méme pour
wa/rL, et wr,. On a donc des suites exactes

¥
0— WA/Ly,i = WA; = Wroi — 0

Puisque L C Alm|, 77 est un isomorphisme si ¢ # 1. Pour étudier le morphisme 77,
nous allons distinguer suivant le fait que 7 soit dans le cas 1 ou 2. Supposons que
soit dans le cas 1. Alors Op; =M, (Z,a, )BM,(Z,a, ), et on note Ef et ET les projecteurs
de Op; égaux respectivement a (E;7,0) et (0, E;;). On a donc des suites exactes de
Ox ®z,, ZLyu-modules

*

4
0— EfLwA/LO,l — ETWAJ‘ — Ef“wLO’l — 0

et de méme en remplacant + par —. Ces morphismes se décomposent sous 'action de
Ly, 5 pour tout 1 < j < dy, on a des morphismes

*

0= (Efwaren); = (Efway); — (Bfwigi); — 0
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et de méme en remplacant + par —. On a alors v(det 7y ;) = (deg; L)/n, ot deg; est le
degré partiel (voir la partie 1.1.5). De plus, on a

v(det 7y ;) = (deg; L) /n = (deg;(Alr{]/L)")/n = (a1 — (a1 — deg; L)) /n = (deg; L) /n
On en déduit que la norme du morphisme WZ/LO — wf est majorée par

p*(Zgjgh(kal,j,l deg; L+ly, 5,1 deg; L))/n p*(degLinfj(kal,j,lﬂbl,j,l))/n < p*cinfj(kal,j,ﬁlbl,j,l)

Supposons que 7 soit dans le cas 2. Alors L = Lj est un supplémentaire de H;,, dans
Alm] et Op1 =M, (Z,24,). On a alors une suite exacte de Ox ®z, Z,2a,-modules

7r/1*
0— El,lwA/L,l — By jwa — Byawp g — 0

Ces morphismes se décomposent sous I'action de Z,q, ; pour tout 1 < j < dy, on a des
morphismes

*

"
0= (Erawajra); = (Briwaa); = (Brawra); — 0
Chacun de ces modules se décompose pour I'action de Z,a,, et on a deux suites exactes

*

T .
0— (El,lwA/L,l);r Y (El,lwA,l);r — (E1,1WL,1);r — 0

et de méme en remplagant + par —. Soit o; le plongement de Q,q, dans @p asso-
cié au signe +, et 7, celui associé¢ au signe —. On a v(detny; ) = (deg, L)/n et
v(det 7y ;) = (degs, L)/n. Or le groupe L est totalement isotrope maximal pour l'ac-

couplement de Weil. Etant donné la compatibilité entre I'involution de Rosati et la
conjugaison complexe, on a donc L ~ (A[m]/L)P*, ou ¢ veut dire que I'action de Op
est tordue par la conjugaison complexe. Si o est un plongement de F; dans @p, on a
donc deg, L = deg_((A[m|/L)P) = deg- L. On en déduit que la norme du morphisme
W}, — wj est majorée par

p*(zlgjgh(kal,j,l degy; Lty j,1 degy; L)/ pf(degLmf,v(kal_jﬁz,,l,j,l))/n < pfcinfj(k,ll,j,ﬁzbl,j,l)

Dans les deux cas, on obtient la majoration voulue. O]

1.5.5 Classicité
Soit k € X(Ty)" le poids d’une forme modulaire ; il correspond & une famille d’entiers

h d;

HH((/ﬁ]z > 2 ke i), (liga >0 > 1y, i)

i=1j=1

Enoncons maintenant le théoréme de classicité pour les variétés de Shimura de type

(A).
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Théoréme 1.5.20. Soit f une forme surconvergente de poids k sur X, propre pour
la famille d’opérateurs de Hecke U, ;. Supposons que les valeurs propres (a;) pour ces
opérateurs vérifient les relations

v(a;) + dyab; < ) inf (Kq, ji+ l,.ji)

f
<j<d;
pour tout 1 < i < h. Alors [ est classique.

Démonstration. La méthode de démonstration est identique a celle des variétés de Shi-
mura de type (C). Ecrivons rapidement les différentes étapes.

La forme modulaire surconvergente f est sur un ouvert du type Deg™ ([ ], ., [diai— €, d;a;])
pour un certain € > 0. Nous allons étendre cette forme a Xy, ., tout entier. Pour cela,
nous allons étendre f direction par direction, c¢’est-a-dire étendre f a

Deg= ([0, dyar] X [lyciepldiai — €,d;a;]). Nous utiliserons pour cela le fait que f est
propre pour U,; et la relation vérifiée par la valeur propre a;. En utilisant 'opérateur
Up2, et en répétant le processus, nous allons prolonger f a Deg='([0,dya;] X [0, dzas] X
[loci<pldia; — €,d;a;]), et ainsi de suite, jusqu’a prolonger f a tout Xy, .. Détaillons le
prolongement dans la premiére direction.

Etape 1 : Nous étendons la forme modulaire f & 'espace Deg™!(Jdya1—1, dyay] x [[ye;<p [diti— €, diai)
Nous utilisons pour cela la formule f = al_NUZf\flf, et la proposition 1.5.17. Cela permet
bien d’é¢tendre f a Deg'(]dya; — 1, dyaq] x HQSiSh[diai — g,d;a;l).

Etape 2 : Le théoréme 1.5.18 permet de définir les séries de Kassaei sur

U = Deg ([0, dra1 —1+a] X [yescpldiai— e, d;a;]), ot a est un rationnel arbitrairement
petit. Le fait que les séries de Kassaei vont converger est assurée par la proposition 1.5.19
et la relation vérifiée par a;. Cela permet donc d’étendre f a U. En recollant f avec la
forme définie sur Deg™'(|dyas — 1, dyar] X [[oe;cpldia; — €, d;as]), on voit qu’on peut donc
étendre f a Deg™ ([0, dyar] X [lycicpldiai — €, daql).

En répétant ce processus, on peut donc étendre f & Xy, ,ig, ¢'est-a-dire un élément de
H®(X1y,ig,w"™). Le fait que f est classique provient ensuite du principe de Koecher et de
GAGA, en utilisant une compactification toroidale de X (voir le théoréme 1.5.11). O
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Chapitre 2

Formes modulaires de Hilbert

Ce chapitre est consacré aux variétés et formes modulaires de Hilbert. Contrairement
au chapitre précédent, nous ne supposerons plus que le nombre premier p est non ramifié.

2.1 Variété et formes de Hilbert

2.1.1 L’espace de modules

Soit F' un corps totalement réel de degré d > 2; on note O son anneau des entiers,
OF le groupe des unités et O;’Jr le sous-groupe des unités totalement positives. Soit p un
nombre premier et (p) = [[_, 7;* sa décomposition en idéaux premiers dans F'. On notera,
fi le degré résiduel de m;, et m = [[, m;. Soit Fr, la complétion de F suivant l'idéal m;, et
K une extension finie de @, contenant la cloture normale des F,. On notera O 'anneau
des entiers de K. Un schéma abélien de Hilbert-Blumenthal (SAHB) sur un schéma S est
un schéma abélien A sur S de dimension d muni d’un plongement Op — End(A). Soit
N > 3 un entier premier a p.

Définition 2.1.1. Soit 6 la différente de F, ¢ un idéal fractionnaire de F'. On note ¢ le
cone des éléments totalement positifs. Soit Y. — Spec Og l'espace de modules dont les
S-points sont les classes d’isomorphismes des (A, i, ¢, H) avec :
- A — S un SAHB.
— i :07 @z un — A[N] est une structure de niveau .
— ¢ est une c-polarisation, ¢’est-a-dire que ¢ est un homomorphisme Op-linéaire ¢ — P(A),
ou P(A) est Pensemble des morphismes symétriques f : A — A, tel que
— ¢ envoie ¢ dans le cone des polarisations
— ¢ induit un isomorphisme A ® ¢ ~ A’.
— H est un sous-groupe de rang p’ de A[r] stable par Op, avec f = Y, fi, tel que
H{[m;] soit de rang p/i pour tout i.

Comme Alr| = @;A[m;], on a H = ®;H;, avec H; = H|m;]. Pour tout i, H; est un
sous-groupe de rang p/t de A[m;], avec une action de Op/m; ~ F,;; : ¢’est un schéma en

[F,s;-vectoriel de rang 1, c¢’est-a-dire un schéma en groupes de Raynaud.
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D’aprés [D-P], on dispose d'un ouvert Y. < Y; qui est le lieu ot le faisceau conormal w4
du SAHB universel est un Op ®7 Oy.-module libre de rang 1 (c’est le lieu de Rapoport).
Le complémentaire de cet ouvert est un fermé de codimension plus grande que 2 dans Y..
Pour définir les formes modulaires entiéres de poids général, nous aurons besoin de modifier
la fibre spéciale de Y;. Nous nous inspirons de [Sa2]. Rappelons que le faisceau conormal
de A en sa section unité est un Op ®z Oy,-module. Commencons par décrire la Ok-algébre
Or ®z Ok.

Notons F'" I'extension maximale non ramifiée de Q, contenue dans F,. Soit également
¥ = Hom(F,,,K) et S; = Hom(F'",K). Soit @, une uniformisante de Fy,, et E;(u)
le polynome minimal de ; sur F'" (c’est un polynome d’Eisenstein de degré e;). Pour
o € 5;, on notera E,(u) = 0 E;(u); c’est un polynome a coefficients dans Og. Alors on a

g g

Or 92 Ok = @D O, ®2, O = @NOF, ®z, Ox)lul/Ei(u) = @D @) Oxc[u)/ Ex ()

i=1 i=1 i=1 o€S;

Si S est un Og-schéma, et A — S un SAHB, alors on peut décomposer le faisceau wy en

g
wi =D Dwar

i=1 c€S;

ol wa, est un Og-module localement libre de rang e; muni d’une action de Og[u|/E,(u),
pour tout i et o € S;.
Pour o € S, notons 0y, ..., 0, les éléments de X; dont la restriction a F}'" est o.

Définition 2.1.2. Soit X, 'espace de modules sur O dont les S-points sont les couples
<A7 i7 ¢7 H7 (WA,U,j)i,UGSi,OSjSei) avec

a (Aal7¢7H) S K(S)

— Pour tout 7 et 0 € 5, le faisceau wy , est muni de la filtration

0= WA,0,0 C WA 0,1 c---C WAoe; — WA

tel que

— pour tout j, was; est localement un Og-facteur direct stable par Op de wy, de
rang j.

— pour tout 1 < j < e, Wa,;/waej—1 est un Og-module localement libre de rang

1, et ’action de Op sur ce module se factorise par Op — OFm, L Ok — Og.

Le foncteur X, est représentable par un schéma, que 'on notera encore X, ([Sa2]). On

dispose d’un morphisme d’oubli X, — Y,, qui est surjectif. Au-dessus du lieu de Rapoport,
c’est un isomorphisme ; en particulier, on a X, ®o, K ~ Y. ®o, K.
Soit CI(F)* le quotient des idéaux fractionnaires par les idéaux engendrés par les élé-
ments totalement positifs, et {¢;} un ensemble de représentants premiers a p. On note
X = [, X On notera Xx = X x K, X la complétion formelle de X le long de sa fibre
spéciale, et X,;, la fibre générique rigide de X.
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Remarque 2.1.3. Le schéma X, différe de Y, par un éclatement. En effet, si z est un point
de la fibre spéciale de Y;, alors pour tout ¢ et 0 € S;, wa,, est un Oy, ;-module muni
d’une action de F[X]/(X%), ou F est le corps résiduel de Og. Il est donc muni d’un
endomorphisme ¢ vérifiant ¢* = 0. Alors wy 1, doit étre une droite dans le noyau de
¢. De méme, wy ,0, doit étre une droite dans le noyau de ¢ agissant sur wa ;. ./wa o1.4-
Comme le morphisme X, — Y, est un isomorphisme en fibre générique, on voit donc que
le schéma X, est obtenu par éclatements successifs de points de la fibre spéciale de Y..
Si on note X, et Y, les espaces rigides associés respectivement a X, et Y;, on en
déduit donc que X ig = Ye rig-
Remarque 2.1.4. Nous aurions pu ajouter dans la définition de X, une condition de filtra-
tion pour le faisceau wy (ce qui est fait dans [Sa2]). Nous aurions obtenu un espace plus
régulier, mais notre définition est suffisante dans notre cadre.

Dans [Fa|, Fargues a défini une fonction degré pour les schémas en groupes finis et
plats définis sur 'anneau des entiers d’une extension finie de @Q,. Nous utilisons cette
fonction pour décrire I'espace rigide X,;,.

Définition 2.1.5. On définit la fonction Deg : X,;, — []7_,[0, fi] par
Deg<A7i7 ¢, H, WA,g,j) = (deg Hi)1gi§g
ou deg est la fonction définie par Fargues dans [Fa].

On notera également Deg; : X,;, — [0, f;] la i-éme composante de la fonction Dey.
Siv=(vi,...,v,), avec v; € [0, f;], on note X, =deg™!(v) et X5, =deg ' (I];[vi, fi]). De
méme, si [ = ?:1 I;, ou I; est un intervalle de [0, f;], on note X; =deg™'1.

Proposition 2.1.6. Si I est un produit d’intervalles, X; est un ouvert de X,;q. Si I est
de plus compact a bornes rationnelles, X est quasi-compact.

Démonstration. Voir la preuve de la proposition 1.2.4. O

Le lieu ordinaire-multiplicatif est Xy, . r,); c’est le lieu ou H est de type multiplicatif.

2.1.2 Formes modulaires de Hilbert

Soit % =Hom(F, K), et k = (k,) € Z*. Rappelons que pour 1 <i < g, on anoté
¥, = Hom(F,,,K) = {0 € X,v(o(m)) > 0}, S; = Hom(F}",K), et 01,...,0, les
¢léments de Y; dont la restriction a F)'" est o, pour tout o € S;.

Définition 2.1.7. On définit le faisceau inversible w” sur X par
g €;
" = Q) Q) Q@i rs/waei—1)"
i=1 oeS; j=1

Définition 2.1.8. Une forme de Hilbert de poids x a coefficients dans une Og-algébre C'
est un élément de H°(X x Spec C,w").
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Remarque 2.1.9. Au-dessus du lieu de Rapoport, le faisceau wy est un Or ®7 O x-module
libre de rang 1. Si U est un ouvert de ce lieu, on peut voir une forme modulaire f a
coefficients dans Ok comme une loi fonctorielle, qui & un R-point (A, i, ¢, H) de U (on
omet la filtration de wy, qui est canonique) et une trivialisation w : (R ®z Op) ~ wy
associe un élément f(A,7, ¢, H,w) € R tel que pour tout A € (R ®z Op)*

f(Ai, ¢, H, dw) = A" f(A i, ¢, H,w)

ol A" =[], o(A) .

Si U est un ouvert quelconque de X, on peut voir une forme modulaire f a coefficients dans
Ok comme une loi fonctorielle, qui & un R-point (4,4, ¢, H,wa ;) et des isomorphismes
de R-modules w, : R® =~ wy , respectant la filtration de wy , pour tout o € S;, associe un
élement f(A,i,¢, H,wa,;,ws) € R, tel que pour tout couple (I,), oil [, est une matrice
triangulaire supérieure de GL.,(R) pour o € S;, on ait

9 €
. —ko, .
f(A> 2, ¢7 H, WAc,j) lowa) = (H H H )\O'j ! )f(A7 1, ¢> H, WA g, WU)
i=1 0eS; j=1
oil les (Ay;) sont les coefficients diagonaux de I,.

On note encore w” l'analytifié de de ce faisceau, qui est un faisceau sur X,;,. Nous
montrerons dans la partie 2.4 que, par GAGA et le principe de Koecher, on a

HU(XK, w”) = HO(XM'WWN)

Définition 2.1.10. L’espace des formes modulaires surconvergentes de poids « est défini
comme
H°(X g, w1 == colimy HO(V, w")

ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V du lieu ordinaire-multiplicatif Xy, . .
dans X,4.

On dispose d’une application de restriction H*(Xg,w") — H(Xg,w®)!. Cette appli-
cation est injective, et I'image est ’ensemble des formes classiques.

2.1.3 Normes

Nous souhaitons définir une norme sur l'espace des formes modulaires, ¢’est-a-dire un
modéle entier pour le faisceau w”. Soit U un ouvert de X, et f € H°(U,w"). Le faisceau
w" étant inversible sur U, on peut définir comme dans [Ka] une élément |f(x)| pour tout
xr € U. Rappelons briévement comment procéder. Soit x € U un L-point, ot L est une
extension finie de K. On a donc un morphisme x : Spec L — U, qui provient d’'un unique
morphisme 7 : Spf O, — X. Alors

HY(Spec L, r*w") = H(Spf O, #*w") ®0, L

On définit alors une norme | - |, sur H(Spec L, z*w") en identifiant H°(Spf Oy, T*w") et
les éléments de norme plus petite que 1. Alors on définit | f(x)| := |z* f|,.
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Définition 2.1.11. La norme de f sur U est définie comme
| flu == sup | f(x)]
xeU

Cet élément est a priori infini, mais est fini si U est quasi-compact. On notera w" le
faisceau des fonctions de norme plus petite que 1. Rappelons également le lemme suivant,
di a Kassaei ([Ka]), qui prouve qu’une forme modulaire est définie par ses réductions
modulo p" pour tout n.

Lemme 2.1.12. Soit U un ouvert quasi-compact de X,;5. On a :

H(U,w") ~ HU, &) ®0, K ~ (hm Ho(u,w“/p”)> ®ox K
—

2.2 Opérateurs de Hecke

2.2.1 Définition

Soit ¢ un idéal fractionnaire, et m un idéal premier de Op. On considére la correspon-
dance Cn définie sur K comme suit : c’est I'espace de modules dont les R-points sont
les (A,i,¢,H,waz;, L), ot (A3, ¢, Hwa, ;) € (X X K)(R), et L est un sous-groupe de
rang N(m) de A[m] stable par Op et disjoint de H. On dispose de deux projections p; et
P2, respectivement sur X, X K et X, x K. La premiére projection p; est 'oubli de L, et
la projection py est le quotient par L : pa(A,i, ¢, H,wa ey, L) = (A/L, 7', ¢', H ,wl , ;), ol
i', ¢ sont les structures de niveau et polarisation induites par ¢ et ¢ sur A/L, et H' est
I'image de H dans A/L. Rappelons que puisque nous travaillons sur K, la filtration w’AJJ
est définie canoniquement.

Notons pour tout 7, o(i) I'unique élément tel que ¢;m soit égal & ¢,(;y dans CI(F)*, c’est-
a-dire qu’il existe un élément x; totalement positif avec ¢;m = x;c,(;). L'élément z; est
déterminé a un élément de O;’Jr prés, et nous fixerons le choix de ces éléments dans la
suite. Le choix de z; donne un isomorphisme X, ~ X On peut donc voir la projection
D2t Ceeom — Xe;m X K comme une projection sur Xeyoy X K. On note Cyp, = [, C; cim ;
d’aprés ce qui précéde, on a donc deux projections py,ps : Cp — Xg.

On note encore p; et py les morphismes Cy, iy — X,ig, 0U Ciy g st I'espace rigide associé
a Cy.

Définition 2.2.1. L’opérateur de Hecke géométrique Uy, défini sur les parties de X,
est défini par

Co(i)"

Un(S) = papi ' (S)
Cette correspondance envoie les parties finies dans les parties finies, les ouverts zariskiens

dans les ouverts zariskiens, et les ouverts admissibles quasi-compacts dans les ouverts
admissibles quasi-compacts.

Remarque 2.2.2. Pour définir I'opérateur Uy, nous avons eu besoin d’identifier X, et
Xe, ., alaide d'un élément totalement positif z; pour tout 7, défini & une unité totalement
positive prés. La définition de cet opérateur dépend donc du choix de ces éléments.
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De méme, on définit 'opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires.
Rappelons que la projection py : Cy rig — Xyig provient des morphismes C¢, ;m — Xem X
K, composés avec les isomorphismes X¢m X K ~ X, X K, obtenus grace aux éléments
z;. De méme, I'élément x; induit un isomorphisme HY(X,,w") =~ HO(Xc(f(i),w“). Cet
isomorphisme envoie un élément f € HY(X,,n,w") vers la forme modulaire g définie par
9(Ayi, ¢, H,wapj,ws) = f(A i, 250, H,wa 4 j,Ws). Les morphismes H°(X,  x K,w") =~
HY( X mx K,w") = H°(C., ¢;m, psw") donnent donc un morphisme H(X g, w®) — H(Cy, piw™)
(et un morphisme analogue pour les espaces rigides associés).

Soit my : A — A/L 'isogénie universelle sur Cly, ; elle induit un morphisme 77, : wa/r, — wa.
Or au-dessus de K on a la décomposition du faisceau wy en wy = @rexwa . Pour tout
k € Z*, le morphisme 77 induit donc un morphisme

K . % K * K
T - DoW —>p1w

Ce dernier induit donc un morphisme H°(V, pjw™) — H°(V, piw”) pour tout ouvert V de
Cm,rig-

Définition 2.2.3. Soit U un ouvert de X,;,. L'opérateur de Hecke Uy, agissant sur les
formes modulaires de poids k est défini par le morphisme composé

N(m)~1Trp,
_>

Un : HO(Un(U),w") = H(py (U), psw) =% H (1" (U), pi”) HU,w")

Remarque 2.2.4. Le terme N(m)~! sert & normaliser 'opérateur de Hecke. Il maximise

I'intégrabilité de cet opérateur, comme le montre un calcul sur les g-développements.

Remarque 2.2.5. La encore, la définition de 'opérateur U,, dépend des choix des éléments
z;. Néanmoins, si on se restreint aux formes f invariantes sous I'action de O™ (c’est-
a-dire telles que f(A, 4,6, H,waqj,we) = f(A i, ¢, H Wiy, ,ws) pour tout ¢ € Op"),
alors cet opérateur est indépendant du choix des z; (voir [P-S 3] paragraphe 6 ou [Pi2]
paragraphe 1).

Remarque 2.2.6. Si I'idéal m est premier & p/N, on note en général cet opérateur Ty,.
Néanmoins, nous utiliserons ces opérateurs uniquement pour m divisant p, ce qui justifie

notre notation.
On dispose donc en particulier de g opérateurs de Hecke Uy, ..., Uy,.

2.2.2 Propriétés
Ces opérateurs se comportent bien relativement a la fonction Degré.

Proposition 2.2.7. Soit 1 <i < g, v € Xy, et y € Uy, (x). Soit (x1,...,2,) = Deg(z),
et (y1,...,yy) = Deg(y). Alors

— y; =, pour j #i.

Y 2T
De plus, s'il existe y € Ug(z) avec Deg(y) = Deg(x), alors x; € éZ.
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Démonstration. Soit x = (A,i,¢, H,wa ;) et L le sous-groupe de A[m;] correspondant a
y. Comme L est disjoint de A[r;] pour j # i, on a un isomorphisme A[r;] ~ (A/L)[r;]. Si
on décompose H en &y Hy, avec H, C Almy,] pour 1 < k < g, 'image de H; dans (A/L)[n;]
est isomorphe & H;, donc ont le méme degré. Le premier point est donc vérifié.

De plus, L est un supplémentaire générique de H; dans A[m;]. Si on note H] I'image de
H; dans (A/L)[m;], on a alors un morphisme H; — H/, qui est un isomorphisme en fibre
générique. D’aprés le corollaire 3 de [Fal, on a deg H; <deg H{, ce qui prouve le second
point.

Supposons maintenant qu'il existe y € Ugi(x) avec Deg(y) = Deg(x). Soit L le sous-
groupe de A[r"] correspondant & y. On remarque alors que H; et L sont en somme
directe dans A[r{’]. En effet, 'image H] de H; dans A/L a le méme degré que H; par
hypothése. Comme H] = (H;+ L)/L, on en déduit par additivité de la fonction degré que
deg (H; + L) =deg H]+deg L =deg H;+deg L. Le morphisme H; x L — H; + L conserve
donc le degré, et est un isomorphisme en fibre générique. D’aprés [Fa], c’est un isomor-
phisme. Les groupes H; et L sont donc en somme directe dans A[r;’]. En particulier, on
a Alm;) = H; & L[]

Si e; était égal a 1, H; serait un facteur direct de A[m;], donc de A[p] qui est un BT}, un
Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 (c’est-a-dire la p-torsion d’un groupe p-divisible). Le
groupe H; serait donc également un BT}, et son degré serait entier.

Malheureusement, en général A[m;] n’est pas un BT}, on sait seulement que A[r;*] en est
un. Nous allons prouver que le sous-groupe L en est un également. Soit D le module de
Dieudonné correspondant a A[r{'] x F, (avec ¢ = p’*), que 'on décompose suivant I’action
de F,en D = @fi:le. On dispose du Frobenius F; : D; — D, et du Verschriebung
V;: Dj11 — Dj. Ces applications vérifient F;V; = 0 et V;F; = 0. De plus, A[r;*] étant un
BT, on a Im F; = Ker V; et Ker F; = Im V}. Nous allons montrer que L est un BT.
Cette propriété est équivalente a ce que L x I, soit un BT}, soit que Im Fj|L = Ker V}|L
pour tout j. Or Ker Vj\L = Ker V; N L = Im V; N L. Nous allons donc montrer que Im
FJ|L = Im F; N L pour tout j.

Par souci de simplification des écritures, nous supprimons l'indice j; on a donc des appli-
cations [,V : D — D, et D est un Fg-espace vectoriel de dimension 2e;. On choisit une
base (uy, ..., Ue,,v1,...,0,) de D de telle sorte que L corresponde & (uq, ..., u.,) et H; a
(v1). Cela est bien possible, puisque L et H; sont en somme directe dans A[r;’]. De plus,
on suppose la base de D choisie de telle sorte que la multiplication par m; envoie u; sur
Up—1 et v sur vi_p. Le fait que les espaces (uq,...,ux) et (ug, ..., ug, vy, ..., ) soient
' *] montrent que la matrice de F°

stables par F, et les isomorphismes A[r/™"]/[x]] ~ Ar}
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dans cette base est de la forme

Ty Ty o T, 0 €9t Eg

T2 L &g

T 0

Y Y2 o Yey

yr :

Y2

Y1
Soit r l'entier positif tel que ©; = -+ = z, = 0 et .1 # 0, et s celui vérifiant
yp = -+ = ys = 0 et ysu1 # 0. On voit alors que le noyau de F' est inclus dans
(Upy ...y Ue;,V1y...,0s), et est de dimension au plus r + s. Or d’aprés le théoréme du

rang, et par auto-dualité de A[r{’], on a 2¢; = dim Ker F'+ dim Im F' =dim Ker F'+ dim
Ker V =2 dim Ker F, soit dim Ker F' =e¢;. D’ou r 4+ s > ;.

On voit de plus qu’il existe wy, . . ., We,_ dans (uq, ..., ue, ) tel que (uy, ..., Up, V14W1, . .., Ve, _pF We, ;)
soit inclus dans le noyau de F'. Par égalité des dimensions, c’est une égalité. Supposons
maintenant que s > e; — r. Alors Fve,_,41 € (U1,...,Ue,—r) donc il existe we,_r11 €
(U1, ..., Ue,) tel que ve,_pi1 + We,—ry1 soit dans le noyau de F, ce qui est impossible par
I’égalité précédente. D'oll s = ¢; — 7.

Montrons maintenant que Im Fj;, = Im F'N L. L’inclusion Im Fj;, C Im F'N L est évidente.
Soit x € D tel que Fx € L. Rappelons que L = (uy,...,u.,). D’aprés ce qui précéde,
comme Y, _r11 # 0, & € (Ur,...,Ue, V1,...,Ve—p) done Fx € (uy, ..., Ue,—r) = Im Fjf.
Nous avons donc montré que L est un B7T7, donc en particulier son degré est entier.

Soit Ly, = L[r*]. On dispose d’isogénies A — A/L; — --- — A/L., = A/L; si on note
H,;r 'image de H; dans A/Ly, on voit que la suite ( deg H; ), est croissante. Or par
hypotheése H; et H; ., ont méme degré. Les H;j;, ont donc le méme degré que H;, et on a
pour 0 < k < ¢;

(A/Ly)[mi] = Hip © Liyr/ L

donc deg Ly1 /Ly = fi— deg H;. Cette quantité étant constante, on a donc deg Ly = eﬁ
deg L, et deg H; = f;—deg L1 =1 — ei deg L € £Z. O

Remarque 2.2.8. La démonstration de la deuxiéme partie de la proposition est différente
de celle dans [Pi2]. Elle donne un résultat plus fort, mais se généralise moins facilement &
des variétés plus générales que les variétés de Hilbert.

On voit en particulier que les opérateurs Uy, stabilisent les espaces X, pour v = (v;)
et v; € [0, f;]. Ils agissent donc sur les formes modulaires surconvergentes.
De plus, I'opérateur Ug: augmente strictement le degré de x si Deg;(z) ¢ eiZ En réalité,
nous avons une proposition plus forte.
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Proposition 2.2.9. Soit 1 <1 < g, k un entier compris entre 0 et fie; — 1, et o, 8 deux
rationnels tels que eﬁ <a<f< % Posons X; >, = Deg; '([u, fi]), pour tout réel u.
Alors il existe un entier N tel que

UN(Xi>a) C Xisp

i

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il existe z,, € X;>, et y, € U;Li(xn) avec
Deg;(yn) < f.D’apreés la proposition précédente, cela entraine x,, € Xj 0 5 := Deg; ! ([a, B]).
Or cet espace est quasi-compact ; de plus la fonction X,;, — R définie par

r— inf Deg;(y) — Deg;(z)
yeUx! (z)

est continue, et a valeurs strictement positives sur Xj, g. On en déduit qu’elle y atteint
son minimum, soit qu’il existe € > 0, avec

Degi(y) > Deg;(x) + ¢

pour tout x € X; o g et y € Ugi(x).
Cela implique donc que Deg;(Yne,) > ne + Degi(xne;) > ne + « pour tout n, ce qui est
impossible. O

2.2.3 Deécomposition des opérateurs de Hecke

Soit U un ouvert quasi-compact de X,,;,. Fixons un élément ¢ compris entre 1 et g,
et un élément rationnel r € [0, f;]. On note X; <, := {z € X,y Degi;(x) < r}. Nous
voulons stratifier notre ouvert U suivant le nombre de points de U, (z) N X; <,. Pour
tout v = (A,4,¢, H,wa,;) € Xyig, soit N(z,r) le nombre de points de Uy, (z) N X; <.
Définissons

Ui ={zel,N(z,r) > j}

Proposition 2.2.10. Les (U;) forment une bonne suite d’ouverts de U.

On renvoie a la définition 1.2.10 pour la définition d’une bonne suite d’ouverts, et au
lemme 1.2.14 pour la preuve. Sur U;\U;41, on a N(z,r) = j. On peut alors décomposer
Popérateur Uy, en UL [ UM, ou U correspond aux j points de X; <., et U%°? aux
autres. Remarquons que U paramétre les supplémentaires L de H; avec deg L > f; —r.
De plus, il est possible de faire surconverger ces ouverts.

Proposition 2.2.11. Soit ' > r un nombre rationnel, et U; := {x € U, N(x,7") > j}.
Alors Uj est un voisinage strict de U; dans U, c’est-a-dire que le recouvrement (U;, U\U;)
de U est admissible.

Démonstration. Voir la proposition 1.2.18. 0

Pour 7" > r, on dispose donc de la décomposition de Uy, sur U;\U;1, ainsi que sur
UNUS, . Ces décompositions coincident sur l'intersection des deux ensembles.
Il est possible de généraliser cette décomposition a Ufr\i/ pour tout entier N.
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Théoréme 2.2.12. Soit N > 1 et r € [0, f;] un rationnel. Il existe un ensemble fini
totalement ordonné Sy et une suite décroissante d’ouverts quasi-compacts (U;(N));es, de
U de longueur L = L(N) indépendante de U, tels que pour tout j > 0, on peut décomposer
la correspondance UY sur U;(N)\U;j11(N) en

i)

d

avec Ty = Uy, pour 0 <k < N
o good bad bad

Tk o H Uﬂi:jkzNUﬂi7jk717jk7N e Uﬂ-iyjujluN

J1ESN -1, JkESN—k

et
_ b bad bad
Iy = H U aJN 1 NUW?]N 2,JN-1,N * UT?]JL
JIESN-1,--,JN-1E51

avec

— les images des opérateurs Uﬁzzi\, (j € Si) sont incluses dans X; >, = {x € X4, Deg;(x) > 1}

— les opérateurs UbaJlN (j € Sk, 1 € Sp—1) et U9 (j € S1) sont obtenus en quo-

tientant par un sous-groupe L de degré supérieur a f; — r.

Enfin, si (U;(N)) est la stratification de U obtenue pour r' > r, alors U;(N) est un
voisinage strict de U;(N) dans U pour tout j.

Démonstration. C’est le théoréme 1.2.19. OJ

2.2.4 Normes

Pour démontrer le théoréme de classicité, nous aurons besoin d’un calcul de normes de
ces opérateurs de Hecke. Rappelons que la norme d’un opérateur T : H(T'(U), F) — H°(U,F)
est défini par

IT|l,, == inf {\ € Roo,|Tflu < A flreVf € H(TMU),F)}

Proposition 2.2.13. Soit T un opérateur défini sur un ouvert U, égal a U,,, U ou

Uy
Uf;j‘d. On suppose que cet opérateur ne fait intervenir que des sous-groupes L de A[m;] avec
deg L > ¢, pour un certain ¢ > 0. Alors
HT”L{ < pfi*CinfTEEi kr

Démonstration. Soit m = m;, v = (A,i,¢, H,wa,;) € X,iy(K) et L C Alm] un supplé-
mentaire de H[m] stable par Op. Alors le morphisme m, : A — A/L donne une suite
exacte de O ®z Op-modules

0—>wA/Lﬂ4wA—>wL—>0
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En décomposant cette suite exacte selon les éléments de S pour tout 1 < k& < g, on
obtient pour o € Sy

Tho
0— WA/L,o — WA — Wre — 0

De plus, 7y , est un isomorphisme si o ¢ S;, et > ¢ v(detmy, ;) =deg L. Puisque 'on
travaille avec une variété abélienne définie sur O, qui est plat sur O, le module wy ,
est canoniquement filtré par suivant les éléments de 3J; dont la restriction a F}" est o.
La filtration (w44, ;) est donc canonique. Rappelons que wy . ; est un Ox-module libre de
rang j, qui est un facteur direct de wy,, et tel que laction de Op sur w4, ;/wWa -1 S€
factorise par o;. On obtient de méme une filtration canonique wa/r,; de wa/r o

Le morphisme 7y , respecte cette filtration ; on note A, ; le déterminant de

Tooi @ WA/Loj/WA/Loj—1 — WAe;/WAgj—1. Si U, désigne le déterminant de

m7o.7j
€5
Uy = | | /\07]‘
j=1

donc

En utilisant les notations de la partie 2.2.1, on veut calculer la norme du morphisme
T o piw"™ — piw”. Il suffit de calculer cette norme point par point. Or au-dessus de z,
la norme de ce faisceau est égal a

€5 &
Il = 1 TT 1T Ao |

c€S; j=1

*

mos ONl &

En effet, calculer la norme de ce morphisme au-dessus de = revient a calculer la norme

du morphisme induit entre les faisceaux définis sur le schéma formel X au-dessus de 7.
ko,
J

D’aprés ce qui précéde, ce dernier morphisme est la multiplication par [] .o H;il Ao
1 - I

On en déduit que

€, . €,
72| = p~ 2esi =1 VOeidho; < py=infres; br 2oes; 2050 v0s)

Or 3700 v(Aoy) = v(uo), et D g v(uy) =deg L. Puisque le degré de L est supérieur ou
égal a c, on obtient que la norme de 7% : HO(U, piw”) — H°(U, piw”) est inférieure a
p¢infresi b pour tout ouvert U de Ch,rig- O]

2.3 Classicité de formes surconvergentes

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréme principal.

Théoréme 2.3.1. Soit f une forme modulaire surconvergente de poids k € Z*. Supposons
que [ soit propre pour les opérateurs de Hecke U,,, de valeurs propres a;, et que l'on ait
pour tout 1 <1< g

ei(v(a;) + fi) < Ulélsz‘a

Alors f est classique.
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Une forme modulaire est définie sur un espace du type X> (s —c . s,—e), pour un certain
e > 0. Pour montrer que f est classique, nous allons tout d’abord prolonger f & tout X,,,.
Le prolongement se fera direction par direction, c’est-a-dire que 'on prolongera f &
Degil([()?fl] X [fQ - 67f2] X X [fg -8, fg])7 puis a
Deg™ ([0, f1] x [0, fa] X [fs — &, fs] X == X [fy — €, f,]), et ainsi de suite.
Chacune de ses étapes se démontrant de maniére analogue, nous ne détaillerons que la
premiére, ¢’est-a-dire le prolongement a Deg~ ([0, f1] X [fa — &, fo] X -+ X [fy — &, f4])-

2.3.1 Prolongement automatique

Soit f une forme modulaire surconvergente vérifiant les hypothéses du théoréme 2.3.1.
Elle est donc définie sur X> (s, . . f,—c), pour un certain € > 0. Pour tout intervalle I,
notons Uy := Deg (I X [fa — &, f2] X ==+ X [fy — €, f,])- La forme f est donc définie sur
U[f,—c 1,)- Nous allons prolonger f a u]fl—é,fﬂ'

Proposition 2.3.2. II est possible de prolonger f & Uy, 1 .
ey’

Démonstration. Soit a un rationnel avec 0 < o < é D’aprés la proposition 2.2.9, il existe
une entier N tel que
N
Uny Uifi—a.51) C Uipi—c 1]

1

La fonction f, = a; MUY f est donc définie sur Uy, —q p,), et est égale & f sur Up,—c p)-

Nous noterons donc encore f cette fonction. De plus, les (Ujy,—a,f,)) pour 0 < a < é

forment un recouvrement admissible de U, _ 1 ;. On peut donc étendre f a ce dernier
ey’
intervalle. O

Remarque 2.3.3. Pour démontrer cette proposition, nous avons seulement utilisé le fait
que la valeur propre a; était non nulle.

2.3.2 Séries de Kassaei

Dans cette partie, nous prolongeons la forme f a Uy y,). Comme les itérés de I'opé-
rateur U,, n’augmentent pas strictement le degré de H; sur cet ouvert, la méthode de
la partie précédente ne s’applique pas. Nous allons construire des séries f,,, analogues de
celles introduites par Kassaei dans [Ka|, qui convergeront vers f. Pour cela, nous utilise-
rons la décomposition de 'opérateur U, réalisée dans la partie 2.2.3.
Soit £ un réel strictement positif tel que v(ay) + f1 < (é —¢)inf,en, ko. Cela est possible
d’aprés les hypothéses du théoréme 2.3.1. Soit r un nombre rationnel avec f;— é <r< fi— é+ g,
et .= L{[Oﬂ.
Soit N > 1 un entier; d’aprés le théoréme 2.2.12, on peut trouver une stratification
(U))jesy de U, et une décomposition de U,J,\lf sur chaque strate U;\U;11. De plus, il est
possible de faire surconverger arbitrairement cette stratification. En effet, soit (r®)) une
suite strictement croissante de rationnels avec r(® =r r®) < f — é + € pour tout k, et
Z/[;k—H)

(L{(k)) la stratification correspondante a r*). Alors est un voisinage strict de Z/{](k)

J
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dans U pour tout 7, k.
Notons V; = Z/{J Y pour tout j > 1, et Vi = Z/{(J) pour tout ¢ > 0. Alors Vj est un
voisinage strict de V; dans U. Nous avons decompose lopérateur U]\f sur V! \VJH en

N-1
= H Uﬁ_l_ka H TN
k=0

avec Ty = U%°? et pour 0 < k < N

T1,J]
o good 1 rbad bad
Tk - H U7T1 JkUm,Jk 1:Jk U7F1,J,11
J1ESN-1,--JkESN K
et
o bad bad bad
Iy = H U7T1]N 1U7T1JN 2,JN-1"" U7T1JJ1

J1ESN -1, JN-1ES51

Les images de U%" et de U9? (jx € Sn—x) sont incluses dans Uj,) 4,y C Uy g, et les

T1,) T1,Jk

opérateurs Uﬁ‘fi i Uﬁ‘f‘é ne font intervenir que des supplémentaires L de degré supérieur a

fl_ T’(j)>a—€.

Définition 2.3.4. Les séries de Kassaei sur V;\V;; sont définies par

N_
__—17rgood k 17rbad bad good
fN,J =ap Um J f + E : § : Uﬂ'lJ Ji° Uﬂ'lu]k 1.0k Ulejkf

k=1 j1ESN -1, JkE€ESN—k

Cette fonction est bien définie, puisque les opérateurs Uﬁffjd sont soit nuls, auquel cas
leur action sur f donne 0, soit a valeurs dans U, s,] et f est définie sur cet espace. Ce
dernier espace étant quasi-compact, f y est bornée, disons par M.

La proposition 2.2.13 permet de majorer la norme des opérateurs a; Ubad : la norme de
ces opérateurs est inférieure a

pflJrv(al)f(éfe) infrexy ko <1

Ug =
Lemme 2.3.5. Les fonctions fy; sont uniformément bornées.

Démonstration. On a

k—177bad bad gOO 177g00d —11,.f1
‘al Umd,h‘ Uﬂ'h]k 1:Jk Wl,ka|V Vi1 = uO’al Um ka’U,r‘fd]k Lk WUk (Vi) < |a1 |p

car la norme de Uﬁl . est majorée par p/t. On peut donc majorer la fonction fnj par

|fN7j|VJ/-\V]'+1 S ‘a1_1|pf1

ce qui prouve que les fonctions fy ; sont uniformément bornées. O
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Puisque ces fonctions sont bornées, nous pouvons supposer qu’elles sont entiéres, quitte
a multiplier f par une constante. Nous allons maintenant recoller ces fonctions sur U.

Lemme 2.3.6. Soient j, k € Sy et v € (V\V;1) N (Vp\Vir1). Alors

|(frvg = fv) (@) < ug'M

Démonstration. La série de Kassaei évalue la fonction f en certains points de UN (x) avec
les régles suivantes : si un point est dans L{[fl_éJr&m, il est toujours pris en compte, s’il

est dans Uy, il n’est jamais pris en compte. La différence entre deux séries ne peux donc
porter que sur des points de U,]r\lf () dont le degré de H; est compris entre r et f; — i +e.
De maniére plus précise, supposons que x = (A, 4, ¢, H,w4 ;). Alors ils existent un entier
k >0, et pour tout 1 < i < k un élément ¢; € {—1,1}, des sous-groupes L;; € A[m],
Lij1 C (A/L;y)[m] quisont des supplémentaires de 'image de Hy, et tels que pour toute
section non nulle w de w”, on ait

k
fN,j(x7 w) - fN,k(xv (.U) = piNfl aIN Z 57§f<A/Li,N7 7:/7 QS/’ Hl7 wi,N)

i=1

olt la suite (w;;) est déterminée par 'équation 7} jw; 11 = wiy avec m : AJLiy — AL
(en posant w; o =w et L;o = 0).

De plus, on a deg L;; > é — ¢ pour tous %,[ et deg L; y < é — 7 pour tout .

Le calcul sur les normes des opérateurs de Hecke (lemme 2.2.13) montre que 1'on a

v(a1)—N(E—¢)in i
(fyvi — fvg) ()| < pMN It elen) =N G =e)inths,

N
Pl pyy < ug M
]

Proposition 2.3.7. Il existe un entier Ay telle que les fonctions (fyj)jesy se recollent
en une fonction gy € HO(U,0" /pAV).

Démonstration. La décomposition de 'ouvert U étant finie, soit L tel que V1 soit vide.
La fonction fx 1 est donc définie sur V;. La fonction fx - est définie sur V; _;\Vy.
De plus, d’aprés le lemme précédent, on a

N
|fno—1 = Incloov, v, Sug M

Soit Ay tel que ulY M < p~~ ; comme uy < 1, la suite (Ay) tend vers infini.

Les fonctions fy 1 et fyr sont donc égales modulo p~ sur (V; NV, )\Vz. Comme
(VN Vi 1,V 1\V5) est un recouvrement admissible de V; | | celles-ci se recollent en
une fonction gy 1 € HO(V; |, &% /pA~).

De méme, gy 1 et fyr_o sont égales (modulo p~) sur (V,_, NV, )\V_1, et donc se
recollent en gy 1o € HO(V) 5, 0% /p¥).

En répétant ce processus, on voit que les fonctions fy ; se recollent toutes modulo pAN
sur V), = U, et définissent donc une fonction gy € HO(U, 0% /pAv). O
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Proposition 2.3.8. Les fonctions (gn) définissent un systéme projectif danslim H°(U,o" /p™).
+—

Démonstration. Nous allons prouver que gy, et gy sont égales modulo pA~. Soit € U ;
nous avons construit en x les séries de Kassaei fn; et fyi1x- Or le terme fyyqx provient
d’une décomposition de UNT! du type

N
N+1 _ Z N-1
(]ﬂ_1 = []ﬂ_1 TN + TN+1
1=0

Nous pouvons donc écrire fyy1 1 = hi + he, la fonction h; étant associée a 'opérateur

N-17rN-1-1 A

1=0 Uﬂ. TN et hQ a TN.
Or la fonction hy est en réalité une série de Kassaei pour une certaine décomposition de
UY : le lemme précédent donne donce

((fng = h)(@)] <p=t¥
De plus, on a
hy = Z al—N—l ybad  prbad Ugood f

T1,J,J1 T1L,IN-1,JN ~ T1,JN
J1ESN,--,JNEST

—1 Ubacl

donc comme les opérateurs a; U5, ont une norme inférieure a uo,

[ho(2)| < ug'pay ! |M < p~

avec Ay = Ay — f1 —v(ay). Quitte & remplacer Ay par A’y, on voit donc que la réduction
de gn41 modulo pAV est égal & gy. O]

En utilisant le gluing lemma (lemme 2.1.12), on voit donc que les fonctions gy défi-
nissent une fonction g € H°(U,w"). Bien sir, g coincide avec f sur u]fré,fﬂ'
En effet, si z € Uy, _1 4, il existe Ny tel que UN(x) C Uy, —c,5,) pour N > N, et la série

e’

de Kassaei est alors stationnaire égale &

al_NOUiVOf — f

1

Nous pouvons donc étendre f a U 4,

2.3.3 Fin de la démonstration

Nous avons étendu f a Uy ) = Deg ([0, fi] x [fo — €, fo] x -+ X [fy — €, f4]). En
utilisant le fait que f soit propre pour U,,, et en utilisant la relation vérifiée par la valeur
propre as, la méme méthode montre que 'on peut étendre f a

Deg™'([0, 1] X [0, fa] x [fs — &, fa] X -+ X [fy — &, f4])

En répétant ce processus, on voit donc que 'on peut étendre f a tout X,;,. Comme d > 1,
le principe de Koecher et GAGA permettent de montrer que

H(Xg, ") = HY(X,9, ")

ce qui permet de conclure que f est classique. Nous détaillons ces résultats dans la partie
suivante.
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2.4 Compactifications et principe de Koecher

2.4.1 Compactifications toroidales

Dans [Ral], Rapoport a construit des compactifications de la variété de Hilbert sans
niveau, ainsi que pour le niveau I'(IV). Sa méthode est trés générale, et s’adapte a d’autres
structures de niveau. Mentionnons que la construction de compactifications dans le cas
de structure de niveau I'1(N) a été fait dans [Di].

Fixons un idéal ¢ un idéal de O ; nous allons définir les pointes c-polarisées. Si a est un
idéal, on note a* = 6 ta~l.

Définition 2.4.1. Une (R, N, 7)-pointe C est une classe d’équivalence de couples (a, b, L, \, 5, H)
ol

— a et b sont deux idéaux avec a*b = c¢*.

— L est un réseau de F? avec une suite exacte

0—2a"—-L—-b—-0

— A : AL — ¢* est un isomorphisme Og-linéaire (polarisation).
— B:N151/§71 < N'L/L est un morphisme injectif.
~ H est un sous-groupe de 7~ 'L/L de rang p’, tel que H = [[, H;, avec H; un sous-
groupe de m; 'L /L de rang p/i, pour 1 <i < g.
Des couples (a,b, L, \, 3, H) (a/,b', L', N, 5’ H'") sont équivalents s’il existe £ € F avec
a’ = &a, b’ = £b, un isomorphisme f : L ~ L’ respectant les suites exactes définissant L
et L' tel que
— L’isomorphisme A%2L ~ A?L’ induit un automorphisme de ¢* donné par un élément
de OF" (unités totalement positives).
— Les structures de niveau pour L et L’ sont isomorphes via f.

SiC = (a,b, L, \, 3, H) est une pointe, on note b’ I'idéal contenant b, égal & I'image de
B dans N7'b/b (pour tout entier m, on a une suite exacte 0 — m™'a*/a* — m~'L/L —
m~'b/b — 0). Soit n 'exposant du groupe b’/b.
De méme, soit b} I'idéal tel que b}/b soit égal a I'image de H; dans 7; 'b/b. Remarquons
que H; est soit isomorphe & 7; 'a*/a*, soit a 7, 'b/b. On notera b” le plus petit idéal
contenant b’ et les b;.

Définition 2.4.2. Une pointe (a/, b, L', X', ', H') appartient & la méme composante que
C ¢'il existe £ € F avec a = £a, b’ = £b, un isomorphisme f : L ~ L' respectant les suites
exactes définissant L et L', la polarisation, la structure de niveau 7, et tel qu’il existe un
automorphisme ¢ de N~'L/L induisant I'identité sur N~'a*/a*, et la multiplication par
a € (Z/nZ)* sur b'/b, avec

Bl=Ffogop

On notera C la classe de la composante de C.
Notons également

c1={u€Oflue (1+b0")N(1+Nb'b ")}
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0%, = {u € Of|ue (Z/nZ)* +66") N (1 + Nb'o™")}

Soit Heq = 05,1/05,1- Nous utilisons ces notations pour étre cohérent avec [Di].

Nous allons maintenant définir les cartes locales pour la pointe C. Soit P = ab” (noté
X dans Di]), S = S¢ = G,, ® P*. Soit X¢ un éventail complet de Pf, I'ensemble des
éléments totalement positifs de P*. Soit ¢ € X¢. On peut lui associer des espaces S,,
S, et g?, (voir [Di]); on notera S < Syec I'immersion torique obtenue en recollant les
immersions S < S,, et S&c la complétion de Syc le long de Syc\S. La construction de
Mumford appliquée a (P, a, b) donne alors un schéma semi-abélien G, sur S,, muni d’une

action de Op, et dont la restriction a §2 est un SAHB muni d’une c-polarisation que ’on
notera GY. De plus, pour tout idéal m, on a une suite exacte

0 — (a/ma)(1) = G2[m] = m~b/b — 0

ou (1) désigne le dual de Cartier d’un schéma en groupes.

Nous allons maintenant associer & G° des structures de niveau. La structure de niveau
I'y(N) a été faite dans [Di]. Remarquons qu’obtenir cette structure de niveau nécessite
d’uniformiser la pointe, et de se placer sur Z[%, Ce], ont (¢ est une racine de I'unité d’ordre
n, Pexposant de b’/b. Décrivons comment obtenir la structure de niveau I'g(w). Cela
revient & se donner un sous-groupe HY de G%[r;] de rang p’* pour tout i.

Si le sous-groupe H; relatif & la pointe C est égal a m; "a*/a*, on définit H? comme I'image
de (a/ma)(1) dans G%[r;]. Sinon, H; est isomorphe & 7; 'b/b = b’/b. La construction de
Mumford appliquée & (P, a,b!) donne un schéma semi-abélien G’ , sur S,, muni d’une

[eX)
action de Op, et dont la restriction a g?, est un SAHB muni d’une ¢, = abl-polarisation
que l'on notera G:Bi. Par fonctorialité, on a une isogénie G% — G/ogi. On dispose alors
d’une suite exacte

0 — b}/b — Gom] = G2m] — 0
On définit alors HY comme l'image de b}/b dans G2[m;].
De plus, les variétés abéliennes données par la construction de Mumford étant ordinaires,
le faisceau conormal de G° est un Op ®7 O§0 -module localement libre de rang 1, donc est
canoniquement filtré. Nous avons donc défini un point de X.. Plus précisément, il existe
un diagramme cartésien

Go x Spec(Ok|Ce]) —= A

5 x Spec(Ox[Ce]) —= X,

ou A est le SAHB universel sur X..
Nous allons recoller les cartes locales avec X, de maniére & obtenir une compactification
de ce dernier espace.

Définition 2.4.3. Un éventail admissible 3 = (3¢)¢ est la donnée pour chaque classe
d’isomorphisme de (R, N, 7)-composante C d'un éventail complet 3¢ de P, stable par

o1, €t ne contenant qu'un nombre fini d’élément modulo cette action.
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Voici 'analogue du principal théoréme de [Ra] et de [Di].

Théoréme 2.4.4. Soit X = (X)¢ un éventail admissible. Alors il existe un Spec(Op)-

schéma X, une immersion ouverte X, — XZ, et un isomorphisme de schémas formels

H(SQC/OSJ) X Sp@C(OK[Cc]HC’l) ~ XcZA
c

ot X=" désigne le complété formel de XF le long de sa partie a l'infini.

Démonstration. La démonstration est analogue & celle du théoréme 7.2 de [Di]. Celle-ci
utilise le théoréme de géométrie rigide démontré par Rapoport dans [Ra] (théoréme 3.5).
La vérification des hypothéses de ce théoréme utilise la construction de Raynaud (voir
dans [Di] par exemple), qui décrit les variétés abéliennes sur L, un corps de fractions d’'un
anneau de valuation discréte, qui ont mauvaise réduction semi-stable déployée.
Décrivons rapidement les deux conditions & vérifier pour appliquer le théoréme de Ra-
poport. La premiére demande d’étudier les L-points de Egl et 532 qui donnent la méme
variété abélienne A sur L, ou 0, est un cone d’une certaine composante C;. La description
de Raynaud, ainsi que les structures de niveau sur A montrent que les deux composantes
C; et Cy sont isomorphes, et que les cones o1 et o9 sont d’intersection non vide. Cela
permet de vérifier le premier point.

Pour la seconde hypothése, il faut vérifier que si on a des morphismes f : Spec L — §f_,
et g: Spec R — X, (R est 'anneau des entiers de L), compatible par le morphisme Spec
L — Spec V, alors on peut étendre f a Spec R. Or ces morphismes donnent des SAHB
Asur L, et A sur R tels que A = A’ ® L. Le morphisme f donne une composante C,
et la construction de Mumford permet de décrire la variété abélienne A. la description de
Raynaud permet quant & elle de décrire la variété abélienne A’. La compatibilité entre
la construction de Mumford et celle de Raynaud permettent alors d’identifier ces deux
descriptions, et d’étendre le morphisme f a Spec R. O

Nous noterons X, = X=, méme si la construction de cet espace dépend d'un choix de
>.. Enoncons quelques propriétés de cet espace.

Proposition 2.4.5. Il eziste un unique schéma en groupes semi-abélien A — X, qui
étende le SAHB universel A sur X.. Il est muni d’une action de O, et c’est un tore sur

Xo\X..

Démonstration. L’existence de A découle de la construction, puisque nous avons construit
un schéma semi-abélien G,xSpec(Ogk[(c]) sur S, xSpec(Ok[(c]) pour toute pointe C.

Pour démontrer I'unicité, remarquons tout d’abord que le bord X\ X, est inclus dans le

lieu de Rapoport. Il suffit donc de démontrer 1'unicité du prolongement de X a XR, ol

XT est I'ouvert de Rapoport de X, et de méme pour X,. Le schéma YCR est lisse donc
normal, et X2 est un ouvert dense de cet espace. On peut alors appliquer la proposition
2.7 de [F-C] pour conclure. O
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Proposition 2.4.6. Le schéma X, est propre sur O.

Démonstration. 11 suffit de vérifier le critére valuatif de propreté. Soit R un anneau de
valuation discréte de corps des fractions L. Comme X, est un ouvert dense de X, il suffit
de montrer que tout morphisme f : Spec L. — X, peut se prolonger en un morphisme
Spec R — X..

Si la variété abélienne A sur L donnée par f est & bonne réduction sur R, il existe une
variété abélienne Ay sur R telle que A = Ay ®g L. La polarisation ¢, et les structures
de niveau uy et I'g(7m) pour A donnent une polarisation et des structures de niveau pour
Ap. De plus, la filtration de wy, qui est un L-espace vectoriel, donne une filtration pour
wa,- 1l suffit en effet de prendre I'image inverse de la filtration de w, par le morphisme
Wa, = W4, ®r L = wa. On peut donc définir un morphisme Spec R — X, qui étend f.
Supposons maintenant que la variété abélienne A a mauvaise réduction. La théorie de géo-
métrie rigide de Raynaud (voir [Di] par exemple) fournit alors deux idéaux a et b tels que
c=ab ! et A,y = (G,,®0a),44/b,iy. Les structures de niveau pour A définissent alors une
(R, N, m)-composante C. La description de Raynaud fournit en plus un élément £* € (ab)?..
Un translaté de £* par OCX71 appartient & un coéne o € X¢ utilisé pour la construction de

X.. Le morphisme f se factorise donc par la carte locale E[j x Spec(Ok[Ce]) = X.. Le mor-

phisme Spec L — §S_ x Spec(Ok|[Cc]) < S x Spec(Og[Ce]) s’étend alors nécessairement
en un morphisme Spec R — S, x Spec(Ok[(¢]). Le morphisme

g :Spec R — S, x Spec(Ok[¢e]) — X
étend alors le morphisme f. O]

Nous noterons X = [[, X, ; c’est encore un schéma propre sur O.

2.4.2 Principe de Koecher

Commie il existe un schéma semi-abélien A sur X, le faisceau w4 se prolonge en wy
sur X. De plus, A est un tore sur le bord X\ X ; ce dernier espace est donc dans le lieu
de Rapoport.

Proposition 2.4.7. Le faisceau w® se prolonge sur X.

Comme le degré de F' est supérieur ou égal a 2, on dispose du principe de Koecher.
Nous nous inspirons de la démonstration de [Di], théoréme 8.3.

Théoréme 2.4.8. Pour tout Og-algébre R, on a
HY(X x Spec R,w") = H°(X x Spec R,w")

Démonstration. Soit f € H°(X xSpec R,w"); nous voulons montrer que f peut s’étendre
en un élément de H°(X xSpec R, w"). Il suffit de montrer que f peut s’étendre aux pointes
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de X, pour tout ¢. Soit donc C une telle pointe, et P I'idéal fractionnaire associé. La forme
modulaire f posséde un g-développement méromorphe le long de S{ :

F=>acqt

fer

avec a¢ € R. Il n’existe qu'un nombre fini de £ ¢ P, avec a¢ # 0, et pour tout u € Oél,
on a ag =0 a2 = 0.

Supposons qu'il existe & ¢ (Py U {0}), avec ag, # 0. Alors a,z2, est également non nul
pour u € Og ;. Or u?¢, n’appartient pas a Py U {0} si u € Og,, et comme d > 2 et
& # 0, U'ensemble {u?&y,u € Og,} est infini d’aprés le théoréme des unités de Dirichlet.
On obtient donc une contradiction.

La forme f a donc un prolongement holomorphe en la pointe C. O

En appliquant ce résultat a R = Og/p" pour tout n, en prenant la limite, puis en
tensorisant par K, on obtient que

H(X,i0,w") = H* (X 1ig,w")

ot X, est la fibre générique rigide de la complétion formelle de X le long de sa fibre
spéciale. De plus, le schéma X étant propre sur Ok, on a par GAGA (voir [EGA3]| partie
5.1)

H°(X x Spec K,w") = H*(X iy, w")

En résumé, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.4.9. L’espace des formes modulaires, H(X,w"), est égal 6 H° (X, w").
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Chapitre 3

Cas ramifié

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats du premier chapitre en autorisant le
nombre premier p a étre ramifié. Les quatre premiéres parties sont consacrées aux variétés
de Shimura PEL de type (C). La cinquiéme partie est consacrée aux variétés de Shimura
de type (A), et dans la sixiéme partie, nous considérons des variétés de Shimura avec des
niveaux en p plus généraux que le niveau Iwahorique.

3.1 Espace de modules et formes modulaires

Nous étudions dans ce paragraphe le cas des variétés de Shimura de type (C), en

autorisant le nombre premier p a étre ramifié dans la donnée de Shimura. La principale
difficulté dans ce cas provient de I'absence de modéles entiers pour les compactifications
de la variété de Shimura. En effet, I'espace de modules définit un schéma sur ’anneau des
entiers d’une extension finie de Q,, et il est possible de construire des compactifications de
cet espace apreés inversion de p. Construire des modéles entiers pour ces compactifications
qui vérifierons des bonne propriétés est un exercice difficile (voir [Ra] dans le cas Hilbert).
Il est peut-étre possible de définir les compactifications en prenant la normalisation d’un
certain espace dans un autre, mais vérifier que cette compactification vérifie les bonnes
propriétés serait au minimum long et pénible.
La principale difficulté posée par 'absence de modéle entier des compactifications est
I'absence du principe de Koecher. Ainsi, si X" est I'espace rigide associé & la variété de
Shimura entiére, une section du faisceau des formes modulaires sur X" ne provient plus
nécessairement d’une forme modulaire classique. Pour remédier & ce probléme, nous allons
utiliser le modéle rationnel de la variété de Shimura, et travailler avec I’espace analytique
associé. Nous adaptons ensuite les résultats obtenus dans les parties précédentes a cet
espace analytique.

3.1.1 Données de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de type (C) (voir
[Ko]). Soit B une Q-algébre simple munie d’une involution positive x. Soit F' le centre de
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B et Fj le sous-corps de F' fixé par x. Le corps Fj est une extension totalement réelle de
Q, soit d son degré. Faisons les hypothéses suivantes :
- F - Fo.
— Pour tout plongement F' — R, B ®r R ~M,,(R), et 'involution x est donnée par
A — Al
Soit également (Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soit G le groupe des
automorphismes du B-module hermitien Ugy ; pour toute Q-algébre R, on a donc

G(R) ={(g,c) € GLg(Up ®q R) x R*,(g9z, gy) = c(x,y) pour tout z,y € Uy ®¢ R}
Soient 7y, ..., 74 les plongements de F' dans Riet B; = B ®p,, R ~M,(R). Alors Gg
est isomorphe a
d
G (H spQQ)
i=1
ol g = ﬁdlmQUQ
Donnons-nous également un morphisme de R-algébres h : C —EndgUg tel que (h(z)v,w) = (v, h(Z)w)
et (v,w) — (v, h(i)w) est définie positive. Ce morphisme définit donc une structure com-
plexe sur Ug : soit Uﬂé’ le sous-espace de Ugr pour lequel h(z) agit par la multiplication
par z.
On a alors Up"” ~ Hle(R")g en tant que B ®g R ~ &% M, (R)-module.
Soient également un ordre Op de B stable par %, et un réseau U de Ug tel que 'accouple-
ment (,) restreint & U x U soit & valeurs dans Z. Nous ferons les hypothéses suivantes :
— B ®q Q, est isomorphe a un produit d’algébres de matrices & coefficients dans une
extension finie de Q,.

— Op est un ordre maximal en p.
— L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

L’algébre B est un Q-espace vectoriel. Soit aq, ..., a; une base de cet espace vectoriel, et
detyro = f(X1,..., X;) = det(Xyoq + -+ - + Xyo; Up® @ C[X, ..., X{])

On montre ([Ko|) que f est un polyndome a coefficients algébriques. Le corps de nombres
E engendré par ses coefficients est appelé corps réflexe, et est égal a Q dans le cas (C).

Soit A le nombre d’idéaux premiers de F' au-dessus de p, que ’on notera 7y, ..., 7. Soient
également f; le degré résiduel et e; 'indice de ramification de ;. On a donc (p) = H?Zl it
Alors B®g Q) ~ H?ZIM,Z(FZ»), ou Fj est la complétion de I’ en ;. Le corps F; est donc
une extension finie de Q,, de degré d; := e¢;f;, d'indice de ramification e; et de degré

résiduel f;.

3.1.2 Variété de Shimura

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (C) associée a G. Soit K
une extension finie de @, contenant les images de tous les plongements possibles F' — Q,,.
Soit N > 3 un entier premier a p.
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Définition 3.1.1. Soit X sur Spec(K) Iespace de modules dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des (A, A, ¢, 1) ot

A — S est un schéma abélien

A A — Al est une polarisation de degré premier a p.

t: Ogp —End A est compatible avec les involutions x et de Rosati, et les polynomes
detyio et detriea) sont égaux.

n: A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire, qui se reléve locale-
ment pour la topologie étale en une similitude symplectique Og-linéaire

Hl(A,AZJZ) — Ug ®q A?
Proposition 3.1.2. L’espace X est un schéma quasi-projectif sur K.

De plus, il est possible de construire des compactifications toroidales de I'espace X.
Celles-ci sont construites par exemple dans [Pin]. On rappelle que la construction de ces
compactifications nécessite un choix combinatoire, que I’on supposera fait dans la suite.
Rappelons ici le principal de théoréme de Pink quant aux compactifications toroidales des
variétés de Shimura, et la fonctorialité de ces constructions. On renvoie a [Pin| pour les
définitions précises et les constructions.

Théoréme 3.1.3 ([Pin] Théoréme 12.4).

— Soit D une donnée de Shimura, et X la variété de Shimura associée ; ¢’est un schéma
défini sur le corps réflexe E. Alors, a tout choix combinatoire suffisamment fin X
on peut associer une compactification toroidale X, Cest un schéma propre sur F,
lisse si le choix combinatoire [’est également.

— 51 Xy est un choix combinatoire plus fin que Yo, alors lidentité de X s’étend de
maniére unique en une tmmersion ouverte 721 — 722.

~ Soient Dy et Dy deux données de Shimura, avec un morphisme Dy — Dy. Alors, on
a une inclusion des corps réflexes Eo C Eq, et un morphisme de variétés de Shimura
X1 — Xo xp, Ey. Soit X; un choix combinatoire pour X;. Si X1 est suffisamment

. L. . . <~ 21 ~ 22
fin, alors le morphisme précédent s’étend en un morphisme X1 — Xy = Xpg, Ej.

Le lecteur intéressé par la fonctorialité des compactifications toroidales peut également
consulter [Hal, qui traite le cas de U'inclusion entre deux données de Shimura.
Soit donc X une compactification toroidale de X, associé a un choix combinatoire lisse.
C’est un schéma propre et lisse sur K. On supposera ce choix fixé dans la suite, en ayant a
Iesprit que 'on peut prendre ce choix combinatoire arbitrairement fin. Le schéma abélien
universel A — X s’étend en un schéma semi-abélien A — X. Nous allons maintenant
définir une structure de niveau Iwahorique sur X. Si A — X est le schéma abélien
universel sur X, on a

Alp™] = @i Al

De plus, les groupes de Barsotti-Tate A[7{°] sont principalement polarisés de dimension
nd,g.
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Définition 3.1.4. Soit X/, 'espace de modules sur K dont les S-points sont les (A, A, ¢, n, H; ;)
ot (A, \,¢,n) € X(S)et0=H,;oC H;y C--- C H,, est un drapeau de sous-groupes finis

et plats, stables par Op, et totalement isotropes de A[m;], chaque H;; étant de hauteur
nfij, pour tout 1 <4 < h,.

L’espace Xy, est un schéma quasi-projectif sur K, et on dispose du morphisme d’oubli
Xrw — X. Soit également X, une compactification toroidale lisse de Xy, sur K. On
suppose que les choix combinatoires sont faits de telle maniére a ce que le morphisme
X1 — X s’é¢tend en X, — X (cela est possible d’aprés le théoréme 3.1.3).

Enfin, nous noterons X", X7/, X" et Y;Z les espaces analytiques associés respectivement
aux schémas X et X, X et Xy, (voir [Be] par exemple).

3.1.3 Formes modulaires

Pour tout idéal premier 7; divisant p, on rappelle que F; est la complétion de F' au-
dessus de ;.
Soit A le schéma semi-abélien universel sur X, et soit wy = e*Qi1 + le faisceau conormal
relatif a la section unité de A; il est localement pour la topologie de Zariski isomorphe &
St ®g Ox comme B ®g Ox-module, ou

St = @i, (F)

Soit T =Isompgo_ (St ® Ox,w4). C'est un torseur sur X sous le groupe

=1

h
M = (H Resp, /QPGL9> xg, K

Soit Ty, le tore diagonal de M, Bj; le Borel supérieur de M, et U,; son radical
unipotent. Soit X (7)) le groupe des caractéres de Ty, et X (Th)" le cone des poids
dominants pour Bys. Si k € X (Ty)T, on note k' = —wok € X(Ty)T, ot wy est élément
le plus long du groupe de Weyl de M relativement a 7).

Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

Définition 3.1.5. Soit k € X(T))". Le faisceau des formes modulaires de poids x est
wt = 0.07[K'], ot ¢.OF[r'] est le sous-faisceau de ¢,.OF ot By = Ty Uy agit par &/ sur
Ty et trivialement sur U,,.

Le faiscean w” est un faisceau localement libre de rang fini sur X. Une forme modulaire
de poids s sur X est donc une section globale de w”, soit un élément de H°(X,w"). En
utilisant la projection X, — X, on définit de méme le faisceau w” sur X 1, ainsi que les
formes modulaires sur X 7,,. On notera encore w* le faisceau analytifié sur X et X ..

Remarque 3.1.6. Par équivalence de Morita, la catégorie des M, (A)-modules et celle des
A-modules sont équivalentes, pour tout anneau A. L’équivalence de catégorie est explicite :
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a un A-module M, on associe M", qui est bien muni d’une action de M, (A); réciproque-

ment, a un M, (A)-module N, on associe le A-module E; ; N, ot Ej; est la matrice avec

un seul coefficient non nul en position (1, 1) égal a 1.

De cette maniére, puisque B ®g Q, = H?Zl M, (F;), et que le faisceau w4 est isomorphe

a St ® Ox comme B ®g Ox-module, I’équivalence de Morita associe & wy le faisceau de

(TT\, Fi)®oOx-modules défini par E-wy, ou E est la projection définie par (Fy1); € [[1, Mo (F).
Ce faisceau est isomorphe a (@, F?) ®g Ox comme ([[, F}) ®¢ Ox-module.

3.1.4 Opérateurs de Hecke

Soit 1 <4 < h. Soit C; 'espace de modules sur K paramétrant les (A, A\, ¢,n, Hj, L)
avec (A, \,¢,n, H; i) € X, et L un sous-groupe fini et plat de A[r;], stable par Og, tota-
lement isotrope et supplémentaire de H; , dans A[m;]. Nous avons deux morphismes finis
étales p1,po : C; — Xy @ p1 est Uoubli de L, et py est le quotient par L. Comme dans le cas
non ramifié, nous devons définir la polarisation sur A/L. On fixe un élément totalement
positif z; de Op, de valuation 7;-adique 1 si j = ¢ et 0 sinon. On définit la polarisation
sur A/L comme la polarisation descendue x; - \. Comme décrit dans la remarque 1.4.12,
ce choix ne créera pas de difficulté.

Soit Cf" I'espace analytique associé a C;; on note encore py, po : C — X{ les mor-
phismes induits. I’opérateur de Hecke agissant sur X¢" est défini par Uy, (S) := pa(p; *(S))
pour toute partie S de X{]. Cette correspondance envoie les ouverts sur les ouverts, et
les ouverts quasi-compacts sur les ouverts quasi-compacts.

Notons p : A — A/L lisogénie universelle au-dessus de C;. Celle-ci induit un isomor-
phisme p* : wa/, — wa, et donc un morphisme p*(x) : psw" — piw”". Pour tout ouvert

U de X{7, nous pouvons donc former le morphisme composé

K — « ey PT(K) — * K Trp, K
Um : HO(Um(u),W )%Ho(pll(u)vp?‘) )7’_> Ho(pll(u)>p1w ) - Ho(uaw )

Définition 3.1.7. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors défini
r7 _ fig(g+1)

par U, = I%Um avec n; = =55
Remarque 3.1.8. Le terme de normalisation % sert & maximaliser I'intégrabilité de 'opé-
rateur de Hecke, comme le montre un calcul sur les ¢g-développements.

=<-an

A priori, cet opérateur n’est défini que sur 'espace H°(X %" w"), et non sur H°(X,,, w").
Etudions les problémes au bord.
Il existe une compactification toroidale C; de C;. D’aprés le théoréme 3.1.3, il existe un
choix combinatoire pour Cj tel que le morphisme p; : C; — X, s’é¢tend en un morphisme
C; — X1,. Par le méme argument, il existe un autre choix combinatoire pour C; tel
que le morphisme p, s’étend aux compactifications pour ce choix combinatoire. Or, étant
donné deux choix combinatoires on peut toujours en trouver un troisiéme plus fin que
les deux premiers. Le théoréme 3.1.3 montre donc qu’il est possible de construire une
compactification toroidale C; telle que les morphisme p; et p, s’étendent en des mor-
phismes C; — X,. Si on note U;m 'espace rigide analytique associé a C;, on obtient
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des morphismes pq,ps : 6?” — Y?Z La méme formule que précédemment permet de
définir un opérateur de Hecke géométrique U,, agissant sur les parties de Y?Z Néan-
moins, les morphismes p; et p, n’étant plus finis étales, cette correspondance ne respecte
plus la topologie, c’est-a-dire que I'image d’'un ouvert n’est pas nécessairement encore un
ouvert. Pour la méme raison, il n’est pas possible de définir 'opérateur U, agissant sur
H O(X 1w W) par la méme formule que précédemment. Pour pallier a ce probléme, nous
utilisons le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.9 ([Li]). Soit Y un espace rigide lisse quasi-compact, et Z un fermé
Zariski de Y de codimension supérieure ou égale a 1. Alors toute fonction bornée sur
Y\Z s’étend de maniére unique en une fonction sur'Y .

Soit f € HO(X 0, w"). Alors U, f définit un élément de HO(X ¢ w*). Comme lespace
X" rw st quasi-compact, la forme f est automatiquement bornée (c’est-a-dire qu’il existe
un recouvrement admissible de X 1w par des ouverts affinoides sur lesquels on a une
trivialisation du faisceau w”, et la forme f est bornée uniformément sur chacun de ces
ouverts). Il n’est pas difficile de voir que 'opérateur Uy, est borné, donc que Uy, f est bornée
(¢’est-a-dire qu’il existe un recouvrement admissible de X ;. par des ouverts affinoides sur
lesquels on a une trivialisation du faisceau w”, et Uy, f est bornée uniformément sur chacun
de ces ouverts intersectés avec X ). On peut alors appliquer le théoréme précédent, et la
forme Uy, f s’étend en une section de w" sur X
L’opérateur U, agit donc bien sur l'espace HO(XIw, w").

Remarque 3.1.10. Nous définirons dans la suite une norme sur 'espace H(X7., w"), et
majorerons la norme des opérateurs Uy, (voir la partie 3.2.2).

Nous avons donc défini A opérateurs agissant sur 'espace des formes modulaires. Ces
opérateurs commutent entre eux (voir la remarque 1.4.12).

3.2 Structures entiéres

3.2.1 Fonction degré

Nous souhaitons définir des fonctions degrés sur les espaces X9 et X ;.. Les sous-
groupes universels H;; étant définis sur des extensions finies de Q, (et non sur leur
anneau des entiers), on ne peut appliquer directement les résultats de [Fa]. Le probléme
principal est ’absence de modéle entier pour la compactification ; en effet, si le schéma X ,,
admettait un bon modéle entier propre, on pourrait déﬁnir la fonction degré sur 'espace
rigide associé a ce modéle entier, qui serait égal a X . bar propreté. Pour remédier a ce
probléme, nous allons utiliser une autre variété de Shlmura, pour laquelle les structures

entiéres sont bien connues.

Définition 3.2.1. Soit 1 <1 < h. Soit A,qg 1w, la variété de Siegel sur Z, paramétrant
— un schéma abélien A de dimension ndg.
— A: A — A' est une polarisation de degré premier a p.
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— une structure de niveau principale en N, ¢’est-a-dire un isomorphisme A[N]| ~ (Z/NZ)?"%
qui respecte les formes symplectiques & un scalaire prés.
— un sous-groupe H de A[p], totalement isotrope et de hauteur nf;g.

On dispose d'un morphisme naturel P; : Xy, = Ayag. 1w, X I, défini par Pi(A, X, ¢, n, H; ;) =
(A, A,m, Hig). On notera A% ;. 'espace analytique associé & Anggrw, X K, et on note
toujours par P; le morphisme X7y — AG/ ..

D’aprés [St], il existe une compactification Andg Tw; de Andg 1w, définie sur Z,. Si on note

—Tig .. e, o« T . .,
A ~Tespace rigide associé & Anqg. 1w, Xz, Ok, et A I’espace analytique associé

ndg,lw; ndg,lw;
a ang, 1w; X K, alors ces deux espaces sont égaux car 'espace compactifié est propre. Le
sous-groupe universel H sur A,qy 1, s’é¢tend en un groupe quasi-fini et plat a ./Tlndg, Tw; -
De plus, d’aprés le théoréme 3.1.3, on peut supposer (quitte a raffiner la décomposition
polyhédrale utilisée pour construire X,) que le morphisme P; X w — Andg w; X K

s’étende en X, — Andg w; X K, et donc induise un morphisme X w = .AnngwL

Nous allons définir le degré de H sur Andg Tw;- S T est un point de %’g Tw;» alors le
schéma en groupes H correspondant a x est fini et plat sur ’anneau des entiers d’une

extension finie de Q,. On peut donc définir son degré par [Fa]. Dans le cas général, si

est un L-point de Andg w;» alors le groupe H au-dessus de x est un schéma en groupes
quasi-fini et plat sur Oy, 'anneau des entiers de L. Le schéma semi-abélien A au-dessus de
x est obtenue par la construction de Mumford (voir [F-C] par exemple) en quotientant un
schéma semi-abélien G sur Oy, globalement extension d’un tore 1" et d’'un schéma abélien
Ap sur Op, par un réseau étale Y (on se référera a [St] partie 1 pour plus de détails).
Comme explicité en annexe (partie 3.7), on a de plus une suite exacte en fibre générique

0= (Glpl)y — (Alp])y — %Y/Y S0

ou 7 désigne la fibre générique. Le sous-groupe (é [p]), s’étend en un schéma en groupes
fini et plat sur Oy, (qui est G[p]). Soit H lintersection de H avec G[p]; ¢’est un schéma
en groupes fini et plat sur Op. Il s’agit en fait du plus grand sous-groupe de H qui est fini
et plat sur Oy. On peut donc définir son degré par [Fa].

Définition 3.2.2. On définit la fonction degré sur A ‘2 par deg(x) = %deg H, pour

ndg,lw;
_‘l"
tout x € ndg Tw; -
On a ainsi défini une fonction deg : Andg o, — [0, fig]. Cette fonction est définie sur
—rig —an
Andg,lwi = Andg,[wi‘

Définition 3.2.3. On définit la fonction Deg; : X0 — [0, fig] par Deg;(z) = deg P;(x).
On définit également la fonction degré Deg : X 1 — [[1-,[0, fig] par « — (Deg;(z));.

Pour tout produit d’intervalle I = HZ:1 I, ou I est un sous-intervalle de [0, frg], on
note X 7,7 := Deg™(I). Le lieu ordinaire-multiplicatif Yﬁlt de X7, correspond au lieu
oit les degrés des H; , sont maximaux, soit & X, ; avec [ = H?Zl{fig}.
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Broposition 3.2.4. Si I est un produit d’intervalles compacts a bornes rationnelles, alors
X w1 est quasi-compact.

Démonstration. Commencons tout d’abord par remarquer que, puisque Uespace X, est
propre sur K, I'espace rigide-analytique X ?Z est quasi-compact. Soit p : A — A/H le mor-
phisme universel au-dessus de A4y 1w, il est quasi-fini et plat (il est fini sur A,,44 14, ). Soit

w'y = det e* QY et W g = det e /i les déterminants des faisceaux conormaux associés
. . ., . -1 . .
a Aet A/H en leurs sections unités e et e’. Soit £ = w/y,,;~ ®@w/;; ¢’est un faisceau inver-

sible sur .»Tlndg, w;- Le morphisme p* : o', N s ', donne une section 6y € H° (an% Tw;, L)

, . . . . . —Trig .
On en déduit un faisceau inversible que I'on notera toujours £ sur A, ;. 1, et une section
0/ "9
6H €H (Andg,lwﬂ '
. —rig . . .
a pour tout L-point x de A, ;. 1, (ot L est une extension finie de Q,), [0g(z)| = p
En effet, en reprenant les notations précédentes, x provient d’un point 2’ du schéma formel
associé & Ayqg 1w,. S0it A le schéma semi-abélien défini sur O, au-dessus de 2’ (quitte &

L). Ce faisceau est naturellement muni d’une norme (voir [Kal), et on

—ndeg ©

prendre une extension de L), A est le quotient de é, extension d’un tore par un schéma
abélien sur Oy, par un réseau étale Y. On renvoie a I'appendice (partie 3.7) pour plus de
détails. On a alors un isomorphisme wy ~ wg. De plus, si on note H 'intersection de H

avec G[p], alors A/H est le quotient de G/H par un réseau étale. On a alors un isomor-
phisme wa i ~ wg/ - Au-dessus de 2/, le faisceau £ est isomorphe a (det wé/ﬁ)_l®det We-

Comme H est un schéma en groupes fini et plat sur Oy, on a bien |0y (z)| = pde=.

Cela prouve que la fonction degré, définie a priori point par point, est en fait la valuation
d’une fonction analytique.
Soit L; := P;L, et 0y, , := P;ou. Alors dp,, € HO(X L), et la norme définie pour

5 A e, d 1l 5
m sur A, g, 1, donne naturellement une norme pour og,

0,97

et on a |6y, (z)| = p"Pooi®

pour tout L-point x de Y?Z Cela permet de conclure la proposition. O

Définition 3.2.5. L’espace des formes modulaires surconvergentes est défini par
HO (X wi) = colimy HO(V, w")

N .. . .. . ~mult —-an
ou la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X, dans X, .

Remarque 3.2.6. D’aprés le théoréme 3.1.9, on a

<-an

HO (X, w)T = colimy HO(V, w")"

ou la colimite est prise sur les voisinages stricts du lieu ordinaire-multiplicatif dans X7,
et o HO(V,w")® désigne les fonctions bornées sur V (au sens de la norme que nous
définirons dans le prochain paragraphe). La définition des formes surconvergentes est

donc indépendante du choix combinatoire effectué pour la compactification.

Remarque 3.2.7. 1l s’agit d’une définition forte des formes surconvergentes. En effet, 1’es-
pace X, a un modéle entier Xy, o définie sur 'anneau des entiers d'une extension finie
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de Q,. Une définition faible pour les formes surconvergentes est alors une section de w"
sur un voisinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif dans X7},%,, ce dernier espace étant

la fibre générique de la complétion formelle de X, o le long de sa fibre spéciale.

Une forme modulaire surconvergente est donc définie sur un espace du type 71107 7 avec
1= Hle[fig — ¢, f;g], pour un certain € > 0.

Les fonctions degré se comportent relativement bien par rapport aux opérateurs de
Hecke.

Proposition 3.2.8. Soit 1 < i < h, v € X, et y € Uy (x). Soit x; = Deg;(x), et
y; = Deg;(y) pour 1 < j < h. Alors

— y; =, pour j #i.

— Y 2
De plus, s’il existe y € U2 (x) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors x; € ELZ

Démonstration. Au-dessus du point z, on dispose d’une variété semi-abélienne A munie
d’une action de Op, définie sur une extension finie M de Q,, et d’'un drapeau complet
H;jy C--- C Hj, de A[rm;] pour tout j. De méme, au-dessus de y, on a une variété semi-
abélienne A’ et des sous-groupes H ]’-7,6, tel que ceux-ci sont obtenus & partir des données
précédentes en quotientant par un sous-groupe L de A[m;], qui est un supplémentaire de
H; 4. De plus, quitte & remplacer M par une de ses extensions finies, il existe un schéma
semi-abélien A, défini sur Oy, tel que A = Ay ®p, L. Par extension des sous-objets, les
sous-groupes H;; et L de A[p| s’étendent en des sous-groupes Hj ;o et Ly de Ag[p]. De
méme, l'action de Op se reléve a Ay, et les sous-groupes Hy o sont dans Ag[mg]. Enfin,
il existe un schéma semi-abélien G sur Oy, extension d’un tore par un schéma abélien,
telle que Ag soit obtenu par la construction de Mumford en quotientant G par un réseau
étale (on renvoie encore a I'appendice pour plus de détails). On a alors une inclusion
Glp] C Aolp]; soit ij,k = Gp| N Hjpo et L = Gp] N Ly. Soit Hj, o Vimage de Hjyo
dans Ay/L. Comme Agy[p] = @®F_, Ao[m}*] et que L est inclus dans Ag[m], si j # i, les
groupes quasi-finis et plats H;,o et HJ’-%0 sont isomorphes, et donc y; = x;. L’élément x;
est égal au degré de I:Tm divisé par n, et comme L est un supplémentaire de H;, dans
A[m;), lélément y; est égal au degré de G[m;]/L divisé par n. Or par les propri¢tés de la
fonction degré, on a

deg H;,+ deg L < deg (H;,+ L) < deg G[m)]

ce qui donne z; < y;.

Pour prouver le second point, supposons qu'il existe y € U s, (v) avec Deg;(y) = Deg;(z).
On dispose au-dessus de z d'un couple (A, A, ¢, n, H,), et le schéma semi-abélien au-dessus
de y est obtenu en quotientant par un sous-groupe L de A[r>“]. De plus, comme A[r>] est
muni d’une action de M, (F;), il existe un groupe de Barsotti-Tate principalement polarisé
G; muni d’une action de Op, tel que A[r°] = (Q,/Z,)" ®z, G;. De méme le sous-groupe
H; g s'écrit (Z/pZ)" @ HY,, ou H}, est un sous-groupe de G;[m;]. On voit donc que quitte

Z797
a travailler avec G; et HY | on peut se ramener au cas ot n = 1.

2,97
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On note Fil, = L[r¥], pour 0 < k < 2e;, et Gry, = Fil,/Fil,_; pour 1 < k < 2e,.
De méme que précédemment, il existe un schéma semi-abélien Ag défini sur 'anneau des
entiers d'une extension finie M de Q,, étendant le schéma semi-abélien A. L’action de Op
se reléve a Ap, de méme que les sous-groupes H;, et L. On notera H; 40 et Ly les sous-
groupes de Ag[r;%] étendant respectivement H, , et L. De méme, il existe un schéma semi-
abélien é extension d’un tore par un schéma abélien sur Oy, telle que Ay soit obtenue
en quotientant G par un réseau étale a 'aide de la construction de Mumford. On note
H = H, 19,0/ OﬂG[ | ; comme on a suppose n=1,1le degre de H est pre(nsement x;. De méme,
on note Fily = Lo[n¥] N G[p?] et Gry, = lek/lek_l. Notons H®) = (G’/lek_l)[m]/Grk,

Nnous avons une Chalne de morphismes

H— HYD 5 H® ... 5 F)

Dans (é/ﬁlk)[m], on a deux sous-groupes disjoints : H® et Gry.1. On a alors
deg H® + deg Griyy < deg (H® + Gryyy) < deg (é/ﬁ{zk)[m]

d’oit deg H® < H(kH) pour tout k. On a donc deg H < deg H( - < deg H(e),
Or Deg;(z) = deg H, et Deg;(y) = deg H?) et par hypothese Degi(x) = Deg;(y).
On en déduit que les inégalités précédentes sont en fait des égalités, et que I'on a deg
H® = Deg;(x) pour tout 0 < k < 2e;.

L’égalité entre degrés montre que 'on a (G/lek)[m] = H® ®Gry,1. On voit que le degré
de Grk est constant, et que deg lek = k deg Fll1 En particulier pour k et [ compris
entre 0 et e;, on a deg Flily; = deg Fily+ deg F'il;; d’aprés les propriétés de la fonction
degré, la suite

— — ko
0 — Fily — Filyy - Fil; — 0
est exacte. En appliquant cette relation pour k = [ = ¢;, on voit que L est un Barsotti-Tate

tronqué d’échelon 2. En particulier, son degré et celui de F'il., sont entiers. La proposition
découle de la relation Deg;(z) = f;g — - deg Fil,,. O

L’opérateur de Hecke U,, augmente donc la i-iéme fonction degré, et ne modifie pas les
autres. De plus, il augmente strictement la fonction Deg;, sauf éventuellement aux points
ou cette fonction est un multiple de 1/¢;. Nous avons méme un résultat plus fort.

Proposition 3.2.9. Soit 1 < i < h, k un entier compris entre 0 et fie;g—1let0 < a< < 1
deuz rationnels. Alors il existe e > 0 tel que Deg;(y) > Deg;(x)+e, pour tout x € Deg{l([l“:fa, k:—ﬁ])
ety e U (x).

Démonstration. Définissons C; comme 1'espace de modules sur K paramétrant les (z, L)
avec z = (A, \,1,m, Hjx) € X1, et L un sous-groupe fini et plat de A[r?“], stable par Ogp,
totalement isotrope et supplementaire de H; , dans A[W?e"]. Notons C; une compactification
de C} Compatlble avec X Tuws €1 C;" Despace analytique associé. On dispose d’'un morphisme
d’oubli p; : C;" — X7
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On veut définir les degrés de H; 4 et H;  :=Im (H;, — A/L) sur C;"" comme valuations
d’une fonction analytique. Il nous faut pour cela utiliser encore 'espace A,,44,15,- On définit
deux morphismes fi, fo : C; — Andg rw; X K par fi(A, N o,n, Hjx, L) = (A, A\, n, H;y) et
Fo(A N 0,m, Hyp, L) = (A/L, N, 0/, H ). On peut supposer que ces morphismes s’étendent

aux compactifications et induisent des morphismes C;"" — A" On démontre comme

ndg,lw;*
précédemment qu’il existe des faisceaux inversibles Ly,

. ﬁH{,g sur C;"", munis d’une

norme canonique, et des sections 0y, , € HO(C;™", Ly, ,), 0 € HO(C™, Ly ), tels que
s ’ 1,9 %9

les degrés de H; 4 et H] , sont égaux (a un facteur prés) a la valuation de la norme de ces

sections.

D’apres la proposition précédente, le degré de H; , est strictement supérieur a celui de

H;, sur p;*(Deg; ([kta, k:B])) Le principe du maximum montre qu’il existe ¢ > 0 tel
que deg H] , > deg H;,+ ¢ sur ce dernier espace car il est quasi-compact. O

Corollaire 3.2.10. Placons-nous sous les hypothéses de la proposition précédente. Alors
il existe un entier N tel que

ikt . k+ 3
Uif <D€gi 1([—afz'9])> C Deg; ' ([—, fi9])
Démonstration. Supposons par I'absurde que ce ne soit pas le cas. Alors pour tout entier

n, il existe z, avec Deg;(z,) € B2, fig], et y,, € UL (z,,) avec Deg;(y,) < k:—ﬁ Comme

lopérateur U,, augmente la fonction Deg;, on a k;’—o‘ < Deg;(z,) < k:—ﬁ Or d’apreés la
proposition précédente, il existe € > 0 tel que I'opérateur Uﬁe augmente la fonction Deg;
d’au moins ¢ sur Deg; * ([£2 k:—ﬁ]) On en déduit que Deg;(yze,n) > ne+Degi(Xoe,n) > ne

€;
ce qui est impossible. O

3.2.2 Normes

Nous souhaitons définir une norme sur ’espace des formes modulaires définies sur

un ouvert U quasi-compact de XIw, c’est-a-dire sur Pespace H°(U,w"™). Comme I'espace
X7, ne provient pas (canoniquement) d'un schéma formel défini sur Panneau des entiers
d’une extension de Q,, on ne peut appliquer directement [Kal. Bien sir, il est possible
de définir de maniére non canonique une norme sur l'espace des sections d’un faisceau
localement libre sur un espace rigide, mais il sera difficile de prouver certaines propriétés.
(Si Y = Spm A est un espace affinoide, et f € A, alors la norme de f(y) est définie
canoniquement pour y € Y. En revanche, si F est un faisceau inversible, on peut définir
une norme sur H%(Y, F) qui dépendra de la trivialisation de F.)
Soit A4y le schéma sur Z, paramétrant les schémas abéliens de dimension ndg, avec une
polarisation de degré premier & p, et une structure de niveau N. Soit également ang une
compactification toroidale de A4, (construite dans [F-C]), avec un choix combinatoire
compatible avec celui de X,. On notera A le schéma semi-abélien universel sur .,Tlndg.
Pour définir le schéma suivant, nous nous inspirons de [Sa2].

Définition 3.2.11. Soit ,ang I'espace de modules sur Z, dont les S-points sont :
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— un point x € Apg,(9).
— une filtration 0 = wap C wa1 C -+ C Wang = wa telle que pour tout 1 <1 < nd,
wa,i/wai—1 est localement un Og-facteur direct de ws/wa -1 de rang g.

[’espace Xndg est donc un schéma sur Z,, et est égal a la fibration de ang par une
grassmannienne. Comme ang est propre sur Z,, A,q, 'est également.
Soit T; = Isomojndg (wa,i/wa,i-1,0% )pourl <i<d. Onnote¢; : T; = A,y la projec-

Andg
tion. L’espace 7; est un torseur sur A, 4, pour le groupe GL,. Si k; = (k;) est un élément
de Z9, on note w;" = ¢; O7;[—kK}], ot &' = (kgy1-;), et ot ¢;, O1:[—K!] est le sous-faisceau

de ¢;, O, ou le tore de GL, agit par —x!, et ot le radical unipotent agit trivialement.
Rappelons que nous avons défini le poids d’une forme modulaire comme un couple (k; »)1<i<g.oes,
ol ¥ est I'ensemble des plongements de F' dans Q, vérifiant kio > -+ > kyq, pour tout

o € 2. De plus, X est 'union disjointe des >3;, o1 2; est ’ensemble des plongements qui se
factorisent par F;. Chaque ¥; est de cardinal e;f;. On fixe une numérotation sur chaque

Y, c’est-a-dire une bijection entre ¥; et Pensemble {1,... ¢e;f;}. Ces choix donne une
bijection entre X et {1,...,d}. Un poids est donc un couple (k;)1<;<q, 00 chaque k; est

un élément dominant de Z9. On note alors w( le faisceau défini sur .ang par wf := ®7%_ wi.

Soit A:Lfg I'espace rigide associé & A,qg Xz, Ok. Puisque ce dernier est propre sur Z,,

on a Aj7 = A% . On notera encore wg le faisceau induit sur cet espace. D’aprés [Kal,
on peut définir canoniquement une norme sur 'espace H°(U, w§), pour tout ouvert quasi-

compact U de .Z;if’g. On notera wf le sous-faisceau des fonctions de norme plus petite que 1.

Le faisceau wa défini sur X, est muni d'une action de B ®q Q, = Hf’len(Fz) Par
équivalence de Morita, la catégorie des H?ZIMH(E»)—modules et celle des H?Zl F;-modules
sont équivalentes. L’équivalence de catégorie est simplement donnée par R — E - R. On
rappelle que F = H?zl Ey; ol Ey; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf
celui en position (1,1). Soit donc wayg = £ - wa. Cest un H?Zl F;-module, et on a

n h
wa = @(H Ej1)wad

j=1 i=1

Le faisceau wy est donc isomorphe a n copies de wy 4. De plus, ce dernier faisceau est
localement libre de rang dg, et muni d’une action de H?Zl F;. On peut donc écrire
WAd = @?leA,d,i, oll waq,; est un faisceau localement libre de rang e;f;g muni d’une
action de F;. On peut alors décomposer ce faisceau suivant les plongements de F; dans @p
(c’est-a-dire suivant les éléments de X;) : wa 4, = @Jwg"j“, ou o parcourt X;, et ol wﬂj
est un faisceau localement libre de rang g.

Ainsi, en utilisant la bijection entre ¥ et {1,...,d} fixée précédemment, on peut décom-
poser le faisceau wy 4 en

_nd )
WAd = @j:1WA7d
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ol les faisceaux wfj)d sont localement libres de rang g. Cela permet donc d’écrire w4 comme

somme directe de nd faisceaux localement libre de rang g.

Définition 3.2.12. On définit un morphisme ¢ : X, — .ang x K par la formule
r — (P(z), (wae)), ot P est le morphisme d’oubli de Paction de Op et de la structure
Iwahorique, et o la filtration (wa.) de wa est déduite de ce qui précéde.

Nous avons défini un faisceau w” sur Xy, et un faisceau wj sur A, q,.
Proposition 3.2.13. On a Y*w§ = w".

Démonstration. Le faisceau w” est défini a I'aide du torseur 7 =Isompgo. (St®0%, ,wa)
Tw w

sur X r,, ot on rappelle que St = @ (F™)9. On a donc, par 1’équivalence de Morita, et
la décomposition wa g = B ;wa 4,

h d
_ g _ N o~ g (4)
T - H IsomFi(@Oylw (E ® OXIw ) wA#LZ) - H ISOH]OYIW (Oylw ) wA,d)
i=1 j=1
Le résultat en découle. O

On notera encore 9 : X 7, — A:ffg le morphisme obtenu au niveau des espaces analy-
tiques. La proposition 1.1.15 permet donc de définir un modéle entier pour le faisceau w”.
Décrivons explicitement la semi-norme obtenue sur I'espace H°(U, w"™), pour tout ouvert
U quasi-compact de Y?Z Soit f € HO(U,w"), et & € U. Si on note L le corps résiduel de

x, on a donc un morphisme x : Spec L — U. Alors

z*f € H(Spec L, v*w") = H°(Spec L, z**wy) = H(Spec L, (z)*wf)

Arig

Le morphisme x : Spec L — ,Zj;ijg donne un L-point de Andg, qui provient d’un unique

Op-point du schéma formel Zflfl; associé a /Tndg. On note v le morphisme Spf Oy, — /EZZ

correspondant. On a alors
H(Spec L, (yx)*wg) = H(Spf Oy, ¥iws) ®o, L

ou O est anneau des entiers de L (on note encore w§ le faisceau induit sur .Zflfl;)
On définit donc une norme sur H°(Spec L, z*w") en identifiant H°(Spf Oy, wiws) et les

éléments de norme plus petite que 1.

Définition 3.2.14. Soit U un ouvert de X,,, f € HOU,w"), et x € U. On définit la
norme de f en x par |f(x)| := |z*f|, et la norme de f sur U par |f|y := sup,qy | f(2)].

Remarque 3.2.15. L’élément |f|,, peut éventuellement étre infini, mais est fini si U est
quasi-compact. Dans ce cas, cette définition donne en général une semi-norme, mais est
une norme si I'espace est réduit.
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Définition 3.2.16. On notera encore w" le sous-faisceau des fonctions de norme plus
petite que 1.

On peut donner une autre définition du faisceau w* (on renvoie a la preuve de la

proposition 1.1.15 pour plus de détails). Pour tout espace rigide Y, on note Oy le faisceau
des fonctions de norme inférieure ou égale a 1. Alors

_ =1~k N
=W ®yag -, Oxi

ndg

Le faisceau w" définit donc bien un modéle entier pour w”. Rappelons que si F est un
faisceau localement libre de rang r sur un espace rlglde Y, un modéle entier pour F est
un sous-faisceau F de F localement isomorphe a (’)y .

Rappelons un « gluing lemma » di a Kassaei ([Ka]). On rappelle que nous avons fait
les choix combinatoires de telle sorte que ’espace X, soit lisse.

Lemme 3.2.17. Soit U un ouvert quasi-compact de X 7,,. On a :

HOWU,w") = HU,T%) @2, Q, =~ (lim HOU,5"/p")) 02, Q,

3.3 Décomposition des opérateurs de Hecke

3.3.1 Décomposition

Soit U un ouvert quasi-compact de X{'. Fixons un élément ¢ compris entre 1 et g,
et un élément rationnel r € [0, fig]. On note X; <, := {x € X7}, Deg;(x) < r}. Nous
voulons découper notre ouvert I suivant le nombre de points de Uy, () N X, <,. Pour tout

r= (AN, H; ;) e X, soit N(x,r) le nombre de points de Uy, (z) N X, <,. Définissons
Ui :={r €U,N(z,r) > j}
Proposition 3.3.1. Les (U;) forment une suite bonne suite d’ouverts de U.

On renvoie a la définition 1.2.10 pour la définition d’une bonne suite d’ouverts, et au
lemme 1.2.14 pour la preuve. Sur U;\U;+1, on a N(z,r) = j. On peut alors décomposer
Popérateur Uy, en UZ [T UM, ou U correspond aux j points de X; <., et U%°? aux
autres. Remarquons que U2 parametre les supplémentaires L de H; avec deg L > fi—r.
De plus, il est possible de faire surconverger ces ouverts.

Proposition 3.3.2. Soit v’ > r un nombre rationnel, et U; .= {x € U, N(x,r") > j}.
Alors U est un voisinage strict de U; dans U, c’est-a-dire que le recouvrement (U;, U\U;)
de U est admissible.

Démonstration. Voir la proposition 1.2.18. 0
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Pour 7" > r, on dispose donc de la décomposition de Uy, sur U;\U;11, ainsi que sur
UNU; . Ces décompositions coincident sur l'intersection des deux ensembles.
Il est possible de généraliser cette décomposition a U N pour tout entier V.

Théoréme 3.3.3. Soit N > 1 et r € [0, fig| un rationnel. Il existe un ensemble fini
totalement ordonné Sy et une suite décroissante d’ouverts quasi-compacts (U;(N));es, de
U de longueur L = L(N) indépendante de U, tels que pour tout j > 0, on peut décomposer
la correspondance UY sur U;(N)\U;j11(N) en

N—-1
Uiv = (H Ug_l_kOTk> HTN
k=0

avec Ty = Ung,pourO<k<N

o good bad bad
Ty = H Ui N Unijs 1N -+ - Ui N
J1IESN -1,k ESN_k
et
o bad bad bad
Iy = H Usz 1NU7FzJN 2,JN-1,N U7rz.7.717
J1ESN -1, JN-1ES51
avec

~ les images des opérateurs Uﬁo';dN (j € Si) sont incluses dans X; >, = {x € Xy, Deg;(x) > r}.
— les opérateurs US| (7 € Sk, 1 € Spy) et U (j € Sl) sont incluses dans X; <.
Enfin, si (U;(N)) est la suite d’ouverts de U obtenue pour r' > r, alors U;(N) est un
voisinage strict de U;(N') dans U pour tout j.

Démonstration. C’est le théoréme 1.2.19. O

3.3.2 Norme des opérateurs de Hecke

Pour démontrer le théoréme de classicité, nous aurons besoin d’un calcul de normes de
ces opérateurs de Hecke. Rappelons que la norme d’un opérateur T : H*(T'(U), F) — H°(U,F)
est défini par

|7y, = inf {X € Roo, [Tflu < A flrey Vf € HN(TU), F)}

Proposition 3.3.4. Soit T' un opérateur défini sur un ouwvert U, égal a U,,, U;Zf“d ou
Uf;fd. On suppose que l'image de cet opérateur est incluse dans X; <,4—c pour un certain

c>0. Alors
||T||u < pfig(g+1)/2_01nf-r€2i kg,r

Démonstration. Avec les notations de 3.1.4, nous allons majorer la norme du morphisme
p*(k) : psw" — piw”, chacun de ces deux faisceaux étant muni de la structure entiére

induite par celle de w” via les morphismes p; et p, respectivement.
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Soit v = (A,i,¢, H,wa,;) € X{(Q,) et L C Alm;] un supplémentaire de H{[m;] stable
par Og. Alors ¥(z) € ﬂ;@gg(@p), et on a une variété semi-abélienne A, définie sur Z,
au-dessus de 1(z), qui étend la variété abélienne A. L’action de Op s’étend a Ay, et le
sous-groupe L s’étend en un sous-groupe Lo de Ag[m;]. De méme que précédemment, il
existe un schéma semi-abélien G sur ZTD, globalement extension d’un tore par un schéma
abélien, tel que Aq soit le quotient de Né par un réseau étale. On se référera a Pannexe
(partie 3.7) pour plus de détails. On a G[p] C Ao[p]; soit L = Ly N Gp]. C’est un schéma
en groupes fini et plat sur Z,. On a alors des isomorphismes w,, ~ W et Way Ly > We -

Le morphisme p : Ag — Ao/ Lo donne une suite exacte de ZTD ®z Og-modules
0= wag/pg = way 2> wr, >0

qui s’identifie a
O%W@/E—Hﬂé—ﬂﬂz—)()

En utilisant ’équivalence de Morita, on en déduit une suite exacte de (H?:1 Or,) ®z, Zp-
modules

O—>E'wé/z—>E'wé—>E~wz—>0

De plus, on sait que ces modules admettent une filtration indexée par les éléments de 3,
et la suite exacte respecte cette filtration. Remarquons que puisque 'on travaille sur ZTD,
cette filtration est canonique, et est déduite de la décomposition en somme directe de ces
modules aprés inversion de p. On en déduit que les morphismes de la suite exacte sont
stricts pour la filtration. Pour tout 1 < j < d, on obtient donc une suite exacte

fi
0= waz,/weL1 = Wai/Wa -1 = Wi /Wi =0

ol (wg )i<j<a est la filtration de E - wg, et similairement pour E - wg et £ - wi. On
rappelle qu’on a ordonné les éléments de ¥ = {oy,...,04}. Si 0; ¢ %;, alors f; est un
isomorphisme puisque L C A[m] donc wy ;/wg ; ; = 0. Soit \; = v(det f;). Alors

k)l < [ pkors < pm ™remt Zooen

J,05€%;

La proposition découle alors du fait que deg L= > Aj > e O

j,O’jGEi —

3.4 Classicité

Théoréme 3.4.1. Soit f une forme surconvergente de poids k € X (Ty)" sur Xy, propre
pour la famille d’opérateurs de Hecke U,,. Supposons que les valeurs propres (o) pour ces
opérateurs soient non nulles, et que k est grand devant les (v(«y)). Alors f est classique.
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Remarque 3.4.2. La condition reliant le poids et la pente est trés explicite. Un élément
k € X(Ty)* est une famille d’entiers

h d;

H H(lﬁ,j,i > > ki)

i=1 j=1

La condition intervenant dans le théoréme est alors

dig(g +1) :
T + ei'U(Oéi) < 1§1§1§de kg,j,i

pour tout 1 < ¢ < h. On rappelle que d; = e, f;.

Passons a la preuve du théoréme.
Une forme modulaire surconvergente est définie sur un espace du type

Deg ' ([fig — &, fig] x -+ X [fng — &, [ng])

pour un certain € > 0. Pour montrer que f est classique, nous allons tout d’abord pro-

longer f a tout X{. Le prolongement se fera direction par direction, c’est-a-dire que ’'on

prolongera f a
Deg™ ([0, frg] % [fog — &, fag] % -+ X [fng — &, fug]) N XT3,
puis &
Deg™!([0, frg] x [0, f2g] X [f39 — €, fsg] x ==+ % [fng — &, fagl) 0 X1,

et ainsi de suite.
Chacune de ses étapes se démontrant de maniére analogue, nous ne détaillerons que la
premiére, c’est-a-dire le prolongement a

Deg= ([0, f19] X [fog — €, fag] X -+ X [fng — &, fng]) N X]2

Pour conclure, nous utiliserons le théoréme 3.1.9, qui permettra d’étendre la forme f
a X(}Z, Un théoréeme de type GAGA permet ensuite de prouver que f est algébrique,
c’est-a-dire que f est une forme classique.

3.4.1 Prolongement automatique

Soit f une forme modulaire surconvergente vérifiant les hypothéses du théoréme 3.4.1.
Elle est donc définie sur Deg™!([f1g — ¢, fig] X - -+ X [frg — €, fng]), pour un certain € > 0.
Pour tout intervalle I, notons Uy := Deg™ (I X [fog — €, fog] X -+ X [fng — €, fag]) N X"
La forme f est donc définie sur Uy, 4. f,4. Nous allons prolonger f & Z/{]flg*éyflg}'

Proposition 3.4.3. Il est possible de prolonger f a Up_1 p1-
e’
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Démonstration. Soit [ un rationnel avec 0 < 8 < é D’aprés le corollaire 3.2.10, il existe
un entier N tel que

N
Um (u[f19_57f19]> - Z’{[flg—e,fw]

La fonction f3 = a; VUY f est donc définie sur Ujp, .1, €t est égale a f sur Up,g—c f1g)-

Nous noterons donc encore f cette fonction. De plus, les (Uf,4-p,1,4) pour 0 < 3 < é

forment un recouvrement admissible de U, 1 ;. On peut donc étendre f a ce dernier
ey’

intervalle. O

Remarque 3.4.4. Pour démontrer cette proposition, nous avons seulement utilisé le fait
que la valeur propre a; était non nulle.

3.4.2 Séries de Kassaei

Dans cette partie, nous prolongeons la forme f a Uy s 4. Comme les itérés de 'opé-
rateur U, n’augmentent pas strictement le degré de H; , sur cet ouvert, la méthode de
la partie précédente ne s’applique pas. Nous allons construire des séries f,,, analogues de
celles introduites par Kassaei dans [Ka|, qui convergeront vers f. Pour cela, nous utilise-
rons la décomposition de 'opérateur U, réalisée dans la partie 3.3.1.

Soit & un réel strictement positif tel que v(a) + fig(g +1)/2 < (;; — ¢)inficj<a, kg -
Cela est possible d’aprés les hypothéses du théoréme 3.4.1. Soit 7 un nombre rationnel
avec f1g — 6—11 <r< fig— 6—11 +e, et U :==Up,.

Soit N > 1 un entier; d’aprés le théoréeme 3.3.3, on peut trouver une suite d’ouverts
(U;)jesy de U, et une décomposition de Uﬁ sur chaque cran U;\U, 1. De plus, il est pos-
sible de faire surconverger arbitrairement cette suite d’ouverts. En effet, soit (r*)) une
suite strictement croissante de rationnels avec (@ = r, () < fig — é + € pour tout k,

et (L[;k)) la suite d’ouverts correspondante a r*). Alors L[;Hl) est un voisinage strict de
U;k) dans U pour tout 7, k.

Notons V; = L{J(jfl) pour tout j > 1, et V; = L{J@ pour tout i > 0. Alors V] est un
voisinage strict de V; dans . Nous avons décomposé 'opérateur Ufr\{ sur Vi\Vj;1 en

N-1
Y =[N "1 ][ 7w
k=0

avec Ty = U9 et pour 0 < k < N

T1,]
o good 1 rbad bad
T = H Uﬂ'l,jk Uﬂ'l»]'k—lajk T U7T17j7j1
J1ESN -1, Jk ESN—k
et
- bad bad bad
Iy = H Uﬂ’lJN—1U7T1JN—2JN—1 T Um,j,h

J1E€ESN-1,--,JN-1E51
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Les images de U%" et de U%? (Jx € Sv—«) sont incluses dans U, 1) C U, prg)> €t les

1,7 1,k

opérateurs U . [Ub pe font intervenir que des supplémentaires L de degré supérieur a
1,2 ]’ 1,7

fig— 19 >1 e

Définition 3.4.5. Les séries de Kassaei sur V;\V; sont définies par

- 71 good k 177bad bad good
fN,J Um] f+ 2 : § : Uﬂl JJ1 Tt Um Jk— 1,]1@U7r1,jkf

k=1 j1ESN -1, JkESN—k

Cette fonction est bien définie, puisque les opérateurs Uﬁfg-d sont soit nuls, auquel cas
leur action sur f donne 0, soit a valeurs dans U, 4 et f est définie sur cet espace. Ce
dernier espace étant quasi-compact, f y est bornée, disons par M.

La proposition 3.3.4 permet de majorer la norme des opérateurs a; U]’j‘;dk : la norme de
ces opérateurs est inférieure a

g = pf1g(g+1)/2+v(a1)*(§*6) infi<j<dy kojn 1

Lemme 3.4.6. Les fonctions fy; sont uniformément bornées.

Démonstration. On a

k—17rbad bad good
Ly U

177g900d
1,01 T1,Jk—1:0k Wla]kf’V Wit = uU‘al U7r1 ]kf|Uf;‘fdjk Lk WU s (ViNVj4) = ‘a

\Oz 1’pflg (g+1)/2},

car la norme de U?*? est majorée par p/19¢+1/2 On peut donc majorer la fonction fy,;

1]k
par

|fN’j|V.§\V.7'+1 < ’041_1|pf19(9+1)/2M

ce qui prouve que les fonctions fy ; sont uniformément bornées. n

Puisque ces fonctions sont bornées, nous pouvons supposer qu’elles sont de norme
inférieure a 1, quitte a multiplier f par une constante. Nous allons maintenant recoller
ces fonctions sur U.

Lemme 3.4.7. Soient j,k € Sy et v € (V)\Vj11) N (Vi \Viy1). Alors

[(fg = faw)(@)] < uf'M

Démonstration. Il existe une autre maniere de définir les séries de Kassaei fn ;. En ef-
fet, on aurait pu décomposer opérateur UYN en UN-9o0d 4 [JNbad gyjvant les degrés des
’ 1 1 ™1
points de U : l'image de UY-9°? est incluse dans Deg; ' (Js, f1g]), et celle de UN**¢ dans
Deg; ([0, 5]), pour un certain rationnel s compris entre 7 et fig — 1/e; + €. La série
de Kassaei est alors définie comme a7 VUN9lf. La série de Kassaei fy; est définie &
I’aide d’un rationnel s comme précédemment ; au-dessus du point x on peut donc décom-
Y A N N,good N,bad _ . —N771N,good A
poser opérateur U\ en UL 9% + UN", avec fyj(z) = o UL 9% f(x). De méme, la
série fy est définie & I'aide d’un rationnel §', et au-dessus de x, on a la décomposition
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N __ 77N,good’ N,bad’ _ . —N771N,good’
Uy = U970 + U avee fyg(z) = a7 U 9% f(w).
Supposons par exemple que k < j. On a alors s’ < s, et au-dessus de x, 'opérateur
h / " , " . .
Uﬁbad se décompose en U,]X’b“d + Ufr\lf’b“d , Vopérateur Uﬁ’bad ayant son image incluse

dans Deg;*(]s',s]). On a alors fy(7) — fn;(z) = al_NUfr\{’bad" (). De plus, la norme
NUN,bad”
1

s

de de opérateur oy est inférieure a ud d’aprés les calculs sur les normes des
1 0

opérateurs de Hecke. D’ou

|(fvg = fva) @) < ug | flyxsear,
Ur 0 (2)

N,bad!

De plus, 'ensemble U, (z) étant inclus dans Deg; *([r, fig]), on a |f|U.N’bad”(x) < M ce

qui donne la majoration. O

Proposition 3.4.8. Il existe un entier Ay telle que les fonctions (fn;)jesy se recollent
en une fonction gy € HO(U, " /pAV).

Démonstration. La décomposition de 'ouvert U étant finie, soit L tel que V1 soit vide.
La fonction fx 1 est donc définie sur V;. La fonction fx - est définie sur V; _;\Vy.
De plus, d’aprés le lemme précédent, on a

|fnp—1 = fnclosov w, S ud M

Soit Ay tel que ulY M < p=¥; comme uy < 1, la suite (Ay) tend vers linfini.

Les fonctions fy 1 et fyr sont donc égales modulo p~ sur (V; N V}_;)\Vz. Comme
(VN Vi 1,V _1\Vr5) est un recouvrement admissible de V; | | celles-ci se recollent en
une fonction gy 1 € HO(V; |, &% /pi~).

De méme, gn.z_1 et fy.r_o sont égales (modulo pA~) sur (V) , NV} )\Vr_1, et donc se
recollent en gy 1o € HO(V)_,, 0% /p¥).

En répétant ce processus, on voit que les fonctions fy; se recollent toutes modulo pAN
sur V), = U, et définissent donc une fonction gy € HOU, 0" /pAV). ]

Proposition 3.4.9. Les fonctions (gy) définissent un systéme projectif danslim H°(U,o" /p™).
—

Démonstration. Nous allons prouver que gy1 et gy sont égales modulo pA~. Soit € U ;
nous avons construit en x les séries de Kassaei fy; et fyi1x- Or le terme fyyqx provient
d’une décomposition de Ufr\lf“ du type

N
N+1 _ Z N-—l
[]ﬂ_1 = []ﬂ_1 TN + TN+1
1=0

Nous pouvons donc écrire fyi1, = h1 + ho, la fonction h; étant associée a 'opérateur

N-17/N-1-1 5

1=0 l]ﬂ.1 TN et hg a TN.
Or la fonction hy est en réalité une série de Kassaei pour une certaine décomposition de
UY : le lemme précédent donne donc

|(fvg = ha)(@)] < p=
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De plus, on a
hy = Z alN lrrbad — rrbad {y9o°d f

T1,7,J1 T1,JN—1,JN ~ T1,JN
J1ESN,--»JNEST

donc comme les opérateurs a; U, b“dl ont une norme inférieure a vy,
f1 1
|ha()| < ug'p" oy M < p

avec Ay = Ay — fi —v(ay). Quitte a remplacer Ay par A’y, on voit donc que la réduction
de gn41 modulo pAV est égal & gy. O

En utilisant le gluing lemma (lemme 3.2.17), on voit donc que les fonctions gy défi-
nissent une fonction g € HO(Uy,w"™) pour tout ouvert quasi-compact Uy inclus dans U,
donc un élément de H®(Uy, w™). Bien sfir, g coincide avec f sur u]flg——,flg}

En effet, si z € u]ﬁg—é,ﬁg]? il existe Ny tel que UN () C Uip g—c.p1g Pour N > Ny, et la
série de Kassaei est alors stationnaire égale a

arUNf = f

Nous pouvons donc étendre f a Ujg f,g.

3.4.3 Fin de la démonstration

Nous avons étendu f al, f,q = Deg ([0, frg]| X [fag—¢, fog] X - -X[frg—e, fug]) N X
En utilisant le fait que f soit propre pour U,,, et en utilisant la relation vérifiée par la
valeur propre as, la méme méthode montre que 'on peut étendre f &

Deg ™' ([0, fig] x [0, fag] X [f3g — €, fag] X -+ x [fag — €, fng]) N X{0

En répétant ce processus, on voit donc que 'on peut étendre f a tout X¢.

Nous avons donc étendu a la fonction f en un élément de H(X 9" w*). Il nous reste encore
a montrer que f s’étend au bord. Dans le cas ou dg > 1, et dans le cas algébrique, le
principe de Koecher nous assure que 'on peut négliger les pointes dans la définition des
formes modulaires (voir [La2]). Il doit sans doute étre possible de déduire un analogue
analytique de ce résultat, c’est-a-dire démontrer que toute forme modulaire définie sur X"
s’étend a Y?Z Néanmoins, dans notre cas, il est possible de raisonner plus simplement,
et en ne supposant pas que dg > 1. Nous allons pour cela utiliser le théoréme 3.1.9 : il
nous suffit de prouver que la forme f est bornée sur X{ pour prouver qu’elle s’étend au
bord.

Proposition 3.4.10. La forme f est bornée sur X{J

Démonstration. Rappelons que nous étions partis d’une section définie sur

Deg ' ([fug — €. fig]l x -+ X [fng — &, fng])
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pour un certain € > 0. Comme cet espace est quasi-compact, f y est automatiquement
bornée. Nous allons maintenant démontrer, qu’a chaque étape du prolongement, f reste
bornée.

Regardons par exemple 'extension de f a Uy s, . La forme f est obtenue en recollant les
séries de Kassaei g définies sur Ujg,), et une forme f, définie sur U, f 4 par la formule
fo= al_NUfr\{f, ot 7 et 7’ sont des rationnels vérifiant

1
f19—e—<7’/<7°<f19
1

Comme lopérateur U, est borné, fy est bornée. De plus, comme cela a été vu dans le
paragraphe précédent, les séries définissant ¢ sont uniformément bornées. On en déduit
que le prolongement de f a Uy s, 4 est borné. O

Puisque f est bornée sur X7, on en déduit d’apres le théoréme 3.1.9 qu’elle s’étend

a 72 Comme X, est propre, on en déduit par GAGA que f provient d’un élément de
H°(X 1, w"), soit que f est classique.

3.5 Cas des variétés de type (A)

3.5.1 Données et variétés de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de type (A) (voir
[Ko]). Soit B une Q-algébre simple munie d’une involution positive x. Soit F' le centre de
B et Iy le sous-corps de F' fixé par . Le corps F|) est une extension totalement réelle de
Q, soit d son degré. Faisons les hypothéses suivantes :

- [F : Fo] = 2.
— Pour tout plongement Fy — R, B ®g R ~M,(C), et I'involution * est donnée par
—t
A—A.

Soit également (Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soit G le groupe des
automorphismes du B-module hermitien Upy ; pour toute Q-algébre R, on a donc

G(R) ={(g,c) € GLg(Up ®q R) x R*,(g9z, gy) = c(x,y) pour tout z,y € Uy ®¢ R}

Soient 71, . .., 74 les plongements de Fj dans R ; soit également o; et 7; les deux plonge-
ments de [’ dans C étendant 7;. Le choix de o; donne un isomorphisme F' ®p R ~ C. On
a également B, = B ®p, -, R ~M,,(C). Notons U; = Ug ®p, -, R. D’aprés I’équivalence de
Morita, U; ~ C" @ W;, ou B; agit sur le premier facteur et W; est un C-espace vectoriel.
La structure anti-hermitienne sur U; en induit une sur W;, et on note (a;, b;) sa signature.

Alors G est isomorphe a
d
i=1

ol a; + b; est indépendant de i et vaut = dimgUg.
Donnons-nous également un morphisme de R-algébres h : C —EndgUg tel que (h(2)v,w) = (v, h(Z)w)
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et (v,w) — (v, h(i)w) est définie positive. Ce morphisme définit donc une structure com-
plexe sur Uy : soit Ué’o le sous-espace de Uc pour lequel h(z) agit par la multiplication
par z.

On a alors UM ~ T, (C")* @ ((C”)bi en tant que B ®g R ~ ®L M, (C)-module ('ac-

tion de M, (C) sur (C")*% @ @bi est 'action standard sur le premier facteur et I'action
conjuguée sur le second) .
Soient également un ordre Op de B stable par , et un réseau U de Uy tel que I'accouple-
ment (,) restreint & U x U soit a valeurs dans Z. Nous ferons également les hypothéses
suivantes :

— B ®q Q, est isomorphe a un produit d’algébres de matrices a coefficients dans une

extension finie de Q,.
— Op est un ordre maximal en p.
— L’accouplement U x U — 7Z est parfait en p.

Soit Zy) le localisé de Z en p; Op est un Zg,)-module libre. Soit a1, ..., a; une base de
ce module, et

detyro = f(X1,..., X;) = det(Xyoq + -+ 4+ Xya4; UL’ @¢c C[X, ..., X))

On montre ([Ko]) que f est un polyndome a coefficients algébriques. Le corps de nombres
E engendré par ses coefficients est appelé le corps réflexe.
Soit p = H?:l 7;* la décomposition de p dans Fp, et soit f; le degré résiduel de chacune de
ces places. On notera X ’ensemble des plongements de Fy dans @p, et X; le sous-ensemble
des plongements envoyant m; dans l'idéal maximal de ZT). On notera également Fj; la
complétion de Fy en 7;, et Op,, son anneau des entiers. Alors B ®q Q) ~ H?Zl B;, ou B;
est la complétion de B en 7;. Pour déterminer la structure de B; ,on peut distinguer 3
cas.

— Cas 1 : 7; est décomposé dans F'. Alors B; ~ M, (Fo;)®M,(Fo,)-

— Cas 2 : m; est inerte dans F. Alors B; ~ M,,(F;), ou F; est la complétion de F' en ;.

~ Cas 3 : m; est ramifié dans F', m; = w?. Alors B; ~ M, (F;), ou F; est la complétion

de F en w;.

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (A) associée & G. Soit K
une extension de @, contenant les images de tous les plongements possibles F' — Q, et
E—=Q,

Définition 3.5.1. Soit X l'espace de modules sur Spec(K) dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des (A, A, ¢,717) ou
— A — S est un schéma abélien
— A: A — A' est une polarisation de degré premier a p.
— +: Op — End A est compatible avec les involutions x et de Rosati, et les polynémes
detyio et detpie(a) sont égaux.
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— n: A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire, qui se reléve locale-
ment pour la topologie étale en une similitude symplectique Op-linéaire

Hi(A,A}) = U @z A}

La condition du déterminant est explicite : si S = Spec(R), cela signifie que le faisceau
conormal wy est isomorphe a St ®x R comme B ®g R-module, ot St est défini par
St = EB?:ISti, et St; est le B;-module égal a

Py e (1)

ot 3; =Hom(Fp;, Q,), et ot B; = M, (Fo;)®M,(Fo,) agit par I'action standard donnée
par 7 sur chacun des facteurs dans le cas 1; et

Py e (1)

TEY,;

ou Paction standard de M, (F;) est donnée par o sur le premier facteur, et par @ sur le
deuxiéme (avec o et @ les deux plongements de F; au-dessus de 7) dans les cas 2 et 3.

Remarque 3.5.2. Le schéma X est en fait défini sur le corps réflexe, mais nous aurons
besoin d’¢largir le corps de base pour définir certains faisceaux ultérieurement.

Pour définir les formes surconvergentes, nous aurons besoin de supposer que le lieu
ordinaire de la variété de Shimura est non-vide. Dans le cas ot p est non ramifié dans F,
un résultat de Wedhorn ([We]) dit que cela est le cas si et seulement si p est totalement
décomposé dans le corps réflexe E. Si le corps F' est fixé, cela donne une condition sur
les nombres (a,, b,). Ainsi, si on se place dans le cas le plus simple ou Fy = Q, B = F,
on considére la variété associée au groupe GU(a,b). Le corps réflexe est égal 4 Q sia = b
et F' sinon. L’existence du lieu ordinaire est alors équivalente & p décomposé dans F' ou
a = b. Nous allons obtenir des conditions nécessaires sur les couples (a,,b,) dans le cas
général.

Proposition 3.5.3. Supposons que le lieu ordinaire soit non vide. Soit 1 < i < h, et sup-
posons que ; soit dans le cas 1. Alors il existe des entiers a; et b; tels que (a,,by) = (a;, b;)
pour tout o € X;. Si m; est dans le cas 2 ou 3, alors a, = b, = (a+b)/2 pour tout o € X;.

Démonstration. Supposons 'existence du lieu ordinaire. Cela veut dire qu’il existe une
variété abélienne A sur une extension L de QQ,, qui s’étend en un schéma semi-abélien A
(sur une extension finie de L), tel que Ag[p™] soit un groupe de Barsotti-Tate ordinaire
(c’est-a-dire extension d’une partie multiplicative et d’une partie étale). En particulier,
pour tout 1 < i < h, Ag[r°] est ordinaire. Supposons que 7; est dans le cas 1, et soit 7Ti+
une place de F au-dessus de ;. Le groupe de Barsotti-Tate Ag[(7;")>] est ordinaire, et
munie d'une action de Op,,. On en déduit qu’il existe des entiers Ny et N tels que

AO[(T(;’_)OO] = (:upoo ®Zp OFO,i>N1 X (QP/ZP ®Zp OFo,i)N2
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En particulier, si on ordonne le couple (a,,b,) tels que a, corresponde au plongement
au-dessus de 7", on voit que a, ne dépend pas de o € 3;. De méme pour b,. Il existe
donc un couple d’entiers (a;, b;) tels que (a,,b,) = (a;,b;) pour tout o € 3;. Dans le cas
2 ou 3, si Op, désigne 'anneau des entiers de £}, on voit de méme qu’il existe des entiers

Ni et Ny tels que
Ag[m°] = (pps ®z, OFi)Nl x (Qp/Zy Xz, OFi)N2

(en fait N; = Nj par auto-dualité). On en déduit que pour tout o € ¥;, a, = b, = (a+b)/2.
O]

Définissons maintenant la structure de niveau Iwahorique. Si 7; est dans le cas 1, on
notera ;" et m; les idéaux de F au-dessus de 7, et (a;, ;) le couple (a,,b,). Si m; est
dans le cas 2 ou 3, on notera également a; = b; = (a + b)/2, de telle sorte que l'on ait
encore a, = a; et b, = b; pour tout o € ;.

Définition 3.5.4. Soit X, 'espace de modules sur K dont les S-points sont les (A, A, ¢, 7, H; ;)
ou (A, \,¢,n) € X(9) et

— Si 7; est dans le cas 1, (O =H,0CH;; C---CHjqpp= A[’/T:_]) est un drapeau de
sous-groupes finis et plats de A[m;'], stables par Op, chaque H;; étant de hauteur
nfij.

— Si m; est dans le cas 2, (0 =H,goCH;; C---C Hi,(a+b)/2) est un drapeau de sous-
groupes finis et plats de A[m,], stables par Op et totalement isotropes, chaque H; ;
étant de hauteur 2nf;j.

— Si m; est dans le cas 3, (O =HocCH;C---C Hi7(a+b)/2) est un drapeau de sous-
groupes finis et plats de A[m;], stables par Op et totalement isotropes, chaque H, ;
isomorphe localement pour la topologie étale a (Og/mOp)’.

Remargue 3.5.5. Dans le cas 1, les sous-groupes A[r;"] et A[r; ] de A[r;] sont duaux pour
I'accouplement de Weil. Si H est un sous-groupe de A[r;"], alors son orthogonal H+ est
un sous-groupe de A[r; ] isomorphe au dual de Cartier de A[m;']/H.

Remarque 3.5.6. Dans le cas 3, le groupe A[w;| est totalement isotrope, ce qui justifie le
fait que l'on travaille avec A[m;] plutot que Afew;).

On notera X et X, des compactifications toroidales de X et X, construites par
exemples dans [Pin|. Soient également X, X¢ X" et X, les espaces analytiques
associés.

3.5.2 Formes modulaires et opérateurs de Hecke

Soit A le schéma semi-abélien universel sur X, et soit w4 = e*Qz P le faisceau conormal

relatif a la section unité de A; il est localement pour la topologie de Zariski isomorphe a
St @ Ox comme B ® Og-module. Rappelons que St = @ | St;, et St; est le B; ®q K-
module égal & @, cx, (K )" @ (Kb )",
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Soit T zlsomB@)oY(St ® O, wa). C’est un torseur sur X sous le groupe

h
M = (H 11 GLaTxGLbT> xg, K

i=1 TEEZ'

Soit T le tore diagonal de M, Bj; son Borel supérieur, et Uy, le radical unipotent.
Soit X (Th) le groupe des caractéres de Ty, et X (Th)" le cone des poids dominants pour
By. Sik € X(Ty)T, on note k' = —wok € X (Ty)T, ont wy est I'élément le plus long du
groupe de Weyl de M relativement a 7).

Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

Définition 3.5.7. Soit k € X(T))". Le faisceau des formes modulaires de poids x est
= 0,.07[K'], ot $.OF[K'] est le sous-faisceau de ¢, O7 ou By, = Ty Uy agit par &’ sur
Ty et trivialement sur Uy,.

Une forme modulaire de poids & sur X est donc une section globale de w”, soit un élé-
ment de H°(X,w"). En utilisant la projection X, — X, on définit de méme le faisceau
W sur X fu, a1n51 que les formes modulaires sur X,. On notera encore w" le faisceau
analytifié sur X

Définissons maintenant les opérateurs de Hecke. Soit 1 < i < h, et C; 'espace de modules
sur K dont les S-points sont les (A, A, ¢,n, H; i, L) avec (A, X, ¢,m, Hj 1) € X1,(S) et L un
sous-groupe fini et plat stable par Op de A[r;] vérifiant
~ L= Ly® Ly, ou Ly est un supplémentaire de H;,, dans A[x;] dans le cas 1.
— L est totalement isotrope, et est un supplémentaire de H;,, dans A[r;]| dans le cas
2 ou 3.
Nous avons deux morphismes finis étales pi, ps : C; — X : p1 est oubli de L, et py est
le quotient par L. Plus précisément :
— dans le cas 1, Pimage de de (A, \,¢,1, Hjx, L = Lo ® Lg) est (A/L,N,/, 0/, H},),
ou H, est I'image de Hj; dans A/L si j #iouj=1ietk <a;et H, est I'image
de (m J“)*l(sz N Ly) dans A/L si k > a,.
— dans le cas 2 ou 3, 'image de (A, A, ¢,n, Hjx, L) est (A/L, N,/ 0, H} ) ot Hj ) est
I'image de H,; dans A/L.
La polarisation X\ est définie comme la polarisation descendue x; - A, ol x; est un élé-
ment totalement positif fixé de Op,, de valuation m;-adique 1 si j = i et 0 sinon. Soit
C¢" T'espace analytique associé & C;; on note encore py, pe : Cf" — X ¢! les morphismes
(finis étales) induits. Il existe une compactification toroidale C; de C’Z, et on peut sup-
poser (par le théoréme 3.1.3) que les morphlsmes p1,p2 : C; — Xp, s’étendent en des
morphismes C; = X,. Si on note C " Tespace rigide analytique associé¢ a C;, on obtient
des morphismes p1, ps : C? — X

Définition 3.5.8. L'opérateur de Hecke géométrique agissant sur Y?Z est défini par
U, (S) := pa(pr(S)) pour toute partie S de X7,
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Cet opérateur respecte les ouverts de X7/, mais pas ceux de Y;Z en général. Notons
p : A — A/L Tisogénie universelle au-dessus de C;. Celle-ci induit un isomorphisme
p* twajr — wa, et donc un morphisme p*(k) : piw™ — pjw”. Pour tout ouvert U de X7,
nous pouvons donc former le morphisme composé

- . _ oy PR
Ur, : H(Ux, (U), ") = HO(p (U), piw”) "=

Tr
H(py' (U), pro”) = HO(U,w")
Définition 3.5.9. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors défini
par Uﬂ—i = ﬁUM avec .ZVZ = fzazbz

Nous avons donc défini h opérateurs agissant sur les formes modulaires définies sur
un ouvert de X7/, qui commutent entre eux. De méme que dans le cas précédent, comme
ces opérateurs sont bornés, ils agissent sur I’espace H° (XIZ], w"). En effet, I'image par Uy,
d’une telle section sera bornée, et s’étendra automatiquement au bord d’apreés le théoréme

3.1.9.

3.5.3 Structures entiéres

Nous allons maintenant définir les structures entiéres sur X 7., c’est-a-dire les fonctions
degré, et une norme pour l'espace des formes modulaires. Nous gardons les notations des
parties précédentes.

Soit h; I'entier tel que nh; soit la hauteur de H,,, ; on a donc h; = f;a; dans le cas 1 et
h; = 2f;a; dans les cas 2 et 3. Soit A,q(45),n, 'espace de Siegel analogue a celui de la
définition 3.2.1, mais en demandant que la hauteur de H soit égale a nh;. On dispose d’un
morphisme P; : X1, = Anaate),n, X K par la formule (A, X\, 0,0, Hjr) — (A, N0, Hig,).
De plus, il existe une compactification toroidale A,qwqis)n, de Andats)n, et quitte a
restreindre les décompositions polyhédrales utilisées pour construire les compactifications
toroidales, ces morphismes s’étendent en P; : X, — ﬁnd(ﬁb),hi x K par le théoréme
3.1.3.

Soit Z;f(ﬁb)’hi Pespace rigide associé a Auq(ais)n; X7, O, ot Ok est 'anneau des entiers
de K. Comme ce dernier schéma est propre, cet espace rigide est égal a l’espace analytique

T’Zg
associé & Apg(atp) n, X K. Les morphismes P; induisent des morphismes X — Adtas) e

Rappelons que nous avons défini une fonction deg : And(a toyhs 10, Rl

Définition 3.5.10. On définit la fonction Deg; : X 7., — [0, fias] par la formule z — deg Pi(z)
dansle cas 1 et z — 1 deg P;i(z) dans les cas 2 et 3. La fonction degré Deg : X = TIk,[0, fiai]
est définie par © — (Deg;(x));.

Remarque 3.5.11. Le fait de diviser par 2 le degré de H,,, dans les cas 2 et 3 est justifié
par le fait suivant. Supposons que A soit une variété abélienne avec bonne réduction sur
Or, avec L une extension finie de Q,. Supposons pour simplifier que B = F, et que T;
est dans le cas 2. Alors le groupe H, ,, est un schéma en groupe fini et plat sur O, muni
d’une action de Oprr ot F'" est 'extension maximale non ramifiée contenue dans F;. Soit
Fy; la complétion de F, en m;, et Fgli extension maximale non ramifiée contenue dans
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Fp,i- Par hypothése, I/ est une extension de degré 2 de Fy'j. Soit Sy (resp. S) I'ensemble
des plongements de Fg; (resp. F}"") dans @p. Nous avons défini dans la partie 1.1.5 les
degrés partiels deg,H;,, pour tout s € S. Le groupe H,,, étant égal & son orthogonal
dans A[m;], on a H;,, ~ (A[m;]/H;4,)”¢, ot P signifie le dual de Cartier, et ¢ que I'action
de Op est obtenue par conjugaison (cela résulte de la compatibilité entre Paction de Op
et 'involution de Rosati). Si sg est un élément de Sp, et si s et S sont les deux éléments
de S au-dessus de sq, alors la proposition 1.1.32 montre que

deg Hiq, = degsHig,

La quantité pertinente pour étudier le sous-groupe H; ,, n’est donc pas son degré, mais la
moitié de celui-ci.

Remarquons enfin que dans le cas 1, le groupe Hﬁai, qui est un sous-groupe de A[r; | a
pour degré f;(b; — a;)+ deg H;,,. Dans le cas ot a; = b;, le groupe H,,, & Hifai, qui est
totalement isotrope, a pour degré 2 deg H, ,,.

Une autre justification pour cette définition est de considérer le cas [y = Q et B = F
est centrale (F' est donc un corps quadratique imaginaire). On considére donc le groupe
GU(a,b). Le cas a = b = 1 correspond au cas de la courbe modulaire; au niveau des
espaces de modules, cela s’interpréte par le fait que tout schéma abélien apparaissant
dans la variété unitaire s’écrit comme F ®7 Op, ou E est une courbe elliptique. Or on
sait que la quantité pertinente pour étudier la courbe modulaire de niveau Iwahorique en
p est le degré du sous-groupe universel, qui est compris entre 0 et 1. Nous devons donc
retrouver cette quantité pour la variété unitaire, ce qui justifie notre définition.

Sil = HZ:l I, est un produit d’intervalles, on note Xy, ; = Deg™'(I). Le lieu
ordinaire-multiplicatif X, ' correspond au lieu ot tous les degrés sont maximaux, c’est

< 1 s h . .
a dire & X, avec I = [[_{fia;}. Par hypothése, nous nous placons dans le cas ou ce
lieu est non vide.

Définition 3.5.12. L’espace des formes modulaires surconvergentes est défini par

=<-an

HO(X,, w) = colimy H(V, w")

N .. . . . . ~=mult ~-an
ou la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X, dans X, .

Une forme modulaire surconvergente est donc définie sur un espace du type X, 1 avec
h .
I = T[._,[fia; — €, fia;], pour un certain € > 0.
Nous avons des propriétés analogues quant au comportement des opérateurs de Hecke
relativement & la fonction Degré.

Proposition 3.5.13. Soit 1 < i < h, x € X, ety € Uy (x). Soit x; = Deg;(z), et
y; = Deg;(y) pour 1 < j < h. Alors

~ Y = x; pour j # 1.

Y 2T
De plus, s’il exziste y € U2 (x) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors x; € e%'Z dans les cas 1 et
2, et x; € Z%ZZ dans le cas 3.
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Démonstration. Nous raisonnons comme dans la démonstration de la proposition 3.2.8.
Le premier point est identique. Pour le deuxiéme point, supposons qu’il existe y € Uﬁf’i (x)
avec Deg;(y) = Deg;(x). Soit A la variété semi-abélienne associée & z, définie sur une
extension finie M de Q,. Le point y correspond a un sous-groupe L de A[r?%]. De plus,
quitte a élargir M, on peut supposer que A s’étend en un schéma semi-abélien Aq sur Oy,
et L en un sous-groupe quasi-fini et plat Ly de Ag[r *]. En gardant les mémes notations
que la démonstration 3.2.8, on note G un schéma semi-abélien de rang torique constant
tel que Ap soit obtenu comme un quotient de G par la construction de Mumford (voir
I'annexe). Le méme raisonnement que pour la proposition 3.2.8 montre que Ly := Lo[m;'|N
G [p] est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1. On en déduit immédiatement
que son degré est entier, et donc que Deg;(z) € Q%Z avec notre définition de la fonction
Deg;. On veut montrer que Deg;(z) € e%-Z dans les cas 1 et 2. On se raméne facilement

au cas ott n = 1. Etudions alors les deux cas possibles.

Dans le premier cas, on peut décomposer Ly en Ly = LT & Ly, ou LT = Ly[(7])%], et Ly
est 'orthogonal de L} . Le fait que L; soit un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon
1 montre alors que les degrés de LT et L; sont entiers, donc que Deg;(x) est un multiple
de ]_/6Z

Dans le cas 2, soit F]"" est I'extension maximale non ramifiée contenue dans Fj, et de
méme pour Fy'7. Alors le sous-groupe Ly est muni d’une action de Oprr, et on peut donc
définir les degrés partiels de L; pour cette action. Si S est 'ensemble des plongements
de F'" dans @p, alors le degré de L, est la somme des degrés partiels deg,L, pour tout
s € S. Comme L; est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, les degrés partiels
sont tous entiers. De plus, si sy est un plongement de Fg'7, s et s les deux éléments de S
au-dessus de sg, alors en raisonnant comme dans la remarque 3.5.11 on a par dualité

deg, Ly = degzl4

Le degré de Ly est donc pair. Avec notre définition de la fonction degré, cela prouve que
Deg;(x) appartient & eiZ ]

Remarque 3.5.14. La situation est plus compliquée dans le cas 3, ce qui explique la diffé-
rence dans le résultat. Cela impliquera une borne moins forte dans le résultat de classicité.
Néanmoins, une analyse plus détaillée de ce cas pourrait peut-étre permettre d’obtenir
un résultat équivalent aux cas 1 et 2.

Comme dans le cas précédent, on en déduit la proposition suivante. On note ¢, = e;
dans les cas 1 et 2, et e, = 2¢; dans le cas 3.

Proposition 3.5.15. Soit 1 < ¢ < h, k un entier compris entre 0 et e,fia; — 1 et
0< a< B< 1 deux rationnels. Alors il existe un entier N tel que

k k
Uy (Deg;%[%,fiai])) C Degi—l([%ﬁ, fiai))
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Nous allons maintenant définir une norme sur ’espace des formes modulaires. Rappe-
lons que nous avons noté A, 4,4s) le schéma sur Z, paramétrant les variétés abéliennes
de dimension nd(a+ b) munies d’une polarisation de degré premier a p avec une structure

de niveau N, et A, 4,4 une compactification toroidale de ce schéma. On se donne une
identification de ¥ avec {1,...,d}. En particulier, on a des couples (aq,by), ..., (aq, bq)-

Définition 3.5.16. Soit ,Zt'nd(a+b) I'espace de modules sur Z, dont les S-points sont :

~ un point z € an(aer)(S).

— une filtration 0 = w9 C wa1 C -+ C Wa2na = w4 telle que pour tout 1 < i < nd,
WA2i-1/WAa2i—2 €t wa2i/wazi—1 sont localement des Og-facteurs directs de wy de
rangs respectifs a; et b; (a; est égal & a; est j est 'unique entier compris entre 1 et
d et congru & i modulo d, et de méme pour b;).

I’espace le/nd(aer) est un schéma propre sur Z,. Soit

) @ Isom@j (wWa,2i/wWa2i-1, o%

T, = Isomp - WA 21/ WA 2i—2, O%
i OA ( A2 1/ A,2i—2 nd(a+b) -And(a+b)

nd(a+b) And(a+b)

pour 1 < i < d (avec par convention wuso = 0). On note ¢; : T; — -’an(a—&—b) la pro-
jection. L’espace 7; est un torseur sur jndg pour le groupe GL,, xGLy,. Si k; = (kj,1;)
est un élément de Z% x Z%, on note w!" = ¢;,O5[—rl], ot k; = (kar1-j, lo;+1-5), €t ol
¢i,O7|—K!] est le sous-faisceau de ¢;, O, ou le tore de GL,, xGLy, agit par —«}, et ou le
radical unipotent agit trivialement.

Rappelons que nous avons défini le poids d’une forme modulaire comme des couples
(Kio)1<i<ay.cen €t (lig)1<i<b, oex, 01t X est 'ensemble des plongements de F' dans Q, véri-
fiant k1, > - > ko, o et li o > -+ >y, -, pour tout o € X. On note k, = ((kio), (lis)):
avec la numérotation faite sur 3, on a donc des éléments x; de Z% x Z%. On note alors
wh le faisceau défini sur A,4, par wf := @7 w.

Soit .Z;if’(a +b) I'espace rigide associé a jnd(a+b) Xz, Og. Comme le schéma .»Zl/nd(aer) est

propre, cet espace rigide est égal a (And(a+b) Xz, K )

an

Nous allons maintenant définir un morphisme de X ,, vers .%Tnd(aer) Xz, K. Le faisceau wy
universel sur Xy, est muni d’une action de Op, et se décompose en wy = @?:WA,D oll
wa,; est un Op-module. rappelons que Op; est égal & M,,(Op, ,)®M,,(OF,,) dans le cas 1
et & M,,(Op,) dans les cas 2 et 3. Par équivalence de Morita, le faisceau wy; est la somme
de n copies de w40, 0l wa ;o est un faisceau localement libre de rang e;f;(a + b) muni
dune action de Op,, ® Op,, dans le cas 1, et de O, dans les cas 2 et 3. De plus, on peut
décomposer ce dernier faisceau suivant les éléments de ¥; :

WAi0 = Boex; (WA 0,01 P WA002)

Ol WA i0,0,1 € Wa 002 sont des faisceaux localement libres de rang a, et b,. On obtient
de cette maniére une filtration du faisceau wy.
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Définition 3.5.17. On définit un morphisme ¢ : X, — .an(ﬁb) Xz, K par la formule
r — (P(z), (wae)), oit P est le morphisme d’oubli de 'action de Op et de la structure
Iwahorique, et ou la filtration (wa.) de wy est déduite de ce qui précéde.

On en déduit un morphisme ) : 7?:) — /nga )" Au poids k nous avons associé un
faisceau w( sur .an(a%), a I'aide d’un choix de numérotation des places que I’on supposera
compatible avec la filtration de w4 construite précédemment. On a alors w® = Y*w{ comme
faisceaux sur X, et 7}1; Cela permet de disposer d’un modéle entier pour le faisceau
w® (sur X7.), et d’une norme sur Pespace HO(U,w") pour tout ouvert U de X ..

3.5.4 Classicité

Nous prouvons dans cette partie le théoréme de classicité. Enoncons tout d’abord le
théoréme. Nous avons noté ¥ 'ensemble des plongements de Fy dans Q, ¥; I’ensemble
des plongements de Fj; dans @p, de telle sorte que X soit I'union disjointe des ¥J;. Notons
également ng; I'extension maximale non ramifiée contenue dans £y ;, et S; 'ensemble des
plongements de Fg'i dans @p. Pour tout s € S;, on note >, '’ensemble des éléments de X;
égaux A s en restriction a Fg'y. Ainsi, ¥; est égal & I'union disjointe des X, pour s € S;.

Théoréme 3.5.18. Soit f une forme surconvergente de poids k = (ko,ly)ses,
ke = (k1o > -+ > kayo) €t lo =(lio >+ > lp,0). On suppose que f est propre pour
les opérateurs Uy, de valeur propre o pour tout © entre 1 el h. Supposons que

d;a;b; + e;v(o;) < inf (inf &, , + inf [, ,)

SES; TEX SN

dans les cas 1 et 2, et que

d;a;b; + e;v(a;) < inf (ko o, lb, o)

oeY;
dans le cas 3. Alors [ est classique.

Dans le cas 2, la condition se réécrit donc

(a+1b)*
1 + e;v(ay) < Slélsf <a1é1fs ko, o + alélfs lby o)

d;

puisque a; = b; = (a + b)/2. Remarquons également que la condition du théoréme dans
les cas 1 et 2 est impliquée par la condition suivante, plus forte :

d;a;b; + 6ﬂ)(0&i) < inf ka[, o+ inf lbg p
O'GEZ' ’ O'GEZ' ’

Passons maintenant a la démonstration du théoréme. Soit f une forme surconvergente
vérifiant les hypothéses du théoréme. Par définition, f est une section de w™ sur Xy, s
avec J = H?Zl[fiai — ¢, f;a;], pour un certain ¢ > 0. Nous allons prolonger f a X{.
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la méthode est analogue a celle du cas des variétés de type C' : on va prolonger f dans
chaque direction, successivement.

Plus précisément, nous allons prolonger f a Deg™'([0, fia1] X - -+ X [faan — &, frap]) N X"
en utilisant le fait que f est propre pour U, et la relation vérifiée par la valeur propre
aq. En répétant ce processus, on prolongera donc f a tout X7.

Soit donc Uy :=Deg ! (I x [foas —¢, foas] X - - - X [frnan —¢, fran]) N X, pour tout intervalle
I de [0, fia,]. La forme f est définie sur Ujs,q, ¢ f,q4,)- En utilisant la relation f = a;™U" f
pour tout m > 1 et la proposition 3.5.15, on peut donc prolonger f a Uz a,—1/¢,, fra1]-
Soit U := Ujo, fa,-1/¢,+6], avec [ un rationnel strictement positif, que Pon prendra arbi-
trairement petit. On peut décomposer les opérateurs de Hecke sur cet espace, et obtenir
des opérateurs U. good o [7bad - Op peut alors former les séries de Kassaei attachées a cette

1] 1, "
décomposition. Le fait que ces séries se recolleront découle alors de la proposition suivante.

Proposition 3.5.19. Soit T un opérateur égal a un certain Uf;‘fcé On suppose que l'image

de cet opérateur est incluse dans Uy f,q,—] pour un certain ¢ > 0. Alors
||T||Z/I < pNz'—CM

avec M = infyeg, (inf,ex, ko, o+infyes, b, o) dansles cas 1 et 2, et M = 2inf,ex, (Ka, o5 b, o)
dans le cas 3.

Démonstration. En raisonnant comme dans la proposition 3.3.4, il suffit de majorer la
norme du morphisme Wi, —r Wi pour un schéma semi-abélien A définie sur Oy (M
est une extension finie de Q,), et L un sous-groupe de A[m;] totalement isotrope maximal
stable par Opg pouvant intervenir dans la définition de 'opérateur de Hecke. On se rameéne
au cas o n = 1, A est un schéma abélien, et m; est la seule place au-dessus de p. On a
un morphisme naturel p : ws,;, — wa. Distinguons maintenant les différents cas.

Dans le cas 1, la place m; est décomposée dans F. Le Oy ®z Op-module w se décompose
donc en wy = wi Bwy, ot w} et wy sont des Oy ®z, Op, ,-modules. De méme pour way,.
De plus, le module w} se décompose en somme directe par les éléments de Sy : wy = @yes,W} -
On obtient décomposition analogue pour wj /L Le morphisme p respecte cette filtration ;
soit As le déterminant du morphisme wj ;- — wj . La valuation de A, est égale au degre
partiel deg,L*, ott LT = L[r}]. Si w’y" désigne le module associé¢ au poids ((k;;), (0)), et
pot wf"fL — W™ le morphisme induit alors on a

||pn,+|| <p Yses, (deg LT infoex, kay o)

De méme, par dualité, si on note w’y~ désigne le module associé au poids ((0), (1;;)), et
P wf"/_L — w'y” le morphisme induit, on a

Hpn,—H <p" 2 ses, (deg L™ infoes; loy o)

ou L~ = L[ry]. Or par dualité, les degrés partiels de L™ et L™ son égaux. De plus, comme

par hypothése le degré de L est supérieur a 2¢, on a 28631 deg,L* > c. On obtient que
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la norme du morphisme p~ : WZ/L — w’y est majorée par

Hp/@H <p Yses, deg LT (infoes, kap o t+infoes, lhy,o) < picM

Dans le cas 2, soit F'] I'extension maximale non ramifiée contenue dans Fo 1, et de méme
pour F'". Soit S} ensemble des plongements de F'" dans @p. Le Oy ®z,0F,-module wy se
décompose donc en somme directe suivant les éléments de S;. On se raméne au cas ol Sp 1
n’a qu'un seul élément, i.e. p est totalement ramifié¢ dans Fp ;. On peut alors décomposer
le module wy en w} @ w. La majoration est alors identique au calcul précédent.

Dans le cas 3, puisque le déterminant de p : wa/;, — wa est de valuation au degré de L,
qui est supérieur a 2¢, on obtient directement

‘ ‘p;{| ’ S p—QCinf(,ez}l (kao',0'7lbcr,a')

]

Remarque 3.5.20. Les majorations de norme dans le cas 3 sont plus difficiles, mais nous
pensons qu’il devrait étre possible d’améliorer la borne obtenue dans ce cas 3 par celle
(meilleure) obtenue dans les autres cas. Avec la remarque 3.5.14, cela permettrait d’amé-
liorer la borne dans le résultat de classicité, et au final avoir un critére uniforme dans
chacun des cas 1, 2 et 3.

Comme les opérateurs Uﬁ‘fz sont a valeurs dans Uy q,—(1/e,—8),1a1], Cela montre que si
B est choisi suffisamment petit, les opérateurs a; 1U,?i“§- sont tous de norme strictement

inférieure a 1. Les séries définies se recolleront donc, et permettent d’étendre [ & Ujg f,4,]-
En itérant ce raisonnement, on prolonge f & X¢" c¢’est-a-dire un élément de HO(X 9" w").

De plus, on démontre que cette fonction est bornée sur Xj. Le théoréme d’extension
3.1.9 montre que f s’étend a la compactification, soit f € HO(X?Z,M‘). Un principe
GAGA (voir [EGA3] partie 5.1) montre alors que f est une forme modulaire algébrique,

c’est-a-dire provient d’un élément de Iespace H°(X 1., w").

3.6 Cas d’un niveau arbitraire en p

Nous montrons dans cette section que les résultats obtenus se généralisent a des variétés
de Shimura avec des structures de niveau en p plus générales. Remarquons que, méme
dans le cas ou p est non ramifié dans le corps F', on ne sait pas construire de bons modéles
entiers pour les variétés. La situation est donc plus compliquée que le cas précédent, ou
le probléme venait simplement de ’absence de modéle entier pour les compactifications.

3.6.1 Définitions

Soit (F, Fy, B, =) une donnée de Shimura de type (A) ou (C) comme définie précédem-
ment, et (Ugp, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soient également un ordre Op
de B stable par %, et un réseau U de Ug tel que 'accouplement (, ) restreint & U x U soit
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a valeurs dans Z. On supposera que les hypothéses faites dans le cas (A) ou (C) sur Op
et U sont vérifiées. Introduisons maintenant la variété de niveau plus général en p. On
rappelle que X désigne la variété de Shimura sans niveau en p. Nous avons introduit un
corps K suffisamment grand dans les cas (A) et (C'), qui est une extension finie de Q,.
Soit m > 1 un entier. On suppose que K contient suffisamment de racines p"-iémes de
I'unité, de telle sorte que les caractéres de (Op /7)) dans @; sont a valeurs dans K*.

Définition 3.6.1. Soit X, ,, 'espace de modules sur Spec(K) dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des (A, \, ¢, 1, H,) ot

- (A, N\ ,m) € X(5)

— Dans le cas (C), pour tout 1 <i < h,0C H;; C --- C H; 4 est un drapeau de A[r}"],
chaque H; ; étant totalement isotrope, stable par Op et isomorphe localement pour
la topologie étale & (Op/m"OFp)™.

— Dans le cas (A) et si m; est dans le cas 1, 0 C H;y C --- C H; 44 est un drapeau de
A[(m)™], chaque H; ; étant stable par Op et isomorphe localement pour la topologie
étale a (OF/(Wj)mOF)n]

— Dans le cas (A) et si 7; est dans le cas 2 ou 3, 0 C H;y C -+ C H;(q4p)2 €st un
drapeau de A[n]"], chaque H; ; étant totalement isotrope, stable par Op et isomorphe
localement pour la topologie étale a (Op/(m;)™Or)™.

Si A est un schéma abélien avec action de Op, et si m est un idéal de Op, on dit qu’un
point P est d’ordre exactement m" sim® - P =0et m¥ 1. P +£0.

Définition 3.6.2. Soit X7 ,, 'espace de modules sur Spec(K') dont les S-points sont les
classes d’isomorphismes des (A, A, ¢,n, P,) ou

- <A7A>L777) € X(S>

— Dans le cas (C), pour tout 1 <i < h, P;,..., P, sont des points de A[x}"] d’ordre
exactement 7", orthogonaux entre eux, tels que le sous-groupe engendré par P ;

soit isomorphe localement pour la topologie étale & (Op/7"Or)".

— Dans le cas (A) et si m; est dans le cas 1, P;y, ..., P4y sont des points de A[(m;")™]
d’ordre exactement (m;")™, tels que le sous-groupe engendré par P, ; est isomorphe
localement pour la topologie étale a (Or/(7; )™ Op)".

— Dans le cas (A) et si m; est dans le cas 2 ou 3, Pi1,..., P, (q+p)/2 sont des points
de A[r™] d’ordre exactement 7™, orthogonaux entre eux, tels que le sous-groupe

engendré par P, ; soit isomorphe localement pour la topologie étale & (O /7" Op)™.

Remarque 3.6.3. Placons-nous dans le cas (C), et soit P un point de A[r["| d’ordre exac-
tement 7/". La condition que le sous-groupe engendré par P est isomorphe localement
pour la topologie étale & (Op/m™"OFp)" se reformule de la maniére suivante. Le groupe
A[r™] est muni d’une action de M, (Op/7!"); soit E;; la base traditionnelle de cet an-

neau comme (Op/7m")-module. La condition précédente est alors équivalente aux relations
E;r-P = E;;- P pour tout j, k,[. De méme dans le cas (A).

On dispose d’une application naturelle F' : X, — Xg,,. Dans le cas (C), F en-
voie (A, \,¢,n, P.) sur (A, \,¢,n, H,), ot H;; est le sous-groupe de A[n]"] engendré par
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Pii,..., P, pour tout 1 <i < hetl<j<g. Lapplication F' est un revétement étale
de groupe G =[], G;, avec G; = B,(Op/7™), out B, désigne le Borel supérieur de GL,.
De méme dans le cas (A) : F est alors un revétement étale de groupe G = []1_, G;, ou
G; = Bayy(Op/(m)™) dans le cas 1, G; = B(a1p)2(Op/7}™) dans le cas 2 ou 3.

Soit x un caractére du tore de G que 'on voit comme un caractére de G; le faisceau
F,Ox, ,, est muni d’une action de G, et on note Ox, . (x) = F.Ox, . [x] le sous-faisceau
ol G agit par x. C’est un faisceau inversible sur X ,,.

Le faisceau des formes modulaires de poids x et de nebentypus x est le faisceau

w(x) = w" Qoy,, Ox1..(X)

Soient YLm et Yo,m des compactifications toroidales respectivement de X ,,, et Xg .
On suppose que les compactifications sont construites de telle sorte que le morphisme F
s'étende en F : X1, — Xo,. (ce qui est possible d’aprés le théoréme 3.1.3); le faisceau
w"(x) s’étend donc sur yo,m- L’espace des formes modulaires de poids k et de nebentypus
x est donc Vespace HO(X,,,w"(x)). On notera X,. ., X X, et X¢7, les espaces

analytiques associés respectivement a Xl,m7 Xo,m, Xim et Xom,.

1,m> 0,m>

Définissons maintenant les opérateurs de Hecke U, pour 1 < i < h. Soit C; I'espace
de modules sur K paramétrant un point x = (A, A, ¢,n, H,) de Xg ,,, et un sous-groupe L,
supplémentaire générique de H; p[p| dans A[m;] avec D qui vaut g,a;, ou (a+b)/2 suivant
les cas (dans le cas (A) et m; dans le cas 1, L = Lo® Ly, avec Lo un supplémentaire de H; ,,
dans A[r;']). On dispose de deux applications p, ps : C; — Xo,m, ol p; est Uoubli de L, et
po est le quotient par L (la polarisation sur le quotient est définie comme précédemment
par la polarisation descendue z; - ). Soit C; une compactification toroidale de C; telle
que les morphismes p; et p, s’étendent en des morphismes C; — XOm, et C I’espace
analytique associé.

Définition 3.6.4. L’opérateur géométrique agissant sur les parties de X m est défini par
Ur, (S) = p2(p;(S)), pour toute partie S de XO,m

Cet opérateur respecte les ouverts de X§" (puisque les morphismes p; et p, sont finis

étales sur X7 ), mais pas ceux de X en general Définissons maintenant 'opérateur de
Hecke agissant sur les formes modulalres avec nebentypus. Nous devons pour cela définir
un morphisme pjw*(y) — piw”(x). Nous avons déja défini un morphisme piw" — piw® a
'aide de 'isogénie universelle A — A/L sur C;. Nous allons donc définir un morphisme
P50x,,,(X) = piOx, ., (X)-

Soit C;; lespace de modules paramétrant un point (A4, A, ¢,n, H,, L) de C; et des points
P, de A[p™] comme dans la définition 3.6.2 tel que F(A, A, ¢,n, Ps) = (A, A\, ¢, 1, Hs). Soit
C;, T'espace de modules paramétrant un point (A, A, ¢,n, H,, L) de C; et des points P, de
(A/L)[p>] comme dans la définition 3.6.2 tel que F'(A/L, N,/ 0, P)) = (A/L,N.,/,n', H,).
On dispose des morphismes de projection ¢ : Cj; — Cj et ¢’ : Cf; — Cj, qui consistent a
oublier les points P,. Les morphismes ¢ et ¢’ sont des revétements étales de groupe G;, et
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on a piOx,,,(X) = ¢.0c,,(x) et p;0x,,,.(x) = ¢.Oc;, (x)-
De plus, on a un isomorphisme naturel C;; ~ Cj ;, défini par

(Aa )\a Ly 17, Hta Lv P‘) - (Av >\7 Ly 17, Hoa La Po/)

ou les points P, sont les images des points P, dans A/L. On en déduit donc un isomor-
phisme naturel entre ¢.Oc, , (x) et ¢.Ocr (x), donc entre piOx, . (x) et p;Ox, . (X)-
On a donc un morphisme p*(k)(x) : piw™(x) — piw*(x). Pour tout ouvert U de D C
nous pouvons donc former le morphisme composé

Un, + HOUn (U), 0% (x)) = HO(pr @), p3(x) " S HO (o1 (), i (x)) = HOWU, w" ()

Définition 3.6.5. L'opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors défini

par U, = p}vi U, avec N; le facteur de normalisation défini dans les parties précédentes.

3.6.2 Degré et normes

Nous allons maintenant définir la fonction degré sur Xg7 . Heureusement, nous al-
lons utiliser la fonction degré que I'on a définie précédemment sur ’espace de niveau
Iwahorique. Si x = (A, \,¢,n, H,) est un point de Xg,,, on rappelle que H,; est un
sous-groupe de A[r"] dans le cas (C), et de A[(m;")™] ou A[r"] dans le cas (A), sui-
vant les cas. On note Hi(m_l) le sous-groupe de A[p*>] égal & H; ,[7" "] dans le cas (C), a
Hi o, (7))@ Hi, (7)™ "] dans le cas (A)-1, et & H; (q4p)/2[m" "] dans les cas (A)-2 et
(A)-3. On note alors H™~Y) le sous-groupe de A[p™] engendré par les Hi(mfl), pour tout 1.
On définit alors un morphisme G : Xo,,, — X7, par (A, N, 1,1, Hy) — (A/H™=D X/ of | HL),
ot HJ; est V'image de H;; dans A/H™V sauf éventuellement dans le cas (A)-1, o HJ
est égal a limage de H,; N (7)) H™ " dans A/H™ Y pour j > a;. La polarisation
N\ est définie comme la polarisation descendue p™~! - \. On vérifie alors que H; ; est un
sous-groupe de A[m;] ou A[x;] suivant les cas, et que (A/H™=Y X/ ', H.) définit bien
un point de X7p,. De plus, on peut supposer que les compactifications toroidales sont
construites de telle sorte que le morphisme G s’étende en G : 707,% — X w. On notera
encore (G le morphisme analytifié 78’% — X

Définition 3.6.6. On définit la fonction degré sur 78’7;” par Deg: 78:” — T1,[0, fiadl,
r — Deg(G(x)).

L’entier a; est défini dans la partie 3.5.3 dans le cas (A), et on note a; = g dans
le cas (C). On notera également Deg; la i-iéme composante de la fonction Deg. Pour
démontrer les propriétés de la fonction Deg, nous allons nous ramener a ’espace X7, a
I'aide de l'application G. Les opérateurs U,, ne commutent pas avec (G, mais nous avons
néanmoins la propriété suivante.

Proposition 3.6.7. Soit 1 <i < h, et ¥ € X§7,. Alors G(Ur,(x)) C Uy, (G(x)).

116 3.6. CAS D'UN NIVEAU ARBITRAIRE EN P



CHAPITRE 3. CAS RAMIFIE

Démonstration. Pour simplifier les notations, placons-nous dans le cas (C). Soit x = (A, \,¢,n, H,)
le point de X§” et L un sous- groupe totalement isotrope de A[m;], supplémentaire géné-
rique de H; ,. Smt y=(A/L, N,/ 0, H,) le point de Uy, (x) correspondant a L. Le sous-
groupe Hj ; est donc égal & (H” + L)/L, pour tout 1 < j < g. Le point z = G(y) € X
est obtenu en quotientant la variété abélienne A/L par H'™™ Y = @h_ 1H'(m 1), avec
Y = H,gg[ ] pour tout k. Comme H'(™~V est I'image de H™~Y) dans A/L, on a
z=(A/(L+HM D) N 0 HY), avec HY) égal a I'image de Hj; dans A/(L+HMD),
D’un autre coté, le point G( ) € Xinest égal a (A/H™V X0 0 0 HY), avec HY, égal
a 'image de H,j dans A/H™ Y En particulier, Hgg = Hi7g/Hi7g[7T?_1]. Soit Lo I'image
de L dans A/H™=1. On voit alors facilement que L est un supplémentaire générique de

HY, : cela découle de I'égalité (L + H;g[n]"']) N H;y = H;g[7""']. On a donc défini un
pomt de Uy, (G(z)). Or ce point est égal a z, donc on a bien G( ) € Ur, (G(2)).
La démonstration est analogue dans les autres cas. O]

Cette proposition nous permet d’en déduire les propriétés de la fonction degré a partir
de celles démontrées sur X7

Corollaire 3.6.8. Soit 1 < i < h, v € X§,, ety € Uy (x). Soit x; = Deg;(z), et
y; = Deg;(y) pour 1 < j < h. Alors

— y; =, pour j #i.

Y 2T
De plus, s’il existe y € U2 (x) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors x; € LZ.
Soit k un entier compris entre 0 et e, fia;, — 1l et 0 <a < f <1 deuz rationnels. Alors il
existe ¢ > 0 tel que Deg;(y) > Degi(x)+e, pour tout v € Deg; ' ([E12, 20]) ety € U2 (z).

7€
La fonction degré nous permet de définir les formes modulaires surconvergentes sur
. . o e ~mul
Xom- On définit le lieu ordinaire-multiplicatif comme Xg?;;t :=Deg ' ({frar } x- - x {fran}).
Définition 3.6.9. L’espace des formes modulaires surconvergentes est défini par

HYX"  w(x) := colimyHO(V, w"(x))

0,m»

ol la colimite est prise sur les voisinages stricts V' de X " dans X

Une forme modulaire surconvergente sur Xy, est donc définie sur un espace du type
Deg™'([fia1 — &, fian] X -+ X [faan — €, fnan]).

Remarque 3.6.10. Plagons-nous sur le lieu de bonne réduction de XJ" , et dans le cas

0,m>
(C) par exemple. On a donc un schéma abélien A définie sur Oy, 'anneau des entiers
d’une extension finie de Q,. Le sous-groupe H;, de A[r]"] est totalement isotrope, et est

isomorphe localement pour la topologie étale a (OB/W:”OB)g. Pour tout 1 <r <m —1,
on a un morphisme

Hig) Higln"™'] = Higla ")/ Hygla? ™|
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qui est un isomorphisme en fibre générique. On en déduit par les propriétés de la fonc-
tion degré (voir [Fa]), que deg H;,/H; [77" '] < deg H;,[m" "]/ H; [m"~""'] pour tout
1< r < m— 1. On voit donc que si le degré de H; ,/H; ,[7""'] est maximal, il en est
de méme de H, ,[m"""|/H;  [77" "] pour tout 1 < r < m — 1, et donc le degré de H;,
est maximal. Cela justifie notre définition du lieu ordinaire-multiplicatif et des formes
modulaires surconvergentes.

Nous allons maintenant définir une norme sur l'espace H°(U,w"(x)), pour tout ouvert U
de X gtn Cela revient & trouver un modéle entier pour le faisceau w”(). Puisque nous
avons déja défini un modéle entier " du faisceau w”, il nous suffit de définir un modéle
entier du faisceau inversible Ogen (x). On rappelle que Oxen (x) = F.Oxs [x], ot F est

. -an -an . . .
le morphisme X, — X . Le faisceau structural Oga» est canoniquement muni d’un
) ) ,m

modele entier (’3711@ . On définit alors

m

Oy, (X) = F.Oxp, [\]

Le sous-faisceau (5y$n (x) définit donc un modéle entier pour le faisceau OYT,TLL(X)'
On définit B
W (x) =W ®5_,, Oxs (X)
an, ,
C’est un sous-faisceau de w(x), et cela nous permet de définir une norme sur H(U, w"(x)),

<-an , .
pour tout ouvert U de X, . et donc sur les opérateurs agissant sur ces espaces.

3.6.3 Classicité

Les méthodes développées dans les parties précédentes permettent de démontrer un
théoréme de classicité pour les formes modulaires surconvergentes dont le poids est grand
devant la pente.

Théoréme 3.6.11. Soit f une forme modulaire surconvergente sur Xo,, de poids k et
de nebentypus x. On suppose que f est propre pour les opérateurs Uy,, de valeurs propres
«;, el que le poids k est grand devant les valuations des «; au sens du théoréme 3.4.1 dans
le cas (C), et du théoréme 3.5.18 dans le cas (A). Alors f est classique.

La démonstration est entiérement analogue a celle des théorémes précédents. La forme
modulaire f est définie sur une partie de 78::1. On prolonge f a Xg7, : pour ce faire,
on prolonge f dans chaque direction en utilisant le fait que f est propre pour U,,. On
utilise tout d’abord le fait que f se prolonge automatiquement a certaine zone du type
Deg; > fia; — 1/€;. Ensuite, on décompose 'opérateur de Hecke sur Uy, sur la zone
restante, construit les séries de Kassaei, et recolle celles-ci pour prolonger f a la zone
restante. On applique ensuite le principe d’extension (théoréme 3.1.9) pour conclure que
f est classique.

La seule proposition a prouver est le fait que les opérateurs o lUﬁfd définis sont bien de
norme strictement inférieure a 1.
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Proposition 3.6.12. Soit T un opérateur égal a un certain Uf;fd. On suppose que l'image
de cet opérateur est incluse dans Deg; ([0, fia; — c]) pour un certain ¢ > 0. Alors la
majoration de la norme de Uﬁfd obtenue dans la proposition 3.3.4 ou 3.5.19 reste valable.

Démonstration. En raisonnant comme dans les propositions citées, il suffit de majorer la
norme du morphisme

Pr()(X) : paw"(x) = prew”(x)
La norme du morphisme pjw" — pjw”™ a été majorée dans les propositions précédentes.

Le morphisme p;Ox, .. (x) = piOx, . (x) étant un isomorphisme naturel, il est de norme
égale & 1. Cela donne la majoration pour la norme de p*(x)(x). O

3.7 Appendice

Nous rappelons dans cette section la définition et certaines propriétés des schémas
semi-abéliens. On peut se référer a [F-C| pour plus de détails.

Définition 3.7.1. Soit S un schéma. Un schéma semi-abélien G — S est un schéma en
groupes commutatif qui est lisse et séparé, et tel que pour tout point s € S, la fibre Gy
de GG en s est I'extension d’un tore T, par une variété abélienne A, :

0—-T, -G, — A, =0
Nous avons un théoréme de réduction semi-stable.

Théoréme 3.7.2 (|[F-C| Théoréme 1.2.6). Soit V' un anneau de valuation, de corps de
fraction K, et Gg une variété semi-abélienne sur K. Alors il existe une extension finie
V' de V', de corps des fractions K', telle que Gi = G Qg K' s’étende en un schéma
semi-abélien sur V'.

Nous avons également une propriété des extensions des morphismes. Si L est une
extension finie de Q,, d’anneau des entiers Oy, et si G et G, sont deux schémas semi-
abéliens sur Oy, alors tout morphisme en fibre générique G ®o, L — G2 ®o, L s’étend
de maniére unique en un morphisme G; — Gs.

Proposition 3.7.3 (|F-C]| Proposition 1.2.7). Soit S un schéma noethérien normal, et
G1, Gy deux schémas semi-abéliens sur S. On suppose que sur un ouvert dense U de S il
existe un morphisme ¢y : Gy X U — Gy x U. Alors ¢y s’étend de maniére unique en un
morphisme ¢ : G1 — Gb.

Soit S un schéma, et G un schéma semi-abélien sur S. Pour tout s € S, on note rg(s)
le rang de la partie torique 75.

Proposition 3.7.4 ([F-C|] Remarque 1.2.4 Corollaire 1.2.11). La fonction s — rg(s) est
semi-continue supérieurement. De plus, si cette fonction est localement constante, alors G
est globalement extension d’un tore par un schéma abélien. En particulier, G est un tore
(resp. un schéma abélien) si et seulement si pour tout s € S, G4 est un tore (resp. une
variété abélienne).
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Si G est un schéma semi-abélien sur Op, et si on note rg(n) et rg(s) les rangs de
la partie torique de G respectivement en fibre générique et en fibre spéciale, alors on a

rg(n) < ry(s).
De plus, la partie torique en fibre générique de G peut s’étendre en un tore.

Proposition 3.7.5 ([F-C] Proposition 1.2.9). Soit S un schéma noethérien normal, G un
schéma semi-abélien sur S, et U un ouvert dense de S. St Hy est un sous-groupe fermé de

G x U, qui est un tore sur U, alors l'adhérence de U dans G est un tore H — S contenu
dans G.

Mumford a établi une construction pour construire certains schémas semi-abéliens,
dont la fibre générique est abélienne. Cela généralise la construction de la courbe de Tate.
Si G est globalement extension d’un tore 7" par un schéma abélien A sur Op, et si Y
est un faisceau étale de groupes abéliens libres sur Oy, de rang rg(7) avec un morphisme
i:Y x L — G x L vérifiant certaines conditions (voir [F-C] chapitre IIT), alors Mumford
a construit un schéma semi-abélien G, que I'on peut voir comme le quotient de G par Y.
Cette construction est en fait une équivalence entre certaines catégories.

Théoréme 3.7.6 (|[-C] Corollaire I11.7.2). Soit G un schéma semi-abélien sur Oy, dont la
fibre générique est abélienne. Alors il existe un schéma en groupes G sur Oy, globalement
extension d’un tore T par un schéma abélien A, un faisceau étale Y de groupes abéliens
libres de rang rg(T'), et un morphismei :Y — G x L, tel que G soit obtenu en quotientant
G par Y wia la construction de Mumford. De plus, si wg et wg désignent les faisceaux
conormauz de G et é, alors on a un isomorphisme wg ~ wWg.

La construction de Mumford donne une description explicite des groupes de torsion
des schémas semi-abéliens considérés.

Proposition 3.7.7 ([F-C] Corollaire 111.5.11). Soit G,Y et G comme précédemment.
Alors, pour tout n > 1 on a une suite exacte pour tout s € Spec(Op)

0 — G[n] x k(s) = G[n] x K(s) — %YS/YS — 0

ot k() est le corps résiduel en s et Yy ={y € Y,y € G(OL“S)}.

Ainsi, si H, désigne I'adhérence schématique de G[n] x L dans G[n], alors H, est
isomorphe & CNJ[n], et G[n]/H, est étale. Par exemple, si G =G, Y = ¢~ alors G est la
courbe de Tate, et H,, est isomorphe & pu, pour tout n. La quantité %YS/Y5 est dans ce
cas isomorphe a Z/nZ si s est le point générique, et est nulle si s est le point spécial.
En résumé, supposons que I'on dispose d’un schéma G semi-abélien sur L. Alors, quitte a
étendre le corps L, il s’étend en un schéma semi-abélien G sur Oy. Soit Tj le tore maximal
contenu dans Gy, et Ag = Go/Tpy; Ao est un schéma semi-abélien dont la fibre générique

est abélienne. Alors Ay est obtenu par la construction de Mumford en quotientant un
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schéma semi-abélien G par un réseau étale Y, ou G est globalement extension d’un tore
T, par un schéma abélien A;. On a alors pour tout n > 1 une suite exacte

0 — To[n] — Go[n] — Ao[n] — 0

De plus, on a une injection 0 — G[n] — Ag[n], dont le quotient est étale, et une suite
exacte _
0 — Ti[n] — G[n] — Ay[n] -0

On peut donc filtrer le schéma en groupes Gyln], avec comme crans de filtration Ty[n],
Ti[n], Ai[n] et un schéma en groupes étale. Remarquons que les trois premiers schémas
en groupes sont finis et plat sur Oy, alors que Gy[n| n’est en général que quasi-fini et plat.
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Conclusion

La méthode du prolongement analytique, initialement développée par Buzzard et Kas-

saei dans le cas de la courbe modulaire, posséde donc de nombreuses généralisations. Nous
avons dans un premier temps montré comment cette méthode permettait de prouver des
théorémes de classicité pour les formes modulaires surconvergentes sur des variétés de
Shimura, dans le cas ol le nombre premier p était non ramifié dans la donnée de Shimura.
Les deux étapes dans le prolongement analytique sont la détermination du zone de pro-
longement automatique, et ensuite la construction de séries a l'aide de la décomposition
des opérateurs de Hecke sur certaines zones. Si le poids est suffisamment grand devant la
pente, ces séries convergeront, et un principe de Koecher permet de conclure que la forme
est classique.
Dans le cas ot le nombre premier p est ramifié, la démonstration du prolongement a la
variété rigide reste valable, mais on ne dispose pas du principe de Koecher, et donc on ne
peut conclure directement que la forme étendue est classique. Dans le cas des variétés de
Hilbert, il est possible de construire des modéles entiers des compactifications toroidales
de niveau Iwahorique, ainsi qu’un principe de Koecher, ce qui conclue le théoréme de clas-
sicité. Dans le cas général, plutot que d’essayer d’adapter les méthodes de construction
des modeéles entiers des compactifications toroidales, nous utilisons un plongement dans
une variété de Siegel, ce qui permet de définir des structures entiéres sur l’espace ana-
lytique associé a la variété de Shimura rationnelle. Cela permet en particulier de définir
facilement le degré ses sous-groupes, et une norme sur l'espace des formes modulaires. La
méthode du prolongement analytique étant trés générale, elle permet d’étendre la forme
surconvergente a I’espace analytique associé a la variété de Shimura rationnelle, et permet
donc de prouver le théoréme de classicité.
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Résumé :

Nous nous intéressons aux formes modulaires surconvergentes définies sur certaines

variétés de Shimura, et prouvons des théorémes de classicité en grand poids. Dans un pre-
mier temps, nous étudions les variétés ayant bonne réduction, associées a des groupes non
ramifiés en p. Nous nous intéressons aux variétés de Shimura PEL de type (A) et (C), qui
sont associées respectivement a des groupes unitaires et symplectiques. Pour démontrer
un théoréme de classicité, nous utilisons la méthode du prolongement analytique, qui a
été développée par Buzzard et Kassaei dans le cas de la courbe modulaire.
Nous généralisons ensuite ce résultat de classicité a des variétés en ne supposant plus que
le groupe associé est non ramifié en p. Dans le cas des formes modulaires de Hilbert, nous
construisons des modéles entiers des compactifications de la variété, et démontrons un
principe de Koecher. Pour des variétés de Shimura plus générales, nous travaillons avec le
modéle rationnel de la variété, et utilisons un plongement vers une variété de Siegel pour
définir les structures entiéres.

Title : Classicality of overconvergent modular forms on a Shimura variety

Abstract :

We deal with overconvergent modular forms défined on some Shimura varieties, and

prove classicality results in the case of big weight. First we study the case of varieties
with good reduction, associated to unramified groups in p. We deal with Shimura varie-
ties of PEL type (A) and (C), which are associated respectively to unitary and symplectic
groups. To prove a classicality theorem, we use the analytic continuation method, which
has been developed by Buzzard and Kassaei in the case of the modular curve.
We then generalize this classicality result for varieties without assuming that the associa-
ted group is unramified in p. In the case of Hilbert modular forms, we construct integral
models of compactifications of the variety, and prove a Koecher principle. For more general
Shimura varieties, we work with the rationnal model of the variety, and use an embedding
to a Siegel variety to define the integral structures.
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