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Chapitre 1

Introduction Générale

Sommaire
1.1 Contexte . . . . v i v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1
1.2 Objectifdelathése . . . . . . . . i i i i i i i i i it it et ettt o e 2
1.3 Plandelathése . . . . . . . @ @ @ @ i i i i i i i i it ittt e ettt e e 3

1.1 Contexte

Les réserves en eau douce sur la planéte représentent 2,5% du volume global d’eau sur la terre. La figure (1.2)
de la Nasa identifie les plus grandes nappes d’eau du monde grace au satellite GRACE (Gravity Recovery
and Climate Experiment) (voir [70]). Une grande partie de ces eaux sont au contact avec I’eau de mer. Le
cas de la France est illustré sur la figure (1.3) du BRGM (Bureau de Recherches Géologiques et Miniéres qui
estime le niveau des nappes, leur localisation et les caractéristiques du milieu).

Ce liquide précieux est menacé d’'une part de sécheresse et d’autre part de pollution, une pollution qui
peut méme étre naturelle lorsqu’elle vient de ’eau de mer voisine. Selon le dernier rapport 2015 de ’'ONU
(Organisation des Nations Unies) sur le développement durable de 'eau : «Le monde devrait faire face d un
déficit de 40% en eau douce d’ici 2030» (voir [65]), et pour s’en convaincre la figure (1.4) nous montre la
prévision des nappes mondiales en 2025.

Ce travail de these est ainsi consacré a I’étude des écoulements dans les aquiféres cotiers, qui ont un bord
constitué par la mer. De ce fait, le niveau de I'aquifere, a ce bord, est imposé par celui de la mer. Il s’ensuit que
si en général les eaux douces des aquiféres cotiers s’écoulent dans la mer, des eaux salées peuvent s’introduire
dans l'aquifere en fonction des variations de charges au sein de I'aquifere, que ces variations soient induites
par la dynamique naturelle ou par la (sur-)exploitation des nappes phréatiques principalement en période
estivale. C’est le phénomene de salinisation.

On appelle communément biseau salé la partie d’un aquifére cotier envahie par de ’eau salée. Il est compris
entre la base de 'aquifére et une interface eau douce - eau salée, le coin d’eau salée étant sous 1’eau douce.
L’apparition d’un biseau salé, au-dela d’une position naturelle de faible pénétration, est le plus souvent la
conséquence de la surexploitation de 'aquifere.

Cette simple définition améne a deux “évidences”.

e D’abord, du point de vue sociétal. L’eau étant une ressource indispensable a la vie (mais également a
bon nombre d’activités économiques), le besoin de modeles et d’outils de contrdle pour I’exploitation
des nappes phréatiques est évident. Et des nappes cotieres mobilisables existent dans toutes les régions
du monde. ! Ces derniéres attirent de plus en plus de populations du fait de leur climat favorable.
Plusieurs études ont du montré l'intensification du probleme de l'intrusion saline dans ce type de

1. Cette these a été financée avec le soutien de la Région Limousin-Poitou-Charentes.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

nappe ces derniéres années (voir [35] pour les Pays-Bas, [13] pour ’Amérique du Nord, [60] pour
I’Australie - - ).

e Ensuite, du point de vue scientifique. Le fait que I’on puisse parler d’une interface entre eau douce et eau
salée est a la fois prometteur et source de questions.
Le c6té prometteur vient du fait que si cette interface a un sens physique, on a en partie la réponse aux
besoins sociétaux précédents, ou du moins on sait quel doit étre 'objet de ’étude pour y répondre :
I'interface. Cependant la définition rigoureuse d’une interface entre deux fluides miscibles, 1’eau douce
et I'eau salée, est une question troublante.

Le probléeme devient encore plus intéressant lorsque I'on s’intéresse & un aquifére libre (dit aussi non confiné),
c’est-a-dire surmonté d’une zone non saturée. Dans ce cas, contrairement a celui d’une nappe captive délimitée
au toit par des formations & perméabilité tres faible faisant obstacle & tout flux appréciable, il nous faut
aussi définir et controler une “interface libre” entre une zone suffisamment saturée pour pouvoir y considérer
I’eau comme mobilisable et une zone désaturée.

1.2 Objectif de la these

La question de la pollution saline est donc la motivation de ce travail, et ce sont finalement les deux points
précédents qui ont guidé notre travail. Notre ambition est ici de développer un modele original, robuste et
efficace pour I’étude de I'invasion saline :

e Du point de vue physique : Ce modele se doit de tenir compte et de pouvoir évaluer I'impact des princi-
paux phénomenes influencant la dynamique de la nappe phréatique, qu’ils soient d’origine géologique,
hydrodynamique ou humaine. De plus, le modele d’aquifere devra pouvoir étre couplé facilement avec
les éléments extérieurs contraignant sa dynamique : dynamique de la mer, inondation des marais,
échanges avec les eaux de riviere, captage ou recharge etc.

e Du point de vue numérique : Le modele doit permettre d’apporter des réponses numériques fiables bien
silir, mais aussi rapides pour répondre aux besoins de gestion des nappes, sachant que le nombre de para-
metres a prendre en compte est important et que les échelles de taille des aquiféres sont potentiellement
grandes.

Il existe déja une importante littérature sur le sujet, a la fois hydrogéologique et mathématique, développée
essentiellement dans les années 60-70.

Le modele exact du point de vue physique est celui de I’écoulement de deux fluides miscibles dans un milieu
poreux 3D non saturé. Mathématiquement, il prend la forme d’un systéme d’équations aux dérivées partielles
fortement couplées, non linéaires de type parabolique dégénéré. En effet, si 'on considére une nappe libre,
il faut faire face a la disparition progressive de I’eau dans la zone de désaturation et donc a la disparition
d’une inconnue, la saturation en eau, et ce méme en utilisant des modeles simplifiés comme celui de Richards.
Dans un tel modele, aucune interface n’est définie : pour déterminer la zone d’occupation du “biseau salé”
ou celle de I’eau mobilisable par pompage, il faut surveiller les évolutions de la concentration en sel et de la
saturation. Numériquement, des simulations sur de tels modeles sont tres lourdes en terme de cofit de calcul.
De plus, elles générent une importante diffusion numérique, en particulier dans les zones de transition eau
salée - eau douce & zone saturée - zone désaturée.

La relative lenteur du phénomeéne de salinisation et 'observation d’une stratification entre eau douce et
eau salée dans les aquiferes cotiers ont conduit au développement de modeles dits & interface nette voire
méme a un upscaling de ces modeles pour passer a ’approximation 2D d’un modéle 3D déja approché (a
cause de I'hypothese d’interface nette). Il faut citer dans ce cadre les travaux fondamentaux de J. Bear [14].
Ces modeles se sont révélés robustes et fiables en I'absence de termes de forcage extérieur trop important.
Cependant numériquement ils n’interdisent pas le développement de solutions non physiques (explosion de
la hauteur des interfaces par exemple).

Nous avons choisi ici de développer une nouvelle approche, couplant au mieux les avantages des deux pré-
cédentes et annulant certains de leurs inconvénients. Nous parlons “d’approche interface nette - diffuse”
car nous utilisons le phénomene de stratification des eaux du réservoir pour faire un upscaling 3D-2D (la
troisiéme dimension restant présente car les inconnues sont les hauteurs des interfaces de salinisation et de
saturation) mais dans le méme temps nous conservons dans le modele les échanges de masse dans les zones

page 2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

de mélange et de désaturation en fermant le systeme par un modele de changement de phase. Cette modéli-
sation est détaillée dans le premier chapitre ci-apres. Le nouveau modeéle est analysé mathématiquement et
numériquement dans cette these.

1.3 Plan de la theése

La these se déroule comme suit :

Le chapitre 2 fait un rapide état de I’art de ’ensemble des approches existantes avec leurs avantages et
inconvénients. Puis, il présentera la nouvelle approche mixte interface nette et diffuse, I’ensemble des
équations, et les hypotheses physiques utilisées afin d’obtenir le nouveau modele.

Les chapitres 3 et 4 présentent ’analyse mathématique du modele, c’est-a-dire les preuves de 'existence
d’une solution au systéme d’edp constituant notre modeéle complété par des conditions aux bords et
initiales. C’est certes une solution au sens faible (voire méme en un sens tres faible lorsque le probléme
est complexifié par une possible modification des propriétés de stockage du sous-sol en fonction des
charges), mais elle satisfait & un principe du maximum qui la rend physiquement réaliste. Ce principe
du maximum a d’ailleurs été observé lors des simulations numériques conduites sur le modele.

Le chapitre 5 présente les simulations qui nous permettent d’afficher deux types d’expérimentation sur
notre modele. D’abord nous ’avons confronté au modele exact 3D et avons constaté une bonne concor-
dance entre les deux. Ensuite nous avons testé différentes situations phénoménologiques exclusivement
sur le modele 2D afin de tester ses capacités de prédiction : pompage, recharge naturelle ou forcée,
effets d’emmagasinement, effets de marée...

Le chapitre 6 (annexe) amorce ’étude numérique (existence et unicité) du schéma numérique issu du
modele exact 3D. C’est ce schéma qui nous a permis de confronter numériquement notre modele 2D
au modele exact 3D.

LT CLLLLLELT]

LA L4

Ty

LA

Puits de pompage Bau douce:

Eau de mer

+,/¢ [OMmm

Pluie/Evaporation

. Zone non saturée
Mer (vagues ; marée)

ENEE

Cone di au pompage
T Surface du sol

= Circulation régionale

" Circulation locale

F1GURE 1.1 — Aquifere libre.
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500 1000 1700 4 000
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Source : Revenga et al. 2000, tiré de Pilot Analysis of Global Ec =F

FIGURE 1.4 — Disponibilité en eau douce par bassin : 1995 et 2025,
Programme & Philippe Rekacewicz (Le Monde diplomatique) .

source United Nations Environment
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2.1 Introduction

L’intrusion d’eau de mer dans un aquifere costal fait partie de la famille des problemes de transports en
milieux poreux les plus étudiés. C’est un phénomeéne naturel di a la combinaison de deux faits. Le premier
est basé sur un principe naturel qui stipule que le fluide le plus lourd se situe en dessous du plus léger. Cette
notion de fluide plus ou moins lourd est caractérisée par la connaissance de sa densité. Le second fait est
de l'ordre de I’humain, quand les besoins de survie, d’épanouissement et de développement se font sentir.
Cela se manifeste par un pompage important de ses eaux souterraines a des fins de consommation, pour
I’agriculture et I'industrie.

Dans les zones cotieres, il existe des échanges hydrauliques entre les eaux douces souterraines et ’eau de mer.
Ces échanges sont lents dans des "conditions naturelles" et donc sont souvent cachés dans un quasi-équilibre
entre deux couches fluides et modélisés par la relation de Ghyben-Hergberg (Badon-Ghyben (1888) voir
[12] et Herzberg (1901) voir [41]). Ces derniers montrent I’existence d’une relation approximative entre (h)
Pépaisseur de ’eau douce en dessus du niveau de la mer et (2) celle de I'eau douce en dessous du niveau de
la mer (z ~ 40h, voir figure 1.1). Dans le cas contraire, i.e. la partie salée est non-statique, cette hypothese
n’est pas justifiée et s’avére peu justifiable (voir [53]). Le but de ce chapitre est donc de faire mieux que ce
modele statique en dérivant un modele précis et efficace pour simuler le déplacement du front d’eau salée
dans 'aquifére cotier pour une exploitation optimale des eaux douces souterraines. Un tel modéle nécessitera
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la prise en compte des principaux phénomenes hydrogéologiques gouvernant la circulation souterraine des
eaux mais devra permettre des simulations rapides.

Beaucoup de recherches ont été faites sur ce probléme. Jacob Bear dans [14] fut 'un des premiers & jeter
les bases de sa modélisation en 1972. Des résultats récents sont dus a H. I. Essaid 1990 [34], O.Kolditz et al
1996 [47], S. Sorek et al 2001 [78], H.-J.G. Diersch et O. Koldizt 2002 [30] (voir tableau en fin de chapitre).
Tous les travaux existants peuvent étre classés selon trois approches :

Pas d’interface : Cette approche consiste a considérer un modele d’écoulement de deux fluides miscibles.
Elle a pour inconvénient I'impossibilité de suivi explicite de l'interface (voir [10] en milieu saturé et
[24] en milieu insaturé), la zone de transition entre eau douce et eau salée étant évidement difficile a
définir. De méme pour l'interface entre zone saturée et insaturée. Mais son avantage est sa justesse
physique car ’eau douce et 1’eau salée sont effectivement miscibles. Cette approche est tres lourde, a
la fois des points de vue théorique et numérique.

Interfaces diffuses : Cette approche quant a elle, suppose l'existence d’interfaces diffuses entre les eaux
douce et salée et aussi entre les milieux saturé et non saturé. Des travaux récents suggerent d’utiliser
des modeles de séparation de phase pour la zone de désaturation (voir [28]).

Interfaces nettes ou abruptes : Les deux fluides sont supposés immiscibles d’ou 'apparition de l'inter-
face. C’est une approximation de la physique qui a fait ses preuves, et est souvent raisonnable. Elle est
basée sur ’hypothese de non transfert de masse entre la zone douce et la zone salée. On ne considere
pas de terme de pression capillaire (comme par exemple voir [9]) mais le prix & payer du point de
vue théorique est I’analyse d’interfaces libres. Le suivi de ces interfaces se fait par exemple grace a
la méthode de Level-set (voir [67]), approche par inégalités variationnelles étant trop cofiteuse (voir
[62]).

Nous proposons une approche mixte entre interface diffuse et interface abrupte, ce qui a 'avantage
de respecter la physique du probleme tout en conservant 'efficacité numérique. Les hypotheses essentielles
sont :

e Pas de transfert de masse explicite a l'interface abrupte virtuelle entre ’eau douce et ’eau salée.
L’inconvénient est le traitement théorique des interfaces libres; I'avantage réside dans le gain dimen-
sionnel, puisque 'on traite une réalité 3D par un modele 2D. Les échanges de masse sont en fait "cachés"
dans les interface diffuses.

e Existence d’une interface diffuse d’une épaisseur (d;,) entre I'eau douce et 1'eau salée et existence d’une
autre interface diffuse d’épaisseur (1) entre la zone saturée et la zone insaturée.
Ces interfaces diffuses vont étre modélisées par des modeles de types “Phase fields”, en 'occurrence de
type Allen-Cahn en contexte fluide-fluide.

D’un point de vue théorique, I'ajout des deux zones diffuses présente les avantages suivants : si elles sont
tous les deux présentes, le systéme a une structure parabolique, il n’est donc plus nécessaire d’introduire
des termes visqueux dans une étape préliminaire de point fixe pour éviter la dégénérescence comme dans la
démonstration de [59].

Du point de vue numérique, 'avantage de 'interface abrupte est bien siir le gain dimensionnel. Néanmoins,
le suivi des interfaces, méme dans un contexte immiscible, est un probléme difficile (voir [80] et ses références
qui relévent les faiblesses des approches classiques de “level-set” ou de “volume-of-fluid”). Ici, au contraire,
le point principal est que nous bénéficions du fait que 'on a un modeéle avec une structure conservative.
Nous soulignons que nous pouvons démontrer un principe du maximum plus logique du point de vue de la
physique (voir [25]) et chapitres 2 et 3, ce qui n’est pas possible dans le cas d’approche d’interface abrupte
(voir par exemple [34], [82]).

Le but est de modéliser a la fois ’évolution du front de l'eau salée et de la surface libre supérieure de
I’aquifere. Ce modele implique un fort couplage dans le systéeme d’équations aux dérivées partielles, de types
paraboliques.

Dans la suite de la thése, nous étudierons deux résultats d’existence globale en temps de solutions faibles : un
provenant du modele ou le coefficient d’emmagasinement dans la zone de 1’eau douce n’est pas négligeable
(milieu compressible) et Pautre dans le cas ou ce coefficient est nul (milieu incompressible).

page 8
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__'——--.__,___hi“"s a) Situation initiale
~ Sol nur}samri

s — — —

Eau douce

Eau douce

z=40h

FIGURE 2.1 — Aquifére sans dépression Aquifére avec dépression

2.2 Notions de base en hydrogéologie souterraine

Les notions fondamentales pour la compréhension et la facilité de la lecture sont présentées ici. Elles sont
tres bien détaillées dans le livre de De Marsily 1994 (Réf [55]).

2.2.1 Définitions :

e Aquifére : C’est une formation géologique, poreuse et perméable contenant de fagon permanente ou
temporaire de I’eau douce mobilisable.

e Milieu poreux : C’est un milieu constitué de grains solides et de vides ou pores, ces vides pouvant étre
occupés par de 'air ou par un liquide.

e Porosité : Cest le rapport entre le volume des vides et le volume total du milieux poreux (sol) considéré

V;Jide
‘/tot

e Teneur en eau : C’est le rapport entre le volume d’eau contenu dans les vides et le volume total du sol
considéré

V.
0<f=-"2 <.
‘/tot

e Conductivité hydraulique : Elle dépend de la perméabilité du milieu (k) et de la viscosité cinématique
du fluide (v); elle traduit la facilité avec laquelle le fluide traverse le milieu :

K="2p=9
1 v
ou p est la densité du fluide, p la viscosité dynamique du fluide et g la constante d’accélération de la

pesanteur.

2.2.2 Volume Elémentaire Représentatif (VER)

Un VER est, comme son nom l'indique, un volume représentatif pour lequel les propriétés caractéristiques
moyennes du milieu peuvent étre déduites par le passage d’une échelle microscopique a celle macroscopique.
D’apres De Marsily, il doit vérifier les criteres suivants :

e il doit étre suffisamment grand pour contenir un grand nombre de pores pour que 'on puisse y définir
une propriété moyenne globale, avec I’assurance que ’effet de fluctuation d’un pore a un autre sera
négligeable,

e il doit étre suffisamment petit pour que les variations de parametres d’'un domaine au domaine voisin
puissent étres approchées par des fonctions continues, pour pouvoir utiliser ’analyse infinitésimale sans
introduire d’erreurs décelables par des instruments de mesure a 1’échelle macroscopique.

page 9
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2.2.3 Charge Hydraulique

La charge hydraulique ® somme les énergies cinétique et potentielle de ’eau & une position X = (z,y, z) et
est donnée par la formule suivante :

u2

P
b=—+27+—,
2g Py

ou u est la vitesse moyenne du fluide, g constante de gravité, p la densité du fluide, P la pression et
Z = z — hyeys est I’élévation au-dessus d’un niveau de référence fixe. On note que dans le sous-sol, I’énergie
cinétique est treés petite, ce qui est di a la petitesse de la vitesse moyenne. Ainsi la charge hydraulique ®
devient :

P
=74+ —.
Py

2.3 Dérivation du modeéle

C’est la partie la plus importante de ce chapitre oi nous décrirons toutes les équations qui interviendront dans
notre modele, notamment les équations fondamentales de la conservation de la masse et celle da la quantité
de mouvement basées sur le principe de Lavoisier “Rien ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme”.
Ensuite, nous présenterons les équations d’états qui, elles, lieront les parametres ou inconnues présents dans
le modele.

2.3.1 Les différentes équations du modéele

a) Equation de continuité :

L’équation de continuité de I’écoulement en milieux poreux est basée sur le principe de conservation de masse
dans un volume élémentaire représentatif [x, x 4+ dx] x [y, y + dy] X [z, z+ dz] (voir Figure (2.2)) qui se résume
comme suit : la variation de la masse stockée dans un VER est égale a la différence entre le flux entrant et
le flux sortant et s’écrit comme suit :

I-0==", 2.1

o (2.1)
ou I est la masse d’eau entrante, O est la masse d’eau sortante, S est la variation de masse d’eau par unité
de temps. La quantité I = I, + I, 4+ I. est la masse rentrant respectivement a x, y, et z dans toutes les
directions, ou

I, = (pq$)dydz7 Iy = (pr)ddea I, = (pqz)dxdy,

avec p la densité du fluide, ¢ la vitesse du fluide. La quantité O = O, + O, + O, est la masse sortant
respectivement & x 4 dx, y + dy, et z + dz dans toutes les directions. A 'aide d’un développement de Taylor
au premier ordre, on obtient :

0
Os = (pga)dydz + 5 (pgs)dydzdz,

0
Oy = (pgy)dadz + @(pqy)dmdzdy,

0
0. = (pgz)dedy + = (pq:)ddydz.
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FIGURE 2.2 — Volume Elémentaire Représentatif (VER)

En insérant les termes précédents dans 1’équation (2.1), on a :

0(pgz)  O(pay)  O(pg-) _ds
{ o + oy + P }dwdydz—dt.

Or S peut également s’écrire S = (pgp)dardydz avec ¢ la porosité du milieu, d’ott

_{3(gzx) N 3({;};@) n 3(gzz)} _ 8(;:5) - 8(5:5) + div(pg) = 0

car dxdydz # 0.
De maniére générale, 'équation de continuité de I’écoulement d’un fluide (monophasique) s’écrit :

d(po)

5+ divipa) = pQ, (2:2)

ou (Q est le terme source volumique.
b) Equation de Darcy :

Découverte expérimentalement par Darcy en 1856 sur les fontaines de Dijon, la loi de Darcy exprime la
densité du flux d’un fluide newtonien ou la vitesse de Darcy (q) a travers les milieux poreux :

k
q=——(VP+pgVz),
I
équation qui peut aussi s’écrire a l’aide de la charge hydraulique :
P
O =—+2— hrey, (2.3)
pog !

kpog

k
qg=—-KVd — ;(p —po)gVz, K= (2.4)

Dans (2.3), Z = z — hyey est I'élévation au-dessus d’un niveau de référence fixe dans l'aquifére .y < 0.
Dans (2.4), k est la perméabilité du milieu poreux, g est la constante de gravité, u est la viscosité du fluide,
K est la matrice de conductivité hydraulique, P est la pression, pg est la densité de référence du fluide et z
la hauteur du fluide.

c) Equation d’état pour la compressibilité du fluide :

Pour modéliser la compressibilité du fluide, nous supposons que la pression P est liée a la densité p par
I’équation d’état suivante :

d
?p = apdP & p = pye®r(P=10), (2.5)
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ou ap > 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de la variation de la pression et Py est la
pression de référence.
Une relation entre la densité p et la charge hydraulique ® découle de (2.3) et (2.5). En effet

P
O = — +2—hpey & P =pog(®— 2+ hyey),
pog

d d
?p = apdP & ?p = apd(pog® — pogz),

donc

d
?p = appogd® & p = poe®* (P, (2.6)

ou ag = pogap > 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de la variation de la charge
hydraulique et ®g est la charge hydraulique de référence.

Remarque 2.1 Si ap =0, alors le fluide est incompressible.

d) Equation d’état pour la compressibilité du sol :

Modéliser la compressibilité du sol revient & modéliser les effets de la compressibilité des roches. Les premieres

tentatives pour expliquer ce phénomene sont basées sur le modele de la porosité dépendant de la profondeur
¢ = ¢(z). Comme par exemple dans le modele de Athy (cf.[24]) ot on a :

d(2) = poe” M=, (¢, M) € R.

Le probleme de ce modeéle est que la variation de la porosité n’est pas due a la variation de la pression, alors
qu’en réalité cette derniére joue un role fondamental. C’est pourquoi une approche physique beaucoup plus
cohérente consiste a dériver une équation pour la porosité.

Soit ¢ la contrainte totale dans le milieux poreux et o, la contrainte liée au squelette. Nous avons alors :

o=¢P+(1—¢)os,

ol P représente les effets dus & la pression. D’aprés la théorie de Terzaghi (voir [55]), la contrainte effective
0 est définie par :
o= (1= ¢)(os — P).

Il s’en suit que
.+ P=o.

En supposant que la contrainte totale reste inchangée, nous avons :

do, = —dP.

De plus, le volume total V' se déforme a cause de la compressibilité du sol mais le volume de la partie solide
Vs = (1 — ¢)V reste inchangé (cf.[24]) et on a :

dVs do av
clae_o<:> daev+(1 ¢)d06_0
1dv. 1 d¢

Vdo, (1—¢)dP 27)

En supposant que les variations de volume et le comportement élastique du sol sont faibles, on définit la
compressibilité du sol par Sp € R :

1dv
Br = v do.’
Il découle de I’équation (2.7) que :
d¢ ~Br(P—Po)
Tp=U=9)Bp e o=1-(1-do)e ; (2.8)
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ou P, est la pression de référence. En résumé, ’approche consiste a supposer que la variation de porosité
provient de la compressibilité du squelette, elleeméme étant due a la variation de la pression du fluide. Cela
donne, en utilisant les représentations différentielles :

do 1 do

do = cTPdP =(1- ¢)(md7P)dP = (1—¢)BpdP,
d¢
= —(1-— 2.
= - ), (29)
ou Bp = ﬁ% est la compressibilité du sol due a la variation de la pression.

Une relation entre la porosité ¢ et la charge hydraulique ® découle de (2.3) et (2.8). En effet

P
O=—+2—Rpey © P =pog(® — 2+ hrey),

Pog
donc i .
o ¢
-0 BpdP < T Brpogd®.
On obtient donc i
- (1-9bee=1-(1- po)e P (E=Po), (2.10)

ou Bp = ¢ogBbp > 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de la variation de la charge
hydraulique, ®( est la charge hydraulique de référence.

Nous venons de modéliser les écoulements de fluides dans un milieu poreux grace a deux équations fonda-
mentales : une qui provient de la conservation de la masse (2.2) et 'autre de la conservation de la quantité
de mouvement ou équation de Darcy (2.4), puis deux équations d’états qui lient la porosité du milieu (¢) et
la densité du fluide & la charge hydraulique ((2.6) et (2.10)).

2.3.2 Les différentes hypothéses pour notre probléme

A ce niveau, nous tenons compte des données connues sur le contexte de I'intrusion saline pour mettre des
hypothéses sur la nature du milieu, i.e la porosité du sol, sur la nature du fluide, i.e sa densité, et enfin sur
I’écoulement du fluide dans le milieu poreux. Nous supposerons que le fluide et le milieu sont compressibles.

a) Hypothése de Compressibilité du fluide :

Les fluides que nous allons considérer sont connus pour étre faiblement compressibles, i.e o, < 1. Nous
allons exploiter ce fait, combiné & la faible mobilité (k/p) d’un fluide en milieu poreux i.e apk/p < 1 dans
(2.4), pour simplifier ’équation de Darcy en :

(= —KV®, K- "

W

Le fait que o, < 1 sera exploité une seconde fois dans la modélisation du mouvement du fluide (voir para-
graphe 3 ci-dessous).

b) Hypothése de Compressibilité du sol

De fagon analogue, nous allons supposer que le sol est faiblement compressible, donc que le coefficient de
compressibilité est petit, i.e fp < 1.

c) Hypothése sur I’écoulement ou le mouvement du fluide :
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Dans la suite, nous considérons les deux hypothéses classiques suivantes :

e L’hypothése de Dupuit (cf.[3]) qui consiste & supposer que tous les mouvements du fluide sont essentiel-
lement horizontaux, i.e : q, < 1.

Comme ¢ = —KV®, et en supposant que les principales directions d’anisotropie coincident avec le repere,
on considere donc :

9.® = 0. (2.11)

Puisque & = % + 2 — Ryef, On a aussi

0.2 =0& P =—pogz+C, (2.12)
ou C' est constante indépendante de la hauteur z.

Remarque 2.2

i) La relation (2.11) implique que ® est indépendant de z. De Lange interpréte (2.11) comme une perméa-
bilité verticale infinie (cf.[49]).

i) L’hypothése de Dupuit est donc dans ce contexte équivalente a celle de I’équilibre hydrostatique (2.12).

iit) Dans [14], Uhypothése de Dupuit est justifiée dans le cas ot les zones de transitions entre eau salée et
eau douce, et entre milieux saturé et insaturé, sont quasiment horizontales. En pratique la validité de cette
hypothése semble aller au-deld. Ce point a été confirmé en 2D dans [42].

e La seconde hypothese est celle de Bear [14] qui consiste & négliger la variation de densité Vp - ¢ < 1 dans
la direction de 1'écoulement (cf. [3]).

Nous adoptons dés maintenant ce point de vue car il ne nécessite pas de nouvelle hypothese. Le fait de
négliger (Vp - ¢) provient simplement de la faible compressibilité du fluide (o, < 1) et de la petitesse de la
mobilité ( %) évoquée au paragraphe a) ci-dessus.

En prenant en considération toutes les hypotheéses émises ci-dessus, notre équation (2.2) devient :

3] . 0 3]
M—l—dlv(pq):pQ<:>p—¢—Fqﬁfp+pV~q+Vp-q:pQ. (2.13)
ot ot ot ——
=0
Or d’apres (2.5) et (2.8), on a :
dp OP  0¢ opP
I AN T

et en remplacant dans (2.38) on obtient :

oP oP
p(l— ¢)ﬁp§ + ¢pap—— +pV - q=pQ,

ot
d’ou
p((l —9)Bp + <bap) %]; +pV-q=pQ.
Puisque

q=—-KV® et P =pog®— pogz+ poghrer,

on obtient finalement, apres simplification par p # 0, une équation de conservation de la masse couplée a
I’équation de Darcy :

oo (1= 0)3p + dup) 07— V- (KV) = Q. (2.14)

SO

avec SO = pog((l —9)Bp+ ¢ap) le coefficient d’emmagasinement en eau dans le sol.

page 14



CHAPITRE 2. MODELISATION DU PROBLEME D’INTRUSION D’EAU
DE MER DANS UN AQUIFERE LIBRE

Remarque 2.3
Le modéle que nous avons ici est différent de celui de Muskat [58]. Pour retrouver ce dernier, on ne néglige
plus la variation de la densité dans la direction de ’écoulement. On a alors :
oP
p((l —¢)Bp + qbap) 5 TV (pa) = Q.
Puisque
kpo
q= —%V‘b et P =pog® — pogz + poghref,
cela entraine :

0
poog((1 = 6)5p + dap) 5~V (pKV®) = pQ.

S0

avec St = pS® le coefficient d’emmagasinement en eau dans le sol dans le modéle de Muskat.

d) Hypothése de faible instabilité de Rayleigh-Taylor :

Quand un fluide lourd est au-dessus d’un fluide léger, on constate une instabilité dite de Rayleigh-Taylor
a linterface les séparant. Dans notre cas nous avons le fluide le plus léger (eau douce) au-dessus avec une
densité de (1000kg/m?) par rapport a celui le plus lourd (eau de mer) avec une densité de (1032kg/m?). De
plus nous considérons que dans le milieu poreux, nous sommes en absence de perturbations ou en présence
de faibles perturbations donc nous pouvons supposer I’hypothese de faible instabilité de Rayleigh-Taylor (en
particulier pour la partie "interface nette" de notre approche ci-apres).

e) Hypothése d’interface abrupte (ou nette) :

Le modele d’interface abrupte consiste a supposer que ’eau salée et 1’eau douce sont immiscibles et donc
que les zones occupées par chaque fluide sont séparées par une interface abrupte.

Cette interface est en réalité une zone de transition (car ces deux fluides sont en fait miscibles), mais dans
le modele on suppose que 'épaisseur de cette zone est trés petite comparée aux dimensions de 'aquifere.
Dans chaque domaine nous avons une équation de conservation de la masse simplifiée du type (2.14) spécifique
a chaque milieu.

grownd

—— teriable 2=

frashwater

FIGURE 2.3 — Aquifere naturel

Dans le domaine de I’eau douce, nous avons :

0P
St +V a5 =Qr. (2.15)
et dans le domaine de I’eau de mer, nous avons :
00,
SSWJFV'QSZQ& (216>
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ou Sy, pr, s et gs sont respectivement le coefficient d’emmagasinement spécifiques en eau, la densité, la
charge hydraulique et la vitesse de Darcy dans le domaine de I’eau douce, et S, ps, P et ¢s dans le domaine
de l'eau salé. On rappelle que :

f = Pfg 1-— ¢ Bp + _ k P

8 f (( )Bi ¢O‘P)7 qr = —KyVy, K, = ij’
= pPsg — + kgps

Ss s ((1 ¢>BP (ﬁOép), gs = — KV, K, rIPs

Remarque 2.4

Les quantités py, ps (les densités de référence dans le domaine de l'eau douce et celui de l'eau salée) sont
constantes, mais distinctes (py # ps). Le modéle dépend donc bien des différences de densité. Les quantités
S¢, Ss, Ky, K, puy et ps peuvent étre variables. Nous les supposerons néanmoins constantes par la suite.
On supposera par ailleurs les caractéristiques de l’ensemble du réservoir homogéne, ce qui entrainera ¢ et
k constantes. Négliger les variations de la porosité est d’autant plus acceptable qu’elles sont pondérées par
Bp <1 etay, <1 (on peut s’en convaincre aisément avec un développement de Taylor de ¢). Et dans le
domaine d’application envisagé ici, les effets dus aux variations de k sont négligeables devant ceur dus aux
différences de densité. Enfin, du point de vue mathématique, ces hypothéses ne changent pas la complexité
de l’analyse mais évitent plutot des lourdeurs de calcul.

f) Conséquence de I’hypothése de Dupuit :

Apres 'hypothése du modele d’interface abrupte qui a permis d’établir une équation de la conservation de
la masse dans chaque domaine en 3D, nous allons utiliser la conséquence de ’hypotheése de Dupuit : la
charge hydraulique (®) est indépendante par rapport & (z), dans le cas d’un écoulement quasi-horizontal.
Cette approximation de Dupuit permet d’intégrer verticalement les équations et de ramener la dimension
du probleme de trois & deux. Le systeme d’équation pour le probleme 3D s’écrit :

o
sfa—tf+v-qf = Q dans Q (2.17)
qr = —Kqu)f (2.18)
0P,
S 5 +V-.q¢s = Qs dans § (2.19)
g = —K.VO, (2.20)
+C.B + C. d’Interface (2.21)

g &_1{épaisseur de h_1)
B{épaisseur de h)
Q. f
a
riviera I
Zgne "gache”
1 ‘_ ! (1 uréa)
Z=hmax hmear rid In=a 8,
z=m I
i
I eau claire
Z=h 1‘——-—-—_:F-r - I
i
aau sake I
! I
1 |

z=h2

FIGURE 2.4 — Domaine d’intégration de notre aquifere
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ou C.B signifie conditions aux bords et initiales et C.I conditions a l'interface. Dans nos notations,

Qp = Q x [h, hq] est le domaine de I’eau douce et Q, = Q X [ho, h] est le domaine de l'eau salée, h; est le
niveau supérieur de la surface de 'aquifére qui varie dans le temps et dans l'espace (surface libre), ho est
le niveau inférieur de la surface de l'aquifére qui est fixe et h est l'interface entre eau douce et eau salée
(également surface libre).

e Nous définissons la hauteur maximale d’intégration h,,q,; qui délimite la partie supérieure du domaine
d’intérét (dans la zone séche on suppose que A, = 0 et dans la zone riviere on suppose hmaz = Amer) : b
et h; doivent appartenir a l'intervalle [ha, hynaz] €t nous ne regardons le probléme que dans le sous-sol (voir
figure 1.3).

e [’hypotheése de charge hydraulique ¢ constante par rapport a z n’est vraie que perpendiculairement aux
épontes (paroi délimitant les couches) de l'aquifére et devient fausse au voisinage des exutoires (ouverture
pouvant servir a ’écoulement des eaux). Pour ces deux raisons, on ne peut pas considérer la zone en-dessous
de la mer car la perpendiculaire & la falaise n’est pas I’axe vertical (voir figure (2.4)).

g) Hypothéses sur les conditions aux bords :

e Zone séche 'y

On suppose qu’entre z = hy et ['p, la pression est égale a la pression atmosphérique P, au niveau de la terre
(T'7). On suppose aussi que z = hyq, coincide avec le niveau de I'p.

Si h1 < by, on impose I'équilibre des pressions Py|.—j,, = P, et donc :

P,
Pplampny = P = — + h1 = hiey-

Prg
Si b1 = hpmas, on impose 'équilibre des pressions Prlo—hppe. = Pa et donc :
P,
(bflzzhnlaz = @f = pfa:g + hmaz - href-

Dans les zones seches, pour simplifier, nous supposerons que Ay,qz = 0.
En conséquence

a

si hi1 < hmaz, alors & = +hi — hrey
Pry
et P
si hi = hmaz =0, alors &y = e,
P19
Donc la bonne inconnue qu’il nous faut considérer est hy := inf(0, k) :
Pa Pa —
<I>f:—+inf(0,h1)fhmf: +h1 *href-
Prg Prg

En supposant que P, est constante, on a donc pour la différentiation :

D®; = D(hy) = Xo(—h1)Dhy,

avec
0 si h <0="hmaz,
Xo(hl) _ : 1> max
1 si hy > hmae =0.
Le méme raisonnement s’applique a la hauteur d’eau salée, d’ott 'introduction de h™ := inf(0, h).

e Zone riviére I,
On suppose la riviere a ’équilibre hydrodynamique :

Prlz:hmw =P, + pfg(O - hmax)-
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A (z,y) fixé, c’est donc Pp.—p,... = Po — prghmaz qui va remplacer la pression P,.

max

La condition au bord classique a I'interface d’un aquifére et d’un réservoir d’eau est la continuité de @, ce
qui donne :

Prl'z:hmaac (I,y)

Bfemtaatty = Priviere = P, = D R (0,) By,

P, —prgh

Aand ¢f‘zzhmammrr = w + hmaw - href7

Prg

P,

<~ (I)f\z=hmamﬂl"r = - hmax + hmax - href;
Prg
P,

— (bf‘zzhmaxmrr = - href-
Pry

Remarque 2.5

La présence de la riviére ne change donc rien car fizer ®5 au contact du bord de la riviére I, revient a fizer
la pression P, en z = 0. Le modéle se comporte de la facon suivante : au moment ou l'eau de l'aquifére
touche la riviére, celle-ci est automatiquement incluse da l’eau de l’aquifére.

e Zone faiblement perméable ou éponte :

Dans le cas d’une zone faiblement perméable ou zone éponte, nous devons considérer les termes de perte
ou fuite, c’est-a-dire le flux d’eau (g;) qui se transfere dans l'aquifére et qui est fonction de la différence
de pression entre la base de ’éponte et la pression atmosphérique, de I’épaisseur et de la perméabilité de
Iéponte cf. [79] :

0 dans la zone imperméable
qr(z) = .
qr(z) dans une zone éponte,
et
qf\Z:hmax'V(Z — hmaw) =dqrL- (222)

Le flux entre I'aquitard et ’eau contenue dans un aquifere est celui qu’on appelle terme de fuite ou terme
de perte qr,. Le modele générique pour la recharge et la décharge est :

qL. = (q)e;nt - (I))/Cm

ot @ est la charge de aquifere, ®.,; celle de 'aquitard !), la résistance ¢,, = O(b,, /ky,) dépend de I’épaisseur
by, et de la perméabilité ky, (kn, < k) de la membrane (voir [31]).

Cette formulation permet de traiter la charge qrs et la décharge qr, selon le rapport entre ® et ®.,. Ici,
nous pouvons inclure un terme de fuite grr au niveau de la partie supérieure de I’aquifére lorsque le milieu
est complétement saturé i.e. (hy = 0) et un terme de fuite en eau salée g & partir de la partie inférieure a
I’eau salée :

qﬂzzhl_.V(z —hi)=4qry quand hy =0, qp.=p,-V(2—h2) = —qrs. (2.23)

2.3.3 Conséquences des hypotheses
Pour simplifier le calcul nous allons exploiter les hypotheses précédentes. L’idée est d’intégrer les équations
(2.17) -(2.19) suivant la direction verticale (0, z) afin d’éliminer une dimension.

a) Intégrations verticales des équations :

Les premieres hypotheses sont : la fonction h est univoque d’aprés I’hypothése de faible instabilité de
Rayleigh-Taylor; les quantités S,, Sy sont constantes et Qs = @ = 0 pour simplifier I'intégration. On
integre I’équation (2.17) dans le domaine d’eau douce entre l'interface h~ et la surface supérieure hy .

1. Lexique
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Dans un souci de généralité des calculs, on ne considére pas tout de suite '’hypothese de Dupuit, a savoir
que ¢ constante par rapport a z. On a alors :

/hl (S;0,®5 + V- q5)(2)dz = 0. (2.24)
e

D’apres la formule de Leibniz :
hy hy
/ Sfatd)f dz = Sf/ 8t<I>f dz
h— h—

hy
= Sf8t</ @de) — Sr®@s(hy)Ohy + S;®r(h™)0h™.

On désigne par ® ¢ la moyenne verticale de ®¢

- 1 [
b= — Ordz, Bf=hy —h™,
By Ji-

et on a donc :

hy -
/ Sfé)t@fdz = Sfé‘t(Bf@f)fo<I>f(h1_)6th1_+Sf<I>f(h’)8th’

= S§Bf0, s+ Sp®s0:By — Sy®ys(hy)Ohy + Sp®s(h7)0ih™,

Ry ~ ~ ~
/ Sfc‘)t(bf dZ:SfoatCI)f+Sf((I)ff<I>f(h1_))ath1_ 7Sf((I)f 7@f(h7))ath7. (2.25)
i
De méme d’apres la formule Leibniz :
hy hy hy
/ V.gqrdz = V/.q}dz—i—/ 0.q5 dz
h- h- h—

hy hy
A\ (/ qf dz) —qp(hy)-V'hi +q;(h7)-V'R™ + /h_ 0.qy dz,

V' (Bsdy) —ap(hy) - V'hi +qp(h™) - V'h™ + /h_ 9.qy dz,

. - hy hy o _ _
out V' = (05, 0y), 4y = (45,0, dr), G = 57 o dpdz et [,2 Ouqpdz = qp(hy) — qp(h7).
Alors nous obtenons :
hy
V-qrdz = A\ (Bf(]}) — Qf(hl_) . (V/hl_ — 622) + Qf(h_) . (V’h_ - 322’)

c’est-a-dire

h_l Voqpdz =V (B;@)) +ap(hy) V(s —hy) — qp(h™) - V(2 — h7). (2.26)
En utilisant (2.25) et (2.26), ’équation (2.24) devient :
SyBoi®y + V' - (Brdy) + Sp (@5 — @5(hy))dihy — Sp(®y — @5(h7)) 0k~
+aqr(hy) V(z—hy) —qp(h™) V(2= h7) =0. (2.27)
Puisque ®(z,y,2) ~ ®s(x,y), (v,y) € Q, 2 € (h~,h]) & cause de I'approximation de Dupuit, nous

avons :

q Z/hlq’ dZZ—l/th/V/(I)de:—l/th/V/i)fdzz—K/vl‘I)fa K zl/th’ dz.
T By Ju- By Jy- ! d T
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En remplacant la derniére équation dans (2.27) et en prenant en compte les hypotheéses précédentes, on
obtient :

Sfo@tci)f -V (Bfk}V“if) + Sf (‘if — (I)f(hf)) Othy — Sf ((i)f — @f(h_)) Oth™
—_— —_—
=0 =0
+qs(hy) - V(2 — hl_) —qr(h™)- V(z —h™)=0.

C’est-a-dire :
StBf0y®f — V' (BfKjVos) + qp(hy) - V(2 —hy) —qp(h™)- V(2 =h7) =0. (2.28)

On rappelle que dans (2.28) : V' = (0;,0y) et V = (05, 0y, 05).
On proceéde de méme pour intégrer 1'équation (2.19) dans le domaine salé entre la surface inférieure de
laquifere ho et 'interface h™ et on obtient

SsBs0y®s — V' - (BsKLV'®y) + qs(h™) - V(2 —h7) = gs(h2) - V(2 — ha) =0 (2.29)

o By = h™ — hy est 'épaisseur de la zone salée. Les équations (2.28) et (2.29) modélisent respectivement
Pécoulement dans le domaine de 1’eau douce et dans le domaine de ’eau salée et les termes B; K/, i = f,s,
peuvent étre vus comme une transmissivité dynamique des couches.

Remarque 2.6
Nous avons deur équations (2.28) et (2.29) pour résoudre notre probleme avec quatre inconnues :
®s, @5, hy et h™. Nous allons travailler sur linterface pour fermer le systéme.

b) Conditions sur les interfaces :

Nous incluons dans notre modele 'existence de deux interfaces diffuses : 'une d’épaisseur §; entre la zone
saturée et la zone insaturée et 'autre d’épaisseur & entre 1’eau salée et ’eau douce. C’est ce qui rend notre
modele complétement original par rapport a la littérature existante. De plus, nous réconcilions ainsi la 1é-
gereté des modeles a interface nette avec le réalisme des modeles a interface diffuse. La dynamique de ces
interfaces diffuses est gouvernée par les modeles de champ de phase. Ces modeles de champ de phase ont été
introduits pour la description des transitions de phase et des procédés de solidification [22]. Ils sont mainte-
nant largement utilisés pour la modélisation des transitions de fluides binaires. Plus pres de notre contexte,
ces modeles sont utilisés pour décrire 'imbibition dans les milieux poreux [32] (comparable a l'interface su-
périeure dans notre contexte). Dans les problémes de séparation de phase, le modéle contient généralement
un double puits de potentiel dans lequel les minima locaux correspondent aux états stables homogenes. Ici,
nous utilisons plutét un potentiel & trois puits afin de respecter ’approche premiere de l'interface abrupte
et d’inclure les effects macroscopiques du front au niveau local dans le modele de champ de phase. L’énergie
fonctionnelle inclut également les termes non locaux impliquant le gradient (et éventuellement les dérivés
d’ordre supérieur) du champ de phase. Dans le présent travail, nous choisissons un modele simple, a savoir
un modele de type Allen-Cahn & trois points de stabilité (voir [7]).

Le fait que le modele d’Allen-Cahn, contrairement a celui de Cahn-Hilliard, est non-conservatif, n’aura pas
d’impact sur la forme conservatrice de notre modele final. Le choix de la non dégénérescence de la mobilité
pour un modele "phase-field" est également bien fondé physiquement parce que ’apparition des phases pures,
et donc la disparition de la mobilité, n’a aucun sens dans notre contexte de fluides miscibles, contrairement
au contexte de la séparation de phase.

e Modélisation de ’interface eau douce / eau salée pour le calcul de g;(h™)-V(z—h7) :

Nous utilisons un modele de type Allen-Cahn pour modéliser la dynamique de cette interface et nous intro-
duisons une fonction de phase F}, telle que :

0 dans 'eau douce
F, = ‘75 sur 'interface nette
Cs dans ’eau salée
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ol ¢, est la concentration moyenne en sel dans la zone salée.

En fait {(:z:, y,z) tels que Fp(z,y,z,t) = %} représente l'interface nette a l'instant ¢.

La fonction Fj, satisfait une équation de type Allen-Cahn tristable (les trois points de stabilité sont ici 0, 5
et cs) :

2Fh(Fh — 05/2)(Fh — Cs)(?)F}% — 03/4)

dn

ou ¥ est la vitesse de 'interface. La forme détaillée du potentiel triple n’est pas importante ; son role principal
est d’établir et de maintenir les bords de domaines bien définis. La relaxation élastique intégrée dans la
dynamique de phase empéche la couche de mélange interfaciale de se propager. Ce point correspond aux
observations dans les aquiferes considérés dans le présent travail. La taille caractéristique de I'interface diffuse
correspondante est dp, > 0 et est petite (voir [6] pour des résultats rigoureux). Un autre point en faveur du
couplage avec I'approche interface nette est en effet la convergence du modele champ de phase vers celui de
l'interface nette (voir [72] pour Allen-Cahn, [23]-[17] pour Cahn-Hilliard et Stefan). L’équation de champ
de phase (2.30) contient également une advection du parameétre d’ordre du fluide, la vitesse effective étant
désignée par ¢ (voir [18]). Nous notons que nous avons déja négligé ici la diffusion verticale devant le terme

O Fn +7-VF;, — (5hAIFh +

=0, (2.30)

Cs

de convection. Le passage d’un modele 3D a un modele 2D suppose que la zone de stabilité {Fh = 7‘}

correspond a l'interface nette h™, ce qui entraine :
Fy(z,y,2,t) = % <~ z—h" (z,y,t) = 0.

La différentiation de Fy,(x,y, h™ (z,y,t),t) = ¢s/2 d.e.  O;i[Fn(x1,z2, h™ (v1,22,%),t)] =0, (i==x,t), donne
O Fy(x1, 20, t) = =0, Fy(x1, 22, h ™, )0:h~ et V'En(x1,20,h™,t) = =0, Fp (21,22, h ", t)V'h ™.
Nous dérivons a nouveau la derniere relation
N Fy(xy, 29, h™t) = =0, Fy (w1, 02, h ™, )N h™ — 02, Fy (w1, 22, h ™, 1)|V'h™ |2 = V'O, Fy,(x1, 22, h ™, t) - V'h ™.
La projection de Allen-Cahn pour Fj, = 5, donne alors
0. Fp(=0th™ +7-V(z2—h™) + 0, Nh) + 6,V h™ - V'O, Fy + 61|V h™ 202, F), = 0.

Les deux derniers termes du membre de gauche de la derniere équation peuvent étre négligés. En effet,
c’est la combinaison de trois quantités faibles. Tout d’abord, bien entendu, le parametre é, qui est la taille
caractéristique de l'interface diffuse est faible. Le point suivant provient de la dynamique de 1’équation
d’Allen-Cahn. Une analyse asymptotique formelle montre que le terme de réaction est dominant en temps
petits, de sorte que dans P’échelle de temps rééchelonné ¢’ = t/67 la dynamique se situe essentiellement
dans I’équation différentielle ordinaire 0y Fy, = 2F,(F), — ¢5/2)(F) — ¢s)(3F2 — ¢2/4) et la valeur de F,
tend vers des valeurs stables créant ainsi des couches de transition abruptes. Ensuite, la propagation est
associée a une échelle de temps beaucoup plus lente, les termes de convection et diffusion venant équilibrer le
terme de réaction au voisinage des interfaces stables, mais la structure réguliére de I'interface diffuse assure la
petitesse de V/0, Fj, < 1 et 92, F), = O(1). De plus, dans les travaux de Dupuit [33] basés sur I'observation de
Pécoulement des eaux souterraines, la pente de la surface interfaciale est trés petite, c’est-a-dire [V'h™7| < 1.
Pour la méme raison, la fonction F} se comporte heuristiquement comme une fonction en escalier dans la
direction verticale et 0, F}, # 0. On obtient de la derniére équation :

—Oth™ +0-V(z—h™)+6,0'h =0. (2.31)

On revient alors a ’hypothese traditionnelle de la modélisation a interface nette. En fait, il s’avere que
la vitesse ¥ dans la zone de mélange qui transporte l'interface dans (2.30) et qui semble étre une incon-
nue supplémentaire dans le modele disparait & ce stade. Nous n’avons donc pas a introduire une équation
supplémentaire pour fermer le systéme (comme par exemple dans [76]) ou & introduire 'hypothese de Fick

pour (¥ — ¢¢). On suppose qu’il n’y a pas de transfert de masse au travers de I'interface {F = %}, ie les

composantes normales de la vitesse sont continues et on a :

(%f_g) A= (qi_ﬁ)_ﬁ:(). (2.32)

page 21



CHAPITRE 2. MODELISA’PION DU PROBLEME D’INTRUSION D’EAU
DE MER DANS UN AQUIFERE LIBRE

La pondération par é vient de la définition de la vitesse moyenne réelle :

5:Q:Q:}Q:gf avec ¢ :Q et (;5:é
S, ¢S 68 ¢ I=s S
On a noté 7 le vecteur normal unité par rapport a I'interface nette et parallele & VFp_c., U est la vitesse
moyenne réelle qui transporte 'interface, @ est le flux ou débit s’écoulant dans la section, S est la surface
de la section, gy la vitesse fictive de filtration ou vitesse de Darcy et S, la surface du vide dans le milieu
poreux.
En combinant (2.31) et (2.32) et en rajoutant les termes de perte ou de fuite nous obtenons :

qr(h™)-V(z=h7)

=) V) = o2 s+ (1 () )ara (o)
= ¢[xo<—h>%—6hv% (Xo(=mV'h) + (1= Xo(=m))arsl@)].  (2:33)

Remarque 2.7
Nous retrouvons ainsi une condition au bord de type Stefan régularisé. Nous pourrons noter que :

i) Sidp — 0, on sait que l'asymptotique rigoureuse de Allen-Cahn (comme de Cahn-Hilliard) est le probléme
de Stefan classique i.e la modélisation classique de la dynamique de linterface par une équation level-set

qui donne : qp(h™)-V(z —h™) = ¢oh~ (cf. [67]).

i) Si on écrit Allen-Cahn sous la forme :

Fj(Fy, — 5)(Ff — )
65h

OFf + - VFf —yAFf + =0,

(v coefficient lié a lélasticité supposée de linterface et a dy,), que lon fize v et que l'on fait tendre € vers
0, on trouve une équation pour la distance a linterface nette F du type :

ach +’l7 VFh - ’yAFh =0
(voir par exemple [5] et ses références).

e Modélisation de I’'interface zone saturée / zone insaturée pour le calcul de ¢¢(hy) - V(z —hy) :

C’est le méme type de raisonnement que précédemment pour une interface diffuse d’épaisseur d;.
Ici, pour modéliser la dynamique de cette interface, nous introduisons une fonction de phase F telle que :

-1 en zone insaturée
F=¢0 sur l'interface nette ,
1 en zone saturée (en eau)

En fait {F(a:, Y, 2, t) = O} représente l'interface nette. La fonction F satisfait une équation de type Allen-

Cahn :
2F(F — 1)(F + 1)(3F? — 1)

01

O F +11.VF —01AF + =0

ou ¥ est la vitesse de l'interface. La zone de transition {F = O} correspond a l'interface nette h] et on a

donc :
F(z,y,2,t) =0<= z—hy (z,y,t) = 0.

La différentiation de F(z,y, h1(z,y,t),t) = 0 et la projection d’Allen-Cahn pour F = 0 donnent :
—0thy + U1 - V(2 —h])+ 6 AR =0. (2.34)
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En combinant (2.34) et (2.32) et en rajoutant les termes de perte ou fuite (équation (2.22)), nous obtenons :

ar(hy)-V(z—hy) = ff){ag% =01y + (1 - XO(_hl))QLf(x)}
= ¢)|:X0(—h)% - 51V’ . (X()(—hl)vlhl) + (1 - Xo(—hl))qu (:v) . (235)

e Modélisation de la couche imperméable (h;) pour le calcul de ¢.—, - V(2 — h2) :

Dans le cas ou 'on suppose que la couche inférieure est imperméable, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de flux entre
la zone salée et la zone en-dessous de ho, on a :

qs|z=hy * V(Z - h2) =0.

Notons ici que comme nous avons supposé 1’écoulement quasi-horizontal, cette condition au bord inférieur
n’est pas vraie pour n’importe quelle forme de fonction hs.

Avec 0,95 = 0 et par exemple un tenseur de perméabilité K, diagonal, on constate que cela impose une
topographie ho constante. Néanmoins, dans les études mathématiques qui vont suivre, nous garderons une
fonction hg variable en espace afin de considérer des tenseurs de perméabilité plus généraux, tout en gardant
a l'esprit que de petites variations de hy n’invalident pas le modele d’écoulement quasi-horizontal.

e Hypothése de Continuité de la pression a I’interface h :

Gréace a 'approximation de Dupuit, <I>f|z:h_ =Py = <i>f, on a donc :
- P P,
Q=" 4 h] —hper = —=4+h] —hres, 2.36
1= gt £= g T s (2.36)

Conséquence 2.1
Puisque P, est constante en z =0, on a :

0y = Ohy = Xo(—h1)dsh, (2.37)
V'®; = V(h) = Xo(—h1)V'hi. (2.38)

De plus, 'hypothése de continuité de la pression entre la couche d’eau douce et la couche au-dessus de
I'interface libre h; donne :

Pa P'z:*
—&—hf—hrefzﬂih
Prg Prg

<= P = Pa+prg(hy —h7).

Pslompr = Prlz=n- = +h™ = hyey,

Par ailleurs comme on a supposé la continuité de la pression au travers de 'interface h~, on a :
Pflomh- = Pojamn- = psg(®s —h™) <= Patpsg(hy —h™) = psg(®s = h7),
psg(®s —h™) =Py +prg(hy —h7),
P, L _
psPs = ?erf(hl —h )+p5h )
S F Pa — — S 7 —
Py, = +(h1_h)+&h7
Py Pr9 P

= P, _ _ _
(L4 )b, = = 4 (hy —h") +(L+a)h",
Prg

a

Pr9

1111

—= (1+a)d, = +h] +ah™,

ou (l+a)= Z—;, avec a le parametre de contraste de densité. En conséquence comme P, et « sont constants,

on a:

Pil.op- = Pypoep- = (1+a)V'®;=Vh +aV'h~
— (1+a)V'd, = Xy(—h1)Vh + aXy(—h)V'h. (2.39)
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Remarque 2.8

i) Les équations (2.37) et (2.38) de la conséquence 1.1 permettent d’éliminer Uinconnue ®; dans notre sys-
teme.

ii) L’équation (2.39) permet d’éliminer linconnue ®, dans notre systéme.

i) Avec (2.23), (2.36) et (2.39), nous pouvons réécrire la forme explicite des termes de perte ou de fuite
qLy et qrs comme suit :

qus(e k) = (11— Xo(—ho)Xo(hT — h)’;:;féx)) (P“/j}fg @) 4 () — e h;)
= (1-Xo(—h1))Xo(hy — h‘)’Z:Jfég (P”Z;’;(“”) + b () — ;g)

En effet, nous spécifions que seuls les échanges d’eau douce sont autorisés, donc le terme Xo(hy — h™),
et que la zone semi-perméable est a une profondeur hij,q. = 0, ainsi le terme (1 — Xp(—h1)), nous font
considérer ici, a un aquifére phréatique : il n’y a pas perte ou de fuite a la partie supérieure d moins que
Uaquifere soit saturé. Nous imposons ky,y = 0 en dehors de la surface de l'aquitard.

Le méme type de raisonnement est fait pour les termes de fuite en eau salée et elles s’expriment comme
sugt :

— kms(x) Pewt s(x) Pa h; ah™ )
s(z,hi,h) = Ag(h™ —h ’ + hy — bns() — — — .
qrs(z,hi,h) o 2)bms(x)( e 2 (x) gt a) T+a 1+a
) On a préféré ici introduire le contraste de densité a plutdt que le nombre d’Atwood A = 72512;

e Hypothése de Continuité de la viscosité a ’interface h :

Nous ajoutons ici quelques hypotheses, essentiellement introduites pour simplifier les équations. Le milieu
est supposé isotrope et la viscosité identique pour 'eau salée et pour 'eau douce. En utilisant la définition
de la perméabilité pour K¢ et K,, on a :

KioxI=KpyxI=K; et Ko,xI=K,,xI=K,,

ou I est la matrice identité. Or nous avons :

f(f:wl;(:)uf:pfgfc, et I?S:@fc@,usz'(;gfc

)

I Ky Hs s
et il résulte
Pfy s Ps9 5
= = = k — = k
Hf = Hs K, K.
K, K
& ===
Ps Pf
7% Ps
& K= fo
P
& K,=(1+a)K; avec (1+a)="22 (2.40)
P

e Conclusion :

En prenant en compte toutes les hypothéses émises précédemment sur les interfaces (hy ) et (h7), les équa-
tions (2.28) et (2.29) obtenues grace & 'hypothese d’interface abrupte, et en supposant I'existence d’une
interface diffuse (une zone de mélange), nous obtenons notre modele 2D du probléme mixte d’interfaces
abruptes et diffuses dans un aquifere libre :

SiBr0, Py — V' - (ByK;V'dyp) + Ufpop= V(= hy) = Qpemn- V(2 —h7) = Qr (2.41)
SsBs0y®s — V' - (BsK V' @) + qgjap— - V(2 — h7) = Qpomny - V(z —ha) = Qs, (2.42)
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ol les termes Q¢ et Q)5 sont les moyennes des termes sources prises respectivement sur le volume occupé par
I’eau douce et celui de ’eau salée.

Remarque 2.9
Le terme S;Bs0; P est négligeable. En effet c’est la combinaison de deux faits :
i) d’une part l’eau salée est confinée car la couche hy est imperméable, donc :

8t(§5 < 17

i) d’autre part Ss < 1 car le coefficient de compressibilité du fluide est trés faible (ap < 1) et le coefficient
de compressibilité du sol est aussi trés faible (Bp < 1).

So = peg((1 = 9)8p + dap) < 1.

Done on peut raisonnablement supposer que : SsBy0;®, ~ 0.

En faisant la somme entre (2.41) et (2.42), en tenant compte de la remarque 2.9 et (2.32), on a :

-V’ (Bsksv/és) + qs|z=h— " V(Z - h_) — Qs|z=hy V(Z - hZ) = Qsa

StBfdi®y — V' (ByKyV'®p) = V' - (BK V' D) + gy - V(2 =) = ooz, - V(2 —ha) = Qs + Q.
On remplace alors
By=h"—hy, Bp=hi —h™, K,=1+a)Ks, oep,(Vz—Vhs)=0
Xd; = Xo(—h1)dth1, V'®; = Xo(—h1)V'hy,
et on obtient :
V' ((h™ = ho)Kp(1+ a)V'(I)S) + Gypoen- - V(z—h7) = Qs (2.43)
S¢(hy = h7)Xo(=h1)0hy — V' - ((hy — h7) K Xo(—h1)V'hy)
e - V(z—h1) - v’ (W = h)Kf(1+a)V'®,) = Qf + Qs (2.44)

Or, on rappelle que :
(1+a)V'®, = Xo(—h1)V'hy + aXy(—h)V'h,

Upjamn; V(2= hy) = ¢[Xo(*h1)% =0V (Xo(=h)V'ha) + (1 = Xo(=h1))qu, (I)}
Gojemn V(2= h7) = 6| X (- )? — 0V (Xo(=)V'R) + (1= Xo(=) )az, (@)].

Les équations (2.43) et (2.44) deviennent :

—V' - (B~ = ho) K Xo(—h1)V'hy) = V' ((h™ — ha) K paXo(—h)V'h)
+¢(Xo( h)% — 6,V - (Xo(=h)V'h) + (1 — Xo(— ) ) — 0,
Sy(hy —h™)Xo(—h1)dh — V" ((hy —h™) K Xo( h1 V'h)
V' ((h™ = ha) KXo (—11)V'hy) = V' - ((h™ — ha) K paXo(—h)V'h)
+¢><Xo( h)% — 0V (X(=h) V') + (1= Xo(—h1))ar, (= ) — Qs +0.,

c’est-a-dire
dXo(—h)dh — V' - ((oj(f(if ~ho) + 6h¢)XO(7h)V’h) v ((h* — ha) K 1 Xo(—h1)V Iy
+6(1- Xo(=h))ar. (@) = Q,
(Sf(hf — h_) + (b).)(o(—hl)at}h -V (Kf((h; - h_) + (h_ — h2) + 51¢)Xo(—h1)vlh1

-V’ ((}f - h2)f~(f05X0(*h)V/h) + (1 —X(=h1))qr,(z) = Qf+Qs.
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Nous supposons que les tailles des interfaces diffuses sont comparables. On prend donc 0 := d;, = d1, (cette
hypothése permettra de montrer que h; > h dans les chapitres suivants). De plus nous supposons que :

qrL ‘= dqrL; = 4L,-
Nous faisons un changement de variables pour retourner notre axe vertical :

hl — —hl, h —» —h, h2 — —hg.

Notre systeme devient alors :

—¢pXo(h)Oh + V' - ((aK(ho — h) + 6¢) Xo(R)V'h) + V' - (K Xo(h1)(he — h)V'hy)
+¢(1 = Xo(h))ar(z) = Qs,
—Xo(h1)(Sy(h — h1) + ¢)Ophy + V' - (K Xo(h1) ((h — h1) + (ha — 1)) V'hy)
+V' - (60K 1 Xo(h1)V'hy) + V' - (Kpa(ha — h)Xo(R)V'R) + ¢(1 — Xo(h1))qr(z) = Qf + Qs.

Remarque 2.10

i) Les termes h* = max(0,h), et hi = max(0, hy) n’apparaissent plus car le principe du mazimum montrera
que ces supremums ne servent a rien. Ils sont remplacés par h et hy.

i) On remarque aussi que dans la derniére équation de notre systéme, si hy = 0 sur un sous domaine
Qo C Q de mesure non nulle, alors la deuziéme équation du systéme précédent donne (en absence des
termes sources surfaciques Qy et Qs) :

V' (Kjalhs — W Xo(h)V'h) o =0 = - aKy(ha — h)Xo(h)V'h.V'p
Qo

+/ alp(Ki(hy —h)Xo(h)|[V'hii=0, peV
Qo

= V' (aXo(h)Xo(h1)Ky(he — R)V'R)p =0, @€V
Qo

otV est un espace de fonctions tests adapté.

Donc remplacer tous les termes en V' - (K ya(hae — h)Xo(h)V’h) par V' - (aXo(h) Xo(h1) K¢ (ha — R)V'R) ne
change rien au contenu physique du modele. C’est ce que nous ferons dans la suite pour l’analyse mathéma-
tique du modéle.

c) Les termes sources :

Nous harmonisons les termes sources pour que les équations de h et h; ne fassent qu'une lorsque ht = h.
Cela implique que @7 = 0 si h = hy i.e qu'on arréte de pomper lorsqu’on atteint ’eau salée.
Nous adoptons donc un terme source de la forme :

Qs = Qs(h—h1), Qs €R.

Cela correspond bien a la moyenne verticale du terme source volumique initial. De méme, en supposant que
hy est constante pour simplifier et en écrivant I'équation de h pour h = h, on voit qu’il faut Q5 = 0 si
h = hs. On choisit donc Qs de la forme :

Qs:Qs(hZ_h)7 Qs c R.
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Si on suppose que la couche supérieure (hy) est faiblement perméable, donc si on prend en considération le
coeflicient d’emmagasinement, notre modele final s’écrit :

$Xo(h)0sh — V' - (aK f(hy — h)Xo(h1)V'R) — V' - (36X (h )

V' (K¢ Xo(h1)(ha — h)V'hy) — ¢(1 — Xo(h )) L(z

Xo(h1)(Sp(h—h1) + ¢)Othy — V' - (KyXo(ha)((h — h1) + (ha — ) hy
—V' (66K Xo(h1)V'hi) = V' - (Kpa(ha — h)Xo(h1)Xo(h

—p(1— Xo(hl)) r(x

Dans le cas ou le coefficient d’emmagasinement dans le domaine d’eau douce est négligeable, i.e I'eau salée
est confinée (Sy = 0), on a le systéme suivant :

) = —Qu(ha —h),

)

V'h)

) = —Qsp(h—h1)— Qs(ha —h).

dXo(h)Oh — V' - (aK f(hy — h)Xo(h1)V'h) — V' - (69X, (h)V'h)
)

V' (K Xo(hi)(he — R)V'h1) — ¢(1 — Xo(h))qr(z) = —Qs(he —h),
Xo(h1)phy — V' - (K Xo(hy)((h — hy) + (ho — ) V')
—V’ . (5¢f(fX0(h1)V’h1) — V' . (f(fa(hg — h)XO ]’Ll XO /h)
(1= X())ar(x) = —Qp(h—hi)— Qs(ha —h).

Dans les deux systémes précédents, la premiere équation modélise la conservation de masse totale d’eau,
tandis que la seconde modélise la conservation de la masse d’eau douce ou claire. Il s’agit d’un modeéle 2D,
le processus d’upscaling ayant préservé la troisieme dimension via les termes de surfaces libres h et hy.

2.4 Reésultats principaux des chapitres suivants

Avec l'intégration verticale des équations, nous avons réduit la dimension trois de notre probléme initial &
un probléme en deux dimensions. Nous considérons donc dans la suite, un domaine €2 ouvert et borné de R?
décrivant la projection du milieux poreux sur le plan horizontal avec un bord I' de classe C2. L’intervalle
de temps qui nous intéresse est (0,7)2 et on pose Q7 = (0,T) x Q.

2.4.1 Reésultats théoriques principaux

Par soucis de simplification de notre modéle nous posons : K r=K,a=1et V' =V. Nous introduisons
les fonctions :
Ts(h) =ha —h, pour h€]0,hs],

et
Tf(u) =u, pour u € [0,hs].

Le probléeme sans coefficient d’emmagasinement (S; = 0) devient :

¢Xo(h)Osh — V - (KT(h)Xo(h1)Vh) — V - (6¢Xo(h)Vh)

=V - (KTy(h)Xo(h1)Vhy) — ¢(1 — Xo(h))qr(x)

(P1) ¢Xo(h1)Othy — V - (K (Ty(h — hy) + Ts(h) )Xo (hy) Vhl)
)

)

_QsTs(h)7

—V - (86K Xo(h1) Vi) — V - (KTs(h)Xo(h1) Xo(R)Vh

—¢(1—Xo<h1)) L@) = —QsTy(h—hy) — Q.Tu(h).

2. On utilise dans le présent mémoire la notation anglo-saxonne (0,T) = [0, T7.
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Le probleme avec coefficient d’emmagasinement dans le domaine de I'eau douce non négligé (Sy # 0) s’écrit :

Xo(h)0h — V - (KTs(h)Xo(h1)Vh) — V - (8¢ Xo(h)Vh)
—V - (KTs(h)Xo(h1)Vh1) — ¢(1 — Xo( )) L(r) = —QsTs(h),
(P2) {4 (Sp(h —h1) + @) Xo(h1)Oshy — V - (K (Ty(h — hy) + Ts(h)) Xo(h1) Vi)
—V - (86K Xo(hy)Vhy) — V - (KTu(h)Xo(hy) Xo (h) V)
_¢(1 - Xo(hl)) ( ) = _Qfo(h’ - hl) - QsTs(h)

Les problémes (P1) et (P2) sont complétés par les conditions aux bords et les conditions initiales suivantes :

h= hD, et h1 = hl,D sur I' =00 (245)

h(0,2) = ho(z), et hi(0,z) = hio(z) dans . (2.46)

Nous supposons que les conditions aux bords et initiales satisfont des conditions physiquement réalistes sur
la hiérarchie des interfaces :

hl,DShDShQ et hl’oghoghg p.p dans Q et hQELOO(Q)

Deux résultats d’existence sont démontrés dans les deux chapitres suivants : le premier pour le probleme
sans coefficient d’emmagasinement, i.e le systéme (P;) et le second est le probléme avec le coefficient d’em-
magasinement i.e le systéme (Pz). Il s’agira de I'existence d’une solution au sens faible pour (P;), et d’une
solution en un sens tres faible pour (Ps)

Remarque 2.11 Un terme C,, défini par :

—0(s) si s >0 milieu non-saturé
Cy =

CseRy st s=0 milieu saturé

est introduit dans la suite d coté du coefficient d’emmagasinement Sy du probléme (Pz), soit SyC,,, avec 0
la teneur en eau dans le domaine, pour prendre en compte l'influence du degré de saturation sur la compres-
sibilité du milieu poreuz.

2.4.2 Résultats numériques principaux

Dans le chapitre 4 sont présentées des simulations numériques. D’abord pour comparer notre modele 2D
intégré par I'approche mixte d’interface abrupte/interface diffuse avec le modele 3D type d’écoulement de
deux fluides miscibles en milieu saturé (pour éviter le difficile traitement numérique d’un modele 3D d’équa-
tions dégénérées). Puis, des simulations sont faites sur notre modele 2D pour illustrer son efficacité (cette
fois dans le cas insaturé).

2.5 Tableau de comparaison avec les modeles existants
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ARTICLES

RESUME ET MODELE MATHEMATIQUE

COMPARAISON AVEC
NOTRE MODELE

E. Abarca et al
2007
(Quasi-horizontal
circulation cell in
3D seawater
intrusion) Réf [2]

Les auteurs voient le probléme d’intrusion saline dans
un aquifére comme un probléeme 3D d’ écoulement et
de transport ( 'approche "Pas d’interface").

Les équations suivantes : Equation de continuité,
équation de Darcy et équation de transport modélisent
le phénomeéne

9(op) _ _ " lp=rs)
5 TV-(pd) = psQs, a= M~(Vhf+ iy VZ)
d(ppw) —
o + V. (pwq — pD.Vw) = wspsQs
Ofl hf = L + Z.
Prg

En tenant compte du fait que la densité dépend de la
fraction de masse par la relation linéaire

p(w) = ps + Pu(w — wy),
finalement, ils obtiennent :

,055? + p(bﬁwa—w — V.(pK(V.hf + aVz) = pQ

t ot

ou [, est la constante de la relation entre la densité de

la variation et la fraction de masse.

— Le terme en bleu représente le transport du soluté
dans ’'aquifere.

— Le terme en rouge est absent dans notre modele car

caché par la moyennisation.

— Différences :
e L’approche " Pas

d’interface+ transport de
soluté" est différente de notre
approche mixte (Diffuse et
Abrupte).

— Points communs :
Cet article vient renforcer
I’hypothese que :
e La différence de densité est
une caractéristique
importante dans I’étude du
probleme d’intrusion d’eau
salée dans un aquifere.
e [’écoulement est
quasi-horizontal dans
Paquifere (hypothése de
Dupuit ).

P.Ackerer et al
2007 (Efficient
approximations for
the simulation of
density driven flow
in porous media)

Réf [3]

Dans cet article Ackerer et al mettent en évidence de
nouvelles approximations 3D du modele mathématique
standard connu constitué de I’ équation de continuité,
I’équation de Darcy et ’équation de transport :

0
% +V.(pg) = psQs, ¢ =

O(ppw
% + V.(pwg — pD.Vw) = w,psQs

ol w est la fraction de masse du soluté dans le fluide.
— L’hypothese de Oberbeck Boussinesq :
Consiste & négliger les variations de densité (& éviter
car introduit des erreurs)
— L’hypothese de Ackerer et al (Bear)
néglige les variations de densité dans le sens de
I’écoulement.
Avec la seconde approximation plus I’hypotheése que les
effets de la température sont négligés, la porosité
dépendante de la pression et une matrice de
conductivité rigide, le systeme devient :

K

. (Vp+pgVz)

— Différences :
e L’approche " Pas

d’interface+ transport de
soluté" est différente de notre
approche mixte (Diffuse et
Abrupte).

e Les termes de transports

de soluté en bleu sont absents
dans notre modele car tout
est dans le mouvement de
I'interface.
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ARTICLES

RESUME ET MODELE MATHEMATIQUE

COMPARAISON AVEC
NOTRE MODELE

dp Ow

*+¢a ot

pat +pV.q = psQs

q= —;-(Vp+ pgVz)

en fonction de la pression ou bien

8h dp Ow

ot P TPV

PsQs

q=—K.(Vh+2=20y;)

— Points communs :
e [’hypothese : Négliger les
variations de densité sans la
direction de I’écoulement.

e L’hypothese de
compressibilité du fluide et
celle du sol avec la théorie de
Terzaghi.

e Les coefficients

d’emmagasinement :

C.Choquet 2010
(Parabolic and
degenerate
parabolic models
for pressure-driven
transport
problems) Réf [24]

ro S = /)O,C]Sp-
en fonction de la charge hydraulique. ou1 S = pggsS,.
Deux modeles 3D sont étudiés :
— Ecoulement de deux fluides miscibles dans un _ Différences :
milieux poreux déformable (zone saturée). L’approche " Pas d’interface’

— Ecoulement de deux fluides miscibles dans un
milieux poreux partiellement saturé.

e modele 1 Systemes EDPs de type parabolique :
940(p) +0(p)alc)Op+div(u) = ¢i—qs, uw= —r(6(p))Vp,

0(p)Drc-+0(p)b(c)dup-+u.Ve—div(6(p) D

e modele 2 EDPs de type parabolique-hyperbolique :
s, u=—r(0(p))Vp,

0(p)Orc + 0(p)b(c)Osp + u.Ve = ¢i(1 — ¢),

avec cette fois 6 et k qui dégénérerent.

0:0(p)+6(p)a(c)Oip+div(u) = g;—

(WVe) = gi(1—c).

différente de notre approche
mixte (Diffuse et Abrupte).

— Points communs :
L’hypothese de
compressibilité du fluide et
celle du sol avec la théorie de
Terzaghi.

H.-J.G. Diersch et
0. Koldizt 2002
(Variable-density

flow and transport
in porous media :

approches and

challenges) Réf [30]

Dans cet article, H.-J.G. Diersch et al présentent les
exemples et challenges de la recherche dans le modele
d’écoulement a densité variable avec une analyse
mathématique basée sur la pression capillaire.
L’équation de conservation de masse multiphasique
avec un mélange de plusieurs especes :

e*pwy
ot

V(e v ug) + VLJE = R+ QF

Ji = —p*D* Vw; terme de difusion et dispersion

ot a peut étre (liquide, gaz, solide). On définit par s',
la saturation en liquide et s9 celle du gaz et vérifie

ss4s9=1,0<s<1,0<s9<1

La relation entre la pression du liquide p’ et la pression
du gaz p? est donnée par

pe(s) =p? —p.

— Différences :

e L’approche " Pas

d’interface+ transport de
soluté" différente de notre
approche mixte (Diffuse et
Abrupte).

e Absence de ’équation de

Darcy dans leur modele, alors
qu’elle est fondamentale pour
notre.

e La présence d’'une pression
capillaire ( faux pour un
modele eau douce/ eau salée
qui est miscible).
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ARTICLES

RESUME ET MODELE MATHEMATIQUE

COMPARAISON AVEC
NOTRE MODELE

H. I. Essaid 1990
(A multilayered
sharp interface

model of coupled
freshwater and
saltwater flow in
coastal systems)

Modélisation quasi 3D du modele d’interface abrupte
entre eau salée et eau douce.

Equation de continuité couplée a I’équation de Darcy
dans le domaine de ’eau douce :

0D

515

+ V.(qr) = Qs

Equation de continuité couplée a I’équation de Darcy
dans le domaine de I'eau salée :

0,

Ss ot

+ v'(qs) = Qs

— L’approche interface abrupte :
Permet d’intégrer verticalement les deux équations
et de passer du 3D au 2D.
En introduisant les conditions aux bords et en tenant
en compte des recharges et des prélevements en eaux
alors les équations intégrées deviennent :
Dans le domaine douce

— Différences :
e Notre modele a des termes

en plus au niveau des termes
en bleu et rouge et cela vient
de I'approche diffuse avec la
largeur des zones de
transitions.

e Le choix des inconnues dans
notre modele donne
directement 1’évolution des
interfaces.

— Points communs :
e L’approche " Interface

Abrupte " qui est une

Réf [34] approche intégrée dans notre
8@f 8@] ; (()(I)/ , - (()CI)Q modéle .
S1By L + oot + (065 —o(146) %)
Uty ¢ ot ot a ) ot e Nous avons les mémes
¢ tions avant intégration
—V.(B;K®;) = equa &
(By £)=Qr+Quy verticale.
Dans le domaine salé e Les coefficients
oD, 0D, L) d’emmagasinement :
8By + (00405 — 005 )
) Syt et Ss.
_V(BSK(I)S) = Qs + le
R. Monneau et M. Jazar étudient ’évolution des
interfaces dans un modéle d’intrusion Saline 2D dérivé
du modele 3D. Le systeme qu’ils obtiennent est le _ Différences :
suivant : e L’hypothese de
M.Jazar et R. ~ compressibilité du fluide et

Monneau 2012
(Formal derivation
of seawater
intrusion models)

Réf [44]

~ 0pa < ~ - =
qﬁa(z,z)% + div(pala) =0, 0o = —R(x, 2)V(P+ paz)

ou « peut étre I’eau douce ou salée.
Ils introduisent les moyennes verticales :

Koz, 2) :’ys/ dzr™ (x,Z), Po(x, 2) :/ dzde(z, 2)
0 0

alors le systéme devient :

(@ (- h) = Ps (., 9))e = divy (K(@, 2)[; Va(p+ (1 —c0)h))

Qr(.,9)¢ = divg(K(z, 2)[{Va(p + (1 —€0)h) + £09)

celle du sol selon la théorie de
Terzaghi.

— Points communs :
e [’approche Interface
Abrupte.
e L’hypothése de la continuité
de la pression a travers les
interfaces.
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CHAPITRE 2. MODELISATION DU PROBLEME D’INTRUSION D’EAU

DE MER DANS UN AQUIFERE LIBRE

ARTICLES

RESUME ET MODELE MATHEMATIQUE

COMPARAISON AVEC
NOTRE MODELE

0.Kolditz et al
1996 (Coupled
groundwater flow
and transport :
Verification of
variable density
flow and transport
models) Réf [47]

C’est un modele 3D d’écoulement et de transport de
soluté.
Equation de continuité :

p_do _
1—o¢dt =rQ

dp
—+V.
¢ T V-(dpv) +
Equations d’états (fraction de masse/ concentration) :

p=p"(1+4 Bp(p — po) + Buww,

p=p"(L+ Bp(h—ho)+ BcC.

La variation de la porosité résulte de la compressibilité
du milieu due a la variation de la pression d’ou :

0 1 0
46 = Godp = (1= )= g )dp = (1 - d)aydp
46 = % ah = (1 = 0)( 2 02y = (1 ~ GJaudh

1—60h

L’ équation de conservation de la masse en fonction de
la pression et de la fraction de masse :

S]”a

ow N
0 ot + V. (,D(,ZS’U) - pr pqﬁﬁwa, S(l)) = C)dp + Qp

en fonction de la charge hydraulique et de la
concentration :

50 9¢ ot

FV.(00) = Qp— 680 22— 0.(3eVO),

avec S = ¢, + ap,

— Différences :
L’approche " Pas d’interface+
transport de soluté" différente
de notre approche mixte
(Diffuse et Abrupte).
Les termes de transports de
soluté en bleu sont absents
dans notre modele car tout
est dans le mouvement de
I'interface.
Les coefficients
d’emmagasinement sont
différents :

S5 = OBn + an

# 50 = pog(day + (1 — ¢)Bn)

a cause des modeéles linéaires
de compressibilité.

— Points communs :
L’hypothese de
compressibilité du fluide et
celle du sol avec la théorie de
Terzaghi.

V. Post et al 2007
(Using hydraulic
head measurements
in variable-density

ground water flow
analyses) Réf [64]

Les auteurs, nous montre dans ce papier comment
exploiter des mesures de la charge hydraulique.
Cela part de I’équation de Darcy :

. . k o
¢=—KVh, q:—;(Vp—pg)

Afin de mesurer h, les relations suivantes proviennent
des observations faites lors des expérimentations :

Di

h1222+h’z,hz: .
PUE T pig

)

On voit que dans la définition de hy, ;, p; et p; varient.
Pour lever cette ambiguité, ils se disent : comme
n’importe quelle valeur de p pouvait étre choisie, alors
le choix est porté sur la densité de ’eau douce :

hpi=z+ Pi
Pry9
et au final :  hy; = &hi _ Mzi
Pf Pr

— Différences :

e Ils montrent la faiblesse de
I’hypothese de Dupuit, la
charge hydraulique varie dans
leurs conditions.

— Points communs :

e Nous avons utilisé cette
définition dans notre modéle .
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DE MER DANS UN AQUIFERE LIBRE

ARTICLES

RESUME ET MODELE MATHEMATIQUE

COMPARAISON AVEC
NOTRE MODELE

S. Sorek et al 2001
(A two-dimensional
areal model for
density dependent
flow regime) Réf
78]

Nous avons 1a un modele 3D d’intrusion saline
moyenné pour avoir un modele 2D avec L’approche
interface abrupte.

Equation de continuité couplée a I’équation de Darcy
dans le domaine d’eau douce :

@ + V.(¢pv) = prQr — pQp
A - (p—po)
Pv = —;(Vp — pg) = —K(VH + TVz)
d(ppc)

o + V. <p¢(cv — DC.VC) = WepsQs

— Hypothéses contraires :
e La pression verticale est hydrostatique et donc la
vitesse verticale est nulle.

e De plus, on ils utilisent une approximation comme :

p-g=p-g-

— Différences :
e [Is integrent ’équation de
transport ce que nous ne
faisons pas dans notre
modele.

— Points communs :
e L’approche " Interface
Abrupte " qui est une
approche intégrée dans notre
modele.

M. H. Ther et al
2006 (A finite
element method for
hydraulic
conductivity
identification in
seawater intrusion
problem) Réf [82]

Les auteurs considerent des écoulements d’eaux salée
et douce séparées par une interface dans un aquifere
confiné et étudient 'identification de la conductivité
hydraulique.
L’équation de continuité couplée a celle de Darcy plus
trois approximations suivantes :
— L’hypothese de Dupuit :
les écoulements sont quasi-horizontaux et intégrés
verticalement
et réduction de 2D a 1D.
— Négliger les coefficients d’emmagasinement
du fait que l'aquifére en question est confiné.

— Faible influence de la différence de la viscosité sur la

forme de l'interface par rapport a celle de la densité
qui a un effet.

En prenant tout en compte, ils obtiennent le systéme
suivant :

—div(k(x)By(z,@p, P )VOy) = Qy

—div(k(z)Bs(z, @5, ©5)VE,) = Qs

ou
By(z, @5, ®s) = &o(2) — &1(Py, 0s)

BS(.’I}, q)f7 ‘I)s) = 51((I)f, q)s) - 60($)

représentent respectivement 1’épaisseur de la zone
douce et celle de la zone salée.

&5 la hauteur de la surface supérieure de l'aquifere, &
celle inférieure et & celle de l'interface et qui est
donnée par la relation

1
&(Pr, 05)=(1—0)Ps —Pf, 000 =—, =
' ' « Py

(ps —ps)

— Différences :
e Notre modele a des termes

en plus, cela vient de
I’approche diffuse avec la
largeur des zones de
transitions et ce méme si on
suppose que 'on a un aquiféere
confiné.

e Absence des coefficients
d’emmagasinement : Sy et S
car l'aquifere est confiné.

e Leur modele est elliptique.

— Points communs :
e L’approche " Interface
Abrupte " qui est une

approche intégrée dans notre
modele .

e La relation en rouge entre

la charge hydraulique de 1’eau
salée et celle douce avec la
hauteur de l'interface.
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Chapitre 3

Existence d’une solution au modele
sans coefficient d’emmagasinement.
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3.1 Introduction

Comme précisé dans le chapitre précédent, le modele mathématique qui décrit la salinisation des aquiferes
est fortement non-linéaire. Donc certains résultats d’existence et de régularité connus dans le cas des EDPs
linéaires ne s’appliquent plus, comme par exemple le théoréeme de Lax-Milgram. Dans le cas non-linéaire,
nous citerons [36], [52], [69] etc.., une vaste littérature sur les différentes techniques et méthodes de résolution
des EDPs non-linéaires notamment :
— la méthode vrariationelle : avec ’étude d’un probléme de minimisation de la fonctionnelle d’énergie,
— les méthodes d’approximation : avec les méthodes de monotonie, de Galerkin et celle de Faedo-Galerkin,
— les méthodes de point fixe : avec les théorémes de Brouwer pour les applications contractantes, celui de
Schauder et de Schaeffer pour 'extension ou la généralisation de Brouwer aux applications compactes.
C’est cette derniere méthode que nous allons utiliser par la suite.
Dans ce chapitre, nous rappellerons dans un premier temps notre modele d’intrusion d’eau de mer dans un
aquifére libre sans coefficient d’emmagasinement, obtenu au chapitre précédent. Ce modele (P;) modélise
a la fois I’évolution du front de l’eau salée et de la surface libre supérieure de I'aquifere dans un milieu
incompressible. C’est un systeme d’équations aux dérivées partielles fortement couplé de type parabolique
non-linéaire en espace. Grace a notre approche mixte utilisée dans la modélisation, ce systéme est non dégé-
néré contrairement & celui introduit dans [59]. Ensuite, nous préciserons le cadre mathématique et les espaces
fonctionnels dans lesquels nous allons travailler. Enfin, nous utiliserons la méthode de point fixe afin d’établir
lexistence d’une solution faible globale en temps pour un systéme modifié issu du systéme (P;). La preuve
comporte plusieurs étapes :
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COEFFICIENT D’EMMAGASINEMENT.

— dans la premiere €tape, nous démontrons un résultat d’existence pour un systeme similaire, mais régularisé
par une fonction Heaviside, et pondéré par la vitesse du flux d’eau douce;

— dans la seconde étape, nous montrons que la fonction auziliaire introduite dans le systéeme peut étre sup-
primée,

— dans la troisiéme étape, nous montrons le principe du maximum pour la solution du systéme régularisé et
pondére,

— enfin, nous terminerons par des passages a la limite pour montrer l’existence de solution faible a notre
probléme initial.

e Le modéle mathématique (P;) :

Nous considérons donc dans la suite, un domaine Q ouvert et borné de R? décrivant la projection du milieux
poreux sur le plan horizontal avec un bord I' de classe C!'2. L’intervalle de temps qui nous intéresse est
(0,T) et on pose Qr = (0,T) x Q. Nous rappelons que notre probléme (P;) issu de la modélisation auquel
on ajoute des conditions aux bords et les conditions initiales, permet de contréler simultanément I’évolution
du front de l'eau salée (h) et de la surface libre supérieure (h1) de Paquifere. Il s’écrit :

¢Xo(h)0h — V - (KTs(h)Xo(h1)Vh) — V - (0¢Xo(h)Vh)
—V - (KTs(h)Xo(h1)Vhy) — QLs(l’ hh h) = —=QsTs(h),
(P1) 4 ¢Xo(h1)dhy =V - (K (T (h — hy) + Ts(h)) Xo(h1) Vha)
—V - (60K Xo(h1)Vhy) — V - (KTs(h)Xo( hl )Xo(h)Vh)
—¢qri(w, hi,h) — ¢qrs(x, hi,h) = —QfTp(h —h1) — QsTs(h),

avec les conditions aux bords et conditions initiales suivantes :

h = hD et h1 = hl,D sur I'= 6(2, (31)
h(0,z) = ho(z), et hi(0,z) = hyo(x) dans €,

et ol qrf et qrs sont les termes de fuites définis par :
qrg(w,hi,h) = (1= xo(h1))xo(h —h1)Qrs(x), (3.3)
h h
ara(@hah) = xo(ha = W)Qry(@) (Res(a) + 5 +5), (34)

Ts(h) =ha —h, pour h € ]0,hs] et Tp(u) =wu, pour u € [0,hs].

En effet ¢r; représente seulement les échanges d’eau douce au niveau de la surface supérieure, ce qui explique
la présence de xo(h — h1) et celle de (1 — Xo(hl)) pour prendre en compte les zones semi-perméables a
hmaz = 0. Nous considérons ici un aquifére phréatique i.e il n’y a pas de termes de fuites au niveau de la
couche supérieure jusqu’a ce que 'aquifére devienne saturé. Dans ¢r.s, nous avons la présence de xqo(ha — h)
pour les échanges d’eau salée au niveau de la couche inférieure.

e Les hypotheéses :

Nous détaillons les différentes hypotheses qui serons utilisées dans ce chapitre. Nous allons commencer avec

les caractéristiques du milieu poreux.

— Nous supposons qu’il existe deux réels positifs K_ et K tels que le tenseur de conductivité hydraulique
vérifie la condition d’ellipticité, soit borné et uniformément défini positif :

0<K_[§P < Y Kij(@)&8 < Kylé> <oo z€Q, E€R” et £#0. (3.5)

1,7=1,2

— Nous supposons que la porosité est constante dans 'aquifere. En effet dans 1’étude envisagée, les effets dus
a la variation de la porosité ¢ sont négligeables comparés a ceux dus a la variation ou aux contrastes de
densité.
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— Nous supposons que les termes sources Qf, Qs sont des fonctions de L*(0,T, L?*(€2)) et les termes de
fuite ou de perte grs et grs sont définis respectivement par (3.3) et (3.4), avec Qrs, Qrs et QrsRrs des
fonctions de L?(0, T, L*(9)) telles que :

Qrr >0, Qrs>0, QrsRrs>0 p.p.dans Qx(0,7). (3.6)

L’hypothese Qry > 0 p.p. dans Q7 signifie par exemple qu’il y a pompage ou fuite d’eau douce.
— Nous supposons aussi que

—(max(Qy,0) + max(Qs,0))hs + Qrs + QrsRrs >0 p.p. dans Q x (0,T). (3.7)

Cette hypothese, qui pourrait sembler plutét technique est effectivement introduite parce que la profondeur
de aquifere ne peut dépasser hs. Tous les termes sources doivent donc se compenser en quelque sorte.
(3.7) est le garant du principe de bon sens qui est : "une boite remplie ne peut pas étre plus remplie".

— Nous supposons que les fonctions hp, hi p appartiennent & espace L?(0,T, H'(Q)) et que leurs dérivées
en temps O;hp, Oh1 p appartiennent & Uespace L?(0,7, H'(Q2)') ou H'(Q)' est le dual de H(Q). Les
fonctions hg, hio € H L(Q) satisfont les conditions de compatibilité :

h(]‘l" = hp(0,z), hl’()‘p = hl’D(O,JI) sur I'. (3.8)

— Nous supposons que les conditions aux bords et initiales satisfont des conditions physiquement réalistes
sur la hiérarchie des interfaces :

0< hl,D <hp<hy et 0< hl,O < ho < hg PP dans Q et hy € LOO(Q) (39)

3.2 Résultats

Ici, nous posons le cadre mathématique et les espaces fonctionnels auxquels vont appartenir nos solutions,
puis nous énongons un résultat d’existence globale en temps d’une solution faible pour (P;). Le point fort
de ce résultat est que le principe du maximum physique est vérifié par cette solution faible.

3.2.1 Reésultats préliminaires

Pour tout n € N* et tout p € [1, +00], soit W™P(§2) l'espace de Sobolev muni de la norme :

[llwnr @) = Z 109 e (-

a€N? |a|<n
Pour simplifier les notations, on pose : H(Q) = WH2(Q) et
V=HyQ), V' =H}(Q) =HQ), H=L*Q).
Le symbole (-, -) est le produit de dualité entre V' et V’. Les inclusions compactes et denses suivantes
VCH=H cV
sont vérifiées voir [20]. Nous construisons I’espace W (0,T) tel que : pour tout 7" > 0
W(0,T) := {w e L2(0,T,V), duwe L*0,T, v')}

muni d’une norme hilbertienne

1
2
|wl[w o) = (HwH2L2(O,T,V) + Hatw”%%o,:r,w))

D’apres J. L. Lions (voir [52] chapitre 1, proposition 2.1 et théoréme 3.1), on a l'injection continue :

w(0,T) c C([0,T],[V,V'].) c C([0,T), H)

1
2
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et on déduit du lemme d’Aubin que l'injection suivante est compacte (voir [77]) :
W(0,T) cc L*(0,T, H).

Nous rappelons le résultat de F. Mignot [38] qui nous servira dans la suite : soit f : R — R une fonction
continue et croissante telle que :

lim sup
|A|—+o0

Soit w € L2(0,T, H) telle que 4% € L?(0,T,V') et f(w) € L?(0,T,V), alors

‘ )
A

‘<+oo.

d d w(.,y)
G fwvev =% | ( / f(r)dr>dy dans D'(0,T),

donc pour tout 0 <ty <ty <T

t2 dw w(t2,y)
/t1 <E,f(w)>vxvdt=/ﬂ </w(t1,y) f(ﬂdr)dy.

3.2.2 Enoncé du Théoréme 1

Théoréme 1 :
Supposons vérifiées les hypotheéses précédentes ainsi qu’'une relativement faible hétérogénéité spatiale :

K_<K,;<2K_.

Alors pour tout 7' > 0, le probléme (P1), (3.1) et (3.2) admet une solution faible (h, hi) satisfaisant :
2
(@) (h—hp, hi —hip) € (LQ(O,T; HE(Q)) N HY(0, T v')) .

Si de plus, nous supposons que hsy est constante, on a

(b) 0 < hy(t,z) < h(t,x) < he pour presque tout & dans € et pour tout ¢ dans (0, 7).

3.3 Démonstration

Avant de commencer la preuve de ce théoréme, nous allons simplifier le systeme P; :

— en supprimant le terme Xy(h) devant 9;h ou Vh et le terme Xy(hy) devant 9;hy, du fait de la redondance
de I'information sur I'inconnue (principe du maximum),

— en gardant par contre le terme Xy(h1) devant Vh,

— en supposant que les termes de fuite ou perte sont nuls, g7, = 0.

Cette simplification ne change en rien notre modele du point de vue mathématique. Puis nous introduisons

aussi deux fonctions incontournables pour la preuve qui sont :

e La fonction auxiliaire :

Cette fonction tantot appelée auxiliaire, tantot fonction de troncature ou fonction de pénalisation, est intro-
duite dans le but de pénaliser la vitesse du front de ’eau douce. Soit M une constante que nous préciserons

plus tard, on pose :
M 1 si <M
La(z) = mi (1’7) -
w () = min x { Mo z>M

xT

e La fonction de Heaviside régularisée :
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On rappelle que la fonction de Heaviside a été introduite dans la modélisation afin de s’assurer que les
interfaces ne sortent pas du sous sol, notre domaine d’étude. On introduit la régularisation suivante :

. 0 si h1 <0
0 si A1 <0 1S
Ko(h) =9 T )= g opso
1 si hy >0 e s1 hp >
pour € > 0. On remarque que :
€(L€E\ h{ . NS
X§(h) = W = Xo(h1) presque partout si h§ = hi p.p.

1> Xg(hS) > 0.

3.3.1 Etape 1 : Existence pour le systéme pénalisé avec Heaviside régularisée
g

Soit € > 0 fixé. On introduit la régularisation X au lieu de Xy dans le systeme et la fonction auxiliaire
L (IIVRS]|L2(0,7; 1)) devant le terme en VA (vitesse de interface entre 'eau douce et la partie insaturée)
de la premiere équation dans le systeme qui est I’équation de conservation de la masse de 'eau salée. On
obtient le nouveau systéme (P;)¢ suivant, dit régularisé et tronqué :
PO — V- (0¢Vh) — V - (KT, (he) X5 (h§)Vhe)
V- (KT (h) X5 (1) Lot (V05 |2 0,7:10)) V) = — QT3 (R,
pOhs — V - (6¢Vh]) — V - (K (Ty(he — h) + Ts(h9) XS (hS)) Vh])
V- (KTu(h) X5 (h§)Vhe) = Qs Ty (he — ) — QuTu(h),

(P1)°

avec les conditions aux bords et conditions initiales suivantes :

h¢ = hp, h{ =hi,p sur T,
he(0,z) = ho, h5(0,2) = h1o(z) dans Q.

Pour alléger les notations, nous allons maintenant omettre la dépendance en e de la solution (h€,h§) et
chercher une solution (h, k1) du systéme (P;), suivant :
@d¢h —V - (6¢Vh) — V - (KTs(h)X§(h1)Vh)
=V - (KTs(h)X§(h1) Las (IIVRall 20, 1:m)) V1) = —QsTs(h),
¢dhy — V - (6¢Vhy) =V - (K(Ty(h — hy) + To(h) X§ (h1)) Vi)
=V - (KTs(h)X§(h1)Vh) = —=QTy(h — hy) — QsTs(h),

(Pl)a .

avec les conditions aux bords et conditions initiales suivantes :

hZhD, hl =h17D sur F,
h(O,I) = ho, h1(071‘) = h170($) dans €.

La formulation variationnelle associée a (P1), est de trouver une solution (h,hi) € L?(0,T;H*(Q)) x
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L2(O,T; Hl(Q)) telle que h= hD, hl = hl,D sur I' et h(O, ) = h(), hl(O, ) = hl,O et
T T T
/ {0k, W)y y dt + / / SEVh - Vaw dadt + / / KTy (h) XS (hy)Vh - Vi dadt
0 0 Q 0 Q
T T
+/ / KTy () XE(h) Ly (1Y ha | 2oty ) Vo - Vo davdt +/ / Q. Ty (h)wdadt = 0, (3.10)
0 Q 0 Q
T T
/ S(Och, w)yy di +/ / 56V hy - Vw dwdt
0 Q
/ / (XE(h1)Tu(h) + Ty (h — ha))Vhy - Vo davdt

+/ KT,(h)XS(hi)Vh - dexdt—l—/ / QsTy(h— M) + QTy(h))wdzdt =0,  (3.11)
0 Q

pour tout w € V = H}(Q).

Puisque, nous voulons utiliser le théoreme de point fixe de Schauder pour montrer que pour tout 7" > 0, notre
probléme (3.10)-(3.11) admet une solution (h, h1) dans L?(0,T; H*(2)) x L?(0,T; H*(2)) et qui vérifiera les
conditions initiales et aux bords, nous construisons ’application F suivante définie par :

ou (h, hy) est la solution du probléme variationnel suivant :
T T T ~ ~
/ d(Oph, w)y v dt + / / 0¢pVh - Vw dzdt + / KT (h)X5(h1)Vh - Vw dadt
0 Jo
/ / KT( LM(||Vh1||L2(0TH))Xo(hl)Vhl Vw dzdt +/ / QsTs(h)w dxdt =0, (3.12)
T
/ d(Oph1, w)y v dt + / 0¢Vhy - Vw dzdt
0 Jo
/ / R)X$ (hy) + Ty (h — hl))Vhl -Vwdzdt

//KT VXS (h1)Vh - dexdt—i—/ / QsTy(h—h1) + Q. Ts(h))wdadt =0,  (3.13)

pour tout w € V.= H}(Q) avec h = hp, hy = hy p sur I et h(0,-) = hg, h1(0,-) = hi .

D’apres la théorie classique des EDPs paraboliques de Ladyzenskaya voir [48], la solution au probléme (3.12)-
(3.13) existe car ces équations sont linéaires.
On pose :

d(g,91) = _T5<9)LM(||v91||L2(0,T;H))v917 V(g,91) € (L>(0,T; H'(Q2)))>.
On a alors :

1d(g, 9120,y = [ Ts(9) Las (IV g1l L20,750)) Vol L2 0,11y < M|hal| (o) car hy € L®(Q).

a) Nous allons montrer que F; est continue :

Soient la suite (h™, h7),, de L?(0,T; H'(Q)) x L*(0,T; H*(Q)) et (h, h1) de L2(0,T; H*(Q)) x L2(0, T; H'())
telle que

(h™, ) — (h,h1) dans L2*(0,T; HY()) x L*(0,T; H*(Q)) quand n — oco.
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Nous posons - o
hp = F1(h? hY) et h = Fi(h,h1),

et nous montrons que
h, — h dans L?*(0,T; H*(Q)) quand n — oo (convergence forte).

Pour démontrer cette convergence forte dans L?(0,T; H(f2)), nous commengons par montrer la conver-
gence faible dans L?(0,T; H(£2)). Puis, nous utiliserons le Lemme d’Aubin pour la convergence forte dans
L2(0,T; H).

e Montrons que (h,, — hp), est uniformément bornée dans L?(0,T;V) :

Pour tout n € N, h,, est bien solution de (3.12) de plus si on remplace w = h,, — hp dans (3.12) on obtient :
T T - -
| 0t o = ko) de [ [ (564 KT () Vo - V(o — hp) ds
0 0o Ja
T ~ ~ o T ~
—— [ [ KT Las (1938 2007 6 () VR - ¥ (o~ hp)dadt — [ | QuI(H") (o — hp) dad.
0 Q 0 Q
En développant, on a :
T T - ~
/ &0y (hy, — hp), (hn — hp))vr v dt + / / (6¢ + KT, (h™) X5 (hY))Vhy - Vhy, dzdt
0 o Jo
T
= / / (6¢ + KTy (k™) X§(hT))Vhy, - Vhp dzdt
o Jo
T — — — —
_ / / KTy (0 Lag (V020 ) XS (R R - Vh, dadt
0o Ja
T
+/ / KTo(h™) Log |V} 220y ) X& (RP) VR - Vi dacelt
0o Ja
T - T
[ [ QB ~ ) ot~ [ 00k, (i~ i) . (3.14)
0 Jo 0

Nous allons estimer séparément chaque terme de (3.14). En utilisant la formule d’intégration de F.Mignot
avec la fonction (h, — hp) qui appartient & W(0,T') et donc & C(0,T; H). Le premier terme qui s’écrit

T
| 60t = ). = kvt = 5 n(T) = (D]}, = Slho =~ byl (315)
0
Le second est majoré par

T
/ / (5¢ + KTS(BH)X(;(B?))W Vi dzdt > 56|V hu |72 0 1m0, (3.16)
0 Q 545

Le troisieme terme peut s’écrire avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz comme suit :

T
’/ /(5¢+KTS(h")X5(h;L))Vh,,-Vhpdxdt\ < (664 Ky [hall o) IVl 20y |1ep | 202000
0 Q

puis, on applique I'inégalité de Young : pour tout € > 0

T 2
n e(pn € 5¢+K+Hh2”[f’o Q
| / /Q (06+ KT (W) X5 (1)) VhoVhpp dvd| s§||th||i2<o,T;H)+( D LTSI

(3.17)
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De méme avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le quatriéme terme s’écrit :

T

= [ ] KT s (19220000 A5 ) VB - T < KA ) o 2l 9l 12000
0 Q

MK |[ha|| Lo @)l [VhallL2(0,7:0) 5

A

et en appliquant I'inégalité de Young

Hh2||L°° @ T3 HVh HL2(0TH)

(3.18)
Puisqu’il ne dépend pas de h,, le cinquieme terme est majoré grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

‘—/ /KT (™) Lag (/YR (0.5 ) X (BT VAT - Vhy, dxdt‘

T

[ ] BTG (98 ot0i7m) % () VR -Vl dodt] < KA Rz ol ooy
0 Q

< MK |[he||pe(@)llhplL2(0,1;m1)- (3.19)

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ’avant dernier terme peut s’écrire comme suit :

T
= [ Q) = h) dodt] < 11Qulloiran I ~eo e = Bl 1200,
0

¢

puis, en appliquant I’inégalité de Young sur le premier terme, on a :
2
5 1 = hpl[L20. 1,1y (3.20)

T _ QsllZz (0.1
[ QuL, ()b — hp)dsat] < L0 e
o Jo 2¢ 2

Enfin, pour le dernier terme nous avons en appliquant successivement les inégalités de Cauchy-Schwarz et
de Young :

T
o
’7/0 ®(0thp, (hn — hp))v' v dt‘ < %||8thDH%2(O,T;(H1(Q))’)
)

+?th‘|%2(0,T;H1) + HhD||L2(o T;H1)>

IN

¢
%”aﬁh[)‘|%‘2(0,T;(H1(Q))’) + 7||th\|i2(o,T;H)
o
+?Hh7l”%2(0,T;H) + ||hDHL2(0TH1) (3.21)

En faisant la somme de (3.15), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) on réécrit (3.14)

2| 1hn() b (T — Do — hopol [ + 6] [Vl 22 0 101

K2M? QL0 1.m 5¢ [T
< ellVhalFao 2o + (——+ 2;,*”)||h2||%m<m+7/0 ] 3

3¢ + Kih J '
M Ll +MK+||h2||L°°(Q )||hD||L2(O,T;H1)+§/ |7 — hop|[Fdt.
0

+ 2e

En réduisant cette derniere équation et en utilisant la relation suivante :

09 o9
/||h 1 dt = / » — hp) +hD||Hdt<—/ o~ kol at + 1m0
on obtient :

¢ 2 | 09 2 ¢ ’ 2
§th(T) - hD(T)HH + (? - E)th”HL2(O,T;H) = 5(1 +6)/0 1hn = hpl[gdt

n (66 + K1 hs)?

( 2e +QS(H_‘MK+||h2||L°C(Q))||’”LD||%2(0,T;1111)
K2 M? ||Qs||%2(0 T;H) ¢ )
+( +s * % )||h2\I2Loo<n>+§Hh0—hD|t:oHH. (3.22)
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Alors on choisit ¢ telle que : Cy, = %‘b —& >¢e9 >0, pour un g > 0. De la relation (3.22) avec le Lemme de

Gronwall, plus I'inégalité suivante :

2 Nha)I [y~ Ll < [n(T) ~ ho (@)1

& Sl < 511t — hp (@) + SlAp (T

& 2 D)Ly <\ Sl ral0) — ho (D + Sl

- \\/g\\hn@)“H < \/‘;thm —ho(D)|[ + \/ﬁHhD<T>HZv

on conclut qu’il existe les réels positifs Ay; et By; qui dépendent des données du probleme tels que :

V2 (¢ 2 K2M? 1QsllZe 0,7, 2
Hh”HLOO(O,T;H) = ﬁ §Hho_hD\t:0HH+( - + 2 )Hh2HLoo(Q)
(00 + K |[ho|| L~ @)
+ 2 ©@) HhDH%%o,T;Hl)

Nl=

1
2

Vo 2
+ E(HhD(T)HH) )

(1+8)T
2

+(0¢ + MK+|h2||L°°(Q))||hD||L2<o,T;H1>> e

\/i ¢ 9 ,K:%,Z\f2 ||QSH%2(O,T;H) 2
< ﬁ E“ho_hD\t:()”H+< - + 20 )HhQHLO"(Q)
(60 + K|l @)?
+ o lhollFao i
1
2
(1+8)T \/5 2\ % (4H)T
+(5¢+MK+|hzl|L°o<n>)||hD||L2<o>T;Hl>> ez +ﬁ(HhD(T)HH)2€ 7
\/i ¢ 2 K3M2 ||QSH%2(O,T;H) 2
< ﬁ §Hh0_hD‘t:OHH+< - + 2¢ )HhQHLO"(Q)
(60 + Ky ||hal L~ (0))?
+ o llholla i
5 3
2 (148)T
+(5¢+MK+|IhzIILoc(m)||hD||L2(o,T;H1>+QHhD(T)HH> e T
||hn||L°°(O,T;H) S AM(¢75aKah0;hDah27Qs7M)v (323)
1 \/5 é 2 KJZFM2 ||Qs||2L2(o,T;H) 2
Vil oo iy < \@\/5<2Hh0—tht—0HH+( S 20 )lltallE~
g
8¢ 4+ K ||ha||pe(a))?
GO Rl

(146)T

1
2
+(5¢>+MK+|h2||Loc(Q))||hD||L2(0,T;H1)+ZHhD(T)HZ> (1+ng€ 2 ),
||th||L2(O,T;H) S BM(¢35;K7hO7hDah23QsaM)' (324)

Donc la suite (hy, — hp), est uniformément bornée dans L?(0,T; H(2)) N L*°(0,T, H) puisque (hy,)n Pest
dans L?(0,T; H*(Q2)) N L*>°(0,T, H). Nous notons aussi que I'estimation de la norme L® (0,7, H) justifie le
fait que nous pouvons refaire les calculs en remplagant T par un 7 < T dans 'intégration en temps. Dans la
suite pour majorer la suite (h, )y, nous poserons :

Cu = /A2, + B2, (3.25)
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e Montrons que (9;(h, — hp),) est uniformément bornée dans L?(0,T;V’) :

La norme dans L?(0,7,V’) se définit comme suit :

3y (hn — hD)‘

sup

T
(0¢(hn = hp), w)v v dt
L2(0,T,V") lwllp2 0,71y <1 /0

1
sup —
Hw||L2(O,T;V)§1 ¢

T T
/ 5 (Ouhp Wy df — / / QT (A" dadt
0 0 Q

T
—/ / (6¢+KTS(B")X§(B?))th Vw dadt
0o Jo
T — — — —
_/ / KTy (R L (|[V 37| 12) X5 (B2)VEY - Vo dard].
0 Jo
Nous allons estimer séparément les quatre termes du second membre :

T
’/ —¢(0thp,w)v' v dt) < @l|0hpl|L20,m;v ) [wlL20,75v) 5
0

T
=[] (80 KT.G)X50)) V- Vurdade] < (6504 Kol o) 1200 00
0

et comme la suite (h,,), est uniformément bornée dans L?(0,T; H'), alors

T
]f/ /Q<6¢+KT3(h”)X5(h?)>th Vwdadt| < (66 + K|l @) Cutlwll 20,y (3:26)
0
De plus,
T — — — —
| / /QTs(h”)LM(||Vh’f||Lz)X5(h’f)Vh? Vo dadt| < Mllhel <o llwl| 20720, (3.27)
0

et enfin .

[ [ @nrwdsir| < Q.o mn Il ol (3.29)
0

En faisant la somme de (3.26), (3.27) et (3.28), on obtient une borne de la norme dans L?(0,T;V’) de % :

1

Hat(h" B hD)‘ L2(0,T,V") = )

(60 + K llhallzoe(@)Car + Mllhall <o)
+6110hl 207 + 1@l 20,7 hell (@ ) 0l oo iy

avec |[w|[z2(0,7,v) < 1, donc

1
0 (h = h)[| 2oy < 3 ((5¢ + Kllh2|[Lo(0))Cn + M|[he|| L= (o)
+9l0shp||L20.7v1) + ||QS||L2(0,T;H)||h2||L°°(Q)) =Dnp.  (3.29)

Donc (hy,), est uniformément bornée dans L*(0,T; H*(Q))NH(0,T; V') et d’aprés le théoréme de compacité
de Aubin voir [77] la suite (hy,), est séquentiellement compacte dans L?(0,7; H). On peut extraire une
sous suite toujours nommée (h,), qui converge fortement vers une limite [ dans L?(Qr) et faiblement
dans L?(0,T; H'(2)) N H(0,T,V'). En utilisant en particulier la convergence forte dans L?(Qr) et donc la
convergence presque partout dans Qr = (0,T) x €2, on vérifie que [ est solution de (3.12). Cette solution étant
unique alors [ = h. Pour finir avec la continuité de F;, montrons la convergence forte dans L?(0,T; H(Q)).

e Convergence forte dans L?(0,T; H(Q)) :
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On fait la différence de la formulation faible (3.12) avec la suite (hy,), et de la méme formulation faible avec
cette fois la solution h, puis on teste avec la fonction w = h,, — h. Cela donne :

/ &0y (hn — h), (hn —h)}vlvdt+/ ) (5¢ + KTo(h™) X5 (W) V (hyy — h) - V(hy, — B) dadt

// SR XS () = To(h) XS (h1))V (hy, — h) - Vh dadt
/ / ( (R Lot (1Y 2ozt X5 (B2 VAT — <>LM(||Vhl||L20TH)Xo<h1>vm)

Y (h — h) dxdt+/ /Qs V(™) = To(R)) (o — ) dadt = 0, (3.30)

En utilisant I’hypothése que :

(hn,h}) — (h,hy) dans L2(0,T; H'(Q)) x L*(0,T; H'()),

et en faisant tendre n — oo, ’équation (3.30) est réduite a :

lim (/O /Q(égzb—i—KTs(B")Xg(ﬁ?))V(hn —h)-V(h, —h) dxdt) =

n—oo

Gréace a la positivité de K, on déduit de la relation précédente que :
T T B -
lim (/ / 56V (h — )2 dadt +/ / KTy () XS (AT V (e — )2 dxdt) <.
n=reo 0o JQ 0 JQ

Donc, nous concluons que la suite (hy,),, converge dans L2(0, T; H!(Q2)) vers la solution (k) de notre probléeme,
ce qui prouve la continuité de F; dans la topologie forte de L?(0,T; H(f2)).

b) Nous allons montrer de méme que F; est continue :

Nous appliquons la méme méthode que celle décrite dans a). On pose
hl,n :.FQ(}_Ln,}_LTf) et h1 :fg(ﬁ, }_Ll),

et montrons que
hin — hy dans L?(0,T; H'(Q)) (Convergence forte).

e Montrons que (hi,, — h1 p), est uniformément bornée dans L*(0,T;V) :

Or pour tout n € N, hy , est solution de (3.13) de plus si on remplace w = hy,, — hy,p dans (3.13) et on
obtient :

/ (et (b — h1D)>V'VdL‘+/ /&WhM-Wmn hn.p) dudt
/ / (B)VXE (D) + Ty (A — B2))Vhi - V(ham — hyp) dadt
- / /KT (WYX (W)Y hay - V(g — . p) dadt

/0 / QsTys(h —ﬁ?)+QsTs(i}”))(th_hl,D)dxdu
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soit apres réduction
T
/ 30y — hr.p), (ham — ho.p))vy dt
0
T —_ —_ - —_
+/ / (5¢ + K (To(R™)XS(R) + Ty(h™ = 1)) )V, - Vha p dedt
0 Q
T
- / / (56 + K (To(R™)XS(R) + Ty(R™ — 7)) Vh.p - Vhy p dadt
0 Q

T T
- / / KTy (h™)X§(h})Vhy, - Vhy o, dadt + / / KTy(h™)X§(h})Vhy, - Vhy p dedt
0 Q 0 Q

T
[ @ )+ Q) ) s

T
—/ &(0ch1,ps (h1,n — h1,p))vr v dt. (3.31)
0

Estimons les termes de (3.31). Le premier terme s’écrit

T
/ ¢(Oc(h1,n — h1,0), (h1n — k1 D))y v dt = thl,n(T) - hl,D(T)HiI - thl,O - hl,D\t:OHiI- (3.32)
0

Pour le second, on rappelle que les fonctions Ty et Ty sont définies sur [0, hg] et prolongées par continuité en
dehors telles que :
Ts(h) =he —h, Vhe|[0,hy)] = Ts(h) >0
)

Tf(u) =u, YuécE [O,hg] - Ts(h) +Tf(h — hl) >0 et Ts(h —|—Tf(h — hl) < 2ho,

donc
T —_ - — -
/ / (5¢ + K(Ts(h”)X(f(h?) + Ty (A" — h?)))Vth - Vhy , dzdt
0o Ja

T
z/o /95¢|Vh1,n|2da:dt 25¢HVh1,n|]2LQ(O7T;H). (3.33)

De plus, pour le troisieme terme on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young et on a pour
tout € > 0 :

T
| / / (5</> + K (To(A) XS (RY) + Ty (A" — B?)))Vhl’n - Vha,p dadt]
0 Q
< (0¢ + 2K 4 ||| Lo @) VR all 20,00y X 1101, D]l 22 07317 (2))

2
(66 + 2K ¢ [|ho|| = (a)) € 2
< % ||h17D||%2(0,T;H1(Q)) + §HVh1anHL2(0,T;H)' (3-34)

De méme, pour le quatrieme terme

T
‘ — / / KTS(hn)XOE(h?)th . Vhl,n dl‘dt| S K+||h2||L°°(Q)||hn||L2(0,T;H1(Q))HVhl,n |L2(O,T;H)7
0o Ja
puisque (hy,), bornée dans L(0,T; H'(Q)), on a :

K2 2|7 ) Ci
2e

(3.35)

T
|—/0 /QKTS(h")Xg(h’f)th-Vhl,ndxdty < +g||Vh17nHiz(O7T;H).

Pour le cinquiéme terme ne dépendant pas de h; 5, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

T
[ KT X500, - T dedt] < K el oy Vol s mns o sl Lo o
0
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et avec (hy,), bornée dans L?(0,T; H*(Q)) :

T
|/ /KTS(h“)Xg(h;l)th-VhLDdxdﬂ < Ky ||| oo (@) Carl b, pl 2 .15 (02 - (3.36)
0 Q

De méme, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young pour le sixieme terme et on obtient :

|- /0 /Q (QsTy(h™ = B}) + QuTu(h™)) (hyn — ha p) dad]

<|[Qf + Qsllr20,7;m) P2l Lo () 11,0 — P, DI 220,71

’ 7 T —
|- /0 /Q (QfTy(R™ — hY) 4+ QsTs(h™)) (h1,n — hy,p) dadt|

1Qs + QsllT2o i M2l T @) 2
< 2¢ + §th,n - hlvDHL2(O,T;H)' (337)
Enfin, le dernier terme s’écrit comme :
T
¢ 2 Pd
| - ; $(0ih1,p, (b1 — by p))vr vdt| < 25 19¢h1,pllL200) + 5 llha alli2 0.7
+7||h17D||%2(0,T;V)’
¢ Pd
< %HathLD”QL?(O,T;V’) + 7||Vh1,n||i2(o,T;H)

¢5 oy

thnHL?(OTH) 7||h1,D||2L2(07T;V)- (3.38)

En faisant la somme de (3.32), (3.33), (3.35), (3.34), (3.36), (3.37) et (3.38) on réécrit (3.31) :
Ky ||ha]7 e ) Cr
2e

2
<5¢+2K+||h2||L‘X’(Q)) 2 HQf+QS||%2(O)T7H)||h’2HLOO(Q)
+ e Py, Dl 7200,75m1 () + 2%

2
(1)~ @2 + 00| Vsl o < T e

2 ¢
+<€HVhl,nHL2(07T;H) + CMK+Hh2HLoo(Q)Hh1 pllz2o,1:m1 () + %Hathl pll7: )

g $o ¢
||h1D||L2 OTV)+ ||Vh1n||L2(0TH+ ||h1n||Hdt+ ||h1n h1D||Hdt

Ainsi apres réduction et en utilisant la relation suivante

5 5 5 5
%L =% [ o)+ ol < % [ = bl 2 ol
on obtient :
2
0] 2 o¢p 2 K+||h2”L°°(Q)CM 10) 2
Sli1n(T) = o (D)3 + (5 = ) [Vhval [} g 7 < > + 2| [f10 = s,
2
2
(66 + 2K ol (e ) - 1Q5 + Qull3o 2o 12l
+ e 1P1, D720, 7,01 (02)) T 2
(5 + Om B |lhollpe=@)lhy,pllL20mim @) + 55 10eh, D[220, 7501)
¢ T
90, plBago riv + 5 (1+ 5)/ [k — Byt (3.39)
0
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Alors, si € est choisie telle que : Cy := (3 —¢) > g9 > 0, avec un g9 > 0 dans (1.54), le Lemme de Gronwall

nous assure l'existence de deux réels positifs Fy; et Fj; dépendant des données du probléeme, plus si nous
utilisons I'inégalité suivante :

2 @), — Sk n @[ < 2llan(D) ~ o @)

& Ul < 2 hrnl) — ho @+ 2llho @),

& \\/gHMn(T)HH < \/;)th,n(T) - hl,D(T)HiI + thI,D(T)Hip

& L ally < S0 - mo @I+ S0,

on obtient :

K. ||hol|? o son C?
th’"HLw(O,T;H) < ﬁ( +l1hall (@)~M

2l I
73 5 +2 hi1,0 = hi,pji=o .

2
(5¢>+ 2K+Hh2”L°°(Q)> )
+ 9% 1h1, D122 0,501 (02))
2
HQf+Q3||%2(OT*H)||h2HL°C Q 0]
+ 2% @ 4 %Hathl,D”%P(O,T;V’) + ¢0]|h1, b1 720,71

1

? (1+6)T
+Cum K ||hel|zo< @)l [h1,Dl 20,7501 (0)) | €2

V2 KJFHhQHQLw(Q)CJQW+¢tho—h1D| OH
Vo 2 211 Dle=

2
(5¢+ 2K+|\h2\|Loo(Q)> ,
+ o ||h1,D||L2(o,T;H1(Q))
2
1Q + QsllZ2 0.1 || h2] |,
T =@ , ¢
+ 2% L+ %Hathl,DH%?(O,T;V') + ¢5||h1,D||2L2(0,T;V)

+ Y (@)

2

IN

H

2
(1+6)T \/a 2.1 a+oT
+CMK+|Ih2|Lw(ﬂ)lhLDIIL?(O,T;Hl(m)) e +ﬁ(||h1ﬁD(T>HH)2€

V2 K+||h2||2L°°(Q)012\4+¢Hh o H2
73 5 5 ||h0 = h1pje=ol| .

2
(6 + 2K 1Bl 1o )
+ e 1h1, D122 0,758 (02))
2
HQf+QS||%2(OT~H)Hh2HL°° Q o
+ 5 2 55110, p 30,1 + 8011h, 00,730

IA

9

%
0] 2 (14+85)T
+CM K [|ha|| Lo () [|P1, DIl L2 0,758 () + :;;th,D(T)HH e 2

||h17"’|L°°(07T;H) S EM(¢757 Ka h1,07h1,D7h27Q87QfaMa OM)) (340)
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2

V10l 2

1 V2 (Killhellie)Chr 6
+ §Hh1,0 - hl,D\t:oH

< P
0.T:H) — \/59 Vo 2¢ H
2
(56 + 2+ 1B |~ o)) )
+ 2 th,D||L2(0,T-,H1(Q))
2
||Qf + QS||%2(O,T;H)||h2||L°°(Q) ) 2
+ % + ?6||6th1,D‘|L2(O,T;V’)

+Cn Ky ||ha|| Lo @) ||P1,D || 20,1581 ()

1
2
+¢0||h,pl[720,7v) + \\/thl,D(T)H?q) (1 + \/C;ge%),
VPl 2oz < Far(@6, K, b0, ha.p, he, Qs, Qg M, On)- (3.41)

Donc la suite (hy ), est uniformément bornée dans L?(0,7; H'(2)) N L>(0,T’; H) et nous poserons dans la
suite Cy ) comme majorant de la suite (hy ), défini par

CLMZ\/EJQV[—FFJa. (342)

e Montrons que (9;(h1,, — h1.p)s) est uniformément bornée dans L?(0,T;V’) :
La norme dans L?(0,7T, V') s’écrit comme :

|04 (h1n — h1,D)||L2(O’T’V,) = sup

HwHLZ(O,T,V)Sl

T
/ (Oh(h1n — hap) w)v v dt
0

1
= sup —

T T
p / _¢<ath1,Dvw>V’,th—/ /(5¢+K(TS(B”)X5(B;’)+Tf(ﬁ”—ﬁgl)))vm,n.vmdxdt
lwli<1 @] Jo o Jo

T _ _ T _ _ _
+/0 /QKTS(h”)Xoe(h?)th~dexdt+/0 /Q(Qfo(h”fh?)JrQsTf(h”))wdxdt.

Nous allons estimer séparément les quatre termes de cette norme. Le premier s’écrit :

T
/ —¢(0th1,p,w)vr v dt| < ¢||0sh1 pllL20,0v ) ||wl| L2 0,7:v)- (3.43)
0

Ensuite pour le second, on a :
T — — — —
| - / / (66 + K (T, (B XS (BD) + Ty (" — B2))) Vo - Veododt
0o Ja

< (66 4 2K [ |hall Lo @) [1h1.nll 220,70 1w L2 0,757

et comme (hy.,)n est bornée dans L?(0,T; H'(£2)), alors on a :

< (0¢+2K 4 ||h2|| L (0)) Cronme| W]l 20, 7,v)-

(3.44)

T
‘— / / <5¢+K(TS(B")Xg(E?)JrTf(E"—/}’f)))Vhl,n.vwdxdt
0 Q

Par ailleurs, on a :

T
| / /Q KT, (W)X (b)) Vhy, - Voo dadt] < K| [hal| e (o) [l L z20.rstrs ol 2020
0
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et comme (hy,), est bornée dans L?(0,T; H*()) :

T
| - / , KTs(hn)Xoe(h?)th - Vw dzdt < K+||h2||Loo(Q)CM||U)||L2(07T7v). (345)
0 ¢

Enfin, pour le dernier terme, on a :

T
‘ _/0 /Q (Qfo(hn — h?) +Q3Tf(hn))wd.%‘dt S HQf +QS||L2(0’T?H)‘|h2HL°°(Q)"wHLZ(O,T,V)' (346)

En faisant la somme de (3.43), (3.44), (3.45) et (3.46) on obtient :

Oulhin b))

1
< —(¢||0h I
LZ(O,T,V’) - ¢ <¢H t 17D||L2(O,T7V ) + ¢

+HK+Cn +2K1C1 v +[1Qf + QS||L2(O,T;H))||h2HL°°(Q)> llwl|z2(0,7,v)5

or ||wl|r2¢0,7,vy < 1, et donc :

Oulh1n — ha,p)

1
< R RVl
L2(0,T,V") - ¢ <¢)Hath17D||L2(0,T,V ) + 5¢ + (K+CM
+2K, Cy o + |Qf + QSHLQ(O,T;H)}|h2HLoo(Q))) =D pm. (3.47)

Donc (hi,),, est bornée dans L?(0, T; H'(Q))NH' (0, T; V') et d’apres le théoréme de compacité de Aubin, la
suite (h1.n)n est séquentiellement compacte dans L?(0,T; H). On peut donc extraire une sous-suite toujours
nommée (h1,,) qui converge fortement vers une limite {; dans L?(€r) et faiblement dans L2(0,7; H'(Q)) N
HY0,T;V"). Avec la convergence presque partout sur (0,7) x €, on a que [; est solution de (3.13) et est
unique, donc I; = h;.

e Convergence forte dans L?(0,T; H*(Q)) :

Pour finir la preuve sur la continuité de F3, nous faisons la différence entre la formulation variationnelle
(3.13) avec hy , et celle avec hq, puis nous choisissons w = hy,,, — h1. Nous obtenons :

/T (Bs(h1m — h1), (him — ha))vry dt + /OT /Q SV (hym — 1) - V(hym — hy) dadt
/ / (T (W) X5 (YY) + Ty (h™ — b))V (han — ha) - V(R — ha) dadt
/ / ( (W™ X5 (RT) 4+ Ty(h™ — hY)) — (Ts(h) X (ha) + Ty (h — El)))vm -V (h1y — hy) dadt
/ / (To(h™) X5 () — Ts(R) X5 (h1))Vh - V(hyp, — hy) dadt

/ / ( QsTr(h™ — h}) 4+ QsTs(h™)) — (QfTy(h — h1) + QsTs(h))> (1 —h1)dxdt = 0. (3.48)
En utilisant I’hypothése que :
(hn, h}) — (h,hy) dans L2(0,T; HY(Q)) x L*(0,T; H'(Q)),

et en faisant tendre n — oo, ’équation (3.48) est réduite a :

n—0oo

T
lim (/ / 5¢V(h1,n — hl) . v(hl,n - hl) dxdt
0 Q

/ / hn XO hn) + Tf(h - }_lrll))v(hl,n - hl) . v(hl,n - hl) dedt) =0.
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Grace a la positivité de K, on déduit de la relation précédente que :

n—oo

T T
lim (/ / 5|V (hyn — h1)|? dadt +/ / K_(Ts(h")X§(hY) + Tr(h™ — k1)) [V (hin — ha)[? dxdt) <0.
0 Q 0 Q

Donc, nous concluons que la suite (hy,), converge dans L2(0,T; H'(Q)) vers la solution (h;) de notre
probléme, et la continuité de F» dans la topologie forte de L2(0,T; H(2)) est prouvée.

c) Conclusion :

F est continue puisque ses fonctions composantes i et F3 le sont. De plus, si B € R est la constante
définie par les estimations uniformes (3.25), (3.29), (3.42) et (3.47), c’est-a-dire

B = \/C12\4 + D3+ C? 5+ D3y,
et si Wy est la partie fermée, bornée et convexe! de L2(0,T; H'(Q)) x L?(0,T; H*(£2)) définie par

2
)

Wi = {<g,gl) e (L2, 7 HY Q) N HY0.T5V) 5 (9(0), 91(0)) = (ho, o). (s 9nr) = (hp, h,p);

2 <
H(gvgl)H(L2(07T;H1(Q))ﬂHl(O,T;V/)) B}v

alors F(W7) C W7 et la restriction de F & W7 est continue. D’apres le théoréme de point fixe de Schauder,
il existe donc (h, hy) € Wi point fixe de F. On a ainsi l'existence d’une solution faible & (3.10)-(3.11).

Remarque 3.1 La compacité de opérateur F peut étre plus facilement vérifiée en introduisant la fonction
LS, au liew de Ly dans cette étape de point fixe (voir chapitre suivant). Nous préférons ici privilégier la
concision de la présentation.

3.3.2 Etape 2 : Elimination de la fonction auxiliaire L,

Ici, nous allons montrer I'existence d’un nombre réel R > 0 ne dépendant pas de € ni de M, telle qu'une
solution faible (h, hy) € W1 du probléme (3.10)-(3.11) satisfait

||Vh’HL2(O,T,H) < R et ||Vh1”L2(O,T,H) < R. (349)

Nous allons utiliser les équations (3.10) et (3.11) en remplagant respectivement w = h — hp dans (3.10) et
w = hy — hy p dans (3.11). On obtient donc :

T T
/ &(Dyh, b — hp)yry dt + / / S¢Vh -V (h — hp) dadt
0 0 Q

+/O /QKTS(h)Xg(hl)w-V(h—hD)dxdt

1.V ((g,gl), (h, hl)) € W2 et pour tout ¢ € [0,1], alors (tg + (1 =t)h,tg1 + (1 — t)hl) € W2.
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T
= —/ / KT, () X5 (h1) Las (||V || L2 0,020 ) Vi - V(h — hp) dadt
Q

_ / " QU (h — hp) dudt, (3.50)
0 Q

T T
/ ¢<ath1, (h1 — ]'Ll,D)>V',V dt + / 5¢Vh1 . V(h1 - hl,D) dxdt
0 0 Q
/ / XO hl) + Tf(h hl))Vhl . V(hl - hl,D) dxdt
= —/ KTS(h)XO (hl)Vh . V(hl - hl,D) dxdt

T
—/0 /Q (QsTy(h — h1) + QsT(h)) (h1 — ha,p) dudt. (3.51)

On réécrit les différents termes de (3.50) :

T
L = / (b<8th,h—h]_‘)>vl7v dt
0
T T
- / ¢<8t(h—hD),h—hD>V/7th+/ ¢<athD,h—hD>V/’th7
0

T
I, = / d¢Vh-V(h — hp) dzdt = / /(5¢> Vh Vh —=Vh- VhD> dzxdt,
0 Jo

T
I = / /KTS(h)Xg(hl)VbV(hfhD)dzdt
Q
T
- / /KTS(h)Xg(hl)(Vh-Vh—Vh-VhD) dudt,
Q
T
L = —/ /KTs(h)LM(\|Vh1||L2(O,T;H))Xg(h1)vm-V(h—hD)d:cdt
0 Q
T
S / / KTy(h) Lt (191|022 ) X ()W oy - Vh dadt

/ /KT )LJV[(HV}HHL?(OTH))Xo(hl)Vhl Vhpdzxdt,
0

I //Q )(h = hp) dodt = //QT hdxdt+/ /st Vhp dadt,

puis ceux de (3.51) :

T
n = / @(Oth1,(h1 — h1p))vr v dt
0
T T
= / ¢(0¢(h1 — h1,p), b1 — h1,p)v/,v dt + / &(O¢h1,p, h1 — h1,p)v v dt,
0 0
T T T
Ié = / / 5¢Vh1 . V(hl - hl,D) dxdt = / / 5¢Vh1 . Vhldl‘dt —/ / 5¢Vh1 . Vhl,D diZ?dt,
o Ja o Ja 0o Ja
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I = / / h)XS§(h1) + Tp(h — h1))Vhy - V(h1 — by p) dadt
= / / XO hl) + Tf(h hl))v}h . Vh1 dxdt
52

h1) + Tf(h — h1))Vhy - Vhy p dzdt,

n = _/ /KTS(h)Xg(hl)Vh~V(h1—hLD)dacdt
- //KT VXS (h1 )V - Vhldxdt—i-/ /KT VXS (RS )V h - Vhy p dadt,

1 //Qfoh ha) + QuTu(h)) (s — b p) dadt

T
*/ / (QsTy(h — h1) + QsTs(h)) ha dzdt + / / (QsTy(h — hy) + QTs(h)) ha p dadt.
0 Q 0 Q

Nous allons faire la somme des termes de (3.50) et (3.51) en utilisant la formule suivante pour réduire les
calculs :

KVh-Vh+ KLy (V|22 0msm)) Via - Vi + KVhy - Vhy + KVh-Vhy
= KV(h+h)-V(h+h) = KVhy - Vh+ KLy (V|| 2 0.0:m) Vo - VA, (3.52)

or Vhy - Vh =Vhy - V(h+ h1) — Vhy - Vhq, donc (3.52) devient :

KVh-Vh+ KLy ([|Vhallr2,7:m)Vhi - Vh+ KVhy - Vhy + KVh - Vhy
=KV(h+h)-V(h+h) = K(Vhy - V(h+ hy) = Vhy - Vi)
+K Ly ([|Vha| 2 0,m:61)) (Vha - V(R + hy) = Vhy - Vi),

et on obtient :

KVh-Vh+ KLy (|Vha|lz20.73)) Vha - Vh + KVhy - Vhy + KVh - Viy
=KV(h+h1)-V(h+hi) + K(l - LM(HVthL?(O,T;H)))Vhl -Vhy

4{(1 - LM(||Vh1|\L2(07T;H))>Vh1 Y (h+ hy). (3.53)
Ainsi en sommant (3.50) et (3.51), puis en utilisant (3.53), on obtient :
T T

/ ¢<at(h7hD),h*hD>V’7V dt+/ qﬁ(&(hl 7h17D),h1 7h1,D>V’,V dt
0 0

T

+/ /5¢(Vh~Vh+Vh1 - Vhy) dadt
0 Q
/ / 1 — Lo (|IVha | 20,1 H))) S XE(hy) + Ty (h — h1)>Vh1 - Vhy dzdt

T
+/0 /QKTS(h)Xg(hl)wh+hl).V(h+h1)d:cdt
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T
—/ / K(1 - LM(HVhl||Lz(07T;H)))Ts(h)Xg(hl)Vhl -V(h + hy) dadt
0 Q
T
- / / (5¢+KTs(h)X5(h1))Vh - Vhp dzdt
0 Q
T
+/ / (5¢ + KT, (h)XE(hy) + KTy (h — h1)> Vhi - Vhy p dudt
0 Q
T
+ / / KTo(h)Las (|[Vha | 20,00 ) X (ha)Vhy - Vhp dadt
0 Q

T
+/ /KTs(h)X(f(hl)Vh-VhLDdxdt
Q

[ [ Q@ hp)dede~ [ [ (@Ty(h— b) + QW) ~ ) dads
0 Q 0 Q

T T
—/ &(Othp,h — hp)y: v dt + / (O¢th1,p,h1 — h1,p)y+,v dt.
0 0

T T
/¢<at(h—hp>,h—hD>vgvdt+/ 30 (hy — hy.p)s by — b p)vey dt
0 0

Ji J2

T
+/ /6¢(Vh-Vh+Vh1~Vh1)dxdt
0 Q

J3

// ll—LM IV allz2(0,7:)) ) Ta(R) X () + Ty (h — hy) | Vo - Vhy dads
Q

Jy

+/ /KTS(h)Xg(hl)V(h+h1)~V(h—|—h1)d:cdt

/ JRICEEA ||vm|\Lz>) (B () Ry -V () dadt

Js

+/OT/Q (66 + KTu(R) X5 (1)) Vh - Vhp dadt

J7

T
+ / (5¢ + KT,(h) XS (hy) + KTy (h — hl))vm - Vhi.p dudt
0 Q

Js

T
+ / / KT, (h)Las (V|| L2 0,020 ) X5 (1) V Ry - Vhip dadt
0 Q

Jo

T
+ / KTy (XS (hy)Vh - Vhy p dadt
0 Q

Jio

(3.54)
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+/0 /Q—{QSTS(h)(h—hD)-i-(Qfo(h—h1)+QsTs(h))(h1_hl,D)}dxdt

Ji1

T T
+/ —¢(0thp,h — hp)v v dt + / (Oth1,p,hi — hi,p)vr v dt. (3.55)
0 0

J12

Nous allons estimer les termes de (3.55) et nous utiliserons la plupart du temps l'inégalité de Cauchy-Schwarz
puis celle de Young pour tout € > 0. Ainsi, en posant v =h — hp , v = h; — h; p, on obtient :

J1 = ¢/ T,2) —ui(x))de et Jo= ¢/ (T, z) — vi(z)) du,
T T T

Jy = / /5¢(Vh-Vh+Vh1-Vh1)d:cdt2/ /5¢|Vh|2dxdt+/ /5¢|Vh1|2dasdt,
o Ja 0o Ja 0o Ja

J4 - / / 1 — LM |Vh1”L2(O T: H))) (h)XO (hl) —+ Tf(h hl)) Vhl . Vhl d:l?dt

%

//K_ (1= Lar ([IVhallz2o,mm)) ) Ts (R) XS (ha) + Ty (b — hl))\Vh1|2d:cdt,
5= [ /Q K50V 0+ h) V04 by o> [ [ K D590+ h) deat,

(1= L (19Mlazo7:m) ) To (W)X (1) Vi - W (+ I ) dadt

IN

T
/ / Ky (1 - LM(HVh1||L2(o,T;H)))T (h)Xg (h ‘Vhl V(h+ h1)‘ dadt,
o Ja

Nl=

IN

T K2
| [ g (1= L (102 0) ) 705 () O ?
0 < —

[N

T
X (/0 /92K_ (1 - LM(||Vh1\|L2(0,T;H)))Ts(h))(g(hl)W(hJr hi)[? d:rdt)

i

/ / lfL]V[ HV}UHLQ(OTH)))T (h)XO(hl)‘V(h+h1)|2dxdt

IN

Las (||Vh1||L2(07T;H)))Ts(h)XO‘(hl)Whl|2 dzdt

T
| J7] / (6¢ + KTS(h)Xg(hl))Vh - Vhp dzdt
Q

IN

T T
/ §¢Vh - Vhp dzdt| + / KT,(h)XE(h1)Vh - Vhp dadt
Q Q
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1 1
2 2

T T
< (/ 6¢|Vh|2dxdt> X (/ 5¢5Vhp|2dxdt>
0 Q 0 Q
T 3 T 3
+</ /K+Ts(h)2{5(h1)|Vh|2dxdt> X </ /K+Ts(h)X§(h1)|VhD|2dmdt>
0 Q 0 Q
< / /—|Vh|2d:cdt+/ /6¢|Vhp|2d:cdt
0 Q 4 0 Q
K+€ 2 Ky 2
h)X§ (h1)|Vh|? dadt + — T (h) X5 (h1)|Vhp|? dadt,
Js| = (6¢> + KT, ()X (hy) + KTy (h — hl)) Vhy - Vhy pdzdt
T
< / §¢Vhy - Vhy p dedt| + / K. T, h1)Vhy - Vhy p ddt
Q
T
/QK+Tf(h — hl)Vh1 . Vhl’D dxdt
T % T 2
< ( / /Whlzdxdt) ( / /Wlpwd@
0 Q 0 Q
T 3
+</ /K+Ts(h)X5(h1)|Vh12d:z:dt> </ /K+ h) XS h1)|Vh1D|2d:rdt>
0 Q
T % T 2
+</ /KJf(h—hl)Vhldedt) </ /KJf(h—hl)Whl,Ddedt)
0 Q 0 Q
< / / —|Vhy|? da dt+/ /6¢>\Vh1D|2dxdt
K+5 2 2
RYXS (hy)|Vh |? dxdt + R)X§(h1)|Vhy p|? dxdt
+/ /—Tf(h—hl)\Vh1|2dxdt+/ /—Tf(h—hl)whl,[,ﬁdxdt,
0 Q 2 0 Q 2
T
|Jo| = ‘/ /KTS(h)LM(||Vh1||L2(0,T;H))X5(h1)vm-VhD d:cdt‘
0 Q
r 3
< (/ /K+Ts(h)X5(h1)\Vh1|2dxdt)
0 Q
/ | BT (19l 2200 25 () T ? )
<

K 5 K
/ * Xo(h1)|Vh1|2dxdt+/ / T (W) L3, ([[Vhal| 22 0,.0)) XS (hh) [V hip | davdt,
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T T
\Jio| = ‘/ /KTS(h)Xg(hl)Vh-VhLDdxdt’ g/ /KJS(h)X(;(hl)IVh-Vhl,D‘dxdt
0 Q 0 Q

1

T 1 1
< (/ /K+Ts(h)X5(h1)|Vh|2dxdt ? % / /K+ \Vh1D|2dxdt)2
0 Q

IA

/ K+E XO(h1)|Vh|2dxdt+// — Ty (h)|Vh p|? dadt,

[ [ @t = ho)+ QT (0= h) + Q1) (s = ) o

/ / |qu|dxdt+/ /Tfh h) |va|dxdt+/ / Q.| ddt

31Qsl13 20,01y + 2R3 0.7 T T
1Qs11%2 0,0 0) + 2 f”Lz(o,T,H)HhZH%w(Q)JF¢/ /|u|2dxdt+?/ /Idemt,
2¢ 2o Ja 2 J)o Ja

|11

IN

IA

T
|J12] = ‘/ _¢(<athD7h_hD>V’,V+<8th1,D7h1_hl,D>V’,V) dt’
0

IN

T T
‘ / &(Othp,h — hp)y' v dt‘ + ‘ / &(Oh1,p,h1 — h1 D)y v dt‘
0 0

IN

¢ [T
Z/o Q|V(h_hD)|2d$dt+* |V (h— hD)|2dxdt+ 5H6thD||L2(OTV/)

+4ja,

2
h1,p ‘ |L2(0,T,V/)

IN

5 T
A KGR )dxdt+—/ ¥kl + 1Vh o) dodt + S0k},
0 Q

10} 2
+g||athlvD||L2(O,T,V') dxdt.

En faisant la somme des estimations des différents termes J; on obtient :

T
¢/Qu2(T,x)dx+qs/ﬂzﬂ(T,x)der/o /Q<5¢—5K+Ts(h)X5(h1))(\Vh\2+\Vh1|2)d:cdt

1

2 K-Qi- € K+
+ [ 2V (K_ - = ) (1 - LM(||Vh1||L2(O,T;H)))XO(hl)Ts(h) + (K- = SE)Tp(h = h) | dwdt
Qr -

(2)

T
+2/ /(K,Ts(h)xg(hl)LM(\|Vh1||L2(O,T;H)))|v(h+h1)\2dmt
0 Q

T T
< ¢/ /|u\2dzdt+¢)/ /|v|2d:sdt+0, (3.56)
0 Q 0 Q
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ou C = C(ug,vo, ha,hp,h1,p,Qs, Q). On choisit € de sorte que (1) > 0 et (2) > 0 : c’est-a-dire

1)
(1)>0 & K. T,(h)XS(h)e<dp & < —— 4
Ko hy'

(1 — LM(||Vh1HLz)) >0 toujours vrai car 1> Lj(z) = min (17 %) >0,
(2)>0 <

(k- K2)>0 o K, <2K_,

Pour pouvoir utiliser le lemme de Gronwall sur I'inégalité (3.56), il faut choisir :

3 un ¢ telque: &< K+¢h2 et

K, <2K_ i.eune sorte de controle de I’hétérogénéité spatiale du milieu.

Si la condition (3) est respectée, nous déduisons du lemme de Gronwall qu’il existe un nombre réel positif
R, indépendant de € de la régularisation de X5 et de M tel que :

Al Lo 0, 7smynL2 0,5 Q) < R et |[hal|peo,mmncz 0,15 Q) < R

En particulier, |[Vhi||r20,7;5) < R et cela indépendamment du choix de la constante M définissant la
fonction L.
Nous choisissons donc M = R et pouvons affirmer que toute solution faible du probleme
(i)@th V- (5¢Vh) (KTS(h)Xg(hl)Vh
V- (KTs(h) X5 (ha) Lr (I[Vhal L2 (0,m:m)) VI
¢0thy — V - (5¢Vh1) -V- (K(Tf(h —hy) +Ts(h )Xo(hl))Vhl
-V (KTs(h)Xg(h1)Vh

= _QSTS h )
P (h)

~— ~— ~— —

= —QsTs(h —h1) — QsTu(h),

avec les conditions initiales et aux bords

hZhD, h1=h17D sur r
h(0,z) = hg, h1(0,2) = h1o(z) p.p.dans €,

satisfait : LR(HVh1|\Lz(07T;H)) = 1, puisque

R R
Vhillzoray <R < 1<-—— " o min|l,——" | =1.
VA2, [[Vhillz2(0,1:m) < ||Vh1|L2(0,T;H)>

Alors la fonction de troncature Ly, introduite dans (P1), tout au début de la preuve, peut étre omise dans
le systéme et nous obtiendrons :

$Oh —V - (6¢Vh) — V - (KTy(h) X5 (h)Vh)
—V - (KTs(h)X§(h1)Vhy)

)

)

P Q.1
V) 60ihy — V- (66Vhy) =V - (K (Ty(h — hy) + Ta(h) X5 (1)) Vhy

—V - (KTy(h)X§(h1)Vh

= *Qfo(h - hl) - QSTS(h),

avec les conditions initiales et aux bords

h=hp, hi=hip sur T
h(0,z) = hg, h1(0,2) = h1o(z) p.p.dans €.
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3.3.3 [Etape 3 : Principes du maximum pour la solution de (P;)¢

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que presque partout dans (0,7") x €2, on a la hiérarchie des interfaces
solutions de notre probleme :

0 < hi(t,x) < h(t,z) < he, ici nous supposons que ho = constante.
Nous conservons la fonction de troncature “Ls(||Vhi|/r2)” dans le systéme, bien qu’il soit maintenant établi

qu’elle vale 1, pour la commodité du lecteur habitué a les trouver dans les formulations variationnelles
précédentes.

a) Montrons que h(t,z) < hg, p.p. x € QetVt € (0,T) :

On pose
hi(t,2) = (h— ha) " = sup(0, h — he) € L2(0,T,V),

car sur le bord, h = hp < hy alors hp — hy < 0, done (h — hg)} = 0. Il satisfait :
Vhp, = X{h>h2}Vh et hm(l’,t) 75 0 ssi h(t,iE) > hg,

ot x est la fonction caractéristique. Soit 7 € (0,7), on choisit w(t,z) = hm(t, 2)x(0,)(t) dans (3.10) et on
obtient :

/OT {Oth, him (2, )X (0,7) (t))v7,v dt + /OT/Q&Wh Vo (2, 1) dzdt

* /OT /Q KTs(h)X5(h1)Vh - Vh (2, 1)x(0,7)(t) dedt
+ATAKTS(h)LM(|VthLQ(OvT:H))XS(hl)Vhl'th(x,t)X(Oﬂ_)(t) drdt

+ /OT /Q QsTs(h)h (%, )X (0,7) dzdt = 0. (3.57)

On introduit les notations suivantes :

/ H{Oh, hn v v dt+/ /6¢X{h>h2}|Vh|2dxdt+/ /KTs(h)Xg(hl)X{h>h2}|Vh|2dxdt
0 0 Q 0 Q
I I I3

+/ /KTs(h)LM(||Vh1||L2(07T;H))X§(h1)Vh1~th(:c7t)d:r,dt
0 Q

Iy

+/O /QQSTS(h)hm(x,t) dzxdt = 0. (3.58)
Is

On estime séparément les termes de (3.58). Pour I, on applique le résultat de F.Mignot. En effet, si on
pose : f(A) := X —ha, A € R, f est continue, croissante et satisfait :

Al ] =5 < oo
Donc on a :

I :/ $(Ouh, h >vry dt = ?/ (2.(r, ) = B2,(0,2)) da = ?/ n2,(7,2) de,
0 2 Ja 2 Ja
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car hy, (0,z) = (h(0,z) — h2)+ = 0, par hypothese sur h(0,x) = ho.
Les termes I3, I4 et Is sont nulles puisque Ts(h)x{n>n,} = 0, par définition de Ty. Alors I’équation (3.58)

devient : T
0< ¢/ h2 (1 / /5¢x{h>h2}|Vh|2dxdt§O.
0 Q

>0

D’ou la contradiction sauf si h,, est nulle presque partout. Donc pour tout 7 € (0,7) :

h(r,z) < ho(z), pp. x €.

b) Montrons que 0 < hy(t,z), p.p. € QetVt € (0,T) :

On pose
o (t,2) = (= ha(t,2)) " = sup(0, —hy (t,2)) € L*(0, T, V).

h,, satisfait :
Vhm = Xih<0yVh1 et hy(t,x) #0 ssi hi(t,z) <O.

Soit 7 € (0,T), on choisit w(t,z) = —hm(x,t)x(0,7)(t) dans (3.11) et on obtient :

7/ S(Buh1, hon) v v dtf/ /5¢Vh1~thdxdt
0 Q
// ) XE(hy) + Ty(h — hl))Vh1~thda:dt
0

/ / KTy (h) XS (h1)Vh - Vhyp dadt

// Q;Ty(h— hy) + Q. Ty(h ))hmdxdt:O, (3.59)

c’est-a-dire

—/T &(Othi, kv v dt +/()T/Q§¢x{h1<o}|Vh12da:dt
Iy
/ / h)XE(hy) + Ty(h — h1)>x{h1<0}|Vh1|2dxdt
I

f/ /KTg(h)Xg(hl)X{hl<o}Vh~Vh1 dzdt
Q

—/0 /Q (Qfo(h — h1) + QsTs(h)>X{h1<o}h1 drdt = 0, (3.60)

Is

avec :
ho= = [ e hnvdi=5 [ (1) - 120.0)do = 5 [ 12 () do,
0 ’ 2 Ja 2 Ja

car h,,(0,z) = (f h1(0, :c))+ = 0, par hypothese sur h1(0,z) = hq9. Le terme I est nul puisque X(hi) =0
car hy <0, et I3 devient :

/ / XO hl) + Tf(h hl)) |Vh1‘2 dxdt Z /0 /QK_Tf(h — hl)x{h1<_n}|Vh1|2 dxdt.
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Enfin, nous utilisons 'hypothese (3.7) :
—(max(Qy,0) + max(Qs,0))hs + Qrs + QrsRrs >0 p.p. dans Q x (0,T).
Puisque les termes de fuite sont nuls ici, nous avons que :
—(max(Q¢,0) + max(Qs,0))he >0 p.p. dans Q x (0,7,
donc le terme I5 devient :
I, = — /OT/Q (Qfo(h ~hi)+ QSTS(h))hm dzdt > 0.
L’équation (3.60) devient :

0< %/ K2 (t,z) dtde < — (/ / (5¢+K_Tf(h - h1)>x{hl<0}|Vh12dzdt) <0.
Q 0 Q

>0

Nous concluons que pour tout 7 € (0,7) :

hi(r,z) >0, p.p. x€.

c) Montrons que hy(t,z) < h(t,z), p.p. z€Q et Vte (0,T):

On pose :
hon(t,2) = (P (8, @) — h(t,2)) " = sup(0, by — h) € L*(0, T, V).

Alors h,,, satisfait :
Vhm = X{hi—h>0yV(h1 —h) et hy(t,z) #0 ssi (hy — h)(t,x) > 0.

Soit 7 € (0,T), on choisit w(t,x) = Ay (z,t)X(0,r)(t), dans la différence de (3.11) et de (3.10) et on obtient :

/OT &0y (hy — h), hon) vy dt + /OT/Q(5¢V(h1 — R) - Vhy, dodt

+ /OT /Q K(Xg(hl)Ts(h) +Ty(h — hl))w1 - Vhy, dadt

/OT/QKTs(h)XS(hl)LM(|Vh1||L2)Vh1 - Vhy, dxdt

+/OT/QQfo(h — )by daedt = 0. (3.61)
Or  Ty(h — h1)X{h,—n>0y = 0, par définition du prolongement de T, alors (3.61) devient :

/OT & (hy — Rl >vy db + /OT/QéqSV(hl — h) - Vhy, dadt

- /T / KXg(hl)Ts(h)(l - LM(||Vh1||Lz)>Vh1 - Vhpy, dadt = 0. (3.62)
0 Q

De plus, en gardant a I’esprit que la constante M a été choisie a I’étape 2 de telle sorte que Ljy (| |Vh] |L2) =1,
il reste dans (3.62) :

30, (hy — ), hon)vry dt + / / 56V (hy — h) - Vho ddt = 0. (3.63)
0 Q

0
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Le premier terme de (3.63) s’écrit :

¢

/ ¢<at(h1 - h)a hm>V’,V dt = D)
0 Q

(hfn(T, x) — hfn(O,x)) de == [ h3,(7,)dx,
2 Jo

car hp,(0,2) = (hi(0,2) — h((),:zr))Jr =0, par hypothese sur hq1(0,z) = h1,9 < hg = h(0,z). Le second terme
de (3.63) s’écrit :

/ /6¢V(h1 —h) - Vh,, dzdt :/ /5¢X{hl,h>0}|V(h1 — h)|? dxdt.
0 Q 0 Q
Ainsi, équation (3.63) devient :

0<§ [ rayds=— [ [ s0xn 1m0V~ W) dedt <0,
Q 0 Ja

>0
Comme précédemment, on conclut que :
Vte (0,T), pp. €9, hi(t,z) <h(tz).
Nous venons donc de montrer que

vt e (0,T), pp. z€Q, 0<hi(t,z) <h(t,z) < ho.
d) Conclusion :

A la fin de cette étape, nous avons donc prouvé lexistence d’une solution faible

2
(R, RS) € (L""(O7 T;H)N L*0,T; Hl(Q))) du probléme (P;)¢ sans la fonction de troncature Ly :
$Ohe — V - (6¢Vh€) -v. (KTS(hf)Xg(hi)Vhf)

V- (KTu(h) X5 (h5)Vh]) = QT ().

$OhS — V- (5¢th) -V (K(Tf(he —RS) + Ts(he)xg(hg))w;)

V- (KT (h) X5 () VRe) = = QT (ke = hS) = QT.(h°),
avec les conditions initiales et aux bords

h¢ = hp, h§ = hi,p sur T
he(0,x) = ho, h§(0,2) = h1o(x) p.p.dans Q.

Cette solution satisfait de plus les principes du maximum suivants dans (0,7),
0<h§ <h“*<hy pp. dans €.

Enfin, on note que les estimations uniformes par rapport a € sont vérifiées :
‘ h
‘ dih

€ hi < ,

L2(0,T;H'(Q))

ath;)

<c, |
L2(0,T;H(Q))
€ < C

t >~
L2(0,T;V")

<o, |
L2(0,T5V")
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3.3.4 Etape 4 : Existence pour le systeme sans régularisation de la fonction
Heaviside

Pour conclure, nous faisons tendre € vers 0. Nous déduisons des estimations (E.U), que les suites (h6 —h D)
€

et (hi — hy, D)e sont uniformément bornées dans W (0,T). De plus avec le théoréme de compacité d’Aubin,
nous concluons que les suites (hE — hp)E et (hi — hy, D)e sont séquentiellement compactes dans L%(0,7'; H)

et que l'on peut extraire deux sous-suites toujours notées (h6 — hD)€ et (hi — I, D)e et qui convergent
respectivement vers les fonctions (h — hp) € W(0,T) et (b1 — h1,p) € W(0,T') et qui satisfont :

he — h dans L2(0,T; H) et p.p. dans  x (0,T),
h¢ —h faiblement dans L2(0,7; H(2)),
O0;h — O;h faiblement dans L2(0,T;V"),

h§ — hy dans L2(0,T; H) et p.p. dans  x (0,T),
h§ — hy faiblement dans L2(0,7; H()),
Oh§ — Ohy faiblement dans L2(0,77;V").

Ces résultats de convergence sont suffisants pour passer a la limite quand e tend vers 0 dans le probleme
(Pr)°.
De plus (h, hq) satisfait le principe du maximum conforme au réalisme physique :

0 < hi(x,t) < h(z,t) < hg, Vte(0,T), pp x€.
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Existence d’une solution au modele
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4.1 Introduction

Contrairement au chapitre précédent ou il était question d’existence d’une solution faible pour le probléeme
(Py), ici nous montrons 'existence d’une solution faible du systéme (P3) (solution tres faible, au sens de la
définition 4.1 ci-apres) de notre modele d’intrusion d’eau de mer dans un aquifére libre avec la présence d’un
coefficient d’emmagasinement dans le domaine de I’eau douce. Ce coefficient prend en compte la compressi-
bilité du milieu ou des roches et celle des fluides. Sa présence dans le nouveau systéme fera apparaitre une
non-linéarité en temps et qui s’ajoutera a celles en espace présentes au chapitre précédent. Cette non-linéarité
en temps complexifie le probleme et donc nécessite le rajout d’hypotheses sur les données de départ et la
définition d’une nouvelle notion de solution faible. La preuve est structurée de fagon assez similaire a celle du
chapitre précédent mais a nécessité de choisir plus finement les problémes auxilliaires et le cadre d’analyse
fonctionnelle.

Ce nouveau systeme modélise a la fois I’évolution de front de ’eau salée et de la surface libre supérieure
de laquifére tout en tenant compte du fait que la capacité de stockage en eau du milieu évolue avec la
dynamique de I’écoulement.

Nous rappelons que le systéme (Ps) issu de notre chapitre de modélisation se présente comme suit, complété
par des conditions aux bords et des conditions initiales :

65



CHAPITRE 4. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MODELE AVEC
COEFFICIENT D’EMMAGASINEMENT

¢Xo(h)Oh — div(aKTy(h)Xo(h1)Vh) — div(6¢Xo(h)Vh)
—div(KTs(h)Xo(h1)Vhi) — ¢(1 — Xo(h))qr(z) = —Q.Ts(h),
P2)N (S Culh)Tr(h — ha) + 6) Xo(h)Ohy — div (66K Xo(hr) Vha)
—diV(K(Tf(h — hl) + Ts(h))Xo(hl)Vhl)
—div(aK Ty (h)Xo(h) Xo(h)VR) — ¢(1 = Xo(h1))qr(z) = —QpTy(h—h1) — QTs(h),

ou le terme S;C,, caractérise la compressibilité du fluide et du milieu (roches) et se définit comme :

o —0(s) si s>0 milieu non-saturé
R BOAY= Ry si s=0 milieu saturé
avec 6 la teneur en eau dans le domaine.

Remarque 4.1 Dans la suite de ce chapitre, nous choisirons o =1 et qr,(x) = 0 pour simplifier le probléme
et pour éviter la redondance de l’information sur l’inconnue (principe du mazimum), nous supprimons le
terme Xo(h) devant O:h ou Vh et le terme Xo(h1) devant Oihy, mais nous gardons le terme Xo(hy) devant
Vh.

4.2 Résultats

Nous considérons un ouvert borné 2 de R? décrivant la projection de 'aquifere sur le plan horizontal. Le
bord de Q est supposé de classe C* et est noté I'. L’intervalle de temps qui nous intéresse ici est (0,7), avec
T un nombre réel positif. Nous posons Qr = (0,7) x Q. Pour tout ensemble X, on note par yx sa fonction
caractéristique.

4.2.1 Résultats préliminaires
Cadre fonctionnel
Pour simplifier les notations, on pose :
V=H}Q), V' =H}Q) =H'Q), H=L*Q),
E = LY(Q7) 4+ L*(0,T; V'), E' =L>(Qr)NL*0,T;V).
Le symbole (-, -) est le produit de dualité entre V' et V’. Les inclusions compactes et denses suivantes
VcCH=H cV'

sont vérifiées et aussi
whi(Q) c H{(Q)NnL®(Q) pour ¢ > 2,

et par conséquent
L0, T; Wh(Q)) c E'.

Pour tout T > 0, ¢ > 2, soit W(0,T) Pespace tel que :
W(0,T) := {w € LX0,T;V), dw € L}(0,T; (W(}»q(ﬂ))’)}
qu’on munit de la norme

2

1/2
HwHW(QT) = (HwH%Q((),T;V) + ||atw||L1 (O,T;(W&‘Q(Q))')) :
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D’apres J.L. Lions dans [52] prop.2.1 et thm.3.1, chap.1, on a Iinjection continue :

W(0,T) c C([0,T]; [V, H3(Q)]1) € C([0,T]; H)

Bl

et on déduit du lemme d’Aubin que 'injection suivante :
W(0,T) cc L*(0,T,H)

est compacte (lemme d’Aubin, voir [77]). Pour finir nous rappelons un résultat de F.Mignot (voir [38]) qui
nous servira dans la suite :

Lemme 4.1 Soit f: R — R une fonction continue et croissante telle que :
limsup | f(A)/A| < +oc.
[A|—=+o0

Soient w € L*(0,T, H) telle que %% € L2(0,T,V') et f(w) € L*(0,T,V), alors

w(.,y)
<(?:’f(w)>v,\/’:c(llt/g</o f<r>d’">dy dans D'(0,T),

donc pour tout 0 < t; <ty <T

t2 dw w(t2,y)
/tl <E,f(w)>v,wdt=/g </w(t1,y) f(r)dr) dy.

Opérateur de régularisation

Nous utiliserons aussi un opérateur de régularisation. On note v le prolongement par 0 de toute fonction
v € L*(0,T;V) a valeur dans L?(0,T; H'(R?)). Nous rappelons que P’application définie par v — ¥ est une
isométrie de V dans H!(R?) :

VO]l L2(0,7i22(r2)) < |IV0llL20/3v)-
Soit ¥ € D(R?) une fonction a support dans la boule unité, ¥ > 0, telle que [;, ¥(z)dz = 1. Pour tout
€0 > 0, nous définissons U, () = ¥(x/eg)/ed. Soit u € L*(0,T; H) telle que dyu € E et u = up dans
(0,T)xT,ou up € L?((0,T) x ') peut étre prolongée continiiment en une fonction de R?, encore notée up,
telle que dyup € LY((0,T) x R?) + L2(0,T; (H*(R?))).
On note par u , le prolongement de u € L?((0,T) x R?) défini par :

Up = XQU + XeQUp.

La convolution W, *u, est la régularisation classique de Friedrichs de u ,, ¥, xu , € L*(0,T;C*(R?)). On
note par [0 (¥, * up)]r la restriction & Qr de sa dérivée en temps. Nous vérifions maintenant que

[0 (W, %u.p)]r appartient & L (0, T; L2(Q))+L3(0, T; (Wy ' (Q))'). Soit ¢ € L>(0, T; L*(Q))NL3(0, T; Wy (2)).
Nous remarquons que dyu, € L'((0,T) x R?) 4+ L?(0,T; H'(R?)") cela & cause de la construction par exten-
sion. De plus, si ¢(-,x) = ¢(-, —x), la fonction V., * ¢ appartient & L>®((0,T) x R?) N L?(0,T; H'(R?)). Tl
en résulte que

T
(Opu p, T, * <,Z> = / O p (T, * f)) dxdt < oo.
0 Jr2

Par conséquent, en utilisant la définition de l'opérateur d’extension =,

T T T
/ Oy (Ve * P) dadt = / / (Te, * Orup)@ drdt = / 0r (Ve *up)pdadt
0o Jr2 0o Jre o Jr2
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T
= / /[&(\I/eo % Up) |1 @ dedt < oo.
0o Ja

De plus, nous avons les estimations suivantes :

T T
’/ /[&(\IIEO *Up)|r tpdxdt‘ = ‘ / Oy (U, * P) dxdt‘
0 0o Jre

< |0 pl| 21 ((0,7)xR2)+ 120,737 ®2))) || (P * D) | 10w ((0,7) xR2 ) L2 (0,711 (R2))

< 0w pl| L1 ((0.1) xB2)+ L2 (0,711 (22))) (|| Weo * Pl Los (0.1 x2) + IV (Voo * D)| 22 (0,1:22 (R2))
< 10w pllzro,myxR2)+ 20,73 (m1 ®2))) (1 Weo * Dl (0,7 xR2) + [[Weo * VAl L2(0,7502 (%))
< max(||0wul| 5, [|0up|| L ((0,7)xk2)+ L2075 ®2)))) ([ Weo || oo m2) |1 Lo (0,751
e, || L2@2) IVl |22 0,101 (2)))
< Cy max(||0yul| g, ||0rupl| 10,7y xr2)+12 0,1 ®2)))) (|0l Lo< (0,701 + 1V 0| 220,700 (02))) [ € -(4-1)

Si de plus, ¢ € L>=(Qr) N L?(0,T;V), la derniére estimation devient

T T
’/ /[at(\peo * u,p)]Tgadxdt‘ = ‘ / . Oruy (U, * ) d:cdt‘

< max(||0ull g, [|0vup||L(0,7)xr2)+ 120,750 ®2)))) (|| @] Lo () + VOl L200,7:01)) » (4.2)
puisque |[W||z1(r2) = 1. Finalement, nous déduisons la convergence forte suivante :

[0¢(¥ey xup)lr = 0w dans E  quand € — 0. (4.3)

Remarquons ici que Pestimation (4.2) et le résultat de convergence (4.3) restent encore vrais quand le terme
[0¢(We, *up)] est régularisé en temps par convolution (le méme processus de construction que précédemment
a encore un sens a condition que par exemple u € C(0,7T;L?(f2))), cela avec une remise a ’échelle par le
méme parametre €q.

Nous notons par [ - | ,, cet opérateur de régularisation en temps.

On remarque que [0(¥e, * up)|r = [Te, * atu#,] reste vraie dans le cas ou ¥, est aussi dépendante du
temps. Cette relation est classique si u, € C1(0,7). C’est aussi vrai pour un cadre de dérivées faibles. En
effet, la dérivée faible est définie comme dyu, = D € L} (0,T) telle que

<u,pa atg0> = _<D7 §O>
pour tout ¢ € D(0,T). Alors, si ¢ € D(0,T)

([0:(Wey xup)lr, ) = e * up, Opp)

—
_<u,p, co * Orp) — (U p, 816(“1/60 * )

La contrepartie de l'estimation (4.1) est

T
‘ / /[@(\IJGO *Up)|rT @ dedt

< Cmax(||0wul| g, [|0wup|| 1 (0,7)xr2)+ L2075 ®2)))) (1] 220,780 + 1Vl L1 (0,320 (02) ) /€5 (4-5)

Enfin, nous mentionnons que si (u,,) est une suite bornée dans L?(0,T’; H) telle que u,, converge faiblement
vers u dans L?(0,T; H), alors, grace a la régularisation, [0;(V., * u,)|r 1 est aussi uniformément bornée par
rapport & n dans tout espace W*P?(Qr). Donc on a :

[0,(Ue, * up)|r — Opu dans WHP(Qr) pour tout  k,p € N*. (4.6)
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4.2.2 Résultat principal (Théoréme 2)

Le modele simplifié qui décrit le mouvement des interfaces dans un aquifére libre avec coefficient d’emma-
gasinement Sy est :

$Osh — div (KT, (h)Xo(h1)Vh) — div(36Vh)

fdiv(KTq(h)Xo(hl)Vhl) = —0QTs(h), (4.7)
(S§Cuw(h)Tf(h — h1) + ¢)9hy — div(6¢Vhy)
fdiv(K(Tf(h —h1)+ Ts(h)Xg(hl))Vhl)
—div(KTs(h)Xo(hl)Vh) = —Q¢Ts(h—h1) — QTs(h), (4.8)
complété par les conditions aux bords et conditions initiales suivantes :
h=hp, e hi=hip sur (0,7) x T, (4.9)
h(0,z) = ho(z), et hi1(0,z) = h1o(x) dans €, (4.10)

Nous allons donner un résultat d’existence d’une solution faible admissible physiquement pour le probléeme
(4.7)-(4.8) complété par (4.9)-(4.10).

Dans un premier temps, nous donnerons en détails les différentes hypotheses mathématiques.

e Nous supposons qu’il existe deux réels positifs K_ et K tels que :

0<K_[§7 < > Kij(@)&é < Kylé> <oo 2 €QE#0.

i,j=1,2

e Nous supposons que la porosité ¢ est constante dans I’aquifere :
peR, ¢>0.

En effet, dans 'aquiféere considéré ici, les effets dus a la variations de la porosité ¢ sont négligeables comparés
aux autres dus a la différence de densité p. Du point de vue mathématique, cette hypothése ne change pas
la complexité de I’analyse mathématique mais simplifie les calculs.

e Nous supposons que la fonction C,, appartient a C1(0, ho) et est prolongée a R telle que

Cyp >0, limCyu(z)=0, C,(0)=0 si x<O0.
z—0

e Nous supposons que les termes sources Qs et Q sont des fonctions de L(0,T; H) telles que
Nous remarquons que le pompage d’eau douce correspond & I'hypothese Qf < 0 p.p dans (0,7) x Q.

e Nous supposons que les fonctions hp et hy p appartiennent & 'espace L(0,T; H'(Q))NH (0, T; (H'(2))")
tandis que hg et hy o sont dans L>°(Q). La fonction hy p peut étre prolongée en une fonction dans R?, encore
notée hy p telle que d;hy p € L2(0,T;R?) + L2(0,T; (H(R?))").

e Nous supposons que les conditions aux bords et les données initiales satisfont aux conditions physiques
réalistes sur la hiérarchie des profondeurs des interfaces.

Oghl’DghDShg et O§h170§h0§h2 pP-p dans Q et hQELOO(Q)

Dans un second temps, & cause de la non linéarité de I'expression de la dérivée en temps de h; (qui entraine
une tres faible régularité de hq), nous définissons deux concepts de solution tres faible pour notre probléme.
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Définition 4.1 Soit n > 0, soit ¢ € C1(X) d support dans la boule unité, 1 > 0, telle que Jx ¥(s)ds = 1.
On définit 1y, par :
Yo =Y(s/m)/n", ou n=dim(X).

Dans la suite on peut choisir X = R? ou X = R. La convolution ci-dessous est appliquée dans X.

(i) Le couple (h,hy) est une (n,1)-solution faible de (4.7)-(4.8) si

h—hp € L*0,T;V),
h € HY0,T;V),
hy—hip € L*0,T;V),
oth1 € F,
(h(oa ')a hl(oa ) = (hOa hl,O)a

et pour tout v € L?(0,T;V) etw € E', on a :

T
/ SO, o)y dt+ | 66Vh-Vodedt+ | KT,(h)Xo(hy)Vh- Vo dedt
0 Qr Qr

+ / (KTy(h)Xo(h)Vhy - Vodedt + | QuTu(h)o dadt = 0,
Qr Qr

T T
| 60wyt [ 10k = () ) S5C )Ty (= )t
0 0
+ [ 66Vhy - Vwdadt + / K(Ty(h — hy) + To(h)Xo(h1)) Vhy - Vo dadt
QT QT

+ [ KTy(h)Xo(h1)Vh -V dzdt +/ (QfTs(h — hy) + Q.Ts(h))w dzdt = 0.
Qr Qr

De plus les normes de h — hp dans L*(0,T;V), de h dans H'(0,T;V"), de hy — h1,p dans L*(0,T; V) et de
O¢hy dans E ne dépendent ni de n ni de 1.

(ii) Le couple (h,h1) est une solution quasi-faible de (4.7)-(4.8) si

h—hp € L*0,T;V),
h € HY0,T;V'),
hi—hip € L*0,T;V),
O¢hy € E,
(R(0,-),h1(0,) = (ho,h10),

et si pour tout p > 0, il existe Q, C Q, de mesure “petite” (mes(Q,) < p) telle que pour tout v € L?(0,T;V)
et w € E' telle que supp(w) C (2\12,) x (0, T), on a :

T
/ SO, o)y dt + | 66Vh-Vodedt+ | KT,(h)Xo(hy)Vh- Vo dedt
0 Qp Qr
+ / (KTy(h)Xo(h)Vhy - Vodadt + | QuT,(hyvdedt =0,
Qr

Qr

T
/ <8th1, ((f) + Swa(hl)Tf(h — hl))w>E,E/ dt + / 0¢Vhy - Vw dadt
0 Q

T

+/ K(Tf(h —h1)+ Ts(h)XO(hl))Vhl - Vw dxdt
Qr

+ [ KTy(h)X(h1)Vh - Vw dzdt +/ (QsTs(h — hy) + Q.Ts(h))w dadt = 0.
QT QT
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Remarque 4.2

La régularité de hy, plus précisément de Oyhy, rend ces derniers concepts de solution trés faible comparables
a celui des solutions normalisées (voir par ezemple [57]). Notre définition différe de celle d’une solution
renormalisée par l’équation variationnelle associée, la notre focalisant sur les points de faiblesse structurelle
du probléme étudié.

D’une part, pour le concept de (n,1)-solution faible, la formulation variationnelle faible contient une
régularisation (un degré en espace ou en temps) de la dérivée en temps de hy (qui n’est en fait nécessaire
que pour la composante de hy dans H*(0,T; V'), voir la preuve ci-dessous). Cette régularisation correspond
en quelque sorte aux hypothéses physiques imposées pour la dérivation du modéle considéré ici (variations de
Vinterface petites et réguliéres).

Nous soulignons que les bornes uniformes par rapport & (n,1) sont un point crucial pour justifier que (i)
peut étre considérée comme une définition d’intégrabilité pour notre systéme.

D’autre part, le concept de solution quasi-faible signifie en particulier que la solution peut violer I'équation
ou les conditions aux bords sur un petit sous ensemble de (0,T) x Q. Bien sir, si la solution était réguliére,
on serait ramené a prendre Q, = 0 dans (ii).

Nous allons prouver le résultat d’existence suivant.

Théoréeme 4.1

On suppose que le coefficient d’emmagasinement Sy vérifie

2
@?

K2
5242

K2h2
)+ +2)>0 et (4.54).

Q21,2 2
(1) 1-SH3ICul%( i

(1+

(a)  Pour tout temps T > 0, pour tout n > 0 et pour toute fonction réguliére v, le probléme
(4.7)-(4.8)-(4.9)-(4.10) admet une (n,v)-solution faible (h",h7]) dans le sens de la
Définition (4.1) (i) telle que le principe du mazimum suivant est vérifié

0 <hl(t,x) <h'(t,z) < hy pour p.p. = €K et pour tout te (0,T).

(b)  De toute suite de (n,1)-solutions faibles (h", hY),0, on peut extraire une sous-suite
convergeant vers une solution quasi-faible (h, hi) du probléme (4.7)-(4.8)-(4.9)-(4.10)
au sens de la Définition (4.1) (il) avec

0<hi(t,x) <h(t,z) <hg, te(0,T) pourp.p. x€fl

Remarque 4.3

Nous avons ici supposé la porosité ¢ constante. Cela permet d’alléger quelque peu les estimations. Cependant
la conclusion du théoréme 4.1 reste valide en supposant que la porosité est une fonction donnée dans L ()
telle qu’il eviste ¢_ € R, ¢4 € R tels que p— < ¢p(x) < ¢y presque partout dans Q2. Les résultats
de compacité de type Aubin-Simon utilisés ici doivent alors étre remplacés par une variante telle que celle
présentée dans [39] (lemme rappelé ci-dessous) :

Lemme 4.2

Si X etY sont des espaces de Banach tels que X C L?> C'Y avec injection compacte de X dans L", r > 1;
sil<q<oo;siW estun ensemble de fonctions bornées de LI(0,T; L") U LY(0,T; X) ; si pyv est bornée
dans L*(0,T;Y), pour tout v € W ;

alors W est relativement compact dans LP(0,T; L"), pour tout 1 < p < q.

Remarque 4.4
Analysons ici les hypothéses et les données utilisées pour énoncer le Théoréme (4.1).
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L’hypothése H signifie grossiérement que le paramétre Sy (coefficient d’emmagasinement) est “petit”. C’est
effectivement le cas des aquiféres naturels (et d’ailleurs la plupart des auteurs le supposent nul (Sy = 0)).
Néanmoins, négliger Sy peut produire une importante mésestimation du niveau de l’eau salée (voir le chapitre
4 sur les illustrations numériques en fin de manuscrit). Si Sy = 0, Uhypothése H est évidemment vérifiée,
mais cela implique aussi que Q, = 0. Donc nous retrouvons le résultat du chapitre précédent, dans un cadre
plus faible.

La profondeur ha est supposée constante pour simplifier les calculs mais la preuve se généralise & ha € L ().

Le paragraphe suivant est consacré a la preuve du Théoréme (4.1). Notre approche est tout a fait classique
pour un tel probléme non linéaire : nous adoptons une stratégie de point fixe. Néanmoins, nous devons nous
attaquer a deux difficultés couplées :

e Tout d’abord, les deux équations sont fortement couplées avec en plus de la non linéarité en espace
constatée dans le chapitre précédent, la non linéarité devant la dérivée en temps de hy. De ce fait, en vu de
bénéficier de la théorie classique des équations paraboliques de Ladyzenskaya (voir [48]), nous introduisons
une régularisation en temps et en espace de ce dernier terme (régularisation par convolution présentée dans
les Résultats préliminaires au début du chapitre).

Ensuite, les estimations resteront fortement couplées et la détermination d’un sous-espace convexe adéquat
ou chercher un point fixe est un probléme difficile. Cette difficulté est un peu relaxée par 'introduction d’un
poids basé sur la vitesse du front de I’eau douce dans les deux équations.

e Imaginons que nous parvenions a travers cette stratégie de point fixe a trouver une solution faible pour
le probléme auxiliaire, régularisé et pénalisé. A cette étape, nous devons faire face a la seconde difficulté
avant de pouvoir affirmer que 'on a des estimations suffisantes pour laisser les parametres de régularisation
et de pénalisation tendre vers zéro. En effet, ce systeme parabolique laisse a espérer une solution faible
(h,h1) dans L?(0,T; H*(Q2)). On aurait alors (SyCy(h1)T¢(h—h1) + $)0thy dans L*(0,T; V') et ;hy € E =
LY(Qr) + L?(0,T;V'). Cela signifie que nous sommes limités & des fonctions test de L>(Qr) N L2(0,T;V),
nous plagant ainsi dans le cadre des solutions renormalisées (voir [57]). Nous allons heureusement montrer
un résultat de principe du maximum faible pour h et h; qui nous permettra d’aller au dela de ce dernier
cadre.

En bref I'esquisse de la preuve est la suivante :

La premiere étape est 'utilisation du théoréme de point fixe de Schauder pour montrer un résultat d’existence
pour un probléme auxiliaire, régularisé, tronqué et pénalisé. Plus précisément, nous régularisons la fonction
Xy avec un parametre € > 0, nous utilisons aussi la régularisation par convolution et nous introduisons un
poids basé sur la vitesse du front de ’eau douce dans les deux équations. Nous prouvons que le point fixe
est une solution qui vit dans un sous-espace convexe caractérisé par des estimations du type renormalisées.
La troncature se révele alors inutile puisque nous montrons que la solution régularisée satisfait le principe
du maximum annoncé dans le Théoréme (4.1).

A ce stade, nous sommes en mesure de supprimer le premier type de régularisation, a savoir la régularisation
par convolution (¢g — 0). Nous prouvons aussi que nous avons un controle suffisant sur la vitesse du
front d’eau douce pour ignorer le poids en vitesse. Enfin, nous montrons que nous avons des estimations
suffisamment uniformes pour faire tendre € vers zéro.

4.3 Démonstrations

Soient € > 0, ¢g > 0 et M une constante que nous préciserons plus tard. Pour tout g; € L2(0,7T; H'(Q2)),
nous posons :

M
L5, ([IVg1]]) = min (1, ) 411
M(H gl”) 2HV[‘I]6*gl,p]R,THL2(O,T;H) ( )

Cette expression jouera le role de poids dans la premiere étape de la preuve. Puisque V[¥, % g1 plr1r — Vg1
dans L?(0,T; H) quand € — 0, pour € suffisamment petit nous pourrons utiliser 1’estimation suivante : Pour
tout (g,91) € L?>(0,T; H) x L?(0,T; H*(Q)), en posant

d(g,91) = =Ts(9) L ([[VarlDVar,
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nous avons
ld(g, 91)l| 20,751y < Mho.

Nous notons par X la régularisation de la fonction de Heaviside définie par

Xf(h ) 0 si hl § O,
VT /(2 4+ 0Y? si by >0,

Alors
X§(hg) — Xo(ha),
e—0
et 1> X§(h) >0.

Soit aussi Ty une fonction auxiliaire continue telle que :

Tf(x) si x§2h2,
Ty i () = 412
r(@) {0 si &> 3ho, (4.12)

soit la fonction S appartenant & C'(R) telle que

r si 0<z<hs, , .
S(z) = . I19le <1, [[S"|lec <1, (4.13)
0 si |x| > 3he,

et soit la fonction T définie par

—4hs si x < —4hs,
Tx)=<¢ = si —4hgy < x < 4ho, (4.14)
4ho si x> 4h2,

0 si z< —4ho,
T'(z)=4 1 si —4hy <z < 4hs, (4.15)
0 si x> 4hs.
Les trois derniéres fonctions sont introduites pour permettre le traitement du terme J;h; dans l'espace
fonctionnel E.
Ainsi nous avons enfin les outils pour définir le nouveau systéme auxiliaire, régularisé et tronqué associé a
(4.7)-(4.8) :
POth® € —V - (5¢Vh‘°"€) -V (KTs(hEO’E)wa(||Vh§°’€||L2)X5(h§0’e)Vh6°’€)
V- (KT (00 ) Ly (IVA | 12) X () VAS ) = —Q,TL(h™),  (4.16)

GO+ SpCu (B Ty (Ty (h0) = B )X ()01 (W Syl — V- (5OVAE)
(K (T (e = B) + Ty (o)) Ly (VA5 12) X (50 ) VRS )
V- (KT (h ) Ly (IR 12) X (50 V1)
= QT (A — ) = QUT,(h ) =0, (4.17)

Ce systeme est complété par les conditions initiales et aux bords :

heo¢ = hp, hio’f =hip sur  (0,7) x T,
(4.18)
hoe(0,0) = ho, BEU(0,2) = hio@) pp  dans®.
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4.3.1 Etape 1 : Existence de solution faible pour le probleme régularisé

Lemme 4.3 Pour tout €g > 0 et tout € > 0, il existe une solution faible (h®¢ h{") du probléme (4.16)-
(4.17)-(4.18) telle que (k<< h>) € (L>=(0,T; H) N L?(0,T; H*(Q)))?, d;hc0c € L*(0,T; V'), 0,h"° € E.

De plus les estimations suivantes (uniformes par rapport & €g et €) sont vérifiées :

A€ Loo (0,1 )N L2 (0,131 () nE (0,757 < C (M), (4.19)
T (hS* = ha.p) PV 20,7301y < C(M), (4.20)
10:S (") || < C(M). (4.21)

Preuve :

Dans la suite nous allons omettre €y et € pour simplifier les notations. La formulation variationnelle faible asso-
ciée au probleme (4.16)-(4.17)-(4.18) s’écrit donc : trouver (h, hy) telle que (h—hp, h1—h1 p) € (L*(0,T;V))?
et pour tout w € L2(0,T;V) :

T
0 Qr Qr

+ | KTu(h)XE(h) LSy (Ve |)Vhy - Vwdzdt + | QuTy(R)w dzdt =0,  (4.22)
QT QT

T
/ ¢<8th1 + Swa(hl)Tff(Tf(h) - hl)[at(\I’EO * S(hl),p}R,T ,U))V/’\/dt + / (Sd)Vhl -Vwdxdt
0 Q

T

Jr/ K(Tf(h —h1)+ Ts(h)Lﬁwq‘VhﬂDXS(hl))Vhl -Vwdxdt
Qr

+ [ KTy XE(h) LS, (Vi ||) Vi - Vi dxdt+/ (QTs(h — hy) + QTs(h)) wdwdt = 0.  (4.23)
QT QT

Premiere étape de la stratégie de point fixe, nous fixons (h, hy) € (L*(0,T; H'(Q2)))? telle que

S(h1) € WHY(Q) + HY(0,T;V"), hy = hy p sur (0,T) x T et

VAl L2010 < Mas ||Vhallzzorsem < M,
) ) ) (4.24)
T (hy — h1,p) ">V |2 (0,750) < Ms,  110:S(ha)||e < M,

ou My, My, Mg et Mg sont des nombres réels positifs qui seront spécifiés plus tard.
Afin d’alléger la preuve, nous supposons que
max(Mg, [|0:S(h1,p)|| L1 (0.7:82)+ L2 (0, 7: 11 (R2))) = Mg,
qui est le cas le plus compliqué pour la preuve du point fixe. Nous définissons 1'application F par
F oo (LAO0,THY Q) = (L*0,T; HY(Q)®
(hyhy)  +  F(h,hy) = (Fi(h,hy) = h, Fa(h,h1) = hy)

ou (h, hy) est la solution de

T
/¢><ath,w>v,,vdt+/ 6¢Vh-Vwdrdt + | KTs(h)X§(h1) LS, (||Vhi||)Vh - Vw dadt
0 Qr Qr

+ [ KT, (h)X§(hy) LS, (||Vhi||)Vhy - Vw dadt + Q.Ts(h)w dxdt = 0, (4.25)
QT QT

page 74



CHAPITRE 4. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MODELE AVEC
COEFFICIENT D’EMMAGASINEMENT

6¢Vhy - Vw dxdt —I—/ K(Tf(h — iLl) + Ts(h)Li\/l(HVleH)Xé(ﬁl))Vhl . Vw dzdt
Qr

T
/ Q5<8th1 ,w>vl,vdt+
0

Qr

T
+/ ([0:(Weo # S(h1) plr,r 5 SCo (M) Ty (Ty (h) = h)w)vrvdt + | KTy (h) X5 (ha) Ly ([[Vha[[) VA - Vw dadt
0 Qr

+/ (Qfo(h — Bl) + 9.Ts(h)) wdxdt = 0, (4.26)
Qrp

pour tout w € LQ(Oa T7 V) et (h’ - hD; hl - hl,D) S L2(O7T7 V)a (h'(ov ')a h1(0, )) = (hO()a hl,O('))'
Nous savons de la théorie classique des équations paraboliques (voir [48]) que le systéme (4.25)-(4.26) admet

une unique solution puisque ce systeme est parabolique et linéaire. Notons que la régularisation en espace
dans le terme [0; (¥, * S(h1) ] assure que la solution (h, k1) vit bien dans (L*(0,T; H'(2))NH(0,T; V"))
Ce point sera d’ailleurs confirmé par les estimations ci-apres.

Maintenant nous allons prouver la propriété de point fixe pour I'application F = (Fy, F2). Vu le fort couplage
des équations du systeme, nous devons faire face a de lourds calculs pour établir des estimations tout en
évitant les constantes génériques.

Soient (A", h}) une suite de fonctions de (L?(0,T; H'(2)))? qui satisfait la condition (4.24), telle que
(R™, A7) — (h,hy) dans (L2(0,T;H))?> quand n — oco.

Au vu des estimations (4.24) et du résultat (4.6), on a quand n — oo

(R",h}) — (h,hy) faiblement dans (L*(0,T; H'(Q)))?,
[at(\lfeo * S(B?),p]R,T — [8,5(\1/60 * S(liLl)m]RJ‘ dans E,
Ly (IIVAT]]) — Ly ([[Vhi]|)  uniformément dans Q7.

Continuité de F; :

On pose h,, = Fi(h™,h}) et h = Fi(h, h1). Nous cherchons & montrer que h,, — h dans L?(0,T; H). Pour
tout n € N, h,, satisfait ’équation (4.25). En prenant w = h,, — hp dans (4.25) avec la dépendance de n, on

a .

T

/ ¢(Ou(hn — hp), hy — hp)vrvdl + / (60 + KTs(h™) X5 (hT) Ly ([[VRT])Vhn - V (b, — hp) dadt
0 Qr

= [ KT Ly (V)R -V (hy — h) dd
Qr

T
[ QT (WY (e — ) dudt — / SOk s b — hp)yrydt.  (4.27)
Qr 0

La fonction h,, — hp appartient a L2(0,7T; L2(2)) N HY(0,T;V’) et donc a C(0,T; L?(Q2)). Ainsi grace au
Lemme (4.1), on écrit :
T ¢ 2 ¢ 2
¢{0t(hn = hp), (hn = hp))vy dt = S |ha(T,-) = hp (T, )|l = Sllho = hpje=olln- (4.28)
0

De plus

[ (@0 KT X ) L3y (175 10) Vb - Vi dadt > 50119 o . (4.29)

T

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient pour tout e; > 0 :

’/Q (6¢ + KTy (") X5 (hY) Ly (VAT 1) Vhn - Vhp dwdt| < (8¢ + K1 ho)l[Vhal| L2 0,7:m VA || 12 (0,750)

€1
< Z‘|th||%2(o,T;H) +

0¢ + K hy)?
OO O oy (430
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’— A KT, (W) X5 (1) Ly ([ VAT () VAT - Vhy dedt| < K| |d(R" B[ 20,7 Vol L2 0,7:0)
' K2M2
< MK ho|[Vhn|L20,750) < HVh 1220, + ———h3, (4.31)

[1Qs 117 (OTH)hQ

E + il — R0y (4.32)
Qr

Le terme suivant est estimé simplement par :

|| KT ()L (VAL DAL - Vho dadt] < KB Bl ceo:m Vel zorim-
Qr

< Ky Mhs||Vhpl| 20,73 m)- (4.33)

Enfin, nous avons

T
¢ 0¢
‘ _A ¢<8th'D7 hn - hD>(H1)/,H1dt < 275||athDH%2(07T;(H1)/) + 7||th||%2(07T’H)

o¢

+?|‘VhDH%2(O,T;H) + ?th - hD”%Z(O,T;H)' (4.34)

En utilisant les estimations de (4.28) & (4.34) dans (4.27), on obtient apres simplification :

¢ oo ¢
S (Tse) = hp(T, )5 + (o = e)lIVhnlle,mmy < 51170 = hpp=oll7r + (

2
(8¢ + Kiho)? 6
(e + o lle .z @ + K Mbsl|ol gz o

||Q5H%2(O,T;H) n K3M2)h2
2¢ 2, 2

¢ T
26||8thDHL2(OT(H1))+ (1+9) ; 1A = hpl[3dt,  (4.35)

pour tout &1 > 0. Nous choisissons ¢; tel que d¢/2—e1 > 0, & savoir g1 = %‘p. Le lemme de Gronwall appliqué
a (4.35) permet de conclure qu'’il existe des nombres réels Ay = Ap(, 0, K, ho, hp, hi,p, he, Qs, M), et
Mo = My 2(¢,0,K, ho, hp, h1.p, he, Qs, M) dépendant seulement de M tels que :

2
HQS||L2(0,T;H) L 4K3M2)h2

1w — Bl orsmy < (Iho—hm—o”?ﬁ( 2 5

456+ K 1 hs)? 9K, Mhy
+( 5¢2+ + 5)||hD||L2(0,T:,H1(Q)) + +T||hD||2L2(O,T;H1(Q))

1/2
1
+6||athD|2L2(O,T;(H1)’)> T2,

HQSH%20T~H 4K2 M?
allzsozm < <|ho—hmo||%1+( it L

4(6¢ + K1 ho)? 2K Mho
+< 5¢2+ + 5)||hD||L2(0,T;H1(Q)) + +T||hD||%2(O,T;H1(Q))

1/2
) C(140)T/2

1
+g||athD|\%2(0,T;(Hl)/) + |[hp |z~ 0,1; 1)
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HQ5||2L2 0.T:-H 4K2 M?
hnllLe 1) < <||h0 — hpji=ol|f + ( 2; T 5;;2 )h%
4(6¢ + K1 ho)? 2K, Mhy
+< 5¢2+ + 5)HhDHL2(0,T;H1(Q)) + +T||hDH%2(0,T;H1(Q))
) 1/2
+6||8thD|%2(O,T;(H1)’)> eTOT/2 4 (\|hD\|%oo(o,T;H))l/2€(1+6>T/2,
HQSH%? 0.T-H 4K2 M?
< (Hho — hpje=ollfr + ( 2(; TiH) 522 )h%
A(8¢ + K4 ho)? 9K, Mhsy
+( 5¢2+ + 5)HhDHL2(07T;H1(Q)) + +T||hDH%2(O,T;H1(Q))

1/2
1
JrS”athD‘|%2(0,T;(Hl)/) + |hD||%°°(O,T;H)> e(1+OT/2,

donc on a :

[[hnll Lo 0,m5m) < A}V/fe(lﬂ)T/Z’

[Anll 20,750y < AM2T1/26(1+5)T/2’

[[hnllL20,1;m1 (@) < Mpo i= (%AM(l il +5)Te(1+5)T)) 1/2’ w6)
avec

Q|20 iy AK2 M2 4(6¢ 4 K hy)?
Anr = |lho = hpjeollZ + ( ¢2( S 5;2 )hg + (TH + 5)HhDHL2(o,T;H1(Q))
2

1
+¢K+Mh2||hD||%2(o,T;H1(Q)) + g”athDHQL?(o,T;(Hl)f) +hpl e rm-  (4:37)

Donc la suite (hy,), est uniformément bornée (par rapport a n et aussi a ¢ et €) dans L2(0,T; H*(Q)) N
L>(0,T;H).

Remarquons que estimation dans L°°(0,T; H) est bien justifiée par le fait que nous pouvons refaire les
mémes estimations en remplagant T par 7 < T dans l'intégration en temps.

Nous allons maintenant montrer que la suite (9;(hy,))n est bornée dans L?(0,7;V’). En raison de (4.25),
nous avons :

[|0¢hnllL20,75vy = sup
HwHL2(0,T;V)S1

T
/ <athnaw>V/,V dt
0

- é (&;s + KT, (k™)L (|[VRY]) X5 (R})) VR - Vo dzdt
Qr

sup
HwHLQ(O,T;V)Sl

1 - - - 1 _
—/ gKTs(h")LM(HVh?H)Vh? -Vw dxdt —/ ngTs(h")w dxdt|.
QT QT

Puisque h,, est uniformément bornée dans L?(0,T; H(£2)) par Mj, o avec (4.36), alors on a :

1 - _ _
3l / (6 + KT Las (IR 1) 5 (B) ) The - Vo dadt| < (56 + K ho) nllz20.2,m0) |l 20,7207
T

< (60 + Ky ha) My zl|wl|L2(0,1;v)- (4.38)
Ensuite, on a :
K - - - K. Mh
<] /Q (6 L (|[VAF ) VA - w dad] < =222 o r. (4.39)
T
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Enfin, on a :

‘ Q. Ts(h™)w dﬂ?dt‘ < @sllz20,m;my Pallwl L20,7v) < Q5| 220,15y h2l|w] L2 0,151y - (4.40)
Qr

En faisant la somme de (4.38) & (4.40), on obtient la norme dans L2(0,7,V’) de d;h :

h
|0¢h|lL20,7,v7) < <5Mh,2 + ﬁ(KJrMh,? + KM+ |\Qs||L2(o,T;H)))HwHL?(o,T;V)

avec ||w||z2(0,7;vy < 1 alors

ho

[|0ch|| 20,7507y < OMp 2 + ”

(K+Mh72 + K+M + ||Qs||L2(0,T;H)) = DM (441)

Nous venons de montrer que (hy,),, est uniformément bornée dans L?(0,T; H'(2))NH(0,T;V"). En utilisant
le Lemme d’Aubin, nous pouvons extraire une sous-suite encore notée (h,), qui converge fortement dans
L?(Qr) et faiblement dans L2(0,7; HY(Q)) N H(0,T; V') vers une limite dénommée ¢. En particulier, la
convergence forte dans L?(Q) impliquant la convergence presque partout dans 7, nous vérifions que £ est
solution de (4.25). La solution de (4.25) étant unique, nous avons en fait ¢ = h.

Continuité de ]:23 - o
On pose hy , = F2(h", hT) et hy = Fa(h, h1). Nous cherchons & montrer que :

hin—hy dans L%(0,T;H) et 0;S(h1n) — 9;S(hy) dans E.

D’abord nous réécrivons 1'équation (4.26) avec comme fonction test w = hq,, — h1,p et nous intégrons sur
(0,T) x Q. Nous obtenons apres réduction :

T
/ SO — h1.0) s (i — hyp) )y vt
0
+ / (00 + K (T (hy — BY) + To(hn) Ly (VAT XS (BT))) Vi - Vi dacdt
Qr
= / (66 + K (Ty(hy — hT) 4+ T(hn) LS, (|| VAT ) XS (RT)) ) VR, - Vi p dadt
Qr

— | ET(ha) X5 (h7) Ly ([[V A )V - V(b1 — b1 p) dadt
Qr

T
*/ (S5 Cw(h1) Ty (Ty(hn) = h1)[0:(Veo * S(hT) plr,1 5 (ha,n = ha,p))vr vdl
0

T
—/ (QsTy(hy — hY) + QsTs(hy)) (h1,n — h1.p) dzdt — / &(Och1,p , (hin — h1,p))vr vdt.  (4.42)
Qr 0

Les principales estimations sont obtenues grace aux mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve de
la continuité de JF;. Néanmoins, nous devons détailler les calculs car ces estimations seront utilisées pour
determiner et choisir une constante adéquate dans (4.24). Par ailleurs, la dépendance (ou 'indépendance...)
de ces estimations par rapport a €g et a € sera utilisée en fin de chapitre.

Nous soulignons que nous pouvons maintenant utiliser (4.36) précédemment établie pour (h,), d’ou la dé-
pendance par rapport a My, o dans I'estimation qui va suivre. Nous rappelons aussi que :

To(h) >0,  Tp(h—h1)>0 et Tu(h)+Tp(h— h1) < 2hs.
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Alors nous estimons les termes de (4.42) : pour tout ey > 0, on a
/Q (66 + K (T (hyy = BY) + To(R) Ly ([[VRY N XS (BY))) VI - Vi dadt > 66|V hanll72 0,750

[ (@0 BTy = 7+ T ) Lo (VR DX B)) T - T das

IN

(60 + 2K hy)

T3 H)

IN

(06 + 2K ho)?
€1

€1
Vi a2y + IVha,pl[Z2(0,7:m1)

= [ KT () X5 (W) Ly (IR V- Vo dadt
Qr

< Ky hao||Vhal| L2 0,0 | VRl L2 0,15m)

K2h§

€1
Mp 2 + ZHVth”%?(O,T;H)’

| = [ KT X5 (03) s (VL) Vo - Vo p dad
Qr
< K hol|Vhglp20,m:m I VR, Dl 220,71
< K ho

(0,T;HY ()

‘ - / Qfo h?) + QsTs(hn)) (h1,n - hl,D) dxdt‘

HQfHL2(0TH) +119s ||L2(0TH)
¢

T
B(0u(h1.n — h1,p), (hrn — o o) dt = 211 (T, ) ha o (M — Dlihao — P piecollt

,thn h1.pl122(0.7.1);

T
¢ d¢
’ —/0 {0¢th1,p , (h1,n — h1,p))v vl < %Hathl,DH%P(O,T;(Hl)’) + 7||Vh1,n||%2(o,T;H)

7||Vh1,DH%2(O,T;H) + 7||h1,n - hl,D||2L2(0,T;H)-

La derniére estimation sera basée sur la relation (4.24). Nous garderons & 'esprit que
Co (W) Ty (T (hy) — h3)(h1m — hy.p) appartient & priori & L (0,T; H) N L*(0,T; W, "' (). De plus C.,
Ty, Ty et leurs dérivées sont bornées dans L (). Nous déduisons de (4.5), (4.14) et (4.24) :

= [ [ SO Ty ) ~ B0+ SR s (s~ )]
< S;CMg (HCw(B?)Tff(Tf(hn) — hY)(ham — ha,p)llL20,7,m)
HIV(Cu T3 (T ) = )1~ )l |es vy )/
< 8;CMg <h2|h1,n — hapllzz0,1,m) + ha(|lh1nllLr 0,7, ) + 1|P1.Dl| L1 0,7, 1))

+(Mp 2 + Mg)||hi,n — hl,D||L2(o,T,H)>/€8,
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< SyCMg <(h2 + M2 + Ms)||h1n — h1,pllr20,7,m1) + h2([|P1nl 220,17, 5) + ||h1,D||L2(o,T,H))) Jes

S3C2ME
< %(fn + Mp 2 + Mg)* + ¢ / \h1n — ha,p|* dudt + 7 / Vhol" dadt
ey * Jar o
hQCQMIQ
FEEEE 4 S OME| Vi ol 3070,

ou C représente une constance générique. Notons que nous avons utilisé le fait que par définition de Ty, T
et T, nous avons

si A > ho ousi b < —3hy alors V(Tjp(T(hy)) — hY) =0
si —3hg <h} <hy alors —d4hy <h} —hyp<hy et T'(h}—hyp)#0.
Les mémes types d’arguments s’appliquent pour caractériser ici VC’w(l_L{‘). D’ou ’apparition de la constante

Mg définie dans (4.24).

En sommant toutes les estimations précédentes, nous obtenons apres simplification

20— 3
W17~ (T + 2 [ 9P dode < S0+8) [ Wi~ o deds
QT QT
& K2h2 56 (36 + 2K hy)?
+*\|h1,0 — I ple=ollH + 2Mh 2+ (& 5 —( o - NIhe,pl122 0,750 )

||Qf||L2 o.1;H) T ||Qs||L2 0,T;H)
¢

+(hQSfCMé + K+h2Mh,2)||hl,D||L2(07T;H1(Q)) +

L3

h%S;Mg?
€1

¢ 2 S7C*M,
+%Hathl,D||L2(0’T;(H1)/) + W(hz + Mh 2+ MS) .

Nous choisissons €1 telle que 26¢ — 3¢; > 0, par exemple €1 = d¢/3. Le Lemme de Gronwall permet d’établir
I'existence de deux nombres réels A; py > 0 et M; 2 > 0 dépendant seulement des données du probleme et
de My, o tels que :

||h1 n||L°°(OTH) < A1/2 (1-‘v-(5)T/27

| |h1,n| |L2(O,T;H) < A17/1€IT1/2€(1+5)T/2,

2
[Pl L2 0.y < Mo o= (gALM(l +(1+ 5)T6(1+6)T/2))1/2’ (4.43)
avec
1 6(5¢) + 2K  ho)?
Ay =||h1p — hl,D|t:O||§-I + S||ath1,D||2L2(o7T;(Hl)/) +(0+ T;)HhLDH%z(O,T;Hl(Q))
20125117 20,751y + 119117 20,711y 2
+ L*(0.T:H) > LPOTH) p2 5(hrzstMg + Ky ha My o) b p |12 o mm (o)
6h2S2M2  S2C2MP2 62 h3
s T feg¢ (s Mz + M5)* + =5 My + |, ol 0.7
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Maintenant, nous allons montrer que 0:hq ,, est bornée dans E et nous calculons :

T
/ (O¢hi, w)p g dt
0

||8th1,n||E = sup

[lwl|l g <1

1 - _ _

= s = (G0 K (Tylho = B+ T Ly (VR (R)) V- Voo
w E/Sl QT
1 _ _
~3 KTy (hn) X () Loy ([[VRY )V ha - Vw dadt
Qr

T
- / (S Coa (VT (T (h) — F2)[0: (W # S(RT) g, )y et

1

o [ QT ~ 1) + QLT () w . (4.44)
¢ Jar

Nous allons estimer les quatre différents termes de (4.44) :

1 _ _ _
‘ YA (00 + K (Ty(hn — hY) + To(R) Ly (VAT ) X5 (RT))) Vi - Ve dadt
T
< (8¢ + 2K ho)llhanllz2 0, miv)llwllz2 0,m3v)
< (09 + 2K hy) My of|w|p2(0,15v), car  (hin) est bornée grace a(4.43),
< C(0¢ + 2K ho) My o||w]| g,
1 _ _
‘ ~ g [ ET() X () Ly (VAT ) Vi - Voo dudt
Qrp

< K hollhall 20,0 m)l[wl| 220,757
< KyhoMys||w|[z20,m,vy car  (h,) est bornée grace a (4.36),
S CK+h2Mh’2H/LU||E/

1
‘(b/ (Q;Ty(hy — hY) + QsTs(hy)) wdadt

T

<2(11Q¢llL20,;m) + 1|1 QsllL2(0,7m) ) h2l|wl| L2 (0,757
< 2|12l 20,31y + [1Qs|L2(0,750) ) Pl [w]| £

T
‘ - / Lsf0w<ﬁ?>Tff<Tf<hn> — h)[0(Vey * S(hY) plror s w dadt

- Swa(BTf)Tff (Ty(hn) — B?)[at(\yeo * S(ﬁ?),p]R,Tw dxdt
Qr

< S0 S (M| ElCw () Trp (T (hy) — Wi w]| g
< SEMgl|Culler(0,n0) (h2||w||Loo(QT) + (Mp2 + Ms(1+ ha))||w|| o r) + h2||Vw||L2(o,T;H))-

En sommant les quatre estimations précédentes, nous réécrivons (4.44) et nous avons l’existence d’un nombre
réel M1 5 > 0 tel que

||ath1,n

e < M, (4.45)
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ou

s

1
M, = p ((5¢ + 2K ho) My o + 2(|1Qyl| 20,71 + 1QsllL20,7:1) ) 2
+K hoMp 2 + SfMé||Cw‘|C1(0,h2) max(hg , (Mh’z + Ms(l + hz)))) . (4.46)

A ce stade, nous venons de montrer que hy , est uniformément bornée par rapport & n dans

L2(0,T; HY(Q)) n WEH(Q)) + HY(0,T; V") € L*(0,T; H*(2)) N HYX(0,T; (Wt4)"), ¢ > 2. En utilisant le
Lemme d’Aubin, nous pouvons extraire une sous-suite encore notée (hy), qui converge fortement dans
L2(Q7) et faiblement dans I'espace L2(0,T; H(Q)) N H(0,T; (W,9(Q2))) vers une limite notée ¢,. En par-
ticulier la convergence forte dans L?(€27) implique la convergence presque partout dans Q7. Nous affirmons
que

Ly (IVRII) = Ly ([Vall), ppdans Qr. (4.47)

En effet nous avons V[¥,, *B?’p]R’T — V[¥, %01 p|r1 Parce que [P, *B?’p]R’T est uniformément bornée par
rapport & n (mais pas par rapport & €y bien stir) dans W?4(Qdr) pour tout p,q > 1, grice & la régularisation
par convolution. Les mémes arguments sont appliqués pour s’assurer que

[0:(We, * S(RY) plrr — [0:(Wey % S(01) .1

En passant & la limite quand n — oo dans (4.26), nous vérifions que ¢; est la solution de I’équation (4.26).
Cette solution étant unique, nous avons en fait £; = h;.

Enfin il reste & préciser les estimations du type renormalisées pour T"(hy ,, — h1 p)/?>Vhy , et 9;S(hy.,). Les
estimations ci-apres sont trés importantes pour la suite. En effet ce sont les seules estimations pour hq , qui
ne dépendent pas de €. Elles sont aussi fondamentales pour la définition d’un sous espace convexe adéquate
dans lequel chercher le point fixe.

Premiérement, nous utilisons la fonction test T'(hi ., — h1,p) dans (4.26), avec T' définie dans (4.14). Nous
utiliserons la fonction T définie par

—4hox — 8h§ si x < —4ho,
T(z) =1 x2/2 si —4hy < x < 4ho,
dhox — Sh% si x> 4;127

qui est une primitive positive de 7. Nous obtenons

/ qZST(th(T, ) — hLD(jj7 )) dSC — / QbT(hl,O — hl,D(07 )) de
Q Q

+/ (66 + K (Ty(hyy — ) 4+ Ts(hn) L, ([[VRE) XS (R)) T (han — ha,p)V(han — haD)
Qr
'V(hl’n - hl,D) dxdt
= / (66 + K (Ty(hy — hT) 4+ Ts(hn) LS, (|[VRY ) X§ (RT)) T (hin — ha,p)Vhi,p - V(hi,, — ha,p) dadt

Qr

— KT.(ha) Ly (VRPN XS (BT (hi .y — h1.D)V iy - V(hi oy — by p) dadt

Qr

—/ (QfTy(hn — W) + QsTs(hy,)) T(hy p — by p) dodt — $0ihy pT(h1 s — by p)dadt
QT QT

- / SO (W) Ty 4 (Ts(hi) — B[OV ey % S(RT) plr T (h1m — b1, p)dadt. (4.48)
Qr

page 82



CHAPITRE 4. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MODELE AVEC
COEFFICIENT D’EMMAGASINEMENT

Nous effectuons des estimations similaires & celles faites sur (4.42). Tout d’abord, nous avons

T(x)? <2T(x) et T'(z) <1 pourtout z €R, les termes de (4.48) deviennent :
/ (6¢ + K (Ts(hn — hY) + To(h) Ly ([[VAY ) X5 (R]))) T (h1m — h1,0)V (b1 — h1.p) - V(h1n — h1,p) dadt
Qr
2 5¢‘|T,(h1,n - hl,D)v(hl,n - hl,D)H%2(O,T;H)7
> 6¢||T" (han — h1,0)" >V (hm — h1,0) 320 a1y

| / (06 + K (T (b — bY) + Ts(hn) Ly (VAT X5 (D)) T (hin = h1,0)Vhi,p - V(h1n — b1 p) dadt
Qr

< (66 + 2K h)||T" (B — h1.p) 2V (hy  — b1, )l c20,mm) T (h,n — h1,D)1/2Vh1,D|\Lz(o,T;H)7
(0¢ + 2K ho)?
€1

IN

13
Zl||T/(h1,n — h1,0)"*V (b1 = h1.D)|[72 (0,100 + |T" (P — h1,0)"*Vha D720 1:11):

N

€ 8¢ + 2K ho)?
< Z1||T’(h1,n — h1,0)"*V (h1.n — h1.D)|[72 (0,100 + %

puisque  T'(hy, — hip)Y/? <1,

| ‘Vhl,D | ‘%2(0,T;H)7

’ — [ KTu(hn) X5 (h) L (IVRTNT (B — 71, D) Vi - V(b — by p), dadt
Qr

< K ho||T'(hy, — h1,D)1/2th||L2(o,T;H)HT’(th — h1.p)Y?V (hym — h1.p)||L20,7; )
K3 hg

M+ 2 HTI(hl,n = h1,0)" 2V (h1,n — h1,D)|[72(0.1:11):

‘ - / (Qfo(hn - h?) + QéTé(hn)) T(hlm — hl,D) dxdt
Qr

Q +[|Qs
|| f||L2 [)TH || HL2 OTH d) T(h17n _ h/])D)Q d.%‘dt,
¢ 4 Qr
Q + Qs
< 1Qs117 L2(0,T;H) 1Qsl172 O.T3H) d’ T(h1n — h1,p) dadt,
o Qr
5¢ 2
— gf) 3th1 DT(hl n — h1 D) dxdt 7||ath1 DHL2(O T;(H)") + — T(hl’n — hl,D) dxdt
Qr
o9

< g”athl,DH%fZ(o,T;(Hl)/) + = T(h1,, — h1,p) dzdt

2 Jo,
A nouveau, la derniére estimation sera basée sur la relation (4.24). Nous garderons a 'esprit que

Co (W) Ty (Ts(hy) — BF)T(hy , — h1,p) appartient & priori & L (0,T; H) N L2(0, T; Wy (). De plus C,y,
Ty, Ty et leurs dérivées sont bornées dans L (). Nous déduisons de (4.5), (4.14) et (4.24) :

[ [ SO Ty ) ~ R0, SRl T )
< S§;CMg <|Cw(7ff)Tff(Tf(hn) — h)T(hn = hap)ll12(0,7,m)

HIV(Cul T3y ) = RO (b1~ 0)) 0700000 )
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< S;CMg <h2||T(h1,n — h1,p)llr20.7,m) + h2([|T" (A1, — h1,0)" >V ha|l 20,7, | L2 (0,781 )
+(Mp,2 + Mg)||T(h1,n — h1,D)||L2(o,T,H)> /o,

< SyCMg ((hz + Mp2 + Ms)||T(h1,n — h1,0)ll220,1,1) + P2 ([T (h1m — hl,D)l/QthHm(o,T;H)||L1(o,T,H))) /e

S2C2 M Lo 2
< 76(h2 + My o+ Mg)? + = T (hy.p — hy.p)|? dwdt
€°¢ 14 Jq,
h202M/2
+% T (h1.n — h1.p)/*V (h1 — hy p)|? dwdt + 25"
Qr 1

Notons que nous avons utilisé le fait que par définition de Ty, Ty et T, nous avons
si A > hy ou si b < —3hy alors  V(Tjp(T(hy)) — hY) =0

si —3hy < hy <hy alors —d4hy <h? —hyp<hy et T'(h} —hyp)#0.

Les mémes types d’arguments s’appliquent pour VCw(B?). D’ou l'apparition de la constante Mg définie dans
(4.24). Alors nous déduisons de (4.48) :

/ ¢T h1 n hl D( )) dx + 5¢T/(h1’n - hlyD)|V(h17n - hl,D)‘ dxdt
Qr

8¢ + 2K ho)?
< T (hin — 1Dl @) + %

351

IV, ol[720,7:0)
HT'(hl n = h1.0)"?V (b — b1.0)l320.1m)

K2h o) +11Qs T
+ *EQM;%Q I f|L2(OTH)2¢| eeqo,7:m 2+/ /¢(1+6)T(h1,n—h1,p)dxdt
0
S22 M2
25H8th1D||L2(OTH1(Q))+Jc()7¢(h2+Mh2+MS) +

2 2172
SEMEh3

€1

pour tout €1 > 0. Nous choisissons £; = d¢/3 et nous utilisons le Lemme de Gronwall pour conclure que :

4
T (h1n — h1,0)"*Vhi || L2070y < Mso i= (s As(1+ (1 + 8)TeMTOTNY2 4 ||Vhy p||p2(0.7.0m) (4-49)

é
ol
3K2h2 S2C?M
As = OlIT(han = hp)llzr o) + 5; 2M}%,2 feoifié(}b + My 2 + Mg)?
W13z 0. 72y + 119sF2 0118 1
+ o )2¢ e )h‘2+275|‘8th1,D||%2(O,T;H1(Q))
352M/2h2 3(0¢ + 2K hy)?
5¢2 52 - ||Vh17D||%2(O,T;H) (4.50)

Ensuite, pour l'estimation de la norme de 0;(S(h1,,)) dans E, qui passe par

[(0:(S(h1n)), @) B.5r| = [(Oihin , S"(h1n)e) e, B

pour tout ¢ € E’, nous utilisons la fonction test S’(hq )¢ dans (4.26). Nous obtenons (voir les calculs avant
(4.45) et en notant que S’ = 0 en dehors du support de T'(-, —h1 p)) :
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[106S (hi,n)l|E < Mg o (4.51)
ou

M‘/SV)Q = <((5¢ + 2K+h2)M172 + K+h2Mh’2)MS’2 + SfM./S‘”CwHCl(O,hg) max(M572h2 s (th + MS(]. + hg)))

=

+(1Qs 0.z + |Qs||L2(O,T;H)>h2) (4.52)

Propriété du point fixe pour F :

F est continue (pour la topologie forte de L?(0,T; H)) et pour la topologie faible de (L?(0,T; H'(2)) x {g €
L?(0,T; HY(Q)); ;g € E}) car ses deux applications composantes (Fi, F») le sont.

De plus, soient Wy et Wy les deux ensembles fermés, convexes et bornés de (L2(0,T; H(2)))? définis par :

Wi = {(g,91) € (L*(0, T; H(€)))*; (9(0), 91 (0) = (ho, h1,0), (90> g1)r) = (hp, h1,p);

IVgll2 @) < Mi |1Vl L2ar) < M1, [T (91 — h1,0)Y*Vaull L2 am) < Mset [|0:5(g1)|| e < M}
et

Wy = {(g,91) € (L*(0,T; H"(€)))*; (9(0), 91 (0) = (ho, h1,0), (90> g1)r) = (hp, h1,p);

IVgllr2(02) < Mh2:|IVaillz2(ar) < M2, [T (91—h1,0)*Vaill120r) < Msz2et]|0:S(g1)llz < Mg, )}

Nous avons montré que F(W;) C Wa. De plus L?(0,T; HY()) est un espace réflexif, F est un opérateur
compact pour la topologie faible de L?(0,T; H*()) (d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu), et compact
pour la topologie forte de L2(0,T; H) (voir la preuve de la continuité de F).

Il reste & montrer que W5 est strictement inclus dans Wj cela grace au bon choix de My, M1, Mg et M é
Clairement puisque la constante M}, o est indépendante de la constante Mp, celle-ci peut étre choisie telle
que My > My, 2. De méme, M; peut étre choisie telle que My > M 5.

Le choix de Mg et M} assurant avec (4.49) et (4.51) que

Mgy < Mg et Mg, < Mg (4.53)

est le plus compliqué.

L’idée est d’utiliser la réelle petitesse de Sy (réalité assurée par les données physiques). Le rapport M /6 étant
potentiellement grand puisque la taille caractéristique de I'interface diffuse peut étre petite par rapport aux
dimensions de I'aquifére, nous pouvons ré-écrire (4.53) (en utilisant (1 + 2)'/2 ~ 1 4 x/2 et en gardant a
Pesprit (4.49)-(4.51) et (4.36))) sous la forme suivante :

S+ CSyMg(Ms + &) + $S7M§ < Mg,

(4.54)
S+ &S Mg + §SIME + $SIME + CSpMLMg(& + CSyMg) < M,

ou C est une constante dépendant seulement des données du probleme, mais pas de €g, ni de €.

La relation (4.54) permet de se convaincre qu’on peut choisir M, et Mg de telle sorte que la condition (4.53)
soit remplie si Sy est assez petit (on peut faire tendre Sy vers zéro dans (4.54) pour s’en convaincre).

Il résulte du Théoréme de Schauder [[88], cor.9.7] qu’il existe un (h, hy) € Wi tel que F(h,hy) = (h, h1). Ce
point fixe pour F est une solution faible du probléme (4.22)-(4.23). Nous rappelons que les définitions (4.49)-
(4.51) et (4.36) pour My 2, Mg et MgﬁQ ne dépendent pas de €g, ni de €. Donc les estimations annoncées
dans le Lemme (4.3) sont uniformes. De plus la condition de petitesse sur Sy dans (4.54) permet a Sy de
rester a 'ordre un par rapport a €; et €.

Le lemme (4.3) est prouvé.
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4.3.2 Etape 2 : Principes du maximum pour la solution de (7%)

Lemme 4.4 Pour tout g > 0 et pout tout € > 0, toute solution faible (h° €, hi*) du probléme (4.16)-(4.17)-
(4.18) satisfait pour presque tout x € Q et pour tout t € (0,T),

0 <A (t,x) < hO(t,x) < ho.

Remarque 4.5 La preuve est faite pour un ho constant mais elle se généralise a tout ho € L*°(2).
Preuve :
Nous allons encore omettre les parameétres €g et € sur h et hy dans nos équations pour des raisons de simplicité.

Par rapport au chapitre précédent, nous remarquons que rien ne change dans la preuve du principe du

maximum pour I’équation en h de notre systeme. Quant & 1’équation en hi, nous avons le nouveau terme
81 Culh )T (Ty (h) — ha) X (h1) 04V S(h1) e & éver.
Nous allons montrer que presque partout dans (0,7) x Q :

0 S hl(t,x) S h(t,l‘) S hg.

e Dans un premier temps, nous montrons que  h(t,x) < ha, p.p. x € Q et Vi € (0,T).
On pose

hn(t, ) = (h(t, ) — ha) " = sup(0, h(t,x) — he) € L*(0,T; V).

La fonction h,, appartient & L?(0,T; V) puisque la donnée au bord satisfait (hp — ha)™ = 0. On a aussi :
Vhm = Xgnsh}) Vet hp(t,z) #0 ssi h(t,z) > ho

ou x est la fonction caractéristique.
Soit 7 € (0,T). On multiplie I"équation (4.16) par w(t, z) = hu(t,x)x(0,-)(t) et on integre sur (0,7) x Q. On
obtient :

/ SO, T (1, )X 0y (D))t + / / SEVh - Vo (,1) dadt

0 0 Q

+/ / KTy (h) Ly ([Vha| 12) K& (ha)Vh - Vo (2, £)X (0. (£) ddt
0 Q

+/ / KTs(h)LM(||Vh1\|L2)X5(h1)Vh1 . th(x,t)x(oﬂ.)(t) dxdt
0 Q

+/ / QSTS(h)hM(Ivt)X(O,T) dxdt = 0.
0 JQ
On introduit les notations suivantes :
| ot des [ soxqn VP dod
0 0 Ja

I, Iz

[ KT Lar(19hl22) K5 (x5 VA dc
0 Q

I3

+ / / KTu(h)Lag ([[Vha|12) X5 () Vs - Vi (2, €) dadt + / / QT (W) hyn (2, ) ddt = 0. (4.55)
0 Q 0 Q

14 IS

Calculons séparément les termes de (4.55). Pour I; on applique le résultat de F.Mignot rappelé dans le
chapitre modélisation. En effet si on pose :f(A) := A — ha, A € R, la fonction f est continue et croissante
telle que

A—ho

SR EAY IR
IS = 1S

|<oo.
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Donc on a :

I = /qﬁ@thh Yoy dt = ¢/ hfnrz m(Ox))d

>0

avec hy, (0,2) = (h(0,z) — hg) = 0, puisque h(0,z) = hg < ho.
Comme T (h)X{n>n,y = 0 par définition de Ty, les termes I3, Iy et I5 sont nuls et I'équation (4.55) devient :

¢

12 (7,2) de = _/ / 86X oy} |Vhnl? ddt < 0.
2 Jo 0 Jo

>0

Donc h,, est nulle presque partout. D’ott pour tout 7 € (0,7T) :
h(r,z) < hg, pp. x€Q.

e Dans le second temps, nous montrons que : 0 < hy(t,z) p.p. dans (0,7T) x Q.

Posons
hn(t,2) = (= ha(t,2)) " € L2(0,T; V).

Ona:
Vhm = Xhi<0yVh1 et hy(t,x) #0 ssi hi(t,z) <0

ou x est la fonction caractéristique.
Soit 7 € (0,T'). On multiplie I"équation (4.17) par w(t,z) = —hm,(2,t)x (0, (t) et on integre sur (0,7) x Q.
On obtient :

/OT ¢{Oth1, hin)vr v dt/T/quSVh1~th dadt
/ /Q R Lag (|[Vha || 2 ) X5 (ha) + Ty (h — hl))Vhl-th dwdt
—/0 /QKTS(h)LM(||Vh1||L2)X5(h1)Vh-th dxdt—/OT/Q (Qfo(h—hl)—i—QsTs(h))hm dadt
- /OT /Q S§Cu(h1)Ty(Ty(h) — h1) X5 (h1)[0:(P ey * S(h1) plr, 7T dadt =0,

c’est-a-dire

*/ ¢<ath1,hm>vl_yv dtf/ /5¢Vh1.th dxdt
0 Q
Iy

// R) L (||Vha|2) XS (ha) + Ty (h — hl))Vh1~thdxdt

I3

_ / / KTu(h)Lar (19 12) X5 () Vh - iy dadt — / / (QsTy(h— ) + QuI(N) )y
0 Q 0 Q

I4 I5
- / / S Cu ()T 1 (Tr(h) — )X (1) [0y(Uey 5 S(h) ] o davdt = 0, (4.56)
0 Q
I
avec :
ho= 7/ @(Ochy, hin)vr v dt = ?/ <h$n(7’x) - h?ﬂ(o)g)) dr = ?/ hy(r,x) da,
0 2 Jo 2 Jo
>0 >0
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car hp,(0,2) = (— hl(O,x))+ =0, puisque h1(0,2) = h1,0 > 0.

I, = //5¢X{h1<0}|Vh1|2 dxdt.
0 Q

Comme X§(h1) =0 car hy <0, alors les termes I et I sont nuls et

I3 = // LM ||Vh1”L2)XO(h1)+Tf(h h1)>Vh1.th dadt

%

/ K_Tp(h—h1)x {h1<0}|Vh1|2da?dt.
0 Q
Enfin

_ /T/ (Qfo(h )+ QSTS(h))hm dadt > 0,
0 Q

car

Tf(h - hl)X{h1<O} Z Oa TS(h) Z 03 QS S O et Qf S O
L’équation (4.56) donne donc :

?/ hfn(t,x)dtdxg—/ / (5¢+K,Tf(h—hl))x{h1<o}|Vth|2 dwdt < 0.
2 Q 0 Q

>0

d’ou,
hi(r,z) > 0, vrel[0,T], ppzeq.

e Pour finir la démonstration du principe du maximum, nous allons montrer que :
hi(t,z) < h(t,z) p.p. (t,z)€ (0,T) x Q.
On pose :
hen(t, ) = (ha(t,2) — h(t,2)) " € L2(0,T; V).

On a:
Vhy, = X{h17h>0}v(h1 — h) et hm(t,l‘) 75 0 ssi (hl — h)(t,x) >0

ou x est la fonction caractéristique.
Soit 7 € (0,7"), on multiplie par w(t,z) = hm(x,t)x(0,)(t) I'équation résultant de la différence entre (4.17)
et (4.16) et on obtient :

/ ${0h(h1 = >v'vdt+/ /&Whl h) - Vhy, dadt

+/ /QK(Xoe(hl)Ts(h)LM(I\Vh1||L2) + Tp(h = hy))Vhy - Vhy, dodt

- /0 ' /Q KTy (W) XS () Lag (I[Vhal|2) Ve - Vi, dedt + /0 ’ /Q O, T (h— )i, dindt
" /oT /Q S§Cu () Ty (Ty(h) = h1) X5 (1) [8:(V ey * S(ha) pl 1l dwdt = 0.

Or Ty (h — h1)X{h,—h>0y = 0 par définition du prolongement de 7. De plus, Tff(T (h) = h1)X{h,—n>0y = 0.
On a plus précisément Ty (T¢(h) — h1) = 0 si hy > h car dans ce cas hy > T¢(h). En effet,

— si h >0, alors Tr(h) = h car on a déja montré que h < hy p.p. dans Q x (0,7),

— et si h <0, Tr(h) =0 < hy puisqu’on a aussi montré que hy > 0 p.p. dans Q x (0,T).
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Alors en prenant en compte ces considérations nous tirons de la derniére équation :

/ (04 (hy — ), b yry dt + / / 56V (hy — h) - Vho dadt =0, (4.57)
avec
/ Qb 8t h1 >V’ A% dt = ¢/ h2 T I) h%(O,z)) dx
>0
et

/ /5¢v (hy — h).Vhy, dzdt:/ /5¢X{hl_h>0}|wh17h)|2 dxdt.
0o Ja
Ainsi, 'équation (4.57) devient :
¢’ 2 ! N2
h (r,2) DX ¢hy—n>03 |V (h1 — h)|* dadt < 0.
0 Jo

>0

Comme précédemment, on conclut que :
vt e (0,T), pp. xz€Q, hi(t,z)<h(tx).
Conclusion : Sur cette partie concernant le principe du maximum, on vient de montrer que :

Vie (0,7) pp. z€Q, 0<hi(t,z) <h(t,z) < hs.

4.3.3 Etape 3 : Elimination de la premiére régularisation : ¢; — 0

Dans ce paragraphe, nous allons faire tendre ¢ — 0 dans (4.16)-(4.17)-(4.18) et nous allons exhiber une
solution au nouveau systéme d’équations suivant sur Qr,

$Ohe — V- (5¢VhT) — V - (KTu(h) Ly (|[VAS |12 ) K& (hS)VAE)
—V - (KTs(h) L ([[VRi||12) X5 (h)VRT) = —QsTs(he), (4.58)
G0ihS + S7Cu (W) Ty (T () — h) A (h)[(W, * S(h) plrr — ¥ - (56VhS)

=V (K (Ty(h = hi) + To(h)) Ly (I Vil £2) X5 (hS) VAT)
=V (KTo(h®) Ly (VR | 12) X5 (hT) V)
= —QTy(h — hi) — QT(h), (4.59)
ou ¥, est une fonction régularisée par rapport au temps et a l'espace (voir la Définition (4.1)), complété par
les conditions initiales et aux bords :

h®=hp, hi=hip sur (0,7) x T,

(4.60)
he(0,x) = hg, hi(0,z) =hio(x) pp dans €.

Lemme 4.5 Pour tout € > 0, il existe une solution faible (h¢, h§) au probléme (4.58)-(4.59)-(4.60) telle que

(h,hS) € (L>=(Qr) N L*(0,T; H(Q)))?, d:he € L*(0,T;V"), 8;h5 € E. De plus les estimations suwivantes
(uniformes par rapport d €) sont vraies :

0 < hi(t,x) <h(t,z) <hy p.p.dans Q, ¥V te€(0,T), (4.61)
||h6||L2(O,T;H1(Q))mHl(O,T;V’) < C(M), (4.62)
IVRi[r20,1m) < C(M),  [[0chille < C(M). (4.63)
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Preuve :

On rappelle le principe du maximum établi au Lemme 4.4, et les estimations (4.19)-(4.20)-(4.21) qui re-
viennent & :

M| 20,151 (@))nE (0, 73v ) < C(M),
IV |20,y < C(M),  [|0:h||p < C(M).
Toutes ces estimations sont uniformes par rapport a €y. Elles sont suffisantes (voir aussi la preuve du Lemme

4.3) pour s’assurer de I'existence d’une sous-suite, encore notée (h€, h{”) pour des raison de simplification,
et d'une fonction (h¢, h§ € (L (wr) N L*(0,T; H*(Q)))?, 0:h¢ € L*(0,T; V'), 8;h§ € E telles que :

heo¢ — h¢ dans L?(Qr) et p.p. dans Q x (0,7),

heo€ — pe faiblement dans L2(0,7; H'(2)) N H(0,T;V"),
hi*¢ — h§ dans L?(Qr) et p.p. dans Q x (0,7),

hi®¢ — h§ faiblement dans L?(0,T; H'(R)),

Oh(”C — Oih§ faiblement dans FE.

Remarquons que la compacité de h{” est obtenue ici en utilisant les inclusions
L=(0,T; Wy () C E' et W(0,T) C L*(0,T; H)

rappelées & la sous section 2 “Résultats Préliminaires”. D’ailleurs, un résultat similaire & (4.47) reste encore
vrai puisque la régularisation dans L, dépend de € mais pas de €y. Toutes ces convergences avec le Théoreme
de Lebesgue sont suffisantes pour passer & la limite dans I’equation (4.16) et pour prouver que la limite h¢
est une solution faible de (4.58).

Pour étudier le comportement limite de I’équation (4.17), la difficulté majeure est de passer & la limite dans
Cw(h" )T (T (h€) — RP)XE (R ) [0 (We, * S(RT) plr,r. Cest a priori un produit de convergences
faibles. On le ré-écrit sous la forme :

Cu (P ) (A = h)[01(Weo * h1™) plrr
= f( )0 (P ey % h") plrr + g(AA" V[0 (Ve * 1) pl R (4.64)

)

Nous savons seulement a priori que

[0 (T, * hi%) plrr — Oph§ faiblement dans F

(h¢p, h® @) — (hSp, hSp) faiblement dans (E')?, Yy € E'.

Nous commengons par le premier terme du c6té droit de (4.64). Pour toute fonction test admissible ¢, on
écrit :

([0 (W o xh ™) plrr s F(RY)0) BB = (O:h1, f(RL)@) B, +([0:(Veu %) plR, 7 —0:h"C, f(R") ) B B

T
d €0,€ €0,€ €0,€ €0,€ €0,€
- / %/ F(hy"%)p drdt — F(hy)0p drdt + ([0p(Vey * h1") plrT — O™, F(R")@) B 77,
0 Q Qr

ol F est la primitive de f. Nous pouvons utiliser la convergence presque partout de hi®“ & h$ pour passer &
la limite dans les deux premiers termes du coté droit dans la derniére relation. Le dernier terme est égal a :

([0e(Wey * h) plrr — OhT ", F(R V@) By = (Oeh ™", Wey * (F(RP)p) o — F(RY)0) B,

peut étre rendu arbitrairement petit quand €y — 0 puisque W, * ’ est une eg-régularisation de
t &t du arbitrai t petit d 0 pui U, h" ) p est larisation d
f(hi>“)p € E'. Ainsi, nous pouvons résumer le comportement du premier terme du coté droit de (4.64) par :

lim f(h")[0:(Wey * h1%) plrr = —Cuw(h{)h{0:h. (4.65)

EQHO
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Nous considérons maintenant le second terme coté droit de (4.64). Nous introduisons cette fois ci la primitive
G de g. Nous vérifions simplement que le probléme se réduit a passer a la limite dans le produit h€-¢[0, (¥, *
h{"€) plr,r. La structure couplée du probléme ne nous permet pas d’établir une compacité suffisante pour
passer a la limite ¢ — 0 dans ce terme. Il va donc falloir garder une partie de la régularisation en espace
ou en en temps dans le terme [0 (U, * hi*) ,| r,7. Plus précisément, cela signifie que nous devrions d’abord
réécrire tout le début de la preuve en remplacant “¥., * ” par une notation différenciant les régularisations
en espace et en temps, puis nous ferions disparaitre I'une ou lautre de ces régularisations. Mais pas les
deux. D’ou la convolution par 1, dans la Définition 4.1. Nous avons évité ces notations encombrantes,
R [0y (Wey * 1y * h1O) plr,7 jusqu’a ici pour la commodité du lecteur.

Il reste a verifier que le degré de régularisation annoncé, en temps ou en espace, est suffisant pour passer a
la limite, c’est-a-dire a justifier le choix de 1 € C}(X), X = R2?, X = R dans la Définition 4.1.
Supposons d’abord que nous choisissions de conserver un degré de la régularisation en temps.
Soit
A = (h€)0).

Cette quantité est uniformément bornée dans L?(Qr) tandis que div; , A est bornée dans L2(0,T; V). Soit
B = (0(Vey # by # (A1) p) » V(Weq x % (h1"°) p))-

Grace a la régularisation par v, nous affirmons que B est uniformément bornée par rapport a ey dans
L2(Q7). En effet

10 (Weq % 1y + () |12 = Wy  D(a8y) * (A

|2 < I 10 (W) e

(on utilise les mémes types de calculs que pour (4.4)). De plus curl; ;B = 0. Le Lemme divergence-
rotationnel ([81]) peut donc étre appliqué et nous en concluons que

A . B9  A.B faiblement au sens des distributions,
ot A (resp. B) est la limite faible dans L? de A% (resp. B). Cela signifie que
R0 (Pey * Py * h10) plr,m — hE[Or (¢ * hY) plr  faiblement dans D'(Qr).

Ce dernier résultat nous suffit.

Supposons maintenant que nous choisissions de conserver un degré de la régularisation en espace.

Puisque ! 8; j (¢, * h®) = ;1 x0;h{°, le gradient V (¢, * h{°) est uniformément borné dans L?(0,T; H'(12)).
De plus, en utilisant encore une fois les régles classiques de la dérivation d’un tel produit de convolution, nous
avons 0;V (1, * h{") = 0,(V1)y, * h{") et, puisque 1, ne dépend pas du temps, 9;V (¥, * h{®) = Vi), * 0;hi°.
Cette quantité est uniformément bornée dans E. Un argument de compacité du type d’Aubin nous permet
de conclure que V (¢, x hi®) est séquentiellement compact dans L?(Q7r). Pour tout ¢ € L*(0,T;V), nous
pouvons donc calculer la limite suivante :

lim (0:h 0, [1hy * (h1"°) plrr@)vive = (Oche, [ty * B lTe)vv.

eo—0

Nous concluons en passant a la limite dans la formulation suivante :

R0 (W ey * P+ W) plr = O (WO (Ve % 9Py % (B1”) plRT — Och [y 5 by + (R°) plRT-

4.3.4 Etape 4 : Elimination de la fonction auxiliaire L§,

Au vu des estimations montrées a ’étape 2, il est maintenant inutile de faire apparaitre les fonctions auxi-
liaires Tys, Ty et Ty, puisque 0 < hy < h < hy (nous omettons aussi € dans les notations sur (h, hq) ).

1. Nous omettons [(-)p]7 pour quelques lignes. Les propriétés énoncées ci-apres se transferent naturellement de R & et vice
versa.
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Nous allons maintenant montrer qu’il existe un nombre réel My > 0 ne dépendant pas de € tel que toute
solution faible (h, k1) du probléme

$Oh — div(6¢Vh) — div(K (ha — h)LS; (/[ 12) X5 (h1)Vh)
= div(K (hy — h)X§ (h1) LS (/Y| 12) Vi) — Qs(ha — h) (4.66)

60 — div (86 hy ) = div(K ((h = b + (ha = W)X () Ly (|[Vhal|12) ) V)
= div(K (ho — h) X5 (h1) Ly (/[ VhallL2) V)
—81Cy(h1)(h — h1)0¢ (g * hyp)r — Qp(h — hy) — Qs(he — h), (4.67)

avec les conditions aux bords et conditions initiales

h= hD, et h1 = hl,D sur (07T) xI'= (O,T) x 082 (468)
h(0,z) = ho(z) et h1(0,x) = h1o(z) dans Q (4.69)

satisfait
||Vh||L2(0,T;H) < My, et HVhIHL?(O,T;H) < M. (4.70)

Nous choisirons alors de poursuivre le travail sur le couple (ho, hiwo) ce qui nous permettra de faire dispa-
raitre la fonction auxiliaire Ly, puisque de |[Vhq|[r2 < My, on tire Ly, (||Vha||r2) = 1.

Dans un premier temps, nous sommons (4.66) et (4.67). Nous obtenons le probléme suivant, satisfait par
(h -|— hl) N

¢8t(h + hl) — le((S(bV(h + hl)) - 2diV(K(h2 — h)XOF(hl)LM(HV]'LlHLz)V(h + h1)>
+S55Cu(h1)(h — h1)0y(y % hip)T — diV(K(h — h1)Vhy) = —2Qs(h — hq) — Qs(ha — h),

avec h 4+ hy = hp + hy,p sur (0,T) xT' et h(z,0) + hi(x,0) = ho(z) + h1,0(z) dans Q.

On multiplie I’équation ci-dessus par w = h+hy — (hp + h1,p) et on intégre sur 2 x (0,7) ou 7 € (0,T"). On
obtient :

(66 + 2K (hy — h) XS (h1) Loy (||Vhal|22) )V (h+ 1) - V(b + hy) dadt

K(h = h1)Vhy - V(h + hy) dadt = —/ / Sl () (h = By )94 (b * )z (h + hy) dact
0 Q

/L,
/L,
—/ / o(h+hy — (hD—‘rhl’D))at(hD-l-hLD)dxdt

0 Q

/ /Q (66 + 2K (hz — )5 () Lag (IIVAa122)) Y (h + ha) - V(i + o, p)dadt
0

/ / K(h - hl)Vhl . V(hD + hLD)dl‘dt + / / Sfcw(h1)(h - hl)at(ﬂ}n * h17p)T(hD =+ hLD)dIdt
0 Q 0 Q

2 [ [ Qs ha)(b+ b= (hp o) dadt — [ [ Qulha = W) (s = (hp + ) dnd
0 Q 0 Q

ho+ hio — (hD(t =0)+hp(t= O)))2(1‘) dx. (4.71)

S
<
—
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Dans un second temps, nous faisons la soustraction de (4.67) et (4.66). Nous obtenons le probléme suivant,
satisfait par (hy — h) :

¢t (hy — h) — div(6¢V (hy — h))
+Sfcw(h1)(h — hl)ﬁt(z/)n * hl) — le(K(h - hl)Vhl) = —Qf(h — hl),
avec hy —h =hy p —hp sur (0,T) xT' et h(z,0) 4+ hi(x,0) = ho(z) + h1,0(z) dans Q.

On multiplie I’équation ci-dessus par la fonction test w = hy —h — (h1,p — hp) et on inteégre sur Q x (0, 7).
On obtient :

;/qﬁ(hl h—(h1.p — hp))*(z, 7 d:z:+/ /&;sv (hy — ) - V(hy — h) dadt
/ / K(h = h)Vhy - V(hy — b) dadt = — / / S;Cu(h)(h = hy)dh (o * hp)z(hy — h) dadt
/ / ¢ hl hl D — hD))Gt(hl D — hD) dxdt +/ / 6¢V h1 h) . v(hl,D - hD)dl‘dt

+/0 /QK(h_hl)Vhl'v(hl,D_hD)dxdt+A /QSwa<h1)(h—h1)8t<’(/Jn*h1)(h1’D—hD>d.’L‘dt

2 T
+;/Q§b<(h1,0—h0)_(hl,D(tZO)_hD(tzo))) dm—/o /QQf(h—hl)(hl—h_(hl,D_hD)) dedt.

En sommant (4.71) et (4.72) (et en utilisant K¢ - ¢ > K_|¢|?, V¢ € R?), on obtient :
/Q</>(|h1(a:,7') — hi,p(z,7)* + |h(2,7) — hp(z,7)|?) dz + /OT /Q 56(|Vhn|? + [Vh|?) dedt
+2/OT/QK(hz—h)XS(hﬂLM(|Vh1||L2)|V(h+h1)2dmdt+2/0T/QK(h_hl)Vh1|2dxdt

< -2 /OT /Q SCuw(h1)(h — h1)0(1y * by p)r (b1 — h,p) dedt
+/Q¢(h1,o(fr) — hup(t = 0))? + (ho(z) — hp(t = 0))* da
+ [ otbe7) 4 1 por) = W (w0) 4 B p(w0)) do =2 [ [ o(ndihp + moyh,p) dode
—2/07/52¢5(Vh1 -Vhi,p + Vh-Vhp) dzdt+2/07/ K(h —hy)Vhy - Vhy p dodt
+2/T [ K (ha — h)X§(h1) Lo (||Vhil|22)) V(R + h1) - V(hp + h1,p) dzdt

—2/ /Qf<h+h1)(h1—h1,D)dxdt—2/ /Qs(hg—h)(h+h1—(hD—s—hl,D))dxdt
0 Q 0 Q

Gréce a I'inégalité de Cauchy-Schwarz et a celle de Young, nous déduisons
[ 8 (e7) = (o + ) = kol )P da [ [ 3601712+ VA) do
+2/0T/QK(h2 — h)X§ () Lag (|| VA || 22) [V (h + h1)2d:vdt+2/0T/QK(h — )|V |2 dadt
<C- 2/0T /Q S§Cu(h1)(h — h1)0:(¥y % hy p)r(h1 — hy p) dadt + g/OT /Q 56(IVh[ + [Vhi|?) dadt

+/ /K_(h—h1)|Vh1\2dzdt+/ /K_(h2_h)xg(hl)LM(\vmw(h+h1)\2dzdt
0 Q 0 Q
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ot e > 0 et C(ho,hp,h1,0,h1,p,h2,Qs, Qr,e7 1) est une constante générique qui dépend des données du
probléme (en effet I'intégrale contenant les termes sources peut étre directement bornée par C' car on a déja
vu que h et h; sont bornées dans L ; quant aux termes impliquant hp et h; p, ils sont traités avec les
inégalités de Cauchy-Schwarz et Young; nous ne détaillons pas ces estimations pour nous concentrer sur
celles qui suivent et qui contiennent les difficultés essentielles). On travaille alors le terme :

*2/ / SfC’w(hl)(h - hl)at(d)n * hl,p)T(hl — hl,D) dxdt.
0 Q

On notera C; (respectivement Co et C3) une primitive de
z+ Cy(z) (respectivement z — 2Cy(z) et x> 22Cy(x)) telle que C1(0) = C2(0) = C3(0) = 0.

Le point important (pour I’étape 4) est que ces trois fonctions sont bornées dans L indépendemment de e.
On rappelle que le terme que nous voulons estimer peut s’écrire sous la forme :

—2/ / Swa(hl)(h - hl)at(’t/}n * hl,p)T(hl — hl,D) dxdt
0 Q
= —QSf/ / Cw(hl)(h - hl)(hl - hlyp)at((ibn * hl,p)T — hl) dxdt
0 Q
+2Sf/ / Cw(hl)h%athl dxdt — 2Sf/ / Cw(hl)hlathlhll) dxdt
0 Q 0 Q
—QSf/ / Ow(hl)h(hl - hl,D)&ghl dxdt. (474)
0 Q

On a d’abord

| — QSf AT -/Q Cw(hl)(h — hl)(hl — hlyp)at((wn * hl,p)T — hl) d.’Edt‘

<||Cw(h1)(h = h1)(ha — ha,p)|| B ||(¥n * Ocha p)T — hal|E
< C”(wn * Otha p)r — hal|E-

Compte tenu de la définition de E, d;hy , appartient a L2(0, T; (Wh4(R?))), ¢ > 2. 1l en résulte qu’il existe
(wy, W1) € L2(0,T; LY (R2)) tel que :
(%hl’p =w; + Wj.

Donc

[(¥n * Ochap)r — hallL20,mywra®e))) < [[¢g * w1 — leLz(O,T;Lq/(R?)) + [|thy =« W1 — W1||L2(0,T;Lq’(R2))-

Puisque I'opérateur 1, * - est une régularisation en temps ou en espace, les quantités a droite de la derniere
inégalité tendent vers zéro avec 7. Cette propriété se transfere a la restriction de (1, * 9¢h1p)r — h1 dans
Qr. Nous concluons simplement que, pour tout 7 suffisamment petit, nous avons

| - 25; /OT /Q Cow(h1) (B = h)(ha — ha,p)((y * ha ) — ha) dadt| < C. (4.75)

Ensuite en utilisant le principe du maximum établi pour hy, nous estimons le second membre du c6té droit
de (4.74) :

‘2Sf/ /Ou,(hl)hfathl dxdt‘ :zsfj/ %/ Cg(hl)da:dt’
0 Q 0 Q

< 254/ Cs(ha(z,7) d:c‘ +2Sf‘/ Cg(hlo)dx’ < C(hyo, ha, Sy). (4.76)
Q Q
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De méme, en utilisant de plus I'inégalité de Young,
2sf‘/ / Cu(h)h1dhih.p d:cdt‘ - 2sf‘/ / hy.pCa(hy) dmdt‘
0o Ja 0o Jo
= QSf‘/ / 8th1’DCQ(h1) dl’dt — / (hl,DC2(h1))t=T d(E + / hl’D(t = O)CQ(hLo) d(E
0o Ja Q Q
S O(h1707h17D,h2,Sf,€71) +€6¢/ / ‘Vh1|2d$dt (477)
0 Jo

pour tout € > 0.
Enfin, nous intégrons par parties le dernier terme de (4.74) (divisé par 25;) et on obtient :

—/ / Cw(hl)h(hl — hLD)ﬁthl drdt = —/ / h(thw(hl) — hLDCw(hl))athl dzdt
0 Q 0 Q
—/ h(CQ(hl) - hl’DCl(hl))&ghl dxdt
0 Q
*/ h(@tC’z(hl) — hLDatCl(hl)) dxdt
0 Q
= —/ hoy (Cg(hl) — hl,Dcl(hl) + C4(h17p)) dzdt
0 Q
— / h01h1)8th17p dxdt + / h8t04(h17p) dxdt
0 Q 0 Q
= / / 8th(02(h1) — hLDC’l(hl) + C4<h1)D>) dxdt
0 Q
—/ / h(atCQ(hl) — 8th1’DC’1(h1) — (r“)tC4(h1’D)) dzdt
0 Q

t=1

+/Q(h02(h1) - hhl,DCl(hl)) t:Odm (478)

ot Cy est la fonction définie par Cy(x) = x2Cy(x) — Co(x). Cette fonction est introduite pour étre slir que
(C2(h1) — h1,pC1(h) + 04(h17D))|39 = Cy(h1,p) — h1,pC1(h1,p) + Ca(h1,p) = 0.

Les termes en ¢t = 0 et t = 7 peuvent étre bornés par une constante grace aux principes du maximum sur h
et hy. Les termes dépendant des données fOT Jo hC1(h1)8:hy,p dadt et fOT Jo h0:C4(hy p) dzdt sont de méme
bornés par une constante. On écrit :

2Sf‘/ / (0¢Ca(h1) — Oth1,pCi(h1) — 0:Cy(ha, D))dxdt+/(hc2(h1) hhy DC1(h1))
< C(h1,0,h1,p, h2, S¢). (4.79)

t=1

Pour le terme [ [, 9;h(C2(h1) — h1,pCi(h1) + Cs(h1,p)) dzdt, on va exploiter I'équation de h (i.e. (4.66)).
Notons que multiplier cette équation par la fonction test w = (CQ(hl) —h1 pCi(hy) + C4(h1,D)) ne fait pas
apparaitre de termes aux bords a I'intégration par parties grace a la définition de C4. On obtient :

257 [y [ 0:h(C2(h1) — by pCi(hy) + Cy(hy p)) dadt
—220 [T [ 66V h - (Cu(ha)(hy — h1 .0)Vhi — C1(h1)Vhi,p + C(h1,p)Vhi,p) dudt
— 2L Jo Jo K (ha = ) Lar (V[ 22) x5 (ha) V (B + )
(Cw(hl)( — h1,p)Vhi — C1(h1)Vhi,p + Cy(hi,p)Vhy p) dadt
_% Jy Jo Qs(ha — h)(C2(h1) — hy,pCi(h1) 4+ Ca(h1,p)) dadt. (4.80)
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Une fois encore, le dernier terme est uniformément borné par une constante C. De plus,
QSf
K hg — )LM(HVhl ||L2) (hl) h1Vh1 Vhl dxdt
QSf 2
K h2 - )LM(HVthLZ) (h]) hl‘Vh1| dxdt > 0. (481)

La plupart des termes restant contenant hi p sont traités de fagon classique a I’aide de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz et celle de Young, on obtient :

_ 25

S| 890w}~ p) VI Ty dmdt‘
Qr

_ 2h2 O 2
(1= 42)0¢ |Vh|? da dt+||2/ |Vhy |? dadt, (4.82)
2 Qr (1—4e)p? Ja,

36(Cl(h1.p) — C1(h1))Vh - Vhy p dxdt‘
Qr

IN

_ 2
¢

< C(h1,p,ha, S, 6,0,e 1) + e8¢ [ |Vh|* dzdt, (4.83)

Qr
QSf B
th R)Lar(|IVhil|£2) x5 (h1)Cuw(h1)h1 VR - Vhy dadt

(1 - 4¢)5¢ ) S?h%Kijio/ )
i B2 dpdt + L2+ Wl ha|? dadt 4.84
=T o VAI” dedt + (1—4e)dp3  Jq, Vi " dudt, (4.84)

2Sf/ sthQ_ h) Loy (V| £2)xG(ha) (Ci(h1,p) = Cr(h1)) V(A + h1) - Vh1Dd$dt’

< C(h1,pyho, Sy, Koy K_ 6,06 1) +e6¢p [ |Vh]*dadt +ed¢ | |Vh|* dadt, (4.85)

QT QT

28
f/ /KhQ— VLs (VR )| 22) X6 (1) Co (b1 )y DV (h + By ) - Vhldxdt’

252hy K2 |Cly |2 ||h1.p |2
tho frd| 211P1. D] / |Vhy|? dzdt. (4.86)
Qr

< . - 2
< QTKf(h2 R)Lar(Vhal 2)x6(h1) IV (h =+ hy)|* dedt + (K_06°)

On replace ces derniers résultats : (4.81), (4.82), (4.83), (4.84), (4.85), (4.86) dans (4.80). Puis, on utilise
(4.80), (4.75), (4.76), (4.77) pour estimer :

—2/ / SfC h hl)at('l/Jn * hl,p)T(hl — hl,D) dxdt.

Nous obtenons :

[ 6t + ey o [ [ cooin? doas

2 K2 h3 2h3K?
1_ B2 2 +2 2+ 2 +
/ / 3e — S7h3|Cw %, (( e KT 45)62¢4)>|Vh1‘ dxd

< C(ho,hp,h1,0,h1,p,h2, Qs, Qf, S¢, 0,6, K_, K4, e 1), (4.87)

pour tout € > 0.
Supposons maintenant que Sy est suffisamment petit, plus précisément :

2 hiK2  KZ2hy ) 0

1— S2h3|C[2 (¢2( t )t T

(4.88)
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Répétons ici que cette hypothese est légitime du point de vue physique puisque Sy < 1; essentiellement, on
peut retenir que la condition de petitesse sur Sy est de l'ordre

S; = 0(5).

Cette hypothese sur Sy nous permet d’utiliser le lemme de Gronwall pour déduire qu’il existe une constante
My, indépendante de € dans la régularisation de X§ et de M telle que :

Al Lo 0, 7sm)nz2 01311 () < Mo et [Pl Lo 0,732 01317 (2)) < Mo

En particulier, |[Vhi|[z2(0,m;5) < Mo et cette estimation ne dépend pas du choix du nombre réel M qui
définit la fonction L§,.

Donc si nous choisissons M = My, toute solution faible du systeéme dans Qr

¢Oh — div(6¢Vh) — div(K (ha — h) L5, (||Vhi||p2) XS (h1)Vh)
= div(K (ha — h) X5 (h1) Ly (|| Vha||£2) Vin) = Qs(ha — h) (4.89)

60— div(56Vhy ) — div(K ((h = + (ha = W) () Ly (1[Vhallz2) ) Vo)
= div (K (ha — h) X5 (h1) Ly (|[Vha [ £2) X5 (h1) V)
—Swa(hl)(h — hl)at(’ll)n * hl,p)T — Qf(h — hl) — Qs(hg — h), (490)
avec les conditions aux bords et conditions initiales

h = hp, et hi=hip sur (0,T) xI'=(0,T) x 002 (4.91)

h(0,z) = ho(x) et h1(0,z) = h1o(z) dans €, (4.92)

satisfait
Ly, (IVIa]lz2) = 1

a condition que € soit suffisamment petit (garder a Pesprit la définition de (4.11)).
Ainsi le terme L, (|[Vhi]|z2) = 1 peut étre supprimé.

4.3.5 Etape 5 : Existence pour le systéme sans régularisation de la fonction
Heaviside

A la fin de I’étape précédente, nous avons donc prouvé Pexistence d’une solution faible (he, hi) € (L>=(0,T; H)N
L?(0,T; H'(Q)))? au probléme suivant :

$Ohe — div (5¢Vh6> — div (K(h2 - he)Xg(hg)Vhe)

—div (K(h2 - hf)xg(hg)w;) = —Qu(hy — h?)

(Ps)
GOk — div (&wh;) — div (K((he —RE) + (hs — hf)xg(hg))wi)

—div (K (hs = h)X(RS) V) = S5 Cu(BE) (B = ROy = BS )1 = = Qy (A = h§) = Qy(ha = )

avec les conditions initiales et aux bords

h¢ = hp, h§ = h1,p sur T
he(0,x) = ho, h§(0,2) = hio(x) p.p.dans Q.
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Cette solution satisfait de plus les principes du maximum suivants dans (0, 7T),
0<h{<h*<hy pp. dans .

Enfin, on note que les estimations qui nous ont permis de définir ’ensemble A au niveau de ’étape 1 sont
uniformes par rapport a €. On a ainsi les estimations :

Ml < |
L2(0,T;H ()

Hathe L2(0,T;V") = ¢ Hathi

€ hi

<
L2(0,T;HL(Q)) —
(B0 ( @)

<C.
L2(0,T;E

Pour conclure, nous il nous reste a faire tendre € vers 0. Des estimations uniformes (E.U.), nous déduisons
que les suites (h€ — hp)E et (hi —hq, D)e sont uniformément bornées dans W (0, T'). Nous déduisons grace la
compacité d’Aubin, que (h6 —h D)6 et (hﬁ —hy, D)e sont séquentiellement compactes dans L?(0,T; H) et que
nous pouvons extraire une sous-suite notée pareillement telle qu’il existe (h, hq) telle que (h—h Dyhi—hy, D) S
(W(0,T))? satisfaisant

he — h dans L2(0,T; H) et p.p. dans Q x (0,T),
he —h faiblement dans L2(0,7; H()),
Oth® — O:h faiblement dans L?(0,T;V’),

h{ — hy dans L?(0,T; H) et p.p. dans Q x (0,7T),
h§ — hy faiblement dans L2(0,7; H(2)),
Ohy — Ochy faiblement dans F.

Ces résultats de convergence sont suffisants pour passer a la limite € tend vers 0 dans le probleme (P%).
On obtient ainsi une (1, )-solution faible du probléme (4.58)-(4.59) au sens de la Définition 4.1 (i). Les
conditions initiales et aux bords (4.60) sont vérifiées puisque l'application f € W(0,T) — f(0) € H est
continue. De plus (h, h1) satisfait le principe du maximum conforme au réalisme physique :

0 < hi(z,t) < h(z,t) < ha(z,t), Vte (0,T), p.p.z€.
Pour exhiber une quasi-solution faible au sens de Définition 4.1 (ii), nous devons enfin faire tendre n

vers zéro. Clairement, toute la difficulté est liée au passage a la limite dans le terme contenant le coefficient
d’emmagasinement qui est :

/Q (f(R") = f(h1))(y * Oy (RY) p)w dzdt, avec w € L*(0,T;V).

Ce passage a la limite est obtenu en utilisant le Théoréme d’Egorov. Plus précisément, comme h] converge
presque partout vers hy, d’aprés Egorov, il existe un €2, comme dans le Théoréme 4.1 (ii) tel que h] converge
uniformément vers hy sur . Pour tout ¢ > 0 donné, a partir d’un certain rang, on a donc —e < (f(h") —
f(h1)) < e et

T
(i O (B]) W)y < / / (BT = £ () (8 * Ou(hD) Yo dadt < ety Ou(h) 5, ).,

ot Q,, est bien siir défini comme E en remplacant les Q par Q,,. Comme 9;h7 est uniformément bornée dans
FE, on tire de l'inégalité précédente qu’a partir d’un certain rang

‘/OT/Q (F(A™) = f (1)) (&g % Or(h) p)w dadt| < Ce.
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Chapitre 5

Simulations et Illustrations 2D et 3D

Sommaire
5.1 Introduction . . . . . . . . @ @ @ i i i e e e e e e e e e e e e 99
5.2 Le modeéle 3D d’écoulement et de transport . . ... ... ... .. 00 100
5.2.1 Les différentes équations du modele . . . . . .. .. ... ... L ... 100
5.2.2 Les différentes hypotheses . . . . . . . . . ... oL o o 102
5.2.3 Cadre et Modeéle mathématique . . . . . ... ... .. L L L. 103
5.3 Présentation des schémas numériques . . . . . . . .. ... . 0., 107
53.1 Modele 3D . . . .. e 107
5.3.2 Modele 2D . . . L. e e 109
5.4 Comparaison des modéles3D et 2D ... ... ... ... ... ..., 111
5.4.1 Expérience de Keulegan . . . . . . . ... ... o oL L 112
5.4.2 Effet du pompage . . . . . . . 116
5.4.3 Effet duremplissage . . . . . . . ..o oL 120
5.4.4 Effet de P'emmagasinement . . . . . .. ... Lo L oo 124
54.5 Effet CUSP . . . . . . . e 126
5.4.6 Une remarque sur la taille du domaine d’illustration . . . . . . .. ... .. .. .. 127
5.5 Quelques tests phénoménologiques sur le modeéle 2D . . ... ... ...... 127
5.5.1 Validation du modele 2D . . . . .. ... L Lo 127
5.5.2 Effets du coefficient d’emmagasinement . . . . . . . .. ... ... ... ...... 128
5.5.3 Effets de la zone de transition . . . . . . . ... . oL oL oL Lo 130
5.5.4 Effetsdelamarée . . .. .. . . . ... 130

5.1 Introduction

Ce chapitre marque la fin de I’étude de la nouvelle approche mixte entre I'interface abrupte et celle diffuse,
introduite dans le chapitre sur la modélisation des aquiféres costaux. Cette approche est évidemment une
approximation de la réalité puisque I'on peut la considérer comme faisant partie de la famille des écoulements
a deux phases, et puisqu’elle nous a permis de ramener la dimension trois (3D) du probléme initial & deux (2D)
et cela grace a ’hypothese de Dupuit. Or les fluides qui interviennent dans le probleme de la salinisation des
aquiferes, I’eau douce et I'eau salée, se mélangent i.e. sont miscibles. Le modeéle correspondant d’écoulement
et de transport en milieux poreux est donc a une seule phase. Pour se convaincre de la pertinence de
notre nouvelle approche et de sa capacité a permettre un suivi efficace de l'interface purement virtuelle
entre eau douce et eau salée, nous allons la comparer (numériquement) au modele 3D d’écoulement & une
phase adaptée au probléme (tenant en particulier compte de la compressibilité du milieu, i.e. de sa capacité
d’emmagasinement).

Nous allons donc introduire dans un premier temps le modele d’écoulement & une seule phase pour le dépla-
cement de deux fluides miscibles transportés par un écoulement compressible dans un milieu déformable. I1
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est basé sur la loi de conservation de la quantité de mouvement avec ’équation de Darcy et la loi de conser-

vation de la masse (ou équation de continuité) couplée au transport de soluté dans le milieu poreux, (voir

[14]). Cette derniere, couplée au transport, décrit le déplacement du soluté (I’eau salée) durant I’écoulement,

en prenant en compte les trois mécanismes de transport (voir [55]) :

— Padvection : c’est le déplacement du polluant dans le milieu poreux a la vitesse moyenne du fluide, (voir
la figure a-(5.1)),

— la diffusion : c’est un phénomeéne physique modélisé par le loi de Fick et qui traduit le transfert des
molécules d’une zone de forte concentration vers une zone a faible concentration, (voir la figure b-(5.1)),

— la dispersion : c’est un phénomeéne de mélange essentiellement lié a I’hétérogénéité des vitesses micro-
scopiques dans le milieu poreux, (voir la figure c-(5.1)).

Les potentielles compressibilités des fluides et de la roche sont également prises en compte.

Dans un second temps, nous présenterons les schémas numériques associés aux deux modeles puis nous les

simulerons & l'aide du logiciel FreeFem [63], basé sur la méthode de éléments finis. Enfin, nous montrerons

quelques résultats numériques illustrant le bon comportement phénoménologique de notre modele 2D.

Nous rappelons qu’au-dela du probléme de l'intrusion de I’eau de mer dans les aquiféres, les applications de
ces modeles sont nombreuses et trés variées, notamment dans le domaine souterrain (stockage de déchets,
pollution, ...).

5.2 Le modele 3D d’écoulement et de transport

5.2.1 Les différentes équations du modéele

Nous allons présenter les équations qui vont nous permettre d’obtenir le modeéle pour les problémes d’écou-
lement et de transport en milieu poreux. L’équation de Darcy et celles des états seront rappelées brievement
puisqu’elles sont détaillées dans le chapitre de modélisation. Puis nous mettrons ’accent sur 1’équation de
conservation de la masse couplée au transport de soluté pour expliquer la provenance du modele final.
Dans la suite, nous garderons les mémes notations que dans la premiére partie. Par exemple, g sera la vitesse
de Darcy, P la pression et ¢ la porosité du milieux.

a) Equation de Darcy

La vitesse de Darcy dans un milieu poreux est donnée par

k
q= —;(VP—i—ngz), (5.1)
équation qui peut aussi s’écrire a l’aide de la charge hydraulique :
k k
g=—KV®—~(p—p)gVz, K=" (5.2)
I I
avec P
®=—+2—Npey & P =pog(®—2), (5.3)

pog
ou k est la perméabilité du milieu poreux, g la constante de gravité, u la viscosité du fluide, K la matrice de
conductivité hydraulique, p la densité du mélange, py la densité de I'eau pure et z la hauteur du fluide. Nous
posons Z = z — hyey qui est ’élévation au-dessus d'un niveau de référence fixe dans 'aquifere h,..p < 0.

b) Equation d’état pour la compressibilité du fluide

La pression P est liée a la densité p; du fluide i par I’équation d’état suivante

do:
Pi = Z; dP & pPi = po_iezi(Pipo), (54)
Pi i
ou z; > 0 est le coefficient de compressibilité du fluide ¢ résultant de la variation de la pression, Py est la

pression de référence et pg ; est une densité de référence pour le fluide ¢.
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Remarque 5.1 Siz; = 2z =0, alors le fluide est incompressible.

c) Equation d’état pour la compressibilité du sol

D’apres la théorie de Terzaghi (voir [55]), la porosité ¢ est liée a la pression P par :
dp
dP

Remarque 5.2 57 fp =0, alors le milieu est incompressible.

(1—¢)Bp e p=1—(1—¢g)e PrF=Fo), (5.5)

d) Equation de conservation de la masse couplée au transport d’une espéce

Nous appliquons le principe de conservation de masse dans un volume élémentaire représentatif [z, x + dx| x
[y, v + dy] X [z, z + dz] (voir Figure (2.2)) qui se résume comme suit : la variation de la masse stockée dans
un VER (Volume Elémentaire Représentatif) est égale & la différence du flux de la masse entrant moins le
flux de la masse sortant et les termes sources et s’écrit comme :

dsS
I-0=—, 5.6
o (5.6)
ou I est le flux de masse de soluté entrant, O est le flux de masse de soluté sortant, S est la variation de
masse de soluté par unité de temps. La quantité I = I, + I, + I, est le flux de masse rentrant au point de

coordonnées (z,y, z) dans toutes les directions, ou
I, = (pJy) dydz, I, = (pJy) dedz, I, = (pJ,) dzdy,

la quantité O = O, + O, +O;, est le flux de masse sortant en (z+dz,y+dy, z+dz) dans toutes les directions.
A Taide d’un développement de Taylor au premier ordre, on obtient :

O, = (pJ,)dydz+ %(p]r) dydzdz,
O, = (pJy)dxdz+ gy(pr) dxdzdy,
O- = (o) dady+ (p].) dudyd=,

ou p est la densité du mélange, ¢ est la concentration de l’espéce considérée et J est le flux de la masse
totale dans le VER. J prend en compte les différents flux de masse transportés selon les trois mécanismes
(advection, diffusion et dispersion) et s’écrit comme :

J = Jado + sz‘ff + sz‘sp =cu— ¢D,,Vc— d)DdispVC, (5.7)

out Dy, est le coefficient de diffusion moléculaire et Dy;s, est un tenseur du second d’ordre dii & I’hétérogénéité
des vitesses dans les directions longitudinales et transversales. Il est sous la forme :

Dacx Dwy Dwz

Ddisp = D’ny DUU Dyz

sz Dzy Dzz

, ou

D;; est le coeflicient qui va representer la dispersion du flux dans la direction ¢ en raison d’une unité de

gradient de la concentration dans la direction j.

En insérant les termes précédents dans 1’équation (5.6), on a :
_{3(%) 4 Apdy) | O(pJs)

ds
oz Jy P }dxdydz—a.

Or S peut également s’écrire S = (pfc) drdydz, d’on

(2 2 B ) U
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car dxdydz # 0.
L’équation de continuité de I’écoulement d’un fluide couplée au transport de polluant de concentration ¢

avec un terme source ) (production ou injection) s’écrit donc :
9 (poe) + div(peq) — div(pdpDm Ve) — div(pgDaispVe) = peQ,
soit :
de(pdc) + div(peq) — div(ppD(q)Ve) = peQ, (5.8)

ot D(q) est le tenseur qui modélise les effets de dispersion et de diffusion.

a) Effets d'advection seulement
Temps =0 Temps t

. vitesse de Darcy (q) .

b) Effets d’'advection et de diffusion moléculaire

. vitesse de Darcy (q) .

c) Effets d'advection, diffusion moléculaire et de dispersion

. vitesse de Darcy (q) -

FIGURE 5.1 — Trois mécanismes de transport.

5.2.2 Les différentes hypothéses

Nous supposons dans un premier temps que nous avons deux fluides dans le mélange : 'eau “salée” avec une
densité p;, une concentration c et 'eau “douce” dont la densité est ps, sa concentration étant 1 — c. Nous
écrivons ’équation de le conservation de la masse (5.8) pour chaque fluide :

di(p1c) + div(picg) — div(p1¢D(q)Ve) = p1(Qi — cQs), (5.9)
O(p29(1 — ¢)) + div(p2(1 — c)u) — div(p20D(q)V(1 — ¢)) = —p2(1 — ¢)Qs, (5.10)
ou le terme @Q; correspond a la masse d’eau injectée et Qs correspond a la masse d’eau produite. La densité

du mélange étant alors
p=pic+pa(l—c),
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on a aussi k
4= = (VP (pre+ pa(1 = ))gV2)

Nous réécrivons les équations (5.9)-(5.10) en les développant :

p10:(¢c) + ¢cdi(p1) + prdiv(eq) +cq- Vi

—p1div(¢D(q)Ve) — 0D(q)Ve - Vo1 = p1(Qi — cQs), (5.11)
p201(H(1 — ¢)) + ¢(1 — )0 (p2) + p2div((1 — c)q) + (1 — ¢)q - Vp2

—p2div(¢D(¢)V(1 —¢)) = ¢D(q)V(1 —¢) - Vp2 = —p2(1 = )Qs,  (5.12)

Dans un second temps, nous supposons que les fluides sont faiblement compressibles (nous utiliserons 1’équa-
tion (5.4) dans (5.11) et (5.12)). Puis, avec ’hypothése de Bear qui consiste & négliger les variations de la
densité dans la direction de 1’écoulement i.e. ¢ - Vp; < 1, D(q)Vp; < 1, nous obtenons :

p10:(d¢) + dp1cz10: P + p1div(eq) — p1div(éD(q)Ve) = p1(Qi — cQs), (5.13)
P20 (B(1 — ) + dpal1 — )220 P + padiv((1 - €)q) — padiv(D(@) V(1 — €)) = —pa(1 — YQ(5.14)

On simplifie par p; # 0 et pa # 0 dans (5.13)-(5.14) puis on présente les équations
(5.13)4+(5.14)=(5.15) et (5.13) ce qui donne :

0:p(P) + ¢(P)a(c)0rP + div(q) = Qi — Qs, (5.15)
O(P)Orc+ (P)b(c)0 P + q - Ve —div(o(P)D(q)Ve) = Qi(1 —¢), (5.16)

ou afc) =(z1—22)c+22 et blc)= (21 —22)c(l —¢), c€]0,1].

En ajoutant le modele (5.5) de la compressibilité du sol, on obtient :

(1= 6(P))By + ¢(P)a(c)) 0 P + div(q) = Qi — Qs, (5.17)
P(P)0rc + (P)b(c)0:P + ¢ - Ve — div(¢(P)D(q)Ve) = Qi(1 — o), (5.18)
o S, = ((1 — ¢(P))By + ¢(P)a(c)) est le coefficient d’emmagasinement en eau dans le milieu poreux,

(1 — ¢(P))Bp représentant la compressibilité du milieu et ¢(P)a(c) étant relative & la compressibilité des
fluides.

5.2.3 Cadre et Modele mathématique

Nous considérons un domaine 2, un ouvert borné de R3 avec un bord I € C!, v est le vecteur unité normal
pointant vers lextérieur de Q2. L’intervalle de temps qui nous intéresse est (0,7"). Soit Qp = Q x (0,7T) le
domaine spatio-temporelle considéré.

a) Formulation en Pression (P) en négligeant les effets de la gravité

Le modele mathématique obtenu ci-dessus devient, si 'on néglige les effets de la gravité dans I’équation
de Darcy :

Od(P) + ¢(P)a(c)OP+V -q=Q; — Qs, dans (0,7) x Q (5.19)
q=—k(¢(P))VP, dans (0,7) x Q,  (5.20)
¢(P)Orc + ¢(P)b(c)Oy P+ q-Ve—V - (p(P)D(q)Ve) = Qi(1 — ¢), dans (0,7) x Q,  (5.21)
D(q) = lql(are(q) + ar(Id —&(q))) + Dnld,
a(c) = (21 —z2)c+ 22 et b(c) =(z1 — 22)c(1 —¢), c€[0,1],

1
ot e(q)i; = 4iqi/19% lg| = (2?21(%')2)2’ a et b sont des fonctions définies sur [0,1] et prolongées
continiiment dans R, ¢ représente la porosité du milieu qui dépend de la pression P, c est la concentration
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de Pespece transportée (le sel pour nous), Q; et Qs sont les termes sources (injection et production) et sont
des fonctions positives de L%(Q), z1, 22 sont les coefficients de compressibilité des deux fluides du mélange,
k est la conductivité hydraulique du milieu, ¢ est la vitesse de Darcy, D(q) est le tenseur qui modélise les
effets de dispersion et diffusion, oy, ar sont respectivement les coefficients de dispersion longitudinale et
transversale, D,, est la diffusion moléculaire supposée strictement positive.

Un résultat d’existence a été établi pour le systeme (5.19)-(5.20)-(5.21), complété par des conditions aux
bords et conditions initiales. Nous allons rappeler les hypothéses ainsi que le résultat d’existence (voir [24]
pour plus de détails). On suppose que :

o il existe ¢4 et xy des réels positifs tels que :

peC'(R), 0<¢(x) <oy, ¢'(x) >0VzeR, (5.22)
k€CRy), 0<k(x)<kyVeeRy,. (5.23)

e le tenseur D satisfait :
D(q)¢- &> (Dm +arlg)) €7, [D(q)é] < (D + arlg]) €], (5.24)

pour tout & € R3,
e la solution doit vérifier les conditions aux bords et conditions initiales suivantes :
qg-v1=0sur 'y x (0,T), P. =pydans (0,7),
T2 (5.25)
P(z,0) = po(x) dans Q,
#(P)D(q)Vec-vy =0sur I'y x (0,T), ¢

c(x,0) = co(x) dans Q,

r

, = C2 dans (0,7), (5.26)

ou le bord T" de © est I'union disjointe de I'; et I's, les fonctions ps et Cy appartiennent a l’espace
HY(0,T; H'/2(I)),
o les fonctions Py € H%(Q), co € H?() satisfont les conditions de compatibilité

]DO\F2 :PZ(an)a CO\F2 :02($70)a
k(¢(Po)) VP -v1 =0, ¢(Po)D(—k(¢(F))VPy) Ve -1 =0,

e ¢y € L*°(Q) est une concentration admissible :
0<c¢o(zr) <1 p.p.dans Q. (5.27)
Théoréme 5.1 (Modéle de consolidation) Supposons qu’il existe deux réels ¢p_ et k_ tels que :
o) > - >0Ve eR, k(x)>k_>0VreR,. (5.28)

Supposons de plus que :
D, >0, ap>ar>0. (529)

Alors le probléme (5.19)-(5.20)-(5.21), (5.25)-(5.26) admet une solution faible (P,c) qui satisfait :
i) la fonction P € L°(0,T; HY(Q)) N H(0,T; L*(Q)) est la solution de (5.19)-(5.20), (5.25);

i) la fonction ¢ € L>(Qr) N L%(0,T; HY(2)) est la solution de (5.21), (5.26) étant
vérifice dans T2(0,T; (VY), o V = {f € L(0, T W (Q)); fir, = 0}.

)/
Elle satisfait 0 < c(z,t) <1 p.p. dans Qp.
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b) Formulation en Pression (P) avec les effets de la gravité

Si lon conserve les effets de gravité, seule ’équation (5.20) change dans le systeme (5.19)-(5.20)-(5.21)
pour devenir (5.1).

c) Formulation en Charge Hydraulique (®) avec les effets de la gravité

Ici, on reprend simplement les formules (5.19)-(5.1)-(5.21) en remplagant P par la formule (5.3) :
P = pog(® - 2),
ol Z =z — href, et en réécrivant la vitesse de Darcy sous la forme (5.2) :

k k
4= —KV®— (0= po)gVZ, K==L,

a=-K(Vo+ %vz).

En utilisant cette formule pour ¢, on ne néglige plus les effets de gravité. Le terme K (p _(f) - )VZ représente
la flottabilité. Dans la suite, nous garderons ce terme car c’est lui qui contient les effets de différence
de densité. Ces effets, qui sont aussi présents dans le modele d’écoulement & deux phases (modele 2D
intégré), nous permettront de le comparer avec le modeéle d’écoulements & une seule phase (modéle 3D).
Plus précisément, on a

_ kpog
— T

" (5.30)

q= —K(vq>+ p;Tvaz), K

ou p est la densité du mélange :

p = pictp2(l—c)
= 0 10621(P—P0) + po2(1 — C)ezz(P—Po)7

ol po,1 est la densité de référence de 'eau salée (parfois aussi notée p, dans cette theése) et pg2 = po est
la densité de référence de 'eau claire (parfois aussi notée p; dans cette these), soit :

p = po lcezlpog(‘b—z)—zlpo + po(1— C)ezzpog(‘b—z)—zzpo. (5.31)

La définition de ¢ de la formule (5.30) devient :
g = —K(V<I> + mVZ)
Po

—K(V@ i (Po,l T PO or1p0g(®—Z) =21 P r(1— C)GZngg(CI>7Z)722PU)vz>.
Po

Il est établi dans le chapitre de modélisation de la premiere partie qu’avec 'hypothese de continuité de la
viscosité entre eau salée et eau claire, on a :

Pl jtael 1oge 1P
Po Po Po
Donc finalement ¢ s’écrit :
g = —K(Vfb + et @=D) =21 Popy 7y oz2p09(8=2)=z2Po (] _ c)vz)

avec a qui décrit le contraste de densité.

Remarque 5.3

C’est trés différent de ce que l'on avait au niveau de la premiére partie ou il était question d’écoulements
& deuzx phases, car ici on regarde un mélange (écoulement d une seule phase), donc on ne peut plus définir
qu’une charge hydraulique ® (définir &y et 5 n'a plus de sens).
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Remarque 5.4
Une hypothése courante admise pour la forme de p est :

p = poic+po2(l—c)
= poic+po(l—c)
= (po,1 — po)c+ po

0,1 — Po
= —_— C+ 1
po((P2)e+1)
= polac+1), (5.32)
si bien que

_ 1) —
¢ = _K(vq>+ppp°vz) _ _K(v¢+w
0 0

q = —K(V®+acVZ). (5.33)

VZ),

Au final, nous obtenons le modéle suivant en fonction de la charge hydraulique et en présence du contraste
de densité « :

9190 (®) + pogda(®)a(c)0® +V ¢ = Qi—Qs, (5.34)
q —K(V® + acVZ), (5.35)
¢ (P)Iic + pogda(P)b(c)0,® + ¢ - Ve + V- (po(P)D(q)Ve) Qi(1—c), (5.36)

ol ¢g = ¢(pog(® — 2)).

d) Formulation Mixte

Dans nos schémas numériques, notre stratégie consiste a calculer & chaque pas de temps les couples (P, q) :
charge hydraulique et vitesse de Darcy, et (¢, g.) : concentration et flux de concentration. Nous associons
donc aux équations précédentes la formulation mixte suivante :

0:9a(®) + pogpa(P)a(c)0:® +V-q¢ = Qi —Qs, (5.37)

¢ = —K(V®+acvz), (5.38)

P (P)0rc + pogda (P)b(c)0i® —cV ¢+ V g = Qi(l—c), (5.39)
4@ = —03(®)D(q)Ve+ qc. (5.40)

Remarque 5.5
Afin de simplifier davantage la programmation des modéles, nous allons supposer que :

— la fonction ¢¢(®) est de fagon plus générale considérée comme la teneur volumique en eau dans un
milieu partiellement saturé. Elle décrit la variation en eau en fonction de la pression. Ici, nous allons
utiliser le modéle apparenté au modéle de la conductivité hydraulique exponentielle de Gardner et de
Rijtema, voir [4]. Elle est donnée par la relation suivante :

0—06q — (P—Py)
0, — 04
0 =106, st P > P, sile milieu est saturé,

st P < P, sile milieu est non-saturé

ot : O est la teneur volumique en eau a saturation et sa valeur numérique est comprise dans [¢ x 0, 8; @)
d’aprés Zammit (1999) (voir [87]) ;

04 est la teneur volumique en eau résiduelle avec une valeur arbitraire de 0,01. Cette quantité est obte-
nue expérimentalement et est proposée par Wosten (1995) (voir [86]) ;

0. est la teneur effective qui correspond a la part de l’eau qui circule réellement dans le milieu et est
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définie comme étant : 6, = 60 — 0.
Les quantités Py, et (—1/a) sont des facteurs d’échelles liés da la pression d’entrée d’air d la surface
quand le sol est pratiquement saturé (6 = 6;).

— Le tenseur de dispersion quant d lui, est issu du modéle de Bear (1961), Scheiddegger (1961) et est
donné par la formule suivante :

D = Dy Id+ (ag — ar)lq ™ q- ¢+ arlq|Id,
une formule qu’on réécrit comme suit :
D(q) = lal(are(q) + ar(Id —e(q))) + Dml1d,

ot e(q) = (@q;/14]*), la| = (Z?Zl(qi)z)%, D, est le coefficient de diffusion moléculaire, Id est le
tenseur unité, ar et oy sont respectivement les coefficients de dispersion intrinséque transversale et
longitudinale. Dans la suite, nous utiliserons les valeurs utilisées dans plusieurs références : ap = 0,
ar =0,2, et D,, =1073.

— La matrice de conductivité hydraulique (K ) est considérée ici égale a une constante fois l’identité partout
dans le milieu. Dans les simulations, nous avons choisi K = k,,, x Id, avec k,, = 39, 04.

— Pour finir, nous supposons que la compressibilité de ’eau douce z et celle de l'eau salée zo sont les
mémes i.e 21 = zo. Cela entraine :

a(c) = 22, et b(c) = 0.

Le modeéle final simplifié issu du systéme (5.37)-(5.38)-(5.39)-(5.40) est donc le suivant :

(¢5(®) + pog¢a(P)22)0 P +V-q¢ = Qi —Qs, (5.41)
¢ = —K(V®+acVZ), (5.42)

¢o(P)0rc—cV-q+V-q. = Qi(l—c), (5.43)

g = —0a(P)D(¢)Ve+ qc, (5.44)

avec 0;¢a(P) = ¢ (®)0,P. On posera dans la suite

SIP(®) = ¢ (®) + pogde(P)z2 et D(®,q) = ¢a(P)D(q).

5.3 Présentation des schémas numeériques

Pour les illustrations numériques, nous avons utilisé le logiciel FreeFem++ [63]. Comme son nom l’indique,
FreeFem++ est un logiciel libre, développé au Laboratoire Jacques-Louis Lions de 'Université Pierre et Ma-
rie Curie & Paris par Frédéric Hecht et al, voir [63] et [43]. Ce logiciel est basé sur la Méthode des Eléments
Finis (MEF), une méthode numérique permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles.

5.3.1 Modele 3D
Pour le cas 3D, nous considérons un domaine Q3¢ € R3, définit par :
Q=[-5;5x[0;3] x[-3;0], etpourbord I3 =r3yri?

on Iy =T uUT3uUTuTuTdd et Iy = I's% La discrétisation en espace est §, = 6, = 6, = 0,2 et
en temps dt = 0, 1. Nous considérons aussi que le domaine est imperméable sur tous les bords sauf sur I's,
le bord qui est en contact avec la mer ou nous supposerons des conditions de Dirichlet : ce qui revient a
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résoudre le systéme (5.41)-(5.42)-(5.43)-(5.44) avec des conditions aux bords dites de Neumann sur les faces
F?d,ng,Fid, ng,F%d, qui sont :

qg-n=0, e -n=0 sur 39, I‘gd, 3, ng, I‘gd, (5.45)

D = Pry, c= cra, sur ng. (5.46)

Nous écrivons donc la formulation variationnelle du probléme continu (5.41)-(5.42)-(5.43)-(5.44) comme

suit : trouver ® € L°°(0,T; HY(Q)) N HY(0,T; L*(Q)), ¢ € L=((0,T) x Q) N L*(0,T; H(Q)) et g, g. €
L2(0,T; H(div; Q2)) tels que :

/Sj‘zD(@)atcbdeJr/wv.qu
Q Q

/quX
Q

/qup((I))atcde—/Qw(cV-q) ch—l—/QwV-qC dX = /qu(l—c)de, (5.49)

/(Qi —qs) w dX, (5.47)
Q

—/ K(V®+ acVz)vdX, (5.48)
Q

/D(@,q)_lqcvdX—/D((b,q)_lqcv dX —/ Ve -v dX, (5.50)
Q Q Q

pour tous w € L3(Q) et v € H(div; ). On a noté dX = dxdydz. En appliquant la formule de Green on
obtient :

/S;D(@)atCDdeJr/qudX = /(qiqu) w dX, (5.51)
Q Q Q
/quX—i—/Kac(Vz-v)dX = /K<I>V~vdX—/K<I>v~ndU, (5.52)
Q Q Q r
/¢<1>(<I>)8tcde—/ch-qu+/wV~qc dX = /qi(l—c)de, (5.53)
Q Q Q Q
/D(@,q)_lqcvdX—/D(@,q)_lqcv dX = /cV-vdX—/cv~ndo, (5.54)
Q Q Q r

pour tous w € L?(R2) et v € H(div; ). On fait la somme de (5.51) et (5.52), puis (5.53) et (5.54). En utilisant
les conditions de Neumann T3¢, T34 T3¢ T34, T3¢ et de Dirichlet sur I'3¢ ( (5.45)-(5.46)), on arrive a :

/s;D(cb)atcpde+/wv-qu+/quX+/Kac(vZ.v) dx
Q Q Q Q
:/(qi—qs)de—i—/K(I)V-vdX— K®r, v-n do, (5.55)
Q Q s

/gb@(@)atcdef/wcV~qu+/wV~chX+/D(@,q)*lqcvdX
Q Q Q Q

—/D(@,q)*lqcvdX:/qi(l—c)de—i—/cV'vdX— cr, V- n do, (5.56)
Q Q Q Ty

pour tous w € L2(Q) et v € Vo = {v € H(div; Q), tel quev-n=0 surl}.

Pour la discrétisation en espace, 7 est une décomposition réguliere de Q2 C R? en d-simplexes fermés ou h

représente le diametre des mailles. Nous supposons que 2 = Upe7;, O. Nous définissons aussi les sous-espaces
discrets correspondant aux espaces continus, Wj, C L?(Q) et Vj, C V, donnés par :

Wy, := {p € L*(Q) | p est polynomiale de degré < 1 sur chaque élément O € Ty},

Vi, :={u € H(div; Q) u|o(x):a—l—bx,aeRd,bERpourtou’c OeT, e u-n=0 sur Ty}

En d’autres termes, W), représente ’espace des polynomiales de degré < 1 tandis que V} est 'espace de
Raviart-Thomas d’ordre le plus faible RTj.
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La formulation variationnelle discrete associée au systéme (5.55)-(5.56) consistera & discrétiser en temps avec
un schéma d’Euler sémi-implicite et en espace par la méthode des éléments finis mixtes. La résolution se fera
itérativement en deux temps : sachant que @2, c% sont connues,

e le premier probléme est : pour n = 1,2,--- ,n trouver (®},q') € Wi, x Vj, tel que :

Ppn _(bn—l
/ S3D(¢Z*1)% wp, dX+/ wp, V- g dX+/ qp vp, dX
Q Q Q

:/(qi—qs) wp, dX—&-/K@ZV-vh dX — K®r, v, - n do, (5.57)
Q Q T2

pour tous (wp,vy) € Wy, x Vi ;

e le second probléeme est de trouver (cjt, ¢%,) € Wi, x V4 tel que :

n—

ar—cpt 1n
/ do( Z)hTh wp, dX — / wp, ¢V - qp dX—|—/ wp, Vgl dX—|—/ D(®y, q) 1qch vy, dX
Q Q Q Q

7/ D( Z,qﬁ)flqﬁcz vp dX = / qi(1 —cf) wy dXJr/ cp Vv dX — cr, vp - n do, (5.58)
Q Q Q IT's

pour tous (wp,vy) € Wy, X V.

Remarque 5.6 Ce schéma est un cas particulier de celui présenté en annexe (pour lequel sont donnés les
résultats d’existence et d’unicité de la solution).

Le code FreeFem qui a donné les résultats présentés dans le paragraphe suivant, utilise les formulations
variationnelle discrétes faibles (5.63)-(5.64), les données physiques et les conditions aux bords et initiales du
probleme :

1. Définition de Qj, Wy et V3, (le domaine est uniformément discrétisé avec un pas h < 1) :
mesh3 TH = Cube(NN, BB, L);//maillage 3D de €,
X0 =—-5;X1=5;Y0=—-3;Y1=0; Z0 = —3;Z1 = 0; Zb = —0.5;Za = —2.5;Zc = Z1;
Xa = —5;Xb=05; a= (Zb —Za)/(Xb — Xa); b = Za — a x Xa;
fespace Vh(TH,RT03d);// espace d’élément fini 3D de Raviart-Thomas,
fespace Rh(TH, P1);//espace d’élément fini P1 en 3D.

2. Les données physiques : K = 39.04, D,,, = 10e — 3, 6 = delta = 0.2, ¢ = 0.3 et dt = 0.1.

3. Les conditions initiales :
& =P/(g*p) +z
)= +0.2% (Xa<=x<=Xb) x (YO<=y<=Y1) x (Z0 <=z <=a*x+b—delta/2)
+0.1x (Xa<=x<=3Xb) x (YO<=y<=Y1) X (a*xx+b—delta/2 <z <=ax*x+b+delta/2)
+0.0 % (Xa<=x<=3Xb) X (YO<=y <=Y1) X (a*xx+ b+ delta/2 < z <= Zc)

5.3.2 Modéle 2D

Ici pour le cas 2D, nous considérons un domaine Q% € R?, défini par :
0?1 =[-5;5 % [0; 3], avec pour bord T?¢=T2yr2¢yra?ur.

Le pas de discrétisation en espace est : §; = d,, = 0.05 et celui en temps est : d¢ = 0.1 . Nous rappelons que,
dans notre modele 2D, 1’évolution du front de 'eau salée de profondeur (h) et celle du front de saturation
en eau douce de profondeur (h) sont décrites par :

SH(h1,h)0ihy — V - (K (Ty(h — h1) + Ts(h)) Vhy)

—V - (6¢Vh1) = V - (aKTy(h)Xy(h1)Vh) —QsTy(h—hy) — Q.T4(h),  (5.59)

¢Oh — V - (aKTy(R)Vh) =V - (§¢Vh) = V - (KTs(h)Vh) = —Q,Ts(h), (5.60)
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équations complétées par des conditions aux bords dites de Neumann homogenes sur les faces I'24, T3 124
(puisque notre domaine est supposé imperméable) :

Ohy oh
5 =0 5, =0 suw 124 124 124 (5.61)
h= hl—gd, hy = hlpgd sur ng. (5.62)

On a posé S37(hy, h) = S§Cu(h1)Ty(h — hy) + ¢.

La formulation variationnelle du probléme continu (5.59)-(5.60)-(5.61)-(5.62) est de trouver (hy, h) € (H(£2))?
tels que :

/ S (h1, h)Othiw dxdy — / V- (Tf(h —h1)+ Ts(h))Vhl)w dxdy — / V- (5¢Vh1)w dzdy
Q
—/ V- (aKT,(h)Xo(h1)Vh)w dady = —/ QT (h — hi)wdxdy —/ QT (h)w dzdy,
Q Q Q
/ POshw dxdy —/ A (aKTS(h)Vh)w dxdy — / V. (6¢Vh)w dzdy — / V. (KTS(h)Vhl)w dzdy
Q Q Q Q

— / Q:Ts(h)w dxdy,
Q

pour tout w € H'(Q). En appliquant la formule de Green, puis les conditions au bords sur I'??, on obtient :

/s (ha, h (’)thlwdxdy—i—/QK(Tf(h—hl)+Ts(h))Vh1-dea?dy—i—/Q&thl-dexdy
+/QaKTS(h)XO(h1)Vh-dexdy: —/QQfo(h—hl)wdxdy—/QQSTS(h)wdxdy,
/quathwdxdy—l-/QaKTs(h)Vh-dexdy—l—/g&éVh-deacdy—l—/QKTS(h)Vhl-dexdy

-~ | o.mmwdady,

pour tout w € Wy = {v € H'(Q)| v=0 sur ['3}.

Pour la discrétisation en espace, T, est une décomposition réguliere de Q C R? en d-simplexes fermés ou h
représente le diametre des mailles. Nous supposons que €2 = UpeT;, O. Nous définissons aussi le sous-espace
discret correspondant a l’espaces continu, W; j, C W; donné par :

Wi = {p€ H'(Q) | p est un polynéme de degré < 1 sur chaque élément O € T3},

Nous utilisons une discrétisation en temps avec un schéma d’Euler sémi-implicite et en espace par la méthode
des éléments finis. La formulation variationnelle discréte de FreeFem du probléeme (5. 59) (5.60) complété par
les conditions (5.61)-(5.62) est : sachant que le couple (A}, h"~1) est connu, trouver (A}, h"™) € Wy 5, x Wi p,
tel que :

hn _ hn 1
) S?D(h?_l,h"‘l)lTl wy, dX + /QK(Tf(h"_l — BT + Ty (W 1)) VA V - wy, dX

+ [ §¢VAY - Vwy, dX + / aKT,(h" " H)Vh™ - Vwy, dX
Q Q

+/ Q;Ty(h™ — hY)wy, dX —|—/ QsTs (W) wp, dX +on(2,h = hr\gd) =0, (5.63)
Q Q
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n _ pn—1
/ q[)% wy, dX — / aKT,(h"~Y)Vh" - Vwy, dX +/ SGVA™ - Vwy, dX
Q Q Q

+ / KT,(h"")Vh} -V, dX + / QuT, (™) wh, dX + on(2,hy = hypa) =0, (5.64)
Q Q

pour tout wy, € Wy .

Remarque 5.7 Lorsqu’on considére un aquifére confiné ce qui est le cas dans la section suivante (donc
seulement linterface eau salée - eau douce), le modéle a utiliser est tout d fait similaire ¢ (1.59) — (1.60)
(voir [54]) ; la variable hy représente alors la charge en eau douce qui sera notée fy tandis que hy représente
la surface imperméable supérieure de l'aquifére.

5.4 Comparaison des modeles 3D et 2D

La comparaison 2D-3D se fera au niveau de trois coupes verticales par rapport a laxe (0,y) : en y = 0.5,
y = 1.5 et y = 2,5. Cette comparaison portera surtout sur les expérimentations de Keulegan, pompage et
remplissage. De facon générale un programme 3D, avec un pas de temps dt = 0,1 a 25 itérations mettra plus
de temps a s’exécuter par rapport au programme 2D. La coupe y = 1.5 correspond a la coupe qui passe par
le milieu du domaine 2D et 3D, et qui traverse aussi le puits de pompage ou de remplissage.

FIGURE 5.2 — Aquifere en 3D avec 'interface initiale.
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FI1GURE 5.3 — Coupe a y=1,5 de la concentration initiale avec “interface” diffuse du modele 3D a gauche, et
interface h entre ’eau douce et I'eau salée du modele 2D a droite.

Dans les cas ol nous pratiquerons un test de pompage ou de remplissage en eau douce, c’est sur la coupe en
y = 1.5 que nous constaterons une forte dépression de l'interface car c’est a ce niveau que nous placerons le
puits d’extraction ou d’injection.

S0 alue
— 0. 0055556

Wl 0055555

O 0166667

O 0ETTTT

[ ENGEEEEEE
o

o
=

B .0511111)
[ IR |

[ GEEEEEE ]
[ e
(105556

11GEST

ARTTFTE
1zgsssg
i

As1111
ATZZET
AzmzzEs

1ot
EOSSSO

FI1GURE 5.4 — Coupe & y=1,5 de la condition initiale 3D & gauche et a la droite la légende des couleurs : on
consideére que 1 correspond a la zone d’eau douce, 2 correspond a la zone de mélange et enfin 3 correspond
a la zone d’eau salée.

La condition initiale utilisée sans tout ce paragraphe est représentée sur la figure 5.4. Il faut noter que 'on
ne part pas d’une interface quasiment horizontale et que donc on ne teste pas notre modele dans la zone de
confort ou I'approximation de Dupuit par interface nette est reconnue valable.

Les comparaisons des modeles 3D et 2D seront présentées comme dans la figure 5.3. Le modele 3D est un
modele & une phase et ne différencie donc pas ’eau claire et ’eau salée, mais donne la concentration en sel.
Pour la série de tests qui suit, on a choisi de définir I’eau salée dans la zone de concentration en sel [0, 11;0, 2]
et la zone de transition, "Uinterface diffuse", dans la zone [0,05;0,11[ (voir la figure 5.3). L’interface nette
calculée par notre modele 2D se doit d’étre dans cette interface diffuse. La concentration maximale en sel
(0,2) correspond a celle de 'eau de mer envisagée.

Dans tous les autres cas sauf 'expérience de Keulegan, nous avons utilisé des conditions aux bords de type
Dirichlet & droite du domaine ("hauteur de I’eau salée" fixé par les entrées depuis la mer) et des conditions
aux bords de Neumann homogeéne & gauche du domaine pour que les interfaces, qu’elles soient nette (2D)
ou diffuse (3D), évoluent librement.

Les tests on été réalisés avec la valeur de « réaliste (o = 0,025). Nous noterons par 7' le nombre d’itérations
et t le temps d’exécution d’un programme FreeFem.

5.4.1 Expérience de Keulegan

Pour vérifier et comparer les modeles 2D et 3D, nous commengons par vérifier numériquement le compor-
tement de nos modeles sur un probléme classique, pour lequel une solution analytique a été proposée par
Keulegan, voir [46]. Il considére un aquifére confiné avec une interface verticale & x = 0, avec l'eau salée
dans la partie x < 0 et I’eau douce dans = > 0. Au temps ¢t = 0, le portail représentant l'interface est retiré,
Iinterface se déplace alors du co6té du fluide qui a la plus grande densité i.e ’eau salée. Cette interface est
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décrite par un profil linéaire pivotant autour d’un point fixe (dans notre cas c’est le point (0, L/2), ot L est
la hauteur de 'aquifére).

Si la description de ’expérience parait simple, le probléme est connu pour étre complexe car il y a un choc
au temps initial suivi d’'un mouvement rapide de l'interface, voir [74]. Il a été vérifié que I’approximation de
Ghyben-Herzberg (Herzberg, 1901, voir [41]) ne s’applique pas : les amplitudes de variations de la hauteur
de l'interface sont largement supérieures aux amplitudes de variations de la charge hydraulique multipliée
par 40, voir [85].

Les données: gy =0, ¢, =0 et S;= szcd = S;@d =0.

FI1GURE 5.5 — Effets Keulegan pour le modele 2D intégré quand on fixe o = 0.025 et on fait varier T, a
y=15

—— hil

—#— h-alpha=0.025
h-alpha=0.002%

—%— h-alpha=0.00025

—=— h2

-3 i Ly L Ly N by L L "

-5 =¥ - B -1 o ] ] = =F
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FI1GURE 5.6 — Effets Keulegan pour le modele 2D intégré quand on fixe T=5 et on fait varier le contraste «,
ay=1,5.

Au dela des interfaces hy et ho qui sont respectivement la couche supérieure et inférieure de l'aquifere
confiné, nous allons simuler I'interface h eau douce/eau salée en faisant varier les parametres « (le contraste
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de densité) et le temps T

Nous rappelons que I'expérience de Keulegan consiste a observer 'interface en absence de puits de production
et d’'injection i.e : gy = g5 = 0.

Commengons par observer les figures 5.5 et 5.6, correspondant aux simulations effectuées sur notre modele
2D. Pour souligner l'effet des différences de densité, on oublie ici le contexte de l'intrusion saline pour faire
des tests avec des valeurs de « variant de plusieurs ordres de grandeurs (la valeur réaliste de o dans le
contexte d’intrusion saline est plutét a = 0,025 ce qui correspond aux simulations a la figure 5.5 aux temps
T = 5,10,20). Les résultas sont présentés dans la figure 5.6 au temps T' = 5.

e AT =0, nous partons avec une interface ayant le profil linéaire comme sur la figure 5.3. Puis & T = 5,
nous constatons le faible mouvement de I'interface initiale a I'interface ho—o 00025 ; puis a l'interface
ha=0,0005 €t enfin & celle ho—o 025 (voir figure 5.6).

En conclusion, on observe le comportement attendu : I'interface tend vers ’horizontale a cause de l'effet du
contraste des densités, le phénomene étant d’autant plus rapide que ce contraste est grand (voir figure 5.5).
Nous avons aussi remarque que le temps d’exécution ¢t d’'un programme 2D est 25 fois plus rapide quun
programme 3D, cela pour une machine standard.

) coupe verticale & y=0.5,

) coupe verticale & y=1.5 :

¢) coupe verticale a y=2.5 :

FIGURE 5.7 — Comportement du modele 3D : On fixe a = 0.025 et a gauche 'expérience de Keulegan avec
aT =5 et adroite a T = 10.
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B = = E| T i Kl

coupe verticale a y=1.5 :

FIGURE 5.8 — Comparaison des modeles 3D et 2D : expérience de Keulegan avec a = 0.025 et T'= 10

) coupe verticale & y=0.5,

) coupe verticale & y=1.5 :

¢) coupe verticale a y=2.5 :

FIGURE 5.9 — Comportement du modeéle 3D : On fixe T' = 10 et a gauche 'expérience de Keulegan avec a
a = 0.0025 et a droite & a = 0.025.

Les figure 5.9 donnent une validation phénoménologique du bon comportement du schéma numérique 3D :
nous constatons que l'interface pivote effectivement vers I’horizontale et cela plus vite si le contraste de
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densité est plus élevé.

Mais la comparaison des images de gauche et droite de la figure 5.8 valide surtout le modeéle approché 2D
par rapport au modele exact 3D pour le probleme de 'intrusion saline. Nous voyons que l'interface nette
définissant le front d’eau salée dans le modele 2D est effectivement au coeur de la zone de mélange apparais-
sant dans les simulations 3D . Nous ne sommes pourtant pas ici dans le cadre optimal d’application de notre
modele 2D (& cause en particulier d’une interface initialement loin d’étre quasi-horizontale, contrairement
aux hypotheses classiques de Dupuit).

5.4.2 Effet du pompage

Pour répondre au besoin en consommation, les populations exploitent ’eau douce située dans les aquiféres
a travers des puits de pompage (voir illustration figure 5.12 : coupe initiale 3D). Dans ce cas précis, nous
constatons ’apparition d’un céne d’eau salée. La progression de cette dépression dépend bien siir du contraste
de densité et du temps de pompage.

-0.5 | L
L /

I
qsT .
=L _
2.5 | —=— h1 -
h-T=2.5
—#— h-T=5
—— hZ
_= L " " " L L " " L
i =y = = = o) i e £

FI1GURE 5.10 — Effets de pompage pour le modele 2D intégré, avec a = 0.025 et T qui varie

—=— h1

—#— h-alpha=0.025
h-alpha=0.0025

—#%— h-alpha=0.0002%

—— h2

=+ =1

&
4
=]
=

FIGURE 5.11 — Effets de pompage pour le modele 2D intégré, T=5 et a qui varie

Sur les figure 5.10-5.14, nous observons le mouvement de 'interface avec un puits de production i.e :

gr=0,6%(-3. <=z<=-2)x(l.<=y<=2) et ¢ =0 et Sy=0.
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B s z ] i i ¥
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¢) coupe verticale 3D-2D a4 y = 2,5

F1GURE 5.12 — Effets de pompage sur le modele 3D et 2D avec v = 0.025 et T'= 2.5

e Sur la figure 5.10, nous voyons que effet Keulegan (c’est-a-dire l'effet de la gravité et des différences de
densité) prend le dessus sur leffet de pompage, quand o = 0.025, ce que montre 'interface hr—s s
puis hr—s : on tend vers I’horizontale, il n’y a pas d’apparition de cone d’eau salée (dangereux pour
lexploitant), mais globalement 'interface salée remonte.
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e La figure 5.11 : Ici on fait varier « (on aurait aussi pu faire varier la force de pompage) et on observe
I’apparition d’un cone d’eau salée.

e La figure 5.12 : Du point de vue phénoménologique, on observe 'apparition du céne d’eau salée dans la
zone de pompage dans le modele 3D (attention plus faible que dans la figure 5.11 car on est revenu
aa = 0,025).

On voit sur les simulations du modele 3D la structure “laminaire” de I’écoulement et la faible épaisseur de
la zone de mélange entre eaux claire et salée (épaisseur qui est effectivement de 'ordre du ¢ servant a la
modéliser dans notre modéle mixte 2D).

De plus, on peut vérifier que 'interface nette virtuelle h séparant ’eau claire et I’eau salée du modele 2D est
bien au coeur de la zone de mélange du modele 3D, et ce y compris dans la zone du cone.

a) coupe verticale 3D-2D a y = 0,5

= B s = i ki E

b) coupe verticale 3D-2D 4y =1,5

ES s a] i i Ej

¢) coupe verticale 3D-2D 4 y = 2,5

FI1GURE 5.13 — Effets pompage sur le modele 3D et 2D avec aw = 0.025 et T' = 5.
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¢) coupe verticale 3D-2D 4 y = 2,5

FIGURE 5.14 — Effets de pompage sur le modeéle 3D et 2D avec a = 0.0025 et T = 5.

Nous constatons sur la figure 5.14 l'aggravation du cone d’eau salée cela du fait que 'on a pris un « plus
petit. Cependant, lorsqu’on compare les simulations 3D et 2D pour cette nouvelle valeur de «, on constate
qu’elles présentent une meilleure adéquation (voir la convexité des interfaces par exemple). Cela pourrait
paraitre étonnant alors que la valeur de a réaliste pour mesurer la différence de densité est de 0.025 et
qu’ici on prend une valeur dix fois plus petite. Mais autour de l'interface, on a une zone de mélange ou les
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différence de concentration sont moins accentuées. Si on regarde les tables de densité pour de telles différences
de concentration, on voit que « doit étre pris dans l'intervalle [0.0015;0.005] (voir [51]). Prendre oo = 0.025
fausse donc les résultats en niant 'existence de la zone de mélange.

5.4.3 Effet du remplissage

Le renouvellement des nappes phréatiques se fait grace a la pluie avec les phénomeénes de ruissellement, de
drainage et d’infiltration. Ici, nous choisissons un puits ou, nous injectons une quantité d’eau douce afin de
pouvoir constater la descente de I'interface au niveau de la zone d’injection (voir illustration figure (5.17)
coupe initiale). Cette méthode est d’ailleurs utilisée par les exploitants pour limiter les effets de 1'intrusion
saline.

niid

@®|FFTF

F1GURE 5.15 — Effets de remplissage pour le modéle 2D intégré, quand on fixe a = 0.025 et T varie

—=— hi

=5 | —#— h-alpha=0.025
h-alpha=0.0025

—#— halpha=0.00025

—=— hz

£

o

FIGURE 5.16 — Effets de remplissage pour le modele 2D intégré, quand on fixe T=5 et « varie

Dans la série de figures dans ce sou-paragraphe, nous observons le mouvement de l'interface avec un puits
d’injection i.e :

g =—07%x0.<=z<=1)*(l.<=y<=2) et ¢ =0, et Sp=0.

A Pinverse du paragraphe précédent, nous observons les effets d’un remplissage en eau claire avec une baisse
de la profondeur de la transition entre eau douce et salée. Les commentaires du paragraphe précédent sur
I'adéquation des modeles 2D et 3D restent vrais. Les tests présentés ici étant les exacts équivalents de ceux
réalisés pour le test de pompage, nous ne les commentons pas plus.
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Puits dnjection
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coupe verticale initiale 3D-2D a y = 1,5

a) coupe verticale 3D-2D a y = 0,5

b) coupe verticale 3D-2D a4y = 1,5

= s B = T i El

¢) coupe verticale 3D-2D a4 y = 2,5

FIGURE 5.17 — Effets de remplissage sur le modele 3D et 2D avec « = 0.025 et T'= 2.5
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Puits dnjection

™

o
e

coupe verticale initiale 3D-2D a y = 1,5

a) coupe verticale 3D-2D a y = 0,5
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25 b

—+— h2
= q] i} T F
—o— hl
—s#— h-interfac
—— h2
= 1 i} T E

b) coupe verticale 3D-2D 4y = 1,5

25|

s

¢) coupe verticale 3D-2D a y = 2,5

F1GURE 5.18 — Effets du remplissage sur le modele 3D et 2D avec a = 0.025 et T'=5
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i

Puits dnjection

oo

-
e

coupe verticale initiale 3D-2D a y = 1,5

a) coupe verticale 3D-2D a y = 0,5

b) coupe verticale 3D-2D a4y = 1,5

sl

5 = &l i T s

¢) coupe verticale 3D-2D a4 y = 2,5

FI1GURE 5.19 — Effets remplissage sur le modele 3D et 2D avec a = 0.00025 et T' =5
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5.4.4 Effet de 'emmagasinement

L’importance de la capacité d’emmagasinement du sous-sol (dii & la compressibilité du milieu poreux) sera
a nouveau soulignée au paragraphe 5.5.2 ci-apres, avec des illustrations effectuées sur le modele 2D. Nous
présentons ici simplement une illustration de la réalité de cet effet avec le modele 3D, en comparant les
résultats a porosité ¢ constante avec les résultats a porosité ¢¢ dépendant de la charge hydraulique, ici sur
un test de Keulegan dans le cas (a) (ou de pompage dans le cas (b) ou de remplissage dans le cas (¢)). On
observe que la déformabilité du milieu fait que l'interface monte en cas de pompage (ou descend en cas de
remplissage) moins vite. L’explication intuitive de la raison de ce phénomene est la suivante, par exemple
dans le cas du remplissage : la pression supplémentaire due & I'eau injectée conduit a la déformation de
chaque pore qui va pouvoir contenir plus d’eau qu’avant sans déformation); son remplissage va donc étre
plus long.

a) Cas Keulegan

g5 =0; ¢=0; a=0,0025 et S;=0,5.

et
e

h1
howithout-sf [
hewith-sf
h2

L I
S

%W a0

coupe verticale 3D-2D a y = 1,5; sans Sy

hi
hewithiout-sf [
herwit bresf.
h2

T
PR ]

\ . ) \ , . \ . )
) E E g o i E]

coupe verticale 3D-2D a y = 1,5; avec Sy

FI1GURE 5.20 — Effets du coefficient d’emmagasinement en cas Keulegan, T=25
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b) Cas pompage

gr=0,6%(-3. <=z<=-2)x(l.<=y<=2) ; ¢=0 ; a=0,0025 et S;=0,5.

s i

e
e
e

—

coupe verticale initiale a y=1.5 :

-2.5 | o hi
A hesans-St
< h2

-3

coupe verticale 3D-2D a y = 1,5; sans Sy

hi
h-sams-St
h-avec-SP
h2

R Aa

coupe verticale 3D-2D a y = 1,5; avec Sf

F1cURE 5.21 — Effets du coefficient d’emmagasinement en cas de pompage, T=2,5

c) Cas remplissage

gr=-0,6%(-3. <=2x<=-2)x(l.<=y<=2) ; ¢=0 ; a=0,0025 et S;=0,5.
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coupe verticale 3D-2D a y = 1,5; avec Sy

F1GURE 5.22 — Effets du coefficient d’emmagasinement en cas de remplissage, T=2,5

5.4.5 Effet CUSP

Ce test consiste a pomper tres fort de ’eau douce.

g =—4x(-3. <=z<=-2)x(l.<=y<=2) ; ¢=0 ; a=0,025, T=05 e SF=0.

coupe verticale & y=1.5

FI1GURE 5.23 — Effets CUSP pour le modele 2D a gauche et le modele 3D a droite

Le cone d’eau salée se rapproche alors d’un cups (un point de rebroussement : une rupture dans la régularité
de l'interface "diffuse"). Il est connu que ce phénomene apparait dés lors qu’on a un taux critique de pompage
et invalide alors ’approche par interface nette classique (voir [8]). Notre modele lui continue & fournir des
résultats : une interface qui certes ne présente pas de cusp mais reste au coeur de la zone de transition et
continue a évoluer.
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5.4.6 Une remarque sur la taille du domaine d’illustration

Le domaine choisi pour les tests précédents est évidemment petit par rapport a la taille des grands aquiféres
naturels, et ce simplement pour réaliser rapidement les simulations sur une machine standard. Un outil de
raffinement de maillage (par exemple "mmg3d" ou "tetgen" présent dans FreeFEM) utilisé dans la zone de
mélange permet cependant facilement de considérer des domaines plus grands avec les mémes contraintes
techniques pour un temps de calcul identique. Dans I'exemple ci-dessous, le méme temps de calcul avec
raffinement standard permet de traiter un domaine quatre fois plus grand (Q = [—20; 20]x[0; 12]x[—12; 0]).

FIGURE 5.24 — Test avec raffinement

Remarque 5.8
Nous pouvons remarquer que l’interface n’est pas trés lisse par rapport auz images précédentes du scénario de
pompage dans le cas d’une boite plus petite. Cela est di au fait que nous partons avec un maillage grossier au
départ et qu’un raffinement est appliqué toutes les 30 itérations, puisque l’interface bouge avec le temps. Ce
n’est pas optimal, les résultats seraient meilleurs avec un raffinement plus fréquent (mais avec une machine
plus puissante!).

5.5 Quelques tests phénoménologiques sur le modele 2D

Cette section est dédiée a illustrer numériquement le comportement de notre modele 2D intégré. Sa discré-
tisation est basée sur les Elements Finis (P1) en espace et en temps sur la méthode d’Euler semi-implicite.
Une condition type CFL doit étre imposée sur les pas de temps d; et d’espace J,. Cette condition reste
raisonnable, puisqu’on a utilisé des valeurs de d; d’ordre compris dans (0.5;0.01) et des valeurs de d,, d’ordre
1.

L’aquifére considéré ici est un parallélépipede défini par {m, y,z € [—50;50] x [—20;20] x [—10; 0]}

Les parametres physiques sont choisis en adéquation avec [14]. Dans toute la suite, nous résolvons numé-
riquement le probléme bi-dimensionnel et nous afficherons la coupe verticale (& y = 0), la hauteur de hq
(Pinterface entre le milieu saturé et non-saturé en eau) et celle de h ('interface entre ’eau douce et celle salée).
En effet, contrairement au paragraphe précédent, nous profitons de l'efficacité du modele 2D pour prendre
en compte et repérer une zone non-saturée en haut de 'aquifére. Une telle étude dans le cas du modele 3D
aurait nécessité d’utiliser la variante de type Richards du modele 3D décrit précédemment (autrement dit
des équations qui dégénerent au passage dans la zone désaturée).

5.5.1 Validation du modéle 2D

Dans un premier temps, nous allons comparer les résultats obtenus par notre modele issu de I’approche mixte
a ceux obtenus par I'approche classique d’interface nette ou abrupte (voir [54]), cette référence contenant
des tests de comparaison bien connus et déja publiés, valables dans le cas d’une zone de mélange fine. La
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similarité compleéte avec nos résultats valide notre modele (voir figure (5.25)). Nous mentionnons de plus que
notre modele prend en compte la zone de transition ou de mélange d’une épaisseur  méme si cette derniere
est petite. Nous insistons aussi sur le fait que nous bénéficions d’un principe du maximum satisfait par les
solutions de notre modele, cela grace a la prise en compte de la zone de transition. Nous avons montré au
cours de cette these que ces solutions sont telles que hy < h < hy; < 0 p.p dans le domaine. Il en résulte que
nous n’avons plus besoin de tronquer les résultats numériques comme dans [54].

T T T
sinjto1” ———

I ’sinjti’
R T sinjt4’ -
-1 'sinjdifto1” ]
“sinjdift1’
sinjdift4’
*hinjdifto1’
hinjdift1’
hinjdift4’
*hinjto1’
*hinjt1’ .
*hinjt4’

4r>e

&

1 1 1 1 1

-9 1 1 1 1
-50 -40 -30 -20 -10 0] 10 20 30 40 50

FIGURE 5.25 — Comparaison entre notre modele (‘dif’) et le celui de approche classique d’interface nette
inspiré de [54]. Une grande quantité d’eau douce est injectée durant un temps court de (0.8 jours). Les
interfaces (‘h’ entre I'eau douce et celle salée et ‘h;’ entre les milieux saturé et non-saturé ‘s’). Données du
modele : Sy =0., ¢ =0.3; Ky = 39.024m/jour et § = 0.1m

5.5.2 Effets du coefficient d’emmagasinement

Ici, nous faisons apparaitre le phénomene de compressibilité potentiel du sol et du fluide. Le coefficient d’em-
magasinement est caractérisé par le parametre Sy. Intuitivement, plus Sy est grand, plus la quantité d’eau
qui peut étre contenue dans le sol est importante.

La figure (5.26) correspond & un scénario d’injection ou de remplissage. Nous observons bien une surestima-
tion de la hauteur de I'interface de la nappe phréatique hy et une sous-estimation de la hauteur de I'interface
du front de I’eau salée quand Sy est considéré nul.

Ces erreurs d’estimations subsistent plus de trois jours apres la fin de l'injection. Un tel processus d’injec-
tion est classiquement utilisé pour ramener vers le bas le cone du biseau salé. On voit ici que négliger Sy
produit une sur-estimation de 'impact du processus, spécialement dans la zone d’injection, ce qui peut étre
particulierement génant pour ’exploitant.

Quant a la figure (5.27), nous observons le phénomeéne opposé durant le scénario de pompage.
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FIGURE 5.26 — Comparaison des interfaces h et h; dans le cas ou l'on considere la compressibilité du sol
(Sf =0.25,'S;’) et dans le cas ou1 on a un milieu incompressible (Sy = 0.) : scénario de remplissage (¢ = 0.3 ;
Ky =39.024m/jour et 6 = 0.1m).
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F1GURE 5.27 — Comparaison des interfaces h et hy; dans le cas ou l'on consideére la compressibilité du sol
(S§ =0.25,'S;’) et dans le cas ott on a un milieu incompressible (S = 0.) : scénario de pompage (le pompage
est constant a travers un puits de rayon 1m centré & (15;50); ¢ = 0.3; Ky = 39.024m/jour et § = 0.1m).
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5.5.3 Effets de la zone de transition

Dans ce test, nous montrons 'importance et I'intérét de la zone de mélange ou de diffusion. Comme remarqué
par exemple dans [27], si I'épaisseur de la zone de mélange est trop importante, la dispersion produit des
effets non négligeables : elle crée des pertes de charges qui réduisent la zone de 'aquifere occupée par 'eau
salée. L’épaisseur de cette zone est caractérisée par le parametre § dans notre modele. Nous allons donc
maintenant examiner des valeurs plus élevées pour d. En outre, nous avons testé la possibilité de faire varier
0 dans le domaine, avec une zone de mélange plus épaisse du coté de la rive. Sur la figure (5.28), la rive est
du c6té gauche du rectangle représenté. Nous imposons des conditions aux limites de Neumann homogenes
sur la gauche du domaine et cela dans le but d’observer la libre évolution des interfaces. Conformément a
[27], nous observons que I'interface salée obtenue est moins élevée dans le cas d’une plus grande valeur de ¢.
Si max d = O(1) (qui n’est pas une valeur drastique), on observe une différence de 2% dans 1’élévation. Cet
effet augmente au fil du temps.
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F1GURE 5.28 — Effets de I’épaisseur d de la zone de mélange. h représente 'interface entre eau douce et eau
salée. Le parameétre ¢ décroit de § = 1m pour ’hd’ (de § = 0.1m pour h’) & gauche du domaine vers 0 &
droite. Les parameétres sont ceux de [27].

5.5.4 Effets de la marée

Enfin, nous couplons le phénomeéne précédent (celui de la zone de transition) avec les effets de la marée. Les
fluctuations des marées dans la mer produit progressivement des vagues ou ondes de pression adjacentes &
l’aquifere.

Les prélevements et mesures des parametres physiques influangant les écoulements dans le sous-sol sont
évidemment tres difficiles. Une méthode classique consiste a mesurer simplement les variations du niveau
maximal de ’eau dans 'aquifére en fonction des marées, puis de travailler par résolution de problemes inverses
pour retrouver les parametres (4.e. [73]). Bien siir, ce processus inverse doit étre basé sur des modeles adaptés.

Pour les simulations suivantes, nous utilisons les parameétres se trouvant dans [27] aprés une mise a échelle
de notre aquifére. Nous imposons des conditions aux bords du type Dirichlet sur le c6té gauche {x = —50}
pour interface h (hauteur de ’eau salée) ; la valeur de la condition de Dirichlet est calculée via un modeéle
analytique classique d’effet de la marée pour les puits artésiens (voir dans [37]). Le parameétre § est calibré
en utilisant la formule évaluant I’épaisseur de la zone de dispersion eq(2) dans [27]. Il est d’ordre un.

Dans les figures suivantes, nous observons les effets des fluctuations dues a la marée dans les eaux souterraines.
La figure (5.29) tout d’abord représente deux artéfacts d’hydrographe montrant la variation de l'interface
entre eau douce et eau salée au fil du temps. Les oscillations de la mer produisent des oscillations sur
la condition au bord gauche de la hauteur d’eau salée dans I'aquifere, oscillations qui se propagent dans
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Paquifere, qu’on utilise le modele avec § = 0 (sur la gauche de la figure) ou le modeéle avec § = O(1) (sur la
droite de la figure).

Dans le but de comparer les résultats entre les deux modeéles, nous affichons aussi la solution de référence
calculée par la formule analytique de [37]. La courbe obtenue par le modeéle avec ¢ # 0 est plus adaptée a la
solution analytique. Ces observations sont aussi confirmées & d’autres échelles par les figures (5.31) et (5.32)
(la courbe ’“acdeltah’ correspond mieux & la solution de Ferris que la courbe ’ssdeltah’).

Pour la figure (5.30), nous nous concentrons sur le niveau de la nappe phréatique hy. Sur la sous-figure de
gauche, nous voyons que les oscillations imposées sur le coté gauche de 'aquifere sur le front d’eau salée
h induisent des comportements oscillants sur h;. En outre, comme présenté sur la sous-figure de droite, la
marée fait augmenter la hauteur moyenne de la nappe phréatique (effets connus dans les aquiféres libres
cotiers, voir [50]).

0 0 T
‘ref’ + ref’  +
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0.5 B -05 F 4
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FIGURE 5.29 — Effets de la marée dans un aquifere. Ici nous nous concentrons sur le front d’eau salée h. Une
condition aux bords de Dirichlet oscillante calculée avec le modele de Ferris est imposée sur le coté gauche
du domaine pour h (tandis que h; evolue librement avec les conditions aux bords de Neumann homogenes
sur la gauche). Les autres parameétres sont issus de [27]. L’hydrographe virtuel donnant ces résultats est situé
en {z = —35}. La figure sur la gauche (resp. sur la droite) correspond aux simulations avec § = 0 (resp. avec
0 = O(1)) comparée a la solution analytique de Ferris.
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FiGURE 5.30 — Effets de marrées dans un aquifére. Ici nous nous concentrons sur le front d’eau douce h;.
Mémes données et conditions aux bords que dans la figure (5.30). La figure sur la gauche (resp. sur la
droite) montre les simulations avec § = 0 ‘ssdeltadirhity’ et avec 6 = O(1) ‘acdeltadirhlt{’ (resp. un zoom
comparant les simulations avec ‘dirh’ ou sans ‘dirch’ conditions aux bords de Dirichlet oscillantes).

Les figures (5.31) et (5.32) présentent des simulations ot au contraire nous illustrons les effets des conditions
aux bords choisies pour h;. Le choix des conditions aux bords, ou bien Dirichlet oscillantes ou bien Neumann
(sachant que les oscillations sont induites sur hy par les conditions de Dirichlet oscillantes sur h) n’a pas
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d’impact direct sur le comportement de h. Mais, il crée un écart important sur la profondeur du front d’eau
salée h. Plus précisément, imposer des conditions de Dirichlet pour h peut produire une sur-estimation de h.
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FIGURE 5.31 — Impact de conditions aux bords de Dirichlet oscillantes sur hi. La simulation est faite avec
6 = 0. Les courbes ‘ssdeltah1’ et ‘ssdeltah’ correspondent aux calculs faits avec des conditions aux bords de
type Neumann homogene sur h; (et une condition aux bords de type Dirichlet oscillante sur A sur la gauche
du domaine) alors que les courbes ‘ssdeltadirh1’ et ‘ssdeltadireh’ sont calculés avec des conditions aux bords
de Dirichlet oscillantes sur hi. La courbe ‘Ferrish’est la solution de référence pour h calculée avec le modele
de Ferris. Artefact pour un hydrographe a {x = —35}.
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FIGURE 5.32 — Impact des conditions aux bords de Dirichlet oscillantes sur h;. La simulation est faire avec
0 = O(1). Méme données et notations que la figure (5.31).
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Chapitre 6

Annexe : Eléments finis mixtes pour
un systeme d’EDPs paraboliques
couplées
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6.1 Introduction

Le but dans ce chapitre est de construire un schéma basé sur la méthode des éléments finis mixtes et d’établir
un résultat d’existence, d’unicité et de stabilité pour le probleme discret issu du modele d’écoulement et de
transport en milieux poreux présenté au chapitre précédent. Nous prouverons aussi que ’erreur entre la
solution des probléemes continu et discret tend vers zéro avec les pas de discrétisation.

Dans la littérature, de telles études ont été faites par exemple par Radu et al sur I’équation de Richards
couplée avec une équation de transport de soluté. Leur travail constitue en fait le pendant de celui réalisé
ici, mais dans un cadre incompressible (i.e. 23 = 25 = 0 ci-apres). Cela supprime des couplages dans le
systeme et permet d’exploiter la transformée de Kirchhoff pour linéariser une partie des opérateurs et ainsi
de profiter de résultats classiques pour la vitesse (voir [68]).

¢ Le modéle mathématique :

Nous rappelons que le modele mathématique pour un processus de consolidation en milieu poreux présenté
au chapitre précédent est décrit dans [24] par :

90(p) +0(p)a(c)op +V -u=¢q; —qs, u=—r(0(p))Vp,  dans (0,T)xQ, (6.1)
0(p)0ic+ 0(p)b(c)Op +u - Ve —V - (0(p)D(u)Ve) = ¢;(1 — ¢), dans (0,7) x 9,
Pli—0 =PI, Clt—0 = ¢y dans Q et p=c=0sur (0,7) x T,

avec a(c) = (21 — za)c+ 22 et b(c) = (21 — 22)c(l — ¢), c€[0,1].
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ol a et b sont des fonctions définies sur [0, 1] (qu’on pourra considérer comme prolongées continiiment dans
R), 6 représente la porosité du milieu qui dépend de la pression p, ¢ la concentration, ¢; et g5 sont les termes
sources (injection et production), z1, zo sont les coefficients de compressibilité des deux fluides du mélange,
k est la conductivité hydraulique du milieu, u est la vitesse de Darcy, D(u) est le tenseur qui modélise les
effets de dispersion et diffusion, T est un temps fixé.

e Les hypotheéses :

Nous rappelons aussi les hypothéses utilisées dans [24] pour établir I’existence du probléme continu :
on suppose l'existence des réels positifs 0_, 0., 6’ | k_ et k. tels que

0cC'(R), 0<6_<0O(z)<b,, 0(x)>60_ >0VrcR,
k€CRy), 0<k_ <k(x)<ky VYreR,,

D(u) € > (D +arlu)Ef,  [DW)] < (D + arlul)lE]l, V& € R,
pr€L?(Q) et 0<c¢ <1

Notons que I'hypothése (Aj) correspond aux propriétés vérifiées par le tenseur classiquement utilisé pour
décrire la dispersion :

D(u) = |[ul(are(u) + ar(Id — e(u))) + DpId, e(u);; = uiuj/\u|2,

ou «ayr, ar et D, sont respectivement les coefficients de dispersion longitudinale et transversale, et de
diffusion moléculaire (supposé strictement positif pour éviter la dégénérescence de I’équation de transport),

|u| = \/2?21 |u;|?. Au vu de la formulation que nous allons utiliser par la suite nous allons plutot traduire
les propriétés vérifiées par le tenseur de dispersion comme suit : D(u) est symétrique, défini positif tel que

_ 1 (o, — ar)|ul _ _
A D le e> 2 > M 2 M
( 5) (’LL) g g - Dm T|u‘ (1 Dm T‘u| )|£‘ = |§‘ ) > 07

1
D) V2 < —
D(u)™/7¢] < Dm+aT|u|1/2|€|’

pour tout £ € R, d = 2 ou 3 étant la dimension du domaine considéré.

Remarque 6.1 Vérifions que (A5) correspond bien aux propriétés vérifiées par le modéle classique de dis-
persion. On a
(ar —ar)|u|

(u) = (D + arful)(Id+ E) IR

e(u),

avec Uinverse (Id + E)~! = Id — E(Id + E)~! bien défini puisque l’identité Id et E sont définies positives.
Grice a la symétrie et d la positivité de (Id + E), on peut définir (Id 4+ E)Y/? et (Id + E)~'/? et on écrit

(Id+ E)" Y- ¢ =|¢)? — E(Id+ E)"Y2%¢ . (Id + E)~'/%¢

(ar—ar)|u|
Dptar|ul

(Id+ E)~Y2¢ qui est tel que |n| < € et on conclut que

ou E est tel que —En-n > — In|? pour tout n € RL. On applique ce dernier résultat a n =

1 (arp —ar)lul\, .2
(1d+E)~'¢-¢ > (1- Dot arldl Jler.

Pour prouver la deuziéme estimation de (A5), on pose p = D(u)~1€. On a d’aprés (A3), D(w)pu-p=&-p >
(Do +ar|ul)|p]? ot & < |€]|p|. On tire de ces deux derniéres inégalités que |€| > (D + ar|ul)|u| et done

€]
Dy, + arlu|

1

= [D(u) "¢l < m

ul < €l-
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6.2 Meéthode des éléments finis mixtes

6.2.1 Discrétisation des espaces

Nous allons introduire des notations communes que nous utiliserons dans la suite de ’analyse mathématique
du probléme discret associé au probléme continu (6.1)-(6.2)-(6.3). Soit © un polygone régulier, le produit
scalaire dans L?(€2) sera noté (-, -). L’espace H(div; ) est I’ensemble des fonctions a valeurs vectorielles (dans
R?) et & divergence dans L2(Q). L’espace H(div;(2) est introduit pour traiter le flux de la concentration et
le gradient de la pression dans le modele mixte alors que la pression et la concentration sont dans L?(().

La discrétisation sera définie comme suit : soit NV € N et strictement positif, on définit le pas de temps 71
par :

7'1:T/N et t, = nm (n€{1,2,~-~,N}),

Pour la discrétisation en espace, Tj est une décomposition réguliere de §2 C R¢ en d-simplexes fermés ol h
représente le diametre des mailles. Nous supposons que 2 = UpeT;, O. Nous définissons aussi les sous-espaces
discrets correspondant aux espaces continus, W, C L*(Q) et V}, C H(div; ) donnés par :

Wy == {p € L*(Q) | p est constante sur chaque élément O € Ty},

Vi, := {u € H(div; Q) | u est polynomiale de degré un sur chaque élément O € T }.

En d’autres termes, W}, représente I'espace des fonctions constantes par morceaux tandis que V}, est I’espace
de Raviart-Thomas d’ordre le plus faible RTp. La projection L?(2) est définie par :

P, : L*(Q) — Wy, < Pow —w,wy, >=0, (6.4)
pour tout wy, € Wj. Par ailleurs, une projection ITj, peut étre définie sur (H (div;2))? (voir [66]) telle que
I, : (HY(Q)? = Vj, < V- (I —v),w, >=0, (6.5)
pour tout wy, € Wj,. Pour ces opérateurs, nous avons le résultat suivant :
llw = Prwl|r2) < Chl|w||mi@) et |[v—TIhol[r20) < Chl[v|[r1(0), (6.6)

pour tout w € HY(Q), v € (H1(2))?, C étant une constante positive ne dépendant pas des inconnues ou des
parametres de discrétisation.
Nous allons maintenant associer une formulation variationnelle mixte & notre systéme, rappelé ci-apres :

0i0(p) +0(pa(c)op +V -u = g — gs, (6.7)

u = —r(0(p))Vp, (6.8)

0(p)dic+0(p)b(c)dp +u- Ve =V - (0(p)D(u)Ve) = ¢i(1l—c), (6.9)
Plt=0 =PI, Cp—o =cr dans Q@ et p=c=0sur (0,7) x T, (6.10)

a(c) = (z1 —z2)c+ 22 et b(c) = (21 — z2)c(l —¢). (6.11)

Nous introduisons un flux de concentration (u.), en ré-écrivant 1'équation (6.9). De I’équation (6.9), on tire
9¢(0(p)c) — c0:b(p) + 0(p)b(c)dep + - Ve =V - (0(p)D(u)Ve) = ¢i(1 — c).
On utilise (6.7) dans ’équation précédente. On obtient :

9 (0(p)c) +0(p)(b(c) +a(c)c)Op+V - ue = g —qsc,
u. = —0(p)D(u)Ve+ uc.
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En résumant, nous obtenons le probleme continu sous la forme suivante :

90(p) +0(p)a(c)op +V - u = g —qs, (6.12)

u = —k(0(p))Vp, (6.13)

9 (0(p)c) +0(p)(b(c) +alc)c)Op+ V- ue = ¢ — gsc, (6.14)
u. = —0(p)D(u)Ve+ uc, (6.15)

Pli=0 =PI, Clt—o =cr dans Q et p=c=0sur (0,7)xT. (6.16)

Remarque 6.2

1. Nous avons b(c) + a(c)c = cz1 en utilisant (6.11) et si z1 = zo = 0 dans (6.12)-(6.13), nous retrouvons
Uéquation de Richards dans le cas des fluides incompressibles.

2. On pose dans la suite f(c) = b(c) + a(c)e = cz1. Les fonctions a, b et f sont prolongées par continuité
par des constantes en dehors de [0,1] si bien que,

0< 2z <ale) <z, 0<b(c) < (21 —22)/4 =by, 0< f(e) < #.

3. On prend dans la suite
qi = (s

pour alléger les notations.

6.2.2 Formulation variationnelle du modéle

Le probléme variationnel associé au probleme (6.12)-(6.16) est : trouver p € H(0,T; L?(Q)), ¢ € L*(0,T; L*(Q)
et u,u. € L*(0,T; H(div; Q)), avec Pl=o0 = P1 et cp—o = cr tels que :

(0:0(p) , w) + (0(p)alc)dp , w) +(V-u, w) = 0 (6.17)
(k(0(P)'u, v)=(p, V-v) = 0 (6.18)

(@ (0(p)e) , w) + (0P F(p , w) +(V ue, w) = {gs(1—c), w) (6.19)
0(p) "' D) ue , v) — (¢, V-v) = 0(p) 'D(u) tuc, v) = 0 (6.20)

pour tout w € L?(0,T; L?(Q)) et v € L2(0,T; H(div;Q)).

Remarque 6.3 Le symbole (-,-) désigne ci-dessus le produit scalaire dans L?(0,T; L*(Q2)). Nous utiliserons
dans la suite le méme symbole pour le produit scalaire dans L?(Q), le contexte étant suffisant pour différencier
les notations.

6.3 Analyse d’un schéma semi-implicite

On construit ici un schéma semi-implicite en temps et basé sur la méthode des éléments finis mixtes en espace.
Nous obtenons une formulation variationnelle discréte que nous séparons en deux problemes variationnels
discrets, le premier en pression/vitesse, le second en concentration.

6.3.1 Probléme discret en pression/vitesse : existence et unicité

Contrairement & ce qui est fait par exemple dans [68], nous n’utiliserons pas une formulation avec changement
de variable par la transformée de Kirchhoff. Nous allons conserver les variables “physiques”, pression et vitesse
de Darcy, tout en utilisant la fonction de Kirchhoff F' définie dans R par

Flz) = / " (0(s)) ds.

0
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Probléme variationnel discret 1 :

Soient n € {1,--- ,N} et pz_l,cz_l donnés dans Wj,. Le probléme est de trouver (pj,u}) € Wy, x Vj, tel
que :

Or) = 0pp ") 5 wa) + (Opp Dalch ) Ph — oY)y wn) + 7V -up , wp) = 0 (6.21)

(up , vn) = (F(pp) , Vo) = 0 (6.22)

pour tous wy, € Wy, et vy, € V. Le schéma est initialisé par p?L = Pupy, c% = cppr-

Théoréme 6.1
On suppose que les hypothéses Ay, As et Ay sont vraies. Alors le probléme (6.21)-(6.22) admet une unique
solution.

Preuve 6.1

e Existence de (p}},u}})

Nous allons commencer par montrer l’existence de la solution (p},uj). Nous allons utiliser la bijectivité de
la fonction F' pour revenir a un raisonnement similaire & celui de [68]. Soit

{wy, -+ ,wp, } U{v1, -+ ,vp,} une base orthonormée de Wy, x V. (6.23)
Notons que si & = (&g, -- ,o?nl),A a = (Aal,-" ,(n,) appartiennent & R™ et 8 = (B1,--,Bn,), B =
(B1,"+ , Bn,) & R™ alors on pose £ = (4,3) € Rtz £ = (q, ) € R™T"2, Nous considérons le produit
scalaire et la norme sur R"* "2 défini par :
~ ~ 2l "2 ~
((£,9) = (a4, a)n, +71(B, By = Y Gici + 11 Y_ Bifi, et [[[E]]] == (£, €)', (6.24)
i=1 i=1

ol (+,-), est le produit scalaire euclidien dans R?. De plus, pour tout £ = (a, ) € R™*"2 nous avons un
unique (w,v) € Wy, x V}, définis par

ni nz
w = QpWg , U= Zﬂkvk. (6.25)
k=1 k=1
On a aussi
ni na
o720y + Tilloll720) = ZaiﬂwkHi%Q) +71 Z/BleUk”%ﬁ(Q)
k=1 k=1

ni no
= Zai +7 Zﬁ% car ||vk||2L2(Q) = ||'LU]<;H%2(Q) =1 a cause de (6.23),
k=1 k=1

= (0, )n, +71(8, B)ny = ((€,) = llIENNI*. (6.26)

La présence de F' dans le Probléme variationnel discret 1 interdit 'utilisation directe du produit scalaire
((+,-)). On remarque cependant que (p},u}) est solution du probléme variationnel discret 1 si et seulement
si (m = F(p}),uy) est solution de

(00 F~H(mp) = 0(p ") wn) + (0 Daley ™) (F () = pp ™) swn) + (Vo uf wp) = 0 (6.27)

(up , vn) = (7, Vo) = 0 (6.28)
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pour tous wy, € Wp, et vy, € Vj,.

A partir de ce probléeme équivalent au Probléme variationnel discret 1, nous allons introduire une

application P : R™1F72 — R™M+72 quj sera définie en (6.33).

Pour ¢ donné, et donc (w,v) définis par (6.25), les composantes de £ = (&,B) € R™mtn2 gont définies en

utilisant les équations (6.27) et (6.28) :
= (00 F~H(@) = (p "), wi) + 00y~ alcy ™) (F~H@) = pp 1), wi) +11.(V - 0, wi),
pour tout £ =1,--- ,nq, respectivement

Bk = <’l_)7'Uk;> - <1I]7v : Uk))

pour tout k =1,--- ,ny. On définit ainsi I'application P : R™1 72 — R™+72 par
PE)=¢

et la solution & notre probléme (6.27)-(6.28) est la solution du probléme
P(€) =0,

L’application P est continue par construction.
On calcule le produit scalaire euclidien dans R™* suivant

(@, a)n, = (@0 F (@) — 0(py "), @) + (0(ph~ Daley ) (F~H@) = p ™), @) +71(V -
puis le produit scalaire euclidien dans R™ suivant
71(B, B)ny = T1(0,0) — 11 (w0, V - D).
Nous faisons la somme de (6.31) et (6.32) et nous obtenons :
((£,6) = ((P(£),8)) = (00 F~" (@), @) + (0(ph~")alcy " ) F~ (@), @) + 71(0, )
—(Opp 1), @) = (O Haler ™ pp " w).

<
&

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Nous allons estimer les termes de (6.33) en utilisant les hypotheses A;, Ag, Ay, Uinégalité de Cauchy-Schwarz

et I'inégalité de Young. Nous obtenons :

1
I, = <0oF*1(w),m>:/Q/0 (é)oFfl)’(sw)ﬁdsdx+/Qa(0)wdz

le premier terme de I; s’écrit :

1
1

/ / (00 FY) (sw)wdsde > —0"|@]|22(q) 2 0,
QJo K+

et le second

_ _ 290_ | _ 0%k,
[ 0w ds] < 0 Nl120) < =02y + 1 e = b0l
Q R4 zZol_
1 1 1 1 1 ! 1 2 200 _ 2
L = WM—M¢-W*wmw=4mwww¢>A@Fﬂmm4mmz;:wmmy
Iy = 7(0,0) >7lolli2)
_ _ _ 2’297 _
Il = 0,0 < 04/l o) < 2=l ey + o1
= 100 Ya(@ et )] < 0pz e o] e
20 (0421) kg |
< m”wﬂiz(n) + ZQTth 1220
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Ainsi, nous tirons de (6.33) en sommant les termes minorés :

2’29_ —112 T1 =112
> B 2 I 2
((P(§),8) = oy |[0][72¢q) + H+||U||L ()

229_ —112
_meHL?(Q) !

[ —
Ak L2(Q)
20 o (0421)%K4 | o1
- Ay ||wHL2(Q) - ZQTHP;L ||L2(Q)7
soit
2’207 _ _
((P(£),6)) = 1@][Z2(q) + T1l0]Z2(0) — Kn-1, (6.34)

- 4/€+

ou Kp,—1 =2¢1 4+ %szqﬂém) est une constante strictement positive dépendant des termes sources
et des données initiales du probléme. D’ol en posant m = min {229, /4K, 1} > 0 et en utilisant la définition
(6.26) dans (6.34), on a :

(P(€),€) = ml[¢lll* — K.

On démontre donc que ((P(£),€)) > K,—1 > 0 pour tout & € R™ "2 gatisfaisant |||¢]||? = 2K,_1/m.
D’apres le Lemme 1.4. p164 de Temam [84], nous en déduisons l'existence de (7}, u}'), solution du probléme
(6.27)-(6.28) avec
2Kn—1
n n < .
([ (R, up) | < -

Le résultat d’existence énoncé au Théoréme 6.1 s’en suit avec

pr = F(x}).

e Unicité de (p},u})

Pour 'unicité, nous allons supposer que (pZ’l, uzl) et (pZ’z7 uZQ) € Wy, x V}, sont deux solutions du probléme
(6.21)-(6.22) issues de la méme donnée (p; ", u}~ ). Le couple (pZ’l, uZ’l) est solution de (6.21)-(6.22) donc
vérifie le systéme suivant :

Oy, wn) + (00, Daler)py

wp) + 71(V - uZ’l , Wh)
= (0(pp~ "), wn) + Op) Halcypp ! wn), (6.35)

(wpt s on) = (F(py) , Vo) =0, (6.36)
De méme le couple (pZ’z7 uZz) est solution de (6.21)-(6.22) donc vérifie le systéme suivant :

O;2) 5 wi) + 0@ aley PP wp) + 1 < Vup? | wy)
= (0(pp™")  wa) + Oy Halcy ™ pp " wa), (6.37)

(i on) = (F(pp®) . V-vn) =0. (6.38)

Nous faisons la différence de (6.35) et (6.37) puis celle de (6.36) et (6.38) en posant P = pZ’l - pZ’Q,
U= uZ’l - uZ’Q. Nous obtenons le nouveau systéme :

Oor) = 0p?), wa) + Oy Nalcy )P, wy) +1(V-U, wp) = 0, (6.39)

(U, vp) = (FpP") = Fpp®), Voup) = 0. (6.40)
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Nous prenons ensuite wy, = F(p)"") — F(p}»?) dans (6.39) et v, = 71U dans (6.40). Nous obtenons alors en
sommant (6.39) et (6.40) :

Oppt) = 0y?), Flop') = F(pp?) + (0(py Halc )P, F(py') — F(pp®))

+7(U, U) =0. (6.41)
Les trois termes de ’équation (6.41) peuvent s’écrire :
L= (0o F Y (F(py") =00 FTHF@y?) , Flop') — Flpp™)

- // (00 F7YY (sF(pp) + (1 — $)F (o)) (F(p}") — F(pj))? dsd

(or #'(z)>0_ >0, Vo €R grace a ’hypothese A;)

0" . \
1@ N = Fp )l 2 0 (o0 6. = inf (),

v

I = (6(p 1)( YP, F(ppt) — F(pp?))

S

/9 e )/ F'(sp' + (1 — s)p®) P? dsdx
0

S lglgF’ ||P||L2(Q> = 220w 1Pl

Iy = 7(U,U) = n||U]|72q)-
En utilisant les minorants ci-dessus de I, I et I3, ’équation (6.41) donne :

9/— 7,
||F( N = Fop )72 + 220 K| |P|[72(0) + 1||U][ 720y < O

= 220-k_||P||72(q) + Til|Ul[Z2(0) < 0

= ||P[|72(0) = 0 et |[U]|Z20y =0,

pas pZ’l = pZ’Z et uZ’l = uZ’z p.p. dans Q.
D’ou I'unicité de (pj,uy) solution au probléme (6.21)-(6.22).

Le Théoreme 6.1 est prouvé.

6.3.2 Probléeme discret en pression/vitesse : stabilité

Lemme 6.1 On suppose que les hypothéses A1, As sont vraies et que le couple (pj,ujy) est solution du
probléme (6.21)-(6.22). On a lestimation suivante
N N

1 -1
Dk = o ) + 1 max JugliZo) + 11 Yl = up ) < O

n=1 n=1

ot C est une constante ne dépendant que des données du probleme.
Démonstration
On rééerit (6.22) aux temps t" et t"~1 puis on fait la différence des deux et on obtient :
(=™ o) = (F(pp) = F(pp™Y) , Vevn) = 0. (6.42)
On prend les fonctions tests wy, = F(p}') — F(p;~") dans (6.21) et v, = 7yu}} dans (6.42) et on obtient :
(OR) =0y ™Y) s Fok) = F(py ™) + 0 alcy i —pi ™), Fo) — F(oh ™)

+71(V - up . F(pp) — F(pp~ ")) =0, (6.43)
m{up —up ™t ) — T (F(p) — F(pp™") , V-up) =0, (6.44)
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La somme de (6.43) et (6.44) donne :

(O(p) =0y ~") s FoR) — Flop ) + @n Haley ) oi —ph~Y) s Flop) = Fp ™)
3
trfup —up ™t up) =06y ;=0 (6.45)
Estimations des termes I; de (6.45) :
L = (§oF Y(F(pp) -0 F Y (F(pi™"), F(op) — F(pp "))

= [ [ @0 F 6 + 0 R (R - R st

(or 9'( ) >0 >0, Vr €R grace a 'hypothese A;)

0’ n—
= *||F(ph) Flpp 72 = 0,
o= (0 e G~ Y FOR) — PR 2 20|l — ey (car P2 k),
n— 1 n— n—
o= - 1,uz>=§/ﬂ(<uz>2 (™12 + (uf, — ™ )?) d

= ||UhHL2(Q) +2 ||Uh up 7 2) — 5”“271\\%2(9)'

L’équation (6.45) devient donc :

ﬂnn W) = FO ey + 220-r-[Iph = o e + G Rl oy
ol = M) < Gl e,
alors
2o r_ IR = pi ey + G il ey + 5l = i ey < F11us ey (6.46)

Nous en déduisons en particulier en sommant les inégalités précédentes jusqu’a un rang m < N :

m m
—112 2 —1)12
Z lph —pn iz + Tillup' T2 + 71 Z lupy —up™ |[72() £ C11 ¥Ym < N
n=1
ou C est une constante ne dépendant que des données du probleme. On en déduit le résultat annoncé au

lemme 6.1.

Conclusion : On a stabilité du schéma (6.21)-(6.22) définissant le couple (p}, u}).

6.3.3 Probléme discret en concentration : existence et unicité

Nous proposons le schéma suivant pour ’équation de concentration.
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Probléme variationnel discret 2 :

Soient n € {1,---,N}, pﬁ_l,cz_l donnés dans W, et uj donné dans V. Le probleme est de trouver
(cp,ul) € Wi, x Vj tel que :

(O (ch = 0~ en ™" wn) + (O F (e (P = pi~") wn)

+7(V - (D(uﬁ)lmugh),wm + 71 {(gscy, wn) = 11(gs, wp), (6.47)
Opr) " D(up) " 2ul, , vn) = (cp, V-on) = (0(pp) " D(up) Mg, o) =0, (6.48)

pour tout wy € Wy, et vy, € V. Le schéma est initialisé par p% = Pupr, C?L = cppr-

La racine carrée D(u)'/? est définie grace a la symétrie et & la positivité de D(u).

Théoréme 6.2

On suppose que les hypothéses A1, Ag, As sont vraies et 71 suffisamment petit. Si le tenseur de dispersion
D(:) dépend effectivement de la vitesse u, on suppose de plus que le maillage est quasi-uniforme et que la

condition suivante est satisfaite par les pas de temps et d’espace :

l—e
T

de > 0 such that X

=0(1).
Alors le probléme (6.47)-(6.48) admet une unique solution.

Preuve 6.2

¢ Existence de (c}}, ul,)

La demonstration de ce théoréme est similaire a la précédente. Ainsi, nous garderons la méme définition des
espaces et des bases. Le produit scalaire et la norme sont définis de méme :

((£,9)) = (&, @)y + T1(B, B)nss et [|IE]I] := ((€,))Y2. (6.49)

L’application P associée au systeme (6.47)-(6.48) sera définie en (6.54). Pour & donné, et donc (w,v) définis

A

(
par (6.25), les composantes de € = (&, ) € R™*+" sont définies en utilisant les équations (6.47) et (6.48) :

ar = (O(pp)w — 0(py ")ep ™ we) + (i) f(ch ) ph — i) we)

+7(V - (D(uﬁ)l/%),ww + 71 (qsW, wg) — T2(qs, W) (6.50)
pour tout kK =1,--- ,nq, respectivement
B = (0(p) " D(up) ™25, v — (@, V-vg) — (0(ph) T D(up) " upd vy (6.51)

pour tout k=1,--- ,ns.

Ainsi, Papplication P définie par P(£) = £ est continue par construction et la solution & notre probléme
(6.47)-(6.48) est la solution du probléeme P(¢) = 0. Nous construisons ((P(€),€)) = ((£,€)) comme défini
dans (6.49). Ainsi on fait le produit scalaire euclidien dans R™ :

(&, ), = (O(pp)w — O(py ")~ w) + (O(pp) £ (e~ ) (pR — pp "), )

+71(V - (D(up) /%), ) + 71(gs 0, @) — 71(gs, ®), (6.52)

puis le produit scalaire euclidien dans R"2 :
71(B, B)ny = 71 (0(p}) " D(up) " /*5 , D(up)"/?v) =71 (w , V- (D(up)"/*v))

—m{0(p})) " D (u) "t uftw D(u2)1/217>. (6.53)
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Nous faisons la somme de (6.52) et (6.53) et nous obtenons :
((P(€).€)) = (Owi)w, @) + Op) f (™) — p~ 1) @) + 71 (s, @) — 71 (g5, )

—(0(ph et @) + 7 (0(oh) T D) V0, D) o) — (o) T D(up) " upw , D(up) o). (6.54)

Nous allons minorer les termes de (6.54) en utilisant les hypotheses Ay, A4, As, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et 'inégalité de Young. Nous obtenons :

L= [0pp)o, )] > 0_|[w]F2 0,
L = [0 f(ch DPh—pi ), w)l
< 2104l = oz @] 220
0 _ 2Z19+ 7 n—
< §||w\|QL2(Q)+THPﬁ—ph 1”%2(9)’
I = |n{gsw, @) < 71llgs||Loo ) ||@]]F 20
L] = |71{gs, w)| < 1lgs|| Lo @) [|©0]] L2
0_ . _ 27214513
< §||w\|%2(9) + TU7
| = [(0p et o) < 04llen Iz @llollL2 @)

0_ . _ _
< §||w\|%2(9)+9—j||cﬁ 1||%2(Q)'

Par ailleurs, comme D(u}) est symétrique,

e 1/ " B 1o 1, _
Io = n(0@) D)™ %5, D@)'?0) =nO@)™'7.9) = gl
I = [0 D) . D)) = [ 0() D)~ ufe , v)]
< 10+ WV | :719+ w2 wp| [on| dz (par (A5) ligne 2
h h
T T oner /On
0
< 7';+ Z ((/ |uZ|dx)1/2(/ |@h|2|ah|2dq;)1/2) (par Cauchy-Schwarz)
T oner, JOn On
T19 o 5 1/2
< a+ Z (|0h|1/4||UZ||2/22(Q)(/ [@n|?|0n|? de) )
T Oh€7—h Oh

(par Cauchy-Schwarz et puisque |[uj, ||z2(0,) < |up|lL2(0))

CT16+ Z
«
T o,em

IN

(|o,,\1/4(/ jn[on[? dz)?) (@aprés le Lemme 6.1).
Op

On utilise maintenant le fait que wy, est constant par maille (la démonstration s’adapterait & d’autres types
d’éléments finis via les inégalités inverses en supposant toujours le maillage quasi-uniforme (voir le théoréme
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4.5.11 et la remarque associée dans [19])).

Cr0 _
I, < ;1T+ Z (|Oh|1/4|wh|(/ Ivh|2dx)1/2>

Oh67-h
Cr0y 14, 1 _ 2 1/2 _ 12 1/2
- Gnbs |O|/—/|w\da: /|v|dx
ar oo, (O J, Vonl*a) () ol ) ™)
OT10+

= e Z <||wh||L2 omlUnllz2(0,) ) (car on suppose le maillage quasi-uniforme)
On€Th

IN

0 1/2 1/2
on J;( Z ||TDh||2L2(oh)> ( Z ||’l7hH%z(oh)) (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete)

d/4
hifar o, OnETn
Cr, 0 . . 20202 711~
= W, @l z20) [0l L2(0) < 7||w‘|L2(Q + 37y +6HU||L2 Q) Oou 3= W

On remarque que c3 est d’ordre 1 si la condition de type CFL liant les ordres de 71 et h est vérifiée. Ainsi,
en utilisant respectivement les résultats de 'estimation de I, I», Is, 14, I5, Is et I, nous tirons de (6.54) :

(P©),8) > aum&mn+fuw%zg

0_ _ 2219+ _ _
— 1@l = 5o = 2 sy — allasl Loyl 3 oy
0 Tu%nm
—g el - =2
0_, _ 262
_7Hw||L2(Q) +Hch 1||%2(Q)
0_
5 113200y = cai 1ol 32 -
Soit
0 1 € —112
(P©.) 2 (5~ mllaslli=o) llis + i (57 = ries) Ioliam — K
~—_———
() (i4)
ou
2 2
22104 n T1 HQsHLm Q 262 "
K = =7 o = o) + g+ gl e

est une constante strictement positive dépendant des termes sources et des données du probleme. En prenant
un 71 assez petit tel que (i) > 0 et (i) > 0, en posant m = min {(i), (i)}, on a :

((P(€),€)) = mlllE|l* —

On démontre que ((P(£),€)) > K > 0 pour tout & € R™+72 gatisfaisant |||¢]]|> = 2K /m. D’aprés le Lemme
1.4. p164 de Temam [84], nous avons ’existence de (c}, u, ), solution du probléme (6.47)-(6.48) (on remarque
que la présence du terme donné D(u )1/ 2 dans le produit scalaire (6.53) ne perturbe pas le raisonnement
car D(-)}/2 est inversible : prouver 'existence de D(u})'/?u?, donne donc I'existence de u?, ).

e Unicité de (cf,ul,)

Pour 'unicité, nous allons introduire une nouvelle notation en omettant “h”, le pas de discrétisation en
espace (d’autant qu’il ne change pas) et supposer que (cf',ug ), (¢3,u o) € Wj x V}, sont deux solutions de
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(6.47)-(6.48) issues de la méme solution (¢, u; ). Le couple (c7, ug 1) est solution de (6.47)-(6.48) donc
vérifie le systeme suivant :

(Op)ct = 0~ er ™ wn) + O (o1 — Py~ ) f(ep ™), wa)
+7(V - (D(UZ)l/Zug,l)vwh> + Ti{gsct, wp) = T1{gs, Wh), (6.55)

(O() "D (up) 2ty vn) = (1, V - vn) — (O(ph) " D () et o) =0, (6.56)

C7

pour tous wy, € Wy, et v, € Vj. Le couple (c3,ug,) est solution de (6.47)-(6.48) donc vérifie le systéme
suivant :

(O(pp)cs = 0(pp~er ™ wn) + O) (o1 — Py~ ) f(cp ), wa)
+71 <v : (D(UZ)l/ng,Q)vwh> + 7 <qscg7 wh> =T <an ’th>, (657)

() D (upy) ™2t vn) — (5, V - vn) — (O(ph) "' D(ufy) ey, o) =0, (6.58)

pour tous wy, € Wy, et vy, € V. Nous faisons la différence de (6.55) et (6.57) puis celle de (6.56) et (6.58).
Nous posons
C:C?_C’gv U, :ug,l _U‘Z,Qa

et nous obtenons le nouveau systéme :

O(pp)Crwp) + 11V - (D(uﬁ)l/ZUc),w;) + 71{qs C,wp) = 0, (6.59)
<0(p2)_1D(uZ)_1/2UC ’ Uh) - <C ) V- Uh)

—(0(p) " D(up) rupC L vp) = 0. (6.60)

Nous prenons wy, = C dans (6.59) et v, = 7, D(u})'/?U, dans (6.60), nous sommons (6.59) et (6.60) et
obtenons :
(9(1)2)0, C> + Tl<QS c, C> + 71 <0(pZ)7IU(:7 Uc>

—m(0(p) "' D(up) " PupC, Ue) =0. (6.61)

Nous estimons les quatre termes de 1’équation (6.61) comme suit :

L = (0py)C, C) > 6_||Cl[F2(0,
L] = 7lg:C, C) <mllgsll=@lIClI720,
ny—1 T1 2
Iy = 7(0pp) U, U) > ?HUCHL?(Q)’
+
L = 7mlO@r) ' Duy) " PupC, UL

0 e
< NI + T callUel ey

ou ¢4 est une constante construite comme c3 apparaissant dans ’estimation de I7 dans la preuve d’existence
précédente. L’équation (6.61) devient :

6_ 1
(5 = allgellzm ) ICIR 2@y + 71 (5= = miea) 1Uel 2y < 0.
2 0,
————
(4) (i4)
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pour un 7 assez petit de sorte que (i) > 0 et (i4) > 0, on a :
||C||2L2(Q) =0et \|Uc||%2(9) =0 = cf =cyetul; =ug, p.p. dans Q.

D’ou I'unicité de (cj, ul,) solution au probléeme (6.47)-(6.48).
Le Théoreme 6.2 est prouvé.
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Rappels

Nous rappelons ici certains résultats utilisés dans ce document.

Lemme 6.2 (Formule de Leibniz)

Soient h,g € WH2([0, T);R), f € WH2(R x [0, T];R) et I lintégrale définie par :

h(t)
1) = /g , fei

Alors -
al _ of oh(t) ag(t)
P /g(t) a(a@t)dx + f(h(t),t)W f(g(t),t) ra

ou h(t) of B d 0 9g(t)

Théoréme 6.3 (Schauder)

Soit X un espace de banach, on suppose que K C X est un convexe compact et de plus
T:- K — K
est une application continue. Alors T a un point fixe dans K (cf. [36]).

Théoréme 6.4 (Injections continues de Sobolev N> 2)

Soient N > 1, Q un ouvert et régulier de RN, N > 2 et ¢ tel que % + % =lona:
__Np
=Ny
p=N = W(Q) = L"(Q), r ¢ [p,+oof
p>N = Whr(Q) =% (Q)

1<p<N = Wh(Q)— LP(Q), p*

Sip> N, on a ¥ue& WHP(Q), alors |u(z)—u(y)| < C|x—y|1_%||u\|wl,p(9) p.px,y € Q, donc WHP(Q) — L>Q).

Théoréme 6.5 (Injections compactes de Sobolev N> 2)

Supposons que ) est de plus borné et de classe Ct, on a :

1<p< N = Wl’p(Q) —— L"(Q), re[l,p*] avec p*= ¥ ,
—-p

p=N = WYP(Q) == L"(Q), reclp+o],

p>N = WP (Q) == %),

(cf. [20] pour plus de détails.)
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Lemme 6.3 (Gronwall )

Soient m, n € L*(0,T;R) telles que m, n > 0 p.p. sur (0,T). Soient a un réel positif et ¢ : [0,T] — R une
fonction continue telle que :

o(s) ga—i—/osm(t)dt—l—/os n()p(t)dt, Vs € [0,T].

o(s) < (a + /03 m(t)dt) exp (/OS n(t)dt), Vs € [0,T].

Lemme 6.4 (Gronwall version discréte)

Alors

Soient h > 0, L > 0 deux réels donnés et soient (ar)ren et (br)ren deux suites de réels positifs telles que :
ap+1 < (1+hL)ak+bk, Vk € N*.

Alors on a lestimation sur ay, pour tout k € N*,

k-1
ap < age’ + Zbie(kﬂ'q)hL.
i=1

Lemme 6.5

Si X etY sont des espaces de Banach tels que X C L? C'Y avec injection compacte de X dans L™, z > 1;
sil < q<oo;siW estun ensemble de fonctions bornées de L(0,T; L") U L*(0,T; X) ; si ¢pdyv est bornée
dans L*(0,T;Y), pour tout v € W ;

alors W est relativement compact dans LP(0,T; L"), pour tout 1 < p < q. (cf. [39] pour plus de détails.)
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Lexique

Aquifére : Formation géologique, poreuse et perméable contenant de fagon permanente ou temporaire de
I’eau douce mobilisable.

Aquitard : Formations semi-perméables, qui sont des horizons de faible perméabilité dans lesquels I’eau ne
peut pas étre prélevée de facon efficace par des puits, mais ou un écoulement non négligeable peut se
produire, amenant de I’eau par drainance aux aquiféres adjacents.

Aquiclude : Formations imperméables, qui ont une perméabilité trés faible si bien qu’aucun débit de
drainance significatif ne peut y prendre naissance & petite échelle (par exemple au cours d’un essai de
débit), mais qui, cependant, ne sont pas négligeables sur une trés grande surface.

Eponte : C’est une paroi délimitant une couche ou un filon.

Squelette : C’est le milieu constitué des pores ou vides et des grains de sable.
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Résumé

Le contexte du sujet est la gestion des systémes aquiféres, en particulier le controle de leur exploitation et
de leur éventuelle pollution. Comme exemple d’application, nous nous focalisons sur le probleme d’eau salée
dans les aquiféres cotiers. Plus généralement, le travail s’applique a tout écoulement miscible et stratifié dans
un milieu poreux faiblement déformable.

Le but est d’obtenir un modele robuste pour modéliser le déplacement des fronts de ’eau salée et de la surface
supérieure de 'aquifere. Nous avons proposé une approche mixte entre interface diffuse et interface abrupte
ce qui a 'avantage de respecter la réalité physique du probleme tout en conservant 'efficacité numérique.
De plus, nous réussissons a modéliser ce probleme 3D par un modeéle dynamique 2D ou la 3éme dimension
est traitée via I’évolution des fronts d’eau salée et de la surface libre supérieure de l'aquiféere en prenant
en compte 1'épaisseur des zones de transition (transition entre eau salée et eau claire, transition entre zone
saturée et zone insaturée).

Le modele est basé sur les lois de conservation dans le domaine de I’eau salée et dans celui de I’eau douce,
les deux domaines (& frontiere libre) étant couplés par un modele intermédiaire de changement de phase.
De plus, nous avons effectué des simulations numériques pour comparer notre modele 2D issu de ’approche
mixte avec un modele 3D d’écoulement de deux fluides miscibles en milieu compressible saturé. Puis, des
simulations sont faites sur notre modeéle 2D pour illustrer sont efficacité (cette fois dans le cas insaturé).

Mots clés : Modélisation. Analyse mathématique des systémes nonlineaires couplés d’edp.
Analyse numériques. Simulations.

Abstract

Subject : Mixed sharp/diffuse interface approach for the modeling of saltwater intrusion in
a free aquifer.

The context of the subject is the management of aquifers, especially the control of their operations and their
possible pollution. A critical case is the saltwater intrusion problem in costal aquifers. The goal is to obtain
efficient and accurate models to simulate the displacement of fresh and salt water fronts for the optimal
exploitation of groundwater. More generally, the work applies for miscible and stratified displacements in
slightly deformable porous media.

In this work we propose an original model mixing abrupt interfaces/diffuse interfaces approaches. The ad-
vantage is to adopt the (numerical) simplicity of a sharp interface approach, and to take into account the
existence of diffuse interfaces.

The model is based on the conservation laws written in the saltwater zone and in the freshwater zone, these
two free boundary problems being coupled through an intermediate phase field model. An upscaling proce-
dure let us reduce the problem to a two-dimensional setting. The theoretical analysis of the new model is
performed. We also present numerical simulations comparing our 2D model with the classical 3D model for
miscible displacement in a confined aquifer. Physical predictions from our new model are also given for an
unconfined setting.

Keywords : Modeling. Mathematical analysis of systems of coupled nonlinear. PDE.
Numeriacal analysis. Simulations.



