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Résumé

Ce travail de thése qui a pour objet la génération et ’étude des couches absor-
bantes dans les problémes impliquant la dynamique des sols, est divisé en trois parties
essentielles. La premiére consiste a proposer une méthode de dimensionnement des
couches absorbantes par I’amortissement de Rayleigh afin de simuler des problémes de
propagation d’ondes dans les milieux infinis. Cette méthode repose sur une analyse
mathématique du probléme de propagation d’ondes dans un milieu caractérisé par la
matrice de Rayleigh, qui nous permet, d’une part, d’établir des conditions de minimi-
sation des réflexions parasites aux interfaces, et d’autre part, de proposer une simple
relation de dimensionnement du domaine absorbant basée sur la notion de décrément
logarithmique.

On se propose dans la deuxiéme partie d’appliquer une stratégie de couplage des
schémas temporels pour des problémes de propagation d’ondes dans les milieux infinis
1D et 2D. L’approche proposée est d’intégrer le domaine d’étude par un schéma expli-
cite et le domaine absorbant par un schéma implicite, et d’évaluer le potentiel de cette
méthode en faisant varier les rapports de pas de temps entre les sous domaines. Une
attention particuliére est accordée au cas 1D pour lequel l'effet de la finesse du maillage
définie par le nombre d’éléments finis par longueur d’onde est également analysé. Par
ailleurs, I’évolution du temps de calcul en fonction du rapport entre les pas de temps
est étudiée afin d’estimer les gains réalisés par rapport a un calcul de référence ou le
probléme global est intégré uniquement avec un schéma explicite.

La derniére partie est dédiée a I’étude des couches amortissantes de type PML
("Perfectly Matched Layer") dans le cadre des couplages hybrides multi-pas de temps.
Cette partie est introduite par une étude de stabilité des schémas temporels dans le cas
d’'une PML en 1D. La couche absorbante PML est intégrée selon un schéma implicite
en adoptant des pas de temps plus importants que le domaine d’intérét intégré selon
un schéma explicite. Bien que cette méthodologie de couplage s’avére trés efficace pour
la reproduction des milieux infinis, les études paramétriques montrent une sensibilité a
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la taille du pas de temps plus forte que celle exhibée par les couches amortissantes de
Rayleigh.

Ces développements ont conduits aux deux publications suivantes a comité de lec-
tures, dont une déja publiée et 'autre sous révision et & une communication a un congrés
international :

E. Zafati, M. Brun, I. Djeran-Maigre, and F. Prunier. (2014) Multi-directional and
multi-time step absorbing layer for unbounded domain. Comptes Rendus Mecanique,
342 :539-557,.

E. Zafati, M. Brun, I. Djeran-Maigre, and F. Prunier. Design of an efficient multi-
directional explicit/implicit Rayleigh absorbing layer for seismic wave propagation in
unbouded domain using a strong form formulation. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, (minor revisions).

Zafati E., Brun M. Djeran-Maigre 1., (2013), A multi-directional absorbing layer for
seismic wave propagation in unbounded domain by using heterogeneous multi-time step
subdomain methods. CompDyn 2013, 4th Int. Conference on Computational Methods
in Structural Dynamics and Earthquake Engineering, 12-14 June 2013 - Kos Greece
(http ://www.eccomasproceedings.org/cs2013)

Mots-clefs : Propagation d’ondes, Couches parfaitement absorbantes (PML), Amor-
tissement de Rayleigh, Couplage multi-pas de temps, Schémas d’intégration temporelle
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Introduction

Dans le domaine de la dynamique des sols, recouvrant les cas des séismes ou des
explosions, le processus de propagation d’ondes résulte de deux caractéristiques essen-
tielles : I'inertie et la déformabilité du milieu. Si le milieu n’est pas déformable, toute
excitation va générer uniquement soit une force interne soit un mouvement accéléré.
De méme, si on omet 'inertie du milieu, la transmission du mouvement sera alors ins-
tantanée. Lorsque les deux propriétés sont réunies, la transmission de l'onde est donc
possible et s’accompagne en méme temps du transport d’une quantité d’énergie sous la
forme d’une énergie cinétique et d’une énergie potentielle.

La description mathématique des problémes de propagation d’ondes est rendue pos-
sible grace au développement du concept des milieux continus |3]. Cette idéalisation de
la réalité est d’une utilité pratique considérable dans la mesure ot elle permet de réaliser
des études trés complexes traitant des problémes de la mécanique. Les équations de la
mécanique des milieux continus accompagnées des équations de la dynamique donnent
naissance a un systéme d’équations non linéaires couplant les différentes composantes
du déplacement, généralement impossible a traiter analytiquement dans les cas réels.
Des hypothéses supplémentaires, portant sur la linéarité du milieu par exemple, sont
alors nécessaires afin de rendre possible une résolution mathématique.

Quand la résolution analytique est impossible, on a recours & des méthodes numé-
riques qui fournissent des solutions numériques approximatives. Parmi ces méthodes,
la méthode des éléments finis occupe actuellement une place de premier plan dans le
monde du calcul scientifique. La popularité de la méthode provient de son usage intensif
et pragmatique, dans les années 50, par des ingénieurs appartenant a la communauté
des mécaniciens. L’analyse mathématique de cette méthode n’a débuté que vers la fin
des années 60 grace aux travaux [4] |5] portant sur 'étude des erreurs d’approximations
développées a partir des outils mathématiques établis bien a I’amont vers les années 40
par Sobolev, Banach et Schwartz [6]. Ce rapprochement donnera naissance a un cadre
conceptuel, général et puissant a la fois, qui va s’étendre vers d’autres problémes d’in-
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génierie et d’autres champs d’applications.

Une fois I'étape de 'approximation spatiale par la méthode des éléments finis fran-
chie, on obtient un systéme d’équations en fonction de la variable temps. L’une des
approches communément utilisées dans la résolution de ce genre de systéme est la
méthode d’intégration directe par des familles de schémas temporels. Les schémas de
Newmark 7], qui font partie de cette catégorie sont peut étre les plus anciens, mais aussi
les plus utilisés dans la dynamique transitoire. Cette méthode de résolution est efficace
dans la mesure ot elle peut étre appliquée aux problémes linéaires et non linéaires. Ce-
pendant, des précautions doivent étre prises au niveau de la précision et de la stabilité.
Certains schémas peuvent introduire de 'amortissement numérique ou de la dispersion
numérique dans le cas des problémes de propagation d’ondes, et d’autres sont assujettis
a des conditions de stabilité (condition CFL : Courant, Friedrichs et Lewy). Pour des
problémes qui présentent une hétérogénéité dans la taille des éléments, ['application
d’un schéma explicite est conditionnée par le plus petit élément du maillage, ce qui
peut étre pénalisant surtout s’il existe des régions du maillage qui ne nécessite pas une
telle précision pour obtenir les quantités physiques d’intérét pour 'ingénieur. L’une des
solutions proposées dans la littérature est la décomposition du maillage en plusieurs
parties, chacune étant intégrée avec son propre schéma temporel et son propre pas de
temps, sans affecter la stabilité du probléme global. Figurant dans cette catégorie, la
méthode GC (Gravouil et Combescure) est une technique de couplage des schémas de
Newmark développée pour les milieux linéaires [8] et non linéaires [9] [10| selon 'ap-
proche duale. Cette méthode a fait I’objet d’une série d’améliorations notamment avec
les travaux de (Mahjoubi et al [11]|, Brun et al |12]).

Les problémes de propagation d’ondes dans les sols nécessitent la considération de
domaines non bornés dans certaines directions. La réduction du domaine physique en un
domaine fini est la seule option possible pour une simulation numérique par la méthode
des éléments finis. Cela requiert un traitement spécial au niveau des conditions aux
limites afin de représenter les conditions de radiation a l'infini. Une grande variété de
techniques a été développée dans ce sens comme les conditions aux limites absorbantes
[13], les éléments infinis [14] ou encore les couches absorbantes. Selon la littérature,
la derniére classe peut étre divisée en deux groupes : les couches parfaitement adap-
tées (ou PML, « Perfectly Matched Layers ») [15] et les couches absorbantes avec un
amortissement augmentant progressivement (ALID, « Absorbing Layers with Increasing
Damping ») [16] ou (CALM, « Caughey Absorbing Layer Method ») [2]). Les stratégies
ALID ou CALM constituent des méthodes d’amortissement des ondes incidentes par
I'introduction de la matrice de Rayleigh [17] qui présente les avantages d’étre simple
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a implémenter et efficace pour la dissipation d’énergie. Toutefois, la méthode devient
pénalisante en termes de temps CPU lorsqu’on considére la matrice de rigidité dans
la matrice de Rayleigh et qu’on utilise une intégration par un schéma explicite (ou de
différence centrée).

Le premier chapitre de ce mémoire présente les équations principales qui régissent
les problémes de propagation d’ondes dans les sols, accompagnées d’éléments sur les
couplages de schémas temporels et les différentes techniques de couches absorbantes
pour reproduire les milieux infinis.

Une étude analytique de I’amortissement de Rayleigh est menée au sein du second
chapitre mettant en lumiére le lien entre une formulation forte basée sur des comporte-
ments physiques et la formulation faible discrétisée par la méthode aux éléments finis
dans laquelle la matrice d’amortissement de Rayleigh est introduite. Cette étude dé-
bouche sur une méthode simple de dimensionnement des couches ALID, qui améliore
la méthode originelle de [16].

Cette partie est suivie dans le troisiéme chapitre par une série d’applications de la
méthode GC sur des problémes de propagation d’ondes unidimensionnels et bidimen-
sionnels. On profite des avantages des méthodes de couplage en considérant les couches
ALID comme un sous domaine & part, et I’en intégrant par un schéma implicite avec un
macro pas de temps. Cette technique de couplage nous permet de considérer la matrice
de rigidité dans la matrice d’amortissement, sans réduire le pas de temps de stabilité.
Une analyse d’erreurs s’avére alors nécessaire afin d’estimer la performance de ce cou-
plage en fonction des rapports entre les pas de temps et de la finesse du maillage.

Le dernier chapitre est dédié au couplage entre un calcul explicite dans le domaine
d’intérét avec une intégration implicite des couches parfaitement adaptées (PML) aux
frontiéres du maillage, selon la formulation de Basu [18], [19] et [20]. Cette analyse est
complétée par une étude de certaines propriétés du schéma de discrétisation temporelle
utilisée dans les PMLs.
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Chapitre 1

Etat de 'art

Le livre de la nature est écrit en langage
mathématique.

Galileo Galilei

Ce chapitre est divisé en trois parties. En premier lieu, le probléme de la dynamique
en élasticité linéaire est présenté et discrétisé en espace et en temps. Aprés une bréve
présentation des méthodes hybrides de couplages de schémas temporels, la méthode de
couplage GC est introduite en détaillant d’une part ’algorithme du couplage entre deux
milieux linéaires ayant le comportement de Hooke et d’autre part l'algorithme du cou-
plage entre un milieu linéaire de Hooke et un milieu visqueux caractérisé par la matrice
de Rayleigh. La stabilité de la méthode GC |8|, considérée comme une condition nécés-
saire de la convergence de la solution numérique, sera également abordée et démontrée
par la méthode énergitique. La derniére partie sera consacrée a la présentation de deux
méthodes de couches absorbantes. La premiére connue sous le nom ALID ou CALM,
basée sur une simple formulation par la matrice de Rayleigh, est présentée en faisant
le point sur le calcul de ’atténuation par le facteur de qualité et par la méthode de la
matrice globale. La deuxiéme, plus populaire, connue sous le nom de PML ("Perfectly
matched layers") est présentée en distinguant briévement les différentes approches dé-
veloppées dans la littérature puis en détaillant la formulation temporelle proposée par
Basu et al [19], adaptée a la méthode des éléments finis.

1.1 Elasticité linéaire

On consideére le systéme d’équations de I'élasticité linéaire ot on suppose un matériau
homogeéne isotrope. Soit € un domaine (borné ou non borné) simplement connexe de
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R? (Figure 1.1) et u le vecteur déplacement solution de 1’équation d’équilibre suivante :

2
0
piiy =Y 5 0u(@t) + filet) Vo eQ i=1.2 (1.1)
j=1
rp vy
g” g"

FIGURE 1.1 — Modélisation du domaine €2 avec les conditions aux limites

ou f; représentent les composantes des forces volumiques et o;; les composantes du
tenseur des contraintes lié au tenseur des déformations infinitésimal par la loi de Hooke :

2
Ev E
5= 5 &y 1.2
%4 (1+v)(1—2v) j;)skkle—l—l/E] (12)

valide pour tout = € €2, avec E le module de Young et v le coefficient de Poisson.
Sous ’hypotheése des petites perturbations (HPP) le tenseur de déformation s’écrit sous
sa forme linéarisée :

Multiplions I’équation d’équilibre (1.1) par une fonction test de composantes v;,
intégrons sur {2 et appliquons l'intégration par partie, on obtient :

) VzeQij=1,2 (1.3)

5z'j

/ﬂ_v+a(y,y) Z/vlyvoyds+/jydx (1.4)
Q I Q

avec a(u,v) une forme bilinéaire symétrique définie par :

a(u,v) = /Q > oilw, 1)ei; (v, ) d (1.5)
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et 7o , 71 les opérateurs définis par :

Yu=u,r nu=o(wr)n Vel (1.6)

Le systéeme d’équations précédent est complété par des conditions définies a la fron-
tiere du domaine :

You(z) = g°(z) Ve e TP Dirichlet
nu(z) = gN(z) Vr eIV Neumann (1.7)

avec I' = 'P UV, alors que les conditions initiales sont définies par :

u(t=0,2) = y(r)
du(t =0,2) = vy(x) (1.8)

1.2 Approximation par la méthode des éléments finis

La premiére étape de ’approximation de la solution du probléme précédent par la
méthode des éléments finis consiste & approcher le domaine €2 par des simplexes qui
sont, dans la plupart des cas, des segments en 1D, des triangles ou des rectangles en
2D. Ensuite on approxime localement, sur chaque élément ¢, ’espace de solutions
et des vecteurs tests de dimension infini par un espace de dimension fini construit,
généralement, a partir des fonctions polynémiales. On écrit alors :

Up = Z Nf(é) u; (1-9)

vy, = Z NE(€) v (1.10)

dans laquelle w;, est la solution approchée, N¢ la fonction de forme correspondante
au noeud ¢ défini sur un élément de référence avec les coordonnées (; u, désigne le
déplacement au noeud ¢. En remplacement les intégrales fQ par fQ et les vecteurs
w, v par up, v, dans la formulation faible (1.4), on obtient une équation de la forme :

MU + Fipy = Foy (1.11)
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avec U le vecteur déplacement ayant pour composantes u, et M la matrice de masse
donnée par :

M= . N{Nfdx (1.12)

Fini i désigne le vecteur des efforts internes et F.,; celui des efforts extérieurs :

Finii = Z/ Zakz(ﬂ, r)ew(Niy,;, v) dx (1.13)

Fopti = Z fN{ dr + Z /N g™ Nf ds (1.14)
= Jae INe

Comme le comportement est linéaire, la force interne peut s’écrire sous la forme :

Fyy = KU (1.15)

ou K est la matrice de rigidité. Il est important de noter que les intégrales sur les do-
maines (2° sont calculées a partir des éléments de référence en effectuant un changement
de variable et sont approchées, dans une seconde étape, par la méthode d’intégration de
Gauss. On peut trouver les détails du calcul des différentes matrices dans les ouvrages
de Hughes [21] et de Zienkiewicz [22].

La discrétisation spatiale par les éléments finis introduit une erreur d’approximation
définie par ’écart entre la solution exacte et la solution approchée. Cette erreur est
évaluée par des estimateurs qu’on peut classer en deux types : estimateur a prior: et
estimateur a posteriori. Ces erreurs dépendent a la fois de la norme utilisée, de 1’ordre
d’approximation et de la taille des éléments et elles ont un intérét majeur dans les
problémes de génération des maillages adaptatifs (voir par exemple [23]).

1.3 Discrétisation temporelle

1.3.1 Apergu sur les schémas temporels

Apreés la discrétisation spatiale, on obtient un systéme d’équations différentielles en
fonction de la variable temps. La méthode numérique la plus communément utilisée
pour la résolution de ce genre d’équations est 'intégration directe par des schémas tem-
porels. Le principe de ces méthodes consiste a calculer les quantités cinématiques en
des instants finis d’un intervalle borné [0, T'] en exploitant la relation entre les quantités
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a l'instant ¢, et les quantités a U'instant ¢, (connues a I'avance) ainsi que ’équation
d’équilibre. Parmi les schémas développés dans ce sens issus de la famille de Newmark
|7], exprimés en fonction des paramétres de Newmark ~ et 3, sont, sans doute, les plus
utilisés. Lorsque v = 0.5 et § = 0 on obtient le schéma de différence centrée (schéma
explicite) tandis que les parameétres v = 0.5 et § = 0.25 donnent le schéma de 'accélé-
ration moyenne (schéma implicite).

Il existe une autre famille de schémas semblable a celle de Newmark appelée a—méthodes
ou I’équilibre est satisfait en moyenne par le parameétre de pondération « entre ¢, et
t,. On peut citer trois algorithmes de ce type : ’algorithme avec pondération de la
matrice de raideur HHT (Hilbert, Hughes et Taylor) [24], I'algorithme avec pondéra-
tion des efforts d’inertie par Wood et al [25] et la méthode « généralisée par Chung
et al [26]. L’avantage de ces méthodes est qu’elles permettent un certain controle de
la dissipation d’énergie, utile pour atténuer les effets parasites des hautes fréquences
provenant de la discrétisation spatiale, tout en conservant un bon ordre de convergence.

Il est également souhaitable que la méthode d’intégration temporelle conserve cer-
taines quantités comme le moment des quantités de mouvement ou 1’énergie dans le cas
général (cas non linéaire). Ces schémas font 'objet de recherches intensives depuis le
travail de Simo et al [27] qui a développé un algorithme avec des propriétés de conser-
vation applicables aux lois de comportement non linéaires a condition qu’elles dérivent
d’un potentiel.

1.3.2 Schéma de Newmark

On considére a nouveau I’équation du mouvement semi-discrétisée en espace (1.11).
Sous I’hypothése HHP et d’une loi de comportement linéaire de Hooke, on a :

MU 4+ CU + KU = F,, (1.16)

L’équation est modifiée en ajoutant une matrice d’amortissement C' généralement
symétrique positive comme la matrice de Rayleigh [17|. La résolution de I’équation
précédente nécessite la connaissance des conditions initiales (1.8) :

Uo)=0U, U®0)="V, (1.17)

La résolution numeérique par le schéma de Newmark est donnée par les équations
suivantes :

MUy, y1 4 CUpiq + KUypyy = Fpiq (1.18)
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. dt? .. ..
Unir = U + dtU, + = ((1 —28) U, + 25Un+1) (1.19)

ot Ups1, Upir et U,y sont les approximations de Ultper), U(tn+1) et U(tn+1),
respectivement. Les paramétres v et [ sont choisis afin d’assurer la stabilité et une
précision satisfaisante du calcul. Le probléme composé des équations précédentes (1.18),
(1.19) et (1.20) consiste alors a calculer les quantités U, 1, Un+1 et Un—i—l sachant les
valeurs U,, U, et U,. Pour cela, on définit les prédicteurs suivants :

. dt? .
Uby =U, +dtU, + = (1-28)U, (1.21)
U =U,+dt(1—7)U, (1.22)
La valeur de U est déterminée par :
MUy, = F — CV, — KU, (1.23)

En injectant les équations (1.22) et (1.21) dans Péquation (1.18), la valeur de U,
est déterminée par :

(M +~dtK + Bdt*K)Up 41 = Foyy — CUY, | — KU”,, (1.24)

Finalement, les quantités U, 1, U,41 sont calculées par les relations (1.19) et (1.20).

En définissant le vecteur d’état d,, = [Un U,]* al'instant n, la stabilité d’un schéma
d’intégration temporelle pour un pas de temps dt consiste a ce qu’une perturbation du
vecteur d, n’entraine quune modification non croissante de d,; calculé a un instant
tnt;. Dans le cas du schéma de Newmark, on peut montrer, en éliminant la matrice
d’amortissement C' et le vecteur des forces extérieures, que les vecteurs d’états d,, ;1 et
d,, sont reliés par :

ydt K M [ U;a ] —(1—7)dtK M U, L5
M+ Bdt*K 0 ‘ T M4+ G-pdPK dtM || U, (1.25)

Un+1
Le systéme précédent peut étre écrit autrement en se projettant sur un mode wy, (h
étant la taille de I’élément de maillage). On définit la fréqence adimensionnée €2, = dt wy,

et [t u,] les coordonnées de [U, U,] en se projetant sur le mode . De la relation
(1.25), on déduit :
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vy 1 Unir | _ [ (=72 1 Un, (1.26)
14+802 0 | dtaen | [ 1+GE -8 1] dta, :

v 17T -y 1
1+802 0} {1+(%—B)Q,2L 1
la stabilité du schéma implique que les valeurs propres de cette matrices soient inclues
dans le disque unité si elles sont distinctes. Ceci entraine, sans entrer dans le détail des
calculs, les propriétés classiques de stabilité du schéma de Newmark [21] :

En définissant la matrice d’amplification A = {

<~y <26 schéma inconditionnellement stable
% vet28 <~ schéma stable si dt < dt. = %ﬁ (1.27)
Wwh 7
Lorsqu’on suppose que la matrice d’amortissement C' est de type de Rayleigh de la
forme C' = aM +bK avec a et b des constantes positives, les conditions de stabilité sont
modifiées [21] :

% <~y <23 schéma inconditionnellement stable
1 so-bH3-srea-p "t (1.28)

wp, 36

s<vyet28<n schéma stable st dt < dt, =

_1/a
avec § = (- + bwy).
Outre la stabilité, un schéma temporel doit également vérifier la propriété de la
consistance afin d’assurer une convergence vers la solution exacte. Celle-ci est bien
vérifiée dans le cas de schéma de Newmark, on peut montrer que :

. dn+1 - dn
lim ————

g (1.29)

1

5> le schéma est d’ordre 1, alors qu’il est d’ordre 2 si v = 1

Dans le cas ou v # 5-

Dans la section suivante, on abordera les méthodes de couplage des schémas tempo-
rels en particulier la méthode GC qui s’appuie sur les schémas temporels de Newmark.
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1.4 Meéthodes de couplage des schémas temporels

1.4.1 Introduction

F12

D
2D

FIGURE 1.2 — Domaine 2 partitionné en deux sous domaines €2y et €y

Dans cette introduction, on considére un domaine €2 décomposé en deux sous do-
maines O et €y ayant pour interface I''? et qui peuvent, en outre, avoir des proprié-
tés physiques différentes. On suppose que le partitionnement est sans recouvrement
(21 N Qs = &) et que le maillage obtenu par la discrétisation spatiale est conforme a
I'interface.

La procédure de couplage des schémas temporels consiste a subdiviser un probléme
en plusieurs sous domaines et intégrer chacun d’eux avec son propre schéma d’intégra-
tion et son propre pas de temps. Cette technique est d’autant plus intéressante qu’elle
permet d’envisager des échelles de temps tres fines sur des régions avec des maillages
trés fins et des échelles de temps grossiéres sur des régions avec des maillages gros-
siers. On peut imaginer sur I’exemple illustré sur la Figure 1.2, méme avec un maillage
uniforme sur tout domaine, une méthode d’intégration mixte ou le sous domaine )y
est intégré avec un schéma explicite et le sous domaine 25 est intégré avec un schéma
implicite.

De nombreuses méthodes de couplage ont été développées dans ce sens. Hugues et al
|28| ont proposé une méthode mixte (Implicite/Explicite) selon I’approche primale en
adoptant un pas de temps uniforme et ont démontré sa stabilité par la méthode éner-
gétique [29]. Belytshko et al [30] ont développé une méthode multi-échelles en temps
en considérant des schémas d’intégration homogéne type Explicite/Explicite (E™/E)
avec m le rapport entre le macro pas de temps et le micro pas de temps. IlIs ont abouti
a la conclusion que ce type de couplage impose des conditions de stabilité plus stricte
que le couplage (E/I) qui dépendent des rigidités des deux sous domaines. Daniel |31] a
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présenté une méthode de sous-cyclage formulée uniquement en déplacement autorisant
Iutilisation de plusieurs échelles en temps. Cette méthode a été mise en oeuvre, dans
un premier temps, pour la famille des schémas de Newmark puis étendue a la famille a-
généralisée. Il existe également des méthodes de couplage intéressantes qui permettent
d’intégrer chaque élément de maillage par son propre pas de temps, au lieu d’intégrer
tout le probléme par un pas de temps controlé par le petit élément du maillage. On
peut citer dans ce sens les références de Lew et al [32] [33].

Les méthodes de couplage des sous domaines basées sur 'approche duale ont connu
un grand succeés du fait qu’elles permettent de coupler plusieurs sous domaines de fagon
plus indépendante. La méthode FETI est I'une des méthodes proposées dans ce sens
qui a été développée dans le travail de Farhat et al |[34]. La continuité des quantités a
I'interface est assurée par les multiplicateurs de Lagrange contrairement aux méthodes
décrites précedemment. Le complément Schur dual est alors introduit permettant de
calculer dans un premier temps les multiplicateurs de Lagrange avant d’en déduire les
quantités cinématiques.

La méthode utilisée dans notre travail, nommée GC méthode (en référence a Gra-
vouil et Combescure) [10] [9] [8] est considérée comme 'extention de 1’algorithme FETI
dynamique pour des couplages multi-échelles en temps en utilisant les schémas de New-
mark. La continuité des quantités cinématiques aux interfaces est préscrites par les
multiplicateurs de Lagrange. La résolution d’'un probléme de la dynamique transitoire
par la méthode GC nécessite 3 étapes de résolution qu’on détaillera dans la suite :
la premiére consiste a calculer les quantités sans liaison, ensuite les multiplicateurs de
Lagrange sont calculés via un probléme condensé, qui permet finalement le calcul des
quantités avec liaison. La stabilité de cette méthode est démontrée a travers 'approche
énergétique en adoptant une condition de continuité des vitesses aux interfaces. En
outre, la stabilité est conditionnée uniquement par les conditions de stabilité en chaque
sous domaine. Le bilan énergétique de cette méthode introduit un terme de dissipation
si le pas de temps n’est plus uniforme sur tout le probléme. Des améliorations ont été
alors proposées par Mahjoubi et al [11] et Brun et al [12] pour assurer une meilleure
conservation de ’énergie.

1.4.2 Meéthode GC dans le cas multi-échelles en temps

Considérons le probléme décrit sur la Figure 1.2, le principe variationnel dans le
milieu continu peut s’écrire, en prenant compte la décomposition en 2 sous domaines,
sous la forme d’un probléme de point selle :
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/ pitt;v; dQ + a;(u;, v;) +/ A you; ds = 1i(v;) i,j €{1,2} i#j (1.30)
Q ris

[ w0~ o) ds =0 ije {12} i) (1.31)
Iz

l; forme linéaire représentant les forces extérieures agissant sur le sous domaine ¢
en excluant linterface I'*2, A% les multiplicateurs de Lagrange interprétés comme les
forces au signe prés agissant sur l'interface T''2, u,, v, les champs de déplacements et
1 des fonctions tests appartenant & des espaces convenables.

Dans un premier temps, on suppose que les comportements sont linéaires élastiques.
En introduisant les éléments de la discrétisation spatiale dans les équations précédentes
on obtient le systéme d’équations suivant (voir [8] pour les détails) :

M101+K1U1+L1T)\ = Fepn
MUy + KoUs + LIN = Fouo (1.32)
LU, + LUy, = 0

ou M;, K; sont les matrices de masse et de rigidité du sous domaine i € {1,2}.
A est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et L; les matrices booléennes qui sé-
lectionnent les noeuds a l'interface séparant les sous domaines. On remarque que la
condition de continuité des déplacements a l'interface (1.31) a été remplacée par une
condition de continuité des vitesses dans le systéme précédent afin d’assurer la stabilité
du probléme comme on va le voir dans la suite.

On suppose que le sous domaine 1 est intégré avec un micro pas de temps dt et les
parameétres de Newmark v, et 51, alors que le sous domaine 2 est intégré avec un macro
pas de temps dT" = m dt et les paramétres de Newmark v, et S5. m est un entier naturel
appelé le ratio des pas de temps. Le probléme des sous domaines précédent peut étre
écrit sous la forme :

MU + K\U{ + LIN = FL,,  Vje[l,m]

e

MoUS" + KUy + LEA™ = Fm

ext,2

LU + LU = 0 Vjell,m] (1.33)
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On découple le probléme pécédent en s’appuyant sur la stratégie "sans liaison/avec
liaison". En effet on peut résoudre le probléme suivant trois étapes :

Probléme sans liaison :

MU = FL, — KUY (1.34)
MU = Fm, ) — KUP™ (1.35)
Probléme avec liaison :
MU = — TN (1.36)
MU = — LT\ (1.37)
Condition de liaison :
Ly(UF + UP) + Ly(U™ + U3 = 0 (1.38)

ot M; les opérateurs dynamiques définis par :

]\:41 = M, + f1dt* K, (1.39)
M2 - M2 + ,BQdT2K2 '
et UP7 |, UP™ les prédicteurs en déplacements :
UP =0 +dt U + (3 — Bo) de* U7 (1.40)
UP™ = U9 +dT U9 + (L = By) dT? U '

Les déplacements et vitesses avec et sans liaison sont fournis par les relations sui-
vantes :

Uist = UPd + B di209
] al __ ﬁ dt2 j,al

Uist = UPﬂ+7dtUﬂsl

[l = v dt il

(1.41)

Les quantités totales sont obtenues par la sommation des quantités sans liaison et
des quantités avec liaison. On constate que la condition de liaison (1.38) fait intervenir
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les vitesses du sous domaine 2 a l'instant j. Il est nécessaire, dans ce cas, de donner
des expressions approximatives de ces quantités. Combescure et al[8| ont proposé une
interpolation linéaire de la forme :

{ AR (1.42)
1— 2L '

i \770,al 7 7Tm,al
— LU +LU;

En considérant la relation (1.38), on substitue les vitesses avec liaison du sous do-
maine 2 par la relation (1.42) :

LU 4 L, Kl _ i) [l 4 LU;W} C LU - L (143)
m m
On substitue les vitesses avec liaison par les accélarations obtenues dans (1.41) :
rrj,al ] r70,al ] rrmyal | ‘7,8l ‘r7,sl
71 dt L1U1 _'_ /72 dT L2 |:(1 _ E) 2 + EU2 :| — _LlUl _ L2U2 (144)

On utilise les relations entre les accélérations avec liaisons et les multiplicateurs de
Lagrange, on obtient :

%dU@MprV+%MTLM%?M{(L—i)A@+i4m}:LJ#“+LJE“(L%)
m m

On suppose que les multiplicateurs de Lagrange sont interpolés linéairement :

M:O—i)W+iW (1.46)
m m
On en déduit alors :
HXN = LU + LU (1.47)
avec
H = |y dt LiM{ Ly + o dT Ly Myt Ly (1.48)

On calcule d’abord les vitesses sans liaison en utilisant I’équation (1.41), on calcule
les multiplicateurs de Lagrange a chaque instant j de I’échelle fine & partir de I’équa-
tion (1.47). Ensuite, on calcule les quantités avec liaison du sous domaine 1 en utilisant
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I'équation (1.36). Une fois a l'itération j = m on calcule A™ qui sera utilisé¢, de méme,
pour le calcul des quantités avec liaison du sous domaine 2. Cet algorithme peut étre
généralisé facilement en considérant plusieurs sous domaines.

Dans notre travail, on sera amené a utiliser le systéme suivant :

MlUl + KU + LlT)\ = Fepn
MyUs + ColUy + KUy + LIN = Flps (1.49)
LU, + LUy, = 0

ou I’équation du sous domaine 2 est modifiée en introduisant une matrice d’amortis-
sement C5. La résolution de ce systéme par la méthode GC peut étre déduite facilement
de I’étude présentée ci-dessus. En effet, la résolution du probléme comprend les mémes
étapes avec des légéres modifications :

Probléme sans liaison :

MU = FL, | — K, UP? (1.50)

Mg 2m,sl = Fen;tﬂ — KQUg’m — 02[']57,771 (]_5]_)

Probléme avec liaison :

MUP = — LT N (1.52)
MU = LT\ (1.53)

Condition de liaison :
HXN = -0 — LU (1.54)

Dans ce cas, I'opérateur dynamique du sous domaine 2 a ’expression suivante :

My = My + 72dTCy + BodT?K, (1.55)

29

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



1.4.3 Stabilité de la Méthode GC par la méthode énergétique

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude de la stabilité de la méthode GC par la
méthode énergétique en considérant un couplage d’un milieu linéaire de Hooke (sous
domaine 1) et un milieu visqueux caractérisée par la matrice Cy. Dans le cadre de la
méthode énérgetique de Hughes [35] utilisée pour démontrer la stabilité des schémas
temporels hybrides, le bilan énergétique du sous domaine 1 peut se mettre sous la forme

18] :

1 .. . 1. L1t R 1 &
§U1A1U1 + §U1K1U1:| . = — <”)/2 — 5) ZAU{ 1A1AU{ 1 d_ ; < U] 1) LT ()\ )\9 1)

j=1
(1.56)
Avec :
A= M, + dt (51 1) K (1.57)
Un terme d’énergie d’interface apparait dans 1’équation (1.56) qu’on définit par :
. 1 &N /. . ‘ .
inter face 7 7j—1 T —1

De facon identique, le bilan énergétique du sous domaine 2 peut se mettre sous la
forme :

1.. .. 1. L ) )
_U2A2U2 + —U2K2U2:| = (’}/2 — —) AUQAQAUQ AUQCQAUQ
2 2 .
+ - (Um UQ) LT (A= 2% (1.59)
avec .
Ay = My +dT (52 - %) e (1.60)
et :
interface _ : m
E = <U2 US) LT (A™ = A?) (1.61)

Le bilan énergétique appliqué a tout le probléme (sous domaines 1 et 2) s’écrit
comme une somme des bilans détaillés précédemment :
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tm tm

1 .. . 1. ) 1. . 1. ) 1\ e . .
{iUlAlUl + §U1K1U1} + {5172,42172 + §U2K2U2} =— (m — 5) ;AUf A NTTT -

1 .. . . ) 1y . .
<72 — 5) AUy Ay AUy — AUSCH AUy + o ; (Uf — U] 1) LT (N =N+

to to

% (U;” - Ug) LT (Am = \%) (1.62)

Avec le terme d’interface qui s’exprime de la fagon suivante :

inter face inter face inter face 1 - “rj rj—1 i i
[interface _ pinterface | pinterf :EZ<Uf—Uf )L{(AJ—AJ N+
7j=1

% (Ug” - Ug) LT (A™ =A%) (1.63)

Afin d’assurer une stabilité il suffit que :

Einterface S 0 (164)

Ce qui revient a dire qu’il suffit d’assurer la stabilité de chaque sous domaine pour
assurer la stabilité globale du probléme. Combescure et al |8] ont montré que cette
énergie peut s’écrire sous la forme :

‘rm,al +0,al
. 1 2 — Y2 ~
Eznterface — M.

72 mdt 2 mdt -
| <Ugal _ Ug‘—l,al)T ] <Ugal _ Ug‘—l,al)
— M. 1.
V2 ; mdt 2 mdt (1.65)

Gravouil a montré que I'expression E™™¢fac¢ ost g¢quivalente & une somme de carré
négatifs. Ce qui implique immédiatement une dissipation d’énergie numérique a l'inter-
face mais aussi la stabilité du probléme global. Afin de prouver que E™*rfac¢ < (0 nous
proposons une autre version de démonstration plus simple :

En effet, on pose :
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Xj 1.
J 7 (1.66)
Et :
f(X)=XTMyX (1.67)
On a alors :
Ez’nterface — if(l ng) _ L if(Xg) (168)
2 M myz S

Comme M, est définie positive, la fonction f est convexe ce qui implique en utilisant
'inégalité de Jensen [36] :

A < 3 7(xd) (1.69)

D’ou le résultat.

1.5 Meéthodes des couches absorbantes

Considérons un probléme de propagation d’ondes dans un domaine non borné sup-
posé étre élastique. Le principe de base des couches absorbantes est de tronquer le
domaine de calcul en absorbant les ondes sortantes de ce domaine. Ces couches sont
attachées aux frontiéres du domaine d’étude et sont généralement construites avec les
mémes éléments que le reste du modéle. Dans notre travail, on considére deux tech-
niques de couches absorbantes : les couches absorbantes par les matrices de Rayeigh
comme les méthodes ALID ("Absoring Layers with Increasing Damping") ou CALM
("Caughey Absorbing Layer Method") proposées par Rajagopal [16] et Semblat [2], et
les couches parfaitement adaptées ("Perfectly Matched Layers" ou PML) qui ont la
propriété d’absorber les ondes incidentes sans réflexion.

La méthode d’absorption par la matrice de Rayleigh présente I'avantage d’étre facile
a implémenter car on utilise uniquement des packages disponibles dans la plupart des
codes EF. Cependant, cette méthode a I'inconvénient de ne plus assurer une continuité
d’impédance a la frontiére générant ainsi quelques réflexions a l'interface. Selon la lit-
térature, on distinguera deux approches. La premiére est adoptée par Semblat et al|2]
sous le nom de CALM dans laquelle un lien a été établi entre la matrice de Rayleigh et
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une loi de comportement viscoélastique de type Maxwell [1]. L’efficacité de la méthode
est montrée en utilisant la notion du facteur de qualité. La deuxiéme approche connue
sous le nom d’ALID a été utilisée par Drodz |37] et Rajagopal et al[16|. Une approche
similaire a été utilisée également par Liu et al[38|. La vérification de Defficacité de la
méthode ALID repose sur la notion de la matrice globale [39] utilisée préalablement
pour le calcul des amplitudes dans des milieux stratifiés.

Dans la suite, on se limitera aux milieux homogénes linéaires isotropes. On com-
mence par présenter certains résultats classiques des problémes de propagation d’ondes
dans les milieux élastiques en vue de mieux appréhender la suite du travail. Ensuite, on
présentra les méthodes d’amortissement comme ALID ou CALM, puis la méthode PML.

1.5.1 Propagation d’ondes dans les milieux élastiques

On considére a nouveau le probléme d’élasticité linéaire de la section 1.1 dans un
milieu bidimensionnel :

pORu; =37, a0 (2, 1) + fi(z, 1)

_ Ev 2 E
9ij = THvy(-20) 0ij D k1 Ekk + ey (1.70)
£ = (2 5%')
T2 a{Ej 6901

On peut formuler le probléme en utilisant uniquement le déplacement. Le déplace-
ment vérifie alors ’équation suivante [40] :

d%u

BT f (1.71)

avec A et pu les coefficients de Lamé correspondants au module de Young E et
au coefficient de Poisson v. Selon le théoréeme de décomposition de Helmholtz [41] le
champ de vecteur u peut étre décomposé en une somme du gradient d’un scalaire ¢ et

le rotationel d’un vecteur potentiel ¥ :

A+ p) [V (V)] +pdu=p

u=VY () +Y Ay (1.72)

a laquelle on ajoute la condition suivante :

V=0 (1.73)
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En remplacant le vecteur déplacement dans I'équation d’équilibre (1.71) par I’équa-
tion (1.72) et en tenant compte de la condition (1.73), on obtient un systéme d’équations
découplées :

D6 = a8 =
{ H (1.74)
V2

A =

A2
=5 (1.75)
_ /P
v, = \ﬁ (1.76)

f=A\+20)YF+uVAG (1.77)

avec les notations :

et :

Si on suppose que le milieu est infini dans toutes les directions, le systéme (1.74)
met en évidence une catégorie d’ondes nommée ondes de volume qu’on subdivise en
deux types :

— onde de compression ou onde P se propageant avec la vitesse V,.
— onde de cisaillement ou onde S se propageant avec la vitesse V.

La comparaison des expressions des deux vitesses montre que les ondes P se pro-
pagent plus vite que les ondes S. La polarisation de ces ondes est illustrée sur la Figure
1.3. Les ondes de compression sont polarisées selon la direction de propagation alors que
les ondes de cisaillement sont polarisées dans le plan perpendiculaire a la direction de
propagation. Pour ces derniéres, on peut distinguer deux types d’ondes de cisaillement
ayant la vitesse Vg comme l'indique la Figure 1.4 :

— Ondes SV dont le déplacement se situe dans le plan vertical
— Ondes SH dont le déplacement se situe dans le plan horizontal

On considére un milieu semi infini dans le plan x-z avec une surface libre. On sup-
pose qu'un champ d’ondes planes se propagent dans le plan x-z (ondes P et SV). On
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peut écrire les potentiels ¢ et 1 sous la forme :

¢ = Aexp (az) exp { (x — Vgt)

Y = Bexp (bz) exp [ (x — Vgt)

P wave

‘l--cmﬂ.liw'os«.lcms._L /
IR RN A S R (R AL AR IIII/

AL II‘I!IIlIIIII LRI

d'llmnns

fwave direction 2

W/
||i“” H|||l'“”|llml'”|“lnul”'”ilml"‘/

||| || |||||_ PN |||| ||||
L"""'""ﬂ'_l Imﬂrﬂ

FIGURE 1.3 — Polarisation des ondes P et ondes S

Wave

n of propagation

FIGURE 1.4 — Polarisation des ondes SH et SV
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(1.79)



ou Vg est la vitesse de 'onde de surface, w est la pulsation de 'onde et a, b sont des

constantes positives. Si on note 3% = ﬁ et xp = %, on peut montrer que la vitesse
Vg vérifie 'équation suivante [40] :
X% — 8+ (24 —168%) x5 + 16 (82— 1) =0 (1.80)

On peut, en outre, montrer que 0 < Vi < Vi [42]. Ce type d’ondes de surface est
nommeé ondes de Rayleigh du nom du Lord Rayleigh qui a été le prmier a les mettre
en évidence, et suivent, comme l'indique la Figure 1.5, des ellipses dans le plan x-z.
On note également que 'amplitude de ces ondes décroit exponentiellement en fonction
de la profondeur. On renvoit le lecteur au livre de Semblat et Pecker [40] pour les
détails analytiques sur les problémes de propagation de ce type d’ondes dans les milieux
élastiques.

Rayleigh Wave

ri T I TITTTT
17777 21177

i A1 S Y B AT 5 va
7 o

y
g 7 — )

T { ||lTlD|

FIGURE 1.5 — Polarisation des ondes de Rayleigh

1.5.2 Méthode d’amortissement par la matrice de Rayleigh
Approche CALM

La matrice de Rayleigh est une méthode tres classique qui permet de construire des
matrices d’amortissement pour les problémes en dynamique transitoire [17]. L’idée de
I’exploiter pour construire des couches absorbantes n’est pas aussi évidente puisqu’on a
besoin des méthodes qui permettent de quantifier le potentiel d’atténuation en fonction
des paramétres de la matrice. Semblat [1] a donné une interprétation rhéologique de
I’amortissement de Rayleigh en faisant le lien avec le modéle viscoélastique de Maxwell.
Cette description physique est efficace pour décrire le processus d’atténuation en ce
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qui concerne la dépendence vis-a-vis de la fréquence des ondes. Dans le travail de Sem-
blat, la stratégie est connue sous le nom de CALM (Caughey Absorbing Layer Method).

La matrice de Rayleigh constitue un cas particulier de la formule de Caughey et
s’exprime comme une combinaison linéaire de la matrice de masse et de la matrice de
rigidité :

C =aM +bK (1.81)

ou M et K sont les matrices de masse et de rigidité du modeéle. L’avantage de
I'utilisation de cette matrice est qu’elle est simple a construire dans la plupart des
codes EF'. Les coefficients a et b sont reliés au facteur d’amortissement £ par la relation
suivante :

26 =L 4+ b (1.82)
w

ou w est la pulsation.

1.0F
» 0.75
Rayleigh
damping 0s
0000000060
generalized 0.25F
Maxwell
0.0 bl £ dl e
° £=26%
"é 0.75
= E
2 0.5F o
5 &
Z 2
2 0.25F
=
0.0

0.0 D 1.0

time (ms) time (ms)

FIGURE 1.6 — Comparaison entre les résultats numériques (amortissement de Rayleigh)
et les résultats analytiques (modeéle de Maxwell) (Semblat [1])

Semblat a montré par des tests numériques (Figure 1.6) que l'amortissement de
Rayleigh est équivalent au modéle de Maxwell généralisé pour des valeurs modérées de
¢ (£ <20%). Autrement dit, il a montré que :

Q '~ 2 (1.83)
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avec @) le facteur de qualité communément utilisé par les sismologues et défini pour
un modele viscoélastique ayant un module d’élasticité complexe M = Mpg + iM; par :

_ 20 (1.84)

Q-:
05

generalized
04tk Maxwell

model
03k

-1
0.2 [receeeeeee . e
0.1F frin
S I R R S S
0 s Pl LT Af.

frequency (Hz)

FIGURE 1.7 — Modéle de Maxwell généralisé et la courbe d’atténuation correspondante
( Semblat et al[2])

En faisant la correspondance entre ’expression de ’atténuation du modéle de Max-

well donnée par Q@}V[ = W% + C—E%u, ou (1, (5 et F les paramétres du modéle
1

(Figure 1.7), et I'équation (1.82), les coefficients de Rayleigh sont reliés aux paramétres
rhéologiques du modéle par :

a = EGte)
; (1.85)

Afin d’étudier Defficacité de ce type de couches, Semblat choisit les paramétres a
et b de telle facon que ’atténuation soit la plus défavorable possible. Autrement dit,
il fait coincider la fréquence de I'onde incidente avec f,;, (Figure 1.7) qui correspond
a la valeur minimale de I'atténuation Q~'. En étudiant une série de cas 1D et 2D
avec une multitude de choix relatifs au type de la couche (homogeéne, hétérogéne avec
amortissement augmentant progressivement), les résultats sont encourageantes comme
le montre 'exemple de la Figure 1.8 qui illustre les isovaleurs de déplacements pour
un probléme de propagation d’ondes en 2D di & un chargement a la surface du sol.
On constate que les faibles valeurs de 'amplitude des ondes réflechies a été enregistré
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pour les cas ou 'amortissement augmente progressivement selon des fonctions linéaires,
quadratiques ou en racines carré.

0.004
0.006
0.0ca

D.00£

- 0.00a0
u E e .

. :
i 'r = i
homog. §"'=0.5 ‘I

FIGURE 1.8 — Comparaison de 'amplitude relative maximale pour différents types de
couches absorbantes pour un probléme de propagation d’ondes dans un sol semi-infini
di & un chargement a la surface du sol (Semblat et al|2])

Approche ALID

Par rapport aux fondements, il n’y a aucune différence entre la méthode ALID [16] et
la méthode CALM présentée ci-dessus : les couches absorbantes ALID sont construites
a partir des matrices de Rayleigh avec un amortissement augmentant progressivement
dans une couche divisée en plusieurs sous couches ce qui correspond a la version CALM
hétérogéne. La différence se situe au niveau de la quantification du potentiel de 'atté-
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nuation de la couche.

Avant de présenter la méthode en détail, on commence par écrire I’équation d’équi-
libre dans le domaine fréquentiel en supposant une onde harmonique :

—w*Mu —iwCu+ Ku=F (1.86)

Avec C' la matrice définie dans I’équation (1.81), on peut écrire I’équation précédente
autrement :

_w? (1 + 1’3) Mu+ (1 — iwb) Ku = F (1.87)
w
On définit la densité complexe parrp et la rigidité complexe Earrp par :

.a .
PALID = <1 + ZJ) Earip = E (1 —iwbd) (1.88)

De facon similaire, on définit le nombre d’onde complexe :

E
k= kp+ ik = | —22

(1.89)
PALID

Le nombre d’onde complexe k est divisé en une partie imaginaire responsable de
I’atténuation et une partie réelle variable en fonction de l'amortissement et des pro-
priétés mécaniques du milieu d’étude, créant ainsi une discontinuité de I'impédance a
I'interface. Afin de minimiser les réflexions dues a ce contraste d’impédance, I’amortis-
sement est augmenté progressivement selon la direction de propagation en choisissant
les coefficients a et b de la forme :

a=Cuy(r) = Crrmar X (2P) (1.90)

b= C(r) = Crman X (a”) (1.91)

aveC Chrmaz €t Cxmaz des constantes positives et X une fonction puisssance d’ordre
p qui varie entre 0 & 'interface et 1 & la fin de la couche ALID. On suppose dans ce cas
que la propagation est dans la direction des x.

Pour des raisons liées au temps de calcul, lorsqu’on adopte une intégration tempo-
relle par un schéma explicite, on choisit une matrice d’amortissement proportionnelle
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a la matrice de masse. Rajagopal et al. [16] ont suivi la méme démarche en annulant
le terme C'kpnqz alors que Cyy varie graduellement en la supposant constante en chaque
sous couche d’épaisseur égale a la taille de 1’élément de maillage |16]

L’estimation du coefficient de réflexion pour la méthode ALID repose sur la mé-
thode de la matrice globale. On résume dans la suite les principes de cette méthode.
Pour cela, on considére une couche absorbante ALID divisée en plusieurs sous couches
..n—1,n,n+ 1... comme illustré sur la Figure 1.9. Si on se positionne dans une sous
couche n, on assiste a une propagation d’ondes dans la direction positive pos et dans la
direction négative neg par rapport a la direction x. Le mouvement peut étre décrit par
la décomposition de Helmholtz décrite dans la section (1.5.1) en utilisant les scalaire ¢
et le potentiel .

Pour la sous couche n dans la couche absorbante, les déplacements et les contraintes a
'interface avant f ou "front face" (celle que les ondes incidentes atteignent la premiére)
peuvent s’écrire sous la forme :

uf Pos
™ | _ vt ()
[ af } Min { Neg(n) } (1.92)

Avec :

ufn Ufn
{ e } = v (1.93)

zy(n)

Ppos(n)

[ Posy) } _ | Upostm)

Negx) Preg(n)
Vneg(n)

Gpos(n) €t Upos(n) correspondent aux ondes qui se propagent dans le sens positif alors
qUE Pregn) €6 Ynegn) correspondent aux ondes qui se propagent dans le sens négatif.
M‘(cn) est une matrice carrée de taille 4 X 4 qui peut étre obtenue facilement par la
relation (1.72) en considérant uniquement les ondes harmoniques (Voir [16]). De méme,
les déplacements et les contraintes a l'interface arriére ou "back face" s’écrivent :

(1.94)

ub Pos
(m) | — pMP (n)
{ o ] ) { Negm) ] (1.95)
(n)
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Si on suppose que les contraintes a I'interface arriére de la derniére sous couche sont
nulles (interface libre), on peut écrire ces conditions sous la forme :

Pos

b (last) _

L last) { Neg tast ] =0 (1.96)
ol Ll()last) est une matrice de taille 2 x4 composée des lignes 3 et 4 de la matrice M'(Dn) .

On note Mgos(l) et Mgeg(l) les matrices composées respectivement des deux pre-
b

miéres et des deux derniéres colonnes de M(1)- En considérant la continuité des dépla-

. . . P .
cements et des contraintes aux différentes interfaces, les vecteurs [ NZZ(“) } vérifient
(n)

le systéme suivant :

[Negw)] ]
r T P
Mgy —Mp) 0 0 sz(f)) } Mo Pos)
2
O M(z) _M(3) cee O . O
0 Pos =
last—
0 0 0 M}(:iast—l) _l\gflast) [ Neg((lasi—ll)) :| 0
L 0 0 0 0 L(laSt) i POS(]aSt) 0
Neg(last)
(1.97)

Pos(;) et Neg,) correspondent respectivement aux ondes incidentes et aux ondes
réfléchies du milieu d’étude. Connaissant les valeurs Pos(;), on peut calculer les va-
leurs Neg() en résolvant le systéme (1.97) et déduire par conséquent le coefficient de
réflexion qui pourra servir au dimensionnement des couches ALID.

Cependant, on constate que le coefficient obtenu exige une connaissance préalable
de I’épaisseur de la couche et demande, en outre, la résolution d’'un systéme linéaire
qui devient plus important avec le nombre de sous couches. Dans le chapitre 2, nous
proposons une autre alternative plus simple pour dimensionner les couches ALID qu’on
nommera ALID modifiée. La différence sera au niveau du choix des propriétés méca-
niques (module de Young et coefficient de Poisson) qui ne seront plus homogénes comme
dans le cas de la méthode ALID et doivent respecter certaines conditions qui minimisent
les réflexions entre les interfaces. Dans ce cas, on cherchera a définir 1’épaisseur de la
couche selon un indicateur cible qui estime I'atténuation de ’onde.
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Pos(n)

S

Neg(n)

f

FIGURE 1.9 — Onde se propageant dans la direction positive ou la direction négative
par rapport a la direction x, f pour U'interface avant ("front face") et b pour l'interface
arriére ("back face")

1.5.3 Couches absorbantes parfaitement adaptées
Présentation Générale

A Dorigine, la méthode PML ("Perfectly Matched Layers") a été développée pour les
équations de Maxwell (travaux de Bérenger [43]) et grace a son succés elle est devenue
I’'une des méthodes les plus utilisées dans la simulation des problémes de propagation
d’ondes éléctromagnétiques dans les milieux non-bornés. Cette idée a été adaptée en-
suite aux équations de I’élastodynamique en utilisant différentes approches et différentes
écritures mathématiques. Les premiers développements dans ce sens reviennent a Has-
tings et al. [44] qui ont adopté une formulation en termes de potentiels de compression
et de cisaillement. Dans la méme période, Chew et al. [15] proposent une nouvelle
formulation en contrainte-vitesse pour les milieux linéaires isotropes, étendue ensuite
aux milieux hétérogénes anisotropes par Collino et al. [45]. Wang et al. |46] ont pro-
posé une nouvelle écriture de la PML, nommée C-PML, en introduisant des termes
de la convolution, développée dans un premier temps pour la méthode des différences
finies, puis pour la méthode des éléments finis par Matzen [47|. On peut citer également
une autre formulation, nommée M-PML, de Meza-Fajarado et al. [48| considérée comme
une généralisation de la PML en introduisant ’amortissement dans plusieurs directions.

Généralement, on peut classer toutes les formulations selon deux approches de
construction. La premiére approche consiste a modifier le probléme écrit sous une
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forme hyperbolique en décomposant les champs de déplacements et de contraintes
(split — field). Le caractére dissipatif du milieu est ensuite introduit par des termes
d’absorption ([15], [45]). La seconde approche, consiste a modifier les équations de 1'élas-
todynamique écrites selon une formulation du premier ordre ou second ordre ([18], [19])
en remplacant les coordonnées réelles par des coordonnées complexes sans procéder a
aucune décomposition des champs (unsplit — field). Dans la suite, on s’intéresse a une
formulation de type unsplit — field développée par Basu et al. ([18], [19]), adaptée a
la méthode des éléments finis.

Dans [19][20], Basu propose une formulation temporelle de la PML en introduisant
dans les équations classiques de 1’élastodynamique écrites dans le domaine fréquentiel
des fonctions de transformations complexes \; . En effet, I'idée est de remplacer dans
les équations du mouvement (1.70) les coordonnées z; par de nouvelles coordonnées
complexes z; — T; : R — C tel que :

~ P

o — o) = 1+ S — 5 (1.98)

avec ky, = 2 (cs étant la vitesse des ondes S) et ff, f sont des fonctions positives

dépendant uniquement de x; s’annulant au bord du domaine physique. Le role des

fonctions ff et fP est d’amortir respectivement les modes propagatifs et les modes

evanescents dans la direction des z;. La dépendance de ; par rapport a la fréquence

angulaire w est ajoutée afin que la partie imaginaire du nombre d’onde soit indépendante
de celle-ci.

Comme le changement de coordonnées dépend de la fréquence, il est bien naturel
que la modification des équations commence au niveau de la formulation fréquentielle
du probléme original. La formulation temporelle est obtenue par la transformeée inverse
de Fourier. En remplacant les anciennes coordonnées x; par les nouvelles z;, on obtient
dans le domaine fréquentiel :

1  Oo;s
w_ = 77U — % s
TAj(25) Ox; <P
Oy = Ek,zcijkzé‘ij (1-99)
1 1 Ou; 1 Ouy
82']‘ =

En appliquant la transformée de Fourier inverse au systéme (1.99), la formulation
dans le domaine temporel est donnée par :
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V.(0F°+SF?) = pfuii+ pesfei+ pfru
o = C:¢ (1.100)

1 1
FTeF 4 FeFe + FTeF? + FEFY = (V)" F* 4+ F Vi) + (V)" FP + F7" V)

avec !

W:{Hﬁmﬂ 0 y W:[%ﬁm> 0 ]

0 1+ f5(z2) 0 cs [y (2)
me | 1+ f5(x2) 0 mo | Csf3(22) 0
F—[ 0 1+ﬁ@oy F—{ 0 wﬂm] (1101

et :

fmt = (4 fi(21)) (1 + f5(22))
fer = (L4 fi(z1)) f5(x2) + (L + f5(22)) f1(21) (1.102)
fir = fl(x) f3(22)

Les tenseurs X et £ sont donnés par :

t t
2:/ o dt E:/ edt (1.103)
==/, Z == ),

Généralement les fonctions d’amortissements ff£, f sont des fonctions polynomiales

de la forme suivante :

fi=aa <Ii;x0) a=ep wo<r <wzo+d (1.104)

avec d I’épaisseur de la couche PML et a, une constante qui dépendra du choix du
coefficient de réflection R.

Dans le cas ou 'incidence est oblique avec un angle 6 sur une PML d’épaisseur d

(Figure 1.10), on suppose une onde incidente de type P. Les coefficients de réflexions
des ondes P et S transmises s’écrivent sous la forme [18] :
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R, = % exp {—2?F1 (d) cos (9)] Ondes P (1.105)
R, = % exp {—Fl (d) (% cos (6) + cos (93))} Ondes S (1.106)

avec Fy(z1) = [ f1(€) d€ et sin (6,) = < sin (0).
En raisonnant sur une incidence normale et en utilisant les fonctions définies dans
I'équation (1.104), a, est donné en fonction du coefficient de réflexion R, relatif aux

ondes P, par |19] :

Z(n+1) 1

o = In(— 1.107
0 = g () (1.107)
incident wave PML
— I
Al S

Reflected wave

FIGURE 1.10 — Incidence oblique sur une PML

Un mot sur la stabilité

En utilisant la technique des PMLs, des instabilités, traduites par une croissance
exponentielle de la solution numérique, ont été observées pour certaines expériences
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numériques. Ce probléme a motivé les auteurs a repenser la question de la stabilité et le
caractére bien posé des équations de la PML. Au début, une analyse mathématique de
la stabilité a été établie pour les équations de Maxwell [49], en étudiant la perturbation
d’un probléme de Cauchy. Dans le cas des équations de l'élastodynamique, Bécache
et al. [50] ont établi, en partant d'une analyse de la relation de dispersion de la PML,
une condition nécessaire de stabilité au sens de Kreiss sous 'hypothése des hautes fré-
quences. Cette derniére analyse a abouti a la conclusion que les PMLs dans les milieux
linéaires isotropes sont, a priori, stables a la différence des milieux linéaires anisotropes
qui peuvent manifester des instabilités dans certains cas. Meza-Fajardo et al., quant
a eux, ont réalisé une étude asymptotique de la M-PML et ont montré que ce modéle
est plus stable qu'une PML classique [48]|. Cependant, Duru et al. ont contredit cette
affirmation dans [51], aprés qu’ils ont constaté des instabilités dans certains cas uti-
lisant la M-PML. Finalement, des récents progres ont été réalisés au niveau la PML
avec d’autres types de coordonnées complexes [51], le principe de 'analyse étant assez
similaire & celui de [50].

La discrétisation spatio-temporelle

La littérature concernant les méthodes de résolution numérique des équations de la
PML est assez abondante. Historiquement, la premiére formulation en vitesse-contrainte
(split — field) pour les milieux isotropes a été implémentée en différences finies [15], de
méme que la version étendue aux milieux anisotropes [45]. En 2001, Bécache propose,
pour la méme formulation, une résolution par la méthode des éléments finis mixtes
[52]. D’autres avancées sur ces fomulations ont été présentées dans [53] [54] en utilisant
la méthode des éléments spectraux. La formulation sans décomposition des champs
(unsplit — field) initialement introduite par Basu et al. [46] a été implémenté en uti-
lisant la méthode des différences finis. D’autres formulations du méme type ont été
implémentées par la méthode des éléments finis classique [19] ou encore par la méthode
des éléments mixtes [55].

Dans notre travail, on s’intéresse a la discrétisation spatio-temporelle proposée par
Basu [19] pour sa formulation discutée dans la section 1.5.3. La semi discrétisation en
espace est obtenue par la méthode des éléments finis alors que la discrétisation tempo-
relle est effectuée en utilisant les schémas classiques de Newmark et des approximations
au ler ordre de certains champs du probléme. Cette maniére de résolution présente,
malgré sa complexité |55, 'avantage d’étre adaptée aux méthodes de couplage des
schémas temporels.

Dans la suite, la description de la méthode sera fidéle a celle détaillée dans les
références [19][20]. Pour commencer, notons v le vecteur test appartenant a un espace
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vectoriel approprié et u la solution faible du systéme (1.100). Le probléme variationnel
s’écrit alors :

/pfmy.QdQ—i-/pcsfcy.ng+/ufky.QdQ+/Ete:adQ—l—/Etp:EdQ:
Q Q Q o= = o= =

/ w.(0F® + SFP).ndl' (1.108)
L -

avec I' = 0 la frontiére du domaine €2, et n le vecteur unité normal a I'. £¢ et &P
sont données par :

[l ™2

1 . . 1 - -
¢ = i(gmdy Fé+ FT (gradv)™) gl = i(gmdy FP + FPT (gradv)™) (1.109)

Les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité sont données par :

m[J:/pme[NJdQ[d C[J:/pfccsN[NJdQ[d ]{Z[J://J,ka[NJdQId (1110)
Q Q Q

A partir de I’équation (1.108), on définit le vecteur de force interne p,,, par :

Prs1 :/ BGT&nH‘l‘/ BpTim—l (1.111)
Qe e

Avec B¢ et BP désignant des matrices de taille 3 x 2 qui dépendent des fonctions

de forme et des fonctions d’amortissement. Elles sont données sous la forme de sous
matrices relatives au noeud I ci-dessous :

e
NIl

A
Bf = . Nj, BY . N7, (1.112)
Ni, Np N7, N7,
avec :
N§, = FSNp; et NP = FINp; (1.113)
o1 ) Xn
La notation de Voigt est adoptée pour les champs 6 = | 090 | et X = | Yoo
012 PP
On suppose qu’ils sont reliés par :
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A

St =S + dt Gpin (1.114)

Il en résulte :

pi+1=/ BT6n+1+/ By, (1.115)
Qe e

avec !

BT = BT 4 qt BT (1.116)

La connaissance de 6,1 dépend de £, 1 obtenue en discrétisant la 3™¢ équation du
systéme (1.100) et en supposant que &(t4q) = =" et E(t,11) = E, +dte, :
~ 1 e Q 1 ~ £ A A Q ~
Entl1 = % B Un+1 + B Unp+1 + EF En — F En (1117)

Be, B9, Fe et FQ sont des matrices qui dépendent également des fonctions de
formes et des fonctions d’amortissement (voir annexe A). Le vecteur p¢_, est désormais
fonction des vecteurs v, 1 et u,11 et des quantités a l'instant ¢, = ndt. On peut écrire
I’équation finale a I'instant n + 1 sous la forme :

Map1 + (C 4 ot + (K + K)tnsr + P(en, Bn, Sn) = Foy (1.118)

P étant un opérateur dépendant des quantités a l'instant n. Les matrices globales
C, K sont construites a partir des matrices élémentaires suivantes :

1 ~ ~ 1 ~
c=—| B'DB* k*=— [ B'DB® (1.119)
dt Ja. dt Ja.
Finalement, la matrice de comportement D est donnée par :
K+ 3 K—2p
D=|krk—32p k+3u . (1.120)
. H

ou p est le module de cisaillement et s le module d’élasticité isostatique. La derniére
étape consiste a utiliser les schémas de Newmark [7] et résoudre le probléme en une des
quantités cinématiques : déplacement, vitesse ou accélération.
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1.6 Bilan

Ce chapitre consiste a avoir un apercu de différents aspects relatifs a la simulation
de le propagation des ondes dans des milieux infinis. Premiérement, on a présenté le
probléme de la dynamique, pour un milieu élastique linaire caractérisé par une loi de
Hooke, sous la forme discrétisée en espace et en temps. Puis, on a décrit les grandes
lignes de la méthode GC pour le couplage des schémas temporels hétérogénes issus de
la famille de Newmark. L’algorithme a été présenté d’une part pour un probléme de
couplage entre deux domaines linéaires de Hooke et d’autre part pour un probléme
de couplage entre un milieu linéaire de Hooke et un milieu visqueux caractérisé par
une matrice de Rayleigh. La stabilité de la méthode a été également démontrée par
la méthode énergétique en faisant apparaitre un terme négatif lié a l'interface. Il en
ressort que la stabilité du probléme global est conditionné par la stabilité de chaque
sous domaine.

Enfin ce chapitre s’est intéressé a la présentation de deux stratégies de couches ab-
sorbantes utilisées dans les problémes de propagation d’ondes dans les milieux infinis.
Le premier type de couches, utilisé sous le nom ALID ou CALM, est construit a partir
de la matrice de Rayleigh en introduisant des paramétres d’amortissement homogeénes
ou hétérogenes dans le domaine absorbant. L’avantage de cette technique se situe au
niveau de la simplicité de sa programmation, la rendant ainsi utilisable dans la majorité
des codes éléments finis. Le deuxiéme type de couches absorbantes, plus compliqué a
programmer, est connu sous le nom des couches parfaitement adaptées ou PML. Cette
technique présente ’avantage d’assurer une continuité des propriétés aux interface sans
générer de réflexions parasites et d’avoir un dimensionnement du domaine indépendant
du domaine fréquentiel de ’onde incidente.

Il ressort de cette étude bibliographique qu’il est intéressant d’exploiter les nouvelles
techniques de couplage de schémas temporels par des problémes de propagation d’ondes
dans les milieux infinis. Les couches absorbantes considérées comme un sous domaine
a part, intégré avec un schéma inconditionnellement stable et un macro pas de temps
au lieu d’adopter un schéma conditionnellement stable pour ’ensemble du probléme.
Avant d’atteindre ce but, une analyse plus rigoureuse de 'amortissement de Rayleigh
sera abordée dans le chapitre suivant qui nous permettra de dimensionner de facon plus
simple le domaine absorbant & partir d’une atténuation cible.
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Chapitre 2

Amortissement de Rayleigh

C’est ainsi que je suis devenu un adepte fanatique
de la méthode de la "simplicité logique".

Albert Einstein

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier analytiquement 1’amortissement de Ray-
leigh en faisant le lien, & partir d’une formulation forte, avec des modéles viscoélastiques
classiques, notamment le modéle classique de Kelvin-Voigt. Cette partie sera suivie par
une étude mathématique des probléemes de propagation d’ondes en 1D en considérant
premiérement un probléme de propagation d’onde dans le milieu absorbant puis dans un
milieu composé par un domaine élastique linéaire de Hooke et un domaine absorbant.
Cette étude va nous permettre d’une part d’établir des conditions de minimisation des
réflexions a l'interface entre le milieu d’étude et le milieu absorbant et d’autre part de
dimensionner le domaine absorbant qui sera composé d’une ou plusieurs couches. En
dernier lieu, on abordera la partie numérique dont 1’objectif est de valider certains résul-
tats de la partie analytique en faisant des comparaisons entre les résultats numériques
par la méthode des élements finis et les résultats exacts issus de la théorie.

2.1 Amortissement de Rayleigh : cadre général

2.1.1 Formulation forte

On considére un domaine borné ) dont le déplacement est gouverné par 1’équation
suivante :
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pOu+apdu= div(o(u)) (2.1)

(RS

= Atr(e(w) + 2ue(w) + b (A r(e(@u) + 24 (Do) 2.2

avec a, b, \, ju des réels positifs.

[’équation (2.2) définit le comportement d’un matériau visqueux de type Kelvin-
Voigt, b étant une caractéristique du temps. Un amortissement proportionnel a la vi-
tesse, caractérisé par le coefficient ap, est également ajouté dans I’équation (2.1). Les
parameétres A\, p sont les coefficients de Lamé. On note E et v le module de Young et
le coefficient de Poisson du modéle décrit ci-dessus. Le but dans la suite est de mettre
en évidence le lien entre les relations (2.1) et (2.2) avec la matrice de Rayleigh.

Les conditions aux limites sont choisies comme suit :

n=gsur 0L, u=0sur 0Qy (2.3)

(RS

avec

00, U, = 9\ T 09, N0 = O (2.4)

Les conditions initiales sont données ci-dessous :

u(lzx € Qt=0) =1y, Ou(x € Qt =0) = v, (2.5)

Remarque :

On peut écrire la formulation en utilisant uniquement le champ de dépalcement wu.
Comme dans le cas des équations de 1'élastodynamique, on substitue 1’équation (2.2)
dans I’équation (2.1) et on obtient la forme forte suivante :

pdiu+ apdiu — pAu— (A + p)V(V.w)) = buldu — b\ + p)V(V.0u) =0 (2.6)

2.1.2 Approximation par les éléments finis

On suppose que u € C?|(0,T), (Hz(Q))d avec T l'instant final. On applique la

formule de Green pour chaque fonction test v appartenant a un espace H'(Q) :
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/Q div (o), 2 = — /Q o Vod + / (0.n)u ds (2.7)

o0

La formulation faible liée au probléme constitué par les équations (2.1) et (2.2) est
donnée par :

/Qp@fgydﬁ—l-/a:e(y)deLa/QpatwdQ:/a (omudl Vo (H'(Q)" (28)

— q =

La condition de Dirichlet (2.3) est équivalente a :

/m youp =0 vp € (H—%(agd))d (2.9)

avec o 'opérateur trace ou la restriction de u sur 0S.

On peut encore écrire la relation 2.8 sous la forme :

/p@fgyd(2+/a:e(y)dQ+a/p8tgde:/ gfyoydl“—l—/ Ayov dI' (2.10)
Q = = Q o 894

avec A un vecteur jouant le role du multiplicateur de Lagrange lié a la condition de
Dirichlet.

Dans le cas ou g = 0 et v = dyu, la relation (2.10) implique :

% E /Q P(atﬂ)2d9+% / clw):C: g(@)dﬁ} = —a /Q p(Or)*dQ—b /Q Q) : C': €(O) d2 < 0
(2.11)
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On définit 'énergie E(t) par :

B(t) = %/Qp(atg)mgmé/ e(w): O+ e(u)d9 (2.12)

On en déduit que E(t) est décroissante et reste stable au cours de temps : E(t) <
+00.

Comme dans le cas des équations de 1’élastodynamique, la discrétisation des rela-
tions ci-dessus par la méthode des éléments finis nécessite I’approximation des différents
champs. Soit uy, et ) les vecteurs approximant le champ de déplacement u et le multi-
plicateur de Lagrange A. On peut écrire uj = N°U® et v;, = N°V*¢ avec N¢ la matrice
des fonctions de forme. En substituant les différentes expressions dans la formulation
faible (2.10), on obtient :

MU+ KU+ (a M +bK)U =—L"\ (2.13)

La condition de Dirichlet s’exprime alors :

LU =0 (2.14)

On remarque que la formulation matricielle (2.13) fait apparaitre une matrice d’amor-
tissement qui est la matrice de Rayleigh C' = a M + b K. L’objectif dans la suite est
d’exploiter la formulation forte (2.6) ou I’équation locale (2.1) afin de décrire au mieux
le comportement de ’onde dans ce milieu dissipatif. L’analyse sera menée en utilisant
des ondes planes harmoniques et non harmoniques. On en déduira certaines conditions
pour une dissipation optimale de 1’énergie incidente et une réflexion minimale des ondes
incidentes a l'interface.

o4

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.2 Probléme de propagation d’ondes dans le milieu
de Rayleigh et a l'interface

2.2.1 Propagation d’onde dans le milieu de Rayleigh : Cas 1D

Dans cette section, on étudie le probléme de propagation d’onde dans le milieu de
Rayleigh dans le cas 1D. On suppose que le milieu est infini (Figure 2.1) et que l'onde
se propage dans la direction e,.

Direction of propagation

&
The damping domain Q2 by the Rayleigh matrix

FIGURE 2.1 — Probléme de propagation d’onde en 1D

Ondes harmoniques

Comme le probléme est en 1D, on peut écrire le déplacement sous la forme :
u(x,t) = u(z,t) e, pour les ondes P ou u(x,t) = u(x,t) e, pour les ondes S.

Les équations de propagation d’ondes pour les ondes P et les ondes S (2.1) se sim-
plifient dans le cas 1D en :

selon e, :
pOfi+apoiu=(\+2p) 0% +b (A +2u) 020:u, OndesP (2.15)
selon e, :

p Xt +apdu = poiu+buddi, OndesS (2.16)
On commence par chercher des solutions harmoniques sous la forme :

u(x,t) =T exp(i(wot — k x)) (2.17)

avec k le nombre d’onde supposé étre un nombre complexe tel que : Re(k) > 0.
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En injectant cette solution dans les équations (2.15) et (2.16), on obtient I’expres-
sion du nombre & :

1—ab—i(2 +buw)
2 Woy2 wo 0
K _(V) 1+ 02 wd (2.18)

Avec V la vitesse de phase égale a ,/’\Jr% pour les ondes P et \/% pour les ondes S.

On remarque que 'expression de k£ dépend des parameétres a et b. Il est donc convenable
de les choisir comme suit :

— =bwy=¢ (2.19)
Wo
¢ étant le facteur d’amortissement.
L’expression de k est alors donnée par :
1
k= il 3 (2.20)
14 &2

Finalement, on trouve 'expression du déplacement dans le milieu de Rayleigh :

—woéx Wy T

TV R =

u(z,t) =T exp(

) (2.21)

D’aprés la solution (2.21), on constate que 'introduction de 'amortissement dans
le milieu linéaire augmente la vitesse de propagation qui devient Vy/1 + £2. On definit
le décrement logarithmique par : § = ln(%). Il quantifie le pourcentage d’amor-
tissement d’une onde lorsqu’elle parcourt une distance Az. Utilisant les expressions

ci-dessus, la relation entre le décrement logarithmique et la distance est donnée par :

Ar= L 57”;52 (2.22)

Wo
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La relation ci-dessus (2.22) sera utilisée pour le dimensionnement de la couche ab-
sorbante caractérisée par la matrice de Rayleigh. La vitesse V' coincidera alors avec la
plus grande vitesse qui correspond a celle des ondes P. En choisissant une valeur cible
de 0, I'épaisseur Az est alors obtenue directement par I’équation (2.22).

Ondes non harmoniques

Dans cette partie, on étudie la propagation des ondes non harmoniques en considé-
rant uniquement les ondes P (les mémes résultats peuvent étre déduits pour les ondes
S). L’objectif est de determiner les solutions analytiques qui seront comparées aux ré-
sultats obtenus par la méthode des élements finis en utilisant la matrice de Rayleigh.
On note u(z,t) la solution du probléme suivant :

pOU+apoiu=(\+2u)0%u+b(N+2u) 020u (z,t) €0, +oo[xR (2.23)

avec les conditions aux limites :
{uxz=0t)=f(t) VteR (2.24)

et les conditions initiales :

{ iz, t=0)=0 Va €]0,+o0] (2.25)

Ou(z, t=0)=0 Vz €]0,+o0]
f est une fonction continue qui satisfait les conditions suivantes :

1. f est intégrable sur R
2. La transformée de Fourier de f est intégrable
3. f(t)=0 vVt <0

Les mémes expressions de a,b données dans 1’équation (2.19) sont adoptées. Le pa-
rameétre wy est choisit comme étant la fréquence dominante du déplacement imposé au
niveau des conditions aux limites u(x = 0,t) = f(t) . Utilisant la transformée de Fourier
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de f, on peut prouver que :

= iﬂ / ) exp(i(wt — kp(w) x)) dw (2.26)

ou f(w) est la transformée de Fourier de f(t) , V, égale a ,/’\+2“ et ky(w) le nombre
d’onde définit par :

w 1= -2+ 2)
v, 1+82 %
0

kp(w) = (2.27)

Pour le prouver, il suffit de vérifier que I’équation (2.26) satisfait a 1’équation du
mouvement (2.23) en dérivant sous le signe intégrale ainsi que les conditions aux limites
en x = 0 (2.24) et les conditions initiales. La preuve que les conditions initiales (2.25)
sont aussi satisfaites est fournie dans I’Annexe B. Dans le cas des ondes de cisaillement,
on obtient la méme relation en remplacant k, par ks défini par :

w 18— +2)
Vi 1+&2e
0

(2.28)

avec Vs la vitesse des ondes de cisaillement qui est égale a

I est intéressant de noter que le nombre k, refléte le caractére dispersit du milieu,
autrement dit les différentes fréquences constituant le contenu fréquentiel de I’onde ne
se propagent ni s’amortissent de la méme maniére. On peut démontrer en étudiant la
partie imaginaire du nombre k, que les hautes fréquences s’atténuent plus rapidement
que les basses fréquences en parcourant une distance determinée (voir Annexe C). Ce
qui est mis en évidence sur la Figure 2.2 ou on trace ’évolution de Z—’(’; | Im(k,) | en
fonction de = ~ pour différentes valeurs de €.

Dans les applications numériques, la solution analytique (2.26) est calculée par la

méthode de la Transformée de Fourier rapide en utilisant le logiciel Matlab. Cette es-
timation sera considérée comme un résultat de réference afin de valider la solution nu-
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mérique obtenue par la méthode des éléments finis et un schéma d’intégration temporel
explicite.

14

—— =001
12} - - -0l =
: C ES05
&=1
1t |
d
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< 08} .
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[m}
Z 06f |
>Q.
b »
0.4r -7 4
’f
f"
ot -
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FIGURE 2.2 — Evolution de Z—Z | Im(ky) | en fonction de =

2.2.2 Probléme de propagation d’ondes d’un milieu linéaire vers
le milieu de Rayleigh : probléme d’interface

Cette section est consacrée a I’étude du probléme de propagation d’ondes (har-
moniques et non harmoniques) d’un milieu linéaire vers un milieu de Rayleigh. Plus
précisement, nous nous intéressons au comportement des ondes incidentes a l'interface
séparant les deux milieux. Pour cela, une analyse basée sur les relations de continuité
a 'interface, sera menée afin de déduire certaines conditions qui minimisent les ondes
réfléchies parasites.

Soit un domaine linéaire €2, régi par la loi de Hooke, et un domaine de Rayleigh €25.
On suppose qu’'une onde harmonique unidimensionnelle (onde P ou onde S) se propage
de €y vers {25 comme illustré sur la Figure 2.3. Compte tenu du le constraste entre les
deux domaines au niveau des propriétés mécaniques, on doit s’attendre a des réflexions
a l'interface x = 0. Le but est de chercher 'expression de cette onde réfléchie pour les
deux types d’ondes : harmonique et non harmonique.
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Incident wave
Transmitted wave

N
1 \ Reflected wave

= *
/N

Interface x=0
Subdomain Q1 Subdomain Q2

FIGURE 2.3 — Propagation d’onde dans deux milieux séparé par une interface & x = 0

Ondes harmoniques

Notons u; I'onde incidente, us 'onde transmise et ug 'onde réfléchie. En gardant
les mémes expressions de a et b dans la relation (2.19), on peut écrire les déplacements
sous la forme :

Ui(z,t) = A expliwg (t — %)) (2.29)
U =T ex 7_%596 exp(i(w Wt
Up(z,t) =T 10(v2 m) p(i(wo t " m)) (2.30)
Un(z,t) = R expliwo (t + %)) (2.31)

ou V; {i =1,2} la vitesse de phase égale a ,/% pour les ondes P et ‘;— pour les

7
ondes S.
En considérant les conditions de continuité a l'interface (continuité des déplacements
et des contraintes), on a :

Ua(w = 0,t) = Wy (z = 0,2) + gz = 0,1) (2.32)
Ko Oylia(x = 0,1) = k1 (Duly + Dyig) (2 = 0,1) (2.33)

avec k1 égale a Ay 4+ 2p1 pour les ondes P ou 2p; pour les ondes S alors que ko égale
a (14 4&)(Ag + 2u2) pour les ondes P ou 2(1 + i) us pour les ondes S.
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On se focalise sur les ondes réfléchies générées a l'interface. En utilisant les ex-
pressions (2.29) a (2.31) et les relations précédentes, on obtient le systéme d’équations
suivant :

A+R=T (2.34)
p2Vo/ 1+ 82T = p)ViA — ;iR (2.35)

Le coefficient de réflexion est donné par :

R _1-9y1+&

A 14411

(2.36)

Avec le paramétre v défini par :
A présent, on peut donner la condition sous laquelle I'onde réflechie (P ou S) est
nulle :

R — (2.37)

Ce qui implique :

A1 +2p1 M1
Mat2pe Vo P2 Vo (2.38)
P2 V1+E&2 P2 1+¢2

De plus, si on choisit p; = po, la condition peut s’écrire sous la forme :

— A —
>\2 - 1+1£2 Mo = 1?_22 (239)
Ey = 1_}522 Vo =1

Le résultat donné par (2.39) établit la relation qui doit lier les modules de Young
et les coefficients de Poisson des deux domaines afin d’éliminer I’onde réfléchie. Ceci
n’est possible que si la fréquence de 'onde respecte la relation qui lie les parameétres a
et b a wy dans I’équation (2.19). Dans le cas ot 'onde est non harmonique, la condition
précédente peut étre utilisée comme approximation a condition que la pulsation wy soit
remplacée par la pulsation dominante de I'onde.
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Ondes non harmoniques
Dans la suite, on considére les ondes non harmoniques. Soit une onde incidente
f(t) ou f est la fonction définie dans 2.2.1. On

uy(z,t) satisfaisant a uy(x = 0,1)
peut écrire u(x,t) sous la forme :
wt— 2 1))

uy(z,t) ex
iy ( o / f p(i( Vi
On note uy(x,t) 'onde transmise et ug I'onde réfléchie. En tenant compte des condi-

(2.40)

tions de continuité a l'interface, on peut montrer que

N | oplerylre g2
uR(x,t):%/leLy\/1+£2_Zf(%_§0 f(w) exp(i (wt—l—le))dw (2.41)
(2.42)

2 F(w) expli(w t — k(w) 2)) dw

~ 1
1) = —
ug(x,t) 27T/H§1+7\/1+€2_i€(%_§0)

En effet, on suppose que 'onde transmise et ’onde réfléchie ont les expres-

Preuve :
sions suivantes :

o (2, 1) — %/RT( ) exp (i (i — k(w) 7)) dw (2.43)

() = o /R R(w )exp( (wt+71x)) du (2.44)

En utilisant la continuité des déplacements et des contraintes & l'interface on obtient

le systéme d’équations suivant
’LLQ(LU =0 t) = Ul(

Ko Optis(x = 0,t) =

0,t) + ur(z = 0,t)
k1 (Opuy + O,uR) (v = 0,1) (2.46)
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avec k1 égale a A\ 4+ 2p1 pour les ondes P ou 2y pour les ondes S alors que ko égale
a <1 + zf%) (A2 + 2u2) pour les ondes P ou 2 (1 + z{%) o pour les ondes S.

Finalement, on obtient le systéme d’équations ci-dessous qui conduit aux solutions
2.41 et 2.42 :

~

fW+Rw) =T (w) (2.47)

w Wy

pm\/ 142 — it (@ = i)ﬂw) = pVif (W) = ViR (w) (2.48)

Fin de la preuve

_ 2 e (90 _w
114 Z,f(: o) | obtenue dans ’équation (2.41) peut étre
Ly \[14€2-0 € (30— 2)

interprétée comme le coefficient de réflexion correspondant au mode w. Remarquant
que si la condition (2.37) est adoptée et si la plage de fréquences de 'onde incidente
est localisée autour de fo = 52 (Figure 2.4), alors 'onde traversera l'interface avec un
minimum de réflexions. Les paramétres de la couche absorbante donnés dans 1’équa-
tion (2.41) doivent alors coincider avec la fréquence dominante f; de 'onde incidente.
L’expression ci-dessus (2.41) sera utilisée comme un résultat de référence pour la com-
paraison avec les résultats numeériques obtenus par la méthode des éléments finis.

L’expression | R |=|

—&=01
o8] —&=05|
€=1.0 |

Reflection Coefficient
o o o o
w IS IS o

o
N

0.1f

T I I
15 2 25 3
fify

FIGURE 2.4 — Coefficient de réflexion pour une onde a incidence normale en utilisant
différentes valeurs de &
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2.2.3 Stratégie multi-couches
Ondes harmoniques avec une incidence normale

On considére un milieu infini composé de deux milieux de Rayleigh avec des carac-
téristiques mécanique différentes (Figure 2.5) et une onde harmonique se propageant
d’un milieu vers 'autre avec une incidence normale et une fréquence fy. En écrivant les
conditions de continuité des déplacements et des contraintes a l'interface, la condition
d’élimination de ’onde réfléchie est donnée par :

Por Swave

7

V¥ ¥

Layerl Layer?2

51 Eyn 52 Es vy

FIGURE 2.5 — Probléme d’interface entre deux milieux différents de Rayleigh avec une
incidence normale

BN 1462

w7 = e

WONC (2.49)
1 2

s = py

Eél), Eéz), I/él) and V§2) étant les modules de Young et les coefficients de Poisson
de chaque milieu. On rappelle que les paramétres a et b sont toujours controlés par

I'équation (2.19).
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7 1+ 1 1+ 2 1+ 3
&i it1 ivo §ivs

FIGURE 2.6 — Probléme de propagation d’onde dans la partie multi-couches en 2D

Maintenant on considére une série de N couches absorbantes avec différents facteurs
d’amortissements &;, 1 <1i < N (Figure 2.6). On note Eéi) le module de Young et I/éi) le
coefficient de Poisson de chaque couche (7). En supposant une méme densité de masse
pour chaque couche, on a les conditions suivantes :

( E(i—l—l)_ 1+¢£2 (4)

2 T,
1 _ 1
S T mah 2.50
A = (2.50)
Pg) =P
. Siv1 — & = Qg

ol a un nombre positif, représentant le pas entre deux facteurs d’amortissement
successifs.

Afin d’éviter d’importants retours d’ondes a l'interface séparant le milieu d’étude
du milieu dissipatif, le premier facteur d’amortissement &; doit étre suffisament faible,
de méme que le pas a¢. On définit e; 'épaisseur de chaque couche et e I'épaisseur totale
rassemblant toutes les couches absorbantes. De facon similaire, on note ¢; le décrement
logarithmique de chaque couche et 0 le décrément logarithmique total résultant de
I’ensemble des couches. On a alors les relations suivantes :
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iei = > 6=0 (2.51)

i=1 i=1
Utilisant ’équation (2.22) reliant la distance au décrément logarithmique ciblé §;,
I’épaisseur de chaque couche vérifie :

- Vz(;) 0/ 1+
_ : (2.52)

Wo

€;

Finalement, on peut écrire le systéme sous la forme :

Zz’]\il €i =€
Yl =0 (2.53)
Siv1 — & = Qg

Etant donné la contrainte sur la taille de I’élément h souvent choisie comme constante
dans le maillage des couches absorbantes, il est nécessaire de fixer I’épaisseur de chaque
couche en fonction de la taille de la maille. Pour simplifier, on choisit A comme étant
I'épaisseur de chaque couche (1 élément par couche) et on calcule le nombre total de
couches N en utilisant le systéme (2.53) et le décrément logarithmique cible §. Le fac-
teur d’amortissement &; est, bien évidemment, constant dans la couche i et augmente
avec le parametre a¢ dans la couche suivante. Pour simplifier, on fixe le choix & = a¢
dans les applications. Ceci revient a poser : Cumaz = e N Wo, Ckmas = %—N et p=1,
ceci constituant un cas particulier de la famille des fontions adoptées dans |16].

Le systéme (2.53) peut étre étudié autrement en faisant intervenir uniquement les
variables adimensionnelles N, = 7 (nombre de couches) et N\ = % (finesse de maillage
avec A = Vgpi—g la longueur d’onde dominante ). En effet, en introduisant les variables

adimensionnelles précédentes dans le systéme (2.53), on obtient :

i - M (2.54)
Tag Ny
La Figure 2.7 illustre les différentes isovaleurs de d en fonction de V) et N, en fixant
le choix a; = 0.02. Comme le nombre N, est intimement lié au nombre de degrés de
liberté dans le domaine absorbant donc au temps de calcul, il est convenable de choisir
la valeur de IV, en fixant une valeur de 4, la plus faible possible sans trop détériorer la
solution numérique par 'effet de la dispersion numeérique.
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FIGURE 2.7 — Isovaleurs de § en fonction de Ny et N, pour az = 0.02

Ondes harmoniques avec une incidence oblique

Dans cette section, la stratégie décrite ci-dessus est considérée en étudiant une in-
cidence oblique. Comme il est décrit sur la Figure 2.8, deux types d’ondes ont été
distingués dans chaque sous couche d’indice n : ondes qui se propagent dans la direc-
tion positive par rapport a la direction de I'axe x nommées pos(n), et ondes qui se
propagent la direction négative nommées neg(n).

n—1

FIGURE 2.8 — Ondes se propageant selon les directions positive ou négative dans la n¢™®

sous couche par rapport a 'axe x
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Par analogie avec le milieu linéaire de Hooke (section 1.5.1), le champ de déplacement

sous couche gé") peut étre décomposé, selon le théoréme de Helmholtz
56|, en utilisant deux potentiels, un potentiel scalaire o{™ et un vecteur potentiel ¥\,
P2 2

comme suit :

dans la nme¢

= Vel +V A i (2.55)

On définit ¢} °s() and @/}SOS" les potentiels qui correspondent aux ondes qui se

propagent dans la direction positive et 3™ 2™ les potentiels des ondes qui se
propagent dans la direction négative. On écrit :

)= o454
"eg(" (2,9,t) = "69 ) exp (z <wt + ke + ko y))
( ( (2.56)
pos"(x,y,t):lpposnexp(z(wt— sxx—i—/{:n ))
"eg (x, y,t) = ”eg ) exp ( <wt + kW + kD ))

(kf,ﬁ), k:;(,Z)) (k:sm , k:éZ)) sont respectivement les composantes des nombres d’ondes
ESY et k™ donnés par les relations (2.27) et (2.28). On écrit alors :

(n) . 1_5%_Zf7l(w70+wi)
kp ((A)) - VLE{’L) 1 2 ﬁ .
2p +&i w2

1-&5 —i&n +
kgn)(w) = \/ s

VQ(.:L) 1+£7L _2_
En utilisant les lois de Snell, on obtient :

k(n) — ]{;gn) — k(m) = ]{;gm) Vn, m (2.58)

En considérant la propagation entre le milieu d’étude, supposé hnealre de Hooke, et
la premiére sous couche du domaine absorbant, on peut écrire : k:py , ksy € R dans le
milieu d’étude et k:l(,z), l{:g? € R dans la premiére sous couche.

Par conséquent, on déduit de la relation (2.58) que la composante k,(yz) dans chaque
sous couche est réelle et égale a k,(,g) qui correspond au domaine d’étude. De méme, la
com (n) p , s 1.(0) . )

posante kg, dans chaque sous couche est réelle égale a ks’ qui correspond également
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au domaine d’étude. Le processus d’atténuation est donc décrit par les composantes l{;,(f;).
Maintenant, on définit le parameétre ¢, constant dans chaque sous couche, par :

t = (k9)’ (2.59)

pry
Dans le milieu élastique, la paramétre ¢ peut étre exprimé comme :

t= (Vilp sin (9))2 (2.60)

ou 0 est 'angle d’incidence des ondes P dans le domaine physique. Il est évident

que t croit avec I’angle 6. De plus, on peut prouver que la partie imaginaire de kl(,g) dé-
(n)
croit avec t, par conséquent avec 6, en analysant le signe de la partie imaginaire de dli%.

En effet, on a :

2
R =\ (K7) —t (2.61)
En dérivant par rapport a t, on obtient :
Ak 1
pra — (2.62)

Comme Im( <k71(>n))2 —t) <0, il sen suit que ]m(ﬁ) > 0. On en déduit
ky") —t
que le signe de m(%%)) est négatif, indiquant que la partie imaginaire de la composante
suivant x du nombre d’onde décroit avec t, par conséquent avec 6.
En conclusion, il est suffisant de dimensionner le domaine absorbant en se basant
uniquement sur une incidence normale (Eq. (2.54)), car les ondes avec une incidence
oblique sont plus amorties.

Remarques :
Remarquons que la méthode de dimensionnement proposée ci-dessus est établie en
raisonnant pour les ondes P ou S. Dans le cas général, on garde la méme démarche de

dimensionnement pour les autres types d’ondes, notamment les ondes de surface. La
pertinence de ce choix sera démontrée numériquement.

69

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



Afin de distinguer cette approche de celle utilisée par Rajagopal et al dans [16]
sous le nom de ALID ("Absorbing Layers using Increasing Damping"), on nommera la
stratégie décrite ci-dessus ALID modifiée. On rappelle que 'une des différences entre
les deux se situe au niveau du choix des propriétés mécaniques des couches (module
de Young et coefficient de Poisson) qui restent homogénes dans le cas de la stratégie
ALID alors qu’elles changent dans le cas de la stratégie ALID modifiée en respectant
les conditions (2.50). Afin d’avoir une comparaison la plus rigoureuse possible entre les
deux méthodes, on dimensionnera dans un premier temps les couches en utilisant ALID
modifiée puis on adoptera les mémes propriétés mécaniques entre la couche amortissante
et le domaine d’étude afin d’obtenir la solutio ALID qu’on comparera avec la solution
ALID modifiée proposée dans ce travail.

2.3 Exemples numériques de validation

Dans les applications numériques qui suivent, on considére les ondes non harmo-
niques en choisissant une onde incidente de type Ricker Ric définie par :

) (E— 1) o (t —t)°
t 6
L’onde de Ricker est caractérisée par 3 parametres : la période fondamentale t,, le
parametre temporel ¢5 et 'amplitude A. On fixe les choix suivants : ¢, = 3s, t; = 3s

and A =1, comme il est illustré dans la Figure 2.9.

Ric(t, t,, t)=A@2n — 1) exp(—7 ) (2.63)

Waveform Fourier Transform
05 14

12

10

Amplitude
Amplitude

-1 0
0 2 4 6 8 10 0 1

2 3
time(s) Frequency(Hz)

4 5

FIGURE 2.9 — Onde de Ricker et sa transformée de Fourier

Le premier exemple traite le probléme de propagation d’ondes non harmoniques
dans le milieu de Rayleigh. La solution numérique obtenue par la méthode des éléments
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finis en utilisant un schéma d’intégration implicite (famille de Newmark) est comparée
aux résultats de référence (2.26) en utilisant la transformée discréte de Fourier dis-
ponible dans Matlab. Ensuite, on montrera que la condition (2.37) est une condition
approximative qui minimise les réflexions parasites a l'interface séparant le milieu élas-
tique et le milieu dissipatif. Finalement, un test 2D (test de Lamb) est proposé afin de
mettre en évidence efficacité de la stratégie multi-couches. Dans ce cas, la simulation
est menée par le couplage de deux codes différents : le code Europlexus avec un schéma
explicite pour simuler le domaine d’intérét et le code Cast3m avec un schéma implicite
pour simuler le domaine dissipatif. Le couplage entre les deux codes est assuré par un
coupleur externe (Brun et al [57]). L’intérét est de coupler deux schémas différents dans
le méme probléme.

2.3.1 Propagation d’onde en 1D dans le milieu de Rayleigh

Dans cet exemple, on considére le probléme des ondes P. La solution fournie par la
méthode des élements finis est calculée en utilisant le code Cast3m [58]. Les propriétés
du matériau sont : £ = 10M Pa, v = 0.24, p = 1700kg/m3, respectivement pour le
module de Young, le coefficient de Poisson et la densité. Un maillage uniforme composé
d’éléments rectangulaires avec des fonctions de forme linéaires est adopté comme illustré
dans la Figure 2.10. La taille de chaque élément est 5—’\0, ou la longueur d’onde est
A =V, tp = 250m. Le déplacement est imposé a l'extrémité gauche du maillage au
point x = 0 sous forme d’une onde de Ricker. La longueur totale du maillage est HA,
assez large pour éviter la superposition de 'onde incidente et de 1'onde réfléchie. Le

calcul est mené en utilisant le schéma de ’accélération moyenne.

The damping domain Q2
Point C
Imp d displa t
m
—
length : Lz

FIGURE 2.10 — Couche homogéne amortissante de longueur 5\

Le déplacement est extrait au point C situé a une distance 0.4\ du point x = 0.
Dans la Figure 2.11, on compare le déplacement obtenu par le calcul éléments finis et
la solution analytique donnée dans I’équation (2.26).

71

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



displacement ratio on C

0.5

FEM
Analytical
-——F=0

time (s)
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displacement ratio on C

0.5
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-1

FEM
Analytical
-——F=0

time (s)
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15

(a) €=0.5 (b) €=1.0

2

FIGURE 2.11 — Déplacement au point C, wy = 0

¢ =1 (a droite)

= 2.09rad/s , £ = 0.5 (& gauche),

La Figure 2.11 illustre I’évolution du déplacement normalisé (%) en fonction
du temps obtenue par les deux méthodes : EF en utilisant Cast3m et la transformée
de Fourier en utilisant Matlab. On trouve donc une bonne correspondance entre les
résultats pour les deux cas & = 0.5 and £ = 1. Un zoom sur le pic du déplacement est
montré sur la Figure 2.12.

—Cast3m
—— Matlab |
---&=0 (Matlab)

-0.05-

displaratio C

-0.1r

-0.15

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

2 25 3 35 4 45 5 55
time (s)

FIGURE 2.12 — Zoom sur le déplacement au point C dans le cas £ =1
Il est important de noter que la réponse numérique est legérement plus amortit que
la solution analytique. On peut justifier cette observation par le raisonnement suivant.

Premiérement, on compare les deux réponses en annulant I’amortissement comme il est
illustré dans la Figure 2.13.
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£=00
05

—— Cast3m
- - -exact (Matlab)

disp ratio on C
disp ratio on C

-05

time (s) time (s)

FIGURE 2.13 — La différence entre la vitesse de phase numérique et la vitesse de phase
exacte

Supposons une onde quasi harmonique se propageant avec une fréquence dominante
Jo- On observe d’aprés la Figure 2.13 que la vitesse de phase numérique V"™, en
éliminant le caractére visqueux du milieu, est inférieure & la vitesse de phase exacte
V;;“l. Si on prend en compte 'amortissement en supposant que £ est non nul, la relation
entre les décrements logarithmiques des deux cas s’écrit alors :

5real — d é- wo < d g “o = Hnum (264)

przeal \/@ - préum \/Té?
ol d est une distance constante. On déduit de la derniére relation que le décrément
numeérique 5™ est plus grand que le décrément réel 7%, d’oti la remarque mentionnée
pour la Figure 2.12.

Maintenant, si on varie le facteur d’amortissement &, le décrément logarithmique
numérique §"" = f(§) est calculé au point C puis comparé a la formule (2.22) obtenue
uniquement pour les ondes harmoniques. D’apreés la comparaison illustrée sur la Figure
2.14, on observe que la relation (2.22) correspond a une bonne approximation pour les
ondes non harmoniques ayant une fréquence dominante fj.
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= = = Harmonic waves (theoretical curve) =
Ricker wavelet (numerical curve)
2r i
15F !
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FIGURE 2.14 — Evolution du décrement logarithmique 6™ au point C comme une
fonction de £ pour 'onde de Ricker : Comparaison avec la courbe théorique obtenue
pour les ondes harmoniques (équation (2.22))

2.3.2 Propagation d’onde en 1D d’un milieu élastique vers le
milieu de Rayleigh

Afin de valider les résultats théoriques obtenus dans la section 2.2.2, on commence
par considérer le probléme illustré dans la Figure 2.15.

Point C Reflected wave

fput displacement T T T LT T T 111 | | i -

Q4 : Elastic Interface X=0 Q2 : Damped

FIGURE 2.15 — Les caractéristiques géométriques du maillage

Les caractéristiques des matériaux sont résumées dans le tableau suivant :
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sous domaine 1 sous domaine 2
domaine physique | domaine absorbant
Module de Young ( M Pa ) 10 Variable
Coefficient de Poisson 0.24 0.24
Taille de I'élément & %
Type d’élément quadrangle linéaire | quadrangle linéaire
Taille du maillage DA DA
Densité de masse (kg/m?) 1700 1700

TABLE 2.1 — Les caractéristiques mécaniques et géométriques des matériaux

On impose le déplacement au point x = —5\ sous la forme d’une onde de Ricker.
Ensuite, on extrait le déplacement au point C' situé a une distance de 0.4\ du point
x = —5A . On peut remarquer que le point C' est choisi assez loin de 'interface z = 0

afin d’éviter les superpositions entre I'onde incidente et 'onde réfléchie a I'interface.
Le module de Young du domaine absorbant (sous domaine 2), comme indiqué dans le
tableau 2.1, est choisi selon la relation (2.39) et dépend du facteur d’amortissement via
la relation (2.37) : v = 1;%2 La Figure 2.16 donne la réponse en terme de déplacement

au point C, exhibant le passage de 'onde incidente et le retour de l'onde réfléchie a
I'interface entre les deux sous domaines. Par la suite, on s’intéresse uniquement a 1’onde
réfléchie a 'interface. La Figure 2.17 compare les résultats exacts donnés par I'équation
(3.4) et les résultats obtenus par la méthode EF en utilisant un schéma implicite, et ce
pour différentes valeurs de &.
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0.6
041

0.2F

A

Reflected wave

-0.61 \
L Incident wave

-12
0

FIGURE 2.16 — Illustration de ’onde incidente et I’onde réfléchie par le déplacement du
point C

De la Figure 2.17, on peut vérifier que les deux courbes (résultats numériques et
analytiques) sont assez proches pour les différentes valeurs de €. Dans le cas £ = 0.1,
on trouve une réflexion de 1.5% inférieure aux autres cas : 5,5% pour £ = 1 et 6%
pour & = 2. Si on garde ’homogénéité des propriétés mécaniques des deux domaines,
on obtient des réfléxions de l'ordre de 2%, 20% et 40% pour £ = 0.1, £ = 1 et £ = 2,
respectivement. Ceci montre bien que la relation (2.39) reliant les paramétres des ma-
tériaux génére moins de réflexions.
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(c) £&=2
FIGURE 2.17 — Onde réfléchie au point C, wy = 2 = 2.09 rad/s

lp

Sans imposer aucune relation entre les propriétés matérielles, on étudie I'effet de la
variation du module de Young FE5 sur les réflexions. On se fixe les valeurs du coefficient
de Poisson et de la densité données dans le tabeau précédent. Pour chaque valeur de &,

on cherche numériquement la valeur du module de Young minimisant les réfléxions a
I'interface. Ensuite, on calcule la valeur du rapport Y,um = Z?—“ﬁf pour chaque valeur de

€. Sur la Figure 2.18, on trace le rapport 7,,,, minimisant les réflexions en fonction du

facteur d’amortissement. La courbe ainsi obtenue est comparée a la relation théorique :

v(&) = \/11? On peut observer sur la Figure 2.18 que les deux courbes sont assez

proches ce qui indique que la condition y(§) = \/11+? obtenue pour les ondes harmo-

niques dans le cas d’une propagation 1D est une bonne approximation pour les ondes
non harmoniques se propageant avec une fréquence dominante fj.
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FIGURE 2.18 — Valeurs de v minimisant I"amplitude de 'onde réflechie : comparaison

entre la courbe théorique obtenue pour les ondes harmoniques (7 = Zi“ﬁj = \/;?)

la courbe obtenue en considérant ’onde de Ricker

Nous terminons cette partie par une simple analyse des réflexions dues aux deux
stratégies : ALID et ALID modifiée. On garde le méme test que précédemment en
changeant & chaque fois le nombre NNy pour une valeur fixée du pas ag. On définit le
coefficient de réflexion par R,;crer = %‘“T‘, u, étant l'onde réfléchie due au contraste
entre le milieu d’étude et le milieu absorbant. Dans la Figure 2.19, on compare R,;cker
obtenue pour les deux stratégies : on constate que les réflexions augmentent avec le
parameétre V) pour les deux stratégies car 'amortissement varie plus vite spatialement.
La modification des propriétés mécaniques (ALID modifiée) améliore notablement les
résultats en minimisant davantage les réflexions parasites.
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FIGURE 2.19 — Comparaison du coefficient de réflexion entre les stratégies ALID et
ALID modifiée pour a; = 0.02 et az = 0.03

2.3.3 Test de Lamb avec couplage implicite/explicite en mono-
échelle

Le test de Lamb consiste a appliquer une charge verticale concentrée sur la surface
d’un sol supposé homogeéne semi-infini. Un détecteur est placé a une distance d = 10 m
du point de chargement dans le but d’enregistrer les déplacements verticaux et hori-
zontaux en ce point (Figure 2.20). En 1904, Lamb [59] a calculé analytiquement les
déplacements en un point quelconque de la surface du sol. La solution met en lumiére
la complexité du probléme par la présence de différents types d’ondes dans le sol :
ondes longitudinales, transversales et ondes de surface. Dans cette partie, on calcule
numeériquement la solution en utilisant la méthode de couplage GC explicite/implicite.
Deux codes éléments finis sont impliqués dans ce calcul : il s’agit du code Europlexus
(|60]) pour le domaine d’intérét basé sur un schéma d’intégration explicite et du code
Cast3m (|58]) pour le domaine absorbant basé sur un schéma implicite. Le méme pas de
temps sera adopté pour les deux domaines calculé selon la condition CFL. On précise
que l'objectif principal de cette partie est de tester 'efficacité des méthodes de dimen-
sionnement discutées dans les sections précédentes.

Remarque : Le choix du couplage explicite/implicite dans cet exemple peut étre

vu comme une introduction a ’application de la méthode GC en mono-échelle en temps
et un test du couplage Cast3m/Europlexus. Par ailleurs, ce type de couplage n’influe
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pas sur les résultats par rapport a un calcul global en explicite comme il a été démontré
dans de nombreux travaux (Combescure et al. [8], Brun et al. |61] |[57], Mahjoubi et
al. [11]). Le cas multi-échelle en temps qui nous intéresse dans ce travail sera abordé
dans le chapitre suivant.

Input: forreIA—l
Sensor

FIGURE 2.20 — Test de Lamb

La décomposition du probléme est illustrée sur la Figure 2.21. Le sous-domaine
1 modélise le sol supposé linéaire élastique avec p; = 1700 kg/m?3, E; = 10M Pa et
vy = 0.24, alors que le sous-domaine 2 modélise le milieu dissipatif de Rayleigh avec
po = 1700kg/m? et 1o = 0.24. La matrice de Rayleigh est caractérisée par les paramétres
suivants : £ = 0.1 and wy = %—Z selon 'équation (2.19). Le sol est modélisé par un
rectangle entouré d’'une couche amortissante d’épaisseur e. Une force concentrée est
appliquée au milieu de la surface définie par une onde de Ricker avec les paramétres :
A=1MN, t, =3, t; = 3. La Figure 2.22 présente le maillage utilisé dans la simulation,
le sol est modélisé par Europlexus (la symétrie du probléme est prise en compte) en
utilisant des éléments rectangulaires de taille 5—’\0 et le milieu de Rayleigh est modélisé

par Cast3m en utilisant les mémes éléments que le sous domaine 1.
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FIGURE 2.21 — Décomposition en sous domaines : domaine d’intérét et couche amortis-
sante

Load
A
Subdomain 1 : «— >
soil (Europlexus,
explicit scheme) A
= +

Domain 2: absorbing layer
(Castem implicit scheme)

v

FIGURE 2.22 — Le probléme couplé : sous domaine 1 (sol) modélisé par Europlexus et
sous domaine 2 (milieu absorbant) modélisé par Cast3m
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La couche amortissante est dimensionnée selon un décrément logarithmique cible
0 = In(10) impliquant une épaisseur e = 914 m = 3.6 A en utilisant la condition (2.22).
On note que ce décrément logarithmique est choisi selon le raisonnement suivant : on
cherche a ce que le rapport entre 'amplitude de 'onde incidente et celle de 1'onde
réfléchie, effectuant un aller-retour dans la couche absorbante, soit égale a 0.01, ce qui
correspond a § = In(10) .

Un point C, situé a 10 m du point de chargement, est choisi afin d’extraire le
déplacement vertical et le déplacement horizontal.

Dans la Figure 2.23, les déplacements au point C, obtenus en utilisant les couches
absorbantes, sont comparés aux résultats analytiques déterminés par Lamb. On observe
que les résultats sont trés proches avec de petites réflexions qui correspondent a des
erreurs de l'ordre de 4% (déplacement horizontal tracé sur les Figures 2.23 et 2.24).
On précise que l'erreur dans cet exemple est définie comme étant le rapport en valeur
absolue entre I’amplitude maximale de ’onde réfléchie et ’amplitude maximale de I'onde
incidente. Par conséquent, la méthode de dimensionnement développée dans les parties
précédentes montre son efficacité malgré la présence d’autres types d’ondes, notamment
les ondes de Rayleigh présentes dans le probléeme de Lamb.

0.06

T T T T T T T T T
Exact Exact
= = =Single layer 6r = = =Single layer ||

0.04 -

0.02

-0.02 -

Vertical displacemnt on C

-0.04 -

Vertical displacemnt on C

-0.06 -

-8t

~0.08 . . . . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 12 14 16 18 20 22 24 26
time (s) time (s)

(a) Déplacement vertical

FIGURE 2.23 — Déplacement horizontal au point C : résultats analytiques (Lamb) versus
les résultats numériques obtenus par les couches absorbantes de Rayleigh
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FIGURE 2.24 — Déplacement vertical au point C : résultats analytiques (Lamb) versus
les résultats numériques obtenus par les couches absorbantes de Rayleigh

Afin de réduire la taille du milieu dissipatif, on propose d’utiliser la stratégie ALID
modifiée détaillée dans la section 2.2.2. La Figure 2.25 décrit le maillage utilisé dans
cette simulation : le sous domaine 1 est toujours modélisé par Europlexus alors que
le sous domaine 2 (milieu absorbant) est modélisé par Cast3m subdivisé en plusieurs
couches. On garde les mémes caractéristiques mécaniques que ’exemple précédent.

L’épaisseur de chaque couche, comme il est indiqué dans le paragraphe 2.2.3, est
égale a la taille de I’élément h = 5—’\0. Le dimensionnement de la couche absorbante est
conditionné uniquement par la relation (2.54) : le pas a¢ est fixé a 2% de méme que le
premier facteur d’amortissement &;. Considérons une valeur cible de 6 = In(10) pour le
décrement logarithmique, nous obtenons un nombre total de couches N égal a 40.

Les Figures 2.26 et 2.27 comparent les déplacements au point C obtenus par la
stratégie décrite ci-dessus aux résultats de référence (les solutions de Lamb). Il est inté-
ressant de souligner la précision obtenue avec la stratégie multi-couches avec une erreur
ne dépassant pas les 1.7% par rapport & Pamplitude de 'onde incidente.
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Load

Subdomain 1 :
soil (Europlexus,

""""""""" explicit scheme)

Subdomain 2 absorbing
layers (Castem, Implicit e
scheme)

FIGURE 2.25 — Modéle EF pour le sous domaine 1 (sol) et le sous domaine 2 (multi-
couches)

Les évolutions des énergies interne et cinétique sont également illustrées dans la
Figure 2.28, en les comparant au cas ou l'amortissement dans la couche absorbante est
nul. On peut noter, sur la Figure 2.28, la bonne qualité de la dissipation du milieu avec
de faibles retours d’énergie de l'ordre de 0.01%. La Figure 2.29 illustre une comparaison
des isovaleurs de déplacements pour la partie sol (sous domaine 1), obtenues, d’une
part, pour un maillage assez large pour ne pas étre perturbé par les ondes réfléchies
aux frontiéres de ce maillage étendu, et d’autre part, en utilisant la stratégie ALID
modifiée. On observe également une bonne correspondance entre les isovaleurs avec des
retours d’énergie trés faibles (non observables avec 1’échelle choisie pour les isovaleurs
de déplacement) dans le cas des multi-couches. Comme la taille du milieu absorbant
est réduit de 3.6\ & 0.8\, lefficacité de la stratégie multi couches est démontrée.
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FIGURE 2.27 — Déplacement vertical au point C
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FIGURE 2.28 — Energies cinétique et potentielle calculées en utilisant la stratégie ALID

modifiée
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(a) Maillage large : t=>bs (b) ALID modifié : t=>5s

(¢) Maillage large : t=8s (d) ALID modifié : t=8s

(e) Maillage large : t=12s (f) ALID modifié : t=12s

(g) Maillage large : t=25s (h) ALID modifié : t=25s

FIGURE 2.29 — Comparaison des isovaleurs de déplacement obtenues pour plusieurs
instants, d’une part, par un maillage assez large, et d’autre part, en utilisant la stratégie
ALID modifiée
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2.4 Bilan

Dans ce chapitre, on a présenté 'amortissement de Rayleigh selon une formulation
forte en faisant le lien avec le modéle viscoélastique de Kelvin-Voigt. Ce pont a permis
d’étudier plus rigoureusement le processus de propagation d’onde, d’une part, dans un
milieu visqueux caractérisé par une matrice de Rayleigh, et d’autre part, dans un milieu
couplant un domaine d’étude linéaire de Hooke et un domaine visqueux caractérisé par
la matrice de Rayleigh. Il en ressort qu’on peut modifier les paramétres du domaine ab-
sorbant selon des conditions afin d’éliminer les ondes parasites pour une onde incidente
harmonique ou de les minimiser dans le cas non harmonique.

On a également présenté la stratégie des multicouches qu’on a nommé ALID modi-
fiée, c’est-a-dire une version modifiée de la stratégie ALID. Notre stratégie repose sur
une méthode de dimensionnement plus simple, basée sur la notion de décrément loga-
rithmique en raisonnant sur une onde harmonique d’incidence normale. Il en ressort
que I’épaisseur du domaine absorbant dépend uniquement de la finesse du maillage (le
nombre d’élements par longueur d’onde), du décrément logarithmique cible et du pas a
définissant la variation de 'amortissement dans les couches.

Finalement, on a validé, par des tests numériques, certains résultats analytiques en
faisant des comparaisons avec des résultats obtenus par le calcul éléments finis. On a
constaté, en outre, que I’hétérogénité des propriétés mécaniques dans le milieu absor-
bant diminue les réflexions parasites par rapport a la stratégie ALID classique.

La méthode GC multi échelle en temps, introduite dans le cas du test de Lamb 2D
en utilisant le cas particulier du mono échelle en temps, est 'objectif du chapitre suivant
en appliquant des ratios m supérieurs a 1. Puisque le domaine absorbant est considéré
comme un domaine hors la zone d’étude, il est intéréssant d’évaluer le potentiel des
méthodes de couplage des schémas temporels par rapport aux calculs classiques ou le
domaine absorbant est intégré par un pas de temps conditionné par le milieu d’étude.
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Chapitre 3

Amortissement de Rayleigh et le
multi-échelle en temps par la méthode

GC

Algorithms are human artifacts.
They belong to the world of memory and meaning, desire and design.

David Berlinski

Ce chapitre sera consacré a l’analyse des erreurs, due a ’application du multi-échelle
en temps par la méthode GC, en étudiant des cas tests 1D et 2D. Plus précisement, on
étudiera 'effet de la variation du ratio des pas de temps m et de la finesse du maillage,
ou le nombre d’éléments par longueur d’onde, sur la précision des résultats en faisant
des comparaisons avec des résultats de référence. Une comparaison du temps de calcul
(temps CPU) en fonction de m sera également condute afin d’estimer le gain réalisé par
rapport a un calcul classique ou le probleme global est intégré avec un schéma explicite.

3.1 Amortissement de Rayleigh et méthode de cou-
plage GC : Cas 1D

Dans cette section, on considére le probléme de propagation d’une onde de longueur
A dans une barre divisée en deux sous domaines : 'un est linéaire et 'autre est amortis-
sant par la matrice de Rayleigh afin de représenter les conditions de radiation des ondes
a l'infini. L’objectif ici est d’étudier les erreurs dues a 'application de I'hétérogénité des
pas de temps lorsqu’on adopte un schéma de différence centrée pour le domaine linéaire
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et un schéma de I’accélération moyenne pour le domaine absorbant. Nous commencons
dans un premier temps par étudier le cas ou ’amortissement est homogéne dans la
barre puis on analysera le cas ou la stratégie ALID modifiée est appliquée a la barre
amortissante.

V) Lb (V) LT (N
< (/v [ L4
e & —— —— —— —— ————0——0—o—00—o—0—o0—0o0—0

Domainl : Linear medium Domain2 : Rayleigh medium

FIGURE 3.1 — Maillage par les éléments de type barre couplant un milieu linéaire et un
milieu de Rayleigh

La Figure 3.1 décrit les caractéristiques géométriques du probléme. La barre linéaire
(domaine 1) a une longueur L, = 100h (h la taille de I’élément) de méme que celle de
la barre amortissante L,. Les éléments de maillage sont des éléments barres avec des
fonctions de forme linéaires dont la taille vérifie % = N pour les deux domaines, N est
choisi suffisamment grand pour diminuer les effets de la dispersion numérique (> 20).
L’onde imposée a 'extrémité de la barre linéaire est de type de Ricker de second ordre
avec t, variable et A = 0.01. Les caractéristiques mécaniques de la barre linéaire sont
choisies comme suit : F4; = 1 et p; = 1, ce qui correspond a une longueur d’onde de

Vordre de Ay = ct, = % tp,. La barre amortissante est homogeéne, caractérisée par

un facteur d’amortissement & et par des propriétés mécaniques liées a celles de la barre

linéaire par la condition v = \/11? Finalement, on choisit un point C' au centre de la
+
barre linéaire afin de suivre le déplacement correspondant a 1’onde réfléchie.

On rappelle que le coefficient de réflexion physique est donné par :

L=y Jl+&—ig(e—2)
1+7\/1+§2—z5(%—§0)

| Ryeel |:| | (3'1)

En introduisant la discrétisation par la méthode GC, on supposera que le coefficient
de réflexion numérique s’écrit :

Rnum = f(>\7 )‘07 57 h’v dtv Elv P1, m) (32)
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Ce qui revient a écrire en utilisant une analyse adimensionnelle ou le théoréme de
Vaschy-Buckingham [62] :

A A cdt ) (3.3)

Rnum: YN 210 1
f(f N

On suppose que les barres sont assez longues et n’influencent pas le coefficient de
réflexion. Comme 'onde de Ricker est non harmonique, on adoptera encore une fois le
maxi|ur|

coefficient de réflexion défini auparavant par Ryicker = — 4 — . U, désigne le déplacement
de 'onde réfléchie a Iinterface qui, on le rappelle, a 'expression suivante :

up(x,t) =

| /“W“f“if(%‘fﬁ A

. w
2 R1+7\/1+§2_i§(%_w%> fw) exp(z(wt+le))dw (3.4)

Comme le domaine fréquentiel d'une onde de Ricker est localis¢ autour d’une fré-
quence dominante, I’idée, dans la suite, est d’exploiter cette onde afin d’analyser I’évolu-
tion de R, pour une onde harmonique de longueur A\ et d’en déduire des conclusions
relatives a l'effet de certains paramétres sur I’évolution des erreurs, notamment les pa-
rametres ’\—}f et m.

On définit N, = % et on se fixe cht = 1 (pas de temps critique). Dans la Figure 3.2,
on compare les valeurs du coefficient de réflexion R,icker ("Physica") et les valeurs du
méme coefficient obtenu numériquement par deux méthodes différentes : calcul complet
en explicite ("Full explicit") et calcul par la méthode GC en faisant varier le ratio m.
Premiérement, on constate que le décalage entre les résultats obtenus par le calcul en
explicite complet et les résultats de référence (R,icker) est trés faible pour les différentes
valeurs de N,. Cependant, une fois qu’on applique la stratégie (implicite/explicite)
décrite ci-dessus, la performance du couplage devient sensible a la valeur de N : on
constate de grands écarts pour N, = 25 par rapport a Ny, = 100. Cette remarque
est illustrée sur la Figure 3.3, les réflexions a l'interface deviennent plus importantes
lorsqu’on diminue la valeur de Ny, méme pour le cas de & = 0 ou les réflexions physiques
sont nulles.
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FIGURE 3.3 — Evolution du coefficient de réflexion en fonction de N, en fixant la valeur
de &

Appliquons maintenant la méme étude précédente a la stratégie ALID modifiée.
Dans la Figure 3.4, on trace I’évolution du coefficient de réflexion en fonction de N
pour différentes valeurs du pas a¢. On constate, de méme que lors du cas précédent,
que l’écart devient plus important lorsque le nombre N, diminue. Cependant, si on
augmente Ny, la réflexion physique augmente comme il a été noté précédemment sur
la Figure 2.19. Il est alors conseillé dans ce cas de choisir des valeurs intermédiaires
de N, (entre 50 et 60 dans nos tests numériques) pour de faibles valeurs de a¢ ou
éviter de manipuler de grands ratios m. Si on substitue les éléments barres par des
éléments quadrangles (2D) a interpolation linéaire, la Figure 3.5 montre, en faisant une
comparaison avec la Figure 3.4, que la sensibilité s’atténue considérablement pour les
faibles valeurs de N, ce qui permet d’utiliser de grands ratios m.

Nous terminons cette partie par une comparaison des temps de calcul entre le calcul
complet en explicite et le calcul par la méthode GC dans le cas d’une simulation avec
des éléments barres. On définit Rt,, comme étant le rapport entre le temps de calcul
en explicite et le temps de calcul en adoptant la méthode de couplage avec le ratio
m. Le Tableau 3.1 résume les valeurs de Rt,, pour différentes valeurs de m allant de
1 a 5 obtenues pour Ny = 50 et a = 0.01. Nous constatons que le calcul avec m = 1
consomme relativement le méme temps de calcul qu’un temps en explicite alors que les
cas m = b et m = 10 consomment respectivement 2.7 et 3.3 fois moins qu'un calcul
complet en explicite.
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| |m=1[m=5]m=10|
| Rt,, | 091 | 27 | 33 |

TABLE 3.1 — Valeurs de Rt,, (rapport entre le temps de calcul en explicite et le temps
de calcul pour un calcul explicite/implicite) en fonction du ratio m (rapport entre les
pas de temps)

3.2 Amortissement de Rayleigh et méthode de cou-
plage GC : Exemples 2D

3.2.1 Test de Lamb 2D

Dans cet exemple, on considére a nouveau le test de Lamb décrit dans la section 2.3.3.
Le but est d’analyser l'effet de la variation du ratio m lorsqu’on adopte un couplage
Explicite/Implicite en utilisant la stratégie multi-couches (ALID ou ALID modifiée).
Le sol jouera donc le role du sous domaine 1 et les couches absorbantes celui du sous
domaine 2.

Load
sublayers
l C Implicit scheme
[ ]
Soil

Explicit scheme

FIGURE 3.6 — Test de Lamb : Modélisation par les multicouches (ALID modifié¢)
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Les caractéristiques géométriques sont illustrées sur la Figure 3.6 (on tient en compte
de la symétrie du probléme). Le sol est élastique linéaire isotrope caractérisé par le mo-
dule de Young E = 2.5, le coefficient de Poisson v = 0.25 et la densité p = 1. Les
caractéristiques mécaniques des couches absorbantes données par le systéme (2.53) en
adoptant un pas a¢ = 0.02. Le chargement suit une onde de Ricker caractérisée par :
A=0.1,t,=3ett, =3, ce qui correspond a une onde P de longueur A = 5. Le sol, de
taille de 0.8\, est discrétisé en éléments quadrangles a interpolation linéaire. L’épaisseur
du milieu absorbant est déterminée a partir du décrément logarithmique fixé a (n(10),
ce qui correspond, en choisissant une taille d’élément h telle que h = 5—’\0, a N, = 40
d’aprés 'équation (2.54). Enfin, un point C' est choisi & une distance de 2 du point de
chargement afin de capturer les déplacements vertical et horizontal.

Avant d’aborder I'étude des erreurs dues a la méthode de couplage GC, on analyse
dans un premier temps ’erreur due au modéle lui méme, a savoir la stratégie multi-

couches (ALID ou ALID modifiée). Pour cela, on définit I'erreur pour une grandeur
||Eray_Eref||L2([07T])

E due au modéle par err = ou E,qy est la valeur de E calculée en

1Eresll2g0.7y)
utilisant les couches amortissantes de Rayleigh et E,..¢ est la valeur de £ en utilisant

un maillage suffisament étendu (résultats de référence). Dans les deux cas, le calcul est
mené avec un schéma de différence centrée. Dans les Figures 3.7 et 3.8, on compare les
déplacements en C et les énergies du sous domaine sol, obtenus en utilisant les diffé-
rentes approches (ALID et ALID modifiée) avec les résultats de référence obtenus avec
un maillage assez large. La quantification des erreurs montre que la méthode ALID
modifiée améliore les résultats en réduisant 'erreur de 10% a 5% pour le déplacement
horizontal et de 11% a 6% pour le déplacement vertical. Les erreurs sur les énergies
sont également réduites de 0.25% a 0.14% pour I’énergie cinétique et de 0.21% a 0.14%
pour I'énergie interne.

96

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



Reference (extended mesh) Reference (extended mesh)
= = = Modified ALID (Full explicit) = Modified ALID (Full explicit)
0.01- (0 ALID (Full explicit) i 0.01 " ALID_(Full explicit) I
= -
2 5
g " - § -
T 0 - = E 0 e
2 aQ
= @
E >
5 g
T -0.01} 1 -0.01 1
~0.02 . . . ~0.02 . . .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
time (s) time (s)
(a) Horizontal displacement (b) Vertical displacement

FIGURE 3.7 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par ALID, ALID mo-
difiée et un maillage suffisament étendu (Test de Lamb)
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FIGURE 3.8 — Comparaison des énergies en C dans le cas du test de Lamb

Les résultats du calcul obtenus par la méthode de couplage GC selon différentes
valeurs de m sont comparés & ceux obtenus uniquement par un schéma explicite. A
premiére vue, les résultats du calcul par la méthode GC sont conformes aux résultats
de référence (calcul explicite) que ce soit au niveau des déplacements au point C' (Figure
3.9) qu’au niveau des énergies cinétiques et potentielles (Figure 3.10).
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FIGURE 3.10 — Comparaison des énergies en C dans le cas du test de Lamb obtenus
pour différents ratio m

L’évaluation de l'erreur d’une grandeur E due au couplage Implicite/Explicite est
(m)

IE p—Ererlip2 N
Iﬁ - f|7|"€’; L2 op E}% est la valeur de E obtenue par le couplage
resllL2o.m)

Implicite/Explicite avec le ratio m, E,.; est la valeur de E obtenue par un calcul en

définie par err =
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explicite et T est 'instant final. Le Tableau 3.2 résume les erreurs pour différentes
grandeurs (déplacements en C' et énergies) en fonction de m. On constate que l'erreur
introduite par la méthode GC reste globalement faible méme avec un ratio atteignant
m = 20, et ceci malgré la dissipation numérique due au couplage.

Energie Energie | Déplacement | Déplacement
cinétique | potentielle | horizontal vertical
m=1 | 0.003% 0.003% 0.02% 0.02%
m = 10 0.2% 0.1% 1% 1%
m = 20 0.7% 0.3% 3.8% 3.6%

TABLE 3.2 — Erreurs en énergie et déplacement en fonction de m dans le cas du test de
Lamb en utilisant la stratégie ALID modifiée

3.2.2 Fondation rigide sur un sol homogéne

Dans cette section, on considére le probléme de chargement d’une fondation rigide
(module trés élevé par rapport a celui du sol) posée sur un sol semi-infini homogéne
(Figure 3.11). L’étude sera identique a celle menée dans I’exemple précédent sauf que
la fondation rigide jouera ici le role du sous domaine 3 qu’on intégre avec un schéma
implicite. L’intérét de la méthode GC dans cet exemple, outre la possiblité d’inclure la
matrice de rigidité dans la matrice d’amortissement totale, est I'intégration du probléme
avec le pas temps calculé a partir des propriétés du sol au lieu de celles de la fondation
beaucoup plus rigide.

99

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



Load sublayers
- C Implicit scheme
IEITTI R

scheme

Soil

Eaxplicit scheme

conform Mesh
next to the strip

FIGURE 3.11 — Modélisation du chargement d’une fondation rigide en utilisant la stra-
tégie ALID modifiée

On garde les mémes propriétés mécaniques et géométriques du sol et des couches
amortissantes que pour l'exemple précédent. La fondation de largeur 0.5 a un module
de Young 100 fois plus important que celui du sol et subit un chargement vertical uni-
forme suivant I’onde de Ricker. Le dimensionnement des couches absorbantes obéit au
systéme (2.50) en gardant wy égale a la pulsation dominante de 'onde de Ricker, ce qui
laisse inchangé le nombre de couches N.. La comparaison des résultats sera au niveau
des mémes quantités que I’exemple précédent. L’énergie ici est calculée pour le systéme
sol+fondation.

La Figure 3.12 illustre une comparaison des déplacements en C tracés, d’une part,
avec un maillage assez large, et d’autre part, en adoptant les méthodes ALID et ALID
modifiée. On constate encore une fois que la modification des propriétés mécaniques
améliorent les résultats en réduisant 'erreur de 12% (ALID) a 5% (ALID modifiée)
dans le cas du déplacement horizontal et de 8% (ALID) a 5% (ALID modifiée) dans
le cas du déplacement vertical. Les erreurs par rapport aux énergies sont également
réduites de 0.4% a 0.3% (Figure 3.13).
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FIGURE 3.12 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par ALID, ALID mo-
difiée et un maillage suffisament étendu dans le cas d’une fondation sur un sol homogéne
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FIGURE 3.13 — Comparaison des énergies cinétique et potentielle obtenues par ALID,
ALID modifiée et un maillage suffisament étendu dans le cas d’une fondation sur un
sol homogeéne

Selon la décomposition des sous domaines décrite ci-dessus et le choix des propriétés
mécaniques de chaque partie du probléme, le couplage Implicite/Explicite permettra,
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dans ce cas, d’utiliser un pas de temps dans la structure égal a au moins 10 fois le pas
de temps d’un calcul complet en explicite. Le gain devrait étre a prior: conséquent.
Les Figures 3.14 et 3.15 illustrent la comparaison des quantités (déplacements en C et
énergies) obtenues pour différentes valeurs de m allant de 1 & 10 par rapport a celles
obtenues par un calcul complet en explicite. Une description qualitative de la Figure
3.15 montre un faible décalage entre les énergies qui est visible pour le cas m = 10, alors
que les déplacements demeurent en bon accord (Figure 3.14). Le Tableau 3.3 résume
les erreurs calculées pour les déplacements et les énergies selon la relation décrite dans
la section 3.2.1. Celles-ci restent, malgré la dissipation numérique, de ’ordre de 6% au
maximun au niveau des énergies et de 3.6% au maximum au niveau des déplacements.

Par ailleurs, on a constaté un gain considérable en temps de calcul qui est de ’ordre
de fois moins qu'un calcul global en explicite pour m = 1, m = 5 et m = 10. Ce qui
permet de conclure que la méthode de couplage adoptée dans ce travail peut constituer
une alternative potentielle pour ce type de simulations sans trop détériorer les résultats.
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= = = Modified ALID (m=1) ] = = = Modified ALID (m=1)
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FIGURE 3.14 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par ALID, ALID
modifiée et un maillage suffisament étendu pour différentes valeurs de m

102

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



e
©
e
©

ADIL modified (Full explicit)
= = = ADIL modified (m=1)

****** ADIL modified (m=5)

ADIL modified (m=10)

Modified ALID (Full explicit)
- = = Modified ALID (m=1)

****** Modified ALID (m=5)
Modified ALID (m=10)

g
)
T
g
)

=

I
T

=

>
T

In
N
T
In
N

[N
T

[N
T

o
©

Internal energy
I
o<}

Kinetic energy

o
)
o
o

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

time (s) time (s)
(a) Energie potentielle (b) Energie cinétique

FIGURE 3.15 — Comparaison des énergies cinétiques et potentielles obtenues pour dif-
férents ratios m

Energie Energie | Déplacement | Déplacement
cinétique | potentielle | horizontal vertical
m=1 0.1% 0.5% 0.7% 0.9%
m=>5 2% 2% 1.7% 1.2%
m = 10 6% 6% 3.6% 2.8%

TABLE 3.3 — Erreurs correspondantes aux énergies et aux déplacements, en fonction de
m, dans le cas du test de chargement d’une fondation sur un sol homogéne semi infini
en utilisant la stratégie ALID modifiée

3.2.3 Fondation rigide sur un sol stratifié

Dans cette section, on reprend ’exemple précédent en modifiant la structure du sol
supportant la fondation. On substitue uniquement le sol homogeéne par un sol stratifié
composé d’une couche d’épaisseur h = 2 sur un sol plus rigide semi infini (Figure 3.16).
Cette différence de rigidité entrainera une série de réflexions a l'interface entre les sols
et des interférences entre les ondes dans la couche de surface et par conséquent une
propagation dispersive similaire & une propagation d’ondes guidées.

Les propriétés mécaniques de la couche de surface (Ep,v;) sont égales a celles du
sol homogéne dans les exemples précédents alors que celles du substratum vérifient les
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relations suivantes : Fo= 5 Ep et vy = 1, le rendant ainsi plus rigide. Les propriétés
mécaniques et géométriques de la fondation restent également inchangées. Le dimen-
sionnement du domaine absorbant reposera sur I’hypothése que wy coincide avec la
pulsation dominante de I'onde de Ricker et que N, = 50, ce qui laisse inchangé le
nombre N, = 40. Les propriétés mécaniques des couches absorbantes doivent, en outre,
respecter la transition entre le sol et le domaine absorbant. Lors de I'application du
couplage Implicite/Explicite, le sol stratifié jouera toujours le role du sous domaine 1
intégré avec un schéma explicite, les couches absorbantes celui du sous domaine 2 in-
tégré avec un schéma implicite et enfin la fondation celui du sous domaine 3 intégré
également avec un schéma implicite.

Avant d’aborder I'étude des erreurs dues au couplage Implicite/Explicite, nous ana-
lysons dans un premier temps 'erreur due aux méthodes : ALID et ALID modifiée.
La Figure 3.17 illustre une comparaison des déplacements en C tracés, d'une part,
avec un maillage suffisament étendu, et d’autre part, en adoptant les modéles ALID
et ALID modifiée. La modification des propriétés mécaniques selon la stratégie ALID
modifiée améliorent encore une fois les résultats en réduisant 'erreur de 6% (ALID) a
5% (ALID modifiée) dans le cas du déplacement horizontal et de 14% (ALID) a 8%
(ALID modifiée) dans le cas du déplacement vertical. Les erreurs par rapport aux éner-
gies (sol+fondation) sont également réduites de 3% a 1.5% (Figure 3.18).
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FIGURE 3.16 — Test de chargement d’une fondation sur un sol stratifié
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FIGURE 3.17 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par ALID, ALID
modifiée et un maillage suffisament étendu
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FIGURE 3.18 — Comparaison des énergies cinétique et potentielle obtenues par ALID,
ALID modifiée et un maillage assez large

Les Figures 3.19 et 3.20 illustrent la comparaison des quantités (déplacements en C
et énergies) obtenues pour différentes valeurs de m allant de 1 & 10 par rapport a celles
obtenues par un calcul global en explicite. Premiérement, une comparaison qualitative
montre des décalages trés faibles par rapport a exemple précédent (Figure 3.14 et
Figure 3.15). Le Tableau 3.4 résume les erreurs calculées pour les déplacements et les
énergies selon la relation décrite dans la section 3.2.1. Celles-ci restent faibles, malgré
la dissipation numérique, de l'ordre de 1.4% au maximun au niveau des énergies et de
0.8% au maximum au niveau des déplacements.

106

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



0.01

Horizontal displacement C

-0.01

Modified ALID (Full explicit)
= = = Modified ALID (m=1)
““““ Modified ALID (m=5)
== Modified ALID (m=10)
n

-0.02 I I I N N

0 2 4 6 8 10 12
time (s)

(a) déplacement horizontal

14

Vertical displacement

0.01

-0.01

-0.02

Modified ALID(Full explicit)
= = = Modified ALID(m=1)
““““ Modified ALID (m=5)

== Modified ALID (m=10)

2 4 6 8 10 12 14
time (s)

(b) déplacement vertical

FIGURE 3.19 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus pour différentes valeurs

de m
x10°
1.8 T T T
Modified ALID (Full explicit)
16F = = = Modified ALID (m=1) i
******* Modified ALID (m=5)

14} — = Modified ALID (m=10)

1.2F 1
>
2
2o 1
0
©
£ 08 4
Q
=

0.6 1

0.4r 1

0.2 1

0 . .
0 5 10 15
time (s)

(a) Energie potentielle

FIGURE 3.20 — Comparaison des énergies cinétiques

rents ratio m

20

107

Kinetic energy
I o I I I P P
»~ (2] (o<} = N S o oo

o
N

o

x 10
Modified ALID (Full explicit)
L = = = Modified ALID (m=1) i
******* Modified ALID (m=5)
L = = Modified ALID (m=10) |
. .
0 5 10 15 20
time (s)

(b) Energie cinétique

et potentielles obtenus pour diffé-

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf

© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



Energie Energie | Déplacement | Déplacement
cinétique | potentielle | horizontal vertical
m=1 0.05% 0.05% 0.1% 0.1%
m=> 0.6% 0.6% 0.3% 0.2%
m = 10 1.4% 1.4% 0.8% 0.5%

TABLE 3.4 — Erreurs correspondantes aux énergies et aux déplacements, en fonction de
m, dans le cas du test de chargement d’une fondation sur un sol stratifié en utilisant la
stratégie ALID modifiée

3.3 Bilan

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a l’analyse des erreurs générées par ’applica-
tion de la méthode GC, qui se manifestent par des retours d’ondes parasites vers le
domaine d’étude. En premier lieu, on a étudié le cas de propagation d’ondes en 1D
en intégrant le domaine d’étude avec un schéma explicite et le domaine absorbant par
I'introduction de ’amortissement de Rayleigh avec un schéma implicite. On a conclu
que les réflexions parasites deviennent de plus en plus importantes lorsque le nombre
N,, définissant la finesse du maillage, diminue et que cette sensibilité dépend du type
d’élément de maillage. En revanche, le gain réalisé pour le temps de calcul devient plus
intéressant en comparaison avec un calcul complet en explicite.

On s’est intéressé également aux exemples 2D en utilisant un domaine absorbant
dimensionné selon les régles de la stratégie ALID modifiée. En premier lieu, on constaté
que la technique de dimensionnement proposée dans ce travail générent moins d’erreurs
en comparison avec la méthode classique qui adopte I’homogénéité des propriétés méca-
nique. Ensuite, on a montré, en augmentant progressivement le ratio m, que le couplage
Explicite/Implicite reproduit, avec un faible écart, les mémes résultats qu’un calcul en
explicite avec un ratio m allant jusqu’a 10. Finalement, on a montré que le gain en
termes de temps de calcul réalisé par rapport a un calcul de référence en explicite est
notable, avec des erreurs numeériques additionnelles restant trés modestes.
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Chapitre 4

Couches absorbantes parfaitement
adaptées et méthode de couplage GC

It doesn’t matter how beautiful your theory is,
it doesn’t matter how smart you are.
If it doesn’t agree with experiment, it’s wrong.

Richard P. Feynman

Nous étudions dans ce chapitre, de fagon similaire au précédent, ’erreur due a ’ap-
plication de la méthode GC en remplagant les couches absorbantes de Rayleigh par une
couche absorbante parfaitement adaptée (PML ou "Perfectly Matched Layers"). Cette
partie sera précédée par une étude de stabilité des schémas temporels en considérant
une PML dans le cas 1D.

4.1 Stabilité dans le cas 1D

Dans le cas d'un probléme de propagation d’ondes unidimensionnel, on suppose que
le champ du déplacement s’écrit sous la forme u = u;(z1)e;. L'amortissement dans la
direction z; est activé alors qu’il est désactivé dans I'autre direction. Le probléme défini
dans le systéme (1.100) devient :

0 . )
—8x1<<1+ﬁ)0”> = p(L+ f)uir + pes fiia
o = ken (4.1)
) ou 0
(L4 1)’ + 2¢ /L (1 + fHen + (e f7)’En = (1+ch)8—%Jr(fsffﬂ
1 oy
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Dans la suite, on étudie la stabilité de la PML dans le cas 1D en s’appuyant sur
la discrétisation temporelle détaillée dans la partie 1.5.3. Pour simplifier I'étude, les
éléments du maillage sont constitués d’éléments barres.

Vi
Un _ n , : .
On note X,, = = |avec &, = { i E?; } (en(s;) la déformation aux points de
n n\52
E,
™ _ En(gl) N . ,

Gauss ) et F,, = E.(e) | v et 8 sont les paramétres du schéma de Newmark supposés

n\52

positifs. Le lien entre X, et X,, d’aprés la discrétisation de Basu, est donnée par la
relation suivante :
AX,11+BX, =0 (4.2)

avec :

—ydtM~C -1 0 —ydtM=*J 0

A_ | —BAEMTIC I =M 0

A, Ay -1 0
0 0 dt 1 —1I (4.3)
I—dt(l—y)M'C 0 —dt(l—y)M'J 0 '
B dtI—di*(3-B)M'C I —dt*(3-8)M*J 0
0 0 As AE
0 0 0 I
Les sous matrices A,, A,, A. et Agr sont définies par :
i _dt dt i —% e f7(q1) Hes fP(a)
_ | @i iR Tvdie, PG _ | (Fdicfie)?  Tordie, Jr(a)?
Av = _% ! % ' A“ - —% Cs fp(Clz) %Cs fp(§21)
| (Itdtes fP(2))?  (I4dtes fP(s2))? (I+dtes fP(s2))?  (I+dtcs fP(s2))?
L : 0 7 _ (e fP(1))? 0
A — | OFdtes P Ap = (4dtcs fr(1))?
€ 0 1l E 0 _ (e fP(s2))?
i (e, P)? | R Y
4.4
-1 -1
_E

L’étude de la stabilité du schéma consiste a étudier 'argument des valeurs propres
de la matrice d’amplification. Si toutes ces valeurs sont incluses dans le cercle unité
alors le schéma est stable. En utilisant les expressions de A et B les valeurs propres
sont données par les racines du polynome suivant :

110

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



det(B + AA) = 0 (4.5)

Afin de simplifier ’étude nous supposons des fonctions constantes le long de I’élément

h. Notons les constantes adimensionnelles Q0 = dt ¢s fP(¢1) = dt ¢cs fP(s2) et Qy = %%.

alors on a :

1
1+

el S L
1-'-’}/91

det(B+ \A) = C (A — 1) (A — )2\

avec ITI(\, 7, 8,Q,2) un polynéme du degré 3 dépendant des paramétres adimen-
tionnelles.

) H()‘v v Bu Qla Q2) (46)

On remarque que la valeur absolue de la 3éme racine du polyome n’est inférieure

a1l quesiy> 22 Comme €, change de valeur le long de la PML, il est préférable

oM
) : 01—-2 1
d’avoir v > Mazq,

201~ 2"
Notre étude dans la suite sera restreinte aux schémas classiques. Si on s’intéresse

au schéma implicite de 'accélération moyenne, le polynome Il peut avoir ’expression
suivante :

o, = Lo Q)—(A—l_%)(o\—
b 1+ % 1+

aia 47
k dépend du type de la matrice de masse utilisée ( £ = 2 si les matrices sont diago-
nales ou k = 6 si les matrices sont consistantes). On peut vérifier de plus, par le critére
de Jury [63] (Annexe D), que toutes les racines de ce polyndome sont incluses dans le
cercle unité. Par conséquent le schéma implicite est inconditionellement stable.

12+ KQ2(A2 = N) (4.7)

Si on s’intéresse au schéma explicite ou de la différence centrée le polynome II prend
I’expression suivante :

1
T(A, 5,0, Q,09) = bsA® + boA” + bid + by (4.8)

avec

by = 2+ 203 + 20, + 1 + kQJ
3
by = S+ Q2+ 20, + 3 — 26030, (1.9)
bl = —Q%—F%Ql—l—g—lﬁﬁg
bp=1-—2
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En utilisant le critére de Jury encore une fois, la stabilité n’est assurée que si la
condition suivante est vérifiée :

2+0,)?
Q2 < (
2= /in

Comme €); peut prendre une valeur quelconque, il convient que le nombre 25 vérifie
I'inégalité suivante :

(4.10)

2+ 0)?
02 < Mmm% = % (4.11)
De la derniére expression, on déduit que le pas de temps critique d’une PML (1D)
est deux fois celui la discrétisation classique des équations de la dynamique en explicite.
Remarquons de plus que les résultats obtenus ci-dessus sont établis en se basant sur
I’hypothése que les fonctions d’amortissements sont constantes le long de 1’élément du
maillage. On supposera que ces résultats restent valables dans le cas général.
Dans le cas 2D, I’étude de la stabilité s’avére un peu compliquée vu le nombre des
variables qui entrent en jeu. Nous supposons que le schéma implicite est incondition-
nellement stable sauf si instabilité a pour origine le caractére méme du probléme.

Remarque importante :

Analytiquement, en annulant les fonctions d’amortissement dans la PML on re-
trouve, bien évidemment, les équations d’un milieu élastique linéaire. L’utilisation de
la discrétisation proposée pour la PML est déconseillée pour ce type de milieux car
elle introduit de 'amortissement numérique méme dans le cas des schémas classiques.
Pour le prouver, on commence par écrire le systéme discrétisé en annulant les fonctions
d’amortissement f¢ et fP. On a alors :

Un+1 + Pn+1 ': 0
' Pn_,_} =dt MTIK Upi1+ P, ) (4.12)
Ups1 = U, +~vdtU,1 + (1 —v)dt U,

avec P, = M~ [ B'o,, , K la matrice de rigidité, U, et U, les vecteurs des vitesses et
des accélérations, respectivement. Afin de simplifier I'étude, on projette les vecteurs sur

U, . ,
un mode ¢. On note X,, = [ T } , la relation entre X,, 11 et X, est donnée par :

Un
| | dt
Kot = T ey l Cdt? 1+ (7 — Ddiz? | (4.13)
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On en déduit le polynome caractéristique :

)\2_2+(7—1)Q2>\ 1

II(\) =
() 14+ ~2? 14+ ~+02

(4.14)

avec () = dtw.

On remarque, tout d’abord, que la stabilité n’est assurée que si 4+ (27 —1)Q* >0
(TII(—1) > 0 d’aprés le critére de Jury), chose qui est bien vérifi¢ si v = 3 (que le schéma,
soit implicite ou explicite). Toutefois, on peut vérifier aisément que les racines dans ce
cas sont strictement inclues dans le disque ouvert unité, a ’origine de I’amortissement
numérique. Le cas particulier v = 0 est non seulement conditionellement stable mais
les racines du polynome caractéristique sont complexes et se situent exactement sur le
cercle unité (|]\|=1).

Afin d’illustrer ces résultats, on considére un exemple simple d’une barre 1D divisée
en plusieurs éléments (éléments barres) comme représenté sur la Figure 4.1. On impose
une onde sur 1'une des deux extrémités et on enregistre a chaque instant 1’évolution
des diverses énergies (cinétique, interne et totale) pour différents types de schémas. La
Figure 4.2 illustre clairement les conclusions de cette partie : ’observation des diffé-
rentes courbes montre que le schéma (v =0 5 = 0.25) est plus fidéle au principe de la
conservation de I'énergie a la différence des deux autres schémas (différence centrée et
accélération moyenne).

Dans la suite, le couplage entre le domaine d’étude (élastique linéaire dans notre cas)
et le domaine absorbant (PML) est mis en oeuvre par 'approche duale permettant le
couplage des schémas temporels différents. Ceci nous permettra, d’une part de bénéficier
des avantages des méthodes de couplage des schémas temporels, et d’autre part, de
lever la difficulté discutée ci-dessus. En effet, le domaine d’étude sera intégré par une
discrétisation classique de la dynamique transitoire alors que le domaine absorbant sera
intégré par la discrétisation introduite dans la section 1.5.3. La démarche de couplage est
assez silimaire a celle de [8] que nous détaillons dans la section suivante. Une analyse
d’erreur, sous l'effet de couplage de deux discrétisations différentes, sera également
abordée en activant et désactivant ’amortissement dans la PML et en faisant varier les
ratios de pas de temps entre les domaines.
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FIGURE 4.1 — Modéle de propagation d’ondes dans une barre
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FIGURE 4.2 — Courbes d’énergies (cinétique E., interne E, et totale E,,) tracées pour
différents schémas temporels dans le cas ot on annule les fonctions d’amortissements
de la PML selon Basu.
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4.2 Couplage milieu physique et PML

Nous commencons par écrire le probléme de couplage entre un domaine élastique
linéaire (domaine 1) et une PML (domaine 2) & l'instant n + 1 selon ’approche duale :

— Le domaine 1 :

MlUl —|— K1U1 - Fewt,l - L{j\ (415)
— Le domaine 2 obéit a I’équation (1.118) :

M2U2 + (Cy + 6'2)U2 + (K + f}z)Uz + Py(en, B, 2p) = —ng\ (4.16)

— Condition de continuité de la vitesse imposée a l'interface :

LUy 4 LyUy, = 0 (4.17)

La procédure de couplage est similaire a celle présentée dans la section 1.4.2. Le
domaine 1 représentant le domaine d’intérét est intégré avec un schéma explicite (y; =
0.5 and f3; = 0) alors que le domaine 2 représentant la PML est intégré avec un schéma
implicite (72 = 0.5 and [y = 0.25). En choisissant le domaine 2, la décomposition en
problémes "avec liaison" et "sans liaison" s’écrit alors :

{ MU = ~Py(eo, Bo, o) — CoUE™ — KoUB™ (4.18)

MzU;n,al - —L;FS\’”
avec ]\72 I'opérateur dynamique défini par :
My = My + BoAt3(Ky + Ko) + 12A(Cy + Cs) (4.19)

Apres avoir calculé les multiplicateurs de Lagrange via le probléme condensé, on
calcule les quantités totales et on termine par I'initialisation des quantités g, Fy, >q.

On rappelle que la condition (4.17) a été démontré par la méthode énergétique pour
assurer la stablité dans le cas du couplage de domaines avec des comportements li-
néaires [8|. Dans le cas du couplage des milieux linéaire et PML, il est difficile d’évaluer
I’effet de cette condition sur le probléme global. Néanmoins, de nombreux tests menés
montrent que ce choix peut étre convenable pour ce type de couplage. Dans la suite, on
va analyser 'effet de ce couplage, présenté ci-dessus, sur la précision des résultats pour
des cas 1D et 2D. La méthode des PML sera alors implémentée dans Matlab compte
tenu de son indisponibilté dans les codes Cast3m et Europlexus
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4.3 Application de la méthode GC aux équations de
la PML en 1D

Comme on 'a vu précedemment, le schéma implicite (accélération moyenne) est
inconditionellement stable dans le cas d'une PML 1D, un avantage qui permet une ma-
nipulation de grands pas de temps dans ce milieu si on suppose que les conditions de
stabilité de chaque sous domaine n’affecte pas la stabilité du probléme global. Notre
objectif dans cette section est de tester les performances du couplage abordé dans la
section 4.2 dans le cas d’un simple test de barres. La description des erreurs sera réa-
liste aux niveaux des réflexions numériques générées a l'interface. Rappelons a cette
occasion, que ces réflexions sont dues a la fois a la discrétisation spatio-temporelle du
probléme et a l'utilisation des schémas temporels différents.

N

Linear medium PML

FIGURE 4.3 — Maillage par les éléments barres couplant un milieu linéaire et une PML

La Figure 4.3 décrit les caractéristiques géométriques du probléme. La longueur de
la barre est L, = 100h (h désignant la taille de I’élément) de méme que celle de la PML
L,. Un point C situé au milieu de la barre est choisi afin d’enregistrer les résultats
relatifs aux quantités cinématiques. Dans la suite, on fixe le choix d’un schéma expli-
cite pour la barre et d’un schéma implicite ou explicite pour la PML avec un ratio de
pas de temps variant en fonction du pas de temps critique de la barre. Le maillage est
constitué d’éléments barres a interpolation linéaire de longueur vérifiant % = N, pour
les deux sous domaines (barre et PML). N, est, en outre, choisi suffisament grand pour
diminuer les effets de la dispersion numérique. L’'onde imposée a I'extrémité de la barre
est de type Ricker de second ordre avec t,, variable. Les caractéristiques mécaniques des
barres sont choisies comme suit : £ = 1, v = 0.25 et p = 1, ce qui correspond a une

longueur d’onde de A = ct, = \/%tp =1,.

Afin de ne pas compliquer inutilement 1’étude, on choisit une fonction d’amortisse-
ment linéaire qui s’écrit sous la forme : fP(x) = L%(:B—Lb) avec b paramétre caractérisant
la pente de fP. Avant de détailler I’étude avec une telle fonction, faisons une analyse du
cas mono pas de temps (m = 1) en annulant la fonction d’amortissement dans la PML.
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Le couplage des deux discrétisations introduit des réflexions parasites qu’on va décrire
par le coefficient de réflexion R,..,,. On peut supposer, en fixant le type d’élément, que
R,um est de la forme :

Rpum = f(\, b, dt, E, p) (4.20)

Ce qui revient a écrire en utilisant une analyse adimensionnelle a :

En gardant le terme % constant, les tests ont montré que R,,,, est une fonction

décroissante de % . L’interprétation de ce résultat est simple : si on fixe la longueur de
I’élément A et si on se donne un train d’onde incident, alors le coefficient de réflexion
est d’autant plus important que la fréquence est grande. Afin d’illustrer cette remarque,
on considére le probléme décrit ci-dessus (Figure 4.3) avec % = 1. Le coefficient de ré-
flexion R, est calculé a partir du déplacement au point C' en changeant réguliérement
tp. On trace sur la Figure 4.4 I’évolution de R, en fonction de Ny obtenue par deux
calculs différents : un calcul global en explicite ("Full explicit") ot la barre et la PML
sont intégrées avec un schéma explicite et un calcul ou la barre est intégrée avec un
schéma explicite et la PML avec un schéma implicite (Explicit/Implicit). On constate
sur la méme figure que les courbes sont bien décroissantes. De plus, les deux courbes

sont confondues, indiquant les mémes erreurs malgré la différence entre les deux calculs.
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FIGURE 4.4 — Coefficient de réflexion dans le cas mono pas de temps avec une fonction
d’amortissement de la PML nulle
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FIGURE 4.5 — Coefficient de réflexion dans le cas mono pas de temps (Explicite complet
et Implicite/Explicite) en fonction de R pour Ny = 50
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FIGURE 4.6 — Evolution de R, en fonction de Ny et m pour R = 0.001 et R = 0.01

Dans le cas ou 'amortissement est activé et I’hétérogénéité des pas de temps est ap-
pliquée, on suppose que le coefficient de réflexion s’écrit : R,y = f(%, %, R, %, m) (R
est le coefficient de réflexion aprés un aller et retour dans la PML défini dans I’équation
(1.107)), c’est-a-dire que plus R est faible plus les ondes incidentes dans la PML sont
amorties. Dans la suite, on se fixe % =1 (pas de temps critique),% =2ett,=0.5.
L’analyse est alors en fonction de R, m et N, = % Dans le cas Ny = 50, une analyse
de la Figure 4.5 montre que I'évolution de R, est décroissante en fonction de R ce
qui signifie qu’une augmentation de la pente d’amortissement dans la PML entrainera
automatiquement une augmentation de la réflexion numérique qui reste, toutefois, trés
faible (moins de 1% pour un coefficient R dans la PML de 0.1%). En considérant a
nouveau le probléme de la Figure 4.3, on calcule le coefficient de réflexion a partir du
déplacement au point C' en faisant varier le ratio m. La Figure 4.6 décrit I’évolution du
coefficient de réflexion numérique en fonction de N, pour différentes valeurs de R. On
en déduit que I'augmentation du ratio m entrainera également une croissance du R,
qui est plus sensible au ratio m qu’au coefficient R. On rappelle a cette occasion que
les valeurs obtenues sont a titre approximatifs vue que 'onde est non harmonique avec

une fréquence dominante.

Nous terminons cette partie par une remarque sur I’évolution du temps de calcul en
fonction de m. On définit R,, comme étant le rapport entre le temps de calcul en mono
pas de temps et le temps de calcul en adoptant le ratio m. Le Tableau 4.1 résume les
valeurs de R, pour deux valeurs différentes du coefficient de réflexion R. On constate
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que, dans notre cas (propagation d’ondes dans la barre), le temps de calcul est divisé,
approximativement, en m fois par rapport au temps de calcul en mono pas de temps.

| | R=0.001 | R=0.01 |

m =2 2 1.98
m=3 2.8 2.83
m =4 3.88 3.55

TABLE 4.1 — Valeurs de R,,, en fonction du ratio m

4.4  Couches Parfaitement Adaptées et méthode de
couplage GC : Exemples 2D

Dans cette section, on reprend les exemples testés dans la section 3.2 en gardant les
mémes caractéristiques mécaniques et géométriques du domaine d’intérét : sol ou sol
et fondation. L’objectif est d’analyser la performance du couplage Implicite/Explicite
discuté dans la section 4.2 en faisant varier le ratio m.

4.4.1 Test de Lamb

On garde les mémes propriétés mécaniques et géométriques du sol décrites dans
I’exemple de la partie 3.2.1. Afin de simplifier, les fonctions d’amortissements f{ sont
nulles alors que les fonctions fP sont linéaires de la forme de f7 = a, (%7%) avec
a, = 10 et 79 = 4. Le dimensionnement de la couche de la PML repose alors sur le
choix du coefficient de réflexion R qu’on prend égal a 0.001, ce qui implique, en utilisant
la relation (1.107), une épaisseur L = 2 (deux fois moins que celle utilisée dans 3.2.1
pour les couches absorbantes de Rayleigh selon I'approche ALID modifiée). De facon
identique, on applique une force concentrée a la surface du sol suivant une onde de
Ricker avec les méme parameétres A = 0.1, ¢, = 3 et t; = 3. Un point C, situé a une
distance de 2 par rapport au point de chargement, jouera le role de récepteur qui enre-
gistre ’évolution des déplacements en fonction du temps (voir Figure 4.7). On distingue
dans la suite deux types de calculs : calcul Explicite/Explicite ou chaque sous domaine
est intégré avec un schéma explicite et calcul Implicite/Explicite ot le sous domaine 1
(sol) est intégré avec un schéma explicite et le sous domaine 2 (PML) est intégré avec
un schéma implicite.
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On commence par étudier 'erreur due au modéle PML en adoptant le méme pas
de temps entre le sol et la PML (Couplage Explicite/Implicite mono pas de temps).
Les Figures 4.8 et 4.9 illustrent les comparaisons entre les déplacements et les énergies
obtenus, d’une part, par le modéle PML, et d’autre part, par un maillage suffisament
étendu. Quantitativement, I’erreur due au modéle se situe approximativement autour de
1% pour les déplacements et autour de 0.1% pour les énergies. Si on compare ces valeurs
par rapport a celles citées dans 3.2.1 (couches de Rayleigh), on remarque facilement que
la méthode de la PML génére moins d’erreurs que la méthode ALID ou ALID modifiée.
Cependant, si on compare les temps CPU des deux algorithmes, on constate que le
calcul utilisant la PML est autant comsommateur avec un rapport de 0.9 et ce malgré
la taille du domaine absorbant dans le cas ALID qui est deux fois celui de la PML.

Load
| :
[ ]
Soil
Explicit scheme

FIGURE 4.7 — Modéle du test de Lamb 2D avec les couches parfaitements adaptées
(PML)
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FIGURE 4.8 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par la PML et un
maillage suffisament étendu (Test de Lamb) dans le cas mono pas de temps (couplage
explicite /explicite)
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FIGURE 4.9 — Comparaison des énergies en C pour le test de Lamb dans le cas mono
pas de temps

Par analogie, on compare les résultats obtenus par la méthode de couplage en uti-
lisant le calcul Implicite/Explicite pour différentes valeurs de m avec ceux obtenus en
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utilisant le Calcul Explicite/Explicite ("Full explicit"). A premiére vue, on constate,
d’aprés les Figures 4.10 et 4.11, que les différentes quantités (déplacements et énergies)
sont en bonne concordance avec de légéres fluctuations qu’on peut observer sur les dé-
placements dans le cas m = 5. Le Tableau 4.2 résume les erreurs calculées pour chaque
quantité pour des valeurs de m allant juqu’a 5. Les erreurs restent globalement a des
niveaux de 'ordre de 3.6% pour les déplacements et moins de 0.7% pour les énergies.
Cependant, on note la sensibilité de la méthode vis-a-vis du ratio m en comparaison
avec la méthode ALID avec laquelle on a obtenu les mémes niveaux d’erreurs en utilisant
des ratios m allant jusqu’a 20.

PML (Full explicit) = PML (Full explicit)
- = =PML (m=1) = = =PML (m=1)
0.01f L PML (m=3) i ootf A PML (m=3)
~ — PML (m=5) = = PML (m=5)
(@]
g =
[
8 g
S o0 r— g o
5 3
5 5
@ ©
£ S
Q b=
= Q
S 001} 1 Z oo}
-0.02 : : : -0.02 : : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
time (s) time (s)
(a) Horizontal displacement (b) Vertical displacement

FIGURE 4.10 — Comparaison des déplacements en C dans le cas du test de Lamb obtenus
pour différents ratio m
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FIGURE 4.11 — Comparaison des énergies en C dans le cas du test de Lamb obtenus
pour différents ratio m

Energie Energie | Déplacement | Déplacement

cinétique | potentielle | horizontal vertical
m =1 | 0.0002% 0.003% 0.001% 0.001%
m =3 0.3% 0.1% 1.8% 1.3%
m=>5 0.7% 0.3% 3.6% 2.6%

TABLE 4.2 — Erreurs correspondant aux énergies et aux déplacements, en fonction de
m, dans le cas du test de Lamb en utilisant les couches parfaitement adaptées (PML)

4.4.2 Fondation rigide sur un sol homogéne

On reprend 'exemple de la partie 3.2.2, en substituant les couches de Rayleigh par
une couche absorbante parfaitement adaptée (PML) (Figure 4.12). On garde les mémes
caractéristiques mécaniques et géométriques du sol et de la fondation. Les propriétés
mécaniques et géométriques de la PML sont également identiques a celles de ’exemple
précédent (Partie 4.4.1). Le sol jouera le role du sous domaine 1 (schéma explicite), la
PML celui du sous domaine 2 (schéma implicite) et finalement la fondation celui du
sous domaine 3 (schéma implicite). On précise que les sous domaine 2 et 3 sont intégrés
avec le méme pas du temps qui est m fois celui du sous domaine 1.
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On rappelle que cet exemple présente un intérét pour ’application de la méthode
GC puisqu’on peut résoudre le probléme en utilisant le pas de temps critique calculé a
partir des propriétés du sol au lieu de celui de la fondation qui doit étre 10 fois moins
petit. Ceci entraine un gain conséquent sur le temps CPU en comparaison avec un calcul
complet en explicite (tous les sous domaines intégrés avec un schéma explicite).

Load
strip w’ Q
Implicit
scheme
Soil

Explicit scheme

FIGURE 4.12 — Fondation rigide sur un sol homogene semi infini : Modélisation avec la
couche PML

Dans la Figure 4.13, on compare les déplacements au point C obtenus, d’une part,
par le modéle PML avec un calcul global en explicite, et d’autre part, avec un maillage
suffisament étendu . On constate que les déplacements sont en trés bonne concordance
avec une erreur ne dépassant pas 2%, plus faible que celle obtenue avec I’approche ALID
modifiée.
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FIGURE 4.13 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par la PML et un
maillage suffisament étendu (couplage Explicite/Explicite mono pas de temps)

Avec la décomposition en sous domaines proposée ci-dessus, on compare sur les
Figures 4.14 et 4.15 les évolutions des quantités, déplacement en C et énergie, obtenus
pour différentes valeurs de m avec celles obtenues par un calcul global en explicite. On
remarque que les décalages entre les courbes commencent a se manifester pour m = 5
qui restent toutefois de l'ordre de (voir Tableau 4.3) 5% pour les déplacements et de
moins de 2.4% pour les énergies. En outre, on a constaté un gain considérable dans
le temps CPU qui est de 'ordre de 6,16 et 21, respectivement, pour m = 3 et 5 en
comparaison avec un calcul en explicite.
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FIGURE 4.14 — Comparaison des déplacements en C dans le cas du test de Lamb obtenus
pour différents ratio m
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FIGURE 4.15 — Comparaison des énergies cinétiques et potentielles obtenues pour dif-
férents ratios m
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Energie Energie | Déplacement | Déplacement
cinétique | potentielle | horizontal vertical
m=1 0.2% 0.1% 0.8% 0.6%
m =3 1.3% 0.9% 3% 2%
m=2> 2.4% 1.8% 5% 3. 7%

TABLE 4.3 — Erreurs correspondant aux énergies et aux déplacements, en fonction de
m, dans le cas du test de chargement d’une fondation sur un sol homogéne en utilisant
les PMLs

4.4.3 Fondation rigide sur un sol stratifié

On reprend l'exemple de la section 3.2.3 en remplacant les couches absorbantes
de Rayleigh par une couche de PML. On garde les mémes propriétés mécaniques et
géométriques du sol (la couche de surface et le substratum) et celles de la fondation.
La PML aura les mémes caractéristiques que celles des exemples précédents tout en
assurant la bonne transition des propriétés entre le sol et la couche absorbante.

La décomposition en sous domaines est similaire a celle adoptée dans 3.2.3. On rap-
pelle que le probléeme est décomposé en 3 sous domaines : le sol correspond au sous
domaine 1 intégré avec un schéma explicite, la PML au sous domaine 2 intégré avec
un schéma implicite et enfin la fondation au sous domaine 3 intégré également avec un
schéma implicite.

On commence par étudier 'erreur due au modéle PML en considérant un calcul
Explicite/Implicite mono pas de temps. La Figure 4.17 illustre la comparaison des
déplacements en C obtenus, d'une part, par le modele PML, et d’autre part, par un
maillage suffisament étendu (résultats de références). On constate que les résultats sont
en bonne correspondance avec une erreur qui reste inférieure a 3%, plus faible que celle
obtenue avec les modéles ALID dans la section 3.2.3.
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Load

FIGURE 4.16 — Modéle de fondation rigide sur un sol stratifié¢ en utilisant les PMLs
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Horizontal displacement C
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-0.01f

Reference (extended mesh)
- ==PML

Reference (extended mesh)
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~0.02 . . . . . . ~0.02 . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
time (s) time (s)

(a) Horizontal displacement (b) Vertical displacement

FIGURE 4.17 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus par la PML et un
maillage suffisament étendu (couplage Explicite/Implicite mono pas de temps)

Les Figures 4.18 et 4.19 présentent la comparaison des quantités (déplacements en
C et énergies) obtenues pour différentes valeurs de m allant de 1 & 5 par rapport a
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celles obtenues par un calcul global en explicite (Full explicit). Premiérement, une com-
paraison qualitative montre des décalages trés faibles par rapport a 'exemple précédent
(Figure 4.14 et Figure 4.15). Le Tableau 4.4 résume les erreurs calculées pour les dépla-
cements et les énergies selon la relation décrite dans la section 3.2.1. Celles-ci restent,
malgré la dissipation numeérique, de 'ordre de 2% au maximun au niveau des énergies
et de 3.6% au maximum au niveau des déplacements. Ces valeurs restent supérieures
a celles obtenues pour le modéle ALID (Tableau 3.4), méme lorsque des ratios allant
jusqu’a 10 étaient adoptés. Cependant, cette stratégie de décomposition a permis un
gain considérable dans le temps CPU puisqu’il le réduit, par rapport a un calcul global
en explicite, de 6 fois dans le cas m = 1 tout en gardant une bonne précision.

= PML (Full explicit) = PML (Full explicit)

- = =PML (m=1) - = =PML (m=1)
ootr A PML (m=3) i 001r
- = PML (m=5) - = PML (m=5)

Horizontal displacement C
Vertical displacement

-0.01 -0.01

-0.02 L L L L L L ~0.02 L L L L L L

time (s) time (s)

(a) Horizontal displacement (b) Vertical displacement

FIGURE 4.18 — Déplacements vertical et horizontal en C obtenus pour différentes valeurs
de m
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FIGURE 4.19 — Comparaison des énergies cinétiques et potentielles obtenus pour diffé-
rents ratio m

Energie Energie | Déplacement | Déplacement
cinétique | potentielle | horizontal vertical
m=1 0.1% 0.1% 0.6% 0.3%
m =3 1.1% 0.8% 2% 1.4%
m=>5 2% 1.7% 3.6% 2.2%

TABLE 4.4 — Erreurs correspondant aux énergies et aux déplacements, en fonction de
m, dans le cas du test de chargement d’'une fondation sur un sol stratifié¢ en utilisant
les couches parfaitement adaptées (PML)

4.5 Bilan

Dans ce chapitre, on a exploité la méthode du couplage GC pour des problémes de
propagation d’ondes en utilisant les couches parfaitement adaptées (PML). En premier
lieu, on a étudié la stabilité des schémas de Newmark dans le cas d’'une PML en 1D en
utilisant la notion de la matrice d’amplification. Il en ressort que le schéma d’accélé-
ration moyenne demeure inconditionnellement stable alors que le schéma de différence
centrée est conditionnellement stable. Ensuite, on a présenté l'algorithme de couplage
GC entre un milieu linaire de Hooke et une couche PML en supposant que la condi-
tion de continuité des vitesses a 'interface n’influe pas la stabilité du probléme global.
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Finalement, on a analysé les erreurs, dues a la méthode GC, pour une série de tests
numériques utilisant la PML dans le cas 1D et 2D. On a conclu, que le couplage pro-
posé dans ce travail en utilisant la discrétisatin temporelle proposée par Basu et al [19]
fournit des résultats encourageants dans le cas mono pas de temps pour certaines appli-
cations intéréssantes. En revanche, on a constaté la sensibilité de la méthode vis-a-vis
du rapport entre les pas de temps.
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Conclusions et Perspectives

Dans le premier chapitre, on a établi un lien entre la matrice d’amortissement de
Rayleigh et une formulation forte faisant intervenir des lois de comportements phy-
siques. Une analyse mathématique des ondes harmoniques a permis d’obtenir des condi-
tions en fonction des propriétés mécaniques du milieu d’étude et de la couche amor-
tissante en vue d’éliminer les ondes réfléchies a l'interface dans le cas d’une incidence
normale. En outre, ces relations peuvent étre utilisées de facon approximative dans le
cas des ondes non harmoniques se propageant avec une fréquence dominante.

Cependant, il est difficile d’établir des conditions similaires dans le cas d’une inci-
dence oblique. L’alternative est d’utiliser la stratégie multi-couches utilisée auparavant
dans |2] ou encore [16] sous le nom d’ALID (ALID, « Absorbing Layers with Increasing
Damping ») ou de CALM (CALM, « Caughey Absorbing Layer Method »). Dans ce
travail et contrairement a la stratégie adoptée par les autres auteurs, les propriétés mé-
caniques (module de Young et coefficient de Poisson) sont hétérogénes dans le milieu
absorbant et doivent respecter des conditions d’élimination des ondes réfléchies entre
les sous couches dans le cas d’une incidence normale pour les ondes harmoniques. On
a alors proposé une méthode trés simple de dimensionnement en utilisant la notion du
décrément logarithmique tout en minimisant les réflexions générées entre les interfaces.
On a également démontré qu’il suffisait de dimensionner les couches par rapport a une
incidence normale, étant donné qu’une onde a incidente oblique s’amortit davantage
qu’une onde d’incidence normale.

Une comparaison entre la stratégie ALID et la stratégie ALID modifiée pour le cas
unidimensionnel montre que la modification des propriétés mécaniques des sous couches
selon les régles présentées dans ce travail permet de réduire les réflexions a l'interface.
La pertinence de notre stratégie dans le cas général (incidence oblique et onde non
harmonique) est mise en évidence par des exemples numériques dans les cas bidimen-
sionnels, avec notamment le test de Lamb.

133

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0050/these.pdf
© [E. Zafati], [2015], INSA de Lyon, tous droits réservés



Le troisiéme chapitre a été consacré a I'analyse de leffet du couplage des échelles
en temps sur la précision des résultats en utilisant la stratégie ALID modifiée et I’ap-
proche GC (Gravouil et Combescure) qui permet de coupler des schémas d’intégration
temporelle hétérogénes avec des pas de temps différents. L’étude des réflexions géné-
rées a l'interface dans le cas d’un test unidimensionnel a montré que, lorsqu’on adopte
des schémas hétérogeénes pour la barre et le milieu absorbant (Implicite/Explicite), le
couplage devient sensible & la fois au ratio des pas de temps m et de la finesse du
maillage par rapport a la longueur de 'onde considérée. En effet, les réflexions a l'in-
terface augmentent lorsque la finesse du maillage diminue ou lorsque le ratio des pas de
temps augmente. Par ailleurs, cette sensibilité diminue lorsqu’on adopte des éléments
quadrangles au lieu des éléments barres. On peut supposer que cette erreur diminuerait
si on augmentait la précision du schéma de discrétisation spatiale, en employant par
exemple des fonctions de forme d’ordre plus élevées.

Les résultats numériques obtenus dans le cas des tests 2D ont été encourageants au
niveau de la précison mais aussi au niveau des temps CPU. En effet, la méthode GC
a permis 1'usage d’un ratio m assez élevé de 'ordre de 10 sans détériorer les résultats
de référence obtenus par un calcul complet en explicite. Le test du chargement d’une
fondation rigide sur un sol semi-infini est particuliérement intéressant dans le sens ou
le pas de temps d’intégration est calculé en fonction des propriétés du sol au lieu de
la fondation qui, dans ce dernier cas peut étre nettement inférieur compte tenu de sa
rigidité.

Dans le troisiéme chapitre, on a commencé par établir certaines propriétés induites
par la discrétisation temporelle de Basu pour 1’établissement des couches parfaitement
adaptées (PML : « Perfectly Matched Layers »). Dans un premier temps, on a établi
les conditions de stabilité d’'une PML en 1D en utilisant les éléments barres puis on a
montré que cette discrétisation n’est pas adaptée, dans le cas général, pour la simulation
d’un milieu linéaire lorsqu’on annule les fonctions d’amortissement.

On a également analysé I'effet multi-échelles en temps par la méthode GC lorsqu’on
couple une PML avec un milieu linéaire. Cette étude a montré que, dans le cas du test
de la barre, que les réflexions deviennent plus importantes lorsqu’on diminue la finesse
du maillage ou lorsqu’on augmente le rapport entre les pas de temps. En outre, on a
observé que ce couplage est plus sensible au rapport entre les pas de temps par compa-
raison avec la méthode ALID modifiée, ce qui laisse une marge restreinte d’utilisation
pour de la méthode multi-échelles temps .
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Dans le cas des tests 2D, les résultats obtenus par le modéle PML avec un calcul
en explicite sont en trés bonne correspondance avec les résultats de référence (maillage
trés large) en comparant avec 'approche ALID modifiée. On a observé également un
gain considérable en temps CPU pour le cas mono-échelle (m = 1) sur les tests de
chargement d’une fondation rigide tout en gardant une bonne précision. Cependant,
on a constaté que le couplage milieu physique-PML devient plus sensible a la méthode
multi-échelles en temps que la méthode ALID modifiée.

Les perspectives envisagées a ces travaux sont données ci-dessous :

— L’extension et la validation de ’approche ALID modifiée aux cas 3D en gardant
les mémes démarches de dimensionnement.

— Lors de 'utilisation de la méthode ALID modifiée, on a constaté que les réflexions
parasites dépendent a la fois de la pente de la fonction d’amortissement utilisée
(paramétre a¢) et de la finesse du maillage. Il est donc intéressant de tester d’autres
types de fonctions (quadratique, racine carrée,...) et de fournir des comparaisons
avec le cas linéaire en suivant les mémes démarches de dimensionnement concer-
nant le choix des propriétés mécaniques de chaque sous couche.

— Les résultats obtenus par la méthode GC en utilisant les couches PML sont encou-
rageants mais le couplage ne permet pas de manipuler de larges rapports entre les
pas de temps en comparaison de la méthode ALID modifiée. Il serait intéressant
de chercher d’autres alternatives pour l'intégration temporelle de la PML que les
schémas de Newmark et de tester d’autres méthodes de couplage existantes du
type MGC [64] ou BGC [12].
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Annexe A

Les matrices B},B?, F€ et FQ dans I’équation 1.117 sont définies comme suit :
Premiérement, on donne les définitions suivantes :

_ Fe -1
Fl= |FP + E} Fe=F°F' FQ =[FPF! (4.22)
La matrice B} est donnée en termes de sous matrices en noeud [ par :
[ FﬁN;n F2€1N;r1
B; = FiyN F3a N (4.23)

L FlﬁlN}2 + Fle2N}1 F2€1N}12 + F2E2N}1
avec .
NI = F;.leI,j (4.24)

la matrice B? est définie de facon similaire en remplacant F¢ par F¢. Finalement,
La matrice F'° est donnée par :

) <Ff1>j (F&)j FfFy5
Fe = (Ff2) (Ffz) Fi,F5, (4-25)
2FLFYy 285, F5, FLFoy + Fiobs,

De méme, la matrice F@ est obtenue en remplacant [ par F¢.
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Annexe B

On se propose de montrer que la solution du probléme (2.23) a (2.25) est donnée

par :
o t) = %/ F(w) explilwt — k(w) 2)) dw
R
avec .
w (1o gy
=y, 14+

On constate que Im(k(w)) est toujours supérieur a 0, on a alors :

~

| f(w) expli(wt —k(w) 2)) <] f(w) |

(4.26)

(4.27)

(4.28)

On suppose que f est intégrable ce qui implique, en utilisant le théoréme de la
différentiation sous le signe intégrale, que u appartient & C* (|0, +0o[xR). En outre, il
est facile de vérifier que w est une solution particuliére de 1’équation (2.23) et u(x =

0,8) = f(t).

Dans la suite, on montre que les conditions initiales sont satisfaites. Pour cela, on
utilisera quelques résultats de l'analyse complexe. Premiérement, on commence par

définir la partie £ du plan complexe :
E={zeC|Im(z) <0}

On définit aussi :

f(2) = / £(t) expl—i(z 1)) dt

(4.29)

(4.30)

Comme f(t) = 0si ¢ est negatif, la fonction f est alors bien définie sur E . En effet,

on a .
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“+oo

1 f(2) 1= / £(t) exp(—i(z 1)) dt |= / £(t) expl(—izt) dt |< / | f() [dt (431)

R 0

On pose M(f) = 0+°O | f(t)dt]|.
On considére les contours I'g et [, avec R positif :

Tp={:€E| |z|=R)} (4.32)

I'y={z2€E|Im(z)=0 —R < Re(z) <R} (4.33)

Il est évident que la fonction z — f(2) exp(—ik(z) z)) est homolorphe sur E. En
choisissant une orientation particuliére du contour I'p U T, et en utilisant le lemme de
Schwarz [65], on a :

/F . f(2) exp(—ik(z) z)) dz = 0 (4.34)

Ce qui implique :

/_ F(w) exp(—i k(w)z))dw-+ /0 iR exp(i0) (R exp(i6)) exp(—i k(R exp(if))z))dd — 0

R

(4.35)
En outre, on remarque que :
R 6 3 1
—ik(Rexp(if)) = VL\/STO exp(i(§ — Zﬁ)) + O(ﬁ) (4.36)

Tenant compte de —7m <6 <0 ,on a:

3C >0 and 3Ry >0 |exp(—ik(Rexp(if))z)) |<exp(—~CzVR) YR > RyVh
(4.37)
En appliquant la derniére inégalité a I’équation (4.35), on montre que :

| /0_7r iRexp(if) f(Rexp(if)) exp(—ik(Rexp(if)) x)) d |< = M(f) R exp(—C zVR)
(4.38)
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On a alors :

R—+o00

lim | /O_7r iRexp(if) f(Rexp(if)) exp(—ik(Rexp(if)) z)) df |= 0 (4.39)

Finalement on obtient :

+oo
u(z,t =0) = / f(w) exp(—ik(w)z)) dw =0 (4.40)
En utilisant la méme démarche on peut montrer que :
+00 .
Ou(z,t=0) = / iw f(w) exp(—ik(w) z)) dw =0 (4.41)
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Annexe C

Considérons le nombre d’onde donné par I’équation (2.27), le but est de montrer
que I'm(k,) est décroissante en fonction de =-. Pour w positif, on peut écrire &, sous la
0

forme :

2
Wo <wwo) —sz“’o

k,=—,| ———— — 4.42

P V}, 1+ zg—wo ( )

On pose a = ==, I'étude de £, revient a étudier la fonction F' défini par :
0

—
Fla,€) = 4 /% (4.43)

La monotonie de la partie imaginaire de F' est donnée par le signe de Im(25). On
peut vérifier aisément que :

OF  OF
50 =l 5 [exp(=iZ(a.6)) (4.44)
Avec :
_ &
Z(a,§) = arctan(a§2 <)+ g arctan(ag) + % arctan(%) (4.45)

Il ne reste qu’a prouver que ’ensemble des valeurs de Z pour tout & et a positifs
est inclu dans [0 7]. Ceci peut se faire sans difficulté si on effectue le changement de
variables suivant : X = af et Y = g La fonction Z s’écrit alors :

X-Y 1
Z(X,Y) = arctan( )+ 3 arctan(X) + 5 arctan(Y) (4.46)

2 2
En étudiant la derniére fonction, on peut aisément vérifier que :
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T>7Z>0 (4.47)

D’ou la décroissance de Im(k,). Cela revient a dire, en tenant compte du signe de
Im(ky), que les hautes fréquences s’atténuent plus rapidement que les basses fréquences.
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Annexe D

Critére de Jury :

Pour que toutes les racines d’un polynome D(z) = 0 soient situées a l'intérieur du
cercle unité il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

Cas de second ordre

D(z) = 2" + b1z + by (4.48)
D(1)=1+b+by>0 (4.49)
D(-1)=1—-b14+by>0 (4.50)
lbo| < 1 (4.51)
Cas de troisiéme ordre
D (z) = 2° 4+ by2® + b1z + by (4.52)
D(1)=14+by+b +by>0 (4.53)
D(=1)=—=14by—b+by<0 (4.54)
|bg| < 1 (4.55)
b5 — 1| > [boby — by (4.56)
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