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Contribution à l'étude des émissions vibro-acoustiques des machines 

électriques. Cas des machines synchrones à aimants dans un contexte 

automobile. 

 

RÉSUMÉ. Dans un contexte automobile électrique et hybride, la part des machines 

synchrones à aimants permanents s'est accrue exponentiellement. Cette évolution 

s'accompagne d'exigences en termes d'émissions vibro-acoustiques. En termes de 

dimensionnement de la chaîne de traction, l'analyse multi-physique du moteur s'avère être un 

enjeu crucial pour son développement. La nécessité de disposer de codes informatiques de 

conception possédant des temps de calcul faibles pour une précision maximale se fait ressentir 

pour l'exploration de solutions potentiellement performantes dans les premières étapes du 

processus de dimensionnement. A ce titre, les aspects vibratoires et acoustiques sont modélisés 

analytiquement et par éléments finis dans la présente thèse. Ainsi, au moyen du modèle 

magnétique, l'analyse magnéto-vibro-acoustique faiblement couplée (résolution itérative des 

différentes physiques) peut être réalisée. 

La thèse est découpée en quatre parties. La première expose un état de l’art sur les 

émissions vibro-acoustiques des machines et notamment la modélisation du bruit d’origine 

magnétique. Les problématiques de la modélisation sont détaillées. Dans une deuxième partie, 

les modèles sont largement décrits. Les modèles éléments finis sont validés expérimentalement. 

Une troisième partie se propose de valider les modèles analytiques par éléments finis, en 

complexifiant progressivement la géométrie d’une machine à aimants montés en surface à flux 

radial. Enfin, la dernière partie utilise les modèles éléments finis pour étudier des machines 

non-conventionnelles comme les machines à commutation de flux et les machines à aimants en 

surface à flux axial. 

MOTS-CLÉS : émissions vibro-acoustiques; modèle analytique multi-physique, éléments 

finis 3D; analyse magnéto-vibro-acoustique; machines synchrones à aimants permanents, 

machines synchrones à aimants permanents à flux axial, machines à commutation de flux à 

entrefer radial; groupe moto-propulseur. 

 

 

 

 



4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 
 

 

 

Contribution to the study of vibro-acoustic emissions of electrical 

machines. Case of the permanent magnet synchronous machines for 

automotive applications. 

 

ABSTRACT. The proportion of permanent magnets synchronous motors used for electric 

and hybrid automotive traction has exponentially increased during the past decade. This 

evolution comes with ever-demanding low noise and vibrations requirements. Multi-physics 

analysis of the motor is a decisive issue for the development of the powertrain.  For the 

exploration of potentially efficient motor solutions in first design steps, it is thus a necessity to 

have at disposal fast and accurate computer codes. In this respect, acoustic and vibratory 

aspects are modeled using finite element and analytical models in this thesis. As a result, using 

an electromagnetic model, the weakly-coupled magneto-vibro-acoustic analysis (iterative 

solving of each physic) can be performed. 

The thesis is divided into four parts. The first part states the art on machine vibro-acoustic 

emissions and focuses on noise of magnetic origins modeling. Issues of modeling are detailed. 

Then, models are described to a great extent in the second part. Finite element models are 

favorably compared to experimental measures. A third part validates analytical models in 

comparison to finite element analysis, by gradually complicating the geometry of a surface 

permanent magnets radial flux machine. Finally, a fourth part uses finite element models to 

study non-conventional machines such as flux switching radial flux machines and surface 

permanent magnets axial flux machines. 

 

KEYWORDS: Vibro-acoustic emissions, Multi-physical analytical modeling, 3D Finite 

elements, Magneto vibro-acoustic analysis, Permanent magnet synchronous machines, Axial 

flux permanent magnet synchronous machines, Flux switching radial flux machines, 

Automotive traction. 
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« Imagination is more important than knowledge. For knowledge is limited, whereas imagination embraces 

the entire world, stimulating progress, giving birth to evolution. » 

G.S. Viereck, « What Life Means to Einstein », The Saturday Evening Post, p. 17, 26 October 1929. 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

INTRODUCTION GENERALE 

 

 

 

 

 

e premier choc pétrolier a conduit à un renouveau de la recherche et de la production des 

véhicules électriques et hybrides, dont l'activité était restreinte depuis les années 1920. 

Depuis, la part des machines synchrones à aimants permanents dans un contexte automobile 

s'est accrue exponentiellement. Le développement de ce type de machine dans les applications 

embarquées est d'ailleurs généralisé. Cette évolution s'accompagne d'exigences en termes 

d'émissions vibro-acoustiques, aux travers de normes définies au niveau européen et 

international. En termes de dimensionnement de la chaîne de traction, l'analyse multiphysique 

du moteur s'avère être un enjeu crucial pour son développement. La nécessité de disposer de 

codes informatiques de conception possédant des temps de calcul faibles pour une précision 

maximale se fait ressentir pour l'exploration de solutions potentiellement performantes dans 

les premières étapes du processus de dimensionnement. A ce titre, un modèle dimensionnant 

de machines synchrones à aimants permanents composé d'un modèle magnétique analytique 

quasi-3D et d'un modèle thermique nodal a été développé au sein du code SIMUMSAP 

développé au GREAH. De manière à parfaire l'étude multiphysique, les aspects vibratoires et 

acoustiques sont modélisés analytiquement et par éléments finis. Ainsi, au moyen du modèle 

magnétique, l'analyse magnéto-vibro-acoustique faiblement couplée (résolution itérative des 

différentes physiques) peut être réalisée. 

 

 La problématique étant posée, ce mémoire de thèse expose la démarche 

méthodologique pour y répondre. Sont présentés les différents développements de 

modélisation et leur validation. Un préambule pose les bases d'acoustique nécessaire à la 

compression du mémoire. Ensuite, le travail est divisé en quatre chapitres. 

L 
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Dans le premier chapitre, un état de l'art sur les émissions vibro-acoustiques des 

machines électriques est établi. Le choix de porter l'étude sur les machines synchrones à 

aimants et de ne s'intéresser qu'aux bruits d'origines magnétiques est justifié par une analyse 

bibliographique. Ces bruits sont causés par les efforts électromagnétiques locaux aux niveaux 

des surfaces statoriques et rotoriques dans l'entrefer. Les méthodes les plus rencontrées pour 

les calculer sont discutées. Ces efforts découlent du champ magnétique et donc de l'induction 

dans l'entrefer. La modélisation analytique et semi-analytique de cette induction est ainsi 

présentée. Le bruit de la machine provient essentiellement des vibrations du stator transmises à 

la carcasse, ces vibrations étant causées par les efforts magnétiques variant dans le temps et 

dans l'espace. Les parties magnétiques étant supposées bien connues des électrotechniciens, 

l'accent est placé sur les phénomènes vibratoires et acoustiques. Ainsi, les notions 

fondamentales à la compréhension de ces physiques sont détaillées. Finalement, les 

problématiques de la modélisation sont détaillées. 

 

Dans un deuxième chapitre, certaines méthodes permettantde modéliser les phénomènes 

introduits dans le premier chapitre sont décrites. Les modèles sont premièrement analytiques 

et choisis pour leur temps de calcul rapide. Plusieurs modèles sont développés pour déterminer 

les vibrations et le bruit dans un but d'aboutir ultérieurement à un domaine de validité des 

modèles pour le cas des machines de traction, généralement courtes face à leur rayon. 

L'approche par éléments finis est nécessaire dans ces travaux pour valider ne serait-ce que le 

calcul de la force magnétique locale dont la mesure reste un sujet de recherche ouvert. Elle est 

également nécessaire pour analyser la validité des modèles analytiques vibratoire et acoustique 

qui, par les hypothèses qu'ils considèrent, doivent être analysés sur des cas simples avant d'être 

confronter à la mesure sur une machine réelle. La validation expérimentale de quelques 

modèles magnétiques et vibratoires est à ce titre proposée pour conclure ce chapitre. Les 

mesures vibratoires sont tirées d’articles de revues internationales avec comité de lecture. 

 

Le troisième chapitre porte sur l'utilisation des méthodes présentées au chapitre 

précédent pour l'étude des émissions vibro-acoustiques d'une machine synchrone à entrefer 

radial à aimants montés en surface. La composante normale de la force magnétique exercée à la 

surface interne du stator est calculée par la méthode du tenseur de Maxwell, elle-même ayant 

recours aux composantes normale et tangentielle de l'induction dans l'entrefer. Ces simulations 
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analytiques sont confrontées aux éléments finis. L'étude du bruit et des vibrations de la machine 

est ensuite réalisée étape par étape de manière à établir la validité des modèles proposés sur 

des cas premièrement simples et progressivement plus ressemblants à la machine réelle. Ainsi, 

à partir d'un modèle éléments finis bidimensionnel du stator sans carcasse jusqu'à un modèle 

tridimensionnel avec des têtes de bobines et une carcasse contrainte au niveau des flasques, les 

modèles analytiques vibratoires sont comparés. Le niveau de puissance acoustique est ensuite 

calculé analytiquement et par éléments finis dans les cas bi- et tridimensionnels. Un modèle 

magnéto-vibro-acoustique peut finalement être construit. 

 

Le quatrième et dernier chapitre est consacré à l'exploitation des modèles développés 

précédemment dans le cadre de deux machines spéciales à savoir la machine à aimants 

permanents à commutation de flux à entrefer radial et la machine à aimants permanents à flux 

axial. Les aspects vibro-acoustiques de ces deux types de machines ont été très peu abordés 

dans la littérature scientifique alors que leurs caractéristiques rencontrent un intérêt croissant 

dans le cadre des applications nouvelles dans le transport, l'éolien et les énergies de la mer. 

Dans le cas de combinaisons de pôles et d'encoches proches des structures couramment 

développées, l'étude du comportement vibro-acoustique des machines à commutation de flux à 

entrefer radial est effectuée dans le cadre de quelques variations paramétriques. En particulier, 

l'impact de la présence des aimants au stator sur son comportement vibratoire est 

spécifiquement analysé. Enfin, les machines à flux axial étant un sujet d'importance au GREAH 

et leurs émissions vibro-acoustiques étant mal connues, leur étude a naturellement été réalisée. 

 

Ce mémoire se termine par une conclusion générale résumant l'ensemble des travaux 

effectués. De plus, des perspectives de développement d'activités de recherche autour de cette 

problématique sont proposées. 
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PREAMBULE 

 

PREAMBULE 

 

 

 

 

 

 

PRINCIPES D’ACOUSTIQUE 

Le son est une sensation auditive engendrée par une onde acoustique. Une telle onde a 

pour origine les variations de pression de l’air. En effet, si une particule d’air est déplacée de sa 

position d’équilibre, une différence de pression par rapport à la pression atmosphérique prend 

effet. En reprenant sa position d’équilibre, la particule d’air communique la perturbation aux 

particules voisines et c’est cette propagation de ces compressions et décompressions qui est à 

l’origine de l’onde sonore [Reigner 2003]. La propagation de cette onde sonore se fait toujours 

suivant le plus court chemin acoustique. Ce chemin dépend des caractéristiques du milieu de 

propagation, des conditions d’absorption et de réflexion et des obstacles. Les niveaux de 

pression rayonnée par une structure sont déterminés à partir des vitesses vibratoires de cette 

structure [Picod 2000]. 

Les fréquences audibles par l’être humain s’étendent de 20 Hz à 20 kHz soit un facteur 

multiplicatif de 103. Ces chiffres peuvent varier suivant l’âge et les personnes. En deçà se 

trouvent les infrasons et au delà les ultrasons. Toutefois, l’écart entre la pression minimale 

perceptible et le seuil de la douleur est d’un rapport de 107. De ce fait, le rapport entre les 

intensités acoustiques est de 1014[Reigner 2003]et c’est pourquoi une échelle logarithmique est 

utilisée pour quantifier les mesures sonores. 
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PUISSANCE ET PRESSION ACOUSTIQUE 

Lorsqu’un son est généré par une source, une partie de la puissance rayonnée se propage 

dans le milieu qui l’entoure. Soit� la puissance acoustique, c’est-à-dire l’énergie émise par unité 

de temps. ��, la puissance acoustique de référence, est de 10-12W et correspond à l’égalité des 

niveaux d’intensité et de pression pour une onde plane progressive en champ libre. Le niveau de 

puissance acoustique endBSWL(SWL : Sound Watts Level) est alors noté �� et est défini par 

(P.1). 

�� = 10 log�� � ��� (P.1) 

Egalement, le niveau de pression acoustique est défini par le rapport de l’évolution 

temporelle de la pression acoustique en décibel par rapport au seuil �� = 20 μPa qui 

correspond à la limite théorique de perception du son par l’ouïe humaine. Soit �� la durée 

moyenne d’intégration. Le niveau de pression acoustique en dBSPL(SPL : Sound Pressure Level) 

est noté ��et est défini par (P.2). 

�� = 10 log�� � 1�� � �������� ���
� � (P.2) 

Pour les états stationnaires, une formulation similaire à celle donnée par (P.1)peut être 

définie par (P.3). 

�� = 10 log�� ������� (P.3) 

Le niveau de puissance acoustique est indépendant de l’emplacement de l’équipement, 

des conditions d’ambiance et de la distance à laquelle la mesure est effectuée. Ce n’est pas le cas 

pour le niveau de pression acoustique et il aura donc une valeur inférieure au niveau de 

puissance. 

Grâce à la définition des niveaux, il est possible de caractériser le son produit par 

plusieurs sources distinctes. Il n’est pas possible d’additionner deux niveaux sonores en décibels 

de façon linéaire. Toutefois, les puissances acoustiques sont cumulables et pour deux sources 

identiques, le doublement de leur puissance acoustique induit une augmentation du niveau de 

puissance acoustique de 10 log���2� ≈ 3 dB[Reigner 2003]. Ainsi, deux sources distinctes 

émettant à un niveau de 60 dB ne donneront pas une source équivalente de 120 dB mais de 63 

dB. Plus la différence entre deux sources est importante, plus la majoration est faible de sorte 

qu’une source 120 dB et une source de 80 dB donneront 120 dB puisque la première source 
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couvre la seconde. La figure P.1 illustre ce phénomène pour la différence entre deux sources de 

niveaux de puissance acoustique respectifs ���et ���. 

 

 
Fig. P.1. Augmentation du niveau de puissance acoustique pour deux sources sonores distinctes. 

 

ISOSONIE 

La sensibilité de l’oreille n’est pas identique à toutes les fréquences. L’intensité d’un son 

perçu s’évalue par le phone qui est une unité de mesure permettant de déterminer les niveaux 

d’égale perception de cette intensité. L’isosonie ainsi caractérisée peut être tracée en fonction 

non seulement de l’amplitude de l’énergie vibratoire mais aussi de la fréquence comme le 

montre la figure P.2 [ISO 2003]. Le niveau en phones correspond à l’intensité acoustique en 

dBSPL à 1 kHz. Par exemple, pour trois sons de fréquences 100 Hz, 1 kHz et 10 kHzet de même 

niveau de pression acoustique de 20 dBSPL, le son ayant une fréquence de 100 Hz ne sera pas 

perçu et le son de 1 kHz sera perçu comme plus fort qu’un son de 10 kHz. Pour avoir une égale 

perception par rapport au son de 1 kHz, le son de 100 Hz devra être à 45 dBSPL et le son de 10 

kHz devra être de 35 dBSPL. 

PONDERATION 

Des sons possédant une même pression acoustique mais une fréquence différente sont 

perçus par l’ouïe humaine comme étant de force sonore différente. De manière à prendre en 

considération le comportement de l’ouïe en fonction de la fréquence, une pondération 

physiologique peut être introduite. En effet, d’après la figure P.2, les sons d’octaves comprises 

entre environ 500 et 5 kHz sont ceux les mieux perçus par l’homme [Potel 2006]. Les courbes 

de pondération se définissent à partir de l’inverse des courbes d’isosonies présentées dans la 

figure P.2 par rapport à l’axe de référence en dBSPL défini à 1 kHz. Les quatre pondérations les 
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plus répandues sont les pondérations en A, B, C et D et sont représentées figure P.3. Elles sont 

utilisées principalement dans les contextes suivant : 

 

- La pondération en A correspond à la courbe isosonique de 40 phones et est utilisée 

pour des niveaux de puissance acoustique entre 0 dBSPL et 55 dBSPL. 

- La pondération en B correspond à la courbe isosonique de 70 phones et est utilisée 

pour des niveaux de puissance acoustique entre 55 dBSPL et 85 dBSPL. 

- La pondération en C correspond à la courbe isosonique de 100 phones et est utilisée 

pour des niveaux de puissance acoustique entre 85 dBSPLet 130 dBSPL. 

- La pondération en D est principalement utilisée pour l’aéronautique et permet de 

caractériser au-delà de 130 dBSPL. 

De manière à obtenir un niveau de puissance acoustique pondéré, il faut soustraire, au 

bruit mesuré sur la courbe isosonique à une fréquence donnée, le niveau donné par la courbe de 

pondération à cette fréquence. La pondération en C est presque plate, de ce fait elle pondère 

toutes les fréquences presque de la même façon. En revanche, la pondération en A attenue 

fortement les faibles fréquences. Le dB(A) est celui qui correspond le mieux à la sensibilité qu’a 

l’oreille humaine aux signaux sinusoïdaux de faible à moyenne puissance [Hartmann 1997]. Il 

est d’ailleurs l’unité de référence des sonomètres. 
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Fig. P.2. Courbes isosoniques normalisées. 

 

 

Fig. P.3. Courbes de pondération normalisées pour le passage de dBSPL en dB(A), dB(B), dB(C) et dB(D). 

SON, BRUIT ET CONFORT 

La différence entre un bruit et un son est la gêne occasionnée. Le bruit est un signal 

acoustique constitué d’un mélange incohérent de longueurs d’ondes. La fréquence de vibration 
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du bruit est irrégulière comparé à celle du son et il n'est donc pas possible de lui attribuer une 

hauteur précise. Le bruit acoustique nuit au confort et à la santé de l’utilisateur par son intensité 

et par sa gamme de fréquences [Gabsi 1999]. Le danger d’une exposition au bruit dépend du 

niveau sonore et de la durée d’exposition. Le son est dit pénible à partir de 75 dB et dangereux 

au-delà de 85 dB. Entre 85 dB et 120 dB l’oreille est menacée de lésions irréversibles mais la 

douleur auditive n’apparait qu’à partir de 120 dB. 

Ainsi, de manière à permettre un certain niveau de confort, il convient de déterminer un 

seuil acoustique à ne pas dépasser. L’organisation internationale de normalisation propose des 

courbes d’évaluation du bruit (Noise Rating levels, NR) qui correspondent à un degré de confort 

acoustique. Ces courbes conservent l’allure générale des courbes isosoniques normalisées. De 

ce fait, pour connaitre un degré de nuisance d’un bruit, son spectre est tracé par bandes 

d’octaves sur le réseau de courbes NR. Une courbe NR passe par la valeur la plus élevée en 

décibel de ce spectre et détermine donc le niveau NR du bruit étudié. Les courbes de critère de 

bruit (Noise Criterion levels, NC) sont également utilisées et sont obtenues par (P.4). NC = NR − 2 dB (P.4) 

De même, le niveau acoustique peut être relié au niveau d’évaluation du bruit car leur 

différence approxime 5 dB. Il est possible de spécifier qu'un bruit ne doit pas dépasser soit le 

niveau de 75 dB(A), soit les valeurs de niveau par bande d’octave indiquées par la courbe NR 70. 

Concernant les véhicules automobiles, la législation française prévoit des limites en dB(A) 

pour des véhicules à moteur [Arrêté 2006]. Ainsi, suivant la catégorie de véhicule, le niveau 

sonore maximal est compris entre74 et 80 dB(A). Le niveau sonore d’une voiture particulière ne 

doit pas excéder 74 dB(A). Toutefois, le niveau sonore n’a pas de limite basse et dans le cas des 

véhicules électriques qui sont manifestement peu bruyants, cela peut être un problème dans un 

environnement urbain. Un véhicule électrique n’est pas silencieux du fait du bruit du moteur, 

des roulements et de la ventilation. Qui plus est, le bruit pneu-route prend une part importante 

à faible vitesse [Moore 2006]. Cependant, l’environnement urbain a une ambiance sonore qui 

peut être de l’ordre de 40 à 80 dB(A) si une conversation a lieu ou si des véhicules se meuvent à 

proximité. D’après la figure P.1, le bruit d’un véhicule qui serait en dessous ou de l’ordre de ce 

niveau ne serait pas forcement perceptible par les autres usagers de la route, les passants, les 

malvoyants et les non-voyants. 

La Commission économique pour l’Europe des Nations Unies (UNECE) possède un 

groupe de travail, le Working Party 29, qui propose d’harmoniser de façon internationale la 

réglementation sur les véhicules. Au sein du WP.29, le GRB est la partie qui s’occupe 
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spécifiquement du bruit. Le groupe de travail GRB conclue qu’un dispositif permettant de 

repérer le véhicule « silencieux » ne peut qu’être sonore. De plus, il doit être embarqué et il doit 

produire un son permanent de sorte qu’un piéton puisse repérer instantanément sa position 

par rapport au véhicule. Cependant, il doit être possible d’arrêter ce bruit pour ne pas qu’il gêne 

le conducteur hors des zones urbains. Un système audible permettant de repérer les véhicules 

en approche (AVAS : Approaching Vehicle Audible System) est alors proposé [GRB 2011]. 
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I. ETAT DE L'ART SUR LES EMISSIONS VIBRO-

ACOUSTIQUES DES MACHINES ELECTRIQUES 

D'ORIGINE ELECTROMAGNETIQUE. 

PROBLEMATIQUE DE LA MODELISATION 

MAGNETO-VIBRO-ACOUSTIQUE. 

I.1 INTRODUCTION 

Avec le développement récent des machines synchrones à aimants permanents pour les 

applications embarquées, est apparu, entre autres, la nécessité de la maitrisede leurs 

performances en termes d’émissions vibro-acoustiques. Ces exigences se traduisent par des 

normes qui s'appliquent par exemple sur les véhicules électriques et hybrides, normes définies 

au niveau européen et international. Dans ce cas précis, il est nécessaire de maitriser ces 

émissions parfois de façon plus contrainte que ce qui est fait dans d'autres applications. Ainsi et 

afin d'éclaircir le lecteur sur la problématique des émissions vibro-acoustiques, ce premier 

chapitre se propose de dresser un état de l'art des travaux antérieurs. Dans la première partie, 

est évoqué un bref historique des travaux sur les vibrations des machines depuis les origines. Le 

choix de porter la présente étude sur les machines à aimants permanents ainsi que la définition 

des origines des vibrations avec une focalisation sur les bruits d'origine magnétique sont 

explicités.Une deuxième partie évoque la problématique du calcul de la force magnétique locale 

et le débat s'y référent. L’obtention de la distribution de l’induction dans l’entrefer est ensuite 

décrite. Enfin, le dernier paragraphe expose les différents travaux sur la modélisation de la 

vibration des machines tournantes ainsi que les travaux sur le calcul analytique et numérique 

des émissions acoustiques correspondantes. Finalement,la dernière section de ce chapitre 

expose la problématique de la thèse. 

I.2 VIBRO-ACOUSTIQUE DES MACHINES ELECTRIQUES 

I.2.1 Motorisation des véhicules électriques 

L'évolution de la motorisation des véhicules électrique depuis leur introduction suit un 

lien fort avec les progrès réalisés sur le stockage de l'énergie. Ce stockage est principalement 
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réalisé à l'aide d'accumulateur électrochimiques séparés en quatre grandes familles : au plomb, 

au sodium, au nickel et au lithium [Bazzi 2013].  

Le XIXème siècle a vu naitre les véhicules électriques et un des premiers, sinon le premier, 

fut un tricycle de 0.1 hp (75 W) conçu en 1881 par l’ingénieur français G. Trouvé [Ehsani 2010]. 

Les premières automobiles électriques utilisaient des moteurs à courant continu. En 1900, sur 

4200 voitures vendues, 40% étaient à vapeur, 38% électriques et 22% à essence [Husain 2011]. 

Du fait d’améliorations technologiques, d’une baisse de coût et d’une meilleure autonomie, les 

véhicules à combustion interne prirent toutefois le dessus dans les années 1920. Dans les 

années 1960, les véhicules électriques connurent un regain d’intérêt principalement pour des 

raisons environnementales puis dans les années 1970 avec les crises pétrolières. En 1964 

apparut l’Electrovair de General Motors avec un moteur asynchrone triphasé de 115 hp (86 

kW) commandé par un onduleur à thyristor [Husain 2011]. Dans les années 1970, le 

développement s’orienta en parallèle sur les moteurs à courant continu à excitation 

indépendante [Rajashekara 1994] puis dans les années 1990 vers les machines synchrones à 

aimants permanents. De nos jours, les véhicules électriques actuels peuvent être classés en 

quatre catégories [IEA 2011][Yu 2011] : 

 

- Les véhicules hybrides électriques (HEV : Hybrid Electric Vehicles) utilisent l’énergie 

d’un moteur électrique pour compléter un moteur à combustion interne. 

- Les véhicules hybrides rechargeables (PHEV : Plug-in Hybrid Electric Vehicles) 

suivent le même principe que les HEV en plus de pouvoir être connectée au moyen 

d’une prise à une station de recharge. 

 

- Les véhicules électriques à batterie (BEV : Battery Electric Vehicles) ne possèdent 

qu’un moteur électrique et doivent recharger leur batterie à une station. 

- Les véhicules électriques à pile à combustible (FCEV : Fuel Cell Electric Vehicles) 

utilisent un vecteur énergétique tel que l’hydrogène pour le transformer en 

électricité. 

 

Une large étude portant sur les véhicules commercialisés depuis l'introduction des 

véhicules électriques a été réalisée dans [Bazzi 2013]. La figure I.1 présente la somme cumulée 

des principales technologies de moteurs utilisés dans les HEV, PHEV, BEV et FCEV. Y est 

constaté que les machines à aimants permanents et les machines synchrones prennent leur 
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essor dans les années 1990 et que les motorisations commerciales à base de machines à 

réluctance variable et machines synchrones à rotor bobiné sont très récentes. La figure I.2 

montre cette évolution entre 2008 et 2013 ainsi que les technologies de batterie les plus 

utilisées. Les batteries au lithium sont les plus rencontrées et généralement 

machines synchrones à aimants permanents. Ainsi, ces machines seront principalement 

étudiées dans les présents travaux.

 

 

Fig. I.1. Somme cumulée des motorisations depuis 1840.

 

Fig. I.2. Distribution des technologies de traction (a) 

I.2.2 Bref historique de l’étude du bruit et des vibrations des machines

Dans les années 1920, le bruit produit par les machines électriques prend une part 

importante dans les recherches sur leur développement. Les machine

cette époque et le bruit aérodynamique était négligeable. De plus, le bruit des roulements était 

déjà connu du fait d’autres types de machines déjà utilisées. De ce fait, les études se sont portées 
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Fig. I.1. Somme cumulée des motorisations depuis 1840. 

Fig. I.2. Distribution des technologies de traction (a) et de batteries (b) entre 2008 et 2013.
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cette époque et le bruit aérodynamique était négligeable. De plus, le bruit des roulements était 

déjà connu du fait d’autres types de machines déjà utilisées. De ce fait, les études se sont portées 
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sur le bruit d’origine électromagnétique. Le nombre de moteurs asynchrones a rapidement 

augmenté et ils sont donc devenus le sujet des premières recherches sur le bruit d’origine 

électromagnétique [Tímár 1989]. 

Dans la décennie qui suivit, les ingénieurs ont utilisé des rotors avec différents nombres 

d’encoches dans un même stator et ont déduit des combinaisons de nombres d’encoches 

statoriques et rotoriques favorables ou défavorables par rapport aux vibrations. A cette époque, 

plusieurs chercheurs et ingénieurs tels que M. Krondl, L.E. Hildebrand, G. Kron et W.J. Morrill, 

ont étudié en détail la question de la combinaison des encoches, le calcul du mode, de la 

fréquence et de l’amplitude des ondes de force radiale responsable des vibrations et du bruit 

des machines asynchrones. L.E. Hildebrand propose quelques règles de réduction du bruit 

comme le fait d’incliner les encoches du rotor par un certain rapport mais cette méthode reste 

expérimentale et manque de preuve analytique [Hildebrand 1930]. G. Kron propose également 

trois règles empiriques pour déterminer les vibrations nocives et le bruit [Kron 1931]. Quant à 

W.J. Morrill, il ne traite pas la réponse de la structure de stator aux forces de perturbation étant 

donné l’incapacité à l’époque à obtenir de façon quantitative cette réponse. Ainsi seuls le 

caractère, l’amplitude et la fréquence des forces de perturbation sont observés [Morrill 1940]. 

Ainsi, durant les années 1930 et 1940, les ingénieurs ont réalisé que bien qu’une configuration 

puisse paraître favorable, ce n’était pas forcément le cas pour des machines d’autres puissances. 

Les ingénieurs et concepteurs se sont rendu compte que le problème du bruit n’est pas un pur 

problème électromagnétique mais aussi mécanique et acoustique. 

L’ingénieur américain P.L. Alger a été le premier à apporter une explication simple et 

compréhensive englobant toutes les étapes de ce problème. Il choisit de représenter la machine 

synchrone sous forme d’un cylindre vibrant de longueur infinie pour étudier son comportement 

acoustique [Erdelyi 1955]. Ainsi, il a fourni des courbes et des formules pour déterminer 

l’intensité acoustique de manière à être exploitables par les concepteurs de machines. Selon lui, 

l’utilisation industrielle et domestique des moteurs implique en plus d’un design élégant, une 

conception basée sur l’acoustique [Alger 1954]. Au même moment en Allemagne, H. Jordan a 

proposé une solution simplifiée. Au lieu d’un cylindre vibrant, il considère une sphère 

rayonnante et utilise le théorème de Gauss pour déterminer le niveau de puissance acoustique. 

Cette dernière méthode avait été proposée par Carter en 1932 [Zhu 1994]. 

L’américain E. Erdelyi a développé plus avant les travaux de MM. Alger, Krondl et Morill 

en considérant l’influence des harmoniques de perméance [Erdelyi 1955] et en évitant ainsi 

plusieurs simplifications. Il reconnait toutefois que ces simplifications étaient nécessaires à la 
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mise en place de la théorie. Ainsi, il peut expliciter la réponse vibratoire du moteur à partir du 

modèle cylindrique. Une décennie plus tard, le chercheur et ingénieur anglais A.J. Ellison utilise 

les chambres anéchoïques [Ellison 1963] et synthétise avec C.J. Moore les études sur le bruit et 

les vibrations des moteurs [Ellison 1968]. Ils développent plus avant le modèle cylindrique de 

MM. Carter et Jordan. 

Peu d’ouvrages sur le sujet ont été publiés, le premier étant celui H. Jordan en 1950 

[Jordan 1950]. En URSS, I.G. Shubov publie un livre sur le bruit des machines asynchrones en 

1974 puis N.V. Astakhov, V.S. Malishev et N.J. Ovcharenko en 1985 [Gieras 2006]. En 1977, B. 

Heller et V. Hamata donnent plus de précision dans l’analyse des harmoniques pour les 

machines asynchrones [Heller 1977]. Toutefois, P.L. Tímár, A. Fazekas, J. Kiss, A. Miklós, S.J. Yang 

publient en 1989 l’ouvrage le plus détaillé et le plus compréhensible pour l’époque [Tímár 

1989]. Aucun ouvrage ne traite des vibrations et du bruit des machines synchrones à aimants 

permanents jusqu’en 2006, quand J.F. Gieras, C. Wang et J.C.S. Lai publient leur ouvrage général 

sur le bruit des moteurs électriques polyphasés [Gieras 2006]. 

Les recherches sur les vibrations et le bruit des machines s’accompagnent d’un 

développement des méthodes numériques comme la méthode des éléments finis, la méthode 

des intégrales de frontière et l’analyse statistique énergétique. Ces méthodes servent à évaluer 

la puissance acoustique rayonnée. La principale difficulté de la méthode des éléments finis est 

de traiter la frontière du champ lointain qui est résolue en appliquant la méthode des intégrales 

de frontière au champ lointain ou en la combinant avec une méthode analytique pour le champ 

lointain [Zhu 1994]. Ces méthodes étant coûteuses en temps, les méthodes analytiques ont 

continué à être développées en parallèle. 

I.2.3 Sources de bruit et de vibrations 

Généralement, la plage de fréquence relative à l’étude des vibrations est entre 0 Hz et 1 

kHz. Pour le bruit, ce sont les fréquences au delà de 1 kHz [Gieras 2006]. Bien que la fonction 

première d’une machine soit de transformer de l’énergie, certains processus contribuant 

directement ou indirectement à cette transformation deviennent des sources de déformations 

et vibrations mécaniques. Seule une portion des énergies vibratoires est transformée en énergie 

sonore [Tímár 1989]. La figure I.3 montre le lien entre le bruit et les vibrations dans les 

machines électriques. La génération du champ électromagnétique () donne lieu à une 

déformation mécanique mesurable et à des vibrations dont une partie résulte en un bruit. Tous 

les autres composants de la machine assistent la conversion d’énergie. Se retrouvent les paliers, 
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*�, qui servent à modifier la position relative des enroulements du stator et du rotor, les 

contacts par glissement, *�, qui assurent la liaison électrique et les systèmes de ventilation, +, , 

prévus pour évacuer l’excès de chaleur. Les sources mécaniques *� sont associées aux balais 

qui, puisqu’ils sont montés de façon flexible, ne produisent pas de vibration à l’intérieur et à 

l’extérieur de la machine. Toutefois, leur contact par glissement est à l’origine de bruit sans être 

lié au corps massique de la machine et ne sont donc pas détecté, comme le bruit des sources 

aérauliques +, , dans les vibrations de la machine. 

 

 

Fig. I.3. Relation entre le bruit et les vibrations dans les machines électriques. 

Les bruits d'origines mécaniques proviennent principalement des paliers et il est 

inhérent à chaque machine, excepté celles à palier magnétique. Son intensité dépend 

entre autre du type et de la qualité des paliers ainsi que de la vitesse du rotor. Dans le cas 

de friction avec les balais, le niveau sonore augmente avec le carré de la vitesse. Pour un 

palier lisse, le bruit est négligeable par rapport aux autres bruits [Wilamowski 2011]. En 

revanche, pour un palier à roulement, le bruit dépend de la fréquence de résonance 

externe. Il peut alors être réduit par lubrification. Il existe d’autres bruits mécaniques qui 

ont pour origines un arbre de transmission tordu, un déséquilibre du rotor, un mauvais 

alignement de l’arbre, la transmission, etc. [Gieras 2006] 

 

Les bruits d'origines aérauliques sont associés à l’écoulement de l’air ventilé à 

travers ou par-dessus le moteur. En effet, les pièces en mouvement créent de la 

turbulence. En cas d’obstruction à l’écoulement par des parties du moteur, ce bruit est 
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amplifié. Il existe un bruit à large bande allant de 100 Hz à 10 kHz et un bruit de sirène. Ce 

dernier peut être éliminé en éloignant les pales de l’obstacle obstruant l’écoulement 

[Gieras 2006]. Ce bruit n’est pas uniquement causé par les ventilateurs mais aussi par 

toutes pièces en mouvement du rotor qui se comportent comme tel [Tímár 1989]. Le 

bruit aérodynamique augmente avec la puissance cinquième de la vitesse [Wilamowski 

2011]. 

 

Les bruits d'origines magnétiques sont produits par l'aimantation des tôles 

ferromagnétiques [Reyne 1987]. Cette aimantation est due à la présence de sources 

d'excitation et de courants d'alimentations. Elle produit des forces magnétiques entre le 

stator et le rotor qui font principalement vibrer la culasse de la machine. Ces vibrations 

sont alors transmises à l’air ambiant par la carcasse. Des fréquences des forces 

magnétiques proches des fréquences de résonnance du stator amplifient le bruit. Puisque 

les deux autres catégories de bruit dépendent fortement de la vitesse, le bruit d’origine 

magnétique est prépondérant à faible vitesse dans les machines à courant alternatif [Le 

Besnerais 2008]. Il ne faut pas pour autant le négliger dans les machines rapides car le 

bruit d’origine magnétique se propage facilement à distance par la structure à laquelle il 

est attaché [Delcambre 1985]. 

 

Le tableau I.1 permet de comparer les trois types de bruit au sein d’une machine 

asynchrone. Leur mécanisme de production, leur nature, leur fréquence et leurs sources sont 

explicitées. Dans le présent travail, seuls les bruits d'origines magnétiques sont étudiés. 

I.2.4 Origines du bruit d’origine magnétique 

Contrairement aux matériaux classiques, la déformation de la structure d'un matériau 

ferromagnétique n'est pas due aux seules forces magnétiques mais aussi à la modification de la 

structure interne causée par l'aimantation. En effet, les matériaux ferromagnétiques soumis à 

un champ magnétique extérieur génèrent un nouveau champ magnétique en leur sein, qui est 

l'aimantation. Des domaines microscopiques d'aimantation homogène sont présents au sein de 

ces matériaux et les plus grands domaines sont appelés domaines de Weiss. Une aimantation 

homogène résulte en une homogénéisation de l'orientation des spins dans une direction 

donnée. Des parois, dites de Bloch, délimitent les domaines de Weiss [Ashcroft 1976]. 
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TABLEAU I.1 

Composantes du bruit des moteurs asynchrones [Delcambre 1985] 
 

Classification 
Bruits d’origine 

électromagnétique 

Bruits d’origine aérodynamique 
Bruits d’origine 

mécanique Bruits à large 
bande 

Bruits à fréquence discrète 
Bruits de sirène Sons purs 

Mécanisme de 
production 

Harmoniques 

d’induction dans 

l’entrefer de la machine 

dus à la denture et à la 

répartition du bobinage 

↓ 
Harmoniques de force 

(ondes de force 

tournantes) 

↓ 
Déformations 

mécaniques de la tôlerie 

et de la carcasse 

(vibrations forcées ou 

de résonance) 

↓ 
Bruit aérien 

Rotation dans l’air 

d’éléments de la 

construction 

↓ 
Formation de 

tourbillons, 

variations non 

périodiques de la 

pression de l’air 

↓ 
Bruit aérien 

Mouvement 

relatif des 

éléments 

tournants et 

fixes de la 

construction 

↓ 
Variations 

périodiques de la 

pression de l’air 

↓ 
Bruit aérien 

Mise en 

résonance 

d’espaces creux 

↓ 
Variations 

périodiques de la 

pression de l’air 

↓ 
Bruit aérien 

Frottements 

entre pièces fixes 

et mobiles, 

balourds 

↓ 
Chocs ou 

vibrations 

mécaniques 

périodiques et 

non périodiques 

↓ 
Bruit aérien 

Nature du bruit 
Une ou plusieurs 

tonalités pures 
Bruit aléatoire 

Une ou plusieurs 

tonalités pures 

Une ou plusieurs 

tonalités pures 

Une ou plusieurs 

tonalités pures 

ou bruit 

aléatoire 

Fréquence du 
son 

En général, 

proportionnelle à la 

vitesse de rotation 

 

Proportionnelle 

à la vitesse de 

rotation 

Indépendante de 

la vitesse de 

rotation 

En général, 

proportionnelle 

à la vitesse de 

rotation 

Sources du bruit 
Eléments vibrants de la 

construction 

Espaces d’air à l’intérieur (rarement à l’extérieur) de la 

machine 

Principalement, 

éléments 

vibrants de la 

construction 

Les matériaux ferromagnétiques sont soumis entre-autres à quatre types d'énergie [Kittel 

1998] : 

- L'énergie d'anisotropie due aux spins à l'intérieur des parois de Bloch qui ne 

s'orientent plus dans les directions de facile aimantation. Ces directions sont celles 

où cette énergie est minimale. 

- L'énergie d'échange due aux directions d'aimantation différentes entre deux 

domaines de Weiss adjacents. 

- L'énergie magnéto-élastique due aux moments magnétiques s'alignant avec les 

domaines de Weiss. 

- L'énergie magnétostatique, qui est l'énergie interne d'un matériau soumis à son 

propre champ démagnétisant. 

La magnétostriction qui est responsable de la déformation des matériaux 

ferromagnétique est le résultat de ces quatre types d'énergie sur le matériau [Belahcen 2004]. 

Les forces magnétiques sont uniquement le résultat de l'énergie magnétostatique [Reyne 1987]. 



40 

 

Les machines électriques sont généralement utilisée en deçà ou à la limite de la saturation des 

parties ferromagnétiques. A ce niveau de saturation, l'aimantation est facilitée et les directions 

de facile orientation sont, en première approximation, respectées [Reyne 1987]. De ce fait, 

l'énergie magnétostatique est principalement responsable des déformations. Ainsi, seules les 

forces magnétiques sont considérées. 

I.3 EFFORTS ELECTROMAGNETIQUES LOCAUX 

I.3.1 Présentation 

De manière à étudier l'influence de la force magnétique sur le bruit et les vibrations des 

machines électriques, il est nécessaire de connaître leur répartition à la surface interne de 

l'alésage statorique. En effet, numériquement, la distribution locale de force, ou de pression, 

obtenue par le modèle électromagnétique sert de condition aux limites au modèle mécanique. 

Soit l'objet ferromagnétique de volume /�représenté dans la figure I.4. Le volume 

l'entourant, /�, représente de l'air. D'un point de vue théorique, la force magnétique totale sur /�peut être obtenue par la somme de deux intégrales, une intégrale volumique représentant les 

efforts à l'intérieur de l'objet ferromagnétique d'étude, et une intégrale surfacique représentant 

les efforts à l'interface du matériau avec l'extérieur (l'air) [Melcher 1981]. Par exemple, dans un  

 

 

 

Fig. I.4. Interface entre matériaux. 

 

matériau linéaire, isotrope, homogène et non-compressible, la force est concentrée à la surface 

[Ren 1994]. La force totale, 01 , peut donc être exprimée selon (I.1) 

01 = 2345551�64 + 8395551�/9  (I.1) 

L'intégrande de l'intégrale de surface, 345551, est ce qui est ici dénommé par distribution de 

force locale. Le terme de volume est considéré comme des efforts internes au matériau et est 

/�, ;� 

/�, ;� 

<551 

6 

�1 =51 
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souvent négligé. Ceci conduit généralement à la solution exacte de la force globale mais pas de la 

densité de force [Reyne 1987]. Ainsi, si l'obtention de la force magnétique totale agissant sur un 

objet ferromagnétique ne fait plus débat depuis longtemps, le calcul des efforts locaux et 

particulièrement leur implémentation numérique a été le sujet de nombreuses publications 

depuis l'avènement des outils numériques appliqués aux modèles physiques [Coulomb 

1984][Penman 1986][McFee 1988][Mizia 1988][Müller 1990][Henneberger 1992][Ren 

1994][Medeiros 1998], pour ne citer qu'elles.  

Les méthodes pour calculer les forces peuvent être classées en deux groupes. Le premier 

groupe contient les méthodes basées sur le tenseur de Maxwell (TM) et celles basées sur le 

principe des travaux virtuels (TV), comme l’analyse de sensibilité continue (ASC-TV) [Kim 

2002]. Ces méthodes ont plus une signification mathématique que physique [Henneberger 

1992]. Le deuxième groupe contient les méthodes basées sur les charges magnétiques (MCM) 

ou courants équivalents (MCE). Ces méthodes découlent des modèles des pôles magnétiques 

équivalents ou du théorème d'Ampère [Carpenter 1960] ce qui en fait des méthodes liées aux 

phénomènes macroscopiques des matériaux ferromagnétiques. 

I.3.2 Comparaison entre les principales méthodes 

Pour étudier la force à la surface d'un matériau linéaire et isotrope, sont dérivées les 

expressions du TM (I.2), de la MCM (I.3) et de la MCE (I.4) [Müller 1990]. Le TM s'applique au 

niveau de la surface arbitrairement choisie, externe, notée 6,>?. 

0��55555551 = 2 @ABC?�1 + 12 � 1;� AB� − ;�C?� <51D �64EFG  (I.2) 

0�H�55555555551 = 2 @�1 − 1;I ABC?�1 + 12;� �1 − 1;I� AB�<51D �64  (I.3) 

0�HJ5555555551 = 2 K�1 − ;I�ABC?�1 + ;�2 �;I� − 1�C?�<51L �64  (I.4) 

Soit la force, 0MB?55555551, au niveau de la surface interne, 6NB?, et exprimée par (I.5) [Ren 1994]. 

0MB?55555551 = 2 @ABC?�1 + 12 �1; AB� − ;C?� <51D �64OPG  (I.5) 

0�H�55555555551et0�HJ5555555551 s'expriment alors respectivement en fonction de 0��55555551 et 0MB?55555551 suivant (I.6) et 

(I.7). 

0�H�55555555551 = 0��55555551 − 1;I 0MB?55555551 (I.6) 
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 0�HJ5555555551 = 0��55555551 − ;I0MB?55555551 (I.7) 

La densité de force à la surface du matériau est donnée par la différence entre 0��55555551et 0MB?55555551. 

En théorie, 0MB?55555551 devrait être nulle en l'absence de courants macroscopiques. De ce fait, la densité 

de force donnée par la différence entre 0��55555551 et 0MB?55555551 est alors théoriquement la même que celle 

donnée par 0�H�55555555551 et 0�HJ5555555551 [Ren 1994]. Toutefois, la résolution numérique par la MEF dépendant 

du maillage, 0MB?55555551 n'est jamais tout à fait nulle. Ainsi, les trois méthodes susnommées présentent 

des résultats numériques différents. 

Soit la structure d'un actionneur présentant un noyau en C comme sur la figure I.5. La 

force totale de référence est calculée au moyen de la différentiation de la courbe de la co-énergie 

suivant différentes longueurs d'entrefer. Sont calculés les pourcentages d'augmentation de 

l'erreur entre les résultats obtenus par l'expression obtenue par le tenseur de Maxwell, 

l'expression obtenue par l'analyse de sensibilité continue découlant des travaux virtuels et une 

résolution numérique par éléments finis obtenue par le tenseur de Maxwell au moyen d'un 

logiciel commercial (MagNet) [Kim 2005a]. La figure I.6(a) présente ces pourcentages 

d'augmentation de l'erreur en fonction de l'épaisseur de l'entrefer, dans un cas où les matériaux 

ferromagnétiques du système de la figure I.5 sont linéaires, de perméabilité relative égale à 

1000. Pour un faible entrefer (< 2 mm), l'ASC-TV et le TM donnent des résultats similaires. 

Passé cette limite, l'ASC-TV donne de bien meilleurs résultats que le TM, et est en accord avec les 

résultats obtenus par la résolution utilisant la MEF. La figure I.6(b) présente ces mêmes  

 

 

Fig. I.5. Structure de l’actionneur présentant un noyau en C avec mesures en millimètres. 
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pourcentages dans le cas de matériaux non linéaires. Bien que les résultats obtenus par les TM 

correspondent parfaitement à ceux obtenus par éléments finis et à la méthode de référence 

pour un entrefer de 1 mm, l'erreur devient de plus en plus importante avec l'augmentation de la 

taille de l'entrefer. En contrepartie, l'ASC-TV donne une faible erreur sauf lorsque l'entrefer est 

de 1 mm. Ainsi, pour le calcul de la force totale dans le cas d'une machine électrique, où 

l'entrefer est généralement de l'ordre du millimètre et inférieur, le TM donne des résultats tout 

à fait satisfaisant par rapport à l'ASC-TV. 

Les distributions locales de la force obtenues par le TM, l'ASC-TV et la MCM sont 

comparées sur le même exemple d'actionneur [Kim 2007]. De manière à assurer une 

comparaison équitable, les solutions numériques du champ sont toutes calculées au moyen 

d'un logiciel commercial utilisant la MEF. La force est calculée sur le côté de l'armature en 

contact avec l'entrefer dans la figure I.7(a). Les matériaux ferromagnétiques sont linéaires de 

perméabilité relative égale à 1000. La force au milieu de l'armature est nulle lorsque calculée 

par le TM et la MCM tandis qu'elle ne l'est pas lorsque calculée par l'ASC-TV. Au niveau des 

bords, les trois expressions diffèrent. Avec des matériaux non linéaires (acier électrique M-19) 

comme sur la figure I.7(b), les trois méthodes concordent au milieu de l'armature mais 

montrent des différences au niveau du faible entrefer où la MCM donne des résultats plus 

importants que l'ASC-TV qui elle-même donne des résultats plus importants que le TM.  

Une autre comparaison de la distribution locale de la force par le TM et la MCM est 

présentée dans [Lee 2004] où un même type d'actionneur où la longueur de l'armature est 

égale à celle du noyau. Cette comparaison montre que les distributions obtenues par les deux 

méthodes sont identiques pour un matériau linéaire de perméabilité relative égale à 1000 et un 

matériau non linéaire. Pour le calcul de la distribution locale de force à la surface de l'alésage 

statorique, le TM donne donc des résultats en concordance avec les autres méthodes et peut 

être utilisé. 
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(a) Matériau linéaire                                               (b) Matériau non-linéaire 

 

Fig. I.6.Forces totales en fonction de l’épaisseur de l’entrefer suivant différentes méthodes dans le cas (a) d’un 

matériau linéaire de perméabilité égale à 1000 et (b) d’un acier électrique non linéaire. 

 

 

(a) Matériau linéaire                                        (b) Matériau non-linéaire 

 

Fig. I.7. Densité de force le long de A-A’ (voir figure I.5) suivant différentes méthodes dans le cas d’un matériau 

linéaire de perméabilité égale à 1000 et d’un acier électrique non linéaire. 

I.4 DISTRIBUTION DE L'INDUCTION DANS L'ENTREFER 

I.4.1 Présentation 

Le calcul de la force magnétique par le tenseur de Maxwell suppose la connaissance de la 

distribution de l'induction magnétique dans l'entrefer. L'analyse électro-vibro-acoustique des 
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machines synchrones à aimants permanents (MSAP) proposée dans les présents travaux 

concerne les étapes de dimensionnement où l'exploration complète de l'espace de recherche en 

un temps minimal peut être requise. Or, si la méthode des éléments finis (MEF) permet 

l'obtention précise des grandeurs électro-vibro-acoustiques, pour peu que le modèle utilisant la 

MEF soit suffisamment détaillé, elle s'avère plus coûteuse en temps que les méthodes 

analytiques. De ce fait, la MEF servira de méthode de référence dans ces travaux, pour les trois 

modèles électromagnétique, mécanique et acoustique, tandis que les grandeurs locales et 

globales seront obtenues par des méthodes analytiques. Concernant la distribution de 

l'induction dans l'entrefer, il existe principalement deux familles de méthodes analytiques. 

D'une part, la méthode des circuits magnétiques équivalents (MCME) prend en compte la 

saturation magnétique mais n'est pas aussi générique que la MEF. En effet, cette méthode se 

base sur un réseau de réluctances qui, pour l'approche classique, doit être reconstruit lorsque la 

géométrie est significativement modifiée. Une approche générique de la MCME a été 

développée pour palier à ce problème [Amrhein 2009]. Bien que similaire à la MEF dans sa 

discrétisation, le maillage de la MCME est généralement bien plus grossier pour réduire les 

temps de calcul. Toutefois, le flux est supposé passer à travers l’élément par des directions 

imposées, ce qui n’est pas le cas dans la MEF [Sykulski 1995]. 

D'autre part, la résolution formelle des équations de Maxwell (RFEM) est moins coûteuse 

en temps de calcul. Cette méthode est plus adaptée à l'optique de pré-dimensionnement 

mentionnée ci-dessus. Contrairement aux méthodes unidimensionnelles (solution radiale 

uniquement) [Hwang 2000] qui ne sont pas adaptées aux MSAP montés en surface puisqu’elles 

ont un entrefer effectif plus important, la méthode basée sur la RFEM est 2-D et permet de 

prendre en compte la direction tangentielle. La méthode exposée dans [Boules 1985] prend en 

compte la RFEM dans les régions de faible perméabilité, comme l’entrefer et les aimants, pour 

une machine sans encochage. Cette méthode a depuis été améliorée pour les MSAP à flux radial 

[Zhu 1993a][Ackermann 1995][Proca 2003][Liu 2007][Bellara 2009][Boughrara 2009][Dubas 

2009][Jian 2009][Chebak 2010][Gysen 2010][Lubin 2010][Bali 2010][Zhu 2010b][Wu 

2011][Tiegna 2012]. Certains de ces modèles prennent en compte l’encochage de manière 

explicite [Bellara 2009], y compris l'isthme d'encoche [Tiegna 2012]. Une description analytique 

exacte du champ magnétique due aux aimants dans une MSAP montés en surface prenant en 

compte l’encochage statorique est présentée dans [Ittstein 1992][Ackermann 1995]. 
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I.4.2 Modélisation par la résolution formelle des équations de Maxwell 

I.4.2.1 Construction du modèle 

La modélisation par la RFEM a été originellement utilisée pour déterminer le champ pour 

des conducteurs véhiculant un courant entre deux surfaces ferromagnétiques [Hague 1929]. 

Cette solution a été utilisée pour étudier le champ à la surface du rotor et du stator des MSAP où 

les aimants permanents ont été modélisés par des conducteurs équivalents [Boules 1984]. Une 

solution sous forme de séries de Fourier, incluant de manière effective les aimants permanents, 

a ensuite été proposée dans [Zhu 1993a][Zhu 1993b][Zhu 1993c]. 

Soit la machine synchrone à aimants permanents montés en surface, à flux radial et à 

géométrie simplifiée de la figure I.8. La machine peut être décomposée en au moins trois 

régions de faible perméabilité (;I ≈ 1�: (I) encoches, (II) entrefer, (III) et aimants permanents. 

Les hypothèses suivantes sont formulées [Amara 2010a] : 

- Les noyaux statorique et rotorique sont de perméabilité infinie. Toutefois, la 

saturation magnétique peut être partiellement prise en compte de manière itérative 

en adaptant l’épaisseur de l’entrefer. 

 

 

 

 

 

Fig. I.8. MSAP montés en surface simplifiée. 

- Les effets des courants de Foucault sont négligés, n’entraînant aucunes pertes par 

courants de Foucault dans les aimants et les enroulements statoriques. 

- La perméabilité des aimants permanents est supposée égale à celle de l’air. 
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- La longueur axiale de la machine est supposée infinie de manière à négliger les effets 

3D. Ces effets se définissent comme une variation topologique dans la direction 

perpendiculaire au plan de la modélisation pour une position donnée de la partie 

mobile par rapport à la partie fixe. 

 

Soit V1 la densité de courant au stator et *551 l’aimantation des aimants permanents. Les 

équations aux dérivées partielles des champs magnétiques quasi-stationnaires dans les trois 

régions considérées continues et isotropes peuvent s'exprimer au moyen du potentiel vecteur 

magnétique +1. En intégrant la jauge de Coulomb, ∇551 ∙ +1, ces équations sont définies selon (I.8) 

[Bellara 2009]. 

∇�+1 = Y −;�V1 �I�0 �II�−;�∇551 × *551 �III�\ (I.8) 

Le potentiel vecteur magnétique ne possède qu'une composante dans l'axe z et qui est 

indépendante de z puisque la machine est considérée de longueur infinie. Les conditions aux 

limites de chaque région et la méthode de séparation des variables permettent d'aboutir à un 

ensemble d'équations linéaires de taille �]^ × ]^� où ]^ est le nombre d'harmoniques 

spatiales considérés. Les coefficients du potentiel vecteur magnétique dans la région des 

aimants permanents (III) sont les inconnues du système. En utilisant les conditions de passages 

entre régions, la résolution de ces équations linéaires, au moyen par exemple de l'algorithme de 

l'élimination de Gauss-Jordan [Tiegna 2013a], permet d'obtenir les coefficients du potentiel 

vecteur magnétique des autres régions. 

Le nombre d'harmoniques impacte directement la précision et le temps de calcul [Wu 

2012]. Cette influence sur les composantes radiale et tangentielle de la valeur moyenne de 

l'induction dans l'entrefer, A_ , est présentée dans la figure I.9. Y est illustré l'erreur relative sur la 

composante ̀  entre la MEF et la RFEM, qui est calculée suivant (I.9) [Tiegna 2013a]. 

err% = dAMefJ�________ − AM�Jf_______dAM�Jf_______  (I.9) 

Les noyaux statoriques et rotorique de la machine utilisée dans la figure I.9 sont 

considérés linéaires de perméabilité relative égale à 10000. Dans ce cas, un nombre  
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Fig. I.9. Erreurs relatives entre modèles issus de la MEF et de la RFEM sur les composantes  

(a) radiale et (b) tangentielle de l'induction dans l'entrefer. 

 

d'harmonique assez faible comme 25 l'erreur commise par le modèle analytique sur la 

composante normale de l'induction est de 7%, pour un temps de calcul de l'ordre de la seconde. 

Ces résolutions rapides permettent donc de balayer l'espace de recherche pour le 

dimensionnement d'un prototype, avec une précision acceptable, notamment en comportement 

linéaire des matériaux. Si, cependant, la saturation joue un rôle important, la MEF devra être 

privilégiée, y compris pour l'exploration de l'espace de recherche. Toutefois, il existe certaines 

méthodes permettant de prendre en compte la saturation dans les modèles basés sur la RFEM, 

tel que l'utilisation des réseaux deréluctances pour former des modèles dit hybrides [Laoubi 

2014]. 

I.4.2.2 Problèmes numériques 

Bien que la RFEM présentée en I.4.2.1 puisse être effectuée par les fonctions de Green 

[Furlani 1997], elle est généralement effectuée par les développements en série de Fourier [Bali 

2010]. Ce sont les problèmes numériques liés à cette approche qui seront ici discutés. Si la 

précision des modèles basés sur la MEF est liée à la densité du maillage, la précision des 

modèles basés sur les séries de Fourier présentent un problème similaire dans le domaine 

temporel [Gysen 2010]. En effet, pour obtenir la distribution du champ magnétique dans les 

différentes régions, la MEF et la RFEM aboutissent à la résolution du système d'équations 

linéaires matriciel +g = A. Dans ce système A représente la matrice topologique, de taille �]^ × ]^�, dont les éléments dépendent de la forme géométrique des régions. Le vecteur des 

sources, B, de taille�]^ × 1�, est lié à la répartition spatiale et des propriétés physiques des 

sources de champ magnétiques comme l'aimantation et la densité de courant. Enfin, X, 

Nombre d'harmoniques considérés 

(a) 

Nombre d'harmoniques considérés 

(b) 

err % 
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également de taille �]^ × 1� est le vecteur des inconnues dont les éléments sont les coefficients 

de la décomposition en série de Fourier du potentiel vecteur magnétique dans une région de la 

machine [Tiegna 2013a]. 

La précision de la distribution du champ magnétique suite à une telle résolution est lié au 

nombre d'harmoniques, comme constaté dans la figure I.9, mais également de la dépendance de 

la solution du problème par rapport aux données du problème. Cette dépendance est le 

conditionnement associé au problème, qui mesure sa difficulté de calcul [Reinhardt 1997]. 

Ainsi, si le conditionnement est élevé, ou en d'autres termes si le système est mal conditionné, 

même un nombre d'harmoniques élevé ne justifie par la précision de la solution qu'est la 

distribution du champ magnétique [Gysen 2010]. La réduction du conditionnement peut être 

opéré par un changement de variables [Gysen 2010] ou en utilisant des techniques 

d'approximations [Ackermann 1995]. D'un côté, le changement de variables est 

particulièrement adapté aux repères cartésiens et polaires mais pas aux repères polaires. De 

l'autre, les techniques d'approximations permettent d'obtenir une forme approchée des 

coefficients du développement en série de Fourier de la distribution du champ magnétique. 

Dans [Ackermann 1995], les coefficients en dehors de la diagonale principale de A sont négligés. 

Ainsi faisant, le temps de simulation est largement réduit et les résultats restent proches de ceux 

obtenus avec la MEF. 

I.4.3 Limites et domaines d'application des méthodes analytiques 

I.4.3.1 Prise en compte de la saturation magnétique 

La saturation n'est généralement pas prise en compte dans les modèles analytiques due 

aux hypothèses de linéarité des matériaux et de perméabilité relative infinie. La composante 

radiale de l'induction est particulièrement impactée par la saturation. En pratique, la saturation 

réduit, entre autres, l'amplitude du premier harmonique de la composante radiale de 

l'induction. Cette réduction peut être modélisée par une fonction modifiant l'épaisseur de 

l'entrefer dans la direction radiale du modèle analytique non saturé. Ainsi, soit la fonction 

modélisant l'entrefer noté h et prenant en compte l'effet d'encochage par le coefficient de 

Carter. La saturation peut être prise en compte en remplaçant h par h′ suivant (I.10) [Boules 

1984].  

hj = �1 + *klm*lnomlklm h (I.10) 
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 *klmet*lnomlklm sont respectivement la force magnétomotrice totale requise pour 

compenser les réluctances des parties ferromagnétiques et de l'entrefer. Un réseau de 

réluctance complet peut être ainsi développé pour prendre en compte la saturation. Cette 

saturation obtenue par ce couplage faible est globale et il n'existe pas de modèle uniquement 

basé sur la RFEM permettant de prendre en compte la saturation locale [Tiegna 2013a]. Des 

couplages forts entre modèles analytiques et modèles basés sur la MEF [Liu 1995] ou la 

méthode des circuits de reluctances [Lubin 2011] peuvent toutefois la prendre en compte. 

I.4.3.2 Structures géométriques, effets de bords et effets 3D 

Tous les modèles analytiques sont développés à partir de géométries idéales, comme des 

cylindres pour les machines à flux radial [Boules 1985]. Si l'effet de l'encochage a, par le passé, 

été pris en compte indirectement au moyen de fonctions de perméance [Zhu 1993c], des 

modèles explicites ont été plus récemment développés [Bellara 2009][Dubas 2009][Zhu 

2010b][Lubin 2010]. Comparativement aux modèles simplifiés, la modélisation précise des 

encoches, comme la prise en compte de l'épanouissement dentaire [Lubin 2011][Wu 

2011][Barakat 2012], permet d'obtenir des solutions plus précises de la distribution champ 

magnétique dans l'entrefer mais aussi des couples et des flux [Tiegna 2013a]. 

Les effets 3D définis dans la section I.4.2.1 sont difficilement différenciables des effets de 

bord pour certaines machines. De ce fait, dans les machines à flux radial, si l'inclinaison des 

encoches ou des aimants au rotor sont des effets 3D, les effets de bords longitudinaux le sont 

également [Tiegna 2013a]. Pour modéliser ces effets 3D, il est possible de découper la machine 

dans sa longueur axiale en plusieurs tranches 2D [Parviainen 2004]. Un modèle basé sur la 

RFEM, à la longueur axiale moyenne, peut être alors dérivé pour chacune des tranches. 

I.4.3.3 Application des modèles analytiques 

Si les simulations par la MEF donnent des résultats précis, elles sont coûteuses en temps 

et l’approche analytique peut conduire à un meilleur rapport performance sur temps de calcul. 

En effet, le principal objet des modèles analytiques est l'obtention rapide, en temps de 

modélisation ou de calcul, de grandeurs locales ou globales. Des grandeurs locales comme les 

forces électromotrices, les inductances propres et mutuelles, les forces et couples en charge et à 

vide ou les pertes permettent de déterminer les performances de la machine étudiée. Ces 

performances peuvent faire partie d'un cahier des charges dans la recherche d'une solution 

optimale, dans une optique de dimensionnement ou d'optimisation, et les modèles analytiques 

permettent de l'obtenir rapidement avec une précision acceptable [Le Besnerais 2009][Zhu 
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2009][Chen 2010]. De plus, des circuits électriques peuvent leur être facilement couplés de 

manière à étudier le comportement de la machine en situation [Chebak 2010]. 

Les modèles analytiques permettent le calcul des inductances propres et mutuelles et des 

forces électromotrices de deux manières. La première est la théorie des fonctions de 

distribution et de bobinage [Abdel Karim 2006]. Elle est utilisée lorsque les encoches sont 

simplifiées et ne sont pas prises en compte de manière explicite. Toutefois, dans ce type de 

modèles, les inductances propres et mutuelles totales ne peuvent être calculées [Tiegna 2013a]. 

La deuxième approche est l'utilisation du théorème de Stokes en utilisant le potentiel vecteur 

magnétique dans les encoches [Amara 2010a][Bali 2010]. Cette technique est utilisée dans les 

modèles prenant en compte les encoches de manière explicite ou les modèles sans encoches. Au 

moyen de ces deux techniques, l'obtention des têtes de bobines ne peut se faire sans 

l'adjonction d'un modèle séparé [Wang J 2005]. 

Le calcul des pertes électromagnétiques dans la machine peut être effectué au moyen de 

modèles analytiques. Peuvent ainsi être calculées les pertes par courants de Foucault dans les 

régions à faible perméabilité comme les aimants permanents [Amara 2005] ou les bobinages de 

l'induit [Amara 2010b]. Les pertes dans le fer sont largement obtenues par les modèles de 

Bertotti ou de Steinmetz. 

I.4.4 Réseaude réluctances 

La modélisation de la machine par un réseau de réluctances se situe en termes de rapport 

temps de calcul sur précision entre les méthodes numériques à temps de calcul élevé et les 

modèles analytiques considérant des matériaux ferromagnétiques idéaux. Les réseaux de 

réluctances permettent la prise en compte de la non-linéarité des matériaux magnétiques par 

une résolution itérative [Nedjar 2011]. Le circuit magnétique d'une machine électrique peut 

être modélisé par un réseau de réluctances où le circuit est découpé en éléments constituant des 

tubes de flux [Ostovic 1989]. La précision du modèle dépend du nombre de réluctances du 

réseau qui impacte aussi le temps de simulation. De manière à gagner en temps de calcul, le 

circuit électrique peut être modélisé par un modèle équivalent au premier harmonique 

[Rakotovao 1996][Albert 2004][Vido 2004][Takorabet 2008]. Toutefois, cette méthode ne 

permet pas de prendre en compte les ondulations présentes dans les formes d'ondes des 

grandeurs globales [Nedjar 2011]. Sans cette approximation, il est nécessaire de prendre en 

compte l'état magnétique de la machine en fonction du mouvement [Ostovic 1989][Hecquet 

1995][Zhu 2005]. 
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Les réseaux de réluctances présentent l'inconvénient d'être peu génériques. Dans le cadre 

du pré-dimensionnement des machines, les dimensions géométriques peuvent varier 

significativement et le réseau doit être adapté. De plus, s'il est trop important, le mouvement du 

rotor peut nécessiter la modification du réseau au niveau de l'entrefer, notamment s'il s'agit 

d'un réseau d'expert. Pour palier à ce problème de généricité, trois grandes approches se 

dégagent : 

- Couplage avec des modèles analytiques [Gholizad 2006][Mirzaei 2007][Laoubi 

2014].  

- Couplage avec la MEF [Philips 1992][Dular 2005][Nedjar 2011]. 

- Maillage du domaine d'étude avec des éléments constitués de réluctances 

[Rasmussen 1997][Amhrein 2009]. 

Ces approches permettent de modéliser l'entrefer car le chemin du flux n'est pas 

facilement connu. En effet, l'utilisateur doit connaitre le chemin parcouru par le flux et donc 

correctement déterminer la topologie du réseau en fonction des phénomènes à prendre en 

compte [Bracikowski 2012b].  

I.5 MODELISATION VIBRO-ACOUSTIQUE 

I.5.1 Présentation 

La modélisation du bruit des machines électriques s'effectue généralement par la 

détermination successive des fréquences naturelles de la structure, de la réponse vibratoire de 

la structure à la pression magnétique, du rayonnement acoustique de la structure et finalement 

de la pression ou de la puissance acoustique rayonnée. Dans une optique de dimensionnement 

ou d'optimisation des machines électriques, des modèles analytiques sont recherchés pour la 

détermination rapide et relativement précise des grandeurs présentées. 

La détermination précise des fréquences propres de la structure statorique est l'étape la 

plus critique. A ce jour, la plus précise des méthodes pour ce travail est la MEF. En effet, c'est la 

seule technique pouvant prendre en compte avec une précision raisonnable les détails de la 

machine complète comme les paliers, les ailettes de refroidissement, les fixations et si 

nécessaire une boîte à bornes, un ventilateur et son capot. Toutefois, si géométriquement le 

niveau de détails n'implique que l'investissement de l'utilisateur, d'autres sources 

d'approximation dans les modèles basés sur la MEF peuvent apparaître. Ainsi, l'intégralité des 

propriétés physiques des matériaux utilisés dans la conception des machines électriques n'est 

pas connue. L'anisotropie du feuilletage des tôles, les contraintes internes dues à la construction 
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et les changements de la matrice de raideur due aux variations de température sont délicats à 

prendre en compte et ne le sont généralement pas. La matrice d'amortissement est difficile à 

prédire. Aucun modèle adéquat permettant de décrire l'amortissement des matériaux feuilletés 

et des structures composées de différents matériaux (cuivre, isolant, résine, feuilletage) n'est 

disponible. En pratique, de bonnes valeurs de l'amortissement sont pourtant absolument 

nécessaire pour déterminer précisément les amplitudes des vibrations [Gieras 2006].  

Par le passé, de nombreux auteurs ont éprouvés des difficultés à identifier les modes de 

vibrations naturels des culasses statoriques pour la simple raison que des différences entre les 

fréquences prévues par leurs théories, qui considèrent des matériaux solides et homogènes, et 

les fréquences déterminées expérimentalement ne coïncidaient pas. Il est évident que pour 

estimer le comportement vibratoire d'une machine dans son étape de développement, il est 

obligatoire de posséder des données représentatives des matériaux mis en jeu comme la 

flexibilité supplémentaire présente dans les matériaux feuilletés. En l'absence de ces données, 

les résultats ne peuvent qu'être médiocres [Garvey 1989]. En l'absence de prototype, la MEF est 

utilisée dans ces travaux pour valider les modèles analytiques et est donc présentée. Toutefois, 

la comparaison des résultats obtenus par la MEF à des mesures expérimentales, issues d'autres 

travaux suffisamment renseignés, est effectuée pour s'assurer de l'erreur commise par les 

modèles numériques. 

I.5.2 Conditions aux limites 

Un stator de machine électrique classique peut grossièrement être représenté par un 

cylindre épais de longueur finie et sa carcasse par un cylindre fermé par des disques à ses 

extrémités. Il est nécessaire de définir les conditions aux limites permettant de représenter 

l'influence de ces disques. Pour les coques minces cylindriques, représentée dans la figure I.10, il 

existe seize ensembles de quatre conditions aux limites classiques en excluant celles qui 

concernent les supports élastiques [Leissa 1993]. Toutes les conditions aux limites s'expriment 

en fonction des déplacements dans les trois dimensions de l'espace et l'état de contrainte du 

bord. Cet état se définie par un tenseur de tension, ayant pour composantes les tensions 

normales (]� et ]�) et les tensions de cisaillement (]�� et ]��), un vecteur d'effort tranchant 

(p� et p�) et un tenseur de flexion, ayant pour composantes les moments fléchissants (*� et *�) et les moments de torsion (*�� et *��) [Courbon 1979]. Ces efforts en termes de forces et 

couples sont représentées dans la figure I.11. L'influence de ces conditions aux limites sur les 

fréquences propres et les déformées modales d'une coque mince cylindrique est présentée dans 
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[Forsberg 1964]. Les trois ensembles de conditions aux limites les plus couramment 

font référence à des bords encastrés, appuyés sur un tympan ou libres. 

conditions aux limites sont respe

q = 0, r
r � 0, R

*� � 0, ]� �

I.5.3 Déformées modales

Si la machine électrique est assimilée à un élément simple comme un anneau, un cy

ou une coque cylindrique, l'étude des fréquences propres de la machine met en évidence 

certains modes de vibrations liés à ces fréquences dont la forme de la déformation est aisément

Fig. I.10. Système de coordonnées d’une coque mince cyli

Fig. I.11. Efforts appliqués à un élé
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Les trois ensembles de conditions aux limites les plus couramment 

font référence à des bords encastrés, appuyés sur un tympan ou libres. A titre d’exemple, les 

conditions aux limites sont respectivement données dans (I.11), (I.12) et (I.1
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Si la machine électrique est assimilée à un élément simple comme un anneau, un cy

ou une coque cylindrique, l'étude des fréquences propres de la machine met en évidence 

certains modes de vibrations liés à ces fréquences dont la forme de la déformation est aisément
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ou une coque cylindrique, l'étude des fréquences propres de la machine met en évidence 

certains modes de vibrations liés à ces fréquences dont la forme de la déformation est aisément 
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identifiable. En effet, en prenant l’exemple d’une coque mince cylindrique de longueur finie, 

dont le système de coordonnées est représenté dans la figure I.1

à une combinaison de modes circonférentiels (déformation dans le plan de l’anneau) et 

longitudinaux (déformation dans la longueur axiale) respectivement ici notés 

I.12 représente ces déformées modales, qui sont 

dues à des modes purement circonférentiels et longitudinaux. Le nombre de mode 

circonférentiel est le double du nombre d'intersections de la dé

l'anneau au repos. Le nombre de modes

déformée modale avec la génératrice du cylindre dans un cas libre et ce même nombre 

augmenté de un dans un cas contraint [Verma 1987].

La description des déformées modales par les deux paramètres 

mais comme remarqué pour les cylindres épais de longueur finie [Wang H 1996][Singal 2002], 

il peut exister plusieurs fréquences produisant le même couple 

fréquence possède sa propre déformée modale. En effet, parce qu'à deux mêmes couples 

l'énergie dans les directions radiale, longitudinale et tangentielle n'est pas distribuée de la 

même manière, ces deux couples ne corresp

modale [Singal 2002]. Ainsi, une excitation purement radiale ne donne pas lieu qu'à une 

réponse vibratoire dans la direction radiale mais aussi dans les deux autres directions [Wang H 

1996].  

 

 

Fig. I.12. Déformées modales d'une coque mince cylindrique, due aux modes circonférentiels (

dans des conditions de bord contraint et libre.
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identifiable. En effet, en prenant l’exemple d’une coque mince cylindrique de longueur finie, 

dont le système de coordonnées est représenté dans la figure I.10, la déformation peut être due 

à une combinaison de modes circonférentiels (déformation dans le plan de l’anneau) et 

longitudinaux (déformation dans la longueur axiale) respectivement ici notés 

représente ces déformées modales, qui sont les distributions spatiales du déplacement, 

dues à des modes purement circonférentiels et longitudinaux. Le nombre de mode 

circonférentiel est le double du nombre d'intersections de la déformée modale avec le cercle de 

'anneau au repos. Le nombre de modes longitudinaux est le nombre d'intersections de la 

déformée modale avec la génératrice du cylindre dans un cas libre et ce même nombre 

augmenté de un dans un cas contraint [Verma 1987]. 

La description des déformées modales par les deux paramètres m et n

mais comme remarqué pour les cylindres épais de longueur finie [Wang H 1996][Singal 2002], 

il peut exister plusieurs fréquences produisant le même couple �., <�. Toutefois, chaque 

fréquence possède sa propre déformée modale. En effet, parce qu'à deux mêmes couples 

l'énergie dans les directions radiale, longitudinale et tangentielle n'est pas distribuée de la 

même manière, ces deux couples ne correspondent pas exactement à une même déformée 

modale [Singal 2002]. Ainsi, une excitation purement radiale ne donne pas lieu qu'à une 

réponse vibratoire dans la direction radiale mais aussi dans les deux autres directions [Wang H 
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identifiable. En effet, en prenant l’exemple d’une coque mince cylindrique de longueur finie, 

déformation peut être due 

à une combinaison de modes circonférentiels (déformation dans le plan de l’anneau) et 

longitudinaux (déformation dans la longueur axiale) respectivement ici notés m et n. La figure 

les distributions spatiales du déplacement, 

dues à des modes purement circonférentiels et longitudinaux. Le nombre de mode 

formée modale avec le cercle de 

longitudinaux est le nombre d'intersections de la 

déformée modale avec la génératrice du cylindre dans un cas libre et ce même nombre 

n peut être suffisante 

mais comme remarqué pour les cylindres épais de longueur finie [Wang H 1996][Singal 2002], 

�. Toutefois, chaque 

fréquence possède sa propre déformée modale. En effet, parce qu'à deux mêmes couples �., <� 

l'énergie dans les directions radiale, longitudinale et tangentielle n'est pas distribuée de la 

ondent pas exactement à une même déformée 

modale [Singal 2002]. Ainsi, une excitation purement radiale ne donne pas lieu qu'à une 

réponse vibratoire dans la direction radiale mais aussi dans les deux autres directions [Wang H 
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Assigner un mode circonférentiel à une déformée modale est chose aisée mais pour un 

mode longitudinal le choix n'est pas toujours évident. [Singal 2002] propose deux critères pour 

assigner une valeur de n à une déformée modale, suivant l'amplitude des extrema dans le 

déplacement radial, le long de la génératrice du cylindre : 

 

- Si les différences d'amplitudes entre ces extrema sont importantes, comme dans la 

figure I.13(a), seuls les extrema les plus importants sont considérés pour compter le 

nombre d'intersections. Les faibles extrema peuvent être dus au coefficient de 

Poisson ou à des erreurs numériques. 

- Si les différences d'amplitudes entre ces extrema sont faibles, comme dans la figure 

I.13(b), tous les extrema sont considérés dans le dénombrement des intersections. 

 

Une classification des déformées modales d'un cylindre épais de longueur finie est 

proposé dans [Wang H 1996]. Elle est illustrée dans la figure I.14 et est organisée ainsi : 

 

A. Modes purement circonférentiels. Le cylindre est uniformément déformé sur sa 

longueur axiale. 

B. Modes circonférentiels avec cisaillement. Les génératrices du cylindre ne restent 

plus parallèles et pour des modes . ≥ 2 ne sont plus des lignes droites. 

C. Modes de respiration. Correspond au mode circonférentiel d'ordre 0 dont la 

surface moyenne du cylindre est uniformément étirée dans la direction radiale. 

D. Autres modes circonférentiels. Les segments adjacents s'étirent ou se contractent 

un à un dans la direction radiale, induisant une torsion des génératrices du 

cylindre. 

E. Modes de flexion longitudinaux. Les bords du cylindre se fléchissent dans la 

direction axiale. 

F. Mode globaux. Le cylindre se comporte comme (F1) une simple poutre en flexion, 

(F2) une barre en torsion ou (F3) une tige vibrant dans la direction axiale. 
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(a)     (b) 

Fig. I.13. Illustration des critères d'assignation des modes longitudinaux. (a) �., <� = �2,1�. (b) �., <� = �3,4�. 

 

 

Fig. I.14. Classification des déformations des cylindres épais due aux modes circonférentiels (m) et longitudinaux (n). 

 

I.5.4 Fréquences propres 

I.5.4.1 Définition et méthodes 

Soit un système masse-ressort-amortisseur classique, présenté dans la figure I.15. M, C et 

K sont respectivement la masse, l'amortissement et la raideur du ressort. Le système est excité 

par une force appliquée notée F. Pour des conditions initiales de position et de vitesse nulles, le 

déplacement U de la masse peut être supposé sinusoïdal. L'équation de mouvement d'un 

B. �., <� = �4,1� 

A. �., <� = �5,0� 

C. �., <� = �0,3� 

D. �., <� = �1,2� 

F1. �., <� = �1,2� 

E. �., <� = �2,1� 

F2. �., <� = �0,1� 

F3. �., <� = �0,2� 

+ - + - + 

Intersections 

+, petit -, large 
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Fig. I.15. Système masse-ressort-amortisseur. 

 

système dynamique est donnée par (I.14) [Gatti 2002]. *�� ��� + ��� ��� + 0ynolmnl = 0��� (I.14) 

Pour un système linéaire, les efforts internes sont linéairement proportionnels au 

déplacement et la raideur est constante par rapport au temps. Ainsi, l'équation de mouvement 

du système masse-ressort-amortisseur peut se réécrire selon (I.15). *�� ��� + ��� ��� + ����� = 0��� (I.15) 

Les fréquences propres se déterminent pour une structure non-amortie subissant des 

vibrations libres. Ainsi, (I.15) peut se réécrire selon (I.16). *�� ��� + ����� = 0 (I.16) 

En injectant la forme de U dans (I.16), la fréquence propre est donnée par (I.17). 

� = ��* (I.17) 

Les forces magnétiques agissant sur les surfaces du rotor et du stator au niveau de 

l'entrefer et les forces mécaniques agissant sur les roulements peuvent être responsables d'un 

bruit important lorsque les fréquences des forces correspondent à la fréquence propre de la 

machine [Ellison 1971]. L'étude des fréquences propres est donc particulièrement importante 

pour la détermination du bruit et des vibrations. Il est en effet nécessaire d'éviter une 

correspondance entre fréquences de forces et fréquences propres. La réponse élastique d'une 

structure complexe comme une machine électrique peut être obtenue par le comportement 

modal (fréquences propres, déformées modales, etc.) de chaque élément simple de la structure 

[Forsberg 1966]. Pour certains éléments, il est possible d'obtenir des solutions exactes des 

����= +������� 0��� 

* 

� � 
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équations régissant leur mouvement. Toutefois, il est nécessaire d'obtenir des solutions 

numériques pour les problèmes qui ne peuvent être résolu de manière exacte. Les méthodes 

d'approximation cherchent à résoudre de manière discrète des équations aux dérivées 

partielles [Spiteri 2002]. Bien que liées, elles peuvent être séparées en deux parties [Soedel 

2004]. La première regroupe les méthodes des différences finies et des éléments finis. La 

deuxième partie regroupe les approches visant à minimiser l'énergie, au moyen, entre autres, de 

la méthode de Rayleigh-Ritz. 

La méthode des différences finies nécessite la connaissance des équations du mouvement 

de la structure. Devant résoudre des équations aux dérivées partielles, elle les approxime par 

des différences. En contraste, la méthode des éléments finis, qui est un cas particulier de la 

méthode de Galerkin [Spiteri 2002], n'a pas besoin des équations du mouvement une fois la 

raideur et la masse des éléments connues [Soedel 2004]. 

Utilisation de la méthode des éléments finis pour le calcul des fréquences propres 

L'analyse modale linéaire par la méthode des éléments finis est basée sur le principe de 

l'équation du mouvement (I.15), en considérant que chacun des éléments discrétisant la 

structure possède une raideur et une masse équivalente, liées aux nœuds. Ces raideurs et 

masses sont stockées sous forme de matrices, propres à chaque élément, dont la taille dépend 

du nombre de nœuds de l'élément et du nombre de degrés de libertés de ces nœuds. La matrice 

de raideur d'un élément représente le lien entre efforts et déplacements aux nœuds du maillage 

et s'écrit selon (1.18) [Cook 1995]. 

���, = 8�A������A��/9  (I.18) 

La matrice notée B relie la déformation au déplacement. La matrice D est la matrice des 

propriétés du matériau reliant la contrainte à la déformation. La matrice de masse d'un élément 

est obtenue par (1.19) [Fagan 1992]. 

�*�, = 8 �]������]��/9  (I.19) 

La matrice �est la matrice de la masse volumique. N est la matrice des fonctions de forme. 

Ce sont des fonctions, construites à partir de fonctions d'interpolations, devant assurer la 

continuité des déplacements entre deux éléments voisins sans se chevaucher ni laisser de vide 

entre eux [Rapin 1993]. Les matrices de masse et de raideurs totales s'obtiennent en 

considérant les contributions de tous les nœuds de la discrétisation de la structure. L'équation 

(I.15) s'écrit alors de façon matricielle pour une structure quelconque selon (I.20) [Fagan 1992]. 
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 �*�owo��� ���� + ���owo��� ���� + ���owo������ = �0���� (I.20) 

Les fréquences propres sont la solution du problème au vecteur propre (I.21). ����owo − �����*�owo������� = �0� (I.21) 

Si le système a n degrés de libertés, la structure aura n fréquences propres [Cook 1995]. 

Utilisation de la méthode de Rayleigh-Ritz pour le calcul des fréquences propres 

Il est choisi dans ces travaux de nommer la méthode qui sera présentée ci-dessous par les 

noms de Rayleigh et de Ritz bien qu'un débat, toujours actuel, tende à en attribuer la paternité à 

Ritz [Leissa 2005]. Toutefois, Rayleigh l'aurait supposée sans la formuler [Ilanko 2009]. 

Les approches énergétiques se basent sur l'échange d'énergie vibratoire du système. La 

méthode originelle de Rayleigh [Rayleigh 1877] établit l'égalité entre énergie cinétique et 

énergie potentielle sur un cycle de mouvement harmonique d'un système conservatif. Appliqué 

au système masse-ressort non-amorti précédemment présenté, l'énergie cinétique (� et 

l'énergie potentielle (�s'écrivent selon (I.22) [Gatti 2002]. 

(���� = 12 *�� ����(���� = 12 ������ (I.22) 

L'énergie totale instantanée du système conservatif étant constante, sa dérivée est nulle et 

s'écrit selon (I.23). ��� �(���� + (����� = *�� ����� ��� + ��� ������� = 0 (I.23) 

Puisque la vitesse n'est pas une fonction identiquement nulle, l'équation du mouvement 

(I.16) est retrouvée. Pour un système possédant de multiples degrés de libertés, il est nécessaire 

d'estimer la déformée modale de la vibration. La précision de la méthode de Rayleigh dépend 

donc entièrement du choix le plus pertinent possible de l'estimation. Cette méthode permet de 

déterminer les fréquences approximatives, toujours plus larges que la fréquence exacte [Leissa 

2005]. La méthode présentée par Ritz en 1908 comme cité par [Soedel 2004] permet de 

résoudre un problème aux valeurs propres en supposant la solution sous forme de séries de 

fonctions admissibles (conditions de différentiabilité [Gmür 2000]), satisfaisant au moins les 

conditions aux limites, chacune d'elle ayant un coefficient arbitraire et minimisant directement 

la fonctionnelle d'énergie [Leissa 2005]. Ainsi, si la méthode de Rayleigh utilise une seule 

fonction admissible pour la déformée modale, la méthode de Ritz utilise une séries de fonctions 

admissibles. La méthode de Ritz est une généralisation de la méthode de Rayleigh. 
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I.5.4.2 Modèles 

La modélisation des milieux hétérogènes, aux propriétés mécaniques difficilement 

évaluables, est complexe. Une machine électrique en est un parfait exemple. Toutefois, en 

première approximation, la machine peut être grossièrement modélisée par des modèles 

homogènes et facilement identifiables. 

Modèle annulaire 

Dans une première approche, bidimensionnelle, une machine électrique classique peut 

être représentée comme un anneau circulaire, épais (épaisseur non négligeable devant le 

rayon), en ne modélisant pas son rotor. C'est donc à partir des théories des anneaux, découlant 

de la théorie de l'élasticité de Hooke, que les premiers travaux purement appliqués aux 

machines ont débutés. Le comportement d'un anneau mince (épaisseur négligeable devant le 

rayon) ont été premièrement calculées dans [Hoppe 1871] et puis appliqué au cas du stator 

d'une machine électrique dans [Carter 1932]. Ces équations négligent les effets dus aux 

contraintes de cisaillement et au moment d'inertie ce qui donne des résultats particulièrement 

erronés pour des modes de vibrations élevés. La prise en compte de ses effets a permis de 

compléter cette étude [Jordan 1950]. Des termes correctifs ont été ajoutés par Voronetskii et 

Lubcke pour correspondre à leurs résultats expérimentaux comme cités par [Ellison 1971]. 

Certains auteurs désireux de rester dans une modélisation pouvant porter sur toutes les 

machines, se sont intéressés à intégrer l'effet de la denture, comme Pavlovsky, d'abord sans 

enroulement puis plus tardivement en les prenant en compte, généralement par une masse 

additionnelle [Ellisson 1971]. La méthode de Fhrone, développée en 1959 et présentée dans 

[Tímár 1989] utilise ce type de considérations. Elle est utilisée dans des travaux récents 

[Hecquet 2006][Le Besnerais 2010][Islam 2010] et al. avec une erreur de 3 à 18% commise par 

le modèle analytique sur des résultats expérimentaux (machine avec �/S =  1.7), sur les 

premiers modes circonférentiels [Bracikowski 2012a]. 

L'effet de la carcasse, qui est parfois important, a été modélisé comme un deuxième 

anneau lié au premier, à partir de la méthode de Rayleigh-Ritz, basée sur l'équation de Lagrange 

de deuxième espèce, ou le lagrangien s'exprime à partir de la différence entre énergie cinétique 

totale et énergie potentielle totale [Erdelyi 1955][Ellison 1971]. Cette méthode a également été 

développée en 2-D dans [Endo 1972][Kirkhope 1976] et dans des cas 3-D dans [Endo 

1972][Singal 1991]. Pour une machine courte (�/S =  0.8), ces modèles permettent d'obtenir 

des résultats précis avec une erreur de 0.7 à 1.5% par rapport à des résultats expérimentaux 

[Ellison 1971]. Pour des cylindres de différentes épaisseurs, des erreurs allant de 0.3 à 5.5% ont 
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été calculées en comparant à des mesures expérimentales [Singal 1991]. Plus l'épaisseur est 

faible et plus les résultats de simulation sont proches de résultats expérimentaux. Toutefois, les 

temps de simulation ne sont pas explicités et il n'est donc pas judicieux de confronter cette 

méthode avec les formules analytiques simplifiées exprimées dans [Tímár 1989] qui donnent 

instantanément un résultat. 

Modèles basés sur les coques minces cylindriques 

Dans une approche tridimensionnelle, une machine électrique classique peut être 

représentée par un cylindre de section circulaire, creux, résolument épais et de longueur finie 

(rayon non négligeable devant la longueur). L'étude des fréquences propres de tels cylindres a 

d'abord été permise par l'étude des coques minces cylindriques. La théorie des coques découle 

de la théorie de l'élasticité dans laquelle certaines hypothèses sont formulées [Sanders 1961], 

telles que l'épaisseur fine de la coque justifie des efforts constants sur l'épaisseur de la coque 

[Hamidzadeh 2010]. Le problème des vibrations de ces coques a été premièrement étudié entre 

les XVIIIe et XIXe siècles par d'augustes scientifiques tels qu'Euler, Poisson, Lamé, Bernoulli, 

Germain, Lagrange, Kirchhoff, Aron, Rayleigh et Love pour ne citer qu'eux. Un historique détaillé 

est présenté dans [Love 1888] et avec plus de recul dans [Soedel 2004]. C'est à Love que l'on 

doit les fondations de la théorie des vibrations des coques minces. La théorie se base sur 

l'élasticité et la résolution des équations du mouvement obtenues à partir des forces et 

moments résultants eux-mêmes obtenus à partir de petites déformations de la structure [Leissa 

1993]. De nombreux auteurs ont ensuite proposés leur propre théorie pour les vibrations des 

coques minces cylindriques de longueur finie ou infinie, suivant des considérations entre 

déformations et déplacement différentes, et d'autres approximations. Ainsi, la littérature fait 

état des théories de Byrne, Flügge, Goldenveizer, Lur'ye, Novozhilov, Love, Timoshenko, 

Reissner, Naghdi, Berry, Sanders, Donnell, Mushtari et Vlasov, toutes décrites dans [Leissa 

1993], premièrement paru en 1973, considéré par beaucoup comme un ouvrage de référence 

[Singal 1988][Wang H 1996]. Toutes les conditions aux limites appliquées aux extrémités du 

cylindre ont été étudiées par la théorie de Flügge [Forsberg 1964][Warburton 1965]. En 

pratique, pour un nombre important d'ondes circonférentielles, l'effet des conditions aux limites 

sur les fréquences propres est négligeable, et il est possible de toutes les considérer comme des 

bords appuyés sur un tympan [Warburton 1965].  

Si une carcasse lisse de machine électrique peut être considérée à la limite du cadre de la 

théorie des coques, du fait de son épaisseur, une culasse statorique est bien plus épaisse et en 

sort bel et bien. La théorie des coques minces cylindriques est tout de même utilisée dans 
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certains travaux récents en utilisant la décomposition proposée par [Gieras 2006] et al., 

découlant des travaux de [Huang 2001]. Le stator de la machine peut être décomposé en deux 

[Huang 2001] ou trois [Gieras 2006] parties en un noyau statorique considéré comme un 

cylindre de longueur infinie, car il n'est pas contraint à ses extrémités, des dents et 

enroulements considérés comme un cylindre également infini et une carcasse considérée 

comme un cylindre de longueur finie à bords appuyés sur un tympan. A chaque cylindre 

correspond des fréquences propres liés à des modes purement circonférentiels pour les 

cylindres infinis et circonférentiels et longitudinaux pour le cylindre de longueur finie. A partir 

des fréquences, une raideur équivalente de chaque cylindre est calculée [Huang 2001]. Ces 

cylindres sont coaxiaux et puisque le moment d'inertie de cylindres coaxiaux est égal à la 

somme des moments d'inertie de chaque cylindre, il est supposé que les raideurs équivalentes 

de chaque cylindre sont en parallèle. Ceci conduit à obtenir une raideur équivalente totale égale 

à la somme des raideurs individuelles. Ainsi, une fréquence équivalente lié à un couple de 

modes circonférentiels et longitudinaux peut être calculé [Gieras 2007]. Cette méthode permet 

d'obtenir pour une machine complète, les valeurs des fréquences propres, correspondant à une 

combinaison de modes circonférentiels et longitudinaux, dont l'erreur est comprise entre 1.5 et 

20% par rapport à des résultats issus de simulations par la MEF [Gieras 2006]. 

Modèles basés sur les cylindres épais 

L'étude des cylindres épais de longueur infinie peut être effectuée à partir de la théorie de 

l'élasticité 3D comme l'a été l'étude des coques minces [Gazis 1959]. Une approche 

approximative dite des "3-modes" est basée sur le développement en série entière du 

déplacement et à n'en retirer que les premiers termes représentant les déformations radiales, 

longitudinales et axiales [McNiven 1966]. Pour des conditions aux limites de bords appuyés sur 

un tympan d'un cylindre épais de longueur finie, modèle qui représenterait la machine 

électrique, il n'existe pas de solutions exactes et il est nécessaire d'utiliser des méthodes 

approximatives [Gladwell 1975]. Ainsi, des cylindres creux et solides, libres ou à bords appuyés 

sur un tympan, ont été pour la première fois étudiés par la MEF dans [Gladwell 1975]. Une 

solution faisant intervenir un développement en série du déplacement similaire à [McNiven 

1966] pour un cylindre libre à ses extrémités a été développée dans [Hutchinson 1986] et 

donne des résultats similaires à ceux obtenus dans [Gladwell 1975]. L'étude des cylindres épais 

au moyen de la MEF permet de modéliser les conditions aux limites avec précision. Les 

comportements vibratoires en dépendent fortement [Buchanan 2002]. 
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La méthode de Rayleigh-Ritz a été utilisée pour les vibrations des anneaux 

tridimensionnels de section quelconque dans [Endo 1972]. Ce travail préliminaire a permis 

d'utiliser cette méthode sur le cas d'une machine électrique en calculant les énergies 

potentielles et cinétiques dans le noyau statorique mais aussi les dents, enroulements et ailettes 

de refroidissement [Girgis 1981]. La bonne précision des résultats obtenus a été vérifiée par des 

mesures expérimentales [Verma 1987][Singal 1987]. En effet, pour un cylindre épais isotrope 

en acier (�/S =  0.8, S/ℎ = 3) , les fréquences propres calculées par leur modèle sont 

approchées avec des erreurs entre 0.2 et 3.3% pour les premiers modes circonférentiels et 

longitudinaux, par rapport à la mesure. Le cas d'un cylindre épais de longueur finie a été étudié 

avec la méthode de Rayleigh-Ritz dans [Singal 1988] et simplifié en effectuant un changement 

de repère dans [So 1997].  

Les vibrations des structures feuilletées sont particulièrement d'intérêt dans les machines 

électriques et doivent prendre en compte les effets des contraintes de cisaillement [Leissa 

1993]. Si certains auteurs ont étudiés la conséquence de chaque tôle feuilletée, les calculs 

deviennent vite insurmontables pour un nombre de couche élevé comme pour un noyau 

statorique. L'effet global du feuilletage de plaques a été étudié dans [Reddy 1984]. Des 

formulations pour un cylindre épais, feuilleté et à bords appuyés sur un tympan, ont été 

proposées [Lam 2000]. D'autres conditions aux limites ont été étudiées [Buchanan 2002]. 

I.5.5 Réponse vibratoire forcée 

Les vibrations transmises par le stator à la carcasse sont d’intérêt dans l’étude du bruit 

rayonné par la machine. De manière à simplifier les calculs, l’effet des vibrations tangentielles de 

la carcasse est généralement négligé par les modèles analytiques car elles agissent 

parallèlement à la surface rayonnante, les rendant négligeables par rapport aux vibrations 

radiales [Zhu 1994]. De plus, le calcul des vibrations peut être rendu indépendant du 

rayonnement acoustique qui en résulte, en considérant que la carcasse est suffisamment 

épaisse et que l’amplitude de sa déformation est négligeable devant son rayon. La réponse 

vibratoire de la structure suite à une excitation forcée peut ainsi s’exprimer en termes de 

fréquence, d’amplitude des déplacements, �), et de vitesse, d’amplitude /). En effet, en 

considérant une déformation sinusoïdale comme pour le calcul des fréquences propres dans la 

section I.5.4.1, liée à un mode circonférentiel m, l’amplitude de la vitesse de la vibration est 

donnée selon (I.24). /) = ��) (I.24) 
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Une déformation dite statique, correspondant au déplacement de la structure à l’état 

stationnaire, peut être obtenue suite à l’application d’une force. L’équation d’équilibre pour une 

structure linéaire à partir de l’équation du mouvement (I.15) s’écrit selon (I.25). 

�)�oxo = 0)�  (I.25) 

0)est l’amplitude de l’harmonique de rang égal au mode circonférentiel de la force 

magnétique. K représente une raideur équivalente pouvant s'exprimer en fonction de la 

fréquence propre selon (I.17). En notant que la pression électromagnétique est appliquée 

radialement sur la surface interne du stator, l’amplitude des déplacements statiques 

correspondant à un mode circonférentiel d’une coque mince cylindrique libre à ses extrémités 

peut s’exprimer selon (I.26) [Gieras 2006]. 

�)�oxo = �)6yno*�)�  (I.26) 

�)est l’amplitude de l’harmonique de rang égal au mode circonférentiel de la pression. 

Cette dernière étant appliquée sur la surface interne du cylindre, notée 6yno. Le numérateur 

représente donc la force électromagnétique. Le dénominateur lie la fréquence propre du mode . à la masse M du cylindre.  

Certains auteurs ont proposés des expressions de raideur équivalente pour des machines 

électriques, suivant la théorie des anneaux à laquelle des facteurs de correction peuvent être 

adjoints [Tímár 1989][Zhu 1993e]. Ces facteurs correctifs prennent en compte des effets de 

déplacement linéaire et rotatifs, ainsi que la contribution des énergies cinétique et potentielle. 

Ainsi, pour des modes circonférentiels supérieurs à 2, l'expression (I.27) [Tímár 1989] donne 

l'amplitude des déplacements statiques. 

�)���oxo ∝ �)��ℎT�.� − 1�� (I.27) 

Au moyen de ce type d'expression, il est possible de voir que les vibrations d’ordre . 

élevé sont rapidement amorties par la structure puisqu’elles décroissent avec la puissance 

quatrième de .. De plus, en général, plus une machine a de pôles, moins l’épaisseur de la 

culasse, h, est importante. Or, comme constaté dans (I.27), l’amplitude du déplacement statique 

d’ordre . ≥ 2 est inversement proportionnelle à ℎT tandis que pour le même type 

d'expression, l'amplitude liée au mode d'ordre 0 est proportionnelle à h. La baisse de rigidité 

liée à la diminution de l'épaisseur de la culasse entraîne alors une augmentation de la capacité 

de la machine à vibrer et à générer du bruit [Wilamowski 2011]. 
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La déformation dite dynamique, soit en fonction de la fréquence de la force magnétique, 

s'exprime en fonction d'un facteur de grossissement modal ℎ) comme dans (I.28). Ce facteur de 

grossissement est lui-même lié au coefficient d'amortissement c comme montré par (I.29). �)¡¢n = ℎ)�)�oxo (I.28) 

ℎ) = £¤1 − � ��)�¥� + ¤2� � ��)�¥�¦§©̈
 (I.29) 

Le facteur de grossissement dépend de la différence entre la fréquence de la force 

d’excitation � et la fréquence naturelle de la machine [Tímár 1989]. Quand cette différence 

décroît en valeur absolue, le facteur de grossissement augmente. Ce phénomène de résonance 

est illustré dans la figure I.16, pour différentes valeurs d'amortissement. La principale source 

d’amortissement est la friction entre les surfaces en contact des enroulements et du noyau 

magnétique [Verma 1998][Gieras 2006]. De plus, la réduction du poids des structures pour des 

applications embarquées réduit également l'amortissement [Verma 1998]. Il n'est pas possible 

d'obtenir sa formulation mathématique exacte. Ainsi, des méthodes expérimentales sont 

généralement utilisées [Verma 1998]. Une fourchette de valeurs comprises entre 0.01 et 0.04 

pour les machines asynchrones peut être utilisée indépendamment du nombre de modes 

[Tímár 1989], sans précision sur le domaine de validité fréquentiel. Pour des machines 

électriques de petite et moyenne taille, une expression empirique en fonction de 3) est donnée 

dans la formule (I.30) [Yang 1981]. Ainsi, ce facteur varie de 0.01 pour 0 Hz à 0.04 pour 6900 

Hz. 

� = 12ª �2.76 × 10§¬3) + 6.2 × 10§�� (I.30) 

Un calcul de l'amortissement à partir de l'étude expérimentale d'un stator feuilleté 

(�/S = 2.2, S/ℎ = 3) est proposé dans [Verma 1998]. L'amortissement ne correspond pas 

linéairement aux fréquences propres, mis à part pour les modes purement circonférentiels. Les 

grandeurs mesurées sont reportées dans la figure I.17 et comparées avec l'expression (I.30). 

Cette dernière est donc une approximation valable pour ce cas car elle donne des valeurs 

médianes. 
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Fig. I.16. Evolution du facteur de grossissement en fonction du rapport de la fréquence de la force sur la fréquence 

naturelle pour différents coefficients d’amortissement. 

 

 

Fig. I.17. Evolution de l'amortissement en fonction de la fréquence par une méthode expérimentale et une loi 

mathématique. 

 

I.5.6 Rayonnement acoustique 

La procédure pour calculer le bruit rayonné est essentiellement la même pour toutes les 

machines, peu importe leurs conditions de fonctionnement. Il est tout d'abord nécessaire de 

calculer un facteur de rayonnement. Pour les méthodes analytiques, il existe dans la littérature 

deux grandes catégories pour calculer la puissance acoustique rayonnée : celles qui se basent 

sur un modèle sphérique de la machine et celles qui se basent sur un modèle cylindrique. Le 

modèle sphérique a été suggéré par Carter en 1932 et développé par Jordan en 1949, comme 

cités par [Zhu 1994], puis dans [Ellison 1969]. Ce modèle n’est applicable qu’aux machines 

ayant un rapport �/�2S� proche de l’unité. Le modèle cylindrique a été progressivement 
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développé dans le cadre d'un cylindre infiniment long dans [Alger 1954] puis pour un cylindre 

de longueur finie contraint par des cylindres de longueur infinie à ses extrémités dans [Erdelyi 

1955] puis Ellison et Yang en 1971 comme cités par [Zhu 1994].  

L'étude d'un cylindre fini premièrement effectuée dans [Williams 1964], a montré que les 

modèles des cylindres infinis peuvent surestimer le rayonnement acoustique. Notamment, pour 

un cylindre aussi long que son diamètre, l'effet des conditions aux limites devient 

particulièrement important, et l'étude par des modèles de cylindres infinis ou finis terminés par 

des cylindres infinies n'est plus valide [Wang C 2001]. La figure I.18 illustre cette validité pour le 

mode �., <� = �2,3�. Plus le rapport �/S est faible, plus les résultats diffèrent. L'étude d'un 

cylindre fini et épais d'un point de vue acoustique, pour différentes conditions aux limites, est 

effectuée dans [Wang C 2000b]. L'effet des conditions aux limites à bords encastrés et appuyés 

sur un tympan, pour le mode �., <� = �2,2� est illustré dans la figure I.19. Le cylindre présente 

un rapport �/S = 1.5. Les facteurs de rayonnement sont particulièrement impactés par les 

conditions aux limites. 

Il est alors possible d’estimer la puissance acoustique au moyen des déplacements et du 

facteur de rayonnement. La puissance acoustique s’exprime en fonction de l’impédance 

acoustique caractéristique de l’air, en milieu ouvert. Cette valeur est réelle dans un champ libre 

comme l’air et vaut le produit de la masse volumique de l’air �� par la vitesse du son dans l’air ��. La puissance acoustique modale sur la surface 6, de la carcasse sans les flasques, s’exprime 

selon (I.31) [Lesueur 1988]. 〈r�___〉est la valeur moyenne des valeurs efficaces de la vitesse de la 

vibration. �)B = ����¯)B〈r �____〉6, (I.31) 

En supposant que la vitesse dans l'air au plus près de la surface de la carcasse est égale à la 

vitesse de la vibration radiale de celle-ci, la puissance acoustique s'écrit selon (I.32) [Zhu 1994], 

en utilisant la formule (I.24). �)B = ����¯)B���)¡¢n�6, (I.32) 
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Fig. I.18. Comparaison des facteurs de rayonnement pour des modèles finis et infinis pour le mode �., <� = �2,3�. 

 

 

 

 

 

Fig. I.19. Comparaison des facteurs de rayonnement pour différentes conditions aux limites. 
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I.5.7 Problématiques de la modélisation 

I.5.7.1 Epaisseur du stator 

Au regard des théories des fréquences propres présentées dans la section I.5.4, 

l’utilisation de la théorie des coques minces cylindriques n’est pas conseillé lorsque le rapport ℎ/S est supérieur à 0.2 [Verma 1989]. En outre, l’épaisseur influence les fréquences propres. En 

effet, plus l’épaisseur d’un cylindre est importante, plus les fréquences propres associées aux 

modes purement circonférentiels augmentent [Long 2001]. De plus, comme le montre la figure 

I.20(a) pour un cylindre court (�/S = 1), l’influence est d’autant plus significative que le 

nombre de mode est faible (mais supérieur à 2). Effectivement, pour une augmentation de 

l’épaisseur de 50%, les fréquences propres des modes 2, 3 et 4 augmentent respectivement de 

35%, 31% et 28%. Seul le mode de respiration diminue avec l’épaisseur. Toutefois, l’étude 

présentée dans [Wang H 1996] pour un cylindre plus long (�/S = 4.57) ainsi que l’étude d’un 

anneau plus court (�/S = 0.08) présentée dans [Singal 1991] montrent que toutes les 

fréquences augmentent avec l’augmentation de l’épaisseur comme le montre la figure I.20(b).  

 

 

 

(a)               (b) 

Fig. I.20. Influence de l’épaisseur sur les fréquences propres associées aux modes circonférentiels pour : 

(a) un cylindre [Long 2001] (b) un anneau [Singal 1991]. 
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I.5.7.2 Longueur du stator 

La longueur d'un cylindre a très peu d'influence sur les modes purement circonférentiels 

d'un cylindre solide (non feuilleté) [Long 2001]. Un tel cylindre ayant un rapport ℎ/S = 0.5 est 

étudié expérimentalement dans [Singal 1988]. Les valeurs des fréquences propres pour 

différentes longueurs du cylindre sont présentées dans la figure I.21. Les modes purement 

circonférentiels supérieurs ou égaux à deux sont indépendant de la longueur. Toutefois, les 

modes purement circonférentiels égaux à 0 ou 1, ce dernier n'étant pas présenté, sont 

dépendants de la longueur. Tous les autres modes sont dépendants de la longueur du cylindre. 

Ces résultats sont confirmés, également de manière expérimentale, dans [Wang H 1996]. 

I.5.7.3 Dents, fond d'encoche et cales d’encoches 

S'il est évident que le comportement vibratoire d'un cylindre est modifié suivant la 

présence ou non de dents, certains auteurs les négligent pour grandement simplifier les calculs 

tout en conservant une marge d'erreur correcte. Ainsi, pour le stator présenté dans [Wang C 

1999], deux modèles sans et avec dents sont étudiés et les fréquences propres sont égales à 5% 

près. Dans ce cas, la prise en compte des dents peut être négligée dans un modèle élément finis, 

réduisant le nombre d'éléments de moitié, surtout en présence d'isthmes et de fond d'encoches 

semi-circulaires. Ce type de fond d'encoche résulte en une augmentation de la raideur des dents, 

conduisant à une légère augmentation des fréquences propres, bénéfique d'un point de vue 

vibro-acoustique [Long 2001]. Généralement, les dents peuvent être négligées pour de faible 

ordres de modes de vibration et pour des culasses statoriques épaisses [Wang C 2002b]. 

Toutefois, cette hypothèse dépend de l'équilibre entre masses et raideurs sur les fréquences 

propres [Wang C 1999]. 

 

 

Fig. I.21. Influence de la longueur sur les fréquences propres. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.5
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

h/L

F
ré

q
u

en
ce

 (
kH

z)

 

 

(m,n)=(2,2)

(m,n)=(2,3)

(m,n)=(0,0)

(m,n)=(3,0)

(m,n)=(0,1)
(m,n)=(3,1)
(m,n)=(2,0)
(m,n)=(2,1)



72 

 

L'influence des dents est particulièrement significative pour les hautes fréquences de 

résonance. Les valeurs de ces fréquences sont réduites en présence de dents car les vibrations 

du noyau produisent des vibrations latérales (dans la direction circonférentielle) des dents 

[Verma 1989]. A haute fréquence, la longueur d'onde associée aux modes peut être du même 

ordre que la taille de la dent. La présence de dents est donc un désavantage en termes de bruit 

et de vibrations du fait de l'introduction de nouveaux modes de résonance dans les fréquences 

audibles [Girgis 1979]. 

Les cales d’encoches sont logées dans l'isthme et réduisent de ce fait les déplacements 

latéraux des dents [Watanabe 1983]. Plus le nombre de mode est élevé, plus elles apportent de 

la raideur à la machine, ce qui conduit à une augmentation des fréquences propres, bénéfique 

d'un point de vue vibratoire. Pour les faibles nombre de modes, leur effet est compensé par la 

masse additionnelle qu'elles ajoutent [Girgis 1979]. 

I.5.7.4 Enroulements et têtes de bobines 

La modélisation des enroulements de machines à réluctance variable d'un point de vue 

vibro-acoustique est présentée en détail dans [Long 2001]. Bien que les encoches sont 

particulièrement larges, simplement rectangulaires et en faible nombre dans ce type de stator, 

les résultats permettent de tirer des conclusions sur la modélisation correcte des bobines d'une 

machine quelconque, quand il n'est pas possible de réaliser des mesures expérimentales. Les 

premières fréquences obtenues par les modèles éléments finis et des résultats expérimentaux 

sont comparés dans le tableau I.2. Lorsque seule la raideur des têtes de bobine est négligée  

TABLEAU I.2 

Fréquences propres suivant la modélisation des enroulements 

 

 Modes circonférentiels 2 3 4 

F
ré

q
u

en
ce

s 
p

ro
p

re
s 

(H
z)

 

Mesure 2344 5544 10600 

MEF 1 

Stator complètement bobiné, avec têtes de bobines 

2357 

+0.5% 

5346 

-3.6% 

10464 

-1.3% 

MEF 2 

Raideur des têtes de bobines négligée, leur masse est distribuée sur le noyau 

2234 

-4..7% 

5055 

-8.8% 

9590 

-9.5% 

MEF 3 

Raideur et masse des têtes de bobines négligées 

2376 

+1.4% 

5478 

-1.2% 

10469 

-1.2% 

MEF 4 

Bobines enlevées et leur masse est distribuée sur le noyau 

1871 

-20% 

4411 

-20% 

8916 

-16% 

MEF 5 

Bobines considérées comme une masse additionnelle des dents 

1800 

-23% 

4080 

-26% 

8087 

-24% 

MEF 6 

Raideur et masse des têtes de bobine complètement négligées 

2272 

-3.1% 

5356 

-3.4% 

10825 

-2.1% 
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(MEF 2), les fréquences propres sont plus faibles que dans le cas où tout est modélisé (MEF 1). 

Toutefois, si la masse est également négligée (MEF 3), les fréquences propres sont presque 

égales à celles du modèle MEF 1. Ainsi, la raideur des têtes de bobine contribue à la raideur 

totale du stator mais cette raideur est compensée par la masse des têtes de bobine [Girgis 

1979]. De plus, la raideur des bobines dans l'encoche a une grande influence sur les fréquences 

propres du noyau et ces bobines ne peuvent pas être traitées comme une masse distribué (MEF 

4) ni comme des masses additionnelles (MEF 5). Pourtant, ce type de modèle a été utilisé dans 

les équations analytiques de Frohne retrouvées dans [Tímár 1989] ou les approches 

énergétiques [Ellison 1971]. Toutefois, la combinaison des dents et d'encoches en tant que 

masse additionnelle totale peut être valable et résulte en une diminution des fréquences 

propres par rapport à un cylindre lisse d'épaisseur égale à celle du noyau. Cette diminution dans 

le cas d'un stator présenté dans [Girgis 1979] est de l'ordre de 20% pour tous les modes. Si les 

bobines sont complètement négligées (MEF 6), les mêmes résultats sont obtenues par rapport 

au modèle complet (MEF 1). Ainsi, l'effet global de la raideur des bobines sur les fréquences 

propres est compensé par leur masse dans ce cas [Long 2001]. 

Similairement à l'influence des cales d’encoches, les enroulements restreignent les 

déplacements latéraux des dents [Williams 1989]. De ce fait, l'ajout des enroulements dans les 

encoches par rapport à un stator à encoches vide, entraîne une augmentation de la raideur et 

ainsi une augmentation appréciable des fréquences propres pour des modes circonférentiels 

supérieurs à 2 dans un cas présenté dans [Girgis 1979] et pour les modes supérieurs à 4 dans 

un cas présenté dans [Singal 1992]. Toutefois, dans le cas présenté dans [Watanabe 1983], 

l'ajout d'enroulements dans un stator à encoches vides implique une diminution automatique 

des fréquences propres associée à tous les modes. Il n'est donc pas possible d'émettre une 

conclusion générale pour toute machine. 

Pour toutes les fréquences propres, l'amplitude des vibrations est atténuée en présence 

d'enroulements [Watanabe 1983][Singal 1992]. Or, de manière industrielle, les enroulements 

insérés dans les encoches subissent des traitements. Mise à part l'agglomération, les traitements 

des bobines comme l'imprégnation et la cuisson réduisent l'amortissement du stator. Ainsi, les 

amplitudes des vibrations à la fréquence de résonance sont plus larges une fois l'imprégnation 

réalisée que sans [Watanabe 1983][Singal 1992]. C'est un désavantage d'un point de vue de la 

suppression du bruit mais un avantage sur le fait que l'imprégnation élimine beaucoup de 

fréquences de résonances parasites indésirables au stator, produisant un spectre plus propre 

[Singal 1992]. Dans tous ces modèles, l'isolation des conducteurs peut être prise en compte par 
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la modification du module d'élasticité de Young associé à cette partie qui est considérée isotrope 

[Gieras 2006]. 

I.5.7.5 Carcasse et support 

La construction des carcasses ayant évolué depuis l'introduction des machines 

électriques, les considérations de certains auteurs à leur propos doivent être remises dans leur 

contexte. Ainsi, par exemple le couplage des carcasses présenté dans [Erdelyi 1955] ou [Ellison 

1971] ne sont plus exploitables. Les carcasses peuvent être réalisées en métal coulé pour les 

petites machines alors qu'elles sont le plus souvent mécanosoudées au-delà de quelques 

centaines de kilowatts [Brutsaert 2006]. Dans le cas où la carcasse est faiblement couplée 

mécaniquement au stator, soit quand elle enveloppe simplement le stator, comme dans [Girgis 

1979], elle a très peu d'influence sur la valeur des fréquences propres [Williams 1989][Singal 

1992]. Généralement, la plupart des moteurs de petite taille possèdent un stator enveloppé par 

la carcasse où le noyau est simplement pressé contre la carcasse [Zhu 1993e]. Dans le cas des 

machines de taille importante, l'amplitude des vibrations en présence de la carcasse sont plus 

petites que celles de la machine sans carcasse [Singal 1992]. Un cas où la carcasse peut être 

négligée est présenté dans [Girgis 1979], pour une machine où la masse de la carcasse en 

aluminium comptait pour 7% de la masse totale du stator, son module de Young inférieur à 

celui du stator et la longueur axiale presque égale à celle du stator. Or, dans le cas où la carcasse 

est en acier, qui possède un module de Young légèrement supérieur à celui des tôles statoriques 

et une masse plus importante, en plus d'avoir une longueur axiale deux fois plus grande, comme 

dans le cas de [Wang C 1999] la carcasse doit être prise en compte. Il arrive de ce fait que, même 

pour les petites machines, la carcasse et le stator aient des dimensions résolument différentes, 

ce qui implique un comportement vibratoire significativement modifié par la carcasse [Wang C 

1999].  

Plus précisément, plus la carcasse est longue par rapport au stator, plus les fréquences 

naturelles de la structure complète diminuent [Zhu 1993e]. L'amplitude de ces résultats est 

présentée dans le tableau I.3. En présence d’une carcasse, seule la fréquence propre du mode 0 

est réduite, tandis que les autres sont augmentées. Ainsi, pour les modes . ≥ 2, la petite 

augmentation de la raideur en flexion a plus que compensé la masse additionnelle due à la 

carcasse. Pour les modes 0 et 1, comme mesuré dans [Girgis 1979], la faible augmentation de 

raideur en étirement ne compense pas la masse additionnelle due à la carcasse. 

Une carcasse n’est pas nécessairement lisse et peu présenter des ailettes de 

refroidissement ainsi qu’un bornier. Les fréquences propres d’une machine à reluctance  
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TABLEAU I.3 

Evolution des fréquences propres (Hz) suivant la longueur de la carcasse 

 

Mode circonférentiel 0 2 3 4 

Pas de carcasse 17581 2301 6353 11800 �vxmvx��l = �v°±x��l 16770 3202 8624 15568 �vxmvx��l = 1.5�v°±x��l 15989 2951 7873 14073 �vxmvx��l = 3�v°±x��l 15392 2746 7281 12936 

 

variable possédant ce type de carcasse sont mesurées et comparées à des modèles éléments 

finis dans [Cai 2001]. Ne pas prendre en compte le bornier dans la modélisation par la MEF 

modifie la valeur de la fréquence propre correspondant au mode circonférentiel d’ordre 2 de 

0.6%, ce qui est négligeable. De surcroît, ne pas modéliser les ailettes de refroidissement induit 

une erreur de 5%, ce qui peut être acceptable. Toutefois, ces ailettes induisent de nouveaux 

modes de vibration. Des supports des roulements sont présents à chaque extrémité de la 

carcasse et leur forme peut être complexe. Toutefois, ce ne sont pas leurs vibrations qui sont 

d’importance mais leur influence sur les vibrations du cylindre de la carcasse. Ainsi, ils peuvent 

être modélisés comme de simples plaques cylindriques attachées à la carcasse, possédant la 

même masse [Wang C 1999]. 

I.5.7.6 Conduits de refroidissement 

Dans de nombreuses machines, un système de ventilation ou de refroidissement liquide 

est présent. Des canaux pour la ventilation par air peuvent être ainsi installés sur la surface 

externe du stator tandis que des circuits d'eau peuvent être usinés sur la surface externe de la 

carcasse [Aït-Hammouda 2005]. Ces modifications par rapport aux formes cylindriques de base 

modifient le comportement vibro-acoustique de la structure car elles changent sa masse et sa 

raideur [Wang C 1999]. Le refroidissement et l'assemblage de la carcasse au stator varient 

d'une machine à une autre. En effet, les tôles statoriques peuvent être directement liées à la 

carcasse en considérant qu'elles sont en simple contact [Gieras 2006]. Dans le cas où des 

entailles sont faites au stator, une perte de symétrie peut apparaître si elles ne sont pas placées à 

intervalle régulier autour du stator. Cela implique une différence entre les modes de vibrations 

symétriques et antisymétriques.  

Les modes circonférentiels de vibrations symétriques et antisymétriques d’un cylindre 

parfait doivent être égaux. Or, en général, les asymétries géométriques mais également celles 
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dues aux matériaux ou au maillage générés automatiquement de la MEF, en sus des erreurs 

numériques d'arrondis dans les données éléments finis, peuvent induire deux fréquences 

naturelles légèrement différentes pour chaque mode propre [Long 2001]. A titre d'exemple, la 

figure I.22 présente une dent statorique d'une machine à réluctance variable se déplaçant dans 

une direction purement latérale pour le mode antisymétrique et purement radiale pour le mode 

symétrique. Une seule entaille peut réduire le mode antisymétrique de 4% par rapport au mode 

symétrique [Long 2001].  

I.5.7.7 Rotor 

Les modèles vibro-acoustiques sont réalisés en majeur partie en ne modélisant pas le 

rotor. En effet, bien que l’entrefer soit aussi en contact avec le rotor, ce dernier est moins soumis 

aux ondes de force magnétiques du fait de sa forme. La surface de rayonnement du son du rotor 

est plus petite que celle du stator. Le rotor peut donc le plus souvent ne pas être considéré 

comme source de bruits d’origine magnétique [Delcambre 1985]. Il a été mesuré que la 

contribution du rotor n'est quantifiable que pour les fréquences inférieures à 500 Hz [Wang C 

2002a]. De plus, le rotor est relié à la carcasse par les flasques et devrait introduire de nouveaux 

modes de vibrations. Or, tout changement dans les conditions aux limites d'une enveloppe 

cylindrique, par exemple, le moteur avec ou sans le rotor, n'influe pas beaucoup le 

comportement vibratoire de l'enveloppe à haute fréquence. De ce fait, si seuls les modes de la 

machine dus à la carcasse et au stator sont d'intérêt, les tests expérimentaux peuvent être 

également effectués sans rotor [Wang C 1999]. 

 

 

 

 

 

Fig. I.22. Modes de vibration (a) asymétriques et (b) symétriques. 
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I.5.7.8 Température 

La température du stator a une influence sur les fréquences naturelles. En effet, ces 

dernières décroissent avec l'augmentation de la température et pour les modes circonférentiels, 

une différence de 0% à 8% a pu être observée entre les fréquences mesurée à température 

ambiante et celles à une température de fonctionnement de 100°C [Watanabe 1983]. Une étude 

sur un alternateur à griffe montre une diminution des fréquences propres allant jusqu’à 20% 

[Tan-Kim 2014]. Ce déplacement est illustré sur la figure I.23 représentant le rapport entre 

accélération mesurée et force de l'impact. De plus, l’amplitude des vibrations à ces modes est 

amortie avec l’augmentation de la température. Cette influence est difficile à modéliser et à 

quantifier car elle impacte les isolants des conducteurs et les autres matériaux. D'ordre général, 

pour les métaux, le module d'élasticité de Young diminue avec la température alors que le 

coefficient de Poisson augmente. Le module de Young des bobines dans l’encoche a été mesuré 

ne valant que 30%, à 100°C, de celui mesuré à 20°C [Tan-Kim 2014]. Ainsi, le bruit rayonné est 

diminué avec la température. 

 

 

 

 

 

Fig. I.23. Rapport accélération sur force de l’impact en fonction de la température. 
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I.5.7.9 Feuilletage de la culasse statorique 

Un stator est feuilleté de manière à se garder des pertes par courants de Foucault [Wang 

H 1997]. L'axe de rotation des machines électriques est toujours normal au plan du feuilletage 

du paquet de tôles [Garvey 1989]. Les vibrations mécaniques peuvent être considérées comme 

une fluctuation entre l'énergie potentielle élastique et l'énergie cinétique dans une structure 

comme montré par les méthodes énergétiques, présentées en I.5.4.1. Une élasticité continue est 

une condition nécessaire à cette fluctuation d'énergie. Pour un stator, le feuilletage coupe la 

connexion élastique entre chaque tôle et rend impossible le transfert des forces élastiques entre 

elles [Wang H 1997]. Le comportement vibratoire de la culasse est donc particulièrement 

influencé par les paramètres élastiques du paquet de tôles laminées [Garvey 2004]. De plus, 

quand plusieurs tôles sont pressées par serrage pour former un seul cylindre feuilleté, les 

conditions aux limites de chaque tôle ne sont plus les mêmes que celles d'une seule tôle isolée à 

bords appuyés sur un tympan [Wang H 1997]. 

Le feuilletage de la culasse réduit la résistance de son pendant solide. Le paquet de tôle 

feuilleté est alors significativement moins raide et donc plus flexible [Garvey 1989]. Les 

amplitudes des vibrations d'un stator feuilleté sont donc plus amorties [Balan 1997] et 

particulièrement pour les faibles nombres de modes [Girgis 1979]. Pour illustration, la mesure 

de l'amplitude des vibrations du mode purement circonférentiel d'ordre 3 pour un stator 

feuilleté et un stator solide et homogène est présentée dans la figure I.24. L'amplitude des 

vibrations est bien réduite dans le cas feuilleté. Sur une bande de fréquence, le spectre 

vibratoire d'une machine asynchrone est tracé dans la figure I.25 et montre, à partir de modes 

numérotés de 1 à 11 que l'amplitude des vibrations est réduite mais aussi que les fréquences de 

ces modes sont également réduites. Cette réduction des fréquences n'apparaissait pas dans le 

cas de la figure précédente [Girgis 1979] mais si elle existe [Singal 1989][Williams 1989][Verma 

1998], d'autres modes peuvent être excités sur la bande des fréquences audibles. De plus, du fait 

de l'amortissement, les modes longitudinaux ne présentent pas de pics bien distincts sur le 

spectre vibratoire contrairement à une machine solide et homogène [Singal 1989][Long 2001]. 

Ce qui amène certains auteurs à conclure qu'un noyau feuilleté supprime les modes 

longitudinaux égaux à 1 [Williams 1989][Long 2001]. Puisque les coefficients d'amortissement 

obtenus pour les stators homogènes décroissent avec l'augmentation de la fréquence, cela 

montre la prédominance d'un amortissement due à la friction [Balan 1997]. Il a été observé 

dans le cas d'un stator feuilleté avec des enroulements que les coefficients d'amortissement ne 

présentent pas de relation directe avec les fréquences de résonance. Ceci suggère la présence 
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Fig. I.24. Influence du feuilletage sur l'amplitude des vibrations associé au mode circonférentiel d'ordre 3. 

 

 

Fig. I.25. Influence du feuilletage sur l'amplitude des vibrations sur une bande de fréquence. 

 

d'effets d'amortissement non-linéaire qui sont normalement présent dans les structures 

composites construites de plusieurs matériaux différents. Les valeurs des coefficients 

d'amortissement pour ce modèle sont approximativement 10 à 100 fois plus grandes que celles 

obtenues pour une culasse statorique solide et homogène [Balan 1997]. La réduction de 

l'amplitude de la réponse vibratoire dépend du nombre et de l'épaisseur des tôles feuilletées 

ainsi que du type de mode [Wang H 1997]. 

L'anisotropie des tôles feuilletées, soit le fait que ses propriétés dépendent de la direction, 

est généralement considérée comme une orthotropie [Wang C 1999], et donc que les propriétés 

du matériau suivent deux composantes principales perpendiculaires. En élasticité linéaire, le 

tenseur des contraintes est relié au tenseur des déformations par le tenseur de raideur 

élastique. C'est ce qui est généralement représentée par la loi de Hooke avec des tenseurs de 
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contrainte et de déformation de dimensions 6 × 1 et donc un tenseur de raideur élastique de 

dimensions 6 × 6 soit 36 paramètres. Ce tenseur de raideur contient dans le cas isotrope 

seulement 2 paramètres indépendants sur les 36. Ce sont le module de Young et le coefficient de 

Poisson de toute la structure. Or, dans le cas anisotrope, le module de Young et le coefficient de 

Poisson dépendent de la direction et il en résulte 21 paramètres indépendants. Dans le cas 

d'orthotropie, 9 paramètres indépendants sont à déterminer. En notant E le module de Young, G 

le module de cisaillement et ² le coefficient de Poisson, ces paramètres sont dans le repère �³, ´, =� (où z est l'axe de rotation) : (>, (µ, (¶ , ·>µ, ·>¶ , ·µ¶ , ²>µ, ²>¶et ²µ¶. Ces paramètres 

dépendent entièrement de la machine considérée car les matériaux et les longueurs diffèrent 

suivant les constructeurs. Ainsi, chaque auteur propose ses valeurs expérimentales qui servent 

de données aux modèles utilisant la MEF. L'acier utilisé dans la construction électrique permet 

de réduire au minimum les pertes d'énergie et d'augmenter le flux magnétique. Pour une seule 

tôle feuilletée les valeurs du module de Young dans le plan �³, ´� peuvent varier de 175 GPa à 

220 GPa [Surahammars 2014]. 

Pour une culasse statorique feuilletée en acier électrique considérée comme orthotrope, 

le rapport de compression sur la déformation dans la direction longitudinale, (¶, et les rapports 

de contraintes de cisaillement dans les plans �³, =� et �´, =� sur la déformation dans ces plans, ·>¶ et ·µ¶, sont bien plus faibles que les modules équivalents des matériaux solides et 

homogènes. Ainsi, (¶, ·>¶ et ·µ¶ ne dépassent pas 2% des valeurs du cas isotrope. Toutefois, les 

valeurs des facteurs d'amortissement associés aux déformations normales et de cisaillements 

sont généralement de l'ordre de 1.5% à 10%, soit significativement plus grandes que celles d'un 

acier isotrope [Garvey 1989].  

Concernant le module de Young, que ce soit dans le plan �³, ´� ou dans la direction axiale, 

les valeurs diffèrent d'un auteur à un autre car elles sont expérimentales et correspondent à une 

machine particulière. Pour (> = (µ = 136 GPa, (¶ a été déterminé à 2.7 GPa, soit 2% de la 

valeur dans le plan radial [Wang C 1999]. Ces résultats dépendent de l'épaisseur des tôles et par 

exemple, pour une épaisseur de 0.65 mm, (¶ a été évalué à 0.8 GPa pour une valeur plus 

fréquemment utilisée de (> = (µ = 200 GPa, soit une diminution de 0.4% au lieu de 2% 

[Garvey 1989]. De plus, les modules dépendent des pressions de serrage et des traitements de la 

surface de chaque tôle. Ainsi, Delves, cité par [Garvey 2004], donne un module de Young dans la 

direction axiale de 1.8 GPa, soit 0.9% de la valeur dans le plan radial. Pour (> = (µ = 205 GPa, (¶ = 1.5 GPa, soit 0.7% [Bouzek 2013]. Ainsi, le module de Young dans la direction axiale est 

de l'ordre de 0.4% à 2% de celui trouvé dans la direction radiale. Cette étendue est présentée 
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dans la figure I.26(a) dans le cas de tôles de 0.65 mm d'épaisseur où est tracé le pourcentage de 

réduction des modules de Young longitudinaux dans le cas des tôles feuilletées naturelles ou 

vernies par rapport à un équivalent solide et homogène [Garvey 1989]. 

Concernant le module de cisaillement, sa valeur pour un matériau acier isotrope est de 

l'ordre de 80 GPa car · = (/2�1 + ²� [Borisavljević 2013]. Pour un matériau laminé, sa valeur 

est un peu plus faible dans le plan radial �³, ´� où il vaut 79.3 GPa dans [Garvey 1989], 55 GPa 

dans [Long 2001] et 25 GPa dans [Bouzek 2013]. Dans les plans �³, =�et �´, =�, les modules de 

cisaillement sont également réduits et ne dépassent pas 2% des valeurs précédentes de ·>µ. La 

figure I.26(b) présente ce pourcentage de réduction du module de cisaillement dans le cas des 

tôles feuilletées naturelles ou vernies par rapport à un équivalent solide et homogène [Garvey 

1989]. Une valeur du pourcentage de 0.4% est utilisé dans [Garvey 2004], et [Bouzek 2013] 

utilise une valeur de 6% par rapport à l'équivalent solide.  

Dans le cas d'un matériau orthotrope, le coefficient de Poisson est directionnel et varie 

avec l'orientation de chaque tôle. Il est de plus sensiblement plus élevé que son équivalent 

solide [Niu 2010]. Les coefficients de Poisson dans les plans �³, =� et �´, =� sont également 

impactés par le feuilletage des tôles. En reprenant la loi de Hooke précédemment décrite, la 

matrice de raideur élastique, qui est symétrique, doit être définie positive pour que la fonction 

de densité de l'énergie de déformation soit également positive [Ting 2005]. Or, le critère de 

Sylvester stipule que pour qu'une matrice réelle symétrique soit définie positive, il faut et suffit 

que les n (n étant la taille de la matrice) mineurs principaux dominants soient strictement  

 

(a)               (b) 

Fig. I.26. Pourcentage de réduction des modules de (a) Young longitudinaux et de (b) cisaillement dans les plans �³, =� et �´, =� dans le cas des tôles feuilletées naturelles ou vernies par rapport à un équivalent solide et homogène. 
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positifs [Reinhardt 1997]. Les mineurs sont les déterminants de ses sous-matrices carrées. Le 

troisième de ces mineurs, qui vérifie cette inégalité, peut se simplifier selon (I.33) dans le cas 

orthotrope. 

1 > ²>µ� (µ(> + ²µ¶� (¶(µ + ²>¶� (¶(> + 2²>µ²µ¶²>¶ (¶(> (I.33) 

Dans le cas des machines électriques, (µ = (> et (¶ vaut au maximum2%de (>. Ainsi, les 

coefficients de Poisson dans le plan �³, =� et �´, =� peuvent valoir jusqu'à 4 en fixant ²>µ = 0.3. 

Dans [Long 2001][Tang 2004][Gieras 2006] et al., les coefficients de Poisson valent 0.3 dans 

toutes les directions tandis que dans [Bouzek 2013], ²>¶ = ²µ¶ = 0.03. Toutefois, le coefficient 

de Poisson a peu d'effet sur les fréquences propres [Tang 2004] et ainsi, pour les coefficients de 

Poisson majeurs, une valeur de 0.3 dans toutes les directions sera considérée. La différence 

entre coefficients majeurs et mineurs est exprimée selon (I.34) pour un cas orthotrope [Ting 

2005]. ²Nºcorrespond à la contraction dans la direction j quand une extension est appliquée à la 

direction i. Ainsi, le coefficient mineur peut être au minimum 1/�2%� = 50 fois plus faible que 

le coefficient majeur. 

²Nº = ²ºN (º(N  (I.34) 

 De ces remarques, il est évident que le comportement vibratoire d'un stator feuilleté est 

différent de celui d'un stator fait d'un seul cylindre épais homogène [Wang H 1997]. Puisque 

l'amplitude des vibrations est amortie grâce au feuilletage, l'utilisation du feuilletage est un 

avantage d'un point de vu vibro-acoustique des machines électriques [Girgis 1979]. Toutefois, 

puisque chaque machine possède ses propres particularités physiques, les modèles utilisant la 

MEF ne peuvent rendre compte précisément du comportement vibratoire de la machine sans 

avoir recours à une méthode permettant de mettre à jour les constantes d'orthotropie 

déterminée précédemment. Ces méthodes de corrélations modales peuvent être basées sur des 

vecteurs comme la MAC (Modal Assurance Criteria) [Gieras 2006], la POC (Pseudo Orthogonality 

Check) et la RVAC (Response Function Assurance Criteria) ou sur les degrés de liberté comme la 

CoMAC (Coordinate Modal Assurfance Criteria) et la FRAC (Frequency Reponse Assurance 

Criteria) [Avitabile 1999]. 

I.6 CONCLUSION 

Cet état de l'art sur l'étude du bruit et des vibrations d'origines électromagnétiques des 

machines électriques, et particulièrement à aimants permanents, a permis de poser la 
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problématique de la thèse. Il a de plus permis de déterminer les axes de modélisation des trois 

grandes disciplines impliquées que sont l'électromagnétisme, la mécanique vibratoire et 

l'acoustique. Le bruit d'origine magnétique nécessite le calcul local des efforts magnétiques à la 

surface interne du stator au moyen de formulations faisant appel à la distribution de l'induction 

dans l'entrefer. Le choix des méthodes analytiquesou semi-analytiques présentées dépend 

essentiellement du degré de précision et du temps de calcul souhaité. La modélisation 

analytique vibro-acoustique fait appel à des modèles généralement homogènes et facilement 

identifiables comme des anneaux, des cylindres ou des sphères. Toutefois, une machine est un 

assemblage complexe d'éléments géométriquement et physiquement différents rendant 

difficile également la modélisation par éléments finis. Les étapes nécessitant un effort de 

modélisation important ont été identifiées et discutées en termes d'intérêt. A savoir, la 

géométrie exacte de la machine, son rotor, l'influence de la température et le feuilletage de la 

culasse. 
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MODELISATION MULTI-PHYSIQUE  

DES MACHINES SYNCHRONES A AIMANTS  

EN VUE DE L'ETUDE DES EMISSIONS 

 VIBRO-ACOUSTIQUES 
Etat de l'art sur les émissions  

II. MODELISATION MULTI-PHYSIQUE DES MACHINES 

SYNCHRONES A AIMANTS EN VUE DE L'ETUDE DES 

EMISSIONS VIBRO-ACOUSTIQUES 

II.1 INTRODUCTION 

De nos jours, la popularité des codes de calculs par éléments finis et la précision des 

simulations qui en découlent ne sont plus à démontrer. Ces codes de calculs s'attaquent non 

seulement aux différents domaines de la physique régis par la théorie des champs mais 

proposent aussi des possibilités de couplage de ces différents domaines dont la force varie selon 

les environnements logiciels (couplage faible, couplage fort). Le chercheur ou l'ingénieur est 

ainsi porté à les utiliser dans les procédures de dimensionnement des machines électriques. 

Cependant, la précision de ces codes de calculs s'accompagne souvent de temps de calcul 

important aussi bien dans la phase de résolution que dans le phase d'exploitation (post-

processing) ce qui rend leur efficacité limitée surtout dans les phases préliminaires du 

dimensionnement de ces machines. De là naît la nécessité de disposer d'outils de calcul dont le 

rapport entre précision et temps de calcul est plus adaptée aux contraintes de la conception 

préliminaire des dispositifs de conversion d'énergie. Ainsi, il est nécessaire de revoir les 

approches analytiques de modélisation multiphysique des machines électriques tournantes 

avec pour objectif de "ré-évaluer" la pertinence de ces approches de modélisation dans une 

optique de pré-dimensionnement.  

CHAPITRE 

II 
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Dans une première partie sont présentées quelques méthodes analytiques magnétiques, 

mécanique vibratoire et acoustique pouvant répondre favorablement à la réduction des temps 

de calcul tout en maintenant un niveau de précision acceptable dans la phase d'exploration 

préliminaire des solutions potentielles. Dans une deuxième partie, les approches numériques 

servant de comparaison avec les résultats découlant des modèles analytiques sont décrits. 

L'approche par éléments finis est nécessaire dans ces travaux pour valider ne serait-ce que la 

force magnétique locale dont la mesure reste un sujet de recherche ouvert. Finalement la 

validation expérimentale de quelques modèles est proposée. 

II.2 CALCUL DES EFFORTS ELECTROMAGNETIQUES LOCAUX 

II.2.1 Tenseur électromagnétique de Maxwell 

II.2.1.1 Théorie 

La détermination de la force magnétique à partir du tenseur de Maxwell (TM) implique le 

calcul des efforts magnétiques présents sur une surface fermée imaginaire situé dans l'air 

englobant un objet d'étude. L'intégration de ces efforts sur une surface résulte en une force 

totale transmise par le champ magnétique [Penman 1986]. L'expression de la force 

électromagnétique totale peut être obtenue directement par la densité d'énergie 

électromagnétique du matériau [Henrotte 2004] soit, plus généralement rencontré, à partir de 

l'expression de la force de Lorentz décrivant les interactions du courant et du champ 

magnétique C551 [Melcher 1981]. Le TM donne la force sous la forme de l'expression (II.1), en 

fonction de l'induction A51 [Melcher 1981]. 

01 = 2 @»A51. <51¼C551 − 12 ;��C551. A51�<51D �64  (II.1) 

En développant, les composantes de la densité surfacique de force s'expriment selon 

(II.2). 

Y3B = 12 � 1;� AB� − ;�C?�3? = C?AB
\ (II.2) 

II.2.1.2 Implémentation du tenseur de Maxwell pour le calcul de la force totale 

Théoriquement, la force est obtenue en intégrant sur une surface englobant le volume 

étudié et cette surface peut être placée en dehors de l'objet tant qu'elle n'englobe pas d'autres 

objets sur lesquels il y a une force électromagnétique [Kim 2005a]. Numériquement, les 
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densités d'induction sont discrétisées et elles ne sont pas continues. De plus, la valeur de 

l'intégrale dépend du tracé du contour. En effet, des erreurs peuvent survenir si le contour est 

placé trop proche de l'interface du matériau avec l'air [Henneberger 1992]. De plus, lorsque le 

champ magnétique provient d'une résolution par éléments finis, l'implémentation logicielle de 

la force obtenue par le TM dépend du type d'éléments que la surface d'intégration traverse, et 

du chemin de cette surface dans ces éléments [Coulomb 1983]. 

Lors de l'implémentation de la force, si une valeur du champ magnétique approximative 

est substituée au champ réel, l'indépendance des résultats par rapport au choix de la surface 

d'intégration n'est plus vérifiée. Par exemple, lorsque des éléments triangulaires du premier 

ordre sont utilisés pour calculer le champ, les meilleurs résultats sont obtenus lorsque la surface 

d'intégration traverse les triangles au milieu de leur côté [Coulomb 1983]. Il existe plusieurs 

chemins possibles pour l'intégration, ce qui implique une multiplicité des algorithmes 

conduisant à de nombreuses variantes du TM. L'implémentation numérique par la MEF peut 

être améliorée au moyen par exemple du lissage de la distribution du champ dans l'entrefer 

[Mizia 1988] ou l'utilisation de fonctions d'énergie [Penman 1986]. 

Tous ces désavantages sont toutefois relativement mineurs et influent peu sur les 

résultats dans le domaine des machines électriques, ce qui fait de la méthode du TM un choix 

populaire dans la littérature : entre autres [Zhu 2010a][Bracikowski 2012][Huo 2013][Meessen 

2013]. Ces avantages sont tels qu'il n'est nécessaire de calculer le champ qu'une seule fois pour 

un problème linéaire ou non linéaire. De plus, une seule intégrale surfacique est requise. Le 

choix de la surface d'intégration est de surcroît arbitraire du moment qu'aucun autre milieu que 

l'air est traversé [Coulomb 1983]. Toutefois, les travaux virtuels (TV) possèdent tous les 

avantages de cette méthode sans ses inconvénients, ce qui en fait une méthode particulièrement 

efficace pour les simulations basées sur la MEF [Coulomb 1984]. 

II.2.2 Principe des travaux virtuels 

II.2.2.1 Théorie 

Le principe des travaux virtuels (TV) est basé sur le concept mécanique de forces liées au 

changement d'énergie stockée lorsqu'un corps change virtuellement de position dans un champ 

magnétique [Kim 2005a]. Ce déplacement virtuel est noté p. L'énergie stockée � est une 

fonction objective qui peut être exprimée par la somme de l'énergie �) et de la co-énergie, �)j , 

magnétiques stockées. Les TV donnent la force sur un objet par un déplacement virtuel de cet 
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objet dans la direction de la force, et en calculant le changement de co-énergie du système, 

comme décrit par (II.3) [Melcher 1981]. 

01 = s�)js� -1� (II.3) 

Lors d'un calcul numérique usuel où le système produit la valeur en un point de l'espace 

des solutions, la fonction du gradient de la co-énergie n'est pas facilement disponible. Dans ce 

cas, un déplacement virtuel est simulé par un petit déplacement physique et un second 

problème est résolu. La différentielle peut alors être calculée au travers d'une approche par 

différences finies. Le point négatif de cette approche est qu'elle nécessite deux solutions [Kim 

2005a].  

L'analyse de sensibilité s'intéresse, sur la base du principe des TV, à la variation d'énergie 

d'un système en réponse aux changements de forme et de propriétés des matériaux [Kim 

2007]. Il existe deux types d'analyses de sensibilités : l'approche discrète et l'approche continue. 

II.2.2.2 Analyse de sensibilité discrète par la matrice jacobienne 

La méthode locale de la dérivée de la jacobienne a été développée dans les travaux de 

[Rafinéjad 1977][Coulomb 1983]. Cette méthode peut être vue comme une analyse de 

sensibilité discrète, en cela qu'elle est développée autour d'une méthode numérique par 

éléments finis. 

Soit une formulation matricielle d'un problème magnétostatique 3-D basée sur un 

potentiel magnétique scalaire ϕ. Le champ magnétique est alors exprimé par (II.4). C = −grad�ϕ� (II.4) 

Soit la fonction de co-énergie, 0�¾¿ , exprimée par (II.5) [Coulomb 1983]. 

3�¾¿ = 8 �� A�C^
� � �/9 + 2ABϕ�64  (II.5) 

A titre d'exemple, l'intégrande de l'intégrale volumique peut être simplifiée dans l'air 

selon (II.6) puisque A = ;�C. 

� A�C^
� = ;�2 C� (II.6) 

Le domaine est décomposé en éléments finis. La valeur de la co-énergie du système est 

ainsi obtenue à partir de la valeur optimale de l'ensemble des ϕN où ` est le numéro du nœud de 

l'élément. Cette valeur optimale vérifie (I.7) [Coulomb 1983]. 
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 s3�¾¿sϕy = 0 (II.7) 

De ce fait, en appliquant le principe des TV à potentiel magnétique scalaire constant, la 

force agissant sur la partie fixe du domaine s'exprime en fonction du déplacement virtuel de la 

partie mobile par (I.8). Il est nécessaire que cette partie mobile soit entourée d'air pour 

permettre le déplacement virtuel. 

0 = ss� �8 �� A�C^
� � �/9 + 2ABϕwÀo�64 � (II.8) 

Sur chacun des éléments les intégrations sont réalisées en coordonnées locales (u,v,w) par 

rapport aux coordonnées globales (x,y,z). Ceci fait apparaître la matrice jacobienne · comme 

illustré par (I.9) pour une fonction Á quelconque. /,représente le volume de l'élément e. 

8Á�³, ´, =��³�´�=/ = Â 8 Á»³�q, r, R�, ´�q, r, R�, =�q, r, R�¼|·|/-- �q�r�R (II.9) 

Ainsi, l'expression de la force se résume à (II.10). 

0 = Â 8 Ä�� A�C^
� � |·|§� s|·|s� − A�·§� s·s� CÅ �/9E,  (II.10) 

Cette somme peut être restreinte à l'ensemble des éléments virtuellement déplacés, ce qui 

dans le cas des machines électriques revient à l'entrefer. En effet, la matrice jacobienne des 

autres éléments n'est pas affectée par le déplacement virtuel [Coulomb 1983]. 

Les avantages de cette méthode sont similaires à ceux donnés pour le TM. En effet, il n'est 

nécessaire de calculer le champ qu'une seule fois pour un problème linéaire ou non linéaire. De 

plus, une seule intégrale volumique est requise. Finalement, le choix de la surface déformée est 

arbitraire du moment qu'aucun autre milieu que l'air ne le soit [Coulomb 1983]. Toutefois, cette 

approche est développée autour de la méthode numérique utilisée pour résoudre le problème 

comme le montre l'application sur des éléments tétraédriques [Coulomb 1984]. 

L'expression (II.10) peut être obtenue à partir d'une formulation générale de la force en 

utilisant le tenseur de Maxwell [McFee 1988]. Cette formulation considère une fonction scalaire 

arbitraire qui est fonction de l'induction magnétique. Ainsi, suivant la fonction choisie, 

l'expression du TM (II.1) et l'expression de l'analyse de sensibilité discrète (II.10) peuvent être 

obtenue à partir de cette formulation. Les résultats obtenus avec la formulation générale 

permettent d'améliorer la précision des deux méthodes précédemment mentionnées, qui 

souffrent d'un manque de précision due à la résolution numérique du champ [McFee 1988]. 
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II.2.2.3 Analyse de sensibilité continue 

L'analyse de sensibilité continue (ASC-TV) a été développée entre autres dans les travaux 

de [Kim 2002]. Soit Æ une fonction d'énergie du système magnétostatique, différentiable par 

rapport au potentiel vecteur magnétique, +1, et par rapport à ∇551 × +1. Le potentiel vecteur est 

fonction du vecteur du déplacement virtuel, p. La fonction objectif, O, est définie selon (II.11) 

[Kim 2005a]. 

Ç = 8 Æ È+1��1�, ∇551 × +1��1�É �VË  (II.11) 

Chercher à trouver l'extrêmum de Æ, en respectant une contrainte ψ�³� = 0 où ψ est une 

fonction du même ensemble de départ que Æ, revient à chercher le point où la différentielle de ψ possède un noyau orthogonal au gradient de Æ en ce point. ÆetÍ sont de classe ��(différentiables et ayant des différentielles continues). Le problème d'optimisation, qui est 

contraint, peut être résolu en se basant sur la méthode du lagrangien augmenté. Cette méthode 

offre alors une condition nécessaire à la recherche de l'extrêmum. Il est possible de définir une 

fonction � à partir d'un vecteur de multiplicateurs de Lagrange, Î, pris dans l'ensemble d'arrivée 

de ψ qui s'exprime selon (II.12) [Nocedal 2006]. �51�³, Î� = Æ51�³� + Î1 ∙ Í51�³� (II.12) 

Il existe alors Î� tel que � admet une différentielle nulle en �³�, Î��, avec ³� la solution 

recherchée. Ainsi, un terme de pénalité (l'augmentation) est ajouté à la fonction objectif du 

problème contraint pour former une fonction objectif non contrainte notée �5551 et exprimée 

selon (II.13) [Kim 2007].  

� = 8 Æ»+1, ∇551 × +1¼�VË + 8 Î1 ∙ @−∇551 × �1; ∇551 × +1 − *551 + V1D �VË  (II.13) 

La formulation variationnelle des équations de Maxwell en magnétostatique se 

retrouvent dans la deuxième expression avec *551 l'aimantation et V1 la densité de courant 

électrique. Les distributions spatiales de ;, *551 et V1sont considérées constantes à un instant 

donné. En séparant le deuxième terme de (II.13) sur les deux régions V�et V�, l'analyse de 

sensibilité continue permet d'obtenir l'expression de la variation de �5551, par rapport à un 

déplacement virtuel �, à partir de la formule (II.14) [Kim 2007]. r1représente le vecteur vitesse 

correspondant, dans le cas des TV, au déplacement virtuel. 
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 ���� = 2 @� 1;� − 1;� ∇551 × +�55551 ∙ ∇551 × Î�55551 − »*�555551 − *�555551¼ ∙ ∇551 × Î�55551 − »V�551 − V�5551¼ ∙ Î�55551D rB�64  

 + 8 @� 1;� ∇551 ∙ r1 »∇551 × +�55551 ∙ ∇551 × Î�5551¼D �VË¨  

 + 8 @� 1;� ∇551 ∙ r1 »∇551 × +�55551 ∙ ∇551 × Î�55551¼D �VË©  

 

(II.14) 

D'une part, les intégrales de surfaces et de volumes où apparaît la perméabilité 

représentent respectivement la variation de l'énergie totale stockée à l'interface et à l'intérieur 

de la région correspondante. D'autre part, les intégrales de surface concernant l'aimantation et 

la densité de courant représentent la variation de l'énergie totale d'entrée sur l'interface. Cette 

formule est applicable à des problèmes magnétostatiques linéaires et non linéaires. 

En considérant le caractère propre adjoint du système [Kim 2005a], +1 = Î1. Ce qui conduit 

à réécrire (II.14) en (II.15). ���� = 2 @� 1;� − 1;� A�55551 ∙ A�55551D rB�64  

 + 8 @� 1;� ∇551 ∙ r1 »A�55551 ∙ A�55551¼D �VË¨ + 8 @� 1;� ∇551 ∙ r1 »A�55551 ∙ A�55551¼D �VË©  

 + 2�»*�555551 − *�555551¼ ∙ A�55551�rB�64 + 2�»V�5551 − V�551¼ ∙ +�55551�rB�64  

 

(II.15) 

La fonction objectif � pouvant être exprimée par la somme de l'énergie �) et de la co-

énergie, �)j , magnétiques stockées, la force agissant à l'interface 6 entre deux matériaux 

magnétiques de perméabilités différentes est exprimée par (II.16). 

0Ï,I55555551 = s�5551s� − s�)5555551s� ≅ ��5551�� − ��)5555551��  (II.16) 

Ainsi, la force magnétique totale exercée sur V�, due à l'aimantation du matériau, dans la 

direction du déplacement virtuel est donnée par (II.17). Cette direction est donné par le vecteur 

normal pointant hors de 6, noté <51, et représenté sur la figure I.4. 

0Ï,I55555551 = 12 Ñ2 @� 1;� − 1;� A�55551 ∙ A�55551D <51�64 + 8 @ 1;� ∇551 ∙ »A�55551 ∙ A�55551¼D �VË© Ò (II.17) 

Similairement, la force due à l'aimantation des aimants permanents du côté de Ω� 

s'exprime selon (II.18) et la force due aux courants selon (II.19). 

0ÔM)ÔB?Õ55555555555555551 = 2�»*�555551 − *�555551¼ ∙ A�55551�<51�64  (II.18) 

0Ö×ØIÔB?Õ5555555555555555551 = 2�»V�5551 − V�551¼ ∙ +�55551�<51�64  (II.19) 



 

 

L'expression (II.17) donne une formulation similaire à celle obtenue avec l'expression 

donnée par le tenseur de Maxwell dans l'air

[Kim 2007]. En effet, soit un matériau linéaire et isotrope. L'intégrale volumique de (I

disparaît [Li 2009] et l'intégrande de l'intégrale surfacique s'écrit selon (

33-U = 1
;1

�A

Le premier terme de (II.20

la perméabilité de l'air. Toutefois, le second terme correspond à un tenseur d'effort interne au 

matériau magnétique [Carpenter 19

interface [Li 2009]. De plus, à la différence de la formule obtenue à partir du TM, (

d'évaluer les efforts entre deux matériaux solides en contact [Kim 2007].

II.2.3 Méthode des charges ma

Comme l'ASC-TV, la méthode des charges magnétiques (MCM) peut être utilisée pour 

représenter l'interaction entre deux matériaux en contact [Choi 2005], en plus de l'interface 

entre un matériau et l'air [Lee 2004]. Pour ce dernier cas, le matériau

par des charges magnétiques distribuées selon une densité surfacique 

II.1[Choi 2005] présente les charges et les champs à cette interface. La méthode des charges 

magnétiques donne l'expression de 

 

 

Fig. II.1. Distribution de charges magnétiques d'un matériau non linéaire par la MEF.
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I.20) est la composante normale obtenue par le TM lorsque 

la perméabilité de l'air. Toutefois, le second terme correspond à un tenseur d'effort interne au 

matériau magnétique [Carpenter 1960] lié à la différence de perméabilité des matériaux à leur 

interface [Li 2009]. De plus, à la différence de la formule obtenue à partir du TM, (

d'évaluer les efforts entre deux matériaux solides en contact [Kim 2007]. 

Méthode des charges magnétiques 

TV, la méthode des charges magnétiques (MCM) peut être utilisée pour 

représenter l'interaction entre deux matériaux en contact [Choi 2005], en plus de l'interface 

entre un matériau et l'air [Lee 2004]. Pour ce dernier cas, le matériau magnétisé est remplacé 

par des charges magnétiques distribuées selon une densité surfacique 4̄ 

présente les charges et les champs à cette interface. La méthode des charges 

magnétiques donne l'expression de ̄ 4 selon (II.21) [Lee 2004]. 

¯6 � ;0*5551 ∙ <51 
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) donne une formulation similaire à celle obtenue avec l'expression 

représente un volume d'air entourant /� 

[Kim 2007]. En effet, soit un matériau linéaire et isotrope. L'intégrale volumique de (II.17) 

II.20). 

(II.20) 

) est la composante normale obtenue par le TM lorsque ;� vaut 

la perméabilité de l'air. Toutefois, le second terme correspond à un tenseur d'effort interne au 

60] lié à la différence de perméabilité des matériaux à leur 

interface [Li 2009]. De plus, à la différence de la formule obtenue à partir du TM, (II.20) permet 

TV, la méthode des charges magnétiques (MCM) peut être utilisée pour 

représenter l'interaction entre deux matériaux en contact [Choi 2005], en plus de l'interface 

magnétisé est remplacé 

 dans l'air. La figure 

présente les charges et les champs à cette interface. La méthode des charges 

(II.21) 

 

Fig. II.1. Distribution de charges magnétiques d'un matériau non linéaire par la MEF. 
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En exprimant l'aimantation *551 en fonction des composantes normales de l'induction et de 

l'induction rémanente, respectivement notées ABet AIB, 4̄ s'exprime suivant (II.22) [Choi 

2005]. 

¯6 = �1 − 1;U� A< + AU<;U  (II.22) 

Pour un matériau non linéaire en contact avec l'air, la densité de force de charge 

magnétique se décompose en une densité de force volumique et une densité de force surfacique 34 [Lee 2004]. Cette dernière est exprimée selon (II.23) [Choi 2005]. 365551 = ¯6C-³�55555551 (II.23) 

Le champ magnétique sortant C,>?555555551 s'exprime en fonction du champ des deux côtés de 

l'interface C�55551 et C�55551 à partir de (II.24) [Choi 2005]. 

C-³�55555551 = 12 »C155551 + C255551¼   ∶    ÑC155551 = C-³�55555551 + C�q�555555551C255551 = C-³�55555551 + C`<355555551 \ (II.24) 

Ainsi, la force magnétique totale s'exprime selon (II.25). 

051 = 2 ¤�1 − 1;U� A< + AU<;U ¥ 12 »C155551 + C255551¼�66  (II.25) 

Une formulation proche du TM est ainsi retrouvée.  

II.2.4 Méthode des courants équivalents 

La méthode des courants équivalents (MCE) est ici développée dans le cas d'un objet 

ferromagnétique linéaire, noté 2 selon la figure I.4, placé dans l'air, noté 1. La force magnétique à 

la surface de l'objet est recherchée. L'équation de Maxwell-Ampère dans un matériau 

magnétique implique un champ d'induction magnétique A51 de divergence nulle mais dont les 

sources consistent en les courants libres, de densité et de déplacement, et liés au matériau 

comme les courants d'aimantation et de polarisation. Sans courants de polarisation et de 

déplacement, cette équation s'écrit selon (II.26) [Woodson 1968]. 1;� ∇551 × A51 = V1 + V)55551 (II.26) 

La MCE suppose que le matériau magnétique peut être remplacé par la distribution du 

courant d'aimantation. Ainsi, le champ magnétique réel de A51 est remplacé par un champ 

équivalent dans lequel il n'existe pas de matériau ferromagnétique [Henneberger 1992]. De 

cette manière, les courants de conduction V1 et d'aimantation équivalente V)55551 sont placés dans le 
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vide et A51 reste le même qu'en présence du matériau. Toutefois, C551 doit toujours être obtenu en 

fonction de l'aimantation. Puisque les matériaux magnétiques ont été remplacé par V)55551, la force 

appliqué sur l'objet d'étude est la force appliquée sur V)55551 selon (II.27) [Woodson 1968]. 

01 = 2 �−<51 × *551;�� × A�55551�64 + 8 �∇551 × *551;��9 × A�55551�/ (II.27) 

A�55551représente la partie du champ A51 externe à l'objet d'étude qui est due aux sources 

comme les courants de conduction et le matériau magnétique. Il est opposé au champ propre 

due aux courants d'aimantations dans l'objet d'étude [Henneberger 1992]. Puisque le champ 

propre est identique des deux côtés de l'interface, A�55551 s'exprime selon (II.28). 

A�55551 = 12 »A�55551 + A�55551¼ (II.28) 

Pour un matériau linéaire, le courant magnétisant à l'intérieur de l'objet d'étude est nul et 

l'intégrale volumique de (II.27) s'annule. Le courant magnétisant à la surface de l'objet 

s'exprime en fonction des composantes tangentielles des champs selon (II.29) [Henneberger 

1992]. 

−<51 × *551;� = *?�;� =1 = 1;� �A?� − A?��=1 (II.29) 

Finalement, en considérant la continuité de la composante normale de l'induction à 

l'interface, la densité surfacique de force est donnée par (II.30). 

 

ÜÝÞ
Ýß3< = 12;0 �A<12 − A�12 � − 12;0 �A<22 − A�22 �

3� = 1;0 A�1A<1 − 1;0 A�2A<2
\ (II.30) 

Une formulation proche du TM est ainsi retrouvée.  

II.3 APPROCHES ANALYTIQUES 

II.3.1 Problématiques de la modélisation 

Dans ce paragraphe, sont d'un intérêt particulier les modèles analytiques permettant de 

calculer la densité locale de force magnétique s'exerçant sur l'alésage statorique afin de servir 

de conditions aux limites pour le calcul vibratoire. Le calcul de la force magnétique locale 

nécessite donc de disposer de la distribution locale du champ électromagnétique que ce calcul 

soit fait en utilisant le tenseur de Maxwell ou en utilisant le théorème des travaux virtuels ou 
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encore une méthode de calcul qui découle de l'une des deux premières. Afin d'appliquer l'une 

des deux méthodes précédentes, il est donc nécessaire de disposer de la distribution de 

l'induction dans l'entrefer de la machine. L'examen de la littérature scientifique afférente à la 

modélisation magnétique analytique locale des machines tournantes, conduit à leur classement 

en deux familles principales: la méthode du produit de la force magnétomotrice (f.m.m.) par la 

perméance d'entrefer et la méthode de résolution formelle des équations de Maxwell. Pour la 

méthode du produit de la f.m.m.par la perméance d'entrefer, il existe plusieurs approches pour 

la modélisation de la perméance d'entrefer allant du recours à la transformation conforme 

(transformation de Schwarz-Christoffel) [Gibbs 1958], au développement en série de l'inverse 

de la fonction entrefer [Brudny 1997]. Si la transformation conforme permet d'obtenir les deux 

composantes normale et tangentielle du champ à partir du potentiel magnétique scalaire, elle 

est valable pour des encoches ouvertes et très profondes. Le calcul de la distribution du 

potentiel dans un entrefer doublement encoché devient vite très complexe. Quant au 

développement en série de Fourier de la perméance d'entrefer, il ne permet pas de calculer que 

la composante tangentielle de l'induction ce qui peut être un manque à gagner pour les 

machines synchrones à aimants montés en surface ou encore pour toute machine ayant un 

grand entrefer en comparaison avec les dimensions de ces encoches. 

Pour la f.m.m., il est possible de développer en série de Fourier la f.m.m. des bobinages 

statoriques ou encore d'utiliser la technique des fonctions de bobinage [Houdouin 2004]. Dans 

le cas des machines à aimants montés en surface, la f.m.m. les aimants peut être représentées 

par une combinaison de fonctions mathématiques élémentaires [Barakat 2001].La deuxième 

famille de méthodes correspond à celles issues de la résolution formelle des équations de 

Maxwell par la méthode de séparation des variables. Cette famille de méthodes s'applique à des 

géométries où les parois des différentes parties de la machine sont parallèles aux axes des 

coordonnées du repère d'étude. Cette approche a connu récemment un fort développement, en 

particulier, pour des structures à aimants permanents [Tiegna 2013b]. Un état de l'art 

relativement complet du développement de ces méthodes pour différentes structures peut être 

consulté dans [Tiegna 2013b]. L'approche consiste à décomposer la géométrie de la machine en 

régions. Dans chaque région, le potentiel est développé en série (de Fourier ou non) de 

fonctions élémentaires tenant compte des conditions aux limitescomme dans (II.31). 

+����Æ, =� = Á���� + Â UàÎ� á @����� cosh �àÎ�=U  + ����� sinh �àÎ�=U D cos»àÎ�Æ¼
+ @(���� cosh �àÎ�=U  + 0���� sinh �àÎ�=U D sin»àÎ�Æ¼ç�è�  (II.31) 
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La mise en œuvre des conditions de passage entre les différentes régions conduit à la 

constitution d'un système d'équations algébrique linéaire dont les inconnues sont les 

coefficients des séries représentant le potentiel. Enfin, le calcul de la densité de force 

magnétique locale peut être obtenu par le biais du tenseur de Maxwell même si cette approche 

n'a pas de sens physique, le tenseur de Maxwell nécessitant un calcul sur la surface d'un volume 

entouré d'air. A titre d'illustration, la figure II.2montre la comparaison entre le calcul analytique 

réalisé par le code SIMUMSAP, développé au GREAH et utilisant les modèles de type Maxwell, et 

des simulations par éléments finis tridimensionnels dans les mêmes conditions et pour une 

machine à flux axial de 10 kW. La précision obtenue dans le cas de matériaux magnétiques à 

haute perméabilité relative, est très satisfaisante avec un rapport entre la précision et le temps 

de calcul très fortement en faveur du modèle analytique (quelques secondes pour l'ensemble 

des calculs y compris les grandeurs globales). Cependant, quelques instabilités numériques  

 

 

(a)          (b) 

 

(c)             (d) 

Fig. II.2. (a) Induction dans l'entrefer ; (b) Flux à vide ; (c) Couple de détente ; (d) Couple total. 
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peuvent apparaître avec les modèles analytiques selon le jeu de paramètres dimensionnels 

définissant la machine et un traitement adéquat doit être mis en œuvre afin de respecter le 

domaine de validité de l'approche. Par ailleurs, il est possible de prendre en compte la 

saturation des matériaux magnétiques en adjoignant au modèle analytique un réseau de 

réluctances représentant les tubes de flux principaux dans les parties ferromagnétiques. Une 

résolution séquentielle du modèle analytique et du réseau de réluctances (réseau d'expertise de 

petite dimension) permet de prendre en compte un niveau de saturation moyenne par 

l'ajustement de la taille de l'entrefer sans perdre la richesse harmonique du modèle analytique. 

Une autre approche consiste à coupler fortement le modèle analytique et un réseau de 

réluctances générique afin de s'affranchir de la connaissance a priori de la répartition des tubes 

de flux dans les circuits magnétiques. Malheureusement, faute de temps, il n'a pas été possible 

d'intégrer cette dernière approche dans le travail exposé dans ce mémoire. 

II.3.2 Analyse modale analytique 

L'étude vibro-acoustique au moyen de modèles analytiques peut être divisée en plusieurs 

étapes liées les unes aux autres. Ces étapes sont présentées dans la figure II.3. Le rang des 

harmoniques spatiaux de la pression électromagnétique agissant à la surface interne du stator 

permet de déterminer les modes de vibrations qui seront excités du fait de la résonnance. Si la 

pression électromagnétique est supposée uniforme sur la longueur axiale de la machine, le 

mode de vibration est un mode circonférentiel d'ordre noté m. La réponse vibratoire à une 

force, d'une structure continue qui est un système à plusieurs degrés de libertés, peut être 

représentée par la superposition des réponses de chacun des modes correspondant à un 

système à un degré de liberté [Verma 1998]. Ainsi, au moyen de l'amplitude de l'harmonique, �), l'analyse modale permet d'exprimer, au moyen de la position angulaire, la pression 

électromagnétique en fonction d'une somme de fonctions sinusoïdales, correspondant aux 

déformées modales, selon l'expression (II.32). 

��t� = Â �) sin�.t�)  (II.32) 

La contribution aux vibrations et au bruit de chacun des termes de la somme peut être 

étudiée séparément. Ainsi, à chaque mode correspond une fréquence propre et utilisant 

l'amplitude de l'harmonique de pression, la déformation statique moyenne de la machine peut 

être obtenue. Les flèches en pointillée sur la figure II.3 dépendent de la formulation des  
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Fig. II.3. Etapes des modèles vibro-acoustiques. 

 

 

déplacements statiques, l'une nécessite les modes circonférentiels directement, l'autre nécessite 

les fréquences propres qui sont calculées à partir des modes circonférentiels. Le niveau de 

puissance acoustique peut être ensuite calculé au moyen des déplacements dynamiques et du 

facteur de rayonnement de la structure. 

Etape 2 

Etape 1 

Modes 

circonférentiels 

Contenu fréquentiel 

de la force 

Paramètres géométriques Modèle électromagnétique 

Fréquences propres 

Déplacements 

statiques 

Amplitude de 

l'harmonique de 

force 

Coefficient 

d’amortissement 

Facteur de grossissement 

Déplacements dynamiques 

Facteur de rayonnement 

Niveau de puissance acoustique 

Etape 3 
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II.3.3 Fréquences propres 

II.3.3.1 Machine assimilée à un anneau épais avec effet des dents et enroulements 

Par la théorie des anneaux 

Les fréquences propres de la machine peuvent être obtenues au moyen de la formulation 

de [Hoppe 1871] modifiée par [Jordan 1950] et [Yang 1981]. Elle suppose l'expression simple 

d'une raideur équivalente d'un anneau, donnant ainsi les expressions (II.33), (II.34) et (II.35) 

pour les fréquences propres associées aux modes circonférentiels respectifs d'ordre 0, 1 et ≥ 2. 

3� = 12ªSé,nw¢ � (v�vàkwyàx¡¡,mlv (II.33) 

3� = 3�ê 21 + ë� �ìíí,îïð�ìíí,îñò
 (II.34) 

3)�� = 3�ë .�.� − 1�√.� + 1 àvxmvx��l ô1 + ë��.� − 1� �.� �4 + �ìíí,îïð�ìíí,îñò + 3.� + 1 õ
§©̈

 (II.35) 

(vest le module de Young de la culasse, considérée isotrope, et �Ö  sa masse volumique. Le 

rayon moyen du noyau Sé,nw¢ est défini sur la figure II.4. àkwyest le facteur de foisonnement des 

tôles, inférieur à l'unité, et àvxmvx��lest un coefficient supérieur à l'unité permettant de prendre 

en compte les paliers et les supports de la carcasse. Le terme ë s'exprime à partir de l'épaisseur 

du noyau dans la direction radiale ℎnw¢ selon (II.36). 

ë = ℎnw¢2Sé,nw¢√3 (II.36) 

Deux termes correctifs permettent de prendre en compte les effets de la masse en 

déplacement rectiligne, àx¡¡,mlv, et en rotation àx¡¡,mwo. Ils sont respectivement exprimés selon 

(II.37) et (II.38). 

àx¡¡,mlv = 1*nw¢x° »*nw¢x° + *¡lno� + *lnmw°±lélno�¼ (II.37) 

àx¡¡,mwo = 1 + 6]lnvö¡lnoℎ¡lno�ªS),nw¢ℎnw¢T �1 + *lnmw°±lélno�*¡lno�  »4ℎ¡lno� + 6ℎnw¢ℎ¡lno + 3ℎnw¢� ¼ (II.38) 

],BÖest le nombre d'encoches, ö¡lno l'épaisseur des dents dans la direction 

circonférentielle et ℎ¡lno l'épaisseur des dents dans la direction radiale. 
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Fig. II.4. Illustration des paramètres géométriques du modèle annulaire. 

 

Par une approche énergétique 

En utilisant le principe de Hamilton et le quotient de Rayleigh, reliant l’énergie potentielle 

et l’énergie cinétique d’un système conservatif, il est possible de déterminer les fréquences 

propres d’un anneau [Boisson 2014a]. L’effet des dents et des enroulements peut être inclus de 

deux manières. La première consiste à modifier la masse volumique du noyau statorique. La 

deuxième consiste en l'introduction de masses en nombre égal au nombre de dents et réparties 

autour du noyau statorique. Cela se traduit uniquement par une augmentation de 

l’énergiecinétique. C'est cette deuxième approche qui sera utilisée car elle donne de meilleurs 

résultats [Boisson 2014a]. Pour les modes circonférentiels d’ordre 0, les fréquences propres 

sont données par (II.39) [Boisson 2014b]. 

3� = 12ª � ª�ℎnw¢(ÖSé,nw¢»ª�ℎnw¢Sé,nw¢�Ö + ��¼ (II.39) 

L est la longueur active de la machine et �� est l’énergie cinétique des dents et des 

enroulements correspondant au mode d’ordre 0. En notant ]lnv le nombre d’encoches 

statoriques, pour tout mode circonférentiel, �) s’écrit selon (II.40). 

� = Â 12 �*lnmw°±lélno� + *¡lno�]lnv  cos� �.ª] �2` + 1��÷ñøò§�
Nù�  (II.40) 

Les fréquences propres des modes circonférentiels supérieurs ou égaux à deux sont 

données par (II.41).  

3)�� = 12ª ê¬ú ·Öª»û) + . − ü)Sé,nw¢¼��ℎnw¢ + (Öª�ü)� ý<� + �1 + .û)���ℎnw¢�Sé,nw¢��1 + û)� �ªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ + �)�  (II.41) 

ℎnw¢ 

Sé,nw¢ 
Axe de rotation ℎ¡lno 

ö¡lno 
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 ·Öest le module de cisaillement. û)etü) sont issus de la minimisation du quotient de 

Rayleigh et sont les amplitudes des déformées modales de translation et de rotation. Ils sont 

explicités dans les formules (II.42) et (II.43).  

û) = þ2.ªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ @ý.� �(Ö + 56 ·Ö + 56 ·ÖSé,nw¢� �ℎnw¢D�
§�

 

× þt)ªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ @ý �(Ö − 56 ·Ö .� + 56 ·ÖSé,nw¢� �ℎnw¢D + .� @(Öý.� + 56 ·Ö»ý + Sé,nw¢� �ℎnw¢¼D � − �)� (II.42) 

ü) = 5·Ö12.ª�Ö þ�(Öý.� + 56 ·ÖSé,nw¢� �ℎnw¢ @ý �(Ö + 56 ·Ö .� + 56 ·ÖSé,nw¢� �ℎnw¢D�§�
 

× þªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ @ý.� �56 ·Ö�) + (ÖÎ) + 56 ·ÖÎ)Sé,nw¢� �ℎnw¢D + .� @(Öý.� + 56 ·Ö»ý + Sé,nw¢� �ℎnw¢¼D � − �)� (II.43) 

Les autres termes, permettant d’alléger les équations, sont explicités dans les formules 

(II.44) à (II.47). 

�)� = 4ªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ @ý �(Ö + 56 ·Ö .T + 56 ·Ö.Sé,nw¢� �ℎnw¢D� »ªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ + �¼ 

+ þt)ªSé,nw¢�Ö�ℎnw¢ @ý �(Ö − 56 ·Ö .� + 56 ·ÖSé,nw¢� �ℎnw¢D + .� @(Öý.� + 56 ·Ö»ý + Sé,nw¢� �ℎnw¢¼D ���
 

(II.44) 

t) = −1 + .� (II.45) Î) = −1 + 3.� (II.46) �) = 1 + .� (II.47) 

II.3.3.2 Machine assimilée à un anneau épais  

avec effet des dents, enroulements et rotor 

Les équations de Frohne datant de 1959, sont présentées dans [Tímár 1989]. Elles 

prennent en compte l'effet de l'arbre sur le mode circonférentiel d'ordre 1. Les fréquences 

propres associés aux modes circonférentiels d'ordre 0, 1 et ≥ 2 se calculent respectivement à 

partir de (II.48), (II.49) et (II.50). La formule correspondant au mode d'ordre 0 donnée dans 

[Tímár 1989] est corrigée dans (II.48). En effet, le numérateur de (II.48) est donné à 83750 dans 

le système international d'unité. Or, en injectant (v = 200 GPa, �Ö = 7700 kg/mT et àN = 1 

dans (II.33), le numérateur de (II.48) vaut 811. Ainsi, le numérateur spécifié par [Tímár 1989] 

doit être 837.5. 

3� = 837.5Sé,nw¢�àx¡¡,mlv (II.48) 

3� = 12ª � 3(Ö�xm�ml�8 × 10T»�mwowm»4SlÙo,mwowm� − �xm�ml� ¼ + �mw°±�xm�ml� ¼ℎ¡lnoT  (II.49) 
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3)�� = 3�ê A2+	1±�1 − 4+�A� � (II.50) 

�mwowmet�mw°± sont la longueur du rotor et des roulements, SlÙo,mwowm est le rayon externe 

du rotor et �xm�ml est le diamètre de l'arbre. Les coefficients A, B, C et D s'obtiennent selon 

(II.51), (II.52), (II.53) et (II.54). 

+ = 1 + ℎnw¢�12Sé,nw¢� �.� �3 + �àx¡¡,mlv� − 3� (II.51) 

A = ℎnw¢�12Sé,nw¢� �.� − 1� �.� �4 + �àx¡¡,mlv� + 3� + �.� + 1� (II.52) 

� = ℎnw¢�12Sé,nw¢� .��.� − 1�� (II.53) 

� = 1 + ]lnvℎ¡ln?ö¡lno2ªSé,nw¢ℎnw¢T »4ℎ¡lno� + 6ℎ¡lnoℎnw¢ + 3ℎnw¢� ¼ (II.54) 

II.3.3.3 Machine décomposée en coques minces cylindriques 

Formulation équivalente des fréquences propres de toute la machine 

Les formules des sections II.2.3.1 et II.2.3.2 offrent une pauvre précision puisque la 

machine est une structure complexe et que ces équations ne considèrent pas la carcasse ni les 

paliers et ne prennent en compte que partiellement l'influence des dents et des enroulements 

[Gieras 2006]. Ces formules s'expriment grossièrement selon le rapport entre une raideur 

équivalente et la masse du noyau, donné par (II.55), bien que des termes correctifs soient inclus. 

3 = 12ª ��nw¢x°*nw¢x° (II.55) 

En réalité, une carcasse, supposée cylindrique (sans ailettes ni bornier) encercle le noyau 

lui aussi cylindrique. Le moment d'inertie de deux cylindres coaxiaux est égal à la somme des 

moments d'inertie de chaque cylindre. Si le noyau applique une pression uniformément 

répartie sur la carcasse, alors les fréquences propres de l'ensemble peuvent se calculer en 

considérant que les raideurs équivalentes de chaque partie et que les masses sont en parallèles 

[Huang 2001]. Ainsi, la fréquence naturelle du système équivalent noyau-carcasse est 

approximativement donnée par (II.56) [Huang 2001]. 
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3 ≈ 12ª � �nw¢x° + �vxmvx��l*nw¢x° + *vxmvx��l (II.56) 

De manière similaire, le stator est également constitué d’encoches, remplies par les 

enroulements, qui sont séparées par des dents. Cette partie forme un troisième cylindre coaxial 

aux deux précédents. La fréquence naturelle du système noyau-carcasse-dents-enroulements 

s'exprime selon (II.57) [Gieras 2006]. 

3 ≈ 12ª � �nw¢x° + �vxmvx��l + �¡lno�,lnmw°±lélno�*nw¢x° + *vxmvx��l + *¡lno�,lnmw°±lélno� (II.57) 

La méthode présentée dans [Gieras 2006] consiste à décomposer la machine en ces trois 

cylindres, assimilés à des coques minces cylindriques. Les cylindres des dents et enroulements 

et du noyau n'étant pas contraints à leurs extrémités, ils sont considérés de longueur infinie, 

tandis que le cylindre représentant la carcasse doit être fini puisque des conditions de bords 

s'appliquent. La figure II.5 illustre cette décomposition. 

Théorie des coques minces cylindriques 

La théorie des coques minces cylindriques est amplement décrite dans [Leissa 

1993][Soedel 2004]. Cette théorie est développée autour d'un élément 3-D fondamental de la 

coque représentée figure I.10. Un problème peut être approximé soit sur la formulation des 

équations du mouvement, soit sur la manière de résoudre les équations. L'approximation de 

Love est liée à l'étude de petits déplacements des coques minces [Leissa 1993] : 

 

 

 

 

Fig. II.5. Machine décomposée en trois coques minces cylindriques. 

 

Dents et enroulements 

Noyau 

Carcasse 
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- L'épaisseur de la coque est faible devant le rayon de courbure de la surface moyenne 

de la coque. 

- Les déplacements et déformations sont de suffisamment faibles amplitudes pour 

pouvoir négliger dans les relations de déformation-déplacement les termes de 

second ordre et plus par rapport au terme du premier ordre. 

- La contrainte transverse normale à la coque est négligeable par rapport aux autres 

contraintes normales. 

- Les normales à la surface moyenne non déformée restent normales à la surface 

moyenne déformée. 

 

La déformation totale de n'importe quel point de la coque peut être décomposée en une 

somme de deux parties, les déformations dues à l'allongement et celles dues à la flexion. 

Différentes théories des coques ont été développées alors suivant les hypothèses et 

simplifications sur les relations entre déformation et déplacement. Elles peuvent être classées 

en trois catégories [Leissa 1993] : 

 

- Les expressions les plus générales. Obtenues à partir de l'application directe de 

l'hypothèse de Kirchhoff des relations de déplacement-déformation sur la théorie de 

l'élasticité 3-D. Les auteurs ayant utilisés ce type de considération sont Byrne, 

Flügge, Goldenveizer, Lur'ye et Novozhilov. 

- Expressions qui découlent des premières. Certains termes, liés à la position du point 

où le calcul est effectué, sont négligés. Les auteurs ayant utilisés ce type de 

considération sont Love, Timoshenko, Reissner, Naghdi, Berry, Sanders, Donnell et 

Mushtari. 

- Expressions qui découlent des premières où certains termes sont décomposés en 

série de Fourier. Cette théorie est présentée par Vlasov. 

 

Dans le cadre d'application de la théorie des coques minces, les résultats obtenus avec ces 

formulations diffèrent peu [Forsberg 1966]. A partir de la loi de Hooke, liant la contrainte et la 

déformation, les contraintes de cisaillement et les contraintes normales peuvent être obtenues 

et intégrées sur l'épaisseur de la coque pour obtenir les forces et moments résultants. Les 

équations du mouvement de l'élément fondamental de la coque peuvent ensuite être obtenues 

de trois manières. La première méthode consiste à appliquer les lois de Newton en additionnant 
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les forces et moments agissant sur l'élément fondamental. La deuxième méthode consiste à 

considérer les équations du mouvement d'un élément infinitésimal de la théorie de l'élasticité 3-

D et à l'intégrer sur l'épaisseur de l'élément fondamental. La troisième méthode est basée sur le 

principe variationnel. Les équations du mouvement des coques cylindriques minces peuvent 

s'écrire sous la forme de (II.58) [Soedel 2004]. �q = 0 (II.58) � est un opérateur différentiel s'exprimant différemment suivant les théories 

susnommées. u est le vecteur déplacement, qui est pris sous la forme de (II.59). 

q = +cos�Î�� cos�.t� cos����Asin�Î�� sin�.t� cos�����sin�Î�� cos�.t� cos����� (II.59) 

s est un rapport de longueurs et A, B, C et Î sont des constantes. Ce déplacement satisfait 

exactement les conditions aux limites à bords libres ou appuyés sur un tympan, d'un cylindre de 

longueur finie et peut être utilisé pour un cylindre infiniment long. Ce déplacement suppose que 

les variables temporelles et spatiales sont séparables. Ainsi, le déplacement donne naissance à 

des modes vibratoires correspondant à un harmonique lié au mouvement, tandis que la période 

et la phase du mouvement sont les mêmes en tout point de la coque. Pour un cylindre 

infiniment long, en injectant (II.59) dans (II.58) et en utilisant une des formes de �, chaque équation du mouvement permet la factorisation en terme contenant s, t et t hors de l'équation. 

Des équations différentielles linéaires homogènes où la fonction inconnue est constante sont 

obtenues et s'écrivent selon (II.60). 

��� �+A�� = �0� (II.60) 

Ainsi, pour une solution non triviale, le déterminant de la matrice de l'opérateur linéaire ��� doit être nul. Au moyen de la définition des racines de l'équation du huitième ordre obtenue, 

notées Ω), il est possible de déterminer les fréquences propres de la coque cylindrique, selon 

(II.61). 

3) = 12ª � (Ω)��S��1 − ²�� (II.61) 

²est le coefficient de Poisson du cylindre. Ω)���  prend la forme donnée par (II.62) pour la 

théorie de Donnell-Mushtari, (II.63) pour les théories de Love-Timoshenko, Goldenveizer-

Novozhilov, Sanders et Reissner-Naghdi-Berry, (II.64) pour la théorie de Houghton-Johns, 
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(II.65) pour les théories de Biezeno-Grammel et de Vlasov, (II.66) pour la théorie de Flügge, 

(II.67) pour la théorie de Epstein-Kennard, (II.68) pour une version simplifiée de celle de 

Kennard et finalement (II.69) pour les équations de la membrane [Leissa 1993]. Si m est nul, Ω�� 

est donné par (II.70) dans le cadre de la théorie de Donnell-Mushtari.  �)��� = 12 ��1 + .� + à.��± ��1 + .��� + 2à.��1 − .���©̈� (II.62) 

�)��� = 12 ��1 + .���1 + à.��± ��1 + .��� − 2à.��1 − 6.� + .���©̈� (II.63) 

�)��� = 12 ��1 + .� + à.��± ��1 + .��� + 2à.��5 − .���©̈� (II.64) 

�)��� = 12 ��1 + .� + à�1 − .���� ± ��1 + .��� + 2à�1 − .��T�©̈� (II.65) 

�)��� = 12 ��1 + .� + à.��± ��1 + .��� − 2à.ú�©̈� (II.66) 

�)��� = 12 Ñ¤1 + 1 + 3²1 − ² à + .� − �10 − 20² + 11²��1 − ²�� � à.� + 1 − 2²�1 − ²�� à.�¥\ 
± ¤�1 + .��� + 2 1 + 3²1 − ² à − 22 − 52² + 32²��1 − ²�� à.� \ 

\\− 10 − 20² + 14²��1 − ²�� à.� − 2 − 4² + 4²��1 − ²�� à.ú¥©̈� 

(II.67) 

�)��� = 12 þ@1 + 2 + ²2�1 − ²� à + .� − 4 − ²2�1 − ²� à.� + à.�D\ 
± \¤1 + 2 + ²1 − ² à + 2�1 − 3à�.� + .� + 3�2 − 3²�1 − ² à.� − 2à.ú¥©̈� 

(II.68) 

�)��� = 0, �1 + .�� (II.69) 

��� = 0,1 (II.70) 

Le coefficient k est un paramètre d'épaisseur, défini par (II.71).  

à = ℎ�12S� (II.71) 

Dans les formules (II.62) à (II.70), les termes d’ordre à� ont été négligés. Les résultats 

pour les théories de Donnell-Mushtari, Flügge, Houghton-Johns et les équations de la 

membrane, sont singulièrement différents des autres. Particulièrement, les termes en k sont 

négligés devant 1 dans l'équation caractéristique de la théorie de Flügge.  

Pour un cylindre fini, à bords appuyés sur un tympan (plaques minces ayant une grande 

raideur dans leur plan et une petite raideur dans la direction axiale), il est nécessaire de 



108 

 

résoudre l'équation caractéristique du troisième ordre en Ω)B�  (II.72), n étant le mode 

longitudinal ou axial. Ω)Bú − ��� + àΔ���Ω)B� + ��� + àΔ���Ω)B� − ��� + àΔ��� = 0 (II.72) 

La plus petite racine de l'équation permet de déterminer la fréquence propre due aux 

modes circonférentiels et longitudinaux, au moyen de (II.61), en remplaçant Ω)par Ω)B. Les 

coefficients��, �� et �� découlent de la théorie de Donnell-Mushtari et sont donnés 

respectivement dans (II.73) à (II.75). �� = 12 �1 − ²���1 − ²��Î� + à�.� + Î���� (II.73) 

�� = 12 �1 − ²� ¤�3 + 2²�Î� +.� + �.� + Î��� + �3 − ²��1 − ²� à�.� + Î��T¥ (II.74) 

�� = 1 + 12 �3 − ²��.� − Î�� + à�.� + Î��� (II.75) 

Les coefficients Δ��, Δ�� et Δ�� sont la variation des paramètres � suivant la théorie 

considérée, par rapport à la théorie de Donnell-Mushtari. Ils sont explicités dans le tableau II.1. 

Le coefficient Î est donné par (II.76) pour un cylindre à bords appuyés sur un tympan [Leissa 

1993], et par (II.77) pour un cylindre dont les extrémités sont fixées [Gieras 2006]. 

Î = <ª S�  (II.76) 

Î = �< + 0.3�ª S�  (II.77) 

Application des équations de Love d'un cylindre infini sur un cylindre fini 

En se basant sur les équations de Love utilisée dans le paragraphe précédent, pour un 

cylindre de longueur infinie, une approche basée sur les ondes de vibrations permet de 

déterminer le comportement vibratoire d'un cylindre fini [Wang C 2000a]. Cette méthode 

approximative permet de calculer ses fréquences propres pour différentes conditions de bords 

sans simplifier les équations exactes du mouvement. Les relations entre fréquences propres et 

nombre d'onde régissent la propagation des ondes dans la structure cylindrique. Trois solutions 

de l'équation caractéristique du troisième ordre en ��, issue de la résolution du système (II.60), 

représentent ces relations. Ces solutions sont données par (II.78). La fréquence naturelle est le 

plus petit résultat des trois formulations. 

3)B�÷� = 12ª�−Á�3 − 2�Á�� − 3Á�3 cos �û + �2] − 2�ª3  , ] ∈ �1,2,3� (II.78) 
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TABLEAU II.1 

Coefficients de l’équation caractéristique suivant les théories présentées dans [Leissa 1993] 

 

Théorie ��� ��� ��  
Donnell-Mushtari 0 0 0 

Love-

Timoshenko 
�1 − ²�Î� +.� 

�1 − ²�Î� +.� + �1 − ²�Î� 

                           −
1

2
�3 − ²��Î�.� − 1

2
�3 + ²�.� 

1

2
�1 − ²��2�1 − ²��Î� + �3 + ²�Î�.� +.� \ \                   −�2 + ²��3 − ²�Î�.� − �7 + ²�Î�.� − 2.ú� 

Goldenveizer-

Novozhilov 
2�1 − ²�Î� +.� 

2�1 − ²�Î� +.� + 2�1 − ²�Î� 

                                 −�2 − ²�Î�.� − 1

2
�3 + ²�.� 

1

2
�1 − ²��4�1 − ²��Î� + 4Î�.� +.� \ \                   −2�2 − ²��2 + ²�Î�.� − 8Î�.� − 2.ú� 

Houghton-Johns 0 2�2 − ²�Î�.� − 2.� 
1

2
�1 − ²��−2�2 − ²��2 + ²�Î�.� − 8Î�.� − 2.ú� 

Biezeno-

Grammel 
1 −

1

2
�3 + ²�.� + 3

2
�1 − ²�Î� 

−�3 − 2²�Î� + �2 − ²�.� + 1

2
�3 − 7²�Î� 

                                 −�5 − ²�Î�.� − 1

2
�5 − ²�.� 

1

2
�1 − ²���4 − 3²��Î� + 2�2 − ²�Î�.� +.� \ \−2²Îú − 6Î�.� − 2�4 − ²�Î�.� − 2.ú� 

Flügge 0 0 

1

2
�1 − ²��2�2 − ²�Î�.� +.� − 2²Îú \ 

\                    −6Î�.� − 2�4 − ²�Î�.� − 2.ú� 

Reissner-Naghdi-

Berry 

1

2
�1 − ²�Î� +.� 

1

2
�1 − ²�Î� +.� + 1

2
�1 − ²�Î� 

               −
1

4
�1 + ²��3 − ²�Î�.� − 1

2
�3 + ²�.� 

1

2
�1 − ²� @1

2
�5 + 3²�Î�.� +.� − 2�2 + ²�Î�.� \ \                     −2�3 + ²�Î�.� − 2.ú� 

Sanders 
9
8

�1 − ²�Î� + 18 �9 − ²�.� 

98 �1 − ²�Î� + 18 �9 − ²�.� + 98 �1 − ²�Î� 

         − 14 �4 − 3² + 3²��Î�.� − 18 �11 + 5²�.� 

12 �1 − ²� @94 �1 − ²��Î� + 4Î�.� + .� \ \                  −6Î�.� − 8Î�.� − 2.ú� 

Vlasov 1 − 2.� 

12 �3 − ²��.� + Î�� − 2²Î� 

                        −�6 − 3² + ²��Î�.� − �3 − ²�.� 

12 �1 − ²���.� + Î��� + 2²Îú − 6Î�.� \ 
                    −2�4 − ²�Î�.� − 2.ú� 

Epstein-Kennard 

�1 + 3²��1 − ²� − �2 − 8²� + 3²T�Î�2�1 − ²��  

− �19 − 37² + 19²� + ²T�2�1 − ²�� − ²��.� + Î���1 − ²��  

�3 + 8² − 5²� − ²T�Î�2�1 − ²� + �2 + ²�.�
2  

          − �6 + 4² − 8²� + 3²T�Î�4�1 − ²� − ²��<� + Î��T
2�1 − ²�  

          − �26 − 60² + 40²� − 3²T − 8²��Î�.�
2�1 − ²�  

          − �13 − 22² + 10²��.�
2�1 − ²�  

12 �1 − ²� ¤�2 + 6² − 2²� − 3²T�Î�
2�1 − ²� + 4Î�.� \ 

                   +.� − �1 + ²��1 − ²� Îú − �7 − 5²��1 − ²� Î�.� 

                   −8Î�.� − 2.ú� 

Kennard simplifié 
�2 + ²�2�1 − ²� − �4 − ²�.�

2�1 − ²�  

�2 + ²��3 − ²�Î�4�1 − ²� + �6 + ²�.�
4  

    − �4 − ²��3 − ²�Î�.�4�1 − ²� − �12 − 17² + ²��.�
4�1 − ²�  

12 �1 − ²� ¤�2 + ²�Î�
2�1 − ²� + �2 + ²��2 − 3²�Î�.�

2�1 − ²� + .� \ 
\                    − �4 − ²�Î�.�

2�1 − ²� − �8 − 8² − 3²��Î�.�
2�1 − ²� − 2.ú¥ 

Membrane −�.� + Î�� − 12 �3 − ²��.� + Î��T −12 �1 − ²��.� + Î��� 

 

Dans ces équations, û est défini par (II.79).  

û = acos Ä27ÁT + 2Á�T − 9Á�Á�
2�Á�� − 3Á��"© Å (II.79) 

Les coefficients Á�, Á� et ÁT sont issus de la résolution du système (II.60), relatif aux 

fréquences propres. Ils sont respectivement donnés dans (II.80), (II.81) et (II.82). Ce système 

permettant de calculer les fréquences propres lie la masse représentée ici par le produit �ℎ, et 

une matrice de raideur équivalente dont les coefficients sont les ��#>#T,�#µ#T. Cette matrice est 

obtenue par la résolution des équations de Love, et est donnée par (II.83). 

Á� = − 1�ℎ ���� + ��� + �TT� (II.80) 

Á� = 1��ℎ�� �����TT + ����TT + ������ − |��T|� − |��T|� − |���|�� (II.81) 
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 ÁT = 1��ℎ�T ������T� + �����T� + �TT���� + 2�����T��T − �������TT� (II.82) 

� =
$%%
%%%
&� �à¶� + �1 − ²�2 à'�� � �1 + ²�2 à¶à' � ²S à¶

� �1 + ²�2 à¶à' �� + /S� �à� − �1 + ²�2 à¶�� ��S à' + /S à�à'
� ²S à¶ ��S à' + /S à�à' /à� + �S� ())

)))
*
 (II.83) 

U et V sont définis selon (II.84) et (II.85). 

� = (ℎ1 − ²� (II.84) 

/ = (ℎT
12�1 − ²�� (II.85) 

Le nombre d'onde dans la direction circonférentielle, à', est lié au nombre de mode 

circonférentiel m par à' = ./S. Le nombre d'onde de la direction axiale, à¶, s'exprime 

différemment suivant les conditions aux limites du cylindre. Au moyen de la théorie des 

poutres, pour des conditions de bords encastrés, appuyés sur un tympan et libres, ce nombre 

s'écrit respectivement selon (II.86), (II.87) et (II.88).  

à¶ = È< + ��É ª� , ∀< ∈ ℕ∗ (II.86) 

à¶ = <ª� , ∀< ∈ ℕ∗ (II.87) 

à¶ = È< − ��É ª� , ∀< ∈ ℕ\{0,1} (II.88) 

Le coefficient k lie les nombres d'ondes à' et à¶ selon (II.89). 

à = /à'� + à¶� (II.89) 

Omission des déflexions dans le plan par la théorie de Donnell 

Une méthode approximative de la théorie des coques minces cylindriques en négligeant 

les déflexions dans le plan est due à Donnell pour des cylindres à bords appuyés sur un tympan. 

Pour toutes conditions aux limites, les fréquences propres peuvent se calculer au moyen de 

(II.90) [Soedel 2004]. 

3)B = 12ª � /�ℎ à� + ��1 − ²���ℎS� à¶�à� (II.90) 
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Application des équations de Love sur un cylindre orthotrope. 

L'étude d'une coque mince cylindrique orthotrope à bords appuyés sur un tympan est 

présentée dans [Soedel 2004]. En partant des équations de Love et en utilisant les 

approximations de Donnell, Mushtari et Vlasov, les fréquences propres dues aux modes 

circonférentiels et longitudinaux peuvent se calculer selon (II.91). 

3)B = 12ª
01111
111111
1112 1�ℎ

ÜÝÝ
ÞÝ
Ýß ��� È<ª� É� + 2���� + 2�TT� È.SÉ� È<ª� É� + ��� È.SÉ�
+ �+��+�� − +��� � ÈB34 É�

S� @+�� ÈB34 É� + +�� È)eÉ� + »5¨¨5©©§5¨©© §�5¨©5""¼5"" È)eÉ� ÈB34 É�D6ÝÝ7
ÝÝ8

 (II.91) 

Les coefficients ��#>#T,�#µ#T et +�#>#T,�#µ#T dépendent du matériau. Les déformations 

de la structure selon deux coordonnées quelconques a et b, 9Ô{, peuvent être séparées en 

déformations indépendantes de la normale à la surface notée :, dites membranaires et notées 9Ô{� , et en déformations proportionnelles à cette normale, dites de flexion et notées àÔ{ , selon 

(II.92). 9Ô{ = 9Ô{� + :àÔ{  (II.92) 

Les tenseurs de tension et de flexion définis en I.5.2 peuvent alors s'exprimer en fonction 

des déformations précédentes à partir, respectivement, de raideurs membranaires, A, et de 

flexion, D. Alors, pour le matériau orthotrope, les relations entre forces, moments résultants et 

déformation sont donnés par (II.93). 

$%%
%%&

]�]�]��*�*�*��())
))* =

$%%
%%&
+�� +�� 0 0 0 0+�� +�� 0 0 0 00 0 +TT 0 0 00 0 0 ��� ��� 00 0 0 ��� ��� 00 0 0 0 0 �TT())

))*
$%%
%%%
&9���9���9���à��à��à��())

)))
*
 (II.93) 

Pour un matériau isotrope, ces coefficients s'expriment en fonction de U et V définis en 

(II.84) et (II.85), selon la manière de (II.94). +�� = � +�� = � +�� = ²� +TT = �1− ²�2 � 

��� = / ��� = / ��� = ²/ �TT = �1− ²�2 / 

 

(II.94) 

Dans ce cas, (II.91) se simplifie alors en (II.95). 
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3)B = 12ª; (�S� ÜÞ
ß ÈB3e4 É�
@ÈB3e4 É� +.�D� + È<eÉ�12�1− ²�� ¤�<ªS� � +.�¥�67

8
 (II.95) 

II.3.4 Déplacements 

II.3.4.1 A partir des fréquences propres 

En utilisant les considérations expliquées en I.5.5, les déplacements peuvent être séparés 

en termes de déplacements statiques et dynamiques, reliés par un facteur de grossissement 

selon (I.28). Les déplacements statiques peuvent être obtenus en considérant l'équation 

d'équilibre pour une structure linéaire à partir de l'équation du mouvement. Ainsi, en notant K 

la raideur équivalente de la structure et 0) l’amplitude de l’harmonique de rang égal au mode 

circonférentiel de la force magnétique, les déplacements statiques �)�oxo s'expriment selon 

(II.96). �)�oxo = 0)�) (II.96) 

Pour un cylindre de masse M, la raideur peut être simplement donnée selon (II.97) [Gieras 

2006]. �) = �2ª3)��* (II.97) 

II.3.4.2 A partir de la théorie des anneaux 

Certains auteurs ont proposés des expressions de raideur équivalente pour des machines 

électriques, suivant la théorie des anneaux à laquelle des facteurs de correction peuvent être 

adjoints [Tímár 1989][Zhu 1993e]. Ces facteurs correctifs prennent en compte des effets de 

déplacements linéaire et rotatif, ainsi que la contribution des énergies cinétique et potentielle. 

Ainsi, en notant 6yno la surface interne du cylindre, sur laquelle la force est appliquée, pour des 

modes circonférentiels d'ordre 0, 1 et supérieurs ou égaux à 2, les raideurs équivalentes sont 

exprimées selon (II.98), (II.99) et (II.100) [Tímár 1989]. Dans ces équations, Syno est le rayon 

interne du stator.  �)ù� = (Öℎnw¢6ynoSé,nw¢Syno (II.98) 

�)ù� = 3(Ö�xm�ml� 6yno4SlÙo,mwowm�mwowm�mw°±T  (II.99) 
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�)�� = (Öℎnw¢T �.� − 1��6yno12Sé,nw¢T Syno  (II.100) 

Une autre formulation très similaire et également basée sur la machine électrique est 

proposée dans [Yang 1981][Zhu 1993e]. Les raideurs équivalentes calculées pour un mode m 

dépendent du rapport, noté 0,), de la fréquence propre de toute la machine à ce mode m sur la 

fréquence propre du stator uniquement, à ce mode. Ainsi, il est possible de prendre en compte 

l'augmentation de la raideur du stator due aux conditions de bords de la carcasse. Pour les 

modes circonférentiels d'ordre 0, 1 et supérieurs ou égaux à 2, les raideurs équivalentes sont 

exprimées selon (II.101), (II.102) et (II.103) [Zhu 1993e]. �)ù� = 2ª(Öℎnw¢�Sé,nw¢
1àx¡¡,mlv (II.101) 

�)ù� = 2ª(Öℎnw¢�Sé,nw¢
0��àx¡¡,mlv (II.102) 

�)�� = ª(Öℎnw¢T �6Sé,nw¢T 0,)� 0)�àx¡¡,mlv.��.� − 1��.� + 1  (II.103) 

Les termes 0� et 0) se déduisent de la théorie des anneaux épais selon (II.104) et (II.105). 

0� = ê 21 + <øï=©��e¾,øï=© �ìíí,îïð�ìíí,îñò
 (II.104) 

0) = ; 1 + <øï=©�e¾,øï=© .�
àx¡¡,mlv �1 + <øï=©�e¾,øï=© .�� + <øï=©��e¾,øï=© àx¡¡,mwo �)©§��©)©>�

 (II.105) 

Le terme correctif permettant de prendre en compte les effets de la masse en 

déplacement rectiligne, àx¡¡,mlv,, est celui donné par (II.37). Celui pour la rotation, àx¡¡,mwo, peut 

être celui donné par (II.38) ou celui donné par (II.106) [Yang 1981]. 

àx¡¡,mwo = 1 + 6]lnvö¡lnoℎ¡lno�ªS),nw¢�ℎnw¢T �1 +*lnmw°±lélno�*¡lno�  �13 + ℎnw¢2ℎ¡lno + � ℎnw¢2ℎ¡lno��� (II.106) 

II.3.5 Rayonnement acoustique 

II.3.5.1 Cylindre de longueur infinie 

Les déplacements étant maintenant connus, il est possible de calculer la puissance 

acoustique au moyen du rayonnement acoustique de la machine. Généralement, la vitesse de 
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l'air au niveau de la surface vibrante (ici la carcasse) est supposée égale à la vitesse vibratoire. 

Soit une coque mince cylindrique de longueur infinie. L’axe central du cylindre est noté z et en 

utilisant les coordonnées polaires, l’axe r tourne autour de z par un angle t. Le nombre d’onde 

acoustique est noté ket est donné par (II.107). Ce nombre peut être décomposé sur les axes U et = en respectivementàI et à¶selon la relation de dispersion donné dans (II.108) [Lesueur 1988].  à = 2ª3Ï��  (II.107) 

à� = àI� + à¶� (II.108) ��est la célérité du son dans l’air et 3Ï la fréquence de la force magnétique. Le facteur de 

rayonnement de ce cylindre est donné par (II.109) pour le champ lointain [Gieras 2006]. Ceci 

implique que àIS ≫ 1. L’onde structurelle se propage dans la direction +=.  

¯)B =
ÜÝÞ
Ýß0                                        pourà¶ ≥ à

2à�
ªSàIT AB^¾�©���Ce�B��Ce� A� pourà¶ < à \ (II.109) 

Il convient de définir les fonctions de Bessel également appelées fonctions cylindriques. 

Les fonctions de Bessel de première espèce sont notées V), les fonctions de Bessel de deuxième 

espèce sont notées E), les fonctions de Bessel de troisième espèces sont les fonctions de Hankel C)���
 et C)���. La fonction C)��� se détermine à partir des fonctions de Bessel de première espèce 

et deuxième espèce comme le définit (II.110) [Reinhardt 1997]. Les dérivées de V) et E) sont 

respectivement données dans les équations (II.111) et (II.112) et il est donc aisé d’en déduire la 

dérivée de C)���. C)����³� = V)�³� − `E)�³� (II.110) 

V)j �³� = .V)�³�³ − V)>��³� (II.111) 

E)j �³� = .E)�³�³ − E)>��³� (II.112) 

En considérant les vibrations axiales comme uniformes, à¶ = 0. Ainsi, (II.109) peut se 

réécrire selon (II.113) [Tímár 1989]. 

¯) = �àS�� E)�àS�V)>��àS�− V)�àS�E)>��àS��.V)�àS� − �àS�V)>��àS��� + �.E)�àS� − �àS�E)>��àS��� (II.113) 
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II.3.5.2 Cylindre de longueur finie 

Une formulation similaire à celle de (II.109) est présentée dans [Zhu 1994]. Au lieu d'un 

simple cylindre de longueur fini, un cylindre fini terminé par des plaques infiniment longues est 

considéré. Ainsi, même si les conditions de bords ne peuvent être appliquées, ce modèle 

restreint les vibrations sur la longueur de la machine. Le facteur de rayonnement est donné par 

une formulation intégrale selon (II.114). 

¯) = 2àS�ª� ⌡GGG
⌠ @�àS�� �1 − È>�É�D§�

V)j � �àS/1− È>�É�� + E)j � �àS/1 − È>�É��
�

�
sin È4� ³É4� ³ �� �³ (II.114) 

En utilisant (II.108), il est possible d'exprimer àI selon (II.115). 

àI = à�1 − �à¶à �
 (II.115) 

L'équation (II.114) peut donc simplement se réécrire comme une intégration selon à¶ 

comme montré par (II.116). 

¯) = I 2à�
ª�SàI� AB^¾�©���Ce�B��Ce� A�

�

�
sin È4� à¶É4� à¶ �� �à¶ (II.116) 

Cette équation est utilisée pour des modes circonférentiels purs. Une forme plus générale 

prenant en compte les modes axiaux est proposée dans [Gieras 2006]. Elle dépend des 

conditions de bords, et pour des bords appuyés sur un tympan, en utilisant (II.87), le facteur de 

rayonnement est donné par (II.117). 

¯)B = I 2à�
ª�SàI� AB^¾�©���Ce�B��Ce� A�

�

§�
Ä B34à¶ + B34 Å� Jsin �4� Èà¶ − B34 É4� Èà¶ − B34 É K� �à¶ (II.117) 

Le rayonnement acoustique s’exprime en fonction de l’impédance de rayonnement selon 

(II.118) et c’est à partir de sa formulation que les formules précédentes découlent. Cette 

impédance est complexe et . est un mode circonférentiel tandis que � et L sont deux modes 

longitudinaux. 

¯ = ℜ-»N)�O¼����  (II.118) 
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Pour un cylindre mince et fini, appuyé sur un tympan à ses deux extrémités, l’impédance 

de rayonnement divisé par la norme de la composante radiale du mode ��, L� est donnée par 

(II.119) [Lesueur 1988].  

N)�O = 8�����Lª`�à��T I C)����àIS��1− ³�� B^¾�¨���Ce�B��Ce�
ý�O�³�@³� − È�3�4É�D @³� − ÈO3�4É�D �³

>P

§P
 (II.119) 

Cette normalisation permet de faire tendre le facteur de rayonnement vers l’unité comme 

dans les cas précédents, et de s’affranchir du facteur de Neumann. La fonction de Hankel C)���
 

est le conjugué de la fonction C)���. La variable d’intégration ³ est le rapport à¶/à dont àI 

dépend. La fonction ý�O est donnée dans (II.120). 

ý�O�³� =
ÜÝÝ
ÝÞ
ÝÝÝ
ß 12 cos� �à³�2  si �, L impairs− 2̀ cos �à³�2  sin �à³�2  si � pair, L impair

2̀ cos �à³�2  sin �à³�2  si � impair, L pair12 sin� �à³�2  si �, L pairs
\ (II.120) 

De manière à simplifier les calculs d’intégration, il est judicieux de choisir |à¶| < à 

comme dans (II.117). Ainsi, le produit àIS est réel et les fonctions de Hankel sont à valeurs dans ℝ. Les modes longitudinaux sont considérés égaux et valant <. La partie réelle de l’impédance 

peut manuellement être calculée puisque les fonctions de Hankel sont des combinaisons 

linéaires des fonctions de Bessel de première et deuxième espèce. Ainsi, le facteur de 

rayonnement est donné par (II.121). 

¯)B = 8����<�ª�à��T R V)�àIS�E)j �àIS� − E)�àIS�V)j �àIS�V)j ��àIS� + E)j ��àIS�
�

§�
ýB�³�

@³� − ÈB3�4É�D� �³ (II.121) 

 

II.3.5.3 Sphère 

Pour une machine dont le diamètre est proche de sa longueur axiale, un modèle 

sphérique peut être utilisé. Le facteur de rayonnement est alors donné par (II.122) [Tímár 

1989]. 
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¯) = S- ÜÞ
ß`àS Â )!�)>T�!T!�)§T�! �2`àS�)§T)Tù�Â )!�)>T�!T!�)§T�! �2`àS�)§T)Tù� �1 + `àS + r�67

8
 (II.122) 

II.3.5.4 Comparaison 

La comparaison des facteurs de rayonnement d'un cylindre de longueur fini et pour le 

mode �., <� = �3,2� est présentée dans la figure II.6(a). Les bords sont appuyés sur un 

tympan. Les expressions (II.109) [Gieras 2006], (II.117) [Gieras 2006] et (II.121) [Lesueur 

1988] sont comparées. Il est considéré que � = 2S. L'impédance de rayonnement tend en 

hautes fréquences vers l'impédance caractéristique de l'air (����) ce qui implique d'après 

(II.118) que les facteurs de rayonnement tendent vers l'unité [Navi 2006]. Pendant la phase 

ascendante, les formulations (II.117) et (II.121) donnent des résultats assez similaires, tandis 

que pendant la phase descendante, les formulations (II.109) et (II.121) donnent des résultats 

très proches. Des écarts assez importants existent en termes de localisation du maximum et de 

son amplitude, notamment pour la formule (II.109). 

Pour un cylindre de longueur infinie et pour le mode �., <� = �3,0�, les formulations 

(II.109) [Gieras 2006], (II.114) [Zhu 1994] et (II.122) [Tímár 1989] sont comparées dans la 

figure II.6(b). Les valeurs des maximums sont plus proche que sur la figure précédente même si 

leur localisation n'est pas la même. En phase descendante, les trois formulations donnent des 

résultats similaires. 
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(a) 

 

(b) 

 

Fig. II.6. Facteurs de rayonnement suivants les différentes équations présentées pour � = 2S et : 

(a) . = 3 et < = 2 

(b) . = 3 sans mode axial 
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II.4 APPROCHES NUMERIQUES :  

MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS 2-D ET 3-D 

II.4.1 Modélisation électromagnétique 

En pratique, les machines à flux radial étudiées sont des moteurs de traction automobile 

et sont courtes (R>L). Ainsi, des effets 3-D de bord aux extrémités axiales devraient être pris en 

compte par un modèle 3-D. Toutefois, l'analyse 3-D mécanique montre que ces effets sont 

principalement responsables de modes longitudinaux de second ordre qui, dans les cas étudiés, 

sont excités à des fréquences supérieures à la bande de fréquences audibles [Wang C 2004]. De 

plus, les effets 3-D de bord ont peu d'influence sur les résultats sur la partie active de la machine. 

Ainsi, bien que des simulations 3-D électromagnétiques soient nécessaires pour comprendre les 

effets des têtes de bobines, leur coût n'est ici pas justifié par rapport à la précision attendue sur 

le spectre vibratoire et acoustique. De ce fait, les calculs électromagnétiques des machines à flux 

radial sont basés sur la MEF 2-D. Pour les machines à flux axial, des calculs par éléments finis 3-

D sont réalisés pour étudier les effets de bords aux extrémités radiales. Ces simulations sont 

réalisées au moyen d'un logiciel commercial (Flux). 

Dans le cadre d'études comparatives et d’optimisation lors des premières étapes de 

dimensionnement de machines, l'outil de conception analytique multi-physique pour la 

SIMUlation analytique de Machines Synchrones à Aimants Permanent (SIMUMSAP) a été 

développé [Tiegna 2013a]. Une fois une solution optimale obtenue, il est intéressant de 

poursuivre l'étude sur un modèle numérique plus complet. Pour cette raison, un code en python 

peut être créé à partir de SIMUMSAP de manière à piloter le logiciel Flux. Pour correspondre à 

SIMUMSAP, ce code est paramétré de la même manière et permet de modifier le nombre de 

pôles et d'encoches, les rayons des parties au rotor et au stator, la saillance de l'aimant, l'angle 

des dents au niveau des isthmes, les dents ou les encoches droites, le fond des encoches (droit, 

arqué, semi-circulaire), les grandeurs physiques et les paramètres électriques. 

Les simulations sont effectuées au moyen de la formulation magnétostatique des 

équations de Maxwell, en potentiel scalaire magnétique. Le couple est calculé en pas à pas dans 

le temps, à vitesse nominale. A couple nominal, à un instant donné, les composantes de 

l'induction sont calculées sur un chemin circulaire situé dans l'entrefer. 
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II.4.2 Couplage entre modèles électromagnétique et mécanique 

II.4.2.1 Modèles électromagnétique et mécanique 2-D 

La principale difficulté dans ces simulations multiphysiques apparaît entre le modèle 

magnétique donnant la densité de force électromagnétique à la surface interne du stator, et le 

modèle mécanique permettant de calculer les vibrations. Dans le modèle 2-D 

électromagnétique, la force magnétique est calculée sur un chemin circulaire possédant N 

points uniformément répartis et situé dans l'entrefer, proche de la surface interne du stator, 

indépendamment du maillage, comme montré sur la figure II.7. Sur le modèle mécanique, la 

surface interne du stator est divisée en N lignes identiques, construite autour des points du 

chemin précédent. La pression magnétique est alors appliquée sur les lignes appartenant aux 

dents, au niveau du rayon interne, et est ainsi transmise aux nœuds des éléments jouxtant 

l'entrefer. Un total de ] + 2]Õ lignes sont crées car les lignes appartenant en même temps aux 

dents et à l'isthme sont coupées en deux. De plus, pour des raisons de symétries entre motifs 

dentaires, N est un multiple du nombre d'encoches ]Õ. Il est choisi de manière à ce que le 

contenu harmonique de la forme d'onde de la force magnétique possédant N échantillons soit 

proche de celle obtenue par le modèle électromagnétique 2-D. 

II.4.2.2 Modèles électromagnétique 2-D et mécanique 3-D 

De la même manière, dans le modèle mécanique, la surface interne du stator est divisée en 

N surfaces identiques, construite autour des points du chemin précédent, comme montré sur la 

figure II.8. La pression magnétique est alors appliquée sur les surfaces appartenant aux dents, 

au niveau du rayon interne. Un nombre total de ] + 2]Õ surfaces est ainsi créé. 

II.4.2.3 Modèles électromagnétique et mécanique 3-D 

Dans le cas d'une machine à flux axial modélisée par un modèle électromagnétique 3-D, M 

chemins circulaires, concentriques et possédant le même nombre N de points, sont créés. Ce 

choix du même nombre de points est plus facilement réalisable si les encoches et les dents ne 

sont pas droites. En effet, le rayon des chemins ne coupe alors les faces des dents que deux fois. 

Les faces sont créées comme sur la figure II.9. Dans ce cas, le nombre total de faces à créer au 

niveau du rayon interne est �*− 1��] + 2]Õ�. La valeur de la pression à appliquer à une face 

est déterminée par la moyenne des valeurs des composantes axiales, au niveau des deux points 

des chemins du calcul magnétique appartenant à la face. 
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Fig. II.7. Distribution de la force magnétique (2-D) sur les nœuds du maillage mécanique (2-D). 

 

 

 

 

 

 

Fig. II.8. Distribution de la force magnétique (2-D) sur les nœuds du maillage mécanique (3-D). 

 

 

 

 

 

 

Fig. II.9. Distribution de la force magnétique (3-D) sur les nœuds du maillage mécanique (3-D). 
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II.4.3 Modélisation mécanique vibratoire 

II.4.3.1 Equations générales 

Les équations du comportement dynamique d'une structure peuvent être exprimées sous 

la forme matricielle (II.123) [Fagan 1992]. [M] est la matrice de masse, [C] la matrice de 

l'amortissement structurel et [K] la matrice de raideur. {�� }, {�� } et {�} sont respectivement les 

accélérations, vitesses et déplacement nodaux. �*���� ����+ ������ ����+ ���{����} = {0���} (II.123) 

L'analyse modale est une analyse dynamique s'intéressant à la prédiction des fréquences 

propres et des déformées modales de structures non-amorties et libres. Pour l'analyse des 

valeurs propres, (II.123) devient ainsi (II.124). �*���� ����+ ���{����} = 0 (II.124) 

Pour une vibration considérée sinusoïdale, l'équation aux valeurs propres à résoudre est 

(II.125). ����− ���*��{����} = 0 (II.125) 

Ainsi, si un modèle a n degrés de libertés, l'objet d'étude aura n fréquences propres et 

déformées modales. 

II.4.3.2 Fréquences propres par les éléments finis 2-D 

Formulation 

Programmé sur Matlab, un code basé sur la MEF permettant l'étude des fréquences 

propres est facilement intégrable à SIMUMSAP. Bien que l'outil soit originellement analytique, 

pour certains types de machines tels que les machines à commutation de flux où un aimant 

sépare deux noyaux en U au stator, les solutions analytiques présentées dans la section II.3 ne 

s'appliquent pas et une solution numérique est nécessaire. L'analyse par éléments finis sera 2-D. 

Or, un problème 2-D sera une approximation de contraintes planes ou de déformations planes 

d'un problème 3-D. La différence entre les deux approximations s'exprime sur la matrice des 

propriétés du matériau et sur les conditions initiales de déformations que peut subir la 

structure. En partant des relations contraintes-déformation 3-D d'un matériau linéaire et en 

faisant l'hypothèse de déformations planes, valable pour un cylindre soumis à une pression 

interne, la matrice des propriétés du matériau, � ∈ *T��§U��ℝ�, s'écrit selon (II.126) 

[Mukhopadhyay 1993]. 
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��� = (�1 + ²��1− 2²� J1 − ² ² 0² 1− ² 00 0 1− 2²2 K (II.126) 

Le vecteur des contraintes s'exprime en fonction des déplacements de l'élément, et donc 

des déplacements à ses nœuds. L'analyse par éléments finis est ici réalisée au moyen d'éléments 

triangulaires du deuxième ordre comme montré sur la figure II.10. Des nœuds supplémentaires 

sont construits au milieu des segments délimitant l'élément. En notant o l'ordre des éléments, le 

nombre de nœuds est donné par (o+1)(o+2)/2. Les déplacements dans les directions x et y sont 

analysés séparément et chaque nœud d'un élément a deux degrés de libertés. Ainsi, l'élément 

possède 12 degrés de libertés et u et v sont les déplacements dans les directions x et y. Les 

fonctions de forme permettent d'interpoler la solution entre les valeurs discrètes obtenues aux 

nœuds du maillage. L'interpolation lagrangienne est utilisée. Les éléments étant du deuxième 

ordre, la fonction d'interpolation, qui est propre à chaque élément, est quadratique de la forme 

de (II.127). Φ�³, ´� = Á� + Á�³ + ÁT´ + Á�³´ + Á¬³� + Áú´� (II.127) 

Les constantes Á�∈W�;úY s'expriment en fonction des coordonnées de nœuds et des Φ�³�, ´���∈W�;úY qui sont des inconnues. La fonction d'interpolation peut donc se réécrire selon 

(II.128). 

Φ�³, ´� = Â ]��³, ´�Φ�³�, ´��ú
�ù�  (II.128) 

Les ]�∈W�;úY sont les fonctions de forme. Elles sont des polynômes de même degré que la 

fonction d'interpolation et valent 1 au nœud k et 0 aux autres nœuds. Une matrice de fonction 

de forme �]� ∈ *��¡ymlvoywn��,�únwl°¡�×�¡ymlvoywn���ℝ�peut être construite sous la forme de 

(II.129) [Fagan 1992]. 

 

Fig. II.10. Elément triangulaire placé dans un repère (x,y). 
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�qr� = @]� 0 … ]ú 00 ]� … 0 ]úD
ÜÝÞ
Ýßq�r�…qúrú6Ý7

Ý8 = �]�{�� (II.129) 

Le vecteur des contraintes est donné par (II.130). 

{[� = £ [>[µ�>µ¦ =
ÜÝÝ
ÞÝ
Ýß sqs³srs´sqs´ + srs³6ÝÝ7

ÝÝ8
 (II.130) 

Ainsi, en combinant (II.129) et (II.130), la contrainte selon x s'exprime comme dans 

(II.131). [> = sqs³ = @s]�s³ 0 . . s]ús³ 0D {�� (II.131) 

Une matrice �A� ∈ *T��§U�,�Tnwl°¡�×�¡ymlvoywn���ℝ�liant le vecteur des contraintes {[}à 

celui des déplacements {�}peut donc être construite selon (II.132). 

�A� =
$%%
%%%
&s]�s³ 0 … s]ús³ 0

0 s]�s´ … 0 s]ús´s]�s´ s]�s³ … s]ús´ s]ús³ ())
)))
*
 (II.132) 

Le travail est effectué par les forces aux nœuds qui sont appliquées pour créer un 

déplacement nodal. Ce travail est stocké dans un élément en tant qu'énergie de déformation 

élastique [Cook 1995]. La matrice de raideur ��� d'un élément se construit selon (II.133). 

��� = � �A������A��/9  (II.133) 

La matrice ���de la masse volumique �se construit selon (II.134) [Fagan 1992]. ��� = �ý� (II.134) 

La matrice de masse �*� est alors donnée par (II.135). �*� = � �]������]��/9  (II.135) 

Les matrices précédemment exposées sont construites autour d'un élément. Pour 

résoudre (II.125) il est nécessaire de construire des matrices globales lorsque la structure est 

décomposée en plus d'un élément. Pour cela, les déplacements dans les directions x et y de 
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chaque nœud du maillage sont numérotés de tel sorte qu'à un nœud k, q� = R��§�et r� = R��. 

Ainsi, le vecteur {�� peut s'écrire uniquement en fonction de composantes RN∈ℕ. Les numéros i 

permettent alors de remplir les composantes des matrices locales de raideur et de masse dans 

les matrices globales. 

Comparaison sur les fréquences propres 

Le modèle éléments finis précédemment construit est comparé avec un logiciel 

commercial (ANSYS). Dans (II.133) et (II.138), les volumes sont considérés d'épaisseur 

constante et égale à 1 mètre. Pour un seul élément triangulaire du premier ordre (3 nœuds) 

avec les approximations contraintes planes ou de déformations planes, il est possible d'utiliser 

un élément PLANE42 avec KEYOPT(3) valant 0 ou 2. Pour un même élément du deuxième 

ordre, l'élément PLANE82 est utilisé pour la comparaison. Les matrices de masses et de 

raideurs dans les quatre cas sont quasiment identiques, les différences pouvant s'expliquer au 

niveau des intégrations et de la résolution. Dans ANSYS, les intégrales sont évaluées 

numériquement au moyen de la méthode de quadrature de Gauss [Madenci 2006]. La 

simulation est ensuite paramétrée en choisissant une analyse modale et une méthode 

d'extraction des modes. Cette méthode est l'algorithme de Lanczos recommandé pour la 

rapidité de son exécution et sa précision [ANSYS 2014]. La récursivité de Lanczos est accomplie 

avec un bloc de vecteurs. Dans le code Matlab, il a été choisi de réaliser une partie des 

intégrations polynomiales à la main pour un gain en temps de calcul très appréciable. Ainsi, il 

n'est besoin de réaliser qu'une intégrale simple, au moyen de la méthode de quadrature de 

Gauss-Kronrod. L'inverse de la matrice de masse multipliée par la matrice de raideur est 

calculée au moyen de l'algorithme de factorisation de Cholesky CHOLMOD de la fonction 

"mldivide" de Matlab. En effet, la matrice de masse est creuse. Le vecteur des fréquences 

propres est calculé à partir des valeurs propres du produit des matrices, au moyen de la 

décomposition QR de la fonction "eig" de Matlab. 

Soit un cylindre de dimensions similaires aux culasses statoriques étudiées (S,>? = 130 

mm et SNB? = 97.5 mm), isotrope, en acier. L'hypothèse de déformations planes est considérée. 

Une comparaison est effectuée sur les premiers modes entre les méthodes développées sous 

Matlab et sous ANSYS pour les mêmes configurations de maillage. Les maillages présentent 200 

éléments sur deux couches dans la direction radiale et sont assemblés en alternance sur une 

même couche. Il y a 150 nœuds pour des éléments d'ordre 1 ou 500 nœuds pour des éléments 

d'ordre 2. De plus, un cas maillé finement (870 éléments 2900 nœuds) par des éléments 

quadrilatéraux d'ordre 2 PLANE183 d'ANSYS sert de référence. Les résultats de comparaison 
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sont présentés dans le tableau II.2. Les résultats montrent que le nombre d'éléments d'ordre 1 

n'est pas assez élevé pour atteindre une convergence avec le cas de référence. Dans le cas 

d'ordre 2, les résultats obtenus sont très proches de ceux de référence et valident la méthode 

ainsi programmée. Les résultats des modèles programmés sous Matlab donnent des résultats 

identiques à ceux obtenus par simulation ANSYS, dans les mêmes conditions. 

II.4.3.3 Amplitude des vibrations 

Une analyse statique permet d'étudier l'influence d'une force appliquée de manière 

constante sur la structure, en ignorant les conséquences de l'inertie et de l'amortissement qui 

sont causés par des forces variant dans le temps. En partant de (II.123), il est nécessaire de 

résoudre (II.136). ���{���NBN�� = {0��NBN�� (II.136) 

Les déplacements moyens de la structure se calculent alors au moyen du vecteur U. La 

pression magnétique est appliquée à la surface interne du stator de la manière présentée à la 

section II.4.2. De manière à effectuer une analyse modale utile aux comparaisons avec les 

modèles analytiques, les valeurs de pression à appliquer sont obtenues à partir de ses 

harmoniques spatiales. Le rang d'un harmonique correspond, du fait de la résonance, à un mode 

circonférentiel m. En notant �) l'amplitude de l'harmonique de rang m, pression magnétique à 

appliquer à la surface interne du stator est donnée par (II.15). ��t4� = �� sin�.t4� (II.137) 

La résolution de l'analyse statique sous ANSYS s'effectue au moyen de la méthode du 

gradient conjugué. 

 

TABLEAU II.2 

Comparaison des modèles éléments finis d'un cylindre épais 

 

 

Mode 

circonférentiel 

ANSYS 

Fin, ordre 2 

Matlab 

Ordre 1 

ANSYS 

Ordre 1 

Matlab 

Ordre 2 

ANSYS 

Ordre 2 

Fréquences propres (Hz) 

0 7544 7593 7597 7549 7554 

2 1592 2008 2011 1595 1597 

3 4251 5310 5338 4261 4267 
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II.4.3.4 Bruit rayonné 

L’analyse acoustique permettant la détermination du niveau de puissance acoustique 

implique la modélisation du fluide environnant qu’est l’air ainsi que la frontière infinie de 

l’ensemble. L’analyse est ici couplée, dans le sens où les interactions entre le fluide et la 

structure sont prises en compte. ANSYS suppose que le fluide est compressible mais n’autorise 

que de faibles variations de pression par rapport à la pression moyenne. De plus, les forces de 

viscosité sont négligées et le modèle du fluide parfait est obtenu. Le fluide est aussi appelé 

inviscide. Ainsi, la viscosité n’induit pas d’effets dissipatifs. Une pression acoustique moyenne 

uniforme est considérée, la solution de l’analyse étant obtenue à partir de la pression acoustique 

moyenne et non la pression acoustique absolue.  

La validation du modèle analytique porte sur l’étude de la distribution de la pression dans 

l’air due à une force représentée par un harmonique à l’interface de la structure et du fluide. 

Avec ANSYS il est possible d’accomplir une analyse harmonique pour résoudre ce problème. 

Pour réaliser l’analyse harmonique en deux dimensions, il faut introduire trois nouveaux types 

d’éléments. Les éléments FLUID29 sont ceux correspondant à l’air autour de la machine. Les 

éléments en contact direct avec la structure doivent permettre l’interaction avec elle et il faut 

utiliser des éléments matriciels asymétriques. Les degrés de liberté associés sont alors les deux 

axes d’espace et la pression. Les autres éléments fluidiques peuvent être symétriques avec la 

pression comme seul degré de liberté. En effet, ces matrices symétriques demandent moins 

d’espace de stockage et de temps de calcul. De manière à simuler une boite infinie autour de l’air 

environnant la machine, les éléments acoustiques FLUID129 absorbent les ondes de pression. 

Ces éléments fournissent une condition aux limites du second ordre de manière à ce que l’onde 

sonore qui atteint la frontière du modèle soit absorbée avec un minimum de réflexion vers le 

modèle. A la différence de FLUID29, FLUID129 est linéique comme le montre la figure II.11, 

pour une machine à flux radial. Le lien entre la structure et l’air est l’interaction fluide-structure. 

C’est une interface qui permet de transformer la force appliquée à la structure en une charge 

fluidique à travers le maillage. En 3-D, les éléments FLUID29 et FLUID129 sont à remplacer par 

FLUID30 et FLUID130, la boite infinie est alors modélisée par une sphère. 

 L’air est considéré à sec à une pression atmosphérique de 1013.25 hPa. Ainsi, à 20°C, sa 

masse volumique est de 1.2041 kg.m-3 et la vitesse du son, c, de 343.21 m.s-1. Il faut placer la 

boite infinie à une distance minimale de la machine valant �/�53 � en mètres où 3 est la 

fréquence de la force étudiée. La résolution du problème est effectuée avec la méthode du 

gradient conjugué de Jacobi. Le résultat de la simulation donne la pression maximale en chacun 
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des nœuds du maillage de l’air. De manière à identifier les ondes sonores rayonnées par une 

machine à flux radial, une coupe transversale à l'axe de la machine est réalisée, au milieu de sa 

longueur comme montré sur la figure II.12. Ainsi, des courbes de niveaux avec remplissage 

suivant une barre de couleurs indexée sur la pression acoustique, sont tracées au moyen des 

coordonnées de ces points et des valeurs de pression. Un tel graphique est représenté sur la 

figure II.13 pour un mode circonférentiel d'ordre 2 d'une machine à flux radial. Une succession 

d'extrema locaux montre un comportement sinusoïdal amorti. A partir d'un extremum local 

situé à un rayon R, le niveau de pression acoustique se calcule selon (II.138), pour une valeur 

maximale valant �éxÙ = √2�lkk où �lkk est la valeur efficace. 

 

 

 

 

Fig. II.11. Organisation des éléments fluidiques. 

 

 

 

 

 

Fig. II.12. Coupe transversale et nœuds du maillage acoustique. 
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�� = 20 log�� � �éxÙ√2�mlk� (II.138) 

�mlk = 20 μPaest la pression de référence normalisée correspondant à 0 dB [François 

1984]. Le niveau de pression est déterminé à une certaine distance de la source, quand il est au 

dessus de �mlk. De manière à déterminer le niveau de puissance acoustique, ��, qui caractérise 

l’émission de la source, la formule (II.139) le lie avec ��. 

�\ = 20 log�� � �éxÙ√2�mlk� + 10 log�� È6�À]èml�S�É (II.139) 

6�À]èmlest la surface de la sphère dont le rayon est la distance entre le centre de la 

machine et le point où la pression a été prélevée. En effet, la machine modélisée par les éléments 

finis flotte dans l’espace et le son se propage tout autour de la machine. Une illustration est 

proposée dans la figure II.14.  

 

 

Fig. II.13. Extrema locaux de pression acoustique et notations correspondantes. 

 

 

 

Fig. II.14. Sphère concentrique à une source sonore. 
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II.5 VALIDATIONS EXPERIMENTALES DE QUELQUES MODELES 

II.5.1 Modèle analytique magnétique 

II.5.1.1 Présentation de la machine synchrone à aimants permanents à flux axial 

L'objectif de ce paragraphe est d'évaluer la pertinence de l'approche de modélisation 

analytique magnétique issue de la résolution des équations de Maxwell dans le cas d'un 

prototype à flux axial construit au laboratoire. Compte tenu de l'objet de ce mémoire, il aurait 

fallu faire des comparaisons entre le calcul de la force magnétique locale et les mesures 

correspondantes. Malheureusement, ce type de mesure de la force magnétique locale est très 

difficile à obtenir et ce sujet demeure un sujet d'actualité dans le monde de la recherche. Le 

prototype disponible au GREAH est une machine synchrone à aimants permanents à flux axial à 

deux stators externes et un rotor interne. Cette machine a été dimensionnée et construite dans 

le cadre de travaux précédents, notamment [Tiegna 2013b]. Les mesures expérimentales 

servant à la validation des modèles éléments finis et analytiques ont été présentées dans [Dhifli 

2014]. Le prototype est présenté en images sur la figure II.15. 

Afin de pallier aux imprécisions du modèle analytique bidimensionnel, un modèle 

analytique quasi-tridimensionnel a été développé [Tiegna 2013b]. Il propose le découpage de la 

machine en < tubes coaxiaux avec l'axe de rotation de la machine et présentant une excursion 

radiale suffisamment faible de manière à supposer la validité de l'approche 2-D dans chaque 

tube. Ce principe est illustré sur la figure II.16 où le découpage des (a) < tubes et (b) le plan de 

coupe cylindrique sont présentés. Ainsi, le modèle de la RFEM 2-D de chaque couche ` ∈ W1;<Y 
est établi au rayon moyen S)×µ�N�

 et reste valable pour l'excursion radiale de la couche. Les 

grandeurs locales des régions (I) des encoches, (II) des isthmes, (III) de l'entrefer et (IV) des 

aimants sont calculées à partir de ce rayon moyen. Ces régions et les paramètres géométriques 

correspondants sont présentés sur la figure II.17. Le tableau II.3 donne les dimensions 

principales de la machine. Le modèle est formulé en coordonnées polaires et la résolution est 

basée sur les hypothèses énoncées à la section I.4.2.1. L'exploitation des conditions de passage 

entre les différentes régions permet d'aboutir à des systèmes algébriques linéaires. Leur 

résolution permet alors de calculer les coefficients de la décomposition en séries de Fourier du 

potentiel vecteur magnétique, comme explicité dans [Tiegna 2012].  
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Fig. II.15. Prototype réalisé : (a) un des deux stators, (b) rotor avec deux faces d'aimants,  

(c) assemblage du rotor en face d'un stator. 
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(a)              (b) 

 

Fig. II.16. Subdivision annulaire de la machine à flux axial. 

 

 

 

 

 

 

Fig. II.17. Régions magnétiques de la géométrie idéalisée. 
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TABLEAU II.3 

Paramètres de la machine à aimants permanents à flux axial 

 

Paramètre Valeur (unité) 

Puissance nominale  7 (kW) 

Vitesse nominale 375 (tr.min-1) 

Nombre de paires de pôles 10 

Nombre d'encoches 24 

Masse des parties actives 55 (kg) 

Longueur active 173.8 (mm) 

Rayon externe, SlÙo 180 (mm) 

Rayon interne, Syno 137 (mm) 

Epaisseur axiale des aimants, ℎÔ  4.7 (mm) 

Ouverture de l'isthme au niveau de l'entrefer, RN  2 (mm) 

Ouverture d'une l'encoche au niveau du rayon interne, R,  22.3 (mm) 

Profondeur axiale d'une encoche, ℎ,  44 (mm) 

Epaisseur de l'isthme d'encoche, ℎN  1 (mm) 

Longueur de l'entrefer, - 1.2 (mm) 

Coefficient d'arc polaire des aimants au rayon interne et externe, f)/f� 0.85 

Induction rémanente des aimants 1.1 (T) 

 

 

II.5.1.2 Résultats de mesures sur le prototype 

Les f.é.m. sont mesurées sur le prototype tournant à vitesse nominale, à vide. Elles sont 

également simulées par le modèle analytique et comparées dans la figure II.18. Les résultats 

sont proches mais pas identiques. En effet, les valeurs maximales mesurées sont 9% plus faibles 

que celles simulées. Ceci peut s'expliquer par le fait que le modèle analytique ne prend pas en 

compte la saturation. Ainsi, les grandeurs calculées sont plus élevées que celles mesurées. Une 

autre source d'erreur, plus faible, est présentée dans la figure II.19. Y son représentées les f.é.m. 

mesurées des deux stators, en fonction de la vitesse de rotation. Elles sont légèrement 

différentes car un balourd est présent dans la machine. Ainsi, la valeur de l'entrefer considérée 

dans le modèle analytique n'est pas tout à fait le même que dans la réalité et influe sur les 

résultats. Les caractéristiques des forces électromotrices varient linéairement avec la vitesse de 

rotation, comme attendu par l'expression simplifiée de la valeur efficace de la f.é.m. induite par 

phase (II.140). 
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 ( = �]�<ΦéxÙ (II.140) 

K est le coefficient de Kapp, N le nombre de conducteurs actifs par enroulement par phase, 

p le nombre de paires de pôles, n la vitesse de rotation et ΦéxÙ le flux maximal embrassé par 

une spire. 

La machine est entrainée pour débiter sur une charge purement résistive correspondant 

à une puissance débitée de 4.8 kW. Les figures II.20 et II.21 montrent la comparaison entre 

mesures et résultats analytiques pour la tension de la phase U et les tensions entre phases. La 

vitesse est imposée de manière à obtenir une fréquence électrique de 50 Hz. Les tensions de 

phase mesurées ont une valeur maximale 16% plus faibles que celle des tensions simulées. C'est 

une différence acceptable puisqu'en plus de la saturation, les effets de bords sont négligés dans 

le modèle analytique. Les courants sont présentés sur la figure II.22. La valeur maximale 

mesurée est 14% plus faible que la valeur simulée. Les courants et tensions mesurées ont une 

forme légèrement différente par rapport aux résultats de simulation analytique. Cela est du au 

fait que le neutre des enroulements statoriques du générateur n'est pas connecté au neutre de 

la charge résistive, comme montré sur la figure II.23. Il y a une différence de tension entre les 

deux neutres. Les inductances cycliques ont été mesurées à 13.2 mH. Comme attendu, les 

inductances cycliques calculées analytiquement sont légèrement supérieures et valent 15.1 mH. 

 

 

 

Fig. II.18. Comparaison des formes d'ondes des f.é.m. mesurées et calculées analytiquement, à vide. 
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Fig. II.19. F.é.m. mesurée en fonction de la vitesse de rotation. 

 

Fig. II.20. Tension de la phase U mesurée et calculée analytiquement en charge (P = 4.8 kW) à 50 Hz. 

 

Fig. II.21. Tension entre phases mesurée et calculée analytiquement en charge (P = 4.8 kW) à 50 Hz. 
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Fig. II.22. Courant de la phase U mesurée et calculée analytiquement en charge (P = 4.8 kW) à 50 Hz. 

 

 

 

 

Fig. II.23. Configuration de la charge. 
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II.5.2 Comparaison avec des mesures vibratoires  

dans la littérature scientifique 

Les mesures expérimentales ont été tirées d'articles de revue internationale avec comité 

de lecture. Elles permettent de valider la modélisation par éléments finis proposée, qu'elle soit 

2-D ou 3-D, et qu'elle représente le noyau, la culasse ou le stator complet de la machine. Dans 

une optique de généralisation de tous les modèles proposés, les paramètres du tableau II.4 

[Garvey 1989][Gieras 2006][Bouzek 2013][Surahammars 2014] sont considérés sauf mention 

contraire des données des articles expérimentaux. Les tôles feuilletées sont en acier électrique, 

les enroulements en cuivre avec prise en compte de l'isolation, et la carcasse en aluminium. Les 

modèles éléments finis 2-D et 3-D sont développés sous ANSYS et prennent en compte 

exactement tous les paramètres géométriques présentés (fond d'encoche, isthme, etc.), à 

l'exclusion des têtes de bobines qui ne sont pas détaillées et dont une approximation sous forme 

cylindrique sera nécessaire. Les sections sont organisées de manière à complexifier petit à petit 

un anneau plat représentant une seule tôle d'un noyau statorique d'une machine de 70 kW. 

Cette machine est longue et permet d'étudier l'impact de l'orthotropie mécanique due au 

feuilletage. Une machine de même dimension et dix fois plus courte, correspondant en taille à 

des machines de traction automobile, est également étudiée. Enfin, des mesures sur une 

machine de 7.5 kW permettent de changer d'échelle. 

 

TABLEAU II.4 

Paramètres mécaniques de modélisation par éléments finis 

 

Paramètre Tôles feuilletées Enroulements Carcasse 

Module de Young dans la direction x : Ex (GPa) 207 9.4 71 

Module de Young dans la direction y : Ey (GPa) 207 9.4 71 

Module de Young dans la direction z : Ez (GPa) 0.8 9.4 71 

Module de cisaillement dans le plan {x,y} : Gxy (GPa) 79.3 3.5 26.7 

Module de cisaillement dans le plan {x,z} : Gxz (GPa) 0.3 3.5 26.7 

Module de cisaillement dans le plan {y,z} : Gyz (GPa) 0.3 3.5 26.7 

Coefficient de Poisson dans le plan {x,y} : ²>µ (GPa) 0.28 0.35 0.33 

Coefficient de Poisson dans le plan {x,z} : ²>¶ (GPa) 0.0012 0.358 0.33 

Coefficient de Poisson dans le plan {y,z} : ²µ¶ (GPa) 0.0012 0.35 0.33 

Masse volumique : � (kg.m-3) 7700 8890 2700 
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II.5.2.1 Noyau statorique annulaire d'une machine de 70 kW 

Une seule tôle d'un noyau statorique est étudiée dans [Girgis 1979]. Il correspond à celui 

d'une machine de 70 kW. Le diamètre externe est de 476.1 mm et le diamètre interne de 386 

mm. Les fréquences propres correspondantes aux premiers modes circonférentiels sont 

mesurées. Un modèle éléments finis 2-D suffit à rendre compte du comportement vibratoire de 

la tôle. Les comparaisons entre les résultats de simulation et expérimentaux sont présentés 

dans le tableau II.5. Sur les modes présentés, le pourcentage d'augmentation de l'erreur 

maximal est de 0.05% et l'erreur moyenne est de 0.022%. L'écart se justifie par le manque de 

précision des valeurs numériques mesurées issues de [Girgis 1979], les imperfections du 

cylindre usiné et l'incertitude du maillage et de la résolution numérique. Ce cas étant très 

simple, le modèle éléments finis est particulièrement précis. 

 

 

 

TABLEAU II.5 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur un noyau statorique annulaire 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

 Fréquence propre (Hz) 

Mode circonférentiel m Mesure Simulation 

2 599 599.31 

+0.05% 

3 1652 1652.19 

+0.01% 

4 3067 3066.48 

-0.02% 

5 4687 4686.17 

-0.02% 

6 6542 6543.35 

+0.02% 

7 8538 8536.79 

-0.01% 
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II.5.2.2 Culasse statorique annulaire d'une machine de 70 kW 

Une seule tôle d'une culasse statorique est étudiée dans [Girgis 1979]. Le noyau est celui 

du cas précédent. Les encoches sont laissées vides, les dents se comportent alors en porte-à-

faux. La culasse est représentée sur la figure II.24. Les fréquences propres correspondantes aux 

premiers modes circonférentiels sont mesurées et comparées à un modèle éléments finis 2-D. 

Les comparaisons entre les résultats de simulation et expérimentaux sont présentés dans le 

tableau II.6. Sur les modes présentés, le pourcentage d'augmentation de l'erreur maximal est de 

0.24% et l'erreur moyenne est de 0.13%. Les écarts se justifient de la même manière que pour 

le noyau statorique annulaire et lisse. Ainsi, en ajoutant des dents au noyau du cas précédent, le 

modèle éléments finis reste précis. 

 

 

Fig. II.24. Détails de la tôle de la culasse statorique. 

 

TABLEAU II.6 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur une culasse statorique annulaire 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

 Fréquence propre (Hz) 

Mode circonférentiel m Mesure Simulation 

2 511 512.24+0.24% 

3 1358 1360.11+0.16% 

4 2411 2409.45-0.06% 

5 3444 3440.79-0.09% 

6 4122 4127.02+0.12% 

7 4327 4322.83-0.10% 
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II.5.2.3 Stator annulaire sans carcasse d'une machine de 70 kW 

Les encoches de la culasse statorique précédente sont remplies de cuivre et fermées par 

des cales d’encoches pour réaliser approximativement une coupe réelle d'un stator de machine 

[Girgis 1979]. Les fréquences propres correspondantes aux premiers modes circonférentiels 

sont mesurées et comparées à un modèle éléments finis 2-D. Les comparaisons entre les 

résultats de simulation et expérimentaux sont présentés dans le tableau II.7. Sur les modes 

présentés, le pourcentage d'augmentation de l'erreur maximal est de 1.22% et l'erreur 

moyenne est de 0.86%. Les écarts se justifient de la même manière que dans les cas précédents. 

En sus, les paramètres mécaniques des enroulements et des cales d’encoches ne sont pas 

renseignés. Les valeurs choisies dans le modèle éléments finis et renseignées dans le tableau II.4 

ne sont donc pas garanties. Toutefois, le modèle est général est s'avère suffisamment précis 

pour décrire le comportement vibratoire d'un stator. 

 

 

 

TABLEAU II.7 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur un stator annulaire sans carcasse 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

 Fréquence propre (Hz) 

Mode circonférentiel m Mesure Simulation 

2 515 521.30 

+1.22% 

3 1357 1369.12 

+0.89% 

4 2420 2415.76 

-0.18% 

5 3720 3685.93 

-0.92 % 

6 5023 5077.38 

+1.08% 
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II.5.2.4 Cylindre isotrope 

Les mesures expérimentales des premières fréquences propres d'un cylindre épais et 

isotrope ont été réalisées indépendamment dans [Wang H 1996] et [Balan 1997]. Le cylindre 

est long de 522.9 mm et possède un diamètre interne de 316.9 mm et un diamètre externe de 

476.1 mm. Un modèle éléments finis 3-D aux mêmes dimensions est simulé. Les comparaisons 

entre les résultats de simulation et expérimentaux de [Balan 1997] sont présentés dans le 

tableau II.8. Sur les modes présentés, le pourcentage d'augmentation de l'erreur maximal est de 

0.15% et l'erreur moyenne est de 0.085%. Ainsi, le modèle éléments finis permet d'approcher 

avec précision les fréquences propres d'un cylindre isotrope. Comme pour le cas 2-D de la 

section II.5.2.1, l'écart se justifie par le manque de précision des valeurs numériques mesurées 

issues des travaux expérimentaux, les imperfections du cylindre usiné et l'incertitude du 

maillage et de la résolution numérique. 

 

 

TABLEAU II.8 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur un noyau cylindrique isotrope 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

Mode Fréquence propre (Hz) 

m n Mesure Simulation 

2 0 1242 1240.67-0.11% 

2 1 1432 1432.86-0.06% 

1 1 3032 3035.75+0.12% 

3 0 3197 3195.09-0.06% 

3 1 3432 3433.59+0.05% 

1 2 3456 3451.93-0.12% 

0 0 3942 3948.05+0.15% 

0 1 4154 4150.64-0.08% 

4 0 5513 5514.05+0.02% 

4 1 5729 5733.85+0.08% 

5 0 8012 8016.74+0.06% 

5 1 8193 8201.69+0.11% 
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II.5.2.5 Culasse cylindrique orthotrope d'une machine de 70 kW 

Un assemblage de 1090 tôles étudiées dans la section II.5.2.2 est utilisé pour la fabrication 

de la culasse d'une machine asynchrone possédant les mêmes rayons et longueur active que le 

cylindre précédemment étudié. Les encoches sont vides et les dents en porte-à-faux. La carcasse 

n'est pas incluse dans cette étude. L'étude expérimentale des fréquences propres est présentée 

dans [Singal 1992]. Un modèle éléments finis 3-D aux mêmes dimensions est simulé. Les 

encoches à fond semi-circulaire et les isthmes demandent un maillage fin malgré une épaisseur 

de noyau et une longueur active importante par rapport à la taille des encoches. Une coupe 

transversale de la machine modélisée est présentée sur la figure II.25. Le maillage a été réalisé 

avec une discrétisation linéique d'un seul élément sur l'épaisseur de l'isthme, de quatre pour 

l'arc de cercle du fond d'encoche, et de dix sur la longueur active de la machine. Le nombre et la 

forme des dents impliquent un grand nombre de fréquences propres parasites L'extraction des 

700 premiers modes ne permet d'étudier les fréquences propres que jusqu'à 2200 Hz. A titre de 

comparaison, seule l'extraction des 100 premiers modes permettait d'obtenir les résultats du 

cas précédent, jusqu'à 8200 Hz. 

Dans le cas présent, les comparaisons entre les résultats de simulation et expérimentaux 

sont présentés dans le tableau II.9. Sur les modes présentés, le pourcentage d'augmentation de 

l'erreur maximal est de 2.02% et l'erreur moyenne est de 1.27%. La principale source d'erreur 

est due au caractère orthotrope de la culasse statorique. Le module de Young dans la direction 

axiale et les modules de cisaillement dans les plans {x,z} et {y,z} ne sont pas renseignés et ont été 

supposés égaux à 0.4% des valeurs des équivalents isotropes [Garvey 1989]. En sélectionnant 

les modules à 0.6% de leurs équivalents solides, l'erreur moyenne est de 0.71%. 

 

 

Fig. II.25. Coupe transversale de la machine modélisée par éléments finis. 
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TABLEAU II.9 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur un noyau cylindrique isotrope 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

Mode Fréquence propre (Hz) 

m n Mesure Simulation 

0 0 3338 3341.21 

+0.10% 

1 2 4512 4569.73 

+1.28% 

2 0 524 515.50 

-1.62% 

3 0 1393 1364.92 

-2.02% 

4 0 2470 2502.12 

+1.30% 

5 0 3533 3512.47 

-0.58% 

6 0 4197 4279.33 

+1.96% 

 

II.5.2.6 Stator cylindrique sans carcasse d'une machine de 70 kW 

Les encoches de la culasse statorique précédente sont remplies par des enroulements et 

fermées par des cales d’encoches. L'étude expérimentale des fréquences propres est réalisée 

dans [Verma 1998]. La carcasse n'est pas incluse dans cette étude. Les bobines sont reliées 

entre elles par des têtes de bobines mais aucun détail n'est fourni quant à leurs dimensions. 

Dans un but de comparaison avec un modèle éléments finis 3-D, il est considéré que les têtes de 

bobines dépassent de 100 mm de chaque côté du stator. Les comparaisons entre les résultats de 

simulation et expérimentaux sont présentés dans le tableau II.10. Sur les modes présentés, le 

pourcentage d'augmentation de l'erreur maximal est de 5.5% et l'erreur moyenne est de 1.96%. 

Les écarts entre mesures et simulations s'expliquent par les raisons invoquées dans le cas 

précédent et par la modélisation simpliste des têtes de bobines. Ainsi, même en l'absence de 

données complètes, le modèle éléments finis est efficace pour modéliser le comportement 

mécanique d'un stator réel. 
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TABLEAU II.10 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur une machine de 70 kW sans carcasse 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

Mode Fréquence propre (Hz) 

m n Mesure Simulation 

2 0 470 496.06+5.5% 

2 4 631 655.46+3.9% 

3 2 1801 1852.59+2.9% 

2 2 1907 1919.26+0.64% 

3 4 2055 2107.94+2.6% 

3 2 2306 2275.14-1.34% 

4 0 2491 2535.90+1.80% 

0 0 3016 3023.45+0.25% 

0 0 3339 3347.24+0.25% 

5 4 3820 3771.36-1.27% 

1 6 4325 4372.10+1.09% 

 

 

 

 

II.5.2.7 Machine asynchrone complète de 70 kW 

Est adjoint au stator de la section précédente une carcasse représentée sur la figure II.26. 

L'étude expérimentale de la machine ainsi complète est réalisée dans [Singal 1992]. Le modèle 

élément finis est réalisé sans les embases servant à fermer la carcasse, et sans les pas de vis des 

embases des paliers. Les comparaisons entre les résultats de simulation et expérimentaux sont 

présentés dans le tableau II.11. Sur les modes présentés, le pourcentage d'augmentation de 

l'erreur maximal est de 4.15% et l'erreur moyenne est de 2.09%. Les écarts entre mesures et 

simulations s'expliquent par les raisons invoquées dans le cas précédent et la modélisation 

approximative de la carcasse. Le comportement mécanique d'une machine complète peut donc 

être modélisé.  
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Fig. II.26. Carcasse de la machine asynchrone de 70 kW (dimensions en mm). 

 

 

 

TABLEAU II.11 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur la machine asynchrone de 70 kW complète 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

Mode Fréquence propre (Hz) 

m n Mesure Simulation 

0 6 2975 2984.15+0.31% 

0 2 3366 3374.01+0.24% 

1 6 4317 4241.74-1.74% 

2 0 514 535.32+4.15% 

2 8 2041 1997.96-2.11% 

3 4 1419 1475.44+3.98% 

3 2 2350 2403.87+2.29% 

4 2 2517 2602.08+3.38% 

5 4 3608 3547.37-1.68% 

6 8 5718 5659.41-1.02% 
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II.5.2.8 Stator cylindrique court de dimensions dans le plan  

égales à celles de la machine de 70 kW 

Un stator aux dimensions de la machine de 70 kW et dont la longueur axiale est de 50.8 

mm est étudié dans [Singal 1992]. Des barres de cuivre droites remplissent les encoches et 

mesurent chacune 87.5 mm de long. Il n'y a donc pas de têtes de bobines. De plus, la machine n'a 

pas de carcasse. Le stator ainsi formé est ensuite imprégné. Le modèle éléments finis ne peut 

pas prendre en compte cette imprégnation. Les comparaisons entre les résultats de simulation 

et expérimentaux sont présentés dans le tableau II.12. Seuls les modes purement 

circonférentiels ont été mesurés. Sur les modes présentés, le pourcentage d'augmentation de 

l'erreur maximal est de 3.82% et l'erreur moyenne est de 1.60%. Les traitements effectués sur 

le bobinage n'affectent pas le taux d'erreur commis par le modèle éléments finis sur les mesures 

expérimentales. Ainsi, ces modèles permettent d'appréhender avec une bonne précision le 

comportement mécanique des machines dans leur forme finale. 

 

TABLEAU II.12 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur un stator court 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

 Fréquence propre (Hz) 

Mode circonférentiel m Mesure Simulation 

0 2870 2883.04 

+0.45% 

1 3973 4024.98 

+1.31% 

2 475 481.41 

+1.35% 

3 1251 1234.83 

-1.29% 

4 2236 2150.66 

-3.82% 

5 3221 3277.16 

+1.75% 

6 5139 5201.24 

+1.21% 
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II.5.2.9 Machine asynchrone complète de 7.5 kW 

Une machine asynchrone de 7.5 kW est étudiée dans [Balan 1997]. Ses principales 

dimensions sont représentées sur la figure II.27. La machine possède 36 encoches et une 

longueur active de 106 mm. La carcasse est assemblée à la culasse statorique au moyen de 8 

glissières réparties sur toute la circonférence. Les paliers sont enlevés et le rotor est supporté de 

chaque côté du stator par des piédestaux. De cette manière, le rotor n'induit pas de vibrations 

parasites sur les mesures vibratoires réalisées sur le stator. Un modèle éléments finis 3-D avec 

carcasse mais sans paliers, et aux mêmes dimensions, est créé de manière à être comparé à 

l'expérience. Les têtes de bobines ne sont pas explicitement détaillées. Elles sont modélisées par 

des cylindres dépassant de 30 mm de chaque côté du stator. Les comparaisons entre les 

résultats de simulation et expérimentaux sont présentés dans le tableau II.13. Sur les modes 

présentés, le pourcentage d'augmentation de l'erreur maximal est de 4.8% et l'erreur moyenne 

est de 2.9%. Ces erreurs s'expliquent de la même manière que dans le cas de la section II.5.2.4. 

Le module de Young dans la direction axiale et les modules de cisaillement dans les plans {x,z} et 

{y,z} ont été supposés égaux à 0.4% des valeurs des équivalents isotropes. En sélectionnant les 

modules à 0.5% de leurs équivalents solides, l'erreur moyenne est de 1.5%. Le modèle éléments 

finis permet donc d'obtenir les fréquences propres d'une machine complète avec précision. 

 

 

 

 

Fig. II.27. Coupe transversale de la machine de 7.5 kW et principales dimensions. 
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TABLEAU II.13 

Validation expérimentale du modèle éléments finis sur une machine de 7.5 kW 

(En rouge : pourcentage d'augmentation de l'erreur par rapport aux mesures) 

 

Mode Fréquence propre (Hz) 

m n Mesure Simulation 

2 0 730 765.31 

+4.8% 

2 1 970 1008.19 

+3.9% 

3 0 1942 1981.48 

+2.0% 

3 1 2046 2140.17 

+4.6% 

1 0 3314 3610.35 

+2.6% 

3 2 3628 3585.79 

-1.2% 

4 0 3888 3841.09 

-1.2% 

II.6 CONCLUSION 

Ce chapitre a permis de développer l'approche analytique multiphysique en décrivant les 

modèles qui seront exploités dans les chapitres suivants. Le calcul de la distribution locale des 

efforts magnétiques par le tenseur de Maxwell a été présenté et mis en relation avec d'autres 

méthodes couramment rencontrées. La résolution formelle des équations de Maxwell a été 

décrite et comparée à des résultats expérimentaux qui ont montré sa précision. Le calcul des 

fréquences propres de la machine a été développé pour les modèles analytiques annulaires et 

cylindriques tandis que le rayonnement acoustique a été développé pour les modèles 

cylindriques et sphériques. La modélisation par éléments finis électromagnétique, mécanique 

vibratoire et acoustique 2-D et 3-D est également explicitée car elle sera utilisée dans les 

chapitres suivant pour servir de référence. A ce titre, la modélisation mécanique est confrontée 

à des résultats expérimentaux issus de la littérature scientifique et montre sa précision mais 

aussi ses limites. Dans ce chapitre, les modèles vibro-acoustiques analytiques présentés se 

caractérisent par des temps de calculs courts et il est nécessaire d'établir leur précision sur le 

cas des machines synchrones à aimants dans un contexte automobile. 
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ETUDE DES EMISSIONS VIBRO-ACOUSTIQUES  

D'UNE MACHINE SYNCHRONE A ENTREFER RADIAL  

A AIMANTS MONTES EN SURFACE 

III. ETUDE DES EMISSIONS VIBRO-ACOUSTIQUES 

D'UNE MACHINE SYNCHRONE A ENTREFER RADIAL 

A AIMANTS MONTES EN SURFACE 

 

 

 

III.1 INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, est présenté le calcul des émissions vibro-acoustiques dans le cas d'une 

machine synchrone à aimants à flux radial servant de moteur de traction pour un véhicule 

électrique hybride [Cedrat 2010]. La puissance nominale de cette machine cible est de 50 kW à 

1200 tr.min-1. Les aimants en NdFeB sont montés en surface. Les tôles des noyaux 

ferromagnétiques sont en acier électrique M270-35A. Cette machine possède 48 encoches et 8 

pôles (8p48e). Le bobinage est distribué. Tout d'abord, en vue de l'obtention du bruit rayonné 

par la machine, chaque physique est analysée séparément par une méthode analytique et 

comparé à un modèle par éléments finis. Ces étapes sont présentées sur la figure II.3. Ces 

comparaisons permettent de classer les méthodes analytiques vibro-acoustiques par ordre de 

pertinence dans le cas de la présente étude. Ensuite, grâce à ces observations, un modèle 

faiblement couplé magnéto-vibro-acoustique analytique est construit et comparé à des 

simulations effectuées entièrement par la méthode des éléments finis. Les parties de 

modélisation électromagnétique peuvent sembler mineur par rapport aux parties vibro-

acoustiques. Cette partie est supposée bien connue des électrotechniciens et l'accent n'est pas 

placé dessus. 

CHAPITRE 

III 
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III.2 MODELES ELECTROMAGNETIQUES 

III.2.1 Simulation par éléments finis 

La figure III.1 présente une vue de l’ensemble stator-rotor de la machine modélisée par la 

MEF sur un plan perpendiculaire à l'axe de rotation. Les paramètres renseignés sur la figure 

sont donnés dans le tableau III.1. La machine présente un rapport longueur sur diamètre 

relativement faible et les effets 3-D de bords engendrent une variation de la pression 

magnétique selon la direction axiale. Toutefois, les simulations basées sur la MEF en 3-D 

montrent que ces effets induisent principalement des déformations longitudinales associées au  

 

 

Fig. III.1. Tranche de la moitié de l'ensemble stator-rotor de la machine 8p48e. 

 

TABLEAU III.1 

Paramètres de la machine 8p48e 

 

Symbole Nom Valeur (unité) SÔI{ Rayon de l'arbre 5.6 × 10§� �m� SI Rayon externe du rotor 9.2 × 10§� �m� ℎÔ  Epaisseur des aimants 5.0 × 10§T �m� - Largeur de l’entrefer 6.0 × 10§� �m� ℎNÕ?  Epaisseur des isthmes d'encoches 1.0 × 10§T �m� ℎ,BÖ  Epaisseur totale d'une encoche 3.1 × 10§� �m� S,>?  Rayon externe du stator 1.5 × 10§� �m� 

tÔ Arc polaire des aimants 140 180⁄ �°� 

t,BÖ  Ouverture d'une encoche à l'isthme 1.237 �°� 

 Longueur axiale du stator 7.5 × 10§� �m� 

 Induction rémanente des aimants 1.2 �T� 

 Perméabilité relative des aimants 1.05 
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mode du deuxième ordre, qui, dans le cas présent, sont excitées à des fréquences supérieures au 

spectre audible. De plus, les effets de bords ont peu d'influence sur les résultats dans la partie 

active de la machine. Ainsi, même si une simulation électromagnétique 3-D est nécessaire pour 

comprendre les effets des têtes de bobines, dans la présente étude, son coût n'est pas justifié par 

rapport à la précision attendue sur le spectre vibratoire. De ce fait, les calculs 

électromagnétiques sont réalisés par les éléments finis 2-D [Wang C 2004] au moyen d'un 

logiciel commercial (Flux). Plus précisément, des simulations en pas-à-pas dans le temps ont été 

réalisées pour déterminer la répartition de l'induction dans l'entrefer à vitesse nominale. Les 

courants de l'induit sont sinusoïdaux et la machine fonctionne à charge nominale. Les vibrations 

sont alors généralement 20 à 30% plus importantes que dans un fonctionnement à vide [Valavi 

2012a]. Le courant de phase maximal est de 200 A, et l'angle entre les courants de phase et la 

force contre électromotrice est de 0°. Le bobinage statorique est constitué d'une bobine par 

paires de pôles, de 26 spires chacune. Le coefficient de foisonnement de 0.8. Les bobines d'une 

phase sont en série. Les résistances représentent la charge du générateur. La densité de force 

magnétique est obtenue en utilisant l'expression du tenseur de Maxwell (I.2) obtenue à la 

section I.3.2. 

III.2.2 Simulation par modèle analytique  

et comparaison avec les éléments finis 

La résolution formelle des équations de Maxwell présentée à la section II.3.1 est utilisée 

pour déterminer les composantes de l'induction dans l'entrefer. La saturation magnétique n'est 

pas prise en compte et le modèle est 2-D. 

III.2.2.1 Induction dans l'entrefer à vide 

La répartition spatiale de la composante normale de l'induction magnétique au milieu de 

l'entrefer, à vide, est tracée sur la figure III.2, aussi pour le modèle analytique que pour les 

simulations par éléments finis. La figure III.3 présente la comparaison des composantes 

tangentielles. Les résultats sont quasiment identiques, étant donné l'absence de saturation. Les 

spectres des inductions sont obtenus en considérant un cycle complet sur 360 degrés 

mécaniques. Le contenu harmonique spatial de l'induction à vide est tracé pour les résultats de 

simulation analytique sur la figure III.4. Comme attendu des figures III.2 et III.3, les harmoniques 

prépondérants sont ceux de rang �2à + 1��, à ∈ ℕ et sont dus au rotor, comme constaté dans 

[Sun 2011]. L'harmonique de rang 4 est le plus important.  
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Fig. III.2. Composante normale de l'induction dans l'entrefer à vide. 

 

 
Fig. III.3. Composante tangentielle de l'induction dans l'entrefer à vide. 

 

 
Fig. III.4. Contenu harmonique spatial de l'induction dans l'entrefer à vide. 
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III.2.2.2 Pression électromagnétique à vide 

Les composantes normales et tangentielles de la pression électromagnétique exercée à la 

surface interne du stator, en fonction de la position angulaire en degrés mécaniques, sont 

présentées dans la figure III.5. La composante tangentielle de l'induction étant faible, elle 

impacte peu la composante normale de la pression magnétique, dont la courbe a la forme du 

carré de la composante normale de l'induction. L'amplitude des variations de la composante 

normale de la pression sont le double de celles de sa composante tangentielle. Le contenu 

harmonique spatial des composantes de la pression est tracé sur la figure III.6. Les seuls 

harmoniques de pression pouvant être excités à vide sont ceux de rang multiples de 

PGCD�]lnv, 2�� = 8. Le contenu harmonique de la composante tangentielle de la pression est 

négligeable devant celui de la composante normale. Cette dernière ne possède pas de 

composante continue car elle est de moyenne nulle. 

 
Fig. III.5.Composantes de la pression électromagnétique à vide. 

 

 
Fig. III.6. Contenu harmonique spatial de la pression électromagnétique à vide. 
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III.2.2.3 Induction dans l'entrefer en charge 

Deux cas sont à dissocier. En charge, les courants entraînent la saturation du circuit 

magnétique. Le modèle analytique ne prenant pas en compte la saturation, il est premièrement 

comparé à un modèle éléments finis où le circuit est linéaire isotrope de grande perméabilité 

relative. Ensuite, il est comparé à un modèle dont le circuit magnétique est constitué de tôles 

M270-35A et où la saturation est prise en compte. 

 

 

Calcul linéaire isotrope 

La composante normale de l'induction au milieu de l'entrefer en charge est tracée en 

fonction de la position angulaire en degrés mécaniques sur la figure III.7 et sa composante 

tangentielle sur la figure III.8. Puisqu'il n'y a pas de saturation magnétique, le modèle analytique 

donne des résultats identiques à ceux obtenus par éléments finis. La composante normale de 

l'induction voit sa forme trapézoïdale, observable à vide, modifiée par l'effet de l'augmentation 

du courant dans les conducteurs. Les courants étant importants dans cette étude, la forme de la 

composante normale est profondément impactée et prend cette forme quasi triangulaire. La 

valeur maximale de la composante tangentielle de l'induction atteint moins de la moitié de celle 

de la composante normale. Cette composante tangentielle est de signe contraire à celui de la 

composante normale. 

Le contenu harmonique est présenté sur la figure III.9. Les spectres des inductions sont 

obtenus en considérant un cycle complet sur 360 degrés mécaniques. Les harmoniques 

prépondérants sont ceux de rang �2à + 1��, à ∈ ℕ et sont dus au rotor. De plus, l'harmonique 

de rang 4 est également excité du fait de la répartition du bobinage et donc des courants au 

stator. Ce dernier harmonique est donc le plus important. La composante normale de 

l'induction atteint des valeurs élevées de 3 T. De ce fait, sa composante continue est 1.7 fois 

supérieure que dans le cas à vide. L'harmonique de rang 12 n'est pas modifiée et l'harmonique 

de rang 20 est doublée. La composante tangentielle de l'induction est bien plus importante dans 

le cas en charge qu'à vide, mais sa composante continue reste 10 fois inférieure à celle de la 

composante normale de l'induction. 
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Fig. III.7. Composante normale de l'induction dans l'entrefer en charge, sans saturation. 

 

 
Fig. III.8. Composante tangentielle de l'induction dans l'entrefer en charge, sans saturation. 

 

 
Fig. III.9. Contenu harmonique spatial de l'induction dans l'entrefer en charge, sans saturation. 
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Calcul non linéaire 

La composante normale de l'induction à vide est due aux aimants et est donc en deçà des 

valeurs de saturation. De ce fait, en fonctionnement en charge, la saturation limite les 

amplitudes des variations dues à l'encochage. Il en va de même pour la composante tangentielle 

qui voit ses extrema augmenter sous l'effet d'un courant de plus en plus important, qui sont 

alors limités par la saturation. Les deux composantes de l'induction au milieu de l'entrefer en 

fonction de la position angulaire sont tracées sur la figure III.10. Elles sont obtenues par le 

modèle éléments finis. La composante normale est deux fois moins élevée et la composante 

tangentielle 1.5 fois moins élevées que celles des modèles où la saturation est négligée. 

Toutefois, les formes d'onde de l'induction sont similaires dans les deux cas, linéaire et non 

linéaire.Le contenu harmonique spatial de l'induction est tracé sur la figure III.11. Par rapport à 

celui de la figure III.9, la composante continue de la composante normale de l'induction est deux 

fois moins élevée tandis que celle de la composante tangentielle est identique. En charge, les 

harmoniques de rang 12 et 20 sont similaires dans les deux cas linéaire et non linéaire. 

 
Fig. III.10. Induction dans l'entrefer en charge, avec saturation. 

 
Fig. III.11. Contenu harmonique spatial de l'induction dans l'entrefer en charge, avec saturation. 
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III.2.2.4 Pression électromagnétique en charge 

Calcul linéaire isotrope 

Les composantes de la pression électromagnétique en fonction de la position angulaire 

obtenues par le modèle analytique sont présentées sur la figure III.12. La forme trapézoïdale de 

la composante normale obtenue à vide est particulièrement déformée, son enveloppe est 

désormais triangulaire. L'amplitude maximale de la pression est près de 6 fois plus importante 

qu'à vide pour les deux composantes. 

Le contenu harmonique de la pression est tracé sur la figure III.13. Concernant la 

composante normale de la pression, l'amplitude de l'harmonique de rang 8 à vide est près de la 

moitié de celle de la composante continue tandis qu'en charge, elles sont toutes deux proches. 

De plus, la composante tangentielle est bien plus importante pour le rang 8. Elle possède 

également une composante continue en charge. 

 
Fig. III.12. Composantes de la pression électromagnétique en charge, sans saturation. 

 

 
Fig. III.13. Contenu harmonique spatial de la pression électromagnétique en charge, sans saturation. 



159 
 

 

 

Calcul non linéaire 

Les composantes de la pression électromagnétique en fonction de la position angulaire 

obtenues par le modèle éléments finis, non linéaire, sont présentées sur la figure III.14. La 

pression est presque nulle dans l'espace entre les aimants. La composante normale est 

d'amplitude maximale 4 fois plus faible que dans le cas sans saturation tandis que la 

composante tangentielle seulement 2.5 fois. Ainsi, l'amplitude de la composante tangentielle se 

trouve plus élevée en valeur absolue que celle de la composante normale.  

Le contenu harmonique de la pression est tracé sur la figure III.15. La composante 

normale voit son harmonique de rang 8 dépasser la composante continue en terme 

d'amplitude. La diminution de l'amplitude maximale de la composante tangentielle de la 

pression se répercute avec quasiment le même coefficient sur tous les harmoniques de son 

spectre. Ainsi, l'amplitude des harmoniques de la composante tangentielle valent en valeur 

absolue la moitié de celles de la composante normale. 

 

Fig. III.14. Composantes de la pression électromagnétique en charge, avec saturation. 

 

 

Fig. III.15. Contenu harmonique spatial de la pression électromagnétique en charge, avec saturation. 
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III.3 MODELES VIBRO-ACOUSTIQUES BIDIMENSIONNELS 

III.3.1 Simulation par éléments finis 

La machine est premièrement modélisée en 2-D pour pouvoir étudier dans leur cadre 

d'application les méthodes analytiques issues de la théorie des coques cylindriques infiniment 

longues. La carcasse et les têtes de bobines ne sont pas modélisées. Le détail des encoches ainsi 

modélisées est représenté sur la figure III.16. Les isthmes sont modélisés de la même manière 

que pour le modèle électromagnétique et il n'y a pas de cales d’encoches. Le fond d'encoche est 

semi-circulaire. Or, les méthodes analytiques basées sur la décomposition de la machine en 

coques minces cylindriques (voir section II.3.3.3) suppose de séparer d'un côté le noyau, et de 

l'autre les dents et les enroulements. La séparation la plus évidente serait de l'effectuer au 

niveau du rayon noté 1, le noyau étant bien identifié par un cylindre homogène. Toutefois, le 

fond d'encoche semi-circulaire apporte de la raideur aux dents [Long 2001], et d'autres 

séparations, au niveau des rayons notés 2 (milieu du fond d'encoche) et 3 (début du fond 

d'encoche) seront étudiées.  

III.3.1.1 Fréquences propres 

Les paramètres mécaniques de la machine sont donnés dans la section II.5.2, dans le 

tableau II.4. Pour calculer les fréquences propres, la simulation est paramétrée en choisissant 

une analyse modale et une méthode d'extraction des modes. Cette méthode est l'algorithme de 

Lanczos recommandé pour la rapidité de son exécution et sa précision [ANSYS 2014]. La 

récursivité de Lanczos est accomplie avec un bloc de vecteurs. La figure III.17 montre la 

déformation du stator due à certains modes circonférentiels. 

Afin d'étudier la prise en compte des isthmes et des enroulements, une comparaison des 

fréquences propres des cinq premiers modes circonférentiels obtenus par la MEF est présentée 

dans le tableau III.2. Elle porte donc sur les matériaux utilisés pour modéliser les isthmes et les 

encoches, sachant que le noyau est toujours considéré comme étant en acier. La première 

colonne modélise la machine étudiée puisque les encoches sont remplies de cuivre et les 

isthmes sont vides. Si les isthmes sont remplis du matériau de l’encoche, ils ne sont donc pas 

pris en compte et on observe une différence exprimée en pourcentage dans le tableau. La 

deuxième partie du tableau montre le même effet pour une machine qui serait 

hypothétiquement faite intégralement d'acier et dans laquelle des isthmes auraient pu être 

considérés. Ainsi, que les encoches soient remplies de cuivre ou d'acier, la géométrie des 

isthmes a une influence sur les fréquences propres qui n'est pas négligeable puisqu'elle peut 
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induire une erreur pouvant atteindre 13% dans le cas de la machine avec encoches en cuivre. 

Toutefois, une cale d’encoche ferme généralement l'encoche afin de retenir les conducteurs. 

Elles peuvent être construites à partir de polyester, de polyépoxyde et de tissu de fibres de verre 

[SPI 2011]. Ces cales augmentent la raideur du stator puisqu'elles restreignent les déplacements 

latéraux des dents, particulièrement pour les modes de vibrations élevés. Pour les faibles 

modes, la légère augmentation de la raideur est intégralement compensée par la masse des 

cales [Girgis 1979]. Le cas m = 1 est particulier puisque les forces de Maxwell déplacent le centre 

de gravité du rotor et que la forme du stator est inchangée [Bracikowski 2012]. Il n'est donc pas 

étudié. 

La présence d'enroulements dans les encoches du stator peut être avantageuse d'un point 

de vue vibro-acoustique puisqu'ils accroissent sa raideur et donc contribuent à l'augmentation 

des fréquences naturelles [Girgis 1979]. L'augmentation de la raideur est observable dans le cas 

de la machine étudiée dans la troisième colonne du tableau III.2 "vide/vide" où ne pas 

considérer d'enroulements dans les encoches réduit les fréquences propres de plus de 40% sur 

les modes non nuls. Frohne, dont les formules sont citées à la section II.3.3.2 considère les 

enroulements comme une masse additionnelle. Ceci est erroné puisqu'alors, cela conduit à une 

réduction des fréquences propres [Girgis 1979]. 

 

 

 

 

 

Fig. III.16. Détail des encoches et séparation des cylindres. 

 

1 2 3 
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Fig. III.17. Exagération de la déformation du stator due aux modes circonférentiels : 

a) 0   ;   b) 2   ;   c) 3   ;   d) 4 

 

TABLEAU III.2 

Fréquences propres en Hertz des cinq premiers modes circonférentiels avec la MEF pour différentes configurations 

(En rouge : comparaison par rapport à la première colonne de la section) 

 

 Matériau de l’encoche Cuivre Cuivre Vide Acier Acier 

 Matériau de l’isthme Air Cuivre Vide Acier Vide 

M
o

d
es

 c
ir

co
n

fé
re

n
ti

el
s 

0 3957.2 
4007.8 

+1.28% 

4498.7 

+13.7% 
6934.1 

6749.9 

-2.65% 

2 812.69 
923.67 

+13.6% 

451.37 

-44.5% 
2163.9 

2005.4 

-7.32% 

3 2064.7 
2298.4 

+11.3% 

1194.5 

-42.2% 
5496.5 

5129.0 

-6.69% 

4 3577.3 
3913.0 

+9.38% 

2078.7 

-41.9% 
9375.5 

8806.4 

-6.07% 

5 5267.4 
5684.1 

+7.91% 

2868.0 

-45.6% 
13504 

12757 

-5.54% 

 

III.3.1.2 Déplacements statiques 

A des fins de comparaison, la condition aux limites à appliquer à la surface interne du 

stator doit être modale. . Cela correspond à appliquer la pression sinusoïdale de la forme de 

(III.1), au moyen de la méthode présentée dans la section II.4.3.3. ��tÕ� = ��sin �.tÕ� (III.1) 

 �� est l’amplitude de l’harmonique de pression électromagnétique dont le rang est égal 

au mode circonférentiel d’ordre .. L’amplitude est choisie de façon arbitraire à 1 kPa pour 

toutes les simulations concernant exclusivement les déplacements statiques et le niveau de 

puissance acoustique. Une analyse statique est effectuée. Les déplacements moyens de la 

structure sont calculés à partir des déplacements de chaque nœud du maillage. Les résultats 

pour les premiers modes sont présentés dans le tableau III.3. A amplitude de pression 

a) b) c) d) 
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électromagnétique égale, plus le mode circonférentiel est élevé, plus les déplacements moyens 

de la structure sont faibles. Ceci s’explique par la forme sinusoïdale de la pression appliquée. 

Plus le mode est élevé, plus l’espacement sur la circonférence entre un minimum est un 

maximum est faible, et au moins la machine peut se déformer selon cet extremum puisque 

l’influence du suivant est plus importante. 

III.3.1.3 Niveau de puissance acoustique 

Une surface cylindrique creuse entoure le modèle mécanique précédemment construit. 

Cette surface modélise l’air environnant la machine, comme présenté dans la section II.4.3.4. 

Une analyse harmonique est effectuée. Les résultats pour les premiers modes sont présentés 

dans le tableau III.4. Les déplacements vibratoires diminuant avec l'augmentation de l'ordre des 

modes, le niveau de puissance acoustique diminue également. 

 

 

TABLEAU III.3 

Déplacements moyens de la structure obtenus par le modèle éléments finis 

 

Modes circonférentiels Déplacements moyens (m) 

2 1.63 × 10§j 

3 2.76 × 10§k 

4 8.36 × 10§�� 

5 4.05 × 10§�� 

 

 

 

TABLEAU III.4 

Niveaux de puissance acoustique obtenus par le modèle éléments finis 

 

Modes circonférentiels Niveau de puissance acoustique (dB SWL) 

2 100.7 

3 89.20 

4 79.59 

5 74.19 
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III.3.2 Simulation par modèles analytiques 

III.3.2.1 Fréquences propres 

Les modèles analytiques ont été présentés à la section II.3.3. La présente étude consiste à 

déterminer le modèle analytique permettant de rendre compte le plus précisément possible du 

comportement vibratoire de la machine. Sont comparées : 

a) La machine assimilée à un anneau épais avec effet des dents et enroulements par la 

théorie des anneaux (section II.3.3.1) [Hoppe 1871][Jordan 1950][Yang 1981]. 

b) La machine assimilée à un anneau épais avec effet des dents et enroulements par 

l'approche énergétique (section II.3.3.1) [Boisson 2014a]. 

c) La machine assimilée à un anneau épais avec effet des dents, enroulement et rotor 

(section II.3.3.2) [Tímár 1989]. 

d) La machine décomposée en deux coques minces cylindriques représentant le noyau et 

les dents et enroulements (section II.3.3.3) [Leissa 1993][Wang C 2000a][Huang 

2001][Soedel 2004][Gieras 2006], par les théories de Donnell-Mushtari, Love-

Timoshenko, Goldenveizer-Novozhilov, Houghton-Johns, Biezeno-Grammel, Flügge, 

Sanders, Reissner-Naghdi-Berry, Vlasov, Epstein-Kennard, la membrane, Love-Wang et 

Donnell-Soedel. 

 

 La modélisation analytique ne permet pas de prendre en compte les isthmes et la 

géométrie complexe des encoches comme l’inclinaison ou la forme de leur fond. Dans le cas 

étudié, les dents sont droites, le fond des encoches est semi-circulaire et la carcasse n'est pas 

considérée. Les séparations des cylindres présentées à la figure III.16 sont analysées. Cela 

revient à modifier l'épaisseur de la culasse et la taille des dents. Les résultats pour la première, 

deuxième et troisième séparation sont respectivement présentés dans les tableaux III.5, III.6 et 

III.7. Les différents modèles analytiques sont comparés avec la première colonne du tableau III.2 

du modèle éléments finis. 

Les théories des anneaux a, b et c donnent des résultats très proches et globalement très 

éloignés des théories des cylindres en parallèle. Le modèle assimilant la machine à un anneau 

épais avec effet des dents et enroulements par l'approche énergétique est toutefois le plus 

précis des trois modèles annulaires. Les formules des théories a et c tentent de considérer la 

machine dans sa globalité ce qui n'est pas adéquat pour le cas présent où seul le noyau 

statorique avec bobinage et dents est étudié. Les méthodes de séparation de coques minces 
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cylindriques s'avèrent bien plus précises. Les théories de Love-Timoshenko, Goldenveizer-

Novozhilov, Sanders et Reissner-Naghdi-Berry donnent des résultats en tout point identiques. 

Ces résultats sont très proches de ceux obtenus par les théories de Houghton-Johns, Biezeno-

Grammel, Vlasov, Epstein-Kennard et Kennard simplifié. Finalement, les théories de Donnell-

Mushtari, Flügge et Donnell-Soedel donnent les meilleurs résultats. La théorie de la membrane 

permet uniquement de calculer la fréquence propre du mode d'ordre 0, avec la même précision 

que les autres théories de séparation des cylindres, hormis celle de Donnell-Soedel et de Love-

Wang. En effet, cette dernière ne permet pas de calculer cette fréquence propre. 

Pour toutes les théories, rapprocher la limite de séparation des cylindres vers le noyau 

diminue les fréquences propres. Or, la première séparation donne des résultats trop faibles, et il 

est donc nécessaire de déplacer la séparation vers l'encoche. La séparation donnant les 

meilleurs résultats est celle où le cylindre du noyau commence au début du fond d'encoche, soit 

la troisième. La méthode de Flügge permet alors d'obtenir une erreur moyenne de 4.8% et 

moins d'un pourcent d'erreur sur les fréquences des modes 2 et 5. Ces erreurs s'expliquent en 

partie par la géométrie complexe des encoches et des isthmes. 

En sus de la géométrie des encoches qui ne peut pas être prise en compte, l’erreur 

observée sur les fréquences propres provient également de la théorie analytique. En effet, la 

théorie utilisée concerne des coques minces cylindriques. Or, le stator d’une machine électrique 

n’est pas un cylindre fin car en plus de son noyau, ses dents, ses encoches et ses isthmes forment 

une part importante de son épaisseur. La figure III.18 illustre ce phénomène pour un cylindre de 

rayon externe égal à celui de la machine considérée mais dont l’épaisseur est progressivement 

augmentée. La théorie analytique d’Epstein-Kennard est utilisée car elle présente une bonne 

précision pour les rapports épaisseur sur rayon externe très faibles [Leissa 1993]. Plus ce 

rapport augmente, plus la théorie donne des résultats inexacts. De plus, pour des modes plus 

élevés, le modèle analytique est encore plus imprécis et les valeurs peuvent être doublées par 

rapport à celles trouvées par la MEF. Dans le cas étudié, le rapport de l’épaisseur sur le rayon 

externe du noyau est de 0.12 et ce rapport appliqué à la partie des dents-encoches-isthmes est 

de 0.28. Ainsi, à partir de la figure III.18, il est possible de voir que le modèle analytique apporte 

une imprécision par rapport au modèle basé sur la MEF. 

 Une autre source d'erreur provient de la formule (II.57) de la section II.3.3.3 décrivant la 

formulation équivalente des fréquences propres de la machine décomposée en coques minces 

cylindriques. Pour deux cylindres accolés, cette approximation n'est valable que lorsque les 

modules de Young des cylindres sont d'ordre de grandeur différent. Soit un cylindre de rayon 
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interne égal à 0.1 m et de rayon externe égal à 0.15 m. Ces dimensions sont proches de celle du 

stator étudié. En considérant le modèle 2-D, le cylindre ainsi formé est découpé au rayon 

moyen, en un cylindre dit externe et un cylindre interne, comme montré sur la figure III.19. En 

utilisant la formule (II.55), la raideur équivalente des cylindres s'exprime selon (III.2). � = *�2ª3�� (III.2) 

Ainsi, la formule (II.57) permet de calculer la fréquence propre du cylindre total selon 

(III.3). 

3),owox± ≈ 12ª �*lÙo»2ª3),lÙo¼� +*yno»2ª3),yno¼�*lÙo +*yno  (III.3) 

Pour chaque cylindre, sa masse est calculée et ses fréquences propres calculées par 

éléments finis. Dans le cas où les deux cylindres sont en acier comme montré sur la figure 

III.19(a), la fréquence propre du mode circonférentiel d'ordre 2 calculée par (III.3) est de 1063 

Hz alors qu'elle devrait être de 1963 Hz, comme calculée par un simple modèle éléments finis. 

De même, pour le mode 3, la fréquence correspondante calculée par (III.3) est de 2908 Hz au 

lieu de 5037 Hz. Cette méthode de séparation des cylindres ne peut donc s'appliquer si les 

cylindres possèdent les mêmes propriétés. En contrepartie, si un cylindre de cuivre est entouré 

par un cylindre d'acier comme sur la figure III.19 (b), le mode 2 est excité à 641 Hz par (III.3) au 

lieu de 768 Hz. De plus, le mode 3 est excité à 1764 Hz par (III.3) au lieu de 2023 Hz. Ainsi, la 

formule équivalente peut s'appliquer, avec une précision toute relative, au cas d'une machine 

électrique, où le cylindre formé des dents et des enroulements et le cylindre de la carcasse ont 

des propriétés différentes dont un module de Young bien inférieur à celui de l'acier du noyau. 

Plus le module de Young est réduit, plus la formule (III.3) donne un résultat précis. 
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TABLEAU III.5 

Fréquences propres en Hertz des cinq premiers modes circonférentiels des méthodes analytiques,  

pour la première séparation des cylindres 

(En rouge : comparaison par rapport à la première colonne du tableau III.2) 

 

 Modes circonférentiels 

Théorie 
Erreur 

moyenne 
0 2 3 4 5 

a - Anneau 57.5% 
3485 

-11.9% 

337.5 

-58.5% 

920.1 

-55.4% 

1681 

-53.0% 

2570 

-51.2% 

b - Anneau 55.6% 
2826 

-28.6% 

377.8 

-53.5% 

1022 

-50.5% 

1905 

-46.7% 

3007 

-42.9% 

c - Anneau 55.2% 
3598 

-9.07% 

348.6 

-57.1% 

951.9 

-53.9% 

1743 

-51.3% 

2671 

-49.3% 

d - Donnell-Mushtari 21.3% 
3879 

-1.98% 

646.8 

-20.4% 

1543 

-25.3% 

2804 

-21.6% 

4427 

-16.0 % 

d - Love-Timoshenko 30.0% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1375 

-33.4% 

2645 

-26.1% 

4302 

-18.3% 

d - Goldenveizer-Novozhilov 30.0% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1375 

-33.4% 

2645 

-26.1% 

4302 

-18.3% 

d - Houghton-Johns 31.0% 
3879 

-1.98% 

458.1 

-43.6% 

1365 

-33.9% 

2641 

-26.2% 

4303 

-18.3% 

d - Biezeno-Grammel 29.8% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1378 

-33.3% 

2653 

-25.8% 

4318 

-18.0% 

d - Flügge 18.3% 
3879 

-1.98% 

687.9 

-15.4% 

1595 

-22.8% 

2879 

-19.5% 

4554 

-13.5% 

d - Sanders 30.0% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1375 

-33.4% 

2645 

-26.1% 

4302 

-18.3% 

d - Reissner-Naghdi-Berry 30.0% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1375 

-33.4% 

2645 

-26.1% 

4302 

-18.3% 

d - Vlasov 29.8% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1378 

-33.3% 

2653 

-25.8% 

4318 

-18.0% 

d - Epstein-Kennard 27.9% 
3879 

-1.98% 

499.4 

-38.5% 

1407 

-31.9% 

2717 

-24.1% 

4460 

-15.3% 

d - Kennard simplifié 29.8% 
3879 

-1.98% 

486.0 

-40.2% 

1379 

-33.2% 

2655 

-25.8% 

4323 

-17.9% 

d - Membrane - 
3879 

-1.98% 
0 0 0 0 

d - Love-Wang - 0 
482.9 

-40.6% 

1364 

-34.0% 

2612 

-27.0% 

4219 

-19.9% 

d - Donnell-Soedel 17.9% 
3696 

-6.69% 

724.2 

-10.9% 

1629 

-21.1% 

2897 

-19.0% 

4526 

-14.1% 
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TABLEAU III.6 

Fréquences propres en Hertz des cinq premiers modes circonférentiels des méthodes analytiques,  

pour la deuxième séparation des cylindres 

(En rouge : comparaison par rapport à la première colonne du tableau III.2) 

 

 Modes circonférentiels 

Théorie 
Erreur 

moyenne 
0 2 3 4 5 

a - Anneau 49.1% 
3560 

-10.0% 

 396.1 

-51.3% 

1080 

-47.7% 

1974 

-44.8% 

3020 

-42.7% 

b - Anneau 43.8% 
3029 

 -23.5% 

456.5 

-43.8% 

1233 

-40.3% 

2292 

 -35.9% 

3601 

-31.6% 

c - Anneau 46.5% 
3676 

-7.10% 

409.06 

-49.7% 

 1117 

-45.9% 

 2047 

-42.8% 

3138 

-40.4% 

d - Donnell-Mushtari 14.7% 
3954 

-0.08% 

696.8 

-14.3% 

1662 

-19.5% 

3021 

-15.5% 

4771 

 -9.43% 

d - Love-Timoshenko 24.1% 
3954 

-0.08% 

523.5 

-35.6% 

1481 

-28.3% 

2847 

-20.4% 

4625 

-12.2% 

d - Goldenveizer-Novozhilov 24.1% 
3954 

-0.08% 

523.5 

-35.6% 

1481 

-28.3% 

2847 

-20.4% 

4625 

-12.2% 

d - Houghton-Johns 25.2% 
3954 

-0.08% 

493.4 

-39.3% 

 1470 

-28.8% 

2842 

-20.5% 

4625 

-12.2% 

d - Biezeno-Grammel 24.0% 
3954 

-0.08% 

523.5 

-35.6% 

1483 

-28.2% 

 2854 

-20.2% 

 4638 

-11.9% 

d - Flügge 11.6% 
3954 

-0.08% 

740.8 

-8.85% 

 1716 

-16.9% 

3096 

-13.5% 

 4889 

-7.19% 

d - Sanders 24.1% 
3954 

-0.08% 

523.5 

-35.6% 

1481 

-28.3% 

2847 

-20.4% 

4625 

-12.2% 

d - Reissner-Naghdi-Berry 24.1% 
 3954 

-0.08% 

523.5 

-35.6% 

1481 

-28.3% 

2847 

-20.4% 

4625 

-12.2% 

d - Vlasov 24.0% 
3954 

-0.08% 

523.5 

-35.6% 

1483 

-28.2% 

 2854 

-20.2% 

 4638 

-11.9% 

d - Epstein-Kennard 22.5% 
3954 

-0.08% 

535.1 

-34.2% 

1508 

-27.0% 

2906 

-18.8% 

4748 

-9.86% 

d - Kennard simplifié 24.0% 
3954 

-0.08% 

523.6 

-35.6% 

1484 

-28.1% 

2855 

-20.2% 

4642 

-11.9% 

d - Membrane - 
3954 

-0.08% 
0 0 0 0 

d - Love-Wang - 0 
520.7 

-35.9% 

1471 

-28.8% 

2817 

-21.2% 

4553 

-13.6% 

d - Donnell-Soedel 11.0% 
3765 

-4.90% 

 780.0 

-4.02% 

1755 

-15.0% 

 3120 

-12.8% 

4875 

 -7.40% 
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TABLEAU III.7 

Fréquences propres en Hertz des cinq premiers modes circonférentiels des méthodes analytiques, 

pour la troisième séparation des cylindres 

(En rouge : comparaison par rapport à la première colonne du tableau III.2) 

 

 Modes circonférentiels 

Théorie 
Erreur 

moyenne 
0 2 3 4 5 

a - Anneau 40.5% 
3638 

-8.06% 

457.5 

-43.7% 

1246 

-39.7% 

2273 

-36.5% 

3470 

-34.1% 

b - Anneau 31.6% 
3223 

-18.6% 

539.5 

-33.6% 

1455 

-29.5% 

2694 

-24.7% 

4211 

-20.0% 

c - Anneau 37.5% 
3756 

-5.08% 

472.6 

-41.8% 

1290 

-37.5% 

2360 

-34.0% 

3616 

-31.4% 

d - Donnell-Mushtari 7.7% 
4032 

+1.89% 

757.3 

-6.82% 

1807 

-12.5% 

3284 

-8.20% 

5186 

-1.55% 

d - Love-Timoshenko 18.1% 
4032 

+1.89% 

568.8 

-30.0% 

1609 

-22.1% 

3092 

-13.6% 

5021 

-4.68% 

d - Goldenveizer-Novozhilov 18.1% 
4032 

+1.89% 

568.8 

-30.0% 

1609 

-22.1% 

3092 

-13.6% 

5021 

-4.68% 

d - Houghton-Johns 19.2% 
4032 

+1.89% 

536.2 

-34.0% 

1597 

-22.7% 

3087 

-13.7% 

5020 

-4.69% 

d - Biezeno-Grammel 17.9% 
4032 

+1.89% 

568.8 

-30.0% 

1611 

-22.0% 

 3099 

-13.4% 

5033 

-4.44% 

d - Flügge 4.8% 
4032 

+1.89% 

804.9 

-0.95% 

1865 

-9.69% 

3361 

-6.04% 

5304 

+0.69% 

d - Sanders 18.1% 
4032 

+1.89% 

568.8 

-30.0% 

1609 

-22.1% 

3092 

-13.6% 

5021 

-4.68% 

d - Reissner-Naghdi-Berry 18.1% 
4032 

+1.89% 

568.8 

-30.0% 

1609 

-22.1% 

3092 

-13.6% 

5021 

-4.68% 

d - Vlasov 17.9% 
4032 

+1.89% 

568.8 

-30.0% 

1611 

-22.0% 

 3099 

-13.4% 

5033 

-4.44% 

d - Epstein-Kennard 16.5% 
4032 

+1.89% 

579.9 

-28.6% 

1634 

-20.8% 

3146 

-12.1% 

5127 

-2.66% 

d - Kennard simplifié 17.9% 
4032 

+1.89% 

569.0 

-30.0% 

1612 

-21.9% 

3101 

-13.3% 

5037 

-4.38% 

d - Membrane - 
4032 

+1.89% 
0 0 0 0 

d - Love-Wang - 0 
566.1 

-30.3% 

1599 

-22.5% 

3064 

-14.3% 

4952 

-5.98% 

d - Donnell-Soedel 5.2% 
3839 

-2.99% 

847.6    

+4.30% 

1907 

-7.63% 

3390 

-5.22% 

5298 

+0.57% 
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Fig. III.18. Influence sur les fréquences propres du rapport de l'épaisseur sur le rayon externe du cylindre. 

 

 

 

 

 

 

              (a)           (b) 

Fig. III.19. Etude de validité de la formule équivalente des fréquences propres de deux cylindres accolés : 

(a) deux cylindres en acier 

(b) un cylindre en cuivre encerclé par un cylindre en acier 
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III.3.2.2 Déplacements statiques 

Les trois formulations présentées à la section II.3.4 sont comparées dans la présente 

section. Les déplacements moyens de la structure sont calculés par mode, pour une pression 

électromagnétique de 1 kPa. Les résultats sont présentés dans le tableau III.8. Les modèles a, b 

et c correspondent respectivement aux formules (II.97) [Gieras 2006], (II.98) [Tímár 1989] et 

(II.101) [Zhu 1993e]. Les modèles b et c sont particulièrement mal adaptées pour la 

détermination des déplacements dans le cadre de la machine étudiée. Le premier modèle donne 

de meilleurs résultats malgré la formulation très simple. Dans ces trois modèles, il n’est possible 

de considérer qu’un unique matériau en termes de traction-déformation, au moyen du module 

de Young. Ceci conduit à une forte imprécision. 

Les matériaux du stator n’ont que peu d’influence sur l’erreur commise avec le premier 

modèle analytique par rapport au modèle utilisant la MEF. En effet, pour le mode circonférentiel 

d’ordre 2, si la machine est intégralement réalisée en acier, l’erreur entre les résultats obtenus 

par les deux modèles est de +97.3% et pour une machine intégralement réalisée en cuivre, cette 

erreur est de +95.4%. De manière à vérifier si comme dans la figure III.18 relative aux 

fréquences propres, l'épaisseur du stator a une influence sur l'erreur entre modèle analytique et 

modèle utilisant la MEF, la figure III.20 est proposée. Les pourcentages d'erreurs sur les 

déplacements moyens de la structure en utilisant les modèles a et b sont tracés sur deux 

échelles différentes en fonction de l'épaisseur totale du stator d'une machine. Les calculs sont 

effectués sur le mode circonférentiel d'ordre 2. Ainsi, bien que l'erreur diminue 

significativement avec l'augmentation de l'épaisseur du stator pour les déplacements calculés 

en utilisant le deuxième modèle, les résultats au moyen du premier modèle ne sont presque pas 

impactés par les changements opérés au stator. Ainsi, les déplacements statiques calculés 

analytiquement au moyen des trois formules analytiques proposés souffrent d'une imprécision 

importante et le première modèle reste toutefois le plus à-même de donner des résultats 

intéressants dans cette étude. 
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TABLEAU III.8 

Déplacements moyens de la structure obtenus par les modèles analytiques. 

(En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis du tableau III.3) 

 

 Amplitude des déplacements moyens (m) 

Modes circonférentiels a b c 

2 2.74 × 10§j 

+68% 

2.97 × 10§l 

+1722% 

2.35 × 10§l 

+1342% 

3 4.25 × 10§k 

+54% 

4.18 × 10§j 

+1414% 

3.59 × 10§j 

+1201% 

4 1.42 × 10§k 

+70% 

1.19 × 10§j 

+1323% 

1.21 × 10§j 

+1347% 

5 6.53 × 10§�� 

+61% 

4.64 × 10§k 

+1046% 

5.73 × 10§k 

+1315% 

 

 

Fig. III.20. Evolution du pourcentage d'erreur des déplacements moyens de la structure  

en fonction de l'épaisseur du stator complet. 

 

III.3.2.3 Niveau de puissance acoustique 

Pour différents modes circonférentiels, les niveaux de puissance acoustique obtenus par 

la MEF et les modèles analytiques sont compilés dans le tableau III.9. Les modèles a, b et c 

correspondent aux formules (II.114) [Zhu 1994], (II.109) [Gieras 2006] et (II.122) [Tímár 

1989]. Les résultats analytiques sont proches de ceux attendus avec la MEF. Le troisième 

modèle permet de calculer le niveau de puissance acoustique d'une sphère. Il donne des 
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résultats sensiblement moins proches de ceux obtenus avec la MEF. Les écarts entre modèles a 

et b étant faibles, il n'est pas possible d'être catégorique quant à savoir si une méthode surpasse 

l'autre. En effet, la modélisation MEF doit considérer des éléments fluidiques répartis à une 

distance importante du stator qu'il faut avoir en très grand nombre pour que des éléments 

soient placés le plus proche possible d'un extremum de pression. Or, il n'est jamais certain qu'un 

élément soit placé exactement à cet extremum, bien qu'il soit très proche. Ainsi, la valeur 

obtenue peut s'avérer être légèrement inférieure à celle qui devrait être logiquement calculée 

par le logiciel utilisant la MEF. Il en résulte que le résultat obtenu avec la MEF est toujours très 

légèrement inférieur à celui qui devrait être obtenu. Il faut de plus s'attendre à ce que les 

résultats obtenus par la MEF soit également différents de ceux obtenus par l'expérience. 

La figure III.21 montre les facteurs de rayonnement des trois théories pour le cas étudié 

au deuxième mode circonférentiel. On remarque que le modèle de la sphère est assez éloigné 

des deux modèles cylindriques à l’abscisse 2.9099 qui correspond à la fréquence naturelle 

812.69 Hz du deuxième mode circonférentiel.  

 

 

 

TABLEAU III.9 

Niveaux de puissance acoustique obtenus par les modèles analytiques 

(En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis du tableau III.4) 

 

 Niveau de puissance acoustique (dB SWL) 

Modes circonférentiels a b c 

2 98.06 

-2.58% 

98.29 

-2.35% 

95.44 

-5.18% 

3 90.69 

+1.67% 

90.72 

+1.70% 

90.77 

+1.75% 

4 81.38 

+2.26% 

81.39 

+2.26% 

81.45 

+2.34% 

5 74.35 

+0.22% 

74.35 

+0.22% 

74.40 

+0.28% 
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Fig. III.21. Facteurs de rayonnement des théories analytiques considérées,  

pour le deuxième mode circonférentiel de la machine étudiée. 

III.3.2.4 Modèle vibro-acoustique complet 

Puisque chaque partie a pu être validée séparément, il est possible de comparer 

l’ensemble du modèle simulé analytiquement avec la modélisation par éléments finis. 

Jusqu’alors, les résultats obtenus par la MEF n’ont pas fait appel aux formules analytiques, sauf 

pour le coefficient d’amortissement qui ne peut être donné autrement qu’au moyen d’une 

machine réelle. Ainsi, les résultats attendus par le modèle analytique sont ceux du tableau III.4. 

D’après la figure II.3 de la section II.3.2, les seules entrées du modèle vibro-acoustique sont les 

paramètres géométriques et le modèle électromagnétique symbolisé ici par la pression 

sinusoïdale d’amplitude égale à 1kPa. Il a été établi à la section III.3.2.1 que la méthode la plus 

précise permettant de calculer les fréquences propres était celle de Flügge-Byrne-Lur’ye dont la 

limite des deux cylindres dans le modèle analytique est placée au début du demi-cercle du fond 

d’encoche. C’est ce modèle qui est utilisé ici. A la section III.3.2.2, les déplacements statiques 

calculés en utilisant la formule (II.97) se sont avérés les plus pertinents et cette formule est 

utilisée. Pour finir, le facteur de rayonnement établi à la section III.2.2.3 à partir du cylindre 

infini de (II.109) donne une bonne approximation et est également considéré. 

Les fréquences propres sont celles obtenues à la section III.2.2.1 puisqu'elles étaient 

calculées sans référence au modèle éléments finis. Les déplacements statiques sont calculés au 

moyen des fréquences propres et tous les résultats sont compilés dans le tableau III.10. Les 

résultats systématiquement placés à gauche pour chaque mode circonférentiel sont basés sur le 

calcul des déplacements statiques par (II.97) [Gieras 2006]. Ceux à droite par (II.98) [Tímár 
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1989], pour comparaison. Les premiers donnent une erreur moyenne de 2.17% sur le niveau de 

puissance acoustique tandis que les seconds 4.22%. Toutefois, le niveau de puissance 

acoustique du mode 2 est mieux approché avec le deuxième modèle du fait d'une compensation 

des erreurs sur le facteur de rayonnement et les déplacements statiques. Les résultats des 

calculs des fréquences propres se répercutent sur le niveau de puissance acoustique, ce qui 

explique en partie l'erreur sur ce dernier. En effet les fréquences propres impactent le facteur de 

grossissement du fait du coefficient d'amortissement. Le facteur de rayonnement est également 

modifié. En définitive, le premier modèle vibro-acoustique complet est validé par éléments finis 

et il peut donc être exploité pour déterminer le niveau de puissance acoustique d'une machine. 

 

TABLEAU III.10 

Résultats du modèle 2-D vibro-acoustique analytique complet 

 (En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis) 

 

Mode circonférentiel 2 3 

Fréquence naturelle (Hz) 804.9 

-0.95% 

1806 

-9.69% 

Déplacements statiques (m) 

(II.97)[Gieras2006]--(II.98)[Tímár1989] 2.93 × 10§j 

+79.8% 

1.35 × 10§l 

+728% 

5.45 × 10§k 

+97.5% 

1.90 × 10§j 

+588% 

Coefficient d’amortissement 1.34 × 10§� 1.81 × 10§� 

Facteur de grossissement 37.3 27.7 

Déplacements dynamiques (m) 1.10 × 10§ú 5.04 × 10§ú 1.51 × 10§l 5.26 × 10§l 

Facteur de rayonnement 1.10 1.17 

Niveau de puissance acoustique (dB) 
97.12 

-3.56% 

102.4 

+1.69% 

90.75 

+1.74% 

95.37 

+6.92% 

Mode circonférentiel 4 5 

Fréquence naturelle (Hz) 3361 

-6.04% 

5304 

+0.69% 

Déplacements statiques (m) 

(II.97)[Gieras2006]--(II.98)[Tímár1989] 1.68 × 10§k 

+101% 

5.40 × 10§k 

+546% 

6.74 × 10§�� 

+66.4% 

2.11 × 10§k 

+421% 

Coefficient d’amortissement 2.46 × 10§� 

 

3.32 × 10§� 

 

Facteur de grossissement 20.3 15.1 

Déplacements dynamiques (m) 3.40 × 10§j 1.10 × 10§l 1.02 × 10§j 3.18 × 10§j 

Facteur de rayonnement 1.10 1.06 

Niveau de puissance acoustique (dB) 
81.80 

+2.78% 

84.39 

+6.03% 

74.64 

+0.61% 

75.87 

+2.26% 
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III.4 MODELES VIBRO-ACOUSTIQUES TRIDIMENSIONNELS 

III.4.1 Fréquences propres 

La modélisation bidimensionnelle permet d'avoir une idée du comportement vibro-

acoustique modal de la machine. Or, l'influence de la carcasse et de la longueur de cette machine 

ne peut s'effectuer qu'en trois dimensions. L'étude des fréquences propres, ci-dessous, se 

propose de partir des résultats de la section III.3 en extrudant la machine et en y rajoutant 

progressivement les éléments tels que les têtes de bobines, la carcasse et les paliers à flasque. 

Puisque le noyau statorique et la carcasse peuvent être modélisés comme deux cylindre creux, 

épais et de longueur finie, il est important de s'intéresser à leur comportement avant celui de la 

machine. 

III.4.1.1 Fréquences propres d'un cylindre creux, épais, de longueur finie 

Bien que généralement les modes associés aux cylindres soient de type radiaux, 

longitudinaux ou une combinaison des deux, il est parfois délicat d'observer à partir d'une 

représentation de la déformation à quels modes cette déformation correspond. Tous les modes 

de vibration des cylindres homogènes, creux, épais et de longueur finie peuvent être classés en 

six catégories comme présenté dans la section I.5.3. Le critère d'attribution des modes 

circonférentiels et longitudinaux m et n est utilisé. 

Le noyau statorique peut être analysé en première approche comme un tel cylindre. Pour 

le modéliser en 3-D sous ANSYS, il est possible d'extruder les précédentes surfaces modélisées 

en 2-D ou de reconstruire la machine directement en 3-D au moyen d'éléments correspondants. 

Puisqu'un code de simulation ANSYS a été développé dans le cadre de ces travaux, et qu'il se 

veut le plus général possible, l'extrusion est choisie par simplification. Le maillage de la surface 

servant de base à l'extrusion est supprimé pour remailler l'intégralité de la machine à l'aide 

d'éléments tétraédriques. L'extrusion du noyau avec une longueur quelconque est présentée 

dans la figure III.22(a). 

Bien que les modes longitudinaux soient impactés par la longueur du cylindre, cette 

dernière a une faible influence sur les modes circonférentiels [Wang H 1997]. La figure III.23 

présente l'évolution des fréquences propres des modes circonférentiels d'ordre 2 et 3 et 

longitudinal d'ordre 0, normalisées par rapport aux fréquences des mêmes ordres des solutions 

2-D, et ce, en fonction du rapport de la longueur du cylindre sur son rayon. Le rayon de ce 

cylindre est égal à celui de la culasse statorique, dents comprises. Les extrémités du cylindre 

sont libres puisque la culasse statorique sera soumise aux mêmes conditions. Il en résulte que 
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les fréquences propres des modes circonférentiels augmentent très légèrement avec la 

longueur et les cas 3-D et 2-D coïncident pour une longueur la plus faible possible. Ainsi, la 

simulation 2-D permet de déterminer le comportement vibratoire purement circonférentiel de 

la machine sans carcasse avec une précision très acceptable [Long 2001]. Cette augmentation 

des fréquences propres se vérifie également pour les modes longitudinaux non nuls. Toutefois, 

dans le cas du carter où le cylindre est contraint de manière simplement supporté ou 

complètement fixé, les fréquences propres diminuent avec la longueur. 

 

 

 

Fig. III.22. Extrusion : (a) d'un anneau épais (b) du noyau, des dents et du cuivre des encoches. 

 

 

Fig. III.23. Evolution des fréquences propres des modes circonférentiels d'ordre 2 et 3 et longitudinal d'ordre 0, 

normalisée par rapport aux fréquences de mêmes ordres de la simulation 2-D. 
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III.4.1.2 Fréquences propres du stator extrudé 

La différence entre les modèles de la section précédente et la présente est la prise en 

compte des dents et des enroulements. Le stator modélisé en 2-D présenté dans la section III.3 

est extrudé sur sa longueur de 75 mm comme le présente la figure III.23(b). Un code de 

simulation analytique est proposé dans ces travaux et il se veut le plus général possible. Or, la 

connaissance des paramètres classiques géométriques et physiques de la machine ne suffit pas 

à connaître précisément son comportement vibro-acoustique. Les contraintes propres à la 

machine manufacturée ne peuvent être connues à l'avance. De manière à étudier l'influence du 

feuilletage modélisé par un matériau acier orthotrope, la machine est simulée par éléments finis 

pour trois types de culasse ; une isotrope et deux orthotropes. Leurs paramètres mécaniques 

sont explicités dans le tableau III.11. 

Le type orthotrope 1 est celui considéré dans [Wang C 1999][Wang C 2005[Gieras 2006] 

tandis que le type orthotrope 2 est suggéré dans [Garvey 1989][Garvey 2004]. Les deux 

extrema de pourcentage de réduction pour (¶ et ·>¶ = ·µ¶ sont analysés. Les enroulements 

sont considérés isotropes avec les caractéristiques décrites à la section II.5.2, dans le tableau II.4. 

Les résultats sont présentés dans le tableau III.12. Une ligne est ajoutée pour les modes 

longitudinaux nuls de manière à comparer les résultats 3-D aux résultats 2-D de la section 

III.3.1.1. Les fréquences des modes purement circonférentiels sont impactés par les propriétés 

axiales du matériau. En effet, la réduction conjointe du module de Young et du module de 

cisaillement diminuent les fréquences propres et le modèle 2-D est plus proche du modèle 

orthotrope 2 pour les modes circonférentiels 2 à 4. Comme il était attendu, de grandes 

différences apparaissent entre le modèle isotrope et les modèles orthotropes et ce 

particulièrement pour les modes longitudinaux égaux à 1. Les modèles orthotropes ne donnent 

pas les mêmes résultats et sont particulièrement différents pour certaines combinaisons de m et 

n. Ces résultats montrent donc qu'il est nécessaire de connaître avec précision les propriétés 

mécaniques de la machine pour prédire précisément son comportement vibratoire. 

 

TABLEAU III.11 

Paramètres mécaniques des culasses statoriques étudiées 

 

Type (>  (GPa) (µ (GPa) (¶ (GPa) ·>µ  (GPa) ·>¶  (GPa) ·µ¶ (GPa) 

Isotrope 200 200 200 79.3 79.3 79.3 

Orthotrope 1 200 200 4 (2%) 79.3 1.57 (2%) 1.57 (2%) 

Orthotrope 2 200 200 0.8 (0.4%) 79.3 0.3 (0.4%) 0.3 (0.4%) 
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TABLEAU III.12 

Fréquences propres en Hertz des premiers modes du stator de la machine pour différents matériaux de culasse 

 

m 

n 
2 3 4 5 

0 

MEF - isotrope 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

MEF - 2D 

 

896.47 

851.41 

836.85 

812.69 

 

2266.8 

2161.8 

2121.4 

2064.7 

 

3911.7 

3723.6 

3633.2 

3577.3 

 

5741.7 

5339.6 

5080.9 

5267.4 

1 

MEF - isotrope 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

 

1387.2 

1204.3 

1369.5 

 

3659.0 

1375.7 

2154.3 

 

6031.3 

2176.6 

2825.7 

 

7709.3 

2909.3 

3128.7 

2 

MEF - isotrope 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

 

3886.6 

2253.6 

2689.6 

 

5081.3 

3052.4 

2837.3 

 

6660.4 

4127.7 

3013.7 

 

7773.5 

5208.3 

5465.9 

 

 

III.4.1.3 Fréquences propres du stator extrudé avec têtes de bobines 

De manière à simplifier leur modélisation en vue de l'étude de leur influence, les têtes de 

bobines sont considérées comme des cylindres attachés aux enroulements présents dans les 

encoches, et qui sont extérieurs à celles-ci. Une représentation est présentée dans la figure III.24. 

Le matériau de la culasse est orthotrope et est du type 2 présenté à la section précédente. Le 

cuivre dans les encoches et les têtes de bobines est considéré comme isotrope. Le tableau III.13 

montre l'influence de l'épaisseur des têtes de bobines sur le modèle qui ne les prend pas en 

compte. La prise en compte des têtes de bobines diminue systématiquement les fréquences 

propres de la machine, hormis dans le cas où �., <� = �5,1�. La diminution est d'autant plus 

importante que les têtes de bobines sont épaisses. Elles ne peuvent être négligées. 
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Fig. III.24. Modélisation par éléments finis de la culasse statorique seule et des enroulements avec têtes de bobines. 

 

TABLEAU III.13 

Fréquences propres en Hertz des premiers modes du stator de la machine pour différentes têtes de bobines 

 

m 

n 
2 3 4 5 

0 

MEF - Pas de têtes 

MEF - Epaisseur de 1cm 

MEF - Epaisseur de 3cm 

 

836.85 

781.29 

693.84 

 

2121.4 

1936.6 

1633.1 

 

3633.2 

3210.9 

2938.4 

 

5080.9 

4255.6 

4079.2 

1 

MEF - Pas de têtes 

MEF - Epaisseur de 1cm 

MEF - Epaisseur de 3cm 

 

1369.5 

1162.4 

1052.1 

 

2154.3 

1883.7 

1674.3 

 

2825.7 

2628.8 

2494.7 

 

3128.7 

3089.0 

3136.5 

2 

MEF - Pas de têtes 

MEF - Epaisseur de 1cm 

MEF - Epaisseur de 3cm 

 

2689.6 

2348.9 

1843.2 

 

2837.3 

2628.7 

2315.8 

 

3013.7 

2664.4 

2501.0 

 

5465.9 

5120.5 

5011.3 
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III.4.1.4 Fréquences propres de la carcasse seule 

La carcasse est considérée en première approche comme un cylindre fermé, creux et 

contraint à ses extrémités. En effet, deux plaques qui sont les paliers ferment le cylindre. Elles 

sont relativement épaisses et un cas complètement fixé est considéré [Gieras 2006]. La 

déformation longitudinale est donc différente de celle obtenue dans les sections III.4.1.1 à 

III.4.1.3 où le stator est libre à ses extrémités. Pour étudier la validité des formules analytiques 

ainsi que l'augmentation de l'épaisseur et du rayon, une carcasse de 7 mm d'épaisseur est 

étudiée. Puisque la longueur axiale de la machine est de 75 mm et que les têtes de bobines sont 

déterminées à 30 mm, une longueur de carcasse de 175 mm est considérée. La figure III.25 

montre la déformation de la carcasse due au mode circonférentiel d'ordre 2 et aux modes 

longitudinaux 1 à 4. Le tableau III.14 présente les résultats des différentes théories analytiques 

des coques minces cylindriques pour le cas de la carcasse considérées et une comparaison avec 

les résultats obtenus par la MEF est proposée. Mise à part l'équation de la membrane, les 

modèles analytiques présentés dans [Leissa 1993] donnent de meilleurs résultats dans ce cas 

de carcasse que les modèles de Love-Wang et Donnell-Soedel [Wang C 2000a]. Toutefois, les 

résultats sont proches les uns des autres en comparaison aux résultats de la MEF qu'ils 

approchent avec des erreurs allant au-delà de 30%. Il n'est pas possible de dégager une loi 

comportementale des méthodes analytiques vis-à-vis de la MEF mais généralement, une 

différence croissante est observée pour des modes longitudinaux de plus en plus élevés. De plus, 

les modes circonférentiels plus élevés sont mieux approchés par les théories analytiques que les 

modes les plus faibles. Compte tenu de ces différentes observations, la théorie d'Epstein-

Kennard donne souvent les meilleurs résultats et sera considérée. 

L'épaisseur du carter est investiguée. Sur la figure III.26 est présentée l'évolution du 

pourcentage d'augmentation de l'erreur commise par le modèle analytique par rapport au 

modèle aux éléments finis en fonction du rapport de l'épaisseur sur le rayon du carter, pour le 

mode longitudinal 1 et les modes circonférentiels 2 et 3. Puisque la théorie d'Epstein-Kennard 

concerne les coques cylindriques fines [Leissa 1993], les résultats analytiques sont plus proches 

des résultats par la MEF dans le cas des épaisseurs les plus fines possibles. L'erreur augmente 

rapidement jusqu'à atteindre +80% dans le cas où l'épaisseur représente un dixième du rayon. 

Plus le nombre de modes circonférentiels augmente, plus l'erreur augmente. Dans le cas étudié, 

le rapport de l'épaisseur sur le rayon vaut approximativement 0.048 ce qui induit des erreurs 

de l'ordre de 20%. Or, ces simulations sont effectuées pour un cylindre relativement court de 

175 mm soit un rapport de longueur sur rayon de 1.17. La théorie d'Epstein-Kennard est bien 
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plus adaptée aux cylindres infiniment longs [Leissa 1993] et cette tendance est vérifiée par la 

figure III.27. Dans cette figure, est tracée l'évolution du pourcentage d'augmentation de l'erreur 

commise par le modèle analytique par rapport au modèle éléments finis en fonction du rapport 

de la longueur sur le rayon du carter, pour le mode longitudinal 1 et les modes circonférentiels 2 

et 3. Plus la longueur augmente, plus les fréquences naturelles obtenues analytiquement se 

rapprochent de celles obtenues par la MEF. Pour de faibles longueurs, le modèle analytique 

s'éloigne complètement des résultats par éléments finis. Il en résulte que comme la carcasse est 

relativement épaisse et courte par rapport aux considérations des modèles analytiques, des 

erreurs importantes peuvent être commises dans le calcul des fréquences naturelles. 

 

Fig. III.25. Déformation de la carcasse due au mode circonférentiel d'ordre 2  

et aux modes longitudinaux : (a) 1 ; (b) 2 ; (c) 3 ; (d) 4. 

 

 

Fig. III.26. Evolution du pourcentage d'erreur commise par le modèle analytique par rapport  

aumodèle éléments finis en fonction du rapport de l'épaisseur sur le rayon du carter,  

pour le mode longitudinal 1 et les modes circonférentiels 2 et 3. 
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TABLEAU III.14 

Fréquences propres (Hz) des premiers modes circonférentiels  

des méthodes analytiques présentées dans l’état de l’art 

(En rouge : comparaison par rapport aux résultats de la MEF) 

 

n                              m 0 1 2 3 4 5 

1 

Donnell 

Love 

Goldenveizer 

Houghton 

Biezeno 

Flügge 

Sanders 

Reissner 

Vlasov 

Epstein 

Kennard 

Membrane 

Wang 

Soedel 

MEF 

 

5560.9 +0.8% 

5556.0 +0.7% 

5560.8 +0.8% 

5560.9 +0.8% 

5557.3 +0.7% 

5554.6 +0.7% 

5560.8 +0.8% 

5560.1 +0.8% 

5569.1 +0.9% 

5550.5 +0.6% 

5561.8 +0.8% 

5480.1 -0.7% 

5598.8 +1.5% 

5618.9 +1.8% 

5517.5 

 

5093.5 +13.4% 

5089.6 +13.3% 

5088.7 +13.3% 

5087.6 +13.2% 

5087.0 +13.2% 

5084.2 +13.2% 

5089.6 +13.3% 

5089.9 +13.3% 

5096.6 +13.4% 

5080.1 +13.1% 

5092.9 +13.4% 

4992.4 +11.1% 

5263.0 +17.1% 

5327.1 +18.6% 

4492.6 

 

4192.3 +21.5% 

4186.1 +21.3% 

4174.9 +21.0% 

4172.5 +20.9% 

4176.5 +21.0% 

4173.7 +20.9% 

4177.6 +21.0% 

4180.1 +21.1% 

4182.9 +21.2% 

4169.0 +20.8% 

4186.7 +21.3% 

4008.2 +16.1% 

4547.4 +31.7% 

4662.1 +35.1% 

3451.7 

 

3463.4 +19.3% 

3445.8 +18.7% 

3425.8 +18.0% 

3423.0 +17.9% 

3430.6 +18.1% 

3428.1 +18.1% 

3430.1 +18.1% 

3435.8 +18.3% 

3434.7 +18.3% 

3422.5 +17.9% 

3447.8 +18.7% 

3063.1 +5.50% 

3903.2 +34.4% 

4029.5 +38.8% 

2903.8 

 

3178.2 +13.9% 

3140.6 +12.6% 

3116.6 +11.7% 

3113.9 +11.6% 

3123.8 +12.0% 

3121.6 +11.9% 

3121.5 +11.9% 

3130.2 +12.2% 

3126.3 +12.1% 

3116.1 +11.7% 

3147.9 +12.9% 

2319.7 -16.8% 

3603.6 +29.2% 

3730.9 +33.8% 

2789.3 

 

3397.0 +11% 

3339.5 +9.1% 

3317.3 +8.4% 

3314.9 +8.3% 

3325.3 +8.7% 

3323.0 +8.6% 

3321.5 +8.6% 

3331.5 +8.9% 

3326.7 +8.7% 

3320.1 +8.5% 

3352.3 +9.6% 

1773.9 -42% 

3748.4 +23% 

3879.3 +27% 

3059.7 

2 

Donnell 

Love 

Goldenveizer 

Houghton 

Biezeno 

Flügge 

Sanders 

Reissner 

Vlasov 

Epstein 

Kennard 

Membrane 

Wang  

Soedel 

MEF 

 

6320.5 +8.1% 

6316.6 +8.0% 

6319.8 +8.1% 

6320.5 +8.1% 

6307.7 +7.9% 

6306.1 +7.9% 

6320.1 +8.1% 

6319.8 +8.1% 

6336.7 +8.4% 

6289.6 +7.6% 

6321.4 +8.1% 

5550.9 -5.1% 

6499.6 +11.2% 

6507.7 +11.3% 

5846.4 

 

6226.9 +10.5% 

6223.2 +10.5% 

6222.1 +10.5% 

6222.3 +10.5% 

6211.6 +10.3% 

6209.8 +10.2% 

6223.3 +10.5% 

6223.7 +10.5% 

6239.2 +10.8% 

6193.5 +10.0% 

6226.4 +10.5% 

5401.3 -4.10% 

6433.5 +14.2% 

6450.9 +14.5% 

5632.9 

 

6008.5 +15.6% 

6004.3 +15.5% 

5992.1 +15.3% 

5991.4 +15.2% 

5985.8 +15.1% 

5983.7 +15.1% 

5995.5 +15.3% 

5998.0 +15.4% 

6009.9 +15.6% 

5968.1 +14.8% 

6003.9 +15.5% 

5002.1 -3.80% 

6280.6 +20.8% 

6320.4 +21.6% 

5198.8 

 

5810.3 +18.9% 

5802.2 +18.7% 

5777.0 +18.2% 

5775.4 +18.2% 

5776.1 +18.2% 

5773.6 +18.1% 

5783.0 +18.3% 

5788.5 +18.4% 

5795.5 +18.6% 

5759.4 +17.8% 

5799.2 +18.7% 

4462.6 -8.70% 

6150.7 +25.8% 

6215.9 +27.2% 

4887.1 

 

5781.9 +18.6% 

5765.1 +18.3% 

5729.3 +17.5% 

5727.1 +17.5% 

5733.7 +17.6% 

5730.8 +17.6% 

5737.4 +17.7% 

5746.0 +17.9% 

5748.4 +17.9% 

5719.4 +17.3% 

5762.4 +18.2% 

3886.5 -20.3% 

6163.9 +26.4% 

6251.4 +28.2% 

4874.5 

 

6024.0 +16.8% 

5994.9 +16.3% 

5953.7 +15.5% 

5951.2 +15.4% 

5962.1 +15.6% 

5958.9 +15.6% 

5962.6 +15.6% 

5973.9 +15.8% 

5972.6 +15.8% 

5952.0 +15.4% 

5995.5 +16.3% 

3340.8 -35.2% 

6407.0 +24.2% 

6512.5 +26.3% 

5156.9 

3 

Donnell 

Love 

Goldenveizer 

Houghton 

Biezeno 

Flügge 

Sanders 

Reissner 

Vlasov 

Epstein 

Kennard 

Membrane 

Wang 

Soedel 

MEF 

 

8485.6 +13.1% 

8481.8 +13.1% 

8483.4 +13.1% 

8485.6 +13.1% 

8463.8 +12.8% 

8463.0 +12.8% 

8484.4 +13.1% 

8484.6 +13.1% 

8510.3 +13.5% 

8443.0 +12.6% 

8486.2 +13.1% 

5641.2 -24.8% 

8800.0 +17.3% 

8805.6 +17.4% 

7500.4 

 

8499.2 +14.1% 

8495.5 +14.1% 

8493.8 +14.1% 

8495.7 +14.1% 

8475.6 +13.8% 

8474.6 +13.8% 

8495.4 +14.1% 

8496.3 +14.1% 

8520.8 +14.4% 

8455.3 +13.6% 

8498.8 +14.1% 

5569.6 -25.2% 

8819.4 +18.4% 

8829.3 +18.6% 

7446.3 

 

8556.1 +15.7% 

8552.4 +15.7% 

8541.6 +15.5% 

8542.8 +15.5% 

8527.3 +15.3% 

8526.0 +15.3% 

8545.2 +15.6% 

8547.6 +15.6% 

8569.0 +15.9% 

8508.9 +15.1% 

8552.6 +15.7% 

5366.2 -27.4% 

8889.7 +20.2% 

8911.7 +20.6% 

7393.3 

 

8698.6 +17.4% 

8693.5 +17.3% 

8670.6 +17.0% 

8670.9 +17.0% 

8661.9 +16.9% 

8660.0 +16.8% 

8676.7 +17.1% 

8681.5 +17.1% 

8698.4 +17.4% 

8646.7 +16.7% 

8690.4 +17.2% 

5060.6 -31.7% 

9042.9 +22.0% 

9081.9 +22.5% 

7412 

 

8979.6 +18.4% 

8970.7 +18.2% 

8935.7 +17.8% 

8935.0 +17.8% 

8933.1 +17.8% 

8930.5 +17.7% 

8944.2 +17.9% 

8951.8 +18.0% 

8963.7 +18.2% 

8922.9 +17.6% 

8965.4 +18.2% 

4690.6 -38.2% 

9319.4 +22.8% 

9377.5 +23.6% 

7586.5 

 

9446.9 +18.7% 

9431.6 +18.5% 

9387.0 +18.0% 

9385.4 +18.0% 

9390.2 +18.0% 

9386.8 +18.0% 

9397.3 +18.1% 

9407.6 +18.2% 

9414.9 +18.3% 

9386.9 +18.0% 

9426.3 +18.5% 

4291.8 -46.1% 

9756.2 +22.6% 

9833.1 +23.6% 

7956.7 
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4 

Donnell 

Love 

Goldenveizer 

Houghton 

Biezeno 

Flügge 

Sanders 

Reissner 

Vlasov 

Epstein 

Kennard 

Membrane 

Wang 

Soedel 

MEF 

 

12471 +34.2% 

12467 +34.2% 

12466 +34.2% 

12471 +34.2% 

12442 +33.9% 

12442 +33.9% 

12468 +34.2% 

12470 +34.2% 

12503 +34.6% 

12445 +33.9% 

12471 +34.2% 

5766.8 -37.9% 

12643 +36.1% 

12648 +36.1% 

9292.1 

 

12529 +33.0% 

12525 +33.0% 

12522 +33.0% 

12526 +33.0% 

12499 +32.7% 

12499 +32.7% 

12524 +33.0% 

12526 +33.0% 

12559 +33.4% 

12503 +32.8% 

12529 +33.0% 

5724.9 -39.2% 

12695 +34.8% 

12702 +34.9% 

9417.6 

 

12709 +29.9% 

12704 +29.8% 

12694 +29.7% 

12698 +29.8% 

12675 +29.5% 

12674 +29.5% 

12698 +29.8% 

12701 +29.8% 

12731 +30.1% 

12682 +29.6% 

12706 +29.9% 

5603.3 -42.7% 

12855 +31.4% 

12870 +31.5% 

9784.6 

 

13024 +26.8% 

13020 +26.8% 

12999 +26.6% 

13002 +26.6% 

12985 +26.4% 

12984 +26.4% 

13006 +26.7% 

13010 +26.7% 

13037 +27.0% 

12997 +26.6% 

13018 +26.8% 

5412.7 -47.3% 

13133 +27.9% 

13160 +28.1% 

10269 

 

13497 +25.1% 

13491 +25.0% 

13459 +24.7% 

13461 +24.8% 

13450 +24.7% 

13448 +24.6% 

13468 +24.8% 

13475 +24.9% 

13497 +25.1% 

13471 +24.8% 

13486 +25.0% 

5168.5 -52.1% 

13544 +25.5% 

13585 +25.9% 

10790 

 

14149 +24.4% 

14140 +24.3% 

14097 +24.0% 

14097 +24.0% 

14094 +23.9% 

14091 +23.9% 

14108 +24.1% 

14117 +24.1% 

14135 +24.3% 

14126 +24.2% 

14134 +24.3% 

4887.8 -57.0% 

14101 +24.0% 

14159 +24.5% 

11372 

 

 

 

Fig. III.27. Evolution du pourcentage d'erreur commise par le modèle analytique par rapport  

au modèle éléments finis en fonction du rapport de la longueur sur le rayon du carter,  

pour le mode longitudinal 1 et les modes circonférentiels 2 et 3. 

 

 

III.4.1.5 Fréquences propres de la machine complète sans support 

La carcasse de la section III.4.1.4 est attachée au stator de la section III.4.1.2 pour lequel 

les têtes de bobines de la section III.4.1.3 sont présentes. La carcasse compte pour 11.5 % de la 

masse totale du stator et sa longueur est 2.3 fois plus longue que le stator. Elle ne peut donc être 

négligée. De plus, une machine réelle est fixée à un support, ce qui impose de nouvelles 

conditions aux limites à la structure. Or, si des isolants, possédant des fréquences propres bien 

plus faibles que celles d'intérêt, sont placés sous la machine, cette dernière peut être 
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approximée sans support [Wang C 1999]. C'est ce choix qui est considéré. En sus, la forme des 

paliers est généralement complexe mais leur vibration n'est pas d'importance [Wang C 1999]. 

Leur véritable influence est la modification des conditions aux limites de la carcasse [Zhu 

1993e]. De ce fait, des flasques simplifiées par des plaques sont considérées. La machine est 

représentée sur la figure III.28. 

Une comparaison des modèles analytiques permettant de prendre en compte le stator et 

la carcasse est effectuée sur la machine modélisée par la MEF. La théorie de Epstein-Kennard est 

utilisée pour déterminer les fréquences propres de la carcasse, conformément aux résultats de 

la section III.4.1.4. Cette théorie est comparée à celle de Flügge-Byrne-Lur’ye pour calculer les 

fréquences propres des modes de la structure complète. Les résultats sont compilés dans le 

tableau III.15. Les termes "avant", "moitié" et "après", réfèrent à la séparation des cylindres du 

noyau et des dents prise respectivement avant, à la moitié et après le demi-cercle de l'encoche 

comme discuté à la section III.3.1. Les mêmes différences dans les fréquences propres du 

tableau III.12 entre les deux modèles éléments finis, est observable. La théorie de Flügge-Byrne-

Lur’ye, pour une séparation prise à la moitié, donne les meilleurs résultats. Pour les modes 

circonférentiels allant de 2 à 4 et longitudinaux de 1 à 4, la moyenne des erreurs données par 

cette théorie est de 4.7%. Bien entendu, cette conclusion n'est pas absolue puisque comme le 

montre le tableau, les modèles orthotropes 1 et 2 donnent des résultats particulièrement 

différents. Or, les propriétés mécaniques qui diffèrent entre ces deux modèles ne peuvent pas 

être prises en compte dans les modèles analytiques proposés ici. Ainsi, la véritable conclusion 

est que les résultats de la séparation des cylindres se rapprochent d'un modèle simulé par 

éléments finis pour un stator possédant une culasse orthotrope telle qu'elle possède un rapport 

entre (> et (¶ d'une part, et ·>µ et ·>¶ = ·µ¶ d'autre part, égal à 0.4%. De plus, ceci est vrai 

pour la carcasse considérée, dont la détermination analytique donne des erreurs importantes 

par rapport aux éléments finis. Une erreur plus importante, de 26%, est observable entre la 

théorie de Flügge-Byrne-Lur’ye avec séparation à la moitié, et le modèle orthotrope 1. Seule la 

connaissance des propriétés mécaniques de la machine réelle permettrait de valider le modèle 

analytique pour cette machine en particulier. Toutefois, la théorie analytique donne un bon 

ordre d'idée des fréquences propres de la machine puisque ces fréquences suivent les mêmes 

augmentations, pour un nombre de modes croissant, que celles déterminées par la MEF. 
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TABLEAU III.15 

Fréquences propres en Hertz des premiers modes de la machine pour des modèles analytiques et éléments finis 

(En rouge : comparaison par rapport au modèle MEF orthotrope 2 - HDP : hors de porté) 

 

m 

n 
2 3 4 5 

1 

Avant - Epstein 

Avant - Flügge 

Moitié - Epstein 

Moitié - Flügge 

Après - Epstein 

Après - Flügge 

 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

 

1544.4 +5.3% 

1654.1 +12.7% 

1516.2 +3.3% 

1602.9 +9.2% 

1494.7 +1.9% 

1563.1 +6.5% 

 

1020.4 -30.5% 

1467.2 

 

2087.6 -3.7% 

2291.3 +5.7% 

1916.4 -11.6% 

2086.9 -3.8% 

1776.9 -18.1% 

1918.1 -11.6% 

 

1515.3 -30.1% 

2168.6 

 

3505.6 +15.3% 

3713.9 +22.1% 

3123.1 +2.7% 

3299.2 +8.5% 

2802.1 -7.9% 

2948.2 -3.1% 

 

2227.3 -26.8% 

3041.6 

 

5578.3 +9.6% 

5734.0 +12.7% 

4940.7 -2.9% 

5064.0 -0.5% 

4404.0 -13.5% 

4494.4 -11.7% 

 

2971.5 -41.6% 

5088.6 

2 

Avant - Epstein 

Avant - Flügge 

Moitié - Epstein 

Moitié - Flügge 

Après - Epstein 

Après - Flügge 

 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

 

2119.1 -21.4% 

2204.2 -18.2% 

2098.7 -22.2% 

2166.1 -19.7% 

2083.2 -22.7% 

2136.8 -20.7% 

 

2269.8 -15.8% 

2695.9 

 

2614.4 -8.1% 

2782.4 -2.2% 

2479.9 -12.8% 

2616.6 -8.0% 

2373.8 -16.6% 

2484.1 -12.7% 

 

3072.9 +8.0% 

2844.6 

 

3865.8 +6.7% 

4057.1 +12% 

3522.7 -2.8% 

3681.3 +1.6% 

3241.5 -10.5% 

3370.2 -7.0% 

 

4135.9 +14.2% 

3622.7 

 

5825.4 +7.5% 

5975.2 +10.3% 

5218.1 -3.7% 

5335.6 -1.5% 

4713.0 -13% 

4798.4 -11.4% 

 

5229.2 -3.5% 

5418 

3 

Avant - Epstein 

Avant - Flügge 

Moitié - Epstein 

Moitié - Flügge 

Après - Epstein 

Après - Flügge 

 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

 

2955.9 -6.6% 

3019.5 -4.6% 

2941.2 -7.1% 

2991.8 -5.5% 

2930.2 -7.4% 

2970.6 -6.2% 

 

4638.1 +46.5% 

3165.4 

 

3411.4 -0.2% 

3542.8 +3.7% 

3309.3 -3.2% 

3414.1 -0.1% 

3230.6 -5.5% 

3313.7 -3.0% 

 

4881.7 +42.8% 

3417.6 

 

4512.2 +7.2% 

4677.1 +11.1% 

4221.9 +0.3% 

4355.2 +3.5% 

3990.3 -5.2% 

4095.7 -2.7% 

 

5264.3 +25.1% 

4208 

 

6325.9 +3.3% 

6463.5 +5.6% 

5771.6 -5.7% 

5877.2 -4.0% 

5319.3 -13.1% 

5394.2 -11.9% 

 

5348.2 -12.6% 

6121.2 

4 

Avant - Epstein 

Avant - Flügge 

Moitié - Epstein 

Moitié - Flügge 

Après - Epstein 

Après - Flügge 

 

MEF - orthotrope 1 

MEF - orthotrope 2 

 

4352.7 +0.1% 

4389.8 +1.0% 

4342.8 -0.1% 

4370.8 +0.5% 

4335.3 -0.3% 

4356.3 +0.2% 

 

HDP 

4347.9 

 

4744.3 -2.7% 

4832.7 -0.9% 

4671.5 -4.2% 

4739.2 -2.8% 

4616.1 -5.3% 

4667.3 -4.3% 

 

HDP 

4876.0 

 

5667.3 +0.9% 

5792.0 +3.1% 

5439.0 -3.2% 

5535.3 -1.5% 

5261.3 -6.4% 

5333.5 -5.1% 

 

HDP 

5618.6 

 

7272.1 

7384.3 

6795.4 

6877 

6415.7 

6469 

 

HDP 

HDP 
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Fig. III.28. Vue éclatée de la machine modélisée par éléments finis. 

De gauche à droite : flasques, carcasse, enroulements avec têtes de bobine et noyau statorique. 

 

III.4.2 Déplacements statiques 

L'analyse des déplacements statiques s'effectue sur la même base que pour le cas 2-D de 

la section III.3.1.2. Ainsi, la pression est appliquée de manière constante sur la longueur axiale 

tout en prenant la forme d'un harmonique dans le plan perpendiculaire à cette longueur axiale. 

En effet, puisque les encoches de la machine ne sont pas inclinées, la pression magnétique est 

considérée invariable sur sa longueur axiale. De ce fait, il est ici question de constater l'influence 

de la carcasse et des têtes de bobines sur les déplacements statiques. Le tableau III.16 a été 

dressé pour comparer les différents résultats obtenus analytiquement et par la MEF. De 

manière à réaliser cette comparaison, les mêmes fréquences et les mêmes masses sont 

considérées. Ces données sont calculées par la MEF sous ANSYS, pour le modèle de tôles 

feuilletées orthotrope 2, et données en entrée des modèles analytiques. De ce fait, bien que les 

méthodes analytiques utilisées soient les mêmes que dans le cas 2-D, les résultats sont 

différents entre les tableaux III.8 et III.16. La comparaison s'effectue autour de la machine 

complète modélisée avec les éléments finis en 3-D. Le modèle de la formule (II.97) [Gieras 2006] 

s'oriente autour de la masse de la machine et peut donc être considéré avec ou sans la masse 

des têtes de bobines. 

Même si du point de vue des fréquences propres des modes purement circonférentiels, 

les modèles 2-D et 3-D sont assez proches, de larges différences apparaissent sur les 

déplacements statiques, en moyenne de 111%. Cette erreur est supérieure à celle de 86% du 

modèle (II.97) sur le modèle 3-D avec têtes de bobines. Le modèle analytique b de la formule 

(II.98) [Tímár 1989] est de nouveau le moins adapté puisqu'un des pourcentages 

d'augmentation d'erreur atteint 1711%. Bien que l'erreur décroisse avec l'augmentation du 

nombre de mode, elle n'atteint les niveaux acceptables de (II.97). La formule analytique (II.97)  
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TABLEAU III.16 

Déplacements moyens de la structure (m) obtenus par les modèles analytiques et éléments finis 

(En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis de la dernière ligne) 

 

Modes circonférentiels 2 3 4 5 
(II.97) sans têtes de bobine 4.92 × 10§j 

+186% 

7.66 × 10§k 

+192% 

2.61 × 10§k 

+209% 

1.34 × 10§k 

+245% 

(II.97) avec têtes de bobines  2.52 × 10§j 

+46% 

4.99 × 10§k 

+91% 

1.63 × 10§k 

+93% 

8.33 × 10§�� 

+115% 

(II.98) 3.12 × 10§l 

+1711% 

4.38 × 10§j 

+1572% 

1.25 × 10§j 

+1376% 

4.87 × 10§k 

+1158 

MEF 2-D 3.01 × 10§j 

+75% 6.81 × 10§k 

+160% 1.86 × 10§k 

+120% 7.33 × 10§�� 

+89% 
3-D sans têtes de bobines 

2.08 × 10§j 

+21% 

3.25 × 10§k 

+24% 

1.09 × 10§k 

+29% 

5.09 × 10§�� 

+32% 

3-D avec têtes de bobines 1.72 × 10§j 2.62 × 10§k 8.44 × 10§�� 3.87 × 10§�� 

 

[Gieras 2006] ayant pour entrée la masse et la fréquence calculée par éléments finis est bien 

plus précise même si l'erreur croît avec l'augmentation du nombre de modes. Il est important 

de considérer l'augmentation de la masse due aux têtes de bobines que ce soit de manière 

analytique ou par éléments finis. Ainsi, plus la masse est importante, plus les déplacements 

statiques sont réduits, à fréquence constante. Cette diminution croît avec le nombre de modes 

comme constaté entre les deux dernières lignes du tableau. 

III.4.3 Niveau de puissance acoustique 

Pour différents modes circonférentiels, les niveaux de puissance acoustique obtenus par 

la MEF, pour le modèle de culasse orthotrope 2, et les modèle analytiques sont compilés dans le 

tableau III.17. Les modèles a, b et c correspondent aux formules (II.114) [Zhu 1994], (II.109) 

[Gieras 2006] et (II.122) [Tímár 1989]. Par rapport au tableau III.9, ces trois méthodes sont 

moins précises dans le cas 3-D. Particulièrement, l'erreur sur le mode 2 commise par les 

méthodes a et c dépasse 6%. Pour tous les modes analysés, les modèles sous-estiment le bruit 

rayonné par la machine, ce qui est un avantage d'un point de vue du modèle analytique complet 

puisque les déplacements statiques sont surestimés. La méthode b est la plus précise avec une 

erreur moyenne de 2.50%. 
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TABLEAU III.17 

Niveaux de puissance acoustique obtenus par les modèles analytiques 

(En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis de la première colonne) 

 

 Niveau de puissance acoustique (dB SWL) 

Modes circonférentiels MEF a b c 

2 87.90 82.56 

-6.08% 

85.33 

-2.92% 

81.90 

-6.83% 

3 77.22 74.38 

-3.68% 

74.38 

-3.68% 

74.36 

-3.70% 

4 68.57 66.80 

-2.58% 

66.80 

-2.58% 

66.87 

-2.48% 

5 62.12 61.59 

-0.85% 

61.62 

-0.80% 

61.65 

-0.76% 

 

III.4.4 Modèle vibro-acoustique complet 

Puisque chaque partie a pu être validée séparément, il est possible de comparer 

l’ensemble du modèle simulé analytiquement avec la modélisation par éléments finis. Les 

fréquences propres sont calculées à partir de la théorie Flügge-Byrne-Lur’ye, pour une 

séparation des coques minces cylindriques prise à la moitié du fond d'encoche. Les 

déplacements statiques sont calculés en considérant les têtes de bobine par la formule (II.97). 

Le facteur de rayonnement est calculé à partir de la formule (II.109). Les résultats sont 

présentés dans le tableau III.18. Les niveaux de puissance acoustique calculés analytiquement 

sont systématiquement au dessus de ceux calculés par éléments finis. L'erreur moyenne est de 

2.31% ce qui est tout à fait acceptable étant donné les approximations réalisées par les modèles, 

et la surestimation des déplacements statiques. Les facteurs de rayonnement étant sous-estimé, 

une compensation s'opère sur le niveau de puissance acoustique. 

Le tableau III.19 présente les niveaux de puissance acoustique obtenus par les modèles 

éléments finis 2-D de la section III.3.1.3 et 3-D de la section III.4.3. L'erreur relative moyenne 

réalisée par le modèle 2-D sur le modèle 3-D est de 16.4% ce qui est d'autant plus important 

que le niveau de puissance acoustique est en décibels. Ceci montre l'influence particulièrement 

importante de la carcasse et des têtes de bobines qui ajoutent de la masse à cette machine de 

traction courte. La carcasse apporte une contrainte à la culasse statorique dont les 

déplacements sont alors restreints. 
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TABLEAU III.18 

Résultats du modèle 3-D vibro-acoustique analytique complet 

 (En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis) 

 

Mode circonférentiel 2 3 4 5 

Fréquence naturelle (Hz) 714.12 

+2.92% 

1575.80 

-3.51% 

3001.47 

+2.15% 

4019.39 

-1.47% 

Déplacements statiques (m) 
2.71 × 10§j 

+57.6% 

4.43 × 10§k 

+69.1% 

1.77 × 10§k 

+110% 

8.59 × 10§�� 

+122% 

Niveau de puissance acoustique (dB) 
89.04 

+1.30% 

79.92 

+3.52% 

70.13 

+2.28% 

63.45 

+2.14% 

 

TABLEAU III.19 

Niveaux de puissance acoustique obtenus par les modèles éléments finis 2-D et 3-D 

(En rouge : comparaison par rapport aux résultats par éléments finis 3-D de la deuxième colonne) 

 

Mode circonférentiel 3-D 2-D 

2 87.90 100.7 

+14.6% 

3 77.22 89.20 

+15.5% 

4 68.57 79.59 

+16.1% 

5 62.12 74.19 

+19.4% 

 

III.5 MODELE MAGNETO-VIBRO-ACOUSTIQUE COMPLET 

En partant des paramètres géométriques et électriques, le modèle magnéto-vibro-

acoustique complet est comparé aux simulations par éléments finis dont l'analyse harmonique 

est réalisée avec, pour condition aux limites à la surface interne du stator, la pression 

électromagnétique calculée en charge avec un modèle linéaire. Cette pression est obtenue à la 

section III.2.2.4. Comme montré sur la figure III.13, les harmoniques de pression 

électromagnétique appartiennent à l'ensemble {8à, à ∈ ℕ�. Dans la bande de fréquence audible 

de [20 Hz; 20kHz], seuls les modes circonférentiels d'ordre 0 et 8 peuvent être excités. La figure 

III.29 montre les résultats sur la bande [3400; 4600] Hz dans laquelle la contribution du mode 

d'ordre 0 peut être observée. Le modèle éléments finis a été réalisé pour la partie vibro- 
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Fig. III.29. Spectre acoustique en charge, au voisinage de la fréquence du mode d'ordre 0. 

 

acoustique avec la culasse orthotrope 2. La courbe représentant le modèle éléments finis est 

déformée par rapport à celles obtenues par simulations analytiques, du fait de l'apparition de 

modes parasites au niveau des dents et de la carcasse. Toutefois, les résultats sont proches et 

l'erreur commise par le modèle analytique complet est de -1.5% au niveau de l'amplitude 

maximale au mode 0. Les résultats analytiques du modèle complet sont, comme attendus, plus 

faibles que ceux du modèle vibro-acoustique dont la force est calculée par éléments finis.  

III.6 CONCLUSION 

Les méthodes analytiques vibro-acoustiques décrites au chapitre précédent ont été 

utilisées dans le présent chapitre de manière à déterminer les plus précises pour le cas d'une 

machine synchrone à aimants permanents montés en surface, à flux radial, et de longueur axiale 

courte face à son rayon. La modélisation par éléments finis sert de référence et le modèle est 

progressivement complexifié pour rendre compte d'effets que les modèles analytiques ne 

peuvent considérer. Notamment dans la modélisation vibro-acoustique, la machine modélisée 

en 2-D est ensuite modélisée en 3-D par simple extrusion puis en rajoutant les têtes de bobines 

et la carcasse. Le calcul des fréquences propres par la séparation des cylindres au moyen de la 

théorie de Flügge donne généralement les meilleurs résultats. Les déplacements vibratoires 

représentent l'étape la plus sensible de la modélisation car ils sont difficiles à estimer. Leur 

calcul à partir des fréquences propres apporte toutefois le plus de précision. Les modèles de 

rayonnement acoustique se valent à peu près tous étant donné la forme de la machine. Les 

modèles cylindriques sont tout de même plus précis que les modèles sphériques, puisqu'ils 
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prennent en compte les conditions de bords. Finalement, un modèle analytique complet a pu 

être développé et est complètement justifié puisque chaque étape a été étudiée séparément. Le 

temps de calcul très faible du modèle en fait un outil d'analyse efficace pour les étapes de 

conception des machines électriques. 
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EMISSIONS VIBRO-ACOUSTIQUES 

DE MACHINES A AIMANTS 

A FLUX AXIAL ET  

A COMMUTATION DE FLUX 

IV. EMISSIONS VIBRO-ACOUSTIQUES DE MACHINES A 

AIMANTS A FLUX AXIAL ET A COMMUTATION DE 

FLUX 

 

 

IV.1 INTRODUCTION 

Les modèles mutli-physiques développés dans les deuxième et troisième chapitres sont 

déployés, dans ce quatrième et dernier chapitre, pour l'étude des émissions vibro-acoustiques 

de deux types différents de machines non conventionnelles à aimants permanents. Ainsi, la 

première partie porte sur les machines à commutation de flux qui sont, en comparaison avec les 

machines synchrones à aimants permanents montés en surface, peu étudiées en termes de 

bruit. L'influence des combinaisons de nombre de pôles rotoriques et d'encoches statoriques 

sur les efforts magnétiques a déjà été étudiée dans la littérature. Toutefois, l'impact des 

combinaisons sur le bruit n'est pas directement évalué. Or, leur structure diffère des machines à 

aimants conventionnelles du fait de la forte hétérogénéité de la composition du stator 

(multitude de culasses statoriques). Ainsi, l'influence des combinaisons sur le bruit rayonné par 

les machines à commutations de flux, à flux radial, est étudiée. La deuxième partie s’attaque à 

l’étude des émissions vibro-acoustiques des machines à aimants permanents montés en surface 

à flux axial. Les machines à flux axial ont fait l'objet de très peu d'études portant sur leur 

modélisation acoustique. Un modèle quasi-3D analytique est faiblement couplé à un modèle 

vibro-acoustique 3-D par éléments finis de manière à déterminer précisément l'impact de la 

CHAPITRE 

IV 
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déformation du stator sur le bruit, du fait des phénomènes électromagnétiques dans les trois 

directions. 

IV.2 INFLUENCE DU NOMBRE DE POLES ET D'ENCOCHES  

SUR LE BRUIT DE MACHINES A COMMUTATION DE FLUX 

IV.2.1 Présentation 

L'étude porte sur le bruit et les vibrations d'origine électromagnétique des machines à 

commutation de flux (MCF) possédant des noyaux en U. Une famille de machines ayant des 

combinaisons nombre de pôles / nombre d'encoches différents sont analysées. Plus 

précisément, elles sont les configurations possédant 12 encoches et 10, 11, 13 et 14 pôles 

rotoriques. Les efforts électromagnétiques agissant à la surface interne du stator sont calculés 

au moyen du tenseur de Maxwell à partir de simulation éléments finis 2-D. La densité de force 

locale sert ensuite de condition aux limites au modèle éléments finis structurel 3-D du stator 

comprenant la carcasse. Finalement, les déplacements obtenus permettent de réaliser une 

analyse acoustique 3-D par éléments finis. En parallèle à cette étude vibro-acoustique éléments 

finis 3-D, le code de simulation vibro-acoustique intégré à SIMUMSAP est simulé. Les fréquences 

propres et les déplacements statiques sont calculés par éléments finis 2-D, comme présenté à la 

section II.4.3.2, tandis que le rayonnement acoustique est calculé par les formules analytiques 

de la section II.3.5. 

Les MCF sont des candidates de choix pour les applications où sont nécessaires des 

densités de couples élevées, des hautes vitesses ou des contraintes d'évacuation de chaleur 

facilités, comme dans les applications embarquées [Chen 2010]. Le principe de la commutation 

de flux remonte aux années 1950 où il a été appliqué à une machine monophasée [Rauch 1955]. 

Une des premières machines polyphasée basée sur cette idée a été étudiée à la fin des années 

1990 [Hoang 1997]. Les éléments actifs de cette machine à double saillance sont situés au stator 

[Boisson 2012]. Ainsi, un de ses avantages est la dissipation facile et efficace de la chaleur 

générée par ses sources d'excitation [Shen 2013]. De plus, le rotor de ces machines peut tourner 

à haute vitesse puisque les MCF combinent la robustesse des machines à réluctance variable et 

la forte densité de puissance des machines synchrones à aimants permanents [Ilhan 2012]. 

Les machines à aimants permanents conventionnelles possédant un nombre d'encoches 

par pôles et par phase entier ont leur principal harmonique de pression magnétique radiale 

essentiellement excité par le fondamental du champ magnétique. Ce mode de vibration 
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dominant est généralement lié à l'harmonique de pression magnétique radiale de plus faible 

ordre. Dans les machines à aimants à pas d'encoche fractionnaire, l'harmonique de la 

composante radiale de la pression est principalement excité par l'interaction entre les 

harmoniques du champ magnétique des aimants et les harmoniques de la réaction magnétique 

d'induit [Zhu 2009]. De ce fait, le mode de vibration principal peut être aussi faible que 1 ou 2 et 

ainsi les machines à aimants à pas fractionnaire sont généralement plus bruyantes que celles à 

nombre d'encoches par pôles et par phase entier. De plus, par rapport aux machines à aimants à 

pas fractionnaire conventionnelles ayant les mêmes dimensions, les MCF ont de plus fines dents 

statoriques et une aire d'encoche réduite, due aux aimants placés entre les noyaux [Chen 2010]. 

Les MCF étant basés sur le principe de concentration du flux, ce qui leur permet d'atteindre de 

hautes densités de couple [Shen 2013], les dents statoriques fines conduisent malheureusement 

en une grande saturation magnétique locale, et en des efforts magnétiques et des vibrations 

conséquentes [Boisson 2012]. 

La combinaison optimale de nombre de pôles rotoriques / nombre d'encoches 

statoriques en termes de force contre-électromotrice (FCEM) et de couple électromagnétique a 

été analysée récemment dans [Chen 2010]. Cette étude a conduit à une vue d'ensemble des 

configurations de bobinage les plus optimales pour les combinaisons de nombre de pôles et 

d'encoches pour obtenir les meilleures performances électromagnétiques. Ainsi, les présents 

travaux visent à caractériser l'impact de telles configurations sur le bruit et les vibrations. Seul le 

bruit d'origine électromagnétique est étudié, en utilisant les éléments finis. 

La majorité des publications concernant le bruit et les vibrations des machines 

concernent des stators réalisés autour d'une culasse fabriquée d'un seul tenant dans le plan du 

feuilletage, et ne peut donc être appliqué à des MCF à noyau en U. En effet, la culasse est 

segmentée ce qui conduit à un comportement vibratoire différent, qui dépend du lien entre 

aimants et tôles. Les efforts situés à la surface interne du stator et à l'interface entre aimants et 

tôles ferromagnétiques ont été étudiés dans [Boisson 2012]. Comme les efforts à l'interface des 

aimants sont de faibles amplitudes par rapport à ceux à la surface de l'entrefer, ils ne seront pas 

ici modélisés. 

La MCF présentant 12 encoches et 10 pôles rotoriques (12e10pr), qui a été premièrement 

proposée dans [Hoang 1997], a été largement étudiée avec les mêmes dimensions dans [Zhu 

2005][Chen 2010][Ilhan 2012][Sikder 2013]. De ce fait, de manière à proposer une base qui 

puisse être comparée à celle d'autres articles, elle servira d'assise. Cette machine est courte 

puisque son rapport de longueur axiale sur rayon externe est d'environ 0.5. De ce fait, 
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l'utilisation de modèles éléments finis structurels et acoustiques 3-D est obligatoire pour étudier 

l'influence de la carcasse. Les effets 3-D de bords sont responsables d'une non-uniformité des 

efforts le long de la machine mais le coût en temps de calcul n'est pas justifié étant donné le peu 

d'influence des modes autres que ceux purement radiaux, sur le spectre acoustique. En effet, 

comme il sera montré, seuls les cinq premiers modes strictement circonférentiels sont excités 

sur la bande de fréquence audible. Les combinaisons de mode circonférentiels et longitudinaux 

sont excités à des fréquences plus élevées ou contribuent peu au bruit total du fait de leur 

amortissement. Ainsi, un modèle électromagnétique 2-D est suffisant pour cette étude 

comparative entre configurations. 

IV.2.2 Topologies 

La première MCF triphasée a été conçue avec 12 encoches et aimants permanents et 

possède 10 pôles rotoriques [Hoang 1997]. Plusieurs études ont été réalisées sur cette machine 

bien qu'aucune méthode n'ait présenté un nombre optimal de nombre d'encoches et de pôles 

avant [Chen 2010]. L'ensemble des combinaisons possibles pour une MCF triphasées avec des 

aimants doit respecter (IV.1) [Chen 2010]. þ ],   = 6à�, à� ∈ ℕ∗]�I = ], ± à�, à� ∈ ℕ∗ \ (IV.1) ],est le nombre d'encoches et d'aimants, qui doit être pair, et ]�I est le nombre de pôles 

rotoriques. Ainsi, pour une machine ayant 12 encoches, tout nombre de pôles rotorique est 

acceptable, hormis la configuration où ], = ]�I. Toutefois, ], et ]�I doivent rester proche de 

manière à optimiser la densité de couple [Chen 2010][Zhu 2010c]. Cependant, de manière à 

minimiser les ondulations du couple, une FCEM sinusoïdale est désirée [Hua 2008]. Dans [Zhu 

2010c], les autres ont montré que même si la forme d'onde de la FCEM d'une seule bobine est 

asymétrique, la FCEM d'une phase est symétrique. Le bobinage des configurations étudiées sera 

dentaire à double couche (deux côtés de bobines par encoches). La différence entre bobinage 

dentaire simple et double couche est représentée sur la figure IV.1[Chen 2010]. Pour obtenir 

une forme d'onde symétrique de la FCEM dans ce type de MCF, la relation (IV.2) [Chen 2010] 

doit être vérifiée. Cette expression provient de la réalisation d'un décalage de phase de 180 

degrés électriques entre deux bobines dans une phase de la machine. ],PGCD»], , ]�I¼ = 6à, à ∈ ℕ∗ (IV.2) 
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Pour ], = 12, les seules possibilités vérifiant cette relation et qui sont proches de 12 sont ]I ∈ {10,11,13,14�. Ainsi, les configurations 12e{10,11,13,14}pr seront étudiées. Leurs 

bobinages s'obtiennent par les vecteurs des forces électromotrices d'une bobine, en degrés 

électriques. Les angles électriques û, entre deux vecteurs sont obtenus à partir des degrés 

mécaniques û) selon (IV.3) pour les machines à aimants permanents conventionnelles à pas 

fractionnaire, et selon (IV.4) pour les MCF [Chen 2011]. û, = �û) (IV.3) û, = ]�Iû) (IV.4) 

Ainsi, dans les MCF, le nombre de pôles rotoriques est équivalent au nombre de paires de 

pôles des machines à aimants conventionnelles. Dans le cas présent, û) = 360°/12 encoches = 30°. En traçant deux secteurs opposés contenant 360°/3 phases = 120°, les bobines pour une phase sont obtenues, comme montré sur la figure IV.2 

pour les configurations étudiées. Les bobines correspondant aux vecteurs dans le secteur 

opposé doivent être connectées selon une polarité contraire. 

 

 

(a)    (b) 

Fig. IV.1. MCF avec 12 encoches et un bobinage dentaire (a) double couche (b) simple couche. 
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Fig. IV.2. Topologies de bobinage des MCF à bobine dentaire double couche ayant 12 encoches et : 

(a) 10  ;  (b) 11  ;  (c) 13  ;  (d)  14  pôles rotoriques. 

(a) (b) 

(c) (d) 
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Pour toutes les configurations étudiées, les dimensions au stator sont les mêmes. Les 

dents statoriques ne peuvent pas être trop fines sous peine d'être complètement saturées, ce 

qui réduirait le flux embrassé par la phase. Toutefois, étendre la largeur des dents statorique au-

delà d'une valeur optimale, égale à la largeur de l'ouverture d'encoche, réduit le couple 

électromagnétique, à pertes par effet Joule égales [Zhu 2005]. Pour cette raison, la largeur des 

dents est prise égale à celle de l'ouverture d'encoche. Le couple est aussi influencé par le rapport 

du rayon interne sur le rayon externe du stator. Il a été montré que pour la configuration 

12e10pr, le rapport optimal est de 0.6 [Zhu 2005]. Finalement, le couple est également modifié 

par la largeur des pôles rotoriques qui doivent être pris de 1.4 à 1.6 fois la largeur de l'ouverture 

d'encoche [Zhu 2005]. Les paramètres des machines sont choisis en rapport avec les 

explications précédentes et ainsi, les pôles rotoriques ont les mêmes dimensions pour toutes les 

configurations. La seule différence est l'espacement entre eux. Les dimensions sont présentées 

dans le tableau IV.1. Les symboles correspondant sont présentés sur la figure IV.3.  

 

TABLEAU IV.1 

Paramètres des machines à commutation de flux 

 

Symbole Nom Valeur (unité) Sxm� Rayon de l'arbre 10.2 (mm) SI Rayon du rotor sans les dents rotoriques 20.4 (mm) ℎI Epaisseur des dents rotoriques 6.6 (mm) - Epaisseur de l'entrefer 0.5 (mm) ℎ,  Epaisseur des encoches statoriques 13.9 (mm) SlÙo Rayon externe du stator 45 (mm) tl±lélno Angle d'un élément {noyau+aimant} 2ª/]Õ(rad) t,  Ouverture angulaire de l'encoche tØBN?/4 tI Angle de la base d'une dent rotorique 1.5 × tÕ 
 Longueur active de la machine 25 (mm) 

 Vitesse nominale 400 (tr.min-1) 

 Nombre de spires en série par phase 72 

 Courant de phase 11 (A, eff) 

 Coefficient de foisonnement 0.7 

 Perméabilité relative à l'origine des tôles  1273 

 Aimantation à saturation 2.15 (T) 

 Induction rémanente des aimants 1.2 (T) 

 Perméabilité relative des aimants 1.05 
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Fig. IV.3. Tranche de la moitié de l'ensemble stator-rotor de la combinaison 12e10pr. 

 

IV.2.3 Modèle électromagnétique 

IV.2.3.1 Induction dans l'entrefer 

Le modèle éléments finis électromagnétique est 2-D et simulé par un logiciel commercial 

(Flux). Les simulations sont en pas-à-pas dans le temps et permettent de calculer la distribution 

locale de l'induction dans l'entrefer à vitesse nominale, en charge. Le moteur est supposé 

alimenté par des courants sinusoïdaux triphasés. Puisque dans les MCF, le nombre de pôles 

rotoriques est équivalent au nombre de paires de pôles des machines à aimants 

conventionnelles, la fréquence des courants, 3, qui est proportionnelle à la vitesse de rotation en 

tours par minutes, <I , dépend du nombre de pôles rotoriques comme montré par (IV.5). 3 = ]�I<I60  (IV.5) 

La taille des dents statoriques et l'emplacement des aimants permanents contribue à un 

fort niveau de saturation des MCF [6]. Ainsi, la saturation est prise en compte dans les modèles 

éléments finis en considérant la courbe B(H) du matériau non linéaire des tôles statoriques et 

rotoriques. Les aimants permanents sont de type NdFeB et modélisés par une courbe B(H) 

linéaire. Le haut niveau de saturation que peuvent atteindre les dents est présenté dans la figure 

IV.4 où l'induction est calculée pour un modèle linéaire. 

Les simulations sont réalisées en charge, pour des conditions nominales (couple maximal 

obtenu en choisissant l'angle de déphasage entre les forces électromotrices et les courants 

d'induit adéquat). Les valeurs du couple électromagnétique moyen sont données dans le 

tableau IV.2 et sont proches des valeurs également obtenues par éléments finis de [Chen 2010]. 

Le couple moyen augmente avec le nombre de pôles rotoriques et est proche pour les 

configurations 12e{13,14]pr. Les composantes normales et tangentielles de l'induction dans 
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l'entrefer sont présentées sur la figure IV.5 pour toutes les configurations étudiées. Leur 

contenu harmonique est également tracé. Les grandes valeurs de la composante normale de 

l'induction dans l'entrefer sont dues à la concentration de flux magnétique dans les dents 

statoriques et rotoriques. Les composantes tangentielles sont particulièrement élevées, 

atteignant pour certaines positions angulaires le niveau des composantes normales. Le contenu 

harmonique est tracé en considérant que l'harmonique fondamental a une période de 360 

degrés mécaniques. Ainsi, les configurations 12e{10,14}pr ayant un GCD»], , ]�I¼ = 2 ne 

présentent que des harmoniques pairs. L'augmentation des harmoniques de rang 6 et 18 

s'observent avec le nombre croissant de pôles rotoriques. 

 

 

 

 

Fig. IV.4. Amplitudes de l'induction dans la MCF 12e10pr pour un modèle linéaire. 

 

 

 

TABLEAU IV.2 

Couple électromagnétique moyen des MCF à 12 encoches 

 ]I Couple moyen (N.m) 

10 2.97 

11 3.12 

13 3.53 

14 3.55 
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(a) 12e10pr 

 
(b) 12e11pr 

 
(c) 12e13pr 

 
(d) 12e14pr 

Fig. IV.5. Comparaison des inductions dans l'entrefer obtenues en charge par la MEF  

pour les configurations de MCF 12e{10,11,13,14}pr. 
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IV.2.3.2 Pression électromagnétique dans l'entrefer 

La densité de force magnétique est obtenue en utilisant l'expression du tenseur de 

Maxwell (I.2) obtenue à la section I.3.2. Pour chaque configuration, les composantes normales et 

tangentielles de la pression électromagnétique sont tracées sur la figure IV.6. Les harmoniques 

de plus haute amplitude sont celles appartenant à �à]�I , à ∈ ℕ�. Ces amplitudes augmentent 

presque linéairement avec le nombre de pôles rotoriques. L'harmonique de rang 1 est 

responsable de la force magnétique déséquilibrée puisqu'à travers le mode circonférentiel 

d'ordre 1, il tend à décentrer le stator de son axe de rotation. Cet harmonique est excité dans les 

configurations 12e{11,13}pr. Finalement, comme attendu, l'harmonique de rang ]�I est la plus 

énergétique et son amplitude croît avec le nombre de pôles rotoriques. La composante 

tangentielle de la pression électromagnétique est globalement bien plus faible que la 

composante normale mais n'est pas pour autant négligeable. Pour des raisons de simplicité, elle 

ne sera pas considérée dans cette étude. 
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(a) 12e10pr 

 
(b) 12e11pr 

 
(c) 12e13pr 

 
(d) 12e14pr 

Fig. IV.6. Comparaison des pressions électromagnétique obtenues en charge par la MEF  

pour les configurations de MCF 12e{10,11,13,14}pr. 
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IV.2.4 Modèle vibro-acoustique 

IV.2.4.1 Description du modèle 

La carcasse est considérée avoir une épaisseur dans toutes les directions de 1 mm. 

Puisque la longueur de la partie active est de 25 mm et que les têtes de bobines ont été calculées 

à 3 mm, la longueur totale de la machine est de 35 mm. Ainsi, la carcasse pèse 6.1% de la masse 

totale du stator et est 1.4 fois plus longue. Elle n'est donc pas négligeable en termes de masse et 

d'un point de vue de la contrainte mécanique puisque ses extrémités sont fixées. Augmenter 

l'épaisseur de la carcasse résulte en une augmentation des fréquences propres des modes 

circonférentiels. Dans le présent cas, par rapport à un stator sans carcasse, une épaisseur de 1 

mm induit une augmentation de 24% de la fréquence propre du mode 2. Si l'épaisseur est de 3 

mm, la fréquence propre augmente de 116%. La machine est modélisée au moyen d'un logiciel 

éléments finis 3-D commercial (ANSYS) et une vue éclatée est présentée sur la figure IV.7. 

IV.2.4.2 Fréquences propres calculées par éléments finis  

au moyen d'un logiciel commercial 

Les déformées modales associées aux fréquences propres des modes circonférentiels et 

axiaux sont obtenues mais seuls les modes circonférentiels sont présentées dans cette étude. 

D'un côté, la carcasse est fixée à ses extrémités mais des modes axiaux d'ordre 0 apparaissent 

sur la culasse statorique puisque ses propres extrémités sont libres. D'un autre côté, puisque la 

pression électromagnétique a été calculée en 2-D, une pression constante est appliquée sur la 

longueur axiale de la machine, ce qui conduit à des modes axiaux d'ordre 0. L'application de la 

pression sur le modèle structurel est présentée à la section II.4.2.2. Les déformations du stator 

pour les modes circonférentiels d'ordre 2 et 3 sont présentées sur la figure IV.8. Les premières  

 

 

 

Fig. IV.7. Vue éclatée de la machine à commutation de flux modélisée par éléments finis. 

De gauche à droite : flasques, carcasse, enroulements avec têtes de bobine, aimants et noyau statorique. 
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fréquences propres sur la bande de fréquences audibles sont données dans le tableau IV.3. 

Ainsi, seuls les modes circonférentiels d'ordre inférieurs ou égaux à 5 sont d'intérêt. S'il est 

excité, le mode d'ordre 6 peut tout de même avoir une influence sur la courbe du niveau de 

puissance acoustique puisqu'il est proche de la limite supérieure de la bande de fréquence. 

Le contenu harmonique de la composante normale de la pression électromagnétique en 

charge présentée à la figure IV.6 montre de larges différences en termes d'amplitudes pour les 

cinq premiers harmoniques suivant les configurations. L'amplitude de l'harmonique de rang 0 

augmente avec le nombre de pôles rotoriques. Ainsi, cet harmonique devrait contribuer au bruit 

généré par la machine de façon croissante avec le nombre de pôles rotoriques aux alentours de 

11500 Hz. L'harmonique de pression électromagnétique de rang 2 est presque égal dans les 

configurations 12e{11,13}pr et devrait montrer une bien plus grande contribution au bruit  

 

 

 

Fig. IV.8. Déformées modales du stator, avec carcasse modélisée mais non tracée,  

dues aux modes circonférentiels d'ordre (a) 2 et (b) 3. 

 

 

TABLEAU IV.3 

Fréquences propres des modes circonférentiels de l'ensemble stator/carcasse des MCF à 12 encoches  

 

Mode circonférentiel Fréquence (Hz) 

0 11490 

1 16890 

2 3414 

3 8185 

4 13360 

5 18420 

(6) (20500 > 20000) 

(a) (b) 
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rayonné aux alentours de 3400 Hz que pour les configurations 12e{10,14}pr. Les contributions 

au bruit des harmoniques de rang 3 et 5 devrait être visible aux fréquences 8185 Hz et 18420 

Hz uniquement pour les configurations 12e{11,13}pr. 

L'influence des aimants permanents sur les fréquences propres est illustrée sur la figure 

IV.9 pour les modes circonférentiels d'ordre 0 et 2 et les modes longitudinaux d'ordre 0 et 1. Les 

résultats pour les modes circonférentiels d'ordre supérieur à 2 montre les mêmes tendances 

que le mode 2 et n'ont pas besoin d'être tracés. Les figures ont été réalisées au moyen de 

modèles éléments finis et le contact entre aimants permanents et noyaux est supposé parfait. 

Une culasse statorique avec carcasse, sans aimants permanents, est fabriquée à partir de tôles 

ferromagnétiques d'un seul tenant et présente donc des fréquences propres bien plus faibles 

qu'un stator réalisé à partir de plusieurs noyaux. En partant d'un rapport d'épaisseur d'aimant 

sur épaisseur d'aimant-plus-dents de 20% comme illustré sur la figure IV.10, une augmentation 

supplémentaire de la part des aimants par rapport à l'acier des dents conduit à une légère 

diminution des fréquences associées au mode circonférentiel d'ordre 0, pour tout mode 

longitudinal. Pour les modes circonférentiels d'ordre supérieur ou égaux à 2, une diminution 

encore plus faible est observée pour les modes longitudinaux d'ordre 0. Toutefois, pour les 

modes longitudinaux non nuls, il est possible d'observer une croissance importante de 150 Hz 

tous les 10% d'augmentation de la part des aimants par rapport à l'acier. Ceci s'observe pour 

tous les autres modes longitudinaux. De ce fait, la présence des aimants augmente les 

fréquences propres du fait de la coupure de la culasse en plusieurs noyaux séparés mais plus les 

aimants sont importants, plus les fréquences propres diminuent, sauf pour les modes 

circonférentiels d'ordre supérieur ou égaux à 2 dont le mode longitudinal est non nul. 

 

 

 

 

Fig. IV.10. Illustration du rapport d'épaisseur d'aimant sur épaisseur d'aimant-plus-dents. 
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 �., <� = �0,0�      �., <� = �0,1� 

 �., <� = �2,0�      �., <� = �2,1� 

Fig. IV.9. Fréquences propres modifiées par l'épaisseur des aimants au stator. 

 

IV.2.4.3 Fréquences propres calculées par éléments finis au moyen d'un code interne 

Le code de simulation basé sur la MEF développé sous Matlab, présenté à la section 

II.4.3.2, permet l'étude des fréquences propres et des déformées statiques. Il prend tout son 

sens dans la présente étude des stators des MCF étant donné qu'il n'existe pas de formules 

analytiques applicables à ce type de stator. La machine étudiée possède 12 encoches. Il est donc 

nécessaire d'avoir au moins 2 couches d'éléments (la couche du noyau et la couche des 
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encoches) ainsi que 12 modules de 8 éléments (2 dents, 1 aimant, 1 encoche), ce qui, pour des 

éléments triangulaires, demande un minimum de 192 éléments. Pour des éléments du 

deuxième ordre, le nombre de nœuds minimum est ainsi 480. La figure IV.11 présente le 

modèle pour deux maillages, le premier présentant le minimum de192 éléments et le deuxième 

768 éléments. Le tableau IV.4 présente la convergence des résultats obtenus par la présente 

analyse par éléments finis, et comparé avec les résultats du tableau IV.3. Les différences entre 

les deux modèles s'accroissent avec le nombre de mode. Pour 1728 éléments, l'erreur moyenne 

est de 4.38%. Ces différences s'expliquent par le fait que la carcasse n'est pas modélisée. 

 

 

Fig. IV.11. Maillage de la MCF avec (a) 192 et (b) 768 éléments. 

 

TABLEAU IV.4 

Fréquences propres en Hz des modes circonférentiels de la MCF calculé par le code interne éléments finis  

(en rouge : comparaison avec le tableau IV.3) 

 

 Nombre d'éléments 

Mode circonférentiel 192 768 1728 

0 
11934 

+3.86% 

11849 

+3.12% 

11761 

+2.36% 

2 
3832 

+12.2% 

3697 

+8.3% 

3528 

+3.3% 

3 
9403 

+14.9% 

9017 

+10.2% 

8578 

+4.8% 

4 
15644 

+17.1% 

14889 

+11.4% 

14092 

+5.48% 

5 
21945 

+19.1% 

20734 

+12.6% 

19522 

+5.98% 

(a) (b) 



211 
 

 

 

IV.2.4.4 Niveau de puissance acoustique calculés par éléments finis  

au moyen d'un logiciel commercial 

La pression acoustique dans l'air environnant la machine est calculée sur une coupe 

transversale à l'axe de la machine conformément aux considérations de la section II.4.3.4. Les 

calculs sont effectués tous les 40 Hz. Le niveau de puissance acoustique de la configuration 

12e13pr est pris pour exemple dans la figure IV.12 puisque le contenu harmonique de la 

pression électromagnétique de cette machine en charge de la figure IV.6 montre que tous les 

harmoniques peuvent être excités. Sur la même courbe, les résultats des analyses modales sont 

superposés. Ces analyses modales permettent d'obtenir le niveau de puissance acoustique de la 

machine pour une pression électromagnétique appliquée à la surface interne du stator 

n'excitant qu'un seul mode. En notant �B�N�
 l'harmonique de rang i de la composante normale de 

la pression électromagnétique et tÕ la position angulaire dans le référentiel statorique, la 

pression électromagnétique à appliquer est de la forme sinusoïdale de (IV.6). �B�tÕ� = �B�N� cos�`tÕ� (IV.6) 

Sur la figure IV.12, il est clair que la contribution au bruit de l'harmonique de rang 0 est 

prépondérante sur tous les autres dans la bande de fréquence audible, excepté l'harmonique de 

rang 2 dont le mode de même ordre est excité à une fréquence particulièrement éloignée de 

celle du mode 0. De ce fait, l'influence des modes 1, 3, 4 et 5 est peu significative sur le bruit 

rayonné par la machine. Du fait de la forme du stator des machines électriques, le mode 2 est 

généralement le premier mode observable. Puisqu'il est excité à une fréquence plus faible, il est  

 

 

Fig. IV.12. Contribution de chaque mode au bruit rayonné par la MCF 12e13pr. 
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moins amorti. De plus, l'amplitude des déplacements de la structure décroît avec le nombre de 

mode. En outre, comme constaté sur la figure IV.6, les harmoniques de pression 

électromagnétique les plus énergétiques sont ceux de rang à]�I , à ∈ ℕ, ce qui dans le cas 

présent résulte en l’excitation du mode d'ordre 0. Ce mode est lié à l'attraction du stator par le 

rotor. Pour ces raisons, les modes circonférentiels d'ordre 0 et 2 ont le plus d'impact sur le bruit 

généré par la machine. 

Le niveau de puissance acoustique des quatre configurations de MCF sont tracées sur la 

figure IV.13 pour les fréquences [2 kHz ; 20 kHz]. Le tableau IV.5 résume les résultats en termes 

de pression électromagnétique et de niveau de puissance acoustique à chaque fréquence propre 

des modes circonférentiels. Un lien fort existe entre les niveaux de puissance acoustique et les 

harmoniques de pression électromagnétique pour les modes d'ordre 0 et 2 puisqu'ils sont peu 

impactés par les autres modes. De ce fait, l'augmentation des amplitudes des harmoniques de 

pression de rang 0 observée à la section IV.2.3.2 conduit à une augmentation des valeurs de 

niveau de puissance acoustique avec une courbe similaire. Excepté pour les modes 0 et 2, il 

n'existe pas de lien direct entre amplitude des harmoniques et niveau de puissance acoustique. 

Toutefois, ces deux modes sont suffisants pour déterminer les niveaux maximaux et déterminer 

quelles configurations sont les plus bruyantes. 

Les niveaux de puissance acoustique maximaux sont atteints à des fréquences propres 

correspondantes au mode d'ordre 0 pour les MCF 12e{10,14}pr et au mode d'ordre 2 pour les 

configurations 12e{11,13}pr. Toutefois, pour toutes les configurations, les harmoniques de  

 

 

Fig. IV.13. Niveaux de puissance acoustique des MCF en charge et modes circonférentiels correspondants.  
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pression de rang 2 ont une amplitude plus faible que celles de rang 0. La configuration 12e11pr 

est plus bruyante que la configuration 12e13pr pour des fréquences inférieures à 8 kHz 

correspondantes au mode d'ordre 3. Passée cette fréquence, la configuration 12e13pr est plus 

bruyante que la 12e11pr et la configuration 12e14pr est la plus bruyante de toutes. Au-delà de 

la fréquence correspondante au mode d'ordre 4, la configuration 12e11pr est la moins bruyante 

de toutes, suivie par la 12e13pr. Toutefois, elles peuvent résulter en une force déséquilibrée du 

fait de l'excitation du mode d'ordre 1 [Huo 2013]. Néanmoins, comme montré sur la figure 

IV.13, ce mode a peu d'impact sur le bruit. Finalement, sur la bande de fréquences audibles, la 

configuration 12e10pr est globalement la moins bruyante de toutes. 

 

TABLEAU IV.5 

Impact des harmoniques de pression électromagnétique sur le niveau de puissance acoustique (NPA) 

(Graphique : ligne bleu = pression électromagnétique, ligne rouge = NPA) 

 

Mode  ]�I 10 11 13 14 Graphique 

0 

Harmonique �B (Pa) 

 

2.4 × 10¬ 
Ref. 

2.7 × 10¬ 
+13% 

3.1 × 10¬ 
+28% 

3.3 × 10¬ 
+37% 

 

NPA (dB SWL) 112.9 
Ref. 

113.6 
+0.6% 

114.7 
+1.6% 

115.5 
+2.3% 

1 

Harmonique �B (Pa) 

 

- 1.3 × 10� 
 

6.4 × 10T 
 

- 

 
NPA (dB SWL) 99.18 98.46 99.36 100.5 

2 

Harmonique �B (Pa) 9.3 × 10T 

Ref. 

1.1 × 10¬ 
+1103% 

9.7 × 10� 
+940% 

1.2 × 10T 
-87% 

 

NPA (dB SWL) 98.97 

Ref. 

122.0 
+23% 

120.4 
+22% 

105.7 
+6.8% 

3 

Harmonique �B (Pa) 

 

- 

 

9.6 × 10T 

 

9.2 × 10T 

 

- 

 

 

NPA (dB SWL) 98.33 

 

100.8 

 

100.7 

 

100.4 

 

4 

Harmonique �B (Pa) 1.0 × 10¬ 

Ref. 

4.0 × 10T 
-96% 

1.5 × 10T 
-99% 

8.8 × 10� 
-14% 

 

NPA (dB SWL) 106.2 
Ref. 

105.0 
-1.1% 

106.0 
-0.2% 

107.3 
+1.0% 

5 

Harmonique �B (Pa) 

 

- 1.3 × 10T 
 

3.4 × 10T 
 

- 

 
NPA (dB SWL) 97.43 97.27 97.85 98.74 
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IV.2.4.5 Niveau de puissance acoustique calculés par éléments finis au moyen d'un 

code interne 

Les déplacements statiques peuvent être calculés par le même code que celui utilisé pour 

calculer les fréquences propres à la section IV.2.4.3. La méthode est présentée à la section 

II.4.3.3. Les résultats des déplacements statiques sont très proches de ceux obtenus par le 

logiciel commercial avec 4.1% d'erreur moyenne sur les cinq premiers modes. Ceci est bien 

meilleur que les résultats obtenus avec les modèles analytiques, comme montré pour la MSAP 

montés en surface aux sections III.3.1.2 et III.3.2.2. Le facteur de rayonnement acoustique peut 

être calculé au moyen de modèles analytiques de manière à considérablement réduire le temps 

de calcul. Le modèle d'un cylindre de longueur infini est ici choisi. Les niveaux de puissance 

acoustique sont tracés sur la figure IV.14. Le décalage en fréquence est dû à l'erreur présentée à 

la section IV.2.4.3. Les courbes sont assez proches, notamment en deçà de 11 kHz. Passé cette 

fréquence, la contribution du mode d'ordre 4 (14 kHz) déforme la courbe différemment du cas 

simulé par le logiciel commercial. Toutefois, le code MEF/Analytique permet d'obtenir l'allure 

de la courbe avec une précision acceptable, et de s'affranchir des calculs éléments finis 

acoustiques couteux en temps de modélisation et de calcul. 

 

 

 

 

Fig. IV.14. Niveaux de puissance acoustique obtenus par les deux modèles pour la MCF à 10 pôles rotoriques. 
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IV.3 ETUDE DES EMISSIONS D'UNE MACHINE A FLUX AXIAL 

IV.3.1 Présentation 

L'étude porte sur la simulation du bruit rayonné par la machine à aimants permanents à 

flux axial présentée à la section II.5.1.1. La machine possède deux stators et un rotor mais pour 

des raisons de simplicité, un seul stator est modélisé. Ainsi, la machine modélisée avec sa 

carcasse dans les parties vibratoires et acoustiques a une longueur axiale plus faible. Les efforts 

électromagnétiques locaux sont calculés dans les trois directions par l'approche analytique 

quasi-3D présentée à la section II.5.1.1. Les résultats sont comparés à ceux obtenus par un 

modèle éléments finis 3-D, comme mentionné à la section II.4.1, dans un cas où les matériaux 

sont linéaires. Ensuite, la pression électromagnétique obtenue est appliquée en tant que 

condition aux limites à la surface du stator d'un modèle éléments finis 3-D structurel, comme 

présenté à la section II.4.2.3. Finalement, le bruit rayonné par la machine est obtenue de 

manière similaire que pour les machines à flux radial, en modélisant par éléments finis une 

sphère d'air entourant la machine comme expliqué à la section II.4.3.4. 

D’un point de vue vibro-acoustique, la principale différence entre machines à flux radial et 

machines à flux axial réside au niveau de la surface d’incidence de la force pour la partie 

mécanique, et de la surface rayonnante pour la partie acoustique. En effet, la puissance 

acoustique s’exprime différemment suivant que les ondes acoustiques sont cylindriques 

(machine à flux radial) ou planes (machines à flux axial). Ainsi, analytiquement, la formule (I.32) 

de la section I.5.6 est simplement modifiée en changeant la surface rayonnante qui est la surface 

du disque statorique et parallèle à la direction de propagation du son [Huang 2001]. La densité 

surfacique de force électromagnétique est donnée alors par (IV.7). 

Y3¶ = 12 � 1;� A¶� − ;�Cm�3m = CmA¶
\ (IV.7) 

La modélisation analytique de ces composantes axiale (z) et tangentielle (Æ) du champ est 

généralement réalisée au moyen de modèles quasi-3D. La principale difficulté réside dans les 

effets 3-D et les effets de bord. Une fonction de modulation permettant de prendre en compte la 

variation des composantes axiale et circonférentielle du champ magnétique dans la direction 

radiale est utilisée dans [Azzouzi 2005]. Cette fonction est calculée en utilisant la transformation 

intégrale de Hankel dans [Zhilichev 1998]. Les fonctions de Green 3-D et la méthode des images 

permettent d'obtenir directement une solution 3-D semi-analytique [Furlani 1997]. Dans ces 
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trois publications, seul le fonctionnement à vide a été étudié. En combinant la distribution du 

champ magnétique à vide avec la distribution de la réaction magnétique d'induit, la distribution 

exacte du champ peut être déterminée en charge [Bellara 2012]. 

Une étude vibro-acoustique expérimentale de comparaison entre structures de MSAP à 

flux axial et à flux radial est réalisée dans [Huang 2001]. Sont comparés en fonctionnement 

nominal deux machines à flux radial (MSAPFR) encochée (E) et non encochée (NE), deux 

machines à flux axial à stator interne et double rotor externe encochée (E) ou non encochée 

(NE), de type TORUS [Spooner 1992], et finalement deux machines à rotor interne (AFIR) 

[Huang 1999] encochée (E) ou non encochée (NE). Ces deux derniers types sont représentés 

sur la figure IV.15 [Aydin 2004]. Il est supposé que les machines délivrent des puissances 

similaires. L’amplitude des déplacements dynamiques, la vitesse et le niveau de puissance  

 

 

 

 

(a)     (b) 

 

 

(c)     (d) 

 

Fig. IV.15. Configurations de machines à flux axial : 

(a) TORUS-NE  ;  (b) TORUS-E  ;  (c) AFIR-NE  ;  (d) AFIR-E 
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acoustique sont présentés sur la figure IV.16 [Huang 2001]. En général, les topologies sans 

encoches sont moins bruyantes que les topologies encochées. En particulier, la machine TORUS 

non encochée est la moins bruyante de toute. Les machines à flux radial encochées sont les plus 

bruyantes par rapport aux mêmes machines non encochées, et aux topologies à flux axial. Il est 

apparent sur cette figure qu'il n'y a pas de lien direct entre amplitude des déplacements et 

vitesse vibratoire d'une part, et amplitude ou vitesse avec le niveau de puissance acoustique 

d'autre part. Notamment, la machine AFIR non encochée présente une plus forte amplitude des 

déplacements que la machine AFIR encochée mais le niveau de puissance acoustique est plus 

faible. 

Du point de vue de la modélisation vibro-acoustique, il existe peu d'étude sur le sujet des 

machines à flux axial. Un modèle éléments finis 3-D magnétique et un modèle structurel 3-D 

permettant le calcul des fréquences propres d'un assemblage de deux AFIR d'une puissance 

totale de 8.5 kW est présenté dans [Yu 2008]. Les modèles ne sont pas couplés mais des 

mesures du niveau de puissance acoustique permettent de relier les fréquences à la force 

magnétique. Un couplage entre modèles éléments finis 3-D magnétique, structurel et acoustique 

est réalisé dans [Zhihuan 2010] pour le même type de machine, et dans [Li 2010] pour des 

machines à simple rotor et stator de puissances égales à 5 kW, 22 kW et 200 kW. Ces modèles 

sont peu décrits mais sont comparés à la mesure du niveau de puissance acoustique et 

présentent une erreur sur de 2 à 3% par rapport à la mesure. Une récente étude multiphysique 

bien plus descriptive analyse la différence de niveau de puissance acoustique dans les directions 

axiales et radiales [Park 2014]. Les flasques sont complètement fixées et la force est strictement  

 

 

Fig. IV.16. Comparaison vibro-acoustique entre machines à flux radial et à flux axial, en fonctionnement nominal. 



218 

 

axiale, les effets tangentiels sont négligés. Comme attendu, il en résulte que, globalement, les 

vibrations axiales dues aux flasques sont d'amplitudes supérieures aux vibrations radiales dues 

au cylindre de la carcasse. Toutefois, il peut exister des fréquences proches desquelles la 

fréquence propre d'un mode axial d'un flasque et la fréquence propre d'un mode radial du 

cylindre de la carcasse sont excitées. Dans ce cas précis, le bruit peut être aussi important dans 

les deux directions. La comparaison entre mesures et simulation par éléments finis sur une 

machine de 8 kW montre que la simulation approche à 5% le niveau de puissance acoustique 

mesuré. D'autres mesures du bruit de deux machines de 250 W sont réalisées dans [Lu 2013].  

Des modèles analytiques permettant de calculer les fréquences propres ont été 

développés dans [Song 2008][Li 2011][Wang W 2014]. Une première méthode consiste à partir 

de l'expression simplifiée des fréquences propres d'un disque plein où la raideur équivalente est 

liée au rayon, à l'épaisseur au module de Young et au coefficient de Poisson [Li 2011]. Le 

résultat est multiplié par trois facteurs prenant en compte le fait que le disque soit creux, 

encoché et bobiné. Ces facteurs sont obtenus après plusieurs tests spécifiques à chaque 

coefficient sur une machine de 19.5 kW. L'écart moyen entre mesures et résultats de simulation 

sur les 8 premiers modes est de 9.3%. La formule est ensuite testée sur une machine de 8.5 kW, 

l'erreur moyenne est alors de 7.2%. Une deuxième méthode consiste à calculer les fréquences 

propres d'un disque creux [Wang W 2014]. L'écart moyen entre mesures et résultats de 

simulation sur les 5 premiers modes est de 4.0%. Dans ces publications sur la modélisation 

analytique, les déplacements vibratoires ne sont pas différents de ceux calculés pour les 

machines à flux radial et aucune description des modèles acoustiques n'est donnée. Il existe 

donc une réelle nécessité de développer des modèles plans adaptés aux machines électriques. 

La différence entre modes annulaires et plans est présentée sur la figure IV.17 [Huang 2001]. 

IV.3.2 Modèle électromagnétique 

Le modèle électromagnétique a été décrit à la section II.5.1.1. Dans cette partie, les 

résultats de simulation du modèle analytique à vide et en conditions de fonctionnement 

nominales sont comparés à des résultats obtenus par éléments finis 3-D par un logiciel 

commercial (Flux 3D). Les résultats d'un seul stator sont considérés. Les matériaux sont 

linéaires et la saturation n'est donc pas prise en compte. Les composantes axiales et 

tangentielles de l'induction à vide, au rayon moyen (Syno + SlÙo�/2 sont présentés dans les 

figures IV.18 et IV.19. Au même rayon, pour des conditions de fonctionnement nominales, les 

composantes axiales et tangentielles de l'induction sont présentées dans la figure IV.20 et la  
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Fig. IV.17. Déplacement vibratoire pour différentes nombres de modes. 

 

 

Fig. IV.18. Composante axiale de l'induction dans l'entrefer à vide, au rayon moyen (Syno + SlÙo�/2. 
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 Fig. IV.19. Composante tangentielle de l'induction dans l'entrefer à vide, au rayon moyen (Syno + SlÙo�/2. 

 

 

Fig. IV.20. Composante axiale de l'induction dans l'entrefer en charge, au rayon moyen (Syno + SlÙo�/2. 

 

 

Fig. IV.21. Composante tangentielle de l'induction dans l'entrefer en charge, au rayon moyen (Syno + SlÙo�/2. 
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figureIV.21. Dans les deux cas, les résultats analytiques sont quasiment identiques à ceux 

obtenus par éléments finis. En effet, à ce rayon, les effets de bords n'ont aucune influence. 

Toutefois, il est nécessaire de calculer les composantes axiales et tangentielles du champ à 

différents rayons pour pouvoir appliquer la force magnétique sur la surface des dents du 

modèle mécanique. Etant donné le nombre d'encoches et la taille des isthmes, la force est 

calculée sur 960 points le long de la circonférence. Ce nombre étant déjà important, la dent n'est 

découpée qu'en 3 sur son rayon. Ainsi, la force est appliquée sur un total de 2880 surfaces 

géométriques. Suivant les considérations de la section II.4.2.3, l'induction et la pression 

magnétiques dans l'entrefer sont calculées sur quatre chemins correspondant à (a)Syno, 
(b)Syno + �T �SlÙo − Syno�, (c)Syno + �T �SlÙo − Syno� et (d) SlÙo. Les résultats en fonction de la 

position angulaire et leurs contenus harmoniques spatiaux sont présentés dans la figure IV.22 

pour l'induction et dans la figure IV.23 pour la pression. La chute d'induction aux bords est 

clairement visible. Les résultats (a) et (b) sont symétriques à (c) et (d) par rapport au rayon 

moyen de la dent. Les formes d'ondes des courbes ne sont pas pour autant absolument 

identiques même si elles sont très proches. Cela est dû aux encoches droites qui sont donc plus 

ouvertes au rayon interne qu'au rayon externe. L'harmonique d'induction de plus forte 

amplitude est égal au nombre de paires de pôles rotoriques, soit 10. Cet harmonique est 

d'autant plus grand par rapport aux autres que les simulations sont effectuées au niveau du 

rayon moyen de la dent. Le contenu harmonique de la composante tangentielle de l'induction 

est négligeable par rapport à celui de la composante normale. Il en va de même pour la pression 

magnétique. Le contenu harmonique de la composante normale de la pression est quasiment 

deux fois plus élevé dans les spectres (b) et (c) que dans les spectres (a) et (d), à l'exception de la 

composante continue, de l'harmonique de rang 20, correspondant au nombre de pôles 

rotoriques, et de l'harmonique de rang 24, correspondant au nombre d'encoches statoriques. Si 

les deux premières sont d'amplitude bien plus que doublée que dans les cas (a) et (d), 

l'harmonique de rang 24 est légèrement supérieure. Ces trois harmoniques sont toutefois 

prépondérants par rapport aux autres. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Fig. IV.22. Inductions dans l'entrefer obtenues en charge à différents rayons, en fonction de la position angulaire. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Fig. IV.23. Pressions dans l'entrefer obtenues en charge à différents rayons, en fonction de la position angulaire. 
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IV.3.3 Modèle vibro-acoustique 

IV.3.3.1 Description du modèle 

La machine est modélisée avec un seul entrefer. Les têtes de bobines sont modélisées par 

deux cylindres de 1 cm d'épaisseur placés au rayon externe et au rayon interne. Le bobinage est 

supposé dentaire mais la masse réelle des chignons est modélisée comme uniformément 

répartie sur la circonférence de la machine par soucis de simplicité. La carcasse a une épaisseur 

dans toutes les directions de 5 mm. Même si le rotor et l'arbre ne sont pas pris en compte, la 

place qu'ils auraient dû occuper est considérée pour le calcul de la longueur axiale de la carcasse 

qui est de 10.7 cm par rapport à une longueur active au stator de 5.6 cm. Les flasques ont un 

rayon 3 cm plus large que le rayon externe du stator. La machine est modélisée au moyen d'un 

logiciel éléments finis 3-D commercial (ANSYS) et une vue éclatée est présentée sur la figure 

IV.24. 

IV.3.3.2 Fréquences propres 

L'attribution d'un nombre de mode aux déformées modales présentée à la section IV.3.1 

sur la figure IV.17 [Huang 2001] n'est pas satisfaisante car elle semble convenir à un objet 

rectiligne comme une poutre ou pour correspondre aux sections précédentes, aux déformées 

modales longitudinales du cylindre de la carcasse. Pour mieux identifier les déformations de la 

structure due à la pression magnétique exercée à la surface des dents, une analyse harmonique 

statique est premièrement effectuée. Pour cela, une pression de forme d'onde sinusoïdale est 

appliquée en tant que condition aux limites sur les surfaces des dents en contact avec l'entrefer. 

 

 

 

Fig. IV.24. Vue éclatée de la machine à aimants permanents à flux axial modélisée par éléments finis. 

De gauche à droite : enroulements avec têtes de bobine, culasse statorique, carcasse, une des deux flasques. 
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La figure IV.25(a) montre une pression correspondant à un harmonique de rang 2 qui possède 

donc deux maxima et deux minima sur la circonférence. La pression est constante sur le rayon 

et est d'amplitude maximale égale à 1000 Pa. Cette valeur est arbitraire et ne sert qu'aux 

comparaisons. Sur la figure IV.25(b), la pression n'est pas constante sur le rayon et correspond à 

la forme obtenue sur le mode 2 dans la section IV.3.2. Il a été calculé que la pression au rayon 

moyen (Syno + SlÙo�/2 est 1.24 fois plus grande que celle des surfaces au niveau de Synoet SlÙo. 

Les déformations de la machine suite à la pression de forme d'onde sinusoïdale, constante 

sur le rayon similairement à la figure IV.25(a), sont présentées sur la figure IV.26 pour des 

harmoniques de pressions de rang égaux à 2, 3, 4 et 5. Les flèches rouges vers le haut sont 

placées aux endroits où la pression magnétique est maximale et les flèches bleues vers le bas 

aux endroits où la pression est minimale. Si la pression a la forme de la figure IV.25(b) où la 

pression magnétique est plus importante au milieu de la dent, la déformation est identique, 

seule change l'amplitude de la contrainte, du fait que la pression soit plus importante. Il faut 

atteindre des pressions au milieu plus importantes de 10 à 20 fois les pressions aux bords pour 

que la déformation devienne véritablement bombée. 

Les fréquences propres sont calculées par analyse modale avec la méthode d'extraction 

des modes de l'algorithme de Lanczos. Les principales fréquences sont présentées dans le 

tableau IV.6. Elles correspondent aux déformées modales de la figure IV.26. La machine n’est 

pas contrainte à ses extrémités de manière à facilement identifier l’influence de la force sur les 

déformations de la carcasse. De ce fait, les modes sont très rapprochés. 

 

 

(a)                  (b) 

Fig. IV.25. Pression magnétique appliquée à la surface interne du stator 

(a) constante sur le rayon ; (b) maximale au rayon moyen �Syno + SlÙo�/2 

-1000 1000 0 -1240 1240 0 
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Fig. IV.26. Déformées modales du stator par l'affichage des contraintes de von Mises pour des pressions 

sinusoïdales à partir d'harmoniques de pressions de rang égaux à : (a) 2 ; (b) 3 ; (c) 4 ; (d) 5 

 

 

TABLEAU IV.6 

Fréquences propres des modes de l'ensemble stator/carcasse de la machine à flux axial 

 

Mode Fréquence (Hz) 

0 595 

2 1250 

4 1490 

6 2320 

20 4560 

24 5800 

 

(a) 
(b) 

(c) (d) 
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IV.3.3.3 Niveau de puissance acoustique 

Une sphère d’éléments acoustiques est modélisée autour de la machine. De manière à 

identifier les ondes sonores rayonnées par une machine à flux axial, une coupe est réalisée sur 

l'axe de la machine, du côté stator, comme montré sur la figure IV.27. Cette coupe appartient au 

disque passant par le centre de la sphère et parallèle à l’axe de rotation de la machine. La 

puissance acoustique dans la direction radiale n'est pas relevée car les flasques ne sont pas 

contraints et l'effet de cisaillement des efforts électromagnétiques n’est pas pris en compte, ce 

qui fait que le bruit dans la direction radiale est ici beaucoup plus faible que dans la direction 

axiale. Ceci n'est pas nécessairement vérifié comme le montre [Park 2014] dans un cas où les 

flasques sont complètement contraints. 

Le niveau de puissance acoustique sur [0 Hz ; 14 kHz] est présenté sur la figure IV.28. Le 

niveau de puissance acoustique est plus élevé que pour les machines à flux radial 

précédemment étudiées malgré une plus faible puissance nominale. Cela est dû au fait que la 

machine n’est ici pas contrainte et rayonne donc plus facilement. Les fréquences des maximas 

locaux sont explicitées. Ces extrema sont liés aux fréquences propres listées dans le tableau IV.6. 

Le niveau de puissance acoustique aux fréquences correspondant aux modes 0, 6, 20 et 24 est le 

plus important. Les puissances acoustiques dans le plan de coupe présenté à la figure IV.27 pour 

ces quatre modes sont présentées sur la figure IV.29. Y est adjoint la déformation de la carcasse 

pour illustration. Le stator est lié aux flasques au niveau du rayon externe de la machine. Le 

centre des flasques est complétement libre et la résonnance les rend particulièrement mobiles. 

Les déformations sont exagérées mais suffisamment explicites, l’onde sonore est axiale. 
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Fig. IV.27. Coupe dans l’axe de la machine et nœuds du maillage acoustique. 

 

 

 

 

 

Fig. IV.28. Niveau de puissance acoustique de la machine à flux axial sur [0 Hz ; 14 kHz]. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Fig. IV.29. Déformation exagérée de la carcasse et puissance acoustique rayonnée (en pascal, longueurs en mètres) 

aux fréquences : (a) 595 Hz ; (b) 2320 Hz ; (c) 4560 Hz ; (d) 5800 Hz. 
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IV.4 CONCLUSION 

L'utilisation des techniques de modélisation acquises au chapitre précédent a permis 

d’étudier le bruit rayonné par des machines à aimants permanents non conventionnelles 

comme les machines à commutation de flux, à flux radial et les machines à aimants montés en 

surface, à flux axial. En première partie, en partant d'une machine à commutation de flux 

courante à 12 encoches et 10 pôles rotoriques, l'influence du nombre de pôles sur le bruit de ces 

machines a été analysée. Cela a permis de relier le contenu harmonique spatial particulièrement 

impacté par les combinaisons, sur le bruit rayonné par la machine au travers de son spectre 

acoustique. L'influence de la composante continue et de l'harmonique de rang 2 de la force 

magnétique est prépondérante sur le bruit et peut être réduite en choisissant une combinaison 

de pôles et d'encoches adaptée. Généralement, il est recherché d'augmenter le rang du 

fondamental afin de ne pas exciter le mode d'ordre 2 et de n'exciter que des harmoniques de 

rang pair afin de ne pas exciter le mode d'ordre 1, responsable d'une force déséquilibrée. La 

supériorité de la combinaison à 12 encoches et 10 pôles rotoriques en termes de performances 

acoustiques a été établie. L'étude des machines à commutation de flux a également permis de 

mettre en évidence l'influence des aimants statoriques sur les vibrations du stator. Finalement, 

l'étude des machines à flux axial a montré l'importance capitale des flasques dans le bruit 

rayonné par la machine, à savoir leurs conditions aux limites mais aussi la façon dont le stator 

est accolé aux flasques à l'intérieur de la machine. En effet, les travaux ont permis de rendre 

patent la prédominance des vibrations axiales des disques par rapport aux vibrations radiales 

de la carcasse. La forme des ondes sonores a été également présentée. 
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CONCLUSION GENERALE 

 

CONCLUSION GENERALE 

 

 

 

 

 

e travail de ce mémoire de thèse a porté sur la modélisation vibro-acoustique des 

machines synchrones à aimants permanents (MSAP) dans un contexte de 

dimensionnement et de conception pour la traction automobile. L'objectif était de développer 

les aspects mécaniques et acoustiques de l'outil analytique d'aide au dimensionnement des 

MSAP développé au GREAH et nommé SIMUMSAP. Cette étude a alors permis de compléter 

l'outil de dimensionnement de manière à réaliser des simulations multiphysiques, rapides et 

fiables, permettant d'explorer un espace étendu de solutions potentielles dans les premières 

phases du processus de dimensionnement. 

 

Dans un premier temps, un état de l'art sur les émissions vibro-acoustiques des machines 

électriques a donné les clés au lecteur pour comprendre les problématiques liées à la 

modélisation des phénomènes physiques englobés par ce large thème.Ainsi, les difficultés liées 

à l'obtention des efforts électromagnétiques de manière locale ont été exposées et les 

principales méthodes introduites. La résolution formelle des équations de Maxwell et les 

réseaux de réluctances permettent, entre autres, le calcul de la distribution de l'induction dans 

l'entrefer et ont été brièvement rappelés. En effet, les parties magnétiques étant bien connues 

des électrotechniciens, la modélisation vibro-acoustique a préférablement été mise en exergue. 

De ce fait, les notions de conditions aux limites, fréquences propres liées à des modes de 

vibration, déformées modales à ces fréquences, réponse vibratoire forcée et rayonnement 

acoustique ont été explicitées. Finalement, les problématiques liées aux hypothèses de 

modélisation ont été développées, à savoir l'influence sur les résultats vibratoires et acoustiques 

de la géométrie exacte de la machine, de la température en fonctionnement sur les propriétés 

mécaniques et du feuilletage de la culasse statorique. 

L 
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Le deuxième chapitre a été consacré à la description des modèles. Dans un but de 

modélisation analytique rapide et fiable, certaines méthodes présentées au premier chapitre 

ont été exposées pour être utilisées dans les chapitres suivants. De manière à valider les 

modèles analytiques, la méthode des éléments finis a été utilisée et les simulations au moyen de 

logiciels commerciaux détaillés. Ces modèles sont bi- et tridimensionnels et concernent les 

aspects magnétiques, vibratoires et acoustiques. Le couplage faible (itération des modèles) 

entre les modèles est explicité. De plus, en vue d'étudier des machines non-conventionnelles 

comme les machines à commutation de flux, un modèle éléments finis permettant de résoudre 

les aspects vibratoires a été développé. Quelques modèles ont ensuite été validés 

expérimentalement pour les parties magnétique et vibratoire. 

 

L'étude des émissions vibro-acoustiques d'une machine synchrone à entrefer radial à 

aimants montés en surface à été réalisée dans le troisième chapitre. La pertinence des 

approches analytiques a été vérifiée au moyen de modèles éléments finis en considérant tout 

d'abord les mêmes hypothèses dans les deux approches. Ensuite, les modèles éléments finis se 

sont rapprochés des cas réels avec prise en compte de la saturation pour les parties 

magnétiques et influence des effets de bord de la carcasse, des têtes de bobines et du feuilletage 

pour les parties vibro-acoustiques. Cette troisième partie a ainsi permis de développer un 

modèle analytique magnéto-vibro-acoustique rapide et fiable pour obtenir les spectres 

acoustiques de ce type de machine. 

 

Le quatrième et dernier chapitre a été consacré à l'étude des émissions de machines à 

aimants peu courantes à savoir la machine à aimants à commutation de flux et la machine à 

aimants à flux axial. L'influence de quelques combinaisons de nombres de pôles et d'encoches 

autour d'une machine à commutation de flux courante (10/12), sur le bruit rayonné par la 

machine a été étudiée. Si leur influence sur la force magnétique est bien connue dans la 

littérature scientifique, il existe peu de travaux sur le bruit émis notamment au moyen de 

modèles structurels et acoustiques tridimensionnels. L'étude a permis de démontrer la 

supériorité de la combinaison 10/12. Pour les machines à flux axial, l'étude a permis de 

comprendre les phénomènes vibratoires mis en jeu et de mettre en lumière la prédominance 

des vibrations axiales des disques et la forme des ondes sonores qui en résulte. 
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A ce stade, la vibro-acoustique est un axe d'étude récent au GREAH. Ainsi, la recherche 

bibliographique sur les aspects de modélisation a été autant que possible exhaustive. L'accent a 

été mis sur le développement de modèles analytique et éléments finis sur des topologies de 

machines à aimants différentes. Comme mentionné aux travers de ce mémoire, d'un point de 

vue vibro-acoustique, les mesures expérimentales revêtent un caractère prépondérant dans la 

validation, tant les modèles numériques souffrent d'un trop grand nombre de simplifications. 

Malheureusement, nous n'avons pas pu réaliser nos propres mesures et c'est bien évidemment 

l'axe que nous aurions aimé développer en premier lieu et ce, notamment sur la machine à flux 

axial développée au sein du laboratoire. Ce travail fera partie du travail d’une thèse qui vient de 

démarrer. 

 

En termes de perspectives, plusieurs autres pistes de développement sont offertes. Tout 

d'abord, si le calcul des fréquences propres est assez bien maitrisé, le calcul des déformations 

forcées souffre de beaucoup d'imprécisions et il est nécessaire de développer de nouvelles 

méthodes. En effet, il est essentiel de distinguer dans les travaux vibro-acoustiques ceux qui 

portent sur la gêne acoustique de ceux qui portent sur la fatigue de la machine. Or, cette atteinte 

à la fragilité du groupe motopropulseur est un enjeu financier et sécuritaire qui peut être 

maitrisé par la réduction des vibrations. La qualité de la modélisation des déformations est donc 

primordiale. 

 

Un effort important mérite d'être apporté quant à la maîtrise et à la fiabilisation du calcul 

de la force magnétique locale. Cet aspect souffre encore aujourd'hui d'incertitudes ce qui 

fragilise les calculs faits même avec les éléments finis et réduit donc la portée des calculs vibro-

acoustiques. 

 

Enfin, si l'influence de la température sur les émissions vibro-acoustiques a été 

mentionnée, elle n'est pas prise en compte dans les présents travaux. Elle mérite cependant 

d'être amplement développée dans ce type de travaux au risque d'augmenter la complexité des 

modèles et donc de les alourdir. Sa prise en compte complèterait l'approche de modélisation 

multiphysique. 
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