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Résumé

Le probléeme de la planification du mouvement a été largement étudié dans le cas
de corps rigides articulés mais peu de travaux considerent les corps déformables. En
particulier, les tiges élastiques telles que cables électriques, flexibles hydrauliques et
pneumatiques, apparaissent dans de nombreux contextes industriels. Du fait d’une
modélisation complexe et d’'un grand nombre de degrés de liberté, I'extension des
méthodes de planification de mouvement & de tels corps est un probléeme parti-
culierement difficile. En se basant sur les propriétés des configurations a 1’équilibre
statique, cette these propose plusieurs approches au probleme de planification de
mouvement pour des tiges élastiques.
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Abstract

The motion planning problem has been broadly studied in the case of articula-
ted rigid body systems but so far few work have considered deformable bodies. In
particular, elastic rods such as electric cables, hydraulic or pneumatic hoses, appear
in many industrial contexts. Due to complex models and high number of degrees
of freedom, the extension of motion planning methods to such bodies is a difficult
problem. By taking advantage of the properties of static equilibrium configurations,
this thesis presents several approaches to the motion planning problem for elastic
rods.
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Introduction

La science-fiction souléve régulierement le questionnement de l'intelligence ar-
tificielle des robots et les possibilités de création d’une intelligence pourvue d’une
conscience suscite de vifs débats. Cependant, les connaissances actuelles ne nous
permettent que de simuler certaines capacités cognitives permettant de résoudre des
problématiques clairement définies. Parmi elles, figurent des problémes que ’homme
résout quotidiennement de facon purement intuitive et qui consistent toujours en un
défi majeur pour les roboticiens. L’exemple qui nous intéresse ici peut étre formulé
ainsi : comment coordonnons-nous l’ensemble de nos muscles afin d’accomplir une
tache donnée telle que déplacer un objet ? Pour un robot, cela revient a déterminer la
séquence de commandes a appliquer sur ses différents actionneurs tout en évitant de
rentrer en collision avec son environnement. Ce probleme est appelé planification de
mouvement et il a été montré qu’il est généralement dans la classe des problémes les
plus difficiles a résoudre. Le probleme de planification de mouvement est dorénavant
clairement formulé et grace aux outils mathématiques couplés a la puissance de cal-
cul des ordinateurs, il peut étre résolu en un temps suffisamment faible pour des
applications réelles sur des robots.

Par ailleurs, la structure mécanique des robots est en pleine évolution. Alors que
la grande majorité des robots depuis leur apparition est constituée de corps rigides
articulés entre eux par des liaisons mécaniques, des robots constitués de composants
flexibles font leur apparition. Par exemple, les robots bio-inspirés de type anguilles
(cf. [Khalil 07]) offrent de remarquables capacités locomotrices. De méme, les bras
manipulateurs dits continus (cf. [Robinson 99]), c’est & dire qui tendent & repro-
duire un bras déformable, possedent plus de degrés de liberté et une meilleure sou-
plesse réduisant les risques vis & vis de ’homme. Aussi, certains bras manipulateurs
possedent déja des composants flexibles a I'extérieur de leur structure, tels que des
tubes pneumatiques, des flexibles hydrauliques ou des céables électriques. Tous ces ob-
jets présentent une caractéristique commune : il s’agit de solides déformables ayant
une dimension bien supérieure aux deux autres que nous nommerons tiges. Dans
cette these, nous allons étendre la problématique de la planification de mouvement
a des robots manipulant ou étant composés de tiges. Au dela d’offrir une certaine
autonomie pour de tels robots, cette nouvelle problématique trouve notamment des
applications industrielles.
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Planification de mouvement pour le prototypage virtuel

Le prototypage virtuel est a présent couramment utilisé dans des domaines
comme ’automobile et ’aéronautique et il permet de concevoir et de dimension-
ner a moindre colt des systemes complexes. Grace a ’apparition de la Conception
Assistée par Ordinateur (CAO), 'industriel dispose de maquettes numériques de
systemes telles que des avions composés de plusieurs dizaines de milliers de pieces
et de plusieurs centaines kilomeétres de tiges flexibles. Cependant, malgré de tels
outils, les études d’assemblage de tels systemes (cf. figure [1)) ne peuvent plus étre
entierement effectuées par un opérateur humain.

Les méthodes de planification de mouvement constituent alors un outil capable
d’aider ’homme a répondre aux questions suivantes :

— Est-il possible d’assembler ou désassembler de tels systemes ?

— Quelles sont les séquences de mouvement & appliquer sur les différentes pieces
pour réaliser 'opération d’assemblage ou de désassemblage ?
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FIGURE 1 — Etude d’assemblage de tiges flexibles (crédits : Airbus).

Or, les méthodes de planification actuelles ne permettent que de considérer les
pieces rigides. Jusqu’a présent, les composants de type tiges flexibles étaient assimilés
a des pieces rigides ou ignorés. Le projet Flecto, financé par I’Agence Nationale de
la Recherche, a pour objectif de répondre & ce besoin (cf. [Roussel 15¢]). Le consor-
tium du projet est composé du CEA-LIST, de Siemens-Kineo et du LAAS-CNRS.
Le CEA-LIST dispose du simulateur physique eXtended Dynamic Engine (XDE) ca-
pable de simuler des tiges flexibles en temps réel. D’un autre coté, la société Siemens-



Xix

Kineo a développé une solution logicielle implémentant les méthodes de planifica-
tion de mouvement. Un des objectifs de cette these, dans le cadre du projet Flecto,
consiste a étudier les possibilités d’intégration du simulateur XDE avec ces méthodes
de planification. Plus particulierement, nous nous intéressons au cas d’assemblage
ou de désassemblage d’'une tige flexible dans un environnement composé de piéces
rigides. Ce projet a permis au groupe Gepetto de démarrer cette nouvelle activité de
recherche. Dans de telles applications, il est généralement nécessaire que les pieces
ne soient pas endommagées durant I’opération. Pour des pieces déformables, nous
nous limitons aux déformations réversibles, c’est a dire au domaine de 1’élasticité.

La problématique traitée dans cette these consiste a étendre les méthodes de
planification de mouvement & des tiges élastiques manipulées a leurs extrémités par
des pinces robotiques (cf. figure .

FIGURE 2 — Tige élastique manipulée par des pinces robotiques.

La difficulté de cette problématique peut expliquer ’absence de méthode de
résolution. En effet, les modeles de déformations réalistes sont bien plus complexes
que le mouvement de corps rigides articulés. En particulier, la prise en compte des
déformations d’une tige élastique implique que I’espace de recherche des méthodes de
planification soit de dimension infinie. De plus, ces méthodes doivent étre capables
de résoudre le probléme en un temps tres court.

Contributions

Au cours de cette these, nous avons développé différentes approches permettant
de répondre a la problématique décrite ci-dessus. L’étude de 1’équilibre statique de
tiges élastiques, qui offre une catégorie de déformations remarquable, constitue un
élément central de nos travaux.

En considérant I’hypotheése de manipulation quasi-statique, nous avons montré
dans [Roussel 14] qu’il est possible de tirer parti des propriétés mathématiques des
déformations a I’équilibre pour résoudre efficacement le probleme de planification de
mouvement pour une tige élastique manipulée a ses extrémités.



XX INTRODUCTION

D’autre part, nous donnons une nouvelle formulation analytique de la courbure
des tiges élastiques a I’équilibre dans le cas général grace aux fonctions elliptiques de
Jacobi. De plus, dans le cas d’une tige planaire, nous donnons les formes analytiques
de la géométrie et de la sensibilité aux conditions initiales. Ainsi, nous montrons
dans [Roussel 15b] qu’il est possible d’utiliser ces formes analytiques pour résoudre
le probleme de géométrie inverse pour des tiges planaires élastiques a 1’équilibre.

Aussi, dans le cadre d’une collaboration avec 1’Université d’Illinois (séjour de
3 mois a Urbana-Champaign), nous étendons dans |[Roussel 15a] les travaux de
[Bretl 14] permettant de caractériser les configurations & I’équilibre des tiges élastiques
de Kirchhoff aux tiges de Timoshenko griace au formalisme de la commande opti-
male sur des variétés différentielles. Grace a cette caractérisation des configurations
a I’équilibre, nous développons une approche permettant de planifier pour des tiges
élastiques en considérant leur dynamique et les contacts grace au couplage avec le
simulateur XDE.

Cette problématique a aussi permis d’aborder le probleme de réduction de di-
mension et de I’étendre & des systémes autres que la tige [Orthey 15].

L’ensemble des caractérisations analytiques et numériques des configurations a
I’équilibre de tiges élastiques présentées au chapitre [2| ont été implémentées dans la
bibliotheque logicielle gserl disponible en open-source a ’adresse https://github.
com/olivier-roussel/qgserl.

Plan de cette these

Cette these est organisée en introduisant d’abord les notions et outils mathématiques
utilisés et en décrivant ensuite leur intégration aux méthodes de planification de mou-
vement. Le chapitre [l| donne les éléments théoriques nécessaires pour la planification
de mouvement pour des objets déformables. Le chapitre |2 s’intéresse a 1’étude des
configurations a I’équilibre des tiges élastiques. Enfin, le chapitre[3]montre différentes
approches au probleme de planification de mouvement pour des tiges élastiques.

Publications

L’ensemble des publications et des vidéos associées sont disponibles a la page
http://projects.laas.fr/gepetto/index.php/Members/0livierRoussel.
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— Olivier Roussel, Andy Borum, Michel Taix and Timothy Bretl. Manipulation
planning with contacts for an extensible elastic rod by sampling on
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Chapitre 1

Eléments théoriques pour la
planification d’objets
déformables

Dans ce chapitre nous donnons les définitions et notations qui sont utilisées
tout au long du document. Apres avoir introduit la problématique et les méthodes
en planification de mouvement, nous présentons ensuite brievement les notions de
mécanique des milieux continus indispensables dans notre travail.

Nous terminons ce chapitre par un état de I'art de la planification d’objets
déformables.

1.1 Planification de mouvement

Le probleme de la planification de mouvement a été étudié par de nombreuses
communautés sous différents aspects. Il est & présent clairement formulé et est le
sujet de plusieurs ouvrages de référence dans le domaine [Choset 05l [LaValle 06,
Latombe 91]. L’exemple le plus classique est connu sous le nom du Probléme du
déménageur de piano : peut-on déplacer un piano (un objet géométrique rigide)
d’une position et orientation initiale (appelée situation initiale) & une position et
orientation finale (situation finale) sans collision avec ’environnement ?

Cette problématique s’étend aux systémes mécaniques articulés (e.g. bras mani-
pulateurs, robots humanoides), rigides ou déformables ou encore multi-systeémes (e.g.
une flotte de robot mobiles). De fagon plus générale, pour un systéme mécanique
quelconque appelé robot, le probleme de planification de trajectoires entre une si-
tuation initiale et finale du robot dans un environnement contenant des obstacles
consiste & trouver une séquence continue de situations sans collision permettant de
relier les deux situations. Il a été montré dans [Reif 79] que ce probleme est NP-
difficile.
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Bien souvent, le systéme mécanique est soumis a des contraintes et nous recher-
chons alors une séquence continue valide, c’est a dire respectant les contraintes du
systemes et sans collision avec ’environnement.

Alors que la définition initiale du probleéme restreint la recherche de solution a
un espace reflétant la géométrie du probléme, nous pouvons étendre la recherche
a l'espace représentant I’ensemble des états que peut prendre le systéeme, que nous
nommerons espace d’états de facon générale.

Dans cette section, nous allons introduire les notions de base ainsi que les prin-
cipales méthodes utilisées en planification de mouvement.

1.1.1 Les transformations rigides

Les transformations rigides, i.e. qui préservent les distances entre les points, sont
un élément essentiel de I’étude du mouvement d’objets rigides. Nous verrons que
ces transformations apparaissent régulierement pour la représentation des situations
des robots et que les outils mathématiques utilisés pour 1’étude du mouvement de
corps rigides s’étendent aux corps déformables. Parmi eux, les groupes de Lie spécial
orthogonal SO(n) et spécial euclidien SE(n) constituent un outil sur lequel nous
nous appuierons tout au long de cette theése. Le lecteur intéressé pourra consulter
[Murray 94] pour plus de détails sur I'ensemble du formalisme mathématique utilisé.

Par la suite, les transformations rigides dans R®, qui peuvent étre représentées
par une orientation et translation dans R®, et qui sont des éléments du groupe de
Lie SE(3) seront nommées position 6D. A défaut, le terme position employé seul
désigne uniquement la partie en translation.

1.1.2 L’espace des configurations

Un concept essentiel qui a permis un développement majeur des recherches en
planification de mouvement est celui d’espace des configurations [Lozano-Perez 83,
noté C. Celui-ci consiste en I’ensemble des configurations d’un systéeme, ou chaque
configuration décrit de facon unique la géométrie du systeme. Une configuration est
décrite par un vecteur q contenant ses n degrés de liberté indépendants. L’espace
des configurations est alors généralement une variété de dimension n. Il permet une
abstraction du probleme, indépendante du systeme et de ’environnement considérés,
grace a un formalisme général. Nous pouvons en voir un exemple sur la Figure [1.1

Notons que les espaces des configurations peuvent étre composés entre eux grace
au produit cartésien, e.g. un espace des configurations égal & un tore de dimension
2 est définit par T? = St x St

L’ensemble des configurations libres de collisions forme un ouvert noté Cyy .. La
notion de configuration en collision concerne typiquement la collision avec ’environ-
nement mais peut aussi inclure selon le contexte I'auto-collision. Par définition, le
complément de Cgpee, noté Cops, est un fermé et consiste alors en ’ensemble des confi-
gurations en collision (cf. Figure . Notons qu'une configuration libre de collision
n’autorise pas le contact.
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FIGURE 1.1 — Un bras manipulateur avec deux degrés de liberté en rotation (non bornés)
dans une configuration q donnée représenté dans ’espace de travail W (& gauche) et dans
son espace des configurations C. L’espace des configurations est ici homéomorphe au tore de
dimension 2.

Qstart

Qgoal

FIGURE 1.2 — Le bras manipulateur doit se déplacer depuis une configuration qszq,+ vers une
configuration qgoq en évitant obstacle O (& gauche) et la représentation équivalente dans
I’espace des configurations C.

Formellement, étant donné un environnement, représenté par l’ensemble W,
contenant p obstacles O;, i = {1, ..., p} et un robot A(q) dans la configuration
q, l'espace des configurations en collision Cgs; correspondant a l'obstacle O; est
défini par

Cobs,i = {q eC | .A(q) nNo; # (D} . (1.1)

L’ensemble fermé C,s est alors défini par
P
Cobs = U Cobs,i (12)
i=1

Le probleme de planification de mouvement peut alors étre formulé dans 1’espace
des configurations ainsi :
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Définition 1 (Probleme de planification de mouvement dans 'espace des configu-
rations). Etant donnés :

1. Un espace de travail W C R? avec typiquement d =2 ou d = 3 ;
2. Un ensemble de p obstacles O; C W,i={1, ..., p};

3. Un robot A possédant n degrés de liberté, décrivant l’espace des configurations
C de dimension n. L’espace en collision Cops est alors défini par (1.1) et (1.2)).
De méme, lespace libre Cyree est alors donné par Cpree = C \ Cobs -

4. Une configuration initiale Qstart € Cree €t finale qgoar € Cpree du Tobot ;

Le probléme de planification de mouvement consiste a trouver, si il existe, un chemin
continu T : [0,1] = Cfrec tel que T7(0) = Qstare €t T(1) = Qgoal

Qstart

Qstart

FIGURE 1.3 — Un mouvement solution dans I’espace de travail entre les configurations qgtqrt
et qgoar €t sa représentation sous forme d’un chemin 7 dans l’espace des configurations libre

Cfree-

Il est a noter que le chemin obtenu 7, si il existe, est une solution purement
géométrique au probleme (cf. Figure . En effet, ce-dernier est paramétré par
une abscisse normalisée. Dans certaines applications, nous verrons qu’il est parfois
souhaitable de définir une paramétrisation temporelle de la solution.

1.1.3 Géométrie directe et inverse

Bien qu’'une configuration décrive la situation géométrique du robot, elle ne four-
nit généralement pas la représentation explicite de la géométrie. A titre d’exemple,
considérons le cas d’'un bras manipulateur tel qu’illustré en Figure Afin de
déterminer la position de son organe terminal a partir de sa configuration, il est
nécessaire d’appliquer une transformation géométrique fonction de sa configuration
(valeurs angulaires) ainsi que de la longueur de ses liaisons. Cette transformation,
liant la configuration d’un robot a la position 6D de son organe terminal dans le cas
général, est appelée Modéle Géométrique Direct (MGD). La transformation inverse,
liant la position 6D de 'organe terminal d’un robot a sa configuration, est appelée
Modéle Géométrique Inverse (MGI).
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Les bras manipulateurs, premiers robots industriels, sont modélisés par des chaines
cinématiques, i.e. une séquence de corps rigides connectés ensemble par des articula-
tions motorisées. Ces articulations restreignent le mouvement des corps sous-jacents
a des sous-groupes de SE(3). Dans la plupart des formalismes et applications robo-
tiques, seules deux articulations & un seul degré de liberté sont rencontrées :

— Darticulation rotoide de type pivot, imposant un mouvement rotationnel au-
tour d’un axe commun entre deux corps. Elle est paramétrée par ’angle autour
de cet axe;

— larticulation prismatique de type glissiere, imposant un mouvement transla-
tionnel le long d’un axe commun entre deux corps. Elle est paramétrée par la
distance le long de cet axe.

Bien que d’autres articulations existent, telles que les articulations rotules, cylin-
driques ou planaires, elles sont généralement réalisées grace aux deux articulations
élémentaires précédemment introduites.

1.1.3.1 Modele Géométrique Direct

Le Modele Géométrique Direct est ’application qui & toute configuration q € C
du robot fait correspondre la position 6D, notée g, de son organe terminal, i.e.
MGD : C — SE(3). Dans le cas de bras manipulateurs a n articulations modélisés
par des chaines cinématiques, la position 6D de 'organe terminal g peut s’exprimer
sous la forme

9="Toi(q1) .- - Tn-1(qn)
= Ton(a)

ou T;_1,(g;) est la matrice représentant la position relative du corps ¢ par rapport
au corps ¢ — 1 qui n’est fonction que de la configuration de l'articulation . Les
formes explicites de ces matrices sont connues pour les articulations élémentaires et
plusieurs méthodes existent pour les déterminer, comme les parametres de Denavit-
Hartenberg (cf. [Khalil 04]) ou les paramétrisations par twist (cf. [Murray 94]). Dans
le Chapitre [3] nous sommes amenés a calculer le MGD étendu au cas d’une tige
élastique afin de faire le lien entre leur configuration et leur géométrie. Nous verrons
que ce calcul est une étape critique pour la détection de collision.

(1.3)

1.1.3.2 Modele Géométrique Inverse

Le Modele Géométrique Inverse d’un robot consiste en ’application qui a la
position 6D, notée g, de son organe terminal fait correspondre une configuration
q € C du robot , i.e. MGI : SE(3) — C. Contrairement au MGD, le MGI peut
avoir :

— soit une unique solution ;

— soit un nombre fini de solutions;
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— soit aucune solution ;
— soit une infinité de solutions.

Dans le cas de bras manipulateurs, ceci revient a résoudre 1’équation . Selon
la structure du bras et bien que difficiles a déterminer, les solutions analytiques
sont parfois disponibles [Renaud 06]. Cette application est fréquemment utilisée en
planification de mouvement pour lier une tache donnée aux configurations ou encore
dans le cas de la planification pour des chaines fermées (e.g. manipulation d’objets
ou robots paralleles). Dans le cadre de la problématique de cette these, il est parfois
intéressant de connaitre la configuration de la tige pour des positions 6D imposées
a ses extrémités. Cette extension du MGI pour des tiges élastiques a 1’équilibre
statique sera présentée au Chapitre

1.1.4 Meéthodes de planification déterministes

Les premieéres approches au probleme de planification étaient basées sur des
méthodes dites déterministes, c’est a dire dont le comportement est reproductible
pour des entrées au probleme identiques.

Approches exactes Parmi elles, les approches dites exactes ont suscité de nom-
breux travaux (voir par exemple [Latombe 91]) car elles ont permis la mise au
point d’algorithmes complets. Un algorithme est dit complet si, quelles que soient
les données du probleme, il est capable de trouver une solution en un temps fini
si elle existe ou a défaut de signaler qu’il n’y a pas de solution. Elles requiérent
généralement une description explicite de ’espace des configurations, permettant
une décomposition de 'espace libre C ;.. en cellules et une représentation sous forme
de graphe. L’espace de recherche initialement continu est alors ramené a un espace
de recherche discret. Lorsque le graphe modélisant ’espace des configurations est
construit, des algorithmes de recherche de chemin dans des graphes tels que A*
peuvent alors donner efficacement une solution au probléeme. De plus, en utilisant
ce formalisme, il est possible d’appliquer des criteres d’optimalité sur la solution,
comme par exemple obtenir le plus court chemin entre les situations initiale et fi-
nale.

Les méthodes completes sont particulierement adaptées aux problemes a faible
dimension. Par exemple, dans le domaine de l’intelligence artificielle et des jeux
vidéos, les méthodes basées sur les maillages de navigation permettent la planifi-
cation d’agents ayant peu de degrés de liberté se déplacant a la surface d’un en-
vironnement tridimensionnel en un temps inférieur a la milliseconde [Saupin 13].
La construction du graphe, qui peut étre déportée dans une phase hors-ligne, ne
nécessite que quelques minutes du fait de la faible dimension de l’espace de re-
cherche.

Cependant, ces approches ne sont pas applicables dans des espaces de grande
dimension du fait qu’il devient soit impossible soit trop cotteux de calculer explici-
tement Cgypee. [Canny 88] donne une borne supérieure sur la complexité du probleme
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de planification en montrant qu’une représentation explicite de I’espace des configu-
rations peut étre obtenue en complexité exponentielle par rapport a sa dimension. De
plus, du fait de la construction d’une représentation de 1’espace libre, ces méthodes
sont difficilement adaptables a des environnements dynamiques.

Fonctions de navigation Les fonctions de navigation fournissent une autre fa-
mille d’approches permettant une solution sous forme de commande rétroactive en
boucle fermée, capable de gérer des environnements dynamiques ou incertains en
temps-réel. Ces fonctions définissent typiquement un champ de potentiel attractif
vers le but et un potentiel répulsif vis a vis des obstacles. La commande est alors
obtenue par une descente de gradient. Cette approche trouve ses premieres appli-
cations en robotique dans les travaux de [Khatib 80, [Khatib 86]. Aussi, grace a
leur simplicité et leur faible cout calculatoire, ces méthodes furent appliquées en
réalité virtuelle pour la simulation de foule [Helbing 95]. Cependant, la présence
possible de plusieurs minima locaux dans ces fonctions de potentiel ne garantit pas
la complétude. [Rimon 92] étend ce concept a des méthodes complétes avec une nou-
velle famille de fonctions de navigation ayant un unique minimum de potentiel pour
des environnements de type étoilés (la notion d’ensemble étoilés sera présentée en
Section . Cependant, de telles fonctions ne sont pas disponibles dans le cas
général.

1.1.5 Meéthodes de planification probabilistes

En pratique, de par leur complexité, les méthodes déterministes exactes ne sont
plus applicables pour des problemes de dimension n > 6. D’un autre coté, les
méthodes probabilistes a échantillonnage ne s’appuient pas sur la représentation ex-
plicite de Cy;.c. mais essaient d’en capturer la connectivité grace a un échantillonnage
aléatoire de C. A chaque itération, une configuration qq.q est échantillonnée et
la géométrie correspondante est testée en collision, i.e. on cherche a déterminer si
Qrand appartient a Cy,.c.. Les configurations libres définissent alors une représentation
discrete de Cye. sous forme de graphe. Tandis que dans les méthodes exactes les tests
de collision se font dans C, ce qui implique la construction explicite de la frontiere
de Cfree, ici les tests de collision se font dans W et se ramenent dans les cas les plus
complexes a des tests d’intersection de polyedres.

Les algorithmes basés sur ces méthodes présentent une notion de complétude
plus faible que les méthodes exactes, dite complétude probabiliste. Un algorithme est
probabilistiquement complet si, lorsque le nombre d’itérations tend vers l'infini, la
probabilité qu’il trouve une solution si elle existe tend vers un. Ainsi, ces méthodes
ne peuvent garantir avec certitude et en un temps fini qu’un probléme ne possede pas
de solution. Notons que, comme nous le verrons en détail, ces méthodes requierent
que C soit muni d’'une métrique.

On distingue deux familles d’algorithmes implémentant les approches probabi-
listes a échantillonnage aléatoire, que nous appellerons méthodes a échantillonnage
par la suite :
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— les méthodes orientées graphes, telles que la Probabilistic Roadmap Method
(PRM) [Kavraki 96], appropriées a des problémes statiques et multi-requétes
grace a une construction hors-ligne du graphe représentant 1’espace libre;

— les méthodes a diffusion d’arbres, telles que le Rapidly-exploring Random Tree
(RRT) [LaValle 98], permettant la construction du graphe en ligne et adaptées
aux problemes mono-requéte.

Chacune de ses familles repose sur les mémes principes théoriques et offre en pra-
tique de bons résultats sur des problemes a grandes dimensions, la ou les méthodes
déterministes montrent leurs limites. Les éléments de bases requis par ces méthodes
et qui seront détaillés par la suite sont a minima, :

— une métrique sur ’espace de recherche;
— une méthode d’échantillonnage aléatoire sur I’espace de recherche;

— un détecteur de collision, permettant de déterminer si une configuration donnée
est libre de collision ou non;

— un planificateur local, retournant le chemin entre deux configurations données.

Nous allons présenter I’algorithme RRT et nous appuyer sur celui-ci pour présenter
plus en détail les fondements théoriques des méthodes a échantillonnage.

1.1.5.1 L’algorithme Rapidly-exploring Random Tree

La structure générale de l'algorithme RRT est présentée en algorithme A
chaque itération, I'arbre 7" représentant Cyy . est étendu au travers de 3 étapes :

1. Une configuration q;q,q est échantillonnée aléatoirement dans C;

2. Pour une métrique donnée sur C, on récupere la configuration qpeqr la plus
proche de q,qnqg dans 'arbre T ;

3. Si possible, I'arbre 7 est étendu selon une méthode de planification locale
depuis Quear Vers qrand-

Le comportement d’une itération est illustré en Figure

Depuis son apparition, il existe de trés nombreuses variantes d’implémentation
de l'algorithme [1| afin d’en améliorer 'efficacité ou bien pour prendre en compte cer-
taines particularités du systeme ([Leven 03], [Yershova 05], [Zucker 07], [Karaman 11],
[Perez 12], ...).

Parmi elles, on peut citer le RRT-Connect [Kuffner 00] ou deux arbres, I'un ini-
tialisé a la configuration initiale et 'autre au but, se diffusent alternativement et
explorent I’espace libre tout en essayant de se connecter mutuellement. De maniére
générale, nous pouvons remarquer que l’échantillonnage aléatoire est légerement
biaisé vers le but afin que ’arbre puisse atteindre celui-ci.
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Algorithm 1 RRT(qstart, Agoat)

Output: Chemin solution 7 ou signaler un échec

1:
2:
3:

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

Initialize the tree T with qgart
while — solved and iter < Ny,ue do
Qrand ¢ RANDOM_SAMPLE()
Anear < NEAREST(T, Zrqnd)
Qnew < EXTEND(Qneam qrand)

if Anew 7é Qnear then
Add vertex quew to T
Add edge (qnea’m CInew) to T
if gpew = Agoal then
solved < true
end if
end if
end while
if solved then
return the path 7 from qsiart t0 Qgoal
else
return failure
end if

Qgoal

Qstart

Qrand

FIGURE 1.4 — L’arbre 7 dont la racine est qsiqr: se diffuse dans I'espace libre Cyree afin
de rejoindre la configuration but qgeq;. Lorsqu'une configuration qqnq est échantillonnée
aléatoirement, ’arbre s’étend depuis la configuration la plus proche queqr en direction de
Jrand d'un éventuelle distance maximale. La configuration résultante que,, est alors ajoutée
a l'arbre et le processus est répété.
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1.1.5.2 E‘chantillonnage aléatoire

La propriété essentielle qui garantit les performances du RRT est le biais de Vo-
ronoi (cf. [LaValle 00]). Celui-ci se traduit par une régularité du volume des régions
de Voronoi dans 'espace libre Cy,. lorsque le nombre d’itérations augmente. Intui-
tivement, I'arbre a tendance a se diffuser dans les régions les moins explorées.

L’efficacité du biais de Voronoi dépend de la capacité a échantillonner uni-
formément sur C. Il est trivial d’obtenir un échantillonnage aléatoire uniforme sur les
espaces R! et S! qui sont les espaces élémentaires de nombreux systémes robotiques.
Comme de nombreux espaces des configurations utilisés en robotique peuvent étre
définis par composition grace au produit cartésien, il est possible d’échantillonner
aléatoirement sur chacun des sous-espaces en conservant la propriété de régularité
pour l'espace global. Plus formellement, un échantillonnage uniforme des espaces
U et V implique un échantillonnage uniforme de l'espace X = U x V. De plus,
I’application de méthodes de type rejet pour échantillonner sur des sous-ensembles
conserve aussi la propriété de régularité, i.e. si Y C X avec dimU = dim X, un
échantillonnage uniforme de C implique un échantillonnage uniforme de U.

Considérons a présent d’autres espaces rencontrés couramment en robotique,
comme l’espace des rotations 3D, i.e. le groupe de Lie SO(3). Pour échantillonner
uniformément sur ces variétés, il convient d’étre prudent vis & vis de la paramétrisation
utilisée pour ’échantillonnage. Par exemple, échantillonner uniformément des angles
d’Euler n’implique pas un échantillonnage uniforme de SO(3), contrairement & 'uti-
lisation des quaternions unitaires que nous considérons par la suite.

1.1.5.3 Meétrique et recherche de voisins

Pour la phase de recherche de voisins d’une configuration, les méthodes a échantillonnage
requierent la définition d’une métrique. Une application p : X x X — [0, 00) est une
métrique sur X si et seulement si elle respecte les axiomes suivants :

1. p(a,b) = p(b,a),Va,b € X (symétrie) ;
2. p(a,b) =0 si et seulement si a = b,Va,b € X (séparation) ;
3. pla,b) + p(b,c) > p(a,c),Va,b,c € X (inégalité triangulaire).

Meétriques usuelles et pseudo-métriques Sur les espaces vectoriels, les métriques
L, telles que la distance Euclidienne Lo sont généralement utilisées. Cependant dans
certains espaces, par exemple lorsque nous considérons la planification pour des
systemes dynamiques, définir une métrique peut s’avérer trop complexe ou celle-ci
peut étre trop couteuse a calculer. Pour de tels systemes, il est alors courant d’uti-
liser une fonction qui ne satisfait pas tous les axiomes d’une métrique. De telles
fonctions seront nommeées par la suite pseudo-métriques.

Propriétés Comme de nombreux espaces utilisés en robotique peuvent étre définis
par composition, il est intéressant de noter que les métriques d’espaces composés
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peuvent s’exprimer comme combinaison linéaire des métriques des sous-espaces.
Ainsi, considérons l'espace X = X} x Xy ou chaque élément peut s’écrire sous la
forme x = (x1,x2) et les sous-espaces X et Xy sont munis des métriques p; et pa,
respectivement. Une métrique p sur X peut étre définie par

p(a,b) = wipi(a1,b1) + wapa(az,b2)

ol w1 et wo sont des réels positifs définissant la pondération de chaque sous-espace.
De par sa simplicité, ce type de métrique est couramment utilisé mais le choix des
pondérations est généralement arbitraire et dépend des cas considérés.

Une autre propriété des métriques qui sera utilisée dans cette these est I’extension
aux sous-ensembles et variétés, i.e. soient un espace X muni d’une métrique p et
U C X, alors p est aussi une métrique sur U.

Recherche de voisins Les configurations échantillonnées aléatoirement permettent
de guider ’exploration du graphe dans les régions inexplorées de I’espace libre. Pour
cela, il est nécessaire a chaque itération de déterminer les k plus proches voisins de la
configuration échantillonnée. Dans le cas d’approches de type RRT, on ne considére
généralement que le plus proche voisin (i.e. k = 1) tandis que les approches de type
PRM considerent généralement plusieurs voisins (i.e. & > 1).

En théorie, le nombre de voisins nécessaires pour capturer la connectivité autour
d’une configuration donnée est exponentiel en la dimension n du probleme. En pra-
tique, le voisinage des configurations est en général suffisamment peu contraint pour
ne pas a avoir & explorer I’ensemble du voisinage, permettant un cott bien inférieur a
la borne supérieure en complexité exponentielle. Les cas extrémes ou le voisinage est
fortement contraint correspondent a des passages étroits et représentent des cas tres
difficiles & résoudre pour les méthodes probabilistes a échantillonnage. Nous trouvons
dans la littérature de nombreux travaux permettant de résoudre ce probleme des pas-
sages étroits avec plus ou moins de généricité (cf. [Amato 98|, [Sun 05], [Saha 05],
[Hsu 98], [Zhang 08|, [Flavigne 10]). Comme nous le verrons au Chapitre |3, les pos-
sibilités de déformations de la tige induisent une forte probabilité de collision ce qui
se traduit par une recherche de passages étroits dans ’espace libre.

Ainsi, une dimensionnalité n élevée du probleme implique un grand nombre de
configurations m dans le graphe, bien que la complexité ne soit pas exponentielle en
pratique. La complexité de la recherche du k plus proche voisin devient alors critique.
Une approche naive implique dans le pire cas une complexité en O(nm2 + k). Les
k-d tree [Friedman 77, [Ericson 04] sont des structures hiérarchiques permettant de
ramener la complexité d’une requéte de recherche en O(ml/ ¢ + k) moyennant un
cout de construction en O(nmlogm). Leur faible complexité explique le fait que ces
structures sont couramment utilisées dans les implémentations des algorithmes de
planification de mouvement.



CHAPITRE 1. ELEMENTS THEORIQUES POUR LA PLANIFICATION
D’OBJETS DEFORMABLES 12

1.1.5.4 Détection de collision

Un détecteur de collision doit au minimum étre capable de déterminer si une
configuration donnée du systeéme est libre de collision. Celle-ci peut concerner les
obstacles de I’environnement, 1’auto-collision ou encore d’autres robots. Deux corps
sont dits en collision si leurs géométries respectives s’intersectent (contact inclus).
Le probleme a été largement étudié dans la communauté du calcul géométrique.
Les géométries des corps sont généralement approximées par des primitives appelées
volumes englobants. Parmi les plus courants, on peut citer les spheres, les Axis-
Aligned Bounding Bozes (AABB), les Oriented Bounding Bozes (OBB), les Line
Swept Spheres (LSS) aussi appelées capsules, les Rectangle Swept Spheres (RSS) et
les enveloppes convexes. Chacun de ces volumes englobants présente un compro-
mis entre précision de 'approximation et cout de calcul. Ceux-ci sont généralement
ensuite utilisés sous forme d’une hiérarchie de volumes englobants permettant de
séparer la détection de collision en une étape dite grossiere (broad phase) et une
phase de précision (narrow phase). Nous invitons le lecteur intéressé a consulter des
ouvrages dédiés tel que [Ericson 04]. De nombreuses implémentations logicielles de
détecteur de collision existent telles que [Hudson 97, [Larsen 00, Mirtich 98, [Pan 12].

En pratique, la diffusion de I’arbre nécessite non pas de valider des configura-
tions mais des chemins entre configurations. Ainsi, dans l'algorithme RRT, il est
nécessaire de tester 'appartenance a I’espace libre du chemin entre queqr €t Qrand-
Généralement, le chemin est alors discrétisé et chaque échantillon est testé.

Validation dichotomique Le chemin est validé par dichotomie en testant la
configuration située au milieu du chemin. Si celle-ci est valide, I'opération est répétée
récursivement sur chacun des deux sous-chemins obtenus. Le critéere d’arrét est soit
la détection d’un état en collision et le chemin est alors considéré comme en collision,
soit 'atteinte de la résolution minimale et le chemin est alors considéré comme libre
de collision. Cette méthode est généralement la plus rapide mais elle ne permet pas
de récupérer la partie libre de collision du chemin.

Validation itérative a pas constant Le chemin est découpé selon une résolution
constante et chaque échantillon est testé progressivement entre les configurations
de départ et d’arrivée. Si un des échantillons est en collision, alors le chemin est
considéré en collision. Cette méthode permet de récupérer la derniere configuration
libre de collision qui peut étre utilisée pour étendre ’arbre.

Validation itérative a pas adaptatif Le chemin est validé progressivement entre
les configurations de départ et d’arrivée mais le pas est ajusté grace a des bornes
minimales de distance aux obstacles (cf. [Schwarzer 05]). Le cott de calcul de ces
bornes est typiquement bien inférieur au cotit de calcul de la distance exacte. Cepen-
dant, selon les systémes considérés, ces bornes ne sont pas toujours disponibles. Ces
méthodes permettent aussi de récupérer la derniére configuration libre de collision.
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Détection de collision continue Le calcul de la distance exacte entre une confi-
guration et la frontiere de I'espace libre peut s’avérer tres utile, notamment pour
la planification au contact (cf. [Redon 05]). Cependant, celui-ci n’est disponible que
pour certains systemes particuliers et présente un cotut de calcul supérieur d’au moins
un ordre de grandeur.

1.1.5.5 Planification locale

La phase de planification locale consiste a trouver un chemin dit local libre de
collisions entre deux configurations données. La validité du chemin est testée via les
méthodes présentées précédemment. Généralement, le chemin local est le plus court
chemin, i.e. la géodésique sur I'espace C si elle est disponible & moindre cott. Ainsi,
sur les espaces vectoriels R", le chemin local adopté est typiquement une interpo-
lation linéaire, ce qui se traduit par une ligne droite dans C. Lorsque ’on considere
des systemes avec des contraintes différentielles, comme une voiture, le probleme
de planification locale devient similaire & un probleme aux limites (Boundary Value
Problem). Si on ajoute des criteres d’optimalité tel que le plus court chemin, alors
ce probleme devient un probleme de commande optimale (cf. [Bryson 75]).

1.1.6 Planification a échantillonnage pour des systémes dynamiques

En pratique, les systemes réels sont modélisés en considérant des contraintes
cinématiques et dynamiques. Le probleme de planification de systéemes dynamiques
(kinodynamic planning) est 'extension du probléme de planification de mouvement
que nous avons présenté en intégrant des contraintes du premier et second ordre
sur C. Dans cette section, nous allons brievement présenter comment utiliser les
modeles cinématiques ou dynamiques issus de la mécanique dans les méthodes a
échantillonnage.

1.1.6.1 Contraintes cinématiques

Les contraintes cinématiques se retrouvent dans de nombreux systémes robo-
tiques. Par exemple, une voiture ne peut se déplacer que dans la direction de ses
roues avant. Ces contraintes peuvent étre exprimées sous forme implicite ou pa-
ramétrique.

Forme implicite De maniére générale, une contrainte différentielle sous forme
implicite s’écrit

fla,q) =0 Bilatériale (1.4)
ou

fla,q) <0 Unilatérale (1.5)

avec q € C et q € T4C, I'espace tangent & C en q.
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Forme paramétrique La cinématique d’un systeme a n degrés de liberté peut
s’écrire sous la forme d’un systeme différentiel du premier ordre et de dimension n

q="f(qu) (1.6)

pour des conditions initiales q(0) € C données et ou u € R™ sont les commandes
applicables sur le systeme. On observera que la dimension n du systeme est égale au
nombre de composantes de la condition initiale, i.e. de 'espace des configurations C.
L’équation , que nous appellerons équation de transition de configuration, décrit
implicitement I'espace d’état du systeme. Pour une commande u donnée, le champ
de vecteurs f sur C fait correspondre a chaque configuration q € C une vitesse ¢ de
I’espace tangent 7;,C. L'union disjointe des espaces tangents a chaque configuration
forme le fibré tangent a C, noté TC, ol chaque élément est un couple (q, q) avec q € C
et q € T,C. Le fibré tangent, de dimension 2n, décrit par le systeme différentiel est
alors I'espace d’état.

Généralement, les contraintes dérivées des lois de la mécanique sont sous forme
implicite. Cependant, la forme paramétrique est préférable car celle-ci nous donne
les commandes u admissibles et est alors préte a étre utilisée dans des algorithmes de
planification. I1 est possible de passer de la forme implicite a la forme paramétrique
comme nous le verrons a travers ’exemple du monocycle.

Contraintes autonomes et non-autonomes Une contrainte présentant une
dépendance explicite au temps est dite non-autonome. Dans le cas contraire, la
contrainte est dite autonome. Les systemes considérés dans cette these présentent
tous un caractere autonome et par conséquent les modeles ne présenterons jamais
de dépendance explicite au temps.

Contraintes holonomes et non-holonomes Une contrainte est dite holonome
si elle peut s’écrire sous forme bilatérale et uniquement en fonction de la configura-
tion (et éventuellement du temps pour des contraintes non-autonomes), i.e.

g(q) = 0.

Dans ce cas, on dit aussi que la contrainte est completement intégrable. Une
méthode systématique pour déterminer I'intégrabilité d’une contrainte est d’utiliser
les crochets de Lie a travers le théoreme de Frobenius.

L’exemple de l'unicycle et son analogie avec les tiges élastiques Pour
illustrer cela, nous allons détailler ’exemple d’un robot mobile de type unicycle. Ce
type de robot peut étre commandé par deux variables d’actions : sa vitesse linéaire
et sa vitesse angulaire. Dans cet exemple, nous considérons que 'unicycle se déplace
a vitesse linéaire unitaire. Outre sa simplicité, le choix de cet exemple est motivé
par le fait qu’il posséde de fortes similarités avec les tiges élastiques.
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t=20

FIGURE 1.5 — Analogie entre le modele de 'unicycle (& gauche) a 3 degrés de liberté décrivant
une trajectoire dans le temps et la forme d’une tige élastique a ’équilibre (& droite). Dans
le cas de I'unicycle, la variable indépendante est le temps (noté t) et dans le cas de la tige
élastique, celle-ci est son abscisse curviligne (notée ¢ par analogie).

L’espace des configurations de Punicycle est C = R? x S! et chaque configuration
peut s’écrire sous la forme q = (z,y,0). La variable de commande u € R est donc
la vitesse angulaire de l'orientation de I'unicycle, i.e. § = u. Pour un déplacement
infinitésimal dl, assimilé alors en ligne droite, on a dy = dx tan 6, donc

_dy
Y=t
d
:d—ftane

=g tanf
ce qui nous mene a la contrainte cinématique de 'unicycle
sinf —ycosfh = 0. (L.7)

Notons que les contraintes qui peuvent s’écrire sous la forme w(q)q = 0, telle
que ([1.7)), s’appellent des contraintes de Pfaffian. Une solution a 1’équation (|1.7]) est

& = cosf et y =sinf. Le modele différentiel de 'unicycle est donc

T = cosf
Yy =sinf (1.8)
0 = u.

Tel qu'illustré en Figure le modele de I'unicycle donné en ((1.8) décrit une
trajectoire qui respecte les mémes contraintes différentielles qu’une tige élastique a
I’équilibre, dont le modele sera présenté en détail au Chapitre
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1.1.6.2 Contraintes dynamiques

Les modeles de systemes réels issus de la mécanique impliquent généralement
aussi des contraintes dynamiques. De méme que pour que les contraintes cinématiques,
celles-ci peuvent étre exprimées sous forme implicite

f(d,4,9) =0
ou sous forme paramétrique
4 =1(q,q,u).

En introduisant la wvariable d’état (ou vecteur d’état) x = (q,q), il est pos-
sible d’exprimer les contraintes dynamiques en contraintes du premier ordre. Bien
que nous nous limitons aux contraintes du second ordre, d’une maniére générale,
il est possible de ramener toute contrainte différentielle d’ordre quelconque au prix
de l'augmentation de la dimension de I’espace d’état. Afin d’étre intégré dans des
méthodes de planification, le modele différentiel doit étre préférablement écrit sous

forme paramétrique, ce qui dans I'espace d’état nous meéne a [’équation de transition
d’état

x = f(x,u). (1.9)

1.1.6.3 Intégration de la dynamique dans les méthodes a échantillonnage

Les méthodes a échantillonnage telles que l'algorithme RRT que nous avons
présentées pour des problemes géométriques peuvent étre étendues a des problemes
différentiels. Pour cela, nous reprenons brievement les concepts fondamentaux de ces
méthodes.

L’espace d’état Contrairement aux problemes géométriques, I’espace de recherche
X n’est plus uniquement l'espace des configurations C mais ’espace d’état. Comme
nous nous limitons au second ordre, cet espace est alors le fibré tangent de I’espace
des configurations, i.e. X = TC. Les concepts d’espace libre de collision Cyy.. et en
collision C.ps s’étendent naturellement sur I’espace d’état. Les espaces correspondants
sont notés Xpree et Xpps respectivement.

Espace des commandes FEn complément de ’espace d’état, 'intégration de modeles
différentiels exprimés sous forme paramétrique implique la définition de l’es-
pace des commandes admissibles sur le systeme. Pour chaque état x, un ensemble de
commandes admissibles U(x) est défini, et l'union de ces ensembles de commandes
admissibles pour tous les états x € C forme ’espace des commandes admissibles U.

Echantillonnage aléatoire et planification locale Afin de maintenir la pro-
priété du biais de Voronoi sur ’espace d’état X, il est nécessaire d’avoir une méthode
permettant un échantillonnage aléatoire uniforme de X'. Selon le systeme considéré,
plusieurs approches sont possibles :
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— le systeme est de faible dimension ainsi que son espace des commandes, il est
alors possible de définir ’ensemble des primitives de mouvement qui garan-
tissent la complétude, généralement a une résolution pres. L’influence de ces
primitives, appliquées pendant un temps court, est calculée explicitement pour
chaque état et il est possible de résoudre le probleme de planification locale
grace a un assemblage de ces primitives;

— une solution au probleme de planification locale peut étre calculée efficace-
ment, i.e. pour un état initial Xf,.om, et final x4, il est possible de déterminer
rapidement une séquence de commandes @ : [0,1] — U tel que @(0) = Xfrom
et 4(1) = x¢,. Dans ce cas, il est possible d’échantillonner directement dans X
et de résoudre le probleme local afin de satisfaire le modele différentiel.

D’autres approches spécifiques & certains contextes sont possibles, telles que celle
que nous présenterons pour la planification dynamique de tiges élastiques en Section
Dans le cas ou le modele n’est pas connu, par exemple lors de 1'utilisation d’un
simulateur externe en ”boite noire” qui implémente la fonction de transition d’état,
il est bien sur possible d’échantillonner sur I’espace des commandes Uf. Cependant,
cette approche ne fournit généralement pas un bon résultat car il n’y a aucune
garantie sur la qualité de I'exploration de X, ce.

Métriques De méme que pour les espaces de configuration composés, les métriques
sur l'espace d’état peuvent étre définies par une combinaison linéaire des distances
sur ’espace des positions et I’espace des vitesses, généralement bien définies indépen-
damment. Cependant, le choix des pondérations est alors empirique et dépend du
cas considéré. Généralement, cette métrique a une signification physique, telle que
I’énergie cinétique, mais est difficile ou cotiteuse a calculer.

Test de collision Les tests de collisions sont similaires & ceux effectués dans
I’espace des configurations. Pour de meilleures performances, il est parfois possible
de calculer si un état est en collision en dehors de critéres purement géométriques.
En effet, un état peut avoir une géométrie libre de collision, mais une vitesse et des
contraintes différentielles impliquant que quelles que soient les actions appliquées au
systeme, son état sera en collision dans un temps fini. L’ensemble de ces états est
appelé espace des états en collision inévitable, noté X,;.. Cette approche permet de
meilleures performances de planification en définissant avec plus de précision ’espace
libre X'tyee, a condition que &} puisse étre calculé efficacement.

But Etant donné qu’il est parfois difficile d’atteindre un état donné avec exacti-
tude, il est courant dans certains cas de considérer une région but X 4,4 au lieu d'un
état but x404,. Une région but est généralement définie par une boule autour de qgoa
sur ’espace X muni d’une métrique.
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Nous avons introduit dans cette section les fondements théoriques liés a la
problématique de la planification de mouvement. Nous avons vu que le probleme
est difficile a résoudre et que les méthodes a échantillonnage offrent a ce jour la
meilleure alternative dans le cas général. Nous avons aussi présenté comment étendre
ce formalisme aux systémes présentant des contraintes différentielles. Ceci nous per-
mettra d’aborder des systemes complexes tels que les tiges élastiques qui peuvent
étre modélisées grace a des systemes différentiels comme nous allons le voir dans la
section suivante.

1.2 Meécanique des corps déformables unidimensionnels

Dans les études d’assemblage de systémes complexes, la manipulation d’ob-
jets solides déformables doit garantir leur non-détérioration. Dans ce contexte, les
déformations plastiques et la rupture ne doivent pas étre atteintes et il convient
de se limiter au cadre des petites déformations, i.e. de rester dans le domaine de
déformation de I'élasticité linéaire. Dans cette these, nous limitons notre étude a
la manipulation de tiges déformables, c’est a dire des solides élancés dont une di-
mension est grande devant les deux autres. Cette spécificité géométrique permet de
simplifier I’étude des déformations grace a une modélisation unidimensionnelle face
a la complexité de 'analyse tridimensionnelle.

De méme, les matériaux sont considérés homogenes, i.e. les propriétés du matériau
sont les mémes en tous points du corps. De plus, lorsque cela sera spécifié, cer-
taines parties de cette étude admettront I’hypotheése d’isotropie, i.e. les propriétés
du matériau sont les mémes quelle que soit la direction considérée dans le solide.

1.2.1 Notions de mécanique des milieux continus

La Mécanique des Milieux Continus (MMC) est un outil permettant en parti-
culier une analyse quantitative de la déformation des solides. Elle offre plusieurs
modeles de tiges élastiques. Elle est fondée sur I’hypothese que, au niveau de ’ceil
humain, la matiere présente des caractéristiques continues et cette hypothese reste
valable tant que l'on reste dans le domaine des petites déformations. En effet, les
phénomenes de plasticité et de rupture s’expliquent en considérant ’échelle atomique
ou la matiére est constituée d’un ensemble discret de particules. Grace a la MMC,
il est alors possible de caractériser la matiere grace a des fonctions continues au
sens mathématique du terme. Nous présentons ici un tres bref rappel des notions
de mécanique des milieux continus qui seront utilisées dans cette these. Le lecteur
pourra se référer a [Salengon 05a), [Salencon 05b], [Forest 10] pour une présentation
plus complete et rigoureuse.

1.2.1.1 Description du milieu

Considérons un solide déformable occupant un volume V; a 'instant initial ¢ = 0.
Apres une déformation ® appliquée pendant un temps ¢, le volume Vj est déformé
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en un volume V; et chaque point matériel occupe une nouvelle position dans ’espace.
Il est clair que chaque point matériel ne peut occuper qu’une seule position spatiale
et que inversement, chaque point spatial ne peut étre occupé que par un seul point
matériel. La déformation ®, qui décrit I’évolution de chaque point matériel, est donc
une bijection. Intuitivement, elle est aussi différentiable ainsi que sa réciproque. For-
mellement, chaque point matériel ayant pour coordonnées initiales P est susceptible
de se déplacer et I’évolution de sa position spatiale p a l'instant ¢ est donnée par le
difféomorphisme

p(P,t) =® (P,t).

Comme l'application ® entre les coordonnées matérielles et spatiales est bijective,
il est possible de décrire le mouvement par les variables spatiales p, dites variables
d’Euler, ou par les variables matérielles P, dites variables de Lagrange. Intuitive-
ment, la description Lagrangienne consiste a suivre 1’évolution d’un point matériel
dans le temps, tandis que la description Eulérienne consiste a suivre 1’évolution
d’un point spatial dans le temps. Chaque représentation trouve son application dans
chacune des branches de la MMC. Le point de vue lagrangien sera généralement
plus adapté pour la mécanique des solides tandis que 'on préférera le point de vue
eulérien pour la mécanique des fluides.

1.2.1.2 Déplacements, déformations et contraintes

Déplacements Le vecteur déplacement u(P,t) du point matériel P & 'instant ¢
est défini par

u(P,t) =p(P,t) — P.

On peut ainsi définir la vitesse et 'accélération de chaque particule par ¥ = u et
a = U respectivement.

Le tenseur des déformations Le champ de vecteurs déplacements traduit le
mouvement de chacune des particules indépendamment. Par conséquent, il ne permet
pas & priori de distinguer une déformation d’une transformation rigide comme une
rotation du corps. Pour cela, on introduit la notion de déformation qui traduit 1’al-
longement ou la variation angulaire relative. Du point de vue lagrangien, I’ensemble
des déformations dans les trois directions en translation et orientation, exprimées
par 6 coefficients indépendants, définit le tenseur symétrique des déformations de

Green-Lagrange E d’ordre 2 par

Bp.g) - L <8¢(P,t)TatI>(P,t) _I>

2\ oP oP
(1.10)

L(op(®. )" 9p(P.t) 7
2 oP oP '
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Comme 5 5
u =
({')7]1; = 87]_) +1
le tenseur des déformations de Green-Lagrange peut étre réécrit en fonction des
déplacements par

= 1
E=-

<8u ouT 8uT8u>
5 )

— + —= — 1.11
op " ogP ' 0P 0P (1.11)

Du fait de I’hypothese de petites déformations, il est courant de négliger les
termes du second ordre dans I'expression du tenseur des déformations en (|1.11]).
Cette linéarisation simplifie les calculs par la suite. On obtient alors le tenseur des

déformations linéarisé .
- 1 (/0u  Ou
e=-|lz=+t== |- 1.12
2 (8P opP ) ( )
Notons aussi I'existence du tenseur des déformations d’Euler- Almansi, correspon-
dant au point de vue eulérien. En considérant ’hypothese des petites déformations,
sa forme linéarisé est égale a celle retrouvée en (|1.12]). Pour cette raison, le point de
vue considéré n’importe pas et nous parlerons simplement du tenseur des déformations
lindarisé €.

Le tenseur des contraintes La notion de contrainte correspond aux forces ex-
primées relativement & une unité de surface, c’est a dire aux efforts intérieurs entre
les surfaces du milieu. L’ensemble des contraintes exprimées dans les six directions
en un point spatial p définit alors le tenseur symétrique des contraintes & d’ordre
2. Etant donné une surface de normale unitaire n, le tenseur des contraintes a(p)
nous donne le vecteur contrainte agissant sur cette surface par

T=0c:n

ou : représente le produit tensoriel contracté.

FIGURE 1.6 — Illustration du vecteur contrainte T agissant sur une surface au point spatial
p et de ses composantes normale on et tangentielle 7t.
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Comme illustré en Figure [I.6] ce vecteur donne une interprétation des efforts
intérieurs appliqués sur cette surface grace a la décomposition

T =on+ 1t

ol o est le module de la composante normale et 7 le module de la composante
tangentielle, i.e. le cisaillement. On peut alors distinguer les cas suivants :

— lorsque o > 0 ou o < 0, la surface est respectivement en traction ou compres-
sion ;

— lorsque 7 = 0 et o # 0, la surface est en traction ou compression pure;

— lorsque 0 = 0 et 7 # 0, la surface est en cisaillement pur.

Les lois régissant les liens entre contraintes et déformations a 1’échelle globale
sont complexes et se répartissent selon différents domaines de déformations.

1.2.2 Domaines de déformation

Les déformations appliquées sur le solide induisent différents phénomenes ca-
ractérisant les déformations en trois domaines : 1’élasticité, la plasticité et la rup-
ture. Ceux-ci peuvent étre identifiés par ’évolution des contraintes en fonction des
déformations telle qu’illustrée en Figure Selon la nature du matériau, certains
domaines peuvent ne jamais étre atteints. Par exemple, un matériau dit fragile aura
tendance a atteindre la rupture sans passer par une phase de plasticité. A I'inverse,
un matériau ductile passera par une phase de plastification avant rupture tel que
sur la courbe en Figure

g |
|
Rupture

Elasticité
non linéaire

Elasticité
linéaire

FI1GURE 1.7 — Expression de la contrainte o en fonction de la déformation € définissant une
loi de comportement d’un matériau idéalisé.

1.2.2.1 Déformations réversibles

L élasticité est le domaine des déformation réversibles, i.e. le solide retrouve son
état initial lorsqu’il n’est plus soumis a des forces extérieures.
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Elasticité linéaire Lorsqu’un solide se déforme, les relations entre contraintes et
déformations appliqués en tout point de celui-ci sont définies par les lois de compor-
tement du matériau. Dans le cas de 1’elasticité linéaire, la relation entre contraintes
et déformations est linéaire ce qui s’exprime grace a la loi de Hooke par

Qllll

T =

. E (1.13)

ot C est le tenseur des rigidités d’ordre 4 et : est le double produit tensoriel contracté.
Cependant, grace & la symétrie des tenseurs @ et g, celui-ci est décrit dans le cas le
plus général par 21 coefficients indépendants. Afin d’alléger les calculs, il est alors
courant de noter ces tenseurs sous leur forme compacte

o=Ce (1.14)

ot o,e € R% et C € RO*6,

Parametres d’élasticité linéaire dans le cas homogeéne et isotrope Dans le
cas de I’élasticité linéaire isotrope, le tenseur des rigidités ne dépend plus alors que
de deux coefficients. Il existe plusieurs conventions sur le choix de ceux-ci, comme
les coefficients de Poisson v, de Lamé X et u ainsi que les modules de Young E et
de cisaillement GG. Afin de maintenir la cohérence avec le reste des travaux présentés
dans cette these, nous utiliserons le module de Young E et le module de cisaillement
G qui est égal au coefficient de Lamé pu. Les formules de passage entre les différents
coefficients d’élasticité isotrope peuvent étre trouvées dans la plupart des ouvrages
traitant de ’élasticité linéaire. La loi de Hooke (|1.13)) se simplifie alors en

_ . G(E-206)
0'—2G5+3C;7_E

[l

trg (1.15)

avec A le coefficient de Lamé lié aux modules de Young F et de cisaillement G par

G(E - 2G)

A=
3G - F

La notation matricielle (1.14)) devient

011 4G+ F FE FE 0 0 0 €11
099 E 4G+ E E 0 0 0 €99
o33 | G FE FE 4G+ FE 0 0 0 €33
oi2| E+G 0 0 0 E+G 0 0 2e19
013 0 0 0 0 E+G 0 2e13
0923 0 0 0 0 E+ G 2823
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Lois de conservation et équations de Navier En tout point du solide de masse
volumique p sur lequel s’appliquent les forces extérieures f, la loi de conservation de
la quantité de mouvement est donnée par

dive =p(a—f) (1.16)

ol dive est I'opérateur divergence du tenseur des contraintes & et est ici donné par

_ 3 9o
(dive), =) -
j=1 "

En combinant les lois de comportement du matériau (|1.15)), les relations entre
déformations et déplacements (|1.12) et la loi de conservation (1.16]), on obtient les
équations de Navier

(A + G)graddivu+ GAu=p(a—f) (1.17)

ou Au est le Laplacien de u et est égal a div (grad u).

En général, les équations de Navier reliant les déplacements aux forces ne peuvent
étre résolues analytiquement. Pour cela, la mise en ceuvre de méthodes numériques
telles que les Méthodes a Eléments Finis est nécessaire (cf. Section [1.2.4.1)).

Energie élastique L’état de déformation du solide sur son domaine génere une
énergie potentielle élastique qui est définie par

Eel:/&‘i
Q

ou : est le produit tensoriel contracté. Dans le cas homogene isotrope, I’équation
(1.2.2.1)) se réduit en

1 2dQ)

Qllll

EG —\2 =2
Ey= | ——~ (¢ tr22d0)
. /92(E+G)(r€) +Gtre

Elasticité non-linéaire Lorsque l'on sort du domaine des petites déformations,
la phase d’élasticité linéaire est parfois suivie d’une phase d’élasticité non-linéaire.
La déformation est toujours réversible mais la loi de Hooke n’est plus valable,
i.e. la relation liant contraintes et déformations n’est plus linéaire.

1.2.2.2 Déformations irréversibles

Bien qu’en dehors du cadre de cette these, nous allons introduire brievement les
phénomenes qui interviennent dans le cas de grandes déformations.
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Plasticité Au deld d’un seuil intrinseque au matériau, la déformation devient
irréversible et est appelée déformation plastique. Le solide ne retrouve plus alors
entierement son état de repos et une partie des déformations restent appliquées.
Cela se traduit au niveau atomique par un réarrangement des positions relatives des
atomes et la MMC n’est alors généralement plus un outil adapté a la description de
ce phénomene.

Rupture et fatique Pour des déformations importantes, le matériau subit des
dislocations entre les plans atomiques et des fissures apparaissent. Les contraintes se
retrouvent alors concentrées a la base de ces fissures et il y a un risque de propagation
entrainant la rupture du solide. Lorsque des cycles de contraintes importantes sont
répétés, I'apparition de fissures diminue la durée de vie du solide, i.e. son seuil de
tolérance en contrainte avant rupture est abaissé. On parle alors de fatigue.

1.2.3 Modeles de tiges

Une tige est un corps élancé ayant une dimension grande devant les deux autres.
Pour des tiges courbes telles que considérées dans cette étude, le ratio envisagé est
au minimum d’un ordre de grandeur. Telle qu’illustrée en Figure [1.8, une tige de
Cosserat est entierement définie par une courbe paramétrée g : [0,1] — R3 et par un
ensemble de reperes matériels A : [0, 1] — SO(3) associés en tout point de la courbe
©o. Les sections A(t) ne sont pas explicitement représentées et sont décrites grace
aux parametres d’élasticité de la tige. Les reperes matériels A(t) = (Z(t), §(t), Z(t))
sont des reperes orthonormés directs de R®. La courbe ¢q doit étre au moins de
classe C? et est généralement appelée fibre neutre. Chaque point de la fibre neutre
¢o(t) correspond au centre d’inertie de la section A(t). Enfin, I'orientation de la
section A(t) est définie par le repere A(t) défini pour tout point de la fibre neutre
©o(t). Par convention l'axe Z(t) est orthogonal a la section A(t). Dans une tige de
Cosserat, chaque point matériel possede alors 6 degrés de libertés.

Dans le cadre de nos travaux, en complément de I’hypothese d’élasticité linéaire
et d’homogénéité du matériau, nous nous imposons les hypotheses suivantes :

— les sections restent planes sous l'effet des déformations (hypothese de Navier-
Bernoulli) ;

— les sections sont de forme constante le long de la tige;
— la tige n’est pas soumise aux phénomenes de résonances liés aux vibrations.

Notons que nous paramétrons par défaut la tige par le parametre ¢ € [0, 1],
de par les travaux existants basés sur les similitudes avec des modeles différentiels
temporels. Dans les rares cas ou une confusion avec le temps est possible, nous
utiliserons une autre paramétrisation et le lecteur en sera averti en début de section.

Il existe de nombreuses autres hypotheses simplificatrices des modeles de tige.
Nous nous limitons aux deux modeles les plus couramment rencontrés et présentés
dans les sous-sections a venir.
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FIGURE 1.8 — Description géométrique d’une tige par sa fibre neutre paramétrée p, et les
sections A définies en tout point de la fibre.

1.2.3.1 Déformations élémentaires d’une tige

Comme illustré en Figure [I.9] une tige peut subir six déformations élémentaires,
liées aux forces et moments exercés en chaque point matériel que l'on peut classer
selon quatre types du fait de certaines symétries :

— les forces de traction ou compression, dirigées selon ’axe T du point matériel ;
— les forces de cisaillement, dirigées selon les axes ¥ et 2’ du point matériel ;
— les moments de torsion, dirigés selon I’axe & du point matériel ;

— les moments de flexion, dirigés selon les axes i/ et 2 du point matériel.

a. .m b. . z
X

c. z d. z

FIGURE 1.9 — Les quatre types de déformations d’une tige : traction/compression le long de

laxe & (en a), cisaillement selon les axes 7 et 2" (en b), flexion selon les axes ¢ et Z (en ¢) et
torsion autour de 'axe Z (en d).
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1.2.3.2 Tiges de Kirchhoff

L’hypothese de Bernoulli suppose que les sections restent orthogonales a la fibre
neutre, ce qui revient a négliger les effets du cisaillement. Cette hypothese est valable
pour des sections suffisamment fines ou de tres petites déformations. Chaque point
matériel perd alors 2 degrés de liberté. Le modele de la tige de Kirchhoff qui en
résulte est équivalent au modele de poutre d’Euler-Bernouilli, étant donné nos hy-
potheses. De plus, nous admettrons sauf mention contraire que les tiges de Kirchhoff
ne sont pas extensibles ce qui entraine la perte d’un degré de liberté supplémentaire,
similairement au modele de poutre de Rayleigh.

Par conséquent, dans le modele de tige de Kirchhoff que nous considérons dans
cette these, chaque point matériel de la tige n’a plus que 3 degrés de liberté et ainsi
seules les déformations de flexion et de torsion sont prises en compte. Le repere
matériel A(t) coincide alors avec le repere de Frenet.

1.2.3.3 Tiges de Timoshenko ou Cosserat

Le modele de tige de Timoshenko, aussi connu sous le nom de modéle de Reissner-
Simo [Simo 85|, n’impose pas lorthogonalité des sections par rapport a la fibre
neutre et integre alors les déformations de type cisaillement (cf. Figure (1.10]).

U U

FI1GURE 1.10 — Tige de Kirchhoff ne considérant pas le cisaillement du fait de I’hypothese
d’orthogonalité des sections & la fibre neutre (& gauche) et tige de Timoshenko avec prise en
compte du cisaillement (& droite).

Ce modele est particulierement adapté a des poutres a section non-négligeable
ou pour de grandes déformations. Le repere matériel A : [0,1] — SO(3) doit étre
défini en tout point de la fibre g et 'axe & n’est alors plus nécessairement tangent &
0. On obtient une description tridimensionnelle des déformations en translation et
rotation et en ce sens, une tige de Timoshenko est équivalente a une tige de Cosserat.
Ainsi, les six déformations sont prises en compte par ce modele.

1.2.4 Meéthodes numériques pour la simulation dynamique de tiges

Les équations du mouvement décrivant le comportement d’une tige élastique
obtenues depuis la MMC consistent généralement en Equations aux Dérivées Par-
tielles (EDP) ou Equations Différentielles Ordinaires (EDO) telles que les équations
de Navier . Hormis dans certains cas particuliers, il est généralement impos-
sible d’en trouver des solutions analytiques et des méthodes numériques sont alors
utilisées pour les résoudre. Une solution consiste a utiliser des schémas d’intégration
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numérique explicites tels que la méthode d’Euler ou de Runge-Kutta. Bien que
simples a mettre en ceuvre, ces méthodes ne sont pas adaptées a des systemes
d’équations différentielles présentant de grands écarts de sensibilité entre les différentes
équations. De telles équations sont dites raides. Le pas de discrétisation nécessaire a
I’intégration numérique est alors tres petit afin de garantir la stabilité de la résolution
et le cott de calcul rend ces méthodes inefficaces. Dans ces cas, une alternative
consiste a employer les Méthodes a Eléments Finis.

1.2.4.1 Méthodes & Eléments Finis

Les Méthodes a Eléments Finis forment l'outil le plus couramment utilisé dans
I'ingénierie afin de dimensionner différents types de pieces et structures. Plutot que
de résoudre les EDP sur le domaine global du solide et des conditions initiales
données, le domaine est approximé par un nombre discret d’éléments géométriques
de base. L’ensemble des éléments joints entre eux par des noeuds forme un maillage.
Sur chacun de ces éléments, les EDP sont linéarisées sous forme d’un systeme linéaire
calculé pour chaque nceud. La concaténation de tous ces systemes linéarisés et des
conditions aux limites globales forme alors un systéme linéaire de grande dimen-
sion qui peut étre résolu grace aux méthodes d’algebre linéaire. La solution ainsi
obtenue a chaque noeud peut étre utilisée pour approximer la solution en tout point
du domaine par interpolation entre les différents noeuds, en général grace aux fonc-
tions polynémiales. Ces méthodes sont généralement plus complexes a mettre en
ceuvre et s’averent généralement cotiteuses en calcul. Cependant, leur propriété de
convergence, i.e. le fait que l'erreur numérique tend vers zéro lorsque la résolution
du maillage tend vers zéro, offre une grande précision.

1.2.4.2 Le moteur physique XDE

Dans le cadre de cette these, nous avons a disposition le simulateur physique eX-
tended Dynamical Engine (XDE) [Merlhiot 12]. Celui-ci offre une simulation réaliste
de la dynamique de systéemes mécaniques poly-articulés et des poutres de Timo-
shenko, basées sur les Méthodes a Eléments Finis, avec des performances temps-réel.
De plus, XDE est capable de gérer avec précision les contacts non-lisses en tenant
compte de plusieurs modeles de friction. Enfin, il permet I'interaction de corps grace
a des mécanismes de couplages de type Proportionel-Dérivé permettant d’asservir
un corps sur une position ou une vitesse donnée. Ce simulateur sera utilisé pour la
planification de mouvement en Section |3.3

1.3 Planification de mouvement pour corps déformables

Nous avons vu en Section que le probléeme de la planification de mouve-
ment pour des corps rigides et des chaines cinématiques a été largement étudié.
Son extension vers la prise en compte de systémes dynamiques est plus récente et
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fait 'objet de nombreuses recherches actuelles. Cependant, relativement peu de tra-
vaux considerent les objets déformables dans la formulation du probleme. En dehors
du contexte de prototypage virtuel abordé dans cette theése, ce probleme trouve de
nombreuses autres applications en robotique comme par exemple en chirurgie fai-
blement invasive ou en animation graphique. L’intégration des déformations a la
formulation du probléeme de planification de mouvement implique deux difficultés
majeures. Tout d’abord, la continuité des déformations augmente radicalement la
dimension de ’espace des configurations et donc la complexité. D’autre part, les
modeles géométriques ou mécaniques qui définissent le comportement des parties
déformables sont généralement tres coliteux en terme de temps de calcul.
Trois cas se distinguent :

1. La planification d’objets déformables dans un environnement rigide ;
2. La planification d’objets rigides dans un environnement déformable ;
3. La planification d’objets déformables dans un environnement déformable;

Dans cette these, nous nous focaliserons sur la planification d’objets déformables
dans un environnement rigide. Pour le second sous-probléme concernant la planifi-
cation d’objets rigides dans un environnement déformable, nous référons le lecteur
aux travaux de [Frank 08| [Frank 11l [Frank 13].

1.3.1 Approches géométriques
1.3.1.1 Déformations purement géométriques

Pour des déformations simples, comme par exemple les homothéties de la géométrie
du solide, ’approche la plus intuitive consisterait & utiliser une des méthodes de
planification de mouvement pour la géométrie au repos du solide et a autoriser
une pénétration dans les obstacles. Les travaux de [Bayazit 02] se basent sur cette
idée pour proposer un algorithme de planification de mouvement pour des objets
déformables. Le principe est similaire aux algorithmes de planification de type dit
Lazy [Bohlin 01], & savoir la génération de noeuds valides du graphe dans un premier
temps, potentiellement dans une phase hors ligne, puis la validation des chemins
locaux lors de la phase de requéte. Lors de la phase de génération de nceuds, les
configurations sont d’abord calculées en raisonnant dans I’espace des configurations
du corps a I’état non déformé. Si cette configuration est en collision, alors différents
niveaux de déformations sont appliqués graduellement jusqu’a que cette configura-
tion soit libre de collision ou que la déformation maximale soit atteinte.

Cette méthode a pour principal inconvénient de n’étendre que partiellement 1’es-
pace des configurations aux déformations, en décrivant ’état de déformation par un
espace unidimensionnel. Le modeéle de déformation est donc ici réduit & sa forme
la plus simple et n’offre aucun réalisme physique vis a vis des lois de mécaniques
régissant les déformations de corps solides. En contrepartie, le cout de calcul des
déformations est faible et cette approche offre de bonnes performances de planifi-
cation. Cette approche convient particuliérement aux applications d’animation gra-
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phique, mais le manque de réalisme physique la rend inadaptée a une application en
robotique.

1.3.1.2 Manipulation quasi-statique

Pour la plupart des taches robotiques, I’hypothese de quasi-staticité est générale-
ment admissible. La théorie de 1’élasticité nous dit que lorsqu’un solide élastique est
soumis a des contraintes externes, il tend a retrouver un état dit d’équilibre stable
qui minimise localement son énergie élastique potentielle. Cette idée est exploitée par
[Lamiraux 01] afin de calculer les configurations & 1'équilibre de solides déformables
manipulés par des pinces robotiques en minimisant 1’énergie potentielle élastique.
Les prises de manipulation du solide sont fixes et par conséquent le contact n’est pas
autorisé, en cohérence avec la formulation originelle du probléme de planification
donnée en Définition

Grace a cette hypothese, il est possible de découpler la position du solide de son
état de déformation. L’espace des configurations est alors de la forme C = F x D ou
F C SE(3) définit la position du solide et D la configuration des m prises manipulant
le solide. La dimension de C, linéaire en m, est alors suffisamment faible pour une
application des méthodes de planification a échantillonnage.

Cependant, cette approche présente quelques points délicats. D’un point de vue
théorique, la complétude n’est pas assurée. Ceci est principalement di au fait que
la relation entre ’espace des configurations des pinces et I’espace des configurations
du solide a I’équilibre statique n’est pas bijective. En effet, pour un placement des
pinces donné, il existe typiquement un nombre fini de configurations a 1’équilibre.
Meéme si ’espace D est entierement exploré, certaines configurations a 1’équilibre ne
seront jamais atteintes.

Aussi, d'un point de vue pratique, les performances sont lourdement impactées
par le temps de calcul des configurations a 1’équilibre pour un placement des pinces
donné. Ce sous-probleme est résolu par des méthodes d’optimisation numérique
dont le temps de résolution est important. Le découplage des configurations per-
met de réduire cet impact en appliquant un état de déformation sur de multiples
positions de ’espace. Durant la planification locale, les configurations interpolées
servent de conditions initiales pour un démarrage a chaud des méthodes d’optimisa-
tion numérique. Cette méthode peut cependant échouer au passage des singularités,
correspondant au points de bifurcation de 1'état de déformation. [Moll 06] étend ces
travaux dans le cadre de tiges de Kirchhoff afin de réduire le colit du processus
de recherche des minima locaux d’énergie élastique par 'utilisation de subdivisions
récursives.

Cette approche offre des applications en robotique grace a la considération des
modeles mécaniques de déformation, bien que limitée au cadre de 1’élasticité linéaire
homogene isotrope et au cas quasi-statique. Son principal inconvénient est le temps
de calcul des configurations d’équilibre pénalisant le temps de résolution global.

Similairement, [Bretl 14] montre que les configurations a ’équilibre statique
d’une tige élastique de Kirchhoff manipulée par ses extrémités forment une variété de
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dimension 6 paramétrée par une carte globale. Contrairement a I’approche précédente,
la paramétrisation globale garantit la couverture de l'espace des configurations a
I’équilibre D ainsi que la complétude probabiliste. Cette approche sera présentée en
détail dans le Chapitre [2] et des extensions de ces travaux seront exposées dans le
Chapitre

1.3.2 Approches avec prise en compte de la dynamique

Une autre famille d’approches permet de tenir compte du modele dynamique
du déformable, permettant de lier les forces appliquées sur celui-ci aux déformations
grace aux méthodes présentées en Section|[1.1.6} En complément d’une solution pure-
ment géométrique au probleme de planification et tout comme les approches basées
sur la manipulation quasi-statique, elles permettent de déterminer la séquence de
commandes, i.e. de forces et moments, a appliquer en différents points d’actions sur
I’objet déformable.

[Rodriguez 06] proposent une approche pour la planification d’objets déformables
dans des environnements déformables. Pour cela, ils utilisent un modele de déformation
basé sur des lois de conservation d’énergie et implémenté via la Méthodes des
Eléments Finis. L’algorithme de planification, extension du RRT aux modeles dy-
namiques, sélectionne aléatoirement les forces qui sont appliquées sur leur modele
pour ’ensemble des objets déformables afin d’en déduire les déplacements corres-
pondants. Les performances de cette approche sont intimement liées au choix des
forces a appliquer sur le solide, i.e. a résoudre le probleme de planification locale
donnant la séquence de commandes a appliquer pour relier deux états. Pour cela, en
complément des forces sélectionnées aléatoirement, les auteurs utilisent des forces
déterminées par interpolation pour attirer rapidement le solide vers I’état final du
probleme, similairement aux méthodes de champs de potentiel. Ainsi, le solide force
son passage grace a la capacité de déformation de ’environnement, contournant les
problemes de minima locaux. Cette méthode de sélection des commandes n’est pas
adaptée a des environnements rigides.

1.3.2.1 Planification basée sur un chemin guide

[Gayle 05a] integrent leur modele de déformation basé sur la conservation d’énergie

a leur plateforme de planification pour un solide déformable tridimensionnel. Leur
méthode, basée sur l'algorithme PRM, crée dans un premier temps un graphe de
I’espace libre en considérant un robot dont la géométrie consiste en un seul point. Ce
principe permet d’obtenir trés rapidement une solution approximée pour un robot
tres simple, appelée chemin guide. Le chemin guide est alors simulé avec leur modele
de déformation afin d’atteindre le but. Cependant, 1'utilisation d’un chemin guide
implique une perte de la complétude probabiliste car certaines solutions ne pouvant
étre atteintes par ’approximation du robot point sont perdues. Les extensions a des
déformables unidimensionnels de type tige [Gayle 05b, [Kabul 07] utilisent la méme
approche basée sur un chemin guide et présentent les mémes inconvénients.
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1.3.2.2 Planification dans ’espace topologique de la tige

Dans de nombreuses taches de manipulation de tiges élastiques telles que la
suture chirurgicale impliquant de nombreux nceuds, la considération de la situation
topologique de la tige est plus appropriée que la situation purement géométrique.
[Saha 07] ont mis au point une approche de planification de mouvement pour des
tiges déformables ou I’espace de recherche consiste en ’espace topologique de la tige
tel que défini par la théorie des nceuds. Leur algorithme de planification s’appuie
sur un modele dynamique de tige existant et sélectionne aléatoirement la commande
a appliquer. Lorsqu’un nouvel état topologique est proche d’étre atteint, alors leur
approche permet d’ajouter de nouvelles prises statiques sur la tige. Ceci leur permet
de réaliser des noeuds complexes et 'utilisation d’un modele physique leur facilite la
validation expérimentale sur un robot manipulateur.

1.4 Synthese

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté les notions permettant d’aborder
notre problématique de planification de mouvement pour des tiges élastiques qui
se trouve a la jonction de deux domaines distincts. D’une part, la planification de
mouvement est un domaine dorénavant largement étudié et qui bénéficie de nom-
breux outils permettant de résoudre le probleme dans le cas de systémes mécaniques
composés d’objets rigides et en prenant en compte leur dynamique. D’autre part, la
Mécanique des Milieux Continus offre un formalisme mathématique permettant de
décrire de fagon physiquement réaliste les déformations d’objets unidimensionnels
tels que des tiges élastiques dans le cadre de petites déformations. Nous avons vu que
relativement peu de travaux ont abordé la problématique de planification de mouve-
ment pour des objets déformables et notamment pour le cas d’objets unidimension-
nels, pourtant largement présents dans les contextes applicatifs. Nos travaux vont
tenter d’apporter plusieurs approches a ce probleme en s’appuyant notamment sur
un cas particulier de I’état de déformation des tiges : les déformations a 1’équilibre.
Comme nous allons le présenter en détail dans le chapitre suivant, ces déformations
offrent de nombreuses propriétés mathématiques qui peuvent étre utilisées efficace-
ment pour la planification de mouvement.
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Chapitre 2

Configurations a 1’équilibre
d’une tige élastique

Considérons une tige élastique manipulée a ses extrémités, par exemple, par
des pinces robotiques. Pour des positions données de ces pinces, la tige se stabilise
toujours dans une configuration dite a I’équilibre. La caractérisation de ces confi-
gurations est plus connue sous le nom de probléeme de [’élasticité d’Euler, du nom
de celui qui y apporta la premiere solution complete. Ce probleme a suscité 1'at-
tention de nombreux autres grands mathématiciens tels que Galilée et Bernoulli et
la premiere formulation connue de ce probleme remonte au 13éme siecle. Pour une
étude exhaustive de I'histoire du probleme de I’élasticité d’Euler, le lecteur pourra
se référer a [Levien 08].

Il existe différentes approches au probleme de 1’élasticité dont certaines seront
développées dans ce chapitre. La plus intuitive consiste certainement a formuler
le probleme griace aux équations d’équilibre des forces au sens mécanique tel que
présenté en Section 2.1} De plus, il est connu que cet équilibre est atteint aux minima
locaux de ’énergie potentielle élastique totale de la tige. Cette propriété permet une
reformulation de I’élasticité d’Euler en un probleme de calcul variationnel tel que
présenté en Section Enfin, il a été montré que les solutions a ce probleme sont
équivalentes aux solutions des intégrales elliptiques. Nous proposerons ainsi une
formulation des solutions analytiques au probleme grace aux fonctions elliptiques
de Jacobi et de leurs intégrales en Section Nous montrerons ensuite comment
I'utilisation de ces formes analytiques peut permettre de résoudre efficacement le
probleme de géométrie inverse pour des tiges élastiques a I’équilibre en Section

Tout au long de ce chapitre, nous verrons sous quelles conditions il est possible
de manipuler une tige élastique de facon quasi-statique, c’est a dire que pour une
manipulation & vitesse infinitésimale la tige reste a 1’équilibre statique. Dans ces
configurations particulieres, nous allons voir que le systeme décrivant le comporte-
ment de la tige élastique possede des propriétés intéressantes pour une application
en planification de mouvement qui sera présentée au Chapitre
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2.1 Etude de I’équilibre d’une tige de Kirchhoff

Dans un premier temps, nous allons aborder le probleme d’équilibre statique
d’une tige élastique de Kirchhoff grace aux équations d’équilibre définies par les
lois de la mécanique. Nous verrons qu’il est possible d’obtenir de cette analyse les
équations régissant 1’évolution des efforts internes le long de la tige, résultat qui
constitue un élément central de ce chapitre et qui sera démontré par la suite via
différentes approches.

2.1.1 Modele géométrique

Considérons 'équilibre statique d’une tige élastique de Kirchhoff, naturellement
droite, maintenue a ses extrémités. Nous supposons que la tige est de longueur
unitaire. En considérant ¢ € [0, 1] ’abscisse curviligne le long de la fibre neutre de la
tige, la position 6D de la tige est décrite par I'application continue q : [0,1] — SE(3)

telle que
3
d=q E w; X; + Xy (2.1)
i=1
ou

8500 b 848
- _ 1000
X1 = 0100 Xo= 121000 X3 = 0000
00 0 0 0 000 0000
0000 0001 0000
Xy = 0000 X5 = 0000 X6 = 0001
0000 0000 0000

7

est une base de se(3), l'algebre de Lie associée a SE(3). Les commandes u : [0, 1] —
R3 décrivent les déformations avec u1 la déformation en torsion et ug 3 les déformations
en flexion. De plus, sans restreindre la généralité, nous supposons dans un premier
temps que la position de la base de la tige est a l'identité, i.e. q(0) = e. L’autre
extrémité de la tige est & une position donnée q(1) dont ’ensemble des possibilités
forme lespace B C SE(3). Les positions de la fibre neutre de la tige q(t) € SE(3)
peuvent s’écrire sous la forme matricielle

_(R P
(o )
avec R(t) matrice de rotation du groupe de Lie SO(3), i.e. R7(t) = RT(¢). On
peut montrer facilement que
_ R"” -R"
(1

0 1

Les éléments de 'espace tangent §(t) € 1,SE(3) peuvent alors s’écrire sous la

forme .
. (R p
a=(u )
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La trivialisation ¢ gauche q~ ¢ € se(3), permettant de ramener les éléments de
I'espace tangent T,SE(3) a l'algebre de Lie se(3), s’écrit alors sous la forme

— R R R o
(] = .

Or, d’apres le modele de tige donné en ([2.1)), on a

3
q'q= ZuiXi + Xy
i=1 (2.3)
o u e
(%)
avec
0 —Uus U9 1
a=| ug 0 —up | €s0(3) et e1=|(0] eR(3)
—us  Up 0 0

En identifiant (2.2)) et (2.3)), on obtient finalement

R'R=1

2.4
R'p=e; (24)

2.1.2 Equations d’équilibre statique

2.1.2.1 Dans le cas général

Ziy At

FIGURE 2.1 — Tige élastique séparée en trois parties : X a gauche, Yo a droite et la partie
infinitésimale AY. a la jonction de 37 et 3s. Le bilan des forces a I’équilibre est donné en
considérant les forces & la position ¢ et ¢t + At de la tige, avec At qui tend vers zéro.

Considérons a présent la portion infinitésimale AY de la tige telle qu’illustré en
Figure[2.1] La partie X1 située avant O crée sur AX un torseur d’ efforts ayant pour
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éléments de réduction en Oy

1 (0) = <mtf§t0f)>

ou my(O;) est le moment a la position ¢ par rapport a O; et f; est la force a la
position t. La partie Yo située apres O,y crée sur AY un torseur d’efforts ayant
pour éléments de réduction en Oy

— o)
72 (Oppat) = ( mttAf:Jr(AtHAt))

qui peuvent étre réduit en O,

T2 (0f) = <_mt+At (OHAt)—_ft(fi:At —pt) X ft+At>

Comme cette portion A3 est en équilibre, la somme des éléments de réduction
en Oy est nulle, i.e. 71 (O) + 72 (0;) = 0, donc,

my (Oy) = mypar (Oppar) + (Pe4ar — Pr) X frpas (2.5a)
fi =fii At (2.5b)

Lorsque At est petit, (2.5b) et (2.5a) conduisent a
my (Ot) My At (Ot—l-At) + Atx; x (26)

Or, les expressions des forces f;1 Ay et des moments my At (Or1ar) dans le repere R,
depuis leur expression dans le repere Riya¢ sont données par les équations respec-
tives

{firaetr, = R{Resar{firactri,a (2.7a)

{mya (O tr, = REReyae{miyar (Opsan) bry,a (2.7b)
. Lorsque At est petit, on déduit de ([2.5b)) et (2.7a))

{fitr, = {firattr,
~R/ (Rt + At Rt) <{ft}7zt + At {ft}nt) (2.8)
~ {fi}r, + At (RTRe{fi bz, + {fi)r,)
Soit ) )
{fi}r, = —R{Re{fi} =,
= _ﬁ{ft}Rt
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De méme, des équations (2.6 et (2.7b]) on a

(my (O}, ~ RY (Rt + At Rt) ({mt (O}, + At {1, (ot)}Rt) +ALR{E ) R,

~ {my (O)}r, + At (RTR{my (On)}r, +%{fi}w, + {1, (O}, )

(2.10)
Soit
{r, (O)}r, = —R{ Re{my (O1)}r, — %{fi} =, (2.11)
= —0{m¢ (Oy)}r, — *{fi}=,
avec
0 0 O
Xx=¢é;=1(10 0 -1
01 0

Posons les coordonnées des efforts internes dans leur repere local par

pa(t) f14(t)
{m¢ (O)}r, = | p2(t) et {fitr, = | us(®) | »
p13(t) pe(t)

les équations différentielles de 1’équilibre peuvent s’écrire sous la forme du systeme
différentiel suivant

M1 = ugpy — u2/3

po = —uspn +uips + He
H3 = ugpiy — uifle — 5
Hia = ugpls — U2fie

s = —uzfiy + U fle

He = U2[t4g — U5

(2.12)

Les déformations u; sont reliés aux efforts internes p; grace a la loi de Hooke par la
relation

Wi = Ciu; Vi € {1,2,3}

ou les constantes ¢;, i = {1, 2,3} représentent les coefficients de rigidité du matériau.

2.1.2.2 Dans le cas intégrable

Considérons a présent le cas de la tige ayant une rigidité isotrope en flexion,
i.e. cog = c3. Physiquement, cela correspondrait par exemple au cas d’une tige ho-
mogene isotrope avec une section circulaire. Sans perte de généralité, normalisons
ces constantes de raideurs avec co = ¢3 = 1 et ¢; # 0. Si de plus, nous supposons
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que ¢; = 1, le systeme différentiel (2.12)) se réduit alors en

p1 =0
Ha = 6
H3 = —t5

) (2.13)
M4 = 35 — K26

fis = —3f4 + a1fie
e = plofia — Q1p5

aveca=pu(0) et = (1 ... pg)’. Ainsi, on notea= (a; ... ag)’.
De plus, [Biggs 07] montre que la courbure « et la torsion 7 en tout point de la
tige peuvent alors étre exprimées par

_ Heps + pspe

2 2 2
K™ = py + p3 T=Mm
H5 + 13

Dans ce cas, les équations (2.12)) régissant ’évolution des efforts internes dans la tige
peuvent étre reformulées en fonction de la courbure et de la torsion par

2%+ K5 — 26 (T — A1) = Mok (2.14a)
K2(T— ) = X3 (2.14b)
avec a1
)\1 == 5
a2
Ao = a2 + a3 + 2a4 — 51 (2.15)

ax
A3 = ?(a% + ag) — (agas + asag) -

Notons que le cas planaire peut-étre traité comme un cas particulier ou la torsion
7 est nulle. Le systeme d’équations ([2.14]) se réduit alors a
2k + k> = (a3 + 2a4)k (2.16)

Les équations sont un élément central de ce chapitre. Elles correspondent
aux résultats obtenus par une approche lagrangienne telle que [Langer 96]. Nous
présenterons la démonstration de ce résultat via une approche hamiltonienne en
Section[2.2] D’autre part, nous montrerons en Section[2.3|leur intégration permettant
d’obtenir les solutions analytiques au probleme d’équilibre statique.

2.2 L’approche par commande optimale

Dans cette section, nous formulons le probleme d’équilibre statique comme un
probleme de commande optimale ou ’on recherche les trajectoires décrites par la
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fibre neutre de la tige qui minimisent 1’énergie élastique totale, i.e. les déformations
intégrées le long de la tige. Pour cela, nous nous appuyons essentiellement sur les
travaux de [Biggs 07] et [Bretl 14]. Nous illustrons d’abord le concept sur une tige
dans le cas planaire. Ceci nous permet de ramener l'espace des configurations de
la tige a un espace vectoriel et simplifie alors grandement 1’approche. Nous verrons
ensuite l'extension a des tiges tridimensionnelles de type Kirchhoff dont 1’espace
des configurations est une variété différentielle et enfin I'une de nos contributions
permettant I'extension & des tiges de type Timoshenko.

2.2.1 Principe du Maximum de Pontryagin

Nous rappelons ici brievement le Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)
[Pontryagin 87] pour les problemes de commande optimale aux conditions aux li-
mites fixes. Pour plus de détail, le lecteur pourra se référer a [Liberzon 12, [Soueres 98].

Soit le probléeme de commande optimale défini sur R" aux conditions aux limites
fixes sous la forme .

minimize / L(q,u)dt
q,u 0

subject to q = f(q,u) (2.17)

a(0) =qo, q(l)=a
avec q € R"” I’état du systeme, u € U les commandes, L : R™” xU — R est la fonction
de cott (stationnaire), f : R" xU — R"™ le modele différentiel et enfin qg,q; € R" les
conditions aux limites aux temps ¢t = 0 et t = 1 respectivement. Alors, le Principe du
Maximum de Pontryagin nous donne les conditions nécessaires d’optimalité globale
au probleme de commande optimale .

Théoréme 1 (Principe du Maximum pour des problemes de commande optimale
sur R" aux conditions aux limites fixes). Soit u* : [0,1] — U la commande optimale
et 9" : [0,1] — R" la trajectoire optimale de ’état. Il existe alors une fonction
p* :[0,1] = R" et une constante py < 0 qui satisfont (po, p*(t)) # (0,0)Vt € [0, 1]
et qui possedent les propriétés suivantes :
1. q" et p* satisfont les équations canoniques
q* = VpH(q*v U*a p*ap())
f)* = _qu(q*7 U*a p*ap())
avec les conditions auz limites q*(0) = q(0) et q*(1) = q(1) et od I’hamilton-
nien H : R" x U x R™ x R — R est défini par

H(q,u,p.po) = (p, f(q,u)) + poL(q,u). (2.19)

2. A chaque instantt donné, la fonction u — H(q*(t),u, p*(t),po) @ un mazimum
global en u = u*(t), i.e. l'inégalité

H(q"(t),u*(t),p* (), po) = H(q"(t),u, p"(t), po) (2.20)

est vraie pour tout t € [0,1] et pour tout u € U.

(2.18)
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H(q"(t),w"(t),p"(t),po) = 0 (2.21)

pour tout t € [0, 1].

Notons que la variable p(t) est généralement nommée état adjoint. De plus, il est
nécessaire de distinguer le cas dit anormal ou pg = 0 du cas dit normal ot py < 0.
En pratique, dans le cas normal les états adjoints (pg, p*(¢)) sont normalisés de sorte
que pg = —1.

Nous allons a présent pouvoir appliquer le PMP tel que présenté au probleme
d’équilibre statique d’une tige élastique planaire.

2.2.2 Application au cas de la tige planaire

Nous considérons une tige élastique planaire et nous admettons comme pour
le reste de cette these I’hypothese d’élasticité linéaire. Sans perte de généralité, la
tige est supposée de longueur unitaire et inextensible. De plus, nous faisons ’hy-
pothese que sa configuration au repos, i.e. lorsque aucune force n’est appliquée sur
les manipulateurs, est la configuration droite.

2.2.2.1 Formulation du probléeme de commande optimale

La géométrie de la fibre neutre peut étre décrite par 'application
q:[0,1] - R3

ou (q1, q2) sont les coordonnées en x et y et g3 est I’angle tangent a la fibre neutre (cf.
Figure . Notons que les coordonnées q sont systématiquement exprimées dans le
repere de la base de la tige et que pour cela, nous supposerons que q(0) = 0.

La géométrie de la tige doit aussi satisfaire le modele différentiel

g1 = cos q3
g2 = sin g3
43 =u

qui est identique au modele différentiel du monocycle vu en Section La com-
mande v € U C R représente alors la déformation de la tige par la variation de
Pangle tangent & la fibre g3, i.e. la courbure de la fibre neutre. Etant donné cette
description géométrique et ’hypothese de 1’élasticité linéaire impliquant des petites
déformations wu, il est possible d’exprimer ’énergie élastique potentielle totale de la

tige définie en (|1.2.2.1]) par
1
Eel:/ cu?dt
0

ou ¢ est la constante de raideur.
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t=1

(q1,q2)

FIGURE 2.2 — Illustration de la description géométrique de la fibre neutre de la tige planaire
par q(t) € R>.

Le probleme d’équilibre statique de la tige peut alors étre reformulé comme un
probleme de commande optimale de la forme vue en (2.17) par

1 /!
minimize — / cu? dt
2 Jo

q?u
COS ¢3
subject to q = | sings (2.22)
u

q(0)=0, q(1)=b
pour b € B C SE(3), ’ensemble des positions accessibles de 'extrémité en t = 1 de
la tige.
2.2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité par application du PMP

Par application du PMP, il est possible d’identifier les conditions nécessaires de
la commande optimale u* satisfaisant (2.22)). Ainsi, si (q*,u") est un optimum local,
alors il existe une trajectoire adjointe optimale

p*:[0,1] - R3

et une constante pg < 0 qui satisfont les conditions (2.18)), (2.20) et (2.21)). L’hamil-
tonnien tel que défini en (2.19)) s’écrit alors ici sous la forme

) 1
H(q,u,p,po) = (P, d) +po§cu2

, 1
= py1 cos g3 + pasin gz + p3u + po§cu2
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Quel que soit pg < 0, la condition (2.18)) devient

g1 = COs q3 p1 =0
g2 = sings p2 =0 (2.23)
43 =u D3 = p1Sin g3 — p2 COS q3

Il convient a présent de discerner le cas anormal du cas normal. La condition

(2.20) nous dit que
OH (q", u*, p*, po)
ou

Dans le cas anormal ot pg = 0, (2.24) mene a

= 0. (2.24)

p3 =20

donc ps est constant. Comme p; et ps sont constants, il est clair que g3 est aussi
constant. Du fait de la condition initiale ¢3(0) = 0, alors ¢3(¢t) = 0. Le cas anormal
correspond physiquement au cas ou la tige est en configuration droite, c’est a dire
son état de repos. Dans le cas normal avec pg = —1, mene a

P3 = cu (2.25)

On peut déduire des équations (2.24)) et (2.25)) que les trajectoires (q*,u*) et p*
sont entierement déterminées par les conditions initiales de I’état adjoint p(0). En

d’autres termes, 'ensemble des configurations a 1’équilibre d’une tige élastique pla-
naire est paramétré par un sous-ensemble de R® qui correspond & l'ensemble des
conditions initiales de I’état adjoint p(0). Cependant, nous avons jusqu'a présent
vérifié uniquement les conditions nécessaires d’optimalité et mis de coté les condi-
tions suffisantes. Ces dernieres sont présentées dans les sections suivantes.

2.2.2.3 Interprétation physique

Dans le cas de la tige planaire, I’état adjoint p(¢) peut étre interprété comme les
efforts internes le long de la tige exprimés dans le repére global, i.e. par rapport a
la configuration de la base de la tige q(0). Soient p : [0, 1] — R3 les efforts internes
exprimés dans le repere local, ceux-ci sont définis par

cosgs(t) sings(t) O
p(t) = | —sings(t) cosgs(t) 0] p(t) (2.26)
0 0 1

En dérivant p par rapport a t dans (2.26)) et étant donné (2.23]), on obtient

fi1 = u (p2cosqz — p1sings)
fi2 = —u (p1 cos g3 + pasings)
i3 = p3
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soit
fi1 = upin
/lg = —Uupq (2.27)
fi3 = —H2.

Nous retrouvons le résultat obtenu par une approche classique de mécanique
en 3D en traitant le cas planaire comme un cas particulier. Notons que dans notre
approche du cas planaire, p1 et uo représentent les forces internes en x et y, ce qui
correspond aux variables uy et us respectivement dans le systeme . De méme
pour le moment ps3 qui dans le cas planaire correspond a la variable p; dans notre
traitement du cas 3D. Des résultats illustrant des configurations a 1’équilibre d’une
tige planaire seront présentés en Section [2.3

2.2.3 Cas d’une tige tridimensionnelle de Kirchhoff

Nous étendons le formalisme de la commande optimale aux tiges tridimension-
nelles de Kirchhoff dont nous avons présenté le modele géométrique et une étude de
I’équilibre par une approche classique en Section [2.1

2.2.3.1 Formulation du probléme

L’hypothese du modele de Kirchhoff nous permet de définir I’énergie potentielle

élastique de la tige par
1 [T
B =3 /0 ;ciu?dt (2.28)

ou ¢; > 0,,i = {1,2,3} représentent les constantes de raideurs.

La géométrie de la tige est alors décrite par des positions 6D qui sont des éléments
du groupe de Lie SE(3). Le probleme de commande optimale correspondant doit
alors étre étendu a une formulation sur des variétés différentielles. Ainsi, la tige
élastique est a ’équilibre statique si elle minimise localement son énergie potentielle
élastique, c’est a dire si (q,u) est un optimum local du probleme de commande

optimale
minimize - CiU;
q,u 2 0 — 1%

3 (2.29)
subject to q=q (Z u; X; + X4>
i=1
q(0)=e, q(l)=b
ol e est I’élément identité de SE(3) et b € B avec B C SE(3) 'ensemble des positions
6D accessibles par I'extrémité de la tige. Les matrices X;, i = {1, ..., 6} définies en
(2.2)) forment une base de I'algebre de Lie se(3).

Il est alors possible d’obtenir les conditions nécessaires d’optimalité pour le
probleme (2.29) en appliquant le PMP étendu aux variétés différentielles. Nous ne



CHAPITRE 2. CONFIGURATIONS A L’EQUILIBRE D’'UNE TIGE
ELASTIQUE 44

détaillerons pas ce théoreme ici mais nous invitons le lecteur intéressé a consulter
[Liberzon 12| [Agrachev 04]. De méme, I'obtention des conditions suffisantes d’op-
timalité nécessite I'introduction de nombreux fondements théoriques de géométrie
différentielle tel que la réduction de Lie-Poisson [Marsden 13, [Renaud 15]. Dans cette
section, nous allons brievement résumer les résultats obtenus par [Bretl 14] pour une
tige de Kirchhoff, qui constituent un des éléments centraux sur lesquels s’appuient
les travaux de cette these.

2.2.3.2 Conditions nécessaires d’optimalité

L’application du PMP étendu aux variété différentielles et I’application de la
réduction de Lie-Poisson nous donne les conditions nécessaires d’optimalité du probleme
de commande optimale (2.29)) suivantes :

Théoréme 2 (Conditions nécessaires d’optimalité réduites). Soit ’espace
A= {aeR®|(as,as,as,ag) # (0,0,0,0)}.

Une trajectoire (q,u) est un extremum normal de st et seulement si il existe la
trajectoire adjointe p : [0,1] — RS satisfaisant

H1 = uzp2 — U243
fl2 = jig + U1z — Usp1
fi3 = — 5 + U1 — U142

' (2.30)
M4 = U35 — U246
b5 = U1fl6 — U3JL4
fig = Ugftq — U5
wi=c;tp;  pouri=1,2,3 (2.31)
3
4=q (Z ;i X + X4> (2.32)
=1

avec la condition initiale p(0) = a pour a € A.

Il est intéressant de souligner que le Théoreme [2| nous permet de retrouver le
systeme différentiel des efforts internes le long de la tige (2.12) que nous avions
obtenu par une approche classique en Section En d’autres termes, la trajectoire
adjointe p peut alors étre interprétée comme les efforts internes le long de la tige.

Soit Q I’ensemble des applications (q,u) : [0,1] — SE(3) x R? qui satisfont
les conditions nécessaires d’optimalité. Alors tout (q,u) € Q est entierement défini
par le choix de a € A, tout comme la trajectoire adjointe correspondante p. Nous
noterons les applications correspondantes par ¥(a) = (q,u). Notons que 1'on peut
en déduire que ¥ : A — Q est un homéomorphisme (cf. Lemme 4 de [Bretl 14]).
Ainsi, 'ensemble Q est une variété différentielle de dimension 6 qui peut étre pa-
ramétrée par un atlas muni de Punique carte (Q, ¥™1) et dont A est Pensemble des
coordonnées.
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2.2.3.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions nécessaires (2.30)), (2.31]) et (2.32)) nous ont donné I’ensemble des
extrema (q,u) € C du probléme de commande optimale . Soient les constantes
¢;j définies par ¢;; = ci_l—cj_1 et les matrices M : [0,1] x. A — RC et J: [0,1]x A —
R%*6. Les conditions suffisantes d’optimalité réduites, obtenues grace a la théorie des
points conjugués dans les problémes de commande optimale [Agrachev 04], sont alors

données par le Théoreme [3]

Théoréme 3 (Conditions suffisantes d’optimalité réduites). Soient les matrices

0 H3C32 12032 0 0 0
H3C13 0 H1C13 0 0 1
Fo | Heca H1C21 0 0 -1 0
0 —pe/c2  ps/c3 0 ps/cz  —pa/ca
He/c1 0 —pa/c3 —pz/c3 0 pi/ci
—ps/c1 pajco 0 pa/ca  —pi/ci 0

G = diag(c; H, 5t e51,0,0,0)

0 ps/cs  —pa/co 0 0 0
—,u3/03 0 [1,1/61 0 0 0
H=— MQ/CQ _/~L1/Cl 0 0 0 0
0 0 0 0 ps/cy  —pa/co
0 0 1 —p3/c3 0 p/c
0 —1 0 /,LQ/CQ — U1 /61 0
Soit le systéme différentiel linéaire instationnaire
M = FM
. (2.33)
J=GM+HJ

ayant pour conditions initiales M(0,a) =1 et J(0,a) = 0. Alors (q,u) est un opti-
mum local du probléme de commande optimale (2.29)) si et seulement sidet (J(t,a)) # 0
pour tout t € (0,1].

Il est possible d’interpréter physiquement les matrices M et J définies au Théoreme
La matrice M(¢,a) décrit les variations des efforts internes pu(t) par rapport aux
conditions initiales a, i.e.
_ Opa(t)

M(t,a)l;; =
[ ( )]U aaj
La matrice J(t,a), nommée matrice jacobienne par la suite, décrit les variations de

la géométrie q(t) par rapport aux conditions initiales a dans le repére local, i.e.

ey = [a(ta) 1R

i
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L’opérateur ., opérateur réciproque de I'opérateur . tel que défini dans [Murray 94,
donne une représentation vectorielle d'une matrice antisymétrique. On a W~ = w
tel que la matrice W € R™ " est antisymétrique, i.e. =W = W7 et avec w € R".
Notons que réciproquement, on a W = w.
Nous pouvons alors définir I’ensemble des coordonnées satisfaisant le Théoréeme
par Pouvert
Astapie = {a € A| det (J(t,a)) #0, vt € (0,1]}

2.2.3.4 L’ensemble des configurations stables Qe

Nous désignons par la suite le complément de Agqpe par le fermé A, ,stapie =
AN\ Agtapie €t la frontiere de Agape par 0 Asiapre- Les configurations stables Qgrapre
sont alors données par Qgapie = ¥V (Astabie) Intuitivement, les configurations dites
instables paramétrées par a € A, pstapie correspondent & des extremums qui ne sont
pas des minimums locaux de I’énergie élastique potentielle totale. Par exemple, on
peut imaginer se trouver sur un point selle de la fonction d’énergie, auquel cas on se
retrouve a une bifurcation du systeme et celui-ci possede alors plusieurs directions de
descente pour retrouver un état stable. Des exemples de configurations a 1’équilibre
obtenues grace aux conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité sont présentés
en Figure 2.3

Nous avons vu que d’apres les conditions nécessaires d’optimalité, Q est une
variété différentielle de dimension 6 paramétrée par un atlas muni de I’ unique carte
(Q’\I;—l). Or, comme Agiape C A et Qsiaple = \II(-Astable) C Q, alors Qggpie, i.e.
I’ensemble des configurations a 1’équilibre d’une tige élastique de Kirchhoff, est aussi
une variété différentielle de dimension 6 paramétrée par un atlas muni de I'unique
carte (Qstable, U~1) et dont 'espace des coordonnées est Agyqpie.

Avant de présenter les résultats concernant la topologie de ’ensemble Agiqpie, il
nous est nécessaire de rappeler quelques notions.

Définition 2 (Ensemble étoilé). Un ensemble E est dit étoilé par rapport au point
p € E si et seulement st

Vee E etVAe[0,1],(1-ANp+Ix€eFE

De maniere générale, un ensemble E est dit étoilé s’il existe au moins un point
p tel que E soit étoilé par rapport a p. Nous pouvons alors introduire la notion
d’ensemble quasi-étoilé.

Définition 3 (Ensemble quasi-étoilé). Un ensemble E est dit quasi-étoilé par rap-
port au point p € OF si et seulement si

Vee EetVAe (0,1, 1-ANp+ e E

Il a été montré dans [Borum 15b] que l'espace Agtqpe est simplement connexe.
Plus précisément, Ag;qpie €st un ensemble quasi-étoilé en I'origine sous I'application
d’un changement de coordonnées que nous présenterons en [2.3.1.2
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FIGURE 2.3 — Différentes configurations d’une tige élastique de Kirchhoff a 1’équilibre. Le
cas a correspond au cas ou la tige a une courbure constante décrivant alors une courbe
hélicoidale.
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Physiquement, cette propriété traduit le fait que pour toute paire de configura-
tions a I’équilibre, il existe un chemin entre ces deux configurations ou toutes les
configurations sont a I’équilibre passant pres de l’origine, i.e. la configuration droite
au repos.

2.2.3.5 Résolution numérique du probléme

Les conditions nécessaires et suffisantes établies précédemment présentent en
pratique des problemes d’implémentation de par la nécessité d’outils numériques
pour les déterminer.

Premierement, les différents systemes différentiels (2.33)), (2.32) et (2.30) sont
instationnaires. Il n’existe pas de solution analytique générale a de tels systemes et
ceux-ci doivent alors étre résolus par des méthodes d’intégration numérique telles
que les méthodes de Runge-Kutta. Plus particulierement, les positions 6D de la tige
sont des éléments de la variété décrite par SE(3) et ces méthodes n’offrent aucune
garantie que les solutions approximées appartiennent a la variété.

Ensuite, nous soulignons que le critere permettant de tester les conditions suf-
fisantes d’optimalité établi au Théoréme [3] est en pratique difficile & établir via des
méthodes numériques. En effet, afin de tester que la matrice jacobienne J(t) est de
rang plein pour tout ¢ € (0, 1], nous calculons en pratique le déterminant de celui-ci.
Or, le déterminant pour ¢ = 0 est nul et il est par conséquent proche de zéro pour
des valeur de t + €. Du fait des imprécisions numériques, il est dans certains cas
difficile de vérifier numériquement ce critere aux valeurs proches de ¢ = 0.

2.2.4 Extension du cas de Kirchhoff vers un modele de tige de
Timoshenko

De fagon similaire a ’approche présentée précédemment, nous avons reformulé
le probleme d’équilibre statique pour des tiges élastiques de Timoshenko par un
probleme de commande optimale sur des variétés différentielles. Cette contribution
est détaillée en [Roussel 15a].

Considérons a présent une tige élastique de Timoshenko, i.e. qui peut présenter
aussi des déformations de type traction, compression et cisaillement. Comme précé-
demment, la tige est manipulée par ses extrémités, possede une configuration droite
au repos et est supposée de longueur unitaire. La géométrie de la tige est décrite par
l'application q : [0, 1] — SE(3) qui doit alors satisfaire le modele différentiel

6
q=q (Z u; X + X4>

i=1

pour des déformations u : [0,1] — RS. La fonction u; est la déformation en torsion,
ug et ug les déformations en flexion, uy la déformation axiale en traction et com-
pression et us et ug les déformations en cisaillement le long de la tige. Les matrices
Xi,i={l,..., 6} définissent une base de I’algebre de Lie se(3) telle que définie
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en (2.2). Sous ces hypotheses, la tige est considérée a 1’équilibre statique lorsqu’elle
minimise localement son énergie élastique potentielle totale définie par

11
Eel = 2/ Zciuidt
0 =1

ou les constantes ¢;, i = {1, ..., 6} sont les coefficients de raideur correspondant
aux déformations respectives.

Ainsi, les trajectoires (q,u) correspondent a une configuration d’équilibre sta-
tique de la tige si elles sont un optimum local du probléme de commande optimale

mlnlmlze / Zczu dt

(2.34)
subject to g =q ZUiXi + Xy

a0) = e. (1) =b

ou e est ’élément identité de SE(3) et b € B avec B C SFE(3) 'ensemble des positions
6D accessibles par 'extrémité de la tige.

2.2.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Soient les constantes c¢;; définies par c¢;; = cl-_1 — ¢! pouri,j = {1, ..., 6}. Les
conditions nécessaires d’optimalité pour les trajectoires (q, u) sont alors données par
le Théoreme [4]

Théoréme 4 (Conditions nécessaires d’optimalité réduites). Soit ’espace A = RE.
Une trajectoire (q,u) est un extremum normal de si et seulement si il existe la
trajectoire adjointe p : [0,1] — RO satisfaisant

fi1 = C32fi2/43 + C5 56
fi2 = 16 + C13J41 143 + Ca6lafle
fi3 = — 5 + Co1 i1 2 + Csaflafis

fug = ¢35 paps — 3 pofis (2:35)
fis = ¢ 'paps — c3 psfia
fis = c3 ' paps — ¢ pais
u; = c; pour i ={1, ..., 6} (2.36)
6
q4=q (Z u X + X4> (2.37)
i=1

avec la condition initiale p(0) = a pour a € A.
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Comme dans le cas précédent, la trajectoire adjointe p peut étre interprétée
comme les efforts internes le long de la tige. Le Théoreme |4 nous donne les condi-
tions sous lesquelles la trajectoire (q,u) est un extremum normal du probléeme
de commande optimale . Nous définirons par Q l’ensemble des applications
différentielles (q,u) : [0,1] — SFE(3) x RY qui satisfont ces conditions. Les applica-
tions correspondantes seront notées ¥(a) = (q, u).

2.2.4.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Les trajectoires (q,u) € Q sont des extrema du probleme de commande optimale
(2:34). Soient les matrices M : [0,1] x A — R%6 et J : [0,1] x A — R¥C. Les
conditions suffisantes d’optimalité réduites sont alors données par le Théoreme

Théoréme 5 (Conditions suffisantes d’optimalité réduites). Soient les matrices

0 H3C32  H2C32 0 H6C65 H5C65
H3C13 0 pic13  H6C46 0 pacas + 1
Fo | He H1C21 0 ps5Csa  —1+ pacsy 0
= R 1 1 o
0 H6Co H5Cg 0 H3Cs H2Cy
pocy ! 0 —pacy —pacy 0 pey !
—pscy ' pacy 0 pacy' —pey! 0
G =diag(c; ' ¢y et es o)
0 ps/c3 —p2/ca 0 0 0
—p3/cs 0 p1/c 0 0 0
H=— MQ/CQ —,ul/cl 0 0 0 0
0 L6/ co —ps/cs 0 ps/cs  —pa/ca
— 6/ Co 0 L+ pafcs —ps/es 0 pa/c1
ps/es  —1—pafes 0 pa/c2 —pmfer 0
Soit le systeme différentiel linéaire instationnaire
M = FM
J=GM +HJ

ayant pour conditions initiales M(0,a) =1 et J(0,a) = 0. Alors (q,u) est un opti-
mum local du probléme de commande optimale (2.34)) si et seulement sidet (J(t,a)) # 0
pour tout t € (0,1].

Comme pour le cas de Kirchhoff, les matrices M(¢,a) et J(¢,a) définies au
Théoreme [5| peuvent étre interprétées respectivement comme les variations des ef-
forts internes p(t) et de la géométrie q(¢) par rapport aux conditions initiales a.
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Les conditions suffisantes données par le Théoreme [5| nous permettent de déter-
miner quelles conditions initiales a € Agqpe C A, fournissant des extrema grace au
Théoreme |4, correspondent a des optimums locaux de .

De fagon similaire au cas des tiges de Kirchhoff, nous avons obtenu une pa-
ramétrisation de I’ensemble des configurations a 1’équilibre des tiges de Timoshenko
Ostable, qui est une variété différentielle de dimension 6 et qui est paramétrée glo-
balement par un atlas muni d’une unique carte (Qstapie, \1171) dont ’ensemble des
coordonnées sont Aggple-

2.2.5 Autres extensions et perspectives

Les travaux initiateurs de [Biggs 07] et [Bretl 14] sur le traitement du probleme
de I’équilibre statique d’une tige comme un probleme de commande optimale ont
suscité I’émergence d’autres extensions basées sur le méme formalisme. Les résultats
de [Borum 15a] permettent la prise en compte de forces extérieures telles que la
gravité. Ceci brise la symétrie du groupe de Lie SFE(3) et il est alors montré qu’il
est possible de réduire I’application & un sous-groupe de SFE(3). D’autres travaux
[Mukadam 14] ont par ailleurs montré que le probleme d’une tige élastique planaire
manipulée par m + 1 manipulateurs était équivalent & planifier dans une variété de
dimension 3m et ont permis I’établissement d’une borne inférieure sur le nombre de
manipulateurs nécessaires pour que la tige puisse effectuer un mouvement dans un
environnement planaire donné.

2.3 Solutions analytiques des équations d’équilibre d’une
tige de Kirchhoff

Dans cette section, nous revisitons les solutions analytiques de la courbure et
la torsion de certains types de tiges élastiques a 1’équilibre statique. La découverte
de l'existence solutions analytiques au probleme de I’élasticité remonte aux années
1880 par Saalschiitz (cf. [Levien 08]). Ces solutions s’expriment grace aux fonctions
elliptiques de Jacobi et leurs intégrales. Le lecteur pourra se référer a [Renaud 14]
pour plus de détails sur les fonctions elliptiques. Nous montrerons alors qu’il est
possible d’intégrer les équations différentielles de la courbure de la tige dans le cas
tridimensionnel isotrope transverse, i.e. quand ¢y = c3. De plus, nous verrons que ces
solutions peuvent s’intégrer dans le cas planaire afin d’obtenir les formes analytiques
de la géométrie et de la sensibilité aux conditions initiales de la tige a I’équilibre.

L’obtention de ces formes analytiques présente un intérét majeur pour une ap-
plication en robotique. Si la solution générique aux équations différentielles de la
courbure de la tige élastique a 1’équilibre est connue depuis longtemps, dans notre
cas il est critique de pouvoir calculer analytiquement la géométrie de la tige. En
effet, le calcul de la géométrie et de la matrice jacobienne nécessitent ’appel a des
méthodes numériques a la fois couteuses et manquant de stabilité. Il est alors possible
d’envisager la résolution du probleme de géométrie inverse pour une tige, i.e. trouver
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les configurations a 1’équilibre qui satisfont des positions données des manipulateurs
comme nous le verrons en Section [2.4l Une méthode efficace de géométrie inverse
peut alors étre intégrée dans les méthodes de planification de mouvement pour trai-
ter notamment les chaines cinématiques fermées. Par exemple, il serait possible de
considérer les cables électriques et pneumatiques d’un bras manipulateur durant la
phase de planification.

2.3.1 Cas tridimensionnel intégrable

Dans le cas d’une tige de Kirchhoff satisfaisant co = c3 et en normalisant avec
c1 = cg = c3 = 1, il est possible de représenter les conditions nécessaires d’optimalité

par les équations différentielles (2.14). En substituant (2.14b|) dans (2.14a)) et en

intégrant une fois, on obtient

1 A
24 Zn4 + A2 - gﬁ =\ (2.38)

avec la constante d’intégration A4 donnée par

1 1
M 2 a4 ad - Z(a% +a3)? + i(ag + a2)(a? — 2a4) — a1(azas + azag) . (2.39)

Avec v = k2 le carré de la courbure de la tige, (2.38) devient
2, 3 2 2 _
U° +v° = 20" — 4+ 4203 = 0. (2.40)

Comme cela a déja été souligné dans [Langer 84], I’équation (2.40]) est sous la
forme ©? = P(v) ot P est le polynéme cubique

P(v) 2 —0® 4 20002 + 4)0 — 4)3. (2.41)
Soient —av, g, ag les zéros du polynoéme P(v) tels que
— Q1 S 0 S a9 S Qas. (2.42)
. Comme P(#+00) = Foo et que P(0) = —4\2 < 0, P(v) prend la forme illustrée en
Figure 2.4
Etant donné que v > 0 et P(v) > 0 car ce sont des carrés, on a v € [ag, ag]. Le

polynome P peut étre réécrit en fonction de ses zéros par

Pw) ==+ a1)(v—oa)(v—az).

De plus, les zéros de P sont liés aux constantes d’intégration A;, i = {1, ..., 4} par
a1 — Qg — Qa3 = *2)\2
arlas + ajag — asag = 4y (2.43)

1003 = 4)\% .
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FIGURE 2.4 — Tracé du polynéme cubique P(v) en fonction du carré de la courbure v.
Les régions hachurées correspondent aux valeurs impossibles montrant que le seul intervalle

valide pour v est [aa, ag].

Grace a la forme de ’équation (2.41)), le carré de la courbure v est donné grace

aux fonctions elliptiques de Jacobi par

v(t) = az[l — nsn? (rt 4+ @|m)]

(2.44)

ou le parametre m, la caractéristique n et la constante r peuvent s’écrire en fonction

des zéros de P par

a3 — 9 a3 — Q9 1
m=—— n=—— 7“:5\/043—1—041

as + aq a3
Notons que d’apres (2.42)) et (2.45)), nous avons la contrainte

0<m<n<l.

Soit la constante w définie par

w#l@_awé),
n (0%}

la phase ¢ peut étre obtenue par (2.44)) en posant ¢t = 0 et est donnée par

© = sgn(asas — azsag) arcsn(wo|m)

ou arcsn est la fonction réciproque de la fonction elliptique de Jacobi sn.

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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2.3.1.1 Courbure et efforts internes

On peut montrer que les solutions au systeme différentiel des efforts internes
d’une tige de Kirchhoff dans le cas intégrable donné en (2.13]) peuvent s’écrire sous
la forme

o = KSsiny
U3 = KCcosY
1 a?
s = §(A2 + 31 — ) (2.48)

s = —kcosy + m/}sinw
e = ksiny + H¢COS¢.
ol la courbure non-signée est donnée par xk = /v et
A
P(t) = M\t — K?’T{H[n, am (rt + ¢|m) |m] — I [n, am (¢|m) ]m]} + 1 (0)

avec II(n,u|lm) intégrale elliptique de troisieme espece et am(u|m) amplitude de
Jacobi.

2.3.1.2 Energie potentielle élastique

L’énergie potentielle élastique d’une tige de Kirchhoff a été définie en (2.28).
Dans le cas d’isotropie transverse et ayant normalisé les constantes de rigidités,
I’expression de I’énergie potentielle élastique totale devient

1 [t
Ba=j [ Y uta
0 =1

Forme analytique Etant donné les solutions analytiques des efforts internes
pi(t),i ={1, ..., 3} données en (2.13)) et 'expression du carré de la courbure v(t) =
r%(t) donnée en ([2.44)), ’énergie peut alors étre exprimée analytiquement par

1
Eg ;a%—&-;/o K2 (t)dt
1
_ %ag n %{@3 _ %"[1 +8(0) = Elp+1)] )
— (@} — ) — Var Fas[6(e) — E(p +1)]

ou la fonction Epsilon de Jacobi & est définie par

& (ulm) = /Ou dn2(tm)dt .
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L’énergie parait étre une métrique adaptée sur l'espace des configurations a
I’équilibre statique et qui pourrait étre utilisée dans les algorithmes de planifica-
tion de mouvement appliqués aux tiges a 1’équilibre. Cependant, cette formulation
analytique de I’énergie en fonction de coordonnées dans ’espace A de dimension 6
ne parametre que des extrema d’énergie. Ainsi, 'expression ne peut étre uti-
lisée pour vérifier les conditions suffisantes permettant de déterminer si I’extremum
E.(a), a € A est un minimum local, i.e. si a € Agqple-

Propriétés Il a été montré dans [Borum 15b] que les équations différentielles ca-
ractérisant les configurations a 1’équilibre de la tige sont invariantes par changement
d’échelle. Plus particulierement, soient L € (0, 1] et la transformation Sy, : RS — RS
définie par

T

Sp(a) = (Lai Las Las L*as L%a5 L%ag) (2.50)

De plus, rappelons que ¥(a) = (q,u) et notons (p,v) = ¥ (S, (a)). L’invariance des
déformations u(t) est donnée par

v(t) = Lu(Lt) (2.51)

Nous allons a présent démontrer que sous réserve d’un changement de coor-
données, ’énergie potentielle paramétrée par les coordonnées a € A est étoilée en
I’origine. Pour cela, nous rappelons la définition d’une fonction étoilée :

Définition 4 (Fonction étoilée). Une fonction f : R™ — R est dite étoilée si et
seulement st

flax) < af(x)

L’énergie élastique potentielle totale pour des coordonnées transformées est donnée
par

1, [
Ba(Su(a) = 520 [ 3" ul(Lods
2 0 =1
ce qui, en procédant au changement de variable 7 = Lt, devient

1P,
E., (S (a)) = 2L/0 z;u (7)dr

Il est alors clair que

Eel (SL (a)) < LEel (a) (2.52)
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FIGURE 2.5 — Energie élastique potentielle totale calculée sur des coordonnées A. Sous
I'application du changement de coordonnées 6, cette fonction énergie devient quasi-étoilée
en l'origine et la trajectoire m devient une ligne droite.

- 160

140
120

100

FIGURE 2.6 — Energie élastique potentielle totale calculée aux configurations a 1’équilibre,
i.e. sur les coordonnées Agyqpie. Sous application du changement de coordonnées 0, Agiqpie
devient un ensemble étoilé.
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Introduisons & présent le changement de coordonnées 6 : A — R® par

0i(a) = a; 6;(a) = sgn (a;) /]|

pour i = 1,2,3 et 7 = 4,5,6. Dans [Borum 15b], les auteurs ont montré que ’en-
semble 0 (Agiapie) est quasi-étoilé. En appliquant ce changement de coordonnées sur
(2.52) et en notant que 0 (S (a)) = Lé(a), on obtient

Ee (LH(a)) < LEq (9(3)) (253)

Ainsi, d’apres la Définition 4| et I’équation , nous avons montré que l’énergie
élastique potentielle totale, paramétrée par les coordonnées A, est une fonction
étoilée.

Il est possible d’interpréter cette propriété grace a la Figure qui montre une
tranche de la fonction d’énergie dans le cas ot a1 = as = a4 = ag = 0. Considérons
le point a = (0,0,a3,0,a5,0) # 0 sur cette tranche et la trajectoire 7 : [0,1] — A
avec 7(0) = 0 et (1) = a telle que I'énergie le long de cette trajectoire vérifie la
propriété d’une fonction étoilée, i.e.

Eel (7T (L)) < LEel(a)

Sous le changement de coordonnées 6, la nouvelle trajectoire §(7) prend alors la
forme d’une ligne droite dans 6(.A) entre 0 et 6(a).

De meéme, lorsque 'on se restreint aux configurations a I’équilibre, ’ensemble
Astaple devient quasi-étoilé lorsque 'on applique le changement de coordonnées 6
(cf. Figure . Intuitivement, pour tout a, le chemin en ligne droite entre I’origine
exclue et f(a) appartient & 6 (Asiapie)-

2.3.2 Cas planaire

Dans le cas planaire, nous allons montrer que les formes analytiques de la géométrie
de la tige q(t) € R? peuvent étre obtenues par intégration de la courbure. De plus,
il est alors possible de dériver la géométrie de la tige pour obtenir les formes analy-
tiques de la matrice jacobienne (i.e. la sensibilité de la tige) décrivant les variations
de la géométrie q(t) par rapport aux conditions initiales a.

Dans les développements qui suivent, lorsque nous nous référerons a une fonction
elliptique de Jacobi pq(u|m) avec { p,q } = { ¢,s,d }, nous omettrons volontairement
le parametre m et utiliserons la notation simplifiée pqu. Aussi, notons

tel que I'(0) = .
Nous distinguons deux cas tel que dans [Langer 84 [Singer 08] selon la nature de
la courbure :
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— le cas ondulé avec Ay > 0 ou la courbure change de signe le long de la tige (cf.

Figure ;

FIGURE 2.7 — Configurations d’une tige planaire & 1’équilibre dans le cas ondulé. Notons le
cas b qui correspond a la classe de configurations décrivant le lemniscate de Bernoulli.
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— le cas orbital avec Ay < 0 ol la courbure ne s’annule jamais et ne change donc
pas de signe le long de la tige (cf. Figure [2.8]).

F1GURE 2.8 — Configurations d’une tige planaire a ’équilibre dans le cas orbital. Le cas
a correspond a la classe de configurations ayant une courbure constante et décrivant une
courbe circulaire.

Notons que le cas limite ou Ay = 0 peut-étre traité comme un cas particulier d’un
des deux cas cités.



CHAPITRE 2. CONFIGURATIONS A L’EQUILIBRE D’'UNE TIGE
ELASTIQUE 60

2.3.2.1 Courbure et efforts internes

Nous avons vu en Section que le cas planaire peut-étre traité comme un cas
particulier du cas tridimensionnel avec q = (0,0,6,x,y,0). Le systeme différentiel
des efforts internes ([2.27) est donné sous la forme tridimensionnelle par

H1 =20

po =0

Hz = —Hs
Ha = [13/15
fis = —[i3/L4
tig = 0.

Ainsi, les solutions données en (2.48)) se réduisent en

p1 =0
p2 =0
M3 =K
pa =300 — )
2
Hs = —FK
pe = 0.
Le cas planaire correspond alors aux coordonnées a € Agqpe du cas tridimensionnel
telles que a1 = ag = ag = 0. Les constantes d’intégration \;,7 = {1, ..., 4} données
en et deviennent alors
A1 =0
Ay = a% + 2a4
A3 =0
2 2.1 9
A = ai — a3(1a3 +aq).

L’expression de la phase ¢ donnée en (2.47)) se simplifie en
¢ = sgn(agas) arcsn(w|m)

ou w donné en (2.46)) s’écrit alors

Enfin, le polynéme P donné en (2.41)) se simplifie en
P(v) = —0% + 220002 + A\gv

donc P(v) a un zéro trivial en v = 0.
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Cas ondulé ou Ay > 0 D’apres les relations entre les zéros de P et les constantes
Ai,t ={1, ..., 4} données en ([2.43), les zéros de P sont donnés par

a3 = )\2 + 20’0 .
Les constantes des fonctions elliptiques données en (|2.45)) se simplifient en

A2 + 209
m=-—-"-
409

n=1 r = /00

et le carré de la courbure en

v(t) =asz (1 - sn? I'(t))

= azcn’T(1).
La courbure (signée) est alors donnée par

k(t) = sgn(ag)/ascnT'(t). (2.54)
La courbure oscille alors entre /az et —y/a3 donnant une forme ondulée a la

géométrie q(t).

Cas orbital ou \y <0 D’apres (2.43)), les zéros de P sont donnés par

Oq:()
012:)\2—20'0
a3 = Ay + 200

Les constantes des fonctions elliptiques données en ([2.45) se simplifient en

4 1
0 n=m ?"25\/)\24—200

m= ———
Ao + 200
et le carré de la courbure en

v(t) =asg (1 - m sn? I'(t))
= azdn®T'(t).

La courbure (signée) est alors donnée par
k(t) = sgn(as)/asdnI'(t). (2.55)

Comme a3 > 0 et dnT'(t) > 0, la courbure ne s’annule jamais et son signe est
entierement déterminé par le signe de a3 pour tout le long de la tige.
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2.3.2.2 Géométrie de la tige

Pour notre choix de coordonnées réduites (0, x,y), nous retrouvons le modele
différentiel de la tige planaire

0 = us
T = cosf (2.56)
y =sinf

avec ug = k. Par intégration de la courbure, il est possible d’exprimer les solutions
du systeme différentiel (2.56]) sous la forme générale

cos0(t) = B1(0)B1(t) + 482(0)52(t) (2.57a)
sinf(t) = 2e (81(0)B2(t) — B2(0) A1 (1)) (2.57b)
£(t) = $(0) / B1(C)dC + 45(0) / Ba(C)dC (2.57c)

0 0
y(t) = 2¢ (m«» [ B0 - a0 | modc) L @sn)

Les fonctions (1 (t) et f2(t) s’expriment grace aux fonctions elliptiques de Jacobi et
a la fonction Epsilon de Jacobi &.

Cas ondulé L’intégration de la courbure donnée en (2.54) (cf. [Abramowitz 65]
§16.24) mene a

0(t) = 2¢[arccos (dnT (t)) — arccos (dn ) |
Soit A(t) £ arccos [dnT'(t)], alors

cos A(t) = dnT'(t)

sin A(t) = /1 — dn?'(t)

= vmsnT(t).

Etant donné que 9(;) = sgn(as3) (A(t) — A(0)), on obtient

cos 0(;) = cos A(0) cos A(t) + sin A(0) sin A(t)

=dnednT'(t) + msnpsnl'(t)
sin 9(;) = sgn(as) [ cos A(0) sin A(t) — sin A(0) cos A(t)]

= sgn(az)v/m[dnpsn(t) —snednT(t)].
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En appliquant la formule de ’angle moitié, on obtient

cos f(t) = cos? 0(;) — sin? 0(;)
= (2dn*¢p — 1) (2dn®I'(t) — 1) + 4mdnpsnednl(t)snT(¢)
sinf(t) = 2 cos 9(;) sin 0(;)

=2¢eyv/m| (2dn® o — 1)dnT(¢)snT () — dnpsnep (2dn*I(t) — 1)]

qui est alors sous la forme (2.57)) avec (1 (t) et [B2(t) données par

Bi(t) =2dn’I'(t) — 1 (2.58a)
Bo(t) = v/msnT(t)dnT\(t) (2.58b)
et dont l'intégration mene a
| an0ac =2 e (0 0) - 6] ¢ (2.590)
/0 Bo(C)dC = —r~ 1/ (enT(t) — cnp) (2.59b)
(2.59¢)

Cas orbital Dans le cas orbital, 'intégration de la courbure (2.55|) (cf. [Abramowitz 65]
§16.24) mene a

0(t) = 2¢[arcsin (snI'(t)) — arcsin (sn¢) |
Soit A(t) £ arcsin (snT'()), alors

cos A(t) = £+/1 —sn?T'(t)
=cnl'(t)
sin A(t) = snT'(¢t).

Etant donné que 0(;) = sgn(az)[A(t) — A(0)], on obtient

cos 9(;) = cos A(0) cos A(t) + sin A(0) sin A(t)

=cnpcenl'(t) +snpsnTl(t)
sin 9(;) = sgn(as) [ cos A(0) sin A(t) — sin A(0) cos A(t)]

= sgn(az)[snl(¢t)cng —snpen(t)].
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D’apres la formule de ’angle moitié, on a alors

2 @ — sin® @
2 2
= (1—-2sn%¢p) (1 —-2s0°T(¢)) +4cnpsnpenl(t)snl(t)
. B o) . 6(t)
sinf(t) = 2 cos 5 sin =

=2¢[(1- 2sn’ ¢)enD(t)snl'(t) —cnpsny (1 — 28n2f(t)) ]

cos 0(t) = cos

qui est alors sous la forme avec f31(t) et B2(t) données par
Bi(t) =1 —2sn’ (1) (2.60a)
Ba(t) =snl'(t) en'(t) (2.60D)
et qui peuvent étre intégrées en
t
/0 Bu(C)d¢ = m™H{t(m—2) + 271 [£ (0 (1) - & ()]} (2.61a)
/t B2(Q)d¢ = —m 71 (dnD(¢) — dny). (2.61Db)
0
(2.61c)

2.3.2.3 Sensibilité aux conditions initiales

Dans le cas général, la sensibilité de la géométrie de la tige q(¢) par rapport aux
conditions initiales a est donnée par la matrice jacobienne J(¢, a) telle que définie au
Théoréme [3] dans le cas de Kirchhoff ou au Théoréme [B] dans le cas de Timoshenko.
Ces variations sont exprimées dans le repere local par la trivialisation a gauche sur
le groupe de Lie SE(3). Ainsi, pour q(t) € SE(3), cette matrice est sous la forme

J(t,a) = [(q(t,a)laogt’a)> ’ <q(t,a)180‘lai’6a)> v] (2.62)

ay

oq(t, a
-1 %(’) € se(3) représente les variations dans le repere local par rapport
a;
aux variations en a;.
Dans ce cas, la sensibilité de la tige est donnée par la matrice jacobienne de

dimension 6

ouq(t,a)

Jino- Jie
Jit,a)=1| = .. 1 |. (2.63)
J61 J66
Dans le cas planaire, cette matrice prend la forme
%99 02,3 *91
J(t,a) = [ 032 J§s(t,a) 031 (2.64)

*1,2 01,3 *11
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ou * représente des valeurs indéterminées.

Afin de déterminer intégralement les formes analytiques de la matrice J 5’ 3(t,a)
décrivant la sensibilité aux conditions initiales de la tige planaire, il nous reste a
dériver les expressions de la géométrie q(t) = (6(¢), z(t),y(t)) vues en Section
par rapport aux conditions initiales a. Ces formes sont données en annexe @

Nous présentons dans la section suivante une application de ces formes ana-
lytiques permettant de résoudre le probleme de géométrie inverse pour des tiges
élastiques a I’équilibre.

2.4 Géométrie inverse pour tiges élastiques a I’équilibre

Pour des robots manipulateurs, le Modéle Géométrique Inverse présenté en[1.1.3.2]
consiste a déterminer une configuration, si elle existe, qui satisfait une position de
Porgane terminal donnée. En général, ce probleme peut avoir une infinité, un nombre
fini ou bien aucune solution. Pour de tels robots, ce modele est fréquemment utilisé
en planification de mouvement pour effectuer des taches de manipulation d’objets
ou pour la planification de robots paralleles.

De nombreux bras manipulateurs sont munis de flexibles pouvant étre des cables
électriques ou bien des tuyaux pneumatiques. Ces flexibles peuvent étre externes a
la structure mécanique et constituent alors des obstacles. Ceux-ci sont généralement
ignorés dans les taches industrielles ce qui en limite les applications, faute de méthodes
efficaces permettant leur intégration dans les méthodes de planification de mouve-
ment. Une solution a cette problématique consiste a considérer I’ensemble consti-
tuant la chalne articulée du bras manipulateur et des flexibles comme une chaine
cinématique fermée. Il est alors possible de planifier classiquement pour la chaine
articulée tout en vérifiant les possibilités de fermeture de la chaine au niveau des
flexibles grace a la résolution du probleme de la géométrie inverse que nous présentons
ici.

2.4.1 Formulation du probleme

Nous avons vu en Section que l'ensemble des configurations a 1’équilibre
d’une tige élastique Qgapie forme une variété munie d’une paramétrisation globale
U Agiabie = Qstaple- Les configurations a € Az doivent satisfaire les conditions
suffisantes d’optimalité, i.e. la matrice jacobienne J(¢,a) doit étre de rang plein pour
tout ¢t € (0, 1]. Définissons par Y : Agssapie — Bstapie I'application qui fait correspondre
a toute configuration a ’équilibre la position de 'extrémité de la tige q(1). Comme
la matrice jacobienne de Y (a) est donnée par J(1,a) qui est de rang plein, alors T
est un difféomorphisme local.

Le probleme de géométrie inverse pour des tiges élastiques a I’équilibre peut alors
étre formulé par la Définition
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Définition 5 (Géométrie inverse pour des tiges élastiques & 1’équilibre statique).
Etant donnée une position de l’extrémité de la tige bges € R3, le probléme de
géométrie inverse pour une tige élastique a ’équilibre consiste a trouver une confi-
guration a l’équilibre de la tige paramétrée par coordonnées a* € Agiapie qui satisfait

T(a*) = Des (265)

Par définition, il existe au moins une solution & ce probleme si et seulement si
baes € Bstable-

Dans le cas planaire, bien que les formes analytiques de I’expression Y(a) soient
connues (cf. Section , le systeme ne peut étre résolu analytiquement.
Nous proposons ici une approche par optimisation numérique pour résoudre ce
probleme en utilisant les formes analytiques de la géométrie et de la matrice ja-
cobienne de la tige que nous avons présenté en section précédente.

2.4.2 Résolution par optimisation numérique dans le cas planaire

Soit la fonction
r(a) £ T(a) - bdes (2'66)
ot a € Agapie C R? et bges € R3. Le probleme de géométrie inverse est alors
équivalent a la recherche de zéros de la fonction r décrite par un systéme non-
linéaire de dimension 3. Une approche numérique telle que la méthode de Newton
(cf. [Nocedal 06]) peut étre mise en ceuvre pour résoudre ce probleme.

La méthode de Newton consiste & approximer itérativement un modele My (px)
de la fonction r(ay + pi) ot pg € R® est le pas de descente & l'itération k, puis de
trouver le pas py qui satisfait My (px) = 0. Comme la fonction Y est continument
différentiable, il est clair que r : Agqpre — R3 Dlest aussi. On a alors

1
r(a+p)=r(a)+ /0 J(a+ sp)pds (2.67)

pour s € (0,1). Le modele linéaire My(py) est alors obtenu par 'approximation au

premier ordre du second terme de (2.67)), avec
My.(pr) = r(ag) + IJ(1,a5)ps -

Il est alors possible de résoudre le systéme linéarisé My (px) = 0 et la solution est
alors donnée par

pr = —J(1,a;) 'r(ax)
Dans la méthode de Newton, 'amplitude du pas est modulée par un parametre
a € (0,1] et le pas est alors donné par

Pr = —aJ(l,ak)*lr(ak) (2.68)

pour toute matrice jacobienne J(1, aj) non-singuliere, i.e. pour a; € Aszqpie. La solu-
tion a* au probléme donné en Définition [5| peut alors étre approximée itérativement
par a1 = ai + px pour des conditions initiales ag € Agyqpie données. L’algorithme
détaillé est donné en Algorithme
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Algorithm 2 INVERSE_GEOMETRY _PLANAR_ROD_NEWTON (ag, bges, @)

Input: Conditions initiales ag, position désirée de I'extrémité de la tige bges, am-

plitude du pas de Newton «

Output: Une solution a* telle que r(a*) = by si elle existe, sinon signaler un

e e e e e e
e R T o

échec si aucune solution n’a été trouvée apres N,q, itérations ou si J(1,ag) est
singuliere, i.e. ag ¢ Agsaple
k<0
solved «+ false
while — solved and k£ < N, do
r(ak) — T(ak) — bes
if |r(a;)|| < € then
a* < ay
solved < true
else
if J(1,a;) is singular then return failure
else
pr = —aJ(1,a;) 'r(ay)
a1 = ag + Pk
end if
end if

: end while

. if solved then return a*
: else return failure

. end if
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bdes bdes bdes
des b;es bdf’s‘
k=1 k=2 k=3 k=12
bdee
bdes
k=1 k=2 k=3 k=4 k=15

FIGURE 2.9 — Résolution du probleme de géométrie inverse pour des tiges élastiques planaires
en utilisant la méthode de Newton. Une méme position désirée by, pour 'extrémité de la tige
est présentée dans les trois cas présentant trois solutions a* différentes obtenues en utilisant
différentes conditions initiales ag. Notons la présence des deux différents cas d’élasticité
abordés précédemment, i.e. le cas ondulé (en haut) et le cas orbital (au milieu et en bas).

2.4.3 Résultats en simulation

L’Algorithme [2| requiert de nombreuses évaluations de la fonction Y(a) et de
la matrice jacobienne J(1,a). Dans le cas de tiges tridimensionnelles de Kirchhoff,
nous avons vu en Section [2.2.3] que celles-ci pouvaient étre obtenues par intégration
numérique de plusieurs systemes différentiels non-linéaires. Dans le cas planaire ou
les formes analytiques sont disponibles, les fonctions Y (a) et J(1,a) peuvent étre
calculées plus rapidement avec deux a trois ordres de grandeurs et avec une meilleure
stabilité numérique. Nous avons alors implémenté cette approche dans le cas planaire
permettant de tirer parti des solutions analytiques. La Figure [2.9]illustre différentes
itérations de l'algorithme obtenues pour trois différentes solutions ayant pour objectif
la méme position de 'extrémité de la tige bges. Les solutions different par différents
choix de conditions initiales ag.

Un banc d’essai a été réalisé via une implémentation en C++ de ’approche
présentée. Le solveur a été testé sur 1000 valeurs différentes de bg.s ayant au moins
une solution (i.e. bges € Bstapie) €t pour chacune 100 conditions initiales ag furent
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o Succes (%) Echecs par Temps de Nombre
instabilité (%) résolution (us) d’itérations
1.0 81.5+£15.9 18.4 + 15.9 712 £ 74 8.1+£0.8
09 86.9 £ 15.1 13 £ 15.1 922+ 7 10.6 £ 0.8
0.7 928 + 134 7.2 £13.3 130.7 £ 8.6 14.9 + 0.8
0.5 95.7+11.6 4.2 £ 11.5 1979 £ 9.7 228 + 1.1
0.3 97.3 £9.98 25+99 361.7 £ 143 416 £ 1.6
0.2 974 +9.7 2.1 +£93 564.8 + 15.8 64.9 + 1.9

TABLE 2.1 — Résultats pour la résolution du probleme de géométrie inverse de tiges élastiques
planaires en utilisant la méthode de Newton avec différentes valeurs du coefficient o modu-
lant I’amplitude du pas de descente.

testées. Enfin, nous avons testé différentes valeurs du coefficient o déterminant la
modulation d’amplitude du pas de Newton. Le solveur peut échouer si le nombre
maximal d’itérations est atteint, ici fixé a 100, ou si la matrice jacobienne est sin-
guliere.

Comme le montrent les résultats du banc d’essai présentés en table le taux
de succes et le temps de résolution dépendent fortement du coeflicient «. Lorsque «
tend vers zéro, les pas deviennent infinitésimaux et I'erreur liée au modele linéarisé
My, tend zéro. Ainsi, les valeurs de a; tendent a ne pas sortir du domaine de stabi-
lité Agpapie, i-e. J(1,ax) est non-singuliere. En contre partie, le nombre d’itérations
augmente significativement impactant le temps de résolution. Un compromis doit
alors étre fait entre garantie de succes et temps de résolution.

2.4.4 Conclusion et perspectives

Globalement, 'approche présentée permet de résoudre le probleme de géométrie
inverse pour des tiges élastiques planaires en environ 100 ps avec une garantie de
succes de 90 %. Ces performances permettent d’envisager une intégration dans les
méthodes de planification afin de résoudre la classe de probleme présentée en intro-
duction. Cependant, il reste a étendre cette formulation aux tiges tridimensionnelles
telles que les tiges de Kirchhoff afin de pouvoir modéliser les flexibles des bras ma-
nipulateurs. L’extension au cas tridimensionnel implique qu’il ne sera pas possible
d’évaluer la fonction Y'(a) et la matrice J(1, aj) analytiquement, ce qui augmenterait
considérablement le temps de calcul.

Plusieurs pistes sont envisagées afin d’améliorer les performances de ’approche
et 'extension au cas tridimensionnel. Premiérement, le coefficient @ modulant ’am-
plitude du pas de descente peut étre adapté a chaque pas selon différentes criteres,
tels que une approximation de la distance de la matrice jacobienne aux singularités.
Ensuite, nous avons présenté en Section les formes analytiques de 1’énergie po-
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tentielle élastique totale. Celle-ci pourrait alors étre utilisée comme métrique sur
Agtavie- Enfin, de nombreuses méthodes d’optimisation numérique plus complexes a
mettre en ceuvre que la méthode de Newton existent. Parmi elles, les méthodes de
type Line Search et Levenberg-Marquardt ont été testées mais n’ont pas offert de
résultats satisfaisants.

2.5 Implémentation

Les différentes approches permettant de caractériser les configurations a I’équilibre
statique d’une tige élastique ont été implémentées dans la bibliotheque logicielle
libre gserl disponible & I’adresse https://github.com/olivier-roussel/qgserl.
Cette bibliotheque est écrite en C++ et permet les paramétrisations par résolution
numérique des modeles de tige de Kirchhoff, Timoshenko et du cas planaire, traitées
respectivement en Sections [2.2.3] [2.2.4] et [2.2.2] Les formes analytiques en Section
2.3 sont aussi implémentées et ont été vérifiées numériquement. Nous avons pu ob-
server qu’elles offrent une meilleure stabilité numérique et peuvent étre calculées
plus efficacement.

2.6 Synthese

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude des configurations a 1’équilibre
des tiges élastiques selon différentes approches. Nous avons vu que ces approches se
completent et chacune permet de déduire certaines propriétés sur ces configurations.
Ainsi, nous avons pu appliquer certains de ces résultats en Section pour résoudre
le probleme de géométrie inverse pour des tiges élastiques a 1’équilibre, ouvrant
les applications possibles en planification de mouvement. Nous présentons dans le
prochain chapitre comment tirer efficacement parti des propriétés des configurations
a I’équilibre pour résoudre le probleme de planification de mouvement pour des tiges
élastiques, a ’équilibre ou dans le cas dynamique.
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Chapitre 3

Planification de mouvement
pour des tiges élastiques

L’extension du probleme de planification de mouvement a des corps déformables
implique de nouveaux défis. Premierement, le nombre de degrés de libertés induits
par la déformation peut-étre tres élevé, méme avec des modeles de déformations ne
considérant que ’élasticité linéaire. Nous avons vu que le probleme de planification
de mouvement est en complexité exponentielle par rapport au nombre de degrés de
liberté et que méme si les méthodes probabilistes permettent en pratique de meilleurs
résultats, un espace de recherche de grande dimension induit des temps de résolution
élevés, qui ne sont pas acceptables dans un contexte applicatif industriel.

De plus, une modélisation réaliste et précise au sens mécanique des déformations
implique 'usage de méthodes numériques couteuses. Ces calculs sont intégrés dans
les algorithmes de planification et leur complexité se cumule avec celle induite par la
grande dimensionnalité du probleme. Enfin, un des défis majeurs consiste a identifier
I’espace lié a ces modeles, comprendre sa topologie afin de pouvoir 'intégrer au mieux
dans les méthodes de planification.

Le probleme de planification de mouvement que nous considérons dans cette
section consiste a trouver un chemin 7 : [0,1] — X tree €ntre deux états Xgiare et
Xgoal PoUr une tige élastique flottante tels que 7(0) = Xgpart €t 7(1) = Xgoar, OU
Xree représente l'espace d’états de la tige libre de collisions. Dans les cas ou 'on
ne considere que ’espace des configurations, on a alors X = C. Nous emploierons la
notation q pour une configuration et x pour un état.

Nous ne nous intéressons pas ici a la planification qui se trouve en amont des
pinces robotisées telles que par exemple les bras robotiques qui manipulent la tige.
Comme nous le verrons par la suite, il nous sera aussi possible d’obtenir la solution
au probleme de manipulation de la tige, a savoir la séquence des commandes a
appliquer sur les manipulateurs.

Une premiere approche naive consiste a intégrer le simulateur XDE utilisé en
tant que ”boite noire” dans les méthodes de planification de mouvement avec prise
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en compte de la dynamique introduites en Section [I.1.6] En considérant ’espace des
commandes représentées par les forces et couples appliqués sur la tige, 'utilisation
de commandes aléatoires sur le simulateur meéne & une exploration peu efficace de
I’espace d’états de la tige. De plus, le cout de calcul élevé lié a l'utilisation du
simulateur ne permet pas des résultats satisfaisants, ce qui nous amene a proposer
d’autres solutions.

Dans ce chapitre, nous présentons en Section une premiere approche permet-
tant d’aborder le probleme de la grande dimensionnalité de ’espace X de la tige par
les techniques de réduction de dimension. Nous verrons ensuite en Section qu’il
est possible de planifier efficacement pour une tige élastique de Kirchhoff dans le cas
quasi-statique grace aux propriétés des configurations a ’équilibre vues au Chapitre
Enfin, nous présenterons en Section [3.3]comment tirer parti de ces propriétés pour
la planification de tiges élastiques de Timoshenko en considérant leur dynamique et
les contacts avec I’environnement grace au simulateur XDE.

3.1 Réduction de dimension pour la planification de
mouvement

Bien que les méthodes de planification a échantillonnage aléatoire peuvent résoudre
bien plus efficacement des probléemes a haute dimension que les méthodes déterministes,
le fléau de la dimension demeure 'un des principaux défis en planification de mou-
vement. Dans cette section, nous présentons deux approches qui permettent de
résoudre des problémes hautement dimensionnés en limitant la recherche des so-
lutions dans un espace réduit.

3.1.1 Meéthodes de réduction de dimension linéaires pour des tiges
déformables

L’Analyse en Composantes Principales (ACP) [Jolliffe 02] est un outil statistique
de réduction de dimension. Etant donné un ensemble de données définies dans un
espace de dimension n, peut-on représenter ces points dans un sous-espace linéaire de
dimension plus faible ? Cette approche a été utilisée en planification de trajectoires
pour des objets rigides en montrant ses limites [Dalibard 11] lors d’une utilisation
en ligne pour controler I’étape d’extension du RRT.

Dans notre approche, I'idée n’est pas d’utiliser la méthode ACP pour modifier
les étapes du RRT lors I'extension de ’arbre mais de travailler directement dans un
espace de plus faible dimension grace a un pré-analyse de la dispersion des états
de déformation de la tige. Nous cherchons a capturer les linéarités de la variation
des déplacements le long de la tige via des méthodes de réduction linéaire telles que
I’ACP. Pour cela, il convient de poser les hypotheses suivantes :

— nous restons dans le domaine des petites déformations de la tige, ce qui n’exclut
pas les grands déplacements ;
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— nous n’autorisons pas les contacts, afin d’éviter les fortes non-linéarités que
cela induirait sur la variation des déplacements.

En discrétisant la tige par un nombre fini de nceuds N, sa configuration peut
étre exprimée par le déplacement dp de chacun de ses nceuds dans 'espace des
positions 6D SFE(3). Notons que, autorisant de grands déplacements, il est im-
possible de travailler dans 'espace des positions 6D infinitésimales se(3) qui est
homéomorphe & un espace vectoriel. Dans [Mahoney 10], les auteurs ont appliqué
ce type de description pour des corps déformables quelconques, mais ont limité leur
représentation des configurations a la partie translation de chacun des déplacements
des nceuds. L’espace des configurations du corps déformable résultant, appelé es-
pace des déformations, de dimension n = 3N et noté D, est homéomorphe & R™.
En appliquant une ACP comme méthode de réduction de dimension a l’espace
des déformations D, un espace des déformations réduit Dr de dimension n’ bien
inférieure & n est obtenu et offre une bonne approximation de I’espace des déformations.
Dans cette section, nous étudions et analysons ces travaux comme une premiere ap-
proche au probléme de planification de mouvement pour des tiges élastiques et nous
établissons ses limitations.

3.1.1.1 Analyse en Composantes Principales de I’espace des déformations

Pour pouvoir appliquer une ACP, I’espace des déformations doit étre au préalable
approximé par un jeu d’observations représentatives via la matrice d’observation

5101,1 5p1,n
M: . .

5pm,1 5pm,n

ol m est le nombre d’observations. Chaque ligne de la matrice d’observation décrit
un état de déformation issu d’un modele quelconque. La matrice posséde n colonnes
qui correspondent aux parametres nécessaires pour décrire un état donné de la tige
et qui dépendent du modele considéré.

Dans notre étude, la matrice d’observation M est obtenue en manipulant la tige
a ses extrémités par des pinces robotiques et en appliquant des consignes en position
6D sur ces pinces. Notons que, dans le cas général, la tige a une vitesse non nulle et
chaque état de la tige doit étre alors décrit dans I’espace des phases, en considérant
position et vitesse de chaque noeud.

Soit la matrice de covariance cov(C) des données centrées sur la moyenne C =
M — M, ot M est la matrice des moyennes par parametre. La matrice de covariance
cov(C) reflete les corrélations entre les déplacements des noeuds et est donnée par

1
cov(C) = ——CTC. 3.1
(©)=—— (3.1)
Les valeurs propres de la matrice de covariance nous indiquent la corrélation
entre les parametres et nous permettent de définir la matrice de transformation de
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base T € R™*" composée des n' vecteurs propres correspondants aux plus grandes
valeurs propres. Notons que d’apres la définition de la matrice de covariance donnée
en , cette matrice est symétrique définie semi-positive, ce qui implique que ses
valeurs propres sont toutes réelles et non négatives.

La matrice de transformation T nous donne alors une nouvelle base qui minimise
la norme de tous les échantillons au sens des moindres carrés. La matrice d’obser-
vation réduite Mp € R™" est donnée par Mp = MT7T. Réciproquement, les
observations réduites peuvent étre ramenées dans 'espace vectoriel original R™*"
en utilisant la transposée de la matrice de transformation. La matrice d’observation
reconstituée résultante est donnée par M = MpgT.

3.1.1.2 Application aux méthodes a échantillonnage aléatoire

L’hypothese d’absence de contacts nous permet de découpler la partie base flot-
tante et la partie déformation de ’espace d’état par X = F x D. Les états de la
tige sont représentés par le vecteur x = (f d)’ € X. L'espace F C SE(3) est
I’ensemble des positions 6D f possibles de la base de la tige, alors que ’espace des
déformations D est I’ensemble des déformations d possibles de la tige par rapport a
son état au repos. L’espace des déformations est typiquement de dimension élevée de
par la considération de I’ensemble des degrés de liberté des particules. Sa topologie
dépend du modele de tige considéré comme cela sera détaillé dans les paragraphes
qui suivent.

L’idée essentielle de cette approche est de limiter la recherche dans un espace
des déformations réduit Dg de dimension n’ avec n’ << n, obtenu grace a ’ACP.
Comme I’ACP nous donne une nouvelle base a travers la matrice T pour un espace
vectoriel, 'espace réduit résultant Dg est aussi une linéarisation et consiste en un
espace vectoriel. Chaque état X,4,q est échantillonné dans R™ et I'on peut considérer
la distance euclidienne sur R” comme métrique. Aussi, chaque état dr € Dpr peut
étre ramené dans 'espace des déformations complet D pour les tests de collision par
d = T7dp. Réciproquement, chaque déformation d € D peut étre projetée dans
I’espace des déformations réduit Dr par dg = Td.

Le succes de cette approche réside dans la capacité a projeter les déformations
dans 'espace réduit ayant une dimension bien inférieure a la dimension initiale et en
permettant une erreur suffisamment faible liée a la projection. Ceci se traduit par un
une forte disparité dans les valeurs propres de la matrice de covariance cov(C), avec
un faible nombre de valeurs propres significatives et un grand nombre de valeurs
propres proches de zéro.

3.1.1.3 Résultats

Nous avons utilisé le moteur physique XDE (cf. Section qui permet
de simuler précisément des tiges de type Timoshenko afin de générer la matrice
d’observation M. Les parametres utilisés pour nos résultats expérimentaux sont de
N = 100 nceuds pour la tige et de m = 500 observations pour la matrice M. Sans
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perte de généralité, la tige a été considérée de longueur unitaire, soit ici 1m, afin de
faciliter ’analyse des erreurs. Notons que le rayon est de 0.02 m et que nous obtenons
ainsi un ratio de 1/25 entre la dimension dominante de la tige et les deux autres,
respectant ’hypothese de milieu déformable unidimensionnel. Nous présentons ici
nos résultats sur la réduction de dimension de ’espace des déformations appliquée a
différents modeles de tige en analysant 'erreur entre les déformations observées d et
les déformations reconstruites aprés projection dans l’espace réduit, i.e. d=T"Td.
Enfin, nous étudions la qualité de couverture de ’espace réduit par rapport a ’espace
des déformations complet en analysant les erreurs avec d’autres observations que
celles utilisées pour calculer la réduction.

Modéle de tige de Kirchhoff dans ’espace des configurations Considérant
uniquement 3 degrés de liberté pour chaque particule comme dans [Mahoney 10], la
tige peut étre décrite par la courbe

q:[0,1] — R3.

La discrétisation de la tige par N noeuds mene a un espace d’états homéomorphe
a R™ avec n = 3N et chaque position d’'un nceud peut étre décrite par le vecteur
ligne p? € R3. La restriction & la partie en translation de chaque position 6D des
nceuds limite le modele de déformation. A partir de la courbe q(t) dans R3, il est
possible de calculer le repere de Frenet en chaque point. Cette description est alors
compatible avec les tiges de Kirchhoff. Comme chaque état d’un nceud est un élément
d’un espace vectoriel, chaque déplacement s’exprime sous la forme dp; = p; — p; ou
pi est la position au repos du i-eme nceud.
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k n'

FIGURE 3.1 — k premieres valeurs propres A\, obtenues par 'ACP sur 'espace D via une
description de la tige en position 3D dans R* (& gauche) et I’erreur en translation ¢; due &
Papproximation (& droite).

Nous avons utilis¢ N = 100 nceuds pour les expérimentations soit un espace
des déformations de dimension n = 300. La Figure montre les principales va-
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leurs propres A et l'erreur en translation ¢; entre les déformations observées et
reconstituées apres réduction. L’erreur décroit quasi-exponentiellement lorsque la
dimension réduite n’ tend vers la dimension initiale n. Ceci implique qu’il existe une
base de faible dimension dans laquelle il est possible de représenter la matrice d’ob-
servation avec une erreur faible. Ainsi, on obtient une erreur moyenne de 1073 m
a partir de n’ = 19, ce qui représente un rapport de réduction proche de 16 par
rapport a la dimension n de 'espace des déformations.

Modeéle de tige de type Cosserat dans 1’espace des configurations D’apres
la théorie de Cosserat, chaque particule possede 6 degrés de libertés en translation
et orientation. Ainsi, on peut assimiler ’espace des configurations d’une particule
au groupe de Lie SE(3) et une tige de Cosserat peut étre décrite par I’application

q:[0,1] = SE(3).

Cette description est compatible avec les différents modeles de tiges traités dans
cette these. En effet, nous avons vu qu’une tige de Cosserat équivaut au modele
de Timoshenko grace aux 6 degrés de liberté de chaque point matériel. Il est aussi
possible de représenter une tige de Kirchhoff avec une telle représentation en contrai-
gnant 3 degrés de liberté. Une discrétisation de la tige par N nceuds induit un espace
d’états homéomorphe & SE(3). Comme nous autorisons de grands déplacements
pour la tige, il est impossible de nous placer dans le cas de petites rotations pou-
vant étre décrites par ’espace tangent a ’espace des rotations. La partie rotation
SO(3) doit alors étre représentée par une paramétrisation globale telle que les qua-
ternions unitaires. Ceux-ci offrent une paramétrisation compacte via quatre coeffi-
cients réels soumis a une seule contrainte de norme unitaire. Il est alors aisé d’appli-
quer cette contrainte pour normaliser un quaternion quelconque, hors singularités.
Chaque configuration d’un nceud est alors décrite par le vecteur ligne p = (¢ h)”
de dimension 7, ot t € R3 décrit la partie translation et ol le quaternion unitaire
h=(hy hi ha hs) € Htelque | h| =1 décrit la partie rotation. Un déplacement
d’une particule s’exprime alors dans SE(3) et est donné par dp; = f)i_lpi, ol
pi € SE(3) est la position a la configuration de déformation et p; € SE(3) la
position & la configuration de repos du i-eme nceud.

Comme les quaternions unitaires décrivent une sous-variété dans R?, il est im-
portant de souligner certains points lorsque I'on projette un état réduit vers ’espace
des déformations complet. Typiquement, la contrainte de norme unitaire ne sera plus
respectée et le phénomene s’accentue lorsque la dimension de réduction n’ diminue.
Il est possible de projeter les quaternions reconstruits sur la sous-variété des quater-
nions unitaires via leur normalisation, mais cette opération implique une erreur qui
s’ajoutera a ’erreur liée a 'opération de réduction.

En considérant 6 degrés de liberté par nceud, la dimension de 'espace des
déformations est doublée par rapport au modele purement translationnel. Dans nos
expérimentations, la dimension passe alors a n = 600 pour N = 100 nceuds car
n = 6/N. Notons cependant que, comme chaque position 6D doit étre décrite par 7
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FIGURE 3.2 — k premieres valeurs propres A, obtenues par ’ACP sur 'espace D via descrip-
tion de la tige en position 6D dans SE(3).
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FIGURE 3.3 — Erreurs en translation €; (en bleu) et rotation €, (en rouge) dues a ’approxi-
mation apres réduction de I'espace D par une ACP en utilisant une description de la tige en
position 6D dans SE(3).
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parametres, la matrice d’observations M possede 7NN colonnes. On peut constater
une décroissance moins importante que dans le cas du modele purement tridimen-
sionnel. Une erreur en translation ¢; de 1072 m est atteinte & partir d’une dimension
de réduction de n’ = 50 et on obtient une erreur en rotation ¢, de 10 >rad & partir
de n' = 57. Le ratio de réduction est donc ici légérement inférieur (10 & 12) de par
la prise en compte de la variété des rotations qui implique une renormalisation des
quaternions et donc une erreur supplémentaire.

Modele de tige de type Cosserat dans ’espace d’état Ne souhaitant pas
nous limiter & de la manipulation quasi-statique, nous avons généré des états dyna-
miques via la simulation et cette dynamique doit alors étre intégrée dans 1’espace
d’état de la tige. La tige de Cosserat définie dans ’espace d’état peut alors étre
décrite par 'application

x:[0,1] = TSE(3).

ou TSE(3) est le fibré tangent au groupe de Lie SE(3) et est homéomorphe a
SE(3) x se(3).

Chaque état d’un noeud est de dimension 12 et peut étre décrit par le couple
(p p)avecp=(t h)etp=(v w),oitc R représente la translation, h € H
tel que ||h|| = 1 est un quaternion unitaire représentant la partie rotation, v € R3
la vitesse linéaire et w € R? la vitesse angulaire avec W € s0(3). Ainsi, chaque état
d’un nceud peut étre paramétré par 13 coefficients réels. La dimension de I’espace de
déformation est de n = 12N soit n = 1200 dans notre cas et la matrice d’observation
M possede 13N colonnes.

600
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Aj 300

FIGURE 3.4 — k premieres valeurs propres A; obtenues par ’ACP sur l'espace D via descrip-
tion de la tige en position et vitesse 6D dans T'SE(3).

Les différentes erreurs illustrées en Figure 3.5 montrent une décroissance de l'er-
reur moins marquée de par l'inclusion de nouveaux degrés de liberté pour chaque
neeud.

Une erreur en translation e; de 1072 m est atteinte & partir de n’ = 122, en

rotation ¢, de 103 rad & partir de n’ = 132, en vitesse linéaire ¢, de 103 ms™! &
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FIGURE 3.5 — Erreurs en translation €; (en bleu), rotation €, (en rouge), vitesse linéaire €,
(vert) et vitesse angulaire €,, (violet) dues & 'approximation apres réduction de 1’espace D
par une ACP en utilisant une description de la tige en position et vitesse 6D dans T'SE(3).
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partir de n/ = 123 et en vitesse angulaire €, de 10 2rad.s™! & partir de n’ = 121.
Ces résultats impliquent un taux de réduction entre 9 et 10.

Notons qu’en procédant séparément pour chaque sous-espace de ’état (transla-
tion, rotation, etc.), nous obtenons une dimension de réduction cumulée trés proche
de la dimension de réduction de I'espace global pour une méme erreur. L’ACP étant
une méthode de réduction linéaire, ce résultat était prévisible.

Analyse de la couverture de ’espace des déformations Dans ’ensemble,
les résultats présentés nous ont montré une erreur qui décroit rapidement avec la
dimension de réduction sur les observations reconstruites apres réduction. Nous nous
intéressons a présent a la qualité de couverture de ’espace des déformations complet
par l'espace réduit. Pour cela, la matrice de transformation de base T est comme
précédemment construite a partir de m observations données via la matrice M.
La Figure [3.6| présente les erreurs obtenues entre my déformations observées et
déformations reconstruites apres réduction sur un jeu différent d’observations en
utilisant la matrice de transformation T préalablement construite. Nous pouvons
observer qu'une erreur en translation ¢, de 1073 m est atteinte & partir de n’ = 126,
en rotation €, de 1073 rad & partir de n’ = 136, en vitesse linéaire €, de 103 m.s™*
A partir de n’ = 125 et en vitesse angulaire €, de 10 2 rad.s~! & partir de n’ = 125.
Ces résultats sont stables pour différents jeux d’observations, que ce soit sur la phase
d’apprentissage de la nouvelle base définie par T ou sur les observations validées.
L’erreur décroit sensiblement moins rapidement et le taux de réduction est alors
ramené a un ratio de 8 a 10.

Ainsi, une dimension réduite n’ supérieure & environ 135 est requise pour une
bonne qualité d’approximation (erreurs inférieures & 1072) liée & la réduction de
I’espace et une bonne couverture de I’ensemble des déformations.

Conclusion sur la réduction de dimension par ACP Nous avons étudié dans
cette section une méthode de réduction de dimension qui permet de contourner les
principaux problémes liés a I’application des méthodes de planification probabilistes
aux corps déformables. En effet, cette approche de type régression linéaire permet
d’apprendre le modele de déformation dans une phase hors-ligne, ol sont générées
les observations. Il est alors tout a fait envisageable d’employer des simulateurs
colteux et précis, comme ceux basés sur les méthodes a éléments finis. De plus,
cette approche permet de capturer les linéarités du modele, offrant un espace de
dimension réduit qui est un espace vectoriel. Ces derniers sont particulierement
adaptés aux méthodes a échantillonnage aléatoire. Dans le cas de tige de Kirchhoff,
il est possible de travailler dans un espace de dimension 20.
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FIGURE 3.6 — Erreurs en translation e; (en bleu), rotation €, (en rouge), vitesse linéaire ¢
(vert) et vitesse angulaire €,, (violet) dues & 'approximation apres réduction de 1’espace D
par une ACP en utilisant une description de la tige en position et vitesse 6D dans T'SE(3)
sur un jeu d’observations différents du jeu d’apprentissage.
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Cependant, nous avons vu que dans les cas des tiges de Timoshenko et de I'exten-
sion a l’espace d’état cette nouvelle dimension demeure trop élevée pour permettre
une résolution dans des temps raisonnables, ce qui explique pourquoi nous avons
choisi de ne pas implémenter d’algorithme de planification basé sur cette approche.

Il est important de souligner que la dimension réduite n’ ne dépend pas de la
dimension n de ’espace de déformation complet pour une valeur suffisamment grande
de n. Nous avons analysé les erreurs pour différents nombres de noeuds de la tige, a
savoir N = 50, N = 100 et N = 200, et nous obtenons des résultats similaires. Notre
choix d’utiliser N = 100 nceuds pour ces expérimentations était principalement
motivé pour assurer la cohésion avec les différentes approches présentées dans ce
chapitre.

3.1.2 Trajectoires irréductibles

Une autre approche a la réduction de dimension consiste a considérer la redon-
dance des systemes mécaniques afin de les simplifier. Nous pouvons modéliser la tige
comme un robot série comportant n corps rigides articulés par des liaisons rotoides.
Si n est suffisamment grand, nous obtenons une bonne représentation géométrique
mais qui nécessite une exploration dans un espace de grande dimension. Les tra-
vaux que nous présentons en [Orthey 15] permettent de calculer la structure mini-
male de chaines articulées arborescentes de corps rigides. Si nous savons planifier
une trajectoire pour une extrémité de la tige qui respecte des contraintes de cour-
bure, nous avons une solution au probléme de planification en ayant simplifié a
I’extréme le modele puisqu’il n’inclut aucune contrainte mécanique mais seulement
des contraintes de courbure maximale. C’est un modele qui peut convenir dans cer-
taines applications, cependant la modélisation de tiges par de telles structures est
peu réaliste. De plus, la restriction a la planification pour une extrémité de la tige ne
nous permet plus de garantir la complétude du probleme de planification pour I’en-
semble de la tige. Ce travail est plus intéressant pour des structures arborescentes,
de type robot humanoide, que pour des tiges. Ainsi, ce travail n’est pas présenté en
détail dans cette these.

3.1.3 Conclusion

Nous avons abordé dans cette section deux méthodes permettant de rechercher
des solutions & un probleme de planification dans un espace de dimension réduite.
Dans la continuité des méthodes de réduction linéaires, il serait intéressant d’étendre
cette étude aux méthodes de réduction de dimension de type non-linéaires telles que
[Tenenbaum 00l Roweis 00]. Cependant, ces méthodes demandent généralement une
connaissance a priori du modele et peuvent s’avérer extrémement complexes a mettre
en oceuvre.
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3.2 Le cas quasi-statique

Comme présenté en détail au Chapitre [2], les configurations a 1’équilibre d’une
tige tridimensionnelle élastique de Kirchhoff forment une variété clairement identifiée
de faible dimension avec n = 6. De plus, il a été montré que cette variété peut étre
paramétrée globalement avec une carte unique, offrant une description sous forme
d’espace vectoriel de I'espace des configurations des configurations a 1’équilibre. Des
travaux tels que [Berenson 09] ont permis d’étendre 'application des méthodes a
échantillonnage aléatoire sur des variétés munies d’un projecteur. Cependant la pro-
jection des configurations sur les variétés ne permet plus de garantir la complétude
probabiliste dans le cas général. Par ailleurs, lorsqu’une variété de dimension n
est munie d’une carte unique (¢, M), c’est a dire d’une paramétrisation globale ¢
de M, avec ¢ : M — R", les méthodes & échantillonnage aléatoire peuvent alors
étre efficacement appliquées sur ces paramétrisations qui sont des espaces vectoriels.
Nous présentons ici comment exploiter efficacement ces résultats pour résoudre le
probleme de planification de mouvement d’une tige élastique flottante, manipulée
par ses extrémités, dans le cas quasi-statique au moyen d’un algorithme de type
RRT appelé FFG-RRT.

3.2.1 Paramétrisation des configurations a 1’équilibre

Nous rappelons ici tres brievement le contexte et les résultats concernant la
caractérisation des configurations a ’équilibre des tiges de Kirchhoff grace a une
approche hamiltonienne tels que présentés en détail en Section [2.:2.3] Considérons
I’équilibre statique d’une tige élastique de type Kirchhoff, naturellement droite, de
longueur unitaire et maintenue & ses extrémités. En notant ¢ € [0, 1] Pabscisse cur-
viligne le long de la fibre neutre de la tige, la position 6D de la tige est décrite par
Papplication continue q : [0,1] — SE(3) telle que

3
4-a (zulx@- R X4>

i=1

ot u : [0,1] — R3 décrit les déformations en torsion (pour i = 1) et flexion (pour
i=2,3) et ou X;,i ={1l,...,6} est une base de se(3), l'algebre de Lie associée a
SE(3). En considérant 1’énergie potentielle élastique telle que définie en , il
est possible de formuler le probleme d’équilibre statique d’une tige de Kirchhoff par
le probleme de commande optimale . Les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité données par les Théorémes[2] et [3]respectivement, montrent que I'espace
Qstaple des configurations & I’équilibre statique définies par (q, u) est une variété de
dimension 6 munie d’une carte unique (Qstablea \1!_1) dont les coordonnées forment
Iespace Agigpie C A C RG, ie. U Agavie — Qstabie- Nous verrons que cet espace des
coordonnées Agiqpie, qui est un espace vectoriel de dimension 6, permet d’appliquer
les méthodes a échantillonnage aléatoire sur I’espace des configurations a 1’équilibre

Qstable .
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De plus, les conditions suffisantes d’optimalité nous donnent un critére pour
caractériser l’ensemble des coordonnées paramétrant Qgiapie par Aswpe = {a €
A | detJ(t,a) # 0, ¥Vt € (0,1]}, ou J(t,a) est la matrice jacobienne décrivant les
variations des positions q(t,a) de la tige par rapport aux coordonnées a. Ces varia-
tions étant trivialisées a gauche, nous rappelons ici que cette matrice introduite en

(2.62) s’exprime sous la forme

J(t,a) = [(q(t,a)_l(W) s <q(t’a)_1&la(a?> V]

aq(t,a .. .
ot q(t,a)”! (g(a‘) € se(3) représente les variations dans le repere local par rapport
J

aux variations en a;.

3.2.2 Formulation du probléme

L’espace des configurations d’une tige de Kirchhoff flottante, sans contact, ma-
nipulée par ses extrémités et a 1’équilibre statique est une variété de dimension 12
qui peut s’écrire sous la forme X = F X Qgqpie, o F C SE(3) est ensemble des
positions possibles de la base de la tige et Qgupe €st I'espace des configurations a
I’équilibre statique paramétré par 'unique carte Agqpe- Ce découplage entre po-
sition de la tige dans l’espace et sa configuration de déformation est permis grace
a I’hypothese d’absence de contacts. Comme nous ne considérons pas de modele
dynamique pour la tige dans cette approche, I'espace X consistera uniquement en
I’espace des configurations.

Pour pouvoir appliquer les méthodes a échantillonnage aléatoire sur un tel systeme,
il convient d’étre capable :

— de tirer aléatoirement des configurations dans l’espace X;
— de tester si une configuration donnée x est libre de collisions, i.e. x € Xppcc.

Ces deux opérations élémentaires nécessitent des calculs cotiteux dont la majeure
partie est commune.

3.2.2.1 Echantillonnage aléatoire uniforme des configurations

Echantillonner uniformément dans Pespace F qui est un sous-espace de SFE(3) est
un probléme largement étudié (cf. [Yershova 09]) et considéré comme résolu. L’espace
Asiapie paramétrant les déformations & ’équilibre statique nécessite un traitement
particulier qu’il convient de détailler. L’espace Agtqpe €St un sous-espace de RS ou
chaque élément doit satisfaire deux conditions :

1. Les coordonnées a ne doivent pas correspondre a la configuration singuliere,
le.ac A;

2. La matrice jacobienne J(¢,a) doit étre de rang plein pour tout ¢ € (0, 1], i.e.
ac Asmble-
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En théorie, la probabilité pour que des coordonnées a tirées aléatoirement cor-
respondent a la configuration singuliere est nulle car celle-ci représente une variété
de dimension inférieure. En pratique, bien que cette probabilité soit tres faible elle
doit étre prise en compte et peut aisément étre gérée par rejet.

Le test de non-dégénérescence de la matrice jacobienne nécessite le calcul expli-
cite de celle-ci. Concretement, pour des coordonnées a € A, il convient de calculer
le déterminant de J(¢,a) puis de rejeter les coordonnées si il existe une valeur de
t € (0,1] pour laquelle celui-ci est nul.

Ainsi, en utilisant la méthode de rejet sur ces deux conditions, on obtient un
échantillonnage aléatoire uniforme sur Agqpie-

3.2.2.2 Test de collision

Afin de pouvoir tester si la configuration d’une tige x est en collision avec les
obstacles de son environnement ou en auto-collision, il est nécessaire de calculer
la position et forme de la tige dans l'espace de travail W, ce qui permet ensuite
d’effectuer un test de collision purement géométrique via ’approche présentée dans
[Agarwal 04] a ’aide de I'un des nombreux outils existants. Pour cela, nous étendons
la définition du Modele Géométrique Direct (MGD) présentée en Section aux
tiges élastiques. Comme nous devons considérer la géométrie de la tige en tout point
et non uniquement la position de son organe terminal, ’application correspondant
au MGD est paramétrée par la position ¢t € [0, 1] le long de la tige.

Grace au découplage de 'espace X, le calcul du MGD réside essentiellement dans
le calcul de Papplication ¥ : Agape — Qstable qui est définie par plusieurs systémes
différentiels. Pour calculer ¥(a), il convient alors de résoudre numériquement ces
systemes différentiels, et 'on obtient alors la géométrie de la tige q(¢) sous forme
discrétisée par une polyligne 3D ou chaque nceud décrit une position 6D dans SE(3).

Dans notre implémentation, nous avons choisi d’approximer géométriquement la
tige par un volume englobant constitué d’une séquence de capsules dont le volume
global surestime d’une tolérance € le volume de la tige. En utilisant différentes va-
leurs de tolérance, nous avons construit une hiérarchie de volumes englobants telle
qu'illustrée en Figure 3.7 permettant d’accélérer considérablement les tests de colli-
sion.

On considere que une configuration x de la tige est libre de collision, i.e. x €
Xtree, sl et seulement si elle respecte les conditions suivantes :

— la tige n’est pas en auto-collision ;
— la tige n’est pas en collision avec les obstacles de ’environnement.

On peut alors redéfinir 'ouvert Xtpee par Xppee = X\ (Xops U Xoerf), ol les fermés
Xops et Xgerp représentent respectivement ’ensemble des configurations en collision
avec les obstacles et en auto-collision.
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F1cURE 3.7 — Différents niveaux k d’une hiérarchie de volumes englobants pour une confi-
guration donnée de la tige (a), ou la tolérance € augmente avec chaque niveau menant a une
approximation de la géométrie de plus en plus grossiere (b, ¢ et d).
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3.2.2.3 Approximation au voisinage du MGD

En planification de mouvement, le test de collision est généralement le goulot
d’étranglement du temps de calcul. En comparaison, le MGD implique un cott
négligeable pour la plupart des systemes tels que les chaines cinématiques car il
s’appuie sur des formes analytiques. Dans notre cas, le MGD consiste a calculer
lapplication q(t,a) pour t € [0,1]. Ceci revient a résoudre numériquement deux
systemes différentiels non-linéaires de dimension 6. Or, les solutions de ces systemes
sont nécessaires pour résoudre les deux autres systemes différentiels de dimension 36
permettant le calcul de la matrice jacobienne afin de vérifier sa non-dégénérescence.
De plus, leur intégration numérique implique 1'utilisation d’une résolution suffisam-
ment fine pour assurer une faible erreur d’intégration. Le nombre de nceuds de la
tige est alors lié a cette résolution. De par la nécessité d’un nombre élevé de nceuds
et de la haute dimensionnalité des systemes différentiels, le cotit de calcul du MGD
devient équivalent, ou supérieur, a celui du test de collision.

Approximation au premier ordre du MGD Dans les phases de planification
locale des méthodes a échantillonnage, les MGD sont recalculés entierement pour des
configurations voisines. Pour des coordonnées a données, il est alors possible de tirer
parti du calcul préalable de la matrice jacobienne pour approximer le voisinage du
MGD, puisque cette matrice décrit les variations au premier ordre de la géométrie de
la tige par rapport aux coordonnées a. Comme 'application q : [0, 1] x A — SE(3)
est de classe C™ [Bretl 14], il est possible d’utiliser une approximation de Taylor au
premier ordre sur les groupes de Lie. Au voisinage des coordonnées a, une variation
da entraine un déplacement infinitésimal & = J(t,a)da avec £ € se(3). On peut alors
exprimer la géométrie approximée de la tige par

A~

q(t,a+ da) = q(t,a) exp(&) (3.2)

ou exp : s¢(3) — SE(3) est I'application exponentielle.

Tel qu’illustré en Figure le calcul de I'approximation donnée en est
environ dix fois moins cotiteux que le calcul du MGD complet, indépendamment du
nombre de noeuds utilisés pour décrire la tige.

L’utilisation d’une approximation au premier ordre est motivée par la faible
erreur en distance entre la géométrie approximée par et la géométrie exacte
obtenue par le calcul du MGD comme le montre la Figure[3.9] La fonction de distance
considérée ici est la distance maximum nceud & noeud donnée par

p(qi, qj) = e dspe)(qi(t), q;(t))

olt dgps) : SE(3) x SE(3) — R™ est une distance dans SE(3) telle que définie dans
[Park 95]. Ainsi, on peut en déduire une distance maximale approximative dans
I’espace A pour laquelle I'erreur maximale est inférieure & un seuil donné.
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FIGURE 3.8 — Temps de calcul (échelle logarithmique) du MGD (en rouge) et de son ap-
proximation au premier ordre via la matrice jacobienne (en vert).
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FIGURE 3.9 — Mesures de 'erreur en distance entre les géométries exactes (via MGD) et
approximées en fonction de la norme de la variation ||da|| dans A.
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Validation de chemin locaux Lorsqu’une configuration X,4,q est échantillonnée,
la méthode directionnelle retourne un chemin local 7(\), A € [0,1] la reliant & sa
plus proche voisine Xpeqr, i.6. (0) = Xpang €t (1) = Xpeqr. Notre espace X étant
découplé, les chemins locaux 7 et m4 dans les espaces F et A respectifs sont aussi
découplés.

L’espace des positions de la base de la tige F étant un sous-espace de SE(3),
la géodésique dans SFE(3) basée sur la métrique définie dans [Park 95| est un choix
évident de chemin local 7. On a alors

77(A) = poexp (Alog (py 'p1))

ol po,p1 € F.

Comme présenté en Section un choix approprié de métrique sur Agzqpie
pourrait étre I’énergie potentielle élastique totale E.;. Aussi, I'espace Agapie C A
étant un sous-espace vectoriel de dimension 6, il est possible sous certaines conditions
d’utiliser la géodésique dans R® qui se réduit au chemin en ligne droite

Ta(A) = Aag + (1 — Aay

ol ag,a; € Agape. Cette géodésique ne nous donne aucune garantie de rester dans
s A .. 6 - . s,
lespace Agiqaple, ni-méme sur A. Ainsi, pour tout m4(\) € R”, il convient de vérifier
dans 'ordre les conditions suivantes :

— WA()\) #* (al,O,O,a4,0,0),Va,1,a4 €R,i.e. WA()\) e A;
— det(J(t,ma(N)) # 0, ice. mA(N) € Astapie-

Ayant défini le chemin local 7 sur 'espace X, il est possible d’utiliser une méthode
de validation de type itérative par discrétisation (cf. Section . Dans cette
approche, les tests de collision sont effectués progressivement le long du chemin
par incréments A, impliquant le calcul entier du MGD pour chaque configuration
interpolée. Il est alors possible d’utiliser 'approximation du MGD définie en
pour un voisinage da autour de coordonnées a d’une configuration x tel qu’illustré
en Figure |3.10

aj
ag
ap —
A,
MGD
~ "
Q(ta ak)

b
J(t, (Lo)

FIGURE 3.10 — Validation d’un chemin local en utilisant I'approximation du MGD par la
matrice jacobienne. La géométrie approximée ¢ est obtenue en utilisant la géométrie ¢ de
la configuration a la plus proche dont le MGD a été calculé. Le chemin local est validé par
discrétisation d’un pas A,.
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FIGURE 3.11 — Illustration des deux cas de non-détection de collision suite & 1’utilisation de
Papproximation du MGD. A gauche, le cas de non-respect des conditions de stabilité dans
Astabie €6 a droite, le cas d’une erreur en géométrie.

3.2.2.4 L’algorithme de planification FFG-RRT

De par ’absence de bornes exactes sur 'erreur en géométrie liée a I’approximation
donnée en , I’algorithme de planification retournant une solution approximée
doit étre capable de vérifier et de corriger celle-ci au besoin. Tel qu’illustré en Fi-
gure deux différents cas de non-détection de collision sont possibles suite a
I'utilisation de notre méthode d’approximation du MGD.

Le premier cas est 1ié a 'absence de métrique dans ’espace Agiqpie telle qu’évoquée
précédemment. D’apres la topologie de Agiape vue au Chapitre 2] nous savons que
I’ensemble Agqpe n'est pas convexe, donc il n’y aucune garantie que pour des condi-
tions aux limites dans Agpe, le chemin local en ligne droite les reliant soit aussi
dans Astable'

Le second cas est di a l'erreur sur la géométrie de la tige de par son approxima-
tion. Cette erreur est équivalente & une approximation des obstacles dans I'espace

Xyps pouvant mener a une non-détection de la collision avec I’obstacle.

Afin de remédier a cela, nous avons mis au point l'algorithme Fast Forward
Geometry RRT (FFG-RRT) qui encapsule I'approximation du MGD et permet de
détecter et corriger les erreurs liées a I’approximation. La structure globale du FFG-
RRT de I’Algorithme|[3]est similaire & I’algorithme Lazy-RRT [Bohlin 00] [Bohlin 01].

L’algorithme FFG-RRT est générique et est particulierement adapté a tout
systeme dont le calcul du MGD est cotiteux et ou il est possible d’en obtenir une
approximation pour un cout bien inférieur. Dans notre contexte de planification
pour des tiges élastiques de Kirchhoff, les différentes fonctions utilisées dans les
Algorithmes [3] et 4 ont le comportement suivant :

— RANDOM_SAMPLE() retourne une configuration X,qnq € X tirée au hasard.
Pour cela, nous devons appliquer la méthode d’échantillonnage aléatoire par

rejet présentée en Section [3.2.2.1];

— NEAREST(T7, Xpqnq) retourne la configuration la plus proche de X;q,q dans
Parbre 7T en utilisant la métrique entre deux configurations x; = (p; ai)T et
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T
x;j=(p; aj)

p(xi,X;j) = wdsgs)(Pi, Pj) + (1 —w)lla; — aj|

ot w € [0, 1] définit la pondération de chaque espace F et Astapie, dsp(3) est
une métrique dans SE(3) et |.|| est la norme usuelle dans R%;

APPROX_EXTEND (Xpear; Xrand) consiste en la méthode directionnelle com-
binée a la validation du chemin local entre les configurations X,eqr €t Xrand
telle que présentée au paragraphe [3.2.2.3;

PATH_EXISTS(Xstart, Xgoal, T ) retourne vrai si un chemin existe entre les
configurations Xgtqrt €t Xg0q; dans le graphe 7 ;

FIND_PATH (Xstart, Xgoal T') retourne un chemin (a ce stade, seulement validé
via la méthode d’approximation) entre les configurations Xgar¢ €t Xgoq dans
le graphe T ;

LOCAL_PATH_VALID(x;, x;) valide le chemin local entre les configurations
x; et x; sans utiliser d’approximation.

Algorithm 3 FFG-RRT (Xgtart, Xgoal)

Input: Configurations initiale X4+ et finale xgoq
Output: Un chemin solution 7 ou signaler un échec
1: T.init(xsmrt)
2: for i < 1to k do

3: Xrand < RANDOM_SAMPLE()

4: Xnear < NEAREST(T, X;and)

5: Xpew < APPROX_EXTEND(Zpear, Xrand)
6: if Xpew # Xnear then

7 T .addVertex(xpew)

8: T .addEdge(Xpear; Xnew)

9: end if

10: (solved, T) <~ CHECK_SOLUTION (Xstart; Xgoal; T)
11: if solved then return r

12: end if

13: end for

14: return failure

La fonction CHECK_SOLUTION (Xstart; Xgoal, T) essaie de trouver un chemin

solution dans I'arbre 7 entre les configurations Xt €t Xgoq €n considérant les
chemins locaux validés par approximation. Lorsqu’une solution est trouvée, alors la
validité réelle du chemin est testée en calculant le MGD systématiquement. Si un
chemin local n’était pas valide, celui-ci est supprimé de ’arbre.
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Algorithm 4 CHECK_SOLUTION (Xstart; Xgoal, T)

Input: Configurations initiale Xq,¢ et finale X404, un arbre des configurations 7
Output: Un booléen indiquant si un chemin solution existe entre Xgtart €t Xgoai
dans T et le chemin solution 7 si il existe
1: if PATH_EXISTS(Xstart; Xgoal, 7) then

2. 7 ¢ FIND_PATH (Xstart, Xgoat T)

3: isSolution Valid < true

4: for all edges (x;, x;) of 7 do

5: if not LOCAL_PATH_VALID(x;, x;) then
6: T .removeEdge(Xpear; Xnew)

7: 1sSolutionValid < false

8: end if

9: end for

10: if isSolutionValid then return (true, 7)
11: end if

12: end if

13: return (false, emptyPath)

3.2.3 Résultats expérimentaux

Nous allons présenter et analyser les résultats expérimentaux obtenus en simu-
lation pour la planification d’une tige de Kirchhoff & base flottante en utilisant 1’al-
gorithme de planification FFG-RRT. On utilise alors le modele permettant le calcul
exact des configurations a I’équilibre et I'approximation du MGD par la matrice
jacobienne dans I'objectif de réduire les temps de calcul.

3.2.3.1 Détails d’implémentation

L’approche Fast Forward Geometry permettant I’approximation du MGD par
la matrice jacobienne a été intégrée aux algorithmes de planification RRT et RRT-
Connect [Kuffner 00] et nous avons implémenté les algorithmes résultants, respec-
tivement FFG-RRT et FFG-RRT-Connect, en nous appuyant sur la bibliotheque
C++ de planification de mouvement OMPL [Sucan 12]. Les tests de collision ont
été effectués grace a la bibliotheque FCL [Pan 12]. Les bancs d’essai ont été réalisés
sur un PC avec 8Go de mémoire vive et en utilisant un seul cceur d’un processeur
Intel Core i7-2720QM cadencé a 2,2Ghz.

3.2.3.2 Scénarios du banc d’essai

Nous avons sélectionné quatre scénarios afin de valider D'efficacité de notre ap-
proche. Deux d’entre eux (Figure consistent en des scénarios académiques per-
mettant de mettre en avant une difficulté spécifique. Les deux autres scénarios corres-
pondent a des cas industriels (Figure d’une étude de désassemblage d’un cable
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Téte de la tige

FIGURE 3.12 — Les scénarios Crack (& gauche) et Backward (& droite). Les configurations
de départ et finale sont représentées en vert et rouge respectivement.

d’un bloc moteur. Notons que la résolution d’un probleme d’assemblage peut étre ob-
tenue symétriquement en inversant les conditions initiales et finales du probleme. Sur
tous ces scénarios, le probleme de planification ne peut pas étre résolu en déplacant
uniquement la base mobile de la tige, i.e. la solution impose a la tige de se déformer.

— Crack : Modele léger ou la tige doit passer a travers un passage étroit de type
fente. La longueur et le diametre de la tige sont fixés a la moitié de la longueur
et de la hauteur de la fente respectivement ;

— Backward : Modele léger ou des approches consistant a planifier un chemin
guide via un robot point (e.g. la téte de la tige) donneraient une solution
irréalisable et échoueraient. Notons que la tige doit passer par le corridor
intérieur et ne peut pas passer a I’extérieur des obstacles;

— FEngine Free-Flying : Modele de type industriel de 132 000 polygones ou la tige
représente un cable qui doit étre démonté d’un bloc moteur dans une étude de
désassemblage ;

— FEngine Fized : Le modele est identique au scénario précédent mais on considere
ici un cas de désassemblage d’un cable a base fixe passant a travers un passage
tres étroit a l'intérieur du bloc moteur.

Le banc d’essai comprend 50 instances différentes de planification pour chaque
scénario. La limite de temps de recherche pour chaque instance a été fixée a 30
minutes. Le nombre de nceuds de la tige a été fixé a N = 100 afin de permettre un
réalisme physique suffisant.
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FIGURE 3.13 — Les deux cas industriels de désassemblage d’un céble & base flottante (en
haut) ou & base fixe (en bas) d’un bloc moteur.
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TABLE 3.1 — Résultats de planification de tiges élastiques quasi-statiques avec approximation
de la géométrie

RRT FFG-RRT

Scénario RRT FFG-RRT Connect  Connect

Echec Echec 301,2 113,5 Temps de résolution (s)
Crack 0 0 80 96,7 Taux de succes (%)
Echec Echec 246,7 38,5 Temps MGD et approx. (s)
- Echec - 0,07 # Fausses approximations
Echec Echec 450,6 172,9 Temps de résolution (s)
Backward 0 0 93,3 86,7 Taux de succes (%)
Echec Echec 360,1 49,4 Temps MGD et approx. (s)
- Echec - 0,34 # Fausses approximations
Echec Echec 240,7 82,9 Temps de résolution (s)
Engine 0 0 100 100 Taux de succes (%)
Free-Flying Echec Echec 129,5 11,4 Temps MGD et approx. (s)
- Echec - 0,4 # Fausses approximations
95,1 19,6 636,8 250,9 Temps de résolution (s)
Engine 50 40 100 100 Taux de succes (%)
Fixed 69,4 3.4 446,1 49,3 Temps MGD et approx. (s)
- 0 - 0,8 # Fausses approximations

3.2.3.3 Résultats

Les résultats du banc d’essai présentés en Table nous montrent que notre
approche d’approximation du MGD permet une résolution deux a trois fois plus
rapide qu'une approche classique, avec un taux de succes similaire. Ces résultats
s’expliquent par deux raisons. Tout d’abord, dans des approches classiques ou le
MGD est systématiquement calculé, on constate que le temps de calcul du MGD
prédomine avec 55 & 85 % du temps de résolution. Notre approche permet de diviser
ce temps d’un ratio allant de 6 a 11 selon les cas, bien que l'on inclut le temps
d’approximation du MGD. Ensuite, on constate que le nombre moyen de solutions
approximées invalides, corrigées a posteriori par notre algorithme, est tres faible.
En moyenne, le nombre de fausses solutions approximées est inférieur a un. Ces
solutions erronées sont essentiellement dues a l'utilisation de lignes droites comme
chemins locaux dans ’espace Agiqpie, confirmant la qualité de "approximation de la
géométrie. Ce faible nombre d’erreurs d’approximation garanti les performances de
notre approche.
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Il est & noter que 'approche RRT classique ne parvint pas a résoudre les cas ot la
tige possede une base flottante mais a I'inverse celle-ci s’avere bien plus efficace que
I’approche RRT-Connect pour le scénario avec base fixe. En effet, dans le scénario
Engine Fized, la configuration de départ se trouve dans un passage tres étroit de
I’espace des configurations et doit en sortir en exploitant de trés faibles variations
sur l'espace des configurations a 1’équilibre. Dans ce cas ou I'une des conditions aux
limites du probleme correspond & un cas fortement contraint, les approches bidirec-
tionnelles telles que RRT-Connect s’averent moins performantes que les approches
unidirectionnelles, du fait que ’exploration dans la partie peu contrainte n’apporte
rien & l’exploration, augmente inutilement la taille du graphe et affecte alors les
performances générales.

3.2.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté une approche permettant de résoudre en
un temps raisonnable le probléme de planification de mouvement pour des tiges de
Kirchhoff & base flottante dans le cas quasi-statique. En tirant parti des propriétés
de l'espace des configurations a I’équilibre d’une tige de Kirchhoff présentées au
Chapitre [2, nous avons pu adapter les méthodes de planification a échantillonnage
aléatoire en explorant un espace de faible dimension. De plus, il est possible d’utiliser
la solution obtenue pour I'expérimentation réelle de la manipulation la tige, du fait
de la correspondance entre les forces et couples & appliquer a la base de la tige avec les
coordonnées dans 'espace Agtqpre- Ces travaux ont été publiés en [Roussel 14]. Bien
que I’hypothese de quasi-staticité ne soit pas incompatible avec une expérimentation
réelle, I’absence de contacts ne permet pas la résolution de problemes fortement
contraints.

3.3 Planification avec prise en compte du modele dyna-
mique et des contacts

Nous avons vu que la planification de mouvement pour des objets déformables
tels que des tiges trouve diverses applications telles que les études d’assemblage et
désassemblage ou encore la manipulation de cables par des systéemes robotiques.
Le cas quasi-statique présenté en Section offre une formulation mathématique
élégante et des performances acceptables. Cependant, la manipulation quasi-statique,
bien que réalisable en pratique, limite fortement ’espace de recherche et les solutions
possibles. De plus, le modele quasi-statique utilisé n’autorise pas les contacts. Or,
les scénarios applicatifs sont généralement fortement contraints, notamment pour les
études d’assemblage et désassemblage, et ne peuvent pas étre résolus sans la prise
en compte des contacts.

La prise en compte des contacts dans le probleme de planification est peu étudiée
[Redon 05]. Ceci peut s’expliquer par le faible nombre de travaux sur la planification
pour des corps déformables, car la prise en compte du contact devient essentielle
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FIGURE 3.14 — Le point de contact de la tige dans cet environnement contraint induit un
état qui ne peut étre obtenu par la manipulation de ses extrémités uniquement.

lorsque l'on ne considére plus uniquement des corps rigides. En effet, 'espace X
d’un systeme composé de corps déformables differe selon que I'on considére ou non
les contacts. Formellement, autoriser m points de contact revient a considérer m
manipulateurs sur le déformable. En général, le nombre de points de contact n’est
pas constant pour un mouvement donné, ce qui revient a considérer un espace d’états
A dimension variable. Ce concept a déja été illustré dans [Mukadam 14] ou les auteurs
étendent le modele de tige quasi-statique a un nombre quelconque de manipulateurs
et montrent que la dimension de I’espace d’état résultant augmente avec le nombre de
manipulateurs. Pour illustrer cela, considérons une tige déformable dans un passage
étroit impliquant un état fortement contraint (Figure . Cet état ne peut étre
obtenu par la manipulation de la tige uniquement & ses extrémités sans contact.

Dans la formulation du probléeme de planification, nous avons vu que I’espace libre
Xree €tait un ouvert, ce qui traduit I'absence de considération des contacts. Dans
cette section, nous allons étendre ’espace de recherche de solutions aux contacts en
introduisant ’espace d’états admissibles X,4,,. De plus, nous considérons aussi la
dynamique de la tige, ce qui implique que ’espace de recherche sera 1’espace d’état,
i.e. chaque état x € X s’écrit sous la forme x = (q, q) avec q et q représentant
respectivement la configuration en position et en vitesse de la tige.

L’approche proposée en et introduite en Section[I.1.6]permet d’étendre
la formulation du probleme de planification classique en incluant les contraintes
différentielles correspondantes aux EDOs de la fonction de transition d’état. L’ef-
ficacité de celle-ci repose sur la capacité a résoudre, pour chaque itération de 'al-
gorithme, le probleme de planification locale consistant a trouver la séquence de
commandes permettant d’atteindre un état désiré pour un état initial donné. Se-
lon le systeme considéré, ce probleme peut s’avérer aussi difficile que le probleme
de planification globale. Un compromis est alors nécessaire entre pertinence des
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FIGURE 3.15 — Un cas critique de passe étroit extréme pour une tige élastique représenté
dans lespace de travail W (& gauche) et dans Pespace d’états de la tige X'. Lorsque e tend
vers zéro, la probabilité d’échantillonner sur X,.,; tend aussi vers zéro.

commandes et cotut de calcul. Des travaux [Gayle 10] ont déja étudié l'intégration
d’un simulateur dynamique dans des algorithmes de planification, mais la classe de
problemes pouvant étre résolus est fortement restreinte par 1'utilisation d’un chemin
guide permettant de biaiser I’exploration.

Nous présentons ici une approche permettant de planifier pour une tige élastique
de type Timoshenko en considérant sa dynamique et en autorisant les mouvements
au contact grace a un simulateur physique et nous montrons qu’il est alors possible
de résoudre en un temps raisonnable des scénarios insolubles avec les approches
précédentes.

3.3.1 Un exemple de cas critique : le double entonnoir

Pour cet exemple, considérons une tige déformable de longueur [ et de rayon
r ainsi qu'un environnement présentant un long passage tres étroit. Dans un cas
extréme, ce passage étroit se ramenerait a ’état initial de la tige, i.e. un tunnel
d’une longueur [ + € et de diametre 2r + € (Figure . Soit X, 'ensemble des
états sans collision quand la tige est centrée dans le tunnel. Lorsque € tend vers zéro,
I’ensemble X+ tend vers I'unique état dont la géométrie est libre de collision dans
le tunnel. Le volume de X+ ainsi que la probabilité d’échantillonner un état dans
Xt tendent alors vers zéro et le temps requis pour résoudre le probleme tend vers
I’infini.

Cet exemple de passage tres étroit illustre la limite de I'efficacité des méthodes
a échantillonnage. Intuitivement, il conviendrait de reformuler le probleme de plani-
fication afin de :

— permettre les états d’étre au contact, i.e. x € 0X,ps o1l OXyps est la frontiére
de Xobs ;
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— étre capable de glisser au contact ;

— étre capable de sortir du contact.

Il est connu que les méthodes a échantillonnage ne sont pas adaptées aux cas
présentant des passages tres étroits. L’idée que nous souhaitons exploiter ici est
de coupler le glissement au contact tel que dans le Bug algorithm [Kamon 97,
Kamon 99 Lumelsky 87] avec les méthodes & échantillonnage afin d’étre capable
de résoudre efficacement ces cas qui se retrouvent dans des applications réelles.

3.3.2 Formulation du probléme

Dans cette approche, nous considérons que la tige est de type Timoshenko et
peut-étre manipulée par ses extrémités par des pinces robotiques. Notons que les
deux extrémités ne sont pas nécessairement manipulées simultanément. De plus, la
méthode présentée est généralisable a un nombre quelconque de pinces robotiques
manipulant la tige et leur position peut-étre choisie arbitrairement.

Comme nous considérons une planification dynamique, la notion de temps in-
tervient et nous paramétrons la fibre neutre de la tige par s € [0,1] pour éviter
toute confusion avec le parametre t représentant le temps. La géométrie de la
tige est représentée par l'application q : [0,1] — SE(3). L’espace des configura-
tions résultant est un sous ensemble de ’espace fonctionnel de dimension infinie
C* (]0,1],SE(3)). De par 'utilisation d’un simulateur du modele dynamique de la
tige basé sur les méthodes a éléments finis, celle-ci est discrétisée en N — 1 éléments
géométriquement exacts, soit N nceuds. L’espace des configurations est alors un
sous ensemble de SE(B)N et chaque configuration de la tige q est décrite par le
vecteur q = (q1, q2, ...qn). Cependant, nous souhaitons & présent inclure la dy-
namique de la tige dans la planification. L’espace X est alors I’espace d’états tel que
X C TSE(3)", i.e. le produit cartésien des fibré tangents au groupe de Lie SE(3)
pour chaque nceud. Chaque état x € X est donc définit par x = (q, q).

Le simulateur physique traduit un systéme dynamique en implémentant une
fonction de transition d’état de la forme X = f(x, u) ot u sont les commandes.
Notons U I'espace borné des commandes applicables (celui-ci sera définit pour notre
cas ultérieurement). Pour des conditions initiales de simulation x(0) données, on a

Cette fonction de transition consiste typiquement en plusieurs équations différen-
tielles ordinaires (EDO) et elle définit I’'espace X. En pratique, le simulateur discrétise
le temps en itérations £ d’un pas de temps constant dt et la fonction de transition
d’états discrete fy est donnée par xg1 = f5(xx , ug), avec x = x(tx) 'état a l'ins-
tant t; et tp = kJt le temps écoulé apres k pas de simulations d’une durée 6t. A
la différence de la version continue, f; a aussi un role d’intégrateur. Le passage du
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continu au discret s’exprime simplement par
Xp+1 = fa(Xk, ug)

:xk—k/tkﬂf(x(r), u(r)) dr

k

ce qui, dans un schéma d’intégration de type Euler, se réduit a

Xk+1 = Xk + ).(k(st
= xp + f(xx, ug)ot

Nous pouvons a présent introduire I'espace des états admissibles X4, définit
par Xogm = Xpree U 0Xpps. Le simulateur doit alors garantir que pour tout état ad-
missible initial, les états résultants doivent eux aussi étre admissibles. Formellement,
f(xx, ur) € Xyam pour tous xi € Xyam et ug € U.

3.3.2.1 Echantillonnage sur la variété des configurations a 1’équilibre

Etant donné un état initial X;; et un état destination Xgest, 1l N’y a aucune
garantie que 'orbite décrite par le systéeme dynamique pour des conditions initiales
données par x;,;; n’atteigne ’état x4.;. Dans notre cas, I’échantillonnage d’un état

présente une double difficulté 1ié a 'utilisation de deux modeles différentiels dis-
tincts :

— Le modele de déformation la tige qui décrit 1’évolution de 1’état de long de

ox
lle-ci, i.e —:
ce ec1,1ea :

S
— Le modele dynamique de la tige qui décrit I’évolution de la tige dans le temps,
.o, Ox
ie. Xx=—.
ot

Intuitivement, ’application de commandes bornées sur ces deux modeles restreint
I’espace d’état accessible et il est alors impossible d’échantillonner directement dans
I’espace d’état.

D’autre part, nous avons vu en Section que l'espace des configurations
a I’équilibre statique et sans contact d’une tige élastique de type Timoshenko est
une variété Qgupe de dimension 6 dont une paramétrisation globale est donnée
par I'unique carte (Qsmble, \Ilfl) et ou les coordonnées forment ’ensemble Agqpre-
Considérons maintenant que cette tige soit munie d’une base flottante, son espace
des configurations est alors une variété de dimension 12 définie par Y = F X Qgable
ou F C SE(3) est I'ensemble des positions 6D possibles de la base de la tige.
Alternativement, on peut définir cette variété dans I'espace des X par

Y ={x€int (Xeam) | =0}
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FIGURE 3.16 — Illustration du schéma de commande permettant de relier un état Xr.om
quelconque a un état quasi-statique x;,. La manipulation des extrémités s’effectue en deux
temps.

Comme la variété décrite par le groupe de Lie SFE(3) peut étre paramétrée par les
quaternions unitaires, on a alors une paramétrisation de I’espace ) et il est possible
d’échantillonner aléatoirement de fagcon uniforme dans cet espace tel que détaillé en

Section 3.2.2.11

3.3.2.2 Planification locale avec dynamique et contacts

Dans notre contexte, le probleme de planification locale consiste a trouver un
chemin d’un état admissible Xf.om € AXggm vers un état échantillonné x;, € ).
Différentes approches sont possibles et nous présentons ici le schéma de commande
que nous avons mis en ceuvre ainsi que son intégration dans le planificateur local.

Afin d’améliorer significativement ’exploration de I'espace d’état dans des cas
fortement contraints, nous souhaitons tirer parti des informations de contact fournies
par le simulateur. Dans cette optique, nous exploitons les mouvements au contact
en ne contraignant pas les chemins locaux sur la variété ). Notre méthode locale,
qui sera détaillée dans I’Algorithme [6] consiste en une approche en deux étapes
(Figure . Premierement, la tige est manipulée par une de ses pinces jusqu’a
que celle-ci atteigne sa position de consigne. Ensuite, cette pince est fixée et 'autre
extrémité est manipulée par 'autre pince afin d’atteindre a son tour sa position
de consigne. L’ordre dans lequel les pinces sont actionnées est tiré aléatoirement et
peut-étre considéré comme un degré de liberté discret supplémentaire dans I'espace
des commandes.

Nous pouvons & présent définir ’espace des commandes par U = Uy, X {go0, 91}
ot Uy, C RY est Pensemble des forces 6D applicables sur les pinces robotiques mani-
pulant la tige et {go, g1} est le degré de liberté discret indiquant la pince sur laquelle
s’applique la commande.

La manipulation des extrémités de la tige est effectuée avec un controleur de
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FIGURE 3.17 — Schéma d’intégration des controleurs des pinces manipulant la tige avec le
simulateur.

type Proportionnel-Dérivé sur leur position 6D de consigne. Ce choix a été motivé
par sa simplicité de mise en ceuvre car ce type de controleur est déja intégré au
simulateur XDE utilisé dans cette approche. Comme la phase de planification lo-
cale ne tient pas compte des obstacles, il est nécessaire de considérer une limite
en temps Atpq: pendant laquelle un controleur est appliqué, permettant d’éviter
que le controleur ne soit bloqué dans un minimum local, i.e. que la pince ne puisse
converger vers sa consigne a cause de la présence d’obstacles. Cette valeur Atf,,q.
est choisie aléatoirement sur un intervalle (0, AT},4.] et doit étre supérieure au pas
d’intégration du simulateur dt. L’intégration des contréleurs avec le simulateur est
présentée en Figure [3.17

3.3.2.3 Planification de mouvement avec dynamique par échantillonnage
sur une sous-variété

A présent que nous avons introduit les notions nécessaires, nous pouvons for-
muler le probleme de planification de mouvement avec prise en compte du modele
dynamique et des contacts traité dans cette section. Etant donné I’espace des états
admissibles X,4,,, une solution au probleme de planification consiste a trouver un
chemin faisable, i.e. 7 : [0, tymaz] = Xadm, étant donné un état initial Xsiare € ) et fi-
nal X404 € ) correspondants a des configurations quasi-statiques libres de contacts.
Notons que le chemin solution 7(t) est ici paramétré par le temps du fait de la
prise en compte de la dynamique. De plus, cette approche apporte une solution
au probleme de planification de manipulation de la tige, i.e. une séquence de com-
mandes @ : [0, tyyqz] — U solution au probléme ou U est I'espace des commandes tel
que défini en Section

Contrairement aux approches de planification avec contraintes [Berenson 09l
El Khoury 13] et bien que I’échantillonnage soit contraint a une variété, la recherche
de solutions se fait dans tout ’espace d’état.

La Figure illustre le développement de ’arbre de recherche dans l’espace
d’états. Nous allons détailler les trois cas de figures qui peuvent se présenter au
cours de ’exploration et qui sont représentés par les chemins locaux 71, 7y et ms.

— Cas m; : L’état échantillonné X,,,q € Y a pu étre atteint depuis son plus
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FiGURE 3.18 — Illustration de l’arbre d’exploration dans l’espace d’états X4, avec
échantillonnage sur la variété des configurations a 1’équilibre ).

proche voisin X4+ avant la limite de temps du controleur de At,,... Bien
que le chemin 71(¢) ne soit pas contraint sur la variété ), 1'état atteint z;
correspond a la configuration a I’équilibre échantillonnée X4, i.€. X; € V;

— Cas my : L’état échantillonné x,.,q € Y n’a pas pu étre atteint depuis son plus
proche voisin x; avant la limite de temps At,,4,. L’état x; atteint au terme de
cette limite n’est pas une configuration a I’équilibre, i.e. x; ¢ V;

— Cas 73 : Comme dans le cas précédent, ’état échantillonné xX,..,q € V n’a pas
pu étre atteint depuis x; avant la limite de temps At,q.. L'état x; atteint au
terme de cette limite est un état au contact, i.e. x; € 0Xyps et donc xi ¢ V.

Algorithme RRT pour tiges de Timoshenko avec dynamique et contact
I’Algorithme [f] présente la structure générale de 'algorithme RRT modifié pour
prendre en compte le modele dynamique de la tige et les contacts, ainsi que ’échantillonnage
sur la variété des configurations a 1’équilibre. A noter que comme notre simulateur

ne nous permet pas de simuler a sens inverse, il n’est ici pas possible d’implémenter

notre approche sur un algorithme bidirectionnel de type RRT-Connect. Cette li-
mitation est propre a notre simulateur XDE et 'implémentation d’algorithmes de
planification bidirectionnels basés sur cette approche est envisageable avec des si-
mulateurs permettant 'intégration a sens inverse.

Meétrique Définir une métrique p : X x X — [0, 00) sur l'espace des phases X" est
une tache généralement complexe. Dans notre cas, ’énergie totale nécessaire pour
relier deux états parait étre une métrique appropriée. Cependant, calculer cette
métrique est un probléme aussi cotteux que le probleme de planification locale. 11
convient alors d’utiliser une approximation rapide & calculer. Nous avons considéré
la pseudo-métrique p définie par
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Algorithm 5 RRT pour tiges élastiques avec prise en compte de la dynamique et
des contacts
Input: Modele de I'environnement, état initial Xg4r¢, état but x40, ou région but
Xgoal
1: Initialize the tree T with Xgqrt
2: while — solved and iter < Ny, do
3: Xrand < random quasi-static state € ) or goal state

4: Xnear < NEAREST(T, Xrand)

5: Xpew — EXTEND_BY_CONTROL(Xpear, Xrand)
6: if Xpew # Xnear then

T Add current state Xyeq to T

8: Add edge (Xpears Xnew)

9: if Xpew € Xgoaur then solved < true

10: end if

11: end if

12: end while

13:

Algorithm 6 EXTEND_BY_CONTROL(X fyom, Xt0)

Input: Limite de temps AT},qz, durée du pas d’intégration 0t
1: Select at random first gripper gy

2: Select at random a time limit At,pa. € (0, AT az]

3: Xpew < Xfrom

4: while gripperDistance(Xpew, Xto, 9f) < € and t < Atyq, do
5: Apply position control on Xye,, at gy for ot

6: end while

7: Let gs be the other gripper

8: while gripperDistance(Xnew, Xto, gs) < € and t < Atyq, do
9: Apply position control on X,e, at gs for ot

10: end while

11: return X,
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FIGURE 3.19 — Illustration de la surface balayée (en bleu) entre deux états de la tige utilisée
comme métrique et son approximation par triangulation utilisée en pratique (a droite).

plxi,x;) = / Ipi(s) — pj(s)]ds

ol p(s) € R? est la partie translationnelle de la position de la tige q(s) € SE(3).
Intuitivement, cette pseudo-métrique représente la surface balayée dans ’espace de
travail par la tige entre deux états en supposant que chaque point de la tige se
déplace en ligne droite. En général, ce mouvement n’est pas permis par le modele
dynamique, mais cette fonction nous donne un minorant de la surface balayée réelle.
Comme illustré en Figure [3.19] en pratique cette pseudo-métrique est approximée
par la surface triangulée entre chaque nocud de la tige. Le choix de cette métrique
s’est révélé pertinent lors des validations expérimentales.

3.3.3 Reésultats expérimentaux

Nous avons implémenté cette approche permettant de planifier pour une tige de
Timoshenko & base flottante avec prise en compte de sa dynamique et des contacts
grace a l'utilisation du simulateur externe XDE. Dans cette section, nous présentons
et analysons les résultats expérimentaux obtenus en simulation sur différents scénarios,
présentant des difficultés spécifiques ou correspondant a des cas industriels.

3.3.3.1 Détails d’implémentation

Le banc d’essai a été réalisé sur un PC avec 16Go de mémoire vive et en utilisant
un seul coeur d’un processeur Intel Core i7-2720QM cadencé a 2,2Ghz. L’Algorithme
B]du RRT modifié a été implémenté en C++ en s’appuyant sur la bibliotheque OMPL
[Sucan 12]. Le moteur physique utilisé est XDE (cf. Section permettant la
simulation par éléments finis de la tige de Timoshenko ainsi que la gestion des
collisions et contacts avec I’environnement.
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FIGURE 3.20 — Le scénario Double funnel ou la tige élastique doit passer au travers d’un
passage tres étroit (haut) et un chemin solution obtenu (bas)

3.3.3.2 Scénarios du banc d’essai

Nous avons implémenté et testé en simulation notre approche sur les scénarios
suivants :

— Double funnel (Figure [3.20]) : Scénario présentant un passage tres étroit tel
que présenté en Section et deux parois en forme d’entonnoir de chaque
coté du passage permettant les mouvements de glissement au contact ;

— Engine Free Flying (Figure [3.21)) : Scénario de type industriel consistant en
une étude de désassemblage d’un cable d’un bloc moteur ;

— Grid (Figure [3.22) : Scénario de désassemblage d'un cable enroulé dans une
grille;

— Powerplant (Figure[3.23) : Scénario présentant un état initial et final fortement
contraints dans un modele complexe d’une centrale électrique.

Le banc d’essai comprend 50 instances différentes de planification pour chaque
scénario. la limite de temps de recherche a été fixé a 20 minutes. Nous avons été
contraints de réduire le nombre de nceuds de la tige & N = 40 pour éviter de saturer
le simulateur.
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FIGURE 3.21 — Etat initial (en vert, vue a) et but (en rouge, vue b) pour le scénario de
désassemblage Engine FF. Le chemin solution (en vues c et d) utilise le mouvement au

contact.
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FIGURE 3.22 — Le scénario Grid ou la tige élastique doit aller d’un état enroulé contraint
(haut, en vert) & un état libre (haut, en rouge) et un chemin solution (bas).
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FIGURE 3.23 — Un chemin solution pour une tige élastique au scénario fortement contraint
Powerplant.

3.3.3.3 Résultats

TABLE 3.2 — Résultats de planification pour des tiges élastiques avec modele dynamique et
contacts

Nombre de Nombre de
.. Taux de Temps de .
Scénario sommets / faces sucess (%) résolution (s) sommets / arrétes
du modele ¢ du graphe
Double funnel 198/388 100% 77.2 4+ 36.0 144+ 4.8
Grid 704/1320 96% 34.4 4+ 25.5 10.2+£5.3
Engine FF 64885/131583 94% 119.6 £ 109.3 6.8 + 3.6
Powerplant 24870/20053 40% 402.3 £+ 226.3 129+5.8

Les résultats de la planification sur les scénarios précédemment introduits sont
présentés en Table [3.2] Le temps de résolution et le nombre de sommets et arrétes
générés par graphe sont donnés par leur moyenne et leur écart type. Le scénario
Double funnel ne présente qu’un seul passage étroit dans une unique classe d’homo-
topie. Le glissement le long de la surface au contact couplé aux méthodes probabi-
listes offre alors de bonnes performances. De méme, les scénarios de désassemblage
Grid et Engine FF sont fortement contraints via un passage tres étroit autour de
leurs états initiaux. Des algorithmes a diffusion unidirectionnelle de type RRT sont
donc adaptés a ces cas.

A Tinverse, le scénario Powerplant présente de nombreuses passages étroits et
classes d’homotopies. Pour les méthodes a échantillonnage, il s’agit des cas extrémement
difficiles a résoudre pour lesquels ces méthodes ne sont pas adaptées. Malgré le cou-
plage avec le glissement au contact, ceci explique le temps de résolution élevé et
donc le faible taux de succes. Avec une simulation & sens inverse et une diffusion
bidirectionnelle, de meilleures performances semblent envisageables.
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Par ailleurs, la tres faible taille des graphes générés pour résoudre ces cas nous
indique que notre approche permet une exploration tres efficace de ’espace des
solutions. Cependant, chaque itération de ’algorithme est tres cotiteuse de par 1'uti-
lisation du simulateur.

Il faut noter que ces cas ne sont pas résolus si on utilise les méthodes précédentes
qui n’explorent que ’espace libre.

3.3.4 Conclusion et perspectives

Dans cette section, nous avons présenté une approche permettant de résoudre
a la fois le probleme de planification de mouvement et de manipulation pour une
tige de Timoshenko en tenant compte de son modele dynamique et des contacts.
L’utilisation d’un simulateur & éléments finis nous garantit le réalisme physique de la
solution. D’autre part, nous introduisons le couplage entre glissement a la surface du
contact et méthodes a échantillonnage, permettant de résoudre des cas extrémement
difficiles pour celles-ci.

Dans le cas de corps déformables, une des difficultés est de pouvoir échantillonner
des états physiquement réalistes. Notre approche nous permet d’échantillonner sur
une variété de ’espace d’états du corps déformable, et sous certaines conditions, de
maintenir la complétude probabiliste. Ces travaux ont été publiés en [Roussel 15al.

L’utilisation de l'information au contact fourni par le simulateur, telle que la
normale au contact, a été étudiée afin de guider encore plus efficacement I’explora-
tion. Par exemple, dans le cas de contacts ayant une méme normale au contact, il
est possible d’échantillonner sur le plan défini par la normalelﬂ Ce type d’approche
permet de réduire significativement le nombre d’états a explorer (Figure .

3.4 Synthese

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs approches permettant de résoudre
le probleme de planification de tiges élastiques. Pour des modeles de tige suffisam-
ment réaliste, 'approche par réduction de dimension par les méthodes linéaires de
type ACP a permis une réduction de dimension significative et peut étre intégrée aux
méthodes de planification de mouvement pour des tiges élastiques. Cependant, la
dimension de ’espace réduit reste trop élevée pour obtenir des temps de résolution
satisfaisants. Une étude plus approfondie de méthodes de réduction non-linéaire
pourrait permettre un meilleur taux de réduction.

D’autre part, nous avons présenté deux approches tirant parti des propriétés
des configurations a 1’équilibre d’une tige élastique vues au Chapitre 2| La premiére
permet la planification de tiges élastiques dans le cas quasi-statique en utilisant les
linéarités du MGD données par sa matrice jacobienne. Grace a cette approximation
du MGD dont le cott de calcul est prohibitif, les temps de résolution du probleme

1. Je remercie Pierre Fernbach, stagiaire que j’ai eu 'opportunité de co-encadrer, pour ses tra-
vaux et résultats.
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FIGURE 3.24 — Graphes résultant de planifications résolues sans (en haut) et avec (en bas)
I'utilisation de I'information de contact pour guider I’échantillonnage sur le scénario Crack.
On peut remarquer que grace a l'utilisation de 'information de contact, peu d’états ont du
étre explorés et le temps de résolution est alors nettement réduit.
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de planification ont été significativement améliorés. La derniere approche présentée
utilise les configurations a I’équilibre statique de la tige pour guider I’échantillonnage
aléatoire, permettant un couplage efficace avec le simulateur physique XDE et au-
torisant la prise en compte de la dynamique de la tige ainsi que les contacts. Nous
avons vu que l'information de contact fournie par le simulateur pourrait étre utilisée
pour guider encore plus efficacement la recherche.

Bien que des améliorations soient envisageables pour réduire le temps de résolution,
nous avons présenté dans ce chapitre différentes approches qui permettent de répondre
au probleme de planification de mouvement pour des tiges élastiques.
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Chapitre 4

Conclusion

4.1 Contributions principales

Les travaux présentés dans cette these traitent du probleme de planification de
mouvement pour des tiges élastiques manipulées a leurs extrémités par des pinces
robotiques. Une des motivations a ces travaux est ’application de ces méthodes en
tant qu’outil d’aide a la décision pour les études d’assemblage et de désassemblage
de systemes complexes comprenant des tiges flexibles. L’extension des méthodes de
planification de mouvement a des corps déformables tels que des tiges élastiques est
un domaine peu étudié et qui présente des difficultés majeures. Dans cette these, nous
avons proposé différentes approches permettant de répondre a cette problématique
telles que :

— une méthode de planification efficace pour des tiges de Kirchhoff a I’équilibre.
Nous avons développé une approche permettant de tirer parti du calcul de la
paramétrisation des configurations a 1’équilibre et qui permet de résoudre des
scénarios industriels d’assemblage et de désassemblage ;

— une méthode de planification pour des tiges de Timoshenko qui tient compte
du modele dynamique de la tige et qui autorise les contacts. En proposant
une extension de la caractérisation des configurations a I’équilibre aux tiges
de Timoshenko, nous utilisons celle-ci pour guider ’échantillonnage de notre
méthode de planification couplée au simulateur physique XDE. L’utilisation
de mouvements au contact en tirant parti des informations de contact fournies
par le simulateur nous permet de résoudre des cas complexes avec un grand
réalisme physique;

— une approche au probleme de géométrie inverse pour des tiges élastiques a
I’équilibre, permettant de trouver une configuration de la tige qui satisfait des
positions données de ses extrémités. Pour cela, nous avons donné une nouvelle
formulation des solutions analytiques des différentes équations de 1’équilibre
d’une tige élastique. Cet outil a pour objectif d’étre ensuite intégré dans les
méthodes de planification de mouvement de bras manipulateurs afin de pou-



CHAPITRE 4. CONCLUSION 114

voir prendre en compte les composants flexibles de celui-ci, tels que les cables
électriques ou les flexibles hydrauliques, dans la phase de planification.

Ces approches donnent non seulement une solution géométrique au probleme
mais aussi les séquences de commandes qui doivent étre appliquées par les pinces
robotiques manipulant la tige élastique. La validation expérimentale a été effectuée
en simulation et des expérimentations sur des robots réels ont été initiées. Aussi, cette
problématique nouvelle dans le groupe Gepetto a ouvert de nouvelles perspectives.

4.2 Perspectives

Le passage sur des systemes robotiques réels nécessite certaines considérations.
Typiquement, lors de la manipulation quasi-statique d’une tige élastique, il est sou-
haitable d’éviter les points de bifurcation. Ces singularités, o1 la tige est dans un état
instable, sont clairement identifiées grace aux conditions suffisantes d’optimalité que
nous avons présentées et il parait envisageable d’éviter ces situations en pratique.

D’une maniere générale, I’étude des configurations a 1’équilibre d’une tige élastique
a permis de découvrir certaines propriétés qui peuvent trouver des applications
en planification. Parmi elles, les formes analytiques de I’énergie élastique poten-
tielle totale ainsi que ses propriétés permettent d’envisager son utilisation comme
métrique dans les méthodes a échantillonnage ou pour résoudre plus efficacement
le probleme de géométrie inverse. Aussi, les solutions analytiques générales des ex-
trema au probleme de minimisation d’énergie offrent une alternative intéressante vis
a vis des méthodes de résolution numérique grace a leur cout de calcul négligeable
et leur stabilité numérique. Le critere numérique permettant de vérifier les condi-
tions suffisantes d’optimalité est particulierement cotiteux et sensible a I'imprécision
numérique et il serait intéressant de pouvoir tirer parti de lefficacité des formes
analytiques a ce niveau.

D’autre part, nous avons vu que I'application de méthodes de réduction de dimen-
sion linéaires aux modeles de déformations de tiges élastiques permet une réduction
significative de la dimension. Bien que la dimension réduite demeure trop élevée
pour étre applicable efficacement en planification de mouvement, cette approche
offre des perspectives intéressantes notamment aupres des méthodes de réduction de
dimension non-linéaires.

Par ailleurs, nous avons vu que la prise en compte des contacts était essentielle &
la résolution de problemes de planification pour des objets déformables dans des cas
complexes. L’utilisation de I'information de contact fournie par le simulateur nous a
permis des résultats préliminaires encourageants et ces travaux vont étre poursuivis.

Enfin, bien que nous ayons résolu efficacement le probléeme de géométrie inverse
d’une tige élastique a 1’équilibre dans le cas planaire, de nombreux travaux sont
encore a mener dans cette direction. En particulier, le cas tridimensionnel n’offre
pas de forme analytique pour la géométrie de la tige ce qui rend la résolution via
notre approche d’optimisation numérique inefficace. En particulier, nous envisageons
une approche différente tirant parti des formes analytiques de I’état adjoint qui sont
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disponibles. Une méthode de résolution efficace du cas tridimensionnel permettrait
alors I'intégration aux méthodes de planification de mouvement avec de nombreuses
applications.
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Annexe A

Formes analytiques de la
sensibilité aux conditions
initiales dans le cas planaire

Cette annexe complete la section[2.3.2]en donnant le détail des formes analytiques
des variations de la géométrie q(¢) d’une tige planaire par rapport aux conditions
initiales a.

Pour cela, nous utiliserons comme point de départ I'expression de la géométrie
q(t) donnée en (2.57). Etant données les intégrales

h@—A&@M
I@:A@@@

En dérivant (2.57)) par rapport a a, on obtient

acozf(t)) _ 5,(0) 8/;1:5) N 85812(10)51(“ 4 <52(0)862a (")Bg )
(A
PO e (0 220 +ﬁ2<t>a%( ) (28 g,y 220 )>
(A.1D)

agi) (ﬂl( ) Iaa(lﬂ +I2(t)8%1;0) - ﬁQ(O)aga(lt) — It )8102; )> (A.1d)

Nous pouvons dériver dans le cas général les formes suivantes :
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— Les parametres elliptiques m, n et r

om 1 8043_8042 _ % % B
da (a3 + )2 <<8a 8a>(a3+al) (8&1 * 8a)<a3 a2)>

(A.2a)
or 1 OJag  Oag
— = A2b
Jda 4y/asz+ o <0a - 8a> ( )
on 1 [Oasg Oag
o [ B, = 22 A2
da o} < 9a "? " a ag) (A2¢)
— La phase ¢
Soient
daz ,a3
6a3 as
2 2
Om 1 Jai| oy | L) ai)on (A.3)
da 2nw | o Oay n ag ) Oa
Oy
8a5
et les dérivés au premier ordre de la fonction arcsn(z|m)
darcsn(z|m) 1
0z V1= 22V1—m22
1 1—22
3&rc{s}2§z|m) ~ > CENT (nj/l—imij — E(arcsin zlm) — (m — 1) F(arcsinz]m))

ou cd(z|m) est la fonction elliptique de Jacobi définie par

et ou les fonctions F(z|m) et E(z|m) sont les intégrales elliptiques de premiere
et seconde espece, respectivement. Nous pouvons alors exprimer les dérivées de
la fonction arcsn(wo|m) par rapport a a en utilisant le théoréeme de dérivation
des fonctions composées

Jarcsnw OJarcsnw dw  0arcsnw Om

da 0w da  om 0a
B 1 1 Biw_i_mz\/l—zQ—Ew—(m—l)Fw@im
V1 -—mz2 \ V122 0a 2(m—1)m da

avec E, = E(arcsinw|m) et F, 2 F(arcsin w|m). Alors, la forme générale de
I’'expression de la dérivée de la phase ¢ par rapport a a est

op _ sen(asa )8arcsn(w\m)
Oa 3% Oa
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— La fonction I'(¢)
or(t) or 0Oy
da  'a ' Oa

— La fonction elliptique de Jacobi sn (I'(¢)|m)

Soient les dérivés au premier ordre de la fonction sn(z|m)

6sn(§jm) = cn(u|m) dn(u|m)
Odsn(z|lm) _ dn(zlm)cn(z|m) (1 —m) z — & (z|m) + mcd(z|m) sn(z|m))
om 2m(1 —m)

nous pouvons en déduire directement

dsnI'(t) Osnl'(t)O0I'(t) Osnl'(t)Om

ga _ OT() da | om oa
— enT() dnT(t) <5git) L (m= DI + ig((;i)_—lgn cdD(t)snD(¢) %7:> |

— La fonction elliptique de Jacobi cn (I'(¢)|m)

Soient les dérivés au premier ordre de la fonction cn(z|m)

8cn(§z|m) = —sn(u|m) dn(u|m)
dcn(zlm) _ dn(z|m)sn(zlm) ((m — 1) z + & (zJm) — mcd(z|m) sn(z|m))
om 2m(1 —m)

nous pouvons en déduire directement

denl'(t)  Oenl(t) OT(t) = OcenI'(t) Om

ga _ OT(l) da | om oa
— _snT(t)dnT(¢) <51(;;t) L m = DI + 62"7(75((2)_17)71 cd (1) snF(t)%y:) |

— La fonction elliptique de Jacobi dn (I'(¢)|m)
Soient les dérivés au premier ordre de la fonction dn(z|m)

0dn(z|m)
0z

0 dn(z|m) _ sn(z|m) cen(zlm) ((m — 1) z + mé& (z|m) — mdn(z|m) sc(z|m))
om 2(1 —m)

= —mcn(u|m) sn(u|m)
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ou sc(z|m) est la fonction elliptique de Jacobi définie par

nous pouvons en déduire directement

ddnl'(t) Odn[(t)0T(t) = 9OdnI(t)Om

da _ or(t) oa | om oa
= —menT'(¢)sn () <8g;t)
(m—1I(t) + m&(T(t)) — mdnT(t)scT(t) Om
* 2m(m — 1) 8a> '

— La fonction Epsilon de Jacobi & (I" (t)|m)

En considérant 1’égalité suivante
& (zlm) = E[am (z|m)m] ,

nous devons dans un premier temps exprimer la dérivée de la fonction am-
plitude de Jacobi am(I'(t)|m) par rapport a a. Etant donnés les dérivés au
premier ordre de la fonction am(z|m)

dam(z|m)

5, = dn(u|m)

0am(z|m) _ dn(z|m) ((m — 1)z + & (z|m)) — men(z|m) sn(z|m)
om 2m(1 —m)

nous obtenons les dérivés am(I'(¢)|m) par rapport & a en appliquant le théoréme
des fonctions composées

damI'(t) OamlI'(t)oI'(t) OamI'(t)Om

da _ _or(t) oa | om 0a
B arit) (m—-1T@#)+ &) —medT(t)snl'(t) Om
= dnl'(®) < Da 2m(m — 1) 67a> '

De plus, étant donnés les dérivées au premier ordre de I'intégrale elliptique de
deuxieme espece E(z|m)

78E(z\m) = V1 —msin®z

0z
0 E(z|m) B E(zlm) — F(z|m) .

om 2m
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Notons la simplification

o0& (I'(t))  OE(amI'(t))

damT'(t) damT'(t)

= \/1 — msin? (am F(t))
_ JI=sT()

=dnI'(?),

et

F(am () = I(1),

nous avons finalement toutes les expressions nécessaires pour exprimer la
dérivée de & (T (t)|m) par rapport & a par

96 (I'(t)) OE (amD(t))

Oa Oa
_ OE (amI'(t)) 0amI'(t) N OE (amI'(t)) Om

damT'(t) Oa om Oa

_antr <agg) . g(r(t))Q_(:Ld_rg) snD(t) %7:)

La plupart de ces expressions se simplifient dans les deux cas d’élasticité que nous
avons introduits. Nous pouvons alors donner les formes analytiques des dérivées des

fonctions B1(t) et [a(t) ainsi que de leurs intégrales respectives I1(t) et Io(t) par
rapport a a :

— Le cas ondulé avec A4 > 0

De par (2.58)) et (2.59), on obtient

0p1(t) _ 4dn1“(t)adnr(t)
Oa
B0 _ g, 2010 20000
OL(t) 2 <(8E(F(t)) B 8E(<p)> B E(E(F(t)) B E(gp)) 8r>
Oa r Oa Oa r Oa
oL (t) 1 /1 or dcenI'(t) Jcen
82&1 T <r (enL(t) —en o) da ( da aa¢>>

— Le cas orbital avec Ay < 0
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De par (2.60)) et (2.61]), on obtient

8%1:5) — 4 SnF(t)asgg(t)
8%2:5) _ an(t)aSI;Z(t) +snF(t)8Cg£(t)
3 (052 -0 (2 -12)
2 (OE(I'(t)) OE(v)
+; ( da  Oa >>

oL 1 ((an(t) ) <1am+ 187“) - <8dnr(t) - 8dns0>>

Oa m m da ' roa Oa Oa
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