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Chapitre 1

Introduction

1.1 Meétastabilité

Pour commencer ce mémoire, avant de parler directement de I’aspect mathématique, nous allons
expliquer le principe physicochimique qu’est la métastabilité. Pour ce faire nous allons utiliser
un article de F. den Hollander [13] qui explique le phénoméne qui nous concerne de maniére
physicochimique ainsi que mathématique pour le cas de la dimension 2 et 3. Considérons un systéme
thermodynamique en équilibre & un point P dans ’espace des phases (i.e. I’espace des paramétres
thermodynamiques tels que : la température, la pression, la densité ou un champ extérieur).

P/

P

Le point P est d’un coté d’une courbe sur laquelle le systéme subit une transition de phase de
premier ordre (i.e. une transition qui requiert de 1’énergie). Supposons que les paramétres soient
changés rapidement vers un point P’ de l’autre coté de la courbe et proche d’elle (voir image ci-
dessus). Alors au lieu de subir la transition de phase rapidement, le systéme persiste un long moment
dans I’ancien équilibre P, maintenant appelé métastable, jusqu’a ce qu’il aille vers ’équilibre P’
sous l'influence de fluctuations aléatoires internes ou externes. Vu que le systéme doit dépasser la
barriére d’énergie quand il fait la transition, cela prend du temps pour les fluctuations aléatoires
d’achever le franchissement, et plus les parameétres thermodynamiques sont proches de la barriére
d’énergie plus le temps sera long afin que le systéme atteigne I’état d’équilibre.

Un des modéles les plus connus, et aussi I'un des plus simples présentant une transition de
phases, est celui d’Ising. Il permet de modéliser, par exemple, des phénoménes de ferromagnétisme
ou de gaz sursaturé. Ce modeéle consiste & se placer dans une grande boite A de Z? (avec condition
au bord périodique dans le cas ferromagnétique), et d’associer & chaque site * € A un spin,
c’est & dire une valeur o(z) € {—1,1} dans le cas ferromagnétique ou o(z) € {0,1} dans le cas
gaz sursaturé. On appelle configuration de spin un élément o € {—1,1}* ou o € {0,1}*. Pour
expliquer les transitions entre configuration de spin il nous faut définir I’énergie, qui est donnée
par I’Hamiltonien.

Pour le cas ferromagnétique I’Hamiltonien est donné par

Ho)= 7 Y ol)ol) 2 3 ola) (L1.1)

(z,y)EN* TEA
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FIGURE 1.1. Energie de la configuration de spin o; en fonction de I pour les deux dynamiques

ou A* désigne ’ensemble des paires de voisins dans A, J > 0 est le potentiel de paire ferroma-
gnétique agissant entre les spins voisins et h €]0,2.J[ est le champ magnétique agissant sur un
spin.

Pour le cas gaz sursaturé 'Hamiltonien est donné par

H(o)=-U Y  o(@o(y)+A> o), (1.1.2)

(z,y)EA* zeA

ou A* désigne I'ensemble des paires de voisins dans A, U > 0 est I’énergie de liaison entre les spins
voisins et A €]U, 2U] est I’énergie d’activation d’un spin.

Un algorithme standard pour modéliser les transitions entre deux configurations de spin o vers
o' est Palgorithme de Métropolis. Les taux de transitions sont donnés par e~ mi“(H(”')*H(”)’O)/C,
pour toutes les configurations de spin ¢’ atteignables partant de o, ol € est un petit paramétre
représentant la température.

Pour le cas ferromagnétique, les configurations de spin ¢’ atteignables partant de o sont o
auquel on a juste changé un seul spin, et cela définit une dynamique que ’on appelle dynamique
de type Glauber.

Pour le cas de gaz sursaturé, les configurations de spin ¢’ atteignables partant de o sont o
auquel on a interverti deux spins voisins de A ou bien changé la valeur d’un spin du bord 0A, et
cela définit une dynamique que l'on appelle dynamique de type Kawasaki.

Les transitions des dynamiques sont données par e~ mn(H(@)=H(2).0)/¢ (avec un Hamiltonien
différent), ce qui veut dire que le systéme aura une probabilité exponentiellement petite de faire
croitre I’énergie et une grande probabilité de faire diminuer I’énergie. En effet, si on pose

ny = |{o’ atteignable partant de o | H(co") < H(0)}|, (1.1.3)

alors

P°(H(o') < H(o)) ~ —
”1” (1.1.4)
P (H(0') > H(0)) o~ — e~ (H()=H(@)/e
Ne
Pour expliquer la transition de phase de ces deux dynamiques prenons les notations suivantes
e 0.1 est la configuration de spin dont tous les spins valent —1
e op est la configuration de spin dont tous les spins valent 0
e 03 est la configuration de spin dont tous les spins valent 1
Notons o; la configuration de spin ayant un carré de taille [ x [ de spins qui valent 1 et le reste
des spins qui valent —1 dans le cas ferromagnétique ou 0 dans le cas gaz sursaturé. Par un simple
argument de combinatoire, on a que :
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e Dans le cas ferromagnétique, I'énergie de o; relative a ’énergie de 0.4 vaut

E(l) = H(oy) — H(0o.1) = 4J1 — hi*. (1.1.5)
Elle posséde un maximum en
l, = % (1.1.6)
e Dans le cas gaz sursaturé, ’énergie de o; relative a I’énergie de og vaut
E(l) = H(0y) — H(op) = —2UI(I — 1) + A% (1.1.7)
Elle posséde un maximum en
lo. = QUL—A (1.1.8)

En représentant ’énergie en fonction de la taille de la gouttelette [, les deux dynamiques ont
le méme type de graphe (voir la Figure 1.1). On voit qu’aprés avoir formé une gouttelette de taille
l. le systéme va aller vers la configuration de spin o1. En effet, si on considére un [ < I, alors la
probabilité transition de o; & 0,41 sera d’ordre e~ (H(orr1)=H(1))/e Qi | > | alors la probabilité de
transition o; & 0741 sera d’ordre 1. On appellera gouttelette critique la gouttelette de taille [..

Ces deux dynamiques ont le méme type de transition de phase, c’est & dire que si on part de
la configuration de spin o.; dans le cas ferromagnétique, ou o¢ dans le cas gaz sursaturé, pour
atteindre la configuration de spin oy le systéme va devoir créer une gouttelette critique. Une fois
que cela arrive, le systéme ira donc vers la configuration de spin oy avec trés forte probabilité.

On voit aussi 'effet du paramétre €, qui représente la température, car plus il est proche de 0
plus la probabilité partant de o; d’atteindre 0,11 sera petite lorsque ! < I.. Cela correspond bien
au fait que plus les paramétres thermodynamiques sont proches de la barriére de transition, plus
le systéme met du temps pour arriver a I’état d’équilibre.

1.2 Diffusions

Nous avons donné la définition de ces deux dynamiques pour pouvoir expliquer de maniére
physicochimique le choix d’un potentiel V', que nous allons définir dans ’'Hypothése 1.2.1, qui nous
servira a illustrer notre théorie. Au lieu d’étudier un systéme avec une dynamique de Métropolis,
qui est discréte en espace, nous allons étudier une autre classe de dynamique qui est continue en
espace et en temps : celle des diffusions.

Le but de ce mémoire est ’étude de I’équation différentielle stochastique

dX (t) = —=VV(X(t))dt + V2edW (1), (1.2.1)

sur un domaine régulier 2 C R? | ott dW (t) est le mouvement Brownien standard de dimension d
et le gradient VV est généré par une fonction potentielle V : R4 — R suffisamment réguliére dans
le sens suivant
Hypothése 1.2.1 ([10], Hypothéses H.1 et ND).
1. Ve C3(Q) et Q C R? est un ouvert connexe.
2. Si Q n’est pas borné alors
(a) liminf |VV(z)| = oo, et
T—r 00
(b) liminf(|VV (x)| — 2AV (z)) = co.
TrT—0o0
3. L’ensemble M = {z1,...,2,} des minima locaux de V est fini.

4. La matrice hessienne de V en tout point critique est non dégénérée (i.e. n’a pas 0 comme
valeur propre).
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FiGure 1.2. Exemple d’un potentiel représenté par ses courbes de niveau et son champ de vecteur
VX. On a deux bassins d’attraction D; et Dy séparés par une droite D qui correspond a la variété
stable de la selle.

La premiére question que I'on peut se poser, aprés ’explication du principe de métastabilité,
est en quoi cette équation différentielle stochastique modélise un tel phénoméne.
Si l'on considére ’équation (1.2.1) sans le bruit

dX(t) = —VV(X(t))dt, (1.2.2)

on a une équation différentielle complétement déterministe. Du fait de I’'Hypothése 1.2.1 sur le
potentiel V', on a que presque partout sur €2 la solution X (¢) converge vers un minimum local de
V car la solution X (t) décroit en terme de potentiel

LV(X(0) = (VV(x(0), 5

= X(1) = ~[VV (X @) <o. (12.3)

Cela motive la définition suivante

Définition 1.2.2. On appelle bassin d’attraction de x; € M, que l'on notera D;, l’ensemble des
points y € Q tels que la solution de léquation différentielle (1.2.2), avec pour condition initiale
X(0) =y, converge vers x; (voir la Figure 1.2 pour exemple).

Remarque 1.2.3. Avec cette notation et 'Hypothése 1.2.1 on a alors

u <<Q D,»>c> = (1.2.4)

En rajoutant du bruit, si le processus commence en z € D, il va d’abord aller dans un voisinage
de z; avec trés forte probabilité, puis au bout d’un certain temps (& cause du bruit) le processus
va atteindre un autre D; et donc avec tres forte probabilité aller dans un voisinage de z;. Ceci est
bien un phénoméne analogue & celui que nous avons décrit précédemment.

Ce probléme est un cas particulier de la classe plus générale des petites perturbations aléatoires
des systémes dynamiques, étudiés depuis le début des années 1970 par Freidlin et Wentzell (voir
[16]), utilisant la méthode des grandes déviations. Cependant, la recherche dans ce sujet date de
plus longtemps dans la littérature physique et chimique (voir [15, 26]). L'un des livres les plus
anciens est celui de Eyring, Glasstone et Laidler (voir [18]), et I’article le plus ancien est celui de
Svante Arrhenius introduisant pour la premiére fois 'exposant d’Arrhenius (voir [1]).

Les questions typiques liées & ce probléme sont :

ol u désigne la mesure de Lebesgue.

e Quel est le temps nécessaire pour atteindre un minimum a, partant d’un minimum b du
potentiel V' ?

10
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D, D,

Figurge 1.3. Exemple d’un potentiel et de ses bassins d’attraction. On a que =1 et x2 sont des
minima voisins tout comme x2 et x3, mais 1 et x3 ne le sont pas.

e Quels sont les chemins empruntés par un tel processus ?
e Quelle est la nature du spectre du générateur de ce processus ?
e Quelles sont les fonctions propres associées aux petites valeurs propres 7

En ce qui concerne la deuxiéme question on peut entrevoir la réponse de maniére plus ou moins
heuristique. En effet on a vu que partant d’un minimum local on reste piégé autour de celui-ci
avant d’aller vers un autre minimum local puis y rester encore piégé un certain temps. On va vu de
plus que, lorsqu’on regarde la dynamique sans le bruit, la solution décroit en terme de potentiel.
Alors en rajoutant du bruit, pour aller d’un minimum local & un autre, on aura plutot tendance a
le faire de telle sorte que le niveau potentiel croisse le moins possible. Cela motive donc la définition
suivante

Définition 1.2.4 ([10], Définition 1.1). Pour tout ensemble A, B C Q on définit la hauteur de la
selle entre A et B par R
V(A,B) = inf sup V(w(t)), (1.2.5)
w:[0,1] = te[0,1]
w(0)eAw(l)eB
ot w est un chemin continu de Q. On note G(A, B) la courbe de niveau associée a la hauteur
V (A, B) donnée par

G(A,B)={zeR%|V(z) =V(4,B)}. (1.2.6)
Un chemin w entre A et B sera dit minimal si il vérifie
sup V(w(t)) = V(A,B). (1.2.7)
t€[0,1]

Notons P(A, B) l'ensemble des chemins minimauz de A vers B,

P(A,B) ={weC([0,1],9Q) |w(0) € A, w(l) € B, sup V(w(t)) =V(4,B)}. (1.2.8)
t€0,1]

Les chemins minimaux sont donc de bons candidats pour répondre & la deuxiéme question.
Quand nous avons expliqué les dynamiques de type Glauber et de type Kawasaki, on a vu que l'on
passait d’une configuration de spin o & une autre configuration de spin atteignable ¢’. L’analogue
dans le cas continu est qu’'une configuration de spin o correspond & un minimum local et le caractére
atteignable peut étre traduit a ’aide de chemins entre minima locaux. Nous allons donc définir la
notion de minima voisins permettant ’analogie avec le caractére atteignable du cas discret.

Définition 1.2.5. Soient x; et x; deuz minima locauz de V. On dira qu’il sont voisins s’il existe
un chemin w : [0,1] — Q tel que w(0) = z;, w(l) = z; et

imw\ (ImwND;)U (imw N D;)) est réduit & un point, (1.2.9)
ot imw est l’ensemble image de la fonction w (voir la Figure 1.3 pour un exemple).

Pour les autres questions, une notion importante qui nous permettra d’y répondre est la notion
de point selle.

11
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@ z
(1)

FiGure 1.4. Exemples de potentiels et portails. (1) G(A, B) = {z1}. (2) G(A, B) = {z1, z2}. (3)
G(A,B) = {z1} ou {z2}.

Définition 1.2.6 ([10], Définition 1.1). Un portail G(A, B) est un sous ensemble minimal de
G(A, B) avec la propriété que tous les chemins minimaux intersectent G(A, B) (voir Figure 1.4
pour des exemples).

Remarque 1.2.7. Notons que G(A, B) n’est en général pas unique.

Le résultat qui répond aux trois autres questions, dans le cas ou toutes les hauteurs de com-
munications entre minima locaux sont strictement différentes, est le suivant

Théoréme 1.2.8 ([9], Théoréme 5.1 et [10], Proposition 4.10). Ordonnons les minima locaux
X1y..., Ty tels que pour tout i € {1,...,n—1}

V(xiH,Mi) —V(zig1) < V($¢,Mi_1) — Vi), (1.2.10)
0t M; = {z1,...,2;} avec la convention Mo = 0. Notons Be(z) la boule de rayon € et de centre x
Boz)={z €R| ||z — x| < €}. (1.2.11)

k
Posons S;, = U Be(x;). Supposons de plus que le portail entre B.(xy) et Sp—1 est réduit @ un seul

i=1

élément sy, c’est a dire

G(Be(zg), Sk—1) = {si}- (1.2.12)

Alors A\ = 0 et pour tout k € {2,...,n} on a

ATV Aet(V2VI(@k)) (5 (o My )=V () e 3/2
A = e koMb —1 k 1+ O(ve|In(e
g 2my/det(V2V (s})) ( (Veln{&)")) (1.2.13)

(1+0(e~)),

- Eex (7—31%1)

pour un certain 6 > 0, 0w Ts, _, est le temps de premiére atteinte de Sp_1, A\j(s}) désigne l'unique
valeur propre négative de la matrice hessienne de V' au point s}, et les A\, sont les valeurs propres
les plus petites du générateur du processus.

Dans ce théoréme nous voyons que les éléments s}, sont des éléments importants, par la suite
on les appellera des selles dont voici la définition générale

Définition 1.2.9 ([10], Définition 1.1). On définit I’ensemble S(A, B) des points selles comme
lunion de tous les portails G(A, B).

Remarque 1.2.10. Nous avons énoncé ce théoréme dans le cas simple ot il n’y a qu’une seule
selle mais on peut bien sir le généraliser dans le cas de plusieurs selles (voir Théoréme 5.1 de [9]
et Proposition 4.10 de [10]).

Dans le cas d’un potentiel V' ayant deux minima locaux x et y possédant une seule selle z, le
théoréme 1.2.8 donne la formule d’Eyring-Kramers classique (que I’on peut trouver dans [29, 18])

21/ det(VEV(2)) v —v@/e] + ovel In(e) P2 o
AT ()] /Aot (V2V () (14 O(eIn(e)[*/%)). (1.2.14)

E*(5.(y) =
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1.2. DIFFUSIONS

Le comportement exponentiel de e(V(*)=V(*)) dans (1.2.14) a été suggéré en premier par van

t’Hoff, puis justifié physiquement par S. Arrhenius [1]. La formule plus précise avec le préfacteur
dépendant des matrices Hessienne a été introduit par Eyring [15] et Kramers [26]. En revanche, les
preuves mathématiques sont beaucoup plus récentes. La loi d’Arrhenius a été prouvée en premier
par Wentzell and Freidlin, en utilisant la théorie des grandes déviations [38, 39]. La premiére
démonstration rigoureuse de la formule d’Eyring-Kramers (1.2.14) a été donnée par Boiver, Eckhoff,
Gayard et Klein en utilisant la théorie du potentiel [9, 10]. Ces méthodes ont aussi été appliquées a
des modéles de réseau [8, 13], et utilisées pour étendre la formule d’Eyring-Kramers aux systémes
avec des selles non quadratiques [4] et aux équations différentielles partielles stochastiques [7, 2].
Une autre approche pour démontrer (1.2.14) est 'analyse du Laplacien de Witten agissant sur des
p-formes [21, 28], voir par exemple [3] pour des travaux récents.

Dans le cas d’'un potentiel V' ayant N > 2 minima locaux, le Théoréme 1.2.8 nous donne les
N valeurs propres les plus petites. C’est un fait, qui est connu depuis longtemps, que le généra-
teur admet N valeurs propres exponentiellement petites qui sont liées aux exposants d’Arrhenius
V(xk,./\/lk_l) — V(z) et les autres valeurs propres étant plus grandes que Ce?~! [23, 24, 30, 31].
Si N est trés grand, il existe des algorithmes permettant de trouver l’ordre des minima locaux
vérifiant la condition (1.2.10), dont le cout de calcul est d’ordre O(N?), voir par exemple [12].

Le point important dans ce théoréme est que toutes les hauteurs de communication entre
minima locaux sont strictement différentes pour pouvoir vérifier la condition (1.2.10) du Théoréme
1.2.8. Typiquement si V' est invariant sous un certain groupe de symétrie non trivial G, la condition
(1.2.10) ne pourra pas étre vérifiece. Or dans ce mémoire nous ne ferons pas cette hypothése et
donc ce sera la difficulté majeure qu’il faudra traiter pour pouvoir obtenir un résultat analogue
a ce théoréme. Nous verrons, dans le chapitre 4, que nous allons devoir utiliser la théorie des
représentations des groupes finis qui est donné en annexe A (venant de [25] et [36]).

Le terme selle n’est pas choisi de maniére anodine car nous pouvons voir que dans le théoréme
précédent, nous parlons de I'unique valeur propre négative de la matrice hessienne en un minimum
local, ce qui nous fait penser a la définition analytique d’un point selle. Rappelons alors la notion
de point selle d’un point de vue analytique venant du lemme de Morse (voir [34])

Lemme 1.2.11. Soit f € C3(U,R) ot U est un ouvert de R¢ contenant l'origine. Si 0 est un point
critique non dégénéré alors il existe des voisinages V et W de 0 dans R ¢ et il existe un changement
de variable local (C*-difféomorphisme) ¢ : V. — W tel que ¢(0) = 0, et pour tout x € V, si on note
u le vecteur ¢(x) on a

d—p d
@)= fO)=>ui~ Y (1.2.15)
i=1 j=d—p+1

ot p, que l'on appelle indice du point 0, est défini par la signature de (d — p,p) de la matrice
hessienne f en 0. Dans le cas p =1 on dira que 0 est un point selle.

Au premier abord, ces deux définitions donnent des objets différents, I’'un au sens de la définition
1.2.6 et 'autre d’un point de vue analytique. L’équivalence entre ces deux notions est démontrée
dans [4] en introduisant un objet intermédiaire purement topologique.

Définition 1.2.12 ([4], Définition 2.2). On définit B,(z) la boule de rayon p et de centre z comme
dans le théoréme 1.2.8. On définit la vallée ouverte et la vallée fermée, que l’on note respectivement
OV(z) et CV(z) (voir la Figure 1.5 pour des exemples), par

OV(z) ={y € CV(2) | V(y) < V(2)},

L (1.2.16)
CV(z) ={y e R | V(y,2) = V(2)}.

Avec ces notations, on dit alors qu’un point selle est un point z € R? tel que il existe p > 0 pour
lequel

1. OV(2) N B,(z) est non vide et non connee,
2. (OV(z) U{z})NB,(z) est conneze.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

LoV
' CV(z)

Ficure 1.5. Exemple d’un potentiel avec les vallées ouvertes et fermées. Dans le deuxiéme cas,
z est une selle.

Les trois propositions qui suivent nous permettent de démontrer ’équivalence entre les deux
notions de selle.

Proposition 1.2.13 ([4], Proposition 2.1). Soit z un point selle (au sens de la Définition 1.2.12).
Supposons que OV(z) n’est pas conneze et soient A et B appartenant a des composantes connezxes
différentes de OV(z). Alors z € G(A, B).

Proposition 1.2.14 ([4], Proposition 2.2). Soient A et B deuz ensembles disjoints et soit z €
G(A, B). Supposons que z est isolé dans le sens ot il existe p > 0 tel que B} (z) = By(z) \ {2} est
disjoint de l'union de tous les portails G(A, B) . Alors z est un point selle (au sens de la définition
1.2.12).

Proposition 1.2.15 ([4], Proposition 2.5). Supposons que V est de classe C? et soit z un point
critique non dégénéré. Alors z est un point selle (au sens de la Définition 1.2.12) si et seulement
si la matrice hessienne posséde exactement une valeur propre négative (i.e. z est un point selle au
sens analytique).

1.3 Contenu de la thése

Le potentiel qui nous servira d’illustration tout au long de ce mémoire est le suivant

N
E 4
i=1

out N e N,z = (z1,...,zn) avec la convention 21 = x1 (condition au bord périodique) et v > 0
est 'intensité de couplage.

N
Vy(z) = (

.133 + Tit1 — xi)z (1.3.1)

N
=1 =1

7
4

e
DN | =

K3

Remarque 1.3.1. Le potentiel V, met en défaut le Théoreme 1.2.8, car il est invariant sous le
groupe de symétrie G engendré par les trois isométries :

e la permutation R: x — (z2,...,2N,21),

e la réflexion S :z — (xn,...,21),

e le changement de signe C': x — —x.
Les isométries R et S engendrent le groupe diédral Dy des isométries conservant les polygones
réguliers & N cotés, et comme C' commute avec R et S, G est le produit direct Dy X Z /2Z.

Donnons tout d’abord la motivation qui nous pousse & considérer ce potentiel dans le cas discret.
Pour v = 0, on a un potentiel & deux puits indépendants en chaque coordonnée dont 'unique selle
est 0 et les minima sont —1 et 1. On en déduit alors que I’ensemble des points critiques de Vj est

{71’051}1\[' (132)
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1.3. CONTENU DE LA THESE

La matrice Hessienne de V, étant diagonale, il est trivial de voir que l'indice d’un point = €
{~1,0,1}" est ng(z) défini par

no(z) = |{i € [1,N] | 25 = 0}. (1.3.3)

On en déduit que I'ensemble € des selles (i.e. ng = 1) de Vj est ensemble des points z € {—1,0,1}
ayant uniquement une coordonnée nulle et ’ensemble X des minima locaux (i.e. ng(z) = 0) de Vj
est

X ={-1,1}" (1.3.4)

Dans la dynamique discréte, nous considérons uniquement les transitions entre les minima voisins
(Définition 1.2.5). En faisant une étude du potentiel Vy on arrive & montrer que deux minima
locaux z et y de Vj sont voisins si et seulement ils différent uniquement d’une coordonnée.

Pour une petite intensité de couplage 0 < 7 < 1, nous savons que l’indice des points critiques
ne change pas grace au résultat suivant

Proposition 1.3.2 ([5], Proposition 2.1). Pour tout N il existe une intensité de couplage critique,
que U'on note v*(N), telle que pour tout 0 < v < v*(N) les points critiques dépendent continument
de v sans changer d’indice.

Comme les points critiques de V, sont de la forme z(y) = x(0) + O(y) ot x(0) € {-1,0,1}
on en déduit que

N
Vi (2(7)) = Vo(z(0)) + % Z(azm(O) —2;(0))* + O(?). (1.3.5)

En définissant le nombre d’interface I(z) d’un point z € {—1,1}" par

I(@) = [{i € [L,N] | wiss # @i}, (1.3.6)

on observe qu’a 'ordre 1 en +, en raison de 'intensité de couplage, le potentiel dépend du nombre
d’interfaces et est semblable & 'Hamiltonien 1.1.2 dans le cas ferromagnétique.

La dynamique correspond essentiellement & un modéle d’Ising avec une dynamique de type
Glauber (le cas ferromagnétique) avec les correspondances suivantes :

e les coordonnées des minima locaux correspondent aux spins,

e les minima locaux correspondent aux configurations de spins,

e V., correspond & I'Hamiltonien,

h
e Vy(2(0)) correspond & —— Z o(x),
2 rEA

N
Z(miH(O) — 2;(0))? correspond & —g Z o(z)o(y),
i=1 (z,y) €A™

e deux minima locaux z et y de V} sont voisins si et seulement ils différent uniquement d’une

coordonnée, correspond & la dynamique de type Glauber.

Ce potentiel étant déja trés largement étudié (voir par exemple [5, 6]), nous allons le modifier
en ajoutant une loi de conservation et c’est cela qui fera la particularité de cette thése. Cette loi
est la contrainte suivante

2

N
> a=0. (1.3.7)
i=1

Nous avons vu que, sans la loi de conservation, les transitions entre minima locaux se font en
changeant une des coordonnées en son opposé. Alors avec la loi de conservation, lorsqu'une des
coordonnées change en son opposé alors une autre coordonnée doit compenser et elle doit aussi
changer en son opposé, c’est & dire que deux coordonnées permutent leurs valeurs. Ceci est la
motivation de la loi de conservation, car on obtiendra une dynamique de type Kawasaki.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Remarque 1.3.3. Nous pouvons représenter le processus, dans le cas ot IV pair, par un collier
de N sites avec % particules et les minima —1 et 1 correspondent respectivement & 1’absence et la
présence d’une particule en un site.

Remarquons que ce raisonnement, qui nous permet de faire la relation avec une dynamique de
type Kawasaki, est heuristique. En effet nous verrons dans les chapitres 2 et 3, que ’étude des
minima locaux et des selles de V,,, ainsi que les transitions, sont plus complexes avec la loi de
conservation.

Maintenant que nous avons donné les motivations sur le potentiel V, avec la loi de conservation,
nous pouvons donner la structure des chapitres qui vont suivre

e Un point important que nous avons vu lors de I’étude de la dynamique, est la recherche des
minima locaux et des selles de V,, ainsi que les minima locaux voisins. Nous commencerons
I’analyse, dans le chapitre 2, par le cas des petites dimensions ot nous donnerons explici-
tement ces éléments & ’aide d’une transformée de Fourier discréte. Puis nous continuerons
I’analyse, dans le chapitre 3, avec le cas de la dimension quelconque. Nous donnerons, dans
un premier temps, une expression explicite de ces éléments dans le cas v = 0. Puis, dans un
deuxiéme temps, nous donnerons un développement limité de ces éléments pour v petit et
nous démontrerons aussi I’équivalent de la proposition 1.3.2 pour obtenir que la dynamique
reste la méme pour v petit.

e En mathématique, quand on a quelque chose de continue, il est trés fréquent de le discrétiser,
car souvent les résultats du cas discret sont proches de ceux du cas continu. Nous avons
une équation différentielle stochastique & étudier, qui est continue en espace et temps, donc
dans un premier temps nous allons discrétiser en espace. C’est & dire considérer le cas d’un
processus de saut Markovien, dans le chapitre 4, et de répondre aux questions typiques
énoncées précédemment pour ce processus en utilisant la théorie des représentations des
groupes finis.

e Puis pour terminer, dans le dernier chapitre, nous étudierons I’équation différentielle stochas-
tique, et nous verrons que les résultats du processus de saut Markovien sont bien une bonne
estimation du cas continu.
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Chapitre 2

Etude de V5 : dimension 2, 3 et 4

Dans ce chapitre, nous allons étudier le potentiel pour des petites dimensions. Nous définirons
tout d’abord la dynamique de notre systéme. Puis nous chercherons les points critiques ainsi que
leur indice de selle, & ’aide d’un changement de variables.

Soit N € N, posons & = (z1,...,zx) et v > 0. Nous voulons étudier le potentiel
1 1 .
Vi) = 4 >t 3 z? + 12 (@i = )%, (2.0.1)
i=1 i=1 i=1
N
sous la contrainte Z x; = 0. On notera le sous-espace vectoriel associé
i=1

S—{xeRNi:ci_O}. (2.0.2)

i=1

La premiére chose a faire est de définir la dynamique de notre systéme. Nous voudrions une dy-
namique de type gradient, si nous n’avions pas la contrainte alors cette dynamique serait tout
simplement

& =-VV(x). (2.0.3)

Pour prendre en compte la contrainte, nous allons considérer une bijection h définie de D (un
espace vectoriel de dimension N — 1) dans S (cela est bien possible car S est aussi de dimension
N —1). Cela va alors nous induire une fonction V' par

vy e D, V(y) =V (h(y)) (2.04)
et on définira alors notre dynamique de type gradient par
y=-VV(y) (2.0.5)
Ainsi notre dynamique de type gradient avec la contrainte est bien définie. En effet

Proposition 2.0.4. Cette définition de dynamique est intrinséque, c’est a dire que tout change-
ment de variable isométrique conduit a une dynamique équivalente.

Démonstration. Soient D1, D5 des espaces vectoriels de dimension N — 1, hy une bijection de Do
dans S, g un changement de variable isométrique de D; dans Ds. On induit alors la fonction hq
par

hy =hgog

et les fonctions Vi et Vo comme dans (2.0.4). Ce qui nous donne le graphe de fonctions suivant
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CHAPITRE 2. ETUDE DE V, : DIMENSION 2, 3 ET 4

Dy

1

V=Vis

2

D,

Notons par wy = (uq,...,un—1) les éléments de D; et wo = (v1,...,vn—1) les éléments de Dy
(remarquons que ws = g(wy)). Pour montrer le caractére intrinséque, il faut démontrer que

wo = w1 J, (2.0.6)

ou J, est la matrice Jacobienne de la fonction g.
Remarquons que ’on a la transposée de J,; car nous voyons ws et w; comme des vecteurs lignes.
Si on les voyait comme des vecteurs colonnes, alors il suffirait d’intervertir w; et J, et d’enlever la
transposée.
On sait par définition que .
Wy = —VVa(y2) (2.0.7)
En utilisant la formule de changement de variable dans les calculs des dérivées partielles, pour
j€1l,N—1],on a
~ N—1 ~
Vs oVi 0
ij(m) = Z A, (yl)af(lb)

Uj
Vs
i=1 J

Comme g est un changement de variable isométrique, c’est une application linéaire. Donc pour

tout ya, gz] (y2) est constant et de plus on a l’égalité matricielle
Ou;
[ajjj (yz)} = J, (2.0.8)
Et comme g est isométrique alors
g1 ="J, (2.0.9)

En utilisant les relations (2.0.7), (2.0.8) et (2.0.9), on obtient donc la relation (2.0.6) voulue. [

Exemple 2.0.5. Si on considére la fonction A suivante :

h RN-1 — S (2.0.10)
.’i:(xl,...,fol) — (xl,...,xN,l,—xl—...—mN,l) o
alors la fonction induite V est :
N-1 N-1 N-1 N-1
N L1 41 , 1 2
R@ =g e+ g(Xn) -3 2 -5(X )
= = - = (2.0.11)
5 N-2 1 9 N-1 9
+ 1 2 (i1 —m4)” + 1 (331 + ; xz) + Z($N-1 + ; l‘z)

Pour trouver les points critiques, nous allons donc introduire dans la sous-section suivante un
changement de variable (Transformée de Fourier discréte) permettant de simplifier la résolution des
systémes d’équation pour les petites dimensions. Mais nous verrons que ce changement de variables
est une isométrie de R™V dans un sous-espace de C ¥ mais ne l’est pas avec la contrainte.

Puis on donnera I’écriture de la matrice hessienne en fonction des coordonnées de Fourier pour
calculer les valeurs propres de la matrice hessienne, afin de connaitre 'indice de selle de ces points
critiques.



2.1. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

2.1 Transformée de Fourier Discréte

Tout d’abord définissons la transformée de Fourier discréte utilisée :

Définition 2.1.1. Posons w = e~ . Pour k € [0, N — 1] posons

1 .
_ Zwykxj (2.1.1)
VN &

ainsi que 'application associée
F RN — cN (2.1.2)
r=(z1,...,oN) = Y= (Yo, YN-1) o

Proposition 2.1.2. L’application F définie dans (2.1.2) est une isométrie de RN dans C munis
des produits scalaires usuels.

Démonstration. Soient z,2' € RY. On a

N-1
(F(@), Fa)e~ = (o, yn—1): Wos - - - yn—1))e~ = Z vivi
N-1 N 1 XN =
— ij . —ik,
- (\lew %)(m;w 1)

N-1
S S s
kel

N] i=0 4.k€[1,N]

zix = (x, 2" )p v

‘Pllﬁz 2\

<
I
a

O
Remarque 2.1.3. On peut définir yy par la formule (2.1.1) et voir que yy = yo. De maniére
générale, on peut définir y;, pour k € Z, et voir que yr = Yr+nN-

Remarque 2.1.4. Pour tout k € [0, N — 1] on a Jx = yn—_&.

N

Remarque 2.1.5. yg = in donc la contrainte est équivalente a yo = 0. De plus avec la

b
VN <

contrainte, on a pour k € [1,N — 1]]

1 N—1 )
ve= 7= D (W=D (2.1.3)
=1

Du fait de cette remarque on obtient la définition qui suit

Définition 2.1.6. On notera § = (y1,...,yn—1) et on Uappellera les coordonnées de Fourier de
zels.

Remarque 2.1.7. Avec les notations utilisées dans l'introduction de ce chapitre, on a :

h DlzRNil — S
fi($1,...,$N_1) — (Il,...,mN_l,fl’l7...71‘1\/_1)
g=F Dy =RN-! — Dy (2.1.4)
= (z1,...,an-1) = y=(y1,---,Yn-1)

ou
D2: {Z:(Zl,...,ZN_l) GCN‘V‘ZCE [[lvN_l]]a zk:m}

qui est un sous-espace vectoriel de dimension N — 1 de CV.
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CHAPITRE 2. ETUDE DE V, : DIMENSION 2, 3 ET 4

Or, nous pouvons remarquer que

Proposition 2.1.8. L’application F définie dans (2.1.4) n’est pas une isométrie de RN~ dans
Ds.

Démonstration. 1l suffit de prendre Z = (1,0,...,0) et 2’ = (0,1,0,...,0) et de voir que (Z, &' )g n-1 =
0 et pourtant (F(z), F(#'))cn-1 = 1. O

Meéme si nous n’avons pas une isométrie, nous pourrons tout de méme utiliser ce changement
de variables pour simplifier le calcul des points critiques ainsi que I'indice de selle de ces points.
Comme dans la transformée de Fourier usuelle, un objet utile de cette théorie est la transformée
inverse. Donnons donc la formule de la transformée de Fourier discréte inverse :

Proposition 2.1.9. Pour tout j € [1,N] on a

N-—-1
(2.1.5)

%\H

k=1

Démonstration. En intégrant le terme k& = 0 (car yo = 0) et remplagant yj, par sa formule (2.1.1)
le terme de droite de (2.1.5) (T, pour simplifier) s’écrit :

w5 (k)

En inversant les deux sommes et en remplacant w par sa valeur on obtient :

N—1
On sait que Ze N =0 donc :
k=0

1 N
N E lN(Slj =Ty
O

On a introduit cette transformation afin d’étudier le potentiel V. Il nous faudrait donc une
écriture de V en fonction des coordonnées de Fourier. Si on note V = V o F le potentiel V en
fonction de y alors :

Proposition 2.1.10.

N-1

N 1 1
V(y) = IN Z Yka Uk UksYka ~ 5 Z(l — 7 4+ yRe(w))|yx|? (2.1.6)
ki,k2,k3,ks€[1,N—1] k=1
k1+ka+k3+ka=0[N]

Démonstration. On peut réécrire la formule (2.0.1) du potentiel de la fagon suivante

1 N N
V(x)ZEZx —71— ZZQ %inxi+1

i=1 i=1 =1



2.1. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

En remplacant z; par la formule (2.1.5) dans l'écriture de V' (en intégrant les termes yp) et en
développant on obtient :

N
1 — (k1 +ka+ks+k
Vi(z) :WZ Z Ikt hs by, Yk U,
J=1k1,k2, ka,k4€[[0 N-1]
N N
NG ]- - Z Z w](k1+k2)yk Yo — ﬁ Z wjk1+(]+1)k2yk1yk2
J=1k1,k2€[0,N—1] J=1k1,k2€[0,N—1]
N
2ikm
On intervertit les sommes multiples avec les sommes sur j et comme Z e ¥ =0, on obtient
k=1
1
V(z) = > Yk Yho Yk Yka N Oy 4k -+ kg + k4 =0[N]

k1,k2,k3,ka€[0,N—1]

1 gl _
- 7(1 - ’7) Z Yk1Yko N6k1+k2£0[N] - ﬁ Z Yk1Yko kaZ 5k1+k2EO[N]
k1,ko€[0,N—1] k1,k2€[0,N—1]

En intégrant les symboles de Kronecker aux sommes , on a

1 1 gl _
Viz) =+ > Ykr Yo Ys Yoa =5 (1) > YkiYka — > Uk yRe™
k1,ka,k3,ka€[0,N—1] k1,k2€[0,N—1] k1,k2€[0,N—1]
k1+k2+k3+k4EO[N] kl—‘erEO[N] kl—‘rk‘zEO[N]

En réécrivant les doubles sommes, on a

1 N-1 Nl

Vi(z)= IN Z Ykr Yko Yk Yka — YRYN-k — 5 YryN—k@"
ki1,ka,ks,ka€[0,N—1] k:o k=0

k1 +kz+ks+ka=0[N]
Comme yn_ = y—k = Yk, OIL &
1 1 N-1 Nl
Vi(z) = v Z Yky Yk Yhs ks — 5(1 =) Z YKk — 5 YrJRD"

ki1 ka,ks,ka€[0,N—1] k=0 k=0

E1+ka+ka+ka=0[N]
En regroupant les deux derniéres sommes et en simplifiant les termes yo (qui sont nuls), on a

N-1

1 1 _
Vi(z) = N > Yk Yhea Yo Yha — 5 > (1 - +7wk)|yk\2
k1 k2, ks, ka€[1,N—1] k=1
k1 +ko+ks+ka=0[N]
Pour terminer la preuve il suffit de remarquer que :
N—1
> Dyl = Z Re(w")[yx |
k=1
O
Pour trouver les points critiques du potentiel, nous allons devoir résoudre le systéme
ov
=0,:€[l,N—-1 2.1.7
@ =0, ie[LN-1] (2.1.7)
L’idéal serait que cela soit équivalent a résoudre le systéme
ov
0,7€[1,N—1]. 2.1.8
5 =0, i€ [LN-1] (2.18)

Pour ce faire, nous avons besoin d’un lemme qui va utiliser le déterminant de Vandermonde que
nous rappelons sans donner sa démonstration
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CHAPITRE 2. ETUDE DE V, : DIMENSION 2, 3 ET 4

Proposition 2.1.11 (Matrice de Vandermonde (voir [20])). Soient a1, .
matrice

1 oy o2 - 04?_1
2 n—1
1 as o3 o .
2 n—
v=|1l a3 a3 -+ ag
2 n—1
1 o, o a,

On a alors

detV = H (i — )

1<j<i<n
Lemme 2.1.12. Soit la matrice M € My_1(C) définie par
w—1 w? -1 wh-1 1
w? —1 wt—1 w2V-1 1
M =

WN-1 ] W2(N-1D) _q ... G(N-D(N-1) _

Alors on a : , .
det M = H (W' —w’)#£0

0<j<i<N-1

L0, € C™ Soit la

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

Démonstration. La matrice de Vandermonde (2.1.9), dans le cas particulier ou Vi € [1,N] , o; =

W', s’écrit
1 w w? w1
1 w2 Wt . W2(N=1)
V=|: : : :
1 WwN-1 2N=1) . (N=1)(N-1)
1 1 1 e 1
En faisant des opérations sur les lignes on voit que
0
detV = | M
0
1 1 --- 1

Avec la formule du déterminant de Vandermonde (2.1.10) on a
(—1)N*ldet M = H (W' —w?)
1<G<i<N
En changeant l’indice du double produit alors
det M = (—1)N+! H w(w! — w?)
0<j<i<N-1
Et comme |{i,j € [0, N —1]|0 < j <i < N — 1}| = &2 "qon
det M = (-1)V+1w S H (w' —w?)
0<j<i<N—1

Si N est pair alors
(N—1)N
2

(-T2 =~ (w

vz

)N—l C (Vo

Si NV est impair alors
(N—1)N N—1

(_1)N+1w 5 _ (CUN)¥ — (1) 5

=1

Et comme w’ —w’ # 0 pour 0 < j < i < N — 1, on obtient le résultat voulu.
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2.1. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

Nous avons alors
Proposition 2.1.13. On a [’équivalence
v v
Vie[LN-1], 5 (1) =0 & ¥Vie[l,N-1], a—y_(y) =0 (2.1.13)

Démonstration. Résumons toutes les fonctions que nous avons avec le graphe suivant

RN_l V
S
_ V=Vls
F S
é/
Do -
Vv

Nous avons donc I’égalité : V = V o F o hy. En notant Jh;(z) € My n_1(C) (respectivement
JF(hi(z)) € Mn_1 n(C)) la matrice jacobienne de hy en z (respectivement de F en h;(z)), par
la formule des dérivées partielles composées, on a alors I’égalité matricielle

R

(g«z (x))izl,..,,N—l = ha(2)"F () (%(x))izl,.,.,N—l

Alors implication de droite vers la gauche est évidente. Pour 'autre implication, il suffit d’abord
de calculer le produit des transposées des jacobiennes tJhy(z)! JF(hi(x)) € My_1(C)

EThy(2) JF(hy(z)) = %M

ot la matrice M € My_1(C) est celle définie dans (2.1.11). Et comme elle est inversible, on obtient
bien ’autre implication. O

Maintenant que 1’équivalence est démontrée, il nous reste & donner ’expression des dérivées
partielles de V :

Proposition 2.1.14. Pour k € [1,N —1] on a :

ov 1

ai(y) = N Z Yk YkoYks — (1 -7+ ’yRe(wk))yN*k (2114)
Yk kl,k‘g,kg.eﬂl,N*l]]
k1+k2+kgEN—k[N]

Démonstration. En utilisant la formule (2.1.6) et le fait que |y|?> = yryn_x on a
oV 1 1 1 _
oW =1 > Uk Uy — 5 (1= 7+ Re(@))yn = 5 (1 =7 +7Re(@™™")yn—.

k1,k2,k3€[1,N—1]
k‘1+k‘2+k}3£N7k[N]

En remarquant que
Re(w®) = Re(w¥=F),

on obtient le résultat voulu.

Par la suite on posera
A = (1 — v +yRe(wh)). (2.1.15)
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Remarque 2.1.15. Mo =1 et \p = Any_k.

Nous pouvons aussi remarquer que

oAV
yi Y Oyn—i

), (2.1.16)

donc I’équivalence dans la proposition 2.1.13 peut se réduire a

Vie[l,N-1], ZZ@):O & Vie ﬂl’ B[H] , gZ(y):o (2.1.17)

ou la fonction |-| désigne la partie entiére.
Et pour finir, comme il nous faut calculer 'indice de selle des points critiques, il nous faut une
formule pour la matrice hessienne. L’écriture des dérivées partielles secondes de V est :

Proposition 2.1.16. Pour k,j € [I,N —1] on a :

OV (y) AL0 + 3 E Yk, Y (2.1.18)
. =~k j7N_k k1 Yko A
Oyrdy; N ki ko€[1,N—1]

Démonstration. Grace a la formule (2.1.14) on sait que

oV 1
) == E Yky YkoUks — ALYN—k
8yk N

k1,k2,k3€[1,N—1]

k1+k2+k‘3£N7k:[N]

Donc en faisant une dérivée partielle par rapport & y; dans cette relation, on obtient le résultat
voulu. O

Maintenant, nous pouvons donner ’expression des matrices hessiennes :

Proposition 2.1.17. Notons H(x) (respectivement H(y)) la matrice hessienne de V en x (res-
pectivement de V en y). On a la relation

H(z) = %Mﬁ(]—"o hy(x))M (2.1.19)
Démonstration. On a vu que
ov — oV O(F o h)k
e [I,N—-1], —(x) = —
Vi e [1, 1, oz, (z) 2 oy (F o hy(x)) oz, (x)

ot (F o hy)g est la k-iéme composante de F o hy. En faisant maintenant une dérivée partielle par

N 8% (Foh)k o .
rapport a x; et en remarquant que W(x) = 0 on obtient
9?2V >*V O(Fohy), \O(Foh)y
Vi,je[LN-1], ;——(x) = o (Fohi(x)) (2) ()
0z;0z; k,le[[lz,;\/—l]] yr Oy Oz ox;
d’ou la relation (2.1.19). O

Nous allons, dans les trois sous-sections suivantes, appliquer ces différents résultats aux cas des
petites dimensions.

24



22. CASN=2

2.2 Cas N =2

2.2.1 Reésultats

Avant de donner les résultats pour ce cas, nous allons introduire deux définitions qui seront
utilisées pour nos cas de petites dimensions (ainsi que pour les cas de dimension quelconque du
chapitre suivant) ainsi qu’une proposition qui nous permettra de simplifier ce que ’on appellera
diagramme de bifurcation.

Proposition 2.2.1. Considérons les fonctions suivantes :

R RN — RN (2.2.1)
(x1,22,...,2n_1,ZN) = (TN,T1,%2...,TN_1) -
S RN — RN (2.2.2)
(1, 22,...,2N—1,ZN) = (TN, TN_1,...,T2,T1) -
. N N
c R — R (2.2.3)
(1,22,...,2N_1,7N) = (=21,—%2,...,—TN_1,—TN)
Soit x € RN un point critique de V sous la contrainte alors les points
R¥(z), RFoS(z), R¥oC(z), R* oS oC(x) pour tout k € [0, N — 1] (2.2.4)
sont aussi des points critiques de V sous la contrainte.
Démonstration. Cela se démontre facilement en remarquant que
VoR(z)=V(z), VoS(z)=V(x), VoC(z)=V(z) pour tout x € RY
O

Définition 2.2.2. On appellera diagramme de bifurcation, le diagramme des points critiques en
fonction du paramétre de couplage v qui vérifie

e le nombre écrit au dessus d’un chemin entre deux o est l’indice de la selle du point critique
au méme niveau que le premier o pour v compris entre les valeurs des deuz projections des
e sur l’aze des v,

e le nombre écrit au dessus d’un chemin partant d’un e et ne se terminant pas, est l'indice de
la selle du point critique au méme niveau que ce ® pour 7y entre la projection de ce o sur la
laze des v et +00,

o deux chemins entre deux o se rejoignent en un méme o si et seulement si pour v égal a
la valeur de la projection de ce e commun sur l’axe des v les deux points critiques sont
confondus,

o le coefficient multiplicatif encadré a gauche des points critiques signifie qu’il y a o points
critiques déduits de celui-ci (voir la proposition 2.2.1).

Ici lorsque lon parle de chemin entre deuz o, on veut parler d’un chemin qui ne contient que deux
e pour extrémité et allant de la gauche vers la droite.

Définition 2.2.3. On appelle graphe des liaisons, le graphe avec pour ensemble de sommets les
minima locauz et pour ensemble d’arétes E = {(i, )} vérifiant

I'0) =i etT'(1) = j et T'(x) est l'unique

point selle sur]0,1[ et est d’indice 1 et

(i,j)€e E<ar:[0,1] = S, Ja €)0,1] (2.2.5)

Vol est croissante sur [0, o]

puis décroissante sur (o, 1]

Maintenant que ces deux définitions sont posées, nous pouvons passer a I’étude de ce cas. Nous
avons les deux propositions suivantes :
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Proposition 2.2.4. On a le diagramme de bifurcation suivant

1
0 2 Y
| N
T 7

[x1](0,0) ! o A =1-2y
0 /
(VAT, —VAD)
Démonstration. Faite dans les sous-sections 2.2.2 et 2.2.3. O

Proposition 2.2.5. Pour v € |0, %[ on a le graphe des liaisons suivant :

Démonstration. Faite dans la sous-section 2.2.4. O

2.2.2 Recherche des points critiques

Avec les notations de la définition 2.1.1 sur la transformée de Fourier discréte on a :

w=—1\=1-2. (2.2.6)
En appliquant la formule (2.1.14) on a :
oV 1, 1
—(y) = zyf — \iy1 = (72—>\). 2.2.7
o () = 5u1 — A =w{5%1 — M (2.2.7)
Donc
ov

1
yi =M =0y =0ouy =2\

1
7(y):0<:>yl(*y%_>‘1>:0@y1=00u 5

2
1
<y =0ou(y; = £V2XA et 2 20)<:>y1200u<y1=:|: 2M et v < 5)
En utilisant la formule (2.1.5) on obtient deux cas :

oy =052, =22=0

1 1
ey ==L 2)\1@961:—%%::!: )\17302:%?/1::&\/)\1

2.2.3 Etude de I’indice des selles

Maintenant il faut étudier ces point critiques pour trouver leur indice. En utilisant la formule
(2.1.19), la matrice hessienne est
H, = [3y? — 1\] (2.2.8)
Alors pour :
eyp=00naH,=[y—1]
Siy < L alors c’est une selle d’indice 1.
Sivy > % alors c’est une selle d’indice 0.
o y1 =42\ ona H, = [1— 2]
1-2y>0cary< % donc c’est une selle d’indice 0.
Dle plus les deux points critiques (=v/A1, Fv/A1) et le point critique (0,0) sont confondus lorsque
==
D2’o1l1 le diagramme de bifurcation.
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23. CASN=3

2.2.4 Etude des liaisons

Nous avons deux points critiques d’indice de selle 0 (qui sont (v/A1, —v/A1) et (—v/A1,vA1)) et
un point critique d’indice de selle 1 (qui est (0,0)). Pour montrer que (v/A1, —vA1) et (—v A1, VA1)
sont reliés, il nous faut un chemin passant par ces deux points et par le point (0,0) comme dans
la définition 2.2.3.

Nous allons considérer un chemin linéaire. Soit ¢ € [0, 1] et définissons le chemin I" par :

T(t) = ((1—26)v A1, (26— 1)V A1) (2.2.9)
Remarquons que ce chemin respecte bien la contrainte et passe bien par tous les points :
F(O) = (\/ Alv_ V A1)

T (;) — (0,0 (2.2.10)

T(1) = (—VAr, VA

Il nous faut donc montrer que la fonction V o I' est croissante sur [0, 3] puis décroissante sur
[%, 1]. En développant l’expression de V o T', puis en dérivant on a

(Vo) (t) =16(2t — 1)(t — 1)(1 — 27)? (2.2.11)
Donc on en déduit bien que la fonction V o T' est croissante sur [0, 1] puis décroissante sur [3, 1].

27
D’ou le graphe des liaisons.

2.3 Cas N =3

2.3.1 Reésultats

En utilisant les définitions 2.2.2 et 2.2.3, I’étude pour ce cas nous donne la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. On a le diagramme de bifurcation suivant :

0

2 0 2
[x1] ©.0.0) . M=1-3y
o 0
(G cos(0 — B, Zov/Arcos(0 + F), Hva COS(O))»—/ 0 € [0,2x]

Ici on remarque qu’on a une famille de minima locaux, ce qui fait que 'on est dans un cas
dégénéré (dans le sens ou 'une des valeurs de la matrice hessienne de cette famille est 0). Nous
ferons donc I’étude des points critiques ainsi que leur indice de selle mais nous n’irons pas plus loin
pour ce cas.

—— ol
=2

Démonstration. Faite dans les sous-sections 2.3.2 et 2.3.3. O

2.3.2 Recherche des points critiques

Avec les notations de la définition 2.1.1 sur la transformée de Fourier discréte on a :

i 3
w=e’3 ,)\1:/\221—57,342:% (2.3.1)

A%

Nous savons par (2.1.17) qu’il est nécessaire et suffisant d’avoir 7~

points critiques. En appliquant la formule (2.1.14) on a :

(y) = 0 pour trouver les

oV 1
aiyl(y) = 5(3y1y§) —My2 =yi¥ie — T =Ty — M) =Ty ? — A1) (2.3.2)
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Pour résoudre 1’équation g—;l(y) = 0, passons en coordonnées polaires, alors :
oV :
6—(y) =0 7r(r? = \) =0avecy; =re?. (2.3.3)
Y1

En utilisant la formule (2.1.5) on obtient deux cas :

or=01y1=yp=05z1=a20=23=0

. . 2
o2 =)\ & r=1+/)\ et /\1>O<:>y1:\/)\1e19 et ygzx//\le_w et’y<§

2 2 2 2 2 2
& (x1, 0, 13) = <%\/ECOS<0 - %),ﬁ\/xcos(9+ %), ﬁ\/xcos(é)) et v < 3

2.3.3 Etude des indices de selle

Maintenant il faut étudier ces point critiques pour savoir quel indice de selle ils ont. En utilisant
la formule (2.1.19), la matrice hessienne est :

I _ [~wys +dyiye — 20 — wPyf v+ 2192 +y5 — M (2.3.4)
(y1,92) y% + 2y1y2 + y% -\ wayg +4y1y2 — 21 — wyf o

Alors pour :
e yy=y2=0o0na
-2\ =)\ ]

H(Z/hyz) - [_)\1 2\ (2.3.5)

En calculant le polynéme caractéristique de H puis en résolvant ’équation du second degré
on trouve que les racines sont

Xy =2X\ — |\ (2.3.6)

Siy < 2 alors X4+ < 0 c’est donc une selle d’indice 2.
Sivy > 5 alors X4+ > 0 c’est donc une selle d’indice 0.

o Yy =+ e? et Yo = £/ A1 e~ on a

2 + cos(26) + /3 sin(26) 1+ 2cos(20)

(1 + 2cos(26) 2 + cos(20) — +/3sin(26) (2.3.7)

H(yhyz) =M
En calculant le polynéme caractéristique de H puis en résolvant ’équation du second degré

on trouve que les racines sont
0 et A1(4 4 2cos(20)) (2.3.8)

Donc une des racines est nulle et I’autre est strictement positive.
De plus la famille de points critiques et le point critique (0,0, 0) sont confondus lorsque v = %
D’ou le diagramme de bifurcation.

2.3.4 Conclusion

Nous avons une infinité de points critiques d’indice 0 (qui décrivent un cercle) donc nous n’irons
pas plus loin dans ce cas.

Remarque 2.3.2. On verra plus tard que si N est un multiple de 3 alors on sera dans un cas
similaire.
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2.4 Cas N =4

2.4.1 Reésultats

En utilisant les définitions 2.2.2 et 2.2.3, I’étude pour ce cas nous donne les deux propositions
suivantes :

Proposition 2.4.1. Posons :
a=+1/2-5y,b=/24+2v,c=/2—7, M1 =1—7v,A=1—-2v

Alors on a le diagramme de bifurcation suivant :

0

(0,0,0,0)

—1— N
— ol
—_

\/Q

2(F1b,—a+ 1b,F1b,a+ 1b)
?(a:Fc,—a:l:c,—a:Fc,a:tc)

(VA2 —VA2, VA2, —V/2)

[xa] (VAT.0 - vA1,0) -

(VAL VAT, =VAT, = VA1)

Démonstration. Faite dans les sous-sections 2.4.2 et 2.4.3. O

Proposition 2.4.2. Pour v € [0, (3 — v/2)] le graphe des liaisons est donné par :

(VAz, =VA2, VA2, —VA2)

(VA1 VAL, =VAL, VA1)
(VAL —VA1L, VAL VAL

VAL, =VAL, VA1)

(=22, VA2, =VA2,VA2)

Nous remarquons qu’au lieu de donner le graphe des liaisons dans le cas v € [0, %[, nous avons

pris i(3 — \/5) C’est un point purement technique, qui apparaitra dans la démonstration, pour

nous simplifier la tache car nous voudrions prendre le méme type de chemin que dans la sous-
section 2.2.4 (du cas N = 2), c’est & dire des chemins linéaires. Dans le cas v €]%(3 — v/2), 2], il
faudrait prendre des chemins non linéaires pour démontrer que le graphe des liaisons est toujours
le méme, mais non ne traiterons pas ce cas.
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Démonstration. Faite dans la sous-section 2.4.4. O

2.4.2 Recherche des points critiques

Avec les notations de la définition 2.1.1 sur la transformée de Fourier discréte on a :

O):i,)\1:)\3:1—’)/,)\2:1—2'}/,%:?;1,2/2:%61& (241)
Nous savons par (2.1.17) qu’il est nécessaire et suffisant d’avoir ‘g—;}l(y) = ‘gTZ(y) = 0 pour

trouver les points critiques. En appliquant la formule (2.1.14), on va chercher a résoudre le systéme :

v 1
37(1/) = 1(31111/:? +3y3y3 +47) — Myz =0
ayf (2.4.2)
\% 1
67@/2(‘7;) = 1(6y1y2y3 +15) = Aay2 =0
Pour faire cela, passons en coordonnées polaires en 1. Posons y; = re?? | alors on a :
{ r(r? e £3r2 e 4307092 — 4N ) =0 (2.4.3)
Y2 (6r® + 5 — 4Xg) =0 (2.4.4)
Alors :
e si 7 = 0 alors 'équation (2.4.3) est toujours satisfaite et 'équation (2.4.4) se réduit & yo(y3 —
4X5) =0 d’ou :
e siyy, =0 alors y; =y =y3 =0 d’ou
T =Tg =x3 =14 = 0. (2.4.5)
° siy§f4)\2 =0 alors yo = 2/ A avec Ay > 0 & v < % et y1 = y3 = 0 donc :
1 1
T =—5Y2 =FV A2, T2 = SY2 = £V A2,
2 2
; ; (2.4.6)
T3=—g=FVA, =gl =%V,

e sir # 0 alors, en faisant des opérations élémentaires pour laisser seul 72 d’un coté de 'égalité,
Péquation (2.4.3) est équivalente & :

2 _ 1201 + 4Xq e= %0 —9y3 — R y3

" 10 + 6 cos(46) (24.7)
Or r € R7 donc
Im(r?) = 0 <> 4\ sin(—460) — 3sin(—46)y3 = 0 < sin(40)(4\; — 3y3) = 0 (2.4.8)
e Si y3 = 3\ alors Péquation (2.4.7) est équivalente a :
r? =0 (2.4.9)

C’est absurde car r # 0 donc ce cas n’est pas possible.

e Sisin(46) = 0 alors § = £7 avec k € [0,7]. On a cos(40) = =£1 suivant la parité de k, d’ot :
e Si k est pair alors cos(40) = 1 et ’équation (2.4.7) est équivalente a :

2 _ 16 — 12y§ 4N — 3y§

= 241
16 4 ( 0)

L’équation (2.4.4) est alors équivalente & :

r

7
y2(6A1 = 4ho — S93) =0 (2.4.11)
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e Si yp = 0 I’équation (2.4.10) est équivalente &

r=yArety<l (2.4.12)

e Si y% = %(6/\1 —4)9) comme 6A; —4Xy = 2+ 29 > 0, en remplagant 'expression de
y2, ’équation (2.4.10) est équivalente & :

2
r? = ?(3)\2 - A1) (2.4.13)

Or 3y — A1 =2 —57y >0 < v < 2 donc c’est équivalent &

/2 2

e Si k est impair alors cos(40) = —1 et ’équation (2.4.7) est équivalente a :
4N\ — 3y3

2= =3 (2.4.15)

2

L’équation (2.4.4) est alors équivalente & :

Yo (1201 — 8y2 —4X3) =0 (2.4.16)

e Si yo = 0 'équation (2.4.15) est équivalente a
r=+/2\ et y<1 (2.4.17)

e Siy? = 2(3A\; — A2) alors on doit avoir 3A\; — A2 =2 -7 >0 < v < 2. On remplace
I'expression de y3 alors ’équation (2.4.15) est équivalente a :

1
r? = 1(3A2 - A1) (2.4.18)

Or3x—\=2-57v>0&sv< % donc c’est équivalent a

/1 2

Maintenant que nous savons pour quelles valeurs de « nous avons des solutions dans le cas ou
r # 0, donnons l'expression de ces solutions suivant les valeurs de 6 et ys.
Posons

a=1+/3X\— A\ =257
b= /6\ —4da = /2 + 2y (2.4.20)
Cc = \/3/\1—)\2:\/2—’}/

Comme y; = re'?, y3 = 77 et avec la proposition 2.1.9 on a :
e pour v < 1, en utilisant les formules (2.4.12) et (2.4.17), on obtient le tableau suivant :
Y1 Y3 (71,72, 3, 4)
0=0,9=0 VAL VAL (0, =vA1,0,v/A1)
0=792=0 | eTv2h | e"T V20 | (VAL —VAL VAL VA

0=35,y2=0 iV A1 —iv/A1 (vVA1,0, —v/A1,0)
0 =37y =0 | T V2A | e T V2N | (VAL VAL —VAL —VA)
0=m y,=0 —VA1 -V (0,vA1,0,—vA1)
0 =57y =0 | T V2A | e V2A1 | (—VA1, VAL VAL —VA)
0=, 4=0| —iv/As iV (—v/A1,0,v/A1,0)

4 2)\1 eii% Vv 2)\1 (_\/Xv _\/Xa \/Xv \/X)

9:%,7;2:0 €
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e pour v < £, en utilisant les formules (2.4.14) et (2.4.19), on obtient le tableau suivant :

Y1 Y3 (71, 22,73, 4)

0 =0,y =+,/2b 24 20 | \/3(Fib—at $b,Fiba+ 1)
=2, yp==%\/3c | 1e'ia | Lelia %(aq:c,fa:l:c,faq:c,aj:c)
0=%==%/2 | i\/2a | —iy/2a | \J2(aF 1b,+1b,~a F 1b,£1D)
92%”,1;2::& %c %ei%a %e’i%a g(aq:c,a:tc,—aq:q—aj:c)
O=m==%/20 | —\/2a | —\/2a | \[2(Fiba% §bFIb —a §D)
9:5I,y2:i %c %e’Ta %e_i%a %(—a$c,aic,a$c7—ai0)
0:37’7,y27j: %b —1i %a i %a %(—a:F%b,:I:%b,a:F%b,:t%b)
0

R
[

:%’T,ygzzlz\/gc %eiTa %e‘“a F(—aFc,—atc,aFcatc)

2.4.3 FEtude des indices de selle

Maintenant il faut étudier ces point critiques pour déterminer leur indice. En utilisant la formule
(2.1.19), les coefficients de la matrice hessienne H sont :

3 .
H(1,1) ==X — A+ 3y + 53/5 + 3ya Re((1 +4)y1)

3
H(2,2) = —(yf + 5 +y3) + 3y |> — 2\

2
H(3,3) = =\ — Aa + 3l |* + gyg + 3ya Re((1 — )y1) (2.4.21)
H(1,2) = H(2,1) = H(2.3) = H(3,2) = ~\ + Z(y% + 95 +u3) + 3Re(y1)ye + ;ym
H(1L3) = H3,1) = X+ 507 + 33 +43) + 3Relun)ys + o’
Alors pour :

eyy=ys=yzs=0o0na

—2+3y —l4+7 -1+2y
Hyy o) = | ~14+7  —242y —1+7 (2.4.22)
—14+2y —l45 -2+3y

En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant ’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

Xlz’y—l

1
X, 25(77 — 5+ /1792 — 22y +9) (2.4.23)
1
Xs =5 (77 =5 = V/179% — 22y +9)

En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour
e v |0, %[, I'indice de selle est 3,
e v €]1,1], I'indice de selle est 2,
e v €]1, 400, 'indice de selle est 0.
oy =y3=0¢ety, =+2/ Ay 0ona

4—-9y 2-5y 2-4y
Hy, ysye) = |2—57 4—10y 2-5y (2.4.24)
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En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant ’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

X1 :2*5"}’

1
X =510 - 23y - V20992 — 1727 + 36) (2.4.25)

1
X5 =5(10 - 23y + /20992 — 172+ + 36)

En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour
e v €0, 1%[7 I’indice de selle est 0,
2

e v €]z, 5[, indice de selle est 2.
y1 =EVA1, y3s=EtVA et yo=0o0n a
1 2—2yv 2-—v
2—2y 4—4y 2-—2y (2.4.26)
2—xv 2-—-2y 1

H

Y1,92,¥3) —

En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant ’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

X1=y-1
1

Xo =5(T— 57+ V4177 — 70y + 33) (2.4.27)
1

X5 ==(7— 5y — /4192 — 707 + 33)

2

En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour v € [0, 1], 'indice de selle est 1.
Yy = :l:?:\/Al, Yz = :Fi\/)\l et Yo = Oon a

1 -1+~ —-1+2
Hiy yoys) = | —1+7 —2+42y —1+479 (2.4.28)
142y —l+4 1

En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant I’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

Xo=2y—-1—+292—4v+3 (2.4.29)
X3 =2y—14++/292—4y+3

En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour v € [0, 1[, 'indice de selle est 1.
y1=e V2N, y3 =e 02N, 0 € {5,258 Tl ety =0ona

4—-3y 2-2y 2-v
Hiyyoys) = |2-27 44y 2-2y (2.4.30)
2—v 2—-2v 4-3y

En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant ’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

X1 :2(1 — ’}/)
Xo=5—4y+ /872 —16v+9 (2.4.31)
X3 =54y — /872 — 167 + 9

En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour v € [0, 1[, indice de selle est 0.
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* (y1,92,93) = \/7a i\[b e ¥ \[ avec 6 € {0,7} on a

3
— 2y +
% 48

~1l00
|
ST
=8
2

4 6 8
7 + K =2 -2y
7 49 T
Hy, o) = % - 77 + 469 . 1720— %vﬁ %— 2—57 + g;K (2.4.32)
L e T Bl SO LGN Bl S 1Y

oit K =4 \/(7+77)(28 — 707) avec le £ en accord avec la valeur de ys.
En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant ’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

1
X4 =§(10’Y —4)
6
Xo=—dy+2+ K+ \/ 3442 — 334y — 129K + 141 + 6K (2.4.33)
6
Xy=—dy+24 K- 7¢ 3472 — 334y — 129K + 141 + 6K
En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour « € [0, [ I’indice de selle est
2.
o (y1,Y2,y3) = \/7(1 :I:\[b e*w\[ ,avec 0 € {Z,2%} on a
D K EOE S
Hiy, ys,ys) = _Z + 1777 + 7 ’Y . —Z + 72/ (2.4.34)
—7t T B ¥

ot K = £e=% /(7+77)(28 — 707) avec le & en accord avec la valeur de ys.
En calculant le polynéme caractéristique, puis en résolvant ’équation de degré 3, on obtient
que les valeurs propres de la matrice hessienne sont

4 )
X1 i Re(LS) + 5’7
2 1 1 2
X == o7 (Re(L7) — Im(L)) + 24 (2.4.35)
2 2
X3 =— —(Re(L3) +Im(L3)) + =~
21 3
ol
L = — 4158y + 116837® — 3591~2 + 1512 + 3i (393984 + 18107820~2
s (2.4.36)

— 42405127 + 33308355+* — 37392204~> — 13831500~° + 19830075) ’

En étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que pour « € [0, %[, I’indice de selle est

2.
o (y1,92,y3) = (3¢ a, ﬂ:\/icfe’w ,avec 0 € {Z, 2% 5% TT} on g
—%g‘f'll-i- %?{(251 —%V‘g%-f-%fﬁ %’Y—F -|-§
Hiyr o) = | 37+ 5+ §K2 I s 13 —i7+3 +3 (2.4.37)
_17+§+§K2 —Z’Y+§+§K2 ’7+1+ K252
ou

Ky ==+ (09,3 + 0,22 — 0g 3z — Jp, 52 )/ (8 — 47)(2 — &)
61 :60’3% + 60’% (2438)
d2 2(597% + 5975%
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avec le + en accord avec la valeur de ys.

En calculant le polynéme caractéristique puis en résolvant 1’équation de degré 3, on obtient
les valeurs propres de la matrice hessienne, dont on ne donnera pas ’expression vu 1’écriture
complexe qu’elles possédent. Puis en étudiant le signe des valeurs propres, on obtient que
pour 7 € [0, %[, I'indice de selle est 1.

2.4.4 Etude des liaisons

Pour démontrer que le graphe des liaisons est bien celui que nous prétendons, il suffit de
démontrer que nous avons les deux types de liens suivants :

o de (vVA1, VA1, —VAL, —V/A1) vers (—v/Ar, VA1, VAL, —v/A1) passant par (0,v/A1,0, —vA7),
o de (vVA1, VAL, =VA1L —VA1) vers (VAz2, —V/A2, VA2, —v/A2) passant par
%(a—kc,a—c,—a—&—c,—a—c),
les autres s’en déduisent du fait des symétrie du potentiel V' (celles énoncées dans la démonstration
de la proposition 2.2.1).

Commencons par le premier lien. Soit ¢ € [0, 1] et considérons le chemin linéaire I’y défini par :

1(t) = (1= 26)v/A, VA, (2t = DV, =) (2.4.39)

Remarquons que ce chemin respecte bien la contrainte et passe bien par tous les points :
I'i(0) = (VAL VAL =V AL =V A
1
I () = (0,v/A1,0,—v/ A1) (2.4.40)

2
1(1) = (=2 VAL VAL V)

1l nous faut donc montrer que la fonction V oI’y est croissante sur [0, %} puis décroissante sur
[%, 1]. En développant 'expression de V o T'y, puis en dérivant on a

(Vol'y)(t) = 16t(2t — 1)(t — 1)(y — 1)? (2.4.41)

Donc on en déduit bien que la fonction V o Ty est croissante sur [0, 3] puis décroissante sur [, 1]

pour tout v € [0, %[ (et pas que v € [0,%(3 — v/2)]), alors le graphe des liaisons posséde bien le
premier type de lien.

Maintenant pour le deuxiéme type de lien, nous allons découper le chemin en deux, que nous
noterons I'y et ', le premier pour aller de (v A1, VA1, —VA1, —VA1) & %(a—&-c, a—c,—a+c,—a—c)

et le deuxiéme pour aller de (v A2, —v A2, VA2, —vVA2) & %(cH—c, a—c¢,—a+c¢,—a—c). En faisant
cela il nous faudra démontrer que V oI's et V oI'3 sont des fonctions croissantes puis pour conclure

il suffira de poser
T (2t itelo, i
Py = 4 20 stbe [1 ¥l (2.4.42)
3(2-2t) site]s,1]

alors le chemin I'y vérifiera les conditions de la définition 2.2.3 ce qui montrera le deuxiéme type
de lien.
Commengons par I's. Soit ¢ € [0, 1], on définit le chemin linéaire I's par :

Ts(t) = ((1 - t)\/g—kt?(a o), —(1 =)V A2 + t?(a —0)
(2.4.43)

(1=t e + t?(fa +¢),—(1 =)V A2+ t?(fa - c)>

On veut montrer que la fonction V o I's est croissante, en développant ’expression de V o I's,
puis en dérivant on a
(VoTs)'(t) = fi(mt(t — Dt — 91(7)) (2.4.44)
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ou les fonctions f1 et g; sont définies par

111
hiy) =" — 64y +18 = 8(1 —27) /A -2y

() 937 =94 24— 8(1 - 2)3/I—2y (2.4.45)
T 102 128 + 36 — 16(1 — 29)3/A =25
En étudiant ces deux fonctions on obtient que
2
V’Y € [073[7 fl(/y) >0
(2.4.46)

2
V’}/ € [075[’ gl(/y) > 2

Ainsi la fonction V oT'; est croissante sur [0, 1] pour tout v € [0, 2[ (et pas que v € [0, $(3 — V2)]).
Enfin, il faut regarder I's. Soit ¢ € [0, 1], on définit le chemin linéaire I'y par :

Ty (t) = <(1 - t)\/)\Tth?(a +e), (1=t M\ + t?(a —c)
(2.4.47)

, —(1 —t)\/)\71+t§(—a+c),—(1 t)\/Eth\f(ac))

On veut montrer que la fonction V o I'y est croissante, en développant I’expression de V o I's,
puis en dérivant on a

(VoTo)(t) = fa(t(t — 1)(t = g2(7)) (2.4.48)

ou les fonctions f5 et go sont définies par

51 .
Fo(7) =5 7% — 44y + 18 = 8(1 - 73 /A= 10y

sal) = 2772 — 507 + 24 — 8(1 — )2 /& — 10y (2.4.49)
2 5172—8874—36—16(1—7)%./4—107
En étudiant ces deux fonctions on obtient que
2
e, fa) 22,

(2.4.50)

1

C’est ici qu’apparait le point technique de i(S —/2) car
1 2. 13

¥ e13-v2).Z], o <e0) <1, (2.4.51)

et dans ce cas, la fonction V o'y ne serait pas tout le temps croissante. Donc on peut conclure que
la fonction V o I' est croissante sur [0, 1] pour tout v € [0, 3(3 — v/2)], alors le graphe des liaisons
posséde bien le deuxiéme type de lien et cela termine la démonstration.
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Chapitre 3

Etude de V5 : dimension quelconque

Nous avons mené & bien dans le chapitre 2 précédent, I’étude des points critiques et des liaisons,
dans le cas ou N € {2,3,4}. Or, on peut s’apercevoir qu’avec la méthode énoncée (transformée
de Fourier discréte), qu’a partir de N = 5 les calculs sont difficiles a résoudre. Nous allons donc
dans ce chapitre, donner dans une premiére section une méthode générale pour trouver les minima
locaux et les selles d’indice 1 pour v suffisamment petit, puis dans une deuxiéme section décrire les
liaisons qu’il y a entre ces points critiques. Puis nous terminerons par une illustration non triviale
de cette méthode en l'appliquant au cas ot N = 8 (méme si on s’apercevra que le graphe est
difficilement réalisable avec les éléments que nous avons introduit jusqu’a présent).

3.1 Recherche des selles d’indice 0 et 1

3.1.1 Casy=0

Avant de commencer I’étude générale des points critiques du potentiel V,, (défini dans (2.0.1))
sous la contrainte, pour vy quelconque, nous allons nous intéresser au cas ou v = 0.

Pour faire cette étude, nous allons rappeler quelques notions sur les fonctions définies sur des
sous-variétés de R™ trés connues en géométrie différentielle (voir [32]).

Définition 3.1.1. Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie et U un ouvert de E. Soit
f:U — F une application de classe C*. Un point x € U est appelé un point critique de f si son
rang satisfait

rgd,f < dim F (3.1.1)

Définition 3.1.2. Soient E, F des espaces vectoriels de dimensions finies et U un ouvert de E.
Une application f : U — F, de classe C* est appelée une submersion si la différentielle d, f est
surjective en tout point de U, autrement dit

VaeU, rgd,f =dim F (3.1.2)

Proposition 3.1.3. Soit U un ouvert de E =R™ et g = (g1,...,9-) : U = R" une submersion.
On consideére la sous-variété M C U définie par les équations g3 = ... = g, = 0.

Soit f : U — R une application de classe C* et f|,, la restriction de f a la sous-variété M.
Un point x de M est un point critique de f|,; si et seulement s’il existe (A1,...,A,) € R” tel que
x soit un point critique pour la fonction

=3 N (3.1.3)
i=1

Donc, avec ces notations, dans notre cas si on considére la fonction g définie par
g RN — R

3.14
(,’El,...,LUN) — Zivzll‘i ( )
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la sous-variété M est en fait S (voir (2.0.2)), et si on prend f = Vj alors grace a la proposition
3.1.3 précédente on a

x € S est un point critique de Vy|g < IXA € R | x € S est un point critique de Vp — Ag. (3.1.5)

En remarquant que
Vyg(x) =1n, (3.1.6)

et en utilisant la définition 3.1.1 d’un point critique on peut réécrire la relation (3.1.5) de la fagon
suivante

S
x € S est un point critique de Vp|g < re (3.1.7)
JAeR |, Vih(z) = Ay
En calculant VVy(z) on peut réécrire la relation (3.1.7) de la fagon suivante
. . SN =0
€ S est oint critique de Vp|g & = 3.1.8
T un point critiqu ols {HAGR,WE[[LN]],:E?—:Q:A ( )

Donc chaque composante z;, indépendamment les unes des autres, est une solution d’une équa-
tion de degré 3. Avant d’étudier (3.1.8) suivant les valeurs de A € R, rappelons la méthode de
Cardan pour la résolution d’équation de degré 3

Proposition 3.1.4. Considérons I’équation suivante : 2> + pz + q = 0 avec p,q € R. On pose
A = —(4p® — 27¢?) le discriminant. Alors :
1. si A <0 alors il y a une racine réelle et deux racines complexes,
2. si A =0 alors :
(a) sip=q=0 alors 0 est solution triple
(b) sinon il y a deux racines réelles (une simple et une double)
3. st A >0 alors il y a trois racines réelles

— 1 — 2 2k
2k = 24/ ?p cos <3 arccos <2q\ / _;3) + ;) pour k € [0,2]. (3.1.9)

De plus
20+ 21+ 20 =0. (3.1.10)
Passons a I’étude de (3.1.8). Suivant les valeurs de A € R, on a trois cas possibles :
1.siA¢g [—%, 3%] alors les composantes z; n’ont qu’une solution réelle possible (non nulle),

or Y2 #; = 0 donc c’est impossible.
. N .

2.81 A = i% alors x; = :F% ou x; = i%, or >i' x; = 0 donc le seul cas possible est
quand N est un multiple de 3. On posera

2 .
ap =0, a; = card ({xz = ¥ﬁ|l € [[LN]]}) ’ (3.1.11)

a5 = card ({xi _ i%h’ e [[LN}]}) .

3.siA€g]— %, %[ le discriminant de I’équation de degré 3 de chaque composante z; vaut

o2 Ay 2 2
A=—(A +271)7 (A 3\/§)(A+3\/§)>0. (3.1.12)

D’aprés le résultat de la proposition 3.1.4 il y a trois solutions réelles. Notons les solutions
S = {ap, a1, a2} de maniére que si on pose

ar, = card({xz; = ay|i € [1, N]}) pour k € [0, 2] (3.1.13)

on ait ag < a1 < as.
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Etudions le cas ag # as.

N
Comme le =0, et par (3.1.10) on a ap + a3 + a3 = 0, alors :
i=1
(al — ao)a1 + (112 — ao)a2 =0. (3114)
De plus
e (3.1.15)

donc, en combinant (3.1.14) et (3.1.15), on cherche & résoudre

3
od—ap=— (‘“ a0a1> n (‘“ “Oal) (3.1.16)
az — ag az — ap

N

Comme ag # as alors le cas a; = 0 n’est pas possible car on ne pourrait pas avoir Z x; = 0.
i=1

En simplifiant par a1, en mettant tout ce qui dépendant de a; du méme coté et le reste

de l'autre coté, puis en simplifiant un peu, ’équation (3.1.16) est équivalente a

P
a1 = +(as — ao)\/( g2 + a1 — 2o (3.1.17)

ay —ap)® + (ag — ap)®

En remplacant a; par sa valeur dans (3.1.14) on obtient

as + a1 — 2ag
= — . 3.1.18
o= “0>\/ (o~ ao)® + (a2 — ao)? (3119

Et comme ag + a1 + as = 0, on en déduit la valeur de ag, donc :

_ _ az+a;—2ag
az = F(a1 ao)\/(a1—a0)3+(a2—a0)3

a1 = +(ay — ap) g2t 200 (3.1.19)

(a1—ag)3+(az—ao)?

_ _ az+aj; —2ag
Qo = :F(a2 al) (a1—ag)3+(az—ap)?

Remarquons que dans le cas particulier ou N est un multiple de 3 et

N 2N
a0:03a1:33a2:?7

en utilisant (3.1.19) on retombe sur (3.1.11).

Etudions le cas ag = as. On a alors ag = a; = as et comme ag + a1 + as = 0 on ne peut
conclure comme précédemment. Or d’aprés le résultat de la proposition 3.1.4 on connait
Pexpression explicite des solutions, qui sont pour k € [0,2] :

2 1 A3V3 2k
2 = 7 cos <3 arccos <2\[> + 37T> (3.1.20)

De plus A €] — %, %[ donc % arccos (/\3T\/§) €]0, [ alors I'équation (3.1.20) est équiva-
lente & ) ok
o = cos <9 + 3”) , 0 €], %[. (3.1.21)

Remarquons que nous retrouvons bien, dans le cas ot N = 3, la famille de points critiques.
En effet le cas ot # = % on retombe sur le cas A = :I:% donc en combinant ce cas avec
(3.1.21) on obtient
2 2km
zp=—=cos |0+ — | , 6 €]0,2n|. 3.1.22
Zecos (64 27) o0 3.1.22)
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Cette étude de cas, suivant les valeurs de A € R, motive la définition suivante :

Définition 3.1.5. A chaque point critique on associe le triplet critique (ag,a1,a2) comme dans
l’étude de cas précédente.

Maintenant que nous avons trouvé les point critiques grace a cette étude il nous faut déterminer
I'indice de chacun de ces points.

Théoréme 3.1.6 (Caractérisation des indices de selle des triplets critiques). Dans le cas ot N
est un multiple de 3 :

® sia; = % et ag < % alors c’est un point critique d’indice 0 avec % — 1 waleurs propres

nulles,

® Siag=a; =as= % alors c’est un point critique d’indice % — 1 avec 1 valeur propre nulle.
Dans le cas ot a # % nous n’avons aucune valeur propre nulle et :

e si2a1 > ag + as alors c’est un point critique d’indice ag,

e si2a1 < ag + as alors c’est un point critique d’indice as — 1.

Démonstration. Soit z € RY un point critique de V|4 de triplet critique (ao, a1, az). Pour savoir

Iindice de ce point il nous faut donc étudier la signature de la matrice hessienne de Vj (définie
dans (2.0.11)) qui est

322 — 1 (0) 1o 1

i N—1 2
HVy = + 3 (Z x) 1) o (3.1.23)
1

3% — i=1 1 - 1

Or, nous savons par Iétude précédente, que chaque coordonnée x; € {«ap,a1,a2}. En faisant
une permutation des coordonnées, et donc un changement de paramétrisation, nous obtenons une
matrice H définie par

(3a — 1)L, (0) Lo
H = (302 — 1)1, +Baz -1 | .. o, (3.1.24)
(0) (3a3 — 1)lay—1 1 1

qui est congrue a H V. De plus une propriété fondamentale de la signature des matrices quadra-
tiques nous assure qu’elle est invariante pour les classes de congruence. Donc, étudier la signature
de HV; est équivalent a étudier la signature de la matrice H.

Dans la suite, nous allons étudier la signature suivant les valeurs de ag, a1, a2 et grace a la
remarque précédente nous étudierons la signature de la matrice H définie par (3.1.24) ou bien un
autre changement de coordonnée pour nous simplifier la tache suivant les cas.

Les différents cas sont :

1. (ag,a1,az2) = (0,0, N). Nous avons Vi € [1,N] , z; = 0 donc la matrice H vaut

—2 (-1
H = -,
(1) —2
On voit que les vecteurs (e; — e;);e[2,n—1] sont des vecteurs propres de H de valeur propre
N—1
—1, et le vecteur Z e; est aussi un vecteur propre de H de valeur propre —N.
i=1

Donc dans ce cas I'indice de selle est N — 1.
2. ap =0et a; > 1. En se servant des formules (3.1.19) et que a; + as = N nous avons

N(2a9 —
304%71:—2 (202 — 1)
a3 + az(az — ay)
N(2a; —
3a5—1: (201 — a2)

a? + az(az — ay)

Nous avons alors deux sous-cas a traiter :
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e sia; = % Nous sommes dans le cas ou N est un multiple de 3. On a as = % et

N(2a2 — al)

302 -1=—""— 7 5
! a%—l-az(az—(h)
302 -1=0
Donc la matrice H vaut
o [Ba?=11., (0)
(0) 0Lg,—1]°

Donc l'indice de selle est 0 avec exactemen
: N
esia; #5.0na

t % — 1 valeurs propres nulles.

N(2ay —
3a%71:2(ag—(11)>0
a? + az(az — ay)
N(2a1—a2)

305 — 1= #0

a? + az(az — ay)
On voit que les vecteurs (€1 — €;)ic[2,q,] Sont des vecteurs propres de H de valeur propre
3a? — 1, les vecteurs (€4, 11 — €ay+1+i)ic[1,as—2] Sont des vecteurs propres de H de valeur

propre 3a3 — 1. Pour trouver les deux valeurs propres restantes remarquons que les vecteurs
al agfl

Zei et Z €a,+i forment un sous-espace stable par H. Donc les deux valeurs propres
i=1 i=1

restantes sont les valeurs propres de la matrice M, induite & ce sous-espace, définie par
3af —1+a1(3a3 — 1) (a2 —1)(303 — 1)

M= { ai1(3a3 — 1) az(3a3 — 1)

En calculant le déterminant et la trace de M puis en les simplifiant on obtient
2N2(2a1 — CLQ)
a? + as(az — ay)
N(N + (N — 1)(2&1 — ag))
a? + az(az — ay)

det M =

Tr M =

Comme 2a; — ag # 0 car a; # % nous pouvons conclure suivant le signe de 2a; — as.

* Si 2a; > ag alors det M > 0 et Tr M > 0 donc les deux valeurs propres de M sont
strictement positives, de plus 3a2 — 1 > 0 et 3a3 — 1 > 0 donc c’est un point critique
d’indice de selle 0 avec aucune valeur propre nulle.

* Si2a; < ag alors det M < 0 donc une des valeurs propres de M est strictement positive
et l'autre strictement négative, de plus 3a? —1 > 0 et 3a3 — 1 < 0 donc c’est un point

critique d’indice de selle as — 1 avec aucune valeur propre nulle.

3. ag > 1 et ag # as. En se servant des formules (3.1.19) puis en factorisant nous avons

(20,2 — a1 — ao)(ao — 2a1 + ag)

302 — 1=
’ (a2 — % — %)2 + (a1 — ag)?
3 2 17 (2a0—a1—a2)(a0+a1—2a2) O
T T g 9 3w w)?
2 D) 2 2 \u41 0
3a2 1= (2(1() —a; — ag)(ao —2a1 + ag)
5—1=

(a2 =% — 9)? + F(a1 —ao)?

On remarque que ag — 2a1 + a3 =0 < a; = %, qui est donc possible uniquement quand N
est un multiple de 3. Nous avons alors les sous-cas suivants
e sia = % alors 3a3 — 1 = 3a3 — 1 = 0, nous avons donc un point critique d’indice 0 avec

exactement % — 1 valeurs propres nulles ;
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e sia; # % Nous allons considérer la matrice H définie par

(303 — 1)1, (0) LI
H= (3a3 — 1)1, +(Baf —1) | .
(0) (Bag — )14, 1 1 ... 1

On voit que les vecteurs (€1 — €;);c[2,q,] SONt des vecteurs propres de H de valeur propre
3a¢ — 1, les vecteurs (eq,11 — Cap+1+i)ie[1,as—1] Sont des vecteurs propres de H de valeur
propre 3a3 — 1 et les vecteurs (€agtas+1 — Cagtas-+144)ic[1,a,—2] Sont des vecteurs propres
de H de valeur propre 3a? — 1. Pour trouver les trois valeurs propres restantes remarquons

ao as a;—1
que les vecteurs E €, E €ag+i €t E €ag+tas+i forment un sous-espace stable par H.
i=1 i=1 i=1

Donc les trois valeurs propres restantes sont les valeurs propres de la matrice M, induite
A ce sous-espace, définie par

30 — 1+ ap(3a? —1) az(3a3 — 1) (a1 —1)(3a2 — 1)
M = ap(3a? — 1) 303 —1+4+az(3a? —1) (a1 —1)(3a2 — 1)
aop(3a? — 1) az(3a? — 1) a;(3a? — 1)

En calculant le déterminant et la trace de M puis en les simplifiant on obtient
2(ag + a1 — 2a2)?(2ap — a1 — az)*(ap — 2a1 + az)
(a2 — 9 = 9)% + F(a1 — ao)?
(ao — 2a1 + az)? + N(—2ag + a1 + az)(—ap — a1 + 2az)
(a2 =% = 9)? + F(a1 — ao)?

det M =

TrM = >0

Comme ag—2a1+as # 0 car a; # % nous pouvons conclure suivant le signe de ag—2a;+as.

* Si ag — 2a1 + ag < 0 alors det M < 0 et comme Tr M > 0 la matrice M posséde
deux valeurs propres strictement positives et une strictement négative. De plus on a
303 -1<0,302 —1>0et 3a3—1> 0, c’est donc un point critique d’indice de selle ag
avec toutes ses valeurs propres non nulles.

* Si ag — 2a1 + ag > 0 alors det M > 0 et comme Tr M > 0 il nous faut le coefficient de
degré 1 du polynome caractéristique pour conclure. En le calculant et faisant la bonne
factorisation on obtient

n? 3n 9
H i\ = Z(4a0 +ai+ay—1)+ 7(012 —ai)(az—a1+1)+ Z(ag +a;—1)(aq —a1)2
1<i<5<3
ou les \; sont les valeurs propres de M et

n = —2ag + ay + as.

On remarque alors que H AiA; > 0. Et comme det M > 0 est le produit des valeurs
1<i<j<3

propres et Tr M > 0 est la somme des valeurs propres, on peut conclure que les valeurs

propres de M sont toutes strictement positives. De plus on a 3a2 —1 > 0, 3a? —1 > O et

3a3 — 1 < 0, c’est donc un point critique d’indice de selle az — 1 avec toutes ses valeurs

propres non nulles.

4. ag > 1 et ag = as, donc ag = a1 = as = % qui est possible uniquement si N est un multiple
de 3. En utilisant les relations (3.1.21), on a

303 —1=2cos(20) +1>0
4
3a§—1=2cos(29+§)+1>0
4
302 — 1 22005(29—§)+1 <0,

avec ¢ €]0, Z[. Nous allons distinguer deux sous-cas.
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x Si N = 3. Donc la matrice H vaut

303 —1+3a3 -1 303 —1

H 303 —1 3af —1+303 —1]°

En calculant le déterminant et la trace de h, puis en simplifiant, on obtient :

det M =0
Tr M = — 2cos(0)? + 5 — 2v/3sin(0) cos(f) < 0.

C’est donc un point critique d’indice de selle 1 avec une valeur propre nulle.
* Si N > 6 et multiple de 3. Nous allons considérer la matrice H définie par

(3ad — 1)1 (0) 1 - 1

H= (303 — 1)1 +Bai-1) |
(0) (Bal -1y, 1 1

el

w|z

On voit que les vecteurs (e; — ei)z‘e[[z,%]] sont des vecteurs propres de H de valeur propre
3a — 1, les vecteurs (e%Jrl - e%+1+z‘)z‘e[[1, x _q) sont des vecteurs propres de H de valeur

3
2
propre 3a3 — 1 et les vecteurs (B%Jrl - €%+1+i)ie[[1,%—2]] sont des vecteurs propres de

H de valeur propre 3a2 — 1. Pour trouver les trois valeurs propres restantes remarquons
5 5 -1

que les vecteurs Z e, Z en et Z CEI forment un sous-espace stable par H. Donc
i=1 =1 i=1

les trois valeurs propres restantes sont les valeurs propres de la matrice M, induite & ce

sous-espace, définie par

303 — 1+ (307 - 1) F(3ad - 1) (3 —1Baf —1)
M = %(30@ —1) 303 le +3Bai - 1) (§N* 1)(3at — 1)
3(304% -1) 3(304% -1) 3(304% -1

En calculant le déterminant et la trace de M puis en les simplifiant on obtient

det M =0
Tr M = — N(2cos(20 + g —1) — 2sin(20 + %) + 2+ 2cos(20) > 0

Donc une des valeurs propres est nulle et une autre est positive. Pour conclure, il nous faut
le coefficient de degré 1 du polyndme caractéristique. Si on note A\; = 0, A2, A3 les valeurs
propres de M on a que Mg A3 est le coefficient de degré 1 du polynéme caractéristique d’o,
en le calculant et simplifiant, on a

A2A3 = —2sin(6) (4\/§cos(9)3 — /3 cos(8) — 2NV/3 cos(h)
— 4sin(6) cos(#)* — 2N sin(0) + sin(@)) >0

Donc M posséde une valeur propre nulle et deux valeurs propres strictement positives. De
plus 30 —1 >0, 302 —1 > 0 et 303 — 1 < 0, c’est donc un point critique d’indice de selle
N

7 — 1 avec exactement une valeur propre nulle.

O

3.1.2 Cas~vy>0

Dans la sous-section précédente nous avons donné une caractérisation compléte des points
critiques ainsi que leur indice pour v = 0. Pour voir que cela est encore vrai pour v > 0 suffisamment
petit nous allons utiliser des arguments de perturbation.
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Comme nous avons vu que seul les cas oi N est un multiple de 3 sont des cas dégénérés (des
valeurs propres de la matrice hessienne sont nulles) nous nous limiterons par la suite uniquement
aux cas oit N n’est pas un multiple de 3.

La premiére chose & faire est de montrer ’existence de solutions au probléme

VV,(z) — Ay =0. (3.1.25)
Pour ce faire nous allons utiliser le théoréme des fonctions implicites que nous rappelons.

Théoréme 3.1.7. Soient E, F et G trois espaces de Banach et f une fonction de classe CP
(respectivement analytique) définie sur U un ouvert de E X F et a valeur dans G. Soit (xo,y0) € U
tel que f(xo,y0) = 0 et tel que le Jacobien de f par rapport a la deuxiéme variable (notée J}’)
en (xo,yo) soit bicontinue de F — G. Alors il existe un voisinage V de xy dans E, un voisinage
W de yo dans F et une application ¢ : V. — W de classe CP (respectivement analytique) tels que
VxWcU et

V(iz,y) e VW, flz,y) =0< p(z) =y. (3.1.26)

De plus si on note J¥ le Jacobien de f par rapport a la premiére variable on a :
Jo(w0) = —J§ (20, cp(aco))_lef(:Eo, w(z0)). (3.1.27)

Soit xy un point critique de Vj|g. On sait qu’il existe A € R tel que xg soit solution de
VVo(x) — My = 0. On va considérer la fonction f: R x RY — R¥ définie par

f(y,z) = VVy(z) — Aln. (3.1.28)

On a alors f(0,20) = 0 et en calculant J§(0,20) on obtient

3z —1 (0)
J5(0,20) = (3.1.29)
(0) 323 — 1
ot zg = (z1,...,2n). Or nous avons vu dans le théoréme 3.1.6 que dans tous les cas ou N n’est
pas un multiple de 3 on a toujours
Vi€ [1,N], 327 —1#£0. (3.1.30)

Cela implique que la matrice J}"(O, Zo) est inversible, et comme nous somme dans le cas ou E, F, G
sont des espaces vectoriels de dimension finie (E = R, F = G = RY), alors J§ (0,20) est bien
bicontinue. On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites, donc il existe un voisinage
V de 0, un voisinage W de xg et une fonction ¢ : V.— W tels que

V(iz,y) eV xW, flz,y) =0& p(z) =y. (3.1.31)

Autrement dit, il existe v, tel que pour v < 7., le probléme (3.1.25) admet bien des solutions, de
plus avec (3.1.27) ses solutions sont de la forme

z=u1x9+ O(7) (3.1.32)

avec xq solution du probléme (3.1.25) avec v = 0, et nous les connaissons toutes grace a ’étude
réalisée dans la sous-section précédente qui sont en nombre fini, donc en notant 4 le minimum de
tous les 7., on aboutit bien que tous les points critiques de V|4 sont de la forme (3.1.32) pour
tout xg point critique de Vy|g.

Maintenant que nous savons ¢a, il nous faut montrer que, pour v suffisamment petit, les points
critiques gardent le méme indice que dans le cas v = 0, et sont encore non dégénérés. Nous aurons
besoin d’un autre théoréme de perturbation connu (voir [19]).
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Théoréme 3.1.8 (de Bauer-Fike (voir [19])). Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable et soit
P ={P € GL,(C) | P'AP = diag(\;)1<i<n} (3.1.33)

0t (Ni)i<i<n sont les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité. Si A € M, (C) est
une matrice de perturbation quelconque alors le spectre de A+ §A vérifie :

Sp(A + 64) C UD (3.1.34)

o
D;={2€C ||z —X\| < (A All} (3.1.35)

avec 7(4) = int [|P||P7])

Dans notre cas nous voulons ’appliquer aux matrices hessiennes qui sont symétriques, oril y a
une application directe du théoréme 3.1.8 dans le cas des matrices symétriques ou hermitiennes.

Théoréme 3.1.9 (voir [19]). Soit A € M,,(R) (respectivement A € M, (C)) une matrice symé-
trique (respectivement hermitienne) de valeurs propres oy < as < ... < ay, et soit A € M, (R)
(respectivement A € M, (C)) une matrice de perturbation symétrique (respectivement hermi-
tienne). Soient 1 < B2 < ... < B, les valeurs propres de A+ 0A. Alors on a

Vk € [L,n], |ax — Bl < |6A]-. (3.1.36)

Soit 2 € R¥ un point critique de V|4, donc il existe xo point critique de Vp|g tel que z =
zo + O(7) avec v < 4. Montrons tout d’abord que la matrice hessienne de Vj en z a la méme
signature que la matrice hessienne de Vo en xo. Rappelons que la matrice hessienne de Vj en x
est

(3a — 1)L, (0) LI
H = (302 — 1)1, +Baz -1 | .. o, (3.1.37)
(0) (3a3 — 1)lay—1 1 1

(voir (3.1.24)) ot (ag, a1, as) est le triplet critique de xo. Donc la matrice hessienne de Vj en z est

i 600 L, (0) Lol
H=H+0() 6a11,, +6ag |1 . (3.1.38)
(0) 6aoly,—1 1 ... 1

Donc en appliquant le théoréme 3.1.9 on a qu’il existe un -, tel que pour tout v < -, la signature
de H est la méme que celle de H (avec toutes les valeurs propres non nulles). Donc quitte a changer
la valeur de 4 en prenant le minimum de 4 et de tout les v, (vu que l'on a un nombre fini de point
critique) on a bien que la matrice hessienne de Vo en z a la méme signature que la matrice hessienne
de Vj en zq pour tout v < 7.

Et pour terminer, il nous reste & démontrer que la matrice hessienne de ‘77 en r a la méme
signature que la matrice hessienne de Vo en = pour ~ suffisamment petit. Notons H et H la matrice
hessienne de respectivement ‘77 en z et Vo en z. On a que

V, = Vo + %f (3.1.39)

ol f est définie par

N-1 2 N-1
f(f) = % (ZBl + Z $1> + (1‘1\/_1 + Z $Z>
=1 =1

2 N-2
+ ) (@i —w)? | (3.1.40)
1=1
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En calculant les dérivées partielles secondes de f on obtient que sa matrice hessienne est 3 F' oil

1 g -
5 3 3 4 0)
3 3 -1 2
3 3
2 -1
4
5 3 3 (0) 11
Donc on a la relation .
H=H+ %F (3.1.42)

Donc en appliquant le théoréme 3.1.9 on a qu’il existe un ~, tel que pour tout v < v, la signature
de H est la méme que celle de H (avec toutes les valeurs propres non nulles). Donc quitte & changer
la valeur de 4 en prenant le minimum de 4 et de tout les v, (vu que l'on a un nombre fini de point
critique) on a bien que la matrice hessienne de IN/V en = a la méme signature que la matrice hessienne
de Vj en z pour tout vy < 7.

Nous pouvons résumer tout ceci par le théoréme qui suit

Théoréme 3.1.10. Pour N qui n’est pas un multiple de 3, l’ensemble des points critiques de V., |¢
est fini, et pour tout x point critique de V| il existe un xo point critique de Vy|g tel que

z=x0+ O0(). (3.1.43)

De plus lindice de selle du point critique x est le méme que lindice de selle du point critique xq
et ne sont pas dégénérés (toutes les valeurs propres des hessiennes sont non nulles).

3.2 Recherche des liaisons

3.2.1 Etude des chemins

Dans les cas N = 2 et N = 4 on a trouvé les chemins a la main a l’aide d’un chemin linéaire.
Comme nous connaissons explicitement les points critiques ainsi que leur indice de selle pour ~y
suffisamment petit dans le cas N quelconque, il nous faut étudier les chemins et nous allons voir
que des chemins linéaires suffiront pour conclure.

Proposition 3.2.1. Pour N > 8 quelconque et v = 0, les chemins entre les selles d’indice 0 et 1
sont de la forme

L] - [30) = (3] (2] (2] - 3] )
(o 3fe-[3]) - (3] 31

avec pour régle : soit a € [[L%J +2, L%J]], considérons oy, as et af, o, ab et aff ol les valeurs des
coordonnées respectives des triplets critiques (0,a, N —a) et (1,a—1,N —a) et (0,a—1,N —a+1),
alors on a

(3.2.1)

ay <> ap <> ah (1 élément)
ap < oy & o (a—1éléments) (3.2.2)

as <> ah <> oy (N — aéléments)

Remarque 3.2.2. On a la méme régle en prenant a 'opposé de toutes les valeurs des coordonnées.
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Démonstration. Soit a € [H%J +2, | 4], montrons le cas (0,a,N —a) ++ (1,a— 1, N —a), lautre
type de chemin étant la méme démonstration.
Pour le triplet critique (0,a, N —a) on a :

N 1
=V —aw, a2 = —aw, w =[G = (N7 = 3aN 43075,

Pour le triplet critique (1,a — 1, N —a) on a :

ap=—(N—-2a+1w", af =(N—-a—-1)u", ah =—(a—2),

N -3 1
"= - = (N? —3aN —3a + 3+ 3a%) 2.
@ \/(a2)3+(Na1)5 ( “ a+3+3a’)
Prenons un chemin linéaire I' entre (a1, a1,...,a1,a9,...,a2) et (af, o, ..., o), ab, ..., ab).
Alors :

Vo o T(t) = i(u ~ Has +ta)t — %((1 ~ Has + tal)?

+a—1) E(a ~ ) +tal)* — (L~ D + 1a))?]

N RN~

HV = ) [3((1 ~ t)az + o) -

Il nous faut montrer que cette fonction est croissante. En dérivant cette fonction on obtient :

(1 —t)as + to/2)2]

(Voo I)'(t) = (ap — a1) [((1 = )as + taf)?* — (1 = H)as + ta)]
o —a)(a—1) [((1 ~Har +tad)? — (1 = )ay + ta;)}
+(ah = a2)(N = a)[ (1 = H)az + tah)* = (1 = Has + ta})|

On sait que nous avons les relations suivantes

O —a; =ay —ay

aoy + (N —a)az =0

/3 /13 /13 /
Qp — Qg = Q1 — Q1 = Qg — Qg
ap+ (a—1)af + (N —a)ay, =0

(3.2.3)

Donc en utilisant ces relations on a

(VooI)'(0) = (VooI)'(1) =0
Donc on peut écrire (Vo T')’ sous la forme

(Voo I)'(t) = Kt(t = 1)(t — )

ou
K = (af —a1)* + (o] —a1)*(a—1) + (abh — az)*(n —a) > 0.

Si on a ¥ > 1 alors la fonction Vj o I' sera bien croissante. Remarquons que
v>1s (Vhol)'(1) <O0.
En dérivant (Vp oT')" et en I’évaluant en 1 puis en développant on a
(Voo T)'(1) =3af — aff — 6agaq + 2aha; + 3ataf — o
+ (@ —1)[Bat — aff — 6aPa; + 2a) a1 + 3a2al? — a?]

+ (N —a)[3ab! — o — 605 as + 2ahas + 3a3aly — a3
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En utilisant les relations (3.2.3) pour remplacer les termes en o/* et o/ pour i € {0,1,2}, puis
en développant on a

(Vo o 1) (1) =20 — 4oy + 3atay — oF
+ (a — 1)[20? — 4ol a; + 3a3a? — af)

+ (N — a)[2a4 — daban + 3030l — a3
De plus en utilisant encore les relations (3.2.3) on a
apon + (@ —1)ajar + (N — a)ahas = (N — a)ab(ag — aq).
Donc :

(VooI)"(1) =2[ag + (a — 1)af’ + (N — a)az’] — 4(N — a)ay(az — a1) — (aai + (N — a)a)

+3lagaf + (a — afai + (N — a)af ]

En remplacant les «o; et o pour 7 € {0, 1,2} par leur valeur, puis en développant et factorisant
on obtient

(VooT)’(1) =2w*(—8Na + 8N +9a® — 9a + aN? — Na*®) — 4(N — a)ww'(a — 2)N — w?(N — a)aN
+ 3w?W?(N — a)(3Na? — 9a® + 9a* + INa? — 3N?a® — 4aN? —9Na + N3a + 4N?)

Nous voulons montrer que (Vo oI')”(1) < 0. En remarquant que 4(N — a)ww'(a —2)N > 0, en
le passant de I’autre coté de I'inégalité, puis en divisant de chaque coté par w?w'?, puis en élevant
au carré on a alors :

(Voo T)"(1) < 0 < f(a) <0,

ou la fonction f est définie par
f(a) =[3(N —a)(3Na® — 9a® + 9a® + 9Na? — 3N?a® — 4aN? — 9Na + N3a + 4N?)
+ 2w ?(=8Na + 8N + 9a® — 9a + aN? — Na?) — w'*(N — a)aN ’
—16(N — a)*w™2w'"?(a — 2)*N?
En remplacant les valeurs de w et w’, puis en développant et factorisant la fonction f on obtient :
f(a) =(2N —3a)*(a — 1) [(72N —243)a* 4+ (—168N? + 468N + 243)a>
+ 3N(48N? — 101N — 156)a® + N?(—56N? 4 74N + 303)a + 2N3(4N? — 37)
Comme (2n —3a)®> >0et a—1>0o0na f(a) <0< g(a) <0 avec la fonction g définie par

g(a) =(72N — 243)a* + (—168N? 4 468N + 243)a®
+ 3N (48N? — 101N — 156)a® + N?(—56N? + 74N + 303)a + 2N>(4N? — 37)

Comme N > 4 en dérivant 4 fois la fonction g on a

g(4) (a) >0,

donc ¢® est une fonction croissante. En évaluant en % on a

N
g® <2> = —144N? — 108N + 1458,

et les racines de ce polynome en N sont —%(1 +73) et —g(l —+/73). Comme N > 4 on a alors

9% (a) <0,
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donc g” est une fonction décroissante. En ’évaluant en % on a

N
g" (2) = 69N(N — 3),
N

comme N > 4 on a donc que ¢’ est une fonction croissante. En I'évaluant en 5 on a

q <N> = —1N2(8N2 — 2N —69),
2 4

dont les racines de ce polynome sont 0, %(1 + v/553) et %(1 —+/553). Comme N > 4 on a alors

g'(a) < 0 donc g est une fonction décroissante. Remarquons que [| %] +2, [2]] C [% + 3, %], donc

pour montrer que g(a) < 0 pour tout a € [| 2] +2, [ 5]], comme nous savons que c’est une fonction

décroissante il suffit de montrer que

N 4
VYN >4, —+ -] <0.
>a.0(5+3)
Alors définissons la fonction h par
N 4 16 208
A(N)=g|—=+ =) =——N*+16N3 - —
(N) =9 ( 3 " 3) TR 3

En dérivant la fonction h, puis en calculant les racines du polyndéme de degré 3 en N on obtient
que h' admet deux racines complexes et une racine réelle et en évaluant h en cette racine on a

1 2
h <4(85 +8v/303)3 — §(85 +8v/303)75 + Z) <0

152
N?% ¢ %N— 192.

Donc g(a) < 0 pour tout a € [| 5] + 2, [5]], ce qui conclut la démonstration.
O

Dans ’é¢tude des points critiques, nous avons commencé avec v = 0 puis nous avons montré
que cela restait vrai pour ~ suffisamment petit. Nous avons donc I’équivalent pour les chemins.

Proposition 3.2.3. En prenant les mémes notations que la proposition 3.2.1, la Proposition 3.2.1
reste vraie pour 7y suffisamment petit.

Démonstration. Pour le prouver il suffit de voir que 1, de la démonstration précédente, dépend
continument de v donc on peut trouver un 7 tel que pour tout v < 4 on ait ¢» > 1 ce qui nous
permet d’avoir que le chemin linéaire est toujours croissant. O

Avec cette proposition nous avons une liste de chemins mais il faut maintenant vérifier qu’il n’y
en pas d’autre.

Proposition 3.2.4. Tous les chemins ont été énumérés avec les deux régles précédentes.

Démonstration. On sait que de maniére générale une selle d’indice 1 permet de faire la liaison
entre deux selles d’indice 0. Donc si le nombre de chemins trouvés pour a fixé est égal au nombre
de selles d’indice 1 alors nous avons bien le résultat car il n’y a pas d’autres selles d’indice 0 et 1
grace a la proposition 3.1.6.

Soit a € [| & 42, |5 ]], considérons a1, et af, o, oy et af,af les valeurs des coordonnées
respectives des triplets critiques (0,a, N —a) et (1,a—1,N —a) et (0,a —1,N —a+1).

Le nombre de selle d’indices 1 est 2(," ) (,*,)-

Pour le nombre de chemins trouvés, il y a () éléments de triplet critique (0,a, N —a), on a
deux régles possible (celle énoncée et celle en passant & ’opposé) et on a a choix possible dans ces
régles. Soit un total de 2(",)(,*,) chemins. O

a—1

Grace ala proposition 3.2.1 nous avons la structure pour N quelconque. En notant By I’ensemble

des éléments de triplet critique (0, L%J,N - L%J), C1 'ensemble des éléments de triplet critique

(1,15 —1,N - [§]), B, l'ensemble des éléments de triplet critique (0, 5] —1,N — [§] +1),
et ainsi de suite, alors la structure des chemins est de la forme :

B+ Cio By ... Cp e Bk+1 (324)
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3.2.2 Début de hiérarchie a ’ordre dominant

Nous verrons dans le chapitre 4 que nous définirons ce que ’on appellera hiérarchie métastable,
pour le moment nous allons donner une hiérarchie des B; (voir (3.2.4)) suivant ce que 'on va
appeler hauteur de communication, a 'ordre dominant en ~, c’est & dire

Définition 3.2.5. La hauteur de communication de B; vers B;y1 correspond a la différence de la
hauteur potentiel de C; et de la hauteur du potentiel B;.

Remarque 3.2.6. Cette définition est bien posée car la hauteur de potentiel de chaque élément
de B; est la méme et pareil pour chaque élément de C; & ’ordre dominant en ~y.

Tout d’abord nous allons voir que la hauteur de communication de B; vers B, est croissante
en 1.

Proposition 3.2.7. La hauteur de potentiel entre les triplets critiques (0,a, N —a) et (1,a—1, N —
a), pour a € [[L%J +2, [ & ]], est une fonction décroissante en a.

Démonstration. Soit f, la fonction qui & a, associe la différence de hauteur de potentiel des triplets
critiques (0,a, N — a) et (1,a — 1, N — a), alors en mettant sous le méme dénominateur et en

factorisant, on a
(a —1)(2N — 3a)3

N9 = N7 3N T 8307 = 305 3) (V2 — 3Na + 37)°
En dérivant f puis en écrivant le numérateur sous forme de polynéme en a, on obtient :
1
f'(a) :1(]\72 —3Na+3a® —3a+3)"*(N? — 3Na + 3a®)*[(—18N? 4+ 54N — 54)a®

+ (24N® — BAN® + 36N + 27)a”® + 6N (—2N° + 4N* — 3N — 3)a + N?(2N°® — 3N? + 9)]
Donc f/(a) < 0 < g(a) < 0 ou la fonction g est définie par
gla) =(—18N? + 54N — 54)a® + (24N3 — 54N? + 36N + 27)a?
+ N(—12N3 + 24N? — 18N — 18)a + N?(2N® — 3N? +9)
En dérivant 3 fois la fonction g on voit que
9¥(a) <0,

car le polynome de degré 2 en N obtenu n’admet que des racines complexes, donc la fonction g”
est décroissante. La fonction g” admet une racine qui est

_i8n3—18n2+12n—|—9
T8 w2—3n+3

Or nous pouvons voir que

e en évaluant g” en % on obtient

N +2
9" (;) =2N? —12N? + 30N — 27,

dont ce polynéme en N admet deux racines complexes et une réelle qui est

1
—5(2+ 2V17)5 4+ 2(2 + 2V17) 75 + 2 ~ 1.834835200,

N +2
g’ (;r ) > 0;
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e en évaluant ¢” en % on obtient

N
g’ <2> = 2N3 — 12N? + 30N — 27,

dont ce polyndéme en N admet deux racines complexes et une réelle qui est
(9+VIT)5 +9(9 + V17)75 + 3 ~ 7.054558822,

et comme N > 8 alors

1! N
Donc la racine de ¢’ est dans 'intervalle [%‘2, %], alors la fonction ¢’ est croissante puis dé-

croissante. En évaluant ¢’ en la racine de ¢” puis en factorisant on obtient

,( 1 8N3 — 18N? +12N+9) 1(2N2 — 6N + 3)(4N* — 24N3 + 42N2 — 18N — 27)
9| = =—=

18 N2 —-3N +3 6 N2 —3N +3 ’
dont les racines sont toutes inférieures & 4 donc

1 813 —18n2 +12n+9

/
0
ST e A
d’ou ¢’(a) < 0 pour a € [%, %] alors g est une fonction décroissante. En évaluant g en % puis
en factorisant, on a
N +2 1, 5 9
g( =5 ) =—30- (44 V6)N + 64 2V6)(N? — (4 — V6)N + 6 — 2V6),
dont les racines sont toutes complexes d’ott g (232) < 0. Donc g(a) < 0 sur [232, I,
Alors f est décroissante sur [YF2, ] d’ou le résultat. O

Maintenant nous allons voir que la hauteur de communication de B;;1 vers B; est décroissante
en i.

Proposition 3.2.8. La hauteur de potentiel entre les triplets critiques (1,a, N—a—1) et (0,a, N —
a), pour a € [|[ ] +1,[§] — 1], est une fonction croissante en a.

Démonstration. Soit f la fonction qui & a associe la différence de hauteur de potentiel des triplets
critiques (1,a,N —a — 1) et (0,a, N — a), alors en mettant sous le méme dénominateur et en
factorisant, on a

(N—a—-1)3a—N)3

fla) = 4(N2?2 —3N —3Na+ 3a+ 3+ 3a2)(N2 — 3Na + 3a2)’

En la dérivant f puis en écrivant le numérateur sous forme de polynéme en a, on obtient

1
f'(a) = — Z(N2 — 3N —3Na+3a+3+3a®)"*(N? = 3Na + 3a®) ?[(18N? — 54N + 54)a®

+ (—30N?® 4+ 108N? — 126N + 27)a® + 6N (3N® — 13N? 4+ 18N — 6)a — N*(4N® — 21N? + 36N — 18)]
Donc f/(a) > 0 < g(a) < 0 ou la fonction g est définie par

g(a) =(18N? — 54N + 54)a® + (—30N? 4+ 108N? — 126N + 27)a’
+6N(3N® —13N? + 18N — 6)a — N?(4N3 — 21N? 4+ 36N — 18)

En dérivant 3 fois la fonction g, puis en remarquant que le polynéme en N n’admet que des

racines complexes, on a alors que ¢(® (a) > 0 donc ¢” est une fonction croissante. En évaluant g
N

engona

N
g" <2> = —6N3 + 54N? — 90N + 54,

51



CHAPITRE 3. ETUDE DE V, : DIMENSION QUELCONQUE

dont ce polynéme en N admet deux racines complexes et une racine réelle qui est

(9 +V17)5 +4(9 + VIT) 75 + 3 ~ 7.054558822,

et comme N > 8 alors g”(a) < 0 pour a € | , donc ¢’ est décroissante. En évaluant g’ en &

puis en factorisant, on a

N N
337

N
q (2> = gN(N?’ —7N? + 15N —6),

dont ce polyndéme en N admet deux racines complexes et deux racines réelles qui sont 0 et

1 18 17
— 5 (388 4 36V/I13)¥ — (3884 36V/113) 7% + £ = 0.514416002,
et comme N > 8 alors ¢'(a) > 0 pour a € [§, 5], donc g est croissante. En évaluant g en & on
obtient
N 1
o — **NQ N — 3
s(3) =gV -3¢ <o

donc g(a) < 0 pour a € [, I

, d’ou1 le résultat.
On peut alors donner un début de hiérarchie pour le systéme :
Théoréme 3.2.9. La hiérarchie est By puis By et ainsi de suite jusqu’d Bj1.-

Remarque 3.2.10. Cela veut dire que si on écrit de fagon croissante les hauteurs de communi-
cation, alors la plus basse est By vers By, puis By vers By_; et ainsi de suite jusqu’a Bs vers
B;.

Démonstration. Grace aux deux propositions précédentes et en remarquant qu’elles sont égales en

% on en déduit le résultat. O

Nous pouvons résumer cela par le dessin suivant, ot N = 20 alors k = 3 :

B,

Cette hiérarchie étant assez faible nous allons, dans la sous-section suivante, en donner une plus
poussée pour By dans le cas ou N est pair (et toujours bien sur, non multiple de 3).
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3.2.3 Hiérarchie plus fine sur B;.

D’aprés ce nous avons fait jusqu’a maintenant, nous savons que chaque coordonnée d’un élément
de Bj est de la forme

2 = +1+0(7), (3.2.5)

car nous considérons uniquement le cas ou N est pair. Par la suite, nous ferons un abus de notation,
pour les éléments de By, en écrivant

o] = —Qg = 1. (326)

Dans le prochain paragraphe nous allons introduire un nouvel objet, les interfaces, car nous
verrons, dans un deuxiéme paragraphe, que le coefficient & 'ordre 1 en « de la hauteur du potentiel
des éléments de B; et C; dépend uniquement des interfaces.

Définitions et propositions
Définition 3.2.11. Soit x = (x1,...,xN) un point critique, donc on sait que
Vi € ﬂ].,N]] , T € {040,041,0[2}. (327)

On définit le nombre d’interfaces de type /a1 (il en va de méme pour ag/ay et ay/az) d’une
coordonnée x; de x par

gn/Oq (i) = Lz, ) zi)e{(an.01).(1,00)} T L(aiziz)e{(an,01).(a1,00)} (3.2.8)
ainsi que le nombre d’interfaces de type ag/an pour x par
IOéo/Otl (93) = Z ]1(371'73L‘i+1)6{(a07a1)7(a1700)}' (329)
i=1
Remarque 3.2.12. On a toujours I ,, (i) € {0,1,2}.
Proposition 3.2.13. Soit © = (z1,...,zN) un point critique d’un des B;, donc on sait que
Vi € [1,N], z; € {a1, as}. (3.2.10)

Alors la permutation de deuzx coordonnées ne peut changer le nombre d’interfaces que de fagon
pair.

Démonstration. Soient ¢,j € [1,N]. Si z; = z; alors on ne change pas le nombre d’interfaces,
supposons donc que z; # x;. Posons z’ le N-uplet  donc les coordonnées i et j sont permutées et
N = (Iﬁl/a2 (1), Igl/az (7))- En étudiant tous les cas possibles, suivant les valeurs possibles de ~, et
de si i et j sont voisins (c’est & dire ¢ = j + 1 ou i = j — 1) nous avons les tableaux suivants :

1 et j non voisin

Y Ial/ag ($) . . ..

(0,0) Iy, o, () +4 - 1 et j voisin »

(1,0) ou (0,1) | Iy, /a,(x) +2 oD I, ozz s
(1,1) Lo fas (2) ’ Layjaa(

(2,0) 00 (0.2) | Lojon(a) || BP0 2D al/az(x)

? ? ay/ag

(2,1) 0t (1,2) | L, joy (2) — 2 (2,2) Ia, ja, (%) —

(2’2) IOll az(f) —4
D’ou le résultat. O

Corollaire 3.2.14. Soit v € By alors I,,_1(x) est pair.
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Démonstration. Soit x € B;. Remarquons que 1'élément & € B; défini par
N N
Vi € |[1,2]] T;=1letVie |[2,Nﬂ T;=-—1

vérifie [;,_; (Z) = 2. Donc, en permutant successivement les coordonnées de & pour obtenir z, grace
a la proposition 3.2.13, on sait que l'interface reste toujours pair aprés chaque permutation, donc
I/_1 () est bien pair. O

Remarque 3.2.15. Soit x € Cy alors I o/ () + Loy /oy (2) = 2 car une seule des coordonnées de
x vaut ).

Corollaire 3.2.16. Soit x € C4, si :
(I 0/ah ( ) Iaé/alz(x)) € {(270)7 (032)} alors Ia’l/aé(z) est pair,
o (Ing/e (), Loy jay (x)) = (1,1) alors Ly, oy (%) est impair.

Proposition 3.2.17. On a les égalités suivantes :

N

N
Il/ 1 Z 1/ 1 ):Zﬂxl=1]1x/ 1 Z 331=—111/ 1 ) (3211)
i=1

=1

Démonstration. Pour la premiére égalité, en remplacant I,,_(x) par sa valeur et en I'écrivant
comme la moitié de deux fois sa somme, on a

N N
1
Liya(@) =5 <Z Lo,y netfEL ) + 1<wi7wi+1>e{<i17¢1>}> -

i=1 i=1

Puis en changeant l'indice de sommation de la deuxiéme somme, on a

N N
(Z]]-(ac,,x,+1)6{(:l:l Fu} + Z ]l(xz 1,2:)€{(£1, jFl)}>

i=1 i=1

1
521/1

Ly (x)

l\:)\r—\

d’ou la premiére égalité.
Pour la troisiéme égalité, en remplacant I‘f/_l(i) par sa valeur, et comme on multiplie par 1,,-1
alors on a

1’1—1[1/ 1 Z]l%—l Tip1=—1 + 11?1’—1:*1)'

-

En scindant la somme en deux puis en changeant I’indice de sommation des deux sommes puis en
factorisant par 1,,—_; on a

N
Z]lxl_l'[l/ 1 Z 11—*1(11961‘4-1:1—'_]1%—1:1)'
i=1

Et comme on multiplie par 1,,—_1, en faisant la méme opération que nous avons fait au début

(mais dans le sens inverse) on a

Z]llz_l‘[l/ 1 Z]Im —7111/ 1 )

d’ou la troisiéme égalité.
Pour la deuxiéme égalité, comme pour tout i € [1, N] on a

(]]-:vizl + ]lmizfl) = ]-»
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en remplagant Iy, (i) par (Lg,—1 4 1s,—=—1)I7,_, (i), puis en développant et en scindant la somme
en deux, on a

ZII/ 1 (4 <Zﬂz1—111/ 1 ( +21190177111/ 1 ( ))

Comme nous avons montré la troisiéme égalité, les deux sommes sont égales, donc

N

211/ (2 (221%—1[1/ 1 ) Z Lo=1 174 (

d’ou la troisiéme égalité. O
Proposition 3.2.18. Soit v € By. Si I;/_1(v) > & alors on a

Ji € [LN], If)_, (i) = 2. (3.2.12)

Démonstration. Soit x € By tel que Iy,_1(z) > % Supposons par I’absurde que
vie[1,N], I, _,(i) € {0, 1}.

Or, d’apreés la proposition précédente, on a

1 . 1 N
Ly (@) = 3 DIy ) < 3 d 1= 5
Ce qui est absurde, d’ou le résultat.
O

Corollaire 3.2.19. Soit v € By. Si I/ _q(x) > % alors il eziste i,j € [1, N] non voisins tels que
1-1() =2 et IY,_1(j) € {1,2} et x; # z;. (3.2.13)

Démonstration. Soit x € By tel que I1,_q(x) > % Par la proposition précédente il existe k € [1, N]
tel que Iy, (k) = 2. Comme N > 8 alors Iy/_i(x) >4 d’ott I/_1(x) > 5. Supposons sans perte
de généralité que z = 1. En utilisant les formules (3.2.11) on a

N
I1/—1(z) Z 17:—111/ 1(4)
=1
N

= > Do, I3y 1 (0) + 1Ty (k= 1)+ IT,_ (k4 1).
i=1, i%k—1,k,k+1

Et comme pour tout ¢ € [1,] on a Iy, (i) € [0,2], alors

N
Z 11i7&$klf/fl(i) 25— f/q(k‘_l) 17:/ 1(k+1)25_2_2:1
i=1, i#k—1,k,k+1

Donc il existe j non voisin de k tel que z; # xx et I7,_,(j) € {1,2}, d’ott le résultat. O

Proposition 3.2.20. Soit x € By tel que 4 < I,;_(x) < % Si il existe i € [1,N] tel que
17,4 (i) = 2 alors il existe j € [1, N] non voisin de i tel que

z; # xj et It (j) € {1,2}. (3.2.14)
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Démonstration. Par hypotheése il existe ¢ € [1, N] tel que If/fl(i) = 2. Donc ;1 = 441 # z;.

Comme on a % coordonnées égales a x;_1 donc il existe j € [1, N] tel que z; = x;_1.

Si Iy, _,(j) € {1,2} la proposition est prouvée.
Si If/_l(j) = 0 alors on regarde les voisins de j jusqu’a obtenir :

Ty =T = ... =Tj1 =T = Tjy1 = ... =Tp_1 =T et [T, (k) = If/_l(k/) =1.

Sik=1i+1etk’=i—1 alors on aurait toutes les coordonnées égales a la valeur de z; sauf z;,
or c’est impossible car on a autant de coordonnées égales & —1 et 1. Donc k # i+ 1 ou k' # i — 1.
Alors le couple (i, k) (respectivement (4, k')) convient si k # i+1 (respectivement k' # i—1). O

Proposition 3.2.21. Soit x € By tel que 4 < I,,_;(z) < % Si on a
Vie [L,n], I, _(i) € {0,1}, (3.2.15)
alors il existe i,j € [1, N] non voisins tels que
z; # xy et If (i) = I, 1 (j) = 1. (3.2.16)
Démonstration. Comme

N
Il/,l(x) = Z ]la:,i:1111/—1(i) Z 4
i=1

alors il existe k € [1, N] tel que z = 1 et If/_l(k) € {1,2}. De plus avec ’hypothése (3.2.15) on

aly, (k)=1
Et comme

n
Nya(@) = g adfy (i) > 4,
i=1
grace a ’hypothése (3.2.15) il existe au moins quatre éléments ji, j2, J3, ja € [1, N] tels que
Tj, =Tjy =Tjy =xj, = —Llet Iy, (1) = I, 1 (J2) = I{/_1(J3) = I/ _1(Ja) = 1.
Comme chaque coordonnée n’a que deux voisins, alors il existe bien j € [1, N] non voisin avec

k tel que z; = —1 et If/fl(j) =1, d’ou le résultat. O

Classement des selles selon leurs hauteurs au premier ordre On s’intéresse aux selles,
c’est & dire x € C7. Rappelons que l'on a :

1
N N 1 Tz
ap=—w', a) = <21>w’,a’2<2>w’,w' (4N22+3) (3.2.17)

Dans la formule (3.1.19) on a des signes £ et F, ici nous avons fait un choix de signes pour
simplifier, nous verrons plus tard que cela impliquera de considérer deux cas.

Nous savons que si I'on prend deux points critiques z, 2/, de méme triplet critique (a,b,c), ils
ont la méme hauteur de potentiel & 'ordre 0 en ~. Dans cette sous-section nous avons introduit
les interfaces, et 'un des intéréts principaux des ces éléments est la caractérisation de la hauteur
de potentiel a 'ordre 1 en 7.

Proposition 3.2.22. Soit x un point critique de triplet critique (a,b,c). Le coefficient d’ordre 1
en v de la hauteur de potentiel de x est

1 1 1
Z(ao - al)QIao/Oél (.f) + Z(ao - aQ)QIao/Otz (JJ) + Z(al - a2)21061/012 (.13) (3218)
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Démonstration. Soit z un point critique de triplet critique (a, b, ¢). Notons
Vi € [1,N], @i = ¢ + iy + O(¥?),
les développements & ’ordre 1 en v de chaque coordonnée du point critique . Remarquons que
Vi € [1,N], ¢; € {ag,a1,a2}.

En remplacant les x; par leurs valeurs, le coefficient d’ordre 1 en = de la hauteur de potentiel de
x, que ’on notera O, est

»lk\'—‘

N
O = (¢t — dihi) +

i=1

N
Z ¢1+1

Comme on sait que
3 _ .3 _ 3
Qp — Qo = Q0] — Q1 = Gy — 2,

et en remarquant que pour tout ¢ € [1, N] on a

]]‘(wiywi+le{(a07a1)7(ul;(XO)} + ]l(wul'wrlE{(ao,a2)7(a270¢0)} + ]l(w'i1"L'i+1e{(a17a2)1(a27a1)} =1

alors

: — Qg sz Qo — al Z ]l(a:“ i+1€{(o,a1),(1,0)}

=1
N N

1
(ao - a2)2 Z ]l(xmxzdrlE{(a07<¥2)7(0¢2,040)} + Z(al - a2)2 Z ]l(wivxiﬂ6{(0417@2)7(0@,@1)}'
i=1 =1

+

e

En remarquant que
N
S =0
i=1

car ¢ € S et que les autres sommes sont en fait les interfaces, on obtient donc le résultat. O
Définition 3.2.23. Soient x, 2’ € Cy et notons leurs interfaces
(a,b7c) (Ia’/a ( ) Ia’/aQ( ) I //az( ))v
(a’,b’,c/) = (Ia(,/oc (z ) Ia’/ag( ) I ’/042( /))

Alors on dira (a,b,c) = (a',b',c) si et seulement si la hauteur de potentiel a l'ordre un de x est
supérieure ou égale a celle de z’.

(3.2.19)

Proposition 3.2.24. Pour N > 8 on a :
1. ¥pe[2,N —4], (2,0,p) = (0,2,p) (remarque p est pair),
2. Vpe[2,N—-2], (0,2,p) = (1,1,p — 1) (remarque p est pair),
3. Vpe[l,N-3], (1,1,p) = (2,0,p — 1) (remarque p est impair).

Démonstration. Tout d’abord un simple calcul nous donne :

N N ?
(@i = (3 ) & (ah—ap = (5 -3) w2, (o~ a)? = (¥ - 3%
1. La différence de hauteur de potentiel est
1
S (0 = a})? = S(ah — ab)> = BN —3) >0,

d’ou le premier point.
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2. La différence de hauteur de potentiel est

1 1 1
*1(046 —a))’ + 1(016 —ah)’ + 1(0/1 — ah)’.

En développant et factorisant, cette quantité est égale a
~“w?(N - 3)(N —6) >0,

d’ou le deuxiéme point.

3. Pour le dernier point, on a la méme différence de hauteur de potentiel que le point 2, ce qui
démontre ce point.

Corollaire 3.2.25. On peut classer les selles, pour n quelconque, selon leurs hauteurs de potentiel
au premier ordre de la facon suivante :

(0,2,N—2) = (1,1,N —3) = (2,0,N —4) = (0,2,N —4) = (1,1,N —5) = ...
= (2,0,2) = (0,2,2) = (1,1,1) (3.2.20)

Nous avons maintenant une classification plus fine des hauteurs de potentiel des selles de C1,
notre but est de pouvoir donner une classification des hauteurs de communication relative aux
éléments de B;. Nous savons déja qu’il n’y a pas de communication entre éléments de B, donc
pour passer d'un élément de By & un autre élément de B il faut passer par 2 selles de C;. De plus
comme nous avons fait un choix dans le signe des valeurs de g, o, & nous allons devoir détailler
les deux régles de liaisons.

Premiére régle Soient x € By et 4,5 € [1, N] tel que x; # ;. Supposons, quitte & changer ¢ et
J, que z; = 1 et z; = —1. Posons 2’ le N-uplet  dont les coordonnées x; et x; sont permutées et
v =(7,_1 (), I}, (j))- Soient y, z € Cy les deux selles qui permettent de passer de z & 2. On a :

o ) stz =1
Vk€{w},yk—zk—{ o) sz =—1 (3.2.21)
b= = o et y; = 2 = o

Si i et j ne sont pas voisins, on a la relation suivante ainsi que la table des interfaces de y et z :

Il/—l(w) - Ii”/_l(i) - If/—l(j) :Ia’l/a;(y) - IZ«I/Q/Q(Z') - IZ;/%(J')

e et (3.2.22)
= IO/I/O/Z (z)_Ioc’l/o/2 (Z) - Iocl/oc’2 (])
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1 et j non voisins

’ Y ‘ ]gll/alz (Z) ‘ IZ/I/O/Q (]) ‘ Ioz’l/o/2 (y) ‘ Iaf)/o/l (y) ‘ -[046/0/2 (y) ‘
(0,0) 0 0 » 2 0
2 0 pt2 0 2
©0,1) 0 I p 2 0
2 0 P+ 1 i 1
©,2) 0 2 » 2 0
2 0 P 2 0
(1,0) 0 0 p—1 1 1
1 0 P 0 2
1,1) 0 1 p—1 1 1
1 0 p—1 1 1
1,2 0 2 p—1 1 1
1 0 2 2 0
2,0 0 0 p—2 0 2
0 0 p—2 0 2
2,1 0 1 p—2 0 2
0 0 p—3 1 1
2,2) 0 2 p—2 0 2
0 0 p_4 2 0

Si ¢ et j sont voisins, on a la relation suivante ainsi que la table des interfaces de y et z :

Liya(@) = Iy () = 11y 1 () + L =Tagjay (y) — 18, 0, (1) = 12, /0 (5)
= Loy 0y () =131 oy (1) = 15, /0r (4)

2

(3.2.23)

1 et j voisins
v 12 e @ [ T G) | Tar/as ) | Tag/oag @) | Tagraq () |

(1,1) 0 0 p—1 1 1
1 0 p 0 2
(1,2) 0 1 p—1 1 1
1 0 p—1 1 1
(2,1) 0 0 p—2 0 2
0 0 p—2 0 2
(2,2) 0 1 p—2 0 2
0 0 p—3 1 1

Deuxiéme régle Soient z € B et i,j € [1, N]. Supposons, quitte & changer i et j, que z; =
1 et z; = —1. Posons 2’ le N-uplet « donc les coordonnées z; et x; sont permutées et v =
(If/il(i),lf/fl(j)). Soient y, z € C; les deux selles qui permettent de passer de z & /. On a :

o —afy, sizp=1
Vk # 1, L=z = 27
AhI =% { —af sixp=-—1 (3.2.24)

! /
Yi =25 = —ag et y; = z; = —q
Si i et j ne sont pas voisins, on a la relation suivante ainsi que la table des interfaces de y et z :

Tyoa () = 1)y () = 1)1 () =L ey (0) — I oy oy () = 17 o o ()

) o , (3.2.25)
=1 ot/ (2)—1Z o1 j_r (1) = IZ o /o ()
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1 et j non voisins
v [ PO P O) [ ooty W) | Toagy—at W) | Tag/—ay () |

(0,0) 0 0 P 2 0
0 2 p+2 0 2
(0,1) 0 0 p—1 1 1
0 1 D 0 2
(0,2) 0 0 p—2 0 2
0 0 p—2 0 2
(1,0) 1 0 P 2 0
0 2 p+1 1 1
(1,1) 1 0 p—1 1 1
0 1 p—1 1 1
(1,2) 1 0 p—2 0 2
0 0 p—3 1 1
(2,0) 2 0 P 2 0
0 2 P 2 0
(2,1) 2 0 p—1 1 1
0 1 p—2 2 0
(2,2) 2 0 p—2 0 2
0 0 p—4 2 0

Si i et j sont voisins, on a la relation suivante ainsi que la table des interfaces de y et z :

Lya(2) = I8y () = 13y () + 1 =Tagmay ) = 12 oy o O = I o o (3) (3.2.26)
=T ag /ooy ()= ), (D) = T )y ()

1 et j voisins
L0 [Py e ® [Pty anO) | Detyoi @) | Doy et ) | Eoy ey ®) |

(1,1) 0 0 p—1 1 1
0 1 p 0 2
(1,2) 0 0 p—2 0 2
0 0 p—2 0 2
(2,1) 1 0 p—1 1 1
0 1 p—1 1 1
(2,2) 1 0 p—2 0 2
0 0 p—3 1 1

Interface de la selle Grace aux deux paragraphes précédents on peut en déduire un tableau
des interfaces de la selle s (avec 7' = (1o /ol (5), Loy /oy (5) 1oy /oy, () Par rapport aux interfaces
changées :

1 et j non voisins
vy (0,0) (1,0) ou (0,1) (1,1) (2,0) ou (0,2) | (2,1) ou (1,2) (2,2)
(0,2,p + 2) (0,2,p) (1,1,p—1) (0,2,p — 2) (0,2,p— 2) (0,2,p—2)

~

2

1 et j voisins
v | (1L,1) | (2,1)ou(1,2) (2,2)
Y (07 2,p) (O> 2,p—2) (0,2,p — 2)

Graphe de communication réduit aux interfaces

Théoréme 3.2.26. La hiérarchie sur By est :

2-4" =6 »=...>

1Y
>~
1Y
[=p}
Y
.
2

: (3.2.27)
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ol ces nombres sont les interfaces et ceux ou il y a un "prime” signifie que quelque soit la permu-
tation de coordonnée, on garde toujours le méme nombre d’interfaces.

Pour montrer ce théoréme, il nous faut montrer trois choses. Tout d’abord montrer que la
hauteur de la selle entre un élément d’interface p vers un élément d’interface plus petite que p est
décroissante. Puis que cette hauteur pour p = 4 est plus petite que la hauteur de la selle entre un

N N

- . ’ 1z . ’ .
élément d’interface 5 vers un élément d’interface 5 ou % Et pour terminer, que la hauteur de

la selle entre un élément d’interface p’ vers un élément d’interface p’ ou p est décroissante.
Ce qui correspond aux trois propositions suivantes.

Proposition 3.2.27. La hauteur de la selle entre un élément d’interface p vers un élément d’in-
terface plus petite que p est décroissante.

Démonstration. Un élément d’interface p qui peut communiquer vers un élément d’interface plus
petite que p passe par une selle d’interface (0,2, p — 2). Donc & lordre un la hauteur est :

2(ap — ah)” + (p— 2)(a] — ay)® —dp = w(2(5 = 3)° + (p — 2)(N = 3)%) —4p
=w " H=3N? 46N —p)

C’est une fonction affine et décroissante en p donc le résultat est vérifié. O

Proposition 3.2.28. w'~!(—=3N? + 6N — 12) <w'~}(—in? + 2N)

’ 1 .
&7 vers un élément d’interface

Démonstration. La hauteur, & 'ordre un, d’un élément d’interface 5

%/ ou % est :
N N
(0 — 05)? + (0} — a5)? + (5 — 1)(0f — ay)? — 47
1 3
— 1—1 —*N2 N
Donc :
1 La2 3 —10_3 2 129
Le polynéme (N2 — N + 12) n’admet pas de racine réelle d’ou le résultat. O

Proposition 3.2.29. La hauteur de communication entre un élément d’interface p’ vers un élé-
ment d’interface p' ou p est décroissante en p.

Démonstration. Un élément d’interface p’ qui communique vers un élément d’interface p’ ou p
passe par une selle d’interface (1,1,p — 1). Donc a l'ordre un la hauteur est :

(e — a3)? + (o} — ah)® + (p = 1)(a) — ah)* —4dp

1
= w’_l(—§N2 +3N —3p)

C’est une fonction affine et décroissante en p donc le résultat est vérifié. O

Nous pouvons résumer ceci avec ’exemple pour N = 16 :
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3.3 Cas N =8

Nous allons maintenant considérer l'illustration non triviale qui est le cas ot N = 8. On a par le
théoréme 3.1.6 que seuls les triplets critiques de la forme (0, a1, az) avec 2a; > as et a;+as = 8 nous
donne des minima locaux et que seuls les triplets critiques de la forme (1, a1, as) avec 2a; > as+1 et
1+ a1 + as = 8 nous donne des points critiques d’indice de selle 1. De plus, en utilisant la formule
(3.1.19) nous avons l’expression de chacune des coordonnées. Donc, nous avons la classification
suivante :

e le triplet critique (0,4,4) nous donne (§) = 70 minima locaux, avec 4 coordonnées égales a

14+ O(7) et les 4 autres égales & —1 4+ O(y);

e le triplet critique (0,3,5) nous donne (§) = 112 minima locaux, avec 3 coordonnées égales a

+ta = j:\/% + O(7) et les 5 autres égales a £ = :F\/% +0(y);

e le triplet critique (0, 3,5) nous donne 2%:4! = 560 selles d’indice 1, avec 1 coordonnée égale

a :F% + O(), 3 autres égales a :I:% + O() et les 4 autres égales a :F% + O®).

Nous constatons donc bien I’amélioration entre la méthode du chapitre 2 et celle du chapitre
3, car nous pouvons donner une classification des minima locaux et des selles d’indice 1 ainsi que
donner I’expression des coordonnées de ceux-ci.

Nous avons vu dans la proposition 3.2.1 que I’ensemble des chemins possibles sont de la forme

(0,4,4) + (1,3,4) + (0,3,5).

Contrairement aux cas N = 2 ou N = 4, dans lesquelles nous pouvions faire assez aisément le
graphe des liaisons & cause du nombre faible de sommets et d’arétes, ici nous avons un total de
182 minima locaux et 560 selles d’indice 1, il serait donc trés pénible (voir infaisable) de faire un
graphe des liaisons aussi simple que les cas précédents.

Nous introduirons donc dans le chapitre 4 suivant un moyen assez efficace pour donner le graphe
des liaisons basé sur les orbites des actions de groupes.
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Chapitre 4

Processus de saut markovien

Comme nous ’avons précisé dans I'introduction (section 1.3), il est trés fréquent de discrétiser
en mathématique. Nous allons alors nous intéresser & un processus de saut Markovien, que nous
définirons dans la section 4.1.

Nous le regarderons, dans la sous-section 4.1.1, dans le cas sans symétries. Nous donnerons
I’analogue du Théoréme 1.2.8 pour les processus de saut, ainsi qu’un algorithme avec son cout
(sous-section 4.1.2) pour trouver les exposants d’Arrhenius et préfacteurs des valeurs propres du
générateur du processus.

Puis, dans la sous-section 4.1.3, nous le regarderons dans le cas avec des symétries. Nous
introduirons les éléments nécessaires pour notre théorie, en utilisant des notions la théorie des
représentations des groupes finies (voir ’annexe A pour les preuves des notions que nous utilisons
de cette théorie).

Ensuite, dans la section 4.2, nous donnerons les résultats obtenus dans le cas symétrique (dont
les démonstrations se trouvent dans la section 4.3).

Pour finir, dans les sections 4.4 et 4.5, nous illustrerons ces résultats avec le potentiel V, défini
dans (1.3.1), en dimension 4 et 8.

4.1 Deéfinitions

Soient X’ un ensemble fini, L le générateur d’un processus de saut Markovien sur X. Supposons
que les éléments de L peuvent étre écrits de la maniére suivante :

Cis
Lij=—Lehule G jeX it], (4.1.1)
m;
oite >0,¢; =cj >0,m; >0et 0<hy; < +oo que 'on appellera hauteur de communication
de I'état i & I’état j en 1-pas (on conviendra d’écrire h;; = +oo dans le cas ot L;; = 0). De plus,
supposons qu’il existe une fonction V' : X — R telle que L est réversible par rapport a la mesure
—V/e .
me :
mie Ve Li; =m;je /S L Vi,jeX. (4.1.2)

Comme on a supposé que c;; = cj;, cela est équivalent & :
Vi+hiyj =V;+hj; Vi, € X . (4.1.3)

Notre but est de comprendre le comportement quand € — 0 du processus de saut Markovien X,
de générateur L, quand L est invariant sous un groupe G de bijections g : X — X.

Soit G = (X, E) le graphe non orienté avec l'ensemble d’aréte E = {(i,j) € X?: L;; > 0}.
on conviendra d’associer & une aréte e = (i,7j) € E la hauteur de la selle entre i et j définie par
Ve = Vi + hij = Vj + hyj;, et d’écrire ¢, = ¢;; = ¢j;. En particulier, cette convention justifie la
représentation graphique utilisée, par exemple, dans la Figure 4.1 ci-aprés, dans laquelle on dessine
une fonction V' (x) avec les minima locaux a hauteur V; et les selles & hauteur V..
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F1aURE 4.1. Le graphe G et le potentiel viennent de I’exemple 4.1.2. La hauteur de communication
H(2,1) de 'état 2 a I'état 1 est donnée par haz1 = V(y 3y — Va.

Une méthode largement utilisée pour déterminer le comportement logarithmique des valeurs
propres A\, du générateur L repose sur les W-graphes [37]. Pour un sous ensemble W C X donné,
un W-graphe est un graphe orienté avec I’ensemble de sommets X, tel que tout point ¢ € X' \ W
est 'origine de exactement un chemin finissant en un point j € W. Puis on a :

Hy = —gii%slog(—)\k) =y® _yk+D) (4.1.4)

ot chaque V) implique un minimum sur tous les W-graphes avec k éléments. La quantité a
minimiser est la somme de h;; sur toutes les arétes du graphe. Ceci est I’analogue & temps continu
de [16, Theorem 7.3], voir par exemple [12, Section 4.3]. Cependant, notre objectif est de déterminer
le préfacteur de Kramers des valeurs propres, c’est a dire d’obtenir la constante :

Cr = lim (= \g) efr/e (4.1.5)

=1
e—0
Dans le cas général, c’est a dire quand les différentes hauteurs de communication relevante sont
toutes différentes, le coefficient C) peut étre déterminé du graphe G, des notions de hauteur de
communication et de la hiérarchie métastable (que nous définirons dans la sous-section suivante,
voir aussi [9, 10]). Nous allons expliquer cette approche dans les deux prochaines sous-sections,
avant de regarder le cas plus difficile ou le générateur L est invariant sous un groupe de symétrie.

4.1.1 Cas asymétrique et résultats

Définition 4.1.1 (Hauteur de communication). Soit i # j € X. Pour p > 1, la hauteur de
communication en (p + 1)-pas de i & j, passant par les états ki, ..., k,, est définie par

Riky .. kpj = ity oky V (Rikey — Ry + Py — gy + -+ + P, ) (4.1.6)

(voir la Figure 4.1). La hauteur de communication de i d j # i est définie par

H(i,j) = min h,, (4.1.7)
’Y:’L*}‘]
0w le minimum est sur tous les chemins v = (i,k1,...,kp,j) de taille p+1 > 1. Un chemin

réalisant le minimum dans (4.1.7) est appelé un chemin optimal de ¢ & j. Sii ¢ A C X, On définit
la hauteur de communication de i & A de la maniére suivante

H(i, 4) = min H(i. j) (4.1.8)

En utilisant (4.1.3) et (4.1.6), il est facile de montrer que les hauteurs de communication
peuvent étre définies, de maniére équivalente, au sens des hauteurs de selle par

Piky . depj + Vi = Vi) V Vikr ko) VooV Vi, ) - (4.1.9)
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F1GURE 4.2. Arbres des successeurs et hiérarchie métastable pour 'exemple 4.1.2. L’état 3 est
en haut d’'un 2-cycle dans le graphe des successeurs, et il est effacé aprés une étape. L’état 2 est
en haut d’un 2-cycle dans le graphe des successeurs a la deuxiéme étape. L’exposant d’Arrhenius
des valeurs propres sont les longueurs des segments verticaux rouges . Le segment de droite est
considéré comme infiniment long et correspond a la valeur propre 0. L’arbre de successeurs est
constitué du graphe des successeurs du systéme original, et du graphe des successeurs pour le
systéme dans lequel I'état 3 a été enlevé.

Alors H(i,7) + V; est le minimum sur tous les chemins v de 7 & j de la hauteur de selle maximale
rencontrer le long de ~.

Exemple 4.1.2. Considérons le générateur

_%e—hlg/s 0 % e—hlg/e

L= 0 — 28 g=haa/e &8 ghas/e (4.1.10)
c13 g—hai/e c23 g—haz/e _c13 g—ha1/e _c23 g—hsa/e
m3 m3 m3 m3

en supposant hzs < hg1, hge < hag et hog — haa + h31 < hi3. Le graphe et le potentiel associés sont
montrés dans la Figure 4.1. Nous avons, par exemple,

has1 = hag V (haz — hag + h31) = hoz — hza + h31 = V(1 3y — Va (4.1.11)

qui est la différence de hauteur entre ’état 2 et la selle reliant ’état 1 et 3. La hauteur de commu-
nication de 2 & 1 est donnée par

H(2,1) = ha1 A haz1 = haa1 (4.1.12)

car ho; = 400, et les chemins de longueur plus grande que 3 ont un cout plus grand ou égal,
car ils sont soient égaux a hoy soient égaux & hogzi. En faisant pareil pour les autres hauteurs de
communication, on obtient que la matrice des H(i,j) est donnée par

*  hiz his
hosi x hoz | . (4.1.13)
h3i  hsa  *

L’hypothése suivante est la condition nécessaire pour étre dans ce que I’on appelle le cas asymé-
trique. C’est une forme faible d’hypothéses semblables, trouvée par exemple dans [16, Section 6.7],
[22, p. 225] ou [11, Hypotheése 1].

Hypothése 4.1.3 (Hiérarchie métastable). Les éléments de X = {1,...,n} peuvent étre ordonnés
tels que si My ={1,...,k},

H(k, Mi—1) SminH(G, Mp \ {i}) =0, ke{2,...,n} (4.1.14)
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pour un certain 6 > 0. On appellera les hauteurs H(k, Mj_1) pour k € {2,...,n} les hauteurs de
communication relevantes. On dira alors que 'ordre 1 < 2 < --- < n définit la, hiérarchie métastable
de X (voir la Figure 4.2). De plus, pour chaque k il existe une unique aréte e¢*(k) telle que n’importe
quel chemin optimal ~ : k — Mj_; atteint la hauteur H(k, My_1) -+ Vj seulement en aréte e* (k).
Enfin, n’importe quel chemin non optimal v : k — Mj_; atteint au plus la hauteur Ve« () + 6.

La condition (4.1.14) signifie que dans la partie triangulaire inférieure de la matrice de hauteur
de communication H (4, j), le minimum de chaque ligne est plus petit, d’au moins €, que le minimum
des lignes au-dessus. Typiquement, un tel ordre existe seulement si L n’admet pas de groupe de
symétrie non trivial.

Exemple 4.1.4. Revenons a ’exemple précédent, on voit que H(3,{1,2}) = hsz est plus petit que
H(1,{2,3}) = hi3 et H(2,{1,3}) = has. De plus, H(2,{1}) = has; est plus petit que H(1,{2}) =
his. Alors le systéme admet un ordre métastable donné par 1 < 2 < 3 (voir la Figure 4.2), ou

0 = min(hiz — hagz, hoz — h3a, hiz — ho13).

Les plus hautes arétes associées sont e*(3) = (2,3) et e*(2) = (1, 3).

Notons que les hauteurs de communication relevante H (k, Mj_1) sont en fait données par le
minimum de la ligne correspondante dans la partie triangulaire inférieure de la matrice (4.1.13). On
verra dans la prochaine sous section un algorithme permettant de déterminer I'ordre métastable
de maniére efficace.

Le résultat suivant est équivalent a [10, Théoréme 1.2], mais nous donnerons une nouvelle
démonstration qui sera nécessaire pour le cas symétrique.

Théoréme 4.1.5 (Comportement asymptotique des valeurs propres). Sous I’hypothése 4.1.3, et
pour € suffisamment petit, les valeurs propres de L sont données par Ay =0 et

Ap = — =B —HEM)/e[1 4 O(e70/9)] | ke{2,....n}. (4.1.15)
mp,
De plus, soit Thq,_, = inf{t > 0: X; € My_1} le premier temps d’atteinte de My_y. Alors pour
ke{2,...,n},

[1+0(e9)] (4.1.16)

i 1
E [TMk—l] = m

pour toutes valeurs initiales i € X \ My_1.

Exemple 4.1.6. Ce théoréme nous montre que les valeurs propres du générateur (4.1.10) sont
A1 =0,

Ao = _as e hear/e [1 + O(e—a/f)] ;
ma

c
A3 = 28 ghsa/e [1 + 0(670/5)] .
ms
Bien sur cela peut étre vérifié par un calcul explicite dans ce cas simple. L’intérét du Théoréme 4.1.5
est qu’il fonctionne pour un systéme arbitrairement grand, & un coup de calcul relativement mo-
deste.

4.1.2 Algorithme asymétrique

Notons n = |X| le nombre d’états, et m = |E| le nombre d’arétes de G. Comme on a supposé
que la chaine soit irréductible, on an —1 < m < %n(n — 1). Remarquons que le nombre de W-
graphes possible sur X est au moins 2" (le nombre de sous ensembles de X), donc en appliquant
directement (4.1.4) pour calculer les exposants Hj, cela va étre trés long. Cependant, dans le cas
réversible la méthode peut étre sensiblement améliorée.

Les étapes de base d’un algorithme(présenté dans [12, Section 4.3]) determinant la hiérarchie
métastable, et par la méme occasion les préfacteurs Cy, et les exposants Hy, sont :
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®

@

FiGurE 4.3. L'opération d’effacer un état du systéme peut étre vu comme le fait de remplir le
puits du potentiel, jusqu’a la plus petite hauteur de selle atteignable. Sur le graphe orienté avec
les poids h;j, cela revient & soustraire h; ;) de toutes les arétes partant de I'état i & effacer, et
remplacer tout les hj, pour j, k # @ par hjr A (hji + hik).

e Trouver la plus petite hauteur de communication en 1-pas h;;. L’état ¢ sera le dernier dans
la hiérarchie métastable.

e Effacer ’état i et toutes les arétes contenant ¢ du graphe; puis recalculer les hauteurs de
communication en 1-pas, tel que pour tout j,k # i, hj; est remplacé par son minimum avec
hjir (cf. Figure 4.3).

e Recommencer jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’aréte.

Une maniére de faire cela efficacement est la suivante. Pour tout site ¢ € X, on appelle successeur

de i n’importe quel s(i) tel que
;r;éfz hij = his(i) . (4.1.17)

Si une hiérarchie métastable existe, alors le dernier site dans la hiérarchie a un unique successeur.
Définissons le graphe des successeurs comme le graphe orienté avec pour ensemble de sommet X
et pour ensemble d’aréte i — s(i) (Figure 4.2). La réversibilité implique que ce graphe ne peut
avoir de cycles de longueur supérieur & 2. De plus, il doit y avoir au moins un cycle de longueur 2.
Si (¢,7) est un 2-cycle et V; < Vj}, on dira que ¢ est en bas du cycle et j est en haut du cycle. Les
étapes de notre algorithme sont
e Déterminer le graphe des successeurs.
e Trouver tous les cycles de longueur 2. Déterminer le haut de chaque cycle. Effacer tous les
états qui sont en haut d’un cycle et I’aréte correspondante , et recalculer les h;; comme dans
la deuxiéme étape de l'algorithme précédent.
e Recommencer jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’aréte.
Cette algorithme méne a ce que ’on appellera arbre des successeurs, qui nous donnera la hiérarchie
métastable. Les feuilles de ’arbre sont les états de X'. Deux branches se rejoignent quand elles
appartiennent & un 2-cycle & une certaine étape de ’algorithme. En calculant pour chaque 7 en
haut d’un cycle la hauteur V(; ;) — V; puis en les ordonnant on obtient la hiérarchie métastable
(sachant que le seul état non effacé est le premier de la hiérarchie). Ainsi ’exposant d’Arrhenius et
Paréte e*(k) déterminant le préfacteur C, peuvent étre lu sur 'arbre des successeurs (Figure 4.2).

L’algorithme des valeurs propres de Jacobi permet de diagonaliser une matrice symétrique
quelconque en O(n?) étapes (voir [35]). Le cout de calcul de Palgorithme précédent, en revanche,
est entre O(m) et O(n?) au plus. En effet, le graphe des successeurs peut étre déterminé en trouvant,
pour chaque ¢ € X, le minimum des h;;, qui requiers 2m étapes. Le cout pour déterminer tous
les 2-cycles est d’ordre n donc par conséquent négligeable. Finalement, recalculer les hauteurs de
communication du graphe des successeurs a un cout de @(n) au plus, et doit étre fait pour n — 1
états au total. Comme 2m < n?, on en déduit bien le cout de 'algorithme.

Un algorithme alternatif pour déterminer la hiérarchie métastable est évoqué dans [11]. Bien

qu’il ait été fait afin de déterminer uniquement les exposants Hy, , le théoréme 4.1.5 montre qu’il
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peut étre utilisé aussi pour calculer les préfacteurs Cj. L’algorithme consiste en premier lieu a
trouver 'arbre recouvrant minimal du graphe (minimal en terme de hauteur de communication),
puis d’enlever des arétes de cette arbre. Le cout donné dans [11] est au moins O(nlogn) et au
plus O(n?). Comme le cout des deux algorithmes ont des bornes comparable, dans une situation
spécifique I'un des deux algorithmes peut étre un petit plus performant que I’autre.

4.1.3 Cas symétrique

Soit G un groupe fini de bijection g : X — X. On notera par 7(g) la matrice de permutation

1 si =b,
7(9)as = { i g(a) (4.1.18)
0 sinon .

A partir de maintenant on suppose que le générateur L est invariant sous le groupe G, c’est a dire :
m(g)L = Ln(g) VgeG. (4.1.19)

C’est, équivalent a supposer
Vg€ GVa,be X Ly, = Lg(a)g(b)-

Rappelons quelques définitions de la théorie des groupes.

Définition 4.1.7.

1. Poura€e X, O, ={g(a): g € G} C X est appelé l'orbite de a.
2. Pourae X, G, ={g € G: gla) =a} C G est appelé le stabilisateur de a.
3. Pour g € G, X9 ={a € X: g(a) =a} C X est appelé l’ensemble des points fixes de g.

Rappelons des propriétés et propositions bien connues :
e Les orbites forment une partition de X, noté X' /G.
e Pour tout a € X, le stabilisateur G, est un sous groupe de G.
e Pour tout a € X, 'application ¢ : gG, — ¢g(a) donne une bijection de G/G, dans l'orbite
O, de a, et donc |G|/|Gq| = |O4l-
— Pour tout g € G et tout a € X, on a Gy(q) = 9Gag™
tous conjugués.
e Lemme de Burnside : 3 .| X7 = [G||X/G]|.
On notera les orbites de G par A, ..., A, . La valeur de la hauteur de communication H(a, 4;)
est la méme pour tout a € A4, on la notera donc H(A;, A;). De méme, on écrira Vy, pour la valeur
commune de tous les V,, a € A;. Nous ferons les deux hypothéses de non-dégénérescence suivantes :

L c’est & dire que les stabilisateurs sont

Hypothése 4.1.8 (Hiérarchie métastable pour les orbites). Soient My = A; U--- U A pour
ke {1,...,ng}. On peut ordonner les orbites telles que

H(Ag, Mj—1) < HLIII;}H(A’MMIC \A;) -0, ke{2... ng} (4.1.20)

pour un certain 6 > 0. On le notera A; < Az < --- < A,. De plus, pour tout k € {2,...,ng}, il
existe une seule aréte e*(k) € E telle que

H(Ap, M) +Va, =Vieny <  3g€G: (g(a),g(b) = (k) . (4.1.21)

Hypothése 4.1.9 (Absence de dégénérescence accidentelle). Chaque fois qu’il y a des éléments
ai, by, az, ba € X tels que ha,p, = hagb,, il existe g € G tel que g({a1,b1}) = {az, b2}.

Nous faisons I’hypothése assez forte 4.1.9 principalement pour simplifier ’expression des valeurs
propres ; 'approche que nous avons développé ici peut étre appliqué sans cette hypothése, en contre-
partie les valeurs propres auront une expression plus compliquées. L’hypothése 4.1.9 implique la
propriété suivante sur les éléments de la matrice L :
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Lemme 4.1.10. Pour tout a,b € X, appartenant a des orbites différentes, L,np) = Lap st et
seulement si h € G,Gy.

Démonstration. Par ’hypothése 4.1.9, et que g(a) # b car ils appartiennent a des orbites différentes,
Lony = Lap si et seulement si il existe g € G tel que g(a) = a et g(b) = h(b). C’est équivalent
a lexistence d'un g € G, tel que g(b) = h(b), c’est a dire b = g~ 'h(b). Cela est équivalent a
h € G,Gp. O

Les transitions directes entre deux orbites A; et A; sont dominées par les arétes (a,b) pour
lesquelles h,;, est minimal. On notera la valeur minimale :

h*(Ai,Aj) = il’lf{habi a € Ai7 be AJ} . (4122)

Remarque h*(A;, A;) peut étre infini (siil n’ y a pas d’arétes entre les orbites), et que H(A;, 4;) <
h*(A;, A;). En diminuant, si nécessaire, la valeur de # > 0, on peut supposer que :

hap > h*(14“14j)7 ac Ai, be A] = hey > h*(Al,Aj) + 0. (4123)

Par le Lemme 4.1.10, si h*(A;, A;) est fini, chaque a € A; est relié a exactement |G,Gy|/|Gy|
états dans A; 3 b avec Loy = [cap/mq) e~ (A04i)/s Remarquons que
p: GaGb/Gb — Ga/(Ga N Gb)
9Gy = g(Ga N Gy) (4.1.24)

est une bijection, et donc le nombre n§ d’états dans A; communicant avec a peut étre écrit dans
I'une des deux formes équivalentes

no — ‘GaGb| _ |Ga|
J |Gb| |Ga ﬁGb‘ ’

(4.1.25)

L’applicationn définie par (4.1.18) est un morphisme de G dans GL(n,C), et donc définit une
représentation de G de dimension dim7 = n (voir la Définition A.1.1). Dans ce que suit, nous
allons donner les points importants de la théorie des représentations des groupes finis (pour les
démonstrations voir dans I’annexe A ou [36]) :

e Une représentation de G est dite irréductible s’il n’y a pas de sous-espace propre de C™

invariant sous tout m(g) (voir la Définiton A.1.6).

e Deux représentations 7 et 7’ de dimension d de G sont dites équivalentes s’il existe une matrice
S € GL(d,C) telle que S7(g)S~* = 7/(g) pour tout g € G (voir la Définition A.1.16).

e Tout groupe fini G posséde un nombre fini de représentation irréductible non équivalente
7@ .. 7= (voir les Théorémes A.2.22 et A.3.9 et le Corolaire A.3.10). La représentation
7 est appelé la représentation triviale, 7(°)(g) = 1 Vg € G.

e Toute représentation m de G peut étre décomposée en somme de représentation irréductible
(voir le Théoréme A.2.24) :

r—1 r—1
T = @Oé(p)ﬂ'(p) ) a®) >0, Za(”) dim(7P) = dim(n) = n . (4.1.26)
p=0 p=0

Cela veut dire qu’on peut trouver une matrice S € GL(n,C) telle que toutes les matrices
S7(g)S~! sont diagonales par blocs, avec le bloc a(?) donné par 7(P) (g). Cette décomposition
est unique a l'ordre des facteurs pres.

e Pour toute représentation irréductible 7(P) contenue dans 7, notons x®)(g) = Tr 7(®)(g) son
caractére. Alors

im(7(P) —
) — d(G|) OO (4.1.27)
geG

est le projecteur sur le sous-espace invariant de C" associé a 7(P) (voir Théoréme A.5.1). En
particulier,

i (p) [
a® dim(x®) = Ty P® — dlmI(GWI) S X (g)x9) (4.1.28)
geG
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ot x(g) = Trm(g) (voir Remarque A.5.2). Pour la représentation définie par (4.1.18), on a
x(g) = [x9].

Exemple 4.1.11 (Les représentations irréductibles du groupe diédral, voir aussi la section A.6).
Le groupe diédral Dy est le groupe des symétries d’un polygone régulier & N-cotés. Il est engendré
par r, la rotation d’angle 27w /N, et s, une des réflexions préservant le polygone régulier & N-cotés.
En effet

Dy = {Id,r, 2N s s e, ,erls} (4.1.29)

est entiérement déterminé par les conditions ¥ = Id, s> = Id et rs = sr~!. Si N est pair, alors
Dy a 4 représentations irréductibles de dimension 1, définies par 7(r) = +1 et 7(s) = £1. De plus,
il a % — 1 représentations irréductibles de dimension 2, équivalentes a

o2imk/N 0 0 1 N
w(r)z( 0 eink/N>7 w(s)=<1 0), k=15 1. (4.1.30)

Les caractéres associés sont

o o 2mik
X(rlsj):Trw(rZsJ):2cos< 7;\; )(5j0, i=0,...,N—-1,j=0,1. (4.1.31)

Il n’y a pas de représentation irréductible de dimension plus grande que 2. Si N est impair, il y a
2 représentations irréductibles de dimension 1, définies par 7(r) = 1 et 7(s) = £1, et (N —1)/2
représentations irréductibles de dimension 2.

4.2 Les résultats

L’idée centrale de notre approche est d’utiliser la décomposition (4.1.26) de la représentation de
la matrice de permutation (4.1.18) du groupe de symétrie G pour caractériser les valeurs propres
de L. 1l résulte de (4.1.19) et de (4.1.27) que

PP L =Lp®  p=0,...,r—1, (4.2.1)

de sorte que les r images P(P)C™ (ou n = |X|) sont des sous-espaces invariants pour L. Nous
pouvons ainsi déterminer les valeurs propres de L en limitant analyse a chaque restriction L(®)
de L aux sous-espaces PP)C". Toutes les valeurs propres de L sont associées i exactement une
représentation irréductible, de sorte que la procédure donnera ’ensemble du spectre delL.

Une facon équivalente de dire cela, c’est que les projecteurs P(®) vont nous permettre de
construire une base dans laquelle L est diagonale par blocs. Chaque bloc correspond & une re-
présentation irréductible différente. Aprés le calcul des éléments de matrice de chaque bloc, les
valeurs propres peuvent étre déterminées par l’algorithme du cas asymétrique.

4.2.1 La représentation triviale

Commencons par la restriction L(®) de L au sous-espace P(OC™ associé a la représentation
triviale 7(9),

Proposition 4.2.1 (Eléments de la matrice L(®) pour la représentation triviale). Le sous-espace
POC™ est de dimension ng et est engendré par les vecteurs ugo) =1a,,1=1,...nqg. Les coef-
ficients hors diagonauz de la matrice L(9) de transitions entre les orbites A; et A; sont donnés

par

GLug)
L(O) P <uZ7 J — ) —h (Ai,Aj)/E 1 O —9/5 4.2.2
ij (ug, us) m e [1+0(e I ( )
avec Cab m
= A M= 423
/ |Ga N Gb| |Ga| ( )
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o a € A; et b € A; sont tels que hqa, = h*(Ai, Aj). De plus, LO) est un générateur, et par
conséquent ses éléments diagonauxr sont

LY = - > LY. (4.2.4)
J#i

La base de vecteurs u; sont les fonctions indicatrices des orbites A;. Donc si la distribution
initiale p est uniforme sur chaque A;, alors elle reste uniforme sur chaque A; a tout moment. Le
processus X; est alors équivalent au processus sur {1,...,ng} dont les probabilités de transition
sont données par L(®). En appliquant le théoréme 4.1.5 du cas asymétrique & ce processus, qui est
possible grace a I’hypothése 4.1.8, on obtient la formule de Kramers pour les valeurs propres de
L) suivante :

Théoréme 4.2.2 (Valeurs propres associées a la représentation triviale). Sous les hypothéses
4.1.8 et 4.1.9, pour ¢ suffisamment petit, le spectre de L(®) est constitué de ng valeurs propres de
multiplicité 1, données par /\go) =0et

*

ch .
A = MW o —H (A M)/ 4 O(e70%)], k=2,...,nq, (4.2.5)

*

k

ot i(k) et j(k) sont tels que e*(k) = (a,b) avec a € Ay et b € Ajyy (cf (4.1.21)). De plus, pour
2 <k < ng, soit 1 une mesure de probabilité sur X \ My_; uniforme sur chaque A;. Alors

E# [TMk_l] [1 + 0(6_9/6)} ) (4.2.6)

!
| Ak

La différence principale entre la formule de Kramers (4.2.5) du cas symétrique et son équi-
valent (4.1.15) pour le cas asymeétrique est que les valeurs propres sont multipliées par un facteur
supplémentaire |G.|/|Gq N G|, ot ¢ € Ak, a € A;() et b € Aj), qui représente la symétrie.

4.2.2 Autre représentation irréductible de dimension 1

Le Théoréme 4.2.2 ne compte qu’un petit sous-ensemble (n¢g) de valeurs propres du générateur,
associées a des distributions uniformes sur chaque orbite A;. Les autres valeurs propres de L
vont étre associées & la vitesse a laquelle des distributions initiales non uniformes approchent
I'uniforme. Nous allons d’abord déterminer les valeurs propres associées a des représentations non
triviales de dimension 1, qui sont plus facile & obtenir. Le lemme suivant montre que pour une telle

représentation, seulement une partie des orbites est présente dans I'image du projecteur associé.

Lemme 4.2.3. Soit 7'?) une représentation irréductible de dimension 1 de G, soit A; une orbite
de G et soit a € A; fizé. Notons m;(g) la permutation induite par g € G sur A; et soit me le
projecteur associé, cf. (4.1.27). On a alternative suivante :

— 7®)(h) =1 pour tout h € G, alors Tr Pi(p) =1;

- D hea, 7®)(h) =0, alors Tr Pi(p) =0.

Appelons active (par rapport a la représentation 7r(p)) les orbites A; telles que Tr Pi(p) =1, et
inactive les autres orbites. La restriction L) de L au sous-espace P(P)C" a une dimension égale
au nombre d’orbites actives, et le résultats suivant décrit les éléments de sa matrice.

Proposition 4.2.4 (Eléments de la matrice pour une représentation irréductible de dimension
1). Pour chaque orbite A; fixzons un élément a; € A;. Le sous-espace P@C™ est engendré par les
(p))Ai active ql”’ sont

vecteurs (u;
(P) i q = Ve A,
<u§”>>a={w (h) sia=ha;) € 4, (42.7)
0 sinon .
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Les coefficients hors diagonauz de la matrice L) entre deux orbites actives A; et A; sont donnés
par

(p) (p) *
o _ ML) e e (AN /e 4 0@/ . (4.2.8)
R N O I A

Les éléments diagonauz de la matrice LP) sont donnés par

LY =L - > (1= 7" (9) Lag(a) - (4.2.9)
9Ga;€G/Ga;\Ga,

En utilisant I’Hypothése 4.1.9, on peut obtenir une expression plus explicite pour les coefficients
diagonaux de la matrice. Pour chaque orbite A;, on peut définir 'unique successeur s(i), qui est
lorbite atteignable la plus facilement en un pas partant de A; :

H;éf h*(A“AJ) = h*(Ai, As(z)) . (4.2.10)
JF

En conséquence de (4.2.4), on a

*

cr .. .
LY = - 20 o=h (A A /e[ 4 O(e/7)] . (4.2.11)
1l y a différents cas a étudier, selon lesquels il est plus facile, partant de a € A;, d’atteindre un état
en dehors A; ou dans A; \ a. Soit a* tel que h(a,a*) = infy h(a,d). Alors

LO[ + 0@/ sia* ¢ A,
L = —9[1 — Ren® (k)| Laa+[1 + O(e=0/%)] si a* = k(a) € A; et k £k~ (4.2.12)
—[1 = 7P (k)] Lag+[1 + O(e=9/%)) sia* =k(a) € Ajet k=k™1.

La relation (4.2.9) et le fait que toutes les orbites ne sont pas actives pour une représentation
non triviale irréductible de dimension 1, impliquent que la matrice L(®) n’est pas un générateur si
p # 0. On peut tout de méme ajouter un état cimetiére a I’ensemble des orbites actives, et donc
associer a L®) un processus de saut Markovien augmenté sur ce nouvel ensemble (les orbites actives
plus l’état cimetiére). L’état cimetiére est absorbant, qui refléte le fait que toutes les conditions
initiales non nulles dans P®)C " sont asymétriques et vont converger vers la distribution invariante
symétrique.

Théoréme 4.2.5 (Valeurs propres associées aux représentations irréductibles non triviales de
dimension 1). Soit 7P) une représentation irréductible non triviale de dimension 1 de G, et soit
ny le nombre d’orbites actives par rapport a 7®) . Pour e suffisamment petit, le spectre de LP) est
constitué de n, valeurs propres de multiplicité 1. Elles peuvent étre déterminées en appliquant le
Théoreme 4.1.5 au processus de saut Markovien augmenté défini par L'P) | et en ignorant la valeur
propre 0.

4.2.3 Représentation irréductible de dimension 2 ou plus

Nous arrivons enfin au calcul des valeurs propres associées aux représentations irréductibles de
dimension plus grande, qui est plus compliqué. Le lemme suivant est l’analogue du Lemme 4.2.3,
spécifiant quelles orbites apparaissent dans 'image du projecteur associé & une représentation
donnée.

Lemme 4.2.6. Soit 7") une représentation irréductible de G de dimension d > 2, et soit A;
une orbite de G. Notons ;(g) la permutation induite par g € G sur A;, et soit Pi(p) le projecteur
associé, cf. (4.1.27). Alors pour un a € A; arbitraire,

1
T(PP) =da® |  oP) = > x®(h) €{0,1,....d} . (4.2.13)

L
|Gl h€G,

Ici x(P)(h) = TrnP) (L) désigne le caractére de la représentation irréductible.
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Appelons encore active (par rapport a la représentation irréductible w(p)) les orbites pour
lesquelles Tr(Pl-(p)) > 0.

Proposition 4.2.7 (Eléments de la matrice L®) pour une représentation irréductible 7 de
dimension d > 2). Le sous-espace PPIC™ est engendré par les vecteurs (uf)i=1,...maca, qui ont
la forme

d -
®)(gh 1 b= h(a A;
> x@(gh) sib=h(a) € 4;
(ud)y = § |Gal &5 (4.2.14)

0 sinon .

Les éléments de la matrice L) entre deuz orbites actives A; et Aj sont donnés par

<uh1(a)’Luf}2(b)> et I ®) »
<;h1(a) uhjl(a)> = a(p)jm* o AnA/E th(a)hg(b)[l + 09, (4.2.15)
oha € A;, be Aj, hi,hs € G, et
(») _ 1 1
Mylwnat) = 1G] > xP(ghs) . (4.2.16)

9€G .Gy

Les éléments diagonauz de LP) sont donnés par les expressions suivantes. Soit a € A; et soit a*
tels que h(a,a*) = infy h(a,b). Alors

Lz('iO) (p) -0 C
MY L+ OE)] sia” ¢ A,
<uf}1(a) Luﬁz(a)> Q;
W - L (4217)
~ = Mislama@ L+ O] siate A,
ol i
Mi(z]f)(a)hz(a) TR > XPmghyh) (4.2.18)
a

9€Gaq

sia* ¢ Ay, tandis que pour a* = k(a) € A;,

1 - - - —_ - —
G 2 X7 aghy ) =XV (hukghy') = XP (k™ gh )] si k£ k7
(p) _ el gea,
hi(a)ha(a) — 1 _ B . -
|G | Z [X(p)(hlghQ 1) - X(p)(hlkjgh2 1)] sik=Fk1.
! geGa
(4.2.19)

Afin d’appliquer ce résultat, nous avons & choisir, pour chaque orbite A;, dagp ) des vecteurs
linéairement indépendants parmi les (uf)yea,-

Ce résultat montre que dans une base appropriée, la matrice L) a une structure par blocs, avec
un bloc Lz(é) ) pour chaque paire d’orbites actives. Chaque bloc a les mémes hauteurs en exposant
dans ’exponentiel que dans le cas des représentations de dimension 1, mais les pré-facteurs sont
multipliés par une matrice non triviale M®) dépendant uniquement de la représentation et des
stabilisateurs des deux orbites.

Afin de déterminer les valeurs propres, rappelons la Définition (4.2.10) du successeur A,
d’une orbite A;. On définit le graphe orienté avec pour ensemble de sommet les orbites, et pour
ensemble d’arétes orientées i — s(i) (voir la Figure 4.4). L’Hypothése 4.1.9 implique que chaque
orbite est soit dans un cycle de longueur 2, soit n’est pas dans un cycle. Si ¢ est dans un cycle de
longueur 2 et V; < Vi, on dira que i est en bas du cycle. Nous ferons I’hypothese suivante sur la
dégénérescence :
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FIGURE 4.4. Exemple d’un graphe des successeurs, avec deux 2-cycles (2,4) et (1,5), et le potentiel associé.

(p)

Hypothése 4.2.8. Pour chaque (7, ) un 2-cycle du graphe des successeurs, L est inversible et

le coefficient dominant de la matrice
-1
LY -y (4.2.20)

a le méme exposant que le coefficient dominant de la matrice Lgf ).

Remarquons que cette hypothése n’est pas valide dans le cas des représentations de dimension
1 quand j = s(7). La raison pour laquelle elle est valide dans le cas présent est qu’il n’y a aucune
raison particuliére que la matrice L() soit un générateur. En effet les sommes sur les lignes seront
généralement différentes de zéro pour chaque orbite active, qui peut étre considéré comme le fait
que chaque orbite active communique avec un état du cimetiére. Nous allons donner un exemple
dans la section suivante. Sous cette hypothése, on obtient la caractérisation des valeurs propres
suivantes :

Théoréme 4.2.9 (Valeurs propres associées & des représentations irréductibles de dimension
d > 2). Sous les Hypothéses 4.1.8, 4.1.9 et 4.2.8 et si € est suffisamment petit, alors le spectre de
L®) est constitué, a un terme d’erreur multiplicatif prés 1 + 0(6*9/5), des
e valeurs propres des matrices (4.2.20) pour toutes les orbites A; telles que i est en bas d’un
cycle et s(i) est active ;

o wvaleurs propres des autres blocs diagonaux Lz(f).

4.2.4 Trou Spectral

Tout d’abord remarquons que l'orbite de By de représentant (1,...,1,—1,...,—1) communique
avec l'orbite de By de représentant (o/,...,a/,5',...,8). L’orbite de C} selle entre les deux a pour
représentant (8,...,8,,7,...,7). Dans lordre des selles, c’est la plus basse d’entre tous et comme
pour les représentations de dimension 2 toutes les orbites sont états cimetiéres pour les autres alors
la valeur propre la plus proche de 0, pour les représentations de dimension 2, est définie par cette
liaison.

Pour les représentations de dimension 1, il faut en trouver une telle que l'orbite de B; de
représentant (1,...,1,—1,...,—1) soit active et une autre inactive.

Considérons d’abord le cas % pair.

Proposition 4.2.10. L’orbite de By de représentant (1,...,1,—1,...,—1) est active si et seule-
ment si pu(S) = u(C) = 1.

Démonstration. Le stabilisateur est G = {Id, R%*S,R%C, SC}. Pour qu’elle soit active il faut

p(Id) = p(R* §) = p(R* C) = p(SC) =1
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Alors
pw(SC) =1 p(S)u(C) =1« u(S) = u(C)
W(R%S) =1 p(R¥)u(S) =1 u(S) =1
WREC) =14 p(R¥)p(C) =1 p(C) =1

O

La représentation + 4+ + est la représentation triviale et toutes les orbites sont actives donc
regardons la représentation — + +.

Proposition 4.2.11. L’orbite de By de représentant (o/,...,a/,5',...,8") est inactive pour la
représentation — + +.

Démonstration. Le stabilisateur est G = {Id, R 15}. On a u(R> 15) = p(Rz ~Hu(S) = —1.
Elle est donc inactive. O

Donc la valeur propre la plus proche de zero pour les représentations de dimension 1, dans le cas
% pair, est définie par la méme liaison que pour les représentations de dimension 2 (au pré-facteur
pres).
N

Considérons d’abord le cas 5 impair.

Proposition 4.2.12. L’orbite de By de représentant (1,...,1,—1,...,—1) est active si et seule-
ment si W(R) = p(S) = p(C).

Démonstration. Le stabilisateur est G = {Id, R% S, R% C, SC}. Pour qu’elle soit active il faut

p(Id) = u(R* §) = p(R*C) = p(SC) =1

Alors
w(SC) =1 p(S)uC) =1« u(S) = u(C)
WRES) =16 u(R¥)u(S) =1 & u(R)u(S) =1 & u(R) = u(S)
WREC) =14 pu(R¥)u(C) =1 & u(R)u(C) =1 & p(R) = u(C)

O

La représentation + + + est la représentation triviale et toutes les orbites sont actives donc
regardons la représentation — — —.

Proposition 4.2.13. L’orbite de By de représentant (¢/,...,a/,p',..., ") est inactive pour la
représentation — — —.

Démonstration. Le stabilisateur est G = {Id,R%_ls’}. On a M(R%_lS) = ,u(R%_l)u(S) = —1.
Elle est donc inactive. O

Donc la valeur propre la plus proche de zero pour les représentations de dimension 1 , dans
le cas % impair, est définie par la méme liaison que pour les représentations de dimension 2 (au

pré-facteur preés).
Conclusion :sionpose Vi =V (1,...,1,—-1,...,.=1) et Vo =V (8,...,8,a,7,...,7) alors, au

Vo—-Vy

pré-facteur pres, le trou spectral est exp ™ «
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4.3 Les démonstrations

4.3.1 Théorie des groupes

Dans cette sous-section, nous allons donner les démonstrations des différentes expressions des
coefficients de la matrice L restreinte aux sous-espaces P )C ™ associées aux représentations irré-
ductibles 7). Bien que nous ayons introduit les resultats en commencant par la représentation
triviale, puis de passer a d’autres représentations de dimension 1, et enfin les représentations de
dimensions supérieures, il sera plus facile de donner des preuves directement dans le cas général
d’une représentation irréductible quelconque de dimension d, puis de particulariser aux cas ou
d=1letp=0.

Pour simplifier les notations, nous allons fixer une représentation irréductible 7 = 7(»), des
orbites A = A;, B = A;, et des éléments a € A et b € B. Nous écrirons a; = agp) et x = x®.
Rappelons que 7;(g) désigne la matrice de permutation induite par g sur 'orbite A (on considérera
m; comme une application linéaire sur C™ qui est identiquement nulle sur X' \ A). Le projecteur

associé P; = Pi(p) est donné par (cf. (4.1.27))
P; . 431
gEG

Les seuls coefficients non nuls de la matrice P; sont ceux entre les éléments de A, et ils peuvent
étre écrits comme

(Pi)an(a) = > x(gh) VaeAVheG. (4.3.2)

IG\ et

De maniere similaire on notera P; = Pj(p ) définissant le projecteur associé a l'orbite B.

Démonstration du lemme 4.2.6. En prennant la trace de (4.3.1), on obtient

a;d = Tr(P, Z x(9) Tr(m;i(g)) - (4.3.3)
e =
Remarquons que Tr(m;(g)) = |A9] = |A|l4eq, . donc,

a; = :é‘ > x(g) 1| > x() - (4.3.4)

geG, a geG,

Comme on a en méme temps a; € N et x(g) € [—d,d], alors o; € [~d,d], on peut conclure que
a; € {0,1,...d}. O

Démonstration du lemme 4.2.3. Dans le cas particulier oit d = 1, le Lemme 4.2.6 se réduit a

oy =

\(; | > x(g) €{0,1} . (4.3.5)

4l geaa

Cela ne laisse que deux possibilités : soit a; = 1 et tous x(g) = 7(g) sont égaux a 1 pour g € G,
soit a; = 0 et la somme ci-dessus est égale a 0. O

Remarquons que dans le cas particulier de la représentation triviale 7 = 7(9), on est toujours
dans le cas a; = 1. Donc toutes les orbites sont actives pour la représentation triviale.

Nous allons maintenant construire les vecteurs de base pour P;C™. Soit e* la base canonique
de C™ associée & a € A, et soit u® € im P; définit comme

_ 1G]
" |Gl

Pie® (4.3.6)
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Par (4.3.2), ses composantes non nulles sont données par

(u")n(a) = |§||( ah(a) = ICiI gezgja x(gh) . (4.3.7)

Cette expression est équivalente & (4.2.14). Pour les représentations de dimension 1, cela se réduit
a (4.2.7). En effet x(gh) = w(gh) = 7(g)w(h) en dimension 1, et on peut appliquer le Lemme 4.2.3.
Pour la représentation triviale, (u®)p(q) est identiquement égal a 1.

Afin de calculer les éléments de la matrice L, on introduit le produit scalaire sur C"™ suivant

|Gal
(u,v) |G‘ Z g(a)Vg(a) = W Z Ug(a)Vg(a) 5 (4.3.8)
9eG 9€G/Ca

ou g € G/G, est un léger abus de notation pour gG, € G/G, (cela signifie que ’on prend un
représentant pour chaque ensemble gG,). Strictement parlant, seul la restriction de (-,-) a Porbite
A est u produit scalaire, puisqu’elle n’est pas définie positive sur tout C™.

Lemme 4.3.1. Le vecteur u® est normalisé dans le sens ot (u®, u®) = a;d. De plus, pour v* défini
de maniére similaire,

(u®, Lv)
(ue,u) \GHG | > 2 X9x(0) Loy ) - (4.3.9)

geG g’'eG

Démonstration. Nous commencons par le calcul de la norme de u®

G? GI? ] GI?
<u 7u > |G |2< > |Ga|2<e ’ € > |Ga‘2<e e >
G| G| d —
= — E et (Pie")g(a P)oa = x(h) = a;d (4.3.10)
|G| e 9( ) ) (a) = G, |( i) aa |Ga| el )

ou nous avons utilisé le fait que P; est un projecteur hermitien. Avant d’aborder le numérateur
de (4.3.9), remarquons que pour une matrice M € C™*™ on a

(e, Meb) = |G“|Mab. (4.3.11)
G|
De plus,
(u®, Lo®) = _IGE (Pe®, LP;e’) = _IGE (e®, P,LPje")

[GallGy| [GallGy| © 7

_ 1G]
P,LP; 4.3.12

=G |( ) ab ( )

Maintenant on a

(PLP)av =Y > (Pagia)Lg(yg ®)(P)g )b
QEG/Ga g'€G/Gy

|G|2 Z Z Z Z (gh) x ) Ly(aygr v) - (4.3.13)

gEG/Gq g'€G /Gy hEGq W' EG),

Comme x((¢’)~*h') = x(g'(h")~1), le résultat vient en remplagant d’abord (h’')~! par A’ dans la
somme, puis gh par g et g’h’ par ¢'. O

L’expression (4.3.9) des coefficients de la matrice peut étre simplifiée a I’aide de l'identité
suivante.
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Lemme 4.3.2. Pour tout h € G,
@l > x(g)x(hg) = x(h) . (4.3.14)

Démonstration. Soit G agissant sur Pensemble X tel que G, = {Id} pour tout z € X. Par (4.3.2)
on a

d ——
(PX)ah(z) = @x(h) : (4.3.15)
Cela implique
(PX)ah@) = 3 (Px)ag(e)(Px)g(ain(e) = \G|2 > x(9) (4.3.16)
9eG g€eG
Comme Px est un projecteur, les deux expressions ci-dessus sont égales. O

Corollaire 4.3.3. Les expressions (4.3.9) des coefficients de la matrice se simplifient de la maniére

suivante (
u® Lv
] = — |Gb| ZX Lags) - (4.3.17)
) 7 geaq

Démonstration. Le résultat vient en posant ¢’ = gh dans (4.3.9), en utilisant Lg(a)gh b) = Lan() et
en appliquant le lemme précédent. Cela est possible car x(gh) = Tr(w(g)m(h)) = ( (h)m(g)) =
x(hg)- O

Par 'Hypothése 4.1.9 de non dégénérescence, la somme dans (4.3.17) va étre dominée par
seulement quelques termes. En utilisant ceci, les coefficients de la matrice L peuvent étre écrits
comme dans la proposition suivante.

Proposition 4.3.4. Soit A et B deux orbites distinctes, et supposons que a € A et b € B sont tels
que hap = h*(A, B), lexposant minimal pour les transitions de A a B. Alors pour tout hy,hs € G,

x(highy D1+ O(e™9)] . (4.3.18)

<Uh1(a)a Lvh2(b)> Lap Z
<uh1(a),uh1(a)> B ;|G| 9€G.Gy
De plus, les blocs diagonaux peuvent étre écrits comme

< hi(a) Luhg(a)

— —1
(uh1(a )’uhl(a) - azlG [ Z { (hghyVlaa+ D X(hakghy)lak@| - (4:3.19)
keEG/Go\Ga

Démonstration. 1l suit de (4.3.17) que

<uh1(a)’Lvh2(b)> .
<uh1(a)7uh1(a)> - az|Gh2(b ‘ Z X Lh1 (a) gh2(b)

La hy Lgho(b)

- — Y x(nkhy')Lap[l+ O], (4.3.20)

|Gyl kEGL Gy

oil on a posé k = hy *gho, et utilisé (4.1.23) et le Lemme 4.1.10. Cela prouve (4.3.18). La relation
(4.3.19) vient de (4.3.17) aprés avoir remplacé g € G par kg, avec g € G, et k € G/G,, et en
mettant & part le terme k& = Id. O

L’expression (4.3.18) est équivalente a (4.2.15) dans la proposition 4.2.7, en prenant compte de
la définition (4.2.3) de cj; et m;. En particularisant aux représentations de dimension 1 cela méne
4 (4.2.8) et (4.2.2).
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Il reste donc & déterminer les blocs diagonaux. Pour les représentations de dimension 1, en
utilisant x(kg) = w(kg) = n(k)n(g) et le lemme 4.2.3 dans (4.3.19) cela montre

L= L)
©T (e ue)

=Laat+ Y, 7(k)Laka) - (4.3.21)
keG/Ga\Ga

En soustrayant L(®) de la représentation triviale a L) cela prouve (4.2.9). De plus, soit 1 le vecteur
constant avec toutes ses composantes égales & 1. Comme L est un générateur, on a

0 0
0=rL1=Y L = 0= L, (4.3.22)
j=1

j=1

cela prouve (4.2.4).
Finalement soit a* tel que h(a, a*) = infy h(a, ). On distingue deux cas :

1. a* ¢ A. Alors le terme de droite de (4.3.21) est dominé par le premier terme, et on a Lgf) =
Laa[l + O(e7%/%)]. La somme entre crochets dans (4.3.19) est aussi dominée par le premier
terme, cela implique la premiére ligne dans (4.2.17) et dans (4.2.12).

2. a* = ko(a) € A. La relation (4.2.11) implique que LE?) est négligeable par rapport & Ly, et
donc

La=— Y La@[l+0E ). (4.3.23)
kEG/G,\Gq

Ainsi pour les représentations de dimension 1, on obtient de (4.3.21) que

a L a
10 = W) NS (k) L1+ O] (4.3.24)
{ut, ue) kEG/Ga\Ga
La somme est dominée par k = kg et k = ky ! cela implique que les deux derniéres lignes
de (4.2.12). Pour les représentations générales, on obtient de (4.3.19) que

<uhl(a)7 Luhg(a)> 14+ 0(8—9/6) -1 _1
<uh1(a) uhl(a)> - a-|G | Z Z [X(hlgh2 )_ X(hlkghQ )] Lak(a) ’
) t-a 9€Ga k€EG /G \Gaq

(4.3.25)
cela implique la deuxiéme ligne dans (4.2.17).

4.3.2 Estimation des valeurs propres
Triangularisation par bloc

On considére dans cette sous-section un générateur L € R™*™ avec les coefficients de matrice
Lij = e hii/e satisfaisant ’Hypothése 4.1.3 de Pexistence d’une hiérarchie métastable. Dans cette
sous-section, on a incorporé le dans ’exposant, c’est & dire, on écrit h;; au lieu de h;; —elog(c;;/m;)
et V; au lieu de V; + elog(m;).

De plus, on suppose la condition de réversibilité pour les chemins minimaux

Vi+ H(i,j) =V + H(j,i) + Oee™)  Vije{2,...,n}. (4.3.26)

Sous I’'Hypothése de réversibilité (4.1.3), alors (4.3.26) est satisfaite. Cependant (4.3.26) est un peu
faible, car cela concerne uniquement les chemins minimaux. On ne suppose pas la réversibilité pour
I’état 1, car il nous permettra de couvrir les situations associés aux représentations non triviales.
Ainsi la premiére ligne de L peut étre identiquement nulle, faisant de 1 un état absorbant.

Notre but est de construire un changement de variables linéaires transformant L en une matrice
triangulaire par blocs. Le changement de variables est obtenu en combinant n — 1 transformations
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élémentaires jusqu’a la forme triangulaire par blocs. Pour un certain 1 < m < n donné, on écrit L

sous la forme " o
L L

avec les blocs L' € R(n—m)x(n—m) = g ¢ Rmxm [12 ¢ R(n=m)xm o 121 ¢ Rmx(n=m) ot on
suppose det(A) # 0. On voudrait construire les matrices S,T € R™*™ satisfaisant

LS = ST (4.3.28)

ol T est triangulaire par blocs. Plus précisément, on impose que

12 11
5= (g Sﬂ> ot T= (gﬂ 3) , (4.3.20)

avec les blocs de méme dimension que les blocs de L. En injectant (4.3.29) dans (4.3.28) cela méne
aux relations

Tll _ Lll _ 512L21

A=A+ L%5"2, (4.3.30)
T21 _ L21
et
LM§12 _g124 - §12121612 L 12—, (4.3.31)

Si nous parvenons A prouver que (4.3.31) admet une solution, alors nous aurons montré que L est
similaire & la matrice diagonale par blocs T, et les valeurs propres de L sont celles de T'! et A.
Dans la suite, on munit les matrices de la norme infinie,

ILIl = sup |Lzllec,  [l@lloc = suplai] . (4.3.32)

lzlleo=1

Proposition 4.3.5. Si |[L'2A7!| est suffisamment petit, alors (4.3.31) admet une solution S12,
telle que ||S*2| = O(|| L2 A7L)).

Démonstration. Pour des blocs A, L?! fixés, considérons la fonction
f ‘R (n—m)xm <« R (n—m)xn s R(nfm)xm
(X, (L' L) = LM XA - X - XL XA 4 LA (4.3.33)

Alors £(0,0) = 0, et la dérivée de Fréchet de f par rapport & X en (0, 0) est donnée par dx f(0,0) =
—1Id. Donc on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites, et montrer I'existence d’une
application X* : R(m=m)xn _ R(n=m)xm telle que f(X*, (L', L'?)) = 0 dans un voisinage de
(0,0). Alors S12 = X* (L', L'2) résout (4.3.31). De plus, || S*?|| = O(||L*2A~1]]) suit de I’expression
de la dérivée de la fonction implicite. O

Le développement de Taylor & I'ordre 1 de S'2 est
§12 = p124-1 4 o(HLl?A*lH (12 A=Y + ||L21L12A*2||]) . (4.3.34)

On va commencer par I’analyse du développement de Taylor & I'ordre 1 obtenu en utilisant S3? =
L2 A~!. La matrice & l’ordre 1 qui résulte est

T T 1241721 0
Ty = (L%I AO) = ( 721 A+L21L12A1) (4.3.35)

Lemme 4.3.6. La matrice Tg' est encore un générateur.
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Démonstration. Le fait que L est un générateur implique que L''1 + L'21 =0 et L?'1 + A1 = 0,
ou 1 désigne le vecteur constant de taille appropriée. Il s’ensuit que

LPA7 21 = L1247 (—A1) = -1 = LM (4.3.36)
et donc 731 = 0. O

Nous verrons que Tg! peut étre interprété comme un générateur d’un processus de saut Mar-
kovien dans lequel les états ¢ > n — m ont été “effacés”. Notre stratégie va étre de montrer que ce
processus réduit a les mémes hauteurs de communication que le processus originel, puis de mon-
trer que les termes d’ordre supérieur dans le développement de Taylor de S'? ne changent pas ce
fait. On peut donc appliquer la méme stratégie au bloc T, et ainsi de suite jusqu’a ce que la
matrice soit triangulaire par blocs avec des blocs de taille m. Les blocs diagonaux de la matrice
nous donnent donc les valeurs propres de la matrice L.

Cas de dimension 1

On considére dans ce paragraphe le cas m = 1, qui nous permet de couvrir toutes les représen-
tations de dimension 1. Le bloc en bas & droite A de L est donc un nombre réel que nous noterons
a (= Lpy), et on écrira a au lieu de A.

Approximation du développement au premier ordre

Les coefficients de la matrice Tg' sont donnés par (c.f. (4.3.35))

1 o
TS = Lij — aLanj 5 ,7=1,...n—1. (4.3.37)
L’hypothése 4.1.3 implique qu’il y a un unique successeur k = s(n) € {1,n — 1} tel que h, =
minje(1 -1y Mnyj. Comme L est un générateur, on a a = —e*h"k/a[l + 0(6*0/5)], et donc TZO7 =
e~hiile on 3 . )
hij =hi;+O0(ee %) avec  hY; = hij A (hin — bk + hnj) - (4.3.38)

Le nouvel exposant fz?j peut étre interprété comme le cout le plus bas pour aller de ’état 7 a ’état
J, en visitant peut étre I’état n entre les deux.

On désigne par H(i, §) la nouvelle hauteur de communication entre les états i,5 € {1,...,n —
1}, définit de la méme maniére que H(4,j) mais en utilisant ﬁgj au lieu de h;; (les hauteurs de
communication en p-pas sont définies de maniére similaire). Afin de montrer que les nouvelles
hauteurs de communication sont en fait égales aux anciennes, nous commengons par établir une
borne inférieure.

Lemme 4.3.7. Pour tout i #j € {1,...,n—1},
ﬁ?j 2 hij A hinj (4.3.39)

et on a égalité sii =k ou j = k. En conséquence, H(i,j) > H(i,j) pour ces états i, j.
Démonstration. Rappelons de la Définition 4.1.1 que la hauteur de communication ¢ =+ n — j en
2-pas est donnée par hin; = iy V (hin — hpi + hyj). On considére trois cas :

— Sii =k, alors hinj = hin — Rnk + by car hyj > by, et donc ﬁgj = hyj A hinj.

— Si j =k, alors hink = hin car hng < hpi, et donc h%, = hig A hin = hig A Ring.
— Sii#k#j,alors hip — hng + hynj > Rinj car hyp < hp;, hy; et donc (4.3.39) est vérifiée.

La conséquence sur les hauteurs de communication suit en comparant les hauteurs maximales le
long des chemins de ¢ & j. O
Proposition 4.3.8. Pour touti # j € {1,...,n— 1} et ¢ suffisamment petit,

HO(i, ) = H(i,j) + O(ee ) . (4.3.40)
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Reégle 1 Reégle 2

Reégle 4
24! 72
@f})

of

F1aure 4.5. Régles de remplacement pour les chemins minimaux.

Démonstration. Soit v un chemin minimal entre deux états ig et jo. Compte tenu du Lemme 4.3.7,
il suffit de construire un chemin 4 de iy & jg, qui n’inclus pas n, tel que h% = h,. Ce nouveau
chemin est obtenu en appliquant la régle de changement suivante (voir la Figure 4.5) :

1.

laisser tel quel chaque segment i — j avec i,j # k,n;

2. remplacer chaque segment k — n — j avec j # k,n par k — j;
3.
4. remplacer chaque segment i — n — j avec i, j # k,n par la concaténation d’un chemin minimal

remplacer chaque segment i — n — k avec i # k,n par i — k;

Y1 : ¢ — k et d’'un chemin minimal 75 : £k — j. Si I'un de ces chemins contient 1’état n, alors
appliquer la régle 2 ou 3.

11 est suffisant de montrer que chacune de ces modifications laissent invariant la hauteur de com-
munication locale.

1.

Le segment i — j avec 4, j # k,n : hyj < hin; car le chemin est minimal ; donc soit h;; < hyy, et
donc h?J = hijA(hin_hnk+hnj) = ]’Lij car hnk < hnj. Ou hij S hin—hni—f—hnj < hm—hnk—th]‘
et donc on a encore hY; = hy;.

. Le segment k — n — j avec j # k,n : Alors Egj = hij A (M — Pk + Rnj) = By — i + B

car le chemin k — n — j est minimal, et on a vu dans le lemme précédent que cette quantité
est égale & hy,,;. Donc hgj = Nienj-
Le segment i« — n — k avec i # k,n : Ici B?k = hir A\ hjn. On a vu dans le lemme précédent
que hin = hink, qui doit étre plus petite que h; car le chemin est minimal. On conclut que
h?k = Nink-
Le segment ¢ — n — j avec 4,j # k,n : Dans ce cas on a h?kj = hinj + O(e e~9/%). En effet,
e Par la minimalité du chemin, h;, < H(4,k)V (H (3, k) — H(k,) + hgy). L’hypothése (4.3.26)
de réversibilité et la minimalité de v, et n — k donnent
H(i k) — H(k,i) + hin = Voo — Vi + hyp + O(ee79/%)
= hzn - hnz + hnk + O(E 679/6)
< hin + O(ee™9) (4.3.41)
et donc h;, < H(i, k) < hi, pour € suffisamment petit. Cela implique
RO = hig A Bipy = hin . (4.3.42)
o La minimalité donne aussi hn; < Ank V (Rnk — hien + H (K, §)) = hog — hign + H (k, ), ot nOUS
avons utilisé hy; > hyk. Done hgy, — Aok + hnj < H(K, j) < hij, qui implique
i = hien — Bk + harj - (4.3.43)
e Par I'Hypotheése (4.3.26),
hin — Bk + by = H(kv Z) - H(’Lv k) + hin + 0(5 679/6)
< H(k,i) + O(ee™/¢)
< hii + Oee™ /7Y (4.3.44)
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comme h;, < H(i, k), et donc
hs = hin — hok + by + O(ee™"/%) . (4.3.45)

En combinant (4.3.42), (4.3.43) et (4.3.45), on obtient iz?kj = hin; +O(ee79/%), ce qui conclut
la démonstration. O

Le développement complet

Il reste & étendre les résultats précédents du développement de Taylor au premier ordre S3? a
la solution exacte S12.

Proposition 4.3.9. Pour ¢ suffisamment petit, la matrice S'? satisfaisant (4.3.31) est donnée par

la série convergente
o0

s=3 ap1+1 (LM) L2[1+ 0(e™9)] . (4.3.46)

p=0

Démonstration. Remarquons tout d’abord que par 'Hypothése 4.1.3, ||[L2LA7L|| = |a| 7Y L? || =
O(e™%/¢). donc par la Proposition 4.3.5, (4.3.31) admet une solution S'? d’ordre e~%/¢. Cette
solution satisfait

12L21
STS12 . (4.3.47)

g2 1L12 n lL”SlQ _
a a
Remarquons que S'2L?'/a est un scalaire d’ordre e~%/¢. 1l s’ensuit que
21 L] 12 -0/
§12 = = []1 2L } L2[1 4 0(e™/9)] (4.3.48)
a a

et en écrivant 'inverse comme une série géométrique nous obtenons ce qu’il fallait démontrer. [

En injectant (4.3.46) dans (4.3.30), on obtient

T =L 4> ap—lﬂ (L™)PLP2L* 14 O(e9)] . (4.3.49)
p=0

L' et le terme p = 0 correspondent au développement de Taylor au premier ordre Tg!. Il s’ensuit
que les coefficients de la matrice 7! sont de la forme e~"/¢ ou
hij = hd A inf (hﬂl + hiyiy + o+ P+ hey — (p+ 1)hnk) +O(ce %) . (4.3.50)

p=1
1<l lp<n—1

Afin de controler les termes de reste, nous établissons I'estimation suivante.
Lemme 4.3.10. Pour tout p > 1, et tout i,ly,...,l, € {1,...,n—1} et j € {1,...,n},

hity, + by, + -+ by, — phak
hit, + hiyiy + -+ hiyn + hng — (04 1 hpp

hity .15 + 0O, (4.3.51)
hity ..1ynj + DO . (4.3.52)

VoV

Démonstration. Montrons d’abord (4.3.51) pour p = 1. Si hy > hy — hy; + hy; alors hy; = hy.
Cela implique hy + hyj — hpg = hij + (hij — hok) = ha; + 0, ot on a utilisé (4.1.14). Autrement
dit hy; = ha — hyi + hyj, et donce hy + hyj — b = hij + (i — hnk) = hij + 6. La démonstration
peut étre facilement étendue par récurrence sur p, en utilisant la Définition (4.1.6) des hauteurs
de communication et le fait que h;; — hpr > 0 pour i € {1,...n — 1},

Pour démontrer la deuxiéme inégalité (4.3.52) pour p = 1, on utilise que si hiyn = hig—hyi+hin —
hnl"'hnja alors hilnj = hiln et donc hil+hl7b+hTLj _2hnk = (hil+hln_hnk)+(hnj_hnk) de sorte que
la conclusion vient de (4.3.51) et du fait que hy,; > hpg. Sinon on a hyn; = hi— his +hin —hpi+haj
et hi + hin + hnj — 2hnk = Ring + (hii — hnk) + (At — hnk), qui est plus grand ou égal & hyy; + 0.
La démonstration s’étend alors par récurrence sur p. O
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Corollaire 4.3.11. Pour tout i # j € {0,...,n — 1},
hij = hd A Rij+O(ee™%) o Ry > H(i,5) +96. (4.3.53)

Démonstration. Cela vient directement de (4.3.50), (4.3.52) et de la définition (4.1.7) des hauteurs
de communication H (i, j). O

Corollaire 4.3.12. Les hauteurs de communication sont préservées a l'ordre dominant en €, c’est
a dire, B
H(i,j) = H(i,j) + O(ee %) Vi, je{l,...,n—1}. (4.3.54)

Démonstration. Le Corollaire 4.3.11 et la Proposition 4.3.8 donne directement H (i, j) < H(i,j) +
O(ce™%/%) comme h;; < hY; + O(ce~%/%) cela implique que les hauteurs maximales rencontrées
le long des chemins n’augmentent pas. Pour montrer 1’égalité, considérons un chemin optimal
4 14— j. La relation (4.3.53) appliquée a chaque segment de 4 montre que ~ est aussi un chemin
optimal pour le générateur original. O

Remarquons que ce résultat montre en particulier que 'Hypothése (4.3.37) sur la réversibilité
pour les chemins optimaux est satisfaite par la nouvelle hauteur de communication. On peut
maintenant établir le résultat principal de cette sous-section, qui caractérise les valeurs propres
d’un générateur admettant une hiérarchie métastable.

Théoréme 4.3.13 (Valeurs propres d’un générateur métastable). Soit L un générateur satisfaisant
l’Hypothese 4.1.8 sur l'existance d’une hiérarchie métastable et la condition de réversibilité pour
les chemins optimauz (4.3.26). Pour € suffisamment petit, les valeurs propres de L sont données
par A\ =0 et

A = —e HEMeD/E L O0(e™%)], k=2,...,n. (4.3.55)

Démonstration. Comme L est un générateur, nécessairement A\; = 0. De plus, L a les mémes

valeurs propres que
T 0
T - (T12 EL> 3 (4.3-56)

ot @ = a + L?'S12. L’Hypothése 4.1.3 et le fait que L est un générateur implique que
a=e /e[l 409, (4.3.57)

avec hpk, = hps(n) = H(n, My,_1). De plus, on a ||L*'|| = O(a) et la Proposition 4.3.5 montre que
512 = O(| L*2a~"||) = O(e=?/¢). Donc @ = a(1 4+ O(e~%/%)), ce qui prouve (4.3.55) pour k = n.

Les valeurs propres restantes Aa, . .., An_1 sont celles de T'!. En ajoutant, si nécessaire, un état
cimetiére, on peut faire que T*! soit un générateur (cela veut dire qu’on peut ajouter une premiére
ligne identiquement nulle & T'!' et une premiére colonne telle que la somme sur les lignes fassent
0). Le Corollaire 4.3.12 montre que T*! admet la méme hiérarchie métastable que L, & un terme
d’erreur négligeable prés. Donc le résultat vient par récurrence sur la taille de L. O

On a donc prouvé la relation (4.1.15) dans le Théoréme 4.1.5, et par extension les assertions
correspondantes dans le Théoréme 4.2.2 et le Théoréme 4.2.5.

Cas de dimension supérieur

On considére maintenant le cas de représentation irréductible de dimension d > 2. Alors le
générateur L a une structure par blocs, avec des blocs dont les dimensions sont des multiples de d.
Nous ajoutons un état de cimetiére pour le systéme de telle sorte que les sommes des lignes de L
soient 0. On associe & L une matrice auxiliaire L, qui a uniquement un éléement e~""(4:45)/¢ pour
chaque paire (7, j) d’orbites actives, plus 'état cimetiére.

En appliquant a L I’algorithme de triangularisation décrit dans la sous-section 4.3.2 cela change
les blocs de L & 'ordre dominant selon

Lij > Lij = Lij = Lin Lyt Ln; - (4.3.58)

84



4.3. LES DEMONSTRATIONS

L’algorithme induit une transformation de L, qui est équivalente & l’algorithme de dimension 1
discuté dans la sous-section précédente. Donc on conclut du Théoréme 4.3.13 que les hauteurs de
communication de L, sont préservées.
Examinons les deux cas suivants.
e Supposons que j = s(i) est le successeur de 4. Alors :
e si n # s(i), alors Z,J = L;;[1+ 0(6*9/5)}, car Ly; est au plus d’ordre L,,, et L;, est
négligeable par rapport & L;; ;
e si n = s(i), alors soit j # s(n), et de nouveau Eij = Lij[1 + O(e79/9)], car L,; est
négligeable par rapport & L,,. Soit j = s(n), et donc L;, L} L,; est comparable & L;;.
On peut donc conclure que Zij = L;[1 + 0(6—9/5)]7 4 moins que le graphe des succes-
seurs contienne un chemin i — n — j, dans ce cas le terme dominant de L;; est modifié
selon (4.3.58).
e Considérons maintenant le cas j = i. Par le point précédent, L;; est modifié & ’ordre dominant
par l'algorithme de triangularisation si et seulement si le graphe des successeurs contient un
cycle i — n — i. Remarquons que dans ce cas, la modification implique les deux matrices L;;,
et L,;. Ces matrices n’ont pas pu étre modifiées & 'ordre dominant & 1’étape précédente. En
effet, L;, a été modifié si et seulement s’il existe un m >~ n tel que le graphe des successeurs
contient un chemin ¢ — m — n. L’Hypothése 4.1.9 implique que cela est incompatible avec
le fait que le graphe contient ¢ — n — 4. Un argument similaire s’applique & L,;.
1l s’ensuit qu’a chaque étape de 'algorithme de triangularisation, les blocs diagonaux L;; sont
préservés & 'ordre dominant, & moins que ¢ soit en bas d’un cycle dans le graphe des successeurs.
Cela prouve le Théoréme 4.2.9.

4.3.3 Espérance de temps d’atteinte

Les résultats attendus impliquant les temps de premiére atteinte sont tous basés sur la combi-
naison des formules de Feynman—Kac et de Dynkin. Une version de la formule de Feynman—Kac
(voir par exemple [27, Section 1.3]) stipule que pour chaque fonction f : X — R mesurable et

bornée,
Ez[e)\t f(Xt)] _ (et(LJr)\]l) f) (z) == Z [et(L+)\]1)]
yeX

fly) . (4.3.59)

Yy

En d’autres termes u(t,-) = E'[e* f(X,)] satisfait I'équation différentielle du = (L + A1)u. Ce
résultat peut étre étendu aux temps d’arrét, d’une maniére similaire a celle de la formule de Dynkin.

Proposition 4.3.14 (“Formule Dynkin-Feynman-Kac ”). Fizons A C X et une fonction g : A —
R mesurable et bornée. Alors pour tout A € C tel que E® [|e)‘“” < 00, la fonction hxg X = C
définie par

hy g (x) = B[} g(X-,)] (4.3.60)

satisfait le probléme au bord

(Lh)(z) = —Ah(x) x e A°,
h(z) = g(x) reA. (4.3.61)

Inversement, si h satisfait le probleme au bord (4.3.61) et E*[|e*™|] < oo, alors h = hj}l’g.
Démonstration. Par la propriété de Markov, pour tout x € A et t,s > 0,

E B 1r,259(Xr))]] = E7E® [Lruzt4s9(Xry) | Fe]] = ELrinersg(Xr))] . (4.3.62)
En intégrant par rapport a Ae*® de 0 & oo cela nous donne

Ez[EXt [e)\TA g(XTA)]] = Em[lTAét eMra=t) g(XTA)] + Ez[l‘m <t9(X‘rA)] (4.3.63)
_ ef)\t E:p[e/\TA Q(XTA)] + Ew[]-'rA<t(1 _ e)\(TAft))g(XTA)] ,
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et donc
E*[h) o(X1)] = e Mh) ,(2) + O(?) . (4.3.64)

Par définition d’un générateur, il s’ensuit que

(LR o) (@) = B, (X0]| _ = A (o) (4.3.65)

Siz € A, alors 74 = 0 donc clairement hi‘hg(m) = g(z). Cela prouve que hi‘l,g(l') satisfait (4.3.61).
Pour prouver l'inverse, soit h(z) satisfaisant (4.3.61). Par la formule de Feynman-Kac (4.3.59),

E“[eM h(Xy)] = h(z) + Ef[/@t eM[(L + A1)h)(Xs) ds] . (4.3.66)

En évaluant cela en t A 74 et en prenant la limite ¢ — oo, qui est justifiée par le théoréme de
convergence dominée, on obtient

TA
E[e* g(X,,)] = h(z) + ]EIU e (L + A1)R)(X,) ds] = h(z), (4.3.67)
—_—
0 =0
ce qu’il fallait démontrer. O

En particulier, pour g(x) = 14(x), on voit que h}(z) = Ez[e)‘“] satisfait I’équation
(LIX)() = M} (s)  we A7
P (z) =1 reEA. (4.3.68)

Remarquons que h%(x) = 1 pour tout z € X. Considérons maintenant la fonction

d RA(x)| =E%[ra] . (4.3.69)

wa(z) = Y
A=0

En évaluant la dérivée de (4.3.68) en A = 0, et en utilisant le fait que w4 (x) = 0 pour tout = € A,
on obtient la relation

> Laywaly) = —1. (4.3.70)
yEA®
Si on pose B = A€ et écrit L comme
Laa Lasp
L= : 4.3.71
(LBA LBB) ( )
alors (4.3.70) on a
wy =—Lppl. (4.3.72)

Proposition 4.3.15 (Espérance de temps d’atteinte). Si L satisfait les hypothéses du Théoréme
4.1.5 et A= My ={1,...k} avec k > 1, alors

1
E®[ra] = ——[1+ O(e™%%)] (4.3.73)
| At
pour tout T € A°.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur la taille m = n—k de Lgg. Le résultat
est trivialement vrai pour m = 1, comme le coefficient en bas & droite de la matrice L est égale a
la valeur propre A,, & un terme d’erreur multiplicatif prés 1+ O(e*(’/s). Supposons alors m > 1 et

écrivons u 1
L L
LBB = <L21 a > 5 (4.3.74)
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avec les blocs L' € R(n=Dx(m=1) 112 ¢ Rm=1)x1 121 ¢ RIx(m=1) ot q ¢ R. En utili-
sant (4.3.28) et (4.3.29), on voit que

s 9) (L )6 )0
)}
(T

=0 ) (ot 22 (7)

_ (L Se (T~ 1 + O(e™9)]
B (O 1 ) (dl [1 — LQl(Tll)*ll(l 4 0(69/5))]> . (4.3.75)

Par hypothése de récurrence, on a que

(T 11 = 1[1+0(e 9], (4.3.76)
Yy
cela implique
*1 An
LA(rt)—t1 = [14+ 07 %) = A [1+0(e9)]. (4.3.77)
Ry Akl

En injectant cela dans (4.3.75) et en utilisant le fait que [A\g11]/|A\n| = O(e=?/%) on obtient

—1q_ (1 S |>\k+1|711[1+0(670/5)] 1 o0/
Fopt = <0 1 > (Ikk+1|‘1[1+0(e‘9/5)] ) Do O] (4.3.78)

ce qui prouve le résultat. O

Ceci termine la preuve du Théoréme 4.1.5, et donc aussi le Théoréme 4.2.2 et le Théoréme
4.2.5.

4.4 Retour sur le cas de la dimension 4

Comme nous ’avions montré dans la section 2.4, pour 0 < v < 2/5 le systéme admet 6
minima locaux, connectés par 12 selles d’indice 1. Le potentiel (2.0.1) est invariant sous le groupe
de symeétrie G = Dy X Zo = (r,8,¢), qui est de cardinal 16 et est engendré par la rotation r :
(21,2, 23,24) — (22,23, T4, 21), la symétrie s : (x1,xo, x3,24) — (T4, 23, T2,21), et le changement
de signe ¢ : x — —zx. Les minima locaux forment deux orbites

Al = {(+7 +, = 7); (+a T +)7 (*7 -+, +)7 (*7 +,+, 7)}
= {a,r(a),rQ(a),r?’(a)}
Ay ={(+, =+ ) (= + =B} ={br®)}, (4.4.1)

ot on a not¢ + = £1 + O(y) et ou on a choisi a = (+,+,—,—) et b = (+,—,+,—) comme
représentant. Les stabilisateurs associés sont

G, = {Id,rQS, sc, 7"20}
Gy = {Id,rs,rQ,r?’s,sc, re, 2 se, 7“30} . (4.4.2)

Nous avions vu aussi dans la section 2.4 que le graphe des liaisons forme un octaédre comme
rappelé dans la Figure 4.6 avec en plus, dans cette méme figure, le graphe des liaisons en terme
d’orbite. Remarquons en particulier que (4.1.25) est satisfaite. En effet, |G, N G| = 2, et chaque
état dans Ay a |G4l/|Go NG| = 2 états de Az avec lesquels il communique, alors que chaque état
dans Ay a |Gy|/|Ga N G| = 4 états de Ay avec lesquels il communique.

L’analyse du potentiel (2.0.1) montre que les transitions de probabilités sont de la forme

Cab _ Cab _ Caa’ _
Loy = 2 e hav/e | [, ="Lehale [, =Y eThaar/E (4.4.3)
Mg mp Mg
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FIGURE 4.6. Le graphe des liaisons G = (X, E) pour le cas N = 4 a 6 sommets et 12 arétes,
formant un octaédre. Le graphe des liaisons en terme d’orbites a 2 sommets et 1 aréte.

ou les exposants satisfont

hba < haa’ < hab (444)
quand 0 < v < 2/5. On pose 0 = (haa’ — hba) A (Rap — haar ). Le générateur L est de la forme
Lll L12
L= (L21 L22> > (445)
avec les blocs
—2Lgqr — 2Lap Loa 0 Laa
11 _ Laa’ 72Laa/ - 2Lab Laa’ 0
L= 0 Laa’ *QLaa’ - 2Lab Laa’ ’ (446)
Laa/ 0 Laa/ _2Laa’ - 2Lab
Lab Lab
L12 — Lab Lab L21 — Lba Lba Lba Lba L22 — *4Lba 0
Lab Lab ’ Lba Lba Lba Lba ’ 0 _4Lba '
Lab Lab

On peut maintenant appliquer les résultats de la section 4.2. Nous connaissons grace a 1’exemple
4.1.11 toutes les représentations irréductibles de G. Il a 8 représentations irréductibles de dimension
1, données par
k

ﬂpUT(risjck) =ploirh | p,o,T==+1, (4.4.7)

et 2 représentations irréductibles de dimension 2, que ’on notera 7 +, avec pour caractéres
X1, (r's7ckF) = 2 cos(im/2)80(+1)F . (4.4.8)

En appliquant le Lemme 4.2.3 et le Lemme 4.2.6, on obtient la table 4.1 des orbites actives et
inactives.
La table 4.1 montre que la représentation de la permutation 7 induite par G sur X = A; U A,
admet la décomposition
7T:2’/T+++@’/T_++@7T___€B7T1,_ . (449)

On peut maintenant déterminer les valeurs associées & chaque représentation irréductible :
e La représentation triviale my 4 : Le sous-espace associé est de dimension 2, et est engendré
par les vecteurs ¢(1,1,1,1,0,0) et ¥(0,0,0,0,1,1). La matrice dans cette base est donnée par

—2La, 2L,
LO = <4Lbab —4Lf;) , (4.4.10)
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e
&
2

T4+
44—
Ty—+
J/—
T—++
[/ g——
T
[ —

T+
,—

[ 14]

=i OO0 O OO o
N O Okr OO O O
DN Of—= OO = OO O N X

|

TABLE 4.1. Orbites actives et inactives et le nombre des valeurs propres pour les différentes
représentations irréductibles dans le cas N = 4.

cela peut étre vérifié par un calcul élémentaire, et est compatible avec la Proposition 4.2.1. Les
valeurs propres de L(®) sont 0 et —4Ly, — 2L4p, qui sont aussi compatibles avec le Théoréme
4.2.2 (donnant le comportement & 1’ordre dominant —4Ly,[1 4+ O(e~%/¢)]). En particulier, on
conclut que si p est la distribution uniforme sur As, alors on a le coefficient de Kramers

E“1a,] = LMy hiase [14+ 0] . (4.4.11)
4 Cab
Remarquons le préfacteur 1/4, qui est du a la symétrie.

e La représentation m_,  : De I’équation (4.2.7) on voit que le sous-espace associé est engendré
par le vecteur *(1,—1,1,—1,0,0). Un calcul direct nous montre que la valeur propre associée
est —4Lgq — 2L 4y, qui est aussi compatible avec (4.2.12), ou on doit appliquer le deuxiéme
cas, et utiliser le fait que 7_ 4 (r) = —1.

e La représentation m___ : De I’équation (4.2.7) on voit que le sous-espace associé est engendré
par le vecteur (0,0,0,0,1,—1). Un calcul direct nous montre que la valeur propre associée
est —4Ly,, et le méme résultat est obtenu en appliquant (4.2.12) (premier cas).

e La représentation w1 _ : De I’équation (4.2.14) on voit que le sous-espace associé est engendré
par les vecteurs (2,0, —2,0,0,0) et (0,2,0,—2,0,0). La matrice associée est

_ [ —2Lew —2L, 0
o :< 2 —2Laa/—2Lab) (4.4.12)

et donc —2L,, — 2L4p est une valeur propre de multiplicité 2. Le comportement & I'ordre
dominant —2L,q[1+O(e~%/¢)] est aussi obtenu en utilisant (4.2.17) avec a* = r(a) et (4.2.19)
(premier cas), qui montre que M = 21.

En résumé, a 'ordre dominant les valeurs propres du générateur sont données par

0, —2Lpar » —2Laa s —4Laar , —4Lpa , —4Lpy . (4.4.13)

Ils forment trois groupes partageant un méme exposant, avec potentiellement des préfacteurs dif-
férents. Remarquons en particulier que le trou spectral est donné par 2L,,/, qui est plus petit que
dans le cas d’un double puits asymétrique, qui serait Lp,. Cela est dd au fait que le processus le
plus lent dans le systéme est la dynamique interne de l'orbite Aj;.

4.5 Retour sur le cas de la dimension 8

Nous avions vu dans la section 3.3 la classification des points critiques, il y a 182 minima

locaux et 560 selles d’indice 1. Ainsi que le graphe des liaisons était difficilement réalisable de
maniére simple. Maintenant, avec tout ce que nous avons introduit dans ce chapitre nous allons
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pouvoir en faire un simple. Tout d’abord il nous faut les orbites différentes de ce systéme. Les 182
minima locaux forment 12 orbites de cardinaux variés entre 2 et 32 (dépendant des cardinaux des
stabilisateurs associés) ce qui donne la table 4.2.

LA [[4]] a | Go |

Ay 81 (4+,+ +,+ —,—, —, —) | {Id, r*s,r*c, sc}

Ay 4| (4,4, =, =+, +,—,—) | {Id,7%s,7* 7%, sc,r%c, r*sc, rO¢}

Az | 16 | (+,+,+,— — +,—,—) | {Id,r3s}

Ay 16 | (+,—,— — +,+,+,—) | {Id, sc}

As 81| (4+,——,+,—+,+,—) | {Id,r*s,r*c,sc}

Ag | 16 | (+,+,— +,—,+,— —) | {Id, sc}

A’? 2 (+773+7*7+; a+7 ) {Id,T’S,Tz,TSS,T4,T5S,T6,T7S,
sc,re, 7"286, r3c, rise, rc, TGSC, 7"70}

AS 32 (a7a7ﬁaﬁa6aa7ﬁ7ﬁ) {Id}

Ag 16 (o, o, 0, 8,8, 8,08, 8) {Id, r3s}

AlO 16 (67avﬂaﬂaa35aa’ﬁ) {Idarss}

All 16 (BvOZvB?aaﬂanﬁva) {Id,r?’s}

A12 32 (a7ﬁaaaa76a67676) {Id}

TABLE 4.2. Les orbites A; pour le cas N = 8 avec leurs cardinaux, un représentant a et son
stabilisateur G,. Les symboles & signifient +1 + O(y), tandis que o = £5/v/19 + O(y) et 8 =
F3/v/19 + O(7). Les stabilisateurs d’autres éléments o’ = g(a) de n’importe quelle orbite sont
obtenus par conjugaison par g.

Nous avons réussi a établir la hiérarchie métastable en calculant les hauteurs de communication
a lordre 2 en v grace a 'aide d’un logiciel de calcul (Maple).
Nous avions vu aussi par la Proposition 3.2.1 que ’ensemble des chemins possibles sont de la
forme
(0,4,4) + (1,3,4) + (0,3,5),

et que les minima locaux sont connectés selon les régles suivantes

B < +(1 élément) — B > —(1 élément)
a < +(3 éléments) —a < —(3éléments) (4.5.1)
B < —(4 éléments) — B+ +(4 éléments),

signifiant que chaque a(respectivement —«) et un des [(respectivement — ) sont connectés a des
+(respectivement —) et les quatre autres B(respectivement —/3) sont connectés a des —(respectivement
+).

Nous pouvons donc enfin donner un graphe des liaisons pour ce cas a ’aide des orbites, voir la
figure 4.7.

Dans notre cas IV = 8, le potentiel est invariant sous le groupe G = Dg X Z 5, qui est de cardinal
32. Nous connaissons grace a I'exemple 4.1.11 toutes les représentations irréductibles de G. Il a 8
représentations irréductibles de dimension 1, données par

Tpor (rsTch) = ploirh | p,0, T = =+1, (4.5.2)

En plus, il a 6 représentations irréductibles de dimension 2 déduites de celles de Dg, cf. (4.1.30).
Nous les noterons m; 1, I € {1,2,3}, et leurs caractéres satisfaisant (see (4.1.31))

X1+ (r's?ck) = 2 cos(ilm /4)5,0(£1)F . (4.5.3)

En appliquant le Lemme 4.2.3 et le Lemme 4.2.6, on obtient la table 4.3 des orbites actives et
inactives.

Il est maintenant possible de déterminer les valeurs propres associées & chaque représentation
irréductible. La représentation triviale 7 donnera 12 valeurs propres, qui sont données par le
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32
32 N ﬁiéiﬁy 16 f,
- Erg] —¥-

32

FIGURE 4.7. Graphe des liaisons avec les orbites pour le cas N = 8. Chaque sommet affiche un
représentant particulier de 'orbite. Les chiffres & coté des arétes indiquent le nombre total de
connexions entre les éléments des orbites. Notez qu’il y a une sorte d’effet d’hystérésis, dans le
sens quand faisant une boucle dans le graphe, en suivant les régles de connexion, on ne finit pas
nécessairement avec le méme représentant de 'orbite.

Théoréme 4.2.2. La seule différence avec les coefficients de Kramers du cas asymétrique est un
facteur supplémentaire de la forme |G.|/|G, N Gy|, ot (a,b) est la plus haute arréte d’un chemin
optimal de Ay & My_1, et ¢ € Ay. Par exemple, le chemin optimal de A7 & Mg est A7 — A1 — Ay,
et sa plus haute arréte est A7 — Aq1. Nous obtenons ainsi

)\;O) _ 86a7a11 efH(A7,A11)/€ [1 + 0(6*9/5)} (454)

Mg,

ol a7 € A7 et a1 € A11, car ‘Ga7| =16 et |Ga7 N Ga1]| =2 (Cf la tab1e4.2).

Les valeurs propres associées aux autres représentions irréductibles de dimension 1 peuvent étre
déduites de la hiérarchie métastable de ’ensemble d’orbites actives correspondant. Par exemple,
la Figure 4.8 montre le graphe obtenu pour la représentation 7_ 1, et elle nous donnera 7 valeurs
propres. Une différence importante du cas précédent provient du fait que certaines hauteurs de
communication relevantes pour les valeurs propres sont associées & des transitions vers ’état cime-
tiere. En particulier, A; n’est plus le premier de la hiérarchie métastable (c’est I’état cimetiére), et

donc il y aura une valeur propre d’ordre e~ (41:49)/¢ car Ag est le successeur de A;, de la forme
AT = gl o~ H (AL A1 4 O(em?/7)] (4.5.5)
Mg,

Les valeurs propres associées aux représentations irréductibles de dimension 2 sont données par
le Théoréme 4.2.9. Le graphe des successeurs est présenté dans la Figure 4.9. Observons que A;
est en bas du cycle contenant A; et Ag. Par exemple, pour la représentation m; _, en appliquant la
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| [ A [ Ax [ As [ As [ A5 [ As [ A7 [ As [ Ao [ Ao [ A1 [ Az [| od |
Teqy || 1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1 1 1 1 12
T || O O] 10O O0] 0|1 1 1 1 1 6
7+l O]l O0O]O[O]O][O]O0O]1]0 0 0 1 2
ae__JlO|lO|JO| 10| 1|0/ 1]0 0 0 1 4
T4y || 1 11011 1 1101110 0 0 1 7
74_ | O0O|lO0]O|lO]|]O|O]O]1]oO0 0 0 1 2
a__,.o0]lo0]1l0o]O0O|O0O]|O0O]|1 1 1 1 1 6
m—__ | 0| 0|1 11011 1] 1 1 1 1 1 9
ot olo|l22]o0o]2]o0f]4]2 2 2 4 20
T 2102121122014 2 2 2 4 24
To+ 2102|2122/ 01|4]|2 2 2 4 24
o, — ol 2|2 2]0]2]01]4]?2 2 2 4 22
3 4 olo|2|2]0]21]01]4]?2 2 2 4 20
T3 2102|212 2|01|4]|2 2 2 4 24

[ JAl [ 8] 4]16[16] 8 [16] 2 [32[16] 16 [ 16 | 32 [ 182 |

TABLE 4.3. Orbites actives et inactives et le nombre de valeurs propres pour les différentes re-
présentations irréductibles quand N = 8. Il y a 182 valeurs propres au total, 48 associées aux
représentations irréductibles de dimension 1, et 134 associées aux représentations irréductibles de
dimension 2.

Proposition 4.2.7 avec pour choix de base (u?, u?') avec a’ = r?(a) pour chaque orbite, on obtient

Ly = L1+ 0@ ) L{Y = —atte oMl A0/
Mme,

L™ = L Myo[1 + O],

LSy = L) Mo [1 + O(e~%/9)] Ly = —2% e~ Ao An)/e
as
Ly~ = Lyg 1[1+0(e~ /)], (4.5.6)
ou
Mg = i (2::/? , fﬂ) . Mgy = i <2 J\r/%/i 21%) . (4.5.7)
Donc par le Théoréme 4.2.9, les valeurs propres associées & A; sont celles de la matrice
L7 Ly (L) LT = (2 - V) S e AL E 1 L 0(e ). (45.8)

Ma,

On obtient donc une valeur propre double donnée par le coefficient de Kramers avec un facteur
supplémentaire (2 — ﬁ) Les valeurs propres correspondantes & 'orbite A; pour les autres re-
présentations irréductibles de dimension 2 ont la méme forme. Comme 2 — /2 < 4, 4.5.8 nous
donne aussi le trou spectral du systéme. Il est plus petit que le trou spectrale du systéme restreint

purement & la distribution symétrique, qui est décrit par la représentation triviale et est d’ordre
7H(A2 ,Al )/E
e .
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F1curk 4.8. Graphe des liaisons pour le cas N = 8 associé a la représentation m_4 4.

& Ag—
| |

o W e B

o

-

F1GuRrE 4.9. Le graphe des successeur pour le cas N = 8.
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Chapitre 5

Processus de diffusion

Maintenant que nous avons étudié de maniére générale les processus de saut Markoviens, nous
allons nous intéresser aux processus de diffusion et voir que le comportement & long terme des
processus de diffusion est similaire & celui des processus de saut Markoviens.

Nous allons considérer le processus de diffusion X.(t), avec € > 0, solution de ’équation diffé-

rentielle
dX (t) = —=VV(X(t))dt + V2edW (t), (5.0.1)

sur un domaine régulier Q C R? | ot le gradient VV est généré par une fonction potentielle V/
suffisamment réguliére et dW (¢) est le mouvement Brownien standard de dimension d. Nous nous
intéresserons au cas ou la fonction V' a plusieurs minima locaux et nous supposerons toujours que
la diffusion X, est tuée sur € si elle existe.

Ce qui suit est trés largement tiré des deux articles [9] et [10] de Anton Bovier, Michael Ecknoff,
Véronique Gayard et Markus Klein dont nous donnerons plus d’explications (comme par exemple
les preuves laissées au lecteur), mais nous ne ferons jamais ’hypothése de ne pas avoir de symétries.

Dans la suite, 'ensemble €2 ainsi que les autres sous ensembles considérés seront réguliers, c’est
A dire un ensemble A C R ¢ dont le complémentaire admet une frontiére continument différentiable.

Précisons dans quel sens V est suffisamment réguliére avec les hypothéses suivantes.

Hypothése 5.0.1.
1. V eC3(Q) et © C R? est un ouvert connexe
2. Si Q n’est pas borné alors
(a) lirginf [VV(2)] = o0, et
(b) lirginf(|VV(x)| —2AV(z)) = o0

Définition 5.0.2. Pour tout ensemble A, B C Q on définit la hauteur de la selle entre A et B par

V(A,B) = inf sup V(w(t)), (5.0.2)
w:[0,1]—Q tefo,1]
w(0)€EA,w(1)EB

ot w est un chemin continu de ). Notons z*(A, B) € Q l’élément qui vérifie

V(*(A,B)) = V(A, B). (5.0.3)

Par abus de notation on prend z*(z,y), avec x,y € Q, lorsque A = {z} et B = {y} sont réduits a
un élément.

Remarque 5.0.3. L’hypothése précédente implique que V' a des niveaux exponentiellement ten-
dus, dans le sens que pour tout a € R,

/ e VW/e gy < Coale, (5.0.4)
y:V(y)>a

ot C = C(a) < oo uniformément pour € < 1.
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Comme pour les processus de saut Markoviens, la notion de point selle de V' va étre cruciale.
L’ensemble des points selles est intuitivement un sous ensemble de G(A, B) = {z|V(z) = V(4, B)}
qui ne peut pas étre évité par tous les chemins w qui essayent de rester aussi bas que possible.

Nous avons besoin de définir ’ensemble comme suit :

Définition 5.0.4. Posons P(A, B) l’ensemble des chemins minimauz de A vers B,

P(A,B) = {w € C([0,1],Q)|w(0) € A, w(1) € B, sup V(w(t)) = V(A,B)}. (5.0.5)
te(0,1]

Un portail G(A, B) est un sous ensemble minimal de G(A, B) avec la propriété que tous les chemins
minimauz intersectent G(A, B). Notons que G(A, B) n'est en général pas unique. Alors définissons
lensemble S(A, B) des points selles comme ['union de tous les tunnels G(A, B).

Pour éviter des complications nous faisons ’hypothése générale que tous les points selles sont
non dégénérés dans le sens suivant

Hypothése 5.0.5.

1. L’ensemble M des minima locaux de V est fini, et pour deux minima locaux x,y de V
Pensemble G(z,y) est unique et est constitué d’un nombre fini de points isolés z}(z, y).

2. La matrice hessienne de V pour tout minimum local x; € M et tout point selle z; est non
dégénérée (i.e. n’a pas de zéro pour valeur propre).

Lorsque ’on considére le domaine 2 non vide et borné nous rencontrerons des situations ot les
points selles sont dans 0€2. Nous préférons éviter cela en considérant exclusivement les situations
ou le bord n’est jamais atteint par le processus

Hypothése 5.0.6. Pour toute suite z,, € 2 telle que lim z, € 9Q on a lim V(z,) = cc.
n—oo n—oo
Dans toute la suite de ce chapitre nous supposerons que les trois hypothéses précédentes sont
vérifiées. Notre intérét principal est de connaitre la distribution des temps d’arrét

T4 =inf{t > 0: X.(t) € A}, (5.0.6)

pour le processus partant d’un minimum z € M de V, quand A = B,(y) est une petite boule de
rayon p et de centre y € M.

Il existe plusieurs théories pour étudier notre probléme comme la méthode des grandes dé-
viations ou ’analyse semi-classique, mais nous allons utiliser la théorie du potentiel. Nous allons
donc, dans la sous-section suivante, donner les éléments de la théorie du potentiel ainsi que les
résultats obtenus dans le cas asymétrique. Et comme nous verrons que ces résultats ne sont plus
valables lorsqu’il y a des symétries, nous utiliserons une partie de ces éléments pour développer,
dans les sous-sections aprés, une approche qui nous permettra de résoudre le probléme dans le cas
symeétrique.

5.1 Eléments de la théorie du potentiel

5.1.1 Deéfinitions et interprétations probabilistes

Dans cette sous-section nous allons donner les définitions et formules, ainsi que certaines in-
terprétations probabilistes, autour de la théorie du potentiel, qui nous permettrons de donner les
résultats connus dans le cas asymétrique ainsi que d’élaborer une approche dans le cas symétrique.

Rappelons la définition du générateur infinitésimal d’un processus de diffusion.

Définition 5.1.1. Soit X; solution de I’équation différentielle stochastique

dX, = b(X,)dt + o(X,)dW (t). (5.1.1)
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On définit alors Uopérateur L, appelé générateur infinitésimal de la diffusion, pour toute fonction
¢ € C} (Uespace des fonctions C* bornées et dont les dérivées premiéres et secondes sont bornées)
et pour tout x € R par

1
Lo(x) = 5o (@) Ad(x) + (b(a), Vo(z). (5.1.2)
Le générateur infinitésimal du processus de diffusion (5.0.1) est 'opérateur linéaire L. suivant :
Le=—ee"O/eveVO/ey = —eA +(VV(-), V). (5.1.3)

On a volontairement inversé le signe du générateur car cela va rendre toutes les valeurs de
celui-ci positives, ce qui nous permettra plus tard de dire que la valeur propre principale est la plus
petite valeur propre.

Proposition 5.1.2. Par construction ’opérateur L. est symétrique sur L?(2, e*V(“’)/de) avec
condition de Dirichlet au bord sur Q¢ nulle.

Démonstration. Par intégration par partie, on a :

(Lef,g) = / (—eev(“”)/6 Ve V@/e Vf(x)) glz)e V@ ey = / —€ (V e V(@)/e Vf(x)) g(z)dz
Q

Q
_ —V(x)/e — —c —V(z)/e
= [ e @), Vgl = | ~ef@) (Ve Vya)) da
/ f@) (—ee" @ T e V@I Tg(a)) eV dn = (. Leg)

O

Définition 5.1.3 (Fonction de Green). Considérons pour A € C le probléme de Dirichlet suivant :

(Le - )\)f(l‘) = g(.]?), z €,

f(xz) =0, x e Q°. (5.1.4)

On appelle fonction de Green G¢y(x,y) associée au probléme de Dirichlet (5.1.4), la fonction qui
vérifie :

(Le = NGH(x,y) = 6(z — y). (5.1.5)
Proposition 5.1.4. La solution f, du probléme de Dirichlet (5.1.4), s’écrit
- [ Ghw.ata, (516)

De plus la fonction de Green est symétrique par rapport a la mesure e~V (@)/¢ cest 4 dire :
Go(x,y) = e VW Gy (y, w) eV /e (5.1.7)

Démonstration. On obtient (5.1.6) en multipliant (5.1.5) par g(y) puis d’intégrer par rapport a y
sur 2.
Prenons h € L?(Q) et posons k(z) = (L. — A)(h)(z). On aura donc grace a la fonction de Green

que
= /QGé(fcvy)k(y)dy

En remplacant (L. — A\)(f) et h par leurs valeurs on a

[ = n@@n@e @ de = [ [ g)Gha)k@)e O dyda.

Or, comme L, est un opérateur symétrique, en remplagant (L. — \)(h) et f par leurs valeurs on a

[ = nn@h@e v @ar= [ [ g)Ghte ke dyde

Cela reste vrai pour n’importe quelle fonction h € L?(), en utilisant le théoréme de représentation
de Riesz, on obtient (5.1.7). O
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Un outil trés souvent utilisé en géométrie différentielle est les relations de Green, dont voici la
forme

Proposition 5.1.5. La premiére identité de Green est
/ eV (eVg(z) - Vi (z) — () (Leg) (x))da = 6/ eV Y(@)y () d()dog (), (5.1.8)
Q oQ

et la deuziéme identité de Green est
/Q VO ($(x) (Le — Nb(x) — () (Le — Np(a))da =
c /8 VO ((@)0,0(z) = a)0nay i ()drol), (519

ou ¢, € C%(Q).

Définition 5.1.6 (Noyau de Poisson). Considérons pour A € C le probléme a valeurs au bord

suivant :
(Le =N f(z) =0, reQ,

f(@) = ¢(x), e

Proposition 5.1.7. On appelle Hé lopérateur solution associé qui peut étre représenté sous la
forme suivante

(5.1.10)

f(x) = (Hjo)(x) = —€ /0 ., e VW=V e4(4)0, )Gy, z)doq(y), (5.1.11)

ot doq(y) désigne la mesure sur la surface O) et O, désigne la dérivée dans la direction normale
extérieure a la surface O en y agissant sur le premier argument de la fonction G (y, ).

Démonstration. La relation entre Popérateur HY et la fonction de Green précédente est la consé-
quence des deux identités de Green de la Proposition 5.1.5 O

Pour continuer nous allons devoir rappeler la définition des espaces de Sobolev

Définition 5.1.8. Soient Q un ouvert quelconque de R™, p € [1,400] et m € N. On définit
lespace de Sobolev W™P(Q) par

WmP(Q) = {u € LP(Q) | Va tel que || <m , D*u € LP(Q)}, (5.1.12)

ot « est un multi-indice et D*u est une dérivée partielle de u au sens des distributions. On définit
lespace de Sobolev H™(QY) par
H™(Q) = W™2(Q). (5.1.13)

Définition 5.1.9 (Potentiel d’équilibre et mesure d’équilibre). Soit A, D C RY des ensembles
réquliers tels que (AU D)¢ C Dom(V'). Alors le potentiel d’équilibre hz’\&D est défini comme étant
la solution du probléme de Dirichlet suivant :

(Le = Ny p(z) =0, z € (AUD)",
WipE)=1, z€A, (5.1.14)
hXD(a:) =0, z€D.

La mesure d’équilibre ej p est définie comme ['unique mesure sur OA telle que :

W p () = / e (2,9)e) pldy). (5.1.15)
0A

97



CHAPITRE 5. PROCESSUS DE DIFFUSION

Remarque 5.1.10. La relation (5.1.15) vient de la représentation du noyau de Poisson (5.1.11)
avec () = A°.

Si on considére L. comme une application de H™(2) vers H"~2(Q) on peut écrire la relation
précédente comme ceci :

(Le — VA (@) = (Le — A) /a Ghla)eh oldy) = /8 (L= NGl 9)e o)
(5.1.16)

= s o(x — y)eﬁ,D(dy) = @Q,D(dl")

Grace a la seconde identité de Green (5.1.9) et la représentation du noyau de Poisson (5.1.11)
ona:
(L. — /\)hﬁ7D(x) = e@n(w)hi‘,D(x)daAuD(x) — M adz (5.1.17)

Définition 5.1.11 (Capacité). La capacité, pour A, D C Q et A € R, est définie par :

cap} (D) = / e "Wice) (dy). (5.1.18)
0A
En utilisant la deuxiéme identité de Green (5.1.9) on déduit que :

cap)(D) =< [

(AUD)e

_F(z)/e A
o~ F(2)/ [II Vi p(x) II§—;(hQ,D(x))2 dz = @0y pye(hh p),  (5.1.19)

ol @E\AUD)C est appelée la forme de Dirichlet associée & 'opérateur L. — A\ sur €.
Une conséquence fondamentale de la relation précédente est la représentation variationnelle de
la capacité si A e R_ :
A . A
cap (D)= inf @ -(h), 5.1.20
pa(D) heMa b (AUD) (h) ( )

ot H 4, p désigne ’ensemble de fonctions suivant
Hap={heW"Q)|h(z) =0 pour x € D, h(z) =1 pour = € A}. (5.1.21)

Interprétation probabiliste du potentiel d’équilibre. Si A = 0 le potentiel d’équilibre et
la mesure d’équilibre ont ’interprétation probabiliste suivante :

hap(x) = hY p(x) =P, [ra < 7], (5.1.22)
ea,p(dy) = }E}I(l) tT'EyPx. 1) [Ta < 7p] dy. (5.1.23)

De plus, pour tout A et tout € (AU D)€, on a :

hap(x) =Eee’ ™1, crp, (5.1.24)
cela implique

d

D (@) = Earall s crp. (5.1.25)

De cette dérivation on déduit que la fonction

]EZETA]]-TA<TD7 x € (A @] D)C7
= 5.1.26
wa.n(z) {o, ze(AUD), (5.1.26)
est solution du probléme de Dirichlet
LEwAD(x) = hA,D(Z‘), xr e (A U D)C, (5 1 27)
wa p(x) =0, (AuD o
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En utilisant la fonction de Green (5.1.6) on obtient :

Eorals,crp = / Gavmye (@ 9)ha.p(y)dy. (5.1.28)
(AUD)e

Remarquons que dans le cas particulier ot D = () on obtient le probléme de Dirichlet avec la
représentation
LEU)A(Z‘) = 17 S AC’

5.1.29
wa(z) =0, x€A, ( )
]E:cTA - (;Ac (l’, y)dy (5130)
Ac
En les relations (5.1.15), (5.1.28), (5.1.30) et avec le théoréme de Fubini on obtient :
/ e’V(Z)/EEzTAeB,)(x),A(dZ) = / e’V(y)/E/ Gac(y, 2)eB, («),4(d2)dy
0Bn(2) ’ 0B, (@) (5.1.31)

:/ 67V(y)/6h3,,(x),A(y)dy

et

/ B_V(z)/eEzTAILTA<TDeBP(m),AUD(dZ) = / e_V(y)/eth(z),AUD(y)hA,Ddy (5132)
OB, (x) (AuD)*

5.1.2 Reésultats

Nous pouvons maintenant donner les différents résultats principaux obtenus par Anton Bovier,
Michael Ecknoff, Véronique Gayard et Markus Klein (voir [9] et [10]). Tout d’abord 'estimation
des capacités.

Théoréme 5.1.12 (voir [9]). Soient x,y € M et soit p > 0 suffisamment petit tel que

2 (x,y) & Bp(x) et 2% (x,y) & By(y), (5.1.33)
ot B,(z) et B,(y) sont des boules de rayon p et de centre respectif x et y. Si
S(By(x), Bo(y)) ={21,---, 201}, (5.1.34)
alors on a :
. 2me)d/2 & X (2)]
ca, B = V(" (@y)/e ( 1% 1+ O(Ve|llnel)), 5.1.35
5,0 (Bol0) o X e oW, 3

ol Aj (=) désigne la valeur propre négative de la matrice Hessienne en z}

Remarquons que ce résultat ne suppose pas ’absence de symétrie. En utilisant I’estimation
des capacités et des estimations apriori sur les potentiels d’équilibre on obtient ’estimation des
espérances de temps d’atteinte.

Théoréme 5.1.13 (voir [9]). Soit z; un minimum local de V et soit D un sous ensemble de R?
tel que
1. SiM;={y1,...,yx} C M compte tous les minima locauz de V tel que V(y;) < V(x;) alors
Uk_1Be(y;) C D,
2. dist(S(x;, M;), D) > 6 > 0 pour un certain ¢ indépendant de .
Alors
o elV(E"(@i,D)) =V (xi)]/e

Ty 752 N
| det(V2V (x;))] Zj:l |det(V2]V(Z§))\

(1+ O(v/e| Inel)). (5.1.36)

Em,;TD =
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Remarquons que c’est & partir de ce résultat que nous devons étre dans le cas asymétrique. En
effet si on est dans le cas du potentiel suivant

T3 T9

€

alors nous ne pouvons pas calculer Ey;,7p_(z,)-

Remarque 5.1.14. Dans le cas d’un seul point selle z*, la formule (5.1.36) se réduit a la formule
d’Eyring classique

_ 2 |det(VER())| ()~ Faa/e
IAT(2%)] \/] det(V2F (x;))]

(1+ O(v/e| Inel)). (5.1.37)

EziTD

En continuant encore I’étude dans le cas asymétrique, nous pouvons donner aussi des estimations
sur les valeurs propres et fonctions propres du générateur infinitésimal L..

Théoréme 5.1.15 (voir [10]). Supposons que V a n minima locauz x1,...,x, et qu’il existe
0 > 0 tel que les minima locaux de V peuvent étre ordonnés de la maniére suivante, avec My =
{x1,..., 21} et My =Q°,

V(" (g, Mi—1)) — V(zg) < Izn<1il V(" (s, M\ ) — V(x;) — 6, (5.1.38)

pour k € {1,...,n}. On pose

k
B; = Be(wi) et Sk = U B; et hk(y) = th,Sk—1(y)' (5139)

i=1

Supposons que tous les points selle z*(xy, My_1) sont uniques. Alors il existe 6 > 0 tel que les
n valeurs propres exponentiellement petite \y < Ao < ... < A, du générateur infinitésimal L.
vérifient

A =0, (5.1.40)

et pour k € {2,...,n}

_capp, (Sk-1)

\p = (1+0(e79)

1|3
1
=1+ 0"
TS0 s (5.1.41)
:|)\>'{(Z*(Ik,Mk—1))| det(V2V (zy)) e~ VE" @k My 1)) =V (2k)]/€
or | det(V2V (2* (2, Mi—-1)))|

x (14+O(Ve|lnel)),

0 Aj(2*) désigne l'unique valeur propre négative de la matrice hessienne de V' au point selle z*.

Remarquons que la relation (5.1.38) est la méme relation que (4.1.14) dans I’hypothése de
hiérarchie métastable 4.1.3 du chapitre précédent.
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Théoréme 5.1.16 (voir [10]). Sous les hypothéses du théoréme précédent, si ¢y, désigne la fonction
propre normalisée correspondant a la valeur propre Ny, alors il existe d > 0 tel que

h
b = Be(ﬂck)75k71(y)(y) (1+ O(e—é/e)) + O(e—é/e)7 (5.1.42)
1hB. ()51 ) 12

0% hg, (2,501 () (W) = Py [TB.(20) < Tsi_y] -

5.2 Eléments du cas symétrique

5.2.1 Estimations spectrales

Définition 5.2.1. Soit D C Q C R? un ensemble ouvert. On notera (D) la valeur propre
principale (la plus petite valeur propre non nulle) du probléme de Dirichlet

(5.2.1)

ot D¢ = Q\ D et on utilisera la notation L?C pour indiquer l'opérateur de Dirichlet correspondant
au probléme (5.2.1).

Le lemme suivant est un résultat classique de Donsker et Varadhan [14].
Lemme 5.2.2. La valeur propre principale \(D) vérifie

- 1

(D) > (5.2.2)

supE,7pe
zeD

On remarque que dans le cas d’une diffusion sur un compact, ce lemme donne une bonne
estimation, mais si D n’est pas borné alors le sup, dans le membre de droite, peut étre infini et
I’estimation devient inutile. Nous allons donc donner une version améliorée de ce lemme.

Lemme 5.2.3 ([10], Lemme 2.2). Soit ¢p la fonction propre normalisée associée a la valeur propre
principale de l'opérateur LP. Soit A C D un ensemble compact, alors

D)z (1 - / eV W)/e ¢D<y>|2dy> . (5.2.3)
D\A

SupE,74¢
T€EA

De plus, pour tout 6 > 0 il existe un ensemble borné A C D, indépendant de € tel que

- 1

D) >
(D) = SUpE,74¢(1+ )
T€A

(5.2.4)

Démonstration. Soit w(z) la solution du probléme de Dirichlet

Lw(z)=1, z€A
w(z) =0, x¢€ A°
Remarquons que par la relation (5.1.26) on a w(x) = E;74c. En minorant 'intégrale sur D par

Iintégrale sur A car A C D, en faisant une intégration par partie puis en écrivant les composantes
du gradient comme une limite, on obtient

d

JLe S st fim g [ VO S0+ ) - o)

A i=1
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En utilisant I’inégalité de Young

1 b?
< — 2 —
ab72 (Ca +C>7

avec a = ¢(x + he;, b= ¢(z) et C = w(:f;)ei) on obtient

((z + he;) — ¢(x))? > <“§ffx++h}fe)) - QZU((?) ) (w(z + he;) — w(z))

On en déduit alors

/D o V@€ §(2)(Leo) (x)der > / e‘””)/‘V%Q(x)Vw(w)dw

A

En refaisant une intégration par partie et en se servant du fait que L.w(z) = 1 pour z € A on a

alors )
/e*V(aj)/6 gzb(gv)(LEgb)(m)d:zcz-/e*V(””)/6 L(x)dx
D

A w(z)

En minorant ﬁ par m et en le sortant de I'intégrale on obtient
TEA

1

supw(x)
€A

[ eV @)L @)ds = [ gy
D A

En choisissant ¢ comme la fonction propre normalisée associée & la valeur propre principale A(D)
de I'opérateur LY on a

/D e V@I §(0)(L ) (x)dz = N(D),

d’ou la premiére relation. On peut supposer sans perte de généralité que la fonction V est tout le
temps positive. Pour la deuxiéme relation introduisons la fonction

v(y) = e VW Gp(y),
qui est la fonction propre fondamentale de 'opérateur
H,=e V0/2ep V()2

qui est un opérateur symétrique sur L?(D,dy). Par une estimation d’Agmon semi-classique on
obtient que pour tout v > 0 il existe Cy € R indépendant de € tel que

/ TNV W/€ 1y (y)2dy = / eV W/ 6 ()| 2dy < Cy < oo,
D D

ouV(y)=V(y) — mij\r}[V(x). Donc pour v =1, il existe C' € R ; indépendant de € tel que
zE

/ e VW) lop(y)|?dy < C., (a_mnéif‘rl4‘/(gc)/6 <C.
D

Soit § > 0. Alors il existe A C D borné et indépendant de € tel que

" 5
—V(y)/e 20y <
/D\Ae |op(y)|*dy 5

on en déduit donc la seconde relation. O

Suivant le choix de D nous allons avoir deux types d’estimation. Nous allons d’abord voir que
si D ne contient pas de minima locaux de V alors A(D) est polynomialement petite en e.
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Lemme 5.2.4 (|10], Lemme 2.3). Supposons que D N M, =0 oa

M. = {z € Q|dist(z, M) < €}. (5.2.5)
Alors il existe une constante C € Ry telle que
supE,7mpc < C’e*dJrlsup/ dy. (5.2.6)
zeD z€D J{yeD|V(y)<V (z)}

Démonstration. De la relation (5.1.31) on obtient facilement la relation suivante

“V/ep, c(y)dy > inf E,7pe D°).
/De B, (z),0¢(Y) y=  inf E-1p capp, () (D°)

En utilisant le Lemme 4.1 de [9] pour R=p =cecon a

sup E,m7p. < C inf E,7pe,
z€0B,(x) 2€0B, ()

donc en combinant ces deux inégalités on obtient

e VW/ehy oy pe(y)d
sup E.71pe < Jp B, ( )’CD W) Y
2€0B,(x) capg, (z)(D°)

On va alors séparer 'intégrale sur D en deux parties, la premiére sur {y € D|V(y) > V(z)} et la
deuxiéme sur {y € D|V(y) < V(z)}. Dans la premiére on va majorer hp ;) pe(y) par 1 puis dans
la deuxiéme on va le majorer en utilisant la proposition 4.3 de [9], ce qui nous donne

Jwepvwmsvay € dy

sup E,rp. <C

€08, (z) capp, () (D°)
+C 1 / e~ V(W)/e capp, () (Bp(y) dy.
capp, (z)(D°) J{yenv(y)<v(a) capp, (y)(D°)

En utilisant les bornes inférieures et supérieures sur la capacité de la proposition 4.7 de [9], on
obtient

sup E.7rpe <Clep™@+2 ev(“")/e/ dy
{yeD|V(y)>V(x)}

z€0B,(x)
+ CuepfdJrQ / dy.
{yeDIV(y)<V(2)}

Par les hypothéses faites sur le potentiel V', nous avons la relation (5.0.4), donc la premiére intégrale
est majorée par le produit d’une constante par e~V (#)/€ et quitte & augmenter la deuxiéme constante
C", on a bien le résultat voulu. O

Corollaire 5.2.5 ([10], Corollaire 2.4). Supposons que D N M. = (), alors il existe une constante
C € R indépendante de e telle que B
ND) > Ce? L. (5.2.7)
Démonstration. Si D est un ensemble borné alors il suffit d’appliquer les lemmes 5.2.2 et 5.2.4 et
de remarquer que sup f{yEDIV(y)<V(I)} dy est fini car D est borné. Si D n’est pas borné alors par
xeD -
le lemme 5.2.3 en prenant par exemple § = 1 il existe A C D borné et indépendant de € tel que
- 1
AXD)> ———
(D) = 2supE,Tac’
z€A

puis comme AN M, = () car DN M, = alors en appliquant le lemme 5.2.4, avec A au lieu de D,
et comme sup f{y€A|V(y)<V(ac)} dy est fini car A est borné on obtient donc le résultat. O
€A -
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Puis dans le cas D ou contient des minima locaux de V', on peut donner une estimation a ’aide
des capacités.

Lemme 5.2.6 ([10], Lemme 2.5). Soit ¢p la fonction propre normalisée associée a la valeur propre
principale de l'opérateur LP et soit N C M un ensemble non vide et posons

N = {y e R dist(y, N) < €}. (5.2.8)
Supposons que N, C D et que (D\ N;) N M =0 alors
V) g
(D) capp, (z;) (D \ Be(zi))

irx; EN

(5.2.9)

Démonstration. Supposons D bornée et décomposons A\(D) de la maniére suivante

/ e VOG5 () (Letp)W)dy + > / ™V 6 (y)(Ledp) (y)dy
D\Ui:mie./\/’g Be(z;) iz ENe Be(x;)

En utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 5.2.3 pour chaque intégrale on a

1

sup ExT(D\U,., cn Be(zi))e /D e e, Belwi
QEGD\Ui:mieN6 B (z;) =i ENe AU i€Ne ()
+ D

i:x; EN

D) > e VW/e 2 (y)dy
1

sup EiTp\B.(z:)
r€Bc(x4)

/ e VW< pp(y)idy.
BF(ZL)

Or D\ U;.p,en. Be(wi) ne contient pas de minima locaux donc par le Lemme 5.2.4 on a

1

sup BaT(D\U,.., cn, Be(@i))®
2€D\U,.y., e, Be(@i) e

> Ced 1,

De plus pour e suffisamment petit

sup EuTp\B.(z;) = Eu; TD\B. (2:)s
zEB((Ii)

et on a
1

Cet 1y —— .
Ez, TD\B. (1)

Donc minorant tous les facteurs par le minimum des m et en regroupant les intégrales on
Tq ey

a
B 1

(D) > min 7/ eV W/ gp(y)2dy,

( ) i:wiENeEJJiTD\Be(wi) D D( )

et comme ¢p est normalisé alors I'intégrale vaut 1, en notant j ’indice réalisant le minimum et en
passant & 'inverse, on a

D) < Ea,Tor5.a) € Y EaiTD\B.(w)-
i:x; ENe

En utilisant la proposition 6.1 de [9] on a

Eo, 7 sy €Y, 0,0\ B () dy
@ TD\B(2:) = Cap, (z,) (D \ Be(w:)) |
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Puis en utilisant (5.1.22) on a hp_(5,),0\B.(:)(¥) = PY[TB.(2:) < TD\B.(z:)}> qui est nulle quand
y € D¢ donc
fBe(x,) e—V(y)/e dy

Casz(xi)(D \ Be(zi))

]Eibi TD\B.(z;) =

d’ou le résultat.
Dans le cas ot D n’est pas borné, soit § > 0, on sait par le Lemme 5.2.3 qu’il existe A

indépendant de € tel que
1

1_/ eV B2 (N dy > —-
D\A p(y) 1446

En minorant directement A\(D) de la maniére suivante

(D) > /A VO g (4) (Ledp) (),

puis en faisant le méme raisonnement que précédemment, on obtient

— 1 1 1
AMD)> mn — (1 - / e~ V(W)/e 2 dy | > min .
L) i €N By, TD\B.(z;) ( D\A ¢b(y)dy iz eN [y, TD\Be (21) 146

Et comme c’est valable pour tout § alors

B 1
A(D) > min ———,
i:x; ENe ExiTD\Bg(mi)

puis on conclut comme précédemment pour obtenir le résultat. O

5.2.2 Stratégie générale

Avant de rentrer dans le coeur du sujet, nous allons expliquer la stratégie générale. Considérons
les boules de rayon € centrée sur des minima locaux B; = B(z;) pour i € [1, k]. Soit A, la valeur
propre principale du probléme de Dirichlet

(Le = N f(x) =0, z€Q\dS,

5.2.10
f(x) =0, z €0y, ( )
k J—
ou S = U B;. Considérons, pour A < A, la solution du probléme de Dirichlet
i=1
Le =\ fz) =0, z €\ 0Sk,
(L= N @) \ 05k o)

Az) = ¢(x), z€dSy.

L’idée est de construire une fonction propre de I'opérateur sur tout {2 comme une solution du
probléme (5.2.11) pour une fonction ¢ bien choisie. En effet nous pouvons voir que, si A est une
valeur propre de L. et si on choisit ¢ comme fonction propre associée a la valeur propre A, alors
f* = ¢ sur Q. Pour s’en convaincre, remarquons d’abord que I'on & ’égalité sur 0Sy, puis que pour
tout © € Q\ Sk on a

(L= N (F = §)(@) = (L = N(f* = 6)(x) = 0. (5.2.12)

Comme A n’est pas dans le spectre de L5*, alors (L. —\)°* est inversible et donc on obtient f* = ¢
sur 2\ Si. En faisant le méme raisonnement sur l’intérieur de S;, on obtient aussi I’égalité. D’ou
I’égalité sur tout €.

Alors A < ), est une valeur propre de L. si et seulement si on peut trouver une fonction sur 9.5,
telle que la solution du probléme de Dirichlet (5.2.11) est une fonction propre de L. associée a la
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valeur propre . Donc n’importe toutes les valeurs propres A inférieur strictement & la valeur propre
principale \; peuvent étre représentées comme une solution du probléme de Dirichlet (5.2.11).

Le probléme des valeurs propres se résume donc & trouver pour quelle valeur A pour une fonction
¢ bien choisie sur les bords dB; on a (L. — A\)f* = 0 sur tout Q. On peut interpréter (L. — \)f*
comme une mesure concentrée sur 0Si. C’est a dire, pour tout g fonction test qui s’annule sur Q°

/ e VO eg(y)(Le — N f(y)dy = / e VW f(y)(Le = N)g M (y)dy
Q Q

=/ e VW f(y)(Le — N)g* y)dy + / e YW/ f(y)(Le — Ng* (y)dy
Q\ Sk Sk

— [ O )00 0) ~ 1 )iy, ) 6219
+ 6/ e*V(y)/E(g(y)a_n(y)f)\(y) _ f/\(y)a—n(y)g(y))dask (y)
OSk

- / eV (g (1)t (1) + 90)D—ny £ (W)dors, (),
oSk

ot dog, est la mesure euclidienne de surface sur 95y et 04y,(,) désigne le vecteur normal extérieur

et intérieur en y € 9Sy. Demander que la mesure (L. — \) f* soit nulle est équivalent & demander
que la mesure

€ e_V(y)/e(an(y)fA (y) + 67n(y) fA (y)dUSk (y)v (5214)

soit nulle. Remarquons que ce probléme deviendrai bien plus simple si on avait que la fonction ¢ est
constante sur les bords 0B;. Malgré que cela ne soit pas vrai, nous verrons que soit la fonction ¢ ne
change pas de signe autour d’un minimum, et par conséquent on va pouvoir utiliser des inégalités
de Harnack et Holder. Soit la fonction ¢ change de signe et dans ce cas elle est exponentiellement
petite.

5.2.3 Matrice de capacité

Avant de définir la matrice de capacité nous allons devoir établir quelques estimations sur le
comportement des fonctions propres sur les voisinages des minima locaux du potentiel V. Pour
I’analyse des fonctions harmoniques qui ne sont pas nécessairement positives, nous avons besoin
d’une estimation pour les fonctions sous-harmoniques qui nous permet de comparer 1’oscillation a
la norme L? (un principe de maximum local).

Lemme 5.2.7 ([10], Lemme 4.1). Soit ¢ une solution forte de (L.—\)¢ = 0 sur une boule B, (z).
Alors il existe une constante C indépendante de € telle que

1/2
osen 0 < CEV [ aliay (5.2.15)
B2c\/2(1)

Démonstration. Voir [17], Théoréme 9.20 . O

Notre but est de montrer que, dans les boules de rayon /€ centrée sur les minima du potentiel
V', les fonctions propres associées aux valeurs propres exponentiellement petite de L. sont soit de
signe constant soit exponentiellement petites. Cela est suggéré par le résultat suivant que nous
avons pris de [23](Chapitre 8, Proposition 2.2) :
Proposition 5.2.8 ([10], Proposition 4.2). Soit ¢ une fonction propre normalisée de L. cor-

respondant & Uune des |M| valeurs propres. Soit v < 4 = ming yeam (f/(:v,y) — V(y)) Soit D;
Uensemble des points y € Q tel que la solution de Uéquation différentielle &y(t) = —VV (y(t)),
avec pour condition initiale y(0) =y, converge vers x; € M. Alors il existe une constante C < oo
dépendante uniquement de v et des constantes c; telles que

¢ — Zcz‘]lDi

2 <Ce e (5.2.16)

106



5.2. ELEMENTS DU CAS SYMETRIQUE

Démonstration. Voir [23]. O

Cette estimation ne permet pas de conclure que la fonction propre normalisée ® ne change pas
de signe au voisinage des minima. Nous montrerons, pour un minimum donnée, que ¢ ne change
pas de signe si la contribution de ¢ est importante. Pour D C €2 définissons

1/2
o = ( [ 07 sa) (5.2.17)

et pour une fonction propre ¢ donnée définissons
J = {j lIgll2,p, > e/} (5.2.18)

Lemme 5.2.9 ([10], Lemme 4.3). Soit ¢ est une fonction propre comme dans la Proposition 5.2.8.
St j € J alors il existe une constante c;j, une constante positive C' < oo indépendante de € et une
constante o telles que
sup  |p(x) — ¢;] < Ce®/?|cg]. (5.2.19)
z€B se(xj)

Démonstration. Méme démonstration que dans [10] avec le changement |c;| & la place de ¢; car
dans le cas symétrique les fonctions propres ne sont pas toujours positives. O

Remarque 5.2.10. Le Corollaire 9.4 de [17] que nous avons utilisé, est une conséquence du
Théoréme 8.22 de [17], et en analysant la preuve on remarque que « €]0, 1[.

Lemme 5.2.11 ([10], Lemme 4.4). Soit ¢ est une fonction propre comme dans la Proposition
5.2.8. Si j & J alors il existe une constante positive C < oo indépendante de e telle que

;up( )|¢(m)| < Cem W4 em7/2¢ V(i) /2e (5.2.20)
r€B s (z;

Démonstration. Par le lemme 5.2.7, on a

1/2
sup |op(x)| < Ce¥/* (/ ¢(y)2dy> < Clem VN2 gy g,
z€B (x;) By (@)

< Clé_d/4 eV(gc,y)/Qe”(bHQ,Dj — C’e_d/4 eV(ac,-)/Ze

O

Contrairement a [10] nous ne pouvons ordonner les minima du potentiel V' comme dans (4.12)
avec une inégalité stricte car notre potentiel peut posséder des symétries. Donc comme dans la sous-
section 4.1.3 nous allons définir une hiérarchie métastable de la méme maniére, la seule différence
est que maintenant nous sommes dans le cas continu en espace.

Définition 5.2.12. Soit G un groupe fini d’isométries g : R4 — R <. On suppose que le potentiel
V' est invariant sous le groupe G c’est a dire :

VgeG,Vog=V. (5.2.21)

Le groupe G agit naturellement sur 'ensemble M des minima locaux de V, et comme nous
I’avons rappelé dans la sous-section 4.1.3 les orbites d’une action forment une partition. En les
notant A,,...,A,,, nous pouvons donner la version continue de la hiérarchie métastable

Hypothése 5.2.13 (Hiérarchie métastable). Soient My = A3 U---U Ay, pour k € {1,...,ng}.
On peut ordonner les orbites de telle maniére que

V(" (A Mi1)) = V(AD) S min V(" (A M\ AD) = V(A) =60, ke {2, nc} (52.22)

pour un certain § > 0. On notera cet ordre A; < Ag < --- < A,,,.
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Dans le chapitre 4, des processus de saut Markoviens, nous avons fait ’hypothése 4.1.9 d’absence
de dégénérescence accidentelle, pour simplifier ’expression des valeurs propres. Nous allons faire
de méme pour les processus de diffusions.

Hypothése 5.2.14 (Absepce de dégénérescence gccidentelle). Chaque fois qu’il y a des éléments
Tiy, Tjys Tigy Tjy € M tels V(xg,,xj,) — Ve, ) = V(xi,, xj,) — V(xg,), il existe g € G tel g(i1) = @2
et g(j1) = Je-

Pour simplifier les écritures qui vont suivre nous allons introduire quelques notations.
Définition 5.2.15. Pour tout x; € M posons B; = B.(x;) et pour tout i € {1,...,ng} posons

%

ssi=J U B (5.2.23)

j=lkxr€A;

_ Supposons que nous voulons calculer les valeur propres inférieures a A2\ Sk) que 'on notera
k. On sait que si ¢* est une fonction propre avec A < Ay alors elle peut étre représentée comme
la solution du probléme de Dirichlet

(Le =N f(x) =0, z€Q\ S,

f(x)=¢*, xedS, (5.2.24)

Donc, comme dans l'analyse des valeurs propres principales de la sous-section précédente, la
condition nécessaire et suffisante pour qu’un tel A\ existe est I’existence d’une fonction non triviale
¢* sur Sy, telle que la mesure de surface

e VWL =N A y)dy = e VW (D) + 0 ) (y)dos, (v) (5.2.25)

soit nulle. Une condition nécessaire évidente pour que cela soit vérifié est

| e O )+ 0 P s, () = 0 (5.2.26)

pour tout B; C Sy.
Du fait des Lemmes 5.2.9 et 5.2.11, en posant ¢; = infyep, #*(y) on a l'alternative :

1. Soit

A
sup A 1’ < Ce/? (5.2.27)
yeEB; &
2. Soit
sup |¢* (y)] < Cem ¥/ em1/2¢ eV m/2e (5.2.28)
yEB;
Nous allons maintenant considérer tous les cas possibles. Posons J C {1,..., Zle |A;|} Ten-

semble des indices ou (1) est vraie et donc J€ est I’ensemble des indices ot (2) est vraie. Avec cette
partition posons

= ch(hABj,sk\Bj +N) + Z P, (5.2.29)

JjeJ jEJC

ol hgj SK\B, sont les potentiels d’équilibre définis dans (5.1.14) et les fonctions ¢ satisfont les
problémes pour j € J

(Le — N (y) =0, y €Q\ Sy,
A
WMy) = ¢T(y) —1, yedBy, (5.2.30)
J
PMy) =0, y € 0Si \ By,

108



5.2. ELEMENTS DU CAS SYMETRIQUE

et pour j € J¢

(Le = My (y) =0, y€Q\ Sy,
Wy) =M y), y € IB;, (5.2.31)
’l/)/\(y) :07 RS 8Sk\Bja

Avec la décomposition de f* on peut décomposer la condition nécessaire (5.2.26) de la facon
suivante

0 :/83 e_V(y)/f(an(y) + a*n(y))fh(y)dO'Sk (y)

— € A — €
_ / VOB, hily) P ) dos, () — / VO () () dy
Sy Q\Sk

€

=> ¢ [ /8 e VW€D, hi(y)(L + 9} (y))dos, (y) — A / . eV W/ hy(y) (W) (y) + wﬂy))dy]

jeJ B €
— € A — €
N[ e g wdos. ) - 2 [ eI )0} Wy
jeJe L/9B; € Ja\s,
(5.2.32)
Cette décomposition de la condition nécessaire motive alors la définition suivante
Définition 5.2.16. Définissons la matrice de capacité avec pour éléments :
Cy=c [ VOl )0, by, () (52.3)
ainsi que sa version normalisée :
Ci:
Kij=—"2—, (5.2.34)
T hall2llhg 2
puis les matrices auziliaires
€
id = i/ eV 0, hiw)d) (4)doas, (). (5.2.35)
T il Jos, @ ! g
1—0;; _ . .
Bij = o / e VWi (y) () (y) + ¥} (y)dy, j € J,
[hill2llgll2 Joys,
1_ s (5.2.36)
Bjj = #/ e VW hi(y)} (y)dy, jeJe,
T Nhall2lslle Joys, ’
dij _ . .
Dij = 15 2/ eI hi(y) (5 (y) = hy(y) + 43 (W))dy, G €T (5.2.37)
175113 Jays,

Remarque 5.2.17. On note ||h;||2 & la place de ||h;]|2,o (voir (5.2.17)) par abus de notation. Par
la suite quand on écrira ||h;||2 ce sera toujours un abus de notation pour ||h;

|2,0-

Avec les notations de cette définition ainsi que la condition nécessaire (5.2.32) sur A on obtient
alors

Proposition 5.2.18. Si on a pour tout i € J

Zéj (Kij — Adij + Aij — MDij + Bij)) + Z 17|z (Ai; = ABij) =0, (5.2.38)
jed jeJe
ot ¢; = ||hj||2¢;, alors A peut étre valeur propre de L..
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Démonstration. En utilisant les notations de la définition 5.2.16, la relation (5.2.32) s’écrit

[hill2llhll2 [hill2llhjll2 A
0= ch’@j% + CjAz‘j% = 26 (Bij + Dij + 0i5) [[ha 2| 52
jed
[hall2]lhjll2 A
++ ) Ay === = = Byjllhall2[1hl2
jede
En simplifiant par @ et en remplacant ||h;||2c; par ¢é;, on obtient le résultat voulu. O

Pour continuer notre analyse il va nous falloir plusieurs estimations et propriétés sur ces ma-
trices, commencons : par les matrices auxiliaires.

Lemme 5.2.19. On a
1. pour tout i # j

/ VW< by () (y)dy < Ce /2 min (e—mi,sk\m)/e’e—Vm,sk\Bn/e)
O\ Sk

(5.2.39)
< Ce 2\ /CiCj,
2. pour tout j
2me) /2
“V/e (1) 2dy = Viay)fe __2T)TT 1+ O(Ve|lne|*/? 5.2.40
e e €llne . 2.
/| )y Tt POV (20
Démonstration. 1. Soient i # j, décomposons l'intégrale de la maniére suivante
/ e—V(y)/e hz(y)hj (y)dy :/ e_V(y)/e hz(y)hj (y)dy
Q\Sy, yEQSy : V(y)<max(V (2;,Sk\B;),V (z;,Sk\B;))

+f A A VOV by ) () dy
yeQ\Sk : V(y)>max(V (x;,5:\B;),V(x;,5k\Bi))

En majorant h;h; < 1, du fait de la relation (5.0.4), on déduit que la deuxiéme intégrale

est majorée par C emax(V(2:,Sk\B;),V (2;,5k\B:)  Pour la premiére intégrale, si on regarde la

composante connexe ne contenant pas z;, en faisant la majoration h; < 1 et en utilisant le
Corollaire 4.8 de [9] on a

e VW by () (y) < Ce /2 eV (i Sk\Bi) e

Pour la composante connexe contenant x;, en faisant la majoration h; < 1 et en utilisant le
Corollaire 4.8 de [9] on a

e VW b (y)hy(y) < Ce /2 o~V (2i,Sk\Bj) /e
Comme

dy
/yGQ\Sk : V(y)<max(V (z;,Sk\B;),V (x;,5k\B;))

est une constante finie ne dépendant pas de ¢, on en déduit que

/ A A eV O/ hi(y)hy )y
yeQ\Sk : V(y)<max(V(z;,Sk\Bj),V(x;,Sk\B;))
< 0671/2 e~ max(V (x;,5k\B;),V (z;,Sk\B;))/e )

D’ou

/ VW by () (y)dy < Ce /2 min (e—V(xq,,sk\Bi)/e’e—V(xj,sk\Bn/e)
Q\ Sk
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Comme

Vz,y € RT | min(z,y) < /2y,
en utilisant le Théoréme 5.1 de [9] (estimation de la capacité), on obtient la deuxiéme inégalité
voulue.

. Soit j, décomposons l'intégrale de la maniére suivante

/Qe—V(y)/€ hj(y)?dy = /Ae—V(y)/e hj(y)*dy +/ .e—V(y)/E h;(y)?dy,
ot A={yeQ : V(y) <V(z;)+ (1+ %)e/Ine|}. En majorant h3 <1, du fait de la relation
(5.0.4), on déduit que la deuxiéme intégrale est majorée par

CeV(@)+A+g)elInel)/e _ o=V (z;)/e e20(\/e| Ine/?).

Pour la premiére intégrale, si on regarde la composante connexe de A contenant x; avec i # j,
que 'on note C(x;, A), en faisant la majoration h; < 1 et en utilisant le Corollaire 4.8 de [9]

on a
/ e VW () 2dy < Ce V2 ¢V wiBy) / dy.
C(zi,4) C(z,A)

1

Comme la fonction « — z|Inz| admet un maximum sur ]0,1] en e~ ! alors fcw Ay dy est

majorée uniformément en € par une constante, donc on a
/ e~ Vw)/e hj(y)2dy < Cle1/2 efx“/(a;i,Bj) — o Vi(zj)/e Gd/ZO(\/a lnd:a/z).

Comme z; est un minimum local quadratique, on peut changer localement de base pour
obtenir

Nl = ()0
1y — (x5 )i
Viy) = Vi) + 3 AU L oy — 1)
=1
Alors pour la composante connexe de A contenant x; , que ’on note C(x;, A), en faisant la

majoration hf <1lona

/ e VW b (y)2dy < / oV @)/e o~(Siy LI fe 0= 1)/e gy
C(ZE]‘ vA) C(I],A)

—V(z;)/e Cel/2|ln6| 7(201 M(yl*(w_j)l)r‘))/6
< e J e e =1 2 dy
C(wj7A)

2
<e—V(zj>/eec€/2|lne|/ e~ (Sie 240) /e gy
]Rd

d
_ Vi %(1 +O(Ve| Ine3/2)).
det(V2V(z;))
D’ou ( /2
v 2me)
e VW/ep (N)2dy <e Ve 207 (140 In e|3/2)).
/ RE Tty O nd)

Il nous faut maintenant montrer la borne inférieure. Comme x; est un minimum local qua-
dratique, on peut changer localement de base pour obtenir

d 2
V() = Vi) + 3 M oy
=1
Posons
_ Vel lne| Ve lne|
Ue = H _T +( ])“T (xj)z
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En untilisant le Corolaire 4.8 de [9] on a
Yy € U, , hj(y)? > (1 — e_(f/(wj7Sk\Bj)_V(y))/€)2.
L’ensemble U, est maximal en € = e~ !, donc il existe y > 0 indépendant de € tel que

sup hj(y)* > (1—e /)2

yeU.
Alors
/e—V@)/Ehj(y)?dyz/ e_V(y)/ehj(y)Zdyz(1—e_X/€)2/ Ve gy
0 U. U.
s T
— (1 — e X/6)2 o=V (xj)/e OUly—z;lI3) /¢ A=y /2e
=(1—-eX%%e e 2 H | Jaea © Wil dy
=1 VA

En utilisant Pestimation de la fonction d’erreur de Gauss on obtient

d
/ e VW p(g)dy > (1— e /)2 o Ve qmOvamep? __ V2T () V2
Q det(V2V (z;))

On en déduit

d/2
/ e VW (y)2dy > e V(@s)/e %(1 + O(Ve|Ine'?)).
Q det(V2V (z;))
O
Lemme 5.2.20. On a :
1. pour tout j € J et pour tout 1
|4 < Ce?|KC451, (5.2.41)
2. pour tout j € J
|Dj;| < Ce/?, (5.2.42)
3. pour tout j € J et pour tout i # j
|B;j| < Ce 42\ /KuK,;, (5.2.43)
4. pour tout 7 € J¢ et pour tout i
1hylll Ass| < Ce™/2¢ | Ky (5.2.44)

5. pour tout j € J¢ et pour tout i # j
Ihll2|Bij| < Cemd=7 772\ /KKy, (5.2.45)

Démonstration. Avant de commencer la démonstration de ces points, remarquons qui si on pose
51/);‘ = w;‘ — ?, alors 61/)5»‘ est solution du probléme de Dirichlet

(Le = Nov; = M),y € Q\ Sk,
s} =0, y € 9y,

et donc
Spy = A(LEF — N)~1yl.

Par le méme argument, il en va de méme pour 6h} = h} — h9. De plus

Sk \\— A _ 675/6
INE =071 < s = 0
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1. Soient j € J et i quelconque. Par définition de w;‘ on a

Vy € 0By, [V} (y)] < Ce/2.

Alors on a
A1 < 0P e e Ol By w)doss, v
_ C/W /8 e O ()0 b (y)doas, ()
= Cea/zm = Ce?|Cyy).

2. Soit j € J,on a

/ eV s (y) (WM () — hy(y) + ) (y))dy
2\ Sy

/Q\s VW R () (LS = X) " hy(y) + 02(y) + AL — N0 (y)dy

< O(e*‘s/e)/ e VO () 2dy + (1 + O(e/))
O\S,

/ VO by (g0 (y)dy|
Q\ Sy,

En utilisant la représentation du noyau de Poisson de 1/)?

A
W) = _e/aB. o~ (V) —V(@))/e (W _ 1) By Gans, (2, y)do, (y),

Cj
ainsi que estimation de ¢* sur dB; et la représentation du noyau de Poisson de h; on obtient
0 < ¥(z) < Ce*?hy(a).

Donc on a

/ e VO h(y) (W) () — hyi(y) + ) (y))dy
Q\ S

< O3 + O(/) (1 + O(e™*/))ll; 3

D’ou, en divisant cette relation par ||h;||3, on obtient
|Djj| < Ce/2.

3. Soient j € J et i # j. En utilisant le méme raisonnement que dans le point précédent on a

/ eV (1) (W () + ) (y))dy
Q\ Sk

< (1+0(e2))(1+ 0(e™)) / Ry )y

Puis en utilisant le Lemme 5.2.19 on a

/ eV (1) (WM () + ) (y))dy
Q\ S,

< Ce_d_% \/Ciiij

D’ou, en divisant cette relation par ||h;||2||h;|2, on obtient

|Bm‘ S CGidi% A/ ICiiIij,
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4. Soient j € J€ et i quelconque. Par définition de ’(/J])-‘ on a
Yy € 0B; , |1/J;\(y)| < O W g/2e gVI(z))/2¢
En utilisant le méme argument que le premier point on a
|Aij| < Cemd/tem7/2e eV (@2 1)
On sait, par la relation (5.2.40), que
Iyl13 < Cet2 eV e,

alors on a

1l2| s < C e/ K1

5. Soient 7 € J¢ et i # j. En utilisant le méme raisonnement que dans le deuxiéme point, on
obtient

< Ce/4 ¢=/2¢ oV () /26 / VW by () () dy.
Q\ Sk

/ eV O/ b () (y)dy
Q\Sk

En utilisant la relation (5.2.39), on a

S Cefd/él 677/26 eV(z]-)/2e Gfdfé /Ciicjj;

/ e VO by () (y)dy
Q\ Sy

d’ot, en divisant cette relation par ||h;]|3, on obtient
|Blj| S CEid/4 677/26 eV(zj)/Qe €7d7% \/ IC”ICJ]
On sait, par la relation (5.2.40), que
1hy]13 < Cet/Z eV,

alors on a

B2 |Bij| < Ce™ /2 =475 /K555

O
Puis les deux matrices de capacité
Proposition 5.2.21. Les matrices C et IC sont symétriques et vérifient :
1. pour tout i et j
Cij = / e VW/Ce(Vhy(y), Vhi(y))dy, (5.2.46)
Q\Sj

2. pour tout i et j
IKij| < VKiiKjs, (5.2.47)
3. pour tout 1

> cij=o. (5.2.48)
J
Démonstration. 1. Comme h;(y) = 0 pour tout y € S, \ B; alors

Cij=c¢ / eV 1y ()0, hi(y)dos, (y).-
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Pour pouvoir utiliser la premiére formule de Green, comme n(y) est le vecteur normal exté-
rieur, il faut passer au complémentaire pour avoir le vecteur normal intérieur

Cij = 6/ eV b ()0 hi(y)dose (1)
8Sg
- /Q & AT, Thy ) — s ) L)y

Comme L.h;(y) = 0 pour tout y € Q\ Sk, on obtient le résultat voulu.

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Cyl = < / VO | (Vhi(y), Ty (4))] dy
Q\ Sk

/ e VO e(Vhy(y), Vhj(y))dy
Q\ Sk

1/2 1/2
s( / eVWe<vm<y>,vm(y>>dy> ( / eVWe<th<y)7th<y>>dy>
Q\ Sy, N\ Sk
= /CiiCjj.

D’ou

, Nz
e = = \/KiKj;
([ 15l [ l12 (17112

3. En utilisant le point précédent, la linéarité de l'intégrale et du gradient, on a
SC= [ e O T, T () )
j \Sk i

Du fait de l'interprétation probabiliste des potentiels d’équilibre (5.1.22), on sait que
hj(y) = P[r5, < Ts,\5,]-

Donc en faisant la somme sur tous les j, on a pour tout y € Q2
> hily) =1,
J

d’on

V(Zhj)(y):O.

Alors
Sey= [ e Thi(),0)dy =

ce qu’il fallait démontrer.

En regroupant tous ces résultats on obtient

Théoréme 5.2.22. Soit Sy défini comme dans (5.2.23) et soit M la valeur propre principale de
DUopérateur L.. Alors un nombre A < X\, peut étre une valeur propre de l'opérateur L. s’il existe
un ensemble non vide J et des constantes ¢; telles que Zje,é? =1 et tel que pour tout i € J la

relation (5.2.38) soit vérifiée.

On s’attend a ce que les valeurs propres du générateur L. soient proches des valeurs propres de
la matrice K. Vu que nous sommes dans le cas ou il peut y avoir des symétries, nous ne pouvons
pas le montrer comme dans [10]. Pour l'instant, nous allons donner quelques propriétés, sur les
potentiels d’équilibre h; ainsi que sur les matrices de capacité, dues aux symétries dans le cas
général de plusieurs orbites. Puis nous étudierons le cas d’une orbite dans la section suivante avant

e finir par le cas de plusieurs orbites.
de fi 1 de pl bit

115



CHAPITRE 5. PROCESSUS DE DIFFUSION

Lemme 5.2.23. Pour tout g € G on a
Ve e R, VV(g(x)) = g(VV (). (5.2.49)

Démonstration. Soit x € R¢. Comme V (g(x)) = V(x), en utilisant la formule des dérivées partielles
composées, on obtient

ol gy est la k-ieme fonction composante de g, ce qu’il fallait démontrer. O
Proposition 5.2.24. Xf(xo) et g(X/°) ont la méme loi.
)

Démonstration. th(wo vérifie I’équation

t t
X970 = g(xo) + / V(X80 du + / V2edB,.
0 0
De méme, X[° vérifie I'équation

t t
Xpo :x0+/ V(Xgo)dqu/ V2edB,.
0 0

Comme g est une isométrie linéaire, alors

g(X3°) = glzo) + / o (V(X2))du + / VedgB,.

On sait que les isométries linéaires sont des invariants du mouvement Brownien, et en utilisant le
lemme 5.2.23, on a

t t
9(XF°) =g(xo)+/ V(g(X;”O))du+/ V2edB,,
0 0
d’ou le résultat. O

Corollaire 5.2.25. Pour tous sous-ensembles A, B C R?, pour tout xo € R? et pour tout g € G
on a
Pro [TA < TB] — p9(zo) [Tg(A) < Tg(B)] . (5250)

Démonstration. Par la proposition 5.2.24, th(wo) et g(X;°) ont la méme loi, on en déduit donc le
résultat. 0

Corollaire 5.2.26. Soient g € G eti € {1,.. .,Zle |A;|}. Posons j = g(i), alors on a
vy € R, hiy) = hi(g(y))- (5.2.51)

De plus
[[7ill2 = (|72 (5.2.52)

Démonstration. Soient g € Getie {1,..., Zle |A;|}. Posons j = g(i). Du fait de l'interprétation
probabiliste des potentiels d’équilibre (5.1.22), on sait que

hi(y) =P [TBi < TSk\Bi]'
Par le corollaire 5.2.25, on en déduit que

hi(y) = P'Wry(p,) < Tgs0\8,)]-
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Comme ¢(B;) = Bj et g(Si \ B;) = Sk \ Bj, alors
hl(y) = Pg(y) [TBj < TSk\Bj] = h](g(y))a
d’ou la premiére relation. Par un changement de variable, on a

I = [ 1det (2} e 0 by (g(2))d.
Q

Toutes les valeurs propres d’une isométrie linéaire sont de module 1, alors | det J,(z)| = 1. Comme
Vig(y)) = V(y) et hi(z) = h;(g(z)) alors

Ih;12 = / eV by (2)%d, = a3,
Q

d’ou la deuxiéme relation relation. O

Proposition 5.2.27. Pour tout g € G et pour tout i,j on a
Cij = Cy(i)g(j) (5.2.53)
Kij = Kg@)g()- (5.2.54)

Démonstration. Soient i,j et g € G. Par la relation (5.2.46) on a
Cotire() = / eV e(Vhyi) (y), Vhg(s (y))dy-
Q\Sk
Par le corollaire 5.2.26, on a
Covan = [ VO S0 g 0), Ty 050
Q\ Sk
En faisant un changement de variable, on obtient

Cotire(j) = /Q\s, |det J, ()] e=VIEN/ (W (h; 0 g7 1) (g(2)), V(R0 g~ ) (g(2)))dz.

Toutes les valeurs propres d’une isométrie linéaire sont de module 1, alors |det Jy(z)] = 1. En
utilisant la formule des dérivées partielles composées, on a
d 1 71

(9007621, Vlhy 07 Ng) = D0 o) D ) 7 el )P

6$g 1

Comme g est une isométrie linéaire, alors g—' l’est aussi. La matrice jacobienne d’une isométrie
linéaire est en fait sa matrice représentative dans la base canonique, de plus on sait que les lignes
(et aussi les colonnes) forment une base orthonormale de R ¢, d’oi

Alors

d
(V(hiog™)(9(2)), V(hjog™") Z 8% (2) = (Vhi(2), Vh;(2))-
Comme V(g(z)) = V(z), on en déduit
Covatr = [ VOV AThi(2), Ty (2)) = = iy
O\ Sk

d’ou la premiére relation. En utilisant le Corollaire 5.2.26 et la relation que ’on vient de montrer,
on a

Coin s Ci;
Koiva(i) = 9(8)9(i) — i = Kij,
9D90) “ ing iy 2 lhgnllz — Thill2llglla —

d’ou la deuxiéme relation. O
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5.3 Cas d’une orbite

Nous allons considérer le cas d’une orbite, c’est & dire si on note 1,...n les minima locaux de
V,on a
Vi, j€{1,...,n}, g € G, g(i) = j. (5.3.1)

Pour étudier ce cas, et montrer que les valeurs propres du générateur L. sont proches de celles
de la matrice K, nous allons devoir étudier précisément la structure de la matrice . Nous allons
voir qu’elle est de la méme forme que la matrice L du chapitre 4 définie dans (4.1.1), et donc
pouvoir utiliser le fait que nous connaissons les valeurs propres de cette matrice ainsi que ses
vecteurs propres (avec un terme d’erreur exponentiellement petit), afin d’obtenir le résultat sur les
valeurs propres.

Commencons d’abord par I’étude des coefficients diagonaux

Proposition 5.3.1. Pour tout i,j € {1,...,n} on a

Cii = Cjj, (5.3.2)
ICZ',L' = ij. (533)
Démonstration. Soient i,j5 € {1,...,n}. Comme on est dans le cas d’une orbite, alors il existe
g € G tel que j = ¢(i). En utilisant la Proposition 5.2.27, dans le cas ¢ = j, on obtient le résultat
voulu. O

Pour étudier les coefficients hors diagonaux, une approche possible serait d’utiliser le corollaire
4.8 de [9], mais on obtiendrait un terme d’erreur en /€| In(¢)|*/2. Comme nous avons des termes
qui sont exponentiellement petits, ce terme d’erreur n’est pas suffisant.

Nous allons donc utiliser la définition 1.2.5 de minima voisins définie dans I'introduction que
nous rappelons ainsi qu’une estimation de type Bernstein, pour avoir un meilleur terme d’erreur
pour certains coefficients hors diagonaux.

Définition 5.3.2. On appelle bassin d’attraction de x; € M, que ’on notera D;, I’ensemble des
points y € Q tels que la solution de Uéquation différentielle dX(t) = —VV(X(t))dt, avec pour
condition initiale X (0) =y, converge vers x;.

Soient x; et x; deur minima locaux de V. On dira qu’il sont voisins s’il existe un chemin
w:[0,1] = Q tel que w(0) = z;, w(l) =z, et

imw\ (ImwND;)U (imw N D;)) est réduit & un point, (5.34)
ot imw est l’ensemble image de la fonction w.

Lemme 5.3.3 ([33], Théoréme 37.8). Considérons la martingale

t
My = / 9(Xs,8)dWs, (5.3.5)
0
ot X est adapté a la filtration engendrée par Wy. Supposons
9(Xs,8)'9(X,, 8) < G(s)? (5.3.6)
presque partout, et que
t
V() :/ G(s)? < . (5.3.7)
0
Alors on a ,
P{ sup M, > L} <e L7/2V(® (5.3.8)
0<s<t

pour tout L > 0.

Donnons maintenant le lemme permettant de controler les coefficients hors diagonaux pour des
non voisins.
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Lemme 5.3.4. Soient i,j € {1,...,n} non voisins alors il existe & > 0 tel que
Cijl < e Cu (5.3.9)
[KCij| < e K. (5.3.10)

Démonstration. Commencons cette démonstration dans un cas simple, la généralisation découlant
directement de ce cas. Considérons le potentiel suivant, représenté par ses lignes de niveau.

La ligne de niveau E a une hauteur de potentiel supérieure a la ligne de niveau associée aux
selles. La partie d’hyperplan H est définie telle que la hauteur de potentiel de chaque élément de
H est inférieure & la hauteur de potentiel de E et telle que chaque élément de H est dans le bassin
d’attraction de xy.

Ici @ et 7 sont non voisins. Rappelons les expressions que 1’on veut controler

C, = /a e VO by ks (9)do s, ()
B;

Ci = / eV O/ () B hi(y)dos, ()
0B;

Une condition suffisante pour la relation (5.3.9) est

|On(yhi ()] < €0 Dy hiy),

ol

. hi
Ouitily) =l D=L,
pour tout y € 0B;. Alors, par conservation des inégalités par passage & limite, une condition
suffisante pour la relation (5.3.9) est

hj(x)| < e™%¢(1 — hi(x)), (5.3.11)

pour tout x proche de B;. Pour aller de 7 & j, si ’on reste & l'intérieur de F, on doit obligatoirement
toucher H.

Nous allons montrer, & ’aide du Lemme 5.3.3, que pour tout z € H on a une trés forte
probabilité de toucher By avant les autres minima. Soit 3 € H, si on regarde la trajectoire
déterministe

da? = —VV (2?)dt,
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on sait qu’il existe 7' < oo tel que 2. € B,(z1), pour p > 0 petit fixé, car H est dans le bassin
d’attraction de zj. Considérons maintenant la trajectoire avec le bruit

dIt = *VV(It)dt + \/ith,
avec la condition initiale xg = xg et posons y; = x; — x?. On a
dy, = F(yq, t)dt + v/2edWy,

F(ys,t) = —[VV (2 + ;) — VV ()]

Posons
A(t) = —HV (x}),
b(ys: 1) = F(ys, 1) — A(t),
ott HV (2?) est la matrice hessienne de de V en x¥. Alors

dy; = A(t)dt + b(yz, t)dt + v/2edW.

Remarquons qu’en faisant un développement limité on a b(y:,t) = O(||y:||?). Pour des équations
différentielles de la forme §y = A(t)y, on sait qu’il existe une application &/ : R — R< x R4, telle
que y; = U(t)K et qui vérifie %(t) = A(t)U(t), appelée solution fondamentale (ou principale dans
le cas U(0) = 1 et K = yp). De plus, comme T < oo est fixé, ||[U(¢)]|]] < oo et ||[UT(#)]]] <
pour tout ¢t € [0,7]. En faisant la méthode de la variation de la constante on a

K(t):/o Z/{*I(s)b(ys,s)ds—k/o V2eld " (s)dW s.

Donc on peut décomposer
Yt = Z/? + ytl7

ou
t
y?:/ V2el(t,s)dW s,
0

t
i = / Ut, s)b(ys, s)ds,
0
Ut,s) =UU(s).
En posant g;(x,s) = \/Zui_l(s), on peut trouver une constante C' €]0, co[ dépendant uniquement

de [|[4=1(2)]|| telle que si on pose G;(s)? = Ce, la condition (5.3.6) est vérifiée. De plus V;(t) = Cte.
On peut donc appliquer le Lemme 5.3.3, qui fournit

¢ L
]P’( sup ||y?| > L) <P < sup || [ V2eU ™ (s)dWs| > )

t€[0,7] teo,1] Jo Supyeo, 7] U(t)
< e—XL2/€7
pour une constante x > 0 qui ne dépend que de sup,¢(o 7y |[[U"(2)]]| et sup,cpo.7) |[1U(t)]]] Posons
T=1inf{t > 0| ||y > L}

Comme b(y;,t) = O(||y¢||?), il existe une constante M €]0, co[ dépendant, uniquement de |||/ (t)]|],
[|[L=L(#)]]| et b telle que

tAT
P / U(t, )b(ys, )1ds < ML>T
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Du fait de la continuité des trajectoires on a

P( sup [lyef| = L) =P( sup [ly:l| = L).
te[0,T] te[0,TAT]

Alors

P( sup |yl = L) SIP’( sup [l +  sup ;] > L)
t€[0,T] te[0,7] te[0,TAT]
<P| sup ||yf|| > L(1—MLT)]|.
t€[0,T

1

537> On obtient

En prenant L <

P sup ||| > L] < e xL?/4e
te[0,T)

D’ou . )
PIO(ZIJT c BL(JZk)) >1— eiXL /4e .
De plus, par le Corollaire 4.8 de [9], il existe ¢’ tel que

C ’
PZT(TBk <7'Biqu) 21_7675 /€
€

On obtient alors qu’il existe § tel que

0 C
]PIO(TBk < TBiqu) >1- 7676/6.
€

Pour montrer la condition suffisante il va nous falloir quelques estimations sur les fonctions h;
et hk

1. On a
{7’3,C <TBiUBj<TE}:{TBk < TB, <TE}\{TB]. <7B, <TB; <TE}.

Donc

hi(x) = P* (B, < 7B, <7p) —P(1B;, < 7B, < 7B, < 7TE) +P"(7B, < TB,UB,  TB,UB, > TE).
(5.3.12)

2. Pour atteindre Bj;, en restant dans E, on doit forcément passer par H donc
]P)x(TBj < 7B, < TB, <’7’E) ZPx(TH <7B; <TB; < TB, <TE)
é ]Ew[]]-TH<TBj <TBi <TBk <TE]P)$TH (TBJ' < TB)C)]

< sup Py(TBj < TBk)Ex[IlTH<TBj<TE]
yeH )

Avec ce qu’on fait précédemment, & 'aide du Lemme 5.3.3 et du Corollaire 4.8 de [9], on a

sup PY(1p, < 7B,) < e /e,
yeH
D’ou
P*(1p, < 7B, < TB, < TE) < e /¢ P*(tg < 7B, < Tg). (5.3.13)

3. Par le méme raisonnement que dans le point précédent, on obtient

P*(1p, < 7B, <TB, < TE) < e 0/¢ P*(tyg < 7B, < Tg). (5.3.14)
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4. Par le méme raisonnement que dans le deuxiéme point, on obtient

]P)m(TB,c < TB, <TE):IP$(TH < 7B, <TB; <TE)

:PI(TH < TB, <TE) —]PQJ(TH < 7B, < TB, <TE)
(5.3.15)
ZPI /€

:IP)I

(tH < 71B, <7TE) —P*(TH < TB, < TE)e”
(TH <71B, < TE)(]. —676/6)
Nous allons combiner ces relations. On a par le Corollaire 4.8 de [9]

hj(x) ZPI(TBJ, < TBiUBk) ZPm(TBJ <7B;, < TBk,) —|—PI(TBj <7B, < TB,;)

gIP"”(TBj < 7B, <TB, <TE)+IPI(TBJ. < 7B, <TB; <TE)+675/€.

En utilisant la relation (5.3.12), on a

hj(l‘) < PI(TBJ. < 7B, <TB, < TE) +Pz(TBk <7, < TE) — hk(l‘) +Px(7'3k < TB,;UB;» TB;UB; > TE) +e_6l/e

<P*(1p, < 7B, < 7B, < TE) + P (7B, < 7B, < TE) — hp(x) + P (7B, < TB,UB,) + e 9/,

En utilisant de nouveau le Corollaire 4.8 de [9] on a

hj(l') < ]P)x(TB]. < 7B, <TB, < TE) +PI(’TB,€ <71B;, < TE) —hk(l') —&—e_‘;”/e.
En utilisant les relations (5.3.13) et (5.3.15), on a
6—5/6 5
hj(x) < mﬂ”x(ﬂgk < 7B, <TE)+ P (1, < 7B, < TE)— hy(x)+e0 /c.

En utilisant les relations (5.3.14) et (5.3.15), on a

e—é/e

X S
P*(1p, < 7B, < T, < TE) < =

[@'76(7'3,c <7B;, < TE).

En injectant cela dans la relation (5.3.12), on a

676/6 -1
hk(IL') > (1 — 1_6_5/E> Pm(TBk <71B;, < TE).

D’out )
—d/€ T 99/
] . [§] e —5")e _ —8" e
hj(z) < (1 1_6_6/6> 1_6—5/eh’€(x)+e =e hi(x).

Par la démonstration du troisiéme point de la Proposition 5.2.21, on a

hi(z) + hj(z) + hi(z) = 1.

D’ou
hi(w) < e i) < e (i) + hy(a)) = e = i),
donc la condition suffisante est vérifiée et prouve la relation (5.3.9) dans le cas particulier de ce
potentiel. La relation (5.3.10) s’obtient trivialement de (5.3.9), en utilisant le Corollaire 5.2.26
Cij | Cijl _e/eC

|KCij| = = < — e Y K.
2 hallllag D ka2 [ i|?

Pour la généralisation il faut voir qu’il peut y avoir plusieurs chemins possibles. Donc on note
ki, ..., k; les sites voisins de ¢ permettant d’aller vers j, on se fixe encore un ensemble F, des parties
d’hyperplans Hy, ... H; et il faut démontrer

l
hy <e > " hy,. (5.3.16)
s=1

O
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Pour les autres coefficients hors diagonaux, remarquons d’abord que ’on a la méme estimation
pour les voisins dont la hauteur de selle n’est pas optimale.

Proposition 5.3.5. Soient i et j voisins tels que V(B;, B;) > V(B;, S \ B;). Alors il existe § > 0
tel que
Cij| < Cizec. (5.3.17)

Démonstration. Soient i et j voisins tels que V(Bi, Bj) > V(BZ-7 Sk \ B;). Rappelons que
Co=e [ ey (5)0, hulw)

Pour tout y proche du bord 0B, par le Corollaire 4.8 de [9] on a

C —(V i i) — €
hily) < = e (VBB V@/e,

Par conservation des inégalités par passage a la limite on a

C. V(58 -v ) /e 1OV )
O hily)] < e 7By 2)=v)/e Lo DO

On en déduit alors que
C _y
Cijl < —= *V<Biji>/€/ On(y)V (v) |
‘ ]|— \ﬁe 5 | n(y) (y)| Y

J

Du fait de I’estimation de la capacité (Théoréme 5.1 de [9]) on a
Cii = C o™ VIBSABI/<l2(1 4 O(/e[nef?)),
et comme V (B, Bj) > V(B;, Sk \ B;) alors il existe § > 0 indépendant de e tel que
|Cij| < Cize0/c. (5.3.18)
O

Nous pouvons alors conclure quant & l'expression des autres coefficients hors diagonaux.

Proposition 5.3.6. Soient i et j voisins tels que V(B;, Bj) = V(B;, Sk \ Bi) alors on a

ey = -G oe,a ot (5:3.19)
= -GSl o), (5.320)

o
Gi={geC|gli) =i} (5.3.21)

est le stabilisateur de i (Définition 4.1.7).

Démonstration. Soient i et j voisins tels que V(BZ-, Bj) = V(Bi, Sk \ B;). On sait, par la relation

(5.2.48), que
> Cu=0.
I=1

En décomposant cette somme sur les k voisins et non voisins, on a

n n
Cii + g Ca + g Cii=0.
l voisins de 7 ! non voisins de 7
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Les termes de la deuxiéme somme, par le Lemme 5.3.4, valent tous Cii(’)(e"g/e), donc

n

Z Ciy = —Cii(l + O(e_é/e)).

l voisins de 1

Par la proposition 5.3.5, si [ est voisin de 7 tel que V(Bi, B)) > V(Bi, Sk \ By) alors |Cy| < Ci;e™9/¢

donc
n

Z Cit = —Cii(1+ O(e™9)).

I voisins de i , V(B;,B,)=V (Bi,Sk\B:)

Si [ est voisin de i tel que V(B;, B) = V(B;, S \ B;) et comme V(B;, Bj) = V (B, Sk \ Bi), par
Phypothése 5.2.14 il existe g € G tel que g(i) =i et g(j) = I. D’ou, par la Proposition 5.2.27, tous
les éléments de la somme sont égaux & C;;. De plus comme dans le chapitre 4, par des arguments
algébriques, on voit que le nombre d’éléments de cette somme est

|G
|G NG,

donc
_|GimGj|
|Gl

d’ou la premiére relation. Par le Corollaire 5.2.26 et la relation que 'on vient de démontrer, on a

Cij = Cii(1+ 0(e™7)),

Ci; |G NG, Cii _
]Ci' _ ij _ J i1 14+ 0O(e d/e
P el ~ 1G] Tl O
|GiﬂGj\ C” -5/ |G10GJ‘ -8/
= (1+0()) = ——=7—Kiu(1 + O(e /7)),
Gil ki3 |Gl
d’ou la deuxiéme relation. O

Ces diverses propriétés sur la matrice IC nous permettent donc d’affirmer qu’elle est de la méme
forme que la matrice L du chapitre 4 définie dans (4.1.1).

En effet, si 4 et j sont non voisins alors le coeflicient /C;; est négligeable. Si ¢ et j sont voisins,
alors le coefficient C;; est exponentiellement proche de KC;; fois un facteur. Du fait de ’estimation
de la capacité C;; et de ||h;[|3, le comportement exponentiel de K;; est le méme que celui de L;;.
Et les préfacteurs de |G; N G;|Ci; et |Gi]||hi||3 donnent respectivement les préfacteurs c;; et m; de
la matrice L.

Nous pouvons alors montrer que les valeurs propres de L. sont proches des valeurs propres de
K en utilisant les vecteurs propres de K que 'on obtient grace au chapitre 4.

Théoréme 5.3.7. Les valeurs propres du générateur infinitésimal L. sont
A= Xe(1 4 O(e2/2 e7%/)), (5.3.22)

0% A1, ..., A, sont les valeurs propres de la matrice K. De plus si on pose é = (é1,...,¢y) le vecteur
propre normalisé de K associé a la valeur propre A et que l’on pose

J={je{l,...,n}| lir%éj # 0}, (5.3.23)
e—

alors la fonction propre normalisée ¢ associée 4 la valeur propre \ s’écrit

o) = Yoo+ Y o), (53.24)
X 712 jeJe 7112

pour un certain § > 0.
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Démonstration. Soit | € [1,n]. Comme nous savons que K est de la méme forme que la matrice L
du chapitre 4 définie dans (4.1.1), définissons alors é = (¢4, ..., é,) comme étant un vecteur propre
de K associé & la valeur propre \;.

L’étude faite dans le chapitre 4 nous a permis de voir que les coordonnées des vecteurs propres
sont soit des éléments exponentiellement petits, soit des éléments d’ordre 1. Posons

Jz{je{l,...,n}ug%cj;éO},

puis normalisons ¢ de la maniére suivante
A2 _
Z G =
jeJ

Soit 7 € J. En utilisant le Lemme 5.2.20 et la Proposition 5.3.1, les termes dépendants de A
dans la relation (5.2.38) vérifient

D (=6 — MDyj + Bip)) + Y —llhyll2ABy; = —&A(1 4 O(e*/?,e7%9)).
JjeJ jeJe

En utilisant le Lemme 5.2.20, la Proposition 5.2.21 et la Proposition 5.3.1, les termes indépen-
dants de A dans la relation (5.2.38) vérifient

ZC](’CU + Aj) + ZHh 245 = ZCJ’CU +ZCJAU + ZHh 2435 — &Ki;

jeJ jeJe jeJ jeJe
= Ci}\l + KiiO(Ea/z,eié/E).

On sait que les coefficients diagonaux de K sont tous égaux et, grace a ’analyse faite dans le
chapitre 4, on a

N = CKy(1+ O(e%9)).
D’ou
36+ Ag) + S Ihylla Ay = e(L + O(e/?,e0)).
jeJ jeJe

On en déduit donc

A= N1+ 0?6707,
Pour Iexpression de la fonction propre, rappelons que ¢* se décompose de la maniére suivante
ot =D eilhytu) + Y vy
jedJ jede

Posons

LT i Sl 2l

jeJe

Alors la fonction g est solution du probléme de Dirichlet

Lef(x):()v er\Ska
f(x):¢k($)—6]7 :UE@BJ,]EJ,
f(:c):¢’\(a:), x €0Bj,jeJ .
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En utilisant la représentation du noyau de Poisson (5.1.11) pour g, on a
glz) =) *6/ o” VW=VED/(GN (2) — ¢)0 () Garrs, (1, 7)dos, (y)
+ Z —e/ e~ (V)-V@)/e (/)’\(x)an(y)GQ\Sk (y,x)dog, (y).
jeJe 9B;

En utilisant les bornes de ¢* sur les 0Bj, ainsi que la dérivée normale de Gg\ g, est négative,
on a

|g(.’E)| < Z _€C€a/26j / e—(V(y)—V(m))/e 8n(y)GQ\Sk (y7 l‘)dO’sk (y)
jeJ 9B;

+ Z —eCe M4 e=7/2¢ V(xj)/2¢ /aB e~ (V()—V(2))/e an(y)GQ\Sk (y,$)d05k (y)
jeJe g

Pour tout j, la représentation du noyau de Poisson (5.1.11) de la fonction h; est

h] (.’L') = Z —6/ e—(V(y)—V(QL‘))/G an(y)GQ\Sk (y7 x)dUSk (y)
jes  79Bi

On en déduit que

lg(x)] < Z Ce*?cih;(x) + Z Ce= /4 em71/2¢ V(@) /2¢ (1)

jed jeJe
hj h
:Zcea/Qéj }]L(x) + Z C’e_d/4 e—fy/25 eV(acj)/25||hj”2 ;l(l') )
= Ihillz = (172l
Par le Lemme 5.2.19 on a
”th2 < Ced/4 e—V(acj)/Qs7
ter hi(a) i(z)
< Ca/QA‘ g \& C —y/2e T )
|g($)| = j;] € Cj Hh,JHQ +j€ZJC e ||h]||2
On déduit donc que
~ h(y) e h(y) —6/€
PMy) =4 ]{L_ (1+0() + > ;L} O(e™%79), (5.3.25)
2yl A

pour un certain ¢ > 0.

Comme les fonctions h; sont presque orthogonales et que les ¢ induits des valeurs propres
A1, ..., An de K sont orthogonaux, les Mg (14+O(e*/2,e7%/€)) sont des valeurs propres du générateur
L.. De plus, on sait qu’il posséde n valeurs propres exponentiellement petites, et comme nous en
avons trouvé n, alors nous les avons toutes trouvées.

O
Pour terminer cette section il nous reste a voir que nous pouvons améliorer I’erreur.

Corollaire 5.3.8. Le théoréme précédent reste encore vrai en remplagant les erreurs O(eo‘/z) par
O(e™%/¢), c’est a dire

A= M(1+0(e%9)), (5.3.26)
dy) = ¢ (F;L(y) 1+0Ee))+ > ﬁé(ﬁ) O(e™9/). (5.3.27)
JjeJ gz jege 1799112
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Démonstration. Soient A une valeur propre, son ensemble J et sa fonction propre

o) = S b 1+ 0 ) + Y

jeJ jeJe

h](y) 6—5/6
TS (5.3.28)

Soit j € J. Du fait de ’expression de la fonction propre on a

2
sup  ¢(y) —¢; < OSCB, /e, < Ce!
YE€B4 e(ay)

inf  ¢(y)

y€B4¢E(zj)

Considérons d’abord le cas ou ¢(z;) > 0. Alors

oscp, ., @< Ce®?  sup  @(y).
’ YE€B4/e(ay)

En utilisant I'inégalité de Holder (Lemme 4.2 de [9]) on a

oscp,,, ¢ < O (Ce® £ A TV2)  sup g(y) < Ce*  sup  o(y).
’ YEBy /a(a)) YEBy ve(a)

Puis en utilisant I'inégalité de Harnack (Lemme 4.1 de [9]) on a

0SCB,(, ) ¢ <Ce* inf ¢(y) <Ce® inf ¢(y) = Ce%;.

Y€B4/e(a)) yEBe(z;)
D’ou
sup M — 1’ < Ce“.
yeBe(zj) Cj

Considérons maintenant le cas ot ¢(x;) < 0. Alors

05ch, 1, ¢ < Ce/? ( inf ¢(y)> =Ce*?  sup  (—o(y)).

YEB4 /e(ay) Y€B4/e(aj)

Posons ¢ = —¢. Remarquons qu’on a R
0SC ¢ = 0sC ¢.

En utilisant I'inégalité de Holder (Lemme 4.2 de [9]) on a
0sCB,, b < Ce2(Ce? £ XelHV/2)  qup  @(y) < Ce®  sup ().
! Y€B4/e(ay) YE€B4 /e(ay)

Puis en utilisant I'inégalité de Harnack (Lemme 4.1 de [9]) on a

0sCB, () d<Ce™ inf  Py) < Ce* jignf d(y) < Ce® sup  o(y).

YE€B4/e(ay) yEB(z;) yEB(x;)
Comme
sup G(y) = sup —@(y)=— inf o(y) = e,
yE€Bc(x;) yEBe(z;) y€Be(z;)
alors on a
0SCB,(, ) ¢ < Ce%|c;l,
d’ou

sup M71 < Ce”.

YEBe(x;) i

Donc pour tout j € J on a amélioré la relation (5.2.27) en

?(y)

sup |——= — 1| < Ce*,
yEB(z;) | Cj

ce qui permet d’améliorer I’erreur du théoréme en O(e*). On peut réitérer m-fois ce procédé pour
obtenir une erreur d’ordre O(e(™+1)/2) jusqu’a ce qu’elle soit aussi petite que O(e=%/¢). O
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CHAPITRE 5. PROCESSUS DE DIFFUSION

5.4 Applications au cas N =4

Dans cette section nous allons illustrer notre théorie, dans le cas d’une orbite, avec notre
potentiel de référence V,, (2.0.1) que I’on rappelle

N

N B N
Z - Zx + %Z Tiy1 — xl , (5.4.1)
=1 i=1

i=1

»JM»—'
[\

dans le cas N =4 et v €]%,1[. L’¢tude faite dans la section 2.4 nous permet de donner le graphe
des liaisons

+ — — —
+— ++

zZ4 Z9
S
,7 21 7 +

Rappelons ’expression des minima

7y = (\/l—%\/l—%—\/l—%—\/l—v

)
z2 = (~VT= 3 VI=7 VT3, —V1=7), 542
=( \/1—%—\/1—%\/1—%\/1—7), B
= (\/1—% V1= =/1=7,1- )
ainsi que Pexpression des selles
1= (0,V/T=7,0,-y/T=7),
2= (VI=70.VT70), (5.4.3)
]
o= (\ﬁ,o,—\/f,o).
Remarquons que nous somme bien dans le cas d’une orbite car
1 = R(za) = R(z5) = R*(22), (5.4.4)

ol R est la rotation défini comme dans (2.2.1).
Par le Lemme 5.3.4, les Proposition 5.3.1 et 5.3.6, on a que la matrice de capacité normalisée
K a ’expression

c —Le(1+0(e %)) cO(e=%/¢) —Le(1+0(e™%9))
—Le(1+0(e™%9)) c —Le(1+0(e™%9)) cO(e=%/¢) (5.45)
cO(e=9/¢) —2e(1+0(e™%9)) c —Le(1+0E%9)) |’ o
—2c(1+0(e™%9)) cO(e™9/¢) —2c(1+0(e™%9)) ¢

ol
_capp, (S4\ B1) capp,(Si\ B2) capp,(S:\ Bs) capp,(Si\ By)

1712 B 7|2 B [1A]2 B [1A]]2 ’ (5.4.6)
[Allz = [[h1llz = [[h2llz = [|halle = [|hal|2-
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5.4. APPLICATIONS AU CAS N =14

De plus en utilisant le Théoréme 5.1 de [9] et I’étude de la section 2.4 on a

ca _ os (19 (2me)¥/22(1 — ) TTne
Pp, (S1\ B1) = o (7+1)(177)2(1+O(\/ [Inef?)), (5.4.7)

et en utilisant la Proposition 5.2.19 on a

—e(l—’Y)z/E (27T6)d/2 TIne
I+l = e (e GETR)] (5.48)
d’ou
c—e_%(l_'Y)z/f% I ne
- o B U O(Vellnep)). (5.4.9)

Avec I’étude faite dans le chapitre 4, les vecteurs propres normalisés de K sont

1111
v = —_ =, — . —
1 2727272 ’

1 1 (5.4.10)
= (099, +0(e™%%),0 5/E,+(’)e5/6>,
o = (06 (€20, 0, =+ 0(e )
1 1
vy = <_\/§ +0(e™%),0(e7), NG + O(e09), @(e_6/€)> .
Les ensembles J induits par ces vecteurs propres ainsi que les ¢; sont donc
R . . . 1
Jl :{]—727374} , C1 =C =C3 =0C = 57
R R 1, . 1
J2 :{1727374} , €1 =C3=—5, C=0C= 57
1 (5.4.11)
J3 :{274} 9 _62 = é4 = 72?
Jo={1,3), —é1 = &y = —
= s 5 —C1 = Cq = ——.
4 1 3 /2
En utilisant le Théoréme 5.3.7 on en déduit alors que les valeurs propres sont
AL =0,
A2 = 2¢(1+ O(e™979)), (5.412)
Ag = c(1+0(e°/)), -
M = o1+ O(e)),
et les fonctions propres associées aux valeurs propres du générateur L.
1
0(y) = 577>
2[|7l2
1 - €
Pa2(y) = Ahl [—h1(y) + ha(y) — hs(y) + ha(y)] (1 + O(e™/9)),
1 5/ 1 5/ (5.4.13)
¢3(y) = [=ha(y) + ha(y)] (1 + O(e™*/)) + [h1(y) + hs(y)] O(e™*/°),
V2|h]l2 [12]]2
1 1
G4(y) = —=—— [—h1(y) + ha(y)] (1 + O(e™)) + —— [ha(y) + ha(y)] O(e=*/).
(¥) ﬂllhllz[ 1(y) + hs(y)] ( (e7%)) IIth[ 2(y) + ha(y)] O™ )
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Annexe A

Représentation des groupes finis

Nous donnons dans cette annexe, tirée du livre de Y. Kosmann-Schwarzbach [25] ainsi que
celui de J.-P. Serre [36], la base de la théorie des représentations des groupes finis pour mieux
comprendre la section 4.2 ot nous ’avons utilisée.

A.1 Représentation

A.1.1 Généralités

E est un espace vectoriel sur K (K = R ou C), et GL(E) est le groupe des isomorphismes
K-linéaires de E.

Définition A.1.1. Une représentation d’un groupe G est la donnée d’un espace vectoriel complexe
de dimension finie, E, et d’un endomorphisme de groupe 7 : G — GL(E).

Donc pour tous ¢,g € G on a :
(99 ) = m(g)n(g ), m(g") = (7(9)) ", 7(eq) = Idg
La dimension de F s’appelle la dimension de la représentation, on la note dim 7. On désigne
une telle représentation par (E, ) ou .
On appelle représentation triviale toute représentation telle que 7(g) = Idg pour tout g € G.

2im

Exemple A.1.2. Considérons E = C?2 et G = G3. On pose j =e 5, a = (23) et b = (123). Une
représentation possible de G dans FE est :

wo=1.1@=(7 o) .70 =(] )

Définition A.1.3. Soit (,) un produit scalaire sur E. On dit que la représentation 7 est unitaire
si w(g) est unitaire pour tout g € G, c’est a dire :

Vg € G,Vx,y € E,(r(g9)z,7(9)y) = (z,9).

Une représentation 7 est dite unitarisable s’il existe un produit scalaire sur F tel que 7 soit
unitaire.
Pour démontrer divers théorémes et propositions nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme A.1.4. Soit G un groupe fini. Pour toute fonction ¢ de G dans un espace vectoriel on a :

Vge G, Y wlgh) =Y wlhg) =D o(k) (AL1)

heG heG keG

Démonstration. Soit g € G. Tout élément de G s’écrit de maniére unique sous la forme gh (res-
pectivement hg) ou h € G. O
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A.1. REPRESENTATION

Théoréme A.1.5. Toute représentation d’un groupe fini est unitarisable.
Démonstration. Soit 7 une représentation de G et soit (,) un produit scalaire sur E. Considérons
(2,y) = G Z )y)-
‘ | geq@

C’est un produit scalaire sur E, car supposons (x,z) = 0 alors > gecim(g)z, m(g)z) = 0. Donc
pour tout g € G, (m(g)x,n(g)x) =0, d’ott pour g = e on a (z,z) = 0 donc = = 0.
Par le lemme précédent on voit que ce nouveau produit scalaire est invariant par m :

(n(g)z,7(9)y) ‘G| PR sm(h)m(9)y)

heG
1 ’
= @ Z( (hg)z, m(hg)y Z )y) = (@, y) .
hea keG
Donc 7 est une représentation unitaire de G dans E, (, >,. O

A.1.2 Représentations irréductibles

Soit 7 une représentation de GG. Un sous espace vectoriel F' C E est dit stable par 7 si pour
tout g € G, w(g)F C F (ce qui entraine 7(¢g)F = F'). On peut alors parler de la représentation
m restreinte & F' qui est une représentation de G dans F. On la note wp. Une telle représentation
s’appelle une sous-représentation.

Définition A.1.6. Une représentation m de G est dite irréductible si E # {0} et si les seuls
sous-espaces vectoriels de E invariants par m sont {0} et E.

Exemple A.1.7. La représentation de dimension 2 de &3 vue dans 'exemple A.1.2 est irréductible.
Proposition A.1.8. Toute représentation irréductible d’un groupe fini est de dimension finie.

Démonstration. Soient m une représentation irréductible de G et x € E'\ {0}. Comme G est fini,
le sous-ensemble {7(g)x|g € G} est fini. Il engendre un sous espace vectoriel de E de dimension
finie qui n’est pas réduit & {0} car = # 0. De plus il est invariant par 7 donc il est égal & E. Donc
7 est de dimension finie. O

A.1.3 Somme directe de représentations
Définition A.1.9. Soient (Ey,m1) et (Eq,m2) des représentations de G. Alors :

(Ey @ Eo,m & m2)

0t (m1 @ ma)(x1,22) = (m1(x1),m2(22)), est une représentation de G appelée somme directe des
représentations (E1,m) et (Ea, m2).

Remarque A.1.10. La somme directe de représentations de dimension non nulle (méme irréduc-
tible) n’est pas irréductible.

Pour des représentations matricielles m; et o, les matrices de la représentation somme directe
de m; et m sont des matrices diagonales par blocs

(Wlég) m 2?9))

Plus généralement si m est un entier positif strict, on définit par récurrence la somme directe de
m représentations m; @ ... P m,,. Si 7 est une représentation de G on notera mm la représentation
7@ ... dn (m-fois) sur l'espace vectoriel E® ... D E (m-fois).
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ANNEXE A. REPRESENTATION DES GROUPES FINIS

Définition A.1.11. Une représentation est complétement irréductible si elle est somme directe de
représentations irréductibles.

Lemme A.1.12. Soit ™ une représentation unitaire de G dans (E,(,)). Si FF C E est invariant
par 7 alors F+ = {y € E|Vx € F,(z,y) = 0} est aussi invariant par .

Démonstration. Soit y € F-. Alors pour z € F, comme F est invariant par 7, on a
(z,7(9)y) = (m(9g~ )z, y) = 0.
Donc 7(g)y € F*+. O

Théoréme A.1.13. (Théoréme de Maschke) Toute représentation de dimension finie d’un
groupe fini G est complétement irréductible.

Démonstration. On va prouver par récurrence, sur la dimension de E (qui est la dimension de la
représentation), la propriété :

P(n) ="Toute représentation de dimension finie n d’un groupe fini G est complétement
irréductible".

Pour dim(FE) = 1 le résultat est trivial. Supposons la propriété vraie jusqu’a un certain rang k > 1,
montrons P(k + 1).

Soit (F,m) une représentation de G de dimension n + 1. D’aprés le théoréme A.1.5 on peut
supposer que 7 est unitaire. Si m n’est pas irréductible alors il existe un sous-espace vectoriel F’
invariant par 7 tel que F' # {0} et F # E. Alors E = F @ F*, ot F (par hypothése) et [+
(d’aprés le lemme A.1.12) sont invariants par 7 et dim F < dim F , dim F* < dim E. On peut
alors considérer les sous représentations mp et mpo. Elles vérifient m = wp @ mpi. Comme elles
sont de dimension au plus n, I’hypothése de récurrence s’applique et nous donne le résultat. O

A.1.4 Opérateur d’entrelacement et lemme de Schur

Définition A.1.14. Soient (E1,71) et (Fa,m) des représentations de G. On dit qu’une application
linéaire T : B4 — FEs, entrelace w1 et wo si

Vg € G, m(g) o T =Tom(g)
et T' s’appelle alors opérateur d’entrelacement entre w1 et mo.

Remarque A.1.15. Si £y = E; = E et my = my = 7, un opérateur qui entrelace 7 et w9 est un
opérateur qui commute a 7.

Définition A.1.16. Les représentations m et wo sont dites équivalentes s’il existe un opérateur
d’entrelacement bijectif entre w1 et .

Lemme A.1.17. Si T entrelace m et wo alors ker T (le noyau de T') est invariant par m, et Im T
(I'image de T') est invariante par mo.

Démonstration. Soit x € ker T alors T'(m(g)x) = m2(g)(Tx) = 0. Donc ker T' est invariant par .
Soit y € ImT alors il existe z € E; tel que Tx = y. Dot m2(g)y = m2(9)(Tx) = T(m1(g)x).
Donc Im T est invariant par . O

Lemme A.1.18. Si T et m commutent alors tout sous-espace propre de T est invariant par 7.

Démonstration. Soient Ey un sous espace propre de T et z € Fy. Alors

T(n(g)z) = (9)(Tz) = m(g) Az = Az (g).

Donc E)\ est invariant par 7. O

Théoréme A.1.19. (Lemme de Schur) Soit T un opérateur d’entrelacement des représentations
irréductibles de G, (Ey,m1) et (Eq,m2). Alors :
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e si 1y et o ne sont pas équivalentes alors T = 0,
o silh =FEy =FE et my = o = m alors T est un multiple scalaire de ’identité de E.

Démonstration. Simy et 7o ne sont pas équivalentes alors T' n’est pas bijectif et donc soit ker T' # 0,
soit ImT # 0. D’aprés le lemme A.1.17 kerT" est invariant par 7. Comme 7 est irréductible si
ker T #£ 0 alors ker T' = E; donc T = 0. D’apreés le lemme A.1.17 Im 7" est invariant par mo. Comme
7o est irréductible si Im T # Es alors ImT = {0} donc T = 0.

Si By = F5 = E et m; = my = 7 alors pour tout g € G, 7(g) oT = T o 7w(g). Méme si FE est
un R-espace vectoriel, considérons le comme un C-espace vectoriel. Alors il existe A\ € C valeur
propre de T et soit E) son sous-espace propre associé. D’aprés le lemme A.1.18 F) est invariant
par 7 et comme elle est irréductible on a E\ = E. Donc T = A1dg. O

A.2 Caractéres et relations d’orthogonalité

A.2.1 Fonctions sur un groupe, coefficients matriciels

Dans toute la suite G sera un groupe fini. On désignera par F(G) l’espace vectoriel des fonctions
sur G & valeurs dans C. On désigne I’espace hilbertien L?(G) par I'espace vectoriel F(G) lorsqu’il
est muni du produit scalaire suivant :

Définition A.2.1. Sur L?(G) le produit scalaire est défini par

(f1, f2) = |G| > hilg)
geG
Définition A.2.2. Si 7 est une représentation de G dans C™, pour tout i,j € {1,...,n}, on note

la fonction m;; € L*(G) qui associe g € G le coefficient de la matrice de 7(g) situé sur la i° ligne
et la j¢ colonne, un coefficient matriciel de 7.

Proposition A.2.3. Si 7 est une représentation unitaire alors

m(g™h) = (x(9)~" ="(=(9))

Démonstration. Comme 7 est unitaire pour le produit scalaire (,) on a :

Vo,y € B, (m(9)z, m(9)y) = (z,9).

Si on considére I’adjoint 7* = '7 de 7 on a la relation :

Vo,y € B, (m(9)z,y) = (z,7*(9)y)-
Alors :

Va,y € E,(z,7"(9)y) = (7(9)z,y

D’ou :
Va,y € E, (z,7*(9)y —7(9)"'y) =0
On en déduit :

Donc :
w(g™) =n(g)~t =7"(9) = "n(g)
O
Corollaire A.2.4. Si w est une représentation unitaire dans une base orthonormale alors
mii(97") = mji(g)
Démonstration. Immédiat par la proposition précédente. O

133



ANNEXE A. REPRESENTATION DES GROUPES FINIS

A.2.2 Caractére d’une représentation

Définition A.2.5. Soit m une représentation de G. On appelle caractére de 7 la fonction x. de
G dans C définie par :

Vg € G>X7r(g) = Tr(ﬂ‘(g)),
ou Tr désigne la trace.

Remarque A.2.6. Deux représentations équivalentes ont un méme caractére. Donc sur chaque
classe de conjugaison de G la fonction x, est constante.

Définition A.2.7. On appelle fonction centrale sur G une fonction constante sur chaque classe
de conjugaison.

Remarque A.2.8. Les caractéres sont des fonctions centrales.

Proposition A.2.9. On a les propriétés des caractéres suivantes :
e x.(e) =dim(n)
* Vg €G, xx(97") = xx(9)
® Xmi®ns = Xmi T X

Démonstration. e Pour une représentation matricielle de dimension n = dim(7) on a :

Xr(9) = Z(W(g))ii-
i=1
Pour g = e on obtient : x.(g) =Y i, 1 = dim(n).
e Comme G est fini, 7 est unitarisable. On normalise la base, et avec le corollaire A.2.4, on a :

n n n

Xelg™) = (w(g™ )i =D (7(9))ii = Y _(7(9))ii = Xx(9)

i=1 i=1 i=1

e Pour tout g € G la représentation matricielle de 71 @ ma(g) est

(77139) m 2?9))

La propriété de la somme en découle.

O
Corollaire A.2.10. Soient m, et mo deux représentations de G on a
1 —1
(m s Xm) = 137 > xmi (97w (9)-
geG
Démonstration. Par le point 2 de la proposition A.2.9 la démonstration est triviale. O

A.2.3 Produit tensoriel et caractére

On a vu des relations sur la somme directe. Nous allons maintenant nous intéresser au produit
tensoriel qui est une propriété importante des caractéres.

Définition A.2.11. Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie. On peut définir le
produit tensoriel E ® F' comme l’espace vectoriel des applications bilinéaires de E* x F* dans K,
c’est a dire, soient t € E ety € F on a :

V(g ¥) € E* x ™, (z @ y)(¢,¢) = ¢(x)¢(y)

Proposition A.2.12. Soient (e1,...,e,) une base de E et (fi,...,f,) une base de F. Alors
(€i @ fi)ieq1,...n}.je{1,...p} €5t une base de E® F.
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Démonstration. Solent z =3, zie; € Eet y=73_,y;f; € F. Soient (¢,¢) € E* x F'*, on a
P n p
(z®y)(o,¢) = Zx e;)y (Zyjfj) = ZZ ziy;d i)
= Zzi'z?h €Z®yj ¢ '(/})

Donc :
I®y szzyj 61®y]
=1 j=1

La famille engendre E'® F. Soient « =}, z;e; € E et y =3, y;f; € F tel que (z ®@y) = 0. Clest
a dire pour tout (¢,v) € E* x I'*, (z ® y)(¢,) = 0. En prenant ¢ = e} et ) =€} on a:

0= (z®y)(p, ) = zy;.
La famille est libre, c’est donc une base. O

Définition A.2.13. Soientu: E — FE et v: F — F des applications linéaires, on définit par u®v
l'unique endomorphisme satisfaisant :

VeeE,yeF, (u®v)(z®y) = (u(z) @ v(y))

Proposition A.2.14. Soient (e1,...,e,) une base de E et (f1,...,[fp) une base de F. Soient
u: E — E (respectivement v : F — F') application linéaire de matrice A = (a;;) (respectivement
B = (b;;)). Alors dans les bases choisies la matrice de u®@ v est :

nop
Vae{l,...,n}, VBe{l,...,p}, (u®v)(ea® f5) :ZZakabm (er ® f1)

k=11=1

Démonstration. Soient o € {1,...,n} et 8 € {1,...,p}. Soient ¢ € E* et ¢p € F*. Alors :

(u®@v)(ea ® f3)(d¥) = (u (ea)®v(fa))(¢ ) = ¢(ulea))(v(f5))

p n
= ¢(Zakaek) O bish) Zzamblm (er)¥(f1)
k=1 =1 k=11l=1
n p
=D arabis(er ® fi)(6,9)
k=11=1
D’oi le résultat. O

Théoréme A.2.15. Soient (E1, 1) et (Eq,m) des représentations de G, on pose :
(m @ m2)(g) = m(g) ®m2(g).
Alors m ® wo définit une représentation de G dans B4 ® Ey et
Xmi®@me = Xmy X+

Démonstration. Soient g,g/ €G,x € Fyety€ Fy Alors :

(m1 @ m2) (99 )(x @ y) = (m1(9g) @ ma(99 ) (z @ y) = (m1(g99 )z ® m2(g9 )y)
= (m1(g)mi(g )z ® ma(g)m2(g )y) = (m1(g) ® m2(9))(m1(g )x @ m2(g )y)
= (m1(9) @ m2(9))(m1(g) @ m2(g ))(x ©y) = (m ® m2)(g9)(m1 @ m2)(g ) (z @ y)
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D’ou :

’

(m @ ™) (g9 ) = (m1 @ 72)(g)(m1 ® 2)(g)

Donc w1 ® mo définit une représentation de G dans F; ® Ey. Gréce a la proposition précédente, en
prenant (eg,...,e,) une base de Ey et (fi,..., fp) une base de Ey, on a :

p
Xm@m, = Te(m @) = > Y (€0 ® f5)"(m1 @ m2)(ea ® f3)

A.2.4 Relation d’orthogonalité

On va montrer que les caractéres de représentations irréductibles inéquivalentes sont orthogo-
naux et que le caractére d’une représentation irréductible est de norme 1.

Proposition A.2.16. Soient (E1,71) et (Fa,m) des représentations de G et soit u : Ey — Fy
une application linéaire. Alors I’application linéaire

Z 7o (g)umi(g) ! (A.2.1)

u
IGI o

de E1 dans E5 entrelace m; et mo.

Démonstration. En utilisant le lemme A.1.4 on a :

1 1 1
ma(g)Ty = |G| Z ma(gh)umy (h™ |G| Z 7o (k)ur (k™ tg) = |G| Z mo(k)umy (k™ )m1(g)

heG keG keG
m2(9)Tw = Tumi(g)

L’opérateur T, est donc un opérateur d’entrelacement entre 7 et 7.

Proposition A.2.17. Soient (Ey,m) et (Eq,m) des représentations irréductibles de G, soit u :
E; — E5 une application linéaire et soit Ty, définie comme dans la relation A.2.1. On a :

e sim et o sont inéquivalentes alors T,, = 0

e sily =FEy =FE et my = my = m alors

_ Tr(u)
T ~ dimFE IdE

Démonstration. Par le lemme de Schur A.1.19 le premier point est démontré. Pour le deuxiéme
point par le lemme de Schur A.1.19 on a T,, = Aldg, il nous faut donc calculer A. Or :

1) = g X Ty )= ] 2 ) = Trw)

9eG geq
Donc : Tr(u)
r(u
AdimE =T A=
im r(u) & -
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Proposition A.2.18. Soient (E1,m1) et (Eq,m2) des représentations irréductibles de G. En pre-
nant des bases de E1 et Fy on a :
e simy et my sont inéquivalentes alors

Vi gkl > (ma(g)k(mi(g ™) =0

geG
e si i =FEy=F etm =7y =7 alors

0i01;

Vi, 4, k, 1, Z(W(Q))kl(ﬂ(g_l))ji = dim E

geG

Démonstration. Soient (e;);eq1,...,n) une base de Ey et (fi)ieq1,....p} une base de £,. Pour u : £y —
E5 prenons T, définie par A.2.1. Alors :

Vke{l,....,n}Vie{l,...,p},(Tu)ri = |G| Z Z Z 72(9)) kqUqm (T1(g™) ) mi

geGm=1q=1
Choisissons pour u l'application w;; : E1 — E9 définie par wu;(ex) = ;5 fi. Alors :

(Wij)mq = 6midg;j-
Donc :
( urj k |G| Z 7T2 kl 771 1))]2
geG

On applique alors la proposition A.2.17 et on a :
e si m et mp sont inéquivalentes alors (T, )x: est toujours nulle d’oi le premier point,
e si 1 = Fy = F et m; = my = 7 alors

TI‘(’LL[j)(s o 6;“-51]-
dmE " dimE

Z(W(Q))kl(ﬂ(gil))ji = (Tuy;)ri =

geaG

ce qui démontre le deuxiéme point.
O

Corollaire A.2.19. Soient (Ey,71) et (Eq,ms) des représentations unitaires irréductibles de G.
En prenant des bases orthonormales de F1 et Fy on a :
e sim et my sont inéquivalentes alors

Vi7j7 k7la Z<(7rl)ija (772)kl> =0
geG
e si 1 =FEy=F etm = my =7 alors

Okiluj
dim F

Vi, 3 k1Y ((m1)igs (m2)ka) =
geG

Démonstration. Par le corollaire A.2.4 on a :
|G\ Z 7T2 kl 7T1 ji |G| Z 7Tz kl 7T1 ))zg = <(7T1)ij,(7T2)kl>
geG geG
La proposition précédente conclue la preuve du corollaire. O

Théoréme A.2.20. Relations d’orthogonalité
e Sim et my sont des représentations irréductibles inéquivalentes alors

<X71'13X7'r2> =0
e Si T est une représentation irréductible alors
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<X7r7 Xﬂ‘> =1

Démonstration. Par le corollaire A.2.10 et la proposition précédente si w1 et mo sont des représen-

tations irréductibles inéquivalentes alors (X, Xrx,) = 0. Si m; = w3 = 7 alors
- Si
ﬁ dec W(g)iiﬂ'(g 1)jj = FuE donc <X7F»X7r> =1 O

On appelle caractéres irréductibles de G ’ensemble des caractéres des représentations inéqui-
valentes de G. On note y; le caractére d’une représentation irréductible ;. Le théoréme précédent
nous montre que les caractéres des représentations irréductibles de G forment un systéme ortho-
normal dans L?(G). A partir de la proposition suivante on pourra conclure que les représentations
irréductibles inéquivalentes de G sont en nombre fini.

Proposition A.2.21. L2G est de dimension finie.

Démonstration. Comme G est de dimension finie on voit aisément que la famille de fonction {1,4|g €
G} est une base de L?(G) et que dim L?(G) = |G]. O

On a donc le théoréme suivant.
Théoréme A.2.22. Les représentations irréductibles inéquivalentes de G sont en nombre fini.

Démonstration. Comme les caractéres des représentations irréductibles de G forment un systéme
orthonormal dans L?(G), et par la Proposition A.2.21 L?(G) est de dimension finie, on en déduit
donc le résultat. O

Les représentations irréductibles inéquivalentes de G sont en nombre fini, on notera donc G
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de G.

A.2.5 Table de caractéres

On appelle ainsi la table dont les colonnes correspondent aux éléments du groupe et dont les
lignes correspondent aux représentations irréductibles inéquivalentes de ce groupe. A lintersection
de la ligne et de la colonne on a la valeur du caractére de la représentation évaluée en cet élément.

On écrira une table de caractéres sous la forme suivante :

91 e 9G]
Xy Xﬂ'l(gl) Xﬂl(g|G\)

Xry | Xan(91) | -~ | Xen(9161)
Nous verrons plus tard que N, le nombre de représentations irréductibles de GG, correspond aux
nombres de classe de conjugaison de G.

Par le théoréme A.2.20 des relations d’orthogonalité on a :

Proposition A.2.23. Les lignes de la table de caractéres sont orthogonales et de norme 1.

A.2.6 Décomposition des représentations
Soit 71, ..., 7N les représentations irréductibles inéquivalentes de G.

Théoréme A.2.24. Soit m une représentation quelconque de G et x, son caractére. Alors :

N
w= D,
i=1

01
m; = <X7rmX7r>

Démonstration. D’aprés le théoréme A.1.13 de Maschke on sait que 7 est en somme directe de

représentations irréductibles. On regroupe les termes correspondant & une méme classe d’équiva-
. . o . N N N

lence de représentations irréductibles d’ott m# = @, m;m;. On alors x» = > ." | miXxr,, et par

orthogonalité (Xr,, Xr) = Mi(Xmss Xr;) = My O
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Définition A.2.25. Si 7w, une représentation quelconque de G, admet la décomposition :

N
r= D,
=1

Uentier m; est la multiplicité de m; dans 7, et m;m; est la composante isotypique de type w; de 7.
Corollaire A.2.26. La décomposition en composantes isotypiques est unique a l’ordre preés.
Corollaire A.2.27. Deux représentations ayant le méme caractére sont équivalentes.

D’aprés le théoréme précédent :

Donc :

Théoréme A.2.28. Une représentation 7 est irréductible si et seulement si (X, xr) = 1.

A.3 La représentation réguliére

A.3.1 Définition et caractére
Considérons ’action de G sur F(G) par
Vhe G, (g-f)(h)=f(g~'h)
Proposition A.3.1. L’action de groupe précédente définit une représentation de G dans F(g).
Démonstration. Soient g1,92 € G, f € F et h € G. Alors :
(9192 F)(h) = f((9192)"h) = fl93 91 'h) = (g2 - [)(91 'h) = (91 (92 ))()
g192 - f =91 (92 f)
O

Définition A.3.2. Par l'action de groupe précédente, on définit la représentation réguliére R,
comme une représentation de G dans F(G), par :

Vg,h € GVf € F(g), (R(g)f)(h) = f(g~"h).

Remarque A.3.3. Comme G est de dimension fini, I’espace vectoriel F(g) est de dimension finie
|G|, alors la représentation réguliére R est de dimension |G].

On utilise la base (eg)ge de F(G) définie par :

=1
G @) .
{ en(g) =0 sih#g
La représentation réguliére vérifie :

Vg,h € G ) R(g)(eh) = €gh

Proposition A.3.4. Sur L*(G) = F(G), muni du produit scalaire (,), la représentation réguliére
est unitaire.

Démonstration. Soient fi, f» € L?(G) et g€ G on a :

(R(g9)f1,R(9) f2) = |G\ > (R(9) 1) () (R(g) f2) (1 \G| > filg Th) f2lg )

hEG heG

=@ G‘ > fik) falk) = (fr, f2)

keG
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Proposition A.3.5. e xr(e) = |G|
* Xr(g)=0sig#e

Démonstration. e xr(e) = Tr(R(e)) = dim F(G) = |G|
e Soit g # e, xr(9) = Tr(R(g)) = 0 car R(g)en # en

A.3.2 Décomposition en composantes isotypiques

Proposition A.3.6. La décomposition de la représentation réguliére en composantes isotypiques
est R = @ﬁilnim, ot n; = dim ;.

Démonstration. On sait que :

| IG| sig=e
XR(Q)_{O sig#e

Donc n; = (Xr, Xx,;) = X, (€) = dim ;. O
Théoréme A.3.7. On a :
> ni =G (A.3.1)

ot n; = dim ;.

Démonstration. Car |G| = xgr(e) = Zf\il N X, (€) = Zfil n2. O

A.3.3 Base de ’espace vectoriel des fonctions centrales

L’espace vectoriel des fonctions centrales sur G & valeurs dans C a pour dimension le nombre
de classes de conjugaison de G. Soient 7 une représentation de G et f une fonction de G a valeurs
dans C. On considére I’endomorphisme 7y de £ défini par :

mr=_ flg)n(g)

geaG

Lemme A.3.8. L’endomorphisme 7y vérifie :
o si [ est centrale alors my et m commutent
e si [ est centrale et m irréductible alors

_ |GI(F xx)
T T dimr OE
Démonstration. e Soit f une fonction de G a valeurs dans C on a :
mpom(g) =Y f(w(h)m(g) =D f()w(hg) = > flkg " )m(k) = f(ghg™")m(gh)
heG heG kEG hea

Comme f est centrale alors :

mpom(g) =Y f(W)m(g)m(h) =n(g) Y f(h)m(h) = n(g) o m;

heG heG

e D’aprés le point précédent et le lemme de Schur A.1.19, il existe A € C tel que 7y = Aldg. De

plus Tr(my) = 32 o f(9) Tr(7(9) = 2 e f(9)xx(9) = |G|(f, X=) ce qui montre le résultat.
O

Théoréme A.3.9. Les caractéres irréductibles forment une base orthonormale de ’espace vectoriel
des fonctions centrales.
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Démonstration. On sait que les caractéres des représentations irréductibles inéquivalentes de G
(71, ..., mn) forment un systéme orthonormal de L?(G). Montrons alors qu’il est complet dans le
sous espace vectoriel des fonctions centrales. Soit f une fonction centrale telle que Vi € {1,..., N}
, {fyXr;) = 0. D’aprés le lemme précédent (m)? = 0 donc pour toute représentation 7 on a 77 = 0.
En particulier R? =0,or:

Ryleg) = Y J(WR(M)(eg) = Y F(h)eny.

heG heG

En particulier :

donc f = 0. O

Corollaire A.3.10. Le nombre de classes d’équivalence de représentations irréductibles d’un groupe
fini est égal au nombre de classes de conjugaison.

Proposition A.3.11. |Cy| désigne le nombre d’éléments de la classe de conjugaison de g. Alors :
e sig et g me sont pas conjugués : Zf\il X (9)Xm;(9") =0

/g me sor
o 1 Lt X (9)Xr (9) = 16

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent si f est centrale alors

N
f = Z(Xﬂvf)Xﬂ'i'
=1

Soit g € G. On considére la fonction centrale f, qui vaut 1 sur la classe d’équivalence de g et 0

ailleurs. On a : ) c,|
(cmis Jo) = 17 D X () fy(h) = oy X (@)

heG

Col ~N ——7
donc fy = ||c$q\| > iz X (9) X,

o si g & Cyalors 0= f(g') = T TV X (9)xx (9)
o 1=fylg) = T xr (9, (9)

A.4 Produit deux groupes et représentations

Soient GG; et G2 deux groupes, considérons le groupe produit G = G x Gs. Soient (Eq,m) une
représentation de G et (E2,m3) une représentation de Go. On définit une représentation m & mo
de G dans E; ® F5, de maniére analogue & celui du produit tensoriel, par :

Y(91,92) € G, (m1 @ m2)(g1,92) = T1(91) ® T2(g2)-

Cette représentation s’appelle encore le produit tensoriel des représentations m; et mo. Et on a
la relation des caractéres suivante :

V(g1,92) € G, Xmomr (91, 92) = X, (91) X, (92)-

Théoréme A.4.1. e Simy et my sont des représentations irréductibles alors m ® 7o est une
représentation irréductible de G.
o Toute représentation irréductible de G est isomorphe a une représentation m ® ms.

Démonstration. Comme 71 et my sont irréductibles on a

1 2 _ 1 2 _
67T 2ogiey Xm(91)" =1et 50 30 e, Xmo(92)° = 1.
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Donc :
1 1
e ZXW1®7T2 9)° RTeNIleNl Z Xmioms ((91,92))* = GG Z (X1 (91)Xms (92))?
6] 2 Gl 2\@ =, GGl
1,92)€G
‘G Z Xy gl ‘G | Z Xﬂ'z 92 =1
L g1€Gy g2€G2

Donc m ® 7o est une représentation irréductible de G. Pour montrer le deuxiéme point il suffit
de montrer que toute fonction centrale f sur G, qui est orthogonale aux caractéres de la forme

X1 (91) X, (92), st nulle. Supposons
> flg1,92)Xm (91)Xma (g2) = 0

91,92

En posant h(g1) = >_,, f(91,92)Xx,(92), pour tout m, on a :

Z h(g1)Xm (1) =0

Comme g est centrale alors ¢ = 0. Comme cela est vrai pour tout ms alors f = 0. O

A.5 Opérateurs de projection

Nous allons explicités des opérateurs de projection sur les composantes isotypiques. Soit
une représentation de G sur E et soit 7 = ®N m;m; la décomposition de m en composantes
isotypiques. Le support de la composante isotypique m;m; est m;E; = E; @ ... ® E; (m; fois). On
pose V; = @ F; ; ot chaque E; ; est égale & E;. On a donc E = & | V;.

Théoréme A.5.1. Pour touti € {1,...,N} on pose

dim 7; _
Pi== > xilg)n(g)
geG

o P, est le projecteur de E sur V; dans la décomposition E = ®N | V;.

o Vi, j€e {1,,N} s PZPJ = (Sszz

e Si T est unitaire alors P; est hermitien (*P; = P;).
Démonstration. Soit iy € {1,...,N}. Soit z = Zf\[:l x; (ou x; € V) et x; = 2711 z;; (ou
zij€ B ). Donax=SN, > iy @i Alors :

Pio( - dn‘réj‘rlo Z Z Z Xm ZL'Z N leng Z Z Z Xzo $z J

i=1 j=1geqG =1 j=1 geG

Comme Y, est une fonction centrale et que 7; est irréductible en appliquant le lemme A.3.8 on a :

— G G
> Xio(@)Til9) = (mi)xy = 5 (Xioo Xa) 1, = =83, 1,
gEG T 7
Donc :
2) =3 GiigTi = D Tigs =T
i=1 j=1 j=1

On a la premiére relation et la deuxiéme en découle directement. Si 7 est unitaire alors :

77)@ Z xi(g Z Xi(g 1) = Z Xi(g_l)ﬂ-<g) = Zmﬂ-(g) = Tx;

9geG geG geG geG

Ce qui démontre le dernier point. O

Remarque A.5.2. On a dim(Im(P;)) = dim(V;) = m; dim(E;) = (7, ;) dim(7;).
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A.6 Exemples de table de caractéres

A.6.1 Table de Z /o

Le groupe Z /o7 = {e,c} est un groupe & deux éléments qui vérifie ¢2. Comme il est d’ordre
deux on ne peut pas avoir de caractére de dimension deux car sinon Y. n? # |Z /oz|. Donc il n’a
que deux représentations irréductibles de dimension un 7y et ms.

Ou a toujours x.(e) = 1.

Dot : 1 = xx(e) = xx(c?) = xx(c)?. Donc xx(c) = £1.

e| c
La table de caractére est donc la suivante : | xr, | 1| 1
Xmy | 1] -1

A.6.2 Table de D,

Le groupe D,, =< 7,8 > est un groupe d’ordre 2n engendré par deux éléments r et s qui
vérifient : ™ = e, s> = e et rs = sr—'. Regardons les cas des représentations irréductibles de

dimension 1.

On a:1=x.(e) = xx(5%) = xx(8)?, donc x.(s) = £1.

Ona:1l=xg(e)=xr(rsrs™!) = xx(rrss!) = xx(r?), donc x.(r) = 1.

De plus 1 = xx(e) = xx(r"™) = xx(r)", donc si n est pair x.(r) = £1 et si n est impair
Xr(r) =1

Nous avons alors 4 représentations irréductibles de dimension 1 quand n est pair et 2 quand n
est impair. Passons aux représentations irréductibles de dimension 2.

Posons w = e”w et h € N. En posant pour tout h et k € {0,...,n—1}

whk 0 0 whk
Wh(rk) = ( 0 w—hk) aﬂ'h(rks) = (w—hk 0 )

on définit bien des représentations 7" de dimension 2. On remarque que 7" et 7" sont les mémes
pour tous h, on peut donc se limiter & h € {0,...,n — 1}. De plus 7" et 7”~" sont isomorphes (il
suffit d’intervertir les deux éléments de la base), on peut donc se limiter a h € {0, ...

{n sihe{0,5

h+n

n
’ 2 *

Regardons d’abord le cas n pair. Remarquons : Ek o w?

0 sihe{l,.
Les cas h = 0 et h = Z ne sont pas des représentations irréductibles car on a (XW;L,XW ) =2.
En effet
1 n—1
<X7rh ) X7r Z X7r = 5 Z Xah (7"
\Dn| 2n &
geG k=0
1 1
2hk —2hk
on ; w +24+w on n

Les cas h € {1,... % — 1} sont des représentations irréductibles car :

n—1
1 k\2
Omn: X} = 15 |wa anz_%xw (")
1 n—1
TZIUQhk+2+’LU_2hk m =1
n
k=0
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De plus elles sont deux & deux non isomorphes, soit h # A’ (donc h+h' Znet h—h' #0) :

1
Oans Xo) = 151 > X (DX (9) = - Z Xt (15 X e (%)
n geG

1 n_l ’ ’ ’ ’
= Z w B HEE = (b hk g (h=hDk ) (W =Rk _
™ =0
On obtient donc, dans le cas n pair, § — 1 représentations irréductibles inéquivalentes de

dimension 2. De plus 4 1% + (% — 1) * 22 = 2n = | Dy, |, donc nous les avons toutes trouvées.

Dans le cas n impair c’est similaire, on peut se restreindre & 0 < h < 5,lecas h = 0 est

réductible et comme n est impair on peut se restreindre & 1 < h < 2 T, et dans ce cas on a des
représentations irréductibles inéquivalentes. De plus 2 * 12 + 251 % 22 = 2n = |D,,|. Donc nous les

avons toutes trouvées.

rF rFs
Xy 1 1
4 n A | Xﬂz 1 ( 1
Pour n pair, avec h € {1,..., 5 — 1}, la table de caractéres est : k &
Xrs | (1) (=1
Xeo | (ZDF | (=1)FH
Xnh | 2cos <ERE 2”’”“ 0
rk rFs
. _ . 1 1
Pour n impair, avec h € {1,..., ”Tl}, la table de caractéres est : i’” 1 (—1)
T2 -
Xrh | 2cos <% 2”““ 0

A.6.3 Table de D, xZ /o

Comme on a la table de caractéres de D,, et de Z /o7 on obtient directement la table de
Dn X 7, /QZ .
Pour n pair, avec h,h' € {1,...,2 —

, 5 — 1}, la table de caractéres est :

P rFs rFe rFsc
Xt 1 1 1 1
Xora 1 1 1 1
Xora 1 1 1 1
Xrs 1 1 1 1
Xrs (=" (—1)" (1" (1"
Xs (=1)* (=1)" (=)F (=)
Xz (=DF | (=1 (—1)F (1)
X (=DF (=DM (= (1)
Xan | 2cos 2xhk 0 2 cos Zrhk 0
Xqon' | 2c08 == 2“h k 0 —2cos = 2’Th k 0
Pour n impair, avec h,h' € {1,..., %4}, la table de caractéres est :
P rFs rFe rFsc

ot 1 1 1 1

Xora 1 1 1 1

X 1 1 1 1

Xors 1 1 1 1

Xah | 2cos 2xhk 0 2 cos 2k 0

Xqn' | 2cos <2 2"h Bl 0 | —2cos2mhk Q“h k 0
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Sébastien DUTERCQ
Meétastabilité dans les systémes avec lois de conservation

Résumé :
Cette thése porte sur I'étude du phénoméne de métastabilité, modélisé par I'équation différentielle stochastique

dX(t) = —=VV (X (t))dt + V2edW (1),

sur un domaine régulier O C R¢ | ou le gradient VV est généré par une fonction potentielle V' : R4 — R
et dW (t) est le mouvement Brownien standard de dimension d. Ce type d'équation étant déja trés largement
étudié dans le cas d'un potentiel sans symétries, cette étude se concentrera alors sur le cas de potentiels avec
symétries. On utilise la théorie des représentations des groupes finis pour obtenir des résultats analogues a
ceux du cas de potentiels sans symétries sur les temps de transition et les valeurs propres du générateur. Pour
illustrer la théorie développée, on considérera le potentiel

Ce systéme décrit un ensemble de particules bistables en interaction.

d d
E Tip1 — Ty) 27 avec la loi de conservation g z; = 0.
i=1 i=1
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Mots clés : Métastabilité, loi de Kramers, groupe de symétrie, théorie spectrale, processus de saut
Markoviens et de diffusion, théorie des représentations des groupes finis, théorie du potentiel, temps de
premier passage.

Metastability in systems with conservation laws

Abstract :
This thesis studies the phenomenon of metastability, modelized by the stochastic differential equation

dX.(t) = —VV(X.(t))dt + vV2edW (t),

on a regular domain 2 C R , where the drift VV is generated by a potential function V : R4 — R
and dW () is a standard d-dimensional Brownian motion. This class of equation having already been widely
studied in the case of a non-symmetric potential, this study will focus on the case of symmetric potentials.
Representation theory of finite groups is used to get results similar to those of the case of a non-symmetric
potential on transition's times and generator’s eigenvalues. To illustrate the theory developed, we will consider
the potential

d d
g Zit1 — x;)°, with conservation law E z; = 0.

i=1
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This system describes a set of bistable interacting particles.

Keywords : Metastability, Kramers' law, Markovian jump process, diffusion process, spectral theory,
symmetry group, representation theroy, potential theory, first-passage time.
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