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Résumé

A une représentation de p-torsion du groupe de Galois absolu d’un corps p-adique, M. Kisin
associe un espace de modules, appelé par la suite variété de Kisin par G. Pappas et M.
Rapoport. Ces variétés ont été introduites afin de démontrer plusieurs résultats de modularité
sur les représentations galoisiennes. Elles se sont révélées utiles également pour construire
certains anneaux de déformations voire les calculer. Plus récemment elles ont été utilisées
pour munir le champ des représentations galoisiennes de torsion d’une structure algébrique.
Par ailleurs ces variétés ressemblent formellement aux variétés de Deligne-Lusztig affines. En
particulier leur définition s’étend dans le cadre de la théorie des groupes réductifs.

Dans cette thése, nous étudions la dimension de certaines variétés de Kisin dans le cas de la
restriction des scalaires a la Weil du groupe linéaire GGL4. En nous basant sur des méthodes
issues du cadre Deligne-Lusztig et en suivant les travaux de E. Viehmann et X. Caruso, nous
définissons une stratification de la variété de Kisin. Nous encadrons ensuite la dimension des
strates, puis étudions le probléme de la maximisation de la dimension sur ’ensemble des
strates. Cela permet de démontrer des encadrements pour la dimension des variétés de Kisin
considérées. Comme dans le cas des variétés de Deligne-Lusztig affines, la somme des racines
positives intervient dans I’encadrement de la dimension.

Abstract

Given a p-torsion representation of the absolute Galois group of a p-adic field, M. Kisin defines
a moduli space, which was named Kisin variety afterwards by G. Pappas and M. Rapoport.
These varieties were first introduced in order to prove several modularity results on Galois
representations. They were also used for constructing certain Galois deformation rings and
computing some of them. Besides, they were involved in a recent work aiming at defining
an algebraic structure on the stack of torsion Galois representations. It turns out that these
varieties are formally similar to affine Deligne-Lusztig varieties. In particular their definition
extends to the framework of reductive groups.

In this thesis, we study the dimension of some Kisin varieties corresponding to the scalar
restriction of the general linear group GL4. Inspired by methods coming from Deligne-Lusztig
theory and following works by E. Viehmann and X. Caruso, we define a stratification on the
given Kisin variety. Then we bound from below and from above the dimension of the strata,
and we address the problem of maximizing the dimension over all strata. This allows us to
derive the announced bounds on the dimension. As for affine Deligne-Lusztig varieties, the
sum of the positive roots appears in the bounds.
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Introduction

Un probléme ancien en théorie des nombres est celui de la résolution des équations diophan-
tiennes, ce qui inclut les équations polynomiales a coefficients entiers. Tout au long du 20éme
siécle, I'utilisation de méthodes galoisiennes s’est imposée dans ce contexte (et dans bien
d’autres). Ainsi une des questions fondamentales de Iarithmétique est la compréhension du
groupe de Galois Gg = Gal(Q/Q), ot Q est une cloture algébrique du corps des rationnels
Q. Ce groupe est muni d'une topologie intéressante obtenue en écrivant Gal(Q/Q) comme
la limite projective des groupes finis discrets Gal(L/Q) ou L parcourt I'ensemble des ex-
tensions finies galoisiennes de Q. Une maniére d’appréhender Gal(Q/Q) est de comprendre
les représentations linéaires de ce groupe, c’est a dire les morphismes de groupes continus
p: Gg = GLE(V) pour V un E-espace vectoriel de dimension finie et £ un corps topo-
logique. Ces représentations sont dites galoisiennes. Un probléme a priori plus simple est
d’étudier les représentations galoisiennes p-adiques : si p est un nombre premier, on considére
le corps Q,, des nombres p-adiques, qui contient Q. En fixant une cloture algébrique @p et une
injection Q — @p, on identifie le groupe de Galois Gg, = Gal(@p /Qp) & un sous-groupe de
Gq. Une premiére approche pour comprendre p est de comprendre les restrictions p\G@p pour
différents nombres premiers p.

La théorie de Hodge p-adique donne des outils pour I’étude des représentations galoisiennes
de Gk = Gal(K/K), avec K une extension finie de Qp, lorsque le corps des coefficients
E est une extension finie de @Q,, ou 'anneau des entiers d’une telle extension, ou encore
un corps fini de caractéristique p. L’idée fondamentale, due a Fontaine, est d’associer a une
telle représentation p : Gxg — GLg(V) un objet d’algébre (semi-)linéaire qui contient, si
possible, toute 'information de la représentation et dans lequel toute référence au groupe G
a disparu. Cet objet semble plus facile & manipuler que celle-ci, ne serait-ce que parce que les
outils de 'algébre (semi-)linéaire s’appliquent. Donnons une idée du type d’objet considéré
par Fontaine : soient k le corps résiduel de K, W = W (k) 'anneau des vecteurs de Witt sur
k, Ky = Frac(WW). On note 7 € O une uniformisante de 'anneau des entiers O de K,
E(u) € W{u] son polynéme minimal sur Ky. On considére 'anneau & = Wu] que 'on munit
de I'endomorphisme ¢ donné par le Frobenius sur W et envoyant u sur «?. On note Og la
complétion p-adique de &[1], i.e.

O¢ = {Zasus ; as € W avec Sgr_nooas = 0} .

SEZL

On note encore ¢ le prolongement p-adiquement continu de ¢ : & — & a Og¢. Enfin notons
K lextension de K donnée par Ko, = K(g,;n € N) ol (€,,)pen est un systéme compatible
de racines primitives p”-iémes de I'unité, prises dans K. L’anneau Og est muni d’une action
de I' = Gal(Koo/K). Alors Fontaine montre dans [Fo2] que la catégorie Repy (Gk) des Zy-
modules de type fini munis d’une action linéaire continue de Gy est anti-équivalente a la

catégorie des (¢, I')-modules étales sur Og : un (¢, I')-module étale sur Og est un Og-module
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8 INTRODUCTION

de type fini M muni d’une application surjective ¢ps : M — M ¢-semi-linéaire et d’une action
semi-linéaire de I' commutant & ¢yy.

Modules de Kisin

L’étude de représentations p-adiques vérifiant différentes propriétés, par exemple ’étude des
représentations cristallines et semi-stables (ces notions ont été dégagées par Fontaine) ont
conduit a l'utilisation de différents types de ¢-modules : on peut citer les (¢, I')-modules qui
ont déja été évoqués ci-dessus mais aussi les (¢, NV)-modules filtrés, les modules de Wach et
les modules de Breuil-Kisin. Dans la suite on s’intéresse plus particuliérement & ces derniers.
Ils ont initialement été introduits par Breuil dans [Br2]. Dans cette note, Breuil propose un
nouveau type de module, en espérant une classification des p-groupes finis plats et des groupes
p-divisibles sur Ok qui s’étende a tout p. En effet, si p > 2, de telles classifications étaient
déja connues (voir [Foll, [Con| et [Brl]), mais le cas p = 2 restait ouvert. Les modules en
jeu sont les suivants : on définit la catégorie '(Mod/&) comme la catégorie des G-modules
M munis d’un endomorphisme ¢-semi-linéaire, encore noté ¢, tel que le conoyau du linéarisé
¢ (M) — M, est annulé par E(u). On définit des sous-catégories pleines (Mod FI/S) et
(Mod/S) de '(Mod/&). Ce sont des variétés mettant en famille ces modules de Kisin (ou
plutot la version en torsion de ces modules) qui vont nous intéresser dans la suite.

Dans les articles [Kil] et [Ki2|, Kisin construit en partie la classification conjecturée dans
[Br2]. Ainsi pour p > 2 il obtient une anti-équivalence naturelle entre la catégorie (Mod/S)
et la catégorie des p-groupes finis plats sur Ok d’ordre une puissance de p. Les modules de
Kisin interviennent également dans la description de la catégorie des représentations cristal-
lines de poids de Hodge-Tate négatifs, donnée dans [Ki2].

Une autre application importante des modules de Kisin est donnée dans [Kil], elle concerne
certaines anneaux de déformation de représentations galoisiennes. La démonstration par Wiles
du théoréme de Fermat a utilisé de maniére cruciale une égalité entre un anneau de défor-
mation R et une algébre de Hecke T. Ainsi pour démontrer des théorémes de modularité il
est important de pouvoir calculer ou étudier des anneaux de déformation. Rappelons rapide-
ment le contexte. On considére encore une extension finie K/Q,, ainsi qu’une représentation
galoisienne (de dimension finie) Gx — GLp(VF) ou F est un corps fini de caractéristique p.
Soit A une W (F)-algebre locale finie artinienne de corps résiduel F. Une déformation de Vi
a A est un A-module libre fini V4 muni d’une action continue de G et d’un isomorphisme
Gr-équivariant V4 @4 F = Vp. On définit le foncteur

Dy, : A — {classes d’isomorphisme des déformations de Vg & A}.

Mazur [Maz| montre que si V& n’a que des endomorphismes triviaux, alors le foncteur Dy
est pro-représentable par une W (F)-algebre locale compléte Ry, de corps résiduel F, i.e. pour
toute W (IF)-algébre A comme ci-dessus on a Dy (A) = Homyy ()-aig (Rv4, A) fonctoriellement
en A.

En rajoutant des conditions sur les représentations V4 qui relévent Vg, on s’attend & découper
des sous-schémas de Spec(Ry;). Par exemple, on peut se limiter aux déformations provenant
d’un schéma en groupes fini plat sur Ok : en notant D{l;]F (A) 'ensemble des (classes d’isomor-
phisme de) déformations Vy telles qu’il existe un schéma en groupes fini plat G sur O, muni
d’une action de A, et un isomorphisme de A[Gk]-modules V4 = G(K), Ramakrishna [Ram|
démontre que, pour p > 2, il existe un quotient R%F de Ry, qui pro-représente D‘ﬂ/w.
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On g’attend en général & ce que les anneaux R%F soient « compliqués ». Une des raisons est
la condition « V4 provient d’'un schéma en groupes » sur les déformations : elle fait inter-
venir l'existence d’un objet, qui n’est pas unique en général. Comme annoncé plus haut, les
modules de Kisin sont utiles dans ce contexte. Ils permettent de définir une variété ¥Zv; o
qui parameétre les schémas en groupes qui redonnent Vi, comme le montre Kisin dans [Kil].
Pappas et Rapoport ont donné le nom de variété de Kisin a cet objet dans [PaR]. Cette va-
riété est la fibre spéciale d’un R?/F—schéma projectif %y, — Spec(R{l/F). Or, Kisin démontre
qu’aprés inversion de p la fleche 4%y, — Spec(R{’l/F) devient un isomorphisme. Ceci identifie
les composantes connexes de Spec(R{l/F[%]) — que l'on souhaite comprendre — & celles de

IR\ @z, Qp. Dans certains cas favorables, on peut ensuite relier ces composantes connexes
a celles de 9%y o.

Citons encore les résultats obtenus dans [Ki3| : soient L/K une extension finie et a < b deux
entiers. La mise en famille des modules de Kisin permet de construire un quotient de Ry
dont les points dans les W(F)[%]—algébres finies correspondent aux représentations de G qui
deviennent semi-stables sur L et qui ont des poids de Hodge-Tate compris entre a et b. Les
résultats de Kisin sont méme plus généraux car il parvient a construire des espaces de dé-
formations qui paramétrent les représentations galoisiennes potentiellement cristallines (resp.
semi-stables) ayant un type de Hodge et un type galoisien fixé.

Le lien entre anneaux de déformation et variétés de Kisin correspondantes est mis en avant
dans larticle [CDM]| de Caruso, David et Mézard. En prenant pour K ’extension non ramifiée
de degré 2 de Q, et pour des choix particulier d'une représentation Vva de poids de Hodge-
Tate v, d’'un déterminant i et d’un type galoisien t, ils montrent que les trois cas possibles
Rﬁﬁp (v,t) =0, R%p (v,t) ~ Op[X,Y,T]/(XY + p) et R“%p (v,t) ~ O[X,Y,T]/(XY + p?)

sont discriminés par les variétés de Kisin respectives.

Pour ces raisons il est utile de comprendre les variétés 9%y, o. L'objet de cette thése est
d’étudier la dimension de certaines variétés de Kisin.

Un espace de modules de modéles finis plats

Donnons une définition précise. Un modeéle fini plat de Vg est un schéma en groupes fini plat
G sur Ok, muni d’'une action de F et d'un isomorphisme de F[G x]-modules G(K) = V&. On
suppose que Vg admet un modéle fini plat. Alors la variété 9%y, o introduite par Kisin dans
[Kil] est un F-schéma projectif qui vérifie pour toute extension finie F'/FF,

GRv 0(F') = {modeles finis plats (& isomorphisme prés) de Vi @p F'}.

On peut également décrire les points de ¥Zy; o a I'aide des modules de Kisin. On reprend les
notations au-dessus. Fixons un systéme compatible (m,,),m = (?v/7) de racines p™-iémes de
7 et posons K, = 50 K(7m)-

On note ® Mo, r la catégorie des (Og ®z, F) = (k((u)) ®r, F)-modules finis M munis d'une
application ¢-semi-linéaire ¢ps : M — M telle que sa linéarisée ¢*(M) — M soit un isomor-
phisme.

Soit Repp(Gk: ) la catégorie des représentations continues de G sur F. Alors, d’aprés la
théorie du corps des normes de Fontaine et Wintenberger [Win|, le foncteur

T:®Mo,p — RepF(GKéo), M — (k((u)*® Oke((w) M)¢:1

est une équivalence de catégories abéliennes.
Soit My € ®Mo, r le p-module correspondant & Vi(—1)|gy_, oit (—1) est I'inverse du twist
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de Tate.
Pour toute extension finie F'/FF, on a

sous-(k[u] ®p, F')-modules finis libres M de Mp = My ®p F’
(1) 9 engendre M sur k((u)) ®r, F/
(2) uM C (1® pag, ) (9" (M) € M

IRy, 0(F') =

tels que

oil e est I'indice de ramification de I'extension K/Q, et ¢ : k(u)) ®p, F' — k(u)) ®F, F’
envoie Y, a;u’ @y sur Y. aluP’ @ y.

Cette description concréte permet d’aborder 'étude de 4%y o. Partant de cette description,
dans l'article [PaR], Pappas et Rapoport appellent variétés de Kisin une variante des variétés
GRv, o - si H est un groupe algébrique réductif déployé sur k, A est un élément de G(F((u)))
avec G = Resyp, (H) et p est un copoids dominant de G' (on fixe un tore maximal déployé et
un sous-groupe de Borel contenant le tore) ils définissent la variété de Kisin X, (A) associée
aux données (H, A, 1) comme la variété algébrique définie sur F = k dont les F/-points sont

{9 € H(k((w) ®r, F')/H(k[u] @5, F') ; g~ Ad(g) € H(k[u] @r, F)u"H(k[u] ®F, F')}. (1)

En fait il se peut que la variété X, (A) soit définie sur un corps plus petit que k. Par exemple,
si H lui-méme est défini sur F), (e.g. H = GLg), il en est de méme de X, (A). Pappas et
Rapoport définissent de maniére analogue une variété X'c,,(A).

Lorsque H = GL4 (d = dim(Vg)) et A correspond au ¢-module My, on retrouve la variété
9%V, 0 en prenant une réunion de X, (A). Dans la suite on appellera variété de Kisin diffeé-
rentes variantes de celles définies dans [PaR].

On poursuit en évoquant les premiers résultats obtenus par Kisin et Hellmann sur la connexité
des variétés Y%y, 0. On présentera ensuite les résultats sur la dimension des variétés ¥%Zv; o
(ou sur la dimension de variantes ces variétés) obtenus par Imai dans [Im2] dans le cas ou
la représentation Vi est de dimension 2 et par Caruso dans [Car| lorsque Vi est triviale (de
dimension quelconque) et le corps résiduel k est égal a Fj. On évoquera ensuite des conjectures
données dans [Car| sur la dimension d’une généralisation des variétés de Kisin. On continuera
avec ’exposition des encadrements de dimension obtenus dans la thése, qui correspondent au
cas oul VF est triviale, sans condition ni sur la dimension de Vg ni sur k.

Des résultats sur la connexité en dimension 2

Le probléme de la connexité est abordé par Kisin dans [Kil], dans le cas de la dimension 2. I
définit un sous-schéma fermé Y%y, , de 9%v; o ot v donne une condition de déterminant, et
distingue deux composantes (une ordinaire et une non-ordinaire) dans ce sous-schéma fermé.
Il conjecture que la composante non-ordinaire est connexe, ce qui est prouvé par Imai dans
[Im1], toujours en dimension 2.

Le résultat est amélioré par Hellmann dans [Hel|, qui prouve que pour une représentation
irréductible V& de dimension 2 et pour des poids de Hodge-Tate arbitraires, la variété corres-
pondante est toujours géométriquement connexe.
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Des résultats partiels sur la dimension
En dimension 2

Imai obtient dans [Im2| dans le cas dimp(VF) = 2 'encadrement suivant (par des calculs sur
des matrices 2 X 2) : sin = [k : Fp], on a

e+ 2

Pl (2)
n+1 e n—2 e+1 e+ 2
i R e [ I R e TR )

sin=1, 0<dimp(9%Zv,0) < |

sin>2, 0<dimp(9%vi0) < |

ot e désigne I'indice de ramification de K sur Q, et |-| la partie entiére. De plus les encadre-
ments sont optimaux pour toute extension finie K/Q,.

Pour la représentation triviale et avec le corps résiduel % égal a [,

Avec des hypothéses différentes, Caruso donne dans |[Car| un encadrement de la dimension :
on ne suppose plus que d = dimp(Vr) vaut 2, mais on demande que la représentation soit
triviale, et que le corps résiduel soit & = F,. Dans ce cas le module M = Mp associé¢ est
F((u)?, et ¢ = ¢as agit coordonnée par coordonnée via ¢ :

bt F@) — F) 6 F(u) —  F(u)
(i) +— (o(x:)) Saut — Y auPt
On obtient
sous-F’[u]-modules finis libres Mt de M @ F’

GR v o(F') = tols (1) M @prpuy F'(w) = M
GS AU o) ueam C (g (M) € M

>~ {réseaux M de M tels que u®IM C ¢(p*(M)) C M} .

L’encadrement est alors

d2

L4“w

p+1

dd—1 &, e
Q‘FL*J .
2 4-p+1

] < dimp(92Zv; 0) < (4)
On peut comparer ’encadrement ci-dessus pour d = 2 avec ’encadrement établi par
Imai : celui-ci montre que son encadrement est optimal, i.e. que le minorant et le majorant
sont atteints pour certains choix de représentations V. Cela ne contredit pas I’encadrement
(4) puisque celui-ci est établi pour le choix particulier de la représentation triviale.

En fait Caruso s’intéresse plus généralement aux variétés définies comme suit. On remplace
¢ par un morphisme o plus général, défini comme o : F(u)) — F((u), >, aiu’ — Y, afhubi
pour h > 0 et b > 2 fixés. On note encore o le morphisme de M = F((u))¢ dans M agissant
coordonées par coordonnées via o.

Soit pr = (p1,- .., ) un d-uplet d’entiers tels que p1 > - -+ > pg. On note X, (F') et X, (F')
les ensembles

x) = {

réseaux I de M @ F’ tels que les diviseurs élémentaires
de o(o*(9M)) par rapport a M soient égaux aux p;

et

Xou() = {

réseaux M de M tels que les diviseurs élémentaires
w' de o(o*(9M)) par rapport a M veérifient p' < p
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ot si p' = (py,...,py) on note p' < pu ssi pour tout s € [1,d] on a D77, pf < D27 pj
avec égalité pour s = d. On montre qu’il existe des sous-schémas réduits &), et X¢,, de la
grassmannienne affine de GLgr dont les F'-points sont ceux prescrits ci-dessus. Ces variétés
sont des cas particuliers des variétés de Kisin définies dans [PaR], elles correspondent aux
choix k =F),, A= I et H= GLg dans la définition de I’ensemble donné en (|1)).

Avec les parameétres b = p et h = 0, la variété 9%y, o (toujours avec Vi triviale et k = F)) est
la réunion des sous-schémas fermés X¢,, sur les p vérifiant 0 < pg < py <e.

L’article |[Car| donne un encadrement de la dimension des variétés de Kisin X}, et X¢,, de
la fagon suivante (la méthode utilisée s’inspire en partie de [Vie|] ou Viehmann détermine
la dimension de certaines variétés de Deligne-Lusztig affines) : on peut stratifier les variétés
A, par des sous-variétés indicées par des données combinatoires. On associe a chaque réseau
9 de M une donnée combinatoire : d fonctions ¢1(IMM) > -+ = pg(M) de RU {—o0} dans
R U {—oc} affines par morceaux, de dérivée b presque partout et vérifiant des conditions sup-
plémentaires. Les ;(9) encodent les diviseurs élémentaires de o(o*(901)) par rapport a 9 :
on a un diagramme commutatif naturel

{données combinatoires « entiéres » (¢;)} = Pz

_— |

{réseaux de M} 7.4

ou la fleche horizontale est celle qui & 9t associe les diviseurs élémentaires de o(o*(91)) par
rapport a 9.
Ainsi en posant X, (F) = {réseaux M de M tels que p(M) = ¢} pour ¢ € Pz, on obtient une

stratification
X, = U X,.

¢ au-dessus de p

On montre que I’ensemble des données combinatoires ® est en bijection avec un cone convexe
Q de RY pour un certain N. Les données combinatoires entiéres ®z correspondent alors &
lintersection de @ avec un réseau de RY. Notons o : ® — Q la bijection. Il existe une forme
linéaire £ sur RY telle que si ¢ € &7z, dimp(X,) = L(a(p)). On est ainsi ramené & maximiser
L sur (les points entiers de) Q. Le probléme de la maximisation est loin d’étre trivial, il permet
cependant d’établir un encadrement de la dimension de &), et X,,.

On énonce un théoréme, découlant directement des théorémes 1.4 et 1.5 de [Carl], afin de
pouvoir comparer avec les estimations obtenues dans la thése. Pour simplifier I’énoncé on ne
discrimine pas les cas h = 0 et h > 0 (c’est le cas h = 0 qui est intéressant arithmétiquement).
De plus il semble que la condition nécessaire sur b pour que les théorémes 1.4 et 1.5 de [Car]
soient valides est b > 1 + max(d, L%QJ) et non pas b > 1 + max(d, L(d_41)2j). Cette condition
apparait pour la premiére fois dans I’énoncé de la proposition 4.1 de [Car]. Il n’est pas clair

)2 _
que dans la démonstration de cette proposition on puisse prendre L(dTl)J au lieu de L%QJ.

Définition 1. Soit pn = (u1,. .., uq) € R On dit que p est
(i) b-régulier si pi; — pit1 < b(pa—i — pa+1—i) pour t € [1,d — 1]
(ii) intégralement b-régulier si p est b-régulier, si les u; sont entiers et si b—1 divise g1+ - - pg

(i1i) fortement intégralement b-régulier si u est intégralement b-régulier et si pg—1 — g <
b(u1 — p2) — d(b* — 1).
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Théoréme 2. (Caruso) On suppose b > 1 + max(d, L%J) Soit 1 = (1, ..., puq) € Z avec
p1 = = pg. Alors
(i) on suppose que b — 1 divise p1 + -+ - + pg. Pour w € Sy on définit

+oo g

ﬁw=ﬁ+(b—1).zw

n=1

P

bn

ot &g désigne le groupe des permutations de {1,...,d} et agit par w-(y;); = (Yw-1(;));

sur R%. On a
d(d—1)

dim(&),) < 5

+ min (ulu)
weGy
ot (-|-) désigne le produit scalaire standard sur RY.

De plus il existe des constantes positives c1 et co ne dépendant que de b et d telles
que St iy = Wiy + c1 pour tout i < d alors

dim(X,) > —cs + min {(ulp)
weGy

(ii) on a
d—2)? 2o’y _ .. d(d—1) (2p11)
—(d—1)* - ( < X)) <
@07 s G Ssdim(e) S T s GRE
w' fi. b-rég w b-rég

Citons maintenant deux conjectures faites dans [Car].

Une généralisation des variétés de Kisin

Comme pour les variétés de Deligne-Lusztig affines, il est possible d’étendre la définition des
variétés de Kisin aux groupes algébriques (affines) G réductifs déployés sur F, le cas au-dessus
étant celui ott G = G Ly. En effet I'ensemble des réseaux de M = F((u))? est en bijection avec
I'ensemble GLg(F((w)))/GL4(F[u]). On a alors

X,(F) = réseaux M de M tels que les diviseurs élémen-
“ - taires de o(o*(9N)) par rapport a 9 soient les p;

~ { g € GLq(F((u)/GLa(F[u]) tels que }
- g 'o(g) € GL4(F[u]).diag(u*).G Ly(F[u])

ou o :GLy(F(u)) = GLy(F((uw)) est le morphisme induit par o : F((u)) — F((u)) et diag(u*)
est la matrice diagonale d’éléments diagonaux u*!,...,uHd. Il s’agit alors de remplacer le
groupe GLg intervenant dans cette situation par un groupe réductif déployé quelconque.

Soient G un groupe algébrique affine réductif déployé sur F et T un tore maximal déployé
de G. On note X*(T) le groupe des caractéres de T', X (1) le groupe des cocaractéres. On
fixe une chambre de Weyl C' dans X*(T) ®z R, et pour A € X,(T), on note v* I'image de
u € Gp(F((u)) par A. Dans ce contexte on a la décomposition de Cartan (voir |[Gor| par
exemple)

G(F(w) = U G(Fu]).v".G(F[ul)

1 copoids dominant
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qui généralise la notion de diviseur élémentaire d’une matrice de GL4(F((u))).

On considére le morphisme o : F((u)) — F((w), > a;u’ — 3 a;u. Puisqu’on a pris h = 0,
o est un morphisme de F-algébres et induit un morphisme de groupes de G(F((w))) dans
lui-méme, encore noté o. Si p € X, (T) est un copoids dominant et A € G(F((u))), on définit
X E (A) comme le sous-schéma réduit de la grassmannienne affine de G sur F dont les F'-points
sont

{9 € GF'()/GEF'u]) ; g~ Ao(g) € G(F'[u]).u".G(F'u])} . ()

On définit de maniere analogue une varitété XgM(A) dont ’ensemble des F'-points est

{3€ GE')/GE) ; g7 A0(g) € GIF'Tul)w’ G(F [u]) avee o/ <pf.  (6)

Le cas traité dans |[Car| correspond donc & G = GLg et A = I; (c’est 'hypothése Vg triviale
qui correspond & A = I;). Les variétés introduites en et @ sont des variantes de celles
introduites en pour G = Resy, (H). Il est a noter toutefois qu’elles différent des variétés
de Kisin étudiées par Pappas et Rapoport car ces deux derniers auteurs considérent un mor-
phisme ¢ qui agit de maniére non triviale sur le corps k. Une solution possible pour prendre
en compte cette action dans le cadre de Caruso serait de twister 'action de o sur G(F((u)))
par un automorphisme de G. Toutefois, les conjectures [3] et [4] énoncées ci-aprés ne seraient
plus valables dans cette généralité.

On s’attend a obtenir des encadrements des dimensions de dimﬁr(?{f (A)) et dimF(XgM(A))
faisant intervenir le systéme de racines de GLg4 et, plus précisément, la demi-somme p des

racines positives (pour la base choisie) et le groupe de Weyl W du systéme des racines de
(G,T):

Conjecture 3. (Caruso) Pour w € W on définit

400 w"

=7+ 0b=1.) 0

n=1

p

1l existe des constantes by = 2 et cq telles que pour tout b = by, pour tout copoids dominant w,
dim(Xx%(A)) < in (f,|u) .
im (A, (A)) < co + min (pyu)

Pour énoncer la conjecture concernant la dimension de XSN(A) on a besoin de la définition
suivante : on dit qu'un élément p € X, (T) ®z R est b-régulier si le minimum des produits
scalaires (pi,|p) est atteint lorsque w est le mot le plus long du groupe de Weil W (voir [Bo2|
pour des rappels sur le groupe de Weil), noté wy. On note Reg le cone convexe formés des
éléments b-réguliers. Etant le mot le plus long, wg échange les racines positives et négatives
du systéme de racines, ainsi on a wyp - p = —p ce qui donne py,, = b-%l 0.

Conjecture 4. (Caruso) Il existe des constantes c1 et ca et pg € X«(T) @z R tels que pour
tout copoids dominant u,

2

/ . G

plp )y < dim(XZ,(A)) <c + sup —_—
<ﬁ‘ > ( gﬂ( )) W<, p'€Reg b+1

Vary

2
—C9 + sup —_—
W<y, p'—po€Reg b+1

ot dans les bornes supérieures les p' parcourent l’ensemble des copoids réels.

Les bornes des conjectures [3 et [4] font ainsi intervenir le systéme de racines du groupe G en
jeu. Dans cette thése, on prendra pour G la restriction des scalaires de GL4. On s’attend donc
a ce que le groupe de Weil de la restriction apparaisse dans les estimations sur la dimension.



INTRODUCTION 15

Les résultats de la thése

Comme annoncé plus haut les résultats de la thése portent sur les variétés de Kisin correspon-
dant au choix d’une représentation Vg triviale mais sans restriction ni sur d = dim Vg ni sur
le corps résiduel k. Ce cas est la généralisation naturelle de celui traité dans [Car], il consiste
a prendre G = (Resyp, (GLax))r, A = I dans les définitions (9] et (6) et a rajouter un twist
par un Frobenius. C’est aussi le cas qui avait initialement été considéré par Kisin dans [Kil].
Dans le contexte de [PaR] et (1)) cela correspond a prendre A = I;, H = GLg4 et F contenant k.

On se place dans la situation suivante : on suppose qu’il existe un plongement de k dans
F. Soit d > 1, on pose
G= (Resk/Fp(GLd,k))ﬁr

ou Res,, /FP(GLd,k) est la restriction des scalaires a la Weil de GLg4y. Le groupe G est un
produit de GLg : on a I'isomorphisme

G IT GrLer
a€Homp,, (k,F)

provenant du fait que si R est une F-algébre, on a un isomorphisme

k ®p, R — H R, 2 @71 +— (a(z).r)a.
a€Homg,, (k,F)

On note S = Homg, (k, ) 'ensemble des plongements. On fixe ' € N, et on définit ' comme

le Frobenius F — F,x — 2P . On fixe également h,b € N avec b > 2, et on note a nouveau

o F((w) — F((u)
prbi C

i @i S al
On note encore o : F(u)? — F((u))?, (z;); = (o(z;)); I'application agissant coordonnées par
coordonnées sur M = F((u))?, ainsi que le morphisme de groupe o : G(F((u))) — G(F(()) qui
envoie (g%)aes sur (o(gF °%))aes ot o agit coefficient par coefficient sur les matrices g°.
A nouveau, c’est le cas h = 0 qui est intéressant arithmétiquement. En effet I’isomorphisme
k(u) ®@F, F = [[,es F((u) transforme

¢ : k(uw) ®r, F— k(u) ®F, F, Zaiui RY Zafum Ry

c1n

o ] F(w) — ] F(w). (Z u> - (Zwiwhu“’)
acsS acs i aES i acs

avec h = 0, b = p et b/ = 1. Cela explique également pourquoi le twist par le Frobenius F’

apparait naturellement. On obtient alors les identifications, pour la représentation triviale Vg

de dimension d,

sous-(k[u] ®p, F')-modules finis libres M de Mp = Mp ®p
IRy, o(F') = tels que (1) 99t engendre Mg sur k((u)) ®p, F/
@ wmC (1@ o, ) (9 () <M
familles (9M)qes de sous-F' [u]-modules libres de F/((u))? telles
(1) M engendre F((u)? sur F'((u))
(2) w M C (1% 0)(o" (MF2)) C Mo

I

que pour tout a € S,
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Cette identification explique aussi le choix de prendre pour G la restriction des scalaires de
GL, : se donner une famille de réseaux (9M%), revient a se donner un élément g - G(F'[u]) de

G(F'(w))/G(F Tu]).

Le groupe G choisi étant un produit du groupe linéaire général, on choisit pour tore maximal
de G le tore T' produit du tore maximal standard de GLg4Fr. Le systéme de racines de G est
alors la réunion disjointe de #5S copies du systéme de racine standard de GLg. Ainsi pour
base du systéme de racines de G on prend la réunion des bases standard. Dans ce contexte
un copoids p = (u§) € Z5%14 est dominant ssi pour tout a € S on a uf = --- > ug. La
relation d’ordre induite par le choix de la base est donnée par p’ < p ssi pour tout a € S,
pour tout s € [1,d] ona }>%_, u;a < D=1 K5 avec égalité si s = d. Le groupe de Weil obtenu
est le produit W = [],c g S4. La demi-somme /' des racines positives est (% — Jaj-

Soit o I'automorphisme de groupe de W =[] g &4 envoyant (wa)a SUr (Wp-104)a-
Le groupe de Weil agit sur R¥*[1dl par (Wa)a - (y;?‘)a,j = (yzé}fl(j)) _et pour un élément w
@ a?-]
de W on note
2 (Thshob (™)) -7
o p-1). 3 e O )P

n=1

Cette définition est a comparer avec celle de la conjecture |3| Le morphisme o que 'on consi-
dére maintenant permute les composantes indexées par les o € S, ce qui explique 'apparition
de l'action de oy dans la définition des g,.

On considére pour y un copoids dominant la variété réduite X, dont les F'-points sont donnés
par

{(w) & [T GLa(F' () /GLa(F[u]) 5 Yo € S,div (%) Lo(g""*)) = /ﬂ} (7)

a€eS
= {(Lo‘)aeg ; Vo, L est un réseau de My et div (a(a*(LFﬁloo‘))/La> = ,uo‘} (8)

et la variété réduite X<, dont les F'-points sont donnés par

{<ga> e T] GLaF (u)/GLAF[u]) ; Vo € S,div () o(s" ) < ua} (9)

a€csS
= {(La)aes ; Vo, LY est un réseau de My et div <O’(0'*(LF71004))/L04> < ,ua} (10)

ou pour deux réseaux L et Ly de M on note div(L;/Lg) les diviseurs élémentaires de L par
rapport a Lo, et ott My = F'((u))?.

En adaptant la méthode de [Car], on obtient les théorémes suivants (voir et 4.5.2)) :
P T d\S ' — yd

Théoréme 5. Soit pp = (u§) € (Z%)” dominant. On note alors |u®| =35 pg.

Soit (N) la condition : pour tout o € S, si r est le cardinal de lorbite de o sous laction de

F, alors
r—1
(Z bk'|uF—koa’> ]
k=0

Si p ne satisfait pas la condition (N), la variété X, est vide. Dans la suite du théoréme on
suppose (N) vérifiée.

(b" = 1)
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On suppose également b > max([%zj +1,d+1).
Alors

(i) il existe des constantes ¢c1 € Ry et co € R (dépendantes uniquement de d et b) telles que
st p vérifie pu§ > pyq +c1 pour tous a € S et j € [1,d — 1],

. d(d—1) .
Ow| ) — #S - ———— — co < dim(X),).
ol o, (Pwlp) — # 5 ¢z < dim(A))
(ii) on a
: : d(d—-1)
dim(X,) < min owlp) +#S - ———=.
() welloes 64 (Puwlp) + # B

De plus si p est b-régulier on a

2
vt o, Pl = (Puolit) = =7 (AlK)

ot p est la demi-somme des racines positives de la restriction des scalaires (voir la
définition :

Concernant les variétés X, on a :

Théoréme 6. Soit p= (u3) € (ZhHS dominant.
On suppose b > max([%J +1,d+1). Alors

d(d—1)

dim(Xey) < o () + 5 - N

b+1

On compare maintenant les résultats obtenus avec ceux de [Im2] et [Cax].

Comparaison avec les encadrements d’Imai et de Caruso

La situation étudiée dans [Im2| correspond aux parameétres d =2, b’ = [k : F,] —1, h =0 et
b =p. Si on pose m = [k : Fp,], Imai consideére la variété 4%y, o dont I’ensemble des F-points
est 'ensemble des collections (L%),es de réseaux de F((u))? telles que pour tout o € S les
diviseurs élémentaires (ut, us) de ¢(¢p*(LF ~1oa)) par rapport a L vérifient 0 < ns < pf <e.
Il montre alors que

. m—+1 e m-—2 e+1 e+2
< <

I. (11)

Or, lorsque Vf est triviale, la variété 9%y, o est la réunion des X'¢,, sur les copoids dominants
= (uf, p§)acs vérifiant 0 < p§ < pf < e pour tout a € S, donc sa dimension est inférieure
ou égale au sup des dimensions des variétés X¢;, mises en jeu. Pour un pu comme au-dessus le
théoréme [6] implique si p > 3 la majoration

2 2(2 — 1)
dim (X, < — S ——
m(Ye,) < () + #5 - g
1
= —= D Wi —pu3)+m
p+1a€5’
1
g 71 e+m
P+ aEesS
me
= +m
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donc dim(%@vmo) < +m.
Le majorant dans est inférieur ou égal a

(Lm;1J+LmQ_2J+1> c +<m2_2j+2>1 (12)

p+1 p+1
me m

+ —.
p+1 p+1
On obtient deux majorations faisant apparaitre le méme coefficient ]% dans la partie linéaire
en l'indice de ramification e.

(13)

~

La situation considérée dans [Car] correspond elle aux parameétres b’ = 0 et k = F,, (donc
#S = 1). Dans ce cas, le théoréme |5 démontré dans la thése redonne le point (i) du théoréme
démontré par Caruso (et les vecteurs g, en jeu sont bien les mémes), a la seule différence
prés que pour la minoration, Caruso obtient un meilleur minorant : les constantes ¢y sont les
meémes dans les deux théorémes, mais le terme —@ est ajouté dans le théoréme [5| Il est
cependant possible que les mémes méthodes que celles utilisées dans la thése permettent, par
des estimations plus astucieuses, de supprimer ce terme dans la minoration.

Concernant la partie (i7) du théoréme [2, on démontre dans la thése une majoration moins
précise. Plus grave, nous n’avons pas réussi a établir une minoration de la dimension des varié-
tés X, faute d’avoir pu définir un analogue de la notion de d-uplet fortement intégralement
b-régulier comme dans la définition [I} On renvoie a la remarque pour plus de précision.

On présente maintenant le plan de la thése.

Le plan de la thése

Comme mentionné précédemment, la méthode utilisée est celle de [Car], elle-méme inspirée
en partie de [Vie].

Ce travail est divisé en quatre chapitres. Dans le premier chapitre on fait des rappels sur
la définition des grassmanniennes affines et leur topologie afin de montrer que la variété X,
(respectivement X<,,) est définie par une condition localement fermée (respectivement par une
condition fermée) dans un produit de grassmanniennes affines pour le groupe G L.

Dans le deuxiéme chapitre on associe une donnée combinatoire @(L) aux collections L = (L%),
de réseaux de M. Elle consiste en la donnée pour chaque o € S d’un d-uplet de fonctions
(PH(L), ..., ¢5(L)) affines par morceaux croissantes de R dans R U {—oo} et vérifiant des
conditions de rigidité. On définit un réordonnement (L) des fonctions @$(L). Un exemple
de telle donnée combinatoire est dessiné dans la figure Les données combinatoires ¢(L) et
©(L) d’une collection L encodent les diviseurs élémentaires div(o(c*(LE ™ °*)) /L) pour les
diférents o € S. Notons que les composantes en « de ¢(L) ne sont pas indépendantes, elles
sont entrelacées par le choix de o : ainsi le cas étudié n’est pas un simple produit direct du
cas G = GLg.

On montre alors que si ¢ est une donnée combinatoire « entiére » la condition ¢(L) = ¢
découpe une sous-varitété )&5 de X,. On obtient ainsi une stratification

o= J A
ey, n(@)=p
ce qui rameéne la détermination de la dimension de &), a la détermination de la dimension

des /'\?@. On définit X, comme la réunion disjointe des 2’2;;, pour ¢ donnant ¢ aprés réordon-
nement. On obtient dim(X),) = sup,ca,, u(p)=p dim (Xy). On a une formule analogue pour la
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dimension de la variété X¢,,.

La seconde partie du chapitre est consacrée a I’évaluation du nombre dim(&X,). On montre
qu’il existe une fonction dimension naturelle sur I’ensemble des données combinatoires ® telle
que |dim(AX,) — dim(p)| < (#5) - @ pour tout ¢ € ®.

Dans le troisiéme chapitre, on explique comment le calcul de la borne supérieure

sup dim (X,)
PE®z, u(p)=p

se raméne & un probléme d’optimisation linéaire. Pour ce faire, on paramétre les donnés
combinatoires sus-mentionnées par une famille de réels indexée par S x I ou [ = {1 <i < j <
d} en établissant une bijection de ® sur un céne convexe @ de R¥*! = {(g;)}- L’ensemble des
données combinatoires ®z correspond alors & I'intersection de @ avec un réseau R de RS*/,
On vérifie que via la bijection de ® sur @ la fonction dim(¢p) est une forme linéaire I, comme

I'est la fonction g qui a une donnée combinatoire ¢ associe les « diviseurs élémentaires » 5
(on entend par 1a que g est une fonction linéaire de RS> dans R <[4l qui sur un élément de
® provenant d’une collection L = (L), de réseaux vaut (div(o(o*(LE ' °%))/LY))a).

Ainsi on est ramené a évaluer une borne supérieure de la forme sup,cgnpg, ¢ [(x). La fin
du chapitre donne des outils d’optimisation linéaire pour cela.

z)=p

Dans le quatriéme et dernier chapitre on démontre les encadrements annoncés sur la dimen-
sion des variétés X, et X¢,. On dualise le probleme d’optimisation, ce qui amene a calculer
un convexe Ag 4 attaché & Q). Le cone convexe (), compliqué, peut étre approximé par des
cones Qmin € Q C Qmaz plus simples. Un fait remarquable obtenu dans [Car| pour G = GLg4
est que les points extrémaux de Ag,,.. 41 sont en bijection naturelle avec le groupe de Weil
de GLg4. Dans la situation considérée c’est encore le cas : les points extrémaux du convexe
AQumas,g,l SONt en bijection avec le groupe de Weil [],.q &g de G.

On calcule alors le convexe Ag 4; comme dans loc. cit. en utilisant la notion de permutation
des perdants. Ceci permet d’obtenir les théorémes et

Perspectives

On aimerait donner un encadrement de la dimension de 9%y, o dans le cas général, c’est a
dire lorsque VF n’est plus supposée triviale. Cela revient & définir des variétés comme en ([7)
et @, mais en prenant un morphisme o plus général : on choisit pour a € S des matrices
A% € GLy(F'((u))) et on considére les variétés dont les F'-points sont

{@a) e [[ GLa(F' (w))/GL4(F'[u]) ; Va € S, div ((ga)—lA%(gF*oa)) = Ma}

a€esS

et

{<ga> € [T GLa(F (w)/GLa(F [u]) 5 ¥a € S, div ((g) 7 A% (g™ ")) < u“} .

aesS

On s’attend a ce que, comme dans le cas des variétés de Deligne-Lusztig affines (voir [Viel
GHKR]) un encadrement pour la dimension ait une partie linéaire en p, ainsi qu'une partie
bornée par rapport & p. Les résultats démontrés dans la thése font apparaitre un terme li-
néaire, et on peut penser que pour VF quelconque, le terme linéaire sera le méme que celui
pour Vg triviale (dans le théoréme 1.1 de [Viel, la partie linéaire de la formule est indépen-
dante du choix de b, qui correspond ici au choix des A%).
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On souhaiterait aussi étendre les encadrements & d’autres groupes algébriques réductifs dé-
ployés, par les méthodes de [Car]. Pour cela il est nécessaire de définir la stratification (par
les données combinatoires) de maniére générale. La définition de la stratification dans le cas
G = (Resyp,(GLqk))r étudié dans cette thése n’est pas intrinséque et se fait via l'isomor-
phisme G ~ [],cq GLg. Pour un groupe réductif déployé G quelconque, on aimerait trouver
une maniére de définir la stratification sans faire intervenir une immersion fermée de GG dans
un GLg4. Une étape intermédiaire dans la recherche d’une stratification intrinséque pourrait
étre de borner la dimension dans le cas des groupes symplectiques G = Spog avec d = 2d’
(il s’agit en outre d’un exemple intéressant du point de vue arithmétique), quitte a utiliser
I'immersion fermée G — G L4 dans un premier temps. Il s’agirait alors d’identifier les donnés
combinatoires provenant d’une matrice symplectique parmi ’ensemble ® des telles données,
de définir le cone convexe correspondant, etc.

La recherche d’une formule exacte pour la dimension des variétés de Kisin incite & regar-
der & nouveau du coté des variétés de Deligne-Lusztig affines. Les formules conjecturées par
Rapoport dans [Rap] et démontrées dans [Vie, [GHKR] ont une partie linéaire faisant inter-
venir le produit scalaire de la demi-somme des racines positives du groupe en jeu contre le
copoids y et une partie bornée. Les résultats démontrés dans le cadre G' = (Resyr, (GLdk))r
de la thése font apparaitre un terme linéaire analogue, mais la partie bornée de la formule
reste & déterminer.



Chapitre 1

(Grassmanniennes et variétés de Kisin

Le but de ce chapitre est de définir les variétés de Kisin X, et X, associées a la restriction
des scalaires. Ces variétés sont des sous-schémas de la grassmannienne affine (d’un produit)
de GLg. On commence par des rappels sur la construction de la grassmannienne affine de
GLg.

1.1 Grassmanniennes affines
1.1.1 La grassmannienne affine de G4

On utilise [Gor] et [GoW| comme références.

Réseaux dans E((u))?

On fixe un corps E. On s’intéresse au foncteur Latty paramétrant les réseaux de R((u))¢ pour
R une E-algébre, d € N\{0}. La définition suivante généralise la notion de réseau de F((u))? :

Définition 1.1.1. Soit R une E-algébre. On note Ag = Ru]?. On dit qu'un sous-R[u]-
module £ de R((w))? est un réseau s’il exviste N € N tel que

(i) uNAR C .2 CuNAg et

(ii) uNAR/.ZL est localement libre de rang fini sur R.
On note Latty(R) = {réseauzx de R(u)?} et pour un N € N fizé,

Latt) (R) = {& € Latty(R) ; £ vérifie (i) et (ii)}.
Remarque 1.1.2. Si ¥ € Latt) (R), et si R’ une R-algébre, les inclusions
uNAR C 2 CuNAg
induisent des injections
uNAp — & @ppu) R'u] — u N AR

En effet, la composée est I'inclusion vV Ap € u=NAp/, donc la premiére fleche est injective.
Pour la deuxiéme, il suffit de montrer que la composée

2N .
LCuNApCcuNyilsy

21
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reste injective aprés extension des scalaires : on a . projectif (voir le lemme 2.11 de [Gor])
donc il existe un R[u]-module .Z tel que .Z & .# soit libre. On a le diagramme commutatif

w2N.

Z Z

| |

,Z@///?.Z@(Z@///)

ot les flaches verticales sont les injections canoniques et f est (I,g) — (u*V1,0,u?Ng). Mais
L @® M est libre sur R[u], et en prenant une base on montre que f ® R'[u] est injective.
D’autre part i ® R'[u] est clairement injective. On a ainsi U'injectivité de (u?V-) @ R'[u].

On obtient donc des foncteurs Latty et Latt) de (E —alg) dans (Ens) : si on a un morphisme
de E-algébres R — R’ et si & € Lattl), on note .2’ I'image du morphisme £ ® gy, R'[u] —
uw N Ap. Le lemme ci-apres montre que
u_NAR//fl = (U_NAR QR[u] R’[[u]]) /Im (.iﬂ QR[u] R'[[uﬂ)
= (u_NAR/X) QR[u] R'[u]
= (wNAR/Z)  @rR
—_———

loc. libre de rang fini sur R

et on a bien .’ € Latth (R').

Lemme 1.1.3. Soient R un anneau et R’ une R-algebre, M un R[u]-module. On suppose
qu’il existe b > 0 tel que u® € Ann(M). Alors le morphisme naturel

Mp ®p R — M ®R[[u]] R'[[u]]
est un wsomorphisme.

Démonstration. Par simplification on a
M ®g[y) (Rlu] ®r R') = M @ R’
Mais
R[u] ®r R’
(W 1)
R'[u]
- M — 1A
OR[u] (ub)
= M QR[u] RI[[U]]

M Qg (R[u] @r R)) = M Qg

ot la deuxiéme égalité vient de I'isomorphisme (R[u] ®r R')/(u?) — R'[u]/(ub) induit par
le morphisme naturel R[u] ®z R’ — R'[u]. O

On s’intéresse a la représentabilité de Eattév . On pose pour r € [-Nd, Nd],

L’attZ’N : (F—alg) — (Ens)
I'image de det(¥) := /\C}%[[u]].ﬁf }

N .
R — {g S Eattn (R) " dans A%M (u_NAR) est uTR[[u]]

Remarque 1.1.4. Si % € Latt) (R), £ est projectif (voir [G6r] & nouveau) donc ([Bol]) le
morphisme /\dR[[u]]f — /\dR[[u]] (u=NAR) est injectif.
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Les EattQN sont des sous-foncteurs de EattJdV :si R — R’ est un morphisme de F-algébres et si
Z e L',att;’N(R) et &' = Latty(R — R')(Z) on a /\jf%,[[u]] (Z @ppg R'[u]) = (/\dR[[u]]Z) Q®R[u]
R'[u] donc £’ € Eatt;’N(R’).

N . N .
Les foncteurs Eatt:l’ sont représentables : on va montrer que Eattg’ est un sous-schéma
fermé de la grassmannienne G, = Grassyd+r2 Na(uNAg/uNAER).

Rappels sur la grassmannienne affine

On renvoie a [GoW| pour des détails sur la grassmannienne.
Si E 3 R est le morphisme structural, G,.(R) est ’ensemble des sous-modules % de s*& tels
que s*& /% soit localement libre de rang Nd + r ou encore 'ensemble des sous-R-modules
U de uNAr/uN AR tels que (uNAgr/u"NAR)/U soit localement libre sur R de rang Nd + r
avec & le Ogpec(p)-module associé a uwNAg/uNAg.
La grassmannienne G, est un schéma projectif sur F, dont un recouvrement ouvert affine est
G, = Ur GI ot I parcourt les parties de F' = [1,d] x [N, N[ de cardinal Nd + r, avec
GI(R) = {U € G,(R); Rl u™NAp/uN AR — (N Ar/uNAR)/U est un isomorphisme }
= {UeG(R); u NAr/uMAr =R o U}.
Ici on considére la base (ujei)( er de u=NAR/uN AR, et la flcche RT < u=NAr/uN AR est
ij)€
I’injection canonique.
Les G sont représentables par des espaces affines : les fléches
AP (Ry Homp(RF\, RT)
(as,t)(s,t)ele\I — (Ujei = Zsel ai/,j’,i,j-uj/ei’)
et
Homp(RF\, RT) = GL(R)
<uj€z' = Dser ai',j',z',j-uj'ei') — <{ujez- + 2 ser @i grigul e s (i) € F\I}>

sont des bijections fonctorielles.

La représentabilité des EattZ’N

Pour R une E-algébre on a la fleche

Latt’N(R) — G.(R)
L — ZL/uNAg

En effet, si & € Latt)(R) et p € Spec(R), notons k le corps résiduel de R, et & =
Z @ gy k[u]- 11 existe une base (g;)1<i<q de u™V A, et des entiers naturels a; < ... < aq tels
que (u%g;); soit une base de %} sur ku]. Donc

d
uwNAL/ L ~ @ k[u]/(a;)
i=1
or par le lemme [I.T.3]on a

(uNAR/ L) ®rk = (uNAR/L) Oy klu] = uNAr/ L
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d’ou rgy(u"NAR/ L) =L a;.
D’autre part en notant A le produit extérieur sur u=Nk[u]?, la famille (uV g;); étant une base
de Ay, sur k[u] on a u™Ngi A+ Aul gy € k[u]*, et si (2;;) € My(k[u]), et z; = > Tij(utgj)
on a

Ty A A g = u N G det (Y (uN g A A uN gg)
donc /\g[[u]].iﬂk =y~ N ik [y] dans u= Nk [u].
Mais /\%Mfk = (/\dR[[u]]f) ®@R[u) k[u] = u"k[u], ainsi on obtient

d
r= —Nd—i—Zai et rgp(u"NAR/ZL) = Nd+r
i=1

donc .Z/uNAg € G-(R).

La fleche L’attZ’N(R) — Gr(R) est injective et son image est ’ensemble G¥(R) des sous-
modules de u=NAg/u™N AR stables par (I’endomorphisme induit par) u : si W € G,(R) est
stable par u alors ¥ = 7~ Y(W) € Latt) (R), ot 7 : v NAp — u N Ar/ulN AR est la surjec-
tion canonique. De plus on a bien /\(zi%[[u}]g = u"R[u]. Mais G¥ est un sous-schéma fermé de

G,. Ainsi £att2’N = G est un F-schéma projectif, puisque G, 'est.

N
Un recouvrement ouvert de L’attg’

On souhaite écrire un recouvrement ouvert de L'attfi’N. Si on note 7 le morphisme L’attZ’N —
G, on a EattZ’N = Uy 7 1(GY) ot I parcourt les parties de F de cardinal Nd + r. En fait
on peut se limiter aux tels I C F sous-saturés, i.e. tels que si (i,5) € [ et j —1 > —N alors
(i,j—1) el

En effet il suffit de montrer que si K est une extension de E, on a

N
rr(Latty™(K) = | GHEK).
I sous-saturé

Mais si .Z € EattZ’N(K), posons W = 2 /uNAg. Si W # u=NAg /uN Ak, il existe (i,7) € F
tels que we; ¢ W. On pose j; = max {j;uje,- ¢ W} Puisque W est stable par u on a

we; ¢ W pour —N < j < j;. On a aussi ule; € W pour j > j;. On recommence avec
W & (®-n<j<j; K. ule;) qui est encore u-stable.
On montre ainsi qu’il existe une partie I de F' sous-saturée telle que

U_NAK/’LLNAK =W (@(i,j)elK'ujei)

i.e. W€ GL(K).
r,N,I —1 /I
On note Latt;"" =7~ (G,), donc

Cattg’N’I(R) = {cf € EattZ’N(R) ; (Z/uNAR) @ R = quAR/uNAR} .

. . . NI oo . . N
L’immersion fermée Latt;"" — GI induit un isomorphisme de Latt)

) I . . I , , IXF\T . .. )
fermé G de an. On identifie G¥** & un sous-schéma fermé de Ay \ via I'isomorphisme

~ W IXF\I
GL =5 ALV

On obtient sur les E-points un homéomorphisme (pour les topologies de Zariski)

I )
" sur le sous-schéma

GPI(E) = Latti™(E)
(ast)(spyerxmg — le réseau engendré par la famille Efu]-libre (b!)i<i<a
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avec pour i € [1,d],

bl — we; + > el a¢7j7i/7j/uj/ei/ si 7 =inf{jo; (¢,50) € F\I} est < +o0
! ulNe; sinon.

La grassmannienne affine de GL

On souhaite définir les variétés X, et X<, comme des sous-variétés de la grassmannienne
affine Grassy de GLg g. La grassmannienne Grassg est la faisceautisation du foncteur

L
(E-algebres) — (Ens), R +— Cém.
On montre (voir [Gor]) que les morphismes
CLAM) ., Lary(R)

)
A.GL4(Ru]) ——  AAg
induisent un isomorphisme de Grassy vers Latty.

Définition 1.1.5. On appelle E-espace un foncteur covariant F de la catégorie des E-algébres
dans la catégorie des ensembles vérifiant l'aziome des faisceaux pour la topologie fpqc : pour
tout morphisme fidélement plat R — R’ de E-algebres, le diagramme

F(R) —» F(R) = F(R' ®@r R

est exact.

Un ind-schéma est un E-espace F qui s’écrit comme la limite inductive, dans la catégorie des
E-espaces, d’un systeme inductif de E-schémas.

On dit que F est un ind-schéma strict st on peut choisir un systéeme inductif ot les fleches de
transition sont des immersions fermées.

On dit que F est ind-projectif si on peut choisir un systéme inductif (X,), de E-schémas ot
les fleches de tramsition sont des immersions fermées et les X, sont projectifs sur E.

Remarque 1.1.6. La limite inductive d’un systéme inductif (F,), de E-espaces est la faisceau-
tisation du foncteur R — lim_, F,(R).

Le foncteur Latty est un ind-schéma strict, limite inductive des F-schémas projectifs Eattflv
pour N > 0. On a Eattfiv =11_ N<r<N Eatt;’N au sens de la réunion disjointe dans le point de

vue des schémas, et au sens de la faisceautisation du préfaisceau []_ N<r<N Eatt:l’N du point
de vue des foncteurs de points. On pose Gmssév = ﬁattflv. Sur les E-points on a

Grass) (E) = H EattZ’N(E)

—N<r<N

= {L réseau de E((u)?; uNAp C L C quAE} .

Ainsi la grassmannienne affine Grassg est un ind-schéma strict, limite inductive des F-schémas
projectifs Eattév pour N = 0.
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1.2 Deéfinition des variétés de Kisin

On définit les (variantes de) variétés de Kisin qui vont nous occuper dans la suite de la thése.

On reprend la situation décrite dans la partie « les résultats de la thése » de l'introduc-
tion. Soient p un nombre premier, & un corps fini de caractéristique p. Pour simplifier, et
puisque 'on s’intéresse ici uniquement & la dimension des variétés étudiées, on prend mainte-
nant (et pour toute la suite) pour £ une cléture algébrique de F,. On note S = Homg, (k, E)
I’ensemble des plongements.

Soit d > 1. On pose
G= (Resk/ﬂzp (GLd,k:))E-

Le groupe G est un produit de GLg : il est isomorphe a HaeHomﬂr (k,E) GLyE.
P b
On fixe K’ € N, et on définit F' comme le Frobenius £ — E,z — 2P . On fixe également
h,b € N avec b > 2, et on note
o: E((u) — E(w)
Mmoo @UL o D @)
On note encore o : E((u)? — E(u)?, (z;); — (o(z;)); 'application agissant coordonnée par

coordonnée. On pose M = E((u)? et M’ = E((u!'/?)?. On note (€i)icq1,q) la base canonique
de M.

bi °

Le groupe G étant un produit de copies du groupe linéaire général, on choisit pour tore
maximal de G le tore T" produit du tore maximal standard de GL4 g. Le systéme de racines
de G est la réunion disjointe de copies du systéme de racines standard de G Lg, indexées par S.
On prend pour base du systéme de racines de G la réunion des bases standard, et un copoids
p=(uf) € 75%[1d] est dominant ssi pour tout a € S on a pus = -+ - = pg. Larelation d’ordre
induite par le choix de la base est donnée par p' < p ssi pour tout o € S, pour tout s € [1,d]
onajy’_, u;-o‘ < D25 u§ avec égalité si s = d. On note p/ < psip' < pet p’ # p. Le groupe
de Weil obtenu est le produit [],cq &4

Pour une matrice N € GLy(E((u)) (respectivement deux réseaux Li et Ly de M) on note
div(N) (resp. div(L1/L9)) les diviseurs élémentaires de la matrice N (resp. du réseau L; par
rapport au réseau Lg).

On va utiliser dans la suite la valuation v habituelle sur E((u)), que 'on prolonge a E((u'/?))
en posant v(ul/b) = %. On note encore v I'application

M — (3Zx [1,d]) U {+occ}
(@) — { (g,i) avec ¢ = min; v(z;) et ¢ = min{j;v(z;) =q} si(xj); #0
33 +00 sinon

Si a € E((u!/?) on a alors v(a.(x;);) = v(a) + v((x);) avec les conventions habituelles.
Si on met l'ordre lexicographique sur $7Z x [1,d] (i.e. (q,i) < (¢/,7') ssi ¢ < ¢’ ou (¢ = ¢ et
i <i')) on a v(x +y) = min(v(z), v(y)) pour z,y € E((u'/*)? avec égalité si v(z) # v(y).

Diviseurs élémentaires et mineurs de matrices

On aura besoin dans la suite des faits suivants : si A est un anneau et f : A% — A9 est
A-linéaire, notons C = (e;)1<i<q la base canonique de A% Si i € [1,d], une base de la i-
éme puissance extérieure A’A% de A% est C; = (er)rcq,d)#1=i avec ey = ej A -+ Aej, pour
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I = {j1 <--- < j}. Alors, au signe prés, le coefficient d’indice I, J de Mat(A'f,C;) est le
mineur de taille i x @ de Mat(f,C) obtenu a partir des lignes indicées par I et des colonnes
indicées par J. En particulier, si N, N’ € My(A), les mineurs de NN’ s’obtiennent au signe
prés a partir de ceux de N et N’ par I'égalité A'(NN') = (A'N)(A'N').

Ainsi, en prenant A = E((u)) et N € GLy(E((w))), notons p = (p1, ..., pq) les diviseurs élé-
mentaires de N, et soit A la matrice diagonale diag(u*t, ..., ut?). Il existe B, B’ € GLg4(E[u])
telles que BNB' = A. D'ott (A'B)(A'N)(A'B’) = A'A avec A'B, A'B’ inversibles. Donc le
sous-E[u]-module de E((u)) engendré par les mineurs de taille i de N est égal au sous-module
de E((u)) engendré par les mineurs de taille ¢ de A, donc est égal (les p; sont décroissants) a
uﬂd7i+1+"‘+lldE[[u]].

Maintenant si N, N’ € GL4(E((u))), que peut-on dire des diviseurs élémentaires de NN’
en fonction de ceux de N et N'? Notons v = div(NN'), u = div(N) et ¢/ = div(N'). Aux
signes prés on a AY(NN') = (A'N)(A*N’) donc le sous-E[u]-module de E((u)) engendré par
les mineurs de taille i de NN’ est inclus dans le sous-module engendré par les produits des
mineurs de N par les mineurs de N, i.e. on a

pra-initta By C yHa-intia i)t et ply)

1.e.
d

d
Z Z IU’]—’_:u]

j=d—i+1 j=d—i+1

avec égalité si i = d. Autrement dit on a v < p+p/. En particulier vg > pg+pl; et vy < pi+p].

Parties localement fermées de Grass) (E)

Pour définir les variétés X, et X<, comme des sous-schémas réduits de [], Grassy, il suffit
de vérifier que

X, (F) = {(Lo‘)a collection de réseaux de E((u)? ; Yo € S, div (J(U*LFAOO‘)/LO‘) = ,uo‘}
et

X<, (E) = {(La)a collection de réseaux de E((u)? ; Yo € S, div (J(U*LF_IOO‘)/LO‘> < /f‘}

sont des sous-ensembles localement fermés de [[, Grass) (E) pour N suffisamment grand.

Lemme 1.2.1. Si L est un réseau de E(( Vet p' = (..., 1) = div(o(0*(L))/L) (avec

/1’1/ Md) onauLb 1JAECLCu’—b 1-|AE
Démonstration. Notons v = (v1,...,1y) les diviseurs élémentaires de L par rapport a Ag. On
a

WL C o(o*(L)) C utaL
uwAp C L CuYlAg

donc o(0*(L)) C uMat¥iAp, or par définition de vy il existe € L de valuation vg, d’ou
v(o(x)) =bug et bvg > ply+vq e vg > b’i—gl.

On a aussi v = div(L/Ag) = div(c*(L)/o*(AE)), donc Ann(c*(Ag)/u="ic*(L)) = (u*17"4).
Ainsi si s € $Z vérifie u’o*(Ag) € o*(L) alors u* "¢ € Ann(o*(Ag)/u="dc*(L)) donc s > vy.
Or on a u“1+”1AE C o(o*(L)) donc ulrit¥)/bg*(Ay) C o*(L) d'on (¢} + 11)/b > v, i.e.

V1<b1 ]
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Corollaire 1.2.2. Pour chaque o € S, soit u® = (u&); € Z%, avec p§ > - > pg - 1l existe
N > 0 tel que toute collection L = (L%)acs de réseauzr de E((u))? vérifiant pour tout «,

div <0‘(O'*LF71004)/LO‘) < pu® vérifie également uNAp C LY C u=NAg, pour tout a.

Démonstration. Fixons une orbite = {ag,...,a,_1} de S sous Paction de F~!, avec
Floo = Qit1 (mod r)- S0it L = (L%)s une collection comme dans I’énoncé. On note

€r = div <U(U*LF7100‘)/LO‘) pour chaque a € S. Choisissons des matrices g; € GLg(E(u)))
telles que LY = g;.Ag. On a pour tout i,

div(gi_l'a(gi+1 (mod 7"))) =™

ot on note encore o : GLyg(E(u)) — GLg(E(u)) le morphisme agissant coefficient par
coeflicient par 0. Si k > 0 on a

div (o-k (g;_lk (mod T),U (9i+k+1 (mod T)))> _ bk.&-aiﬁ-k (mod 1) _

Soit v* = div(g; 1.o7(gs)). On écrit g; 107 (g;) comme le produit téléscopique
r—1
k(, -1 k+1
H (G (gi—i-k (mod r)) o (.gi+k+1 (mod 7’)))

k=0

ce qui donne ¥ < Z};;é bk £Xitk (mod ) | ainsi

r—1 r—1
3 G mod r o mod r
s Sk 5 S et
k=0 k=0

et

r—1 r—1
V% < Z bk‘g]‘?‘%kk (mod r) < Z bkﬂ?l+k (mod r) )
k=0 k=0
Or en appliquant le lemme [[.2.T avec 0 = o” on obtient

UL%JAE C L% C u[%]AE
donc il existe bien N > 0 indépendant de L tel que uNAp C L% CuNAg. O

Proposition 1.2.3. Pour a € S, soit u® = (u$); € Z%, avec u§ > -+ > pg. Soient p =
(1*)q. Soit N >0 tel que

Xu(E) = {(La)a collection de réseauz de E((w)? ; Vo, div (U(U*LFﬁloa)/Lo‘> < ,u,a}
vérifie X<, (E) C [, Grassy (E). Soient des entiers r* € [-Nd, Nd] et des sous-ensembles
I* C F =1]1,d] x [-N, N[ sous-saturés de cardinal Nd + r®.

Alors {L ell, Eattza’N’Ia (E); Le Xgu(E)} est une partie fermée de ], Eattga’N’Ia(E).

Démonstration. On est immédiatement ramené & montrer que si u € Z¢ est un d-uplet dé-
croissant,

{L = (L% LY e EattZo’N’IO(E) X Eatt:ll’N’Il(E) : div(e(e*LY)/LY) < ,u}
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est une partie fermée de EattZO’N’IO(E) X Cattzl’N’Il(E). On considére pour ¢ € {0,1} les

fleches L . . . .
Latt, M (B) s g4 (B) L AL ().

Le morphisme h est une immersion fermée et 7 est un isomorphisme. Pour tout élément L!

de Eattgt’N’p(E), une base de L est (bi[t)lgigd avec

b { uj'vei + D er gl e sij =inf{jo s (4.50) € P\I'} < 400
uVe; sinon
ol (ag7l)(s7l)€]t><p\[t = (L) € G:f,;lt(E). On note BY(L!) cette base, C = (e;); la base cano-
nique de E((u))%. Par définition des b!", les coefficients de la matrice de passage Pe o(r0y sont
de la forme Y ., Qi (w(LP)).u™, o les Qr sont des polynomes de E[(Aq;)(s1eroxm r0]-
En exprimant l'inverse de P ooy via sa comatrice et I'inverse de son déterminant, on
montre que les coefficients de Ppgo(z0yc sont d’une forme similaire. Notons Ny, la matrice
de la base (o (b! 1))1 de O'(O'*Lll) exprimée dans la base BY(L"). D’aprés ce qui précéde, il existe

1

de nouveaux polynomes Qy € E[(Ag}l)(s’l)eloxp\lo U (A,

Le EattZO’N’IO(E) X Eattgl’N’Il(E), le coefficient d’indice (i,j) de N, soit

> Qi (n(L%), m(Lh))u™.

)ser xp\1) tels que pour tout

Notons v = v(L) = div(o(c*L')/L?). La condition v(L) < u est fermée : on a v < u ssi

) ) . . J p
{ VldE [[17 d]]’ 22:1 VS Z?:l 2 ssi \Wde [[17 d]]’ Zé:d—i—i—l v 2 Zl:d—i—i—l i
Zl:l V= El:l H 21:1 V= 21:1 i

Mais u>i=d—i+1 " [u] est le sous-EJu]-module de E((u)) engendré par les mineurs de taille 4
de Np, donc on a Zfl:d_iﬂ v > Z?l:d_i+1 w ssi les valuations des mineurs de taille ¢ de N,
sont plus grandes que Z;l:d_i 41 M- Cest une condition donnée par 'annulation de certains
polynémes en 7(L°), 7(L'), donc une condition fermée.

D’autre part on a

d
S o= (det (O] WE) o] pF)) ) = =10+ br!
=1

puisque L' € £att2t7N(E). Donc la condition Zld:1 v = Zld:l w; est également fermée. O
Corollaire 1.2.4. Avec les notations de la proposition[1.2.5, I’ensemble X<,(E) (respective-
ment X, (E)) est un fermé (resp. localement fermé) de [], Grass (E).

Démonstration. Les ], Eatt:la’N’Ia(E) forment un recouvrement ouvert de [[, Grass} (E),

donc X¢,(F) est fermé, par la proposition
On a alors X, (F) = X<,(E)\ (Uy<uX<w(E)) et la réunion est finie : si ¢/ < p, on a pour
tout v, p'* < p® done pf < pgt < pf < pf. O

Définition 1.2.5. Soit u = (uf) € (ZHS dominant.

On définit la variété de Kisin X<, (respectivement X,,) comme le sous-schéma fermé réduit
(respectivement le sous-schéma réduit) de la grassmannienne [[,cg Grassév dont les E-points
sont X<, (E) (respectivement X,(E)).

L’objet des chapitres suivants est de donner un encadrement des dimensions de X, et X),.
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Chapitre 2

Une stratification raffinée

Dans ce chapitre on commence par définir les données combinatoires @¢(L) et ¢(L) associées
a une collection L de réseaux. On en déduit une stratification des variétés de Kisin par des
sous-variétés Xz dont on évalue la dimension dans un second temps.

2.1 La donnée combinatoire associée a un réseau

L'objet de cette section est d’associer & toute collection L de réseaux de E((u))? une donnée
combinatoire, plus précisément pour tout a € S, un d-uplet (¢$(L)); de fonctions affines par
morceaux de R dans RU{—o0}. Cette donnée combinatoire a été définie dans [Car|, c’est une
adaptation des fonctions ¢ de Darticle [Vie].

2.1.1 Deéfinition de la donnée combinatoire

Si L = (L%)q est une collection de réseaux de E((u))?, on pose pour o € S et (q,4) € $Zx[1,d],

¢ (L)(q) = sup sup{n € Z ; o(x) € u"L},
z€a* (LF1oo) u(w)=(q,i)

les bornes supérieures étant prises dans R U {—o0, +-00}.

On obtient ainsi des fonctions G¢(L) : $Z — Z U {—o0}.

Remarque 2.1.1. On a toujours 4§(L)(q) < +o00, sinon on aurait une suite (z,,); d’éléments

de U*(LF_IOO‘) de valuation (q,%) avec n; — +oo et o(z,;) — 0 pour la topologie
Jj—+oo Jj—+o0

induite sur M’ par v. Mais v(o(2n;)) = b.v(2n;) donc x,; — 0, or v(zy,,;) = (q,7), c’est une

contradiction.

Une définition alternative des ¢%(L)

On peut aussi définir les ¢§(L) de la maniére suivante :

Définition 2.1.2. Posons pour u € Z,
;:heaupwpa@eww}aq:gM@Mr

Le morphisme o induit une injection o-semi-linéaire o : Ly — ul L% Jur L donc la dimen-
sion d*(p) = dimp(Lg) vérifie 0 < d*(u) < d.
On appelle valuation d’un élément x de L}, le nombre

v(z) =sup{v(y) ; y € LZ‘ représentant x}.

31
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Remarque 2.1.3. On a alors pour z € Ly, v(x) = +oo ssi z = 0.

Lemme 2.1.4. Sowent € Z et a € S. Alors Ly, admet une base formée d’éléments de
valuations 2 a 2 distinctes, et ces valuations ne dépendent pas du choix d’une telle base.

Soit (bi)i<i<ar(u) une telle base. La valuation d'un élément non nul de L}, est égale a la
valuation d’un des b;.

Démonstration. On note L} = L. Si B = (b;); est une base de L, « ordonnée » i.e. telle que
v(b1) < -+ < v(bg(y)) on pose

N(B) = sup{m € [0,d(p) — 1] ; Vi € [1,m],v(b;) < v(bit1)}.

Faisons une récurrence sur N(B) pour montrer qu’il existe une base avec N(B) = d(u) : si
B = (b;); est une base ordonnée telle que N(B) < d(u) — 1 alors posons j = N(B). On a
v(b1) < -+ <wv(bj+1) = v(bj+2). On va modifier les derniers termes de la base.

Soient Y41, .-, Ya(u) € Lz, des représentants de bji1, ..., bg(,) tels que v(ys) = v(bs). Pour
s € [j+2,d(p)] on choisit ay € E* tel que v(ys — as.yjr1) > v(yjs1) si v(ys) = v(yjt+1),
as = 0 sinon. On trie alors les y), = ys — as.y;41 par ordre de valuation croissant pour obtenir
une nouvelle base B’ ordonnée telle que N(B') > N(B). Cela montre I’existence.

Pour l'unicité, si B = (b;); et B = (b}); sont deux bases comme dans I’énoncé du lemme,

en notant (P; ;) = Pass(B,B') on a b = Zlgigd(u),ﬂ,ﬁéo P; ;.b; et les P; j.b; sont de valua-
tions 2 a 2 distinctes donc

vlb;) = 1<i<dr(?ﬁl)r,lP¢,j#0U(bz) Vlointi; 7520}

On obtient 'inclusion de {v(b;) ; 1 <@ < d(p)} dans {v(b)) ; 1 <i<d(p)}.

On choisit des représentants y; € L%, des b;, tels que v(y;) = v(b;). Si T € Ly\{0} est
représenté par x € LS, avec v(Z) = v(x) alors

T = Z xib; e | x— Z iy | € LS, 44
1<i<d(p),z; #0 1<i<d(p),z; #0
Supposons v(z) ¢ {v(yi) ; 1 < @ < d*(w)}. Dans ce cas v(z — Y o1<ica(u) zipo Tili) =
min(v(z), min; 4,0 v(y;)). C’est contradictoire, car cela implique que v(Z) > v(x) ou v(b;) >

v(y;) pour un certain i (par exemple si z = x — Z1<z‘<d( ) i0 Lili vérifie v(z) = v(z), il existe
A € E tel que v(z — Az) > v(z) mais 2z € LS, 14).
Finalement on a bien v(z) € {v(y;) ; 1 <i < d*(p)}. O

Pour @ € S et p € Z, on définit (v{(p),i¢(p) < ... < (vg‘a(u)(u),iga(u)(u)) comme les
valuations triées par ordre croissant d'une base de Lf (formée d’éléments de valuations deux
a deux distinctes).

Proposition 2.1.5. Pour tous a € S et u € Z,
{(q, i) € Z x [1,d] 5 &7 (L)(q) = u} = {5 (1), i (1) 5 1< s <d*(pw)}

Démonstration. Pour tous o € S, pu € Z et (q,i) € 3Z x [1,d] on a

@i (L)(q) =p <= L%, contient un élément de valuation (g,7) et pas LS, 4
< dse[l,d*(un)] tel que (g,1) = (v (), 15 (w)).

La premiére équivalence est immédiate, pour la deuxiéme on utilise le lemme O
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2.1.2 Propriétés des ¢¢(L)
Les ¢ vérifient des propriétés analogues a celles des fonctions ¢ dans [Vie] :

Proposition 2.1.6. Soit L un réseau de M. Alors

¢; = inf {q € %Z ; Jdw e L tel que v(z) = (q,i)}
est un entier. De plus il existe x € L tel que v(x) = (g, 1).
Démonstration. Si q € 3Z, il existe € L’ tel que v(z) = (g, 1) ssi
uquEL’+Zuq+be Eu'*] + Z ule;. E[u'’”].
Jj=1 j=i+1

Si I'on fixe une base myq,...,mq de L sur EJu] et que I'on note M, E; les vecteurs colonnes
des coordonnées de mj, e; dans la base canonique (e;);, on a

dz € L' tel que v(z) = (q,1)
— ulE; e < M, ...,Md,uq"'%El,...,uq"'%Ei,quH_l, v ulEg > .

sous- E[ul/b]-module de M’ engendré
Notons N? la matrice
(M| | Mgu®*% By | Jut™ % Byl By [u9 By) € Mya(E(uM)).
Alors :

Lemme 2.1.7. [l existe un entier ' > 1, des entiers di < --- < dy, des matrices de permu-
tations LY, ..., LV € GL4(Z) et pour chaque p € [0,1],

e Vj € [1,d] un couple (a,b) € Z x {1,2,3},

]’]

o V(I,m),1 <m <1< d, (), 8]0 Vm) € (ZU{+00}) x {1,2,3} x E[u]*,

tels que b, = B, 11 = =+ = By, Pour tout m, et pour tout q € 37, sid, < q < dyy1 (ou
dg = —o0 et dyy1 = +00), en posant
p S
) a; ., sz‘ b‘Z.L =1
n; =19 q+a; szbj:2

q+ 3 +ad si bl =3

et
aﬁm siﬁﬁmzl
h?,m: q—i—afm siﬁl’fm:Q
q—l— —l—alm siﬁfm:3

et

qg _ k!
gl,m uh ’ylm
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alors n{ < nd <--- < nd et il eviste R € GLyg(E[u'/’]) tel que LFNIR soit de la forme

u™ 0 FR P |
q
93,1 (s
q q
9d.1 9g4-1 w0 0

On utilise le lemme suivant :
Lemme 2.1.8. Soientr > 1, ay,...,a, € ZU {400} et by,...,b. € {1,2,3}. On définit
fit 32 — 3ZU {400}
a; St bZ =1

¢ — { qta sib; =2
g+t +a; sib=3.

Soit e € Z. Alors il existe ig € [1,7] tel que
1 .
Vg & 2N e e+1[, min fi(g) = fi,(q).

Démonstration. On peut supposer que les a; sont finis. On fait une récurrence sur r. Sir =1
c’est clair. Supposons-le vrai au rang r > 1. Alors pour tout ¢ on a

min fi(g) = min(f1(q), -, fr—1(q), min(f+(a), fr+1(2)))-

Ainsi on a I’hérédité si on a le lemme pour r = 2. On est ramené a r = 2. On a les cas
suivants :

1 si al < as
2  sinon

- si (b1, b2) = (1,1),(2,2),(2,3) ou (3,3), on prend ig = {

1 sie>a; —as
2 sinon

- si (b1, b2) = (1,2) ou (1,3), on prend ip = {

Donc le lemme est vrai pour r = 2. ]

Démonstration. (du lemme [2.1.7)) Par convention on a 47> = 0. On raisonne par récurrence,
I'hypotheése de récurrence H(v) pour v € [0,d] étant :

« il existe des entiers d; < ... < dy (I' > 1), des matrices de permutations LY, ..., L' e GL4(Z)
et pour chaque p € [0,1'],

e Vj € [1,v] un couple (a},b}) € Z x {1,2,3},
o V(l,m)avecl <m<vetm<I1<d, (o, B 7)€ (ZU{+0})x{1,2,3} x E[u]*,

o V(s,t) € [1,d—v] x [1,2d = v], a, € ZU {+o0}, by, € {1,2,3} et ¢, € E[u]*,
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tels que by, = ﬁnJrl,m:”':/B(l;,m pour tout m € [1,v] et b’f}t:bg,t:~--:bg_y7t pour tout
te[1,2d—v],
et pour toutqe%Z, sid, <q<d,y1etsionposepourl <j<v
ay sib?zl
nf = q—l—a? sibl =2
g+ §+a sibh=3
et
a;fm siﬁﬁm 1
h;{m: q—i—afm siﬂl’fm:2
q+3+al, sipl, =3

et pour (s,t) € [1,d —v] x [1,2d — V],

at, sith, =1
qa _ K N -
Ust = q+61”s,t sl bs,t_2
q+g+af:,t si bit:

il existe R € GLyg(E[u/*]) tel que L*NYIR soit de la forme

u™t 0 0
q
9(2],1 u2
q
u™ 0 0
q
gl/—i—l,zz T171 T172d—1/
q q

gd71 gd,u Td—z/,l Td—y,2d—u

q hq .
avec Ty = u”S»t.cg’t et gzm =q/'tm "Yzlfm et n <nd < <nd <ming, v(Tsy) ».
L’assertion H(0) est vraie.

Soit v € [0,d — 1], supposons H(v) vraie.
Vu la forme des v;{t et par le lemme|2.1.8] quitte a rajouter des d,,, a multiplier les L* a gauche

par des matrices de la forme ( ) avec L'M matrice de permutation et & permuter les

v
!
0 L*
[ H M ’ ;
sy, by €t Cgy, on peut supposer qu’on a H(v) vraie avec de plus
g _ i 4
v =min vg,
st

pour tout q.

On peut également supposer que 171 = u”tlz,l,

On pose alors (a5+17b5+1) = (ail,b‘ﬁl) pour tout u, ainsi on a nZH = Utl],l > nl pour
tout ¢ (on a al, , # +oo puisque sinon T' = 0 et N* a au plus v < d colonnes k((ul/))-
indépendantes, ce qui est contradictoire).

On définit alors pour tout p, s > 2 et ¢t > 1, (a;’ft, by, c;’ft) égal a

“w

W m W
H H Moo 01 A 7,5_(11’1"'3‘ 1 M H oM [ ] I
(as,t7 bs,t? Cs,t u ° u u ° 'Hcl,t'is,l) S1 a’s,t < al,t al,l + as,l
wo o p pooppab—altak —at op o p o oo 1
(ah, —ayy +alq, by, u® 1.Cgyp — € 4-Co1) SLagy >y — Gy + G q

¢
I3 I3 bR woo = ) (A b s B I3 3
(a&t + U(Cs,t — cl7t.cs71), Ve 1 ‘(Cs,t - cljt.cs’l)) siag, =ay, —aj, +ag,y
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dans le cas ou af , — ay | +al | # 400, et égal & (af,, by, ck,) sinon.

B © % ‘1 gv g7
On pose (al,u—f—l’ 5l,ll+l7fyl,l/+1) = (al—l/,17 bl—y,l’ Cl—u,l) pour v +2 < I < d.

Cette définition des triplets de I'étape v + 1 provient de la considération suivante : si g € %Z
et si R est comme dans H(v), alors en posant

—_nd _nd
1 —Tl’g.u Mot —TLQd,,j.u M1
1

et R = <L’ 0 >, LFNIRR" est de la forme

0 R
q
u™ 0 0
q
9371 u'2
un
q
2! 0 0
q ! !
9y42.0+1 sz2 T2,2d—u
q q T’ T/
9g1 - oo o 9dpn d-v2 oo oo o Ty g,

!

L S A} q _ h
et on a précisement Ty = u'=t.cg; et g, =u

a . " o, .

l’m-%q,m. De plus on a bien les égalités deman-
4 I 2 Iz

dées sur les bl’m, les Bl’m et les b ;. Enfin on a

/ : q .4 q q : qa _ 4
U(Ts,t) > mm(vs,ta Vig V11t Us,1) > g,lltr,l Vgr g = My -
%,—/ b
eN
Donc H(v + 1) est vraie. O

Ainsi avec les notations du lemme siqge %Z et p est tel que d, < g <d,41,0na

(Fz € L' tel que v(z) = (q,1))

— 3X € Mg 1 (E[u/"]) tel que ulE; = N9.X
< 3X € My (E[u'/?]) tel que ulLHE; = (L*NR).X
un‘{ 0 0
951 uns :
<~ qui(M) S . , . e ]
93,1 931,2 ula
~—— ———
Ft 2 d

avec i(p) donné par LFE; = Ej,,.
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Fixons j € [1,d] et € [0,1'], et donnons une condition nécessaire et suffisante pour I'appar-
tenance de u?E; a <F1, .. ,Fd> : montrons qu’il existe e;”, ...,elp? € E((u) tels que pour
tout g € [dy, dy41], wIE; s’écrit

d
'quj = Z .%'SFS
=J

avec z, = ud~"* ¢4 dans la E((u!/?)-base (F!,..., F%). ‘ '

On le fait par récurrence. Si j' € [j,d — 1] supposons qu’il existe eg.”, e e?,’ﬂ € E((u)) tels
que si q € [dy, d,41] et ulE; s'écrit Z?:j 2 F%, alors zg = ud™" et pour j < s < j'.

Alors on vérifie que

-/
. q q .
wi _} : —nsthy o p ]
6j’+1 = u J ,S.’yj,JrLS.es
s=j

convient. C’est bien indépendant de q car —n? + hf est constant égal & un entier pour

j'+1,s
q € $2.0 [dy, dyia ], puisque by = ﬁ?’—l—LS'

On obtient : Vg € %Z N [dy, dysi],

ab < q+v(e§’j) sibh =1

quj€<F1,...,Fd> ssiVs € [j,d] ona < af <wv(eh?) siby =2
ak +1<v(es?) siby =3

Ces conditions sont « entiéres », ainsi si p est tel que d, < ¢; < d,41, on a ¢; = d, € Z.
Il reste & montrer qu'il existe z € L vérifiant v(x) = (g;, 7). Dans la fin de la preuve on

pose q = gi; ) )
N = N9 = (My|..|Mg|u® % Ey|...|u"" s B [ul By 1]...[ulEy)

et
Iq
YL
Ay =
LL/b
Iq—
En reprenant la preuve du fait que ¢; € Z on montre :
Lemme 2.1.9. Il existe des éléments n1 < ... < ng de Z U (3 + Z), P une matrice de
permutation de taille d, R € GLayg(E[u'/?]), R € GLyg(E[u]), N' € Mysq(E[u]) et une
C1 0
matrice diagonale Ag = avec les ¢; € {1,u!/’} tels que PNR soit de la
0 Cad
forme
u™ 0 0
*
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et PNR = PJQﬁd 6t£30f%2=:fzuﬁd.

Démonstration. On reprend la réduction étape par étape de N faite dans le lemme O

z1

On sait qu'il existe X = [ 1 | € Mag1(E[u'’?]) tel que (PNR)X = u?Ey ot i’ est donné
T2d

par PE; = Ey. Vu la forme de la matrice PN R, on peut prendre 24411 = -+ = x9q = 0.

On a N(RX) = u?E; donc pour conclure il suffit de montrer que les d premiers coefficients
de Y = RX sont dans Efu].

Les égalités (PNR)X = ulEy et PNR = N'A, permettent de définir successivement des
¢léements €, ..., e, € E(u)) (avece) =---=¢€},_;, =0et e, = 1) tels que x5 = u?~".¢e), pour
1 < s <d. Donc

xr1C1
T4C _
AgX = % | avec wyes = ulel,u"cs.
. EE((u)
0

Ainsi les d premiers coefficients de R'AzX sont dans Efu], et donc également les d premiers
coefficients de Y = Aj 'R'A4X puisque Ay est diagonale par blocs, avec I; pour premier
bloc. O

Proposition 2.1.10. Soit L = (L), un #S-uplet de réseaux de M, notons ¢ = @§(L).
Alors pour tous aw € S et i € [1,d] on a

(i) ¢ est croissante sur %Z et strictement croissante la ot elle est finie

(11) il existe ¢¥ € Z (nécessairement unique) tel que @ prend des valeurs finies sur 'en-
semble |G, +00[NEZ exvactement.
De plus pour q suffisamment grand on a @§(q) = bg — (LFOO‘.

De plus

(iii) il existe des fonctions (uniques) Y : Z — +7 croissantes, strictement croissantes la ot
elles sont finies, telles que f < --- < Y3 et Vo € S,V(q, 1) € %Z x 7,

#{ie[L,d] s &i(q) =ut=#{j€l,dl; ¢§(n) =aq}
(w) si on note (ug,...,ug) = div (a (a*LF_loa> /L"‘) pour o € S, alors Y5 est finie exac-
tement sur [u§, +ool.

Démonstration. Fixons a et i. Si g € %Z est tel que @%(q) > —oo, alors il existe x €
o* (L% tel que v(x) = (¢,7) et w27 (@ o(x) € L. Donc u'/’z € o*(LF °%) est de valua-
tion (q+ 3,1) et vérifie u= % D=1 g (u/z) € L, on obtient ¢ (q+1) = ¢¥(q)+1. Dot le (4).

Pour le (ii) d’aprés la proposition les nombres

1 _
g" = inf {q € EZ 3z e ot (LY 100‘) tel que v(z) = (q,i)}
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sont des entiers. On sait également qu’il existe € L% tel que v(z) = (¢/°*,i). Posons
y=o0cYu % "z)e M. Siqe +7Z, uly est de valuation (q,7) et o(uly) € ub1=a°* Lo Or

pour ¢ grand on a uly € 0*(LF71°°‘), d’ott 3%(q) = bg — gFoe.

D’autre part pour tout ¢ > ¢*, soit x € Ll;;c(’g‘) tel que v(z) = (q,1). Alors u=% Do (z) € L*
et est de valuation (bg — $%®(q),4) donc G °* < bqg— ¢&(q) i-e. $%(q) < bg— GF°. Cela montre
le point (ii).

Pour le troisiéme point on rappelle que les nombres d®(u), vS(un) et i%(u) ont été définis

dans la définition et dans la proposition Onposesil <j<det peZ,

5500 = {
On a par définition ¥ < ... < 9g, et pour tous o, i et g, on a les bijections réciproques

{i; ¢t =pt — A{se[l,d*(w]; v¢(w)=qt — {j; ) =4q}

—00 si j <d—d*(p)

VS gidaqn  SLJ > d—d*(p)

i — s tel que (q,4) = (v (), i§ (1))
i () — s —  s+d—d*(p)

j—d+d*(p) — j

d’ot ’égalité des cardinaux demandée.

1/b
. , . . « . . o, s Xu
La croissance des 97 résulte du fait suivant : on a des injections E-linéaires Ly, — Lj

pt+1
pour tout p, ainsi d*(u+ 1) = d*(u) et

(W (0) + 308 (0) < -+ < (1) + 380 (09)

sont les valuations d’éléments non nuls de L7 ;.

Pour le quatriéme point pour alléger les notations on note L = L% L' = J*(LFAOO‘) et
= u®. Soit alors (I;); une base de L telle que (u*il;) soit une base de (L) sur Eu]. Si p € Z,
on vérifie que (u™*Hi1];) est une base de Lgu = o(L)) NuML. On pose f; = umeeim],;,
Considérons maintenant le E-espace vectoriel Lg = Lg ul Lg ut1- En écrivant les éléments de
Lgu dans la base (u*il;), on montre que les images des f; dans Lg pour ¢ tel que p; < p,
forment une base de LY. Donc dimpg(L),) = #{i € [1,d] ; p;i < p}. Or o induit une bijection
o-semi-linéaire de L, sur Lg, ainsi dimg(L,) = dimE(Lg). Finalement pour tout u et o on a
obtenu
d*(p) =#{i € [1,d] ; pi" < p}
donc pour tout j on a uf =min{u € Z; d*(u) > d — j}.
Mais ¢ (u) > —oo ssi d%(u) > d — j, donc ¥ est finie sur [u$, +oo]. O

Pour mieux les visualiser, on prolonge les fonctions @$(L) a R : pour ¢ € R, on pose
- —00 siq < g
(L) (q) = { - . s
PR =\ gLy (go) +ba—a0) sig>a
avec qo = sup{q' € 3Z ; ¢ < q}.
On prolonge de méme les 1/1]‘?‘ : pour i € R, on pose
—00 sip < pf

Vi) = { (o) + § (1 —po)  siop > pg
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avec i = |1].

Définition 2.1.11. On note ® l'ensemble des familles ¢ = (6 (i,a)e[1,d1xs de fonctions de
R dans RU {—o0} telles que

1. pour tout o € S, les @ sont continues & droite (on considére —oo comme un point
isolé), croissantes, strictement croissantes la ou elles sont finies

2. pour tout o € S, pour tout i, il existe ¢ € R (nécessairement unique) tels que

(1) @ prend des valeurs finies exactement sur [, +00]

(1t) &Y a un nombre fini de points de discontinuité et est affine par morceaux de pente
b sur [G, +00]

(iii) pour tout o € S, pour tout i, pour q suffisamment grand on a ¢&(q) = bg — g™

3. pour tout o € S, il existe une famille (V5')1<j<a de fonctions de R dans RU{—oo} telle
que

(i) les Y5 sont continues a droite, croissantes, strictement croissantes la ou elles sont
finies
(it) ¥ < - <y
(iii) pour tout (¢, ) € R?, #{i ; ¢¥(q) = pu} = #{j ; ¥§(1) = q}.

Définition 2.1.12. On note ®y le sous-ensemble de ® composé des p tels que
(1) les @ sont dans Z
.. . . . L ~ 1
(ii) les points de discontinuité des ¢ sont dans 3 7.

Ainsi la collection des ¢f(L) est dans &y, par la proposition [2.1.10

Remarque 2.1.13. Le prolongement des @$(L) n’est pas arbitraire : on peut prolonger la
valuation v a anneau E[u®+] formé des séries formelles Y, ; a;u’ ott I C Ry est un mo-
noide de type fini. Cette valuation permet de prolonger v : M’ — (%Z x [1,d]) U {400} sur
E[uR+] ® E[u] M. On prolonge également o. On a alors pour g € R,

&5 (q) = sup sup {n eER; o(z) eu” (E[[UR+]] R Elu] La)} ,
xGE[[ulR+]]®E[[u]]LF_1°“, v(x)=(q,i)

voir |[Car], p.17.

2.1.3 Les ¢%(L) réordonnées

Il sera utile dans la suite de réordonner les (L) : si L = (L%), est une collection de réseaux,
on note ¢$(L) les fonctions de R dans R U {—o0} telles que pour tout ¢ € R, les ¢$(L)(q)
sont les p%(L)(q) triés par ordre décroissant. La collection des ¢f(L) vérifie alors les quatre
points de la proposition tles g* (L) sont permutés (a « fixé) et les (L), (L) restent
inchangés.

Donc la collection des ¢§(L) est dans ®z ou :

Définition 2.1.14. On note ® l'ensemble des familles ¢ = (¢§')(i,a)e[1,d]xs de fonctions de
R dans RU {—o0} telles que
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(e}

1. pour tout a € S, ¢ = -+ = Y
2. la famille ¢ est dans .
Définition 2.1.15. On note ®z le sous-ensemble de ® composé des ¢ tels que
(1) les ¢ sont dans Z
(ii) les points de discontinuité des p& sont dans }7Z.

Les données combinatoires qui forment 1’ensemble ® vont nous occuper longuement dans la
suite. Un exemple typique est donné dans la figure 2.1 pour d = 4.

q1 q2 q3 44

FIGURE 2.1 — Un exemple de donnée combinatoire.

Quelques propriétés des p € ¢

Lemme 2.1.16. Soient ¢ = (¢) € &, ¢ € R et « € S. On suppose qu’un des ¢$(q) est
fini. Notons pg > -+ > pun (N > 1) les réels p tels qu’il existe i vérifiant ¢ (q) = p. Pour
t € [1, N], on pose

By ={i:97(q) = e} et Fr ={j ;47 () = g},

donc #FE; = #F;.
Alors il existe € > 0 tel que pour tous t € [1,N], i € E, et j € Fy, o et ¢j°‘ induisent des
bijections réciproques affines de [q,q + €[ dans [, p + b.g].
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Démonstration. Pour simplifier les notations on pose ¢; = ¢, 1; = ;“, etc.
Soit € > 0 tel que tous les ¢; sont affines sur [q,q + €[ ou valent identiquement —oo et tel

que pour tout 7, si zpj_l(q) = () alors zpj_l([q,q +¢[) = 0 (pour tout j un tel e existe, sinon

il existe une suite (o), de R tel que (¢j(an))n est strictement décroissante et tend vers
¢, donc comme 1); est strictement croissante, on a () strict. décroissante et minorée donc
convergente vers 1 € R, mais alors 1);(;1) = ¢ par continuité a droite).
Soit également &’ > 0 tel que pour tout t € [1, N — 1], p1 + €' < .

Montrons que si 6 > 0 est tel que § < ¢ et b.e < &, alors pour tout ¢ € [1, N] et tout
Jj € Fyonayj(u+b.9) =g+ 6. Cela implique le lemme.

On le fait par récurrence descendante sur ¢ : soit ¢ € [1, N], on le suppose démontré pour les
t' > t.

Prenons j ¢ F;. Si @Z);l(q) =0, on a 1/1]71(q +0) = () par choix de ¢ donc ¥;(p + b.9) # g+ 9.

Sinon on a deux cas : j € Fy avec t’ >t ou t’ < t.
Sit'>t, ona;(pe+b.0) > 1j(uy +b.6) = ¢+ 0 par 'hypothése de récurrence.
Si ¢’ < t, le choix de ¢’ assure que py + b.0 < prpr o0 ¢, (g + b.0) < j(py) =q < q+9.

Ainsi on a
{Js (e +0.6) = q+ 0} C F,
or ces ensembles ont méme cardinal : soit ¢ € En, on a
#{7 ¢ +0.0) = g+ 6} = #{i s pi(q + 6) = e + 0.6} = #E = #F,.

—_——

vi(q)+b.0
Donc ils sont égaux. O
Corollaire 2.1.17. Soient p = (¢$) € ® et g € R. On fize o« € S. On suppose qu’il existe i tel

que ¢ > ¢*. Notons g > -+ > un (N > 1) les réels pu tels que {z ; hmq/Sq o) = ,u} #.
Pourt € [1,N], on pose

By ={i;¢i(q7) = e} et Fr ={j ;95 (py ) = q}-

Alors #Ey = #F; et si ¢/ est minimal tel que tous les ¢ sont affines ou constantes égales &
—oo sur (¢, q[, on a pour toust, i € Ey et j € Fy, ¢ et 1/15-" induisent des bijections réciproques
affines de [¢', q dans [y —b(q — q'), pue-

Démonstration. D’apreés le lemme [2.1.16|1l existe € > 0 tel que pour tous ¢, i € E} et j € F,
@7 et 17 induisent des bijections réciproques affines de [q',q + e[ dans [, e + b.g[, avec

Ep={i;¢8(d) = m —blg—d)} et Fy ={j ;45 (e —blg—4q)) = q'}.
On a donc le résultat puisque les p¢ sont affines sur [¢/, ¢[. O

Corollaire 2.1.18. Soit ¢ € ®. Alors les wjof associées me sont pas identiquement —oo,
atteignent —oo et sont affines par morceauz (avec un nombre fini de points de discontinuité)
de pente % la o elles sont finies.



2.1. LA DONNEE COMBINATOIRE ASSOCIEE A UN RESEAU 43

Démonstration. Notons ¢ = (¢f) le réordonnement des ¢f. Les fonctions associées a ¢ sont
encore les 1§ associées a ¢, on est donc ramené a montrer le corollaire dans le cas ¢ = ¢ € P.

On fixe a € S. Pour ¢ grand on a ¢$(¢) = bqg — tiOO‘ donc pour p grand on a
d=> #{i; of (@) =p} =D #{i; 3w =} =#{j ; ¥§(n) > —o0}

geR geR

d’ott le premier point.

o

Pour le deuxiéme point on prend p assez petit pour que quR #{i; ¢%(q) =p}=0.

Maintenant si ¢$(u) > —oo pour p € R, on note ¢ = ¢§*(u) et d’apres le lemme m
il existe € > 0 et i tels que ¢ est affine sur [¢,q + €[ de bijection réciproque wjo-‘, donc
V5 (bl est affine de pente %

On vérifie que pour u grand on a (Ch affine sur [u, +00[. Il reste & montrer que les points de
discontinuité sont en nombre fini. Par ’absurde : sinon il existe une suite strictement décrois-
sante (xy,), de points de discontinuité, minorée donc convergente vers un réel u € R avec

Y§(u) > —oo. Clest contradictoire car ¢ est affine sur un intervalle non-vide de la forme
[, /[ O

Lemme 2.1.19. Soient (¢) € ®, i € [1,d], a € S et g0 € R. On suppose ¢§* discontinue en
qo et qo > qf, alors il existe 1" > 1 et ¢' > qo tels que ¢(¢') = limg S g 0 (q) et p$ soit
discontinue en ¢ (donc éventuellement ¢’ = ¢ ).

Démonstration. Géométriquement la situation est la suivante :

iy

q;

FIGURE 2.2 — La situation considérée
On note encore ¢; = . On va comparer les cardinaux pour € petit de
A={i"; 34> q, pi(g) = p}

et
B={i"; 3q>qo, pi(qg—¢)=p—be}
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ot 1 = i(qqy )

Soit € > 0 tel que Vi’ € A, ¢;
On a

/|[g—e,q[ €St soit affine, soit = —oco (avec ¢ tel que i (q) = p).

#A = > #{i's es(q) = p}

q2qo

= Y #{ s vy () =g}
q2q0

= #{j"; vy(u) = q}

Al
et de méme

#B = #{j'; ¥y(p—be) > qo — ¢}

Bl

or B C A’ puisque (corollaire [2.1.18)) les 1; sont affines par morceaux de pente %. Donc
#A>#B.Onaié€ Bdonc A# @.

Supposons par ’absurde que
Vi' > i,Yq > qo, (pir(q) = 1) = (@i continue en g).

Alors sii’ € A et q est tel que ¢y(q) = u, on a @ affine sur [¢—¢, q], d’ott (¢ —¢€) = p— be,
ainsi i’ € B. Donc A C B, or i € B\A. On a donc #A < #B, contradiction. ]

Corollaire 2.1.20. Si ¢ € ®z, alors Vi, Voo € S on a (¢¢)"HZ) = 37N ¢, +o0].

Démonstration. On fixe a € S, et on démontre le résultat par récurrence descendante sur 7.

Soit donc ¢ € [1,d] et supposons le résultat démontré pour i > 4. Notons a1 < -+ < @
les points de discontinuité de . On sait que si ¢ > a;, on a ¢$(q) = bg — qF°, donc
~—~

€z
©¥(q) € Zssiq € }Z.
Maintenant si 2 < s < [ et si on suppose que pour ¢ > as on a ¢f(q) € Z ssi q € %Z, d’aprés
le lemme il existe i’ > i et q1 > as tels que

{ vi(a1) = ¢f(ay)

@5 est discontinue en ¢.

. . 1 L
En particulier ¢; € $Z. Ainsi si ¢ € [as_1,as[, on a

N N 1 1
ei'la) = i (as—b>+b<q—as+b>

= ¢i(ay)+blg— as)
= ©i(q)+b(g — \a,s_)

E€Z €37

1
b

donc ¢(q) € Z ssi q € 3 Z. O
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Remarque 2.1.21. Si ¢ € @y, les u?‘(go) associés sont des entiers : la fonction £ : R — N, y —
#{jell,d]; p=>= ,ujo‘(gp)} a pour points de discontinuité les u§. Mais on a Up)=#{i; Jq €
R, ¢*(q) = u}, donc les points de discontinuité de ¢ sont dans Z (on utilise le corollaire [2.1.20)).

Corollaire 2.1.22. 5i p € éz, les wjo.‘ associées ont leurs points de discontinuité dans 7.

Démonstration. Remplacer ¢ par son réordonnement ¢ ne change pas les fonctions 95 asso-
ciées, on peut donc supposer ¢ = ¢ € $z.

Soit p € R\Z. On souhaite montrer que les 1/1;-‘ sont continues en . Notons x; < -+ < x4
les valeurs finies de 9f,...,97 en p et e1,...,es les multiplicités. Alors pour 1 < t < s,
Pensemble E; = {i ; ¢®(2;) = pu} est non-vide, ce qui implique z; ¢ +Z par le corollaire
2.1.20)

L’idée est qu’en perturbant u en rajoutant § petit en valeur absolue, la situation ne va pas
changer : les fonctions ¢§ pour les indices ¢ appartenant a I'un des E; sont continues en x,
et on a alors ¢§(z; + %) = pu + 0, tandis que pour les indices i vérifiant p ¢ ¢f(R), on aura
encore p+d ¢ ¢ (R).

Vérifions cette derniére affirmation : supposons p ¢ ¢f(R). Si p < ¢f(gf"), c’est terminé.
Sinon il existe un point de discontinuité gy > ¢ de f tel que ¢$(qy ) < 1 < ¢$(qo). Or par
le lemme il existe i’ et ¢’ € R tels que ¢ (¢") = ¢f(qy ) avec ¢ discontinue en ¢'. Donc
q e %Z et ainsi ¢$'(q, ) € Z, ce qui empéche I'égalité u = ¢ (qq ).

Pour 4 petit les valeurs finies de f,...,97 en p + 0 sont donc 1 + % < e < xs + %,
ces valeurs étant prises avec multiplicités ey, ..., 5. Cela assure la continuité des ¢ en p. U

Proposition 2.1.23. Soit ¢ = (¢$) € ®. Si d > 2, on pose @] = ¢ pouri € [1,d — 1].
Alors ¢' € .

Démonstration. Les trois premiers points de la définition de ® sont clairs.
Pour le quatriéme point on fixe o et on note ¢; = .
Soient ¢} < --- < ¢/, les fonctions telles que V(q, ) € R?,

#{i 5 wilg) = pu} =#{j; i(p) = q}-

Montrons d’abord que les 1/}9 sont croissantes : si 4 € R, notons z; < --- < z; les réels tels
que {i; @i(x) = p} # . On pose e = #{i ; pi(xs) = p}. Les ¥;(n) valent —oo, x1, ...,
avec multiplicité d — > _es, e1,...,e. Ainsi les 1/}9(;1) sont les nombres —oo, x1,...,x; avec

multiplicité d — 1 — )" _es,e1,...,e si p ¢ p1(R), et multiplicité d — Y es,e1 — 1,ea,...,¢
si € ¢1(R). Ainsi

Yip1(p)  sip g e1(R)

Vi) =1 Yi(p) sip€piR)etj>d+1-3 e .
—00 sipepi(R)et j<d—> e
Soit g/ > p. On note ) < --- < ), €],..., €, les nombres correspondant a p’. On sait que

D g€y = D g es, donc on a bien ¥ (p) < ¥5 (1)

La description précédente montre également que pour tout u € R, 3¢ > 0 tel que pour
tout 7, Vil (uurel = Vit1lppure] 00 Vil(uputel = —00. Alnsi les ¢} vérifient le point (4) de la

définition R.1.141 O
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2.1.4 La stratification induite

On reprend les notations de la sous-section [1.1.1

Définition 2.1.24. Soit $ € ®. Notons YF les fonctions associées a ¢. Pour a € S et
j € [1,d] on note ,ujo‘(cﬁ) Vunique réel tel que (w;‘)_l(R) = [u5 (@), +ool. Un tel réel existe par
le corollaire [

On note u(p) la famzlle des p$(p).

Remarque 2.1.25. Si on prend ¢ € ®y, la condition d’intégrité assure (corollaire [2.1.22)) que
les i’ (i) sont des entiers relatifs.
Lorsque ¢ provient d’une collection L = (L%) de réseaux, ce fait était déja connu : par la

proposition [2.1.10| pour tout a € S on a (uf(P),...,u5(@)) = div (a (a*(LFﬁloa)) /LO‘>.

En particulier si ¢ est fixé, ’ensemble des collections L telles que ¢(L) = ¢ est inclus (corollaire

1.2.2) dans [[, Grass) (E) pour N assez grand.

Proposition 2.1.26. On considére ¢ € dy. Soit N > 0 assez grand pour que l’ensemble

X3(E) des collections L de réseau vérifiant $(L) = ¢ soit inclus dans [[,, Grassy (E). Pour

tout a € S, soient r* € [-Nd,Nd] et I* C F = [1,d] x [-N, N[ sous-saturé de cardinal

Nd +re.

Alors l’ensemble des éléments L de ][], S[,att:l AL
. NI

fermé dans ], Lattl, ™ (E).

(E) vérifiant (L) = ¢ est localement

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour un o € S fixé, ’ensemble
{L= (o1 € Latty V1 (B) x Latty™ M7 (E) ; Vi€ [Ld). (L) = 67}

est localement fermé dans [,attz NI (B x Latt), HNITHE) ot on a posé g = F 1o a.

On considére pour S € {a, oq} I'isomorphisme ﬁattr NI (B) = G:fgfﬁ(E) (voir la démons-

8
tration de la proposition . Pour tout L € La ttr N1IY(E), une base de LP est (biﬁ)lgigd

avec

b = e + Z ("5 )elP alﬁj i’ J’uj ey sij=inf{jo; (i,0) € F\IP} < +o0

‘ { ulNe; sinon

ou (afl)(s’l)ewa\Iﬁ = 7(LP) € Gu’lﬁ( E). On note B?(LP) cette base, C = (e;); la base ca-
nonique de E((u))?. Les coefficients de la matrice de passage P? = Pgs(18),¢ sont donc de la
forme > ., PP ((LPY)).uf, ot les P2 sont des polynomes de E[(As)(snersxmas]-

Pour = = (ZS’E%Z 29" )1<jca € M' et n € Z on a en notant a = (7(L*), 7(L*)),
rell, x €0*(L*) et o(x) € u" L (2.1)
P (a).x € E[u!/’]? et P¥(a).0(z) € u"E[u]? (2.2)
o(P°)(a).0(z) € E[u]? et P*(a).0(x) € u"Eu]? (2.3)

Pal,zj ] o, ph _
Vi € [[1’ d]] vt <0, Zs 1€7,1<5<d 9 ( 7 7] )(a) (x],k;}{b) 0 (2.4)
VE<n, )y = 1<]<dP 7 (a).(x j,s’/b) =0
> (@jep)l Clya) =0 (2.5)

s'eZ
1<j<d

[
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les vecteurs colonnes CY, ;(a) = (Cg,j,t7i(a))t ¢ Fl(Z<olZ<n)x[Ld]) gtant définis par O, (@) =

o(PL39) () sit € Zag et CT 1 (a) = P (a) si t € Zay.

Pour n et (s', j) fixés, les CF; ; , ;(a) sont presque tous nuls : si a correspond & L = (L%, L) €

Eattga’N’I (E) x Latt), TS 1( E), les vecteurs des bases B%(L?) sont de valuation supérieure
a —N. Ainsi, en utlhsant la formule de la comatrice on vérifie que les coeflicients des matrices
P#(a) sont de valuation supérieure & —N(d — 1) — 7% (on a det L? de valuation r?). Soit
m = —N(d—1) — max(r®,r*), alors les PP sont nuls pour s < m.

Si(q,i) € Zx[1,d], soit 1/(271.)(@) Iespace vectoriel engendré par les C; ; (a) pour (s, 7) > (q,1).
Ce qui précede montre que Vig (a) = {0} pour max(n,0) — ¢ < m. Or si on écrit (q’ i') pour
le couple « suivant » (g,i) pour 'ordre lexicographique, on a dimg (V" () ( A% (i) (a)) < 1.
En particulier tous les V(Z’i) (a) sont de dimension finie.

On obtient & partir de les équivalences suivantes pour (¢,7) € $Z x [1,d] : ¢%(L)(q) > n
ssi il existe » € LS, de Valuatlon (g,4) ssi Oy ;(a) est dans I'espace vectoriel engendré par les
f’g,’j()a) pour (s’,]) (bg, 1) ssi dlm(V(q y )) dlm(V(bq Z)) ou (¢',4") est le couple précédant
bq,1).

Pour my, € %Z assez grand les fonctions @?’[mg), +oo| sont affines de pente b, donc il existe
ng € Z et mg € Z tels que ¢f(q/b) = n pour ¢ et n vérifiant max(n —ng, 0) — ¢ < mop. Quitte
a augmenter mg et diminuer ng on peut supposer que le domaine max(n,0) — ¢ < m contient
le domaine Mg donné par max(n — ng,0) — g < my.

Définissons une fonction D = Dy de Z x [1,d] x Z dans N de la facon suivante : pour n € Z
fixé on pose D(q,i,n) = 0 si g est assez grand pour que max(n — ny,0) — g < myp, et on
définit ensuite les D(q,i,n) pour ¢ < max(n — ng,0) — mg par récurrence descendante sur
(g,1), en appelant (¢',i’) le couple précédant (q,), puis en posant D(q¢’,i',n) = D(q,i,n) si
@5 (q/b) = n, D(¢,i',n) = D(q,i,n) + 1 sinon. Par construction pour tout triplet (g,%,n) on
a donc D((¢',"),n) = D(q,i,n) ssi ¢&(¢/b) = n.

Dans la suite de la preuve pour (g,7) un couple, (¢’,i’) désigne toujours le couple le pré-
cédant.
Si L e Latt!, ™ (E) x Latt!, ™M™ (E), on a

PUL) =@ = Y(g,i) €Zx [1,d],Yn € Z,dim(V, (a)) = D(q.i,n).  (2.6)

En effet les nombres dim(V(’q"i) (a)) et D(q,i,n) coincident pour (q,n) € My, et le saut
de dimension éventuel entre dim(Y/'(Z,7i,)(a)) et dim(Y/'&i)(a)) (respectivement le saut entre
D(q',i',n) et D(q,i,n)) est contrdlé par la condition ¢$(L)(¢/b) > n (respectivement par la
condition ¢f(q/b) = n).

On termine en vérifiant que la condition donnée dans le second membre de est bien locale-
ment fermée. Pour cela on vérifie (i) qu’il suffit de demander 1’égalité dim(V(Z’i)(a)) =D(q,i,n)
pour un nombre fini de (gq,i,n) et (ii) qu’en supposant dim(V(7 ;) (a)) = D(q,i,n) pour un
triplet (g,,n) la condition dlm(V(q,’i,)(a)) =D(q',i',n) est localement fermée.

La preuve du point (ii) de la pr0p051t10n montre que pour L € La ttr AT (E) x
Latt), NS 1(E) on a ¢Y(L)(q) = bg — ® pour ¢ > N. Ainsi quitte & augmenter mg
on peut supposer que les ¢(L) et les goz sont affines sur [mg/b, +oo[. On sait aussi que
PX(L)(q) < bg — G"°™ pour tout (g,4), donc il existe n; € Z tel que pour tout (g,i) avec
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n
A
saut de 1 sur la dimension ! T
nyL - - - - - __ !
- croissant ‘
saut de 1
sur la dim (V7 (a)
dimension ~— dm ( @ )
croissant (@9 My
c dimension nulle
Nol - - - _ _ _ _
constant par
W rapport a n
. (g,7)
(—N, 1) (m07 d)

FIGURE 2.3 — Le domaine fini considéré.

—N < g <mg on ait ¢§(L)(¢q) < n1 et ¢(q) < nq, voir la figure

Pour ¢ < —N on a ¢(L)(¢q) = —o0 et ¢f(q) = —oo (on utilise le fait qu’il existe L vérifiant
@Y (L) = ¢“ pour la deuxiéme égalité, dans le cas contraire la proposition est évidente). Enfin
vu la définition des ZJ-, il existe ny € Z tel que pour (q,i) vérifiant —N < ¢ < myg les
espaces V(Z?Z.) soient indépendants de n pour n < ng, et on peut demander que (toujours pour
—N < g < mp) pour n,n’ < ng on ait pF(g/b) = n ssi ¢(g/b) = n'. On a donc la situation
décrite dans la figure[2.3]ou les affirmations entourant le domaine central C sont vérifiées par les
nombres dirn(V(Z’i) (a)) et D(q,i,n). Il suffit donc d’avoir les égalités dim(V(’qL’i) (a)) =D(q,i,n)
dans le domaine C pour les avoir partout : pour écrire la condition dim(V&n (a)) =D(q,i,n)
on part des égalités pour les (g,n) dans My, n € [na,n1] puisque dans ce cas il n'y a rien a
vérifier. Ensuite on propage les égalités par récurrence descendante sur (g,7) au domaine C.
Le domaine 7 ne pose pas probléme car les égalités dans C assurent que les ¢§(L) et les ¢,
affines sur [mg/b, +00[, sont égales sur cet intervalle. Cela répond au point (7).

Pour le point (i4) vu lordre dans lequel on traite les égalités on a toujours une condition
du type dim(V(Z,’Z.,)(a)) = D(q,i',n) a tester en ayant déja fixé la dimension de Viai) (a). Or
V(Z’,’i,)(a) est la somme de l'espace vectoriel engendré par le vecteur C7'; et de V(zﬂ.)(a) et
appartenance du vecteur Cg; a Vi . (a) est une condition d’annulation de mineurs d’une
certaine taille, et est donc une condition fermée. ]

Corollaire 2.1.27. Soient ¢ € ®z et N > 0 assez grand pour que l’ensemble QE'Q(E) des
collections L de réseaux vérifiant (L) = ¢ soit inclus dans [, Grassy (E). Alors Xz(E) est
une partie localement fermée de [[, Grassy (E).

Démonstration. Cela découle de la proposition [2.1.26] ci-dessus. ]

On est maintenant en mesure de définir les variétés é’aﬁ et X, qui vont stratifier les variétés
de Kisin &), et X¢,.
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Définition 2.1.28. Soit ¢ € @y et p € Oy son réordonnement. Notons i = (15 () les

entiers associés a ¢ et soit N > 0 tel que X, C [],, Grassd On définit X~ comme le sous-
schéma réduit de [, Grassd dont les E-points sont Xz(E), ce qui a un sens par le corollaire
2127

Pour ¢ € @z, on définit le E-schéma X, comme la réunion disjointe des é‘a;, sur les ¢ € by,
redonnant @ apres réordonnement.

Remarque 2.1.29. Pour une donnée ¢ € ®z, il n’existe qu'un nombre finide ¢ € &, redonnant
 apreés réordonnement. En effet il existe qp > g1 appartenant a Z tels que pour g < ¢q tous
les ¢f(q) valent —oo et tels que tous les % sont affines sur [g1, —l—oo[ Par croissance des ¢¢,
pour tout « il existe une permutation o € & telle que @§(q) = goga(i)(q) pour ¢ > q;. Il reste
alors un nombre fini de valeurs ¢ € %Z N [qo, 1] pour lesquelles les nombres ¢¢(q), ..., $5(q)
sont les nombres ¢ (q), . . ., ¢ (q) pris avec multiplicités. Notons (@) le réordonnement d’une

donnée combinatoire ¢. On a bien # {@ € dy; (@) = 4,0} < +o0.

Remarque 2.1.30. Par définition pour ¢ € ®7 on a dim(X,) = SUPGe b, o(3)=p dim ( 25). Mais

si p € 25%1Ld est dominant, on a

(B = |J Xe(BE)
PEDz, (@)=

or les variétés que 'on considérent sont réduites de type fini sur F, donc

dim(&Xy,) = sup  dim ()a;,)
PEDL,u(P)=p
et finalement dim (X)) = sup,ca, (p)=p dim (Xy). Dans la suite on estime dim(X,) afin d’es-
timer dim(&X),) et dim(Xg,).

2.2 Un encadrement de la dimension des strates

Dans cette section on donne un encadrement de la dimension des strates X,. On fixe donc
pour toute la section un élément ¢ = (¢*)aecs € Pz et on considére des données combinatoires
@ = (¢%)a € Pz redonnant ¢ aprés réordonnement.

L’idée est la suivante : si L = (L%), est une collection de réseaux de E((u)? et ¢ = H(L),
pour q € %Z on a par définition

@5 (q) = sup sup{n € Z ; o(z) € u"L*}
z€o* (LF ™ o) u(z)=(q,i)

donc si ¢ > g;* on peut choisir v, € o “(LF 710“) de valuation (g,7) et réalisant le sup de
&3 (q), i.e. tel que o(v q’i) € ubile )LO‘. On peut demander que pour ¢ > ¢;* on ait

e 1/b o Z
Vq,i = + aq, 1,q',i" " Q]q
(¢',7)>(q,1)

pour des coefficients a®. , ., € E. Il se trouve qu’on peut prendre ag; . = 0 pour (¢,i) ¢

q,i,q" i
A%(q,i) = {(¢,i") > (¢.7) ; #¢ (¢— 1) < 3% (¢") < &2 (q)}, qui est un ensemble fini.

On rajoute une relation supplémentaire sur les vy, tradulsant le fait que ¢f(q) = bg — (LF oa
pour q grand, ce qui rajoute des coefficients Qgiq i
Les points de X sont alors essentiellement paramétrés par les a®

I1a I g0 A%(a.9)-

q.i.q > indicés par I'ensemble
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2.2.1 Obtention de la majoration

On fixe ¢ € ®; dans cette sous-section, redonnant ¢ aprés réordonnement. Pour o € S on
pose V= {(¢,1) € ;Z x [1,d] ; ¢ > ¢'}.

Définition 2.2.1. Pour tous a € S et (q,i) € Q = %Z x [1,d] on pose

wai = {@n>aoe(o-3) <a @) <o)

A = {(q,z’,q’,i’) 2 (d,1) > (q,1) et @F (q— ) < @i () < @i ( }
A%(q,i) = {(q’ﬂ") > (q,7) 5 ¢f (q— i) <5 (d) < i ( }
A = {(q,i,q/,z") D (¢, 1) > (q,1) et ¢ <q— > 5 (d) < i ( }

On définit qu ={(q,i,q,i") € A% ; q={'}, Ag, de méme.

On pose A = Hacs Ax A= IL, A%, fleq, Acq de méme.

On définit les polynomes Q?q,i),s € E[[Ul/b]][(Xt)teAa] pour s € [1,d] et (q,i) € V%, par
récurrence sur = ¢$(q) : on pose

a 1 sis=1
Q(q?’i)vs o { 0 sis#i
et
. 1. ~
Q?qﬂ-)’s = Q?q_;7i)’s + Z Xgig i u? Q(q i),s St (q — b,z> eV

b -
(¢',i")€A>(q,i)

Enfin on note = la relation sur E[[ul/b]][(Xt)teAa] associée a l’idéal des polynomes ayant des

coefficients de valuation strictement positive, i.e. associée a Uidéal engendré par u/®.

Les Q?q i),s SONt définis de fagon a avoir le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. Soit a« € S fizé. Si ((vqﬂ-)(q Heva (at)yc jo) est une famille avec les vy, €
M’ = E((u'/*))? et les a; € E vérifiant la relation : pour (q — 3.0) € Ve on a

o, 1/b E L .
Vg,i = U 'vq—%,i + Qq.iq' i Vg i
(/i) A%(qi)

alors

@Q

Vg

)

S

d
Vgi = D Qa5 ((at) e o) -ut ™
s=1

pour (q,1) € V.

De plus, pour tous s € [1,d] et (q,i) € V*, s ¢ > q ou s < i ou $2(¢¥) > ¢%(q) alors

les coefficients de Q‘(”‘q D)5 sont tous de valuation strictement positive.

B 1
Les réductions des Q(qﬂ.)’s

modulo = sont dans E[(X¢),c fo |-
eq

Démonstration. Si (vq;, a4, ) est une famille comme dans 1’énoncé, on établit la premiére
Q 1 A < pee’
assertion par récurrence sur ¢$(q).
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Pour tous s € [1,d] et (g,i) € Ve sig> g on a

Q?Q?’i)vs = Q((Xq—%,i),s + Z Xqvirqlvil 'Q((lq’,i’),s‘ (27)
(a'")€A(g1)
9 =4q

(6%
(a,i),s 5
et des Q‘("q i1),s Pour (q,i") € A%(q,1), polyndmes qui

Ainsi les coefficients constants des coefficients de @ ne dépendent que des coefficients

constants des coefficients de Q% .
(qu’l)zs

sont tous indicés par des triplets (s',¢’,") vérifiant s’ = s, $%(¢") < ¢%(q), ¢ < getd > i.
Donc ’avant-derniére assertion du lemme est vraie.

Pour la derniére assertion il suffit de s’assurer que les indéterminées apparaissant dans les
réductions sont indexées par des ¢léments de qu. La relation le montre. O

Lemme 2.2.3. Si L = (L), est une collection de réseaur de E((u)? telle que S(L)=¢ et
sia € S, il existe une famille ((vq;), (aqiq 7)) pour (q,3) € V< et les (¢',i') € A%(q,i) avec
les v € M, les ag;q v € E tels que

(i) pour (q,i) € V®, on a v(vg; —ul.e;) > (g,i) (et donc v(vy:) = (q,1))
(ii) pour (q,i) € V® on a vy, € o*(LF o) et o(vgi) € ut @
(iii) pour (¢ — §,1) € Ve on a
Vgi = ul/b.vq_%ﬂ- + Z Qg gl il Vgl il -
(¢, €A (g,0)

Démonstration. On le montre par récurrence sur g = ¢$(q) : soit 4 € Z et supposons
construits des vq;, aq; 4.7 pour ¢f(q) < p tels qu'on ait (i), (ii) et (iii) (la condition est
vide pour p petit). Soit (g,7) tel que ¢%(q) = p + 1.

Si (g —1/b) = —oo on prend pour vg; un élément de L, tel que v(vg:) = (g,7) et
v(vg; —ud.e;) > (q,1).

Sinon, comme $%(g) > —oo on sait qu’il existe des a,; . € E pour (¢',i") > (g,1) tels que

1/b «
ut/ VgL + E Qq,ig i Tt € L300

(q,7ll)>(q7l)
ol on a posé
Uqui/ si — oo < @zof(q/) < M
Ty =4 unélément de Lg¢?(q,) de val. (¢/,7') si @5(q") > p
u? ey si @?(q/) = -

On peut prendre aq;qy+ = 0 si ¢%(¢') > p, quitte & retirer ces termes la (car alors on a
Vgt € LS,41)-

Montrons qu’on a ag; ¢ = 0 pour —oo < ¢%(¢') < $%(q — 3) : sinon on aurait

§ : 1/b § : «
at]ﬂ',ql,i"UQ'ui' + U / 'Uq—%,i + aq,iuqlui,‘vqlvi/ € L>H+1
¢5 ()< (g—3) @2 (q—3)<@% (@) <p
eLg

>3 (q—1/b)+1
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donc si (¢, 7") est la valuation du premier terme de la somme, on a a la fois ¢ (¢') < ¢(¢— %)
~ > 1

et §5(q") > &5'(q — 3)-

Ainsi il existe des ag; 4, uniques (on peut montrer I'unicité de méme) pour (¢',7') € flo‘(q, )
tels que

1/b
u / 'Uqfivi + Z aqvivqlvi/'vq/ﬂ;/ € L;,U,—‘rl
(¢',i")€A>(q,)

On pose alors v,; égal & cette somme. O
On sait que pour g assez grand on a ¢f(q) = bg — Fea " On aimerait avoir l'existence d’une
. o o S . .
famille ((vg;), (ag; ;) vérifiant aussi une relation de la forme
Foa __ —ap q § : Foo Foa
/U(LFOO‘,Z' = z( ) (’Uq} ) —+ a(jFoa7 iq i q il . (28)

(@) eAFon(gFon i)

Pour montrer I'existence d’une telle famille, il suffirait d’avoir la relation 1' modulo uquH/ b

puis de travailler par récurrence. Mais il n’est pas clair que ces termes coincident modulo
~Foa .
udi “* /0 EBu!/t]?. On rajoute donc un terme correcteur :

Proposition 2.2.4. [ eziste des polyndémes
Fo Fo
Ris € BI(X{) e za,» (K¢ ™) ireas (Cig)icis (Cif " i<y]

tels que toute collection L = (L®)q de réseaux de E((u))? telle que G(L) = et toute famille
((vg): (ag; ) vérifiant les conditions (pour chaque o) (i), (i1) et (iii) du lemme

vérifie également pour tous i et «, et q € %Z tel que ¢$(q) = bgq — FO"‘, que les éléments
,UFOOc 6t
afee
—©%(q « § : Foa Foa
u i ( )U(Uq,i) + aqum,i’q,’i,.vq/’i/
(¢, )GAF""( THAK))
~Foa
q; Foa B fo' Foa Foa
tu E :R teAa ; (ay )teAa_{OW(Ci,j)?(ci,j ))-Vs
p .
sont congrus modulo ui ““TYY oy pour o € S on note vY = u 0 Ve g € ¢y € E les
S 7 I
coefficients tels que v$ soit congru a (0,...,0,1, cZ‘-"iH, cee cf‘d) modulo ul/®.

De plus on peut prendre Ry, =0 si s < i ou g Foa qFOO‘

Démonstration. Si L = (L) et ((vg,), (ag; ) sont des familles comme dans I’énoncé, en
utilisant le lemme [2:2.2] on obtient pour tous i, « et ¢ assez grand

UFoa

—q .« Foa oo Foa
;Y —o(umws;) — E AzFon ; s iU T

q,t q; °%,q' 1 q i’
(¢ ) eAFea(gFon)

d
= o o Q@) ea)) o(0f)

s=1

d
E Foa q —gFee ~Foa Foa _ Foa
Z a(jipoa,i»q/’i/‘ i Q(q’,i’),s((at )teAFOa) g o

s=1 (q’,’i’)EAFoa((ifoa,i)
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D’aprés la derniére partie du lemme [2.2.2|1a réduction des Q?q/,, imy,s7 1€ fait intervenir que les

. . . 1o . ~
inconnues indexées par des t € Ag,. Il existe donc des polynomes

T € Bl(XP) e go,» (X Ve aroas (Capasts (Cap <]
(ne dépendant que de @, pour ¢ grand Q?q i).s est constant) tels que v?fﬁl ; soit congru modulo

7
F
uqi oa+1/b é,

—2%(q) o Foa Foa
u o(vs;) + E AgFon ;g Ve i
AT

~F
+ ut ZT‘Y (091 iz, (a1 ) e oes (ip)s (Chi™))-es

terme correcteur

On souhaite que le terme correcteur soit dans o*(L%). Or on sait que par définition les vecteurs

1 c{fga .o cfg‘x e1 v
.o et
Foa
0 - Ci-1d -
(¢]
1 eq vy %
Foa Foa
1 0172 . . C
sont congrus modulo u!/?. La matrice triangulaire . . est inversible
Foa
0 S O
1
. . R ~F
donc il existe des polynomes Rj, tels que Ug;% ~est congru modulo udi ~*T/
1 7
-0 (q for Foa Foa
u i ( )O‘(’U%i) —|— Z (IqZFOQ zq i 'Uq i

(¢',i") e AFea(gfloo i)
. d
q: °% F F F
+ ui ZRSS((% teAa 7(at oa)tg[lngmv( ab) (C Oa))‘vs o,

On peut prendre R = 0 pour s <7 : s’ll existait s < i tel que
R ((af') (af °) e droas (Cgp), (cap™)) # 0
i,s\\0t Jte Aa s \Ot — )ye AFoas (Cab)s

alors udi * ZS 1 B ((af )teAa ,(afoa)tEAFoa, (cop)s (cfza)).vfoo‘ serait un nombre de valua-

Foux O"‘—I—l/b

tion supérieure strictement a (g °“,4), congru modulo u%

—p¢
vips = u P Wo (v — > Ry
q R q; °“,q9 Yy
(a/,7)EAF o2 (> i)

qui est de valuation > (qZF o).

Vérifions enfin qu’on peut prendre R?s = 0 pour qF o > qF °® . ginon soit sg minimal tel
que Rz so((at )tgAa ’(afoa)tequoaa( ab) ( Foa)) ?é 0. On a

~F
uli 3 gFoasgFoa R ((aff )teAa , (afoa)te,&gm’ (cqp)s (c iza)).vfoo‘
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sFoa N
congru modulo ud ~* T/ 3
Foax At § : Foa Foa
’U[I,foa . — 2 ) (U% ) - aq’FOa iq i vq i/
(/") AT (gf o)
~Foa
o q; a a N Foa 5 a Foa Foa
u E Ri,s((at )tequ7 (at >teAquOa’ (Ca,b)v (Ca,b ))'vs
s,dFoasgroo
donc le membre de droite est dans o* (L) et est de valuation (GF°%, sg). Ainsi on a G£o® <
qZF °¢ c’est une contradiction. ]

Dans la suite on fixe des polynomes comme dans la proposition précédente. Le lemme [2:2.3]
et la proposition montrent que toute collection L de réseaux de fonctions ¢ admet une
famille 1-correcte au sens de la définition suivante :

Définition 2.2.5. Si L est une collection de réseauz tel que (L) = @ et n > 1, une famzlle
n-correcte pour L est une famille (v, af') vérifiant les conditions (i), (ii) du lemme la

Yq,i0
condition, (iii) modulo udt™® du meéme lemmem ainsi que la relation (iv) suivante modulo
q;°*+n/b
udi :
Foa _ — & (q) Foa Foa
vqu,i = U 2 (Uq7 ) —+ adf""‘ iq i q i

(¢ i) eAFoa (GFo i)
+ult " ZR (07 se g, (a1 *sedgeer (hp): (cap™)wl™  (iv)

(avec les notations de la proposition M)
Une famille correcte pour L est une famille vérifiant les relations (i) a (iv).

Proposition 2.2.6. Soient n > 1, L = (L%),, une collection de réseauz telle que ¢(L) = ¢.
On suppose construit une famille n-correcte ((vg;), (af)) pour L.
Alors il existe une famille (n+1)-correcte ((wy,), (b)) telle que pour tout a, pour tout (g,1) €

i congru avqi modulo w9t/ et quq i :aqlq i pour ¢ < q+n/b.

Démonstration. On fixe a € w. On construit la nouvelle famille par récurrence sur g et a ¢
fixé par récurrence descendante sur 7.

Ve, on ait w®

Soit (g,17) € Ve On suppose construits les w® ., b% s pour ¢ < qouq =qeti >i.

q’'i" Vg g i
On a deux cas : d’abord si (q—g,z) ¢ Vo, alors ¢ = @*. On pose o/ = F~toa. On sait d’aprés

(iv) que si g est tel que @f‘/(qo) = bgo — ¢*, on a modulo udt™/b les congruences suivantes :

I
o = 795? (qo) of
Vq,i = u .0 (vgei) + Ui g it Vg i
%(q) 1 (¢'i")eA™(q,0)
o(-)eu”i ‘L q'<q+n/b

/

/
Ut DD RENE g (0 ey (€60 (cEa))02

-5 ((10) o o fo}
u v .O'(qu’i) + aq%q/’i/. waﬂ‘/

d=q déja construits
+ Z aq iq i Uq’,l’
(¢i)€A(g,0)
g<q’'<g+n/b

/ ! ’

+u? > R0 ) e (0 )y e (i), (cBp))- w
S>1 dia ~ )

G$<q éja construits
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(e

Donc il existe des coefficients bq,i,q',i’ € E pour ¢’ = g+ n/b tels que

/

’
—&% (qo) o «a e e e
u ? ‘J(qu,i) —+ a,qﬂ"q/’i/ .waﬂ'/ + aq’i7q/7i/ 'Uq’,i’

(¢',i")€ A% (q,0) (¢',i") €A% (q,0)
q'=q q<q' <q+n/b
q E : o’ o - e - o' o @ § : (e )
tu Ri,s((at )teAgé? (at )tequ? (Ca,b)’ (Ca,b))'ws + bq,i,q’,i"l‘q/,l/
i (@ i)> ()
9554 q'zq+n/b

. 21~ / 2 H
soit un élément de o*(L®') envoyé par o dans u? (D L*  avec

WS, si(d,i)eve
ul ey si(q,i) ¢ ve

Lﬂq/ ,i’

On peut retirer les termes by, , ..zg i avec $5(q) = &5 (q).

De plus on a by, ;v = 0 si % (q") = —oo. En effet sinon

/
D Vgt %a v € (L)
(q',¥")>(q,%)
a'>q+n/bet ¢5(q')=—0c0

et est de valuation (¢, ") vérifiant $%(q") = —oo, c’est une contradiction.

Ainsi il existe des coefficients (uniques) b pour (¢',i") € A%(q,1) et ¢ = q+n/b tels que

; Al gl
q,%,9",t

’
a ., —PF (q0) a’ a a
w(m = u 2 ‘U(qu,i) —+ aq7i’q/’i/ .wq/ﬂ'/
(¢'i")€A (%)
q'=q

a a
+ Z aq’m/’i/.vq/’i/
(q';i")€A%(q,9)
q<q'<q+n/b

/ !
+ul > RE((a8)e Aot (08) e g, (Cap)s (Cap))-wy
S>1
ds'<q

(3 (e}
+ Z bq,i,q’ﬂ" Vgt it
(¢':i")€A*(q,0)
q'>q+n/b

«

i vérifie (i) et

modulo w4/t et we;

vérifie o(wy;) € u?" (9L On a donc wg'; congru a v
(ii).
On pose b

(6%

— 4O /
qidit = Yqig,y PO ¢ < g+ n/b.

Pour le deuxiéme cas on a (¢ — %,i) € V% : on fait alors un raisonnement analogue, mais

en partant de 'équation (iii) cette fois. On a modulo u9*™/? la congruence suivante :

o 1/b , « E : e e 2 : e e
,Uq,’b = U .wq_%J =+ aq’i7q/7i/.wq/’i/ =+ aq’Lq/’Z’/.qu/’,L'/,
(¢';i") €A (/%) (¢';i") €A% (%)
q'=q 9<q'<g+n/b
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il suit qu’il existe des b2, , ., € E pour ¢’ > g+ n/bet §5(q") < @ (q) tels que

4,5,¢' s
« . 1/b , « o @
Wy, = U ‘wq—%,z’ + E Qg it Wyt it T E : q, g i Uq
(¢, /)eAa(q i) (¢',i")€A%(q,3)
d=q q<q'<q+n/b
+ E quq il Lq' i
) (a,i)>(.0)
¢'>q+n/b et @5 (a") <8 (q)

[0} : ! ! a

i sa ve si(¢,i)eV )

est envoyé dans u¥i @L> par o, avec Ty i = q,t ) ( ) ,,) ~, - On a forcément
ul.ey si(q,i") ¢V

be, =0 pour ¢%(¢") < ¢ (q — %) : sinon on a

q7l7q 71
(0%
E bq’L q.,i l'q il

a'2q+n/bet 35 (a")<E5 (a—3)
_ « 1/b |« « « « «
= 'U}qﬂ- — U 'Uq—%,i — Z aq,i,q’,i"wq’,i’ — Z aq,i,q’,i"vq',i'
(¢'i")€A(g,9) (¢';i") €A (q,9)
q'=q q<q' <q+n/b
«a «a
— Z bq?i’q%/.vq/’i/
(¢'si") €A™ (q,0)
a'>q+n/b

donc en notant (¢/,4') la valuation du membre de gauche, on a 3% (¢') < $%(q — ), pourtant
I'image par ¢ du membre de droite est dans W= Lo Qo P%(L)(q) > ¢%q — 1),
contradiction.

On pose comme demandé b
modulo u?+"/?.

congru a v%

, pour ¢ < g+ n/b, et on a w? e

q,%,q', v = @ qzqz q,t

Il reste a vérifier les conditions (7i7) et (iv), faisons-le pour (iv) par exemple.

Pour chaque 1 <@ < d on a wga ; = vga ; modulo ud+/Y donc (5 p)ap = (o p)aps 01 on a

noté dab les analogues pour la nouvelle famille des cf b De plus on a b = af pour t € qu
1l suit

I
o 3% (@0) (e a o
wges = uTt o(vg ) + b it W
(qlﬂl)eAa(‘i’fx?Z)
7=
(0% (6% (0%
oY bagavpat D g i i Vg
(q',1")eA>(Gf 1) (¢',i") € A> (G5 1)
i</ < -n o /237 +n/b
q& § : o o B (e ~ o e «a
tuti Ri,s((bt )teAg;7 (bt )tequv (da,b)v (da,b>)'ws .
s>i
78 <qy

o/
Orn = 1 et wy ; est congru a vy ; modulo wio /b gingi = # (@) o) =u# (qo).a(wgg ;)

qo,? q0,?
modulo u% +("+1)/ ,etsi(¢,1) € Aa((jio‘, i) avec ¢ > ¢, la congruence we i1 = Vg modulo
u? /% assure we = vg , modulo ud +(+D/b Cela établit (iv). O

Par passage a la limite on obtient :
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Corollaire 2.2.7. Toute collection L = (L%) telle que ¢(L) = ¢ admet une famille correcte.

Remarque 2.2.8. Si ¢ = ¢(L) et (v;i, a) est une famille correcte pour L, alors L® est engendré
par les wf = u*¢?(xi).a(0§i,i) ot les m; sont pris assez grand pour que @$(z;) = br; — G °®
En effet quitte & augmenter les x; (ce qui ne change pas les w{') on peut supposer que tous les
@%(z;) sont égaux a un méme entier 4. On sait que les w§* sont dans L*. Les w{* (mod uL®)
forment une famille E-libre de L® / ulL® : c’est équivalent 4 montrer que les vy ; forment une
famille libre de LO‘ Mais si Z ;0 =0,0na ), a0l ; € L>u+1 Donc si I'un des «; était
non nul, on aurait v(z @0y ;) = (:):j, j) avec §5 (x;) > u et on obtiendrait une contradiction.
Or L*/uL® est un E-espace vectoriel de dimension d donc (w§* mod uL®);<i<q est une famille
génératrice de L*/uL®. Donc par le lemme de Nakayama, la famille (w); engendre L* sur
De plus cette famille est FE((u))-libre : les wg sont de valuation (¢, 1)

de la matrice des wg est non nul de valuation 3, g"°?.

ainsi le déterminant

On peut maintenant établir une majoration de dimg (X¢). Pour cela on va définir un sous-

schéma fermé D de l'espace affine A(SXI)HA, avec I = {(i,5) € [1,d]® ; i < j}, et un

morphisme (d’un sous-schéma) de D dans 2\?@ surjectif sur les E-points.

On note C ’ensemble

familles ((v qz)(q 7,)€V°"( )ic i )acs vérifiant les relations (7)
et (741) du lemme 2.2.3] et la relation (iv) de la définition |2 -

Pour (i,s) € [1,d]?, a € S, soit
Uiofs = Z uq —a 'Xq. < 4,q 1 Q((Xq’,i’),s
(/") €A(q5 i)
‘/i,as = O-(Q((lq,i),s)

avec ¢ assez grand pour que $¢(q) = bg — G- °%, o(Xt) = th et o agissant « comme o » sur
E[u!?]. Si (v%;,a = (af)) est une famille vérifiant (i) et (i47), la condition (iv) est vérifiée ssi

Vg,ir @
on a pour tout a € S
Ufoa ,Ufoa O'(Ui") Ufoa
F ' : ) .
U™ | [V | R | | 29)
5oa UCIl:'oa U(Ucol[) goa
toujours avec vf‘/ =y @ .va;/
q;
L’équation (2.9) mod u'/*E [[ul/ b]]d en les inconnues cZ " a O‘/ est
61+Z]>1 Ayt oler+) 51 ¢15-¢5)
'F / , .
(La—=U""*(a)—R*(a, (ci;)))- _ —V'a). | 2.10)
€d o(eq)

(on a noté U,%, V, @

1,87 1,8

affine A(SXI)LIA( E). On note D le sous-schéma fermé (réduit) de A(

les réductions des polynomes). Elle définit un fermé de Zariski de I’espace

SxI)U .,
) assocCle.
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C A(SXI)UA(E)

est injective d’image D(E).
(vgina) — ((c); )

Proposition 2.2.9. L’application

Démonstration. On vérifie que 'application

C — ' ={((v¥),a) ; v(v®) = (0,4),v(v —¢e;) > (0,4) et on a (2.9)}

(vgira) — ((vf"),a)

)

est bijective de réciproque

(1), a) — (( ZQ(Q,, )t ))

¢’ — D(E)

(W8),a) > ((cg;),a) Ot Plective

Il suffit donc de montrer que

«Q

Pour injectivité, si ((v),a) et ((v;%),a’) ont méme image ((¢f';),a), on pose wi* = v

les w € E[u!/?]¢ vérifient

wfee o(ws)
(Id—UFOO‘(a) — R%(a, (cf‘;))) =V%a).
wheo o(ug)

Or la matrice carrée T = I; — UF°%(a) — R%(a, (cf‘;)) est inversible dans My(E[u'/*]) : en
effet on a

Foa I_gFoa  Foq Foa
Ui,s (CL) = Z ul % aqFoa"’q i %(qi"),s ( )
(¢ i) eAree (gl o)
q>qFoa

Foa Foa
+ Z aqFooz7 7q i Q q 7, s(a)
(¢' ") eATo (g o )
/_~Foa

q =q;
le premier terme de la somme étant de valuation strictement positive. Les f; ?OZ.‘/) (@) appa-
raissant dans le deuxiéme terme de la somme sont eux aussi de valuation strictement positive
si ¢ > s puisque alors ¢’ > i. Donc U(Uzioo‘(a)) > 0si4>s. On a également Ry, = 0 pour
7 > s. Ainsi

/

( s,w(s) Ufuo,'?;) (a’) _R?,w(s) (CL, (C’?J))>

E&

det(T%) Z sign(w

weBy s=1

est de valuation 0.

Donc
Foa

= (T%)"1.V%(a).

Foa
d
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et les w!® sont dans u.E[u'/*] pour tout a. Mais alors les wf* sont dans u’. E[u!/’], et on
peut recommencer le procédé. On obtient que les wj' sont nuls.

Pour la surjectivité, 'important est 1a encore l'inversibilité des matrices T%.

3 Q a,<0 _ . lo' . :
Si ((¢;),a) € D(E), on pose v; ei + D> cij-ej. On va construire des vecteurs
< ) <l . .
v;"~" par récurrence sur I > 0. Si l > 0 et les v;">" sont construits et sont congrus a

((Ta)_l.Va(a).o(v?’gl))i modulo u(+1)/? alors on pose

Z

(vFo Y, = termes de valuation (I + 1)/b de (Ta)fl'Va(a)‘(aw%gl))i]

ot (va,<l+1 _ ( Oé,<l +U0l l+1)

i i

On a, modulo u(*2/? les congruences suivantes :

— \l — - 7\l
(T*) VN (a)-(o (o)) = (T V@)(o (o))
= (Uf‘oa,gl)i_’_(viFoa,lJrl)i‘
On peut poser alors v{* = lim;_, 4o vf"gl pour tout i et I'élément ((cf';),a) est I'image de

(v)i,a) €. O

On définit maintenant un morphisme de D dans [], Grassg.
Siy = ((v;),a) € D(E) = C, on définit les w* = w{(y) comme dans la remarque [2.2.8) :

pour Chaque i et a on choisit = € %Z assez grand pour que ¢ (z) = br — qFOO‘

et on pose
w =y @), o(vg;). On a déja vu que les w ainsi définis sont E((u)-libres dans M : la
matrice des w$® est de déterminant >, GF°“. Le sous-E[u]-module L%(y) engendré par les w
est donc un réseau de M. Concernant les diviseurs élémentaires vy > -+ > vy de L*(y), on

sait que vy = min; qZFOO‘ ety . vi=>, qfoa. On peut majorer vy par
Z ~Foa __ ) <m1n tioa>
1

ainsi il existe N > 0 indépendant de y tel que L*(y) € GrassZ’N(E) avec r = Y. qle.

Proposition 2.2.10. L’application D(E) — Grassg’N(E), y — L%(y) est un morphisme de
VaTiétés.

Démonstmtion Vérifions que la composition g de 'application considérée avec I'immersion
fermée Grass); N(E) = G,(E) est continue. Si 7 : u"NAp — u=NAg/uN A est la projection,
g(y) est engendré comme E-ev par les m(u®.w®(y)) pour 1 <i<det0<s<N—goo Tl
existe des polynomes Sj;"" € E[(CS,), (af")] tels que si y € D(E),

vufy) = > SEE )l e
I<i'<d, j'2-N
Les GL(E) pour I C F de cardinal Nd+ r forment un recouvrement ouvert de G,.(E). Fixons

un tel I, et Z un fermé de GL(E) = AIXF\I(E), et montrons que g~ (GL(E)) est un ouvert
de D(E) dont g~(Z) est un fermé.
SiyeD(E),onayée g YGLE)) ssi

dimp ((r(u®wi(y)) ; i,5) + (7(e;) 5 (i,§) € 1)) = 2Nd

ssi la matrice A est de déterminant non-nul, ot on note A la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées des m(u®.wf(y)) et des w/e; pour (i,j) € I, dans la base standard de
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u NAg/uNAg. La condition est ouverte et g~ (GL(E)) est bien un ouvert de D(E).

Siy € g HGL(E)) les m(u®.wi(y)) et les u/e; pour (i,7) € I forment une base de I'espace
vectoriel u=VAg/ulNAg. Or le fermé Z de GL(E) est défini par I'annulation de certains poly-
nomes en les coefficients de la matrice de la projection de u™N Ag /u’ Ag sur E! (parallélement
a g(y)), matrice prise dans les bases standard. Ainsi g~!(Z) est bien défini par 'annulation
de polyndmes en y = ((cf';), (af')). On vérifie de maniére analogue que l'application tire en
arriére une fonction réguliére en une fonction réguliére. O

Notons p le morphisme obtenu de D dans [] g Grassév (on rappelle que I'on travaille avec des

schémas réduits de type fini sur E, pris algébriquement clos). Le tiré en arriére p=* (2&5) LN 2&5
de p par I'immersion Xz — [], Grassév (on prend N suffisamment grand) est surjectif sur
les E-points, par le corollaire et la remarque Or :

Proposition 2.2.11. 57 X et Y sont deux variétés quasi-projectives sur un corps algébri-

quement clos k et X i) Y est un morphisme de k-variétés surjectif sur les k-points, on a
dim(X) > dim(Y).

Démonstration. On renvoie & |Car|, proposition 2.27 (i) pour la preuve. O

< dim(p~(Xp)), mais p~1(Xp) < D est une immersion, donc on

)
#((Sx DU A) = #8490 L 5~ de

On en déduit que dim(X;
a montré que dim(Xg) <

Lemme 2.2.12. Sia € S, on a #A* < #A*.

Démonstration. On fixe o € S, et pour simplifier les notations on note ¢§* = ¢;, A> = A, ete.
Pour tout ¢q € %Z soit 7, € 64 une permutation telle que pour tout i, @;(q) = Dy (i) (). On
définit les applications p et p par

p: A — %Z X @
(¢,1,¢,i") +— (q,q,7)
et 5
I A — %Z X Q
(¢,i,¢,i") — (q,¢,7).
On a donc
A= | ] P (g, 7) et A= | ] p (g g (1))

(0,9's")EFZXQ et q<q’ (0.9 /)ELLXQ et q<q’
Fixons donc "' e 17 x Q avec ¢ > ¢, et montrons que
) b )

#5((0:4,7) < #p7 (g, 7 (1))

L’ensemble du membre de gauche (resp. de droite) de I'inégalité s’injecte dans

{i e [1,d]; @ <q— 2) <p< @(q)}

( resp. est en bijection avec

{i € [1,d]; (¢, 7y (7)) > (g,7) et @ (q - 2) <p< w(q)})
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ot on a pos¢ 1= i (q') = ¢ i) (d')-
Ces ensembles s’écrivent B1\ By et B\ B respectivement avec

B = {i; pn<@i(q)}
A e )
B = {i;p<epila)}

) 1
]

(on a utilisé pour B et By le fait suivant : si (¢,,¢',7') € A, onai <7 puisque o1 > -+ > ¢q).
Or on a By C By et By C By, 74 induit une bijection de By sur By et Ty—1 induit une bijection

de By sur By, ainsi on a bien #5~!((q,¢',#')) < #p7((¢,¢, 74 (i)
Donc #A < #A. O

S}

On obtient :

Proposition 2.2.13. Si ¢ € ®y donne © apres réordonnement, on a

d(d—1)

dim(Xp) < Y #A* + #S - ( D _ a4, 5

a€csS
En suivant [Car| on définit :
Définition 2.2.14. Pour ¢ = (¢p%)s € ®, on appelle dimension de ¢ et on note dim(p) le
nombre #A. On note également dim (%) = #A®.
2.2.2 Obtention de la minoration
On fixe toujours ¢ € ®z. On suppose maintenant que p(@) = @ (ou plutdt on pose @ := ¢).
L’idée pour obtenir une minoration de dim~(2ap) est cette fois de construire un morphisme 7
d’un sous-schéma d’'un espace affine dans X, injectif sur les E-points, puis d’utiliser

Proposition 2.2.15. Sz' X et'Y sont deux variétés quasi-projectives sur un corps algébri-

quement clos k et X = Y est un morphisme de k-variétés injectif sur les k-points, on a
dim(X) < dim(Y).

Démonstration. On renvoie a [Carl|, proposition 2.27 (ii) pour la preuve. O
Soit F le sous-schéma fermé réduit de AEESXI)HA dont les E-points forment le fermé de Zariski

défini par les équations
€1+ Zj>1 Cf})a-ej oler+ 3 5517 ;€5)
(Lo = U (a)). . —V'(a).
€d o(ea)
pour o € S.

De méme qu’au-dessus on montre (voir la preuve de la proposition [2.2.9) que si (c;?‘j,a) €
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F(E), il existe des v{* € M’ uniques (congrus a e;+
(0,) et pour chaque a,

j>i € j modulo ul/?) tels que v(vf —e;) >

7(uf)
)| |+ veca).
i o
On pose ensuite
d
Vgi = D Q.o (0)-u0.05
s=1

pour (g,i) € V¥, puis

ot wf = u=¥i @) g (v ). Cela définit une fleche F(E) — [ e Grassy (E) pour N assez

grand, qui induit un morphlsme F D [lacs Gmssd de FE-schémas (voir la preuve de la
proposition [2.2.10). Soit 771(X,,) le tiré en arriére de I'immersion X, < [[, Grassy.

Proposition 2.2.16. Pour y = (¢

¢na) € F(E), la collection L = 7(y) vérifie ¢*(L) = q;* et
@X*(L) = &% pour tous i, a.

. . L. _1
Démonstration. Vérifions d’abord que les v'; sont dans o*(LF o

rence sur p = ¢%(q).
Sig=g, ona

). On le montre par récur-

a _  F7loa
Vg = W; + 2 : Ui g it Vg i

(¢/,i") €A (q,0)

a _ ,1/b «
Ugi = U 'q;,+ }: q,,qZ’Uq
(¢',i")€A>(q,i)

Dans les deux cas les termes de la somme apparaissant dans le membre de droite sont dans
—1
O_*(LF oa).

On sait que v(vql) = (g,i), donc on a ¢¢(L) < ¢*. D’autre part si aq,...,aq € E[u'/],
(a) # 0, les oyw{* non nuls sont de valuation deux & deux distinctes (on a v(oywf') =
(v(cy) + @, 1)) et ainsi

(Z W ) —HllIl v(owy)

donc est égal & (v(ai,)+Gjy , i0) pour un certain ip. Mais v(a;,) > 0, ce qui montre G*(L) > ¢;".

Montrons par récurrence descendante sur p = ¢f(q) que 0( ) € ui WL ce qui assure

e (L) (q) = &5 (q).

Si p est assez grand on a ¢%(q) = bq — GF°®, d’ott u=% (D g(v®,) = w € L. Pour le pas de

«
q,t
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récurrence on écrit

ufsé?(q)'g(v;i) = o H@O gy, v2)

_ @1 | e T a o
= u g O |V — a . LU0
q+%’l Q+%al7qlvl/ qlﬂl

(¢/i")EA(q+1 i)

~ ~ 1 ~ 1
= o A @OTHEN ) =) g (0 )
q+b7l

€L
— @ =P (D-14¢5(d) o, =%0(d) 5(pe
E U(aq+%,i,q',i')‘u i A P o (g )
(¢',i") €A (g4 i) cLe

Cela démontre la proposition. O

Notons .
Xoy(E) = H{ collection (L%) ; Va, Vi, (L) = ¢ et $F(L) > ¢}

La condition définissant X,(E) dans X-,(E) est ouverte. Ainsi A, (E) est I'intersection d'un
ouvert U de [[, Grassy (E) avec X5, (E), et on obtient que 771 (X, )(E) = 77 (X, (F)) =
77HU) est un ouvert de F(E). Donc 771(X,,) est un ouvert (non vide) de F.

On fixe (¢f;,a) € 771X, ) (E), et on définit m : AA\A”’ ASESXI)'JA par

G js
m((ag)icaa.,) = (65, (at)teAn,, (@) ica\a.,);

donc m se factorise par F, puisque les équations définissant F ne font intervenir que les ¢f';
et les a; pour t € Aey (cela découle du lemme 2| et de la définition des polynomes U et
V%) La situation est la suivante :

AA\Aeq m A(SxDuA
\\j]: T H ES Grassd
y ‘)E(p

G=m 1 (r 1))

Le schéma G est un ouvert non vide de A\4es donc est de dimension #A — #A,,, ainsi si
la ﬂeche G — X, est injective sur les E-points, cela montre par la proposition [2.2.15 que

dim(X,) > #A — #Acq = dim(p) — #Aeq.

Pr0p051t10n 2.2.17. Soient (cf;,a), (df‘]7 a') € 77Y(X,)(E). On suppose que () = (d7;)

et ap = ay pour t € Aeq et 7(cf;,a) = 7(cf;,a’). Alors on a aussi ay = ay pour t € A\Aeq.

’ ’

o
i Wy

e’
ZJ’

a'). On a les v, v, w® et v.%, v @

Démonstration. On note L = 7(cf;,a) = 7(c
associés a (cf';, a) et (c¢f;, a’).

q,0 q,0

N /
Les hypotheses assurent que vga ; est congru a vqa - modulo uf 5 et aq g i = aq iq it Pour
i )
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¢ =q Si(qi) eV v, = Zg 1 Q0 S(a).uq_qg.w . La valeur modulo u!/® des QL ), s(a)

q,t qs

. Q . . +1/b .
ne dépend que des a; pour ¢t € Ag, et les Vg, SONt congrus a Uqg,s modulo u?t/%. Ainsi
modulo w9t1/% on a

d
a «a N ..q—qs ) a
Vg = D Qs (@) g
s=1
!
— (e
= Uq,i~

i est congru a qu modulo w4t/ pour tout

(q,i) € Vet ag; o i :aqzq o+ 81 ¢" < g+ n/b. Montrons que c’est vrai au rang n + 1.

Soit maintenant n € N*, on suppose que v¢

On travaille encore une fois par récurrence sur ¢@(q). Soit (¢,4) € V.
Sig=¢, ona

a o _ —F oo (xy) F~1o "F~loa ‘o ‘o
v, —v S = oy % Voo, " =gy 0N+ E : (ag, Qg it Uq aq,i,q/i/'vqﬁi’)
(¢’

“(a:)

i )eA
_ a . a q+LJF1
= Z (agiq i — gl ir)- Vg, (mod u™27)
(¢'7)€A*(q,8), ¢'=q+7

Floa — ,/F~loa z;+n/b A F~loay — 'F~loq bx;+n
car v, ; °* = v, ; °* (mod u® /%) entraine o(vy,; °*) =o(v, ; °) (mod u’**") et a for-
1 1 +1 as. = ala
. . - ) 4 n -
tiori o(vE °*) = o(vF,°%) (mod u’**+ 75" ) d’une part, et AL L A nt1
T, Tiyl ’ OZ +
d ud
Vg = vq » (mod u

si (¢,i') € A%(q,1) avec ¢’ < ¢+ n/b, d’autre part (par I'hypothése de récurrence).

Ainsi, 8’1l existe (¢/,4') € Aa(q, i) tel que ¢’ =g+ 73 et agy,; .. # a;aiq > on prend (¢, i’) mi-
(0%

Vqi — Uq 7,) €
u?t (DL done pS(q") = Gy ( )(d') = ¢§(q), contradiction (notons que P(L) = ¢ puisque
(cj,a) et (df;,a’) sont pris dans 771X, (E)).

nimal, et on a alors v(vy; —v,5) = (¢','), or vy, — an‘ o*(LF o) et vérifie o (v®

K3 j7
/

On en déduit que v&¥, = v .

i Taa 4

Wit
Sigq > g, on écrit
fel el 1/b !
Ygi — Vg, ( i v —%z) + 2 : (awq i Uq aqzq i’ Uq (4 )
(¢'i)€A*(g,0)

et on fait un raisonnement analogue. O

On cherche maintenant & majorer #A., afin d’obtenir une minoration de dim(X,,).

. d(d—1)
Proposition 2.2.18. Pour a € S on a #Ag, < =5

Démonstration. Sid =1, on a Ag, = @. Supposons d > 2 et le résultat démontré pour d — 1.
Il suffit par la proposition [2.1.23| de montrer que le nombre m = #{(q,i,q,i') € A2, ; i =1}

Bq Y
est inférieur strictement a d.
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Or si on note a1 < ... < a; les points de discontinuité de ¢f on a

mo= Y #lis (0i) € A%(¢.1)

9€32,4>q

I
MN

3 #{i s ¢ (a) = )

HEZ, S (as—1)<p<pf (as)

@
Il
—

~

= > # {55 U (1) = as}

1
REL,pT (as—3 ) <pu<epf(as) E(s,1)

w
Il
-

Mais les E(s, u) sont disjoints deux & deux : soient (s, ), (', 1) deux indices.

Si s =4, il est immeédiat que E(s,u) N E(s, 1) = &.
Sis <s'etje€ E(s,p) alors (corollaire 2.1.18) ¢ (1) = 9§ (1) + B35 = as + E5E. Mais

1
W= > ¢ilay =) —¢fas) +1
> blay —as)

donc on ne peut avoir ¢ (1) = ag. Voir la figure pour une illustration.

of

FIGURE 2.4 — Illustration de la situation

Ainsi si E est la réunion disjointe des E(s, ), on a m = #E. Mais E C [1,d] (si on avait
E =[1,d] alors {j ; ¥§(¢f(@)) = a1} = @, contradiction). O
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FIGURE 2.5 — Une configuration optimale

Remarque 2.2.19. La figure (pour d = 3)

montre qu’on peut avoir #A?q = @~

On en déduit :
Proposition 2.2.20. Sip € &7, on a

dim(Xy) > dim(p) — #Aeq > dim(p) — #5 - d(d21)'

2.2.3 L’encadrement obtenu

On peut maintenant donner un encadrement de la dimension des strates X,,.
Théoréme 2.2.21. Soit p € &z. Alors

aim(,) — dim(g)| < - 201,

Démonstration. Par définition (voir 2.1.28)), la variété X, est la réunion disjointe
I %
Pedy,0(¢)=¢

donc la dimension dim(&X,,) est la borne supérieure des dimensions des variétés /ﬁ; de cette
réunion. Or par la propositionmpour tout ¢ € Pz, on a dim(zﬁg,) < dim(p)+#S- @.
Mais la proposition m montre qu’en faisant le choix ¢ = ¢ on a la minoration dim(?aﬁ) >
dim(p) — #5 - 40, O

—



Chapitre 3

Réduction a un probléme
d’optimisation linéaire

On a, dans le chapitre [2] stratifié les variétés X, et X, étudiées. Considérons par exemple
les variétés X),. La stratification par les Xz donne dim(&X,) = sup; 5, ()= dim(X3) =
SUPedy, u(p)=p dim(&X,). L’objet du présent chapitre est de transformer le calcul de la borne

supérieure SUP,ca, 1 dim(X,) en un probléme d’optimisation linéaire.

)=

On commence par montrer que l’ensemble ® est en bijection naturelle avec un convexe @
de RS*I (rappelons la notation I = {(i,5) € [1,d] ; i < j}). L’ensemble ®z correspond alors
a lintersection de @ avec un réseau de RS*!. On montre ensuite que la fonction dim(y) est
la restriction a4 ® d'une forme linéaire sur RS>, Enfin, la fonction ¢ +— u(¢) est elle aussi la
restriction d’une fonction linéaire & RS*/. On termine en mettant en place le cadre pour les
problémes d’optimisation a étudier.

3.1 L’ensemble des données combinatoires est un convexe

Dans cette section, on montre que la donnée d’un élément ¢ € ® correspond a la donnée de
(#S)d(d+1) paramétres qi‘fj(go), M?fj((p) € Rpour 1 <i < j < d, vérifiant certaines inégalités.
Ainsi les éléments de ® correspondent aux éléments d’'un convexe K C (RS*1)2 défini par ces
inégalités.

3.1.1 Les paramétres ¢;(¢) et ()

Par convention pour ¢ € ® on prolonge les fonctions ¥, ¢ a RU{—oo} en posant 1{*(—oc) =
45 (~00) = —o0.

Définition 3.1.1. Soit ¢ € .

Pourae S et1 <i<j<d, on note qiojj(go) la borne inférieure des q € R tels que en posant
1= (q) on ait P§(p) > q ou (Y (p) = q et #{i' <i; oi(q) = p} <#{J' <j; 5w =
q})-

De méme on note yi';(p) la borne inférieure des 1 € R tels que en posant ¢ = 5 (u) on ait

oi(a) > poou (pf(q) = p et #{i" <i 5 ©i(q) = pn} < <J 5 5(p) =a})
On pose également qf; () = p§yq () = +00 pour i, j € [1,d].

Remarque 3.1.2. On obtient immédiatement qffj < qffj_l et uffj < ufﬁrl’j pour (z,j) € I.

La définition des ¢f';(¢) et des pug;(p) est faite pour obtenir un découpage comme dans les

figures |3.1] et (ot on a pris d = 3).

67
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1,1

2,2

H1,2
13,3

H2.3

H1,3

FIGURE 3.1 — Un premier exemple de paramétrisation.

Proposition 3.1.3. Soit ¢ € ®. Pour a € S et 1 < i < j < d, les fonctions ¢ et (Chy

induisent des bijections réciproques de [qf';(¢), q5';_1(@)[ sur [ug; (), 5y ; (@)
De plus les ¢ (respectivement les ¢]°‘) prennent des valeurs finies exactement sur [qf;, +00]

(resp. sur [ug ;, +00[).

Démonstration. On travaille par récurrence sur d, en utilisant la proposition On a
besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.4. On suppose d > 2. Soit p = (@) € ®, on définit ¢ € ® par ¢* = ©3;.
Alors pour 1 <i1<j<d—1ona
455 (') = 41541 () et ug; () = iy i (9).

Démonstration. Pour simplifier les notations on écrit ¢ = ¢;, 5 = ;. qf; (¥) = qi;-
Notons E; j 'ensemble des g € R tels que en posant ¢;(g) = p on alt () > qou (Pj(p ) q

et #{i' <i; pir(q) =p} <#{J' <Jj; ¥y(n) =q}). On note E’ I'analogue pour les ¢f.

Soient 1 < ¢ < j < d — 1. Montrons que Ej;, = Ej gt Soit ¢ € R et p = ¢}(q). No-
tons x1 < -+ < xy les réels ¢ tels que {¢' € [[1 d]] 0i(q") = p}t # 0. Le réel ¢ est 'un des
zs, disons zg,. On pose e; = #{’ € [1,d] ; pi(xs) = pn}. Les (1) sont donc les nombres
—00, &1, .., pris avec multiplicité d — ) es, e1,..., €.

La définition de E et B ;41 fait apparaitre deux cas. Pour le premler cas, si w’ (n) >q
on a Y;41(pit+1(q )) > q car, d’aprés la preuve de la proposition [2.1.23] m Y5 () > —o0 1mphque
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(07

¥2
H11

43,3

P12 = 22 = H23

H13]- - - - -

q1,3 q1,2 =422 =423 (41,1 43,3

FIGURE 3.2 — Deuxiéme exemple de paramétrisation. Ici ¢f et ¢ coincident sur 'intervalle
91,2, q1,1-

V(1) = bj1(p).
Réciproquement si ¥;1(¢i+1(q)) > ¢, on ne peut avoir 1;(u) = —oo car cela impliquerait
Yy () = —oo pour j' < j, ce qui contredit #{j € [1,d] ; (1) = q} > 0. Cela entraine

V(1) = i1 (p), dot i (p) > gq.

Pour le second cas, on a encore ¢;11(q) = ¢}(q) = p. Le tableau suivant donne les valeurs des
() avec multiplicité :

valeur

—00 xl ‘/BSO:q :L’l
multiplicité | d—) . es|er |- €so R

Ainsi {i" <i+1; gi(q) = pt = [[Zii_ll es + 1,7+ 1] et est de cardinal i + 1 — Z§0:_11 €s)
i ! < i1 e sigi(g) £
tandis que #{i' <1 ; ¢, (q) = :{ . Lis=1 : _
{ A== > e si p1(q) =
Il y a deux possibilités :

- Si ¢ 1(R), on & ¥ (n) = ¥y () done () = g 55t vy (1) = g. Supposons cete
. .. L . . 1 .

derniére condition vérifiée. Alors {j” < j+1; m(p) =q} =[d+1-3_, es,j+1].

Mais 1 n’est pas dans ce dernier ensemble (cela forcerait p a étre dans ¢1(R)). On

obtient
#{i' <is oplq) = pt = #{" <i+1; gimyi(q) = p}
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et
# <G5 V() =qt =#{7" <G+ 15 Yrpa(p) =4}
donc g € Ej ; ssi q € Eit1j41.

- Si p € p1(R), alors @y (z1) = p. Supposons d’abord que g € Ej ; avec ¢;(u) = g. On a
alors j1(p) = ¢. Il faut montrer

(1)) #{i" <i+1; pwl(q) =p} <#F" <j+1; Yjp(p) =q}

sachant
(1) #{i" <i; @ple) =p} <H#{I' <J; Vilp) =g}

Dans cette seconde possiblité on a le tableau suivant pour les valeurs des 1/);-, (1) :

valeur —00 T | Zgyg=q | - | T

multiplicité | d — ZS es|eg—11--- eso N

En distinguant suivant que x; = ¢ ou non, on vérifie bien que (i) entraine (i) et donc

que q € Ei1511.

Réciproquement, supposons que ¢ € E; 1 41 avec ¥11(pn) = ¢. On a (i), ie. 1 +1 —
Zzo:_lles <j+1 —d—l—Zistes ce quiassure j >d—) e, +i>d—)  es+1donc
Vi(n) = Yj+1(p) = g. Il reste & vérifier (ii), ce qui se fait & nouveau en distinguant
suivant que 1 = ¢ ou non.

Cela conclut le second cas, et ’égalité Ez,',j = Fj11,4+1 donne ql’-yj = @i+1,j+1. Enfin on démontre
A / P
de la méme fagon que les p; ; sont égaux aux fi41,j4+1- O

La proposition est évidente pour d = 1.

Sid > 2 et si on suppose la proposition démontrée pour d — 1, soient ¢ € ® et j € [2,d].
Montrons que 1 et 1; induisent des bijections réciproques de [q1 5, q1,j—1[ sur [p1,;, po ;|-

On a qij = inf{qg € R; 9¥;(vi1(q)) > ¢}. Par continuité a droite et croissance de @1 et
1j on obtient Kﬁj(tpl(qL]‘)) > q;.51q>q1; ona

Vi(p1(q)) = ¥i(w1(qry) +blg —q15) = ¥i(e1(qy) +a—q1; = g

On en déduit que [q1;,¢1j—1] est exactement I'ensemble des réels tels que 1;(¢1(q)) = q et

Vi-1(p1(q) < g
De méme on a [u1j,+oo[= {p € R; ¢1(¥;(p)) > n}, et p < po; est équivalent a (avec

q= ;1)

{ p2(1hj(p) < p
o) = p= (#{' <25 () = p} > #{' <J; p(p) =q})-

On montre d’abord que I'image de ¢1(g, . ¢, ;[ est dans [p1 5, p2 ;[ soit q € [q1,5, 1,51, p

¢1(g)- On sait que () = g donc p1(¥;(p) = p et p > p1 5. On a également o (1h;(p)) <
v1(q) = p et siil y a égalité alors on a bien

(i) #{i' <25 ppla) = p} > # {7 <j; dyw) =4}

{12} {5} car %y 1(u)<q
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Donc p € [p1,5, p2,j[. Notons que ;0 o1 = Id sur [q1.,q1,j-1]-

Montrons maintenant que ; envoie [u1 ;, 12,5 dans [q1;,q1j—1] et que 1 0 ¥;

1.5, 23] 50t 1 € [s1.4, 5] et g = 463 (1). Om sait que 1 (q) > 1 done 151 (4))

q, ainsi q 2> qq ;.

Sipa(q) < p, on a ¢i(q) = p. Sinon pa(q) = p et 'inégalité (¢i7) implique 1a encore ¢1(q) = p.

Ainsi on a toujours ¢1(q) = p.

Il reste a montrer que ¥;_1(p) < ¢g. On sait que ¥j_1(p) < q On distingue a nouveau les
)

Id sur
(1) =

>

deux cas précédents : si @a(q) < p alors #{i ; @i(q) = u} =#{j" ; ¥j(n) = ¢} donc
j—1(p) # q. Sinon a(q) = p et (4ii) empéchent que 1;_1(p) = ¢. On a bien ¢ < g j—1.

Des deux paragraphes précédents on déduit que o1 et 1; induisent des bijections réciproques
de [q1,j,q1,j—1] sur [p1j, p2,j[. Le méme genre de raisonnement montre que ¢ et 9 in-
duisent des bijections réciproques de [g1,1,+00[ sur [p11,+00[. On a de plus [q1 4, +00[=

{g€R; Yalp1(9) = a} = o1 ' (R) et [u5, +oo[= {p € R 5 p1(¥5()) = pu} = ;' (R).

L’hypothése de récurrence et le lemme complétent la preuve pour le rang d. O

Remarque 3.1.5. Dans la proposition [3.1.3| on ne prétend pas que les intervalles soient non-
vides, i.e. on peut avoir qffj = qffj_l ou uffj = u?JrLj.

Le corollaire suivant donne une interprétation des nombres 7 ; lorsque ¢ € ® provient d'une

collection (L%) de réseaux.

Corollaire 3.1.6. Si p € ®, les nombres uf ;(p) sont les nombres (o) de la définition
2.1.24 En particulier, si ¢ = ¢(L) pour une collection L = (L%) de réseaur de M = E((u))?,
le nombre puf ;(ip) est le j-ieme diviseur élémentaire de o(c™ (L") par rapport & L*.

Démonstration. La premiére assertion est immédiate par la proposition [3.1.3] et la définition
2.1.24] des nombres u;?‘(gp). Pour la deuxiéme on utilise la proposition [2.1.10 t

Corollaire 3.1.7. Sip = (¢f') € @, les fonctions ¢f et ¢ sont données pour g, pn € RU{—o0}

par
¢ (q) = { e s i
' b(g—qf;) +ud;  siq€lgf,afy_ [ pour un j € [i,d]

et
U (n) = { _oo S S py
J b M — )+ qy st € [y, pdy 4l pour uni € [1,5]

Démonstration. Si (i, ) € I, ¢ et ¢ induisent des bijections réciproques de [gf;, ¢;_;[ sur
(1", 11 ;[ par la proposition (3.1.3] u Mals ©f et 1§ sont affines par morceaux de pente b et
b~! et croissantes, donc elles sont affines de pente b et b=! sur a7, a1 et [ufy, it ;10 O

En particulier le corollaire montre que ’application

d — (RSXI)2
o — (g7, 1)

est injective. On va calculer I'image de cette application dans la suite.



72 CHAPITRE 3. REDUCTION A UN PROBLEME D’OPTIMISATION LINEAIRE

3.1.2 Contraintes sur les paramétres

Proposition 3.1.8. Soient p € & et q,i“j, ,uffj les parameétres associés. Alors on a pour tout
a € S et pour tous les (i,7) € I pour lesquels cela a un sens

G S gy et pg; < g (3.1)
G S Gv1y €t pij < Moy (3.2)
Gij < divije1 et M1 < Moy (3.3)

Démonstration. On n’écrit pas les indices a. Le premier jeu d’inéquations est évoqué dans la

remarque [3.1.2]

Montrons le deuxiéme jeu. Soit (i,5) € I tel que (i + 1,j5) € I. Notons E;j, Eir1; les
sous-ensembles de R intervenant dans la définition (3.1.1) de ¢;; et gi+1,;. Montrons que

Eiv1j C Eij @ soit ¢ € Eiy1j. On a ¥i(wi(q)) = ¥j(pir1(q)) = q. Si ¥;(pi(q)) > g clest
terminé. Sinon on note u = ;(q), on a p = Y;i+1(q) et

#{i <ispu(@) =} <3 <it+ 15 or(e) =n} <#G <55 ¥y(w) =aq}
donc ¢ € Ei,j- On obtient qi,j < qi+1,5-

On montre de méme que p; j+1 < ;5.

Montrons le troisiéme jeu. Si qi; = 4qij+1 OU Qi+1,5 = Qi+1,54+1, 0Nl & bien qi,j < qi+1,5+1
par le deuxiéme jeu. Dans le cas contraire, les intervalles [g; j+1,¢i ;[ €t [it1,j+1, Qi+1,5] sont
non-vides. Or ¢; induit une bijection croissante de [g; j4+1, fhi+1,j+1[ sSur [gij+1,¢i ;[ et de

[,Ui+1,j+1a Mz‘+2,j+1[ sur [Qi+1,j+17%+1,j[7 donc on a

Qit1,j41 = Vj(Hit1,54+1) = 3 lim () = gy
M= i+1,5+1

Le raisonnement est le méme pour obtenir p; 111 < p4;. O
Il y a également des relations entre les qi; et les K

Proposition 3.1.9. Soient p € @ et qffj, uffj les paramétres associés. Alors pour tout o € S,
on a pour tout i € [1,d]

1y = bas; — qf g (3.4)
et pour tous 1 <1< j<d
piv1y — iy = b(dij—1 — gi)- (3.5)

Démonstration. Pour q > ¢f; on a ¢ (q) = b(q — ¢f;) + pf'; d’aprés le corollaire mais
on sait aussi que ¢$*(q) = bg — qZF °® pour ¢ grand. En faisant ¢ = ¢f'; on obtient la premiére
relation.

Pour la deuxiéme égalité, on utilise le fait que ¢f est une bijection affine de pente b de
(97> @i [ sur [y iy 51 O

On peut combiner les relations 1} et (3.5) : pour des nombres (g}, ,uffj) c (R5*1)2 on a
(3.4) et (3.5) ssi pour tout (i,5) € I on a

7j—1
Fo
i =ba5; — 44" + bZ(C]?,j —sj-1)- (3.6)
s=1
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Remarque 3.1.10. On peut également exprimer les q;; en fonction des 7', en inversant la
formule (3.6)).

On termine en combinant les relations obtenues :

Proposition 3.1.11. Si (qf';, u5';) € (R5*1)2 on a les relations —---
ssi les relations — et

Gj1 S Gy et dig <G € g S Hiy (3.7)
sont vérifices.

Démonstration. 11 est immédiat que les inégalités (3.1)), (3.2]) et (3.3) entrainent (3.7). Les
relations (3.1)) et (3.3) entrainent (3.2]). On a également équivalence entre :

(i) (3.5) et pour tout couple (i, ) tel que 1 <i < j <d, 41 < 45
(i) (3.5) et pour tout couple (i, j) tel que 1 <i < j <d, [y < pfhq -

Cela établit le résultat. O

3.1.3 La paramétrisation de I’ensembles des données combinatoires

Notons K le convexe de (R®*1)? donné par

K ={(¢f,15;) € ®1)?; ona , et }-

On sait que les parameétres associés & une donnée combinatoire ¢ € ® sont dans K.

— K

Proposition 3.1.12. L’application est une bijection.

Démonstration. L'injectivité est connue, voir le corollaire [3.1.7] Pour la surjectivité, prenons
(qi‘fj, uﬁj) € K et montrons que les fonctions ¢ données par (voir le corollaire )

wq()z{_oo < i -
’ b(g — i) +ug;  siq€lgfy, a1 pour un j € [i,d]

forment une donnée combinatoire ¢ paramétrée par les ¢j';, pf';.
i 9

Vérifions d’abord que ¢ € ®. Intéressons-nous d’abord a la condition (1) de la définition

(2.1.14) de I'ensemble ®. Soit i € [1,d[. On veut vérifier que ¢ > ¢f, ;. Si ¢ < 441,40 ON A
¢ 1(q) = —oo. Sinon, il existe j € [i + 1, d] tel que q € [qf‘+17j,qf“+17j_1[, et alors

SO?H(Q) = blqg— Qiojrl,j) + /~Lia+1,j
< b(g—gy1) Fpyg car gy =gy et pf ; < pfyg

Mais pour j' > i et ¢ > g; 7 on montre (par (3.3) et (3.5)) que
e (d") = 0" = aiyr) + 1y

En appliquant cecia ¢ =qet j'=j—1 (onagqg> i1 = q5j—1) on obtient f*(q) = ¢f4(q).

Les points (2) et (3) de la définition de ® sont vérifiés grace a (3.1)), (3.3)), (3.4) et (3.5).
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Il reste a vérifier le point (4), en prenant les fonctions Y5 définies par

w={ % s
! b~ (u — i) + iy siop € [, pghy ;[ pour un i € [1,4]-

Les points (i) et (i) se montrent comme au-dessus. Pour le point (iii), si ¢, u € Ret i € [1,d],
on a ¢ (q) = p ssi il existe (un unique) j > i tel que ¢'; < ¢ < gf';_; et b(g —qf;) + pit; = p.
Donc

#{is o (@) =py=#{(j) el; ¢¢; <q<qfj_y et blg—qfy) +puf; = p}
et de méme
#0S) =gt =#{G5) €1 pd; <p<pdy,et b (n—pd) + a5 =aq}

or les deux membres de droites sont égaux par (3.5)).
On a bien montré ¢ € ®.

Montrons enfin que les ¢7;(p), pi;(¢) sont les gf;, pit;. Par la relation (3.6), il suffit de
montrer que les ¢i';(¢) sont les gf';. On le fait par récurrence sur d. Si d = 1 c’est immédiat.

Supposons d > 2 et le résultat démontré pour d — 1. On pose ¢;% = qf 1 ;115 W5 = Hit1 j41
pour 1 < i < j < d— 1. 1l correspond & la famille (¢;%, 1;%) € K une donnée combina-
toire ¢’ = (p;*) € ®. Il est clair que @[* = ¢, |, donc par le lemme et 'hypothese de
récurrence, sil <i<j<d—1ona

Q?+1,j+1(<ﬁ) = Qﬁ(@/) = C.I;O} = C.IiaJrl,jJrl'

Reste & démontrer que ¢ j(ap) =q jpour 1 <j< d. On va utiliser les relations

q=qt; = ¢1(q) =0blg—4q7;)+ui;
p=pt; = Pf(p) =0 (n—p,) + 4y -
j<detqg<gq; = ¢7(q) <blg—qi;)+ps; (3.10)

Il s’agit de montrer que {g € R ; ¥$(¢7(q)) = ¢} = [¢fj,+oo[. Or si ¢ > ¢f'; on a
r=¢%(q) = blqg—qf;) +put; = pe; par (3.8) donc ¥f () > g par (3.9).

Maintenant si ¢ < ¢f';, soit j = d et alors v (q) = —oo, soit j < d et alors par (3-10)
on a p = ¢f(q) < ps .y < pf; done ¥f(u) = —oo. On obtient {g € R ; ¥7(¢7(q)) > ¢f =
[Qijfi‘oo[- ]

Les données combinatoires provenant d’une collection de réseaux (L®), sont dans le sous-
ensemble ®7 de ®. On peut caractériser 7 via la bijection ® = K.

Proposition 3.1.13. Soit ¢ € ®. On a ¢ € Dy si et seulement si :

1

bZ et gi'i(p) €Z sz’jzd).

Yo € S,V(i,j) €1, <q§fj(so) €

Démonstration. On néglige les indices a.
Si la condition sur les g; j(p) est vérifiée, les deux points de la définition [2.1.15| de ®7 sont
vérifiés, puisque ¢; 4(¢) = ¢;.
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Réciproquement, supposons ¢ € ®z. La premiére condition assure que les ¢; 4(¢) sont dans
Z.

Soit v € %Z et (i,7) € I. Alors soit (¢ 0 ©f)|ppq1f = —00, s0it (¥§ 0 9 — Id)|pq1]
est constante (finie).

En effet si ¢¢(v) = —o0, la continuité de ¢ sur [v,v + %[ assure que 'on est dans le pre-
mier cas. Sinon A = ¢f(v) > —oo, on a ¢*([v,v + 3[) € [\, A+ 1[. Mais Y est continue
sur [A, A 4 1[ (corollaire [2.1.22). Donc soit PF(A) = —oo, soit pour ¢ € [v,v + il on a
P59 (9) = ¢ (b(g = v) + ¢ (v) = ¢ — v + Y7 (] (v))-

Notons & nouveau E; ; I'ensemble des réels g tels que soit 1(¢f'(q)) > g, soit ¥§(¢f'(q)) = q
et #{i' <i; ¢f(q) = p} < #{' < J; V5 (1) = q} pour p = ¢ (q). Alors la continuité des
% (respectivement des w]a) sur les intervalles de la forme [v,v + %[, avec v € % (resp. de la
forme [\, A+ 1[ avec X € Z) et ce qui précéde montre que E; ; N [v, v+ 1[= [v,v+ 1] ou ) pour
v 6 . Mais par définition on a q”(gp) =infFE;, donc qf"j(go) € %Z. O

Un cbéne convexe

On a vu dans la proposition et la remarque [3.1.10 que les ¢j*; se déduisent des pf'; et
réciproquement. Dans la suite au lieu de travailler avec le convexe K nous allons utiliser avec

le cone convexe @ de RS*! défini par les relations
(D) a1 < @iy
(I 475 < 4%

(III) bq]%-l,j-‘rl q]F—Elad + bZS z+1(qs,]+1 q?,j) < bqj] - q] Foor + bzs % (qs,j - qS,j 1)

La relation (III) n’est rien d’autre que la relation ug,, ;.1 < pg; traduite en terme de g7

On a immeédiatement :

—
@ est une bijection dont la réci-
—

(Qiaj)

B

Proposition 3.1.14. L’application (

Q

(0%
G Hiy)
proque est donnée par la relation (@)

3.2 La dimension des strates est une fonction linéaire

Dans la section précédente on a exprimé ’ensemble des données combinatoires ¢ comme un

cone convexe, via la paramétrisation des ¢ € & par les qiaj et les ,uf‘j. Or on s’intéresse a
9. 9

la dimension dim(X,) des strates pour ¢ € ®, qui est reliée a la dimension dim(p) de ¢.

Montrons maintenant que la fonction dimension est linéaire sur ®.

On rappelle (voir les définitions [2.2.14] et [2.2.1)) que la dimension d’un élément ¢ = (¢®) € ®
est Y egdim(p®) =3 cg A%, ol

. ) ) . o 1 o o
A% = {(q,z,q’,Z’) ; (d,1") > (q,1) et ¢f <q - b> < @5 (q') < ¢ (q)}-
Lemme 3.2.1. Si (p®) € @ et € S, on a

dim(p™) = Y Leb(¢3(R)\¢f(R))

1<i<i’<d
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ou Leb est la mesure de Lebesque sur R.

Démonstration. On fixe a € S, et pour simplifier les notations on note ¢§ = ¢;, A% = A, etc.
Soient i et i’ deux entiers avec i < i'. On sait (corollaire [2.1.20)) que ¢; 1(Z) = ¢, (Z) = Y/
donc

pir(R)\pi(R) = H (1 o+ 11

REZ , p€py (R)\pi(R)

Ainsi Leb(py (R)\@i(R)) = #{u € Z; i € i (R)\@i(R)}.

Or si g € Z N (py(R)\@i(R)), il existe un unique ¢’ € 37 tel que u = ¢y (q’), et en posant
g =min{q" € ;7 ;0i(d") > @i (d)}, on a (¢,i,¢',i') € A.

On en déduit Leb(py (R)\¢;(R)) = #{(v, 7,7, 5") € A;(4,5") = (i,i')}. Maissi (¢,4,4',7") € A,
on a i < ¢ puisque @1 = -+ = ¢q, d’ou le lemme. ]

Proposition 3.2.2. Pour ¢ = (¢%) € ®, on a pour tout a € S,

d
dim(p®) = Y (d+1—4)uf;— D> uy
j=1

(i J)EI

= b Z sz bzzqzd_'_zzz QZFC?O['

(i,9)el

Démonstration. Montrons par récurrence sur d que dim(®) = 3 ;i g(d—5) (18— 11 j41)-
Les relations de ’énoncé découlent de cette égalité et de I'expression des quj en fonction des

0%
i
L’initialisation est évidente, faisons le pas de récurrence en prenant d > 2. Par les lemmes

[B:T4) et [3:2.T] il suffit de montrer que

Z Leb(p5 (R)\¢f(R)) = Z (d—=7)(BTj — 13 j41)-

1<i’<d 1<j<d

Pour une interprétation géométrique de cette égalité, voir les figures et

On sait que ¢(R) = [[1¢jcq [17;, 15 ;[ et dans cette réunion disjointe les intervalles sont
triés par « ordre décroissant » : on a pgy ;.4 < pf;, avec la convention py, = —oo. Donc

R\@?(R) = ngjgd [H%j_H, /1(117]'[' On obtient

> Leb(@F(R\GFR) = Y > Leb(pF(R) N[5 41, 1 5])

1<i’'<d 1<j<d />1

= > #{i' > 15 pepf(R)} du

1<j<d 12,51 100751

la deuxiéme égalité venant du théoréme de Fubini-Tonelli.
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Fixons j € [1,d]. Si p € [p3 41, pf ;[ on a

#{i' >1; pe iR} = # | [[{ €lt.dl; ¥5(q) = p}

qeR
= > #{i'el,d]; ¢8(q) = p}
q€eR
= > #{' el d]; ¥5(p) =q}
q€eR

= i € [1,d] 5 ¥§i(p) > —oc}
= #{edl; p=pgl
Mais on sait que j + 1 appartient a ce dernier ensemble car uf ;1 < pg ;. ;, tandis que j n'y

appartient pas puisque p < uf'; par hypothése. Donc {j' € [1,d] ; p > pt k=1 +1,d] et
cet ensemble est de cardinal d — j. Ainsi

> Leb(@F(R\F(R) = > (d—j) - Leb([u5 41, 17 50)
1<i'<d 1<y<d

et le pas de récurrence est établi. O

3.3 Formulation du probléme d’optimisation linéaire

3.3.1 La dimension des variétés de Kisin

Pour estimer la dimension des variétés de Kisin X, et X, on a commencé par définir une
stratification de celles-ci par les variétés Xz, oul ¢ est une donnée combinatoire « entiere »,
i.e. un élément de ®y.

Les variétés &),

On a vu dans la remarque 2.1.30] que
dim(&X,) = sup dim(X3)
= sup dim(&X).
w€Pz, p(p)=p

Or on a mis I'’ensemble ® en bijection avec le cone convexe ) via la paramétrisation par les
Qg i (voir la proposition |3.1.14)). Le sous-ensemble ®7 est lui mis en bijection (proposition

3.1.13)) avec Q N R ol R est le réseau

N . . 1 N .
R={(¢;) € R™T; Yo € 8,V(i,5) € I,(qf; € yLet (¢ € Zsij=d))}.

La condition u(p) = p est elle aussi linéaire en les ¢fY; : on a u§(p) = uf; () = bas;(p) —

qua(cp) + 03 <5< (a5(p) — a5 ;_1(¢)) par le corollaire et la relation 1}

Enfin pour ¢ € ®z, la dimension de X, est, a une constante pres, linéaire en les qf‘j(gp)

(théoréme [2.2.21] et proposition [3.2.2)).

Définition 3.3.1. On note g Uapplication linéaire

RS*xI .y RSx[Ld]
(qiojj) — (M?,j) = (bqjo'fj - Qfga + b21§5<_j(q;j - q?‘,j_1))
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(la formule vient de la relation (@) On note l la forme linéaire

RSX[ 3 R

(@) > 0> perdy — by LG+ ¢ (20 —d—1). qua
(la formule vient de la proposition .
On a montré :

Théoréme 3.3.2. Soit p = (uf) € 2504l dominant. Alors

( sup l(x )) #S - (d; D < dim(&X,) < ( sup l(:c)) + #S - d(d;l)
(z)=p )

z€EQNR, g zEQNR, g(z)=pn

Les variétés X,
Concernant les variétés X<, on a

dim(Xg,) = sup dim(X3)
$EDz, u(P)<p

= sup dim(X,).
ez, plp)<p

Rappelons que si p = (ujo.‘), = (u;-o‘) e 75%1dl sont dominants, on a

W< ssi Vae€ S Vsel[l,d], Z u;ag Z g avec égalité si s =d

1<y<s 1<<s

ssi op—pu eC*

avec C* = {( @)y e RS*[LA ;o € 8, Vs € [1,d], Dicjcs 25 = 0 avec égalité si s = d}. L’en-

semble C* est un cone convexe de RS*[1dl : i] est non-vide, stable par addition et par multi-
plication par un réel positif ou nul.

Ainsi :
Théoréme 3.3.3. Soit p = (uf) € 2504l dominant. Alors

( sup l(x))—#S-d(d2_1> < dim(Xg,) < ( sup l(x )) #S- (d 1)
z x )ep—C*

EQNR, g(x)eu—C* €EQNR, g(x

Il faut maintenant calculer les bornes supérieures des théorémes et Dans la sous-
section suivante on donne des résultats d’optimisation linéaire utiles pour ce calcul.

3.3.2 Quelques résultats d’optimisation linéaire

On se place dans le cadre suivant : on se donne un espace euclidien £, P un cone convexe de
E, f: & — R’ (avec J un ensemble fini) une application linéaire représentée (pour le produit
scalaire fixé) par les vecteurs ( f;) jes de &, ainsi qu'une forme linéaire ¢ sur £, représentée par
un vecteur /. Dans la suite on note indistinctement (-|-) le produit scalaire de £ et le produit
scalaire standard de R”.

Dans ce contexte, le dual du cone convexe P, noté P*, est I’ensemble

{v €& ; Va' € P, (z|2") > 0}.

C’est encore un cone convexe de £. De plus le théoréme de Hahn-Banach entraine (P*)* = P.
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Définition 3.3.4. On note ap sy la fonction définie par

R/ — R=RU{+c}
Yy > SuPuep, f(x):yf(ﬂs).

On définit également le convere Apso = {(2;); € R’ ; dies zj.f} — (e P*}.
Le résultat suivant établit un lien entre maximisation sur P et minimisation sur Ap s .

Proposition 3.3.5. On suppose que le convexe Ap s, n'est pas vide. Alors pour y € R’ on a
ap,re(y) = infocap,, (2y)-

Démonstration. Si h:R7 — R, (y;) ZjeJ zj.yj + [ est une fonction affine, h majore ap s,
ssi Vo € P, <x’f— Zj z]f;> < BssifB>=0et Zj zjfj — [ € P*. La deuxiéme équivalence
provient du fait que @) est un cdne convexe.

On a supposé Ap ¢¢ # (), donc il existe une fonction affine majorant ap f¢. Ainsi ap ¢ n’est
jamais égale & +o0o. Or cette fonction est concave, donc par le théoréme de Hahn-Banach
elle s’écrit comme la borne inférieure des fonctions affines qui la majorent. Cela démontre la
proposition. O

Au vu de la borne supérieure intervenant dans le théoréme [3.3.3] on a besoin de considérer
des fonctions un peu plus générales que celle du type ap r¢. Soient donc U et V' deux cones
convexes de R”.

Définition 3.3.6. On note bp sy, la fonction définie par

R/ — R

Y { S_ufgep’ fa)=y—U (@) Z z ;g
On définit également le convexe Bpyouyv = (Ap e NU*) + V™.

Lorsque V = R’, on 'omet dans les indices : on notera bpfeu et Bpygou pour bp g pyps et
Bp f4urs- On a a nouveau un résultat de dualite.

Proposition 3.3.7. On suppose que le conveze Bp sy est non-vide. Alors pour y € R7 on
a mefvé?U:V(y) = il,IfZEBP,f,Z,U,V <z‘y>'

Démonstration. Supposons d’abord que V = R”. Dans ce cas on a V* = {0} et Bptov =
Ap e+ U

Sih:RY—R,(y;) ZjeJ zj.1y; + B est une fonction affine, h majore bp s 17 ssi
Va € P,Vu € U, <x|f—22ﬂ§> < B+ (z|u) (3.11)
J

avec z = (z;).

Si z ¢ U*, il existe u € U vérifiant (z|u) < 0, donc inf /¢y (z|u') = —o0 et (3.11]) ne peut étre
vérifice. A I'inverse si z € U* on a minyep (z|u) = 0. Ainsi on a (3.11)) ssi

2eU* et VreP, <$|f—2z]ﬁ> <p
J
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ssif>0etz€ ApyseNU*. On termine le cas V' = R’ comme dans la preuve de la proposition

%
x
s

On prend maintenant V' quelconque. Vu ce qui précéde, il suffit de montrer que

inf  (z]y) = { infoeap v (2ly) siyeV

ZGBp,fyg,U,V —0Q0 Sinon.

Supposons d’abord y € V. On a Apy,NU* C Bp sy, donc

inf zly) < inf zly) .
ZGBP,fyg,U7V< |y> = ZGApﬁfygﬂU*< ’y>
Pour obtenir I'inégalité inverse, si 2 € Bp s,y on écrit z = 21 + 23 avec 21 € Ap s NU™ et
72 € V*, ce qui donne (zly) = (z1]y) + (22]y) = (z1ly) = infoca, ;o (2]y).

Enfin si y ¢ V, par le théoréme d’Hahn-Banach il existe zo € V* tel que (z2]y) < 0. Pre-
nons z1 € ApyeNU*, qui est non vide. Alors pour A € Ry on a 21 + A2 € Bpsoyyv et
(21 + Az2ly) = (21]y) + A (22]y), donc inf.cp, ,, .\ (2]y) = —o0. O

Il manque un dernier « ingrédient » pour pouvoir traiter les bornes supérieures des théorémes
et : ces bornes supérieures sont calculées sur l'intersection d’un convexe et d'un
réseau de l'espace ambient. On se donne donc maintenant un réseau I" de notre espace euclidien

£.

Définition 3.3.8. On note b/P,f,E,U,V,F la fonction définie par

R/ — R
y — SUPgzepnI, f(z)=y—U Z(l‘) siyeVv
—00 sty ¢ V.

A nouveau lorsque V =R’ on 'omet dans les indices.

La proposition suivante compare les fonctions bp s 7 et b/P, FLUT

Proposition 3.3.9. On suppose que P engendre & comme R-espace vectoriel et que TNf~1(U)
et f~Y(U) engendrent le méme R-espace vectoriel, dans &.
Alors il existe un vecteur yg € Im(f) et une constante ¢ € R tels que

Yy e (f(T)+U) N Im(f), bprev(y—wvo) —c<bpsopr®) <bprev(y)
avec les conventions oo — ¢ = +00.

Démonstration. La majoration de b’P’ M’Ur(y) par bp re v (y) est évidente. Etablissons la mi-
noration. On suppose d’abord que f est surjective. Notons U’ le cone convexe f~1(U). Pour
X un sous-ensemble de £ ou R’ on note X le sous-espace vectoriel engendré.

Considérons le sous-groupe additif I' N Uy de Ug. C’est un réseau de Uy : c’est un Z-module
libre puisque c’est un sous-module libre du Z-module libre de rang fini I', et on a de plus
Ug C(T'NU)r C (I'NUg)r. Prenons une maille T' de T' N Uy, i.e. une partie compacte de
Uy vérifiant que pour tout = € Uy, il existe t € T tel que = +¢ € I' N Ug.

Il existe un translaté K de T inclus dans —U’. En effet, si U’ = {0} alors T' = {0} et c’est
évident. Sinon, on a U’ # {0} donc U’ est d’intérieur non-vide dans Ug. Or U’ est stable
par multiplication par les scalaires positifs. Dans ce cas —U’ contient des boules ouvertes
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(intersectées avec Uj) de rayon arbitrairement grand, ce qui assure I'existence de K.
Par le méme raisonnement, il existe un translaté xg + K de K inclus dans P, avec xg € £.
On pose yo = f(z0).

Soit y € f(I') + U. On va montrer que

bg%f,z,U,F(y) > bpreu(y —yo) + £(zo) + I@gig(m/)-

Siy—yo ¢ f(P)+U,onabpseu(y—yo) =—00 et c’est terminé. Supposons donc y — yo €
f(P) 4+ U. Alors bpseu(y — yo) € RU {400}. Traitons le cas bpsou(y — yo) fini, le cas
bp,teu(y — yo) = o0 étant analogue.

Soit € > 0, il existe xy € P tel que f(x1) € y —yo — U et £(x1) = bpreu(y — yo) — €. Alors
f(zo+z1) € y—U C f(I') + Ug. Ainsi il existe v € T tel que 29 +z1 —7 € f~1(Ur). Mais par
surjectivité de f on a f1(Ug) = U. D'oit zg + 21 € I + Ug. Ainsi il existe 22 € K tel que
lélément x = xg + 1 + @2 soit dans I' (car K est un translaté de la maille 7). On a x € P
puisque zg + K C P. Mais on a également f(x) = yo + f(z1) + f(x2) € yo +y —yo — U car
f(K) C =U. Cela donne

Ve o) > €) > b oy =) — (== o) = jnf € )
et K est compact, donc le nombre inf,/¢c g £(2") est fini.

Il reste & traiter le cas f non surjective. On remplace f par sa co-restriction f= f|Im(f), U
par U = U NIm(f). Pour y € Im(f) on a alors b/P,f,l,U,F(y) =Vprior®) et bprio(y—1yo0) =
bpiu(y —yo) (on utilise yo € Im(f)). On applique alors le raisonnement précédent. On a
FHU) = f~1(U) donc o, yo et la constante ¢ pour (f,U) sont ceux définis au début de la
preuve. O

Reformulation des théorémes d’encadrement
A T’aide des définitions introduites ci-dessus, on peut reformuler les théorémes et

Théoréme 3.3.10. Soit = (u$) € 2504l dominant. Alors

d(d—1)

Vogi0,p(1) = #S - ——— < dim(&y) < Vg g10,m(1) +#S

d(d —1)
2

et
d(d—1)

b/Q,g,l,C*VR(M) —#5 - —— < dim(Xg,) < b/Q,g,l,C*,R(M) + 48 -

d(d—1)
. 2=

2

Le chapitre suivant est consacré & I'estimation des nombres b, ;o r(1) et by 1 ov r(K)-



82 CHAPITRE 3. REDUCTION A UN PROBLEME D’OPTIMISATION LINEAIRE



Chapitre 4

Dimensions des variétés de Kisin

Le chapitre [3| a permis de relier 'encadrement de la dimension des variétés de Kisin & des
problémes d’optimisation linéaire (théoréme [3.3.10). On se consacre dans ce chapitre a ces
problémes d’optimisation. On reprend les notations du chapitre

Pour estimer les bornes b, ;5 g(1) €t by ,; o« p(1) du théoréme (3.3.10) on se rameénera dans
la suite, par la proposition a estimer les bornes bg ¢1.c (1) et bg g1,c+(1), ce qui nous
amene a nous intéresser aux convexes Ag 41, AQ 41NC, Ag,¢:NC™, etc. On commence par ap-
proximer le convexe @) par des cones Qmin €t Qmaz plus simples. On calcule ensuite les points
maximaux de. Qaz, qui vont intervenir dans }’estimation de b ,10r(1) et b/Q,g,l,C*,R(‘/‘)' On
peut alors relier Ag g1 & AQ,,..,¢,. €t on termine en donnant les encadrements pour dim(AX),)
et dlm(Xglu)

4.1 Approximations du céone des données combinatoires

Rappelons que le cone convexe Q C RS/ en bijection avec ’ensemble des données combina-
toires (voir la proposition [3.1.14]), est défini par les relations

(D 4711 < 47
(D) ¢f; < g1 541

. -
(I0) bgSy juy — af g+ 02 (@01 — a8y) < by — ahg™ + 0307508 — a85-1)

la relation (III) étant la relation pud,; ;1 < pf; traduite en terme de g7,

Les fonctions linéaires g : RS/ — RS*[Ld] ot | : RS*] 5 R sont quant & elles définies
en On note encore (-|-) les produits scalaires standards sur RS*! et R¥*[Ld Notons
ﬁ?,l € R*I les vecteurs représentant ¢ et [ respectivement.

Les résultats de dualité donnés dans la sous-section [3.3.2] nous conduisent a étudier le convexe
Aggr ={5) € RSx[Ldl 2 aes 2je[ld] yj‘ﬁ?‘—fe Q*}. La définition de Ag 4 est pratique
lorsque le dual du convexe de départ, c’est a dire Q* dans notre cas, est présenté comme 1'in-
tersection de demi-espaces affines. Or on dispose d’une présentation de ) comme intersection
de demi-espaces affines, ce qui nous donne immédiatement une famille de vecteurs engendrant
(en tant que cone convexe) Q*. Les inégalités compliquées du jeu (III) de la définition de @
sont génantes pour calculer la présentation souhaitée de Q*. L’idée est donc d’approximer )
en modifiant les jeux d’inégalités le définissant.

83
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Définition 4.1.1. On note Qmqz le cone convexe défini par les relations
(1) @1 < 47

(1) foj < Q?+1,j+1

et Qmin le cone convexe défini par
(D) @541 < 47

(1I’) Gy = i1 j41-

On a Qmin € Q C Qmaz- En effet la deuxiéme inclusion est immédiate, et pour la premiére si
(a7;) € RS*! on a, si (IT') est vérifiée, pour tout o € Set 1 <4 < j <d,

J Jj—1
F F
bt o1 — Ara+ b Y (5 —aSy) < by —afg* +bY (a2 — a%1)
s=1

s=i+1
j—1 j-1
F F
— 0< Qj,§g1 - Qj,(;a + bZ(qg,j - CI?,j—1) - bZ(Q?+1,j+1 - qg—}—l,j)
s=1 s=1

F F
= 0< gt —ga”

cette derniére inégalité étant vérifie par (I).

On obtient des inclusions renversées sur les duaux :ona Q.. 2 Q* 2 Qy,.., Aot Ag, .. o1 C

min max?
AQ.g1 © AQuin.gl € AQuin,gl < Qg0 S AQuan.g,l-

La simplification importante qui est faite en « oubliant » le jeu d’inégalités (III) dans la
définition de Qaz et Qmin €st qu’on se retrouve & manipuler des inégalités qui sont chacune
de la forme g3 < gz pour deux indices 3,5 € S x I. Or lorsqu’un coéne convexe admet une
présentation de cette forme, il existe une méthode générale pour donner une présentation en
terme d’inégalités du dual de ce cone. Dans ce qui suit on présente ce résultat, conséquence
du théoréme Flot-Maximal-Coupe-Minimale. On 'applique ensuite aux cones Qmin €t Qmaz-

4.1.1 Théoréme Flot-Max/Coupe-Min et dualisation de cones convexes

On rappelle le contexte et I'énoncé du théoréme Flot-Maximal-Coupe-Minimale : soit G un
graphe fini orienté. On note S 'ensemble des sommets de G et A I'ensemble des arétes. On
suppose que deux sommets D (pour départ) et A (pour arrivée) sont distingués. Pour chaque
aréte a du graphe, on note s1(a) (respectivement so(a)) le sommet de départ (resp. d’arrivée)

de a, et on se donne un nombre c(a) € Ry U{+oo} = R, appelé capacité de a.

Dans ce contexte un flot f de D vers A est une fonction de I’ensemble des arétes de G
dans R telle que

(i) Vae A, 0 < f(a) < c(a)

(ii) Vs € 87 S Q:L {D7A}7 Zae.A, s1(a)=s f(a) = ZaeA, s2(a)=s f(a)

Un flot f vérifie donc la propriété suivante : on a

Yoo fa- D fla= D> fla- D> fla)

a€A, si1(a)=D a€A, s2(a)=D a€A, s2(a)=A a€A, s1(a)=A
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On appelle valeur de f et on note [f| le nombre 3 c 4 s @)=p [(@) = Xpea sy@)=p f(@)-

Une coupe C de G est une partition de I’ensemble des sommets S en deux parties Cp et
Cy telles que D € Cp et A € Cy.

La capacité de la coupe, notée |C|, est la somme des capacités des arétes a € A ayant leur
sommet de départ dans C'p et leur sommet d’arrivée dans C'4.

On vérifie que pour tout flot f de D vers A et pour toute coupe C, on a |f| < |C|. Donc
SUPf Aot ’f‘ < ming coupe ‘C’

Théoréme 4.1.2. (Flot-Maximal-Coupe-Minimale). On a

sup |f| = min |C]
f flot C' coupe

et la borne supérieure est atteinte.

Démonstration. Voir une référence, par exemple [PaS|. O

Dualisation de cdénes convexes

Appliquons le résultat ci-dessus a la dualisation de cones.

Définition 4.1.3. Soit G un graphe fini orienté, dont on note S l’ensemble des sommets et
A lensemble des arétes. Pour a € A on note encore si(a) (respectivement sa(a)) le sommet
de départ (resp. d’arrivée) de a.

On note Qg le cone conveze {(zs)ses ; Va € A, Tgy4) < Ty (a)} de Eg = RS (muni du produit
scalaire standard).

On dit qu’une partie S’ de S est admissible si toute aréte de G ayant son sommet de départ
dans 8’ a aussi son sommet d’arrivée dans S'.

Proposition 4.1.4. Avec les notations de la définition le cone dual QF de Qg dans
Vespace euclidien Eg admet la présentation suivante : si (xs)s € Eq, on a (xs)s € QF ssi
Y ses®s =0 et pour tout " C S admissible, Y ..o s < 0.

Démonstration. Notons (e,)ses la base canonique de Eg = RS. Si H est ’hyperplan défini par
I'équation ) s xs =0, on a Qf, € H par définition de Qg. En effet Qg = (,c41(val) = 0}
Oll Vg = €4, (a) — €sy(a), dONC QF est le cone convexe engendré par les v,, qui sont tous dans
H.

Si &’ C S est admissible, notons 1s/ sa fonction indicatrice. Alors on a —1g € Qg, donc
pour z = (z,) € Qf, on obtient (z|1s) = > & s < 0. On a montré une des implications
de I’énoncé.

Réciproquement, supposons que z = (z5) € Eg vérifie les conditions décrites dans 1’énoncé.
On choisit NV un nombre assez grand pour avoir x5 + N > 0 pour tout s € S.

Soit G le graphe obtenu & partir de G en rajoutant deux sommets D et A et, pour tout
sommet, s de G, une aréte allant de D & s et une aréte allant de s & A. Soit ¢ la capacité sur

+00 siae A
G définie par c(a) = ¢ zs+ N sia part de D et arrive & un sommet s € S
N si a part d’'un sommet s € S et arrive A.
Soit n le nombre de sommets de G. Montrons que ¢, = ming coupe de & |C| > nN : on

prend une coupe C' = (Cp,Ca) et on pose S' = Cp\{D} C S. 1l y a deux cas : supposons
d’abord &’ admissible. Dans ce cas les seules arétes de G commencgant dans Cp et finissant
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dans Cy sont celles reliant D & un sommet s € S\S’ ou reliant un s € &’ & A, donc on a
C] =D ses N+ DX ses\s(@s + N) = nN = 3 g xs > nN. Le deuxiéme cas se traite de
maniére analogue.

Par le théoréme Flot-Maximal-Coupe-Minimale il existe un flot f sur G de valeur
Cmin- Or la somme des capacités des arétes sortant de D est Zses(xs + N) =nN donc on a
|f| < nN. Donc ¢pin = nN et pour toute aréte a sortant de D et de sommet d’arrivée s € S,
f(a) est maximum i.e. vaut z; + N. Mais on a aussi |f| = }2, ,(4)=a f(a) donc le méme
raisonnement montre que pour toute aréte a reliant un s € S & A, on a f(a) = N. Finalement
pour tout s € S le flot f vérifie } 51(a)=s fla) =32, sa(a)=s f(a) =0 ce qui donne

S otw- Y f@=a
acA, si(a)=s a€A, s2(a)=s

On en déduit que si y = (ys) € Qg, on a

(@ly) =) vs. Yoo fla)— D @) ] =D W)~ Yss(@)-fla) =0

s€S a€A, si(a)=s a€A, sa(a)=s acA

dott z € Q. O

4.1.2 Une présentation de Q,,;, et Qaz
On utilise la proposition Définissons d’abord les parties admissibles dans ce cadre.

Définition 4.1.5. Une partie X de I = {(i,7) € [1,d] ; i < j} est dite admissible si
Vi, j)e X,(i<d=(,j+1)eX)et(i>1=(i—1,j—1) € X).

Une partie X de S x I est dite admissible si pour tout o € S, X N ({a} x I), vue comme une
partie de I, est admissible.

Proposition 4.1.6. Le cone convexe Q7. s’écrit
(gi';) e RS, Z gi; =0 et Va € S,Vs € [1,d], Z ¢; <0
(a,(i,5))eSXT (i,§)EI, j—izd—s

et Qa8 €crit

(q5;) € R Z ¢, =0 et VX C S x I admissible, Z g; <0
(e, (i,5)) €S T (a,(ig))eX

ou encore

(gf) RS " g2 =0 et Vo€ S,YX C T admissible, Y ¢ <0
(o,(3,9))€SXT (i.7)eX

Démonstration. On applique la proposition a des graphes bien choisis. Par exemple pour
Qmaz on prend le graphe G dont I’ensemble des sommets est S x I est ’ensemble des arétes
est, avec des notations évidentes, {(a, (7,7)) — (a, (4,5 + 1)) ; (o, (i,4)) € S xTetj <
d} U{(a, i+ 1,j4+1)) = (e, (4,7)) 5 (o, (4,5)) € Sx T et j<d}. O

Dans le lemme suivant on décrit différemment les parties admissibles.
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Lemme 4.1.7. On a des bijections réciproques

{parties admissibles de I} <— {parties de [1,d]}
X — {seN\{0};3ie[ld,s=#{j; (i,j) € X}}
Ulgig#T {i}X[[d—ti-f-l,d]] — T:{t1>"'>t#T}.

Démonstration. Si X est admissible, la fonction f : [1,d] — N,i — #{j ; (i,j) € X} est
décroissante, et de plus si i < d vérifie f(i) > 0, on a f(i) > f(i + 1). O

Définition 4.1.8. Pour o € S et X C I admissible, on note 5”)0(‘, la forme linéaire RS> —
R, (g7) = > i j)ex qf‘; Si T est le sous-ensemble de [1,d] correspondant & X via la bijection
du lemme on note aussi ,779‘, = Y)‘}/.

On note enfin . la forme linéaire RS — R, (ai';) — Z(a’(m))esﬂ a5

Avec ces nouvelles définitions, on a
fin = {2 € RS L 7(2) = 0 et Vo' € 8,V € [1.d]. A () < 0}

et
Q1 = {x e RS, F(x) =0 et Vo € S,VT C [1,d],. 72 (z) < o}.

On termine en injectant les présentations obtenues dans la définition de Ag, ;. 51 €t AQ,..0.9.0-

4.1.3 Retour aux convexes Ag . . et Ag . o;

On a (voir la définition [3.3.4))

AQagt = § () € RSN Ny i T'e Qe
a€s jell,d]

done siy = (y5) € Rl on ay € Ag,,... g1 s8i
Yoy L) = () =0 et Vo' € ST C[1,d], Y ys a7 (i) — 7 (1) <0. (4.1)
a,j (o]

On a bien str une caractérisation analogue pour Ag, . 4.

Calculons les nombres . (jif), (0, S (fi5), ete.

Lemme 4.1.9. Soient o,/ € S, j € [1,d] et T C [1,d]. Dans les formules suivantes, 11 est
1 si#T >3
0 sinon ’

On a S5 (1) = b (Lper t - FLEHL) — (#T)(d - #T).

la fonction indicatrice de T' et on pose [(#T) = j] = {

SiT=0,ona ng’(ﬁ?) =0.

Supposons dans la suite T = {ty > --- > tur} avec #T > 0. On a les résultats suivants :
-siFoa=aq,
- st # a, Yﬁl(ﬁ]a) =0
- sinond =a=Foa, et Yﬁ/(ﬁ?) =blp(d+1—j)—[#T > j]
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- sinon F o a # «,
- sid/ ¢ {a,Foa}, 8 (ji%) =0
- sid =, S (%) = blp(d+ 1 - )
-sia =Foaq, YTO‘/(,J]O‘) = —[#T > j].

=

On a également 7 (i) =b—1 et (1) = 0.

Démonstration. Les vecteurs i, ['sont explicites. Faisons le calcul de 7 (I et 7 (/i) dans
lecas T'# ) (et &/ = o = Foa pour le second nombre), afin de donner une idée de la méthode.

Représentons les vecteurs de RS*! par des familles de matrices triangulaires supérieures in-
dexées par S : (qf‘J) e RS correspond & la donnée pour chaque o € S de la matrice

9%1 Qid
0 .
0 0 qgjd

Pour [ il se trouve (voir la formule dans la définition de ) que les matrices indicées par
les différents « sont toutes égales a la matrice IV suivante :

1 ... ... 1 0 ... 01 0 ... 0 2—d—-1
b 0 —b. +
0 ... 0 1 0 ... 01 0 ... 0 2d—d-1

Par le lemme la partie admissible associée & T' est ;< yp {i} x [d —t; +1,d]. Ainsi

YTO‘/(Z_B est la somme pour ¢ allant de 1 a #7T" des t; derniers coefficients de la i-éme ligne de
N, donc

8240

#T T #T
BY i —bY 14> (2i—d—1)
=1 =1 =1
= b (Zt - #T(#2T+1)> — (#T)(d — #T).
teT

De fagon analogue, pour calculer ,5”19/ (ﬁ;‘) dans le cas T # () et @/ = o = F o o, on considére
la matrice N’ d’indice « de A7, qui est
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la colonne de b étant d’indice j et la ligne du coefficient 1 également. On vérifie que pour
1 < i < #T, la somme des t; derniers coefficients de N’ est b[t; = d+ 1 — j] + [i = j] (on note
encore [R] =1 si une assertion R est vraie et [R] = 0 sinon).

Ainsi S (i) = S (bl = d+1— ] + i = j]) = blp(d +1 - ) + [#T > j]. O

Introduisons enfin une éniéme présentation de Aq,... 41 €t Ag, .. 41, utile dans la suite.

Définition 4.1.10. Pour o/ € S et T C [1,d] on définit la fonction Fg : RS*[Ld R par

#T
FE () = 3w bY uf - (HT)(d - #T) 1 b (Z#ﬂ#ﬂw)

2
j=1 teT teT

Proposition 4.1.11. On a

AQrungt =y = () e R N ya—0 et Vo' € S, VT C [1,d], Z¢ (y) > 0
(a,5)€SX[1,d]

et

AQuingl = (Y= (1) € RSx4 Z Y3 =0 et Vo' € S, Vs € ﬂl,dﬂ,ﬁ’ﬁ:sﬂ(y) >0
(a,j)ESX[1,d]

Démonstration. Cela vient de la caractérisation (4.1)) (et d’une caractérisation analogue pour

AQ,in.gl) €t des calculs du lemme m O

Dans la section suivante, on calcule les points extrémaux de Ag,... 4.1

4.2 Les points extrémaux de Ag, . 4.

La fonction aq,,,,,¢,, qui nous intéresse pour calculer la dimension des variétés de Kisin,
s s Sx 17d . PR .

vérifie aq,,,,.01(y) = infea, . (zly) pour y € R [d), Ainsi il est utile de calculer les

points extrémaux du convexe Ag, ... g.-

On commence par faire un rappel de géométrie convexe.

4.2.1 Rappel de géométrie convexe

On donne ici le résultat caractérisant les points extrémaux d’un convexe d’un espace euclidien,
défini comme une intersection finie de demi-espaces affines.

Définition 4.2.1. Si P est un convexe d’un espace vectoriel réel, on note Ext(P) les points
extrémaux de P.

Proposition 4.2.2. Soit £ un R-espace vectoriel, de dimension n. Soient r > 1 et f1,..., fr
des formes linéaires non nulles sur &, et aq,...,a, € R. On considére le conveze

P={xe&; Vie[l,r], filx) > a;}.

Siy est un point extrémal de P, alors il existe A C [1,7] de cardinal n tel que pour tout i € A,
fily) = a; et (fi)ien est une base du R-espace vectoriel engendré par les f; pour 1 < i < r
vérifiant fi(y) = a;. En particulier on a dim((;c, Ker(fi)) = 0.
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Démonstration. Supposons que y € Ext(P). Soit alors A = {i; fi(y) = a;}, et n’ la dimension
du sous-espace vectoriel F de £ (dual de &) engendré par {f; ; fi(y) = a;}. Soit A C A tel
que les f; pour ¢ € A forment une base de F.

Supposons par I'absurde que n' < n. On a dim((;co Ker(f;)) = dim(;cp Ker(f;)
n' > 0. On prend donc = € ((;cp Ker(fi))\{0} et t € R* tel que pour tout i € [
[t.fi(z)| < fily) — ai.

Alors pour i € [1,7], soit i € A et alors f;(y + t.z) = a;, soit i ¢ A et fi(y + t.x) > a;. Ainsi
on ay+t.x € P. De la méme fagon on montre y —t.x € P. C’est contradictoire puisque y est
extrémal. O

Zn—

)
Lr\A,

Corollaire 4.2.3. On reprend les notations de la proposition[{.2.3. L’image de Uapplication

A C[1,7] tels que #A =n et
les fi,i € A, sont linéairements — &
indépendants et ) # (\;ea{fi = i} C P
A > lunique élément de (V;cp{fi = ai}

est Ext(P).

Démonstration. 11 suffit de montrer que l'image est dans Ext(P). Soit A comme demandé,
¢ € P son image. Montrons que ¢ est un point extrémal. Supposons que x,y € P et t € [0,1]
vérifient ¢ =tz + (1 —t)y avecx #¢. Sii € A, on a

a; — tfz({L') t
. — — . . —a;) < a;
fi(y) 1—¢ =1 t(fl(x) a;) < a
donc f;(y) = a; pour tout i € A. Mais dim(();c, Ker(f;)) =0 donc y = c. O

4.2.2 Le calcul des points extrémaux

Définition 4.2.4. Soit p = (% — J)aes,jel1,q) la demi-somme des racines positives du sys-
teme des racines de (G,T).
Notons oo le morphisme de groupe [[,cg Ga = [lacs ©d> (Wa)a = (Wp-104)a-

On fait agir le groupe [],cq ©a sur RSN par (we)a - (2] )ag = (zg,l(j)> .
@ a7.]

Pour w € [],cqg G4, on note

400 n—lo_k rw*l .7
ﬁw:ﬁﬂb_l)‘z(nk:o obi )7

n=1

Remarque 4.2.5. Les éléments Z;(l) of (w™) = wtopg(w™) - of (w™h) pour n > 1

agissent sur g en permutant ses composantes, en particulier la suite (Hz;é aé“ (w_l)) - 0 est

bornée dans R*IL4l ] est done clair que la série apparaissant dans la définition de Pw st
convergente.

Le but de cette sous-section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.6. On suppose b > max(m—zj +1,d+1). Alors lapplication

HQGS Gd — Ext(AQmazygvl)
w o fu

est bien définie et est une bijection.
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On a besoin de deux lemmes.

Lemme 4.2.7. Soient m et n des entiers tels que 0 < m < n < d, ety = (y]a) € AQangil-
Alors pour tout o € S on a

—m(n —m) < Z Y < (n—m)(d—n).

Remarque 4.2.8. En particulier on a pour tout «, Zlgjgd y}" = 0 ce qui n’était pas évident a
PTLOTY.
Démonstration. On utilise la description de Ag,,.. 41 donnée dans la proposition [4.1.11

D’abord si m = 0, on a en prenant T' = [d + 1 — n,d], Z&(y) > 0, i.e. > ;" yf_ oa —
b iy y§ = n(d —n)(1 —Db), pour tout € S. On note m' = #5. Donc

m’'—1 n n m’'—1

Z bm’flfs Zyj —s~loa beJF_Soa > n(d B 77,)(1 B b) Z bm’flfs
5=0 j=1 j=

s=0

ie. D% 1y] oa bmlzyly]a>n(d—n)(1—b)1 0" Mais F~™ oo =a et 1 —b™ <0

puisque m’ > 1, donc Z] 195 <n(d—mn). On ala majoratlon pour m = 0.

Maintenant si m > 0, alors en écrivant I'inégalité Fr(y) > 0 pour T = [d+1—n,d —m] on
obtient, pour tout a, Y30 ., yS — ¢ Z" " yJF foor —+(n—m)(d—n+m)+(n—m)(d—n)
donc par ce qui précéde,

> i<

Jj=m+1

)(d—n+m)—%(n—m)(d—n—l—’m)—i—(n—m)(d—n):(n—m)(d—n)

c*\}—t

ce qui démontre la majoration.

Passons & la minoration. On note ~~ : [1,d] — [L,d],i = d+1—iety = (yg,,,
On note aussi °T" le complémentaire dans [1,d] d’un ensemble 7. Enfin pour tout 7' C |
on définit

o
1,d]

[T]= (b= 2)(#T)(d—#T)+b | > t+ Y ¢ —gd(d+1).

teT tGC(T)

Montrons que pour tous 7" et a on a
72 < [(1)]. (4.2)

Un calcul simple montre que pour tous 71" et « on a

d d
FEW) + Fgy @) =D w0 by + (7]
=1 i=1

or d’aprés la partie « majoration », on a pour tout «, Z] 195 < (d—0)(d —d) =0, donc
d d ! D d _ .

i1 YS =~ Dwra 2uj—1 Y = 0etainsi } iyt = 0. Ainsi Fp(y )—I—ﬁf&T) (y) = [T]. Mais

Y € AQpnasgl donc F3(y) = 0. D'ou 9’;“@) () < [T] et on obtient 1) en faisant T' = (¢T).
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On applique l'inégalité (4.2) avec T = [d + 1 — n,d] pour un n € [1,d]. On obtient aprées
calcul

d d
Sy - > g < (b-Dn(d—n)

Jj=d+1-n j=d+1-n

d’ott

m/—1 d d 1—p

Z pr s Z yfﬁsjloo‘ —b Z y; | < (b—1)n(d—n) 1__ 2

5=0 j=d+1-n j=d+1-n
et Z?:d—i—l—n ys = —n(d —n) = —(d —n)(d — (d — n)). Autrement dit pour m € [1,d] on a

d
> yf = —m(d—m). (4.3)
Jj=m+1

On termine la preuve en prenant 0 < m <n<det T =[d+1—n,d —m]. On a (°T) =

[1,m]U[n+1,d] et (4.2) donne

= rtea N2 o - C(n—m)(n—m+1)
Dyl -b > yr< (n-m)d-n+m)-b[> ¢ 5
j=1 j=d+1-n teT
-2 d—n+m)n—m)+b (S t+ 3 ¢ —g(d2+d)
teT  te(eT)
= (b—1)(n—m)(d—n+m)+bm(m —n)
donc
d—m d )
b >yt < b-Dm-m)d-n+m)+bmm—n)— Y  yI >
j=d+1-n Jj=d+m—n+1
< (b=1)(n—m)(d—n+m)+bm(m—n)+ (d—n+m)(n—m)

= bn—m)(d—n)
ou pour la deuxiéme inégalité on a utilisé (4.3)) avec m = d+m —n. Cela établit le lemme. [

Lemme 4.2.9. On suppose b > d. Soient Th, Ty deux parties de [1,d], et y € AQ,,..0.9.-
Alors on a (pour tout o € S)

9%1 (y) + y%g (y) 2 LgsjoﬂélﬁTQ (y) + 'gzquLJTQ (y)
et il y a égalité ssi Ty C 1o ou Ty C T7.

Démonstration. Onnote s; = #71;, s12 = #(T1NT3), iy = #(T1UTs) et s = s1—512 = $)9— 52
(donc s > 0). Quitte & échanger T et Ty on peut supposer s; < s2. Un calcul donne

S1 532
F—l F—l
g’lo—‘él (y) + ‘g%z (y) - g%lﬁTz (y) - ‘g%lUTQ (y) = § y] o — E y] o
j=s12+1 j=s2+1

1
+§s(b — 2)(shy + 82 — 51 — 812)

WV

—s12(s1 — s12) — (812 — 52)(d — $}2)
1

+§s(b —2)(shy + 82 — 51 — 812)

= 8((b— 1)(82 —81) +b8—d)
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ou l'inégalité vient du lemme [£.2.7]

Si s > 0, le minorant est > 0 puisque b > d, ainsi on a l'inégalité et elle est stricte. Si-
non s = 0, le minorant est nul et on a I'inégalité.

Ainsi pour qu’il y ait égalité il faut que s = 0 donc que 13 N Ty = T} i.e. T C T5. Récipro-
quement si 77 C Ty ou To C 17, il y a bien égalité. O

On peut maintenant démontrer le théoréme

Démonstration. On sait que Ag,,...01 =14+ =0} N{F_ >0} N <ﬂa€5’ repaiFr = 0}),
avec Fp : RO 5 R (y) = £330, 48 Mais F_ = 17 3 c5 Ff 4 Notons Fo1) =

Z& pour la suite de la preuve, j(a,T) la forme linéaire associée, et J = {+}U{(a,T) ; a €
S, T C1,d]}. Ona Ag,,..90 = Nics{Fi = 0}

On commence par montrer la surjectivité. Soit ¢ = (¢f') € Ext(AQ,,4,,9.1)- Ona dim(RS*[Ldl) =
d - #S5. Ainsi en appliquant le corollaire on sait qu’il existe A C J de cardinal d - #7T tel
que les .%; pour i € A sont linéairement indépendants et {c} = (., {-% = 0}.

Montrons 'assertion, notée (x), suivante : on peut choisir A de telle maniére que pour chaque
a € S, il existe une chaine ) C 71" C --- C T de parties de [1,d] telles que

A= J{la,Tp) 5 1<) <d}.
aesS

Pour a € S, soit A, = AN ({a} x P([1,d])). Supposons A, # 0, et soient T4,...,T, des
parties deux a deux distinctes telles que Ay = {(,Tj) ; 1 < j < r}. Quitte a renuméroter on
peut supposer #17 < --- < #1;..

Onace Ag,....q1 ¢t b > d donc par le lemme on a pour j € [1,r — 1],

FE() + L, (0) 2 PR () + P, (€) 2 0

<

mais le membre de gauche fait zéro donc il y a égalité et T; C T} 11, encore par le lemme m
(on a #T; < #Tj41). Les %\_;, i € A sont libres et ﬁ@a = 0 donc T7 # (). En particulier on a
#Ao < d.
Or A = (An{+})U(LpegAa) est de cardinal d - #S donc il suffit de montrer que quitte a
modifier A on peut demander + ¢ A : si + € A, il existe un unique oy tel que #A,, < d.
Alors puisque

Ity = (L= 0)F 4 = Dosay Flia

{(O‘ﬂ [[Ld]]) ; « 7é 040} g A

la famille (.%;);ca est libre

c'est (a, [1,d]) qui « manque » dans A,. On remplace donc A par (A\{+})| {(«, [1,d])}. On

a démontré ().

Pour tout o € S, soit donc w}, € &4 tel que pour tout j € [1,d], T = {wi(s); 1<s<j}
Pour tous « et j on montre en faisant la différence .o (c) — Ffa 1(c) (on pose T = 0) que
J J—

—loa i *(q ]
C]F — b'cd—l—l—wg(j) =d+1-25— b(wa(]) - ])'

*

Pour chaque a on note w, € &4 l'inverse de (j — d+ 1 —wy},

¢ est le point p,, défini en 4.2.4

(7)), et w = (wq). Montrons que
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On pose z%

& =cf—d—1+2j. On a donc z} _j—wa(J)_{_%,zF oo yoi

wa(j)

T 4 0 0
Z;'x = Z bin (( H wF’“oa) (]) - <H kaOO‘) (])>
n=0 k=n—1

+o00
= ]—{—(b—lZ <Hkaoa>
n=1

k=n—1

donc pour tous a et j on a ¢ = (b—1) A (d+1 —j- <Hk e Wp— koa) (])) Un
petit calcul donne alors

. +o00 1 n—1 o B B
c=p+ -1 | ][e6@™) ) 7=pu

n=1 k=0

On a obtenu la surjectivité.

Montrons maintenant que ’application est bien définie, i.e. que les py, sont des points ex-
trémaux. Si w = (wy) on a

oo 4 0
ﬁw:<(b_1)2bn<d+1_]_( H wF’%a) (])))
n=1 k=n—1 j,a

et le calcul donne pour tous a et T' C [1,d],

+o00 #T 1
P =0-13 Y (HwF ) (wa(d 41— 1) z( wp )
n= 0 teT =1 =

Z(pr ) (wald+1—1)) Z(pr ) )| S #T(d—#T) < chJ

teT j=1

car on montre par récurrence sur d que pour T, 7" C [1,d] de cardinaux r, on a

dt=> | <rd-

teT  teT’
Ainsi
+00 #T 1 ' L%J
; ;(pr koa> (wa(d+1—1)) Z(HwF koa> <b_1<1.

Le premier terme de la somme (dans I’expression ci-dessus de .Z3(py)) est Y, cpwa(d+1 —
t) — Z 1J € N. Si ce terme est non nul on a donc .#¢(p,) = 0.

Sinon ) ,crwa(d+1—1) = Z 1J donc {wa(d+1—1t); t € T} = [1,#7T]. Dans ce cas les
termes suivants de la somme sont nuls aussi, et Zf(py) = 0. On a montré que py, € AQ,,...0.1-
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Vérifions que p,, est extrémal. On définit a nouveau w) = (j — d+ 1 — w,;(j)) € &y
et 7 = {wi(1),...,wi(j)}. Alors on a vu que (,eq je[Ld]]{ﬂ’ﬁg = 0} = {pw}. En par-
ticulier (,eg jeul,d]{jﬁg = 0} = {0} et ainsi les formes linéaires jﬁa sont linéairement
indépendantes pour («,j) € S x [1,d]. Le corollaire assure Py € Ext(AQ,,.0.9.)-

/

’.) sont tels

On termine en montrant l'injectivité de w — g, : st w = (wy) et v = (w
que Py = Py, alors pour tous « et j on a

+00 1 0 0
Zbin [( H w;"“oa> (]) - < H wF’“oa) (])] =0
n=1 k=n—1 k=n—1
Kd-1 1

S22 <
n=2

+oo 0 0
Z pn [( H wlF"“oa) (j> - ( H wF—koa> (])
k=n—1

k=n—1

et la valeur absolue du premier terme de la somme est dans %N . Donc le premier terme vaut
0, i.e. wh(j) = wa(j). On obtient w = w'. O

On a vu dans la preuve précédente que pour un w € [[ g &4 fixé, on a .Z7(py) = 0 lorsque
T est I'un des Tja associés & w. Le lemme suivant, utile dans la suite, montre qu’au contraire
lorsque T" n’est pas I'un des T}, alors F 5 (Pw) > 0.

Lemme 4.2.10. On suppose encore b > max(L%QJ +1,d+1). Soit w = (wa) € [[, S4. On
note encore w), = (j — d+1—w,1(5)) et T8 (w) = wi([1,4]). Soit a € 5.
Alors pour T une partie de [1,d], si T n’est pas l'un des T]‘-l(w) on a F5(pw) > 0.

Démonstration. On a vu dans la preuve du théoréme que 75 F2(py) = e =y Ol
on a posé

- (S (T e )t 10052 (T s )

teT Jj=1

Onaag =7 crwa(d+1—t)— Z 1 J- Ainsi si T n’est pas I'un des T3 (w), on a T' # T (w)
donc {wa(d+1—1t); te T} #[1, #T]] ce qui implique ag # 0 et donc ap > 1.

Or on a
d!
1

1
H Wp—koq = H Wp—koq =1Id

k=(d!)(#T) k=#T
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donc AN (#T) = G0 > 0. Donc

1 .. 1 = 1
’b — 19T (Pw)| = |ao+ B HT) () (#T) T Z b?a”
n=1, n£(dl) (#T)
+oo
1 1
Z |30 F ran g U #D)| > pnn
n=1, n(dl) (#7)
1 =1
> a0+ ey U (HT) nzl prlanl
- 1 1 d?
=z 1+ pa) ) NdHD) — Ty LZJ
> 0
ce qui termine la preuve. O

4.3 Le calcul de Ag

On avait introduit le cone convexe

C*=q(2) € RSx4+ vo € S Vs € I1,d], Z 2§ > 0 avec égalité si s = d

1<j<s
pour pouvoir énoncer le théoréme W Définissons le cone convexe C' comme {(y§) €
RS*[Ld . o e S, yf = --- = y5}. Une application de la proposition assure (C*)* = C,
la notation est donc cohérente.

Le but dans cette section est de montrer le théoréme suivant.
Théoréme 4.3.1. On suppose b > maX(L%QJ +1,d+1). Alors AQ,,ungi + C* = AQ.q.-

La stratégie est la suivante : I'inclusion Ag,,,.. 41 + C* C Ag4,; se traite facilement. Pour
établir I'inclusion réciproque, on sait que au voisinage de chacun de ses points extrémaux
Pws AQpas,gl S'€crit Py + Dy, ot Dy, est un cone convexe. On obtient alors Ag,,., 1+ C* =
ﬂwel‘[a Gy (Pw + Dw + C*). Ainsi il suffit de montrer que Ag 4; est inclus dans gy, + Dy, + C*
pour tout w. Pour cela on interpréte les ensembles py, + Dy, +C* comme des Ag,, 4 pour des
cones convexes (), bien choisis. Il faut ensuite montrer que les J,, sont inclus dans Q.

On commence par rappeler comment écrire Ag, .. 4 sous la forme py, + D, au voisinage
de pr-

4.3.1 Convexes polyédriques au voisinage d’un point

Lemme 4.3.2. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n, (f;)jes une famille finie
de formes linéaires sur €. Soient (a;); € R7. On considére le conveze

P =t = a;}.
Jj€J
Alors si p € P, il existe un unique cone convexe D, tel qu’il existe un voisinage de V de p
dans & tel que PNV = (p+ D,) NV.

De plus si A ={j € J ; fj(p) =a;} on a D, ={;cp{f; = 0}
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Démonstration. Soit p € P, A comme dans I'énoncé et D = ();c,{f; = 0}.

Alors si V est un voisinage de p, on a bien PNV C (p + D) N V. Maintenant en prenant
V=jenna fj_l(]aj, +00[) qui est bien un voisinage de p, si z € (p+D)NV on a pour j € J,
soit j € A et alors fj(x) = fi(xz — p) + fj(p) = aj, soit j ¢ A et alors fj(x) > aj.

On a montré existence et la forme de D. Pour l'unicité, si D et D’ sont commes dans
I’énoncé, le fait que p + D et p + D’ coincident au voisinage de p entraine D = D’. O

Proposition 4.3.3. On reprend les notations du lemme [[.3.9 précédent. On suppose que
le convexe P = ﬂjeJ{fj > a;} est non vide et ne contient pas de droite affine. Pour tout
p € Ext(P), on note D, le cone conveze tel que P = p + D, au voisinage de p.

Alors P = (e gar(p) (P + Dp).

Démonstration. Notons d’abord que P posséde un nombre fini de ponts extrémaux (on a J
fini) et au moins un : on a (voir par exemple |Gril] 2.5.6) P = Conv(Ext(P)) + cc(P) o
Conv(Ext(P)) est 'enveloppe convexe de Ext(P), et cc(P) est le cone caractéristique de P.
Le cone caractéristique de P est défini comme cc,(P) ={y € £; VA € Ry, + Ay € P} pour
n’importe quel point z de P. On a P # () donc Ext(P) # (.

Supposons d’abord que pour tout j € J, il existe p € Ext(P) tel que f;(p) = a;j. Alors
par le lemme précédent pour p € Ext(P)ona D, = ﬂj’fj(p):aj {f; >0} donc p+ D, =
njjj(p):aj{fj 2 aj}' Do mpeExt(P)(p+ DP) = ﬂjEJ{fj 2 aj} =P.

Montrons enfin que quitte a les modifier, on peut demander la condition sur les a;. Soit J' =
{ € J; 3p € Ext(P), fj(p) = a;}. Si J' # J, on pose pour j ¢ J', bj = min,cpaq(p) fi(p)-
Alors P = (e {fj 2 a;}) (Mg {f; = bj}). En effet une inclusion est claire. Pour I'autre,
soit x =3 Ap.p+y € P = Conv(Ext(P)) + cc(P), avec les A, > 0, de somme 1.

Soit j ¢ J'. Ona}’ Ap.p+ Ry C{f; > a;} donc f(y) > 0. Ainsi fj(x) = >, Ap.bj = b;.
On obtient inclusion réciproque. O

On peut maintenant définir les D,, annoncés.

Définition 4.3.4. Soit b > max( L%J +1,d+1). On sait par le théoréme que les points
extrémauzs de Aq,,., g1 sont indexés par les w € [ cqSq-
On note alors D,, l'unique cone conveze (Uoir de RS*0A] tel que AQuaz,gl = Pw + Dy

au voisinage de .

Remarque 4.3.5. On peut décrire précisément le cone convexe D,, : la preuve du théoréme

les lemmes et entrainent
d
po= 17200 (N A {Fw 20}
a€eS s=0

On a encore Ag,,.. g1 + C* = puw + Dy, + C* au voisinage de p,.

Il s’agit dans la sous-section suivante d’interpréter les ensembles g, + D,, + C* comme des
AQ,, g, Pour certains cones convexes Q.
4.3.2 Les cOnes convexes (),

Commencons par écrire les ensembles py, + Dy, comme des Agr ;. Les cones convexes Qy
cherchés se déduiront des Q/,.
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Dans toute cette sous-section on se fixe w = (wa) € [[,cs ©4- On avait déja associé a un tel w,
dans la preuve du theoreme 6, I'élément w* € [],cg G4 donné par w}(j) = d+1— w_l(])
et les parties T (w) = wy([1, j]]) de [1,d]. Dans la preuve en question ces objets étaient reliés
au point extrémal gy, de Ag,,.. ¢.- Ces mémes objets vont nous servir & définir les Q.

Les fonctions ord, associées a w

Par convention on pose T§'(w) = 0. Les parties T (w) correspondent (voir le lemme a
des parties admissibles I (w) de I = {(4,7) ; 1 <i < j < d} données par

I¢(w) = [ J{i} x [d+1—t;,4]

i=1
ot on a noté T3 (w) = {t1 > -+ > t;}. En particulier # (I3 (w)) = 3 epa(u) t = 27— wa(d)-

On a I§(w) = 0, I (w)

= = I ainsi que les inclusions Ig'(w) C I2 ;(w) pour 0 < 5 < d.
On obtient # (I¢(w)\I* ;(w)) =

= ().
On définit les fonctions

ordS I — [1,d]
(t,7) = min{s; (i,5) € [¢(w)}

ainsi on a I{(w) ={z €I ; ordj(x) < s} et IS (w)\IZ | (w) = {ord;, = s}.

Remarque 4.3.6. Représentons graphiquement la fonction ordS pour un « fixé : en travaillant
un peu on montre que pour s € [1,d] on a une bijection

[d+1—wils),d] — I (w)\IZ,(w)
j — (max {i' € [1,5]; ¢ =1ou (¢ —1,5) € I 1 (w)}, 7).

Ainsi pour placer les valeurs de ord, dans un tableau triangulaire supérieur, en plagant
ordS (i, ) dans la case de coordonnées (i, j), on suit la méthode suivante : on place d’abord,
sur la ligne d’indice 1, le nombre 1 dans les w} (1) derniéres colonnes du tableau. Ensuite on
place le nombre 2 dans les w}, (2) derniéres colonnes, a chaque fois le plus haut possible, puis
le nombre 3 dans les w,(3) derniéres colonnes, a chaque fois le plus haut possible, etc ... Dans

. (1 2 3 45
la figure on a dessiné le cas wy = < 531 4 92 )
j
i
513111111
51 3] 3| 2
51 4| 3
5| 4
5

FIGURE 4.1 — La fonction ordS pour wy, = (53 14 2).
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Les convexes Q,

Soit Gy, le graphe fini orienté dont I’ensemble des sommets est S x I et pour («, x), (o, 2') €
S x I, I'ensemble des arétes de (o, x) a (o/,2') est {x} si @ = o’ et ord$(z) > ord%(z'), et 0
sinon. On note alors @, le cone convexe associé a Gy, (voir la définition 4.1.3) :

Qu = {(qzofj) eR™ . Vo e S,Vr,2' €1, g% < ¢ siordS(z) < ordl(x))}.

Remarque 4.3.7. Le convexe ) qui nous occupe est défini (proposition [3.1.14]) par les trois
jeux d’inégalités

(D) 441 <475
(ID) qz‘ofj < q?+1,j+1

(UI) bgy jr = 4 efa + 0200 (0241 — a85) < bafy — g™ + 030055 (a2 — a2)-

Il est donc clair qu’un élément de @, vérifie les inégalités (I) et (II) : les I (w) sont admissibles
ce qui entraine ord$ (i,j + 1) < ord$ (i, 7) et ord$ (i,7) < ord$ (i + 1,7+ 1). Certaines de ces
inégalités sont des égalités.

Proposition 4.3.8. On prend b > max({%J +1,d+1). Alors pour tout w € [[, Sq on a
AQt, 91 = Pw + Do

Démonstration. Les parties admissibles (de 'ensemble des sommets) de G, (voir la définition
4.1.3) sont les parties de S x I de la forme

U ({a} x 12, (w))

«

pour (sq)a € [0,d]®. Donc I'application de la proposition |4.1.4 donne

@) = (@) > @y=0etVaecSVselo,d, Y = ¢<0
(,(i,5))€SXT (6.9)€lg (w)

= {:c eR . F(z)=0etVaeS,Vse [0, d], e () < 0}

les fonctions ., . étant définies en Donc

AQ — ( ) RSX[[ldﬂ Zya —’a_le Q )*

w95l

= () e R Ny =0 et Vo' € 5,Vs € [0,d], FFar ) () = O
a,j

D’autre part on sait (voir la remarque [4.3.5)) que

Dy ={#: >0} (ﬂ N {F >0}) = (7 =0} (ﬂ N {Zh >0})-

acS s=0 acS s=0

On obtient Ag: g1 = puw + Dy. O
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Le passage des @), aux cOnes convexes Q.

On vient de montrer (proposition 4.3.8) que Ag: 47 = pw + Dy. Mais c’est py, + Dy +C* que
I'on souhaite interpréter comme un Ap,; pour un coéone convexe P.

Définition 4.3.9. On définit le cone convexe

pour tout & € S, uf'y = -+ = puf, ou
D = q (¢;) € RS> . es pus; sont définis a partir des q3;
par les relations (@) habituelles

et (pour b > max(L%j +1,d+1) et) pour w € [[,cg G4 on pose Qu = Qy, N D.

Remarque 4.3.10. Par définition des /i§ (voir 'introduction de la section onaD={z¢e
RS*I ;. Va € S,Vj € [1,d — 1], <ac]ﬁ]°‘> > <x, ﬁ?+1>}. Ainsi D* est le cone convexe engendré
par les vecteurs ji§ — 5, ;.

Proposition 4.3.11. On suppose b > max(L%J +1,d+1). Alors Ag,, g1 = puw + Dw + C*.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.3.8) on a Ag: g1 = pw+ Dy, il suffit donc de montrer
que A, g1 = Ay, g1+ C”
Siy=(y§) € Agy gu et 2= (2§) € C* on écrit

S0 + 0 = S - T S
a?j a?]

a,j

et le premier terme de la somme du membre de droite est dans (Q!,)*. Montrons que le second
terme est dans D* : sit € D, on a g(t) = (<t,[i§‘>) € C (par définition de D et C) donc

<Za7j zjo‘ﬁjo‘,t> = Eoc,j zz?‘.<ﬁ‘]?‘,t> = <z,g(t)> > 0. On a montré Ag, g1 2 Agr g1+ C™.

Pour I'inclusion réciproque prenons y = (y§) € Agq,, g Considérons encore t = (t3;) € D*
tel que >, y5.if — 1 —t € (Qy)*, un tel t existe car Qy, = (Q;,)* + D*. On a vu dans la
remarque [4.3.10| que D* est engendré par la famille (/7;“ - ﬁ?+1)a€$’, 1<j<d—1 donc t est de la

O, y o d IS .
forme 3, . B7 (i — fify,) pour des B € Ry Dout =3 575 (B — Bf41).H5 ot on a posé
By = Bg. Siz = (z}”) avec 2§ = B — By, on ay — z € Agy g4,. 11 suffit donc de montrer
z€C*. Orsiv=(v]) € Cona

d—1
(o) =D 2oy =D 3 B1(f —vin) 20
ahj

a j=1

On a montré Ag, g1 € Agr g1+ C™. O

4.3.3 Les (), sont inclus dans ()

Avant de donner la preuve du théoréme il reste & vérifier que les @, sont inclus dans
@. Chaque cone convexe @/, est inclus dans @, donc d’aprés la remarque seul le jeu
d’inégalités (III) de la définition de @) reste & vérifier. Pour cela on raisonne par récurrence sur
d. Ainsi si w = (wqa) € [[4eg Sa, il correspond a w une famille (indéxée par S) de tableaux
triangulaires comme dans la figure Pour avoir le pas de récurrence, il s’agit de définir un
¢léement de J] g &4—1 correspondant a la famille des tableaux auxquels on retire la premicre
ligne (et auquels on retire 1 & chaque case). C’est 'objet de la sous-section suivante.
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La permutation des perdants

La terminologie de permutation des perdants vient de [Car].

Définition 4.3.12. Soit w € 6.

Pour i € [1,d], on dit que w(i) est un record de w, atteint en position i, si w(j) < w(i) pour
tout j < i.

La permutation des perdants de w est la permutation ' € Sy_q1 définie par récurrence par

/(i) = min (w([L,4 + )\([1,7 — 1])).
Si d > 2 on montre par récurrence sur i que
w([1,i+1])\w'([1,4 — 1]) = {w(i + 1), dernier record de w apparaissant au plus en 7}.

On a le lemme suivant (on rappelle que si w € G4 est une permutation, w* est la permutation
définie par w*(i) = d+ 1 —w1(3)).

Lemme 4.3.13. On suppose d > 2. Soient w = (Wa) € [[,cg6Ga et w = (wa) € [[hes Gd—1

tels que pour tout o, wk = (w})'.

Alors pour tous a et (i,j) € I' = {(s,t) € [1,d—1] ; s <t} on a ord?(i,j) = ord}(i+ 1,7+
1) —1.
Démonstration. Le lemme se démontre « o par « », on omet donc les indices «. Soit s > 2,
on note w* = {t > --- > t}. Soit ip € [1, 5] tel que t; = w*(s). On a
To(w)\To—1 ( |_|{z [d+1—t,d—t]
=19
avec t, ; = 0.

Si w*(s) n’est pas un record, on a ig > 1 et (w*)'(s — 1) = w*(s) donc

#{j € [1,d] ; ordy(1,j) = s} =0 =w"(s) — (w*) (s —1).

Sinon w*(s) est un record donc ig = 1 et (w*) (s — 1) est le dernier record de w* avant s — 1,
donc vaut max(w*([1,s — 1])) et

#0j € [Ldl s ordy(1,) = s} = thy — 11 = w(s) — (") (s — 1).

Dans les deux cas on a #{j € [1,d] ; ordy(1,7) = s} = w*(s) — (w*)'(s — 1) donc #{(4,j) €
I; ordy(i,j)=seti>2}=(w*)(s—1) ie

#{(i,j) el ; ordy(i+1,j+1)—1=s—1} = (w*) (s — 1).

Orsi f est la fonction I’ — [1,d—1], (i,5) — ordy(i+1,7+1)—1, il est clair que pour remplir
les cases du tableau indexées par I’, on met d’abord #{f = 1} = (w*)'(1) fois le nombre 1
sur la premiére ligne dans les (w*)’(1) derniéres colonnes, puis (w*)’(2) fois le nombre 2 sur
les (w*)(2) derniéres colonnes le plus haut possible, etc ... (voir la remarque . Ainsi on
a f =ord,. O
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Les inclusions ), C )

On peut maintenant utiliser la notion de permutation des perdants pour démontrer les inclu-
sions des @, dans Q).

Définition 4.3.14. Siw € &4, on pose P'(w) = w* et pouri € [1,d—1], P (w) = (Pi(w))".
Ainsi pour tout i on a P(w) € Sgy1_;.
Proposition 4.3.15. Soit w = (wa) € [[,e5 Sa- On prend ¢ = (¢f';) € Qu = Q, N D. Pour
a €S, soient ¢ < ... < qf tels que pour tout (i,7) € I, 4 = qgrdg(z‘,j)' On considere les p';
associés par les relations @ auz q;';.
Alors pour tous o € S et (1,5) € I on a

Fo
Hij = b-4(pi(wa) -1 (@s1—jri-t — G

Démonstration. Montrons d’abord la formule pour ¢ = 1. On a

7j—1
uiy = baly = qfa+ b (65— dti)

s=1

J J—1
F
= —g; *+b. <Z qgrd%(s,j) B Z qud%(&jU)
s=1 s=1

or on montre que {ord$(s,j) ; 1 < s < j} ={s € [1.d]; wi(s) >d+1—-j} quiestde
cardinal j. De méme, {ord%(s,7 —1); 1 <s<j—1}={s € [1,d] ; wi(s) >d+2—j}.
Ainsi si j > 2, la différence de ces deux ensembles est {(w*)~!(d + 1 — j)}. Donc (y compris
sij=1)
115 = bGPt (o)1 (@ 41—g)41-1 qJFoa'

On fait alors un raisonnement par récurrence : supposons la formule démontrée pour ¢ =
1,...,7 avec r < d — 1, et montrons 1a pour i = r + 1. On définit ¢ = (q;"‘]) e RS> on
I' ={@(,j); 1 <i<j<d-—1} par q;a] = ¢ 141+ Soit w = (wa) € [, Ga-1 tel que
wh = (wk). Alors par le lemme on a ¢ € Q,, avec des notations évidentes. On note
M;"; les « uffj »associés a ¢', et qllo‘ <...< q:fil les réels tels que q;CJ“ = q;if dos (i)

Ainsi pour s € [1,d — 1] on a H;O} = Uiy 41 €t 0.0 =q%.

Par ’hypothése de récurrence on asi v+ 1 < j < d,

/

Prylj = Hrjo1
= b)) (@11 G
= bllpry g =G
= D) a1 G
ce qui est la formule demandée pour ¢ = r + 1. O

Corollaire 4.3.16. On suppose b > max( L‘i—zj +1,d+1).
Stw € [],esGd, on a Qyu C Q.
Démonstration. Soit ¢ = (q¢f';) € Qu. On a Qy = @, N D. Or les ¢léments de @, vérifient

les jeux d’inégalités (I) et (II) de la définition de @ (voir la remarque [4.3.7)). Il reste donc a
vérifier le jeu (III) d’inégalités pour q. Le jeu (III) est

J j—1

F I

ba5 101 — aista+b Y (68501 — a5y) < b5y —ajg® +b> (a8 — a8
s=i+1 s=1



4.3. LE CALCUL DE Ag .1 103

c’est a dire iy ;1 < pf; olt les pgt; sont définis par les relations (3.6)).
On fait un raisonnement par récurrence comme dans la preuve de la proposition 4.3.15] On
reprend les notations de cette proposition. Montrons d’abord que si j € [1,d — 1] et a € S,

ona uf; = py -
On a
Fo Fo
8= 151 = b (0 ) ras1) — oy ragyin) 4 — 4
Le second terme du membre de droite est positif. On a deux possibilités : si (P(wq)) ' (d +
1—35) > (P?(wa)) ' (d — j) on a bien ne ;= 1y -
Sinon (P (wa)) 1 (d+1—j) < (P*(wa)) 1(d — ). On va montrer que dans ce second cas on
a uf ;11 = p5 - Notons i = (PY(wa)) " H(d+ 1 — 7) et ig = (P?(wa)) "1 (d — ). On a donc
i1 <o, whi(in) =d+1—jet (w)) (i2) =d— j. Ainsi
d — j = min{w},(i2 + 1), dernier record de w}, avant is} = {w} (i2 + 1), max(w} [1,42])}.
Or max(wi[l,is]) = wi(i1) = d+ 1 —j, donc d — j = wi(ia + 1), i.e. (wi)™1(d—j) =
(P*(wa))*(d—j) 4+ 1. D'on
Fo
Mg = Dllpr(wa) 1) ~ 441

a Foa
b-d(p2 ()11 T 91

(0%
Ko 41

On a bien a nouveau oy ;= %y j+1 buisque par hypothése q est dans D.

On termine la démonstration par I'étape de récurrence, qui se fait comme dans la preuve
de la proposition [£.3.15] O

4.3.4 La démonstration de I’égalité Ag ,; = Ag,....q0 + C*
On peut maintenant démontrer le théoreme [4.3.1

Démonstration. On suit la stratégie annoncée au début de la section. Montrons d’abord que
AQmaz,gyl + C* g AQ’gvl

On a Qy,,, € Q* donc Ag,,...91 € Ag,g,- 1l suffit donc de montrer que Ag 4, +C* C Ag g :
soient y = (y§') € Agq, et z = (2§') € C*. Soit également ¢ € Q. On sait que les pg'; associés
a g vérifient u¢'y > --- > ufy, ie. <q,ﬁf‘,1> > > (q,[if,) ou encore (<q,ﬁ3">) € C. Ainsi
Za’j 23 u?‘,q> > 0. Mais d’autre part Za’j Y5y —1 € @, donce Za’j y]‘”<[i§",q> > <l,q>.

D’ou Ea,j(y? + z]"‘)</l’;“,q> > <l_; q>, pour tout ¢ € Q. Donc y+ 2z € Ag 4.

Il s’agit maintenant de montrer 'inclusion réciproque Ag,,.. 41+ C* 2 Ag 4. Or la pro-

position s’applique car le convexe Ag,, .. g1 est compact (par le lemme [4.2.7)) et le cone
C* ne contient pas de droite affine. A 'aide de la remarque on obtient

AQmaz:gyl + C* = ﬂ (ﬁw + D'w + C*)
ﬁweEmt(AQmazxg’l+C*)

donc il suffit de vérifier que pour py, € Ext(AQ,,...q1+C*) ona Ag g1 C P+ Dy +C* (en fait
on montre que cette inclusion est vérifiée pour tous les py,, pas seulement ceux qui sont dans
Ext(AQ,00,90 + C*)). Soit donc w € [],cq &4 La proposition nous permet d’écrire
pw + Dy + C* = Ag,, ¢ POUr un cone convexe @,. Le corollaire assure que @, est
inclus dans @, donc que Ag 4, est inclus dans Ag, ;. On a obtenu l'inclusion réciproque. [
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4.4 L’encadrement pour les variétés X,

On termine en donnant les encadrements obtenus, pour dim(X),) d’abord puis pour dim(X<,,)
dans la sous-section suivante.

Lemme 4.4.1. Il existe un point ¢ = (¢f;) du conveze Q tel que les inégalités des jeuz (1)
(II) et (III) définissant Q soient strictes pour q.

Démonstration. 11 est facile de dessiner une donnée combinatoire qui convient, puis d’en tirer
une formule pour un point ¢ comme dans I’énoncé. Ainsi on peut poser par exemple pour tous
a€ Set(i,5) €1, g = (d—j)(1— 2) + i. On vérifie que les pt; associés par les relations
(13.6) sont donnés par uffj =(d+1)(b— %) — bj. Donc qi‘fj — qgjﬂ =1- %, qi‘fj — qgjﬂ = %
et p1gs — pity s = % et toutes les inégalités sont strictes. O

Dans la définition suivante la terminologie vient de [Car].

Définition 4.4.2. On dit qu’un élément (u5) € RS¥MLA) est b-régulier si pour tout o € S et

. —lo —1O

Je L d =11, uf o — iy °* < b(pg_; — Hg_jiq)-

On note Reg le cone conveze des éléments b-réguliers de RS>l

On note wg la permutation de &4 donnée par wo(i) = d+1—i. On pose wy = (wo)a € [[1eg G-

Remarque 4.4.3. Le cone Reg est inclus dans C' :si 1 < j < d—1, les nombres t5 = p§ — niy
vérifient pour tous « € S et j € [1,d — 1], tjo-‘ < b.tf(ojc)“ oll on note w la permutation j —
wo(j +1) de [1,d — 1]. En prenant r tel que F" o v = « et w" = Id on obtient ¢ < b".t§ ce
qui donne t§ > 0.

On a besoin d’un lemme.

Lemme 4.4.4. On suppose b > max( L‘i—zj +1,d+1).
On a @y = Quy = Qumin €t AQuy .91 = AQuin.gl = Puwo + Reg™.

Démonstration. La premiére assertion vient du fait que les inégalités définissant les deux cones
convexes sont les mémes : Qin est défini (4.1.1) par les jeux

(D) a1 < 4
(I) 47 = 4141
Or wy est précisément la permutation qui vérifie wg = Id[y 41, donc Q;}O est bien défini par les

mémes inégalités. On a Qmin C @, donc Qy, = Qy,,. En particulier AQuy .0l = AQmin.g.l-

Pour montrer la derniére égalité il suffit d’obtenir D,,, = Reg*, puisqu'on a déja AQwo gl =
Pwe + Duw, (proposition [4.3.8). Vu les inégalités définissant Reg, son dual Reg* est engendré
par les vecteurs h§ = b(ey_; — € ;) — ((?JF_IOQ‘ — é'f_:oa) ot (€}) est la base canonique de

RS¥[Ldl | Mais

Duy = {7 =0} | N {Ffq=0}

a,1<s<d

par la remarque [4.3.5 avec j[ﬁ/,S]] (yjo‘) = Zj‘:l yFﬁloo‘l — b2§:1 ygjrlfj. On vérifie alors que

D, est engendré par les }_i? O
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Théoreéme 4.4.5. Soit p= (uf) € (Z4)S dominant. On note alors |u®| = Z;lzl -

Soit (N) la condition : pour tout o € S, si r est le cardinal de l'orbite de v sous l'action de

F, alors
r—1
<Zbk"’uF’“oa’> _

k=0

(" —1)

Si p ne satisfait pas la condition (N), la variété X, est vide. Dans la suite du théoréme on
suppose (N) vérifiée.

On suppose également b > max({%ﬂ +1,d+1).

Alors

(i) il existe des constantes ¢c1 € Ry et co € R ne dépendant que d et b, telles que si j vérifie
ps = p§q +er pour tous a € S et j € [1,d — 1],

: _ d(d—1) :
wlp) — #S - ————= — co < dim(X),).
wel (Pwlp) — # 5 ¢ < dim(&),)
(ii) on a
: : d(d—1)
dim(X,) < min owlp) +#S - ———=.
(Au) < poin o (Pulu)+# 5

De plus st p est b-régulier on a

, I 2
wel_ﬁli . (Pwlit) = (Puolp) = bl Y2/

ot p est la demi-somme des racines positives de la restriction des scalaires (voir la

définition .

Démonstration. Si X, est non-vide, prenons L = (L®) un de ses E-points. Pour a € S, soit
go une matrice telle que L = g,.Ap avec Ag = E[u]? le réseau standard de E((u))?. Notons
Vo la valuation de det(gq). On a div(gyt.o(gp-10q)) = p& donc —vy + b.vp-1o, = |p®]. Ainsi

r—1
S BT = (1~ 1ug
k=0

et la condition (V) est vérifiée.

Par le théoréme B.3.10/ on a
d(d—1)

d(d—1)
. A

bo.g10r(1) — #S - 5

< dim(Ay,) < b 410 (1) +#S -
Il s’agit donc d’évaluer b’Q%l’O’R(M).

Pour la majoration, on a by ;o r(1) < bgguo(p). Mais p est dans C, donc bg,g1,0(1) =
bQ.g10.c(p) et ce nombre vaut inf.ep, ,, o (2|p) par la proposition Mais Bg g.1,0,c =
AQ g1+ C* = AQ,00.g1+C* par le théoréme Mais AQ,,...q.1 €t compact (c’est une consé-

quence du lemme [4.2.7) donc bg,g.10,0(1) = minpeprr(ag,... ) (PIK) = mingery e, (Pwlr)-
Supposons maintenant p b-régulier. On a Reg C C donc

min 0, =) =) = inf z
welbB o, (Pwli) = Q.g.10,0(K) = bQ,g,1,0,Req (1) ZEBQMO’R%( 1)
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or Bg g1,0,Reg = AQ,g1 + Reg* = AQ,,00.91 + Reg* par le théoréme m (on a C* C Reg*).
Mais par le lemme ona AgQ,....ql + Reg* = pu, + Reg*. Ainsi

inf  (2[p) = (Puo ) + Zeigf (z|p) = (Do |12)

2€BQ,g,1,0,Reg 9
puisque p € Reg. Enfin on vérifie que gy, = 71)-?-1 p-

Pour la minoration on souhaite appliquer la proposition (avec (I, f,U) = (R,g,0)),
dont il faut vérifier les hypothéses. Le lemme [4.4.1] assure que @) posséde un point g pour
lequel les inégalités définissant () sont strictes, ainsi @) est d’intérieur non-vide. On en déduit
que @ engendre R¥*! comme espace vectoriel.

Les ensembles RNKer(g) et Ker(g) engendrent le méme sous-espace vectoriel de RS>/ puisque
R et g sont définis sur Q.

Veérifions que p € g(R). Notons e?“ la base canonique de RS*[Ldl Alors pour o/ € S et
1 sia=d et (i,5) = (s,d)
0 sinon

ment dans R (voir la définition de R dans la sous-section , et un calcul montre que son

. / / —1 ’ . .
image par g est hy = b.ef — el’""°@" Une inversion des formules donne

s € [1,d], I'élément g = (g';) donné par ¢f; = est évidem-

T

1 k 3 Fktlo Fo
= g o teag e ne
k=1

donc dans la base (h), p s’écrit

1 - M loa a o o
“:Zbr_1 (;bk“f - |) 'hd_;“y"hf :

a€esS

La condition (V) assure que les coefficients de p dans la base (h%) sont des entiers. Ainsi
on a bien p € g(R). On peut donc appliquer la proposition : soit K une maille du
réseau RN Ker(g) de Ker(g), et soit 29 € R tel que 2o + K soit inclus dans Q. On pose

Yo = (¥5;) = 9(@o). Alors by ;1 o p(1) = bg,g1.0(k — 9(20)) + Infreagt K {(2).
Mais b 4,0 est lipschitzienne (de constante de Lipschitz inférieure au maximum des normes
|pl| ot p parcourt les points extrémaux de Aq,,,..q1 + C*) sur g(Q), car elle s’écrit

inf z|) = min .
2€AQmaz,g,1+C* < | > PEETt(AQmaw,g,1+C*) <p’ >

sur cet ensemble. Ainsi pour les u tels que p — g(xp) € g(Q) on obtient

b, > b + inf [ — max Alg(zo)ll.
2at0n) > bagua(0 + inf = (_max ol ) )

La constante ¢; va servir a assurer u € g(zo)+9¢(Q) : ona C C ¢g(Q) donc il suffit d’assurer que

ne g(.’Ifo) +C7 i.e. que M? - ,u’?q_l = y&] - y&j+1. On pose c1 = maXaGS,léjéd—l(y&j — y&J+1)
En prenant K contenant 0, on a xy € @, donc g(x¢) € C et ¢; > 0.

4.5 Une majoration de la dimension pour les variétés X,

Lemme 4.5.1. Soit y = (yja) € AQ,.in.g.1- On suppose que pour tous o € S et j € [1,d — 1],
yjy < y‘?_i_l + ]- Alors Yy € AQmazagvl'
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Démonstration. On utilise les caractérisations de Ag,,.. 4.1 €t AQ,.;..g1 données dans la pro-
position(4.1.11] Soit o € S et T' C [1,d]. On souhaite montrer que .%#(y) > 0. Posons s = #T
et T ={t1 <---<ts}.Ona

S S
1y S+1)
:E yf o‘—b.g Ydp1-¢, — S(d—s)+b g tj
j=1 j=1

ory € Ag,,.n.g,1 donc

T, W Zy] —b. Zyg‘+1_j —s(d—s)>0.
j=1

On en déduit

S S

S S
—1 .
ny °* —b. Zygﬂ—tj —s(d—s)=b. Z(yg-',-l—j - y3+1—tj) > b. Z(] - tj)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

la deuxiéme inégalité provenant du fait que ¢; > j entraine y7 1y T ygﬂ_j < tj —J par
I'hypothése du lemme. On a bien obtenu % (y) > 0. O
Théoréme 4.5.2. Soit p = (uf) € (ZHS dominant.

On suppose b > max([%j +1,d+1). Alors

. 2 d(d—1)
dim(Xey) < o ) + 9 - DD
Démonstration. Le théoréme donne
dld-1) 1) d(d—1)
b,Q,g,l,C*,R(M) - #S : 9 < dim (X<“) Q gl,C*,R (M) + #S . T

On a by ,; cx g(1) < boguor (1) = infiep, ,, ov (2|p). 1 suffit donc de prouver que Py, =
b%p_' € Bggi.cr = Ag,gi NC. Il est clair que py,, € C. Par le lemme on sait également

que fuy € AQ,.in.gl- Alnsi le lemme s’applique et py, appartient & Ag, .. 41 qui est
inclus dans Ag 4. Cela établit la majoration. O

Remarque 4.5.3. 1l serait souhaitable d’obtenir une minoration de la dimension des variétés
X<, Pour cela on sait que

dd—1) _
bhwcuMU—#S~i3—l<dme@

donc il suffit de trouver un élément ¢ de @ N R tel que g(q) € p— C* et I(q) soit « proche » de

%ﬂ% (ou d’un terme similaire). C’est ce qui est fait dans le cas k = [, dans [Car]. Dans op.

cit., Caruso définit la notion de d-uplet fortement intégralement b-régulier (voir la définition
1)), puis il montre que si p est fortement intégralement b-régulier, on peut construire un g
comme au-dessus vérifiant [(q) > —(d—1)% — (d_42)2 + %’_’2‘; L. Nous ne savons pas construire un
analogue de g en général lorsque k est quelconque, I'action du Frobenius F' sur S compliquant

les choses.
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