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Chapitre 1

Introduction a la compétition dans
un chemostat

Dans ce chapitre, nous écrivons un systéme modélisant la dynamique de n
espéces en compétition pour un seul substrat dans un chemostat. Nous
présenterons ensuite les différents modéles de compétition qui ont abouti & un
résultat classique trés connu en théorie mathématique du chemostat : le principe
d’exclusion compétitive. Ce principe affirme qu’il existe un compétiteur qui
Iemporte a long terme. Ce résultat est corroboré expérimentalement mais
contredit par l’environnement naturel ou plusieurs espéces sont capables de
coexister. Nous donnons également une vue d’ensemble sur les diverses études des
modéles dans la littérature ainsi que leurs principaux résultats.

1.1 Le chemostat

Le chemostat, traduction anglaise du terme « chimiostat », est un appareil de
laboratoire utilisé pour la culture continue des micro-organismes. Il est défini
comme une enceinte remplie d’'une solution aqueuse dans laquelle des micro-
organismes (la biomasse) sont mis en présence d’un substrat limitant et d’autres
substrats non limitants pour se développer. Un substrat limitant est un substrat
qui limite la croissance des micro-organismes. Le concept de substrats limitants
est basé sur la loi de Liebig sur le minimum [4], ce qui indique que la croissance
des micro-organismes est controlée par le substrat le plus rare. Les substrats
pénétrent dans le chemostat avec un débit volumique d, & une concentration s°
puis les micro-organismes et le substrat effluent avec le méme débit d. Son mode
de fonctionnement se fait en continu et le volume du chemostat V' est maintenu
constant. Il est un modeéle d’écosystéme contrélé dans lequel on peut quantifier
I'influence du substrat limitant sur la population des micro-organismes. Dans la
modélisation de la croissance des micro-organismes dans le chemostat, il y a
I’apparition du rapport du débit d au volume V. Si ’on note :

D :=—
v
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on obtient un rapport exprimé en jour’ si d est exprimé, par exemple, en
litres/jour. Ce rapport s’appelle taux de dilution.

Dans la cuve du chemostat, les micro-organismes se nourrissent du substrat pour
leur croissance. L’agitateur nous permet d’assurer 1’homogénéité du chemostat
pour la bonne culture. Les micro-organismes et le substrat seront ensuite évacués
du chemostat au méme taux.

Agitateur

Pompe d’alimentation Pompe d’effluent

&>— | —®

Alimentation continue Sortie du contenu avec le

en substrat avec un meéme taur de dilution D
taux de dilution D

Le volume V' est constant

Fig. : Schéma d’un chemostat

1.1.1 Modéle a une espéce de micro-organismes

Dans la modélisation, la concentration de micro-organisme et celle de substrat
a l'instant ¢ dépend de deux processus : I'un physique et I'autre biologique. Dans
toute cette thése, nous désignerons par x(t) la concentration du micro-organisme
et par s(t) celle du substrat a l'instant ¢ (nous noterons tout simplement par = et
s s’il n’y a pas d’ambigiiité).
Le processus physique décrit les flux de matiére dans le chemostat : Rien ne se
perd, rien ne se crée, tout se transforme. C’est la loi de la conservation de la
matiére énoncée par Lavoisier. Le processus biologique décrit la croissance des
micro-organismes a l'intérieur du chemostat.

Processus physique

A Tentrée du chemostat, les substrats pénétrent & un taux de dilution D et &
une concentration s°. A la sortie, les micro-organismes et le substrat, présents dans
la cuve, seront évacués & un méme taux. La loi d’évolution permet d’écrire les
équations :

d
d—j:Ds°—Ds
dx

“__D

di o
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Processus biologique

Les micro-organismes consomment le substrat pour leur croissance. Nous
désignons par pu(s) le taur de croissance ou fonction de croissance des micro-
organismes correspondant a la consommation du substrat. Ainsi, ’équation s’écrit :

X (o)

dt
La consommation entraine une diminution de substrat & un taux désigné par a(s)
appelé tauzr d’absorption. Ainsi, I’équation s’écrit :
ds
=
En combinant les deux processus, on obtient le modéle & une espéce de micro-
organismes :

—a(s)x

ds .
? = (s°—3s)D — a(s)x
% = (uls) ~ Dz

Le rapport :

décrit la proportion de substrat consommé pour la croissance des micro-
organismes. Dans toute cette thése, on suppose que v est constante ; c’est-a-dire
que le taux de croissance est proportionnel au taux d’absorption. Cette constante
~ est appelée taux de conversion ou constante de rendement de croissance.

Le modele s’écrit donc :

ds pi(s)
—=(5°—5)D —

j; ) g (1.1.1)
== (u(s) = D)z

Nous faisons les hypotheéses suivantes :

(1). La fonction i : R, — R, est localement lipchitzienne.
(2). #(0) =0 et p(s) > 0 pour tout s > 0.
(3). La fonction p: R, — R, est croissante.

La premiére hypothése assure I'existence et 'unicité d’une solution et la deuxiéme
qu’il n’y a pas de croissance des micro-organismes en l’absence du substrat. Ces
deux hypothéses sont générales contrairement & la troisiéme hypothése qui est
restrictive.
Dans la littérature, il existe deux classes de taux de croissance vérifiant ces trois
hypothéses.
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- Fonctions de type Holling I :
p(s) =Cs
ou C est une contante strictement positive.
- Fonctions de type Holling II :
. ms
K +s
ou m et K sont des constantes strictement positives.

Cette fonction s’appelle aussi fonction de Michaelis-Menten. Le modéle (1.1.1)
avec ce type de fonction s’appelle modeéle de Monod.

p(s)

1.1.2 Modéle a plusieurs espéces de micro-organismes :
Compétition dans le chemostat

Dans ce paragraphe, on suppose que n espéces de micro-organismes (n > 2) sont
en compétition sur un méme substrat dans le chemostat. Comme précédemment,
le modéle s’écrit :

ds “ ()
T (e—sp -
dt (S S) ’)/Z x’L

1=1
dx.:
d"iz = (u;(s) = D)z, , i€ {12,..,n}

ou les fonctions p, vérifient les trois hypothéses (1), (2) et (3). L’objectif de
nombreuses recherches dans la théorie mathématique du chemostat est de savoir
si tous les micro-organismes coexistent a long terme ou bien s’il existe au moins
un d’entre-deux qui va disparaitre : c’est un probléme de compétition pour un
substrat dans le chemostat. Dans ce qui suit, nous faisons ’hypothése que les
micro-organismes n’entrent en compétition que par la consommation du substrat.
Nous pouvons généraliser le modéle de compétition avec la prise en compte de la
mortalité des micro-organismes. Ce modéle s’écrit donc :

ds o = /"LZ(S>
%:(s —s)D—Z—% x;

i=1
dx,
dxtz = (u;(s) — D)z, , i€ {1,2,..,n}

avec D, := D + ¢, ou ¢, est le taur de mortalité naturelle du micro-organisme .

(1.1.2)

(1.1.3)

1.2 Exclusion compétitive

Les résultats mathématiques du modéle de compétition de deux ou plusieurs
espéces de micro-organismes pour un substrat limitant peuvent étre trouvés dans
H. Smith et P. Waltman [53]. Hsu, Hubbell et Waltman [24] ont fait une étude du
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modeéle (1.1.2) restreint & un simplexe pour les fonctions de croissance de type
Michaelis-Menten (modéle de Monod) et ont conclu au principe d’exclusion
compétitive : le micro-organisme qui a le plus petit seuil de rentabilité du substrat
(ou break-even concentration en anglais) l'emporte sur les autres. Cette
concentration est l'image réciproque du taux de dilution par la fonction de
croissance. Une extension de [24] avec les fonctions de croissance générales
monotones a été analysée par Armstrong et McGehee [3]. Dans 'article [22], Hsu
a démontré ce résultat du modéle (1.1.2) non restreint en utilisant 1’extension du
théoréme de LaSalle [28] de la théorie de stabilité de Lyapunov. La fonction de
Lyapunov qu’il a construite marche également pour les modéles de compétition
avec la prise en compte de la mortalité des micro-organismes (1.1.3) mais
uniquement pour les fonctions de croissance de type Michaelis-Menten. Le modéle
sans la prise en compte de la mortalité (1.1.2) a été également étudié par Butler
et Wolkowicz [7] pour les fonctions de croissance générales quelconques (monotones
ou non monotones). Wolkowicz et Lu [58] ont généralisé les papiers [3], [7] et [22]
pour le modéle avec la prise en compte de la mortalité des micro-organismes (1.1.3)
pour les fonctions de croissance générales quelconques avec une condition
supplémentaire. Deux autres études ont permis de vérifier le principe
d’exclusion pour le modéle (1.1.3) avec le taux de mortalité naturelle faible ; celle
de Wolkowicz et Xia [59] pour les fonctions de croissance générales monotones et
celle de Li [32] pour les fonctions de croissance générales quelconques avec une
condition supplémentaire.

Auteurs et dates Hypothéses
Hsu, Hubbel et Waltman 1976 D = D,, pu, Michaelis-Menten, restriction au simplexe
Hsu 1978 D = D,, n; Michaelis-Menten

Armstrong et McGehee 1980 D = D,, p, monotone, restriction au simplexe

Butler et Wolkowicz 1985 D = D,, u,; quelconque

Wolkowicz et Lu 1992 D # D,, i, quelconque, condition supplémentaire
Wolkowicz et Xia 1997 D ~ D,, u; monotone

Li 1998 D ~ D,, u,; quelconque, condition supplémentaire

Dans plusieurs écosystémes, les écologistes ont observé que les micro-organismes
coexistent a long terme. A cet effet, plusieurs travaux de recherche ont été menés
pour expliquer ce phénomeéne de coexistence. Dans ce contexte, nous distinguons
plusieurs approches :

- Modéle avec le taux de conversion 7, la concentration d’entrée s° ou le taux de
dilution D dépendant du temps : 1’étude du premier modéle est parue par
exemple dans les articles [2,47,51], du deuxiéme dans [21,52,60] et du troisiéme
dans [29,40|. Pour les deux derniéres, les fonctions s° et D sont supposées
périodiques.
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- Modéle avec le taux de dilution D controlé : c’est le cas dans [11,16,39] pour le
modeéle de compétition de deux espéces de micro-organismes et dans [10,27] pour
celui de compétition de trois espéces de micro-organismes.

- L’hétérogénéité du liquide dans le chemostat : cette hypothése est parfois
vérifiée dans l’environnement naturel. La description du modéle utilise les
équations aux dérivées partielles [17,25,44,46]. D’autre part, Lovitt et
Wimpenny [37] ont proposé un systéme expérimental appelé gradostat composé
de plusieurs chemostats interconnectés créant un gradient du substrat. L’étude
du modeéle dans le gradostat est parue dans les articles [20,45].

- D’autres approches ont été élargies dans la littérature : modéle avec I'ajout de
micro-organismes & l’entrée du chemostat [50|, modéle avec floculation [18],
multi-substrats [33,38,56], concentration de substrat a l’entrée avec impulsion
|41,42,62], compétition intra-spécifique [35,36].

Dans certaines situations en écologie, la compétition pour un substrat limitant
peut méme aller jusqu’a D'affrontement entre les deux micro-organismes d’une
méme espéce ou d’espéces différentes. Ce type de compétition s’appelle compétition
avec interaction ou compétition par interférence directe. On dit que l'interaction
est intra-spécifique lorsque les deux micro-organismes sont de méme espéce et
interspécifique lorsqu’ils sont d’espéces différentes. Wolkowicz et Zhiqi [61] ont
proposé et traité ce genre de modeéles. Dans le cas d’interaction intra-spécifique, le
modéle est donné par :

ds (s° )D—'ul(8>x 12 (s)

—=(s"—s — x

dt moot o

dx

= (m(s) = D=y (), (12.1)
dz,

o = (M2(5> —D— Uz(%))xz

ot les fonctions p; vérifient les trois hypotheses (1), (2) et (3) et les fonctions wu, :
RT™ — R™ sont de classe C*, croissantes et u;(0) = 0 pour tout i € {1,2}. Le terme
u,(z;) représente l'effet de la compétition de 'espéce i sur elle-méme.

Ils ont montré qu’il existe une condition nécessaire et suffisante pour 1’existence
d’un point d’équilibre intérieur. Un tel point d’équilibre, quand il existe, est unique
et localement asymptotiquement stable. Ils ont ensuite montré que le systéeme
(1.2.1) est uniformément persistant c’est-a-dire qu’il existe une constante £ > 0
telle que pour toute solution X (t) = (X, (t), X5(t), X5(¢)) du systéme (1.2.1) avec
X,;(0)>0ona:

liminf X, (¢t) > ¢

t—-+00
ou X, (t) = z,(1), Xo(t) = x5(t) et X5(¢) = s(t).
Il en résulte que la coexistence est possible entre deux espéces de micro-organismes.
Dans le cas d’interaction interspécifique, le modéle est donné par :
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%: (SO_S>D_N1(3>x1 _/1,2(3)%
T 72
dx
= (1a(s) = D —uy (wp)) 2y (12.2)
dz,

= (M2(5> —D— Uz(%))xz

ou les fonctions p, et w, vérifient les mémes hypotheses précédentes. Le terme
u,; () représente l'effet de la compétition de I'espece j sur I'espéce i.

Comme précédemment, les auteurs ont donné une condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d'un point d’équilibre intérieur. Un tel point d’équilibre, quand il
existe, est unique et instable. Dans les mémes conditions, il existe deux points
d’équilibre sur le bord dont I'un (celui qui a le plus petit seuil de rentabilité du
substrat) est toujours localement asymptotiquement stable. Contrairement au
résultat obtenu dans l’étude du modeéle (1.2.1), le systéme (1.2.2) n’est pas
uniformément persistant puisque la variété stable du point d’équilibre sur le bord
(celui qui est toujours localement asymptotiquement stable) traverse I'intérieur de
I'espace R3 .

Dans tout ce qui précede, le choix de ces modéles est assez restrictif car il est
supposé que les micro-organismes sont en compétition pour une seule ressource
limitante. Dans les écosystémes, il est fréquent de remarquer que les micro-
organismes occupant la méme niche écologique se nourrissent de plusieurs
ressources limitantes. Parmi les différentes classifications de substrats limitants
introduites dans I’écologie, nous citerons deux classifications qui sont trés utilisées
dans les modéles de compétition : les substrats substituables et les substrats
complémentaires ou essentiels. Deux substrats sont dits substituables par Leon et
Tumpson [30], Rapport [49] et Tilman [55] si I'un peut étre remplacé par lautre.
Deux substrats sont dits complémentaires par Leon et Tumpson [30], Rapport [49]
et Baltzis et Fredrickson [5] et essentiels par Tilman [55] s’ils sont a la fois
indispensables pour la croissance.

Il y a eu beaucoup de travaux de recherche, a la fois expérimentale et théorique,
concernant la croissance de micro-organismes sur les ressources substituables (voir
[30,43,48] et les références citées) : les auteurs ont prouvé que la coexistence est
possible. Selon Egli [12], il existe relativement peu d’études concernant la
croissance sur les ressources complémentaires. Dans toute cette thése, on
s'intéresse aux modéles de compétition & deux substrats complémentaires. A cet
effet, nous donnons quelques détails sur ’historique de ce type de modéles.
Tilman [55] a construit un modéle de compétition de deux espéces de micro-
organismes pour deux substrats limitants complémentaires afin de résoudre un
probléme spécifique aux végétaux planctoniques dans un milieu homogéne
(chemostat). Ainsi, le modéle de compétition de plusieurs espéces de micro-
organismes s’écrit :
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ds SNTAERD!

—=(s°—s)D—) ————ux,

dr _ (TO_T)D_En:Li(S’T)x. (1.2.3)
dt —~ Yy ¢

dx;

E: (Mz(sar)_D)xz ) S {1,2,...,7%}

ol x; est la quantité de la i espéce de micro-organisme, s et r sont deux quantités
de substrats complémentaires, s° et r° sont les concentrations a l'entrée des
substrats s et r respectivement, v, et 7,, sont les constantes de rendement de
croissance de la i®™ espéce de micro-organismes par les deux substrats s et r
respectivement et D est le taux de dilution. La fonction p,(s,7), qui représente le
taux de croissance de la i*™ espéce de micro-organismes, satisfait la loi de Liebig
sur le minimum [4], & savoir :

Nz’(sar) = min(pi<3>aqz'<7")>
ot p; : R, — R, et g; : R, — R, sont les fonctions de croissance de la i*™ espéce
de micro-organismes relativement aux substrats s et r respectivement. Les
fonctions p; et q; sont de classe C*, croissantes et p,(0) = ¢;(0) = 0. Cela s’explique
par le fait que la croissance d’'une espéce de micro-organismes est limitée par le
substrat dont la concentration est la plus faible : c’est une loi fondamentale de
I’écologie.
Dans un premier temps, Tilman [55] a montré, en utilisant une approche
graphique, que la coexistence est possible entre deux espéces de micro-organismes
lorsque les fonctions de croissance sont de type Michaelis-Menten.
Leon et Tumpson [30] ont trouvé les conditions de stabilité locale d’un équilibre
intérieur et donc la coexistence entre deux espéces de micro-organismes. Hsu,
Cheng et Hubbell [23]| ont fait une étude globale pour les fonctions de croissance
p; et q; de type Michaelis-Menten. Ils ont obtenu les résultats classiques du modéle
de compétition de deux espéces de Lotka-Volterra. Butler et Wolkowicz [8] ont
étudié le méme modéle avec les fonctions de croissance monotones générales et
celui avec les fonctions de croissance suivantes (plus connues sous le nom de
fonctions de type Haldane) :

ms
pls) =—"—;

K+ s+ o
ou m, a et K sont des constantes strictement positives.

Li [31] a traité le modéle qui généralise celui de Butler et Wolkowicz [8] avec plus
de deux espéces de micro-organismes et pour une classe de fonctions de croissance
générales.

Dans tout ce qui précéde, il est supposé que le taux de croissance est une fonction
qui ne dépend que de la quantité de substrat. Il existe de nombreuses études de
modeéles de compétition ou la fonction de croissance dépend non seulement du
substrat mais aussi du micro-organisme. Dans ce contexte, Arditi et Ginzburg [1]
ont proposé un modéle « proie-prédateur » avec la réponse fonctionnelle dépendant

10
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de la proie et du prédateur. Pour rappel, le modéle « proie-prédateur » classique
s’écrit :

O = FN)N —g(N)P
i (1.2.4)
= eg(N)P — gP

out N est la quantité de la proie, P celle du prédateur, f représente la fonction de
croissance de la proie, g celle du prédateur appelée réponse fonctionnelle (proies
consommées par le prédateur par unité de temps), e est l’efficacité de conversion
(taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies rencontrées et
consommeées) et q est le tauz de mortalité naturelle du prédateur.

Arditi et Ginzburg [1] ont suggéré une classe de réponse fonctionnelle qui tient en
compte de linterférence entre les prédateurs. Ils ont proposé que la réponse
fonctionnelle dépende de la quantité de la proie consommée par prédateur c’est-a-
dire du rapport entre la quantité de la proie consommeée et celle du prédateur par
unité du temps : le taux de consommation décroit proportionnellement avec
I’abondance des prédateurs. Les modéles avec ce type de réponse fonctionnelle sont
qualifiés de ratio-dépendants. Ainsi, le modéle devient :

av _ FINYN—g (—l ) P
dt P

De nombreuses études des modeéles « proie-prédateur » avec la réponse
fonctionnelle ratio-dépendante ont été développées pour améliorer la
compréhension de la relation « proie-prédateur ». Le tableau suivant donne la
synthese des différentes réponses fonctionnelles du prédateur en tenant compte de
I'interférence (les paramétres a , b et ¢ étant positifs) :

Auteurs et dates Réponse fonctionnelle

Hassel et Varley 1969 g(N,P) = %

Beddington et DeAngelis 1975  ¢g(N,P) = %
Crowley et Martin 1989 g(N,P) = T2 bN +CLC]Z; T beNP
Arditi et Ginzburg 1989 g (%) = %

Cette approche a été également appliquée dans les modéles de compétition dans le
chemostat. La fonction de croissance, notée par p,(s,x) ot x = (xy,Tq,...,Z,,),
dépend du substrat et des micro-organismes. Ces modéles sont qualifiées de ratio-
dépendants ou de densité-dépendants. Ainsi, le modéle devient :
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Chapitre 1 : Introduction & la compétition dans un chemostat

d Layyy
ds _ (So_sw_zmxi
dt — Vs
i= si (1.2.6)

di.
ch = (pi(s,2) = D)z, ,  i€{12,..,n}

ou p, vérifient les hypothéses suivantes :

C1. La fonction p; est de classe C? telle que p,(s,z) > 0, u,;(0,2) = 0 et la fonction
s — p,;(s,x) est croissante.
C2. Pour tout i et j la fonction x; — p, (s, ) est décroissante.

Ces deux hypothéses sont tout a fait naturelles. La premiére hypothése assure que
la fonction de croissance des micro-organismes croit avec la quantité de substrat
et est nulle en I'absence de substrat. La deuxiéme hypothése assure que la fonction
de croissance d’'un micro-organisme ¢ décroit avec l'abondance d’un micro-
organisme j.

Lobry, Mazenc et Rapaport [36] ont proposé un modéle de compétition densité-
dépendant appelé modeéle de compétition intra-spécifique :

ds ° — (s, ;)

ar _S>D_.§_: Yo
p i=1 st (1.2.7)
= (m(sa) = Dyr;, i€ {12..m)

ou p,(s,x;) = g;(s)0;(x;) vérifient les hypothéses suivantes :

C'l. La fonction g; est de classe C!, croissante et telle que g;(s) > 0, ¢,(0) = 0.
C'2. La fonction 6, est de classe C*, décroissante et telle que 0 < 6;(x;) <1
6,(0) = 1.

(3
Ils ont obtenu, sous certaines hypotheéses, la coexistence entre les n espéces de
micro-organismes.
Une extension de [36] avec la prise en compte de la mortalité naturelle des micro-
organismes et la substitution du terme (s®—s)D par f(s) o f est une fonction
positive et de classe C1, a été étudiée par Lobry et Mazenc [35]. Ainsi, le modéle
s’écrit :

et

ds SNTHEN
R T Pk
dx,
dt
ou p,;(s,x;) := g;(s)0;(x;) vérifient les mémes hypothéses.

(1.2.8)
= (p;(s,2z;) — D,)x; , ie{l,2,...,n}

Sous certaines hypothéses supplémentaires, ils ont montré que le modéle (1.2.8)
admet un point d’équilibre intérieur globalement asymptotiquement stable et donc
la coexistence de toutes les espéces de micro-organismes. La démonstration
s’appuie sur la construction d’une fonction de Lyapunov.
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Une autre étude sur les modeéles densité-dépendants a retard avec la constante de
rendement dépendant du substrat a été réalisée par Li et Xu [34]. Ils ont également
abouti au méme résultat que celui de Lobry et Mazenc [35].

1.3 Présentation du travail

L’objectif de cette thése est 'analyse de quelques modéles de la survie des micro-
organismes : c’est ce qu’on appelle la permanence. Un systéeme est dit permanent
s’il est dissipatif et uniformément persistant.

On dit quun systétme X = F(X) avec X(t) = (X;(t), X5(¢), ..., X, (t)) est
dissipatif s'il existe une constante M; > 0 telle que pour toute solution X (¢) on a :
limsup X, (¢) < M,

t—+o00
Le concept de permanence est important dans les modéles de compétition. La

permanence signifie la coexistence & long terme (persistance uniforme) et la limite
de la croissance (dissipativité) des micro-organismes.

Outre le présent chapitre introductif, cette thése est constituée de trois autres

chapitres. Dans le chapitre 2, nous présenterons notre travail publié dans le journal
International Journal of Biomathematics, volume 8, no. 1 (2015) sous le titre :
Contribution to the study of the effect of the interspecificity on a two nutrients
competition model [6].
Nous nous intéressons a un modeéle de compétition entre deux espéces de micro-
organismes & deux substrats complémentaires avec interaction interspécifique.
C’est une combinaison des deux modéles (1.2.2) et (1.2.3) avec les fonctions de
croissance générales. Ainsi, le modéle s’écrit :

ds_ (o gp_yotlen)

%_ i=1 Vsi

dr 2 11;(s,7)
—=0°—r)D—- ) T —u,

it~ ) z_; Vi (1.3.1)
dx

d_tl = (Nl(s’r) —D— Ul(%))xl

dx

d—1€2 = (MQ(Sar) —D— U2($1>)$2

ol ;(s,7) := min(p;(s),q;(r)) vérifient les hypotheéses suivantes :

Al. Les fonctions p, : R, — R, et ¢; : R, — R, sont deux fonctions de classe C*
et p;(0) = ¢;(0) = 0. En outre, il existe deux réels distincts A,; > 0 et A, >0
tels que p;(A,;) = q;(A,;) = D vérifiant :

p;(s) < D pour tout s < A; et p;(s) > D pour tout s > A,
q;(r) < D pour tout r < A, et ¢;(r) > D pour tout r > A,

A2. Les nombres dérivés p;(A,;) et g;(A,;) ne sont pas nuls.
A3. Les fonctions u; : R, — R, sont de classe C", croissantes et u,;(0) = 0.
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En utilisant le théoréme de Thieme-Zhao [54,63], nous montrerons que, sous
certaines hypotheéses, le modéle est uniformément persistant contrairement au
résultat obtenu par Wolkowicz et Zhiqi [61]. Il en résulte donc que la coexistence
est possible entre deux espéces de micro-organismes lorsque nous rajoutons un
deuxiéme substrat complémentaire dans le modeéle (1.2.2). Dans la démonstration,
nous aurons besoin de considérer le modeéle avec une seule espéce de micro-
organismes exploitant deux substrats complémentaires et montrerons que le point
d’équilibre positif existe et est globalement asymptotiquement stable.

Dans le chapitre 3, nous étudierons, dans le premier paragraphe, le modéle de
compétition intra-spécifique de plusieurs espéces de micro-organismes a deux
substrats complémentaires avec les fonctions de croissance densité-dépendantes.
C’est un modéle obtenu par la combinaison des deux modéles (1.2.3) et (1.2.7).
Ainsi, le modéle s’écrit :

d8: (SO—S)D—ZMi(S’r’xi)ZE

)

dt i=1 Vsi
dr . " (8,7, x;)
dz,

dt = (/’l’i(saraxi) - D)IE,L 3 Z € {1,2, ,n}

ou p,(s,r,x;) = g;(s,7r)0;(x;) vérifient les hypothéses suivantes :

H1. g,(s,r) :=min(p;(s),q;(r)) ou p; : R, — R, et ¢ : R, — R, sont deux
fonctions de classe C*, croissantes et telles que p,(0) = ¢,(0) = 0.

H2. La fonction 6, est de classe C!, décroissante et telle que 0 < 6,(z;) <1 et

0.(0) = 1.

i
En se basant sur une technique de suivi des trajectoires un peu comme dans [36],
nous montrerons que, sous certaines hypothéses, le modéle est persistant c’est-a-
dire que pour toute solution X (t) = <X1 (t), X5(t), ..., Xn+2(t)> du systéme (1.3.2)
avec X,;(0) >0on a:

lim inf X, (t) > 0

t—+o00
ou X, (t) = x,(t), Xy(t) = x5(0), ... , X, () =2, (1), Xppq (8) = s(t), X, 5(¢) =
r(t).
Dans le deuxiéme paragraphe, nous considérerons le modéle (1.3.2) avec deux
espéces de micro-organismes :
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d

_S: 3 —3 ZILLZ S, T, x i

dr Z,uzsrx

—=(r°—r)D i

dt (1.3.3)
T (/Ll(s?raxl) _D>x1

T (/LZ(S?Ta 1’2) - D>x2

ou p,(s,r,x;) = g;(s,7)0;(x;) vérifient les mémes hypothéses précédentes.
Nous montrerons que, sous certaines hypothéses, le modéle est permanent puis
nous déduirons lexistence d'un point d’équilibre intérieur globalement
asymptotiquement stable.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse au modéle (1.3.2) pour n = 3 :

ﬁ_ (s° — s) D_Zm(&?“,xi)x

dt o ‘

dr (s, r,x;)

o= (r°—7)D Z T (1.3.4)
dz,

= (,LLZ-(S,T, xz) - D)iL’

7

€ {1.2.3
dt i€ {123}

Nous montrerons que, sous certaines conditions supplémentaires, le modeéle (1.3.4)
est permanent par le théoréme de Thieme-Zhao [54,63]. Dans la démonstration,
nous aurons besoin des résultats obtenus dans le chapitre 3. Les travaux des deux
derniers chapitres sont en cours de soumission.
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Chapitre 2

Persistance uniforme d’un modéle
avec interaction interspécifique
directe

Dans ce chapitre, nous étudierons le modéle de compétition entre deux espéces
de micro-organismes a deux substrats complémentaires avec interaction
interspécifique. C’est un modéle obtenu par la combinaison des deux modéles
(1.2.2) et (1.2.3) avec les fonctions de croissance générales cités dans le chapitre 1.
Ainsi, le modéle s’écrit :

s':(s"—s)D—ZMx

%

i=1 Vsi

. ) 2 Ni(s? T')

P =(r —T)D—ZT% (2.1)
i=1 L

Ty = (Ml(sar> —D— u1<x2)>xl

Ty = (Mz(sﬂ“) —D— U2<$1>>$2
ol ;(s,r) := min(p;(s),q;(r)) vérifient les hypothéses suivantes :

Al. Les fonctions p, : R, — R, et ¢; : R, — R, sont deux fonctions de classe C*
et p;(0) = ¢;(0) = 0. En outre, il existe deux réels distincts A,; > 0 et A, >0
tels que p,(Ay;) = q;(A,;) = D vérifiant :

p;(s) < D pour tout s < Ag; et p;(s) > D pour tout s > A,
q;(r) < D pour tout » < A,; et ¢;(r) > D pour tout r > A,
A2. Les nombres dérivés p;(L,;) et ¢;(A,;) ne sont pas nuls.
A3. Les fonctions u; : R, — R, sont de classe C', croissantes et u;(0) = 0.

Les fonctions p; sont localement lipschitziennes puisque p; et g; sont de classe C*.
L’hypothése A1 nous assure, en particulier, I'existence et 'unicité des solutions du
systéme (2.1) pour toute condition initiale fixée ainsi que l'invariance positive du
cone R}. Les constantes A, et A, sont des seuils de rentabilité des substrats
limitants s et r (ou break-even concentrations en anglais) respectivement.
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L’hypothése A3 signifie que leffet compétitif de l'espéce ¢ sur l'espéce j est
d’autant plus grand que la population de I'espéce ¢ est grande.

Dans ce chapitre, nous présenterons un théoréme qui donne des conditions
suffisantes de la permanence du systéme (2.1). On attire attention sur le fait que
le modeéle (2.1) n’est pas réductible en systéme planaire puisque le principe de la
conservation de la matiére n’est pas vérifié. Dans le premier paragraphe, nous
allons donner quelques résultats préliminaires ainsi que des outils nécessaires a la
démonstration du théoréme de la permanence du systéme. Dans la deuxiéme, nous
présenterons ce théoréme avec la démonstration.

2.1 Outils et résultats préliminaires

2.1.1 Propriétés élémentaires du modéle

Il est important de vérifier quelques résultats classiques dans les modéles de
chemostat tels que l'invariance positive du cone positif, la dissipativité du modéle
(Proposition 2.1.1) et les conditions de lessivage, a savoir la disparition de la
population de micro-organismes du chemostat par ringage (Proposition 2.1.2).

Proposition 2.1.1. Le systéme (2.1) est dissipatif et le cone positif R: est
positivement invariant pour ce systeme.

Preuve. Nous montrons d’abord que le cone positif [Rf’; est positivement invariant
pour le systéme (2.1).
En utilisant la formule de la variation de la constante, on a :

z,(t) = 2,(0). exp (/Ot(ui (s(r),7(7)) = uy(;(7)) — D)d7>

pour tout i € {1,2} et i # j. D’ou z,(t) > 0 pour toute condition initiale z,(0) > 0.
D’autre part, on évalue sen s=0etrenr=20:

Par conséquent, les hyperplans s = 0 et » = 0 sont répulsifs. Le cone positif [Ri est

donc positivement invariant pour le systéme (2.1).
Montrons maintenant que le systéme (2.1) est dissipatif.

On pose :
2
1
El =S + _:L',L'
i=1 Vsi
21
Yo i =1 4+ Z—xz
i=1 Vri
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On a:

2
. 1
21 — ¢ + Z_xl — D(SO . 21> - U1<x2)$1 o U2($1>$2 < D(SO . 21>
i=1 732’ 751 752
D’ou :
¥, < D(s°— %)
Il en est de méme pour ¥, :
¥y < D(r° —%,)
En multipliant les deux membres de chacune des deux inéquations différentielles

par ePt, on obtient par intégration :

Comme les solutions du systéme (2.1) sont positives alors :

s(t) < 5°+ (3,(0) — s°)e Pt
r(t) < 7°+ (X5(0) — r°)e Dt

1

—x; < 8°+ (3,(0) — s°)e P*
f'L

— 2, <71°+ (35(0) — r°)e Dt

T

Les deux derniéres inégalités peuvent s’écrire :
2; <minfy, (s*+ (31(0) — 5°)e™ ), 7, (r° + (33(0) — %)™ "))

Par conséquent :
lim sup s(t) < s°
t—+o0

limsupr(t) <r°

t—+4o00 o

lim sup z;(¢) < min(v,;s°, 7,,7°)
t—+o00

Le systéme (2.1) est donc dissipatif et ‘‘I’ensemble attractant’ est :

C = {(s,7,a1,25) €RE/ 5 < 5% 7 <7, 2y S min(y,45°,7,7°)} W

Proposition 2.1.2. Si s° < A ; ou r° < A,; pour tout i € {1,2} alors, pour toute
condition tnitiale positive, on a

t——+o0

Preuve. Si s° < Ay ou r° < A,; pour tout ¢ € {1,2} alors il existe une constante
e > 0 telle que s° 4+ ¢ < A, ou r° + ¢ < A,,;. De la démonstration de la proposition
2.1.1, nous déduisons que :

dty > 0 tel que Vi > ¢, s<s’etr<r°
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On peut également écrire :
dt, >0 tel que Vi >t, s<s°+e et r<r’®+e

D’autre part, d’aprés la formule de la variation de la constante, on a :

7i(t) = 2;(0). exp (/Ot(ui(s(ﬂ, r(r)) = uy(,(7)) — D)d7> =

= 2,(0). exp (/Ot(,ui(s(T),r(T)) — D)dT) exp (— /Otui (2;() dT) <

< 2,(0). exp (/Otwi(sm, r(r)) — D)dT)

On pose :
(0= exp ([ G (str).r(r)) - Dy
D’ou
z;(t) < z;(0)h;(¢)
On a

K = exp (/Oto(ui(s(f),r(f)) _ D)dT)

Il est clair que K est une constante strictement positive. On a donc :

v;(t) < Ka;(0). exp ( [ alsm.rto) - D>df>

0
On sait que pour tout 7 > ¢,, on a :
My (S<T>7 T(T)) < :uz'(so + &, T° + 8)
Ce qui revient a écrire :
o A, :=p,(s°+¢e,m7°+¢) — D. La constante A, est strictement négative puisque

s°+e < Ay our®+e <A, pour tout i € {1,2}.

Comme les solutions du systéme sont positives alors tliin z;(t)=0. W
—+00
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Remarque 2.1.3. Dans tout le reste de ce chapitre, on suppose que p,;(s°,1°) :=
min(p;(s°), ¢;(r°)) > D (c’est-a-dire que s° > Ay et ° > L,;).

2.1.2 Equilibres triviaux

Comme dans [23,32], on définit les paramétres :

()

C =i op T h g g
Vri $°— A
ou C, représente le ratio de la constante de rendement de la croissance de 1’espéce
v par s et r, T, représente le ratio de l'approvisionnement en substrats s et r a
I’équilibre de ’espéce i en ’absence de ’autre espéce.
Nous discutons 'existence des points d’équilibre du systéme (2.1) ainsi que leur
stabilité. La matrice jacobienne de (2.1) en un point arbitraire E(s,r,z,,xy) est
donnée par :

st

- 2 2 -
10 1 Op,;(s, ) 1 1
—D—=) — — Y oy ———m(sr) ——— (s,
;7 Os ;7 or )l
2 2
1 op,;(s,r) 1 Op,(s,r) 1 1
-y ———u, —D—Y —t 2 2lp ——pu(sr)  —— (s,
;ryri 88 ;fym aT Tr1 ! Tr2 2( )
J(E) =
0M1§j’r> T Gula(:,r T, py(s,7) — D — —uy(Ty) Ty
—uy (25)
M% M% —ul(z)zy  pa(s, ) — D —
0s or 7u2<$1>

Proposition 2.1.4.
1. Le systeme (2.1) admet un point d’équilibre E,(s°,1°,0,0). Il est localement
asymptotiquement stable si et seulement si p;(s°,r°) > D pour tout i € {1,2}.
2. on suppose que s° > A, et r° >N, .
a. 51Ty > C, alors le systeme (2.1) admet un point d’équilibre :

B Mgy, 70— C1(8® = A1), 751 (57 = Ag1),0)
1l est localement asymptotiquement stable si et seulement si :
po(Mg1,m° = C1(s° = hgp)) < D+ ug (741 (s° = Agy))
b. Si Ty < Cy alors le systeme (2.1) admet un point d’équilibre :
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1
Erl (So - C— (TO _ }\’rl)v }\"rlvﬁ)/'rl (ro _ >\‘r1>7 O)
1

1l est localement asymptotiquement stable si et seulement si :

1
o (SO_F(TO_AWﬂ)?}\’rl) < D+u2(7r1<ro_>\‘r1>)
1

3. On suppose que s° > Ay €L 7° > A, .
a. 51 Ty > Cy alors le systeme (2.1) admet un point d’équilibre :

E82 (7“52?700 - CZ(SO - 7“52)’ O’ 752(80 - 7“32))

1l est localement asymptotiquement stable si et seulement si :

231 (>\‘527 T — CQ<SO - 7"52)) <D+ Uq (752(80 _ >\‘52>)
b. Si T, < Cy alors le systéeme (2.1) admet un point d’équilibre :

o] 1 (e} (e}
E’I“2 (S - C_ (7“ - 7“7“2)? 7“7“2? 0’ 7r2(r - 7\‘7“2))
2
1l est localement asymptotiquement stable si et seulement si :

1
231 (so —6(7‘0 _ >\‘r2>77\’r2) <D+ Uy (77"2(7“0 - >\‘r2>)
2

Preuve. Les isoclines nulles du systéme (2.1) sont données par :

(s°—s)D—22:Mxi =0

i=1 Vsi
( o )D 22: Mi(sa 7“) 0
r—r — —I; =
i=1 Vri

(Ml(sar> —D - Ul(%))xl =0

(Mz(sﬂ“) —D— U2($1>)$2 =0
1" cas : vy =19 =0
Des deux premiéres équations, il résulte que s = s° et 7 = r°. E,(s°,7°,0,0) est

donc un point d’équilibre du systéme (2.1).
La matrice jacobienne évaluée en E est :
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) 0 —%Iuﬂs", )
1
0 —D ——pq(8°,7°)
J(E,) = Tr1
0 0 py (s°,7°) — D
L 0 0 0

1 -
——1p(s°,7°)
Vs2

1
——1p(8°,7°)
Yr2

o (s°, 1) — D |

Les valeurs propres étant données par —D, —D, u,(s°,7°) — D et uy(s°,7°) — D,
il s’ensuit que FE est localement asymptotiquement stable si et seulement si

p;(s°,m°) — D < 0 pour tout ¢ € {1,2}.
20me cas:xy #0, x5 =0
La troisiéme équation s’écrit :
py(s,7) =D =0
Si I'équation p,(s,7) = D se réalise avec p;(s) alors :
pi(s)=D
q:(r) > D
D’ou :
§ =Ny
> A
Les deux premiéres équations nous donnent :
Ty = Ye1(8° = Agy)

r=r°—C{(s°—Ay)
avec T} > C| puisque r > A,4.

Sis® > Ay, 7°> A et Ty > C alors le systéme (2.1) admet un point d’équilibre :
By (hgy,7° = Cr(s° = Rgp)s Y1 (87 — A1), 0)

La matrice jacobienne évaluée en E; est :
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- D dougs 7 — Cy(5° — Ay )]
D g ) 0 2 el Z Gl b))
Vs1 Vs2
_yslpi(ksl)(so_x‘éﬂ) —D _2 _ILLQ(}\‘SI?TO_CI(SO_}‘SI)>
Tr1 Vr1 )
J(‘Esl) =
751p1 (7\'81>(80 - 7\‘51) 0 0 _751u1 (O)(So - 7\'81>
0 0 0 ,LL2(7L51,7‘°—01(80—7\81>) -
L —D — Ug (Vsl(so o x‘sl)) .

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :
det(J(Ey,) —vl,) =0
ou I, est la matrice identité d’ordre 4. Aprés avoir effectué le calcul, on obtient :
(v+ D)* (v + Py (M1 )(8° = Agy) ) (B2 (M1 7° = C1(8° = Rgy)) = D — up (1 (8° = hy)) —v) = 0
Les valeurs propres sont :
=D, —pi(he1)(s° — A1) et py (Kslﬂ r*—Cy(s® — 7¥31)> — D —uy (’Ysl (s°— x‘sl))

Sous les hypothéses Al et A2, on a pj(Ag;) > 0. Il s’ensuit que E; est localement
asymptotiquement stable si et seulement si :

12%) (>\‘517 T — CI<SO _ 7"51)) — D — Ug (Vsl(so - x‘sl)) <0
A présent, si 'équation (s, r) = D se réalise avec ¢, (r) alors :
a,(r) =D
pi(s) > D
D’ou :
r = 7\4,,41
5> Ay
Les deux premiéres équations nous donnent :

L1 = Y1 (7’0 - 7%1)
1

8= = (17— )

¢
avec 1} < C] puisque s > A;.

24



Chapitre 2 : Persistance uniforme avec interaction interspécifique

Sis® > Ay, T°> A, et T} < C) alors le systéme (2.1) admet un point d’équilibre :

1
Erl <SO - C—(To - 7“7“1)?7“7“1?77"1(7.0 - 7\‘7“1)’ O)
1

La matrice jacobienne évaluée en F ; est :

o 1 /o0
i) —2) D (g =) )
Ts1 Ts1 Vs2

—D

0 _D_Q1(7‘r1>(7"0_7‘«r1) - =

Tr1 Vr2
J(Er1> =
0 Tr1 Qi (7\’7”1)(7“0 _ 7\’7”1) 0 _7r1u1 (O) (To - 7\‘7“1)
0 0 0 ( . (r®—=App), M )
H S =5\ —App )y Ay
2 Cl 1 1

L —D — uy (%1(7“0 - 7%1)) i
Le polynome caractéristique de cette matrice est :

det(J(E.)—vl,) =0
ou I, est la matrice identité d’ordre 4. Apres avoir effectué le calcul, on obtient :
(v+ D)?(v+ a1 (Mg )(r° = Npy)) (Mz <5° - c% (r® =), 7%1) =D —uy (7,1 (r° = 2p1)) — U) =0

Les valeurs propres sont :

=D, —q1(Ayq )(1° — Apy) €t g (30 - c% (r° = RA1), 7%1) —D —uy (’Yﬂ(ro - 7%1))

Sous les hypothéses Al et A2, on a gj(A,;) > 0. Il s’ensuit que E,; est localement
asymptotiquement stable si et seulement si :

1
Ho (30_0—@0—7%1)77%1) — D =ty (%1 (r° = 2)) <0
1

3¢ cas:xy =0, x5 # 0
La quatriéme équation s’écrit :
fo(s,r)—D =10

Si 'équation p,(s,r) = D se réalise avec p,(s) alors :
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pa(s) =D
(1) > D
D’ou :
S = >\‘82
> Ao
Les deux premiéres équations nous donnent :
Tog = Y52(5° — hya)
r=1°—Cy(s°—Ay)

avec T, > C, puisque 7 > A, .
Sis° > Ayy, T° > A, et Ty > O, alors le systéme (2.1) admet un point d’équilibre :

Eg (7\’527 70— Cy(5° — k), 0,742 (8% — >\‘52))

La matrice jacobienne évaluée en E, est :

i Ao, 7 — Co(s° — A, D
Dopa)i g o Ala’mGE k) D
’731 /782
. ’Yszpé(}“sz)(so - 7\'32> D — 251 (7\‘52? e — 02(30 - 7‘32>> . D
77“2 ’)/rl 77“2
J<Es2)
0 0 /JJ1(7‘*52a7“°_C2(30_7‘32>> - 0
—D —uy (%2(30 - 7‘32>>
L 752pé (>\‘52)<So - 7\’52) 0 _ué(0>752(80 - 7“52) 0

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :

det(J(E,) —vl,) =0
ou I, est la matrice identité d’ordre 4. Apres avoir effectué le calcul, on obtient :
(v+ D)z(v + Py (hgo)(s° — 7“32)><M1 <}\'32’ 7 — Ch(s° — ks2)) —D—u (%2(30 - 7“32)> —v)=0
Les valeurs propres sont :

—D, —p5(heo)(s° — hy) €t 1y (>\‘527 e — Cy(s° — k32)> —D—u (782(3" - >\‘52))
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Sous les hypothéses Al et A2, on a pj(A,,) > 0. Il s’ensuit que E,, est localement
asymptotiquement stable si et seulement si :

p Rz m° = Co(5° = hyg)) — D — 1y (7,5(5° = hyp)) <O
En revanche, si ’équation p,(s,7) = D se réalise avec g,(r) alors :
@ (r) =D
pa(s) > D
D’ou :
T = Ao
5> hgo

Les deux premiéres équations nous donnent :

Ty = Yy (1 — App)
o 1 (o}
5= ()
2
avec T, < C, puisque s > A y.
Si8° > Ay, T°> Ao et T, < C, alors le systéme (2.1) admet un point d’équilibre :

1
E’r2 (so - C— (TO _ }\’r2)7 7"7”27 07 Yr2 (TO _ >\‘r2>>
2

o 1 °
_ﬁyr2qé<7\’r2><ro_7\’r2> ! ( _72(7. _7\‘7“2>77‘*7~2> D

732 ’Ys 1 732

PY’]”’l 77"2
J(Er2>
0 0 ( o2 (r®—=Apg)s M ) 0
py (8°——=(r°—A5), Ao | —
1 02 2 2
—D —uy (’er(ro - 7%2))
L 0 _7r2qé(7\‘r2)(ro_7\‘r2) _ué<0>7r2<ro_7\‘r2> 0

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :
det(J(E,.5) —vl,) =0

ou I, est la matrice identité d’ordre 4. Apres avoir effectué le calcul, on obtient :
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(04 D) (v + g5 (h) (r° = Ayo) ) (111 (5° = Z (1° = Ry2)s Ay ) = D= g (10(r° = ) —0) =

Les valeurs propres sont :

_Da —CIéO‘«rz)(ro - 7“7“2) et 241 (30 - C’Lz(ro — 7\‘7“2)77\‘7“2) —D— Uy (77“2(700 - 7“7“2))

Sous les hypothéses Al et A2, on a ¢5(A,5) > 0. Il s’ensuit que E,., est localement
asymptotiquement stable si et seulement si :

1
M (So _C_<To - 7\’r2)77\’r2) —D— Uy (77“2(760 T 7"7”2)) <0
2

2.1.3 Théorie de Thieme-Zhao

Nous allons donner quelques définitions et outils qui nous serviront dans la
preuve du théoréme principal cité dans le deuxiéme paragraphe.
Soit le systéme :

i=F(z) (2.1.1)

o F:X — R"™ est une fonction localement lipschitzienne et X est un sous-
ensemble fermé de R}.

Définitions 2.1.5. Soit z* € Y C R} un point d’équilibre du systéme (2.1.1). Le

singleton {x*} est évidemment un ensemble invariant.

1. Le singleton {x*} est dit un ensemble invariant isolé dans 'Y s’il existe 6 > 0 tel
que Y N B(z*,0) ne contient aucun ensemble invariant a exception de {z*},
B(x*,0) étant la boule ouverte de centre z* et de rayon §.

2. Le point d’équilibre x* € Y est enchainé dans Y a un autre point d’équilibre

Y
y* €Y dans'Y (on note x* — y*) s’il existe une solution x(t) définie pour tout
t € R a valeurs dans Y telle que :

tEI—noo il,’(t) el tE-IQ—noo il,’(t) —Y

et il existe au moins un t € R tel que x(t) # z* et x(t) # y*.
3. L’ensemble M des points d’équilibre dans Y est dit cyclique dans Y s’il existe
Y
un point d’équilibre x* dans M tel que x* — x*ou s’il existe plusieurs points

o Y Y Y Y ,
d’équilibre x7, x5, ..., ), dans M tels que x] — x5 — ... = x}, — x], et acyclique

dans Y s’il n’est pas cyclique.

Définitions 2.1.6. Soient X = X, UX, . X, NX,=0 et Y, CX, ou X, est
un sous-ensemble fermé de R'} et X, un sous-ensemble positivement invariant.
1. Y, est dit faiblement répulsif pour X, si

limsupd(z(t),Y;) >0

t——+oc0

pour toute solution x(t) du systéme (2.1.1) avec x(0) € X.
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2.Y, est dit répulsif pour X, si
liminf d(z(t),Y;) >0

t——+o0

pour toute solution x(t) du systéme (2.1.1) avec x(0) € X;.

3. Y, est dit uniformément répulsif pour X, s’il existe une constante € > 0 telle
que :

liminf d(z(t),Y;) > ¢

t——+o0

pour toute solution x(t) du systéme (2.1.1) avec x(0) € X,

avec d(z(t),Y,) = inf{d(z(t),y(t)) / y(t) € Y5} ou d désigne la distance usuelle
dans R™.

Remarques 2.1.7.
1. On dit que le systéme (2.1) est :
(i) faiblement persistant si et seulement si le bord de X est faiblement répulsif
(pour lintérieur intX ).
(i) persistant si et seulement si le bord de X est répulsif.
(#3) uniformément persistant si et seulement si le bord de X est uniformément
répulsif.
2. On a les relations suivantes : (iii) = (ii) = (i)

Théoréme 2.1.8 (Thieme-Zhao [54,63]). Soient X un sous-ensemble fermé de
R™ et F': X — R™ une fonction localement lipschitzienne.
On considere le systeme dissipatif :

T = F(x) (2.1.2)
On suppose que X est positivement invariant pour ce systéeme.
Soit X = X, UX, ,X,NX,=0o0uX, est un sous-ensemble fermé de R et X,
un sous-ensemble positivement invariant. Soit M un ensemble fini de points

d’équilibre du systeme (2.1.2) dans X,. On suppose que :

T1. Toute solution du systéme (2.1.2) issue de X, et qui reste dans X, pour tout
t converge vers un point d’équilibre de M,

T2. Tout point d’équilibre de M est un ensemble invariant isolé dans X et il est
farblement répulsif pour X,

T3. M est acyclique dans X,.

Alors X, est uniformément répulsif pour X,. De plus, si X, est convezxe, il existe

au moins un point d’équilibre dans X .

Théoréme 2.1.9 (Principe de séparation non-linéaire [57]). On considére
le systeme non-linéaire triangulaire autonome :

&= f(z,y)
y=9y)
ot (x,y) € R™ x R™. Supposons que :

(2.1.3)
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1. y* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour y = g(y),
2.x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour & =

flz,y%),

3. toutes les solutions du systéeme (2.1.3) sont bornées.

Alors (z*,y*) est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le
systeme (2.1.3).

2.2 Persistance uniforme du modéle

Le lemme suivant, qui est un résultat intéressant en soit, nous servira dans la
preuve du théoréme principal. Il concerne I’étude d’un modéle simple du chemostat
avec deux substrats complémentaires.

Lemme 2.2.1. On considere le systéeme :

(o op_ M)
o o) 221)
oy _pls,r . 2.2.1
P=( )b Yy

T = (,LL(S,T‘) T D)LE
ot p(s,r):=min(p(s),q(r)) avec p: R, — R, et ¢: R, — R, deuz fonctions
vérifiant les hypothéses A1 et A2.

Alors le systéme (2.2.1) admet au plus deux points d’équilibre :

1. Le point d’équilibre de lessivage Fy(s°,r°,0) qui existe toujours et qui est
globalement asymptotiquement stable si et seulement si s° < A, ou r° < A,..

2. Le point d’équilibre intérieur F,(s°,1°,v,(s°—A,)) si s° >N, r° >N, et % <
;::;’” ou F,(s°1°,7,(r°=X,)) st s>k, 1°>Wh, et % > ir . Le point

d’équilibre intérieur est globalement asymptotiquement stable.

r

O_
s°—

Preuve. Le changement de variable suivant :

transforme le systéme (2.2.1) en :

Le systéme (2.2.1) peut s’écrire également :
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¥y =D(r° = %,) (2.2.2)

i = (u (21—75,22—%) —D>x

Notons le systéme (2.2.2) comme suit :

Y =H(%)

=G, x)
avec X := (3,2,).
La solution du systéme :

Y=H(¥) (2.23)
avec la condition initiale 3(0) est :
N(t) = (74 (31(0) — s°)e P, r° + (5,(0) — %))
On a:
lim X(t) = (s°,r°)

n—oo
Le point d’équilibre X, = (s°,7°) du systéme (2.2.3) est donc globalement
asymptotiquement stable.
Etudions maintenant 1’équation :

=G (3, 1) (2.2.4)
Les isoclines du systéme (2.2.4) sont données par :

x =0 ou (,u(s°—%,r°—%) —D) =0

Le point d’équilibre z* =0 est globalement asymptotiquement stable si et
seulement si s° < A, ou r° < A, puisque :

G:/E(E()? 0) = M(Soaro) —D <0

Si I’équation :

,u(so—ﬁ,r"—i) — D = min p(s°—£),q( °—£) — D=0
Vs Tr Vs Tr

se réalise avec p<s° — %) alors * = ,(s° — A,) est un point d’équilibre du systéme

(2.2.4) si s° > A . 11 es‘é globalement asymptotiquement stable puisque :
GL/C(EO? 78('30 - 7“5)) = _<So - 7\‘s>p/(7\‘s) <0

Il est & noter qu’on a bien :Yy_ < Z%;”" et r° > A,. puisque q(ro _ 71) )

r

Si I’équation ci-dessus se réalise avec q(ro — %) alors * = 7,.(r° — A,.) est un point

d’équilibre du systéme (2.2.4) si 7° > A,.. Il est globalement asymptotiquement
stable puisque :
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G (S, (r° = 1y)) = —(r° = 1,)q/ (0,) < 0

. o) .
Comme précédemment, on a z— > ﬁ et s° > A, puisque p(s° — 71) > D.

Il reste a vérifier que les solutions du systéme (2.2.2) sont bornées. Nous avons
montré précédemment que :

D1(t) = 8°+ (3,(0) — %)

Sa(t) = 1+ (S(0) — r)e "
Comme les solutions du systéme (2.2.2) sont positives alors :

s(t) < 5°+ (%,(0) — s°)e D?
r(t) < 1°+ (X4(0) — r°)e Dt

1
’y—x < 8%+ (£,(0) — s°)e P?

1
—x < 7°+ (X5(0) — r°)e Pt
Yr

Les deux derniéres inégalités peuvent s’écrire :
z < minfy, (s°+ (21(0) — s%)e ), 7,(r° + (85(0) — r°)eP*)]
Par conséquent :

limsup s(t) < s°
t—+o00

o

limsupr(t) <r

t—4o00

lim sup z(t) < min(v,s°,,.7°)
t—-+o00
Les solutions du systéme (2.2.2) sont donc bornées.
Conformément au théoréme 2.1.9, on conclut que :
1. le point d’équilibre Fj,(s°,r°,0) est globalement asymptotiquement stable si et
seulement si s° <A, ou r° < A,
2. le point d’équilibre intérieur F,(s° r°~,(s°—4,)) (ou F,(s°r°,~,.(r°—1,)))
est globalement asymptotiquement stable si et seulement si s° > A, 7° > A, et
r°—A\,. r°—\ ) u

Ts o o Ts r
< (ou s° > A, r° > A, et > e

Faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :
A4. Soient s° > A, et 7° > A, .
Ty > Oy et pip(hgy,m° — C1(5° = hyy)) > D+ g (7,1 (s° — A1)
(Dans ce cas, Ay, > Agg €t 7°— C(s° — Ay ) > Ayo)
ou
T, <Cp ety <5° - c%(?"o - 7%1)”%1) > D A+t (Y1 (r° = Apy))

(Dans ce cas, A,; > A, €t s°— C% (r°—Apq) > Ago)
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A5. Soient s° > Ay et 7° > A .
Ty > Oy et iy (hyg,1° — Cy(5° = hyp)) > D+ 1y (7,2(5° — Ay0))
(Dans ce cas, Ay, < Agg €t 7°—Cy(s° —Ayg) > A,q)

ou
Ty < Cy et py (30 _C%O“o - 7‘~r2)a7‘~7~2) > D+ uy (7,2(1° = hyp))

(Dans ce cas, A,; < A, €t s°— C%(r" — X)) > Agy)
Nous présentons maintenant le théoréme qui donne des conditions suffisantes de
la permanence du systéme (2.1).

Théoréme 2.2.2. Si les hypothéses A1-A5 sont vérifiées alors le systéeme (2.1)
est permanent. De plus, il existe au moins un point d’équilibre intérieur.

Preuve. Soient X := R% |, X, :=intX et X, := OR?.

Dou X = X;UX,, X;NX,=0. X, est évidemment un sous-ensemble fermé
de X.

X, est un sous-ensemble positivement invariant. En effet, d’apres la formule de
variation de la constante, on a :

z,(t) = 2,(0). exp (/Ot(m(s(f), r(7)) — w;(z,(r)) — D)dT)

pour tout i € {1,2} et i # j. Dot x,;(¢) > 0 pour toute condition initiale z;(0) > 0.
D’autre part, si s(0) > 0 alors s(¢) > 0 pour tout ¢ assez petit.

Supposons qu’il existe un premier 7' > 0 tel que s(T") = 0.
On a :

' L. s(t)—s(T)
Sp=r = M =
Or, on sait que :
élt:T — DSO > O

On obtient donc une contradiction.

On a le méme raisonnement pour r.

Ainsi, s(t) et r(t) ne peuvent pas traverser les hyperplans s =0 et r=0
respectivement.

L’ensemble des points d’équilibre du systéme (2.1) dans X, étant

M ={E,, E,, E,}
on F,=E, (ou E,) et B, =FE_, (ou E,,), nous montrons maintenant que les

trois hypothéses du théoréme 2.1.8 sont vérifiées.

Condition T1 :
11 est évident que toute solution du systéme (2.1) issue de X, et qui reste dans X,
satisfait les conditions initiales z,(0) = 0 ou x4(0) = 0.
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17 cas : £1(0) = 25(0) =0

D’aprés la formule de variation de la constante, z;(t) = 0 pour tout i € {1,2} et le
systéme (2.1) devient :

$=(s°—s)D

r=(r°—r)D
D’ou :

tLlErnoo S(t> =3

tLlErnoo ’I“(t) -7

La solution du systéme (2.1) converge donc vers E, € M.
2¢me cas : x1(0) # 0, 24(0) =0
On a z4(t) = 0 et le systéme (2.1) s’écrit :

$=(s°—s)D —Mxl
Vs1
2.2.5
f“:(fro_fr>D_M$1 ( )
Tr1

&y = (py(s,7) — D)xy
D’aprés le lemme 2.2.1, la solution du systéme (2.2.5) converge vers le point

d’équilibre F,; (s°,7°,7,,(s° = Ayq)) si 151 < ;Lri ou F,(s°r° 7, (r° —1,,)) si

o
Ys1 r 7}“7”1

S .
Yr1 S 7%‘3 1

La solution du systéme (2.1) converge donc vers E; € M.
3¢ cas : x1(0) =0, x5(0) #0
On a z,(t) = 0 et le systéme (2.1) s’écrit :

$=(s°—s)D —M%
Vs2
2.2.6
f“:(ro_r>D_M$2 ( )
Vr2

Ty = (to(s, 1) — D)zy
D’aprés le lemme 2.2.1, la solution de (2.2.6) converge vers le point d’équilibre

o o} o s 7\’7‘ s —A
Fs2(s 77‘7752<S _}\’52)> SI’YQ< s° X2OUF2(S T,’)/T2<T _>\‘r2>) Sl’Y2> xsz :

La solution du systéme (2.1) converge donc vers E, € M.

Condition T2 :

Les points d’équilibre de M sont hyperboliques. E, est instable et E;, E, sont des
points selles. Par conséquent, le singleton de chaque élément de M est un ensemble
invariant isolé.

Nous allons montrer que ’ensemble M est faiblement répulsif pour X .
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Supposons qu’il existe une solution X (t) = (s(t), r(t), z,(t),z4(t)) du systeme (2.1)
avec X(0) € X, telle que :

t—+oco

Par continuité des fonctions p, et u,;, on a :

Ve, >0 36; >0 tel que Vi >4, ona |p;(s(t),r(t)) —p;(s°,r°) < e
Ve; >0 30, >0 tel que Vt > 0] onaui<xj(t)) <e jFI

Donc pour ¢ > max(J;,d;), on a :

T; > (py(s°,1°) —e; — D — g}z,

On pose :
g, =€, = %
avec A, := p,;(s°,r°) — D > 0.
Pour tout ¢ assez grand on a :
A
T; > ?xl

On obtient donc une contradiction.
Supposons maintenant qu’il existe une solution X (¢) = (s(t),r(¢),z(t), z5(¢)) du
systéme (2.1) avec X (0) € X, telle que :

lim X(t) = E,

t—+o00
1 cas : Ty > C}
On suppose que :

lim X(t) = F,

t—+oco

Comme précédemment, on a :
Ve, >0 395 >0 tel que Vi >4, on a:
o (S<t)7 T(t)) — M2 (>\‘517 r*—Cy(s® — 7¥31)>| < &9
Ve, >0 3605 >0 tel que V&> d5 on a :
|ug (xl(t>> — Uy (’751(30 - 7“51)>| < &)
Donc pour ¢ > max(dy,05), on a :

Ty > (pig (>\‘517 e —C)(s° — 7¥31)> —&y— D —uy (%1(50 - x‘sl)) — €5)Tg
On pose :
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Pour tout ¢ assez grand on a :

) B

On obtient aussi une contradiction.
2eme cas Ty < O
On suppose que :
lim X(t) =F,,

t—+oc0o

Comme précédemment, on a :

Vey >0 39y >0 tel que VE >0, on a:
‘Mz(s(t)ar(tD — H2 (30 _C%(TO _7\‘7“1)’7\‘7“1)‘ < &
Vel, >0 305 >0 tel que Vi > 4§, on a:
|u2(x1(t)) - UQ('le(TO _7"r1>>| < &)

Donc pour ¢ > max(dy,05), on a :

. ] 1 (o] (o] /
Ty > (Mz (3 _F(T _7\‘r1>77\‘r1> — &9 _D_U2(’Yr1(7“ _7“7“1)) _’52) Lo
1

On pose :

€
avec C' 1= [, <s° — C%(ro — 7%1)”%1) — D —uy (7,1 (r°—Apy)) > 0.
Pour tout ¢ assez grand, on a :

(C’est une contradiction.

Nous montrons de la méme maniére que la solution X (t) = (s(¢),7(t), z,(t), z4(t))
du systéme (2.1) avec X(0) € X, ne converge pas vers E,.

Condition T3 :

E, est instable et L, E, sont globalement asymptotiquement stables dans X,.
Les chaines dans X, sont E; — E, ou E; — E,. Il n’existe donc aucune chaine
fermée. Par conséquent, M est acyclique dans X,.

Conformément au théoreme 2.1.8, X, est uniformément répulsif pour X;. De plus,
X, étant convexe, il existe au moins un point d’équilibre dans X;. W
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2.3 Exemples et simulations

Dans cette section, nous donnons deux exemples. Dans le premier exemple, les
fonctions de croissance p, et ¢; sont de type Michaelis-Menten. Le deuxiéme
exemple concerne les fonctions de croissance non monotones. Dans les deux cas,
nous avons choisi les fonctions d’interaction monotones. Le deuxiéme exemple ne
refléte pas nécessairement un phénomeéne biologique et est donné seulement & titre
d’illustration du résultat.

Exemple 1 :
On considére le modéle (2.1) avec le choix suivant des fonctions :

(s) 20s (r) 50r
S _— ’r‘ _—
P 20 + s & 20 + 7
50s 60r
p2($> - 30 + S ’ q2<r> - 30 + r
10z, _dry
uy (72) = 10 + 70z, uz(y) = 50 + x,

avec les parametres s° =9, r° =37, D=1, v, =7,1 = Vo = 1l et 7,5 = 13.

On peut vérifier que le modéle (2.1) satisfait les hypothéses du théoréeme 2.2.2. Les
simulations numériques ont été effectuées a 1'aide du logiciel MAPLE. Sur la figure
2.3.1, on représente trois trajectoires (bleue, rouge, verte) avec des conditions
initiales respectives (s(0),7(0),z(0),2,(0)) = (2.5,3.5,0.5,50), (2.5,3.5,7,5) et
(2.5,3.5, 4,50) dans 'espace des phases (z,,z5).

Les composantes x;(t) et x4(t) des solutions correspondantes sont représentées sur
les figures 2.3.2 et 2.3.3 respectivement. Ces simulations numériques montrent que
les solutions convergent vers un point d’équilibre intérieur, conformément au
théoreme 2.2.2.

50
40
xz( t) 30

10

0 1 2 3 5 6 7 8

4
xl(t)

Fig. 2.3.1. Trajectoires dans ’espace (x,,x,) avec les conditions initiales indiquées dans
le texte.
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7
6

5

x,(f)4f
3
2
1
0 5 10 t 15 20

Fig. 2.3.2. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.

25

50

40
x,(1) 30
0 5 10 15
t

20

10

20 25
Fig. 2.3.3. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.

Exemple 2 :
On considére maintenant le modeéle (2.1) avec le choix suivant des fonctions :

{sins s< /2 ﬁ r<3

pi(s) = 1+7r—2 5> /2 ) q(r) = 1 V3 1
r 2 3
(s(3—s) s<3/2 r? r<2
p2<3>241+1_9 -3/ ) Q2(T>{1+7 s 9
LS 12 5 r o 2
Lo 2 —0.3z
_— _—1_ 1
Uy (75) 2(1 + 70,) ) uy () O( € )
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avec les parameétres s° =2, 1° =2, D=1/6,7, = Vso = Vo = L €t 7,1 = 2.

Les trois trajectoires (bleue, rouge, verte) sont représentées sur les figures 2.3.4,
2.3.5 et 2.3.6, a savoir celles avec des conditions initiales respectives
(3(0),7“(0),:1:1(0),952(0)) = (10,23,0.5,0.1),(10,23,3,3.5) et (10,23,2,2.5). Les

solutions semblent bien converger vers un point d’équilibre intérieur.

10

7.5

25

0 1 2 3
xl(t)

Fig. 2.3.4. Trajectoires dans ’espace (x,,x,) avec les conditions initiales indiquées dans
le texte.

3.5

0 20 40 60 80 100
t

Fig. 2.3.5. La convergence de la composante x,(t) vers un point d’équilibre intérieur.
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10

x, ()

0 25 50 75 100
t

Fig. 2.3.6. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.

40



Chapitre 3

Stabilité asymptotique globale dans
un modeéle ratio-dépendant avec
deux espéces de micro-organismes

Dans le premier paragraphe, nous étudierons d’abord le modéle de compétition
intra-spécifique de plusieurs espéces de micro-organismes a deux substrats
complémentaires avec les fonctions de croissance ratio-dépendantes. C’est un
modéle obtenu par la combinaison des deux modéles (1.2.3) et (1.2.7) cités dans le
chapitre 1. Ainsi, le modéle s’écrit :

$=(s°—s)D Z,uzsrx x,
Z,UJ,LST:L' . (3.1)

r=(r°—r)D

T, = (,uz(s,r,acz) D)acZ : ie€{l,2,..,n}
ou les p,(s,r,x;) := g;(s,r)0,(x,;) vérifient les hypothéses suivantes :

H1. g;(s,7) := min(p,;(s),¢;(r)) ou p;: R, — R, et ¢ : R, — R, sont deux
fonctions de classe C*, croissantes et telles que p,(0) = ¢;(0) = 0.
H2. La fonction 6, est de classe C!, décroissante et telle que 0 < 6,(z;) <1 et

Les fonctions g; sont localement lipschitziennes puisque p;, et ¢; sont de classe C*.
Les deux hypotheses H1 et H2 nous assurent, en particulier, I'existence et 'unicité
des solutions du systéme (3.1) pour toute condition initiale fixée ainsi que
I'invariance positive du cone IR:L_”. Nous montrerons que, sous certaines
hypothéses, le modéle est persistant. Dans le deuxiéme paragraphe, nous
considérerons le modeéle (3.1) avec deux espéces de micro-organismes seulement.
Nous montrerons que, sous certaines hypothéses, le modeéle est permanent ce qui
nous aidera ensuite a prouver l'existence d’un point d’équilibre intérieur
globalement asymptotiquement stable.

41



Chapitre 3 : Stabilité asymptotique globale avec deuz espéces de micro-organismes

3.1 Persistance du modéle avec plusieurs espéces de
micro-organismes

3.1.1 Propriétés élémentaires du modéle

On vérifie, comme dans le chapitre précédent, les résultats classiques tels que
I'invariance positive du cone positif, la dissipativité du modéle (Proposition 3.1.1)
et les conditions de lessivage (Proposition 3.1.2).

Proposition 8.1.1. Le systeme (3.1) est dissipatif et le cone positif R est
positivement invariant pour ce systéme.

Preuve. Montrons d’abord l'invariance positive du céne positif [Rﬁ”.
En utilisant la formule de la variation de la constante, on a :

z;(t) = x,;(0).exp (/Ot<gi(8(7'),7“<7')>9i (z;(1)) — D)dT)

pour tout 7 € {1,2,...,n}. D’ou z,;(t) > 0 pour toute condition initiale z;(0) > 0.
D’autre part, on évalue sen s=0et renr=20:

Par conséquent, les hyperplans s = 0 et » = 0 sont répulsifs. Le cone positif [Ri+2

est donc positivement invariant pour le systéme (3.1).
Montrons maintenant que le systéme (3.1) est dissipatif.

On pose :
2 =5+ E”:sz
i=1 Vsi
dg =1+ En:ixz
i=1 Vri

On montre facilement que :
Z';2 = D(r° —X,)

Ce sont des équations différentielles linéaires du 1 ordre. Aprés avoir résolu ces
deux équations, on obtient :

Z(t) = °+ (S(0) = )P

D’ou :
tlg-noo El(t) =
tk-rﬁ—noo 22 <t) =7
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Comme les solutions du systéme (3.1) sont positives alors :

s(t) < 8%+ (£,(0) — s°)e D?
r(t) < 7r°4 (X5(0) — r°)e P!

1
—x; < s°+ (3,(0) — s°)e P!

St

1
—ux; <r° 4 (35(0) — 7‘°>€_Dt

T

Les deux derniéres inégalités peuvent s’écrire :
; < miny, (s° 4 (31(0) = 5%)e™ "), 7, (r° + (35(0) — r°)e 7))

Par conséquent :

o

limsups(t) < s
t—+o00

o

limsupr(t) <r

t—4o00

limsup ;(t) < min(vy,,s°, ¥,,7°)
t—4o00

Le systéme (3.1) est donc dissipatif et I’ensemble :
C:={(s,r,21,%g,...,x,) ERT?/ s<s° r<r° z; <min(y,s®,7,r°)}
est attractant.

Proposition 3.1.2. Soient A; et A,; les seuils de rentabilité des substrats s et r
respectivement c’est-a-dire :

pz(x‘sz) ZQz(KrJ :D? 7’ € {1a27-~an}
Si s° < Ag; our® <A, alors, pour toute condition initiale positive, on a

lim s(t) =s° lim r(t)=7r°et lim x,(t) =0

t—+4oc0 t——+oo t—+oc0o

Preuve. Si s° <\, ou r° <A, pour tout ¢ € {1,2,...,n} alors il existe une
constante € > 0 tel que s°+e <A, our®+e <A,,.
De la démonstration de la proposition 3.1.1, nous déduisons que :

dty > 0 tel que Vi >t s <s®etr<r°
On peut également écrire :
dty > 0 tel que Vi >¢t; s <s°+eetr<r®+e

D’autre part, d’apres la formule de la variation de la constante, on a :

) = 5,00.cxp ([ (001,078, (7)) = Dy ) =

= 2,;(0). exp [/ O(Qz‘(S(T)aT(T))ei(xi(T)) — D)dr +/ ( i(3(7)7r<7'))91‘<5’31‘(7'>) — D)dr

0
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On pose :

K = exp (/Oto(gi(sm,r(T))ei(xm) _ D)dT) >0

2;(t) = Kz;(0). exp (/ (9:(s(7),7(7))0;(;(7)) — DMT)

0

De I'hypothése H2, on déduit que :

x,;(t) < Kz;(0).exp (/ (g;(s°+e,r°+¢)— D)dT)

0

Ce qui revient a écrire :

ou A, :=g;(s°+e¢e,7r°+¢)—D.
La constante A; est strictement négative puisque s° 4+ ¢ < A,; ou r° + € < A, pour

tout ¢ € {1,2,...,n}. Comme les solutions du systéme sont positives alors :

D’autre part, dans la démonstration de la proposition 3.1.1, nous avons montré
que :

D1(t) = 8°+ (3,(0) — %)

Z(t) = 1+ (Z(0) = r°)e "

avec

En passant a la limite, nous obtenons :

lim s(t) =s°et lim r(t) =r°
t—+o0 t—+00

Remarque 3.1.3. Dans tout le reste de ce chapitre, on suppose que g;(s°,1°) :=
min(p;(s°), q;(r°)) > D (c’est-a-dire que s° > Ay et 7° > L,;).
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3.1.2 Persistance du modéle

Nous faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :

H3. 11 existe un nombre réel p € ]0,1] tel que :

1
0;(z;) <

(14 ;)P
H4. Les fonctions p, et ¢; sont bornées par deux constantes m, >0 et m,, >0
respectivement.

Notons que, du fait que les fonctions p, et g; sont de classe C!, il existe deux
constantes K_; > 0 et K,, > 0 telles que :

pz<3) S Ksz's et qZ<T> S Km'r

H5. On a les inégalités :

1
.1 200\ P
S»D+z_«m«gy_g

i=1 Vsi

1
“. 1 200\ P
r»D+z_«ﬁng_Q

i=1 Vri

ol o; : = min(mg;,m,;) > D.

H6. g,(D, D) > D.

S%9

Remarque 3.1.4. L’hypothese g;(s°,r°) := min(p;(s°),q;(r°)) > D découle des
hypothéses H5 et H6.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes de la persistance du systéme
(3.1).

Théoréme 3.1.5. Si les hypothéses HI-H6 sont vérifiées alors le systéme (3.1)
est persistant.

Preuve. Sous 'hypothése H4, on a g,(s,r) < «,. De I’équation en z; du systéme,
on déduit que :

i; < (a;0;(x;) — D),

(3

D’apres ’hypothése H3, il s’ensuit que :

i, < (L— D) z,
(14 x;)P

. o D . D
i <=-alorsz, < —Zz.<0
(1+x)P 2 t = 2
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Autrement dit,

-

si z; > (220)7 — 1 alors &; < 0

On déduit que :
1
;>0 tel que Ve >t a;(t) < (324)" —1

1
Il est a noter que (%)p > 1 puisque «; > D.

D’autre part, pour tout £ > ¢;, on a :

§>(s°—s)D— Z;gi(sar)ei(xi) (
. L | 20, %
7> (r°—r)D — Zf%(ﬁ@@(%) (( Dz> - 1)

En majorant 6,(x,) par 1, on obtient :

$>(s°—s)D— zn:%igi(s,r) <<2gi>p — 1)
P> (r° —7r)D — i%gi(s,r) ((231)? _ 1)

Sous 'hypothése H4, on a :

D’otu :

Sis,re€]0,D],ona:

i -
"1 200\ P
i>|s-D-S — K, ( ) 1|
I 2_;7 ( D )
[ n 207 |
a.
i>|r-D-S K. ( ) 1|

Sous I’hypothése H5, il résulte que $ > 0 et 7 > 0 pour tout s,r € |0, D].
On déduit que :

Jty >, tel que VE > 1, s(t) > D et 3ty >ty tel que Vi >t, r(t)>D
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On peut donc écrire :
Vi > max(ty, ty) &y = (g;(s,7)0;(z;) — D)x; > (9,(D, D)b;(z;) — D)z;
D’autre part, par continuité de 6,, on a :
Ve, >0 3 >0tel que Vz, <6 onalg,(D,D)0;(z;) —g,(D,D)| <e¢,
On déduit que :
Ve, >0 39 >0tel que Vo, <6 onag,(D,D)0;(x;,)—D > g,(D,D)—¢;, —D
On pose A, := g,(D, D) — D > 0 d’aprés 'hypothése H6.
En particulier, pour ¢, = % il existe ¢’ > 0 tel que pour tout z; < ¢’ on a :

A
9;(D,D)b;(z;) — D > 71
Ce qui entraine que :
Vo, <6 &> "tx; >0

2
On conclut que :

3ty > max(ty,t5) tel que Vit >ty x,;(t) > 0

D’ou la persistance du systéme (3.1). W

3.2 Stabilité asymptotique globale dans le modéle
avec deux espéces de micro-organismes

Reprenons le modéle (3.1) sous les hypothéses H1 et H2 mais uniquement avec
deux especes de micro-organismes :

2
) Mi(sara xz)
$=(s°—s)D — —,
Z'z_; Vsi
. ° 2 Mi(saraxi>
r=(r°—r)D— o (3.2.1)
i—1 Ti

'i.l - (/"Ll(s7 T‘,LE1> _ D>$1

'i.2 - (lu’2(87 T‘,LE2> _ D>$2

3.2.1 Persistance uniforme du modéle

Nous allons donner un lemme qui nous servira dans la preuve du théoréme 3.2.3.
Par commodité, nous omettons I’indice 7 dans I’énoncé.
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Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses H1 et H2, I’équation :
1 1
g (s"——x,r"——x) O(x)— D=0

S T
admet une seule solution dans |0, min(vy,s°,~,r°)][.

Preuve. On pose :

1 1
F(z) = (s"——:z:,r"——x)@x —D
(z) =g . . ()

On a:
F(0) =g(s°,7r°) — D > 0 et F(min(v,s°,7°) =—D <0

On montre maintenant que la fonction F' est décroissante.

On a:
(7= ) =mmin (b (5w o (-2
gls°——x,r°——x|:=min[p|(s°——zx),q|7r°——2x
Vs Yr Vs Yr

Soient U et V deux sous-ensembles de R, définis par :

U := {x € [0, min(v,s°,7,7°)]/ p <s° —ix> <q <r° — ix)}

s Vr
1 1

V= {ZE € [0, min(v,s°,7,7°)]/ p <s° ——S£IJ> > q <r° _’Y_rx>}
P <s° — ix) xelU

1 1
g (s"——x,r"——x) = ’is
F)/s PY?” q< ) IL'EV

La fonction g peut donc s’écrire :

r° ——ux
Yr

Rappelons que les fonctions p et g sont croissantes et que la fonction 6 est
décroissante.

Soient x; < x, tels que :

I cas:xzy€Uetxzy, €U

F(x,) = p(s" —%xl)ﬁ(xl) —D> p(s" —%xl)ﬁ(x2) —D> p(s" —7—18x2>9(x2) — D=
= F(z,)

2me cas:xy €Vetay, eV

F(z,) = q(r° —%%)9(%) —D> q(r° —%%)9(3:2) —D> q(r° —%%)9(:1:2) — D=
= F(z,)

3 cas:xy €U et xy €V

F(x,) = p(s" —%xl)ﬁ(xl) —D> p(s" —%xl)ﬁ(x2) —D> p(s" —7—18x2>9(x2) —D>

> q(r° —%%)9(:1:2) — D = F(z,)
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4 cas:xy € VetayelU

F(x,) = q(r° — %%)0(%) —D> q(r° — %%)0(3:2) —D> q(r° — 7%51:2)9(:1:2) —D>
> p(s" — 7—18x2>0(x2) — D= F(z,)

L’équation F'(x) = 0 admet donc une seule solution dans ]0, min(v,s°,v,7°)[. W

Nous faisons ’hypothése supplémentaire suivante :

H7. L’unique solution Z, de l’équation gi(s° — 71 T, — :L’Z)Hz(xz) —D=0

st T

dans ]0, min(vy,,;s°, v,;7°)[ vérifie :

91 (s"—ﬁ,ro—ﬁ) —D>0
Vs2 Vr2

9o (s"—ﬁ,ro—ﬂ) —D>0
Vs1 Vr1

Remarques 3.2.2.

1. L’hypothése g;(s°,r°) = min(pi(s°),qi(r°)) > D découle de I’hypothése H7.
2. Des exemples de fonctions g; et 0, fréquentes dans la littérature, et pour
lesquelles on peut calculer explicitement la solution &, sont donnés plus bas.

On peut énoncer le résultat de permanence suivant :

Théoréme 3.2.3. Si les hypotheéses H1, H2 et H7 sont vérifiées alors le systéme
(3.2.1) est permanent.

La démonstration de ce théoréme est basée sur le corollaire 2 (voir théoréme
3.2.4 ci-dessous) de 'article [13] (page 114). Ce corollaire est la conséquence du
théoréme de Hofbauer [19] et de Hutson [26]. Avant de donner la preuve du
théoréme 3.2.3, nous présenterons d’abord ce corollaire ainsi que le rappel de
quelques définitions.

Soient X un sous-ensemble fermé de R et F: X — R" une fonction localement
lipschitzienne.
On considére le systéme autonome :

t = F(x)
On suppose que X est positivement invariant pour ce systéme.
Théoréme 3.2.4. [13] Soient S un sous-ensemble compact de X et une fonction
scalaire P € C(X,R,) N CY(X\S,R) telle que :
Plz)=0<sze€S

En outre, il existe une fonction semi-continue inférieurement ¥ : X — R,
minorée telles que :
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(i) 3a € [0,1] P(x) > [P(z)]*Y(x) Vo € X\S,
(i) Yz € ¥ sup £T¢(x(t))dt > 0,

avec X := S ou ¥ = Q(S) si S est positivement invariant, Q(S) étant ’ensemble
w-limite de toutes les trajectoires partant de S. Alors S est uniformément répulsif.

Ce résultat nécessite le rappel de quelques définitions.

Définitions 3.2.5.
1. La fonction 1 est dite semi-continue inférieurement en x, si liminfy(z) >

(E—>IEO
P(zg).
2. L’ensemble S est dit uniformément répulsif s’il existe une constante € > 0 telle
que pour toute solution x(t) dans X\S, on a :

l}LnJrio%f d(z(t),S) > ¢

avec d(x(t),S) = inf{d(x(t),y(t)) / y(t) € S} ou d désigne la distance usuelle
dans R™.

3. L’ensemble w-limite de toutes les trajectoires partant de S est défini par :

Q(S) := {zEX/ da €S, (t,),, t,—+oo, z= lim :L’(tn,a)}

n—-+oo

Remarque 3.2.6. Un systéme @ = F(x) sur X est dit uniformément persistant
st et seulement si le bord de X est uniformément répulsif.

Nous sommes en mesure de démontrer maintenant le théoréme 3.2.3.

Preuve. D’apreés la proposition 3.1.1, le systéme (3.2.1) est dissipatif et ’ensemble
C = {<377‘7$17'x2) € [Ri/ S S 307 r S Toa T; S min(Vsisoavrirﬂ}

est attractant.

En posant :
2
1
2, =8+ —x;
i=1 Vsi
21
Yo i =1+ Z—xz
i=1 Vri

le systéme (3.2.1) devient :
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22 = D(r°—%,)

¢1=<91<21—g%i i% ) )_D>x1 (3.2.2)
562:(92(21_;;%2' 122;’% ) )—D>x2

Les solutions des deux premiéres équations sont :

D1(t) = 8° 4 (3,(0) — %)

Z(t) = 1°+ (S,(0) = 1)e "
D’otu :

lim X,(¢t) =

t——+oo

lim >,(t) =7r°

t—+oco

On considére le simplexe suivant :

2
1
A= {(s,r,xl,xQ)EC/ s+Z—xi:s°, r—i—Z—x —r}

i=1 Vsi i=1 Vri
Le systéme (3.2.2) réduit a A est :

2 2
. o 1
R I DR AR D) DXCH R B
i1 e (3.2.3)
21 21
Ty = (92 (30_2—%’;7“0— —xz> 92(352)_1)> Lo
=1 /st = ’Ym

Le domaine de définition de ce systéme est :

1
X = {<x1,x2euez/z x<setz_x<r}

Vsi i=1 Iri
Toa

min(732 807 ’77'2 7’0>

X

»
»

0 min(ys%,7.m°)  ®

Fig. a : Domaine de définition du systéme (3.2.3).
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Chapitre 3 : Stabilité asymptotique globale avec deux espéces de micro-organismes

X est évidemment fermé. On montre que X est positivement invariant pour
(3.2.3).
Supposons que :

2
1
—x,;(0) = s°
;’Ysi ’
2
1
Z—xi (0) =7r°
i=1 ’Ym'
On a
d (<1 2.1 2 4 2 4
£<Z—xz (ﬂ) :z:—<gZ <s°_z—xi,7“ Z—xl> 91<$2)_D> X, =
=1 Vsi =0 i=1 Vsi i—1 Vsi i—1 Yri -0
= —Ds°
P o)] -2 (e (- S -2
1 T (t> = — 1\ Y9 §°— T 7TO T 91<xz> —D L =
dt ;’Ym‘ -0 ;%Z ;’Vsi ;'ym o
=—Dr°

D’ou :

% (iix (t)) <0

1=1 /752 t=0
()
— —ux,; (T <0
dt ;7m ( ) +—0

Donc pour tout ¢ > 0 on a :

D’autre part, on a :

z;(t) = z;(0). exp Uot (gi (s° - ii@w) ;70— iixim) 0,(x,(1)) — D) dT]

Donc x,;(t) > 0 lorsque z,;(0) > 0.

On pose S:=0RZNX = [0,min(v,5°%7,,7°)] U [0, min(y,55°7,07°)]. S est
évidemment compact et positivement invariant.

Soit la fonction P définie sur X & valeurs dans R par :

P<x17$2> =TTy
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On remarque que :
V(zy, @) €S Play, @) =0

On calcule la dérivée de P en (z1,z,) € X\S dans la direction du champ, noté F,
du systéme réduit (3.2.3).

OP(z1,75)

]

P($17x2) = (grad Pz, 7,), F(71,7,)) = O Fj<x17$2> =
j=1 J
2 2 2 4

=y Yoo (5 3 e ) (e - 20)
=1 =1 ’YS’L =1 ’Y’T”L

Soit ¢ : X — R la fonction définie par :

2.1 2.1
(CIPE2Y Zgz( Z’Y_ Z— ) (x;) —2D
i=1 Isi

i—1 Jri

On a donc :
P($17x2) = Pz, my)0(zy,29)  V(wy,75) € X\S

La fonction 1 est clairement minorée par —2D. La condition (i) du théoréme 3.2.4
est donc vérifiée.

Pour la condition (ii), il suffit de vérifier que ¥(E,) >0 ou E, est un point
d’équilibre dans S. En effet, S est positivement invariant et ’ensemble w-limite
des trajectoires de S, noté par §2(S), est constitué des points d’équilibre E) dans

S.

On détermine & présent les points d’équilibre dans S.

17 cas : Si (2,(0),x4(0)) € S tel que x,(0) > 0 et z,(0) =0 alors z5(t) =0 et le
systéme (3.2.3) s’écrit :

. [0 1 o) 1
Iy = (91 (3 -y, T ——551) 91@1) _D) Iy
’Ysl rl

Les autres isoclines sont :
91 (30 —%xl,r" —%aq)@l(a:l) —D=0etz; =0
sl rl

- Siz; =0 alors E;(0,0) est un point d’équilibre dans S.
- Si zy # 0 alors la premiére équation admet une solution z,; dans
10, min(vy,; 8% 7,47°)[ d’aprés le lemme 3.2.1. E(Z,,0) est donc un point
d’équilibre dans S.
2me cas : Si (x1(0),24(0)) € S tel que z,(0) =0 et x,(0) > 0 alors z,(t) =0 et le
systéme (3.2.3) s’écrit :

. . 1 . 1
Ly = (92 (3 — X9, T ——552) 92@2) _D) 1))
752 r2

Comme précédemment, F;(0,0) et E,(0,Z,) sont les points d’équilibre dans S ou
Ty €10, min(y,58°, 7,97°)|.
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D’ou :
Q(s) = {EOaElaEz}
D’apres ’hypothése H7, on a :

Y(Ey) = g5 <3°_ﬂaro—ﬂ> —D>0
'751 ,77”1

V(Ey) = g (30_2,7"0—1:—2) —D>0
'752 ,77”2

La condition (ii) du théoréme 3.2.4 est de ce fait vérifiée. I en résulte que S est
uniformément répulsif. Le systéme (3.2.3) est donc uniformément persistant.
Comme on a :

lim X,(t) =s°

t——+o0

lim >,(t) =7r°

t—+oco

Le systéme (3.2.1) est donc uniformément persistant. W

A propos de la fonction g, vérifiant I'hypothése H7, nous donnons des exemples
montrant la détermination explicite des solutions Z,. Pour la commodité du calcul,
on pourra considérer 1’équation :

g(s® —ax,r°— px)f(x) — D =0

avec @ = = et f =+,
v v

S T

On pose :
F(x):=g(s°— ax,r° — px)f(x) — D
g(s,r) := min(p(s), q(r))

Exemple 1 :
Les fonctions de croissance p, et g; sont de type Holling I :

p(s)=ms, q(r)=m'r

ol m et m’ sont des constantes strictement positives.
La fonction 6 vérifiant 'hypothése H2 est définie par :

0(x) = , a>0
a+x
1 cas : F(x) = p(s° — ax)f(x) — D
On a:
a(ms® — D)
(x) < (D + maa)r = a(ms ) e D+ moa >
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2eme cas : F(x) = q(r° — Bx)8(xz) — D

Comme précédemment, on a :

Exemple 2 :
Les fonctions de croissance p, et g, sont de type Holling II :
ms m'r
pls) = A=

o m, m’, k et k’ sont des constantes strictement positives.
La fonction 6 vérifiant ’hypothése H2 est définie par :

0(x)

= , a>0
a—+x

1 cas : F(x) = p(s® — ax)0(x) — D
On a:
F(z) =0< aDz? + [aa(D —m) — D(k + s°)]z + ms®a —aD(k + s°) =0
Le discriminant est :
A = [aa(D —m) — D(k + 5°)]* — 4aD(ms°a — aD(k + s°))
Apres le calcul, on obtient :
A = [aa(D —m) + D(k + s°)]* + 4maakD > 0
Les solutions sont :
_aa(m—D)—l—D(k‘—l—so)—\/Z . _aa(m—D)—l—D(k’—l—s")—i—\/Z
B 2aD roTE T 2a.D

Montrons que les deux solutions sont positives comme on peut le voir sur Fig. b.
On sait que m > D puisque m = supp(s) > p(s°) > D. D’ou x5 > 0.
s>0

Iy

D’autre part :

o

ms® - ms
D< m—
s+ k s°+k

Il en résulte que :

A < [aa(D —m) + D(k + s°)]? + 4aaD(m — D) (k + s°)

<m—D < mk< (m—D)(k+s°)

D’ou :
A < [aa(m — D) + D(k + s°)]?
On a donc :

aa(m — D) + D(k + s°) — VA

0
2aD -

xlz
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F(z) 5 hts?
ms® D ="

s+ k
SO

e}
8
=
2|
8
N

/

-/

Fig. b : Allure de la courbe de F.

20me cqs : F(x) = q(r° — Bx)f(x) — D
Comme précédemment, on a :
F(x) =0« B8Dx? + [Ba(D —m/) — D(k’ + r°)]x + m'r°a — aD(k’ +1r°) =0
Le discriminant est :
A = [Ba(D—m')+ D(K' +1°))> + 4m/Bak’D > 0
Les solutions :
vy = —Ba(m’ — D) + D(K' +1°) — VA
28D

_ —pa(m’ — D)+ D(K" +r°) + VA
Y2 = 26D

sont aussi positives.

3.2.2 Stabilité asymptotique globale a 1’équilibre

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes d’existence d’'un point
d’équilibre intérieur globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 3.2.7. Sous les hypothéses H1, H2 et H7, le systéme (3.2.1) admet un
point d’équilibre intérieur globalement asymptotiquement stable.

Preuve. On détermine d’abord les points d’équilibre triviaux du systéme réduit
(3.2.3) et leurs natures.
La matrice jacobienne de (3.2.3) en un point arbitraire E(x,,x,) est donnée par :

T , T
9191(551)*D*_lalel(%)*xlglgl(fﬁl) *_10191(551)
71 V2
J(E) =
T T ,
_7_264292(%2) gabs(z9) — D — 72a292(m2) + 259505 (25)
1 2
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avec les notations suivantes :

V= Vs OW Vi

Les isoclines sont :

2
g1 | s°— ~ —ux,; | 0,(x —D)x =0
<1< ,L':l’ysi ;’Ym’ ) 1( 1> !
2 2
(92 (So_z_wiaro_z

i=1 Vsi i=1 Vri

M v
=
B
\.ﬁo
|

1" cas: vy =19 =0
L’origine E,(0,0) est donc un point d’équilibre trivial du systéme (3.2.3). Nous

évaluons la matrice jacobienne en Ej, :
g,(s°,r°) — D 0
J(E()) =
0 92<307 ro> —D
Les valeurs propres sont :
Wi=g,(s°,r°) =D, ie{12}
Le point d’équilibre E,, est donc instable puisque g;(s°,7°) > D.
2eme cas i xy #0, x5 =0
On a l'isocline :

1 1
91 <s° ——xq,1° ——3:1) 0,(x;)— D=0
sl Tr1

D’aprés l'hypothése H7, cette équation admet une solution Z; dans

10, min(vy,;5°%,7,17°)[- Le systéme (3.2.3) admet donc un point d’équilibre trivial
E,(Z,,0). Nous évaluons la matrice jacobienne en E; :

— le

Ty .

——a,0, (%) +7,9,07(%,) ——a,0,(Z,)
TN Y2
J(E1> =
1 1
= ’)/sl F)/rl -
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avec

Y = Vsj OU Vyj

~ o 1 ~ o 1 ~
g1 =91 \S$ —— T, 7T —— X
sl 7r1

1
~ . / o o ~
a, =g (s — I, ——3:1)

Les valeurs propres de J(E;) sont :

La valeur propre v; est strictement négative puisque la fonction 6, est décroissante.
Sous I’hypothése H7, la valeur propre v} est strictement positive.
Le point d’équilibre F; est donc instable.

3¢ cas:xy =0, T4 # 0
On a l'isocline :
1 1
9o <s° —— Xy, 1° ——3:2) 05(zy) — D=0
s2 Vr2

D’aprés 'hypothése H7, cette équation admet une solution Z, dans
10, min(7y,55°,v,97°)[. Le systéme (3.2.3) admet donc un point d’équilibre trivial
E,(0,Z,). Nous évaluons la matrice jacobienne en E, :

g1 (s"—x—,ro—ﬁ)—D 0
7%2 7%2
J(E2> =
To . To . e
_72@292(952) —20y0,(Zy) + £5G,05(%5)
L 1 2 -

avec

Vs2 Vr2
5—g’<s° 13?7“ 13?)
2 T J2 - 42y 42
Vs2 )
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Les valeurs propres de J(E,) sont :

Ty . . o .
v% = ——=Gy0, (%) + x2929§(x2)
Y2
T T
V3 = g, <s°——2,r°——2> —D
752 77"2

La valeur propre v? est strictement négative puisque la fonction 6, est décroissante.
Sous I’hypothése H7, la valeur propre v3 est strictement positive.
Le point d’équilibre F, est donc instable.
On montre maintenant que le systéme (3.2.3) n’admet pas de cycle limite a 1’aide
du théoréme de Bendixson-Dulac [53]|. Soit A le domaine attractant simplement
connexe du systéme (3.2.3) :

A= {(xlax2> S R%—/ €< L; < min(/ysisoa’%“iro)}
ou ¢ est un réel strictement positif tel que :

liminfx,(t) > e

t—+o00
Une telle borne uniforme € > 0 existe d’aprés le théoréeme 3.2.3.
Soit B : A — R la fonction de classe C'! définie par :
1

L1To

B(%axz) =

Calculons la divergence du champ B. F' ou F := (F}, F,) est le champ du systéme
(3.2.3) tel que :

F1(5U1a 952) = <91

1 1
Fy(wy,2q) = (92 So_z_xiaTo_Z_$i> 92(332)_D> Lo
i=1 Vsi i=1 Vri
La divergence du champ B. F est :
. 0 0
le(<B-F)(5U1a$2)> ::8—(3(551;352)}71(5’71;352)) +6—(B($17x2)F2($17x2)>
Ly Lo
On a :
0 1 1 0
8—%(3(351;952)}71(351;952)) = —@Fﬂiﬁpxz) +@8—%(F1($17$2)) =
1 o1 =1
= - g1 |9 _Z_xiar _Z_%’ 01(z,) —D| +
L1To i=1 Ist i=1 1%
1 1 21 2.1
+—|——9] (s"— —x, %= —xi>0 xy) +
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2 2
1 1
+9, (s"— E —ux, ,r° — E —:L’Z) 91(11:1)1 +

i=1 Vsi i=1 Vri
T A Gl e pE e PAPS R
g1 | s°— —x,,r°— —uz, Ti) —
L1Lg ! =1 Jsi =1 Vri B
Par simplification, on obtient :
0 1 1 ,
(9_5131 (B(xl’x2>Fl(x1ax2)> = :E_Q _,y_lalel(%) + 9101 (1)
avec
Y1 = Vs1 OU Vg
2 2
1 1
g —c
“o( z 2>
2 2
(o 1 1 )
a; =97 | s°— —
1 1 ( 7121 /752 ;’Y’)’"L
Il en est de méme pour 8%2 (B(zy,29) Fy (1, 25)).
0 1 1 ,
(9_5132 (B(xl’xQ)FQ(xlaxQD = 55—1 _72@292(312) + go05(23)
avec
’)/2 = 752 ou 77"2
2.1 2.1
92 ‘= 92 (30 - Z—xz ;70— Z—$z>
=1 Vsi i=1 Vri
2.1 201
Qg =gy | 8°— —x,; 1" — Y —x
On a donc :
, 17 1 ) 17 1 )
le(<B' F><517175172>) =— [__%91(5171) + 9191<x1>] +— [__%92(5172) + g205(5)
Lo T Zq V2

Il en résulte que div((B.F)(zy,2,)) <0 pour tout (z;,z,) dans A puisque la
fonction 6, est décroissante. Le systéme (3.2.3) n’admet donc pas de cycle limite.
Notons par E,(z},z5) un point d’équilibre intérieur qui existe grace a la
persistance uniforme et déterminons sa nature.

La matrice jacobienne de (3.2.3) en F,5(x7, %) est donnée par :

x] T3 ]

——aijf(z]) + 2797101 (x7) ——ajt,(z7])
T Y2
J(E12> =
5 zs L,
__20592(333) __20392(953) + 25,9505 (75)
L 71 80 i
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avec les notations suivantes :

V) = Vs OU Y

=1 Vsi i=1 Vri

2.1 2.1

T G St Sy
i=1 Vsi i=1 Vri
La trace de J(E,,) est :
x* * * * * * x* * * * * *
TT(J(E12)> = _,y_lalel(wl) + 279701 (27) — 72a292(x2) + 259505 ()
1 2

qui est clairement strictement négative.
Le déterminant de J(FE,,) est :

X ok

w*x* /7 * / * x x * * * )/ *
det(J(Elz)) = —7172 ajay0,(x7)0,(x%) + 2325979501 (27)05(23) — ; 2 ait,(x7)g505(3)
172 1
x*x* * * * )/ * x*x* * * * *
= 2a292(x2)g191(x1) e 2a191(x1)a292(:c2)
Yo Y172
D’ou :
* * * *x )/ * / * x?ix; * * * )/ * x?ix; * * x )/ *
det(J(Elz)) = 17175919501 (27)05(x5) — ~ ai6,(x7)g505(x3) — —7 as0,(x5) 9107 (v7)
1 2

On en déduit que :
det(J(ElQ)) >0

Le point d’équilibre E,, est donc localement asymptotiquement stable. D’apreés le
théoréme de Poincaré-Bendixson [53], sachant qu’il n’y a pas de cycle limite, le
systéme (3.2.3) admet un seul point d’équilibre intérieur globalement
asymptotiquement stable.

Dans la preuve du théoréme 3.2.3, nous avons montré que F.(s° r°) est un point
d’équilibre globalement asymptotiquement stable du systéme :

Les solutions du systéme (3.2.1) sont bornées puisque le systéme est dissipatif.

D’aprés le théoréme 2.1.9 du chapitre 2 (principe de séparation non-linéaire), le
2 1
=1 Vsi

systéme (3.2.1) admet un point d’équilibre intérieur E* <s°—z xf e —

222:1,%:1:2‘ L, T15 3:3) globalement asymptotiquement stable. W
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3.2.3 Exemples et simulations

Dans cette section, nous donnons deux exemples avec les fonctions p; et g,
monotones de type Michaelis-Menten et différentes fonctions 6,. Les valeurs des
parameétres utilisés n’ont pas nécessairement un sens biologique, et ne sont utilisés
que pour une illustration des résultats théoriques.

Exemple 1 :
On considére le modéle (3.2.1) avec le choix suivant des fonctions :

4s 1578
5s 6r
p2(8>:1—|—s ) q2(r>:2—|—r
1 1
31(5151) :m ; 92(952) :1—|—72:1:
DLy 2

avec les parametres s° =10, =20, D=1, 7,, =2, 7,1 =1, 7o =3 et 7,9 =
7.

On peut vérifier que le modéle (3.2.1) satisfait les hypothéses du théoréme 3.2.7.
Les simulations numériques ont été effectuées a 1'aide du logiciel MAPLE. Sur la
figure 3.3.1, on représente trois trajectoires (bleue, rouge, verte) avec des
conditions initiales (s(0),r(0),z,(0),z,(0)) = (2.5,3.5,2,0.5), (2.5, 3.5,20,2) et
(2.5,3.5,4,15) dans 'espace des phases (z,x,).

Les composantes x(t) et z,(t) des solutions correspondantes sont représentées sur
les figures 3.3.2 et 3.3.3 respectivement. Ces simulations numériques montrent que
les solutions convergent vers un point d’équilibre intérieur, conformément au
théoréme 3.2.7.

16
14
12
10

x(1) g

5 10 15 20
X (1)

Fig. 3.3.1. Trajectoires dans ’espace (x,,x,) avec les conditions initiales indiquées dans
le texte.
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20

15

\

0 10 20 30 40 50
t

Fig. 3.3.2. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.

14
12

10

x,(t) 8

21

a

0 10 20 30 40 50
t

Fig. 3.3.3. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.

Exemple 2 :
On considére le modéle (3.2.1) avec le choix suivant des fonctions :

2s T
pl(s):1+s ) Q1(T):m

3s 2r
91(901) — 670.15:701 , 92(x2) — 670.1902

avec les parametres s° =6, 1° =9, D=1, v, =2, 7., =1, 750 =3 et 7,5, =T7.
Les trois trajectoires (bleue, rouge, verte) sont représentées sur les figures 3.3.4,
3.3.5 et 3.3.6, a savoir celles avec des conditions initiales (s(0), r(0),z,(0),z,(0)) =
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(2.5,3.5,2,0.5), (2.5,3.5,20,2) et (2.5, 3.5,4,15). Les solutions convergent vers un
point d’équilibre intérieur.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x](t)

Fig. 3.3.4. Trajectoires dans 'espace (x,x,) avec les conditions initiales indiquées dans

le texte.

20
18
16
14
12

x,(2)

10

A

0

10 20 30 40 50
t

Fig. 3.3.5. La convergence de la composante x,(t) vers un point d’équilibre intérieur.
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14

12

10

0 10 20 30 40 50
t

Fig. 3.3.6. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.
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Chapitre 4

Persistance uniforme d’un modéle
ratio-dépendant avec trois espéces
de micro-organismes

Dans ce chapitre, nous allons approfondir I’étude du modéle (3.1) du chapitre 3
avec trois espéces de micro-organismes. Ainsi, le modéle s’écrit :

= (s°—s)D — ZM%
Vsi

r=(r°—r)D Z'u’ 57, T;) x;
= (y(s,r ) — D)ZEZ ,ie{1,23}

ou les p,(s,r,x;) := g;(s,7)0,(x,;) vérifient les hypothéses H1 et H2 du chapitre 3,
que nous rappellerons toutefois.

Nous présenterons un théoréme qui donne des conditions suffisantes de la
permanence du systéme (4.1). Ce théoréme se base sur un théoréme trés connu en
théorie de persistance appelé théoréme de Thieme-Zhao [54,63]. Dans la
démonstration, nous aurons besoin des résultats obtenus dans le chapitre 3.

(4.1)

4.1 Persistance uniforme du modéle

On considére le modéle (4.1) avec les u; (s, r, x;) vérifiant les hypotheéses :

Hl1. g,(s,r) :=min(p;(s),q;(r)) ou p; : R, — R, et ¢ : R, — R, sont deux
fonctions de classe C*, croissantes et telles que p,(0) = ¢,(0) = 0.
H2. La fonction 6, est de classe C', décroissante et telle que 0 < 6,(z;) <1 et

Nous ajoutons les hypothéses suivantes :

H3. 11 existe un nombre réel p € ]0,1] tel que :

1
0;(z;) < 0tz
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H4. Les fonctions p, et ¢; sont bornées par deux constantes m, >0 et m,, >0
respectivement et il existe, du fait que les fonctions p, et ¢, sont de classe C*,
deux constantes K ; > 0 et K, > 0 telles que :

pz<3) S Ksz's et qZ<T> S Km'r

H5. On a les inégalités :

3
1
s°> D+ ZTK
i=1 !st

3
1
7‘0>D+ E ’Y—K,m
i=1 /7%

ou o : = min(mg,,m,;) > D.

H6. g,(D, D) > D.

YR

Vs2 Vr2
T T

91 (s°——3,r°——3) —D >0,
Vs3 Vr3
T T

9o (s°——3,r°——3) —D >0,
Vs3 Vr3

(-t ) D,

Vs1 Yr1

(s"—ﬁ,ro—x—) — D >0,
Vs1 Yr1

(s"—ﬁ, o_ﬁ) _D>0
Vs2 )

Remarque 4.1.1. L’hypotheése g;(s°,7°) := min(p;(s°),q;(r°)) > D découle des

hypothéses H5 et H6 ou de I’hypothése H’7.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes de la permanence du systéme

(4.1).

Théoréme 4.1.2. 57 les hypothéses HI-H6 et H’7 sont vérifiées alors le systéme
(4.1) est permanent. De plus, il existe au moins un point d’équilibre intérieur.

Preuve. D’aprés la proposition 3.1.1 du chapitre 3, le systéme (4.1) est dissipatif

et I'ensemble :

C = {<37rax17$27$3> € [Ri/ S S 307 r S Toa xz’ S min(VsisoaﬁyﬂTo)}

est attractant.
En posant :
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le systéme (4.1) devient :

3 L
91 ( Z
=1

St

e
(s Z
o=

i s1

b(o3t

z:l

—x) 01(zy) — D) T (4.1.1)

Les solutions des deux premiéres équations sont :

Y, (t) = 5°+ (3,(0) — s°)e P!

Z(t) = °+ (S,(0) = )P

D’ou :

On considére le simplexe suivant :

lim ¥,(¢t) =

lim 3,(t) =

3
1
A= {(S,T,$1,$2,LE3>EC/ S—i—Z—xi:s", 7‘—{—2—35 =r

Le systéme (4.1.1) réduit a A est :

o E
SaE z
-

1=

i=1 /st

3

=1 ;
- .
1

7 T

1

—1 Iri
3

1

i
3

1

Z:_

i Vri

Le domaine de définition de ce systéme est :

X = {(xl,xQ,x3 ) ER/ Z T < s%et Z—x <r}

Soient X, :=intX et X, :=0X. Dou X = X1 UX, ,X;nNX,=0.
X, est évidemment un sous-ensemble fermé de X.

i= 177“1 }
)01 —D) x4

z; | 01 (2y)
x) 0, () — D) z, (4.1.2)
z; | U3(x3)

.)% —D)%
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X, est un sous-ensemble positivement invariant pour le systéme (4.1.2). En effet,
d’aprés la formule de variation de la constante, on a :

t 3 3

20 =a0exp | [ (o (= 2o =3 an) ) (e - D) ar]

0 i=1 Vsi i=1 Yri
Donc x,(t) > 0 pour toute condition initiale x,(0) > 0.
On détermine l'ensemble M des points d’équilibre du systéme (4.1.2) dans X,.
Toute solution de ce systéme issue de X, ne converge pas vers un point d’équilibre
de M. En effet, dans la preuve du théoréme 3.1.5 du chapitre 3, nous avons
démontré que, sous les hypothéses H1-H6, il existe un nombre réel 6 > 0 et un
temps 7' > 0 tel que pour tout ¢t > T et pour tout ¢ € {1,2,...,n} on a :

x,(t) >0
D’ou :

liminfz,(t) > 0

t—+oo
pour toute solution x,(t) du systéme (4.1.2) avec z;(0) > 0.

La matrice jacobienne de (4.1.2) en un point arbitraire E(x,z,,z5) est donnée
par :

— x x X q
9191(x1)—D——1a191(x1)+ ——1(1191(301) ——1a191(:1:1)
, Y1 V2 V3
+219,01 (1)
Ty To To
——Za,0 05(zy) — D — —ay05(x,) + — a0
J(E) = " agty(z4) 9205(3) Y 205 (T5) s agty ()
+299205(25)
x T T
— 3 a405(x5) — B ay04(x5) g305(x3) — D — 2 a0, (x3) +
71 V2 V3
L +x39505(23) ]

avec les notations suivantes :
V57T Vsg O0 Ty

501 501
o= (=Y mer =Y
i=1 /st i=1 /Tt
3 3
1 1
R / o
o= (=Yoo= 3 )
i=1 /st i=1 71
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Les isoclines sont :

3 3
1 1
(gl ( So_z_xzaro_z_xz) 91($1> _D) Ty = 0
i=1 Vsi i=1 Vri
LA LA
(92(80_ _xzaro_z_xz) 92($2>—D) xQZO
i=1 Vsi i=1 Vri
51 51
<93 ( s° — Z—x“ro — Z—LEZ> Os(xs) — D) xq =0
i—1 Isi i=1 Tri

1" cas:x) =29 =25 =0
L’origine F;(0,0,0) est donc un point d’équilibre du systéme (4.1.2) dans X,. Nous
évaluons la matrice jacobienne en Fj, :

rg,( s°,7°) — D 0 0 7
J<E0> = 0 92( 5%, 7“0) —D 0
L 0 0 g3< So, 7‘0) — D

Les valeurs propres sont :
W i=g,(s°,r°) =D, i€ {123}
Le point d’équilibre E, est donc instable puisque g,;(s°,r°) — D >0 Vi € {1,2,3}.
2 cas i xy #F 0, T =253 =0
On a l'isocline :

1 1
g1 (30 ——xq,7° ——331) 51(331) — D=0
sl 77“1

D’aprés I’hypothése H’7, cette équation admet une solution Z; dans
10, min(vy,,5°% 7v,47°)[. Le systéme (4.1.2) admet donc un point d’équilibre
E,(Z4,0,0) dans X,. Nous évaluons la matrice jacobienne en Fj :

C T L . I Ty . . Ty . o
—La,0,(%,) +7,5,01(%,) ——a,0,(&,) —-1a,0,(z)
Y1 Y2 V3
J(E)) = 0 g, —D 0
i 0 0 Gi—D |
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avec

Vi = Vs OW Vi

1

1

§.::g.(3°——fl,r°——fl)
J J ’Ysl 77“1
1= g5 (57— B =)
a;:=g;|s°——=z,,r°——a,
J J '751 ,77”1
Les valeurs propres de J(E;) sont :
P
vy = a,0,(Z1) +,9,01(7,)
4!
1 ~ ( o 1 ~ o 1 F’)
Vg i=go—D=gy |8 ——,7°——x | = D
sl 77“1
1 ~ ( o 1 ~ o 1 F’)
v3i=gs—D=g¢g3|8——2,,1°——2,| =D
sl 77“1

La valeur propre vi est strictement négative puisque la fonction 6, est décroissante.
Sous I’hypothése H’7, les valeurs propres vi et vi sont strictement positives.

Le point d’équilibre E; est donc un point selle. La variété stable correspondant a
la valeur propre v n’est autre que I'axe (Ox,).

Les deux cas suivants sont analogues au précédent mais nous faisons le choix de

les détailler par souci de complétude.

3 cas: xy #0, 11 =253 =0

92( )32($2)—D:O

admet, d’aprés ’hypothése H’7, une solution Z, dans |0, min(v,,5°, 7,97°)[. Le
systéme (4.1.2) a donc un point d’équilibre F,(0,Z,,0) dans X,. La matrice
jacobienne en E, est donnée par :

L’isocline :
[0 1 o)
§°——xo,T
s2

1
r2

g, —D 0 0 T
To . To . RN To -
J(E,) = _72@292(952) —7—2a292(:1:2) + Z9G905(%5) —7—2a292(:1:2)
1 2 3
i 0 0 gs—D |
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avec

Vj = Yej OU Vyj

i R T T
9; ‘=9, (3 - To,T _—552)

752 77“2
~ ,< o 1 L )
a, =g § ———To, 7" —— Ty
/ / Vs2 Vr2

752 77“2
j2,_, ~ o~
V3 1= — = 0y05(Ty) + B9 G905 (%)
V2
2 ~ D (o 1 ~ o 1 '“) D
Vs i=0s — D =gy | $S°—— 25,7 —— Iy | —
5 5 s Vs2 2 ) ?

La valeur propre v3 est strictement négative étant donnée la décroissance de la
fonction 6,. Sous I’hypothése H'7, les valeurs propres v} et v3 sont strictement
positives.

Le point d’équilibre E, est donc un point selle. La variété stable correspondant a
la valeur propre v3 est axe (Oz,).

4% cas: xq #+0, £y =15 =0
On a l'isocline :
(o) 1 (o) 1
g3 (3 - Tg3,T _—333> O3(z3) —D =0
s3 77”3

Selon 'hypothése H’7, cette équation admet une solution Z; dans
10, min(vy,35°%,7,57°)[. Le systéme (4.1.2) admet alors un point d’équilibre
E;(0,0,24) dans X,. Soit la matrice jacobienne en Fjy :

- §,—-D 0 0 1
J(Ey) = 0 e 0
Ta . Ta . Ta . RN
B a405(T5) —2ay05(T3) —2a304(T4) + T37305(F;)
L TN Yo 3 .
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avec

Y5 = Vs5 OU Vg

~ S O S

7s3 Tr3
a; = g; (s"—i@,r"—i@)
7s3 Tr3
Les valeurs propres de J(Ej;) sont :
vii=§ —D=g (50_Lf3aro_if3) —D
Vs3 Vr3
vs = Go — D =gy (50_Lf3aro_if3) —D
Vs3 Vr3
0} = =2 iyl + Fafis0 (o)

V3

la valeur propre vi étant strictement négative puisque la fonction 65 est

décroissante. Sous I'hypothése H’7, les valeurs propres v; et vs sont strictement
positives.

Le point d’équilibre E5 est donc un point selle. La variété stable correspondant a
la valeur propre v3 est 'axe (Oz).

5 cas:xy £ 0, x5 # 0,25 =0

On a les isoclines :

2 2
1 1
91(50_ § — L, — E —xz) 01(x,)—D=0

=1 Vsi i=1 Vri
2.1 2.1

gz(s°— g —x,; % — E —xi>92(x2)—D:O
i=1 /si =1 Jri

Dans la preuve du théoréme 3.2.7 du chapitre 3, nous avons démontré que le
modeéle (3.2.3) admet, selon I’hypothése H7, un seul point d’équilibre intérieur
globalement asymptotiquement stable. Ce point, noté par (z,,z,), est donc la
solution du systéme de ces isoclines. Le systéme (4.1.2) admet alors, en vertu de
I'hypothése H'7, un point d’équilibre E4(Z;,Z,,0) dans X,. Nous évaluons la
matrice jacobienne en E, :
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rT o Ty _ _ Ty _ 0
——a,0,(Z,) + 7,9,0,(Z,) ——a,0,(z,) ——a,0,(z,)
4t Y2 V3
To_ Ty Ty -
J(Eyp) = —2a,0,(Z,) —20y0,(Zy) + T99,05(T5) __2‘1292(372)
71 Y2 V3
L 0 0 §3 - D -
avec les notations suivantes :
V5= Vs OU Trry
2.1 2.1
R GRS Sty
i=1 Vsi i=1 Vri
2] 2]
i gp (= Yoo =3 )
i=1 Vsi i=1 Vri
Déterminons les valeurs propres de la matrice J(E,5).
Soit ’équation caractéristique de cette matrice :
ol I5 est la matrice identité d’ordre 3.
Aprés avoir effectué le calcul, on obtient :
(g5 — D —v)(v* + Av+B) =0
ou
Ty — — — = Ty _ — — — =
A= —0a10, (7)) — 219,01 (Z1) + =20, (Ty) — T59505(75)
71 V2
xq o _ To _ o _ _ - — _
B := _,y_a131 (T1)%2G905(75) — 7_2%92@2)551919/1(351) + 216101(Z1)T29205(75)
1 2

Les coefficients A et B sont strictement positifs. D’aprés le critére de Routh [53],
I'équation v?> 4+ Av+ B =0 admet deux valeurs propres & parties réelles
strictement négatives. Par conséquent, le résultat de persistance du théoréme 3.1.5
force la valeur propre g; — D a étre positive. Le point d’équilibre E|, est donc un
point selle. La variété stable correspondant aux valeurs propres a parties réelles
strictement négatives est le plan (Oz;x,).

La aussi, les deux cas qui suivent sont analogues au dernier, mais nous les
présentons pour étre complet.
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6" cas:xy #0, v5#0, x5 =0

On a les isoclines :

1 1
91(302%77’0 xz) 0y(x,)—D=0
i—1.3 Vsi i—1.3 Iri
1 1
Js3 SO—Z—xi,r"— —ux,; | O5(x3) — D=0
i—1.3 Vsi i—1.3 Iri

Ce systéme d’équations admet une solution notée (z,,Z5). Le systéme (4.1.2)
admet donc un point d’équilibre F,5(Z;,0,Z5) dans X,. La matrice jacobienne en
E, 5 s’écrit :

Ty .

Tq . . R Tq ~ .
—La,0, (%)) + 2,G,07 () —=1a,0,(Z,) ——a,0,(7,)
M1 Y2 V3
J(E3) = 0 go—D 0
Lo R Lo R Ta . R A
—2G404(Z5) —2G405(Z5) —BG404(Z3) + T5G505(25)
- 71 V2 73 -

avec les notations suivantes :

V57T Vsg OU Ty

ioma (S s oS s
aj = gj S x,;,T x;
i=1,3 Vsi i=1 Vri

3
On détermine les valeurs propres de la matrice J(E,3).
Soit ’équation caractéristique de cette matrice :

det(J(Bys) — vl3) = 0

ol I5 est la matrice identité d’ordre 3.
Aprés avoir effectué le calcul, on obtient :

(go — D —v)(v* + Av+ B) =0
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ou
Ty . ~ N~ A aria Ty . ~ ~ o~ pria
Ai=—a,0,(2;) — 7,9,01(7) + —0a305(Z3) — T39303(73)
71 73
Tq . . , Tg . . )
B:= 71 a0, (z )x3g3€ (z )——3(1393( )xlgle (7q) +x1919 (71)T39305(Z3)
1 3

Les coefficients A et B sont strictement positifs. Le critére de Routh permet
d’établir que I’équation v? + Av+ B =0 admet deux valeurs propres a parties
réelles strictement négatives. Par conséquent, la valeur propre g, — D doit étre
positive. Le point d’équilibre E;; est donc un point selle. La variété stable
correspondant aux valeurs propres a parties réelles strictement négatives est le
plan (Ox,z5).

7" cas: e #0, x3 £ 0, ;=0

On a les isoclines :

D S e ACAR Y

1= 2752 7 27”
3 3 1

( Z Z_%> O5(x3) —D =0
2 =2 Vri

Ce systéme d’équations admet une solution notée par (z%,2%). Le systéme (4.1.2)
admet donc un point d’équilibre Fy5(0, 2%, 2%) dans X,. Nous évaluons la matrice
jacobienne en F,; :

[ gi —D 0 0 -
33* .',U* / * ‘T* * *
J(Egs) = —,y—ia;%(x?j) _,Y_jaij%(x;) + 259305 (x3) —7—§a202(11:2)
Tk xk ¥ )
— =P agfs(w5) — a3 (x3) — B ails(xs) + 59505 ()
- N T2 73 i

avec les notations suivantes :
Vi = Vsy OU Vo

gL

(3 st 7 7
3 3
) 1 1
A G DE e aED St
=2 /81 =2 /T
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On détermine les valeurs propres de la matrice J(Fy;3).
Soit I’équation caractéristique de cette matrice :

det(J(Eyy) —vl3) =0

ou I est la matrice identité d’ordre 3.
Apres calculs, on obtient :

(g —D—v)(v*+ Av+ B) =0

ou
x; * * E a4 * xz * * * % N/ *
A= —=a30,(x5) — 259505 (x5) + —a3bs(x3) — x59305(23)
V2 V3
x* * * * k % :'E* * * k% * k% * ko %k *
B := —7—2a2€2(:z;2)x3g30§($3) _7—3%93(353)5’7292 5(x5) + 259505 (x5 ) 39305 (23)
2 3

Les coefficients A et B sont strictement positifs. D’aprés le critére de Routh,
I'équation v?> 4+ Av+ B =0 admet deux valeurs propres & parties réelles
strictement négatives. Par conséquent, la valeur propre gy — D est positive. Le
point d’équilibre Ey5 est alors un point selle. La variété stable correspondant aux
valeurs propres a parties réelles strictement négatives n’est autre que le plan

(Ozy13).
En définitive, 'ensemble des points d’équilibre du systéme (4.1.2) dans X, est :
M ={Ey, Ey, E;, Es, Eyy, B3, Eps}

Nous montrons maintenant que les trois hypothéses du théoréme 2.1.8 (Thieme-
Zhao) cité dans le chapitre 2 sont vérifiées.

Condition T1 :

11 est évident que toute solution du systéme (4.1.2) issue de X, et qui reste dans
X, satisfait les conditions initiales x;(0) = 0 ou x,(0) = 0 ou z4(0) = 0.

17 cas : £1(0) = 24(0) = 25(0) =0

D’aprés la formule de variation de la constante, z;(t) = 0 pour tout ¢ € {1,2,3}.
La solution du systéme (4.1.2) converge vers E, € M.

2eme cas : x4(0) # 0, 249(0) = 25(0) =0
On a z;(t) = 0 pour tout ¢ € {2,3} et le systéme (4.1.2) s’écrit :
, S D |
Ty = (91 ( § _,Y—%a?“ ——551) 01(x1) _D) L1

sl 77“1
Les isoclines sont :
91 (s° — L, —Lxl)ﬁl(xl) —D=0ouxz; =0
Vs1 Yr1

D’aprés ce qui précéde, la premiére équation admet une solution Z; dans
10, min(vy,;5°% 7v,17°)[ (cette solution est exactement la premiére composante du
point d’équilibre E). Les points d’équilibre sont donc 0 et Z;.
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On pose :

1 1
Fy(zy) == (91 ( §°——xy,71° ——x1> 0)(xy) — D) Ly

sl Tr1

On calcule la dérivée de F; :

L351>91(5’71> —D—

/ o o 1 o
Fi(zy) —91< S 37T —
sl rl

Tq /( ) 1 o 1 ) ( o 1 o 1 ) /
— §°——ux,,r°——x,)0,(x X §°——ux,,r°——ux, )07 (x
Y1 gl Vs1 L Tr1 1 1( 1> + 191 Vs1 L Yr1 1 1( 1)

avec 7y = Vg1 O Ypq-
On a:
FI(0) =g,(s%7°) =D
1~ / [} 1 ~ o 1 -~ ~ ~ o 1 -~ [} 1 ~ !/ (~
Fi{(Z) ) =——g1 | 8" —— 21,7 ——@, | 61(Z,) + 19, | 8°——T1,7° ——&1 ) 01(Z)
ﬁy sl Tr1
Le point d’équilibre 0 est instable puisque F;(0) = g,( s°,7°) — D > 0.
Comme la fonction 6, est décroissante, Fy(Z; ) < 0. Le point d’équilibre Z; est
donc globalement asymptotiquement stable. La solution du systéme (4.1.2)
converge vers b, € M.
Les deux cas ci-dessous sont identiques au précédent.

3¢ cas : x4(0) # 0, x,(0) = z5(0) =0
On a z;(t) = 0 pour tout ¢ € {1,3} et le systéme (4.1.2) s’écrit :
1 1
To=1g (s"——x 70— —x )9 (z )—D)x
2 ( 2 T2 g 2) 2\ 2

Les isoclines sont :
o 1 o 1 _ _
92<S —7—821'2,7’ —V—M$2>02($2>—D—OOU LEQ—O

La premiére équation admet une solution Z, dans |0, min(v,,s° 7,27°)[ qui est
exactement la deuxiéme composante du point d’équilibre E,. Les points d’équilibre
sont donc 0 et Z,.

On pose :
(o] 1 o 1
Fy(zq) = (92 ( § — Ty, T ——552) Oy (z5) — D) Lo

s2 77“2

On calcule la dérivée de F;, :

Fi(xy) = 92( 5° _%2552#’0 —%2%)02(:62) —D
/ /

To ( o 1 o 1 ) ( o 1 o 1 )
— =209\ S ——— Ty, T ——X 05(x +x go\ S —— Ty, 7" ———X 05 (x
v, 2 Voo 20 Vo 2 2( 2) 292 Voo 27 Vo 2 2( 2)

avec 7y = Ygo OU Ypg.
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On a:
£5(0) = go(s%7°) = D
8~ f / [} 1 ~ o -~ ~ ~ o 1 -~ [} 1 ~ !/ (~
Fy(z, ) = _—292 (3 — LT ——:1:2) 05(Z3) + T295 ( § — Iy, T _—332> 03(Z5)
v Vs2 Tr2
Le point d’équilibre 0 est instable puisque F5(0) = g,( s°,7°) — D > 0.
La fonction 6, étant décroissante, Fy(Z, ) < 0 . Le point d’équilibre Z, est donc
globalement asymptotiquement stable. La solution du systéme (4.1.2) converge
vers B, € M.
49 cas : x45(0) # 0, 2,(0) =2,(0) =0
On a z,;(t) = 0 pour tout ¢ € {1,2} et le systéme (4.1.2) s’écrit :
o= (o (=50t =5 e =)
Ty=193| 8°——ux5,7°——=x T3) — x
3 3 3 e 3) 3% 3

Les isoclines sont :
o 1 o 1 _ _
g3< §°— 5Ty, T _v_ﬁ,x3>03($3> —D=0oux;3=0

La premiére équation admet une solution Z; dans |0, min(vy,35°% 7,57°) (la
troisiéme composante du point d’équilibre Fs). Les points d’équilibre sont alors 0
et .

On pose :

1
F3(553> = (93 ( §° ——x3,7° _—5’53) 93(953) - D) L3
s3 77“3

On calcule la dérivée de Fj :

Fy(z3) = 93( 5° _%35’53#‘0 _%ﬁ%)@:%(%) —D

T3 /( o 1 o 1 ) ( o 1 o 1 )
—=3 §° — =L, 7° — =2, )0 (x2) + 8 — ——La, 1° — ——x, )05 (x
75 I3 V.5 U39 PR 3(23) 393 N U3 7a L3 5(23)

avec ’)/3 = 783 ou ﬁ)/,r,g.
On a:

Fi(Fy ) = =225 (5° = =By — ) 03(F5) + Fag ( 0= ——Fayr* = =73 ) 045
Vs3 Vr3 s3 Vr3

Le point d’équilibre 0 est instable puisque F5(0) = g5( s°,7°) — D > 0.

Comme la fonction 65 est décroissante, F3(Z5 ) < 0 . Ainsi, le point d’équilibre Z4

est globalement asymptotiquement stable. La solution du systéme (4.1.2) converge

vers B, € M.
5 cas : x1(0) # 0, x5(0) # 0, z5(0) =0
On a x5(t) = 0 et le systéme (4.2.2) s’écrit :
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2 2

, . 1 1

x1:<gl<s _E —V.xi,r—g _‘331'>91<331)_D>x1
i=1 Ist

i=1 Iri
21 21

Lo = (92 ( s — Z—xz 70— Z—xz) 05 (5) — D) Lo
i=1 /st i=1 'T1

Dans la preuve du théoréme 3.2.7 du chapitre 3, nous avons démontré que ce
systéeme admet un seul point d’équilibre intérieur globalement asymptotiquement
stable. Nous l'avons noté précédemment par (z,,Z,). La solution du systéme
(4.1.2) converge donc vers E,5(Z,,Z,,0) € M.

6" cas : x1(0) £ 0, z5(0) #0, 2,(0) =0
On a z,(t) = 0 et le systéme (4.1.2) s’écrit :

Ty = (91 ( 5% — Z ixwro_ Z 1%) 01(x1)D> L1

i=1,3 St z’=1,3’y7”i

. (o] 1 (o] 1

g3 = |93 | § — 5:—%’77‘ - § — Xy 93<333)_D L3
i=1,3 Isi i=1,3 Tri

Comme précédemment, nous avons démontré que ce systéme admet un seul point
d’équilibre intérieur globalement asymptotiquement stable. Nous l’avions noté
par (Z;,Z3). La solution du systéme (4.1.2) converge donc vers F5(Z,,0,25) € M.
La aussi, le lecteur peut omettre de lire les deux cas qui suivent, semblables au
précédent.

7 cas : x5(0) # 0, x5(0) #0, x,(0) =0
On a z,(t) = 0 et le systéme (4.1.2) s’écrit :

3 3

, ] 1 . 1

Ty = (92 ( s — § T — E ,Y—xz) 92<332)_D) Lo
i=2 Isi =2 /T

, o1 o1

g3 = (93| S _E —Z,T _E —x; | 03(x3) — D | w3
=2 Vsi =2 Vri

Nous avons démontré que ce systeme admet un seul point d’équilibre intérieur
globalement asymptotiquement stable. Nous ’avions noté par (x3, z%). La solution
du systéme (4.1.2) converge alors vers Ey3(0, x5, 25) € M.

Condition T2 :

Les points d’équilibre de M sont hyperboliques. E,, est instable et les autres sont
des points selles. Par conséquent, le singleton de chaque élément de M est un
ensemble invariant isolé.

Dans le chapitre 3, nous avons montré que le systéme (4.1) est persistant. Par
conséquent, ’ensemble M est répulsif pour X; et donc faiblement répulsif.

Condition T3 :
E, est instable, E, (i € {1,2,3}) est globalement asymptotiquement stable sur 1’axe
invariant (Oz;) et E;; (i,j € {1,2,3} avec i <j) est globalement asymptot-
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iquement stable dans le plan invariant P, := {(z;,z;) € R} /z; #0et z; #0 }
avec i # j. Les chaines possibles dans X, sont :
Ey—E,, E, —E,, E,— Ey, E;— E,

E, — Eij, E, — B, Ey— E,, E;— Ey.

Il n’existe donc aucune chaine fermée. Par conséquent, M est acyclique dans X,.

Conformément au théoreme 2.1.8, X, est uniformément répulsif pour Xj.
L’ensemble X, étant convexe, il existe au moins un point d’équilibre dans X;. On
note ce point d’équilibre par (y7, v5, y3)-

Par conséquent, le systéme (4.1.2) est uniformément persistant.

Puisque ¥, (t) — s° et X5(t) — ° quand t — +oo alors le systéme de départ (4.1)
est uniformément persistant et le point d’équilibre intérieur dans X,
est (s*,r",yi,y5,y5) avec :

4.2 Exemples et simulations

Dans cette section, nous donnons deux exemples avec les fonctions p, et g,
monotones de type Michaelis-Menten et différentes fonctions 6,. Les valeurs des
parameétres utilisés n’ont pas nécessairement un sens biologique, et ne sont utilisés
que pour une illustration des résultats théoriques.

Exemple 1 :
On considére le modéle (4.1) avec le choix suivant des fonctions :

ne) =5 al) =5
B = )=
)=o) =g
1
9i<xi>:1+$i

avec les parameétres s° =30, ° =35, D=1, 7,4 =9, 7,1 =8, Yoo =8, V0 =4,
Y3 = O €t 7,53 = 9.
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Les simulations numériques ont été effectuées a I'aide du logiciel MAPLE. Sur les
figures 4.3.1 et 4.3.2, on représente trois trajectoires (bleue, rouge, verte) dans les
espaces des phases (zq,7,) et (x4,x3) respectivement avec des conditions
initiales (s(0), r(0), z1(0),24(0),z5(0)) = (2.5,3.5,0.5,0.5,5), (2.5,3.5,20,5,15) et
(2.5,3.5 ,4,15,25).

Les composantes x;(t), z,(t) et xz5(t) des solutions correspondantes sont
représentées sur les figures 4.3.3, 4.3.4 et 4.3.5 respectivement. Les solutions
semblent bien converger vers un point d’équilibre intérieur.

14
12

10

x,(t) 8

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
xl(t)

Fig. 4.3.1. Trajectoires dans 'espace (x,x,) avec les conditions initiales indiquées dans

le texte.

25

20

x(1) 15

10

5

20 2 4 6 8 10 12 14 16
x, (1)
Fig. 4.3.2. Trajectoires dans ’espace (x,,x3) avec les conditions initiales indiquées dans

le texte.
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20
18
16
14
12

x (1) 10

0 10 20 30 40 50
t

Fig. 4.3.3. La convergence de la composante z(t) vers un point d’équilibre intérieur.

14
12

10

x,(t) 8

[=]

10 20 30 40 50
t

Fig. 4.3.4. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.
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25

20

10

TN

0 5 10 15 20 25
t

Fig. 4.3.5. La convergence de la composante z4(t) vers un point d’équilibre intérieur.

Exemple 2 :
On considére maintenant le modéle (4.1) avec le choix suivant des fonctions :

5Hs 5r
p1(5)—3+8 ) Q1(7“)—2+T
4s Tr
P =5 @)=
4s 6r
P = a) =5
0;(z;) =e "

avec les parameétres s° =10, ° =13, D=1, v, =9, 7,1 =8, Yoo =8, V,0 =4,
Ys3 = o et Yr3 = 9.

Les trois trajectoires (bleue, rouge, verte) sont représentées sur les figures 4.3.6—
4.3.10, a savoir celles avec des conditions initiales (s(0),7(0),z,(0),25(0)) =
(2.5,3.5,0.5,0.5,5),(2.5,3.5,20,5,15) et (2.5,3.5,4,15,25). Les solutions semblent,
bien converger vers un point d’équilibre intérieur.
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14

12

10

x,(t) 8

6

4

2

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
xl(t)
Fig. 4.3.6. Trajectoires dans 'espace (x,x,) avec les conditions initiales indiquées dans
le texte.

25

20

15

x;(1)
10
5
0 2 4 6 8 10 12 14 16
x,(t)
Fig. 4.3.7. Trajectoires dans ’espace (x,,x3) avec les conditions initiales indiquées dans
le texte.
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20

15

\

0 10 20 30 40 50
t

Fig. 4.3.8. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.

14
12

10

x,(t) 8

0 10 20 30 40 50
t

Fig. 4.3.9. La convergence de la composante z,(t) vers un point d’équilibre intérieur.
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25

20

10

| k
0 5 10 15 20 25
t

Fig. 4.3.10. La convergence de la composante z4(t) vers un point d’équilibre intérieur.
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Conclusion et perspective

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux modéles de compétition de
plusieurs espéces de micro-organismes sur deux substrats complémentaires dans
un chemostat. Ils sont suggérés par quelques modeéles avec un seul substrat
préalablement étudiés. L’objectif était de répondre a la question concernant la
survie des micro-organismes et d’apporter notre contribution a un champ
relativement peu étudié. La difficulté rencontrée dans 1’étude de la stabilité
asymptotique globale dans ces modéles réside dans la construction d’'une fonction
de Lyapunov. A notre connaissance, les fonctions de Lyapunov disponibles dans la
littérature concernent seulement les modeéles de compétition a un seul substrat et
notre tentative de les généraliser a notre cas a été vaine. Nous nous sommes alors
orientés vers la théorie de la persistance. Dans le but de répondre a la question de
survie, on cherche des hypothéses pour que ces modéles soient permanents. A cet
effet, nous avons utilisé le théoréme de persistance uniforme de Thieme-Zhao pour
les modéles présentés dans le deuxiéme et le quatriéme chapitre. La différence entre
ces deux modeles est la réductibilité. Le modeéle du dernier est réductible
contrairement a celui du deuxiéme. Cependant, la vérification de 'une des
conditions du théoréme de Thieme-Zhao pour le modéle du dernier chapitre
présente des difficultés par le fait que les points d’équilibre triviaux ne sont pas
déterminés explicitement. Pour y remédier, nous avons entrepris, dans le troisiéme
chapitre, I’étude de la persistance du modéle de compétition de n espéces ainsi que
la stabilité asymptotique globale dans le modéle avec deux espéces. Par la
simulation numérique, en choisissant les paramétres vérifiant les hypothéses du
théoréme, on observe la permanence du systéme. Enfin, le travail entrepris dans
cette thése fait partie d’'un axe de recherche qui mérite, & notre avis, d’étre
développé aussi bien dans le cas substrat-dépendant que ratio-dépendant. En
particulier :

- Ce travail peut évoluer vers une étude plus générale du modéle de compétition
de n espéces (n quelconque),

- Les modéles de compétitions de plusieurs espéces sur deux substrats
substituables,

- Les modéles de compétitions de plusieurs espéces sur plusieurs substrats
complémentaires ou substituables...

Notons que notre approche est entiérement théorique et que ces modeéles peuvent

sans doute étre considérés d’un point de vue applications pratiques.
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Résumé

Cette thése porte sur I’étude des modéles de compétition de plusieurs espéces de micro-
organismes sur deux substrats complémentaires dans un chemostat. Nous présentons les
différents modeéles de compétition qui ont abouti a un résultat classique trés connu en
théorie mathématique du chemostat : le principe d’exclusion compétitive. Ce principe est
corroboré expérimentalement mais contredit par l’environnement naturel ot plusieurs
espéces sont capables de coexister & long terme. Plusieurs approches ont été proposées
pour expliquer ce phénomeéne de coexistence. Parmi ces approches, nous nous sommes
intéressés a celle des multi-substrats pour les modéles de compétition avec interaction
interspécifique directe et pour les modéles densité-dépendants. La difficulté rencontrée
dans 1’étude de la stabilité asymptotique globale dans ces modéles réside dans la
construction d’une fonction de Lyapunov. Les fonctions de Lyapunov disponibles dans la
littérature concernent seulement les modéles de compétition & un seul substrat. L’objectif
de cette thése est ’analyse dans ces modéles de la survie des micro-organismes : la
propriété de permanence. L’approche utilisée dans cette thése est entiérement théorique et
les modéles étudiés peuvent étre appliqués dans la pratique.

Mots clés : Systémes dynamiques; chemostat; stabilité asymptotique; persistance uniforme;
substrats complémentaires; interaction interspécifique; densité-dépendance.

Abstract

This thesis deals with the study of competition models of several species of
microorganisms on two complementary nutrients in a chemostat. We present different
models of competition which lead to a very classical result in the mathematical theory of
the chemostat known as: the competitive exclusion principle. This result is corroborated
experimentally but contradicted by the natural environment where several species are able
to coexist in the long term. Several approaches have been proposed to explain this
phenomenon of coexistence. Among these, we are interested in that of multi-nutrient for
interspecific competition models with direct interaction and for the density-dependent
models. The difficulty in the study of the global asymptotic stability in these models is the
construction of a Lyapunov function. The Lyapunov functions available in the literature
concern only competition models on a single nutrient. The objective of this thesis is the
analysis of these models in terms of survival of microorganisms, namely: the permanence
property. The approach used in this thesis is entirely theoretical and studied models can
be applied in practice.

Keywords: Dynamical systems; chemostat; asymptotic stability; uniform persistence;
complementary nutrients; interspecific interaction; density-dependence.
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