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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Les membranes lipidiques forment un élément essentiel des milieux biologiques, nous les
trouvons dans plusieurs familles de systémes. Tout d’abord, elles sont 1’élément principal
de la paroi des cellules [8]|. Sur la figure 1.1 nous pouvons voir le schéma d’une paroi
cellulaire. Sur la figure 1.2 nous avons une image par microscopie électronique & balayage
d’un exemple de cellule qui assure le transport du dioxygéne, les globules rouges. Ces
membranes jouent le role de frontiére séparant le milieu intracellulaire comprenant le
noyau, lorsque la cellule en a un, et le cytoplasme [57| de I'environnement extracellulaire.
Le cytoplasme est formé d’éléments divers tels que le cytosquelette qui organise la forme et
les mouvements de la cellule, et 'appareil de Golgi ot nous trouvons aussi des membranes
lipidiques.

En tant que paroi cellulaire, les membranes sont en interaction avec le milieu extérieur
soit directement, soit par l'intermédiaire des protéines membranaires (figure 1.1). Ces
protéines peuvent servir de récepteurs pour capter des hormones ou des neurotransmet-
teurs par exemple [79]. Elles peuvent également étre un lieu d’échange par exemple via les
aquaporines qui gérent le flux d’eau a travers la membrane [68]. Enfin elles servent aussi
a créer des liens avec d’autres cellules par des liaisons de type ligand /récepteur [56, 105].
Par ailleurs, les membranes sont sujettes a de nombreuses interactions physiques avec
leur environnement. Elles sont d’origine électrostatique [36], entropique [2, 35, 62] ou os-
motique [36], auxquelles s’ajoutent les interactions de Van der Waals [43] et d’hydration
[94].

Les vésicules, dont 1’étude s’est beaucoup développée a partir des années 70, forment
un systéme modéle pour les cellules. Une vésicule est une membrane lipidique simple fer-
mée, c’est-a-dire une cellule sans protéines membranaires a laquelle nous aurions enlevé
tout le milieu intracellulaire pour n’y laisser que du fluide. Nous obtenons ainsi un objet
plus simple et reproductible par les expérimentateurs, et dont le comportement est plus
facile a interpréter et a& modéliser. Il n’y a plus a prendre en compte la dynamique com-
plexe du cytosquelette par exemple. Les chercheurs ont ainsi pu explorer plus aisément
les propriétés mécaniques des cellules et notamment montrer que la dynamique d’une
membrane lipidique est gouvernée par sa rigidité de courbure [34]. Les modéles décrivant
les membranes a partir de leur énergie de courbure [15, 34| ont par exemple permis la
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FIGURE 1.1 — Schéma d’'une membrane lipidique cellulaire en violet avec les protéines
membranaires accrochées a celle-ci puis le cytosquelette représenté par les filaments bleus
sous la membrane.

compréhension de la forme si particuliére en disque biconcave des globules rouges. Ces
modeéles, en accord avec les expériences, prédisent les formes que peuvent prendre les
vésicules [24].

Les vésicules ont également été utilisées pour étudier 1'adhésion des cellules sur un
substrat [80]. Des expériences cherchant a reconstituer I’adhésion en prenant en compte
effet du glycocalyx [12, 89|, sorte de manteau de protection des membranes de certaines
cellules, mettent en évidence un potentiel d’adhésion double puits. Ce potentiel traduit
la compétition entre ’adhésion sur le substrat et la répulsion du glycocalyx. Un poten-
tiel double puits apparait également dans ’adhésion entre cellules ayant deux longueurs
possibles de liens ligand-récepteur [1, 105], comme pour les cellules immunitaires T par
exemple [25, 85]. Nous pouvons de plus concevoir I'adhésion cellulaire comme la compéti-
tion entre 'adhésion sur un substrat et 'adhésion sur le cytosquelette [11, 76, 93|. Dans
ces situations variées, la membrane lipidique est confinée dans un potentiel double puits.
Comprendre la dynamique des membranes confinées en présence d’un potentiel double
puits est I'un des buts majeur de cette these.

Nous savons de plus que lors de I’adhésion cellulaire, la taille des domaines d’adhésion
est limitée. Plusieurs explications ont été proposées pour ce phénomeéne. Premiérement,
le regroupement des paires ligand /récepteur dans les domaines d’adhésion méne & une
saturation de la taille des domaines [7, 82|. En effet, les liaisons se concentrant au méme
endroit, les régions alentour sont pauvres en liaisons et les fluctuations de la membrane
suffisent pour la décoller du susbtrat. Le désordre de ’environnement a également été pro-
posé pour expliquer la limitation de la taille des domaines d’adhésion. T. Speck et R.L.C.
Vink ont développé un modéle d’une cellule adhérant soit sur une autre cellule soit sur la
matrice extracellulaire par des liaisons de type-ligand /récepteur [93]. Ils trouvent qu’une
distribution aléatoire de points d’attache avec le cytosquelette qui retient la membrane
limite la taille des domaines d’adhésion. Ensuite, le remodelage du cytosquelette en forme
de doigts au niveau de la membrane est une autre hypothése avancée pour ce phénomene
[22]. Nous verrons dans ce manuscrit qu'un modeéle permettra de retrouver que la taille
de ces domaines d’adhésion est limitée dans un modéle minimal impliquant la rigidité de
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courbure et le confinement dans un potentiel double puits.

Les membranes lipidiques sont aussi observées dans d’autres systémes biologiques
comme le stratum corneum de la peau |21, 37|, ou au sein des systémes de biolubrifi-
cation. Par exemple dans les articulations, les paupiéres [38] ou encore dans les alvéoles
pulmonaires. Dans ces systémes de biolubrification les membranes se trouvent sous forme
d’empilement comme nous pouvons le voir sur la figure 1.2. De plus, dans les empilements,
les interactions membrane-membrane peuvent étre attractives pour des raisons physiques
ou chimiques. Si la distance entre les membranes est plus grande que la distance d’équi-
libre (empilement trés hydraté), chaque membrane pouvant adhérer a 'un ou I'autre de
ses voisins se retrouve dans une situation analogue a celle d’'une membrane dans un po-
tentiel double puits. Cependant, des effets collectifs plus complexes mettant en jeu la
déformation de plusieurs membranes peuvent aussi avoir lieu.

Dans la biolubrification les membranes lipidiques sont soumises a un cisaillement. Nous
chercherons & étudier leur réponse au cisaillement et leur influence sur le frottement. Il a
été montré grace aux travaux de C.W. McCutchen [63] et de D.A. Swann et al [95] que
pour les articulations humaines, le coefficient de friction qui est le rapport entre la force
tangentielle et la force normale au sens du mouvement est trés faible (= 0,001 — 0, 05).
Les prothéses de genou actuelles ont un coefficient de friction de 0,01 pour les meilleurs
matériaux mais avec une durée de vie d’'une dizaine d’années [73]. Les systémes naturels
peuvent donc avoir un coefficient de frottement dix fois plus faible avec une durée de vie
bien plus longue. Il serait extémement intéressant de comprendre comment diminuer les
frottements pour améliorer 'efficacité et diminuer I'usure de ces prothéses. La diminution
du coefficient de frottement demeure une question cruciale pour I’élaboration de prothése.
Cependant les différents processus physico-chimiques qui ménent a ces faibles frottements
dans la biolubrification sont encore mal compris. Plusieurs études expérimentales [18]
suggerent que les membranes lipidiques jouent un role majeur dans les mécanismes de
biolubrification, ces travaux sont une de nos motivations pour I'’étude des membranes
confinées sous cisaillement. La question de la lubrification est également trés présente
dans le domaine de l'industrie car les pertes dues aux frottements ont un cott trés élevé.
Pour donner un ordre d’idée, lors d’un trajet en voiture, un tiers du carburant est gaspillé
simplement & cause des frottements [40]. Les systémes biologiques pourraient inspirer de
nouvelles solutions pour la réduction des frottements pour de nombreuses machines ou
dispositifs artificiels.

Les études de cisaillement des membranes lipidiques ont beaucoup concerné les cel-
lules dans le but de mieux comprendre le déplacement des globules rouges dans le sang
notamment. Le sang, par viscosité, va cisailler les globules et ainsi changer leur morpho-
logie [45, 88, 100|. Le cisaillement d’un empilement de membranes lipidiques [32, 84] a
également été étudié expérimentalement. Il existe alors plusieurs phases possibles [84]. A
faible cisaillement, nous avons un empilement avec défauts de type dislocation. Puis si
nous augmentons le taux de cisaillement nous avons formations de sphéres, elle est appe-
lée la phase "oignon". Finalement, aux forts taux de cisaillement, nous avons une phase
lamellaire sans défauts. Dans le cadre de cette thése, nous nous focaliserons sur la limite
du confinement ou une membrane unique est cisaillée entre deux murs. Nous mettrons en
évidence le role non trivial de la rigidité de courbure dans ces géométries confinées.
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Scanning Electron Micrograph (SEM) of Red Blood Cell

Al

FIGURE 1.2 — A gauche, image par microscopie électronique a balayage de globules rouges,
la barre blanche correspond a 2 um. A droite, image par microscopie électronique d’un
empilement de membranes lipidiques sur la surface d’un poumon, la barre noire correspond
a 50 nm.

1.2 Systémes bistables

Comme mentionné précédemment, les sytémes biologiques mettant en jeu les mem-
branes lipidiques avec deux états possibles d’adhésion sont multiples. Un paralléle peut
étre fait avec les sytémes bistables, ce sont des sytémes relaxant vers ’équilibre, pour
lesquels il y a coexistence de deux phases (analogues aux deux états d’adhésion de la
membrane pour notre probléme). Il faut se situer dans une zone du diagramme de phase
ol la coexistence de deux phases est possible. Cette situation peut étre obtenue expéri-
mentalement a l'aide d’une trempe : le systéme est préparé a haute température dans un
état homogene, puis est refroidi brutalement. Le phénoméne de décomposition spinodale
est alors observé, le systéme se sépare en domaines distincts dans lesquels il n’y a qu’une
seule phase. Ce phénomeéne se différencie de la nucléation par le fait qu'une simple per-
turbation permet la séparation en domaines, alors que la nucléation nécessite un apport
d’énergie.

Les systémes magnétiques, basés sur une description en terme de spins, peuvent étre
cités comme exemple. Les deux phases possibles sont "up", spins dirigés vers le haut ou
"down", spins dirigés vers le bas. Nous pouvons également mentionner les alliages binaires
[52] ou les fluides binaires [90], composés par exemple d’atomes A et B. Il peut apparaitre
la coexistence de zones riches en atome A avec des zones riches en atome B [14, 52]. Les
systémes de réaction-diffusion, comme les réactions chimiques de type A <> B, peuvent
aussi étre des systémes bistables.

Nous allons présenter une description continue de ces systémes a 1’aide d’un forma-
lisme & la Landau. Nous définissons un paramétre d’ordre h (la hauteur de la membrane
pour notre probléme) qui prend deux valeurs opposées dans chacune des phases. Pour un
ensemble de spins, le paramétre d’ordre vaudra 1 pour un spin "up" et -1 pour un spin
"down" par exemple. La description étant continue, le parameétre d’ordre peut prendre des
valeurs intermédiaires. La dynamique de ces systémes est généralement dérivée a partir
de son énergie libre F[h] qui décroit au cours du temps [13, 39]. L’équation vérifiée par le

4
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parameétre d’ordre est

_ 6F[h]
Oh = —= (1.1)
ou
. OF(R)
Orh = Dap = (1.2)

selon que le paramétre d’ordre moyen est conservé (équation (1.2)) ou non (équation
(1.1)). Nous utilisons I'opérateur Asp = 0., + 0y, avec z et y les coordonnées cartésiennes
selon lesquelles varie h. Ces équations sont connues de la littérature comme 1’équation de
Ginzburg-landau dépendant du temps (TDGL) et I’équation de Cahn-Hilliard (CH).

Pour tous les sytémes présentés ci-dessus dans cette section, I’énergie libre est composée
de deux termes. Un terme de potentiel U (h) qui est typiquement un double puits dont les
deux minimums correspondent aux deux états possibles. Dans un systéme ot le paramétre
d’ordre varie spatialement, un développement aux grandes longueurs d’onde indique que la
correction dominante de la densité d’énergie libre est proportionnelle au carré du gradient
du paramétre d’ordre, ce qui constitue le deuxiéme terme. L’énergie libre est donc de la
forme

ﬂm://mw{mm+%wm2, (13)

avec ¢ un parameétre du systéme naturellement associé a la tension de surface entre les
deux phases.

La dynamique de ces sytémes, dans la limite des grandes tailles, donne lieu a du
mirissement, ou coarsening en anglais. Des domaines a paramétre d’ordre constant sont
créés et vont fusionner et s’accroitre jusqu’a tendre vers un état final homogeéne. La taille
typique des domaines croit en Int pour une interface 1D. La croissance est en t'/2 pour
I'équation (1.1) et en t'/? pour 'équation (1.2) pour une interface 2D.

Plus loin dans ce manuscrit, nous verrons que pour une membrane lipidique, et dans
la limite des grandes longueur d’ondes, I’énergie libre a une forme différente

fm://mw[mm+g@mﬂ, (1.4)

ou k est la rigidité de courbure de la membrane. Cette énergie libre apparait également
lorsque le systéme atteint un point de Lifshitz, i.e. un point du diagramme de phase ol
la tension de surface ¢ s’annule [41].

La dynamique s’en trouvera modifiée, le mirissement disparait pour un systéme bidi-
mensionnel (membrane ou interface 1D). A une dimension, les états stationnaires pour
I'énergie libre (1.3) sont tous périodiques et instables. Pour I’énergie libre (1.4) en re-
vanche, les états stationnaires forment une famille beaucoup plus complexe, notamment
avec une infinité de solutions métastables et spatialement chaotiques [19, 77]. Nous allons
montrer plus loin que la cinétique peut choisir des chemins trés différents a travers ce
paysage énergétique complexe. Elle peut mener par exemple, pour les mémes conditions
initiales & 1D, soit & du désordre gelé pour I’équation (1.1), soit & un ordre gelé pour (1.2).
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1.3 Contribution

Au cours de cette thése nous avons étudié la dynamique des membranes confinées entre
deux murs par des modéles de lubrification, particulierement en présence d’un potentiel
double puits menant a deux états possibles d’adhésion (sur le mur du haut, ou sur celui
du bas). Nous avons étudié en détail les systémes bidimensionnels, ou la membrane est
un objet unidimensionnel, puis nous avons abordé le cas tridimensionnel.

Dans le cadre des modéles bidimensionnels, nous avons tout d’abord obtenu une équa-
tion de lubrification non linéaire et non locale pour la dynamique d’'une membrane confinée
entre deux murs plans. La solution numérique de cette équation montre que la rigidité
de courbure de la membrane méne a une dynamique spécifique et peu explorée pour les
systémes bistables (& part quelques travaux précurseurs [19]), trés différente de la dyna-
mique de mirissement obtenue habituellement en présence d’une tension de surface. En
effet, la membrane atteint rapidement une configuration gelée, qui dépend des conditions
initiales. L’existence de ces états gelés est la conséquence d'une interaction oscillante entre
les kinks définis ici comme parois de domaines dans les systémes unidimensionnels, alors
que ces interactions sont purement attractives en présence de tension. Nous avons montré
que l'organisation spatiale de la configuration finale est controlée par la perméabilité des
murs : par exemple, si la membrane est initialement plane, et & mi-chemin entre les deux
murs (avec une petite perturbation aléatoire et blanche), des morphologies désordonnées
sont obtenues pour des murs perméables, alors qu'un ordre a longue distance est obtenu
dans le cas imperméable.

Nous avons compris ces résultats non seulement grace a ’analyse de stabilité linéaire
qui indique la sélection d'une longueur d’onde particuliére uniquement dans le cas des
murs imperméables, mais aussi grace a une étude de stabilité des états stationnaires non
linéaires. L’étude des états stationnaires est d’abord basée sur un critére général de sta-
bilité des états stationnaires périodiques a 1D, que nous avons obtenu pour les systémes
décroissant une énergie (ou plus généralement pour les systémes possédant une fonction-
nelle de Lyapunov). Cette étude de stabilité des états stationnaires est poussée un peu
plus loin grace a un modéle de kinks, pour lequel nous pouvons montrer qu’il existe une
infinité d’états stationnaires stables et désordonnés. Notre dérivation du modéle de kinks
est différente des dérivations traditionnelles [48]. Elle montre que l'interaction entre kinks
est proportionnelle non pas au profil asymptotique des kinks mais a leur carré, et indique
'existence de termes sous-dominants dans le cas conservé (murs imperméables). La supé-
riorité de ce modéle par rapport aux modeéles traditionnels est montrée numériquement
par comparaison avec la solution des équations continues.

Nous avons ensuite montré que différents ingrédients physiques sont susceptibles de
restaurer le mirissement, généralement au dessus d’un seuil fini. Premiérement, la tension
de membrane restaure le mirissement au-dessus d’une valeur critique qui correspond a
la disparition des oscillations des queues des kinks. Des ordres de grandeurs basés sur un
potentiel d’interaction par les forces de Van der Waals indiquent que la tension critique est
supérieure aux tensions habituelles extraites des expériences. Les états gelés pourraient
donc subsister dans les expériences en présence de tension. Deuxiémement, nous avons
étudié les conséquences d'un potentiel asymétrique, avec un puits plus bas que l'autre.
Alors qu’elle n’a aucune conséquence dans le cas de murs imperméables, 'asymétrie peut
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supprimer les états gelés dans le cas de murs perméables, et forcer toute la membrane
a basculer dans le puits de plus basse énergie. Pour ce faire, ’asymétrie doit cependant
dépasser une valeur finie, au-dessous de la quelle les domaines d’adhésion peuvent survivre
dans le puits défavorable. La taille de ces domaines est prédite quantitativement par un
modele de kink. Les asymétries de certains potentiels expérimentaux [12, 89| semblent
étre du méme ordre de grandeur que l'asymétrie critique, de sorte qu’il est peut-étre
possible d’observer la transition expérimentalement. Troisiémement, nous avons utilisé un
formalisme de Langevin appliqué au modéle de kinks pour sonder 'effet des fluctuations
thermiques sur la dynamique de la membrane. A température finie, nous obtenons toujours
du mirissement asymptotiquement a temps long, avec des exposants qui ne dépendent
pas du fait que les membranes soient stabilisées par la rigidité de courbure ou par la
tension. Cependant, le démarrage du murissement est activé thermiquement en présence
de rigidité de courbure. Nous avons pu calculer quantitativement la barriére d’énergie liée
a cette activation a partir de 'expression asymptotique de I’énergie d’interaction entre
kinks.

Inspirés par la biolubrification, nous avons aussi étudié 'influence d’un cisaillement
forcé par le mouvement de deux murs imperméables entre lesquels est placé une mem-
brane. Les simulations montrent une dynamique riche de plusieurs régimes, qui influence
la friction effective entre les murs. Pour les faibles taux de cisaillement, nous obtenons
une dynamique complexe et chaotique qui engendre du miurissement. Ceci se traduit par
une diminution de la contribution de la membrane dans le frottement avec le temps, me-
nant a un comportement thixotrope. Ce comportement est observé jusqu’a un cisaillement
seuil, qui est interprété comme le seuil de stabilité des domaines d’adhésion étendus. Au
dessus de ce seuil, pour des taux de cisaillement modérés, nous retrouvons des solutions
stationnaires périodiques (comme en l'absence de cisaillement, mais avec une symétrie
brisée). L’amplitude de ces solutions décroit avec le taux de cisaillement, ce qui induit
une décroissance de la contribution de la membrane au frottement, menant a un compor-
tement rhéofluidifiant. Pour les taux de cisaillement plus élevés, la dynamique présente un
chaos spatio-temporel similaire a celui qui résulte de I’équation de Kuramoto-Sivashinsky
[50, 91]. Dans ce régime, la force de frottement liée & la présence de la membrane diminue
comme 1/v? lorsque 1'on augmente la vitesse v, de cisaillement. Nous obtenons ici encore
un comportement rhéofluidifiant.

Dans la derniére partie de cette thése, nous avons étendu notre approche aux systémes
tridimensionnels, et en présence de murs rugueux. Nous avons aussi ajouté la contrainte
de conservation locale de I'aire membranaire, que nous avons formulée comme une conser-
vation de la densité d’aire projetée. Dans ’approximation de lubrification, cette contrainte
se traduit par une tension effective dépendant du temps, mais spatialement homogéne et
non locale. Les premiers résultats pour I'adhésion entre deux murs plans suggérent que le
mirissement pourrait étre restauré dans le cas des membranes bidimensionnelles, malgré
les interaction oscillantes qui demeurent entre parois de domaine.

Ce travail de thése a donné lieu a plusieurs collaborations. Notamment, les études
de dynamiques de kinks ont été effectuées en collaboration avec Paolo Politi, chercheur
du CNR a I'Istituto dei Sistemi Complessi a Florence. Certains résultats particuliers ont
été obtenus grace a ces collaborations : (i) la solution numérique des équations de kinks
avec des forces de Langevin a été obtenue par P. Politi; (ii) I’étude du cisaillement d’une
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membrane unidimensionnelle entre deux murs rugueux a été développée lors du stage
de L3 d’Anthony Troger co-encadré par moi-méme; (iii) la solution numérique par des
méthodes implicites des équations des membranes bidimensionnelles et des membranes
sous cisaillement est actuellement développée par Dr. Tung To, postdoctorant dans notre
équipe.

Finalement, une partie des résultats présentés ici ont été publiés dans trois articles [53,
54, 55]. D’autres manuscrits sont en cours de préparation.

1.4 Physique des membranes lipidiques

1.4.1 Structure moléculaire d’une membrane lipidique

Comme son nom l'indique, une membrane lipidique est un objet constitué de lipides. Ce
sont des molécules dites amphiphiles, c¢’est-a-dire constituées de deux parties distinctes :
une téte polaire hydrophile, et une queue formée d’une ou plusieurs chaines carbonées,
hydrophobe car apolaire. Du fait de leur structure ces molécules ont tendance, en milieu
aqueux, a s’organiser de telle sorte que la queue réduise son contact avec 'eau pour
minimiser son énergie. Les lipides s’auto-assemblent alors en différentes structures. La
plus simple est la micelle qui est une sphére ot toutes les queues se rejoignent au centre.
Cependant, lorsque la concentration de lipides est suffisamment élevée, les lipides ont
plutot tendance a former des structures bicouches plus stables. Nous avons alors des
membranes formant une surface, et sous certaines conditions, nous pouvons obtenir des
surfaces fermées appelées vésicules ou méme des tubes. Différentes configurations sont
représentées sur la figure 1.3. La taille de ces objets peut aller jusqu’a plusieurs dizaines
de pm. Le phosphatidylcholine (PC) est la variété de lipides la plus abondante dans les
cellules des mammifeéres. Il en existe plusieurs types : DPPC, DOPC, DMPC... La taille
typique de ces lipides est d’environ 2 nm, la téte comptant pour environ le tiers de la
taille totale de la molécule. L’épaisseur typique des bicouches est elle d’environ 5 nm.

Les deux phases les plus communes des membranes sont : la phase gel ot les lipides sont
quasiment fixes (le coefficient de diffusion est de I'ordre de 1072 ym?®.s71) et la phase liquide
ou les lipides peuvent diffuser le long de la membrane (avec un coefficient de diffusion de
l'ordre de 10 pm?.s7!). A TI'état de phase gel, plusieurs sous-états existent, les lipides
peuvent par exemple étre perpendiculaires a la surface ou inclinés [49], les configurations
possibles sont nombreuses et nous n’allons pas toutes les expliciter ici. Les températures de
transitions de I'état gel vers I'état liquide varient énormément et peuvent aller de -60 °C a
80 °C selon la nature des lipides. La valeur de cette température dépend essentiellement de
I'intensité des forces de Van der Waals entre les tétes lipidiques, de la longueur des queues
des molécules et du nombre de doubles liaisons dans la chaine carbonée qui constitue la
queue [81]. Plus la chaine carbonée est longue et plus la température de transition 7.
est ¢élevée. La géne stérique augmente avec la longueur de la queue, et par conséquent la
mobilité des lipides diminue. De plus, plus la chaine carbonée contient de doubles liaisons
et plus T, est basse [17]. En effet, les doubles liaisons auront pour effet d’augmenter
la distance entre lipides et d’ainsi diminuer les interactions entre les tétes. Pour avoir
un ordre d’idée, 'ajout d'un carbone a la chaine carbonée augmente la température de
transition 7, d’environ 10 °C et I'ajout d’une double liaison peut la diminuer de 50 °C.
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FIGURE 1.3 — A gauche, schéma d’un lipide. A droite, les différentes configurations pos-
sibles des lipides.

Les membranes peuvent étre constituées par plusieurs types de lipides, la formation de
domaines de lipides est d’ailleurs un théme de recherche actif [99].

Dans la suite nous ne prendrons pas en compte l'effet des changements de phase et
considérerons une membrane sans épaisseur formée d’un seul type de lipides.

1.4.2 Conservation de 'aire

Connaissant désormais la structure d’'une membrane lipidique, nous allons nous inté-
resser a ses propriétés élastiques. La plupart de ce manuscrit concerne les modéles unidi-
mensionnels pour les membranes, cependant, afin de rester dans un cadre général, nous
allons présenter les propriétés mécaniques d’une membrane bidimensionnelle.

La compression et I'extension d’'une membrane lipidique dans la direction tangentielle
a celle-ci, c’est-a-dire la diminution ou 'augmentation de ’aire d’'une membrane plane,
cotite de I'énergie dont la densité locale s’écrit

1 [AAN®
8compfe:ct = §X (T{J) (15)

dans la limite AA < Ag. x est le module de compressibilité, AA est la variation de 'aire
et Ay est 'aire de la membrane au repos (voir figure 1.4). Le module de compressibilité
est de 'ordre de 0,1 J.m™2 [51]. Il est possible d’estimer '¢longation maximale & partir
de laquelle la membrane se déchire [57]

AAmax
Ao
Dans le cas des membranes liquides, la forme de la membrane peut étre changée sans

changement d’aire, ¢’est donc I'énergie de courbure qui domine la dynamique de ces mem-
branes.

~ 1%. (1.6)
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Ao » Ao+ AA

FIGURE 1.4 — Extension de la membrane dans la direction tangentielle a elle.

1.4.3 Energie de courbure

Nous allons présenter ici I’énergie de courbure d’une membrane lipidique. Les différents
éléments géométriques utilisés ici sont présentés plus en détail dans la section A.1 de
I’appendice.

Modéle de Helfrich 2D
Il est connu depuis les travaux de Helfrich [34] que la mécanique d’'une membrane est
dominée par son énergie de courbure qui s’exprime de la maniére suivante

g = // dA (g(cm )+ %GCG) , (1.7)

ot dA est I'élément d’aire, x est la rigidité de courbure et kg est le module de courbure
gaussienne. ¢, est la courbure moyenne et ¢y est la courbure spontanée, c¢’est-a-dire la
courbure que prend la membrane a l’équilibre. Cela peut apparaitre dans les cas ou les
deux monocouches sont constituées de lipides différents ou quand il y a des insertions
dans la membrane telle que des protéines [65]. Cette courbure spontanée sera prise nulle
pour notre étude, car nous considérons une membrane avec un seul type de lipides et sans
protéines membranaires.

Le théoréeme de Gauss-Bonnet nous dit que pour une surface ouverte nous pouvons

écrire
//d.ACG—l—j{dsca:QW (1.8)
B

ol 0 désigne le contour de la membrane, ¢y la courbure de la courbe définie par le contour
et s ’abscisse curviligne sur ce contour. Dans le cas d’'une membrane périodique ou infinie,
la deuxiéme intégrale est nulle et donc la contribution a I’énergie de la courbure gaussienne
est constante, elle n’aura donc aucune influence sur la dynamique de la membrane. Ce
terme sera négligé par la suite. En fait, la courbure gaussienne joue un roéle lorsque la
membrane subit des changements topologiques. Dans le cadre de cette thése, nous ne
considérerons pas ce phénomeéne. Il ne reste donc que l'intégrale sur la surface de la
courbure moyenne, qui est désormais notée ¢, au carré

g, = // dA g& (1.9)

ce qui veut dire que I’énergie sera minimale pour une membrane plane. Cela va donc
cotiter de I'énergie de courber la membrane qui va tendre & s’aplanir.
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Nous considérerons aussi la tension de surface de la membrane dans le chapitre 5. Sa
contribution a I’énergie de la membrane vaut

E = // dA g, (1.10)

ol ¢ est la tension de surface de la membrane. L’origine physique de cette tension est
débattue dans la littérature [29, 30|, bien que l'analyse de nombreux résultats expérimen-
taux requiérent ce terme [36, 61]. Cette tension peut provenir par exemple de fluctuations
thermiques, ou étre d’origine entropique [28] ou simplement étre une tension mécanique
[87]. Nous considérons ici la tension ¢ comme une constante, sans avoir d’a priori sur son
interprétation physique qui demeure délicate.

1.4.4 Forces externes agissant sur la membrane

Nous avons présenté jusqu’ici dans cette section les propriétés intrinséques de la mem-
brane, intéressons nous maintenant aux éventuelles actions extérieures déja mentionnées
dans I'introduction. Les différentes interactions possibles de la membrane avec le milieu
extérieur sont nombreuses et variées, il y a :

— les forces de Van der Waals, qui peuvent étre de trois natures différentes. Premie-
rement, il peut s’agir de la force de dispersion de London qui est généralement la
composante la plus importante et attractive. Cette force met en jeu deux dipoles
induits dont l'origine est la distribution propabiliste de la densité électronique d’une
molécule. Ensuite, il peut y avoir la force de Keesom qui regroupe les interactions
entre dipoles permanents. Et enfin, il reste les forces de Debye, ce sont les interac-
tions entre un dipole permanent et un dipodle induit. Ces différentes contributions
sont décrites en détail dans le livre de J.N. Israelachvili [43]. L’énergie de I'inter-
action de Van der Waals entre deux atomes ou molécules identiques est en d¢, ou
d est la distance entre les deux corps. L’énergie d’interaction entre un atome ou
une molécule avec un substrat plan séparés de d est elle en d=3. Par conséquent,
I'interaction par unité d’aire d’'une membrane avec un substrat plan vaut

lorsque I'épaisseur de la membrane est petite devant la distance au substrat. Le
facteur de proportionnalité appelé constante de Hamaker vaut typiquement 10721 J
pour une membrane lipidique sur un substrat.

— les interactions électrostatiques, car il se peut que les tétes lipidiques se ionisent. Des
interactions, avec les ions présents dans le liquide, sur un substrat ou sur une autre
membrane, peuvent alors intervenir. Cette interaction décroit exponentiellement a
grande distance avec une longueur caractéristique appelée longueur de Debye Ap

Veree < exp(—d/Ap), (1.12)

la longueur de Debye pour une membrane est quelques centaines de nm. Ce phé-
nomeéne a été observé expérimentalement entre deux membranes par A. Hemmerle
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et al [36], la force est alors répulsive, les ions étant identiques. La somme entre les
interactions de Van der Waals et électrostatiques donnent lieu a la théorie DLVO
[43].

— les pressions osmotiques qui interviennent lorsque les concentrations d’'une méme
espéce chimique sont différentes de part et d’autre de la membrane, comme observé
par A. Hemmerle et al [36].

— la force d’hydration due au fluide entre la membrane et le substrat qui induit une
force répulsive sur la membrane [43]. La nature exacte de cette force est encore mal
comprise mais il semblerait qu’elle soit d’origine stérique. Son énergie d’interaction
est en général modélisée par une décroissance exponentielle exp(—ad) avec a~! ~
2,5A.

— la répulsion d’Helfrich qui est d’origine entropique |2, 35, 62]. En effet, sous confi-
nement, une membrane posséde moins de configurations possibles et son entropie
diminue. Pour augmenter ’entropie, la membrane lipidique doit s’éloigner des sub-
strats ou autres membranes, ce qui méne & une répulsion dont le potentiel est

(kBTemp)2

- (1.13)

Vventrop X

— dans le cas d'une cellule, la répulsion du glycocalyx, sorte de manteau entourant
celle-ci d’une épaisseur pouvant aller de 5 a 50 nm selon le type de la cellule. Cette
répulsion est d’origine stérique et son effet sur les vésicules peut étre simulé par une
brosse de polymeéres dans les expériences comme pour les travaux de K. Sengupta
et L. Limozin ou le rayon de Flory des polyméres est de 87 nm [89] ou les ceux de
R. Bruinsma, A. Behrisch et E. Sackmnann ou le rayon de Flory est de 5 nm [12].

— l'action du cytosquelette d’une cellule qui peut s’accrocher & la membrane en cer-
tains points comme dans le modéle de T. Speck et R.L.C. Vink [93]|. La membrane
cellulaire peut s’accrocher ou se désolidariser du cytosquelette lors de la formation
de blebs [11, 76].

— les liaisons ligand /récepteur qui peuvent se former entre deux membranes [12; 59].
L’énergie typique d’une liaison est quelques kpT,., [7] et la concentration de ces
ligands ou récepteurs peut aller jusqu’a 3500 molécules.um=2 [59].

Le couplage de ces interactions peut amener a la formation de potentiel double puits.
En effet, lors de 'adhésion d’une membrane sur un subtrat par les forces de Van der
Waals, le couplage avec la force d’hydration, répulsive, donne un potentiel & un puit avec
un minimum a quelques nm du substrat d’apreés les travaux de P.S. Swain et D. Andelman
[94] (voir figure 1.5 en (a)). Deux murs suffisamment éloignés I'un de l'autre créent donc
un potentiel double puits.

De plus, lors de I’étude de 'adhésion d’une vésicule unilamellaire géante sur un substrat
recouvert d'un coussin de polymére faite par K. Sengupta et L. Limozin [89], il est possible
d’obtenir un potentiel double puits en fonction de la concentration de polyméres (voir
figure 1.5 en (b)). La membrane est attirée vers le substrat via I'interaction de Van der
Waals, en 'absence de polymeéres la répulsion est donc assuré par la force d’hydration,
la situation est similaire a celle de P.S. Swain et D. Andelman mentionné juste avant,
nous avons un potentiel a un puits situé a quelques nm du substrat. En augmentant
la concentration en polymeéres sur le substrat, ceux-ci augmentent la répulsion et un
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FIGURE 1.5 — (a) Potentiel en fonction de la distance h entre la membrane et le substrat
obtenu dans l'article de P.S. Swain et D. Andelman [94] en prenant en compte les forces
de Van der Waals et la force d’hydration. La grandeur a vaut 4,93 nm et o 1,7 x 107°
Jom~2. (b) A gauche, potentiel double puits mesuré¢ dans le papier de K. Sengupta et
L. Limozin [89]. Ils étudient I’adhésion d'une vésicule géante sur un substrat avec un
coussin de polymeére qui simule 'effet du glycocalyx. (c) Représentation des liaisons type
ligand /récepteur dans le cas ou deux types de liaisons existent. A droite, le potentiel
d’adhésion correspondant. cette figure est tirée de l'article de M. Asfaw et al [1].

deuxiéme puit apparait dans le potentiel. Cette répulsion domine pour des concentrations
supérieures & une molécule.um™?2 et il ne reste plus qu’'un puits a quelques dizaines de nm
du substrat.

Enfin, lors de 'adhésion de cellules par des liaisons de type ligand /récepteur il est
également possible d’observer des potentiels double puits. Par exemple, pour les cellules
T, il y a deux types de liaison qui se créent avec des longueurs respectives de 15 et 40
nm [25]. Ce type de systémes a ¢té modélisé par M. Asfaw et al [1| et un potentiel double
puits a été en évidence (voir figure 1.5 en (c)).
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Chapitre 2

Présentation du modéle bidimensionnel

2.1 Systéme étudié

Nous avons présenté les propriétés intrinséques des membranes lipidiques ainsi que les
forces d’interaction entre la membrane et son environnement. Présentons maintenant le
modeéle qui va étre étudié dans ce manuscrit.

Tout au long de ce manuscrit les vecteurs seront repérés par des lettres en gras et les
grandeurs physiques d’une partie du systéme au-dessus ou en dessous de la membrane
seront notées avec les indices + ou — respectivement. De plus, dans cette partie, bien que
le systéeme soit a deux dimensions, nous garderons les mémes notations pour les constantes
physiques que celles qui ont été introduites dans l'introduction. Les constantes peuvent
donc avoir des dimensions différentes. Par ailleurs, les conditions aux limites considérées
seront toujours périodiques.

2.1.1 Présentation du systéme

Comme nous I'avons vu dans l'introduction, les sytémes comprenant des membranes
confinées sont multiples. Notre but est de modéliser ces sytémes et de capturer I'essen-
tiel de la dynamique d’'une membrane confinée. Pour commencer, nous allons étudier en
particulier 'effet de la rigidité de courbure et montrer qu’elle méne a un comportement
spécifique qui différe de celui observé habituellement pour les interfaces avec présence
de tension. Pour mettre en évidence ces effets nous commengons par étudier un systéme
2D avec une membrane unidimensionnelle sans tension de surface. Dans les chapitres qui
suivront, nous rajouterons des ingrédients physiques afin de tester la robustesse de nos
résultats.

Cette membrane est confinée entre deux murs parfaitement plans et identiques qui
interagissent avec la membrane comme nous le verrons plus tard. Entre ces murs et la
membrane se situe un fluide incompressible de viscosité p et de masse volumique p. Le
systéme est représenté sur la figure 2.1. Les murs sont séparés de 2hy et la hauteur de
la membrane est repérée par h(z,t). La pression dans le fluide au-dessus ou en dessous
de la membrane est notée p. respectivement. La pression p.,; de 'extérieur du systéme
est elle fixée et sera une constante. De plus, la membrane peut étre considérée comme
imperméable, les échelles de temps sur lesquelles le fluide traverse la membrane sont trés
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Pext

Pext

FIGURE 2.1 — Systéme étudié avec la membrane en bleu foncé baignant dans le fluide
en bleu clair. h désigne la hauteur de la membrane. p4 représente la pression au sein du
fluide au-dessus (+) ou en dessous (-) de la membrane et la pression extérieure pe,; est
fixée. Enfin, v est la perméabilité des murs.

longues [88]. En revanche, la perméabilité des murs v, définie dans la sous-section 2.1.3,
est considérée, notre mur pouvant représenter différents substrats biologiques. Ce substrat
peut par exemple étre du cartilage dans le cas des systémes de biolubrification [64], ou du
collagéne une protéine structurale qui se retrouve dans les os ou les tissus du corps |74]
ou encore le cytosquelette. Cette perméabilité aura un effet important sur la dynamique
comme nous le verrons par la suite.

Nous allons tout d’abord décrire le modéle physique en détail. Puis, nous obtiendrons
une équation pour le profil h(z,t) de la membrane en intégrant analytiquement 1’hydro-
dynamique dans I’approximation de lubrification.

2.1.2 Equation du fluide

Nous pouvons tout d’abord écrire ’équation de Navier-Stokes décrivant I’hydrodyna-
mique du fluide et la condition d’incompressibilité

p(Ov + (V.V)V) = =Vp + uV3v, (2.1)

Vv=0, (2.2)

avec v = v,ex + v,€, la vitesse du fluide. Les e; sont les vecteurs unitaires du systéme de
coordonnées cartésiennes.

Les fluides biologiques sont souvent des fluides complexes comprenant des macromolé-
cules comme des polyméres ou des protéines. Cette complexité ne sera pas prise en compte
dans le modeéle et le fluide sera pris newtonien.
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2.1. SYSTEME ETUDIE

2.1.3 Conditions aux limites

Pour obtenir ’expression de la vitesse du fluide, il faut définir quelques conditions aux
limites. Premiérement, nous considérons qu’il n’y a pas de glissement entre le fluide et les
murs. La longueur de glissement est négligeable (<nm et hy &~ 10nm) pour un fluide avec
un angle de contact de moins de 120° d’apres les travaux de D.M. Huang et al [42]. Cette
condition est effectivement vérifiée pour le cas du fluide synovial sur du cartilage [97], ce
qui se trouve dans les articulations du corps. La longueur n’est plus négligeable pour les
angles de contact plus élevés. Cependant, les substrats biologiques sont trés rugueux et la
rugosité est trés efficace pour annihiler le glissement. Il s’en suit donc

'Uzlzzzl:ho = 0. (23)

Ensuite, la partie des lipides en contact avec le fluide étant hydrophile, il apparait
naturel de négliger le glissement entre la membrane et le fluide. De plus, les simulations
de dynamique moléculaire réalisées par T.J. Miiller et F. Miiller-Plathe suggérent que
le glissement entre les deux couches de lipides est négligeable [67], sauf dans des cas de
déshydratation extréme [9]. En cisaillant notre systéme avec un taux de cisaillement de
1072 ps~! (cela correspond a une vitesse du fluide de 100 m.s™ & hg = 10 nm de la
membrane), les simulations de T.J. Miiller et F. Miiller-Plathe donnent une vitesse de
1 m.s™! entre les deux couches de lipides si le fluide est de I'eau. Cette vitesse est bien
négligeable. De plus, la viscosité de la membrane est nettement supérieure a celle de ’eau
[67, 101], les déplacements de lipides au sein d’une méme couche peuvent étre négligés
et donc le glissement aussi. Nous pouvons donc écrire 1’égalité des vitesses pour le fluide
au-dessus et en dessous au niveau de la membrane

V+|z:h = V—’z:h- (24)
Puis, les murs étant perméables, nous définissons une loi de perméabilité inspirée par

la loi de Darcy. Cette loi impose que la vitesse normale du fluide au bord des murs soit
proportionnelle a la différence de pression entre l'intérieur et I'extérieur du systéme

Vot |o—thy = £V (D — Peat), (2.5)
ou v est la perméabilité des murs. Il s’agit d’une loi de réponse linéaire a la Onsager ou

v joue le role du coefficient cinétique.
Enfin, la continuité du tenseur des contrainte implique que

(T4 = T-)|z=nm] £ = — fi, (2.6)

(T4 = T )|e=nn] m = —fo, (2.7)

ou 7;; = p(0vj+0jv;) — pdi; est le tenseur des contraintes dans le fluide. d;; est le symbole
de Kronecker et f; et f,, sont les forces par unité de longueur tangentielles et normales &
la membrane, elles peuvent étre d’origine interne ou externe.
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2.1.4 Forces subies par la membrane

Nous allons maintenant décrire les différentes forces qui agissent sur la membrane.

Force de courbure

Pour commencer, nous avons vu dans la sous-section 1.4.3 que la membrane avait une
énergie de courbure qui a pour effet de I'aplanir. Pour une membrane unidimensionnelle,
il n’y a plus qu'une coordonnée interne s, il est possible de choisir de prendre ’abscisse
curviligne le long de la membrane, I’élément d’aire d.A devient alors un élément de longueur
ds (se référer a 'appendice A.1 pour la définition des outils géométriques). Le tenseur de la
métrique lui (voir équation (A.4)), est simplement un nombre qui vaut t.t = 1 ou t = O,r,
est le vecteur unitaire tangentiel & la membrane (ce vecteur est unitaire seulement si s est
I’abscisse curviligne). Le vecteur normal n est défini par la formule de Frenet

st = cn, (2.8)

ol ¢ est la courbure de la membrane.
De méme, le tenseur de courbure (voir équation (A.7)) n’est plus qu'un scalaire qui
sera égal a la courbure de la membrane

c=(0’r).n = (0,t).n. (2.9)

L’énergie de courbure pour une membrane 1D est égale a

E = /ds gCZ. (2.10)

Nous rappelons que nous utilisons ici la méme notation s pour la rigidité de courbure que
pour une membrane bidimensionnelle méme si cette grandeur n’a pas la méme dimension.
Nous faisons de méme pour toutes les grandeurs.

Une force sera induite par cette énergie de courbure. Pour obtenir son expression, il
est nécessaire de calculer la variation d’énergie 0€, qui entre en jeu lorsque la membrane
se déplace de {r} a {r + or}, et le résultat est

5, = g/ds or. [~(c® + 20.0)] n. (2.11)
Le calcul est détaillé dans 'annexe A.2. Cela signifie que la force de courbure vaut
3
f.=—kr (5 + assc) n, (2.12)

la force par unité de longueur obtenue est normale & la membrane. Le terme en ¢ sera

négligeable par la suite dans le cadre de 'approximation de lubrification (voir sous-section
2.2.1). Le terme en Ogc va faire apparaitre la dérivée quatriéme de la hauteur h de la
membrane, ce terme est stabilisant et aura pour effet de s’opposer a la courbure de la
membrane.

Potentiel d’interaction avec les murs
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2.2. DERIVATION DE L’EQUATION D’EVOLUTION

En plus de la rigidité de la membrane, le potentiel d’adhésion créé par les murs va
étre considéré. Le potentiel choisi synthétise toutes les contributions présentées dans la
sous-section 1.4.4, le potentiel subi par la membrane est un potentiel double puits. La
membrane a deux états d’adhésion possibles, ce sont les deux minimums du potentiels.
Pour I’étude nous allons choisir le potentiel par unité de longueur qui représente ces effets
le plus simplement possible et choisir un potentiel double puits symétrique de la forme

Uh) = Uy (h—4 — h? h—2> (2.13)

ol Uy quantifie 'amplitude du potentiel et h,, indique la hauteur des deux minimums. Ce
potentiel ne dépend que de la hauteur de la membrane car les murs sont invariants par
translation selon x. La contribution a I’énergie est

£, = /ds U(h). (2.14)

Le potentiel est représenté sur la figure 2.2. Les deux groupes de quatre points ex-
pliquent 'effet sur la membrane. Si nous nous plagons dans une zone ot la courbure du
potentiel est positive, i.e. dérivée seconde positive, alors le fait de créer des oscillations sur
la membrane va augmenter I’énergie. Ceci est schématisé par les quatre points de gauche
sur la figure 2.2. Si la membrane s’écarte de 1’état plan (représenté par les deux points
extérieurs) alors I’énergie moyenne (représentée par le point du milieu) sera au-dessus de
I’énergie qu’aurait la membrane plane de méme hauteur moyenne. La variation d’énergie
AU est positive. Donc dans ces zones, la membrane va chercher & s’aplanir. En revanche,
pour les zones ol la courbure du potentiel est négative, alors la membrane diminuera son
énergie en créant des instabilités. La variation d’énergie AU est négative. L’effet global de
ce potentiel sera de créer des domaines d’adhésion dans un ou ’autre minimum du poten-
tiel, il va y avoir compétition entre les deux états d’adhésion possibles. Ce comportement
rappelle la décomposition spinodale comme discuté dans I'introduction.

Pour résumer, les forces par unité de longueur tangentielles et normales a la membrane
s’expriment

fi = -U'(h)e,.t, (2.15)

fo=—" (%3 + assc> _ U (h)eym + AU(h). (2.16)

2.2 Dérivation de I’équation d’évolution

Dans cette section nous allons dériver I’équation d’évolution d’une seule membrane
lipidique entre deux murs plans qui est la situation qui a principalement été étudiée dans
le cadre de cette these. Nous rappelons que I'indice + spécifie que ce sont des variables au-
dessus de la membrane (z > h) et que I'indice — est pour les variables sous la membrane
(z < h).
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FIGURE 2.2 — Potentiel en fonction de la hauteur i de la membrane. Les minimums sont
repérés par +h,,. AU est la différence d’énergie entre une membrane avec des oscillations
et une membrane plane.

2.2.1 Approximation de lubrification

Afin de faciliter I'analyse du systéme, nous nous plagons dans le cadre de 'approxi-
mation de lubriufication. Ceci permet d’obtenir une équation d’évolution sur la hauteur
h(z,t) seulement au lieu d'une équation sur h(z,t) et sur la vitesse du fluide v(x, z, ).
Cette limite signifie que

O.h < 1, (2.17)

nous sommes dans la limite des petites pentes. En revanche, les variations de h peuvent
étre de 'ordre de la taille du systeme, i.e. la distance entre les murs. Il est alors possible
de définir un petit parameétre

T
ou £ est la taille typique des domaines d’adhésion. Comme mentionné dans la sous-section
1.4.4, le potentiel crée par un mur comprenant les forces de Van der Waals et la force
d’hydration est un potentiel & un puit avec un minimum & environ 2 nm du mur. Dans
le cas ou hg = 10 nm, nous obtenons bien un potentiel double puits. La validité de
I’approximation de lubrification sera vérifiée au fur et a mesure de ’étude. Dans cette
limite le vecteur normal n sera confondu avec le vecteur unitaire e, et le vecteur tangentiel
t avec e. Toutes les forces qui s’appliquent & la membrane sont donc selon I'axe vertical
z.

¢ (2.18)

Nous allons considérer de plus que nous travaillons avec des nombres de Reynolds au
plus de l'ordre de 1

Re = 0% _ oy, (2.19)
i
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2.2. DERIVATION DE L’EQUATION D’EVOLUTION

oll ug est la vitesse typique du fluide. L’écoulement sera alors laminaire et principalement
dans la direction e, dans 'approximation de lubrification.

Nous pouvons définir des variables sans dimension de I'ordre de 1 pour pouvoir négliger
certains termes par rapport a d’autres en s’inspirant par exemple de 'article de A. Oron,
S.H. Davis et S.G. Bankoff [75]. Les variables adimensionnées gardent les méme notations
mais seront notées en majuscule. Les coordonnées cartésiennes deviennent

Z =z/hg (2.20)
et
X =z/l = ex/hy, (2.21)

les murs sont alors situés en Z = +1. Le temps devient
T =t/ty (2.22)

ou ty est un temps caractéristique que nous choisissons égal a ¢/ug = ho/(eup), soit le
temps typique que met le fluide pour se déplacer de la longueur /. Les composantes de
la vitesse du fluide deviennent alors Vx = v,/ug et Vz; = v,/(eup), I'écoulement étant
laminaire dans la direction z la vitesse typique du fluide selon z est naturellement d’ordre
1. Enfin, la pression adimensionnée est P = ehgp/(pup). L’équation (2.1) projetée sur les
axes x et z peut maintenant étre réécrite de la maniére suivante

/X ERG(@TVX + VXOXVX -+ VzanX) = —8XP + 628§(VX + 8%‘/)(, (223&)

/Z e3Re(8TVZ + VxoxVy + Vzaz‘/Z) = —0zP + 62(628§(VZ + 0§VZ) (223b)
Dans la limite ¢ — 0, le liquide obéit a I'équation de Stokes et la vitesse du fluide est
essentiellement dirigée selon z. Les équations sont simplement

/X 03Vx = 0xP, (2.24a)

/7 9,P =0, (2.24D)

ce qui signifie que d’une part, la pression ne dépend pas de Z et d’autre part, que v, est
une fonction quadratique de z :

2
z
Uy = ﬂ .p+ az + b, (2.25)
avec a et b des constantes.
Dans la limite de lubrification, toutes les dérivées par rapport a x sont d’ordre e, et
I’abscisse curviligne s vaut x a l'ordre dominant, ce qui implique pour la courbure que
¢ =~ Oyeh = O(e?). La force de coubure par unité de longueur vaut alors a I'ordre dominant

f. = —r(02h)e,. (2.26)

Si h est une fonction sinusoidale de longueur d’onde A autour de h = 0, alors 92h oc h/A\*
et donc la force de courbure est du signe opposé de h. Nous retrouvons bien que cette
force est stabilisante et qu’elle va tendre & diminuer la hauteur si elle est positive et a
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I’augmenter si elle est négative, cela tend donc a aplanir la membrane. Par ailleurs, cette
force sera en 1/\*, I'effet stabilisant sera d’autant plus important aux petites échelles.

En reprenant l’expression de la force normale & la membrane (2.16), il est possible
d’évaluer € en fonction des différents parameétres

fo = =K —U' () + OpuhU(R)
Up Uy (2.27)

4
KRE
— —— 9YH — Z2U(H)+ ——0xxHU(H).

Le troisiéme terme a droite est négligeable dans le limite de lubrification € — 0. Pour que
les deux derniers termes soient du méme ordre de grandeur il est nécessaire que

B2 1/4
e:< OMO) . (2.28)

K

Si le potentiel est celui du papier de P.S. Swain et D. Andelman [94] dans lequel ils
considérent I'attraction de Van der Waals et la force d’hydration et que hg = 10 nm, alors
le parameétre € vaut environ 0, 1.

2.2.2 Une membrane entre deux murs plans

Nous avons désormais tous les ingrédients nécessaires pour dériver I'équation d’évolu-
tion.

Le point de départ de la dérivation est la conservation de la quantité de fluide. L’ex-
pression de I'incompressibilité du fluide V.v = 0 implique directement que

h h
0= / dz (0pv,— + O,v,_) = / dz 0pvp + Vo |omn — Vo |ompg - (2.29)
—ho —ho
En reprenant la loi de perméabilité (2.5) en z = —hg cela donne
h
0= / dz 0pvp— 4+ Oth + vy |.=pOch + V(D= — Peat)- (2.30)
—ho

Le premier et le troisiéme terme a droite peuvent étre rassemblés et donnent la dérivée
par rapport a x de
h
J- :/ dz v, (2.31)
—ho

qui correspond en fait au débit de fluide sous la membrane dans la direction x. Il s’en suit
donc

Oh = —0.j- — v(p— — Pewt)- (2.32)

Nous pouvons écrire exactement la méme chose pour z allant de h & hg et en appelant de
la méme maniére le débit de fluide au-dessus de la membrane j,. Cette fois la relation
obtenue est

Oth = Opjy + V(Dy — Pext)- (2.33)
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En sommant ces deux derniéres équations et en remplacant v, par son expression dans
I'approximation de lubrification (voir équation (2.25)) nous obtenons

hd 1 h? 1 h? h v
oh =3 a Lo ap) — o w1 Y A (ar— Zsp)| 4 2a
t 50r(Bp) = G0 <p)+2h0( h2> Hh?( ho )1+2 P

(2.34)
ol pour toute quantité y nous définissons Ay =y, —y_ et Yy = y. + y_. Nous utilisons
cette nouvelle notation par souci de commodité.

Pour obtenir ’équation d’évolution il est nécessaire de connaitre 0,p, a et b en tout
point du fluide au dessus et en dessous de la membrane, cela fait donc un total de 6
inconnues. Nous devons trouver 6 équations pour pouvoir résoudre le probléeme, ce sont
les conditions aux limites et l'expression du débit total du fluide qui vont fournir les
équations nécessaires. Si nous récapitulons les conditions aux limites de la sous-section
2.1.3, nous avons le non-glissement du fluide sur les murs et au niveau de la membrane.
Si nous rajoutons ’équilibre mécanique cela fait 5 équations

( Uz+‘z=h0 =0, ( )
Vg |2=—hy = 0, (2.36)
Vg |z=h = Vo—|2=n, (2.37)
P+ —p- = fn, (2.38)
0:Vp4 | 2=h — 0205 |.—p = 0. (2.39)

A cela nous rajoutons I'expression du débit total dans la direction x qui forme la sixiéme
équation du systéme

ho
j=ieti= [ s (2.40)
—ho
le débit vérifiant 1’'équation différentielle (voir appendice B.1)
- 3w e

Aprés un peu de calcul détaillé dans I'appendice B.1, la résolution du systéme d’équa-

tion donne
hi h2\* 3 h [ h? v
= 1 - — —— | —= =1 —f.. 2.42
o ax[ s (1-52) i+ i (1) [+ 5 a2

fo=—KOsh —U'(h). (2.43)

Dans le premier terme de Péquation (2.42) a droite, il apparait une mobilité (1 — h2/h2)’
qui modélise le ralentissement de la dynamique par divergence de la dissipation visqueuse
lorsque la membrane s’approche du mur. Ce comportement est bien connu, I’étude d’une
particule sphérique dans un fluide qui se rapproche d’un mur plan laisse supposer qu’il
faut une force infinie pour qu'il y ait contact [10].

Le deuxiéme terme, qui fait apparaitre le débit du fluide j est non local puisque celui-
ci vérifie une équation différentielle et son expression dépendra donc des conditions aux

avec
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bords. Ce terme n’apparait pas pour des murs entiérement perméables. Dans le cas des
murs imperméables, le fluide étant incompressibe, la quantité de fluide de part et d’autre
de la membrane est conservée. Un déplacement de fluide & un endroit induit un mouvement
global.

Enfin, le dernier terme représente 'effet de la perméabilité v des murs, plus les murs
seront perméables et plus la membrane se déplacera facilement selon les forces normales

Jn
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Chapitre 3

Adhésion d’'une membrane 1D confinée
entre deux murs plans

Nous venons de présenter le systéme étudié et de montrer comment obtenir I’équation
d’évolution. Dans ce chapitre nous allons étudier la dynamique d’adhésion de la membrane
régie par ’équation (2.42).

Premiérement, 1’énergie de la membrane ne peut que diminuer au cours du temps.
Cette énergie dans I'approximation de lubrification s’écrit

Ernem = / dr (5 (0uh)? +UM)). (3.1)

La dérivée temporelle de 'énergie de la membrane vaut

hg hn\* o Lo o 3u ;2 Voo
at‘c/'mem = /dl’ [ 24“ (1 - h%) (aa:fn) - ;(8a:.]) 2h3 §fn (32)
<0.

Nous retrouvons bien que 'énergie ne peut que diminuer au cours du temps, ce qui est
naturel puisqu’aucune énergie n’est injectée dans le systéme. Ce résultat permettra de
tirer quelques conclusions sur la stabilité des états stationnaires.

Emem = Oy [ / Qo (5 (@) U ))} - / Az (5OsshOyDnh + U (D)D) |

nous rappelons que dans le cadre de 'approximation de lubrification = ~ s et que nous considérons des
conditions aux limites périodiques (ou une membrane infinie). Nous pouvons donc écrire en utilisant les
équations (2.41) et (2.42) et les conditions aux limites périodiques que

v

Lo 3p o Vo2
+/dx [VJBMJ 2h(3)] ] +/da: [ an}-
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CHAPITRE 3. ADHESION D’'UNE MEMBRANE 1D CONFINEE ENTRE DEUX
MURS PLANS

Nous allons maintenant étudier la dynamique d’évolution de la membrane et commen-
cer par examiner l'influence de la perméabilité des murs v sur ’adhésion, et notamment
sur la morphologie des domaines d’adhésion.

3.1 Limite des murs trés perméables : cas non-conservé
Le premier cas qui est étudié est la limite des murs trés perméables, v, — oo, avec

12 1/2
= (3.3)
hiUy

la perméabilité normalisée. Nous 'appelons cas non-conservé car la hauteur moyenne de
la membrane peut varier au cours du temps. Les murs étant perméables, les quantités de
fluide au-dessus et en dessous de la membrane ne sont pas des constantes et le fluide étant
incompressible cela implique directement que le volume varie.

3.1.1 Equation d’évolution

Si nous appliquons v, > 1 a I'équation (2.42), elle devient dans cette limite >
Oh = gfn - g(—ma;‘;h —U'(h)), (3.4)

la dérivée temporelle de h est simplement proportionnelle aux forces normales. Nous
définissons U(H) = U(h) /Uy, le potentiel par unité de longueur normalisé de telle sorte
que sa valeur soit de 'ordre de 1. Nous rappelons que nous avons choisi un potentiel de
la forme (voir équation (2.13))

UH)=— —H>—. 3.5
Le temps est ensuite normalisé avec le paramétre v

t VZ/{()
T = = "¢ 3.6
T (3:6)

De méme nous normalisons la variable spatiale de la maniére suivante

Lo \
X=(2 .
(Kh%) . (3.7)

ce qui permet de réécrire I’équation (3.4) sous la forme

OrH = —0yH — U'(H), (TDGL4) (3.8)

2. Nous pouvions nous inquiéter de la validité de I'approximation de lubrification dans cette limite,
car la vitesse du fluide est alors naturellement selon z plutét que selon x. Cependant, le résultat apparait
ici auto-consistant physiquement malgré 'ambiguité mathématique dans l'ordre des approximations.
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o H = h/hg est la hauteur normalisée qui peut donc varier de —1 a 1.
L’équation (3.8) est trés similaire a une équation bien connue de la littérature, 1’'équa-
tion de Ginzburg-Landau dépendant du temps (TDGL) [39]

OrH = 0% H — U'(H), (TDGL) (3.9)

avec une dérivée seconde au lieu d’une dérivée quatriéme dans notre cas. Pour faire le
paralléle entre les deux cas nous nommerons 1'équation (3.8) TDGL4 pour indiquer la
dérivée d’ordre 4. L’équation de Ginzburg-Landau TDGL modélise les systéemes de sépa-
ration de phase & paramétre d’ordre non-conservé, dans notre cas la hauteur moyenne de
la membrane joue le role de ce paramétre d’ordre. En fait une membrane sans rigidité de
courbure mais avec une tension de surface vérifierait I’équation TDGL. La comparaison
des deux dynamiques permettra alors de mieux comprendre 'effet de la rigidité.

Nous savons notamment que la taille typique des domaines d’adhésion dans le cas de
TDGL augmente avec le temps, ce phénomeéne s’appelle le mtrissement. Il y a fusion des
domaines au cours de la dynamique pour finir dans un état uniforme aux temps longs, ce
qui correspondrait & une membrane plane dans un des minimums du potentiel dans notre
situation. La croissance de la taille des domaines est en In¢ pour une interface (membrane
pour notre probléme) 1D et en '/ pour une interface 2D.

3.1.2 Relation de dispersion non discriminante

Nous allons maintenant étudier la stabilité linéaire de notre membrane lipidique, tou-
jours dans la limite des murs trés perméables. Nous considérons donc une membrane plane
de hauteur moyenne H que est perturbée par § H et nous allons chercher quelles longueurs
d’onde vont émerger le plus rapidement dans la dynamique. La perturbation choisie est
périodique spatialement et ’amplitude va évolue avec le temps de la maniére suivante

0H = Aexp(wT +igX) avec |A] < 1, (3.10)

ou g = 27/X avec A la longueur d’onde de la perturbation. w est le taux d’accroissement
de la perturbation et indiquera quelles longueurs d’onde vont apparaitre préférentielle-
ment dans la dynamique. Les perturbations avec des taux d’accroissement négatifs seront
stabilisées et vont diparaitre car leur amplitude va diminuer tandis que celles avec un taux
d’accroissement positif vont s’accroitre.

Nous choisissons H = 0 pour une raison discutée a la fin de cette sous-section. Si
H = §H est réinjecté dans I’équation (3.8) cela donne au premier ordre la relation de
dispersion suivante

w=—¢"—U"(0). (3.11)

Dans le cas d'un potentiel double puits la dérivée seconde du potentiel en H = 0 est
négative, nous avons donc des vecteurs d’onde ¢ avec un taux d’accroissement positif si
q < (=U"(0))/4. Cela correspond aux grandes longueurs d’onde, c’est-a-dire les longueurs
d’onde vérifiant la condition suivante

27

A > =T (3.12)
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0 | 0,5 1 | 15

FIGURE 3.1 — Relation de dispersion dans le cas non-conservé avec hauteur moyenne nulle
pour U(H) = H*/4 — H2 H?/2 et H,, = 0.9.

Si nous reprenons le potentiel du papier de P.S. Swain et D. Andelman [94], cela correspond
a une longueur d’onde instable la plus petite d’environ 200 nm. Cela vaut dix fois la
distance 2hq entre les murs, nous sommes bien dans I'approximation de lubrification.

La relation de dispersion pour le potentiel choisi dans la sous-section 2.1.4 avec H,, =
hm/ho = 0.9 est tracée sur la figure 3.1. Les perturbations de petites longueurs d’onde
correspondant aux grands ¢ sont stabilisées (w < 0) tandis que les grandes longueurs
d’onde sont instables (w > 0). Nous remarquons de plus une sorte de plateau pour les
petits ¢, le taux d’accroissement est quasiment le méme pour toutes les grandes longueurs
d’onde, il ne devrait donc pas y avoir de forte discrimination entre celles-ci. Nous verrons
tout de méme plus loin que nous n’observons pas de trés grands domaines d’adhésion,
leur taille reste finie.

Revenons sur le choix de la hauteur moyenne H = 0. Si cette hauteur moyenne est non
nulle, alors elle est une fonction du temps. L’évolution des perturbations en fonction du
temps n’est plus exponentielle. De plus, si cette hauteur moyenne est trop éloignée de 0,
c’est-a-dire si la membrane se déplace plus rapidement que n’apparaissent les instabilités,
alors la membrane entiére va se déplacer en bloc jusqu’au minimum du potentiel le plus
proche et finir dans un état uniforme, une membrane plane.

3.1.3 Dynamique gelée et état désordonné

Examinons maintenant la dynamique non-linéaire de notre systéme. Pour cela, une
membrane avec des conditions aux limites périodiques et comme conditions initiales des
hauteurs aléatoires entre -0,1 et 0,1 a été simulée. Pour les simulations, nous utilisons la
méthode des différences finies avec AX = 0,2 et AT = 107° les pas d’espace et de temps
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FIGURE 3.2 — (a) Evolution de la membrane en fonction du temps pour TDGL4. Chaque
courbe correspond a la hauteur de la membrane a un temps donné, elles sont translatées
en fonction du temps. (b) Evolution pour TDGL. Pour ces deux simulations nous avons
utilisé la méthode des différences finies avec AX = 0,2 et AT = 10~% comme pas d’espace
et de temps.

utilisés. Le résultat des simulations est représenté sur la figure 3.2, ce sont différentes
images instantanées de la membrane translatées avec le temps. En (a), pour I’équation
TDGL4, nous voyons que la dynamique de la membrane est rapidement gelée, en contraste
avec I’équation TDGL en (b) ot nous voyons trés bien la fusion des domaines d’adhésion
et donc la croissance de leur taille typique, c’est-a-dire le phénomeéne de mirissement. La
premiére observation est que la rigidité de courbure semble bloquer le déplacement de ce
que nous appelons kink, c¢’est-a-dire toute la partie de la membrane qui fait la jonction
entre deux domaines d’adhésion voisins. En termes physiques, un kink est une paroi de
domaine & 1D. En termes mathématiques, un kink est une solution hétéroclinique qui
joint les deux états stationnaires. Ensuite, dans les deux cas il apparait plusieurs tailles de
domaine d’adhésion, ce qui est conforme avec I’étude de stabilité linéaire qui ne prévoyait
pas de sélection a priori. Nous verrons tout de méme dans la section 3.3 que certaines
tailles sont privilégiées par rapport a d’autres.

3.2 Limite des murs imperméables : cas conservé

Nous allons maintenant nous intéresser a la limite opposée, le cas des murs imper-
méables : v, < 1. Cette fois la hauteur moyenne de la membrane sera conservée, les
quantités de fluide au-dessus et en dessous de la membrane étant conservées, nous ’ap-
pelons naturellement le cas conservé.
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Equation d’évolution

Dans cette limite I’équation (2.42) devient

h3 h2\* 3. h ([ h?
Oh=0, |—=>(1—-—5 ) (fu)+=i— 55 — 1 3.13
t [ 24u< h%) Un)+ 47, (3hg ) (313
Bien que le débit total j n’ait montré aucune influence notoire sur la dynamique lors des
simulations nous I’avons gardé dans les équations. D’aprés I’équation (2.41) j vérifie

Opaj = 0, (3.14)

et comme les conditions aux limites sont périodiques, j sera une constante qui peut di-
rectement étre calculée a partir de 'équation (B.14) de appendice B.1,

h o [F h  h?
j=— [ do (3— — =) 0:fs 3.15
ol L est la taille du systéme. Nous rappelons que f,, = —k92h—U'(h). De la méme maniére

que pour le cas non-conservé toutes les variables vont étre normalisées. La normalisation

spatiale reste la méme
Uy 1/4
X=|—7 T
(+72)

et nous gardons H = h/hg. En revanche, le temps adimensionné est défini de la maniére

suivante 4
tuy
to  24uxt/
Bien que ce ne soient pas les mémes variables que dans le cas non-conservé, nous ne
prenons pas la peine de différencier la notation du temps normalisé dans les cas conservé
et non-conserve.

L’équation d’évolution du systéme (3.13) devient alors

(3.16)

2

OrH = dx | (1— H?)  0x (0% H + U'(H)) + JH (% — 1)} , (CH4 non-locale) (3.17)

ou

L 2
J:—g/ ax m(1- 4 O H (3.18)
L/, 3

avec toujours U(H) = U(h)/Uy. J est définie de telle sorte que son facteur dans I’équation
d’évolution soit 1 et vaut J = (18ux'/4hg Uy ™*);.
L’équation d’évolution est appelée CH4 non-locale pour la similitude avec I’équation
de Cahn-Hilliard [13]
OrH = 0xx (—0xH + U'(H)) (CH), (3.19)

ot le terme stabilisant de tension Oy x H remplace le terme de rigidité de courbure 8§(H
dans I'équation (3.17) et avec en plus un terme de mobilité (1 — H?)? qui ralentit la
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dynamique aux abords des murs a cause de la dissipation visqueuse. Le qualificatif "non-
local" est utilisé pour 1'équation (3.17) car elle fait intervenir le débit J, qui s’exprime
comme une intégrale sur tout le systéme. L’effet de ce terme dépend de I'état du systéme
en entier, cela provient de 'imperméabilité des murs et de 'incompressibilité du fluide
qui impliquent la conservation du volume total de fluide, tout mouvement de fluide & un
endroit du systéme implique un écoulement autre part.

L’équation de Cahn-Hilliard CH modélise comme TDGL les sytémes de séparation
de phase mais pour un paramétre d’ordre moyen conservé [13]. Nous pouvons citer par
exemple la démixtion d’un liquide binaire composé de molécules A et B ou le paramétre
d’ordre vaut 1 si liquide est uniquement composé de molécules A et -1 si le liquide est
uniquement composé de molécules B. Dans notre cas, la hauteur de la membrane H joue le
role du parameétre d’ordre. L’équation CH correspond en fait & une membrane sans rigidité
mais avec une tension de surface (au terme non-local prés), exactement comme pour TDGL
dans le cas des murs trés perméables. De méme que pour Ginzburg-Landau, la dynamique
de CH laisse apparaitre du mirissement, il y a aussi croissance de la taille typique des
domaines d’adhésion. Cette croissance est en In ¢ pour une interface (membrane dans notre
cas) 1D et en t'/3 pour une interface 2D.

3.2.1 Relation de dispersion sélective

De méme que pour le cas non-conservé, nous allons étudier la stabilité linéaire avant
de s’intéresser a la dynamique. Pour cette étude la partie non-locale est omise pour ne
garder que I'équation

OrH = O [(1 — H?)® 0y (04 H + U’(H))} , (CH4) (3.20)

qui est nommée CH4 en référence a l'ordre de la dérivé du terme stabilisant. Cette fois,
la hauteur moyenne se conservant contrairement au cas des murs trés perméables, I’étude
peut étre faite pour n’importe quelle valeur de H. Nous reprenons une perturbation par
rapport a la membrane plane de la méme forme que dans la sous-section 3.1.2

0H = Aexp(wT +igX), |A| < 1,
qui donne au premier ordre
w=(1-H»¢F(-U"(H) - q"). (3.21)

Dans tous les cas w(qg = 0) = 0, ce qui veut dire que les perturbations a grande longueur
d’onde ont une mobilité réduite. En effet, 'imperméabilité des murs et I'incompressibilité
du fluide rendent prohibitif la dissipation visqueuse lors les déplacements de la membrane
dans la limite des grandes échelles. Si U”(H) < 0, le systéme est instable et le taux
d’accroissement s’annule une deuxiéme fois pour un vecteur d’onde ¢ > 0. Dans le cas
contraire, tous les taux d’accroissement sont négatifs et donc les perturbations de toutes
les longueurs d’onde sont stabilisées. Ceci est représenté sur la figure 3.3 en (a) ol nous

voyons les zones otl peuvent exister ou non les instabilités.
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FIGURE 3.3 — (a) Zones de stabilité du systéme pour une membrane plane. (b) Relation de
dispersion dans le cas conservé pour U(H) = H*/4— H? H*/2 et H,, = 0,9. La courbe en
ligne pleine correspond & H = 0, nous sommes donc dans une zone instable, et la courbe
en pointillée correspond a un H de la zone stable (U”(H) > 0).

Si U”(H) < 0 alors il y a existence d’instabilités et la relation de dispersion a un

maximum a )
_U,, E[ 1/4

il est donc naturel de s’attendre a I’apparition d’une taille privilégiée pour les domaines
d’adhésion qui correspond a la moitié¢ de A,, = 27/q,,, nous choisissons cette grandeur
pour [ = [Uy/(kh2)]/*¢. En reprenant le potentiel du papier de P.S. Swain et D. Andelman
[94] avec hy = 10 nm nous trouvons que ¢ est de l'ordre de 300 nm, nous sommes donc
bien dans 'approximation de lubrification. Les petites longueurs d’onde sont stabilisées
comme pour le cas non-conservé. Sur la figure 3.3 en (b) nous avons tracé la relation de

dispersion dans le cas instable (U”(H) < 0) et stable (U"(H) > 0).

3.2.2 Dynamique gelée et état ordonné

Pour les simulations la procédure est la méme que dans le cas des murs trés perméables.
Les résultats qui sont présentés sont ceux de la simulation de 1’équation CH4 non-locale,
le terme avec le débit J a été gardé. Sur la figure 3.4 la dynamique de la membrane est re-
présentée : en (a) ce sont plusieurs photos intantanées de la membrane qui sont translatés
en fonction du temps. La dynamique observée est gelée comme pour le cas non-conservé
sauf que, comme le laissait penser I’étude de stabilité linéaire, il n’y a qu’une seule taille
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FIGURE 3.4 — (a) Evolution de la membrane en fonction du temps pour CH4 non-locale.
Chaque courbe correspond a la hauteur de la membrane & un temps donné, nous les
translatons en fonction du temps. (b) Evolution pour CH. Pour ces deux simulations nous
avons utilisé la méthode des différences finies avec AX = 0,2 et AT = 1075 comme pas
d’espace et de temps.

de domaine d’adhésion, et un ordre & longue distance apparait. En (b) nous montrons une
simulation de ’équation de Cahn-Hilliard CH, qui correspond & une membrane sans rigi-
dité de courbure mais avec une tension de surface. Nous voyons de nouveau le phénoméne
de mirissement, il y a fusion de domaines d’adhésion et ce jusqu’a qu’il ne reste plus que
deux domaines car la hauteur moyenne doit étre conservée. Cela confirme un peu plus
I'influence de la rigidité de courbure qui stoppe le déplacement des kinks (les frontiéres
entre les domaines d’adhésion).

3.3 Etude des états stationnaires et critére de stabilité
pour les états stationnaires périodiques

Nous venons de présenter la dynamique d’adhésion de la membrane et nous obser-
vons des états gelés pour les deux limites de grande et de faible perméabilité. Afin de
mieux comprendre l'origine de ces états gelés, nous avons étudié les états stationnaires
périodiques, qui sont les mémes dans le cas des murs perméables et imperméables (nous
considérons CH4 ici). En effet, nous avons vérifié numériquement qu’en prenant I’état
final des simulations du cas conservé comme condition initiale pour le cas non-conservé,
aucune évolution n’est observée (et vice versa), comme nous le voyons sur la figure 3.5.

3.3.1 Oescillation des solutions stationnaires

Puisque la dynamique est variationnelle, 9, < 0 (voir début de ce chapitre), les états
stationnaires vérifient 9,€ = 0, qui, d’apreés I’équation (3.2) implique que f,, = 0. Les états
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FIGURE 3.5 — Evolution de la membrane en fonction du temps pour TDGL4 en prenant
pour condition initiale I’état final d’'une simulation pour CH4 non-locale. Chaque courbe
correspond & la hauteur de la membrane & un temps donné, nous les translatons en fonction
du temps. Pour cette simulation nous avons utilisé la méthode des différences finies avec
AX =0,2 et AT =107° comme pas d’espace et de temps.

stationnaires des cas non-conservé et conservé vérifient donc la méme équation
OvH +U'(H) = 0. (3.23)

Cette équation admet une multitude de solutions, le but n’est pas ici d’en faire un inven-
taire exhaustif. Une étude détaillée peut étre trouvée dans la littérature [77]. Il existe une
infinité de solutions pas forcément périodiques avec un nombre de zéros variable. Nous
allons nous concentrer sur ’étude des états stationnaires périodiques de hauteur moyenne
H nulle et n’ayant que deux zéros par période. L’étude de ces solutions permet de capter
I’essentiel des ingrédients pour expliquer le gel de la dynamique. Nous considérons donc
un état avec deux plateaux, un dans chaque minimum du potentiel +H,,, séparés chacun
par ce que nous appelons un kink (voir figure 3.6).

La forme analytique exacte de ces solutions ne peut pas étre obtenue mais il est tout
de méme possible de I’évaluer sur les plateaux. Nous considérons un domaine d’adhésion
infini qui commence en X = 0 et s’étend vers +o0o. La hauteur de la membrane peut alors
étre approximée par H = Hy + R(X) avec R(X) o exp(yX) petit. En réinjectant dans
I'équation (3.23) nous obtenons

Hy=+H,, (3.24)
A& lordre 0 et
VU =0, (3.25)

a lordre 1 car U'(H,,) = 0. U/ est la dérivée seconde du potentiel en H = +H,,, cette
grandeur étant positive v va étre imaginaire, ce qui veut dire que le bord des domaines
est oscillant. Il y a quatre valeurs possibles pour = :

Yo = (U)* exp [(1 + 2k)in /4] (3.26)

avec k = 0,1,2,3, en reprenant les racines 4-iéme de l'unité. Nous allons regarder les
solutions avec Hy = H,,. La partie réelle de v doit étre négative, sinon la solution diverge
en X — o0, il ne reste plus que £ =1 ou 2. L’équation différentielle vérifiée par R étant
linéaire il peut s’écrire comme une somme de solutions

R(X) = Ajexp(11X) + Az exp(12.X). (3.27)
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Il se montre assez facilement que pour avoir une solution réelle il faut que A; et A
soient des complexes conjugués. La solution finale est donc de la forme

H = H, + Acos [(U/2)Y4X + a] exp [-(U,/22) /1 X]

_H, 1 R(X), (3.28)

la queue obtenue est oscillante avec une décroissance exponentielle comme nous pouvons
le voir sur la solution numérique tracée sur la figure 3.6. Ce type de profil oscillant a
déja été remarqué dans la littérature [19, 66] et étudié expérimentalement [60]. Le tracé
de (H — H,,)? en échelle lin-log confirme la décroissance exponentielle des oscillations.
En ajustant le profil trouvé numériquement nous trouvons pour le potentiel de I’équation
(3.5) avec H,, = 0.9 : a@ = 2.72 et A = 0.87. Les valeurs de a et A peuvent étre estimées
approximativement. Par imparité de la hauteur H quand elle s’annule (X = 0 ici), les
dérivées d’ordre pair doivent s’annuler en O :

H(X =0)=0 (3.29)

et
8XXH(X = O) =0. (3.30)

Nous en déduisons que a =~ 7 et A =~ H,,, en relativement bon accord avec les valeurs
numeériques.

Dans le cas d'une membrane avec rigidité de courbure, le déplacement des kinks de-
mande la création ou 'annihilation d’oscillations sur les domaines d’adhésion et cela aura
un colt énergétique, le gel de la dynamique en est une conséquence. Au contraire, dans
le cas de Ginzburg-Landau et Cahn-Hilliard ot les états stationnaires vérifient

— OxxH +U'(H) = 0. (3.31)

I’expression analytique de la solution stationnaire a un zéro pour un potentiel donné par
I'équation (3.5) est connue. C’est une tangente hyperbolique, une solution monotone sans
aucune oscillation. Le mirissement n’est pas freiné ou stoppé par les oscillations.

3.3.2 Critére de stabilité général pour les états stationnaires pé-
riodiques dans les systémes variationnels 1D

Nous allons ici développer un critére de stabilité pour les états stationnaires et pério-
diques d’un systéme variationnel, c’est-a-dire les sytémes dont l’énergie décroit avec le
temps. Notre systéme est bien variationnel comme il a été montré au début de ce chapitre
(voir équation (3.2)). Il est donc possible de lui appliquer ce critére de stabilité. Nous
considérons un profil H(X,T) infini stationnaire et périodique de hauteur moyenne nulle
et nous allons le perturber pour tester sa stabilité. Le développement d’un critére pour
savoir s’il va y avoir du mirissement ou non en fonction de la longueur d’onde A\ du sys-
téme peut étre effectué en utilisant la méthode de I’équation de la phase 78] ot & partir
d’un calcul multiéchelle, nous obtenons une équation de diffusion sur la phase ¢ = ¢X ou
q = 2w /. Le signe du coefficient de diffusion nous dit si la longueur d’onde est stable ou
non, la méthode et le calcul sont détaillés dans 'appendice C.1. La méthode de I’équation
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FIGURE 3.6 — (a) Solution périodique stationnaire de TDGL4 et CH4 & deux zéros et
H = 0 obtenue numériquement pour A = 80. Le zoom montre les oscillations sur le
plateau. En haut a droite, le tracé en échelle lin-log de (H — H,,)? en fonction de X — X,
ol X, désigne la position du kink. Les points noirs correspondent aux résultats numériques

et la courbe rouge correspond a un fit. (b) Solution périodique stationnaire de TDGL et
CH.
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de phase donne le méme résultat que celle décrite par la suite dans le cas non-conservé et
le cas conservé sans J. Cependant, notre méthode présente deux avantages. Premiérement
les calculs sont plus simple que pour la diffusion de phase et deuxiémement, dans le cas
ou J est présent, la dynamique est non locale et nous ne savons pas écrire I’équation de
diffusion de la phase, alors que notre méthode reste valide.

Dans le cas ou le systéme décroit une énergie (ou plus généralement une fonctionnelle
de Lyapunov), nous allons montrer qu’il existe une méthode relativement simple basée
sur une étude des variations de I’énergie a grande longueur d’onde.

La longueur d’onde de la membrane perturbée va varier autour de sa valeur moyenne \
en fonction de la position mais trés lentement dans Pespace. Nous définissons X la variable
spatiale "lente" qui va décrire les grandes échelles, c’est-a-dire les échelles de taille typique
[ > \. La longueur d’onde s’exprime alors A = A(X) = A+ 0A(X). Appelons e, la densité
d’énergie a petite échelle de la membrane de longueur d’onde \. Pour notre probléme elle
vaut

1
ExX) = §<8XXH)\(X'))2 +U(Hy %)) (3.32)

avec Hy la hauteur de I'état stationnaire de la membrane de longueur d’onde \. L’énergie
totale de la membrane peut étre approximée par I'intégrale sur la membrane de la densité
d’énergie a grande échelle qui correspond en fait a la densité d’énergie moyenne d’une
longueur d’onde

1 pE
Bpon = [ 4X & /O 4X ey 5)(X). (3.33)

La variation de cette énergie entre le systéeme périodique et le systéme perturbé, & nombre
de longueurs d’onde fixe et dont le calcul est détaillé dans I'appendice C.2 vaut

Sy, = DA / AX [SAX)]2 + O(GAX)) (3.34)
)\2
Ly=— /A dX (OxxHy)% (3.35)

Cette grandeur est a un facteur pres I'opposé de ’énergie de courbure de la membrane
sur une longueur d’onde.

Il a été montré au tout début du chapitre 3 que ’énergie de la membrane ne pouvait
que diminuer au cours du temps, donc forcément 0 F,,.,, < 0. Si 05L5 > 0 cela implique
que la norme £2 de d), [(6))?, doit décroitre, et donc la perturbation décroit : le systéme
est stable. Si au contraire d5L5 < 0, alors [(dA)? doit augmenter : le sytéme est instable.
Dans I'appendice C.2 nous obtenons un critére de stabilité similaire avec une forme de
I’énergie beaucoup plus générale.

Nous pouvons évaluer £, pour les membranes aux grandes longueurs d’onde en utilisant
la forme analytique approximée sur les plateaux des états stationnaires (voir equation
(3.28)). Nous considérons une longueur d’onde \ suffisamment grande et plagons le premier
zéro en X = 0 de telle sorte que Ox Hy|x—¢ > 0. Loin des kinks la hauteur de la membrane
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MURS PLANS

est environ égale a

Hy=H, + R(X)+ R(\2—-X)
=H,, + Acos [(Ul/2)*X + o] exp [—(U}, /25)/*X] (3.36)
+ Acos [(UL /254 (N2 = X) + o] exp [ (UL /24 (N2 — X)]

dans le cas d’'un antikink (Ox Hyx|x—o < 0) ce serait I'exact opposé (x(—1)) par symétrie
du probléme. Sur les domaines d’adhésion, la hauteur correspond a la somme des deux
queues, celle venant de X = 0, et celle venant de X = \/2. Nous pouvons ensuite écrire
a l'ordre dominant

A2
L’Az,CO—Q/ AX [Oxx (6H(X)+0H(N/2 — X))

Lo (AU ! 0
= EO + Um/\ COS W + 2(1 exXp —W s

I'intégrale entre 0 et A/2 étant strictement égale a I'intégrale entre \/2 et A. Ici, Ly est
une constante d’ajustement.

Cette approximation est tracée en pointillé sur la figure 3.7 et reproduit bien le com-
portement de la courbe pleine obtenue numériquement pour les grandes longueurs d’onde.
Nous pouvons enfin remarquer que le critére de stabilité oscille avec la méme longueur
d’onde que le profil de la membrane sur les plateaux. Ceci semble conforter I’idée intuitive
d’une interaction oscillante entre les kinks due aux oscillations du profil de la membrane.

Sur la figure 3.7 la courbe de L, est superposée avec les distributions de longueurs
d’onde obtenus dans les simulations de TDGL4 en bleu et CH4 en rouge. Nous remarquons
d’abord que pour le cas conservé (CH4) il y a un seul pic trés proche de \,,, la longueur
d’onde la plus instable, et cela correspond avec une zone a dérivée positive. Les états
stationnaires périodiques a longueur d’onde la plus instable linéairement sont donc stables,
et par conséquent le systeme reste gelé.

Pour le cas non-conservé, en toute rigueur, notre critére de stabilité ne s’applique pas
car nous ne sommes pas en présence d'un état périodique. Cependant, le critére nous
donne quand méme des informations sur les états stables du systéme. La distribution
des longueurs d’onde est plus étendue mais nous pouvons voir que les deux premiers pics
correspondent a des zones ol 0\ L, est positif. Le systéme semble se réarranger jusqu’a ce
qu’il ne subsiste plus que les distances interkinks correspondant a des états périodiques
stables. Le systéme mettant beaucoup de temps a relaxer, la statistique n’est pas treés
bonne, notamment pour les grandes longueurs d’onde. Nous voyons tout de méme assez
nettement les deux premiers pics. L’accord entre nos simulations et le critére de stabilité
est donc assez bon. Nous irons un peu plus loin dans 1’étude des états stationnaires
apériodiques dans le chapitre suivant a 'aide des modeles de kinks.
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3.3. ETUDE DES ETATS STATIONNAIRES ET CRITERE DE STABILITE POUR

LES ETATS STATIONNAIRES PERIODIQUES

0 9 [ — T
‘\ — . — 0,432
\| : B
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FIGURE 3.7 — L) en fonction de la longueur d’onde. Les points noirs ont été obtenus
numériquement, ils sont reliés par une courbe pleine. La courbe en pointillé correspond a
I’expression approximée. L’histogramme rouge correspond a la distribution des longueurs
d’onde du cas conservé (CH4, murs imperméables) et 1'histogramme bleu correspond au
cas non-conservé (TDGL4, murs trés perméables). La position de la longueur d’onde la

plus instable de CH4 est indiquée par A,,.
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Chapitre 4
Modéle de kinks

Nous venons de voir que la dynamique d’une membrane unidimensionnelle confinée
entre deux murs était gelée. Ce phénomeéne peut étre compris a ’aide des états station-
naires, nous avons alors développé un critére de stabilité pour les états stationnaires
périodiques. Afin d’aller un peu plus loin dans la compréhension des états stationnaires,
nous avons développé un modéle effectif de kinks inspiré par les précédents travaux de K.
Kawasaki et T. Ohta [47, 48]. Les modéles de kinks permettront par ailleurs d’effectuer des
simulations numériques trés efficaces dans les chapitres suivants. Les kinks sont présents
dans d’autres systémes comme I’ADN [98] ou les circuits électriques [58].

Dans ce type de modéle, les kinks sont considérés comme des particules qui interagissent
entre elles. A partir de maintenant, les zéros avec une pente positive seront appelés kink et
les zéros avec une pente négative antikink s’il y a lieu de les différencier et seront appelés
juste kink dans le cas contraire. De plus, nous allons considérer le cas d’'une membrane
avec une énergie généralisée de la forme

Evem = / dX

qui donne les équations d’évolution suivantes

1

U(H) - 9 Z(—l)ia%(ﬁé(H)Q ) (4.1)

i

OrH = —U'(H)+ Li,[H],
OrH = —0x [M(H)dx (=U'(H) + Lin[H])],

dans les cas non-conservé et conservé respectivement. Le débit du fluide J qui ne semble
pas influencer la dynamique est omis. L;, désigne un opérateur linéaire et il vaut

Lin[H] = a5} H. (4.4)

%

De plus, le terme de mobilité M (H) vaut (1— H?)3 pour notre probléme. Nous considérons
ici le cas général. Pour membrane avec une rigidité de courbure tous les ay; sont nuls sauf
a4 qui vaut —1.

Présentons dans un premier temps un exemple de dérivation pour le cas simple d’un
domaine d’adhésion isolé. Ce domaine est délimité par un kink en —X,(7") et un antikink
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FIGURE 4.1 — Schéma d’un domaine d’adhésion isolé de taille 2.X, centré en 0.

en Xo(7) (voir figure 4.1) et nous considérons I’équation de Ginzburg-Landau (équation
(4.2) avec as = 1 et tous les autres ay; nuls) et U(H) = H*/4 — H? H?/2. Par symétrie
les deux kinks vont se déplacer a des vitesses opposées. La solution stationnaire d’un

kink isolé vaut H°(X) = H,, tanh (U 2y 2) avec U!" la dérivée seconde du potentiel

en +H,,. Dans la limite ou X, est grand devant 1’épaisseur d’un kink la hauteur de la
membrane peut étre approximée par

H(X,T)=H"(X + Xo(T)) — H'(X — Xo(T)) — Hn,

4.5
=H) — H’ — H,, (4.5)

En réinjectant dans 1’équation (4.2) avec ay = 1 et tous les autres ay; nuls cela donne
212X |H2 — HY? + HZ, — HBQ] =6[H® — HY] [Hy — HY] [H, + H°].  (4.6)

Afin d’obtenir un résultat qualitatif, nous nous placons simplement dans le voisinage de
—Xp, i.e. X = —Xj + €. Dans cette limite, H® — —H,, et H,, + H® — —R(2X,). Nous
trouvons donc qu’a 'ordre dominant

2Xo = 6vV2R(2X,). (4.7)

La vitesse d’évolution de la longueur du domaine est principalement proportionnelle a
R(2X,) = H°(2X,) — H,, et décroit donc exponentiellement avec la distance. Nous al-
lons par la suite présenter des dérivations plus systématiques de la dynamique pour une
distribution de N kinks.

4.1 Présentation du modéle de K. Kawasaki et T. Ohta

Avant de passer a notre modéle nous allons présenter briévement des travaux réalisés
dans les années 80 par K. Kawasaki et T. Ohta qui cherchaient & résoudre la dynamique
des équations de Ginzburg-Landau dépendant du temps (TDGL) et de Cahn-Hilliard
(CH). Dans le cadre de ces équations leur modéle fonctionne bien mais montre ses limites
dans le cas des équations d’ordre 4 (TDGL4 et CH4). Le détail des calculs se trouvent en
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4.1. PRESENTATION DU MODELE DE K. KAWASAKI ET T. OHTA

FIGURE 4.2 — Schéma explicatif pour les modéles de kink. X,, avec n entier désigne la
position du n-iéme kink et X, 1/, désigne la position de la mi-distance entre le n-iéme et
le (n 4 1)-iéme kink.

appendice D.1. L’idée principale des modéles de kink est de dériver une équation qui ne fait
intervenir que la position des kinks qui sont alors vus comme des particules interagissant
entre elles. La position du n-iéme kink de la membrane est notée X,, et nous nous plagons
dans la limite ou les kinks sont loin les uns des autres

Xpi1 — X > a (4.8)

ol a est la largeur d'un kink. Nous allons considérer la solution stationnaire H° qui n’a
quun seul zéro et qui vaut —H,, en —oo, H,, en +oo et 0 en X = 0. Nous posons
H,.(X,T) = H* (X — X,,(T)) pour un kink et H,(X,T) = —H°(X — X,,(T)) pour un
antikink. L’idée de Kawasaki et Ohta est d’écrire qu’a proximité d’un kink de position
X, (par symétrie du potentiel le résultat sera le méme pour un antikink), la hauteur de
la membrane vaut environ

H(X,T) = Hy(X,T) + ¢(X) (4.9)
e(X) = STUH(X.T) - Hi(~00)] + SOIH(X.T) - Hi(too)l.  (4.10)

Dans la premiére somme de cet ansatz chaque terme vaudra environ —R(X — X}) pour
un kink et R(X — X}) pour un antikink (c’est I'inverse dans la deuxiéme somme) avec

R(X)=HX)-H,,, X >0. (4.11)
€ est alors d’ordre 1 et correspond a la somme des valeurs que prendraient les queues des

kinks en X ~ X, si chaque kink était isolé.
En utilisant les équations (4.9) et (4.10) nous obtenons

OrH = =Y XyOx Hy, (4.12)
k
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ce qui nous donne le terme de gauche dans les équations (4.2) et (4.3). Pour le terme de
droite, H est directement remplacé par son expression (equation (4.9)) puis aprés un peu
de calcul détaillé en appendice D.1, nous obtenons les expressions

. U AH
Ko = TG [R(lyy1y2) — R(ln-12)] (4.13)
. U,M(Hpn)
A = g S
1 1
(R(lyts2) — R(lu—1y2)) + (R(lyg12) — R(lu—sp2)) | (4.14)
ln+1/2 ln71/2

pour les cas non-conservé et conservé respectivement ou AH = 2H,, est la distance
entre les deux minimums du potentiel, U/ est la dérivée seconde du potentiel en +H,,,
lnt12 = Xpny1 — X, et R est la forme analytique de la queue de la solution stationnaire
H° en +oo0.

I1 suffit alors de connaitre la forme des états stationnaires pour en déduire la dynamique
globale. De plus, comme le potentiel choisi est symétrique, les équations sont les mémes
pour les kinks et les antikinks. Il est connu que pour TDGL et CH (az = 1 et tous les

autres ay; sont nuls et M = 1) avec U(H) = H4/4 _ H%H2/2’ H° = H, tanh (U’;},{QX>’
donc

R(X) = —2H,, exp (—U”}fX) , (4.15)
les équations de la dynamique de kinks deviennent dans ce cas la
X, =6v2H,, [exp <—U"i,{2ln+1/2> — exp (—U"i{zln_l/z)} , (4.16)
Xn =2H,, Ln+1/2 (eXP(—U/%2ln+3/2) - eXp(_U”:r{%n—l/Q))
+ T (eXp(—U”}){zln+1/2) — exp(—U""?1,_, /z)ﬂ , (4.17)

pour les cas non-conservé et conservé respectivement. L’équation (4.16) du cas non-
conservé a été corrigée par S.-I. Ei et T. Ohta [26] qui trouvent un facteur 2 supplé-
mentaire.

Dans le cas non-conservé (TDGL), un kink et un antikink isolés séparés de la distance
[ vont se déplacer I'un vers 'autre suivant la relation

0 = —12V2H,, exp (—U";{?z) . (4.18)

La fonction exponentielle étant monotone, les deux kinks vont se déplacer toujours dans
la méme direction jusqu’a se rejoindre et s’annihiler. Les interactions sont toujours at-
tractives, nous aurons alors du mirissement, nous retrouvons donc un résultat connu.
Pour le cas conservé (CH), la hauteur moyenne est une constante du temps donc si nous
avons un kink et un antikink isolés ils vont forcément rester a distance constante. Les
annihilations impliquent le mouvement d’au moins trois kinks pour pouvoir conserver la
hauteur moyenne de la membrane.
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4.2. DERIVATION D'UN NOUVEAU MODELE
Dans le cas d’'une membrane avec une rigidité de courbure (ay = —1 et tous les autres
coefficients sont nuls et M(H) = (1 — H?)3) le profil des queues des kinks sera différent,
R(X) = Acos [(U!/2)Y*X + a] exp [(UL/22)4X], (4.19)

et donc les équations de la dynamique de kinks deviennent

. U’ AHA
X, = TAX (05 H0)2 [cos (an+1/2 + o+ 7T) exp (—an+1/2)
— COS (an_1/2 +a+ 7T) exp (—an—1/2)] )
o g2 AUn

(4.20)

(4.21)

1
{l s [cos (an+3/2 + a4+ 7r) exp (—an+3/2) — co8 (an_l/g + a4+ 7T) exp (—an_1/2)]
n+

+

n—1/2

dans les cas non-conservé et conservé respectivement, ot 2 = (U” /2%)'/4. Dans le cas
d’un kink et d’un antikink isolés séparés de [ la vitesse de déplacement sera pour le cas
non-conservé (TDGL4)

U"AHA

Gl = “2TAX (05 HOY

cos (U + a + ) exp (), (4.22)

cette fois la vitesse est une fonction oscillante de la distance [, I'interaction entre les kinks
sera oscillante également. Il ne pourra pas y avoir d’annihilation car la vitesse finira par
s’annuler et la dynamique sera alors gelée, ce qui est en accord avec nos simulations de
I’équation compléte. Dans le cas conservé (CH4), il faut qu’il y ait au moins trois kinks
impliqués pour pouvoir avoir des dynamiques non triviales mais le comportement est le
méme, nous avons des interactions oscillantes qui gélent la dynamique.

Bien que ce modéle capte globalement le bon comportement, nous verrons qu’il ne
décrit pas bien quantitativement la dynamique (voir section 4.3), notamment en ce qui
concerne les tailles de domaines stables et instables. Le point de départ de I'approche de
Kawasaki et Ohta étant de décrire la membrane par un ansatz basé sur une superposition
linéaire de solutions de I’équation stationnaire qui est non linéaire, il n’est pas étonnant de
ne pas décrire exactement la dynamique. Dans le paragraphe suivant nous allons proposer
un autre calcul qui permet de décrire plus précisément la dynamique.

4.2 Dérivation d’un nouveau modéle

Pour cette nouvelle dérivation, notre stratégie est la suivante. Tout d’abord, la dyna-
mique dans la zone d’un kink est approximée par celle d’un état stationnaire dérivant a
vitesse constante. Cela nous permet de relier la vitesse des kinks au profil de H loin des
kinks. Dans un deuxiéme temps, le profil loin des kinks est approximé par une portion
d’état stationnaire périodique (voir figure 3.6) dont la demi-longueur d’onde correspon-
drait & la distance entre les 2 kinks successifs. Nous obtenons alors une expression pour
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CHAPITRE 4. MODELE DE KINKS

la vitesse des kinks en fonction de la position des kinks voisins. Dans cette expression,
les constantes faisant intervenir des intégrales sur le profil des kinks sont calculées en
substituant le profil connu d’un kink isolé de vitesse nulle H°.

Cas non-conservé
Reprenons ’équation générale (4.2). Nous posons

Xn + Xn+1
2

la position & mi-distance entre les kinks n et n + 1, I'indice n + 1/2 dans les bornes
des intégrales signifie X, /. Nous posons également H, /; la hauteur de la membrane
en X = X, 1/ et considérons toujours que les kinks sont éloignés et se déplacent sans
changement de forme, nous pouvons ainsi écrire pour le kink n

Xn+1/2 - (423)

— X,0xH = —U'(H) + Ly [H) = —=U'(H) + > _ ax0%H. (4.24)
En multipliant par 0y H et en intégrant cela donne

. s n+3 .
X / 4X (OxHY = Y a, / AX Ox HOZH — U(H,,y) + U(H, ). (4.25)

Par intégrations par parties successives, —X,, f:i% dX (0xH)? est obtenu en fonction du
profil H en X,,_y/, et en X, /5. Puisque le profil 2entre deux kinks est approximé par une
portion d’état stationnaire périodique, par symétrie les dérivées impaires sont nulles en
X = X, 41/2. Finalement, nous obtenons une équation pour la vitesse du n-iéme kink

k<i

. 1 (1) i ppaqntd 2%k 77 02i—2k 771
Xn = 1 QA2 [(a;(H) ]n_i + [aX }]aXZ H]n_
i dX (OxH)? 2\ >

(SIS NI

(4.26)

FU(H,y) = U(H, )]

Il est important de remarquer que les bornes d’intégration X,,_;,» et X, 1/2 sont arbi-
traires. Nous pourrions choisir a priori d’autres points de références et obtenir le méme
résultat. Ce point est discuté plus loin dans le cas d’'une membrane sans tension avec une
rigidité de courbure, c¢’est-a-dire ay # 0 et a; = 0 si i # 4 (se référer aux équations (5.39)
et (5.43)).

Entre les kinks n et n+1 le profil loin de ceux-ci est celui d’un état stationnaire (décrit
dans la sous-section 3.3.1) et vaut

H(X,T) ~ & [Hy + R(X — X)) + R(X,11 — X)], (4.27)

selon que n soit un kink (+) ou un antikink (-). Les deux queues provenant du kink n et
du kink n + 1 sont sommées. En réinjectant dans 1’équation de dynamique de kinks nous

obtenons .

Xn = erOO AX (aXH0)2f<ln+l/2alnfl/2) (428)
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ou nous rappelons que [,41/2 = X, 11 — X, et définissons

o) :;am [(1 (-1 (R“) (5) -r® (%)2)

S e ) e )|
(¢ () (2)

Les indices supérieurs entre parenthéses désignent 1'ordre de la dérivée. Comme les kinks
sont considérés éloignés les uns des autres, les bornes sont prises a I'infini dans 'intégrale
du dénominateur et il est considéré que H ~ H dans le préfacteur de I'équation (4.28).

Pour Ginzburg-Landau dépendant du temps en reprenant I’expression de R (4.15) nous
obtenons

Xn = 12\/§Hm [exp <—U//71,r{2ln+1/2) — exXp <_U//71T{21n_1/2>i| (430)

ce qui est & un facteur deux prés la méme équation que pour le modéle de K. Kawasaki
et T. Ohta, et en accord parfait avec S.-1. Ei et T. Ohta [26].
Les deux modéles différent pour I’équation d’ordre 4 de la membrane avec une rigidité
de courbure, ’équation de la dynamique de kinks est alors
20" A?

X = [dX (Ox HO)?

[cos (an+1/2 + 204) exp (—anH/Q) — oS (an,l/g + Qa) exp (—an,l/g)] )

(4.31)
Le préfacteur contient un terme 2A? au lieu de AHA = 2H,, A dans le modéle de Kawasaki
et Ohta. De plus, nous trouvons un déphasage de 2o au lieu de o + 7 dans le modéle de
K. Kawasaki et T. Ohta. En conséquence, en prenant les valeurs approximatives a =~ 7
et A ~ H,,, nous retrouvons 'expression de K. Kawasaki et T. Ohta. Cependant, nous
avons montré dans la sous-section 3.3.1 que les valeurs de a et A s’écartent de ces valeurs

approximatives. Par exemple, A ~ 0,87 et a &~ 2,72 pour le potentiel quartique (3.5) avec
H, =0,09.

Cas conservé
Partons cette fois-ci de I’équation (4.3). Le cas conservé demande plus de calcul, les
détails se trouvent en appendice D.2. L’équation finale est
. M(H, 1
o <L)
(AH) ln+1/2

[Xn+1An+1 + X An + f(lnsaye, ln—1/2):|
(4.32)
+

[XnAn + Xn—lAn—l + f(ln+l/2a ln—d/?)] }

ln71/2
qui peut se mettre sous la forme
. 1
X, = 5 %
(AH)?2/M(Hp)|ln-1/2lns1/2 — An(lamij2 + laga2)
{ln—1/2 |:Xn+1An+1 + f(ln+3/27ln—1/2)i| +lny1)2 [ n1An—1+ f(lny1/2, la—3/2) }}
.33)
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avec

A, = / dXx GXH/ dX' (H—H, 1)~ / dX (H°+ H,,)(H,, — H°) = A°,
n nf% 2 _

_1

oo

(4.34)
par intégration par parties et dans la limite des kinks éloignés. En général, nous nous
attendons a ce que A° > 0. En conséquence, dans la deuxiéme expression de la dyna-
mique (équation (4.33)), le dénominateur peut s’annuler et la vitesse du kink diverger.
Cependant cela n’arrive qu’aux faibles distances, c’est-a-dire juste avant un événement de
mirissement.

Etudions maintenant les cas particuliers. Pour I’équation de Cahn-Hilliard ot as = 1,
tous les autres coefficients sont nuls et M = 1. Dans le cas ou U(H) = H*/4 — H? H?/2
nous pouvons calculer A° ~ 2H,,1/2 car nous connaissons H°. L’équation qui régit la
dynamique de kinks est alors

1
(AH)li1j9ln172 — 2HuV/2(lnr12 + bue1)2)
{ln—l/Z |:2Hm\/§Xn+1 -+ SUZL (eXp(—U”}T{an_,_g/g) — eXp(—U//%an_1/2)>i|

Hnt1/2 [QHm\/EXn—l + 8U,, (eXP(—U”%%nH/z) - eXp(—UH},{%n_?,/z))} } :
(4.35)

n

L’équation a la méme structure que pour le modéle de K. Kawasaki et T. Ohta sauf qu’il
apparait des termes sous-dominants en X, en plus. Ces termes sont sous-dominants car
divisés par les distance entre deux kinks, ils sont en [=' et non en exp(—I). Bien que
ces termes ne changent pas beaucoup la dynamique ils augmentent la précision de notre
modele et tendent donc ainsi a le valider.

Pour I'équation d’ordre 4 (CH4) de la membrane avec une rigidité de courbure la
dynamique de kinks est

2U//A2
U X
[(AH)?/(1— H2 ) lpiayoln-1/2 — A%(lngaye + lno1/2)

A° ) _
{2U” A2 (l’nfl/QX’n-i-l + ln+1/2Xn_1>

Hln_1/2 [cos (an+3/2 + 20z) exp (—an+3/2) — COS (anq/z + 2@) exp (—an,l/Q)]

Flng1/2 [cos (an+1/2 + Qa) exp (—an+1/2) — COS (an,g/Q + 2&) exp (—an,g/Q)] } .
(4.36)

X, =

De méme, la structure est similaire & celle du modéle de K. Kawasaki et T. Ohta, avec les
termes sous-dominants en X, en plus. En négligeant ces termes et en se placant dans la
limite des grandes distances, nous obtenons la méme forme que pour I’équation (4.21). Le
préfacteur contient un terme 242 /(AH)? au lieu de A/AH dans le modeéle de K. Kawasaki
et T. Ohta et le déphasage est 2a au lieu de a+7. Avec les valeurs approximatives A ~ H,,
et a ~ m, les équations sont les mémes pour la dynamique des kinks. Cependant, nous
avons vu précédemment que A = 0,87 et a = 2, 72, les dynamiques seront donc différentes.
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4.3 Comparaison des deux modéles par simulation

Dans ce paragraphe nous allons présenter des résultats de simulation pour les deux
modeéles de dynamique de kinks présentés ci-dessus et les comparer avec les simulations de
I’équation entiére. Pour réaliser ces simulations nous choisissons une distributions de kinks
{X,} initiale donnée. Pour les conditions initiales de I’équation compléte, si n correspond
a un kink et n + 1 & un antikink alors nous prenons H = H° pour X allant de X,,_; /2 2
Xpyrpet H=—-H O entre X, /2 et X, 13/ et nous faisons de méme pour tous les kinks.
Le profil de H® est obtenu numériquement en relaxant un profil en tanh(sin) de grande
longueur d’onde. Pour les modéles de kinks nous prenons les positions des zéros de la
membrane.

Sur la figure 4.3 sont tracés les résultats de deux simulations par différence finie pour
le cas non-conservé. Ces résultats sont superposés avec ceux des modéles de dynamique
de kinks. En (a) est représenté le cas de 'équation de Ginzburg-Landau dépendant du
temps (TDGL). La dynamique est la méme a un facteur prés en accord avec les équations
trouvées auparavant. Dans tous les cas, les deux kinks s’attirent 1’'un vers I'autre par une
interaction exponentielle jusqu’a s’annihiler. Pour la simulation des annihilations nous
avons procédé de la maniére suivante : lorsque deux kinks se croisent nous retournons au
pas de temps précédent t — At puis nous extrapolons le temps At’ qu’il faudrait pour que
les deux kinks se retrouvent a la méme position s’il gardent leur vitesse de t — At. Ce
temps At’ est pris comme pas de temps puis les deux kinks qui se croisent sont éliminés.
La simulation est ensuite reprise avec deux kinks de moins et le pas de temps initial At.

En (b) ce sont les résultats de la simulation pour le cas non-conservé d’ordre 4 (TDGLA4)
oll nous avons utilisé exactement la méme méthode pour les simulations. Nous avons choisi
un cas ou les vitesses des kinks sont de signes opposés pour le modéle de K. Kawasaki
et T. Ohta et pour le notre. Comme les interactions sont oscillantes avec un déphasage
différent, cette situation peut bien exister. Pour Kawasaki en bleu, les kinks se déplacent
dans la mauvaise direction et les distances finales entre les kinks sont mauvaises tandis
que pour notre modeéle en rouge, les trajectoires sont trés similaires a celle de la simulation
entiére en noir.

Sur la figure 4.4 il est reporté les résultats des simulations pour le cas conservé. En
(a) ce sont les résultats de I’équation de Cahn-Hilliard o les interactions entre les kinks
sont exponentielles. Les deux modéles ne différent que par une constante et celui de K.
Kawasaki et T. Ohta en vert semble plus éloigné des courbes noires qui représentent la
simulation de I’équation compléte que le nétre. De plus, nous avons simulé notre modéle
en prenant en compte les termes sous-dominant en X, en rouge ou pas en bleu. Nous
voyons qu’en les prenant en compte nous nous rapprochons de la dynamique réelle, ce
qui tend a renforcer notre confiance dans la validité de notre modeéle. En (b) ce sont les
résultats de I’équation conservé d’ordre 4 (CH4) avec une mobilité constante M = 1 ou
nous avons encore volontairement montré une situation ou les vitesses des kinks sont de
signes opposés a cause de la différence de déphasage des interactions oscillantes obtenues
par les deux modéles.

Pour le cas conservé, le dénominateur de I’équation (4.36) peut s’annuler lorsque les
kinks se rapprochent, c’est-a-dire dans le cas d’une collision. Nous rappelons que les colli-
sions dans le cas conservé impliquent toujours au moins trois kinks. Par conservation de la
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FIGURE 4.3 — (a) Trajectoires des kinks en fonction du temps pour I’équation TDGL. En
noir nous avons tracé la trajectoire pour la simulation de 1’équation compléte, en rouge,
pour notre modéle de kink et en bleu, le modéle de K. Kawasaki et T. Ohta. (b) Méme
chose pour I'équation TDGLA4.

hauteur moyenne, les deux domaines entourant le domaine central qui disparait adaptent
leur taille pour assurer la conservation de la hauteur moyenne. Si le kink central est le n-
ieme kink et que seulement trois kinks sont impliqués (l,—1/2 < l—3/2 €t L1172 < lnys/2),
cela implique que juste avant la collision, l,_1/2 = l,41/2 = [. Le dénominateur de (4.36)
s’annule pour [ = 2A°/(AH)? ~ 1, 14 pour le potentiel choisi et H,, = 0,9 (la mobilité M
est prise égale & 1 ici). Nous choisissons donc une longueur limite légérement supérieure
a [ et nous considérons que quand la distance entre deux kinks successifs est inférieure a
cette longueur, ils s’annihilent.

4.4 FEtude de stabilité des états stationnaires

Nous avons étudié la stabilité des états stationnaires dans la sous-section 3.3.2. Ce-
pendant, cette étude se limite aux états stationnaires périodiques. Grace aux modeéles de
kinks présentés ci-dessus, nous pouvons étudier plus en détail la stabilité d’une distribu-
tion de kinks et d’antikinks dans le cas non-conservé. Premiérement, la vitesse de chaque
kink peut se mettre sous la forme

Xy = Rpe(Xni1 — X)) — Roe( X, — Xo1), (4.37)

ol R, représente l'interaction entre les kinks pour le cas non-conservé, cette interaction
est exponentielle dans le cas d’une membrane sans rigidité mais avec une tension (TDGL)
et est oscillante dans le cas d’une membrane avec une rigidité de courbure (TDGLA4).
L’interaction étant une fonction monotone de la distance pour TDGL, les seuls états
stationnaires qui peuvent exister sont les systémes uniformes ot pour tout n, X,.; —
X, = [. Pour TDGL4, comme l'interaction est oscillante, nous pouvons construire un état
stationnaire avec plusieurs longueurs possibles entre deux kinks successifs (voir figure 4.5).
La condition Xn = 0 impose que }N%nc(XnH — X,,) = r pour tous les n, avec r une
constante. Considérons une liste de longueurs {I* jo = X1 — X, } telle que pour tout
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FIGURE 4.4 — (a) Trajectoires des kinks en fonction du temps pour I’équation CH. En
noir, nous avons tracé la trajectoire pour la simulation de I’équation compléte, en rouge,
pour notre modele de kinks et en bleu, notre modéle sans les termes sous-dominant en X,
et en vert, le modele de K. Kawasaki et T. Ohta. (b) Méme chose pour 1'équation CH4
ol le terme de mobilité vaut M = 1 avec un zoom en bas.
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CHAPITRE 4. MODELE DE KINKS

FIGURE 4.5 — Courbe de R en fonction de la longueur ! dans le cas d’une interaction
oscillante. Pour un r donné, il existe plusieurs longueurs qui vérifient R(l) = r.

* _ 2 . .
n, Rne(lr 4 /2) = r. Nous avons donc un état stationnaire que nous allons perturber

ln+1/2 = l:;+1/2 + 6n-i-1/2(t)a (438)

qui donne en réinjectant dans I’équation (4.37)
€nt1/2 = Xn+1 - Xn = R;Lc(lfl+3/2)€n+3/2 - QR{nc(l:H—l/Q)en+1/2 + R;Lc(l:z—l/Q)Enfl/T (4.39)

Par linéarité, il est possible de choisir €,11/2(t) = Apy1/2 exp(wt), ce qui donne
WAn+1/2 - R;Lc(l:z+3/2)An+3/2 - QR;w(l;H/Q)AnH/Q + R{rzc(l;—l/Z)An—l/z‘ (4.40)

En multipliant 'équation (4.40) par R/ (I* I /2)AL 41/ €t en sommant sur tous les n
nous obtenons

W Rl Aol = = ) 1R ) Anrsse = Brolga p) Aniapo* - (441)

ce qui permet d’affirmer que (i) w est réel et (ii) si tous les R/, ( ni1/2) > 0 alors w < 0.
Donc tout état stationnaire composé d’une distribution arbitraire de distances telles que
Rl y1/9) =1 et Ry.(17, 5) > 0 pour tous les n est stable.

Nous n’avons pas réussi a démontrer la réciproque dans le cas général mais il est
possible le faire dans le cas d’'un systeme "bipériodique" : [7_ | /2= s /2- Considérons un

état stationnaire avec

5n+1/2 =1y, ?2n+1)+1/2 = l1. (4.42)
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L’état étant périodique nous pouvons supposer que
A2n+1/2 = C2 exp(i?nq), A(2n+1)+1/2 = exp(i(2n + 1)(1)- (4-43)

En remplagant dans 1’équation (4.40) il vient le systéme d’équation suivant

(w + ZR;C(11)> ¢ — 2R (I5) cos(q)cy = 0, (4.44)

—2R] .(Iy) cos(q)er + (w + 2]?;6(12)> ey = 0. (4.45)

Pour qu’il existe (¢, c2) non nul il faut que le déterminant du systéme soit nul, ce qui
amene a la condition suivante

W 2 (Ro(h) + Biolla) ) w + AR, (1) R, (1) sin®(g) = 0. (4.46)

Il faut imposer que les deux solutions wy et wy soient négatives pour étre dans un systéeme
stable. Cela veut dire la somme des solutions est négative et que le produit est positif.
Or d’aprés les relations entre les coefficients d’'un polynome et ses racines cela implique
forcément que

{ R (L) + R (I3) >0, (4.47)
R ()R (I5) > 0, (4.48)

donc forcément R’ (I;) et R! (I5) sont du méme signe et sont positifs. Nous venons donc
de démontrer la réciproque dans le cas "bipériodique", c’est-a-dire que si un systéme
stationnaire est stable, alors la dérivée des interactions entre deux kinks successifs séparés
de [, I%;w(l), est négative. Pour le moment, nous n’avons pas d’argument analytique pour
généraliser ce résultat.

En remarque, rappelons que pour le cas de la membrane avec une rigidité de courbure
sans tension de surface

5 2U//A2
nc l) = e
Bne(l) [ dX (0xH)?

cos (U + 2ar) exp (—) . (4.49)

La condition R/ (1) > 0 est identique a la condition de stabilité pour les états périodiques
trouvée dans la sous-section 3.3.2 : 0L, > 0 avec la fonction £, donné par I’équation
(3.35).

Pour conclure, nous avons développé un modéle de kink amélioré et montré que les
interactions entre les kinks sont en R?(I/2) et non en R(l) comme pour le modéle de
Kawasaki et Ohta. Ceci modifie la forme des interactions lorsque celles-ci sont oscillantes.
Cependant cette approche a des limitations. En effet, ces modéles ne restent valables que
dans la limite des kinks éloignés, ce qui n’est pas toujours le cas pour la dynamique de
I’équation compléte. Notamment puisque le mirissement est arrété en présence d’interac-
tions oscillantes, la limite des grandes distances entre les kinks n’est plus justifiée par le
comportement asymptotique a temps long. Cependant, ces modéles permettent de simuler
rapidement les dynamiques de TDGL(4) et CH(4), nous avons gagné un facteur 10* par
rapport aux méthodes explicites en différence finie. Enfin, cela nous a permis d’explorer
un peu plus loin la stabilité des états stationnaires.
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Chapitre 5

Robustesse des états gelés et transition
vers le mirissement

Nous venons de voir dans le chapitre précédent qu'une membrane avec une rigidité de
courbure a une dynamique gelée. Nous allons tester maintenant la robustesse de ces états
gelés en ajoutant plusieurs ingrédients. Nous commencerons par étudier I'effet d’une ten-
sion de surface sur la membrane. Les observations expérimentales permettent d’estimer
que les membranes lipidiques ont une tension de surface qui peut varier de 107> a 1073
J.m~2 [36, 61, 94]. Ensuite, nous reconsidérerons une membrane sans tension de surface
en introduisant un potentiel d’interaction asymmétrique. En effet, dans les sytémes bio-
logiques, les deux substrats peuvent étre différents. De plus, les sytémes expérimentaux
de vésicules adhérant sur un susbtrat avec un coussin de polymeéres simulant le glycoca-
lyx montrent un potentiel asymétrique [59, 89|. Enfin, nous rajouterons du bruit a notre
systéme. Ce bruit peut étre d’origine thermique mais peut aussi modéliser 1'activité bio-
logique environnante. Dans tous les cas le mirissement pourra étre restauré, en général
au-dessus d’un seuil fini. Cette compétition entre du murissement et des états gelés est
trés largement abordée dans la référence [70].

5.1 Influence de la tension ¢ de la membrane

Commencons par étudier 'effet de la compétition entre la tension de surface et la
rigidité de courbure. La tension de surface pour les membranes biologiques varie de 107° &
1073 J.m~2 comme mentionné ci-dessus. Cette tension, dont la nature est encore débattue
[29, 30|, pourrait étre par exemple d’origine thermique comme proposé par E. Evans et W.
Rawicz 28] ou mécanique selon F. Schmid [87]. Nous verrons dans cette section qu'une
tension critique, au-dessus de laquelle le mirissement est restauré, apparait. Cette valeur
sera discuté plus loin. Le systéme étudié est représenté sur la figure 5.1. L’énergie de la
membrane est désormais

Emem — / Qo [5(@uch)? + (00 + UR)] (5.1)
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MURISSEMENT

FIGURE 5.1 — Schéma du systéme auquel nous avons rajouté la tension .

ol ¢ est la tension de la membrane. En variables normalisées cela donne
1
B = /dX {5(8XXH)2 + %(8XH)2 L UH)|, (5.2)

avec 0 = [ho/(/&ﬂu&/z)]g La tension rajoute un terme a la force normale
F,=—0vH +c0xxH — U (H). (5.3)
Les nouvelles équations d’évolution sont donc

OrH = —0yH +00xxH —U'(H),
OorH = —0xx (—8§(H+ 00xxH — U/(H)) ,

pour les cas non-conservé et conservé respectivement. Le terme de mobilité M est pris
constant ici.
Nous pouvons noter la similitude avec I’équation de Swift-Hohenberg [96]

8TH = —(1 + axx)ZH + rH — Hg, (56)

avec r un parametre. Cette équation a été utilisée par de nombreux auteurs pour modéliser
la formation de motifs dans les fluides, comme pour la convection de Rayleigh-Bénard par
exemple. Les solutions en kinks de cette équation ont également une queue oscillante. De
plus, la dynamique fait aussi apparaitre une longueur d’onde gelée. Cependant le terme de
tension en Jx x H qui est stabilisant pour notre probléme est déstabilisant pour I’équation
de Swift-Hohenberg ce qui méne a une relation de dispersion qualitativement différente.
Pour Swift-Hohenberg, les longueurs d’ondes instables sont comprises dans un intervalle
[A1, Ao] avec Ay > 0 et Ag fini. Le comportement est de type passe-bande. Pour notre
probléme, A\; > 0 et Ay = 00, le comportement est de type passe-haut.

5.1.1 Tension critique

Dans la limite 0 = 0 il n’y a pas de mirissement dans la dynamique de la membrane
et les queues des kinks sont oscillantes. A contrario, pour une membrane sans rigidité
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de courbure mais avec une tension de surface, la dynamique est du mtrissement et les

queues des kinks n’ont pas d’oscillations. Nous allons montrer qu’il y a une valeur de

tension critique o, a partir de laquelle les oscillations des queues des kinks disparaissent.
Pour confirmer cela nous étudions les états stationnaires qui vérifient

0=0YH — 00xxH +U'(H). (5.7)

Considérons alors un kink isolé et cherchons la queue en 400 sous la forme H = H,, +
R(X), nous pouvons écrire que

0=0%R(X) —00xxR(X)+U"R(X). (5.8)

Nous rappelons que U’ est la dérivée seconde du potentiel en H = +H,,,. Supposons que
R(X) x exp(yX), nous obtenons alors

7t =0+ Uy, =0, (5.9)

qui est une équation du second degré en 72. Le discriminant de cette équation vaut
02 —4U" . Si ce discriminant est positif, alors v sera réel et la queue du kink R(X) n’aura
pas d’oscillations. Si en revanche, il est négatif alors v sera imaginaire et la queue sera
oscillante. Il apparait alors une tension critique

o, = (4U")Y2, (5.10)

qui sépare la zone des kinks & queue oscillante et celle des kinks & profil monotone. Il sera
vu par la suite que ces zones correspondent également & une zone ou la dynamique est
gelée et une zone de miirissement respectivement. L’expression en variable physique de la
tension critique est

Ge = (4RU" )V, (5.11)

cette tension apparait également dans l'article de J.O. Réadler et al [80].

En reprenant le potentiel utilisé dans l’article de P.S. Swain et D. Andelman [94], nous
trouvons une tension critique g, de 'ordre de 1073-1072 J.m~2. Les tensions mesurées dans
les expériences sont de I'ordre de 107°-107% J.m~2 [36, 61, 94]. Ces sytémes se situent donc
sous la tension critique et la tension n’est donc en général pas assez forte pour restaurer
le mtrissement.

5.1.2 Etats stationnaires avec tension

Etudions un peu plus en détail ces états stationnaires. Premiérement, plagons-nous
dans la zone o < .. Les solutions de (5.9) vérifient donc

1
vt = 3 [0 £i(0? — o). (5.12)
Apres calcul nous obtenons
1 2y b 1/2
7:—5(0—1—00) iﬁ(ac—a) : (5.13)
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Finalement, ’expression de la queue du kink se met sous la forme
1 1/2 1 1/2
R(X) = Acos 5(%—0) X +afexp —§<O‘—|—Uc) X\, (5.14)

qui redonne bien 'expression (3.28) dans la limite o = 0 et le fait qu’il y a des queues
oscillantes pour o < o..
Considérons maintenant le cas ot o > o.. Cette fois-ci, les solutions 7? de 1’équation
(5.9) seront réelles et positives, elles s’expriment sous la forme
5 1

=5 [U + (0% — 02)1/2} ) (5.15)

Seules les deux solutions de v négatives sont conservées pour éviter la divergence en 400

/2
o (0®— 02)1/2 1
=— |-+ B 1
Y+ 5 5 (5.16)
La queue des kinks est donc de la forme
R(X) = Ayexp(7+X) + A_exp(y-X). (5.17)

Les 2 longueurs (—vy,)~ ' et (—y_)~! associées a ces décroissances exponentielles sont
trés différentes pour les grandes tension : (—y_)~' > (=74 )7! si 0 > 0. Dans ce cas,
la contribution exp(yyX) peut étre négligée et la contribution dominante a grande dis-
tance pour la queue d’un kink sera en exp(y_X). Cependant, quand o — 0., nous avons
(=)' = (—7-) "t = (0./2)"/2. Dans cette limite, les deux contributions sont du méme
ordre et il n’est pas a priori justifié de ne garder que I'un des deux termes. Définissons le
rapport

exp(7+X)

exp(X) = exp(—X/X,) (5.18)

avec X. = —(v4 — )~ X, tend vers +oo0 si la tension tend vers o.. Plus précisément,
lorsque la distance typique entre les kinks sera plus grande que X, la contribution en
exp(v; X) sera négligeable. Cependant X, diverge quand la tension s’approche du seuil
Oc.

5.1.3 Transition vers le mirissement

Décrivons maintenant la dynamique d’'une membrane avec une tension de surface et
commengons par le cas non-conservé (murs trés perméables). L’expression R(X) des
queues des kinks des états stationnaires d’une membrane avec une tension de surface
est désormais connue. Nous savons depuis le chapitre 4 que l'interaction effective }N%(l)
entre deux kinks séparés de [ peut en étre déduite, elle s’exprime de la maniére suivante

Rye(l) =2 {U#LRQ (é) — R™ (é)] . (5.19)
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Nous voyons que si R est une fonction oscillante alors l'interaction R, le sera aussi. De
la méme maniére, si la queue des kinks décroit exponentiellement alors 'interaction entre
les kinks aussi. La vitesse du n-iéme kink est donnée par

Xn - Rnc(ln+1/2) - Rnc(lnfl/Q)- (520)

D’aprés I’étude de stabilité des états stationnaires (voir section 4.4), nous nous attendons
a ce que la dynamique soit gelée dans le cas ol R, est une fonction oscillante (0 < 0.). De
la méme maniére que pour le cas d'une membrane sans tension, les interactions entre les
kinks sont successivement répulsives et attractives en fonction de la distance. Le systéme
va tendre vers un état d’équilibre ou toutes les interactions se compensent. Dans le cas
ol o > 0. en revanche, les interactions sont toujours attractives. Le seul état stationnaire
est celui de kinks équidistants et nous savons que cet état est instable, il y aura alors du
mirissement.

Pour le cas non-conservé, ces prédictions sont confirmées par les résultats des simula-
tions de I’équation compléte (5.4) en figure 5.2. Les simulations ont été réalisées par diffé-
rence finie avec des conditions initiales aléatoires. Le potentiel choisi est toujours le méme
(U(H) = H*/4—H? H?/2 avec H,,=0.9), et la tension critique vaut o, = (8H?2)"/? ~ 2.55.
Nous avons choisi de simuler la membrane avec une tension o = 2 sous la valeur critique
et avec une tension o = 3 au-dessus de la tension critique. En (a) nous voyons que pour
o = 2 la longueur d’onde moyenne de la membrane sature rapidement a une constante, la
dynamique est gelée. Pour 0 = 3 la longueur d’onde croit sans s’arréter, le mirissement
est restauré. Les trajectoires des kinks en fonction du temps obtenues par la solution
numérique de I'équation (5.4) pour les simulations correspondantes sont en (b) et en (c).

Pour le cas conservé, I’équation régissant la dynamique des kinks est plus complexe.
Cependant, le raisonnement qualitatif reste le méme. Les interactions effectives seront
oscillantes pour des tensions sous la valeur critique et elles seront exponentielles dans le
cas contraire. Il est donc naturel de s’attendre a du mtrissement pour des grandes tensions
et & une dynamique gelée pour des faibles tensions. Ceci est en accord avec les résultats
de simulations représentés sur la figure 5.3. Les simulations étant trop longues pour une
intégration des équations complétes, nous avons prolongé la dynamique en utilisant le
modele de kinks développé dans la section 4.2 en ne gardant que la contribution en
exp(v_X) pour o = 3 (dans ce cas la longueur X, vaut 1,48 et la longueur d’onde moyenne
est de l'ordre de 40 lorsque le modéle de kinks est utilisé, ’approximation est justifié). Nous
pouvons remarquer que contrairement au cas non-conservé, les événements de mirissement
(fusion de domaines) font intervenir trois kinks et non deux. Cela vient de la conservation
de la hauteur moyenne de la membrane. Il faut en effet la disparition de deux domaines
voisins simultanément (un en + H,, et un autre en —H,,) pour pouvoir annihiler des kinks
tout en conservant la hauteur moyenne.

Sur la figure 5.3 nous voyons que pour les temps courts il existe tout de méme des
événements de murissement méme pour des tensions inférieures a o.. En reprenant le
calcul de la sous-section 3.3.2 pour ’énergie

1
Erem = /dX {5(8XXH)2 + %(8XH)2 +UH)|, (5.21)
le terme £, du critére de stabilité d’'un état périodique stationnaire 0,L, > 0 devient
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FIGURE 5.2 — Résultats de simulations du cas non-conservé avec tension et U(H) =
H*/4—H?2H?/2ou H,, = 0,9. (a) Evolution de la longueur d’onde moyenne \ en fonction
du temps pour le cas non-conservé avec tension. En noir, la courbe pour 0 = 2 < o, et
en pointillé rouge, la courbe pour o = 3 > o.. (b) Trajectoires des zéros (kinks) de la
membrane en fonction du temps pour ¢ = 2. Les points noirs représentent les kinks et les
points rouges les antikinks. (¢) Trajectoires des kinks pour o = 3.

60



5.1. INFLUENCE DE LA TENSION ¢ DE LA MEMBRANE

s

)))) e

J I

I %

—

=4
DD )OSTES |

S
) ) =)
| QL —F -]
DIIIIIIIMIPIR: - >og
@@ =
)00 ) DTS,
(@ 3
))))))))))))) Lgeo>
CCCCCCC—
)00 T
@ <=
DBIIIIIRIIRRES g
(3

(a)3.10*

600

200

400

200

100

600

400

200

6000

40

200

LA ” AN lﬂ’”ﬂ bl L

~5.107]

6.10%

4.10%

2.10%

{
00

o e -

108

10°

T

10*

o o o O
. © = N

X

—

FIGURE 5.3 — Résultats de simulations pour le cas conservé avec tension et U(H)

H /4 —

Profil de la membrane translatée avec le temps pour

a)

H2/2 ot H,, =0,9. (

2
m

les points noirs sont

= 2,

, la simulation de 1

Trajectoires des kinks en fonction du temps pour o

o=2.(b)
les kinks et les

tion compléte

‘équa

En bas

points rouges les antikinks.

et en haut, la suite en utilisant le modeéle de kink. (¢) Idem pour ¢ = 3. (d) Evolution

de la longueur d’onde moyenne en fonction du temps pour les simulations représentées en

(b) et (c¢). La courbe noir représente la dynamique compléte pour o = 2 et les pointillés

verts la suite avec le modéle de kink. En rouge, la dynamique compléte pour 0 = 3 et la

suite en pointillé bleu avec le modeéle de king.



CHAPITRE 5. ROBUSTESSE DES ETATS GELES ET TRANSITION VERS LE
MURISSEMENT
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FIGURE 5.4 — L) obtenu numériquement en fonction de la longueur d’onde pour le cas
d’une membrane avec une tension o = 2 et pour le potentiel U(H) = H*/4 — H? H?/2
avec H,,, = 0,9. En ligne verte, la distribution des longueurs d’onde au temps initial pour
le cas conservé avec ¢ = 2. En pointillé bleu, la distribution des longueurs d’onde aux
temps longs. La ligne rouge repére la longueur d’onde la plus instable linéairement A,,.

(voir appendice C.2)
A 1
ﬁ)\ = —/ dX |:(8XXH)2 -+ 50’(8}([’[)2 . (522)
0

La grandeur £, a été tracée a partir des états stationnaires périodiques de hauteur
moyenne H nulle avec deux zéros. Ces états stationnaires ont été obtenus numérique-
ment, la courbe est visible sur la figure 5.4. En reprenant I’étude de stabilité linéaire de
la sous-section 3.2.1 nous savons que la relation de dispersion pour le cas conservé a un
maximum A\,,. Dans la dynamique initiale, les perturbations de longueurs d’onde proches
de )\, croient exponentiellement plus vite que les autres modes instables et il apparait une
distribution de longueurs d’ondes centrée en \,,. Nous ’avons vérifié en tracant la distri-
bution des longueurs d’onde initiales pour o = 2 (figure 5.4). Nous obtenons un pic autour
de \,,. Or, ce pic se trouve dans une zone ou 0, Ly < 0, le systéme sera alors instable, d’ou
les événements de mirissement a temps courts. Cette instabilité détruit 'ordre a grande
distance observé en 'absence de tension. Cependant, aprés quelques réarrangements, la
dynamique a temps long est a nouveau gelée.
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5.2 Potentiel asymétrique

Nous venons de voir que pour des tensions de surface suffisamment élevées, nous pou-
vions retrouver du miurissement. Dans cette section nous allons étudier I'influence d’un
autre paramétre, ’asymétrie du potentiel. Jusqu’a maintenant le potentiel consideré était
parfaitement symétrique, mais dans les systémes biologiques les membranes lipidiques
peuvent étre confrontées a des potentiels différents. L’environnement créant le potentiel
d’adhésion double puits n’a aucune raison d’étre symétrique. Par exemple, des expériences
voulant reproduire 'effet du glycocalyx (sorte de manteau entourant certaines cellules)
sur 'adhésion des cellules mettent en évidence un potentiel asymétrique [12, 89]. Dans
ces deux articles, 'adhésion d’une vésicule sur un substrat sur lequel un coussin de poly-
mere est posé pour simuler le glycocalyx est étudiée. Le détail des ingrédients physiques
qui donnent lieux & ces potentiels sont discutés dans la sous-section 1.4.4. Le fait d’étre
attiré par un puit plus que par I'autre pourrait rendre fortement instable les domaines
d’adhésion dans le puit de plus haute énergie.

Pour prendre en compte cette asymétrie nous allons simplement rajouter un terme
linéaire en H a notre potentiel utilisé jusqu’a maintenant de la maniére suivante

4 2
Ussym(H) = U(H) + BH = HT — Hii + BH, (5.23)
ou [ est une constante. La membrane considérée est de nouveau sans tension de surface
afin de se concentrer sur 'effet de 'asymétrie. Ce nouveau potentiel rajoute un terme
constant aux force normales

F,=—-0xH—-U(H)—p. (5.24)

De fait, 'asymétrie n’aura aucune influence dans le cas conservé car la force normale y
est dérivée et donc la constante va disparaitre. Donc seul le cas non-conservé régit par
I’équation

OrH = —0yH —U'(H) — B (5.25)

sera étudié.

5.2.1 Dynamique d’'une membrane dans un potentiel asymétrique

Plusieurs situations vont se présenter a nous. Tout d’abord, pour |3| > By = 2H? /3%/?
0,281 (H,, = 0,9), le potentiel n’a qu'un minimum, donc un seul état d’adhésion possible.
La membrane va donc relaxer vers un état final plan dans le seul minimum du potentiel.

Une deuxiéme limite est apparue dans les simulations, méme lorsque nous avons bien
deux minimums pour le potentiel, les domaines d’adhésion dans le puit de plus haute
énergie sont systématiquement annihilés pour |3 > S, ~ 0,041 ~ 0,056 H3 pour H,, =
0,9. Les potentiels avec 3, et By sont représentés sur la figure 5.5 en (a). Sur cette méme
figure est représentée 1’évolution de la membrane en fonction du temps pour une valeur
de B supérieure a (. (mais inférieure a f5y) en (b) et pour une valeur inférieure a 5. en (c).
Nous voyons qu’en (b) la totalité de la membrane finit par se retrouver dans le minimum
du potentiel, tous les kinks s’annihilent. Au contraire en (c), des domaines d’adhésion
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FIGURE 5.5 — (a) Potentiel en fonction de la hauteur pour les cas limites avec H,, = 0,9.
(b) Evolution du profil de la membrane translaté avec le temps pour § = 0, 1, une valeur
qui se situe entre 5y et S.. (¢) Evolution de la membrane pour § = 0,04 < f3..

subsistent dans le minimum de plus haute énergie, 'asymétrie n’est pas suffisamment
forte pour les faire disparaitre.

Revenons aux expériences qui cherchent a étudier l'effet du glycocalyx sur ’adhésion
des cellules [12, 89| ou des potentiels asymétriques sont obtenus. Leur potentiel n’a pas
une forme aussi simple que le notre. Cependant, il est possible de définir un parameétre
sans dimension qui quantifie I’asymétrie

Uasym<Hm+) - Uasym(Hm—)
Uasym(HM) - [Uasym(Hm—i-) + Uasym(Hm—>]/2

ou H)j; définit la position du maximum local, H,,_ la position du minimum de plus faible
énergie et H,,, l'autre minimum. En reprenant notre forme analytique de l’équation
(5.23), nous pouvons dire que pour les faibles asymétries b ~ 83/H?2 . En utilisant 3, ~
0,056 H2 |, nous obtenons un paramétre d’asymétrie critique b. ~ 0.45 au dela duquel les
domaines d’adhésion disparaissent. En reprenant le potentiel de R. Bruinsma, A. Behrisch
et E. Sackmann [12] nous calculons b ~ 0.3 qui est inférieur a la valeur critique. Pour
I'expérience de K. Sengupta et L. Limozin [89] la valeur calculée est b ~ 1.5 qui est
supérieure a b.. Cela suggére que les deux situations pourraient étre rencontrées dans
des situations expérimentales et qu’il est peut-étre possible d’observer une transition en
faisant varier les paramétres physiques.

Il existe d’autres effets de 'asymétrie que nous ne prenons pas en compte ici. En
particulier, les valeurs de la dérivée seconde du potentiel aux minimums U] peuvent
étre différentes dans les deux puits. Cela implique des oscillations de longueurs d’onde
différentes pour les profils de kinks. Cependant, nous n’attendons pas de changement
qualitatif important dans ce cas.

b:

(5.26)

5.2.2 Vitesse de déplacement des kinks

Intéressons nous maintenant a la vitesse de déplacement des kinks. Il est visible sur la
figure 5.5 en (b) et (c) que tous les kinks semblent se déplacer a une méme vitesse, ceci
est une observation générale de nos simulations. A une valeur de  correspond une valeur
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Vi de la vitesse des kinks. Les vitesses mesurées numériquement pour ’équation compléte
ont été tracées sur la figure 5.6, ce sont les points noirs. Cette vitesse semble linéaire en
S.

Plagons nous dans la limite des faibles asymeétries (6 < 1). Considérons un kink isolé
sur une membrane infinie. Supposons que la vitesse de ce kink V}, est bien une fonction
de B et que le kink se déplace a profil conservé. A [ fixé, nous pouvons écrire que

OorH = -V, 0xH. (5.27)
En multipliant 1’équation (5.25) par dx H et en intégrant de —oo & 400 nous obtenons
AH
Vi = -8, (5.28)

J22dX (0xH)

car les dérivées de H sont nulles en +00 et que H est une fonction impaire pour S faible.
AH est la distance entre les deux minimums du potentiel. Pour les faibles asymétries
AH ~ 2H,, et H ~ H° le profil du kink stationnaire (voir section 4.1). Numériquement
il est possible d’obtenir H® a 3 = 0, ce qui permet de calculer le préfacteur de I’équation
(5.28). Nous pouvons ensuite affirmer que dans la limite des faibles asymeétries et pour
H, =09

Vi &= 2,360. (5.29)
Vi est représenté par la droite rouge sur la figure 5.6. Le probléme étant symétrique avec
B, la courbe n’est tracée que pour les valeurs positives. Nous voyons que cette courbe
représente bien le comportement pour les petits 5. Pour les grandes asymétries ce n’est
plus le déplacement des kinks qui domine la dynamique, il y a déplacement global de la
membrane vers le puit le plus bas. Le calcul fait ci-dessus n’est plus valide.

5.2.3 Tailles d’équilibre des domaines d’adhésion

Une autre observation que nous avons effectuée est que la taille finale des domaines
d’adhésion dans le puits le plus haut semble également étre une fonction de 3. Ceci peut
se voir sur la figure 5.5 en (c¢) ou il n’y a qu'une seule taille pour les domaines d’adhésion
dans le puits le plus haut. Pour un 8 donné, il peut en fait y avoir une ou plusieurs valeurs
discrétes de longueur [ de domaine a condition que || < S.. [ est la distance entre deux
zéros successifs. Plus § est petit et plus le nombre de tailles | possibles est élevé. Les
points sur la figure 5.7 correspondent aux tailles des domaines obtenus numériquement.
Pour les § positifs, nous avons pris comme conditions initiales un sin ou un tanh(sin) puis
nous avons laissé le systéme se relaxer. Pour les § négatifs les conditions initiales prises
sont ’état final d’'un S positif. Les états stationnaires sont plus difficiles & obtenir car la
grande partie de la membrane se situe dans le puits de plus haute énergie.

Plusieurs branches sont observées et elles sont représentées par les lignes sur la figure
5.7. Ces branches s’arrétent pour des valeurs finies de 5. Pour comprendre cela, reprenons
le modéle de kink de la section 4.2. Nous nous placons dans le cas ou 3 est petit, ce qui
est vérifié sur les branches puisque |8 < . &~ 0,041 pour H,, = 0,9. En reprenant le
calcul avec le terme en [ supplémentaire, cela donne pour le n-iéme kink

L ) (—1)"AH
Xy = Ryl — Rpe(ln—1/2) + 5.30
(n+1/2) (ln-1/2) [ ax (GXH0)25 (5.30)
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FIGURE 5.6 — Vitesse des kinks V}, en fonction de I’asymétrie 3. Les points sont obtenus
numériquement pour H,, = 0,9 et la droite rouge est la prédiction pour les faibles valeurs
de S.
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avec —
~ [dX (9xH°)?
si les n pairs correspondent & des kinks et les n impairs a des antikinks. Nous rappelons
que H° est le profil d’un kink isolé et que AH est la distance entre les deux minimums
du potentiel. Nous considérons ici que AH ~ 2H,, et que le profil des queues des kinks
est celui ou f = 0 car 'asymétrie est faible.

Pour un domaine d’adhésion isolé de taille [ centré en X = 0, c’est-a-dire un kink en
X; = —1/2 et un antikink en Xy = [/2, Iétat stationnaire, dpl = 0, vérifie d’aprés (5.30)
[T2dX (0xH)?

B = NG R,..(1). (5.32)
La courbe est tracée sur la figure 5.7, et elle donne les mémes valeurs que les points obtenus
par simulation. Etudions maintenant la stabilité de cet état stationnaire. Nous avons deux
kinks séparés par la distance d’équilibre [ et nous la perturbons par 6l = exp(wT), cela
donne

R.(1) cos (Q + 2a) exp (—Q1) , (5.31)

w=—2R (I). (5.33)
L’¢état stationnaire considéré sera stable si w < 0 et donc si R (1) > 0, ce qui correspond
a g;p < 0, et instable dans le cas contraire. Les branches d’états stables sont représentées
par les courbes pleines et les états instables par les pointillés sur la figure 5.7.
Ce résultat valide un peu plus le modéle de kinks présenté dans la section 4.2 car il
prédit tres précisémment les résultats des simulations. De plus, 1’échelle logarithmique sur
la figure 5.7 met en évidence la décroissance exponentielle des oscillations.

5.3 Bruit thermique

L’effet considéré dans cette section est celui du bruit thermique. Le potentiel est pris
de nouveau symétrique et la membrane n’a pas de tension de surface. Les simulations
é¢tant longues I'équation compléte n’a pas été simulée. Pour 1’étude, nous reprendrons le
modeéle de kink auquel nous allons ajouter des forces de Langevin dont les amplitudes
seront calculées grace au théoréme de fluctuation-dissipation. Pour cette section nous
repasserons en variables physiques notées en minuscules.

5.3.1 Dynamique de kinks avec forces de Langevin

Pour I'ajout du bruit nous nous sommes inspirés de précédents travaux de T. Kawa-
katsu et T. Munakata et de K. Kawasaki et T. Ohta [47, 48| qui ont étudié la dynamique
de modéles de kinks en ajoutant du bruit sous la forme d’une force de Langevin.

Forces et énergie d’interaction entre kinks

Explicitons d’abord les forces entre les kinks. Nous définissons &£, ’énergie d’une pé-
riode d’un état stationnaire périodique de longueur d’onde \ avec deux zéros et de hauteur
moyenne nulle,

&\ = /0 N [g(amhA)quu(hA)], (5.34)
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FI1GURE 5.7 — Taille [ des domaines en fonction de . Les points représentent les points
obtenus par simulation. La courbe est calculée a partir du modeéle de kinks, les parties
en pointillé désignent les valeurs instables. Les encadrés correspondent a 1’évolution de la
membrane pour la simulation correspondant au point d’ou part la fleche.

kBTemp >0

FIGURE 5.8 — Schéma du systéme avec du bruit thermique.
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avec hy la hauteur de la membrane pour ces états stationnaires périodiques. Considérons
une membrane d’énergie &,,.,,. L’énergie de la partie de la membrane se situant entre x,,
et z,41 est notée &,1/2. Nous faisons I'approximation que

1
Enti/2 = §g>\|/\:2£n+1/2- (5.35)

La force subie par le n-iéme kink sera alors

d

flg:zk = _E‘gmem = aA&\’A:QénH/Q — 3,\5,\’A:25n,1/2- (5.36)

De I'équation (5.34) nous calculons
IR 3K 9
0
Par ailleurs, nous remarquons que

6877’16771

Ol Sh

— 0, [Haxmagm _ g(amm? n L{(hx)] , (5.38)

or un état stationnaire vérifie 6&,,e,/0h = 0. Nous en déduisons par périodicité de la
membrane que

KO A hy — g(amhA)Q YUY = U (5.39)

avec Uy une constante. Cette constante peut étre réécrite de la maniére suivante en utili-
sant l'intégration par parties

1 1 [ K
Ui =5 /O do U3 = 5 /0 dw [/ﬁ@xhxﬁi’m—5(6mhA)2+L{(hA)] — & (5.40)

Finalement
Igzlrzk: = u;:|>\:2£n+1/2 - u;l)\:2£n—l/2' (541>

De l'expression linéarisée des états stationnaires (voir équation (3.28))

1/4
uo—(an — x)] } (5.42)

h(l)/Qlil/4

1/4

~ —O J—
h(x) = hy, + ho {R ER (x —z,)| + R

sur les plateaux. En insérant cette expression dans I’équation (5.39), nous trouvons

R Z/{Hl/4
Z/{:‘,\zzgn+l/2 - Z/{(hm> + QUA{LAQR 21/2—::1/4&14_1/2 (543)
avec R
R(l) = cos(l + 2a) exp(—1) (5.44)

et A = hoA. Comme U est définie a une constante prés, nous pouvons choisir U (h,,) =

0. U |r=2¢ est alors directement proportionnel & R,,.(l,,+1/2), 'interaction normalisée
A n+1/2 prop n+1/2)s
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subie par le kink n de la part du kink n + 1. Puisque 0,&\ = U5, il s’en suit directement

que
) u//1/4 N ]

Ex = 2Eimi — 22U A* / d\ R
A

91/2,.1/4 9 (5.45)

le terme constant est déterminé par le fait que I'énergie d’une membrane de longueur
d’onde infinie vaut simplement deux fois I’énergie d’un kink isolé &;,k. Finalement nous
obtenons

/11/4 //1/4
_ 98 23/t s | Uom A T U A
Ex = 2&kink + 16 A°U", K/ sin [21/251/4 5 + 2« 1| &P /21713 | (5.46)
L’énergie adimensionnée d’une longueur d’onde Ey = &, /(U v 4h(1)/ ?) en fonction de
A est tracée en (d) sur la figure 5.9. La courbe rouge correspond au calcul qui vient d’étre
présenté et les points correspondent aux résultats des simulations. L’accord entre les deux
est trés bon, notamment en ce qui concerne la phase des oscillations.

Cas non-conservé
Reprenons la dynamique de kinks de la section 4.2. Pour calculer I’amplitude du bruit
nous repassons en variables physiques. Les normalisations définies dans la section 3.1 sont

T = [Vl /(2h2))t et X = [Uy/(xh2)]Y*x. Nous pouvons écrire

avec 14
VK
n=—" 5.48
T o9

Uy est une énergie par unité de longueur donc est homogene a une force et 7 est la mobilité
des kinks. Les grandeurs adimensionnées 2, et [/, sont définies par

Ro(l) = 20+ 2a) exp (—Q1) (5.49)
nc = Xp (— .
TdX (9 HO)2 P
et
b1z = [UO/(th)P/%nH/Q- (5.50)
¢, est un bruit blanc vérifiant
<§n1 (t1><n2 (t2)> = Q,DC(Smnz(S(tl - t2)7 (551>

ou 0;; est symbole de Kronecker et ¢ est I'opérateur de Dirac. D’aprés le théoréme de
fluctuation-dissipation, la relation d’Einstein a la température 7,,, donne

DC = nkBTempa (552)

dont 'amplitude du bruit est déduite.
Cas conservé
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FIGURE 5.9 — (a) Evolution de la longeur d’onde moyenne normalisée en fonction du
temps pour le cas d’'une membrane avec une tension et pas de rigidité de courbure en
présence de bruit thermique. En noir, pour I’équation non-conservée TDGL, avec de bas
en haut D = 0,002;0,01;0,1;0,2;0,3. En pointillé rouge, I’équation conservée CH pour
D = 0,002;0,1;0,3 de bas en haut. Les lignes bleues correspondent a des lois de puis-
sances. (b) Idem que (a) pour le cas d'une membrane avec une rigidité de courbure sans
tension. En noir, I’équation TDGL 4 pour D = 0,09;0,1;0,11;0, 12 toujours de bas en
haut. En pointillés rouge, CH4 avec D = 0,05;0,07;0,075;0,08;0,1;0,15;0,2;0,3. (c)
Temps T. a partir duquel le mirissement s’enclenche. Les points noirs correspondent &
I'équation TDGL4 et les carrés rouge & CH4. (d) L’énergie d'une période d'un état pé-
riodique stationnaire en fonction de la longueur d’onde. Les points correspondent aux
résultats obtenus par simulation et la courbe rouge correspond a ’approximation analy-
tique des grandes longueurs d’onde.
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jn+1/2

Ty Tnt1

FIGURE 5.10 — Schéma explicatif du flux j,;/ dans le cas conservé.

Pour le cas des murs imperméables, les normalisations sont définies par T = [U /2 /(24pK1 )]t

et X = [Uy/(kh2)]*x.

Dans le cas conservé, les mouvements de kinks sont plus complexes. Les déplacements
de kinks seuls sont impossibles par la conservation de la hauteur moyenne de la membrane.
Il faut considérer les couples de kinks qui vont alors former un domaine. Le domaine n+1/2
est la partie entre les kinks n et n + 1. En présence de flux j,,1/o (voir figure 5.10) le
domaine n 4+ 1/2 se déplace a la vitesse

Jnt1/2 = Mnar/2(faa + 1) + Yntry (5.53)

Oll 7412 est la mobilité du domaine, fr = Z/[()[Rc(anrl/g) - Rc(ln,l/g)] et Y1172 est un
bruit blanc vérifiant

(Yny4172(t1)¥ny11/2(t2)) = 2Dy, 0nins0(t1 — t2), (5.54)

le tout dans les variables physiques. Enfin, R, est définie par

N M(H,,) [dX (9xH")? -

Re(l) = Re(1). 5.55
() N () (55)
La vitesse du n-iéme kink est donnée par

Tn = Jny1/2 T Jn-1/2- (5.56)

L’identification avec le modéle de kinks (equation (4.32)) sans les termes sous-dominants
en 1 permet d’écrire que

1/44,1/2
Z/{O/ ho/ _ hO
24/,6:“&1/4ln+1/2 24,U€n+1/2

Mnt1/2 = (5.57)
ol lp41/2 est la taille normalisée du domaine et £, /2 est la longueur physique corres-
pondante. Le théoréme fluctuation-dissipation permet de relier les grandeurs Dy, . ) €t
Nnt1/2 Par la relation

Dilin_H/Q - 7]n+1/2kBTemp' (558)
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Et enfin, nous définissons
§n+1/2 = Ei/fl/2¢n+1/2a (559)

dont nous déduisons

(Ent172(t1)Enat1/2(t2)) = 20, 112Dy, 1, 1, Oniny0(ts — t2) = 2Dl 5, 6(t1 — t2). (5.60)

Le coefficient de diffusion obtenu est constant

ho

De = —
¢ 241

k5 Tomp. (5.61)

5.3.2 Activation du mirissement

Les simulations de la dynamique de kinks bruitée ont été réalisées par Paolo Politi de
I'Institut des Systémes Complexes de Florence. Le nouveau jeu de variables utilisée ici est
construit de telle sorte que tous les préfacteurs soient égaux a 1, les variables sont alors
notées avec un chapeau. Dans cette situation les dynamiques de kinks sont régies par

X = Rlln1y2) = R(ln-172) +(T), (5.62)
X 1 A o~ ~ o~ 1 A o~ A o~
X = |Rlsae) = Blaoaps)| + 5 |Rllnirjs) = Rllasp)| - (563)
ln+1/2 n—1/2
Eni1jo(T)  Euippo(T)
T j1/2 + j1/? ' (5:64)
n+1/2 n—1/2

ol R est une expression normalisée de R défini dans I'équation (5.31). Pour les nouvelles
variables les longueurs sont définies par X = [UY/* /212142, 1" est la dérivée seconde
du potentiel physique au minimum du potentiel. Pour le cas non-conservé le nouveau
temps et coefficient de diffusion sont

. VA2LI”;Z/4
T= 91/2,.1/4 f(axh())zt (5.65)
et Py
o2V g .

Nous rappelons que A" est le profil d’'un kink isolé et A est I'amplitude de sa queue
en variables physiques. Pour le cas conservé le temps et le coefficient de diffusion sont
redéfinis par

. AQU//S/Qh%
T=—-™>"—-+t 5.67
24pKkY2(AR)? (567)
et 04
A B ILL B A
De = 21/2./422/{”3/4/{1/4% De=D (5.68)
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MURISSEMENT

Ah est la distance entre les deux minimums du potentiel en variables physiques. Les
nouveaux bruits vérifient

X <<}L1 (Efl)ém (7?2)> - ?5n1n26(7?1 - 7?2)7 (569>
(Enir1/2(T1)Enys1/2(T2)) = Dby, 0(T1 — Th). (5.70)

Le systéme choisi comme condition initiale pour les simulations est une répartition
aléatoire de kink avec pour longueur d’onde moyenne X(T =0) = 2,30 x (U",,h2 JUy) "4,
la longueur d’onde la plus instable du modéle de kink. Nous pouvons voir sur la figure 5.9
en (b) que dans le cas d'une membrane avec une rigidité de courbure, il y a du murissement
quelque soit 'amplitude du bruit. Aux temps longs le systéme croit en loi de puissance avec
un exposant 1/2 pour le cas non-conservé, et 1/3 pour le cas conservé. Nous retrouvons
les mémes exposants pour une membrane avec ou sans rigidité de courbure. Ces exposants
peuvent étre retouvés par une analyse dimensionnelle. En effet, aux temps longs, lorsque
la distance entre les kinks est grande, le comportement stochastique domine. L’expression
précise de la partie déterministe de 1’équation d’évolution n’a plus d’importance. Les
dynamiques de kinks s’expriment alors simplement sous la forme

X, ={D), (5.71)

5 én+1/2(T) én71/2<j—‘)

Xn = 7172 - [ (5.72)
n+1/2 n—1/2

pour le cas non-conservé et conservé respectivement. Dimensionnellement, les vitesses des
kinks sont en [/7" et les forces de Langevin en 7~/2. Nous retrouvons bien que la distance
typique entre les kinks évolue comme [ oc T%/2 pour le cas non-conservé et en [ oc T/3
pour le cas conservé.

Nous remarquons également que le mirissement en loi de puissance ne s’enclenche
qu’aprés un temps fini. Ceci est d’autant plus visible pour les équations d’ordre 4 (figure
5.9 en (b)) ou A augmente jusqu’a atteindre un plateau, et au bout d’un certain temps
le mirissement démarre. T. est défini comme le temps a partir duquel la longueur d’onde
moyenne A dépasse une certaine valeur choisie arbitrairement Ae. Ce temps vérifie une loi

exponentielle par rapport a I'amplitude du bruit D

o iy
T. =T.ex -
0 P<D>

. 21/2A2Z/{”3/4 1/4
= Twexp | Eo )

(5.73)

kBTemp

comme nous pouvons le voir en (c) sur la figure 5.9. La constante adimensionnée Ey
peut étre vue comme une barriére énergétique a franchir qui correspond au blocage de la
dynamique par les oscillations des queues des kinks. Les simulations donnent Ey~ 0,095
pour TDGL4 avec A, = 17 x (U",h2/Uy)"* et Ey ~ 0,085 pour CH4 avec A, = 7,92 x
(U )
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Cette énergie d’activation Eq peut étre retrouvée a partir du modéle de kinks. De la
courbe tracée a partir du modéle de kinks sur la figure 5.9 en (d), nous pouvons définir
une énergie d’activation normalisée qui correspond a la barriére d’énergie

& = <u§/4nl/4hé/2> E, (5.74)

a franchir pour passer le premier pic avec &, la barriére d’énergie en variables physiques.
Cette barriére est égale a la différence entre le maximum et le premier minimum de F).
La valeur théorique vaut Ei" ~ 0,143 d’aprés I'équation (5.46), et la valeur numérique
est B =~ 0,13 d’aprés la figure 5.9. Cette énergie £, est reliée a Eq par la relation (voir
equation (5.73))
7/2, ,3/4

Ey = %E). (5.75)

m
En reprenant la valeur de E}" cela nous donne Ey ~ 0,093 (toujours en considérant
U(h) = Uy(h*/4 — h% h?/2)/h§ et h,, = 0,9h), en accord avec les valeurs trouvées pré-
cédemment par simulation. Cependant, ce résultat ne peut pas étre comparé directement
aux expériences. En effet, une membrane bidimensionnelle présente des fluctuations qua-
litativement différente de notre modeéle 1D. Ceci se traduit par exemple par le fait que
I'expression (5.74) de I’énergie de barriére ne peut pas étre généralisée a 2D en remplagant
les constantes par leurs analogues bidimensionnels. En effet, ’expression obtenue n’aurait
pas la dimension d’une énergie.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que les dynamiques sont gelées pour notre systéme.
Dans ce chapitre, la robustesse de ces états a été vérifiée. Nous savons désormais, que le
murissement peut étre restauré en rajoutant certains ingédients physiques. Si nous consi-
dérons, en plus de la rigidité de courbure, une tension de surface dans I’énergie élastique
de la membrane, il existe une tension citique ¢, au-dessus de laquelle, la dynamique donne
du mirissement. Cependant, les valeurs de tension observées dans les expériences sont
inférieures a cette tension critique. Ensuite, ’ajout d’une asymétrie au potentiel d’inter-
action permet pour le cas non-conservé la disparition des domaines d’adhésion dans le
puits du potentiel le plus haut pour des asymétries suffisamment fortes. Pour les faibles
asymétries, il existe un nombre finie de tailles de domaines possibles dans le puits du po-
tentiel le plus haut. Enfin, nous observons que ’ajout de bruit restaure systématiquement
le mirissement. Une énergie d’activation a fournir afin de débuter le mirissement a pu
également étre mise en évidence.
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Chapitre 6

Cisaillement d’une membrane 1D
confinée entre deux murs plans
impermeéables

Nous avons jusqu’a maintenant étudié la dynamique d’'une membrane confinée entre
deux murs représentée sur la figure 2.1 sans cisaillement. Nous avons observé des états
gelés ordonnés dans la limite des murs trés perméables et désordonnés dans la limite des
murs imperméables. Nous avons ensuite vu que ces états gelés pouvaient disparaitre par
I’ajout d’une tension de surface, d’'un potentiel asymétrique pour les murs perméables
ou d’un bruit thermique. En nous inspirant de la biolubrification, nous allons désormais
examiner le comportement d’'une membrane lipidique en présence d'un cisaillement imposé
par une vitesse v, des murs. Dans ce chapitre, seule la limite des murs imperméables, qui
correspond au cas conservé, sera étudiée. De plus, la membrane considérée n’aura pas de
tension de surface et le potentiel sera symétrique. Le systéme étudié est représenté sur la
figure 6.1.

En conséquence du cisaillement, de I'énergie est injectée au systéme et le maintient
hors-équilibre. Contrairement aux chapitres précédents, l'inégalité 9, < 0 n’est plus
vérifiée, le systéme n’est plus variationnel. Nous allons montrer que la dynamique présente
alors de nouveaux régimes.

En plus de la dynamique de la membrane, nous nous intéresserons a la tribologie du
systéme. Nous chercherons donc a calculer la force de frottement qui s’exerce sur les murs
durant le cisaillement et notamment le réle de la membrane lipidique. Finalement, nous
identifierons des comportements tribologiques controlés par la dynamique non-linéaire de
la membrane. Par exemple, le comportement & faible taux de cisaillement est thixotrope
et rhéoépaississant, alors qu’il est rhéofluidifiant & fort taux de cisaillement.

6.1 Dynamique de la membrane
Commengons par observer la dynamique de la membrane en fonction de la vitesse de

cisaillement v.. Seul la limite des murs imperméables est considérée ici. Nous rappelons
que dans cette limite, la normalisation est définie par 7" = [ng/ 2J(24pRM)t et X =
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CHAPITRE 6. CISAILLEMENT D’UNE MEMBRANE 1D CONFINEE ENTRE
DEUX MURS PLANS IMPERMEABLES

FIGURE 6.1 — Schéma du systéme étudié sous cisaillement. Les murs se déplacent a la
vitesse v,.

Uy /(kh2)]V 4. 11 parait alors naturel de définir la vitesse typique de cisaillement 1, par

U/ (24uk172)]
U= T RRE (6.1)

En reprenant le potentiel de I'article de P.S. Swain et D. Andelman [94] avec la viscosité
de l'eau et hg = 10~% m, la vitesse typique trouvée est de l'ordre de 107%-1073 m.s™! qui
correspond & un taux de cisaillement de 10*-10° s*.

Des études expérimentales de la tribologie des membranes confinées ont été réalisées a
Lyon dans les équipes de J.-P. Rieu et A.M. Trunfio-Sfarghiu [18]. Dans ces expériences,
une, deux, ou plusieurs membranes sont confinées entre un substrat rigide et plat, et un
substrat mou et poreux (gel). Les résultats semblent montrer que les dispositifs avec deux
membranes, plutét en phase gel, ménent & une réduction importante du coefficient de
friction. Les ordres de grandeurs du cisaillement sont les mémes que pour notre étude.
Nos travaux constituent donc un premier pas pour comprendre ces expériences modéles.

Par ailleurs, les taux de cisaillement de nos modéles peuvent étre comparés a ceux des
expériences de cisaillement de phase lamellaire de D. Roux, F. Nallet et O. Diat [84]. Ces
auteurs montrent que lorsque nous augmentons le cisaillement pour une phase lamellaire
confinée entre deux plaques séparées d’'une distance de l'ordre du millimétre, nous ob-
tenons d’abord une phase stable, puis une déstabilisation menant & des oignons, puis a
nouveau une phase stable a fort cisaillement. Dans ces expériences, si nous considérons
une séparation de 10 nm entre chaque couche et sous un taux de cisaillement de 4.103
s~!, nous nous trouvons dans le régime stable & fort taux de cisaillement. Nos taux de
cisaillement sont encore plus élevés (10%-10° s71), et devraient donc correspondre & un
domaine de paramétre ou les phase lamellaires sont stables par rapport & la formation
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d’oignons.

Afin d’obtenir I’équation d’évolution de la membrane cisaillée, nous reprenons les
mémes conditions aux limites et forces que dans la sous-section 2.2.2 en rajoutant la
vitesse de cisaillement v.. Le systéme d’équations a résoudre est le suivant

( U.T+|Z:h0 = Ve, (62)
Uxf‘z:fhg = —Ug, (63)
Ua:+|z:h - Ua:—|z:ha (64)
Py — D = fu, (6.5)
8zvx+’z:h - azvxf’z:h = 07 (66)
L’équation d’évolution est ensuite obtenue (calcul détaillé dans 'annexe B.1)
3
h3 h\? 3. h (1/h)° h, (h
Oh=0, |—=>(1—-(— Oufn+-=-J—1\=(—) —1])| —hover—=0x | — |,
t 24u< (m)) It (3 (ho) ) "o (ho)
(6.8)
avec la force normale par unité de longueur totale qui vaut
fo = —k0th —U'(h) (6.9)
et le débit ,
) 1/h
= —— de — |1 — - — Or [, 6.10
77 ouL )y xhol B(ho)] / (610

L est la longueur du systéme. Pour le calcul de 7, le point de départ a été ’équation
différentielle (2.41) avec v = 0 et des conditions aux limites périodiques ont été utilisées.
L’équation d’évolution en variables normalisées s’écrit

2

OrH = 0x {— (1— H*)’ OxF, + JH (H? — 1)] — V.HOxH (6.11)

avec

J = —% /OL dX H (1 - H;) Ox (0xH + U'(H)) . (6.12)

Nous rappelons que le terme de débit J n’a pas d’influence notable sur le comportement
du systéme et qu'il est défini par J = (18ux'/*h, 3/ Uy 5/%)j. Cependant les simulations
par différences finies avec un schéma explicite ont pris en compte ce terme.

L’équation obtenue est simplement ’équation (3.13) du systéme sans cisaillement a
laquelle nous rajoutons le terme convectif en —v.h0,h qui brise la symétrie z <> —x. Cette
équation est semblable a I’équation de Cahn-Hilliard convective dont nous reparlerons plus
loin.

L’étude de stabilité linéaire qui consiste a perturber une membrane plane a la hauteur
H par 6H o exp(wT +iqX) est trés similaire au cas ott V, = 0. La relation de dispersion
obtenue est

w=(1- f[2)3 ¢ [—¢' = U"(H)] —iqV.H. (6.13)
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La relation de dispersion est identique a celle sans cisaillement pour le cas conservé (voir
equation (3.21)) avec le terme —iqV.H en plus. Mais ce terme étant imaginaire il n’a qu'un
effet propagatif et ne change pas la valeur de la longueur d’onde la plus instable. Il peut
étre absorbé par la dérivée temporelle a I'aide d’une transformation galiléenne. Selon la
valeur de U”(H ) nous aurons apparition ou non d’instabilités (voir figure 3.3). Nous nous
placons dans la zone ot ces instabilités existent. Dans les instants initiaux, il y aura donc
apparition de domaines d’adhésion de la méme taille environ \,, = 27 (—3/U"(H))"* que
pour le cas du cisaillement nul. Pour le potentiel utilis¢ U = H*/4 — H2 H?/2 avec H,, =
0.9 la longueur d’onde la plus instable vaut \,, ~ 8, 72. Dans la suite, nous présentons les
dynamiques observées par simulation pour les différentes vitesses de cisaillement v,.. Ces
simulations ont été réalisées par différence finies avec des conditions initiales aléatoires et
une hauteur moyenne nulle.

6.1.1 Faibles vitesses : mirissement, chaos et plateaux transi-
toires

Le premier régime qui va étre présenté est celui des faibles vitesses de cisaillement.
Cette zone correspond a des vitesses de cisaillement V, allant de 0 & 0,5-0,9. Les frontiéres
entre les différents régimes ne sont pas trés bien définies. Pour les vitesses comprises
dans cette tranche (0,5-0,9) nous avons observé des comportements correspondant aux
régime présenté dans cette sous-section mais aussi au régime présenté dans la sous-section
suivante, ceci dépend beaucoup des conditions initiales. Nous en parlons plus en détail
dans la sous-section 6.1.4.

Dans cette zone des vitesses de cisaillement faibles, le mirissement est systémati-
quement observé. La longueur d’onde moyenne A augmente avec le temps par fusion de
domaines. De plus, nous avons bien une longueur d’onde initiale correspondant environ a
la longueur d’onde la plus instable linéairement, A(T" = 0) ~ \,,, en accord avec ’étude
de la stabilité linéaire. Sur la figure 6.2 en (a) est tracée I’évolution de la longueur d’onde
en fonction du temps pour différentes vitesses de cisaillement pour des simulations par
différences finies et un schéma explicite. Nous pouvons remarquer que le mirissement ne
débute qu’a partir d'un temps donné 7., de la méme maniére que pour le bruit thermique.
Plus la vitesse de cisaillement est faible et plus ce temps 7. est grand. Cependant, ce temps
T, ne suit pas une loi exponentielle en fonction de la vitesse de cisaillement.

En ce qui concerne la dynamique des kinks, il y a plusieurs régimes. Pour les temps
courts, les trajectoires des kinks avec le temps semblent relativement rectilignes. Nous
pouvons l'observer en (b) sur la figure 6.2 pour V, = 0.01.

Pour les temps longs en revanche, les trajectoires des kinks ne sont plus du tout recti-
lignes. Comme nous le voyons en (c) sur la figure 6.2 pour V, = 0, 3 nous avons formation
de paires de plateaux transitoires au cours de la dynamique. La structure de celles-ci est
toujours la méme, il s’y trouve au centre un antikink (en rouge sur la figure) séparant
deux plateaux et deux kinks en noir forment les limites de la zone. Elles correspondent a
des domaines d’adhésion localement plus grands que les autres. En dehors de ces plateaux
la taille des domaines d’adhésion est plutot homogene et est de l'ordre de )\, /2. Cela est
confirmé par le fait que plus il y a eu d’événement de mirissement et plus la taille de
ces "bulles" est grande. De plus, I’'ensemble des kinks est soumis a des oscillations qui se
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propagent dnas le systéme. Les échelles de temps pour V., = 0,01 et V., = 0,3 ne sont
pas les mémes, la dynamique est beaucoup plus lente pour V. = 0,01. Nous voyons sur
la figure 6.2, que pour les mémes temps de simulation nous ne sommes pas dans le méme
régime pour V, = 0,01 ou 0,3.

De nouvelles observations ont récemment été faites grace a des nouvelles simulations
utilisant un schéma implicite dans ’espace de Fourier et en omettant le terme de débit
J. Le code a été développé par le postdoctorant Tung To avec qui nous travaillons en
collaboration. Les résultats des simulations sans le terme de débit, sur des systémes plus
grands et a des temps plus longs, confirment la présence de miurissement dans la dyna-
mique. Mais des comportements qui n’étaient pas encore observés jusqu’ici sont apparus
aux temps longs. Nous observons deux états possibles. Premiérement, il peut y avoir
une augmentation brutale de la longueur d’onde associée a la fusion rapide d’un grand
nombre de kinks dans des zones localisées. Aprés cet événement brutal, la dynamique
est chaotique, avec de nouvelles fusions de kinks, mais aussi des "gerbes de kinks", ou
de nombreux kinks sont formés dans une zone de taille réduite et dans un temps court.
Un exemple de cet état est représenté sur la figure 6.4. Le deuxiéme état asymptotique
observé est la translation en bloc d’une configuration désordonnée comme tracé sur la
figure 6.5. L’évolution de la longueur d’onde moyenne en fonction du temps est tracée sur
la figure 6.3. La courbe noire et la courbe verte représentent le premier état, nous voyons
bien le saut de la longueur d’onde. La courbe rouge et la courbe bleue correspondent au
deuxiéme état. Ces deux courbes semblent se comporter en loi de puissance, la courbe en
pointillée est la fonction A = 1,05.7/4,

6.1.2 Vitesses intermédiaires : états cellulaires

Nous allons maintenant discuter des vitesses intermédiaires. Cette zone est comprise
entre V., =~ 0,7+ 0,2 et V. = 3,25 4+ 0,25. Les simulations donnent des états cellulaires
périodiques de longueur d’onde proche de \,,. Nous pouvons le voir sur la figure 6.6
en (a) ou I’évolution du profil de la membrane avec le temps est tracée. Il nous est
arrivé d’observer quelques défauts sur ces états périodiques pour les vitesses de la tranche
supérieure de cette zone. Nous avons alors des domaines d’adhésion localement un peu
plus grands que les autres comme nous pouvons le voir en (b) sur la figure 6.6. Il nous est
aussi arrivé d’observer une translation globale du systeme selon ’axe X tout en conservant
la structure périodique. Ces deux phénoménes sont surtout observés pour les vitesses V..
proches de la limite supérieure, c¢’est-a-dire les grandes vitesses.

Nous pouvons noter de plus que le profil de la membrane a tendance a se pencher dans
le sens du cisaillement formant des sortes de dents de scie. Ce phénomeéne est d’autant plus
accentué que V, est élevé. De plus, 'amplitude des oscillations de la membranes diminue
avec la vitesse de cisaillement. Le gradient de vitesse du fluide augmentant, la dissipation
visqueuse aussi, il est donc plus difficile de s’approcher des murs.

6.1.3 Limites des grandes vitesses : chaos spatio-temporel

Nous allons maintenant étudier le comportement de la membrane dans la limite des
grandes vitesses. Nous allons supposer qu’il est possible de faire un développement en
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FIGURE 6.2 — Résultats de simulations pour le schéma explicite avec le terme de débit
J. (a) Evolution de la longueur d’onde moyenne du systéme en fonction du temps pour
différentes vitesses de cisaillement. (b) Trajectoires des zéros de la membrane en fonction
du temps pour V., = 0,01. Les points noirs correspondent aux zéros avec une pente
positive et les points rouges correspondent aux zéros avec une pente négative. (¢) Idem
pour V. =0, 3.
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FIGURE 6.3 — Résultats de simulations pour le schéma implicite sans débit J. (a) Evolution
de la longueur d’onde pour V., = 0, 3. La courbe bleue correspond & un systéme de taille

L = 9600 et les trois autres a L = 4800. La courbe en pointillé est une loi de puissance
A =1,05.7"%

1/V, autour de la hauteur moyenne de la membrane H. Il est vérifié numériquement que
les variations de H autour de sa valeur moyenne tendent bien vers 0 pour les grandes
vitesses de cisaillement. Considérons

q
H=H+ — 6.14
+ (6.14)

avec H de l'ordre de P'unité. En réinjectant dans I’équation (6.11), nous obtenons au
premier ordre en 1/V,

(0r + V.HOx)H = (1 — H*)®0xx |0vH + U”(H)H] — HoxH. (6.15)

Nous pouvons définir un nouveau temps 7" = T + X/(V.H) si H # 0, pour obtenir une
simple dérivée temporelle & gauche. Si H = 0 nous posons tout simplement 7" = T".

Si U"(H) > 0, ce qui correspondrait & une hauteur moyenne dans la zone stable (voir
figure 3.3), alors le terme en dérivée seconde devient stabilisant (toutes les longueurs
d’onde sont linéairement stables). L’équation d’évolution rappelle I’équation de Burgers
[103]

opu = Oppt — Uy, (6.16)

qui décrit les ondes de choc.

Si au contraire U”(H) < 0 (faibles hauteurs moyennes), notre équation d’évolution est
trés similaire a 'équation de Kuramoto-Sivashinsky (KS) [20, 83, 92|

Ot = — O — Dyt — %(axu)Q (KS) (6.17)

appliquée & h = 0,u
Oth = —0th — Oyh — RO, (K9S (6.18)

83



CHAPITRE 6. CISAILLEMENT D’UNE MEMBRANE 1D CONFINEE ENTRE
DEUX MURS PLANS IMPERMEABLES

FIGURE 6.4 — Trajectoires des zéros de la membrane dans le cas ou il y a augmentation
brutale de la longueur d’onde. Les points noirs correspondent aux kinks et les points
rouges aux antikinks.
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FIGURE 6.5 — Trajectoires des zéros de la membrane dans le cas ou 'état final est une
translation en bloc. Les points noirs correspondent aux kinks et les points rouges aux
antikinks.
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FIGURE 6.6 — (a) Evolution du profil de la membrane translaté en fonction du temps pour
V. =1,5. (b) Idem pour V, = 1, 75.

qui décrit de nombreux systémes tels que la croissance cristalline [5], les plasmas [6] ou
I’évolution des fronts de flamme [91]. Le terme stabilisant (—d3u pour (KS)) est de deux
ordres plus élevés pour notre probléme. Le terme déstabilisant lui est le méme dans les
deux équations. La relation de dispersion pour Kuramoto-Sivashinsky est

w=¢q¢—q¢* (6.19)

qui est trés similaire a la relation de dispersion (6.13) de notre probléme. Le taux d’accrois-
sement w est nul en 0 et négatif pour les petites longueurs d’onde (¢ grand) dans les deux
cas. De plus, le taux d’accroissement montre un maximum comme pour notre probléme,
la longueur d’onde correspondante sera alors également priviligiée dans la dynamique.

L’équation de Kuramoto-Sivashinsky est connue pour donner lieu a du chaos spatio-
temporel. Nous avons également observé dans nos simulations ce qui semble étre du chaos
bien que nous ne I'ayons pas montré de maniére rigoureuse. Les résultats des simulations
représentés sur la figure 6.7 ont été réalisées avec les variables pour lesquelles tous les
préfacteurs sont égaux a 1

OpH = 0% H — 0y H — HOg H, (6.20)
avec X = [~U"(H)*X, T = (1— H*?[-U"(H)P/*T et H = (1— H*)73[~U"(H)]>/*H.

Dans les simulations de ’équation (6.20), nous observons une membrane trés fluctuante
avec une taille de domaines caractéristique qui apparait. Cette taille est trés proche de la
longueur d’onde la plus instable A, = 2w3'/4 ~ 8,27. A, est représentée par le trait noir
sur la figure 6.7.

86



6.1. DYNAMIQUE DE LA MEMBRANE

200(-

150

100

e = <
e S e e e
TS N
NE S EQ@ L X =

FIGURE 6.7 — A gauche évolution de H en fonction du temps. Ce sont différents profils de
la membrane a des temps donnés qui sont translatés avec le temps. Le trait noir représente
la taille de A,,. A droite, la trajectoire des zéros pour la méme simulation. Les points noirs
correspondent aux zéros avec une pente positive et les points rouges aux zéros avec une
pente négative.

6.1.4 Transition du miurissement vers les états cellulaires pério-
diques

Nous venons de présenter les résultats des simulations pour les différentes vitesses de
cisaillement, nous allons désormais tenter d’expliquer les transitions entre les différents
régimes. Trois régimes ont aussi été observés par A.A. Golovin et al [31] pour I’équation
de Cahn-Hilliard convective

OrH = —0xx(0xH — U'(H)) — VHOx H, (6.21)

qui peut modéliser par exemple la décomposition spinodale dans un champ externe ou la
croissance cristalline en présence de facettes [31]. A faibles V', A.A. Golovin et al observent
également du mirissement, la longueur du systéme croit en T avec o =~ 0,45. Pour des
vitesses intermédiaires, il y a deux régimes. Un premier ol les solutions sont périodiques
et la dynamique est gelée et un second ou les états ne sont pas parfaitement périodiques
et oul le systéeme dérive en bloc. Enfin, dans la limite des grands V, I’évolution est régie
par I’équation de Kuramoto-Sivashinsky dont la dynamique est du chaos spatiotemporel.

Ce type de transitions peut aussi étre observée dans d’autres types de problémes.
Par exemple F. Hausser et A. Voigt [33] observent ces trois régimes pour les cristaux
facettés thermodynamiquement instables. Enfin, une transition entre du mirissement et
une dynamique gelée a aussi été mise en évidence par F. Barakat, K. Martens et O.
Pierre-Louis [4] pour le facettage d’un cristal sous électromigration.

Des modeles de kinks ont été développés pour 1’équation de Cahn-Hilliard convective,
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par exemple le modeéle de S.J. Watson et al [102]. Nous nous sommes donc naturellement
demandés si il était possible de développer ce genre de modéle pour notre probléme. Nous
avons d’abord essayé d’appliquer le modéle de Watson et al a notre systéme sans réel
succés. Ce modéle ne permet pas entre autres de retrouver l'apparition des paires de
plateaux que nous observons dans le régime des faibles vitesses de cisaillement. Mais une
question non triviale d’abord posée dans l'article de C.L. Emmott et A.J. Bray [27] est
de définir de maniére rigoureuse les kinks en présence de cisaillement.

De par la brisure de la symétrie x <> —x induite par le cisaillement, les kinks et
les antikinks n’ont plus la méme queue, contrairement au cas du cisaillement nul. C.L.
Emmott et A.J. Bray [27] s’intéressent a I’équation (6.21). Il s’agit donc du cisaillement
d’une membrane avec une tension de surface et sans rigidité de courbure dans le cas
conservé. Ils trouvent que les solutions stationnaires de kink avec un seul zéro pour V, > 0,
c’est-a-dire les solutions qui vérifient H(—o0) < 0 et H(400) > 0, sont uniques pour une
vitesse de cisaillement donnée et valent

Ve Vel X

En revanche, les solutions d’antikinks (H(—o0) > 0 et H(400) < 0) sont elles infinies
pour une vitesse V, donnée. Toutes les hauteurs dans un intervalle donné sont possibles. Ce
phénomeéne rend difficile la définition rigoureuse d’un antikink. Nous observons la méme
chose dans notre cas pour I’équation (6.11), nous avons une infinité d’hauteurs d’antikink
H ugink possibles pour une vitesse V. donnée (voir (b) figure 6.8). Or dans le modeéle de
S.J. Watson et al, la hauteur des antikinks est prise constante.

Cependant, nous pouvons tout de méme déduire des résultats a partir des hauteur des
kinks Hynk. Sur la figure 6.8 en (c), nous avons tracé la hauteur des kinks en fonction
de la vitesse de cisaillement V.. Pour les faibles vitesses, cette hauteur se trouve dans la
zone de stabilité d’'une membrane plane (i.e. U” > 0, voir (a) de la figure 3.3). Les paires
de plateaux sont donc stables si nous supposons que leur hauteur est celle du kink. Cette
hauteur diminue si V., augmente jusqu’a arriver dans la zone ol une membrane plane est
instable. Les plateaux des bulles ne sont donc plus stables. La limite est atteinte pour
V. ~ 0,87 qui correspond approximativement aux vitesses délimitant le régime des faibles
vitesses du régime des vitesses intermédiaires (0,5-0,9) trouvés par simulation. Le passage
de la hauteur des kinks dans la zone instable pourrait donc expliquer le passage du régime
de mirissement au régime d’états cellulaires. !

Nous n’avons en revanche pas de prédiction pour la transition du régime d’états cellu-
laires au régime chaotique.

6.2 Force de friction

Nous connaissons maintenant la dynamique de la membrane en fonction de la vitesse de
cisaillement, nous allons désormais nous intéresser aux forces de friction sur les murs. En

1. Cependant, pour nos simulations dans une boite de taille finie, nous obtenons des kinks stables pour
des vitesses supérieures a 0,87. Cela vient du fait que proche de la zone de stabilité, la longueur d’onde
des instabilités tend vers 'infini, les effets de taille fini empéchent donc le développement des instabilités.
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FIGURE 6.8 — (a) Profil d’un kink pour différentes vitesses de cisaillement. (b) Différents
profils d’antikink pour une méme vitesse de cisaillement, V. = 0,3. (¢) Evolution de la

hauteur des kinks Hy;,, en fonction de la vitesse V..
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effet, comme mentionné dans l'introduction, les membranes lipidiques pourraient avoir
un role dans les faibles frottements des différents systémes de biolubrification (genou,
paupiére,...). L’étude de la tribologie de notre systéme pourrait apporter des réponses.
Nous allons donc nous intéresser a 1’évolution des frottements en fonction de la vitesse v,.

6.2.1 Expression de la force de friction

Les forces subies selon x par les murs sont de nature visqueuse, ceux-ci n’étant en
contact qu’avec le fluide. La force totale par unité de longueur subie par le systéme est
définie par

L
Effr = %/0 dz (3va+|zzho + azvxf’z:fho) ) (623)

ol la contribution sur le mur du dessus et celle sur le mur du dessous sont sommeées. De
méme nous définissons la grandeur

L
Afp ="t /O d (0vas|oony — 0t oe ). (6.24)

En remplacant v, par son expression (voir équation (2.25)) et en utilisant les résultats de
I’appendice B.1 nous obtenons

L L hO 1 L

Afp = —/ dz <—(9$Zp+ Aa> = —— dz ho, fn, (6.25)
! L Jo H L Jy

par périodicité des conditions aux limites. En remplacant f,, par son expression (2.43), la

contribution A fy, est nulle, la méme force X fy,/2 s’applique sur chacun des murs. Nous

pouvons ensuite calculer

L L 2
lu hO M 1/ ho h
Nf=% | de | 20,Ap+Ya) =20+ = [ dz —(1—=)0,f.. 6.26
Js ﬁ/O $<u v ) W'z ), o\t ) Ol (620)

Cette force est la somme de deux termes, le premier qui serait la force sans la membrane
et qui représente la dissipation visqueuse dans un cisaillement pur. Il est directement
proportionnel a la vitesse de cisaillement v.. Le deuxiéme terme ne dépend que de la
forme de la membrane et permet de quantifier directement 1’effet de la membrane sur les
frottements. En variables normalisées cette force s’écrit

24 (1 )
0

avec SF, = (24540 JUY*)S f;,. Nous mettons SF}, sous la forme
SFp, = 2Vi + S Fpem. (6.28)

en appelant X F},.,, la contribution de la membrane aux frottements. C’est-a-dire la dif-
férence entre la force de friction avec membrane et sans membrane. Nous définissons la

viscosité effective
B EFy, g SEem
Heff = 2V, = 2V,

(6.29)
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afin d’étudier la lubrification du systéme.
Si la membrane se situe dans une zone linéairement stable (U”(H) > 0) alors elle va
tendre a étre plane et donc sa contribution a la force de friction sera nulle. L’étude de la

force faite par la suite n’est valable que dans le cas ou U”(H) < 0.

6.2.2 Evolution de la force en fonction de la vitesse de cisaillement

Nous avons obtenu numériquement le profil de la contribution de la membrane X F,,.,,
a la force totale de friction pour H = 0 en fonction de la vitesse de cisaillement V., la
courbe est tracée sur la figure 6.9 en (a). Tous les points de cette figure ont été obtenus
avec des simulations ou les conditions initiales sont aléatoires et ou la hauteur moyenne
H est nulle. Les zones de transition sont indiqués par des traits rouges.

Premiérement, cette force croit jusqu’au régime des états cellulaires. Attention cepen-
dant, pour les trés faibles vitesses, la dynamique étant du murissement tres lent, les points
représentés ne correspondent pas a un état final. Ces valeurs devraient diminuer avec le
temps comme représenté en (c) sur la figure 6.9. Comme nous le voyons dans 1’équation
(6.27), X Fypem est proportionnel a U'intégrale sur tout le systéme de (1 — H?)0x F,. Nous
pouvons donc dire d’aprés I'expression de la force normale (6.9) que pour une membrane
plane, la contribution ¥ F},.,, est strictement nulle. Plus il y aura de plateaux et plus la
force sera faible. Pour une dynamique de mirissement, le nombre de kinks diminue avec le
temps et la force va donc diminuer avec le temps. Cette diminution de la contrainte avec le
temps s’appelle la thixotropie. De plus, comme pour ce régime il y a deux états possibles
aux temps longs, la valeur asymptotique peut sans doute avoir deux valeurs possibles.

De plus, apres la zone de transition entre le mirissement et les états cellulaires, la
force diminue avec V.. Cela vient du fait que 'amplitude des oscillations de la membrane
diminue avec la vitesse de cisaillement, les forces viqueuses du fluide sur les murs sont
alors plus faibles. Nous avons un comportement rhéofluidifiant.

6.2.3 Limite des grandes vitesses

Nous étudions ici le comportement de la force X Fy, dans la limite des grandes vitesses
de cisaillement. Nous reprenons les notations de la sous-section 6.1.3, la hauteur de la
membrane se développe de la maniére suivante

-  H
H=H+ — 6.30
+ (6:30

avec H la hauteur moyenne de la membrane et H une grandeur de 'ordre de 1'unité. La
force normale subie par la membrane vaut dans ces variables

H o
F, = —a;*{v -U (H + V) : (6.31)

La force de friction due a la membrane & 'ordre le plus faible est donc égale a

24 L 1 H? H _ H
SFpm = — [ ax = (1= (=08 = —v(mox = ) . 3
mem [/0 d 2( ‘r02>< X‘rc ( )X‘rc> (63)
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FIGURE 6.9 — (a) Contribution de la membrane ¥ F,,,, aux frottements en fonction de
V.. Les résultats ont été obtenus pour des simulations aux conditions initiales aléatoires
et pour H = 0. Les zones de transition sont repérées part les lignes rouges. (b) LFem
en fonction de V. en échelle log-log. Les points noirs sont les résultats de simulations et
la courbe rouge est la fonction y = 72/x3 représentant le comportement aux grandes
vitesses. (¢) Evolution de X F,,,, en fonction du temps pour V. = 0,3 en échelle lin-log.
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En considérant des conditions aux limites périodiques et par intégration par parties, il ne

reste plus que
24 1 (*

LV
a 'ordre dominant. Dans les zones instables, (U”(H) < 0) ou 'équation d’évolution (6.20)
ressemble & celle de Kuramoto-Sivashinsky, la force peut s’exprimer de la maniére suivante

S Fem = dX HoxHOvH (6.33)

(1 I ﬁz)g U”(FI)E’ L 5 B (1 B FIQ)Q
73 7 ; dX H@XHaXH = —24T

Cc Cc

Y em = —24 U’(H)T, (6.34)

otl H est la variable vérifiant I’équation (6.20) et X I’abscisse correspondante. Cette force
s’exprime en variables physiques

héluﬁ(}_l>5 1

Yfmem = ——————1'—. 6.35
J 2443 03 (6.35)
Numériquement, nous trouvons que
1 [E o - .
I'= f/ dX H@XH(?;%(H =~ 8,0, (6.36)
0

aprés un cours régime transitoire. Pour une hauteur moyenne nulle nous avons donc
Y Fem &~ 72/V3. La courbe y = 72/z? est tracée en rouge sur la figure 6.9 en (b) et elle
représente bien le comportement de > F,.,, pour les grandes vitesses de cisaillement. La
partie de la force de friction due a la présence de la membrane décroit bien en V.73 pour
les grandes vitesses.

Revenons sur l'intégrale (1/L1) fOL dX HOovH 8;‘2[? . Par simulation nous trouvons que
cette grandeur est une constante du temps. Nous pouvons tenter de comprendre ce résultat
par une argumentation grossiére. Comme nous l'avons mentionné dans la sous-section
6.1.3, la variable H vérifie une équation trés proche de Péquation de Kuramoto-Sivashinsky
appliquée a la dérivée 0, u = h (KS’) (voir équation (6.18)). Ces deux équations ne différent
que par le terme stabilisant qui est une dérivée d’ordre 4 pour KS’ et une dérivée d’ordre 6
pour I’équation vérifiée par H. Cette différence va avoir une influence sur le comportement
a petite échelle mais pas sur le comportement moyen a grande échelle, la forme exacte
du terme stabilisant ne joue pas de roéle majeur comme suggéré par les études de ce
genre d’équations par le groupe de renormalisation |72]. Nous supposons donc que le
comportement moyen a temps long est le méme. De plus, il est admis que KS (6.17) a 1D
se comporte comme ’équation de Kardar-Parisi-Zhang aux grandes échelles [3, 46, 92]

O = Opgtt + (Opu)? + n(x,t) (6.37)

avec 1 un bruit blanc, bien qu’il n’existe pas de démonstration rigoureuse de ce résul-
tat. Pour cette équation la fonction de corrélation de la transformée de fourier T'F[u] se
comporte de la maniére suivante

(TFlul(q,t)TFlul(—q,t)) (q°t) (6.38)
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ol A est une constante, L la taille du systéme, g une fonction qui vérifie g(x) ~ xsiz — 0
et g(oo) =1 et z un nombre positif. Appliqué a notre probléme, cela donne

(TF[) 0, ) TFIH](~q,6) = Zo(a°0), (6:39)

nous rappelons que H joue le role de d,u. Nous en déduisons la rugosité de la membrane

(H?) o /dq 9(q°t). (6.40)

Par changement de variable f = ¢*t cela devient

- 1 1

) o e [ af ). (6.41)
Cette intégrale diverge a petite échelle car 1—1/2z < 1, il est donc nécessaire d’imposer une
longueur d’onde de coupure A, en dessous de laquelle le systéme n’est pas bien décrit par
I'équation (6.20). La longueur d’onde )\, de I'instabilité linéaire est un candidat naturel
pour cette longueur de coupure. De plus, g tend vers 1 pour les temps longs, nous en
déduisons que pour t — oo

(H?) o (6.42)

1
A_C.
La rugosité de la membrane tend donc vers une constante comme représenté sur la figure
6.10 en (a). Nous faisons maintenant I’approximation grossiére que

(H@Xﬁa§ﬁ> o /dq q5g(qzt)3/2 (6.43)

simplement en comptabilisant le nombre total de dérivées (¢°) et de H (g(g°t)*/?). En
reprenant le changement de variable f = ¢*t, nous avons une fois de plus une divergence
a petite échelle, mais en imposant de nouveau une longueur d’onde de coupure, nous
trouvons bien que

(HOogxHOY H) = constante. (6.44)

L’évolution de cette grandeur avec le temps est tracée en (b) sur la figure 6.10.

6.2.4 Rhéofluidification et stick-slip

Dans cette sous-section nous nous intéressons au comportement de la force totale
Fp. = 2V, 4 Fem. Les systémes rhéofluidifiants sont caractérisés par le fait que leur
viscosité effective pi.rf (voir équation (6.29)) diminue avec la vitesse de cisaillement. Nous
voyons sur la figure 6.9 que la contribution de la membrane ¥ F},.,, diminue avec V, dés
que le régime des états cellulaires est atteint, le deuxiéme terme qui apparait dans la force
de friction X FY, étant proportionnel a V, il ne fait que rajouter une constante, nous avons
bien diminution de la viscosité effective et donc un systéme rhéofluididfiant.

Pour le potentiel que nous avons utilisé jusqu’ici

_H 4 , H?

U(H) = = — (6.45)
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FIGURE 6.10 — (a) Evolution de (H?) en fonction du temps pour un systéme de taile
10000. (b) Evolution de la grandeur I' en fonction du temps pour un systéme de taille
10000
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avec H,, = 0,9, l'intensité de X F},.,, n’est pas suffisamment forte par rapport au terme
linéaire en V.. pour avoir un effet significatif sur la viscosité effective, comme indiqué par
les cercles rouges dans la figure 6.11. Il faut donc augmenter I'influence de la membrane
sur la friction. Tout d’abord, plus la membrane est proche des murs et plus il y a de
frottement visqueux. La premiére maniére d’augmenter la friction est donc de rapprocher
les minimums du potentiel des murs. Nous voyons de plus dans I’équation de (6.27) que
seule la dérivée de F;, apparait et donc les dérivées cinquiéme et premiére de H. En
augmentant les pentes de la membrane nous pourrions augmenter la friction due a la
membrane. Pour cela nous pouvons imaginer par exemple de diminuer la longueur d’onde
la plus instable

Am = 27 ( U/_,(g(D)M. (6.46)

Nous voyons clairement que si la dérivée seconde du potentiel en zéro augmente alors la
longueur d’onde typique du systéme va diminuer.

Nous avons essayé plusieurs potentiels afin d’augmenter 'effet de la membrane. Nous
avons d’abord augmenté H,, jusqu’a méme prendre H,, supérieur a 1 (i.e. les minimums
du potentiel sont au-dela des murs). Puis nous n’avons gardé que la partie quadratique du
potentiel en rajoutant un terme o< 1/(1 — H?) répulsif proche des bords. Pour augmenter
la dérivée seconde du potentiel en 0 nous avons essayé un potentiel gaussien mais sans
succés. Finalement, nous n’avons gardé que le terme quadratique du potentiel. C’est avec
ce dernier potentiel que 'influence de la membrane a été la plus élevée. Nous avons tracé la
force correspondante sur la figure 6.11 ou le potentiel est U(H) = —H2 H?/2 avec H?, =
2,4. Bien qu’il n’y ait pas de partie répulsive dans ce potentiel, la membrane ne dépasse pas
les murs. Cela est du au terme de mobilité (1— H?) qui représente la dissipation visqueuse
lorque la membrane s’approche des murs. De plus, comme la dérivé seconde du potentiel
est toujours négative, nous n’observons pas le régime de mirissement pour les petits
cisaillements, car les solutions constantes ne sont jamais stables linéairement. Cependant
pour les faibles vitesses, le régime est chaotique au début de la dynamique, le systéme
ne se stabilise pas immédiatement et le temps de relaxation semble augmenter quand la
vitesse diminue. Les trois premiers points sur la figure 6.11 présentent des dynamiques
qui ne sont pas encore stabilisées.

Nous voyons sur la figure 6.11 que X F%, comporte un plateau pour V. allant de 3
a b environ. Nous ne sommes pas parvenu a obtenir un potentiel qui donne une pente
négative, la possibilité d’une inversion de la pente reste une question ouverte. Si la pente
devenait négative, le systéme pourrait présenter une instabilité de type stick-slip lorsqu’il
est sollicité dans un dispositif ol la vitesse n’est plus imposée.
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FIGURE 6.11 — (a) Les cercles noirs représentent X F}, obtenu par simulation en fonction
de V. pour U(H) = —H2 H?/2 avec H? = 2,4 et H = 0 et les cercles rouges représentent
Y F}, obtenue de la méme maniére avec U(H) = H*/4 — H: H?/2 et H,, = 0,9. La ligne
verte correspond & y = 2z. (b) L’évolution de X F,,.,, avec le temps pour V. = 3 et le
potentiel parabolique. Cela correspond au cercle d’ou part la fleche en (a).
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Chapitre 7

Extension du probléme d’adhésion a
une membrane bidimensionnelle

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des membranes unidimensionnelles. Ce probléme
est plus simple a étudier que la membrane bidimensionnelle et nous a permis de mieux
comprendre l'effet de la rigidité de courbure. Cependant nous perdons une partie de la
physique en nous restreignant a une membrane 1D. Il est donc nécessaire d’étendre notre
étude a une membrane bidimensionnelle et de traiter le probléme dans I'espace a trois
dimensions afin de se rapprocher des expériences su les membranes lipidiques. Dans ce
chapitre nous allons présenter le systéme tridimensionnel et montrer les premiers résultats
obtenus.

De plus, nous prendrons en compte l'inextensibilité de la membrane, qui contraint
fortement la dynamique. Finalement, dans un souci de généralité, nous considérons aussi
un substrat rugueux de forme arbitraire. Cependant, nous ne présentons ici que les résul-
tats numeériques préliminaires pour ’adhésion sans cisaillement entre deux murs plans et
perméables.

7.1 Systéme étudié

Le probléme considéré ici est le cas général d’'une membrane confinée entre deux murs
rugueux avec une perméabilité v et des conditions aux limites périodiques. Les notations
seront les mémes que précédemment en rajoutant celles de la sous-section 1.4.3 dont les
résultats seront repris. Aux coordonnées spatiales est rajoutée la coordonnée horizontale
y transverse a x. Les précédentes fonctions de x deviennent alors des fonctions du dou-
blet (z,y). De méme que pour une membrane 1D, nous commencerons par présenter le
probléme dans les variables physiques et passerons en variables normalisées plus tard.

7.1.1 Forces en présence

Nous présentons en premier les différentes forces qui vont agir sur la membrane et
ainsi contribuer a sa dynamique. Tout d’abord, il y a de méme que pour la membrane
1D, I'énergie de courbure de la membrane décrite dans la sous-section 1.4.3 et le potentiel
U(r) créé par les murs. Le potentiel dépend de la position r car nous considérons dans un
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T,y

FIGURE 7.1 — Schéma du systéme dans le cas des murs rugueux. La hauteur du mur du
dessus est repérée par hon, et celle du mur du dessous par hgn_.

premier temps le cas général des murs rugueux. Dans le cas des murs plans ce potentiel
ne dépend que de la hauteur h.

Une contribution énergétique supplémentaire est rajoutée pour I’étude d’'une membrane
bidimensionnelle afin d’assurer la conservation locale de 'aire de la membrane. En nous
inspirant de la littérature et introduisons un multiplicateur de Lagrange Y qui dépendra
des variables internes a la membrane s; et so [88, 100]. Sa contribution a l'énergie s’écrit

Es //dA (51, 52). (7.1)

L’élément d’aire s’exprime dA = ¢'/2ds,dsy ot g est le déterminant du tenseur de la
métrique (g;;) avec gi; = t;.t; = 0y, 1.0,,T.
L’énergie totale de la membrane s’exprime alors dans les variables physiques

Emem = // dA (262 + X(s1, $2) —I—Ll(r)) ; (7.2)

c est la courbure de la membrane et x sa rigidité de courbure. Comme expliqué dans la
sous-section 1.4.3, la contribution de la courbure gaussienne a ’énergie est négligée. La
dérivée fonctionnelle de ’énergie de la membrane dont le calcul est détaillé dans I’annexe
A3 et dans la thése de F. Divet ou le papier de O.Y. Zhong-Can et W. Helfrich |23, 104],
s’écrit

5gmem =

3
// dA {/@ <Abc + % - 2CCG> n — (990,,%0,,r + Sen) + VU(r) — g7 0,U(r)0s,x (7.3)
+U(r)cn] dr.

ott Ay = g71/20;(g"/%g" 9;) est le laplacien de Beltrami, le tenseur (¢*) est 'inverse de la
métrique, cg la courbure gaussienne et n est le vecteur unitaire normal a la membrane
défini dans I'appendice A.1. La convention d’Einstein pour la sommation des indices est
utilisée ici.
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Il y a une contribution a la force par unité de surface normale a la membrane comme
pour une membrane unidimensionnelle mais aussi une contribution tangentielle (nous
rappelons que t; = 0d;,r). Ces deux contributions s’expriment

L =970, (S +U(r)) — VU(r).t;, (7.4)

fon=—K (Abc + %3 — 2ccG> + (X +U(r))c— VU(r).n. (7.5)

La contribution due au multiplicateur de Lagrange dans la force normale f, a la méme
forme que celle d'une tension de surface, ¥ jouant le role de la tension. > peut étre de
signe positif ou négatif.

La conservation de l'aire totale au cours du temps impose

dg'* =0, (7.6)
qui, lorsque les notations de Monge peuvent étre utilisées, peut se mettre sous la forme

Oip2p + Vap.(p2pvap) =0 (7.7)

avec pop = [1 + (0,h)? + (9,h)?*]/? 1a densité d’aire locale de la membrane par unité
d’aire dans le plan (z,y). L’opérateur Vyp est le divergent dans le plan horizontal (x,y)
et vop = vzex + vyey est la vitesse d’un point de la membrane dans le plan horizontal
(comme nous considérerons des conditions de non glissement aux bords de la membrane,
la vitesse de la membrane est la méme que celle du fluide). Nous avons une équation de
conservation pour pop. Cette formulation est plus facilement interprétable physiquement
que celle avec la métrique pour les membranes en représentation de Monge.

7.1.2 Equation d’évolution dans la limite de lubrification

Connaissant désormais ’énergie de la membrane et les différentes forces qui agissent sur
elle, nous allons chercher & obtenir son équation d’évolution dans la limite de lubrification.
La procédure est la méme que pour la membrane unidimensionnelle, il faut d’abord définir
les conditions aux limites. Nous avons en plus ici des murs rugueux, nous considérons de
méme que pour la membrane que les variations de la hauteur des murs se font sur de
grandes échelles spatiales afin de rester dans le cadre de I'approximation de lubrification.

L"étude est faite dans la limite des petites pentes, donc la vitesse du fluide est toujours
de la forme

2

vy = QZ_,u D + ayz + by, (7.8)
2
vy, = oM D+ ayz + by (7.9)

De plus les mémes conditions aux limites pour la vitesse du fluide situé entre le membrane
et les murs sont reprises. C’est-a-dire non glissement entre les murs et le fluide et entre la
membrane et le fluide. Nous reprenons également la loi de perméabilité (équation (2.5))
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pour la vitesse normale du fluide au niveau des murs qui est égale a la vitesse selon z dans
la limite de lubrification

Uz:t|z:ho77i - iV(pi - peact)a (710)
ou hons est la hauteur du mur du dessus (+) ou du dessous (—), v est la perméabilité des
murs et pe,; la pression extérieure que nous considérons fixe. La différence par rapport au
cas de la membrane unidimensionnelle vient de 1’équilibre mécanique, car il y a désormais

une force tangentielle a la membrane qui est non nulle. L’application du tenseur des
contraintes aux vecteurs unitaires t; et n donne

(7 =7 )|e=nn] £ = — fu,, (7.11)

[(7:-1- - 7:——)|z:hn] = _f’m (7.12)

ol 7;; = p(0;v;+ 0;v;) — pd;;. Le systéme d’équations a résoudre est donc dans le cas d'une
membrane 2D

( Vot |2=hon, =0, (7.13)
Uy+|Z:h077+ =0, (7.14)
Ve |z=hon_ = 0, (7.15)
Uy—|z=hon- =0, (7.16)
Vot |z=h = Ve |o=h, (7.17)
Uyt |2=h = Vy—|s=n, (7.18)
py —p-=fa = [ (7.19)
OVai e — 0200 | = — fo, = — o, (7.20)
8zvy+’z=h - azvyf‘zzh = —fi, = —fy, (7.21)
Jo = Ja— + Juts (7.22)

(Jy = Jy— T+ Jy+s (7.23)

ou les coordonnées internes sont choisies de telle sorte que ti.e, = 0 et to.ex = 0 et ou
Ja,y sont les composantes du débit de fluide j selon la direction z,y respectivement. Nous
posons

fop = foex + fyey. (7.24)

La résolution de ce systéme d’équations est détaillée dans ’annexe B.2 et donne I'équa-
tion d’évolution suivante dans la limite de lubrification

. 14
8th = —Vsp. [sz2sz + Mryf2D + M]J] + §fz (725)
avec 3
B3 A 4 (h  Yn\?
PR e/ A O S L , (7.26)
241 8 An? \hg 2

_ D5 A (ﬁ_&)

2
4 (h I\’
oy = - —(—-= 7.27
v 8u 2 \hg 2 An2(h0 2)] (7.27)
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23
T And

4 (h ¥\’ [(h %
(=) (=) (7.28)
3A7]2 ho 2 ho 2
et An=mny —n- et Xnp=ns +n-.

Il est aisé de vérifier qu’en prenant toutes les dérivées par rapport a la variable y
nulles et avec f, = 0, nous retrouvons la méme équation que dans le cas d’'une membrane

unidimensionnelle (2.42).
Il est montré de plus dans I'appendice B.2 que le débit j vérifie I’équation différentielle

suivante
) 4pv . Av h  Xn 3 o, (h  Xn
J) — = —— ] =-A — - —
Vap(Vap.j) thng.] N (ho 5 ) 18\ T2 Vop [
) (7.29)
3v h n 9

Nous retrouvons facilement I’équation différentielle (2.41) en se plagant dans le cas d’une
membrane unidimensionnelle (9, = 0) avec des murs plans (X1 =0 et Anp = 2).

Il nous reste maintenant a trouver I’expression du multiplicateur de Lagrange . Pour
y parvenir, il faut partir de la condition de conservation de l'aire de la membrane (7.7).
Travaillant dans la limite de lubrification, la dérivée spatiale de h est petite, 0,, ~ € avec
€ un petit paramétre. Donc

1/2 . axhaxath + 8yh5yath 2

Opap = 0r [14 (9:h)” + (9,h)°] L+ (0uh)? + (0,h)2]2

(7.30)

Or Vaop.vap ~ € donc a ordre dominant, I’équation de conservation de 'aire (7.7) devient
Vap.Vop = 030, + Oyvy = 0. (7.31)
Cette relation nous permet de calculer le multiplicateur de Lagrange. Son calcul dans le

cas des murs plans est présenté dans la sous-section suivante.

7.1.3 Cas des murs plans
Le cas considéré a partir maintenant est celui des murs plans, ce qui signifie que X1 = 0

et An = 2 et que le potentiel U ne dépend plus que de la hauteur h de la membrane. Les
différents préfacteurs de 'équation (7.25) deviennent

B3 21’
M, = ﬁ [1 _ (h—0> ] : (7.32)
2
hZ h h\?
M, =t .
v 8 ho [ (ho) ] (733)

M, = _Z E (%)3 _ hﬁO] | (7.34)
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A partir des équations (7.8) et (7.9) et en utilisant la condition de non glissement au
niveau de la membrane nous pouvons écrire que
h? h 1

Vg y = @8%2]7 + =Xag, + 5

5 Sby, (7.35)

ol nous rappelons que pour une grandeur Y, ¥Y =Y, 4+ Y_. L’indice z,y signifie que
nous pouvons choisir  ou y. A partir des résultats (B.44), (B.45) et (B.46) en appendice,
nous montrons que la vitesse tangentielle de la membrane se met sous la forme

Vop = P](h)J + sz (h)Vngz + szy(h)fzp. (736)

avec Pj, Py, et Py trois fonctions polynomiales non constantes de i non explicitées ici.
En réinjectant I'expression de la vitesse dans 1’équation de conservation cela donne

0 = Vap. (Pi(h)j + Pr.(h)Vapf. + Py, (h)fap) . (7.37)

En reprenant 1’'équation différentielle (7.29), il est aisé de voir que dans la limite des murs
trés perméables (v — 00), le débit j s’exprime sous la forme j = Pj,, (h)foap + Pir. Vap f-.
Dans la limite des murs imperméables (v = 0) nous montrons facilement que le débit est
une constante de l'espace. Dans ces deux cas limite I’équation (7.37) se met sous la forme

0= VQD. (Plx(h)ex + P1y<h,)ey + Pz(h)Vngz + Pg(h)fgp) R (738)

avec P, Py, P» et P3 quatre fonctions polynomiales et P; non nul.

Nous rappelons que nous travaillons dans la limite des petites pentes, donc la courbure
de la membrane est d’ordre ¢ ~ €2. Nous supposons que le potentiel U ~ 1 et que la rigidité
de courbure x ~ ¢4 de sorte que les forces de courbure soient du méme ordre de grandeur
que celles qui sont dues au potentiel . Nous supposons ensuite que le multiplicateur de
Lagrange se développe sous la forme ¥ = ¢ 2(X(©) 4223 + ) pour avoir ¥(®¢ du méme
ordre de grandeur que 0;h et —kAyc — U'(h). En reprenant les expressions des forces
tangentielles (7.4) et normales (7.5) a l'ordre dominant, la conservation de l'aire donne

Vap. (Ps(h)V2pE®) = 0. (7.39)

L’expression de P3 dans le cas des murs trés perméables est

Py(h) = S—Z (1 - Z—;) (7.40)

et dans le cas des imperméables Pj s’exprime sous la forme

r e 5 (- 52) (3| (741

La hauteur h de la membrane est comprise entre —hg et hg, il est facile de montrer
que Ps(h) est toujours positif. De plus, comme nous travaillons avec des conditions aux
limites périodiques, le principe de maximum fort des équations aux dérivées partielles du
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deuxiéme ordre impose que £() soit une constante de I’espace. Alors que le point de départ
était une contrainte d’inextensibilité locale, nous trouvons que dans I'approximation de
lubrification, et & l'ordre dominant, la contrainte est globale car la valeur de X est la
méme en tout point de la membrane.

L’équation (7.39) peut également étre vue comme ’état stationnaire de 1’équation de
diffusion suivante

OrE = Vaop. (P3(h)Vop2?). (7.42)

Il est alors naturel d’obtenir une solution homogéne sur tout le systéme dans le cas pério-
dique.

Il s’agit maintenant de trouver l’expression de cette grandeur 2(9). Cette expression
peut étre trouvée en analysant 1’équation (7.37) a l'ordre suivant. Nous allons donner ici
une autre démonstration plus intuitive. L’aire totale de la membrane s’exprime

_ . 2 291/2 _ . 1 2 2 A
A- / / dady [14+(0uh)2+(O,R) 2 = LoLy+ / / drdy S[(@1)+ 0,11 +O() (743

avec L, la taille de la membrane dans la direction x ou y. La conservation de l'aire totale
au cours du temps implique

0= 9,4 / / dady (0,h0,0,h + 0,hd,00h) = — / / dedy (Aaph)Oh  (7.44)

avec Agp = Oyy + Oy le laplacien dans le plan (z,y).
Pour le cas non-conservé, c’est-a-dire la limite des murs trés perméables, nous avons a
I'ordre dominant dans ’approximation de lubrification

Oyh = g £ = g(_ff(Aw)?h L YOA R — OU(T)). (7.45)

En insérant cette relation dans 1’équation (7.44), 'expression de ¥ est directement obtenue
a l'ordre dominant pour le cas non-conservé

Z(O) _ ff dl’dy (AQDh/) [H(AQD)ZI'L + 0,311(1')]
ne ff d:vdy (Agph)2

Pour le cas conservé, c’est-a-dire, la limite des murs imperméables (toujours avec une
) )
rugosité nulle), I'équation d’évolution & l'ordre dominant vaut

(7.46)

8th = _VQD. [MZVQD(—H(A2D>2h + Z(O)Agph — (9zu(r)) + ij} . (747)

En utilisant une fois de plus I’équation (7.44) et par intégration par parties, les termes
faisant intervenir le flux j vont disparaitre. Finalement, nous trouvons a l'ordre dominant

$(0) _ T[k(Asp)*h + 0.U (1))
¢ Z[Asph]

(7.48)

avec

7lg) = [ dedy (320 V20 M.V209) (7.49)
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7.2 Premiers résultats pour le cas non-conservé

Maintenant que tous les ingrédients ont été mis en place, en particulier en ce qui
concerne la conservation de l'aire, les simulations peuvent étre réalisées. Nous n’allons
présenter ici que le cas non-conservé, i.e. les murs trés perméables, les simulations pour
le cas conservé n’ayant pas encoré été réalisées.

7.2.1 Schéma numérique

Les simulations portent sur le cas de murs plans (An = 2 et ¥n = 0), le potentiel
ne dépend donc que de la hauteur h de la membrane. De méme que pour la membrane
unidimensionnelle le potentiel double puits choisi est de la forme

H* H 2>

U(R) = UU(H) = U <— —H2

T (7.50)

avec H = h/hg. Pour les simulations nous prenons toujours H,, = 0,9. De plus, ce sont les
variables normalisées (X,Y) = (Uy/(kh2))Y*(z,y) et T = (vUy/(2h2))t qui sont utilisées.
Dans un premier temps nous posons

ho oo _ JJ dXAY (ASF™H) [AZF™(Asp™H) + U'(H))

— 9 %) _ 7.51
VT [JaxaY (AggmH)? (7:51)

Z'I’LOT’?’)’L

avec AL9™ = Oxx + Oyy et les intégrales sont prises sur toute la membrane. Comme nous
sommes dans la limite v — o0, il ne reste que le dernier terme a droite dans I’équation
(7.25) et I’équation d’évolution s’écrit

8TH _ _Aazlg‘m(Agg"mH) o U/(H) + EnormAg%rmH' (752)

Pour les simulations, une discrétisation par les schémas de différences finies habituels
dans I'équation (7.46) s’avére ne pas conserver l'aire de fagon suffisamment précise. Il
convient donc de trouver un schéma numeérique mieux adapté pour conserver ’aire. Nous
avons choisi de partir de 1'équation (7.44) imposée par la conservation de l'aire. Cette
équation en variables normalisées devient

0= // dXdY (OxHOxOrH 4+ 0y HoyOrH) . (7.53)
D’un point de vue numérique cela équivaut a
0=> Y AXAY [(AYH)(AX0rH) + (AL H)(ALOrH)) (7.54)

ou Ay H est la discrétisation par différences finies de 0% H (idem pour V) et AX = AY
sont les pas d’espace. Nous considérons ici que la discrétisation temporelle est suffisam-
ment précise. Ce qui nous ameéne a l'expression du multiplicateur de Lagrange qui va
effectivement conserver d’un point de vue numérique l'excés d’aire

snorm _ 22 20 (AxH)Ax + (AyH)AV] (AX H + Ay H + 205 AV H + U'(H))
22 (AXH) A + (A H)AV (A H + AV H) '

(7.55)
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FIGURE 7.2 — Excés d’aire en fonction du temps pour un systéme de largeur L = 60. La
courbe noire représente le cas oit (%) est la discrétisation de I’équation (7.46) et la courbe
rouge le cas de la nouvelle discrétisation.

L’équation (7.55) est une discrétisation possible de (7.46) mais bien choisie afin d’assurer
la conservation de l'aire d'un point de vue numérique. Nous comparons I’évolution de
I'exces d’aire pour les deux schémas numérique sur la figure 7.2. Il est tres clair que la
conservation est mieux assurée par le nouveau schéma numeérique.

7.2.2 Formation de rides et mirissement ?

Nous allons présenter dans cette sous-section les premiers résultats des simulations
du cas non-conservé en suivant le schéma numérique présenté ci-dessus. Nous utilisons la
méthode des différences finies avec des conditions aux limites périodiques. Les conditions
initiales choisies sont des valeurs aléatoires de faible amplitude et nous laissons relaxer
le systéme sans imposer la conservation de I'aire de la membrane.Cette condition initiale
nous permet d’obtenir un excés d’aire (aire de la membrane moins son aire projetée)
significatif. Les possibilités de mouvement pour la membrane sont extrémement limités.
De plus, cela permet de controler la valeur de 'excés d’aire que nous voulons mettre au
systéme car nous appliquons la contrainte de conservation dés que nous voulons. Une fois
le systéme suffisamment relaxé, la conservation de I'aire est appliquée, ceci correspond au
temps t = 0 dans nos simulations. Nous présentons sur la figure 7.3 la dynamique de la
membrane pour un systéme carré de largeur L = 400.

Plusieurs observations peuvent étre faites. Premiérement, de méme que pour la mem-
brane unidimensionnelle, des domaines d’adhésion sur le mur supérieur ou inférieur se
forment. Cependant, contrairement au cas 1D, la taille typique de ces domaines semble
augmenter avec le temps, ce qui suggere du mirissement. De plus, des structures a faible
échelle, sous forme de cercles et de rides de méme taille typique, se forment et semblent
stables, elles ne disparaissent pas avec le temps (ce qui n’est pas le cas si nous enlevons la
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T = 27000 T = 207000

FIGURE 7.3 — Membrane dans le cas bidimensionnel non-conservé pour différents temps.
La largeur du systéeme est L = 400. La couleur jaune correspond a une hauteur positive
et la couleur bleue a une hauteur négative.
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FIGURE 7.4 — (a) Norme de la transformée de Fourier de la hauteur de la membrane en
fonction du vecteur d’onde ¢ pour le cas non-conservé au temps 7' = 207000 pour une
membrane de largeur L = 400. La ligne rouge représente la valeur de q.,; choisie. (b) L,
en fonction du temps pour n = 1 et n = 2 en échelle log-log. La largeur de la membrane
est L = 400.

conservation de I'aire). La longueur totale des rides augmente avec le temps, les domaines
d’adhésion de plus petites tailles se vident dans ces rides pour laisser s’agrandir les plus
grands domaines. Les petits domaines ne disparaissent pas comme dans une dynamique
de mirissement classique mais deviennent des rides ou des cercles, le nombre total de
domaines d’adhésion est une constante topologique de la dynamique. De plus, les rides
évoluent systématiquement le long d’une interface entre un domaine d’adhésion sur le mur
supérieur (jaune sur la figure 7.3) et un domaine d’adhésion sur le mur inférieur (bleu sur
la figure 7.3) ou alors le long d’'une autre ride.

La taille caractéristique des grands domaines d’adhésion semble croitre avec le temps.
Un moyen d’obtenir une taille caractéristique est de tracer la grandeur

oo (e TR @TFIH) (=) \ 7"
T\ da ¢ TFIH](@TF[H](~q)

2r/L

(7.56)

en fonction du temps. T'F' désigne la transformée de Fourier, ¢ la norme du vecteur d’onde
q et geu est un vecteur d’onde de coupure afin de s’affranchir des structures a petite échelle.
Le choix de ¢ est indiqué sur la figure 7.4 en (a).

Les simulations par les méthodes explicites sont beaucoup trop longues. Pour pouvoir
aller plus loin dans le temps et pour mieux exploiter les résultats, il est nécessaire de
réfléchir a d’autres méthodes numériques. La suite de ce travail est effectuée en collabo-
ration avec le postdoctorant Tung To qui développe un nouveau programme utilisant des
méthodes implicites dans 'espace de Fourier afin d’augmenter la taille du systéme et le
temps des simulations.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Au cours de cette thése, nous avons, a partir d’ingrédients physiques simples, développé
des modeles visant & mieux comprendre la dynamique des membranes lipidiques en milieu
confiné. Inspirés par la biologie et par les expériences existantes [12, 89|, nous nous sommes
intéressés au cas d'une membrane confinée entre deux parois. Plus particuliérement, nous
nous sommes focalisés sur la situation ou l'interaction avec les deux parois qui confinent
la membrane forme un potentiel double puits, qui permet deux états d’adhésion : sur
une paroi, ou sur 'autre. Cette situation a de fortes similitudes avec les dynamiques de
séparation de phase [52] (ou plus généralement avec les systémes étendus bistables), dont
la dynamique habituelle est le mtrissement, c’est-a-dire la formation de domaines dont la
taille croit indéfiniment avec le temps. Cependant, la rigidité de courbure des membranes
change radicalement ce scénario. En effet, elle méne a des interactions oscillantes entre les
parois de domaines. Dans notre modélisation, utilisant ’approximation de lubrification,
et & une dimension, ces interactions suppriment complétement le mtrissement, et ménent
a des états gelés avec des domaines d’adhésion de taille finie. Nous avons pu montrer que
le chemin choisi par la dynamique dépend de la perméabilité des murs : seuls les murs
imperméables peuvent donner lieu des états présentant un ordre a longue distance.

Nos résultats, basés sur un modéle trés simple par rapport a la complexité biologique,
aménent de nouveaux concepts pour la compréhension de la dynamique des membranes
lipidiques. Par exemple, lors de I’adhésion cellulaire, des patchs d’adhésion de taille finie
sont observés, et plusieurs mécanismes ont été proposés. Nous n’avons pas proposé vé-
ritablement une explication alternative étayée, mais nous avons mis en évidence un jeu
d’ingrédients minimum pour observer des états gelés.

Par ailleurs, & un niveau plus fondamental, nous avons développé des outils relative-
ment généraux pour étudier les dynamiques non-linéaires dans les systémes unidimen-
sionnels. Nous avons tout d’abord obtenu un critére de stabilité général pour les états
stationnaires périodiques des systémes variationnels (i.e. avec une fonctionnelle de Lyapu-
nov). Ce critére permet un calcul simple de la stabilité, et est valide méme en présence de
non-localité dans la dynamique. Nous avons de plus proposé une nouvelle dérivation du
modéle de dynamique de kinks. Le modéle obtenu est plus précis et fidéle a la dynamique
compléte que les modéles connus dans la littérature [48|. Ce modéle permet de simuler
la dynamique de fagon trés efficace. Il devrait aussi servir de support pour de nouveaux
développement analytiques, notamment pour aborder de fagon plus rigoureuse 1’absence
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de mirissement en présence de rigidité de courbure. Nous avons commencé a travailler
dans cette direction.

Nous avons de plus questionné la stabilité des états gelés, en ajoutant au modele des
ingrédients susceptibles de supprimer ces états, tels que la tension de membrane, ’asy-
métrie du potentiel d’adhésion, et les fluctuations thermiques. Ces travaux ont permis
un questionnement quantitatif de notre modélisation. Les ordres de grandeurs suggérent
par exemple que la tension nécessaire pour supprimer les états gelés et restaurer le mi-
rissement est plus grande que les tensions habituellement observées dans les expériences.
Par ailleurs, les asymétries susceptibles de faire disparaitre les états gelés sont similaires
aux asymétries observées expérimentalement [12, 89]. Nous avons aussi montré que le
bruit thermique restaure systématiquement le mirissement aprés un temps activé par
une barriére d’énergie liée aux interactions oscillantes entre kinks. Cependant, de par son
caractére unidimensionnel, notre modeéle ne peut prédire le comportement thermique d’un
systéme bidimensionnel.

Inspiré par les expériences modéles sur la biolubrification développées a Lyon au LAM-
COS et a 'ILM [18], nous avons aussi étudié la dynamique des membranes cisaillées, en
imposant un mouvement des murs a vitesse constante dans notre systéme avec un double
puits. La dynamique non-linéaire de la membrane en présence de cisaillement est com-
plexe, et présente plusieurs régimes, ot 'on peut observer du mirissement, des états
stationnaires périodiques, ou du chaos. Nous avons sondé les conséquences de cette dyna-
mique complexe sur la force de friction des membranes, et obtenu plusieurs comportements
rhéologiques, tels que la thixotropie, ou la rhéofluidification. Notre modélisation est un
premier pas vers la modélisation des expériences, mais elle ne permet pour l'instant pas
de comprendre la réduction de frottement importante observée dans les expériences.

Le passage a une modélisation bidimensionnelle est un pas important pour mieux
comprendre les expériences, a la fois pour 'adhésion et pour le cisaillement. Nous avons
commencé a défricher cette direction, et obtenu les équations d’évolution d’une membrane
bidimensionnelle dans la limite de lubrification. De plus, nous avons pris en compte I'in-
extensibilité de la membrane. Les premiéres simulation de l'adhésion dans un potentiel
double puits suggérent la présence de mirissement dans certaines conditions. Il est cepen-
dant nécessaire d’utiliser de nouvelles méthodes numériques afin d’agrandir la taille des
systémes et d’aller plus loin dans le temps. D’autres directions de recherche s’imposent
naturellement pour se rapprocher des expériences, comme 1’étude des conséquences de la
rugosité ou 'élasticité des murs, et le passage a un fluide environnant complexe ou actif.
Cette thése a jeté les bases pour aborder ces nouvelles problématiques.
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Annexe A

Dérivée fonctionnelle de 1’énergie de la
membrane

Nous allons dans ce premier appendice présenter les outils de géométrie différentielle
nécessaires a la description mathématique des membranes. Nous allons ensuite détailler
le calcul de la dérivée fonctionnelle de 1’énergie de la membrane. La difficulté principale
vient du fait que nous utilisons des coordonnées internes qui dépendent de la morphologie
de la membrane. Il faut donc prendre en compte le fait qu’entre la membrane en r et la
membrane en r + dr les coordonnées internes varient. Il est donc nécessaire de considérer
la variation de la métrique causée par la déformation de la membrane.

A.1 Eléments de géométrie différentielle

Commencons par un peu de géométrie. Nous considérons une membrane bidimension-
nelle d’épaisseur nulle, 1’épaisseur d’'une membrane (quelques nm) étant négligeable par
rapport a sa taille caractéristique (quelques pm). Nous nous plagons dans le cas ou nous
pouvons utiliser la notation de Monge, c’est-a-dire que pour un point M de coordonnées
(x,y) donné du plan (P), correspondant & z = 0, il n’existe qu’un seul point M’ dont le
projeté sur le plan (P) est M (figure A.1). Le triplet (x,y, z) correspond aux coordonnées
cartésiennes. La composante selon z de M’ est la hauteur h de la membrane. Ce sont
les notations que nous utiliserons tout au long de ce manuscrit mais afin de définir les
différents outils de géométrie différentielle nous allons utiliser les coordonnées internes
(s1,52). Ce sont des coordonnées arbitraires qui ne correspondent pas nécessairement a
une longueur d’arc. Chaque point de notre surface sera alors repéré par un vecteur position
r(sy, $2) dépendant des coordonnées internes.

Nous pouvons définir en chaque point de la surface deux vecteurs tangents

ti = asir(sl, 82) (Al)

ou ¢ = 1,2. Nous avons alors deux vecteurs tangents qui définissent le plan tangent a la
surface. Nous pouvons ainsi construire un vecteur unitaire normal a la surface
t Ato

N T At (4.2)
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M(z,y)

(P)

FIGURE A.1 — Schéma d’une membrane avec les différentes notations. M est le projeté
sur le plan (P), z = 0, du point M’ de la membrane.

Nous cherchons maintenant a calculer I’élément de surface d.A couvert par le dépla-
cement de r(sy, se) vers r(s; + dsi, sy + dsy) = r + dr. Cela revient a calculer I'aire du
parallélogramme formé par Js,rds; et Os,rdse. Nous pouvons donc écrire

dA :H 8511'(181 VAN (982rd32 ||:” tl VAN tz || d81d82 = [(tltl)(t2t2> — (tl.t2)2} 1/2 dSldSQ.
(A.3)

Il apparait alors les composants du tenseur de la métrique définis de la maniére suivante
9i; = ti-tj, (A.4)
et nous en déduisons directement
dA = g'/?ds,ds,, (A.5)
avec g = det(g,;;). Nous pouvons également en déduire que
n =g %ty Aty (A.6)

Il nous reste a définir le tenseur de courbure (¢;;) qui va faire intervenir les dérivées
secondes du vecteur position

Cij = (852.85].1‘)11 = (85 tj).n = (agjti).l’l, (A?)

i

cela correspond a la projection sur la direction normale & la surface des dérivées premiéres
des vecteurs tangents. Nous pouvons également remarquer que (cij) est symétrique donc
diagonalisable. Les courbures moyenne ¢, et gaussienne cg de la surface dérivent de ce
tenseur, ce sont respectivement la trace et le déterminant du tenseur

(cé. = Z gikckj> (A.8)

k=1,2
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ot les g sont les composantes de la matrice inverse de (g;;). Nous avons
_ 1,2
Cm = ¢ + (A.9)

et
cq = ¢1c;. (A.10)

Pour calculer ¢, et cg il faut donc connaitre les valeurs propres de (c;
définissons (¢V) la matrice inverse de (c;;).

Pour une courbe dans un plan, la courbure est proportionnelle a la dérivée seconde par
rapport a l'abscisse curviligne le long de la courbe s. L’intersection de notre membrane
avec un plan (P’) comprenant I’axe z est une courbe de la forme z = f(x,y) = f(2') ou 2’
est la coordonnée sur 'axe formé par l'intersection des plans (P) et (P’). La courbure de
la courbe en 2’ est ¢ = 9?h = /(1 + f"2)'/2. Nous pouvons calculer la valeur de ¢ pour
chaque direction et nous trouvons que les valeurs propres de (c;) en un point M’ de la
membrane correspondent aux courbures maximums ¢,,,, et minimums ¢,,;, par rapport

A la direction. Nous en déduisons

). Enfin nous

Crm = Crmaz + Crmin (A.11)
et
CG = CmazCmin- (A12)

Nous pouvons trouver plus de détails sur la géométrie différentielle dans la référence
[44].

A.2 Cas de la membrane unidimensionnelle

Commencons par calculer la dérivée fonctionnelle de I’énergie dans le cas d’'une mem-
brane unidimensionnelle, (calcul également écrit dans la thése d’I. Cantat [16]). Nous
reprenons les notations des sous-sections 1.4.3 et 2.1.4. L’énergie de la membrane vaut

Emem = Ex + &, = / as (5 +uw) (A.13)

ou &, est 'énergie de courbure de la membrane et &, est ’énergie d’interaction avec le
milieu extérieur.

Pour prendre en compte la variation de l’abscisse curviligne nous considérons une
seconde coordonnée interne a qui elle, ne varie pas. La métrique g présentée dans la
section précédente est un nombre pour une membrane 1D et son déterminant est

2 2
g = 0,x.0,r = (%) t.t = (%) : (A.14)

nous allons maintenant intégrer sur I'élément da ¢'/? = ds. L’énergie de la membrane
s’écrit alors de la maniére suivante

R

Emem = 5 /da g'/%c? —i—/da g U(r) = g/da g"2(0ysr)? —i—/da g?U(r). (A.15)
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Nous pouvons remplacer 0, par g~ /29,, ce qui donne

Enen = 5 [ da g2 0utg™200))" + [ da o) (A16)

L’étape suivante est de calculer la variation de cette énergie durant la déformation de la
membrane. Dans un premier temps nous avons besoin de la variation de la métrique

59 = (04(r + 61))* — (0,1)* = 20,r.0,0r, (A.17)

nous pouvons désormais calculer la variation de 1’énergie

5E mem :g / da {—%g?’/ 2[0a(g720,1)]?5g + 297 *[0.(g7 Y/ 2f?ar)]-[@a(—%g3/ 20,169)]

+29712[0u(g™"?01)].10u (g™ 0ubr)] } + / da (%gl/ U(r)dg + g'oU (r)~5r>
(A.18)

ce qui donne en remplacant g par son expression, en utilisant le fait que 0,r.0ssr o< t.n = 0
et en reprenant la relation (A.14)

K

0E mem = —/ds [—3(0,r.0,01) (DT )? + 204,1.05507] + /ds (Olh (r).0r + U(r)0sr.040T) .

2
(A.19)
Finalement par intégration par parties et dans la limite d’un grand systéme ou en consi-
dérant un systéme périodique la variation d’énergie s’exprime sous la forme

- / ds [ﬁ <02_3 + (9ssc> n 4 OU(r) — UKt — Z/l(r)n] or (A.20)

ol nous avons utiliser les deux formules de Frenet 0,t = cn et O;n = —ct. Nous retrouvons
I’expression de la force par unité de longueur que subie la membrane lipidique

fmem == fn - 8rZ/{(r) + asz/{(r)t +c Z/{(r)n <A21)
avec f,; la force de courbure dont ’expression est
3
f.=—k (5 + 8550) n. (A.22)

A.3 Cas de la membrane bidimensionnelle

Dans cette section, nous allons détailler la dérivation fonctionnelle de I’énergie de cour-
bure pour une membrane bidimensionnelle avec des conditions aux limites périodiques.
En plus de I'énergie de courbure &, et I'énergie d’interaction avec le milieu extérieur &,
nous allons prendre en compte la contribution & I’énergie du multplicateur de Lagrange
Y qui assure la conservation locale de 'aire. Cette énergie vaut

Es = // dA 3(sq, s9), (A.23)
11
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avec s1 et sy les deux coordonnées internes a la membrane. L’énergie totale de la membrane
s’écrit de la maniére suivante

Emem = En + &+ Ex = // dA (gcfn +U(T) + X(s1, 82)> : (A.24)

qui peut se réécrire sous la forme

gmem = // d51d52 91/2 (gcgn —i—Z/{(I') + E(817 32)> ) <A25)
avec ¢, la courbure moyenne. Cette courbure vaut
cm = g7¢ji = (97 0,,05,r)m = g_1/285j (912470, r).n = Ayrn (A.26)

en utilisant la convention de sommation d’Einstein et avec A, le laplacien de Beltrami.
Nous rappelons que (g*/) est la matrice inverse de (g;;) et (¢;;) est le tenseur de courbure(
voir section A.1).

De méme que pour la membrane unidimensionnelle, il faut faire attention au fait que
les coordonnées internes et donc la métrique g (définition dans la section A.1) varient
lorsque la membrane se déplace de {r} vers {r + dr}. La métrique vaut

g(r) = (t1.61)(t2.t2) — (t1.t2)* = (05,1)%(0,1)* — (0s,1.0,,1)% (A.27)
Nous pouvons de cette expression calculer la variation dg de la métrique qui vaut

5g = g(r + 0r) — g(r) = 2(0y,1)?0s,1.0,,01 + 2(0s,1)?0s,1.0,, o1
— 2(0s,1.04,1) (05, 1.05,0T + O5,1.05,0T) (A.28)
= 2¢(r)g"” (r)0y,r.0,,0r

ol nous utilisons toujours la convention de sommation d’Einstein. Nous vérifions facile-
ment que g'' = gos/g et que ¢'? = —g12/g (idem en inversant les indices 1 et 2).

Energie de courbure
Commencons par calculer la variation de 1’énergie de courbure. Ce calcul est lourd et

nous ne le présenterons pas en détail. Pour 'intégralité de ce calcul nous pouvons nous
référer a larticle [104]. La variation de 'énergie de courbure vaut

55,; =90 (// d81d82 91/2201)
3
= n// dA <Abcm + 7’” — QCmCG) n.or

Energie induite par X

(A.29)
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Nous allons maintenant calculer la variation de 1’énergie induite par la conservation
locale de l'aire

0Es = (// dsidss 91/22>
L i)
= dsidss 259 0g

= // ds;dsy Eg1/2gij05ir.8sj(5r
// dsidsy 0 Egl/zg”ﬁ r).or (A.30)
// dsidss [8 g %g"0, r + X0, (gl/Qgijasir)] Or
— / / dA (g79,,50s,r + SAr) o1

— / / dA (970,50, + Scym) o,

Energie d’interaction
Nous allons maintenant calculer la variation de I’énergie d’interaction avec le milieu

extérieur
o0&, = <// dsydssy gl/QL{(r))

= / / dsyds, (%L{(r)g_l/Qch—l— gl/2ar2/l(r).5r) (A.31)
= //d31d52 (U(r)g"*¢"70,1.0,6r + g"*0U(r).0r) ,
puis en suivant les mémes étapes que le calcul précédent nous trouvons
0E, = // dA (—g”0,U(r)0s,r — U(r)cn + OU(r)) .or. (A.32)

Nous en déduisons la force totale par unité de surface que subie la membrane
fmem - fn + fE + fp
3
=— (Abcm + %” — 2cmcG> n + g0, X0, + Ycpn (A.33)

(0,80, U)o+ D)
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Annexe B

Détail de la dérivation des équations
d’évolution

Le but de cet appendice est de montrer le détail du calcul pour I'obtention des équa-
tions d’évolution pour une membrane unidimensionnelle et bidimensionnelle. De I’équation
d’évolution de la membrane 2D avec des murs rugueux nous pouvons en déduire I’équation
de la membrane 1D avec des murs plans. Cependant, nous présenterons séparément les
deux calculs, afin de ne pas étre obligé de faire le calcul plus lourd du cas 2D pour obtenir
I’équation du cas 1D avec des murs plans.

B.1 Cas de la membrane unidimensionnelle avec des
murs plans

Equation d’évolution sur A

Commencons par le cas le plus simple, la membrane 1D. Nous allons reprendre plusieurs
résultats de la sous-section 2.2.2. Nous partons des deux équations (2.32) et (2.33) dont
la somme donne

1
Ouh = S0:0] + gAn (B.1)

nous rappelons que Ay =y, —y_ et que Xy = y; +y_. Ensuite, en reprenant ’expression

de la vitesse du fluide (2.25)
2
U, = —0;p+az+D,
21

nous pouvons directement calculer le débit de fluide en dessous de la membrane

h Oup— - . a_

i :/ dz vy = ZP= (08 1 13) S (B2 — 12) 1 b_(h + ho) (B.2)
—ho 6/,6 2

et le débit de fluide au-dessus de la membrane

o 6xp+ a+
jo = / dz v, = S5 (B = ) + 5 (15 = 1) + b (ho = ). (B.3)
h

119



ANNEXE B. DETAIL DE LA DERIVATION DES EQUATIONS D’EVOLUTION

En réinjectant dans ’équation (B.1) nous retombons sur le résultat intermédiaire (2.34) :

h} 1 h3 L h? U h v
Oh =209, 120,(Ap) — —0,Zp) + L (1- L) 2a+ L (ab— Lxb) | + Zap.
h =3, | 5% (AP) — gpa (p)+2h0( h(%) th( ho )}+2 b

Il reste désormais a calculer les sommes ¥ et les différences A des p, a et b. Nous reprenons
donc le sytéme d’équations décrit dans la sous-section 2.2.2 en prenant en compte une
vitesse v, des murs qui peut sera nulle dans le probléme de ’adhésion

(Vg |2=ho = Ve,

Vo | 2=y = e,

Vot |z=h = Vo |z=n,

Ap = fa,

0:Vps | z=h — 02Uz | o= = 0,

1 1
@(hgaxzp — 180,Ap) + 5 (h — h*)Aa + hoSh — hAb,

J=dr+i-=

Nous allons réarranger ce systéme. Nous allons d’abord sommer puis soustraire les deux
premieéres lignes. Les autres lignes vont juste étre réécrites en remplacant v, par son
expression (2.25). La quatrieme ligne donne directement Ap.

¢ h?

2—08pr + holAa + Xb =0, (B.4)
i
ht
ﬂﬁxAp + hoXa + Ab = 2uv,, (B.5)
h2
) — 0, Ap + hAa + Ab =0, (B.6)
20
Ap = fn,
h
pamAp + Aa =0, (B.8)
1 1
j= 6—(h38$2p — h*0,Ap) + §(h§ — h*)Aa + hoXb — hAD. (B.9)
k 1

Nous connaissons déja Ap, donc de I’équation (B.8) nous en déduisons directement

Aa = —ﬁ&cfn. (B.10)
I
En réinjectant dans (B.6) nous avons
52
Ab = ﬂaxfn, (B.11)
puis dans (B.5) cela donne
Sa = 2}2 - g—; (1 + Z—;) Os fr- (B.12)



B.2. CAS DE LA MEMBRANE BIDIMENSIONNELLE AVEC DES MURS
RUGUEUX

Il ne reste plus qu’a déterminer ¥p et ¥b. En réalisant I'opération 3x(B.9)-ho(B.4) nous
obtenons

3
$h=— h? + hih)O,. f,. B.13
i+ (0 130 (B.13)
Nous pouvons finalement en déduire
3u. 1, n W
Yp=— . B.14

Il suffit maintenant de tous réinjecter dans I’équation (2.34) pour obtenir I’équation d’évo-
lution finale

h3 R2\? 3 “h [ Rh?
1— —1
Ol = 0 [ 24#( ho) o(fn) ¥ Tho (3h2 )

Equation différentielle vérifiée par j
Nous allons ici expliquer comment nous obtenons ’équation différentielle (2.41). Nous
commengons par calculer (2.33)-(2.32)

1%

0rj + V3D = 2UPeut, (B.15)

nous dérivons cette équation et nous remplacons 9, >p par son expression calculée ci-dessus
pour obtenir I’équation différentielle vérifiée par j :

R 71 h3 h

B.2 Casdelamembrane bidimensionnelle avec des murs
rugueux

Equation d’évolution sur A

Nous allons ici détailler comment retrouver 1’équation d’évolution (7.25) de la mem-
brane dans le cas du systéme tridimensionel cisaillé et dans la limite de lubrification avec
des murs rugueux. Nous considérons dans cet appendice le cas général ot le mur du dessus
se déplace a la vitesse v. = v.,€x + v, €y et le mur du dessous a la vitesse —v..

De méme que la membrane unidimensionnelle les vitesses, dans le limite de lubrification
s’écrivent sous la forme

2

Vyp = QZ_M P+ azz + by, (B.16)
2
vy = ﬂﬁyp +ayz +b,. (B.17)
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A partir de la conservation de la quantité de fluide, nous faisons apparaitre la dérivée
temporelle de la hauteur de la membrane h. Nous rappelons que le fluide est incompres-
sible, V.v = 0, donc

h h
0= / dz (0pve + Oy + O, ) = / dz (04— + 0yvy—) — Vo |smhon_ + Vo |omn-
hon— hon—
(B.18)

Nous utilisons la loi de perméabilité au niveau des murs v, = +v/(ps — peyer) lorsque ceux-
ci sont immobiles. Du fait de leur déplacement et de la rugosité, la vitesse des murs dans
la direction z n’est pas nulle, il faut la rajouter. La membrane est considérée imperméable,
donc la vitesse du fluide en z = h est celle de la membrane. Nous obtenons donc

h
0={ dz (Byvs_ + v, = Peat) — Bu(hon=) — Vo_|smngn_ e (hon—
e e 00, ) 40 ) = 0k ) = e Ot )

— Uy—|z:h077_ ay(h()?’}_) + 8th -+ Ux_lzzh&ch —+ Uy_lzzhﬁyh.

Finalement, nous avons

h h
Oh = —0, dz v,_ ) — 8 dz v, | — v(p_ — pest) + Ou(hon—
' (/hn o ) y(/hon ZUy) /AP~ = Peat) + Ot hor-) (B.20)

= —0pJo— — ayjy— - V(p— - pea:t) + 3t(h077—)-

En intégrant entre h et hon, nous obtenons une relation similaire

ath = am]z+ + ayjy+ + I/(p+ - pezt) + at(hOTPr)' (B-21>

En sommant ces deux équations nous obtenons I’équation suivante

b
Oh = = [0.(Ada) + 8,(Aj,)] + gAp +0, (h0777> , (B.22)

1
2
oll nous rappelons que pour toute grandeur Y, AY =Y, —Y_ et XY =Y, +Y_. Nous
calculons ensuite aisément que

3

1 h3 h
AJoy 5 { {—h3 + 50 (En® + 3277A772)1 Dy Xp + gﬂ (35n°An + An®) 8x,yAp}

1 2 h(2) 2 2 h% ho
+ 3 —h* + 1 (An +2n ) Dy + ?AT]ET]ACLQ%, + 7AnAbw,y

h
+ <—h + 5“&;) Sy
(B.23)
Pour alléger les calculs nous utilisons I'indice x, y pour signifier que nous pouvons choisir
I’équation avec la variable x ou y.

Il nous faut déterminer les A et ¥ des grandeurs p, a et b. Pour cela, nous partons du
systéme d’équations synthétisant les conditions de non glissement sur les murs et sur la
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B.2. CAS DE LA MEMBRANE BIDIMENSIONNELLE AVEC DES MURS
RUGUEUX

membrane, la continuité du tenseur des contraintes et 'expression du débit j selon 'axe
rety

( Ux+|z:h077+ = VU¢,, <B24)
vy+’Z=h077+ = Veys (B'25)
’U.Z’—|Z:h07]7 = Ve, (B26)
Vy—|s=hon- = —Ve,. (B.27)
Ux+|z:h = Ux—|z:ha (B28)
Uyt |e=h = Vy—|=p, (B.29)
p+_p*:fn2fza (B30)
Mazvx+|z:h - ,uazva:—|z:h - _ft1 = _fxa (B?)l)
10:Vy g |s=h — POy | omn = — f1, = — fy, (B.32)
hon+
jx - jaz— +jx+ - / dz Vg, (B?)S)
hon—
hon+
Jy = Jy— + Jy+ = / dz vy, (B.34)
\ hon—
En remplacant la vitesse par son expression le systéme d’équations devient
( h2 h
ﬁ [(AnQ + 30?0, Xp + 2An2n(f)m7yAp} + 50 (XnXay, + AnAay,) + Xby,
=0, (B.35)
hg 2 2 ho
Sy [(AD® + S0°) 0,y Ap + 2A0EN0, , Sp] + o> (XnAay,, + AnXa,,) + Ab,,
= 2Wc, (B.36)
h2
Q—&C’yAp + hAay,, + Ab,,, =0, (B.37)
[
Ap = f,, (B.38)
hOy yAp + pAay , = — fry, (B.39)
) 1 (R h}
Jzy :@ {go (Ang + 3A7]Z7]2) aﬂc,yzp + §0 (2773 + 3277A772) - h3:| 6x,yAp}
1
< L2m3 A Say, + b (A + Sn) — 48°] Aag, } (B.40)
1
L + 5 [hoAﬁbe,y + (hOZn — 2h)Abw’y] .

Les deux premiéres lignes du systéme sont obtenues en calculant la somme et la différence
des équations (B.24) et (B.27).
Nous trouvons aisément que

Ap = f., (B.41)
h Ja
ANag, = ——0,,f — =2, B.42
7y //L 7y //L ( )
h? h
Abyy = —0pufs+ —fon. B.4
)= el (B3
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ANNEXE B. DETAIL DE LA DERIVATION DES EQUATIONS D’EVOLUTION

Ensuite, en calculant (B.40)-hoAn/2(B.36) nous trouvons que

24 4 19 Y YA
Yp=-— ANy il e— [
Oeyl = = fangpden  5ap | 12 (ho 2) 3(h0 2) Oof
) (B.44)
3 h  Xn
— 4 — = =) - AP Lo
hoAAn? (ho 2) 7| S
A partir de la relation (B.37) nous obtenons
12¥n | 4
ey =pangstey T Ayt
[ ho In\’ h  Xn ¥n 1
128 (| — ==L ) —4A?* [ — — =L ) —6=LAn? i
- "(ho 2) (ho 2) 2 Do
_ h — Xn ’ o h Xn ’ 2 h— Xn 4
s (-2 4 S/ NV 30 (il ) RN
k (hO 2) <h0 2 0 g ho 2
ho
(B.45)
et enfin
3 2 2 ; xn
Eb%y :h()TT]?’(An — 277 )]x,y — ZA_’UUCx’y
D YA ho Sn\°
4(A* =) [ — — =* 45mAp?* | — — ==
| (o 5 ) et (- 3)
h  Xn h2
An* +3A0°S0%) | — — =1 | + At —2= 0,y f- B.46
+(An* + 3An n)(ho 2)+ AT S wl (B.46)
ho Sn\° h  Xn
12(A7° =) | — — = 8unAn* [ — — =+
o |t (= ) st (- 3)
h
At + 3AD 2] s foy-

Nous connaissons désormais toutes les grandeurs nécessaires pour retrouver l’équation
d’évolution d’une membrane 2D cisaillée par deux murs rugueux

b
(9th = at (ho%) — VQD. [MZVQDfZ + szfQD + M]J] + gfz -+ Vc-VQDMvC (B47)

avec

h An IV N
=0 =l - = (== , (B.48)
245 8 A \hy 2
2
2 4 2
LT (U~ A PRy U A (B.49)
8u 2 \hy 2 An* \hy 2




B.2. CAS DE LA MEMBRANE BIDIMENSIONNELLE AVEC DES MURS

RUGUEUX
231 4 (h n\° Y
M;=——° — =) (=2 B.
)= A1 | 3A (ho 2 ) (ho ) )] | (B350
et )
~ ho | AR h Xn

Il suffit de prendre v, = 0 pour retrouver I’équation (7.25) étudiée dans le chapitre 7.

Equation différentielle vérifiée par j
Nous allons maintenant montrer comment retrouver 1’équation différentielle (7.29) vé-
rifier par le débit j. En différenciant les deux relations (B.20) et (B.21) nous obtenons

Vaop.j+vEp — 2Upes = 0. (B.52)

I1 suffit alors d’appliquer 'opérateur V,p et de remplacer les 9, ,%p par leurs expressions
pour obtenir

L 2w v | (B Sp\' 3, (b Sy
. - < - T o - _A hoe 2 :
Van(Vap.j) hSAU?’J Ar (ho 2 ) Tl ho 2 Venl
3v ho Y\’
4 — ==} — Ap?| fap.
+ hoAn3 (ho 2 ) e
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Annexe C

Calcul du critére de stabilité pour un
état stationnaire périodique

Dans cet appendice nous allons détailler les calculs pour les différentes méthodes qui
nous ameéne au critére de stabilité des états stationnaires périodiques de longueurs d’onde
A obtenu dans la sous-section 3.3.2 et faisant intervenir la grandeur L.

C.1 Meéthode de I’équation de phase

Nous allons d’abord présenter le cas général de la méthode de I’équation de phase
développée par P. Politi et C. Misbah [78|. Cette méthode utilise les calculs multiéchelles
[69], nous considérons la variable spatiale normale X et une variable spatiale dite lente
X =eX , avec € un petit parameétre, et nous travaillons comme si elles sont indépendantes
'une de l'autre. Nous faisons de méme avec le temps et définissons T = €27

Nous considérons ’équation générale

orH = N[H], (C.1)

avec N un opérateur non linéaire. La hauteur de la membrane pour notre probléme vérifie
bien ce genre d’équation dans le cas des murs trés perméables et dans le cas des murs
imperméables. Les variables utilisées seront la phase ¢ de la membrane et le vecteur d’onde
q, avec ¢ = qX et ¢ = 2m/A. Nous définissons la phase lente ¢ = €. Dans ces nouvelles
variables les dérivées temprorelles et spatiales deviennent

Ox = g0y + (D5 3 9)0, (C.2)

aT = 6((9T¢)8¢. (03)

Nous partons d’une membrane dans un état stationnaire périodique H), de longueur
d’onde A\ de hauteur moyenne nulle et ayant deux zéros par période. H), ne dépend pas

que de la variable X. Cette membrane est alors perturbée a grande échelle (i.e. a l'échelle
de la variable lente X') pour devenir

H=Hy\+) ¢"H,, (C.4)

n=1
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ANNEXE C. CALCUL DU CRITERE DE STABILITE POUR UN ETAT
STATIONNAIRE PERIODIQUE

ou les H, sont d’ordre 1. Nous pouvons de plus décomposer 'opérateur N de la maniére
suivante

N =No+ ) €N, (C.5)
n=1

ol les opérateurs A, sont d’ordre 1. .
L’ordre 0 de I'équation (C.1) donne simplement Ny[Hy] = 0 qui est équation vérifice
par les états stationnaires. Ensuite, le premier ordre de cette équation donne

e(&_ﬁgz;)@ng/\ = (-/\70 + e,/\~/'1)[H/\ + eHy). (C.6)
Nous utilisons ensuite la dérivée de Fréchet ﬁNO définie comme suit
No[Hy + eHy) = No[H,] + eLo[Hy] + O(€?), (C.7)

qui permet d’obtenir

Lo[Hy] = (070)05Hx — Ni[H)] = g. (C.8)

L’alternative de Fredholm nous dit que cette derniére équation admet une solution seule-
ment si g est orthogonal au noyau de l'opérateur adjoint [Z(T) Le produit scalaire entre
deux fonctions f et g utilisé ici est (f,g) = % 0% d¢ f*g. Nous considérons alors une
fonction v telle que £][v] = 0. Nous avons donc

<v78¢H)\>aT§E = <U7-/\71[H)\]>‘ (Cg)

Nous verrons que pour notre systéme Nj[H,] est proportionnel a s )2‘57 I'équation (C.9)
se met alors sous la forme d'une équation de diffusion. Le signe du coefficient de diffusion
nous informe sur la stabilité du systéme.

Les opérateurs seront notés avec un indice NC' dans le cas conservé et avec un indice
C' dans le cas conservé.

C.1.1 Cas non-conservé

Nous allons désormais appliquer la méthode & notre probléme. Commencons par le cas
non-conservé qui correspond a la limite des murs trés perméables. Nous considérons le cas
général d’'une membrane avec une tension de surface o. L’équation qui régit le systéme
est

OrH = —0yvH + 0% H — U'(H). (C.10)
A partir de 'équation (C.2) nous pouvons calculer

O = 000 + (05 0) (200, + 1)0, (C.11)

O = q'0, + e(03 £0)q* (490, + 6)05. (C.12)

L’équation d’évolution devient alors dans les nouvelles variables

(0:0)05H = = |q'0} — 0G%0sy + (0 6) {~0(200, + 1)0, + ¢*(490), + 6)0}}| H-U'(H).
(C.13)
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C.1. METHODE DE L’EQUATION DE PHASE

En reprenant les mémes notations que précédemment nous pouvons écrire que
NSOHY) = —U'(Hy) + (06°0gp — ¢*04) Hy = 0 (C.14)

et en déduire que .
LYCH) = [—¢"0) + 0¢*04y — U"(H,\)|Hy. (C.15)
Cet opérateur est auto-adjoint

(EQVC)T = £NC. (C.16)

En dérivant la relation (C.14) par ¢ nous obtenons
~ T
0= [—¢'0; + 0¢?0sp — U"(H,)]0pH = <£évc> [0y H]. (C.17)

~ T
Cela nous dit que 04H ), fait parti du noyau de 'opérateur adjoint (Eév C) .

Il ne reste plus qu’a calculer NV¢[H,] obtenu en prenant le premier ordre de 'équation
d’évolution

NYOH)] = (05 0) [0(290, + 1)0s — ¢* (490, + 6)95] Hy. (C.18)

Enfin en remplagant dans I’équation (C.9) nous obtenons I’équation de diffusion

(0 H, [0(240, +1)0y — (490, + 6)0] Hy) -
(0, H,)?) (Oxx0) (C.19)

avec (f) = (1/2m) fo% d¢ f. Le coefficient de diffusion est égal a

076 =

 (0sH), [0(290, + 1)0y — ¢*(490, + 6)93] H))
D= (@I : (C.20)

Si D > 0 cela signifie que la phase lente ¢ va s’homogénéiser et donc la perturbation va
décroitre avec le temps, le systéme est donc stable. Dans le cas contraire le sytéme sera
instable.

Nous expliciterons I'expression de D dans les variables X et A & la suite de I'étude du
cas conserve.

C.1.2 Cas conservé

Nous avons obtenu ’expression du coefficient de diffusion D pour le cas non-conservé
d’une membrane avec une tension. Examinons maintenant le cas conservé, c’est-a-dire
les murs imperméables, toujours pour une membrane avec une tension o. L’équation
d’évolution est

OrH = 0x [(1 — H?)?0x (0xH — 00xxH + U'(H))] , (C.21)

nous négligeons le terme avec le débit J car nous rappelons qu’il n’a pas d’influence notable
sur la dynamique. Nous réutiliserons ici les résultats du cas non-conservé ci-dessus.
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En utilisant toujours les mémes notations, l'ordre 0 de 'équation d’évolution (C.21)
donne

0= NOC[H)\] = qa¢ [(1 — H§)3qa¢(U,(H)\) — O'q2a¢¢H>\ + q48§HA)] . (022)
H), est une fonction périodique donc cela implique directement que
B =U'(H,)+ (—0q°0s + ¢"0,) H,, (C.23)

avec B une constante. Par imparité de H) les dérivées d’ordre paire sont nulle si Hy = 0
et U’'(0) = 0 donc
0=U'(H)) + (—0¢* 9y + q*0) H. (C.24)

Nous avons bien les mémes états stationnaires que pour le cas non-conservé. Nous trouvons
ensuite que

L] = ~a*0, { (1 = B 0,£5 1]} (C.25)

dont nous calculons 'opérateur adjoint
~N\T ~ T
(£6) 1wl = =a* (£°) [0, {(1 = H3Opw}] (C.26)

~ T ~ N\T
Connaissant le noyau de (Eév C) nous en déduisons directement celui de (Eg) . Nous
savons en particulier que d,H) appartient au noyau de </fév C) donc tous les w tels

~ AT
que Js {(1 — H})*0sw} = 0,H, feront partie du noyau de <£g ) . Nous choisissons une

fonction w qui vérifie
H,

Ty (C.27)

8¢w =

Le premier ordre de (C.21) ameéne a la relation

(070)0,H), =
a0, { ~(1 = H3)*q0, | £ 1H) + (05.50) (7(200, + 1)0y — ¢*(490, + 64)03) H) |
+ (1= H3) (05 5000, — 6HA(1 — H3)2H100, ) [U'(H)) + (¢°0% — 00°050) ] }

+ (03 x0)0, { (1 — HY)?q0, [U'(Hy) + (¢*0% — 04°0ss) Ha| }
(C.28)

qui se simplifie en utilisant la relation (C.24) de la maniére suivante
— %0, { (1 = H3)*0,L0° [} = LS| =

— 20, { (1 = H3)°0, [(055) (~0(200, + 1) + ¢*(4ad, + 64)35) HL | } + (076)0 .
(C.29)
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C.2. CALCUL DE LA VARIATION D’ENERGIE DES ETATS STATIONNAIRES H,

Nous en déduisons directement que

NEH = 205 { (1 = H3)*0, | (95.50) (=0/(200, + 1), + a*(40, + 60)53) Ha |}
(C.30)

Nous réinjectons dans la relation (C.9)

(10,0, 1076 = (w, 20, { (1 = 30, [ (020) (0 (200, + 1), + (490, + 6)05) 311] })
(C.31)
qui, en utilisant (C.27) et la périodicité de H,, est équivalent a
o (0sH ), (—=0(2q0, +1)0y + ¢* (490, + 6q)03) Hy) .
- (O350 (C32)
(i 1)

076 = —q

Le coefficient de diffusion vaut

OsH ), (—o(2q0, + 1)0, 2(4q0, + 6¢)03) H
D g2 {Peth (20(200, + )0, +¢*(40; + 64)03) Hy) (.33

H
(g )

C.1.3 Critére de stabilité

D sera du méme signe que — <8¢HA, (—U(qu)q +1)9, + ¢*(490, + 6q)c9g) H,\>, exacte-
ment comme dans le cas non-conservé, le critére de stabilité est donc exactement le méme
dans les deux cas. Une longueur d’onde est stable si

— (9sHx, (—=0(2q0y + 1)0 + ¢° (490, + 6¢)03) Hy) > 0, (C.34)
qui correspond & un coefficient de diffusion positif. Nous pouvons remarquer que
(0pHx,0(290, + 1)0,H)y) = 00, (q((&z,H,\)Z)) (C.35)
et que

—* (s H), (490, + 6)03Hi) = ¢* (6 ((DspHN)*) + 44 (Dpo Hx, 0,055 H))) = 20, (4 ((Dps HN)?)) -

(C.36)
Enfin, en utilisant 0, = —%(’% et Oy = %8;( nous arrivons au critére de stabilité suivant,
une longueur d’onde est stable si

A
— Oy [N (2(0xxH))? + 0(0xH))?)| = —0, UO {2(0xxH))? + o(0xH))*}| > 0. (C.37)

Nous retrouvons bien le méme critére de stabilité que dans la sous-section 3.3.2.

C.2 Calcul de la variation d’énergie des états station-
naires H )

Dans cet appendice nous décrivons une autre fagon de trouver le critére de stabilité des
états stationnaires périodiques H), présenté dans la sous-section 3.3.2 a partir du calcul
de la variation de I’énergie.
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Les solutions H), sont les solutions stationnaires périodiques de longueurs d’onde .
L’énergie d’'une membrane dont la hauteur vaut H = H) peut s’exprimer sous la forme

| AX) B

ot X = €X est une variable spatiale lente et €)% est la densité d’énergie de la mem-

brane. La longueur d’onde de la membrane est une fonction de X, ¢’est-a-dire qu’elle peut
éventuellement varier mais seulement & grande échelle.

Pour obtenir le critére de stabilité nous allons perturber un état stationnaire parfai-
tement périodique de longueur d’onde A (93zA = 0). La perturbation considérée de la
longueur d’onde d)\ est une fonction de la variable lente X. La longueur d’onde perturbée
AMX) = X+ 0A(X) est donc une fonction de X, ses variations se font sur de grandes
échelles spatiales. La variation de I’énergie de la membrane s’exprime

- - N2
OF em = /dX (G545n — G5) = /dX ((95\95\5)\ + (9;\5\g5\7 + 0(5)\3)) ) (C.39)

Pour simplifier cette expression nous utilisons le fait que comme la perturbation (5)\(5( )
est petite devant A, alors le nombre total de périodes N est constant et donc

o—(sN—d(/dX ﬁ)—/dxi[_%Jri_ijO(%)]

o (C.40)
;»X/dX(SA:/anAMO(T).
En remplagant dans 'équation (C.39) cela donne
1 < 12 o 6)\2 3
OF mem = e (2/\85\g5\ + A 8;\;\9;\) dX 5 + O(6N°)
1 <9 = ON? 3 C
= ?35\ ()\ 85\95\) dX 7 + 0(5)\ ) ( ~41)
O~ L~ ~ 5
- A% /dX SA(X)2 + O(5NY),

avec Ly = A\205g5/2.

Si 05L5 > 0 alors Iénergie de la membrane perturbée est plus élevée (§Eyem > 0),
donc la perturebation va décroitre, la longueur d’onde est stable. Si au contraire 05 L5 > 0,
alors la membrane perturbée est favorisée énergétiquement (0E,,.,,, < 0), la perturbation
va croitre, la longueur d’onde est instable. Il reste désormais & obtenir I'expression de L.

Nous considérons le cas général ou la densité d’énergie de la membrane est

5 = = 3 2 (1 an (@i Hy)* + U(Hy) (.42

i
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C.2. CALCUL DE LA VARIATION D’ENERGIE DES ETATS STATIONNAIRES H,

avec les ao; des constantes. Les équations d’évolution de la membrane dans le cas non-
conservé et conservé respectivement seront pour cette énergie

OrH = ayd¥H —U'(H), (C.43)

7

OrH = 0x [(1 — H*)?0x (— Z ag 0% H + U’(H))] : (C.44)

Nous avons donc

= % /0 dx [—Z%(—l)"agi(aé(HA)Q+U(HA) | (C.45)

Pour faciliter le calcul nous réalisons le changement de variable u = X /A qui donne

2)\22

g5 = /01 du [— Z _1 (—1)'a(0), Hy)* + U(Hy) (C.46)

En dérivant par A nous obtenons

! i 4 . 1 . A .
g = / du |- ST (—1)'ani(0, H3)* = ) 21 (1) a2i(9, H3)(9:0,H5)
0 i

L ¢

+U'(Hy)05Hs)

- /0 du Z )\Qj—i-l (—1)'ag; (9, H5)* + <_ Z %2@22(85"}1;) + U,(HX)> 8;\H;\]
— %/O dx [Z %(—1)@@%(3)(115 ( Zazz 2 ) + U’(HA)> aAHA]
(C.47)

ol nous avons utilisé la périodicité de Hs dans les intégrations par partie. Comme les Hs
sont des solutions stationnaires et périodiques elles vérifient d’aprés les deux équations
d’évolution (C.43) et (C.44)

- Z as; (0% Hy) + U'(Hy) = 0. (C.48)
Finalement
L5 = / dx Z )iag: (8% Hy ). (C.49)

Une longueur d’onde est stable si 05L5 > O.
Dans le cas d’'une membrane avec une rigidité de courbure sans tension, tous les ao;
sont nuls sauf a4 qui vaut —1 nous retrouvons bien

L

- /A dX (0% Hy)? (C.50)

qui correspond a l'expression (3.35). Pour une membrane avec une tension ¢ nous avons
as = o et nous retrouvons bien le critére de stabilité (C.37).
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Annexe D

Dérivation des modéles de kinks

Dans cet appendice nous allons détailler la dérivation de la dynamique des différents
modeéles de kinks présentés dans le chapitre 4. Nous gardons les mémes notations.

D.1 Modéle de Kawasaki et Ohta

Nous allons commencer par présenter la dérivation du modéle de kinks de Kawasaki et
Ohta. Nous présenterons ensuite le nouveau modéle que nous proposons pour la dynamique

des kinks.

D.1.1 Cas non-conservé

Etudions dans un premier temps le cas non-conservé. L’équation générale d’évolution
s'écrit
OrH = —U'(H) + L, [H]

avec .

Nous rappelons que 'ansatz de départ du modéle est que proche du n-ieme kink
H(X,T) = Hy(X.T) + ¢(X)

avec
(X)) =) [Hu(X,T) = He(—00)] + Y [H(X,T) — Hy(+00)].
k>n k<n

X, est la position du k-ieme kink et les kinks sont éloignés les uns des autres, i.e. Xy —
X} < a avec a la largeur d'un kink. De plus Hy(X,T) = +H(X — X;(T')) selon que k
corresponde & un kink ou un antikink. H° est la solution stationnaire a un zéro qui vérifie
H°(4+00) = +H,,. Nous ferons '’hypothése que les & pairs correspondent a des kinks et
les k£ impairs a des antikinks.

Nous faisons 'hypothése que les kinks se déplacent sans modification du profil, ce qui
permet d’écrire que

OrH = = Xy0x Hy. (D.1)
k
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Nous cherchons & obtenir la vitesse du kink n. Multiplions I’équation d’évolution par
Ox H,, et intégrons sur tout ’espace, nous obtenons

“+o00

. +OO
_ Zxk / dX OxH,0x H, = / dX oy H,
k — 00

—00

Réarrangeons le terme de droite

+o0o
I = / dX 0xH, |-U'(H,) — eU"(H, Y 0¥ Hi + Z a9y 0% H,

o k#n i
(D.3)
ouU!, =U(H)—U'(H,) —eU"(H,).
H,, est une solution stationnaire, donc elle vérifie
0=—U'(H,) + Y a0y Hy. (D.4)
De plus, nous pouvons dire que
+00 )
/ AX OxH, | Y ) ay03Hy, — eU"(H,)
i k#n 1
+o0 )
— / dX OxH, | Y axdie — eU"(H,)
+0oo ) (D.5)
rep / dX e [Z a2,0%0x H, — 8XHnU”(Hn)]
+o0 )
= / dX e&X Zam@?}Hn — U/(Hn)
Donc finalement il reste e
I = —/ dX oxH,U),,. (D.6)

Nous rappelons que U/, = U'(H) — U'(H,) — eU"(H,), cela se met sous la forme

nin —
avec F(X,)Y)=U(X+Y)—-U'(X)—-YU"(X). En réinjectant dans I'expression (D.6)

nous avons

+o0
I= —/ dX dxH,F(H,,e)

e}

+00 O P
- —/ dx 8XHRZ%8§F(HH,Y)|YO.
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Kawasaki et Ohta ne gardent que les termes de la somme pour p < 1, donc en reprenant
I’expression de €

I=— /_m dX dxH, {Z [F(H,,0) + (Hy, — Hy(—00))0y F'(Hy, Y)|y=o]

k>n

k<n

—+00
_ Z/ AX Ox HoF(H,, Hy — Hy(—o0))

k>n "

+00
-y / AX Ox Hy F(H,, Hy — Hy(+00)).

k<n

Nous faisons I'approximation que pour les k > n, Hy — Hi(—o00) = 0 pour X < Xj et
Hy — Hy(—o00) = (=1)*AH = (—1)*2H,, pour X > Xj. Pour les k < n, nous avons
Hy — Hyp(+0) = (=1)*AH pour X < X, et Hy — Hy(+00) = 0 pour X > Xj.
L’expression de I devient

+oo X
I=— Z/ dX OxH,F(H,,(-1)*AH) — Z/ dX OxH,F(H,,(-1)*AH)
ke>n Y Xk k<n ¥ 7
(D.10)
car F'(X,0) =0.
Nous posons F(X,Y) de telle sorte que dx F(X,Y) = F(X,Y). Nous pouvons choisir

FX,Y)=UX+Y)-UX)-YU'(X). (D.11)

Il s’en suit que dans 'approximation des kinks éloignés

I=— ; /:O dX OxF(H,,(—1)*AH) — Z: /i dX oxF(H,, (—1)*AH)
= Z |F(H, (+00), (~1)*AH) - F(Hn<;k> (~1)*aH)|
— Zn [F“(Hn(Xk), (~1)"AH) — F(H,(~o0), (—1)’““AH)} (D.12)
~ ’T;I,L(Xk) — H,(+00)] F (H,(+00), (—1)*AH)
kj:; [Ho(Xk) = Hy(=00)] F (Ha(—00), (~1)""'AH) .

Nous ne considérons que les contributions des plus proches voisins et négligeons les autres
termes pour trouver

I = (Hy(Xir) = Ho(+00)) (~ )" AHUY 4+ (Hy(Xo1) — Ho(—00))(—1)"AHUY, (D.13)

ot U]/ est la dérivée seconde du potentiel en +H,,.
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Si R est la fonction qui décrit le profil des plateaux des kinks, alors
H,(Xp41) — Hp(+00) = (—1)"R(Xpg1 — Xi) (D.14)

et
H,(X,—1) — Hy(—00) = (—=1)""'R(X,, — X,,_1). (D.15)
Enfin, nous négligeons le produit dx H,0x Hy, si k # n, ’équation (D.2) devient

 ULAH
[ X (0xH,)?

X, = [R<ln+1/2) - R(Zn—1/2)} (D.16)

avec ln+1/2 = Xpy1 — Xo.

D.1.2 Cas conservé

Nous venons de montrer le calcul pour le cas non-conservé, dérivons désormais le
modele de Kawasaki et Ohta pour le cas conservé. Nous partons de I'équation d’évolution

OrH = —0x [M(H)0x (—U'(H) + L;,[H])]

avec

(2

Nous reprenons l'ansatz de départ du modele
H(X,T) = Hy(X,T) + ¢(X)

avec

e(X) = [Hy(X,T) = Hy(—00)] + Y [Hy(X,T) — Hy(+00)].

k>n k<n

et nous rappelons que nous considérons que les kinks se déplacent a profil constant. Nous
pouvons donc écrire que

- ZXkaXHk = —0x [M(H)ax <—U/(H) + Zaziagfﬂ)] (D.17)

Nous multiplions cette équation par dx H,, (nous expliciterons H, plus tard) et intégrons
sur tout ’espace pour obtenir

. —+o0 5 —+o00
Zxk / dX OxH,0xH, = /
k —o0 -

=1

dX dx H,0x [M(H)&X (—U’(H) + Z ag,»ai?H)]

o0

(D.18)
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Pour le calcul de I nous réutilions la fonction U!, = U'(H) — U'(H,) — eU"(H,). En
réinjectant cela donne

+oo _
1 :/ dX OxH,x

Ox [M(H)@X <—U’(H ) = eU"(Hy) = U + > Y ani0% Hy, + Z as 0% H, )]
o (D.19)
qui se simplifie car H,, est un état stationnaire en
I= / ax Ox H,0x | M(H)0x (—eU” Ul + Zam@ >]
- (D.20)

By [ (H )aXXﬂn} .

+00
II;P/ dx e <—U”(Hn) +Za2ia§(i> — nln

Si nous choisissons H,, de telle sorte que dx [M(H)@XXFLL} = Ox H,, alors il reste

+oo
I= —/ dx U, dxH, (D.21)

oo

que nous avons déja calculé pour la dérivation du cas non-conservé, le résultat est donné
par l'expression (D.13).
Il nous reste a évaluer la grandeur

. +oo ~
X, / AX OxH,0xHy, = I. (D.22)
k — 00

I est d’ordre 1 car proportionnel au profil R de la queue des kinks. De plus nous consi-
dérons que les vitesses des kinks sont également d’ordre 1, il nous suffit donc d’évaluer
les

+o0 ~
/ dX 0xH,0x H, (D.23)

oo

a Pordre 0. Nous rappelons que H,, vérifie
Ox [M(H)@XXFI,L} = OxH,, (D.24)

donc nous pouvons choisir H,, de telle sorte que

Hn
M(H)

X
oxH, = / dx’ (D.25)
Xn

De plus, dans la limite des kinks trés éloignés, nous négligeons 1’épaisseur a des kinks et
approximons la dérivée par

OxHy, ~ (—1)*(AH)§(X — Xi) (D.26)
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si les k pairs correspondent a des kinks et les k£ impairs a des antikinks. ¢ est la distribution
de Dirac. En réinjectant dans I’équation (D.22) il reste a 'ordre 0

1= 3K ]@f;;) X A g AB (RO - O] D27)

Pour isoler les X}, cela revient & inverser le systéme AX = R

Ay = (=1) ;?(Z; | Xi ; Xil (D.28)
et
R; = Ul AH [R(liy1/2) — R(li—12)] - (D.29)

La matrice A est inversée dans la référence [47), le résultat final est

UpM(Hp) [ 1
AH ln+1/2

1

X, -
ln71/2

(B(ln+1/2) — R(ly-3/2))
(D.30)

(R(lussje) — R(lu—1p2)) +

D.2 Nouveau modéle

Nous connaissons désormais la dérivation du modele de Kawasaki et Ohta. Analysons
maintenant le nouveau modéle que nous proposons dans la section 4.2. Nous ne détaillerons
ici que le cas conservé correspondant & des murs imperméables, le cas non-conservé est
déja détaillé dans le texte principal.

La dynamique de la membrane dans le cas conservé est régie par I'équation (4.3) que
nous rappelons ci-dessous

OrH = —0x [M(H)0x (=U'(H) + Lin[H])]

Dans ce calcul nous considérons que les kinks se déplacent sans se déformer, nous
faisons donc 'approximation que O0rH = —X,0xH. Nous remplagons dans I’équation
d’évolution et nous I'intégrons entre X, 1/, et X (X, < X < X,41). Cela donne

— Xo(H = Hy1p0) = =5 (X) + I (D.31)
avec
(XY = M(H)dx (Z ag 0% H — U’(H)> : (D.32)

L’indice n—1/2 signifie que nous prenons la valeur en X = X,,_1 /5. Nous pouvons intégrer
une seconde fois, toujours entre X,,_; /5 et X, pour obtenir

* (H = Hoorpo) _ _, kink

X
. . . 1
-X, dx’ R (X) o plink o jRink / dx’ , (D.33

n—1/2 M(H) ( ) e 2 n—1/2 M<H) )
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avec ' 4
PR (X) = a0 H — U'(H). (D.34)
Nous multiplions ensuite par dx H et intégrons entre X, /2 et X, 11/
) n+1/2 X H—H.
—X, dX OxH axr E—Hna)
n—1/2 n—1/2 M(H)
(_1)1_1 k<i/2 n+1/2
= ay ; (O H)* = > OFHRY*H | + U(H)
‘ k=1 n—1/2

+]kznk /n+1/2 dx aXH X Xm 1 + 'ukmk [H]n+1/2
LRy S n—1/2 M(H) &R s

(D.35)

oll nous avons intégré par partie et utilisé le fait que par symétrie les dérivées d’ordre

impaire sont nulles en X4 /s.
Nous posons ensuite A, = f:jll/; dX oxH fn)il/2 dX' (H — Hy—12)/M(H) et B, =

[rRAX oxH [X,dX" 1/M(H), Péquation (D.35) se réécrit

1/2
k<i/2 n+1/2
~X, A, = Zagl (8% H)*— Y 0FHOY ™ H | + U(H)
P B (D.36)

in mn n+1/2
+ g f/zB +/“L]T€L*f/2[H}n—1?2'

Si nous refaisons toutes ces étapes mais en intégrant entre X et X,, ./, cette fois nous
aboutissons a la relation

B k<i/2 n+1/2
— XAy == ay (% H)” = Y RFHOY ™ H | +U(H)
i P (D.37)
n—1/2
kink / kink n+1/2
+ Jng1/2Bn + a2 [H}n—1/2‘
avec B!, = — :T/; dX Ox anH/Q dX’ 1/(1 — H?)?. Nous sommons la relation (D.36)
appliquée au kink n et la relation (D.37) apphquée au kink n — 1 pour obtenir
- k<i/2 n+1/2
— XAy — Xy Apo = [ =Y ay (O H)? = Y RFHOY ™ H | +U(H)
' k=1 n—3/2
‘kin 11 n+1/2
+]5—1]€/2(B + By y) 4 f/z[H]nJ—r:z??
(D.38)
De l'équation (D.31) il vient la relation suivante
y n+1/2 in in
Xn[H]ntlég Jrl§+1k/2 - ]I:L 1k/2 (D-39)
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dont nous déduisons directement la dynamique de kink

Xn[H]"“/z——XnAn( Lo )

n-1/2 Bn+1 + B;L Bn + B;lfl
+ ! X
B, + B,
1)1'71 k<2 n+3/2
X1 Aper + | D ay ; (O%H)* = Y OFHOYH | —U(H)
i k=1
n—1/2
_warf/z [H]nt1§2}
! X
By + B,
( 1)1',1 k<2 n+1/2
Xy Ano1 | D ay T(@}'(H)Q — Y O¥HOYH | — U(H)
! =1 n—3/2
. n+1/2
—Mﬁff/z [H]ni_3?2 }
(D.40)

Il s’agit désormais de simplifier cette équation. Si les n impairs correspondent & des
antikinks, alors nous avons a 'ordre dominant, [H ]ng = (—1)"AH, ot AH =2H,, est
la distance entre les deux minimums du potentiel U(H ). De plus a 'ordre dominant nous

avons Hy 1/ = Hy,1/242. Il s’en suit que

n+3/2 X 1

B, 1+B;L:/ dX OxH dX' ——
" n—1/2 n+1/2 M(H)

PP n+3/2 1 n+1/2 1
= " dX + H,_ / dX ——
o // M(H) V2 e T M(H)

n—|—3/2 H
_ ax — (D.41)
n—1/2 M(H)

ordre dom. /n+3/2 Hn+3/2 - H
n

dX
12 M(H)

(XnJrl - Xn)
M (Hp,)

ordre dom.
Y

~ T (=)"TAH

Nous nous arrétons ici a I’ordre domiannt car les autres termes dans I’équation (D.40) sont
tous au moins de 'ordre supérieur. En effet, nous rappelons que les kinks étant considérés
éloignés, leur profil vérifie a 'ordre domiant 1’équation des états stationnaires

0="> ayd¥H —U'(H), (D.42)

donc les jffbffl% (et donc les Xn) et les ,uffffﬂ sont d’ordre supérieur. De plus, I'expression

de la hauteur H peut étre approximée sur les plateaux par H = (—1)"(H,, + 0H) entre
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X, et X,41 si les n impaires correspondent & des antikinks. Donc [H }Zt;g est d’ordre 1

en 0 H, nous négligeons donc les termes en MZT{C/Q qui seront d’ordre au moins 2 en 0 H,

et [H ]Zig ~ (—1)"AH. Finalement 1’équation de la dynamique de kinks devient

. X,A,M(H,,) 1 1
(% )

AH? +1_Xn +Xn_Xn—l
L M(H)
AH2 (X1 — X))
_l)i—l k<i)2 n+3/2
X Au + | D an | (O H) = Y OFHOY™H | —U(H)
' k=1 n—1/2
M(H,)
AH?*(X, — X,_1)
(—1)1 k<i/2 n+1/2
— X1 Apor + | ay 5 (O%H)? = Y OFHOYH | —U(H)
‘ h=1 n—3/2
(D.43)

La derniére étape consiste & approximer la hauteur de la membrane par H = (—1)"(H,,+
R(X — X,,) + R(X,4+1_x)) entre X,, et X, 11 avec les antikinks correspondant aux n im-
paires. Nous rappelons que R est la queue des solutions stationnaires de kink et est d’ordre
1. En posant 41/ = X411 — X,, nous retrouvons la dynamique de kinks finale (D.44)

M (Hp)

Xn :mx

1 ) )
{l |:Xn+1An+1 + XnAn 4 flnys)2, ln—1/2):|
n+1/2

1

ln—1/2

+

[+XnAn + Xn1Ang + J(lns1y2, ln—3/2)] }

avec

floy) = Z azi {(1 +(—1)7) <R(” (%)2 - RY (%)2)
k<%

S e (5 e (5) < () 2)
+20 (R (3) - 7 (3))
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Annexe E

(Généralisation du systéme sous
cisaillement

E.1 Cas des murs rugueux

Nous avons étudié dans ce manuscrit le cisaillement d’'une membrane lipidique par des
murs plans. Cependant, les substrats biologiques sont souvent rugueux. La rugosité du
cartilage bovin peut par exemple atteindre plusieurs dizaines de pm [86]. Nous allons par
conséquent considérer des murs rugueux dans ce chapitre, mais nous ne considérerons que
le cas des murs imperméables et ne prenons pas en compte les forces tangentielles. Les
travaux présentés ici ont été réalisés dans le cadre du stage de L3 d’Anthony Troger que
j’al co-encadré et qui a effectué les calculs et les simulations.

E.1.1 Systéme étudié et équation d’évolution

Nous considérons une membrane lipidique cisaillée par deux murs rugueux imper-
méables (i.e. v = 0). La hauteur du mur situé au dessus de la membrane est notée hgn,
et celle du mur situé en dessous est notée hyn_ avec n. deux variables sans dimension. Ce

FIGURE E.1 — Schéma du systéme dans le cas des murs rugueux. La hauteur du mur du
dessus est repérée par hgn, et celle du mur du dessous par hgn-_.
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sont des fonctions de 'espace et du temps. Pour rester dans le cadre de I'approximation
de lubrification nous devons imposer

oit # = (khZ/Uy)/*X et hone sont I'abscisse et les hauteurs des murs en variables phy-
siques. De méme que la pente de la membrane est faible, la pente des rugosités des murs
est faible. Cela n’empéche pas d’avoir des variations de h et de n+ du méme ordre que la
distance moyenne entre les murs 2h, mais ces variations se feront sur des grandes échelles
spatiales. Dans toute cette section, nous considérons qu’il n’y a pas de forces tangentielles
a la membrane.

Le systéme est représenté sur la figure E.1. A partir de I’équation d’évolution de la
membrane bidimensionnelle calculée dans 'appendice B.2, nous obtenons 1’équation de
la membrane unidimensionnelle en prenant les dérivées selon y nulles. Nous trouvons que
I’équation d’évolution est

Oh = =0, [M.0y f. + M;j] 4 v0. My, + 0, (ho%) : (E.2)

Nous rappelons que An = 1, — n_ et Xn = ny + n_. De plus, les expressions de M,,
M; et M, sont données par les équations (B.48), (B.50) et(B.51). Nous ne prenons pour
I'instant pas en compte le potentiel d’interaction de la membrane avec les murs U. Il n’y
a donc que la force de courbure dans les forces normales (selon z dans 'approximation de
lubrification).

Nous allons maintenant chercher 'expression du débit j. En différenciant les deux
relations (B.21) et (B.20) avec v = 0 car les murs sont imperméables, nous pouvons dire
que

Nous en déduisons que
J = vcho¥n + f(1) (E.4)

ou f est une fonction du temps.
En utilisant les conditions aux limites périodiques et en intégrant 1’équation (B.44) sur
le systéme nous avons

L ] hO L
En remplacant j par son expression, nous trouvons que
1 £ hoXn ho [*
)= —F""""— —Ve d — dx M;0.f.| . E.6
) foﬁdx‘ 1/An? : [ ‘ /0 ’ An? i 124 o v Mi0n] (E6)

Nous avons désormais acces a ’expression du débit j qui s’exprime donc sous la forme

L L
ho [£da M0, f, dz n/An?
j o Jo o dr M, f+%m[ _ Jo dz Zn/An (E.7)

12 foﬁ dz 1/An? foﬁ dz 1/An?
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En variables normalisées (X = [Up/(kh2)]Y*z et T = U /(24p11/2)]t) les expressions
deviennent
573
() ]
An? 2

N
V

- anxATI — V.Ox

1
GTH = — gax Aﬁsaan

+ 20x {i

An

pour I’équation d’évolution et

o i X (1/A) [An? (H =) — (4/3) (H - )" oxF

4 Jy dX 1/Ap? (E.9)
n 3Ve T foL dX Xn/An?
T\ P ax g

pour le débit ol nous avons développé les différents termes.

E.1.2 Force de friction

De la méme maniére que pour le cas des murs plans, nous allons regarder la force de
friction par unité de longueur fy, sur les murs lorsqu’ils sont en mouvement. Etant dans
I’approximation de lubrification, nous considérons que la projection des forces visqueuses
sur I'axe vertical z est négligeable et qu’elles sont principalement selon 'axe x. Il reste
alors

1 L
frr = Z/o dz (/L@var]z:;mm — uazvx,\zzhon_) (E.10)

qui donne en reprenant ’expression de la vitesse du fluide donnée dans la section B.2
2 hy An ) 4 ( h En) 2 o, f
A2 \hy 2 o (E.11)

w1 [~ c

=2—V.— de — + — dx

Jor hocﬁ/o An L), 4

= fvc + fmem-
Cette force est composée d'un terme qui correspond a ce que serait la force sans membrane,
fv., et un deuxiéme terme f,,em, qui quantifie I'effet de la membrane. Le premier terme a
droite correspondant a f, , est proportionnel & la valeur moyenne de 1/An, 'inverse de la
distance entre les deux murs. Plus les murs formeront de "goulots" ot les murs sont trés
proches, plus la dissipation visqueuse sera grande et plus cette force sera élevée.

En variables normalisées nous obtenons

1 [F 2 24 (F 1 An
Frp=2V,— [ dX —+ = [ dX =—
! L/o A77+L/0 2 4

:FVc‘i_Fmema

4 >0\ 2
1—— (g -=") |oxE,
AnZ( 2)] X (E.12)
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avec Fy, = (2410 JUS'™) fr,. St Ay = 2 et £y = 0 nous retrouvons bien expression
de la force dans le cas des murs plans (voir équation (6.27))

E.1.3 Premiers résultats

Nous allons maintenant présenter les premiers résultats des simulations réalisées par
Anthony Troger durant son stage de L.3. Des comportements inattendus semblent ressortir.
Cependant, ces résultats préliminaires demandent a étre confirmés par une étude plus
approfondie.

Pour I’étude numérique, nous avons choisi des formes simples pour les murs

2
ne = 1+ A,sin [}\—W(X - VCT)] : (E.13)
0
. |27
n- = —1+A,sin L\—(X + VCT)} . (E.14)
0

Les murs sont une sinusoide d’amplitude A, et de longueur d’onde A, qui seront deux
parameétres que nous pouvons faire varier en plus de la vitesse de cisaillement V.. En ce
qui concerne les forces normales & la membrane F},, nous ne considérons pas d’attraction
de la part des murs. Nous n’avons que la force de rigidité F,, = —95%H qui va tendre a
garder la membrane plane.

Pour les simulations, nous commengons avec des conditions initiales aléatoires et tra-
vaillons avec des conditions aux limites périodiques. Ce que nous observons de maniére
générale, est que les deux contributions, F,.,, et Fy,, a la force de friction totale F, sont
périodiques avec le temps comme nous le voyons en (a) de la figure E.2. De plus, les deux
contributions semblent étre en opposition de phase pour les faibles vitesses. Un dépha-
sage se met en place pour les grands V., le temps de réponse de la membrane devenant
trop long devant le temps typique de déplacement des murs. La membrane ne peut plus
suivre les mouvements des murs. Enfin, pour les grandes vitesses, nous avons un régime
de transition avant d’atteindre le régime permanent ot les contributions a la friction sont
sinusoidales.

Nous pouvons calculer analytiquement Fy,

1/2

1
1 — (A, sin((27/\)V.T))?

1 [ 2
Fy =2V.— [ dX -— =2V, (E.15)
0

L An

Le minimum de Fy, vaut 2V, la valeur de la force de friction dans le cas de murs plans et
sans membrane. En ’absence de membrane, la rugosité augmente donc les frottements.
Nous pouvons ensuite définir la valeur moyenne des différentes contributions

(F) = %/OT dT F (E.16)

ou 7" est une période. De méme nous définissons 1’écart-type
1/2
E(F) = ({F?) — (F)?)"". (E.17)
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IMPERMEABLES

La moyenne et ’écart-type de Fy, seront proportionnels a V. pour les ny choisis. Nous
avons tracé la valeur moyenne et l'écart-type pour F,.,, sur la figure E.2 en (b). La
premiére remarque est que la valeur moyenne de la contribution de la membrane est
toujours négative. La membrane aurait donc pour effet de diminuer la friction par rapport
au cas ot elle est absente. Cependant, sa valeur relative par rapport a la friction du systéme
sans membrane diminue avec la vitesse de cisaillement comme nous le voyons en (c). De
plus, 'écart-type de Fj,en est supérieur que celui de la force du systéme sans membrane
(représenté par la droite bleue) pour les faibles V., et comme les deux contributions sont
en oppositions de phase, nous pouvons obtenir une force de friction totale inférieure a
2V., la force dans le cas des murs plans sans membrane. Nous 'observons pour V, = 0,1
comme le montre la figure E.2 en (a).

En ce qui concerne la dynamique de la membrane, nous observons des ondes station-
naires. La membrane vibre autour de H = 0 avec des noeuds et des ventres de vibrations.
Nous le voyons bien sur la figure E.2 en (d). Ceci n’est plus tout a fait vrai pour les
grandes vitesses de cisaillement V., la membrane n’arrive plus a suivre le mouvement des
murs, elle a un temps de réponse trop long. Ce phénoméne est sans doute responsable du
déphasage des deux contributions a la force de friction.

Pour les deux autres parameétres A, et A, nous n’avons pas de conclusions. Nous
semblons avoir une augmentation de la friction si 'amplitude A, de la rugosité augmente
mais ce résultat demande d’étre confirmé.

E.2 Empilement de N membranes cisaillées par deux
murs plans imperméables

Nous n’avons jusqu’a maintenant étudié que le cas ou le systéeme est constitué d’'une
seule membrane. Or, dans les systémes biologiques nous observons souvent des empile-
ments de membranes [37, 38]. Il est donc naturel de considérer un empilement de mem-
branes comme suite de nos travaux. Les empilements de membranes ont déja été étudiées
théoriquement par R.R. Netz et R. Lipowsky [71] qui se sont interessés a la déliaison
de ceux-ci. L’étude des phases lamellaires lyotropes, dont les empilements de membranes
lipidiques font partie, montre qu’elles peuvent exister sous plusieurs phases selon la concen-
tration des lipides et le cisaillement [84]. Ils trouvent notamment qu’un empilement de
membranes séparées d’environ 10 nm est stable au-dessus d’un taux de cisaillement de
4.10% s71. Ceci correspond & une vitesse de cisaillement v, de 4.107* m.s™! pour un em-
pilement de 10 membranes séparées de 10 nm. Nous considérons que nous sommes dans
la zone ot les empilements de membrane sont stables, ce qui est cohérent avec 1'ordre de
grandeur de la vitesse typique ug (voir équation (6.1)).

E.2.1 Systéme étudié

Nous considérons ici un empilement de N membranes cisaillé par deux murs plans
imperméables (v = 0), le systéme est représenté sur la figure E.3. Toutes les membranes
sont prises identiques a celle considérée jusqu’ici, ¢’est-a-dire une membrane imperméable
avec une rigidité de courbure k et sur laquelle le fluide ne glisse pas. La hauteur de la

149



ANNEXE E. GENERALISATION DU SYSTEME SOUS CISAILLEMENT
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FIGURE E.2 - (a) Force de friction en fonction du temps pour V., = 0,1, A, = 0,3 et
A, = 4. En noir, la partie Fy,. En rouge, la contribution de la membrane et en bleu, la
force totale. (b) Moyenne et écart-type de Fiye, en fonction de la vitesse de cisaillement V.
avec A, = 0,3 et A\, = 4. La droite bleue représente 1'écar-type dans le cas ot il n'y a pas
de membrane, il vaut alors 0,034V.. (c) Rapport entre la contribution moyenne (F,em)
de la membrane et (Fy,). (d) Différents profils de la membrane translatés avec le temps
pour V. = 8. 150
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z ho

z

FIGURE E.3 — Schéma du systéme avec un empilement de N membranes.

n-iéme membrane est noté h,. Nous pouvons également définir le débit du fluide j™ entre
les membranes n et n + 1 X
n+1
§™ = / dz o™, (E.18)
ott vi" est la vitesse du fluide selon x entre les membranes n et n -+ 1. Nous posons 7 le
débit entre le mur inférieur et la membrane numéro 1 et V) le débit entre la membrane
N et le mur supérieur (de méme pour ol et vg(gN)). Le débit total est simplement la somme

de tous les débits v

i=>i". (E.19)

n=0

E.2.2 Equation d’évolution

Equation d’évolution sur A,
Cherchons maintenant 1’équation d’évolution du systéme. En utilisant I'incompressibi-
lité du fluide nous pouvons dire, en suivant les mémes étapes qu’au début de la sous-section

2.2.2, que
N n—1
Ohn, = 0, (Z j<k>> = -0, (Z j“)) (E.20)
k=n k=0

ot nous rappelons que J*) est le débit de fluide entre la membrane k et k + 1 et nous
considérons que le mur inférieur joue le role de la membrane 0 et le mur supérieur de la
membrane N. Nous avons alors

n—1 N
1
— _ (k) (k)
k=0 k=n
1 h1 n—Ll rhpg N-1 rhyy ho
= -0, —/ dz v\ — / dz vlF) + Z / dz o™ + / dz vV
2 Ry, h h
k=n k

—ho k=1 N
(E.21)
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(k)

Dans I'approximation de lubrification, la vitesse du fluide vy’ peut s’écrire sous la forme

2

v = 22_ L%+ za® 4 p®) (E.22)
1

ot p'¥) est la pression entre la membrane k et k + 1 et a® et b*) deux constantes a
déterminer. En remplagant les ol ) par leur valeur dans I’équation (E.21) nous trouvons

que

Lo [0S o o) oy 4 8 o (0)
Oih,, ==0, —(@Cp — Op )+ 2( + a )+h0(b —b )

2 61
h3 B2 L3 h2
6Ma I 2”2% — h, 2™ Z <—k ;A(% 1 hkAU%)
k=
Z ( kg Ak 2’%% + hkAU%)
k=n+1

(E.23)

ot pour une grandeur Y donnée nous avons ARY = Y ®) _y k-1 ot SRy = y (k) fy (k-1),
Il reste désormais a trouver les différentes inconnues. Pour alléger I’écriture nous allons
utiliserons par la suite la fonction sign définie par

sign(x) = —1siz <0
sign(z) =1six >0
sign(z) =0siz =0

Nous reprenons des conditions aux limites semblables a celles des systemes étudiés
précédemment, c’est-a-dire non glissement sur les murs et la membrane et continuité du
tenseur des contraintes (nous considérons les forces tangentielles & la membrane nulles).
Cela donne le systéme d’équations suivant

(V)] = v, (E.24)
U9(50)|Z=—h0 = — Vg, (E25)
v Vo, = v(’“)!z e (E.26)
p(’“) p* ) = (E.27)
i=>_i%. (E.29)

\ k=0

En remplacant les v{¥) par leurs expressions ((E.22)) et en réarrangeant le systéme cela
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donne

( h2
ﬁax (™ + p©) + ko (a™ — al®) + b 4 b =, (E.30)
h2
ﬁax (P — @) + ho (™ +a?) +b™) — O =29, (E.31)
h2
5 0:A0p + i A®a + AP =0, (E.32)
7
APy = k) (E.33)
h
o, AP + AR g =, (E.34)
I
N h1 N1 ahyiq ho
j=> "= / dz v + / dz o) + / dz oV, (E35)
L k=0 ~ho k=1 7 v

Nous en déduisons directement les expressions des A®Y

(ABp = ), (E.36)
AW = Mg st (E.37)
9 It
®y _ ko o)
A®p ﬂaxfn (E.38)
\

Il est de plus aisé de vérifier que

N
YW —y® =3 AWy (E.39)
k=1
et que
N
YN 4 yO = Z sign(k —n)APY + £™Yy, (E.40)
k=1

Les derniéres inconnues a trouver sont donc les (™Y . Le systéme d’équations se réarrange
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de la maniére suivante

(AR = F) (E.41)
h
AWg = £y, ) (E.42)
i
APy = h—’%a fio (E.43)
- 2” TIn *
2 N N N
2—081 (Z sign(k —n)A®p + E(”)p> + ho Z AP 4 Z sign(k —n)A®p
H k=1 k=1 k=1
+%™p =0, (E.44)
2 N N N
2—08x (Z A(k)p) + ho (Z sign(k —n)AWa + Zma) + Z A®Y = 20, (E.45)
H k=1 k=1 k=1
h3 N 2 N
j=-20, Z sign(k —n)A®p £ xMp | 4 20 Z Ak)g
s k=1 k=1
N
+hy Z sign(k —n)A®b 4 hen™p (E.46)
k=1
o PN NG (*)
——20,A%p — =AWaq — h, AWD| .
" ,; { Gp Prm e ]
\ —

L’équation (E.45) nous donne

2. ho h? =

), = 22 0 {(1 + —k> 8wf7(lk)} + — sign(k —n hkawf,(lk). E.47

Ensuite nous réalisons (E.46)-ho(E.44) qui donne

3. =[(3hy 1h
0, xMp = —Lj 2SIk 2Tk sign(k — O fH| E.48
P+ 2 (St g it m) 0 (B.43)
Et enfin nous pouvons calculer
9 N
Ny = ——j hi + hihy, — 2sign(k — n)hohi) 9. fF] . E.4

3h0‘7+ 4h0/ikz:; (R + hghy — 2sign(k — n)hohy) . £, ] (E.49)

Nous avons désormais tous les éléments pour retrouver 1’équation d’évolution de la mem-
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brane n en réinjectant dans 'équation (E.23)

o=t (S (-5 (05 (- 2))])

hy, h2
+ 3 { T (3h2 —1)} — vhpO0zphy,

3

o, LXNj 0, (0 %>3sz‘gn<n—k>]-

0

(E.50)
En variables normalisées, 1’équation devient
N
OrH, = — Ox {Z OxEW (1 — HyH,) (1 — HyH,)? — 3(H, — Hy)?)] }
k=1
H2
+ Ox {JHn (?” — 1)} - V.H,0xH, (E.51)

N
+20x [Z Ox FW (M, — H,)3sign(n — k)] :
k=1

Expression de J
Nous allons maintenant chercher 'expression du débit j. Nous montrons aisément a
partir de ’équation (E.20) que

0,5 = 0, (E.52)

donc j est une constante de ’espace. Pour obtenir cette constante nous partons de la
relation (E.48). En intégrant sur la taille du systéme £ et en utilisant les conditions aux
limites périodiques nous obtenons directement I’expression du débit

h3 L N

: hy
— — E.

qui devient en variables normalisées

9 (L al H? "
J == dX Hp |1 ——2 ) 0oxF\Y. E.54
L/o ; k( 3)Xn (E.54)
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Index des notations

grandeurs physiques variables variables normalisées
physiques

courbure (moyennne) c

courbure spontanée Co

courbure gaussienne ca

tenseur de courbure

courbure moyenne

courbure du contour

coefficient de diffusion

énergie d’activation du mirissement
barriére d’énergie d'un kink

énergie de compression extension
énergie de la membrane

énergie potentielle de la membrane
vecteurs unitaires cartésiens

énergie de courbure

énergie de tension

densité d’énergie d’un état périodique

force de frottement sur les murs

(Cij)
Cm
Co

D

ffr
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E. = Uy k40 P)E,
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force interne par longueur normale

force interne par longueur tangentielle
force de courbure

déterminant tenseur de la métrique
tenseur de la métrique

inverse tenseur de la métrique
hauteur de la membrane

hauteur moyenne de la membrane
hauteur moyenne du mur supérieur

hauteur de la solution stationnaire avec un
kink

hauteur des minimums du potentiel

hauteur de la membrane & mi-distance entre
le kink netn-+1

hauteur des états stationnaires périodiques
débit de fluide

constante de Boltzmann

taille typique domaine d’adhésion

taille du systéme

distance entre le kink n et n + 1

criteére de stabilité

terme de mobilité

vecteur normal

pression du fluide
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hn+1/2

I

j = jwex

ks

F, = (hO/u[))fn

Ft - [24%1/4]1(1)/2/“05/4]]%

H = h/ho
H = h/hg

1

HO = 10/
Hm - hm/hO

Hyy10 = hn+1/2/h0

Hy, = hy/ho

J = [(18ukt) ) (U )i
/
L= [Uo/(kh3)]V*
L = [Uo/(kh3)]V*L

Ing1j2 = [Uo /(KB i1 2

Ly

M(H)

/

P = (ho/Uo)p



pression extérieure
vecteur d’onde
vecteur position
queue des kinks
interaction entre kinks
abscisse curviligne

coordonnées internes

temps

temps typique

température

vecteur tangentiel (membrane 1D)

vecteurs tangentiels (membrane 2D)
potentiel

potentiel typique

dérivée seconde du potentiel aux minimums

vitesse typique du fluide
vitesse de cisaillement

vitesse du fluide tangentielle (vop pour la
membrane 2D)

vitesse du fluide normale
potentiel de Van der Waals
coordonnées cartésiennes tangentielles

variable spatiale lente
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S1, S2

Ve = Up€y

V = vz€y
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VVdW
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T~

/

v—0:T = [U/(24pur"/2)]t
v—o00: T =[vlhy/(2h3)]t

T~ T T T

U(H) = U(h) Uy
/
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/
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position n-iéme kink

vitesse du n-iéme kink

milieu du plateau entre le kink n et n
coordonnéee cartésienne normale
déphasage de la queue des kinks
parameétre de 'asymétrie du potentiel

module de compressibilité

distance entre les 2 minimums du potentiel

petit parameétre

mobilité des kinks

hauteur du mur supérieur
hauteur du mur inférieur
rigidité de courbure

module de courbure gaussienne
longueur d’onde

longueur d’onde moyenne
longueur de Debye

longueur d’onde la plus instable
viscosité du fluide

viscosité effective

perméabilité des murs

taux d’accroissement

vecteur d’onde de la queue des kinks

+1
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phase de la membrane / )

masse volumique du fluide p /

tension de surface S 0= [ho/("ﬂlmu(}ﬂ)]?
tension de surface critique Se o = [ho/ (K" QU& /2)]§c
tenseur des contraintes T /
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