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�����
� �������� ���� � � ��� !"� !#� $"%& �� ������ �	��� ��� ������ �� 
���	���	 �� ��� ������


���
��� � ������ ������ �������� ��� ����
 �����
�� �����
���
��� ���� '�&�& (����� ����	 ���

� )��
��*+� ��, ������� ���� ������ 	���������� ��������& -�� .��������� ������� ��� ������

�� ��� ���� ������ '����	��
��
, �� ���	�	 ��� ����& .����� ��� ��� .��������� �	����� �


����/ ������� � �����������
� ������� � �������� ��� ��� 	��
����0���� � ������� 	���������

��� .��������� ������ ��� ���	 � ������	�� �������& 1� ��� ������ � ��� 
���� � ����� ����

����� ����� ����� ���
� ������ ��� ���	 �� ���	 �������
& 1���������� �� ���� � ������� ���

����
����� ��������� � ��� ������ ��
� �� ��������� � ��� ������������� �� � ������ �	�� ��

��� ������ �� ������
� � �������� ��������������	 
����� �� ��� ������� ���� ��� ��	�
�	��	��

�	�� ������ ��� ��������� �
� ���� ����	��
��
 ��������&

�� ��
��� ������ 	�*����� ��������� ������
� �������
 ������ ���� ���� ��	��� ���	��	 �� ����

������
����& 2�� ������� �����
�	 ����	� ���� ���� ���	 �� ��� ��������� ���������� ��	�
���� ��

�"� $� #�� "3%� ��� ����������� ����	� ���� ���� �����	 �� �"4� ��%� ��	 ��� ������
��� �� �$ % ����

�����	 � ��������� ���������� ����	 ���
� 	���� ���� ��� ����� �������
� H∞ ��������
� � ���

���� ������& 1� ����� 	��������� ��� .��������� �������� ��� ��	�
��� ����	� ���� ���

���� �����	& 2�� ����� ���
���� ����	� ���� ���� �����	 �� �#!� #$%& �� �#3%� ��� �����

�����	 � ��	�
��� �����
� ��� ��� �������
 ���� � ����& 5�� � ��	�
��� ����	 � ���

.��������� ������� ����	 � ����������� ����	 ��� ���� ��������	 �� �"#%&

.����� �� ��� ������ �	��� � �����������
� �������� ��� �����
�� ��������
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���
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������ � 	�*�������� ��������
 �������� '657, ������������� � ��� .��������� ������� � ���

���
�� ��� .��������� ������ ��#� ��% ���� ���
����	 ���� � 8��������� ���������� '
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� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

�� � �������	
 ����� �������	
�
��	 �� ���� ��������	��� �� �����	 ��	 ��� 	�����	 ��	 ���	����

����������� ��� ���	� ��� � ��� �
������	��� �� ��	�	�� ��	 ������� �� ��	 ����	� � 
	��	��	


��
 ��	 ��	���	����� �� ��	 ��
	� �� ��	�����	���� �� �����
	�� � ����� ��	�	���	 ��� �����	�

��� ��	�� ��	 ��
	� �	
����� �� ����� ���� ��������� ����	��� ���	�	� ��	�	���� ��	� � !

�	��	�	������ ��	�	�� ����	���� 	"��	���� �� ��	 ������� ���������� � ��	 �	
��	
 ����	��

#	 ����� ��	 �	�	 ��	 ����	 �� ������
�� ���
��� $���� ����	
 ������� ����	��%�	�	���&	
 ����	�

����	 ����	��� ��	��� ���� � �� �������� ���� � ��	 �	�	��� '	�
 �� ������� ����	�� ��	����

��
 ��� �������	
 ���� ���	���� � ��	 ���� 
	��
	� ()*� )+,� �	������� ����	�� ���	�� � ����

'	�
�� ���� �� 	�	������ �	����-�� �	������� ����	��� ��
 �� ��� .� � � ������� ��� �� ��	�	�� ��	


/	�	���� ���	���� ����	�� ���� ���	 �		� ��
	 ���� ����������� � ����	� �������� �������


	��� �� �	�� �� ��
	� �	
������ 0� ���� ���	 ����
���	 ��������������� ��	 
	������� ����	��

��� �	 �	��	�	��	
 � ��	 #		������� �������� ���� ���� �	�����	� ��	 ����	� ��� � ���� �	�����	

���� ��
 � ���� ��	 (12� )*,� ����������� � ��
	� �	
����� �� 
	������� ����	��� ��	�	 ���	 �		�

��3�� 	/���� �	������ � ������	
 �	���
 �� �� 4��-	� (15� �6,� ��	 
	������� ����	�� ��	���

����
	� �� ���	 ��	��� ����� �� �����&	 ��	 � ! �	��	�	������� �	��	� �	 ����� ��	 ��	�	 ����� ��

�	
��	 ��	 ��������	
 ���� ��������� ����	�� ��� ��	�	���� ��	 ��������� ��������	 �� �	��

�� ��	 ������� ���������� � ��	 �	
��	
 ����	���

��	 ��� ��� ����������� �� ��� �����	� ��	 ��	� ��7 � ���	� �	��	�	������ �� ���� ���������

����	� �� ����	
 ���
 �����
�	��	 ������
�� ���
�� ��
 � �	
����� ���	�	 ��� ��� ���� ���������


	������� ����	�� ��� ���	� 
	������� �	��	�	������� � �����	
 �� 	������� ��	 8��������

������	� ��� ���� ����	���� ��	 	"��	���� �� ��	 ������� ����������� ��� ������ �� �� ��	 ��	


	������� ����	� ��	��� �� �����&	 ��	 ���� ��������� ����	��� �	��	 �	 ����� ����	�� � �	
�����

���	�	 �� ������	
 �	��&���� �� 
	������� ����	� ��
 � �	��	��� �	
����� �	���
 �� �	
��	 ��	

���� ��������� 
	������� ����	�� ��
 ��	�	��	 ��	 ������� ��
 ��������� ��������	�  ����

�	������� ����	� � ��	
 �� ��������	 ��	 	/	���	�	�� �� ��	 ������	
 �	
����� �	���
�

����� �����	
��	�� � ��� �������

��� �����	� � �����&	
 �� ������� .� 4	���� 9�9� �	 �	���� ��	 ����� �� ���� ��������� ����	��

��
 ���� ��������	 ���� ��	 ��	
 � ��	 �������� �	������ 4	���� 9�2 
	��	� � ���� ���������


	������� ����	� ���� ��	 ��	�� ��������	
 ���� ��������� ����	� ��
 �� #		������� ��������

���� � �����	
� .� 4	���� 9�5 ��	 8������� ������	
 �	��&���� �� ���� ��������� 
	������� �


	'�	
� �����	����	 � ��������	 ��	�	���� �	
����� ����	
��	 � ����	��	
 ��� ��� ������	
 ����	��

.� 4	���� 9�*� ���	 ���	���� �������� �	����� ��	 ��	� �� ������� ��	 ������	
 �	���
 �� �

���� �	������� �������� ��
	� 	�������	
 � :!;���4�� :����� ��	 ��������� �� ��� �����	� �

��	� � 4	���� 9���

����� ��	� �����	���	��� � ��� �������

��	 ��� ����������� �� ��� �����	� ��	 ��	 ���������

• .� 4	���� 9�2� � ����� �� ��	�� ���� ��������� ����	� ��� ���������� ��	 
	'�	
 �� ��	
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 ���� ��	 ��������	
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	�	�� ���� ��������	 ��� ���	 �������������� #	 ���� ��� �� �	� � 
	������� ���� ����
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��� �����	��� ���	
��������	
 ����� �
 �����	� ���� ��� �	�
 ����	 �	 ���� ����

•  ��������� ��!����	 
����� �
 ����	 �	 "�����	 #�� ��� 
��!��!�� ���
����	� �� ���� �������	��	
�
������� 
�
��� �$	� �	 ��
� 
�����	� %��
��� �� �$	� ��� &���!	�� '���	�� �����(����	

�� ���� �������	��	 �
������� 
�
��� ����!�� ��� ��	������'����� �	 �'
����'����� )�����	
�

*��	 �� !
� ��� ��������� ��!����	 �����
 
� ����� %��� �	 +���� ��	
����	� �����
 ��

��!�� ��� '���	�� 
�
��� �
 ���� �
 ���
���� ��� �������	��	 
��!��!��� ,!��	� ��� ��!����	


������ ��� ��	
����	� �� ��� ���� �������	��	 
�
��� �
 �����
 ��	
�����

• -	 "�����	 #��� �� ����� ��� ��� ������!
�� �����
� ��	����
 �� � ������. ����� �����	����
��	��!������ ����� 	�	�����(��� �	 ������� �� ��� %+/*01"* ��'������� �	 2�
�	3�	

4%��	��5� *�� �������
�	 �� 2�� ������ '�����	 ��� �!�� ���� 
�
��� �	 ��!�� ����


�
��� �
 ����	� %!��������� ��� �������� H∞ �����
 '�����	 ��� �!�� ���� 
�
��� �	 ��!��

���� 
�
���
 ��� ����!�� ��� �����	� ����
�

��� ����� �	�
�	
�� �� ���	 �����	����� ���	���

-	 ���
 
�����	 �� 
���� ������ ��� �$	����	 �� ��� ���� �������	��	 
�
���� *�� ���� �������	��	


�
��� ��	 '� ������	 �
 � ���������	
��		 �����
�	�����	 ����!�� � ,���� 
��!��!�� �
 �	 ��� %��!��

#�� '� D� *�� �$	����	 �� ����� �������	 �
 ����	 �
 ������
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��������� �	
	 4,���� 
��!��!�� ����5 &�� F '� � ��	��� 
���� ���� � !�� 
���� E := F∗� �	 �
!����� ���!�� �	��� �
 〈e | f〉 ∈ R� ���� f ∈ F �	 e ∈ E � -	 ������ 	������	 �� 
����� �����
��� !����� ���!�� �
 〈e | f〉 = eT f � �� ���� F ��� 
���� �� ��� �����'��
� �	 E = F∗ ��� 
���� ��
	���� �����'��
� ,�$	� �	 F × E ��� �������	� �	�$	��� '���	��� ����

� (f1, e1), (f2, e2) �= 〈e1 | f2〉+ 〈e2 | f1〉,

 
!'
���� D ⊂ F × E �
 � ��	
��	� ����� �������	 �� D = D⊥� ����� D⊥ �
 ��� �������	��

��������	� �� D ���� ��
���� �� ��� �	�$	��� '���	��� ���� � · | · ��
+���� ,���� 
��!��!�� D ⊂ F × E ��	 '� �����
�	�� �	 �	��	� �	��		������� �


D = {(f, e) ∈ F × E | Ff + Ee = 0} 4#��5

��� ��	��� ���
 F : F �→ V �	 E : E �→ V 
���
���	�

EF ∗ + FE∗ = 0

��	7(F | E) = ��F 4#�#5

����� V �
 � ��	��� 
���� ���� ��� 
��� ���	
��	 �
 F � �	 ����� F ∗ : V∗ �→ F∗ �	 E∗ : V∗ �→
F∗∗ = F ��� ��� �8��	� ���
 �� F �	 E� ��
����������

-� ������
 ���� 4#�#5 ���� D ��	 '� ��
� ������	 �	 ����	 �	��		������� �


D = {(f, e) ∈ F × E | f = E∗λ, e = F ∗λ, λ ∈ V∗} 4#�95



� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

D

fR eR
fx fp

epex

������ �	
� ���� ���������

��� ���� ����	��
��
 ����� �� ������ � �������	 �� ���� ����  ���� ��������� ��  ����

�������� �� ��� ��� �� ����� ��������

D ⊂ FX × EX ×FR × ER ×FP × EP .

��� ���� FX×EX �� ��� ���� �� ��� �� ����� ������� ������������� �� ��� ����� !������� ���"����

(fx, ex)	 ��� ���� FR × ER �� ������ � ��� ��� �� ����� ������� ���� �� ��� ��������� ���"����

(fR, eR)	 #�� ��� �$����� ����� %�� ������� �����& ������� (fp, ep) ������ �� ���� FP ×EP 	 '���
������� ��  ���� ��������� �� �������
�������
( �� "��� ��� ��� ���� ����� �������� ���� ���

����� ������� ������ � ���� �� )���( � ��� ����� �� ��� ���� ���������	

��� ������ �� �� ��� ��� �� ����� ������� �� ����� ��

(fx, ex, fR, eR, fp, ep) ∈ D %�	*&

����

fx ∈ FX , ex ∈ EX , fR ∈ FR, eR ∈ ER, fp ∈ FP , ep ∈ EP .

��� ������������ ������� �� ��� ����� !������� ���"���� �� ������ � ��� ������� ����� (fx, ex) �

�������	 �� ��������� ��� ���� ����� �� ��� ����� !������� ���"����( ��� +"������� H : X �→ R

���� ��� ���� ������� ������ x = (x1, x2, . . . xn)
T
�� ����� 
��� ������	�	 +���� ��� +"�������

�� ������� � H(x)	 �� �,� ��� ������ ���� X = FX 	 ��� ��� ������� �� ����� !������� ���"����

�� ������ � ��� ��� ẋ �� ��� ����� �������	 �������"��� ��� ����� ������� �� ����� !�������

���"���� �� ����� � ��� ��!����� ������ ∂H
∂x � ��������

fx = −ẋ, ex =
∂H

∂x
%�	-&

.�� �� �"�� ��� ����� �/����� �""������ �

d

dt
H(x) = 〈∂H

∂x
| ẋ〉 = −eTx fx %�	0&

1� "��� ��� ��� ������� �� ��� ���� ����� H(x) �/��� �� ��� ����� −eTx fx	

����� �	
� 1� ��� ����� ���( ��� +"�������( ���� ����� H(x) �� �� ����������� � ��� /������

���"�

H(x) =
1

2
xTQx %�	2&



���� ����� �	�
�	
�� ��� ��	 �����	����� ���	��� �

���� ��� ���	�
 Q = QT > 0 �� ����� ���	�� ���	�
�

��� ����������� 	������� �� ��� 	�������� �������� �� ������ �� ��������

fR = −ϕ(eR) �����

���� ���� ������� ϕ ����������

eTRϕ(eR) > 0 ��	 ��� eR 
= 0 �����

������ ���� �� ��� �����	 ���� ��� 	�������� �������� �	� ����� �� 

fR = −DeR ���� D = DT > 0 ���!"�

�� �� �� ����	#	���� �� ��� #���	 �� ������ �	

	����� �� ��� 	�������� ���������

$�� �� ���	���� ��� ��������� �� #�	� %���������� ������ �� ������� 

��������� �	�	 �&�	� %���������� �������� '������	 ��� #�	� ��	������ ����� �� ���	� ��! ��(

��	����� �� ��� )�	� ��	���	� ������ �� )�������� ��!� ��� %���������� H : X �→ R ���� ���

����������� 	�������� �� ���	�� ���	��� #�	�� ���*�� ��� ��� 	�������� 	������� fR = −ϕ(eR) �� �� ������

���� ��� ������� ���+� �� ��� 	�������� #�	� %���������� ������ �� ����� ��(
−ẋ(t), ∂H

∂x
(t),−ϕ(eR(t)), eR(t), fp(t), ep(t)

)
∈ D ���!!�

,	�� ��� #���	(����	������ #	�#�	�� �� )�	� ��	���	��� ���-� ��� ����� ����

d

dt
H(x) = −eTRϕ(eR) + eTp fp < eTp fp, ���!��

���� ������� ���� ��� #�	� %���������� ������ �� ��

	� �� ��� %���������� H �� ������� �	��

������

.� ��#�	���� �#���� ��� �� #�	� %���������� ������� �� ������ ����� �� ��� ���� �� 	�����


����������� ���� ���	����	�� 
�
���
� ���	� ���	� �	� �� �����	�� ����	����� �� ��� ����� �#��

��	������� ��� ��� /�� ��� �0�	� ��	������ �� 	��������� �
��	��� #�	�� �	� �#��� ���� ��1������ ��#��(

���#�� #��	�� ��#��(�����(���#�� #�	� %���������� ������� �	� ������ �� �������� ������� �� ���

��������� ��	�

⎧⎪⎨
⎪⎩

ẋ = J ∂H
∂x + gu+ gReR

y = gT ∂H
∂x

fR = gTR
∂H
∂x

���!2�

���	� (u, y) �	� ��� ��#��(���#�� #��	� �		��#������ �� ��� �
��	��� #�	�� (fp, ep)� �� ������ ��

����� ���� yTu �3���� ��� #���	 �		��#������ �� ��� �
��	��� #�	�� %�	� J = −JT �� � �4��(

������	� ���	�
� ��� �����	 	�������� #�	�� (fR, eR) 	��#�� ��� 	�������� 	������� ���!"�� ���� fR =

−DeR ���� D = DT > 0 ��� gR 	�#	������ ��� ��#�� ���	�
 �		��#������ �� ��� 	�������� #�	��



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

��� �����	 
���	����� ��	 ���������� ����� ��� �� ���

�
	���	 ��	�

�� ���� �	
���� �	 ���� 
�����	� ���������	
 ���	� ���� ��������� ����	�� �� �������� ��	� ����

�	�
������ ���� ����� �	 �	��� �� �	
����� ��	 �	������� �� 
�������	� ���� ��������� ����	���

�	�� �	 
�����	� ��	 ���� ��������� ����	�� ���� 
��������� ���
� �	  ����
 �� �	��	�	������

�� �����
�� ���� ��������� ����	�� �	��	� �� !��
 ��� 
� �	� ��"# $�# �%� ���
� �&	� 	����
����

��	� 
�������� 	' ����� � �	�� � ��	 ���
��	� (������ � ������	��� �� ���	� �� &		� ��	


�������� �� ���� ���	 �� ���� ��������� ����	��# �	 �������� �� �� ��	 �	�
������ ���� �� 
��	�

���� ����	��
��
 ��������� ���� �� � ���	����	 ��  
����
� �	�	������ ����� �� ��� ��

�	 ���	� ��� �	  �	  ������ 
�������	 ������������ � �$�# �%� � � ����� � 
��� ���� ��	

(������ � ������	���

����� ����	
���� ��
	 �����	����� ���	��

)	���	 ������ 
��� ��	 
�������	� ���� ��������� ����	��# �	 ���� ������ 
	 � ��	����*	 �	�+

�	�	������ �� !��
 ��� 
� �	� 
��	� ��	 
�������	� !��
 ��� 
� �	 �	��	�	������� ,*	�� !��


��� 
� �	 D ⊂ F × E 
� �	 �	��	�	��	� �

D =
{
(f, e) ∈ F × E | f = Je+Gλ, GT e = 0

}
, -.��$/

���  �&	�+����	���
 ������ J : E �→ F ��  ���	� ������ G � 
� ��� ��G = {f | (f, 0) ∈ D} .
0 ���	����	# &	�J = {e | (0, e) ∈ D}� 1�	 ����� ��� -.��$/ �	��	�  !��
 ��� 
� �	 �� ��*	� �� ��"��

0��� ��	 !��
 ��� 
� �	 �	��	� �� -.��$/# �� ���	� ���� ��������� ����	�� 
� �	 �	��	�	��	�

��
��� �� 
��	� ���	�� ���������	
 ���� ���������� ����	�� � �������2⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = JQx+ gcλ+ gu+ gReR

0 = gTc Qx

y = gTQx

fR = gTRQx

-.���/

��	�	 x ∈ R
n �� ��	 ���	 *	
���# λ ∈ R

k �� ��	 *	
��� �� (������ � ������	��# H(x) = 1
2x

TQx �� ��	

��������� � �
����# Q ∈ R
n×n ��  ������*	 �	����	 ����� -��	� Q = QT > 0/ ���
� ���� �	 
��	�

	�	��� ����� -� � �� ���� �� ���	�� �� �����
� ����	��/# J ∈ R
n×n �� ��	 �&	�+����	���
 3������

��� 
� �	 �����# -��	� J = −JT /# ��	 ����
	� gc ∈ R
n×k �� g ∈ R

n×m �� gR ∈ R
n×mR �	�
���	

��	 ��� � �	������ �� ��	 
������ ����� �� ��	 �	�����*	 ����� �	��	
��*	��� 1��� 
�������	� 3���

��������� ����	� ���� �	 
����	�	� ����  ���	� �	�����*	 �	����� �	��		� ��	 ���� *����	� -eR#

fR/ � 
� � eR = −DfR# ���� D ∈ R
mR×mR �	���  ����	���
 ������*	 ����� -��	� D = DT ≥ 0/�

�� ���� �� ��	 ������  ��������*	 ���	� 3��� ��������� ����	� ���� 
���������� ���	 ���

��	 *	
��� λ ∈ R
k �� (������ � ������	�� �� ���
��	� ���� ��	 
��������� ��*	� �� ��	 �	
���

	' ���� �� -.���/ �� ��� ��  �	
���
� 
���	�� gcλ �� �	 ���	���	�	� � ��	 
�������� ���
	

���
��	� ���� 
��������� �� �4���



���� �����	 
���	����� ��� ��� �� ���
	���	 ��	� ��

����� ������	
��� �� 
� �	��	���	� ���
�������

�� ���� ��	��
� �� �
�
�� �� ��� �
 ���	� ��� ������ �� ����������� ��� ������� �����������

�����
� �� ����� ��� �
��
���� 	

������ �����
����
�

z =

[
s

(gTc gc)
−1gTc

]
x =Mx

���� s �� � R
(n−k)×n ����� ��	� ����

sgc = 0 ��� ���(s) = n− k

�
�� ���� ���� 	

������ �����
����
� �� ������� �
� �� !" ��� ��#�� �� ��� ��������	���
� ��

(gTc gc)
−1� ��$ ���	� �� 
���� ��� 	��� �� ����
� �
����$ ��� ����� (gTc gc) �� ����� ���� ��� ��%���

��� �� 	
������ �&	������� '���$ �� �� �������� �
 ��� ��� �����
����
� �� �� !( ��� ������ 
� ����

���� ����� ���� ��	������ ���� ����	��� ��� ����� Ik �� ��� ����� (gTc gc)�

�� ��� ��� 	

������� ��� ������ )*��+" ��	
���⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ż = J̄Q̄z + ḡcλ+ ḡu+ ḡReR

0 = ḡTc Q̄z

y = ḡT Q̄z

fR = ḡTRQ̄z

)*��,"

����- J̄ =MJMT = −J̄T $ Q̄ =M−TQM−1 > 0$ ḡc =Mgc$ ḡ =Mg$ ḡR =MgR� �
�� ����

ḡc =Mgc =

[
s

(gTc gc)
−1gTc

]
gc =

[
0

Ik

]

���	� ������� ����$ ��	
��
���� ��� ����� %�	�
 �� �
��
��- z = [z1, z2]
T
$ z1 ∈ R

n−k ��� z2 ∈ R
k$

��� ������ 	�� �� ������ ��[
ż1

ż2

]
=

[
J̄11 J̄12

J̄21 J̄22

][
Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]

+

[
0

Ik

]
λ+

[
ḡ1

ḡ2

]
u+

[
ḡR1

ḡR2

]
eR )*��."

0 =
[
0 Ik

] [ Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]
)*���"

y =
[
ḡT1 ḡT2

] [ Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]
)*��/"

fR =
[
ḡTR1

ḡTR2

] [ Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]
)*�* "

��	
��
���� ��� ����� ����� ���
 ��
	�� �		
������ ���� ��� ��	
��
����
� 
� ��� ����� %�	�




�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

���� ��	��
� �� ��� (n− k) ��� k

Q̄ =

[
Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

]
������

��� ��� ����
�� �� 	������
��� ��� �
�� ���� �� ������� ���� ż1 �� ����������� �� λ ��� ���� ���

	����
���� ��������� ���� � 
���	�� ��

Q̄21z1 + Q̄22z2 =
∂H̄

∂z2
= 0 ������

!��� H̄(z) = 1
2z

T Q̄z�

"��	� Q̄ �� �������� �������� Q̄22 �� ����
����� ��� ���� ��� ��������� ��� z2 	�������� �� ��� �����

��	��
 ��� ������ �� �#���	�� ��
� $���������� ������� %�� ��	��� ���� �� ������ ��� �� ���� ��

	������� �� ������� ��� &��
������ ���������
�� λ 	�� �� 	������� �� λ = ż2 − J̄2Q̄z − ḡ2u− ḡR2eR

' ()�

$�!���
 !� ����� ��� �����! ���� 
���� !��	� ����� ���� �� 	����
���� 	��	�������� ��� ����
�����

��� ���
���� �� ��� ������*� ���
�	��� +� ��� ������ !� ����� ��������� ��� &��
������ ���������
 ���


����� ��� ���� ����� z ∈ R
n !��� ��� 	����
���� ������ ��� �
��� �� �� � ���	
����
 ������� %��

�
�	���
� �� ��� ���� �� ��������� �� '�,� ��,,) ��
 �����	�� $���������� ������� ��� �������� ��


������� !��� ��
�� ��� �#�
����� �� ��� 	��
������� z ������� �� ��� 	����
������

����� �����	
��� ��� � ��� 
��� ���	����	�� ������ �	�� �������	���

+� ���� ��	����� !� ����� 
���
������ ��� 	����
����� ��
� $���������� ������ �� � ����
����� �����

���	� 
��
���������� �� 	����� ���	
����
 ������ '�-� �.)�

������� ����	
��	 ������� ��� 
�� ��
�	��	��� ����
��� �	�

/�
�� �� ��� !� 
�	��� ���	
����
 ������ �� ��� �����
 	���� 0������
 � �����
 ����1����
���� 	���������1

���� ������

Sẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),
����-�

!��
� S� A ∈ R
n×n� B ∈ R

n×m� C ∈ R
p×n� x(t) ∈ R

n �� ��� ����� ��	��
� u(t) ∈ R
m �� ��� ������

y(t) ∈ R
p �� ��� ������ ��� x0 �� ��� ������� ������ %�� �����
 �� ����� ��
������ n �� 	����� ��� �
��


�� ������ ����-�� +� ��� 
��2 �� ���
�# S �� ����� �� ��� �
��
 �� ��� ������� ���� 
��2S = n� ���� ���

������ 	�� �� !
����� �� � �������� ����� ���	� �
����� ����
!���� ���� 
��2S = q < n� ��� ������

����-� �� � ���	
����
 ������ �
 ����
����� ����� ���	� ������ �
 �������
 ������ �� ���� 
���
��	��

'�.� � )�

3� ������ ���� ��� ���	�� λS − A �� 
�����
� ���� ���
� �#��� λ ∈ C ��	� �������(λS −A) 
= 0�

+� ���� 	��� λS − A 	�� �� 
���	�� �� ��� ���������� 	����	�� ���� ����� %��
� �#��� ����������


���
�	�� W ��� T ��	� ����

S =W

[
In−k 0

0 N

]
T, A =W

[
AJ 0

0 Ik

]
T ����4�

!��
� In �� ��� �������� ���
�# �� �
��
 n� AJ �� ��� 5�
��� ���	2 	�

��������� �� ��� ����� �����������



���� �����	 
���	����� ��� ��� �� ���
	���	 ��	� ��

�� λS − A� N �� ��	
����� ��� ��������� (k × k) ��� ������
���� �� ��� �������	�� �� �������� ���

����� �� ��	
������ �� N � ������� �� ν� �� ��		�� ��� ����� �� ��� 
����	 λS − A� �� ��� �
����	 ����

���� N �� � ��		 ������� ���� N = 0� ���� ν = 1�

������� �����	
��� ��	� �
�������
� ������ �� ���	����	 ��	�

�� ���� 
���� � �		 ��� ���� ��� ����������� 
��� ����	������ ������ ��� �� �������	���� �� �

������
��� ���� ������ �� � � �!�

"������� ��� 
��� ����	������ ������ ������ �� ��� �� ����������� � ��#$ � %!� � ���		 �	��$

����� ��� ������ 	��� �� �&������ � ��#! ��� ������� ��� ���� 	��� �� �&������ � ��#! ��� �&������

� ��'!� (���� �� � �	������� ��� )��������� ��	��
	��� λ� ��� ��� ������ �		 �� ������ �� ���

��		���� ������
��� ���� � � �!�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
In−k 0

0 0

][
ż1

ż2

]
=

[
J̄11 J̄12

0 Ik

][
Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]

+

[
ḡ1

0

]
u+

[
ḡR1

0

]
eR

y =
[
ḡT1 ḡT2

] [ Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]

fR =
[
ḡTR1

ḡTR2

] [ Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

][
z1

z2

]
� � *!

+��� ���� ��� ��� �����
���� ���� Q̄ �� 
������� �������� ��� ���������� � �  ! �� �� ����� 1 ���

����� ��� �������	 �	��, ��	��
	���� ż2 �� 0 ��� ��	
������ ����� 1�

+� 	�� �� 
���� ���� ��� ������
��� ������ � � *! �� � 
��� ����	������ ������ ������ ���

���
��� �� � (���� ��������� ��������� �� -'�� �.� �/0�

1� ��,��� ��� ��		���� ��������� fz = −ż� ez = Q̄z� y = fp� u = ep� ��� ������ ��� �� �����	����

��2 ⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
In−k 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
F

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
fz1

fz2
fp

fR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
J̄11 J̄12 ḡ1 ḡR1

0 I k 0 0

ḡT1 ḡT2 0 0

ḡTR1
ḡTR2

0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
E

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
ez1

ez2
ep

eR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = 0 � � /!

���� F,E ∈ R
(n+m+mR)×(n+m+mR)�

�	��������� ���� ����� ��� ����	
 	� �	 ��
�������

fT := (fz, fp, fR)
T

��� ��� ����	
 	� ��	
� ��
������

eT := (ez, ep, eR)
T

�� ��� �	�� ����� F × E = R
N × R

N � ��
� N = n +m +mR� ��� ��� ��
����
� ���
���� F ��� E

�� �� ������� ���� ��� �����
 �������� D 	� F × E ������ � �

D = {f ∈ F , e ∈ E|Ff + Ee = 0} � � #!



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

�� � ����� ��������	


����
 ��� ����	 
� �
�� 
� ��� ������

�
���� �� ��� �� ���� ���� FET + EFT = 0 ��� ���� ���� ����[F |E] = n+m+mR�

���� �����
�� ������ ��� ��� �������
��� �	 F ��� E ��� ��� ������� 

FET =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

J̄T
11 0 ḡ1 ḡR1

0 0 0 0

−ḡT1 0 0 0

−ḡTR1
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ����!�

"
��� J̄ 
� � ����#�$�����
� ����
�� ���� 
� J̄T
11 = −J̄11� ��� ����
� FET 
� ����#�$�����
�� �����

��� ����
�
�� FET + EFT = 0 
� ��
%���

&�� ��� ��%�� � ��'#����
� �	 [F |E] '$ ��� %���� ��
�� ��� 	����� ��(���� �	 ��� ����
� F � ���

��� ������ ��(��� �	 ��� ����
� E� ��
� ��'#����
� 
� �	 ���� n +m +mR� ����������($ ��� ����

�	 ��� ����
� [F |E] 
� n+m+mR�

)� � ����(��
�� ��� �$���� ����*� ��%��� � ���� +��
(���
�� �$���� �
�� ������� �� ��� ,
���

��������� D 
� ������ ��� ��������� '$ ��� +��
(���
�� 	����
�� H̄(z) = 1
2z

T Q̄z� -� ��� �����( ��

���(( ��(( ��
� �$���� � ���� ����	��
��
 ��������� ���� �

.�� �� ���(( �����	��� ��� ���� +��
(���
�� �����
���� �$���� ����*� �������� �
�� ��� ���
��
�

��(��
�� eR = −DfR� ����� D ∈ R
mR×mR 
� � �$�����
� ���
�
� ����
� �� ��� ����� ����� �����
�#

��� �$���� ����/�� +����� �� ��($ ��� �$���
�� ż1 
� ����
��� 
� ��� �����
���� 	����(��
��� ���

�
��
���
� ��(��
�� 
� �����
���� �� eR = −DfR� ��� �
��
���
� ����
� D̄ ��� '� ��	����(���� ��

D̄ =

[
ḡR1

0

]
D
[
ḡTR1

ḡTR2

]
=

[
D̄11 D̄12

0 0

]
.

��� �$���� ����*� ��� '� ��
���� ����� 
�� �����
���� 	��� 

⎧⎪⎨
⎪⎩

Sż = Ē Q̄ z +

[
ḡ1

0

]
u

y = ḡT Q̄ z

����0�

�
�� ��� �����$ ����
� Q̄ ∈ R
n×n ��%��� 
� ������ � ḡ ∈ R

n×m ���

S =

[
In−k 0

0 0

]
;

[
ḡ1

0

]
= S ḡ

Ē =

[
J̄11 − D̄11 J̄12 − D̄12

0 Ik

]
=

[
Ē11 Ē12

0 Ik

]
.

���/1�

��� �� ���$ 
����������
�� �� � �����
���� �$���� ����/�� �� ���(( �(�� ��� ��� 	�((��
�� �����
���



���� �����	 
���	����� ��� ��� �� ���
	���	 ��	� ��

������� ��	
� ����� B� ��� �
�	
� ����� C � ���� � ��� ���� ����� A

B =

[
ḡ1

0

]
; C = ḡT Q̄ =

[
ḡT1 ḡT2

] [ Q̄11 Q̄12

Q̄21 Q̄22

]

A = ĒQ̄ =

[
Ē11Q̄11 + Ē12Q̄21 Ē11Q̄12 + Ē12Q̄22

Q̄21 Q̄22

]

=

[
α β

Q̄21 Q̄22

]

����� α = Ē11Q̄11 + Ē12Q̄21 �� β = Ē11Q̄12 + Ē12Q̄22�

������� ������	�
 ��� ��� ���� ���
������ ���	������ �����

��  ���	������ �� ���� ���� ��� ������������ �� ��� ������	��� �����	���� 	��� ���������

������ ����� ���� ��� ������� !��������� ���� ����� ��� ���� ����� �"��  ������� ����

����# $� ��� ��������� 	��	��������

����������� ���� ����������	 
�� ���������� 
���������
��� ������ �� � ���	�
� 
�������� ������

�������	 
� 
�� ����	� �� ��������
�� z = Rẑ ��� 
�� ���
 
�������� ������ �� 
�� ��
��� L �� �

����
� ��
������ �� �������
��� ��
��� ��
�

L =

[
In−k −βQ̄−1

22

0 L−1
2

]
, R =

[
In−k 0

−Q̄−1
22 Q̄21 L−T

2

]
,

���� L2 �� �� �����
���� 
����	��� ��
��� ������������	 
� 
�� �������� ���
�����
��� �� Q̄22

Q̄22 = L2L
T
2 , ���%� 


�� ���
 �����
����� �������
�� ���
�� � ! "� �� ��������
 
� 
�� ��������	 �������
�� �����
�����

���
��#

⎧⎪⎨
⎪⎩

Ŝż = Ê Q̂ z +

[
ĝ1

0

]
u

y = ĝT Q̂ z

���%� 

�����

Ŝ = S; Ê =

[
J̄11 − D̄11 0

0 Ik

]
; Q̂ =

[
Q̄s 0

0 Ik

]
���%% 

Q̄s = Q̄11 − Q̄12Q̄
−1
22 Q̄21 �� 
�� $��� ���������
 �� 
�� ��
��� Q̄ ���

ĝT = [ḡT1 ḡT1 Q̄12L
−T
2 + ḡT2 L2]

%�� �������
�� ���
 �����
����� ���
�� � !& � �� � ��������� '�����
���� ���� �� 
�� ���
�� � ! "�!

(����! &�� �� ��� ��� ����� S �� ��� ������ ����� �� ����� �� ��� ������'$��� ���� �� ���



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

������ A �	 
��� �� ���� �	

A = ĒQ̄ =

[
Ē11Q̄11 + Ē12Q̄21 Ē11Q̄12 + Ē12Q̄22

Q̄21 Q̄22

]
=

[
α β

Q̄21 Q̄22

]

��� α = Ē11Q̄11 + Ē12Q̄21 ��� β = Ē11Q̄12 + Ē12Q̄22� �� ������ �� ���	���		 ��������� ����

������� � ����� �
� �� ��������� ��� 	��	�

 ��	���� � 	���� ����	���� �� ������ A �� �� ��������!���� ����� �� �� ���	� � ��� 
	 ��

"��
� ��������� #���� ���� �� ������ Q̄22 �	 ��$������ � ������
� ��� ������%

L̄ =

[
In−k −βQ̄−1

22

0 Ik

]
, R̄ =

[
In−k 0

−Q̄−1
22 Q̄21 Ik

]

	
�� ���� �� ������

Ã = L̄AR̄ =

[
α− βQ̄−1

22 Q̄21 0

0 Q̄22

]

�	 �� �� ��������!���� �����

"������� � 	���� ����	���� �� 	
�!������ Q̄22 �� ������ Ã �� �� ������� ������ �����
� ��
�����

�� ���� ����	 �� ������ Ã� &��
	 �� 	
�!������ Q̄22 �	 	������� ��	���$ �'���� ��
	 ���

��	�	 � (���	)� �������*�����%

Q̄22 = L̃2L̃
T
2

��� L̃2, L̃
T
2 �� �� ������
��� ��$����� ������	 ��� ���� �������� ����	 �� �� ���$��
	 ��

�� ������ Q̄22� ��� � ��� ��%

L̃−1
2 Q̃22L̃

−T
2 = Ik.

"� � ��� �'� ��� ������	 �	%

L̃ =

[
In−k 0

0 L̃−1
2

]
��� R̃ =

[
In−k 0

0 L̃−T
2

]

	
�� ����%

Â = L̃ÃR̃ =

[
α− βQ̄−1

22 Q̄21 0

0 Ik

]
.

+��� ��	 ��� 	��	� � ��� ��

Ǎ = L̃ÃR̃ = L̃L̄AR̄R̃

��� � ��$%

L = L̃L̄ =

[
In−k −βQ̄−1

22

0 L̃−1
2

]
��� R = R̄R̃ =

[
In−k 0

−Q̄−1
22 Q̄21 L̃−T

2

]

,�� � ���	��� � ����� �� 	��� $������	 z = Rẑ ��� ���
������ L �� �� ��� 	��	 �� ��



���� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ��� ��

������ �	
	��� ��� ������ �������� {
Ŝ ˙̂z = Âẑ + B̂u

y = Ĉẑ
�	
��

����� Ŝ = LSR� Â = LAR� B̂ = LB� Ĉ = CR� Ê = LĒR−T � Q̂ = RT Q̄R
 �� ����

Ŝ = LSR =

[
In−k 0

0 0

]
, Â =

[
Ē11(Q̄11 − Q̄12Q̄

−1
22 Q̄21) 0

0 Ik

]
,

B̂ = LB =

[
ḡ1

0

]
, Ĉ =

[
ḡT1 (Q̄11 − Q̄12Q̄

−1
22 Q̄21) ḡT1 Q̄12L̃

−T
2 + ḡT2 L̃2

]
.

������� ��� ����  ���������� !��������� ������ �	
	� ��� �� ������� �� ��� "��� ��⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

[
In−k 0

0 0

][
˙̂z1
˙̂z2

]
=

[
Â1 0

0 Ik

][
ẑ1

ẑ2

]
+

[
B̂1

0

]
u

y =
[
Ĉ1 Ĉ2

] [ ẑ1

ẑ2

] �	
�#

���� ��� "�������$ ���������

Â1 = J̄11(Q̄11 − Q̄12Q̄
−1
22 Q̄21); B̂1 = ḡ1;

Ĉ1 = ḡT1 (Q̄11 − Q̄12Q̄
−1
22 Q̄21); Ĉ2 = ḡT1 Q̄12L̃

−T
2 + ḡT2 L̃2.

�	
�%

�� ��� ��� ���� �� ��� ����������� ��������� "��� �" ��� ����  ���������� !��������� ������ �	
	�


������ 	
�� &� ��� ����" �" ��� ����������� 	
	� �� ��� ��� ���� ��� ������ λS − A �� ��$'��� �" ���

�'�(�����) Q̄22 �� ����������


������ 	
�� *� ��� ����������� ��������� "��� �" ��� ����  ���������� !��������� ������ �	
�	� ���

������ ����������! ����  ���������� ������ �� ��������! �� ��� �	
��
	� �
� ������ ���������

���������!��$ +�#, �� ��� ����� ��������� ẑ1 ��! ẑ2 ������������


��� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ���

*� ���� ������� �� �'$$��� � �����!'�� "�� � ���'��'�� ���������$ ��!'����� �" ��� ����������! ����

 ���������� ������ �	
�# '���$ ��� �����!'�� �� ����'�� � �������! �����-����� �" !��������� �������

�'$$����! �� +��, ��! ���� ������! �" ��!'����� �� ��'�������� �!��� ��� .�� ���������� �����!

�'$$����! �� +%#, "�� ��� �/������ ����'������ �" � ��!'��! ����  ���������� ������ �� !��������� "���

�	
	#


����� ����	�

��
�� ��� ����	���
��

&�"��� �������$ ��� ��!'����� �����!'��� �� ����� ������ ��� ��������������� ��! ������������� �" !�(

�������� ������� +�#� ��,




�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

��������� �	
	 ������	
�� ���
� ������ ��
� 
�� 
��	��
 (S,A,B) ��� ������ �����������	 �� �
	

�	��
���	 �	� �������������	� ��

���� [λS −A, B] = n, ��� ��� ���
� λ ∈ C. ������

������	
�� ���
� ������ ��
� 
�� 
��	��
 (S,A,B) ��� ������ ������	 �����������	 ��������������	� ��

���� [S, AKS , B] = n, ����� 
�� ������ ��KS �	�� ���S. ������

������	
�� ���
� ������ ��
� 
�� 
��	��
 (S,A,B) ��� ������ �����	�	�� �����������	 ��������������	�

�� ������ ����� ���

���� [S, B] = n. ������

� ���!� ���
� �� � ���� 	��	��
� �� ���
����� ���
��

��������� �	�	 ������	
�� ���
� ������ ��
� 
�� 
��	��
 (S,A,B) ��� ������ ���	��������� �� �
	

�	��
���	 �	� �����	���������� ��

����

[
λS −A

C

]
= n, ��� ��� ���
� λ ∈ C. ���"#�

������	
�� ���
� ������ ��
� 
�� 
��	��
 (S,A,B) ��� ������ ������	 ���	��������� ������	���������� ��

����

⎡
⎢⎣ S

KT
STA

C

⎤
⎥⎦ = n, ����� 
�� ������ ��KST �	�� ���ST . ���"��

������	
�� ���
� ������ ��
� 
�� 
��	��
 (S,A,B) ��� ������ �����	�	�� ���	��������� ������	����������

�� ���"#� ����� ���

����

[
S

C

]
= n. ���"��

$�
 �� ��� ������
���%� 
�� � ���!� ���
� ��� ���
����� ���
� 	��	��
��� �� 
�� ���
� ��������&


� 
�� �����
��� ��� ��� ��"� � ���!�  � ���	��
��� �� 
�� '�����
���� ��������� ��� ������ �� 	��


(���
����� ������	
�� ���
�) 
��
 �
 �� ��
 *�	��
��� ���
����� �� ��

����

[
Ŝ,

[
ĝ1

0

]]
= n− k < n.

+�,
 �� ��� ��	�
� 
��
 K = ���Ŝ =

[
0

Ik

]
��� 
�� ���
� ������ �� -	���� ���
����� �� �����

����

[
Ŝ, Â

[
0

Ik

]
,

[
ĝ1

0

]]
= n.

-
 �� ./���
����� �� �� ��� ���� ��

����
[
λIn−k − (J̄11 − D̄11

)
Q̄s, ĝ1Q̄s

]
= n.



���� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ��� ��

�� ��� ��	
��� �� ��� ���� � ���������� �� ����� ���
�� ���� ��� ������ ������ �� ���������������

 ��������! ��� �����"�������� �� �� ���� ����#������ ���� ��� ������ �� ���
��� �����"���� ��

����

⎡
⎢⎣ Ŝ

K
′T Â

Ĉ

⎤
⎥⎦ = n

�� �������! ��� ��� ������ � Ŝ �� K
′
=
[
0 Ik

]
�

$��  ������� �����"������� ���#����� ����

[
Ŝ

Ĉ

]
= n �� �	
�"����� ���� ����

(
ḡT1 Q̄12L

−T
2 + ḡT2 L2

)
=

k� $�� �������"������� ���#�����

����

[
λŜ − Â

Ĉ

]
= n

��#
��� �� ��� ���� ���#����� �� ������������������

%��� ���� �� �� ���������� ��� �����& Q̄s �� ������"� #�'����� ���� ��� ���
������ � ���������������

� ��� ������ �
������� ������� ���� ��� �����"������� 
���! ��� ���� ���(
!���# "������� #�'��# ��

��� �
��
� �����& Cc = ḡT1 Q̄s )*�+� ����� ��� ������ �� ���� �������"���� ��# ����������

����� ������	
 �	��������

�� ���� ����� �� ����� #���
�� ��� �������# �����,����� � ��� ���� -���������� #��������� �������

.���
�� ��� ������ ������ ��� �����#� ���� �����
����# �� ��� /���������� ��������� ���� �� ���

��	
�� �� �����#�� ���� ��� ������� ��	
 � ���� ������ ���������#��! �� ����� "�������� ẑ1� $�
� ��

�����#
�� ��� �	���	 ��
	��������
� �� ����	������
� �	����� �� ��� �������! ����

Gpc =

[
G1c 0

0 0

]
, Gpo =

[
G1o 0

0 0

]
���0��

����� G1c ∈ R
(n−k)×(n−k) ��# G1o ∈ R

(n−k)×(n−k) ������ ��� ����#��# ������
�
� ���� 1���
��"

�	
������2

Â1G1c +G1cÂ
T
1 = −B̂1B̂

T
1

ÂT
1G1o +G1oÂ1 = −ĈT

1 Ĉ1

���00�

.���
�� Â1 =
(
J̄11 − D̄11

) (
Q̄11 − Q̄12Q̄

−1
22 Q̄21

)
� B̂1 = ĝ1 ��# Ĉ = ĝT1 Q̄s� ��# �� �����! ��� ���������

� �	
����� ������� ��� �	
������ ������2

Ē11Q̄sG1c +G1cQ̄
T
s Ē

T
11 = −ĝ1ĝT1

Q̄T
s Ē

T
11G1o +G1oĒ11Q̄s = −Q̄T

s ĝ1ĝ
T
1 Q̄s

���03�

����	� ��3� �� ��� �������! ���
���� �� �����#�� ���� ��� ��
����� ��	
 � ���� ������� ��
� ������

��������������� ��# �����"������� 4������� ��� �����# �� ��
	��������
� �� ����	������
� �	����� ��

������

4�������� �������!� ��� ���#
�� � ��������������� ��# �����"������� 4������� GpcGpo �� ��� ��"����

���� -���"�� ��� )50+� ��� �����& ���#
�� GpcS
TGpoS �� ����#����� ��"������� 6� ��� �����& S ��

��� ������ ������ ��� �����#� ���� �����
����# �� ��� /���������� ��������� ���� ����



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

S =

[
In−k 0

0 0

]
, ������

��	
� �� ��	� ��� ��	��� ��	����� ������ �� ������ �� �������

��������� �	
	 ��� ������ ����� �� ��� ����	������ �� ��� ������ G1cG1o ��	����  ! ςj ��� 
����� ���

��	��� ��	����� ������ �� "��� �������	��	 ���
��"��� �!���� ������# �	� ��� ��	��� ��	����� ������

��� ������� ��
�����	��!# ����

ςi =
√
λi(G1cG1o), ���� ς1 ≥ ς2 ≥ . . . ≥ ςn−k ≥ 0 ����$�

%�� ��� ����
���	 � &�
����# �� ����� �	�����
� ���  ���	
�� �����'����	 �� "��� �������	��	 ��(

�
��"��� �!���� ������)

��������� �	�	 ��� ���
��"��� �!���� ��  ���	
�� �� �	� �	�! ��)

G1c = G1o = Σ ���� Σ = ���� (ς1, ς2, . . . , ςn−k) ����*�

����� G1c �	� G1o ��� 
��"����  ! +!�"�	�� �������	� ����,�# ςi ��� ��� ��	��� ��	����� �������

-�
���� ��� �!���� ������ �� .(
�	������ �� �	� .(� ����� ��# ���� G1c �	� G1o ��� �!������


�	� "������� ��	���# �	� ����� ������ ��� �������	� /������! ��
����'����	)

G1c = RpR
T
p , G1o = LT

p Lp ����0�

����� ��� �����
�� RT
p , Lp ∈ R

(n−k)×(n−k) ��� �""�� ����	����� /������! ��
�����

+��

LpRp = UpΣV
T
p , ���,1�

 � ��	����� ����� ��
��"������	 �� LpRp# ����� Up, Vp ��� �������	�� (V T
p Up = I(n−k))� /�	�����

��� �����
�� )

Wb =

[
LT
p UpΣ

−1/2 0

0 Ik

]
=

[
Wb1 0

0 Ik

]
���,2�

�	�

Tb =

[
RpVpΣ

−1/2 0

0 Ik

]
=

[
Tb1 0

0 Ik

]
���,��

���	 (Tb)
TWb = I# �	� �� 
�	 ���	����� ��� 
�����	���  !

ẑ = Tbxb, ���,��

�	� "�������"�!  ! ������ Wb �	 ��� ��� ����� �� ��� �!����# �� � ���	 �  ���	
�� �!���� ����

��� �!���� ������ ���� ����� 	�� �����
��) Ēb = WT
b ÊT

−T
b = WT

b ÊWb# Qb = TT
b Q̂Tb > 0 �	�

gTb = ĝTT−T
b = ĝTWb�

���	 ���  ���	
�� �!���� 
�	 ����  � ������	 �� ��� ���� "���(�������	��	 ���
��"��� ����

������ �	� ������ �	 ���
� ��� �� (�����
�� �� ���  ���	
�� �!���� ��� Jb = WT
b1J̄11Wb1 = −JT

b #

Db =WT
b1D̄11Wb1 = DT

b � 0# Qb1 = TT
b1Q̂Tb1 > 0� ���  ���	
�� �!���� 
�	  � ������	 �� �������)



���� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ��� ��

{
Sbẋb = ĒbQbxb +Bbu

y = gTb Qbxb
������

�	
 �����
� �� ���
� ������ ��
 ���
� ��

Sb =WT
b ŜTb =

[
Σ−1/2UT

p Lp 0

0 Ik

][
In−k 0

0 0

][
RpVpΣ

−1/2 0

0 Ik

]
=

[
In−k 0

0 0

]

Ēb =WT
b ÊWb =

[
Σ−1/2UT

p Lp 0

0 Ik

][
Ē11 0

0 Ik

][
LT
p UpΣ

−1/2 0

0 Ik

]
=

[
Ēb 0

0 Ik

]

Qb = TT
b Q̂Tb =

[
Σ−1/2V T

p R
T
p 0

0 Ik

][
Q̄s 0

0 Ik

][
RpVpΣ

−1/2 0

0 Ik

]
=

[
Qb1 0

0 Ik

]

Bb =WT
b b̂ =

[
Σ−1/2UT

p Lp 0

0 Ik

][
ḡ1

0

]
=

[
gb1

0

]

gTb = ĝTT−T
b = ĝTWb =

[
ḡT1 ḡT1 Q̄12L̃

−T
2 + ḡT2 L̃2

] [ LT
p UpΣ

−1/2 0

0 Ik

]
=
[
gTb1 gTb2

]

�	
� 	
 ������
� ���
� ��� �
 ���
� ���⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

[
In−k 0

0 0

][
ẋb1
ẋb2

]
=

[
Jb −Db 0

0 Ik

][
Qb1 0

0 Ik

][
xb1
xb2

]
+

[
gb1
0

]
u

y =
[
gTb1 gTb2

] [ Qb1 0

0 Ik

][
xb1

xb2

] . ������

�� ����� fb = −ẋb� eb = Qbxb� fp = y� ep = u� fR = −DeR 	
 ������
� ���
� ��� �
 �
���� ��
�

�� 	
 ��������� �� � �
�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
In−k 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
Fb

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
fxb1

fxb2

fp

fR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Jb 0 gb1 gRb1

0 Ik 0 0

gTb1 gTb2 0 0

gTRb
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
Eb

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
exb1

exb2

ep

eR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = 0 ����!�

��	 Fc, Ec ∈ R
(n+m)×(n+m)�

����������� 	
�
 ����� ��� ��	 
������� fTb := (fxb
, fp, fR)

T ��� ��� ����� 
������� eTb :=

(exb
, ep, eR)

T � ��� ���� ����� F×E = R
(n+m+mR)×(n+m+mR)×R

(n+m+mR)×(n+m+mR)� ��� ���������

��������

Fb =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
In−k 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , Eb =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Jb 0 gb1 gRb

0 Ik 0 0

gTb1 gTb2 0 0

gTRb
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ����"�



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

���� ��� �����	
� �� F × E ���� ���

D = {fb ∈ F , eb ∈ E|Fbfb + Ebeb = 0} ������

�� 	 ���	
 ����
�����

������ ��	 
��� �� ���	� �� ��� ��	
��

������ �	 ���	 �� ���� ���� FbE
T
b + EbF

T
b = 0 ��� ��	� ���� ����[Fb|Eb] = n+m+mR�

���� 	������� ������ ��� ��	 	�
�	������ � Fb ��� Eb ��	 ��� ���
��	 

FbE
T
b =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

JT
b 0 gTb1 gTRb

0 0 0 0

−gb1 0 0 0

−gRb
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ����!�

"���	 J̄ �� � ��	�#�$��	���� ������� ���� �� JT
b = −Jb� ��	 ������ FbE

T
b �� ��	�#�$��	����� �	��	

��	 ��������� FbE
T
b + EbF

T
b = 0 �� �	��%	��

&�	 ��� �	%�	 � ��'#������ � [Fb|Eb] '$ ��	 %���� ����� ��� ����� ��(���� � ��	 ������ Fb�

��� ��	 �	���� ��(��� � ��	 ������ Eb� ���� ��'#������ ��⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
In−k 0 0 0

0 Ik 0 0

0 gTb2 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���� ���� n+m+mR� ����	��	��($ ��	 ���� � ��	 ������ [Fb|Eb] �� n+m+mR�

����� ����	
�� �� 
�� ��� �� ����
 	��
���
� ��
����

)� ���� �	����� �	 ���(( �	���	 ��	 ������( �$��	� � ���	� n �� � �$��	� � ���	� r < n '$ ����� ��	

*�� ���������� �	���� 
��
��	� '$ +��, ����	�� � ��	 ���������� �	���� 
��
��	� '$ +-.,� /����

��	 *�� ���������� �	����� 	����	� ��	 ����	������� � ��	 
��� 0���(������ ��������	 � ��	 �	���	�

�$��	��

��	 ��	� � ��	 �	������� '$ *�� ��� 	1��� ���������� �� �� 2���3 ��	 ���	�����	�����

ẋb2 = −fxb2, ∂H

∂xb2
= exb2 ����4�

'	��		� ��	 	�	��$ ������	 ����	�
������ �� ��	 xb2 ��� ��	 5���� ��������	� �� ���� � ��$ ����

�� 	�	��$ �� �����	��	�� 0	��	 ��	 	������	 � 	�	��$ '	��		� ��	 	�	��$ ������	 ��� ��	 ���	�

�$��	� 	(	�	��� ������� ��	 5���� ��������	 ��

	�� ��($ ��� 
��� ��������	� ���� xb1� xb1 '	��� ��	

�	���	� ���	� ����	 �	���� �� ����� �� �����	 ������

��	 	�	��$ *�� ������� ��	 ���	�����	����� ����4� �� �	� 	���( �� 6	�� '$ ������ '��� 
�������

(
∂H

∂xb2

)T

ẋb2 = − (exb2)
T
fxb2 = 0 ����7�

���� ��� '	 ���	 �� ��	 ��� �((����� ��������( ��$ 



���� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ��� ��

D

fR

eR

fxb1

fp

ep

exb1

fxb2

exb2

������ �	�
 ��������� ����������� ����� ��������� ������

• ��� ��������� ����������


ẋxb2 = 0, ��� fxb2 = 0 ��	���

• ����� ��������� ����������

∂H

∂xb2
= 0, ��� exb2 = 0 ��	���

�� ������ ��� ����� ��������� ���������� ��� ��� �������� ������ ��� !���������� �"���� �� ����� ��

��� ���� ������� ��	#��


⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0 0 0 0

0 In−k−r 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 −Im 0

0 0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fxb11

fxb12

fxb2

fp

fR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Jb11 Jb12 0 gb11 gRb1

Jb21 Jb22 0 gb12 gRb2

0 0 Ik 0 0

gTb11 gTb12 gTb2 0 0

gTRb1
gTRb2

0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

exb11

exb12

exb2

ep

eR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0

��	�$�

���� fxb
=

⎡
⎢⎣ fxb11

fxb12

fxb2

⎤
⎥⎦ = ẋb ��� exb

=

⎡
⎢⎣ exb11

exb12

exb2

⎤
⎥⎦ = Qbxb	 %�� ��������� � ��� �� ������ ��� fxb12

��� exb12
	

&� ��� '�������( � ����� ��� ��� )� ���������� ������ �� ������ ���  ��� !���������� ������ ���

�"�����	

������� ���	 
������� ����� ��� ��� ���������� ���
����� ������

&� ����� �� �  �" ��� )� ���������� ������ �' *�#+( � �� ��� � ���������� �� ��� )� ��������� ��

'�����


fxb12
= 0

%��� ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fxb11

0

fxb2

fp

fR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =Mf

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
fxb11

fxb2

fp

fR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ��	�#�



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

����� Mf ∈ R
n+m+mR×r+k+m+mR �� 	�
��	 �� �������

Mf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0r×k 0r×m 0r×mR

0n−k−r×r 0n−k−r×k 0n−k−r×m 0n−k−r×mR

0k×r Ik 0k×m 0k×mR

0m×r 0m×k Im 0m×mR

0mR×r 0mR×k 0mR×m ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ������

��� 	�
�� � ������ Lf ∈ R
(r+k+m+mR)×(n+m+mR) ���� �����

Lf

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Jb12
Jb22
0

gTb12
gTRb2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0 ���� ����(Lf ) = r + k +m+mR

���� � Jb22 �� ����������� ��� ��� 	�
���

Lf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir −Jb12J−1

b22
0 0 0

0 0 Ik 0 0

0 −gTb12J−1
b22

0 Im 0

0 −gTRb2
J−1
b22

0 0 ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

 ! "�������"�!��# ������ �! Lf ��	 �����	����# �$������ ����%�� ��� ��� 	�
�� ��� ��	���	 ��&

������ Fr ��	 Er�

Fr = LfFMf

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

����'�

Er = LfEMf

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Jbs 0 α β

0 Ik 0 0

αT gTb2 γ μ

βT 0 −μT ζ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

����(�

����� �
Jbs = Jb11 − Jb12J

−1
b22
Jb21 α = gb11 − Jb12J

−1
b22
gb12

β = gRb1
− Jb12J

−1
b22
gRb2

γ = −gTb12J−1
b22
gb12

μ = −gTb12J−1
b22
gRb2

ζ = −gTRb2
J−1
b22
gRb2

����)�

Fr, Er ∈ R
r+k+m×r+k+m ��� �$���� �������� ����� γ = −γT ��	 ζ = −ζT �

����� ��	���	 �������� 	�
�� � ��	���	 *���� ��������� �� �����	 �� ��� �������# "��"��������



���� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ��� ��

����������� 	
�
 ����� ��� ��	 
�������

fTr := (fxb11
, fxb2

, fp, fR)
T

��� ��� ����� 
�������

eTr := (exb11
, exb2

, ep, eR)
T

� ��� ���� ����� F × E = R
Nr × R

Nr 	�� Nr = (r + k +m +mR)� ��� ��� ��������� ������� Fr

��� Er ������ � ������ ��� ������ �������
����  �� ����� �������� D �! F × E ������ ��"

D = {fr ∈ F , er ∈ E|Frfr + Erer = 0} ������

� � ���� ����������

#���!� �	 
�	� ���� 
�	
	����	�� � �	����� �� �	��	���� ��	 �	�����	���

�������� � 
�	� ���� FrE
T
r + ErF

T
r = 0�

FrE
T
r =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
JT
bs

0 α β

0 Ik gb2 0

αT 0 γT −μ
βT 0 μT ζT

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

JT
bs

0 α β

0 0 0 0

−αT 0 −γT μ

−βT 0 −μT −ζT

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

������

���� Jbs � γ ��� ζ �� � �!��""����� �� "����# FrE
T
r �� � �!��""����� ��� �� �	�����	�

FrE
T
r + ErF

T
r = 0 �� ���$��

��	�� � 
�	� ���� rank[Fr|Er] = r + k +m +mR� % �&'!"����# 	� [Fr|Er] �� �$�� '� ��

$���� ����� ��� �	&��� �	�&"�� 	� �� "����# Fr� ��� �� ��	�� �	�&"� 	� �� "����# Er� �	 ����

�&'!"����# ��� ⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 0 0 Ik

0 −Im 0 0

0 0 −ImR
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���� �&'!"����# �� 	� ��� r+k+m+mR� �	��(&���� �� ��� 	� �� "����# [Fr|Er] �� r+k++m+mR�

�� 
�		� �� ��"���� �	 �� 	� 	� )�	
	����	� ������

*�� �� 
�	
	����	� ��+ �� 
�	���

�	 	'���� �� *�"���	���� 	� �� ��&�� ����"� � &� �� �����	� fb = −ẋb� eb = Qbxb� ���⎡
⎢⎣ exb11

exb12

exb2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ Qb11 Qb12 0

Qb21 Qb22 0

0 0 Ik

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xb11

xb12

xb2

⎤
⎥⎦ ������

���� �� ,	� �����'�� fxb12
�� �	��������� ��� ẋb12 = 0 �� �"
��� xb12 = constant� -� ��		����



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

xb12 = 0 ��� ��� ��	 	
� ����	 �������� exb11
= Qb11xb11 � exb2

= xb2 � �
� ������� ������ ��	��� Qr

�� 	
�� ���� ���

Qr =

[
Qb11 0

0 Ik

]
������

��� 	
� �����	����� � 	
� ������� ���	�� �� Hr = 1
2x

T
r Qrxr� !�� ���  ������	� 	
� ������� "����

�	���	��� �� �� ��#����	 ������#	�� �����	����� ���	���

������� ����	 
���	���	 ��	��� ��� ���	 ����	���� ���
���	�� ���	���

$� ��#��� � ����	����	 �� 	
� ����	 �������� ��  ����%��

exb12
= 0

�
�� ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

exb11

0

exb2

ep

eR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =Me

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
exb11

exb2

ep

eR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ����&�

%
��� Me ∈ R
n+m+mR×r+k+m+mR �� ��'��� ��  ����%��

Me =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0r×k 0r×m 0r×mR

0n−k−r×r 0n−k−r×k 0n−k−r×m 0n−k−r×mR

0k×r Ik 0k×m 0k×mR

0m×r 0m×k Im 0m×mR

0mR×r 0mR×k 0mR×m ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ����(�

)�	 �� ��'�� � ��	��� Le ∈ R
(r+k+m+mR)×(n+m+mR) ���
 	
�	�

Le

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

In−k−r

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0 %�	
 ���*(Lf ) = r + k +m+mR.

$� ��� ��'�� 	
� ���#���	 Le ���

Le =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0 0

0 0 Ik 0 0

0 0 0 Im 0

0 0 0 0 ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ������

+� #�����	�#����� ����&� �� Le ��� ����������� �,��	��� ����&�� ��� ��� ��'�� 	
� ������� ��-



���� ������	
� ���� 	�����
�� �� �
��
���
�� ����	
���	 ��� ��

������ F e
r 	
� Ee

r �

F e
r = LeFMe

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�����

Ee
r = LeEMe

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Jb11 0 gb11 gRb1

0 Ik 0 0

gTb11 gTb2 0 0

gTRb1
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�����

F e
r , E

e
r ∈ R

r+k+m×r+k+m 	�� ���	�� �	�������

����� ������� �	������ ���
� 	 ������� ���	� ��������� 	� ��	��� �
 ��� �������
� ����������
�

����������� 	
�
 ����� ��� ��	 
�������

fTr := (fxb11
, fxb2

, fp, fR)
T

��� ��� ����� 
�������

eTr := (exb11
, exb2

, ep, eR)
T

� ��� ���� ����� F × E = R
Nr × R

Nr 	�� Nr = (r + k +m +mR)� ��� ��� ��������� ������� F e
r

��� Ee
r ������ � ������ ��� ������ �������
���� ��� ����� �������� D � F × E ������ ��!

D = {fer ∈ F , eer ∈ E|F e
r fr + Erer = 0} �����

� � ���� ����������

"��� � �� ����� ���� ����������
 �� ��
����� ��� �������
� ��� ��
�����
��

!�����" �� ����� ��	� F e
rE

eT
r + Ee

rF
eT
r = 0�

FrE
T
r =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
JT
b11

0 gb11 gRb1

0 Ik gb2 0

gTb11 0 0 0

gTRb1
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

JT
b11

0 gb11 gRb1

0 0 0 0

−gTb11 0 0 0

−gTRb1
0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���#�

$�
�� Jb11 �� �%��&�"������� ��� �	���' F e
rE

eT
r �� �%��&�"������� ���
 ��� ��
�����
 F e

rE
eT
r +

Ee
rF

eT
r = 0 �� ��������

$���
� �� ����� ��	� rank[F e
r |Ee

r ] = r + k +m+mR� ( ��)&�	���' �� [F e
r |Ee

r ] �� ���
�� )" ���

���� ����� 	
� ������ �����
� �� ��� �	���' F e
r  	
� ��� ����
� �����
 �� ��� �	���' Ee

r  �� ����



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

������	
�� �� ⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 0 0 Ik

0 −Im 0 0

0 0 −ImR
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���� ������	
�� �� �� 
��� r + k +m +mR� ���������	�� 	�� 
��� �� 	�� ��	
�� [F e
r |Ee

r ] �� r + k +

+m+mR� ��� �
��� �� ������
 	� 	�� ��� �� �
�����	��� ������

 ���� 	�� �
�����	��� ��! �� �
�"�#�

�� ��	��� 	��  ����	����� �� 	�� �$�
	 ����	
���	 
�#���# ���	��� %� ��� 	�� 
���	��� fb = −ẋb�
eb = Qbxb� ���� ⎡

⎢⎣ exb11

exb12

exb2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ Qb11 Qb12 0

Qb21 Qb22 0

0 0 Ik

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ xb11
xb12
xb2

⎤
⎥⎦ ������

&���� 	�� �$�
	 "�
������ exb12
�
� ����	
����#� ���� Qb21xb11 + Qb22xb12 = 0� ��# 	�� ��	
�� Qb22 ��

��"�
	����� 	��� ��� ��� �����	� 	��	

xb12 = −Q−1
b22
Qb21xb11 . ������

 ���� �� ����' 	�� 
���	��� exb11
= Qb11xb11 +Qb12xb12 � %� ��� '�	 	�� 
�#���# �$�
	 "�
������ ��[
exb11

exb2

]
=

[
Qs 0

0 Ik

][
xb11
xb2

]
����(�

%��
� Qs = Qb11 −Qb12Q
−1
b22
Qb21 �� 	�� &���
 ���������	 �� ��	
��

[
Qb11 Qb12

Qb21 Qb22

]
�

��� 
�#���#  ����	����� ��

He
r =

1

2
xTr

[
Qs 0

0 Ik

]
xr ����)�

*� ��� ��
����	� 	�� 
�#���# +�
�� �	
��	�
� �� �� �������	 #���
��	�
  ����	����� ���	���

��� ������	
��� 
� �	��
������

*� ��� 	�� ,����	%��-�
� ��	�������# �� ./0�1�&� 234 	� �����	
�	� 	�� �$��	�"����� �� 	�� �
�����#

��	��#� ��� �����	%��-�
� �
� ��#���# �� � ���������� ����� ��# �	� ��5��	� #����������  �����

	����� ��
���� ��� �� 5�# �� 2)�� )(� )�4� ��� ���������� ���� ��� ���� #���
�	�-�# �� � ����#

5��	� ������	� ��	��# 266� �)� ((� !4�

����� �����	
��� ��������
���

7� 	��� ���	���� %� ����� ����� 	�� �
�����# ��#�� 
�#��	��� ��	��# 	� � ��
	  ����	����� ��#��

�� 	�� �����	%��-�
� �� 	�� ./0�1�&� ����
�	�
� 234� 8����#�
 	�� ������5�# ��#�� �� � �������

�����	%��-�
� ���# ��
 +,9 ��������	��� '�"�� �� .�'�
� ���(�� ��� 	%��-�
� �� ��#� �� %�	� �



���� �������	�
� 	
 ���
�	����� ��

������� 	
� �	� �	� �� ������� 	� 	 ��������� ��	� ��	���� �� 	 �
	����
�� ���������� �������

�� �
	���� ��� ������ �� 	��
����	��� �� 	 ��
�����	���
��	�����
�����	���
 ������ 	��	���

	� �� ��� � ��������� ��	��

!���
� ��"# $�����������	����%��&�
�����

�� ��������� ��	� ����� �	� �� ���
����� 	� 	� ��'���� ���������	� (�
� )	�������	� ������

*"+,#

∂
∂t

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
x1

x2

x3

x4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
P1

∂
∂z

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Kx1
1
ρx2

EIx3
1
Iρ
x4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
P0

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Kx1
1
ρx2

EIx3
1
Iρ
x4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ -��./0

�� �	�
���� P1 	�� P0 ��'�� �� ���%�������
�� ��1�
����	� ���
	��
 � �
��
 1 	����� �� ��

��	�� ��	�� X = L2(a; b;R
4)� �� ���
�� � �� ��	� �� ���
����� �� ��
�� � �� ���
�� �	
�	����2

H =
1

2

ˆ b

a

(Kx21 +
1

ρ
x22 + EIx23 +

1

Iρ
x24)dz -��.30

%�
� �� ��	�� -���
��0 �	
�	���� 	
�# �� ��	
 �����	������ x12 �� �
	����
�� �������� ����
����

���� x22 �� 	����	
 �����	������ x3 	�� �� 	����	
 �������� ����
������� x4� �� ���4������ ρ2

Iρ2 E2 I 	�� K 	
� �� �	�� ��
 ���� �����2 �� 
��	
� ������ � ���
��	 � 	 �
��� �������2 5����6�

������� � ��	�������2 �� ������ � ���
��	 � 	 �
��� �������2 	�� �� ��	
 ������� 
������������

7���� �� ����� '���� ������� ���������
���&	���� ����� ��������� �� *�8,2 ��� ���	��� 	 '����

���������	� �������� (�
� )	�������	� ������ ��� 	�#

ẋ = (J −R)∂H∂x +Bu

y = BT ∂H
∂x

-��.+0

%�
� J = −JT 2 R = RT > 02 H �� �� )	�������	�  �������� ����
���� �� *892 33, �� ����
���&	����

� �� ��������� ��	� �����2 ��	�� �� ��  ����%��� ��
����
� �	�
����#



�� ������� �	 ��
 �� �
������� ���� ��� ��������

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 M 0 0

MT 0 0 0

0 0 0 M

0 0 MT 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
P̃1

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −Φ

0 0 0 0

0 0 0 0

ΦT 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
P̃0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∂E
∂x1

∂E
∂x2

∂E
∂x3

∂E
∂x4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 B1 0

B2 0 0 0

0 0 0 B1

0 B2 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
u1

u2

u3

u4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 BT
2 0 0

0 0 0 BT
2

BT
1 0 0 0

0 0 BT
1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∂E
∂x1

∂E
∂x2

∂E
∂x3

∂E
∂x4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

������

�	
�
 �	
 ���������
 ��
�

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 0 · · · 0

0 −1 1
� � �

���
���

� � �
� � �

� � � 1

0 · · · 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ���	 M ∈ R

N×N ������

Φ = ����(β, · · · , β) ���	 Φ ∈ R
N×N ������

B1 =

⎡
⎢⎣ 0

0N−2

1

⎤
⎥⎦ ��� B2 =

⎡
⎢⎣ −1

0N−2

0

⎤
⎥⎦ ������

�	
�
 β � �	
 ������
 �� �	
 ������
���� 
������

�	
 ����� ��� ������ � �	
 !�
� ��
 �	
 "
������
 �� ���������� v ��� �������� ω � �
�� �

�	
  ���
 F ��� ���#�
 T �� �	
 ��������
 a ��� b�

u =
[
v(b) ω(b) F (a) T (a)

]T
=
[
u1 u2 u3 u4

]T
y =
[
F (b) T (b) −v(a) −ω(a)

]T
=
[
y1 y2 y3 y4

]T ������

�	
 $%& �����
 ��� �	
 ��
���� !�
� ��� �
 ���
�
� � ��� ����
 ����
 ���
������ ����

'���������� !�
� ��(
 ����)�� �	
 ������
 � $%& �����
 ��
 �
��
� �  ������{
v̇b = (Jb −Rb)

dEb

dvb
+ gbub

yb = gTb
dEb

dvb
+ Sbub

������



���� �������	�
� 	
 ���
�	����� ��

����� ��� �	
�������� ���

Jb = −JT
b =

⎡
⎢⎣ 0 0 1

0 0 1

−1 −1 0

⎤
⎥⎦ , Rb = RT

b =

⎡
⎢⎣

1
f1

0 0

0 0 0

0 0 f2

⎤
⎥⎦

gTb =

[
1
f1

0 0

0 0 fθ

]
, Sb =

[
1
f1

0

0 fθ

] ������

���� ��� ������ �� ��� ��� 
	� !� �� ��"�� ��

Hb =
1

2

(
k1(xc2 − xc1)

2 + k2x
2
c2 +

1

M
(pc2)

2

)
����#�

����� M �� ��� ��� �� ��� 
	� !�$ xc1 � xc2 �� ��� ��!��"� %�������� �� %���� b � ��� M

� pc2 = Mẋc2 �� ��� ������	�� k1$ k2$ f1 � f2 ��%������ ��� �������� �� ��� �%����� � ���

"����	�  �%��� �� ��� ��� 
	� !� ���%����"�!�� fθ �� ��� �������  �%�� �� ��� ��� 
	� !� ��

%���� b� &�� �	�%������ ������ �� !�� �� �!� � ������ ���'(�$ �� ����� ��� ������� �� ��"�� ��

Ja =

[
0 1

−1 0

]
, Ra =

[
0 0

0 f

]
, gTa =

[
1 0

]
����)�

���� ��� ������ �� ��� �	�%������ ������ �� ��"�� ��

Ha =
1

2
(kx2a +

1

M2
(pa)

2) ����(�

����� xa �� ��� ��!��"� %������� �� %���� a$ M2 �� ��� ��� �� %���� a$ pa =M2ẋa �� ��� ������	�$ k
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L ������ 5150μm
l 	
��� 150μm
e ��
����� 50μm
E ������� ������� 190Gpa
I ���� ������ �� 
����
� 1.4× 10−17m4

G ����� ������� 80GPa
ρ ���� ����
�� 2330KG/m3
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*���� ��� ����� ������ �����


� n = 205� ��� !��������� �� �"��#��� ��� ��� �
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Flow constraint method
Truncation method
Effort constraint method

������ �	
� ������� H∞ ���� ������

������� ����� ������ �� H∞ ����
������� ���������� ������ 5.0052× 10−4

��� ���������� ������ 0.08656
����� ���������� ������ 0.09006

���� �	�� H∞ ���� ������ ��� r = 100

������ ���� ��� ������  ���������� �� H∞ ���� ������ ���� ��� !�� �� ����� ���������� ������	

"������ �� ����� ����� ������ ���� ��� !��#����� ���������� ������� ���  ������� ���  ��������

��� "��������� ��������� �� ��� ������$ ��� ��� ������ ���������� ������ ���%�	 �����������$ ��

��� ��� ��� ������ ������� �� ��� "��&� ������� ����� �� ������ '�	()	

*� �� ���� �� ��� ������� ���� ��������� ������ ��� ��� ������� ������ ����� �� ����� 100 ��

�������� �������	 +� ��� ���� �	�$ �� ��� ��� ��� ��� H∞ ���� �� ��� ����� ������� �������� ��

����� ��� ������� ���������� ������$ !�� ��� ����� ���������� ������	 +� ����� ��� ���� �����

�� �� ������ '�	
) 	

+� ��� ������ '�	,)$ �� ���� ��� H∞ ���� ������ ������� ��� �� ����� ������ ��� ��� �������

����� ������� 'r = 100) ����� ��� �������� �� ��� �������� �������$ !��$ ����� ���������� �������

��� ������� ���������� ������	 -�� ��� ������� ���� �� ��� �� ���.�����$ ��� !�� ��� �����

������� ���� ������  ���������� ���� ��� ������� ���������� ������$ � ����� �� ����� ��� !��

���������� ������$ ���� �� ��� ���� ���.�����$ ��� ������� ���������� ������ ���� � ������ /��

���� ��� ������	

������ '�	0) ����� ��� ��� ������� ����  ��� �� ��������1�� ������� ���� 200 �� 100 �������$

��� ��� ������� ������ ���� 100 ������ ����� �� ������� ���� ��� ��������1�� ������ ���� 200 ��2

�����	 +� ����� ��� ��������� ��������� �� ���  �� ���� ��������� ������ ��� ����� �� ��1� �.�������

��������1����� ������	

��� �����	
���

+� ���� ��� ���$ �� ���� ������� � ��������� ������ ��� ����� �����������  ��� "��������� �������

�����  �������� ���  �������� ��� ��� ��������� '"���������) ��������� �� ��� ������� ������	 ���

����� �����������  ��� "��������� ������ �� 3��� ����������� ���� � ������ ��� ����$ ���� �� ���

��.��$ ���� ����	��
��
 ��������� ����$ �� ����� � ���������� �������������� ��� ��� ����������

�� ��� 4��������� ���� ���	 ����  �������� �� ������ �� ��� ��������� ��������� �� �����������

�������  �� ���� �� 56,7$ ��� ������ ���� ���� ���& �� ��  �������� ��� �������� ����������� ���
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Flow constraint method
Effort constraint method
Balanced truncation method
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Reduced to 100 states from 200 elements
Discretized with 200 elements
Discretized with 100 elements
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ẋ = Ax+Bu+ v

y = Cx+ w
(,!-)

#���� x ∈ R
n ���������� ��� ����� ������
�� 	� ��� ������� u ��� ����	� 	� �	���	
 ���$�� ��� y

��� ����	� 	� 	$��$��! .	�� �������� #���� ��$����� ������/� �	��� v ��� �������� #���� ��$�����

����$������ �	��� w �0��� ��� ������!

1� ����

 ���� ��� ��� �	���	
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�� ��
��
�� (��4) #��� � ������ ���	��
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������� ��������� ���� ��� ��� ���������� �������� Qv" Rw

E[w wT ] = Rwδ E[v vT ] = Qvδ,

E[w vT ] = 0

����� δ �� ��� #���� �����  ������� ���

Rw = RT
w > 0 ��� Qv = QT

v > 0.
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F = PfC
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APf + PfA
T − PfC
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E

[ˆ T

0

(xT Q̃x+ uT R̃u)dt

]
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 ���� Q̃ 	�� R̃ 	�� � �  �
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u = −Kx̂ ���)
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ATPc + PcA− PcBR̃
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TR−1
w uc
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Q̃ = CTC, Qv = BBT ,

R̃ = Rw = I.
����7
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AP s
f + P s

fA
T − P s

fC
TCP s

f +BBT = 0 ������

���

ATP s
c + P s

cA− P s
cBB

TP s
c + CTC = 0 ������

��� ������
� ��� ��	���� 
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� ��� ��	���� 
��	������� �" ��� �
����� P s
f ���
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P s
c = P s

f = Σs = ���$(μs
1, μ

s
2, · · · , μs

n) ������

#��
�( �������$ �! λi (P ) ��� i)�� ��$��*�	�� �" � ���
�+ P (

μs
i =
√
λi(P s

c P
s
f ) ��� μs

1 > μs
2 > · · · > μs

n > 0 ������

#��� μs
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Pc = RpR
T
p , Pf = LT

p Lp ����/�
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�� RT
p ( Lp ∈ R
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 �
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LpRp = UpΣV
T
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Wb = LT
p UpΣ

−1/2, Tb = RpVpΣ
−1/2 ����1�

��� (Tb)
T
Wb = In� 2� �� �
�� "�
� ��� ��
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x = Tbxb ����3�
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ẋb = Abxb +Bbu

y = Cbxb
����5�
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� Ab =WT
b ATb( Bb =WT

b B( Cb = CTb�
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Ab11 Ab12

Ab21 Ab22

]
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Bb2
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]
. ������

��������� �	
	 ��� ��� ���� 
� !���{
ẋb1 = Ab11xb1 +Bb1u

y = Cb1xb1
����"�

� �
� ���#��� ����� !��� �$���	�� ���� ���"%� $! �������� �	
��������

&� � ���� '	��	 �
�� �
� ��	���� ()* ��#	�����	 ���
�� ��	+� �����,� �
� ���,��! �� �
�

���,� !���� -����,��� �	 �
� ��� �� ���� .������	��	 !���� �
� ��#	�����	 ���
�� ��	+�

�����,� �
� ��#��#�� �� �
� !��� �/"�� .�	�� �� 
��� ��	���� ��
�� ���#����	 ���
�� �	����

�� �
� ��#	�����	 ���
�� �� �����,� �
� ���,��! �	� �
� ��#��#�� �� �
� ���� .������	��	 !����

�	
	�	� ������ ��� ������� ������ �� �������� ��� �������� ������

&� � ����0'	��	 �
�� ()* ��	������� ��,�	 � ���%� ��� �	 ��	���� 	���
�� ��$�� 	�� ���,� ��"�� &	

�
� ����� �� 
��� $���1! ������ 
�� �� ����	 � ���,� ()* ��	������� ��� �����,� ���� !��� ����

2�	���� � ��	���� �����3����	 �� �����,� ���� !��� �4����� $! ( & !��� ���"� ���
 
����	� �
�

�������	� �5#����	�

A+AT = −QA ≤ 0 ������

�	�

B = CT . ������

 
� �$�,� ��	�����	 ��� �5#�,���	� �� �
� 6����,� 7��� �8����	09�'#$�,��
06���,� ����� �"� ��

(���� ��"��  
� ()* ��	������� ��� �
� !��� ���"�� #�
 �
�� ������ �	� ������ 
���� � ��,�	 $!

{
˙̂x =

(
A−BR̃−1BTPc − PfBR

−1
w BT

)
x̂+ PfBR

−1
w uc

yc = R̃−1BTPcx̂
������

�
��� Pf = PT
f > 0� Pc = PT

c > 0 ��� �
� ��#���	 �� �
� :���� 7������ �5#����	 ����� �	� ��	����

7������ �5#����	 ����� �������,��!�

������� �	�	 �� ����� �� �������	 ��� �������� 	��� ������ ������ �� ������ ������ ��� ������

��� ���  !" ����	����	 �# ��� #�	� ����$� ��	�
%� ���$� ��� ������ &# Q̃� R̃� Qv� Rw �	� �
�� ����'

Qv = QA +BR̃−1BT ����;�

Rw = R̃ ����/�

���

Q̃−BR̃−1BT � QB > 0 ������

���� ��� ����	����	 �� �������� 	����

 
� �$�,� ��#�� ���� �
��� �� �
� ����
��	� ������� ��� �
� ������� ���#����� �	� �
� :����



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

������� ��	 
	������ ������� ������ �� ������� ��	 
	������ ��� ���
���	
 �� �������	 
	�� �������	��

 �!	�	
� �� ������ "	 ��	� ���� ���� ���
���	
 !���� �� "	 ����#�� !��� 
	��	�� �� ��#	 ������

���	 ����
���	 #��
��	�� $�	 ���	 ����
���	 #��
�% �� ��	� �	
	� ��#��� �� ���
���	
 �	���

��
�#	�	
� �� ��� � ����������� #	���� &� #�� ���� "	 ��	� ���� ��	 ���������� ������� ������

�� �� ��
������
�� 
	��
�����	 �� �� �#���� �� �����	 � �������	 #��
�% QB �� �	'	 ��	 !	������

#��
�% �� ��	 ��( �	
��
#��	 ��	% �� Q̃ = BR̃−1BT +QB !���� �� 	)�����	� �� ��
������ �

��������� �	
# yT R̃−1y �� � �
"��
�
� )���
���� ����	 !	�����

����� ��� ��	
��� ������ 
� ���
 ����
�	�	 ���
���

& ���� �	����� !	 ����� �����	
 ��	 ��� �
�"�	# ��
 ��
�  �#������ ����	#� �� ����� ��! ��

�	��� � ������	 ��� ���	 ���
���	
 ��
 ���� ����� �� ����	#�� $�	
	��
	 �	� �� �����	
 � ����� ��

��	�
 ��
�  �#������ ����	# �* +� ,-� .���� �/ !��� ��#	 ����	#0� �� #	���
	#	� ���	� �

�
�	
 �� "	 �"�	 �� ��

	���� �� � ��� �
�"�	# �

��������� �	�	 1 ��	�
 ����������	 ��
�  �#������ ����	# �* +� !��� ����	 ��
��"�	 x ∈ R
n�

���� ��
��"�	 u ∈ R
m� ������ ��
��"�	 y ∈ R

m �� �������	 ����	#0� #	���
	#	� ���	� v� w ��

�	'	� �� �����!�2 {
ẋ = (J −R)Qx+Bu+ v

y = BTQx+ w
����-�

!�	
	 J = −JT ∈ R
n×n �� ��	 �3	!4��##	�
�� ��
����
	 #��
�%� R = RT ∈ R

n×n �� ��	 ��##	�
��

�	#�4�������	 �	'��	 ���������� #��
�% �� Q = QT ∈ R
n×n �� ��	 ��##	�
�� �� �������	 �	'��	

		
�� #��
�% �� B ∈ R
n×m �� ��	 ���� #��
�%� $�	 ����	#0� �� #	���
	#	� ���	� v� w �
	

����#	� �� "	 ��	�	�	� !���	 ������� �
��	��	� !��� ��	 �!� ����
���	 #��
��	� Qv� Rw

E
[
w wT

]
= Rwδ E

[
v vT
]
= Qvδ,

E
[
w vT

]
= 0

!��� δ �� ��	 5�
�� �	��� ������ ��

Rw = RT
w > 0 �� Qv = QT

v > 0

$�	 ��� ���
�� �
�"�	# ������� � '��� � ���
�� !���� #��#�6	� ��	 �����!�� ���� ������2

Jc = lim
T→∞

E

[ˆ T

0

(xT Q̃x+ uT R̃u)dt

]
����7�

!�	
	 Q̃ �� R̃ �
	 �!� !	������ #��
��	� !��� Q̃ = Q̃T > 0 �� R̃ = R̃T > 0�

$�	 ������� �� ���� �
�"�	# #�� "	 �	��#���	� ��� ��	 �!� �����!�� ��	�� �����	� �� ��	 * +

����-��

• ����� ����� &� ��	 ���

(
(J −R)Q,Q

1/2
v

)
�� ���"���6�"�	 �� ��	 ���


(
(J −R)Q,BTQ

)
�	4

�	���"�	� �	 �� 	���#��	 ��	 ����	 x "� ��	 ������� 8��#� '��	
 	)������ ��	�

˙̂x = (J −R)Qx̂+Bu+ F (y −BTQx̂) ����9�



���� ������	 
�� �����
 �	���� ��� ���� ����
������ ����	�� ��

����

F = PfQBR
−1
w ��	�
�

���� Pf �� ��� ������ �������� �� ��� ���� ������� ��������

(J −R)QPf + PfQ(J −R)T − PfQBR
−1
w BTQPf +Qv = 0 ��	���

���� Pf = PT
f > 0	

• ������ ���	
 �� ��� ��� �(J−R)Q,B� �� ������������ ��� ��� ��� �(J−R)Q, Q̃1/2� �����������

��� ���� �� ������ ��!

u = −Kx̂ ��	���

����

K = R̃−1BTPc ��	���

���� Pc �� ��� ������ �������� �� ������ ������� ��������!

Q(J −R)TPc + Pc(J −R)Q− PcBR̃
−1BTPc + Q̃ = 0 ��	���

���� Pc = PT
c > 0	

������ �	
� "�������# $�%&� �� ���� Pf ��� Pc ��� �	
 
������ �� ��� ��� '� �������� �(��� 

��	�)�	

*�� +,- ��������  �( �� �.������ �� ��� �������/ �������������� �� ��� �(��� ��	�)� ���� ���

�(�� ���� ��������! {
˙̂x = [(J −R)Q−BK − FBTQ]x̂+ Fuc

yc = Kx̂
��	�0�

1� ���  ���. Q �� ���� �� �� �� ��2������� ����# ��� �.�������� ��	�
� ��� ��	��� ��� ������# ���

 ���.

Rc = R+BR̃−1BTPcQ
−1 + PfQBR

−1
w BT , ��	�3�

��� ��������  �( �� ������ �� ��� �� !{
˙̂x = (J −Rc)Qx̂+ PfQBR

−1
w uc

yc = (R̃−1BTPcQ
−1)Qx̂

��	�)�

�� ���� �.�������� ��� �����  ���. �� ��� �������� �� ���� ����� ���� ��� ������ (J − Rc)Q

���� ��� ���#(  ���. Q �� ��� ��� '� �������� �(��� ��	�)�� ��� �/�� �(  ����  ���. J ���

Rc ���  ���. ������ �( ��	�3�	 4������ ���� ���� ������ ����  ���. ��� �� ������2��( �����(

�� �(  ��(	 "���� �� ��� ����� ��� ������  ������ �� ��� ���5�#���� ���� ������ �� ���

���#(	

����� �������	
 ��	 	�	�� ��

������� ��� ������ �	
���

�� ���� ��� �� ����� ���� ���������� �� ��� +,- ����� ���� ���� ��� �������� ��	�)� ��� � ���

'� �������� ����������	 6���� ��� ��� '� �������� �(��� � �� �������( ������2� ���� �������



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

�� ��� �	
����� ��� ��� �	��	��� ��
��� ����	� 	� ���	�� ���� �� ����� � ��

��� ��� ����

�	��	��� ��
��� 	� �	� ������	���� ����� ��� �� 
 ����!�� �� ��� �	��	���� ���	���

������� ��	� �������� 	
� �� ������� ��	
 	
� ��������� �
���� �� 	
� ����
	��� ��	������

Qv = 2R+BR−1
w BT "���#$

R̃ = Rw = RT
w > 0 "���%$

���

Q̃ = QQvQ = Q̃T > 0 "����$

	
�� 	
� �� ���	������ �� ������� ��� 	
� ������ ���� ���	�� ��� �� ���		�� �� 	
� �������� ��	���

������	��� �� 	
� ���	 �����	����� ���	�� ��� !" ��	
 	
� ���	 �����	����� �����#�	��� �� 	
� ��

���	�������

$����� &	�
��� ��� '������ (������ �) ���	� "���*$� �� ����	�!� Pf �	� ��� ��	 
���
 	� �) ���	��


	+

P−1
f (J −R)Q+Q(J −R)TP−1

f −QBR−1
w BTQ+ P−1

f QvP
−1
f = 0 "���*$

���� �� 
 ����� ���
 �) ���	� �� �) ���	� "���,$� ��� ��  
��� ��� �	�����	�
 "���%$ ��� "����$ ��

��� �	�	
���	� "��*$� �� 	�����+

(Pc − P−1
f )(J −R)Q+Q(J −R)T (Pc − P−1

f )

−PcBR
−1
w BTPc +QBR−1

w BTQ+QQvQ− P−1
f QvP

−1
f = 0

"����$

-
 � �	�
�) ���� ��� ��� ������
 ������ 	� ��� ����� ����. Q+

Pf = Q−1 ��� Pc = Q "����$

��� ��� �	��	��� "���/$ 	������� ���� ���
 
	� ��	� ��� �� ������+{
˙̂x = (J −Rc)Qx̂+BR−1

w uc

yc = R̃−1BTQx̂
"���,$

���� ��� ����� ��

�����	� ����.

Rc = R+BR̃−1BT +BR−1
w BT , "����$

������  
��� "���%$ ��� ��� 
������ 	� Rw �
 ����������� 
��� �	 �� 
�������� �	
����� ��'����

Rc = RT
c > 0� 0
��� "���%$ �� ��� ��
	 �� 
��� ���� R̃−1BT = R−1

w BT ��� ��� 	 �� � yc �
 ��� �	��

�	�1 ����� 	� ��� ��� � uc �

-
 �	�
�) ����� ��� ��� �	��	� ���� ��� ��������� ������
 �	�����	�
 �� ��� �	�	
���	� "��*$�

��� �� �) ��������� ������ �
 � �	��	� �� �����	������	� 	� �	� ������	���� 
�
���
�

��� ��	�� ���	�� ����
  
 � ��

��� ��� �	��	��� ��
��� ����	�� ��� ��� ��	
�� �		� 
�
���

���� ���
 �	��	��� ��� �� ���
����� �
 �����	������	� �	��	� 	� �	� ������	���� 
�
��� �� ���

��������� ������
 �	 ��� �� ���	 ��� ��� '���
 �� ��	
�� �� � ������ ������ �	����� �
 ���



���� ������	 
�� �����
 �	���� ��� ���� ����
������ ����	�� ��

�������	 
	�� �� ����
���	
 �	����� ��	 ����	 ����
����	 ���
��	� �
	 ��	� �	
	�� �	
	�� �� ����
���	


�	���� ��
��	�	
� ��� ���	 �� ����������� �	������

	� �� �
��	 ��	 ���� �������� �� �	
�� �� ��	 �	������� ���
��	� Qv ��� Q̃ �� ��	 ��	�
	� ���

Jc = lim
T→∞

E[
´ T
0
(xTQ(2R+BR−1

w BT )Qx+ uT R̃u)dt]

= lim
T→∞

E[
´ T
0
(2xTQRQx+ yTR−1

w y + uT R̃u)dt]
������

 	��	 ��	 ������!����� �
�"�	� ��� "	 ���	
�
	�	� �� ��	 ������!����� �� ��	 ��� �� ����������� ��

��	 	�	
�� �� ��	 ��
�  ���������� ����	� ���� ��	 ��
� ��� ��	 ����������� �� ��	 ����� ��� ������

��
��"�	� ���� 
	��	�� �� ��	 �	������� ���
��	� R−1
w ��� R̃ 
	��	����	���

������ ���� #� �	 ������	
 � �����	�� ��
�  ���������� ����	�� ��	� R = 0� ��� R̃ = Rw = I� $�	�

��	 �	������� ���
��	� "	���	 Qv = BBT ��� Q̃ = QQVQ = QBBTQ� ��� ��	 �� �
�"�	� ��

$�	�
	� ��� "	���	� ��	 ������
� �� �
�"�	� %�&'� #� ���� ���	� ��	 
	���	
� ��	 
	���� �� %�&'

���� ��	 �
����� �� ��	 �� �
������ �� 	(��� �� ��	 ��	������

 ��	�	
 �� ��	� �� ��	 "�����	� 
	������� �� ��	 ��
�  ���������� ����	�� ��	 �� �
�"�	�

����	��	� �� $�	�
	� ���� �� ��� ��	��� �� ��	 �
����� �� ��	 �� �
������ ��

PfPc = I

��� ��	� ��� ����� �� ����� ��	 ����	 ����	 ���
�����	� ���� ��� ��"�	�� ��������	� ���� ����� �
 "��

�������
 ����	�� )� ��
 ��	 �"*	����	 �� "�����	� 
	�������� �	 ������ ������	
 �����	
 �� �
�"�	�

����� ��� "	 ��	� �� �	���� � ������	 �� ����
���	
 ��� �	������	 ����� �� ����� ��	 ����	 ����	

���
�����	�� ��	� PfPc 
= I�

����� ����	
����� ��� ��	���� �����	

#� ���� ��
�� �	 ����	�� �����	
 ������	 �� ����
���	
 �	���� �	���� ����� �� ���� 	(�����	�� ��

����
�� "� ���	
����	����� �� ��
�  ���������� ����	��� 	� 
	���� ��	 �� ����
���	
 ����+� �� (����,

 ���������� ��
� "	����	 ���� ��	 ������ ��� ������� �
	 ��� ���*����	� �	�	
����� ���� �	 �����

���
����	 � ��	���� �����	 �� ����
����	 ���
��	� ��� �	������� ���
��	� ���� ���� ��	 ������ ���

������� �
	 ���*����	�� ��	 ���� 
	���� �� ���	� �� ��	 ��������� ��	�
	��

������� ��� ��,���*����	� �� ����
�� �	������ ��	
�� ��� �� ������	� Pf � �
����
	 
� ���

����� ������� ������
	 ������ �	� Pc� �
����
	 
� ��� �
	��
� ������� ������
	 ������� �
	����� ���

��  �
!��� "��� ��� �
��
"�	# ������
	 !��"��	 ��� �
$����	�� �����% Rw 
� ��� 
�� �� 	
��� �	�

��� "��#���	# �����% R̃ 
� ��� �
�� ��	���
	�� ����&�

Rw = R̃. ����+�

�	� ��� �
$����	�� �����% Qv 
� ��� ����� 	
��� �	� ��� "��#���	# �����% Q̃ 
� ��� �
�� ��	���
	��

����&� ��� ������� !'

Qv = Q−1(2QJTPc + 2PcJQ+ Q̃)Q−1 ����-�

(��	

PcQ
−1 = QPf , ���./�
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������ �
� ���  ���� ������� �������
 ������ ����� � �
���� �������
� ��� !"# ��
������� �� �����$� �
�

��� ������ ���� ������ ��
 �� 	�����
 �� ��� ������% �
�����

�����
 � ��� ���� �������
��
 ������

����&� 	��� ��� ���� �������
��
 �����'����
 � ��� !"# ��
��������

(���� ������ Q �� �	
������ ��	�� �� �� ��������� �	� ������
� ���	���� ��� ����� ������� �������	

������ ��	 � ������	 �� 

Q (J −R)QPfQ+QPfQ (J −R) TQ−QPfQBR
−1
w BTQPfQ+QQvQ = 0 . ���!"�

#� ���	$ ��� ��	�����	 ����%�& ��� ��
� �������	 ������

Q (J −R)QPfQ+QPfQ (J −R) TQ−QPfQBR
−1
w BTQPfQ+ 2QJTPc + 2PcJQ+ Q̃ = 0

���!��

���	 ��������	$ ��� �������	 ���!�� �� ��� ��	���� ������� �������	 ����!� �	� ��	������	$ ��	�����	

������

Rw = R̃, ���!��

�� ��	 $��

QJ (QPfQ− Pc) + (QPfQ− Pc) J
TQ− (QPfQ− Pc)BR

−1
w BT (Pc −QPfQ) = 0 ���!��

'�	���� �	� ������� ������ ��

PcQ
−1 = QPf . ���!!�

(	� ��	 ����) ���� ���� ������ ������ �� �����*� ��� ��� ������� �������	 ������ �	� ����!��

+��	$ ��� ,����� ��������	& ��� ������������ ��	�����	 �� $�
�	 �� *������ 

��	)

[
(J −R)Q− λI

Q̃1/2

]
= n *�� ��(λ) ≥ 0 ���!-�

��� ������.������ ,����� ��������	 ������

��	)
[
(J −R)Q− λI Q

1/2
v

]
= n *�� ��(λ) ≥ 0 ���!/�

0� �� �
���� ���� *�� �������������� ����� ���� ,������	��	 ������& ����� ��	�����	� ��� ��� *�� �	�

�����1 Q̃ �	� Qv �	� ��� ����� �	� ��	���� ������� �������	� ����� � �	���� �������	�

'�	����& �� ���� ���� ���� ��� 234 ��	������� �� �����
� �	� �� ��	 � ��	������� �� � ��	������� �*

���� ,������	��	 ������ � �	�����		�����	� '������ � ���	$ ��� ��	�����	 ���!5� �	� ��� ��	�����	

������& ��� ������ �* ��	������� ������ ������ 

yc = (R̃−1BTPcQ
−1)Qxc

⇔ yc = (R−1
w BTQPf )Qxc

���!��

����� ���	� ���� ��� ������ �* ��� ��	������� �3.38� yc �� ����6��	7�$���� �� ��� �	��� uc� 8���	���& �*
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�� ���� ��� 	
���
� ������ ��� ��� 	
���
� ������� 
�� 	�� ����� 	��	� ���� ��� ����� Rc ������

� �����
� �3.37� � �������	 �� 	
� ���! RT
c −Rc = 0� "�� 	
���
���� �3.38� � ���!��� �� #$%
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& 	
���
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& ��� 	
� ���  ����� +��� ��� #$% 	
���
���� � ���
 ������ ��� ��� �!��(����� 
& ��� 	
���
���� ���

��!��(�� ���� ����� Rc �  
��(� ������ ��	� ��� �!��(����� 
& ��� 	
���
���� ��� ��� �!��(�����


& ����� Rc�

+�� +��
��� ��� !(�� �� ��
����  ���(� #$% 	
���
���� ���!� ����
� ��	� � ���
 ���(�����

�
 ��� 	
���
� �� ����	
���	�
� 
&  
�� .����
��� �������� /� ����� 	��� ��� #$%  �
���� ������

�� ��� ���
��� ��� �����	
���� ��� ������� ��	� ��� ��
 #$% %������ Pc ��� Pf ��� �������

�� ��� ����!� ����� Q�

0� ��
��� �� �
�	�� ���� ���  ��������� Qv � Rw� Q̃ ��� R̃ ��� �������� +��� ����� ���� 
� 
��

���� �� 	�� ������ 	�

�� ��� 
 ���� 	
���
� 	����
�� ��� ��� ��!���! ����	�� Q̃ ��� R̃ � ����

��� ������!  �
���� � ����� ��	� �� 	
� ��� ��� 	
(����	� ����	�� Qv ��� Rw� �		
���! �
 ���

���
���� "� ��� 
���� ����� �� 	�� ������ 	
�	������� 
� ��� �
��� 
& ��� !(�� ������� ��� ���

	
(����	� ����	�� Qv ��� Rw� �� 	�� 
���� ��� ��!���! ����� Q̃ ��� R̃�

������ ���� 0& �� 	�

�� ��� 
����(��
�  �
���� ����� ��� ��� 	
(����	� ����	�� Qv ��� Rw ���

!(��� ���� �� 	�� ���
�(� ��� ����� 1		�� �����
� ����,� �
 !�� ��� �����  
��(� ������ �
���
�

Pf � ���� ��� ��!���! ����	�� 	�� �� 	
� ���� ��

R̃ = Rw ������

���

Q̃ = Q
(
2JQPf + 2PfQJ

T +Qv

)
Q. ���2��

+�� ����� ���� ��� #$1 	
���
�  �
���� 	����
� ��� ���� 3��� &
�  ���(� #$% 	
���
���� ���!�

 ��������� ��� ��� �� �
� ��� 
 ���� 	
���
�  �
���� �� �� ������

������ ���� +�� 
���� ��(����!� 
& ��� #$% 	
���
� ���!� ����
� � �� ���! ��� � �	�	 	�
	�


& ��!���! ��� 	
(����	� ����	�� ������ ��� ������� ��� ��
 �
���
�� 
& 4516 ����,� ��� '516

������ ��� ������� ��

PcQ
−1 = QPf . ���27�

+�� ����� ���� �� 3��� ���� �
 ���
�(� 
�� 1		�� �����
� ������ 
& ��
 1		�� �����
��� 4
�

��� �����	�� ���� ��� ��� ����
� ��� �� �
�� �8�	�(� ���� ��� 
���� #$% ����
���

4�������
�� � ���  ���(� #$% 	
���
���� ���!� ����
�  �
����� ���  �
��	� 
& ��� #$%

%������ �9

PfPc = PfQPfQ 
= I.

:�	���� ���  �
��	� 
& ��� #$% %������ � �
� ����� �
 ������� ��� � 
����	� 
& ��� �����

(������� &
� ��� 	
���
� ���!� � ��� $;	
�3�!���� ����� � �8������ +��  �
 ���� ���
�� �� �
 ���

� �����	�� ���� � ��	� �� 	�� �� ����� ��� ����� (������� �
 ��
  ����� "��  ��� � �
�� � 
�����

&
� $;	
�3�!���� #$% 	
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������ :�	���� 
& ���  
��� �� 	��

����	� ��� ������ ��	� �� ����� ��	��� � ��� ���� ��	�
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 ���� ��	 ����������	
 ��� �����	�
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����� ��� 
�	��	�� ��� �	�	���� ��	��#	��� �� ,�"����� %�-�  � �	� ��"�� 	 ��������	
�� ��

�	�	���� ��	��#	��� 	
 !�� 
.

��������� �	
	 ��� ��� �	������	� 
�
��� $3.28( 	����
 	 ��������	
�� �� �	�	���� ��	��#	���

�! ��� ��	��	�
 PB
f 	�� PB

c ! ��� �������	��� ��� ������ ! ������ %�%� 	�� ��	��	�.

PB
c = PB

f = Σ = ��	�(μ1, μ2, · · · , μn) $%�/&(

 ����� ������� �� λi (P ) ��� i��� ������	��� ! 	 �	���0 P �

μi =
√
λi(PB

c P
B
f ) 	�� μ1 > μ2 > · · · > μn > 0 $%�/%(

	�� PB
c 	�� PB

f 	�� ��� 
�����
 ! ��� 1���	�� �2�	���
 ! ��� �	�	���� ��	��#	����

�� ���
 ���� �	�	���� 
�
���� ��� ��������	
�� �� 
�����	� �	���
 μi 	�� �� ��� �����	
� �����

���
 ��	�
 �� ��� 
��
� ! ��
�� �� ���!��	��� ! ���
 ��������	
�� ��� ������� ��	� ���

�����	��� ! ��� 
�	�� �	��	���
 �� ���� �	�	���� �����	�� �
 ��+������

���	�� %��� 3�� ��� ��� ������ %�%�  � �	�� Pc = QPfQ� ����

PcPf = QPfQPf .

����� �� �
 
�4����� � ��	��	��#� ��� �	���0 QPf !� ��� �����	��� ! ��� �������	��� �	�	����

��	��#	����

���
 �	�	���� ��	��#	��� �	� �� �� �� ��� ��	�
!��	��� �	�����
 Wb 	�� Tb ��"��� 	
 $%�-5(�
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x = Tbxb ������

	
� ���
 ���������� �� 	���� Wb �
 ��� ��� ����� �� ��� ���� ���	���
 �� ����� �3.28� �� ���	�


	 !"��
#�$	��� %!& �	�	
��� ��	��'	���
 �� ��� ���� (	����
�	
 ����� ����� �� ��
���� 	� �������{
ẋb = (Jb −Rb)Qbxb +Bbu+ vb

y = BT
b Qbxb + wb

������

����� Jb =WT
b JWb Rb =WT

b RWb Qb = TT
b QTb  Bb =WT

b B vb =WT
b v 	
� wb = w�

)�� &�	�	
 �� ��� �	�	
��� ��	��'	���
 ������ Σ �� $�*�
 �� ��	$�
	��'�
$ ��� &�	�	
� Pf 	
�

Pc �� ��� !"��
#�$	��� %!& ������ ���� ��� ��	
����	���
 	������ Wb 	
� Tb 	�� $�*�
 	�+

PB
c = PB

f = TT
b PcTb =WT

b PfWb = Σ. ������

,
 ��� !"��
#�$	��� %!& �	�	
��� ������
	�� ����� ��� ��	�� *	��	���� 	�� ���	��� �� ��� !"

��
#�$	��� %!& ��
$��	� *	���� ��� ��� ������ ���� ������	
��� ,� �	
� ��	� ��� ��	�� *	��	����

���� ��� �	�$�� ��
$��	� *	��� ��	� ��� ��� �����	
� ���� �
 ��� !"��
#�$	��� %!& ��
������� ����$
�

(�
�� ���� ������
	�� ����� �	
 �� ���� �� ������ ��� ����� �� ���� �� ��������� �
 ��� 
��� �	���

����� �����	
�� � 	�� ����	 ����	��
�	 ��	���

,
 ���� ���"������
 �� ��	�� ��� ��� !"��
#�$	��� �	�	
��� ��	��'	���
 �
 ����� �� ������ ��� ������

)�� ��	����	� �	�	
��� ��������
 ����� �� ��� ���
�	���
 ������ (���*�� ���� ����� ���� 
��

������*� ��� (	����
�	
 ��������� 	
� ��� �	���*��� �� ��� ���� (	����
�	
 ����� -��.� (�
��

�� ��	�� ��� 	 $������� ��������
 ����� ��"�	���� ����� ������	
�� ����� ��$$����� �
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�� ���� ������� �� 	 2��	� ��������� �2��
�� �
 3�	���� 4�� )�� ������� ����

(	����
�	
 ������ 	�� ���
�� 	� �������+

��������� �	
	 -�1. 5
 ������� ��
�	� ������	��*� ���� (	����
�	
 ����� �6(7� ���� ��	�� *	��	���

x ∈ R
n ���� *	��	���� (fp, ep) ∈ R

m × R
m  ������	���
 ���� *	��	���� (fR, eR) ∈ R

mR × R
mR ����

������� �� ��� 2��	� ��������� �4��� �� ���
�� 	� �������

F

⎡
⎢⎣

dx
dt

fp

fR

⎤
⎥⎦+ E

⎡
⎢⎣ Qx

ep

eR

⎤
⎥⎦ = 0

�������� ���� ��� ������	��*� ������� ���	���
 eR = −RfR ���� R = RT ∈ R
r×r ���
$ ������*��

8�� 	���� ��	� ��� !"��
#�$	��� %!& ��
$��	� *	���� �3.63� 	�� ����� �
�� ��� ���� (μi)i=1,..,r �
(μi)i=r+1,..,n 	
� �	*� ��� ��#����*� �� ������ ��� ����� �
 ���� 	 �	� �� ���	�
 �
�� ��� ��	���

	�����	��� ���� ��� ���� r ��
$��	� *	����� 9� ���
$ ��� :�� 	
� �;��� *	��	���� fb = −ẋb eb = Qbxb 

�������
$ ����� *������ 	������
$ �� ��� ��� ���� �� ��
$��	� *	���� ���$� xTb =
(
xTb1, x

T
b2

) ∈ R
r×R

n−r� 



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

��� �������	� ��
����� Rb = grbR̂g
T
rb� eR = −R̂fR� �� ���� 	�����
�� u = ep �� y = fp� �����

fb, eb ∈ R
n� fp, ep ∈ R

m� fR, eR ∈ R
mR � ��� ����������� ��
���� ���
������ �3.65� ��� �� ���������

�� � ���
���� ���� ����
���� ������ ���� ���  �

���� ��������������!

F =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Ir 0 0 0

0 In−r 0 0

0 0 −Im 0

0 0 0 −ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

E =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Jb11 Jb12 Bb1 gbr1

Jb21 Jb22 Bb2 gbr2

BT
b1 BT

b2 0 0

gTbr1 gTbr2 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

"� ���� ��� �#��� �������� ������ $%�&� ��� ������� ����
 �� ������� �� ������� ��� ��������

eb2 = 0

'�

���� $%�& �� �� �� ���� ���� ��� ������� ������ ���� ����� 	�����
� xb1� �� ��� �� ����

��������� �� � ���
���� ���� ����
���� ������ ���� ������� �� ��� (���� ��������� ��)�� �� ���

������� �������� Fr �� Er

Fr = LeFMe =

⎡
⎢⎣ Ir 0 0

0 −Im 0

0 0 −ImR

⎤
⎥⎦ �*+%,�

Er = LeEMe =

⎡
⎢⎣ J11 Bb1 gbr1

BT
b1 0 0

gTbr1 0 0

⎤
⎥⎦ �*+%-�

����� ��� ������ Me ∈ R
(n+m+mR)×(r+m+mR) �� ��)�� ��!

Me =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0r×m 0r×mR

0(n−r)×r 0(n−r)×m 0(n−r)×mR

0m×r Im 0m×mR

0mR×r 0mR×m ImR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ �*+%.�

�� ��� ��������� ������ Le ∈ R
(r+m+mR)×(n+m+mR) �� ��	� ��!

Le =

⎡
⎢⎣ Ir 0 0 0

0 0 Im 0

0 0 0 ImR

⎤
⎥⎦ �*+,/�

�� �������� �� ��� ����� ������ Qb ����� �� ��� 0���� ����
���� Qs = Qb11 −Qb12Q
−1
b22Qb21+

1� ������� ���� ���� ������� ���� ����
���� ������ �� �����

� ���� � ���
���� ���� ����
����



���� ����� ���	
��	�� ��

������ �	 �
� 	���� {
ẋb1 = (J11 −R11)Qsxb1 +Bb1u

y = BT
b1Qsxb1

�����

�� ����� �
� ������� ������ 3.71� ��� �
����� ���� ��� ��� ������ � ������� ����� ����������

	�� �
� ������ �� ����� �� ��������� �
� 	��� ����� ������ �� !� �
� ����� ���������	 ���"��� �
� 	���

����� #��� $���������� ������ ��%&� ��� �
� ������� ����� #��� $���������� ������ ����� �
����

�� ����������� ��� �
��� ��� �"� ��'�������� �
� (��� ��� �� �
�� "� ��� � ����(�� )*+ ��������

����������� ��� �
� ������ ��� �� �
�� "� ��� �
� �,��� ���������� ���
�� ������� �	 �
� �������

���������� ���
�� �� ������ �
� ������� �
� ����� ���������� "��� �� ��������� �� �
� ��-� �������

.������ ��/��

�� �
�" �
� �,����0����� �	 �
� #��#���� ����� ��� ���������� ��������� ���
��� "� �
��� ����������

�
� ���
�� �� � ����1�#����1���#�� ������ �� .������ �� �

��� ����� ��	
��	
�

2� �
�� ��� �������� "� �
��� ������� 
�" �� �
���������� �
� ����� �	 �
� *1���3������ �������� ���
��

��������� "��
 �
� �,��� ���������� ���
��� �
� ����� ���������� �� ������� �� �
� �"� 	����"��� #�����

4������ �
� �,��� ���������� ���
��� ��� �������� �
� *1���3������ �������� ������������

����� ����� �	
��
��� �� 
�� ����
 ���	
���
 ��
���

�� ����������� �
� ����� �	 �,��� ���������� ���
��� "� "��� (��� ������� �
� ��������� ����� ����������

�� �
� �������� ���������� ���������� "��
 ��������������� ��� �����0������� �������� "
��
 ��� �
�

���5�� ��������� �	 �"� )��#���0 �5��������

6������� �
� )��#���0 �������� ����������� �	 #��� $���������� ������ ��⎧⎪⎨
⎪⎩

ẋb = (Jb −Rb)︸ ︷︷ ︸
Fb

Qbxb +Bbu

y = BT
b Qbxb

���%�

���������� "��
 �
� 	����"��� ��������������� ��� �����0������� )��#���0 �5��������

AbΣ+ ΣAT
b +BbB

T
b = 0

AT
b Σ+ ΣAb +QbBbB

T
b Qb = 0

�����

"
��� Ab = FbQb� Σ = ���� (σ1, σ2, . . . , σn) "��
 σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0�

7� ��� �
� �,��� ���������� ���
�� �� ������ �
� �������� #��� $���������� ������ ���%� "
���

#�����0��� �
� $���������� ��������� 8��� ������� "�� #�������� �� .������ %�/ ��� .������ �����

�
� ������� #��� $���������� ������ �� ��0�� ��{
ẋ1 = F11Qsx1 +B1u

y = BT
1 Qsx1

���/�

"��
 Qs = Qb11 −Qb12Q
−1
b22Qb21 �� �
� .�
�� ���#������ �	 Qb�
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�� �
��
 �� ���
����
	�� ��� �

�
 ����� �� ��� ���
� �����
�	�� ������ �� �	�� 
����� ��� 
������

�
��
 ������  !�"�# �� � 
������ �
��
 ������ ����	��� �� ��	�� �
�����	�� ������ �
�� ��� 	����

������ �$�	������ ��	�� �� �	��� %� �	�� ���� ��	� 
����	�� 	� ��� ������	�� ������

����� ���� �������� 	
� ������� ������ �����	��� �� ���	 ����	���� ���	�� �������

⎧⎪⎨
⎪⎩

ẋb = (Jb −Rb)︸ ︷︷ ︸
Fb

Qbxb +Bbu

y = BT
b Qbxb

 !�"�#

�� �	� ��������		��� �� 	
� ��� �������	��

{
˙̃x = F̃ x̃+ B̃u

y = B̃T x̃
 !�"&#

�
��� F̃ = SFbS
T  B̃ = SBb �� x̃ = Sxb ��	


S =

[
Q

1
2
s 0

Q
− 1

2

b22Qb21 Q
1
2

b22

]
=

[
S11 0

S21 S22

]
 !�""#

�� 	
�  ���������	��� �� Qb ���


Qb = STS.  !�"'#

!
�� 	
� �"��	 ����	���	 ������� ���	�� �������{
ẋ1 = F11Qsx1 +B1u

y = BT
1 Qsxb

 !�"(#

��	
 Qs = Qb11 −Qb12Q
−1
b22Qb21 �� 	
� ������� ���	�� �� ����#� �� ����$ 	����	��� ��	
��

{
˙̃x1 = F̃11x̃1 + B̃1u

y = B̃T
1 x̃1

 !�')#

�� ����	%��	��	 �&������	 �� �������	� �
�$� x̃1 = Q
1
2
s xb1�

'����� %� ��� ���	�� ����* Qb = STS �� ������� �� ����

[
Q

1
2
s QT

b21Q
− 1

2

b22

0 Q
1
2

b22

][
Q

1
2
s 0

Q
− 1

2

b22Qb21 Q
1
2

b22

]
= Qb  !�'+#

,���	��
 ��� ����� ���
	� F̃ �� ��� �
�����	�� 
������ �
��
 ������ 	� ����* ��
� ��

F̃ =

[
Q

1
2
s Fb11Q

1
2T
s ∗

∗ ∗

]
 !�'-#



���� ����� ���	
��	�� ��

��� ����� 	��
��

B̃ =

[
Q

1
2
s Bb1

∗

]
����

��� 
������ �
��
 �����	 �� ����� �
�������� 	����� ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

˙̃x1 = Q
1
2
s Fb11Q

1
2T
s︸ ︷︷ ︸

F̃11

x̃1 +Q
1
2
s Bb1︸ ︷︷ ︸
B̃1

u

y = BT
b1Q

1
2T
s︸ ︷︷ ︸

B̃T
1

x̃1
�����

�� ����� ��� ���
������ ������ x̃1 = Q
1
2
s xb1� ��� ����� �����	 ����	�� ��{

ẋb1 = Fb11Qsxb1 +Bb1u

y = BT
b1Qsxb1

�����

�� ����������� ��� �
�������� 
������ �����	 ��� � �� �����!������ ������"��� �� ��� �#�
� �����
����


������ �����	 ��$���

%
�	 ��� &�		� �'� ��� ��� ������ ��� �

�
 ����	����� �( 
������ �
��
 �����	 ��$�� ��������

�� ����� ��� �#�
� �����
���� 	����� �� ��� �
�������� 
������ ��� ��� � ���� ��

‖ G (s)−GE
r (s) ‖=‖ G (s)−GT

r (s) ‖ ���)�

*��
� ��� G (s) �� ��� �
���(�
 (������� �( (�"" �
��
 �����	+

G (s) = BT
b Qb (sI − FbQb)

−1
Bb = B̃T

(
sI − F̃

)
B̃, ���$�

GE
r (s) �� ��� �
���(�
 (������� �( 
������ �
��
 �����	 �� ����� ��� ,#�
� �����
���� 	�����+

GE
r (s) = BT

b1Qs (sI − Fb11Qs)
−1
Bb1, �����

��� GT
r (s) �� ��� �
���(�
 (������� �( �
�������� 
������ �
��
 �����	+

GT
r (s) = B̃T

1

(
sI − F̃11

)−1

B̃1. ���-�

�� ���
����
�.� ��� �

�
 ����� ��� ��	�"�(� ��� ��	����
������ *� /
�� ���
����� ��� (�""�*���

�������� (�
 �����	 ��$)�+

F̃ = A =

[
A11 A12

A21 A22

]
��� B̃ = B =

[
B1

B2

]
. ��- �

���� ��� �
���(�
 (������� �( �����	 ��$)� ��� ��� 
������ �����	 ��� � ��� �� *
����� �� (�""�*�+

G (s) = BT (sI −A)
−1
B ��-'�



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

���

GE
r (s) = BT

1 (sI −A11)
−1
B1. ���	
�

���������� ��������������� ��� ������������ �������� �������� ��������� �� ����� �� ���	�� ���

APc + PcA
T +BBT = 0

ATPf + PfA+BBT = 0
. ���	��

 ! ��������� Pc ��� Pf ��� � ����� �� �! "��#� �����$ Σ �� ��������� �!��% �����$ S �%���

�� ���&&�� �� �����'�� {
Pc = SΣST

Pf = S−TΣS−1
���	(�

�� �� �������� �! �����'��% ����������

φ (s) := (sI −A11)
−1

ψ (s) := sI −A22 −A21φ (s)A12

B̄ (s) := A21φ (s)B1 +B2

C̄ (s) := BT
1 φ (s)A12 +BT

2

���	��

����������� 	
�
 �������� 	
� ���	 ����	���� ���	�� ������ ��	
 �	� 	������ ����	��� G (s) ��

�	� ������� ����� ���	�� �� ����� 	
� ����	 ����	���	 ��	
�� ������ ��	
 �	� 	������ ����	��� GE
r (s)�

	
��

∥∥G (s)−GE
r (s)

∥∥
∞ ≤ λ1/2max

([
L+ ψ−1 (jω)L∗ (jω)

] · [M + ψ−∗ (jω)M∗ψ (jω)
])

���	��

��	


L = S22Σ2S22 + S21Σ1

[
ST
21 + S11φ

∗ (jω)AT
21

]
���	&�

���

M = S−1
22 Σ2S

−1
22

[
I − S21S

−1
11 φ (jω)A12

]
. ���	)�

�� �
��� λ
1/2
max ���� 	
� � ��� ���!����� �����"���� �� G (s)−GE

r (s) �

#����� *��� �! ���� ���+  ! ����� ���� ����� ���&(� ��� �! ���������� ����� �����

���),� �� ����� ������ ���������  !� �! ���� ��������� �� �! -��� ���������� ��!�� ��� �

������� �� ����% �! '�� #��'� ���� ����� �� �! ���������� ��!�� ���! ���

G (s)−GE
r (s) = G (s)−GT

r (s) ���		�

.� ����% �! ��� ������� ��� ��� ���������� ��!�� ��� �� /)�+ 0� 
��1 ��� '��! �! ���������

%��� �� ���	��+ ' ��� �������

G (s)−Gr (s) = C̄ (s)ψ−1 (s) B̄ (s) ����,,�

��������% �!�� �������� �� �! ���%����� �$�� �� %� �! ��$���� ���%���� ���� �� �! �������

������ �� �! ���� ������� ��������

σ̄ [G (jω)−Gr (jω)] = λ1/2max

[
ψ−1 (jω) B̄ (jω) B̄∗ (jω)ψ−∗ (jω) C̄∗ (jω) C̄ (jω)

]
����,��



���� ����� ���	
��	�� ��

����
B̄ (jω) B̄∗ (jω) = A21φ (jω)B1B

T
1 φ

∗ (jω)AT
21 +A21φ (jω)B1B

T
2

+B2B
T
1 φ

∗ (jω)AT
21 +B2B

T
2

��	
��

���
C̄∗ (jω) C̄ (jω) = AT

12φ
∗ (jω)B1B

T
1 φ (jω)A12 +AT

12φ
∗ (jω)B1B

T
2

+B2B
T
1 φ (jω)A12 +B2B

T
2

��	
��

�� ������ ���� T = S−1 ��

T =

[
T11 0

T21 T22

]
��	
��

���� Q−1
b = TTT 	 ���� ��� ������� �������� Pc ��� Pf ��� �� ������� ����� ��� ����� ����

Pc =

[
S11 0

S21 S22

][
Σ1 0

0 Σ2

][
ST
11 ST

21

0 ST
22

]

=

[
S11Σ1S

T
11 S11Σ1S

T
21

S21Σ1S
T
11 S21Σ1S

T
21 + S22Σ2S

T
22

]

=

[
P 11
c P 12

c

P 21
c P 22

c

] ��	
��

Pf = TTΣT

=

[
TT
11 TT

21

0 TT
22

][
Σ1 0

0 Σ2

][
T11 0

T21 T22

]

=

[
TT
11Σ1T11 + TT

21Σ2T21 TT
21Σ2T22

TT
22Σ2T21 TT

22Σ2T22

]

=

[
P 11
f P 12

f

P 21
f P 22

f

]
��	
� 

���� ��� ��������������! "!�#���$ �%������ �� �!���� ��	�  ��[
A11 A12

A21 A22

][
P 11
c P 12

c

P 21
c P 22

c

]
+

[
P 11
c P 12

c

P 21
c P 22

c

][
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

]
+

[
B1

B2

] [
BT

1 BT
2

]
= 0 ��	
��

�� ��� ����� �� �� ����� �� #���������� ���� �� �������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

A11P
11
c +A12P

21
c + P 11

c AT
11 + P 12

c AT
12 +B1B

T
1 = 0

A11P
12
c +A12P

22
c + P 11

c AT
21 + P 21

c AT
22 +B1B

T
2 = 0

A21P
11
c +A22P

21
c + P 21

c AT
11 + P 22

c AT
12 +B2B

T
1 = 0

A21P
12
c +A22P

22
c + P 21

c AT
21 + P 22

c AT
22 +B2B

T
2 = 0

��	
�&

��� ��� �����$������! "!�#���$ �%������ �� �!���� ��	�  ��� �� ������� �� ��� ���� ��!⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

AT
11P

11
f +AT

12P
21
f + P 11

f A11 + P 12
f A12 +B1B

T
1 = 0

AT
11P

12
f +AT

12P
22
f + P 11

f A21 + P 21
f A22 +B1B

T
2 = 0

AT
21P

11
f +AT

22P
21
f + P 21

f A11 + P 22
f A12 +B2B

T
1 = 0

AT
21P

12
f +AT

22P
22
f + P 21

f A21 + P 22
f A22 +B2B

T
2 = 0

��	
�'
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��� �� ��	 ��
��� B̄ (jω) B̄∗ (jω) �� ������	� �������� ��� ����� �� ����	 �� �������

B̄ (jω) B̄∗ (jω) =
[
P 22
c +A21φ(jω)P

12
c

]
ψ∗ (jω) + ψ (jω)

[
P 22
c + P 21

c φ∗(jω)AT
21

]
�������

 � ��	 ���� ��
��� C̄∗ (jω) C̄ (jω) �� ������	� �����!�� ��� ����� �� ����	 �� �������

C̄∗ (jω) C̄ (jω) =
[
P 22
f +AT

12φ
∗(jω)P 12

f

]
ψ (jω) + ψ∗ (jω)

[
P 22
f + P 21

f φ(jω)A12

]
�������

"�	�� �� ��	 ��

ψ−1 (jω) B̄ (jω) B̄∗ (jω)ψ−∗ (jω) C̄∗ (jω) C̄ (jω)

=
[(
P 22
c + P 21

c φ∗(jω)AT
21

)
+ ψ−1 (jω)

(
P 22
c +A21φ(jω)P

12
c

)
ψ∗ (jω)

][(
P 22
f + P 21

f φ(jω)A12

)
+ ψ−∗ (jω)

(
P 22
f +AT

12φ
∗(jω)P 12

f

)
ψ (jω)

] �����#�

 � ��� �� ������	� ������� �	$ �����%� � ����� �� ����� ������	 ��� �� ��	����� ������� ���	

�� ��	 ����	
ψ−1 (jω) B̄ (jω) B̄∗ (jω)ψ−∗ (jω) C̄∗ (jω) C̄ (jω)

=
[
L+ ψ−1 (jω)L∗ (jω)

] · [M + ψ−∗ (jω)M∗ψ (jω)]
�������

���

L = S22Σ2S22 + S21Σ1S
T
21

[
I + S−T

21 S11φ
∗ (jω)AT

21

]
�����&�

�	$

M = S−1
22 Σ2S

−1
22

[
I − S21S

−1
11 φ (jω)A12

]
�������

'�	���� �� ����	 �� �������	� �����

‖G (s)−Gr (s)‖∞ ≤ σ̄ [G (jω)−Gr (jω)] = λ
1/2
max

[
ψ−1 (jω) B̄ (jω) B̄∗ (jω)ψ−∗ (jω) C̄∗ (jω) C̄ (jω)

]
= λ

1/2
max

([
L+ ψ−1 (jω)L∗ (jω)

] · [M + ψ−∗ (jω)M∗ψ (jω)]
)

�����%�

'��
 �� (��������	 ��� �� ��	 ��� �� �� ����� �� �� �)�� ��	����	 ����$ ��$����	 
���$

�� ��
������ $�)���	 ���
 �� �	� ����	�$ ���	� ��	����	 
���$* ����� �� ����� $���	$�

�	�� �	 Σ2� ��� ����� �� �� �)�� ��	����	 
���$ $���	$� � �� ��
� �
� �	 Σ2 �	$ Σ1�

"�	�� �� ��
���	� �� �� ����� ����� ���	$ �
�+�
�� ����� ���� ω �� �� ������ ��� �� �)��

��	����	 
���$ �� ���� �	 ���	 ������
� ,�������* �� ������	 �����#� �� �	�� �� ����� ���	$

�	 �� -����	�� ����	��$ ����$�	��� .	 �� 	�+ ��� �����	 �� ���� $������ ��� � ����� ��

/0��	1����$ ����	��$ ����$�	�� � �� -����	�� ����	��$ �	��

����� ����� �	
��
��� �� 
�� ��������
�� ������ �������
�

.	 ��$�� � $���
�	�� �� ����� �	 �� /0��	1����$ ����	��$ ����$�	��* �� ����� 2�� ������ ��

����� ���
���	 �� �� ��	$��$ -/3 
���$�

4�	��$�� �� ����
5 {
ẋ = Ax+Bu

y = Cx
�����6�



���� ����� ���	
��	�� ��

��� ��� �	���
�	 
������

G (s) =

[
A B

C 0

]
= C (sI −A)

−1
B �������

��� ������	� ��� �	����� �� ��������� ���� ��� ��� 
��������  ���� �!�������"

• #���	��  ���� �!������

ATPc + PcA+ CTC − PcBB
TPc = 0 �������

• $����	���  ���� �!������

APf + PfA
T +BBT − PfC

TCPf = 0 ����%&�

���	� Pc = PT
c > 0 ��� Pf = PT

f > 0� ��� 
�����' ���� �� K = BTPc ��� ��� (���	 ���� ��

F = PfC�

��� ���� �
 ��� �		�	 ���������� �
 	������� ��������� ���� ��� ���)� ������	� ��� �	����� ��

�� (�� ��� 	������� �
 ���� ������	� ��� 	������� ���� ��� �*�����) ������� 	������� �������

���� 	������� �� 
���� �* ��� ��	����+�� 	���� ��	��� 
���	�+����� �
 �	���
�	 
������ ������� G (s)

���� �� ��)�� ��" [
M̃ (s)

Ñ (s)

]
=

⎡
⎢⎣ A−BK B[

K

C

] [
I

0

] ⎤⎥⎦ =

[
Arcf Brcf

Crcf Frcf

]
����%��

���	�
M̃ (s) = C [sI −Arcf ]

−1
B Ñ (s) = K [sI −Arcf ]

−1
B + I

G (s) = Ñ (s) M̃−1 (s)
����%%�

��� �*�����) �!������� �
 ��� 	���� ��	��� 
���	�+����� �*���� ����%�� �	� ��)�� ��"

ArcfM +MAT
rcf +BrcfB

T
rcf = 0

AT
rcfP + PArcf + CT

rcfCrcf = 0
����%��

���� M ��� P , ��� �*����	� ������)� ��(���� ���	���, �	� ��� ���!�� ��������� �
 ��� �*�����)

�!�������� ��� 	�������� ������� ��� ��������� �
  ���� �!������ Pf ��� Pc ��� ��� ��������� �


�*�����) �!������� M ��� P �	� ��)�� �* ��� 
�������� �����"

����� ���� ���� ��� �	
��	����� �
� 	����������� ������
� 	�

[
M̃ (s)

Ñ (s)

]
� M �
� P ������������

��� ����
 ��

M = (I + PfPc)
−1
Pf

P = Pc

����%-�

����� Pc� Pf ��� ��� �
���� �	������ ���
��� �	���	
� �	 � !" #$%&&'( �
� ) !" #$%&*+( ������,

�����%

���� 
�������� ���� �����, �� �� (�� ��� 	������� ������� ��� ��� �������	 )����� ��� ���

.��'�� �������	 )����� �
 ��� 	���� ��	��� 
���	�+����� �*���� ����%��� ��� ��� �������	 )�����

�	�

μi = λi
√
PfPc ����%��



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

��� ��� 	��
�� ������� ������ ���

σi = λi
√
MP �������

����� λi (H) ��� ��� ���������� �� ��� ����� H� ���� ����� ���� ��  �� ���

σ2
i = λi (MP )

= λi

(
(I + PfPc)

−1
PfPc

)
=

λi(PfPc)
1+λi(PfPc)

=
μ2
i

1+μ2
i

�����!�

����

σi =

√
μ2
i

1 + μ2
i

�����"�

#� � ���� 
���� ���� ��� ����� $���� �� �%������ $���� �� ���� ��� �

∥∥G−GLY P
r

∥∥
∞ ≤ 2

n∑
i=r+1

σi �����&�

'��� ��� ����� $���� �� �������� �() $���� �� ���� ���  �� $� *�������� ��+

∥∥G−GSLQG
r

∥∥
∞ ≤ 2

n∑
i=r+1

μi√
1 + μ2

i

�������

,�� �� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� ����� $���� �� ��� (- ��.������ �() $���� �� ���� ���� ���

�� ��� ��� ��� /  �� �0������ ���� ���� ��� ��� (- ��.������ �() *��$���+

APf + PfA
T − PfC

TR−1
w CPf +Qv = 0 �������

���

ATPc + PcA− PcBR̃
−1BTPc + Q̃ = 0 �������

��� A = (J −R)Q� C = BTQ� 1� ��� 2�� � ��� �%���� ��� �� � �$�����$��% �%�*���� �0�����

� �0������� �� 34/5 ������� �� *��� 	�������� �%���� �� � ���� ��� ���� �������� ��� P = Pc+

[
A−BR̃−1BTPc

]T
︸ ︷︷ ︸

AT
n

P + P
[
A−BR̃−1BTPc

]
︸ ︷︷ ︸

An

+ PcBR̃
−1BTPc + Q̃︸ ︷︷ ︸
CT

n Cn

= 0 �������

'��� ��� ��� �%����  �� $� ������ ��+

⎡
⎢⎣ A−BR̃−1BTPc Bn[

R̃1/2BTPc

Q̃1/2

]
Dn

⎤
⎥⎦ �����6�

'�� ��� �%���� ���
� �
� ��� ����  �*��� �� ���7���� �%���� ������� $�� ��� ���*�� �����

� �8������ �� ��  ��� � ����  �*��� �� ���7���� �
� �%����� 4�� ��  ��������$��% �%�*����



���� ����� ���	
��	�� ��

������	
 �� �����
 ��

[
A−BR̃−1BTPc

]
︸ ︷︷ ︸

An

M +M
[
A−BR̃−1BTPc

]T
︸ ︷︷ ︸

AT
n

+BnB
T
n = 0 �������

�� ���
� ��� 	����������� �����
	� ������	
 ������� 	� ���� �	���� ����	�����	
 �� � ������

�
! ��� "#$% �����&� 	� �	� '�����	
��
 ������( �� ��
 )
! ��� �����	
 	� ��� ��	 �	����	
�

P = Pc� ��� �	� �	 )
! ��� �����	
 ������
 ��� �	����	
� 	� ��� *#$% ������� �
! ��� �	
�	���������

�����
	� ������	
 ������� Pf �
! M �� ����� � !�+������

,� ����� �	
��!� �
	��� ��� �	 ��� � �	���� ����	�����	
 �� � ������ �	 �����
� ��� �	����	
�

	� �����
	� �
! $������ ������	
��

����������� 	
�
 �������� 	
� ���	 ����	���� ���	���{
ẋ = (J −R)Qx+Bu

y = BTQx
�������

�����	�� ��	
 	
� ��������	�� ��� ������� �� 	�� ����	� ���	�����

(J −R)QPf + PfQ(J −R)T − PfQBR
−1
w BTQPf +Qv = 0

Q(J −R)TPc + Pc(J −R)Q− PcBR̃
−1BTPc + Q̃ = 0

�����-�

��	
  ������� �
���� Q̃ = QBR−1
w BTQ ��  ��� ���	��

˙̄x = An1x̄+Bn1u

y = Cn1x̄
�����.�

�����	�� ��	
 	
� ���	��������	� �� ����������	� ������� ���	�����

AT
n1P + PAn1 + CT

n1Cn1 = 0

An1M +MAT
n1 +Bn1B

T
n1 = 0

�����/�

��	


An1 = A−BR̃−1BTPc − LPc, Bn1 = K1/2

Cn1 =

[
Q

1/2
v Pc

Q̃1/2

]
����01�

��

L = JTQPf + PfQJ

K = Qv − (I + PfPc)
−1
PfPcL (I + PcPf )

−1 − (I + PfPc)
−1
LPcPf (I + PcPf )

−1 ����0��

 
�� 	
� ����	���� �! ����	� ���	���� �� ������� ���	���� �� ���	�� ���

P = Pc

M = Pf (I + PcPf )
−1 . ����0&�

"���!# *��� �� ����� ��� 23�	
4�����! �25 �	
�	��� �� 	����
�! �
!� ��� �	��	��
� �	
!���	
�6



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

R̃ = Rw

Qv = Q−1
[
2QJTPc + 2PcJQ+ Q̃

]
Q−1

PcQ
−1 = QPf

��� ����	 
��	����� ��� ���� Qv ��	 Q̃ ��� ������	� �� ���
��
� �� 
�� �� ��� ��������� ������

��	 
��
����� ��� �
��	 ��� ���� ��� 
��	������

��� � 
���	�� ��� ������� ���	
������ ��� �	
��	���� ����� �� �� Q̃�

Q̃ = CTR−1
w C = QBR−1

w BTQ, C = BTQ �������

���� ��� ��
��
 
���
� � Q̃! Qv 
�� "� ������	 �  ������

Qv = BR̃−1BT + 2
(
JTQPf + PfQJ

)︸ ︷︷ ︸
L

�������

��� ��� #�

��� �$������ ��� ��������� ��

APf + PfA
T − PfC

TR−1
w CPf = −Qv �����%�

ATPc + PcA− PcBR̃
−1BTPc = −CTR−1

w C �������

&� �����
� ��� �������� � −CTR−1
w C ��'��  ��� ��� �������� #�

��� �$������ �����%� �� ��� 
������

#�

��� �$������ ��������

APf + PfA
T + PfA

TPcPf + PfPcAPf − PfPcBR̃
−1BTPcPf = −Qv �����(�

⇐⇒ (I + PfPc)APf + PfA
T (I + PcPf )− PfPcBR̃

−1BTPcPf = −Qv �����)�

��� 
������ #�

��� �$������ 
�� "� ������� ��

[
A−BR̃−1BTPc − LPc

]T
︸ ︷︷ ︸

AT
n1

Pc +Pc

[
A−BR̃−1BTPc − LPc

]
︸ ︷︷ ︸

An1

+PcBR̃
−1BTPc + 2PcLPc +QBR−1

w BTQ︸ ︷︷ ︸
CT

n1Cn1

= 0
�����*�

��[
A−BR̃−1BTPc − LPc

]T
︸ ︷︷ ︸

AT
n1

Pc + Pc

[
A−BR̃−1BTPc − LPc

]
︸ ︷︷ ︸

An1

+ PcQvPc +QBR−1
w BTQ︸ ︷︷ ︸

CT
n1Cn1

= 0 ����%+�

���
� � �$��,����� �� ���  �������� �-�����, �$�������

AT
n1Pc + PcAn1 + CT

n1Cn1 = 0 ����%��

�����
An1 = A−BR̃−1BTPc − LPc

Cn1 =

[
Q

1/2
v Pc

R
1/2
w BTQ

]
=

[
Q

1/2
v Pc

Q̃1/2

]
����%��



���� ����� ���	
��	�� ��

������	
 ��	 
	���������� �� ����
��
 ��� ������	
 �	
������ �� ����� �	 �����
	� ��	 ���������

	������ !

− (I + PfPc)Qv (I + PcPf ) = −Qv − PfPcQv −QvPcPf − PfPcQvPcPf

= −Qv − PfPc

[
BR̃−1BT + 2L

]
−
[
BR̃−1BT + 2L

]
PcPf

−PfPc

[
BR̃−1BT + 2L

]
PcPf

"�#$%�&

'�	� �	 �	����	 Qv � ��� 	(��	����� ��� ��	 )��	� *������ 	������� "�#$�%&!

− (I + PfPc)Qv (I + PcPf ) =
[
(I + PfPc)APf + PfA

T (I + PcPf )− PfPcBR̃
−1BTPcPf

]
−PfPc

[
BR̃−1BT + 2L

]
−
[
BR̃−1BT + 2L

]
PcPf

−PfPc

[
BR̃−1BT + 2L

]
PcPf

= (I + PfPc)APf + PfA
T (I + PcPf )

− (I + PfPc)
(
BR̃−1BTPc + LPc

)
Pf

−Pf

(
PcBR̃

−1BT + PcL
)
(I + PcPf )− PfPcL− LPcPf

= (I + PfPc)
[
A−BR̃−1BTPc − LPc

]
Pf

+Pf

[
A−BR̃−1BTPc − LPc

]T
(I + PcPf )

−PfPcL− LPcPf

"�#$%�&

+����� �	 �	�!

An1Pf (I + PcPf )
−1︸ ︷︷ ︸

M

+ (I + PfPc)
−1
Pf︸ ︷︷ ︸

M

An1

+Qv − (I + PfPc)
−1
PfPcL (I + PcPf )

−1

− (I + PfPc)
−1
LPcPf (I + PcPf )

−1
= 0

"�#$%%&

�� �	 ��,	

K = Qv − (I + PfPc)
−1
PfPcL (I + PcPf )

−1 − (I + PfPc)
−1
LPcPf (I + PcPf )

−1
"�#$%�&

��	� �	 ��� �	� � �	� � ��	 �� [
An1 Bn1

Cn1 D��

]
"�#$%�&

����
An1 = A−BR̃−1BTPc − LPc, Bn1 = K1/2

Cn1 =

[
Q

1/2
v Pc

Q̃1/2

]
"�#$%-&

��
 ��������	 ��	 �������������� ��
 ���	�.������ � �����. 	��������!

AT
n1P + PAn1 + CT

n1Cn1 = 0

An1M +MAT
n1 +Bn1B

T
n1 = 0

"�#$%/&

'�	� ��	 ��������� �� ��	 *������ 	�������� �� ���� 0��������� � ��	 Pc ��
 Pf ��.	 ��	



�� ������� �	 
����� ���������� ���
�� ��� �����

��������	 
������ ������ �� �������� �� �� �������� �������� �� �� ����� ��������

P = Pc

M = Pf (I + PcPf )
−1 ����� �

!�� "
�������� ��# 	���� �� �� ���� 
������ ����� � �� �� $�%%�� ��& �������� �������

�������� ��
 �� '(%��)�	��& �'* �����%�& 
�&�%��� �� �� ���&�
& �'* �����%�& 
�&�%����

+��%� �� ���&�
& �'* �����%�& ����&, �� ��� �� 
������ ������ �� �������� �������� ��


�	� %��
��� ��%�
�-���� ��& �� $�%%�� �������� �� �� ����� ����� ��%���� �� ���������%� ��

�� 
�����
 ���%����� .� �� ������� ��
� �� �� ��� � /�& �� 
������ �� �� 
�&�%��� ������

�� ��
 0��������� ����� ��& �� �� ��� ����� ��������

1�
 �� ���&�
& �'* �
�����, �� 
�����
 ���%��� �� 
�	� %��
��� ��%�
�-���� �� �� ���� ��

�� ����� ������ 0��%� �� �

�
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��� ������ �3.28�	 ��� ���� ������ x ∈ R
2N  ������ ��� ����� ����� d �� ��� �������� p

������� �� ��� N �����! ��� ����� �� ������ �� ��� ��� � F �� ��� ��� m1 �� ��� ��� ������ ��

��� ���� ���	

x = [d1, p1, d2, p2, d3, p3, · · · , dN , pN ]
T

��	"�"�

u = F ��	"�#�

y = v1 ��	"���

��� ����� � �������� �� ���� ������ ��� ��� ����� mi = 2! ��� ����� ���  ��$ ����� �� ��� ������

ki = 4! ��� ��� ����  ��$ ����� ci = 0.1	 %������� αi = ki+ki−1! βi = −ki �� γi = 1
mi

! ��� ���� ����

����& J ∈ R
2N×2N ! ��� ���������� ����& R ∈ R

2N×2N ! ��� ������ ����& Q ∈ R
2N×2N �� ���

����� ����& B ∈ R
2N �� ����� �
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⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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0 0 · · · · · · · · · 0 0 0 0 γN
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B =
[
0 1 0 · · · 0

]T
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Reduction on Q−conjugated LQG balanced coordinate

Frequency  (rad/s)

Full order system
Effort constraint method
Truncation method

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

40

M
ag

n
it

u
d

e 
(d

B
)

 

 

Errors of Q−conjugated LQG balanced methods

Frequency  (rad/s)

Effort constraint method
Truncation method
Error bound
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Reduction on standrad LQG balanced coordinate

Frequency  (rad/s)

Full order system
Effort constraint method
Truncation method
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Errors by the standard LQG balanced methods

Frequency  (rad/s)

Effort constraint method
Truncation method
Error bound
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Reduction by using effort constraint method

Frequency  (rad/s)

Full order system
Q−conjugated LQG balanced coordinate
Standard LQG balanced coordinate
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Error by using effort constraint method

Frequency  (rad/s)

Q−conjugated LQG balanced
Standard LQG balanced
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Closed loop system with reduced controller
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ẋ = Ax+ Bu /#�01

����� x(t, z) �� ��� ����� ���	� ������ 
� � ���� ������ ���	�� A � ������ ��2�������� 
�����
�

���� �
���� D(A) ��� B � ������ /
�����1 ����� �������� %� ��� ���������� �� ���� �
�( �
 ���

�)�����	� ��� ��� ��
������� 
� ��� �
����
�� 
� /#�01� 3
� ���� ����
�� �� ��� ��� ������
�� ���
�!

��� �
�� ��������! ��� ���	��
��� ����!��� 40#� �5� �'6 �
 ������ 
�� �������� 7 ������
�� A (t)t≥0

������ 
� � ������ ���	� �� �� 
�����
� ���� ��������$�� ��� eAt 
�����
� ���� �
 ������ ��� �
����
��
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���
����� �������
�� ��� ��
������� 
� ������
����

��������� �	
 /���
���! 	
�����
�� ������
�� /C0 ������
��1 40#61	 ��� X � � ������ ���	��

A (t)t≥0 �� 	����� � �������� 	���
����� ��
����� /C0 ������
�� �
� ��
��1 �� ��� �
��
���� �
���.
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�
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���� ���
����
�� ��� �����

�� ��� �		 t ≥ 0
 A (t) �� � ������ 	����� �������� �� X
 ����
 A (t) ∈ L (X)�

�� A (0) = I�

�� A (t+ s) = A (t)A (s) ��� �		 t, s ≥ 0�

�� ��� �		 x0 ∈ X
 �� ���� ���� ‖A (t)x0 − x0‖X ��������� �� ����
 ���� t ↓ 0
 ����
 t �→ A (t) ��

������	� ���������� �� �����

��������� �	
  !�������� "��#$	 %�� �������� A : D (A) ⊂ X → X ��&��� �

D (A) =

{
x ∈ X | lim

t↓0
1

t
(A (t)x− x) ∈ X

}
, Ax = lim

t↓0
1

t
(A (t)x− x) ,  ���$

�� ��		�� ��� ��������� �� ��� ��'������ At≥0�

%�� ��� �� �		 ��� ������ 	����� ��������� ���' X �� Y �� ������� � L (X;Y ) ����� X ��� Y

��� ��� (�	��� ������� )� X = Y 
 ���� �� ���'�		� ����� L (X) ������� �� L (X;X)�

*� ��		�� X ��� ����� �	�
�� ��� ��� �	�'���� ������� %�� ������� �+�'�	� �� � ������	� ����������

��'������ �� ��� �+��������	 �� � '����+� %��� ��
 	�� A � �� n×n '����+
 ��� '����+,��	��� ��������

A (t) = eAt ��&��� � ������	� ���������� ��'������ �� ��� (�	��� ����� R
n�

*� ��������� ��� ��� ��		����� ���������� %�� �����  ��		,�����$ ��� ����� �� ��� ��������

A ∈ L(X,Y ) �� ������ ��-

.��A = {x ∈ X | Ax = 0} , /��A = {Ax | x ∈ X} .  ���$

��������� �	�  0���������� �������� "�1#$	 %�� �������� A : D (A) → X �� ��		�� �����	����� ��

/� 〈Ax, x〉 ≤ 0 ��� �		 x ∈ D (A) .  ���$

��������� �	�  2�+�'�	 ����������� �������� "�1#$	 3 ����������� �������� A : D (A) → X �� ��		��

������� �����	����� ��������	������ ��

�� /�� (sI −A) = X ��� �		 s ∈ C0�

�� D (A) �� ������

��������� �	�  4���������� ��'������ "�1#$	 3 ������	� ���������� ��'������ A (t)t≥0 �� X ��

��		�� � ����������� ��'������ ��

‖A (t)‖ ≤ 1 ��� �		 t ≥ 0.  ��1$

������ �	�	 ���� �� A �� ��� ��������� �� � 
�����
���� ��������	 �� X� ���� A �� �������	������

3� �+�'�	� �� ��� ���� ��&������� ��� � ����� �� 5������ ��6� 3 '��������	 %�'�����7� ��'

'���	 ��		 � ���� �� �		������� ����� ����������
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��������� �	
 ������	
 �����
�� ����	 ��
 X ��� Y �� ������
 ���	��� �� �����
�� T ∈ L (X,Y )

�� 	����� 	����	
 �� 
���� ����
� � ������	� (Tn) �� L (X,Y ) ��	� 
��


dim �� Tn <∞, limTn = T. �!"#�

� 	����	
 �����
�� T ∈ L (X,Y ) �	
��$ ��
%��� 
%� ������
 ���	�� X ��� Y �� &��%� 
� ����


� ���$���� '���� ��	������
���

Tx =
∞∑

n=1

σn 〈x, un〉X vn �!"��

��� ���� �����	������$ ���� ������	� �� (σn)n∈N
�� R+ ��� ��
�������� �(�
��� (un)n∈N

�� X ���

(vn)n∈N
�� Y #�� �" )*+�" ,�� ������� σn ��� 	����� �������� 	���
� ��� (un, vn) �� 	����� � ������

���� ����	��
�� 
� σn"

��������� �	� �-�	���� �����
�� .+��	 � 	����	
 �����
�� �� ��	���� ��

∞∑
i=n

(σn)n∈N
<∞ �!"/�

%���� (σn)n∈N
��� 
�� ���$���� '����� �� ��	������$ ����� %�
� �1 �� 
�� ���	� �� �������� ������	��"

0� 
�� 	����	
 �����
�� T ∈ L (X,Y ) �� ����
��� � ���$���� '���� ��	������
��� �� T 	�� ���� ��

%��

�� ���

T = V ΣU∗ �!"��

%���� U∗ �� 
�� ��1���
 �� 
�� �����
�� U " ,�� �����
��� Σ ∈ L (�2)� U ∈ L (�2;X)� V ∈ L (�2;Y )

��2��� �(

Σ (xn)n∈N
= (σnxn)n∈N

�!".*�

���

U (xn)n∈N
:=

∞∑
n=0

xnun, V (xn)n∈N
:=

∞∑
n=0

xnvn. �!"..�

-�% %� ����
� 
�� ����
� �
�
� ��� ��
��
 ���	�� �( U � X� Y %��	� ��� ������
 ���	��" 0� 
��

�����%��$ %� 	������� 
�� ��2��
� ����������� ������ �(�
�� ��2��� �� #/� �)� �� 
�� ����3{
ẋ = Ax+ Bu
y = Cx+Du �!".)�

%���� A : D(A) ⊂ X → X �� � $�����
�� �� � ������� �
���$�( 	��
������ ����$���� A �� X�

B ∈ L(U ;X)� C : D(C) → Y �� ������ %�
� D(C) ⊂ X� D ∈ L(U ;Y)"

��
 ����
 ��� ��
��
 ���	�� U ��� Y �� 2��
� ����������� ������
 ���	�� ��� 
�� �
�
� ���	� X

�� ����
���( ������
 ���	�" ,�� ���� ������ �����
��� A,B,C,D ���

A : X → X

x (0) �→ x (t) ,

B : L2 (R−;U) → X

u (·) �→ ´ 0−∞ A (−τ)Bu (τ) dτ,
C : X → L2 (R+;Y)

x �→ CA (·)x,
D : L2 (R;U) → L2 (R;Y)

u (·) �→ C
´ ·
−∞ A (· − τ)Bu (τ) dτ +Du (·) ,

�!".+�
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�
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���� ���
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�� ��� �����

���� ����	 �
��	 X� �
�� �� ���
�� �
��	� U �� Y ���� ���� (A,B,C,D) ����� � �����	 �	���
��	�

��	�� ����	� � ��	 �	�	 �� ���� �	����� ������ �� �� ������	� ��	 �������� �� �	����� ���  �

(A,B,C,D) �	�	� ��	 �	���
��	� ��	�� ����	�� !�� "#��$%� ��	 ��	 &�����
�	 (A,B, C,D) �� ����	�

��	 '		������ �� (A,B,C,D)�

��������� 	
� "(�)	� �
	������ *������ �+�� �	����� ����%
 ,�� � ����	� �	���
��	� ��	��

����	� (A,B,C,D) � (U , X,Y)�

�� H = CB ∈ L (L2 (R−;U) ;L2 (R+;Y)
)

�� ����	� ��	 ������ ���	�
�	�

�� P = BB∗ ∈ L (X) �� ����	� ��	 ���
	������
� �	�����

$� Q = C∗C ∈ L (X) �� ����	� ��	 ����	����
� �	�����

����	� #��� -�	 ���	����� �� ��	 (�)	� �
	����� '�!	� ���	 �� ��	 	.���	�	 �� ��� ��'���� !���	

�	���
������� ���� ���

H = V ΣU∗, "#��#%

���� ���'��� �
	����� Σ ∈ L (�2) �� � "#���%� -�	 	�	�	�� �� ��	 ����	���' �	&�	�	 (σn)n∈N
∈

�1 ��	 ����	� ������ ������	 �������

����� ������	
 �	�������� �� ������	 
��	������� ���	�� ����	��

/	 �� �������	 ��	 �����	� �	���0���� �� �	���
��	� ��	�� ����	��� 1� � ��	 ���	 ���	�����

���	� ���� �!��!	� ���� ���� *������ ��	 	&��� �� ���	 ���'��� �
	����� Σ�

��������� 	
� "2����	� ����	�� �+�� �	����� #���%
 1 ����	� �	���
��	� ��	�� ����	� (A,B,C,D)

� (U , X,Y) �� ����	� �������� ��X = �2 �� ��	�	 	.���� � 
�����!	 �� ����	���' �	&�	�	 (σn)n∈N

���� ���� ��	 *������ P �� Q ��	 ���� 	&��� �� ��	 ���'��� �
	����� Σ ∈ L(�2) �	�	� � "#���%�

  ���	� �����

P = BB∗ = Q = C∗C = Σ "#��3%

����	� #��� -�	 �	&�	�	 (σn)n∈N
� ��	 ���!	 �	����� ������� ��		� �� ��	 (�)	� ��'����

!���	� �� ��	 ����	��

4	� S ∈ L(Xs;X) �� L ∈ L(XL;X) �	 ��� �
	������� XS �� XL ��	 ��� (���	�� �
��	� ����

���� ��	 �������������� �� ���	�!������� *������ �������

P = BB∗ = LL∗ �� Q = C∗C = SS∗. "#��+%

-�	 ��	 (�)	� �
	����� �� '�!	 ��

H = S∗L "#���%

�� �� �� ���	�� �+�� -�� 3���� -�	 ��'���� !���	 �	���
������ �� (�)	� �
	����� �� �	 �����	

��

S∗L = V ΣU∗ "#���%

5	.� �	 ���� ���� �	 �� '	� ��	 ����	 ���	����� �����	� �	���0���� �� ��	 ����	� �� ���'

��	 ��'���� �	���
������ �� ��	 ���	�� (�)	� �
	����� � ��	 �������' ��	��	��



���� �����	��
 �� ������	 �����	
 ��� �������� 	����
����� 
�
��� ��

������� ��	� ���� ����	�
 ��� ��� �������	 ��� �����
 ������ ���� ��� ������	 ��� �� �!�	���	�

"��� S ∈ L(XS ;X) ��� L ∈ L(XL;X) �� �� ������ ��� ��� ��������� #�$�� �� ����%�� ������� ���

������ &� ��� ���#���	 $���� ����
!������� �' ��� �!�	���	 S∗L ∈ L (XL;XS)� ���� ��� &�������

	����(����� �� ��	�$�� '	�
 ��� '�������# 
�!!��#�

T := Σ−1/2V ∗S∗ ⊂ X �→ �2,

T+ := LUΣ−1/2 ⊂ �2 �→ X
������

��� ����� ��) {
ẋb = Abxb + Bbu

y = Cbxb +Du ����	�

���	� Abxb = TAT+xb� Bbu = TBu ��� Cbxb = CT+xb ���� xb ∈ �2�


�� ���� ��� �� ������� ���� ��� ���������� �� �� �������� ����������� ����	� ������� �� �

����� ���������� ���� � ����� �� 
������ ����

������� ��
� ���� ����	�
 ��� ��� (Ab,Bb, Cb,D) &� ��� �!�	���	� �' ��� &������� 	����(����� �'

��� ��*���� ��
�������� �����	 �����
 ������ ��� ��� ��������� ���� $����	 ei = (δ1, δ2, · · · ) ∈ �2 '�	

��� i ∈ N� ��� *���� ��
�������� �	������� &������� 	����(����� �' ���� �����
 �� #�$�� &�{
ẋr = Arxr +Bru

y = Crxr +Du ������

���	� ��� 
��	����

Ar =

⎡
⎢⎢⎣
a11 · · · a1r
���

���

ar1 · · · arr

⎤
⎥⎥⎦ ∈ C

r×r, Br =

⎡
⎢⎢⎣
b1
���

br

⎤
⎥⎥⎦ ∈ L (U ;Cr)

Cr =
[
c1 · · · cr

]
∈ L (Cr;Y)

������

�	� ��*��� '	�


aij = 〈Abej , ei〉�2 ∈ C

bi = 〈Bb, ei〉�2 ∈ L (U ;C)
cj = Cbej ∈ Y

������

 � ��������� ����!����� �� ��� � ���� � ��������� �������� ���� ��� ������ �� ��������

�� ���������� ��� �"������ (Ab,Bb, Cb,D) �� � �������� ����������� �� ��� ������� ���������� ������

���� �������

����� ��� �	
	��� �	
��	���� �� ������ ��������	
 
��	� ������

#�� ��$ ���� ��� �������� ���������� �� "��� %���������� ����� �� ��� ������� ���������� "���

%���������� ���� � ���� ��"������� ���& ���� ��� ���� �� ��� ���"�����& �� �����'����

��� �� ��� ��������� �(�� )��� ��� ���� �� ���� $������ �� �� �������� �����������& �'��� ����

'������� �� ��� ���� �� ��� ��� ��"�������� *� ����� $���& ��� ��� ������� '���� ��� ���

��� ��� �!��� �� ��� +,-.� %���� $� ���/� �"����� ��� ���� "��� �� ��� ������� ���������� "���

%���������� ���� �� ���� ��� �������� ���������� ������ �� 
������ ���� *� "���� ��� ���



�� ������� �	 
��
�
�� 
����
���� ���
����
�� ��� �����

�������� 	
 ����� �	� �	���������	�� ��
	�� �������	�� �	� ���� ����	�� ��� ������ ��� ��� ���������


	� ������� ������	��� ������ ����� ������ ���� �� ���	������ !��� ��� 
	��	!��� "������ �#����	��$

(A∗PS
c + PS

c A− PS
c BB∗PS

c + C∗C)x = 0, ∀x ∈ D (A) ������(APS
f + PS

f A∗ − PS
f C∗CPS

f + BB∗)x = 0, ∀x ∈ D (A∗) ������

%���� �!	 "������ �#����	�� �	�����	�� �	 ��� 	����� �	���	� ��	��� !��� ��� �	�� 
�����	���

Jco =
1

2

ˆ ∞

0

‖y‖2 + ‖u‖2 dt ����&�

��� ��� ���� ����� ��	���� '� ����� ��� ����� ������ �� �������(���� ��� ����������� ���� ���

	�����	�� APc
= A−BB∗Pc ��� APf

= A− PfC∗C �������� �!	 �)�	��������� ������ �����	��� 	�

����� ������

%�� *+, �������� �����(���	� �� ����� 	� ��� 	�����	�� PS
c ��� PS

f !�	 ��� ��� ���#��� ���


��-	��� ��� �	�������.� ������� �	����	�� 	
 ��� �	���	� ��� ����� "������ �#����	�� ������� ������

��������.����

��������� �	
� �*+, �������� �����(���	� ���� /������	� ��� �	 %�� ������� ������	��� ������

����� ������ �� ������ *+, �������� �
 ����� �)��� �!	 ���
 ��-	���� �	�������.� �	����	�� Pc� Pf �	

��� �	���	� ��� ����� "������ �#����	�� ���� ����

PS
c = PS

f = Λ ����0�

!���� Λ �� � ����	��� 	�����	��

%	 ������ ��� ����� ������ ����� ��������	� ����� 	� ��� ���������� 	
 ��� 	�����	� ������ ��

%��	��� ��� ��� ��1� 	�� ��� �	 ��� ��� ������	����� ���!��� ��� �)�	��������� �������(���� ���

���������� ����� ������ ����� ��� ����� �	����(�� �����2�	���� 
���	��(���	� ������ ��

Σ

(
APS

c
,B,
[

C
−B∗PS

c

]
,

[
0

I

])

��.�� �� 
	��	!��

��� �	
	 ���� ��		
 ��� �� �����	 Σ (A,B, C,D) ������ �� 
� ���������
��� ��
�����
��� 
��

������
��� �����	  ��! "���� #
�$ ���%� 
�� �%��%� ���#
��#�� ��� ��#	
����� #�&!� ���#�	� �
���#

�����	 Σ

(
APS

c
,B,
[

C
−B∗PS

c

]
,

[
0

I

])
�� 
� ���������
��� ��
��� ����
# �����	  ��! �%���
# '
�$��

���#
��#� (�� �%#�!�#	�#�� �!� ���%����� �� �!� )���
�� �*%
����� ������� ����+� PS
c � PS

f 
�� PS
c P

S
f


#� �%���
# ���#
��#�� ,!� ��&��-
�%�� �� PS
c P

S
f 
#� ������-� 
�� �!�� 
#� ����� ��.�������

%�� ��	.� ��� ������� ��� ����� ������	��� *+, �������� �������	� �	 ��� ������� ������	���

	��� %��� �� ��� �����.����� 	

√
PS
c P

S
f ��� �	����.� ��� ���� ��� ����� ��.������� 3���� �	���	�

��� ����� "������ �#����	�� 	
 ��� *+, �������� �����(���	� ��� �������� 
	�

PS
c = PS

f = Λ = ����(σn)n∈N ∈ L(�2) ������



���� � ����� �	 
�	
�
� �
���
���� ���� ���
����
�� ����� ��

����� (σn)n∈N ��� ��� �	
������� ��
√
PS
c P

S
f �

����� �� ��� ��� ��� �������	�� ������ ������ 	� ����� �� ��� ��� ������� ���	���	�� �	���

��� � ������� �� ��� ��� ������� ���	���	�� ���� 	���	�� ����	! �� ��������	�� �� �2 � ����

"����������# ���  ��� ���	���	�� �$����� ���  ���	�� ��	�� 	� �� 	� ������  �� ���$ ��� ������

���	
�� %� 	� ��� ������	�� ������# �� �	� ��  ������� ���  ���	�� ��� ���	���	�� ��������� ��

��� �$����� �������# 	� �� ��� ��� �������	�� ������ ������ 	� &������ ��� �� ������ ��� 	���	��

�	����	���  ��� ���	���	�� �$�����# ���  ���	�	�$ ��� ��� ��  �������� ��� ��� ������� �$����� %�

�� ��� ����	��� � ���� ������� ���	���	�� ��	�� ��� ��'� ��� ����� �� ��������� �� ��� �$�����

	��� �������� (� ��� ���  �� ��� � ���  ���	�� ��� ���������  ������	�
 �  ��!	���	�� ������ ���

��	� ���� ������� ���	���	�� �� 	���	�� �	����	���  ��� ���	���	�� �$������

��� � ����� 	
 ������ �������	��� �	�� ������	���� ������

)� ��	� ����	�� �� ����	��� ��� ���� �� 	���� 	���	��*�	����	��� �	��	 ��	�� �$����� +��, ������ ��

�����-

��������� �	

	 . 	���� 	���	��*�	����	��� �$���� �� ��� ����-{
ẋ(t) = MQx(t) + Bu(t)
y(t) = B∗Qx(t) ���/0�

	� ���� � 	���� 	���	��*�	����	��� �	��	 ��	��  ���*���	���	�� �$���� �)12�%� 	� 	� ���	����

• x(t) ∈ X# X 	� � �	���� � ��� �	�� 	����  ������ 〈·, ·〉X ��� ���� ‖ · ‖2X 3

• M : D(M) ⊂ X# ��� ����	� �� ��� � ������ M 	� � �����$ ����	�� ��!	�� �	��	 ��	��

�m*�	��	 ��	��� 	���� � ������3

• Q : X �→ X 	� � ������� 	���� � ������ ���� 	� ���*��4�	�� �Q∗ = Q� ��� �����	�� �〈Qh, h〉X ≥
α||h||2X ∀h ∈ X �	�� α > 0�3

• &�� 	� �� � ������ B : Cp �→ X 	� ������� ��� {0} 
= )� (B) ⊂ X�

• &�� 	� ��� u ��� ��� ��� y ���� ��� ���� �	����	���

&�� � ������ MQ 	� �	��	 ��	�� �	�� ��� ��� �� ��� 	����  ������ 〈g, h〉Q = 〈g,Qh〉X # g, h ∈ X�

)� ���	�	��# 5��(λI −MQ) = X 	� ���	���� ��� ���� λ ∈ C0# ������� M 	� m*�	��	 ��	�� ��� Q 	�

�	4���	��� ����� MQ 	� m*�	��	 ��	�� ��� ��������� 
�������� � ��������	�� C0*���	
��� +�0# &���

6�/��,�

&�� ����� �����	 �� ��� �$���� 	� ������ �����
� ��� 
���������� �7���
$ �����
� �8���	��� ��

H(x(t)) =
1

2
〈Qx(t), x(t)〉X ����9�

&��� ���  ���� ������ �8���	�� �� ��� �$���� 	� 
	��� �$

d
dtH(x(t)) = 1

2 〈Qx(t), ẋ(t)〉X + 1
2 〈Qẋ(t), x(t)〉X

= 1
2 〈Qx(t), ẋ(t)〉X + 1

2 〈ẋ(t),Q∗x(t)〉X .
����6�



�� ������� �	 
��
�
�� 
����
���� ���
����
�� ��� �����

��� �� ��� 	�
���� Q∗ = Q� �� ����

�� 〈Qẋ(t), x(t)〉X = �� 〈ẋ(t),Qx(t)〉X = �� 〈Qx(t), ẋ(t)〉X . ������

���� �� ����� ��� ������� �4.29� ��� ������� �� ���

d
dtH(x(t)) = �� 〈Qx(t), ẋ(t)〉X

= �� 〈Qx(t),MQx(t) + Bu(t)〉X
������

��

〈Qx(t),Bu(t)〉X = 〈B∗Qx(t), u(t)〉
Cp

= yT (t)u(t). ������

 �����	�� ��� m!�����"������� �# M �� ���� ���� �� 〈Qx(t),MQx(t)〉X ≤ 0 �� ��� #	�$ �4.33�

�� �4.34�� �� ����%
d

dt
H(x(t)) ≤ yT (t)u(t) ����&�

��� '�$�
���� H(x(t)) 	�"	����� ��� ����
 ��	�� ���	�� � ��� �����$ �4.29� �� #	�$ ��� "������


"��� ����� �� �� ���	"	�� ���� ��� ��	����� �# ����
 ��	�� dH(x(t))/dt �� 
���	 ��� �	 ����
 ��

��� "���	 yT (t)u(t) #�� ��� ��� �����$� ���	�#�	�� ��� �����$ ���� �� ����� �� ���	�
 ���	����

(# �� ������	 ���� H ��$��� � 
���	 ����� ��� �� ���� "	�"�	��� ��� �)��� ��$�����
 �����$

�4.29� �� �� 	���	��� �� ������� *++,�

���������	 
� ��	
��� 
� ��� �����	� �� ����
�� �� �
���� 
� 
��	�
	 M ������ 
 �� �
����


� M∗� �����
D(M∗) = D(M) ����-�

.� ���� /���$"��� 0� �����$ �4.29� �� �� �	���� ��%{
ẋ(t) = (J −R)Qx(t) + Bu(t)
y(t) = B∗Qx(t) ����+�

���	�

J =
1

2
(M−M∗) �� R = −1

2
(M+M∗) ������

����D(J ) = D(R) = D(M) ⊂ X� '��� ��� �����$ �4.29� �� �� 	���	��� �� � �)��� ��$�����


"�	� '�$�
���� �����$ �(�1'2� ��)�� � *+�,� '�	� ��� �"�	���	 J = −J ∗ ∈ L (X) �� � ����!

��3��� ��4�	����
 �"�	���	 ����� "	���� ��� ��	�� �5����� � ��� ��$��� �� ��� �"�	���	

R = R∗ ∈ L (X) �� � ��$� "������� ��)��� ��
#!��3��� ��4�	����
 �"�	���	 ����� 	�"	����� ���

��	�� �����"���� � ��� ��$���

(� ����
� �� ���� ���� ��� �"�� $�""�� B ∈ L (Cp;X) �� ������ �� {0} 
= ($B ⊂ X� ��

$��� ���� ���	� �	� �� ��	�� �5������ �� ��� �����	� �# ��� �"����
 ��$�� #�	 ���� �
��� �# "�	�

'�$�
���� �����$�� ( ����	 ��	��� ���� �
��� �# �����$� �� �
����� �� �� ���	�

�� � ��� �"����


��$�� �� �� �� ��� �����	�� ���� �� �5�
���� #	�$ ��� ��	� *+�, ����� "	����� � 
�	�� �
��� �#

�����	� ���	�

�� �)��� ��$�����
 "�	� '�$�
���� �����$�� ����� ���	� ��� �����	� ���	�


�� �"�� �"�	���	� B �	� �������� ���� �
��� �# �����$� �� �� ������	�� � ���� ���"��	� �� ���


�� ������� � #���	� ��	���

( ��� �5� ������� �� ���

 ������� ��� �� 	����� ���� �
��� �# "�	� '�$�
���� �����$� �� �����



���� ������� 	
� ����	 ������ � �������� ���������	 ��� ��

��� ������ ���� ���	
��� ��� 	������ ������ 	� �� �	� ��� ���
������ ��� �� �� ������� �� ���	�	��

��� ��	�� ��	�� �� ��� ��� ���� ������ ��� ��� ���� �	������	 ������ �� �������� �� ���� ������

����� �����

��� ������� 	
� ����� ������ � ������� ���������� ���

� ��� ���� �������	� �	��� ��� �	���
� �� ������ ����� �	� ��� �������� ��� ������
� ��	�

������ � !�"� � ��� �������� ��	����� �� �	
� ��������� 	 �	���
� �� ������ ����� ������ ���

��� ���� �������	� ���� �	������	 ������ ����� �� �#��
	��� �� ��� ������ �� �����������

!��"�

� ���� ������� �� ��	�� ������� ��� �� ������ ����� �� ����� �������	� ���� �	������	

������� 	� ������	�� �� 	� 	 ���� �	������	 ������ �� ����������� !$%� ��"� �� ��	�� �� ����

��	� ��� �� ��������� �	� ��� �	�� ������� 	� ��� ������ ������� ����� ��� ��������� �� ����� �����

�������	��

����� ��� ��	
��� � �	�	�
� ����	���	�� ���
 �����
�	��	 ���
���

&� 	���� ��� �� ������� ��� �� ���� �	'� ��� �������� 	�������� 	���� ��� ��	����(	������ 	�

��� ������	������ �� ��� �)*�+ ,4.37-�

���������	 
� �	� 
��� �4.37� ���	 �	� m������������ �������� MQ �� ������������� �������������

����� �	��� ������ �� �������� K ∈ L(X,Cp) ���	 �	�� MQ−BK  �������� �� ������������� ������ ��!��

 ����� "� ���� �������� �	�� �� �� ������������� ����������� ����� �	��� ������ �� �������� F ∈ L(Cp, X)

���	 �	�� �	� �������� MQ− FB∗Q  �������� �� ������������� ������ ��!�� �����

&�� �� ������ ������� �� �)*�+ ,4.37- �� ��������� 	� �������.

������ ��� ,�� ������ �������-� ��� �̃,�v ∈ L(X) �� ����/	�0��� ������
� ������ ����	�����

�̃,�w ∈ L(Cp) 	��� �� ����/	�0��� �������� ������
� ������ ����	���� 	� x ∈ D(M) = D(M∗)�
&�� ��	�� �����	�' �	� K = �̃

−1B∗Pc ���� Pc ��� ��#�� ������
�/������ ������� �� ��� ����	���

1���	�� �#�	���. (
QM∗Pc + PcMQ− PcB�̃−1B∗Pc + �̃

)
x = 0 ,2�34-

	� MQ−B�̃−1B∗Pc ����	��� 	 �5�����	��� ��	��� ����/������ &�� ����� �	� �� F = PfB�−1
w

����� Pf �� ��� ��#�� ������
� ������ ������� ��

(MQPf + PfQM∗ − PfQB�−1
w B∗QPf +�v

)
x = 0 ,2�2%-

	� MQ− PfQB�−1
w B∗Q ����	��� 	 �5�����	��� ��	��� ����/������

&�� ������ ����� ������� ���	�� �� ���
� ��� 1���	�� �#�	��� ,4.39- 	� ,4.40- � ����� ��

�����(� ��� ������ ���� ������.

Jco =

ˆ ∞

0

〈
x, �̃x

〉
X
+
〈
u, �̃u

〉
Cp
dt ,2�26-

	� ��� �����	��� �����.

e (t) = x (t)− xc (t) . ,2�27-



�� ������� �	 
��
�
�� 
����
���� ���
����
�� ��� �����

����� xc �� 	�� ��	�
�	�� �� 	�� �	�	� ��������� �� ���� 	�� �	�	� ��������� �� 	�� ���
���� ���

��	�������

�� � ��������� 	�� ���
�� ��	������ �������	�� ��	� 	�� ��� ��	��� ������
 �4.1� �� ��

���		� ��� ⎧⎨
⎩ ẋc =

(
MQ−B�̃−1B∗Pc − PfQB�−1

w B∗Q
)
xc + PfQB�−1

w uc

yc = �̃
−1B∗Pcxc

� � !�

"�� ������ ���� ���	�
 ��	� 	�� ����� ��� ��	������ �� �	���� ��	 �	 � #����� �������$ �������

	�� %�
��	��� �	���	��� �� ���	 � 	�� ������ ���� ���
���	��� &� ������ ������� ��� 	� �����
���	�

� ������� ��� ��	������ � ����� 	� �������� 	�� �������	� �� %�
��	��� �	���	���� � ������ �����

����� ��� ��	
������ �� ����	�� �� ����	����������

&� '��	 �����
���	� 	�� ����� ��� ��	������ ���� � ����������	
����� ��� �� ������# 	�� ���#�

�����	�� �� 	�� ��	������ ����� 	� Q� "��� ����� 	��

ẋc =
(
M−B�̃−1B∗PcQ−1 − PfQB�−1

w B∗
)
Qxc + PfQB�−1

w uc

= (J −Rc)Qxc + PfQB�−1
w uc

yc = �̃
−1B∗PcQ−1Qxc

� �  �

��	�

Rc = R+ B�̃−1B∗PcQ−1 + PfQB�−1
w B∗ � � (�

) 	��� �*������� 	�� �	�	� �����	�� �� ����
����� �	� 	�� ������	 (J − Rc)Q ��	� 	�� ���#�

�����	�� Q ��'�� � �4.37�� %������ 	�� �����	�� Rc = R + B�̃−1B∗PcQ−1 + PfQB�−1
w B∗ �� �

#����� ��	��� ����+��,��	 �� ����	����

-�*	 �� ����� ������ 	�� ����	��� � 	�� ��� ��	��� .�����
 4.1 ���� 	��	 	�� ��	������ �4.44�

��� � ���	 %�
��	��� �����/�	��$ ����� ��� ��

���/�� � 	�� �������# 	�����
�

������� �	� �%�
��	��� ��� 
�	����	 �������� 
�� ��� ����	�� ��
� 
�� �		����� ��	�
���

��
���� 
�� �����
�� �̃ ��� �w�

�̃ = �w. � � ��

� 
�� �����
��� �����
��� �̃ ��� �v ��� ��	�
�� ���

�vz = Q−1
(
2QJ ∗Pc + 2PcJQ+ �̃

)
Q−1z ��
� z ∈ X � � 0�


��� 
�� �����
�� ����
���� �4.39� ��� �4.40� ����
 � ������ ��	�
���� Pc ��� Pc ����� 
�!�	�" #����


�� ��	�
���� ��� ��	�
�� ���

Q−1Pc = PfQ � � ��

$��
������� 
�� ���  ��
��		�� �� �����!�  �		�� %�
��	��� ��� ��	������ ��� 
��  	���� 	���

���
��  �� �� ���

�� �� 
�� ����� % ��
�� ���� 
��� � 
�� �&'�( �4.29� ��
� 
�� ���
 ����	
�����

���	�)�
��� � 
�� ��� ����	�
��"



���� ������� 	
� ����	 ������ � �������� ���������	 ��� ��

������ �� ����	 
������� �4.48� ��� Q �� ��������� �� � �� 
���
���� ������� ������� �� ���� ��

��
������� �4.40� �� ��������� ��

(MPcQ−1 +Q−1PcM∗ −Q−1PcBR−1
w B∗PcQ−1 +Qv

)
z = 0. ������

 �� 
������� �4.46� ��� !�
���"��	 Q−1 !��# �� $� ����� �! ��! �! ��� ������� �4.49� ���

������� ��
�#��� (QMPc + PcM∗Q− PcBR−1
w B∗Pc +QQvQ

)
z = 0 ���%&�

'����
��	 �� ������� �4.50� �� �� 
����� ��
�� ������� �4.39� ����� ��[
QM∗Pc + PcMQ+ �̃− (QMPc + PcM∗Q+QQvQ)

]
z = 0

��
���� D (M∗) = D(M) ���Mz = (J −R) z� ���[
Q (M∗ −M)Pc + Pc (M−M∗)Q+ �̃−QQvQ

]
z = 0

⇔ QQvQz =
(
2QJ ∗Pc + 2PcJQ+ �̃

)
z

Q ����	 ���������� ����

�vz1 = Q−1
(
2QJ ∗Pc + 2PcJQ+ �̃

)
Q−1z1 $�� z1 ∈ X

(��
�� �� ������� �4.47� �� ��������

�� ����	 )���#���� *� �� +,-(' �4.37� �� �.���������� ����������� ��� �.���������� ��/

�
����� ��� ����#���� �� #� !�� ��� ������� �̃ ��� �v ��� ��� ���� ��� 
����� ��

��

�������� ��#� � ������ ��������

 � ��$ ���$ �� �� 012 
�������� �� ������� ��� � 
�� �� 
��������� �� � 
�������� �! ��

+,-(' �� ����
����
���� 3��� �� ����	 
�������� �4.48� ��� �4.46�� �� 
�������� ���� �4.44�

��
�#���

yc =
(
�̃

−1B∗PcQ−1
)
Qxc

⇔ yc =
(
�−1

w B∗QPf

)Qxc ���%4�

$��
� #���� �� �� ���� #�����	 �! 
�������� �4.44� yc �� �� ��$�� 
��5�	�� �! �� ����

#�����	 uc�

'�
������ �! $� 
������� 
�������� �4.48� ��� �4.46�� ��� 
�� ������ 
��
6 �� �� ������� Rc

������ �� ������� �4.45�

Rc = R+ B�̃−1B∗PcQ−1 +Q−1PcQB�̃−1B∗ ���%*�

�� ���!/��5���� �����

Rc = R∗
c . ���%7�

3�����#��� �� �������

McQ =
(
M−B�̃−1B∗PcQ−1 −Q−1PcB�̃−1B∗

)
Q

= (J −Rc)Q
���%��



�� ������� �	 
��
�
�� 
����
���� ���
����
�� ��� �����

��������� �� �	
�������� ����� ���������
 ��� ��� �
������ Q ����� ���������� ��� �
������ Rc ��


������� ��������

�� � ������������ ��� ��� �������� ��� � 
���  ��������� ����!������ ���� ��� ����� ��


������ ��� �� �������� �� ��� ��������������� �" �#� ������� ���������� 
���  ��������� ��������

������ $�%� &�� ������ �" ��� ������ ������ 
��������� �v �� �̃ �� "��� �� ����� ��� &������ $�$�

��� ��� �#� 
��������� ��� ������ �� '$�$()� &��� ����� ���� �� ��� ���� #� ��� ����� ������ ���

#�������� �
������ �̃ ��� ���� ���
��� ��� ����������� �
������ �v �� &������ 4.4� *� ��� �����

���� #� ��� ����� ��� ����������� �
������ �v� ��� ������ ��� #����� �
������ �̃�  �#����� ���


��������� �v� �w ��� �̃� �̃ ��
��� �� ���� ������� +" #� ������ ��� �
���� ������ 
����� �����

����� #�������� �
������� �̃ ��� �̃� ���� ��� ����������� �
������� �v ��� �w ��� ���� ��� ������

������ 
��������� ��� ���� �� ��������� ������� �� ��� ���� ������ 
������ *� ��� ����� ����� �"

#� �������� ��� ���� ������ 
����� ����� ���� ��� #�������� �
������� �̃ ��� �̃ ���� �� ����� ��

��� �
���� ������ 
������

&������ $�$ ����� �� � 
������ ��� ������ ������ ������ ��� #� �� �� ���	
��	� ���

������ ������� ���� 
������ ��� �������� �� �������� �� � 
���  ��������� ����!������ &�� �����

��
 ������ �� ����� ���	
��	� ��� �����

�� ��� �� �������� �� ��� ������ �� ���������������

�" �#� 
���  ��������� ��������  ���� ��� ��������� ��� 
�������� ��� ��������� �� ��� ����� ��


�������

+� ��� ��	� �������� #� #� ������� ��� 
�������� ��� ��������� 
��������� ��������� "�� ��� �����

��
 
���  ��������� ������ ������� ��� ���	
��	� ��� �������

��� �����	
���� �� �����	�
� 
� �����	� �������
��� ���

��	� ���������� 	�� �������	�

+� ���� �������� #� ����� � ��� ������� ����!����� "�� ��� +,- . '4.37) �� ����� ���  ���������

��� "����� �" &������ 4.4 ��� ��� �� �

��	������� �" ���� ��� ������� +,- .� &� �� ��� #�

����� ������� ��� 
������ �" ���  ��������� ��� �������� ����� ��/

PfPc = PfQPfQ

���� �� ��0����� "��� ��� ��������� +� ��#� �� �� ��� � ������� �����"�������� �� ����� �� ��������

��� ����� �
��� �� � �������"� #�� #��� ���
��� �� ����� ��
 
��"�������� 1�"��� �������� ���

��������� 
��������� #� ����� ��� ������� ����!����� �" ��� +,- . '$�23) ������� ���  ���������

��� "����

����� ����	
����� �� ��	����� ���	���
��� �� �����

1�"��� ������� ���  ��������� ��� 1������ ����!������ #� ��������� ��� ���	
��	� ��� ���

��
 �������� �" +,- . '4.37)�

�������	� 
��� 4������� �#� �
������� S ∈ L(Xs;X) ��� L ∈ L(XL;X) #���� XS ��� XL ���



���� �������	
 ��������� ��� �����	�� �� ����	� ��������� ��� ��

������	 
���
 
�� 	��	 	�� �����	����� ��� �������
 
�	�
��

Pc = SS∗ ��� Pf = LL∗ ������

����

HLQG = S∗L ∈ L(X) ������

�
 ����� �� ����������� 	
� ����� ������� ��  !"�# �4.37��

$�%	 &� 
���� ��
�

 	�� �������	� �� 	�� �����	����� �������
 Pf ' Pc ��� 	�� �����	�����

��� ���(�� �����	�� HLQG�

����� ���� �� � ���� �� �������� ������� �̃ ��

�̃ = γ2C∗C = γ2QBB∗Q, ∀γ ∈ R. ����)�

��� Pc ��� Pf � �� ��� ��������� �� �� ������� ������� �������� �4.39� ��� �4.40� �� �� 	
�

������� ������ 4.1 ��������� ���� ����� 4.4� �� ������ !��������� �� ����������� 	
�

����� ������� HLQG �� ���� ������ 

"���� �� ���*� 	�� �������	� �� 	�� 
���	��� Pc �� +��	� �,��	��� �4.39�' &� ��
���� 	�� �������*

�,��	��� �� 	�� ��
�� ���� 
�
	��-

[(MQ−B�̃−1B∗Pc)
∗︸ ︷︷ ︸

M∗
co

Lo + Lo (MQ−B�̃−1B∗Pc)︸ ︷︷ ︸
Mco

+PcB�̃−1B∗Pc + 	̃]z = 0

������

&�	� z ∈ D(M)� .� ��*������/ 	��
 �������* �,��	���' &� �� /�	-

(QM∗Lo + LoMQ− PcB�̃−1B∗Lo − LoB�̃−1B∗Pc + PcB�̃−1B∗Pc + 	̃)z = 0
������

&�	� z ∈ D(M) ����

Lo = Pc, ����0�

��� �4.59� �
 �,��*����	 	� 	�� +��	� �,��	��� �4.39��

��� ��
�� ���� 
�
	�� �
 �������	�� �
⎡
⎢⎢⎣

Mco B[
	̃

1/2

�̃
1/2B∗Pc

]
Dco

⎤
⎥⎥⎦ ����1�

&�	� Mco = MQ − B�̃−1B∗Pc' ��� B' Dco ��� 	�� ����	 ��� ����	����/� �����	��
 �� 	��
 ��
��

���� 
�
	���  � &� �� ���*� Lo �
 ������' 	��� Pc = Lo �
 ��
� �������

��� 
���	��� �� �������* �,��	��� �4.58�' Lo �
 	�� ��
��*�����	� ������� �� 	�� 
�
	�� �4.61��

.� �
��/ 	�� ������� �� 213' ��� 3�14' �� 	�� �����&��/ ����	���


1� ��� �����	�� Mco �
 � /�����	�� �� � �%�����	����� 
	���� C0 
���5/����6
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���� ���
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�� ��� �����

�� ��� �	�
�� �4.61 ��� � ���
� ���� ��
��
 �����

����� 
��� Pc = Lo �� ��������

���� ������
��� �� 
�� �����
�� Mco �� 
�� ������
�� �� �� �������
����	 �
� �� C0!����������


��� 
�� ���
 �����
��� ������ �� ��
���	 
�� ������ �����
���� "� ��� ����� 
�� "����
��� �����
��#

�̃ = γ2QBB∗Q �$�%�

"�
� γ ∈ R����� "� ��


�̃
1/2

= γB∗Q ∈ L(X,Cp). �$�%&

��� �����
��

�̃
1/2B∗Pc ∈ L(X,Cp). �$�%$

'���� 
�� ��
��
 �����
�� �� �	�
�� �4.61

Cco =

[
�̃

1/2

�̃
1/2B∗Pc

]
∈ L(X,C2p) �$�%(

���� ���� 
�� �
�
� ����� X 
� � ���
� ���� ����� C2p� ����� 
�� �	�
�� �4.61 ��� � ���
� ���� ��
��


������ 
�� ������ �����
��� ����� 
��� �� � �����)����� 
�� *+, ,������ Pc �� �������� -�������	

"� ��� ���.� 
��
 Pf = QPcQ ��� '����
����� *+, '����� �����
�� HLQG ��� ���� ������� �

�����"��� *���� 4.2� 
�� '����
����� *+, '����� �����
�� HLQG �� �������� /� ��� 
���

����� 
��  ������� �����0�
��� "�
� ������
 
� 
�� '����
����� *+, ,������� Pf ��� Pc �� 
��

*+, ���
��� ��� ��� 4.1 �������
�� "�
� ������� 4.4�

�������	� 
��� ��� 123'- �� ������ ��	
����
�� �� �������� �� X = �2 ��� 
���� ����
� �

����
�.� ��� ���!���������� ��)����� (σn)n∈N ���� 
��
 
�� '����
����� *+, ,������� Pf ��� Pc

���  �
� �)��� 
� 
�� �������� �����
��#

Σ = ����(σn)n∈N ∈ L(�2). �$�%%

1� �
��� "����#

Pf = Pc = Σ. �$�%4

�� "� ��������� �� *���� $��� 
�� '����
����� *+, '����� �����
�� HLQG = S∗L ∈ L(X) ��

������� "�
� S,L ∈ L(X) ��� ����
� � �������� .���� ���������
���#

S∗L = V ΣU∗ �$�%5

"����

Σ = ����(σn)n∈N ∈ L(�2)

"�
� 
�� ����
�.� ��)����� �� '����
����� *+, '����� �������� .����� �σn� ��� V,U ∈ L(�2;X)

��� �����
���� ��
� 
���� ������� �����

V ∗V = I, U∗U = I. �$�%�



���� �������	
 ��������� ��� �����	�� �� ����	� ��������� ��� ��

�� ����� �	� �
����
������ ���
���
� �

T := Σ−1/2V ∗S∗ ⊂ X �→ �2;

T+ := LUΣ−1/2 ⊂ �2 �→ X.
������

������� ��	� ������� ��	� ��� 
��� �4.29� 	�� ��� ��	������	���� ����	���� T 	�� T+ ������

�� �4.70�� ���� 	 �	�	���� ��	���	���� ���� �4.29� �� ����� 	�{
ẋb(t) = MbQbxb(t) +Bbu(t)

y(t) = B∗
bQbxb(t)

������

����

Mb = TMT ∗ Qb = T+∗QT+ Bb = TB ������

��� ��	�� ��	�� �� ��� �	�	���� 
��� �� xb ∈ �2 

����� �	� ��� ��������� � ������� � ������� 	�!� �	� �������" ��������������

Pc = SS∗ ��� Pf = LL∗. ����#�

�� �������

TPfT
∗ = Σ−1/2V ∗S∗LL∗SV Σ−1/2, ������

���	 �	� $%& � '���������� ()* '��+�� ���
���
�

S∗L = V ΣU∗, ����,�

�	��

TPfT
∗ = Σ. ����-�

�� ��� �������

T+PcT
+∗ = Σ ������

�� �	� ���� ��.� /� � ����� �����0 �� "�� �	� '���������� ()* *
������ � �	� �.���� ������ ��

�������

TPfT
∗ = T+PcT

+∗ = Σ. ����1�

�	� �.���� ������ �� �	� '���������� ()* 2������� 
����3����� � �	� 4&5'$ �4.29��

6. ����" �	� �2�!� �
���������0 �	� �
�"���� 4&5'$ �� 
��
������� ���� ��� '���������� ()*

2������� 
����3����� ������� �	�� 2������� 
����3����� �� ������ �� �� �2 �����0 ��� �	� ����� !�
��2���

�
� ����
���� ��� �

��"�� �� ���
�����" �
��
 ����
���" �� �	��
 ����
����� �� �	� ������7���� �.����

������ 
�� �	� '���������� ()* ���"���
 !������ 4� ��	�
 ��
��0 �	� ����� !�
��2��� ���������� ���	

��
"� ���"���
 !����� �
� ��
� ����
���� �
 �	� '���������� ()* ����
�� ����"� �	�� �	� ��	�
 �����

'���� 
�� �	� ������ ���� ����� � !���0 �	�� 2������� 
����3����� "�!�� �� �	� "��� �	���� � �����

����� �� 
����� �	� 4&5'$� �	�� 
�������� ���	�� �� ��
�!�� �� �	� ��8� ��27��������



�� ������� �	 
��
�
�� 
����
���� ���
����
�� ��� �����

����� �����	
��
�� �� �����

���� ��	 
�������� ��� ��� ��	 ������������� ��	������ �	��	� �� ������� �	 �������	� ��	

 ��!����� "#$ ��!���	� �	�!%���� �� &'
 ( ������ �� ����	� ����)�� *� �	���	 ��� ��!���	�

����	�� �	 ��� �� �����	 ��	 ��	 ��������� �	���� +,	� � *�	��	� ��-�  ��	,	�� ��	 ����,�� ���

 ��!����� ��������	 ��	 ��� ��	�	�,	� ��� ��� ���	 ��	�����! �����.����� ���	�	�  	��	�

�	 ����!� �����	� �����	� �����.����� ���	�	 �� ��	�	�,	 ��	 ����,�� ���  ��!����� ��������	

����+ ��	 �	������ ����	���	�

*� �� ��� �	 ��	 ��	 
	���,/$�!	�0� ���1	���� �	���� 2-�3 �� +	� � ���	 ��	�����! ��/

���.����� �� ��	 ��!���	� ����	� �4.71�� 4	 �����	� ��	 �	��������� �� ��	 ����	 ,����!	�

x(t) = xn(t) + xr(t) ��� x(t) ∈ X� xn(t) ∈ V ��� xr(t) ∈ W⊥� ��	�	 V = ����{v1, · · · , vn} ���
W = ����{w1, · · · , wn} ��� vi � ��	 ����	 ��	����� ����� �vi ∈ D(MQ) � ����	� �4.29�� ���

wi ∈ X ��	 �/��	�����! �������	� �� X� ��� W⊥ ��	 �����+���! ����!	�	�� �� W � *�� �	���/

������ 	.��� ��� � ��5�	 � V ∩W⊥ = {0} � *�	 !�	�� ��	������ V : Cn �→ X ��� W : X �→ C
n

�	��	� ��6

Vα =
n∑

i=1

viαi Wh =

⎡
⎢⎢⎣

〈h,w1〉X
���

〈h,wn〉X

⎤
⎥⎥⎦ ������

��� �!! α ∈ C
n� h ∈ X ��	 ���� ���� V ∩ W⊥ = {0}� *�� ����	��� ��� �	 	��!� ,	��	� ��

���+ �	�(WV) 
= 0 ��	�	 WV ∈ C
n×n� *��� ��	 ��� ��	 ��	 ��	���! ��	�� ��� �	���������

X = V ⊕W⊥ � ��	 ����	� �� W ��� V ��	 ���� ���� �	�(WV) 
= 0� &� ���	� �� �	�	���	 � ���	/

��	�����! ���	! ���� �	����	� ��	 ������� �� xn � � ��,����+	��� �� �������	 ��	 ���1	����

P : X �→ V �� X ���� V �!��+ W⊥� �	!��+ ��	 �	!���� xn(t) = PX(t)� *�� ���1	���� ��� �	

	.��	��	� �� P = V(WV)−1W ��� �����	� P = P2� &�� ���+	 ��� ��!! ����	 ������6

7��P = V ; 8	�P =W⊥

*� ��	�	�,	 ��	 ����,�� �� ��	 ����  ��!����� ����	� �4.29� �� ���+ ��	 
	���,/$�!	�0� ���1	�/

��� �	����� � ��	��! ����	 �� ��	����� V ��� W � +,	� � 2-�3� &� ��� �	����� ��	 ������� ��

��� +,	 ��	 ����	 �� ,	����� vi�

&����	� ���� ��� �	���� �	 ���!! �������	 � ����	 �� ,	����� vi ���� �	��	� ��	 ���1	����

��	����� V ���W �� ��	�	�,	 ��	 ����,�� ���  ��!����� ��������	 �����+� ��	 �������� ���	�
���

� �4.71�6

������� ��	� ����� V : Cn �→ �2 ��

Vz =
n∑

i=1

vizi ∀zi ∈ C
n, i ∈ N ���9��

��
� vi = (δi,1, δi,2, · · · ) ∈ �2 �� 
�� ��������� 	��
 ���
��� �������� 
�� ������� ������ W = V∗Qb�

���� � �
�	�
	�� ���������� ���������
��� � 
�� �����
������������� ���� �� � ������ ���� {
ẋn = MnQnxn +Bnu

y = B∗
nQnxn

���9)�



���� �������	�
� 	
 	� �
�	�
� 
� � 	��
����
 ��� ��

����

Mn = V∗QbMbQbV Qn = (V∗QbV)−1

Bn = V∗QbBb

������

�����	 	
�� �� ��� ���� ��

P = V(WV)−1W = P2


� � ������
���

��� �� ������ xb ≈ Vzn ��� ������
��� ������  � �� ������� W = V∗Qb� !�� "�
�#

�
����
���� ������
��
��  ������{
V∗QbV żn = V∗QbMbQbVzn + V∗QbBbu(t)

y(t) = B∗
bQbVzn

������

$� ������ xn = V∗QbVzn� !�� ���
�Mn ���  � �������� 
� �� ����� %�� ��� 
� �&�� ������
�

��� �� ���� ��� 
� ������
� ���

'� ��"�
�  ������

Mn +M∗
n ≤ 0

���

Jn =
1

2
(Mn −M∗

n) ��� Rn = −1

2
(Mn +M∗

n) ������


���� ���	 (� �
� ������
�� �����) �� ������� V 
� ���� � ������� �� ��� ����� X) ���

�� ����
�� ���
�� �* W = V∗Qb ��� ��&� ���� �� �� "�
� �
����
���� ������
��
�� �
�� ��� ��

��� +��
���
�� ������� ��� ������'�� �� ����
'
��

,� ��
�- �� "�
� �
����
���� .+/ �4.81� ��� �� 012 ������ .�� ��� 4.1 �����
��� �
�

!������ 4.4) ��� ��� ��� ���
-� � "�
� �
����
���� ��������� 
� ����� � �� 
�
3� �� (4/+.

�4.37��

��� ������	
��� 
� 
� ���
��� �� 	 ��������� ��	�

(� �
� ���
��) �� ����
��� � �#�
����
���� !
������&� ,��� ����� �
� ����
�- 
� �� ���
��

�����
��� z ∈ [0, 1] ����� � ��� +��
���
�� *�������& 5�6) ��7 �� *������8

ẋ = MQx+ Bu(t)
y = B∗Qx ����6�

�
� �� ��������8

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 ∂
∂z 0 −1

∂
∂z −Rp 0 0

0 0 0 ∂
∂z

1 0 ∂
∂z −Rrp

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ����9�



�� ������� �	 
��
�
�� 
����
���� ���
����
�� ��� �����

������ �	
� ������� ������� ���������� ����

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
K 0 0 0

0 1
ρ 0 0

0 0 EI 0

0 0 0 1
Iρ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . ��	���

��� ������ � !�� ���� �� �������� �� !���� � !�� ������ "���������

H =
1

2

ˆ b

a

(Kx21 +
1

ρ
x22 + EIx23 +

1

Iρ
x24)dz ��	���

#���� x1 �� !�� ����� ������$����!% x2 �� !�� !����"���� �����!�� ���!����!���% x3 �� !�� �������

������$����! ��� x4 �� !�� ������� �����!�� ���!����!���	 ��� $��&$���!� ρ% Iρ% E% I ��� K ��� !��

���� ��� ����!� ���!% !�� ��!��� �����! � ����!�� � � $���� ��$!���% !�� ����!�$�!� '����(� �������

� ����!�$�!�% !�� �����! � ����!�� � � $���� ��$!���% ��� !�� ����� ������� �����$!�"���% ��� !��

�!�!� ���$� X = L2(0; 1;R
4)	 ��� ���� �� $������ �! !�� �!����!� z = 0% ���  ��� �! z = 1 ��

���#� �� ������ �	
% �	�	% 1
ρx2(0, t) = 1

Iρ
x4(0, t) = 0 ∀t ≥ 0 ��� Kx1(1, t) = EIx3(1, t) = 0 ∀t ≥ 0%

��� ������ � !�� �����!�� M ��

D(M) = {x ∈ H1(0, 1;R
n) |x2(0, t) = x4(0, t) = 0, x1(1, t) = x3(1, t) = 0 , ∀t ≥ 0} ⊂ X ��	���

!��� ��� $�� ���� $��$� !��! !�� ������ � !�� ��)���! �����!�� M∗ �� !�� ���� �� M	

��� �����!�� Q �� ��� *��)���! ��� $���$�"�	 +� $������� !��! !�� ���� �� �$!��!�� �� � ���!����!��

!��,�� b1(z)u1(t) �� !�� ����� ��!��"�� Ib1 = [0, 0.1]% #�!� b1(z) = 1  �� z ∈ Ib1 ��� b1(z) = 0 ����#����%

��� ���� �� ���!��� ���!����!�� !��,�� b2(z)u2(t) �� !�� ����� ��!��"�� Ib2 = [0.9, 1]% #�!� b2(z) = 1

 �� z ∈ Ib2 ��� b2(z) = 0 ����#����	 -� ��!��!% #� $������� !�� ������� "���$�!��� ���� "����

y1 =
´ 1
0
b1(z)

1
Iρ
x4dz ��� y2 =

´ 1
0
b2(z)

1
Iρ
x4dz	 -� � $����,���$� !�� ����! �����!�� ���

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

0 0

0 0

b1(z) b2(z)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ��	�.�

#���� B : C2 �→ X	 ��� ��!��! �� !�� $��)���!�� !� !��� ����!% �	�	%

y = B∗Qx. ��	�
�

+� $�� ������ "��� � !��! !�� �$���� ����� �����$!

/�〈Mz, z〉 � 0 ∀z ∈ D(M) ��	�0�
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singular values

������ 	
�� �� �������� ������

��� �������� M �� ������������ ��� M ��������� � C0 ����������
 ����������� ����� ������ � 0 <

λ0 ∈ ρ(M) ���� ����  ��(λ0I − M) = X !"	� ���� �
"
""#� ���� M �� �������������
 $� �� �

��������� �% � ����������� ���������


&� � �����'������ ��� �(���� )4.85* �����+�� ��� ��� ���� ���������� �� �(���� )4.37*� ���� ���

��� ��� ��� ������� �(���� ,( ����� ������� 4.4


&�� ��� ��������� ���������� �% ��� ��������-� ,��� ���� ,��� �������� �'��� �� ��� �� ���

�����������
 �� ����� ��� ��������  ������ �'������ ��� %�� ��� ������� ���������� ������� .� ��� ���

������+���� ������� ������ !�	� �# �� ��������/� ��� ��������-� ,���
 ��� ,��� ��� ,��� �������

�� 	0 ��+��������� ��,��������� ����� ��� �(���� ��� "10 ����� �����,���


������(� .� ��� ��� �������� ������� )4.4* �� ������ ��� ���������� ��� ������ ��� �(���� ,(

��-��� ��� .�������� �������� �̃ = QBB∗Q
 ������ )4.2* ���.� ��� �� �������� ������
 2�� ���

�,����� ���� ��� +��� %��� �������� ������ ��� ������ ���� ��� ������ )����� �� 0.8 ��3������ ,��.���

4�� ��� 5�� �������� ������*
 ���� ����� ���� ��� +��� %��� ������ �% ��� ,������� �(���� ���( ���

���� ��������� ���� �� ��� ������ ���� �(����
 &� �����'����� .� ������ ��� ,������� �(���� ��

����� 4 ����� ������� 4.6� ���� .� ������ � ������� ����� ���������� �� ���� ������� �(����


4� ��� �.� ������ ���� �(����� ,( ��������������� ��� %��� ����� ���������� )xc ∈ R
160� ��� ,���-

�����* ��� ������� ����� ���������� )xcr ∈ R
4� ��� ��� ����� �����* .��� ��� ���� ���� �(���� )���

,��� �����*
 ������ 	
5 ���.� ��� ���� �������� �% ��� ���� ���� �(����� ��� ������ ���� �(����� .���

%��� ����� ���������� ��� ������� ����� ���������� �����������(
 ��� ������ ��� � ���'�� �� ��� �������

���� �% ��� ,��� ��� ��� ������ �� ��� ������� �������( �% ��� %��� ���� �% ��� ,���
 2�� ��� �,�����

���� ��� ������ ���� �(����� .��� %��� ����� ��� ������� ����� ���� ������ ��� ���� ���%��������

,�� ���� � ������ ��� )��� ��3������ �� ���� ���� 0.01* �� ��� ��������� ���-� �� ���.� �� ��� ��,

������ 4.3 ���� �� ��� �� ��� %��� ���� ��� ������� ���������� ���� ���( �� ����� 4
 $� ����� ����

���� �% .� ��������� ��� ���� ��������� ����� �����,��� �� ��� ������� �(����� ,�� .� ����� ���� ����
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������ ��	
 ������ ��� ���� �������� �� ��� ����� ���� ���� ������ ����� ���� ��� ������ ����
������ �� ����� ���� ����� ���������� ����� ��� ������� ����� ���������� ���

���������� ��� ��� ������� �������

 � ������ ��� �� ���� ��� ����� �������� �� ��� ��� ������ ���� ������� !�� ���� ��� ��� ��� �����

�� ��� ���� ���� ������ "� ��� ��� ���� ����� ����� ��� #��� ���� �� ��� �������� �$�� ������� ���

����� ��#� ���� ������������ !�� ���� ����� �� ��� ���� �� ��� ������ ���� ����� ���� ��� �������

����� ���������� ����� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ���� �� ��� ������ ���� ����� ���� ��� ���� �����

���������� �����%�& ���������� ��� ���� �'��� �� −26�

(�$� �� ���� ���� ��� ������� ����� ���������� �� ���� �)����� ��� ��� �#�� ������ ����� ������ !�

�� �� �� ��������*� ��� !������%� ��� ���� +� ��,�������� �����������& ���� ���� ����� ��� 320

����� #�������� ����� ����� ������& ����� �� ��� ��� ����� �� ��� ��,���� ���������� !������%�

����

������ 4.5 �� � ��������� �� ��� ���� ����� �x ∈ R
320& ����% ���#�� ��� ��� ����� �x ∈ R

160& ����

����� ���#�� ���� ���� ������ "� ��� �����#� �� ��� ,����& ��� ���� ��������� �� ��� ��� ����� ����

���� ����� ��� ��� ���� ����� ���� ���� ����� ��� ����� ��� ��� ��� �� ��� ��-������

 � ������ 4.6& �� ���� ���� ��� ���� ����� ./0 ���������� �xc ∈ R
160 & ����% ���#�� ��� ��� �������

����� ���������� �xc ∈ R
4& ��� ����� ���#�� �������� �� ��� ��� ����� ����� ��� ���� �������*� ��� ����

����� ����� ��� ��#� ����� ��� ������������ "� ���� ��� ���� ����� ./0 ���������� ��� ��� ������

#�������� �� xc ∈ R
160 ��� ��� �� ��� ��� ����� �� ��� ���� ����� ����� x ∈ R

320 ������� ���

���������� �� �������� ��� ��� ����� ����� �x ∈ R
160�� !�� ������� ����� ���������� �� ���� ��������

�� ��� ������� ����� ����� ����� �� ��� �����$������ �� ��� ��� ����� ������

1#�� ��� ���������� �� ��� ��� ��-����� ������ ���� ������ ��� ����� ��� ���& ����#�� ���

���� ��������� ��#� � ���� ��� ������� ��� �#������� ���%� ����� ���� ������ !�� ������ �� ��� ���

�� ��� ��� ����� ������ ���� ������� "� ������#� 2��� 4 ����� �� ��� ������� ����������& ���� ����

���� ��� ���������� �� ���� ������ ��� ��������� ����������

"� ���� �� ������ ��3 ��� ����� �������� �� ��� ���� ����� ������ ���� ������ �� ���������������
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������ 	
	� ������ ��� ���� � �� ���� ��� �� ������� �x ∈ R
160� ���� ��� ����� �� �������

�� ����� ���� ���� �������� �xc ∈ R
160� ��� ������� ���� �������� �xcr ∈ R
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�� ������ ��� ���� ������� � �� ���� ��� �� ������ �� !� ���� ���� ���� �� �"#!�
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������ 	
�� ������ ��� ���� �������� �� ���� ����� ���� ���� ������� �����  ��� ��� !����� ����
������� "� ����� ���� ����� !��������� �#��� ��� ����!�� ����� !��������� �	�

��� ���� ����� �xc ∈ R
160$ "��!% ����� !��������� ��� ����!�� ����� �xcr ∈ R

4$ ��� ����� �����!��&���

�'�� "��� ���� ��� ��� ����� �� ���� ���� �������
 (� ��� � �� ��� �� ����� �������$ �� ��� ����

����$ ��� ���� ����� �� ��� � � ��)����� !����� ���� ������� ��� ���� �� ��!� �����$ ����!����� ��� ����

�� ��� ���� ����
 *�!���� ��� ����!�� ����� ������ !�����&� ��� +��� ���� ��������� ����� &����"��� ��

��� !������ ������ ����� �� &�� $ ���� ��� ����!�� ����� !��������� ��� ������ ��� ���� ���������!�

�� ��� ���� ����� ���


��� �����	
���

,� ���� !������$  � ��&� ��������� � �����&� -./ !������ ������ ������ ��� ,01�2 !����� �������3

���� -./ ������
 ����������� "���� �� ���� !������ ������ ������$ � �����&��� ��� �����������

����!���� ������&��� ����!���� ������ ��� ,01�2 ��� "��� ��������


*� ��%��� ��� ���!��� !���!� �� ���  �������� ��������� �� ������� !������ ���"��� ��� +���� ������

���"���$ ��� ����������� -./ ������ ��&�� �� � ������� ��	 
�������� ��� ,01�2 ��� �����&��

�� �� � ���������� ���
��� ���������� -./ !��������� ������ ������
 ,� ��� �����  ����$ ���

����������� ����!���� �� ������&�� �� ��� 
����� ���� ����� ���!� ��� ����������� -./ !���������

������ �� ���� � ���� ����������� ������$ ��� ��� !����� ���� ������ !�� "� �������� �� ��� !������ "�

�����!����!���� �� � � ���� ����������� �������
 '�� !���!�� �� ���  �������� ��������� ��� ���!���

"�� ��� ���4��
 5� !�� !����� ��� ������� !������ ���"��� �� ��� +���� ��"���&��� ������ ���"��� ��

 �  ��� "�� ��� ���������� ��� � � ���"���� ��� �������
 "�!���� ��� !���!� �� ����� ���������� ���

�� ��%� ���� ��� -./ !��������� �� "� �����&� ��� ��� ��� ���� ����������� �����6�����
 ,� ��� �����

 ����$ ��  � ��+�� ��� ������� !������ ���"���$ �� ����� ��� ������� !������  �������� ��������� �̃

��� �̃ ��� ��!����$ ���� ��� �"���&�� ������  �������� ��������� �v ��� �w ��� ���� +7��  ��!� ���
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������ �	
� ������ ��� ���� � ���� ���� ��� �� ������� ����� ���� ���  ���� �� ������� !�
����� ���� ����  ������� �"#�� ��� ���� �� ����  ������� ���

!� �� ��� ������ !���$�� ������ ��������� ������� !�� ��� ���  ������� ������ ����������	

���$��% ��� �����$� &'(  ������� !������ !� ����� ��� ����������� 	
� ����� �� �����

��)���� ���������� �� ��� ������ ������	 ��� � �� ��������� � ���� ���*����*������ � ���� � ��� �

)���� ����������  ������� �� ��� +,-�.	 /��� �� ��0� � ��� ���  �� � � ��� ��������� ������

�̃% ��� ���������� &'( ����� ����� �� � ��)�� � !���� �� �����1���� �� ��� � ��� ��� �

���������� &'( �������� $����� �� ���� ��)���� ��� �� ��� �� ������� ���� !� ���� ��� &'( ���0��

������ �� �� ����	 /��� ����� ��� ����� $����!��� ������� � ��� !����� ���������� &'( ��������

$����� ��� ��� �������� �� ���  ���� ������	 /��� !���� �� �����1���� ��$�� �� �  �� � �

�������� ��� ����� $����!��� ��� ���  ���� �� ���� � $���	

/ ����2����� ��� ���������� &'( !���� �� �����1����% �� ��������� � ��� ��� -���$*

(����0�� ��3� ��� ����� ���� ��� ��3� ��� ������ V � �������� ��� ����� ��� � ��� � ��� ���

 �� � � ������ W = V∗Q �  ����$� ��� ���������� ���� ���� ��� �����$��� � ��� +,-�.	 4�

����� ���� �����% ��  �� ��� � )���� ���������� ��� ���������� ����2������ � +,-�. ��� ��

������ ��� )���� ���������� �����$� &'(  ������� !� ���� )���� ���������� ����2������	

+� ��� ���� ����% ��� ������ ����2������ � ���� �� ����������� !� ��� /������0 !��� �

��� ��� ���������� �������0	 /��  ���� � ���� /������0 !��� �� � ��� ����� ��� �

������ �2 ����� � ��� !������	 / ����� �� �����% �� )��� ��� ����1� �� +,-�. !� ��2��

)���� �������� ����� 5��% 67% !� ���� �� � ��$� ��� ������ 8�  ��� �9������ �� ����� � ���

��!��� ��� ������ ����� �� ��� ����������	 :�  ������ ��� ���� �� ����  ������� �xcr ∈ R
4�

��� ��� ���� ����  ������� !� ����� ��� ���� �������� ��� ��� ���� ��� ������	 /�� ���������

������� ��� ������� ��� ��� ��� ��  �������� ��$� �� � �� � ��;���� �	 ����������% �� �������

���� ���� �� ����  ������� � �� ������ ���� ������ ��� �  �� !�  ������  ���� � ��� ��)����

���������� ������	 /�� ������� ��� ��� ������� ���% /��  ���� �� ������ !� ����� ��� ���� ��

����  ������� ��$� ����� ��� ���� �������� � �� ��� �� ��� ��� ���� ����  �������	
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��� �������� ��� ��������� ���������� ����	 ��������� �� ���� ����	������ ������


��� �������� �������������

�� ������� �� � �������� ���������� ��������� ������ ��� ���� �������� ��� ��� ��������� �� ���

�	���� ���� ����	������ ������� ��� ���	���� ���� ����	������ ������ ���� ���� ������	 �	�������

����������� ������� ���� ���
��� ����	��� ��� ���������������� ����� ������ ���� ���� ��������

����� ��� ���������� ����� ����� �����
���� ��		�� ���� ����	������ ���������� ������� � ����� �

���������� �������������� ��� ��� �	��������� �� ���  ��������� ��	���	����� ���� ���������� ���	�!��

���� ��������� ��� "���� ���������� ���� �������������� ���� �		�
� �� ������� ���	� ��� ��� ����������

�����#� ���	��� ��� "���� ���������� 
���� ����� ��� ���� ����	������ ������� �� ���� �����$�

%���������� ��������	 ���� �� ���� �� �������� ��� �	�
 ��� ���� �������� �� �� ���� ������	� �� ���

��� ����� ����� � ��	����� ���� � ����� ��� ������		���	�� ��� ���������	��  ������ �&��������

���� ��	����� ���	�!����� �		�
� �� ������ 
���� ���� �� ����� ������	�� ��� �� �� ��������� �� ���

������� ����� ������� ��� �����	 �����	�� ��	��� �������������� ������� �� ����������	 ����������

������� ��� ����� ��� '�
 ���������� ������� ���� ���� ���	��� �� ������ ��� ��	����� ���� ����	�

������ ���������� ����� �� ����� �� �������� ���� ��� �������� ��� ��� ��������� ���������� ����

����	 ��������� ������ ��� ���� �������� �� ������ ���	���� ���� ����	������ ������ ���� ���

�����(������ ����� �� ���
� ��� ���� ��������� �� ���� ������ �� ���� ��� ��	 ��� �������� ���
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