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MATHEMATICAL AND NUMERICAL ANALYSIS OF SPHERICAL

HARMONICS MODELS FOR PHOTON TRANSPORT

Resume

Computational 
osts for dire
t numeri
al simulations of photon transport problems

are very high in terms of CPU time and memory. One way to ta
kle this issue is to

develop redu
ed models that a 
heaper to solve numeri
ally. There exists number of

these models : moments models, dis
rete ordinates models (SN ), di�usion-like models...

In this thesis, we fo
us on PN models in whi
h the transport operator is approa
hed by

mean of a trun
ated development on the spheri
al harmoni
s basis. These models are

arbitrary a

urate in the angular dimension and are rotationnaly invariants (in multiple

spa
e dimensions). The latter point is fundamental when one wants to simulate inertial


on�nment fusion (ICF) experiments where the spheri
al symmetry plays an important

part in the a

ura
y of the numeri
al solutions. We study the mathemati
al stru
ture

of the PN models and 
onstru
t a new numeri
al method in the spe
ial 
ase of a one

dimensionnal spa
e dimension with spheri
al symmetry photon transport problems.

We �rst fo
us on a linear transport problem in the va
uum. Even in this simple 
ase,

it appears in the PN equations geometri
al sour
e terms that are sti� in the neighborhood

of r = 0 and thus hard to dis
retise. Existing numeri
al methods are not satisfa
tory

for multiple reasons : (1) una

ura
y in the neighborhood of r = 0 (��ux-dip�), (2) do

not 
apture steady states (well-balan
ed s
heme), (3) no stability proof. Following re
ent

works, we develop a new well-balan
ed s
heme for whi
h we show the L2
stability. We

then extend the s
heme for photon transport problems within a no moving media, the

linear Boltzmann equation, and interest ourselves on its behavior in the di�usion limit

(asymptoti
-preserving property).

In a se
ond part, we 
onsider radiation hydrodynami
s problems. Sin
e modelisation

of these problems is still under dis
ussion in the litterature, we 
ompare a set of existing

models by mean of mathemati
al analysis and establish a hierar
hy. For ea
h model, we

fo
us on the following mathemati
al properties : (1) energy and impulsion 
onservation,

(2) a

ura
y of the 
omobile e�e
ts, (3) existen
e of a mathemati
al entropy and (4)

behavior in the di�usion limit. Our study redu
es to �laboratory frame� models and we

are still interested in the PN approximation of the transport operator. We identify defe
ts

in entropy stru
ture of existing models and propose an entroy 
orre
tion whi
h leads to

PN -based radiation hydrodynami
s models whi
h satisfy all the properties listed above.
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ANALYSE MATHÉMATIQUE ET NUMÉRIQUE DE MODÈLES PN

POUR LA SIMULATION DE PROBLÈMES DE TRANSPORT DE

PHOTONS

Résumé

La résolution numérique dire
te des problèmes de transport de photons en intera
-

tion ave
 un milieu matériel est très 
oûteuse en mémoire et temps CPU. Pour pallier


e problème, une appro
he 
onsiste à 
onstruire des modèles réduits dont la résolution

est moins 
oûteuse. La littérature abonde de 
e genre de modèles : modèles aux mo-

ments (M1, PN ), modèles aux ordonnées dis
rètes (SN ), modèles de di�usion... Dans


ette thèse, nous nous intéressons aux modèles PN dans lesquels l'opérateur de transport

est appro
hé par proje
tions sur une base tronquée d'harmoniques sphériques. Ces mo-

dèles, arbitrairement pré
is sur la dimension angulaire, ont l'avantage d'être invariants

par rotation (en plusieurs dimensions d'espa
e). Ce dernier point est primordial pour la

simulation d'expérien
es de fusion par 
on�nement inertiel (FCI) où la symétrie sphé-

rique joue un r�le important dans la pré
ision des résultats. Nous étudions don
 dans


ette thèse la stru
ture mathématique des modèles PN ainsi que leur dis
rétisation dans

le 
as d'une géométrie 1D sphérique.

Nous 
ommençons par le 
as du transport linéaire dans le vide. Même dans 
e 
as

simple, les équations du modèle PN 
ontiennent des termes sour
es d'origine géométrique

dont la dis
rétisation s'avère déli
ate. Jusqu'à présent, les di�érents s
hémas utilisés

étaient insatisfaisants pour les raisons suivantes : (1) mauvais 
omportement au voisinage

de r = 0 (phénomène de "�ux-dip"), (2) non préservation des équilibres stationnaires, (3)

pas de preuve formelle de stabilité. À la lumière de ré
ents travaux, nous proposons une

nouvelle dis
rétisation qui 
apture exa
tement les états d'équilibre. Nous démontrons en

parti
ulier la stabilité en norme L2
du s
héma. Nous étendons par la suite 
e s
héma

au 
as du transport de photons dans un milieu matériel �gé et nous nous intéressons au


omportement du s
héma en limite di�usion (propriété "asymptoti
-preserving").

Dans un se
ond temps, nous nous intéressons au 
ouplage entre rayonnement et hy-

drodynamique. Devant l'absen
e de 
on
ensus sur les modèles "transport" d'hydrodyna-

mique radiative issus de la littérature, nous établissons une étude 
omparative de 
eux-
i

basée sur leurs propriétés mathématiques. Nous nous intéressons parti
ulièrement aux

propriétés suivantes : (1) 
onservation de l'énergie et de l'impulsion, (2) pré
ision des

e�ets 
omobiles, (3) existen
e d'une entropie mathématique 
ompatible et (4) restitu-

tion de la limite di�usion. Notre étude se réduit aux modèles dits "mixed-frame" et une

attention parti
ulière est toujours portée sur l'approximation "PN" de l'opérateur de

transport. Nous identi�ons des défauts (
onservation ou entropie) sur des modèles exis-

tants et proposons une 
orre
tion entropique 
onduisant à un modèle PN satisfaisant

toutes les propriétés mathématiques listées 
i-dessus.
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Introdu
tion

L'étude e�e
tuée dans 
ette thèse 
on
erne l'analyse mathématique et numérique des

modèles PN pour la simulation de problèmes de transport de photons et d'hydrodyna-

mique radiative. Plus pré
isément, on s'intéresse dans 
es problèmes à l'évolution spatio-

temporelle d'une population de photons en intera
tion ave
 le milieu matériel traversé.

La modélisation de 
es problèmes donne lieu à des systèmes d'équations aux dérivées par-

tielles extrêmement 
omplexes à résoudre aussi bien analytiquement que numériquement.

Cette 
omplexité est notamment issue du nombre de variables et du nombre d'équations

intervenant dans les systèmes ainsi que de la stru
ture même de 
eux-
i (
ouplages, non

linéarités, termes intégro-di�érentiels). Les infrastru
tures informatiques a
tuelles ne per-

mettent pas d'obtenir des solutions su�samment pré
ises via des résolutions numériques

dire
tes. On a alors re
ours à des modèles appro
hés qui eux, sont plus simples à résoudre.

Les modèles PN 
onstituent une famille, parmi d'autres, de tels modèles appro
hés. Dans


ette thèse, nous étudions 
es modèles sous l'angle de l'analyse mathématique et propo-

sons des méthodes numériques e�
a
es pour leur résolution.

Avant d'entrer dans les détails mathématiques, nous nous intéressons tout d'abord au


ontexte général de 
ette thèse. Celle-
i s'ins
rit dans le 
adre de la simulation numérique

d'expérien
es de fusion par 
on�nement inertiel (FCI). Les expérien
es de FCI ont pour

obje
tif d'initier la fusion nu
léaire au sein d'un mélange de deux isotopes de l'hydro-

gène (deutérium et tritium, abrégé DT) au moyen de fais
eaux lasers. Cette fusion est

obtenue en 
hau�ant et en 
omprimant de manière extrême le 
ombustible emprisonné

dans une mi
ro
apsule de forme sphérique appelée 
ible. On distingue deux modes de

dép�t d'énergie par les lasers : l'attaque dire
te et indire
te. Dans l'attaque dire
te, la


ible est dire
tement soumise aux fais
eaux lasers. Dans l'attaque indire
te, les fais
eaux

lasers 
hau�ent tout d'abord un 
onteneur 
ylindrique entourant la 
ible qui transmet

alors son énergie à 
ette dernière sous forme de rayonnements X. Quel que soit le mode

de dép�t d'énergie 
hoisi, la 
ompression du DT au 
entre de la 
ible se fait par 
onser-

vation de l'impulsion (e�et fusée). Si les 
onditions thermodynamiques sont su�santes,

une réa
tion de fusion apparaît. On appelle alors 
onditions d'ignition les 
onditions re-

quises pour que 
ette première réa
tion de fusion entraîne une fusion auto-entretenue.

Un des points 
apitaux à l'optimisation du rendement énergétique des expérien
es de la

FCI est la rédu
tion des instabilités hydrodynamiques apparaissant au sein du dispositif.

Ces instabilités sont notamment issues de la non uniformité du dép�t d'énergie e�e
tué

par les lasers sur la 
ible. Plusieurs dispositifs de FCI existent dans le monde. Parmi eux,
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on distingue le NIF (National Ignition Fa
ility) aux États-Unis et le LMJ (Laser Méga-

joule) en Fran
e. Ces dispositifs permettent d'obtenir des résultats expérimentaux a�n

d'éprouver les méthodes numériques simulant la FCI. Ces méthodes numériques 
onsti-

tuent un grand 
hallenge puisqu'elles doivent 
oupler plusieurs modèles physiques pour

simuler 
orre
tement tous les phénomènes intervenant dans l'expérien
e : intera
tions

laser-plasma, hydrodynamique radiative, plasmas, modèles multi�uide... Dans le 
adre

de 
ette thèse, on s'intéresse à la simulation numérique de problèmes d'hydrodynamique

radiative. On s'intéresse également aux problèmes, plus simples, de transfert radiatif,

où la matière est supposée �gée. Un intérêt parti
ulier est mis sur le développement de

méthodes numériques robustes qui préservent la symétrie sphérique, qui, 
omme nous

l'avons vu, est 
apitale dans les expérien
es de FCI.

On introduit à présent de manière su

inte le 
adre mathématique des problèmes

étudiés dans 
ette thèse. Les problèmes de transport de photons sont largement étudiés et

sont dé
rits en détails dans [MWM99℄, [Cha60℄ ou en
ore [Cas04℄. L'évolution temporelle

d'une population de photons se modélise ave
 une équation 
inétique dont la forme

générale s'é
rit :

1

c
∂tu+ ω · ∇u = S, (1)

ave
 u = u(t, x, ω, ν) est la fon
tion in
onnue symbolisant l'intensité radiative du rayon-

nement (une dé�nition rigoureuse sera donnée par la suite). Les quantités t ∈ [0,+∞[,
x ∈ R

3
, ω ∈ S

2
et ν ∈ [0,+∞[ désignent respe
tivement les variables de temps, d'espa
e,

de dire
tion et de fréquen
e. On note d la dimension spatiale et S
2
la sphère unité de R

3
.

L'opérateur S représente les intera
tions des photons ave
 le milieu traversé. L'intensité

u est une fon
tion de 7 variables : temps (1), espa
e (3), dire
tion (2) et fréquen
e (1).
En transfert radiatif, l'opérateur S prend la forme générale suivante :

S = −σtu+ σaB(ν, T ) + σs

∫

S2

u
dω′

4π
, (2)

où σt = σs + σa, σa et σs désignent respe
tivement les opa
ités totale, d'absorption et

de s
attering du milieu et sont des données du problème. La fon
tion B 
orrespond à la

fon
tion de Plan
k et dépend de la fréquen
e ν et de la température de la matière T .
L'opérateur de 
ollision S dépend des quantités thermodynamiques propres du milieu.

En 
onséquen
e, on doit fermer le modèle en ajoutant une ou plusieurs équations modé-

lisant l'évolution dynamique et thermodynamique de la matière. Lorsque la matière est

supposée au repos (
'est-à-dire à vitesse nulle), 
ette équation supplémentaire s'é
rit :

∂tǫ = −SE = −
∫ +∞

0

∫

S2

Sdωdν,

où ǫ = ρcvT ave
 cv la 
apa
ité thermique massique et ρ la densité volumique du milieu.

En sommant 
ette dernière équation et le moment angulaire d'ordre 0 de l'équation (1),

on obtient alors une loi de 
onservation sur l'énergie totale du système :

∂t(ǫ+ E) +∇ · F = 0,
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ave
 E = (1/c)
∫
S2
udω et F =

∫
S2
uωdω. En hydrodynamique radiative, la matière n'est

plus supposée au repos et l'équation (1) est 
ouplée aux équations d'hydrodynamique,

par exemple les équations d'Euler :





∂tρ+∇(ρv) = 0,

∂t(ρv) +∇(ρv ⊗ v + p) = −SP ,
∂t(ρe) +∇(ρev + pv) = −SE,

où ρ est la masse volumique du �uide, v sa vitesse, p sa pression et e = ǫ + v2/2 son

énergie spé
i�que totale (interne plus 
inétique). Le terme sour
e SP 
orrespond aux

é
hanges d'impulsion entre le rayonnement et la matière :

SP =
1

c

∫ +∞

0

∫

S2

Sωdωdν.

En sommant l'équation sur l'énergie du système d'Euler ave
 le moment angulaire d'ordre

0 de (1), on obtient une loi de 
onservation sur l'énergie totale du système :

∂t(ρe+ E) +∇ · (ρev + pv + F ) = 0.

De même, en sommant l'équation sur l'impulsion du système d'Euler ave
 le moment

angulaire d'ordre 1 de (1), on obtient une loi de 
onservation sur l'impulsion totale du

système :

∂t(ρv + F/c2) +∇ · (ρv ⊗ v + P ) = 0,

ave
 P = (1/c)
∫
S2
uω⊗ωdω. La forme de l'opérateur S est de telle sorte que le 
ouplage

entre le rayonnement et la matière est fortement non linéaire. La résolution du système


omplet par des simulations numériques dire
tes est don
 très di�
ile. Il est alors né-


essaire de développer des modèles appro
hés plus simples à résoudre. De nombreuses

méthodes existent et une brève hiérar
hie de 
elles-
i a été établie dans [Bru02℄. On

distingue deux familles de méthodes : les méthodes probabilistes (Monte-Carlo), et les

méthodes déterministes. Les méthodes Monte-Carlo sont aujourd'hui très utilisées 
ar

elles 
onstituent des méthodes pré
ises et fa
ilement parallélisables. Leur défaut majeur

réside dans le fait qu'elles génèrent du � bruit � d'origine sto
hastique 
e qui pertube la

symétrie sphérique des phénomènes physiques apparaissant en FCI. Parmi les méthodes

déterministes, plusieurs appro
hes sont possibles ; les modèles basés sur des approxima-

tions type di�usion, la méthode des ordonnées dis
rètes (appelée aussi méthode SN ) et
les modèles aux moments font partie des méthodes les plus utilisées. Nous dé
rivons i
i


es méthodes en quelques mots. Le modèle dit � de di�usion �, valable uniquement dans

un 
ertain régime, s'obtient en 
onsidérant le premier moment angulaire de l'équation

(1) :

∂tE +∇ · F = SE ,

Dans le régime di�usion, dans lequel les phénomènes de 
ollisions sont prépondérants

devant les phénomènes de transport, la loi de Fi
k est véri�ée en première approximation
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et on a : F = −(c/3σt)∇E. De la sorte, on obtient l'équation suivante :

∂tE −∇ ·
(

c

3σt
∇E

)
= SE.

La densité d'énergie radiative véri�e alors une équation parabolique dont la résolution

numérique est beau
oup plus abordable que 
elle de (1). Néanmoins, l'approximation ef-

fe
tuée i
i n'est valable que dans un régime bien parti
ulier (régime di�usion) et s'avère

peu pré
ise dans les autres régimes (régime transport par exemple). Pour pallier 
e dé-

faut, des 
orre
tions mineures ont été aportées à 
e modèle ; par exemple les modèles

basés sur la théorie de la di�usion à �ux limité. Néanmoins, 
es modèles ne garantissent

pas une pré
ision su�sante dans tous les régimes possibles. La méthode des ordonnées

dis
rètes, elle, ne présuppose pas de se pla
er dans un régime parti
ulier. Cette méthode,

initialement introduite dans [Cha60℄, reste la plus utilisée et étudiée parmi les méthodes

déterministes. L'idée générale 
onsiste à supposer la forme suivante pour l'intensité ra-

diative u :

u(t, x, ω, ν) =

N∑

k=1

uk(t, x, ωk, ν)δ(ω − ωk), (3)

où (ωk)1≤k≤N sont N dire
tions parti
ulières et ave
 δ la distribution de Dira
. De la

sorte, l'équation (1) devient un système de N équations de la forme :

1

c
∂tuk + ωk · ∇uk = Sk.

Les termes intégraux dans les termes sour
es sont alors appro
hés par des quadratures.

Cette méthode ren
ontre un large su

ès de par sa simpli
ité d'implémentation et d'opti-

misation. Elle sou�re 
ependant d'un défaut majeur bien 
onnu, les � e�ets de raies �, qui

apparaissent lorsque l'on se pla
e en dimension d'espa
e supérieure à 1. Dans le 
adre de
la simulation d'expérien
e de FCI où la symétrie sphérique joue un r�le prépondérant, 
e

défaut nous 
ontraint à re
her
her des méthodes plus adaptées. Les modèles PN sont, eux,

une forme parti
ulière de modèles aux moments. Ceux-
i se basent sur une dé
omposition

de l'intensité radiative u sur une base tronquée de fon
tions d'harmoniques sphériques.

L'avantage des modèles PN réside dans le fait qu'ils sont arbitrairement pré
is en angle

et qu'ils donnent lieu à des systèmes linéaires. De plus, ils n'introduissent pas de pertur-

bation à la symétrie sphérique. C'est don
 sur 
es modèles que se porte notre étude dans

le 
adre de 
ette thèse.

Dans 
ette thèse, on met don
 l'a

ent sur la dis
rétisation des modèles PN en géomé-

trie 1D sphérique. La littérature à propos des modèles PN est peu fournie ; lorsque l'on

se pla
e en géométrie 1D sphérique les résultats sont rares ([Mar47℄, [RW67℄, [Deb67℄).

De manière générale, le modèle PN s'é
rit sous la forme d'un système de lois de bilan de

taille de N + 1 de la forme :

1

c
∂tU +A∂rU +

1

r
GU = −σtU + σsJU +Q.

On distingue dans 
e système un terme sour
e formé de deux 
ontributions. Le terme

(1/r)GU 
orrespond aux e�ets géométriques. Le terme −σtU + σsJU + Q 
orrespond
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aux intera
tions entre le rayonnement et la matière. Ces deux termes sour
es sont poten-

tiellement raides : le terme géométrique devient raide au voisinage de r = 0 et le terme

physique est raide lorsque σ devient grand, 
e qui est fréquent dans les appli
ations. Il

faut don
 être 
apable de 
onstruire une dis
rétisation de façon à être pré
is même dans

les régimes où 
es termes sour
es deviennent raides. On parle alors de s
héma asymp-

toti
 preserving lorsque l'erreur de 
onsistan
e de la dis
rétisation est 
onsistante ave


le développement asymptotique à l'ordre 1 de l'équation dans la limite 
onsidérée. La

dis
rétisation des systèmes hyperboliques ave
 terme sour
e raide est un problème qui a

été très étudié ré
emment ([JL96℄, [GT02℄). Ces s
hémas sont appelés s
hémas préser-

vant l'asymptotique. De ré
ents travaux ont montré que, dans 
ertains 
as, il su�t de


onstruire un s
héma bien équilibré (abrégé WB pour � well-balan
ed �), i.e. qui 
apture

exa
tement les solutions stationnaires, pour obtenir un s
héma préservant l'asympto-

tique (abrégé s
héma AP pour � asymptoti
 preserving �). C'est l'appro
he que nous

avons retenue dans 
ette thèse : 
ontruire un s
héma WB pour le système étudié.

Le premier 
hapitre de 
ette thèse est dédié à quelques rappels de modélisation à

propos des problèmes de transport de photons. On 
ommen
e par dé�nir les grandeurs

dé
rivant une population de photons se déplaçant dans l'espa
e. On introduit ensuite les

di�érents types d'intera
tions que peuvent avoir 
es photons ave
 le milieu traversé et

on dé�nit des notations adaptées. On �nit par dériver l'équation de transfert modélisant

l'évolution temporelle d'une population de photons en intera
tion ave
 le milieu traversé.

Dans le deuxième 
hapitre, on rappelle les propriétés satisfaites par les solutions de

l'équation de transport linéaire en géométrie 1D sphérique. Puis, on 
onstruit le modèle

PN asso
ié et on pro
ède à son analyse mathématique. En parti
ulier, on s'intéresse aux

propriétés 
onservées par passage de l'équation de transport au modèle PN . On étu-

die ensuite les états stationnaires du modèle PN avant de 
onstruire un s
héma bien

équilibré pour le système étudié. En�n, on pro
ède à l'analyse numérique du s
héma en

regardant les propriétés de 
onservation, le 
ara
tère WB, le 
ara
tère AP et la stabilité.

On 
omplète notre étude par quelques résultats numériques illustrant les propriétés pré-


édentes et on 
ompare les résultats obtenus ave
 des simulations issues de la littérature.

On s'intéresse en�n aux équations du transfert radiatif, 
'est-à-dire à la prise en 
ompte

du 
ouplage non linéaire à la matière et de la dimension fréquentielle. Une extension

multigroupe à trois températures (ions, éle
trons, rayonnement) du s
héma est proposée.

Le troisième 
hapitre est dédié à l'étude mathématique des modèles d'hydrodyna-

mique radiative. Partant du 
onstat qu'il n'existe pas de 
onsensus dans la littérature

sur le 
hoix du modèle à dis
rétiser, on fo
alise notre étude au 
as d'une géométrie 1D
plane. On dresse ensuite une hiérar
hie non exhaustive de modèles dits � mixed-frame �.

On 
ompare les modèles suivant les propriétés qu'ils satisfont : 
onservation de l'énergie

et de l'impulsion, ordre de pré
ision en v/c des e�ets 
omobiles, pré
ision angulaire, 
om-

portement en limite di�usion et existen
e d'une stru
ture entropique. On identi�e des

défauts sur des modèles existants (
hoix entre 
onservation et entropie) et on propose

de nouveaux modèles basés sur l'approximation PN . Ces nouveaux modèles possèdent

toutes les propriétés listées plus haut.
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Chapitre 1

Généralités sur la modélisation des

problèmes de transfert radiatif

Dans 
e 
hapitre, on rappelle quelques éléments de modélisation des problèmes de

transfert radiatif. On présente tout d'abord le formalisme mathématique utilisé pour dé-


rire un rayonnement lumineux. On s'intéresse ensuite à la modélisation des intera
tions

entre un rayonnement et un milieu matériel au repos, i.e. à vitesse nulle. Puis, à l'aide

d'un bilan d'énergie, on dérive les équations du transfert radiatif. Celles-
i forment un

système fermé de deux équations régissant la distribution des photons et la température

de la matière. Dans un 
as simpli�é, on présente ensuite une famille de modèles, appelés

modèles PN , basés sur une dé
omposition en harmoniques sphériques de la distribution

de photons et appro
hant les équations du transfert radiatif dans la limite N → ∞. En-

�n, on s'intéresse aux transformations de Lorentz pour le rayonnement a�n de prendre en


ompte les e�ets d'entraînements apparaissant dans les intera
tions rayonnement/matière

lorsque la matière n'est pas au repos.

Dans tout 
e 
hapitre, la modélisation adoptée est limitée au 
adre suivant, dé�ni

dans [RSUR13℄ : (1) on suppose que la densité de photons est su�samment grande de

telle sorte qu'il soit possible de 
al
uler des moyennes sans que l'erreur sto
hastique soit

trop élevée, (2) les e�ets d'interféren
e sont négligés, i.e. les photons sont in
ohérents,

(3) on néglige les phénomènes de di�ra
tion et de ré�exion des photons, (4) on suppose

que la lumière n'est pas polarisée, (5) les photons se dépla
ent à la vitesse c de la lumière

dans le vide quel que soit le milieu matériel traversé.

On adopte en outre les 
onventions mathématiques suivantes. La variable de temps

est notée t ∈ [0,+∞[ et la variable d'espa
e x ∈ R
d
, où d = 1, 2, 3 désigne la dimension

d'espa
e. On note S2
la sphère unité de R

3
et ω ∈ S2

la variable angulaire. La variable

de fréquen
e est notée ν ∈]0,+∞[.

1.1 Des
ription du rayonnement

Dans 
ette partie, on dé�nit les quantités né
essaires pour dé
rire le rayonnement. Le


hapitre 6 de [MWM99℄ introduit 
es notions de manière pré
ise. On présente dans 
ette
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se
tion un résumé su

in
t de 
e 
hapitre. À l'é
helle mi
ros
opique, le rayonnement est


onstitué d'une population de parti
ules, les photons, se déplaçant en ligne droite à la

vitesse de la lumière c.

Dé�nition 1.1. Soit δN le nombre de photons 
ontenus à l'instant t dans un volume

dx autour d'un point x, se déplaçant à la vitesse c dans un angle solide dω autour d'une

dire
tion ω et de fréquen
e 
omprise dans un intervalle [ν, ν + dν[. On dé�nit la densité

de photons ψ par l'égalité :

δN = ψ(x, t, ω, ν)dωdνdx. (1.1)

Dé�nition 1.2. Soit δE la quantité d'énergie transportée dans un intervalle de temps

[t, t+ dt[ à travers une surfa
e dS autour d'un point x, par les photons se déplaçant à la

vitesse c dans un angle solide dω autour d'une dire
tion ω et de fréquen
e 
omprise dans

un intervalle [ν, ν + dν[. On a alors :

δE = chνψ(x, t, ω, ν)〈ω, dS〉dωdνdt, (1.2)

où h désigne la 
onstante de Plan
k. On dé�nit alors l'intensité radiative I par l'égalité :

I(x, t, ω, ν) = chνψ(x, t, ω, ν). (1.3)

L'intensité radiative fournit une des
ription 
inétique 
omplète du rayonnement. Ses

moments angulaires su

essifs possèdent quant à eux une signi�
ation physique bien

parti
ulière 
omme le montrent les dé�nitions 
i-dessous.

Dé�nition 1.3. On dé�nit la densité d'énergie radiative mono
hromatique Eν telle que

la quantité d'énergie 
ontenue à l'instant t dans un volume dx autour d'un point x, par
les photons de fréquen
e 
omprise dans un intervalle [ν, ν + dν[ soit égale à Eνdxdν. On
a alors d'après (1.1) :

Eν(x, t, ν) =

∫

S2

hνψ(x, t, ω, ν)dω =
1

c

∫

S2

I(x, t, ω, ν)dω. (1.4)

De même, on dé�nit la densité d'énergie radiative totale E telle que la quantité d'énergie


ontenue à l'instant t dans volume dx autour d'un point x, par la totalité des photons

soit égale à Edx. On a alors d'après (1.1) :

E(x, t) =

∫ +∞

0

∮

4π
hνψ(x, t, ω, ν)dωdν =

1

c

∫ +∞

0

∫

S2

I(x, t, ω, ν)dωdν. (1.5)

Dé�nition 1.4. On dé�nit le ve
teur �ux d'énergie radiative mono
hromatique Fν tel

que la quantité d'énergie transportée dans un intervalle de temps [t, t+ dt[ à travers une

surfa
e dS autour d'un point x, par les photons de fréquen
e 
omprise dans un intervalle

[ν, ν + dν[ soit égale à 〈Fν , dS〉dtdν. On a alors d'après (1.1) :

Fν(x, t, ν) =

∫

S2

chνψ(x, t, ω, ν)ωdω =

∫

S2

I(x, t, ω, ν)ωdω. (1.6)
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De même, on dé�nit le ve
teur �ux d'énergie radiative total F tel que la quantité d'énergie

transportée dans un intervalle de temps [t, t + dt[ à travers une surfa
e dS autour d'un

point x, par la totalité des photons soit égale à 〈F, dS〉dt. On a alors d'après (1.1) :

F (x, t) =

∫ +∞

0

∫

S2

chνψ(x, t, ω, ν)ωdωdν =

∫ +∞

0

∫

S2

I(x, t, ω, ν)ωdωdν. (1.7)

En outre, la quantité (1/c2)F représente la densité d'impulsion radiative portée par les

photons.

Dé�nition 1.5. On dé�nit le tenseur de pression radiative mono
hromatique Pν tel que

la quantité d'impulsion transportée dans un intervalle de temps [t, t + dt[ à travers une

surfa
e dS autour d'un point x, par les photons de fréquen
e 
omprise dans un intervalle

[ν, ν + dν[ soit égale à Pν : dSdtdν. On a alors d'après (1.1) :

Pν(x, t, ν) =

∫

S2

hνψ(x, t, ω, ν)ω ⊗ ωdω =
1

c

∫

S2

I(x, t, ω, ν)ω ⊗ ωdω. (1.8)

On dé�nit le tenseur de pression radiative total P tel que la quantité d'impulsion trans-

portée dans un intervalle de temps [t, t+ dt[ à travers une surfa
e dS autour d'un point

x, par la totalité des photons soit égale à P : dSdt. On a alors d'après (1.1) :

P (x, t) =

∫ +∞

0

∫

S2

hνψ(x, t, ω, ν)ω⊗ωdωdν =
1

c

∫ +∞

0

∫

S2

I(x, t, ω, ν)ω⊗ωdωdν. (1.9)

1.2 Modélisation des intera
tions rayonnement / matière

Dans 
ette se
tion, on étudie 
omment le rayonnement interagit ave
 la matière.

En
ore une fois, on propose un bref résumé du 
hapitre 6 de [MWM99℄ où 
es notions

sont introduites ave
 pré
ision. On dé�nit tout d'abord les quantités né
essaires pour

dé
rire 
es intera
tions dans le 
adre général. Puis, on étudie plus parti
ulièrement le 
as

où la matière est au repos, i.e. à vitesse nulle. Le 
as où la matière est en mouvement

sera étudié pré
isement dans la se
tion 3.1.

Dé�nition 1.6. Soit δE la quantité d'énergie absorbée dans un intervalle de temps

[t, t+dt[, par un volume de matière de longueur dℓ, de se
tion dS situé autour d'un point

x, orienté perpendi
ulairement à un rayonnement se propageant dans un angle solide dω
autour d'une dire
tion ω, dans une bande de fréquen
e [ν, ν+dν[. On dé�nit le 
oe�
ient

d'extin
tion χ = χ(x, t, ω, ν) par l'égalité :

δE = χ(x, t, ω, ν)I(x, t, ω, ν)dℓdSdωdνdt. (1.10)

Dé�nition 1.7. Soit δE la quantité d'énergie émise dans un intervalle de temps [t, t+dt[,
par un volume de matière de longueur dℓ, de se
tion dS situé autour d'un point x, dans
un angle solide dω autour d'une dire
tion ω, dans une bande de fréquen
e [ν, ν+ dν[. On
dé�nit le 
oe�
ient d'émission η = η(x, t, ω, ν) par l'égalité :

δE = η(x, t, ω, ν)dℓdSdωdνdt. (1.11)
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Il est important de distinguer i
i deux types di�érents d'intera
tions entre la matière

et le rayonnement : l'émission/absorption et le s
attering. Dans le premier 
as, l'énergie

du rayonnement est absorbée par la matière au pro�t de son énergie interne ; 
'est l'ab-

sorption. L'émission est le pro
essus inverse : l'énergie interne de la matière est extraite

et 
onvertie en énergie radiative. Le s
attering est le phénomène dans lequel un photon

in
ident de dire
tion ω et de fréquen
e ν est absorbé et réémis instantanément par la

matière ave
 une dire
tion ω′
et une fréquen
e ν ′ di�érentes. Le 
hangement de dire
tion

et le dé
alage en fréquen
e sont déterminés par un noyau de s
attering. Contrairement

à l'émission/absorption, au
un transfert d'énergie n'a lieu entre le rayonnement et la

matière lors du s
attering d'un photon.

Dé�nition 1.8. On dé�nit, et on note χa = χa(x, t, ω, ν) et ηa = ηa(x, t, ω, ν), les

oe�
ients d'extin
tion et d'émission asso
iés au pro
essus d'émission/absorption. De

même, on dé�nit, et on note χs = χs(x, t, ω, ν) et ηs = ηs(x, t, ω, ν), les 
oe�
ients

d'extin
tion et d'émission asso
iés au pro
essus de s
attering. On a alors les égalités :

χ(x, t, ω, ν) = χa(x, t, ω, ν) + χs(x, t, ω, ν), (1.12)

et

η(x, t, ω, ν) = ηa(x, t, ω, ν) + ηs(x, t, ω, ν). (1.13)

On s'intéresse à présent aux expressions des 
oe�
ients d'extin
tion et d'émission

dans le 
as parti
ulier où la matière est au repos (i.e. vitesse nulle) à l'équilibre thermo-

dynamique lo
al (ÉTL).

Propriété 1.1. Lorsque la matière est au repos à l'ÉTL, les 
oe�
ients matériels d'ex-

tin
tion χ, χa et χs sont isotropes (i.e. indépendants de la dire
tion ω) et s'identi�ent
aux opa
ités du matériau :

χa = σa, χs = σs, χ = σt = σa + σs, (1.14)

ave
 σt = σt(x, t, ν), σa = σa(x, t, ν) et σs = σs(x, t, ν) respe
tivement les opa
ités totale,

d'absorption et de s
attering de la matière. Les valeurs de 
es dernières sont données soit

par des formules analytiques, soit par des tables d'opa
ités empiriques ou fournies par

des 
odes de physique atomique.

Propriété 1.2. Lorsque la matière est au repos à l'ÉTL, les 
oe�
ients d'émission ηa
et ηs sont isotropes et donnés par les expressions suivantes :

ηa = σaB, ηs = σs〈I〉, (1.15)

où on a noté 〈.〉 l'opérateur moyenne sur S2
, B = B(ν, T ) la fon
tion de Plan
k (ou

plan
kienne) et T = T (x, t) la température de la matière. La fon
tion de Plan
k re-

présente l'intensité radiative du rayonnement émis spontanément par un 
orps noir à la

température T et est dé�nie par :

B(ν, T ) =
2hν3

c2
(e

hν
kT − 1)−1, (1.16)
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où h et k sont les 
onstantes de Plan
k et de Boltzmann. On note, en outre, qu'on

a e�e
tué l'hypothèse d'un s
attering isotrope et 
ohérent, 
'est-à-dire que le photon

in
ident ne subit pas de 
hangement de fréquen
e et que sa dire
tion de réémission est

distribuée uniformément sur la sphère S2
.

Remarque 1.1. Les hypothèses d'équilibre thermodynamique lo
al et du s
attering iso-

trope 
ohérent sont impli
itement supposées dans toute la suite du do
ument.

Propriété 1.3. Le rayonnement émis par un 
orps noir à la température T , dont l'in-
tensité est donnée par la fon
tion de Plan
k, véri�e la loi de Stefan : la densité d'énergie

rayonnée est proportionnelle à T 4
et vaut

1

c

∫ +∞

0

∮

4π
B(ν, T )dωdν = aT 4, a =

8π5k4

15c3h3
. (1.17)

La 
onstante a est appelée 
onstante radiative.

1.3 Équations du transfert radiatif

L'équation de transfert est l'équation qui régit l'évolution de l'intensité radiative I.
La méthode de dérivation de 
ette équation est présentée dans [MWM99℄, �76. L'idée

générale est d'e�e
tuer un bilan d'énergie radiative dans un intervalle de temps [t, t+dt[,
dans un volume de longueur dℓ, de se
tion droite dS autour d'un point x, transportée
dans un angle solide dω autour d'une dire
tion ω normale à dS, dans une bande de

fréquen
e [ν, ν + dν[. Par 
onservation de l'énergie totale, la di�éren
e entre la quantité

d'énergie sortant du volume en x+ dx à t+ dt et la quantité d'énergie rentrante en x à

t est égale à la di�éren
e entre quantité d'énergie émise et quantité d'énergie absorbée

par la matière dans le volume pendant l'intervalle de temps [t, t+dt[. Formellement, 
ela

s'é
rit à l'aide de (1.2), (1.10) et (1.11) :

(I(x+ dx, t+ dt, ω, ν)− I(x, t, ω, ν))dSdωdνdt

= (η(x, t, ω, ν) − χ(x, t, ω, ν)I(x, t, ω, ν))dℓdSdωdνdt.
(1.18)

En divisant les deux membres par dℓdSdωdνdt, il vient ave
 l'égalité dℓ = cdt :

1

c
∂tI + ω · ∇I = η − χI. (1.19)

Cette dernière équation est la forme générale de l'équation de transfert. C'est une équa-

tion de transport ave
 terme sour
e qui dé
rit, dans son membre de gau
he, le transport

d'énergie radiative au sein du domaine et, dans son membre de droite, les é
hanges éner-

gétiques ave
 la matière. Telle qu'on l'a é
rite, (1.19) est valable que la matière soit au

repos ou non, puisqu'on n'a pas pré
isé les expressions des termes sour
es. Dans le 
as

où la matière est au repos, le terme sour
e général η− χI de (1.19) se réé
rit à l'aide de
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(1.14) et (1.15) :

η(x, t, ω, ν)− χ(x, t, ω, ν)I(x, t, ω, ν) = σa(x, t, ν)[B(ν, T (x, t)) − I(x, t, ω, ν)]

+ σs(x, t, ν)

[∮

S2

I(x, t, ω′, ν)
dω′

4π
− I(x, t, ω, ν)

]
.

(1.20)

On voit que l'équation de transfert est 
ouplée à la matière par l'intermédiaire des opa
ités

σa, σs et de la température T . Les opa
ités sont données par des formules analytiques,
ou des tables de valeurs, qui dépendent de la masse volumique et de la température de

la matière. La seule équation (1.19) ave
 (1.20) ne dé�nit pas un système fermé. Il est

né
essaire d'ajouter une équation supplémentaire régissant la température de la matière

dans le milieu. D'après le premier prin
ipe de la thermodynamique, on a l'équation

suivante :

∂tε = q, q(x, t) = −
∫ +∞

0

∮

4π
σa(x, t, ν)[B(ν, T (x, t)) − I(x, t, ω, ν)]dωdν, (1.21)

où ε = ε(x, t) = ρcvT est la densité d'énergie interne de la matière et q la quantité

de 
haleur (d'énergie) transmise par unité de temps du rayonnement à la matière. En

outre, ρ et cv sont 
onnues et désignent respe
tivement la masse volumique et la 
apa
ité

thermique spé
i�que de la matière. Les équations (1.19) (ave
 terme sour
e (1.20)) et

(1.21) sont appelées équations du transfert radiatif et forment le système fermé suivant :





1

c
∂tI + ω · ∇I = η − χI,

∂t(ρcvT ) = q,
(1.22)

où η − χI et q sont respe
tivement donnés par (1.20) et (1.21). En intégrant l'équation

de transfert en fréquen
es et en appro
hant les opa
ités spe
trales, i.e. dépendantes de la

fréquen
e, par leur moyenne sur tout le spe
tre, on obtient le système suivant modélisant

le transfert radiatif gris, i.e. moyenné en fréquen
e :





1

c
∂tI + ω · ∇I = σa

( ac
4π
T 4 − I

)
+ σs(〈I〉 − I),

∂t(ρcvT ) = −σac(aT 4 − 4π〈I〉),
(1.23)

où I = I(x, t, ω) désigne i
i l'intensité radiative intégrée en fréquen
es et où on a noté

〈·〉 l'opérateur moyenne sur S
2
de sorte qu'i
i 〈I〉 désigne la moyenne de I sur toutes les

dire
tions ω. De plus, σa et σs représentent respe
tivement les moyennes en fréquen
es

des opa
ités spe
trales σa et σs.
On a vu pré
édemment que les moments angulaires de l'intensité radiative possèdent

une interprétation physique parti
ulière. Il en est de même pour les moments angulaires de

l'équation de transfert que l'on présente 
i-dessous. Les deux premiers moments, l'énergie

et l'impulsion, intégrés en fréquen
e de (1.19) s'é
rivent :

∂tE +∇ · F =

∫ +∞

0

∫

S2

[η(ω, ν) − χ(ω, ν)I(ω, ν)]dωdν, (1.24)
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1

c2
∂tF +∇ · P =

1

c

∫ +∞

0

∫

S2

[η(ω, ν)− χ(ω, ν)I(ω, ν)]ωdωdν. (1.25)

Ces deux équations sont respe
tivement des lois de bilan pour la densité d'énergie et

la quantité de mouvement radiatives. En parti
ulier, les termes sour
es représentent les

é
hanges de 
es grandeurs physiques entre la matière et le rayonnement. On introduit

alors, identiquement à [Cas04℄, 
hapitre 6, les quantités suivantes.

Dé�nition 1.9. On dé�nit, et on note G0
et g, les quantités d'énergie et d'impulsion

transmises de la matière au rayonnement par unité de volume et de temps (à un fa
teur

1/c près). D'après (1.24) et (1.25), 
elles-
i s'expriment :

G0(x, t) =
1

c

∫ +∞

0

∫

S2

[η(x, t, ω, ν) − χ(x, t, ω, ν)I(x, t, ω, ν)]dωdν, (1.26)

g(x, t) =
1

c

∫ +∞

0

∫

S2

[η(x, t, ω, ν) − χ(x, t, ω, ν)I(x, t, ω, ν)]ωdωdν. (1.27)

Propriété 1.4. Dans le 
as parti
ulier où la matière est au repos, les expressions pour

G0
et g se réé
rivent ave
 (1.14) et (1.15) :

G0(x, t) =
1

c

∫ +∞

0
σa(x, t, ν)[4πB(ν, T (x, t)) − cEν(x, t, ν)]dν, (1.28)

g(x, t) = −1

c

∫ +∞

0
σt(x, t, ν)Fν(x, t, ν)dν. (1.29)

Ces expressions se simpli�ent dans l'approximation grise, i.e moyennée en fréquen
e,

pour devenir :

G0(x, t) = σ̄a(x, t)[aT (x, t)
4 − E(x, t)], (1.30)

g(x, t) = −1

c
σ̄t(x, t)F (x, t), (1.31)

où σ̄a et σ̄t désignent les moyennes d'opa
ités sur tout le spe
tre de fréquen
e.

1.4 Modèle PN pour le transfert radiatif gris 1D plan

La méthode PN est une méthode d'approximation de l'opérateur de transport basée

sur la proje
tion de 
elui-
i sur une base tronquée d'harmoniques sphériques. Cette mé-

thode peut don
 s'appliquer dès que le problème ren
ontré fait intervenir l'équation de

transport (photonique, neutronique, transport de parti
ules et bien d'autres) ; autrement

dit, elle n'est pas propre au problème de transfert radiatif. Une présentation générale de

la méthode est exposée dans [Bru00℄ et [Bru02℄. L'appli
ation de la méthode PN pour

le transfert radiatif fait l'objet d'un projet prospe
tif mené au CEA depuis 2009, qui se

dé
line sous la forme d'une su

ession de travaux de stages sur les sujets suivants :
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� s
hémas PN expli
ites et impli
ites � Asymptoti
 Preserving � pour le transfert

radiatif en 1D plan,

� extensions de la méthode PN aux 
as 1D sphérique et 2D axisymétrique,

� adaptation de la méthode PN à des ar
hite
tures hybrides (CPU/GPU),

� extension de la méthode PN au multigroupe,

� étude des s
hémas PN d'ordres élevés.

Dans 
ette se
tion, on rappelle brièvement la théorie mathématique et la dérivation du

modèle PN 1D plan pour les équations du transfert radiatif gris. Comme on se pla
e en

géométrie 1D plane, on note, dans 
ette se
tion, x ∈ R la variable d'espa
e et µ ∈ [−1, 1]
la variable de dire
tion telle que µ = n · ex, où ex est le ve
teur unitaire orthogonal au

plan invariant. Le système étudié, dont on veut é
rire le modèle PN asso
ié, s'é
rit :





1

c
∂tI + µ∂xI = σa(x, t)

[ ac
4π
T 4(x, t)− I(x, t, µ)

]

+ σs(x, t)

[∫ 1

−1
I(x, t, µ′)

dµ′

2
− I(x, t, µ)

]
,

∂t(ρcvT ) = −4π

∫ 1

−1
σa(x, t)

[ ac
4π
T 4(x, t)− I(x, t, µ)

] dµ
2
.

(1.32)

Le modèle PN 1D plan est obtenu par proje
tion de l'équation de transfert des photons

sur la base orthonormée des polyn�mes de Legendre, notés Pn. La proje
tion sur un de


es éléments donne :

1

c
∂tIn + 4π

∫ 1

−1
µPn(µ)∂xI

dµ

2
= σa[acT

4δn,0 − In] + σs

[
4π

∫ 1

−1
I(x, t, µ′)

dµ′

2
δn,0 − In

]

(1.33)

où In est le n-ième 
oe�
ient de I dans la base orthonormée des polyn�mes de Legendre

normés, aussi appelé n-ième moment :

I(x, t, µ) =

+∞∑

n=0

In(x, t)P n(µ), In(x, t) = 4π

∫ 1

−1
I(x, t, µ)P n(µ)

dµ

2
. (1.34)

L'approximation PN 
onsiste à 
onsidérer 
omme nuls les moments d'ordres supérieurs

à N . Cela forme la 
ondition de fermeture :

∀n > N, In = 0, (1.35)

qui permet de tronquer la somme in�nie en une somme de N + 1 éléments :

I(x, t, µ) 7→
N∑

n=0

In(x, t)Pn(µ). (1.36)

En utilisant la relation de ré
urren
e sur les polyn�mes de Legendre normés

µPn(µ) =
nPn−1(µ) + (n+ 1)Pn+1(µ)√

(2n − 1)(2n + 1)
, (1.37)
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il vient :

1

c
∂tIn + ∂x

[
nIn−1 + (n + 1)In+1√

(2n− 1)(2n + 1)

]
= σa[acT

4δn,0 − In] + σs[I0δn,0 − In]. (1.38)

ou en
ore, en notation ve
torielle :

1

c
∂tu+ A∂xu = (σa[acT

4 − I0],−σtI1, . . . ,−σtIN )t, (1.39)

ave
 u = (I0, . . . , IN )t et A la matri
e 
onstante, réelle, symétrique, de taille (N + 1) ×
(N + 1), dé�nie par :

Ai,j =
j + 1√

(2j + 1)(2j + 3)
δj,i−1 +

i+ 1√
(2i+ 1)(2i + 3)

δj,i+1 = Aj,i. (1.40)

Le système total est obtenu par la 
ombinaison de (1.39) et de (1.21) :





1

c
∂tu+ A∂xu = (σa[acT

4 − I0],−σtI1, . . . ,−σtIN )t,

∂t(ρcvT ) = −σa[acT 4 − I0].
(1.41)

Le modèle PN 1D plan (1.41) est 
onstitué d'un système de taille N+1 
ouplé à l'équation
de la matière, 
e qui porte à N +2 la taille du système total. Le système est un système

de lois de 
onservation (SLC) ave
 termes sour
es. Sa matri
e ja
obienne A est 
onstante,


e qui 
onfère la propriété de linéarité au SLC homogène (i.e. sans termes sour
es) :

1

c
∂tu+ A∂xu = 0. (1.42)

L'étude de la stru
ture propre de la matri
e A est e�e
tuée dans [Bru00℄ et on a l'égalité

suivante :

A




.

.

.

Pn(µ)
.

.

.


 =




.

.

.

nPn−1(µ)√
(2n−1)(2n+1)

+ (n+1)Pn+1(µ)√
(2n+1)(2n+3)

.

.

.


 = µ




.

.

.

Pn(µ)
.

.

.


 , (1.43)

∀µ ∈ [−1, 1], PN+1(µ) = 0,

il vient :

� les valeurs propres de A sont les N + 1 ra
ines réelles distin
tes λq du polyn�me

PN+1 sur [−1, 1],
� les ve
teurs propres à droite asso
iés sont donnés par rq = (. . . , Pn(λq), . . . )

t
,

� A étant symétrique réelle, les ve
teurs propres à droite et à gau
he sont les mêmes,

� la matri
e A est diagonalisable dans R, de valeurs propres simples,

� le SLC (1.42) est stri
tement hyperbolique.
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Le 
ouplage de (1.39) ave
 l'équation de la matière se fait uniquement sur les moments

d'ordre zéro. En e�et, les moments d'ordre k > 0 véri�ent l'équation :

1

c
∂tuk + ∂x(Au)k = −σtuk, (1.44)

qui se résout indépendamment de la température de la matière T . Le système 
ara
té-

ristique du 
ouplage ave
 la matière ne s'é
rit qu'ave
 les moments d'ordre zéro :





1

c
∂tu0 + ∂x(Au)0 = σa(acT

4 − u0),

∂t(ρcvT ) = −σa(acT 4 − u0),
(1.45)

Ces équations sont non-linéaires en la variable T .
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Chapitre 2

Analyse mathématique et

numérique des modèles PN pour

l'équation de transport de photons

dans un milieu matériel �gé en

géométrie 1D sphérique

On s'intéresse à l'équation de transport de photons dans un milieu matériel �gé en

géométrie 1D sphérique :

1

c
∂tu+ µ∂ru+

1− µ2

r
∂µu = −σu+ σs〈u〉+ q, t > 0, r ∈ Ω, −1 < µ < 1, (2.1)

ave
 Ω est un ouvert de ]0,+∞[ et où t, r, µ représentent respe
tivement les variables de

temps, d'espa
e et d'angle. La fon
tion in
onnue u représente l'intensité du rayonnement

et est de la forme :

u : [0,+∞[×Ω×]− 1, 1[ → R

(t, r, µ) 7→ u(t, r, µ),

ave
 Ω l'adhéren
e de Ω dans ]0,+∞[. On note c > 0 la vitesse (
onstante) de la lumière,

σ et σs les opa
ités d'absorption et de s
attering de la matière et q la sour
e spontanée de
photons dans le milieu. Toutes 
es quantités sont données. On suppose que les opa
ités σs,
σ et la sour
e q dépendent de la variable spatiale r et sont positives ave
 0 ≤ σs ≤ σ. On
dé�nit en outre 0 ≤ a = σs/σ ≤ 1. La notation 〈·〉 désigne l'opérateur moyenne angulaire

dé�ni par 〈f〉 =
∫ 1
−1 f(µ)

dµ
2 .

La résolution numérique de l'équation (2.1), et notamment les di�
ultés de dis
réti-

sation des e�ets géométriques, a fait l'objet de plusieurs études par le passé. La méthode

des ordonnées dis
rètes est la méthode déterministe la plus 
ouramment utilisée pour

la résolution de (2.1). Dans l'appli
ation de 
ette méthode, l'un des prin
ipaux éléments
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importants dans la pré
ision des résultats réside dans la dis
rétisation du terme de dérive

sur la variable angulaire. Les arti
les [RL70℄, [WM91℄, [Lat00℄, [Ma
07℄ proposent à 
e

sujet plusieurs dis
rétisations possibles de 
es e�ets géométriques. Des résultats obtenus

via 
ette méthode, il résulte le 
onstat suivant : quelle que soit la dis
rétisation utilisée,

une faible pré
ision des solutions numériques est 
onstatée au 
entre de la sphère (r = 0).
Ce phénomène est 
ouramment appelé � �ux-dip �. La pré
ision des solutions numériques

au voisinage de r = 0 est essentielle pour la simulation d'expérien
e de FCI. On 
onstate

de plus des phénomènes os
illatoires apparaissant au niveau des dis
ontinuités de l'opa-


ité. I
i, notre obje
tif est de 
onstruire une dis
rétisation de l'équation (2.1), basée sur

la méthode PN , qui ne fait pas apparaître les défauts de � �ux-dip �et d'os
illations des

pré
édentes méthodes.

2.1 Analyse mathématique de l'équation de transport

On 
onsidère dans 
ette se
tion le problème aux valeurs initiales (problème de Cau-


hy) formé de (2.1) ave
 Ω =]0,+∞[ et d'une 
ondition initiale de la forme :

u(0, r, µ) = u0(r, µ), r > 0, −1 < µ < 1, (2.2)

ave
 u0 :]0,+∞[×] − 1, 1[→ R une fon
tion donnée. On étudie dans 
ette se
tion les

questions d'existen
e, d'uni
ité et de stabilité de solution pour le problème 
onsidéré.

Dans toute 
ette se
tion, on suppose que la sour
e de photons au sein du milieu est

nulle, i.e. q = 0. Certains résultats restent vrais, ou s'adaptent aisément, dans le 
as

où q est non nul. La question de l'existen
e et de l'uni
ité se traite par la méthode des


ara
téristiques, méthode parti
ulièrement adaptée aux problèmes de transport. Cette

méthode 
onsiste à re
her
her les 
ourbes le long desquelles l'équation (2.1) se réé
rit


omme une équation di�érentielle ordinaire. Dans le 
as du transport en géométrie 1D
sphérique, les 
ourbes 
ara
téristiques sont dé�nies de la manière suivante.

Propriété 2.1. On dé�nit la 
ourbe 
ara
téristique issue de (r0, µ0) ∈]0,+∞[×]− 1, 1[

omme l'unique solution maximale sur R du problème de Cau
hy :





r′ = cµ,

µ′ = c
1− µ2

r
,

(2.3)

ave
 la 
ondition initiale r(0) = r0, µ(0) = µ0. On a alors :

r(t) =
√
r20 + 2cr0µ0t+ c2t2, r(t)µ(t) = r0µ0 + ct, t ∈ R. (2.4)

De plus, l'appli
ation (r0, µ0) 7→ (r(t), µ(t)) est inversible pour tout t ∈ R et l'appli
ation

inversible est obtenue par 
hangement de variable t = −t dans (2.4). La �gure (2.1) re-

présente, dans le plan (r, µ), quelques 
ourbes 
ara
téristiques pour di�érentes 
onditions
initiales.
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Figure 2.1 � Quelques 
ourbes 
ara
téristiques pour l'équation de transport 1D sphé-

rique.

Démonstration. Le système di�érentiel (2.3) est de la forme x′ = f(x) où f est une

fon
tion lo
alement lips
hitzienne sur ]0,+∞[×]−1, 1[. Le théorème de Cau
hy-Lips
hitz

assure don
 l'existen
e et l'uni
ité d'une solution maximale pour le problème de Cau
hy

dé
rit 
i-dessus. On note (r, µ) 
ette solution. En remarquant que (rµ)′ = c, il vient
dire
tement r(t)µ(t) = r0µ0+ct. Puis, en remarquant que (r2)′ = 2crµ, on obtient r2(t) =
r20+2cr0µ0t+c

2t2. Comme l'on 
hoisit uniquement les solutions à valeurs dans ]0,+∞[×]−
1, 1[, il vient les expressions (2.4). La propriété d'inversibilité est une 
onséquen
e dire
te
du théorème de Cau
hy-Lips
hitz.

Le long des 
ourbes 
ara
téristiques, on a

du
dt = ∂tu+ cµ∂ru+ c1−µ2

r ∂µu, si bien que

(2.1) se réé
rit 
omme une équation di�érentielle ordinaire :

du

dt
= −cσ(u− a〈u〉). (2.5)

Le résultat d'inversibilité dans la propriété (2.1) permet d'a�rmer le résultat suivant.

S'il existe une unique solution pour tout t positif au problème formé de (2.5) et d'une
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ondition initiale u(0) = u0 ∈ R, alors il en est de même pour le problème original (2.1)

+ (2.2). On a alors le résultat suivant.

Propriété 2.2. Dans le 
as où a est nul, si σ est une fon
tion 
ontinue, alors le problème

dé�ni par (2.1) et la 
ondition initiale (2.2) possède une unique solution dé�nie pour tout

t positif. Dans le 
as du transport dans le vide (σ = 0), 
ette solution véri�e de plus le

prin
ipe du maximum :

inf
r,µ
u0(r, µ) ≤ u(t, r, µ) ≤ sup

r,µ
u0(r, µ), t ≥ 0. (2.6)

En parti
ulier, si u0 ≥ 0 alors u ≥ 0.

Démonstration. Lorsque a = 0, l'équation (2.5) s'é
rit

du
dt = −σu. Comme σ est 
ontinue

le long des 
ara
téristiques (qui sont 
ontinues), on peut appliquer le théorème de Cau
hy-

Lips
hitz (global) et a�rmer l'existen
e et l'uni
ité d'une solution pour tout t positif
pour le problème formé de (2.5) et de la 
ondition initiale u(0) = u0 ∈ R. Dans le 
as du

transport dans le vide, la solution est 
onstante le long des 
ara
téristiques et on obtient

dire
tement le prin
ipe du maximum (2.6).

Cette dernière propriété est valable uniquement dans le 
as où a est nul. Dans le 
as

général (a non nul), l'équation (2.1) devient intégro-di�érentielle, 
e qui rend l'étude de

l'existen
e et de l'uni
ité de solution pour le problème de Cau
hy (2.1) + (2.2) moins

aisée. On ne traite pas 
es questions i
i. On montre 
ependant que, dans le 
as général,

on dispose d'un résultat de stabilité en norme L2
pour les solutions de l'équation de

transport.

Propriété 2.3. Toute solution u de (2.1) véri�e l'équation suivante :

1

c
∂t〈u2〉+

1

r2
∂r(r

2〈µu2〉) = −2σ(〈u2〉 − a〈u〉2). (2.7)

Si l'on suppose de plus u à support 
ompa
t sur ]0,+∞[×]− 1, 1[ pour tout t ≥ 0, alors
la norme L2

de u dé
roit ave
 le temps :

d

dt

∫ +∞

0
r2〈u2〉dr ≤ 0.

Démonstration. En multipliant (2.1) par 2u, et en prenant la moyenne angulaire, on

obtient dire
tement (2.7). La négativité du membre de droite est une 
onséquen
e dire
te

de l'inégalité de Hölder et de 0 ≤ a ≤ 1. Il vient le résultat en multipliant (2.7) par r2 et
en intégrant pour r variant de 0 à +∞ ; le terme de �ux s'annulant par l'hypothèse de


ompa
ité du support de u.

On s'intéresse en�n au 
as parti
ulier où a = 1. Ce 
as 
orrespond à la propagation

d'un rayonnement dans un matériau purement di�usif. Dans 
ette 
on�guration, les solu-

tions de (2.1) véri�ent la 
onservation de l'énergie radiative et satisfont une équation de

type parabolique dans la limite di�usion, 
omme le montre les deux propriétés 
i-dessous.
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Propriété 2.4. Dans la 
as où a = 1, toute solution u de (2.1) véri�e la loi de 
onser-

vation suivante :

∂tρ+
1

r2
∂r(r

2j) = 0, (2.8)

ave
 ρ = 〈u〉/c et j = 〈µu〉 respe
tivement la densité d'énergie radiative et le �ux d'éner-

gie. Si l'on suppose de plus j à support 
ompa
t sur ]0,+∞[, alors on a la 
onservation

de l'énergie radiative :

d

dt

∫ +∞

0
r2ρdr = 0.

Démonstration. On obtient (2.8) en prenant la moyenne angulaire de (2.1). En multi-

pliant par r2 l'équation (2.8) puis en intégrant pour r variant de 0 à +∞ ; le terme de

�ux s'annulant sous l'hypothèse de 
ompa
ité du support de j.

On rappelle à présent 
e qu'on appelle � limite di�usion � et on étudie le 
omporte-

ment des solutions de (2.1) dans 
ette limite asymptotique. On appelle limite di�usion

la limite dans laquelle les phénomènes d'intera
tions entre les photons et le milieu sont

prépondérants devant les phénomènes de transport des photons. Formellement, 
ela re-

vient à 
hoisir des ordres de grandeurs spé
i�ques pour les paramètres intervenants dans

(2.1).

Dé�nition 2.1. On dé�nit les variables sans dimension t̂, r̂ et σ̂ par :

t = t̂τ, r = r̂ℓ, σ = σ̂/λ, (2.9)

ave
 τ , ℓ respe
tivement le temps et la longueur 
ara
téristique du problème et λ le libre

par
ours moyen des parti
ules. Il apparaît alors deux quantités sans dimension : cτ/ℓ et
ℓ/λ. En posant cτ/ℓ = 1/ǫ et ℓ/λ = 1/ǫ, on appelle limite di�usion, la limite lorsque ǫ
tend vers 0.

En utilisant la mise à l'é
helle (2.9), l'équation (2.1) se réé
rit :

∂tu
ǫ +

1

ǫ
µ∂ru

ǫ +
1

ǫ

1− µ2

r
∂µu

ǫ = − σ

ǫ2
(uǫ − 〈uǫ〉), (2.10)

où la fon
tion in
onnue uǫ dépend à présent du paramètre ǫ. Il est alors 
onnu [BBGS12℄

que lorsque l'on fait tendre ǫ vers 0, les solutions uǫ de (2.10) 
onverge, dans un 
ertain

sens, vers u telle que ρ = 〈u〉 véri�e l'équation de di�usion suivante :

∂tρ−
1

r2
∂r

(
r2

3σ
∂rρ

)
= 0. (2.11)

Le 
oe�
ient 1/3σ est appelé 
oe�
ient de di�usion. Une preuve purement formelle-


onsiste à é
rire uǫ 
omme un développement en puissan
e de ǫ : uǫ = u0 + ǫu1 + . . .
et à identi�er les termes du même ordre dans l'équation (2.10). En notant ρ = 〈u〉 et
j = 〈µu〉, l'identi�
ation des termes d'ordre 0 donnent :

∂tρ
0 +

1

r2
∂r(r

2j1) = 0.
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On obtient une expression de j1 en identi�ant les termes d'ordre −2 et −1 :

u0 = 〈u0〉 = ρ0, µ∂ru
0 +

1− µ2

r
∂µu

0 = −σ(u1 − 〈u1〉).

On a alors j1 = − 〈µ2〉
σ ∂rρ

0
, et en remarquant que 〈µ2〉 = 1/3, il vient le résultat.

La résolution numérique dire
te de (2.1) est très 
oûteuse en temps CPU et en mé-

moire. Pour illustration, une simulation de 
e genre en 3 dimensions d'espa
e requiert

de dis
rétiser un espa
e à 6 dimensions (3 variables spatiales, 2 variables angulaires et

une variable de temps)... Si l'on 
onsidère de plus la dimension fréquentielle, le nombre

de dimensions s'élève à 7. Dans la suite, notre obje
tif est don
 de 
onstruire un modèle

réduit pour (2.1) moins 
oûteux à résoudre. Le modèle réduit doit idéalement restituer

les propriétés de l'équation mises en éviden
e dans 
ette se
tion.

2.2 Constru
tion des modèles PN

Dans 
ette partie, on présente une famille de modèles réduits pour (2.1), appelés

modèles PN . Pour que les 
al
uls qui suivent aient un sens, on suppose que µ 7→ u(t, r, µ)
est une fon
tion de L2(]−1, 1[) quels que soient t ≥ 0 et r ∈ Ω. De plus, on munit l'espa
e

L2(]− 1, 1[) du produit s
alaire dé�ni par :

∀f, g ∈ L2(]− 1, 1[), 〈f, g〉 = 〈fg〉 =
∫ 1

−1
f(µ)g(µ)

dµ

2
.

On 
onsidère alors une base orthonormée de L2(]−1, 1[), notée (Pℓ)ℓ≥0. Ces fon
tions de

base sont appelées harmoniques sphériques et s'identi�ent, en une dimension d'espa
e,

aux polyn�mes de Legendre dé�nis 
omme 
i-dessous.

Dé�nition 2.2. La famille des polyn�mes de Legendre (Pℓ)ℓ≥0 est dé�nie par ré
urren
e :

XPℓ =
ℓ√

(2ℓ− 1)(2ℓ+ 1)
Pℓ−1 +

ℓ+ 1√
(2ℓ+ 1)(2ℓ + 3)

Pℓ+1, (2.12)

pour tout entier ℓ ≥ 1, et ave
 P0 = 1 et P1 =
√
3X.

Propriété 2.5. La famille des polyn�mes de Legendre (Pℓ)ℓ≥0 véri�e les propriétés sui-

vantes : (1) 
'est une base orthormée de L2(] − 1, 1[), (2) pour tout entier ℓ positif, Pℓ

est solution sur ]− 1, 1[ de l'équation di�érentielle ordinaire du se
ond ordre :

d

dx
[(1 − x2)P ′

ℓ ] + ℓ(ℓ+ 1)Pℓ = 0, (2.13)

(3) pour tout entier ℓ positif, on a la relation de ré
urren
e suivante :

Pℓ =
P ′
ℓ+1√

(2ℓ+ 1)(2ℓ + 3)
−

P ′
ℓ−1√

(2ℓ− 1)(2ℓ + 1)
, (2.14)

où l'on a pris 
omme 
onvention P−1 = 0.
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Une 
onséquen
e dire
te de la propriété pré
édente est la dé
omposition suivante

pour toute fon
tion f de L2(]− 1, 1[) :

f =

∞∑

ℓ=0

〈Pℓ, f〉Pℓ, (2.15)

où, pour tout entier ℓ positif, le 
oe�
ient 〈Pℓ, f〉 est appelé harmonique de rang ℓ de f .
L'hypothèse de base permettant la 
onstru
tion des modèles PN 
onsiste alors à appliquer


ette dé
omposition à la fon
tion µ 7→ u(t, r, µ) et de tronquer la somme à partir d'un


ertain rang N stri
tement positif :

u ≃
N∑

ℓ=0

〈Pℓ, u〉Pℓ, (2.16)


elà revient en
ore à supposer nulles les harmoniques de rang ℓ > N . On remarque que

les harmoniques de rang 0 et de rang 1 s'identi�ent respe
tivement, et au fa
teur près,

à la densité d'énergie radiative et au �ux d'énergie : ρ = 〈P0, u〉/c, j = 〈P1, u〉/
√
3.

L'approximation (2.16) restreint la fon
tion in
onnue u à un espa
e de dimension N +1 ;
elle est entièrement déterminée par ses N +1 premières harmoniques (〈Pℓ, u〉)0≤ℓ≤N . En

projetant l'équation (2.1) sur 
ha
un des éléments de la base de Legendre, on obtient

pour tout entier ℓ positif :

1

c
∂t〈Pℓ, u〉+ ∂r〈µPℓ, u〉+

1

r
〈(1 − µ2)Pℓ, ∂µu〉 = −σ(〈Pℓ, u〉 − a〈u〉δℓ,0) + qδℓ,0. (2.17)

ave
 δ le symbole de Krone
ker, et où l'on a utilisé la propriété d'orthonormalité des

polyn�mes de Legendre. Les deuxième et troisième termes du membre de gau
he se

réexpriment grâ
e au lemme suivant.

Lemme 2.1. Soit f un fon
tion de L2(]− 1, 1[). Pour tout entier ℓ positif, on a l'égalité

suivante :

〈µPℓ, f〉 =
ℓ√

(2ℓ− 1)(2ℓ + 1)
〈Pℓ−1, f〉+

ℓ+ 1√
(2ℓ+ 1)(2ℓ + 3)

〈Pℓ+1, f〉, (2.18)

et, si f est dérivable, on a de plus :

〈(1 − µ2)Pℓ, f
′〉 = (ℓ+ 1)(ℓ + 2)√

(2ℓ+ 1)(2ℓ + 3)
〈Pℓ+1, f〉 −

(ℓ− 1)ℓ√
(2ℓ− 1)(2ℓ + 1)

〈Pℓ−1, f〉, (2.19)

ave
 P−1 = 0 par 
onvention.

Démonstration. Soit ℓ un entier positif. En utilisant la formule de ré
urren
e (2.12), on

obtient dire
tement (2.18). Pour montrer (2.19), on 
ommen
e par intégrer par partie :

〈(1− µ2)Pℓ, f
′〉 = −

〈
d

dµ
[(1− µ2)Pℓ], f

〉
.
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En utilisant (2.14), on a :

〈(1− µ2)Pℓ, f
′〉 =− 1√

(2ℓ+ 1)(2ℓ + 3)

〈
d

dµ
[(1− µ2)P ′

ℓ+1], f

〉

+
1√

(2ℓ− 1)(2ℓ + 1)

〈
d

dµ
[(1− µ2)P ′

ℓ−1], f

〉
,

puis, ave
 (2.13), il vient le résultat.

En utilisant le lemme pré
édent, on obtient, pour tout entier ℓ positif, une équation
aux dérivées partielles 
ouplant les harmoniques 〈Pℓ−1, u〉, 〈Pℓ, u〉 et 〈Pℓ+1, u〉. Comme de

plus, on a supposé dans (2.16) que l'harmonique de rang N+1 est nulle, le système formé

des équations (2.17) pour ℓ variant de 0 à N est fermé et s'é
rit, sous forme ve
torielle :

1

c
∂tU + ∂r(AU) +

1

r
GU = −σ(U − aJU) +Q, t > 0, r ∈ Ω, (2.20)

ave
 U : [0,+∞[×Ω → R
N+1

la fon
tion in
onnue représentant le ve
teur des N + 1
premières harmoniques de u, U = (〈P0, u〉, . . . , 〈PN , u〉)t. Les quantités A, G et J sont

des matri
es réelles, 
onstantes et de taille (N +1)× (N +1). Les 
oe�
ients de A et G
sont données par :

Aij =
i+ 1√

(2i+ 1)(2i + 3)
δj,i+1 +

j + 1√
(2j + 1)(2j + 3)

δj,i−1,

Gij =
(i+ 1)(i + 2)√
(2i + 1)(2i + 3)

δj,i+1 −
j(j + 1)√

(2j + 1)(2j + 3)
δj,i−1,

pour i, j ∈ {0, . . . , N}, et J = diag(1, 0, . . . , 0). La quantité Q est un ve
teur de taille

N + 1 égal à (q, 0, . . . , 0)t. Le système (2.20) est appelé modèle PN . Dans le 
as N = 1,
le système (2.20) s'é
rit en fon
tion des deux in
onnues ρ, la densité d'énergie radiative,

et j, le �ux d'énergie :





∂tρ+ ∂rj +
2j

r
= −cσ(1− a)ρ+ q,

∂tj +
c2

3
∂rρ = −cσj.

(2.21)

Les propriétés suivantes donnent quelques informations quant à la stru
ture du système

(2.20).

Propriété 2.6. La matri
e A est réelle symétrique, don
 diagonalisable dans R. Ses

valeurs propres sont les N + 1 ra
ines réelles distin
tes du polyn�me de Legendre PN+1,

que l'on note (λℓ)0≤ℓ≤N . Si λ est l'une de 
es valeurs propres, alors son espa
e propre

asso
ié est de dimension 1 et est engendré par le ve
teur (P0(λ), . . . , PN (λ))t. On peut

alors é
rire A sous la forme RΛRt
, ave
 Λ la matri
e diagonale des valeurs propres de

A et R la matri
e orthonormale 
onstituée des ve
teurs propres asso
iés normés à 1. On
note de plus que la partie symétrique de G est égale à A.
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Démonstration. Connaissant expli
itement les 
oe�
ients de A, on montre que A est

symétrique en remarquant que A = At
. En utilisant la propriété de ré
urren
e des poly-

n�mes de Legendre (2.12), il vient que :

A



P0
.

.

.

PN


 = µ



P0
.

.

.

PN


 ,

pour tout µ véri�ant PN+1(µ) = 0. Comme il est 
onnu que le polyn�me PN+1 possède

exa
tement N + 1 ra
ines réelles, il vient la première partie du résultat. Pour montrer

que la partie symétrique de G vaut A, il su�t de véri�er que G+Gt = 2A, 
onnaissant
expli
itement les 
oe�
ients de A et G.

Corollaire 2.1. Les valeurs propres de A sont toutes 
omprises stri
tement entre −1 et

1. Si λ est une valeur propre de A, alors il en est de même pour −λ. 0 est valeur propre

de A si et seulement si N est pair ; en 
onséquen
e, A est inversible si et seulement si N
est impair.

Démonstration. Ce sont des propriétés 
onnues des ra
ines de polyn�me de Legendre.

Dé�nition 2.3. D'après le 
orollaire pré
édent, la matri
e A possède des valeurs propres

positives et négatives. On dé�nit alors Λ+ = diag(max(λℓ, 0), 0 ≤ ℓ ≤ N) et Λ− =
diag(min(λℓ, 0), 0 ≤ ℓ ≤ N), puis A± = RΛ±Rt

.

À l'aide de la propriété (2.6) et de la dé�nition prédé
ente, on peut réé
rire le modèle

PN (2.20) en utilisant le 
hangement de variables V = RtU :

1

c
∂tV + Λ∂rV +

1

r
RtGRV = −σ(V − aRtJRV ) +RtQ. (2.22)

Dans le 
as P1, les deux 
omposantes du ve
teur V s'expriment par ρ±
√
3
c j. Lorsque N

est impair, le 
orollaire pré
édent implique que A possède exa
tement (N +1)/2 valeurs

propres (stri
tement) positives, et autant de valeurs propres (stri
tement) négatives qui

sont leurs opposées. On dé�nit les quantités suivantes.

Propriété 2.7. Lorsque N est impair, la matri
e Λ s'é
rit sous la forme suivante :

Λ =

(
D 0
0 −D

)
,

où D est la matri
e diagonale formée des valeurs propres positives de A. Comme la partie

symétrique de G est égale à A, on peut é
rire :

RtGR =

(
D +G1 G2

G3 −D +G4

)
,

ave
 G1, G4 deux matri
es antisymétriques et G2, G3 deux matri
es véri�ant G2 = −Gt
3.

De plus, la première ligne de la matri
e R est de la forme (Lt, Lt) de sorte qu'on ait :

RtJR =

(
L
L

)
⊗
(
L
L

)
, RtQ = q

(
L
L

)
.

31



En séparant le ve
teur V en deux blo
s V t = ((V +)t, (V −)t), le modèle PN (2.22) se

réé
rit de manière équivalente sous la forme suivante :





1

c
∂tV

+ +D∂rV
+ +

1

r
[(D +G1)V

+ +G2V
−]

= −σ(V + − a(L⊗ L)(V + + V −) + qL,

1

c
∂tV

− −D∂rV
− +

1

r
[G3V

+ − (D −G4)V
−]

= −σ[V − − a(L⊗ L)(V + + V −)] + qL.

Dans le 
as P1, on V ± = ρ ±
√
3
c j. À présent, il 
onvient d'étudier les solutions des

modèles PN et, en parti
ulier, de véri�er si 
elles-
i restituent les propriétés des solutions

de l'équation de transport (2.1) mises en éviden
e dans la se
tion pré
édente.

2.3 Analyse mathématique des modèles PN

On 
onsidère dans 
ette se
tion le problème de Cau
hy formé de (2.20) ave
 Ω =
]0,+∞[ et d'une 
ondition initiale de la forme :

U(0, r) = U0(r), r > 0, (2.23)

où U0 :]0,+∞[→ R
N+1

une fon
tion donnée. En
ore une fois, dans toute 
ette se
tion,

on suppose que q est nul. Certains résultats restent vrais, ou d'adaptent aisément, dans le


as où q est non nul. De même que dans la se
tion (2.1), on s'intéresse i
i aux questions

d'existen
e, d'uni
ité et de stabilité de solution pour le problème 
onsidéré. L'obje
tif

est de 
omparer 
es propriétés ave
 
elles véri�ées par les solutions de l'équations de

transport (2.1). On s'intéresse dans un premier temps au 
as du modèle P1 (N = 1),

'est-à-dire au problème formé de (2.21) et de la 
ondition initiale :

ρ(0, r) = ρ0(r), j(0, r) = j0(r), r > 0. (2.24)

Dans 
e qui suit, on aura parfois besoin d'évaluer ρ0 et j0 en des valeurs négatives. Guidé

par la physique sous-ja
ente du problème, on suppose que ρ0 et j0 sont respe
tivement

des fon
tions paire et impaire. On a alors le résultat suivant.

Propriété 2.8. Dans le 
as du transport dans le vide (σ = 0), le problème (2.21) +

(2.24) possède une unique solution pour tout t positif, qui s'é
rit :

ρ(t, r) =
1

2r

[(
r +

ct√
3

)
ρ0
(
r +

ct√
3

)
+

(
r − ct√

3

)
ρ0
(∣∣∣∣r −

ct√
3

∣∣∣∣
)]

−
√
3

c

1

2r

[(
r +

ct√
3

)
j0
(
r +

ct√
3

)
−
∣∣∣∣r −

ct√
3

∣∣∣∣ j
0

(∣∣∣∣r −
ct√
3

∣∣∣∣
)]

−
√
3

c

1

2r

∫ r+ct/
√
3

|r−ct/
√
3|
j0(s)ds.

(2.25)

Le �ux radiatif j est alors 
al
ulé à partir de la deuxième équation de (2.21).
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Démonstration. Il su�t de remarquer que le problème se ramène de manière équivalente

à un problème aux valeurs initiales pour l'équation des ondes :





∂tt(rρ)−
c2

3
∂rr(rρ) = 0, t ≥ 0, r ≥ 0,

rρ(0, r) = rρ0(r), r ≥ 0,

∂t(rρ)(0, r) = −r(j0)′(r)− 2j0(r), r ≥ 0,

pour lequel il est 
onnu qu'il existe une unique solution, pour tout t positif, qui s'é
rit
d'après la formule de d'Alembert :

rρ(t, r) =
1

2

(
r +

ct√
3

)
ρ0
(
r +

ct√
3

)
+

1

2

(
r − ct√

3

)
ρ0
(
r − ct√

3

)

+

√
3

2c

∫ r+ct/
√
3

r−ct/
√
3
[−s(j0)′(s)− 2j0(s)]ds.

En 
al
ulant expli
itement l'intégrale et en 
onsidérant que ρ0 et j0 sont des fon
tions

respe
tivement paire et impaire, il vient la formule (2.25).

Cette solution analytique obtenue dans un 
as simple permet de montrer en parti
ulier

que les solutions du modèle PN ne respe
tent pas le prin
ipe du maximum dans le 
as

du transport dans le vide, 
ontrairement aux solutions de l'équation de transport (voir

�gure (2.2)). Dans le 
as général, les questions d'existen
e et d'uni
ité de solution pour

le problème 
onsidéré ne sont pas aisées, même dans le 
as du transport dans le vide.

On ne les traite pas i
i. En revan
he, on montre que les solutions du modèles PN (2.20)

satisfont à la même propriété de stabilité en norme L2
que les solutions de l'équation de

transport, 
omme le montre la propriété suivante.

Propriété 2.9. Toute solution U de (2.20) véri�e l'équation suivante :

1

c
∂t〈U,U〉+ 1

r2
∂r(r

2〈U,AU〉) = −2σ〈U, (I − aJ)U〉 ≤ 0. (2.26)

Si l'on suppose de plus U à support 
ompa
t sur ]0,+∞[ pour tout t positif, alors la

norme L2
de U dé
roit ave
 le temps :

d

dt

∫ +∞

0
r2〈U,U〉dr ≤ 0.

Remarquons de plus que, sous l'hypothèse (2.16), on a bien 〈u2〉 = 〈U,U〉 grâ
e à l'or-

thonormalité des polyn�mes de Legendre.

Démonstration. Soit U une solution de (2.20). L'équation (2.26) s'obtient en e�e
tuant

le produit s
alaire de 2U ave
 (2.20) et en remarquant que la partie symétrique de G vaut

A (voir propriété (2.6). Le membre de droite est toujours négatif puisque 
'est une forme

quadratique dont la matri
e est symétrique à valeurs propres négatives. En multipliant

(2.26) par r2 et en intégrant pour r variant de 0 à +∞, il vient alors le résultat ; le terme

de �ux s'annulant sous l'hypothèse de 
ompa
ité du support de U .
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Figure 2.2 � Solutions du modèle P1 et de l'équation de transport pour un problème

de Cau
hy ave
 un 
ondition initiale de type Riemann. La solution du modèle P1 ne

respe
te pas le prin
ipe du maximum alors que 
'est le 
as pour la solution de l'équation

de transport.
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De même que dans la se
tion (2.1), on étudie le 
as parti
ulier où a = 1. On montre

alors que les solutions de (2.20) véri�ent la 
onservation de l'énergie radiative, de même

que les solutions de l'équation de transport.

Propriété 2.10. Dans le 
as a = 1, les solutions de (2.20) véri�e la loi de 
onservation

suivante :

∂tρ+
1

r2
∂r(r

2j) = 0, (2.27)

ave
 ρ = 〈e0, U〉/c la densité d'énergie radiative et j = 〈e1, U〉/
√
3 le �ux d'énergie.

Si l'on suppose de plus j à support 
ompa
t sur [0,+∞[, alors on a la 
onservation de

l'énergie radiative :

d

dt

∫ +∞

0
r2ρdr = 0.

Démonstration. L'équation (2.27) est simplement la première ligne de (2.20). On obtient

ensuite le résultat en intégrant pour r variant de 0 et +∞ et en utilisant l'hypothèse de


ompa
ité du support de j.

En�n, on montre que les solutions du modèle PN (2.20) possèdent le � bon � 
ompor-

tement (
omprendre � le même que 
elui des solutions de l'équation de transport �) dans

la limite di�usion. En e�et, en utilisant la mise à l'é
helle proposée dans la dé�nition

(2.1), le modèle PN se réé
rit :

∂tU
ǫ +

1

ǫ
∂r(AU

ǫ) +
1

ǫr
GU ǫ = − σ

ǫ2
(I − J)U ǫ, (2.28)

où la fon
tion in
onnue U ǫ
dépend à présent du paramètre ǫ, et on a le résultat suivant.

Propriété 2.11. Soit U ǫ
une solution de (2.28). Dans la limite asymptotique de di�usion

(ǫ → 0), U ǫ

onverge vers U où ρ = 〈e0, U〉 véri�e une équation de di�usion (2.11) ave


1/3σ 
omme 
oe�
ient de di�usion. Cette propriété et la preuve qui suit sont purement

formels et ne montre uniquement que, s'il y a 
onvergen
e, alors 
ette dernière s'e�e
tue

vers la bonne limite.

Démonstration. On é
rit U ǫ

omme un développement en puissan
e su

essives de ǫ :

U ǫ = U0 + ǫU1 + . . . , et on identi�e les termes du même ordre dans l'équation (2.28).

On pose ρ = 〈U, e0〉 et j = 〈U, e1〉/
√
3. Les termes d'ordre 0 donnent :

∂tρ
0 +

1

r2
∂r(r

2j1) = 0.

On obtient l'expression de j1 en identi�ant les termes d'ordres −2 et −1 :

〈U0, en〉 = 0, n > 0,
1

3
∂rρ

0 = −σj1,

d'où l'on tire j1 = − 1
3σ∂rρ

0
, 
e qui termine la démonstration.
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La �n de 
ette se
tion est 
onsa
rée à l'é
riture du modèle PN (2.20) sous une forme


onservative, i.e. sans termes sour
e. Dans 
e but, on 
onsidère l'équation adjointe de

(2.20), qui s'é
rit :

1

c
∂tV + ∂r(AV ) +

1

r
GV = σ(V − aJV ). (2.29)

Les solutions de 
ette équation sont reliées aux solutions du modèle PN 
omme le montre

le résultat suivant.

Propriété 2.12. Soit U une solution de (2.20) et V une solution de (2.29). On a alors

la loi de 
onservation :

1

c
∂t〈V,U〉+ 1

r2
∂r(r

2〈V,AU)) = 0. (2.30)

Démonstration. On obtient le résultat en sommant le produit s
alaire de V ave
 (2.20) et

le produit s
alaire de U ave
 (2.29). On utilise en outre la symétrie de la matri
e I − aJ
et le fait que le partie symétrique de G est égale à A.

Grâ
e à la propriété pré
édente, on obtient autant de lois de 
onservation que l'on

dispose de solutions parti
ulières de (2.29). En 
onséquen
e, si l'on dispose d'une famille

linéairement indépendante (Vℓ)0≤ℓ≤N de solutions de (2.29), on peut réé
rire le modèle

PN sous la forme d'un système de lois de 
onservation 
omme le montre la propriété

suivante.

Propriété 2.13. Soit U une solution du modèle PN (2.20) et (Vℓ)0≤ℓ≤N une famille

linéairement indépendante de solutions de (2.29). Alors, on a le système de lois de 
onser-

vation suivant :

1

c
∂tW +

1

r2
∂r(r

2F (t, r,W )) = 0, (2.31)

ave
 W = (W0, . . . ,WN )t où Wℓ = 〈Vℓ, U〉 pour tout ℓ ∈ {0, . . . , N}. La fon
tion de �ux

est alors donnée par F (t, r,W ) = Q(t, r)W où Q(t, r) est une matri
e semblable à A,
quels que soient t positif et r stri
tement positif. Comme A est diagonalisable (propriété

(2.6)), le système est hyperbolique.

Démonstration. Connaissant une famille V = (Vℓ)0≤ℓ≤N linéairement indépendante de

(2.29), on peut é
rire la loi de 
onservation (2.30) pour 
haque élément de 
ette famille.

Il vient alors le système de lois de 
onservation (2.31). En notant W = V t(t, r)U , il
vient F (t, r,W ) = Q(t, r)W , ave
 Q(t, r) = V t(t, r)AV −t(t, r), qui est bien une matri
e

semblable à A, 
e qui termine la démonstration.

Il reste à présent à trouver N +1 solutions linéairement indépendantes de l'équation

(2.29). En parti
ulier, on peut 
hoisir les solutions stationnaires :

A
dV

dr
+

1

r
GV = σ(V − aJV ). (2.32)

Sous des hypothèses de régularité de σ et a, on dispose d'un ensemble fondamental de

solutions dans le 
as où N est impair.
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Propriété 2.14. Supposons N impair et σ, a des fon
tions 
ontinues sur ]0,+∞[. Alors
le problème formé de (2.32) et de la 
ondition de bord V (r∗) = V ∗ ∈ R

N+1
, ave
 r∗ > 0,

possède une unique solution maximale dé�nie sur ]0,+∞[ tout entier.

Démonstration. Lorsque N est impair et sous les hypothèses énon
ées, on est dans le


adre d'appli
ation du théorème de Cau
hy-Lips
hitz global, 
e qui termine la démons-

tration.

Dé�nition 2.4. On note P : Ω × Ω → MN+1(R) l'opérateur tel que, pour tout V ∗ ∈
R
N+1

et tout réel stri
tement positif r∗, la fon
tion r 7→ P(r, r∗)V ∗
soit la solution sur

]0,+∞[ du problème de Cau
hy formé de (2.32) et de la 
ondition de bord V (r∗) = V ∗
.

Propriété 2.15. Pour tous réels stri
tement positifs r1, r2, la matri
e P(r2, r1) est

inversible d'inverse P(r1, r2). De plus, P véri�e la propriété multipli
ative suivante :

pour tous réels stri
tement positifs r1, r2, r3, on a P(r3, r1) = P(r3, r2)P(r2, r1).

Démonstration. C'est un 
onséquen
e du théorème de Cau
hy-Lips
hitz.

Propriété 2.16. Grâ
e à la propriété (2.13), on peut é
rire, lorsque N est impair, le

modèle PN sous la forme 
onservative suivante :

1

c
∂tW +

1

r2
∂r(r

2F (r,W )) = 0, F (r,W ) = Q(r)W, (2.33)

ave
 W = Pt(r, r0)U où r0 est une 
onstante stri
tement positive 
hoisie arbitrairement,

et où Q(r) = Pt(r, r0)AP−t(r, r0) est une matri
e semblable à A.

Démonstration. C'est une appli
ation de la propriété (2.13) ave
 l'ensemble fondamental

de solution de l'équation adjointe (2.29) mis en éviden
e pré
édemment.

On 
onsidère à présent l'exemple P1 ave
 a = 1. Dans 
e 
as, l'opérateur P se 
al
ule

expli
itement en intégrant le système di�érentiel suivant :





dj

dr
+

2j

r
= 0,

c2

3

dρ

dr
= cσj,

On obtient alors pour tous réels r1, r2 stri
tement positifs :

P(r2, r1) =

(
1 3σ̄

c (r2 − r1)(r1/r2)
0 r21/r

2
2

)
,

ave
 σ̄ la moyenne de σ sur l'intervalle [r1, r2] pondérée par la fon
tion 1/r2.
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2.4 Analyse du problème stationnaire

Dans 
ette se
tion, on s'intéresse à la stru
ture et aux propriétés des états station-

naires du modèle PN (2.20). On étudie les solutions du modèle PN sous forme diagona-

lisée :

Λ
dV

dr
+

1

r
RtGRV = −σ(V − aRtJRV ), r > 0, (2.34)

où la fon
tion in
onnue V est i
i dé�nie sur ]0,+∞[ à valeurs dans R
N+1

. Les quantités

σ et a sont des fon
tions de la variable r, dé�nies sur ]0,+∞[ et telles que σ soit positive

et a 
omprise entre 0 et 1. On suppose de plus que N est impair si bien que la matri
e Λ
est inversible. On rappelle que, dans 
e 
as, la matri
e Λ est de la forme diag(D,−D) où
D est une matri
e diagonale stri
tement positive, la matri
e J est positive et la matri
e

R orthogonale. La partie symétrique de RtGR vaut Λ. De plus, on utilisera fréquemment

la dé
omposition suivante :

V =

(
V +

V −

)
.

Dans le 
as P1, on a V ± = ρ ±
√
3
c j. Lorsque σ et a sont su�sament régulières (
onti-

nues su�t), on sait que le problème formé de l'équation (2.34) et de la 
ondition de

bord V (r∗) = V ∗ ∈ R
N+1

, ave
 r∗ > 0, admet une unique solution maximale dé�nie

sur ]0,+∞[ (théorème de Cau
hy-Lips
hitz). Pour tous réels r1, r2 stri
tement posi-

tifs, on dé�nit l'opérateur S(r2, r1) tel que, pour toute solution V de (2.34), on ait

S(r2, r1)V (r1) = V (r2). Cet opérateur est linéaire, inversible et, pour tous réels r1, r2,
r3 stri
tement positifs, il véri�e S(r3, r1) = S(r3, r2)S(r2, r1) .

Propriété 2.17. Soit r1, r2 deux réels stri
tement positifs tels que r1 < r2. Toute
solution V de (2.34) véri�e l'inégalité suivante :

r22〈V +
2 ,DV

+
2 〉+ r21〈V −

1 ,DV
−
1 〉 ≤ r21〈V +

1 ,DV
+
1 〉+ r22〈V −

2 ,DV
−
2 〉, (2.35)

ave
 V ±
1 = V ±(r1) et V

±
2 = V ±(r2). Cette relation est appelée inégalité d'énergie.

Démonstration. Soit V une solution de (2.34). Le produit s
alaire de 2V ave
 (2.34)

s'é
rit :

1

r2
d(r2〈V,ΛV 〉)

dr
= −2σ〈V, (I − aRtJR)V 〉 ≤ 0,

où l'on a utilisé le fait que la partie symétrique de RtGR vaut Λ. En intégrant 
ette

dernière équation pour r variant de r1 à r2, on obtient :

r22〈V +
2 ,DV

+
2 〉+ r21〈V −

1 ,DV
−
1 〉+ 2

∫ r2

r1

s2σ〈V (s), (I − aRtJR)V (s)〉ds

= r21〈V +
1 ,DV

+
1 〉+ r22〈V −

2 ,DV
−
2 〉.

Comme la fon
tion a est 
omprise entre 0 et 1, la matri
e I − aRtJR est positive, si

bien que le terme intégral est toujours positif (par positivité de σ). Ce
i termine la

démonstration.
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Corollaire 2.2. Soit r1, r2 deux réels stri
tement positifs tels que r1 < r2. On 
onsidère

l'opérateur dé�ni tel que, pour toute solution V de (2.34), on ait :

(
V +
1

V −
1

)
7→
(
V +
1

V −
2

)
,

ave
 V ±
1 = V ±(r1) et V

±
2 = V ±(r2). Cet opérateur est inversible.

Démonstration. Supposons que l'opérateur ainsi dé�ni est singulier. Il existe V solution

de (2.34) telle qu'on ait V +
1 , V −

1 non tous nuls et V +
1 , V −

2 nuls. L'identité d'énergie (2.35)

s'é
rit alors :

r22〈V +
2 ,DV

+
2 〉+ r21〈V −

1 ,DV
−
1 〉 ≤ 0.

Comme D est stri
tement positive, le terme de gau
he est stri
tement positif, 
e qui est

une 
ontradi
tion. Ce
i termine la démonstration.

Propriété 2.18. Soit r1, r2 deux réels stri
tement positifs tels que r1 < r2. Le problème

formé de l'équation (2.34) et de la 
ondition de bord :

(
V +(r1)
V −(r2)

)
=

(
V +
∗
V −
∗

)
∈ R

N+1, (2.36)

possède une unique solution dé�nie sur ]0,+∞[.

Démonstration. C'est une 
onséquen
e du fait que le problème formé de (2.34) et de la


ondition de bord V (r1) = V ∗ ∈ R
N+1

possède une unique solution sur ]0,+∞[ et du

orollaire pré
édent.

Dé�nition 2.5. Soit r1, r2 deux réels stri
tement positifs tels que r1 < r2. On dé�nit

alors les 4 opérateurs T1(r2, r1), T2(r2, r1), R1(r2, r1), R2(r2, r1) tels que, pour toute

solution V de (2.34), on ait :

(
V +
2

V −
1

)
=

(
T1(r2, r1) R1(r2, r1)
R2(r2, r1) T2(r2, r1)

)(
V +
1

V −
2

)
,

ave
 V ±
1 = V ±(r1), V

±
2 = V ±(r2). Les opérateurs T1, T2 d'une part, et R1, R2, sont

respe
tivement appelés opérateurs de transmissions et opérateurs de ré�exion.

Propriété 2.19. Pour tous réels r1, r2 stri
tement positifs tels que r1 < r2, les matri
es

de transmission sont inversibles et les matri
es de ré�exion sont stri
tement bornées :

‖D1/2R1(r2, r1)D
−1/2‖ < 1, ‖D1/2R2(r2, r1)D

−1/2‖ < 1. (2.37)

Démonstration. Supposons que T1(r2, r1) est singulier. Il existe don
 X un ve
teur non

nul tel que T1(r2, r1)X = 0. On a don
 :

(
T1(r2, r1) R1(r2, r1)
R2(r2, r1) T2(r2, r1)

)(
X
0

)
=

(
0

R2(r2, r1)X

)
.
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On 
onsidère alors la solution V de (2.34) ave
 V +(r1) = X 6= 0 et V −(r2) = 0. D'après
l'égalité pré
édente, il vient V +(r2) = 0. La solution V est don
 nulle en r1 et non nulle

en r2, 
e qui est impossible (par uni
ité de la solution). On fait de même pour T2(r2, r1).
Supposons à présent que ‖D1/2R1(r2, r1)D

−1/2‖ ≥ 1, i.e. il existe un ve
teur non nul X
tel que :

||D1/2R1(r2, r1)D
−1/2X‖ ≥ ‖X‖.

En posant Y = D−1/2X, on obtient ‖D1/2R1(r2, r1)Y ‖ ≥ ‖D1/2Y ‖. On 
onsidère alors

la solution V de (2.34) ave
 V +(r1) = 0 et V −(r2) = Y . L'inégalité d'énergie s'é
rit

alors :

r22‖D1/2R1(r2, r1)Y ‖2 + r21‖D1/2T2(r2, r1)Y ‖2 ≤ r22‖D1/2Y ‖2 ≤ r22‖D1/2R1(r2, r1)Y ‖2,

d'où on tire r21‖D1/2T2(r2, r1)Y ‖2 ≤ 0, puis Y = 0 
ar D1/2T2(r2, r1) est inversible. Ce
i
est une 
ontradi
tion ave
 le fait qu'on ait supposé X non nul.

Propriété 2.20. Soit r1, r2 deux réels stri
tement positifs tels que r1 < r2. L'opérateur
S(r2, r1) s'é
rit en fon
tion des matri
es de transmission / ré�exion ave
 la formule :

S(r2, r1) =
(
T1(r2, r1)−R1(r2, r1)T −1

2 (r2, r1)R2(r2, r1) R1(r2, r1)T −1
2 (r2, r1)

−T −1
2 (r2, r1)R2(r2, r1) T −1

2 (r2, r1)

)
,

L'opérateur inverse S−1(r2, r1) = S(r1, r2) s'é
rit :

S(r1, r2) =
(

T −1
1 (r2, r1) −T −1

1 (r2, r1)R1(r2, r1)

R2(r2, r1)T −1
1 (r2, r1) T2(r2, r1)−R2(r2, r1)T −1

1 (r2, r1)R1(r2, r1)

)
.

Démonstration. Soit V une solution de (2.34). On a, d'après la dé�nition des matri
es

de transmission / ré�exion :

V +(r2) = T1(r2, r1)V +(r1) +R1(r2, r1)V
−(r2),

V −(r1) = T2(r2, r1)V −(r2) +R2(r2, r1)V
+(r1).

On obtient la première égalité en exprimant V +(r2) et V −(r2) en fon
tion de V +(r1)
et V −(r1). La se
onde égalité s'obtient en exprimant V +(r1) et V

−(r1) en fon
tion de

V +(r2) et V
−(r2).

Propriété 2.21. Soit r1, r2 et r3 trois réels stri
tement positifs ave
 r1 < r2 < r3. On
a les relations suivantes :

T 3
1 = T 2

1 (I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 ,

T 3
2 = T 1

2 (I −R2
2R1

1)
−1T 2

2 ,

R3
1 = R2

1 + T 2
1 (I −R1

1R2
2)

−1R1
1T 2

2 ,

R3
2 = R1

2 + T 1
2 (I −R2

2R1
1)

−1R2
2T 1

1 ,

où les exposants 1, 2 et 3 désignent respe
tivement les intervalles [r1, r2], [r2, r3] et [r1, r3].
Les matri
es (I −R1

1R2
2) et (I −R2

2R1
1) sont bien inversibles grâ
e à (2.37).
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Démonstration. En remarquant que S(r3, r1) = S(r3, r2)S(r2, r1) et utilisant l'expression
de S en fon
tion des matri
es de transmission / ré�exion, il vient le résultat.

Propriété 2.22. Dans le 
as où a = 1, on a les identités suivantes :

(r22T1(r2, r1) + r21R2(r2, r1))
tz = r21z, (r21T2(r2, r1) + r22R1(r2, r1))

tz = r22z,

ave
 z = (
√
ω1µ1, . . . ,

√
ωqµq)

t
(q = (L + 1)/2) et ((µ1, ω1), . . . , (µq, ωq)) la famille des


ouples points/poids de la quadrature de Gauss-Legendre.

Démonstration. Soit V une solution de (2.34) ave
 a = 1. En notant j = 〈z, V +〉 −
〈z, V −〉, on a

d(r2j)
dr = 0. En intégrant pour r variant de r1 à r2 :

r22〈z, V +
2 〉+ r21〈z, V −

1 〉 = r21〈z, V +
1 〉+ r22〈z, V −

2 〉,

puis en utilisant les expressions de V +
2 et V +

1 en fon
tion des matri
es de transmission /

ré�exion, il vient :

r22〈z,T1(r2, r1)V +
1 +R1(r2, r1)V

−
2 〉+ r21〈z,R2(r2, r1)V

+
1 + T2(r2, r1)V −

2 〉
= r21〈z, V +

1 〉+ r22〈z, V −
2 〉,

Cette dernière égalité est valable quels que soient V +
1 et V −

2 dans R
(N+1)/2


e qui termine

la démonstration.

2.5 Dis
rétisation des modèles PN et analyse numérique

Dans 
ette se
tion, notre obje
tif est de 
onstruire une dis
rétisation du modèle PN

(2.20) dans le 
as où la sour
e de photons est nulle, i.e. q = 0. Le système à dis
rétiser

s'é
rit :

1

c
∂tU +A∂rU +

1

r
GU = −σ(U − aJU), t > 0, r ∈ Ω, (2.38)

où U : [0,+∞[×Ω → R
N+1

est la fon
tion in
onnue. Pour rappel, A, J et G sont

des matri
es réelles de taille (N + 1) × (N + 1). La matri
e A est symétrique, J est

symétrique positive et la partie symétrique de G vaut A. On 
onsidère uniquement le 
as

où N est impair si bien que A soit inversible. Dans 
e 
as, A s'é
rit sous la forme RΛRt

ave
 Λ = diag(D,−D) où D est une matri
e diagonale stri
tement positive et R une

matri
e orthogonale. Les quantités a et σ sont des fon
tions de la variable r telles que

σ soit positive et a 
omprise entre 0 et 1. Dans le but de 
onstruire une dis
rétisation


apturant exa
tement les états stationnaires de (2.38), on réé
rit, à l'aide des résultats

pré
édents, le système sous la forme d'un système de lois de 
onservation :

1

c
∂tW +

1

r2
∂r(r

2F (r,W )) = 0, (2.39)

ave
 W = Pt(r, r0)U et F (r,W ) = Q(r, r0)W où Q(r, r0) = Pt(r, r0)AP−t(r, r0) est

semblable à A. I
i, P désigne la résolvante du problème stationnaire adjoint à l'équation
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(2.38) et r0 est une 
onstante stri
tement positive 
hoisie arbitrairement. On remarque

de plus que si W est solution de l'équation pré
édente, alors on a :

1

c
∂t(r

2F (r,W )) +Q(r, r0)∂r(r
2F (r,W )) = 0.

On adopte alors une appro
he volumes �nis qui s'é
rit de manière standard :

W n+1
i −W n

i

c∆t
+

(r2F )
n+1/2
i+1/2 − (r2F )

n+1/2
i−1/2

∆Vi
= 0, (2.40)

ave
 ∆Vi = 1
3(r

3
i+1/2 − r3i−1/2) le volume de maille et ∆t le pas de temps. Il reste à

appro
her les �ux à 
haque interfa
e. On note r∗ une interfa
e parti
ulière et rD, rG
respe
tivement les 
entres de maille à droite et à gau
he de 
ette interfa
e. On adopte

une approximation à la manière d'un s
héma de Godunov, i.e. on résout exa
tement à

l'interfa
e r∗ le problème suivant :

1

c
∂t(r

2F (r,W )) + Q̃(r, r0)∂r(r
2F (r,W )) = 0, (2.41)

ave
 :

Q̃(r, r0) =

{
Q(rG, r0), r < r∗,

Q(rD, r0), r ≥ r∗,
, (r2F )(0, r) =

{
r2GFG, r < r∗,

r2DFD, r ≥ r∗.
(2.42)

On a alors le résultat suivant.

Propriété 2.23. La solution du problème (2.41) + (2.42) en r = r∗, que l'on note

(r2F )∗, véri�e le système linéaire suivant :

{
〈sGℓ , (r2F )∗〉 = 〈sGℓ , r2GFG〉, µℓ > 0,

〈sDℓ , (r2F )∗〉 = 〈sDℓ , r2DFD〉, µℓ < 0,
(2.43)

où, pour tout ℓ ∈ {0, . . . , L}, on désigne par sGℓ (respe
tivement sDℓ ) un ve
teur propre à

gau
he de Q(rG, r0) (respe
tivement Q(rD, r0)) asso
ié à la valeur propre µℓ de A.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que la matri
e Q soit 
onstante.

Comme la matri
e Q est semblable à A, elle possède les mêmes valeurs propres. Soit

µ une de 
es valeurs propres et s un ve
teur propre asso
ié. On a alors l'équation sui-

vante :

1

c
∂t(〈s, r2F (r,W )) + µ∂r(〈s, r2F (r,W )) = 0.

La quantité 〈s, r2F (r,W )〉 est don
 transportée à la vitesse µ. Ainsi, si µ est positif

(respe
tivement négatif), la valeur de r2F (r,W ) à l'interfa
e r∗ vaut r2GF (rG,WG) (res-
pe
tivement r2DF (rD,WD)). Lorsque Q est 
onstante par mor
eaux, le résultat s'étend

aisément et on obtient le résultat.
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Propriété 2.24. Le système (2.43) est inversible et la solution s'é
rit :

(r2F )∗ = [I+RtP−t(rG, r0) + I−RtP−t(rD, r0)]
−1

[r2GI
+RtAP−t(rG, r0)WG + r2DI

−RtAP−t(rD, r0)WD].
(2.44)

ave
 I± = diag
(
λk±|λk|

2 , k = 0, . . . , N
)
.

Démonstration. La preuve est une adaptation de 
elle de ([DB15℄).

Le s
héma (2.40) est à présent entièrement dé�ni. On préfère néanmoins le réé
rire

en utilisant les variables initiales U = P(r, r0)
−tW , et on a :

Un+1
i − Un

i

c∆t
+

(r2FD)
n+1/2
i+1/2 − (r2FG)

n+1/2
i−1/2

∆Vi
= 0, (2.45)

ave
 :

(r2FD)i+1/2 = [RI+Rt +RI−RtP−t(ri+1, ri)]
−1[r2iA

+Un
i + r2i+1A

−Un
i+1], (2.46)

(r2FG)i+1/2 = [RI+RtP−t(ri, ri+1) +RI−Rt]−1[r2iA
+Un

i + r2i+1A
−Un

i+1]. (2.47)

On étudie à présent les propriétés du s
héma. En parti
ulier, on s'intéresse aux propriétés

véri�ées par les solutions du modèle PN 
ontinu (2.20) : la stabilité en norme L2
des

solutions, la 
onservation de l'énergie lorsque a = 1 et en�n, le 
omportement dans la

limite di�usion. On 
ommen
e par réé
rire le s
héma sous une forme plus 
ommode à

étudier. Pour 
ela, on utilise la propriété suivante.

Propriété 2.25. Soit r1, r2 deux réels stri
tement positifs. On a l'égalité suivante :

r22Pt(r2, r1)ARS(r2, r1)Rt = r21A, (2.48)

où S désigne la résolvante du modèle PN stationnaire sous forme diagonalisée.

Propriété 2.26. Le s
héma (2.45) se réé
rit sous la forme équivalente :





(V +)n+1
i − (V +)ni

∆t
+
cr2iD

∆Vi
[(V +)ni − T1(ri, ri−1)(V

+)ni−1 −R1(ri, ri−1)(V
−)ni ] = 0,

(V −)n+1
i − (V −)ni

∆t
− r2i cD

∆Vi
[R2(ri+1, ri)(V

+)ni + T2(ri+1, ri)(V
−)ni+1 − (V −)ni ] = 0,

(2.49)

où T1, T2, R1 et R2 sont les matri
es de transmission / ré�exion dé�nies dans la se
tion

pré
édente.

43



Démonstration. Partant de l'expression du s
héma (2.45), on obtient l'expression sui-

vante en multipliant par Rt
:

V n+1
i − V n

i

c∆t
+
Rt(r2FD)

n+1/2
i+1/2

−Rt(r2FG)
n+1/2
i−1/2

∆Vi
= 0.

Le �ux Rt(r2FD)i+1/2 vaut alors :

(r2FD)
n+1/2
i+1/2 = Rt[RI+Rt +RI−RtP−t(ri+1, ri)]

−1[r2iRΛ
+V n

i + r2i+1RΛ
−V n

i+1]

= [I+ + I−RtP−t(ri+1, ri)R]
−1[r2iΛ

+V n
i + r2i+1Λ

−V n
i+1].

En utilisant la relation (2.48), il vient :

(r2FD)
n+1/2
i+1/2 = r2iΛ[r

2
i I

+ + r2i+1I
−S(ri+1, ri)]

−1

(
r2i (V

+)ni
r2i+1(V

−)ni+1

)
.

La matri
e inversée s'exprime expli
itement à l'aide des matri
es de transmission / ré-

�exion :

[r2i I
+ + r2i+1I

−S(ri+1, ri)]
−1 =

(
r2i I 0

−r2i+1T −1
2 (ri+1, ri)R2(ri+1, ri) r2i+1T −1

2 (ri+1, ri)

)−1

=

(
(1/r2i )I 0

(1/r2i )R2(ri+1, ri) (1/r2i+1)T2(ri+1, ri)

)

En e�e
tuant un 
al
ul similaire pour (r2FG)
n+1/2
i+1/2 , il vient le résultat.

Propriété 2.27. Le s
héma (2.49) préserve les états d'équilibre du modèle PN . Soit V
une solution de (2.34). Si V n

i = V (ri) pour tout i, alors V
n+1
i = V n

i pour tout i.

Démonstration. Si pour tout i, on a V n
i = V (ri) où V est solution de (2.34), alors on a

pour tout i :
(V +)ni = T1(ri, ri−1)(V

+)ni−1 +R1(ri, ri−1)(V
−)ni ,

(V −)ni = R2(ri+1, ri)(V
+)ni + T2(ri+1, ri)(V

−)ni+1,

si bien que les �ux sont nuls.

Propriété 2.28. Le s
héma (2.49) est stable L2
sous la 
ondition CFL :

0 ≤ cλ
max

r2i∆t

∆Vi
≤ 1, (2.50)

où λ
max

représente la valeur propre maximale de D. On a l'inégalité suivante :

∑

i

∆ViS
n+1
i ≤

∑

i

∆ViS
n
i ,

ave
 Sn+1
i = 〈(V +)ni , (V

+)ni 〉+ 〈(V −)ni , (V
−)ni 〉.
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Démonstration. Pour alléger les notations, on note :

(V̂ +)ni = T1(ri, ri−1)(V
+)ni−1 +R1(ri, ri−1)(V

−)ni .

(V̂ −)ni = R2(ri+1, ri)(V
+)ni + T2(ri+1, ri)(V

−)ni+1.

En posant νi = r2i c∆t/∆Vi, le s
héma s'é
rit :

(V +)n+1
i = (V +)ni − νiD[(V +)ni − (V̂ +)ni ],

(V −)n+1
i = (V −)ni + νiD[(V̂ −)ni − (V −)ni ].

On a :

〈(V +)n+1
i , (V +)n+1

i 〉 = 〈(V +)ni , (V
+)ni 〉

− 2νi〈(V +)ni ,D[(V +)ni − (V̂ +)ni ]〉
+ ν2i 〈D[(V +)ni − (V̂ +)ni ],D[(V +)ni − (V̂ +)ni ]〉

= 〈(V +)ni , (V
+)ni 〉

− νi〈(V +)ni + (V̂ +)ni ,D[(V +)ni − (V̂ +)ni ]〉
− 〈(V +)ni − (V̂ +)ni , νiD(I − νiD)[(V +)ni − (V̂ +)ni ]〉.

On obtient �nalement :

〈(V +)n+1
i , (V +)n+1

i 〉 = 〈(V +)ni , (V
+)ni 〉

− νi[〈(V +)ni ,D(V +)ni 〉 − 〈(V̂ +)ni ,D(V̂ +)ni 〉]
− 〈(V +)ni − (V̂ +)ni , νiD(I − νiD)[(V +)ni − (V̂ +)ni ]〉.

De la même manière, on a :

〈(V −)n+1
i , (V −)n+1

i 〉 = 〈(V −)ni , (V
−)ni 〉

+ νi[〈(V̂ −)ni ,D(V̂ −)ni 〉 − 〈(V −)ni ,D(V −)ni 〉]
− 〈(V̂ −)ni − (V −)ni , νiD(I − νiD)[(V̂ −)ni − (V −)ni ]〉.

Sous la 
ondition 0 ≤ νiλmax

≤ 1, les derniers termes de 
es deux égalités sont toujours

négatifs. On a alors :

Sn+1
i = Sn

i − νi[〈(V +)ni ,D(V +)ni 〉+ 〈(V −)ni ,D(V −)ni 〉
− 〈(V̂ +)ni ,D(V̂ +)ni 〉 − 〈(V̂ −)ni ,D(V̂ −)ni 〉] +Rn

i ,

ave
 :

Sn
i = 〈(V +)ni , (V

+)ni 〉+ 〈(V −)ni , (V
−)ni 〉,

Rn
i = −〈(V̂ −)ni − (V −)ni , νiD(I − νiD)[(V̂ −)ni − (V −)ni ]〉

− 〈(V +)ni − (V̂ +)ni , νiD(I − νiD)[(V +)ni − (V̂ +)ni ]〉.
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Ce dernier terme est négatif sous la 
ondition 0 ≤ νiλmax

≤ 1. En dé�nissant :

Qn
i+1/2 = r2i 〈(V +)ni ,D(V +)ni 〉 − r2i 〈(V̂ −)ni ,D(V̂ −)ni 〉,

on obtient :

Sn+1
i = Sn

i − c∆t

∆Vi
[Qn

i+1/2 −Qn
i−1/2] +Rn

i +W n
i ,

ave
 :

W n
i = − c∆t

∆Vi
[r2i−1〈(V +)ni−1,D(V +)ni−1〉+ r2i 〈(V −)ni ,D(V −)ni 〉

− r2i−1〈(V̂ −)ni−1,D(V̂ −)ni−1〉 − r2i 〈(V̂ +)ni ,D(V̂ +)ni 〉]
Le reste W n

i est négatif 
ompte tenu de l'inégalité d'énergie (2.35).

Propriété 2.29. Dans le 
as a = 1, le s
héma (2.49) 
onserve l'énergie.

ρn+1
i − ρni

∆t
+

(r2j)
n+1/2
i+1/2 − (r2j)

n+1/2
i−1/2

∆Vi
= 0, (2.51)

ave
 :

ρni = 〈(V +)ni ,
√
ω〉+ 〈(V −)ni ,

√
ω〉, (2.52)

(r2j)
n+1/2
i+1/2 = r2i+1〈z,T1(ri+1, ri)(V

+)ni 〉 − r2i 〈z,T2(ri+1, ri)(V
−)ni+1〉. (2.53)

Démonstration. En posant ρ = 〈V +,
√
ω〉+ 〈V −,

√
ω〉, on a :

1

c

ρn+1
i − ρni

∆t
+
r2i 〈z, (V +)i − T1(ri, ri−1)(V

+)ni−1 −R1(ri, ri−1)(V
−)ni 〉

∆Vi

− r2i 〈z,R2(ri+1, ri)(V
+)i + T2(ri+1, ri)(V

−)ni+1 − (V −)ni 〉
∆Vi

= 0.

On peut réé
rire 
ette expression :

1

c

ρn+1
i − ρni

∆t
+

〈r2i z − r2iRt
2(ri+1, ri)z, (V

+)ni 〉
∆Vi

− 〈r2i T t
2 (ri+1, ri)z, (V

−)ni+1〉
∆Vi

− 〈r2i T t
1 (ri, ri−1)z, (V

+)ni−1〉
∆Vi

+
〈r2i z − r2iRt

1(ri, ri−1)z, (V
−)ni 〉

∆Vi
= 0.

Comme a = 1, on a les deux égalités :

(r2i+1T1(ri+1, ri) + r2iR2(ri+1, ri))
tz = r2i z,

(r2i T2(ri+1, ri) + r2i+1R1(ri+1, ri))
tz = r2i+1z,
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on obtient la loi de 
onservation :

1

c

ρn+1
i − ρni

∆t
+

〈r2i+1T t
1 (ri+1, ri)z, (V

+)ni 〉
∆Vi

− 〈r2i T t
2 (ri+1, ri)z, (V

−)ni+1〉
∆Vi

− 〈r2i T t
1 (ri, ri−1)z, (V

+)ni−1〉
∆Vi

+
〈r2i−1T t

2 (ri, ri−1)z, (V
−)ni 〉

∆Vi
= 0,


e qui termine la démonstration.

On termine 
ette se
tion par étudier le 
omportement du s
héma en limite di�usion

(a = 1), voir dé�nition 2.1, dans le 
as P1. En é
rivant le s
héma P1 en les variables

(E,F ), on obtient :





En+1
i − En

i

∆t
+
r2i+1/2F

n+1/2
i+1/2 − r2i−1/2F

n+1/2
i−1/2

r2i∆ri
= 0,

Fn+1
i − Fn

i

∆t
+
c2

3

E
n+1/2
i+1/2 − E

n+1/2
i−1/2

∆ri
=
S
n+1/2
i

∆ri
,

ave
 :

E
n+1/2
i+1/2 = χi+1/2

[
r2i+1E

n
i+1 + r2iE

n
i

r2i + r2i+1

−
√
3

c

r2i+1F
n
i+1 − r2i F

n
i

r2i + r2i+1

]
,

F
n+1/2
i+1/2 = χi+1/2

[
Fn
i+1 + Fn

i

2
− c√

3

En
i+1 − En

i

2

]

χi+1/2 =
1

1 +
√
3
2 r

2
i+1/2

∫ rR
rL

σ(s)
s2
ds
,

S
n+1/2
i = − c√

3
(1− χi+1/2)(Fi +

c√
3
Ei)

− c√
3
(1− χi−1/2)(Fi −

c√
3
Ei),

et r2i+1/2 =
2r2i r

2
i+1

r2i+r2i+1
et où l'on a utilisé le volume de maille appro
hé ∆Vi = r2i∆ri. Si σ

est 
onstant par maille, on a :

r2i+1/2

∫ ri+1

ri

σ(s)

s2
ds = σi∆r

+
i + σi+1∆r

−
i+1,

ave
 ∆r±i = ±r2i±1/2(
1
ri
− 1

ri±1/2
). On étudie à présent le 
omportement asymptotique du

s
héma dans la limite de di�usion, 
'est-à-dire, la limite quand ǫ tend vers 0 du s
héma
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adimensionné suivant :





En+1
i − En

i

∆t
+
r2i+1/2F

n+1/2
i+1/2 − r2i−1/2F

n+1/2
i−1/2

ǫr2i∆ri
= 0,

Fn+1
i − Fn

i

∆t
+

1

3

E
n+1/2
i+1/2 − E

n+1/2
i−1/2

ǫ∆ri
=
S
n+1/2
i

ǫ2∆ri
.

ave
 :

E
n+1/2
i+1/2 = χi+1/2

[
r2i+1E

n
i+1 + r2iE

n
i

r2i + r2i+1

−
√
3
r2i+1F

n
i+1 − r2i F

n
i

r2i + r2i+1

]
,

F
n+1/2
i+1/2 = χi+1/2

[
Fn
i+1 + Fn

i

2
− 1√

3

En
i+1 − En

i

2

]
,

χi+1/2 =
1

1 +
√
3

2ǫ (σi∆r
+
i + σi+1∆r

−
i+1)

,

S
n+1/2
i = −1

2
(σi∆r

+
i + σi+1∆r

−
i+1)χi+1/2(Fi +

1√
3
Ei)

− 1

2
(σi−1∆r

+
i−1 + σi∆r

−
i )χi−1/2(Fi −

1√
3
Ei).

En identi�ant les termes d'ordre 0 dans la première équation, on obtient :

En+1
i − En

i

∆t

∣∣∣∣
0

+
r2i+1/2F

n+1/2
i+1/2 − r2i−1/2F

n+1/2
i−1/2

r2i∆ri

∣∣∣∣∣∣
1

= 0.

Le terme d'ordre 1 dans l'expression de F
n+1/2
i+1/2 vaut :

F
n+1/2
i+1/2

∣∣∣
1
=

1
√
3
2 (σi∆r

+
i + σi+1∆r

−
i+1)

[
Fn
i+1 + Fn

i

2
− 1√

3

En
i+1 − En

i

2

]

0

.

En identi�ant les termes d'ordre −1 dans la se
onde équation, on obtient :

Fn
i |0 = 0.

Finalement, on a :

F
n+1/2
i+1/2

∣∣∣
1
= − 1

3(σi∆r
+
i + σi+1∆r

−
i+1)

(En
i+1 − En

i )0.

L'équation de di�usion dis
rète s'é
rit alors :

En+1
i − En

i

∆t

∣∣∣∣
0

− 1

r2i∆ri

[
r2i+1/2

3σi+1/2

En
i+1 − En

i

∆r+i +∆r−i+1

−
r2i−1/2

3σi−1/2

En
i − En

i−1

∆r+i−1 +∆r−i

]

0

= 0,

ave
 :

σi+1/2 =
σi∆r

+
i + σi+1∆r

−
i+1

∆r+i +∆r−i+1

.

Cette équation est bien 
onsistante ave
 l'équation de di�usion (2.10).
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2.6 Approximations des états stationnaires

Le s
héma (2.45) né
essite de 
onnaître l'expression analytique des états stationnaires

de l'équation adjointe au modèle PN (2.29), représentés par l'opérateur P, pour être

utilisé en pratique. On possède 
ette formule analytique dans quelques 
as simples. Par

exemple, dans le 
as P1 et a = 1, on a vu que :

P(r2, r1) =

(
1 3σ̄

c (r2 − r1)(r1/r2)
0 r21/r

2
2

)

pour tous r1, r2 réels stri
tement positifs. De même, dans le 
as où σ est nul, on a

l'expression suivante :

P(r2, r1) = exp

[
− ln

(
r2
r1

)
A−1G

]
,

pour tous r1, r2 réels stri
tement positifs. Dans les deux 
as 
i-dessus, on peut don


dire
tement implémenter le s
héma (2.45) sans di�
ulé. Dans le 
as général, l'opérateur

P est dé�ni à partir d'un ensemble fondamental de solutions de l'équation :

A
dU

dr
+

1

r
GU = σ(U − aJU). (2.54)

Les solutions de 
ette équation ne s'expriment pas simplement à l'aide d'une exponen-

tielle de matri
e 
ar les opérateurs A−1G, A−1
et A−1J ne 
ommutent pas deux à deux.

L'idée est alors d'appro
her la matri
e P. On expose dans 
ette se
tion 3 méthodes d'ap-

proximation de l'opérateur P : la séparation d'opérateurs, le développement en série de

Magnus et la dis
rétisation dire
te. L'approximation par séparation d'opérateur 
onsiste

à exprimer l'opérateur P à l'aide des deux opérateurs P
sphe

et P
emi/abs

dé�nis d'une part

par : 


A
dP

sphe

(r, r∗)

dr
+

1

r
GP

sphe

(r, r∗) = 0,

P
sphe

(r∗, r∗) = I,

et d'autre part :




A
dP

emi/abs

(r, r∗)

dr
= σ[P

emi/abs

(r, r∗)− aJP
emi/abs

(r, r∗)],

P
emi/abs

(r∗, r∗) = I.

On a alors :

P
sphe

(r2, r1) = exp

[
− ln

(
r2
r1

)
A−1G

]
,

et lorsque σ et a sont 
onstants :

P
emi/abs

(r2, r1) = exp[σ(r2 − r1)A
−1(I − aJ)],
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quels que soient r1, r2 des réels stri
tement positifs. À 
e stade, on dé�nit plusieurs

sortes de splittings. Premièrement, il y a le splitting de Lie, dont il existe deux versions

di�érentes :

P
lie1

(r2, r1) = P
emi/abs

(r2, r1)Psphe

(r2, r1),

P
lie2

(r2, r1) = P
sphe

(r2, r1)P
emi/abs

(r2, r1).

Ces deux approximations sont d'ordre 1 par rapport à r2− r1. On a ensuite les splittings

d'ordre 2 suivants, dé�nis par :

P
lie12

(r2, r1) =
P
lie1

(r2, r1) + P
lie2

(r2, r1)

2
.

P
strang1

(r2, r1) = P
sphe

(r2, rm)P
emi/abs

(r2, r1)Psphe

(rm, r1),

P
strang2

(r2, r1) = P
emi/abs

(r2, rm)P
sphe

(r2, r1)P
emi/abs

(rm, r1),

ave
 rm la moyenne arithmétique de r1 et r2.
La deuxième méthode d'approximation est basée sur le développement en série de

Magnus. Ce développement est utilisé pour résoudre analytiquement les sytèmes d'équa-

tions di�érentielles ordinaires de la forme Y ′(t) = A(t)Y (x). La solution de 
e système

ave
 la 
ondition Y (t0) = Y0 s'é
rit à l'aide de la série de Magnus :

Y (t) = exp(Ω(t, x0))Y0, Ω(t, t0) =
+∞∑

k=1

Ωk(t, t0).

La série Ω(t, t0) est appelée série de Magnus et est dé�nie par :

Ω1(t, t0) =

∫ t

t0

A(t1)dt1, Ω2(t, t0) =
1

2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2[A(t1), A(t2)],

Ω3(t, t0) =
1

6

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t3

t0

dt3([A(t1), [A(t2), A(t3)]] + [A(t3), [A(t2), A(t1)]]),

et ainsi de suite. On a noté [A,B] = AB−BA le 
ommutateur de A et B. En appliquant


e résultat au 
as du système (2.54), on peut appro
her l'opérateur P en tronquant la

série de Magnus aux premiers termes.

La dernière méthode d'approximation 
onsiste à appro
her les matri
es de transmis-

sion / ré�exion en dis
rétisant dire
tement le système suivant :





D
dV +

dr
+

1

r
[(D +G1)V

+ +G2V
−] = −σ[V + − a

√
ω ⊗

√
ω(V + + V −)],

−D
dV −

dr
+

1

r
[G3 − (D −G4)V

−] = −σ[V − − a
√
ω ⊗

√
ω(V + + V −)],

L'obje
tif est de 
onstruire une dis
rétisation de 
e système tout en préservant les pro-

priétés 2.17 et 2.22 au niveau dis
ret a�n de garantir la 
onservation de l'énergie et la

stabilité en norme L2
sous CFL du s
héma dé
rit pré
édemment. On 
onsidère i
i que σ
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et a sont 
onstants. On 
ommen
e par réé
rire les termes de dérive en espa
e en utilisant

l'égalité suivante :

D
dV ±

dr
+

1

r
DV ± =

1

r

d(rDV ±)
dr

.

Puis, on dis
rétise de la manière suivante :

ri+1DV
+
i+1 − riDV

+
i

∆ri
+G1

riV
+
i + ri+1V

+
i+1

ri + ri+1
+G2

riV
−
i + ri+1V

−
i+1

ri + ri+1

= −σ[ri+1V
+
i+1 − a

√
ω ⊗

√
ω(ri+1V

+
i+1 + riV

−
i )],

et

−
ri+1DV

−
i+1 − riDV

−
i

∆ri
+G3

riV
+
i + ri+1V

+
i+1

ri + ri+1
+G4

riV
−
i + ri+1V

−
i+1

ri + ri+1

= −σ[riV −
i − a

√
ω ⊗

√
ω(ri+1V

+
i+1 + riV

−
i )].

Ave
 
ette dis
rétisation, les propriétés 2.17 et 2.22 sont préservées au niveau dis
ret. Il

reste à inverser le système pour trouver les approximations de T1, T2, R1 et R2 
orres-

pondantes. On remarque en outre que si V +
i = V −

i+1 = 0, on a bien V +
i+1 = V −

i = 0 grâ
e

à l'égalité d'énergie. Les quantités V +
i+1et V

−
i sont solutions du système par blo
 suivant :





ri+1

(

D + ∆ri
ri+ri+1

G1 + σ∆ri(I − a
√
ω ⊗√

ω
)

∆riri

(

G2

ri+ri+1
− σa

√
ω ⊗√

ω
)

∆riri+1

(

G3

ri+ri+1
− σa

√
ω ⊗√

ω
)

ri

(

D + ∆ri
ri+ri+1

G4 + σ∆ri(I − a
√
ω ⊗√

ω)
)





(

V +
i+1

V −

i

)

=





ri

(

D − ∆ri
ri+ri+1

G1

)

−∆riri+1

ri+ri+1
G2

− ∆riri
ri+ri+1

G3 ri+1

(

D − ∆ri
ri+ri+1

G4

)





(

V +
i

V −

i+1

)

.

La matri
e à inverser est bien inversible (preuve par l'inégalité d'énergie). Notons que

G2 = −G3 et G1 = −G4 (de 
e fait G2 est symétrique). Celà est 
ependant ane
dotique

et ne joue au
un r�le dans les résultats 
i-dessus. On obtient don
 l'expression des ma-

tri
es de transmission / ré�exion dans le 
as où σ et a sont 
onstants. L'expression du

s
héma (2.49) fait intervenir les matri
es de transmission / ré�exion entre deux 
entres de

mailles [ri, ri+1]. Si l'on suppose que σ et a sont 
onstants par maille, alors il faut 
al
uler

les matri
es transmission / ré�exion dans le 
as où σ et a sont 
onstants par mor
eaux

ave
 une dis
ontinuité. On utilise alors la te
hnique suivante. On 
onstruit les matri
es

de transmission / rélfexion sur 
ha
une des demi-mailles [ri, ri+1/2] et [ri+1/2, ri+1]. On
re
onstruit alors les matri
es sur l'intervalle entier [ri, ri+1] en utilisant la propriété sui-

vante.

Propriété 2.30. Soit 0 < r1 < r2 < r3. Soit T 1
1 , T 1

2 , R1
1 et R1

2 les matri
es de transmis-

sion/ré�exion pour l'intervalle [r1, r2]. Soit T 2
1 , T 2

2 , R2
1 et R2

2 les matri
es de transmis-

sion/ré�exion pour l'intervalle [r2, r3]. On dé�nit alors T 3
1 , T 3

2 , R3
1 et R3

2 les matri
es de

transmission/ré�exion pour l'intervalle [r1, r3] de la manière suivante :

T 3
1 = T 2

1 (I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 ,

T 3
2 = T 1

2 (I −R2
2R1

1)
−1T 2

2 ,
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R3
1 = R2

1 + T 2
1 R1

1(I −R2
2R1

1)
−1T 2

2 ,

R3
2 = R1

2 + T 1
2 R2

2(I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 .

Dans 
es dernières expressions, les matri
es qu'il faut inverser sont bien inversibles grâ
e

à (2.37).

Il s'agit alors de véri�er que les matri
es de transmission / ré�exion re
onstruites

véri�ent bien les propriétés 2.17 et 2.22. C'est bien le 
as 
omme le montre les deux

propriétés suivantes.

Propriété 2.31. Si les matri
es de transmission/ré�exion pour les intervalles [r1, r2] et
[r2, r3] véri�ent la propriété 2.17, alors il en est de même pour les matri
es de transmis-

sion/ré�exion pour l'intervalle [r1, r3] données dans la propriété 2.30.

Démonstration. Soit X,Y ∈ R
q
. On veut montrer que :

r23〈T 3
1 X +R3

1Y,D(T 3
1 X +R3

1Y )〉+ r21〈R3
2X + T 3

2 Y,D(R3
2X + T 3

2 Y )〉
≤ r21〈X,DX〉 + r23〈Y,DY 〉.

On pose :

X∗ = (I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 X, Y ∗ = (I −R2
2R1

1)
−1T 2

2 Y.

X∗∗ = X∗ +R1
1Y

∗, Y ∗∗ = Y ∗ +R2
2X

∗.

On a alors :

r23〈T 3
1 X +R3

1Y,D(T 3
1 X +R3

1Y )〉
+ r21〈R3

2X + T 3
2 Y,D(R3

2X + T 3
2 Y )〉

= r23〈T 2
1 X

∗∗ +R2
1Y,D(T 2

1 X
∗∗ +R2

1Y )〉
+ r21〈R1

2X + T 1
2 Y

∗∗,D(R1
2X + T 1

2 Y
∗∗)〉

= r23〈T 2
1 X

∗∗ +R2
1Y,D(T 2

1 X
∗∗ +R2

1Y )〉
+ r22〈T 2

2 Y +R2
2X

∗∗,D(T 2
2 Y +R2

2X
∗∗)〉

− r22〈T 2
2 Y +R2

2X
∗∗,D(T 2

2 Y +R2
2X

∗∗)〉
+ r21〈R1

2X + T 1
2 Y

∗∗,D(R1
2X + T 1

2 Y
∗∗)〉

+ r22〈R1
1Y

∗∗ + T 1
1 X,D(R1

1Y
∗∗ + T 1

1 X)〉
− r22〈R1

1Y
∗∗ + T 1

1 X,D(R1
1Y

∗∗ + T 1
1 X)〉.

En utilisant la propriété 2.17 pour l'intervalle [r1, r2], on a :

r21〈R1
2X + T 1

2 Y
∗∗,D(R1

2X + T 1
2 Y

∗∗)〉
+ r22〈R1

1Y
∗∗ + T 1

1 X,D(R1
1Y

∗∗ + T 1
1 X)〉

≤ r21〈X,DX〉 + r22〈Y ∗∗,DY ∗∗〉.
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En utilisant la propriété 2.17 pour l'intervalle [r2, r3], on a :

r23〈R2
1Y + T 2

1 X
∗∗,D(R2

1Y + T 2
1 X

∗∗)〉
+ r22〈R2

2X
∗∗ + T 2

2 Y,D(R2
2X

∗∗ + T 2
2 Y )〉

≤ r22〈X∗∗,DX∗∗〉+ r23〈Y,DY 〉.

Il vient alors :

r23〈T 3
1 X +R3

1Y,D(T 3
1 X +R3

1Y )〉
+ r21〈R3

2X + T 3
2 Y,D(R3

2X + T 3
2 Y )〉

≤ r21〈X,DX〉 + r23〈Y,DY 〉
+ r22〈X∗∗,DX∗∗〉+ r22〈Y ∗∗,DY ∗∗〉
− r22〈T 2

2 Y +R2
2X

∗∗,D(T 2
2 Y +R2

2X
∗∗)〉

− r22〈R1
1Y

∗∗ + T 1
1 X,D(R1

1Y
∗∗ + T 1

1 X)〉.
On �nit la démonstration en remarquant que :

T 2
2 Y +R2

2X
∗∗ = Y ∗∗, T 1

1 X +R1
1Y

∗∗ = X∗∗.

Propriété 2.32. Si les matri
es de transmission/ré�exion pour les intervalles [r1, r2] et
[r2, r3] véri�ent la propriété 2.22, alors il en est de même pour les matri
es de transmis-

sion/ré�exion pour l'intervalle [r1, r3] données par dans la propriété 2.30.

Démonstration. On a :

(r23T 3
1 + r21R3

2)
tz = (r23T 2

1 (I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 + r21R1
2

+ r21T 1
2 R2

2(I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 )
tz

= [(I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 ]
t(r23T 2

1 + r22R2
2 − r22R2

2 + r21T 1
2 R2

2)
tz

+ r21(R1
2)

tz

= [(I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 ]
t(r22I − (r22I − r21T 1

2 )R2
2)

tz

+ r21(R1
2)

tz

= r22[(I −R1
1R2

2)
−1T 1

1 ]
t(I −R1

1R2
2)

tz + r21(R2
1)

tz

= (r22T 1
1 + r21R1

2)
tz = r21z.

On fait de même pour l'autre.

2.7 Résultats numériques

Dans 
ette se
tion, on teste le s
héma dé
rit pré
édemment dans plusieurs 
on�gu-

rations. Dans un premier temps, on étudie le 
as du transport dans le vide, i.e dans

le 
as où σ et q sont nuls. Dans 
e 
as, on dispose d'une formule analytique des états
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stationnaires du modèle PN asso
ié, si bien que le s
héma étudié 
apture exa
tement les

états stationnaires. Dans le 
as N = 1, on a l'expression analytique de la solution du

modèle PN . On 
ompare alors trois solutions : la solution numérique, la solution exa
te

du modèle P1 et la solution du modèle de transport. On se pla
e sur un domaine r ∈ [0, 2]
que l'on maille ave
 une grille uniforme ri+1/2 = 2i/Nc pour 0 ≤ i ≤ Nc, où Nc désigne

le nombre de 
ellules et les 
entres de mailles ri sont 
hoisis au milieu des 
ellules. La


ondition initiale du problème est donnée par une fon
tion 
onstante par mor
eaux ave


une seule dis
ontinuité située en rd = 0.5 :

u(t, 0, µ) =

{
0, si 0 ≤ r ≤ rd,

1, sinon.

La 
ondition initiale du modèle PN est don
 donnée par :

〈U(t, 0), e0〉 =
{
0, si 0 ≤ r ≤ rd,

1, sinon,

et 〈U(t, 0), ek〉 = 0 pour tout k > 0. Ave
 
ette 
ondition, initiale, la solution analytique

du modèle P1 est donnée par :

ρ(t, r) =
1

2r

[(
r +

ct√
3

)
ρ0
(
r +

ct√
3

)
+

(
r − ct√

3

)
ρ0
(∣∣∣∣r −

ct√
3

∣∣∣∣
)]

,

et la solution du problème de transport s'é
rit :

ρ(t, r) =





1., si r2 − r2d + c2t2 > 2crt,

0., si r2 − r2d + c2t2 < −2crt,

1

2

(
r2 − r2d + c2t2

2crt
+ 1

)
, sinon.

On 
ompare alors la solution numérique, pour di�érents nombres de mailles, ave
 
es deux

solutions analytiques ; voir �gures (2.3), (2.4), (2.5). Grâ
e à la formule analytique du

modèle de transport, on sait qu'en t = rd/c, l'onde radiative redondit sur le bord r = 0.
On a alors tra
é les solutions en 3 instants di�érents situés avant 
e rebond, au moment du

rebond et après le rebond. Les résultats montrent la 
onvergen
e de la méthode numérique

vers la solution du modèle P1 lorsque le nombre de maille augmente, et 
e pour les 3
instants 
onsidérés. En revan
he, la solution P1 reste peu pré
ise par rapport à la solution

du modèle de transport. Sur les �gures (2.3), (2.4), (2.5), on montre la 
onvergen
e de

la solution numérique P1 vers la solution analytique du modèle P1 lorsque le nombre de

mailles augmente. La 
onvergen
e est illustrée aux 3 instants 
ara
téristiques : avant le

rebond, au moment du rebond et après le rebond. Sur les �gures (2.6), (2.7), (2.8), on

illustre la 
onvergen
e des solutions numériques du modèle PN vers la solution analytique

du problème de transport lorsque le nombre d'harmoniques N et le nombre de mailles

augmentent. On observe la 
onvergen
e aux 3 instants 
ara
téristiques : avant le rebond,
au moment du rebond et après le rebond.
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Figure 2.3 � Comparaison entre la solution numérique et les solutions analytiques du

modèle P1 et du modèle de transport à t = 0.3. Le nombre de maille vaut 25, 50, 100 et

200 (de haut en bas et de gau
he à droite).
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Figure 2.4 � Comparaison entre la solution numérique et les solutions analytiques du

modèle P1 et du modèle de transport à t = 0.5. Le nombre de maille vaut 25, 50, 100 et

200 (de haut en bas et de gau
he à droite).
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Figure 2.5 � Comparaison entre la solution numérique et les solutions analytiques du

modèle P1 et du modèle de transport à t = 1. Le nombre de maille vaut 25, 50, 100 et

200 (de haut en bas et de gau
he à droite).
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Figure 2.6 � Convergen
e en harmoniques à nombre de mailles �xé de la solution

numérique vers la solution analytique du modèle de transport pour t = 0.3. De haut en
bas et de gau
he à droite, le nombre de mailles vaut 25, 50, 100 et 200.
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Figure 2.7 � Convergen
e en harmoniques à nombre de mailles �xé de la solution

numérique vers la solution analytique du modèle de transport pour t = 0.5. De haut en
bas et de gau
he à droite, le nombre de mailles vaut 25, 50, 100 et 200.
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Figure 2.8 � Convergen
e en harmoniques à nombre de mailles �xé de la solution

numérique vers la solution analytique du modèle de transport pour t = 1. De haut en

bas et de gau
he à droite, le nombre de mailles vaut 25, 50, 100 et 200.
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On 
onsidère à présent un se
ond 
as-test : le 
as-test appelé Star-in-Spa
e. C'est un


as-test stationnaire où l'on 
onsidère la solution du problème suivant :





µ∂rI +
1− µ2

r
∂µI = 0, r1 < r < r2, −1 ≤ µ ≤ 1,

u(r1, µ > 0) = 1,

u(r2, µ < 0) = 0.

La méthode des 
ara
téristiques nous donne l'expression analytique de la solution :

ρ(r) =
1

2

(
1−

√
1− r21

r2

)
, r1 ≤ r ≤ r2.

On teste le s
héma développé pré
édemment sur 
e 
as-test en observant son 
omporte-

ment en temps long. Tout 
omme dans le 
as pré
édent, on 
onsidère que le rayonnement

se propage dans le vide si bien que l'on peut appliquer le s
héma sans au
une approxi-

mation sur les états stationnaires. Comme le s
héma est bien équilibré, il doit 
apturer

exa
tement les états stationnaires du modèle PN en temps long quel que soit le maillage

spatial 
onsidéré. On 
ompare alors les solutions numériques obtenues pour di�érents

nombres d'harmoniques en temps long ave
 la solution du problème de transport. On

véri�e aussi que le nombre de mailles ne joue au
un r�le pour la solution numérique. La

�gure (2.9) montre les résultats obtenus pour les paramètres suivants : r1 = 1 et r2 = 10.
On voit en parti
ulier que le nombre de mailles a peu d'in�uen
e sur les résultats ob-

tenus en temps long. Les résultats montrent en parti
ulier la 
onvergen
e en nombre

d'harmoniques. Cette dernière est 
ependant lente sur 
e 
as-test.
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Figure 2.9 � Comparaisons entre la solution numérique et la solution transport sur le


as Star-in-Spa
e. Sur 
ha
une des �gures, on a tra
é la solution transport et plusieurs

solutions numériques à nombre d'harmoniques di�érents. Les �gures di�èrent uniquement

par le nombre de mailles : de haut en bas et de gau
he à droite, Nc = 25, 50, 100, 200.
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Le troisième 
as-test étudié est un 
as en géométrie 1D plane. Le s
héma développé

se transpose aisément dans 
ette géométrie. On étudie la propagation d'un rayonnement

à travers un matériau di�usif possédant une dis
ontinuité forte d'opa
ité. Le problème

de transport asso
ié s'é
rit :





1

c
∂tI + µ∂xI = −σI + σ

∫ 1

−1
I
dµ

2
, x1 < x < x2, t > 0, −1 ≤ µ ≤ 1,

I(0, x, µ) = 0, x1 < x < x2, −1 ≤ µ ≤ 1,

I(t, x1, µ > 0) = 0, t > 0,

I(t, x2, µ < 0) = 1, t > 0.

où σ dépend de l'espa
e de la manière suivante :

σ(x) =

{
σ1, x < xm,

σ2, x ≥ xm.

On 
hoisit σ1 = 100 et σ2 = 10−8
de sorte que le matériau soit transparent pour x > xm

et opaque pour x < xm. Dans 
e 
as, il n'y a pas de terme sour
e géométrique qui

apparaît dans le modèle PN asso
ié, si bien qu'il est possible d'exprimer analytiquement

les états stationnaires. Le s
héma étudié 
apture don
 exa
tement les états stationnaires

du modèle PN . Dans un premier temps, on étudie le s
héma pour des temps 
ourts de

sorte que l'état stationnaire ne soit pas en
ore atteint. Dans 
e 
as, on ne dispose d'au
une

solution analytique, que 
e soit du problème du transport ou du modèle PN . On 
onstate

uniquement la 
onvergen
e en nombre de mailles et en nombre d'harmoniques du s
héma.

On a 
hoisi i
i x1 = 0, x2 = 1 et xm = 0.5. De la sorte, pour t < 0.5, le rayonnement

n'a pas en
ore atteint la zone opaque. Pour t > 0.5, on 
ommen
e à voir les e�ets de

la di�usion du rayonnement par la matière. On regarde alors les résultats aux deux

instants t = 0.5 et t = 1. Les résultats sont montrés sur les �gures (2.10) et (2.11). Dans

un se
ond temps, on étudie le 
omportement en temps long des solutions numériques.

Comme le s
héma est bien équilibré, les états stationnaires du modèle PN doivent être


apturés exa
tement. On observe don
 les solutions numériques au temps t = 1000. Pour

ela, on utilise la version impli
ite du s
héma et on e�e
tue un seul pas de temps. Les

résultats pour des nombres d'harmoniques et de mailles di�érents sont tra
és sur la �gure

(2.12). On remarque la 
onvergen
e en temps long de la solution numérique vers l'état

stationnaire du modèle PN . De plus, l'état stationnaire du problème de transport est


apturé dès N = 1.
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Figure 2.10 � Résultats numériques pour le 
as-test 1D plan ave
 σ dis
ontinu. Sur


ha
une des �gures, on a tra
é plusieurs solutions à nombre d'harmoniques di�érents à

t = 0.5. À 
et instant, l'onde radiative n'a pas en
ore atteint la zone opaque. Les �gures

di�èrent uniquement par le nombre de mailles : de haut en bas et de gau
he à droite,

Nc = 25, 50, 100, 200.
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Figure 2.11 � Résultats numériques pour le 
as-test 1D plan ave
 σ dis
ontinu. Sur


ha
une des �gures, on a tra
é plusieurs solutions à nombre d'harmoniques di�érents à

t = 1. À 
et instant, l'onde radiative est entrée dans la zone opaque et est alors di�usée.

Les �gures di�èrent uniquement par le nombre de mailles : de haut en bas et de gau
he

à droite, Nc = 25, 50, 100, 200.
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Figure 2.12 � Résultats numériques en temps long pour le 
as-test 1D plan ave
 σ
dis
ontinu. Sur 
ha
une des �gures, on a tra
é plusieurs solutions à nombre d'harmoniques

di�érents à t = 1000. Les �gures di�èrent uniquement par le nombre de mailles : de haut

en bas et de gau
he à droite, Nc = 25, 50, 100, 200. Les 
ourbes sont superposées, 
e qui
montre la 
onvergen
e vers l'état stationnaire du problème de transport dès que N = 1.
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Le dernier 
as-test étudié est 
elui apparaissant dans [Ma
07℄. C'est un 
as-test sta-

tionnaire en géométrie 1D sphérique ave
 σ non nul et dis
ontinu. Le problème résolu

est le suivant :




µ∂rI +

1− µ2

r
∂µI = −σI + q, 0 < r < r2, −1 ≤ µ ≤ 1,

I(r2, µ < 0) = 0.

où σ et q dépendent de l'espa
e et sont des fon
tions 
onstantes par mor
eaux dé�nies

par :

σ(r) =

{
σ1, r < rm,

σ2, r ≥ rm,
q(r) =

{
q1, r < rm,

q2, r ≥ rm.

Dans le 
as présent, on 
hoisit σ1 = 10−8
, σ2 = 100, q1 = 1 et q2 = 0. Dans 
e problème,

la matière absorbe des photons mais il n'y a pas d'émission. La solution analytique à 
e

problème s'obtient par la méthode des 
ara
téristiques et est donnée dans [Ma
07℄. La


ombinaison des e�ets sphériques et des intera
tions rayonnement / matière fait que l'on

ne peut pas expli
itement exprimer les états stationnaires du modèle PN . On utilise alors

dans 
e 
as l'un des s
hémas appro
hés présentés dans la se
tion pré
édente. Pour la prise

en 
ompte du terme sour
e q, on e�e
tue une séparation d'opérateur d'ordre 1 en temps.

On 
ompare alors les solutions numériques obtenues en temps long ave
 la solution analy-

tique du problème pour des nombres d'harmoniques et des nombres de mailles di�érents.

On s'attend à 
e que les solutions numériques appro
hent l'état stationnaire du problème

de transport lorsque le nombre de mailles et le nombre d'harmoniques augmentent. On

voit sur les résultats que l'approximation faite sur les états stationnaires du modèle PN

impa
te dire
tement la pré
ision des résultats sur des maillages grossiers. L'approxima-

tion par séparation d'opérateur pour prendre en 
ompte le terme sour
e q est aussi un

fa
teur de 
ette perte de pré
ision. En revan
he, lorsqu'on ra�ne le maillage, l'approxi-

mation des états stationnaires devient de plus en plus pré
ise et le s
héma 
onverge

bien, lorsque le nombre d'harmonique augmente, vers l'état stationnaire du problème de

transport.
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Figure 2.13 � Résultats numériques en temps long pour le 
as-test ([Ma
07℄). Sur


ha
une des �gures, on a tra
é plusieurs solutions à nombre d'harmoniques di�érents à

t = 1000. Les �gures di�èrent uniquement par le nombre de mailles : de haut en bas et

de gau
he à droite, Nc = 25, 50, 100, 200. Les 
ourbes sont superposées, 
e qui montre

la 
onvergen
e vers l'état stationnaire du problème de transport dès que N = 1.

68



En résumé, les résultats numériques illustrent l'e�
a
ité du s
héma dans tous les


as où l'on est 
apable d'exprimer les états stationnaires par une formule analytique,


'est-à-dire le 
as du transport 1D sphérique dans le vide et le 
as du transport 1D
plan ave
 
ouplage à la matière de type s
attering. Dans 
es deux 
as, le s
héma présenté


onverge en nombre de maille et en nombre d'harmonique vers la solution du problème de

transport. De plus, on a montré que le s
héma 
onverge bien en temps long vers la solution

stationnaire du modèle PN . Dans le dernier 
as ([Ma
07℄), la 
ombinaison des e�ets

géométriques et des e�ets de s
attering implique qu'on n'est pas en mesure d'exprimer

les états stationnaires du modèle PN sous une forme analytique simple. Dans 
e 
as,

on est 
ontraint d'appro
her 
es états d'équilibres par di�érentes méthodes (séparation

d'opérateurs, série de Magnus). Ce
i implique que le s
héma ne 
onverge pas en temps

long vers la solution stationnaire du modèle PN . Cependant, en ra�nant le maillage

spatial, les approximations sur les états d'équilibres deviennent de plus en plus pré
ises.

En 
onséquen
e, on obtient bien le 
onvergen
e du s
héma en temps long vers l'état

d'équilibre du modèle PN lorsque le maillage spatial est su�sament �n.

2.8 Modèle de transfert radiatif spe
tral

On s'intéresse i
i à la dis
rétisation d'un problème de transfert radiatif. Par rapport

aux se
tions pré
édentes, on ajoute dans les équations un 
ouplage à la matière non

linéaire, une relaxation entre ions et éle
trons et la dimension fréquentielle. On se pla
e

toujours en géométrie 1D sphérique, de sorte que les équations s'é
rivent :





1

c
∂tIν + µ∂rIν +

1− µ2

r
∂µIν = σ(B(ν, Te)− Iν),

∂tEe = 4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1
σ(Iν −B(ν, Te))

dµ

2
dν + cκ(Ti − Te),

∂tEi = cκ(Te − Ti),

(2.55)

ave
 Iν l'intensité radiative, Ee et Ei les énergies internes asso
iées aux ions et aux

éle
trons, Ti et Te les températures asso
iées à 
es énergies dé�nies par Ee = Cv,eTe
et Ei = Cv,iTi où Cv,e et Cv,i sont des 
oe�
ients 
onstants représentant les 
apa
ités

thermiques volumique pour les éle
trons et les ions (respe
tivement). La fon
tion B
représente la fon
tion de Plan
k. La quantité σ représente l'opa
ité d'absorption de la

matière et est une fon
tion qui dépend de la fréquen
e ν et de la température Te. La
quantité κ représente le 
oe�
ient de relaxation entre les ions et les éle
trons et est une

fon
tion de Ti et Te. En�n, on note c la vitesse de la lumière 
onsidérée 
omme 
onstante.

2.9 Modèle multigroupe

À la di�éren
e des 
hapitres pré
édents, on a pris en 
ompte la dimension fréquentielle

dans les équations (2.55). Cette nouvelle dimension ajoute de nouveau une di�
ulté en

vue de la dis
rétisation du système. La première étape vers la dis
rétisation 
onsiste alors
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à 
onstruire un modèle appro
hé selon le prin
ipe de la mise en groupe de fréquen
es.

L'idée est de partitionner la plage de fréquen
e [0,+∞[ en une nombre �ni G de groupes,


'est-à-dire de se donner G+ 1 fréquen
es dis
rètes (νg)0≤g≤G telles que :

0 = ν0 < ν1 < · · · < νg < · · · < νG = +∞.

En intégrant l'équation du transfert sur 
ha
un des groupes de fréquen
es [νg−1, νg[, on
obtient :

1

c
∂tIg + µ∂rIg +

1− µ2

r
∂µIg = σPg Bg − σEg Ig, 1 ≤ g ≤ G,

où Ig et Bg représentent les quantités Iν et Bν intégrées sur le groupe de fréquen
e. Les

quantités σPg et σEg sont les moyennes d'opa
ité sur le groupe respe
tivement pondérées

par les fon
tions Bν et Iν . La deuxième équation de (2.55) devient alors :

∂tEe = 4π

G∑

1

∫ 1

−1
[σEg Ig − σPg Bg]

dµ

2
+ cκ(Ti − Te).

I
i, nous n'avons e�e
tué au
une approximation pour le moment. Le système (2.55), après

mise en groupe, est alors 
onstitué de G + 2 équations. Les in
onnues du système sont

les intensités sommées sur 
ha
un des groupes (Ig)1≤g≤G et les énergies internes des ions

et des éle
trons respe
tivement Ei et Ee. Les quantités σPg et Bg sont données par la

température Te des éle
trons. En revan
he, les quantités σEg dépendent de l'in
onnue Iν
don
 ne sont pas des données du problème. Pour pallier 
e problème, plusieurs approxi-

mations sont possibles. I
i, nous adoptons l'approximation suivante : σEg ≃ σPg = σg. Le
système s'é
rit alors :





1

c
∂tIg + µ∂rIg +

1− µ2

r
∂µIg = σg(Bg − Ig), 1 ≤ g ≤ G,

∂tEe = 4π
G∑

g=1

∫ 1

−1
σg(Ig −Bg)

dµ

2
+ cκ(Ti − Te),

∂tEi = cκ(Te − Ti),

(2.56)

Ce dernier système 
ontient bien autant d'in
onnues que d'équations. Il est 
onstitué

de G équations du transfert, une pour 
haque groupe de fréquen
e, 
ouplées aux deux

équations modélisant l'évolution de la matière. On peut à présent appliquer la méthode

PN sur 
ha
une des équations du transfert.

2.10 Modèle PN multigroupe

Dans 
ette se
tion, on 
ontruit le modèle PN multigroupe en appliquant la méthode

PN sur 
ha
une des équations de transfert dans le système (2.56). On développe 
haque

fon
tion Ig sur une base tronquée d'harmoniques sphériques (polyn�me de Legendre en
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1D). On obtient alors, pour 
haque groupe de fréquen
e, un modèle PN de la forme

suivante :

1

c
∂tUg +A∂rUg +

1

r
GUg = σg(Bge0 − Ug), 1 ≤ g ≤ G, (2.57)

où e0 = (1, 0, . . . , 0)t et Ug le ve
teur des 
oe�
ients de Ig dans la base tronquée des

harmoniques sphériques. Les matri
es A et G ne dépendent pas du groupe de fréquen
e


onsidéré ; seules les valeurs de σg et Bg di�èrent entre les groupes. Le système global

s'é
rit alors :





1

c
∂tUg +A∂rUg +

1

r
GUg = σg(Bge0 − Ug), 1 ≤ g ≤ G,

∂tEe = 4π

G∑

g=1

σg(〈Ug, e0〉 −Bg) + cκ(Ti − Te),

∂tEi = cκ(Te − Ti).

(2.58)

On remarque en parti
ulier que le 
ouplage du rayonnement ave
 la matière se fait unique-

ment via les premières 
omposantes des Ug. En dé�nissant bg et φr,g, pour tout 1 ≤ g ≤ G,
tels que :

4πBg = cbgφe 4π〈Ug, e0〉 = cφr,g,

le 
ouplage entre le rayonnement et la matière s'é
rit :





∂tφr,g +
1

r2
∂r(r

2Fg) = cσg(bgφe − φr,g),

∂tEe =

G∑

g=1

cσg(φr,g − bgφe) + cκ(Ti − Te),

∂tEi = cκ(Te − Ti).

(2.59)

Ce 
ouplage est fortement non linéaire étant donné que φe est proportionnel à T
4
e et Ei,

Ee respe
tivement proportionnels à Ti et Te.

2.11 Dis
rétisation

Dans 
ette se
tion, on propose une méthode de dis
rétisation pour le système (2.58).

On adopte une appro
he par séparation d'opérateur. On sépare la partie linéaire de la

partie non linéaire. Ainsi, dans un premier temps, on résout numériquement le problème

linéaire suivant :

1

c
∂tUg +A∂rUg +

1

r
GUg = −σgJe0, 1 ≤ g ≤ G, (2.60)

où J = diag(0, 1, . . . , 1). Dans 
e dernier système, on a enlevé la partie non linéaire du


ouplage à la matière. Dans un se
ond temps, on résout le 
ouplage non linéaire dé
rit

par le système (2.59). Pour la dis
rétisation de la partie linéaire (2.60), on utilise le
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s
héma dé
rit dans la partie pré
édente dont on a montré en parti
ulier la stabilité. La

dis
rétisation du système non linéaire est moins aisée. On adopte une appro
he impli
ite :





φn+1
r,g − φnr,g

∆t
= cσn+1

g (bn+1
g φn+1

e − φn+1
r,g ),

En+1
e − En

e

∆t
=

G∑

g=1

cσn+1
g (φn+1

r,g − bn+1
g φn+1

e ) + cκn+1(T n+1
i − T n+1

e ),

En+1
i − En

i

∆t
= cκn+1(T n+1

e − T n+1
i ).

Le traitement impli
ite et la non linéarité impliquent qu'il est né
essaire d'utiliser une

méthode itérative pour résoudre 
e dernier système. Pour mettre en oeuvre 
ette méthode,

on 
ommen
e par linéariser le système par rapport aux variables φr,g, φe = aT 4
e et

φi = aT 4
i . On pose alors les quantités suivantes :

βn+1
e =

φn+1
e − φne

En+1
e − En

e

βn+1
i =

φn+1
i − φni

En+1
i − En

i

, δie =
T n+1
i − T n+1

e

φn+1
i − φn+1

e
.

Le s
héma s'é
rit alors :





φn+1
r,g − φnr,g

∆t
= cσn+1

g (bn+1
g φn+1

e − φn+1
r,g ),

φn+1
e − φne

∆t
=

G∑

g=1

cβn+1
e σn+1

g (φn+1
r,g − bn+1

g φn+1
e ) + cβn+1

e κn+1δn+1
ie (φn+1

i − φn+1
e ),

φn+1
i − φni

∆t
= cβn+1

i κn+1δn+1
ie (φn+1

e − φn+1
i ).

À l'aide de 
es trois équations, on peut exprimer φn+1
e de la manière suivante :

φn+1
e =

αn+1
1 φne + αn+1

2 φni +
∑N

g=1 α
n+1
3,g φnr /b

n+1
g

αn+1
1 + αn+1

2 +
∑G

g=1 α
n+1
3,g

, (2.61)

ave
 :

αn+1
1 = 1, αn+1

2 =
cβn+1

e κn+1δn+1
ie ∆t

1 + cβn+1
i κn+1δn+1

ie ∆t
, αn+1

3,g = βn+1
e

cσn+1
g bn+1

g ∆t

1 + cσn+1
g ∆t

.

On remarque que (2.61) est une 
ombinaison 
onvexe 
e qui garantit la stabilité de

l'itération. À partir de l'équation (2.61), on adopte le s
héma itératif suivant où les


oe�
ients αi sont �gés à 
haque itération :

φp+1
e =

αp
1φ

p
e + αp

2φ
p
i +

∑N
g=1 α

p
3,gφ

p
r/b

p
g

αp
1 + αp

2 +
∑G

g=1 α
p
3,g

.
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Une fois la température T p+1
e 
al
ulée, on 
al
ule les autres quantités via les formules

suivantes :

φp+1
r,g

bpg
=

(φnr,g/b
p
g) + cσpg∆tφ

p+1
e

1 + cσpg∆t
, 1 ≤ g ≤ G,

φp+1
i =

φni + cβpi κ
pδpie∆tφ

n+1
e

1 + cβpi κ
pδpie∆t

.

Ces deux formules sont des 
ombinaisons 
onvexes 
e qui garantit en
ore la stabilité sur

une itération. On arrête la pro
essus itératif lorsqu'on estime la 
onvergen
e atteinte.

Con
rétement, on se �xe un 
ritère d'arrêt de la forme suivante :

|T p+1
e,i,r − T p

e,i,r| < ǫT p
e,i,r,

où ǫ est un paramètre �xé selon la pré
ision voulue (typiquement 10−15
). L'algorithme

présenté i
i est stable sur 
haque itération 
ar on fait uniquement des 
ombinaisons


onvexes. En revan
he, il est possible que l'algorithme ne 
onverge pas vers la bonne

limite, ou ne 
onverge pas tout simplement. En e�et, lorsque l'on re
her
he la ra
ine

d'une fon
tion à l'aide de l'algorithme du point �xe, il faut s'assurer que 
ette fon
tion

soit 
ontra
tante dans un voisinage de 
ette ra
ine et que l'on 
hoisisse la valeur initiale

du pro
essus itératif dans 
e voisinage. Cette situation peut parfois se ren
ontrer en

pratique. Une étude plus détaillée doit être e�e
tuée sur le sujet pour s'assurer de la

bonne 
onvergen
e de l'algorithme dans toutes les situations possibles, ou, du moins,

sous une 
ondition raisonnable.
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Chapitre 3

Analyse mathématique et hiérar
hie

de modèles d'hydrodynamique

radiative

Dans 
e 
hapitre, on s'intéresse aux problèmes d'hydrodynamique radiative, 
'est-à-

dire aux problèmes de 
ouplage entre un rayonnement et un �uide en mouvement. Une

étude bibliographique sur la modélisation de 
es problèmes montre qu'il n'y a pas de


onsensus entre les auteurs sur les équations à utiliser pour modéliser de tels problèmes.

Partant de 
e 
onstat, on 
on
entre uniquement notre étude sur l'analyse mathématique

des di�érents modèles. La dis
rétisation des modèles est laissée en perspe
tive de travail.

Ce 
hapitre est don
 dédié à l'établissement d'une hiérar
hie de modèles issus de la litté-

rature et bien adaptés à la FCI. On étudie parti
ulièrement la prise en 
ompte de 
haque

modèle des e�ets d'entraînement matière, appelés aussi e�ets 
omobiles. Les e�ets de

géométrie sphérique ne sont pas traités si bien que l'on se pla
e, dans tout 
e 
hapitre, en

géométrie 1D plan. Pour 
haque modèle étudié, on s'intéresse aux propriétés suivantes :


onservation de l'impulsion, 
onservation de l'énergie, existen
e d'une entropie mathé-

matique 
ompatible ave
 les termes sour
es et 
omportement dans la limite de di�usion.

L'analyse de 
es propriétés est justi�ée à plusieurs égards. Tout d'abord, la véri�
ation

des lois de 
onservation satisfaites par le modèle nous informe sur sa 
ohéren
e physique

(respe
t des prin
ipes de bases de la physique) et, d'un point de vue mathématique, sur

les 
onditions de saut des solutions faibles. De plus, outre le lien étroit entre entropies

physique et mathématique, l'existen
e d'une entropie mathématique 
ompatible ave
 les

termes sour
es 
onfère au modèle 
ertaines propriétés 
apitales et notamment la stabilité

des solutions en norme L2
. L'étude de la limite de di�usion des di�érents modèles vise à

véri�er qu'ils restituent la limite hydrodynamique radiative de di�usion admise dans la

littérature.

Dans notre 
omparaison de modèles, l'a

ent est prin
ipalement mis sur les di�éren
es

entre les modèles newtoniens et les modèles relativistes. Cela nous permet de dis
uter

quant à l'intérêt d'adopter des modèles relativistes pour simuler des problèmes d'hydro-

dynamique radiative. On montre en parti
ulier que le 
adre relativiste permet de garantir
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à la fois le 
ara
tère entropique et la pré
ision en v/c du modèle 
e qui n'est pas le 
as

des modèles newtoniens. Outre 
et avantage, on souhaite in �ne 
omparer les solutions

issues des modèles relativistes d'une part et des modèles newtoniens d'autre part a�n de

quanti�er plus pré
isément les di�éren
es entre les deux types de modèles.

Rappelons qu'il existe plusieurs familles de modèles d'hydrodynamique radiative.

Tout d'abord, les modèles eulériens (en
ore appelés dans la littérature �xed-frame mo-

dels, eulerian-frame models ou inertial-frame models) dans lesquels toutes les quantités

physiques sont mesurées dans le référentiel �xe (galiléen) du laboratoire. Ces modèles ont

l'avantage de s'é
rire sous la forme d'un système de lois de bilan, 
e qui est appré
iable

tant du point de vue mathématique que numérique. Cependant, 
es modèles ne sont guère

exploitables en pratique 
ar les valeurs a

essibles des opa
ités ne sont 
onnues que dans

le référentiel du �uide. La deuxième famille de modèles est la 
lasse des modèles 
omobiles

(appelés 
omobile-frame models dans la littérature). Leur étude est notamment e�e
tuée

dans [MWM99℄ et [MW86℄. Dans 
es modèles, on se pla
e dans un référentiel parti
ulier,

le référentiel 
omobile. Dans 
e référentiel, la dire
tion et la fréquen
e des photons sont

évaluées dans le référentiel en mouvement lié au �uide. Les variables de temps et d'espa
e

sont, quant à elles, toujours évaluées dans le référentiel �xe lié au laboratoire. Lorsqu'on

se pla
e dans le référentiel 
omobile, les valeurs des opa
ités sont dire
tement a

essibles.

En revan
he, ave
 
ette appro
he, des produits non 
onservatifs apparaissent, posant des

di�
ultés mathématique et numérique. La troisième famille de modèles rassemble les

modèles mixed-frame, où les quantités physiques sont toutes mesurées dans le référentiel

�xe du laboratoire à l'ex
eption des opa
ités qui sont mesurées dans le référentiel du

�uide. Cette appro
he a l'avantage de préserver la stru
ture du modèle sous forme d'un

système de lois de bilan, mais 
omplexi�e les expressions des termes sour
es par rapport

à 
eux des modèles 
omobiles. À nos yeux, 
es derniers modèles sont 
eux qui présentent

le plus de propriétés satisfaisantes (
onservation, entropie, limite de di�usion, voir plus

haut), 
'est pourquoi notre 
hoix s'est porté sur eux.

Un deuxième obje
tif de 
e 
hapitre est d'identi�er les éventuels défauts pour 
haque

modèle étudié et de proposer des 
orre
tions pour pallier 
eux-
i. En�n, on 
her
he à

déterminer des modèles PN de référen
e, possédant les bonnes propriétés physiques et

mathématiques, dans l'optique de leur analyse numérique. Le plan de 
e 
hapitre s'arti-


ule alors selon les points suivants. Dans un premier temps, on rappelle quelques éléments

de la théorie du transfert radiatif et on introduit les notations mathématiques. I
i, on

s'inspire de [MWM99℄ et [Cas04℄. On pro
ède ensuite à l'analyse mathématique des mo-

dèles d'hydrodynamique radiative non relativistes, i.e dans le 
adre de la mé
anique

newtonienne. Tout d'abord, on e�e
tue l'analyse des modèles de transport, i.e. sans

approximation angulaire, spe
traux. Puis, on étend 
ette analyse dans le 
as � gris �,

i.e. moyenné en fréquen
e. On s'intéresse ensuite aux modèles appro
hés dans l'approxi-

mation angulaire P1, puis PN . La même analyse est en�n e�e
tuée pour des modèles

relativistes.
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3.1 Transformations de Lorentz pour le rayonnement

Lorsqu'un photon se dépla
e dans la dire
tion n ave
 une fréquen
e ν, mesurées par

un observateur �xe par rapport au laboratoire, il est vu, par un observateur atta
hé à une

parti
ule �uide, ave
 une dire
tion n0 et une fréquen
e ν0 di�érentes. Ces phénomènes

sont respe
tivement appelés e�et d'aberration et e�et Doppler. Les lois de transformation

pour la fréquen
e et la dire
tion s'obtiennent en 
onsidérant le ve
teur espa
e-temps

énergie-impulsion des photons.

Dé�nition 3.1. Le 4-ve
teur énergie-impulsion des photons s'exprime ave
 la fréquen
e

ν et la dire
tion n des photons :

Mα =
hν

c

(
1
n

)
, (3.1)

et est 
ovariant par transformation de Lorentz ([MWM99℄ �89). Cette dernière propriété

permet de dériver les expressions des dé
alages en fréquen
e et en dire
tion dus aux e�ets

Doppler et d'aberration.

Lemme 3.1. Les lois de transformation reliant la fréquen
e et la dire
tion mesurées dans

le référentiel 
omobile et dans le référentiel du laboratoire s'é
rivent (voir [MWM99℄ �89) :

{
ν0 = γν(1− n · v/c),
n0 = (ν/ν0){n− γ(v/c)[1 − (γn · v/c)/(γ + 1)]},

(3.2)

où γ = (1− v2/c2)−1/2
est appelé fa
teur de Lorentz. Les relations inverses s'obtiennent

trivialement en substituant v en −v. Au premier ordre en v/c, 
es relations se réduisent
en : 




ν0 = ν(1− n · v/c) +O
(
v2

c2

)
,

n0 =
n− v/c

1− n · v/c +O
(
v2

c2

)
.

(3.3)

Remarque 3.1. Dans le 
as parti
ulier d'un mouvement selon l'axe z (v = vez), (3.2)
devient : 




ν0 = γν(1− µv/c),

µ0 = (µ− v/c)/(1 − µv/c),

(1− µ20)
1/2 = (1− µ2)1/2/γ(1− µv/c),

Φ0 = Φ,

(3.4)

ave
 µ et Φ respe
tivement le 
osinus de l'angle polaire et l'angle azimutal de n relative-

ment à ez (et de même pour leurs homologues dans le référentiel 
omobile).

Lemme 3.2. Des équations pré
édentes, il vient l'égalité entre les mesures suivantes

(voir aussi [MWM99℄ �89) :

νdνdω = ν0dν0dω0, (3.5)
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où l'on a noté dω et dω0 les éléments in�nitésimaux d'angle solide asso
iés aux dire
tions n

et n0. Ce résultat prouve l'invarian
e de la mesure νdνdω par transformation de Lorentz.

Ce résultat très important est utilisé à de nombreuses reprises dans la suite.

Transformation de l'intensité et des 
oe�
ients matériels À 
ause des e�ets

Doppler et d'aberration, deux observateurs di�érents respe
tivement liés au référentiel

du laboratoire et au référentiel 
omobile ne perçoivent pas la même intensité radiative

portée par les photons, ni les mêmes 
oe�
ients matériels. Les lois de transformation

pour 
es 3 quantités ne s'obtiennent pas aussi fa
ilement que les dé
alages en fréquen
e

et en dire
tion dérivées pré
édemment. Sans démonstration, on donne les relations reliant


es quantités exprimées dans les deux référentiels di�érents.

Lemme 3.3. Les lois de transformation pour l'intensité radiative I, le 
oe�
ient d'émis-

sion η et le 
oe�
ient d'extin
tion χ s'é
rivent (voir [MWM99℄ �90) :

I(n, ν) = (ν/ν0)
3I0(n0, ν0). (3.6)

η(n, ν) = (ν/ν0)
2η0(ν0). (3.7)

χ(n, ν) = (ν0/ν)χ0(ν0). (3.8)

Remarque 3.2. Les quantités I/ν3, η/ν2 et νχ sont invariantes par transformation

de Lorentz et sont appelées respe
tivement intensité invariante, émission invariante et

extin
tion invariante.

Lemme 3.4. Les relations (3.6), (3.7) et (3.8) nous permettent d'exprimer la quantité

η − χI dire
tement en fon
tion des opa
ités du matériau σa et σs, de la plan
kienne B
et de l'intensité radiative I (voir [BD04℄ et [LMH99℄).

η(n, ν) − χ(n, ν)I(n, ν) =
ν0
ν
σa(ν0)

[(
ν

ν0

)3

B(T, ν0)− I(n, ν)

]

+
ν0
ν
σs(ν0)

[(
ν

ν0

)3 ∮

4π

ν0
ν ′
I(ν ′,n′)

dω′

4π
− I(n, ν)

]
,

(3.9)

ave


ν ′ = ν
1− n · v/c
1− n′ · v/c , (3.10)

où l'on a séparé la 
ontribution des e�ets thermiques et des e�ets de s
attering.
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Transformation des moments angulaires de l'intensité On étudie i
i les trans-

formations de Lorentz pour la densité d'énergie radiative E, le ve
teur �ux d'énergie F et

le tenseur de pression P. Pour dériver 
es lois de transformation, une appro
he 
onsiste

à prendre les moments intégrés en fréquen
e de la relation (3.6) et à e�e
tuer les dé-

veloppements mathématiques né
essaires. Cependant, on adopte dans 
ette se
tion une

appro
he di�érente utilisant le tenseur énergie-pression (dé�ni 
i-dessous) et permettant

une meilleure interprétation physique.

Dé�nition 3.2. On dé�nit le tenseur énergie-pression 
omme l'extension en dimension

4 (espa
e-temps), 
ovariante par transformation de Lorentz, du tenseur de pression ra-

diative P, et on note :

Rαβ =
1

c

∫ +∞

0

∮

4π
I(n, ν)nαnβdωdν. (3.11)

Le tenseur énergie-pression se réé
rit ave
 la densité, le ve
teur �ux et le tenseur de

pression d'énergie radiative.

Rαβ =

(
E FT/c
F/c P

)
. (3.12)

Grâ
e à 
ette dernière é
riture et à la propriété essentielle de 
ovarian
e par transforma-

tion de Lorentz du tenseur Rαβ
, on peut sans di�
ulté dériver les lois de transformation

pour les moments intégrés en fréquen
e de l'intensité radiative.

Lemme 3.5. Les lois de transformation pour la densité, le ve
teur �ux et le tenseur de

pression d'énergie radiative s'é
rivent (voir [MWM99℄ �91) :

E = γ2
(
E0 + 2

vi
c2
F i
0 +

vivj
c2

P ij
0

)
, (3.13)

F i = γ

{
F i
0 + γE0v

i + vjP
ij
0 +

γ

γ + 1
[(2γ + 1)vjF

j
0 + γvjvkP

jk
0 ]

vi

c2

}
, (3.14)

P ij = P ij
0 +

γ

c2
(viF j

0 + vjF i
0) + γ2E0

vivj

c2

+
γ2

c2(γ + 1)

(
vjvkP

ik
0 + vivkP

kj
0 + 2γvkF

k
0

vivj

c2

)

+

(
γ2

c2(γ + 1)

)2

(vkvlP
kl
0 )vivj ,

(3.15)

où l'on a utilisé la notation d'Einstein pour les sommes d'indi
es. En 1D plan, on a

notamment :

E = γ2
(
E0 + 2

v

c2
F0 +

v2

c2
P0

)
, (3.16)

F = (2γ2 − 1)F0 + γ2(E0 + P0)v, (3.17)

P = γ2P0 +
2v

c2
γ2F0 + γ2

v2

c2
E0. (3.18)
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Lemme 3.6. À l'ordre 1 en v/c, les relations (3.13), (3.14) et (3.15) se réduisent à :

E = E0 + 2
v

c2
· F0 +O

(
v2

c2

)
, (3.19)

F = F0 + E0v + P0v +O
(
v2

c2

)
, (3.20)

P = P0 +
1

c2
(F0 ⊗ v+ v ⊗ F0) +O

(
v2

c2

)
. (3.21)

Remarque 3.3. Les lois de transformation dérivées 
i-dessus s'appliquent uniquement

pour les moments de l'intensité radiative intégrés en fréquen
e. Le 
al
ul pour les mo-

ments mono
hromatiques est moins aisé 
ar 
eux-
i ne peuvent pas s'exprimer à l'aide

d'un 4-tenseur 
ovariant par transformation de Lorentz. Le point 
lé i
i est la propriété

d'invarian
e Lorentzienne de la mesure νdνdω que ne possède pas la mesure dω. On peut

néanmoins développer au premier ordre en v/c la relation (3.6), puis prendre les moments

su

essifs de l'équation obtenue. Les développements mathématiques sont détaillés dans

[MWM99℄, �99, dans le 
as unidimensionnel et les relations obtenues s'é
rivent :

Eν,0 = Eν − (2v/c2)Fν + (v/c2)∂ν(νFν), (3.22)

Fν,0 = Fν − (Eν + Pν)v + v∂ν(νPν), (3.23)

Pν,0 = Pν + (2v/c2)Fν + (v/c2)∂ν(νQν), (3.24)

où Qν est le troisième moment mono
hromatique de l'intensité radiative en géométrie

unidimensionnelle. Cette appro
he par développement de Taylor n'est 
ependant pas re-


ommandée 
ar elle suppose impli
itement que v/c << ∆ν/ν où ∆ν est la largeur de la

plus petite variation du spe
tre ; hypothèse qui peut être violée dans 
ertaines situations

physiques (voir [Cas04℄).

Transformation des taux de transfert des densités d'énergie et de quantité

de mouvement En prenant la divergen
e 
ovariante du tenseur énergie-pression, on

dé�nit un nouveau ve
teur espa
e-temps appelé ve
teur densité de for
e Gα
:

Rαβ
;β = Gα. (3.25)

Ave
 l'expression du tenseur énergie-pression (3.12), on remarque que l'équation (3.25)


orrespond aux lois de 
onservation ave
 termes sour
es pour la densité d'énergie et de

quantité de mouvement radiatives. Ainsi, on en déduit que le ve
teur Gα
représente, à

un fa
teur près, le taux d'énergie-impulsion par unité de volume transmise de la matière

au rayonnement.

79



Dé�nition 3.3. Le ve
teur densité de for
e Gα
est un ve
teur espa
e-temps, 
ovariant

par transformation de Lorentz, dont l'expression est (voir [MWM99℄ �91) :

Gα =

(
G0

g

)
, (3.26)

où G0
et g sont dé�nis par (1.26) et (1.27). La propriété de 
ovarian
e par transformation

de Lorentz de Gα
nous permet alors de dériver fa
ilement les lois de transformation pour

G0
et g.

Lemme 3.7. Les lois de transformation pour les quantités G0
et g s'é
rivent (voir

[MWM99℄ �91 et [Cas04℄ 
hapitre 6) :

G0 = γ
(
G0

0 +
v

c
· g0
)
, g = g0 + (γ − 1)

v ⊗ v

v2
g0 + γ

v

c
G0

0. (3.27)

Au premier ordre en v/c, 
es relations se réduisent à :

G0 = G0
0 +

v

c
· g0, g = g0 +

v

c
G0

0. (3.28)

Ces égalités sont d'une extrême importan
e puisqu'elles donnent une relation simple

entre (G0,g), dont les expressions analytiques ne sont pas a priori 
onnues, et (G0
0,g0)

dont on 
onnaît les expressions analytiques :

G0
0 =

1

c

∫ +∞

0
(4πη0 − χ0cEν0)dν0, g0 = −1

c

∫ +∞

0
χ0Fν0dν0, (3.29)

où l'on a utilisé l'isotropie des 
oe�
ients matériels dans le référentiel 
omobile η0 et χ0.

Les expressions 
i-dessus se réé
rivent simplement à l'équilibre thermodynamique lo
al

(ÉTL) :

G0
0 =

1

c

∫ +∞

0
σa(4πB − cEν0)dν0, g0 = −1

c

∫ +∞

0
σtFν0dν0. (3.30)

Dans l'approximation grise, on a :

G0
0 = σa(aT

4 − E0), g0 = −1

c
σtF0. (3.31)

Remarque 3.4. De même que pour les moments de l'intensité radiative, les relations de

transformation 
i-dessus ne sont valables que pour les quantités intégrées en fréquen
e.

Lemme 3.8. En inje
tant (3.31) dans (3.27 et en utilisant les lois de transformation

pour les moments de l'intensité radiative (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient, dans l'ap-

proximation grise, les expressions de G0
et g en fon
tion des opa
ités du matériau σa, σs

et des moments de l'intensité dans le référentiel du laboratoire :

G0 = γ
[
σa

{
aT 4 − γ2

(
E − 2

vi
c2
F i +

vivj
c2

P ij
)}

− vi
c2
σtγ

{
F i − γEvi − vjP

ij − γ

γ + 1
(−(2γ + 1)vjF

j + γvjvkP
jk)

vi

c2

}]
,
(3.32)
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gi = −1

c
σtγ

[
F i − γEvi − vjP

ij − γ

γ + 1
(−(2γ + 1)vjF

j + γvjvkP
jk)

vi

c2

]

− 1

c
σtγ(γ − 1)

vivj
v2

[
F j − γEvj − vkP

kj − γ

γ + 1

{
−(2γ + 1)vkF

k + γvkvℓP
kℓ
} vj
c2

]

+ γσa
vi

c

[
aT 4 − γ2

{
E − 2

vj

c2
F j +

vjvk
c2

P jk

}]
.

(3.33)

En 1D plan, 
es relations s'é
rivent :

G0 = γσa[aT
4 − E] + γσa

v

c2
F − γ

v

c2
σs[(2γ

2 − 1)F − γ2(E + P )v], (3.34)

g = −1

c
γσaF + γσa

v

c
[aT 4 + P ]− 1

c
γσs[(2γ

2 − 1)F − γ2(E + P )v]. (3.35)

Lemme 3.9. En dé
omposant 
es relations en puissan
e de v/c, on a :

G0 = σa(aT
4 − E) +

v

c
· (σa − σs)

F

c
+O

(
v2

c2

)
, (3.36)

g = −1

c
σtF+

v

c
·
[
σt(EI+ P) + σa(aT

4 − E)I
]
+O

(
v2

c2

)
. (3.37)

Remarque 3.5. Ces dernières relations ne sont valables que dans le 
adre de l'approxi-

mation grise. Dans le 
as général, on ne peut pas e�e
tuer le même 
al
ul puisqu'on ne

dispose que des lois de transformation pour les quantités intégrées en fréquen
e. On ne

peut don
 pas exprimer de manière exa
te les quantités G0
et g en fon
tion des opa
ités

spe
trales et des moments de l'intensité dans le référentiel du laboratoire. En revan
he,

au premier ordre en v/c, les 
al
uls sont possibles à l'aide des relations (3.22), (3.23) et

(3.24).

Équation de transfert dans le référentiel 
omobile La dérivation de l'équation de

transfert dans le référentiel 
omobile 
onsiste à dé
rire le 
omportement du rayonnement

tel qu'il est perçu par un observateur lié au référentiel du �uide. Toute la di�
ulté de


ette appro
he réside dans le fait que le référentiel 
omobile n'est pas inertiel à 
ause des

variations spatio-temporelles de la vitesse du �uide. Ainsi, un photon, vu par un observa-

teur �xe par rapport à 
e référentiel, ne se dépla
e pas en ligne droite et à fréquen
e �xée,


omme 
'est le 
as dans tout autre référentiel inertiel, mais selon une traje
toire 
urviligne

au 
ours de laquelle sa fréquen
e varie. Il en résulte ainsi l'apparition de dérivées en di-

re
tion et en fréquen
e dans l'équation de transfert. La raison prin
ipale justi�ant l'étude

du rayonnement dans le référentiel 
omobile réside dans la modélisation des intera
tions

entre matière et rayonnement, beau
oup plus naturelle dans 
e référentiel. En e�et, à


ause des e�ets Doppler et d'aberration, 
'est uniquement dans le référentiel 
omobile

que les 
oe�
ients matériels possèdent leur valeur donnée par la physique atomique dont
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l'expression analytique est 
onnue. De plus, le 
ara
tère isotrope des 
oe�
ients maté-

riels dans le référentiel 
omobile o�re un avantage évident pour le modèle mathématique

résultant 
omme du point de vue de l'approximation numérique. L'équation de transfert

dans le référentiel 
omobile est parti
ulièrement 
omplexe à formuler. D'ailleurs, dans la

littérature, on ne trouve pas de formulation générale de 
ette équation qui soit valable

pour tout système de 
oordonnées, pour une dimension quel
onque du problème étudié

et pour tout type d'é
oulement. Les formulations les plus générales sont données par

[Cas04℄ 
hapitre 6 et [MWM99℄ �95. Dans le premier 
as, on a une formulation générale

de l'équation uniquement dans le 
as d'un �uide non relativiste (développement au pre-

mier ordre en v/c), alors que dans le se
ond, l'équation exa
te est donnée seulement dans

le 
as d'un problème à symétrie sphérique et planaire. Dans 
ette se
tion, on présente

uniquement l'équation de transfert dans le référentiel 
omobile en 1D plan, 
omme expo-

sée dans [MWM99℄ �95, et on s'intéresse à ses moments angulaires intégrés en fréquen
e.

Cette équation s'é
rit :

γ

c
(1 + βµ0)∂tI0 + γ(µ0 + β)∂xI0

− ∂µ0

{
γ3(1− µ20)

[
(µ0 + β)∂xβ +

1

c
(1 + βµ0)∂tβ

]
I0

}

− ∂ν0

{
γ3ν0µ0

[
(µ0 + β)∂xβ +

1

c
(1 + βµ0)∂tβ

]
I0

}

+ γ3
{
(1 + µ20 + 2βµ0)∂xβ +

1

c
[2µ0 + β(1 + µ20)]∂tβ

}
I0 = η0 − χ0I0,

(3.38)

où l'on a noté β = v/c, et où :

η0(µ0, ν0)− χ0(ν0)I0(µ0, ν0) = σa(ν0)(B(ν0, T )− I(µ0, ν0))

+ σs(ν0)

(∫ 1

−1
I0(µ0, ν0)

dµ0
2

− I0(µ0, ν0)

)
.

(3.39)

On remarque en parti
ulier l'apparition des dérivées en fréquen
e et en dire
tion qui

n'étaient pas présentes dans l'équation de transfert dans le référentiel du laboratoire

(1.19) et rendent 
ompte des traje
toires 
urvilignes des photons dans le référentiel 
o-

mobile. En intégrant (3.38) et en prenant les deux premiers moments angulaires, on ob-

tient les équations véri�ées par la densité et le �ux d'énergie radiative dans le référentiel


omobile :

γ
(
∂tE0 +

v

c2
∂tF0

)
+ γ (∂xF0 + v∂xE0)

+ γ3
[(
E0 + P0 +

2v

c2
F0

)
∂xv +

1

c2
(2F0 + vE0 + vP0)∂tv

]

= 4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1
(η0 − χ0I0)

dµ0
2
dν0 = cG0

0,

(3.40)
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γ

c2
(∂tF0 + v∂tP0) + γ

(
∂xP0 +

v

c2
∂xF0

)

+
γ3

c2

[
(2F0 + vE0 + vP0)∂xv +

(
E0 + P0 +

2v

c2
F0

)
∂tv

]

=
4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
(η0 − χ0I0)µ0

dµ0
2
dν0 = g0,

(3.41)

Ces équations ne s'é
rivent pas sous forme 
onservative 
omme 
'est le 
as dans le réfé-

rentiel du laboratoire. Ainsi, si l'appro
he 
omobile permet de gagner en simpli
ité au

niveau des termes sour
es, 
ela se fait au détriment de la stru
ture mathématique des

équations. On a 
ependant les lois de bilans suivantes pour l'énergie et la quantité de

mouvement radiative :

∂t

[
γ2
(
E0 +

2v

c2
F0 +

v2

c2
P0

)]
+ ∂x

[
(2γ2 − 1)F0 + γ2(E0 + P0)v

]
= cγ

(
G0

0 +
v

c
g0

)
,

(3.42)

∂t
[
(2γ2 − 1)F0 + γ2(E0 + P0)v

]
+ ∂x

[
γ2P0 +

2v

c2
γ2F0 + γ2

v2

c2
E0

]
= γ

(
g0 +

v

c
G0

0

)
,

(3.43)

Remarque 3.6. Dans les équations 
i-dessus, les variables de temps et d'espa
e sont

in
hangées par rapport à 
elles dans le référentiel du laboratoire. Ainsi, il s'agit bien

de l'espa
e-temps vu par un observateur lié au référentiel du laboratoire. Cette subtilité

est d'ailleurs la raison de la stru
ture 
ompliquée des équations. En e�et, si l'on avait

stri
tement opéré une transformation de Lorentz de l'équation de transfert, nous aurions

obtenu une équation identique en vertu de l'invarian
e lorentzienne de l'équation. En

gardant les variables spatio-temporelles du référentiel du laboratoire, de nouveaux termes

apparaissent dans les dérivées en temps et en espa
e.

3.2 Modèles 
lassiques

3.2.1 Équations d'Euler 
lassiques

Les équations modélisant la dynamique d'un �uide idéal non relativiste s'obtiennent

à l'aide de bilans de masse, de quantité de mouvement et d'énergie dans un volume du

domaine d'étude. Ces bilans, sous forme intégrale, se transforment lo
alement en lois de


onservation, appelées équations d'Euler. Ces équations sont étudiées entre autres dans

[GR96℄ 
hapitre 1. En géométrie 1D plane, elles s'é
rivent :





∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv
2 + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρev + pv) = 0.

(3.44)
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Dans (3.44), ρ = ρ(x, t) représente la masse volumique, v = v(x, t) la vitesse, p = p(x, t)
la pression, ε = ε(x, t) l'énergie interne spé
i�que et e = e(x, t) = ε + v2/2 l'énergie

totale (interne + 
inétique) spé
i�que du �uide. Ces 3 lois de 
onservation expriment

respe
tivement la 
onservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie

totale du �uide. On ajoute de plus au système (3.44) une équation d'état de la forme :

p = p(ρ, ε). (3.45)

Le système formé par (3.44) et (3.45) est bien fermé. En pratique, l'équation d'état

est donnée par la physique soit sous forme de tables de valeurs, soit par une formule

analytique issue d'une modélisation du �uide à l'é
helle atomique. Par exemple, dans

l'approximation du gaz parfait, l'équation d'état s'é
rit simplement :

p = Γρε, (3.46)

où Γ est une 
onstante stri
tement positive. D'autres formules analytiques pour l'équation

d'état, 
orrespondant à des modélisations atomiques di�érentes de 
elle du gaz parfait,

existent néanmoins. De plus, on sait qu'en l'absen
e de termes sour
es, les solutions


lassiques de (3.44) véri�ent une loi de 
onservation supplémentaire :

∂t(ρs) + ∂x(ρsv) = 0, (3.47)

où s = s(x, t) désigne l'entropie thermodynamique spé
i�que du �uide dé�nie par la

relation :

Tds = dε+ pd

(
1

ρ

)
, (3.48)

ave
 T = T (x, t) la température du �uide. Lorsque l'équation d'état est bien 
hoisie, ρs
est une fon
tion stri
tement 
on
ave par rapport à (ρ, v, ε), 
e qui montre le 
ara
tère

entropique du système d'équations (3.44).

3.2.2 Modèle de transport spe
tral

Dans 
ette partie, on étudie un modèle transport 
lassique spe
tral 
onstruit en 
ou-

plant les équations d'Euler 
lassiques ave
 l'équation de transfert. Ce modèle est étudié

entre autres dans [BD04℄. Le modèle s'é
rit :





∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv
2 + p) = −g,

∂t(ρe) + ∂x(ρev + pv) = −cG0,

1

c
∂tI + µ∂xI = S,

(3.49)

où les expressions des termes sour
es sont 
elles données par les transformations de

Lorentz exa
tes et s'é
rivent (en l'absen
e de s
attering) :

S(µ, ν) = γ
(
1− µ

v

c

)
σa(ν0)

[
B

(
ν,

T

γ
(
1− µv

c

)
)

− I(µ, ν)

]
, (3.50)
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G0 =
4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
S(µ, ν)

dµ

2
dν, g =

4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
S(µ, ν)µ

dµ

2
dν. (3.51)

On remarque tout d'abord que le système d'équations (3.49) 
onserve bien l'énergie

et l'impulsion totale. En e�et, en sommant le moment angulaire d'ordre 0 intégré en

fréquen
e de l'équation de transport des photons et l'équation d'Euler sur l'énergie, on

obtient la loi de 
onservation pour l'énergie totale :

∂t(ρe+ E) + ∂x(ρev + pv + F ) = 0. (3.52)

De la même manière, la somme du moment d'ordre 1 intégré en fréquen
e de l'équation de

transport des photons et de l'équation d'Euler sur l'impulsion donne la loi de 
onservation

pour l'impulsion totale :

∂t(ρv + F/c2) + ∂x(ρv
2 + p+ P ) = 0. (3.53)

On étudie à présent la stru
ture entropique du système d'équations (3.49). Confor-

mément à [BD04℄, on introduit les dé�nitions suivantes pour l'entropie radiative et le

�ux d'entropie radiative.

Dé�nition 3.4. L'entropie Sr = Sr(x, t) et le �ux d'entropie radiative Qr = Qr(x, t)
sont dé�nis par les expressions suivantes :

Sr = −4π
2k

c3

∫ +∞

0

∫ 1

−1
ν2[n log(n)− (n+ 1) log(n+ 1)]

dµ

2
dν, (3.54)

Qr = −4π
2k

c2

∫ +∞

0

∫ 1

−1
ν2[n log(n)− (n+ 1) log(n + 1)]µ

dµ

2
dν, (3.55)

ave
 n = c2

2h
I
ν3
. On véri�e (voir [BD04℄) que Sr ainsi dé�nie est une fon
tion stri
tement


on
ave de l'intensité radiative I.

On 
onsidère une solution 
lassique de (3.49). Celle-
i véri�e la loi de bilan d'entropie

radiative :

∂tSr + ∂xQr = −4π
k

h

∫ +∞

0

∫ 1

−1

1

ν
log

(
n

n+ 1

)
S(µ, ν)

dµ

2
dν, (3.56)

et la loi de bilan pour l'entropie thermodynamique :

∂t(ρs) + ∂x(ρsv) = − c

T

(
G0 − v

c
g
)
= −4π

T

∫ +∞

0

∫ 1

−1

(
1− µ

v

c

)
S(µ, ν)

dµ

2
dν. (3.57)

Finalement, en sommant 
es deux bilans d'entropie, on obtient la loi de bilan pour l'en-

tropie totale du système, véri�ée par toute solution 
lassique de (3.49) :

∂t(ρs+ Sr) + ∂x(ρsv +Qr) =W, (3.58)
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où on a noté W =W (x, t) la produ
tion totale d'entropie du système (3.44) et qui vaut :

W = −4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

[
1− µv

c

T
+

k

hν
log

(
n

n+ 1

)]
S(µ, ν)

dµ

2
dν. (3.59)

On a alors le résultat suivant, issu de [BD04℄.

Propriété 3.1. En utilisant l'expression (3.50) pour le terme sour
e S, la produ
tion

d'entropie W s'exprime 
omme la somme de deux termes :

W =W0 + δW, (3.60)

où W0 ≥ 0 si |v/c| ≤ 1 et δW = O(v2/c2) non signé.

Démonstration. La démonstration est donnée dans [BD04℄. Cependant, on donne tout

de même les détails de 
elle-
i 
ar on adopte i
i une démar
he légèrement di�érente.

Pour montrer le résultat, il 
onvient de réé
rire la produ
tion d'entropie W de la façon

suivante :

W = −4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

[
γ
(
1− µv

c

)

T
+

k

hν
log

(
n

n+ 1

)]
S(µ, ν)

dµ

2
dν

︸ ︷︷ ︸
=W0

+ (γ − 1)
4π

T

∫ +∞

0

∫ 1

−1

(
1− µ

v

c

)
S(µ, ν)

dµ

2
dν

︸ ︷︷ ︸
=δW

,

(3.61)

ave
 γ = (1 − v2/c2)−1/2
. Comme (γ − 1) = O(v2/c2), il vient immédiatement que

δW = O(v2/c2). On montre à présent la positivité de W0. Pour 
ela on introduit la

fon
tion suivante :

f : x > 0 7→ k

h
log

(
c2

2h
x
ν3

1 + c2

2h
x
ν3

)
. (3.62)

Ainsi dé�nie, f est stri
tement 
roissante et on a les égalités :

f(B(ν, T )) = − ν

T
, f(I) =

k

h
log

(
n

n+ 1

)
, (3.63)

si bien que W0 se réé
rit en expli
itant l'expression de S :

W0 = −4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

1

ν
σa(ν0)γ

(
1− µ

v

c

)[
f(I(µ, ν))− f

(
B

(
ν,

T

γ
(
1− µv

c

)
))]

×
[
B

(
ν,

T

γ
(
1− µv

c

)
)

− I(µ, ν)

]
dµ

2
dν.

(3.64)

Par 
roissan
e stri
te de f , le produit des deux fa
teurs entre 
ro
hets est toujours négatif
ou nul. Comme de plus le fa
teur

1
νσa(ν0)γ

(
1− µv

c

)
est positif ou nul pour tout v ∈]−c, c[,

il vient que W0 est toujours positif ou nul, 
e qui termine la démonstration.
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Le fait que l'on 
ouple les équations d'Euler 
lassiques à l'équation de transport des

photons via les termes sour
es relativistes fait apparaître un terme 
orre
tif δW que l'on

ne peut pas signer dans l'expression de la produ
tion totale d'entropie. Comme [BD04℄ le

fait remarquer, 
e terme supplémentaire est problématique puisqu'il peut potentiellement

faire varier le signe de la produ
tion totale d'entropie ; 
ependant, il est négligeable dans

la limite non relativiste (v/c << 1) 
ar dominé par v2/c2. Pour 
ompléter l'analyse

de [BD04℄, on propose i
i une légère 
orre
tion pour l'expression du terme sour
e S qui

assure la positivité de la produ
tion d'entropie. On dé�nit alors un nouveau terme sour
e

S∗
par l'expression suivante :

S∗(µ, ν) =
(
1− µ

v

c

)
σa(ν0)

[
B

(
ν,

T

1− µv
c

)
− I(µ, ν)

]
. (3.65)

Pour passer de l'expression exa
te du terme sour
e S à l'expression modifée S∗
, on a

uniquement posé γ = 1 dans l'expression de S, 
e qui reste 
orre
t à O(v2/c2) près. On
a don
 :

S(µ, ν) = S∗(µ, ν) +O(v2/c2). (3.66)

Cette modi�
ation du terme sour
e n'a�e
te en rien les lois de 
onservation pour l'énergie

(3.52) et l'impulsion totale (3.53). En revan
he, les solutions 
lassiques de (3.49) ave
 le

terme sour
e modi�é véri�ent la loi de bilan d'entropie totale suivante :

∂t(ρs+ Sr) + ∂x(ρsv +Qr) =W ∗, (3.67)

où W ∗ =W ∗(x, t) est la produ
tion d'entropie totale qui s'é
rit alors :

W ∗ = −4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

[
1− µv

c

T
+

k

hν
log

(
n

n+ 1

)]
S∗(µ, ν)

dµ

2
dν. (3.68)

On a alors le résultat suivant.

Propriété 3.2. Lorsque l'on modi�e le terme sour
e S du système d'équations (3.49)

en S∗
dont l'expression est donnée par (3.65), la produ
tion totale d'entropie W ∗

est

toujours positive lorsque |v/c| ≤ 1.

Démonstration. On introduit la fon
tion suivante :

f : x > 0 7→ k

h
log

(
c2

2h
x
ν3

1 + c2

2h
x
ν3

)
. (3.69)

Cette fon
tion est stri
tement 
roissante et on a les égalités suivantes :

f(B(ν, T )) = − ν

T
, f(I) =

k

h
log

(
n

n+ 1

)
. (3.70)

La produ
tion totale d'entropie se réé
rit alors en expli
itant l'expression de S∗
:

W ∗ = −4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

σa(ν0)

ν

(
1− µ

v

c

)[
f(I(µ, ν))− f

(
B

(
ν,

T

1− µv
c

))]

×
[
B

(
ν,

T

1− µv
c

)
− I(µ, ν)

]
dµ

2
dν.

(3.71)
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Par 
roissan
e stri
te de f , le produit des deux fa
teurs entre 
ro
hets est toujours négatif.
De plus, la quantité

1
νσa(ν0)

(
1− µv

c

)
est toujours positive pour v ∈]− c, c[, si bien que

W ∗
est toujours positif, 
e qui termine la démonstration.

Pour 
onstruire un modèle de transport 
lassique obéissant à une loi d'entropie, il

su�t de dégrader les termes sour
es relativistes. Néanmoins, l'approximation faite reste

exa
te à O(v2/c2) près, 
e qui est a

eptable pour des �uides non relativistes.

3.2.3 Modèle de transport gris

Dans 
ette se
tion, on e�e
tue la même étude que dans le 
as spe
tral mais pour

un modèle de transport gris, i.e moyenné en fréquen
e. De la même manière que pré-


édemment, l'a

ent est mis sur l'analyse de la stru
ture entropique du modèle selon

les expressions des termes sour
es utilisées. Dans la littérature, 
ette analyse est e�e
-

tuée pour le modèle de transport spe
tral (3.49) (voir se
tion pré
édente et notamment

[BD04℄), mais n'est 
ependant pas e�e
tuée pour un modèle gris. Le modèle étudié, appelé

modèle de transport gris, est 
onstruit de la même manière que le modèle de transport

spe
tral (3.49), 
'est-à-dire en 
ouplant les équations d'Euler 
lassiques ave
 l'équation

de transfert intégrée en fréquen
es :





∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv
2 + p) = −g,

∂t(ρe) + ∂x(ρev + pv) = −cG0,

1

c
∂tI + µ∂xI = S.

(3.72)

I
i, I = I(x, t, µ) désigne l'intensité radiative intégrée en fréquen
es. L'expression du

terme sour
e S = S(x, t, µ) est obtenue par intégration en fréquen
es de l'expression

(3.50) qui est issue des transformations de Lorentz exa
tes. Dans l'hypothèse grise, on

obtient alors les expressions suivantes (en l'absen
e de s
attering) :

S(µ) = γ
(
1− µ

v

c

)
σa

[
ac

4π

T 4

γ4
(
1− µv

c

)4 − I(µ)

]
, (3.73)

G0 =
4π

c

∫ 1

−1
S(µ)

dµ

2
, g =

4π

c

∫ 1

−1
S(µ)µ

dµ

2
. (3.74)

Identiquement au 
as spe
tral étudié pré
édemment, 
e modèle 
onserve l'énergie et

l'impulsion totales. En e�et, la somme du moment angulaire d'ordre 0 de l'équation de

transport des photons et de l'équation d'Euler sur l'énergie donne la loi de 
onservation

pour l'énergie totale :

∂t(ρe+ E) + ∂x(ρev + pv + F ) = 0. (3.75)
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De même, la somme du moment angulaire d'ordre 1 de l'équation de transport des pho-

tons et de l'équation d'Euler sur l'impulsion donne la loi de 
onservation pour l'impulsion

totale :

∂t(ρv + F/c2) + ∂x(ρv
2 + p+ P ) = 0. (3.76)

On étudie à présent la stru
ture entropique du système d'équations (3.72). On re-

marque tout d'abord que les expressions de l'entropie radiative et du �ux d'entropie

radiative telles qu'elles sont é
rites dans [BD04℄ ne sont appli
ables que dans le 
as spe
-

tral, 
e qui ne 
onvient pas i
i. On introduit alors des nouvelles dé�nitions, adaptées au


as gris, pour l'entropie radiative et le �ux d'entropie radiative.

Dé�nition 3.5. On dé�nit l'entropie radiative Sr = Sr(x, t) et le �ux d'entropie radiative
Qr = Qr(x, t) par les expressions suivantes :

Sr =
4

3
a

∫ 1

−1

(
4π

ac
I(µ)

)3/4 dµ

2
, (3.77)

Qr =
4

3
ac

∫ 1

−1

(
4π

ac
I(µ)

)3/4

µ
dµ

2
. (3.78)

On véri�e sans peine que Sr ainsi dé�nie est une fon
tion stri
tement 
on
ave de I.

Les solutions 
lassiques de (3.72) véri�ent alors la loi de bilan d'entropie radiative :

∂tSr + ∂xQr = 4π

∫ 1

−1

(
4π

ac
I(µ)

)−1/4

S(µ)
dµ

2
, (3.79)

ainsi que la loi de bilan d'entropie thermodynamique qui s'é
rit :

∂t(ρs) + ∂x(ρsv) = − c

T

(
G0 − v

c
g
)
= −4π

T

∫ 1

−1

(
1− µ

v

c

)
S(µ)

dµ

2
. (3.80)

En sommant 
es deux bilans d'entropie, on obtient la loi de bilan d'entropie totale satis-

faite par toute solution 
lassique de (3.72) :

∂t(ρs+ Sr) + ∂x(ρsv +Qr) =W, (3.81)

ave
 W =W (x, t) la produ
tion totale d'entropie du système (3.72) et qui vaut :

W = 4π

∫ 1

−1

[(
4π

ac
I(µ)

)−1/4

− 1− µv
c

T

]
S(µ)

dµ

2
. (3.82)

On a alors le résultat suivant.

Propriété 3.3. La produ
tion totale d'entropie du système d'équations (3.72) s'é
rit


omme la somme de deux termes :

W =W0 + δW, (3.83)

ave
 W0 ≥ 0 si |v/c| ≤ 1 et δW = O(v2/c2) non signé.
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Démonstration. Pour montrer le résultat, on pro
ède de la même manière que dans le


as spe
tral. On réé
rit W sous la forme suivante :

W = 4π

∫ 1

−1

[(
4π

ac
I(µ)

)−1/4

− γ
(
1− µv

c

)

T

]
S(µ)

dµ

2
︸ ︷︷ ︸

=W0

+ (γ − 1)
4π

T

∫ 1

−1

(
1− µ

v

c

)
S(µ)

dµ

2︸ ︷︷ ︸
=δW

.

(3.84)

Comme γ − 1 = O(v2/c2), il vient immédiatement δW = O(v2/c2). Il reste à montrer la

positivité de W0. Pour 
ela, on introduit la fon
tion suivante :

f : x > 0 7→
(
4π

ac
x

)−1/4

, (3.85)

qui est stri
tement dé
roissante. En expli
itant l'expression de S dans l'expression de

W0, on a :

W0 = 4π

∫ 1

−1
σaγ

(
1− µ

v

c

)[
f(I(µ))− f

(
ac

4π

T 4

γ4
(
1− µv

c

)4

)]

×
[
ac

4π

T 4

γ4
(
1− µv

c

) − I(µ)

]
dµ

2
.

(3.86)

Par dé
roissan
e stri
te de f , le produit des deux fa
teurs entre 
ro
hets est toujours

positif. Comme la quantité σaγ
(
1− µv

c

)
est positive pour tout v ∈] − c, c[, on obtient

bien que W0 est toujours positif, 
e qui termine la démonstration.

On remarque que la stru
ture entropique du modèle gris (3.72) est identique à 
elle

du modèle spe
tral (3.49) (sans modi�
ation du terme sour
e). Le 
ouplage des équations

d'Euler 
lassiques ave
 l'équation de transport des photons via les termes sour
es relati-

vistes fait apparaître un terme 
orre
tif δW non signé dans l'expression de la produ
tion

totale d'entropie. De même que dans le 
as spe
tral, 
e terme supplémentaire est en

O(v2/c2), 
e qui est négligeable dans la limite non relativiste, mais peut potentiellement

faire varier le signe de la produ
tion totale d'entropie lorsqu'on se pla
e dans d'autres

régimes. On propose à présent une 
orre
tion du terme sour
e S (3.73) de manière à

former une modèle entropique quel que soit le régime 
onsidéré :

S∗(µ) =
(
1− µ

v

c

)
σa

[
ac

4π

T 4

(
1− µv

c

)4 − I(µ)

]
= S(µ) +O

(
v2

c2

)
. (3.87)

On 
onstate que le terme sour
e 
orrigé S∗
reste exa
t à O(v2/c2) par rapport au terme

sour
e S. On note de plus que l'expression 
orrigée S∗
s'obtient en supposant un e�et

Doppler 
lassique, 
'est-à-dire donné par la formule ν0 = ν
(
1− µv

c

)
.
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Propriété 3.4. Ave
 le terme sour
e S donné par (3.87), les solutions 
lassiques du

système d'équations (3.49) véri�ent les propriétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(ρe+ E) + ∂x(ρev + pv + F ) = 0, (3.88)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(ρv + F/c2) + ∂x(ρv
2 + p+ P ) = 0, (3.89)

� dissipation lo
ale de l'entropie totale :

∂t(−ρs− Sr) + ∂x(−ρsv −Qr) =W, (3.90)

ave
 :

W = −4π

∫ 1

−1

[(
4π

ac
I

)−1/4

− 1− µv
c

T

]
S∗(µ)

dµ

2
, (3.91)

qui est négatif lorsque |v/c| ≤ 1.

Démonstration. Pour toute solution 
lassique du système d'équations (3.72) ave
 les

termes sour
es donnés par (3.87), les lois de 
onservation pour l'énergie et l'impulsion

totales se montrent trivialement ; 
'est une 
onséquen
e dire
te de la 
onstru
tion du

modèle, et en parti
ulier du 
hoix des termes sour
es. Il reste à démontrer la dissipation

de l'entropie totale. La loi de bilan pour l'entropie du �uide s'é
rit :

∂t(−ρs) + ∂x(−ρsv) = 4π

∫ 1

−1

1− µv
c

T
S∗(µ)

dµ

2
. (3.92)

La loi de bilan pour l'entropie radiative s'é
rit :

∂t(−Sr) + ∂x(−Qr) = −4π

∫ 1

−1

(
4π

ac
I

)−1/4

S∗(µ)
dµ

2
. (3.93)

La loi de bilan pour l'entropie totale s'é
rit alors :

∂t(−ρs− Sr) + ∂x(−ρsv −Qr) = −4π

∫ 1

−1

[(
4π

ac
I

)−1/4

− 1− µv
c

T

]
S∗(µ)

dµ

2
. (3.94)

La produ
tion totale d'entropie s'é
rit alors :

4π

∫ 1

−1

[
f

(
ac

4π

T 4

(
1− µv

c

)4

)
− f(I)

]
σa

(
1− µ

v

c

)[ ac
4π

T 4

(
1− µv

c

)4 − I

]
dµ

2
, (3.95)

où on a posé :

f(x) =

(
4π

ac
x

)−1/4

. (3.96)

Par dé
roissan
e de la fon
tion f , l'intégrale 
i-dessus est bien toujours négative 
e qui

termine la démonstration.
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De même que dans le 
as spe
tral, pour 
onstruire un modèle de transport 
lassique

obéissant à une loi d'entropie, il su�t de dégrader les termes sour
es relativistes. Néan-

moins, l'approximation faite reste exa
te à O(v2/c2) près, 
e qui est a

eptable pour des
�uides non relativistes.

3.2.4 Modèles VEF gris

Dans 
ette partie, on étudie une 
atégorie de modèles 
onstruits par 
ouplage des

équations d'Euler 
lassiques aux deux premiers moments intégrés en fréquen
e de l'équa-

tion de transfert. On parle i
i de 
atégorie de modèles 
ar 
eux-
i possèdent la même

stru
ture globale mais di�èrent de par les expressions des termes sour
es ou de la 
ondi-

tion de fermeture utilisées. Ces modèles sont étudiés par de nombreux auteurs, on peut


iter notamment [SS10℄, [LMH99℄, [BD04℄. Tous 
es modèles s'é
rivent de la manière

suivante : 



∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv
2 + p) = −g,

∂t(ρe) + ∂x(ρev + pv) = −cG0,

∂tE + ∂xF = cG0,

1

c2
∂tF + ∂xP = g.

(3.97)

Dans (3.97), v désigne la vitesse de la matière, ρ, p, ε et e = ε+v2/2 sont respe
tivement

la masse volumique, la pression, l'énergie interne spé
i�que et l'énergie totale (interne +


inétique) spé
i�que de la matière, E, F et P sont respe
tivement la densité d'énergie

radiative, le �ux d'énergie radiative et la pression radiative, cG0
et g sont respe
tivement

les quantités d'énergie et d'impulsion transmises de la matière au rayonnement par unité

de volume et de temps. Toutes 
es quantités sont des fon
tions qui dépendent de l'espa
e

et du temps. Pour fermer le système homogène, on ajoute l'équation d'état du �uide de la

forme EOS(ρ, ε, p) = 0 et une 
ondition de fermeture de type VEF (variable Eddington

fa
tor) :

P = D(E,F )E, (3.98)

où D est le fa
teur d'Eddington donné par une formule analytique fon
tion de E et F .
Plusieurs 
hoix sont possibles pour l'expression du fa
teur d'Eddington. [BD04℄ utilise

l'approximation M1 :

D(E,F ) =
1− χ

2
+

3χ− 1

2
f2, χ =

3 + 4f2

5 + 2
√

4− 3f2
, f =

F

E
. (3.99)

Une fermeture aussi utilisée fréquemment, voir par exemple [LMH99℄, est la fermeture

P1 :

D(E,F ) =
1

3
. (3.100)

D'autres 
hoix sont 
ependant possibles (voir [Lev84℄, [LP81℄, [Bru02℄). Pour les expres-

sions des termes sour
es G0
et g, il y a aussi plusieurs 
hoix possibles. Tout d'abord,
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rappelons que les expressions exa
tes des termes sour
es, obtenues par transformation de

Lorentz, sont données par (3.34) et (3.35) :

G0 = γσa[aT
4 − E] + γσa

v

c

F

c
, (3.101)

g = −γσa
F

c
+ γσa

v

c
[aT 4 + P ]. (3.102)

On obtient aussi 
es expressions en prenant les deux premiers moments angulaires de

(3.73). Dans (3.101) et (3.102), T désigne la température de la matière et σa l'opa
ité

d'absorption de la matière moyennée sur tout le spe
tre de fréquen
e. Ces quantités sont

des fon
tions qui dépendent de l'espa
e et du temps. De plus, T est donnée par une

formule analytique fon
tion de ρ et de ε, et σa par une formule analytique, ou des tables

de valeurs, qui dépend de ρ et T . Ce 
hoix de termes sour
es est rarement utilisé dans

la littérature (voir [BD04℄), et est peu judi
ieux pour deux raisons : (1) ils sont obtenus

en prenant les moments angulaires de (3.73) qui est une expression qui engendre des

défauts d'entropie pour le modèle de transport 
lassique gris (voir se
tion pré
édente),

(2) 
omme on utilise les équations d'Euler 
lassiques, qui sont déjà une approximation

en O(v2/c2) des équations d'Euler relativistes, on peut juger que 
es expressions sont

inutilement pré
ises. Un autre 
hoix possible est don
 d'utiliser les expressions tronquées

au premier ordre en v/c :

G0 = σa[aT
4 − E] + σa

v

c

F

c
, (3.103)

g = −σa
F

c
+ σa

v

c
[aT 4 + P ]. (3.104)

Ces expressions sont aussi obtenues en prenant les deux premiers moments angulaires de

(3.87). Malgré le fait que 
es expressions des termes sour
es 
orrigent les deux pathologies

identi�ées pré
édemment, 
elles-
i ne sont guère utilisées dans la littérature. On utilise

préférablement les expressions suivantes :

G0 = σa[aT
4 − E] + σa

v

c

F

c
− σa

v2

c2
(E + P ), (3.105)

g = −σa
F

c
+ σa

v

c
[aT 4 + P ], (3.106)

qui sont les tron
atures au premier ordre en v/c des expressions (3.101) et (3.102) dans
lesquelles on a gardé 
ertains termes, mais pas tous, d'ordre O(v2/c2). Ces termes sour
es

sont utilisés notamment dans [LMH99℄, [SS10℄, [LM01℄. Les raisons invoquées par 
es

auteurs au sujet des termes d'ordre 2 en v/c dans les termes sour
es sont les suivantes :

(1) l'état d'équilibre est indépendant des opa
ités, (2) l'état d'équilibre ne dépend que

de E et F . Ces deux propriétés sont satisfaites en utilisant les termes sour
es (3.105) et

(3.106) (la démonstration est e�e
tuée dans [LMH99℄). Quelle que soit la 
ondition de

fermeture ou le 
hoix des termes sour
es, le modèle (3.97) possède les propriétés suivantes.
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Propriété 3.5. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.97) véri�ent les pro-

priétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(ρe+ E) + ∂x(ρev + pv + F ) = 0, (3.107)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(ρv + F/c2) + ∂x(ρv
2 + p+ P ) = 0. (3.108)

Propriété 3.6. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.97) ave
 fermeture P1

(3.100) ne dissipent pas l'entropie totale St quelles que soient les expressions des termes

sour
es (3.101)- (3.106), où :

St = ρs+
2

3
aT 3

1 +
2

3
aT 3

2 , (3.109)

où T1 et T2 sont les températures radiatives dé�nies par :

E +

√
3

c
F = aT 4

1 , E −
√
3

c
F = aT 4

2 . (3.110)

On voit i
i qu'en partant du modèle entropique (3.72), l'approximation P1 � 
asse �

le 
ara
tère entropique du modèle. Intuitivement, on pourrait penser que 
ette perte du


ara
tère entropique provient du fait qu'on a e�e
tué l'approximation P1 pour l'inten-

sité radiative I mais pas pour la fon
tion d'émission aT 4/(1 − µv/c)4. Lorsqu'on fait

l'approximation P1 pour I 
omme pour aT 4/(1 − µv/c)4, on obtient les termes sour
es

suivants :

G0 = σa



aT 4

2




1
(
1− 1√

3
v
c

)3 +
1

(
1 + 1√

3
v
c

)3


− E


+ σa

v

c

F

c
, (3.111)

g = −σa
F

c
+ σa

v

c



aT 4

2
√
3




1

v
c

(
1− 1√

3
v
c

)3 − 1

v
c

(
1 + 1√

3
v
c

)3


+ E/3


 . (3.112)

Ces expressions sont exa
tes à O(v2/c2) près par rapport aux termes sour
es donnés par

transformation de Lorentz (3.101) et (3.102).

Propriété 3.7. Ave
 les termes sour
es G0
et g donné par (3.111) et (3.112), les solutions


lassiques du système d'équations (3.97) ave
 fermeture P1 (3.100) véri�ent les propriétés

suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(ρe+ E) + ∂x(ρev + pv + F ) = 0, (3.113)
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� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(ρv + F/c2) + ∂x(ρv
2 + p+ P ) = 0. (3.114)

� dissipation lo
ale de l'entropie totale :

∂t(−ρs− Sr) + ∂x(−ρsv −Qr) ≤ 0, (3.115)

ave


Sr =
2

3
aT 3

1 +
2

3
aT 3

2 , (3.116)

Qr =
2

3
a
c√
3
T 3
1 − 2

3
a
c√
3
T 3
2 . (3.117)

Démonstration. Si on 
onsidère une solution 
lassique de (3.97) ave
 les termes sour
es

donnés par (3.111) et (3.112), 
elle-
i véri�e la loi de bilan pour l'entropie du �uide :

∂t(−ρs) + ∂x(−ρsv) =
1

2T

(
1− v

c
√
3

)2

σac




T 4

(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1




+
1

2T

(
1 +

v

c
√
3

)2

σac




T 4

(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 .

(3.118)

Pour le rayonnement, on a les deux équations suivantes, obtenues en 
ombinant les deux

équations sur E et F :

1

c
∂tI1 +

1√
3
∂xI1 = cG0 + c

√
3g, I1 = E +

√
3

c
F, (3.119)

1

c
∂tI2 −

1√
3
∂xI2 = cG0 − c

√
3g, I2 = E −

√
3

c
F. (3.120)

Après 
al
uls, on a :

cG0 + c
√
3g =

(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1


 , (3.121)

cG0 − c
√
3g =

(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 , (3.122)
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En divisant l'équation sur I1 par 2T1 et l'équation sur I2 par 2T2, on obtient les deux

équations suivantes :

∂t

(
2

3
aT 3

1

)
+ ∂x

(
c√
3

2

3
aT 3

1

)
=

1

2T1

(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1


 , (3.123)

∂t

(
2

3
aT 3

2

)
− ∂x

(
c√
3

2

3
aT 3

2

)
=

1

2T2

(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

4
(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 , (3.124)

La loi de bilan pour l'entropie totale s'é
rit alors :

∂t

(
−ρs− 2

3
aT 3

1 − 2

3
aT 3

2

)
+ ∂x

(
−ρsv − c√

3

2

3
aT 3

1 +
c√
3

2

3
aT 3

2

)

= −1

2


 1

T1
−

(
1− v

c
√
3

)

T



(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1




− 1

2


 1

T2
−

(
1 + v

c
√
3

)

T



(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 .

(3.125)

On 
onstate bien que le terme sour
e dans l'équation 
i-dessus est négatif.

3.2.5 Modèle PN gris

Dans 
ette partie, on étudie un modèle PN 
lassique gris 
onstruit par extension

du modèle P1 entropique étudié dans la se
tion pré
édente. Le modèle est 
onstruit en


ouplant les équations d'Euler 
lassiques ave
 un système d'équations obtenu en proje-

tant l'équation de transfert sur une base tronquée d'harmoniques sphériques. Le modèle

s'é
rit : 



∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv
2 + p) = − S1

c
√
3
,

∂t(ρe) + ∂x(ρev + pv) = −S0,
1

c
∂tu+ A∂xu = s,

(3.126)

Dans (3.126), v désigne la vitesse de la matière, ρ, p, ε, e = ε+ v2/2 sont respe
tivement

la masse volumique, la pression, l'énergie interne spé
i�que et l'énergie totale (interne +


inétique) spé
i�que de la matière, u = (I0, . . . , IN )t et s = (S0, . . . , SN )t désignent les
ve
teurs des proje
tions sur la base orthonormée des polyn�mes de Legendre de l'intensité

radiative et du terme sour
e de l'équation de transfert (intégrés en fréquen
e) :

In = 4π

∫ 1

−1
I(µ)P n(µ)

dµ

2
, Sn = 4π

∫ 1

−1
S(µ)Pn(µ)

dµ

2
, (3.127)
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où S est donné par la formule (3.87), et Pn désigne le polyn�me de Legendre normé

d'ordre n. Toutes 
es quantités sont des fon
tions qui dépendent de l'espa
e et du temps.

En notation ve
torielle, le ve
teur s s'exprime :

s = (S0, . . . , SN )t = σa(b− u)− σa
v

c
A(b− u). (3.128)

On néglige le phénomène de s
attering. Dans (3.128), σa désigne l'opa
ité d'absorption

moyennée sur tout le spe
tre de fréquen
e et b = (B0, . . . , BN )t représente le ve
teur

des proje
tions de la fon
tion µ 7→ ac
4π

T 4

(1−µ v
c )

4 sur la base orthonormée des polyn�mes de

Legendre :

Bn = 4π

∫ 1

−1

ac

4π

T 4

(
1− µv

c

)4 P̄n(µ)
dµ

2
. (3.129)

On peut dériver les expressions analytiques des Bn pour n ≤ 4. Cependant on ne les

utilise pas et on fait l'approximation suivante :

Bn = acT 4
N∑

k=0

ωk
P̄n(λk)(
1− λk

v
c

)4 , (3.130)

où ωk et λk désignent respe
tivement les poids et les points asso
iés à la quadrature

de Gauss-Legendre. De même qu'en P1, 
ette approximation provient du fait que l'on a

e�e
tué l'approximation PN pour la fon
tion d'émission aT 4/(1− µv/c)4. Dans (3.130),
T désigne la température de la matière qui est une fon
tion du temps et de l'espa
e.

En�n, la matri
e A est une matri
e 
onstante dont les 
oe�
ients sont donnés par :

Aij =
j + 1√

(2j + 1)(2j + 3)
δj,i−1 +

i+ 1√
(2i+ 1)(2i + 3)

δj,i+1 = Aji. (3.131)

Pour fermer le système, on dispose d'une équation reliant T , ρ et ε, d'une formule ana-

lytique pour l'opa
ité σa qui dépend de ρ et T , et de l'équation d'état du �uide de la

forme EOS(ρ, ε, p) = 0.

Remarque 3.7. On note que pour N = 1, on retrouve le modèle (3.97) ave
 fermeture

P1 et les termes sour
es donnés par (3.111)-(3.112).

Remarque 3.8. Lorsque le nombre d'harmoniques N tend vers l'in�ni, le ve
teur s

représente de mieux en mieux le terme sour
e donné par (3.87).

On étudie à présent les propriétés mathématiques satisfaites par 
e modèle.

Propriété 3.8. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.126) véri�ent les pro-

priétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(ρe+E) + ∂x(ρev + pv + F ) = 0, E =
1

c
I0, F =

1√
3
I1, (3.132)
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� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(ρv + F/c2) + ∂x(ρv
2 + p+ P ) = 0, (3.133)

� dissipation lo
ale de l'entropie totale :

∂t(−ρs− Sr) + ∂x(−ρsv −Qr) =W, (3.134)

ave
 :

Sr =

N∑

n=0

ωn
4

3
aT 3

n , Qr =

N∑

n=0

ωnλn
4

3
acT 3

n , (3.135)

W = −σaac
N∑

n=0

ωn

[
1

Tn
− 1− λn

v
c

T

](
1− λn

v

c

)[ T 4

(
1− λn

v
c

)4 − T 4
n

]
, (3.136)

qui est négatif lorsque |v/c| ≤ 1, et où les Tn sont dé�nies par :

ωnacT
4
n = (R−1u)n, (3.137)

ave
 R la matri
e des ve
teurs propres de A.

Démonstration. On 
onsidère une solution 
lassique du système (3.126). On pose :

u∗ = (I∗0 , . . . , I
∗
N )t = R

−1u, (3.138)

b∗ = (B∗
0 , . . . , B

∗
N )t = R

−1b. (3.139)

La loi de bilan pour l'entropie du �uide s'é
rit alors :

∂t(ρs) + ∂x(ρsv) = − 1

T

(
S0 −

v

c
√
3
S1

)

= − 1

T
σa

N∑

n=0

(
1− λn

v

c

)
(B∗

n − I∗n)

(
R0n − v

c
√
3
R1n

)

= − 1

T
σa

N∑

n=0

(
1− λn

v

c

)2
(B∗

n − I∗n),

(3.140)

où on a utilisé le fait que R0n = 1 et R1n =
√
3λn. En multipliant par R

−1
les proje
tions

de l'équation de transfert, on obtient le système suivant :

1

c
∂tu

∗ + D∂xu
∗ = R

−1s = σa(b
∗ − u∗)− σa

v

c
D(b∗ − u∗). (3.141)

Ou en
ore, pour tout n :

1

c
∂tI

∗
n + λn∂xI

∗
n = σa

(
1− λn

v

c

)
(B∗

n − I∗n). (3.142)
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En posant pour tout n :

I∗n = ωnacT
4
n , (3.143)

ave
 ωn les poids asso
iés à la quadrature de Gauss-Legendre. En divisant la dernière

équation par Tn, on obtient :

∂t

(
ωn

4

3
aT 3

n

)
+ ∂x

(
ωn

4

3
acλnT

3
n

)
=

1

Tn
σa

(
1− λn

v

c

)
(B∗

n − I∗n). (3.144)

En�n, en sommant toutes les lois de bilans entropique, on a :

∂t

(
−ρs−

N∑

n=0

ωn
4

3
aT 3

n

)
+ ∂x

(
−ρsv −

N∑

n=0

ωn
4

3
acλnT

3
n

)

= −σa
N∑

n=0

[
1

Tn
− 1− λn

v
c

T

](
1− λn

v

c

)
(B∗

n − acωnT
4
n),

(3.145)

En remplaçant B∗
n par son expression :

B∗
n = acωn

T 4

(
1− λn

v
c

)4 . (3.146)

la produ
tion d'entropie s'é
rit :

−σaac
N∑

n=0

ωn

[
1

Tn
− 1− λn

v
c

T

](
1− λn

v

c

)[ T 4

(
1− λn

v
c

)4 − T 4
n

]
, (3.147)


e qui est bien négatif.

On étudie à présent la limite di�usion du modèle (3.126). Pour 
ela, on 
ommen
e

par adimensionner le système d'équations étudié. On 
hoisit l'adimensionnement proposé

par [LMH99℄ et [BD04℄ :

x = x̂ℓ, t = t̂
ℓ

v∞
, v = v̂v∞, ρ = ρ̂ρ∞, ε = ε̂v2∞, p = p̂ρ∞v

2
∞, e = êv2∞,

(3.148)

T = T̂ T∞, u = ûacT 4
∞, b = b̂acT 4

∞, σa =
σ̂a
λa
. (3.149)

Le système d'équations adimensionné s'é
rit alors :





∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv
2 + p) = −P S1√

3
,

∂t(ρe) + ∂x(ρev + pv) = −PCS0,
1

C ∂tu+ A∂xu = s,

(3.150)
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ave


s = (S0, . . . , SN )t = Laσa(b− u)− Laσa
v

CA(b− u), (3.151)

b = (B0, . . . , BN )t = T 4
N∑

k=0

ωk
Pn(λk)(
1− λk

v
c

)4 . (3.152)

L'adimensionnement fait apparaître 3 nombres sans dimension :

P =
aT 4

∞
ρ∞v2∞

, C =
c

v∞
, La =

ℓ

λa
. (3.153)

Pour étudier la limite di�usion du système d'équations (3.150), on se pla
e dans le régime

asymptotique suivant 
onformément à [BD04℄ et [LMH99℄ :

P = 1, C = 1/ǫ, La = 1/ǫ, ǫ << 1. (3.154)

Propriété 3.9. Dans la limite asymptotique (3.154), le système d'équations (3.150) tend

vers le système d'équations suivant :





∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x

(
ρv2 + p+

T 4

3

)
= 0,

∂t(ρe+ T 4) + ∂x

(
ρev + pv +

4

3
T 4v

)
= ∂x

(
1

3σa
∂xT

4

)
.

(3.155)

Notons que 
e résultat est purement formel et il en est de même pour la démonstration


i dessous. En toute rigueur, on montre que uniquement que, s'il y a 
onvergen
e, alors

la 
onvergen
e s'e�e
tue vers la bonne limite.

Démonstration. Pour 
haque fon
tion f ren
ontrée, on e�e
tue le développement sui-

vant :

f = f (0) + ǫf (1) + ǫ2f (2) + . . . (3.156)

Les termes en O(1) des équations d'Euler s'é
rivent :





∂tρ
(0) + ∂x(ρ

(0)v(0)) = 0,

∂t(ρ
(0)v(0)) + ∂x(ρ

(0)(v(0))2 + p(0)) = −S
(0)
1√
3
,

∂t(ρ
(0)e(0)) + ∂x(ρ

(0)e(0)v(0) + p(0)v(0)) = −S(1)
0 .

(3.157)

Il reste à exprimer S
(1)
0 et S

(0)
1 en fon
tion des in
onnues du système. On regarde pour


ela les termes dominants du système PN :

0 = s(−1) = σa(b
(0) − u(0)), (3.158)
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A∂xu
(0) = s(0) = σa(b

(1) − u(1))− σav
(0)

A(b(0) − u(0)), (3.159)

∂tu
(0) + A∂xu

(1) = s(1) = σa(b
(2) − u(2))− σav

(0)
A(b(1) − u(1))− σav

(1)
A(b(0) − u(0)).

(3.160)

Il vient alors les égalités :

u(0) = b(0), u(1) = b(1) − 1

σa
A∂xb

(0). (3.161)

Le système se réé
rit alors :





∂tρ
(0) + ∂x(ρ

(0)v(0)) = 0,

∂t(ρ
(0)v(0)) + ∂x

(
ρ(0)(v(0))2 + p(0) +

1√
3
(Ab(0))1

)
= 0,

∂t(ρ
(0)e(0) +B

(0)
0 ) + ∂x(ρ

(0)e(0)v(0) + p(0)v(0) + (Ab(1))0)

= ∂x

(
1

σa
∂x(A

2b(0))0

)
.

(3.162)

Pour obtenir le résultat voulu, il su�t d'exprimer les quantités B
(0)
0 , (Ab(0))1, (Ab

(1))0
et (A2b(0))0. En développant le ve
teur b en puissan
e de ǫ, on obtient :

b = T 4
N∑

k=0

ωk(
1− λk

v
C
)4 (P̄0(λk), . . . , P̄N (λk))

t

= (T (0))4
N∑

k=0

ωk(P̄0(λk), . . . , P̄N (λk))
t

︸ ︷︷ ︸
b(0)

+ ǫ 4(T (0))4
N∑

k=0

ωk

[
T (1)

T (0)
+ λkv

(0)

]
(P̄0(λk), . . . , P̄N (λk))

t

︸ ︷︷ ︸
b(1)

+O(ǫ2).

(3.163)

En�n, en utilisant les relations suivantes liant les poids et les points de la quadrature de

Gauss-Legendre :

∀n ∈ {0, . . . , N},
N∑

k=0

ωkPn(λk) = δn,0,
N∑

k=0

ωλkPn(λk) =
δn,1√
3
, (3.164)

on tire :

b(0) = ((T (0))4, 0, . . . , 0)t, b(1) =

(
4T (1)(T (0))3,

4√
3
v(0)(T (0))4, 0, . . . , 0

)t

, (3.165)
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puis :

B
(0)
0 = (T (0))4,

1√
3
(Ab(0))1 =

(T (0))4

3
,

(Ab(1))0 =
4

3
v(0)(T (0))4, (A2b(0))0 =

(T (0))4

3
,

(3.166)


e qui termine la démonstration.

3.3 Modèles relativistes

3.3.1 Équations d'Euler relativistes

Les équations modélisant la dynamique d'un �uide idéal relativiste sont des lois de

bilans représentant la 
onservation de la masse, de l'impulsion et de l'énergie totale

(interne + 
inétique) du �uide. Dans 
ette se
tion, on présente 
es équations, appelées

équations d'Euler relativistes, sans au
une démonstration. La démar
he pour dériver les

équations d'Euler relativistes est la suivante : en partant des équations d'Euler 
lassiques,

on 
onstruit un système modi�é respe
tant les propriétés suivantes : (1) 
ovarian
e par

transformation de Lorentz, (2) l'énergie totale du �uide et sa pression hydrostratique sont

bien restituées dans le référentiel 
omobile, (3) les équations se réduisent aux équations

d'Euler 
lassiques dans la limite v/c << 1. On renvoie le le
teur à [MWM99℄, �40, pour

les détails mathématiques. Les équations d'Euler relativistes sont étudiées en détails

notamment dans [MM03℄ et [Wis07℄. Elles s'é
rivent :





∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t[γ
2ρ0(1 + h/c2)v] + ∂x[γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p] = 0,

∂t[γ
2ρ0(c

2 + h)− p] + ∂x[γ
2ρ0(c

2 + h)v] = 0.

(3.167)

Dans (3.167), ρ0 = ρ0(x, t) représente la masse volumique, v = v(x, t) la vitesse, p =
p(x, t) la pression, ε = ε(x, t) l'énergie interne spé
i�que, h = h(x, t) = ε+p/ρ0 l'enthalpie
spé
i�que du �uide et γ = (1− v2/c2)−1/2

le fa
teur de Lorentz. On pré
ise en outre que

les 
hamps thermodynamiques ρ0, p, ε et h sont evalués dans le référentiel du �uide à la

di�éren
e des équations d'Euler 
lassiques (3.44). Ces 3 lois de 
onservation expriment

respe
tivement la 
onservation de la masse, de l'impulsion et de l'énergie totale du �uide.

De la même manière que dans le 
as non relativiste, on ajoute au système (3.167) une

équation d'état de la forme :

p = p(ρ0, ε). (3.168)

Le système formé par (3.167) et (3.168) est alors bien fermé. Dans le 
as d'un gaz parfait,

l'équation d'état prend la forme suivante :

p = Γρ0ε, (3.169)

où Γ est une 
onstante stri
tement positive. On sait de plus (voir notamment [Wis07℄)

qu'en l'absen
e de termes sour
es, les solutions 
lassiques de (3.167) véri�e une loi de
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onservation supplémentaire :

∂t(γρ0s) + ∂x(γρ0sv) = 0, (3.170)

où s = s(x, t) désigne l'entropie spé
i�que du �uide mesurée dans le référentiel du �uide

et est dé�nie par la relation :

Tds = dε+ pd

(
1

ρ0

)
, (3.171)

ave
 T = T (x, t) la température du �uide mesurée dans référentiel du �uide. Lorsque

l'équation d'état est bien 
hoisie, γρ0s est une fon
tion stri
tement 
on
ave par rapport

à (ρ0, v, ε) 
e qui montre le 
ara
tère entropique du système d'équations (3.167).

3.3.2 Modèle de transport spe
tral

Dans 
ette partie, on étudie un modèle de transport relativiste spe
tral 
onstruit en


ouplant les équations d'Euler relativistes ave
 l'équation de transfert. Bien que non é
rit

expli
itement, le modèle présenté 
i-dessous apparaît dans l'arti
le [BD04℄. Le modèle

s'é
rit : 



∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p) = −g,
∂t(γ

2ρ0(c
2 + h)− p) + ∂x(γ

2ρ0(c
2 + h)v) = −cG0,

1

c
∂tI + µ∂xI = S.

(3.172)

Dans (3.172), v désigne la vitesse de la matière, ρ0, p, ε, h = ε+p/ρ0 sont respe
tivement

la masse volumique, la pression, l'énergie interne spé
i�que et l'enthalpie spé
i�que de la

matière dans le référentiel 
omobile, γ = (1− v2/c2)−1/2
désigne le fa
teur de Lorentz, I

l'intensité radiative, S le terme sour
e de l'équation de transfert et cG0
, g respe
tivement

les quantités d'énergie et d'impulsion transmises de la matière au rayonnement par unité

de volume et de temps. Toutes 
es quantités dépendent de l'espa
e et du temps ; I et S
dépendent en plus de la dire
tion et de la fréquen
e. Les expressions des termes sour
es

sont 
elles obtenues par transformation de Lorentz et qui restituent exa
tement les e�ets

Doppler et d'aberration dans le 
adre relativiste :

S(µ, ν) = γ
(
1− µ

v

c

)
σa(ν0)

[
B

(
ν,

T

γ
(
1− µv

c

)
)

− I(µ, ν)

]
, (3.173)

G0 =
4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
S(µ, ν)

dµ

2
dν, g =

4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
S(µ, ν)µ

dµ

2
dν. (3.174)

On néglige pour le moment le phénomène de s
attering. Dans (3.173), T et σa désignent

la température et l'opa
ité d'absorption de la matière dans le référentiel 
omobile. Ces
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quantités sont dépendantes de l'espa
e et du temps ; σa dépend en plus de la fréquen
e

mesurée dans le référentiel 
omobile. La fon
tion B est la fon
tion de Plan
k :

B(ν, T ) =
2hν3

c2
(e

hν
kT − 1)−1. (3.175)

Pour fermer le système, on dispose d'une équation reliant T , ρ0 et ε, d'une formule

analytique pour l'opa
ité σa qui dépend de ρ0, T et ν0, et de l'équation d'état du �uide

de la forme EOS(ρ0, ε, p) = 0. On étudie à présent la 
ompatibilité entropique de 
e

modèle.

Propriété 3.10. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.172) véri�ent les

propriétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(γ
2ρ0(c

2 + h)− p+ E) + ∂x(γ
2ρ0(c

2 + h)v + F ) = 0, (3.176)

ave
 E et F la densité et le �ux d'énergie radiative dé�nis par

E =
4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
I(µ, ν)

dµ

2
dν, F = 4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1
I(µ, ν)µ

dµ

2
dν. (3.177)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v + F/c2) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p+ P ) = 0, (3.178)

ave
 P la pression radiative dé�nie par :

P =
4π

c

∫ +∞

0

∫ 1

−1
I(µ, ν)µ2

dµ

2
dν. (3.179)

� existen
e d'une entropie mathématique dissipative :

∂t(−γρ0s− Sr) + ∂x(−γρ0sv −Qr) =W, (3.180)

ave
 :

Sr = −4π
2k

c3

∫ +∞

0

∫ 1

−1
ν2[n log(n)− (n+ 1) log(n+ 1)]

dµ

2
dν, (3.181)

Qr = −4π
2k

c2

∫ +∞

0

∫ 1

−1
ν2[n log(n)− (n + 1) log(n+ 1)]µ

dµ

2
dν, (3.182)

W = 4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

[
γ
(
1− µv

c

)

T
+

k

hν
log

(
n

n+ 1

)]
S(µ, ν)

dµ

2
dν ≤ 0, (3.183)

ave
 n = c2

2h
I
ν3 .
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Démonstration. Les propriétés de 
onservation de l'énergie et de la quantité de mouve-

ment totales dé
oulent trivialement de la 
onstru
tion du modèle, et en parti
ulier du


hoix des termes sour
es. On montre à présent la propriété de dissipation de l'entropie

totale. La loi de bilan pour l'entropie totale s'é
rit :

∂t(−γρ0s− Sr) + ∂x(−γρ0sv −Qr)

= 4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

[
γ
(
1− µv

c

)

T
+

k

hν
log

(
n

n+ 1

)]
S(µ, ν)

dµ

2
dν.

(3.184)

Pour montrer la positivité de la produ
tion d'entropie, on introduit la fon
tion f dé�nie

par :

f : x > 0 7→ k

h
log

(
c2

2h
x
ν3

c2

2h
x
ν3 + 1

)
. (3.185)

La produ
tion d'entropie se réé
rit alors :

4π

∫ +∞

0

∫ 1

−1

σa(ν0)

ν

[
f(I(µ, ν))− f

(
B

(
ν,

T

γ
(
1− µv

c

)
))]

×γ
(
1− µ

v

c

)[
B

(
ν,

T

γ
(
1− µv

c

)
)

− I(µ, ν)

]
dµ

2
dν,

(3.186)

Par 
roissan
e de la fon
tion f , l'intégrale 
i-dessus est bien négative, 
e qui termine la

démonstration.

Contrairement au modèle de transport non relativiste (3.49), il n'est pas né
essaire

de 
orriger les termes sour
es pour obtenir un modèle entropique lorsque l'on utilise

les équations d'Euler relativistes. Le véritable intérêt de modèle relativiste par rapport

au modèle 
lassique est don
 qu'il permet de restituer les e�ets 
omobiles (Doppler et

aberration) de manière exa
te tout en 
onservant une stru
ture entropique.

3.3.3 Modèle de transport gris

Dans 
ette se
tion, on étudie un modèle de transport relativiste gris 
onstruit en 
ou-

plant les équations d'Euler relativistes ave
 l'équation de transfert intégrée en fréquen
e.

Le modèle s'é
rit :





∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p) = −g,
∂t(γ

2ρ0(c
2 + h)− p) + ∂x(γ

2ρ0(c
2 + h)v) = −cG0,

1

c
∂tI + µ∂xI = S.

(3.187)

Dans (3.187), v désigne la vitesse de la matière, ρ0, p, ε, h = ε+p/ρ0 sont respe
tivement

la masse volumique, la pression, l'énergie interne spé
i�que et l'enthalpie spé
i�que de la
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matière dans le référentiel 
omobile, γ = (1− v2/c2)−1/2
désigne le fa
teur de Lorentz, I

l'intensité radiative, S le terme sour
e de l'équation de transfert et cG0
, g respe
tivement

les quantités d'énergie et d'impulsion transmises de la matière au rayonnement par unité

de volume et de temps. Toutes 
es quantités dépendent de l'espa
e et du temps ; I et S
dépendent en plus de la dire
tion. Les expressions des termes sour
es sont 
elles obtenues

par transformation de Lorentz qui restituent exa
tement les e�ets Doppler et d'aberration

dans le 
adre relativiste :

S(µ) = γ
(
1− µ

v

c

)
σa


 ac
4π

(
T

γ
(
1− µv

c

)
)4

− I(µ)


 , (3.188)

G0 =
4π

c

∫ 1

−1
S(µ)

dµ

2
, g =

4π

c

∫ 1

−1
S(µ)µ

dµ

2
, (3.189)

On néglige le phénomène de s
attering. Dans (3.188), T désigne la température de la

matière, σa l'opa
ité d'absorption moyennée sur tout le spe
tre de fréquen
e mesurée

dans le référentiel 
omobile et γ = (1 − v2/c2)−1/2
le fa
teur de Lorentz. Ces quantités

sont des fon
tions qui dépendent de l'espa
e et du temps. Pour fermer le système, on

dispose d'une équation reliant T , ρ0 et ε, d'une formule analytique pour l'opa
ité σa qui

dépend de ρ0, T et ν0, et de l'équation d'état du �uide de la forme EOS(ρ0, ε, p) = 0.
On étudie à présent les propriétés mathématiques de 
e modèle.

Propriété 3.11. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.187) véri�ent les

propriétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(γ
2ρ0(c

2 + h)− p+ E) + ∂x(γ
2ρ0(c

2 + h)v + F ) = 0, (3.190)

ave
 E et F la densité et le �ux d'énergie radiative dé�nis par

E =
4π

c

∫ 1

−1
I(µ, )

dµ

2
, F = 4π

∫ 1

−1
I(µ)µ

dµ

2
. (3.191)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v + F/c2) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p+ P ) = 0, (3.192)

ave
 P la pression radiative dé�nie par :

P =
4π

c

∫ 1

−1
I(µ)µ2

dµ

2
. (3.193)

� existen
e d'une entropie mathématique dissipative :

∂t(−γρ0s− Sr) + ∂x(−γρ0sv −Qr) =W, (3.194)
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ave
 :

Sr =
4

3
a

∫ 1

−1

(
4π

ac
I

)3/4 dµ

2
, (3.195)

Qr =
4

3
ac

∫ 1

−1

(
4π

ac
I

)3/4

µ
dµ

2
, (3.196)

W = 4π

∫ 1

−1

[
γ
(
1− µv

c

)

T
−
(
4π

ac
I

)−1/4
]
S(µ)

dµ

2
≤ 0, (3.197)

ave
 n = c2

2h
I
ν3
.

Démonstration. Les propriétés de 
onservation de l'énergie et de la quantité de mouve-

ment totales dé
oulent trivialement de la 
onstru
tion du modèle, et en parti
ulier du


hoix des termes sour
es. On montre à présent la propriété de dissipation de l'entropie

totale. Toute solution 
lassique du système (3.187) véri�e la loi de bilan pour l'entropie

du �uide qui s'é
rit :

∂t(γρs) + ∂x(γρsv) = −4π

T

∫ 1

−1
γ
(
1− µ

v

c

)
S(µ)

dµ

2
, (3.198)

et la loi de bilan pour l'entropie radiative :

∂tSr + ∂xQr = 4π

∫ 1

−1

(
4π

ac
I

)−1/4

S(µ)
dµ

2
. (3.199)

La loi de bilan pour l'entropie totale s'é
rit alors :

∂t(−γρs−Sr)+∂x(−γρsv−Qr) = 4π

∫ 1

−1

[
γ
(
1− µv

c

)

T
−
(
4π

ac
I

)−1/4
]
S(µ)

dµ

2
. (3.200)

La prodution totale d'entropie du système s'é
rit alors :

4π

∫ 1

−1

[
f

(
ac

4π

T 4

γ4
(
1− µv

c

)4

)
− f(I)

]
σaγ

(
1− µ

v

c

)[ ac
4π

T 4

γ4
(
1− µv

c

)4 − I

]
dµ

2
.

(3.201)

où on a posé :

f(x) =

(
4π

ac
x

)−1/4

. (3.202)

Par dé
roissan
e de la fon
tion f , l'intégrale 
i-dessus est bien négative, 
e qui termine

la démonstration.
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3.3.4 Limites de di�usion grise

Dans 
ette se
tion, on étudie deux régimes asymptotiques du modèle (3.172) dans

l'hypothèse où les opa
ités sont supposés indépendantes de la fréquen
e. Ces modèles,

appelés di�usion à l'équilibre et hors équilibre, sont obtenus par développements de

Chapman-Enskog de (3.172) dans deux limites asymptotiques di�érentes. On a déjà ef-

fe
tué 
ette étude dans le 
adre 
lassique. On montre dans 
ette se
tion que, dans le 
as

relativiste, on retrouve les mêmes modèles limites que dans le 
as 
lassique. Pour 
ela, il

su�t de montrer que les équations d'Euler relativistes se réduisent aux équations d'Euler


lassiques dans les deux limites asymptotiques étudiées. Ce résultat est d'ailleurs a�rmé

sans démonstration dans [BD04℄. Pour montrer 
e résultat, on 
ommen
e par réé
rire les

équations d'Euler relativistes sous leur forme adimensionnée. On propose l'adimension-

nement tel qu'il est adopté dans [BD04℄ et [LMH99℄ :

x = x̂ℓ, t = t̂
ℓ

v∞
, v = v̂v∞, ρ0 = ρ̂0ρ∞, ε = ε̂v2∞, p = p̂ρ∞v

2
∞, h = ĥv2∞.

(3.203)

Ave
 
et adimensionnement, le système des équations d'Euler relativistes s'é
rit :





∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t(γ
2ρ0(1 + h/C2)v) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/C2)v2 + p) = 0,

∂t(γ
2ρ0(C2 + h)− p) + ∂x(γ

2ρ0(C2 + h)v) = 0,

(3.204)

où C = c/v∞. On montre que dans la limite asymptotique C = 1/ǫ, ǫ << 1, le système


i-dessus se réduit au équations d'Euler 
lassiques. On e�e
tue un développement de

Taylor en puissan
e de ǫ pour tout fon
tion f de la manière suivante :

f = f (0) + ǫf (1) + ǫ2f (2) + · · · (3.205)

On é
rit le terme d'ordre 0 en ǫ pour 
haque équation. Cela donne pour l'équation de


onservation de la masse :

∂tρ
(0)
0 + ∂x(ρ

(0)
0 v(0)) = 0. (3.206)

De même, pour l'équation de 
onservation de l'impulsion, on a :

∂t(ρ
(0)
0 v(0)) + ∂x(ρ

(0)
0 (v(0))2 + p(0)) = 0. (3.207)

Pour la dernière équation, on 
onstate qu'il y a des termes d'ordres 1/ǫ2 et 1/ǫ. Pour
éliminer 
es termes, on soustrait tout d'abord C2

fois la première équation à la troisième :

∂t((γ − 1)γρ0C2 + γ2ρ0h− p) + ∂x((γ − 1)γρ0vC2 + γ2ρ0hv) = 0. (3.208)

Les termes dominants de 
ette dernière équation sont bien d'ordre 0 en ǫ puisque :

γ − 1 =
1

2
(v(0))2ǫ2 +O(ǫ4) (3.209)
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On a alors :

∂t

(
1

2
ρ
(0)
0 (v(0))2 + ρ

(0)
0 h(0) − p(0)

)
+ ∂x

(
1

2
ρ
(0)
0 (v(0))3 + ρ

(0)
0 h(0)v(0)

)
= 0. (3.210)

En�n, en utilisant la relation h(0) = ε(0) + p(0)

ρ
(0)
0

, il vient :

∂t

(
1

2
ρ
(0)
0 (v(0))2 + ρ

(0)
0 ε(0)

)
+ ∂x

(
1

2
ρ
(0)
0 (v(0))3 + ρ

(0)
0 ε(0)v(0) + p(0)v(0)

)
= 0. (3.211)

Finalement, on remarque bien que les équations (3.206), (3.207) et (3.211) s'identi�ent

aux équations d'Euler 
lassiques, 
e qui termine notre démonstration. On peut don



on
lure que les limites di�usion à l'équilibre et hors équilibre du modèle (3.172) sont

identiques à 
elle dérivées dans le 
as 
lassique.

3.3.5 Modèle P1 gris

Dans 
ette partie, on étudie un modèle aux moments 
lassique gris 
onstruit en 
ou-

plant les équations d'Euler relativistes aux deux premiers moments intégrés en fréquen
e

de l'équation de transfert. Ce modèle s'apparente aux modèles 
hoisis dans les arti
les

[FLLS08℄ et [TOS

+
13℄. Cependant, dans 
es deux arti
les, les modèles utilisés sont fermés

par une 
ondition de type VEF (dans [FLLS08℄, 
'est une 
ondition P1) dans le référentiel


omobile, i.e. de la forme P0 = P0(E0, F0). Dans 
e qui suit, le modèle présenté est fermé

par une 
ondition P1 dans le référentiel �xe du laboratoire, i.e. de la forme P = E/3. Le
modèle s'é
rit :





∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p) = −g,
∂t(γ

2ρ0(c
2 + h)− p) + ∂x(γ

2ρ0(c
2 + h)v) = −cG0,

∂tE + ∂xF = cG0,

1

c2
∂tF +

1

3
∂xE = g.

(3.212)

Dans (3.212), v désigne la vitesse de la matière, ρ0, p, ε, h = ε+p/ρ0 sont respe
tivement

la masse volumique, la pression, l'énergie interne spé
i�que et l'enthalpie spé
i�que de la

matière dans le référentiel 
omobile, γ = (1−v2/c2)−1/2
désigne le fa
teur de Lorentz, E,

F sont respe
tivement la densité et le �ux d'énergie radiative et cG0
, g respe
tivement

les quantités d'énergie et d'impulsion transmises de la matière au rayonnement par unité

de volume et de temps. Toutes 
es quantités dépendent de l'espa
e et du temps. Pour

les expressions des termes sour
es G0
et g, on propose deux 
hoix. Le premier 
onsiste à

prendre les deux premiers moments intégrés en fréquen
e de (3.188), on obtient :

G0 = γσa(aT
4 − E) + γσa

v

c

F

c
, g = −γσa

F

c
+ γσa

v

c
(aT 4 + E/3), (3.213)
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Le se
ond 
onsiste à modi�er légèrement les expressions 
i-dessous, tout en restant exa
t

à O(v2/c2) près par rapport à (3.213) :

G0 = γσa



aT 4

2γ4




1
(
1− 1√

3
v
c

)3 +
1

(
1 + 1√

3
v
c

)3


− E


+ γσa

v

c

F

c
, (3.214)

g = −γσa
F

c
+ γσa

v

c




aT 4

2
√
3γ4




1

v
c

(
1− 1√

3
v
c

)3 − 1

v
c

(
1 + 1√

3
v
c

)3


+ E/3


 . (3.215)

où l'on utilise l'approximation P1 dans la deuxième expression. Dans (3.213), T désigne

la température de la matière, σa l'opa
ité d'absorption moyennée sur tout le spe
tre

de fréquen
e mesurée dans le référentiel 
omobile et γ = (1 − v2/c2)−1/2
le fa
teur de

Lorentz. Ces quantités sont des fon
tions qui dépendent de l'espa
e et du temps. Pour

fermer le système, on dispose d'une équation reliant T , ρ0 et ε, d'une formule analytique
pour l'opa
ité σa qui dépend de ρ0, T et ν0, et de l'équation d'état du �uide de la

forme EOS(ρ0, ε, p) = 0. On étudie à présent les propriétés mathématiques de 
es deux

modèles.

Propriété 3.12. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.212) ave
 termes

sour
es (3.213) véri�ent les propriétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(γ
2ρ0(c

2 + h)− p+ E) + ∂x(γ
2ρ0(c

2 + h)v + F ) = 0, (3.216)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v + F/c2) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p+ P ) = 0, (3.217)

Propriété 3.13. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.212) ave
 termes

sour
es (3.213) ne dissipent pas l'entropie totale St dé�nie par :

St = γρs+
2

3
aT 3

1 +
2

3
aT 3

2 , (3.218)

où T1 et T2 sont les températures radiatives dé�nies par :

E +

√
3

c
F = aT 4

1 , E −
√
3

c
F = aT 4

2 . (3.219)

Identiquement au 
as 
lassique, l'approximation P1 � 
asse � le 
ara
tère entropique

du modèle de transport. Pour obtenir un modèle P1 entropique, il est né
essaire de

dégrader les termes sour
es, 
'est-à-dire d'utiliser les formules (3.214) et (3.215).

Propriété 3.14. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.212) ave
 les termes

sour
es (3.214) et (3.215) véri�ent les propriétés suivantes :
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� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(γ
2ρ0(c

2 + h)− p+ E) + ∂x(γ
2ρ0(c

2 + h)v + F ) = 0, (3.220)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v + F/c2) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p+ P ) = 0, (3.221)

� dissipation lo
ale de l'entropie totale :

∂t(−γρs− Sr) + ∂x(−γρsv −Qr) =W, (3.222)

ave
 :

Sr =
2

3
aT 3

1 +
2

3
aT 3

2 , (3.223)

Qr =
2

3
a
c√
3
T 3
1 − 2

3
a
c√
3
T 3
2 . (3.224)

W = −1

2


 1

T1
−
γ
(
1− v

c
√
3

)

T


 γ

(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1




− 1

2


 1

T2
−
γ
(
1 + v

c
√
3

)

T


 γ

(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 ≤ 0.

(3.225)

Démonstration. Si on 
onsidère une solution 
lassique de (3.212) ave
 les termes sour
es

donnés par (3.214) et (3.215), 
elle-
i véri�e la loi de bilan pour l'entropie du �uide :

∂t(−γρs) + ∂x(−γρsv)

=
1

2T
γ2
(
1− v

c
√
3

)2

σac




T 4

γ4
(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1




+
1

2T
γ2
(
1 +

v

c
√
3

)2

σac




T 4

γ4
(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 ,

(3.226)

Pour le rayonnement, on a les deux équations suivantes, obtenues en 
ombinant les deux

équations sur E et F :

1

c
∂tI1 +

1√
3
∂xI1 = cG0 + c

√
3g, I1 = c

(
E +

√
3

c
F

)
, (3.227)
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1

c
∂tI2 −

1√
3
∂xI2 = cG0 − c

√
3g, I2 = c

(
E −

√
3

c
F

)
. (3.228)

Après 
al
uls, on a :

cG0 + c
√
3g = γ

(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1


 , (3.229)

cG0 − c
√
3g = γ

(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 , (3.230)

En divisant l'équation sur I1 par 2T1 et l'équation sur I2 par 2T2, on obtient les deux

équations suivantes :

∂t

(
2

3
aT 3

1

)
+∂x

(
c√
3

2

3
aT 3

1

)
=

1

2T1
γ

(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1


 , (3.231)

∂t

(
2

3
aT 3

2

)
−∂x

(
c√
3

2

3
aT 3

2

)
=

1

2T2
γ

(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 , (3.232)

En�n, en sommant 
es deux dernières équations ave
 la loi de bilan pour l'entropie

hydrodynamique, on obtient la loi de bilan pour l'entropie totale du système :

∂t

(
−γρs− 2

3
aT 3

1 − 2

3
aT 3

2

)
+ ∂x

(
−γρsv − c√

3

2

3
aT 3

1 +
c√
3

2

3
aT 3

2

)

= −1

2


 1

T1
−
γ
(
1− v

c
√
3

)

T


 γ

(
1− v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1− v

c
√
3

)4 − T 4
1




− 1

2


 1

T2
−
γ
(
1 + v

c
√
3

)

T


 γ

(
1 +

v

c
√
3

)
σaac




T 4

γ4
(
1 + v

c
√
3

)4 − T 4
2


 .

(3.233)

On 
onstate que le terme sour
e est bien négatif, 
e qui termine la démonstration.

3.3.6 Modèle PN gris

Dans 
ette partie, on étudie un modèle PN relativiste gris 
onstruit par extension

du modèle P1 entropique étudié dans la se
tion pré
édente. Le modèle est 
onstruit

en 
ouplant les équations d'Euler relativistes ave
 un système d'équations obtenu en
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projetant l'équation de transfert sur une base tronquée d'harmoniques sphériques. Le

modèle s'é
rit :





∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p) = − S1

c
√
3
,

∂t(γ
2ρ0(c

2 + h)− p) + ∂x(γ
2ρ0(c

2 + h)v) = −S0,
1

c
∂tu+ A∂xu = s.

(3.234)

Dans (3.234), v désigne la vitesse de la matière, ρ0, p, ε, h = ε+p/ρ0 sont respe
tivement

la masse volumique, la pression, l'énergie interne spé
i�que et l'enthalpie spé
i�que de la

matière dans le référentiel 
omobile, γ = (1 − v2/c2)−1/2
désigne le fa
teur de Lorentz,

u = (I0, . . . , IN )t et s = (S0, . . . , SN )t désignent les ve
teurs des proje
tions sur la base

orthonormée des polyn�mes de Legendre de l'intensité radiative et du terme sour
e de

l'équation de transfert (intégrés en fréquen
e) :

In = 4π

∫ 1

−1
I(µ)P̄n(µ)

dµ

2
, Sn = 4π

∫ 1

−1
S(µ)P̄n(µ)

dµ

2
, (3.235)

où S est donné par la formule (3.188), et P̄n désigne le polyn�me de Legendre normé

d'ordre n. Toutes 
es quantités sont des fon
tions qui dépendent de l'espa
e et du temps.

En notation ve
torielle, le ve
teur s s'exprime :

s = (S0, . . . , SN )t = γσa(b− u)− γσa
v

c
A(b− u). (3.236)

On néglige le phénomène de s
attering. Dans (3.236), σa désigne l'opa
ité d'absorption

moyennée sur tout le spe
tre de fréquen
e et b = (B0, . . . , BN )t représente le ve
teur des

proje
tions de la fon
tion µ 7→ ac
4π

T 4

γ4(1−µ v
c )

4 sur la base orthonormée des polyn�mes de

Legendre :

Bn = 4π

∫ 1

−1

ac

4π

T 4

γ4
(
1− µv

c

)4 P̄n(µ)
dµ

2
. (3.237)

On peut dériver les expressions analytiques des Bn pour n ≤ 4. Cependant on ne les

utilise pas et on fait l'approximation suivante :

Bn = acT 4
N∑

k=0

ωk
P̄n(λk)

γ4
(
1− λk

v
c

)4 , (3.238)

où ωk et λk désignent respe
tivement les poids et les points asso
iés à la quadrature

de Gauss-Legendre. Dans (3.238), T désigne la température de la matière qui est une

fon
tion du temps et de l'espa
e. En�n, la matri
e A est une matri
e 
onstante dont les


oe�
ients sont données par :

Aij =
j + 1√

(2j + 1)(2j + 3)
δj,i−1 +

i+ 1√
(2i+ 1)(2i + 3)

δj,i+1 = Aji. (3.239)
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Pour fermer le système, on dispose d'une équation reliant T , ρ0 et ε, d'une formule

analytique pour l'opa
ité σa qui dépend de ρ0 et T , et de l'équation d'état du �uide de la

forme EOS(ρ0, ε, p) = 0. On étudie à présent les propriétés mathématiques de 
e modèle.

Propriété 3.15. Les solutions 
lassiques du système d'équations (3.234) véri�ent les

propriétés suivantes :

� 
onservation de l'énergie totale :

∂t(γ
2ρ0(c

2 + h)− p+ E) + ∂x(γ
2ρ0(c

2 + h)v + F ) = 0, (3.240)

� 
onservation de la quantité de mouvement totale :

∂t(γ
2ρ0(1 + h/c2)v + F/c2) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/c2)v2 + p+ P ) = 0, (3.241)

� dissipation lo
ale de l'entropie totale :

∂t(−γρs− Sr) + ∂x(−γρsv −Qr) =W, (3.242)

ave
 :

Sr =
N∑

n=0

ωn
4

3
aT 3

n , Qr =
N∑

n=0

ωnλn
4

3
acT 3

n , (3.243)

Qr =
2

3
a
c√
3
T 3
1 − 2

3
a
c√
3
T 3
2 , (3.244)

W = −γσaac
N∑

n=0

ωn

[
1

Tn
− γ

(
1− λn

v
c

)

T

](
1− λn

v

c

)[ T 4

γ4
(
1− λn

v
c

)4 − T 4
n

]
≤ 0,

(3.245)

où les Tn sont dé�nies par :

ωnacT
4
n = (R−1u)n, (3.246)

ave
 R la matri
e des ve
teurs propres de A.

Démonstration. On 
onsidère une solution 
lassique de (3.234). On pose :

u∗ = (I∗0 , . . . , I
∗
N )t = R

−1u, (3.247)

b∗ = (B∗
0 , . . . , B

∗
N )t = R

−1b. (3.248)

La loi de bilan pour l'entropie hydrodynamique s'é
rit alors :

∂t(γρs) + ∂x(γρsv) = − 1

T

(
S0 −

v

c
√
3
S1

)

= − 1

T
γ2σa

N∑

n=0

(
1− λn

v

c

)
(B∗

n − I∗n)

(
R0n − v

c
√
3
R1n

)

= − 1

T
γ2σa

N∑

n=0

(
1− λn

v

c

)2
(B∗

n − I∗n),

(3.249)
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où on a utilisé le fait que R0n = 1 et R1n =
√
3λn. En multipliant par R

−1
les proje
tions

de l'équation de transfert, on obtient le système suivant :

1

c
∂tu

∗ + D∂xu
∗ = R

−1s = γσa(b
∗ − u∗)− γσa

v

c
D(b∗ − u∗). (3.250)

Ou en
ore, pour tout n :

1

c
∂tI

∗
n + λn∂xI

∗
n = γσa

(
1− λn

v

c

)
(B∗

n − I∗n). (3.251)

En posant pour tout n :

I∗n = ωnacT
4
n , (3.252)

ave
 ωn les poids asso
iés à la quadrature de Gauss-Legendre. En divisant la dernière

équation par Tn, on obtient :

∂t

(
ωn

4

3
aT 3

n

)
+ ∂x

(
ωn

4

3
acλnT

3
n

)
=

1

Tn
γσa

(
1− λn

v

c

)
(B∗

n − I∗n). (3.253)

En�n, en sommant toutes les lois de bilan entropique, on a :

∂t

(
−γρs−

N∑

n=0

ωn
4

3
aT 3

n

)
+ ∂x

(
−γρsv −

N∑

n=0

ωn
4

3
acλnT

3
n

)

= −γσa
N∑

n=0

[
1

Tn
− γ

(
1− λn

v
c

)

T

](
1− λn

v

c

)
(B∗

n − acωnT
4
n),

(3.254)

En remplaçant B∗
n par son expression :

B∗
n = acωn

T 4

γ4
(
1− λn

v
c

)4 , (3.255)

la produ
tion d'entropie s'é
rit :

−γσaac
N∑

n=0

ωn

[
1

Tn
− γ

(
1− λn

v
c

)

T

](
1− λn

v

c

)[ T 4

γ4
(
1− λn

v
c

)4 − T 4
n

]
. (3.256)

L'expression 
i-dessus est bien négative, 
e qui termine la démonstration.

On étudie à présent la limite di�usion du modèle (3.234). Avant toute 
hose, on

adimensionne le système d'équations étudié. On 
hoisit pour 
ela l'adimensionnement

suivant, 
onformément à [LMH99℄ :

x = x̂ℓ, t = t̂
ℓ

v∞
, v = v̂v∞, ρ0 = ρ̂0ρ∞, ε = ε̂v2∞, p = p̂ρ∞v

2
∞, h = ĥv2∞,

(3.257)
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T = T̂ T∞, γ =

(
1− v̂2

C2

)−1/2

, u = ûacT 4
∞, b = b̂acT 4

∞, σa =
σ̂a
λa
. (3.258)

Le système d'équations (3.234) adimensionné s'é
rit alors :





∂t(γρ0) + ∂x(γρ0v) = 0,

∂t(γ
2ρ0(1 + h/C2)v) + ∂x(γ

2ρ0(1 + h/C2)v2 + p) = −P S1√
3
,

∂t(γ
2ρ0(C2 + h)− p) + ∂x(γ

2ρ0(C2 + h)v) = −PCS0,
1

C ∂tu+ A∂xu = s,

(3.259)

ave
 :

s = (S0, . . . , SN )t = Laγσa(b− u)− Laγ
v

C σa(b− u), b = (B0, . . . , BN )t, (3.260)

∀n ∈ {0, . . . , N}, Bn = T 4
N∑

k=0

ωk
Pn(λk)

γ4
(
1− λk

v
C
)4 . (3.261)

L'adimensionnement fait apparaître 3 nombres sans dimension :

C =
c

v∞
, La =

ℓ

λa
, P =

aT 4
∞

ρ∞v2∞
. (3.262)

Pour étudier la limite di�usion du système d'équations (3.259), on se pla
e dans le régime

asymptotique suivant 
onformément à [BD04℄ et [LMH99℄ :

P = 1, C = 1/ǫ, La = 1/ǫ, ǫ << 1. (3.263)

On a alors la propriété suivante.

Propriété 3.16. Dans la limite asymptotique (3.263), le système d'équations (3.259)

tend vers le système d'équations suivant :





∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x

(
ρv2 + p+

T 4

3

)
= 0,

∂t(ρe+ T 4) + ∂x

(
ρev + pv +

4

3
T 4v

)
= ∂x

(
1

3σa
∂xT

4

)
.

(3.264)

Notons que 
e résultat est purement formel et il en est de même pour la démonstration


i dessous. En toute rigueur, on montre que uniquement que, s'il y a 
onvergen
e, alors

la 
onvergen
e s'e�e
tue vers la bonne limite.
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Démonstration. On e�e
tue un développement de Taylor en puissan
e de ǫ pour toute
fon
tion f présente dans le système de la manière suivante :

f = f (0) + ǫf (1) + ǫ2f (2) + . . . (3.265)

On a :

γρ0 = ρ
(0)
0 + ǫρ

(1)
0 + ǫ2

(
ρ
(2)
0 +

1

2
ρ
(0)
0 (v(0))2

)
+O(ǫ3), (3.266)

γρ0v = ρ
(0)
0 v(0) + ǫ(ρ

(0)
0 v(1) + ρ

(1)
0 v(0))

+ ǫ2
(
ρ
(0)
0 v(2) + ρ

(1)
0 v(1) + ρ

(2)
0 v(0) +

1

2
ρ
(0)
0 (v(0))3

)
+O(ǫ3),

(3.267)

γ2ρ0(1 + h/C2)v = ρ
(0)
0 v(0) + ǫ(ρ

(0)
0 v(1) + ρ

(1)
0 v(0))

+ ǫ2
(
ρ
(0)
0 v(2) + ρ

(1)
0 v(1) + ρ

(2)
0 v(0) + ρ

(0)
0 h(0)v(0) + ρ

(0)
0 (v(0))3

)

+O(ǫ3),
(3.268)

γ2ρ0(1 + h/C2)v2 = ρ
(0)
0 (v(0))2 + ǫ(2ρ

(0)
0 v(0)v(1) + ρ

(1)
0 (v(0))2)

+ ǫ2
[
ρ
(0)
0 v(0)v(2) + (ρ

(0)
0 v(1) + ρ

(1)
0 v(0))v(1)

+ (ρ
(2)
0 v(0) + ρ

(1)
0 v(1) + ρ

(0)
0 v(2) + ρ

(0)
0 h(0)v(0) + ρ

(0)
0 (v(0))3)v(0)

]

+O(ǫ3),
(3.269)

γ2ρ0(C2 + h) =
1

ǫ2
ρ
(0)
0 +

1

ǫ
ρ
(1)
0 + ρ

(0)
0 (v(0))2 + ρ

(2)
0 + ρ

(0)
0 h(0) +O(ǫ), (3.270)

γ2ρ0(C2 + h)v =
1

ǫ2
ρ
(0)
0 v(0) +

1

ǫ
(ρ

(0)
0 v(1) + ρ

(1)
0 v(0))

+ ρ
(0)
0 v(2) + ρ

(1)
0 v(1) + ρ

(0)
0 (v(0))3 + ρ

(2)
0 v(0) + ρ

(0)
0 v(0)h(0) +O(ǫ),

(3.271)

s =
1

ǫ
σa(b

(0) − u(0)) + σa(b
(1) − u(1))− σav

(0)(b(0) − u(0))

+ ǫσa

[
1

2
(v(0))2(b(0) − u(0)) + b(2) − u(2) − v(0)(b(1) − u(1))− v(1)(b(0) − u(0))

]

+O(ǫ2).
(3.272)

Pour 
haque équation du système (3.259), on identi�e les termes du même ordre en ǫ.
� Première équation :

∂tρ
(0)
0 + ∂x(ρ

(0)
0 v(0)) = 0, (3.273)
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∂tρ
(1)
0 + ∂x(ρ

(0)
0 v(1) + ρ

(1)
0 v(0)) = 0, (3.274)

∂t

(
ρ
(2)
0 +

1

2
ρ
(0)
0 (v(0))2

)
+ ∂x

(
ρ
(0)
0 v(2) + ρ

(1)
0 v(1) + ρ

(2)
0 v(0) +

1

2
ρ
(0)
0 (v(0))3

)
= 0.

(3.275)

� Deuxième équation :

0 = − 1√
3
σa(B

(0)
1 − I

(0)
1 ), (3.276)

∂t(ρ
(0)
0 v(0)) + ∂x[ρ

(0)
0 (v(0))2 + p(0)] = − 1√

3
σa(B

(1)
1 − I

(1)
1 ) +

v(0)√
3
σa(B

(0)
1 − I

(0)
1 ).

(3.277)

� Troisième équation :

∂tρ
(0)
0 + ∂x(ρ

(0)
0 v(0)) = −σa(B(0)

0 − I
(0)
0 ), (3.278)

∂tρ
(1)
0 + ∂x(ρ

(0)
0 v(1) + ρ

(1)
0 v(0)) = −σa(B(1)

0 − I
(1)
0 ) + σav

(0)(B
(0)
0 − I

(0)
0 ), (3.279)

∂t(ρ
(0)
0 ε(0) + ρ

(2)
0 + ρ

(0)
0 (v(0))2)

+ ∂x(ρ
(0)
0 ε(0)v(0) + p(0)v(0) + ρ

(2)
0 v(0) + ρ

(1)
0 v(1) + ρ

(0)
0 v(2) + ρ

(0)
0 (v(0))3)

= −σa(B(2)
0 − I

(2)
0 )− 1

2
σa(v

(0))2(B
(0)
0 − I

(0)
0 )

+ σav
(0)(B

(1)
0 − I

(1)
0 ) + σav

(1)(B
(0)
0 − I

(0)
0 ).

(3.280)

� Quatrième équation :

0 = σa(b
(0) − u(0)), (3.281)

A∂xu
(0) = σa(b

(1) − u(1))− σav
(0)(b(0) − u(0)), (3.282)

∂tu
(0) + A∂xu

(1) = σa(b
(2) − u(2)) +

1

2
σa(v

(0))2(b(0) − u(0))

− σav
(0)(b(1) − u(1))− σav

(1)(b(0) − u(0)).
(3.283)

Les termes en O(1) des équations d'Euler s'é
rivent alors :





∂tρ
(0)
0 + ∂x(ρ

(0)
0 v(0)) = 0,

∂t(ρ
(0)
0 v(0)) + ∂x

(
ρ
(0)
0 (v(0))2 + p(0) +

1√
3
(Ab0)1

)
= 0,

∂t(ρ
(0)
0 e(0) +B

(0)
0 ) + ∂x(ρ

(0)
0 e(0)v(0) + p(0)v(0) + (Au(1))0) = 0.

(3.284)
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Pour obtenir le résultat es
ompté, il su�t de 
al
uler les trois quantités (Ab(0))1, B
(0)
0 ,

(Au(1))0. Pour 
ela, on développe en puissan
e de ε le ve
teur b :

Bn = T 4
N∑

k=0

ωk
Pn(λk)

γ4
(
1− λk

v
C
)4

= (T (0))4
N∑

k=0

ωkPn(λk)

+ 4ǫ(T (0))4

[
N∑

k=0

λkωkv
(0)Pn(λk) +

T (1)

T (0)

N∑

k=0

ωkPn(λk)

]
+O(ǫ2),

(3.285)

pout tout n ∈ {0, . . . , N}. On utilise à présent les relations suivantes liant les poids et

les points de la quadrature de Gauss-Legendre :

∀n ∈ {0, . . . , N},
N∑

k=0

ωkPn(λk) = δn,0,

N∑

k=0

λkωkPn(λk) =
δn,1√
3
. (3.286)

On obtient alors le développement suivant :

∀n ∈ {0, . . . , N}, Bn = δn,0(T
(0))4+4ǫ(T (0))4

(
δn,1√
3
v(0) + δn,0

T (1)

T (0)

)
+O(ǫ2). (3.287)

On obtient don
 :

b(0) = ((T (0))4, 0, . . . , 0)t, b(1) =

(
4T (1)(T (0))3,

4√
3
v(0)(T (0))4, 0, . . . , 0

)t

. (3.288)

D'où :

B
(0)
0 = (T (0))4,

1√
3
(Ab(0))1 =

(T (0))4

3
. (3.289)

En�n, on a aussi la relation suivante :

u(1) = b(1) − 1

σa
A∂xb

(0), (3.290)

d'où, il vient :

(Au(1))0 =
4

3
(T (0))4v(0) − 1

3σa
∂x[(T

(0))4], (3.291)


e qui termine la démonstration.
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Con
lusion

Les obje
tifs de 
es travaux de thèse étaient l'analyse mathématique et numérique

d'un modèle réduit, le modèle PN , pour la simulation numérique de problèmes de trans-

port de photons. Ces travaux sont motivés par la volonté d'obtenir des solutions de réfé-

ren
es pour de tels problèmes ave
 des temps de 
al
ul raisonnables. Pour 
ette raison,

notre étude s'est fo
alisée sur des problèmes à symétrie sphérique, qui sont ren
ontrés,

par exemple, lorsque l'on 
her
he à simuler des expérien
es de fusion par 
on�nement

inertiel. La symétrie sphérique des problèmes induit des termes sour
es géométriques

dans les modèles étudiés. La dis
rétisation pré
ise et robuste de tels termes est déli
ate.

Après quelques rappels de modélisation en transfert radiatif, nous avons présenté,

dans le deuxième 
hapitre, notre étude mathématique des modèles PN en géométrie 1D
sphérique ainsi qu'une nouvelle dis
rétisation de 
es modèles. L'analyse mathématique

des modèles PN a montré que 
eux-
i possèdent des propriétés mathématiques satis-

faisantes : en plus d'être arbitrairement pré
is sur la variable angulaire, 
es modèles


onservent la densité d'énergie radiative, disposent d'une stru
ture entropique 
ara
téri-

sant la stabilité des solutions en norme L2
et dégénèrent 
orre
tement vers l'équation de

la 
haleur en régime di�usion. Ces propriétés sont satisfaites dès que le nombre d'harmo-

niques sphériques est supérieur à 2 (N ≥ 1). Par ailleurs, on a également montré que les

solutions du modèle PN ne satisfont pas le prin
ipe du maximum 
ontrairement à 
elles

du modèle de transport initial. Dans le 
as N impair, on a montré que le modèle PN se

réé
rit sous une forme 
onservative à l'aide des états stationnaires. Cette forme 
onser-

vative est 
ommode pour plusieurs raisons. Premièrement, elle permet de démontrer que

le système est stri
tement hyperbolique. Deuxièmement, elle permet de 
onstruire de

manière naturelle une dis
rétisation bien équilibrée, 
'est-à-dire qui 
apture exa
tement

les états stationnaires du système, indépendamment de la �nesse du maillage. Nous nous

sommes inspirés de ré
ents travaux [DB15℄ qui proposent une méthode systématique de


onstru
tion de s
hémas bien équilibrés pour les systèmes de Friedri
hs ave
 relaxation

linéaire. Même si le modèle PN ne rentre pas dans 
e 
adre, nous avons montré que la

méthode de dis
rétisation s'applique, en parti
ulier même quand la matri
e de relaxation

n'est pas symétrique positive et dépend de la variable d'espa
e. De plus, on a montré

que 
ette dis
rétisation possède les propriétés suivantes : (1) 
onservation de la densité

d'énergie, (2) préservation des états d'équilibre du modèle, (3) stabilité en norme L2
et

(4) préservation de l'asymptotique di�usion (démontrée en P1, observée en PN ). À notre


onnaissan
e, au
une méthode numérique pour la simulation de problème de transport
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en géométrie 1D sphérique 
on
entre à la fois 
es 4 propriétés. En�n, les résultats numé-

riques illustrent l'apport de 
es propriétés. En parti
ulier, notre méthode ne génère pas

de � �ux dip � en r = 0, qui est un défaut bien identi�é des autres méthodes déterministes

existantes en géométrie sphérique (voir [Lat00℄, [Ma
07℄). Nous nous sommes en�n inté-

ressés à l'étude du 
ouplage entre rayonnement et matière au repos. On a 
onsidéré un


ouplage à trois températures (ions, éle
trons, rayonnement) ave
 prise en 
ompte de la

dimension spe
trale via une méthode multigroupe. La di�
ulté d'un tel 
ouplage réside

dans sa non linéarité. Nous avons adopté une dis
rétisation par séparation d'opérateurs

(splitting) en s
indant la partie linéaire de la partie non linéaire. La partie linéaire se ré-

sout ave
 le s
héma dé
rit pré
édemment, pour 
haque groupe de fréquen
e. Le 
ouplage

non linéaire est dis
rétisé de façon impli
ite en temps et lo
ale en espa
e. Sa résolution

se fait alors en utilisant un algorithme itératif dont on montre que 
haque itérée respe
te

un prin
ipe du maximum au niveau dis
ret. La méthode a été implémentée et testée ave


su

ès.

Dans le troisième 
hapitre, on s'intéresse aux modèles d'hydrodynamique radiative,

et plus spé
i�quement aux modèles dits � mixed-frame �. Partant du 
onstat qu'il n'y a

pas de 
onsensus dans la littérature sur le modèle à adopter pour le 
ouplage d'un �uide

à un rayonnement, en parti
ulier sur la forme des e�ets d'entraînement matière (e�et

Doppler et e�et d'aberration), nous restreignons notre étude au 
as 1D plan. En préli-

minaire indispensable à toute dis
rétisation, notre obje
tif i
i est d'établir une hiérar
hie

de modèles. On a 
lassé les di�érents modèles selon qu'ils satisfont ou non les propriétés

suivantes : (1) 
onservation de l'énergie, (2) 
onservation de la quantité de mouvement,

(3) respe
t de la limite de di�usion et (4) existen
e d'une entropie mathématique 
ompa-

tible ave
 les termes sour
es. En parti
ulier, 
e dernier point a fait l'objet d'une analyse

�ne et s'est avéré être déterminant dans la 
omparaison des modèles. Cette étude nous

a permis de dis
uter quant à l'intérêt des modèles relativistes par rapport aux modèles

newtoniens. On s'est tout d'abord intéressé aux modèles newtoniens. L'analyse mathé-

matique du modèle de transport, i.e. sans approximation angulaire, a permis d'identi�er

un défaut dans la stru
ture entropique, que 
e soit en spe
tral ou en gris. Comme pré
isé

dans [BD04℄, 
e problème survient lorsqu'on 
ouple le système d'Euler non relativiste et

l'équation de transport des photons ave
 les termes sour
es relativistes. Pour pallier 
e

défaut, on a proposé un modèle 
orrigé où l'on a modi�é légèrement les expressions des

termes sour
es tout en restant exa
t à O(v2/c2) près. Soulignons que 
ette modi�
ation

n'est pas e�e
tuée dans [BD04℄. On a ensuite étudié les modèles non relativistes basés

sur l'approximation P1 dans le référentiel �xe du laboratoire. On a montré qu'en par-

tant d'un modèle de transport satisfaisant une loi d'entropie, l'approximation P1 brise


ette stru
ture entropique. Cependant, en 
hoisissant les expressions des termes sour
es

de manière adéquate, on est 
apable de 
onstruire un modèle P1, dans le 
adre de la

mé
anique newtonienne, satisfaisant à une loi d'entropie. Les 
orre
tions e�e
tuées sur

les termes sour
es restent de l'ordre O(v2/c2). On a ensuite proposé une extension pour

l'approximation PN satisfaisant aussi à une loi d'entropie. En�n, on a montré que 
e

modèle PN newtonien respe
te bien la limite de di�usion, en a

ord ave
 des modèles
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issus de la littérature. Dans un se
ond temps, on a étudié des modèles dans le 
adre de la

relativité restreinte. On a montré que, pour le modèle de transport sans approximation

angulaire (spe
tral ou gris), le problème d'entropie soulevé pour le modèle newtonien

disparaît. Le modèle relativiste satisfait à une loi d'entropie sans qu'il soit né
essaire de


orriger les termes sour
es. Ce résultat montre en parti
ulier l'intérêt de se pla
er dans le


ontexte de la relativité restreinte pour modéliser �nement les termes de 
ouplage rayon-

nement/matière (e�ets Doppler et d'aberration). On a ensuite étudié des modèles relati-

vistes basés sur l'approximation P1 dans le repère �xe du laboratoire. I
i, de même que

dans le 
adre newtonien, l'approximation P1 brise la stru
ture entropique du modèle de

transport sans approximation angulaire. En 
orrigeant les expressions des termes sour
es

d'une manière similaire dans le 
as newtonien, on a 
onstruit un modèle P1 relativiste

satisfaisant à une loi d'entropie. Ce modèle est ensuite étendu pour l'approximation PN

tout en 
onservant sa stru
ture entropique. Ce dernier modèle est intéressant puisqu'il

permet de restituer exa
tement les e�ets 
omobiles (Doppler et aberration) lorsqu'on

fait tendre le nombre d'harmoniques vers l'in�ni. Il s'agit là d'un avantage du modèle

PN relativiste par rapport au modèle PN newtonien 
ar 
e dernier est limité à une pré-


ision en O(v2/c2) pour les termes de 
ouplage rayonnement/matière, quel que soit le

nombre d'harmoniques N utilisées. On a ensuite montré que 
e modèle PN relativiste

respe
te bien la bonne limite di�usion. L'analyse mathématique de plusieurs modèles

d'hydrodynamique radiative nous a �nalement permis d'isoler deux modèles basés sur

l'approximation PN . Le premier est le modèle PN newtonien qui est présenté dans la se
-

tion (3.2.5). Le se
ond est le modèle PN relativiste qui est présenté dans la se
tion (3.3.6).

Ces deux modèles possèdent toutes les propriétés mathématiques requises (
onservation

de l'énergie et de l'impulsion et existen
e d'une entropie mathématique 
ompatible ave


les termes sour
es) et respe
tent bien la limite de di�usion admise dans la littérature. Ces

deux modèles di�èrent 
ependant dans leur degré de pré
ision en v/c pour les termes de


ouplage rayonnement/matière. À notre 
onnaissan
e, l'étude de la stru
ture entropique

des modèles PN d'hydrodynamique radiative, ainsi que les modi�
ations opérées sur les

termes sour
es 
onstituent une 
ontribution nouvelle.

On projette par la suite d'e�e
tuer l'analyse numérique de 
es deux modèles d'hydro-

dynamique radiative, en s'inspirant du s
héma proposé dans 
ette thèse pour la résolution

du transfert radiatif, en vue de quanti�er l'in�uen
e des e�ets relativistes sur di�érents

problèmes physiques en 
on�guration 1D sphérique. L'étude approfondie de problèmes à

géométrie 1D sphérique e�e
tuée dans 
ette thèse est une étape préliminaire né
essaire à

l'étude de la 
on�guration 2D axisymétrique. À plus long terme, on peut alors envisager

une extension aux 
on�gurations 2D axisymétrique et 3D sur maillages 
artésiens. En�n,

l'étude des s
atterings Thomson et Compton dans le 
adre des modèles PN est également

un axe de développement envisagé. Dans le 
as du s
attering Thomson, les photons ne

subissent au
un 
hangement de fréquen
e lors de leur intera
tion ave
 la matière (s
at-

tering 
ohérent). En revan
he, la redistribution angulaire des photons n'est plus isotrope

mais obéit à une loi quadratique sur la variable angulaire. Dans le 
adre des modèles

PN , 
ette modi�
ation n'impa
te que très peu les équations du modèle ; seuls quelques
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termes supplémentaires viennent s'ajouter. Le s
attering Compton, lui, est moins aisé à

prendre en 
ompte, même dans un 
ontexte PN . En e�et, dans 
e 
as, les intera
tions

des photons ave
 la matière impliquent un 
hangement de fréquen
e et de dire
tion des

photons (s
attering non 
ohérent et non isotrope). L'extension de la méthode numérique

développée dans 
ette thèse au 
as du s
attering Compton est don
 une perspe
tive de

travail de plus grande envergure.
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