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MATHEMATICAL AND NUMERICAL ANALYSIS OF SPHERICAL
HARMONICS MODELS FOR PHOTON TRANSPORT

Resume

Computational costs for direct numerical simulations of photon transport problems
are very high in terms of CPU time and memory. One way to tackle this issue is to
develop reduced models that a cheaper to solve numerically. There exists number of
these models : moments models, discrete ordinates models (Sy ), diffusion-like models...
In this thesis, we focus on Py models in which the transport operator is approached by
mean of a truncated development on the spherical harmonics basis. These models are
arbitrary accurate in the angular dimension and are rotationnaly invariants (in multiple
space dimensions). The latter point is fundamental when one wants to simulate inertial
confinment fusion (ICF) experiments where the spherical symmetry plays an important
part in the accuracy of the numerical solutions. We study the mathematical structure
of the Py models and construct a new numerical method in the special case of a one
dimensionnal space dimension with spherical symmetry photon transport problems.

We first focus on a linear transport problem in the vacuum. Even in this simple case,
it appears in the Py equations geometrical source terms that are stiff in the neighborhood
of r = 0 and thus hard to discretise. Existing numerical methods are not satisfactory
for multiple reasons : (1) unaccuracy in the neighborhood of r = 0 (“flux-dip”), (2) do
not capture steady states (well-balanced scheme), (3) no stability proof. Following recent
works, we develop a new well-balanced scheme for which we show the L? stability. We
then extend the scheme for photon transport problems within a no moving media, the
linear Boltzmann equation, and interest ourselves on its behavior in the diffusion limit
(asymptotic-preserving property).

In a second part, we consider radiation hydrodynamics problems. Since modelisation
of these problems is still under discussion in the litterature, we compare a set of existing
models by mean of mathematical analysis and establish a hierarchy. For each model, we
focus on the following mathematical properties : (1) energy and impulsion conservation,
(2) accuracy of the comobile effects, (3) existence of a mathematical entropy and (4)
behavior in the diffusion limit. Our study reduces to “laboratory frame” models and we
are still interested in the Py approximation of the transport operator. We identify defects
in entropy structure of existing models and propose an entroy correction which leads to
Ppn-based radiation hydrodynamics models which satisfy all the properties listed above.




ANALYSE MATHEMATIQUE ET NUMERIQUE DE MODELES Py
POUR LA SIMULATION DE PROBLEMES DE TRANSPORT DE
PHOTONS

La résolution numérique directe des problémes de transport de photons en interac-
tion avec un milieu matériel est trés cotiteuse en mémoire et temps CPU. Pour pallier
ce probléme, une approche consiste & construire des modeéles réduits dont la résolution
est moins cotiteuse. La littérature abonde de ce genre de modeéles : modéles aux mo-
ments (M, Py), modeéles aux ordonnées discrétes (Sy), modeles de diffusion... Dans
cette thése, nous nous intéressons aux modeles Py dans lesquels 'opérateur de transport
est approché par projections sur une base tronquée d’harmoniques sphériques. Ces mo-
déles, arbitrairement précis sur la dimension angulaire, ont ’avantage d’étre invariants
par rotation (en plusieurs dimensions d’espace). Ce dernier point est primordial pour la
simulation d’expériences de fusion par confinement inertiel (FCI) ou la symétrie sphé-
rique joue un role important dans la précision des résultats. Nous étudions donc dans
cette these la structure mathématique des modeles Py ainsi que leur discrétisation dans
le cas d’'une géométrie 1D sphérique.

Nous commencons par le cas du transport linéaire dans le vide. Méme dans ce cas
simple, les équations du modéle Py contiennent des termes sources d’origine géométrique
dont la discrétisation s’avere délicate. Jusqu’a présent, les différents schémas utilisés
étaient insatisfaisants pour les raisons suivantes : (1) mauvais comportement au voisinage
de r = 0 (phénomene de "flux-dip"), (2) non préservation des équilibres stationnaires, (3)
pas de preuve formelle de stabilité. A la lumiére de récents travaux, nous proposons une
nouvelle discrétisation qui capture exactement les états d’équilibre. Nous démontrons en
particulier la stabilité en norme L? du schéma. Nous étendons par la suite ce schéma,
au cas du transport de photons dans un milieu matériel figé et nous nous intéressons au
comportement du schéma en limite diffusion (propriété "asymptotic-preserving").

Dans un second temps, nous nous intéressons au couplage entre rayonnement et hy-
drodynamique. Devant I’absence de concensus sur les modeéles "transport" d’hydrodyna-
mique radiative issus de la littérature, nous établissons une étude comparative de ceux-ci
basée sur leurs propriétés mathématiques. Nous nous intéressons particuliérement aux
propriétés suivantes : (1) conservation de 1’énergie et de I'impulsion, (2) précision des
effets comobiles, (3) existence d’une entropie mathématique compatible et (4) restitu-
tion de la limite diffusion. Notre étude se réduit aux modéles dits "mixed-frame" et une
attention particuliére est toujours portée sur l'approximation "Py" de l'opérateur de
transport. Nous identifions des défauts (conservation ou entropie) sur des modeéles exis-
tants et proposons une correction entropique conduisant a un modeéle Py satisfaisant
toutes les propriétés mathématiques listées ci-dessus.
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Introduction

L’étude effectuée dans cette thése concerne ’analyse mathématique et numérique des
modeles Py pour la simulation de problémes de transport de photons et d’hydrodyna-
mique radiative. Plus précisément, on s’intéresse dans ces problémes a 1’évolution spatio-
temporelle d’'une population de photons en interaction avec le milieu matériel traversé.
La modélisation de ces problémes donne lieu & des systémes d’équations aux dérivées par-
tielles extrémement complexes & résoudre aussi bien analytiquement que numériquement.
Cette complexité est notamment issue du nombre de variables et du nombre d’équations
intervenant dans les systémes ainsi que de la structure méme de ceux-ci (couplages, non
linéarités, termes intégro-différentiels). Les infrastructures informatiques actuelles ne per-
mettent pas d’obtenir des solutions suffisamment précises via des résolutions numériques
directes. On a alors recours a des modeéles approchés qui eux, sont plus simples & résoudre.
Les modeles Py constituent une famille, parmi d’autres, de tels modéles approchés. Dans
cette thése, nous étudions ces modeéles sous ’angle de 'analyse mathématique et propo-
sons des méthodes numériques efficaces pour leur résolution.

Avant d’entrer dans les détails mathématiques, nous nous intéressons tout d’abord au
contexte général de cette these. Celle-ci s’inscrit dans le cadre de la simulation numérique
d’expériences de fusion par confinement inertiel (FCT). Les expériences de FCI ont pour
objectif d’initier la fusion nucléaire au sein d’un mélange de deux isotopes de ’hydro-
géne (deutérium et tritium, abrégé DT) au moyen de faisceaux lasers. Cette fusion est
obtenue en chauffant et en comprimant de maniére extréme le combustible emprisonné
dans une microcapsule de forme sphérique appelée cible. On distingue deux modes de
dépot d’énergie par les lasers : I'attaque directe et indirecte. Dans 'attaque directe, la
cible est directement soumise aux faisceaux lasers. Dans ’attaque indirecte, les faisceaux
lagers chauffent tout d’abord un conteneur cylindrique entourant la cible qui transmet
alors son énergie & cette derniére sous forme de rayonnements X. Quel que soit le mode
de dépdt d’énergie choisi, la compression du DT au centre de la cible se fait par conser-
vation de I'impulsion (effet fusée). Si les conditions thermodynamiques sont suffisantes,
une réaction de fusion apparait. On appelle alors conditions d’ignition les conditions re-
quises pour que cette premiére réaction de fusion entraine une fusion auto-entretenue.
Un des points capitaux a 'optimisation du rendement énergétique des expériences de la
FCI est la réduction des instabilités hydrodynamiques apparaissant au sein du dispositif.
Ces instabilités sont notamment issues de la non uniformité du dépot d’énergie effectué
par les lasers sur la cible. Plusieurs dispositifs de FCI existent dans le monde. Parmi eux,



on distingue le NIF (National Ignition Facility) aux Etats-Unis et le LM.J (Laser Méga-
joule) en France. Ces dispositifs permettent d’obtenir des résultats expérimentaux afin
d’éprouver les méthodes numeériques simulant la FCI. Ces méthodes numériques consti-
tuent un grand challenge puisqu’elles doivent coupler plusieurs modéles physiques pour
simuler correctement tous les phénomeénes intervenant dans l'expérience : interactions
laser-plasma, hydrodynamique radiative, plasmas, modéles multifluide... Dans le cadre
de cette thése, on s’intéresse a la simulation numérique de problémes d’hydrodynamique
radiative. On s’intéresse également aux problémes, plus simples, de transfert radiatif,
ou la matiére est supposée figée. Un intérét particulier est mis sur le développement de
méthodes numériques robustes qui préservent la symétrie sphérique, qui, comme nous
I’avons vu, est capitale dans les expériences de FCI.

On introduit & présent de maniére succinte le cadre mathématique des problémes
étudiés dans cette thése. Les problémes de transport de photons sont largement étudiés et
sont décrits en détails dans [MWMN99], [Cha60] ou encore [Cas04]. L’évolution temporelle
d’une population de photons se modélise avec une équation cinétique dont la forme
générale s’écrit :

1
Eﬁtu—i-w-Vu: S, (1)

avec u = u(t,x,w,v) est la fonction inconnue symbolisant l'intensité radiative du rayon-
nement (une définition rigoureuse sera donnée par la suite). Les quantités ¢ € [0, +o00],
r €R3 weS?et ve|0,+00] désignent respectivement les variables de temps, d’espace,
de direction et de fréquence. On note d la dimension spatiale et S? la sphére unité de R3.
L’opérateur S représente les interactions des photons avec le milieu traversé. L’intensité
u est une fonction de 7 variables : temps (1), espace (3), direction (2) et fréquence (1).
En transfert radiatif, 'opérateur S prend la forme générale suivante :

dw’
S=—-owu+0,B(v,T)+ o u—, (2)
S2 47T

ol 0y = 05 + 04, 04 €t 05 désignent respectivement les opacités totale, d’absorption et
de scattering du milieu et sont des données du probléme. La fonction B correspond & la
fonction de Planck et dépend de la fréquence v et de la température de la matiere T'.
L’opérateur de collision S dépend des quantités thermodynamiques propres du milieu.
En conséquence, on doit fermer le modeéle en ajoutant une ou plusieurs équations modé-
lisant I’évolution dynamique et thermodynamique de la matiére. Lorsque la matiére est
supposée au repos (c’est-a-dire a vitesse nulle), cette équation supplémentaire s’écrit :

400
Oie = —Sg = —/ Sdwdv,
0 S2

ol € = pc, T avec ¢, la capacité thermique massique et p la densité volumique du milieu.
En sommant cette derniére équation et le moment angulaire d’ordre 0 de I’équation (1),
on obtient alors une loi de conservation sur 1’énergie totale du systéme :

e+ E)+V-F=0,



avec E = (1/¢) [ udw et F = [ uwdw. En hydrodynamique radiative, la matiére n’est
plus supposée au repos et I’équation (1) est couplée aux équations d’hydrodynamique,
par exemple les équations d’Euler :

Op+ V(pv) =0,
(pv) +V(pv @ v +p) = —Sp,
du(pe) + V(pev + pv) = —Sp,

oil p est la masse volumique du fluide, v sa vitesse, p sa pression et e = € + v?/2 son
énergie spécifique totale (interne plus cinétique). Le terme source Sp correspond aux
échanges d’impulsion entre le rayonnement et la matiére :

1 [T
Sp = —/ Swdwdy.
C 0 S2

En sommant ’équation sur I’énergie du systéme d’Euler avec le moment angulaire d’ordre
0 de (1), on obtient une loi de conservation sur I’énergie totale du systéme :

di(pe+ E)+V - (pev +pv + F) = 0.

De méme, en sommant 1’équation sur 'impulsion du systéme d’Euler avec le moment
angulaire d’ordre 1 de (1), on obtient une loi de conservation sur I'impulsion totale du
systéme :

di(pv + F/) +V - (pv@v+ P) =0,

avec P = (1/c) fg2 uw ® wdw. La forme de 'opérateur S est de telle sorte que le couplage
entre le rayonnement et la matiére est fortement non linéaire. La résolution du systéme
complet par des simulations numeériques directes est donc trés difficile. Il est alors né-
cessaire de développer des modeéles approchés plus simples & résoudre. De nombreuses
méthodes existent et une bréve hiérarchie de celles-ci a été établie dans [Bru02]. On
distingue deux familles de méthodes : les méthodes probabilistes (Monte-Carlo), et les
méthodes déterministes. Les méthodes Monte-Carlo sont aujourd’hui trés utilisées car
elles constituent des méthodes précises et facilement parallélisables. Leur défaut majeur
réside dans le fait qu’elles générent du « bruit » d’origine stochastique ce qui pertube la
symétrie sphérique des phénoménes physiques apparaissant en FCI. Parmi les méthodes
déterministes, plusieurs approches sont possibles; les modéles basés sur des approxima-
tions type diffusion, la méthode des ordonnées discrétes (appelée aussi méthode Sy) et
les modeles aux moments font partie des méthodes les plus utilisées. Nous décrivons ici
ces méthodes en quelques mots. Le modeéle dit « de diffusion », valable uniquement dans
un certain régime, s’obtient en considérant le premier moment angulaire de 1’équation
(1) :
oE+V-F=5g,

Dans le régime diffusion, dans lequel les phénomeénes de collisions sont prépondérants
devant les phénomeénes de transport, la loi de Fick est vérifiée en premiére approximation
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etona: F = —(c/30;)VE. De la sorte, on obtient 1’équation suivante :

@E—V-(iVE>:&;

30

La densité d’énergie radiative vérifie alors une équation parabolique dont la résolution
numeérique est beaucoup plus abordable que celle de (1). Néanmoins, I’approximation ef-
fectuée ici n’est valable que dans un régime bien particulier (régime diffusion) et s’avere
peu précise dans les autres régimes (régime transport par exemple). Pour pallier ce dé-
faut, des corrections mineures ont été aportées a ce modéle; par exemple les modéles
basés sur la théorie de la diffusion & flux limité. Néanmoins, ces modéles ne garantissent
pas une précision suffisante dans tous les régimes possibles. La méthode des ordonnées
discrétes, elle, ne présuppose pas de se placer dans un régime particulier. Cette méthode,
initialement introduite dans [Cha60], reste la plus utilisée et étudiée parmi les méthodes
déterministes. [L’idée générale consiste & supposer la forme suivante pour l'intensité ra-
diative w :

N
u(t,z,w,v) = Zuk(t,x,wk, v)0(w — wy), (3)
k=1

ol (wg)1<k<n sont N directions particuliéres et avec ¢ la distribution de Dirac. De la
sorte, I’équation (1) devient un systéme de N équations de la forme :

1
Eﬁtuk + wy - Vug = Sg.

Les termes intégraux dans les termes sources sont alors approchés par des quadratures.
Cette méthode rencontre un large succés de par sa simplicité d’implémentation et d’opti-
misation. Elle souffre cependant d’un défaut majeur bien connu, les « effets de raies », qui
apparaissent lorsque ’on se place en dimension d’espace supérieure a 1. Dans le cadre de
la simulation d’expérience de FCI ou la symétrie sphérique joue un role prépondérant, ce
défaut nous contraint & rechercher des méthodes plus adaptées. Les modéles Py sont, eux,
une forme particuliére de modéles aux moments. Ceux-ci se basent sur une décomposition
de l'intensité radiative u sur une base tronquée de fonctions d’harmoniques sphériques.
[’avantage des modeéles Py réside dans le fait qu’ils sont arbitrairement précis en angle
et qu’ils donnent lieu & des systémes linéaires. De plus, ils n’introduissent pas de pertur-
bation & la symétrie sphérique. C’est donc sur ces modéles que se porte notre étude dans
le cadre de cette these.

Dans cette thése, on met donc 'accent sur la discrétisation des modeles Py en géomé-
trie 1D sphérique. La littérature a propos des modéles Py est peu fournie; lorsque I'on
se place en géométrie 1D sphérique les résultats sont rares ([Mard7], [RW67], [Deb67]).
De maniére générale, le modeéle Py s’écrit sous la forme d’un systéme de lois de bilan de
taille de N + 1 de la forme :

1 1
U +A0,U + ~GU = ~oU +0,JU + Q.

On distingue dans ce systéme un terme source formé de deux contributions. Le terme
(1/r)GU correspond aux effets géométriques. Le terme —oyU + 05 JU + @ correspond
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aux interactions entre le rayonnement et la matiére. Ces deux termes sources sont poten-
tiellement raides : le terme géométrique devient raide au voisinage de » = 0 et le terme
physique est raide lorsque o devient grand, ce qui est fréquent dans les applications. Il
faut donc étre capable de construire une discrétisation de fagon & étre précis méme dans
les régimes ol ces termes sources deviennent raides. On parle alors de schéma asymp-
totic preserving lorsque 'erreur de consistance de la discrétisation est consistante avec
le développement asymptotique & l'ordre 1 de I’équation dans la limite considérée. La
discrétisation des systémes hyperboliques avec terme source raide est un probléme qui a
été tres étudié récemment ([JL96], [GT02]). Ces schémas sont appelés schémas préser-
vant ’asymptotique. De récents travaux ont montré que, dans certains cas, il suffit de
construire un schéma bien équilibré (abrégé WB pour « well-balanced »), i.e. qui capture
exactement les solutions stationnaires, pour obtenir un schéma préservant 'asympto-
tique (abrégé schéma AP pour « asymptotic preserving »). C’est 'approche que nous
avons retenue dans cette thése : contruire un schéma WB pour le systéme étudié.

Le premier chapitre de cette thése est dédié & quelques rappels de modélisation a
propos des problémes de transport de photons. On commence par définir les grandeurs
décrivant une population de photons se déplacant dans I’espace. On introduit ensuite les
différents types d’interactions que peuvent avoir ces photons avec le milieu traversé et
on définit des notations adaptées. On finit par dériver I’équation de transfert modélisant
I’évolution temporelle d’'une population de photons en interaction avec le milieu traversé.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle les propriétés satisfaites par les solutions de
I’équation de transport linéaire en géométrie 1D sphérique. Puis, on construit le modéle
Py associé et on procéde & son analyse mathématique. En particulier, on s’intéresse aux
propriétés conservées par passage de l’équation de transport au modéle Py. On étu-
die ensuite les états stationnaires du modéle Py avant de construire un schéma bien
équilibré pour le systéme étudié. Enfin, on procéde a ’analyse numérique du schéma en
regardant les propriétés de conservation, le caractéere WB, le caractére AP et la stabilité.
On compléte notre étude par quelques résultats numériques illustrant les propriétés pré-
cédentes et on compare les résultats obtenus avec des simulations issues de la littérature.
On s’intéresse enfin aux équations du transfert radiatif, c’est-a-dire & la prise en compte
du couplage non linéaire & la matiére et de la dimension fréquentielle. Une extension
multigroupe a trois températures (ions, électrons, rayonnement) du schéma est proposée.

Le troisiéme chapitre est dédié a 1I’étude mathématique des modéles d’hydrodyna-
mique radiative. Partant du constat qu’il n’existe pas de consensus dans la littérature
sur le choix du modeéle & discrétiser, on focalise notre étude au cas d’'une géométrie 1D
plane. On dresse ensuite une hiérarchie non exhaustive de modéles dits « mixed-frame ».
On compare les modeéles suivant les propriétés qu’ils satisfont : conservation de I’énergie
et de 'impulsion, ordre de précision en v/c des effets comobiles, précision angulaire, com-
portement en limite diffusion et existence d’une structure entropique. On identifie des
défauts sur des modeles existants (choix entre conservation et entropie) et on propose
de nouveaux modeles basés sur ’approximation Py. Ces nouveaux modéles possédent
toutes les propriétés listées plus haut.
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Chapitre 1

(Généralités sur la modélisation des
problémes de transfert radiatif

Dans ce chapitre, on rappelle quelques éléments de modélisation des problémes de
transfert radiatif. On présente tout d’abord le formalisme mathématique utilisé pour dé-
crire un rayonnement lumineux. On s’intéresse ensuite a la modélisation des interactions
entre un rayonnement et un milieu matériel au repos, i.e. a vitesse nulle. Puis, a l'aide
d’un bilan d’énergie, on dérive les équations du transfert radiatif. Celles-ci forment un
systeme fermé de deux équations régissant la distribution des photons et la température
de la matiére. Dans un cas simplifié, on présente ensuite une famille de modéles, appelés
modeéles Py, basés sur une décomposition en harmoniques sphériques de la distribution
de photons et approchant les équations du transfert radiatif dans la limite N — oo. En-
fin, on s’intéresse aux transformations de Lorentz pour le rayonnement afin de prendre en
compte les effets d’entrainements apparaissant dans les interactions rayonnement /matiére
lorsque la matiére n’est pas au repos.

Dans tout ce chapitre, la modélisation adoptée est limitée au cadre suivant, défini
dans [RSUR13] : (1) on suppose que la densité de photons est suffisamment grande de
telle sorte qu’il soit possible de calculer des moyennes sans que 'erreur stochastique soit
trop élevée, (2) les effets d’interférence sont négligés, i.e. les photons sont incohérents,
(3) on néglige les phénomenes de diffraction et de réflexion des photons, (4) on suppose
que la lumiére n’est pas polarisée, (5) les photons se déplacent & la vitesse ¢ de la lumiére
dans le vide quel que soit le milieu matériel traversé.

On adopte en outre les conventions mathématiques suivantes. La variable de temps
est notée ¢ € [0, 4+oo[ et la variable d’espace = € R?, ot d = 1,2,3 désigne la dimension
d’espace. On note S? la sphére unité de R? et w € S? la variable angulaire. La variable
de fréquence est notée v €0, +o00].

1.1 Description du rayonnement

Dans cette partie, on définit les quantités nécessaires pour décrire le rayonnement. Le
chapitre 6 de [MWNM99] introduit ces notions de maniére précise. On présente dans cette
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section un résumé succinct de ce chapitre. A I’échelle microscopique, le rayonnement est
constitué d’une population de particules, les photons, se déplacant en ligne droite a la
vitesse de la lumiére c.

Définition 1.1. Soit N le nombre de photons contenus & l'instant ¢ dans un volume
dx autour d’un point x, se déplacant & la vitesse ¢ dans un angle solide dw autour dune
direction w et de fréquence comprise dans un intervalle [v, v + dv|. On définit la densité
de photons v par 1’égalité :

ON = ¢(x,t,w,v)dwdvdz. (1.1)

Définition 1.2. Soit §F la quantité d’énergie transportée dans un intervalle de temps
[t,t + dt[ a travers une surface dS autour d’un point z, par les photons se déplacant a la
vitesse ¢ dans un angle solide dw autour d’une direction w et de fréquence comprise dans
un intervalle [v,v + dv[. On a alors :

OF = chvi(z,t,w,v){w, dS)dwdvdt, (1.2)
ol h désigne la constante de Planck. On définit alors l'intensité radiative I par I’égalité :
I(z,t,w,v) = chvp(x, t,w, v). (1.3)

L’intensité radiative fournit une description cinétique compléte du rayonnement. Ses
moments angulaires successifs possédent quant & eux une signification physique bien
particuliére comme le montrent les définitions ci-dessous.

Définition 1.3. On définit la densité d’énergie radiative monochromatique FE, telle que
la quantité d’énergie contenue & l'instant ¢ dans un volume dx autour d’un point z, par
les photons de fréquence comprise dans un intervalle [v, v + dv[ soit égale & E,dzdyr. On
a alors d’apres (1.1) :

1
E,(z,t,v) :/ hvi(x,t,w,v)dw = —/ I(z,t,w,v)dw. (1.4)
S2 C Js2

De méme, on définit la densité d’énergie radiative totale E telle que la quantité d’énergie
contenue & l'instant £ dans volume dz autour d’un point z, par la totalité des photons
soit égale & Edz. On a alors d’aprées (1.1) :

+o00 1 [T
E(z,t) :/ ?{ hvi(x,t,w,v)dwdy = —/ / I(z,t,w,v)dwdy. (1.5)
0 4m ¢ Jo S2
Définition 1.4. On définit le vecteur flux d’énergie radiative monochromatique F), tel
que la quantité d’énergie transportée dans un intervalle de temps [t, ¢ + dt[ & travers une

surface dS autour d’un point z, par les photons de fréquence comprise dans un intervalle
[v,v 4 dv| soit égale a (F,,dS)dtdv. On a alors d’apres (1.1) :

F,,(x,t,y):/ chm/)(x,t,w,y)wdw:/ I(z,t,w, v)wdw. (1.6)
S2 S2
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De méme, on définit le vecteur flux d’énergie radiative total F' tel que la quantité d’énergie
transportée dans un intervalle de temps [t,t + dt[ & travers une surface dS autour d’un
point x, par la totalité des photons soit égale & (F,dS)dt. On a alors d’apres (1.1) :

+o0 400
F(x,t) = / / chvip(z, t,w, v)wdwdy = / / I(z,t,w, v)wdwdy. (1.7)
0 S2 0 S2

En outre, la quantité (1/c?)F représente la densité d’impulsion radiative portée par les
photons.

Définition 1.5. On définit le tenseur de pression radiative monochromatique P, tel que
la quantité d’impulsion transportée dans un intervalle de temps [t,¢ + dt[ & travers une
surface d.S autour d’un point x, par les photons de fréquence comprise dans un intervalle
[v,v 4 dv| soit égale & P, : dSdtdv. On a alors d’aprés (1.1) :

1
P,(z,t,v) = / hv(z,t,w,v)w @ wdw = — / I(z,t,w,v)w @ wdw. (1.8)
S2 C Js2
On définit le tenseur de pression radiative total P tel que la quantité d’impulsion trans-
portée dans un intervalle de temps [t, ¢ + dt] & travers une surface dS autour d’un point
x, par la totalité des photons soit égale a P : dSdt. On a alors d’aprés (1.1) :

+00 1 [t
P(x,t) :/ / hvi(z,t,w, v)w @ wdwdy = —/ / I(z,t,w,v)w@wdwdy. (1.9)
0 s? ¢Jo s?

1.2 Modélisation des interactions rayonnement / matiére

Dans cette section, on étudie comment le rayonnement interagit avec la matiére.
Encore une fois, on propose un bref résumé du chapitre 6 de [MWN99] ou ces notions
sont introduites avec précision. On définit tout d’abord les quantités nécessaires pour
décrire ces interactions dans le cadre général. Puis, on étudie plus particuliérement le cas
ou la matiére est au repos, i.e. a vitesse nulle. Le cas ou la matiére est en mouvement
sera étudié précisement dans la section 3.1.

Définition 1.6. Soit dF la quantité d’énergie absorbée dans un intervalle de temps
[t,t+dt[, par un volume de matiére de longueur d¢, de section dS situé autour d’un point
x, orienté perpendiculairement a un rayonnement se propageant dans un angle solide dw
autour d’une direction w, dans une bande de fréquence [v, v+ dv[. On définit le coefficient
d’extinction x = x(z,t,w,v) par 'égalité :

OF = x(z,t,w,v)I(z,t,w,v)dldSdwdydt. (1.10)

Définition 1.7. Soit JF la quantité d’énergie émise dans un intervalle de temps [t, t+dt],
par un volume de matiére de longueur d¢, de section d.S situé autour d’un point z, dans
un angle solide dw autour d’une direction w, dans une bande de fréquence [v,v + dv[. On
définit le coefficient d’émission n = n(z,t,w,v) par I'égalité :

OF = n(z,t,w,v)dldSdwdvdt. (1.11)
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Il est important de distinguer ici deux types différents d’interactions entre la matiére
et le rayonnement : ’émission/absorption et le scattering. Dans le premier cas, I’énergie
du rayonnement est absorbée par la matiére au profit de son énergie interne; c’est 1’ab-
sorption. L’émission est le processus inverse : I’énergie interne de la matiére est extraite
et convertie en énergie radiative. Le scattering est le phénoméne dans lequel un photon
incident de direction w et de fréquence v est absorbé et réémis instantanément par la
matiére avec une direction w’ et une fréquence v/ différentes. Le changement de direction
et le décalage en fréquence sont déterminés par un noyau de scattering. Contrairement
a I’émission/absorption, aucun transfert d’énergie n’a lieu entre le rayonnement et la
matiére lors du scattering d’'un photon.

Définition 1.8. On définit, et on note x, = xo(z, t,w,v) et 7, = nq(x,t,w,v), les
coefficients d’extinction et d’émission associés au processus d’émission/absorption. De
méme, on définit, et on note xs = xs(x,t,w,v) et ns = ns(x,t,w,v), les coefficients
d’extinction et d’émission associés au processus de scattering. On a alors les égalités :

X(x? t’w’ V) = X(l(a"" t?w? V) + Xs(,f[," t?w? V)’ (]"]'2)

et
n(x,t,w,v) = ne(z, t,w,v) +ns(x, t,w,v). (1.13)

On s’intéresse & présent aux expressions des coefficients d’extinction et d’émission
dans le cas particulier ou la matiére est au repos (i.e. vitesse nulle) a I’équilibre thermo-
dynamique local (ETL).

Propriété 1.1. Lorsque la matiére est au repos a I’ETL, les coefficients mateériels d’ex-
tinction x, x4 et xs sont isotropes (i.e. indépendants de la direction w) et s’identifient
aux opacités du matériau :

Xa = 0ay, Xs =0s, X =0¢t=0q+0s, (1'14)

avec oy = oy(x,t,v), 04 = 04(x,t,v) et 05 = 04(x,t, V) respectivement les opacités totale,
d’absorption et de scattering de la matiére. Les valeurs de ces derniéres sont données soit
par des formules analytiques, soit par des tables d’opacités empiriques ou fournies par
des codes de physique atomique.

Propriété 1.2. Lorsque la matiére est au repos & 'ETL, les coefficients d’émission 7,
et 1 sont isotropes et donnés par les expressions suivantes :

Na = 0aB, ns :Us<I>7 (1.15)

oil on a noté (.) 'opérateur moyenne sur S?, B = B(v,T) la fonction de Planck (ou
planckienne) et 7' = T'(z,t) la température de la matiére. La fonction de Planck re-
présente l'intensité radiative du rayonnement émis spontanément par un corps noir a la
température T et est définie par :

B(v,T) = =——(etr —1)7}, (1.16)



ou h et k sont les constantes de Planck et de Boltzmann. On note, en outre, qu’on
a effectué ’hypotheése d’un scattering isotrope et cohérent, c’est-a-dire que le photon
incident ne subit pas de changement de fréquence et que sa direction de réémission est
distribuée uniformément sur la sphére S2.

Remarque 1.1. Les hypothéses d’équilibre thermodynamique local et du scattering iso-
trope cohérent sont implicitement supposées dans toute la suite du document.

Propriété 1.3. Le rayonnement émis par un corps noir a la température 7', dont 1'in-
tensité est donnée par la fonction de Planck, vérifie la loi de Stefan : la densité d’énergie
rayonnée est proportionnelle a 7% et vaut

1 +oo 4 87['5k4
E/O\ éwB(V7 T)d(AJdV =aTl s a = m (117)

La constante a est appelée constante radiative.

1.3 Equations du transfert radiatif

L’équation de transfert est ’équation qui régit ’évolution de I'intensité radiative I.
La méthode de dérivation de cette équation est présentée dans [MWNO9], §76. L'idée
générale est d’effectuer un bilan d’énergie radiative dans un intervalle de temps [¢, ¢+ dt],
dans un volume de longueur d¢, de section droite dS autour d’un point z, transportée
dans un angle solide dw autour d’une direction w normale a dS, dans une bande de
fréquence [v,v 4 dv[. Par conservation de I’énergie totale, la différence entre la quantité
d’énergie sortant du volume en x + dz & t + dt et la quantité d’énergie rentrante en = a
t est égale & la différence entre quantité d’énergie émise et quantité d’énergie absorbée
par la matiére dans le volume pendant Uintervalle de temps [¢t, ¢ 4 dt[. Formellement, cela
s’écrit a 'aide de (1.2), (1.10) et (1.11) :

(I(x +dz,t + dt,w,v) — I(z,t,w,v))dSdwdvdt

1.18
= (n(z, t,w,v) — x(z, t,w,v)I(x,t,w,v))dldSdwdydt. (1.18)
En divisant les deux membres par dldSdwdvdt, il vient avec 1’égalité df = cdt :
1
E&J—i—w-VIzn—xI. (1.19)

Cette derniére équation est la forme générale de 1’équation de transfert. C’est une équa-
tion de transport avec terme source qui décrit, dans son membre de gauche, le transport
d’énergie radiative au sein du domaine et, dans son membre de droite, les échanges éner-
gétiques avec la matiére. Telle qu’on l’a écrite, (1.19) est valable que la matiére soit au
repos ou non, puisqu’on n’a pas précisé les expressions des termes sources. Dans le cas
ou la matiére est au repos, le terme source général n — xI de (1.19) se réécrit a 1'aide de
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(1.14) et (1.15) :
n(z, t,w,v) — x(x, t,w,v)I(z, t,w,v) = og(z,t,v)[B(v,T(z,t)) — I(z,t,w, V)]

,dw
+ os(z,t,v) I(z,t,w' v)— — I(z,t,w,V)
S2 47

(1.20)
On voit que I’équation de transfert est couplée a la matiére par I'intermédiaire des opacités
04, 0s et de la température T'. Les opacités sont données par des formules analytiques,
ou des tables de valeurs, qui dépendent de la masse volumique et de la température de
la matiére. La seule équation (1.19) avec (1.20) ne définit pas un systéme fermé. Il est
nécessaire d’ajouter une équation supplémentaire régissant la température de la matiére
dans le milieu. D’aprés le premier principe de la thermodynamique, on a l’équation
suivante :

+oo
D =q qat) = — /0 7{ ool b, ) B T(@, 1)) — I b, V)]dwdy,  (1.21)

ou ¢ = g(x,t) = pc, T est la densité d’énergie interne de la matiére et ¢ la quantité
de chaleur (d’énergie) transmise par unité de temps du rayonnement & la matiére. En
outre, p et ¢, sont connues et désignent respectivement la masse volumique et la capacité
thermique spécifique de la matiére. Les équations (1.19) (avec terme source (1.20)) et
(1.21) sont appelées équations du transfert radiatif et forment le systéme fermé suivant :

1

-l +w-VI=n—xI,
c

at(pch) =4q,

ou 1 — xI et g sont respectivement donnés par (1.20) et (1.21). En intégrant ’équation
de transfert en fréquences et en approchant les opacités spectrales, i.e. dépendantes de la
fréquence, par leur moyenne sur tout le spectre, on obtient le systéme suivant modélisant

(1.22)

le transfert radiatif gris, 7.e. moyenné en fréquence :

1 o [ac, 4 .
~0d +w-VI =7, <ET - 1) +7,() — 1),
Oi(pe,T) = —Fac(aTt — 4n (1)),

(1.23)

ou I = I(x,t,w) désigne ici 'intensité radiative intégrée en fréquences et ot on a noté
(-) 'opérateur moyenne sur S? de sorte qu’ici (I) désigne la moyenne de I sur toutes les
directions w. De plus, &, et s représentent respectivement les moyennes en fréquences
des opacités spectrales o, et ;.

On a vu précédemment que les moments angulaires de 'intensité radiative possédent
une interprétation physique particuliére. Il en est de méme pour les moments angulaires de
I’équation de transfert que 1’on présente ci-dessous. Les deux premiers moments, 1’énergie
et I'impulsion, intégrés en fréquence de (1.19) s’écrivent :

400
OE+V . -F = /0 /S2 n(w,v) — x(w, V)] (w,v)]|dwdr, (1.24)
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+00
6—123tF +V-P= %/ / n(w,v) — x(w,v)](w, v)|wdwdy. (1.25)
0 S?

Ces deux équations sont respectivement des lois de bilan pour la densité d’énergie et
la quantité de mouvement radiatives. En particulier, les termes sources représentent les
échanges de ces grandeurs physiques entre la matiére et le rayonnement. On introduit
alors, identiquement a [Cas04], chapitre 6, les quantités suivantes.

Définition 1.9. On définit, et on note G° et g, les quantités d’énergie et d’impulsion
transmises de la matiére au rayonnement par unité de volume et de temps (& un facteur
1/c prés). D’apres (1.24) et (1.25), celles-ci s’expriment :

—+oco
Gty =1 [ [ et = xas b)) (1.26)

1 [ree
gz, t) = E/o /S2 m(x,t,w,v) — x(z,t,w,v)(z,t,w,v)|wdwdy. (1.27)

Propriété 1.4. Dans le cas particulier ou la matiére est au repos, les expressions pour
GY et g se rééerivent avec (1.14) et (1.15) :

0 1 oo
G (x,t) = E/ ou(z, t,v)4nB(v,T(x,t)) — cE,(z,t,v)]dv, (1.28)
0
1 [t
g(x,t) = _E/o oi(z,t,v)F,(x,t,v)dv. (1.29)

Ces expressions se simplifient dans ’approximation grise, i.e moyennée en fréquence,

pour devenir :
GO(x,t) = 54(z,t)[aT (z,t)* — E(z,1)], (1.30)

gl t) = —%@(m,t)F(m,t), (1.31)

ou &, et gy désignent les moyennes d’opacités sur tout le spectre de fréquence.

1.4 Modéle Py pour le transfert radiatif gris 1D plan

La méthode Py est une méthode d’approximation de 'opérateur de transport basée
sur la projection de celui-ci sur une base tronquée d’harmoniques sphériques. Cette mé-
thode peut donc s’appliquer dés que le probléme rencontré fait intervenir I’équation de
transport (photonique, neutronique, transport de particules et bien d’autres) ; autrement
dit, elle n’est pas propre au probléme de transfert radiatif. Une présentation générale de
la méthode est exposée dans [Bru00] et [Bru(2]. L’application de la méthode Py pour
le transfert radiatif fait 'objet d’un projet prospectif mené au CEA depuis 2009, qui se
décline sous la forme d’une succession de travaux de stages sur les sujets suivants :
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— schémas Py explicites et implicites « Asymptotic Preserving » pour le transfert
radiatif en 1D plan,

— extensions de la méthode Py aux cas 1D sphérique et 2D axisymétrique,

— adaptation de la méthode Py a des architectures hybrides (CPU/GPU),

— extension de la méthode Py au multigroupe,

— étude des schémas Py d’ordres élevés.
Dans cette section, on rappelle brievement la théorie mathématique et la dérivation du
modeéle Py 1D plan pour les équations du transfert radiatif gris. Comme on se place en
géométrie 1D plane, on note, dans cette section, x € R la variable d’espace et p € [—1,1]
la variable de direction telle que 4 = n - e,, ol e, est le vecteur unitaire orthogonal au
plan invariant. Le systéme étudié, dont on veut écrire le modéle Py associé, s’écrit :

(1
=0 + p0yI = o4(x,t) {£T4(x,t) - I(x,t,,u)]
c dm

routon) | [ 11 O it (CA7] FREE™)
1

ulir, 1) [T, ) — 1o, 1, )] dQ—“

O(peuT) = —dr /

\ —1

Le modeéle Py 1D plan est obtenu par projection de I’équation de transfert des photons
sur la base orthonormée des polynémes de Legendre, notés P,,. La projection sur un de
ces éléments donne :

1 b dp s ! g
EatI" + 47 ,uPn(,u)(?IIT = oglacT0p 0 — I, + 05 |47 I(x,t,p )75,170 -1,
1 —1
(1.33)
ou I, est le n-iéme coefficient de I dans la base orthonormée des polynomes de Legendre
normés, aussi appelé n-iéme moment :

1

+oo . . d,u
Havton) = 3 LaPali), Tu(ot) =47 [ TP (139
n=0 -

L’approximation Py consiste a considérer comme nuls les moments d’ordres supérieurs
a N. Cela forme la condition de fermeture :

¥n>N, I,=0, (1.35)

qui permet de tronquer la somme infinie en une somme de N + 1 éléments :

N
It 1) = S L, ) Pa(p). (1.36)

n=0

En utilisant la relation de récurrence sur les polynémes de Legendre normés

= nPa1(p) + (4 1) P (1)
wbalp) = V@ =1)2n +1)
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il vient :

1 nl, 1+ (n+ 1)1
SO0, + 0, | —2=L (nt Dl | oalacT*6,0 — L) + 0s[Iodno — I].  (1.38)
c V(2 —1)(2n +1)
ou encore, en notation vectorielle :
1
—omu + Adyu = (o4facTt — Iy, —o¢I4, ..., —oidn), (1.39)
c
avec u = (Ip,...,Iy)! et A la matrice constante, réelle, symétrique, de taille (N + 1) x
(N + 1), définie par :
+ 1 141
Aij = . i1 Oj,i+1 = Aji- (1.40)

V(27 +1)(27 + 3) V(20 +1)(2i + 3)

Le systéme total est obtenu par la combinaison de (1.39) et de (1.21) :

1
~Or+ Adsu = (oalacT = Io], o1y, ..., —orIy)', (141)

Oi(pc,T) = —oglacTt — Io].

Le modele Py 1D plan (1.41) est constitué d'un systéme de taille N+1 couplé a I’équation
de la matiére, ce qui porte a N + 2 la taille du systéme total. Le systéme est un systéme
de lois de conservation (SLC) avec termes sources. Sa matrice jacobienne A est constante,
ce qui confére la propriété de linéarité au SLC homogeéne (i.e. sans termes sources) :

1
—du+ Adyu = 0. (1.42)
c

L’étude de la structure propre de la matrice A est effectuée dans [Bru00] et on a I’égalité
suivante :

— || emmw . enrmw | [
Al Pu(p) | = \/(Qn—l)(2n+1)+\/(2n+1)(2n+3) = h | Puln)

Vpe [-1,1],  Pnii(p) =0,

il vient :

— les valeurs propres de A sont les N + 1 racines réelles distinctes A\; du polynome
Ppyq sur [—1,1], o
les vecteurs propres a droite associés sont donnés par ry = (..., Py(Ag),...)",
A étant symétrique réelle, les vecteurs propres a droite et & gauche sont les mémes,
— la matrice A est diagonalisable dans R, de valeurs propres simples,
— le SLC (1.42) est strictement hyperbolique.
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Le couplage de (1.39) avec I’équation de la matiére se fait uniquement sur les moments
d’ordre zéro. En effet, les moments d’ordre k > 0 vérifient ’équation :

1
—Oyuy, + 6x(Au)k = —Ooug, (1.44)
C

qui se résout indépendamment de la température de la matiére T'. Le systéme caracté-
ristique du couplage avec la matiére ne s’écrit qu’avec les moments d’ordre zéro :

1
E&guo + GI(Au)O = Ua(aCT4 - U(]),
O(pc,T) = —oq(acT* — ug),

(1.45)

Ces équations sont non-linéaires en la variable 7.
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Chapitre 2

Analyse mathématique et
numérique des modeéles Py pour
I’équation de transport de photons
dans un milieu matériel figé en
géométrie 1D sphérique

On s’intéresse & I’équation de transport de photons dans un milieu matériel figé en
géométrie 1D sphérique :

1— 2
'uﬁﬂu:—au—i—as(u)—i—q, t>0, reQ, —-l<u<l, (2.1)

1
Eatu + poru +

avec () est un ouvert de |0, 400[ et ol ¢, r, u représentent respectivement les variables de
temps, d’espace et d’angle. La fonction inconnue wu représente l'intensité du rayonnement
et est de la forme :

u: [0,+00[xQx]-1,1] — R
(t,ryp) = wu(t,r,p),

avec Q) l'adhérence de  dans ]0, +o0o[. On note ¢ > 0 la vitesse (constante) de la lumiére,
o et o4 les opacités d’absorption et de scattering de la matiére et ¢ la source spontanée de
photons dans le milieu. Toutes ces quantités sont données. On suppose que les opacités o,
o et la source q dépendent de la variable spatiale r et sont positives avec 0 < o, < ¢. On
deéfinit en outre 0 < a = 05/0 < 1. La notation (-) désigne 'opérateur moyenne angulaire
défini par () = [1, f(u) 4.

La résolution numeérique de I’équation (2.1), et notamment les difficultés de discréti-
sation des effets géométriques, a fait 'objet de plusieurs études par le passé. La méthode
des ordonnées discrétes est la méthode déterministe la plus couramment utilisée pour
la résolution de (2.1). Dans I’application de cette méthode, I'un des principaux éléments
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importants dans la précision des résultats réside dans la discrétisation du terme de dérive
sur la variable angulaire. Les articles [RL70], [WMO91], [Lat00], [MacO7] proposent a ce
sujet plusieurs discrétisations possibles de ces effets géométriques. Des résultats obtenus
via cette méthode, il résulte le constat suivant : quelle que soit la discrétisation utilisée,
une faible précision des solutions numériques est constatée au centre de la sphére (r = 0).
Ce phénomene est couramment appelé « flux-dip ». La précision des solutions numériques
au voisinage de r = 0 est essentielle pour la simulation d’expérience de FCI. On constate
de plus des phénomeénes oscillatoires apparaissant au niveau des discontinuités de 'opa-
cité. Ici, notre objectif est de construire une discrétisation de ’équation (2.1), basée sur
la méthode Py, qui ne fait pas apparaitre les défauts de « flux-dip »et d’oscillations des
précédentes méthodes.

2.1 Analyse mathématique de I’équation de transport

On considére dans cette section le probléme aux valeurs initiales (probléme de Cau-
chy) formé de (2.1) avec  =]0, +oo[ et d'une condition initiale de la forme :

w0, 7, 1) =u’(r,p), >0, —l<p<l, (2.2)

avec u® :]0,+oo[x] — 1,1[— R une fonction donnée. On étudie dans cette section les
questions d’existence, d’unicité et de stabilité de solution pour le probléme considéré.
Dans toute cette section, on suppose que la source de photons au sein du milieu est
nulle, 7.e. ¢ = 0. Certains résultats restent vrais, ou s’adaptent aisément, dans le cas
ou ¢ est non nul. La question de 'existence et de 'unicité se traite par la méthode des
caractéristiques, méthode particuliérement adaptée aux problémes de transport. Cette
méthode consiste a rechercher les courbes le long desquelles ’équation (2.1) se réécrit
comme une équation différentielle ordinaire. Dans le cas du transport en géométrie 1D
sphérique, les courbes caractéristiques sont définies de la maniére suivante.

Propriété 2.1. On définit la courbe caractéristique issue de (7o, o) €]0, +oo[x] — 1,1]
comme 'unique solution maximale sur R du probléme de Cauchy :

r' = cu,
/ 1- Mz (2.3)
p=c :
r
avec la condition initiale r(0) = 7o, ©(0) = pp. On a alors :
r(t) = \/7“(2) + 2crouot + 22, r(t)u(t) = ropo +ct, teR. (2.4)

De plus, application (rg, pg) — (r(t), u(t)) est inversible pour tout ¢t € R et I'application
inversible est obtenue par changement de variable t = —t dans (2.4). La figure (2.1) re-
présente, dans le plan (7, 1), quelques courbes caractéristiques pour différentes conditions
initiales.
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FIGURE 2.1 — Quelques courbes caractéristiques pour I’équation de transport 1D sphé-
rique.

Démonstration. Le systéme différentiel (2.3) est de la forme 2/ = f(x) ou f est une
fonction localement lipschitzienne sur ]0, +-o00[x]—1, 1[. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
assure donc 'existence et 'unicité d’une solution maximale pour le probléme de Cauchy
décrit ci-dessus. On note (r,pu) cette solution. En remarquant que (rp) = ¢, il vient
directement r(¢)u(t) = ropo-+ct. Puis, en remarquant que (r2)" = 2crpu, on obtient 72(t) =
12+2cropot+c?t?. Comme I'on choisit uniquement les solutions a valeurs dans |0, +-00[x]—
1,1[, il vient les expressions (2.4). La propriété d’inversibilité est une conséquence directe
du théoréme de Cauchy-Lipschitz. U

1—p?
r

Le long des courbes caractéristiques, on a Cfl—? = Oy + cudru + ¢
(2.1) se réécrit comme une équation différentielle ordinaire :

du

— = —co(u — alu)). 2.5
L~ —co(u—afu)) (25)
Le résultat d’inversibilité dans la propriété (2.1) permet d’affirmer le résultat suivant.
S’il existe une unique solution pour tout ¢ positif au probléme formé de (2.5) et d’une

Ouu, si bien que
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condition initiale u(0) = u® € R, alors il en est de méme pour le probléme original (2.1)
+ (2.2). On a alors le résultat suivant.

Propriété 2.2. Dans le cas ot a est nul, si o est une fonction continue, alors le probléme
défini par (2.1) et la condition initiale (2.2) posséde une unique solution définie pour tout
t positif. Dans le cas du transport dans le vide (o = 0), cette solution vérifie de plus le
principe du maximum :

inf u®(r, p) < wu(t,r,p) <supu(r,p), t>0. (2.6)
™K T

En particulier, si u > 0 alors u > 0.

Démonstration. Lorsque a = 0, I’équation (2.5) s’écrit ‘Cll—;‘ = —ou. Comme o est continue
le long des caractéristiques (qui sont continues), on peut appliquer le théoréme de Cauchy-
Lipschitz (global) et affirmer 'existence et I'unicité d'une solution pour tout ¢ positif
pour le probléme formé de (2.5) et de la condition initiale u(0) = u® € R. Dans le cas du
transport dans le vide, la solution est constante le long des caractéristiques et on obtient
directement le principe du maximum (2.6). O

Cette derniére propriété est valable uniquement dans le cas ol a est nul. Dans le cas
général (a non nul), 'équation (2.1) devient intégro-différentielle, ce qui rend ’étude de
'existence et de 'unicité de solution pour le probléme de Cauchy (2.1) + (2.2) moins
aisée. On ne traite pas ces questions ici. On montre cependant que, dans le cas général,
on dispose d’un résultat de stabilité en norme L? pour les solutions de I'équation de
transport.

Propriété 2.3. Toute solution u de (2.1) vérifie I’équation suivante :
1 1
0 (u?) + 500 (r* (uu?)) = —20((u?) — afu)?). (2.7)

Si I'on suppose de plus u a support compact sur |0, 4o00[x] — 1, 1] pour tout ¢ > 0, alors
la norme L? de u décroit avec le temps :

d [T

i Jy r2(u?)dr < 0.

Démonstration. En multipliant (2.1) par 2u, et en prenant la moyenne angulaire, on
obtient directement (2.7). La négativité du membre de droite est une conséquence directe
de I'inégalité de Holder et de 0 < a < 1. Il vient le résultat en multipliant (2.7) par r2 et
en intégrant pour r variant de 0 & 400 ; le terme de flux s’annulant par 'hypothése de
compacité du support de wu. O

On s’intéresse enfin au cas particulier ot @ = 1. Ce cas correspond & la propagation
d’un rayonnement dans un matériau purement diffusif. Dans cette configuration, les solu-
tions de (2.1) vérifient la conservation de I’énergie radiative et satisfont une équation de
type parabolique dans la limite diffusion, comme le montre les deux propriétés ci-dessous.
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Propriété 2.4. Dans la cas ot a = 1, toute solution u de (2.1) vérifie la loi de conser-
vation suivante :

1
Op + —50,(r*j) =0, (2.8)

avec p = (u)/c et j = (uu) respectivement la densité d’énergie radiative et le flux d’éner-
gie. Si 'on suppose de plus j & support compact sur |0, +o00[, alors on a la conservation
de I’énergie radiative :

d [T

2
— dr = 0.
i ), r°pdr

Démonstration. On obtient (2.8) en prenant la moyenne angulaire de (2.1). En multi-
pliant par r2 Péquation (2.8) puis en intégrant pour 7 variant de 0 a +oc; le terme de
flux s’annulant sous I’hypothése de compacité du support de j. O

On rappelle & présent ce qu’on appelle « limite diffusion » et on étudie le comporte-
ment des solutions de (2.1) dans cette limite asymptotique. On appelle limite diffusion
la limite dans laquelle les phénomeénes d’interactions entre les photons et le milieu sont
prépondérants devant les phénoménes de transport des photons. Formellement, cela re-
vient & choisir des ordres de grandeurs spécifiques pour les paramétres intervenants dans
(2.1).

Définition 2.1. On définit les variables sans dimension £, 7 et & par :
t=tr, r=7vl, o=0d/\, (2.9)

avec 7, £ respectivement le temps et la longueur caractéristique du probléme et A le libre
parcours moyen des particules. Il apparait alors deux quantités sans dimension : ¢7// et
Z/X. En posant c¢r/¢ = 1/e et £/X = 1/¢, on appelle limite diffusion, la limite lorsque €
tend vers 0.

En utilisant la mise a Iéchelle (2.9), I’équation (2.1) se réécrit :

11_M2 € __ 0 €
p— Ouu ——62(u — (u%)), (2.10)

1
oput + E,uaruE +

ou la fonction inconnue u€ dépend a présent du parameétre e. Il est alors connu [BBGS12]
que lorsque ’on fait tendre € vers 0, les solutions u, de (2.10) converge, dans un certain
sens, vers u telle que p = (u) vérifie ’équation de diffusion suivante :

1 r2
Op — =0 | 5=0rp) =0. (2.11)
r 30

Le coefficient 1/30 est appelé coefficient de diffusion. Une preuve purement formelle-
consiste & écrire u¢ comme un développement en puissance de € : u¢ = u® + eu! + ...
et & identifier les termes du méme ordre dans I’équation (2.10). En notant p = (u) et
j = (pu), identification des termes d’ordre 0 donnent :

1 .
AP + T—Qar(rﬁf) =0.
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On obtient une expression de j' en identifiant les termes d’ordre —2 et —1 :

1—p?

ug = () = p° o’ + O’ = —o(ut — (uh)).

,
On a alors j! = —@&po, et en remarquant que (u?) = 1/3, il vient le résultat.

La résolution numeérique directe de (2.1) est trés cotteuse en temps CPU et en mé-
moire. Pour illustration, une simulation de ce genre en 3 dimensions d’espace requiert
de discrétiser un espace a 6 dimensions (3 variables spatiales, 2 variables angulaires et
une variable de temps)... Si 'on considére de plus la dimension fréquentielle, le nombre
de dimensions s’éléve & 7. Dans la suite, notre objectif est donc de construire un modéle
réduit pour (2.1) moins coiteux a résoudre. Le modele réduit doit idéalement restituer
les propriétés de I’équation mises en évidence dans cette section.

2.2 Construction des modéles Py

Dans cette partie, on présente une famille de modeéles réduits pour (2.1), appelés
modeles Py . Pour que les calculs qui suivent aient un sens, on suppose que p +— u(t,r, i)
est une fonction de L?(]—1, 1[) quels que soient ¢ > 0 et € Q. De plus, on munit 1'espace
L?(] — 1,1]) du produit scalaire défini par :

Vg€ P0=110. {fuo) = 0) = [ fGoa(0T

On considére alors une base orthonormée de L?(] — 1, 1[), notée (Py)s>o. Ces fonctions de
base sont appelées harmoniques sphériques et s’identifient, en une dimension d’espace,
aux polynomes de Legendre définis comme ci-dessous.

Définition 2.2. La famille des polynomes de Legendre (Fy)¢>( est définie par récurrence :

14 C+1

M ey T e e )

pour tout entier £ > 1, et avec Py =1et P, = V3X.

Priq, (2.12)

Propriété 2.5. La famille des polynomes de Legendre (FP),>( vérifie les propriétés sui-
vantes : (1) c’est une base orthormée de L?(] — 1,1[), (2) pour tout entier ¢ positif, P,
est solution sur | — 1, 1] de I’équation différentielle ordinaire du second ordre :

d
Sl )P+ (L +1)P, =0, (2.13)
(3) pour tout entier £ positif, on a la relation de récurrence suivante :
P P
P, = ol - 1 (2.14)

VO+1)(204+3) (20 -1)(20+1)

ou l’on a pris comme convention P_; = 0.
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Une conséquence directe de la propriété précédente est la décomposition suivante
pour toute fonction f de L?(] —1,1]) :

F=> (P, NP, (2.15)

=0

~

ol, pour tout entier ¢ positif, le coefficient (P, f) est appelé harmonique de rang ¢ de f.
L’hypothése de base permettant la construction des modéles Py consiste alors & appliquer
cette décomposition a la fonction p — u(t,r, 1) et de tronquer la somme & partir d’un
certain rang N strictement positif :

N
u Y (P u) Py, (2.16)
(=0

cela revient encore & supposer nulles les harmoniques de rang £ > N. On remarque que
les harmoniques de rang 0 et de rang 1 s’identifient respectivement, et au facteur pres,
4 la densité d’énergie radiative et au flux d’énergie : p = (Py,u)/c, j = (P1,u)/V/3.
L’approximation (2.16) restreint la fonction inconnue u a un espace de dimension N +1;
elle est entiérement déterminée par ses NV 4 1 premiéres harmoniques ((P, u))o<¢<n. En
projetant 1’équation (2.1) sur chacun des éléments de la base de Legendre, on obtient
pour tout entier ¢ positif :

1 1
0Py w) + O (P, u) + —((1 — ) Pr, 8u) = —o((Pr,u) — alu)dpo) + ¢deo.  (2.17)

avec 0 le symbole de Kronecker, et ou l'on a utilisé la propriété d’orthonormalité des
polynémes de Legendre. Les deuxiéme et troisiéme termes du membre de gauche se
réexpriment grace au lemme suivant.

Lemme 2.1. Soit f un fonction de L?(] — 1, 1[). Pour tout entier ¢ positif, on a I’égalité
suivante :

¢ (+1
JRI-1D)(20+1) Prr ) VR 1)(20+3)

et, si f est dérivable, on a de plus :

(L4 1)(¢+2)
V(20 +1)(2¢ +3)

(uPy, f) = (Pes1, [, (2.18)

(¢ —1)¢
V(20 -1)(20+ 1)

(1= )P, ') = (Pe1, f) = (Pe-1, f),  (2.19)

avec P_1 = 0 par convention.

Démonstration. Soit ¢ un entier positif. En utilisant la formule de récurrence (2.12), on
obtient directement (2.18). Pour montrer (2.19), on commence par intégrer par partie :

(L= 2Py f') = — %[(1 - u2>PA,f>.
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En utilisant (2.14), on a :

(1= 2P f) = ! < (1= D) P). f

V(20 +1)(20 + 3)

(1= p) P, f

9

SIS

)
- \/(26—11)(2€+1)< >

puis, avec (2.13), il vient le résultat. O

En utilisant le lemme précédent, on obtient, pour tout entier ¢ positif, une équation
aux dérivées partielles couplant les harmoniques (Py_1,u), (P, u) et (Ppy1,u). Comme de
plus, on a supposé dans (2.16) que ’harmonique de rang N +1 est nulle, le systéme formé
des équations (2.17) pour ¢ variant de 0 & N est fermé et s’écrit, sous forme vectorielle :

1 1
E(?tU+(3T(AU)+;GU:—U(U—aJU)+Q, t>0, reqQ, (2.20)

avec U : [0,+00[x — RNT! Ia fonction inconnue représentant le vecteur des N + 1
premiéres harmoniques de u, U = ((Py,u),...,(Py,u))". Les quantités A, G et J sont
des matrices réelles, constantes et de taille (N + 1) x (N + 1). Les coefficients de A et G
sont données par :

i+1 - j+1
Veithi+3) T 2+ )2 +3)
(1+1)(i+2) JG+1)

- - i+l T - ;
VEirD@2i+3) T 2+ D) +3)
pour i,j € {0,...,N}, et J = diag(1,0,...,0). La quantité @ est un vecteur de taille
N +1 égal a (q,0,...,0)". Le systéme (2.20) est appelé modéle Py. Dans le cas N = 1,

le systéme (2.20) s’écrit en fonction des deux inconnues p, la densité d’énergie radiative,
et j, le flux d’énergie :

Ay = ji—1,

ij = ji—1,

0
Op+ 0, + L = —co(1—a)p+aq,
, (2.21)
. C .
Oj + g@rp = —coj.

Les propriétés suivantes donnent quelques informations quant & la structure du systéme
(2.20).

Propriété 2.6. La matrice A est réelle symétrique, donc diagonalisable dans R. Ses
valeurs propres sont les N + 1 racines réelles distinctes du polynéome de Legendre Py,
que I'on note (Ag)o<s<n. Si A est 'une de ces valeurs propres, alors son espace propre
associé est de dimension 1 et est engendré par le vecteur (Py()),..., Py(A))’. On peut
alors écrire A sous la forme RAR?, avec A la matrice diagonale des valeurs propres de
A et R la matrice orthonormale constituée des vecteurs propres associés normeés a 1. On
note de plus que la partie symétrique de G est égale & A.
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Démonstration. Connaissant explicitement les coefficients de A, on montre que A est
symétrique en remarquant que A = A'. En utilisant la propriété de récurrence des poly-
nomes de Legendre (2.12), il vient que :

pour tout p vérifiant Pyy1(u) = 0. Comme il est connu que le polynéme Py posséde
exactement N 4+ 1 racines réelles, il vient la premiére partie du résultat. Pour montrer
que la partie symétrique de G vaut A, il suffit de vérifier que G + G* = 24, connaissant
explicitement les coefficients de A et G. O

Corollaire 2.1. Les valeurs propres de A sont toutes comprises strictement entre —1 et
1. Si A est une valeur propre de A, alors il en est de méme pour —A\. 0 est valeur propre
de A si et seulement si N est pair; en conséquence, A est inversible si et seulement si N
est impair.

Démonstration. Ce sont des propriétés connues des racines de polynome de Legendre. [

Définition 2.3. D’apres le corollaire précédent, la matrice A posséde des valeurs propres
positives et négatives. On définit alors AT = diag(max(\g,0), 0 < £ < N) et A~ =
diag(min(Ay,0), 0 < ¢ < N), puis AT = RATR!.

A Paide de la propriété (2.6) et de la définition prédécente, on peut réécrire le modeéle
Py (2.20) en utilisant le changement de variables V = R'U :

1 1
—OV + A,V + ;RtGRV = —0(V —aR'JRV) + R'Q. (2.22)

Dans le cas P, les deux composantes du vecteur V' s’expriment par p + @ 7. Lorsque N
est impair, le corollaire précédent implique que A posséde exactement (N + 1)/2 valeurs
propres (strictement) positives, et autant de valeurs propres (strictement) négatives qui
sont leurs opposées. On définit les quantités suivantes.

Propriété 2.7. Lorsque N est impair, la matrice A s’écrit sous la forme suivante :

D 0
(0 )

ot D est la matrice diagonale formée des valeurs propres positives de A. Comme la partie
symétrique de G est égale & A, on peut écrire :

D+ Gy G )

trp
RGR_< Gs —D + Gy

avec G1, G4 deux matrices antisymétriques et Go, G5 deux matrices vérifiant Go = —G4,.
De plus, la premiére ligne de la matrice R est de la forme (Lt, L) de sorte qu’on ait :

won= (o (5. wa-a(t).
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En séparant le vecteur V en deux blocs V! = ((V1)! (V7)!), le modele Py (2.22) se
réécrit de maniére équivalente sous la forme suivante :

%atw + Do, VT + %[(D + GV 4+ GV ]
= oV —a(Le L)Vt 4+ V™) +qL,
%@V’ _ DoV + %[Ggw (D= GV
= 0oV  —a(L@L) (VT + V)] +qL.

Dans le cas P, on V* = p+ @j. A présent, il convient d’étudier les solutions des
modeéles Py et, en particulier, de vérifier si celles-ci restituent les propriétés des solutions
de I'équation de transport (2.1) mises en évidence dans la section précédente.

2.3 Analyse mathématique des modéles Py

On considére dans cette section le probléme de Cauchy formé de (2.20) avec Q =
10, +00[ et d’une condition initiale de la forme :

U©,7)=U0%), r>0, (2.23)

ot U :]0, +o0o[— RN*! une fonction donnée. Encore une fois, dans toute cette section,
on suppose que ¢ est nul. Certains résultats restent vrais, ou d’adaptent aisément, dans le
cas ou ¢ est non nul. De méme que dans la section (2.1), on s’intéresse ici aux questions
d’existence, d’unicité et de stabilité de solution pour le probléme considéré. L’objectif
est de comparer ces propriétés avec celles vérifices par les solutions de ’équations de
transport (2.1). On s’intéresse dans un premier temps au cas du modeéle P; (N = 1),
c’est-a-dire au probléme formé de (2.21) et de la condition initiale :

p(0,7) = p°(r), 4(0,7) =3%%), r>o0. (2.24)

Dans ce qui suit, on aura parfois besoin d’évaluer p® et jO en des valeurs négatives. Guidé
par la physique sous-jacente du probléme, on suppose que p° et j° sont respectivement
des fonctions paire et impaire. On a alors le résultat suivant.

Propriété 2.8. Dans le cas du transport dans le vide (o = 0), le probléme (2.21) +
(2.24) posséde une unique solution pour tout ¢ positif, qui s’écrit :

=+ 50 () (-5 (5

L[ )l w) bl (5] e
V31 r+ct/\/§‘0
e /rcwﬁ !

c 2r
Le flux radiatif j est alors calculé a partir de la deuxiéme équation de (2.21).

(s)ds.

32



Démonstration. 11 suffit de remarquer que le probléme se raméne de maniére équivalente
a un probléme aux valeurs initiales pour ’équation des ondes :

2
Ou(rp) — %8rr(rp) =0, t>0, r>0,
rp(0,7) = rp’(r), =0,
O(rp)(0,r) = =r(§°)'(r) = 2§°(r), >0,

pour lequel il est connu qu’il existe une unique solution, pour tout ¢ positif, qui s’écrit
d’apres la formule de d’Alembert :

w3 52 (- 5) 30 8- )
\/g rdct/V/3 o .
50 | PR -2 s

En calculant explicitement 'intégrale et en considérant que p° et j° sont des fonctions
respectivement paire et impaire, il vient la formule (2.25). O

Cette solution analytique obtenue dans un cas simple permet de montrer en particulier
que les solutions du modeéle Py ne respectent pas le principe du maximum dans le cas
du transport dans le vide, contrairement aux solutions de I’équation de transport (voir
figure (2.2)). Dans le cas général, les questions d’existence et d’unicité de solution pour
le probléme considéré ne sont pas aisées, méme dans le cas du transport dans le vide.
On ne les traite pas ici. En revanche, on montre que les solutions du modeéles Py (2.20)
satisfont & la méme propriété de stabilité en norme L? que les solutions de 'équation de
transport, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 2.9. Toute solution U de (2.20) vérifie I’équation suivante :
1 1
—0(U,U) + = 0,(r*(U, AU)) = —20(U, (I — aJ)U) < 0. (2.26)
c r

Si l'on suppose de plus U a support compact sur |0,4o00[ pour tout ¢ positif, alors la
norme L? de U décroit avec le temps :

d [*To°

2
— dr <0.
i Jo ro(U,U)dr <0

Remarquons de plus que, sous ’hypothése (2.16), on a bien (u?) = (U,U) grace & l'or-
thonormalité des polyndémes de Legendre.

Démonstration. Soit U une solution de (2.20). L’équation (2.26) s’obtient en effectuant
le produit scalaire de 2U avec (2.20) et en remarquant que la partie symétrique de G vaut
A (voir propriété (2.6). Le membre de droite est toujours négatif puisque c’est une forme
quadratique dont la matrice est symétrique a valeurs propres négatives. En multipliant
(2.26) par r2 et en intégrant pour r variant de 0 & +oo, il vient alors le résultat ; le terme
de flux s’annulant sous I’hypothése de compacité du support de U. ]
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 2.2 — Solutions du modeéle P; et de I'équation de transport pour un probléme
de Cauchy avec un condition initiale de type Riemann. La solution du modéle P; ne
respecte pas le principe du maximum alors que c’est le cas pour la solution de I’équation
de transport.
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De méme que dans la section (2.1), on étudie le cas particulier ot @ = 1. On montre
alors que les solutions de (2.20) vérifient la conservation de ’énergie radiative, de méme
que les solutions de I’équation de transport.

Propriété 2.10. Dans le cas a = 1, les solutions de (2.20) vérifie la loi de conservation
suivante :

1
Oip + T—26,(r2j) =0, (2.27)

avec p = (eg,U)/c la densité d’énergie radiative et j = (e, U)/V/3 le flux d’énergie.
Si on suppose de plus j a support compact sur [0, +00|, alors on a la conservation de
I’énergie radiative :

d [T

2
— dr = 0.
i J, r°pdr

Démonstration. L’équation (2.27) est simplement la premiére ligne de (2.20). On obtient
ensuite le résultat en intégrant pour r variant de 0 et +o00 et en utilisant I’hypothése de
compacité du support de j. O

Enfin, on montre que les solutions du modéle Py (2.20) possédent le « bon » compor-
tement (comprendre « le méme que celui des solutions de I’équation de transport ») dans
la limite diffusion. En effet, en utilisant la mise & I’échelle proposée dans la définition
(2.1), le modele Py se réécrit :

1 1 o
oU 4+ —0,.(AUC —GU¢ = ——=(I-J)U", 2.28
U + =0, (AU) + — Sr—) (228)

ou la fonction inconnue U€ dépend & présent du paramétre €, et on a le résultat suivant.

Propriété 2.11. Soit U€ une solution de (2.28). Dans la limite asymptotique de diffusion
(e = 0), U€ converge vers U ou p = (eg, U) vérifie une équation de diffusion (2.11) avec
1/30 comme coefficient de diffusion. Cette propriété et la preuve qui suit sont purement
formels et ne montre uniquement que, s’il y a convergence, alors cette derniére s’effectue
vers la bonne limite.

Démonstration. On écrit U¢ comme un développement en puissance successives de € :
U¢ = U+ eU' +..., et on identifie les termes du méme ordre dans I’équation (2.28).
On pose p = (U, eq) et j = (U, e1)/V/3. Les termes d’ordre 0 donnent :

1 .
o’ + T—Qar(rﬁf) =0.
On obtient I'expression de ;! en identifiant les termes d’ordres —2 et —1 :
Lo o

<U0,6n> = 0’ n > 0’ g rP = _O-jl’

d’ou l'on tire j! = —3% .Y, ce qui termine la démonstration. O
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La fin de cette section est consacrée a 1’écriture du modeéle Py (2.20) sous une forme
conservative, 7.e. sans termes source. Dans ce but, on considére 1’équation adjointe de
(2.20), qui s’écrit :

%atv + O (AV) + %GV — o(V — aJV). (2.29)

Les solutions de cette équation sont reliées aux solutions du modéle Py comme le montre
le résultat suivant.

Propriété 2.12. Soit U une solution de (2.20) et V une solution de (2.29). On a alors
la loi de conservation :

LOV.U) + 0.V, AD)) =0, (2:30)

Démonstration. On obtient le résultat en sommant le produit scalaire de V' avec (2.20) et
le produit scalaire de U avec (2.29). On utilise en outre la symétrie de la matrice I — aJ
et le fait que le partie symétrique de G est égale a A. O

Grace a la propriété précédente, on obtient autant de lois de conservation que ’on
dispose de solutions particuliéres de (2.29). En conséquence, si ’on dispose d’une famille
linéairement indépendante (V;)o</<n de solutions de (2.29), on peut réécrire le modele
Py sous la forme d’un systéme de lois de conservation comme le montre la propriété
suivante.

Propriété 2.13. Soit U une solution du modele Py (2.20) et (Vp)o<¢<ny une famille
linéairement indépendante de solutions de (2.29). Alors, on a le systéme de lois de conser-
vation suivant :

1atW + izar(ﬁF(t,r, W)) =0, (2.31)
C T

avec W = (Wo,...,Wy)t ot W, = (V,,U) pour tout £ € {0,..., N}. La fonction de flux
est alors donnée par F(t,r,W) = Q(t,r)W ou Q(t,r) est une matrice semblable a A,
quels que soient t positif et r strictement positif. Comme A est diagonalisable (propriété
(2.6)), le systéeme est hyperbolique.

Démonstration. Connaissant une famille V' = (V;)p<¢<n linéairement indépendante de
(2.29), on peut écrire la loi de conservation (2.30) pour chaque élément de cette famille.
Il vient alors le systéme de lois de conservation (2.31). En notant W = Vi(t,r)U, il
vient F(t,r,W) = Q(t,r)W, avec Q(t,r) = V(t,r)AV~!(t,r), qui est bien une matrice
semblable & A, ce qui termine la démonstration. [

Il reste & présent & trouver N + 1 solutions linéairement indépendantes de 1’équation
(2.29). En particulier, on peut choisir les solutions stationnaires :

av 1

Sous des hypotheses de régularité de o et a, on dispose d’un ensemble fondamental de
solutions dans le cas ot N est impair.
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Propriété 2.14. Supposons N impair et o, a des fonctions continues sur |0, +oo[. Alors
le probléme formé de (2.32) et de la condition de bord V(r*) = V* € RVN*! avec r* > 0,
posséde une unique solution maximale définie sur |0, +oo[ tout entier.

Démonstration. Lorsque N est impair et sous les hypothéses énoncées, on est dans le
cadre d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz global, ce qui termine la démons-
tration. ]

Définition 2.4. On note P : Q x Q — MN*Y(R) lopérateur tel que, pour tout V* €
RN*1 et tout réel strictement positif 7*, la fonction r ~— P(r,7*)V* soit la solution sur
10, +00] du probléme de Cauchy formé de (2.32) et de la condition de bord V(r*) = V*.

Propriété 2.15. Pour tous réels strictement positifs 71, ro, la matrice P(rq,r1) est
inversible d’inverse P(ry,r2). De plus, P vérifie la propriété multiplicative suivante :
pour tous réels strictement positifs 1, ro, r3, on a P(rs,r1) = P(rs,r2)P(ra, r1).

Démonstration. C’est un conséquence du théoréme de Cauchy-Lipschitz. O

Propriété 2.16. Grace a la propriété (2.13), on peut écrire, lorsque N est impair, le
modéle Py sous la forme conservative suivante :

SO + 50, (PF(r W) =0, F(r,W) = Q)W (2.33)

avec W = Pt(r,79)U oil 7o est une constante strictement positive choisie arbitrairement,
et ou Q(r) = P'(r,rg) AP t(r,70) est une matrice semblable a A.

Démonstration. C’est une application de la propriété (2.13) avec I’ensemble fondamental
de solution de ’équation adjointe (2.29) mis en évidence précédemment. O

On considére a présent I'exemple P; avec a = 1. Dans ce cas, 'opérateur P se calcule
explicitement en intégrant le systéme différentiel suivant :

dj | 2j

— 4+ = =0
dr = r ’
c? dp B )

3 dr €

On obtient alors pour tous réels rq, ry strictement positifs :

Plra,r) = <(1) 2 (r2 —7”1)(7“1/7“2)> ’

s

avec & la moyenne de o sur lintervalle [r1, 73] pondérée par la fonction 1/r2.
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2.4 Analyse du probléme stationnaire

Dans cette section, on s’intéresse a la structure et aux propriétés des états station-
naires du modele Py (2.20). On étudie les solutions du modeéle Py sous forme diagona-
lisée :

awv 1 _, ¢
Ad_ + -R'GRV = —o(V —aR'JRV), r >0, (2.34)
roor

oil la fonction inconnue V est ici définie sur |0, +-00[ & valeurs dans RN*1. Les quantités
o et a sont des fonctions de la variable r, définies sur |0, +00[ et telles que o soit positive
et a comprise entre 0 et 1. On suppose de plus que N est impair si bien que la matrice A
est inversible. On rappelle que, dans ce cas, la matrice A est de la forme diag(D,—D) ou
D est une matrice diagonale strictement positive, la matrice J est positive et la matrice
R orthogonale. La partie symétrique de R'GR vaut A. De plus, on utilisera fréquemment

la, décomposition suivante :
vt
V= < ) |
Vv

Dans le cas P, on a V¥ = p+ @ j. Lorsque o et a sont suffisament réguliéres (conti-
nues suffit), on sait que le probléme formé de l’équation (2.34) et de la condition de
bord V(r*) = V* € RV*! avec r* > 0, admet une unique solution maximale définie
sur ]0,4+o00] (théoréme de Cauchy-Lipschitz). Pour tous réels ri, ro strictement posi-
tifs, on définit Popérateur S(re,71) tel que, pour toute solution V' de (2.34), on ait
S(re,r1)V(r1) = V(rg). Cet opérateur est linéaire, inversible et, pour tous réels 71, ro,
3 strictement positifs, il verifie S(rs,r1) = S(r3, 72)S(r2,71) -

Propriété 2.17. Soit 71, r9 deux réels strictement positifs tels que r;1 < ry. Toute
solution V' de (2.34) vérifie I'inégalité suivante :

T§<%+,DV2+> + T%<V1_a Dvy) < T%<V1+a DV1+> + T§<V2_,DV2_>, (2.35)
avec ViE = VE(ry) et V55 = VE(ry). Cette relation est appelée inégalité d’énergie.

Démonstration. Soit V' une solution de (2.34). Le produit scalaire de 2V avec (2.34)
s’écrit :
1 d(r*(V,AV))
T ar
ol l'on a utilisé le fait que la partie symétrique de R'GR vaut A. En intégrant cette
derniére équation pour r variant de r1 a ro, on obtient :

= —20(V,(I —aR'JR)V) < 0,

T2
r3(Vot, DVyY) + 3 (Vi , DV + 2/ s20(V(s),(I — aR'JR)V (s))ds

T1

= T%(‘/IJra DVY1+> + T%<V27a DVY27>

Comme la fonction a est comprise entre 0 et 1, la matrice I — aR'JR est positive, si
bien que le terme intégral est toujours positif (par positivité de o). Ceci termine la
démonstration. O
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Corollaire 2.2. Soit r1, ro deux réels strictement positifs tels que 71 < r9. On considére
Popérateur défini tel que, pour toute solution V' de (2.34), on ait :

)= (L),
Vi vy
avec ViE = VE(ry) et V5 = V*E(ry). Cet opérateur est inversible.

Démonstration. Supposons que 'opérateur ainsi défini est singulier. Il existe V' solution
de (2.34) telle qu’on ait V;", V;” non tous nuls et V;*, V,~ nuls. L'identité d’énergie (2.35)
s’écrit alors :

r3(Voh, V") + (V7 DVT) < 0.

Comme D est strictement positive, le terme de gauche est strictement positif, ce qui est
une contradiction. Ceci termine la démonstration. O

Propriété 2.18. Soit r1, r9 deux réels strictement positifs tels que r; < ro. Le probléme
formeé de I'équation (2.34) et de la condition de bord :

(“;+EZ;;> - <K+> e RV, (2.36)

posséde une unique solution définie sur |0, +oof.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que le probléme formé de (2.34) et de la
condition de bord V(r1) = V* € RN+ posséde une unique solution sur |0, +oo[ et du
corollaire précédent. O

Définition 2.5. Soit rq1, r9 deux réels strictement positifs tels que 71 < ro. On définit
alors les 4 opérateurs Ti(ra,7r1), T2(re,m1), Ri(r2,71), Ra(re,m1) tels que, pour toute
solution V' de (2.34), on ait :

<V2+> _ <7'1(7“277“1) R1(7“2,7“1)> <V1+>
Vi Ra(ra,r1)  Ta(ra,r1) ) \Vy )
avec VljE = VE(ry), V2jE = V*(ry). Les opérateurs 71, T2 d’une part, et Ry, Ro, sont

respectivement appelés opérateurs de transmissions et opérateurs de réflexion.

Propriété 2.19. Pour tous réels r1, 7o strictement positifs tels que r1 < 79, les matrices
de transmission sont inversibles et les matrices de réflexion sont strictement bornées :

IDY2Ry (ra,r1) D12 <1, [|DY2Roy(re, 1) D] < 1. (2.37)

Démonstration. Supposons que T1(r2,71) est singulier. Il existe donc X un vecteur non
nul tel que 7i(re,71)X = 0. On a donc :

(752((;2’,211)) 7%52::3) <)0(> - <R2<r£ )X > '
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On considére alors la solution V' de (2.34) avec VT (r1) = X # 0 et V™ (ry) = 0. D’apres
I'égalité précédente, il vient VT (ry) = 0. La solution V' est donc nulle en r; et non nulle
en ro, ce qui est impossible (par unicité de la solution). On fait de méme pour Ta(r2,71).
Supposons a présent que |[DY?Ry(ro,71)D~/?|| > 1, i.e. il existe un vecteur non nul X
tel que :
IDYV2Ry (ra,r1) DX 2 ||X .

En posant Y = D~Y2X on obtient |DV/2Ry(ry,71)Y] > || DY?Y||. On considére alors
la solution V de (2.34) avec V*(r;) = 0 et V~(ry) = Y. L’inégalité d’énergie s’écrit
alors :

r3|DVA R (ra, 1) Y |2 4 | D2 Ta(ra, )Y [P < 13| DV2Y|P < 3| DR (ra, r) Y|,

d’ott on tire 72| D2 Ty(re, 7)Y ]|? <0, puis Y = 0 car DY/2T5(ry, 1) est inversible. Ceci
est une contradiction avec le fait qu’on ait supposé X non nul. [

Propriété 2.20. Soit rq, r9 deux réels strictement positifs tels que r1 < r9. L’opérateur
S(rg, 1) s’écrit en fonction des matrices de transmission / réflexion avec la formule :

S(ra,m) = Ti(ra,m1) = Ra(ra,r)) Ty (r2, 1) Ra(ra,m1)  Ralre,m1)Ty ' (r2,m1)
2,71 _7‘2_1(r2,T1)R2(T2,7“1) 7~2—1(T2,r1) ,

L’opérateur inverse S~1(rg,71) = S(r1, o) s’écrit :

S(r,m2) = ( T () —7, H(ra, 1) Ra(ra, 1) >
' Ro(ro,r1)Ty Hra, 1) Ta(ra,71) — Ra(re, r)T; Hre,m1)Ra(ra,m1) )

Démonstration. Soit V' une solution de (2.34). On a, d’apres la définition des matrices
de transmission / réflexion :

V+(7“2) = 7-1(7“2,7’1)V+(7“1) +R1(T27T1)V_ r )7

(
V_(Tl) = 7-2(7“2,7’1)‘/_(7“2) +R2(7’2,T1)V+(7“ )

On obtient la premieére égalité en exprimant V™ (ry) et V7 (r2) en fonction de VT (rq)
et V7 (r1). La seconde égalité s’obtient en exprimant V*(ry) et V= (r;) en fonction de
V*t(ry) et V= (ra). O

2
1

Propriété 2.21. Soit r1, r9 et r3 trois réels strictement positifs avec 1 < r9 < r3. On
a les relations suivantes :
TP = T2 - RIR3) 'L,
T = T - RRE T
Ri =Ri+ TP - RiRY ™' RiTS,
R3 =Ry + Ty (I = RER1) ™ RETY,
ou les exposants 1, 2 et 3 désignent respectivement les intervalles [ry, ra], [r2, 73] et [r1, 73]
Les matrices (I — RiR3) et (I — R3R1) sont bien inversibles grace & (2.37).
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Démonstration. En remarquant que S(rs,r1) = S(r3,r2)S(r2,71) et utilisant ’expression
de S en fonction des matrices de transmission / réflexion, il vient le résultat. O

Propriété 2.22. Dans le cas ol @ = 1, on a les identités suivantes :
(r3Ti(r2,m1) + 17 Ra(r2,m)) 2 = iz, (r{Ta(ra,m1) + r3R1(r2,m1))' 2 = 13z,

avec z = (Wi, .-, /Wghe)' (¢ = (L +1)/2) et ((p1,w1),- .., (1g,wq)) la famille des
couples points/poids de la quadrature de Gauss-Legendre.

Démonstration. Soit V une solution de (2.34) avec a = 1. En notant j = (2,V 1) —

(z,V7), on a d(:;j) = 0. En intégrant pour r variant de ry a ry :
2 2 - 2 2 —
5z, Vo) + (2, Vi) = ri(z, ViT) +15(2, Vy ),

puis en utilisant les expressions de V2‘L et Vfr en fonction des matrices de transmission /
réflexion, il vient :

r3(z Ti(ra, r)ViT + Ra(ra,m1)Vy ) + 18 (2, Ra(ra, r) Vit + Ta(r2, 1) Vy )
7’%(2, V1+> + T%<Z7 V27>7

Cette derniére égalité est valable quels que soient V1+ et V, dans RWAD/2 ce qui termine

la démonstration. O

2.5 Discrétisation des modéles Py et analyse numérique

Dans cette section, notre objectif est de construire une discrétisation du modéle Py
(2.20) dans le cas ou la source de photons est nulle, i.e. ¢ = 0. Le systéme & discrétiser
s’écrit :

1 1
“OU + AQU + ~GU = —o(U —aJU), t>0, reg, (2.38)

ott U : [0,+00[xQ — RN est la fonction inconnue. Pour rappel, 4, J et G sont
des matrices réelles de taille (N + 1) x (N + 1). La matrice A est symétrique, J est
symétrique positive et la partie symétrique de G vaut A. On considére uniquement le cas
ot N est impair si bien que A soit inversible. Dans ce cas, A s’écrit sous la forme RAR!
avec A = diag(D,—D) ou D est une matrice diagonale strictement positive et R une
matrice orthogonale. Les quantités a et o sont des fonctions de la variable r telles que
o soit positive et a comprise entre 0 et 1. Dans le but de construire une discrétisation
capturant exactement les états stationnaires de (2.38), on réécrit, & l'aide des résultats
précédents, le systéme sous la forme d’un systéme de lois de conservation :

avec W = Pt(r,rg)U et F(r,W) = Q(r,ro)W ot Q(r,rg) = Pl (r,ro)AP(r,ro) est
semblable & A. Ici, P désigne la résolvante du probléme stationnaire adjoint & I’équation
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(2.38) et 1y est une constante strictement positive choisie arbitrairement. On remarque
de plus que si W est solution de I’équation précédente, alors on a :

1
=0, (r*F(r,W)) + Q(r,r0)0: (r* F(r, W)) = 0.
c
On adopte alors une approche volumes finis qui s’écrit de maniére standard :

n+1/2 n+1/2
W —wr (T2F)i+1//2 - (TQF)ifl//2

=0 2.40
AT AV, ’ (240)
avec AV; = %(T?+1/2 - r§71/2) le volume de maille et At le pas de temps. Il reste a

approcher les flux a chaque interface. On note r, une interface particuliére et rp, rg
respectivement les centres de maille & droite et a gauche de cette interface. On adopte
une approximation & la maniére d’un schéma de Godunov, i.e. on résout exactement &
I'interface r, le probléme suivant :

%@(ﬁF(r, W) + O(r,70)0, (r*F(r, W)) = 0, (2.41)

réFg, 7 < Ty,

~ { Q(Tg,TQ), r < Ty, (2‘42)

Qr,ro) = Q(rp,ro), 1>y,

. (FPF)(0,r) = {

r%F D, T > 7.
On a alors le résultat suivant.

Propriété 2.23. La solution du probléme (2.41) + (2.42) en r = r,, que 'on note
(r?F)., vérifie le systéme linéaire suivant :

(s¢, (PP F)) = (s 18 FG), e >0, (2.43)
<3?7 (T2F)*> = <S?7T%FD>7 pe <0, ‘
ou, pour tout ¢ € {0,..., L}, on désigne par sf (respectivement sP) un vecteur propre a

gauche de Q(rg,ro) (respectivement Q(rp,rp)) associé a la valeur propre py de A.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que la matrice () soit constante.
Comme la matrice Q est semblable & A, elle posséde les mémes valeurs propres. Soit
w1 une de ces valeurs propres et s un vecteur propre associé. On a alors ’équation sui-
vante :

%615((5,7“25’(7“, W) + 1y (s, 72 F(r, W) = 0.

La quantité (s,r2F(r,W)) est donc transportée & la vitesse p. Ainsi, si p est positif
(respectivement négatif), la valeur de r?F(r, W) a l'interface 7, vaut rZF(rg, We) (res-
pectivement 7% F(rp, Wp)). Lorsque Q est constante par morceaux, le résultat s’étend
aisément et on obtient le résultat. [
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Propriété 2.24. Le systéme (2.43) est inversible et la solution s’écrit :

(7“2F)>k = [I+Rt737t(rg, ro) + Ithpft(rD, ro)]fl

2.44
[reI T R' AP (rg,r0)Wa + rpl - RPAP ™ (rp, mo)Wp). (244)

avec It = diag (AkiTM,k = 0,...,N>.
Démonstration. La preuve est une adaptation de celle de (|[DB15]). O

Le schéma (2.40) est & présent entiérement défini. On préfére néanmoins le réécrire
en utilisant les variables initiales U = P(r,r¢)"'W, et on a :

i+1/2 i—1/2

Uin—"l - Uln N (TZFD)n+1/2 o (TQFG)n+1/2
cAt AV;

=0, (2.45)
avec :

(r*Fp)iyi/2 = [RITR' + RI"R'P~!(riy1,m)] PP AYU + 77 AU, (2.46)

(7“2FG)i+1/2 = [RITR'"P~"(ri,ri41) + RI" R r2 AU + 7"@'2+1A7 1l (2.47)

On étudie a présent les propriétés du schéma. En particulier, on s’intéresse aux propriétés
vérifices par les solutions du modéle Py continu (2.20) : la stabilité en norme L? des
solutions, la conservation de ’énergie lorsque a = 1 et enfin, le comportement dans la
limite diffusion. On commence par réécrire le schéma sous une forme plus commode &
étudier. Pour cela, on utilise la propriété suivante.

Propriété 2.25. Soit 1, o deux réels strictement positifs. On a 1’égalité suivante :
2P (ry,71)ARS (15,71 ) Rt = 1] A, (2.48)
ol § désigne la résolvante du modéle Py stationnaire sous forme diagonalisée.

Propriété 2.26. Le schéma (2.45) se réécrit sous la forme équivalente :

(VO - (vhr D
At AV;
(V) = (vo)rr2eD

At AV,

(VO = Ti(rs,ric) (V)P — Ra(ririca) (V)R] =0,

[Ra(rig1, i) (V) + To(rigr, ) (V)i — (V7)1 =0,
(2.49)

ou T1, T2, R1 et Ro sont les matrices de transmission / réflexion définies dans la section
précédente.
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Démonstration. Partant de Pexpression du schéma (2.45), on obtient I’expression sui-
vante en multipliant par R :

i+1/2 i—1/2

At AV, =0

vty Rt(T’2FD)n+1/2 . Rt(T’2FG)n+1/2
i i

Le flux R'(r®Fp);41/2 vaut alors :

(P Fp) 5y = RIRITR! + RIRP~(ria,rg)] " 2RAYVS + 7% RATV)
= [I" + I R"P~ " (ripa, mi) R [PV 2 ATV
En utilisant la relation (2.48), il vient :
21+ \n
2 \nH1/2 _ 2ar 20+ 2 7o -1 (V)
(r FD)@'+1/2 =r;iA[r; 1 + il S(riv1,7i)] (Ti2+1(v—)?+1 .

La matrice inversée s’exprime explicitement & l’aide des matrices de transmission / ré-
flexion :

2 _1
27+ 4 2 - -1 ril 0 )
ril" i I S(riv, T = _ B
I el 80ri,73) (‘7"@'2“72 Hrivn ro)Ra(rivn, ) 1Ty (rivn, )

:< (1/r2)1 0 )
(1/r))Ra(riga,r) (/17 ) Ta(rig1,mi)

n+1/2

i+1/2 il vient le résultat. O

En effectuant un calcul similaire pour (r?Fg)

Propriété 2.27. Le schéma (2.49) préserve les états d’équilibre du modeéle Py . Soit V
une solution de (2.34). Si V;* = V (r;) pour tout i, alors V;**! = V pour tout i.

Démonstration. Si pour tout ¢, on a V;* = V(r;) ou V est solution de (2.34), alors on a
pour tout ¢ :

(V) =Tilri,ric) (V)i 4+ Ra(ri, rim) (V)T
(V) = Ra(ripr, ) (V) + Talrier, m) (V7)i,
si bien que les flux sont nuls. O

Propriété 2.28. Le schéma (2.49) est stable L? sous la condition CFL :

0 < c)\maXrZ-QAt

< .
<y =L (2.50)

ol Amax représente la valeur propre maximale de D. On a 'inégalité suivante :

S AVSTT <> AV,

avec ST = (V) (VI)R) + (VR (V).

70 7
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Démonstration. Pour alléger les notations, on note :
(VP = Tiriyrie)) (Vg + Ralriyrie) (V)R

(V) = Ra(rigr, ) VI + To(rigr,mi) (V7)1

En posant v; = r?cAt/AVi, le schéma s’écrit :
(VO = (VO = uD[(VF = (V)7],

(VO = (V) +uD[(V7) = (V7)1

(2

(VO (VO = (VO (V)
=20 (V) DIV} = (V)
+ v (D(V)F = (V)R] DIV = (V)
= (VL (VHT)
—v((VOF + (VHE DIV = (VH])
— (V) = (VI wiDI = D) (V)P = (V).
On obtient finalement :
(VEL (V) = (VO (V)
—vl((VDE DV = (VDT DV
— (V) = (V) iD= v D)[(V)} = (V).

De la méme maniére, on a :

(VR (vorthy = (v, (vo)r

+u[{((VOR DV = (V)R DV
(V)i = (V) uiDI = D) (V) = (V7))

2

Sous la condition 0 < v;Amax < 1, les derniers termes de ces deux égalités sont toujours
négatifs. On a alors :

=

| ST = (V) (VIR + (V) (Vo))
R = (V) = (V)h, s D(I — viD)[(V ) — (V)
(VP = (PR DI — D) (VI — (V)7])



Ce dernier terme est négatif sous la condition 0 < v;Amax < 1. En définissant :

Qtp1je = (VR DV —rH (VR DV,

on obtient : A
n n C n n n n
Sptt =57 — A—Vi[ iv12 — @iyl + R+ WY,
avec :
n cAt 2 +\n +\n 2 —\n —\n
Wi = AV [ri (V)i DOV + i (V7)) DIV
=i (V)R DIV ) = (V) DV
Le reste W* est négatif compte tenu de I'inégalité d’énergie (2.35). O

Propriété 2.29. Dans le cas a = 1, le schéma (2.49) conserve I’énergie.

An+1/2 An+1/2
or . (7“23);1/2 — (7”21);1//2
At AV,

n+1
P,

=0, (2.51)

avec :

= (VI V) + (VO Vw), (2.52)

(7“2]')?:11/22 =122 T, r) (VR = 72z, Ta(rign, i) (V7)) (2.53)

Démonstration. En posant p = (VT /w) + (V~, /w), on a:

1o —pp N iz (V)i = Tilri,rie) (V)R — Ra(ririe)) (VO)F)
Cc At ZX)%
2 (2, Ra(rigr, 7)) (V)i + To(rigr, 7)) (V)7 = (VO)F)
- AV, -0

On peut réécrire cette expression :

lp?‘i’l - i (riz —r?Rb(rip1,mi)z, (V1
Cc At ZX)%
(TR (risa, i)z, (V) R)
AV
T (s i)z, (V)RL)
AV,
N (rPz = riRi(ri,rin)z, (V)R 0
AV, -

Comme a =1, on a les deux égalités :
2 2 t 2
(ris1 Ta(rigr, mi) + i Ra(riv1, 1)) 2 = i 2,

(FPTa(rigr,mi) + 17 Ra(rin,ma)'z = ri 2,
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on obtient la loi de conservation :

1 pn+1 p? n <7“Z.2+17-1t(7“i+1,7’i)2’, (V+);L>

C At AVZ

T i)z (VO)Ra)
AV,

T (s i)z, (V)R
AV,

N (i T3 (risric)z, (VO)R) 0
AV; ’

ce qui termine la démonstration. ]

On termine cette section par étudier le comportement du schéma en limite diffusion

(a = 1), voir définition 2.1, dans le cas P;. En écrivant le schéma P; en les variables
(E, F), on obtient :

2 n+1/2 2 n+1/2
E;‘“ - B} L z+1/2Fl+1/2 - ri71/2Fi71/2

=0,
At ZQAT‘Z
n+1/2 n+1/2
F—mr Al —Eiyy gpti2
At 3 Ari ATZ' ’
avec :
B2 riaBp FrPEP Brl L FlL -l E])
i+1/2 i+1/ 7”22 =+ T’i2+1 C 7"22 + 7a22+1 )
ntl/2 _ Foa+ 8 ¢ By - B
F@'+1/2 = Xi+1/2 5 - —
V3 2
1
Xit+1/2 = "
L+ z+1/2 f = 8
1/2 c
s = —ﬁu = Xi1/2) (Fi + %E@-)
c c
- ﬁ(l — Xi—1/2)(Fi — %Ez),
et 7”,+1 /2= % et ou 'on a utilisé le volume de maille approché AY; = T?Ari. Sio
z+1

est constant par maille, on a :

Ti+1

2 0'( )

’I“H_l/Q/ —2ds = O'ZAT +oinAr o,
T

avec Ar irl g /2(7,11 - mi/z ). On étudie a présent le comportement asymptotique du

schéma dans la limite de diffusion, c’est-a-dire, la limite quand € tend vers 0 du schéma
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adimensionné suivant :

2 n+1/2 2 n+1/2
Ei’“rl - B} n 7"@'+1/2Fz+1/2 - 7}'71/2Fi71/2

At er?Ari

=0,

R S S Y e V.
At 3 EATZ' GZAV“Z‘ '
avec : 9 9 9 5
2 rivi By T B \/grz‘ﬂﬂﬁl —ri
/2 e P e ,
/2 _ Xiris2 [Fiﬁl +F 1 B, - E}
i+1/2 = Xi 5 73 B ;
1
Xit+1/2 = —
1+ B0 Arf + gi1 A7)
1 _ 1
S = —§(O’z‘ATi+ + i1 AT )Xiv12(Fi + —=Ej)

V3
- 5(02‘71AT2~+_1 + oAy ) Xi—12(Fi — %

En identifiant les termes d’ordre 0 dans la premiére équation, on obtient :

1
E).

2 n+1/2 2 n+1/2
Ertt — pr . 7°z‘+1/2F¢+1/2 - 7341/2}'1@'71/2 0
At 0 r?Ari ’
1
Le terme d’ordre 1 dans ’expression de F:;;}f vaut :
n+l/2) 1 Fon+ B 1 By, =B
e | = — i
e v | B R R
En identifiant les termes d’ordre —1 dans la seconde équation, on obtient :
Fz‘n’() =0.
Finalement, on a :
n+1/2‘ _ 1 g _ g
i+1/2 |y 3(0iAri+ + O’Z‘+1A7“i_+1)( H+l o
L’équation de diffusion discrete s’écrit alors :
2 2
EfY B 1 | Tiap Ef, B i EP-ER, | 0
At 0 T?AT‘Z' 30i+1/2 AT;L + AT’;FI 30i—1/2 AT’;:I —+ Ar; 0 ’

avec : N
o Ar + o Arg

Ar;" + Ari__H

Oit1/2 =

Cette équation est bien consistante avec I’équation de diffusion (2.10).
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2.6 Approximations des états stationnaires

Le schéma (2.45) nécessite de connaitre I'expression analytique des états stationnaires
de ’équation adjointe au modele Py (2.29), représentés par opérateur P, pour étre
utilisé en pratique. On posséde cette formule analytique dans quelques cas simples. Par
exemple, dans le cas P; et a =1, on a vu que :

Plry,ri) = <1 3?6(7”2 —7’1)(7’1/7“2))

o "

pour tous ri, 1o réels strictement positifs. De méme, dans le cas ou o est nul, on a
I’expression suivante :

™

P(ra,r1) = exp [—m <r—2> A‘lG] :

pour tous 7y, Ty réels strictement positifs. Dans les deux cas ci-dessus, on peut donc
directement implémenter le schéma (2.45) sans difficulé. Dans le cas général, 'opérateur
P est défini & partir d’un ensemble fondamental de solutions de 1’équation :

A LY au o = an. (2.54)

dr r

Les solutions de cette équation ne s’expriment pas simplement a 1’aide d’'une exponen-
tielle de matrice car les opérateurs A~'G, A~ et A~'J ne commutent pas deux a deux.
[’idée est alors d’approcher la matrice P. On expose dans cette section 3 méthodes d’ap-
proximation de ’opérateur P : la séparation d’opérateurs, le développement en série de
Magnus et la discrétisation directe. L’approximation par séparation d’opérateur consiste
a exprimer l'opérateur P a 'aide des deux opérateurs Psppe €t Pepi/ans définis d’une part

par :

dP, h (T,T*) 1
APorelr1e) L =0,

’Psphe(""*a T*) = I,
et d’autre part :
dpemi/abs (T’ T*)

dr
7Demi/abs(r*a re) = 1.

A = U[Pemi/abs(n ) — ajpemi/abs(ra 7)),

On a alors :
)

Psphe (12, 71) = €xp [— In <E> AL } ,
et lorsque o et a sont constants :

Pemi/abs(TQa Tl) = eXP[U(T2 - TI)A_l(I - CLJ)],
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quels que soient 71, ro des réels strictement positifs. A ce stade, on définit plusieurs
sortes de splittings. Premiérement, il y a le splitting de Lie, dont il existe deux versions
différentes :

Prie1(r2,71) = Pemi/abs (72, 71) Psphe (72, 71),

Prie2(72,71) = Paphe (725 71) Pemi/abs (T2, 71)-

Ces deux approximations sont d’ordre 1 par rapport a ro —r1. On a ensuite les splittings
d’ordre 2 suivants, définis par :

Plie1(r2,71) + Prie2(r2, 1)
5 .

Piier2(r2,7m1) =

7Ds‘urang;l (T2a ""1) = 7Dsphe (T2a Tm)Pemi/abs(T% 1 )Psphe (""ma 1 )a
PstrangZ (TQ, Tl) = Pemi/abs (TQ’ Tm)PSphe (TQ’ ™ )Pemi/abs(rm’ ™ ),

avec 1, la moyenne arithmétique de r; et ro.

La deuxiéme méthode d’approximation est basée sur le développement en série de
Magnus. Ce développement est utilisé pour résoudre analytiquement les sytémes d’équa-
tions différentielles ordinaires de la forme Y'(t) = A(t)Y (x). La solution de ce systéme
avec la condition Y (tg) = Yy s’écrit a l’aide de la série de Magnus :

Y (t) = exp(Q(t, x0))Yo, Q(t,%0) ZQk (t,to)-
La série Q(¢,t9) est appelée série de Magnus et est définie par :

t
O (1 t0) = / A(t)dty, Qa(t o) / it / dts[A(t), Alt)],
to to to

3(t. o) / dt, / dt / dts([A(h), [A(ts), A(ts)]] + [A(ts), [Alta), A(t)]),

et ainsi de suite. On a noté [A, B] = AB — BA le commutateur de A et B. En appliquant
ce résultat au cas du systéme (2.54), on peut approcher l'opérateur P en tronquant la
série de Magnus aux premiers termes.

La derniére méthode d’approximation consiste & approcher les matrices de transmis-
sion / réflexion en discrétisant directement le systéme suivant :

awvr 1 B )
DT+ D+ GV 4 GV = —olVF — v @ VeV + V7))
DT 4 LGy (D= GV ] = oV — eV V(v + V)L

L’objectif est de construire une discrétisation de ce systéme tout en préservant les pro-
priétés 2.17 et 2.22 au niveau discret afin de garantir la conservation de 1’énergie et la
stabilité en norme L? sous CFL du schéma décrit précédemment. On considére ici que o
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et a sont constants. On commence par réécrire les termes de dérive en espace en utilisant
I’égalité suivante :

v 1 1d(rDV*
p™=  Lpys _ 1drDVE)
dr r r dr
Puis, on discrétise de la maniére suivante :
i1 DViL, = DV rVi Vi Vi iV
+ G4 + Go
Ar; i + 7“1‘+1 i + rig1

= [rl+1 — ayvw @ Vw(ri Vit i1 iV ),

et
rit1 DV, — 1DV~ riV + Vi iV + iV
— + G3 + Gy
Ar; T + i1 Ti +Trig1

— [7"2 a\/—®\/_(7“z+1 +1+Tzv )]

Avec cette discrétisation, les propriétés 2.17 et 2.22 sont préservées au niveau discret. I1
reste & inverser le systéme pour trouver les approximations de 77, T3, R1 et Ro corres-

pondantes. On remarque en outre que si VJr V;71 =0, on a bien V+1 =V,” =0 grace

a l’égalité d’énergie. Les quantités Viilet V.~ sont solutions du systeéme par bloc suivant :

Ar;
Ti4+1 (D + 7‘1’+:Z+1 G+ O'AT‘Z'(I — a\/5® ﬁ) Ar;r; (”‘Sf2i+1 — 0’(1\/; ® \/u_)> (sz—l)
Ariri+1 ('Mflﬁ — 0’(1\/; X \/u_)> T (D + Tif:ii+1 Gy + O'AT‘Z'(I — 04/5@ ﬁ))
) __Ar _Aririga
_ " (D NG Tl Gl) Ti+’"i+A1 G2 (‘Ylj ) .
_Ariri ) r; A
TriFriga Gs Tit1 (D T riFrig G4) i+l

La matrice & inverser est bien inversible (preuve par l'inégalité d’énergie). Notons que
Gy = —G3 et G = —Gy (de ce fait Go est symétrique). Cela est cependant anecdotique
et ne joue aucun role dans les résultats ci-dessus. On obtient donc ’expression des ma-
trices de transmission / réflexion dans le cas ol o et a sont constants. L’expression du
schéma (2.49) fait intervenir les matrices de transmission / réflexion entre deux centres de
mailles [r;, 7;41]. Si 'on suppose que o et a sont constants par maille, alors il faut calculer
les matrices transmission / réflexion dans le cas ou o et a sont constants par morceaux
avec une discontinuité. On utilise alors la technique suivante. On construit les matrices
de transmission / rélfexion sur chacune des demi-mailles [r;,7;11/2] €t [1i41/2,7i41]. On
reconstruit alors les matrices sur l'intervalle entier [r;,7;11] en utilisant la propriété sui-
vante.

Propriété 2.30. Soit 0 < 71 < 75 < r3. Soit T}, T}, Ri et R3 les matrices de transmis-
sion/réflexion pour lintervalle [rq,79]. Soit T2, T2, R? et R3 les matrices de transmis-
sion/réflexion pour lintervalle [ra,73]. On définit alors 72, 73°, R? et R3 les matrices de
transmission /réflexion pour l'intervalle [rq, 73] de la maniére suivante :

TP =TI - RiRS) L,

T =T (I - RR1) TS,

ol



251\ —1.72
RY=Ri+ TERi(I - R3Ry)™'TY,
R =Ry + Ty R3(I — RiR3) ™71
Dans ces derniéres expressions, les matrices qu’il faut inverser sont bien inversibles grace

a (2.37).

Il s’agit alors de vérifier que les matrices de transmission / réflexion reconstruites
vérifient bien les propriétés 2.17 et 2.22. C’est bien le cas comme le montre les deux
propriétés suivantes.

Propriété 2.31. Si les matrices de transmission/réflexion pour les intervalles [rq,rs] et
[ro, 3] vérifient la propriété 2.17, alors il en est de méme pour les matrices de transmis-
sion/réflexion pour U'intervalle [r1, 73] données dans la propriété 2.30.

Démonstration. Soit X,Y € R?. On veut montrer que :

rATEX +RIY, D(TEX + R3Y)) + r3(R3X + TV, D(R3X + T2Y))
<r{{(X,DX) +r3(Y,DY).
On pose :
X' = I =RIRYTIX, Y7 = (1= RIRY Y,
X*™ = X* +RIY*, Y™ =Y*+R3X™.
On a alors : )
r2(T3X + RIY,D(TEX + R3Y))
+ 13 RX + TV, D(R3X + T5Y))
= r3(T2X™ + RIY, D(TZX™ + RIY))
+ 11 (ReX + T, Y™, D(REX + T,'Y™))
= rj(TEX™ + RYY. D(TEX™ + RYY))
+1r3(TY + R3X™, D(TYY + R5X™))
o 7’% <7'2Y + R2X** (T2Y + R2X**)>
+r2(RAY™ + T X, D(R}Y** + T4 X))
—r3(RIY*™ + T' X, D(RIY* + T{' X))
En utilisant la propriété 2.17 pour Uintervalle [rq, 73], on a :
i (RyX + Y™, D(RyX + T, V™))
+r2(RIYV* + T X, D(RIY*™ + T X))
<r?(X,DX) +r3(Y**, DY*).

92



En utilisant la propriété 2.17 pour 'intervalle [rq, r3], on a :

r2(RIY + T2 X*™, D(RIY + T2 X ™))
+ r3(RAX™ + T2Y, D(RAX™ + T2Y))
< r3(X*, DX*) +r3(Y,DY).
Il vient alors : o 5 5 5
r2(T3X + RIY, D(TEX + R3Y))
+ P2 (R3X + TV, D(R3X + T5Y))
<r¥(X,DX) +r3(Y,DY)
+r3( X DX + 13 (Y, DY)
— 3 (TEY + REX™, D(TZY + R3X™))
— P2 (RIYY™ + T X, D(RIY*™ 4+ T1 X)).

On finit la démonstration en remarquant que :
O

Propriété 2.32. Si les matrices de transmission/réflexion pour les intervalles [rq,rs] et
[ro, 3] vérifient la propriété 2.22; alors il en est de méme pour les matrices de transmis-
sion/réflexion pour l'intervalle [r1, 3] données par dans la propriété 2.30.

Démonstration. On a :
(r3T2 + iRy 2 = (T2 — RIRS) T + iR
+ TR - RIRS) 171)

= [(I = RIR3) T (3T + riRS — r3RE + riTy R3) 2
+71(R,)"2
= [(I = RIRY) TN (131 — (r31 = riTy)RE)">
+r2(R3) 2
2[(1 ~RIRY T - RIRY) = + r3(RY)' =
= (P37} + riRY 2 = riz.
On fait de méme pour 'autre. O

2.7 Reésultats numériques
Dans cette section, on teste le schéma décrit précédemment dans plusieurs configu-

rations. Dans un premier temps, on étudie le cas du transport dans le vide, 7.e dans
le cas ou o et ¢ sont nuls. Dans ce cas, on dispose d'une formule analytique des états
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stationnaires du modéle Py associé, si bien que le schéma étudié capture exactement les
états stationnaires. Dans le cas N = 1, on a ’expression analytique de la solution du
modéle Py. On compare alors trois solutions : la solution numérique, la solution exacte
du modele P; et la solution du modéle de transport. On se place sur un domaine r € [0, 2]
que I'on maille avec une grille uniforme 71/ = 2i /N¢ pour 0 < i < N, ou N, désigne
le nombre de cellules et les centres de mailles r; sont choisis au milieu des cellules. La
condition initiale du probléme est donnée par une fonction constante par morceaux avec
une seule discontinuité située en rg = 0.5 :

0, si0<r<ry,

1, sinon.

u(t,0,p) = {

La condition initiale du modéle Py est donc donnée par :

0, si0<r<ry,

1, sinon,

<U(t7 0)7 €0> = {

et (U(t,0),er) = 0 pour tout k& > 0. Avec cette condition, initiale, la solution analytique
du modéle P; est donnée par :

/’(t’r)zz_lr Kr—l—\c/—%)po <r+%>+<r—%>po (‘T—\C/—%ﬂ

et la solution du probléme de transport s’écrit :

2_ 7"?1 + 322 > 2crt,

— rczl + At < —2ert,
1 <7“2 — 7“3 + 2t2

1., sir
0., sir?
p(t,r) =

2

— 1 sinon.
2crt * > '

On compare alors la solution numérique, pour différents nombres de mailles, avec ces deux
solutions analytiques; voir figures (2.3), (2.4), (2.5). Grace a la formule analytique du
modele de transport, on sait qu’en ¢ = ry/c, 'onde radiative redondit sur le bord r = 0.
On a alors tracé les solutions en 3 instants différents situés avant ce rebond, au moment du
rebond et apres le rebond. Les résultats montrent la convergence de la méthode numeérique
vers la solution du modéle P; lorsque le nombre de maille augmente, et ce pour les 3
instants considérés. En revanche, la solution P; reste peu précise par rapport a la solution
du modeéle de transport. Sur les figures (2.3), (2.4), (2.5), on montre la convergence de
la solution numérique P; vers la solution analytique du modele P; lorsque le nombre de
mailles augmente. La convergence est illustrée aux 3 instants caractéristiques : avant le
rebond, au moment du rebond et aprés le rebond. Sur les figures (2.6), (2.7), (2.8), on
illustre la convergence des solutions numeériques du modeéle Py vers la solution analytique
du probléme de transport lorsque le nombre d’harmoniques N et le nombre de mailles
augmentent. On observe la convergence aux 3 instants caractéristiques : avant le rebond,
au moment du rebond et aprés le rebond.
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FicurE 2.3 — Comparaison entre la solution numérique et les solutions analytiques du
modeéle P; et du modele de transport & ¢ = 0.3. Le nombre de maille vaut 25, 50, 100 et
200 (de haut en bas et de gauche a droite).
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FiGURE 2.4 — Comparaison entre la solution numérique et les solutions analytiques du
modeéle P; et du modéle de transport & ¢ = 0.5. Le nombre de maille vaut 25, 50, 100 et

200 (de haut en bas et de gauche a droite).
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FiGuRrE 2.5 — Comparaison entre la solution numérique et les solutions analytiques du
modeéle P; et du modéle de transport & ¢ = 1. Le nombre de maille vaut 25, 50, 100 et

200 (de haut en bas et de gauche a droite).
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FIGURE 2.6 — Convergence en harmoniques a nombre de mailles fixé de la solution

numérique vers la solution analytique du modeéle de transport pour ¢ = 0.3. De haut en
bas et de gauche & droite, le nombre de mailles vaut 25, 50, 100 et 200.
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FIGURE 2.7 — Convergence en harmoniques a nombre de mailles fixé de la solution

numérique vers la solution analytique du modeéle de transport pour ¢ = 0.5. De haut en
bas et de gauche & droite, le nombre de mailles vaut 25, 50, 100 et 200.
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bas et de gauche & droite, le nombre de mailles vaut 25, 50, 100 et 200.
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On considére a présent un second cas-test : le cas-test appelé Star-in-Space. C’est un
cas-test stationnaire ou I'on considére la solution du probléme suivant :

1—
,
u(ri,p>0) =1,

2
1o I + 'uﬁﬂI:O, r<r<ry, —1<p<I,

u(re, p < 0) =0.

La méthode des caractéristiques nous donne l'expression analytique de la solution :

1 2
P(T)=§<1— —T—1>, r <1< 7.

On teste le schéma développé précédemment sur ce cas-test en observant son comporte-
ment en temps long. Tout comme dans le cas précédent, on considére que le rayonnement
se propage dans le vide si bien que 'on peut appliquer le schéma sans aucune approxi-
mation sur les états stationnaires. Comme le schéma est bien équilibré, il doit capturer
exactement les états stationnaires du modéle Py en temps long quel que soit le maillage
spatial considéré. On compare alors les solutions numériques obtenues pour différents
nombres d’harmoniques en temps long avec la solution du probléme de transport. On
vérifie aussi que le nombre de mailles ne joue aucun role pour la solution numérique. La
figure (2.9) montre les résultats obtenus pour les paramétres suivants : r; = 1 et 7o = 10.
On voit en particulier que le nombre de mailles a peu d’influence sur les résultats ob-
tenus en temps long. Les résultats montrent en particulier la convergence en nombre
d’harmoniques. Cette derniére est cependant lente sur ce cas-test.
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FiGURE 2.9 — Comparaisons entre la solution numérique et la solution transport sur le
cas Star-in-Space. Sur chacune des figures, on a tracé la solution transport et plusieurs
solutions numériques & nombre d’harmoniques différents. Les figures différent uniquement
par le nombre de mailles : de haut en bas et de gauche a droite, N, = 25, 50, 100, 200.
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Le troisiéme cas-test étudié est un cas en géométrie 1D plane. Le schéma développé
se transpose aisément dans cette géométrie. On étudie la propagation d’un rayonnement
a travers un matériau diffusif possédant une discontinuité forte d’opacité. Le probléme
de transport associé s’écrit :

1 L a

—atI—i-,u@gCI:—UI—i—a/ 1_7#’ rir<r<wmy, t>0 —-1<pu<l,
¢ -1

I(0,z,p0) =0, m <z <mg, —-1<p<l,

I(t,x1,p>0)=0, t>0,

I(t,z0,p<0)=1, t>0.

ou o dépend de 'espace de la maniére suivante :

g r<x
O'(LE):{ 1, ms

02, T > Ty

On choisit o7 = 100 et o5 = 10~® de sorte que le matériau soit transparent pour = > z,,
et opaque pour x < x,. Dans ce cas, il n'y a pas de terme source géométrique qui
apparait dans le modéle Py associé, si bien qu’il est possible d’exprimer analytiquement
les états stationnaires. Le schéma étudié capture donc exactement les états stationnaires
du modeéle Py. Dans un premier temps, on étudie le schéma pour des temps courts de
sorte que I’état stationnaire ne soit pas encore atteint. Dans ce cas, on ne dispose d’aucune
solution analytique, que ce soit du probléme du transport ou du modéle Py. On constate
uniquement la convergence en nombre de mailles et en nombre d’harmoniques du schéma.
On a choisi ici 1 = 0, 5 = 1 et x,, = 0.5. De la sorte, pour ¢t < 0.5, le rayonnement
n’a pas encore atteint la zone opaque. Pour ¢t > 0.5, on commence & voir les effets de
la diffusion du rayonnement par la matiére. On regarde alors les résultats aux deux
instants t = 0.5 et ¢ = 1. Les résultats sont montrés sur les figures (2.10) et (2.11). Dans
un second temps, on étudie le comportement en temps long des solutions numériques.
Comme le schéma est bien équilibré, les états stationnaires du modéle Py doivent étre
capturés exactement. On observe donc les solutions numeériques au temps ¢ = 1000. Pour
cela, on utilise la version implicite du schéma et on effectue un seul pas de temps. Les
résultats pour des nombres d’harmoniques et de mailles différents sont tracés sur la figure
(2.12). On remarque la convergence en temps long de la solution numérique vers ’état
stationnaire du modeéle Py. De plus, I'état stationnaire du probléme de transport est
capturé des N = 1.
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FIGURE 2.10 — Résultats numériques pour le cas-test 1D plan avec o discontinu. Sur
chacune des figures, on a tracé plusieurs solutions & nombre d’harmoniques différents a
t = 0.5. A cet instant, I’'onde radiative n’a pas encore atteint la zone opaque. Les figures

difféerent uniquement par le nombre de mailles : de haut en bas et de gauche & droite,

N, = 25, 50, 100, 200.
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FIGURE 2.11 — Résultats numériques pour le cas-test 1D plan avec ¢ discontinu. Sur
chacune des figures, on a tracé plusieurs solutions & nombre d’harmoniques différents a
t = 1. A cet instant, 'onde radiative est entrée dans la zone opaque et est alors diffusée.
Les figures difféerent uniquement par le nombre de mailles : de haut en bas et de gauche
a droite, N, = 25, 50, 100, 200.
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FIGURE 2.12 — Résultats numériques en temps long pour le cas-test 1D plan avec o
discontinu. Sur chacune des figures, on a tracé plusieurs solutions & nombre d’harmoniques
différents a t = 1000. Les figures différent uniquement par le nombre de mailles : de haut
en bas et de gauche & droite, N, = 25, 50, 100, 200. Les courbes sont superposées, ce qui
montre la convergence vers I’état stationnaire du probléme de transport des que N = 1.
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Le dernier cas-test étudié est celui apparaissant dans [Mac07]. C’est un cas-test sta-
tionnaire en géométrie 1D sphérique avec ¢ non nul et discontinu. Le probléme résolu
est le suivant :

1 —
poI +
-

I(ro,u < 0) = 0.

2
MﬁﬂI:—JI—i—q, 0<r<ry, —-1<pu<l,

ou o et q dépendent de 'espace et sont des fonctions constantes par morceaux définies

par :
o1, T <Tm, q, T <Tm,
o(r) = q(r) =
02, T 2T, G2, T2 Tm-

Dans le cas présent, on choisit o = 1078, o9 = 100, ¢; = 1 et ¢» = 0. Dans ce probléme,
la matiere absorbe des photons mais il n’y a pas d’émission. La solution analytique & ce
probléme s’obtient par la méthode des caractéristiques et est donnée dans [Mac07]. La
combinaison des effets sphériques et des interactions rayonnement / matiére fait que 1’on
ne peut pas explicitement exprimer les états stationnaires du modéle Py. On utilise alors
dans ce cas 1I'un des schémas approchés présentés dans la section précédente. Pour la prise
en compte du terme source g, on effectue une séparation d’opérateur d’ordre 1 en temps.
On compare alors les solutions numériques obtenues en temps long avec la solution analy-
tique du probléme pour des nombres d’harmoniques et des nombres de mailles différents.
On s’attend a ce que les solutions numériques approchent 1’état stationnaire du probléme
de transport lorsque le nombre de mailles et le nombre d’harmoniques augmentent. On
voit sur les résultats que I'approximation faite sur les états stationnaires du modéle Py
impacte directement la précision des résultats sur des maillages grossiers. L’approxima-
tion par séparation d’opérateur pour prendre en compte le terme source ¢ est aussi un
facteur de cette perte de précision. En revanche, lorsqu’on raffine le maillage, ’approxi-
mation des états stationnaires devient de plus en plus précise et le schéma converge
bien, lorsque le nombre d’harmonique augmente, vers 1’état stationnaire du probléeme de
transport.
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FIGURE 2.13 — Résultats numeériques en temps long pour le cas-test ([Mac07]). Sur
chacune des figures, on a tracé plusieurs solutions & nombre d’harmoniques différents a
t = 1000. Les figures différent uniquement par le nombre de mailles : de haut en bas et
de gauche & droite, N, = 25, 50, 100, 200. Les courbes sont superposées, ce qui montre
la convergence vers I'état stationnaire du probléme de transport dés que N = 1.
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En résumé, les résultats numériques illustrent 'efficacité du schéma dans tous les
cas ou l'on est capable d’exprimer les états stationnaires par une formule analytique,
c’est-a-dire le cas du transport 1D sphérique dans le vide et le cas du transport 1D
plan avec couplage & la matiére de type scattering. Dans ces deux cas, le schéma présenté
converge en nombre de maille et en nombre d’harmonique vers la solution du probléme de
transport. De plus, on a montré que le schéma converge bien en temps long vers la solution
stationnaire du modéle Py. Dans le dernier cas ([Mac07]), la combinaison des effets
géométriques et des effets de scattering implique qu’on n’est pas en mesure d’exprimer
les états stationnaires du modéle Py sous une forme analytique simple. Dans ce cas,
on est contraint d’approcher ces états d’équilibres par différentes méthodes (séparation
d’opérateurs, série de Magnus). Ceci implique que le schéma ne converge pas en temps
long vers la solution stationnaire du modéle Py. Cependant, en raffinant le maillage
spatial, les approximations sur les états d’équilibres deviennent de plus en plus précises.
En conséquence, on obtient bien le convergence du schéma en temps long vers 1’état
d’équilibre du modéle Py lorsque le maillage spatial est suffisament fin.

2.8 Modéle de transfert radiatif spectral

On s’intéresse ici a la discrétisation d’un probléme de transfert radiatif. Par rapport
aux sections précédentes, on ajoute dans les équations un couplage a la matiére non
linéaire, une relaxation entre ions et électrons et la dimension fréquentielle. On se place
toujours en géométrie 1D sphérique, de sorte que les équations s’écrivent :

1—p?
r

1
200, + pd I, + 9,1, = o(B(,T.) — 1),
C

+oo 1
O b, = 47r/ / o(I, — B(v, Te))%udy + ew(T; — T,), (2.55)
0 -1

815EZ' == CK(Te — T’Z),

avec I, lintensité radiative, E. et FE; les énergies internes associées aux ions et aux
électrons, T; et T les températures associées a ces énergies définies par F, = C, T
et B = Cp;T; on Cye et C,; sont des coefficients constants représentant les capacités
thermiques volumique pour les électrons et les ions (respectivement). La fonction B
représente la fonction de Planck. La quantité o représente 'opacité d’absorption de la
matiére et est une fonction qui dépend de la fréquence v et de la température T,. La
quantité k représente le coefficient de relaxation entre les ions et les électrons et est une
fonction de T; et T¢.. Enfin, on note c la vitesse de la lumiére considérée comme constante.

2.9 Modéle multigroupe

A la différence des chapitres précédents, on a pris en compte la dimension fréquentielle
dans les équations (2.55). Cette nouvelle dimension ajoute de nouveau une difficulté en
vue de la discrétisation du systéme. La premiére étape vers la discrétisation consiste alors

69



a construire un modéle approché selon le principe de la mise en groupe de fréquences.
L’idée est de partitionner la plage de fréquence [0, +00[ en une nombre fini G de groupes,
c’est-a-dire de se donner G + 1 fréquences discrétes (v4)o<g<q telles que :

O=1vy < < <yyg <. <vg=+00.

En intégrant 1’équation du transfert sur chacun des groupes de fréquences [v,_1,v,[, on
obtient :

1 1— p?
—Ouly + pd Iy + — 0,1, = B, — 0PI, 1<g<a,
C T

ou I, et By représentent les quantités I, et B, intégrées sur le groupe de fréquence. Les
quantités 05 et Jf sont les moyennes d’opacité sur le groupe respectivement pondérées
par les fonctions B, et I,,. La deuxiéme équation de (2.55) devient alors :

G 1
d
OB, = 4r Z/ oF T, — 0539]7“ + ck(T; — To).
1 -1

Ici, nous n’avons effectué aucune approximation pour le moment. Le systéme (2.55), aprés
mise en groupe, est alors constitué de G + 2 équations. Les inconnues du systéme sont
les intensités sommeées sur chacun des groupes (I;)i1<4< et les énergies internes des ions
et des électrons respectivement FE; et F,. Les quantités 05 et By sont données par la
température T, des électrons. En revanche, les quantités Jf dépendent de I'inconnue I,

donc ne sont pas des données du probléme. Pour pallier ce probléme, plusieurs approxi-

mations sont possibles. Ici, nous adoptons ’approximation suivante : af ~ 05 =o0y. Le
systéme s’écrit alors :

1 1—p?

Eat—rg + o ly + Taulg =04(Bg—1y), 1<g<Q@G,

o dp (2.56)
OB, =4n> | oIy - By)= + cr(T; = To),
g=17"1
815EZ' == CKJ(Te — Tl),

Ce dernier systéme contient bien autant d’inconnues que d’équations. Il est constitué
de G équations du transfert, une pour chaque groupe de fréquence, couplées aux deux
équations modélisant 1’évolution de la matiére. On peut & présent appliquer la méthode
Py sur chacune des équations du transfert.

2.10 Modéle Py multigroupe

Dans cette section, on contruit le modéle Py multigroupe en appliquant la méthode
Py sur chacune des équations de transfert dans le systéme (2.56). On développe chaque
fonction I, sur une base tronquée d’harmoniques sphériques (polynéome de Legendre en
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1D). On obtient alors, pour chaque groupe de fréquence, un modele Py de la forme
suivante :

1 1
EatUg + A0, Uy + ;GUg =o04(Bgeo —Uy), 1<g<QG, (2.57)

ot eg = (1,0,...,0)t et Uy le vecteur des coefficients de I, dans la base tronquée des
harmoniques sphériques. Les matrices A et G ne dépendent pas du groupe de fréquence
considéré ; seules les valeurs de o, et B, différent entre les groupes. Le systéme global
s’écrit alors :

(1 1
Z0.U, + AdU, + ~GU, = 04(Byeo — U,), 1<g<G,
C T

G
OB = Am Y 04((Uy, o) — By) + cx(T; — T), (2.58)
g=1
L GtEZ = Clﬁl(jﬂle — E)

On remarque en particulier que le couplage du rayonnement avec la matiére se fait unique-
ment via les premiéres composantes des U,. En définissant b, et ¢, 4, pour tout 1 < g < G,
tels que :

AnBy = cbgpe  4m(Uy, e0) = cor g,

le couplage entre le rayonnement et la matiére s’écrit :

1
Orpr.g + ﬁar(TQFg) = Cag(bg¢e - ¢r,g),
G

OB = cog(brg —byde) + cn(T; — To), (2.59)
g=1

OE; = ck(Te, — T).

Ce couplage est fortement non linéaire étant donné que ¢ est proportionnel a T et E,
FE. respectivement proportionnels a T; et T.

2.11 Discrétisation

Dans cette section, on propose une méthode de discrétisation pour le systéme (2.58).
On adopte une approche par séparation d’opérateur. On sépare la partie linéaire de la
partie non linéaire. Ainsi, dans un premier temps, on résout numériquement le probléme
linéaire suivant :

1 1
—0Ug + A0 Uy + —GUy = —04Jey, 1< g <G, (2.60)
c r

ou J = diag(0,1,...,1). Dans ce dernier systéme, on a enlevé la partie non linéaire du

couplage & la matiére. Dans un second temps, on résout le couplage non linéaire décrit
par le systéme (2.59). Pour la discrétisation de la partie linéaire (2.60), on utilise le
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schéma décrit dans la partie précédente dont on a montré en particulier la stabilité. La
discrétisation du systéme non linéaire est moins aisée. On adopte une approche implicite :

¢n+1 n
Ero T onlaptigntt - o),

G

En+1 _ En

e = e _ ann+1 ¢n+1 b;i+1 g+1) _{_CﬁnJrl(Tin—l—l _Ten+1),

9=1

EMt — E7

\ 3 N i Cl€n+1(Ten+1 _ZvinJrl).

Le traitement implicite et la non linéarité impliquent qu’il est nécessaire d’utiliser une
méthode itérative pour résoudre ce dernier systéme. Pour mettre en oeuvre cette méthode,
on commence par linéariser le systéme par rapport aux variables ¢, g4, ¢ = aTe4 et
O; = aTi4. On pose alors les quantités suivantes :

1 1 1
n+1 __ ¢2+1 B ¢g n+1 __ ¢?+ - ¢? . TinJr - Ten+
/Be - B ie

E¢t — Br B Ey ot —gett

Le schéma s’écrit alors :

¢n+1 n
— CU”+1(bn+1¢n+1 ¢n+1)

At g g €

¢n+1 (bn < 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e = By e = b + g T (0 — o,

g=1
ot — g
i N i Cﬁn-l—l n+15n+1( g+1 _¢?+1)‘

A T'aide de ces trois équations, on peut exprimer ¢! de la maniére suivante :

n+1¢n + an+1¢n + Z n+1¢n/bn+1

1 _
o (2.61)
n+1 n+1 n+1 ?
o5 + Zg 1934
avec .
n+1,.n+1sn+1 n+lgn+1
aitl =1, autl= B KT At ot — Bn+lca by At
b bl
1+ cfrtigntignting’ 39 1+ cagHAt

On remarque que (2.61) est une combinaison convexe ce qui garantit la stabilité de
I'itération. A partir de I’équation (2.61), on adopte le schéma itératif suivant ou les
coefficients «; sont figés & chaque itération :

¢p+o/§¢p+zg 1a3g¢p/bp
041"‘042"‘2 L1 0G,

¢p+1
e
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. ) 1 , .
Une fois la température T7 + calculée, on calcule les autres quantités via les formules
suivantes :

—+1
ohs' _ (OFy/V) eopdegtt
vh 1+ coh At ’ =9=%
o1 + Y kPSE Attt
1+ cfBP kPOt AL

Ces deux formules sont des combinaisons convexes ce qui garantit encore la stabilité sur
une itération. On arréte la processus itératif lorsqu’on estime la convergence atteinte.
Concrétement, on se fixe un critére d’arrét de la forme suivante :

p+1
o =

p+1l _ p
\T T

e,i,r e,i,r

| < eTg i
oil € est un paramétre fixé selon la précision voulue (typiquement 10~1%). L’algorithme
présenté ici est stable sur chaque itération car on fait uniquement des combinaisons
convexes. En revanche, il est possible que l'algorithme ne converge pas vers la bonne
limite, ou ne converge pas tout simplement. En effet, lorsque I’on recherche la racine
d’une fonction & 'aide de 'algorithme du point fixe, il faut s’assurer que cette fonction
soit contractante dans un voisinage de cette racine et que I'on choisisse la valeur initiale
du processus itératif dans ce voisinage. Cette situation peut parfois se rencontrer en
pratique. Une étude plus détaillée doit étre effectuée sur le sujet pour s’assurer de la
bonne convergence de l'algorithme dans toutes les situations possibles, ou, du moins,
sous une condition raisonnable.
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Chapitre 3

Analyse mathématique et hiérarchie
de modéles d’hydrodynamique
radiative

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problémes d’hydrodynamique radiative, c¢’est-a-
dire aux problémes de couplage entre un rayonnement et un fluide en mouvement. Une
étude bibliographique sur la modélisation de ces problémes montre qu’il n’y a pas de
consensus entre les auteurs sur les équations a utiliser pour modéliser de tels problémes.
Partant de ce constat, on concentre uniquement notre étude sur ’analyse mathématique
des différents modeéles. La discrétisation des modeéles est laissée en perspective de travail.
Ce chapitre est donc dédié a 1’établissement d’une hiérarchie de modéles issus de la litté-
rature et bien adaptés a la FCI. On étudie particulierement la prise en compte de chaque
modeéle des effets d’entrainement matiére, appelés aussi effets comobiles. Les effets de
géomeétrie sphérique ne sont pas traités si bien que l'on se place, dans tout ce chapitre, en
géométrie 1D plan. Pour chaque modéle étudié, on s’intéresse aux propriétés suivantes :
conservation de I'impulsion, conservation de 1’énergie, existence d’une entropie mathé-
matique compatible avec les termes sources et comportement dans la limite de diffusion.
L’analyse de ces propriétés est justifiée a plusieurs égards. Tout d’abord, la vérification
des lois de conservation satisfaites par le modéle nous informe sur sa cohérence physique
(respect des principes de bases de la physique) et, d’'un point de vue mathématique, sur
les conditions de saut des solutions faibles. De plus, outre le lien étroit entre entropies
physique et mathématique, ’existence d’une entropie mathématique compatible avec les
termes sources confére au modéle certaines propriétés capitales et notamment la stabilité
des solutions en norme L?. L’é¢tude de la limite de diffusion des différents modéles vise &
vérifier qu’ils restituent la limite hydrodynamique radiative de diffusion admise dans la
littérature.

Dans notre comparaison de modéles, I’accent est principalement mis sur les différences
entre les modéles newtoniens et les modeles relativistes. Cela nous permet de discuter
quant a l'intérét d’adopter des modéles relativistes pour simuler des probléemes d’hydro-
dynamique radiative. On montre en particulier que le cadre relativiste permet de garantir
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a la fois le caractére entropique et la précision en v/c du modeéle ce qui n’est pas le cas
des modéles newtoniens. Outre cet avantage, on souhaite in fine comparer les solutions
issues des modéles relativistes d’une part et des modeéles newtoniens d’autre part afin de
quantifier plus précisément les différences entre les deux types de modéles.

Rappelons qu’il existe plusieurs familles de modéles d’hydrodynamique radiative.
Tout d’abord, les modeles eulériens (encore appelés dans la littérature fized-frame mo-
dels, eulerian-frame models ou inertial-frame models) dans lesquels toutes les quantités
physiques sont mesurées dans le référentiel fixe (galiléen) du laboratoire. Ces modéles ont
I’avantage de s’écrire sous la forme d’un systéme de lois de bilan, ce qui est appréciable
tant du point de vue mathématique que numérique. Cependant, ces modéles ne sont guére
exploitables en pratique car les valeurs accessibles des opacités ne sont connues que dans
le référentiel du fluide. La deuxiéme famille de modéles est la classe des modéles comobiles
(appelés comobile-frame models dans la littérature). Leur étude est notamment effectuée
dans [MWNMO99] et [MW86]. Dans ces modéles, on se place dans un référentiel particulier,
le référentiel comobile. Dans ce référentiel, la direction et la fréquence des photons sont
évaluées dans le référentiel en mouvement lié au fluide. Les variables de temps et d’espace
sont, quant & elles, toujours évaluées dans le référentiel fixe lié au laboratoire. Lorsqu’on
se place dans le référentiel comobile, les valeurs des opacités sont directement accessibles.
En revanche, avec cette approche, des produits non conservatifs apparaissent, posant des
difficultés mathématique et numérique. La troisiéme famille de modéles rassemble les
modeéles mized-frame, ol les quantités physiques sont toutes mesurées dans le référentiel
fixe du laboratoire a ’exception des opacités qui sont mesurées dans le référentiel du
fluide. Cette approche a I’avantage de préserver la structure du modéle sous forme d’un
systéme de lois de bilan, mais complexifie les expressions des termes sources par rapport
a ceux des modeéles comobiles. A nos yeux, ces derniers modéles sont ceux qui présentent
le plus de propriétés satisfaisantes (conservation, entropie, limite de diffusion, voir plus
haut), c¢’est pourquoi notre choix s’est porté sur eux.

Un deuxiéme objectif de ce chapitre est d’identifier les éventuels défauts pour chaque
modeéle étudié et de proposer des corrections pour pallier ceux-ci. Enfin, on cherche &
déterminer des modeéles Py de référence, possédant les bonnes propriétés physiques et
mathématiques, dans l'optique de leur analyse numeérique. Le plan de ce chapitre s’arti-
cule alors selon les points suivants. Dans un premier temps, on rappelle quelques éléments
de la théorie du transfert radiatif et on introduit les notations mathématiques. Ici, on
s’inspire de [MWM99] et [CasO4]. On procéde ensuite & I’analyse mathématique des mo-
déles d’hydrodynamique radiative non relativistes, i.e dans le cadre de la mécanique
newtonienne. Tout d’abord, on effectue I'analyse des modeéles de transport, i.e. sans
approximation angulaire, spectraux. Puis, on étend cette analyse dans le cas « gris »,
1.e. moyenné en fréquence. On s’intéresse ensuite aux modéles approchés dans I'approxi-
mation angulaire Pp, puis Py. La méme analyse est enfin effectuée pour des modéles
relativistes.
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3.1 Transformations de Lorentz pour le rayonnement

Lorsqu’un photon se déplace dans la direction n avec une fréquence v, mesurées par
un observateur fixe par rapport au laboratoire, il est vu, par un observateur attaché a une
particule fluide, avec une direction ng et une fréquence 1y différentes. Ces phénomeénes
sont respectivement appelés effet d’aberration et effet Doppler. Les lois de transformation
pour la fréquence et la direction s’obtiennent en considérant le vecteur espace-temps
énergie-impulsion des photons.

Définition 3.1. Le 4-vecteur énergie-impulsion des photons s’exprime avec la fréquence

v et la direction n des photons :
h
Mo =" <1> , (3.1)
c \n

et est covariant par transformation de Lorentz ([MWNM99] §89). Cette derniére propriété
permet de dériver les expressions des décalages en fréquence et en direction dus aux effets
Doppler et d’aberration.

Lemme 3.1. Les lois de transformation reliant la fréquence et la direction mesurées dans
le référentiel comobile et dans le référentiel du laboratoire s’écrivent (voir [MWM99] §89) :

{ vo=v(l—mn-v/e),

no = (/o) {n —1(v/OL - (v - v/e)/( + D]}, (32)

ot v = (1 —v%/c?)~1/2 est appelé facteur de Lorentz. Les relations inverses s’obtiennent
trivialement en substituant v en —v. Au premier ordre en v/c, ces relations se réduisent
en :

v

2

vt nvo 0 (%),

n-—v/c v?
np=-—2"Y° yo0(2).
T 1-n-v/c + <c2>
Remarque 3.1. Dans le cas particulier d’un mouvement selon l'aze z (v = vey), (3.2)
devient :

(3.3)

vo = (1 - uw]e),
po = (p—v/c)/(1 — pv/c),

(1= p)'? = (1= )2 /y(1 = po/e),
By = B,

(3.4)

avec p et @ respectivement le cosinus de [’angle polaire et l'angle azimutal de n relative-
ment @ e, (et de méme pour leurs homologues dans le référentiel comobile).

Lemme 3.2. Des équations précédentes, il vient 1’égalité entre les mesures suivantes
(voir aussi [MWNM99] §89) :
vdvdw = vydrgdwo, (3.5)
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ou I’on a noté dw et dwg les éléments infinitésimaux d’angle solide associés aux directions n
et ng. Ce résultat prouve 'invariance de la mesure vdrvdw par transformation de Lorentz.
Ce résultat trés important est utilisé & de nombreuses reprises dans la suite.

Transformation de l’intensité et des coefficients matériels A cause des effets
Doppler et d’aberration, deux observateurs différents respectivement liés au référentiel
du laboratoire et au référentiel comobile ne percoivent pas la méme intensité radiative
portée par les photons, ni les mémes coefficients matériels. Les lois de transformation
pour ces 3 quantités ne s’obtiennent pas aussi facilement que les décalages en fréquence
et en direction dérivées précédemment. Sans démonstration, on donne les relations reliant
ces quantités exprimées dans les deux référentiels différents.

Lemme 3.3. Les lois de transformation pour 'intensité radiative I, le coefficient d’émis-
sion 7 et le coefficient d’extinction y s’écrivent (voir [MWNM99] §90) :

I(n,v) = (v/v0)*Io(ng, vp)- (3.6)
n(n,v) = (v/v)*no(vo). (3.7)
x(n,v) = (1/v)xo(vo)- (3-8)

Remarque 3.2. Les quantités 1/v3, n/v? et vx sont invariantes par transformation
de Lorentz et sont appelées respectivement intensité invariante, émission invariante et
extinction invariante.

Lemme 3.4. Les relations (3.6), (3.7) et (3.8) nous permettent d’exprimer la quantité
n — xI directement en fonction des opacités du matériau o, et o, de la planckienne B
et de l'intensité radiative I (voir [BD04] et [LMH99]).

%0 14 3
n(n,v) — x(n,v)I[(n,v) = 70(1(7/0) [<V_0> B(T,vy) — I(n, V)]
+ 20, (v0) (1>37{ Y10/ m) % 1) o
710 Vo 47 V ’ a ’ ’
avec / | “n-v/e
V= I/m, (3.10)

ou l'on a séparé la contribution des effets thermiques et des effets de scattering.

7



Transformation des moments angulaires de l’intensité On étudie ici les trans-
formations de Lorentz pour la densité d’énergie radiative E, le vecteur flux d’énergie F et
le tenseur de pression P. Pour dériver ces lois de transformation, une approche consiste
a prendre les moments intégrés en fréquence de la relation (3.6) et a effectuer les dé-
veloppements mathématiques nécessaires. Cependant, on adopte dans cette section une
approche différente utilisant le tenseur énergie-pression (défini ci-dessous) et permettant
une meilleure interprétation physique.

Définition 3.2. On définit le tenseur énergie-pression comme ’extension en dimension
4 (espace-temps), covariante par transformation de Lorentz, du tenseur de pression ra-
diative P, et on note :

1 [t
R = —/ 7{ I(n, v)n®n®dwdv. (3.11)
€Jo 4m
Le tenseur énergie-pression se réécrit avec la densité, le vecteur flux et le tenseur de
E FT/c
aB _
RY = <F/c P ) . (3.12)

Gréace a cette derniére écriture et a la propriété essentielle de covariance par transforma-
tion de Lorentz du tenseur R, on peut sans difficulté dériver les lois de transformation

pression d’énergie radiative.

pour les moments intégrés en fréquence de 'intensité radiative.

Lemme 3.5. Les lois de transformation pour la densité, le vecteur flux et le tenseur de
pression d’énergie radiative s’écrivent (voir [MWNO9] §91) :

E =2 (Eo + 2%5‘3 + ”i;“ Pgﬂ') , (3.13)
Fi—~ {Fg +yEgv' + v, P9 4 #[(27 +1)v;F + fyvjvkpg’“]%} : (3.14)
3 5 S vivd
P = Py + L(0'F] + v F) + 4 Bo—;
2 . 23]
2l j ik i, pki KUY
+m <’[)‘7'U]{;POZ + v’kaO + 2'7’UkF0 C—2> (315)
2
+ | 55— v PPYv 7,
() et
ou l'on a utilisé la notation d’Einstein pour les sommes d’indices. En 1D plan, on a
notamment :
9 v v?
E=x E0+2—2F0+ —2P0 s (316)
c c
F = (29" - 1)Fy +7°(Eo + Po)v, (3.17)
9 20 21)2
P=x P0+c—2’)/ o+~ C—QE(). (3.18)
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Lemme 3.6. A l'ordre 1 en v/c, les relations (3.13), (3.14) et (3.15) se réduisent & :

Vv ’1)2
E=Ey+25 Fo+0( %), (3.19)
’1)2
F = FQ =+ E()V =+ PQV +0 <—2> R (320)
C
1 v?
P:P0+C—2(F0®V+V®Fo)+0 6_2 . (3.21)

Remarque 3.3. Les lois de transformation dérivées ci-dessus s’appliquent uniquement
pour les moments de l'intensité radiative intégrés en fréquence. Le calcul pour les mo-
ments monochromatiques est moins aisé car ceux-ci ne peuvent pas s’exprimer a ['aide
d’un 4-tenseur covariant par transformation de Lorentz. Le point clé ici est la propriété
d’invariance Lorentzienne de la mesure vdvdw que ne posséde pas la mesure dw. On peut
néanmoins développer au premier ordre en v/c la relation (3.6), puis prendre les moments
successifs de I'équation obtenue. Les développements mathématiques sont détaillés dans
[MWM99], §99, dans le cas unidimensionnel et les relations obtenues s’écrivent :

E,o=FE, — (2v/AF, + (v/c})d,(vE,), (3.22)
F,o=F,— (E,+ P,)v+v0,(vP,), (3.23)
P,o= P, + (20/*)F, + (v/c*)d,(vQ,), (3.24)

ot @, est le troisieme moment monochromatique de ['intensité radiative en géométrie
unidimensionnelle. Cette approche par développement de Taylor n’est cependant pas re-
commandée car elle suppose implicitement que v/c << Av/v ot Av est la largeur de la
plus petite variation du spectre ; hypothése qui peut étre violée dans certaines situations
physiques (voir [Cas(]]).

Transformation des taux de transfert des densités d’énergie et de quantité
de mouvement FEn prenant la divergence covariante du tenseur énergie-pression, on
définit un nouveau vecteur espace-temps appelé vecteur densité de force G¢ :

R 5 = G°. (3.25)

Avec l'expression du tenseur énergie-pression (3.12), on remarque que I’équation (3.25)
correspond aux lois de conservation avec termes sources pour la densité d’énergie et de
quantité de mouvement radiatives. Ainsi, on en déduit que le vecteur G* représente, a
un facteur prés, le taux d’énergie-impulsion par unité de volume transmise de la matiére
au rayonnement.
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Définition 3.3. Le vecteur densité de force G% est un vecteur espace-temps, covariant
par transformation de Lorentz, dont I’expression est (voir [MWNM99] §91) :

G — <Ggo> , (3.26)

oit GO et g sont définis par (1.26) et (1.27). La propriété de covariance par transformation
de Lorentz de G* nous permet alors de dériver facilement les lois de transformation pour
G et g.

Lemme 3.7. Les lois de transformation pour les quantités GY et g s’écrivent (voir
[MWNMNO99] §91 et [Cas04] chapitre 6) :

v VRV v
G =+~ (G8+; -go), g=go+(y—1) 2 go+sz8- (3.27)
Au premier ordre en v/c, ces relations se réduisent a :
v v
G'=Gi+- g g=g+_Gi (3.28)

Ces égalités sont d’une extréme importance puisqu’elles donnent une relation simple
entre (G, g), dont les expressions analytiques ne sont pas a priori connues, et (G8, 20)
dont on connait les expressions analytiques :

1 [t 1 [t
G) = 5/0 (4mno — xocEy,)dvo, 8o = _5/0 XoF ., dvo, (3.29)
ot ’on a utilisé I'isotropie des coefficients matériels dans le référentiel comobile 79 et xq.
Les expressions ci-dessus se réécrivent simplement & 1’équilibre thermodynamique local
(ETL) :
1 [t 1 [t
Gl == / 0u(47B — cE,,)dvy, g = - / otF o, dvg. (3.30)
0 0

C

Dans 'approximation grise, on a :
0 4 1
Gy = 04(aT* — Ey), go= —EO'tF(). (3.31)

Remarque 3.4. De méme que pour les moments de lintensité radiative, les relations de
transformation ci-dessus ne sont valables que pour les quantités intégrées en fréquence.

Lemme 3.8. En injectant (3.31) dans (3.27 et en utilisant les lois de transformation
pour les moments de l'intensité radiative (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient, dans I’ap-
proximation grise, les expressions de GV et g en fonction des opacités du matérian o, o,
et des moments de 'intensité dans le référentiel du laboratoire :

G® =~ [aa {aT4 —~? (E — QU—éFi + vl—?P”)}
c c

o ' A B - A v (3.32)
7 v 2,
- Yo { Ff =Bt ;P — e (=27 + s 4 oo )C—QH ,
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g =——or [FZ — yEv' — ;P — ﬁ(—(% + 1)v; F? + yvjop P? )6—2}
L ViV | g j kj v k RV
- an(v - 1)F [FJ — yEv — v PY — P {—(27 + 1) F® + yugve P } 2
i J o ; .
+ Waav— [aT4 — 2 {E - 2v—2FJ + %Pﬂk}] .
c c c
(3.33)
En 1D plan, ces relations s’écrivent :
v v
G = yo,[aT? — E] + 70a6—2F - 76—20’3[(272 —1)F — y*(E + P)v], (3.34)
1 U 4 1 2 2
g= —EVJaF + ’}/JGE[QT + P] — 2705[(27 —1)F —~v*(E + P)v). (3.35)
Lemme 3.9. En décomposant ces relations en puissance de v/c, on a :
0 4 v F v?
G'=04(aT" —E)+—(0a—0s)—+O0 (=5 |, (3.36)
c c c
1 v 4 v?
g=——oF +—- [04(El + P) + 04 (aT* — E)I] + O =) (3.37)

Remarque 3.5. Ces derniéres relations ne sont valables que dans le cadre de I’approxi-
mation grise. Dans le cas général, on ne peut pas effectuer le méme calcul puisqu’on ne
dispose que des lois de transformation pour les quantités intégrées en fréquence. On ne
peut donc pas exprimer de maniére ezacte les quantités GO et g en fonction des opacités
spectrales et des moments de lintensité dans le référentiel du laboratoire. En revanche,
au premier ordre en v/c, les calculs sont possibles a laide des relations (3.22), (3.23) et

(3.24).

Equation de transfert dans le référentiel comobile La dérivation de I’équation de
transfert dans le référentiel comobile consiste & décrire le comportement du rayonnement
tel qu’il est percu par un observateur lié au référentiel du fluide. Toute la difficulté de
cette approche réside dans le fait que le référentiel comobile n’est pas inertiel & cause des
variations spatio-temporelles de la vitesse du fluide. Ainsi, un photon, vu par un observa-
teur fixe par rapport & ce référentiel, ne se déplace pas en ligne droite et a fréquence fixée,
comme c’est le cas dans tout autre référentiel inertiel, mais selon une trajectoire curviligne
au cours de laquelle sa fréquence varie. Il en résulte ainsi ’apparition de dérivées en di-
rection et en fréquence dans I’équation de transfert. La raison principale justifiant ’étude
du rayonnement dans le référentiel comobile réside dans la modélisation des interactions
entre matiére et rayonnement, beaucoup plus naturelle dans ce référentiel. En effet, &
cause des effets Doppler et d’aberration, c’est uniquement dans le référentiel comobile
que les coefficients matériels possédent leur valeur donnée par la physique atomique dont
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I’expression analytique est connue. De plus, le caractére isotrope des coefficients maté-
riels dans le référentiel comobile offre un avantage évident pour le modéle mathématique
résultant comme du point de vue de "'approximation numérique. L’équation de transfert
dans le référentiel comobile est particuliérement complexe & formuler. D’ailleurs, dans la
littérature, on ne trouve pas de formulation générale de cette équation qui soit valable
pour tout systéme de coordonnées, pour une dimension quelconque du probléme étudié
et pour tout type d’écoulement. Les formulations les plus générales sont données par
[Cas04] chapitre 6 et [MWN99] §95. Dans le premier cas, on a une formulation générale
de I'équation uniquement dans le cas d'un fluide non relativiste (développement au pre-
mier ordre en v/c), alors que dans le second, I’équation exacte est donnée seulement dans
le cas d’un probléme & symétrie sphérique et planaire. Dans cette section, on présente
uniquement ’équation de transfert dans le référentiel comobile en 1D plan, comme expo-
sée dans [MWNM99] §95, et on s’intéresse a ses moments angulaires intégrés en fréquence.
Cette équation s’écrit :

(1 + Buo)auto + (0 + B2, 1o

— Opg {73(1 — 15) [(Mo + B3)0.8 + %(1 + ﬁuo)atﬁ] Io}

) (3.38)
— Oy, {737/0#0 [(Mo + )08 + 2(1 + ﬁ#o)atﬁ] Io}

1
+° {(1 + g+ 28110) 0.8 + ~[2p0 + B(L + M%)]atﬁ} Io = no — xolo,
ou l'on a noté B =v/c, et ou :

no(o, vo) — Xo(v0) Lo (o, o) = oa(v0)(B(vo, T') — I(po,10))

1 3.39
+ os(10) </1 IO(,UOaVO)% - —70(#0,7/0)> : (339)

On remarque en particulier ’apparition des dérivées en fréquence et en direction qui
n’étaient pas présentes dans l’équation de transfert dans le référentiel du laboratoire
(1.19) et rendent compte des trajectoires curvilignes des photons dans le référentiel co-
mobile. En intégrant (3.38) et en prenant les deux premiers moments angulaires, on ob-
tient les équations vérifiées par la densité et le flux d’énergie radiative dans le référentiel
comobile :

y (atEo n c%atFo) + (0, Fy + 00, Fy)

2v 1
+7° KEO + Py + C—2F0> Opv + 5 (2Fp + vEq + v )0y (3.40)

“+o00 1 d
= 47r/ / (no — X(]Io)%dl/o = CG8,
0 —1
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v
le (0 Fy + vo, Py) + (3IP0 + C—23xF0)

3 2v
+ Z_Q [(QFO +vEy + vPy)0,v + <E0 + Py + ?F()) aﬂ)} (3.41)
g (oo L d
= — / (o — Xofo)uo—u0 dvy = go,
C 0 -1 2

Ces équations ne s’écrivent pas sous forme conservative comme c’est le cas dans le réfé-
rentiel du laboratoire. Ainsi, si approche comobile permet de gagner en simplicité au
niveau des termes sources, cela se fait au détriment de la structure mathématique des
équations. On a cependant les lois de bilans suivantes pour l’énergie et la quantité de
mouvement radiative :

9 2v v2 9 9 o U
O |7 | Eo+ 2ht SR+ O [(29° = 1) Fy +~7*(Eo + Po)v] = ¢y <Go + EQO> ,
(3.42)

2v v? v
0; [(29* = 1) Fo +~7*(Eo + Po)v] + s [’YQPO + 57+ wQC—QEo} =y (go + ;GS) ,
(3.43)

Remarque 3.6. Dans les équations ci-dessus, les variables de temps et d’espace sont
inchangées par rapport a celles dans le référentiel du laboratoire. Ainsi, il s’agit bien
de [’espace-temps vu par un observateur lié au référentiel du laboratoire. Cette subtilité
est d’ailleurs la raison de la structure compliquée des équations. En effet, si l'on avait
strictement opéré une transformation de Lorentz de ’équation de transfert, nous aurions
obtenu une équation identique en vertu de ['invariance lorentzienne de [’équation. En
gardant les variables spatio-temporelles du référentiel du laboratoire, de nouveaux termes
apparaissent dans les dérivées en temps et en espace.

3.2 Modéles classiques

3.2.1 Equations d’Euler classiques

Les équations modélisant la dynamique d’un fluide idéal non relativiste s’obtiennent
a l'aide de bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie dans un volume du
domaine d’étude. Ces bilans, sous forme intégrale, se transforment localement en lois de
conservation, appelées équations d’Euler. Ces équations sont étudiées entre autres dans
[GRI6] chapitre 1. En géométrie 1D plane, elles s’écrivent :

Oip + 0x(pv) = 0,
i (pv) + Bz (pv* + p) = 0, (3.44)
Oi(pe) + Oz (pev + pv) = 0.
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Dans (3.44), p = p(x,t) représente la masse volumique, v = v(x,t) la vitesse, p = p(x,t)
la pression, ¢ = &(x,t) P'énergie interne spécifique et e = e(z,t) = & + v%/2 Pénergie
totale (interne + cinétique) spécifique du fluide. Ces 3 lois de conservation expriment
respectivement la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie
totale du fluide. On ajoute de plus au systéme (3.44) une équation d’état de la forme :

p=p(p,e). (3.45)

Le systéme formé par (3.44) et (3.45) est bien fermé. En pratique, 1’équation d’état
est donnée par la physique soit sous forme de tables de valeurs, soit par une formule
analytique issue d’une modélisation du fluide a I’échelle atomique. Par exemple, dans
I’approximation du gaz parfait, ’équation d’état s’écrit simplement :

p=TLpe, (3.46)
ou I' est une constante strictement positive. D’autres formules analytiques pour I’équation
d’état, correspondant & des modélisations atomiques différentes de celle du gaz parfait,

existent néanmoins. De plus, on sait qu’en ’absence de termes sources, les solutions
classiques de (3.44) vérifient une loi de conservation supplémentaire :

Ot(ps) + 0 (psv) =0, (3.47)

ou s = s(x,t) désigne l'entropie thermodynamique spécifique du fluide définie par la
relation :

1
Tds = de + pd <;> , (3.48)

avec T' = T'(x,t) la température du fluide. Lorsque ’équation d’état est bien choisie, ps
est une fonction strictement concave par rapport a (p,v,e), ce qui montre le caractére
entropique du systéme d’équations (3.44).

3.2.2 Modéle de transport spectral

Dans cette partie, on étudie un modéle transport classique spectral construit en cou-
plant les équations d’Euler classiques avec 1’équation de transfert. Ce modéle est étudié
entre autres dans [BD04]. Le modéle s’écrit :

Oep + 0z (pv) =0,
B (pv) + 0z (pv® +p) = —g,

O (pe) + Oy (pev + pv) = —cGY, (3.49)

1
z@] + ,u&,;l = S,

ou les expressions des termes sources sont celles données par les transformations de
Lorentz exactes et s’écrivent (en l’absence de scattering) :

T
B (y, m) — I(,u,y)] , (3.50)
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4 +o0o 1 d 4 +oo 1 d
c Jo -1 2 ¢ Jo -1 2

On remarque tout d’abord que le systéme d’équations (3.49) conserve bien l’énergie
et I'impulsion totale. En effet, en sommant le moment angulaire d’ordre 0 intégré en
fréquence de 1’équation de transport des photons et ’équation d’Euler sur I’énergie, on
obtient la loi de conservation pour I’énergie totale :

O(pe + E) + 0y (pev +pv+ F) = 0. (3.52)

De la méme maniére, la somme du moment d’ordre 1 intégré en fréquence de 1’équation de
transport des photons et de ’équation d’Euler sur 'impulsion donne la loi de conservation
pour 'impulsion totale :

di(pv + F/c*) + 0x(pv* +p+ P) = 0. (3.53)

On étudie a présent la structure entropique du systéme d’équations (3.49). Confor-
meément a [BD04], on introduit les définitions suivantes pour Ientropie radiative et le
flux d’entropie radiative.

Définition 3.4. L’entropie S, = S,(xz,t) et le flux d’entropie radiative @, = Q,(x,t)
sont définis par les expressions suivantes :

2k +o00 1 ) d,u
Sy = _47Tc_3 ve[nlog(n) — (n + 1)log(n + 1)]7dl/, (3.54)
0 -1
2k +o00 1 d
Q, = _47Tc_2 / v*[nlog(n) — (n+ 1)log(n + 1)],117'ud1/, (3.55)
0 -1

avec n = %V%, On vérifie (voir [BD04]) que S, ainsi définie est une fonction strictement
concave de l'intensité radiative I.

On considére une solution classique de (3.49). Celle-ci vérifie la loi de bilan d’entropie
radiative :

+o00 1
0pSy + 0;Qr = —47rE / / = log < n ) S(w, V)d—'udu, (3.56)
h 0 1V 2

n+1

et la loi de bilan pour I’entropie thermodynamique :

N NI o Ry R PR dp
O(ps) + Oz (psv) = T(G Cg)— T J, /_1(1 ,uc>5(,u,1/)2du. (3.57)

Finalement, en sommant ces deux bilans d’entropie, on obtient la loi de bilan pour I’en-
tropie totale du systéme, vérifiée par toute solution classique de (3.49) :

Oi(ps + Sp) + 0u(psv + Q) = W, (3.58)
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ot on a noté W = W(x,t) la production totale d’entropie du systéme (3.44) et qui vaut :

W= —47T/+OO/ [ e hﬁl (nLHﬂ S(, y)%"du (3.59)

On a alors le résultat suivant, issu de [BD04].

Propriété 3.1. En utilisant 'expression (3.50) pour le terme source S, la production
d’entropie W s’exprime comme la somme de deux termes :

W =Wy + 6W, (3.60)
ott Wo > 0si [u/c| <1 et W = O(v?/c?) non signé.

Démonstration. La démonstration est donnée dans [BD04]. Cependant, on donne tout
de méme les détails de celle-ci car on adopte ici une démarche légérement différente.
Pour montrer le résultat, il convient de réécrire la production d’entropie W de la facon

suivante :
+oo k n
— 4 oo [ 2
7T/ / + hv <n+1)
:WO
4 oo 1 v du
_1)== 1— = hatind

avec v = (1 — v?/c?)~Y2. Comme (y — 1) = O(v?/c?), il vient immédiatement que
SW = O(v?/c?). On montre & présent la positivité de Wy. Pour cela on introduit la
fonction suivante :

S, V)déudy

/

(3.61)

2
k £z
fra>00 Zlog | 2t ). (3.62)
h 143 2h 1/3
Ainsi définie, f est strictement croissante et on a les égalités :
v k n
Bwv,T)) = —= I)=-+1 .
FBOT) =~ 10 =jos () (3.63)

si bien que Wy se réécrit en explicitant ’expression de S :

Wy = —4rn /O+OO /_11 %Ja(uo)W (1 - M%) [f(](u, v))—f (B (Va fy(liiﬂ)))]

Cc

T dp
B (1/, m) — I(u, 1/)] 7(11/.

(3.64)
Par croissance stricte de f, le produit des deux facteurs entre crochets est toujours négatif
ou nul. Comme de plus le facteur Lo4(v9)y (1 — p2) est positif ou nul pour tout v €]—c, |,

il vient que Wy est toujours positif ou nul, ce qui termine la démonstration. [

X
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Le fait que 'on couple les équations d’Euler classiques a ’équation de transport des
photons via les termes sources relativistes fait apparaitre un terme correctif W que I'on
ne peut pas signer dans ’expression de la production totale d’entropie. Comme [BD04] le
fait remarquer, ce terme supplémentaire est problématique puisqu’il peut potentiellement
faire varier le signe de la production totale d’entropie; cependant, il est négligeable dans
la limite non relativiste (v/c << 1) car dominé par v?/c?. Pour compléter I’analyse
de [BD04], on propose ici une légére correction pour l’expression du terme source S qui
assure la positivité de la production d’entropie. On définit alors un nouveau terme source
S* par ’expression suivante :

S*(u,v) = (1 - #%) a(10) [B (,,, - _TM%> — I(u, y)] . (3.65)

Pour passer de 'expression exacte du terme source S & ’expression modifée S*, on a
uniquement posé v = 1 dans 'expression de S, ce qui reste correct a O(v?/c?) prés. On
a donc :

S(p,v) = S*(u,v) + O(W?/c?). (3.66)

Cette modification du terme source n’affecte en rien les lois de conservation pour ’énergie
(3.52) et 'impulsion totale (3.53). En revanche, les solutions classiques de (3.49) avec le
terme source modifié vérifient la loi de bilan d’entropie totale suivante :

O(ps + Sy) + 0z (psv + Q) = W™, (3.67)
ou W* = W*(x,t) est la production d’entropie totale qui s’écrit alors :
ool —p? g n du
=4 €+ —1 — * —dv. .
w 7T/0 /1[ T +h1/ 0g<n+1>}5(,u,l/)2 v (3.68)

On a alors le résultat suivant.

Propriété 3.2. Lorsque 'on modifie le terme source S du systéme d’équations (3.49)
en S* dont 'expression est donnée par (3.65), la production totale d’entropie W* est
toujours positive lorsque |v/c| < 1.

Démonstration. On introduit la fonction suivante :

k b
fiz>0m log | —2hu— ). (3.69)
h 14550
Cette fonction est strictement croissante et on a les égalités suivantes :
v k n
Bw,T)) =—= I)=—+1 — . 3.70
FBOT) =7 10 = jos () (3.10)

La production totale d’entropie se réécrit alors en explicitant l’expression de S* :

B TR

(8 () -] 2

Cc

(3.71)
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Par croissance stricte de f, le produit des deux facteurs entre crochets est toujours négatif.
De plus, la quantité %Ja(uo) (1 - ,u%) est toujours positive pour v €] — ¢, ¢[, si bien que
W* est toujours positif, ce qui termine la démonstration. O

Pour construire un modele de transport classique obéissant a une loi d’entropie, il
suffit de dégrader les termes sources relativistes. Néanmoins, ’approximation faite reste
exacte & O(v?/c?) prés, ce qui est acceptable pour des fluides non relativistes.

3.2.3 Modéle de transport gris

Dans cette section, on effectue la méme étude que dans le cas spectral mais pour
un modéle de transport gris, i.e moyenné en fréquence. De la méme maniére que pré-
cédemment, l'accent est mis sur ’analyse de la structure entropique du modéle selon
les expressions des termes sources utilisées. Dans la littérature, cette analyse est effec-
tuée pour le modele de transport spectral (3.49) (voir section précédente et notamment
[BD04]), mais n’est cependant pas effectuée pour un modele gris. Le modeéle étudié, appelé
modele de transport gris, est construit de la méme maniére que le modéle de transport
spectral (3.49), c’est-a-dire en couplant les équations d’Euler classiques avec ’équation
de transfert intégrée en fréquences :

Oip + O0x(pv) = 0,
Oy (pv) + 0z(pv* +p) = —g,

9 (pe) + 0z(pev + pv) = —cG?, (3.72)

%atf + 1,I = 8.

Ici, I = I(x,t, ) désigne l'intensité radiative intégrée en fréquences. L’expression du
terme source S = S(x,t,u) est obtenue par intégration en fréquences de l’expression
(3.50) qui est issue des transformations de Lorentz exactes. Dans ’hypothése grise, on
obtient alors les expressions suivantes (en ’absence de scattering) :

v ac 4
S0 = (1= 1) o [Eﬁ ! (’“] | (373)
4r 1 dp 47 1 dp
G0 = . /1 S 9=— /1S(M)M7' (3.74)

Identiquement au cas spectral étudié précédemment, ce modéle conserve ’énergie et
I'impulsion totales. En effet, la somme du moment angulaire d’ordre 0 de I’équation de
transport des photons et de ’équation d’Euler sur I’énergie donne la loi de conservation
pour I’énergie totale :

O(pe + E) + 0y(pev +pv+ F) = 0. (3.75)
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De méme, la somme du moment angulaire d’ordre 1 de 1’équation de transport des pho-
tons et de ’équation d’Euler sur I'impulsion donne la loi de conservation pour I'impulsion
totale :

di(pv + F/c?) + 0x(p* +p+ P) = 0. (3.76)

On étudie & présent la structure entropique du systéme d’équations (3.72). On re-
marque tout d’abord que les expressions de entropie radiative et du flux d’entropie
radiative telles qu’elles sont écrites dans [BD04] ne sont applicables que dans le cas spec-
tral, ce qui ne convient pas ici. On introduit alors des nouvelles définitions, adaptées au
cas gris, pour l'entropie radiative et le flux d’entropie radiative.

Définition 3.5. On définit I'entropie radiative S, = S, (z,t) et le flux d’entropie radiative
Qr = Q,(x,t) par les expressions suivantes :

S, = ga/l (4_”1@))3/4 d2—“ (3.77)

-1 ac
4 LV ram 8/4 dp
Q= gac [ (Euu)) s (3.78)

On vérifie sans peine que S, ainsi définie est une fonction strictement concave de I.

Les solutions classiques de (3.72) vérifient alors la loi de bilan d’entropie radiative :

U/ an —l/4 dp
Sy + 0,Q, = 4w —1I(u) S(p)—, (3.79)
_1 \ac 2
ainsi que la loi de bilan d’entropie thermodynamique qui s’écrit :
1lps) + 0ulpsv) = —2 (60— Zg) =2 [ (1o ut) s s
‘ v T ¢ T ), ¢ 2 '

En sommant ces deux bilans d’entropie, on obtient la loi de bilan d’entropie totale satis-
faite par toute solution classique de (3.72) :

O(ps+ Sy) + Op(psv + Q) =W, (3.81)
avec W = W (x,t) la production totale d’entropie du systéme (3.72) et qui vaut :
L4 U d
W= 477/ [(—ﬁ(,@) e g, (3.82)
. T 2
On a alors le résultat suivant.

Propriété 3.3. La production totale d’entropie du systéme d’équations (3.72) s’écrit
comme la somme de deux termes :

W =W, + oW, (3.83)

avec Wy > 0si |v/c| <1 et 6W = O(v?/c?) non signé.
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Démonstration. Pour montrer le résultat, on procéde de la méme maniére que dans le
cas spectral. On réécrit W sous la forme suivante :

W = dr /_11 [(i—iﬂu)) o @ S(u)djﬂ
o =Wo ] (3.84)
+o-07 [ (1-02) s
=0W

Comme v — 1 = O(v?/c?), il vient immédiatement §W = O(v?/c?). 1l reste 4 montrer la
positivité de Wy. Pour cela, on introduit la fonction suivante :

—1/4
fiz>0~ (4—7Tx> , (3.85)

ac

qui est strictement décroissante. En explicitant ’expression de S dans I'expression de

Wop, on a :
Wo = an [ 11 0wy (1-n2) [f(f(u)) ~f (Eﬁﬂ

C

ac T du
—_—— =1 —.

(3.86)

Par décroissance stricte de f, le produit des deux facteurs entre crochets est toujours
positif. Comme la quantité o,7y (1 — u%) est positive pour tout v €] — ¢, [, on obtient

bien que Wy est toujours positif, ce qui termine la démonstration. O

On remarque que la structure entropique du modeéle gris (3.72) est identique & celle
du modele spectral (3.49) (sans modification du terme source). Le couplage des équations
d’Euler classiques avec 1’équation de transport des photons via les termes sources relati-
vistes fait apparaitre un terme correctif dWW non signé dans I’expression de la production
totale d’entropie. De méme que dans le cas spectral, ce terme supplémentaire est en
O(v?/c?), ce qui est négligeable dans la limite non relativiste, mais peut potentiellement
faire varier le signe de la production totale d’entropie lorsqu’on se place dans d’autres
régimes. On propose a présent une correction du terme source S (3.73) de maniére a
former une modéle entropique quel que soit le régime considéré :

ac T

5w = (1Y) o [Em - I(u)] — S+ 0 (—) . (3.87)

On constate que le terme source corrigé S* reste exact & O(v?/c?) par rapport au terme
source S. On note de plus que I’expression corrigée S* s’obtient en supposant un effet
Doppler classique, c’est-a-dire donné par la formule vy = v (1 — M%)
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Propriété 3.4. Avec le terme source S donné par (3.87), les solutions classiques du
systéme d’équations (3.49) vérifient les propriétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :

di(pe + E) + 0 (pev +pv + F) =0, (3.88)
— conservation de la quantité de mouvement totale :

Oi(pv + F/c*) + 0y (pv* +p+ P) =0, (3.89)
— dissipation locale de ’entropie totale :

O (—ps — Sy) + Ozx(—psv — Qr) =W, (3.90)

U fam V4 T—pe| . du
W:—47T/_1 [(EI> e s (3.91)

qui est négatif lorsque |v/c| < 1.

avec :

Démonstration. Pour toute solution classique du systéme d’équations (3.72) avec les
termes sources donnés par (3.87), les lois de conservation pour I’énergie et I'impulsion
totales se montrent trivialement; c’est une conséquence directe de la construction du
modeéle, et en particulier du choix des termes sources. Il reste & démontrer la dissipation
de I’entropie totale. La loi de bilan pour I'entropie du fluide s’écrit :

1 v

o d
By(—ps) + Ou(—psv) :47T/ s () D (3.92)
-1
La loi de bilan pour I'entropie radiative s’écrit :
L /g \ V4 2 d
o) +0,-@) = —an [ (1) s (3.93)
-1

La loi de bilan pour ’entropie totale s’écrit alors :

1 ac

1 . —1/4 v
Ups = 57)+ ul—psv = Q) = 4 [ [(4—1) S e (3.00)

La production totale d’entropie s’écrit alors :
! ac T v\ | ac T dp
477/ fl ———— | - f)| o (1l —p—) | ——————— — | —, 3.95
1 [ (477 (1 _ M2)4 (D) ( c) 47 (1 _ /i%)4 2 ( )

Fz) = <4—7Tx> o (3.96)

Par décroissance de la fonction f, I'intégrale ci-dessus est bien toujours négative ce qui
termine la démonstration. U

ol on a posé :
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De méme que dans le cas spectral, pour construire un modéle de transport classique
obéissant & une loi d’entropie, il suffit de dégrader les termes sources relativistes. Néan-
moins, I’approximation faite reste exacte a (’)(1)2 / c2) prés, ce qui est acceptable pour des
fluides non relativistes.

3.2.4 Modéles VEF gris

Dans cette partie, on étudie une catégorie de modeéles construits par couplage des
équations d’Euler classiques aux deux premiers moments intégrés en fréquence de ’équa-
tion de transfert. On parle ici de catégorie de modéles car ceux-ci possédent la méme
structure globale mais difféerent de par les expressions des termes sources ou de la condi-
tion de fermeture utilisées. Ces modéles sont étudiés par de nombreux auteurs, on peut
citer notamment [SS10], [LMH99], [BD04]. Tous ces modeéles s’écrivent de la maniére
suivante :

Oip + O0x(pv) = 0,

Be(pv) + 0 (pv® +p) = —g,

di(pe) + Ou(pev + pv) = =G, (3.97)
OF + 0,F = ¢G°,

\

1
—2825F+8xp =g.
C

Dans (3.97), v désigne la vitesse de la matiére, p, p, € et e = £ +v2/2 sont respectivement
la masse volumique, la pression, I’énergie interne spécifique et I’énergie totale (interne +
cinétique) spécifique de la matiére, E, F' et P sont respectivement la densité d’énergie
radiative, le flux d’énergie radiative et la pression radiative, cG° et g sont respectivement
les quantités d’énergie et d’impulsion transmises de la matiére au rayonnement par unité
de volume et de temps. Toutes ces quantités sont des fonctions qui dépendent de ’espace
et du temps. Pour fermer le systéme homogéne, on ajoute ’équation d’état du fluide de la
forme EOS(p,e,p) = 0 et une condition de fermeture de type VEF (variable Eddington
factor) :

P=D(E,F)E, (3.98)

ou D est le facteur d’Eddington donné par une formule analytique fonction de E et F.
Plusieurs choix sont possibles pour I'expression du facteur d’Eddington. [BD04] utilise
I’approximation M :

1—x 3x—1

D(E.F) = 2
(B.F) = —= + 25—

344 _F
shasE tw 6%

Une fermeture aussi utilisée fréquemment, voir par exemple [LVT99], est la fermeture
P1 .

1
D(E,F) = 3 (3.100)
D’autres choix sont cependant possibles (voir [Lev84|, [LP81], [Bru02]). Pour les expres-

sions des termes sources G° et g, il y a aussi plusieurs choix possibles. Tout d’abord,
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rappelons que les expressions exactes des termes sources, obtenues par transformation de
Lorentz, sont données par (3.34) et (3.35) :

F
G = you[aT* — E] + 70’(1%;, (3.101)
F
9=-7%_ + vaa%[aT4 + P]. (3.102)

On obtient aussi ces expressions en prenant les deux premiers moments angulaires de
(3.73). Dans (3.101) et (3.102), T" désigne la température de la matiére et o, l'opacité
d’absorption de la matiére moyennée sur tout le spectre de fréquence. Ces quantités sont
des fonctions qui dépendent de l’espace et du temps. De plus, T est donnée par une
formule analytique fonction de p et de ¢, et o, par une formule analytique, ou des tables
de valeurs, qui dépend de p et T'. Ce choix de termes sources est rarement utilisé dans
la littérature (voir [BD04]), et est peu judicieux pour deux raisons : (1) ils sont obtenus
en prenant les moments angulaires de (3.73) qui est une expression qui engendre des
défauts d’entropie pour le modeéle de transport classique gris (voir section précédente),
(2) comme on utilise les équations d’Euler classiques, qui sont déja une approximation
en O(v?/c?) des équations d’Euler relativistes, on peut juger que ces expressions sont
inutilement précises. Un autre choix possible est donc d’utiliser les expressions tronquées
au premier ordre en v/c :

F
GO = ou[aT* — E] + 02—, (3.103)
C C
F
§=—Ca— + TaslaT* + P). (3.104)
& &

Ces expressions sont aussi obtenues en prenant les deux premiers moments angulaires de
(3.87). Malgreé le fait que ces expressions des termes sources corrigent les deux pathologies
identifiées précédemment, celles-ci ne sont guére utilisées dans la littérature. On utilise
préférablement les expressions suivantes :

F 2
GO = 0,[aT* — E] + 04-— — 04—z (E+ P), (3.105)
C C C
F
g = —0g— + 0aslal* + P, (3.106)
C C

qui sont les troncatures au premier ordre en v/c des expressions (3.101) et (3.102) dans
lesquelles on a gardé certains termes, mais pas tous, d’ordre O(v?/c?). Ces termes sources
sont utilisés notamment dans [LVH99], [SS10], [LMO1]. Les raisons invoquées par ces
auteurs au sujet des termes d’ordre 2 en v/c dans les termes sources sont les suivantes :
(1) Iétat d’équilibre est indépendant des opacités, (2) I’état d’équilibre ne dépend que
de E et F. Ces deux propriétés sont satisfaites en utilisant les termes sources (3.105) et
(3.106) (la démonstration est effectuée dans [LNHI9]). Quelle que soit la condition de
fermeture ou le choix des termes sources, le modéle (3.97) posséde les propriétés suivantes.
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Propriété 3.5. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.97) vérifient les pro-
priétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :

Oi(pe + E) + 0y (pev + pv + F) =0, (3.107)
— conservation de la quantité de mouvement totale :
Oi(pv + F/c*) + 0x(pv* +p+ P) = 0. (3.108)

Propriété 3.6. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.97) avec fermeture P
(3.100) ne dissipent pas I'entropie totale Sy quelles que soient les expressions des termes
sources (3.101)- (3.106), ou :

2 2
Sy = ps + §QT§ + gaTQ?’, (3.109)

ou 17 et T5 sont les températures radiatives définies par :

E+\/7§F:aT14, E - ?F:an. (3.110)

On voit ici qu’en partant du modele entropique (3.72), ’approximation P; « casse »
le caractére entropique du modéle. Intuitivement, on pourrait penser que cette perte du
caractére entropique provient du fait qu’on a effectué l'approximation P; pour l'inten-
sité radiative I mais pas pour la fonction d’émission aT%/(1 — pwv/c)*. Lorsqu'on fait
'approximation Py pour I comme pour aT*/(1 — pv/c)*, on obtient les termes sources

suivants :

T4 1 1 F
=0, |2 -+ S| —E | o2, (3.111)
QR (R ey &
V3c 3c
F v | aT* 1 1
g ‘e ‘e | 2v3 2(1_L2>3 2(1+Ly)3 / ( )
c 3¢ c V3c

Ces expressions sont exactes & O(v?/c?) prés par rapport aux termes sources donnés par
transformation de Lorentz (3.101) et (3.102).

Propriété 3.7. Avec les termes sources G et g donné par (3.111) et (3.112), les solutions
classiques du systéme d’équations (3.97) avec fermeture P (3.100) vérifient les propriétés
suivantes :

— conservation de ’énergie totale :

Or(pe + E) + 0y (pev + pv + F) =0, (3.113)
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— conservation de la quantité de mouvement totale :
Oi(pv + F/c?) + 0z (pv* +p+ P) = 0. (3.114)

— dissipation locale de ’entropie totale :

O(—ps — Sp) + Op(—psv — Q) <0, (3.115)
avec
2 5.2 3
Sr = gaTl + gaTQ, (3116)
2 c 2 c
y=—a—=T% — Za—T5. 3.117
Q 3a\/§ 1 3(1\/5 2 ( )

Démonstration. Si on considére une solution classique de (3.97) avec les termes sources
donnés par (3.111) et (3.112), celle-ci vérifie la loi de bilan pour 'entropie du fluide :

1 v \? T* f
at(—ps) + (91(—/)81)) = ﬁ 1-— % 0qC ﬁ — Tl
1 v
/3 (3.118)
1 v \? T4
+ — 1+—> Ot | ———— =T
2T < C\/g <1 + L)4 ?
cV3

Pour le rayonnement, on a les deux équations suivantes, obtenues en combinant les deux
équations sur F et F :

1 1 V3
-0 + —=0. 1, = , IT1=FE+ —F, A1
Cat 1+\/§3 1 =cGo+cv3g, Iy + (3.119)
1 1 V3
—Oly — —=0, 1o = cGy — V39, Iy=FE— —F. 3.120
SOz 73 5 =cGo—cV3g, I c ( )
Apres calculs, on a :
v T4 4
cGo + cV/3g = <1 — —3) o.ac 17|, (3.121)
C v
(2
v T4 4
cGo — V39 = (1 + —> oqac | ———— — 15 |, (3.122)
VI 1+ 2)
V'3
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En divisant 1’équation sur I; par 277 et I’équation sur Io par 275, on obtient les deux
équations suivantes :

2 c 2 1 v T4
~aT? o —=ZaT? ) = — (1 - — ) ogac | ——— — T 12
at<3a1)+a <\/§3“1> 2T1< cﬁ>aac (1—L)4 v (B
V3

2 c 2 1 v T
0 —aT3> -0 <——aT3> = — <1 + —) ogac | ——— — Ty |, (3.124
t<3 2 *\v33 2 2T, v3) " 4<1+L>4 ? ( )
cV3
La loi de bilan pour 'entropie totale s’écrit alors :

2 2 2
Oy (—ps — gaTlg — gaT23> + 0y (—psv — T34 - —aT23>

c 2
7337 T R3

() (Y| T

=—|=- oqac
2 T1 T C\/g ¢ <1 _ L) (3125)
cV3

11 (1+a) (1) o

- = 1+ —=)ogac | —— —T:

2 T2 T c\/g a (1 + L)4 2

cV3

On constate bien que le terme source dans I’équation ci-dessus est négatif. O

3.2.5 Modéle Py gris

Dans cette partie, on étudie un modeéle Py classique gris construit par extension
du modele P; entropique étudié dans la section précédente. Le modéle est construit en
couplant les équations d’Euler classiques avec un systéme d’équations obtenu en proje-
tant ’équation de transfert sur une base tronquée d’harmoniques sphériques. Le modéle
s’écrit : )

Oep + 0z (pv) =0,

S
V3 (3.126)
d(pe) + Oz(pev + pv) = =Sy,

O(pv) + 83[;(/)1)2 +p)=—

1
—0pu+ Adzu = s,
c

Dans (3.126), v désigne la vitesse de la matiére, p, p, €, e = € +v?/2 sont respectivement
la masse volumique, la pression, I’énergie interne spécifique et I’énergie totale (interne +
cinétique) spécifique de la matiére, u = (Ip,..., Iy)! et s = (Sp,...,Sn)! désignent les
vecteurs des projections sur la base orthonormée des polynémes de Legendre de 'intensité
radiative et du terme source de I’équation de transfert (intégrés en fréquence) :

1 1
Lo=in [ 1P Su=in [ SwP.T- (3.127)
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oit S est donné par la formule (3.87), et P, désigne le polynome de Legendre normé
d’ordre n. Toutes ces quantités sont des fonctions qui dépendent de ’espace et du temps.
En notation vectorielle, le vecteur s s’exprime :

S = (So,...,SN) = 0a(b — 1) — 7eA(b — u). (3.128)

c
On néglige le phénomeéne de scattering. Dans (3.128), o, désigne l'opacité d’absorption
moyennée sur tout le spectre de fréquence et b = (By,..., By)! représente le vecteur
des projections de la fonction p — 4 i

T (1-pt)
1 4
B, = 47r/ ETiélzz(u)d—“. (3.129)
—LAT (1 - )

On peut dériver les expressions analytiques des B, pour n < 4. Cependant on ne les
utilise pas et on fait I’approximation suivante :

sur la base orthonormée des polynémes de

Legendre :

= acT? Zw /\ (3.130)

ke )

ol wy et A\ désignent respectivement les poids et les points associés & la quadrature
de Gauss-Legendre. De méme qu’en P, cette approximation provient du fait que l'on a
effectué approximation Py pour la fonction d’émission aT*/(1 — pv/c)*. Dans (3.130),
T désigne la température de la matiére qui est une fonction du temps et de I'espace.
Enfin, la matrice A est une matrice constante dont les coefficients sont donnés par :

j+1 t+1
. =—0ji-1 T —= .
V(25 +1)(25 +3) V(20 +1)(2i + 3)
Pour fermer le systéme, on dispose d’une équation reliant T, p et €, d’une formule ana-

lytique pour l'opacité o, qui dépend de p et T, et de I’équation d’état du fluide de la
forme FOS(p,e,p) = 0.

Aij = (5]'72‘_,_1 = A]z (3.131)

Remarque 3.7. On note que pour N = 1, on retrouve le modéle (3.97) avec fermeture
Py et les termes sources donnés par (3.111)-(3.112).

Remarque 3.8. Lorsque le nombre d’harmoniques N tend vers l'infini, le vecteur s
représente de mieuzr en mieuz le terme source donné par (3.87).

On étudie & présent les propriétés mathématiques satisfaites par ce modele.

Propriété 3.8. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.126) vérifient les pro-
priétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :
1

1
O(pe+ E) + Oy(pev +pv+ F) =0, E = EIO’ F = %Il, (3.132)
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— conservation de la quantité de mouvement totale :
di(pv+ F/c*) + 0y (pv® +p+ P) =0, (3.133)

— dissipation locale de I’entropie totale :

Oi(—ps — Sy) + Ox(—psv — Qr) =W, (3.134)
avec :
Yoy al 4
S, = anganf, Qr = anAngach’, (3.135)
n=0 n=0
N
1 1—-X2 v T4
W= —ogacy  wn [— - } (1 - )\n—> =T, (3.136)
2T Sla-nyt T
qui est négatif lorsque |v/c| <1, et ou les T}, sont définies par :
wpacT? = (R ), (3.137)

avec R la matrice des vecteurs propres de A.

Démonstration. On considére une solution classique du systéme (3.126). On pose :

ut = (I},..., Iy) =R 1y, (3.138)

b* = (Bg,...,By) =R 'b. (3.139)

La loi de bilan pour ’entropie du fluide s’écrit alors :

1
Or(ps) + D (psv) = — <so - L351>

C

N
1 v * * v
= —7% E . (1 - )\ng) (B, — 1) (ROn - C\/§R1"> (3.140)

1 N VY 2
:‘T““ZO(“A”E) (B — I,

ou on a utilisé le fait que Ry, = 1 et Ry, = V3\,. En multipliant par R™! les projections
de ’équation de transfert, on obtient le systéme suivant :

1
“9u* + DOyu* = R7's = 0, (b — u*) — - D(b* — u). (3.141)
c c

Ou encore, pour tout n :

1
O+ DL = 0, (1 - A,ﬂ) (B — ). (3.142)

c n n
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En posant pour tout n :
I* = wyacT?, (3.143)

avec wy les poids associés a la quadrature de Gauss-Legendre. En divisant la derniére
équation par T,,, on obtient :

4 4 1 v
na 3 T ng nT3 = 7 Ya (1 - n_) B, —1I). 144

Enfin, en sommant toutes les lois de bilans entropique, on a :

Yooy Mooy
Oy (—ps — anganf) + 0, (—psv — angac)\nT;Z’)

e =0 (3.145)
1 1-=X2 v .
= —aaz [T—n — Tnc] (1 — )\"E) (B — acw, T,
n=0
En remplacant B} par son expression :
T4
(1= Ang)
la production d’entropie s’écrit :
N
1 1- Anﬁ] v T 1
—0gqac Y Wy [— -—c (1 — )\n—) -1, (3.147)
2ln T lo-ayt T
ce qui est bien négatif. O

On étudie a présent la limite diffusion du modele (3.126). Pour cela, on commence
par adimensionner le systéme d’équations étudié. On choisit 'adimensionnement proposé
par [LMH99] et [BD04] :

_ _q b _ A _ - a2 a2 _ 52
=2l t=t—, V=10V, P=PPo0s E=~EVs, P =DPPocVss, €= EV5,
Voo
(3.148)
T - 4 - 4 Ta
T=TTw, u=uacly, b=bacl,, o,= P (3.149)

Le systéme d’équations adimensionné s’écrit alors :

(Oip + 9z (pv) =0,
S
Bi(pv) + 0 (pv® +p) = —P71,
3 (3.150)

O¢(pe) + 0x(pev + pv) = —PCSy,

1
=0+ Adyu = s,
\ C
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avec

S = (S0,....SN)! = Laoa(b—u) — Eaaa%A(b —u), (3.151)
N J—
b= (Bo,...,By)! = T4ZWM. (3.152)

k=0 (1 - )‘k%)4

L’adimensionnement fait apparaitre 3 nombres sans dimension :

4
P = “Tog = o=t (3.153)
Pool3 Voo Aa

Pour étudier la limite diffusion du systéme d’équations (3.150), on se place dans le régime
asymptotique suivant conformément a [BD04] et [LMHI9] :

P=1 C=1/e, Lo,=1Je, e<<]1. (3.154)

Propriété 3.9. Dans la limite asymptotique (3.154), le systéme d’équations (3.150) tend
vers le systeme d’équations suivant :

Op + 0 (pv) =0,

T4
A (pv) + 0y <P”2 TPt ?) =0, (3.155)
4 1
O(pe + T4) + 0, <pev + pv + §T4v> =0, <3 (9:,3T4> .
Oq

Notons que ce résultat est purement formel et il en est de méme pour la démonstration
ci dessous. En toute rigueur, on montre que uniquement que, s’il y a convergence, alors
la convergence s’effectue vers la bonne limite.

Démonstration. Pour chaque fonction f rencontrée, on effectue le développement sui-
vant :

=144 2@ 4 (3.156)
Les termes en O(1) des équations d’Euler s’écrivent :

5@
3t(p(0)v(0)) + 535(/)(0) (U(O))2 +p(0)) == (3.157)
V3
8t(p(0)e(0)) + ax(p(o)e(o)v(o) +p(0)v(0)) - _5(()1)‘
Il reste & exprimer S((]l) et Sgo) en fonction des inconnues du systéme. On regarde pour
cela les termes dominants du systeme Py :

0=s"Y = 5,(b® —u®), (3.158)
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A9 u® =50 = 5, (bM) —uV) — 5, @D ADBLO — u®), (3.159)

01 4+ Ag,u® = sM = ¢, (b® — u®) — 5O ABD — u®) = 5 sDABO — 1),

(3.160)
Il vient alors les égalités :
u® = O, q® —p® — Lag pO) (3.161)
Oq
Le systéeme se réécrit alors :
(0,p) + &r(p(o)v(o)) =0,
1
0 (p®0) + 0, (p(o) (002 +p@ + ﬁ(/\b(o)h) =0,
(3.162)

(PO e® + BOY 1+ 0, (5@ 4 50,0 4 (ABD))
— o, (iax(/ﬂb(o))o) .

a

Pour obtenir le résultat voulu, il suffit d’exprimer les quantités Béo), (Ab(o))l, (Ab(l))o

et (A’b(9))y. En développant le vecteur b en puissance de €, on obtient :

N
b=T4Y" = (R, o, Py (W)

k=0 , (3.163)

N

+ed(TONY " wy
k=0

1)
ERP W)

T (Po(Ak); - -, P (M) +0(2).

/

~~

b

Enfin, en utilisant les relations suivantes liant les poids et les points de la quadrature de
Gauss-Legendre :

=9

N N
¥ne {0, Nb Y wiPu(M) =dn0. Y whPu(Ar) = &, (3.164)

k=0 k=0

S|

on tire :

t
A OOy g ,o) . (3.165)

b = (T4 0,...,0¢ bl = <4T(1> T3,
(™) ) (T) 7
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puis :

1 T(0))4
B = 1Oy, a0, =
3 o (3.166)
4 T
(AbM)o = 2T O)", (Wb, = ! 3) ’
ce qui termine la démonstration. [

3.3 Modéles relativistes

3.3.1 Equations d’Euler relativistes

Les équations modélisant la dynamique d’un fluide idéal relativiste sont des lois de
bilans représentant la conservation de la masse, de l'impulsion et de 1’énergie totale
(interne + cinétique) du fluide. Dans cette section, on présente ces équations, appelées
équations d’Euler relativistes, sans aucune démonstration. La démarche pour dériver les
équations d’Euler relativistes est la suivante : en partant des équations d’Euler classiques,
on construit un systéme modifié respectant les propriétés suivantes : (1) covariance par
transformation de Lorentz, (2) I’énergie totale du fluide et sa pression hydrostratique sont
bien restituées dans le référentiel comobile, (3) les équations se réduisent aux équations
d’Euler classiques dans la limite v/c << 1. On renvoie le lecteur a [MWN99], §40, pour
les détails mathématiques. Les équations d’Euler relativistes sont étudiées en détails
notamment dans [MMO3] et [Wis07]. Elles s’écrivent :

9(vpo) + Oz(vpov) = 0,
O po(1+ b/ )] + 0u [y po(1 + h/c*)o® + p] = 0, (3.167)
OV’ po(¢ + h) = p] + 0z [v* po(¢® + h)v] = 0.

Dans (3.167), po = po(z,t) représente la masse volumique, v = v(x,t) la vitesse, p =
p(x,t) lapression, ¢ = e(x, t) I’énergie interne spécifique, h = h(z,t) = e+p/pp 'enthalpie
spécifique du fluide et v = (1 —v?/c?)~1/2 le facteur de Lorentz. On précise en outre que
les champs thermodynamiques pg, p, € et h sont evalués dans le référentiel du fluide & la
différence des équations d’Euler classiques (3.44). Ces 3 lois de conservation expriment
respectivement la conservation de la masse, de 'impulsion et de I’énergie totale du fluide.
De la méme maniére que dans le cas non relativiste, on ajoute au systéme (3.167) une
équation d’état de la forme :

p = p(po,€). (3.168)

Le systéme formé par (3.167) et (3.168) est alors bien fermé. Dans le cas d'un gaz parfait,
I’équation d’état prend la forme suivante :

p = I'ppe, (3.169)

ou I' est une constante strictement positive. On sait de plus (voir notamment [Wis07])
qu’en I'absence de termes sources, les solutions classiques de (3.167) vérifie une loi de
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conservation supplémentaire :

9 (vpos) + 0z(vposv) = 0, (3.170)

ou s = s(z,t) désigne l'entropie spécifique du fluide mesurée dans le référentiel du fluide
et est définie par la relation :

1
T'ds = de + pd (—) , (3.171)
Po

avec T' = T'(z,t) la température du fluide mesurée dans référentiel du fluide. Lorsque
I’équation d’état est bien choisie, vpgs est une fonction strictement concave par rapport
a (po,v,€) ce qui montre le caractére entropique du systéme d’équations (3.167).

3.3.2 Modéle de transport spectral

Dans cette partie, on étudie un modéle de transport relativiste spectral construit en
couplant les équations d’Euler relativistes avec ’équation de transfert. Bien que non écrit
explicitement, le modeéle présenté ci-dessous apparait dans larticle [BD04]. Le modele
s’écrit :

9 (vpo) + Oz(vpov) =0,
01 (Y2 po(1 + h/c®)v) + 82(v*po(1 4+ h/P)* + p) = —g,

0 (V2po(c + ) — p) + Ba(V2p0(2 + R)v) = —cG, (3.172)
1

Dans (3.172), v désigne la vitesse de la matiére, pg, p, €, h = e+p/po sont respectivement
la masse volumique, la pression, I’énergie interne spécifique et ’enthalpie spécifique de la
matiére dans le référentiel comobile, v = (1 —v?/c?)~ /2 désigne le facteur de Lorentz, I
I'intensité radiative, S le terme source de 'équation de transfert et ¢G°, g respectivement
les quantités d’énergie et d’impulsion transmises de la matiére au rayonnement par unité
de volume et de temps. Toutes ces quantités dépendent de ’espace et du temps; I et S
dépendent en plus de la direction et de la fréquence. Les expressions des termes sources
sont celles obtenues par transformation de Lorentz et qui restituent exactement les effets
Doppler et d’aberration dans le cadre relativiste :

T
B (y, m) — I(p, 1/)] , (3.173)

4 +oo 1 d 4 +0o 1 d
QO = _W/ / S(u, V)_Mdy’ g= il / S(w, I/)/,L—'udl/. (3.174)
¢ Jo —1 2 ¢ Jo -1 2

On néglige pour le moment le phénomeéne de scattering. Dans (3.173), T et o, désignent
la température et I'opacité d’absorption de la matiére dans le référentiel comobile. Ces

S(p,v) == <1 — ,u%) oa(10)
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quantités sont dépendantes de ’espace et du temps; o, dépend en plus de la fréquence
mesurée dans le référentiel comobile. La fonction B est la fonction de Planck :

2h7/3 hv

B(v,T) = (ext — 1)1 (3.175)

Pour fermer le systéme, on dispose d’une équation reliant 7', pg et £, d’une formule
analytique pour l'opacité o, qui dépend de pg, T et v, et de I’équation d’état du fluide
de la forme FOS(pg,e,p) = 0. On étudie a présent la compatibilité entropique de ce
modéle.

Propriété 3.10. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.172) vérifient les
propriétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :

B (Vpo(¢ + h) = p+ E) + 8:(v*po(¢* + h)v + F) = 0, (3.176)

avec E et F' la densité et le flux d’énergie radiative définis par

4 +oo 1 d +oo 1 d
E = _W/ / I(p, y)—’udy, F = 477/ / I(u, V)p—'udu. (3.177)
¢ Jo -1 2 0 -1 2

— conservation de la quantité de mouvement totale :
(V2 po(L+ h/)o + F/e*) + 0:(v?po(1 + h/*)o?> +p+ P) =0,  (3.178)

avec P la pression radiative définie par :

4 “+o00 1 d
pP= —”/ / I, ) L. (3.179)
C 0 -1 2

— existence d’une entropie mathématique dissipative :

O(=ypos — Sy) + Ox(—yposv — Qr) = W, (3.180)
avec :
2k +oo 1 d
Sy = —dr— / v*[nlog(n) — (n 4 1)log(n + 1)]7’udy, (3.181)
¢ Jo -1
2k [toe [t d
Q, = _47Tc_2 / v*[nlog(n) — (n + 1) log(n + 1)],u§d1/, (3.182)
0 ~1
+oo 1 v
y(L—nl) K n dy
=4 — <+ —1 — —dv < 1
w 77/0 /_1 T +h1/ og<n+1>]S(,u,u)2 v <0, (3.183)
avec n = 5—21/—[3
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Démonstration. Les propriétés de conservation de ’énergie et de la quantité de mouve-
ment totales découlent trivialement de la construction du modéle, et en particulier du
choix des termes sources. On montre & présent la propriété de dissipation de ’entropie
totale. La loi de bilan pour I’entropie totale s’écrit :

Ot (—vpos — ( Yposv — Qr)
+o0 k n
_477/ / +Elog<n+1>

Pour montrer la positivité de la production d’entropie, on introduit la fonction f définie

par :
k 3
fix>0— —log | 52— |. (3.185)
h SZ+1

(3.184)

S, u)d?’udu.

w|f‘? §|Qw

La production d’entropie se réécrit alors :

[ g ( () o))

(3.186)
x*y(l—ug> B( ] 'udu
c
Par croissance de la fonction f, 'intégrale ci-dessus est bien négative, ce qui termine la
démonstration. O

Contrairement au modeéle de transport non relativiste (3.49), il n’est pas nécessaire
de corriger les termes sources pour obtenir un modéle entropique lorsque l'on utilise
les équations d’Euler relativistes. Le véritable intérét de modele relativiste par rapport
au modele classique est donc qu’il permet de restituer les effets comobiles (Doppler et
aberration) de maniére exacte tout en conservant une structure entropique.

3.3.3 Modéle de transport gris

Dans cette section, on étudie un modele de transport relativiste gris construit en cou-
plant les équations d’Euler relativistes avec ’équation de transfert intégrée en fréquence.
Le modéle s’écrit :

¢ (vpo) + Oz (ypov) = 0,
Oy (V2 po(1 + h/c*)v) + 0u(vpo(1 + b/ )0* + p) = —g,
(P p0(c + h) = p) + 0a(rp0(® + h)v) = —cGP, (3.187)

Lo+ po,r =8,
C

Dans (3.187), v désigne la vitesse de la matiére, pg, p, €, h = e+p/po sont respectivement
la masse volumique, la pression, I’énergie interne spécifique et ’enthalpie spécifique de la
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matiére dans le référentiel comobile, v = (1 —v?/c?)~1/2 désigne le facteur de Lorentz, I

I'intensité radiative, S le terme source de 'équation de transfert et ¢G°, g respectivement
les quantités d’énergie et d’impulsion transmises de la matiére au rayonnement par unité
de volume et de temps. Toutes ces quantités dépendent de ’espace et du temps; I et S
dépendent en plus de la direction. Les expressions des termes sources sont celles obtenues
par transformation de Lorentz qui restituent exactement les effets Doppler et d’aberration
dans le cadre relativiste :

Sy = (1-p2) ou | 4 (%) ~ 1], (3.188)

4 1 dp 4 1 dp
0 _ JR— —_— = — —
G’ = . /1 S(p) 5 9=, B S(p)p 5 (3.189)

On néglige le phénomeéne de scattering. Dans (3.188), T' désigne la température de la
matiére, o, 'opacité d’absorption moyennée sur tout le spectre de fréquence mesurée
dans le référentiel comobile et v = (1 — v2/c¢?)~1/2 le facteur de Lorentz. Ces quantités
sont des fonctions qui dépendent de l’espace et du temps. Pour fermer le systéme, on
dispose d’une équation reliant T, pg et €, d’une formule analytique pour 'opacité o, qui
dépend de pg, T et vy, et de I’équation d’état du fluide de la forme EOS(pg,e,p) = 0.
On étudie a présent les propriétés mathématiques de ce modeéle.

Propriété 3.11. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.187) vérifient les
propriétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :

(V2 po(c®* +h) —p+ E) + 0.(v?po(c® + h)v + F) = 0, (3.190)

avec F et F' la densité et le flux d’énergie radiative définis par

dm 1 d ! d
o _”/ 1), F= 47r/ Ik (3.191)
c J_1 2 -1 2

— conservation de la quantité de mouvement totale :
(Y po(L+ h/)o + F/e) + 0:(v?po(1 + h/) o> +p+ P) =0,  (3.192)

avec P la pression radiative définie par :
P=— I(p)p - (3.193)

— existence d’'une entropie mathématique dissipative :

O (=vpos = Sy) + Ou(—vposv — Qr) = W, (3.194)
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avec :

4 1 far N du
1 3/4

Qr = gaC/ (4—7TI> d—”, (3.196)

1\ ac 2

1 v 1/4

y(L—ng) (4x dy
= — — < .

W= 4r /1 . <a61> ] S <o, (3.197)

avec n = %V—IB
Démonstration. Les propriétés de conservation de ’énergie et de la quantité de mouve-
ment totales découlent trivialement de la construction du modéle, et en particulier du
choix des termes sources. On montre a présent la propriété de dissipation de I’entropie
totale. Toute solution classique du systéme (3.187) vérifie la loi de bilan pour I'entropie
du fluide qui s’écrit :

4 1 v du
0uyps) + Oalvpse) = == [ o (1-n=) S5, (3.198)
et la loi de bilan pour I’entropie radiative :
U ar N7V d
005y + 0,0y — 47T/ <—7TI> S (3.199)
_1 \ac 2

La loi de bilan pour ’entropie totale s’écrit alors :

Pl=ed) (4_”1> 1/4] S ™ (3.200)

O (—vps—Sr)+0u(—vpsv—Qy) = 477/

1 T ac

La prodution totale d’entropie du systéme s’écrit alors :

! ac T4 v\ | ac T du
47'('/_1 [f (E’)A (1—[[1,%)4> _f(I)] Oa” <1 —,U/E) [EWA (71 _M2)4 —I] 7
(3.201)

ol on a posé :

flz) = <—x> o (3.202)

Par décroissance de la fonction f, l'intégrale ci-dessus est bien négative, ce qui termine
la démonstration. O
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3.3.4 Limites de diffusion grise

Dans cette section, on étudie deux régimes asymptotiques du modele (3.172) dans
I’hypothése ot les opacités sont supposés indépendantes de la fréquence. Ces modéles,
appelés diffusion o [’équilibre et hors équilibre, sont obtenus par développements de
Chapman-Enskog de (3.172) dans deux limites asymptotiques différentes. On a déja ef-
fectué cette étude dans le cadre classique. On montre dans cette section que, dans le cas
relativiste, on retrouve les mémes modéles limites que dans le cas classique. Pour cela, il
suffit de montrer que les équations d’Euler relativistes se réduisent aux équations d’Euler
classiques dans les deux limites asymptotiques étudiées. Ce résultat est d’ailleurs affirmé
sans démonstration dans [BD04|. Pour montrer ce résultat, on commence par réécrire les
équations d’Euler relativistes sous leur forme adimensionnée. On propose 1’adimension-
nement tel qu’il est adopté dans [BD04| et [LMH99] :

r=al, t= Evi’ V= Do,  P0 = P0Poo, E = évgo, p= ﬁpoovgo, h= hvgo.
~ (3.203)
Avec cet adimensionnement, le systéme des équations d’Euler relativistes s’écrit :

A~

9t (vpo) + Oz (ypov) = 0,
(v po(1 + h/C*)v) + du(v?po(1 + h/C*)v* + p) = 0, (3.204)
A (v?po(C* + h) — p) + 0u(v*po(C* + h)v) = 0,

ot C = ¢/vs. On montre que dans la limite asymptotique C = 1/¢, € << 1, le systéme
ci-dessus se réduit au équations d’Euler classiques. On effectue un développement de
Taylor en puissance de € pour tout fonction f de la maniére suivante :

f= f(O) + 6f(l) + €2f(2) 4. (3.205)

On écrit le terme d’ordre 0 en e pour chaque équation. Cela donne pour I’équation de
conservation de la masse :
0 0
0oy + 0, (p\ Vv @) = 0, (3.206)

De méme, pour I’équation de conservation de 'impulsion, on a :
(ph v ) + 0, (ol (V)2 + p@) = 0, (3.207)

Pour la derniére équation, on constate qu’il y a des termes d’ordres 1/€? et 1/e. Pour
éliminer ces termes, on soustrait tout d’abord C? fois la premiére équation a la troisiéme :

O ((v = 1)vpoC? + 2 poh — p) + 0x((v — 1)ypovC® + v pohv) = 0. (3.208)
Les termes dominants de cette derniére équation sont bien d’ordre 0 en € puisque :

1

y-1= 2(v<0>)%2 + O(eh) (3.209)
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On a alors :

1 1
) <§pé°) (0 9)2 + " h(© — p(°)> + 0, (5950) (v?)* + péo)h(o)v(°)> =0.  (3.210)

Enfin, en utilisant la relation A0 = (0 4 I%, il vient :
Po

1 1
Oy <§p(()0) (w9)?% 4 péo)6(0)> + 0y <§p(()0) (w0)3 + p(()o)e(o)v(o) —i—p(o)v(o)) =0. (3.211)

Finalement, on remarque bien que les équations (3.206), (3.207) et (3.211) s’identifient
aux équations d’Euler classiques, ce qui termine notre démonstration. On peut donc
conclure que les limites diffusion & I’équilibre et hors équilibre du modeéle (3.172) sont
identiques a celle dérivées dans le cas classique.

3.3.5 Modéle P, gris

Dans cette partie, on étudie un modeéle aux moments classique gris construit en cou-
plant les équations d’Euler relativistes aux deux premiers moments intégrés en fréquence
de I'équation de transfert. Ce modéle s’apparente aux modeéles choisis dans les articles
[FLLS08] et [TOST 13]. Cependant, dans ces deux articles, les modéles utilisés sont fermés
par une condition de type VEF (dans [FLLS08], c’est une condition P;) dans le référentiel
comobile, i.e. de la forme Py = Py(Ey, Fy). Dans ce qui suit, le modeéle présenté est fermeé
par une condition P; dans le référentiel fixe du laboratoire, i.e. de la forme P = E/3. Le
modeéle s’écrit :

(D(vpo) + D (ypov) = 0,
Oy (V2 po(1 + h/c)v) + 0u(vpo(1 + b/ )0* + p) = —g,

O:(v?po(c® + h) = p) + 8x(v?po(c® + h)v) = —cG°, (3.212)
atE + 833F - CGOa

1 1

Dans (3.212), v désigne la vitesse de la matiére, pg, p, €, h = e+p/po sont respectivement
la masse volumique, la pression, I’énergie interne spécifique et ’enthalpie spécifique de la
matiére dans le référentiel comobile, v = (1—v?/c?)~ /2 désigne le facteur de Lorentz, E,
F sont respectivement la densité et le flux d’énergie radiative et ¢cG°, g respectivement
les quantités d’énergie et d’impulsion transmises de la matiére au rayonnement par unité
de volume et de temps. Toutes ces quantités dépendent de ’espace et du temps. Pour
les expressions des termes sources GV et ¢, on propose deux choix. Le premier consiste a
prendre les deux premiers moments intégrés en fréquence de (3.188), on obtient :

F F
G® = yo,(aT* — E) + fyaa%;7 9= 7%~ + ’yaa%(aT‘l + E/3), (3.213)
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Le second consiste & modifier légérement les expressions ci-dessous, tout en restant exact
4 O(v?/c?) preés par rapport & (3.213) :

T4 1 1 F
G = o, | 2 -+ oy o (3.214)
2 1_ _Luw 14 Lu cc
~Vac T e
F v | aT?* 1 1
= —o,— - — E/3|. (3.215
g ’70a6+'70ac 2\/})/4 + / ( )

(5
V3c
ou l'on utilise approximation P; dans la deuxiéme expression. Dans (3.213), T' désigne
la température de la matiére, o, l'opacité d’absorption moyennée sur tout le spectre
de fréquence mesurée dans le référentiel comobile et v = (1 — v2/¢?)~1/2 le facteur de
Lorentz. Ces quantités sont des fonctions qui dépendent de I’espace et du temps. Pour
fermer le systéme, on dispose d’une équation reliant 7', py et &, d'une formule analytique
pour lopacité o, qui dépend de pg, T et v, et de ’équation d’état du fluide de la
forme FOS(pg,e,p) = 0. On étudie & présent les propriétés mathématiques de ces deux

modeéles.

ol
/N
S
w

ol
——

ale

Propriété 3.12. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.212) avec termes
sources (3.213) vérifient les propriétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :

B (Vpo(¢ + h) = p+ E) + 8:(v*po(¢* + h)v + F) = 0, (3.216)
— conservation de la quantité de mouvement totale :
(Y po(1 + h/c)v + F/?) + 0u (v po(1 + h/c¢*)v? + p+ P) = 0, (3.217)

Propriété 3.13. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.212) avec termes
sources (3.213) ne dissipent pas l’entropie totale S; définie par :

2 2
St = yps + gan’ + gaTQ?’, (3.218)

ou 13 et 15 sont les températures radiatives définies par :

3 3
Er V3 _art 5o V3R _art, (3.219)
c c

Identiquement au cas classique, 'approximation P; « casse » le caractére entropique
du modeéle de transport. Pour obtenir un modéle P; entropique, il est nécessaire de

dégrader les termes sources, c’est-a-dire d’utiliser les formules (3.214) et (3.215).

Propriété 3.14. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.212) avec les termes
sources (3.214) et (3.215) vérifient les propriétés suivantes :
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— conservation de 1’énergie totale :
(V2 po(ct + ) —p+ E) + 0.(v?po(c* + h)v + F) = 0, (3.220)
— conservation de la quantité de mouvement totale :
(Y po(l + h/yw + F/) + 0:(v?po(1 + h/)v?> + p+ P) =0,  (3.221)

— dissipation locale de ’entropie totale :

(—=vps — Sr) + Ox(—ypsv = Qr) = W, (3.222)
avec :
2 3,2 53
Sr = gaTl + gaTQ, (3223)
2 ¢ 2 ¢
Q, = ga—ng - ga—ng. (3.224)
11 7( - %) v T4
W=—|=- cvs 1——= ac N
2\ T T 7( C\/§> 70 4<1 L>4 !
v cV3
1 1 Y (1 + —> T4
—— | = - cvs ¥ 1+L ogac 4—24 <0
2\ 15 T V3 A <1+L)
Y 3
(3.225)

Démonstration. Si on considére une solution classique de (3.212) avec les termes sources
donnés par (3.214) et (3.215), celle-ci vérifie la loi de bilan pour I’entropie du fluide :

Ot (=ps) + Ox(—vpsv)

1 5 v \? T 4
=—~2(1-— B ——
21 ( \/§> 7 i

v (1 - %g) (3.226)
1, v \? T f
+ = <1—i——) oo | ——— — 15y |,

Pour le rayonnement, on a les deux équations suivantes, obtenues en combinant les deux
équations sur F et F' :

1

1
o1, +
NV

V3 ) , (3.227)

0,1y = cGy+cV3g, I =c (E 4+ —F
c
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1 1 V3
Eatlz - ﬁ@xlz = CGQ — C\/gg, IQ =C (E - TF) . (3228)
Apres calculs, on a :
T .
cGo+cV3g=~(1——=) oqac — 17|, (3.229)
C\/— 44 ( _ L)
L cV3
T4
cGo—cV3g =1 (1 + 7) Taae | —— g = T, (3.230)
7 (1+255)

En divisant 1’équation sur I; par 27T} et I’équation sur Io par 275, on obtient les deux
équations suivantes :

l\D

8<2aT3> ( aT> L (1—L>aac S (3.231)
! 3 ! \/_3 ! T1’7 C\/g ¢ 74(1_ v )4 b .

2 c 2
8t <§GT23> 3 <\/_3G/T2> —T2

Enfin, en sommant ces deux derniéres équations avec la loi de bilan pour I’entropie
hydrodynamique, on obtient la loi de bilan pour I’entropie totale du systéme :

2 2
Oy <—7p5 - gaTl?’ - gaT23> + 0y ( Ypsv — 73 alP + — \/_3 T2>

1[1 <1 cxv/§) < T 4

== ]7(1- 04aC ——21
2\ T 1 C\/—> v\ 3.233
(1 N m> ( )

T4

ol <1+Cvﬁ> ogac m

— Ty, (3.232)

[N
—_

v

(1 1+ ) (1o 7 4
- = —— 1+ —=)osac | —— —T.
2\ T2 T ev3) | (1+ L)4 ?
y 3
On constate que le terme source est bien négatif, ce qui termine la démonstration. [

3.3.6 Modéle Py gris

Dans cette partie, on étudie un modéle Py relativiste gris construit par extension
du modeéle P; entropique étudié dans la section précédente. Le modéle est construit
en couplant les équations d’Euler relativistes avec un systéme d’équations obtenu en
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projetant 1’équation de transfert sur une base tronquée d’harmoniques sphériques. Le
modeéle s’écrit :

(0¢(vpo) + Oz (vpov) = 0,

S
(V2 po(1 + h/cA)v) + 8, (V2 po(1 + b/ )v? + p) = ——%

o o V3’ (3.234)
(v po(c” +h) = p) + Oz (v po(c” + h)v) = =So,

1
—0yu + Ad,u =s.
c

Dans (3.234), v désigne la vitesse de la matiére, pg, p, €, h = e+p/po sont respectivement
la masse volumique, la pression, I’énergie interne spécifique et ’enthalpie spécifique de la
matiére dans le référentiel comobile, v = (1 — v%/c?)~1/2 deésigne le facteur de Lorentz,
u=(Ip,...,In) et s = (Sp,...,Sn)! désignent les vecteurs des projections sur la base
orthonormée des polynomes de Legendre de 'intensité radiative et du terme source de
I’équation de transfert (intégrés en fréquence) :

1 N du 1 _ du

=t [ 10PwY. Si=1n [ ST, (3.235)
-1 -1

oit S est donné par la formule (3.188), et P, désigne le polynome de Legendre normé

d’ordre n. Toutes ces quantités sont des fonctions qui dépendent de I’espace et du temps.

En notation vectorielle, le vecteur s s’exprime :

s = (S,..., SN = y0a(b — 1) — you—Alb — ). (3.236)
c
On néglige le phénomeéne de scattering. Dans (3.236), o, désigne 1'opacité d’absorption
moyennée sur tout le spectre de fréquence et b = (By, ..., By)! représente le vecteur des
ac_ T!

projections de la fonction g +— 1 sur la base orthonormée des polynomes de

Tt (1ont)

1 4

ac T _ d

B, = 47r/ ZﬁPn(,u)—’u. (3.237)
-1 4Tt (1 - pg)

On peut dériver les expressions analytiques des B, pour n < 4. Cependant on ne les

utilise pas et on fait I’approximation suivante :

Legendre :

N —
P\
B, = acT* Zwk# (3.238)
k=0

-y

ol wy et \p désignent respectivement les poids et les points associés a la quadrature
de Gauss-Legendre. Dans (3.238), T' désigne la température de la matiére qui est une
fonction du temps et de I'espace. Enfin, la matrice A est une matrice constante dont les
coefficients sont données par :

j+1 N i+1
Vit D2i+3) 0 /it 1)(2i+3)

Aij =

Siir1 = Aji. (3.239)
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Pour fermer le systéme, on dispose d’une équation reliant 7', pg et &, d’'une formule
analytique pour l'opacité o, qui dépend de pg et T, et de I'équation d’état du fluide de la
forme FOS(pg,e,p) = 0. On étudie a présent les propriétés mathématiques de ce modéle.

Propriété 3.15. Les solutions classiques du systéme d’équations (3.234) vérifient les
propriétés suivantes :
— conservation de ’énergie totale :

B (Vpo(¢ + h) = p+ E) + 8:(v*po(¢* + h)v + F) = 0, (3.240)
— conservation de la quantité de mouvement totale :
(Y po(1 + h/c)v + F/c?) + 0u(v2po(1 + h/c*)v?* +p+ P) = 0, (3.241)

— dissipation locale de I’entropie totale :

O(—yps — Sy) + Ox(—ypsv — Q) = W, (3.242)
avec :
N 4 N 4 .
_ 3 _
S, = T;O(,ungaTn, Q, = T;O(,un)\ngacTn, (3.243)

2 ¢,3 2 c

=Za—T} — Za—=T3, 3.244
QT 3 \/g 1 3 \/g 2 ( )
N
1oy (1=2%) v T! 1
W = —~voq.ac wy | =— — —¢~ <1 )\n—> 1~ 1| <0,
Leln T 2 FTE T
(3.245)
ou les T,, sont définies par :
wpacTy = (R ), (3.246)
avec R la matrice des vecteurs propres de A.
Démonstration. On considére une solution classique de (3.234). On pose :
ut = (I5,.... Iy) =R 1y, (3.247)
b* = (Bg,...,By) =R 'b. (3.248)

La loi de bilan pour ’entropie hydrodynamique s’écrit alors :

1
O (yps) + Ox(ypsv) = -7 (So - %5’1)

N
1, v v
= —= 1—-\,—)(B=1I" -
T7 UGZ:O ( )‘nc) ( n n) (RON C\/§R1n> (3.249)



ot on a utilisé le fait que Ry, = 1 et Ri, = v/3\,. En multipliant par R~ les projections
de I’équation de transfert, on obtient le systéme suivant :

1
—ou* + DI,u* = R71s = yo,(b* — u*) — ’yaaED(b* —u"). (3.250)
c c

Ou encore, pour tout n :

1
SO + MOp Il = 0, (1 - Anf) (B —T7). (3.251)
& C

En posant pour tout n :
I* = wyacT?, (3.252)

avec wy les poids associés a la quadrature de Gauss-Legendre. En divisant la derniére
équation par T,, on obtient :

4 3 4 3) 1 v * *
d; <wn§aTn> + 0, <wn§acAnTn> = 770 (1 — C) (B —I7). (3.253)

Enfin, en sommant toutes les lois de bilan entropique, on a :

Yy Yy
Oy (—Wps — T;(]wngaT,f) + 0, (—Wpsv — angacAnT,i’)

=0 (3.254)
N1 vy (1 - A 9) v
n * 4
=g | (1) (B e
n=0
En remplacant B} par son expression :
T4
By, = acwp————7, (3.255)
' 7 (1= )
la production d’entropie s’écrit :
N
1 oy (1=-2Y) v T! 1
—fyaaacan _ ¢ <1 — )\n—> — -1, |- (3.256)
n=0 Tn T ¢ 74 (1 - )‘n%)
L’expression ci-dessus est bien négative, ce qui termine la démonstration. ]

On étudie & présent la limite diffusion du modele (3.234). Avant toute chose, on
adimensionne le systéme d’équations étudié. On choisit pour cela ’adimensionnement
suivant, conformément a |[LNVH99] :

~ L
x:'@£7 t:t_7 v:f)vow Po :ﬁOPW7 5:57)207 p:ﬁpoovgm h:hvgoa

Voo
(3.257)

A~
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T =TTy, ~= (1 - %>_W, u=tacT, b=baTi, o,=2% (3.258)
Le systéme d’équations (3.234) adimensionné s’écrit alors :
9 (vpo) + Oz (vpov) = 0,
O (Y po(1 + h/C*)v) + 0.(v?po(1 + h/C*)0* +p) = =P
r(v2po(C? + h) — p) + 02 (v po(C* + h)v) = —PCSy,
é@tu +Ad,u=s

Sy
V3 (3.259)

avec :

s =(So,...,8n)" = Layoa(b —u) — zﬂgaa(b —u), b=(By,...,Byn)", (3.260)

vne{0,...,N}, B,= T4Z —) (3.261)
(1 — i3 )
L’adimensionnement fait apparaitre 3 nombres sans dimension :
4 T
c==, Ly=—, P=2== (3.262)
Voo )\a Poo¥Vs

Pour étudier la limite diffusion du systéme d’équations (3.259), on se place dans le régime
asymptotique suivant conformément a [BD04]| et [LMH99] :

P=1, C=1/e, Lo=1/¢, e<<]1. (3.263)
On a alors la propriété suivante.

Propriété 3.16. Dans la limite asymptotique (3.263), le systéme d’équations (3.259)
tend vers le systéme d’équations suivant :

Op + 0z (pv) =0,

T4
at(,O’U) + 0, <P'U2 +p+ ?) =0, (3.264)

4 1
d(pe+TY + 0, (pev + pv + §T4v> =0, <3 6xT4> .
Oq

Notons que ce résultat est purement formel et il en est de méme pour la démonstration
ci dessous. En toute rigueur, on montre que uniquement que, s’il y a convergence, alors
la convergence s’effectue vers la bonne limite.
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Démonstration. On effectue un développement de Taylor en puissance de € pour toute
fonction f présente dans le systéme de la maniére suivante :

F=FO0 pef®Mp2r@ 4 (3.265)
On a
Voo = py) +epy) + €2 <p82) + 2/)(0)( (0))2> +0(e), (3.266)

vo0u = pi 0@ + e(pf oD + o)

3.267
4 &2 <p(0) (2) +p( ) +p( )p©) 4 2p(O)( (0))3> + O, ( )

Vpo(L+ /€0 = v + (o v + p o)
12 (p(O) @ 4 pDp® 4 52O 4 07 (0),0) Jrp(()O)(U(O))?,)
+O(e),
(3.268)
Vpo(L+h/C = pg” (v) + (205 O+ o7 (o))
12 [ ©p0@ 4 (oD 4 p{D O )M
+ (p( ) () +p( )M +p(0) 2) +p(()°)h(°>v(0> +p(§0)(v(°))3)v(°)]
+0(e%),
(3.269)

1
ool 4 1) = 5o+ <o)+ oV WO? + o2 4 o000 100, (3270)

’.YZPO(CZ‘F}L)U QP(()O) (0)+ ( (0) (1)+P(1) (0))

+p( ) (2 +p( ) () JrIO(O)( (03 Jrp((]2)v(0) +p((]0)v(0)h(0) +O(e),
(3.271)
g — lga(b(o) —u) + o, (M —uM) — 50O (O — uO)

€

+ eoq %(Uw))z(b(m —u®) 4 5@ — 4@ — 4O (b1 D) — D (BO) _ )

+ O(e?).
(3.272)
Pour chaque équation du systéme (3.259), on identifie les termes du méme ordre en e.
— Premieére équation :

0\ + 0, (p Vv @) = 0, (3.273)
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2ol + 8, (P00 4 p{Np®) = 0, (3.274)

1 1
o, (p(()Q) + §p80) (U(O))2> 40, (péo)v(z) 4 p(()l)v(l) 4 péz)v(o) + §p(()0) (U(o))?)) —0.
(3.275)
— Deuxiéme équation :
1 0 0
0= —%aa(zﬂ ) 1O, (3.276)
0 0 1 1 1 ,U(O) 0 0
(oS0 + 8,10y (0@)2 + p©) = —ﬁaa@ﬁ 1Y)+ %aa@ﬁ L1
(3.277)
— Troisiéeme équation :
0\ + 0, (pV0 @) = —5, (B — 1), (3.278)

8pS" + 9200 4 pMNo®@) = —go(BSY = 1Y) + 5@ (B — 1), (3.279)

00y + "+ (0)?)
+ am(p(()o)e(o)v(o) +p(0)v(0) + p(()2)v(0) + p(()l)v(l) + p(()O)U(Z) + p(()(]) (U(O))?’)
2 2 1 0 0
= —0u(BY) = Ii") = 3oa® (B - 1”)

+ Uav(o) (Bél) — 10(1)) + aav(l)(B(()O) — Iéo)).

(3.280)
— Quatriéme équation :

0=0,(b® —u®), (3.281)
A0 = o (bD — uD) — 5,0 (b — ), (3.282)

1

(0) 1) — 2 @y = 032(p0) _ ()
o'’ + Ad,u oq(b u'?) + 2Jm(v )“(b u'’) (3.283)
— 0,0 (Y —u®) — M (bO) — u©)),
Les termes en O(1) des équations d’Euler s’écrivent alors :
0ol + 0,(pY v ) = 0,

1

A (py v) + 0 <pé°’ (@) +p® 4 %<Ab°>1) =0, (3.284)

An(py e + By + 0u(py 00 + pOu® 4 (Au)g) = 0,
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Pour obtenir le résultat escompté, il suffit de calculer les trois quantités (Ab(®));, B((]O),

(Au(l))o. Pour cela, on développe en puissance de € le vecteur b :

= (TO)*> " wiPu() (3.285)
k=0
4 > 5 T K o 2
+ (TN 1Y Mo @ Pp (M) + =0 > wkPu(Me) | +O(),
k=0 k=0
pout tout n € {0,..., N}. On utilise & présent les relations suivantes liant les poids et

les points de la quadrature de Gauss-Legendre :

N N
_ _ S
Vne{0,..., N}, Y wiPu(A) =0n0, Y M Pu(Me) = = (3.286)
k=0 k=0 V3
On obtient alors le développement suivant :
Vn e {0,...,N}, By =08,0(TO)*+4e(T)* Ond, ) 4 5 v +0O(e?). (3.287)
gy 9 n n,0 \/g n,0 T(O) . .

On obtient donc :

t
b@ = (T 0,...,0), b(l):<4T(1)(T(0))3,%v(o)(T(o))‘*,O,...,O). (3.288)

3
D’ou (0)\4
1 T
BSO) — (T(O))47 E(Abm))l - ( 3 ) (3.289)
Enfin, on a aussi la relation suivante :
1
u® =b® - —A9,bO) (3.290)
Oq
d’ou, il vient :
4 1
(Au(l))o _ 5(1—1(0))42}(0) _ 3781[(T(0))4], (3_291)
ce qui termine la démonstration. ]
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Conclusion

Les objectifs de ces travaux de thése étaient ’analyse mathématique et numérique
d’un modéle réduit, le modéle Py, pour la simulation numérique de problémes de trans-
port de photons. Ces travaux sont motivés par la volonté d’obtenir des solutions de réfé-
rences pour de tels problémes avec des temps de calcul raisonnables. Pour cette raison,
notre étude s’est focalisée sur des problémes & symétrie sphérique, qui sont rencontrés,
par exemple, lorsque 'on cherche & simuler des expériences de fusion par confinement
inertiel. La symeétrie sphérique des problémes induit des termes sources géométriques
dans les modeles étudiés. La discrétisation précise et robuste de tels termes est délicate.

Aprés quelques rappels de modélisation en transfert radiatif, nous avons présenté,
dans le deuxiéme chapitre, notre étude mathématique des modéles Py en géométrie 1D
sphérique ainsi qu’une nouvelle discrétisation de ces modéles. L’analyse mathématique
des modeéles Py a montré que ceux-ci possédent des propriétés mathématiques satis-
faisantes : en plus d’étre arbitrairement précis sur la variable angulaire, ces modéles
conservent la densité d’énergie radiative, disposent d’une structure entropique caractéri-
sant la stabilité des solutions en norme L? et dégénérent correctement vers I’équation de
la chaleur en régime diffusion. Ces propriétés sont satisfaites des que le nombre d’harmo-
niques sphériques est supérieur & 2 (N > 1). Par ailleurs, on a également montré que les
solutions du modele Py ne satisfont pas le principe du maximum contrairement & celles
du modeéle de transport initial. Dans le cas [N impair, on a montré que le modéle Py se
réécrit sous une forme conservative a ’aide des états stationnaires. Cette forme conser-
vative est commode pour plusieurs raisons. Premiérement, elle permet de démontrer que
le systéme est strictement hyperbolique. Deuxiémement, elle permet de construire de
maniére naturelle une discrétisation bien équilibrée, c’est-a-dire qui capture exactement
les états stationnaires du systéme, indépendamment de la finesse du maillage. Nous nous
sommes inspirés de récents travaux [DB15] qui proposent une méthode systématique de
construction de schémas bien équilibrés pour les systémes de Friedrichs avec relaxation
linéaire. Méme si le modéle Py ne rentre pas dans ce cadre, nous avons montré que la
méthode de discrétisation s’applique, en particulier méme quand la matrice de relaxation
n’est pas symétrique positive et dépend de la variable d’espace. De plus, on a montré
que cette discrétisation posséde les propriétés suivantes : (1) conservation de la densité
d’énergie, (2) préservation des états d’équilibre du modéle, (3) stabilité en norme L? et
(4) préservation de I'asymptotique diffusion (démontrée en P;, observée en Py). A notre
connaissance, aucune méthode numérique pour la simulation de probléme de transport
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en géométrie 1D sphérique concentre 4 la fois ces 4 propriétés. Enfin, les résultats numé-
riques illustrent 'apport de ces propriétés. En particulier, notre méthode ne génére pas
de « flux dip» en r = 0, qui est un défaut bien identifié des autres méthodes déterministes
existantes en géomeétrie sphérique (voir [Lat00], [Mac07]). Nous nous sommes enfin inté-
ressés a I’étude du couplage entre rayonnement et matiére au repos. On a considéré un
couplage a trois températures (ions, électrons, rayonnement) avec prise en compte de la
dimension spectrale via une méthode multigroupe. La difficulté d’un tel couplage réside
dans sa non linéarité. Nous avons adopté une discrétisation par séparation d’opérateurs
(splitting) en scindant la partie linéaire de la partie non linéaire. La partie linéaire se ré-
sout avec le schéma décrit précédemment, pour chaque groupe de fréquence. Le couplage
non linéaire est discrétisé de facon implicite en temps et locale en espace. Sa résolution
se fait alors en utilisant un algorithme itératif dont on montre que chaque itérée respecte
un principe du maximum au niveau discret. La méthode a été implémentée et testée avec
succes.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse aux modeéles d’hydrodynamique radiative,
et plus spécifiquement aux modéles dits « mixed-frame ». Partant du constat qu’il n’y a
pas de consensus dans la littérature sur le modéle & adopter pour le couplage d’un fluide
4 un rayonnement, en particulier sur la forme des effets d’entrainement matiére (effet
Doppler et effet d’aberration), nous restreignons notre étude au cas 1D plan. En préli-
minaire indispensable & toute discrétisation, notre objectif ici est d’établir une hiérarchie
de modéles. On a classé les différents modeéles selon qu’ils satisfont ou non les propriétés
suivantes : (1) conservation de I’énergie, (2) conservation de la quantité de mouvement,
(3) respect de la limite de diffusion et (4) existence d’une entropie mathématique compa-
tible avec les termes sources. En particulier, ce dernier point a fait ’objet d’une analyse
fine et s’est avéré étre déterminant dans la comparaison des modeéles. Cette étude nous
a permis de discuter quant a l'intérét des modéles relativistes par rapport aux modeles
newtoniens. On s’est tout d’abord intéressé aux modéles newtoniens. [’analyse mathé-
matique du modéle de transport, i.e. sans approximation angulaire, a permis d’identifier
un défaut dans la structure entropique, que ce soit en spectral ou en gris. Comme précisé
dans [BD04], ce probléme survient lorsqu’on couple le systéme d’Euler non relativiste et
I’équation de transport des photons avec les termes sources relativistes. Pour pallier ce
défaut, on a proposé un modéle corrigé ou 'on a modifié légérement les expressions des
termes sources tout en restant exact & O(v?/c?) prés. Soulignons que cette modification
n’est pas effectuée dans [BD04]. On a ensuite étudié les modeéles non relativistes basés
sur I'approximation P; dans le référentiel fixe du laboratoire. On a montré qu’en par-
tant d’'un modeéle de transport satisfaisant une loi d’entropie, 'approximation P; brise
cette structure entropique. Cependant, en choisissant les expressions des termes sources
de maniére adéquate, on est capable de construire un modéle P;, dans le cadre de la
mécanique newtonienne, satisfaisant a une loi d’entropie. Les corrections effectuées sur
les termes sources restent de ordre O(v?/c?). On a ensuite proposé une extension pour
I’approximation Py satisfaisant aussi & une loi d’entropie. Enfin, on a montré que ce
modeéle Py newtonien respecte bien la limite de diffusion, en accord avec des modéles
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issus de la littérature. Dans un second temps, on a étudié des modéles dans le cadre de la
relativité restreinte. On a montré que, pour le modeéle de transport sans approximation
angulaire (spectral ou gris), le probléme d’entropie soulevé pour le modéle newtonien
disparait. Le modéle relativiste satisfait a une loi d’entropie sans qu’il soit nécessaire de
corriger les termes sources. Ce résultat montre en particulier 'intérét de se placer dans le
contexte de la relativité restreinte pour modéliser finement les termes de couplage rayon-
nement/matiére (effets Doppler et d’aberration). On a ensuite étudié des modéles relati-
vistes basés sur "approximation P; dans le repére fixe du laboratoire. Ici, de méme que
dans le cadre newtonien, 'approximation P; brise la structure entropique du modele de
transport sans approximation angulaire. En corrigeant les expressions des termes sources
d’une maniére similaire dans le cas newtonien, on a construit un modéle P; relativiste
satisfaisant & une loi d’entropie. Ce modéle est ensuite étendu pour 'approximation Py
tout en conservant sa structure entropique. Ce dernier modéle est intéressant puisqu’il
permet de restituer exactement les effets comobiles (Doppler et aberration) lorsqu’on
fait tendre le nombre d’harmoniques vers l'infini. Il s’agit 14 d’'un avantage du modéle
Py relativiste par rapport au modéle Py newtonien car ce dernier est limité & une pré-
cision en O(v?/c?) pour les termes de couplage rayonnement/matiére, quel que soit le
nombre d’harmoniques N utilisées. On a ensuite montré que ce modéle Py relativiste
respecte bien la bonne limite diffusion. L’analyse mathématique de plusieurs modéles
d’hydrodynamique radiative nous a finalement permis d’isoler deux modeéles basés sur
I’approximation Py. Le premier est le modéle Py newtonien qui est présenté dans la sec-
tion (3.2.5). Le second est le modeéle Py relativiste qui est présenté dans la section (3.3.6).
Ces deux modeles possédent toutes les propriétés mathématiques requises (conservation
de I'énergie et de I'impulsion et existence d’une entropie mathématique compatible avec
les termes sources) et respectent bien la limite de diffusion admise dans la littérature. Ces
deux modeles différent cependant dans leur degré de précision en v/c pour les termes de
couplage rayonnement/matiére. A notre connaissance, 1’étude de la structure entropique
des modeles Py d’hydrodynamique radiative, ainsi que les modifications opérées sur les
termes sources constituent une contribution nouvelle.

On projette par la suite d’effectuer ’analyse numérique de ces deux modeéles d’hydro-
dynamique radiative, en s’inspirant du schéma proposé dans cette thése pour la résolution
du transfert radiatif, en vue de quantifier I'influence des effets relativistes sur différents
problémes physiques en configuration 1D sphérique. L’étude approfondie de problémes &
géométrie 1D sphérique effectuée dans cette thése est une étape préliminaire nécessaire a
I’étude de la configuration 2D axisymétrique. A plus long terme, on peut alors envisager
une extension aux configurations 2D axisymétrique et 3D sur maillages cartésiens. Enfin,
I’étude des scatterings Thomson et Compton dans le cadre des modéles Py est également
un axe de développement envisagé. Dans le cas du scattering Thomson, les photons ne
subissent aucun changement de fréquence lors de leur interaction avec la matiére (scat-
tering cohérent). En revanche, la redistribution angulaire des photons n’est plus isotrope
mais obéit a une loi quadratique sur la variable angulaire. Dans le cadre des modéles
Py, cette modification n’impacte que trés peu les équations du modeéle ; seuls quelques
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termes supplémentaires viennent s’ajouter. Le scattering Compton, lui, est moins aisé a
prendre en compte, méme dans un contexte Py. En effet, dans ce cas, les interactions
des photons avec la matiére impliquent un changement de fréquence et de direction des
photons (scattering non cohérent et non isotrope). L’extension de la méthode numérique
développée dans cette thése au cas du scattering Compton est donc une perspective de
travail de plus grande envergure.

123



Bibliographie

[BBGS12] Claude Bardos, Etienne Bernard, Frangois Golse, and Rémi Sentis. The dif-

[BD04|

[Bru00]

[Bru02]

[Cas04]
[Cha60]

[DB15]

[Deb67]

[FLLS08]

[GRI6]

[GTO02]

[JLO6]

fusion approximation for the linear boltzmann equation with vanishing ab-
sorption. 2012.

Christophe Buet and Bruno Despres. Asymptotic analysis of fluid models
for the coupling of radiation and hydrodynamics. Journal of Quantitative
Spectroscopy and Radiative Transfer, 85(3):385-418, 2004.

Thomas A. Brunner. Riemann solvers for time-dependent transport based on
the mazimum entropy and spherical harmonics closures. PhD thesis, Univer-
sity of Michigan, 2000.

Thomas A. Brunner. Forms of approximate radiation transport. SAND2002-
1778, Sandia National Laboratory, 2002.

John 1. Castor. Radiation hydrodynamics. Cambridge University Press, 2004.

Subrahmanyan Chandrasekhar. Radiative transfer. Dover Publications, New
York, 1960.

Bruno Després and Christophe Buet. The structure of well-balanced schemes
for Friedrichs systems with linear relaxation. Applied Mathematics and Com-
putation, 2015.

Roger B Debar. Difference equations for the Legendre polynomial representa-
tion of the transport equation. Journal of Computational Physics, 2(2):197—
205, 1967.

Brian D. Farris, Tsz Ka Li, Yuk Tung Liu, and Stuart L. Shapiro. Relati-
vistic radiation magnetohydrodynamics in dynamical spacetimes: Numerical
methods and tests. Physical Review D., 78(2):024023, 2008.

Edwige Godlewski and Pierre-Arnaud Raviart. Numerical approzimation of
hyperbolic systems of conservation laws, volume 118. Springer, 1996.

Laurent Gosse and Giuseppe Toscani. An asymptotic-preserving well-
balanced scheme for the hyperbolic heat equations. Comptes Rendus Ma-
thematique, 334(4):337-342, 2002.

Shi Jin and C David Levermore. Numerical schemes for hyperbolic conser-
vation laws with stiff relaxation terms. Jouwrnal of computational physics,
126(2):449-467, 1996.

124



[Lat00]

[Lev84|

[LMO1]

[LMH99)
[LP81]

[Mac07]

[Mar47]
[MMO3]

[MWS6]

[MWMO99]

[RL70]

[RSUR13]

[RW67]

SS10]

[TOS™ 13

KD Lathrop. A comparison of angular difference schemes for one-
dimensional spherical geometry Sy equations. Nuclear Science and Engi-
neering, 134(3):239-264, 2000.

Charles D. Levermore. Relating Eddington factors to flux limiters. Journal
of Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer, 31(2):149-160, 1984.

Robert B. Lowrie and Jim E. Morel. Issues with high-resolution Godunov
methods for radiation hydrodynamics. Journal of Quantitative Spectroscopy
and Radiative Transfer, 69(4):475-489, 2001.

Robert B. Lowrie, Jim E. Morel, and Jeffrey A. Hittinger. The coupling of
radiation and hydrodynamics. The astrophysical journal, 521(1):432, 1999.

Charles D. Levermore and Gerald C. Pomraning. A flux-limited diffusion
theory. The Astrophysical Journal, 248:321-334, 1981.

Eric Machorro. Discontinuous Galerkin finite element method applied to the
1-d spherical neutron transport equation. Journal of Computational Physics,
223(1):67-81, 2007.

R. E. Marshak. Note on the spherical harmonic method as applied to the
milne problem for a sphere. Physical Review, 71(7):443, 1947.

José Maria Marti and Ewald Miiller. Numerical hydrodynamics in special
relativity. Living Reviews in Relativity, 6, 2003.

Alain Munier and Robert Weaver. Radiation transfer in the fluid frame: A
covariant formulation: Part i: Radiation hydrodynamics. Computer Physics
Reports, 3(3):127-164, 1986.

Dimitri Mihalas and Barbara Weibel-Mihalas. Foundations of radiation hy-
drodynamics. Dover Publications, 1999.

Wm H Reed and KD Lathrop. Truncation error analysis of finite difference
approximations to the transport equation. Nuclear Science and Engineering,
41(2):237-248, 1970.

Daniel Ruiz, Laurie Stephey, Todd Urbatsch, and Scott Runnels. Using high-
fidelity radiation transport methods to supplement the diffusion approxima-

tion at material interfaces. Technical report, Los Alamos National Laboratory
(LANL), 2013.

R. D. Ritchmyer and Morton K. W. Difference methods for initial-value
problems. Interscience Publishers, 2nd edition, 1967.

Michael D. Sekora and James M. Stone. A hydrid Godunov method for
radiation hydrodynamics. Journal of Computational Physics, 229(19):6819—
6852, 2010.

Hiroyuki R. Takahashi, Ken Ohsuga, Yuichiro Sekiguchi, Tsuyoshi Inoue, and
Kengo Tomida. Explicit-implicit scheme for relativistic radiation hydrodyna-
mics. The Astrophysical Journal, 764(2):122, 2013.

125



[Wis07]  Brian D. Wissman. Global solutions to the ultra-relativistic Euler equations.
arXiwv preprint arXiv:0705.1333, 2007.

[WM91] WEF Walters and JE Morel. Investigation of linear-discontinuous angular dif-
ferencing for the 1-d spherical-geometry Sy equations. Technical report, Los
Alamos National Lab., NM (USA), 1991.

126



	Introduction
	Généralités sur la modélisation des problèmes de transfert radiatif
	Description du rayonnement
	Modélisation des interactions rayonnement / matière
	Équations du transfert radiatif
	Modèle PN pour le transfert radiatif gris 1D plan

	Analyse mathématique et numérique des modèles PN pour l'équation de transport de photons dans un milieu matériel figé en géométrie 1D sphérique
	Analyse mathématique de l'équation de transport
	Construction des modèles PN
	Analyse mathématique des modèles PN
	Analyse du problème stationnaire
	Discrétisation des modèles PN et analyse numérique
	Approximations des états stationnaires
	Résultats numériques
	Modèle de transfert radiatif spectral
	Modèle multigroupe
	Modèle PN multigroupe
	Discrétisation

	Analyse mathématique et hiérarchie de modèles d'hydrodynamique radiative
	Transformations de Lorentz pour le rayonnement
	Modèles classiques
	Équations d'Euler classiques
	Modèle de transport spectral
	Modèle de transport gris
	Modèles VEF gris
	Modèle PN gris

	Modèles relativistes
	Équations d'Euler relativistes
	Modèle de transport spectral
	Modèle de transport gris
	Limites de diffusion grise
	Modèle P1 gris
	Modèle PN gris


	Conclusion

