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Chapitre 1

Introduction

Depuis les trente derniéres années de nombreux progrés ont été réalisés
dans I’étude du comportement asymptotique du nombre de points rationnels
de hauteur bornée sur une varitété algébrique X dont le diviseur canonique
a suffisamment de sections. En particulier, la conjecture de Manin, qui sug-
gére une formule asymptotique générale pour ce nombre de points, a été
vérifiée pour un grand nombre de variétés X. L’objectif de cette thése est
de démontrer cette conjecture pour des familles d’hypersurfaces de variétés
toriques.

1.1 Conjecture de Manin

On considére une variété projective X de dimension n définie sur Q, et
L un fibré en droites sur X supposé trés ample. Tout choix d’'une base de
sections de ce fibré fournit un plongement ¢, : X < P pour un certain
entier IV tel que ¢7:(Opn (1)) = L. Ce plongement permet alors de construire
une hauteur Hy sur X (Q). Considérons 'application Hy : PY(Q) — [0, 00|
définie pour Q € PV (Q) par :
H = max |x;| = x|,
0Q) = _max [0 = o
ol x = (xg,...,xy) € ZVT! est un représentant primitif (i.e tel que pged;(z;) =
1) du point . On définit alors H. : X(Q) — [0, oo[ par :

VP € X(Q), Hc(P)=(Hooor)(P).

Le probléme de Manin consiste alors a étudier, pour un ouvert dense de
Zariski U de X, le comportement asymptotique du cardinal

Nug,(B) = Card{P € U(Q) | Hz(P) < B},

lorsque B — .
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Dans 'ensemble de cette thése, nous considérons exclusivement des va-
riétés projectives X dont le fibré anticanonique w;(l est trés ample, et nous
choisissons £ = w}l. Nous notons alors

Hx = Hw;.
Le comportement asymptotique de Ny i, (B), pour un ouvert dense U C X
assez petit, est alors prédit par la conjecture de Manin :

Conjecture 1.1.1 (Batyrev/Manin/Peyre). Il existe un ouvert dense U C
X et une constante Cp, (X) tels que

Nu,ix (B) ~B—00 Cry (X)B(log B) 1,
ot r = rg Pic(X).

Remarquons que la constante Cp, (X) a regu une interprétation conjec-
turale par Peyre dans [Pel| que nous allons détailler.

Fixons une base sy, ..., sy de I'(X, w)_(l). Pour toute place v € Val(Q),
tout & € X(Q,) et toute section s € I'(X,wy") ne s’annulant pas en x, on
si(z)

pose »
s(z) V) '

Par ailleurs pour tout v € Val(Q), on normalise la mesure de Haar d z,, sur
Q. de la facon suivante :

— Si v =00, alors d x,, est la mesure de Lebesgue usuelle sur R,

— Si v # o0, alors fo,, dz, =1.

Is(@)ll, = ( sup

0<i<V

On définit alors une mesure borélienne sur X (Q,) par (voir [Pel, §2.2.1]) :

9, 9
O0x1 7 Oz,

dziy...dz,,
14

WHx v = ’

ol Ty, ..., Ty, désignent des coordonnées locales analytiques au voisinage
d’un point x € X(Q,).

Si S est un ensemble fini de places sur Q contenant la place infinie, on
note :

Ls(s,Pic(X)) = H Ly (s, Pic(X))
PEVal(Q)\S
o 1
Lp(s: Pie(X)) = Gt | Pic(Xp,) @z Q)

N { 4(1,Pic(X)) si  veVval(Q)\S
v 1

sinon
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La formule conjecturée par Peyre, Batyrev et Tschinkel pour Cp, (X) (cf.
[Pe2]) est alors :

Crix (X) = a(X)B(X)Try (X)
ou l'on a posé :

Tir (X) = lim(s — )P Lg(s,Pic(X) [ A 'wayw-
VGVal(Q)

B(X) = Card(H'(Q, Pic(X))),
. e_<wx Y)
(rg(Pic(X)) — 1)! /Ceff(X)v Yidy,

a(X) =
avec

Ceff(X)v = {y € (PiC(X) & R)V | Va € Ceff(X)v (:c,y) > 0}>

1.2 Liste de résultats

Rappelons dans un premier temps que la conjecture de Manin n’est pas
toujours vérifiée. En effet un contre-exemple a été obtenu par Batyrev et
Tschinkel. Il s’agit des hypersurfaces de P™ x P? définies par une équation
bihomogéne :

ou log, Ui, l2, I3 € Qx] sont des formes linéaires indépendantes en & =
(20, eeey Tp)-

La conjecture de Manin a néanmoins été démontrée pour de trés nom-
breux cas de variétés X. Citons en particulier le cas des variétés toriques
traité dans un premier temps par Batyrev et Tschinkel dans [BT1]|, [BT2],
[BT3| par des arguments d’analyse harmonique, puis par Salberger [Sa|, dans
un cadre plus restreint, & l'aide de méthodes plus explicites.

Par ailleurs, la démonstration de la conjecture pour le cas d’intersections
complétes dans l'espace projectif résulte des travaux de Birch [Bi] basés sur
la méthode du cercle de Hardy-Littlewood. Une nouvelle forme de la méthode
du cercle élaborée par Heath-Brown dans [HB| a permis & Robbiani d’étudier
le cas d’une hypersurface de P x P™. Plus récemment, une généralisation
de la méthode du cercle combinée avec des résultats de sommations hyper-
boliques ont permis & Blomer et Briidern d’étudier le cas d’hypersurfaces
diagonales d’espaces multiprojectifs [B-B], puis & Schindler de traiter les in-
tersections complétes des espaces biprojectifs P x P"2 pour ni,ne € N
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supposés assez grands (voir [Schl] et [Sch2]).

Dans le présent mémoire, en nous appuyant sur les notations utilisées
par Salberger dans [Sa|, nous démontrons la conjecture de Manin pour des
familles d’hypersurfaces de variétés toriques & ’aide de généralisations des
méthodes employées par Schindler. Avant d’énoncer le résultat principal, il
convient de faire quelques rappels sur les variétés toriques, ainsi que sur la
méthode du cercle qui est au cceur de la démonstration.

1.3 Variétés toriques

Pour présenter les variétés toriques, il est nécessaire de rappeler les défi-
nitions suivantes :

Définition 1.3.1. Etant donné un réseau N,

— un cobne polyédrique convexe dans Ng = N Q@ R est un ensemble o de
la forme

k
o=C{vy,...,v5) = {Z Aivi | A = 0},
=1

ou V1, ...,V sont des vecteurs de N. On appelle dimension du cone o
la dimension du R-espace vectoriel engendré par vy, ..., V.
— Etant donné un céone o dans Ngr, le cone dual de o est I’ensemble

oV ={u e Ng | Vv € o, (u,v) >0},

ot NV désigne le réseau dual de N.
— On appelle face d’un cone o l’ensemble des points d’annulation d’une
forme linéaire positive sur ce cone.

Définition 1.3.2. Etant donné un réseau N, un éventail est un ensemble
A de cones polyédriques convexes de Nr vérifiant :

1. Pour tout cone o € A, on a 0 € o;
2. Toute face d’un cone de A est un cone de A ;

3. L’intersection de deux cones de /A est une face de chacun de ces deux
cones.

Nous noterons Amax l'ensemble des cones de A de dimension mazimale.
L’éventail est dit

~ complet 87 |J,cp 0 = NR,
— régulier si chaque cone de A est engendré par une famille de vecteurs
pouvant étre complétée en une base de N.
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Pour un coéne polyédrique o de Ng donné on définit le semi-groupe
Sy =0c"NNV.
La wariété torique affine sur un corps k associée & o est la variété affine :
(1.1) U, = Spec(k[S,])
On remarque que si 0,7 sont deux cones de Ng, alors
TCo=U;,CU,.

Etant donné un réseau N et un éventail A, on définit une variété algébrique
X = X(A) sur k par recollement des ouverts U, pour o € A. Nous ren-
voyons le lecteur a [F, §1,2,3] pour plus de détails sur les variétés toriques.
Remarquons que la variété X (A) est lisse (resp. compléte) si A est régulier
(resp. complet).

1.4 Méthode du cercle

Dans [Bi], Birch applique la méthode du cercle au cas d’intersections
complétes de ’espace projectif P"~!. Nous allons présenter le principe de
la méthode en nous restreignant, pour simplifier, au cas d’une hypersurface
Y définie par une équation f(x) = 0, ot * = (z1,...,x,) et f € Z[x] est
un polyndéme homogéne de degré d fixé. Via une inversion de Mdbius, le
probléme du calcul de Ny, g, (B) peut étre ramené au calcul de

N(B) = Card{z € Z" | |z| < B, f(z) = 0},

ol |x| = max;e(y,.. n} |2i|]. Nous voudrions alors pouvoir donner une formule
asymptotique pour N (B) sous forme d’un terme principal et d'un terme d’er-
reur. Plus précisément, d’aprés la conjecture de Manin, la formule attendue
est :

(1.2) N(B) = CB" 4 o(B"™%),
ou C' est une constante & préciser.
Pour obtenir cette formule, la méthode du cercle consiste dans un premier

temps & introduire une série génératrice. Posons

e:R — C
T = e?ﬂzx’

ainsi que, pour tout «a € [0,1] :
S(a,B) = Y elaf(@)).

xeZd™
lz|<B



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Etant donné que, pour tout k € Z,
1 .
1 si k=
/O e(o‘k)do‘_{ 0 si k#0,

1
N(B) :/0 S(a, B)d .

on a

Les principe de la méthode du cercle est alors de séparer 'intervalle d’inté-
gration [0, 1] en deux parties :

— Les arcs majeurs : il s’agit de 'ensemble 9t des « € [0, 1] « proches »
d’un rationnel % avec pged(a, q) =1 et a, q assez « petits ».
— Les arcs mineurs; c’est 'ensemble m = [0, 1[\.

Pour savoir quels sont les arcs majeurs et les arcs mineurs appropriés, il est
nécessaire d’obtenir une estimation suffisamment précise de |S(a, B)|. Celle-
ci est obtenue a l'aide d’inégalités de Holder, de différentiation de Weyl et
d’arguments de géométrie des nombres. Plus précisément, a I'issu de ces ma-
nipulations on montre que, pour un certain réel K > 0, I'une au moins des
deux assertions suivantes est vraie :

1. Ona |S(a, B)| < B" K|

2. Le réel a appartient a un ensemble 9 qui sera ’ensemble des arcs
majeurs.

Cette idée est naturelle si I’on considére que lorsque a n’appartient pas a 9t
(i.e. est loin d’étre rationnel), alors e(af(x)) se répartit aléatoirement sur
le cercle unité et la somme S(a, B) est donc petite et donc donne un terme
négligeable.

Si K est assez grand, alors en utilisant la condition 1, il est facile de
montrer qu’il existe v > 0 tel que

/ |S(a, B)|dex < B4V,
m

Par ailleurs, il est possible de montrer qu’il existe une constante C' et un réel
6 > 0 tel que :

/ S(a, B)|da = CB"™ + O(B™9),
m

ce qui permet donc de démontrer la formule (1.2), et donc la conjecture de
Manin.
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La méthode développée par Schindler pour les hypersurfaces des espaces
biprojectifs est basée sur cette méme méthode. Une telle hypersurface Y
est définie comme ’ensemble des points ((zg : ... @ Tny), (Yo ¢ oot Yny)) €
Pl x Pr2—! vérifiant F(z,y) = 0,00 T = (21, .., Tny ), Y = (Y0, -+, Yny) €t
F € Z[z, y] est un polynome bihomogeéne de bidegré (di, d2) fixé. La hauteur
d’un point rationnel P de I'hypersurface est alors donnée par

H(z,y) = || y|"="%,

ol (x,y) € Z™1"2 est un représentant primitif (i.e pged(x) = pged(y) = 1)
du point P. Une inversion de mobius permet a nouveau de ramener le calcul
de Ny, (B) a celui de

Ny(B) = Card{(z,y) € UNZ"*" | |z| % |y["2~% < B, F(x,y) = 0}.

La méthode utilisée par Schindler consiste dans un premier temps & poser,
pour tous ki, ke € N :

h(ky, ke) = Card{(z,y) € Z"™ NU | F(z,y) =0, |2| = k1, |yl = ka},

de sorte que

Nu(B)= > h(ki, ko).

ny—djng—dy
ky ko, <B

Par un résultat de Blomer et Briidern [B-B, Théoréme 2.1| sur les somma-
tions hyperboliques, évaluer Ny (B) revient a trouver des formules asympto-
tiques (en P, Py > 1) pour

Ny(PL,P)= > Z h(k1, k2),

k1< Py ko<

Nugy(P2) = Y h(ka, ko),

ko< P2

pour k; € N fixé,

Nuj,(P) = > bk, ko),
k1<P1

pour ko € N fixé. Ces trois quantités peuvent alors étre évaluées a 'aide de
généralisations de la méthode du cercle.

1.5 Principaux résultats

1.5.1 Espaces triprojectifs

Dans la premiére partie de ce mémoire, nous considérons le cas trés par-
ticulier des hypersurfaces de tridegré (1,1,1) de 'espace triprojectif P™ x



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

P" x P". Une telle hypersurface Y est définie comme 1’ensemble des points
(o : oo i), (Yot oo 1 Yn)y (20 1 ooe 2n)) € P x P x P™ vérifiant :

F(x,y,z) = g o kY2, = 0
0<i,j,k<n

pour des entiers o jx fixés. La hauteur Hy associée a cette hypersurface est
alors donnée par, pour tout point P = ((zg : ... : Zn), (Yo & - 2 Yn), (20 : .. :
zn)) € P" x P" x P,

Hy (P) = H(x,y,z) = |o|"[y["|z]",

pour x,y,z € Z"*! primitifs (i.e pged(x) = pged(y) = pged(z) = 1).
Notons enfin 7 la projection canonique (A™*!\ {0})> — P" x P" x P™.
Nous démontrons alors la conjecture de Batyrev-Manin pour ’hypersurface
Y. Plus précisément, en notant

(1.3) V5 = {(z,y) € AL xAE™ [ VE € {0,..,n}, D) ojnmiy; = 0},
i=0 j=0

(14) V5 = {(x,2) € AL xAE" [V €{0,...,n}, DD aijpaize = 0},
=0 k=0

(15) Vi ={(y,2) € AG" x AG | Vi€ {0,....,n}, D> aijuysze = 0},
j=0 k=0

nous établissons le résultat ci-dessous :

Théoréme 1.5.1. Supposons n > 28 et que dimV;* = n + 1 pour tout
i €{1,2,3}. Il existe un ouvert U de A3"*3 tel que

Nrwnv, iy (B) = Crr, (Y)B" log(B)? + O(B" log(B)).

La méthode utilisée est inspirée de celle développée par Schindler dans
[Sch1] et [Sch2| pour I’étude du cas des hypersurfaces des espaces biprojectifs.
En posant

h(ky, ko, k3) = Card{(z,y,2) € Z>"3NU | F(z,y,z) =0,
‘33| = kl? ‘y’ = k27 |Z’ = k3}7

nous commencons par évaluer

S Y D bk ko ks)

k1< Py ka<P2 k3<P3
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en utilisant une variante de la méthode du cercle de Hardy-Littlewood. Puis
nous évaluons, respectivement pour ki, ko, k3 fixé, les nombres

Nkl (PQ’ P3) = Zk2<P2 Zk3<P3 h(kl7 k2’ kS)
Nigy (P, P3) = >k <py Dokgepy K1, K2, ki)
Nks(P17 P2) = Zk1<P1 Zk2<P2 h(klv ka, k3)

4 nouveau par la méthode du cercle. Enfin nous calculons respectivement
pour (ki, k), (k1,ks) et (ka, ks) fixés les nombres

Nkth (P3) = Zk3<P3 h(kla ko, k3)
Ny ks (P2) = 3 ok, <p, MK, K2, Ki3)
Nk27k3(P1) = Zklgpl h(k1, ke, k3)

en utilisant des arguments de géométrie des réseaux. Les résultats obtenus
combinés au théoréme 2.1 de Blomer et Briidern [B-B] permettent de démon-
trer le théoréme 1.5.1.

Cette partie constitue une premiére étape dans la généralisation de la mé-
thode développée par Schindler. En effet, 'une des difficultés
supplémentaires de ce travail est que nous sommes confrontés & une variété
dont le rang du groupe de Picard est 3 alors que ce rang valait 2 pour les va-
riétés étudiées par Schindler. Cette partie donne donc une idée de la maniére
dont il est possible de généraliser la méthode de Schindler a des variétés de
groupe de Picard de rang r quelconque.

1.5.2 Variétés toriques X telles que rgPic(X) =2

Dans la deuxiéme partie, nous démontrons la conjecture de Batyrev et
Manin pour le nombre de points de hauteur bornée des hypersurfaces de
certaines variétés toriques dont le rang du groupe de Picard est 2. Plus
précisément, pour des entiers 0 < r < m < n fixés, nous considérons la
variété torique X compléte lisse définie comme le quotient de

X1 = (AT {0}) x (A" x A"7™H)\ {0}) € A2
par 'action du tore C* x C* définie par :
V(z,y,2z) € X1, YV(\,u) € C* x C*, (\,pu).(x,y, 2) = (A\x, A\py, uz).

Notons 7 : X; — X la projection canonique. On considére alors I'hyper-
surface Y = (Y1) de X ou Yj est 'hypersurface donnée par une équation
F(x,y,z) =0, ou F est un polynéme quasi-bihomogéne de bidegré (di, dz),
c’est-a-dire :

V(z,y,2) € X1, V(\, 1) € C* x C*, F(\x, \uy, pz) = N pu®2 F(x, y, 2).
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Pour tout P € X(Q), on peut choisir un représentant

— n+2
(mayaz) - ('1"07 ey Ty Yr+1, "'7ym7zm+17~-')zn+l) S Z

primitif (i.e pged;(z;) = pged; x(y), zx) = 1), unique aux signes prés. Nous
munissons Y de la hauteur H définie par, pour P = 7(x, y, z) avec (x,y, 2) €
Z"2 primitif :

‘y‘ n—r+1—ds
H(P) = H@,y.2) = o™~ max (2, 1))
£

o |x| = maX;e{o,...,r} lzil, |yl = maXje{r41,..,m} |yj\ et |z| =
MaXpefm+1,..n+1} |2k (il s’agit d’une hauteur associée au fibré anticanonique
de Y'). Posons alors pour tout ouvert de Zariski U de X :

N(B) = card{P € Y(Q) N n(U) | H(P) < B}.

En notant

F
(1.6) Vi ={(xz,y,2) € A2 | Vi e {0,....,1}, %(w,y,z) =0,

oF
V] € {T+ 17 '-'7m}7 aiy(mayaz) = 0}7
J

(1.7) Vi ={(z,y,2) € A""?|Vje{r+1,..,m}, gi(:c,y,z) =0,
Vke {m+1,..,n+1}, gi(m,y,z) =0},
nous démontrons alors le résultat ci-dessous :
Théoréme 1.5.2. Pour dy,ds > 1, si l'on suppose que r = 6d; — 3 et que
n + 2 — max{dim V;*, dim V5'} > 13da(dy + do)2% %2,
alors il existe un ouvert U tel que :
Nu,iy (B) = Chy (Y)Blog(B) + O(B),
ot Cy(Y) est la constante conjecturée par Peyre, lorsque B — co.

La méthode utilisée est a nouveau inspirée de celle développée par Schind-
ler. Nous posons cette fois-ci :

h(ky, ko) = Card {(w,y,z) €Z"?NU | F(zx,y,z) =0,

o[ ) -}
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et nous évaluons

Nu(Pr,Py) = > > hlk, k),

k1<P ka<Ps

et pour kq, ko fixés
Nug, (P2) = > bk, ko),

ko< P

Nugy(P) = Y hik, ko),
ki<P

par une généralisation de la méthode du cercle.
Les résultats obtenus nous permettent de démontrer le théoréme 1.5.2 par
application d’une variante d’un théoréme 2.1 de Blomer et Briidern.

La difficulté de cette partie en comparaison des travaux de Schindler
réside dans l'introduction des variables y. Ces variables posent en particu-
lier des difficultés pour la partie « différentiation de Weyl et géométrie des
nombres » de la méthode du cercle, et nous sommes alors amenés a éla-
borer des généralisations des arguments de Schindler qui nous seront utiles
ultérieurement pour le traitement de variétés toriques plus générales.

1.5.3 Variétés toriques plus générales

Enfin, dans la troisiéme partie, nous démontrons la conjecture de Ma-
nin pour une famille plus générale d’hypersurfaces de variétés toriques dont
le groupe de Picard a pour rang un entier » > 2 quelconque dont le cone
effectif est engendré par r vecteurs. On considére en effet une variété to-
rique compléte lisse X = X(A) de dimension n définie par le réseau Z™
et un éventail A ayant n + r arétes engendrées par des vecteurs notés
V1, V2, ..., Untr € Z™. Nous supposerons que vy, ..., v, est une base de R"
et que pour tout j € {1,...,r}, il existe des entiers naturels a;; tels que

n
Untj = = ) i
=1

(autrement dit vy41, ..., Un+r appartiennent au cone C(—vy, ..., —vy)).
Nous poserons par ailleurs

Vi k € {1a ...,T‘}, An+k,j = 6j7k’

et
n—+r

Vj e {1, ...,T}, n; = Zam.

i=1
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FIGURE 1.1 — Eventail en dimension n = 2.

Notons Iy, ..., In les ensembles I minimaux pour l'inclusion tels que
Vo € A, ZRJ%@- ¢ o.
el
Par ailleurs, si Ay désigne 'ensemble des cones de dimension maximale de
I’éventail A, la variété X peut étre décrite comme le quotient de 'ouvert

Xi={zc A" |30 € Apax, [[ = #0}
i | vido

de l'espace affine par l'action de (C*)" définie par

,
VE = (t,....t,) € (C)", Vo € X1, t.x = Ht;”ﬂcz
=1 ie{1,....n+r}

Notons 7 : X1 — X la projection canonique. Une hypersurface de X est de
la forme Y = 7(Y7) on

Y1 ={x € A" | F(z) = 0},

ou F' € Z[x] est tel que
WVt = (t1,...1,) € (C), Vo € Xy, F(ta) = | [[t7 | F=).
j=1

pour des degrés (di,...,d,) € N” fixés. Pour tout point P € X(Q) on peut
choisir un représentant & € Z"*" primitif (au sens pged,ca . ([1; | vido T;) =
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1) de P (unique aux signes prés). La hauteur Hy associée est alors de la
forme, si £ € Z"" est primitif,

Hy (n(x)) = Hy(z) = max |Mo(x)],

ou les M, (x) sont des monémes de Z[x|. Pour tous m € {1,....,r} et 7 € &,
on note

Cor =10, k) |je{r(1),...t(m)},k € {1,....d;}, Fie {1,....,n+r} | a;; =k}
Dy = {d = (djn) jmecs, € N | Vi€ {7(1),,m(m)}, Y kdjp = dj},
k>1
V(j, k) €Cnzr, J(G,k)={ie{l,...on+71}|ai; =k} #0.
Le polynéme F' peut étre décomposé sous la forme :

F(@)= ) Ful),

dGDm,T

ot Fg est un polynoéme homogéne de degré d;; en les variables (z;);e JGE)
pour tout (j,k) € Cp, ~. On pose alors pour tout d € Dy, 7, et tout (j,k) €
Cm,7'7

* ntr . . 0Fy
m,7,d,(j,k) — {:1} €A + ‘ Vi e J(],k), sz(w) — 0} )

Posons enfin

n(F)=n+r— max min max dimV* L
) me{1,...r} d€Dm 7 (j,k)ECm,+ m,7,d,(j;k)
TES,

Nous démontrons alors dans cette partie le théoréme ci-dessous :

Théoréme 1.5.3. Pour tous di,...,d,, si A est tel que, pour tout k €
{1,...,N}, Card I > 6, si l'on suppose qu’une puissance de w;l est en-
gendrée par ses sections globales et que

n(F) > r(82>=1% +4) | T3 +10d)) | | > d;] .
j=1 i=1

alors il existe un ouvert U de X tel que :
Ny oy, iy (B) = Cry (Y)B(log B)" ™! + O(B(log B) ).

La méthode pour établir ce résultat consiste dans un premier temps &
suivre le procédé décrit par Salberger [Sa, §9,10] qui nous permet de par-
titionner X;(R) en des sous-ensembles (Cp )y avec Hy (m(x)) = |My(x)|
pour tout & € Cp, N Z™" primitif. L’étude de Nynr),my (B) peut alors
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étre ramenée, quitte & appliquer une inversion de mobius pour s’affranchir
de la condition de coprimalité, a celle de
Nuge(B) = Card{z € Z"""NUNCy |
Vi e {17 ...7TL+T'}, ei‘miv F<$) =0, |Ma(w)‘ < B}7
pour tous 0 € Apax et € = (€;)ief1,...n4r} € N"*". En suivant & nouveau la

description de Salberger [Sa, §11], on montre que ceci peut se réécrire sous
la forme :

Nuge,(B) = Card{zx € Z""" NU |

T T
Vie {1, ...,n+r}, eila;, x| < H |Nj(z)|%, F(x) =0, H |N;(z)|~% < B},
j=1 j=1

ou les Nj(x) sont des monémes en @ tels que
Vt = (t1,....,tr) € (C*)", Nj(t.x)=t;N;j(x).
Cette description nous permet alors d’introduire la fonction génératrice :
V(k1,....,ky) € N, h(ky,...,k,) =

T
Card{ € Z""" NU | Vi € {1,...,n+ 1}, ez; et |z;] < H k;'li’ja
j=1

F(CI}) =0,Vje {1,...,7“}, HN](w)H = kj}v

de sorte que Ny g e (B) est équivalent lorsque B — oo &

> h(k1, ..., k).

” n;—d;
=1k’ '<B

Une généralisation de la méthode du cercle inspirée de celle développée dans

les deux premiéres parties permet alors de donner une formule asymptotique
en Pi,...,P. > 1 pour

Nueo(Piy...; P) = Z Z h(ky, ..., k),
ki<P; kr<Pp

ainsi que pour

NU,e,a,(k:j)jeJ((f)j)jéJ) = Z h‘(k17"‘7k’r‘)7
Vi¢J, k;j<P;

pour tous (kj);cs fixés et tous O ¢ J ¢ {1,...,r}. Une généralisation du
théoréme [B-B, Théoréme 2.1] nous permet alors d’en déduire la valeur de
Ny e (B) et ainsi de démontrer le théoréme 1.5.3.

Afin de mieux comprendre les notations du théoréme 1.5.3, donnons quelques
exemples d’applications de ce résultat a des variétés toriques particuliéres.
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Exemple 1.5.4. Cas des espaces multiprojectifs : nous considérons ici la
variété torique X = P™ x P x ... x P™ ou ny,...,n, € N (on a alors
rg(Pic(X)) = r). L’éventail correspondant a cette variété est construit de la
fagon suivante : si n = Y 7 ny, et si 'on fixe une base (vjx) jeq1,.rp du

kE{l,...,nj}
réseau Z", on pose
n;
Vj e {1, ...,T}, Vjn;+1 = — Zvjji.
=1
Notons par ailleurs
vj S {17 “-77'}7 Ij = {(.77 1)7 ceey (]7“] + 1)}
L’éventail correspondant a X est alors
A = (O-le-,t]r)@?éJjC]j
ou pour tous (J1, ..., Jy),
OJyyydr = C(((U(j,i))(j,i)elj\Jj>‘
Les ensembles I minimaux pour l'inclusion tels que
Vo € A, ZRJer, Zo
el
sont alors Iy, ..., I, de cardinaux respectifs ny +1,...,n, + 1.
En notant x; = (xj1,...,%jn,;+1) un ensemble de variables pour tout

j€{1,...,r}, lavariété X peut également étre décrite comme le quotient de
X1 ={(x1,...,z;) € A" | (i, .0iy) € [T x ., ¥ € {1, ..,7}, zi, # 0}
par I’action du tore 'action du tore (C*)" définie par :

V(z,y,2) € X1, V(t1,....tr) € (CV)", (t1, - tr).(2) = (520 5) oyer,-

(par conséquent, dans le cas présent chaque variable x;; a pour poids (a; 1, ..., @),
avec a; ) = dj . On a donc pour tout m € {1,...,r} et 7 € &,,

Cnr ={0, D) [ €{7(1), .., 7(m)}}

et pour tout j € {1,...,7},

J(]v 1) = {(]a 1)7 S (j’nj + 1)} = IJ"
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D’autre part, une hypersurface Y de X est donnée par un polynéme F' € Z[x]
multihomogéne de r-degré (di, ..., d,) (i.e. F' est homogéne de degré d; en les
x;, et ce pour tout j € {1,...,r}). On a alors que

Z)m,‘r = {(dT(l)’ I dT(m))}’

et que
vd € Dmﬂ—, Fg=F.

Ainsi, pour tout d € Dy, 7, et tout (j,1) € Cpy 7,
* . oF .
Vinrd (1) = {m € A" | Vi € I, 9z, @) = 0} =V

(indépendant de m, 7,d). On a alors que

n(F)=n+r— max dimV}".
je{l,...ﬂ’}
Remarquons que n(F) < max{ni,...,n,}. Par conséquent, la formule du
théoréme 1.5.3 est vérifiée pour toute hypersurface de multidegré (d, ..., d,)
de tout espace multiprojectif P x P"2 x ... x P™" dés lors que

r

n-+7r— max dimV-*>1"8.2Z;=1dj—|—4 3+ 10d; d;
max | dim V> o ) | TI¢ ) ; j

j=1
Exemple 1.5.5. Considérons a présent la famille de variétés toriques défi-
nies dans la section 1.5.2. Pour ces variétés, les ensembles I minimaux pour
I’inclusion tels que

Vo € A, ZR+%’ o

el

sont {0,...,r} et {r+1,...,n + 1}. Rappelons que les variables x, y, z ont
pour poids respectifs (1,0), (1,1) et (0,1) par 'action du tore C* x C*. Une
hypersurface est donnée par un polynéme F' homogeéne de degré d; en (x,y)
et homogene de degré dy en (y,z). On a alors, pour tout m € {1,2} et
T € Gg,

Cmﬂ' = {(]7 1) | j € {T(1)7T(m)}}
Dmﬂ- = {dT(1)7 dT(m)}
et pour tout d € Dy, -, Fg = F. Enfin, on a

* _/*
Viraay = Vi

m
V;L,T,d,(m) - Vz*a
ou Vi* et V5 ont été définies par (1.6) et (1.7). Ainsi,

n(F)=n+2—max{dim V", dim V5'} <{r+1,n—m+1}},
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et la formule du théoréme 1.5.3 est vérifiée pour toute hypersurface ¥ de X
telle que

n+2 —max{dim V;*, dim V5'} > (12.247% 1 8)(3+10d;)(3 + 10d2)(dy + da).

Remarquons qu’ici la condition sur la valeur de n+2 —max{dim V;*, dim V5}
est plus forte que celle du théoréme 1.5.2. Ceci est di au fait que la borne in-
férieure de n(F') du théoréme 1.5.3 n’est pas optimale. Nous verrons au cours
du chapitre 4 que ’on peut obtenir une borne plus précise, mais également
plus complexe (voir formule (4.93)).
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Chapitre 2

Espaces triprojectifs

2.1 Introduction

On considére une hypersurface V' de I'espace Py x Py xPg définie par
une équation F(x,y,z) =0 ou

F(w7y7 Z) = Z ai,j,kxiyjzk7
0<i,5,k<n
avec (2, y,2) = ((zo : . 1 Zn), (Yo : -+ 1 Yn), (20 1 -t 2n)) € PGP XPE et
a; ik € Q. On dira que (o, ..., ) € Z"H est primitif si pged(zo, ..., Tn) =
1. Dans tout ce qui va suivre, on note pour tout (x,y, z) € Py, x Py x Py :

_ |n |n n
H(m,y,Z)—OQ%Iwzl Orgjagnlygl Orglggn\%\ ;

qui définit une hauteur associée au fibré anticanonique, et

H'(w,y,2) = max |z;| max |y;| max |zl,

ott (20, ., n), (Y0, -0Un), (205 2n) € Z™ sont primitifs et tels que
(,y,2) = ((xo : . @ @p), (Yo ¢ oo : Yn),(20 ¢ ... = 2,)). Dans tout ce
qui va suivre, pour tout * = (zo,...,7ny) € R¥*! nous noterons |z| =
maxo<i<n |Zi|. On souhaite déterminer une formule asymptotique pour le
nombre de points ([x], [y], [2]) d’un ouvert de Zariski de 'hypersurface V' de
hauteur H(x,y, z) bornée par B (on notera Ny (B) ce nombre de points),
ce qui revient & évaluer, quitte & remplacer B par B"

Ny(B) = card{(z,y,2) € (Z"" x 2" x 2" U |
(20, o, Tn)s (Y0s -y Yn), (20, -, 2n) primitifs, H'(x,y, z) < B},

ou U désigne un ouvert de Zariski de A’EH X A’é“ X A’é‘H. On a en effet

Ny (B) = SRu(B+)

27
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( le coefficient é est dii au fait que deux vecteurs primitifs x et —x repré-
sentent le méme élément de P™). Par une inversion de Mobius, on se rameéne
au calcul de

(2.1)
Ny(B) = card{(z,y, z) € (Z"T' xZ"T xZ"™NU | H' (x,y, z) < B}.

Nous allons évaluer ce nombre Ny (B) en suivant la méthode décrite par
Schindler (cf. [Schl], [Sch2]). Nous établirons en fait (voir proposition 2.6.2)
que, pour un ouvert U bien choisi, ce nombre est

1
Ny(B) = 503" log(B)? + O(B" log(B)),
(ot o est une constante que nous préciserons), ce qui nous permettra d’en
déduire que :
Ny (B) = C(V)B"log(B)? + O(B" log(B)),

ou C(V) est la constante conjecturée par Peyre (cf.[Pel]). Remarquons qu'il
est ici indispensable de se restreindre & un ouvert de Zariski U. La variété V
présente en effet des sous-variétés accumulatrices. Considérons par exemple
un point (x,y) € Z"! x Z"*1 tel que :

Vk € {0,...,n}, Z a; jkriy; = 0.
ij=0

Alors, pour tout z € Z"! tel que |2| < B/(|z||y|) on aurait F(x,y,z) =0,
ce qui implique donc que

card{(z,y,z) € VN (Z" x Z" x 2" | H'(x,y,z) < B} > B"..
On notera, pour (x,y,z) € C**t x C*+1 x CnHl

(2.2) Vk € {0, ..,n}, Bi(z,y)= Zzaz]k$zij

=0 j=0

(2.3) Vj €{0,...n}, Bi(z, z) ZZa”kxlzk,

=0 k=0

(2.4) Vi€ {0,...,n}, B!(y,z —ZZamkygzk

7=0 k=0

Par ailleurs, on définit

(2.5) Vi ={(z,y) € AG x AZM | Vk € {0,...,n}, Bi(z,y) =0},
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(2.6) Vs ={(z,2z) € AG™" x AE™ | Vj €{0,...,n}, Bj(m,z) =0},

(27) V7 ={(y.2) € AG x AGT | Vi € {0,...n), Bl(y,2) =0}.

On veut supposer que 'hypersurface V' est lisse. Il nous sera également
utile de supposer qu’elle vérifie par ailleurs la propriété suivante :

dim V" =dim V5 =dim V5  =n + 1.

Il convient donc de démontrer qu’il existe des rationnels (o ;)i jk tels que
ces propriétés soient vraies. En fait, nous allons montrer que chacune de ces
propriété est vraie pour un ouvert dense de (ai7j7k)i7j7k S AgQ(nH).

Montrons que V' est lisse pour un ouvert dense de (v j k)i jx € Agnﬂ) .
Remarquons que X = P x P™ x P™ peut étre vue comme une sous-variété
lisse de PV (ot N = (n + 1)® — 1) via le plongement de Segre :

s:P"x P" x P" — PV
([z], [y, [2]) = [(ziyj2k)ijk]-

Alors, d’apreés le théoréme de Bertini (cf. [Hal), pour une famille ouverte
dense d’hyperplans projectifs Ho = {(Xj ;1) | Z”k ;. jkXijk =0} C PV,
on a que X N Hgy est lisse, or on remarque que :

XN Ho = {(z]. ) [2) € X | Y ougaiyz = 0).
i,5,k=0

Par conséquent, V' est lisse pour un ouvert dense de (o jx)ijk € A?é(nﬂ).

Nous allons a présent montrer que pour un ouvert dense de (ozi,j,k)i,j,k €
A?é(m_l), on a dimVy = n + 1. On plonge ¥ = P" x P" dans P (ont
N’ = (n+1)2 — 1) via le plongement de Segre. Toujours par application du
théoreme de Bertini, on a qu’il existe un ouvert dense d’hyperplans Hq, =
{IXig] | 221 =0 @i,j,0Xi; = 0} ne contenant pas Y tels que Ha, NY soit
lisse. On a alors dim(Y N He,) = 2n — 1 pour chacun de ces hyperplans.
On procéde de méme par la suite avec des hyperplans Hgy,, ..., Ho, (avec
Hey = {[Xij] | 227 =0 @ijxXij = 0}). On trouve alors que, pour un ouvert
dense de (a; ;1) = (o, ..., ) € A?Q(n+1), on a que

Y NHqo,N...N Hg, ={([z],[y]) € P" x P" | By(x,y) =0 Vk}

est lisse et de dimension 2n—(n+1) = n—1. Par conséquent, dim V5" = n+1

pour un ouvert dense de (a; jx)ijk € Aa(nJrl). On montre de facon analogue
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que dim V5 =n + 1 et dim Vj* = n + 1 pour un ouvert dense de ().

On conclut qu'il existe un ouvert dense d’éléments (c; j 1) ik de A?é(nﬂ)
tels que I'hypersurface V' qu’ils définissent soit lisse et telle que dim V" =
dim V5" = dim V5" = n+ 1. Nous supposerons donc dorénavant que V' est une
telle hypersurface.

La méthode employée ici pour évaluer Ny (B) consiste dans un premier
temps a donner une formule asymptotique pour le nombre Ny (Py, P, P3) de
points (x,y,2) de U N (Z" x Z"H x Z"FY) tels que |z| < P, |y| < Py,
|z| < Ps (ici |x| désignera max; |z;|). On démontre en fait que 'on a une
formule du type

(2.8)  Ny(Pi, Py, P3) = oP'PIPT + O (P{ngLPgl min{ Py, P, Pg}—5)

pour des constantes o et > 0 que nous préciserons. Par la suite, on utilise
des résultats semblables & ceux de la section 9 de [Sch2| pour en déduire

Ny(B).

Dans la section 2, en utilisant des arguments issus de la méthode du
cercle, on établit la formule (2.8) pour Pi, Py, P3 « relativement proches » et
tels que P; < Py < Ps3. Plus précisément on montre (cf. proposition 2.2.12)
que si P, = PP et P3 = Plbl avec 1 < b < betsil+b+b <n+1,
alors la formule (2.8) est vérifiée. Par la suite dans la section 3, pour un
x € Z"!, on donne une formule asymptotique pour le nombre de points
(y,z) de la fibre V; de V tels que |y| < Py et |z2| < P; en utilisant a
nouveau la méthode du cercle. Les résultats obtenus combinés avec ceux de
la section 2 nous permettrons dans la section 4 d’établir la formule (2.8)
pour b,b’ arbitrairement grands mais vérifiant ¥’ < b+ 1+ v (avec v > 0
arbitrairement petit) (voir proposition 2.4.4 ). La section 5 est consacrée au
cas o b/ > b+ 1+ v. On résout ce probléme en invoquant des résultats
de géométrie des nombres, et plus précisément de comptage de points d’'un
réseau hyperplan dans un domaine borné. Tout ceci permet finalement de
démontrer la formule (2.8) pour tous P;, Po, P3 (cf. proposition 2.5.3). Dans
la section 6, on utilise les résultats établis par Blomer et Briidern dans [B-B|
pour conclure quant a la valeur de Ny (B) a partir des résultats obtenus
pour Ny (P, Py, Ps). Enfin, la section 7 est consacrée a ’étude des constantes
intervenant dans la formule asymptotique obtenue pour Ny (B). On vérifie
en particulier que le résultat est bien en accord avec les conjectures avancées
par Peyre dans |Pel].
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2.2 Premiére étape

Dans cette premiére partie, nous allons démontrer, pour 1 < P; < P <
P5, que le nombre

N(Py, Py, P3) = card{(z,y,2) € (Z""' N P1By) x (Z""' N PaBs)
X (2" 1 P3Bs) | max |By(w,y)| # 0, F (e, y. z) = 0}

(ou P;B; = P[~1,1]"*! = [P, B]""!) est du type
N(Py, Py, P3) = o Pl'PY P} 4+ O(PP° PR PY).

pour n assez grand. La méthode utilisée est inspirée de l'article [Schl].

2.2.1 Sommes d’exponentielles
Soit a € [0, 1], on pose

(29) S(Oé) = Z Z Z e(aF(m,y,z))

mEPlB1ﬁZ"+1 yEPngﬂZ"+l ZGPngﬁZnJrl
maxy, | By (z,y)|#0

ou e désigne 'application x +— exp(2imz). On commence par remarquer que,
pour x,y fixés :

n
(2.10) Y e(aF(x,y,2))| < [ [ min (Ps, [|aBx(z,y)|| ")
zEP3B3NZn+1 k=0

ot, pour a € R, ||a|| désigne la distance de a & Z, autrement dit ||a|| =
inf,,cz |a—m)|. Considérons r = (rg, ...,7,) € N"*1. On note, pour € P;B;
fixé :

A(z,r) = {y € PBy | Vk, 1. Py ' < {aBy(z,y)} < (rp + 1)P5 '},

ou, pour m € R, {m} désigne la partie fractionnaire de m. En notant A(x,r)
le cardinal de A(x,r), on a alors que, pour @ € P, fixé, d’aprés (2.10) :

(2.11) 3 Y. elaF(x,y.2)

yEPBoNZ L zeP3B3NZn+!
maxy, | By (z,y)|#0

T P Ps
< Z A(m,'r’) H min <P3,maX (m, P3—'rk—1>) .

|r|< P k=0
D’autre part, si (u,v) € A(z,r)?, on a alors :

||osz(:c,u 7”)” = HO[B}C(QZ,U) - OéBk(m,'U)H < Pi;l
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Par conséquent, si ’on note
N(z) = {y € P2B2 | Vk € {0,...,n}, ||aBy(z,y)|| < Py '},

on a alors A(xz,r) < N(x) + 1 pour tous x,r, et la formule (2.11) donne
alors :

a)| < Z N(zx Z Hm1n<P3,max<rP: ngf;ﬂ))

xeP1 By ‘1‘|<P3k‘ 0
n [ [Ps]
P P
ze P B k 0 \r=0 roasere
< Z P3 log(Pg))nJrl
xeP1 By

< Pyt Mg(a, Pr, Py, Py,
avec € > 0 arbitrairement petit, et
(2.12) Ms(a, Py, Py, Py) = card {(z,y) € Z"! x 2" | |z| < P,
ly| < P, Vk |[aBy(z, y)|| < Py '}
On a donc établi le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soit o € [0,1], P > 0 et € > 0 quelconque. Pour tout réel
k> 0 fizé, l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

1. ’S(a)‘ < P]TL+1_P2n+1P??+1+aP_H'
2. M(a, P, Py, Py) > P PIHLPor,

Nous allons a présent réexprimer la deuxiéme assertion de ce lemme, en
utilisant [Schl, lemme 3.1| pour évaluer Ms3(«, Pi, P, Pz_l).

2.2.2 Une inégalité de type Weyl
Rappelons le résultat suivant (cf. [Schl, lemme 3.1]) :

Lemme 2.2.2 (Schindler). Soient ni,ny des entiers et \; j des réels pour
1<i<n etl <j<noe. On considére les formes linéaires

Vu € R™ L;( Z)\”u] ie{l,..,n}

ainst que

vu e R Li(u Z)\ gui je{l,...,na}.
7=1
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D’autre part, étant donné un réel a > 1, on note

U(Z) = card{(u1, ..., Unyy oy Unginy ) € ZMT"2 | V5 € {1, ...,n2}, |uy] < aZ,
Vi€ {1, .on1}, [Li(ut, ooy tny) — Ungsi| < a1 Z},

et de méme

UNZ) = card{(u1, .., Unyy oo, Unytny) € Z™2 | Vi€ {1,...,n1}, |ui] < aZ,
Vje {1, ...,no}, [L5(u1, o tin,) = tny 4] < a7}

On a alors, si 0 < Z1 < Zy <

n2

U(Z3) < max <<§2>n2 U(Zy), gm nz=m Ut(zl)> .

1

Remarque 2.2.3. Par la démonstration de [Schi, lemme 3.1, on a que
cette majoration de U(Z3) est indépendante des \; ; choisis.

Nous allons appliquer ce lemme, pour un « € [Py, P;]"*! fixé, aux réels
()\kj)0<k<n = (@Y1 o @i jkTi)o<k<n, de sorte que

<gsn o<y<n

Zkzwyj—a > aijatiy; = aBy(z,y)

0<s,5<n
et
E Akj2k = @ E Qi jkTizk = aBj (0, 2).
0<i,k<n

Dans ce qui va suivre, pour tous réels strictement positifs Hq, Ho, Hz, on
note :

(2.13) My (o, Hy, Ho, H3) = {(y,2) € Z"' x 2" | |z| < H;y,
|y| H27 Vi ”aB”(y7 )H < H3}7

(2.14) Moy(a, Hy, Ho, H3) = {(x,2) € Z" x 2" | |2| < HY,
2| < Ha, Vj [|aBj(z, 2)|| < Hs},

(2.15) Ms(a, Hy, Ho, H3) = {(x,y) € Z"' x 2" | |z| < Hy,
ly| < Ha, Vk ||aBy(z,y)|| < Hs},
et M;(«, Hy, Ha, H3) = Card M;(«, Hy, H2, H3) pour tout i € {1,2,3}. On

fixe un réel Ay € [0,1] tel que PY? < P;. On choisit alors des paramétres
Z1, 49 et a tels que :

Py =aZy, Pyl =a"'Zy, P = a2,
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ce qui implique :

CL_IZ]_ — P2_1+62P§l.
On a alors, d’aprés le lemme 2.2.2 :

U(Z2) = card{y | ly| < P, Vk € {0, ...,n} ||aBy(z, y)|| < Py '}

<o ((2) " vz (2) " i)

Py max (U(20),UH(21))

(cette majoration étant indépendante de x) avec
U(Z1) = card{y | |y < Py, Vk € {0, ..,n} [[aBy(z,y)|| < P, 2Py},
UH(21) = card{z | [2] < P22, ¥j € {0, n} [laB(, 2)]| < Py 170 P51},

En sommant ces majorations sur tous les & € [—Py, P1] N Z""! on trouve
alors :

(2.16) Ms(v, P1, Py, Py )
< PO (My(a, Py P, PP+ Ma(a, Py P PR )

Par la suite, on applique & nouveau le lemme 2.2.2 en prenant cette fois-ci un

y € [—sz,PQHQ]”H, et en choisissant (A;x)ir = (a Z?:o ai’j’ky])'k, ainsi
Z?

que :

aZy =P, a”'Zy = Py Pyt azy = P a7 Zy = PO P P
ou 0 est un réel appartenant a [0, 1] tel que Ple = Pg 2. On a alors que :

U(Z2) = card{z | |z < Py, Vk € {0,....n} ||aBy(z,y)|| < Py TP}

< max (@j)nﬂ U(Zy), <§j> Ut(Zﬁ)

= p) oy (U(20), U (20))
avec
U(Z)) = card{zx | |&| < P, Yk € {0, ...,n} ||aBy(x,y)|| < Py 0 Py 02 priy)
Ul(Z)) = card{z | |z| < P{*, Vi € {0, ...,n} ||aB!(y, z)|| < P70 Pyt 02 prty,

Puis, en sommant sur les y € [—P292, Pgﬂ”“ N Z"*+ on trouve :

(2.17)
M (a, Py, P2, By 1402 iy < PO (A (o, PO, PO, Pt py 02 pioty
+ My(a, PO, PR, prit0 pyritta prty),
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En procédant de la méme maniére pour Ms(«, P, P202,P2_1+02P3_1) (en
appliquant cette fois-ci le lemme 2.2.2 & (A; ;) = (> j_( 4,jk2k) PoOUr un
z € [—P292,P292}”+1 fixé, et en prenant & nouveau aZo = Py, a 'Zy =
Pyt prt azy = PP a1 2y = PO P2 prly on trouve

(2.18)
My(a, Py, P2, Py 0 Pty < PO (i (o, P, P2, P Py P
+ Mo, PP PR P PR R,

En regroupant les résultats obtenus en (2.16), (2.17), (2.18), on trouve :

(2.19) Ms(a, Pi, Py, Py V)

< PITITIPITE e Mo, PO P TP R,
1/6 17 )

On déduit de ceci et du lemme 2.2.1 le résultat suivant :

Lemme 2.2.4. Soit « € [0,1], P > 0 et € > 0 quelconque. On note 6 le
réel tel que Pla1 = P292 = P? Pour un réel k > 0 fizé, l'une au moins des
assertions suivantes est vraie :

1. |S(a)| < PPyt pptite pr,
2. Il existe un entier i € {1,2,3} tel que

MZ‘(O[, ng PQ’ P1—1P2—1P3—1P29) > P2(n+1)971€.

Considérons a présent un couple (x,y) € Ms(a, P?, P, P, 1Py 1 Pyt P29)
tel qu’il existe un entier ko € {0, ...,n} tel que By, (x,y) # 0. On note alors
q = | By, (x, y)|. Par définition de (x,y), on a que ¢ < P?’. On note alors
a Pentier le plus proche de aBy,(x,y) et 6 = aBy,(x,y) — a. On a alors
aq=a+ 46, et donc :

g — a| = 6] = ||aBy, (x,y)|| < PPy Pyt P
Quitte & modifier 6, on peut récrire ceci sous la forme :
2lga —a| < PP Py P

(I'introduction du facteur 2 permettra par la suite de simplifier les notations).

En procédant de méme avec des couples (, z) € Ma(a, P, P?, PflPQ_ng_le)
ou (y,z) € Mi(a, P?, PY, P1_1P2_1P3_1P29), et en utilisant le lemme précé-
dent, on obtient le résultat ci-dessous :

Lemme 2.2.5. Pour un réel k > 0 fizé, il existe une constante C > 0 telle
que l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :
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1. |S(a)| < Prttpyttpptite p=x,

2. Il existe des entiers a,q tels que 1 < ¢ < P%, pged(a,q) =1 et
2lqa —a| < PP PSP

3. On a

card{(x,y) € Z"" x 2" | |x| < P?, |y| < P?,
Vk € {0,...,n} Bi(xz,y) =0} > O p2n+1)f—x.
4. On a
card{(z, z) € Z" x 2" | x| < PY, |z| < PP,
Vj €{0,...,n} Bj(z,z) =0} > O p2nt1)i—k
5 Ona

card{(y,z) € Z" x 2" | |y| < P, |z| < P?,
Vi € {0,...,n} Bl(y,z) =0} > Cp>n+1i=x
Remarquons que les conditions 3, 4, 5 impliquent respectivement :
dim V5 >2(n+1)—k/0, dimVy > 2(n+1)—x/0, dimV{* > 2(n+1)—k/0,

(voir par exemple la démonstration du théoréme 3.1 de [Br]).

A partir d’ici, nous allons poser kK = K6, et nous supposerons

K=2n+1)— max dmV —e=n+1-—c¢,
1€{1,2,3}

(rappelons que nous avons supposé que les «; jj sont tels que dim V" =
dim V5" = dimV5* = n + 1). D’autre part, nous fixerons dorénavant P =
PP, P3, que 'on peut aussi écrire P = PleH’,, en notant Py = Plb et
Py = Pb/, avec 1 < b <V, puisque P; < P, < P3. Etant donné que 'on a
Pl = P;a 2= Ple !, on peut remarquer que 'on a alors :

O g O

b’ L+b4+b

Par ailleurs nous noterons, a partir d’ici, (pour un @ fixé) 9t(6) 'ensemble
des a € [0, 1] satisfaisant la condition (2) du lemme précédent, c’est-a-dire :

0y =

(2.20) M(0) = {a € [0,1] | Fg,a € Z | pged(a, q) = 1,
1< q< P? 2lqa —a] < P71HY,
Pour le choix de K effectué ci-dessus, on voit que le lemme 2.2.5 implique :

Lemme 2.2.6. Soit 0 < 6 < (1+b+b)"!, et e > 0. L'une au moins des
assertions suivantes est vraie :

1. |S(e)| < Ppttpptipyptl p-Kote,

2. Le réel o appartient a l’ensemble 9(0).
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2.2.3 La méthode du cercle

On suppose a présent que 'on a K =n+1—¢ > max(4,b+ b +1). On
choisit par ailleurs des réels & > 0 et 6y € [0,1] (avec ¢ arbitrairement petit)
tels que :

(2.21) K—4=n—-3—¢>250,",
(2.22) K=n+1-e>25+1)(1+b+1?),

(2.23) 1>1014+b+0)00+(1+b+V)5=(1+b+0b)(1000 + 9).
On établit alors le lemme suivant :

Lemme 2.2.7. On a une majoration
/ 1S(a)lda < PPHppT Pyt prie,
agM(0o)

Démonstration. On considére une suite d’éléments 6; tels que 0 < Oy < 07 <
e. < Op_1 < Op, 07 < (1+b+b/)71 et OrK = QT(H—Fl—E) > 20+ 1 (un
tel choix de 07 est possible d’aprés (2.22)). On choisit de plus les 6; tels que
(041 — 6;) < éd. Pour un § > 0 fixé, on peut choisir une telle suite avec

T« Pg, ce que nous supposerons. On a alors, d’aprés le lemme 2.2.6 :
S(a)|da < PPyt ppttprKorte
|5 (e) A
agM(6r)
< P171+1P51+1P§1+1P7176
(puisque 67K > 20 4+ 1). On a par ailleurs, par définition de 2(0) :
Volm@) < Y. > ¢ Pty tPytPY < P

q&< P20 |al<q
pged(a,q)=1

On a alors, toujours par le lemme 2.2.6, pour tout ¢t € {0,...,7 — 1} :

/ S(a)da < PP Pyt pptt pROte ol (91(0p41) \ M(G,))
aem(9t+1)\9ﬂ(0t)

< Pln+1P2n+1P3n+1P—K9t+€—1+49t+1

Or, puisque 2(590_1 < K —4 (cf. 2.21), en rappelant que (0y11 — 6;) < %(5, on
a

—K0; + 40141 < 250510, + 4(0111 — 0;)

)
< —260, 10, + 3 S —%5.
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D’ou finalement :
T-1

/ |S()|de = Z/ 1S ()| dex +/ 1S ()| dex
ag¢M(bo) =0 aEM(Oe41)\M(6:) agM(Or)

T—1
< P{L+1P2TL+1P§1+1 (Z P_K9t+5_1+40t+1 + P—1—5>
t=0

< P{‘HP;“P;“(TPE*P%‘S + Pflfé)
< P{L+1P2TL+1P§L+1P_1_§.
]

On définit a présent une nouvelle famille d’arc majeurs, pour ¢ > 1, et
a€Z:
- 0
M, ,(6) = {0 € [0,1] | lgor —a] < gP~ 4}

et

me) = | U 2,0
1<gg P29 0<a<q
pged(a,q)=1

(remarquons que ce nouvel ensemble 9 () contient M(F)). On peut voir
facilement que les ensembles 91,  (0), (pour 1 < ¢ < P? et 0<a< g,
pged(a,q) = 1) sont disjoints lorsque 0 < %. En effet si 'on suppose, par
Pabsurde qu'il existe a € My, ((0) NV, (0), avec (a,q) # (a’,¢'). On a
alors, puisque pged(a, q) = pged(a’,¢') =1 :
1
aq’

On aurait alors :

/

+ Oé—*, <<P_1+29.

1 < qq/P71+29 < P*1+69,

ce qui est absurde pour § < =. En particulier, puisque 6y < %0 (d’apres
(2.23)), les ensembles My, (6p) sont disjoints. On a alors immédiatement,
par le lemme 2.2.7 (pulbque M(Oy) C M (6y)) -

VQ‘H

Lemme 2.2.8. On a [’estimation :

N(P, Py, P3)= > > /

1<q< P29  0<a<g
pged(a,g)=1

+ O(P{Z+1P;+1P§Z+1P_l_6).

Etant donné a € 93?&7(1(90), on pose o = % + B, avec | 8] < P-14200 Op
introduit & présent les notations :

(2.24) Saq = > e <

bW b2 pB)e(z/qZ)n+1
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et
(2.25) I(B) = / e(BF (u,v,w))dudvdw.
B1xBaxBs

On établit le résultat suivant :

Lemme 2.2.9. Soit o € My, (o), avec ¢ < P et0 < a < q, pged(a,q) =
1 etﬁza—% On a alors :

S(a) = PP Py Pt =35, (I(PB) + O Pyt Pyt pioprty,
Démonstration. Remarquons dans un premier temps que :

S= Y ) S eaF(z,y.2)

xeP BiNZ"+1 yePQBQQZ”Jrl z€P3B3NZn+1
+ card{(z,y) € (P1B1 x P,By) N Z" 2 0 Vg } PRt

Or, puisque dim(V5") =n +1 et que P, < P, on a

S(Cl) = Z Z Z G(OéF(SL‘,y,Z))

xeP BiNZnt1 yePngﬁZ""'l zeP3BsNZt1
1 1
+O(Py Py,

On peut alors écrire

(2.26)

Sa) = T . (a FoD b, b<3>)> S5(bD, b, p®)
b(l),b(z),b(3)€(Z/qZ)"+1
+O(Py TR,

Ss(b™), b, b)) = > e(BF (g’ +b"), gy +b@), g2/ +b)).

m/ y/ z/

(@' +b™M) gy’ +b2) g2'+b(3))
€P1B1 xP2Bsx P3Bs3

On considére a présent deux triplets (&', ¢/, 2’), (2", y", 2") € P1B1 X P2 x
P3Bs3 tels que :

/ 1 / /! / "
max |z; — 27| < 2, max [y; —y;| <2, max [z, — 2] < 2.
0<i<n o<y<n 0<k<n

Dans ce cas, on a
F(gx’ + bW, gy’ + b3, ¢2' +bY) — Fqa” + b, qy” +b®), ¢2" + b))
< q(P1P2 + P Ps+ P2P3) <L qPPs.
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Remarquons que ¢ < min{P;, P», P3} = P;, étant donné que q < P?% et
Oy < m d’aprés (2.23). On peut alors remplacer la somme S3 par une
intégrale, et on obtient :

S0 = [ [ (3Pl b i) dadodi
queP1B1 JquePBy JqwePsBs

P n+1 P n+1 P n+1
col o aonn() () ()
~ =~ q q q

< P—1+200 < P29
P n P n+1 P n+1
<3G @) )
q q q

En effectuant un changement de variables
_ -1~ _ -1~ o 1 ~
u=qP u, v=qP, v, w=qP; w,

dans l'intégrale, puis en remplacant par ’expression de S3 obtenue dans
(2.26), on trouve le résultat souhaité. O

En regroupant les lemmes 2.2.8 et 2.2.9, on obtient :

N(P17P27P3) :P{z+1P2n+1P??+1 Z q*3n*3

1<g<P?%
> S 1(P8)ds
0<a<q |6|<P_1+290

pged(a,q)=1
+0 (Pt Ryt PTLPA% P VoL (N, (00)))
+ O(Pln-‘rlpén—l—lpén—klpflfé).

Or, on a que

Vol (M, ,(00)) < > qP ' « prit6h,

q<<P290
Par conséquent, si ’on pose :
(2.27) S(P*)y= > ¢ N S,
1<q<P?% 0<a<gq
pged(a,q)=1

et
(2.28) O R (G R 1(PB)s

|8l<P2%0 |B|<p~1+2%
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on a alors :

N(Py, Py, P3) = PI'PYPIG(P20) J(P20)+0 <P1”+1P2"+1P§L+1P_1+1090Pf1)
+ +O(P{1+1P51+1P371+1P—1—5)‘

Or,

1
Pl ppttpptl p=14106 pl — pnpn pn pl0% = gy

< PrPRPRP0

car on a supposé 100y + 3 < (1 +b+ )71 (cf 2.23). On définit par la suite

(2.29) S = iq*”*’ > S

q=1 0<a<q
pgcd(a,q)=1
et
(2.30) J= /R 1(8)d3

Lemme 2.2.10. La série & est absolument convergente, et on a, pour @
assez grand :

6-6(Q) < Q=2

Démonstration. Fixons g > ). Nous allons appliquer les lemmes précédents
avec P| = P, = P3 = ¢q. On définit un élément 6 € [0, 1] par 660 = 1 —¢e (pour
un £ > 0 fixé). On remarque que pour o = %, alors a n’appartient & aucun
arc majeur M, ,(¢). En effet, si on avait 7€ M, (), alors on aurait

q/ < PQG _ (P1P2P3)29 — q69 — ql—E <q

et par ailleurs

—1+660 — €

1< |g'a—dq| <qd P < ¢ q

ce qui est absurde pour q assez grand. On a alors (d’aprés le lemme 2.2.6) :

15(0)] = [Sagl < PPy Py prKose

_ 3n+3 —3K60+3e
=q q

3n+3 —K/2+e' _ 3n+3 —ntlyn
<q q / =q q 2
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Donc

6-6@)=)_a*?* Y Su

>Q 0<a<gq
pgcd(a,g)=1
—3n—3
<Dy (Sl
>Q 0<a<gq
pgcd(a,g)=1
_n+1l " _n_ 3,1
< T g
>Q

O

Lemme 2.2.11. L’intégrale J est absolument convergente et on a de plus,
pour ¢ assez grand :
[T —J()| < o

Démonstration. Nous allons appliquer les lemmes de la section 2.2.2 avec
0 = 0y et P tel que P?% = 3. On a alors pour tout 3 que P13 € 9316,1(90).
Le lemme 2.2.9 donne alors :

(2.31)  S(P7') = PP R Py TI(6) + O BT PP P P,

De plus, étant donné que P~ 3 appartient au bord de MG 1(0o) (car P1p=
P~14200) donc au bord de M (), le lemme 2.2.6 donne :

S(P716)| < PPy pp LK,
Par conséquent ’équation (2.31) donne :
Py Py PRLI(B) + O(PpH Pyt PRt pAo prt
— O(P{L+1P271+1P?7)1+1P7K90+5)7
donc
I(,@) — O(P7K90+5 + P490P1—1) — O(PfKGOJrs + P400—ﬁ).

Or, on a par ailleurs :

P400—ﬁ < P766076 < ﬁ7375/ <<l873’
(voir (2.23)) ainsi que

P7K90+€ < P7490725 < /872

cf. (2.21)). On a ainsi |I(B)| < 872, et donc finalement :
(

|J = J(¢)] < /ﬂ|>¢ 11(B)|dB < ¢ .
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On a donc établi le résultat suivant :

Proposition 2.2.12. On suppose n > 4 et P, < Po < P3, Py = Plb, P; =
PV Pour (n+1)>b +b+1, sioc=6J, on a alors :

N(Py, Py, Ps) = o PP P{ P} + O(PI PR P PY),
(avec P = P PoP3 et § > 0 assez petit).

2.3 Deuxiéme étape

Pour cette partie, nous introduisons les notations suivantes. On fixe un
élément A € N*. Pour cet entier, on note

(2.32) Ay ={z e C" [ dim V5, < A, dim V3, < A},

ou l'on a noté :

(2.33) Vi, ={y e C"|Vke{0,..,n}, Bi(z,y) =0},
(2.34) Vye ={z€C"|Vje{0,..,n}, Bj(m z)=0},
et on pose, par abus de langage :

(2.35) AiA(Z) = ANzt

On définit de méme

(2.36) Aoy ={y € C"* | dimVy, < A, dim V5", < A},

avec .

(2.37) Vi, ={x e C"" |Vk €{0,...,n}, Bi(z,y) =0},
(2.38) Vi, ={zeC"|vie{0,..,n}, B/(y,z)=0},
(2.39) A\ (Z) = Agp NZ™H,

et

(2.40) Azy={z € C" | dim V", <A, dim V5", < A},

avec

(2.41) Vi, ={yeC"|Vie{0,..,n}, B/(y,z) =0},
(2.42) Vo, ={x e C"|Vje{0,..,n}, Bjzz)=0},
(2.43) A3\(Z) = A3 N Z" T

Dans ce qui va suivre nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.3.1. On a la majoration
card{x € [—Pl,Pl]"Jr1 NANZ)} < P{”l_k.

De plus, l’ensemble AS  des vecteurs x tels que dim V;B*a: > X oudim VQ"::B > A
est un fermé de Zariski de A’gfl,

Démonstration. On commence par montrer que {z € A% | dim Viie 2 A}
est un fermé de Zariski de Agfl. On aura alors de la méme maniére que
{z € AL | dim Vie 2 A} est un fermé, et donc que Af , est un fermé de
An+1

o -

Notons Y le fermé de A%H x P¢, défini par :
Y ={(z,y) € AG" x P& | Vk € {0, ..,n}, Bi(z,y) =0}
La projection canonique
Y C AL x PE — AGH,

est un morphisme projectif, donc fermé. Par conséquent, d’apres [G-D, Co-
rollaire 13.1.5],
{ze AL | dimY, > A —1}

est un fermé, et puisque dim Y, = dim V3'e — 1, 'ensemble
{x € A | dim V5, > A}

est un fermé de Zariski de AE‘H.

Nous allons & présent montrer que dim Ay, < n+1— A. Pour cela, nous
allons montrer que la dimension de
A 5= {o € AET | dimVy, > A)

est inférieure & n + 1 — A. On remarque que

YA x P = || 7).

weA‘iA’S
On a alors
dimAf , 5+ A -1 <dimY =dim V5" —1=n,

ce qui implique
dimAf 3 <n+1-A\

Ainsi, dim A{ , <n+1— A, et donc
card{z € [Py, P|""' N A \(2)°} < PP

(cf. démonstration de |Br, Théoréme 3.1]) O
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Remarque 2.3.2. Ce résultat prouve en outre que l'ouvert Ay ) est non vide
pour X > 0.

On déduit en particulier de ce lemme que les ensembles A;  sont des
ouverts de Zariski. On notera dorénavant U I'ouvert de V :
(244) U ={(2,y,2) € ALp x Ay r X Az x| max|By(z,y)| # 0,
max | B(z, 2)| # 0, max|Bl(y, 2)| # 0 et F(z,y, z) = 0}.
J 1
Notre objectif est d’établir, pour cet ouvert U, une formule asymptotique
pour Ny (B) (avec les notations de (2.1)) pour un choix du paramétre A que

nous préciserons ultérieurement. A cette fin, nous allons chercher & donner
une formule asymptotique pour

2.45
( NU>(P1,P2,P3) = card{(x,y, z) € (A1 A(Z) N P1B1) x (A2 (Z) N P2Bo)
x (A3 (Z) N P3Bs) | m]?X\Bk(mayﬂ # 0, mj%lX|B§'(iU7Z)| # 0,
max |B!(y,2)| #0 et F(z,y,z) =0}
= card{(x,y,z) € UN (PBy x PyBy x P3B3) N Z3" 13},
Pour P; < P, < P35, par des méthodes analogues a celles développées dans

la section précédente, nous allons d’abord établir une formule asymptotique
pour

(2.46)
N1 (Pl, P, Pg) = card{(ac,y, Z) € (Al’)\(Z) N P161> X (Zn+1 N PQBQ)
X (Z" N PyBy) | max |By(z,y)| # 0 et F(z,y,2) = 0}.
Ce qui nous permettra d’établir une formule asymptotique pour Ny (Py, Py, P3)

pour le cas ou P < P» < P53 (par symétrie on en déduira la méme formule
pour les autres cas).

2.3.1 Sommes d’exponentielles

Pour tout ce qui va suivre, on fixe € A; y(Z). On pose

(2.47) Ng(Py, P3) = card{(y, z) € (Z"™' N P,By) x (Z"™' N P3B3) |
max |By(z,y)| # 0 et F(z,y,z) = 0}.

On a alors .
Nw(PQ,P3) = / Sx(a)da,
0
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pour

(2.48) Se(a) = > > eaF(xz,y,2).
yeZ"tiNP,By  z€Z"tINP3Bs
max;; | By (ay) [0

Nous allons donc, dans un premier temps, chercher une formule asymptotique
pour Sz (). Pour tous réels strictement positifs, Hy, Hy on notera

M2(Hy, Ho) = card{z € Z"" | |z| < Hy, Vj € {0,...,n} |aB}(z, z)|| < Ha},
M32(Hy, Hy) = card{y € Z"™' | |y| < Hy, Yk € {0,...,n} ||aBy(x,y)|| < Ha}.
Remarquons avant tout que l'on a
n
Sz ()] < > [ min{Ps, [|eBx(z, )|}
yeZ”“ﬂPng k=0
maxy, | By (x,y)|#£0
A partir de 13, on montre comme dans la section 2.2.1 que :
|Se(a)| < M3(Py, Py ') P+ log(Ps)"H,
On établit alors le lemme ci-dessous :

Lemme 2.3.3. Soit P > 0, € > 0 arbitrairement petit, 03 € [0,1], et kK > 0.
L’une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

1. |Sy(a)| < Pytipyttporte,
2. max;eogy ML(PS2, Py it02py ) > pitil ps,
Démonstration. 11 suffit d’utiliser & nouveau le lemme 2.2.2, avec
n
=0 k.j
aZy =Py, a ' Zy = Pyt aZy = PP, a7z, = Py P
et on obtient immédiatement le résultat, comme dans la section 2.2.2. O

On considére un élément y € Mg(PgQ,PQ_ 1+62P§ ). Supposons qu’il
existe un certain kg € {0,...,n} tel que By, (x,y) # 0. On note alors
q = |By,(x,y)| = 1 et on pose «a|Bg,(x,y)| = a + 0, avec a € Z et
0| < Py 12 Pyt On a done

lga —a| < Py TPt |g| < x| PE2.
Quitte a changer A2, on peut supposer
| 0
lga — a] < §P2 1+ > Py gl < || Py2.

D’ou le lemme suivant :
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Lemme 2.3.4. Soient P,e,x > 0 et 02 € [0,1] fixés. Il existe une constante
C1 telle que l'une au moins des assertions suivantes est vraie :

1. |Sm(0z)| < P271+1P§1+1P—n+a’

2. Il existe des entiers a,q tels que 1 < ¢ < ]ac|P292 et pged(a,q) = 1,
2|lga — al < P2_1+92P3_1 ;

3. On a

card{y € Z""1 | |y| < P%, Vk € {0, ...,n} By(z,y) = 0}
2 01P2(7L+1)02P—K/.

4. On a

card{z € Z"™ | |z| < P{?, ¥j € {0,....,n} Bj(z,z) =0
b > ClP2(n+1)92P—H.

On choisit a présent P = P> P3 et soit 6 tel que P292 = P? On a alors
P2(n+1)92P_” = P HtD0=% Par conséquent, les conditions 3 et 4 impliquent
respectivement que PY4MVsa . po((ntl)=5) of pldimVi, - pb((n+1)—5)
(cf. démonstration de |Br, Théoréme 3.1]). On pose & présent K1 = (n+1)—\
et on choisit k = K160. On a par ailleurs, puisque x € A \(Z), dim V3", <
A—Tlet dim V5, < A—1. Par conséquent, si les conditions 3 ou 4 sont vraies,
alors il existe une constante Cy telle que :

¢y PYn+D)=K10 o, pOA-1)
ce qui équivaut a dire que :
PY < Cy/C1.
D’ot le résultat ci-dessous :

Lemme 2.3.5. Il existe une constante Cs telle que, si0 < 0 < 1 et P? > Cs,
alors au moins 'une des assertions ci-dessous est vraie :

1. |Sz(a)] < PyHippHip-aitte,

2. Il existe des entiers a,q tels que 1 < q¢ < ]ar;|P292 et pged(a,q) = 1,
g —a| < Pyt

2.3.2 La méthode du cercle

Pour des entiers a, ¢ tels que pged(a, q) = 1, |g| < |&|PS2, on définit les
arcs majeurs :

(2.49) ME (0) = {a €[0,1] | 2lqa — a| < Py 2P,
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(2.50) m*0) = | U w0

0o 0<a<
1<a<lelP; pgcd(a,q()lzl

(2.51) MZ,(0) = {a €[0,1] | 2ga — a| < gPy TPy},

(2.52) m=e) = J U oz

0 0<a<
1<aslelP,? pgcd(a,q3]=1

Lemme 2.3.6. Si l'on suppose |:I:]2P2_1+392P§1 < 1 alors les arcs majeurs

93?;“;’61(«9) sont disjoints deux & deut.

Démonstration. Supposons, par ’absurde qu’il existe o € mt;ﬂfq(e)mm;%’ #(0),
avec a,q,a’,q vérifiant les hypothéses mentionnées précédemment. On a

alors :
1 a d
<

< P71+92 P*l
qq’ 3

=~ T2

q q

et ceci implique
1< qq/P2—1+92P3—1 < \x\2P2_1+392P3_1
ce qui contredit 'hypothése du lemme. O

A partir d’ici, on supposera P? > Cs, et on supposera que l'on a bien
|x|? Py 1J“392P_ < 1. On suppose de plus que K; > 2. On définit par
ailleurs : ¢(x ) x| PY2 = |x|P?, et A0, K)) = 0(K, —2) > 0.

Lemme 2.3.7. Pour tout € > 0 fizé, on a la formule asymptotique :

IR SR SR

q<p(z) Osa<g
pged(a,q)=1

19) (’w|PanA(G,Iﬁ)+5P§17A(9,K1)+8) '

Démonstration. On a

2P P = 3 Z/ a)da + O (E()),

a<o(z) 0<a<q “’(9
pged(a,q)=1

avec &€(x) = fagzzmm(e) |Sz(a)|da. Remarquons que 'on a
Vol mm << Z Z q_1P51+92P?;1 < ‘w|P271+292P371.

g<p(z) 0O<a<q
pged(a,q)=1
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On choisit une suite de réels 0 < 6 = 0) < ) < .. < 0 = 3, avec

2(0;,, — 0;) < e pour un certain ¢ > 0. De plus, ¢ étant fixé, on peut
supposer T" < P¢. On a alors que

/ |Sz () |da < P;+1+5P§1+1+6P—K19/T
aifmm(Q’ )

n+1— K19 +e n+1—K19§~+6

P3
n—A(0,K1)+e

< P,

n—A (0l K1) +e
P3

Pan(G,K1 )+e
3 .

< P,

< Pn A(0,K1)+e

On a de plus :

/ | ( )!doz < Vol(imfc( z+1))P"+1+5P”+1+Ep K10/
aEmm(9§+1)\mm(9;)

< |z|Pytepyte pRi K

_ ’w‘Pn+5Pn+sP2(6’;+1—9;)—(1(1—2)0;

< |$|Pn+€Pn+€Pa A(8],K1)

< |@ ‘ pre A(0,K1)+¢ sz A(0,K1)+e
Et on obtient alors
E(x) <</ |Sz () |da
agMn®(0r)
L oot g e
EM=(0;41)\M=(6;)

2.3.3 Les arcs majeurs

Dans tout ce qui suit, pour un & € A; xz(Z) fixé (avec un A que nous
supposerons inférieur & n), a,q € Z, f§ € R, on introduit les notations
suivantes :

(2.53) Saq(x) = Z Z e <ZF(:B, b, b(2))> 7

bV e(Z/qZ) 1 bP e(Z/qZ) +

(2.54) Iw(ﬁ):/zg . e(BF(x,v,w))dvdw.
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Lemme 2.3.8. Soient a,q € Z tels que 1 < ¢ < \:I;]PQQQ = |x|P?, 0 <a<q,
pged(a,q) = 1 et soit a € M;ffq(e). On pose alors f = o — 2. On a alors
que :

Sz(a) = PRI 28, 4 () Lo (PB) + Ol P22 Py,
Démonstration. On commence par écrire

Sw(a) = Z Z e(aF(w,y,z))

yEZn+lﬁP282 z€Z"+t1NP3B3
+ card{y € Z"T N PBy | Vk € {0, ...,n}, Bp(x,y) = O}P?Z”'l.

Puisque « € A; »(Z), on obtient :
Se(a) = > Y e(aF(z,y,2) + O(Py PP,
yEZ"+1ﬁP262 z€Z"+t1NP3B3

que 'on peut réécrire :

Sela)= Y DO <ZF(:;: b, b<2>)> S(b), b®)

b E(Z/qZ)™+ b e(Z/gZ) "+
+ OB Py

avec

Ss®M,6P) = N e(BF(x,qy + b, gz + b))

qy'+bMePB,
qz’+b(2) €P3B3

On remarque que, pour y',y”, 2’, 2" tels que |y’ —y"| < 1 et |2/ — 2"| < 1,
on a

|F(x, gy’ +bY), g2/ +bP) —F(x, gy +bY) | ¢2"+b?)| < gl&|Potq|z|P3 < g|x|Ps

On a donc, en remplagant la série par une intégrale, que

Ss(b), b1?) = e(BF (z, ¢, q))dodiv

qUeEP>Bo
qﬁ)EPng

P: P n+1 P n P n+1
0 (Igtalalrs (2 2) 4 (22) ()
q q q q
_ P211+1P?1’1+1q—2n—2lw(PB) +0 <q—2n—1|w’P2n+92P?7’1+1> ’

par changement de variables v = qPQ_l'TJ et w = qP; L. On en déduit
finalement :

Sp(a) = Py Py 0728, o(2) [ (PB) + O(E),
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avec
E — P2)\—1P§1+1 4 Z Z q72n71|m‘P§+92Pé1+1
bV e(Z/qZ)m+ b P e(Z/qZ)n+!
< |zlgPy T Pyt < |z PRy Pt

O]
A partir d’ici on notera :
(2.55) G2(@)=D_a¢""7 Y S
<@ 0<a<q

pged(a,q)=1

(2.56) Ja(o) = [ 1a(8)d.
|8]<é
Lemme 2.3.9. Si x € A \(Z), on a, pour tout € > 0 :
1
Na (P2 P2) = P Py JalP*) e (572
(| ’4Pn 1+592P3 + ‘ | n A6, K1)+£P§1—A(9,K1)+a).

‘x’Pn A(Q K1)+8P§’L—A(9,K1)+E

Démonstration. On notera F = . Par applica-

tion des lemmes 2.3.7 et 2.3.8, on a :

PQ,Pg Z Z / dOé+O(E1)

g<o(x) 1<a<q

pgcd(a,q)=1
= pptipptt Z g2 Z Sa,q(a:)/ e I, (P, P3f)dp
a<é(x) 1<a<q |Bl<z P, 2Py

pged(a,q)=1
+ O(E1) + O(E2),

avec Eoy = Vol(i)ﬁ/m(G))|az\2P2"+262P§‘+1. On remarque que :

Vol =(0) < > > pyttepst
g<p(x) 1<a<q
pged(a,q)=1

—1462 p—1 0212
< Py TR Py (|2 Py?)
< ‘m|2P;1+302P§1.

Par conséquent,
E2 < |;l:|4P2n_1+592P§L,

d’ou le résultat.
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Lemme 2.3.10. Soit € A; z\(Z). On suppose que l'on a de plus Ki > 2.
Alors, Uintégrale J, = fR I.(B)dp est absolument convergente, et on a :

"
o ()

(pour tout € > 0 arbitrairement petit), et on a |J| < 1.

< P292(1*K1+€l)

Démonstration. On considére un réel 3 tel que || > C3. On choisit 6', 0, et
Py tels que 28] = P” = P{* et P~K19 = |z2P; "% (avec P = P,Py).
Remarquons que cette derniére condition implique :

’ZB|2P2_1+302P3_1 — P(7K1+1)9/P3—1 <1

et donc la condition du lemme 2.3.6 est satisfaite. On a alors, d’aprés le
lemme 2.3.5, si P > Cj alors :

|Sa(PT18)| < PpHipgtt priadiee,

(car P~'3 appartient au bord de 9)?0“’71(0’ )). On a par ailleurs, d’aprés le
lemme 2.3.8 appliqué a (a,q) = (0,1) :
_ 20!,

P I(8)] < |So(PT'B)] + Ol B Py,

On obtient alors la borne
[(B) < P10 |g2p, 2%

< P&—Kle/
— IIB‘*KIJFE/@/

< ’lB‘leJrs/G — |ﬁ’7K1+5/
(0 étant fixé). Par conséquent, si P? > C3, on a que

1 ,
J <P292> — Jy <</ 18] ~K1dp
2 8>3 75

O2(1—-K /
P22( 1+8).

<

Par ailleurs, si l'on choisit P» petit (de sorte que %Pg 2 < (U3), on obtient

|Jz(C3) — Jo| < P292(1_K1+5/) < 1, et donc |Jz| < 1 (car [J5(C3)| < 1).
O

Lemme 2.3.11. Soit © € A; \(Z). On suppose que U'on a K; > 2. Alors,
pour tout € > 0 fixé, la série

Ss = Z g ? Z Saq()

q=1 0<a<q
pged(a,q)=1
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converge absolument, et on a
02(2—K
S2(9(@)) — Sal < |a**=By 7T,
On a de plus la borne |G| < |z|?*e.

Démonstration. Remarquons d’abord que S, () = Sz(a) pour P, = Py =
qgeta= % € 93?;%(9). Supposons 8 € [0,1] tel que ¢” > Cs, alors, par le
lemme 2.3.5, on a :

‘Sa,q(m” < q2(n+1)—K19’+2€

ou alors il existe ¢/, a’ € Z tels que 1 < ¢ < |z|¢? et |¢a—d'q| < ¢ 7. Ce
deuxiéme cas est alors impossible lorsque ¢’ # ¢, donc en particulier lorsque
lz|¢” < ¢. Quitte a supposer ¢ tel que ¢ > Cs|x|, on choisit alors 6’ tel que

q” = |x|"'¢~=T!, et on a alors

2(n+1)—K10'+2¢ 2(n+l)—K1+a"w‘K1

|Saq(T)] < q =q

On remarque par ailleurs que pour P? = P292 > (s, on a ¢(x) = P292|33\ >
Csl|x|, et donc, par ce qui précéde on a 'estimation :

a((@) =Gl < D a2 Y [Sugl@)|

>9(x) Osa<q
pgcd(a,g)=1
< Y Tt
>¢(x)

< p292(2—K1+8’) ’m‘Q-i-a’.

Par le méme calcul, on trouve : |S4(Cslz|) — G4 < |22+ et en utilisant
Pestimation triviale |S4(Cs|x|)| < ||t (obtenue en majorant triviale-
ment S, 4(z) par ¢>*2), on a alors |S,| < |z|*+e. O

Lemme 2.3.12. Soit * € Aj \(Z). On suppose que l'on a 0 < 6 < 1 et
Py > 1 tel que Pze2 > Cj et tel que |:1r:]2P2_1+392Pg_1 < 1. On suppose de plus
que K1 > 2. Pour un € > 0 arbitrairement petit, on a la formule suivante :

Ng (P2, P3) = 63 J5 P Py’ + O(Ea(x)) + O(E3(x)),

avec
Ey(x) = |a|*P; = py,

Eg(:l?) — |m|2+EP2”*A(97K1)+5P§I‘
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Démonstration. D’apreés le lemme 2.3.9 on a
1
Na(Po, Py) = P Py @a(6(@) s (372 ) + O(E1) + (),

avec B = |ar:]P;_A(G’Kl)+EP§L_A(9’K1)+€. On a donc E; < FE3. De plus, par

les lemmes 2.3.10 et 2.3.11 :

GaJz — Gu(d(x)) T (;P§2> '

"
. (b2)

< ‘$|2+€P292(2*K1+5) + P292(1*K1+E)|w’2+5

< 6z — Ga(d())] + | Gal

1
Ja <2P292> — Ja

< ‘$|2+€P202(2_K1)+6

< ‘x|2+5P2_A(92’K1)+8 < ’w‘2+5PZ—A(9,K1)+E

)

(rappelons que 0(1 + %) = 0y, donc 0 < 03 et A(0, K1) < A(f2, K1)). D’ou
le résultat. O

Pour 6y < %, il existe § > 0 tel que
Bo(z) = || Py~ %) pr o« || iPp 0 Py
On a donc en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.13. Six € A1 \(Z) et si K1 > 2, alors il existe 6 > 0 tel
que
Nz(P2, P3) = Gy Jp PR PY 4 O(|z|* Py —° PY)

uniformément pour tout x tel que |x| < (P21_392P3)% (pour un 03 < % fixé).

On pose pour tout § > 0 :

257 qi(b,Y,0) = (1 + Z) <1 _ % _ 5)_1 5 (2 4 25) .

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.3.14. Soit § > 0. On suppose que l'on a % +5 <1 (ou
Py = P}). De plus, si K1 =n+1— X\ vérifie :
K1 —2> g1(b,V,0),

1-5-5/b
etsi P, ° > C3 alors :

Ny(Py, Py, P3) = Py Py > SoJw + O(PPPY O PT).
.’.l:EPlBﬂ'IALA(Z)



2.3. DEUXIEME ETAPE 55

Démonstration. Par définition de Ny (P, P2, P3) (voir (2.46)), on a

Ni(Pr, Py, P3) = > Nz (P2, P3).
iBEPlBlﬂ.AL,\(Z)

Donc pour 8, 5 satisfaisant les hypothéses du lemme 2.3.12, on a :

Ny (Py, Py, P3) = Py P} > Gzl + O(E2) + O(E3),
mEPlBlﬁ.Al,)\(Z)

ou
52 = Z EQ(ZB)
xeP1B1NA; A\ (Z)
_ P2n—1+502p§1 Z |.’IJ’4
wEPlglﬂ.AlA(Z)
n+5 pn—14+502 pn
< pptspp 9t pr
—1+592+5/b
= P'P'B'F, :
et

&3 = > B3(x)

mGPlBU’W.AL)\(Z)

_ pn—A(0,K1)+€ pn 2de
=B Py Z ||
xeP1B1NA;1 A (Z)

< P{HSPS*A(@,Kl)Jr?EP;

_ pppypypi/iAl e

On choisit ensuite 02 tel que —1 + 503 + 5/b = —4 (ce qui est possible, car

on a 5/b+ 0 < 1, par hypothése) et donc 3 = (1 —5/b — 9)/5. L’hypothése
K1 —2> g1(b,V,0) implique

b 5 e
Koo (1) 3 0) s (B
/ 1 3
- Z) et (242
(145 )0t (F+2)
3
=071 (= +25
(5+»)
(Car92:9(1+%)).0naalors

A(@,Kl) = H(Kl — 2) > (i +2(5> .
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On en déduit :

3/b—A(0,K1)+2e < =20 +2 < —0

1-6-5/b
(pour € assez petit). On a donc démontré la proposition pour Pg =P, ° >
Cs. O

2.4 Troisiéme étape

Dans cette section nous allons utiliser les résultats obtenus dans les deux
sections précédentes pour établir la formule (2.8) pour b,V vérifiant ' <
b+ 1+ v (avec v > 0 arbitrairement petit).

On notera b; le réel strictement supérieur a 5 minimisant la fonction g; (b, b+
1+v,0)+ b+ (b+1+v)+1+40)+2, pour §,v > 0 fixés et arbitrairement
petits.

Remarque 2.4.1. On peut en fait vérifier que by € [8,9], pour §,v assez
petits, et que le minimum obtenu est strictement inférieur a 29.

On pose b} = by + 1+ v. On supposera dorénavant que
n+1>gi(by,b,0)+ (b1 +by+1+6)+2>b +b,+06+3
ceci est en particulier vrai lorsque n > 28, d’aprés la remarque précédente).
i ticuli il > 28, d’aprés | écédent

Lemme 2.4.2. Sil'on an+1 > g1(b1,0),0) + (b1 + b, +14+9) +2 (en
particulier, si n > 28), alors pour tout Py > 1 :

> Sple = o P + O(PF9).
wEPlBﬂ'IALA(Z)

Démonstration. Si P; > 1 est fixé quelconque et si 'on pose P, = Plbl,

/

P = Plbl, alors par la proposition 2.2.12, on a :
(2.58) N(Py, Py, P3) = o Pl'PYPY + O(P° PR° PR=°).

On remarque d’autre part que

(2.59) N(Py, P2, P3) = Ni(Py, Ps, Ps) + O > pyripptt
:DEP181QA1’A(Z)C
(2.60) = Ni(P1, P2, P3) + O <P1n+1_/\P2n+1P:?+1)

(d’apreés le lemme 2.3.1). A partir d’ici nous fixerons A = [by + ] + 1+ 6],
de sorte que :
PP PPt < PO PSPy
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Enfin, puisque n + 1 > g1(b1,b7,9) + A+ 2 (i.e. K1 —2 > ¢1(b1,b,9)), la
proposition 2.3.14 donne

(2.61)  Ni(Py, Py, P3) = PRP} > Spw + O(PPPY°PY).
:DEP181ﬂA1’A(Z)

Ainsi, en regroupant les formules (2.58), (2.59) et (2.61), on trouve :

Py Y Sade=oPPPRP + OO ELPY),
wePlBlﬂAly,\(Z)

et donc
Y Gada=0P+ 0P,
xzeP1B1NA; A\ (Z)
et cette relation est indépendante de Ps, Ps. ]

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.4.3. On suppose que l'on a P < Py < P53, P» = Plb et
P; = Plbl. On suppose de plus que b’ < b+ 1+ v et que

n+1>g1(b1,b],0) + (b1 + b, +14+8) +2> by +b+9
(0,v > 0 étant fizés et arbitrairement petits). On a alors que

Ni(Py, Py, P3) = o PP PR P} + O(PP O Py PY).

Démonstration. — Premier cas : on suppose by < b. On a puisque b’ <
b+1+v:
1+b/<1+1+1+y
b b b
1 v
<1414 —4—
+1+ b + b
b1 +1
Ty
by
by
=1+ -
+ by

On a également

5 -1 5 -1
-~ _ < -
(1-3-9) <(-5-7)

(en effet, puisque by < b et by € [8,9], on a%+5 < %—Fé <1)et

3 3
<b +25> < (bl +25>
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Ceci implique
g1(b,V,6) < g1(by,b7,0) < Ky — 2.

Ainsi, par la proposition 2.3.14, on obtient

Ni(Py, Py, P3) = PR P} > Spu + O(PPPY° P}
:IZEP1Blﬂ.A1,,\(Z)

= o P'Py' P} + O(P' Py’ P})

(d’apres le lemme 2.4.2).

Deuxiéme cas : supposons b; > b. On a alors
V<1+b+v<1+4b +v=>0,

donc
V+b+1<bi+bi+1<n+1

et on peut alors appliquer la proposition 2.2.12, et on a :
N(Py, Py, P3) = o P{'P3' P§ + O(P{° Py " Py ~").

Par conséquent, en utilisant (2.59), puisque A = [by + b +146] > [b+b +
1+ 4], on trouve bien

Ni(Py, Py, P3) = o P PR P} + O(PP P °PY).

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.4.4. On suppose que l'on a P, < P, < P35, P» = Plb et
P; = Plbl. On suppose de plus que b/ < b+ 1+ v et que

n+1>g1(b1,b],0) + (b1 +b, +1+8) +2> by +b+6
(0,v > 0 étant fixés et arbitrairement petits). On a alors que
Ny (Py, Py, P3) = o P PYPY + O(PP O PR PY).
Démonstration. Rappelons que, par définition :

Nu(Pr, Po, P3) = card{(z,y, 2) € (A1 \(Z) N P1B1) x (A2A(Z) N P2B3)
X (A3,>\(Z) N P3B3) | m’?x |Bk($’y)| 7é 07 mJaX|B§(m7Z)| 7é 07

max |Bj (y,z)| # 0, F(z,y,z) = 0}.
On a donc

Ny(P1, Py, P3) = N1(P1, Py, P3) + O(T1) + O(Ts) + O(T3) + O(Ty),
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ou

(2.62) Ty = card{(z,y,2) € (A1 A(Z) N P1B1) x (A1 (Z)° N Po1B2)
x (2" N PsBs) | F(x,y,z) =0},

(2.63) Ty = card{(,y, z) € (A1x(Z) N P1B1) x (Z""' N P,B3y)
X (As\(Z)° N P3B3) | F(z,y,2z) = 0},

(2.64) T3 = Card{(w,y,z) € (AL)\ Z) N P131> X (AQ,,\(Z> n PQBQ)
x (A3 \(Z) N P3B3) | B;-(w, z) =0Vj},

(2.65) Ty = card{(z,y, z) € (A1 A\(Z) N P1By) x (A \(Z) N P2BB2)
x (A3 \(Z) N P3B3) | B (y,z) = 0 Vi}.

On remarque que, d’aprés le lemme 2.3.1
Ty < PpHippi-Apptl — prittt/=0-Dbpnpn

Or, on a fixé A = [by +b] + 1+ 4] , avec 5 < by < V), on a donc clairement
n+1+0 —-A-1Db<n+1+b —-50<n—1pusqued <b+1+vet
b>1.0n adonc 11 < PI"_IPSP:?. De la méme maniére, on montre que
Ty < PPy Py

Par ailleurs, pour x fixé, si B; (x,2) = 0 pour tout j, alors z € V3", Par
conséquent, puisque pour tout @ € A x\(Z), dim V3", < A, on a alors :

T3 < PPHPyT P = ProtPR PR,

car n+1 > A+3 (car n+1 > ¢1(b1,b],0)+ (b1 +bj+148)+2, g1(b1,b],0) > 2
et (b1 +0) +149)+2 > A+ 1 par hypothése). De méme on montre que
Ty < Pl 'PyPy. En résumé on a donc

Ny (P1, Py, Ps) = Ni(Py, Po, P3) + O(P ' Py Py,

et la proposition 2.4.3 permet de conclure.

2.5 Quatriéme étape

Il nous reste donc a traiter le cas ou ¥’ > b+ 1+ v (i.e. P3 > P11+"P2).
Nous allons résoudre ce probléme en utilisant des résultats de géométrie des
réseaux.

Commengons par introduire la définition suivante (issue de [Wi, Defini-
tion 2.1|) :
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Définition 2.5.1. Soit S un sous-ensemble de R?, et soit ¢ un entier tel que
0<ec¢<d. Pour M €N et L>0, on dit que S appartient a Lip(d,c, M, L)
s’il existe M applications ¢ : [0,1]97¢ — RY wérifiant :

lo(z) = o(y)ll2 < Ll — yll2,

||.||2 désignant la norme euclidienne, telles que S soit recouvert par les images
de ces applications.

On a le résultat suivant (cf. [M-V, Lemme 2|) :

Lemme 2.5.2. Soit S C R% un ensemble bordé dont le bord 0S appartient
a Lip(d, 1, M, L). L’ensemble S est alors mesurable et si A est un réseau de
R? de premier minimum successif \1, on a

d—1
card(SNA) — ngi; ' <c(d)M ()1\:1 + 1) ;

ot c(d) est une constante ne dépendant que de d.

Pour un couple (z,y) € Z"! x Z"! fixé tel que maxy, |By(z,y)| # 0,
on note Hy, hyperplan de R™! donné par

Hyy={z € R"" | F(z,y,2) ZBkmyzk—O}

On note par ailleurs Cy 4 le corps convexe B3 N Hy, et Ag,y le réseau
VAR NHg 4. Nous allons appliquer le lemme 2.5.24 S = P3Cypqy et A = Ay y
vus respectivement comme un sous-ensemble et un réseau de Hy 4 que 'on
identifiera & R™. Remarquons dans un premier temps que 0Bs € Lip(n +
1,1,2n,2) : en effet, pour toute face F' du cube Bs, on peut construire
une application ¢r : [0,1]" — R™ qui est 2—lipschitzienne et telle que
¢r([0,1]™) = F. Considérons par exemple la face F' correspondant aux points
z € B3 tels que 29 = 1. On pose alors ¢p(t1,...,tn) = (1,261 — 1,...,2t, — 1)
et on a bien ¢z ([0,1]") = F et pour tous ¢,t' € [O, 1™

16r(t) = prt)ll2 < 2/t = t']|2.

Montrons & présent que 0Cy 4 € Lip(n, 1,2n,2(n — 1)y/n + 1). Une face
du polytope Cz 4 est obtenue en prenant l'intersection d'une face F' de B3
avec Hy,. Considérons par exemple 'intersection (supposée non vide) de
la face ' = {z € B3 | z0 = 1} avec Hg,. Pour simplifier les notations,
on pose pour tout k € {0,...,n}, ap = Bi(x,y) de sorte que Hy, a pour
équation agzg+a121+...+apz, =0 (les oy étant non tous nuls). Pour tout
z € FN Hygy, on aalors ag + a121 + ... + a2y, = 0, avec max<p<n |ag| #
0 puisque l'intersection F' N Hy, est non vide. Supposons, par exemple,
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ot n—1 «
que maxick<y || = [an|, on a alors 2, = —5% — 3 371 Sz et on peut

construire I'application ¢p : [0,1]*~! — Hg, C R™! définie par

n—1
o' o
Gr(ty, . tn_t) = (1,2t1 1, 2y — 1, _CTO =Y (@t - 1)) .

On remarque alors que F'N Hy, C gEF([O, 1] 1) et que
167(t) = or(t)]l2 < Vi +1]|6r(t) = ot
n—1
< Vn + 1max (2,22 ||O"f||> [t — |0
Qp
k=1
<2(n—)Vn+ 1|t — ).
On a donc 0C, 4 € Lip(n,1,2n,2(n — 1)y/n + 1) et par conséquent
OP3Cy 4 € Lip(n, 1,2n,2(n — 1)vn + 1P3).
De plus puisque Agy C Z""! le premier minimum successif de ce réseau est
supérieur ou égal a 1. Ainsi, si I'on pose
(2.66)
Nig.y Bs (P3) ={z € PsBsnN AR | F(x,y,2z) =0} = card(Ag y N P3Cqy)

le lemme 2.5.2 nous donne :

Vol(P3Cy ) _1
N, Py) — —————2 <, Py
Am,va3( 3) det(Awyy) < 3
On a donc que
Vol(Cy.y) 1
2.67 N, Py) = ——=2Pr + O(PY ).
( ) Aa:,y7B3( 3) det(A%y) 3 + ( 3 )

Par conséquent, si ’on note

N'(Py, Py, P3) = card{(z, y, z) € (A1 A(Z) N P1B1) x (A2 A\(Z) N P2B2)
X (ZnJrl N P3B3) ‘ F(w7y7z) = 07 mI?'X ’Bk(w7y)| 7é 0}7

on trouve
Vol(Cy.4) _
N'(Py, Py, P3) = P} — 40 Pyt
( ) 3 Z et(Am,y) Z 3
:EGALA(Z)HPlBl (-’.l:,y)GPﬁBl X Py Bo
YyEA A (Z)NP2 B2 maxy, | By, (,y)[#0

maxy, | By (w,y)[#0



62 CHAPITRE 2. ESPACES TRIPROJECTIFS

On peut montrer par ailleurs (voir par exemple [HB, Lemme 1.(i)]) que

(B, )il
detay) = o cd, (Bu(z,y)

On a ainsi

pgedy, (By(x,y)) Vol(Cx 4)
[|(Br(x,y))xll2

N'(Py, Py, P3) = P} >
wEAl,x(Z)ﬂplBl
YyE€A2 A (Z)NP2B2
maxy, | By (z,y)|#0

+O (PP Pyt Pty
Par ailleurs, puisque l'on a supposé b’ > b+ 1+ v, on a
PPyt pp=l « PPV Py Py
Ainsi, on trouve

pgedy, (Br(x,y)) Vol(Cy )
1(Bk(z, y))kll2

(2.68) N'(P1, Py, P3) = Py Z

.’I:E.Al’)\ (Z)ﬂPlB1
yeAQ’)\(Z)mPQBQ
maxy, | By (z,y)|#0

+O (P "PyPy) .
Nous allons a présent montrer que

Z pgedy (B (z,y)) Vol(Cy y)

=oP]'Py + O(P}° Py
1B, 9)illz oPF + O 1)

mGAly)\(Z)ﬂPﬁBl
y€A27)\(Z)nP282
maxy, | By (z,y)|#0
pour un certain ¢’ > 0. On remarque que
N'(Py, P, Ps) = Ny(P1, Py, P3) 4+ O(T5) 4+ O(T3) + O(Ty)
ol
(2.69) Ts = card{(w, Y, Z) S (Aly)\(Z) N P181) X (AQ’,\(Z) N PQBQ)
x (A3 A(Z)° N P3B3) | F(x,y,2z) = 0},

et T3, Ty sont définis par (2.64) et (2.65). Nous avons déja montré que
T3, Ty < P 'PRPJ. On a par ailleurs que

T; < PP Py Pyt < PP Py
car A > 4. Par conséquent

(2.70) N'(Py, Py, P3) = Ny (Py, Po, P3) + O(PP Py PY).
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Par la suite, on choisit P3 tel que b’ = b+ 1+ v. D’apreés la proposition 2.4.4,
la formule (2.70) donne :
N'(P1, Py, P3) = o PPy P + O(P{" °P{'Py),

et en utilisant (2.68), on a alors :

Z pged, (Bi(z, y)) VOl(Cm,y)

= oP]'Py + 0P Py
1B, 9)illz oRF+ O 1),

(w,y)EPllgl X P Bo
maxy, | By (z,y)|#0

pour ¢’ = min{d, v}, et ceci indépendamment de Ps.

Par conséquent, on déduit de (2.68) que
N'(Py, P, P3) = o P['Py Py + O(P}~° Py P})

pour tout n tel que (n+1) > g1(b1,b],0) + (b1 +b) +1+9)+2, et tous (b, V)
tels que b’ > b+ 1 + v. Par conséquent, en utilisant la formule (2.70) on a,
sous les mémes hypothéses :

Ny(P1, Py, Ps) = o P{'Py Py + O(P~° Py Py}).

En regroupant ce résultat avec la proposition 2.4.4 on obtient la proposition
suivante :

Proposition 2.5.3. Sin > 28, alors il existe &' > 0 tel que, pour tous
Pl,PQ,Pg } 1 vériﬁant P1 < P2 < P3 N

Ny(P1, Py, P3) = o PP PYPY + O(PF9 PR PY).

2.6 Cinquiéme étape

Nous allons a présent utiliser la formule obtenue pour Ny (Py, Py, P3) dans
la proposition 2.5.3 pour trouver une formule asymptotique pour Ny (B).
Pour résoudre ce probléme, nous allons appliquer la méthode développée par
Blomer et Briidern dans [B-B| pour le cas les hypersurfaces diagonales des
espaces multiprojectifs, et reprise dans la section 9 de [Sch2|. On considére
une fonction h : N3 — [0, +-00[. Conformément aux notations de [B-B|, on
dira que h est une (53,C, D, «,d)-fonction si elle vérifie les trois conditions
suivantes :

1. On a
> h(l,m,n) = CLPMPNP + O(L° MP NP min{L, M, N} %)
I<L

m<M
n<N

pour tous L, M, N > 1.
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2. Il existe des fonctions ¢y, ca,c3 : N — [0, +00] telles que :

Sl myn) = e (WMPNP + 0 (zDMﬂNﬁ min{ M, N}*‘S) ,
m<M
n<N
uniformément pour tous M, N > 1et ]l < M*N?,
S h(l,myn) = ea(m)LPNP 4 0 (mDLﬁNﬁ min{L, N}*ﬁ) ,
I<L
n<N
uniformément pour tous L, N > 1 et m < L*N?,
S h(lymen) = es(n)LMP + 0 <nDL5M5 min{L, M}—5)
I<L

m<M

uniformément pour tous L, M > 1 et n < LM<,

3. Il existe des fonctions ¢, é, ¢z : N? — [0, 400 telles que :

Z h(l,m,n) = é(m,n)LP + O(max{m,n}PL°~°)
I<L

uniformément pour tous L > 1 et max{m,n} < L°,

> h(l,m,n) = é&(1,n)MP + O(max{l,n}’ M%)

m<M

uniformément pour tous M > 1 et max{l,n} < M?,

Z h(l,m,n) = é&(l,m)N® + O(max{l,m}P N°~°)

n<N

uniformément pour tous N > 1 et max{l,m} < N°.

On a la proposition suivante qui est un corollaire immédiat de [B-B, Théo-
réme 2.1] :

Proposition 2.6.1. Si h est une (8,C, D, «, §)-fonction, alors on a la for-
mule asymptotique :

> h(l,m,n) = %cﬁpﬂ log(P)? 4+ O(P?log(P)).

Imn<P

Nous allons appliquer ce résultat a la fonction

h(ly, l2,13) = card{(z,y,2) € U [ |z = L1, |y| = bz, |z| =13, F(z,y,2) = 0}
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(en remarquant que Ny (B) = 3, ;.. g h(l1,12,13)). Pour cela nous allons
montrer que cette fonction est bien une (5,C, D, a,d)-fonction (pour des
constantes C., d, 8, a, D que nous préciserons).

Remarquons que cette fonction vérifie bien la condition 1 avec 8 = n,
d’aprés la proposition 2.5.3. D’autre part, par le corollaire 2.3.13, on a pour
tout € A1 \(Z) et P, < P3 :

Nz(P2, P3) = G Jp PR PY + O(|z|* Py PY)

uniformément pour tout x tel que |z| < (P217392P3)% pour un 6y < 1 fixeé.
Donc en choisissant 0y < %, la formule est vraie pour tout x tel que |x| <

11
P;' P7 . Sil'on note

NU,:B(PZaP?)) = Card{(yv'z) € (PQBZXPSBS)mZmH_Q | (a:,y,z) € Uv F(x,y,z) = 0}

On a alors que
Nuo(Pa2, P3) = Ng(Po, P3) + O(Th z) + O(Toz) + O(T3,2) + O(Tu )
ol

(2.71) Tiq = card{(y, 2) € (A2x(Z)° N PoBs) x (Z"T1 N P3Bs)
‘ m]?X‘Bk(way)’ # 0, F(x7yaz) - O}

(2.72) Thu = card{(y, z) € (Z"" N PBs) x (A3.1(Z)° N P3Bs)
| m]?‘X|Bk(w7y)| 75 O’ F(l‘,y,Z) = 0}

(2.73) Tg,m = card{(y, Z) € (AQ,)\(Z) N PQBQ) X (.A37)\(Z) N Png)
| mox By (. )| #0. ¥ Bl(.z) = 0)

(2.74) T47m = C&I‘d{(y, Z) S (AQ,)\(Z) N PQBQ) X (A37)\(Z) N Png)
| m]?x|Bk(zc,y)\ #0, Vi B! (z,z) = 0}

En reprenant la formule (2.67), et en remarquant que, pour tous x,y
Vol(Cpy) < 1
et

1 _ pgedy, (By(z,y)) <1
[det(Azy)|  [[(Be(z,9)kll2 ~
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on obtient :

Tia< Y.  Py<pPytpr<pyipy,
yGA;)\ﬂPzBQ

On montre de méme que
Too < P3Py L

Par ailleurs, si B}(x,z) = 0 pour tout j, alors z € V5, et donc si @ €
AiA(Z) -
T30 < PyTIP} < PRIPY.

De méme on montre
Ty < PY1PY.

Par conséquent, si P, < P3, on a

Nua(Ps, Ps) = No(Po, P3) + O(Py ' P) = G4 Ju Py Py + Ol Py P)

11
uniformément pour tout x tel que |x| < Py Py. Par les mémes calculs, on
obtient exactement le méme résultat dans le cas P3 < P». Par conséquent,
on trouve que :

ST bl ls) = > Nu,o(Ps, Ps)

lo<P, I3<P3 x€A1 \(Z),x|=l

= ci (L) Py Py + O (I Py Py min{ Py, Py} ~0)

11
uniformément pour tout I; < Py' P!, avec

Cl(ll) = Z chjw

xE€A1 A (Z),|2|=l1

Donc h vérifie le premier point de la condition 2 avec D =n + 4, et a = %.
Par symétrie, on montre de méme que h vérifie les deux autres points de la
condition 2.

On fixe (z,y) € A1 \(Z) x A2 x\(Z) tels que maxy, |By(x,y)| # 0. Si 'on

note
Nvay(Ps) = card{z € Z"™' N P3B; | (x,y,2) € U, F(z,y,z) = 0},
on remarque que
Nua,y(P3) = Nag 55 (P3) + O(Thay) + O(T2ay) + O(T3,2,),

avec
T wy = card{z € A3 (Z)° N P3B3},
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To.zy = card{z € Z""!' N P3Bs, Bi(x,z) =0V},
T334 = card{z € Z""' N P3B;, B! (y,z) = 0 Vi}.
On a alors immédiatement
gy < PP < PR7L
T3y < Py < Py L
Par conséquent
NU,m,y(P3) = NAm,y,BS (PB) + O(P3n71)

_ paedy(By(2,9)) Vol (Cay)
Bz y)illz

P+ O(Pr Y.

On a ainsi :

Z h(ll,lQ, 13) = Z NU,w,y(P3)

I3<P3 :BGAL)\(Z),|:E|:l1
yGAQ,)\(Z)7|y|:l2
maxy, | By (z,y)[#0

= (I, )Py + O (1P Py,

et donc h vérifie le troisiéme point de la condition 3 pour un « quelconque
et pour D = 2n, et par symétrie, cette condition est entiérement vérifiée.

1

On a donc montré que h est une (n, o,2n, 3, d)-fonction, et donc en ap-

pliquant la proposition 2.6.1, on trouve :

Proposition 2.6.2. Sin > 28, alors pour tout B > 1, on a la formule
asymptotique :

Ny(B) = %n%’B” log(B)? + O (B™log(B)) .

2.7 Conclusion et interprétation des constantes
Nous pouvons finalement calculer le cardinal
Ny(B) = card{(z,y,z) € UN (Z" x Z"T' x Z2"1) |
(205 oy Tn)s (Y0s s Yn ), (20, -, 2) primitifs, F(x,y,2z) =0, H'(x,y,2) < B}.

On remarque en effet que si Nq, f(B) désigne

card{(dzx, ey, fz) € U N (dZ" x eZ"! x fZ"+1) |
F(x,y,z) =0, H'(dz,ey, fz) < B} = Ny(B/def)
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et

Niim(B) = card{(kz,ly,mz) € U N (KZ"T' x 1Z"T1 x mZ"*1) |
(20, s Tn), (Y05 s Yn); (20, -, 2n) Primitifs , F(x,y, z) = 0, H'(kz,ly, mz) < B}

= Ny (B/klm)

(pour d, e, f, k,I,m € N), alors on a

Nge,r(B) = Z Z ZNk,l,m(B)

dlk e|ll flm
Par inversions de Mobius successives appliquées a (d,e, f) = (1,1,1), on
obtient :
Ny(B) = Ny11)(B) = Z (k) Z (1) Z p(m) Ny i.m(B)
keN* leN* meN*
= S upu(m) Ny (B /kim)
k,l,mEN*
o 3 u(k knln . PO o oo (BY2 1 O(B log(B)).
k,l,meIN*

On remarque que

5 e (52 80)

k,l,meN* kEN*

et que

P _Tr(p_ L) L
P ‘E(l )=

(P designant Iensemble des entiers premiers). En rappelant que 'on a Ny (B) =

1NU(B ), on a donc finalement démontré le résultat suivant :

Proposition 2.7.1. Pour toutn > 28, on a :

Ny(B) = 1%0'3 log(B)? + O(Blog(B)),

3
N B P A 1
lorsque B — 0o, ot l'on a noté o —anep (1—p—n> )

Nous allons & présent donner une interprétation des constantes intro-
duites, et constater finalement que I’expression obtenue est bien en accord
avec les formules conjecturées par Peyre dans [Pel].
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Dans tout ce qui va suivre, on notera m la projection

3(n+1 n n n n
e AR (({0} x AL X ALY U (AL x {0} x AG™)
UAG" < A5 x {0})) = PG x P x Py

On note W = 7= 1(V). Si (x,y,2z) € W est un point lisse avec, par
exemple, By, (z,y) # 0 pour un certain k; € {0,...,n}, alors la forme de
Leray wy, sur W est donnée par

(_1)n+1—k1

—————dxg N\ ... Ndxy, Ndyo A ... N\ dyp
Bk1(w’y)

wr(x,y,z) =
Ndzg A ... \ al/z;1 A Ndzp(z, Y, 2).

Pour toute place v € Val(Q) la forme de Leray induit une mesure locale
wLW.

2.7.1 Etude de ’intégrale J

Rappelons que 'on a

J:// e(BF(x,y, z))dxdydzdp.
R J By xBaxBs

et cette intégrale est absolument convergente (cf. lemme 2.2.11). On pose

par ailleurs :
0oo(V) :/ WL, 00-
Wn[—1,1]37+3

Nous allons montrer que l'intégrale J coincide avec oo (W). Il nous suffit de
le vérifier localement i.e. montrons que pour tout ouvert U de By x By X Bs
sur lequel, par exemple, B, (x,y) # 0,

1
0oo(U) :/ WI,.00 :/ ————dxdydz,
Un[—1,1]3n+3 Un[—1,1]3n+3 |Bn(z,y)|

(avec dz = dzy...dz,—1) coincide avec

JU:// e(fF(x,y, z))dxdydzds.
R JUN(B1xB2xB3)

Considérons donc un tel ouvert U. De la méme maniére que pour le lemme
2.2.11, on montre que Jy = lim, o Jy (1), ot

n
Ju () = / / e(BF (, y, z))ddydzdf
—p JUN(B1xBaxB3)
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pour tout g > 0. On peut réécrire l'intégrale Jy7(p) sous la forme :

m
Juln) = /U T ( / ue(ﬁF(%y,z))dﬂ) dadyd=
sin(2ruF(x, y, 2))

/Uﬁ(31><l32><133) WF(:B,y,Z)

dxdydz

On remplace ensuite la variable z,, par t = F(x,y, z), et on note

. 1 Bg(x,
1 sizn =5 (:c,y > Bng) el[-1,1 et (x,y,2) €U
0 sinon

x(t) =

On a alors (si A = Z” |t jnl)

A .
2t t
Jy = / sin(2mpt) / XO) aydsar
4 i 11tz |Bn(e, y)|

x(t) X
o(t) = / XY grdyds,
D= ) nss Bu.y)]

on remarque que cette fonction est a variations bornées. Par conséquent par
application des résultats d’analyse de Fourier (voir [W-W, 9.43]) on a que

Si ’on note

x(0) 5
Jir = (0 z/ B (. ) Edydz
v=00= | B )

= / W00 = 0oo(U).
Un[—1,1)3n+3

Remarquons que ces calculs constituent un équivalent du travail effectué par
Igusa dans [Ig, §IV.6] pour le cas les intégrales de fonctions indicatrices.

Nous allons & présent interpréter cette constante o, en termes de mesures
de Tamagawa. Rappelons que (avec les notations de [Sch2|) la mesure 7o, =
Weo €st définie localement sur 'ouvert

UU,O,O = {([m], [y]7 [z]) € P" x P" x P" ’ ToYoz0 7é 0, Bn(a:vy) 7é 0}

par
duq...dupdvy...dvpdwi ...dwy, 1

hOO(ua v, ’lU)|Bn('LL, ’U)’

ot u = (1,ug,....uy), v = (1,01, ...,;0p), w= (L,wy,...,wy,) et

hoo(xa Y, Z) - héo(w)hgo(y)hgo(z)7

Woo —

avec

1 2 3 _ n
hoo () = moax |z|", hoo(y) = max Jy[", hoo(2) = max [z

Nous allons démontrer le résultat suivant :
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Lemme 2.7.2. On a
n3
Too = Oco-

8
Démonstration. On démontre le résultat localement i.e. montrons que pour
tout ouvert U par exemple inclus dans Uy g o défini plus haut (les autres cas se
traitant de maniére analogue) on a 7, (U) = %3000(77_1(U)). Par définition
de la mesure de Leray, pour un tel ouvert U, on a
dxdydz
-1
Ooo(m 7 (U)) =
oo( ( )) / 7~ 1 (U)N{max; |x¢|§11} |Bn(x7y)‘

max; |y;|<1, maxy |zx|<

avec dz = dzg...dz,_1. On remarque que

i) \
max |z;| <1 & |zo| < | max .
(2 (2

On applique alors les changements de variables z; = wou;, y; = yov; et
2z = zowy, dans 'intégrale ci-dessus. On a alors que

(z,y,2) € [-1, 1" & || < (mgﬂui!)_l, lyo| < (m?X!vj!)_l,
0] < (max )™
On obtient alors

Too(mH(U))

1 P )
:/U|B(U’U)| /xo|n<h;o<u> [ol" ™ lyol" ™ [z0]" " dzodyodzo | dudvdiv
n ) n 2
lvol<hZs (v)
2ol <h a0)

_8/ dudvdw —S/w
B n3 UhOO(u7vvw)|Bn(uav)| B n3 U e

O

2.7.2 Etude de la série &

Rappelons que I'on a
o

& =) Alg)

en notant

A =¢* Y 3 nHe(ZF(b,b’,b”))

0<a<q b0 b"€(Z/qZ)
pged(a,q)=1

et nous avons vu d’autre part (cf. lemme 2.2.3) que cette série converge
absolument.
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Lemme 2.7.3. Si pged(qi, q2) = 1, alors on a

A(q1g2) = Alq1)A(g2),

autrement dit, la fonction A est multiplicative.

Démonstration. On remarque dans un premier temps que
(2.75)

3 - a
AQ=q"" > > TIIL S e <Bk(b, b’)b)
0<a<q b,b'c(Z/qZ)"+1 k=0 \bEZ/qZ 4
pged(a,q)=1
Or on a
. / —
Z e (aBk(b7 b/)b> _ { q S? By(b,b') =0 (q)
q 0 sinon.
beZ/qZ

On a donc

Al =q "2 Y card{b,b € (Z/qZ)""" | By(b,b) = 0, Vk}
0E(Z/qZ)*
= ¢(q)g *" *card{b, b’ € (Z/qZ)"™" | Bx(b,b') =0 (q), Vk}.

Or si l'on a ¢ = q1¢o, par le théoréme chinois :
card{b,b’ € (Z/qZ)"™" | Br(b,b') =0 (q), Vk}

= card{by, b} € (Z/qZ)""" | By(b1,b) =0 (q1), Vk}
.card{by, by € (Z/q2Z)""" | By(by,bh) = 0 (qa), Vk}.

On en déduit que A est bien multiplicative. O

Puisque A est multiplicative et absolument convergente, on a la formule :

oo

6= ZA(q) = H op
q=1

peEP
ou -
op =Y A@pH).
k=0
Par la suite on note pour tout ¢ € N*,
(2.76) M(q) = card{(b,b',b") € (Z/qZ)*" " | F(b,b',b") =0 (¢)}

On peut alors interpréter o, a ’aide du résultat suivant :
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Lemme 2.7.4. On a que pour tout N >0 :

( )
Z A »N(Bn+2)’
et par conséquent :

N-soo pN(Bn+2)”

Démonstration. On remarque dans un premier temps que

=q! Z > e <;F(b, b, b”))

t=0 bbb €(Z/qZ)"+1

SOY Y S (freww).
qilg 0<a<qr b b"€(Z/qZ) ! N
pged(a,g1)=1

On a donc, si ¢ = p¥ :

N
—N a I
Z Z Z e <ka(b,b ,b )>
k=0  o<a<p® bb b'€(Z/pNZ)nt1
pged(a,ph)=1

N pN 3n+3 a
-N AN/
p_ e LF®m,b, b
= 0<a<p b,b' b €(Z/pkZ)n+1
pged(a,p®)=1

N
p(3n+2)N Z Z p7(3n+3)k Z e <;’;€F(b, b/, b”))
n+1

k=0 0<a<p® bbb c(Z/pkZ)
pged(a,pF)=1
N
— p(3n+2)N ZA(pk)
k=0
d’ou le résultat. O

Nous allons a présent étudier le lien entre les constantes o, et la mesure
de Tamagawa 7, définie (avec les notations de [Sch2|) par :

1\3
Tp = 1—;) Wy

ol wy, est la mesure définie localement sur V(Q,) N Up 0 par

duq p...duy pdvr p...dv, pdwy p...dw, 14

Wy =
’ hp (w0, v, w) | B (u, v)]p
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ot u=(Lug,...,uy), v=_1,v1,...,00), w= (Lwy,..,wy,) et

hp(@,y, z) = hy(@)hy(y)hp(2),
avec

1 _ 2 _ 3 _
hy(@) = max |zily, hy(y) = max [yjlp, hy(z) = max |zl

Lemme 2.7.5. Soit p € P, on pose :
1\° 1\7?
a(p) = 1—) (1—> .
0=(-3) (-5

/W(Qp)ﬂ{h},(:lz)él wL,p(may7 Z) = a(p)wp(V(Qp))
h2(y)<1, hj(z)<1}
Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout ouvert U de A?gp_l -

Py, <Py, xPq, 1 de la forme Uy x Us x Us, tel que pour tout ([x], [y], [z]) € U
on a (par exemple) xoyozo # 0 et By(x,y) # 0 (les autres cas se traitant de
fagon analogue) 1'égalité

On a alors

“LU)niri ()<t WLp (@Y, 2) = a(p)wp(U)
h3(y)<1, hi(2)<1}

est vérifiée. Remarquons dans un premier temps que, pour un tel ouvert U,
on a

duy p...dup pdve p...dvy, pdwi p...dwy_1 p
a(p)wp(U) = a ’ : : : : :
e e X e e

En appliquant trois fois le lemme 5.4.5 de [Pel], on obtient alors :

B dedydz
alp)ep(U) = /7r1(U) |Bn(,y)|p /7r1(U) “Lp(®: Y, 2).

O

Nous allons & présent établir le lemme suivant dont la démontration est
inspirée de [P-T, Lemme 3.2| et de [Sch2, Lemme 3.4] :

Lemme 2.7.6. Soit

W*(r) = {(z,y,2) € (Z,/p")*"*>, & £ 0(p), y # 0O(p),

z#0(p), F(z,y,z) =0(p")},
et on pose N*(r) = card(W*(r)). Il existe alors un entier ro tel que pour
toutr = rg -

_ N(r)
{(y.2)eZ ", az0p) “LP T Gnt2)
yZ0(p), z£0(p), F'(z,y,z)=0}
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Démonstration. Soit (x,y,z) € Zg””. Dans tout ce qui suit, on note [z, y, 2|, =
(x,y,z) mod p". On écrit alors :

(2.77)
{(w’y7z)EZ;‘;W,«F?)7 iE%O(p) WLJ) = ( )z: «[{(u,’l},qju)e(zgn+3)7 WL,p(ua v7 w)
= x,y,z) mod p" * |u,v,w|r=(x,y,z
y#0(p), 220(p), F(x,y,2)=0} m;é%(p), y$0(£7 w0t
2#0(p)

(2.78) = Z /{(uyv7w)ezgn+37CULJ)(U,’U,’LU).

(zy,2)eW*(r) " [w,v,w]=(2,y,2)
F(u,v,w)=0}

Puisque V' est lisse, il existe un r > 0 assez grand tel que, pour tout
(z,y,2) € Z3" tel que & # 0(p), y # 0(p), z # 0(p) et F(x,y,z) =0 :

¢ = inf vy (Bu(.9), vy (Bj(@.2)) ., vy (B/(9,2)}

soit non nul et constant sur la classe définie par (x,y, z). On peut supposer
que r > c et que ¢ = v, (Bp(x,y)). On considére (u,v,w) € Zf;"+3 tel que
[u, v, w], = (x,y,2), et (v, v, w') € Z§”+3 quelconque. On a alors

n n
Flut o+ 0w+ w) = Flu,0,w) + 3 By(u, vy + > B(u,w)]
k=0 §=0

n
" / / / /
+ E :Bz (an)ui +G(u7v7wau ,U,W )7

i=0
ou G(u,v,w, v, v',w') est une somme de termes contenant au moins
deux facteurs uj, v; ou wy. Ainsi, on a donc, si (v, v',w') € (p"Zp)3"+3

/ / N —
Flu+4, 0+ 9,0 +w) = Flu, v, w)(" ).

Par conséquent, 'image de F(u, v, w) dans Z,/p" "¢ dépend uniquement de
(u,v,w) mod p", on note alors F*(x,y, z) cette image.

Si F*(x,y, z) # 0, alors U'intégrale

{(u,0,w)eZd" 2, wr,p(u, v, w)
[uvv»w}'r:(il:,y,z)
F(u,v,w):()}

est nulle, et 'ensemble

r+0|[

{(u,v,w) mod p u,v,w|, = (z,y,2), Flu,v,w) =0(p"")}

est vide.
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Si F*(x,y,z) = 0 alors, par le lemme de Hensel, les applications co-
ordonnées Xy, ..., Xy, Yo, ..., Yn, Zo, ..., Zpn—1 définissent un difféomorphisme
de

{(u,v,w) € Z;f’,"+3 | [u,v,w], = (x,y, 2), F(u,v,w) =0}

sur
(z,y,2) + (p"Zp)*" 2,

ou 2 = (2, ..., 2n—1). Par conséquent, on a :

/{(u,v,w)EZE’erg7 vap(u’ v, w)
[u7v7w]7”:(m7y1z)
F(u,v,w)=0}

pedug p...duy pdug p...dvp pdwg p...dw,—1 p = pcfr(3"+2) .

/(ﬂﬂ,y,%)ﬂza’”zp)g"+2

On a d’autre part, puisque F(u, v, w) mod p"+¢ ne dépend que de (z,y, 2) :

p~ B card{(u, v,w) mod p"t¢ | [u,v, w], = (x,vy, 2),
F(u’ v, ,w) = 0(pr+0)} — pf(r+c)(3n+2)p(3n+3)c _ pc—r(3n+2)

On a donc finalement :

= c—r(3n+2)

/ {(@y,2)€23"+% zzop) 1P E . p

y;éO(p), Zio(p), F(:I:,y,z):()} (m;y,Z)GW* (,r_)
F*(x,y,2)=0

= Z p~ TG card{(u, v, w) mod p't¢| [u, v, wl, = (z,y, 2),
(z,y,2)EW™(r)

N*(r +c)
_ r—4c —
Fu,v,w) =000} = sy

D’ou le résultat.
O

Nous établissons a présent un lemme issu de [P-T, Lemme 3.3] et [Sch2,
Lemme 3.5].

Lemme 2.7.7. On a que

1 3
{(x,y,2)€Z3" T3, z20(p) Wip = (1 N p”> %x,y,z)ezgn‘k3 “L.p>
y#0(p), 220(p), F(z,y,2)=0} F(x,y,2)=0

lim ) <1 - 1)3ap.

r—00 pr(3n+2) -

et
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Démonstration. Pour démontrer la premiére égalité, il suffit de remarquer
que :

WL,p(pm,y,Z) = WL,p(mvpy7z) = wL,p($>y7pz) :p_nU.)LJ)(:B,y,Z),

2

wrp(px, pyY, 2) = wrp(pe, y,pz) = Wi p(T, Py, pz) =p "wrp(T, Y, 2),

-3

wrp(px,py,pz) =p f"wL,p(az,y,z).

En effet, on a alors

3 3 1
{(@y,2)eZd" 5, azop) PP T <1 o + P p3”> %m,yz)ezf’;”” WL
y#0(p), z£0(p), F'(x,y,z)=0} F(z,y,2)=0

1\3
- (1 - p”) Aﬂay,z)ezf’:"” WL

F(x,y,2)=0
Nous avons vu par ailleurs que (cf. lemme 2.7.4) :

oy N(r)
or =I5 G2y

ou N(r) = card{(z,y,z) mod p" | F(x,y,z) = 0(p")}. On considére en-
suite pour r > 0 fixé et pour des entiers i, j,k telsque r > i+ j + k :

N(i,j.k) = card{(z,y, 2) | & € (p'Zy/p")"™, & £ 0(p'""),
ye (pZ,/p")" y 20, z € (pFZ,/p)" T,
z2 0", F(z,y,2)=0(p")}.

On a alors

N(i7j7 k) = Card{(cc mod priiyy mod pr7j7 z mod prik> ’ xr f:é 0(p)7
y #0(p), 22 0(p), Fz,y,z) =0(p 7%}

et on en déduit :

N (0.4, K) = pm D)y )G DGR N (o
_ p2(n+1)(i+j+k)N*(r — _j . ]{7)

Soit rg un entier comme dans le lemme précédent, et soit

I(r) ={(i,j,k) |r—ro<i+j+k<r—ro+3}
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On remarque que :

Ny = > N (i, j, k)
27‘77’(‘.20
r—i+j+k>rg

+0 | Y card{(z,y,z) modp" |z =0(p)), y=0(p'), z=0(p")}
(4,4,k)EL(r)

Or,

> card{(z,y,2) modp’ |z =04, y=0), z=0(")}
(i,j,k)EI(r)
oy 12 max  pmTDE—DHAD ) 1) k)
(i3 k)EL(r)

ro T2p(3n+2)r r—2(i+j+k)

max
(i,5,k)€l(r)

Lpiro T2p(3n+2)7“p—r.
On a donc

N(r) — Z p2(n+1)(i+j+k)N* (7" — = j o k) + O(T2p(3n+1)T).

1,5,k>0
r—i+j+k>ro

Puisque la somme est restreinte aux (i, j, k) tels que ro <r—i—j—k, on a
alors par le lemme précédent :

N*(r—i—j—k)  N*(r)

p(rfifjfk)(3n+2) - pr(3n+2)'

On a donc
N*(T iy _] o k) _ N*(T)p_(3n+2)(i+j+k),

et donc
N('r) — Z p—(i+j+k)n N* (’I“) + O(TQp(3n+1)7‘)‘
ro<r—i—j—k

On obtient donc finalement

1 -3
op = lim p BTN () = (1 - > lim p~ Gr+2r N ().

7—00 r—00
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D’aprés ce lemme, on a donc :
Op = [wyyyz)ezgwr?, WL.p-
F(x,y,2)=0
En utilisant le lemme 2.7.5 on a ainsi :
1\3
(2.79) 7(V(Qp)) = (1 — p”) Op-
2.7.3 Conclusion

Rappelons que la formule asymptotique conjecturée par Peyre dans [Pel]
pour le nombre Ny (B) de points de hauteur bornée par B sur Uouvert U de
Zariski de la variété V' (pour la hauteur associée au fibré anticanonique wy; ')
est :

(2.80) a(V)B(V)rx(V)Blog(B)eFe)-1

ol
1

—(wv' W) g

- € Y,
uwwmwmﬂyw

Alg(V)Y = {y € Pic(V) @ RY | ¥z € Alg(V), (x,) > 0}

a(V) =

et
B(V) = card(H'(Q, Pic(V))),

TH(V) = H TV(V(QI/))‘

veVal(Q)

Or, dans le cas présent on a
Pic(V) = Z.0y(1,0,0)8Z.0v(0,1,0)0Z.0y(0,0,1) ~ Z3, rg(Pic(V)) = 3,
w‘jl = Oy (n,n,n),
AL(V) =R1T.01(1,0,0) @ RT.0y(0,1,0) @ RT.0y(0,0,1) ~ (R1)3.
On a par conséquent :

1 1
V)= —ntimntz=nts gy dtodty = — .
a(V) 2/[0’%0[36 1atadts = 5 3

D’autre part Pic(V) ~ Z3, et le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit trivialement

sur Pic(V), on a donc
V) =1
Par ailleurs, d’aprés ce qui a été vu dans les sections précédentes, on a

H%W@MZ6HO—;Y

pEP pEP
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et

Ainsi on a ici
rg(Pic(V))—1 _ 1 1)\* 9
a(V)B(V)ru(V)Blog(B)™ T IT(1- o Blog(B)
pEP

_ 1 ! 2
= 160310g(B),

et on retrouve bien la formule de la proposition 2.7.1.



Chapitre 3

Variétés toriques particuliéres

3.1 Introduction

La conjecture de Manin sur le comportement asymptotique du nombre
de points de hauteur bornée des variétés algébriques a récemment été dé-
montrée par Schindler pour le cas des hypersurfaces des espaces biprojectifs
par des arguments généralisant la méthode du cercle telle qu’elle a été utili-
sée par Birch pour le cas des hypersurfaces des espaces projectifs. Une idée
naturelle est alors de chercher a généraliser la méthode de Schindler & des
hypersurfaces de variétés toriques plus générales dont le groupe de Picard a
pour rang 2.

On considére une variété torique compléte lisse X = X (A) de dimension
n définie par le réseau N = Z" et un éventail A ayant n+2 arétes engendrées
par des vecteurs notés wvg,vi, ..., Un, Un+1 € R™. De telles variétés ont été
classifiées par Kleinschmidt dans [K]. Nous supposerons par ailleurs que le
groupe de Picard et le cone effectif de X sont engendrés par les classes de
diviseurs associés aux arétes de 2 vecteurs générateurs de 1’éventail, disons
vg et vp41. Par ailleurs, pour des raisons pratiques, nous supposerons que

m
Vo = — E vy,
=1

et

n

Un+1 = — E Vi,

i=r+1

pour des entiers r,m tels que 0 < 7 < m < n. On note note Dy et Dy, 11 les
diviseurs associés a vy et vp41, et [Dol, [Dy41] leurs classes dans Pic(X). On
peut alors écrire

Pic(X) = Z[Do] ® Z[Dn 1],

81



82 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES PARTICULIERES

Apg = RY[Do] + RY[Dy 4],

et la classe du diviseur anticanonique de X est
[—Kx] = (m+1)[Do] + (n—r+1)[Dny1].

D’autre part, pour di, ds € N fixés considérons un diviseur de classe di[Dg]+
d2[Dp41] et une hypersurface Y de dimension supposée supérieure ou égale
a 3, définie par une section de ce diviseur. On supposera que ’hypersurface
choisie est lisse. Le groupe de Picard de Y est alors de rang 2, et la classe
du diviseur anticanonique de Y est donnée par

[~Ky] = (m+1—di)[Do] + (n — 7+ 1 —da)[Dys1],

ol f)g et Bn—i—l désignent les diviseurs induits par Dy et Dyyq sur Y. En
utilisant par exemple la construction décrite par Salberger dans [Sa, §10], on
peut construire explicitement une hauteur H sur X associée a (n1 —dy)[Do]+
(ng — d2)[Dy+1]. Elle induit une hauteur sur Y qui est la hauteur associée
a [-Ky], et que l'on notera encore H. L’objectif est alors de donner une
formule asymptotique pour le nombre

Ny(B) =Card{P € Y(Q)NU | H(P) < B},

pour un ouvert U bien choisi. Plus précisément nous allons montrer que
Ny (B) vérifie la conjecture de Manin, i.e que pour un nombre de variables
n+2 assez grand (condition analogue a celle donnée par Birch dans [Bi| pour
les hypersurfaces de I’espace projectif), ce cardinal est de la forme

Nu(B) = Cu(Y)Blog(B) + O(B),

ou Cy(Y) est la constante conjecturée par Peyre.

La variété torique X peut étre définie comme le quotient de
X1 = (A1 {0}) x ((A™" x A""™+1)\ {0}) C A2
par 'action du tore C* x C* définie par :
V(x,y,2z) € X1, V(A u) € C* x C*, (\,p).(x,y, 2) = (A\x, A\uy, pz).

Notons 7 : X7 — X la projection canonique. L’hypersurface Y de X est alors
(Y1) ou Y] est hypersurface de X; donnée par une équation F(x,y, z) = 0,
o F est un polyndéme homogeéne de degré d; (resp. dz) en (x,y) (resp. (y, z)).
En notant

oF
‘/1* = {(:I:,y,z) € A7H’2 ’ VZ € {07 "'7T}7 g(a}’y?z) = 07

OF
VJ S {7"“‘ 1, ~--7m}; Ty(m’yVZ) = 0}7
J
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oF
‘/2* = {(m’yaz) € An+2 ‘ VJ € {7" + 17"'7m}’ aiyl(m’yaz) = 0)
J

oF
Vke{m+1,..,n+1}, a—Zk(cc,y,z) =0},

nous démontrons alors le résultat ci-dessous :

Théoréme 3.1.1. Pour di,ds > 1, pour tous n,m,r tels que
n + 2 — max{dim V;*, dim V5'} > 13da(dy + dp)2%1+%2
et r > 6d; — 3, il existe un ouvert U tel que :
Nu(B) = Cp, (Y)Blog(B) + O(B),
ot Cg(Y) est la constante conjecturée par Peyre, lorsque B — 0.

Pour la construction de I'ouvert U, nous renvoyons le lecteur & la for-
mule (3.151).

Dans la section 2 nous fixons précisément le cadre de notre étude. Nous
y décrivons entre autres les variétés toriques auxquelles nous nous intéres-
serons, I'expression de la hauteur, et la forme des équations définissant les
hypersurfaces. Nous montrons par ailleurs que le calcul de Ny (B) peut se
ramener & celui de

Nau(B) = card {(z,y,2) € (Z'T x Z™"" x Z""" T NU |z # 0,

n—r+1—ds
(y,2) # (0,0), F(dw,y,2) =0, [z max (‘y‘, zr) < B}
xr

ou m,r,dy,ds sont des entiers fixés, et F un polynéme homogéne de degré
dy (resp. dz) en (2,y) (resp. (y, 2)).

La méthode utilisée pour évaluer les Ny (B) est fortement inspirée de
celle développée par Schindler dans [Sch2| pour traiter le cas des hypersur-
faces des espaces biprojectifs. Cette méthode consiste dans un premier temps
a donner une formule asymptotique pour le nombre Ny (Pr, ) de points
(x,y,2) de UNZ"2 tels que || < P; et max (%, ]z\) < P, pour des
bornes P;, P, fixées. Dans la section 3, en utilisant des arguments issus de la
méthode du cercle, on établit une formule asymptotique pour Ng i (Pr, Ps)
lorsque P; et P, sont « relativement proches » en un sens que nous préci-
serons. Dans la section 4 (resp. 5), pour un & € Z"! (resp. z € Z"~™+1)
fixé, on donne une formule asymptotique pour le nombre de points (y, z)
(resp. (x,y)) vérifiant F(dx,y,z) = 0 tels que max (%, |z|> < Py (resp.

|z| < Pp) en utilisant & nouveau la méthode du cercle. Les résultats obtenus
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combinés avec ceux de la section 2 nous permettrons dans la section 6 d’éta-
blir une formule asymptotique pour Ngp (P1, P2) avec Pp, Py quelconques.
Dans la section 7, on utilise les résultats établis par Blomer et Briidern dans
[B-B| pour conclure quant & la valeur de Ng7(B) & partir des estimations
obtenues dans les sections précédentes. Enfin, dans la section 8, on conclut
en démontrant la proposition 3.1.1 donnant une formule asymptotique pour
Ny (B). On vérifie en particulier que la constante obtenue est bien celle avan-
cée par Peyre dans [Pel].

3.2 Préliminaires

Dans les sections 3.2.1 et 3.2.2, nous donnons des descriptions de variétés
toriques plus générales que la famille de variétés considérée par la suite dans
ce chapitre, ainsi que la construction de leur hauteur. Ces deux sections
seront alors également utiles pour le chapitre 4.

3.2.1 Notations et premiéres propriétés

Rappelons les définitions suivantes :

Définition 3.2.1. Etant donné un réseau N, un éventail est un ensemble
A de cones polyédriques de Ng = N ® R vérifiant :

1. Pour tout coneoc € A, on a0 €0 ;
2. Toute face d’un cone de A\ est un cone de A ;

3. L’intersection de deuz cones de A est une face de chacun de ces deux
cones.

On dit de plus que I’éventail est
~ complet si|J,cp 0 = NR,
— régulier si chaque cone de A est engendré par une famille de vecteurs
pouvant étre complétée en une base du Z-module N.

Pour tout éventail A nous noterons Apax 'ensemble des cones de di-
mension maximale, et pour tout cone o € A, on notera o(1) 'ensemble des
vecteurs générateurs des arétes de o (i.e les vecteurs vy, ..., v € N tels que
o= {Zle Aivi | Ai = 0} et tels que les coefficients de chaque v; soient
premiers entre eux). Pour un céne polyhédrique o de Ng donné on définit
un semi-groupe

Sy =0"NNV,

ou 0" (resp. NV = M) désigne le cone (resp. réseau) dual de o (resp. N).
La wariété torique affine sur un corps k associée & o est la variété affine :

(3.1) Uy = Spec(k[S,])
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On remarque que si 0,7 sont deux cénes de Ng, alors
TCo=U,CU,.

Etant donné un réseau N et un éventail A, on définit une variété algébrique
X = X(A) sur k par recollement des ouverts U, pour o € A le long de Uy;.
Nous renvoyons le lecteur a [F, §1,2,3] pour plus de détails sur les variétés
toriques. Remarquons que la variété X (A) est lisse (resp. compléte) si A est
régulier (resp. complet).

Dans ce qui va suivre nous allons considérer X une variété torique de
dimension n définie par un éventail A & d = n+r arétes dont les générateurs
seront Notés, V1, V2, ..., Up, Unt1, -, Untr € L', et un réseau N = Z". On note
D1, ..., Dy, ..., Dpy, les diviseurs invariants sous 'action du tore associés aux
vecteurs générateurs (voir [F, §3.3]). Rappelons que dans le cas ou la variété
torique X est lisse, le groupe de Picard de X est de rang r. Pour simplifier
nous allons imposer une premiére condition aux variétés toriques que nous
considérons : nous nous intéressons exclusivement aux variétés toriques com-
plétes lisses dont le cone effectif est simplicial et pour laquelle tout diviseur
effectif est combinaison linéaire & coefficients positifs de r diviseurs D;, di-
sons [Dy+1], ..., [Dntr]. Une premiére question naturelle est de se demander
comment traduire ceci en termes de propriétés sur les cones de I'éventail.
Nous allons répondre a cette question dans ce qui va suivre.

On souhaite donc avoir, pour tout ¢ € {1,...,n}
T
(3.2) [D;] = Z ai,j[Dn+]
j=1

avec a;; € N pour tous ,j. Ceci équivaut a dire que les diviseurs D; —
Z;Zl a; jDp4; sont principaux pour tout i € {1,...,n}. Rappelons que les
diviseurs principaux stables sous 'action du tore de X sont exactement les
diviseurs div(x") associés aux caractéres x* du tore de X (voir [F|) pour
u€ M = NV = Z" donnés par :

n-+r

div(x*) = Z(u,vk>Dk.

k=1

On cherche donc des vecteurs ui,...,u, € Z" tels que pour tous i,j €

{1,...,n},
(33) <UZ’, ’Uj> == 51'7]‘

(i.e (ug, ..., upn) est la base duale de (vy, ..., v,) au sens des espaces vectoriels)
et

(3.4) (uj,vg) <0
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pour tout k € {n+1,...,n+ r}. Ceci implique en particulier que (v1, ..., vy,)
est une famille génératrice d’'un cone maximal (i.e. de dimension n) de A.
En effet, supposons que C(v1,...,v,) n'est pas un cone de A, alors puisque
le vecteur a = )" | v; appartient & un coéne de § (A étant complet), on peut

écrire
a = E Q;v; + E ;U5

i€l i€ls

avec o > 0 pour tout i, et I1 & {1,...,n}, In C {n+ 1,....,n + r}. Soit
ip € {1,...,n} tel que ig ¢ I;. On a alors

(g, a) = ai(tig, v;) <0,

i€l

d’aprés (3.3). Or, par définition de a, (u;,,a) = 1, d’out contradiction. Donc
C(v1, ..., ) est bien un cone maximal de A.

Puisque 'on a supposé que X est lisse, (v1,...,v,) est alors une base
du réseau Z™ dont (uq,...,up) est la base duale (au sens des réseaux). La
condition (3.4) impose d’autre part que pour cette base duale (uq, ..., uy) :
Vke{n+1,..,n+r}, (ujvg) <O0.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ceci soit vérifié est que :
Vpeg1s ooy Ungr € C{—=v1, =02, ..., —vp)

ou C(—wvy, —v2, ..., —vy) désigne le cone de R™ engendré par —uvy, ..., —vy,.

Remarque 3.2.2. Inversement, étant donné un tel éventail, si [’on note
n
Vi e {l,...,r}, vpyr=— Zai’kvi,
i=1

avec a; ), € N, on obtient alors :

Vi e {17 '“an}7 [DZ] = Zai,k[DnJrkL
k=1

comme on le souhaite.

3.2.2 Hauteurs sur les hypersurfaces des variétés toriques

Etant donnée une variété torique compléte lisse X définie par un éventail
A & n+ r arétes et un réseau N = Z", dont le groupe de Picard et le
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cone effectif sont engendrés par [Dyy1], ..., [Dntr] (cf. section précédente),
on considére la classe du diviseur anticanonique de X qui sera de la forme :

n—+r r
[—Kx] =) [Di] = nk[Dnyl,
=1 k=1

avec, pour tout k € {1,...,7},

n
ng = 1+ E Qg k-
i=1

On considére alors un diviseur de classe > _; dg[Dnt), avec di, ..., d, € N.
Une section globale s du fibré en droites associé a ce diviseur sur X permet
de définir une hypersurface de X que ’on notera Y. La classe du diviseur
anticanonique sur Y sera induite par la classe du diviseur

r

(3.5) Do = Z(nk - dk-)Dn+k.
k=1

Nous allons donner une construction de la hauteur associée & O(Dy) sur X.
Pour cela, nous utiliserons la construction des hauteurs sur les variétés to-
riques décrite par Salberger dans [Sa, §10].

Soit v une place sur Q, et |.|, : Q* — R la valeur absolue associée. On
considere la carte affine de X associée au cone {0} de I’éventail A. Cette carte
est un ouvert 7' de X canoniquement égal au tore Spec(Q[N]). L’application
log|.|, : Q) — R induit une application

L:T(Q,) — Ng = R"

Pour tout o € A, L™!(—0) est un sous-ensemble fermé de W (Q,). On note
alors C,,, 'adhérence de L™1(—o) dans X(Q,). On utilise ces ensembles
Cy,, pour construire une norme ||.||p, sur O(D) pour tout diviseur de Weil
D sur X, via la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soit D = Y7 a;D; un diviseur de Weil sur X et
s une section locale analytique de O(D) définie en P € X(Q,). Le point
P € X(Qu) appartient a C,,, pour un certain o € A. Soit X" un caractére
sur T' représentant le diviseur de Cartier correspondant o D sur U, (i.e.
(u(o),vi) = —a; pour tout v; € o(1)). On pose alors :

15(P)l[p = [s(P)x“7 (P)lv,
et cette expression est indépendante du choix de o € A tel que P € Cy, .

Démonstration. Voir |Sa, Proposition 9.2]. O
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On a alors la proposition suivante qui nous sera utile par la suite.

Proposition 3.2.4. Soit D = Z?:{ a;D; un diviseur de Weil sur X tel
que O(D) est engendré par ses sections globales. Alors, pour o € Apax,
si x~"9) désigne lunique caractére sur T qui engendre O(D) sur U, (i.e.
(—u(0),v;) = —a; pour tout v; € o(1)), alors x ") s’étend en une section
globale de O(D) et x "9 (P) # 0 pour tout P € Uy(Q,). Si s est une section
locale de O(D) définie en P € X(Q,), alors

Is(P)llpy = _inf Is(PIX"(P)l,.
ol Amax désigne l’ensemble des cones de A de dimension n. De plus, si D
est ample et 0 € Apax, alors Cy,, est Uensemble des P € X(Q,) tels que
IxU) =T (P)], < 1 pour tout T € Apay.

Démonstration. Voir |Sa, Proposition 9.8|. O

On peut alors définir la hauteur associée & un diviseur D. Si D =
S a;D; est un diviseur de Weil sur X et P € X(Q), la hauteur asso-
ciée a D est lapplication Hp : X(Q) — [0, oo[ définie par

Hp(P)= T ls(P)llpL,

veVal(Q)

ou Val(Q) désigne I’ensemble des places de Q, et s une section locale de
O(D) définie en P telle que s(P) # 0.

Remarque 3.2.5. Comme on peut le voir dans [Sa, Proposition 10.12], pour
tout P € T(Q), Hp(P) ne dépend que de la classe de D dans Pic(X).

Par la suite, on notera H la hauteur sur X associée au diviseur Dy défini
par (3.5). Notre objectif sera alors d’évaluer

Ny(B) = Card{P € V(Q)NY(Q) | Hp,(P) < B,

pour un certain ouvert dense V' de X. Pour évaluer cette quantité, il est plus
pratique de se ramener & compter le nombre de points de hauteur bornée sur
un torseur universel (voir [Sa, §3] pour la définition de torseurs universels)
associé & X. Pour les variétés toriques, la construction du torseur universel
est relativement simple et est donnée dans [Sa, §8]. Nous allons rappeler cette
construction.

On considére le réseau Ny = Z"*" et My = Ny = Z™". A tout gé-
nérateur v; d’une aréte de ’éventail A on associe I'élément e; de la base
canonique de Ng = Z"". On pose alors N1 = Ny et A I’éventail constitué
de tous les cones engendrés par les e;. La variété torique X; déterminée par
(N1, A1) est alors lespace affine A", Pour tout o € A, on note d’autre
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part og le cone de No r engendré par les e; pour 7 tel que v; € 0. Les cones
0¢ ainsi associés forment alors un éventail régulier Ay de Ny r (cf. [Sa, Pro-
position 8.4]), et (Ag, Np) définit une variété torique Xy qui est un ouvert de
X1. Soit Up,» = Spec(Q[Ss,]) ot Sy, = oy N Mp. Les morphismes toriques
7o : Up,e — U, définies par les applications naturelles de g sur o se recollent
en un morphisme 7 : Xo — X qui est alors un torseur universel sur X (cf.
[Sa, Proposition 8.5]).

Etant donné que Xo C X; = Agﬂ les points de X s’écrivent sous forme
de (n + r)-uplets de coordonnées & = (21, ..., Tn, Tnt1, .-y Tntr). On notera

alors pour tout diviseur D = """ a;D; :

n—+r
xl = H zit.
i=1
Remarque 3.2.6. Sio € A, on note
g = Z Dia
i|vigo(1)

alors Uy o est louvert de X1 déterminé par x= # 0, et donc Xq est l'ouvert
de X1 défini par :

x € Xo& Jo € Apax | 27 # 0.

En rappelant que Dy = > (ng —dj) Dy yk, on définit alors les diviseurs
D(o) associés :

Définition 3.2.7. Soit 0 € Amax, et soit 9 le caractére de U tel que
X~ engendre O(Dy) sur U,. On pose alors

D(o)=Do+ Y (—u(o),v;)D;.

Remarque 3.2.8. Les diviseurs D(o) ne dépendent que de la classe de Dy
dans Pic(X).

Lemme 3.2.9. Soit 0 € Apax. Si O(Dg) est engendré par ses section glo-
bales, alors x ") s’étend en une section globale de O(Dy), et D(o) est un
diviseur effectif a support contenu dans Uvi%ﬂ(l) D;.

Démonstration. Voir la démonstration de [Sa, Proposition 8.7.(a)]. O

Proposition 3.2.10. On suppose qu’il existe m € N* tel que O(mDy) est
engendré par ses sections globales. Avec les notation ci-dessus, on a :

Vo € Xo(Q), Ho(x) = H sup |2P@),.
I/EVal(Q) O’GAmax
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Démonstration. La démonstration de cette proposition est directement inspi-
rée de la preuve de [Sa, Proposition 10.14]. On considére un point € X,(Q),
P =n(x), et 7 € Apax tel que P € U,. On a alors que X*“(T) est une section
locale définie en P € U, et

X~ (P)l[poy = _inf [x"O7HD],.
o max
Remarquons que puisque P € U,, d’aprés le lemme 3.2.9, 2P £ 0
(¢tant donné que D(7) est effectif a support contenu dans J,, ¢, (1) Di), et

que
mD(U)

;[:D(T)

Par conséquent, si s désigne la section locale X‘”(T), on a alors :

— X’LL(T)*’U,(O’) (P) )

D)

I5(P)l|py,, = sup

o max

D(r)

v

De plus, par la formule du produit, on a

II 1”7, =1

veVal(Q)

D’ou le résultat.

O

Par extension de la construction des variétés toriques par les éventails, il
est possible de construire une variété X sur Z par recollement des ouverts
affines U, = Spec(Z[S,]) (voir par exemple [Ma, Chapitre 2]). De la méme
maniére que nous avons construit Xg, on peut construire un Z-torseur uni-
versel sur la variété X (voir [Sa, p. 207]). On notera ce torseur 7 : Xo — X.
On considére alors la proposition suivante (issue de [Sa, Proposition 11.3]) :

Proposition 3.2.11. Soit x € Xo(Q) qui se reléve en un Z-point & de X0
(vérifiant alors pgedyen. &% =1). On a alors

max

Ho(m) = sup [&"),

0E€Amax
ot |.| désigne la valeur absolue usuelle sur R.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.2.9, pour tout ¢ € Apax, D(0) a un
support contenu dans Uvi ¢o(1) D;. La condition pged % = 1 implique donc

que pged zP) = 1. Par conséquent, on a sup,ca \iD(T) p = 1, et ainsi

max

Ho@)= [[ sw "7 = suwp 2”7,
VEVal(Q) TeAmax O'EAmax
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Plutot que de compter les Q-points de hauteur bornée de X, nous allons
compter les Z-points de X en utilisant le lemme ci-dessous :

Lemme 3.2.12. Pour m € N, soient
(m) = Card{P € T(Q) | H(P) = m},
co(m) = Card{P € XoNTp(Q) | Hy(Py) = m}
(ot Ty = 7= 1(T)). Alors c(m) = co(m)/2".
Démonstration. Voir la démonstration de [Sa, Lemme 11.4.a)]. O

Ainsi, étant donné un ouvert de Zariski V' de X, si 'on note
Noy (B) = Card{Py € Yo(Z) NTo(Q) N7~ (V) | Ho(Po) < B}

(ot Yy est Phypersurface de X correspondant a I'hypersurface Y de X ), on
a alors

Ny (B) = No (B)/2".

Nous chercherons donc dorénavant a évaluer Ny v (B).

3.2.3 Cas des variétés toriques a n + 2 générateurs

On considére n + 2 vecteurs vg, v, ..., Up, Unt1 € Z" tels que (vy, ..., vy)
forme une base de Z" et

{ Vo = =D iy Vi ZﬁrJrl aiv;

n
Un+1 = — Zizr—f—l Vi,

ot l <r<m<mn,eta €Z On pose alors I = {0,...,7} et J = {r+
1,...,m+ 1}. On considére alors I’éventail A défini par les cones maximaux :

0ij = C{(vk)rer, (V1)ics)
ki 125
pour tous i € I et j € J. D’aprés [K, Théoréme 1], nous savons que toute va-
riété torique compléte lisse dont ’éventail A admet n+2 arétes est isomorphe
& une variété torique de ce type pour un certain (r,m, (a;)icfr+1,...,m}) fixé.

Dans ce qui va suivre, nous nous intéresserons exclusivement a la sous-
famille de ces variétés définies par a,41 = ... = a, = 1 de sorte que
vg = — ", v;. Pour cette sous-famille, les hypersurfaces considérées au-
ront la particularité d’étre définies par des polyndémes homogénes en cer-
taines variables, ce qui sera utile pour pouvoir appliquer les méthodes de
différentiations utilisées par Schindler dans [Schl] et [Sch2].
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Remarquons a présent que dans ce cas précis, d’aprés les résultats obtenus
dans la section 3.2.1, si, pour tout i € {0,1,...,n}, D; désigne le diviseur
associé a v;, on a :

[D1] = [Do] [Dr+1] = [Do] + [Dn1] [Dim+1] = [Dn1]
[Ds] = [Do] [Dr+42] = [Do] + [Dn1] [Dim+2] = [Dn1]
[Dr] = [Do] [Din] = [Do] + [Dn1] [Dn] = [Dn1]

La classe du diviseur anticanonique de X est alors donné par (cf. [F])

n+1
[Kx] =) [Di] = (m+ 1)[Do] + (n =1+ 1)[Dys1]-
=0

Considérons a présent une hypersurface Y de X donnée par une section

globale s de O(D) ou D désigne le diviseur dyDy + doDp41. Le diviseur
anticanonique de Y est alors le diviseur induit par

(m—i— 1-— dl)[Do] + (n —r+1- d2)[Dn+1]'

Remarque 3.2.13. Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la
diviseur anticanonique de Y appartient a Uintérieur du cone effectif. Ce qui
revient & dire, d’aprés ce qui précéde que m +1 > dy et n—r+ 1> dy. Par
ailleurs, pour des raisons pratiques quant & la définition de la hauteur, nous
supposerons également que m+1r —n —d; +ds > 1.

D’autre part, les sections globales de O(D) sont données par (cf. [F,
§3.4]) :
[X.0D)= @ Cx"

ou x"“ est le caractére associé & u, et Pp le polytope :

Pp={ueZ"|Vke{l,..,n}, (u,vi) >0,
(u,v0) = —di et (u, vpp1) = —dg}

Chaque section (a coefficients rationnels) s = > Ppnzn CuX" Ol ay € Q
définit une hypersurface Y (que l'on suppose lisse) de X, et se reléve en une
fonction f : X, — R définie par pour tous (x,y,2) € Q"2 tels que zg # 0
et zp41 #0:

r m n+1
fowz = a0 T 01 4
UEPDﬂZn 1=0 j:T+1 ke=m-t1

L’hypersurface de X, deéfinie par 'annulation de cette fonction correspond
alors au torseur universel au-dessus de Y. Par conséquent, en utilisant le



3.2. PRELIMINAIRES 93

lemme 3.2.12, on a que les Q-points de Y correspondent (modulo I'action des
points de torsion de Ty g) aux Z-points (x, y, z) de X tels que F(z,y,z) =0
ou F' est le polynéme :

F($, y7 Z) = xglzgi-lf(x7ya Z)

T m n
d1+(u, do+{u,vn ;U sUj 5
_ Z oy 1‘01 (u v0>2ni_1<u Un41) H{El(u v;) H y](u vj) H Z;iu Vg)
u€PpNZ™ i=1 j=r+1 k=m-+1
Remarque 3.2.14. — On remarque que le polynéme ainsi défini est de

degré homogéne égal a dy en (x,y) et de degré homogéne dz en (y, z),
c’est-a-dire, pour tous \,u € C :

F(A\@, Apy, pz) = X pP F(x, y, 2).

En effet le degré de chaque monéme en (x,y) est

m

dy + (u,v0> + Z(u, Ui> = dl,
=1

car vo = — y_ ', v;, et de méme pour (y, z).

— Réciproquement on peut voir que tout polynome en (x,y,z) de degré
homogéne dy en (x,y) et de degré homogéne dy en (y,z) est un poly-
nome correspondant & une unique section globale s de O(D).

Remarque 3.2.15. Dans tout ce qui va suivre on supposera que l’hyper-
surface Y définie par F(x,y,z) = 0 est lisse. En fait cette propriété est
vraie pour un ouvert dense de Zariski de coefficients (ow,)ucppnzn. En effet
on réalise un plongement de X dans un espace projectif PN en considérant
Uapplication f qui a w(x,y, z) associe la classe de

T m n

(xgl+(u,v0>z7d12++1<u,vn+1)Hl‘Z{u,vi) H y§u,vj) H Z]iu’vk>

=1 Jj=r+1 k=m+1 wePpNZ"

Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Bertini (cf. [Haf), pour une famille ou-
verte dense d’hyperplans projectifs Ho = {(Xu)uerpnzn | ZuePDmZn oy Xy =
0} C PV, on a que XN Hy est lisse. Or on remarque que X NHy =Y et par
conséquent, Y est lisse pour un ouvert dense de coefficients (ow,)ue ppnzn -

Nous allons & présent construire la hauteur sur X associée au diviseur
Dy = (m+1—dy)Dy+ (n—r+1—ds)Dy41 (correspondant au diviseur
anticanonique sur Y). Comme précédemment, d’apres [F, §3.4], les sections
globales de O(Dy ) sont données par :

(X, 0Dy)= P Cx*
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ot Pp, est le polytope :

Pp, ={ueZ" |Vke{l,..,n}, (u,vx) >0,
(u,v9) Zm+1—dy et (u,vpt1) Z2n—r+1—da}

Une base des sections globales est donc donnée par les (X")uepp, , qui se
relévent en des fonctions (fy)ye Ppy, de Xo dans R qui sont exactement les
monomes en (z, y, z) de degrés (m+1—d; ) en (z, y) et de degré (n—r+1—ds)

n (y, z). La hauteur H associée a Dy est donc définie sur Xo(Z) ¢ Z"+?
par pour tout g = (x,y, z) € X'O(Z); :

r m n+1
Ho(q) = max H x| H 15 H PR
() S PO | CR VT VR

ZZ:O ai+2;n:r+l ﬂj =m+1—dy
Z;'n:r+1 /Bj+ZZi’r1n+1 Ye=n—r+1—d2
= max x| |y|?|z|Y
Jmax [yl
a+f=m+1—d;
Bty=n—r+1—ds
= max{|:c|m+1—d1 |z|n—r+1—d2’ |m|(m+1—d1)—(n—r+1—d2) |y|n—r+1—d2}

n—r+1l—d>
= |x |m+1 —d max({ﬂ z\) .

Remarquons enfin que dans le cas présent, XO(Z) C Z"2 peut étre
décrit comme l'ensemble des (n + 2)-uplets d’entiers notés ¢ = (x,y, 2),
avec & = (20, T1, ..y Tr), Y = (Yr+1, -y Ym)s 2 = (Zm+t1, -, 2nt1) tels que (cf.
[Sa, 11.5]) :

(3.6) 3o € Amax | g #0,

(3.7) Pgedyen,,., (%) =1,

ou

(3.8) H a.
i¢o(1l

Par la définition de A, et des cones maximaux (o3, j)(i,j)e Ix.J,On observe que :
¢ = [ @@=y
I¢oi,;(1)

Par conséquent, la condition (3.6) équivaut a :

3(4,5) e I x J [ qig; #0
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soit encore
Jiel|q#0,et 3jeJ|q #0,

et donc (3.6) équivaut a :
(3.9) x#0 et (y,z)#0.

De méme, on remarque que :

pgedoen,., (%) = ngd(i,j)eIxJ(Qin)
= (pged;er Qi)(PngjeJ q;)
= pged(x) pged(y, 2),

et la condition (3.7) équivaut donc a
(3.10) pged(x) =1 et pged(y, z) = 1.
Ainsi, calculer
N(B) =card{P € Y(Q) | H(P) < B}
revient & calculer le nombre de points de
{a=(z,y.2) € Xo(2) | H(z,y,2) < B}.

Par ailleurs, quitte a appliquer une inversion de Mobius (en un sens que nous
)
préciserons ultérieurement), on peut se ramener au calcul de

Nd,U(B) = Card{(wayvz) € Zn+2 nu ‘ 4y 7é Oa (yaz) 7é (07 0))
F(dm,y,z) = 07 Hd($,y,2) < B}

pour un certain ouvert U que nous préciserons ultérieurement, et pour tout
d € N*, avec
)

n—r+1—ds
B1) Halwy. ) =[] max (2o .
T

Dans ce qui va suivre nous allons donc chercher & obtenir une formule asymp-
totique pour Ngy(B).
3.3 Premiére étape

Nous allons établir une formule asymptotique pour Ny q(B), pour un
d € N* fixé, en nous inspirant de la méthode décrite par Schindler dans
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[Sch1] et [Sch2]. L’idée générale est de considérer la fonction hy : N? — [0, oo
définie par

(3.12) hq(k,l) = card {(z,y,2) € Z""* NU | |z| = k,
max (L%J ) ]z|) =let Flde,y,z) = O}

(o1 U est un ouvert de Zariski de A™*2 que nous préciserons ultérieurement),
de donner des formules asymptotiques pour

SN ha(k D), > halkD) et > ha(k,1),

k<P I<P k<P <P

afin de pouvoir appliquer un résultat de Blomer et Briidern (voir [B-B|) pour
en déduire une formule asymptotique pour

3 ha(k,1) ~B—o0 Nua(B).

km+1—d1 ln—r+1—d2 <B

Dans cette premiére partie, pour des réels Py, P > 1 fixés, nous allons
chercher & calculer

(3.13) Ny(Py, Py) = card{(z,y,2) € (P\B; x dP,PyBy X PyB3) NZ"" |
|y| < d|$|P2 et F(dm,y,z) = 0}7

ou By =[], 1"t By = [-1,1]™7", By = [-1,1]*"™*+1. Plus précisément,
en notant d = dy + dy — 2, nous allons montrer la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Pour, P = P2b avecb > 1, sidy > 2 et si l’on suppose
que, K = (n + 2 — max{dim V}*, dim V5*} — £)/2% est tel que

K > max{bd1 + da, (5b + 2)(d1 +dy — 1)},
on a alors

Ny(Py, Py) = ogP" - pyrtizd

+0 (dmfr max{dd1 (7”Jr1)/2d~+57 d37d1 }le—i-l—d1—5P2n—r+1—d2—§>

?

pour un réel & > 0 arbitrairement petit.

Le facteur o4 étant une constante (ne dépendant que de d) que nous
préciserons (voir la formule (3.63)). Ceci nous permettra plus tard d’obtenir

une formule pour » ;- p > p, ha(k, ).
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3.3.1 Une inégalité de Weyl

Dans toute cette partie nous allons supposer 1 < P, < P;. On notera
donc P; = sz avec b > 1. Nous allons évaluer Ng(P1, P2) en nous inspirant
de la méthode du cercle de Hardy-Littlewood. Pour cela, on introduit la
fonction génératrice définie par

(3.14) Sa(a) = Z Z Z e(aF(dz,y, z)).
xeZ ™t yezZm T zezn mt!
lz|<P1 |y|<d|z|Py  |2|<P2

pour a € [0,1], et ou e désigne la fonction = — exp(2imz). On remarque
alors que

1
Nd(Pl,PQ):/O Sd(()d)dOé.

Etant donnés « € Z"t! et y € Z™™", on constate que

|yl [yl
<dlz| P & > = & > | —=.
yl<dalPs < lal > L e fal > | 2
En posant N = in (ce qui équivaut a dire que |y| €]d(N — 1) Py, dN P]),
)

Py
on remarque que S(«) peut étre réexprimé sous la forme :

Py
Sa(@) = San(a),
N=1

ou

(3.15) Sa,n (o) = Z Z Z e(aF(dz,y, z)).
N<|e|<P d(N—1)Pa<|y|<dN Py |z|<P2
Si
En={yeZ" " |dIN-1)P, < |y| <dNP,},

OIl remarque que

En = U Bnz,
Ic{r+1,...,.m}

ou

BNl:{ngN’ViGI, yi =0 et Vi ¢ T, yi<0}.

On observe par ailleurs que ’on peut écrire pour tout Z :

(3.16) Bnz = U cvzo,

JC{r+1,...,m}
T#0
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avec
(3.17)
Cnzg =iy e€Bnz|VieT, |yl >dN-1)Py et Vj ¢ T, |y;| < d(N—-1)Py}.
On a alors
(3.18) |Sa,n ()] < > 1Sa,N,z,7(0)]

Z,JC{r+1,...m}

T#0

ou

(3.19) Sanzale)=> Y Y elaF(dz,y,z)).

|z|<P1 YECN, 1,7 |2|<P2

Par une inégalité de Holder, on a, pour N fixé

_ r do—1__ _
(320)  [Sunza(@)® <« IR N g, v gw(@)2

|z|<P

ol 'on a noté

(3.21) Sanzgala)= > > elaF(dw,y,z2)).

yECN 7,7 ‘z|<P2

Dans ce qui va suivre, nous allons chercher & « linéariser » le polynéme
F en appliquant un opérateur A défini de la fagon suivante : pour tout
polynéme f a N variables on pose pour tous t1,t, € RV :

A, f(t2) = f(t1 +t2) — f(t1).

Dans ce qui suit, nous appliquons do — 1 fois 'opérateur A a F' en les va-
riables (y, z), et nous obtenons un polynéme en dy(n —r + 1) + 7+ 1 va-
riables (x, y), Z(j))je{l,...,dQ}- Puis, en appliquant Uopérateur A d; — 1 fois
a ce polynome en les variables (x, yl )) je{1,...dp}» DOUS obtenus finalement un
polynéme en (r + 1)d; + (m — r)did2 + (n — m + 1)dy variables du type
(x40, z(j))ie{l,..,,dl} de la forme :

Jje{l,...d2}

F,(il) ((m(i)yy@i)vz(j))ie{l,...,d1}> + Gy ((w(i)ay(j’i),Z(j))ie{l,...,d1—1}>
je{l,..,dg} jE{l,..,dg}

+G2 ((w(l)ay(]ﬂ)7z(])) i€{1,....d1} >
je{l,..,dzfl}
ot Gi (resp. Go) est indépendant de (a(¢ )y(Jdl))'e{Lm’dQ} (resp.
yi

('y(d“)7 z(dz))z‘e{l,‘..,dl})y et F((jl) est linéaire en (:I:( 0) ))j€{17-~7d2} pour tout
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i€{1,...,d1} et linéaire en (y(j’i),Z(j))ie{17...,d1} pour tout j € {1,...,ds2}.

Pour N,Z,J fixés, posons
Z/[N}I,j = CN,I,j X PyBs C dPyPyBy x PoBs,

et on définit
U1y =Unzg —UNT.7,

Unzg (g™, 20), . (g0, )

= [ (Unzg—a@? z2D) - —a@y®, ")
(e1,..e1)€{0,1}

Sil'on note F(y, z) = aF(dx,y, z) (pour x fixé), et

(322) ]:t((y(l)a z(l))a S (y(t)a z(t)))

_ Z (_1)81+-..+€t;<61(y(1)’z(l)) 4o+ at(y(t),z(t))),
(e1,.-,6¢)€{0,1}1

en utilisant 1’équation (11.2) de [Schm]|, on obtient la majoration

2d2—1 D 2d2-1_¢
154,8,2,7 | < Uz ;| 2 > 3
(y(1>7Z<1>)€uﬁ7L‘7 (y(d272)’Z<d272>)€u1€71,j
2

Z e(fdg—l((y(1)7z(l)), ey (y(dQ_l)’ z(dz—l))))

(y(d2—1) z(d2—1)
eUnz,7((yD,z0),... (y(42=2) z(42-2))

que l’on peut encore majorer par

(dP Pyym— pp=mtl)2eizds N~ 3

lyM|<2dPi Py |y(92—2)|<2dPy Ps
|z |<2Py |z(d2=2)|<2P,

> e(Fa1 (D, W), .., (yl= 7Y, 27 )))

(yld2=1) z(d2—1))
ey 7.7((yM,z) .. (y(d2-2) 2(d2=2)y)

On remarque que pour tous (y, z), (y', 2’) € L{NJ’J((y(l), 2, (y( =2 z(d2=2)))
on a :

]:d2—1((y(1)5 z(l))) ceey (yv Z)) - FdQ—l((y(l)) z(l))7 seey (y/7 Z/))
= Ful(y, 20, (), 20 oy (0,20, (g, ),



100 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES PARTICULIERES

pour
(y' =Y, 2= ) ety z.7((yM, 21), .o, (y( =72, 2 B72))P

et
(¥, 2% e Uy 7. 7(yV, 2W), ..., (yld2=D, 227Dy

donnés par :
(y,2) = (y(dg)’ Z(dz))’
(y',2') = (y(@D 4 (@) H(da=D) | ,(da)y,

On obtient donc la majoration :

(3.23)
[Sanz.gala) 2 < (@ PRI e S S

YD 21 yld2=2) 2(da—2)

> S e Fa(yV,zV), ., (y ), 2(%))

y(d271)7z(d271) y(d2> ’z(d2>

= Far1 (g, 1), ., (y 7Y, 2= 0y)),

ot chaque y® (resp. z(i)) appartient a une union de boites de taille au plus

dPy Py (resp. P»).
D’aprés [Schm|[Lemme 11.4], on a que
Fas((y®,20), . (g%, 209)) — Fy (g, 20, ., (g4, 257))
= aF(dz,y,z) + aly(dx,y, 2).
ot 'on a noté

7= (W, . y®) z=(z0), . 2®)
g=0,.y =) 2= (20, 200,
avec F est une forme multilinéaire en (y, z) de la forme :
3 Es( a4
d2
i=(i1,-,tdy ) E{r+1,...,n+1}92

ol

(3.24) 0 _ W s et m)
i Z,(J) si ie{m—{—l,...,n—{—l}

(2

pour tout j € {1,...,da}, et E;(dx) tel que pour tout o € &g,,

E(o(i1),..0(iay)) (dX) = Ei(dx).
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Remarquons par ailleurs que F; et F» sont homogénes de degré d; en (x, ).

Pour Z € [Py, Py]%("=™+1) fixe, on note

Sd,z(a) = Z Z e(aFl(dm,ﬂ,E) +(1F2(dm,i[,2)),
|:I!|<P1 y(1)7._,7y(d2)

et d’apres les formules (3.20) et (3.23), on obtient

2d2—-1_,

1Sanz.o(@)F? < (PfH)erl_l ((dPPy)™T)
do—1_
(P )T 3 1S4z (0)).

[Z|<P2
En posant d= dy + ds — 2, on en déduit :
7 d_ody—1 d_ dy—1
(825) [Sunzg(@)* < (PP ((@pppymr)”
2d1—1
_ 2d_dy2d1-1
(py—mHh)” > 1Suz(a)]
|Z[<P2
Par une inégalité de Holder, on a
2(11—1
dy(n—m+1)) 2" 1 a1
> Szl < (BETTY) > ISaz(@)P
[Z|<P, [Z|<P,

et ainsi (3.25) devient

2d~_d22d171

d 2&_2d171 —r
(3.26) [Sunzr(@) < (P ((dP Py ")
_ 244 dy -1
(P77 > [Saz(@)P .
[Z|<P2

Par ailleurs, en appliquant le procédé de différenciation précédent a Sy 3 (),
on obtient :

_ dy—1_ 2d1-1_¢
[Saz(a) 2" < (PPN (@ppyy )T

P D DY

leW <Py [yLD|<dPLPy  |y(d2:D|<dP Py |2 <Py

SR DD DU

[yED|<dPL Py |2l <Py |yLdD) |KdPi Py |y(d2:d) |<d Py Py

e| S F (@Y, () ep, ) @9, (50 )
i=1,2

~F (@D, @) jeqr ), @D WO i),
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ou pour i € {1,2}, f,gi) désigne la forme de (3.22) associée a F(x,y) =
aF;(dx,y, z) pour un z fixé. On remarque que

}-C(l}) ((x(i)ay(j’i))ie{l,...,dl}) - ]'-L(ii),l ((w(i)ay(j’i))ie{l,...,d1—1}>

je{1,...,d2} je{1,...,d2}
_r(® ((m(i)ay(j’i)7Z(j))ie{l,...,d1}> + g4 ((w(i’,y(j’i),z(j))ie{l,...,d1_1}>
je{1,...,d2} je{1,...,d2}

ol Fg) est une forme linéaire en (:n(i),y(j’i))je{l’m,dﬂ pour chaque i €
{1,...,d1}, de la forme

(3.27) a Y Gu@u) Y
’i:(il ..... idl)eldl

avec

I=1{0,1,.0}U{(r+1,1),..(m,1)..(r + 1,da), .., (m, do)},

(9) C
' T, si 1€10,1,...,7
(3.28) ugj) = élJ) s {ki l }
y ' osioi= (k1) e{r+1,..m} x{1,..,d2}

avec Gq4(2) € Z[d, z] symétrique en ¢ et dont le degré en d est
fi=card{k € {1,...,d1} | ir € {0,...,7}}

et on peut donc écrire
Gui(2) = " Gi(3)

avec G;(Z) symétrique en 1.

D’autre part, on remarque que puisque Fbs ne dépendait que de x, 9y, 2,
la partie

]—'C(lf) ((x(i)ay(j7i))ie{1,...,d1}> — féf),l <(:v(i),y(j’i))ie{1,...7d1—1}>
GE{1ods} Sefinda)

est en fait un polynéme en &, 2, (y(J?i)) ie{l,..,d;y de la forme

je{1,...,.d2—1}
Fff) ((a:(i),y(j’i),z(j)) iell i) ) + hy <($U(i);y(j’i)7z(j))ie{1,...,d11})
je{l,....da—1} je{l,....da—1}
ou F?) est une forme linéaire en (z(*), y(jvi))je{lw_@_l} pour tout i € {1,...,d1},
de la forme ) .
a Z Hd,i(é)“z(l)"'uz(dll)

i=(i1,...,idl)€([’)d1
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avec I' ={0,1,..r}U{(r+1,1),...0m,1)...(r +1,d2 — 1), ..., (m,d2 — 1) }. On
observe en particulier que ng) est indépendant de (y(dZ’i),z(d2))i€{1w’d1}.
En regroupant les résultats obtenus on trouve

- d_ d_
(3.20) |Sunz.z(e) < (I~ ((dpypyym—r)¥'— s

Py S > >

z (m(i)’y(j’i))iE{l,---,dl—l} x(d1) gy(Ld1)  q(da.dy)
]6{1)7‘12}

e (Fgll) (($(l), y(jﬂ')’ Z(‘j))z‘e{l ..... d1}> + FEIQ) ((m(l)’ y(jﬂ')’ z(j)) i€f1,..d1} )) | .
je{1,...,d2} je{1,...,d2—1}

Avant d’aller plus loin, il convient de faire la remarque suivante :

Lemme 3.3.2. Remarquons que si l’'on avait différencié la forme F en (x,y)
puis en (Y, z) plutot qu’en (y, z) puis en (x,y), on aurait obtenu :

~ N )
(330) [Sunzg(o) < (P ((@Ppymr)T 0

()t § > >

T (yld) 20) 2(d2) y(da,1) | 4 (dg,d1)

Z'G{l,...,dl}
el da—1}
e (Pél) ((:l:(i), y(j,i)’ z(j))ie{l,“.,dl}> + F&Q) <(:1:(i),y(j’i), Z(j))ie{l,...,d11}>> ’
je{l,...,dg} jE{l,...,dQ}

avec la propriété I‘ill), = I‘((il).

Démonstration. On pose

F(x,y,z) = E E Qi § kTiy Ty Yt Yy Zhr - Py »
mi,ma,m3eN  4€{0,...,r}™1
mitme=di  je{r+1,..,m}™2
ma+mz=dz ke{m+1,...,n+1}™m3

(avec a4 j k symétrique en ¢, j, k). La forme multilinéaire F (dx,y, Z) précé-
dente est alors

d
(=1)= E d™ malmg! Z 0V, ki - Liy,

m1,m2,m3zEN 1€{0,...,r}™m
mi1+mo=d; je{r+1,...,m}m2
ma+m3=dz ke{m+1 _____ n+1}7n3
(e(1))  (o(m2)) (o(m2+1)) (o(ma+ms3))
> Y “Yjmg Pl “Phmg

O'E./\/l(dg,mz)
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ot M(dz, m2) désigne I'ensemble des permutations o de {1, ...,ds} telles que
o(l)<o(2)<..<og(ma)eto(me+1) <o(ma+2)<..<o(mg+m3)=
o(dz). La forme multilinéaire I' él obtenue en différenciant en (x, ) est alors

(DB N d™ g (ma!) ms! > Gjk D 2

mi,m2,m3EN iE{O,...,T}ml TEM(dl,ml) O'EM(dg,mQ)
mi+ma=d; je{r+1,..,m}m2
ma+mg=dz ke{m+1,..,n+1}m3
(r(1))  (r(m1)), (e(1),7(m1+1)) | (o(m2),m(mi+me)) (o(me+l)) _(o(matms))
.fL'il JZ,L i1 Y Zk: "'Zk:
my mo 1 m3

Il est alors clair que 'on obtient le méme résultat en différenciant en (x,y)
puis en (g, z). O

On remarque que, pour z et (w(i)ay(‘j’i))ie{l,...,dl—l} fixés si 'on note
]6{177d2}
r, =T +1 .

(3.31) Z e (Fd ((w(i), yU), Z(j))ie{l,...,d1}>>

@(d1) gy(Ld1) | y(d2.dy) JE{1,d2}

=TI eled™ | Y Gu@ulwli D+ Y HaEu Y

Ydy—1

el u§d1> ield | i, =i i'e(1)%4 |¢&1:i

oll la somme sur ugdl) porte sur ugdl) appartenant a un intervalle de taille

O(Py) sii€A{0,..,r} et de taille O(dP, P;) pour
ie{(r+1,1),...(m,1)...(r + 1,da), ..., (m,d2)}.

Pour simplifier les notations on pose

(3.32)
’Yc(l,lz‘) ((w(’“),y(j’k),z(j))keg,‘..,dl1}) - Z Gd,i<5)“§11)-~-ugfff)
FE{1,0sd2} GeIh | ig, =i
(3.33)
7c(l,2i) ((m(k)7y(j’k)aZ(j))ke{l,..,dl—l}) — Z Hdvi(z)“z('gl)"'“z('sl_f)
je{l,...,dg} ’L'/E(I’)dl | i/dl:i 1—
ou les uz(»j ) sont les variables définies par (3.28), et

(3.34) Yai =15 + %)
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En notant pour tout réel =
||z|| = inf |z —m|,
meZ

et en considérant la majoration

Y. e(Bm) < min{P,||5]7"}

mel(P)NZ

pour tout intervalle I(P) de taille O(P) avec P > 1, on peut alors majorer
(3.31) par :

|IH1111

el

-1

AYd i ( (k)vy(j’k)az(j))ke{l,...,d1—1}>|
je{l,..‘7d2}

ol

g P sie{o )
v dPiPy si 1= (k?,l) € {’r‘ + 1, m} X {1, ...,dg}.

Pour tout 7 = (r;)ies € [[;e;(NN[0, Hy]), et pour (z(¥), 30, Z(j))ie{l,...,dl—l}
je{l,...,d2—1}
fixés, on note A (m(i),y(j’i),z(j))i€{17.."d1_1},r>, I’ensemble des éléments
je{1,...,d>—1}
2(d2) g2 1) qy(d2,di=1) tels que |2(%)] < Py, |y\®2k)| < dP1 P, pour tout
ke {1, vy dy — 1} et

Viel, rH'< {Oé’Yd,z' ((w(k)ay(j’k)7z(j))ke{1,...,d11})} < (ri+1)H;!
jE{l,...,dg}

et A ($(i),y(j’i), z(j))ie{l,__’dl_l} , r) le cardinal de cet ensemble. On a alors
je{1,...,d2—1}
I’estimation

(3.35)

y(d2,d1)

2(d) g(da 1) y(dadi=1) |g(d1) gy(Ld1) JE{L :dz}
A (g 4G L6) o (o Hi
< Z (33 Y = )ie{l,...,d1—1}7r Hmln i, Inax ] . 1
r je{lnd2=1}y ) icr ri i
Par ailleurs, si

(214, () @,

 (y'(2)

i€{l,di—1})

€A (( y(] ) Z(])) ie{1,.. d1—1}>r> 5

je{l,....d2—1}

ie{l,...dl—l})v (2
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on a alors, pour tout ¢ € I :

Yd,i ((w(k)ay(j’k)a Z(j))ke{L...,dlq}, Z(d2)7 (y(dQ’k))ke{L...dln)
jE{l,...,dg—l}

— Vd,i ((fﬂ(k), y(j’k)a z(j))ke{l,...,dlfl}a Z/(dz), (y/(dZ’k))ke{l,...d11}>
je{l,...,da—1}

= ’Y(g:,[z) ((w(k)7 y(j7k)7 z(j))kE{l,...,dlfl}v
je{l,...,dg—l}

2(d2) _ F(d2) (qyy(d2k) _ y,(dQ’k))ke{l,...d1—1}>

(car 7&22 ne dépend pas de (z(%2), (y(dQ’k))ke{lwdl_l}) et ’yc(lli) est linéaire en

(Z(d2)7(y(d27i))ie{1,...d1—1}))' En notant N (m(i),y(j’i)aZ(j))ie{l,...,d1—1}> le

j€{l,da—1}
cardinal de Pensemble des z(42) y(d2:D)  q(d2.di=1) telg que \z(d2)| < P,
|y(d2’j)| < dP1P2 et

-1
< H,

ap)/((ili) ((w(k)v y(j’k)7 Z(j))ke{l,...,d1—1}>
’ Ge{L,do}

on a alors

A ((m(i)>y(j7i)7Z(j))ie{l,...,dl—l}ar> <N ((m(i)7y(j’i)7ZU))Z‘E{L...,GH—I}) )
je{l,...,d2—1} je{l,...,d2—1}

et donc (3.35) donne

2(d2) y(do,1)  4(dg,dy—1) | p(d1) 4(1d1) | JE{1,vd2}

< N ((ZI}(Z)’ y(]v’l)7 z(j))ie{l,...,d11}> Z H min <H17 max <T‘7 M))

je{lv'“de_l} r el ¢ v

Z Z e <F ((m(i),y(j’i), Z(j))ie{l,...,d1}>>
_.7y(d27d1)

<N <($(i)7y(j’i)v z(j))ie{l,...,d11}> (Pylog P1) 1 (dP Py log(dPy Py))®(m=").
je{l,...,do—1}

En résumé, si, pour tous Hl(i),HQ(i’j),Héj) >1let B1,By > 1,

M (Oé, (Hl(l)a Hél"y)a H?(,J))ié{l,...,dl—l}a B;17 B21)
jE{l,...,dQ}
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désigne le cardinal de l’ensemble des (w(i)ay(j’i)7Z(j))ie{l,.,.7d1—1} tels que
| ) | FE(L. )

12| < Hl(l)7 lyB9)| < Hz(m), 120)] < HQ(]) pour tous (4, ) € {1,...,d1 — 1} x

{1, ceey dg} et

vk € {0, ...,7}, < B/

ayé’l,g <($(Z) , y(],l)’ Z(]))’LE{177d1_1}>
je{l,....d2}

Yk € {r+1,..m}x{1,...,dy}, < By,

oy <(w(i),y(j’i),Z(j))ie{lwdl1}>
je{l,....d2}

en reprenant la formule (3.29), on obtient la majoration (pour € > 0 arbi-
trairement petit)

(3.36)
. r 2d_(d;—1 e 29— (d1—1)d . 0d_g
Savzs (@) < (PO 0% (qpy pymor) (oD (puominods

M (04, (Pr,dPLP2, Pa)icqr,.ay-1y- P1 (dP1P2)_1> :
]6{177d2}

On en déduit (en sommant sur N € {0,...,P1} et sur les Z, 7 C {r +
1,...,m}) le lemme ci-dessous :

Lemme 3.3.3. Pour ¢ > 0 arbitrairement petit, et pour k > 0, P > 0 des
réels fixés, l'une au moins des assertions suivantes est vraie

dl(r:kl) 9 1
od P1m+ +£P2n—r+ +6P—n’

1. [Sq(a)] < d™ T

2.

M <Oé, (PladP1P27P2)i€{1,...,d171}7P1_17 (dP1P2)1>
j€{17...,d2}

> ddl(’l’+1) (P{Jrl)(dl—l) ((dP1P2)m—T)(d1—1)d2 (Pznferl)d? P—2‘iﬁ.

Remarque 3.3.4. Si k est petit, la condition 1 donne une majoration de
|Sq(@)| plus grande que la majoration triviale,

‘Sd(a)’ < dmfrplm—HPQn—T—l—l,
(ceci est di a la sommation sur N < P qui induit un facteur Py supplé-

mentaire) c¢’est pourquoi nous utiliserons uniquement cette majoration pour
Pt > piipg



108 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES PARTICULIERES

3.3.2 Géomeétrie des nombres

Nous allons & présent établir des résultats de géométrie des nombres
qui nous serons utiles pour la suite de cette section. Il s’agit en fait de
généralisations de |[Da, Lemme 12.6] et de [Schl, Lemme 3.1].

Lemme 3.3.5. On considére deuzx entiers ni,ng > 0, des réels (X j)1<i<n,
1<i<ne
et des formes linéaires

n2
Vi€ {1, oma}, Voo = (g, ooy tny) Li(w) = > N juj,

et
Vj € {1,...,n2}, YV = (ur, ..., un,) Li(u ZAM
Sotent ay, ..., any, b1, ...,bn, > 1 des réels fixés. Pour tout 0 < Z < 1, on note
U(Z) = Card { (1, ..., Ung, Ungt1s s Ungtny ) € L2 | V) € {1,...,no}

luj| < a;Z et Vie{1,...,n1} |Li(ut, ..., Uny) — Unyyi] < bi_lZ},

U'(Z) = Card { (1, . Uny , Uny 41, s Uny4ny) € ZMH | Vi€ {1,...,n1}

lui| < biZ et Vj € {1,...;na} [L5(ur, ..., tn,) — tny 44| < aj_lZ}.
Si0< Z1<Zy<1, on a alors :

zy2 [152, a;
Z1* TLi2y bi

U(Zs) €y my max ((?) U(2y), Ut<zl>> |

1

Remarque 3.3.6. Le lemme 3.1 de [Sch1] (cf lemme 2.2.2) présente unique-
ment le cas ot a1 = ... = ap, = a et by = ... = by, =0b. Cette généralisation
aux a; et b; distincts permet de donner des estimations du nombre de points
dans un réseau dont les coordonnées sont bornées par des bornes distinctes.

Démonstration du lemme 3.3.5. On considére le réseau A de Rt défini
comme ’ensemble des points

ni+n
(15 oy Tgs Trg 41y ooy Trgtmy ) € R

tels qu’il existe

ni+n
(ula ooy Ungy Uno+1, "')un2+n1) SV



3.3. PREMIERE ETAPE

tels que
a1ry =

QnoTng
-1
bl Tno+1

—1
bn1 Tnog4ng =

Uy,

Ung ,
Ll(ula ceey un2> + Ungy+1,

109

Ly (U1, ooy Uny) + Ungtn, -

Ce réseau est défini par la matrice (i.e une base de ce réseau est donnée

par les colonnes de la matrice)

-1
a)

0)
|
biAi1

bnl )\nl,l

ay

(0)

B=(A)"=]

0

(0) 0
a,_LQl 0

bidip, b1

bnl )\nl 12 (O)

On remarque que U(Z) est alors le nombre de points (x1, ..., Zp,4n,) de A
tels que |z;| < Z pour tout i € {1,...,n1 + na}. Par ailleurs,

(0)

Ay

0

0

—a1A1,1

_anz >\1,n2
-1
bl

(0)

(0)

bn,

—a1Any 1

—0ny )‘m,nz

(0)

b*l

ni

définit un réseau ) ayant les mémes minima successifs que le réseau 2 défini

par la matrice

byt (0) 0
5| © by, 0 0
al)\171 al/\nl,l ai (0)
Qny /\17n2 Qny >\n1 M2 (0) Qngy
1
n2 o\ miEng -
On pose ¢ = <Hjn:11 b? > et A" = cA, Q" = ¢ les réseaux
i=1"7

normalisés (i.e de déterminant 1) associés a A et Q. Par la démonstration de
[Sch1, Lemme 3.1|, on a alors

n2

Zo\ "™ Z
U(Z2) <ny my max <<2> U(Z1), 22 c"1+”2Ut(Zl)> :
’ 7 Z!
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d’ou le résultat. O

En particulier, lorsque ny = ng = n, a; = b; pour tout i et \; ; = \;; on
obtient le résultat suivant :

Lemme 3.3.7. Soit n > 0 un entier et (\; j)1<ij<n des réels tels que \; j =
Aji pour tous 1,7, et des formes linéaires

Vi€ {1, ..,na}, Vo= (g, ooy un) Li(w) = > Aijuy.

Soient ay,...,an > 1 des réels fixés. Pour tout 0 < Z < 1, on note

U(Z) = Card {(u1, ..., Un, Unt1, -, U2n) | Vi € {1, ...,n} |uj| < a; Z
et Vie{l,..,n} |Li(uy,...,up) — Unii| < a;

(2

'z},

On a alors

U(Z3) <n <Z2

2) vz

Revenons a présent a la situation de la section précédente, et considérons,
pour (:c(i),y(i’j),z(j))i€{17...’d1_2} fixés les N = (r + 1) + da(m — r) formes
je{1,...,d2}
linéaires en (m(dl_l),y(j’dl_l))je{lwm} données par les 0‘%(1,1/2 pour k € I.
Remarquons que d’apreés (3.32) on a pour tout k € T

f)/c(ll]z <($(Z)7y(j7i)7z(j))ie{l,...,dl1}) = Z Gdzk 2 1) g;lll 11)

Je{1,...,d2} ierdi—1
1 di—1
- S Gl
ierdi—1
(ou 2 = (M, ..., 2(42)) et les u(') sont donnés par (3.28)) et donc pour tous
k,l € I le coefficient A\;; en u( 17D gecrit -

Al = Z dfi,z,kGi,l’k(é)uz(ll)'.‘u(d172)

14y —2
i€l =2
et on observe que, puisque les G;(2) sont symétriques en ¢ € [ d
Akl = Al k-

Pour P > 0 fixé, et 6 € [0, 1] supposés tels que PY < P, < Py, on pose Zy = 1,
Zy = (dP))™'P?, ap = P, pour tout k € I} = { T} et ap = dP1 Py
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pour k € Iy = {r+1,....,m} x {1,...,d2} de sorte que (en remarquant que
[=LUDL):

Vkejl, ang = Pl, akZl = Pe/d
Vkel,, apZy = dP P, apZ, = PyP?
Vkel, a,'Zy = P, a,'Zy = d'p7*p?
Vkel, a'Zy = (dPiP2)™Y,  a.'Zy = (dP)72P;'Pf

En appliquant le lemme 3.3.7, on obtient

P r4+1+da(m—r)
i > U(Zl)a

U(Zy) < (P9

avec

U(Z2) = card {(x(dlfl)a (YU )i an) | DY < Py [yl < dP Py,

04’7((1,112 ((w(i),y(j’i),Z(j))ie{l,..,,d1—1}>
Jje{1,...,d2}

ctVk € I, <P,

Vk € I,

je{1,...,d2}

< (dplpg)_l } R
et

U(21) = card { @@V, (0 D)jeqs, ) | 14D < PYd, [y3 | < PR,

O‘Vc(l,llz ((m(z) , y(j’i), Z(j))ie{l,.‘.,d1—1}>
je{l,...,d2}

etVk € I, <d PP,

Vk € I,

0%(171;3 ((m(i)»y(j’i)7Z(j))ie{l,...,d1—1})
GE{1,....d2}

<:d—?P1?P2¥P9},

En sommant sur les (z(?), 37, Z(j))ie{l’m?dl_Q}, on obtient alors
je{1,...,d2}

M (a, (B, BS, B icqr..ar 3 P (dPle)1>
je{l,...,dz}

dPl r+1+d2(7ﬂ*7‘) (’L) (’L) () 1 2 0 2 2 1 pb
< (p@) M | o, (H,", Hy™ Hy iequ,..oq -1y, ProPY A2 PPy P
jE{l,...,dQ}

ou ‘
Vie{l,..d—1}, BV =p

Vie{l,..,d —1}, By =dPp,,
BY) - p,
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et
g _ P si ie{l,..,d —2}
U7\ Pld sioi=di—1 ’

{ dP\Py si i€ {1, vy dy — 2}

(3:0)
Hy PPy si i=d—1 ’

Par la suite, on applique le lemme de la méme maniére avec (:B(i), yh), z(j))i¢{d17dl_l}

(1)

fixés (pour [ variant de 1 & d; — 1), et en considérant les a7, comme

des formes linéaires en (az(drl),y(j’dlfl))je{lw’dz}, et en choisissant Zy =

(RS S et S R RS Y a4 D q41ye -1 WD o1y
> P * P2 Z1y=d 2P * P 2 ,aq=dz2 P*? P 2
(+1)  (+1) (1-1)6

pour tout k € Iy, et ap =d 2 P, *> PP~ 2 pour k € I de sorte que

Vkel, apZy = Py, aZy = P°/d
Vk € I, aply = dP1 Py, arZ, = PQPG

vkel, a;'Z = daCUPIPEL a 'z, = d-+)p D pie

Vk € I, a,;lzg = d—lpflp;lp(l—l)@, a,ngl _ d‘(l“)Pf(l“)P;le

On obtient alors (a I’étape ) la majoration :

M (a’ (By)’Béﬂﬁ)}Béj))ie{lw7dl_1}7d—(l—l)Pl—lp(l—l)G,d—lpl—lPQ—IP(l—l)0>
je{1,...,d2}

dpP, r+14+da(m—r) ; y )
< <p0> M| o, (H£ ),Héj )7H:§J))ie{1,...,d1—1}>
je{l,...,dz}
- —(1+1 _ —(141) H—
d (z+1)P1 ( )P"’,d (l+1)P1 ( )P2 1Pw)

ou
B0 _ P, si ie{l,...,d—1}
U Poyd osioie{d —1+1,..,d —1}
B(j’i) . dPiPy, si i€ {1, ey dy — l}
2 T\ PPy siode{dy—1+1,.,d —1} 7
BY) = p,.
et

H(Z)_ P si ?:G{l,...,dl—l—l}
V7 PYd o sioie{di—1,..,dp — 1}

gU _ dPPy si ie€{l,..,di—1—-1}
2 P0P2 si Z'E{dlfl,...,dlfl} ’

HY = p,.
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On obtient donc finalement, au rang [ =dy — 1 :

(3.37) M(Oé, (P, dPPo, Pa)icqy,..ai—1y, Pr s (APLP2) ™ >
je{l ..... dg}
dP (r+1+d2(m—r))(d1—1) . ,
< <p9) M (o, (P°/d, P" Py, P2)icq,...di—1}5
jE{l ..... dg}

d—(dl—l)P d1P(d1 1)6 d le d1P 1P(d1 1)9>

Nous allons & présent chercher a établir des majorations analogues avec

les ng = (m — r)(di — 1) + (n — m + 1)-uplets de variables donnés par

les (y(j’i),z(j))i€{17.._7d1_1} pour j € {1,...,ds}, en considérant toujours les

formes linéaires afyc(l}g. Fixons donc (x(?), ¢, z(j))ie{lw,dl,l} vérifiant les
je{1,...,d2—1}

(m — r) inégalités données par

(3.38)

< dfdl Pl—dl P2—1P(d171)9

’y[(il()l &) ((m(l)7 y(j’i), Z(j))ie{l,...,Chl})
j€{l,....d2—1}

pour ! € {r+1,...,m}, les formes ’yél()l dy) 1€ dépendant pas des y(d2’i)7 z(d2),

On considére les variables (y(dzvi),z(dQ))ie{Lm’dl_l} et lesny = (r+1)+
(da — 1)(m — r) formes linéaires a*yc(;,z, k # (I,d2) correspondantes. On

(1 1)6

d
applique le lemme 3.3.5 en choieiseant ZQ = d**1 3 P; 2P , L1 =

(d1+1)6 *(d1 1)6

d- 7P 2P 3 pligie o= d2P2P2P
—(d1-3)
{m+1,..,n+1}, ak—d2P2P2P £l gpourk‘EJg:{r—l—l,...,m}x

1 (d )6
{1,..,dy — 1}, by, = dT_lPl2 P2 P~ =2 pour k € I) = {0,...,7} et

(dy—1)0

d1 3
b = ddTle PP~z pour k € I, = {r+1,..,m} x {1,....,d2 — 1}
de sorte que
VkEJl, ang = PQ, akZl = Pe
Vk € Jy,  apZs PUP;, VA p20
Vke L, b 'Z d—(di=1) prdi p(di—1)0, A d—(=1) prdi p-1 pdi6
Vkely b'Zy = d-hphpytpd-0 pilzy = gohiprdhipr2phl

pour tout k € J; =

et de plus
Vk ey, a;'Zy =d b PPt ph?
Vk € Jo, a'Zy =d b PPyt plh-1Y
Vk eI, bpZy=P’/d
Vk € Ié, kal = PQPQ.

On trouve alors

P\ Zy? Jlkesan 4
U(Z3) < max < ) U(zy), 2% £ Ut(zy) |,
( Pt A er]lulé b,
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avec

n

Zy? ey ax _ [lres axZs
ni -

Zl erhulg b, erhu[’ brZ:

_ g B’ ( p(dw)(mr)f))
n16 da—1)(m—r ’
Pmd | pda=)(m=)

U(Z2) = card { (4, 2%)icr 1)) | 122)] < Py, |y 9| < PPPy,

ctVEk € I, a'rfz,li ((ﬂf(i),y(j’i),Z(j))ie{1,...,d1—1}> < d~(d=1) p=di pldi-1)6.
je{l,...,d2}
vk € I}, 04%(1,113 <(m(i)ay(j’i)vz(j))ie{l,...,d1—1}> < d—dlpldlpzlp(d1—1)9}7
Je{l,....d2}
et

U(Zy) = Card{((y(dz’i))ie{l,.,.,mfl}’z(dQ)) | |22 < PO, |yl®20] < P2

etk e I, |lanS)) ((m@'),vai),z<ﬂ‘>)ie{1,,_7d1_1}) < d-=D pi p=1 phi6,
je{1,...,d2}
Vk € [é’ O"Vc(l,llg ((:B(i)’y(j’l), (J))ze{l, i 1}> < d—d1P1d1P2—2Pd19} ’
]G{la ad2}

Ut(Zl) = card {($(d1)7 (y(jydl))je{l,...,dzfl}) | ‘m(dl)’ < Pe/da ‘y(j7d1)‘ < P0P27

a(Wc(z,lZ)t ((m(i),y(j’i),z(j)) ie{l,..,d1} )

je{l,...,d2—1}

a(y{! ((w(“,y(j’“,zm) i€ {11} )

etVk € Jy, <d hphpylpht

Vk € Ja,

je{l,...,d2—1}

<dhprh P21P(d1_1)9} :
Rappelons que 'on avait :
1 . . . 1 ; i d
P((i ) ((w(l)7y(Jﬂ)aZ(J))’L’G{l,.‘.,ch}) 27(213; ( Z Jl) (J))ie{l,...,d11}> u](€ 1).
je{l,....d2} kel je{1,...,d2}
Or d’apreés la remarque 3.3.2, on a FEII) = Fgll)l. Notons :

Z Ak,ztl(dz)u,gdl)+ Z Ozjyj(dl’dQ)a

kel UI} j=r+1
leJ1UJ2
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)

ot les tl(j on été définis par (3.24). On a alors,

f)/((i,llz <(aj(i)7y(j7i)7Z(j))ie{l,...,dl1}) = Z )\k,ltl(dQ)
JE{L,.vd2} leJ1UJ2

et

(%(Lll))t <($(i)’y(j,i)7z(j)) kell,...d1} ) = Z Ak’lu’(ﬁdl)
Je{l,..,d2—1} kel UI,

(1)

Par conséquent les formes linéaires (v, k)t sont exactement celles que 'on
aurait obtenu en différenciant en (x,vy) puis en (y,z) et en sommant en-
suite sur chaque z%,y%%) | En particulier si 'on considére les formes

1 o . . . . . .

(%g,;z)t ((m(z),y(“)vzm) ie{1,....d1} ) comme des formes en (y(“),2(]))1'6{1,...,(11_1}
je{1,...,d2—1}

pour un certain j € {1,...,da} alors ces formes linéaires vérifient la condition

de symétrie du lemme 3.3.7, et on peut alors appliquer ce lemme comme

nous 'avions fait pour les formes en (y(J,z), w(z))je{l,...,dg—l}v pour finalement

obtenir, en posant

Mt (aa (H{Z)7H2(]71)7H§])) ie{l,....d1} 7B11a321>
je{l,...,d2—1}

= Card {(m(z)ay(]’l)az(ﬁ) ie{l,....d1} | V(’L,]) € {17 "'7d1} X {1a "'7d2 - 1}3
je{1,...,d2—1}

2@ < B, [y < B{Y, |20 < HY

onﬁl,l,l ((x(i),y(j’i),z(j)) ie{ldi} )
j€{l,..,d2—1}

et Vk € {r+1,...,m}, < By

VEe{m+1,.,n+1} x{1,...d1},

04(%(1,113)75 ((w(i);y(j’i),z(j)) ie{l,...,d1} )
je{l,...,dg—l}

<B2‘1},

et en choisissant

HYY = PP,
HY) = P/,

HY = p,:
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n2
Zy? 1lyesor 4
Zn1 H b U (Zl)
(1) 4y(3:9) 5 (5) 1 kenur, %k
@Dy 200 e di—1y
je{l,...,dg—l}

vérifiant (3.38)
pre pldi=1)(m—r)0
< dT‘+1 2
P2(d2 —1)(m—r)

Mt (O&, (Hfz), Héj’i), H?()j)) i€l i} 7d—d1f)1—d1 P{lPdle, d—dl P1—d1P21P(d1—1)9>
je{l,...,dgfl}

g P2nz pldi=1)(m—r)o & (n—m+41)(d2—1)+(m—7)(d2—1)d1
P2(d271)(m7r) po

Pn19

Mt <C¥, (_Pe/d7 P20, P@) el i) ,d_dl Pl—dl P2_d2P([i+1)0, d—dl P1—d1 P2_d2PJ0>
je{l,...,d2—1}
P(n—m+1)d2+(m—r)(d1—1)d2
— dT—i—l 2

P(ng(d271)+n1+(d27d1)(m7r))9

Mt (a, (Pe/d’ P2(97 P@) i€ {1} ,d_dlpfdl P;dzp(d:‘rl)e’ d—d1 Pfdl PdepJ@)
jG{l,...,dQ—l}

On a donc démontré ici que

M (av (Pe/d’ PGPQ’ PQ)iG{l,...,ch—l}a
J€{177d2}

df(dlfl)Pl—dl plai=10 g P1—d1 P2—1P(d171)0>
< max{Ml, MQ},

ol

P\ o |
Ml = <1320> Card {(m(Z)vy(‘m)?Z(]))ie{l,...,dl—l} | |$(Z)| < Pe/d,
je{l,...,d2—1}

Vi€ {1, ..,dy — 1} [V < PPY, |29 < Py, [yl 20 < PP, (21 < PP

04%(1,112 <(a$(i),y(j7i),Z(j))ie{l,...,d1—1}> < B(k)}
d*(dlfl)pfdlpg—lpdlo si kel

jE{l ..... dg}
B®W = ¢ g-diprdipyr2pdif si ke{r+1,..m}x{l,.. dy—1}
d=hpraprlp@d-00 g ke {r41,...,m} x {da}

etVk e I

ou
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et

P2(n—m+1)d2+(m—7‘)(d1 —1)d2

_ gr+1
Ma = d P(n2(d2—1)+n1+(d2—d1)(m—r))¢

- (“, (P')d. P P’) ieqr,.any ~d " PPy 2P =t prtipy e p de)
jE{l ..... dz—l}

En procédant de la méme maniére pour tous les no-uplets de variables
(y(l’i),z(l))i€{17.,,’d1,1} pour [ € {1,...,ds}, on obtient & I’étape [ :

M (av (Pe/dv P0P27 PZ)ie{l,...,dl—l}a
]E{l’de}

d—(d1—1)P1—d1P(d1—1)9’ d—dlpl—dl PZ—IP(d1—1)6>

< max{ M, My},

ou
o _ (P\"™ (@) 4G ) )| < po
Ml = ﬁ Card (3’: YY>“o, z )iE{I ..... di—1} | ’m |<P /d,
je{l,...,dzfl}
Vi€ {1,..,dy — 1} YU < B PY, |29 < Py,
Vi€ {do—1+1,..,do}, |y | < P, |24)) < PO,
etVk e 1 avfz,l,l ((a:(i),y(jvi),z(j))i€{17.,,,d11}> < B(k,z)}
Jje{1,...,d2}
ol

d-(-Vprapripdi-itle g ge
BED = ¢ g pravpr (D pi—1400 i e {r+1,.. m} x {1,...,dy — I}
d—h prdr prt pldi=2+0)9 si ke{r+1,..,myx{d—1+1,..dy}

On trouve donc finalement, a I'issu de I'étape ds :

(3.39)

M (O[, (Pe/d, PQPQ, PQ)iE{l,...,dl—l}a d_(dl_l)Pfdlp(dl_l)e, d—d1P1d1P2—1P(d1—1)9>
]6{1’7(12}

P2d2”2 0 0 20 pb
<K oy max P M |, (P7/d, P77, P”)icqi,....di—1}> Ho, Hi |,

Pod=1) el o}

Jr 1 p—(ni+(m—r)(d2—d1))0 p rt (a’ (Pe/d, P29, P9) ic{l,d} 5 H1, H1> } .
je{l,...,d2—1}
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ol 'on a noté :
Hl — d—d1 Pfdl P;dQ P(d+1)9,

Hy = d—(dl—l)Pl—Ch PQ_dZP(J+1)'9,

En regroupant le lemme 3.3.3, et les majorations (3.37) et (3.39), on
obtient le lemme ci-dessous :

Lemme 3.3.8. Pour € > 0 arbitrairement petit, et pour k > 0, P > 0 des
réels fixés, pour tout o € [0,1], l'une au moins des assertions suivantes est
vraie

_ dl(r:kl)
1 ’Sd(Oé)| <<n,r’m7€ dm r4+e+ od P1m+2+z-:P2nfr+1+€P—n’
2.
M (Oé, (Pe/da P207 Pg)ie{l,...,dl—l}a Hs, Hl)
]€{17’d2}
> (PO)(dl—l)(r+1)+2(d1—1)d2(m—r)+d2(n—m+1))P—2‘in
3.

M <047 (P?/d,P*, P? ie{1,,di} » His H1>
je{l,...,dg—l}

> (PG)(dl (r+1)+2dy (d271)(mfr)+(d271)(nfm+l))P72d_n'

Considérons a présent un élément (w(i),y(j’i),z(j))ie{ly,_wdl_l} tel que
@] < PO/d, [yi I < P, [2V] < P,

< d_(dl_l)Pl—dl P2—dzp(cz+1)0

je{l,...,d2}

pour tout k € I; et

< d~hphpyd pld+1)8

) ((w@,yU’i),z”))z-e{l,...,m1})
je{1,...,d2}

pour tout k£ € Is et supposons qu’il existe kg € I tel que

avc(lbzo ((w(i),y(j’i),Z(j))ie{17~-~7d1—1}> 7 0.
je{1,...,d2}
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On pose alors ¢ = 7((171,20 <(w(i), yUh), z(j))ie{17.__7d1_1}> . Rappelons que d’aprés
]6{177d2}
(3.32), on a la relation :

%(l}]go ((m(k),y(j”“),z(j))ke{l,...,d1_1}> — Z deia’fo(2)“511)---%(511__11)

je{1,...,d2} jcrdi—1
_ fiko Y. (3),,(1) , (di—1)
= g dliko Gy gy (2)uy, Uy
serd1—1

Par conséquent, si kg € I; alors d divise g et on a ¢ < dP@H1? (car |2®)] <
P?/d, |yUd| < P?|20)| < P?) et si a est Ientier le plus proche de ag, on
a donc N

|aq _ CL| < d_(dl_l)Pfdl P2fd2P(d+1)0‘

Dans le cas ol kg € Is on a ¢ < P10 ot si g est Ientier le plus proche de

aq, -
lag — a| <~ Py py = pEthe.

En procédant de méme avec les éléments (a:(i), yi), z(j)) ie{l,..,d;} comp-
je{l,...,d2—1}

tés par Mt | «, (P?, P?, P?) i€{1,ds} ,Pfle{dQP(dH)@ , on voit que le
je{1,...,d2—1}
lemme 3.3.8 implique

Lemme 3.3.9. Pour € > 0 arbitrairement petit, et pour k > 0, P > 0 des
réels fixés, pour tout o € [0, 1], l'une au moins des assertions suivantes est

vrate
dy(r+1)

m—r—+e-+ = _ _
od P{’n—l—Q—f—aPzn 7‘+1+8P ,L;’

1. 1Sa(a)| Knrme d
2. 1l existe q tel que d|q, 0 < q < AP0 ot tels que 0 < a < q et

|aq — a’ < d*(dlfl)Pl—dl PZ—dQP(ci+1)6”

3. Il existe q tel que 0 < ¢ < P10 ot g tels que 0 < a < q, pged(a, q) =
1 et }
lag — a| < d~N py% pyd2 pld+1)d,

Card {(w(i)ay(j’i))z(j))ie{l,...,dl1} | ‘w(l)‘ < Pe/dv |y(J’Z)’ < P297
jE{l,...,dQ}

|z(j)‘ < P? ot Vk € I, %(1113 ((ilf(i)yy(j’i)vz(j))ie{l,...,dl1}) — 0}
’ je{l,...,dg}

N (PG)(dl—1)(r+1)+2(d1—l)dg(m—r)+d2(n—m+1)P—2Jn
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Card {(w(i),y(j’i)yz(j)) iefonay | [P <P/, [y < P,
je{l,...,dzfl}

2D < PP et Wk e J, (7)) ((m<i>,y<ﬂ?“,z@> ie{lydi} ) = 0}
je{l,...,dzfl}
> (Pe)d1(7‘+1)+2d1(d2—1)(m—7’)+(d2—1)(n—m+1)P—Q‘zn'

Avant d’aller plus loin, nous introduisons les lemmes ci-dessous qui seront
utiles & plusieurs reprise par la suite :

Lemme 3.3.10. On considére p,q,r € N et (L;)icq1,.. r des formes lincaires
a p+ q variables. Pour des constantes A, B et (C;);crfixées on note

M (A7B7 (Ci)ie{l,...,r}) = Card{(cc,y) €ZP x 274 ’ |.’IJ’ < A7 ’y’ < B7
Vie{l,...,r}, ||Li(z,y)|| < Ci}.

On a alors pour tout £ > 1 :

B
M (AaBa (Ci)ie{l,...,r}) < (2§)qM <2Aa zv (2Ci)i6{1,...,r}> .

Démonstration. On subdivise le cube [—B, B]? en (2£)? cubes de taille B/€.
Prenons un tel cube C et considérons

E(C) =card{(x,y) € ZP x Z% | |x| < A, y € C,
Vie{l,..,r}, [|Li(z,y)|| < Ci}.

Si (x,y), (2',y") sont deux points de F(C), on a alors que
|z — | <24, |y -y |<B/¢
et pour tout i € {1,...,r} :
|Li(x — ',y — )| < 2C;.

On a donc :

B
E(C) <M <2A, © (ZC’i)iE{l,...,r}>
pour tout cube C. D’ou le résultat. O

De la méme maniére, on établit :
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Lemme 3.3.11. On considére p,q,7 € N et (L;)iequ,..,y des formes linéaires
a p + q variables. Pour des constantes A, B on note

M (A, B) = card{(z,y) € Z" x Z° | || < A, |y| < B,
vie{l,...,r}, Li(x,y) =0}.

On a alors pour tout £ > 1 :

M (A, B) < (26)1M <2A, ?) .

Considérons a présent le cas 4 du lemme 3.3.9. Remarquons avant tout
qu’il est facile de voir, en appliquant d; — 1 fois le lemme 3.3.11 (avec L; =

(

'ydli), ¢ = Pe) que le cardinal considéré peut étre majoré, & une constante
multiplicative prés, par

(3.40)

(P?)(h=Ndz(m=7) Carq {(m(i),y(j’i),Z(j))ie{l,...,dl—l} | 2| < 2PY/d,
je{l,...,dg}

|y(j,z')| < P’ |z(j)‘ <P et Vkel, %(Ll]z <(m(i),y(j’i)az(j))ie{l,...,d1—1}> _ 0}
j€{1,...,dz2}

Quitte a agrandir 6, nous pouvons remplacer la borne 2P? sur (9 par P?.
D’autre part, en reprenant la formule (3.27), on a, pour tout k € I :

N ((w(i),y(j’i),z(j))ie{l,...,dl1}) = > Gi,k(é)u§11>...u§ffjll>,

je{1,...,d2} seJdi—1

on a alors

7((;]2 ((w(Z)vy(J’l)a Z(j))ie{l,‘..,d11}> = d’Y;E;l) ((dw(”ay(]’l)a z(j))ie{l,...,d11}> )
J€{1,...,d2} Jje{1,....d2}
pour tout k € I, et

%(1,1;3 ((w(i)ay(j’i)aZ(j))ie{l,...,d1—1}> = 7/(;) <(dm(i),y(j’i),z(j))ie{1 ..... d1—1}> )
je{l,“.,dg} jE{l,...,dQ}
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pour k € I. Par conséquent, on a la majoration :

-----

(3.41) Card {(m(i)ay(j’i),z(j))ie{l d-1} | 129 < PP/d, |y99)| < P,
je{lvde}
‘z(j)| < P9 et Vk € I, 75?’3 <($(i)ay(j’i)az(j))ie{l,...,d1—1}> = ()}
J€{1>9d2}

< Card {(m(i)vy(j’i)aZ(j))ie{l,...,dl—l} | |m(Z)| < Pea |y(jﬂ)| < Pea
Je{l,....d2}

|Z(j)| < P6' et Vk € I, ’Y]E;l) ((m(i)ay(j7i))z(j))ie{l,...,dl—l}) — 0} .
je{1,...,d2}

On considére la variété affine £q définie par ’ensemble des éléments
(@, 40, z(j))ie{l,..,,dl—l} de 'espace affine de dimension (dy —1)(r +1) +
Jje{1,....d2}
(d1 — 1)da(m — 1) + d2(n —m + 1) vérifiant les équations ’y,il) = 0 pour tout
k € I. En posant kK = K6, d’aprés (3.40), la condition 4 du lemme 3.3.9
implique (par la démonstration de |[Br, Théoréme 3.1]) :

dim(£L1) > (dy — 1)(r + 1) + (dy — D)da(m — 7) + da(n — m + 1) — 2K

On considere par ailleurs la sous-variété affine V;* de A’gr? définie par les
(x,y,2) € A%H tels que

. oF
VZ € {O,...,T’}, 87,131 = O,
oF
Vie{r+1,...,m}, — =0.
jed } o,

Notons par ailleurs D le sous-espace de 'espace affine de dimension (d; —
1)(r+1)+4 (di — 1)da(m —r) + d2(n —m+ 1) défini par les (r+1)(dy —2) +
(m—7r)((dy —1)da — 1) 4+ (d2 — 1)(n — m + 1) équations :

) =2 = | = g1

V(Zvj) € {1’ "'7d1 - 1} X {17 "'7d2}7 y(z’J) = y(Ll))

2 = 2@ = p(d2)
Sous la condition 4, on a alors

dim(L’l N D) = dim(ﬁl) — ((T + 1)(d1 — 2) + (m — T)((dl — 1)d2 — 1)
4 (dy—D)(n—m+1)) >n+2— 2K



3.3. PREMIERE ETAPE 123

D’autre part, £1 ND est isomorphe & V}*. Donc, en résumé, la condition 4
implique i
dim(Vy*) = n +2 — 2°K.

De la méme maniére, en notant V5" la sous-variété de A’g”z définie par

oF
Vie{m+1,...,n+1}, o =0,
. oF
Vie{r+1,..,m}, 8—% =0,

on vérifie que la condition 5. implique

dim(Vy) = n+2 - 27K.
Par conséquent, on choisira
(3.42) K = (n+ 2 — max{dim(V;"), dim(V3)} — e)/2%

(pour un £ > 0 arbitrairement petit) de sorte que les assertions 4 et 5 ne
soient plus possibles. On posera par ailleurs

(3.43) P =Phpd.

Rappelons que I'on considére des réels 6 tels que PY < Py < Py, et donc, si
P = Pé’, alors 0 < m. D’autre part, pour un tel 6, pour a,q tels que

0<g< dP(CZH)e, d|g et 0 < a < g, on définit les arcs majeurs

@an)  6) = {a € 0.1]] Jag - ] < D prEE)

et
(3.45) me) = J L o).

1<g<dp(d+1)o 0<a<q
dlq

De méme pour a, g tels que 0 < ¢ < P(dﬂ)e, et 0 < a < g, on définit

(3.46) m2)

a7q

(0) = {a € 0.1] Jag — af < -1 P+,
et

(3.47) me) = | U m&0).

1<q<p(¢i+1)9 0<a<q
pgcd(a,q)=1

On notera par ailleurs m(6) = [0, 1]\ (M®(9) UMP(9)) I'ensemble des

arcs mineurs. Avec ces notations, le lemme 3.3.9 devient alors
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Lemme 3.3.12. Pour e > 0 arbitrairement petit, pour tout o € [0, 1], l'une
au moins des assertions suivantes est vraie

1. ’Sd(Oé)| <<n,m,r,s dmfr+5+d1 (T+1)/2dP{n+2P;_T+1P7K9+€,

2. Le réel a appartient o () = MWD (9) UM ().

Remarque 3.3.13. Dans le cas particulier ot d = 1 on peut considérer les
arcs majeurs

Ma,q(0) = {Oz €[0,1] | |ag — a] < p—1+(d+1)9}

et le lemme 3.3.12 peut étre exprimé sous la forme suivante :

Lemme 3.3.14. Pour ¢ > 0 arbitrairement petit, ['une au moins des asser-
tions sutvantes est vraie

1. 1S ()| < Pmr2ppmrtl p=Kote
2. Il existe a,q tels que 1 < g < P(J‘H)e, pged(a,q) =1,0< a < q et le
réel o appartient & Mg 4(6).
3.3.3 Les arcs mineurs

On considére a présent § > 0 arbitrairement petit, 6y < m tels que

~ b 1
(3.48) K—2(d+1) > <25 + M) 0, ",
(3.49) 1> (bdy + da)(5(d + 1)6p + 9).

Remarque 3.3.15. Pour que les conditions (3.48) et (3.49) puissent étre
vérifiées, il est nécessaire d’avoir

. b . .
Soit encore
(3.50) K > (5b+2)(d+1),

ce que nous supposerons dorénavant.
Avec ces conditions, on a alors le lemme suivant :

Lemme 3.3.16. On a la majoration

dy (r+1)
m—r—+e+ = _ _1—
P m+1 pn—r+1 1-6
20 prlprerilp=l=6

/ 1Su(0)|dor < d
acm()



3.3. PREMIERE ETAPE 125

Démonstration. On considére une suite (6;); telle que

HT > 0T—1 > > 91 > 9(),
1

or < ———
TS bdy + dy

b
OrK >20+1+ ———
TIC > + +bd1+d27

Vie{0,...,T —1}, 2(d+1)(0ip1 —60;) <

[NCRIS)

Un tel choix de O7 est possible, étant donné que

K b
B sl e K> (26 4+ 1)(bdy +do) + b
b, Ot O K> 20 D(bdi+do) +h,

ce qui est assuré par la condition K > (5b+ 2)(d + 1) de la remarque 3.3.15.
Quitte & supposer P assez grand, on suppose de plus que T est tel que
T K P3.0Ona alors, d’aprés le lemme 3.3.12,

dy(r+1)

/ [Sq(a)|da < T le+2p2n—r+1P_KgT+E
agM(0r)

dl(rj»l)

m—r-—+e+ _ 1
od PlTn+1P2n T+1P 1 5‘

<d
Par ailleurs,
1 .
Vol(9m™M (6;)) < L j(@-1) p-1+(d+1)e;
(0 (6:)) > > .

qup(éﬂ)ei 0<a<q
dlq

< d—(d1—1)P—1+2(d”+1)0i’

Vol(i)ﬁ@)(&i)) < Z Z ld*dl P71+(J+1)92.

qu(d}mei 0<a<q q

pged(a,q)=1
< dh p1+2(d+1)6;

et donc

Vol(M(;)) < d~ (=1 p=1+2(d+1)0:

On a donc que

/ 1Sa(e)]da
aem(9i+1 )\SJI(GZ)

- dy(r4+1) /29 —(d1—1) p—1+2(d+1)6; +2 pn—r+1 p—K6;+
< mortetdi(r+1)/2°=(di-1) p ( )+1p1m pptp €
< dm—T+6+d1(7"+1)/2d~—(d1—1)PlTn+2PérLfT‘+1P(2(d~+l)—K)9,‘P—1+2(d~+1)(9i+1—9i)+€
< gmrtetd: (r+1)/2d~f(d171)P1m+1P2n—7”+1P71725+2(d'+1)(0i70¢+1)+5

< dm—r—l—s—l—dl(r+1)/2‘i—(d1—1)P1m+1P2nfr+1P—1—%(5.
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On obtient le résultat en sommant sur tous les i avec i € {0,...,7 — 1} et
T < P5.
O

Ainsi, 'intégrale de S(a) sur les arcs majeurs donne une contribution

: mortet W1 Dt pt
négligeable par rapport a d 2d PP PT Nous allons &

présent nous intéresser a la contribution des arcs majeurs.

3.3.4 Les arcs majeurs

Pour des raisons pratiques, nous allons introduire de nouveaux arcs ma-
jeurs. Pour tout 6 € [0, 1], a,q € Z, on pose

(351) f)ﬁ;’q(ﬁ) = {a c [0’ 1] ‘ ]oaq _ CL‘ < qdfd1pfl+(cz+1)9},

(3.52) me) = J U o, 0.
qup(zﬁfl)e 0<a<q
pged(a,q)=1
Remarquons que ce nouvel ensemble M (0) contient M(H). En effet, si a €
9)?((51);(9) pour un d|q et ¢ < dP@1? on a alors ¢ > d et

a

a—2l< q—ld—(dl—l)P—l-i-(J-i-l)H < d—dlp—l—&-(cf—kl)e?

donc si ¢ = ij avec pged(d’, ¢') = 1, on a alors ¢ < dP@+D9 et
‘aq/ _ a/| < q/d—dlp—l-l-(dN-&-l)G’
; : o 9
et donc a € M, ,(#). D’autre part il est immédiat que M2 (6) c M (6).

Par ailleurs, si p € [0, 1] vérifie les conditions (3.48) et (3.49), on a le
lemme suivant

Lemme 3.3.17. Pour dy > 2, les ensembles My, ,(0o) sont disjoints deuz a
deuz.

Démonstration. Supposons qu'il existe a € My, ,(60)NM, . (0o), avec (a, q) #
(d’,q"). On a alors (puisque pged(a, q) = pged(a’,¢’) =1) :

!/

1 a
a—==

— < < Zd—le—l‘i‘(d“‘l)eO.
qq

+

On aurait donc

1< Qqq/d—d1p—1+(zi+1)90 < 942—d1 p—143(d+1)0 < 2P‘1+3(‘i+1)9°,
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ce qui est absurde pour P assez grand, car d’apres (3.49),

1 1
Oy < = < = .
5(d+1)(bdy +d2)  3(d+1)

O

Puisque 9M(0y) C M (0p), le lemme 3.3.16 implique le résultat suivant :

Lemme 3.3.18. On a [l’estimation :

Na(Pr, ) = > > /

1<q<dP<J+l)90 0<a<q
pged(a,q)=

’ (90

dy(r+1)

+0 <dm—7“+€+ od P1771+1P2n—r+1p16> ]

Par la suite, étant donné a € My, (6p), on pose a = 7 1+ B, avec 18] <

d_d1P_1+(d+1)90, et on note :
a

(353) Saga= Y > > e (F(dbl,bQ,b3)>

b1 E(Z/q2)+ boc(Z/qL)m " bsc(zjqzyn—m+t N
et
(3.54) I(B) = [u,v,w)eleBszg e(BF(u,v,w))dudvdw.

[v]<|ul

On établit alors le lemme suivant ;

Lemme 3.3.19. Soit a € My, (6p). On a alors

Sd(Oé) — dm_TP{n+1P;_T+1q_(n+2)sa7qyd1(ddl PB)
L0 (dm—r—l—lPlrn+1P2717r+1P2((i~+1)00P271) .

Démonstration. On remarque dans un premier temps que

(3.55)

Sal)= Y 3 Yoo (ZF(dbl,bQ,b3)> Ss(by, by, bs)

b1€(Z/qZ) 1 boe(Z/qZ)™—" bye(Z/qZ)—m+1

ol

S3(b1, by, bs) = Z Z Z e(BF(dx,y,2)).

x=b1(q) y=ba(q) 2z=b2(q)
lz|<Pr |yl<dz|P |z|<P2
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Soient (x'y’,2") et (", y", 2") tels que

(q:l)l + by, qy' + bo, qz’ + bg) € PiBy x dPyP,By x PyB3,
et |qy’ + ba| < d|qx’ + by| P,

(QCU” + by, qy” + bo, qz” + bg) € P1B1 x dP1PyBy x PyBs,
et |qy” + by| < dlgz” + by | Ps,

T/ I i

T $|<2, ’y y’<27 |Z Z‘<2,

On a dans ce cas :

[F(q’ + b1, qy’ + by, gz + b3) — F(qz” + b1, qy" + bz, qz" + bs)|
< qdM PP+ qd P TTPR T 4 qdn P P T < qd™ P PR

Remarquons que lorsque g > P», I'égalité du lemme est triviale. En effet,
on a dans ce cas la majoration immeédiate :

‘Sd(a)’ < dm*TP{n-‘rlP;—?“-H

< dm—r-‘rlplm+1P2nfr+1P2(J+1)90 P{l

car P, < q < dP(J‘H)eU, et d’autre part :

A" P Py ()8, | I(d M PR)| < dm T P Py
—r+1 1 pn—r+1 p2(d+1)6y p—1
< @mrortipmtlpportl p2dti pol

On suppose donc dorénavant que P> > ¢. En remplagant alors S3 par une
intégrale on obtient :

Sg(bl,bg,bg,):/ / / e(BF (dqw, g, q))dudvd
lg@|<P1 Jgv|<d|qu| P2 J|qW|<P2
3 P r+1 P, P m—r P n—m+1
o (e (B (200" (1)
q q q
P r+1 dP; P m—r P n—m
(TG
q q q

En rappelant que |3| < d_le_H(JH)aO, et en effectuant le changement de
variables
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on trouve (puisque P = Pfl1 PQdQ)

513(b1’ b2, b3) — dm—TPITTL-i-lPQn—T-l-lq—(n-FZ)

/ / / e(BF(dPyu,dP, Pyv, P,w))dudvdw
lul<1 JJv|<|u| J]w|<1

+0 ( gBlat PPy (1’1>’"“ (dP1P2>’”‘T <Pz )"‘m“
b q q q
0 <P1)7"+1 <dP1P2>m—r <P2>n—m
q q q
_ dm—rplm-i-lP27L—T+1q—(n+2)j(dd1 Pﬂ)
+0 (dm—r+1plm+1PQn—r+1P2—1q—(n+2)P2(cZ+1)90) .

Puis, en remplagant S par cette expression dans (3.55), on obtient le résul-
tat. O]

En regroupant les lemmes 3.3.18 et 3.3.19, on trouve :

Ng(Pi, Py) = d™ " Ppipp—rt 3 ()

1<g<dP(d+1)%

> Saqa / ~ I(d“PpB)dp
0<a<q |B|<d—d1 p~1+(d+1)%
pged(a,q)=1
4 O (dm—r+1P17n+1P27L77‘+1PQ(d—}—l)GoP271 Vol(m/(go)))
dq(r+1)
+ O (dmr+€+ 12J P1m+1P2n—7‘+1P—1—6> .
En remarquant que
Vol(M(6p)) < > > 4~ p=1+(@+ )00 o g2—di p=1+3(d+1)0
i 0<a<
1<g<dPd+1)ég pgcd(z,q§1:1
et que
/ o dagas—aipt [ s,
|Bl<d—% p—1+(d+1)6g ‘5|<P('j+1)00
et en notant
(3.56) &4(Q) = g ) Sug.d
7q7
1<g<Q 0<a<q

pged(a,q)=1
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et
3.57 J(¢) = 1(8)dp,
(3.57) (®) /w (8)d5

on a

(3.58)  Na(Py, Po) = a7~ Pyt pyrrtindegs (P D) (P )
+0 (dmfr+3*d1 P{”+1p271—7"+1pfl+5(d'+1)90 P;l)

. dj (r+1)
m—r+e+ o P1m+1P2n—r+1P16>'

e <d
Or, d’aprés (3.49) on a supposé 5(d 4+ 1)0y + 6 < ﬁ, donc on obtient :
dm—r+3—d1 le—HP2n—7“+1P—1+5(d+1)90P2—1 < dm—T+3—d1 P{n+1P;_T+1P_1_5.

On définit & présent

(3.59) Sy = Z Z qf(n+2)5a7q7d,
g=1 0O<a<gq
pged(a,q)=1
(3.60) J= / 1(8)ds.
BER

Afin de pouvoir remplager J(P(‘i+1)90) par J dans (3.58), nous allons établir
le lemme ci-dessous :

Lemme 3.3.20. L’intégrale J est absolument convergente, et on a, pour tout
¢ assez grand :

] = J(¢)| < ¢

Démonstration. On choisit un élément 6 € [0, 1] vérifiant les mémes condi-
tions (3.48) et (3.49) que . Soit 3 tel que || > ¢, on considére Py, P, P
tels que 8] = P@*D? et on prend d = 1. On a alors que P~ € Mo.1(0),
et d’aprés le lemme 3.3.19

(3.61) Sy (P~18) = PmHIpr-rH(3) + O (P{nJrlPanr+1P2(d+1)QP271> .

D’autre part, P~!3 appartient au bord de Mg 1 (#), donc, puisque les 9, 4(6)
sont disjoints, pour tout € > 0 arbitrairement petit, on a, par le lemme 3.3.14,

(3.62) S1(P71B) < prt2py—rtl pmKote,
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Par conséquent, en regroupant (3.61) et (3.62), on trouve :

|I(ﬁ)‘ < P1P—K9+€ + O <P51P2(d+1)0>

b 1 5
_ praia; Kote +0 (P_ bdy+dy +2(d+1)9> .

Or on a d’aprés (3.49) que

1

- 2(d+1 1+1
. (d+1)8 > 3(d+1)0 + 9,

donc ) ; }
P—W‘i‘?(d‘f‘l)e < P—3(d+1)9—6 < |ﬁ|—3.

Par ailleurs, d’aprés (3.48), on a

X b
— 1 -
KO =2(d+1)0 > 25+ s

et donc

b
Pod i —K0+e

< P_Q((Z+1)6 < |B|_2-
On en déduit donc
[ s <o
1B]>¢
D’ou le résultat du lemme. O

De méme, pour pouvoir remplacer Gd(dP(J+1)90) par G4 dans (3.58), on
établit :

Lemme 3.3.21. Pourd; > 2, la série G4 est absolument convergente, et on
a, pour tout QQ > d assez grand :

64— 64(Q)] < max{dh+D/2+e 17,

pour & > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. On choisit un élément 6 € [0,1] vérifiant les conditions
(3.48) et (3.49). Soit ¢ > @Q > d quelconque et a tel que 0 < a < ¢ et
pged(a, g) = 1. On choisit P, P» > 1 tels que ¢ = dP+10 avec P = P{iledQ.
D’aprés le lemme 3.3.19, si a = g, on a

[Sal)| = d™ T P PR TS, a1 (0)
L0 <dm—r+1P1m+1P2nfr+1P2(d~+1)9p271> ‘

Par ailleurs, si ’'on pose # = # — v avec v > 0 arbitrairement petit, on a
alors que @ = ¢ ¢ M(0'). En effet, supposons qu'il existe a’, ¢ tels que d|q¢’
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¢ < APV < gpd+)d — o 0 <o/ < ¢, et a € 93?2,2,(9’). Il n’est pas

. . . /
possible d’avoir aq’ = ga’, car dans ce cas on aurait % = avec qd < q, ce

qui est absurde puisque pged(a, g) = 1. On a alors
1<aq —dq| < qd_(dl—l)P—H(dﬂ)@' < 24 p—1+2(d+1)8

ce qui est absurde car 6 < 2(d~1+1) d’aprés (3.49) et di > 2. De la méme
maniére, 8'il existe a’, ¢’ tels que ¢ < P+ < gpd+1)0 — ¢ 0 < o < ¢,

pged(a’,¢') =1et a € Qﬁg%?q,(a’), on a

1< Jagd —dq| < qd—d1P—1+(J+1)9/ < dl—d1P—1+2(d~+1)0.
Par conséquent, d’aprés le lemme 3.3.12, on a
|Sq(a)] < dm*”fﬂh(r+1)/2dp1m+2p2n—r+1P7K9’+5
et on obtient donc (étant donné que I1(0) < 1), pour v assez petit :
|1Sa.q.dl < ¢"T2dh (r+1)/2d+sP1P—K9/+s i (dqn+2p2(ci+1)ep271>

< dd1(r+1)/2d_+sqn+2pﬁ—f<9+25 + (dqn+2p2(fi+1)9—m> )

Or, par les conditions (3.48) et (3.49) on a (pour § = &'(d + 1))

b ~ J5 ,
praia K02 o p2Adi1)o-8'(d+1)0 _ —2-5
i . i
P2(d+1)0—m < p3d+1)-s q*?’.
On a donc ;
q—(n+2)|5a7q’d| < qh(r+1)/2 +5q—2—5 +dg
et ainsi

Sa—Ga @I <> Y q " S0l

¢>Q 0<a<q
pged(a,g)=1

< max{dd1(7“+1)/2‘i+e’d}z Z q—z—af

¢>Q 0<a<q
pged(a,q)=1

< max{d® (TH)/QJJFS, a3Q7.

Remarque 3.3.22. Remarquons que
G4(d) < d?,
et donc le lemme précédent nous donne une majoration de Gy ;

84| < d? + max{d1T+V/2 e g0 < max{dh D2 g2},
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En utilisant les lemmes 3.3.21 et 3.3.20, et en notant
(3.63) og=d""T NG,
on obtient finalement la proposition 3.3.1.

Remarque 3.3.23. Une démonstration analogue dans le cas ot Py < Po, et
Py, = P}, fournit exactement la méme estimation de Ng(Py, P2) lorsque

K > max{d1 + udo, 7(d1 +dy — 1)}

3.4 Deuxiéme étape

Dans cette section nous allons établir, pour un @ € Z"*! fixé , en notant
k = |x|, une formule asymptotique pour

Nyz(P2) = Card {(y,z) € (dkP2By x PoB3) N Z" "1 | F(de,y,z) =0},

lorsque @ appartient & un ensemble ouvert particulier que nous préciserons.
A cette fin on pose

(3.64) S, Z Z e(aF(dz,y, z)),
yezZm " zeZn 1
Iylsdsz |z|<P2

et on remarque que

1
Nd,:c(Pz):/ Sa,qz(a)de.
0

3.4.1 Somme d’exponentielles

En appliquant le méme procédé que pour la section 3.3.1, on a, pour x
fixé :

|Sd7-’”(a)‘2d2_l < ((dkPQ)miT)TiQ_l*d? (Pg—m+1)2d2*1_d2

Z Z H min { QYd,x,j ((y(i)a z(i)>i€{1,.‘.,d2—1}) ‘ ‘1}

gD 2 y(d2=1) z(do=1) j=r+1
lyW|<dkPy |y 27D |<dkP,

|z <Py |z(d2=1) <Py
avec

. dkPy si je{r+1,...,m}
7 P, si je{m+1,..,n+1}

N 1 da—1
Yd,x,j ((y(z)>z(z))ie{l,...,d2—1}> = Z Fuz i ju 1(1)"'uz(d22_1)’
i=(i1,idy 1) E{r 1,1 )02
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ou
yi si ief{r+1,..,m}
u; = o ,
zi st ie{m+1,.,n+1}

et les coefficients Fyg ; ; sont symétriques en (¢,7) € {r+1,...,n + 1392, A
partir de 1a, on montre, comme dans la section 3.3.1 (voir formule (3.36))
que

- dg—1_ dy—1_
‘Sd,m(a)|2d2 "< ((dkpz)m*T+€)2 277 —d2t+1 (P2n—m+1+5)2 2=1_dyt1

Mg (o, dkPy, Py, (dkPy) ™', Pyt

ou l'on a noté pour tous réels strictement positifs Hy, Ho, B1, By :

Md,ac (a’H17H27Bl_1>B2_1) = card {(y(1)7z(1)7 "'7y(d2_1)az(d2_1)) | |y(l)| < Hla

20| < Hy, et,Vj € {r+1,..,m} Hamm’j ((y‘i%Z(i))z-e{l,...,drlﬁH < Byt

On en déduit :

Lemme 3.4.1. Si P > 1, kK > 0 et ¢ > 0 arbitrairement petit, l'une au
moins des assertions suivantes est vérifice :

1. [Sqo(a)] < (dkymrepy i por,
2. My (, dkPy, Py, (dkPy) =1, Py V) > ((dkPy)m—r) ™t (ppmt1) ! p2tin
Or, pour (y@, Z(i))ie{17_._7d2_2} fixés, le réseau défini par les (y(%2—1), z(d2—1)
et les formes linéaires ayg o ; est symétrique (i.e. si vg 2 j(u) = Zle{r+1,...,n+1} Ajiu,
alors A;; = A; ;). On peut donc appliquer le lemme 3.3.7, avec des parameétres
aj, Z1, Z> bien choisis.
On pose
Zy=1
7y =Py tpY
Vie{r+1,..,m}, aj=dkPy ’
Vj e {m—|— 1,...,n+ 1}, aj = P

avec 6 tel que P? < P, de sorte que

\V/jE{’l“—i—l,...,m}, ajZQ = dkP, CLJIZQ = (dk‘Pg)_l
Vie{m+1,..n+1}, a;Zy = P a;'Zy = P;'

Vi€ {r+1,..,m}, a;Zy = dkP’ a;'Zy = (dk)7'Py?PY
Vie{m+1,..n+1}, a;Z0 = P° a;'Z) = P;?PY
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Puis, on réitére ce procédé avec (y(@2=9, 2(42=0) pour i € {2,...,dy — 1},
en choisissant :

G- 1ye
Zy=PFP, * P 2

G+ (i+1)0
2

Z1=P, ?
(i+1) (i-1n6
Vie{r+1,..,m}, aj =dkP, * P~ 2
(1+1) (—-1)0

Vie{m+1,..,n+1}, aj=P, 2 P 2

de sorte que

VJ S {T‘ +1,.., m}, ajZ2 = dkP» Qj_1Z2 — (dk)—lpz—ip(i—l)G
VJ € {m+ 1,...,71—{—]_}, ajZQ = P2 a;122 — PgiP(i—l)B
Vje{r+1,..,m} a;Z1 = dkP’ a;'Z; = (dk:)‘_lP;(”l)Pw
VJ S {m+ 1,...,71—{—1}, CLjZ]_ = P9 a’j_lZ]. — P;(Z+1)Pi0.

On obtient alors finalement :
My (a,dkPy, Py, (dkP3) ™, Py )

P, (da—1)(n—r+1)
< <P‘9> M4 (a, dkP? PY (dk)~t Py 42 pld2=1)f P;d2p(d2—1>9> .

On remarque par ailleurs (en utilisant le lemme 3.3.10) que

Mag (o, diP?, PP, (dk) ™' Py % Pl py 2 plea=1)t)
< (dk)(dQ_l)(m_r)MCLw (O[, P97P0’ (dk)—lpz—dgp(dz—l)e,PQ—de(dz—l)Q)

On a donc le lemme suivant :

Lemme 3.4.2. Si P > 1, Kk > 0 et ¢ > 0 arbitrairement petit, ['une au
moins des assertions suivantes est vérifice :

1. |Sqz(a)| < (dk)m—rte ppti-rtep=r,
2.

]\4(1773 (Oz, PG’ PO’ (dk)flpgdzp(dgfl)ej P2—d2P(d271)0>
S <P€> (n—r+1)(d2—1) P—2d2_1fi.

Remarquons a présent que s’il existe jo € {r + 1,...,n + 1} tel que
Vd,®,jo (A(y(z)vz(z))ie{l,...,dg—l}) # 0 pour un certain (y,z0);cqq 41y tel
que |[y®| < P?, |20 < PY pour tout i € {1,...,dy — 1}, et

HO/Yd,w,jO ((y(l)’ Z(i))ie{l,...,d2—1}> H < P;dzp(d2_1)97
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alors en posant ¢ = vazjo (¥, 2)icq1,. . a3-13), on a ¢ < drkh Pl

et il existe a tel que
lag — a| < Py pld2=1)?,

i 2 ) ~X ! Y ~X b
Quitte a changer 6, on peut supposer ¢ < dhkhpd-10 (o < ¢ < ¢
pged(a,q) =1 et 2|ag — a| < P§d2P(d2_1)9. Dans ce qui suit, on posera

(3.65) mgf}”(e) = {oz €[0,1] | 2lag — a| < P2—d2P(d2—1)9}’
(3.66) mi=e)= U U i)
q<dd1kd1 p(d2—1)6  0<a<g
pged(a,q)=1

On en déduit donc :

Lemme 3.4.3. Si P > 1, kK > 0 et ¢ > 0 arbitrairement petit, l'une au
moins des assertions suivantes est vérifice :

1. Sua(@)] < (A PpHITH P,
2. le réel o appartient a M= (9),
3.

Card { (4, 2V)icqr, a1y, [y < P7, 120 < P,
et Vj € {r+1,n+ 1} am (W02, ay1y) =0}
)(H*TH)(dz*l) P2

> <P"

On définit a présent, pour x fixé :

F
(3.67) Vig = {<y,z> € CPH Wy € {r +1,.ym), gy«c,y,z) —0
J

F
et V€ {m+1,...,n+1}, (i(w,yvz) =0}-
k

Remarquons que, puisque F' est homogéme de degré dy en (x,y), on a pour

tous j, k :

oF oF

—(dx,dy, z) = dh—1— x, Y,z
8yj( ) 8yj( )
oF oF
——(d=z,dy, z) = d" ——

aZk( z,dy, z) aZk(fc,%Z)

et donc 'application (y, z) — (dy, z) réalise un isomorphisme de V5, sur
V5 », donc en particulier :

dim V5’4, = dim V3.
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On note par ailleurs :
(3.68) Ay ={xe C | dimVy, <dimVy — (r+1)+ A},

ol A € N est un paramétre que nous préciserons ultérieurement. Par abus
de langage on notera

AN(Z) = Ay N Z™HL.

Supposons a présent que = € A3(Z) et que I'assertion 3 du lemme 3.4.3
est vérifiée. Posons par ailleurs Ky = k/6. Si L3 4 5 est la sous-variété affine
de A(=r+1(d2=1) definie par les n — r + 1 équations

Vd,x.; ((y(i)7Z(i))ie{l,...,c@q}) =0,
on a alors, d’aprés la démonstration de [Br, Théoréme 3.1] :
dim Lo gz = (n—7+1)(d2 — 1) — 227 Ky,
On considére d’autre part 'intersection avec la diagonale
(1) —  — 4y(d2—1)
Dy: { Yo Yy
On a, sous la condition 3,

dim(ﬁg’d’w N Dz) > dim £2’d7w — (n —r+ 1)(d2 — 2)
>n—r+1-2%271K,

On remarque par ailleurs que Ly 44, N Do est isomorphe a V;fdw, et donc,

puisque & € A}(Z), et dim V', = dim V3, on obtient
221 >n—r+1 —dim Vg, >n+2—dimVy — A
On posera donc dorénavant
(3.69) Ky = (n+2—dimVy — \)/2%!
et le lemme 3.4.3 devient alors :

Lemme 3.4.4. Si x € A)(Z) et si e > 0 est un réel arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

1. |Sqz(a)| < (dk)m—r+e ppi=rie p=Ka0
2. le réel o appartient a MH®(0).

Pour tout le reste de cette section on fixera P = P,. Avant d’aller plus
loin, nous établissons une propriété de I’ensemble Aé\
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Proposition 3.4.5. L’ensemble A%‘ est un ouvert de Zariski de A"gl, et de
plus, on a

Card {:c e [-P, PN (AN ZTH} < Pri=A,

Remarquons que ceci implique que [’ouvert A%‘ est non vide lorsque A > 0.
Démonstration. On commence par montrer que {z € A5 | dim Va'e 2 A}

est un fermé de Zariski de A’gl.

Notons Y le fermé de AG" x Pg™" définit par :

oF
Y = {(:c,y,z) € AE+1 X PTCL;T |\V/] € {m+ ].,...,Tl+ 1}’873/‘(21:’y’z) =
J

F
et Vke {m+1,...,n+ 1}, ng(:c,y,z): }

La projection canonique
. r+1 n—r r—+1
m:Y CAS xPe = AT,

est un morphisme projectif, donc fermé. Par conséquent, d’aprés [G-D, Co-
rollaire 13.1.5],
{ze AT | dimY, > A —1}

est un fermé, et puisque dim Y, = dim V3¢ — 1, ensemble
{z e AT | dim Vo = A}
est un fermé de Zariski de A’gl.

Nous allons & présent montrer que dim(A3)¢ < 7 + 1 — X. On remarque
que
YN () xPE )= || =)
zE(AY)"

On a alors
dim(A3)¢ +dimVy — (r+ 1) + A =1 < dimY = dim V5* — 1,

ce qui implique
dim(A)° <7 +1— ),

et donc
card{x € [— P, Pl]r—H N (A%)C(Z)} < P{—H_A

(cf. démonstration de [Br, Théoréme 3.1|). O
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3.4.2 Méthode du cercle

On fixe & présent un réel 6 € [0, 1]. On suppose de plus que

(3.70) Ky > 2(ds — 1),

On notera

(3.71) o(d, k,0) = (dk) P{P~?,
(3.72) As(0, K2) = 0(K> — 2(d2 — 1))

Nous allons & présent, comme dans la section précédente, séparer I'inté-
grale sur [0, 1] de S(«) en intégrales sur les arcs majeurs et les arcs mineurs.
Commengons par traiter le cas des arcs mineurs.

Lemme 3.4.6. Pour tout x € A5(Z), on a la majoration :
/ 1Sy z(@)|da < (di)Dtm-r+e P;+1_T—d2—ﬁ2(97K2)+5'
agmd=(0)

Démonstration. On considére une subdivision de U'intervalle [0, 1]
0<fO=0<th <..<Op_1<0p=1

telle que

(3.73) 2(0i41 —0i)(d2 —1) < e

et T < P5 pour € > 0 arbitrairement petit (et P, assez grand). Puisque
x € A)(Z), le lemme 3.4.4 donne

/ 1S (0)|da < (di)m—rte ppi-r—Kaore
agMm=(07)
< (dk)m_r+5P;+1_r_d2—A2(G,Kz)—i-e'

Par ailleurs, on remarque que

vol(smd@(e)) > T gyt

pged(a,q)=1

On a alors pour tout i € {0,...,T — 1} :

/ Sie()lda
aemd’z(6i+1)\md'm(9i)

< (dk)mfr%»sPQnJrlferQGHr& Vol (md,m (‘%—&-1))

_ 1—r—Ko0;+e—do+2(d2—1)0;
< (dk‘)m r+d1+5p2n+ T 20;+e—da+2(d2—1)0;4+1
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Or,
20i+1(d2 — 1) — KQGZ' = 2(92'_’_1 — 91)(612 — 1) — AQ(QZ', KQ) <€ — AQ(@, KQ)
et donc

/ 1Sy (a)|da < (dk)m—rtdite preimr—di=fa(0.Ko)+e
a€Mbe(0;41)\M=(0;)

et on obtient le résultat souhaité en sommant sur les i € {0,...,7 —1}. O

On définit a présent la nouvelle famille d’arcs majeurs :

79y Le0) = {oe 0.1]] 2lag —a < gBy =BT
(3.75) M 4= () = U U o=
qg(dk)d1P(d2—1)0 0<a<gq
pged(a,q)=1

—da+30(d2—1
(dk)2d1P2 2+30(d2—1)

Lemme 3.4.7. Si l'on suppose < 1, alors les arcs

mageurs Dﬁaw:q(ﬁ) sont disjoints deuz o deux.

Démonstration. Supposons qu’il existe o € zm’d m(9)ﬂ9ﬁ,d *(0) pour (a,q) #
(@.q). 0.4 < 9(d.k,0).0 < a < .0 < a’ < ¢ et pged(a,q) = pged(d', ) =

1. On a alors ,

1 < a i, < P27d2+9(d271)
qq q q
et donc
1 g qqlP2—d2+9(d2—1) g (dk>2d1P2_d2+36(d2_1),
d’ou le résultat. O

Remarquons que puisque MM®(9) sm’d»w(e), d’aprés le lemme 77, on a
le résultat suivant :

Lemme 3.4.8. Soit x € A(Z), on a alors que :

Nd@(PQ) = / ' d,w Oé)dOé
a€Mq 3" (6)

ngs(d k,0) 0<a<q
pged(a,q)=

+0 ((dk)dl+mfr+z-:P2n+1*T*d2*A2(9,K2)+8) '

!
On considére a présent x € Z"! quelconque, et on suppose o € 93?;{’;3(9).

On pose f# = a — ¢ et donc 18] < %P{dﬁ(drl)e

dessous :

. On a alors le lemme ci-
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Lemme 3.4.9. On a lestimation

Sd,:c (a) _ (dk,)m—rpgtﬂdrlq—(n—r—I—l)Sa,q’d(m)Iw (ddl P2dQB)
+0 ((dk)2d1+m—TP2nfr+20(d2*1)) ’

avec

(3.76)  Sygalx) = 3 e (ZF(d:c, by, b3)> ,
n—m-+1

(b2,b3)€(Z/qZ)™ " x(Z/qZ)"~

(3.77) I(B) = e(BF(x, kv, w)) dvdw.

/(v,w)e[—l,l]m" X [_171]n77n+1

Démonstration. Lorsque Py < g, 'égalité est trivialement vérifiée car alors
le terme d’erreur est dominant. En effet, dans ce cas, on observe que :

|Sd w(a)‘ < (dk’)m_TPn_T'H < (dk)m—rpn—frq
b 2 2
m—r pn—r+260(da—1
< (dk)*tm=rp] (d2=1)

)

et

(dk)™ " Py g IS, g @) | e (d P2 B)
< (dkj)m—rp2n—r+1 < (dk)2d1+m_rp2n—r+29(d2_1)’

d’ou le résultat. Nous supposerons donc dorénavant que g < P,. On peut
écrire

(3.78)
Sqz(a) = 3y e <ZF(d:c, bs, bg)) S5(ba, bs),

(b2,b3)E(Z/qZ)"—" x (Z/qZ)—m+1

ou

Sa(b,bs) = Y Y e(BF(dw,y,y)).

y=b2(q) 2=bs(q)
‘y‘gdkpg |Z‘SP2

Sil’on considére qy’ +ba, qy” + by € [—dkPs, dkPs] et gz’ +bs, qz" +bs €
[—PQ, PQ] avec

/

|y/_y//|<<17 ’Z —Z”|<<17

on a

|F(dﬂ3, qy, =+ b2a qzl + b3) - F(d:l,', qy” + b2a QZ” + b3)| < Q(dk)dlpgz_l’
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Ainsi :

S3(b27b3) = e(ﬁF(dm,q'D,qﬁ))) dodw

€[~ dk Py, dk Py)m "
qWE[— Py, P71

+0 <q|ﬁ|<dk>d1Pzd“ (qu&)w (?)n_w)
() ()7)

En rappelant que |3| < 1P7d2+(d2 D9 g« o(d, k,0) = (dk)¥ P(d2=1)0 et en
considérant le changement de variables qf) = dkPyv, qw = P,w on trouve

(dk,)m—rpglfﬂrlq—(n—r—f—l)[w(ddl P2dZ ﬁ)
+0 (q—(n—T)(dk)m—r+d1 P2”*7"+(d2*1)9> )

En remplacant S35 par cette nouvelle expression dans (3.78), on obtient le
résultat. O

On pose dorénavant

~ 1 _
(3.79) o(P2,0) = S P,

(3.80) n(0) = 1 — 50(ds — 1).

Lemme 3.4.10. Pour x € A)(Z), et ¢ > 0 arbitrairement petit, on a l’es-
timation suivante :

Naw(Py) = (dk)™ " Py %S 4 (¢(d, k, 0)) Jaa(3( P2, 0))
+0 ((dk)d1+m—r+sp2n—r+l—d2—Az(0,K2)+8>+O ((dk)4d1+m—rP2n—r+1—d2—n(9))

ol
(3.81) Gue(@) =Y ¢ " N Sugal),
q<Q 0<a<q
pged(a,q)=1

(3.82) Jaa(6) = /|B<¢Im(ddlﬁ)d6-
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Démonstration. On notera

El _ (dk)d1+mfr+sp2n—7°+1—d2—A2(0,K2)+5

By = (dk)*h = Py vl (e ) ).
D’aprés les lemmes 3.4.9 et 3.4.8, on a :

Nag(Py) = (dk)""Py~7+0 Y7 gm0 N S, pa(®)

a<é(d,k,0) 0<a<q
pged(a,q)=1

[ L@ P{5)d5 + O(E:) + O(E).
|BI<Py “2¢(P2,6)

Par un changement de variable, on a

I (d" P2 3)dp = Py ™ / I (dMB)ds

|BI<H(P2,0)
(

/ﬁ|<P2d2q3(P2,e) é
= Py J10($(P2,0)).

On remarque par ailleurs que

Vol(i)ﬁ’f”(e)) < Z Z pyda+(da=1)0

q<(d,k,0) Osa<qg
pgcd(a,g)=1

< (dk)2h py L A3
et donc

Fy <« (dk;)4d1+m_7"P2n*7‘7d2+59(d2*1) — (dk)4d1—‘rm—rP;l*rJrlfdQ*n(H)

)

ce qui clot la démonstration du lemme. O

Par la suite, on pose

(3.83) Cia= q " > 5, (@),
q=1 0<a<q
pgcd(a,q)=1
(3.84) iz = / I.(d%B)dg.
R

Lemme 3.4.11. Soit © € A(Z), et ¢ > 0 arbitrairement petit. On suppose
par ailleurs que do > 2. L’intégrale Jy, est absolument convergente, et on
a:

| Ja.2(B(P2,0)) — Jyo| < PIEVE) oy (Ps (dk)°} .
On a de plus |Jg .| < (dk)°.
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Démonstration. On considére 3 tel que || > &(P3,0). On choisit alors des
parameétres P et 6’ tels que

(3.85) 18] = Pe’ (d2=1),

(386) P*KQGI — P71+29/(d271) (dk)le.
Remarquons que ces deux égalités impliquent

log(2|3])

B a0 (o ) o) + o)

donc en particulier

(3.88) 0 > min{l, m}.

Par ailleurs, I’égalité (3.86) implique
P72+49/(d271)(dk)4d1 <1

donc, pour dg > 2
P—d2+39'(d2—1)<dk)2d1 <1

et ainsi, d’aprés le lemme 3.4.7, les arcs majeurs S)ﬁgj?f(@’ ) correspondant a
P et ¢ sont disjoints deux & deux. Le réel P~%f3 appartient au bord de
Mo.1(0'), et donc par le lemme 3.4.4, on a 'estimation :

|Sa0(P~%B)| < (dky™—T prrtl-Kat'+e

D’autre part, le lemme 3.4.9 donne :
Saa(P~%6) = (k)™ "P" " I(dM ) + O ((dk)m—”?dl P”‘T“"'(d?‘l)) .
On a ainsi :

|I(dd1ﬁ)| < P—K20’+6 + (dk)2d1P—1+20’(d2—1)
< P—K29/+€

—L‘f‘#
<<‘B| (da—1) " 07(dp~1)

Remarquons que, puisque 6’ > min {1, l?ogg((zﬁ‘)) },

W‘e'(#—l) < max{|B|%, (dk)='},
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pour € > 0 arbitrairement petit. On a donc

|Jd,m(¢3(0)) - Jd,w

©)
~ 1_L ~ / /

< ¢(0) @Y max{a(0)*, (dk)® }

< PYT R P (k)Y

< / |8 max{|°, (dk)° }dB
|B]>¢

avec ¢’ arbitrairement petit.
D’autre part, en choisissant P» < 1, cette inégalité donne

[ Ja,z(0(0)) — Juz| < (dk)7",

et puisque |Jg.(4(0))| < 1 lorsque P> < 1, on a immédiatement
aal < (dR).
O]

Lemme 3.4.12. Soit x € A(Z), et € > 0 arbitrairement petit. On suppose
par ailleurs que do > 2. La série G, est absolument convergente, et on a :

1S 02(3(d, k. 0)) — Suz| < (dk)2t+ep)PlmD=R),

On a de plus |Sg 4| < (dk)?h+e.

Pour démontrer ce lemme on introduit pour x fixé et P > 1 la nouvelle
série génératrice :

Sizla)= > > e(aF(dz,y,z)).

ly|<P |z|<P
De la méme maniére que pour le lemme 3.4.4, on établit :

Lemme 3.4.13. Si e > 0 est un réel arbitrairement petit, l'une au moins
des assertions suivantes est vérifice :

1. |S(/i,m(a)| < Pn+1—r+£—K29’
2. le réel o appartient & M= (H).

Démonstration du lemme 3.4.12. Soit ¢ > ¢(d, k,0) et « = % avec 0 < a < q
et pged(a, ¢) = 1. On a alors que S 44(x) = 57, (a) avec P = ¢. On consi-
dere ' tel que q = (dk)®¢(2=D? Si §” = ¢’ — v pour v > 0 arbitrairement
petit, on a alors que a ¢ IMM%®(0"). En effet s'il existait o/, ¢’ € Z tels que
0<d <, pgedld,q) =1, ¢ < (dk)hg? (1) < get o e Qﬁz}z,w”), on
aurait alors 7

1< |ag' —dq| < g+ (&0,
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ce qui est absurde pour dy > 2. On a donc, d’aprés le lemme précédent :
[Sug.a(@)| < gt

Par conséquent

Guw(d(d k,0) — Gaal < > ¢ NS, gal@)]

g>(d,k.0) 0<a<q

< Z q—(n—r+1) Z qn+1—r+a—K2€’

q>(d,k,0) 0<a<q
< ¥ q—(df—fmﬂﬂ(dm%
7>¢(d,k,0)
< (dk) @D §(d, k, )@ e
< (dk:)2d1+6P20(2(d2_1)_K2)+5

Par ailleurs, en prenant P, < 1 cette majoration donne :
1S az($(d, k,0)) — S| < (dk)*De,

et en considérant la majoration triviale |&,4(¢(d,k,0))| < (dk)*¥, on
trouve finalement
|G| < (dk)* e

On déduit des lemmes 3.4.10, 3.4.12 et 3.4.11 le résultat suivant :

Lemme 3.4.14. Soit x € A(Z). On suppose fizés 6 € [0,1] et Py > 1 tels

que (dk)lePQ_dﬁge(drl) < 1. On suppose de plus que Ko > 2(d2 —1). On a
alors que

Nug(Ps) = G 5Jaz(dk)™ " Py~ "% 4+ O(E,) + O(Es),

avec
EQ — (dk)4d1+m—rp2n—r+1—d2—n(9)

Es = (dk‘)2d1+m_r+6P2n_T+1_d2_A2(0’K2)+E
et € > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. Nous avons déja vu avec le lemme 3.4.10

Naa(P2) = (dk)"™ " Py~ 1726 4,0(6(d, k., 0)) Juz($(6)) +O(E1)+O(Ez),

ou
By = (dk)dl+m—r+5P2n*7"+1*d2*A2(97K2)+E < Fs.
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Par ailleurs, d’aprés les lemmes 3.4.12 et 3.4.11, on a

Gaz(d(d,k,0))J12(0(0)) — Caxdiw
< Guw(0(d,k,0) — Gual | Jaz| + |Gan(d(d, &, 0))| | Jam(d(8)) — Jiw
< (dk,)2d1+25P29(2(d2—1)—K2) + (dk)2d1+€P29((d2_1)_K2) max {P%, (dk)®}

et en multlipliant cette inégalité par (d/f)m_”P;*Ml*d2 on obtient un terme
d’erreur

_ —r+1—das—A2(0,K.
(dk’)2d1+m T+€P; r+ 2 2(0,K2)+e _ Eg,

d’oul le résultat. O

En fixant § > 0 tel que 6 < m (de sorte que n(#) > 0), on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 3.4.15. Soit ¢ € A(Z). On suppose que Ko > 2(dy — 1). Il
existe alors un réel & > 0 arbitrairement petit tel que :

Nd@(PQ) — dejd’m(dk)mfrpgz—?“-i-l—dg +0 ((dk)mfr+4d1 P;—r—i—l—dz—é) ’

dy—1
uniformément pour tout k < al_lP2 e

dy—1
Remarque 3.4.16. La condition d’uniformité k < d_lP22d1 découle de la

condition (dk)?h P;d2+39(d271) <1 du lemme 3.4.14.

Dans ce qui va suivre, pour P, = P}, avec u > 1 on introduit la fonction

(389)  golu,6) = (1 _ 2 >_1 5(ds — 1) (P’Zl + 25) ,

u
ainsi que
(3.90) Nga(Py, Py) = Card {(sc,y,z) €722 |z € A)(Z), |z| < P,
|y| < d|$’P2, |Z’ < P2> F(dw,y,z) = O} :
On a alors le résultat ci-dessous :

Proposition 3.4.17. On suppose Ko > 2(dy — 1), da > 2, P, = P{* avec u
supposé strictement supérieur a bdy, et de plus que

Ky — 2(d2 — 1) > gg(u, (5)
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Alors :

Naa(Pr, P2) = S Guadagd” M| Py
xzeP1BINA}(Z)

+ O <dm—r+5d1 Pierlfdl P2nfr‘+1fd275> ’

pour § > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. Nous poserons ici P = PlleQd?. Commengons par démontrer

_3_5
que la propriété est vraie lorsque d?% > PP, > . Dans ce cas on observe
que d’une part (en utilisant les lemmes 3.4.12 et 3.4.11) :

- - n—r+1—d
S Sawdaed™ T | Py
:1:€P181|"‘|Aé(2)
m—r+2d1+2e pm+1 pn—r+1—da
<d prilp

< dm—’r’-‘r5d1 PlTn+1P2n*T+1fd2d—2d1

< dm—'r+5d1 P1m+lfd1 P;’L*T‘#»l*dgfé

et d’autre part :

Nya(Pr, Py) < d™ " prtipp—rl
« qrr S pretl pner 1 p-3 P2%+%
< mrthd P1m+1—d1 P2n—r+1—d2—§
L’égalité du lemme est donc vérifiée.

_3_§
Supposons a présent que d?¥ < PP, > ". Si 6 est tel que
(391) d2d1P12d1P2—d2+39(d2—1) < 1,

alors d’aprés le lemme 3.4.14 :

Naa(P1, Py) = Y Gaadiad™ 2™ | Py RL0(6)+0(Es),
z€P B1NAY(Z)
avec
Ey = Z (d’w‘)4d1+mfrp2n—r+1—d2—77(9)
zEP1BINAS(Z)

ddr+m—r pddy+m+1 pn—r+1—da—n(0)
<d P P

5d
_ JAdi+m—r pm+l-di Pn—r+1+71—d2—77(9)
= 1 2
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et

Ey = Z (d‘w|)2d1+m—r+€P2n*7"+1*d2*Az(9,K2)+€
zEP1B1NAY(Z)

2d1 +m—r+e pm+1—d; pn—r+1—da+
<d pri=dip]

3 Ag(6,K2)+2¢

Rappelons que 1n(f) = 1 — 50(dy — 1). On choisit alors

1 5dy
h———  (1-2%_5
5(d2—1)< u )’

_3
de sorte que d’une part, en utilisant I'inégalité d*% < PP, 510 on a :
—dog3(1= 54 _ 31—
d2d2P12d1 P;d2+39(d2*1) — d2d2P12d1 P2 d2+5(1 m 3) — d2d2P—1P25 (1-9) < P_é,
la condition (3.91) est donc satisfaite, et on a de plus
5dy
— —n(0) = 4.
- —n(0)
On a par ailleurs, puisque Ky — 2(dy — 1) > ¢a(u, ),
3d
Ky —2(dy—1)> 67! <1 + 25> ,
u
et donc 24
AQ(G,KQ) -= > 25)
u
d’otu le résultat. O

3.4.3 Lecasdy,=1

Lorsque dy = 1, on peut obtenir des résultats semblables a ceux du corol-
laire 3.4.15 et de la proposition 3.4.17 en utilisant des résultats de géométrie
des réseaux. On introduit la définition suivante issue de [Wi, Definition 2.1] :

Définition 3.4.18. Soit S un sous-ensemble de R, et soit ¢ un entier
tel que 0 < ¢ < n. Pour M € N et L > 0, on dit que S appartient &
Lip(n,c, M, L) s’il existe M applications ¢ : [0,1]""¢ — R"™ vérifiant :

lp(x) — d(y)ll2 < Ll — yll2,

||.||2 désignant la norme euclidienne, telles que S soit recouvert par les images
de ces applications.

On a le résultat suivant (cf. [M-V, Lemme 2]) :
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Lemme 3.4.19. Soit S C R™ un ensemble bordé dont le bord S appartient
a Lip(n, 1, M, L). L’ensemble S est alors mesurable et si A est un réseau de
R"™ de premier minimum successif A1, on a

card(S N A) — z;léii ‘ < ce(n)M (fl + 1)n_1 ,

ot c(n) est une constante ne dépendant que de n.

Soit z € A(Z) fixé (pour un entier A tel que A < n + 2 — dim Vy)
de norme |x| = k. Puisque d2 = 1 le polynéme F(dx,y, z) est une forme
linéaire en (y, z) que l'on peut réécrire

n+1
F(dz,y,z) = Z i(dx)y; + Z i (dx)z;,
j=r+1 j=m+1

avec A;(dx) ou Bj(dz) non tous nuls (car x € A3(Z)). On note alors Hy,
I'hyperplan de R*~"*+! défini par

F(dzx,y,z) =0.
On note par ailleurs Cy 4 le corps convexe By, N Hg g ol

Bd,m = {(y7 ) ‘ ’y’ dk, ‘Z‘ }

et Agy le réseau Znt N Hj .. Nous allons appliquer le lemme 3.4.19 a
S = PyCyq et A = Agg vus respectivement comme un sous-ensemble et
un réseau de Hy, de dimension n — r. Nous allons pour cela montrer que
0C44 € Lip(n — r, 1,207 (dk)™ " (n — r — 1)v/n — r + 1). Une face du
polytope Cy . est obtenue en prenant l'intersection d'une face 7 du polytope
Bi gz avec Hgy,. Considérons par exemple l'intersection (supposée non vide)
delaface F = {z € Byg | 2n+1 = 1} avec Hy 5. Pour simplifier les notations,
on pose
aj = Aj(dx) pour je{r+1,..,m}
{ Bj = Bj(de) pour je{m+1,..,n+1}

de sorte que Hy, a pour équation o, y1yr41 + ... + m¥Ym + Bmt12m+1 +
o+ Bnt12n+1 = 0 (les o ou les Py étant non tous nuls). Par ailleurs on
remarque que l'on peut subdiviser Cy, en une union de n—rl(gk)ym—r
polytopes Cy 4 a,e Plus petits en posant

T ,x,a,e5
Cd U U Cdmae

a=(ar41,....am)E{—dk,...,dk—1}m—" e=(e1,....en)E{—1,0}n—m+1

m n+1

Cd,:c,a,e = Hd,:c N H [aja aj; =+ 1] X H [5]" €j + 1]
j=r+1 j=m+1
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On peut par conséquent subdiviser chaque face F N Hy, en considérant
FNCqgae pour tout (a,e). Pour un couple (a,e) fixé, et pour tout z €
FNCyz,a,es on a alors

Qpp1Yr+1 + oo + OmYm + ﬁm+1zm+1 + ...+ ann + ﬂn«H =0

avec max{max,1<;j<m ||, MaXmi1<j<n |Bj]} # 0 puisque l'intersection F N
H , est non vide. Supposons, par exemple, que

max{ max |a;, max [B;|}=|5nl

r+1<j<m +1<j5<n
1 . o _ﬂn+1 i m e o n—1 /B
on a alors z, = 3 > j=r+1 B, Yi > j=m+1 B, % et on peut construire
n - n

Papplication ¢r ge : [0,1]"F = Cyzae C R définie par

¢f,a,e(tr+1a sy tnfl) = (arJrl Ftrg1y e Gm + iy Emat1 + Eng1s o En—1 + tn—1,

Bn+1 i — Bj
- - Llaj+t)— Y (e +1),1
Bn B e BT

On remarque alors que F N Cypae N Hiz C ¢F.ae([0,1]"71) et que
|¢F a.e(t) — ¢f,a76(t,)‘|2 <V =71+ 1|[pFrae(t) - ¢f,a,e(t/)||oo
<vVn—r+1lmax |1, Z \a]\+ Z ‘BJ [t —t]|o

<(n—r— 1)\/n—7“—|—1||t—t'|]2.

On a donc 9Cy, € Lip(n —r, 1,27 " (dk)™ " (n —r — 1)Vn—r+1) et

par conséquent
OPyCy 4 € Lip(n, 1,27 " (dk)™ " (n —r — 1)Vn — 1 + 1P).

De plus puisque Ag, C Z""*1 le premier minimum successif de ce réseau
est supérieur ou égal & 1. Ainsi, puisque

(3.92)

Niz(P) ={(y,2z) € PgBd,wﬁZ"_H'l | F(dx,y,z) =0} = card(Ag zNPCq )

le lemme 3.4.19 nous donne un analogue du corollaire 3.4.15

Lemme 3.4.20. On a :

Vol(Ciy z)

(3.93) Naz(P2) = det(Ag.q)

Py~ + O((dk)™ " Py,

uniformément pour tout x tel que |x| = k.
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On déduit alors de ce lemme un résultat analogue a la proposition 3.4.17 :

Proposition 3.4.21. On suppose dy = 1, P, = P}' et de plus que u > d;.
Alors :

Vol Cdm n—p
sarcry= |y ) n
xeP1BiNA)(Z) @

+0 (dm—rplm—i-l—dl PQm—r—(S) 7

pour un certain § > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent :

Vol(Cy o -
Nya(Pr, P2) = Z thEAd’i Py +0(€),
xe P BiNA)(Z) @

avec
£ = Z (dk)m—rpzn—r—l

xEP1B1NAY(Z)
|x|=k

< dmePim-i-lP;—T—l

d
= g ppled pr T

< dm—rP{nJrlfd1 Panrfé
car on a supposé u > dj. O

Les résultats des propositions 3.4.17 et 3.4.21 se révéleront cruciaux pour
donner plus tard des estimations de Ng2(P1, P2) indépendamment de w.

3.5 Troisiéme étape

Dans cette section, nous allons chercher a établir des résultats analogues
& ceux obtenus dans la section précédente pour z fixé.
Nous allons & présent chercher & évaluer, pour [ € N* fixé la somme

Z hd(k7 l),

k<P

ou hg est la fonction définie par (3.12). On fixe donc

- 41]4)

Il sera alors nécessaire de distinguer les cas {%J < |z| et [%J > |z
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3.5.1 Premier cas

On suppose ici {%J < |z| = I. On choisira donc de fixer z de norme

|z| = I. Plutot que de calculer directement » ; p ha(k,1), nous allons, dans
un premier temps, chercher a évaluer

(3.94)

Ny (P1) = Card {(z,y) € Z"" | |z| < P, |y| < dl|z|, F(dz,y,z) =0}.

On introduit la série génératrice

(3.95) Sazla)= Y Y e(aF(dr,y,z)).

|lz[<P1 [y|<dl|z|

On a alors comme précédemment Ng . (P) fo Sa,z(a)do.

Sommes d’exponentielles

Comme nous ’avons fait dans les sections précédentes, on commence par
établir une inégalité de type Weyl. A cette fin, on remarque que

|y| |y|
d|z|l > + 1.
ly| < d|z|l < |x| > l & x| > l

On pose alors N = U%‘J (ce qui équivaut a dire que |y| € [d(N — 1)I,dNI]),

et on remarque que :

P1—1

Sa,z( ZSdZN
ou

(3.96) Saan(@)= > > e(aF(dz,y, z)).

N+1<|z|<Py d(N-1)I<|y|<dNl

Comme dans la section 3.1, étant donné que le polynéome F(x,y,z) est
homogene de degré dy en (x,y), on obtient sans difficulté la majoration

Sean(@ < (P”l)””l‘dl (@2t

Z Z H min { QYd,z,j ((w(i)a y(i))ie{l,mdrl}) ‘ ‘1}

PACRYIC) x(d1=1) 4(d1-1) j=0
e |<Py |z(d2—1)|< P
lyM<dipr JytaDi<dipy

avec

g Psiojefo..r}
T diPy st oje{r+1,..,m},
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i i di—
Vd,z,j ((3’3( ),y( ))16{1,...@1—1}) = Z Fd,z,i,juz(ll)-'-uz('dll_ll)a

i=(i1,--yiq; —1)€{0,...,m}d1 1

ou
x; st 1€{0,..,r}
U; = . .
yi st ie{r+1,...,m},

et les coefficients Fy , ; ; sont symétriques en (i1, ...,4q,-1,7) € {0, ym}2,
Remarquons que 'on peut écrire

Fuzij=diF,

avec
fij =card{k € {1,....d1} | ix, € {0, ..., 7}},
(en posant ig, = j). A partir de la, on montre, comme dans la section 3.3.1

que

- di-t_ di—1_
‘Sd,z,N(a)’2d1 1 < (P{“+1+5)2 1 di+1 ((dlpl)m_r+g)2 1 di+1

Mg, (a, PdiPy, PUY (dlP) 7Y,
ou pour tous réels strictement positifs Hy, Hy, By, B> :
(3.97) My, (o, Hi, Ho, By', By 1)
— card {(ac(l),y(l), @l @Dy i e 11 d 1) |29] < Hy,
9| < Hy, etVj € {0,...,r} HOé’Yd,z,j ((w(i)7y(i))ie{l,.,.,dg—l})H < By,

et Vj e {r+1m} ||orey (@0 P)icq an)| < B}
On en déduit, en sommant sur N, le lemme ci-dessous :

Lemme 3.5.1. Pour tous P > 1, K > 0 et pour tout € > 0 arbitrairement
petit, l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

(d —1)(r+1

)
L [Sqz(a)| < d 7T PprTre(gymriepos,
2.

Mg, (a, P diPy, PUY (dlPy)7Y)
> d(dl—l)(r-i-l) (Plr—l—l)dl*l ((dlpl)m_r)dl—l P_2d171"€.

On fixe alors (2, y(i))ie{l,m’dQ_Q} et on applique le lemme 3.3.7 avec les

variables &(@1—1) y(@1=1) ¢t les formes linéaires aYd,z,j pour j € {0,...,m},
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et en choisissant : Zo =1, Z1 = dilelPe, a; = Py pour tout j € {0, ..., 7},
et aj = dlP; pour j € {r+1,...,m} de sorte que

VjG{O,...,’F}, (IjZQ = P, CLjZl = Pe/d
Vie{r+1,..m}, ajZy = dlPy, a;jZy = 1P°

vj € {0,...,m}, a;'Zy = P, a;'Zy = d7'P7?PY
Vie{r+1,..m}, a;'Zy = (dP)7", a;j'Z1 = d2PPITLPY

avec P > 0 fixé, et § € [0,1] tels que P? < P;. En appliquant ce procédé
aux autres familles de variables V), y(*), on obtient finalement la majoration
suivante :

Mg, (a, P diPy, PUY (dlPy)7Y)

dP, (d1—=1)(m+1) 0 0 —(di—1) p—di p(di—1)0 ;—dij—1 p—di p(di—1)6
<<<P9> Md;(a,P/d,ZP,d 1=1) prds plda yd- TP P >

En appliquant le lemme 3.3.10, on a par ailleurs que

Mdz (Oé, Pe/d, ZPO, d_(dl_l)Pfdl P(dl—l)G’ d_dll_lpfdl P(d1—1)9>
< l(dlfl)(mfr)M(Lz (% P(’/d, Pe’df(dlfl)Pl—duD(dlfl)B?dfdllflpl—d1p(d171)9) '

On a donc le lemme suivant :

Lemme 3.5.2. Pour tous P > 1, kK > 0 et tout € > 0 arbitrairement petit,

l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

(dq=1)(r+1)
—rdet——"F— _
1. ‘Sd,z(@)‘ <K " odi—1 |m T+€P1m+2+ap i3

2.
Md,z (a, Pe/d’ PO, d—(dl—l)Pl—(h P(d1—1)9’ d—h Pl—dlp(dl_l)e)
> (p) " pran,

On introduit & présent les nouvelles familles d’arcs majeurs

(398)  9MG=(0) = {a € 01| 2lag — o] < a~ @D ph -,

a,q

(3.99) mO= )= |J U .
g<dld2 pld1—1)¢ 0<a<q
dlq

32000 MZF0) = {o € [0,1]| 2lag ] < P4 P,

a7q
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(3.101) m2o= U U mEre.
g<td2 pldi-16  0<a<g
pged(a,g)=1
(3.102) M=(9) = Mm=(9) UM 2(9)

On a alors comme dans les démonstrations des lemmes 3.3.9 et 3.4.3 :

Lemme 3.5.3. Si P > 1, et si kK > 0 et € > 0 sont arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

(dy—1)(r+1)
—rtet+ ", B
1. ’Sd,z (04)’ < a" " 2di—1 |m 7“+6P1m+2+5P 3

2. le réel o appartient a IM=(0),
3.
Ca'rd{(m(i)ay(i))ie{l,...,d1fl}7 |w(l)‘ < Pa/d7 ’y(l)‘ < Pa?

et ¥j € {r+ 1o+ 1} 9z (@0 v e, a1y ) =0}
m+1)(d1—1 _
S (Pg)( )(d1 )P_2d1 In

Pour un z fixé, on définit & présent :

F
(3.103) Vi, = {(af:,y) c C™t | vieo,..,r}, gm(a:,y,z) =

F
et Vj S {r—i_ 17"-7m}7 gy(w7y7z> = 0} °
J

On note par ailleurs :
(3.104) A ={zeC" ™ | dm V", <dimV{'— (n—m+1)+u},

ol i € N est un paramétre que nous préciserons ultérieurement. Par abus
de langage on note
AV (Z) = AP N ZnmHl

On a alors une propriété analogue a la proposition 3.4.5 :

Proposition 3.5.4. L’ensemble A} est un ouvert de Zariski de A’é*mﬂ, et
de plus, on a que

Card {z € [Py, Po" ™+ 1 (Af) Nz "} < P,
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On commence par remarquer que le cardinal de la condition 3 peut étre
majoré par

Card { @,y D)ic1, a1y, 2] < PO, [y < P,
et Vje{r+1,..,n+1}, 72 ((w(i)ay(i))ie{l,...,dl—l}) = 0}7
ol

i i di—
Vz,j <($( ),y( ))ie{l,...,dl—l}) = Z Fz,i,jugf)--.uEdf_f)-

i=(i1,.-iq; —1)€{0,...;m}d1~1

Puis, comme dans la démonstration du lemme 3.4.4, en choisissant x = K10
avec

(3.105) K= (n+2—dimVy—p)/241
on déduit du lemme 3.5.3 :

Lemme 3.5.5. Si z € A (Z) et si e > 0 est un réel arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

_ (dg—1)(r+1)
1. 1Sz(0)] < TR T T lm—r+aP1m+2+sP—K16’

2. le réel o appartient a IM*(0).

Pour tout le reste de cette section, on fixera P = P;.

Meéthode du cercle

On fixe un réel 6 € [0, 1]. On suppose de plus que

(3.106) K > 2(d1 — 1).

On notera

(3.107) é1(d,1,0) = di> Pl =1°,
(3.108) A1(0, K1) =0(K; —2(dy — 1))

On supposera de plus que 8 est tel que
A1(9,K1) > 1.

Comme précédemment nous allons vérifier que les arcs mineurs fournissent
bien un terme d’erreur.
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Lemme 3.5.6. Pour tout z € AY(Z), et si dy > 2, on a la majoration :

(dp =D (r+1)
—rtet——g T — — 2—d1—A1(0,K
/ 1Sz (a)|da < 4" AT et merte prrt2mdi A (0K
adIn=(0)

Démonstration. Considérons une suite

0<fO=0g<bh <..<bOp_1<b6pr=1
telle que
(3.109) 20i41 —0))(d1 — 1) < e

et T < Pf pour ¢ > 0 arbitrairement petit (et P; assez grand). Puisque
z € A{(Z), par le lemme 3.5.5 on a

/ Sua(a)|da
agIn=(0r)
D(r+1)

_ (dy—
< d" et g lm—T+8P17YL+2*K10T+€

(dq1—1)(r+1)
< dm—T+€+%lmfr+ele+2*d1 *A1(9,K1)+6'

Par ailleurs, on remarque que

Vol (9% (6)) < Vol (sz(e)) + Vol (zm@%zw))

< Z Z q_1d_(d1_1)Pfd1+(d171)9

g<dldz p{1~10 0sa<q

+ Z Z qfldfdlplfdﬁr(dlfl)@

<jdo pld1i—18  0<a<g
a<I2 By pgcd(a,q)=1

< d(2*d1>ld2P1*d1+2(d1*1)9'

On a alors pour tout i € {0,...,7 — 1} :

/ |Sd,z (a)]da

a€M=(0;41)\M=(0;)

_ (d1 =D)(r+1)

< " rHe+ 12(11—1 lmfr+aP1m+2*K1 Oite Vol (mz (91—1—1))

dy—1)(r+1
< dm*T+€+%+(2*dl)lm—r+d2+sP{n+2*K19¢+€*d1+2(d1*1)9z‘+1
(d1—1)(r+1)
< dm—r+5+712d1_1 +(2—d1)lm,r+d2+gplfm+2—d1—A1(9,K1)+8

et on obtient le résultat souhaité en sommant sur les i € {0,...,7 —1}. O
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On introduit une nouvelle famille d’arcs majeurs :

(3.110)  mEr0) = {a € [0.1]| 2lag - a| < qd~ Py APOIL,

(3-111) we) - U U e,
a<¢1(d,1,0) 0<a<q
pged(a,q)=1

et on vérifie que MH#(A) C M'4=(A). On a alors un résultat analogue au
lemme 3.4.7 :

Lemme 3.5.7. Sidy > 2 et si l’on suppose l2d2Pfd1+30(drl)

/
arcs mageurs mta‘?;f (0) sont disjoints deux & deu.

< 1, alors les

) : . d, 'd,
Démonstration. Supposons qu'il existe a € zma,qz(a)mmta,;,(e) pour (a,q) #
(0',q'),q:q' < ¢1(d,1,0),0 < a < ¢,0 < a’ < ¢ et pged(a, q) = pged(d’,¢') =
1. On a alors

1 < qq/dfdl Pfd1+0(d171) < d27d1 l2d2P1*d1+39(d1*1) g l2d2P1*d1+39(d1*1)

)

d’ou le résultat. O

Comme précédemment, on déduit des lemmes 3.5.7 et 3.5.6 que :

3.112) Ny,(P) = / Sq.z(a)da
( ) Naz(Pr) > > —_— (@)

q<¢1(d,l,0) 0<sa<q
pged(a,q)=1

L0 <dm—r+6+wld2+mr+gpm+2d1A1(0,K1)+5>
1 .

On considére a € fm;c,l&z(Q). Onpose f = a— et donc | 3] < d—%h Pfdﬁ(dl*l)e.
De la méme maniére que nous avons établi le lemme 3.4.9, on démontre :

Lemme 3.5.8. On a lestimation
Syz(a) =dm T pmtlg=milg ()L (dD P B)
—_ d — +20(d1—1
—l—O(dm r+1l2 o+m Tle (d1 )>’

avec
a
(3.113)  Saga(z) = > e (F(dbl, by, z)> ,
(b1 b2)e(2/gZ)+ x (2 /qzym—r N
(3.114) I.(B) = [u,v)e[l,l}”‘lx[l,l]m_r e (BF(u,lv, z)) dudv.

[v|<|u
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Par ailleurs, en posant

1 o
(3.115) $1(0) = PP,

(3.116) m(d) =1-50(d; — 1),
on démontre un analogue du lemme 3.4.10 :

Lemme 3.5.9. Pour z € AY(Z), et € > 0 arbitrairement petit, on a l’esti-
mation suivante :

Naz(Pr) = d" == m = Pri=0e, . (61(d,1,60)) J2(61(6))

(d—1)(r+1)
L0 (dm—r+6+12dl_1ld2+mr+5P1m+2—d1—A1(9,K1)+8)

+0 <dmfr+37d1 l4d2+mfrplm+1—d1 —77(9)>

)

ou
(3.117) G42(Q) => ¢ ™ N Sgalz),
q<Q 0<a<g
pged(a,q)=1
(3.118) J=(¢) = / I.(8)dp.
1BI<¢
On pose a présent :
(3.119) Gaz=> ¢ ™D N 8 44(2),
q=1 0<a<gq
pged(a,q)=1
(3.120) J, = / I, (8)dp.
R

Lemme 3.5.10. Soit z € AY(Z), et ¢ > 0 arbitrairement petit. On sup-
pose de plus que di = 2 et que 0 < m, L’intégrale J, est absolument
convergente, et on a :

- _ K6 _
T2((0)) — J.| < idtepy 2 PO,

On a de plus |J| < 1927+,
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Démonstration. On consideére § tel que |8] > ¢(6). On choisit alors des
parameétres P et 6’ tels que

(3.121) 8] = 5P,

(3122) Pl—K19' _ P—1+29’(d1—1)l2d2_

Remarquons que ces deux égalités impliquent

2(dy — 1)~ " log(2|8])
(2 + (df(ifl1)> log(2|8]) + 2d2 log(l)

(3.123) 0 =

donc en particulier

(3.124) 0 > min{l, l(ifg(g)') }

Par ailleurs, on a d’apreés (3.122) et (3.106) :

P—2+39'(d1—1)12d2 — PG/(dl—l—Kl) < 1’

donc, pour di > 2,
P—d1+39’(d1—1)l2d2 < 17

et ainsi, d’aprés le lemme 3.5.7, les arcs majeurs 9, 4(0") correspondant a
P et ¢ sont disjoints deux & deux. Le réel P~% /3 appartient au bord de
SJT(()%%’Z(Q’), et donc par le lemme 3.5.5 appliqué & d = 1, on a ’estimation :

[S1a(PB)] < (T prta-KAT s
Par le lemme 3.5.8 on a :
S1.(P~4p) =1m"P"HI(8) 4+ 0 (lm—r+2dzpm+26’(d1—1)> '
On a ainsi :

‘Iz (5)‘ < lEPlleelﬂ': + 12d2P71+29’(d171)
< [Fpiialite

1 Ky e
< E|B|7T@—D @D 7@,

Etant donné que # > min {17 l?fg(%') }7

|5|m < max{|BF, F'},
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pour ¢’ > 0 arbitrairement petit. D’autre part, d’aprés (3.123) :

log(192)

K K
\5\6'@1—1)‘@1—1‘1) < ym<1*2<d131))|5ylo§<(2\m)

< ldﬂm(l‘%),

On a ainsi

7 __ K
T2 ((0)) — J| < 192+ / g i) g
|8]>¢(6)
< 1teg(g)2 e

< ld2+6P129(d1_1)_¥+5

avec € arbitrairement petit.
D’autre part, en choisissant P; < 1, cette inégalité donne

| T2($(0)) — Jo| < 172,
et puisque |J.(¢(0))] < 1 lorsque P; < 1, on a immédiatement

| J.| < 1%2+e

On introduit pour z fixé et P > 1 la nouvelle série génératrice :

Sizl@)= 3 3 e(aF(de,y,2).

lz|<P y|l<P
De la méme maniére que pour le lemme 3.5.5, on établit :

Lemme 3.5.11. Si e > 0 est un réel arbitrairement petit, l'une au moins

des assertions suivantes est vérifiée :
dy—1)(r+1)

<7
1. ’Sé,z(a)’ Ld 2h-1 pm+1+€,K19’

2. le réel o appartient a \J ¢ gas pear-1o U 0<a<q  MZ 4(0),
pged(a,q)=1

o MZ (0) = {a €[0,1] | 2|ag — af < pdit(di=1)0y
De la méme maniére que pour le lemme 3.4.12, on en déduit :

Lemme 3.5.12. Soit z € AY(Z), et € > 0 arbitrairement petit. On suppose
de plus que d1 > 2. La série G, est absolument convergente, et on a :

(d1—D)(r+1)

Gux(d1(d,1,0)) — Gyl < d a1 T2 2date phRA-) =K

@-)e+1)
On a de plus |6, < d 241 T2HE12dote
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Démonstration. On considére g > ¢(d,l,0), o = % avec 0 < a < q et
pged(a, q) = 1. On a alors Sy 4.4(2) = Sy () avec P = g. On considere ¢ tel
que g = di%2¢(@-1 Sj 9" = ¢’ — v pour v > 0 arbitrairement petit, alors il
existait o/, ¢’ € Z tels que 0 < o’ < ¢/, pged(d/,q') =1, ¢ < di®2¢?"(@-1) < ¢
et o € M7, ,(0”), on aurait alors

1< |ag’ — d'q| < gt~ BH0 (B,

ce qui est absurde pour d; > 2. On a donc, par le lemme précédent :

(d—1)(r+1)
|Sa7q,d(z)!<<d 2d1—1 qm+1+5_K19/.

Par conséquent

642 (61(d,1.0) — Gazl < 3 ¢ 3T IS, 0a(2)]

q>p1(d,l1,0) 0<a<gq
< g G T g T e K
q>¢1(d,1,0) 0<a<q
<<d(dlz_dll# Z q*<df51>“+el<ifﬁ>d(df—ln
q>p(d,1,0)
(A =D+ o

< d 2011 l2d2+£P19(2(d1_1)_K1)+8,

En prenant P; < 1 cette majoration donne :
d =D (r+1)

7( 13
|6d7z(¢)1(d,l,9)) _ 6d,z| < d 201 +2+ l2d2+€,

et en considérant la majoration triviale |G 4 ,(¢1(d,1,0))| < d?12%, on trouve

finalement
(d1—=1)(r+1)

Gy, <d 20T t2He2date

On déduit alors des lemmes 3.5.12 et 3.5.10 :

Lemme 3.5.13. Soit z € AY(Z). On suppose firés 6 € [0,1] et P, > 1 tels

que l2d2P1_d1+39(d1_1) < 1. On suppose de plus que K1 > 4(d1 —1) et dy > 2.
On a alors que

Niz(Pr) = GazJod™ MM PN 4 O(Ey) + O(E3),
avec
B, = qm—r+3—dijddetm—r pm+1—di—n(0)

g (A1 =D (r41) _ 1) K10
B3 :dm r+ AT +el3d2+m,T+EP1m+1 d1+20(d1—1)——5—+e

et € > 0 arbitrairement petit.
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Démonstration. Par le lemme 3.5.9 :

Ny (Py) =dm—r=dpm=rpmHl=iig, (¢(d,1,0))Jz(¢1(8))+O(E1)+O(Ey),

ou
(d1—1)(r+1)
_ 1-di—A K
By =d" T e et rtept h=biOK)Fe o Ry

Par ailleurs, d’aprés les lemmes 3.5.12 et 3.5.10, on a

Gaz(61(d,1,0)) T2 ($1(0) — Gz e

< Gaz(¢1(d,1,0)) —

(d1-1)(r+1)

<d 297!

) (¢1(d>la0))| Jz((z)l(e))_

+2+€l3d2+25P19(2(d1—1)—K1) n d2l3d2+25pf(2(d1—1)—%)+5

)

et en multipliant par dm_r_dllm_TPIerl*dl, on obtient un terme d’erreur

g T 2 3y 0e -y +20(d1—1)— 5210 4e
1

Y

d’oul le résultat. O

En fixant 8 > 0 tel que 8 < m, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.14. Soit z € AY(Z). On suppose que K1 > 4(dy — 1) et
dy = 2. 1l existe alors un réel § > 0 tel que :

Ndrz (Pl) = Gd,z szmiridl lmier'i_l_dl

(dy —1)(r+1) +e.

dy—1
uniformément pour tout | < P, 2d2

On pose a présent P, = P27 avec b > 1 et on introduit la fonction

(3.125) 91(b,8) = <1 - % - 5)1 5(dy — 1) <4Z2 + 25)

ainsi que

(3126) N{Y)(P,Py) = Card {(z,y,2) € Z"*? | z € A}(Z), |z| < Py,
ly| < dlz|Ps, |z| < P2, |y| < dlz||z|, F(dz,y,z) =0}
= Card {(z,y,2) € Z""? | z € AY(Z), |z| < P,

| < dlz| Py, 2] < Py, UTQ,J < |2|, F(de,y, ) =o}.

On a alors la proposition suivante qui est ’analogue de 3.4.17 :
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Proposition 3.5.15. On suppose K1 > 4(dy — 1), P = P, b > 5dy et de
plus que

K
71 —2(dy — 1) > g1(b,0).
Alors :
..(5’11) (Pl’ P2> _ Z 6d7z=]z‘z‘m_r dm—r—dlplﬂl‘i'l—dl
ZGPQBSQAT(Z)

(dy=D(rt1)

+0 (dm’"max{dzdll ,d3dl}Pl’”“_dl_‘sPZ"_’"“_dQ) :

pour & > 0 arbitrairement petit.

Démonstration. On sait, d’aprés le lemme 3.5.13 que :

N (P, Py) = ST GaadalzT | AT PITI L 0(6)+0(E3),
zEP, B3N AY (Z)

avec

P,
£y = g3 i Z jAdatm—r P1m+1—d1—n(0)

=1 zEPngﬂAT(Z)
|z]=l

a3 1—d;— _
< dm r+3 d1P1m+ d1 U(G)P24d2+n r+1
5do
— gmr+3—di P1m+1_dl+T_77(9)P2n—r+1—d2.
et

Py
dy—1 +1 K16
53 _ dm_r+( 12d1)£7"1 )-‘,-E Z Z l3d2+m—7’+€Pin'_T+1—d1+20(d1—1)_T1+5
=1 zEPlBlﬂA/f(Z)
|z|=l
ey (A =D(+1) 1—d1420(dy—1)— K10, 4d2 | o
<<dm r+ AT +5P1m+ 1+20(d1—1)———+—2+ spg—r—i-l—dz‘

Rappelons que 1n(6) =1 — 56(d; — 1). On choisit alors

1 5dsy
=+ (1-°2%2_5
5(d1—1)< b >7

5d
= —n(0) = 6.

On a par ailleurs, puisque % —2(dy — 1) > g1(b,9),

B8 optay — 1) > <4212+25>,

de sorte que

2
d’ou le résultlat. O
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3.5.2 Deuxiéme cas

On suppose & présent [ = {%J |z|. Dans cette partie nous fixerons
Uentier [ et z de norme |z| < [, et nous allons évaluer
(3.127)
Nyy2(P) = Card {(z,y) € Z™ | |z| < Py, dl|z| < |y| < d(l + 1)|z|, F(dz,y,z) =0}.

Pour cela on introduit la série génératrice

(3.128) Sapz(e) = > > e(aF(dx,y,z)),

| <Py di||<|y|<d(i+1)||
de sorte que Ny »(Pr) fo Saz(a

Les résultats que nous obtiendrons dans cette section seront sensiblement
identiques a ceux de la section précédente, 4 quelques modifications prés.

Somme d’exponentielles

Dans ce qui va suivre, pour un y donné, on note N = L@J et M =

Ld(‘;—ﬂl)J' On a alors

dijz| < |y| < d(i + 1)|zx| & M < |z| < N

On note alors, pour N, M € {0,..., P} :

(3129) Sanargz(a)= > > e(aF(dz,y, z)),

M<|z|<N dANI<|y|<d(N+1)l
+

dM (I+1)<|y|<d(M+1)(I+1)
et on a
P P
(3.130) Sapz(a) = Z > Sanaiz(a
=1M=1

En appliquant la méthode de différenciation de Weyl des sections précé-
dentes on montre que :

_ di—1_ di—1_
[Sanarz(@) < (P T (ap, )m_r+€)2 b

Mg,z (o, Py, dlPy, P (dLPy) )

ot Mg, (a, P, dlpP, Pl_l, (lel)_l) a été défini dans la section précédente
(cf. (3.97)).

Puis, en sommant sur M et N, on en déduit le lemme ci-dessous :
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Lemme 3.5.16. Pour tous P > 1, k > 0 et tout € > 0 arbitrairement petit,
l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

_py d1=D(r+)
1. |Sd,l,z(04)| <<dm r+ 5d1—1 +€P1m+3+6lmfr+5P,K’

2. My (a, P, dIPy, Pt (dIPy)7Y) > @D+ (P{“)”‘“1 ((d1pyym=—ryh—t p=217tx,

Par les mémes arguments que ceux employés dans la section précédente,
on en déduit I’équivalent du lemme 3.5.5,

Lemme 3.5.17. Si e > 0 est un réel arbitrairement petit, et si z € Ay (Z),
l'une au moins des assertions suivantes est vérifiée :

_py d1=D(r+D)
1. |Sd,l,z(0£)| <<dm L e +5lm—7’+€P17n+3+5P—K197

2. le réel o appartient a M (H),

ot l'on a noté

(3.131) ' (6) = mWL(9) u Mm@ (g)

(3132) Qﬁgg’l(e) = {a S [O, 1[ ‘ 2‘066] — CL| < d—(dl—l)Pl—d1P(d1—l)9} :

(3.133) mie = U U =e.
g<dld2 p(d1—1)6 0<a<q
dlq

(3.134)  MZO) = {a € 0.1[| 2faq - af <dHP7UPAEL,

a7q

(3.135) m>'e) = | U o).
g<ld2 pldi—-16  0<a<g
pged(a,q)=1

A partir d’ici, on fixe a nouveau P = P;.

Méthode du cercle

Pour les arcs mineurs, par des calculs analogues & ceux effectués pour
établir le lemme 3.5.6, on trouve :

Lemme 3.5.18. Pour tout z € A{(Z), on a la majoration :

(dq =1)(r+1)
- — —d1—A1(0,K
/ ’Sd717z(a)‘da<<dm r+e+ od1—1 ld2+m r4e P1m+3 1 1(9, 1)+s‘
agInt(9)

Pour les arcs majeurs, on a les équivalents des lemmes 3.5.8 et 3.5.9 :
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Lemme 3.5.19. On a estimation

Sqpz(a) = dmm prtlgmmi g i(2) L (d PR )
+ O (dm*T+1l2d2+m7TP{n+29(d1*1)>

avec

(3.136)  Sgag(z) = 3 e (aF(dbl, by, z)> :
(b1,b2)E(Z/qZ) +1x(Z/qZ)™—T q

(3.137) I.(B) = /u,v)e[—Ll]TJrlX[—l,l]mr e (BF(u,lv, z)) dudv.

|u|<\'v|<(1+%)\u|

Lemme 3.5.20. Pour z € A (Z), et € > 0 arbitrairement petit, on a l’esti-
mation sutwante :

Ny o(P) =dmr=dym=—rprti=dia, (6,(d,1,6))J;.(61(0))
L0 <dm—r+6+“1;‘lll)('“l+1)ld2+mT+€P1m+3—d1—A1(9,K1)+E>

+0 (dmfr+3fd1 l4d2+mfrplm+1*d1 *77(0))

)

ol
(3.138) Gaz(d(d,1,0) = > g™ NS a(2),
q<9(d,1,0) 0<a<q
pged(a,q)=1
(3.139) Jz,z(é(ﬁ))=/ _ L:(B)dB.
181<4(6)
Si 'on note :
(3.140) Jl,zz/RIz,z(ﬁ)dB,

on montre alors comme pour le lemme 3.5.10 :

Lemme 3.5.21. Soit z € AY(Z), et € > 0 arbitrairement petit. On suppose
de plus que di > 2. L’intégrale J , est absolument convergente, et on a :

- Ad _K0 7 _
J2(3(0)) — Jio| < 15 e py s Tl

4do
On a de plus |J,| < 173 <.
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et on déduit des lemmes 3.5.20, 3.5.21 et 3.5.12 :

Lemme 3.5.22. Soit z € AY(Z). On suppose firés 6 € [0,1] et P; > 1 tels
que 122 P a30di=l) oy suppose de plus que K1 > 7(dy —1) et dy >
On a alors que
Nap2(Pr1) = Ggpdid™ "~ m= Pt=h o O(Fy) 4 O(E3),
avec
E2 — dm—r+3—d1l4d2+m—rpm+l—d1—77(9)

_ K16
B _ R e 100 L —di 450 1) S e
- 1

et € > 0 arbitrairement petit.
Corollaire 3.5.23. Soit z € A{(Z). On suppose que K1 > 7(d; — 1) et
di1 = 2. 1l existe alors un réel § > 0 arbitrairement petit tel que :

Nap=(Pr) = Gd,le,zdm_r_dllm_T’pmedl

(d-1)(r+1)

+ 9] (dmr max{d? d37d1 }lmfr+4d2 le—l—l—d1—(5> 7

di—1
2ds

uniformément pour tout | < P;

On pose a présent P, = PQ, avec b > 1 et on introduit la fonction

-1
(3.141) g0,8) = (1= _ 5} 5(dy— 1) (1282 4 95
b 3b
ainsi que
(3.142) ]Va(li)(Pl,Pg) Card {(z )€ Z"? | 2z € AY(Z), |x| < P,

| < dlz| Py, |2] < &,U@Jm4fw%ua=@.

On a alors la proposition suivante qui est ’analogue de 3.5.15 :

Proposition 3.5.24. On suppose K1 > 7(d1 —1), dy > 2, P, = PQb, b > 5ds

et de plus que
K 7
5 5 =1 >g(0,6).

Alors :

Py
NA(PLR)=am = [ ST N g | Pt

=1 zGPngﬁA’f(Z)
|z|<

(-4 |

+0 (dm—r max{d 1T d3—d1}Pf@+1—d1—5P;—’“+1—d2> :

pour & > 0 arbitrairement petit.
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3.6 Quatriéme étape

L’objectif est a présent de regrouper les résultats obtenus pour en déduire
une formule asymptotique pour Ng( Py, P») avec n assez grand et Pp, Py quel-
conques.

On définit dans un premier temps by comme le réel minimisant la fonction

(3.143)
b — max{2%(bd;+dy), 24(5642) (d+1), 24171 (4(dy —1)+2g1 (b, 6)+[bdy +da+])
2171(7(dy — 1) + 3¢1 (b, 6) + [bdy + d2 + 61)}
sur Uintervalle [5dy, 00, et on notera m; le minimum correspondant. On

définit de méme wu; le réel minimisant
(3.144)

u — max{29(d; +uds), 7.24(d+1), 2271 (2(ds — 1) + g2 (w, §) + [d +udz +5])}
sur [5d,00[ et mg le minimum correspondant. On note par ailleurs m =

max{ml,mg}.
Un calcul en b = 10dy et v = 10d; montre que

(3.145) 2%t < m < 13dy(dy 4 dp)29 72,

A partir d’ici on fixe

(3.146) p=[bidi +da+ 9], A= [di+uids+9]
On commence par établir le lemme suivant :

Lemme 3.6.1. On suppose n + 2 — max{dim V}*,dim V5'} > m. On a alors
pour tout P, > 1 :

P
Z Gd’zjzdmfrfdl |z’mfr+z2 Z GdeJl’zdmiridl jm-r

zEPngﬂA‘f(Z) =1 ZGPQB:J,QAT(Z)
|z|<!

D =1 |
_ dmfrf(h GdJP2’rL—T+1—d2 _i_O(dme max{d ody—1 ’ d37d1 }P;_T—i—l_dz_é).
Démonstration. On choisit dans un premier temps P tel que P, = PZbl.
D’aprés les propositions 3.5.15 et 3.5.24, on a

(3.147) NYY(Pr, Ps) + Ny (P1, Py)

Py
o D ST AN DD S PUE e

zEPngﬂ.A'Lf(Z) =1 z6P2l5’3ﬁA‘1L(Z)
|z|<l
(T+1)(d1—1)+8

+0 (me max{d 21T ,d3dl}P¢+1—d1—5P§—’“+1—d2>
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Notons & présent
(3.148) Ng1(P1, Py) = Card {(z,y,2) € Z'? | z € A{(Z), |z| < Py,

max Q%J ,|z|> < Py, F(dw,y,z) = o}.

et

(3149) Nd,l(P17P2) = Card{(m,y,z) € Z"? | EAS *AT(Z): |"'U‘ < Py,

max ('y', |z|> < Py, F(da,y, 2) = 0} -
T
On remarque d’une part que
Ng1(P1, Pp) < Nc(l}l)(Pth)-i-ﬁéi)(Pl,Pﬂ = NdJ(Pl,PQ) < Ngi(Pr, Pa+1),
et d’autre part, en utilisant la proposition 3.5.4 :

Ny1(Pi, Py) = Ny(Py, Py) + O > A Al S
ZEPQBgﬂ(.A‘f)C(Z)

(dm—T‘PIWH-lP;’L—TP;—T'-Fl—,u,)

m—r pm+1—diy pn—r+1—ds—0
(am=rppei=hpy ).

= Na(P1, P2) + O
= Nyg(P1, P2) + O
par définition de pu.

Par ailleurs, étant donné que n + 2 — max{dim V}*, dim V5'} > 2‘2(51)1 +
2)(d + 1), la proposition 3.3.1 donne :
Nd(Pl PQ) — O_ddm—r—dl P{n+1—d1 PQTL—T+1—d2

+0 (dm—r max{ddl (r+1)/2‘i+5’ d3—d1 }Plrn+1—d1—5p27L—r+l—d2—5> )
On a donc que

NG (P Bo) + N (Pr Po) = No(Py, Py)
< Nyg(Py,Py+1) — Ng(Py, P,) + O (dm—rplﬂ’LJrlfd1P2nfr+lfd275>
< adle‘H_dl (Py+ 1)1z _ P;—r+1_d2)
+0 (dm—'r max{ddl(r-i-l)/QJ—i-e’ d3—d1}P1m+17d1 P;#Jrl,dr(;)

< d™" max{dh (r+1)/23+s’ d3—d1}le+1fdlp2nfr+lfdgf6’



172 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES PARTICULIERES

dl(rj—l)
étant donné que og = d™"T"NG,J < d" "N max{d 27 ,d?}, d’aprés la
remarque 3.3.22.

Par conséquent,

P
Yo Cu MY Y S T | dm

zEP2B3NAY (Z) =1 zeP,BsNAY(Z)
|z|<!

_ m+1—diy pn—r+1—ds
= oqP] P,

(1) =1)

+0 (dm—’“ max{d 21T ,d3—d1}P{"+1d1P;’”“d25>

en simplifiant par leﬂ_dl on obtient le résultat. O
On démontre de méme :

Lemme 3.6.2. On suppose n + 2 — max{dim V*, dim V5*'} > m. Alors pour
tout P >1 et dy > 2 :

> Giatiad™ x| = og PR
xEP1 B1NAY(Z)

+ O(dm—r max{dd1 (r+1)/2‘i+5, d4d1 }P{n—&—l—dl—é) )

Pour le cas do = 1, en notant u} = dy + 6, my = 7d12471 et N =
[dy + u} + d] on trouve :

Lemme 3.6.3. On suppose n+2—max{dim V;*, dim V5*} > m’ = max{m;, m}}.
Alors sido =1 et PL > 1 :

Vol(Coq) +1—d
N Pm 1
2 det(Agg) 41
xEP1 B1NAY(Z) ’

_ dp—1 _ Cdy—
+O(dm rmax{dd1(r+1)/2 1 +€,d3 dl}P1m+1 d1 6).
Nous sommes en mesure de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.6.4. On supposed; > 2, Py > P et n+2—max{dim V{*, dim V5 } >
m. On a alors

NT _ m-+1—dy pn—r+1—d
Ng1(P1, Py) = 04P] 'P, 2

(r+1)(dq -

1)
+0 (dmr max{d 20! e d3d1}Pﬁ+1_d1P;_r+1_d2_5) .
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Démonstration. On suppose dans un premier temps que b > by > 5ds. On a
alors puisque n + 2 — max{dim V}*, dim V5*} > m et puisque les fonctions g;
et ¢} sont décroissantes en b :

K
=5 2 = 1) > g1(b1,6) > g1(b,6),
K

?1 _ g(dl — 1) > g1(b1,6) > g1(b,9).

Par conséquent on peut appliquer les propositions 3.5.15 et 3.5.24 et on a
alors

Né,ll) (P1, Py) +N£1)(P1,P2)

=1 ZEPQB3QA‘;L(Z)
|z]<!

Py
Sazlelz™ Y D Gazdi " [ AP
ZEPQB;),I'"I.Al(Z)

(r+1)(d )
+0 dm Tma,x{drgdlillﬁ a3~ dl}Pm-H di1— 5Pn r4+1— d2>
= o'de+1_d1 Pn—T+1—d2

(r+D)(dy=1) |

+0 (dm—* max{d 2h-T '° g3-di}pmiizd P;"“d”)

en utilisant le lemme précédent. On remarque d’autre part que
~ ~ (o ~
Né,f(Pl, Py) + NC(M)(PLPz) = Ng1(P1, P)

et ainsi que

ﬁ P P =0 Pm+1fd1PTLfT'+lfd2
d,1\41, 1472 di1
(rD)(dy =1)

+0 (dm’“max{dzdll d3d1}P1m+1_d1P§‘_T+1_d2_5> .

Si 'on suppose & présent b < by, on a alors
K > max{bid; + da, (5b; + 2)<CZ+ 1) > max{bd; + da, (5b + 2)(CZ—|— 1)}.

Par la proposition 3.3.1, on a donc

Nd(Pla P2) — O_dplerlfdlpan»lfdg
(r+1)(dy—1 )+5

+0 <dmr max{d 7T d3dl}P{"+1—d1—5Pg—T+1-d2—5> :
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Or comme dans la démonstration du lemme 3.6.1, on a que :

Ngi(Pr1, Py) = Ny(P1, P)

(D=1

+O(memax{d Tl ,d3dl}P{”“_le;_’"H_dr‘s),

ce qui clot la démonstration. O

Si ’on note

(3.150)  Nya(Py, Po) = Card{(way,Z) € Z"? |z € AY(Z), |z| < Py,

Y|
T g P') F y I = )
max (L”w NF1 », F(de,y,z) =0

en utilisant les propositions 3.4.17 et 3.4.21, on a un résultat analogue :

Proposition 3.6.5. Si l'on suppose di,do > 2, P < Py et n+ 2 —
max{dim V;*,dim V;*} > m, On a alors

Nd,Q(Pl, Py) = Udplnwrkd1 P;*T’H*dz
+ 0 (dmfr maX{ddl (7"+1)/2d+s’ d5d1}P1m+1_d1_5Pg—7“+1—d2) '

Silonady =22,dy=1, P <Py etn+2—max{dimV}*,dimV;} > n,
alors

Nyo(Pr, Py) = ogPm 1=t pp=r
+0 (dm*’” max {dh D20 e d3*d1}Pfl+1—d1—5Pg—T> .
Considérons a présent 'ouvert de Zariski
(3.151) U=Ay x AL x A ¢ AL
On note alors

(3.152) Nay(Py, Po) = Card {(z,y,2) € Z"2NU | |z| < P,

lyl
<
maX(\‘C”w 7‘Z| < Py, F(d{l’,‘,y,Z) 0,

On en déduit :

Proposition 3.6.6. Sil’on suppose di,ds > 2 et n+2—max{dim V;*, dim V;*} >
m, on a alors

NT _ m-+1—dy, pn—r+1—d
Nav(P1, Py) = 04P) 'P, 2

(r+1)(d1 —

1)
+04 (me max{d 201-1 - @°h}prtlodprortl=da i (p Pz}5> ,
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pour & > 0 arbitrairement petit. Pour di > 2,dy =1, P < Py et n+2 —
max{dim V}*,dim V5} > w’, on a

Nou(Pr, Py) = ogP/" M =B Py

dq(r+1)
+ 05 (dm_r max{digdl_l +E’d3—d1}P1WL+1—d1P2n—7‘ min{Pl,PQ}_6> )

Démonstration. On suppose P; > P». On évalue le terme d’erreur

INau(P1, P2) = Naa (Pr, Py)| < > i
x€AY(Z)NP By
— +1-X —r+1
< 4T PRy
< dm—rplrn+l—d1 —u1d2—5P£17T+1

< dmfrplm—&-l—dl—(SPZn—r-‘rl—dz

car uy > 1. Pour Py < P, on obtient le méme résultat avec |ﬁd,U(P1, Py) —
Nia(Pr, Po)|. O

3.7 Cinquiéme étape
3.7.1 Un résultat intermédiaire

Nous allons & présent utiliser la formule obtenue pour Ndy(Pl, P,) dans
la proposition 3.6.6 pour trouver une formule asymptotique pour Ngp(B).
Pour résoudre ce probléme, nous allons appliquer une version légérement
modifiée (tenant compte de la dépendance en d des fonctions de comptage)
de la méthode développée par Blomer et Briidern dans [B-B] pour le cas
les hypersurfaces diagonales des espaces multiprojectifs, et reprise dans la
section 9 de [Sch2].

Pour tout d € N*, on considére une fonction f; : N2 — [0, 4+-o0c[. Confor-
mément aux notations de [B-BJ, on dira que fy est une (S1,f2,Cq, D, a,
v, d)-fonction si elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. On a

> falk, 1) = CaK L2 + O(d" K™ LP? min{ K, L} )

k<K
I<L

pour tous K, L > 1.

2. 11 existe des fonctions ¢ g, 2,4 : N — [0, 400 telles que :

> falk,l) = can (k)27 + 0 (KPa 177
I<L
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uniformément pour tous L > 1 et k < d1 L,
> falk,l) = capE™ +0 (IPd KA,
k<K

uniformément pour tous K > 1 et | < d 'K

Nous allons alors démontrer, en nous inspirant des arguments de [Sch2,
89|, la proposition suivante qui est une adaptation de [B-B, Théoréme 2.1|
pour le cas d’une famille de fonctions dépendant d’un paramétre d :

Proposition 3.7.1. Si (fq)den+ est une famille de (51,82, Cq, D, c,v,0)-
fonctions avec (Cq)gen~ telle que Cy < dv, alors on a, pour tout d, la formule
asymptotique :

> fa(k,1) = C4Plog(P) + O(d** log(d) P).
kB1iP2 <P

On considére (fg)gen+ une famille de (f1, 82, Cq, D, ar, v, §)-fonctions,
avec Oy < d¥ et on définit

Fy(K,L) =Y > fa(k,1).

k<K I<L
Lemme 3.7.2. Pour tout d € N*, on a les estimations :

3 cunh) = Cakt™ +0 (K5,

k<K

ch,Q(D = CdLBQ + 0 (deﬁ2_6> .
I<L
Démonstration. D’aprés la condition 1, on a

(3.153) Fy(K,L) = CaKA L + O(d° K LP? min{K, L}~°).

Pour L > 1 et K < d~'L?, la condition 2 implique :

Fd(KaL):Z Zfd(kal)

k<K \I<L
_ 8 D v 7 fo—6
lg;{(cdﬁl(k:)L 240 (k v L ))

=17 Y caa(k) + O (KLY,
k<K
En choisissant L tel que dK < L et KPT1L=0 = O(K5 %), on obtient

alors en utilisant la formule (3.153) :

3 car(k) = CaK™ +0 (deﬁl—5) .
k<K
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Lemme 3.7.3. On fize un réel u tel que

1
(3.154) 0<Bip< 3
51) o
3.155 1+at) <&
( ) : ( B2 B2
ﬁ1) J
3.156 D-0G/+1+6~ ) <—.
( ) a < 2 B2 202
On pose
Toyn= Y. o falkD).
<d=IP! b3 B2 <Pk

On a alors

Ty = BipuCqPlog(P) + O(d* log(d) P).

Démonstration. On remarque dans un premier temps que :

Tii= S S fulk,l) = Fa(d ' P*, P73)

k<d—1PH kP11P2LP

avec

1
Fy(d~'P", P%2) = O (dvpﬁwé) — O(d"P).
D’autre part, par hypothése (3.155), on a pour tout k < d~1P#,

£ _ 30 % o
k1+a’82 < d (1+a’82)P(1+aﬂ2 )N‘ < d*lPﬁQ’

1 B\
et donc k < d~! (P/%/k:ﬁ;) . La condition 2 donne alors :

Ti= Y <Cd,1(k) <pﬁ2/k§é)ﬂ2 40 <de1} <pﬂ2/k§é)ﬂ2_5)) +O(d"P)

k<d—1pw
k - B s
= X «w®) ) p o S kTR @ PR | 4 o(dvP)
kB
k<d—1p~ k<d—1pw

k - & ~
_ Z Cd71( ) P + O (P}L(D ,81+1+5B; )> dvpl Bs + O(d’UP)
k<d—1pn

[T cd,1 (k) P+ 0(dP).

k<d— 1P~
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ca (k)
kP1

Il nous faut & présent évaluer Zkg d-1pu . Par sommation par parties,

et en utilisant le lemme précédent on a :

a1 (k) T
Z W = dﬁlp_ﬂﬁl Z Cd71(k)—+—/61 /1 t_Bl_ ch’l(k)dt

k<d—1pP#r k<d—1PH k<t
— J% p—rb (Cdd—ﬁl PP L O (dv—ﬂ1+5pﬂﬂl—5ﬂ>>
d-lp#
+ B / gt (Cdtﬁl + O(d”tﬁ1*5)> dt
1
=04+ 0 (d“”P*é#) + B1C4log(P") + O(d” log(d))
= 1Cqlog(P*) + O(dv*+?)
O

Lemme 3.7.4. On suppose 0 < pu < min{ﬁ, ﬁ}, et on définit :
faa = 2 S falk D).
dilP“<k<Pﬁ P%<552<P/k51

On a alors
1
Ty = (5 — B1p)CaPlog(P) + O(d**° log(d) P).

Démonstration. On fixe d € N*. On considére un entier J assez grand et on
définit 8 > 0 via :

(14 6) =ap@ "

1
On considére alors des réels d 1P < K < K' < P?1 avec K' = K(1+ 6).
On définit alors :

V(K)= ) > falk),

K<h<K' pk 16, piss

VoK)= Y > fa(k, 1),

K<k<K' P%<l52<P/(K’)ﬁ1
V+(K> = Z Z fd(kul))
K<k<K,P%<lﬁ2<P/K51

et on remarque que :

Vo(K) < V(K) < Vi (K).
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Par ailleurs,
1B e 51
Vi(K) = Fy <K’,Pﬁ2 /K32> —Fy <K,P32 /Kﬁ2>
1
_ Ry (K’,P%) +F, (K,P%> .
Or, on a :
1 Bh N 5y
Fy <K',Pﬁ2 /Kﬁ2> — Fy (K,Pﬁ2 /Kﬁ2>
8
= Cy((K") —KPYPK" +O (dU(K’)ﬁlpK—ﬂl min{K, P% (K')aé}—5>
= Cy(1+0)P —1)P+0 (dv+5(1 + e)ﬂlpl—w) ,
d’aprés (3.154). En remarquant que (1+60)% =1+ 3,6 + O(6?), on obtient :
1 51 -
Fy <K ', PP [K P > —Fa (K , PP |K ‘32) = Cafr0P+O(d" T P =1)+0(d"0° P).
De la méme maniére on trouve
Fy (K P%) - R (K, P%) — CuB0KP P31 O(d"P' M) + O(d° 0> P).
On en déduit :

Vi (K) = CyB10P + CyB0K% P2 + O(d” P1) + O(d"6%P).

Par des arguments analogues, on obtient la méme estimation pour V_(K),
et donc

V(K) = Ca10P + CaB0K® P2 4 O(d" T P1=10) 4 O(d"6%P).
On pose & présent, pour tout entier j tel que 0 < j < J,

K;=d 'Pr(1+0).

On a alors
Tyo = Z V(K;)
0<j<J

J-1
= CaBr(JOP + Cap10P2 > K+ O(d"+* TP ) + O(d" JO2P).
7=0
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Oron a:
J—-1
_ 1+6)8 —1
KB — Blpﬁw(—
0;} j =0d (1+6)F —1
= d*ﬂlPﬁwdﬂlpéiﬁw —1
B1+ 0(9)

1

=3 Pz +0(d~% PP#) + O(P29).
1

On obtient alors :

Tys = Cafi(JO)P + CyP + O(dv~Pr pathin)
+ O(dUQQP) —+ O(dv+5JP1_N5) + O(dUJQQP)
= Cyf1(JO)P + O(d°JO*P) + O(dVP) + O(d*+° JPL=1).

On choisit & présent :

7= [Pt (55— ) tostP) +108(@) )|

Par définition de 0 on a :

Jlog(0+1) = < - > log(P) + log(d),

1
2/

et donc

6=J1 <<2151 — ) log(P) + log(d)>

L[] i
+0 (J <<251 - N) log(P) + 10g(d)> ) 3
et on en déduit

70 = ((2151 _ >log(P) +1og(d)>

+0 <P—“f <<21/31 - ) log(P) + log(d)>> :

> Plog(P) + Cyf log(d)P

On a par conséquent :

1
Ta2 = Capr < —p
’ 2/
v+0 148 v
+ O(d" " log(d)P"~ 2 log(P)) + O(d"P),

et le lemme est démontré.
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Démonstration de la proposition 8.7.1. On écrit

S Gk = Y falkDt YD falkd) - Ey(PPT PP

kPLib2&P kPLibegpP kbriP2 <P
S P ki
E fa(k, 1) + E fa(k, 1) +0(d"P).
kPLiB2< P kEP1iB2<P
1 1
P2<iP2 P2 <kP1

On remarque alors que

1
> falk 1) =Tyy + Ty = 5CaPlog(P) + O(d**% log(d) P),
EP1LiP2<P
1
P2<if2
d’aprés les deux lemmes précédents. Par symétrie, on obtient exactement le
méme résultat pour ;s 8 < p fa(k,1), et la proposition est démontrée. [
1
P2<kP1

Remarque 3.7.5. Par les mémes arguments, on démontre, sous les mémes
hypothéses que :

> falk,1) = C4Plog(P) + O(d" log(d) P).
EB1(14-1)B2<P

Cette remarque nous sera utile dans ce qui va suivre.

3.7.2 Formule asymptotique pour N,y (B)

L’idée est alors d’appliquer la proposition 3.7.1 a la fonction hg(k, ) dé-
finie en (3.12). Pour cela nous allons montrer que cette fonction est bien une
(B1, B2, Cq, D, o, v, 0)-fonction (pour des constantes Cy, 9, 81, f2, a, v, D que
nous préciserons).

Remarquons avant tout que, d’aprés la proposition 3.6.6, la fonction A
vérifie bien la condition 1 avec Sy =m+1—dy, fo =n—r—+1—ds, Cqy = 04
et v=m-—1r+ max{% + ¢,5dy}. D’autre part, par les corollaires

3.5.14 et 3.5.23, pour tout z € A{(Z) et P, < P1, on a

Nd,z(Pl) — Gd’zjzdmfr‘fdl lmfr‘PifTH-l—dl + O (d’ulmf1“+4d2 P{ﬂ-‘y—l—ch—(i)

Nd,l,z(Pl) — 6d,z Jl,zdm_r_dl lm—T‘P{fH-l—(h +O (dvlm—r+4d2 PleH-l—dl—(S)
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d;—1
uniformément pour tout z,1 < P;*® et z € A¥(Z). En notant

(3.157)
Nd,U,l(Pl) = card{(m,y,z) S Zn+2 nu | F(dwaya ) - 0 |33| P17

-]

On a alors que

Nyvi(P1) = Zhdkl

k<P,

>, Naa(P)+ ) Nd,l,z(P1)+O(dm—rl”—mP{nH*A)
z€AY(2Z) ze A} (Z)
|2I=1 |2[<i

= Z 6d,z=]z+ Z Gd,le,z lm—Tdm—f’—dlplerlfdl

ze A (Z) ze A (Z)
|z|=l |z|<l
vin—r+1+4de pm—+1—d;—§
+0 (d I Pl )
dy—1
2d5

uniformément pour tout [ < P,™? . On a de méme, d’aprés le corollaire

3.4.15 :

Nd,m(PQ) — Gd’mdedmfrkmfrpzn—r-i—l—dz+O <dvkmfr+4d1 P2n—7’+1—d2—5) ’

dog—1
uniformément pour tout k < d~'P,*" et & € A3(Z). En notant

(3.158) Nd7U7k(P2) = card{(z,y,2) € Z"7*NU | F(dz,y,2) =0, || =k

] ) <

On a alors que

Naur(P2) =Y ha(k,1)
<P
= > Nuw(P)+ O (anwmpy )
meAg(Z)
|z|=k
_ Z 6d7wJd@km—rdm—rpg—r—i-l—dg
xE€A(Z)

|z|=k

L0 (dvkm+1+4d1 P2n—7‘+1—d2—5>
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do—1
uniformément pour tout k < d'P, *1 Par conséquent, hg vérifie bien la
condition 2 avec

car(k) =Y Gazdiak™ Td",

x€A(Z)
|oo|=F
Cd,Q(l): Z Gd,zjz+ Z 6d,le,z lm—rdm—r—th’
ze AV (Z) ze AV (Z)
|z]=l |z|<l

D =max{m+1+4d;,n —r + 1+ 4da}

et
do—1 dy—1

2dy 7 2ds b
On a donc montré que hy est une (m+1—dy,n—r+1—ds, 04, D, v, v, 9)-
fonction, et donc en notant

a = min{

VI (B) = card {(z,9,2) € Z"2NU | 2 £ 0, (y,2) # (0,0),

‘y‘ n—r+1—dg
Flde.y.2) =0, [of 0 max (| 20 ] ]2 <5
xr

et

V{2 (B) = card {(z,9,2) € Z"2NU | 2 £ 0, (y,2) # (0,0),

|y‘ n—r+1—ds
F(dx,y,z) =0, |z "% max <LZ||J +1,]z| + 1> <B
x

la proposition 3.7.1 et la remarque 3.7.5 donnent :
N{%(B) = 04Blog(B) + O (d” log(d) B)
pour i € {1,2}. Par ailleurs, on observe que
NP (B) < Naw(B) <
et on en déduit finalement :

Proposition 3.7.6. Si di,dy > 2 et n+ 2 — max{dim V{*, dim V5'} > m, ou
sidi > 2,de =1 et n+2— max{dim V", dim V;'} > m’, alors pour tout
B > 1, on a la formule asymptotique :

Nau(B) = 04Blog(B) + O (d“+5 1og(d)B) ,

pour un certain & > 0 arbitrairement petit.
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Remarque 3.7.7. Nous avons vu (voir (3.145) ) que m < 13da(dy+dg)2%1 192,
De la méme maniére on montre que m' < 13do(dy + d2)2% 7%, Par consé-
quent, la formule asymptotique ci-dessus est en particulier vraie lorsque n +
2 — max{dim Vj*,dim V5'} > 13da(d; + dg)2%1+.

3.8 Conclusion et interprétation des constantes

Nous somme & présent en mesure de donner une formule asymptotique

pour

1
Nu(B) = anrd{(w,y,z) cUNZ"?| pged(x) = 1, pged(y, z) = 1
F(x,y,z) =0, H(z,y,z) < B}.

On remarque en effet que si Ny .(B) désigne

card{(dzx, ey, ez) € UN(AZ" T xeZ" ") | F(dx,ey,ez) =0, H(dx,ey,ez) < B}
= card {(z,y,2) e UN(Z" x 2" | F(dz,y, z) = 0,

|$’m+1—d1 maX{ Jﬂ’ ’ |z|}n—r+1—d2 < B/(dm+1—dlen—r+1—d2)}

— Nd U(B/(derlfdl enfr+1fd2))
et

Ni.i(B) = card{(kz,ly,1z) € UN(KZ" T xIZ™""xIZ"~™ 1) | pged(zx) = 1,
ngd(y,Z) =1, F(kx7y7z) =0, H(kxalyvlz) < B}

(pour d, e, k,l € N), alors on a

Ny(B) = Z Z Nii(B).

dk el

Par inversions de Mobius successives, et en utilisant la proposition 3.7.6, on
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15 :i > ul(d) Y ple)Nge(B)

deN* eeN*

=7 Z p(d)p(e) Ny (B (dm™Hiden—ril=dzy)
d,eeN*

1 p(d)p(e)
T4 Z qmH1—di gn—r+1—ds oqBlog(B)
d,eeN*

1
+4
+0 Z dmt1l—dign—r+1—ds d” log(d)B
d,eeN*

1 p(e) p(d)

=1 (Z €n+1d2> (Z gmti—a; 94 | Blog(B) + O (B),
eeN* deN*

carv=m-—r+ max{w;d)l(iﬂ_l) +¢e,5d1} < (m+1—di)+ 2, pour r choisi

assez grand, i.e. pour r > 6d; — 3. Par ailleurs on peut réécrire

ple) 1
Z en—r+l—da - H (1 - pnr+1d2>

e€N* peP
et
SIS P
bour deN deN
(3.159) =Y ’CﬁZ@d.
deN*

On obtient donc finalement

Proposition 3.8.1. Pour dy,dy > 2, n+ 2 — max{dim V}*,dim V5*} > m et
r>6d; —3,ona:

Ny(B) = oBlog(B) + O(B),

lorsque B — o0, ot l'on a noté o = %JG HpE'P (1 — p”_’“i‘l“‘d?) On a de

plus la méme formule pour dy > 2, dy = 1, n+2—max{dim V{*, dim V;*} > m’
etr > 6d; — 3.

Nous allons & présent donner une interprétation des constantes intro-
duites, et démontrer que l’expression obtenue est bien en accord avec les
formules conjecturées par Peyre dans [Pel|, et nous aurons ainsi démontré
le théoréme 3.1.1.
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Rappelons que 'on a noté 7 : Xg — X la projection du torseur universel
Xo = (A" {0}) x (A" "+1\ {0}) sur la variété torique ambiante X. On
considére un point (x,y, z) € Yp tel que %(w,y, z) # 0, ou

zj si jed{0,..,r}
ti=1< y; si je{r+1,..,m}
zj st je{m+1,..,n+1}

et on note P = m(x,y, z). La forme de Leray wy, sur un voisinage de (x,y, z)
sur lequel gTF # 0 est alors donnée par
J

(_1)n+27j .
wr(z,y,®) = G dto A .. Adt; A oA dtpa(,y, 2).
th(iﬂ,y,Z)

Pour toute place v € Val(Q) la forme de Leray induit une mesure locale wr, ,,.

On suppose a présent que le point (x,y, z) est tel que, par exemple,
o # 0, Zmy1 # 0 et 22X (x,y,2) # 0. Pour toute place v de Q, on

N . 8Zn«l»l
considére le morphisme

. -1
p.XQU — Aay

m(x,y,z) — (%,.. &, Yl Ym _ Zmit2 Z”)
) b

20’ """ 0! X0Zm41" """ Z0Zm+1" Zm417 ) Zm4l

Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert de P noté
V sur lequel p est bien défini et induit un difféomorphisme analytique sur
p(V). On pose W = w=1(V). Si 'on note

u = (Lula "'7u7’>

V= (7)7“+17"'7U’m) )

w = (17 Wm+25 -+ wn+1)
la mesure de Tamagawa w, est définie par

du y...duy,dvr g ... dvg ydwy 12, ...dwy,

oF
8Z'n+1

PxWy =

hy (u, v, w) (u, v, w)
v
ol wy41 est implicitement défini par F(u,v,w) =0, et

h (u,v) = Wi (w)h? (u, v, w)

pour
i (w) = ful 1=
n—r+1—d
hl(/Z)(’u"vu ’U)) = mnax <‘|Z||Z7 ‘w|l/> ’ )

ou pour tout vecteur ¢ = (x1,...,xN),

|z|, = max |z|,.
1<i<N

NI
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3.8.1 Etude de l’intégrale singuliére J
Rappelons que l'intégrale J est définie par

J = /R/wagl e(BF(x,y, z))dxdydzdp.
|z|<1

et cette intégrale est absolument convergente. On pose par ailleurs :

7o) = [rl(ymﬂymsl koo

|z|<1}
Nous allons montrer que 'intégrale J coincide avec 0 (Y). Pour cela nous al-
lons utiliser des résultats issus de [Pe2|. Introduisons les notations suivantes :

Soit X une variété définie sur un corps de nombres k. On pose G =
Gal(k/k) et B B
Al (x)x = Spec(k[Cer(X) N X* (T s)]9),

et si Tx est un torseur universel sur X, on note
T — Tns _
Tx = Tx X7 A g ()6

On dit qu'une hypersurface Y de X wvérifie I’hypothése (G) s'il existe une
désingularisation Ay de ACEH( X,k €quivariante sous I’action du tore Txg.
D’autre part, si L est un diviseur de Y appartenant & Ceg(Y), on pose

§(L) = inf{(z, L), x € Ceg(Y)" N Pic(Y)" \ {0}.
On note §(Y) = §(wy ') > 1. On a alors (cf. [Pe2, Proposition 3.5.1]) :

Proposition 3.8.2. Si Y est une hypersurface presque de Fano vérifiant
Uhypothése (G) telle que §(Y) = 1, Ceg(Y) est polyédrique rationnel et si
S(wy' —3L) >0 (ou L est le diviseur de X associé a Uhypersurface Y'), alors
pour toute place archimédienne v € Val(k), pour toute fonction ¢ complexe
définie sur ’7A'X(kl,), C™ a support compact on a la relation :

/mky) Pderaly) = /k /Tx(k’u) P(y)ew (& f (y))wrs v (y)dEs,

ot [ est telle que Y = {y € X | f(y) = 0}, et e, est le caractére £ —
(O avec A, (€) = | Try, /r(€)]-

Nous allons appliquer cette proposition aux variétés X et Y considérées,
avec k = Q, v = o0 et f = F. Si Pon montre que la proposition s’applique
dans ce cadre, on aura alors pour tout fonction ¢, C*° a support compact

sur Tx(R) :

/ (@, Y, 2)w7s o0 (@, 4, Z) = / / (@, y, 2)e(BF (9, 2) w1y oo(@, 3, 2)dP.
Ty (R) R JT7x(R)
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Quitte a approximer 'indicatrice du domaine d’intégration ® = {|y| < |z| <
1
|z| < 1} par des fonctions ¢ € C°(Tx(R)) = C>°(R™"), on obtient alors

7o) = [ ela) = [ /y'éfﬁ'fl (B (@, y, =) dwdydzdf = J.

Nous allons donc montrer que la proposition s’applique bien au cas qui
nous intéresse.

Dans le cas présent nous avons :
Cot(X) = RT.[Dg] + R*.[Dy11]

X*(Tis) = Z.[Dg] + Z.[Dus1).
et
A (x).q = Spec(Q[[Dol, [Dni1]]]) ~ A
Donc en particulier Ag () q est non singuliére, donc vérifie bien (G).
D’autre part, le diviseur anticanonique de Y est :

wy'] = (n1 — d1)[Do] + (n2 — da)[Dn41]

donc

S(wy) = inf —d —dy)} > 1.
(wy) (th)lgNz\{O}{wl(m 1) + z2(n2 — da)}

Le diviseur L associé¢ & Y est di[Dy| + d2[Dy+1] et donc :

Swe'—3L) = inf —3d —3dy)} = inf (n;—3d;) > 1.
(wy ) (a:l,:cz)lgNQ\{O} {z1(n1 1) + x2(ng 2)} jelﬁ,Q}(nj i)

Par ailleurs,
Ceg(Y) = RT.[Do] + RT.[ Dy 1]

qui est polyédrique rationnel. Les conditions de la proposition sont donc
toutes bien vérifiées.

Nous allons a présent interpréter cette constante J en termes de mesures
de Tamagawa. Plus précisément, en notant 7., = wso, nous allons démontrer
le résultat suivant :

Lemme 3.8.3. On a

(m+1—di)(n—r+1—ds)
4

Too — Oco-
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Démonstration. Il nous suffit de montrer que (par exemple pour l'ouvert V'
défini précédemment, on a 7. (V) = H=dril=dy) o () par défini-
tion de la mesure de Leray,

dxdydz
oeo(V) = T (V)n{|zl<1 | oF '
i<z, [2|<1} |Den T (T2 Y5 Z)

On remarque que

-1
max |z;| <1 & |zo| < <max| Z‘) :
i | ol

On applique alors les changements de variables x; = xou;, y; = zm4+120v; et
2k = Zm+1wWk dans U'intégrale ci-dessus. On a alors que

{Wspe 70l < (fu)”

& 4 lemalle] <o
z| <1
2= o] < ol

_ 1 _
- ’m0|m+1 d1 < h(()o)(u) 1
[zt [P <R (u, v, w) !

On obtient donc

UOO(V) :[/ / |zo|m+1- d1<h(1>( )1

$
ot (@ 2| | i @ )

|zo|™ d1|2m+1|n = dexodzdeudvdw

B 4 / dudvdw
(4 L= d)n = 1) o) g, 0,0) [ 52 (2, 2)|

6Zn+1

4
- (m+1d1)(nr+1d2)/vw°°‘

3.8.2 Etude de la série singuliére &
Rappelons que G est définie par :

6= Z dar+1 Gd’

deN*
avec
o0
Sa=Y_ Aqg)
q=1
ou

Ag(g)=q " > e <ZF(db1, by, b3)> .

a€(Z/qZ)* (b1,b2,b3)e(Z/qZ)"+2
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Lemme 3.8.4. Pour tout d € N*, la fonction Agq est multiplicative.

Démonstration. On considére deux entiers qi, g2 tels que pged(qi, g2) = 1,
et posons ¢ = q1g2. Montrons qu’alors A4(q) = Agq(q1)A4(g2). On remarque
que

Ad(@)Aa(ge) = ¢ > >

mEZ/nB) o) b)) b)) (z/0,2)+2
a26(Z/q22)*
(b(12) 7b<22> 7bé2))e(Z/Q2Z)n+2

e <a1CI2F(db§1)a bgl)a bz(al)) + G2Q1F(db§2), bg2)v ng)))
q

Or si l'on considére 'unique élément (by, be, b3) € (Z/qZ)" "2 tel que

Vi € {1,2,3}, { Zi

on a
qu(dbﬁl),bél),bé”) = ¢2F(dby, b2, b3) (q)
@ F (b, b b)) = ¢ F(dby, by, bs) (q)
et ainsi :
Adlg)Aa(gz) = ¢~ >

a1€(Z/q1Z)* (b1,b2,b3)e(Z/qZ)"+2

a26(Z/q2Z)*
%mﬁw%mmm@.
q

Or 'application :

(Z/nZ)* x (Z]/q2Z)* — (Z/qZ)*
(a1,a2) — ai1q2 + a2q

est bijective. On obtient donc finalement :
Aa(q1)Ad(q2) = Aalg)-
O

Puisque &, est de plus absolument convergente (cf. lemme 3.3.21), on a :
Gy = H Odp
peP
ou

oap =Y _ Aa(p®).
k=0
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On remarque par ailleurs que pour tous d, k € N* :

3y e <;,;F(db1, by, b3)>

(bl,b27b3)€(Z/pkz)n+2
a
= Z e (pkp(pvp(d)bl, bo, b3))
(b11b27b3)6(Z/ka)n+2

et donc :
Ad(p") = Ay (0°)-

Par conséquent, pour tout d € N*, on a :

p(d)

dr+16d - H Byopta
pEP

ou pour tout v € N* :

Remarquons que By = 0 pour tout v > 2. La série ) n- 5}—?16(1 étant
absolument convergente, on a alors :

e =TT (3o
)

deN* peEP

Notons & présent
(3.160)

M, (k) = Card {(w,y,z) € (Z/pl”"’Z)”Jr2 |z £0 (p), F(xz,y,z) =0 (pk)}

Lemme 3.8.5. Pour tout entier N >0, on a

A (p* M,(N
Z <A1(pk) - pr(fl)> - pN(7(L+1))’

et donc
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Démonstration. On pose ¢ = p¥. 11 est immeédiat que

g ! qi > e <2F(b1, bo, b3)>

t=0 (b1,b2,b3)E(Z/qZ)"+2
= Card {(z,y, 2) € (Z/qZ)""* | F(z,y,2) =0 (q)},

et de méme

q ! qi > e <2F(pb1, by, bg))

t=0 (by,ba,b3)€(Z/qZ)"+2
=p"" Card {(z,y, 2) € (Z/qZ)"** | = 0 (p) F(z,y,2) =0 (q)}

On a donc

t=0 (bl,bz,bs)G(Z/qZ)"+2

<tF(b b b)>—le<tF( by, b b)))
q 1,092,03 pr+1 q pO1, 02, 03
_ -1
'y ) >

qilg  0sa<qr  (b1,b2,b3)e(Z/qZ)"+2
pged(a,q1)=1

a 1 a
<e <qu<b17 by, b3)> - e (qu(pbl, by, b@))

P N(n+2)

*NZ o 2 2.

a€(Z/pFZ)* (b1,ba,b3)e(Z/p*Z)"+2

a 1 a
<€ <ka(b17b2, b3)> - e <ka(pb1, b27b3)>>

N k
— Nt Z (z‘h(pk) B A;r(fl)>

k=0

Nous allons & présent interpréter les constantes O';) en terme de mesures
de Tamagawa 7, définies par

1\ 2
Tp:<1—p> Wp.

Pour cela nous commencons par établir deux lemmes intermédiaires :
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Lemme 3.8.6. Pour tout N € N*, on note

Wi(N) ={(z,y,2) € (Zp/p")"* | & £0 (p),
(y,2) Z0 (p), F(z,y,2) =0 (p")}

ainsi que My(N) = Card W (N). Il existe alors un entier No tel que pour
tout N > Ny :
M;(N)
n w - .
(z,y,2)€2; 1> Ly = N@m+D)

xZ0 (p), (y,2)Z0 (p)
F(x,y,z)=0

Démonstration. Soit (x,y, 2z) € Z;‘”. Dans tout ce qui suit, on note

[wayaz]N = (ac,y,z) mod pN

On écrit alors :

(3.161)
{(:c,y,z)eZ,’,”Q7 xZ0 (p) WLp = Z {(u,v,w)ezg+2, wL’p(u’ v, w)
(¥,2)20 (p), F(@,y,2)=0} (x,y,2) modpN “[uvwlyv=(2yz)

w¢0 (p)7 (y7z)¢0 (p) F(uvvvw)ZO}
F(x,y,2)=0 (p7)

(3162) = Z /{(u,’v,’w)GZg_‘—Q, WL7p('U/, v, 'U))
(x,y,2)EWx(N) * [u,v,w]y=(x,y,2)
F(u,v,w)=0}

Puisque Y est lisse, il existe un N > 0 assez grand tel que, pour tout
(x,y,2) € (Zp/p™ )2 tel que = # 0 (p), (y,2) Z0 (p), et F(z,y,z) =0

C_il,?,k Up 85[71 T,Y,z ) Up ay] Z,Y,=z ) Up azk T, Y,z

soit non nul et constant sur la classe définie par (x,y, z). On peut supposer

oF

m(az,y,z)). On considére (u, v, w) € Z;}“ tel

queN>cetquec:vp<

que [u,v,w|y = (x,y,2), et (v, v, w') € Zg” quelconque. On a alors

oF

r
F(U—l—u/71j—|—vl’w+w/) :F(U>an)+z (U,U,w)ufi
i=0 O
m n+1
oF OF
Z aiyj(uav)w)v‘;“"— Z T%(u’v7w)w;€—|—G(u’v’w’u/’,vl’w/)’
Jj=r+1 k=m+1

ou G(u,v,w,u,v',w') est une somme de termes contenant au moins

' ou wj,. Ainsi, on a donc, si (u/,v',w’) € (pNVZ,)" T2 :

deux facteurs u;, v}

Fu+u/, v+, w+w') = Flu,v,w) (p" ).
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Par conséquent, I'image de F'(u, v, w) dans Z,/ pNte¢ dépend uniquement de

(u,v,w) mod p" = (x,y, z), on note alors F*(x,y, z) cette image.
Si F*(x,y, z) # 0, alors I'intégrale

{(u,v,w)eZrt?, OJLJ,('U,, v, w)
[w,v,w]n=(2,y,2)
F(u,v,w)=0}

est nulle, et I’ensemble

N+c‘

{(w,v,w) mod p [u,v,wly = (z,y,2), Flu,v,w) =0 (pN+c)}

est vide.

Si F*(x,y,z) = 0 alors, par le lemme de Hensel, les applications coor-
données Xq, ..., Xr, Yri1, ooy Ym, Zm+t1, ---, Zn définissent un difféomorphisme
p-adique de

{(u,v,w) € Zg” | [u,v,w|y = (x,vy, 2), F(u,v,w) =0}
sur

ot 2 = (zm+1,---, 2n). Par conséquent, on a :

((uw)ezn+?, WLp(W, v, W)
['Ufﬂﬁ'w}N:(w,y,z)
F(u,v,w)=0}

—N(n+1
Pedug ...ty pdvy 41 .. pdwe 11 p..dwy p = p& N,

/($7y72)+(psz)n+l

N-+c

On a d’autre part, puisque F'(u, v, w) mod p ne dépend que de (z,y, z) :

p_(N+C)(n+1) Card{(u, 'U’ ’LU) mOd pN+C ‘ [u’ 'U, w]N = (m7 y’ Z),
F(u,v,w) = 0(pN+C)} _ p—(N+c)(n+1)p(n+1)c _ pc_N("'H).

On a donc finalement :

= c—N(n+1)
{(z,y,2)€Z2T2, 220 (p) WLp = Z D
(y,2)#0 (p), F(z.y,2)=0} (@,y,2)EW; (N)
F*(mayaz):()
= > I cad{(uv,w) mod pV | fu v, wly = (2,y.2)

(zy,2)eW; (N)

. M¥(N +c)
Plu,v,w) = 0p*)} = R

D’ou le résultat.
O
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Lemme 3.8.7. On a

1
(w,y,Z)EZZ“ WLp = (1 - pn—r-‘rl—dz (wvy%)EZ;}*Q WL,p;

xZ0 (p), (y,2)Z0 =
é?i,i},’z)):o () x£0 (p), F(x,y,2)=0

et d’autre part

0 N (R .

N—oo p N (n+1) pn—T+1—d2
Démonstration. La premiére partie du lemme résulte du fait que :

—(n—r+1—da2)

wL,p(xvpyapz) =p wLp(way7z)‘

Pour la deuxiéme partie, on considére un entier j tel que N > jdo + 1 et on
considére ’ensemble

N(j) = Card{x (Zp/pNZp)H'l, (y,z) € (ijp/pNZp)”_T'|r1 |z £ 0 (p),
(y,2) 20 (1), F(a,y,2) =0 (™)},
On remarque que, pour tout N > jdo
N(j) = Card{z € (Z/p"Z)™", (y,2) € (Z/p"7Z)" "™+ |2 £ 0 (p),
(y,2) £0 (p), F(w,y,2) =0 (p" %)}
— p(f’+1)3d2+(n—T+1)(jd2—j)M*(N — jdy).

Soit Ny comme dans le lemme précédent, et soit jo = [(N — Np)/dz2]. On a
alors

Mp(N) = Z N(])
0<jd2<N—Ny
+ O (Card{(z,y, 2) € (Z2/p"Z)"*? | (y, 2)

=0 (p7 )})
= Z p(T+1)jd2+(n—T+1)(]dz—])M N—jdy) +O< N(n

(n— r+1))
0<jd2<N—Np
Or, d’aprés le lemme précédent :
My (N —jda) _ My(N)
p(N—jd2)(n+1) "~ pN(n+1)”
on obtient donc :
My(N)= > p=r s () + O (pN("+2)—jo(n—r+1)>

0<j<N—No
1 _ p—(N—N0+1)(n—T+1—d2)

_ M;(N) +0 <pN(n+2)—j0(n—r+1)) 7

1— p*(n7T+17d2)
(V)

: P M, : ,
et puisque 0, = limy_ W, on obtient le résultat.
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On déduit des lemmes 3.8.6 et 3.8.7 que

I
(3.163) o, = (wyyeznt  YLp

220 (p), F(w,y,2)=0

On conclut alors en utilisant le lemme ci-dessous :

Lemme 3.8.8. On pose :

On a alors

(@yzezpt? T /Yo@p)m{lmlp:l wLp(@ Y, ) = alp)ep(Y(Qp))-

@Z0 (p), F(w,y,2)=0 hy(x,y,2)<1}
Démonstration. 11 suffit de montrer pour tout ouvert V' de Aré_pl C X(Qp)

tel que pour tout P = w(x,y,z) € V on a (par exemple) xozm+1 7# 0 et

afi -(x,y,2) # 0 (les autres cas se traitant de facon analogue) I'égalité

a1 (V)nm=1(Y) wL,p(IB, Y, Z) = a(p)wp(V N Y)

z|p=1, hg(w,y,z)gl}

est vérifiée. Remarquons dans un premier temps que, pour un tel ouvert V,
on a

(1 B 1) wp(VAY) = <1 B 1> / dug p...dur pdvr i1 p...dVp AW 12 p...dwy 5
p pJ Jvny aF -(u,v 'w)‘ hl(u)h(u, v, w)

En appliquant deux fois le lemme 5.4.5 de [Pel], on obtient alors :

1\2 1 -1 1 -1
<1 o p> (1 o pm+1—d1> (1 - pn—r+1—d2> wp(V)

dxdydz

F
8?n+1 (33, Yy, Z)‘p

- =L (V)nm = H(Y)
N{rS) (2)<1, h2(@,y,2)<1}

/ V)ne—1(Y) CULJ)(:D,y,Z).

{h“) <1 h2(@,y,2)<1}

Or, étant donné que

—(m+1—d1)

wL,p(pmapy)z) =Pp WL,P(mvy,z)’
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on a

(z,y,2)en—{(V)na—1(Y) WL.p
N{AGY (@)<1, b2 (@,y,2)<1

1 —1
B <1 N pm“_dl> Xo(Qp)Nw=1(Y) wrp(T, Y, 2)
N{|elp=1, h2(z,y,z)<1}

et on obtient le résultat souhaité.

On déduit de ce lemme et de la formule (3.163) que

<1 g ) 7= (1 - ;>Q%<Y<Qp>> = (Y (Qp)):

3.8.3 Conclusion

Rappelons que la formule asymptotique conjecturée par Peyre dans [Pel],
dans sa version corrigée par Batyrev et Tschinkel, pour le nombre Ny (B)
de points de hauteur bornée par B sur 'ouvert U de Zariski de la variété Y
(pour la hauteur associée au fibré anticanonique w;l) est :

(3.164) a(Y)B(Y )1y (Y)Blog(B)r&Pic(¥)-1

ol . _<w;1yy>d
(rg(Pic(Y)) — 1)! /A;ﬂ(y)v ¢ Y
Alg(Y)Y = {y € Pic(Y) @ RY | V& € Alg(Y), (z,y) = 0}

a(Y) =

et
B(Y) = card(H'(Q, Pic(Y))),

m(Y)= [[ n¥(@Q))
veVal(Q)

(car ici il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin). Dans le cas présent on
a
Pic(Y) = Z[Dg] ® Z[Dy41] ~ Z2, rg(Pic(Y)) = 2,
~[Ky] = (m+1—d1)[Do] + (n— 7+ 1~ d2)[Dn1],
Aea(Y) = RF[Do] + R [Dpya] = (RF)?.

On a par conséquent :

1

Y) = —(m-i—l—dl)tl—(n—’r‘-i-l—dz)tzdt dto = )
alY) /[07%0[26 1 (m+1—di)(n—r+1—ds)



198 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES PARTICULIERES

D’autre part Pic(Y) ~ Z2, et le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit trivialement

sur Pic(Y'), on a donc
plY) = 1.

Par ailleurs, d’aprés ce qui a été vu dans les sections précédentes, on a

[Ta@) =61 (1 s )

pEP pEP

et
TOO(Y(R>) _ (m—i-l—dl)(z—r-i-l—dg)l

Ainsi on a :
r ic — 1 1
a(YV)B(Y)r(Y) Blog(B)sM0N! = 267 ] (1 - M) Blog(B),
peEP

et on retrouve bien la formule de la proposition 3.8.1. Nous avons donc
démontré le théoréme 3.1.1.



Chapitre 4

Cas général

4.1 Introduction

On considére une variété torique déployée compléte lisse X = X (A) de
dimension n définie par le réseau N = Z" et un éventail A ayant n+r arétes
engendrées par des vecteurs notés vy, ve, ..., Un4r € R™" (avec 7 > 2). Nous
supposerons que le groupe de Picard et le cone effectif de X sont engendrés
par les classes de diviseurs associés aux arétes de r vecteurs générateurs de
I’éventail, disons vp41, ..., Untr. On note Dy 41, ..., Dty les diviseurs associés,
et [Dn+1], -, [Dntr] leurs classes dans Pic(X). On peut alors écrire

Pic(X) = @ Z[Dn-i-j}:
j=1

Clig(X) = Z R [Dpy],
7=1

et la classe du diviseur anticanonique de X est de la forme
'
[~Kx] = nj[Dnyj]
j=1

avec ni,ng,...,n, € Z. D’autre part, pour di,...,d, € N fixés (tels que
nj > d; pour tout j) considérons un diviseur de classe Y 7 d;j[Dy;] et
une hypersurface Y définie par une section de ce diviseur. On supposera que
I’hypersurface choisie est lisse et de dimension supérieure ou égale a 3. La
classe du diviseur anticanonique de Y est alors donnée par

[-Ky] = Z(nj — d;)[Dny;),

ou les Dy, ; désignent les diviseurs induits par les diviseurs D,,; sur Y. En
utilisant par exemple la construction décrite par Salberger dans [Sa, §10], on

199



200 CHAPITRE 4. CAS GENERAL

peut construire une hauteur H sur X associée & y 7, (n; — d;)[Dny;]. Elle
induit une hauteur sur Y qui est une hauteur associée a [—Ky|, et que 'on
notera encore H. L’objectif est alors de donner une formule asymptotique
pour le nombre

Ny(B) =Card{P € Y(Q)NV | H(P) < B},
pour un ouvert V bien choisi.

La variété torique X peut étre définie comme le quotient de
X1 ={x € A" |Vo € Apax, [ =i #0}
i|vido
par l'action du tore (C*)" de la forme :

T

vt = (tla "'atT) € (C*)Tv Vo € Xla tx = (H t?i’jl‘i)ie{l ..... r}
j=1

ot les a; ; ont été définis par la formule (3.2) (voir par exemple [Co, §2| pour
plus de détails). Notons 7 : X; — X la projection canonique. L’hypersurface
Y de X est alors mw(Y7) ou Y; est 'hypersurface de X; donnée par une
équation F'(x) =0, ou F est un polynome vérifiant

¥t = (t1,...1,) € (C), Ve € X1, F(ta) = | [[t) | F(e).
j=1

Pour tous m € {1,...,r} et 7 € &, on note

Conr = {02 k) | 5 € {r(1), o)}k € {1,y d}}
Dyr = NOm™7,
V(j, k) € Crnry J(g, k) ={ie{l,....on+1}]|a;; =k}
Le polynéme F' peut étre décomposé sous la forme :

F(x) = Z Fy(x),

d=(d;,k) (j,k)eCm,r €Pm,r

ot Fy est un polynome homogene de degré d;j en les variables (z;)ic. (k)
pour tout (j,k) € Cp, . On pose alors pour tout d € Dy, -, et tout (j,k) €

Cm,T7

* n-—+r . . aFd
Vq—,m,d,(j’k) = {a: c A"t | Vi e J(j,k), 87331(:1;) — 0} .
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Posons enfin

n(F)=n+7r— max min max dimV* .
) mE{L,...,r} d€D;, - (j;k)ECm, r Tm.d, (k)
TEGS,

ou Dy, . = {d = (djk)r)ecm. € NCmr | Fy # 0}. On pose par ailleurs
I, ..., In les ensembles I minimaux pour l'inclusion tels que

Vo € A, ZRJFW ¢ o.

i€l
Nous démontrons alors dans cette partie le théoréme ci-dessous :

Théoréme 4.1.1. Sil’on suppose que A est tel que, pour tout k € {1, ..., N},
Card I, > 6, qu’une puissance de w;l est engendrée par ses sections globales
et que

n(F) > r(6.225=1% +4) [ T[3+10d;) | | D d; ]
j=1 j=1
alors il existe un ouvert V de X de la forme m(U) ou U est un ouvert de X

tel que :
Ny (B) = CB(log B)" ™ 4+ O(B(log B)"?),

ou C' est la constante conjecturée par Peyre.

Remarque 4.1.2. L’ouvert U est définit par la formule (4.98). Nous verrons
en particulier que cet ouvert de X1 vérifie

xelU=Vte (C", txecl.

On a donc en particulier m=1(V) = U.

Dans la section 2 nous fixons précisément le cadre de notre étude. Nous y
décrivons entre autres les variétés toriques auxquelles nous nous intéressons,
I’expression de la hauteur, et la forme des équations définissant les hypersur-
faces. Nous montrons par ailleurs que le calcul de Ny (B) peut se ramener a
celui de

Ney(B) ={x € (Z\{0})"" nU |Vie{l,...,n+71} ez,

Fz) =0, Vi€ {L,....n+r}|e] <[] IM;(@)", T] M)~ % < B
j=1 j=1

pour tout e € N"" fix¢, et ou F, Mq,...,M, sont des monomes et les
a; j,nj,d; des entiers que nous préciserons. La méthode utilisée pour éva-
luer les Ne 7 (B) est inspirée de celle développée par Schindler dans [Sch2]
pour traiter le cas des hypersurfaces des espaces biprojectifs. Cette méthode
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consiste dans un premier temps & donner une formule asymptotique pour le
nombre Ne (P, ..., Pr) de points & de UNZ"" tels que |M;(z)| < Pj pour
tout j € {1,...,n 4+ r} pour des bornes Pi, Ps, ..., P, fixées. Dans la section
3, en utilisant des arguments issus de la méthode du cercle, on établit une
formule asymptotique pour Ne 7( P, ..., Pr) lorsque Py, ..., P, sont « relative-
ment proches » en un sens que nous préciserons. Dans la section 4, pour tout
sous-ensemble J C {1, ...,7} on donne, en utilisant & nouveau la méthode du
cercle, une formule asymptotique pour Ne (P4, ..., Pr) lorsque les (Pj)j¢ 7
sont « petits » et les (P;);jcs sont « grands » et « relativement proches ». Les
résultats obtenus combinés avec ceux de la section 2 nous permettrons dans
la section 5 d’établir une formule asymptotique pour Ng i (P, ..., Pr) avec
Py, Py, ..., P. quelconques. Dans la section 6, nous utilisons une généralisa-
tion des résultats établis par Blomer et Briidern dans |B-B] pour conclure
quant & la valeur de Ngy(B) a partir des estimations obtenues dans les
sections précédentes. Enfin, dans la section 7, on conclut en démontrant le
théoréme 4.1.1.

4.2 Préliminaires

A partir d’ici, pour les généralités sur les variétés toriques et sur la
construction de la hauteur sur I’hypersurface ¥ nous renvoyons le lecteur
aux sections 3.2.1 et 3.2.2. Nous adopterons en particulier les notations de
ces sections dans tout ce qui va suivre.

Dans le cas présent, X'O(Z) C Z™" peut étre décrit comme 1’ensemble
des (n + r)-uplets d’entiers notés x, tels que (cf. [Sa, 11.5]) :

(4.1) 36 € Apae | @7 #0,
(42) ngdUGAmaX (mg) = 17
ou

i¢o(1)

Nous allons & présent exprimer la hauteur Hy de fagon plus explicite.
Rappelons avant tout que, d’aprés (3.2), nous avons pour tout i € {1,...,n+

r},

[Di] = Z @i j[Dn+]
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avec a; ; € N pour tous 4, j. On a alors

n+r T n+r
KX =YD =) (Z am‘) [Dnj]-

i=1 j=1 \i=1

n;
On remarque par ailleurs que l'action du tore de Néron-Severi Tng sur les
points x = (xi)ie{17...,n+r} du torseur universel Xy est donnée par :

.
Vt=(t1,....t;) € Tns, taw = [ | [ | =
J=1 ie{1,...,n+r}
Autrement dit, la variable x; a pour poids (a;1, a2, ...,a;,). Considérons
a présent une hypersurface ¥ de X donnée par une section globale s de
O(D) ot D = 37" dj[Dn+j]. Une telle section s se reléve en une unique

fonction polynomiale F : Xy — R a coefficients rationnels vérifiant, pour
tout £ € Q" :

¥t = (t1, ... t,) € Tns, Fta) = | [[ 7 | Fla).
j=1

On a par ailleurs la proposition ci-dessous

Proposition 4.2.1. StV est une intersection compléte lisse dans une variété
torique compléte et lisse, et si de plus la restriction de Pic(X) a Pic(V) est
un isomorphisme, alors le torseur universel au dessus de V est obtenu en
prenant inverse de V' dans le torseur universel au-dessus de X .

Démonstration. Voir |Pe2, Remarque 2.1.2 et Exemple 2.1.16| O

En particulier, dans le cas présent, d’aprés le théoréme de Lefschetz,
I’hypersurface de X, définie par lannulation de la fonction F correspond
alors au torseur universel au-dessus de Y. Par conséquent, en utilisant le
lemme 3.2.12, les Q-points de Y correspondent, modulo 'action des points
de torsion de Tys, aux Z-points  de Xy tels que F(z) = 0.

Remarque 4.2.2. Dans tout ce qui va suivre on supposera que l’hypersurface
Y définie par F(x) = 0 est lisse. En fait cette propriété est vraie pour un
ouvert dense de Zariski de coefficients (ow)ueppnzn -

Rappelons que 'on souhaite évaluer
Noy (B) = Card{ Py € Yo(Z) NTo(Q) N (V) | Ho(Py) < B}

= Card{z c Z""Nna Y(V) |Vie {l,..,n+7r} 2; #0,
F(m) = 07 ngdUeAmax(mg) = 1’ H0($) < B}
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pour un certain ouvert V. Quitte & appliquer une inversion de Mobius ap-
propriée (cf. [Sa, §11] et section 4.7.1), on se raméne a évaluer, pour e =
(€1, s €nir) € N7 de :

Neu(B) = Card{z € (Z\ {0})""" NU | Vi€ {1,...n+r} ez,
F(x) =0, Hy(x) < B},

(ot U = 7= (V) est ouvert de X; cité dans la remarque 4.1.2) ce qui revient
encore & estimer pour tout o € Apax (cf. [Sa, §9, 11]) :

Ne o v (B) = Card{x € (Z\{O})”MHUOC'OJ(R) |Vie{l,....,n+r} ez,
Fla) =0, Hy(x) < B).

ot Coo(R) = 1 1(Choo(R)).

Considérons un cone maximal ¢ € Apax engendré par des éléments
(Ui)z‘gé{il,...,ir} (qui forment alors une base de Z™ puisque A est supposé
lisse et complet) pour iy, ..., € {1,...,n + r} fixés. Par ailleurs, pour tout
ie{l,...,n+r}\{i,.., ir}, on note u; 'unique vecteur tel que (u;,vy) =
i pour tout k ¢ {i1,...,ir}, et on prend d’autre part u; = 0 pour tout
i € {i1,...,7,}. On pose alors pour tout 7 :

n+r
E(Z) = Di — Z(ui,vk>Dk.
k=1

On a en particulier E(i;) = D;, pour tout j € {1,...,r}.

Remarque 4.2.3. Définissons la matrice (Bnijk)i<jr<r € My(Z) comme
la matrice inverse de (a; ;)i1<i,j<r- On remarque alors que pour tout j €

{1,...,7},
E(n+j) = ZﬂnJrj,sz‘k-
=1

Remarque 4.2.4. Si (ey,...,enty) désigne la base duale de (D1, ..., Dy i)
(vue comme une base de Divy (X)), les diviseurs E(i) sont caractérisés par
[E(i)] = [D;] et (E(i),ex) = 0 pour tout k € o(1).

On a alors que (par la description de C,, o donnée par la proposition 3.2.4) :

3

Coo(R) = 7 (Cono(R)) = {w € R™ | Vi € {1, + 7}, Jai] < [P0

On observe d’autre part que, pour tout € Cp,(R),

max |zP7)] = |2P)|.
TGAmax
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Par conséquent :

Neou(B) = {af: c (Z\{0)""" NU |Vie {1,...n+71} ez,

|z < ‘azE(i) , F(z) =0 et |2P©)

<B}.

Remarquons que, D(o) étant caractérisé par [D(0)] = >7%_ (nj — d;)[ D]
et (D(0),ex) = 0 pour tout k € (1), on a, d’aprés la remarque 4.2.4 :

r

D(o) =) (nj —dj)E(n+ ).
j=1
Ainsi,
T ni—ds
2" =] (wE(nJrj)) i
j=1
On remarque par ailleurs que, toujours d’aprés la remarque 4.2.4 :

Vie{l,..n+r}, E(i) =Y ai;E(n+j).
j=1
On a donc .
270 =T (xE<n+j>)“i’j .
j=1
Ainsi,
Ne,J,U(B) = {w S (Z \ {0})n+r NU ’ Vi € {1, vy + T’} ei\mi,

T
‘$2| < H ‘xE(n-&-j)
j=1

nj —d]'

< B,

" F@) =0, ] ]xEWﬂ')
j=1

que nous pouvons encore récrire :

Neov(B) = {x € (Z\{0})"" | e.x € U, Fle.x) =0,

. 1 AT - N [i—dj
Vie{l,...,n+r}, |z < p H ’(e_a;)E(nH) , H ‘(e.w)E(n-H) <B;,
J=1 7j=1
ou 'on a posé e.x = (e121, ...., enqr&ntr). Cette récriture de Ne o 7(B) en

E(n+j)

termes de (e.x) s’avérera cruciale pour ce qui va suivre.

Posons a présent pour tout (ki, ..., k) € N”

hey(ki,....ky) = Card {x € (Z\ {0})""" |ex € U, F(e.x) =0,

; 1 v . a .
Vj e {1, ...,T'}7 U(e;p)E(n+3)‘J +1= kj, Vi € {1,...,77, —1—7“}7 |xz’ < = ijm 7
i i
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et

heu(ki,...,ky) = Card {x € (Z\ {0})""" | e.w € U, F(e.x) =0,

) 1
Vj € {1onrh, [[(ea@) || = ky, Vi€ {1 ontrh Juil < — [0 + 1059 6,

) ]:1

on peut observer que he (k) = h, ;7(k — 1)) et on remarque alors que :
» e, U

Z &e,U(klu'“uk’r‘) < Ne,o',U(B) < Z Ee,U(klw--akr)-

n;—d; n;—d;
H;:l ij ]SB H§:1 ij JSB

En appliquant un analogue du résultat de Blomer et Briidern sur les somma-
tion hyperboliques (cf. [B-B|), nous allons montrer qu’il existe une constante
Co.e et des réels B, ..., Bnir tels que

n4+r
> hey(ki, ... k) = CoeBlog(B) 140 ((H e?i> Blog(B)r2> ,

_d. =
[Ty, K7 i =

n-+r
Z Ee,UUfla ceey kr) = CmeBlOg(B)T*l_}_O ((H ef’) Blog(B)T2> 7
i=1

ni—d;
H;:lkj] JSB

et nous en déduirons donc que

n+r
Neov(B) = CoeBlog(B) ™! + O ((H efi) Blog(B)T_2> .

i=1

Pour cela, il est nécessaire de calculer, pour tout J C {1,...,7}, pour (¢;)jec1,..r1\J €

Nr—CardJ o pour (kj)jes fixés, une formule asymptotique de la somme

> helkr, k).

Vi J, kj<t;

Nous allons commencer par traiter, dans la section suivante, le cas ou J = )
avec des bornes tq,...,t, « relativement proches ».

4.3 Premiére étape

4.3.1 Préliminaires

En préliminaire aux inégalités de Weyl dans ce cadre plus général, nous
construisons, dans cette section, des opérateurs algébriques que nous appli-
querons au polynéme F'.
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A chaque entier i € {1, ..., n+r}, nous associons un poids a; = (a; 1, ..., ai,) €
N" ainsi qu’'un ensemble fini E;. Posons

C={(,k)|7e{l,...,r}, k#0, Fie{l,...,n+r}, ai;j =k},
et fixons un ensemble de degrés (k) (jryec € N¢. Posons alors
Ipy={ie{l,..,n+r}|Vje{l,..,r}, tja,, #O0oua;; =0},
Co={(,k)|je{1,...r}, k#0, Jie Iy, a;j =k} CC,

t = (tjx)(jk)ecos

V(j, k) € Cy, J(], k) = {Z el ’ Qi = k}

On considére alors un ensemble de variables X = (.Z‘Z(l))
Iy, 1 € E;}. Pour tout (j, k) € Cp, notons

Ges, ou& ={(i,l) | i€

E( k) =10, 1) e € lie J(G,k)} ={(1) € €| ai; = k}.

Considérons un polynoéme F € Z[X]. Pour tout (j, k) € Cp, on définit I'opé-

rateur AEZ}:)) par :

t; l I,h
AE;;S)f <($§ Nangeoi @) Goeeiip )
he{l,..t;r}

= Ft; b1 ((fcgl))(i,ngzg(j,k),(fﬂgl’h)) (i,1)€E(.F) >
he{l,.t; k+1}

l I,h
o <(f'«“§ Nangein @) Goeem ) ;
hE{l,...,tjﬂk}

ol, pour tout t € N :

Fi ((%(l))(i,mzsu,k), (x§l7h))(i,l)e€(j,k)>
he{l,...,t}

t
t
= > (ml)ZhmEnF ((xz(‘l))(i,l)géS(j,k)a > €h$§l’h))(i,z)e5(j,k)> :

(1,.-,6¢)€{0,1} h=1

. t;
Remarque 4.3.1. Pour un j fizé, les opérateurs Agjj}f)) commutent deur a

deuz.
Proposition 4.3.2. Considérons un ensemble d’entiers naturels d = (d; x)jx)ec, €
NC et un polynome gd((xl(’))(i7,)eg) homogéne de degré d;, en les variables

(:Ugl))(i7l)eg(j’k), Alors pour tout (jo, ko) € Co on a :
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1. Sidjy ko < tjo ko, alors A ’Oko)g =0,

2. Sidj, ko = tjo ko, alors

{ l,h
Jﬁ?ﬁ% Ya <( g toskoy: (#1™) (i,l)esuo,ko>>

h€{17...,tj0’k0}

! Lh
- _gdvt]‘o,ko ((JJE ))(ivlmg(jo,k‘o)’ (mz( )) (4,1)€E (Jo,ko) )

h€{1:-~~7tj0,k0}

et est linéaire en chaque (ngl,h))(l 1eE o ko) PouT tout h € {1, ..., t5) 1o}

sid=t.

(t50,ko) l Lh
De plus, quel que soit d, A0 5 Ga <(x§))(i7l)¢5(jo,ko)7($z(' ) l)eg(Jo,k0)>

he{l,....t50 ko
est homogene de degré dj . en les variables (xz('l))(i,l)eg(j,k) pour tout (j, k) #

(Jo, ko) et homogeéne de degré dj, k, en les variables (xl(-l’h)) (6,0)€€ (o ko) -
he{l,...tjo ko }

Démonstration. Ces résultats découlent de [Schm, Lemme 11.2] (les résultats
de Schmidt, s’appliquant & n’importe quel anneau, y compris Z[(aﬁy))(i7l)¢ £(o,ko))-

On définit alors :

(t,km ;)

t; A (tikg)
A — AVIR O"'OA(j,kmj)

J (k1)
ott {k1, ..., km,; } = {k € N\ {0} | 3i € Ip | a;; = k}. Par définition on a

¢ Lh
AT (") (i) €€
he{l,...tja; ;}

Card P(j . L,h
= (—1)Car (4) Z (_1)Zkep(])Ek"r(tj,k+€k)ke7:(j) (JUE )) ()eE
(er)kep(j)€{0,1}PW) he{l,...tja; j+ea, ; }

ou

P(j) ={k e N\{0} | Jie Iy | aij = k},



4.3. PREMIERE ETAPE 209

et pour tout (b)rep(j) € NP,

(L,h)
]:(bk')kep(j) ((xz ) (i,0)e& })

2 keP(j) ki
= Z (=1) he{lobi}

b
(Ek,lv---aEk,bk)keP(j)E{Ovl}Ekep(J) k

by
F €k7h$§l7h)>
<; (D) EEGK)

Remarque 4.3.3. Les opérateurs At commutent deur & deu.
On peut alors définir 'opérateur :

Al = Ao AP2 6 o Al

Considérons alors un ensemble de variables @ = (x1, ..., Zy4,). Tout po-
lynéme F(x) € Z[x] peut étre décomposé de fagon unique sous la forme :
‘F(',B) = Z ‘Fd(m)v

d:(dj,k)(j,k)éco €N¢€o
oit Fg4(x) est un polynome homogene de degré d; ;. en les variables (;);c y(j,k)

pour tout (j, k) € Cy. Introduisons & présent les notations suivantes :

Notations 4.3.4. 1. o = (7i)igy,
2. L={(i,0) |i€lo, L=(l,.ly) € [T {1, st + 13},

3. L={@,1) i€y, l=(,..1 el‘[] AL ja”}}

4. Y(j, k) € Co, L(j, k) = {(%l)GL\ZEJ(Lk)},

5. ¥(j. k) € Co, L(j. k) = {(i.0) € L(j. k) | 1 # tjn},

6. Y(j, k) € Co, E(j,k) = L(j,k) \ L(j.k) = {(i,0) € L(j, k) | j = t;x},
7.9(j, k) € Co, Vh € {1, ...t;i}, L(j.k, h) = {(i,1) € L(j, k) | |j = h},
8 X = ($£)zl€L’

9. X = (xb(zleL;

10. Y(j, k) € Co, X Jk>=($5)(i,1>ei<j,k>'

Avec ces notations et d’aprés la proposition 4.3.2, nous avons alors le
résultat suivant :
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Proposition 4.3.5. Pour tout ensemble de degrés d = (d;1.)(jx)ec, € NCo,
le polynome A Fg(xo, X) vaut :
1. 0 s7il existe (j, k) € Co tel que djj < tjp,
2. un polynome I'(X) en X de degré dj, en (ajﬁ)(i,l)eL(Lk), et linéaire en
chaque (ﬁé)(i,l)eL(j,k,h) pour tout (j, k) € Co et h € {1,...,t;,} sid =t.
Corollaire 4.3.6. Pour tout polynéme F(x) € Z[x], on a
AlF(z, X) = T(X) + > At Fy(xo, X),
d>t
ou d >t signifie que djj, > t; 1, pour tout (j,k) € Co et d # t.
Introduisons la définition suivante :

Définition 4.3.7. Un polynéome F € Z[x| sera dit quasi-r-homogéne de
r-degré (dy,...,d,) € N" si

Vs = (s1,...,5,) € C", F(s.x) = ([[s7)F (=),
j=1

ol 8. = ((H§=1 S?”).’L‘Z

Proposition 4.3.8. Si F est un polynéme quasi-r-homogéne de r-degré
(di,...,d,) et si l'ensemble de degrés (t;x)(jrec est tel que

Vi€ L,k Y ke =dj,
k>1

)ie{1,...,n+r}'

alors,

At F(zo,X) = T'(X).
Démonstration. D’aprés le corollaire 4.3.6,
APF(xo, X) = T(X) + > At Fy(ao, X).
d>t

Par définition, pour tout d, Fq est quasi-r-homogéne de r-degré
(Zk21 kdj,k)je{1,...,r}~ Or ce polynoéme est également quasi-r-homogéne de
r-degré (dy, ..., d,) (car F lest). Le polynome Fq est donc nul si la condition

Vi€ {l,r}, > kdjy =d;
k>0

n’est pas vérifiée. Si d > t, on a alors que dj > t; pour tout (j,k) € Cy et
il existe (jo, ko) tel que dj, k, > tjy. k- On a alors

SO kdigr > Ykt =dj,.
k€P(jo) keP(jo)

Par conséquent, si d > ¢, alors Fg = 0 et la proposition est démontrée. [
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4.3.2 Une inégalité de Weyl :

Plutot que de considérer directement la fonction Eey, posons

he(k1, ..., k) = Card {x € Z""" | F(e.x) =0,

r

, 1
Vi€ (L) [l(e@) )| = ky, Vi€ {1 on ), ol < = [k + 1)

() ]:1

et cherchons & obtenir une formule asymptotique pour

Ne(Pi,...P) = > helki, k)
VigJ, k;<Pj

= Card {m € Z" | Fle.x) =0, Vj € {1,...,7}, “(e.m)E(”ﬂ)w < P

r

1 ] P
VZ c {17 -.-7” + T}, |xz’ < e— H( U(ew)E(n‘f'])’J + l)a,h]
7 =1

en utilisant la méthode du cercle (la restriction a l'ouvert 7=1(V) se fera
ultérieurement et induira un terme d’erreur lorsque les bornes P, ..., P. sont
« assez proches »). Quitte & permuter les variables, nous pouvons supposer

Ph=zP=.. 2P,
et nous poserons P; = Pfj7 avec bj > 1 pour tout j € {1,...,r}.

Notons e la fonction x +— exp(2imz) et remarquons que

1
Ne(Py, ..., P) = / Se(a)day,
0
ol Se(a) est la série génératrice :

(4.4) Se(a) = > e(aF(e.x)).
U(e.wgfgamu <P;

@il <& Ty (I(ea) B | | 41) %5

L’objectif des sections 4.3.2 et 4.3.3 est de démontrer la proposition ci-
dessous (K étant un parameétre bien choisi que nous préciserons), 9t(0) dé-
signant une réunion d’arcs majeurs :

Proposition 4.3.9. Pour tout o € [0,1] et tout € > 0 arbitrairement petit,
lune au moins des assertions suivantes est vraie :
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1. on a la majoration :

n+r 71+2LT T
1Se ()] < (H ei> HP]’?H-I P_K(?-I—a’
=1

j=1
2. le réel o appartient a IM(0).

Rappelons que chaque variable ; admet un poids (a; 1, ..., a; ) relatif a
I’action de Tng. Choisissons & présent, comme dans la proposition 4.3.8, un
ensemble de degrés (t; 1) je{l,..,ry Veérifiant

ke{l,....d;}

Vj e {1, ...,T‘}, Zktjvk = dj.

k>1

Dans ce qui va suivre nous allons appliquer une forme de différenciation
de Weyl appropriée, en utilisant les résultats présentés dans le paragraphe
précédent, afin de donner une majoration assez précise de Se(a). Remar-
quons que la majoration obtenue ne dépendra que de F; pour ’ensemble de
degrés t choisi.

Considérons la majoration triviale :

Py P,
|Se(a)] < Z Z ‘ Z e(aF(e.x)) |

ki=1 kr=1 xeZntr
[I(e.@) )| | =k
il < & Ty (1) 59

P P,
- Z Z ‘ Z e(aF(e.x)) ‘

k=1 ky=1 @czntT
ki<|(e.w)F(nti) | <k;+1
i <& TGy (1) 59

Or, étant donné que (e.w)E(”+j) = szl(eikxik)ﬂnﬂk et puisque, d’aprés la
remarque 4.2.3, la matrice (8,45k)1<j k<r €st la matrice inverse de (a;, j) 1< j<r
on a que

{ K < |(?m)E(n+j)| <kj+1 { Vi, [ai| < 21— (k) + 1)2”
STt 10 U G, I K <l < TG+ 1

Posons
1 T
By = {x € Z"" | Vi, |x;] < - H(k] + 1)
lj:l
1+ . 1
Vi € {i1,...,ir}, e—l Hk}lw < gl < 67 H(k] +1)%},
Jj=1 J=1
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et on a alors que

By = U By 1,
IcA{1,...,n+r}

ol By 7 est la boite
Bkl:{a}EBk |Vi€.’[, z; =0 et Vi¢.’[, $i<0}

que l’on peut noter
n+r

Brz = H Bz,

i=1
Bi 7,; étant alors un intervalle de taille O(e% [T;—1(kj + 1)%). L'estimation
de |Se(a)| se ramene a celle de

P, Py
S ISe k()

ki1=1 kr=1

ou k= (ki,....k), ZC{l,...on+r}et

(4.5) Serz(@) = > e(aF(ew)).

:EEBk,I

Considérons a présent le plus grand entier k € {1,...,d,} tel que ¢, > 1.
Par une inégalité de Hélder, nous obtenons :

2t'r,k

|Se,k,1(a)‘2thk = Z Z e(aF(e.x))

(@i)iga(r k)€l Liga(rp) Br.2,i (@i)ics(r k)€l Lic s (r 1) Br,Z,i

2hrk—1
1 @ 2t7‘,k
< H g H :IC + 1 bJ Z |Se,k,I,(T,k)(a)
i¢J(rk) j=1 (zz)ng(r k)
|| <+ =TT (k1)
avec
(4.6) Se,k,I,(r,k)(a) — Z e(aF(e.x)).

(@i)icsrk) €l Lica(r k) Br,Z,i

Pour simplifier les notations nous noterons :

. e R o
Vie{l,..,n+r}, Bi:eil_[l(kj+1) 3, Ti:eiﬂl(PjH) i
J= J=

et nous supposerons que 1; > 1 pour tout i. On pose par ailleurs

H Bz,

ieJ(r,k)
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et on définit
UuP =u —u,

U((ﬂﬁgl))iw(r,m s (xgt))ing(r,k))

= ﬂ (Z/{N — &1 (xffl))zgj(r’k) — = St(x,gt))iéj(r’k))'
(e1,...,6¢)€{0,1}¢

Notons F(x) = F(e.x) (pour e fixé). On remarque que ce polynéme est
quasi-r-homogeéne de r-degré (dy, ..., d,) (car F l'est). En utilisant I’équation
(11.2) de [Schm]|, on obtient la majoration :

2brk —t, —1

Qtr,k
Serzer@P ™ < ] B > LY
ieJ(r.k (1) (typ—1)
e o (B;EJ(W) (@ " Dicatrm
|z |<Bi ‘xitr,kfl)‘gBi
2

Z e <Oé-7:tr,k((ﬁgl))le{l,...,tnk}))

ieJ(r,k)
(tr )
(; " iea (i €U (zf-l))le{1,...,t,.,k71}
1eJ(r,k)
Or, on a

2

3 el aF (=" )

L\ Jle{1,.. 6 i}

ieJ(rk)
(tr k) l
(@ " s U ($z(>)l€{1,...,thk71}
ieJ(rk)

= 2. 2.

(tr k) l (tr k) 1
W " iesrm et | () >)l€{17~--,tr-,k*1} (% " iesrm el | (x} ))16{17,‘,7t7,7k,1}
i€ J(rk) i J(1k)

[ tr [ tr
¢ (a (ﬂnk«xﬁ>>z€{1,...,tr,k_1}7<y§ Nicson) = For(@Dieqr i, o1y (2 ”“)>iej<,«,k>>>>.

i€J(r,k) i€J(r k)

et si I'on pose

T 1 T
(%Et k; ))ieJ(r,k) = ((yft)’k))i%J(rsk)
t t, ¢,
(@ " Nicswr = (z " =y " )iestrr)
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on observe que :

! t, ! ‘)
Fio <(m§))ze{1,...,w_1},(yE ’k))ieJ(r,k)> —Ft, <($§))16{1,...,tT,,€—1}»(Z,-( ’k))z‘eJ(r,k))

1€J(r,k) 1€J(r,k)
= Ft, 41 ((ﬂfgl))ze{1,..wthk+1}> — Fton ((ﬂfgl))zeu,..‘,thk})
ieJ(rk) ieJ(rk)

t, I
:AET,}S)‘F <($i)i¢J(nk)7($§)) i€J (r,k) )
1e{1,... b, p+1}

On a ainsi :

2lrk_1 2brk —t, . —1

< II © 1

¢ J(r,k) €J(r,k)

t, l
Z Z e <04AET7}5)~7: ((xi)igéJ(r,k)’ (905 ))le{l,...,t,,,kﬂ}))

i ) 1eJ(rk)
o @0 iestri
ST le{l,...,ty x+1}

(iix) (ms) = 0w

|Se k()

i=1 ed(rk) (xi)igj(r,k) (zgl))
s |<T; le{ié;}’&’g)—i_l}
tr
e <0‘AE7«,}S)I ((xi)i¢J(r,k)7 (mgl))leﬂ,...,tr,ﬁl})) '
ieJ(rk)

Par la suite, on procéde de méme avec les variables (x;);c j(rx) OU k' est le
plus grand entier naturel non nul tel que ¥’ < k et ¢, ;v # 0. En utilisant la
majoration précédente, par une inégalité de Holder on trouve :
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b 2tr,k+tr’k/ 72tT7k/ —tr,k2tT’k/
2tT,k+tT,k/
(4.7)  [Sepz(a)| < (]I II =
i=1 ieJ(rk)
ol _1
ofrk! _1
II = II = > >
i J (r,k)JJ (r,k') i€ J(r.k) (@i)igs(r iy (P
1€{L,. ity it 1} IR (R (2 ) 1e (1t 1)
' ieJ(rk)
Qtv‘,k/
(tr,k) ©)
Z e<aA(nk)}— <$i)i§£»’(nk)’(xz’ )16{L~-7tnk+1}
(mi)ieJ(r,k’) ed(rk)
| |<T;
i\ 2RI ot 2'r K _1 2"kt —1
- (1) m o« (oo
i=1 ¢ J(r,k)JJ (r,k") i€J(rk)

Z Z fse,k,(k/,r)(a)|2%k/

igatrmusew) @ eqr g, 41y
ieJ(rk)

tr 1
Se (k) (@) = Z e<aAEr,}ck))]: <(xi)i¢J(r,k)a($z(‘)) e J(rk) ))
(xi)ie.l(nk’) l€{1,...,tryk+1}
s |<T;

De la méme maniére que précédemment, on trouve :

t
2k —t, =1

| I S o.x 3

: / 1 t t
e (k) @ )ie st (Ii T’k/“))ief(r,k') (xi k)

‘Se,k,(k’,r)(a)

(tr /) T
e OéA(Tv;f/) OA§i7}€I€))]‘— (xi)ing(r,k)uJ(r,k/),(l‘gl)) e J(rk) 7(%@) ied(rk)
le{l,...,tr!k} lE{l,...,tT,k/-i-l}
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On obtient alors, par la majoration (4.7),

(4.9)

2t7‘,k+t'r,k’ —1 _tr,k _tr,k/

bt n—+r
Sl <<(HTZ'> II = 1 =
=1

i€ J(r,k) i€ J(rk')

2 2 2

). l 1
Eigsemsem @) esery @D eser)
l6{177t7‘,k+1} 16{17’t7,k/+1}

(t,,, ’) 128
€ <O¢A(r7kk/) o Agnk))]: ((xi)igéJ(r,k)UJ(r,k’)a (xz(l)) eJ(rk) > (wz(l)) i€J(r,k")
16{177tr,k+1} l€{17"'7tr,k/+1}

Par récurrence, on obtient finalement, en posant pour tout j € {1,...,r}

(4.10) D= tjx

k>1

(4.11) J(G) = J JG. k),

k>1

J0r n+r 2br 1 b,
(4.12) [Senz(@)* < (][ T Iz >
=1

i€J(r) (®i)igr(r)

I
Z e (OéAtT}" <<$i)i<,%](r)v ($§ )>l€{1,...,tr,ai’r+1}>> :

. ,
(@) icJ(r) ieJ(r)
le{1,.. tra; . +1}

(1)

Siielpeti¢ J(r) (i.e si a;p = 0), nous noterons dorénavant x; ' = ;.
Nous poserons par ailleurs, pour tout j € {1,...,7},
oo trg + 1 si kK#0
ik 1 si k=0.
La majoration précédente peut alors étre réécrite :
n-+r 2Pr -1
Dy 7t;‘,ai r
(413) |Sepz(a)*” < (H T) Iz Iz
i=1 i¢lo i¢Io (xi)igr,

Z e (aAtT}" ((331‘)1'@;[0, (m@(l))le{l,...,t’r,ai,r})) ‘

0} ;
@) el i€l
ety )

)
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Nous pouvons a présent effectuer les mémes opérations que précédem-

ment avec les variables (xgl))z‘e‘](r_17k) pour les £ > 1 tels que t,_1 > 0.
le{l,...t)
On obtient alors la majoration :

QDT‘"'D'rfl

—1
9Dr+Dp_1 pasy _t;“«ai rt;*lvai r—1
|Se ke.z(c)] <[] Iz Iz ’

i=1 i¢Io icly
tr_1 t , L)
> > e | ad" T o AT (@i)igrs (277 7) teqr b, )
A ING ’ ’
(IZ)ZQIO (IE )) le{l,-..,t;a. } l e{lvn’t'r—l,ai’r_l}
yQg i€l
l’e{17...,t;71’a”71}
i€lp
En procédant de méme, on obtient, par récurrence :
(4.14)
—1
o Dot D n+r 2D1+ +or _Hr t
9D1+Dg+...4Dr i=1",0; ;
[Se e z(a)] <[([I= [z (I~ v
i=1 i¢[0 i€ly

Z e (ozAtl o..0o At F (mo,f()) .

zo=(21)i¢ 1, 5(:(%5)(@-71)61:4

Rappelons que, d’aprés la proposition 4.3.8, on peut écrire :

A F(xo, X) = I'(X),

ou I'(X) € Z[X] est de degré ¢ en (xf);per(r et linéaire en chaque
(24 i vyerjpn pour tout (j,k) € Co et h € {1,...,t;;}. En particulier, on
remarque que pour tout (j,k) € Cp, on peut écrire I'(X) sous la forme :

(k) ¢ l
€; Z V(f,l) (X(j,k))xz‘v
(i,))€E(j,k)
ol fy((g”;;) (}A((j’k)) est de degré tj, — 1 en (mﬁ)(i’l)eL(j,k) et linéaire en chaque
(xé)(i,l)EL(j,k,h) pour tout h € {1,...,t;, — 1}.

Notons & présent

(4.15) K = max k.
t1,67#0
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Nous pouvons majorer la somme apparaissant dans I'inégalité (4.14) par :
(4.16)

Z Z Z e (ozAtf(wo, X(Lk)a (xﬁ)(i,l)eE(l,K)))

o ($§)(i’l)EL\E(17K) (=) i,nera,x)
K) (2
=2 X > elea X Gy Ko
%o (xg)(iyl)ei\E(LK) (xg)(i,l)eE(l,K) (i,l)EE(l,K)

La derniére somme de (4.16) peut étre réécrite :

~

(4.17) H Z e (oaefy((il,’lg() (X

(DEE(LK) | (2}) (i yepa, k)

(1,K))X§> .

En notant pour tout réel x
||lzl] = inf [z —m],
meZ
et en considérant la majoration, pour P > 1

Y. e(Bm) < min{P[|5]I7"}

mel(P)NZ

pour tout intervalle I(P) de taille O(P), on remarque que l'on peut majorer
(4.17) par :

. K)o _
(4.18) I[[ min (Ti7 IIaem((il,,) )(X(1,K))|| 1) :
(,1)EE(1,K)

On obtient ainsi, a partir de (4.14), la majoration

2D1+...+Dr
.

—1
n4r !
r 71—[.: ta j
[Sez(@) 277« (HT> =) =
i=1 'L¢IO iGIO
. 1,K) /< -
Z Z H min (Ti, Hozei’y((u) )(X(l,K))H 1)
x0 (xé)(i,l)ei\E(l,K) (#,1)EE(1,K)
tr 9Dy +...4+Dr
) ) x
i=1 i€lp fi(l,K):(wﬁ)(i,z)eL\E(l,K)
. 1L,K) /< -
H min <Tz‘7 Ha@i’Y((i,l) )(X(l,K))H 1)
(D)EE(LK)
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en notant tjo = 1 pour tout j € {1,...,r} (puisque le terme (4.18) est indé-
pendant des (z}) (iDek pour tout (j, k) € Cp, on peut remplacer les
iEJ(j,k), lj:tj’k‘+1
sommes en ces variables par un
thaai,j Hj;éjo t‘,j,ai, i
Oy weco Licogoy Ti ™ ")

riables que nous aurons a considérer dorénavant sont les variables (xﬁ)(i’l)e L)

, de telle sorte que les seules va-

Considérons a présent
r=(ridupvera) € ] {01, T}
(i,))EE(1,K)
et choisissons
K = max

keP(L) | k<K, t; j1#0

ol 77(1) = {k S N\{O} ’ di € I | a;1 = k} Pour

l
K) — (331) iDel I ’
(LK’)) (4,1)eL(1,K)NL(1,K")

fixé, nous noterons A (i(l,K) ,r) I’ensemble des vecteurs ($7}7L1)(m,h)€E(1,K/)

tels que :

‘x%) < T,

et

¥il) € BE(LK), oty Xar)ll € [radit (g + DI

(i i

et A (X, r) le cardinal de cet ensemble. On a alors, en reprenant les équations
(4.14), (4.17), (4.16), l'estimation

2D1+.4.+D7‘

n—+r , .
[Seaz(@)7 < (H T) ]z b
1=1 iEI()
X T; T;
2 24 <X(1’K) ’r> Il win <Ti’max ( T1>> '
X r (LK) i 1)EB(1,K) rig Ty —rip —
X (1,K) (iLDEB(,
(LK)

Si par ailleurs (xgl)(mh)eE(LK/) et (y:,ll))(mh)eE(l?K/) sont des éléments de
A (X,r), on a alors que
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et d’autre part, pour tous (i,1) € E(1,K) :

’K -~
b X (@) mmyen.i)
7K/)
K)
((il,l) )(X( LK) > (ym)(m h)eE(1 K/))
(1K'
LK) /&
— YR ey (@ = 5 e i)

(LK)

On note alors N (X(LK)> le cardinal de I’ensemble des (x?n)(m,h)eE(l,K’)
(LK)
tels que

’x%‘ < T,

. 1,K) < —
vil) € ELK), llaeniy) Xar), @h)mmepar)l < T
(1K)

et on obtient donc

(4.19) Al X ky,T min<TZ,max< >>
Z ( (lK’)) )(,l)l—‘[ Til T 7“”—1

,1)eE(1,K)
<<N< )Z H min (E,max(Ti T 1>>
(lK’ T (i)eE(1,K) Til — Tl
- T
:N<X(1K)> H Zmln <Tz,max< T >>
LK/ (i)eEQ,K) Tit Tip L =Tl

<<N<5<<1,K>> [T Tioem).
(i.0)

(LK) /) ()eE(1,K)

Notons pour tout (j,k) € Cp :
(4.20) M) (@ (Am) mmyen\EGR)» (Bid) 0e (k)
I’ensemble des }A((j’k) tels que, pour tout (m,h) € L\ E(j,k)

’ng)‘ < Am,h7
et pour tout (i,1) € E(j, k)

),

Haeﬂ((il)) (X1,x)ll < Big-

On note par ailleurs

(4.21) M iy (o (Amon) (mop)en\EGk) > (Bit) (.)eEGx))
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le cardinal de cet ensemble. On obtient (a partir de (4.19)) :

’2D1+D2+“.+DT-

(4.22) |Ser,z(cv)

er \ 2D1EDr Ty by,
< (H T) Iz I Tilog(m)
=1 i€l (i,1)eE(1,K)
X M1y (0 (Ton) momyenne,x)» (7 era,K)) -
En remarquant que

H T; ]og(T’Z) = H (Tz IOg(TZ))HJT:2 tj;ai,j’

(,1)EE(1,K) i€J(1,K)

et en sommant la majoration obtenue dans (4.22) sur les k = (k1, ..., k) tels
que k;j < Pj, et sur les Z C {1,...,n +r}, on obtient le lemme ci-dessous :

Lemme 4.3.10. Pour tout € > 0 arbitrairement petit on a

ntr ) (1+¢) M1 tja;

T
[Se(a)| < HPJ (H T H T, PP
j=1 i=1 iclo
9—(D1+Dg+...+Dr)
" otia,
« H Tiﬂyzz dai g
i€ J(1,K)
9—(D1+Dg+...4Dy)

< (M,zey (e (Tin) (momyer\e.x) (T D nerax))) :

4.3.3 Géométrie des réseaux

Dans cette partie, nous allons chercher & obtenir une bonne estimation
de
M gy (0 (To) mopyenne,x), (T ) e, -

Plus précisément si A est un réseau de dimension d et si C' est un corps
convexe de A ® R contenant l'origine, on a alors pour tout P > 1 et tout
réel 6 € [0,1] :

(4.23) Card(A N PC) < (P/P%)¢ Card(A N P°C).

C’est le principe général de la méthode utilisée dans ce qui va suivre : il s’agit
de considérer

M gy (0, (Tn) mopyen e,k (T D anera.r)) -

comme une famille d’intersections de réseaux avec des corps convexes et
d’utiliser des lemmes issus de la section 3.3.2 (qui donnent des versions de
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I'inégalité (4.23) adaptées aux cas qui nous intéressent) afin de réduire les
bornes intervenant dans M f), ce qui nous sera utile ultérieurement pour
définir les arcs majeurs et les arcs mineurs. Nous allons appliquer les résul-
tats du chapitre 2 trés progressivement. Trois formes de récurrence seront
nécessaires pour réduire entiérement les bornes.

Premiére récurrence

Dans cette partie, nous allons appliquer les résultats de géométrie des
réseaux uniquement aux variables z? telles que m € J(j, k) pour un (4, k)
fixé (en l'occurence (j,k) = (1, K)).

Nous allons dans un premier temps majorer, pour (x?n)(m,h)eL\L(l,K) et
h ) h
(wm)(m,h)ef(l,K) fixés, le nombre de (xm)(m,h)ei(l,K) tels que
hi#ty k=1 hi=t; x—1

e h -1
X,K) = (xm)(m,h)ez(l,l() € M,k) (047 (Tm)(m,h)eE(LK)v (T )(z‘,l)eE(LK)> :

Nous allons pour cela appliquer les résultats de géométrie des réseaux évo-
qués dans la section 2.3.2.

Pour b = (bim)mesq,k) fixé et tout Z < 1 on notera provisoirement

U(Z) = Card{(zy,) )|V h), | < bnZ

(m,h)eL(1,K
hi1=t; x—1

. LK) /G _
et, ¥(i,1) € B(1, K), [laen(; ) Xm)ll < b 2}
En choisissant Zs = 1 et b,, = T, pour tout m € J(1, K), on remarque
alors que le cardinal que nous souhaitons majorer est U(Z3). Or d’aprés le

(

lemme 2.3.4, puisque les formes ’Y(il,if) ()A((LK)) sont linéaires en (x?ﬂ)(m,h)eZ(l,K)

hi1=t; x—1
et vérifient les conditions de symétrie

. k) S
VG k) ECo e > Ay Kia)xt =T(X),
pour tout Z1 < Zs on a

U(Zy) < H Z2> U(Z1).

(mvh)EZ(LK) | hl:tl,K'f1
Nous allons choisir Z; tel que

T

_ Ko
bmZy = P—IKP
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pour 6 € [0,1] fixé quelconque. Ceci est possible en prenant

On obtient donc

P
U(Z2) < H PKo
meJ(1,K)

H;:z tj,am,j
> U(Zl)a

avec K = a1 pour tout m € J(1, K). En appliquant le méme procédé avec
les variables (x%)(m’h)ez(l’m | hi=ty g —h AVEC h fixé égal 4 2, ..., %1 x —1, nous
allons établir le résultat ci-dessous

Lemme 4.3.11. Pour tout § € [0,1], on a la majoration ci-dessous :

M k) (o, (T) momyenma, i) (T D nepa,mx)

m “DIistja, .
Pla a1 (i j=2tiam ;

<< H (Pam,le
meJ(1,K)

_am, Am 9
M1, x) (O" ((Tm)<m,h>6L\L(1,K)7(TmP P )(m,memm)’

—(t1,0;, —D)ai

(Pl P(tlyai,l_l)ai’leﬂ_l)(i,l)EE(l,K)> ’

Démonstration. Montrons par récurrence sur h € {1,...,t; x — 1} que

(4.24)
M i) (@ (To) mmyen\ 2.6 (T D nera.x)

P{lm,l
< H <Pam,19

meJ(1,K)

h H;:2 tj’am,j
> Ma.r) (a’ ((Tm)m,h)eL\ui;oL(LK,tl,K—zw

—Qm, m.10
(TP P e Lkt )

—ha; j -
(Pl a ,1Phaz,19Ti 1)(¢,l)€E(LK)) ’

Le résultat a déja été démontré précédemment pour h = 1, en notant que
K = an1 pour tout m € J(1,K). Supposons le résultat vrai au rang h.
Fixons des éléments (xﬁn)(m,h)eL\Ul’jol LKtk —0) tels que |zP| < T, et

h
m)(m ) eUly LK
pour Z >1,b, € R:

(z ) tels que |zP| < T,, P, “™' P49 Posons alors,
U(Z) = Card{(90}7;)(m,h)eL(LK,tl,K—(hH)) | V(m, h), |zf| < bnZ

et, ¥(i,1) € B(1,K), [laen(; (Xa,m)ll < b7 2}
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Choisissons alors pour tout m € J(1, K) :

1
by = P P—%hKGTm
Ty = Pl_%hKP%hKG
7y = PR PKOZ,,

de sorte que :
me2 = Tm
bmZy = T,, P PKO
b;ll Z2 — Trzlpl_hKPhKe
b;I1Z1 _ Trﬁlpl_(h+1)KP(h+1)K0-

On a alors :

U(Zs) = Card{ (%) m.pyer(1, k.0, x—(ht1)) | V(M h), |2l | < T

et, ¥(i,1) € B(1, K), [laen(; ) (X))l < T P POy,

et d’apres le lemme 3.3.7,

Za
U(Zs) < A H 7 U(Z1)
(mfh)eL(lsztl,K_(h“Fl))
P

(m,h)eL(1,K bty x—(h+1))

PK H;:Q tj,am’j

meJ(1,K)

avec

U(Z) = Card{( mh)EL(thlK (h+1)) | V(m, h), \95 | < TPy Kpro
et V(i,l) € E(1,K), Haefy(i’l) )( X))l < Tmlpl—(h-H) pl+DK6Y

En sommant ces majorations sur I'ensemble des (z )(m h)EL\UMY L(L K 1)

tels que |zP | < T, et (2 ) tels que 2P, | < T, P} “™ " Pama1f,

)(m h)eUl; L(1,K t1,x —
on obtient

M(LK) (0‘7 <(Tm)(m,h)eL\U{;0 L(1,K ty g —1)’

—Qm, m.10
(T Py Po10) U Lkt )

—ha; i -
(Pl a ,1Phaz,19Ti 1)(i7l)EE(1,K)>
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prm N =2t
< H <Pam,1e> M k) (O" (( )(mh)eL\Uh“Lule 1)

—Gm1 om0
(T Py PO0) et 1, K,tl,rl)>’

—(h+1)a; a .
(P, (ht+1)ai1 p(h+t1) %19Ti )(z’,l)eE(l,K)) :

Puis en utilisant I’hypothése de récurrence on obtient :

M k) (o, (T) momyenea,i) (T D nera.mx)

Plam,l (h+1) HJ Qt] e
<< H (Pam,10>
meJ(1,K)
M) < ( m)m, h)eL\UM L(LK t1 x—1)
T P_ 1 Pam, )(m h)EUh+1L(1aK7t1,K*l)> ,

(
—(h+1)ay, a.
(P, "D ® plhtDaiao= )(i,l)eE(l,K)) ,

ce qui clot la démonstration de 'assertion (4.24). Le cas h = t; g — 1, cor-
respond alors au résultat du lemme. O

Seconde récurrence : changement de poids &

Dans cette partie nous allons détailler le passage de variables (x,’}l)(m’h)e J(1k)
aux variables (acﬁl)(mﬁ)eJ(LkI) pour un k' # k

Lemme 4.3.12. Pour tout poids k € P(1) et tout poids ki tel que k1 > k,
on a :

M(l,kzl) <047 ((Tm)(m,h)eL\Uk/>kL(l,k’)a
(T Py ™t Poma) h)eUp -y L(l,k’)\E(l,kﬂ) :

(1 Pkl sk K (k= k/tl’k/)e)(i,l)eE(Lh))

< max{ My, My}
avec

pim [li=1tiapm,;
M= ]
Pam719

meJ(1,k)

M(l,kl) (0‘7 <(Tm)(m,h)eL\Uk/>k L(1,k")>

(T Py O POy R)eUpp L(1,k')\E(1,k1)> ;

(T Pkl Zk’>k K t k/P_(kl_zk’Qk k,tl’k/)e)(i’l)eE(]_7k1)> ,
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tjam, s

Mo — HmeJ(l,k) T~ H (P{lm’l
2= —a;, ) T otia am,10
[Licso e Py L pain0;) =2 i, meJ(1,k) L

> (tl,am,l -1) H§:2 tj,am’j

M1 (067 ((Tm)(m,h)eL\Uk/>kL(l,k’):

(TmPf“’"’lP“We)(m,h)eukx>k L(l,k’)\E(l,k)) )
k— ’ 74 ’ /

U SRR S GO DY tl’k/)e)(i,l)eE(l,k)> .

Démonstration. Fixons des éléments (x%)(m,h)EL\Uksk L(LE)> (xz)(m,h)eL(l,k)\E(l,k)

tels que |z | < T), et (xﬁn)(m,h)euk,ﬂ L(1,k") tels que lzh | < Ty, P, " Pamad

et posons pour tous Z > 1 et b,, > 0 pour m € J(1,k) et ¢; > 0 pour

1€ J(l, ]ﬁ) :

U(Z) = Ca‘rd{(x?n)(m,h)GE(l,k) ‘ v(m? h) € E(lak)a ’x?n’ < me

et, (i, 1) € B(1L,k), [laeiry” Xm)ll < 2}

On choisit & présent b = (bm)mGJ(l,k)7 c= (Ci)ieJ(l,k1)7 Zs < 1 tels que
me2 = Tm’ 07:—122 — ﬂ—lplkl_21d>k k’t1,k/P—(k1—Zk,>k k1t17k1)97

et le nombre de points que ’on souhaite évaluer est alors U(Z3). Choisissons
d’autre part un réel Z; < 1 tel que

Ym € J(1,k), bnZ) = PLRP*T,,
Vie J(1, k), ¢;'Z = Tfle PR M pe =k K te)f,

Vie J(1,k), ¢Z) =TP;" Pk,
On vérifie que ces conditions sur b, ¢, Z5, Z7 sont satisfaites si et seulement
si
7, = Pl_%(k""zk’yc klt1,k’)P%(k+Ek,>k lc’th/)G7
Zy = Zy PP~k
_ 1 ’ ,
Vm € J(1,k), bm = TP, k3 (k+> s, k tl,k/)PkG—%(k-i—Zk/Mk tl’k/)97
. —k1+ S R+ s Kty _1 /
Vi € J(l, k‘l), C; = TZ'P1 1+2( 2 >k T ILE )Pkle %(k+zk’>kk tl,k/)O’

— k'ty / . .
et onaalors b,,! 7 = P, 2k K p(rsy b L)1 Par ailleurs, d’aprés

le lemme 3.3.5 on a
(4.25)

7o H(m,h)eE(l,k)meZ ¢
V%) < max H <> vz, H(i,l)EE(l,k1)Cizl v

» (b)
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ou

UH(2) = Card{ (D) e in | Y(0.0) € B(L k), |28 < 2
et, V(m, h) S L(lak)a Haei(’y(l kl))(m,h)(x(l,k))u < bT;le}
—_——

*7((717112)
(avec les notations de la section 3.3.2).
On remarque que

7 Pam,l H;=2 tj,am,j
0 (z)= 00 ()

(m,h)€E(1,k)

et de méme

T tian, ;
H(m,h)EE(ng) meQ _ HmEJ(l 5 T j=2Y g
H(i,l)EE(l,kl) VA HzeJ(1 kl)(P %1 pa; 07, )H] 2t

La formule (4.25) donne alors, par sommation sur les éléments (%’Z)(m,h)eL\Uk/M L(LK)s

(xh)(m h)eL(1,k)\E(1,k) tels que \xm| T et ( )(m h)eUk’>k (Lkl) tels que
2l | < T Py Poma?

M(l,kl) (0" ((TM)(m,h)eL\Uk/>k L(1,k")>

(T Py "™ Po10) o ) el L(l,k’)\E(17k1)> ;

(T Pkl Ponrsk Kty k’P—(k1—Zk/>kk’tlyk/)G)(i’l)EE(l’kl))

< max{Al, AQ}

ol

aml J2-7am3
Pam19

M1,y < @, ( m) (m.h) €L\Upr i, L(LE):
(T Py P20 (o e L1kt ) UU L(L’“/)\E(Lkl)> ’
(

T lplk —k— Zk’>k K ty k,P_(k“l_k_Zk’kk k/tlyk/)e)
(3

me (l,k‘l

(i,l)eE(l,k1)> ;
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t

J:am,j

[LnesapTm 7=
HieJ(1 k1) (Pl_am Pam@Ti)H;ZQ taq ;

Ay =

M1 ) (a, ((Tm)(m,h)eL\Uk/%L(l,k’)7
(Tmpl_am’lP“’”'lg)(m,h)euk,>kL(1,k/)\E(1,k)> 7

— — > sk Kt g , / ,
(172 1P1 k'>k 1,k sz Sk k tl,k )9)(7,'71)EE(1’]§)) .

Or, par les mémes arguments que pour le lemme 4.3.11, on démontre que :

M p) (047 ((Tm)(m,h)eL\Uk,>kL(1,k')7

(T Py "™ Po10) o ) eUp - L(l,k’)\E(l,k)) ;
(I‘%—].Pl_ Ek’>k k/tl,klpzk/>k k/tl,k’)a)

< ]

meJ(1,k

(i,l)eE(l,k))
( Plam,l > (tl,amJ _1) H;:2 tjaam,j
)

Gmn,10

M) (047 <<Tm)(m,h)6L\Uk/>k L(LK)s

(TmPfam’lPam’le)(m,h)euk/>kL(l,k')\Eu,k)) :

k_ ! k, / !
(T;7'P, 22k K0k pe(b=Ts k tl’k/)e)(i,l)eE(Lk)) .

On en déduit donc que As <« Ms. Il reste & réduire les bornes interve-
nant dans Ay. Pour cela on réitére le procédé développé au cours de cette
démonstration avec les familles de variables (%@J(m,h)e L(Lk,n) DoOur h €
{1,...,t1k, —2}. On constate qu’a terme on obtient : A; < max{Mj, M>},
d’ou le résultat. O

Nous avons donc ici démontré que, pour tout poids k& € P(1) et tout
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poids ki tel que k1 > k :

Hr':z tiam.
H TmJ m,j

mEJ(l,kl)
Mgy (@0 (T onmerUy.. 0
(TmPf“m’lP‘l’"*le)(m,h)euk,>k L(l,k’)\E(l,kl)) )

-1 kliz / k't k! p—(k1— ’ k't, /)0
(T; f)1 k' >k 1,k P (k1 Zk >k 1,k) )(i,l)GE(l,]ﬂ))
Plam’l Tt )
< I e,
meJ(1,k)
Pam,10 H;:2 sam,
xmax e ] <Tmpam,1>
meJ(1,k1) 1

M1 ) (a, ((Tm)(m,h)eL\Uk/>kL(l,k’)a

(TmPf“m’lP“mvle)(m,h)euk% L(l,k’)\E(l,kl)) ;

(Tflpklfzk’>k k/tlﬁk’ P_(kl_z:k’gk k/tl,k/)e)

i 1 (z’,l)eE(l,kl)) )

Pam710 ) H;:Z tjyam,j

11 <Tmplam,1

meJ(1,k)

M(l,k) (047 <(Tm)(m,h)eL\Uk/>k L(1,k")>
(TP "™ PO 1%) (o myeUprs L(l,k’)\E(l,k)) ;
(1—;—1P1k_21w2k k tl’k,P_(k_Zk/>k k/tl’k/)e)(i,l)eE(l,k)) } )

Corollaire 4.3.13. Pour tout § € [0,1], on a la majoration ci-dessous

H;:2 tj,am,j

<Hm€J(1,K) T > M(l,K) (04, (Tm)(m,h)eL\E(LK):

(Tfl)(i,l)eE(l,K))

Pam,l , ) Pam,10 H;:Z tjaam,j
() gl 1 o)

pam10 KieP(1 Pt
melp 1€P() meJ(1,K1) 1

M(LKl) (a, (Tmpl_am’lPam’le)(m,h,)eL\E(l,Kl)7
<717:_1P1[(1_dlP(dliKl)Q)(i,l)GE(l,K1)> }

Troisiéme récurrence : changement d’indice j

Dans cette partie nous allons traiter le passage des variables (2 ),,.c TG
aux variables (z?),,c J(j+1,k7)- Nous allons en effet démontrer le lemme ci-
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dessous :

Lemme 4.3.14. Pour tout § € [0,1], et pour tout | € {1,...,r} on a la
majoration :

Hj;éjl tj,am,j

! P(lmd'e
Jmax [ (%I 5o
J1ks,)€Co , 11 pan.
le{Jll,...,l} meJ(ji,kj;) Jj=1"1J

l —Aam,j i
My ks, (047 (T ITjma B PO®) oy 1B Gy, )
- l i, —dj —
(T‘@ 1 H]’:l Pja J JP(dg aZ'J)G)(i,l)eE(jl,kjl))}

n+r Pflm,l H;:1 tj,am,j
J
< H Pam@@
=1
L pay 0 gy tiam,;

max  { H mH am]

(jlvkjl)GCO -
J1€{l,...,l+1} meJ(j1,kj,)

l+1 —Qm, m
Mg, k) (o (T T2 Al pam.j )(m,h)eL\E(jl,kjl)7

(T T P aw P(dﬂ"“l’v”%(al)eE(ih’fh>>}

Démonstration. Considérons un élément (ji, kj,) € Co tel que j; € {1,...,1}.
Posons par ailleurs & = max;cy, a;+1. Fixons dans un premier temps un en-

semble de variables y = Xj, x, ) = (x}T),:L)(m,h)EL\(E(jl,kjl)UE(l-i‘l,k)) vérifiant :
(I+1,k)

!
V(m7 h) € L \ (E(le kjl) U E(l + 17 k)): ’1’;"1‘ g Tm Hpj*am,jpam,je’
7j=1

. l
Y(i,1) € E(j1, kj) )NE(I+1, k), \|aei7(?1”“f1)(X(jhkhmy <T7'[] pjivj—djp(dj—ai,»a

(i,0)
(I+1,k) j=1

On consideére alors les variables (xﬁ,’}))(m,h)eE(HLk)\E(Mh). Comme pré-
cédemment, on note pour Z > 1 et b = (bm,h)(m,h)eE(l+1,k)\E(j1,kj1) et
c= (Ci,l)(i,l)eE(jl,kjl)\E(l+1,k) des familles de réels positifs :

Uy(Z) = Card{(z) (n.n)e B+ 1,60\ EGL, ki) |
V(m,h) € E(l4+1,k)\ E(j1,kj,), ]a: | <bmnZ
et V(Z l) S E(]la jl) \E(l+ 17k>7

(J1k41) _
Haem(h) (Y, (@) (momye B L Bk, )| < €7 Z -
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Choisissons alors Zs, b et ¢ tels que

by nZo = T Hé 1P‘“mfpamj
i) Za =T, HJ P 4 pldj—ai ;)0

de sorte que

l —@m,j m,j
M(jlvkjl) (Oé, (Tm Hj:l P] “ e ’Je)(m,h)EL\E(jl,kjl)v
- il (e
(Tz 1 szl Pj‘,l i~% p(d; al,])e)(i,l)EE(jl,kjl))}

<Y Uy(Za).
Yy

(4.26)

On choisit par ailleurs Z; tel que

bmnZy = TPl PR T, PO Pama® = T TTGEL PO pamat,

I+1 ] 177
-1 _ 1 k pko ai,j—d; a;,;)0
G121 =T; PZHP [T/, Py~ % pdimaiy)?,

Q; 4 P
cinZn ="1T; szl P paigf
Ces conditions sur b, ¢, Zo, Z7 sont satisfaites si et seulement si

dj  a,

2 —3 p-Lo
7 = l+1P2 HJ P 2P
PE ,ﬁ l % ﬁg
ZZ:ZlW_ l+1 2 d]flp] P2
%i_g d;
2 2 m,j 6+a i0
b T Pl+1P2 H] 1P] P m,J ,
_ke Yai; ~ G 0+ai 0
Cil —TPl+1P HJ 1P P v

_ _ I
On a alors bm%th =T Hé’:l P](.z 3% p(dj—am,;)0

Par ailleurs, en appliquant a nouveau le lemme 2.3.6,

VA
(4.27) Uy(Zy) < max 11 ;) Uy (Z1),
(m,h)EE(4+1,k)\E(j1,k;,) 1

H(m,h)eE(l+1,k)\E(j1,kj1) bm,hZ2 Ut (Z1)
e e nearir ciZ Y ’
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On observe que

0 (7)- 10 (4=
VA Pam,i+10
(m7h)€E(l+17k)\E(jlvkj1) (mah)eE(l+1rk)\E(j17kj1)

plml+1 >Hj;£l+ltj7am,j

— H I+1
Pam,H»l 0

meJ (LRI (j1,k5,)

H < Pl‘:_mfwl ) (tjbam,jl -1 Hj?ﬁl—@-l a5

L ot S J#i1
Pam,i+10
mEJ(l+1,k‘)ﬂJ(j1,k‘jl)

Plﬂ_b:i,lﬂ Hj;élJrl tj,am,j Pljiyi,l-u _Hjﬁ{rl tj,am,j
— P _ =L J7I1
H Pam,i+10 H Pam,i+16

meJ(l4+1,k) meJ(41,k)NJ (j1,kj, )

et de méme

l m,j ;
[on et mneg b, bnZe T nyesr e k) Tm L=y By 7 Poma

Gnesirnearr cias [anerirnearr T Hé’:l Pjiai’jpai‘je

. t; .
l —am,j pa 0 HJ#H’l 7,Am, 5
HmEJ(l+l,k) (Tm Hj:l Pj Pom.j )

ot
—0i,j pa, J#31 "%,
HlGJ(Jh ki) ( HJ 1P P )
_H .. tj,am-
T T8 . pr%mi pam,;0 jﬁiﬁ !
meswermnigur,) (Tn 1= P |
—ai Hj??jll tai
i a;
[Licsar1.0n7G1 k) ( [Ty Py P ) okl

. t; .
l —Am,j Dayy,. 0 HJ?flJrl ,0m, 5
[lnesasin (Tm [T=, By 7 Pomi )

= o tia
] [ —Qi,j pa; 0 HJ¢J1 75445
[Licstii b)) (Tz [[= By P

Par ailleurs, on a que

l
Uy (Z1) = Card{(a}) s.0)c B ey, \BQ10) | V(D) |2b| < T T Py Poa®
j=1
et, V(m,h) € E(1+1,k)\ E(j1,kj,),

ik l Am —a
Hoéem(V(”’k“))fm,h) (v, (901( )>(7, DEEGh ki \E(+1.E) || < - H pima= 4 pldi—am.3)0y,
J=1

On remarque que (7(j1=kj1))'ém hy = 'y((f:;’f) On a finalement, d’aprés les
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formules (4.26) et (4.27) :

l —Qm,j m.i
M gy, (a= (T TLjms B PO3%) o me 1A B Gy )
1l ii—di (di—a;
(sz 1 Hj:l P;-l Jj JP(d] a JM)(i,l)GE(jl,kjl))}

pomit I tiam,; plmit —Hj;'ﬁl{rl tj,am, j
< max H il 2 S H e S J#h Z Uy (Z)
Pam,l+10 Pam,l+10 Y ’
meJ(l+1,k) meJ(I1+1,k) Y
mJ(jl»kjl)

. t; .
1 —Cm.j pay,. 0 HJ¢Z+1 J5Qm, 5
HmGJ(H—Lk) (Tm IT=: P pam )

o H.7§. tia; : ZU;(Zl)
HiGJ(jlvkjl) (TZ Hézlpj amPame) T Y

Or, on observe que

D Uy(Z) = M(jl,km(a’ (Am,h>(m,h>eL\E(j1,kh)»(Bz',l)u,z)eE(jl,kh))
Yy

ol
A _ TmHé‘:l Pj_am’jpam’ja si (mv h) € L\(E(l+1vk)UE(]1akj1)))
T T I P pena? i (m,h) € B(L+1,k)\ E(j1, k;,)

+1

g | TR PR PO s (1) € B ky) \ B+ 1),
" Ty Pl pldi—ais)? si (m,h) € E(L+1,k) N E(j1, kj,)

et

>y Uy(Z1) = Mg (Oé» (T; H§:1 P Py G e Bk
_ A i —dj e
(T, H§:1 Py 7 pld; m"’)e)(m,h)eE(lH,k))}

Or en employant les mémes arguments que pour le lemme 4.3.12, on montre
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que :

P [zi41 tiam,;
m,50
I (7 H P
méeJ(l+1,k)

1 —aj,j -

My1.0) (a, (Ti T2y Py PU3%) s pyer Bt
1l i
(T Ty Py P a’"“)e)(m,h)eE(lH,k))

Hj;él+1 t]',am,j

Pa'm,l+1 l+1 0
SR P VI
Pam,i+1 K1€P(I+1) o
mely meJ(I+1,K1)

M11,Ky) ( s (T, Hl+1 amjpamJe)(m,h)eL\E(H—l,k)a
(T HH-I aLJ P(dj—ai,j)e)(i7l)eE(l+1’k))}.

En regroupant les résultats obtenus, on obtient donc

. [y tiam,
11 mnpa
meJ(j1,k;,)
Mgy (0 (T Ty P P ) et B b, )
(1! Hé’:1 Pjai’jidjP(dj_ai’j)e)(i,l)eE(jl,kjl))}
< max{Ai, A2}

_Pl(:_ni,H_l Hj#l-!—l tj»amyj ‘Pl(:—n’i,l-ﬂ—l _H];;i+1 tj,amd-
v (B oo(fe)
1 Pam,l+10 Pam,l+19

meJ(l+1,k) meJ(l41,k)
mJ(jl»kjl)
[z, tiam,
l-‘rl J#d1 3%m, 5
H H 9 M(jlykjl) (OZ, (Am,h)(m7h)€L\E(]17k]1)7
T am K
I1; 141 tham,
i1 I+1 o\ Hiztea tiam,
B Pl+1 it tia, Pom.j
A2 = H (m) j=1"am_j max { H T H W
m,l+ K1€P(l+1
mely 1€P(H) meJ(I+1,k) j=1 "7

Mat1,k) ( (T Hl+1 S Pt o e\ B4k
(T T P a” P(dj7ai’j)9)(i,l)eE(l+1,k))}'
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Le terme As est du type de ceux intervenant & droite de I'inégalité du lemme.
Il nous reste donc a réduire les bornes intervenant dans A;. Pour cela, il
suffit d’appliquer exactement le méme procédé que celui que nous avons
développé pour toutes les familles de variables (Z.) (m,h)e L(j1 k;,,h) PoUr tous

h € {1,....;tj, k; —2} puis pour les familles (%) (. h)eL(jy k,1) POUr tout poids
K e P(]l) \ {kjl}. A terme, on obtient bien I'inégalité souhaitée. O

En utilisant les lemmes 4.3.13 et 4.3.14, on obtient directement, par récur-
rence, la majoration :

Hr: t',(z,L- ; —
H T, 7727 | Mgy (o (Tn) mowye e,k (T 1)(¢,z)eE(1,K))

i€ J(1,K)
a; H”":l tj,a- ; HJ#JO tj’a"LJ
H 1P 7 J (2% HmEJ(jo,K' )Tm
< || =15 P max . S — PN
i ; ) m,j D— . st .
iclo [T, Peis® (0:Kio)€C0 [ [me.s(jo. ;) (L Tjmy £y ™ P 0mia®) 70 200

r
M(j()?KJ'o) «, (Tm H Pj_am,j Pam’jg)(m,h)EL\E(jo,KjO)7
j=1

—dj+a; a
1HP s P e o i)
j=1

Qg 4 .
En rappelant que T; = ei H;Zl Pg "7 on remarque que le membre de droite
2
de la majoration ci-dessus peut se réécrire :

H':ltj,a"
e;T; ! e 1 (T am )N L tia
| | W max | I (em Pl\ij=19m,j ) G#io Y9 am,j
i,j .

h — K, )€C :
1€l J (70,80 OmEJ(JO,KjO)

1 T a0
M(j07Kj0) (047(%132]1& 7 )(m,h)eL\E(jo,KjO)v

T
r P —d;
(e P2=1 (4005 [17 ) eEGo.Kjy)
j=1

Nous en déduisons alors une nouvelle version du lemme 4.3.15 :
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Lemme 4.3.15. Pour tout € > 0 arbitrairement petit on a

n+r ) (1+E) H;:ltj,ai,j

:
Sele)l < (T2 (Hﬂ [J e
j=1 i=1

i€lp
. _ Mi=basy, ) M50 b
% H (PZj:l ai,j9> 2D1+Do+...+Dr max H (eT—nlp(ijl amﬂj)e)m

(40,K4)€Co

1€lp mGJ(jo,KjO)

1 S am.s0
Mo i) (047(67”13 =TT (m,R) ELNE (o, K 5 )
9—(D1+Dg+...4Dy)

.
" (dj—a; ;)0 —4
(e:PZ= =0 TTPED) e i) "
j=1

On déduit de ce lemme le résultat ci-dessous

Lemme 4.3.16. Pour tout € > 0 arbitrairement petit et tous k >0, P > 1,
l'une au moins des assertions sutvantes est vraie :

1.

r
1 tig. .
Hj_l Jaq,j

_I= D%y r n+r (1+¢)
ST D
sl < ([T ) [1I2 (HT> "
j=1 i=1

i€l

2. Il existe un certain jo € {1, ...,r} et Kj, € {1,...,d;, } tel que J(jo, Kj,) #
0

Em

1 T Q.0
Mo, k5 (aa(PzFl 97) (mh)ELNE (jo, K 1)

T.‘_ d'*CL,L‘ 0 - —d;
(e, PX5=1(45=ai)) 112 anergor,)

j=1
-1
> H(P@?:lai7j)9)H§=1ta‘vai,j H (PZj=1 %00\l a5 p2 =ik,
i€ly i€J(jo,Kjqy)
Remarque 4.3.17. Si k est petit, la condition 1 donne une majoration de
|Se(a)| plus grande que la majoration triviale,
n-+r -1,
|Se(a)] < <He,-> 117"
i=1 j=1
d;

c’est pourquoi nous utiliserons uniquement cette magjoration pour P > H§:1 P
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Supposons & présent qu'il existe (jo, Kj,) € Co et
(h) M 1 P21 am,j0
(@i Jmmyer\B(Go k) € Mote) | @ (- PEI= ) tn e r\ Blio )

.
T (dj—ai —dj
(eiPZFl(d] a”)GHPJ' J)(ivl)GE(jOvKﬂ'o)
j=1

tel qu’il existe (ig,lo) € E(jo, Kj,) tel que

(G0, 55q)
Vit ™ @) n e L\ Blo.k;y) 7 O-

On pose ¢ = [11y3 " (2 myer\ Binic,y)) |- on a alors

T
T (dj—aig,;)0 —d
Haeio‘JH < eiOPZJA( i —0ig,5) | | P] j
j=1
et de plus,
q < PZj=1(di=aig )0

(quitte a modifier 6, pour P grand on pourra supposer q < prj=1(d; _‘“O’j)e).
On en déduit :

Lemme 4.3.18. Pour tout € > 0 arbitrairement petit et tous kK >0, P > 1
Uune au moins des assertions suivantes est vraie :

1.

HJ 1J‘7‘7,]

>i_1D;j . ) ) ] (e —K
a)l < | [] e 1z (I P,
j=1 i=1

i€lp
2. Il existe i € Iy et des entiers a, q tels que q < PZ;:l(dj_‘”’j)e, a < e;q
et

,
loeiq —al < e HPJ I pXi=1(di=aii)f,
Jj=1

3. 1l existe un certain (jo, Kj,) € Co} tel que

1 s o
Card{(2)) (mpyeL\BGo 1) | 120 < —Ps=rmi?,
, : (o, K jo)
V(i) 1) € EGo, Kjo), viyy () = 0}
-1
> H (p(Z;-:l ai,j)9)H;:1 tj,ai,j H (Pzg':l ai’jG)Hj#O tjvai,j

1€l iEJ(jo,KjO)

P2_ Z;:1 Djfﬁ
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Supposons & présent que nous sommes dans le cas 3, et remarquons que
le cardinal considéré peut étre majoré trivialement par

Card{(z)) (m nye\B (o k) | 2| < Pi=t omis?

. 0,5
V(i 1) € Eoo,Kjo), A0 () = 03,

qui peut étre majoré, en appliquant le lemme 3.3.11 par :

Ao 1) (P) 11 P am ) -1)8
(mBEL\E o, Kyq)

R | (R
i€lp
~1

H (p((Z§:1 ai,j)—1)9)Hj¢j0 tja;

ie’](jO:Kjo)

ol 'on a posé

Ay 1) (P?) = Card { @) i myer m ) | 12| < P,

) . , 1
V(i,0) € B, Ky, 000 (L gy = o} .

T em M

Ainsi, la condition 3 implique
(4.28)
Ao,k

™ Z’.‘: D
)(PG) > P 0 e, [Tj=1 tj,ai,jfzieJ(jO,KjO) [T tiay ;) —277=1 R
Jo, K .

On considére L le sous-espace de A n(jo:K50)

(]07 ) Card(L \ E(]Ov = Z H tj, a;; Z H tj,ai,j
1€lp j=1 i€J (jo,Kjqy) 3770
défini par les Card(E(jo, Kj,)) = ZieJ(jo,KjO) 1.5, tias,; €quations

j0,K; 1
7((;-73) JO)((*33%‘))(m,h)eL\E(jo,KjO)) =0.

€m

D’aprés la démonstation de |Br, Théoréme 3.1|, la majoration (4.28) implique
(en posant k = K6) :

(4.29) dim £ > n(jo, K;,) — 2%i=1 7
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I Y BN P . cs4z n(j07Kj0) . . . T
Considérons a présent la sous-variété D de A définie par les ), ; ([ ] i1 tias,—

1) — ZieJ(jo,KjO) 145 tias,; €quations

Y(m,h) € L\ E(jo, Kj,) =

m

Nous avons alors, d’aprés (4.29) :

dimDNL > dim £ — Z(ﬁ tia, — D+ > [ tiaw

iely j=1 i€ J (jo,K4) 3740

> Card Iy — 2Xi=1 Di |,
On remarque par ailleurs que D N L est isomorphe a la variété :

{mdmer, | ¥ € TG, K )y O () mer,) = 0)

(2

. . (h 1,...,1
(en effet, par construction, si ac7(n) = xq(n ) = ., pour tous h, m, on a pour

. 0,5 . .
tout i, 1, *yz.(iO jo)(ing)) = N‘g—i(m) pour un certain entier N). En notant

OF;

Vi) = 12 € AT | Vi€ J(jo, Kjy), Tm(w) = 0},

I'inégalité ci-dessus implique alors :
. “ S D;
dlmvt,(jo,KjO) Zn+r—25=1"K,

Par conséquent, nous fixerons dorénavant

. T D;
(4.30) K =(n+r—dim ‘/tT(jO,KjO) +¢)/2%5=1D5
de sorte que la condition 3 n’est plus possible.

Dans tout ce qui va suivre nous choisirons P = H§:1 P]d] et nous noterons

d = (3_j=1d;) — 1. Remarquons que pour tout i, > 3% ;(dj — a;;) < d.
Définissons, pour tout i € Iy, la famille d’arcs majeurs

(4.31) M (6) = {a € [0,1] | 2|evesq — a| < eipfuda}

a7q
et posons

(4.32) mie) = J U m&0),

0<quzi9 0<a<e;q

(4.33) M) = | mD9), m(6) = [0, 1\M(B).

i€lp
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Avec ces notations, & partir du lemme 4.3.18 et en remarquant que pour tout

li=1tiai 1
y — V]
1 € Iy, ST, < 3= et que

n+r n—+r r

IER G
i=1 =1\ “ =
n+r -1 r i
(i) (fre
i=1 j=1

n+r -1 T
-(T0) (11 )
i=1 j=1
nous obtenons la proposition 4.3.9.

4.3.4 Meéthode du cercle
Les arcs mineurs

Posons, pour tout j € {1,...,r}, P; = PY. On considére un réel § > 0
arbitrairement petit, et on suppose que 0 € [0, 1] et K vérifient :

5 2 j=1bi —
(4.34) K —2d > (25 + w) 61,
(4.35) K > (25 + 1)(275 bjdj),
j=1
(4.36) 1> (i b;d;)(5d0 + 6).

Jj=1

Remarque 4.3.19. Les conditions (4.34) et (4.36) impliquent en particulier
que K > (5 Z;Zl bj +2)d, ce que nous supposerons dorénavant.

Lemme 4.3.20. On a la majoration :
n+r 71+2# T
/ |Se()|da < eq (H ei) H P;” p1-9,
m(6) i=1 j=1
Démonstration. On considére une suite (6;);cqo,.. 1y telle que

=0y <0, <..<0p,
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1
(4.37) Op < =——,
> j=1b5d;
(4.38) Vi e {0,..,T
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22:1 b;

KOp > 20+ 1+ = :
>j=1bjd;

— 1}, 2(%(9141 — 91) < 5/2

On suppose de plus que T est tel que T K P3. D’aprés la proposition 4.3.9,

n+r

/ Su(a)|da < (
agM(0r) i=1
n+r

< (
=1

71+2ir T
Hei> HPn] pEJ 1“’

b, _1 —KOr+e

7j=1

71+2ir T
) (1) e
Jj=1

(d’apres la condition (4.37)). Remarquons par ailleurs que pour tout 6 et

tout ¢ € Iy :

Vol(9n

On a donc, pour tout ¢ € {0, ...

/ [Se () da
ainIM(O¢41)\M(0:)

n—+r 71+2ir
< e (H ei)
=1

n—+r 71+2ir T
<o(Ila)  (II20) Pt
i=1

=1

et on obtient le résultat souhaité en sommant sur tous les t € {0, ...

1.

Les arcs majeurs

Posons

(4.39)

) < Z Z 1+J0

0<q<Pd9 0<a<elq

< GUP_1+2d9.

,T — 1}, en utilisant la condition (4.34) :

E’I‘
[17 ) P
7=1

- —K9t+2d9t+1 1+e

A b - ~
I=L 0 (K —2d)0;—142d(0s41—0:)+e

n+r 71+2ir T 5
<w([la)  ([I77) P
=1 j=1

7T_
O

€p — maxe;,
i€lp
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et introduisons a présent la nouvelle famille d’arcs majeurs :
(4.40) M, ,(6) = {o € [0,1]| 2log —a] < gP7H+ %}

et posons

(4.41) me = J U .0,

O<a<enpdd  0<a<q
IS0 pecd(a,q)=1

On remarque que, pour tout ¢ € I,
Mm@ () c Mm'(0).
En effet, si a € 9)721,21 (0), alors

2|age; — al < e, P10
et donc en posant ¢ = (ge;)/ pged(ge;, a) et a’ = a/ pged(ge;, a), on trouve
€;

P—1+J0 < q/P—1+J(9
pged(ge;; a)

2laq’ —d'| <
et onadeplus ¢ < egP¥?,0 < d' < ¢ et pged(a’, ¢') = 1, donc a € My, ,(0).

Les arcs majeurs 9,  (0) vérifient par ailleurs le lemme ci-dessous :
K

Lemme 4.3.21. Pour tout e € N"1" tel que e% < P1_3Ci9, les intervalles
My, 4(0) sont disjoints deur a deuz.

Démonstration. Supposons qu'il existe a € My, ((0) NI, ,(6) avec ¢,q" <
eoP®, 0 <a<gq 0<d <d, pgeda,q) =1, pged(d,¢) = 1 et (a,q) #

(a’,q"). On a alors

1 aq —a’' a d a a' g
w < =la <l g e g <
et donc } }
1 g qq/P—1+d0 < e%P—l-‘rfﬂdQ
d’ou le résultat. O

En combinant les résultats des lemmes 4.3.20 et 4.3.21, on obtient 1’esti-
mation :

(142) NP, P)= Y Y0 / , Seleia

1<q<60pd~9 0<a<q
pged(a,q)=1

n+r _1+2LT r s
colew(Ila) (17
i=1 j=1
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Etant donné un élément o € 90, ,(6), nous poserons a = 7+ B avec B <

$P~1%4% et nous noterons :

(4.43) Soge= Y. e (aF(e.b)> ,

be(Z/q2) a

Vi, ug | <|uB®)|
vie{l,...,r}, Juf <1
On établit alors le résultat suivant :

Lemme 4.3.22. Si « appartient a My, (6), on a alors :

n—+r -1 T
Se(a) = (H ei) ¢ " Saq e l(PE) | [T P
i=1 J=1

n+r -1 r B
+0 | e (H ei> 1177 ) ep'P*
i=1

j=1

Démonstration. Remarquons avant tout que lorsque epq > P, I'égalité du
lemme est triviale car le terme d’erreur est alors dominant. En effet on a
dans ce cas :

n+r T

1 a,

|Se(@)] < };[1 5 -1;[1Pj

n+r -1 T

-(I0-) (1=
i=1 j=1
n+r -1 r B
< < 1T ei> 1127 ) PleaP®q
j=1

i=1

et en utilisant les estimations triviales |Sg ge| < ¢"" et |[[(PB)] < 1 :

n+r -1 r ntr -t r
(H €i> qi(n+T)|Sa,q,e||I(P/6)| HP;‘% < <H ei) HPJ‘n]
i=1 j=1 =1 j=1

n+r -1
=1

d’out le résultat. Nous supposerons donc egq < P.

'
1177 | B 'qeeP®.
j=1
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Remarquons a présent que, d’aprés (4.4) :

(4.45)
a
Se(a) = Z e (F(e.b)) Z e(fF(e.x))
be(Z/qZ)"+" ¢ z=b(q)
U(e m)E(nH)u <P,
|1‘1|< (U(e m)E(nJrJ)u +1) %
n+r -1 r
a ~ . -
= > e(q (e. ))S (H&) ek
be(Z/qZ)™+r i
ou

S(b) = Z e(BF (e.x)).
x=b(q)
|(e.) B(nH9) |< Py
\xi\geii T (|(e.x)BFI) | 41)%.

J=1
Soient x’ et " deux élément de R"*" tels que
|2’ — 2| <2

et, pour tout 1,

a2+ 01l < LTIy (e (@’ + b)) 4 1),

gz + bil < 2, T ((e-(gz” + B)) 09| 4 1),

Vi€ {1}, [(edgz’ +0)P < P |(e.(ga” +5)P0H)| < .

On observe alors que
|F(e.(qx’ + b)) — F(e.(qz" + b))| < qeoPldl...PgﬁIlPﬂT*l.

Par conséquent,

S(b) :/ queR™ T | e(BF (e.(qu)))du
|q6’bﬁz|g‘ H;“:l(E.(qﬁ))ai,jE("‘l’])'
|(e-(qi)) P+ |< P

n—+r -1 r r
_ i d; _
+0| 15l (H@) g "OATI P | VTR | B taeo
v- =1 7=1 7=1
n+r -1
o(Te) (M) eoer
=1

(le deuxiéme terme d’erreur correspondant aux points rencontrant le bord
du domaine de sommation).
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En effectuant le changement de variables

r

Vi€ {l,..,n+r}, qi;=¢e;" HP‘-”J U,

j=1
on trouve alors
ntr \ L [ r
S(b) = ¢~ <H 62’) P /ueRnﬁ e(BF (u))du
i=1 j=1 |3 |<|u @]

|uE(n+i) |1

n+r -1 T B
+0 eoq—(n+7‘) (H ei) H ]Djnj qPT_IPdH
=1

J=1

n—+r -1 T
+0 | e <H ei) H Pjnﬂ q—(n-i-r)-&-lpr—l
i=1 j=1
En remplacant S(b) par cette expression dans (4.45), nous obtenons I’égalité

du lemme. O

Posons & présent

(4.46) @)= ¢ S S

1<g<Q 0<a<q
pged(a,q)=1
(1.47) T = [ 16)ds.
1BI<¢

ou o désigne le cone maximal considéré auquel la fonction he y est associée
(cf. section 2.2). Avec ces notations, en utilisant le lemme précédent dans la
formule (4.42), et en remarquant que :

1 ~
/ _I(PB)dB=P"" _I(B)dp=P'J (2Pd9> :
|Bl<g P+ |BI<5 P

on trouve :
~ 1 . n+r -1 r d
Ne(Py, o Pr) = Sel(eoP™) T, (3 PY) <H ) s
i=1 Jj=1

n—+r 1 r B
+0 [ e <H ei> [127 | P71 P2 Vol (6))
i=1 j=1

n+r _1+2LT r s
0 ) G
i=1 J=1
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Or,
Vol(m/(e)) < Z Z P—1+d9 < G%P_1+3d9.
if 0<a<
1Saseo P pgcd(iqgﬂ
On a donc :

n+r -1
el (f[ ei> H P | PP o (o (0))

=1
n+r -1 4
< eé (H ei) H Png J 1P5d9.
i=1

En remarquant que PT*IPE’JG < P79 d’aprés (4.36), on conclut que :

n—+r -1
(4.48) No(Py,..., P, (He) GelegPY).J, Pd9 HP"J %

n+r -1 r
+0 | e <H ei> [1em %
7j=1

=1
Notons & présent :

oo
(4.49) => ¢ " 3" Sige
qg=1

0<a<q
pged(a,q)=1

(4.50) J, = /R 1(8)dp.

Nous allons chercher a remplacer G(eoP‘Ze) par G, et Ja(%P‘Z@) par J, dans
(4.48). Pour cela nous utiliserons le lemme ci-dessous :

Lemme 4.3.23. Pour tous a,q, e, on a l’estimation suivante :

n—+r Pl
446 2 +r—2—6
|Sa,q.e] < max ¢ ey, eg Hei g .
=1

Démonstration. Considérons a = 2 pour un certain et soit 0y € [0, 1] véri-
fiant les conditions (4.34), (4.35), (4.36), et pged(a,q) = 1. On choisit par
ailleurs P tel que ¢ = eoP% . On suppose de plus que P et 6y vérifient
I'hypothése €3 < P1*2d(’70 (si ce n'est pas le cas la majoration du lemme de-
vient triviale car alors 60 > ¢ et donc eOJ“Sq”‘H“ 270 > ¢™*7). On pose par
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ailleurs 0 = 6y — v, pour v > 0 fixé arbitrairement petit. On a alors que
a ¢ M()). En effet supposons qu'il existe (a’,q’) tels que ¢’ < P < q,
0<d <qdetac smg’,) ,(6f). Remarquons que si 'on a aq’e; = ¢d’, alors,
puisque pged(a, q) = 1, ' = au avec a # 0 (sinon on a ¢ = 1 ce qui contredit
0< ¢ <q)etdonc0< ¢e; =qudonc ¢'e; > q, ce qui est absurde puisque
eiq’ < q. On a donc aq’e; # qa’ et ainsi :

1 < aq'e; — qd| = qlae;qd —d'| < qeinHJGO < egP*HQdPO <1

ce qui est absurde.

Par conséquent, d’apreés la proposition 4.3.9 :

ntr _1+2% r §:1 bj
i s — K0+
|Se(a)| < (H 61‘) HPJ."J PXi=1b o
i=1

=1

Le lemme 4.3.22 donne donc :

n+r -1 r ~
(H ) 177 ) () ST (0) + Oleng P PT0))
i=1 j=1

n+r 71+2LT r 1Y
s 7‘];17_‘;__[(00"!‘5
< ||e1 ||Pj3 Pxi=1%%
=1

j=1

donc (puisque 1(0) < 1) :

| Sa7q7e

1
n+r ar G=10;
_ 7 s —Kbote
< eoqn-‘r?"-f—lPT IPdG() + (H ei) qn—&—rpzl.:l b;d; )
i=1

Or on a d’une part

eoqn+r+1pr—1pd90 < eé+5qn+r+lq—(3+5)

(car P71 < P‘4J90, par la condition (4.36)), et d’autre part

25:1 b
> =1 bjd;

(d’apreés la condition (4.34)), et on obtient donc

K6y > + 200+ 6

n+r 27
S, 0ol < max { eAt9 2 e; ntr—2-9
»d, 0 » <0 q
=1
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Nous pouvons a présent démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.3.24. La série G est absolument convergente et on a de plus

n+r T
‘66<Q) - 6(3‘ < max eé+67 e% (H ei) Qfﬁ

i=1
pour tout Q) > eg.

Démonstration. Nous avons montré précédemment que

n-+r P
446 2 +r—2—0
Sagel € max d eft.3 ([[ o) a2
i=1

Par conséquent,

Ge(Q) — G| < Z q_(n+r) Z Sa.q.el

>Q 0<a<gq
pgcd(a,q)=1

1
n+r

< max ng“S, e% <H ei> 2 Z Z q*Q*‘S

i=1 q¢>Q 0<a<q
pged(a,q)=1

n+r
< max eéJr‘s,e% Hei Q0.

=1

%)
ﬁ"“

O
Lemme 4.3.25. L’intégrale J, est absolument convergente et on a de plus
Jo(9) — Jo| < 97
pour tout ¢ assez grand.

Démonstration. On considére 3 € R fixé quelconque et on choisit 6" € [0, 1]
vérifiant les conditions (4.34), (4.35), (4.36). On prend P tel que 2|3| = P%".
On choisit par ailleurs e = ey = ... = ¢4 = 1 (et donc eg = 1). On a alors
que P18 € My 1(0) et donc d’aprés le lemme 4.3.22 appliqué & a = 0 et
q=1:

Se(Pp) = [T P | 1 +o | [[] P | PiP>™
i=1 j=1
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D’autre part, puisque les M, 4(6’) sont disjoints, d’aprés la proposi-
tion 4.3.9, on a :

Zi=h g
[Se(P715)| < HP"J PEi=1t% .

7j=1
On trouve donc (en utilisant les conditions (4.34) et (4.36)) :

le /
1(8) < P2 p-1 +PZ]1 3 KO

2d0’ — 2 =% g
< P Zgljﬂ_f_PZ*lJJ

< P73d9 -0 + P*Qd@ < |ﬂ|7
Par conséquent,

|Jo(¢) — Jo| < /BI>¢ |1(B)|dB < ¢~ L.

O

Ces deux derniers lemmes permettent finalement d’établir la formule ci-
dessous valable lorsque €2 < P1734 ot K > max{(5> 7_, bj + 2)d, (20 +

1) > =1 bids}

(4.51) Ne(Py,...,P.) = Coe HP”J 4

n+r 2% n+r -1 r i
oAt0 2 . A
+O | max < ey, ef Hei 1_[6Z HP]
Jj=1

i=1 =1

ol 'on a noté

n—+r -1
(4.52) Coe= <H ei> Sely
i=1

Remarque 4.3.26. D’apres le lemme 4.5.24, on a

n—+r 2%
1Ge(e) — Ge| < max ed™? e (H ei>

i=1
donc en utilisant la majomtwn triviale Ge(eg) < €3, on en déduit G <

max {eé+5 e (T1] &)™ } On a donc

1
n+r Pl n+r -1
|Cope| < max eé'“s, el H €; H e; )
=1 i=1
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Remarquons a présent que, pour un choix approprié de #, on peut retirer
la condition e% < P39 Ep effet, supposons dans un premier temps que

1
egp > P1. On a estimation triviale :

n+r T

Ne(Py, ..., P, H H o
n+r - T
=@h) 117
i=1 j=1
n4+r -1 r
< et (H ei> H P;Lj_dj_é :
j=1

=1

et par ailleurs, par la remarque ci-dessus

r n+r 2% n+r -1 r 5
o (117 ) <mac s (1) F(THe) (110
J=1 i=1 j=1

(quitte & prendre § > 0 plus petit). La formule (4.51) est donc trivialement

o 1. 1 .
vérifiée lorsque eg > P%. Si 'on suppose que e¢g < P4 la Condmon 6(2) <

7, 1
P17340 est vérifice lorsque 1 < P33 ot donc lorsque 6 < = 5> ce que I'on

peut supposer. En observant que, puisque 7 > 2,

n-+r 2% n+r -1 n+r 7%
max 4+5 e2 (H ez) < €4+§ (H ei> + <H ei> ,
i=1 i=1
on obtient finalement le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.27. Si l'on suppose Py > Py > ... > P, si Pj = Pfj
pour tout j € {1,...,r} et si de plus K > max{(5 Z;Zl bj + 2)d, (26 +
1)>7% 1 bjd;}, alors

N(P17"'7 = O'e H-Pnj %

1

n4+r -1 n-+r 2 r 5
" *%Hﬂ (T ) (e
7=1

=1

4.4 Deuxiéme étape

Dans cette partie, nous supposerons encore que P, > P, > ... > P,..
L’objectif de cette section est de donner, pour m € {1,...,r — 1} et k =
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(km+1, -, kr) fixés une formule asymptotique pour

Npke(Pry ooy Py) = > he(ki, ... ky)
Vje{l,...,m}, kjSP]'

— Card {a: € (Z\{0V)™" | Fle.w) =0, Vj € {m+1,..,1}, “(e.m)E(”H)w = k;

Vje{1,...,m}, U(e.w)E("H)]J <P vie{l,.,n+rl,
) l a; . E(n ai,;
il < = A:H (j + 1) H[ || 4 1)

Nous allons dans un premier temps fixer tous les x; tels que a; ; = 0 pour
tout j € {1,...,m}. Notons

Im = {’L G {17 "'7n+r} | v] G {17 ...,m}, a/i,j = 0}

Fixons un élément (z;);cz,, tel que si 2E(+7) 65t un mondme en (z)ier,, alors
[(e.)E@D|| = &; et pour tout i € I, |zi] < (HJ o (k4 1)30s
On notera s = Card I, et :

(4.53)
N

m’i)iefm 76(

U(e.w)E(”H)\J = k;, Vj € {1,..,m}, U(e.w)E(”H)]J < P

1 ' m
Vi@ I, |2 < — (kj -+ 1)%> L ) E0+d) J 1)ai
# oo < | T e | TT ] +1)

b\ j=m41

On écrit alors :

1
Neiere(Prs - Pm) = /0 Sanicry el@)da

ol
(4.54)
S(xi)iEImﬁ(a) = Z ¢ (aF(e.x)).
(@i)ig 1, €(Z\{O})"FT"~°
Vje{m+1,...,r},U(e_a:)E(n+j)‘J:kj
Vie{l,..m}, | [(e.) P+ || <P,
(i< 2 (Tl ga (k)07 ) Ty ([ (e) P9 [ 1) %0

Dans toute cette section le symbole < désignera une majoration & une
constante multiplicative indépendante de (x;);cz,, pres.

P, ..., Py) = Card {(#:)¢1,, € (Z\{0})""7"° | F(e.x) =0, Vj € {m+1, ...
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4.4.1 Inégalité de Weyl

Fixons un ensemble de degrés (¢ § )) je{l,..,m} et on note
ke{l,....d;}

Tom ={i ¢ Iy | Vj € {1,...,m}, tga”7éo}
CO,m - {(]7 k) ’.7 S {]—7 "‘7m}7 3 S IO,m7 ai,j = k}a

tm) = (t%))(;’,k)eco,m,
V(], ]{7) S CO,m, Jm(], ]{7) = {Z S Io’m | Qi j = k‘}
On notera d’autre part, comme dans la section précédente
— Loy ={(@,0) | i € Togm, U= (1, ey bm) € [Ty {1, s tjas; + 13},
— Ly, ={@, 1) |i€lom, L = (l,...,1 )GH] 1, t]aw}}
= V(. k) € Com, Lm (5, ) {0 € L i€ Jm(J, k)},
- V(j, k) € CO,ma Lm( {(2, ) ( J ) ‘ lj # tj,k},
- V(ja}k‘) € Co,m, Em(J,k) = L (G, B\ L (5, k) = {(5,1) € Lin(j, k) | 1; =
Likys

Comme dans la section précédente, nous remarquons que 1’on peut écrire le
polynéme F' sous la forme

F(m) = Z Fd(m)a
d=(dj,k)(j,k)eC0,m
VjE{l,...Jn}, Zk21 k‘dj’k:dj
ot Fg(x) est un polynéme homogene de degré d; en les variables (z;)ier, .,
telles que a; j = k pour tout j € {1,...,m}.

En effectuant les mémes opérations que pour les sections 4.3.2 et 4.3.3

m) _

(en ne considérant cette fois-ci que les variables (x;)icr, ,,) en posant Dj(

m (m) (m) (m) )
> ks tﬁ”ﬁ CAYY AU o AR 6 o At | et pour tout (4,k) € Com

(m)
At F((ﬂfz’)ielm(ﬂfﬁ)(i,z)eLm>
(4,k)

= > Wim ((xi)z‘elm (xz"L)(i,h)GLm\Em(Zk)) €T
(1.1)€ B (k)

et en notant alors pour tous (Ai,h)(i,h)eLm\Em(z‘o,KjO)7 (Bi,l)Em(z‘o,KjO) :

(m)
M(jo,KjO)( s (Ai k) (1,8) € L\ B 0, K1) (Bi,l)Em(io,K]-o))

— Card { (21") . p) L\ Buntio 1) | Y00, ), 2] < Agu et
( K
Vi, 0) € Elio Kiy): ||acirly s (((xmefm(sc?><i,h>€Lm\Emuo,KjO))H<Bi,l},

on obtient le résultat suivant qui est un analogue du lemme 4.3.18 :
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Lemme 4.4.1. Pour tout € > 0 arbitrairement petit, K, > 0 et P > 1,
lune au moins des assertions suivantes est vraie :

1.
m,(m) -1
j=1tj7a7;,'
RSOl
|S($z‘)ielm,e(a)| < H €; Y

Z'EIO,m

T m
H kZieIm ai,j+e H Pﬁj-i-l—i—a P_ng
J J ’
j=m+1 j=1

2. 1l existe un certain (jo, Kj,) € Com tel que

-
(m) 1 ai,j >t ai 0
M(j()’Kjo) a, & H kj P&i=1%i ,

j=m+1 i1)ELm (j
j=m+ (’L,l)ELm(]ijo)

m
™ (di—a; ;)0 —d;
(e; P2i=1(di=i.5) HP] )0 Em (o K,)
j=1

r H;nzl tj,ai,j
> H H k;‘m (P(Zj:l Gi,j)e)Hj=1 tja;
’L'GIQ’m j=m+1

-1
! Mitdo tos; m p(m)
| | | | k%,j (Pzznzl ai,je)nj?éjo tj’ai,j P_zzjzl i Kmb
J .
1€Jm(Jo,Kj,) \J=m+1

Remarquons que le cardinal considéré dans le cas 2 peut étre majoré
trivialement par

r
o) | !«’L’ﬂ < H k;zw szzlam,]ﬂ’
j=m+1

h
Card{(z; )(i,h)eim(joaKj

m
. . (Jo,.Kj,) ™ (di—a; ; —d,
V(i 1) € Bm(jo, Ky ), llaery; o (@) < e PRi=i e TT P73,
j=1
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que, d’aprés le lemme 3.3.11, nous pouvons majorer par :

H H ka” (ZJ 1 ai,5)—1)0

(i,h)€Lm (jo,Kjy) \I=m+]

h . .
Card { (@) s pyet oy | 121 < P70 V(D) € Bunllo, Kio),

m
K ™ (di—a; ; —d
‘|a6172(j0 jo (x?)H < ¢; PXi=1(di—ai;)0 | | P
j=1
)

Si I'un des éléments (z;*) comptés par le cardinal ci-dessus est tel qu'il existe

(i,1) € En(jo, Kj,) tels que ¢ = %(Jo;n )(wgl) # 0, on a alors (quitte a

changer 6)

m

2(|age;]| < e; P(=i=1 )10 H ijdj
j=1

et d’autre part

g < | T &% | pEa-ve,
j=m+1

Par conséquent si l'on pose dp, = (372 dj) — 1 et

k,i _ —1+dm0

(4.55) MED(9) = {a € [0,1]| |2ae;q — a| < P70}

(4.56) 4 (g) = U U m&D ),
0<g< (H] 1 k;i )pime 0<a<eiq

(4.57) M () = | m*9), m®(6) =[0,1\m™*(6).

i€lp

et par ailleurs
A{Drem () = Card { (o) | | < P?
(JO’ ]0) (Z h)ELm(]O K ) ’
. . Kj,
V(i,1) € En(jo, Kjy), yfi?m )(:c?) = O}.

Lemme 4.4.2. Pour tout € > 0 arbitrairement petit et tous kK >0, P > 1
Uune au moins des assertions suivantes est vraie :
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1.
-1
=1 tjyfli,'
I+e+ zjm,lp(.m])
|S(~Ti)ielmye(a)| < H ei 277 J
Z.Efoym
a > + o 1
ig Iy Qi,JTE nj+1+e — Km0
II % 117 P
j=m+1 j=1
2. le réel o appartient o M*) (9),
3. 1l existe un certain (jo, Kj,) € Com tel que
(@i)ietm ( pb N1 tia,
A(jo,Kjo)(P ) > H (P) j=1Y,a;;
iEI()Km
-1

r m)
T ._1 D
|| (pG)H#jo tjsas, p277 T Kb,
iEJm(jO,KjO)

Sil’on se place dans le cas 3, considérons £ le sous-espace affine de

Ti)icTm
ot n(jo, Kjo) = Dicry, [ljm1 tiars = 2ietmos) isio tiai

o . : (Jo,Kjy)
défini par les ZieJm(jo,Kjo)ijéjo tja;,; €quations ’YiJ?m 2k = 0). La
condition 3 implique alors :

A.nc(j(),KjO) (

dim ‘C(ﬂﬁi)ielm > n(j(), Kjo) — 22j:1 D; K.
. . 0, K ) .
Soit D la sous-variété de Ag(]o o) définie par les ZZ el m(H;”: L tian, — 1)—
Zz‘eJm(jO,Kjo) H#jo tja; équations
h) (1,...,1)

Vi € IO,ma h ’ (/Lv h(]O)) 7é (Kj()’thijo)’ xz( =

On observe alors que :

(4.58)
m
dim Dﬁ'c(xi)ielm > dim L(xi)ielm_ Z (H tj,ai,j_1)+ Z H tjﬂi,j
i€l m j=1 i€Jm (jo,K jo ) #d0
m (m)
> Card Iy — 92 i= Dy
Or, DN Ly, ,,, est isomorphe a la variété :

{($i)i610,m | Vi e Jm(]()a Kjo)’ ﬁ((l’i)ieﬂ),m) = 0}
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En notant
_ +r—
;Ly(xi)ielm:tv(jijO) - {(xi)iffm €EALT
OFy(m)
axi

\V/,L S Jm(jOa Kjo)a ((xi)iGImv (:Ei)iGI(),m) = 0}7

I'inégalité (4.58) implique alors :

m (m)
dim V* >n+rfsf2zj=1Di K.

m,(€imi)ic 1yt (jo,Kjq)
Nous introduisons & présent un paramétre A € Z (que nous préciserons

ultérieurement) et nous définissons

(4.59)
Ay, = { @ier,, | 9o, Ky, dim V]

. *
M, (€3 )i I t™ (50, K < dim met(m),(joijO) 5+ A}

ol 'on a posé

* n+r . . OF, (m)
Vm,t(m),(jO,KjO) = {:B € AC+ | Vi € Jm(]Oijo)v 822 (:L') = O}'

Nous fixerons dorénavant

(4.60) Ky =(n+r— max dimV’ — A+ 5)/22j:1 by

(90,Kj0) m7t(m>7(j07KJ'o)

de sorte que pour tout (x;)ies,, € A} la condition 3 n’est plus possible. On
choisit

m
d .
(4.61) p=][P"
j=1
et on obtient donc finalement un analogue de la proposition 4.3.9 pour (x;);cy,,
fixé :

Lemme 4.4.3. Pour tout € > 0 arbitrairement petit et pour tout (x;)icr,,
tel que (e;x;)icr,, € Ai‘m l'une au moins des assertions sutvantes est vraie :

1. on a la majoration :

1+

T m
i i,5 T . _
1S(@)ier, e(@)] < H ei H kaz¢1ma Jte H P]ﬁﬁ—l p~Kmbte

2. le réel a appartient a MK (9).
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4.4.2 Meéthode du cercle

On fixe & présent un réel 6 € [0, 1] et on suppose de plus que

K > 2d, > 1.
On notera par ailleurs
(4.62) €0,m = Maxe;,
T d _
(4.63) dle.k,0) =eom | [] & | P™,
j=m+1
(4.64) A6, Kp) = 0(K,, — 2d,y,).

Les arcs mineurs

Nous commengons par donner une estimation de la contribution des arcs
mineurs :

Lemme 4.4.4. On a la majoration :

—1+5m

/ |S($i)i51m,e(a)’da < eom H €;
o i#5n
- > +dj+ " di+1
il @07 TETE nj—d;+ 2e—A(6,Km)
II % 117 P :
j=m+1 j=1

Démonstration. Considérons une suite (0;);c{o,....7y (avec T tel que T' < P%)
vérifiant :
0=0) <6 <..<0p,

et
(4.65) Vie{0,..,T —1}, 2dm(0ip1 — 0;) < /2.

D’aprés le lemme 4.4.3,

Sl" . el do
/cugmz(mwﬂ' (@)icrn e ()]

45
d > +e A +1
i @i 5 -
S0 I e N G
i¢Im Jj=m+1 J=1
—1+2%
. > +e " dj+1
ier i N _

< (10« [T o) (o) s
—_—
i¢Im J=m+1 Jj=1 <P—A(Km,0)



4.4. DEUXIEME ETAPE 259

Par ailleurs, pour tout 6 et tout ¢ € Iy, :

Vol(Mm)(9)) < > > Lp-idno

d; - 0<a<e;q
O<q< (H;:erl kj])Pdme = i

r
d _ ~
j=m+1

On a donc, pour tout ¢t € {0,...,7 — 1} :

/ Stecnel@lda
a€ME) (Br11)\MF) (6,)
71+2% r m
< €0m H e; H ijigUm a; j+dj+e Hf);zj—dj—i-l P*Km9t+2dm9t+1+€.
¢l Jj=m+1 7j=1

Or on observe que
P*Km9t+262m9t+1+5 _ P*(Km*2d~m)9t+2d'm(0t+l*gt)+5
— P*A(Km,9t)+3€/2

< PAEKm0)+32/2
On obtient ainsi le résultat en sommant sur tous les t € {0,..., T —1}. O

Les arcs majeurs

Définissons & présent une nouvelle famille d’arcs majeurs :

k) g\ _ —14+dm0
(4.66) ME (0) = {a € 0,1[| 2laq — a| < gP~FIn%)
et posons
(4.67) M (9) = U =&,
0<q<¢(e,k,0) O<a<q
pged(a,q)=1

On remarque que comme dans la section précédente : pour tout i € Iy,
m=D () c m*)'(9).

De la méme maniére que nous avons établi le lemme 4.3.21, on démontre le
résultat ci-dessous :

N 2 =
Lemme 4.4.5. Pour tout e € N"*7" tel que (eom H§:m+1 k:d]> < pl=3dmf

J
les intervalles E)ﬁ((l,fq)l(ﬂ) sont disjoints deuzr a deus.
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N2
D’aprés les résultats obtenus sur les arcs mineurs, si (eo m H j=m+1 /fjJ) <
P173dm9 .
(4.68)

N(xi)ielmve(P]"'”’Pm) = Z Z / (k)/ (x’b i€Im € ( )d
1<q<op(ek,0) 0<a<q
pged(a,q)=1
71+2+n T m
2igly, ijtdite nj—dj+1 _
#0/com  TT [T oo (T ep e | poesos
i¢1n Jj=m+1 J=1

Etablissons & présent le lemme suivant :

Lemme 4.4.6. Si o appartient a 931((1’2/(9) et si l'on pose o = % + B avec

18] < %P*HJ’“O, alors :

-1
T m
Zi m G j
S(wi)ielmve(a) = H €i H kj * ’ HPJT%
i¢Im Jj=m+1 J=1
q_(n—i—T_S)Savq:e((xi)iGIM)Ik7($i’ei)iEIm (Pﬂ)
—1
T
+ O | eom H €; H k:jZigjm i HP”” 1Pdm ,
7;¢I7n ]:m+1

ot l’'on a noté
(4.69)

Sa,qe((Ti)iel,,) = Z € <ZF((ei$z’)i€Imv (eibi)igﬁm)> )

(0i)ig 1y, €(Z/qZ)"H7 2

Ikv(mi,ei)ielm (6)

e | BF((eii)icr,, ( H ki) wiigr,,) | d(uiigr,,-

/(uz')igz,nGE(k(wi)ielm) j=m-+1
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ot
(4.70)  E(k, (xi)ier,,) = {(w)igr,, € R"T 7|
Vi & Im, kit < |((ez)ier, ( H kS| w)igr, )P
Jj= m+1 j=m-+1
E(n+j)
Vi € {m-+1, ...,T},]{}j < | (ex)ier,,, ( H k‘a 7 lgélm < k;j+1
J=m+1

Vi€ {1, ....m}, |((ez)ier,. ( H K| w)igr, ) PO | < 1)
Jj=m+1

Démonstration. Commencons par montrer que lorsque eg g > P, 'égalité
du lemme est triviale. On a dans ce cas :

' m

a-7- a-y-

Seoene@l < TL = [ TT # | (TT 5
2l €i j=m+1 j=1

-(Mme) (11w )| 10 sree

i¢Im Jj=1 Jj=m+1
1
T ~
< H e; H k‘jZieIm i H P 160 dem9
i¢, j=m+1

et en utilisant les estimations triviales

|Sage((Ti)ier,)| < "7 et I (a,e0ier, (PR <1,

on a alors :

-1

T Z m
. a;,
I] e IR N I Ei
J=1

i¢Im j=m+1
¢80 g e (@)ie ) iy (ws)ier,, (PB)]
-1 T m
<|]e IT &= ) (TP
i¢ I j=m+1 j=1
1 ) - ~
< H e H ka:iélm aij Hpjm Pl qeomP0.

i¢Im Jj=m-+1 J=1
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d’ou le résultat. Nous supposerons donc eg ;g < Pr.

Comme dans la démonstration du lemme 4.3.22, on peut écrire :
(4.71)

a -
Stener o) = 3 e(F«amnmnﬂwmoﬁhg>smw>
n+r—s

b=(b:)ig1,, € (Z/aZ) 1

ol

G = Y e(pF(ea)
(%i)igr, €1(g,k)
avec

I(q, k) = {(zi)i¢1,, | Vi & Im, z; = bi(q)
Vi€ {l,.om}, [l(e@) ") < P
Vie{m+1,..,r}, kj <|(eax)?")| < kj +1

r

|x;| < 611 H( U(em)E('rH-j)w 4+ 1)}

=1

On considére deux éléments (x7);¢1,, et (2f)igr, deux éléement de R™
tels que
| x — w//’ <9

et tels que (g} +bi)igr,,, (¢ + bi)igr,, soient deux éléments de (g, k). On
a alors

|F(e.(qx’ + b)) — F(e.(qz" + b))| < eomyq H k;lj H P;lj Pt
j=m+1 j=1

Par conséquent,

Sm(b) = / ) e(BF((eiti)ier,,, (€iqii)igr,,))(dii)i¢r,,
(ﬁi)i€17rzGE(qvk’(zi)iEIm)
-1
.
. —(n+r—s) D ig Iy i
+0 \W/L H e g \"Tre H kj
<p-itdme \VElm j=m+1
m r . m ]
177 ) I # | (1157 ) Batacom
J=1 j=m-+1 j=1
—1
r 5 s m .
+0 €0,m H e; H kj i@ Im 41,0 H Pj J qf(n+rfs)+lp7;1
i¢Im j=m+1 j=1



263

4.4. DEUXIEME ETAPE

ou

En effectuant le changement de variables

on obtient :

2(g. k. (21)ier,) = {(@)igr,, € R™7|

Vi ¢ L, lqis] < |((eim)ier,. (eqi)igr,, )"

Vj c {m + 1, ...,7“}, kj < ]((elxl)lelm, (elqﬁl>l¢]m)E(n+j)‘ < kj +1
Vi€ {1, ..m}, [((ezi)ier,, (eqin)igr, ) 2| < Pj}.

m

1L &) (117

Jj=1

€ .
j=m+1

-1

Su)= ([T e) [ T w5
il j=m+1

m
H P]”J q—(n+r—s)
7=1

e(BPF((eixi)icl,, (ui)igr,,))(dui)igr,,

/(Ui)ielmea(ka(xi)ielm)
—1
q—(n+r—5) H k:jziéfm @ing

+ 0] H €;
il j=m+1
m -~
H P P qeq  POm?

j=1

Il suffit ensuite de remplacer S(b) par cette expression dans (4.71) pour
O

trouver ’égalité du lemme.

En observant que :
, 2
/ B 5 . ) )
Vol(m*' () <« Y T P § T S
1<q<9(e,k,0) 0<a<q j=m
pged(a,g)=1

et en utilisant le lemme 4.4.6 dans la formule (4.68), on obtient pour tout
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(z:)ier,, € Ap, NZ°
1 ~
(472) N(a:i)iejm,e(Ph R Pm) = 6($1‘)151m,6(¢(87 k? 0))J($“61)Z€[m,k(§Pdm0)

H €i ﬁ kam’" o ﬁ J?”erj

i€l j=m+1 j=1
—1
' m
3d+ i ai,' .
10 63m Hei H k:jj D i Iy %ig H 1P5dm
i¢Im Jj=m-+1 J=1
_1_;,_% .
di+e+d igr,, @i
+0 [ (e 1«
&I, j=m+1

m
H Pnj—dj+1 Pp2e—A0.Km)
j 9
j=1

avec

(4.73) G(Z‘i)iEIm,e(Q): Z q_(n+r_s) Z Sa,q,e((l‘i)ielm)a

1<g<Q O<a<g
pgcd(a,q)=1
(474) J(xi,ei)i617n,k(¢) = / Ik,(l’i,ei)ie]m (/B)dﬂ
1Bl<¢

Posons & présent :

(4.75) G(zz Vi I € Z (ntr—s) Z Sa,q,e((l'i)ielm)a

0<a<q
pged(a,g)=1

(4.76) J(xi»ei)ielm»k = / Ikz(xivei)ielm (B)dp.
BeER
Nous allons a présent démontrer des analogues des lemmes 4.3.24 et 4.3.25 :

Lemme 4.4.7. Soit (2;)icr,, € A} NZ5. Si l'on suppose

Kb > | b +3> bj | dm +2,
j=1
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Vintégrale J(z, e, L est absolument convergente et on a de plus

i€Im»
¥ (2PIn?) |
(Ti,€4)ictm k 2 (xi,€i)ictm k
2Z§1 i,
bm+ b 2 ~
4 ]Cdj P((1+bm§i"% Jb )dmibminzi'g{nl bj)0+€
<| II * = :
J
Jj=m+1
Par ailleurs
T=1 bj te

bm+zj 1 b5

-

d,

’J(xivei)ielmvk| < H kj]
j=m+1

Démonstration. Considérons 5 € R et choisissons des paramétres Py, ..., Pp,,
P et ¢ tels que

(4.77) 18] = Pd v,
m

(4.78) Hpj pEn — | e, H k PQdme Pt
j= j=m+1

Ces deux égalités impliquent alors

m
17| P "= eo,m (2181)%P,
el

et donc

b +>27"
(2IB|)m7Jbil

. .
210g(€0.m Hj:m+1 k) + ({gg +2) log(2/8])

(4.79) 0 =

En particulier

log(2[4) v
d;
log(eo m H] =m+1 k] )
Par ailleurs I’égalité (4.78) implique

¢’ > min{1,

2 -1
T m m
dj —1430"dm dj dm—Km)8'
com | K| P = (T PP 1% | 2n 2 9 <1,
j=m+1 j=1 j=1 4

<1
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(k)

et donc d’aprés le lemme 4.4.5, les arcs majeurs Mg 4 (0') sont disjoints.
Dans tout ce qui va suivre, nous fixerons e; = 1 pour tout i ¢ I,,,, et donc
eo,m = 1. On remarque que le réel P~13 appartient au bord de zmé’“f (0.
Par conséquent, en utilisant le lemme 4.4.3, on a :

(4.80)

s m
_ ZZ m Qi TE i+1 — K0
S e P OI< | ] k™ [T P | primt+,
j=m+1 j=1

D’autre part, d’aprés le lemme 4.4.6 :

(4.81)
1y : > igIm i .
S e B =1 TI * 1127 | Inwieier, (B)
j=m+1 7j=1
: > m A n 1 pdm8’
+0 [T & ”) HPJ qP,'P
j=m+1

Nous déduisons de (4.80) et (4.81) que :

r m )
|Ik7($i7€i)ielm (B)| < H kja (H Pj P_Km9,+5 + H k‘;ij p2dm? PW:I

j=m+1

13
T Z’jmzlbj ) 1
- — K0
- H ki | P\>i=1%% e
j=m+1
£ m
T < Zj:1 j + )7K7m
dmef Zm bjid d
< | I ® ] 18 i
j=m+1

pour tout 5 € R.

On a donc que

1

‘J(xivei)ielmvk<§Pdm9> -

(xivei)ielm 7k‘

€

" L <ﬁ+s>f}(fm
<( II # / || ATt e g,

1 pdm6
j=m+1 |B|>5 Pdm
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Or, d’apres 'égalité (4.79) :

1 b +2000 b _ 2log (H;=m+1 ij> N <Km >
dm0 D5y bidy log(2[8]) ’

donc

1 Z;nﬂ bj < Z;n:l bj 2log (H;=m+1 kj ) n <Km )
Jmel Z;n:1 bjdj N b + Z;nzl bj 10g(2|ﬁ‘)

et ainsi :

m X
oy LR

m X 7 - m .

b bm+ZJ:1 bj 2je1by (

# 77747—"_6) ! ; P B 7
|mdm9/ (23:1 bjd; < H k;i]—i-s |5’bm+2jzl bj
j=m+1

dm,

K o) te

On obtient alors :

L Sd.0

m .
2 Zj:l b]
bm+Z’f:1 bj

|J($i»ei)i61m’k( $iaei)i61m7k|

b Km 22l
s e
|85 Pdm?

m
2200 b5

T——m - T€
b+ by 2™ b -
Jj=17J j=1"j bm Km
1 T dm— o 0
P<( +bm+2j:1 bj) m bm+2j:1 bj) +e

T
dj+€
< | I *
j=m+1

r
<| [T *¥

j=m+1

)

car on a supposé Kb, > (bm + 32;":1 bj> dm + 2, ce qui implique la
convergence. En particulier, si 'on choisit P < 1, cette majoration donne :
25 b,
eSS T

L g6 - d;
‘J(xi’ei)ielm’k(§P " )_J(mi’ei)iefm’k| < H kjj )
j=m+1

<1

et donc
23 by
7J7r% I te
bm+zj:1 bj

T
d.
|J(ﬂ%€i)ielmvk| < H kj] ’
j=m+1

et le lemme est démontré.
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Nous allons & présent comparer S,,),.; e €t S(z,),.; (@€, k,0)). Pour

cela, introduisons la série génératrice (pour 7' > 1 fixé) :

(4.82) Stsere(@ = > elaF(ew)).

(%‘)ielm

Comme nous ’avons fait pour le lemme 4.4.3, nous pouvons établir :

Lemme 4.4.8. Pour tout réel T > 1, l'une au moins des assertions suivantes
est vraie :

1. on a la majoration :

[Sai)ien e(@)] < THHTmr= it

2. le réel o appartient o M*) ),
ou
(4.83)  m®() = [ U U i),

’L‘G]O,m d. ~ 0<(l<q
0<g<eo,m | [T=m1 ij):dee pged(a,q)=1

(4.80)  MEPO) = {a € [0,1]| ag — a] < ;T Sz skt
Nous pouvons alors démontrer :

Lemme 4.4.9. Si l'on suppose que t est tel que, il existe j € {1,...,r} tel
que 21@1 tik = 2, la série Sy, ., o est absolument convergente et on a de
plus

2+0
d; 1 _
|6($i)i61m13(¢(e’ k, 9)) — 6($i)i61m’e| < | eom H k;jj P9(2dm Km)-I-e7

j=m+1

et
2+4

T
d.
’6(Ii)161m73’<< €o,m H kjj

Jj=m+1

Démonstration. On considére ¢ > ¢(e, k,0) et a = % avec 0 < a < q et
pged(a, ) = 1. On observe que

Saqe((Ti)icln) = S@)icr,, (@),

Y
z ) q%? . Posons

par ailleurs 6" = ¢ — v avec v > 0 arbitrairement petit. Supposons qu’il

avec T' = ¢. On considére € tel que ¢ = (e(],m | | - k%
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existe a’,q € Z tels que ¢’ < <€07m H§:m+1 kdi) que" <q,0<d <,

¢
pged(d,¢') =1et a € 9522{;,’“’(0“). On a alors
1 < |aql . a/q| < qeiqdmgu—maxj{zk21 Lk} < q2—man{Zk>1 tik} < 1?

ce qui est absurde. Donc a ¢ (k) (0"). D’aprés le lemme précédent, on a

donc :

[Sa.gel(@i)icr )| = ’g(xi)ielm,e(a)‘ < qn+r—s+57](m9 i

Par conséquent,

‘G(Ii)ielmye((ﬁ(e’ k’ 0)) - G(Ii)ielmve‘
< Z qi(nﬂﬁis) Z |Sa,q.e((%i)ict )|

q>P(e,k,0) 0<a<gq
pged(a,q)=1
o ’
< Z q1+6 Km0
q>¢(e,k,0)
Km
Ky 1 T d dm
— = t14e i
<« % a1 8
244
r
d; 0(2dm—Km
< |eom [ % P )+e,
j=m+1

En choisissant par ailleurs P < 1, cette majoration implique (puisque &
d;\ 2
(607771 H;:m+1 kjj> ) :

246

,

d;

< leom [] K
j=m+1

16

Ti)icIm €

Nous pouvons alors établir le résultat suivant :

Lemme 4.4.10. Soit (z;)ics,, € A} N Z5. On suppose 0 € [0,1] fizé, et

N 2 -
P > 1 tels que (607m H;:mﬂ k:?) < P1=3dmb  On q alors

N(xi)iezm,e(Ph ooy Pr) = G(Ii)ielmaeJ(xivei)iEImvk
-1

[Te] | IT s ) (T1F" | +owm)+0tEm)+0(E)
i¢Im j=m+1 Jj=1

Ti)iclnm

(o(e; k,0)) <
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ol
,1+2m
L A4t a i dj+1
j i i3 n;j—d; —
Pr=con | [T [T oo | (TLepo | preses,
il j=m+1 j=1
-1
L M4, a d
j i i, n ;
=l [ [Lee) [ 1 6= HP” et
i¢lm j=m+1
17
9te (HW+E> 2 ig Iy G
meai(e) (105
i¢Im j=m+1

m E] 1b7 7 bm K
[ ps | plrrmsigt it o
J

Démonstration. Supposons dans un premier temps qu'il existe j € {1,...,7}
tel que » ;- tjx = 2. D’aprés la formule (4.72), on a

1 -
N(xi)iezm,e(Pla ey Pm) = 6(xi)i61mve(¢(e’ k, 9))J($¢,ei)ie1m,k(§Pdm0)
—1

[Te) | IT s ) (TI2 | + ot + o),
j=1

iy, j=m+1
Par ailleurs, d’apreés les lemmes 4.4.7 et 4.4.9 :

L o
|6(l’i)i€[m,e(¢(e7 k’ 0))J($1781)1€[m,k(§P ) - G(xi)iejm,e'](a:i,ei)iejm,k|

B (2))er,, e(P(e K, 0) — Sy

i€Im 76‘ |J(Ii73i)ielm Jc‘

1 ~
+ |6($i)i€[m,e(¢(e7 k7 9))|’J(.I@,Cl)ze[m,k(ipdme) - J(:Ei,ei)l'g]m,k

m 1
24 sy Y

24-¢ G(ZJW—Km)+a
< € m P
Jj= m+1

23011 b5
2+ gk +im 5; +2¢

25" b ~
j=1"J _ bm Km
p(“* S by T oS )‘”5

Y

1 J
2+bm+§m 7 +2¢ o -
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d’ou le résultat.

Le cas ot la famille ¢ choisie est telle que ;5 = 1 si (j,k) = (4, kU))
(pour un entier kU) fixé) et 0 sinon est particulier. Les variables auxquelles
nous nous intéresserons sont alors les x; telles que a;; = k) pour tout
j € {1,...,m} et nous écrivons alors le polynéme F' sous la forme :

Flew) =Y exAx((eiwi)icr, )tk + F((eii)igs),
keJ

ol

J={i€lom|Vjie{l,....m}, ai; = kW}.

On remarque alors que

|Sage((@i)icr,)| < > d e (Z ZekAk((ei:Ui)ielm)bk)

(bk) kg sUIm | (k) ke keJ

< Z H Z e(;LzekAk((eixi)ieIm)bk)

(bk)kéJulm keJ bkEZ/qZ keJ

:{ q st epAp((zi)ier,) =0 (q)

0 sinon

_ { qn+r—s si ekAk((eizi)igm) =0 (q) Vk e J

0 sinon

Or, pour ¢ > eom [[i—,,41 k;lj, on a alors |exAk((€ii)ier,,)| < ¢ pour tout
k € J, et donc la condition ey Ak ((€;x;)icr,,) = 0 (¢) implique Ag((€;x;)icr,,) =
0. Or, pour (x;)ies,, € A}, la propriété Ap((ejzi)icr,) = 0 pour tout
k € J est impossible. Par conséquent, quitte a multiplier ¢(e, k, ) par une
constante, on a que

G(Ii)iejm,e(gb(e? k? 9)) = 6(Ii)z‘€]m,63

et en remplagant J(mi,ei)iezm,k(%PJme) par Ji, ¢
retrouve le résultat du lemme.

ie1 k comme ci-dessus, on
m

O]

En choisissant 6 > 0 tel que § < 5dl 2721 %‘ij, on obtient :

Corollaire 4.4.11. Soit (2;)ie1,, € AN NZ5. On suppose de plus que

binFm > (b + 3> b))
j=1
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1l existe alors un réel § > 0 tel que :

N(a:i)iEImve(Pl’ vy Pr) = S@i)icrn e (@iericr
-1 T Z m
. a; ;i .
o) (11 &) (11e
i¢Im j=m+1 j=1
-1 ,%
 AdY e, aiy e d,
+0 eé’m H e; + H e; H kj J i@ Iy Q1] HPjJ 3
i¢Im i%]m j=m+1 7=1
uniformément pour tous (x;)ier,, . k tels que
2
T d ~
com [ k7| P70 < 1
j=m+1
Introduisons a présent pour b = (by, ..., b,) et § > 0 fixés la fonction

-1

m b

b + 311 b\ - : ;
(4.85) gm(b,d) = (E”‘”) Bdm [ 1= > (14 5d;) b

j=m+1
. ) b;
> <1+dj (3+Zl=1ml+25>> L 125
j=m+1 bm + Zl:l bl bm
Définissons par ailleurs :
(4.86)
Nem(Pr, ..., P) = Card {a: € (Z\ {O)™" | Vk € {m, .., — 1}, (21)ics, € A,

F(e.x) =0, Vj e {l,...,r}, “(e.w)E(”ﬂ)w < Py, Vie{l,...,n+r},

T

1 B(n+j y
o< = n+j) ai,
fril < - TT( )2+ 1y
7=1
Théoréme 4.4.12. On suppose que (m,dy) # (1,1) et que

j=1

b +3>1 b -



4.4. DEUXIEME ETAPE 273

et
T b
> +5d;)3 % < 1.
j=m+1 m
On a alors :
(4.87)
Ne,m(Pb ey Pr) = Z Z 6($i)i61m7eJ(Iivei)i€Imvk
-1 I8 Z o m
M) (10 &) (7
i1 j=mt1 i=1
n+r -1 n+r _1+2% r J
+ 0 661,m (H €i> + (H 61') H P;lj— J PT:LE 7
i=1 i=1 j=1

ot @y, (k) désigne l'ensemble des (v;)icr,, € A, vérifiant (zi)icr, € A}
pour tout k € {m,...,r — 1} (remarquons que si k = m alors Ij, C L),
lz;] < éH;:m_,'_l(kj + 1) pour tout i € I, et U(e.:c)E("+j)|J < Pj pour
tout j € {m +1,...,7} tel que (e.x)P" ) ne dépend que de (x;)icr,, .

Démonstration. D’aprés la formule du lemme 4.4.10 si ’'on suppose

2
T
com || PP PO <1,
j=m+1
on a
Ne,m(P17-~7PT) = Z Z G(Z'i)ie_[m,ej(xl‘,ei)iejm,k
vVie{m+1,..,r}, kj<P; \(®i)icr,, €Pm (k)
-1 T Z m d
II e IT &7 ) | TI P | +0(61)+0 (£2)+0 (&3),
i¢Im J=m+1 J=1
ou
,1+271n .
dite+3 g1, @i
fe Y > e T1e [T K mes
Vie{m+1,..r}, k<P (Ti)iery, €Pm (k) i¢Im j=m+1

m
H Pﬁj*dj+1 PQE*A(@,KW)
J
Jj=1
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—1
4
& = > >, a@ml|Ile
Vje{m-i—l,...,’r‘}, kngj (CCi)ie[mE(I’m(k) ¢,
L ady i ;
3 i¢ Iy @53 H nj—d; —1 p5dmb
I x P ot
j=m+1 j=1

Vie{m+1,...r}, kj<P; i=1

n+r -1 r
4 nj+1+4d;
<l (Ile) [ T1 #peees

=1 j=m+1

=1
ou
- b] 7 Z] 1b d
& = Z (1+ 5dj)a + 5d,,0 <bm —1,
j=m+1
et
-1 ,%
E3 = Z Z egtrf H e; + H e;
Vje{m-l—l,...,r}, kj<Pj (CCi)z’eImE(I)m(k) i%]m igé[m

)
. 2dj<1+bm+]27mjb+ )*Ziezm @i,

j=m+1

I
n+r -1
2
€O (H ez> -
1 m m
Fr) B

1°%j bm K.
((Hbm*ém bj ydm 7bm+ngn7:nlbj>9+€

Pj

s

1
-1 =
) 2 r n;+1+2d; (1+;,+J273n]b+s)
€

Jj=m+1

Z]1]

-1 _1
n—+r n+r 2 T +142d; (1+ s +e )
2+4¢ + ) Pn] 7 bm AT, b
60 m ez €; i
J

n+r -1 r m 5d.. 0 Ziz1b5ds 1
4 n; +4dj 5 _di m bm
<y (i ) (oo ) o)
. j=1

m
n;—d;
117
Jj=1
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ou
b +337 b - by Ko, ™ bid;
—(52: ( Zﬂifl ])dm_ o 92]71 aaw) +e
b + 2721 b b + 22521 b5 bin
J b b
-y <1+dj(3+2l:1m’+25>)3.
j=mt1 bm + =1 bl bm

Remarquons que &; est négligeable par rapport & ce terme d’erreur. On
choisit alors

1 b 4 b
= —— _m 1— 14+5d)-2L -6,
5dm (Zjlbjdj> 2 j)bm

j=m+1

de sorte que 91 = §. Par ailleurs ce choix de 6 implique

b + 32521 b 1 - S by b;
gm(b,0) = | =m——— | 0~ <1+d-<3+l1m+25>>3+25 )
2z bjd; jzmzﬂ ’ b + D1 by b

et donc puisque 'on a supposé

m
m — bm—i_gbgjzlbjdm > gm (b, 9),
on a alors o < € —2) < —4, ce qui achéve la démonstration de la proposition
pour le cas ol e est tel que (eo | | - JDjj)QP_H?’CZme < 1. Dans le cas
contraire, on remarque que l’égalité est triviale car le terme d’erreur est
alors dominant : en effet, si ’'on suppose <eo H;:m-i-l P]‘-ij>2 > P1_3d~m9, on
a l'estimation triviale :

N n—+r -1 r
Neam(P1, ..., P) < <H ei> Hpj"a
i=1

r 4 n-+r -1 r B
4 dj nj —24-6d,,0
<<60m H})J] Hei H'PJJ P +6dm
j=1 i=1 j=1
4
r r
d; — 1 n;—d;
<l (IT8) oot (T
j=1 7=1

Or, par le choix de 6 on a

—4 —4
T

.
—1+6d d; s ; _
piednt < \ I[P | PP ' < I[P P.°
j=1 j=1
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d.
car P = [[iL, P}’

obtient

> P2 (puisque (m,d;) # (1,1)). Par conséquent, on

n+r

—1 r
~ —d; _
Nean(Pr, ..., Pr) < €5 (H ei> 17" P
i=1 j=1

Par ailleurs, en utilisant les lemmes 4.4.7 et 4.4.9 on trouve :

Z Z G(xi)ielm78‘](961',61')1'61,”,’6
Vie{m+1,...,r}, ki<P; \(@i)icty, €Pm (k)
—1

r m

> Qi n;—d;

Y k“ i¢Im “0J pri—%
H v H J 3131 J

il j=m+1
4445
n+r -1 r * r m
2+ , dj n; nj—dj
<egom | [L e II 7 II 7 ) (117
=1 j=m+1 j=m+1 7j=1

n+r -1 T J 7 T J B
. i —d.; _
<eom | [] e [T ¢ | R
=1 7=1

Jj=m+1
n+r -1 T 7_q
n;—d; -
<l (M) (17" ) 2
=1 =1
1= J= <PT;6

étant donné que (HT pltod

Ja—— ) < P, puisque 'on a supposé Z;Zm_ﬂ (1+

5d;) % <1 pi+3dme rprsUH)) pe pel o e v
)55 <1, et que < (e B A . d’ott le ré-
<Pa®
sultat. 0
4.4.3 Cas particulier
Nous allons ici traiter le cas particulier ot m = 1 et dj = 1 (ce qui

implique que la famille t = (t1 k) est telle que t; x =1si K =1let t; g =0
sinon. Le polyndéme F' est alors du type :

F(x) = ZAk((l’z‘)ieh)fL’k
keJ
J = {’L S {1,...,n—i—r} ‘ a1 = 1}

Il est facile de se ramener au cas ot J = I;. Nous devons alors calculer le
nombre de points & coordonnées bornées d’un réseau hyperplan : en effet on
a pour k = (ko, ..., k) fixé, et (x;)icr, € P1(k)
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N(xi)iell ,e(Pl) = Card {(ml)zgéh € (Z \ {0})n+r—s ’ Z Ak((€i7 wi)ieh)ekxk =0,
keJ

Vi€ {2, 1}, U(e.x)E(“wJ = kj, “(e.:c)E(”H)\J <P,

r

vig i, fe < — | [T0+ 0% | ([Ite)®m)| +1)

(3 ]:2
Commencons par introduire la définition suivante :

Définition 4.4.13. Soit S un sous-ensemble de R, et soit ¢ un entier
tel que 0 < ¢ < d. Pour M € N et L > 0, on dit que S appartient a
Lip(n,c, M, L) s’il existe M applications ¢ : [0,1]"~¢ — R? vérifiant :

ll¢(®) — o(y)ll2 < L@ — yll2,

||.||2 désignant la norme euclidienne, telles que S soit recouvert par les images
de ces applications.

On a le résultat suivant (cf. [M-V, Lemme 2]) :

Lemme 4.4.14. Soit S C R"™ un ensemble borné dont le bord S appartient
a Lip(n, 1, M, L). L’ensemble S est alors mesurable et si A est un réseau de
R"™ de premier minimum successif A1, on a

card($ N A) — ngi; ’ < c(m)M (i + 1>n_1 ,

ot c(n) est une constante ne dépendant que de n.

Nous allons utiliser ce lemme pour évaluer, pour tout k1 < P, le cardinal

> Ar((ei)ien Jerur = 0,

N(ﬂﬁi)iezl ek = Card {(xi)i¢11 €(Z\ {0})n+r_s
keJ

Vi€ {2,.r) [l(e@) || = &y, ||(ed)" || <

T

: jo L L 1)a0 E(n+1)
vig Iyl < | [T0s+1% |, [lea) o] <k

) j=1

Notons H, I'hyperplan de R™"~* défini par

’(ffi)iell

He (o)ier, = {(@)igr, € R | Flew) = Ay((eiws)ier, Jenn}-
keJ
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On note par ailleurs Cy ( le polytope convexe B (., N H, ol

xi)i€fl i€l ev(xi)iéll

T T

Be,(mi)iefl = H _el H(k +1)%9 éH(kj 4 1)%i

i¢l j=2 vj=2

et A (z;),c;, e Téseau Z"tr—s N H, . Nous allons appliquer le lemme
4414 a S = lee,(zi). et A =

er, Ae (@:)ic ;, Vus respectivement comme un
sous-ensemble et un réseau de He (4,),. ;, que I'on identifiera a R*Fm =5+,
Nous allons pour cela montrer que le bord de S appartient a

(Ti)ier

Lip(n+r—s,1, (n+r—s—1) H Hk+1 ioki(ntr—s—2)vn+r —s).

Z¢11 v j=2

Une face du polytope Cg (4,),. ;, est obtenue en prenant 'intersection d’une
face F de Be,(mi)iezl avec Hg (y,),, - Considérons par exemple 'intersec-
tion (supposée non vide) de la face 7 = {(zi)igr, € Be,(a)icr, | Tio =

- H; o(kj + 1)%07} avec He (s,),,, - La face F peut étre subdivisée en
H%Zh < [[j—o(kj + 1) sous-faces F1, ..., Fi, qui sont des cubes de

taille 1 de Centres notés ci, ..., cpr,. Pour simplifier les notations, on pose
Vk € J, ap = Ak((ei, zi)ier,)

a pour équation

Z ALELT — 0

keJ

de sorte que H,

(Ti)ier
1

(les ay; étant non tous nuls). On peut par conséquent subdiviser chaque face
FEn He,(xi)iezl' Pour [ € {1,..., My} quelconque, on a pour tout (z;);e; €
N H&(%’)iezl :
T
Qi H(k'] + 1)%0d 4 Z orerrr =0

j=2 keJ\{io}

avec maxXje 1\ {io} || 7 0 puisque I'intersection Fj N H, est non vide.

Posons alors

(@i)ien

lak,| = max |oyl,

keJ\{io}

a
Qi H;:2(kj+l) *0-J _eRpO
b g ZkeJ\{zo,ko} e an Tk et on peut construire

etonazp, = —
I’application
bF, [07 1}n+r7572 - Hev(xi)iell

(k) kenfioko} > (Tr)kej

)
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avec
1 T Qi s . .
LTy 100 s k=g
— aig [T 5 (kj+1)""0 :
Tp = § ——-=2 Y - _CkOk _
k €kg Uk zkEJ\{iO,ko} ergakg k5 k= ko

(3 —t)+a si ke g\ {io ko}

Il est alors clair que Fi N He (z,),.,;, € ¢5,([0, 1]"F7=572) et que

¢k () — dr ()2 < Vi +r = sll¢r ) — o ()]l

<vn+r—smax |1, Z e |t — ]|

kGJ\{io ,ko} |€k0 ako |

<(n+r—s=2)Vn+r—s|t—1t|-.

Par conséquent, on a bien que le bord de C (,,) appartient & :

iel

2 T
Lip(n+r—s,1,(n+r—s—1) H = H(kj+1)ai,,i’ (ntr—s—2)vVn+r—s),

igl =2

et donc que le bord de k1C (4, appartient a

Jier,
2 T
Lip(n+r—s,1, (n+r—s—1) H = H(k»j_i_l)ai,j,kl(n+r_s_2)\/m>.
; € -
’L¢11 j:2

. n+7’—5 . . . .
De plus puisque Ag (), L C Z le premier minimum successif de ce
réseau est supérieur ou égal a 1. Ainsi, puisque

(4.88) N(xi)ieh ek = Card(Aev(xi)ieh N klce,(a:i)ieh)
le lemme 4.4.14 nous donne :
(@iern ek ' det(AEy(Iz‘)ieh)
-1 _
+ Onrs H €; H k;j gl T k711+7”—s—2 7
¢ j=2

uniformément pour tout (z;);er,. Remarquons que

1
Vol(C,, (ﬂ?')'ell) Y ai
\Li )i << 62‘ k igIy ©vJ
det(Ae,(xi)iell) zg ]r:[2 J

(car det(A&(xi)iell) >1).
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Nous pouvons alors en déduire que

Card {(fi)iﬂm e (Z\{opH™| Z Ar((eizi)ier, )k =0,

keJ
Vi€ 12,rh, | lle@) Pt | = k;

1 T

v~ i - 3 (7% . E(n+1) J — >

ig b feil < TIs+ 0 | ([le@)™ )] =k
J=1

= V(@i)ier ekt T N(xi)iellaE,kl_l

VOI(CE (x;)
— k_nJrrfsfl — (k1 —1 n+r—s—1 s\ b
(k: (k= 1) )det(Ae,(

iell)

fcz')iefl)

1

r

+ On,r,s H €; H kjiziéll aj j (k71’1,+7‘—5—2 . (kl _ 1)n+r—572)
i¢l Jj=2

=Mn+r—s— 1)k?+r—8—2w

dEt(A&(fBi)ie[l)
-1
S i
+ On,r,s H €; H k'] igly “ng k?_;’_r_s_g
igl j=2

Par conséquent, en sommant sur les k&1 < P on obtient un résultat
analogue & celui du corollaire 4.4.11 :

(4.89)
-1
VOI(Oe (x‘)'ell) r > @i i
— A n+r—s—1 ) igly i3 n+r—s—2
N o) = g, =0 (e ) (TI67 7 ) 0 ,

i¢h j=2

uniformément pour tous e, (z;)icr,, k = (k2, ..., kr). On peut en déduire, en
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sommant sur les (z;);er, :

Nea(Pr,...P) = Y >

k| k<P ( »Lefle(zn k)
+0 Hez > ﬁkjﬂ pm—2
k| kj<P; \Jj=2
=2 X

k| k;j<Pj (z:)ic1, €b1(k)

)
)
+0 ) (HP"]H pm?

Par ailleurs, si ’on suppose b; > Z bj(dj + 1) + 9, le terme d’erreur

est alors du type O ((H?:l i) (HJ 1 Pnj dj) - 5). D’ou le résultat ci-
dessous qui est un équivalent du theoreme 4.4.12 :

Théoréme 4.4.15. Si l'on suppose P > P» > ... > P, P; = P,l,)j, by =
> i=abi(dj + 1) +0, et (m,di) = (1,1), alors on a :

Nea(Pr,...P) = Y >

k | kJ<P ( z)ze[l €¢1 )

n -1 r
+0 <H ei> H P]@j_dﬂ'

=1

VOI(Cev(Ii)iell)

Pn-l—r—s—l
det(A, !

7(377.')1'611 )

Vol(C,

€, m”b)lell n+r—s—1
P
det(A

e,(zi)ier,

VOI(CE,(CCi)iGII ) prtr—s—1

det(A ( 1

€, Ii)ieq)

4.5 Troisiéme étape

Nous allons a présent utiliser les résultats obtenus dans les sections précé-
dentes pour obtenir une formule asymptotique pour Ny ¢ (P, ..., Pr) valable
pour tous Py, ..., P.. Plus précisément, nous allons montrer pour un ouvert U
bien choisi (voir (4.98)) et une constante m que nous préciserons (voir (4.93)),
le théoréme ci-dessous :

Théoréme 4.5.1. Si l'on suppose que n+ 1 > m alors

On en déduit

(490> NUe(P17"'7 = O'e Hpn] %

n+r -1 n+r _% r J
vo [ (H) +(Hei) [1e | p
| 11
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Si o € &, est tel que Py) > FPy2) = ... 2 P,(;) nous poserons pour
tout j € {1,...,7}, Py(j) = Pﬁ‘(’;g avec by j > 1 (et by, = 1). Nous poserons
alors by = (bs.1, ..., bo,r). Nous noterons également pour tout (o, m) € &, x

{1,...,7r}:
Iom={i€{l,...n+r}|Vje{l,...,m}, a;,3) =0}

Fixons par ailleurs un ensemble de degrés (%™ en les variables (T4)it I o
pour chaque (o,m) € &, x {1,...,7 — 1} et notons

(4.91) A2, = {(xi)ict, | Yio € {o(1),...,a(m)}, VKj, € {1,...,dj},

dlm Vovmv(xi)iefa,m7t(g'm>7(j0:Kj ) < dlmV t(g ™) (j07KjO) -5 )\}
olt I'on a posé
OF,
* o + . . . t(a m)
Vo,m,t(”’m),(jO,Kjo) ={z e A [ Vi € (o, Kjo), Ox; (@) =0},
* . . 8F (o,m)

VU’m’(xi)ieImm7t("’m),(jo,KjO) = {&' ¢ Id,m ‘ Vi € J(]O, Kjo)a 51:@ ( ) - 0}’
avec

J(jo, Kjo) ={i € {1,....n+r} | aij, = Kj }-
Pour tout (o,m) € &, x {1,...,r — 1}, on note alors :

o bo,m + Zm:1 ba,j ~ : bo i
9 (bo,0)) = ( ! B [ 1= > (L+ 5d()) = =&

b
aym j=m+1 ’

d Z;ﬁl bal baj
1+d,; — ’ 2 ’ 20
Z < + dg(5) (3 + Do + Z;il Do +2¢ + )

b
j=m+1 o,m

(pour o = Id, nous retrouvons g'¢ = g,, ol g, a été défini par (4.85)),

. m D(U m) bo—’m + 3 ZWZ:]_ ng ~ .
B o (br)res,) = 2971 o0 ( =L G+ 9565, 5))

o,m

+4rmax medT(] +0 ] 4+ max dimV*

T€6 j=1 (]07KJ0)

mt(a ™) (]0» ]0)

ol da,m = (Z;n:l da(j)) - 1, et

W o (bs) = 9251 D) max{ 2+5Zbﬂ o, (204 1) bejdeg}
Jj=1 j=1

+ max dimV*

GokGy) P70 KGg)”



4.5. TROISIEME ETAPE 283

On pose alors

h(t(a’m>)(0,m)€(‘57«x{1 77777 r} ((b7>766r) = me%z,l‘.}fﬂ’} h;,t(mm) ((bT)TGGT) .
et on considére (BO')UGGT = (5071,...,50”06@ les réels l;UJ minimisant la

fonction h(t(g,m)) sur le domaine défini par :

(o,m)ESrx{1,...,r}

Vo €&y, bo1 = ... 2bsr_12bsr =1,

T b .
4.92 , 1,...,r—1 145d,4)—L < 1.
(4.92)  Voe&,, Vme{l,..,r—1} j%l( +5 o(J))bg,m -

On pose alors

(4.93) R D ((bT)TEGT> '
On choisit alors
(4.94) A\ = 4r max z; bo,jdy(j) + 0

j=

Remarquons qu’il est possible de majorer m par un réel plus simple :
Lemme 4.5.2. On a que

s T

m < r(8.2%5=1% 1 4 3+ 10d; di |+ max  max dimV* .. ...
( ) ]1;[1( ]) = 7 me{elé“’r} (k) ECm o,m,d,(j,k)
g r

Démonstration. Choisissons (by ) eq1,.. -1} tels que pour tout (m,o) €

0'667‘
{1,..,r} x &, :

r

boy 1
Z (1 + 5d0(j))7j = 5

j=mt1 ba,m
Ceci est possible si et seulement si pour tout (m, o) :

r—1

bon = (24 10d,y) [ (3 +10d,;),
j=m+1

donc en particulier, pour tous j < m :
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On a alors
+ Zm_ m—1 m
o ; 1 =2+ J[3+10d,4)
o j=1 k=j
m
<m [+ 10d,))
j=1
ainsi que

boan + 3371 b

ba,m

m H(3 + 1Odo'(k))
=1

On remarque enfin que pour § > 0 choisi assez petit :

- 2?11 bo,i >> baj
1+dy; <3+ ~ + 2¢ = 426
j;-l ( v ba,m + 21:1 ba,l bcr,m

< > (I +4ddy()= <5 -9
j=m+1 m

Ainsi :

95,(bo, 8) < 5mdgm [ [ (3 + 10d;).
j=1

Par ailleurs, on a que, pour tout 7 € &,

r—1 r—1

> brjdey +0 < dry + > (24 10d,()drmy [[ (3 4+ 10d,(;))
j= m=1 j=m+1

r—1
(2 + 10d..( Z deimy [ (3+10d.;)

j=m+1

< ﬁ(3+10d ) Zd
j=1

< ﬁ(3+10d o) Zd
j=1

De plus,



4.5. TROISIEME ETAPE 285

Nous déduisons de ces calculs que pour tous (m, o)

h?n’t(a,m) ((b7)7667-)
< 7“(8.229:1 dj 4 4) H(S + 10d;) Z d; | +dim Vni,a,d,(j,k)'
j=1 Jj=1

O]

A partir d’ici, on supposera, sauf indication contraire, que P, > P >
... 2 P, (les autres cas se traitant de la méme maniére). Pour simplifier les
notations nous noterons by = biq 1, ...,b, = big,r, 51 = IN)Id’l, ...,l;r = I;Id,,« et
t(m) = ¢dm) [ objectif de ce qui va suivre est de donner trouver une for-
mule asymptotique pour Ne(Py, ..., P,) valable pour tous P, ..., P, tels que
PP>2P>...>P.

Commengons par démontrer le résultat ci-dessous qui s’avérera utile pour
la suite :

Proposition 4.5.3. Avec les notations de la section précédente, [’ensemble
A est un ouvert de Zariski de Ag, et on a de plus que

dim(A))¢ < max{0,s — A}.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour (jo, Kj,) fixé quelconque, I'en-
semble

Ac

) = i )i i * . > di * .
mv(](]ijO) {(xZ)ZEIm | dlm va(xi)ielm7t<m)7(]07KjO) - dlm Vm7t<m>’(]0’Kj0)

-5+ )\}
est un fermé de Zariski de Ag de dimension inférieure ou égale & s — A.

Considérons le sous-réseau N’ de Z" défini par

Par définition de I,,,, on a que, pour tout j € {1,...,m},

Un+j = — E A4,5U5.

i€{1,...,n}
il

On considére alors I'éventail A" de Ny = @icqi,..ny Rv; défini par les
i¢Im
cones (0 N Ni)oea. Cet éventail a alors pour arétes (R+Ui)ie{1,...,n} et
i Im
(R™nyj)jeq1,..my- Notons alors X, la variété torique (compléte et lisse)
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définie par N’ et A’. Cette variété est de dimension n + r — s — m. Remar-
quons que cette variété est en fait isomorphe a ’adhérence des orbites d’'un
point de l'orbite ouverte de X sous l'action d’un sous-tore 7}, (de dimension
n+r—s—m) dutore T de X.

Notons Y(j, r; ) le fermé de Ag x X, (C) défini par

Vot = (@it (@i)igr,) € AexXn(C) | Vi € J(io, Kp), 52 (@) = 0.

La projection canonique 7 : Y(jijO) C AL X Xipn(C) — Ag est un mor-
phisme projectif donc fermé. Par conséquent, d’aprés |G-D, Corollaire 13.1.5],

{(@ier, € A | A Yo k) i)ier, > MV ) (o gy = 5+ A = m}
—_—
=1~ ((@i)ictm
est un fermé, et puisque dim }/iJOijO)v(xi)i617,L = dim v7:7($i)ielm7t7(j07Kj0) —m,

on trouve bien que .A Go-Kjg) est un fermé de Zariski.

Remarquons & présent que d’une part, X,, est le quotient d’un ouvert
U, de A"T7=% par I'action d'un tore de dimension m. Par conséquent

dimY(jO’KjO) dim V* ) (oK)
D’autre part,
Ac —
Y(jo, (A (G0, Kjg) X Xm(C)) = |_| T 1((95i)i61m)7

(xl)zelme'A m, (o, K'O)
et on a alors que

lel(.A)\ © ) + dlm V t(rn) - S + )\ mx dlm }/(]0 KJO)

»(Jo, Jo) (JOK )

= dimV

M (oK) 1T
ce qui implique :

dlmAAc <s— A\,

]07 ]O)

d’ou le résultat.

O

Remarque 4.5.4. On peut montrer de fagon analogue que la méme propriété
est vraie pour tous les A,),‘mc,

Nous aurons également besoin du lemme ci-dessous :
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Lemme 4.5.5. Sil'on considére J C {1,...,n+r} de cardinal notét, et si F'
est un fermé de Uespace affine Al = {(xi)ics} tel que dim F <t — « (pour
a €N), on a alors

Card{(xi)ieJ e Fn v ‘ Vi € J, ‘.%'Z’ < Tz}
_% . .
© (H ) [[r= | P
icd j=1
(la constante implicite ne dépendant que du degré de F') ou
jo=min{j € {1,...,r} |Vie J, I <j|ay #0}.

Démonstration. En utilisant par exemple la démonstration de [Br, Théoréme
3.1]), on montre que (en remarquant que, pour tout i € J, T; > Pj,) :

t—a
Card{(z;)ic; € FNZ' | Vi€ J, |z)| < Tj} < max JHTil
=1

115 slt—a €

@ —1
> (1) (1)
i1,eria€J \i€J =1
—1 r
< Z H e (H ei) H szz'ej a5 P]ga_
j=1

01yeeyta €J lE{il,...,’ia} ieJ

1«
Si l'on suppose que >, ; ; (Hle{z‘l,...,ia} el> < (Tiey€i)? P2 ce terme
peut étre majoré par :

_1
(Hﬁ) (T ) e

ieJ j=1

1 a
Si au contraire >, . ; (Hle{il,...,ia} el> > ([Liesei)? P2 on a alors que

1 a
(Hie J ei) 2 Pj0 2 > 1 et on obtient trivialement la méme majoration. D’ou
le résultat. O

Démontrons le résultat suivant :

Lemme 4.5.6. On suppose que n+r >m. On a alors

Z Z 6(%)2‘61?_1,eJ(a:i,ei)iGIpl’k H e; krziezr_l ag,r

kr <P (Ii)iejnle(br—l(kr) i¢IT—1

n+r -1 n+r _%
= CUVeP,f”*dT +0 eé'“s H €; + H €; PZ”*dT*‘S
i=1 i=1
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Démonstration. On choisit Py, ..., P._1 tels que b; = Ej pour tout j € {1,...,7}.
On a par définition de K, :
7‘7% D;r—l)

K._i1=Mn+r—XA— (jrg}fa(z) dim ‘Cf‘_li(r,l),(jijO) — 5)/221':

La condition n+r >m > h,_ 1) (b, (Bg)aﬂd) implique alors (par défini-
tion de h,_; 4—1)) que

b1 +3350 210, -
! b ?J_l ]drfl >gr71(b76)>

Krfl -
et nous pouvons alors appliquer le théoréme 4.4.12, ce qui nous donne :

(4.95)

Neﬂ‘*l(Pl’ o Br) = Z Z G(Ii)iel,,_l7eJ(zivei)i€IT_1ukr
kr<Pr \ (%i)iclym €Pr—1(kr)

1
r—1
Digr,_q Giyr ni—d.:
I «) w7 (e
J=1

7»'&[7“71
n+r -1 n—+r _% r
4 nj—d; _5
+O | €1 (H €i> + (H €i> HPJJ o R
=1 =1 7=1

En observant par ailleurs que n+r > m > h,_,» (b) implique K > max{(5 Z;Zl b+

2)d, (26 + 1) 37%_; bjd;}, on donc appliquer le théoréme 4.3.27 et on a :

(4.96) Ne(Py,....Py) = Coe [ [T P
j=1

n+r -1 n+r _% r ds
cof e (£) "+ (1) ) (11
i=1 i=1 j=1

D’autre part, on observe que :

Ne(Pi,...,Pr) = Nepoi (P, ..., P)

-1
r—1

. Zl T,7
L0 3 M| (1) =
(xi)igrile(ALl)cﬂZS iglrfl j:l

|zi|< L BT
1
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En utilisant le lemme 4.5.5, on remarque que le terme d’erreur de la formule
ci-dessus peut étre majoré par

—1
r—1
n; Digr,. q Giyr Dier, g Gir _—2
ITe) (Mo )ere (I a] ePommet
i¢Ir—1 Jj=1

On a donc finalement :

1
n+r T2 T
Ne(Pla"'va‘):Ne,r‘fl(Pla'“aPT')_FO <H ei) HPJnJ PT_A/2
Jj=1

~ n+r *% r 4
= Ner1(P1,..., B) + O <H ei> e pt|,
: e

puisque A > 2r[> ", bjd;+d]. En remplacant Ne (P, ..., ) et Nes_1(Py, ..., P)
par leurs expressions dans (4.95), (4.96) et en simplifiant par (Hg;i P;lj_dj> ,

on obtient le résultat du lemme (qui ne dépend plus des valeurs de Py, ..., P,_;
choisies). O

Nous sommes alors en mesure de démontrer le résultat suivant :

Lemme 4.5.7. Si l'on suppose que n +r > m et que bi g b pour

b,,»,l br—1
ﬁ < 61 ) nous avons alors la formule
= r—1

tout j € {1,...,r} (en particulier

asymptotique :

.

~ 7d

(4.97) Ner1(Pr,..; P) = Coe HPJ?” i
7=1

n+r -1 n+r _% r J
+0 | [et™ (H ei> + (H ei> H P;.lj* 7| p7?
i=1 i=1 j=1
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p . . bj b
Démonstration. Puisque - < =2

b S g pour tout j € {1,...,7}, on a

brf + r:lb‘ - 1 -1
Gr_1(b,0) = <1b§JH> 5d,_1 (1 ~ (L45dy) — — 5)

r—1
b 1
1+d, |3+ —=EL0 4o +20
br—1 + 21:1 bi br—1

. 1 -1
= 5d,_1 (1 — (L+5d,)— - 5)
r—1

1+ (34 2¢)d, b dy S b
26 + ——— =y [ =
( * b'r—l ) - Z br—l * br—l b'r’—l

. 1 -1
< 5dv_s <1 — (14 5dr) = — 5)

r—1
r—1 7 r—17
14+ (3+2¢e)d, b; dy 1 b -
CIRESALEEO DY PR o U/E) PN DAL RNCY)
brfl =1 brfl brfl brfl

ot b = (131, ...;by_1). Par conséquent, puisque n+r > h,_, t(T*U(Z)? (BT)T#d),
on a
r—1 n(r—1)
K..1=Mm+7r—X— max dimV”" )/22]':1 D;

(Jo.Kjq) r—1,0=1 (o, K

r—1 7

b.
> 1""326 2 dr—l +gr—1(b75)
j=1 r—1

r—1

b; ~

> 1+3Zb : drfl +gr71(b75)a
j=1 r—1

et puisque, d’aprés la formule (4.92)

by by
<(145d,)— <1,
r—1 b,«_l

1+ 5d,
(1+5d,)

nous pouvons donc appliquer le théoréeme 4.4.12 qui, combiné avec le lemme
précédent, donne :

r

~ _d.

Ne,rfl(le-wPT) :Ca,e H-Pjnj !
=1

n+r -1 n+r _% r
+ O €é+§ (H €i> + (H 6i> H P]le_dj PT._(s
7j=1

i=1 =1
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Définissons & présent ouvert U de A" par :

(4.98) U=() () {zcAg"|(@ictn, € Aol

c€Gr me{l,...,r—1}
Lemme 4.5.8. L’ouvert U vérifie la propriété suivante :
Ve e X1, (xe€U)= (Vs=(s1,...,8) € (C)", s.x€U).
Démonstration. Par symétrie il nous suffit de montrer que, pour tout m :

{x e AL | (@i)iet, € Ao}

est stable par I'action de (C*)". Considérons donc un élément x € AG"™ tel
que (7)ier,, , € A;\nﬂ. Rappelons que par définition A}, est ’'ensemble

{(xl)lelm [ VG0, o)y dim V2 0 oy < AV o k) 5+A}.

Considérons a présent un élément s = (s1,...,s,) € (C*)", et remarquons
que 'application (z;)ier,, = (([Tj=41 S?’J)I‘i)ielm réalise un isomorphisme

de V* 4 sur V* . . On a donc
M (T mgr 85720 ie 1 2™, (G0, K o) M (@i )ie 1 ™ (G0, K i)
dim V* =dimV*
((H] 18 i )xi)iGImvt(m)v(j07Kj0) (xl)lelm)t( )(.707K]0)

et donc que {& € AL | (%)ier,, € A;\n,g} est stable par l'action de
€ (C*)T n

En notant
(4.99) Nye(Pr,...,Pr) = Card{z € (Z\ {0}))""" NU | F(e.x) =0,
Ve {1,...rl, U(e.x)EWHMJ <Py, Vie{l,..,n+r},

r

il < L TT(ew)?2]| 4+ 1y

) j=1

on déduit du lemme précédent le résultat ci-dessous :

Lemme 4.5.9. Si l'on suppose que n+ 1 > m et que bfil < =L pour tout

j €{1,...,m} nous avons alors :

(4.100) Npe(Pi,.... By) = Coe HP"’ 4

1

n+r -1 n+r 2 T J
n;—d; —
+0 eéJ”S (H ei> (H ez> H Pj S 0
i=1 j=1
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Démonstration. On observe que

NU,e(P17--~7Pr) :Ne,rfl(Ply--wPr)"‘O Z Z Tm,T )
7€6, me{l,...,r—1}

ol

(4.101)
T = Card {fv € (Z\AON™" | (@i)ier,—, € A1, (@i)ictn, & Apr

Flex)=0,Vj € {1,...r}, “(e.w)E("H)w < P;

r

1 4
Vie{l,...,n+r}, |z < - H(“<e'w)E(n+j)|J 4 1)%d

(2 jzl

Pour simplifier les notations, posons F = (.Af‘nﬁ)c et s = Card I, . Comme
nous ’avons vu avec le lemme 4.5.3, on a alors dim F < s — A. Posons par
ailleurs J = I,y N I, -, t = Card J, et pour tout (z;);cs fixé :

f(xi)iEJ = {(xi)ielm,T\J ’ (xi)ielm,r e f}’

de sorte que
F= |_| Flei)ies:
(Ti)ies
Notons
S1 ={(zi)ies | dimF,), ., >s—1— 3}7

A
<s—t—

82 = {(aji)iej ‘ dlmf(xl)leJ 5},

(on a alors que dimS; <t — %) et en notant
M(xz‘)ieJ(P17 e ) = Card{(xi)ie{l,...,nJrr}\J ‘ (wi)ielm,T\J € f(wi)iew

1 -
Vi€ {Lontry\J ol < = [[ P et Fla) =0,
€; -,
7=1

on a donc
Tonr < > My, (Pry ., P
(zi)ics€SL
le‘gé ;:1 Pj 2,7
+ Z M(Iz')z‘ej(Ph“"Pr)'
(l‘z‘)ieJesza_ v
\xi|<e%. VY
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On observe alors que, en appliquant le lemme 4.5.5 aux fermés F(,,)

i)ied (de
dimension inférieure & s —t — /2 lorsque (z;);cs € S2),

1
2 T
S ems ¥ (Tla) (TR )
j=1

(%i)ics €S2 (%i)ics €S2 ig¢J
|mi|<$ ;T:lpj“id |mi|<$ ;T:lpj“z',j
*% r—1
< ) 01%> [17 ) prerop
(zi)ic €S2 i¢J Jj=1
|a:i|<eii JT.:lP:i,J'

n+r _% r
<<Hﬂ [17 |y
=1 J=1

: b
Or, on remarque que (puisque 5o S ﬁ) :

r— r

_ —drb,_1(2"_, bjd;+6)/4 —3r_ bid;—6 —d; _
P )‘1/4 :Pr—br71>\/4 < P T 1(2371 J ]+ )/ < Pr j=1Y1% _ HP d] P 6'

7 T
Jj=1
Par conséquent
1
n+r T2 T
n;—d; -5
Z M(xi)ieJ(Pl’“"Pr) < (H €¢> HPJJ RO
(Ti)ics €S2 i=1 j=1
i <L Ty Py

Par ailleurs, pour tous (7;)ies € S1 et (2;)ier,_,\ s fixés vérifiant (v;);er,_, €
AN et |z < 6% | J Ve P;l” , par des arguments analogues a ceux utilisés
pour établir le théoreme 4.4.12, et en utilisant les majoration de &)
et J(

i€l,._15€

eiwi)icr. , données dans les lemmes 4.4.9 et 4.4.7, on montre qu’il existe
is04)i€l,. _q
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n € [0,1] tel que, pour tout (z;);er,_, fixé :

(4.102)  Card{(zi)ieq1,..n+rp\1r1 | (Ti)ier,, \J € Fla)ics

1 11 paiy
Vie{l,.on+r}\ L1, |z < = Hpjaw et F(x)=0}
ZJ:1

, 1 -
< Card{(z:)icq1,..ntrp\ioy | Vi & L1, |2] < = H P]‘?w et F(x)=0}
)

1
r—1
—d Z I._ ai,r+4dr+7]
<e| I e 1z ) p

i¢lr_q j=1

r—1

P— Zz I._ ai,r—dr—é

S(Ta) (M)
i¢I7'71 .7_1

NI

1
Sil’on suppose (H’-“Ll e¢> : P,«E"e‘]a”]%a_)‘/4 < 1, en rappelant que dim S; <

)

t on a, d’aprés le lemme 4.5.5

_2
29

. L YT pai
Card{(;)ics € S1| Vi € J, |z;| < - HPJ 7}
Zj:].

(i

1
(car on a supposé (Hﬂﬂ ei) : JD,nZie"a"r]Df)‘/4 <1).

7

n+1 7%
i

[N

1
. 2 ic 7 a4 —\/4 . . ..
Si (H?"H ei) PTZZEJ " P, / > 1, par une estimation triviale on trouve
encore

. 117 b
Card{(z;)ics € S1| Vi € J, |zi| < - HPJ 7}
)

n+1 i
< (H T) < (H T) (H@) | pEies v s

ieJ icJ
1o\ i
T 4
P Qi r —
_ (H e@,) pics i P8,
%

Par conséquent, en sommant (4.102) sur 'ensemble des (z;)ies, , consi-
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dérés, on obtient alors

(II)ZEJESI

jasl< Ty Py

n+r *% r—1
< 63 | | e; P; /8 | | PJ"J j PTTlr+4dr+77
i=1

j=1
n+r *% r

’ (H ) [1e | e
i=1 j=1

Or, on a, par définition de A (cf. formule (4.94)) :

ny+4dy

JrnfA —d.—
P, s g prrdr=o,

et par ailleurs :

n+r -1 n+r _% n—+r -1 n+r %
2 (H ei> <H ei> < max{eg™? (H ei> (H ez> }.
i¢J ieJ =1

Donc finalement,

Z Mz, (Pr, ., Py)

(xz)zEJESI
as s
|$Z|< P> Jr 1P i,

n+r -1 n+r % r 4
445 nj—aj -6
et (H) (H) [Ie ) e
j=1

Ainsi, nous avons établi que pour tout (m,7) € {1,....,r — 1} x &,,

n+r -1 n+r 7% r J
Tr < | g™ (H ei> + (H ei> [1P" % | B
=1 =1 7=1

D’otu le résultat. O

Nous allons & présent démontrer, par récurrence, une généralisation des
lemmes 4.5.6, 4.5.7 et 4.5.9.

Théoréme 4.5. 10 Si l’on suppose que n 4+ r > m et que pour un m €
{1, -1} ﬁme 7 pour tout j {1,...,7}, alors :
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1. On a d’une part

(4.103)
—1 ,
D i Iy i
Z Z 6($i)i61m7eJ($iyei)i€Imak H i H kj
k<P (2i)icry, €Pm(k) i¢ln j=m+1
vie{l,...,m}
r J n+r -1 n+r % r J
=Cre H P;.”* 7 1+0 eé'“s (H ei> (H ez> H P;‘f 9
j=m+1 i=1 j=m+1

2. D’autre part
(4.104) Nep(Py,...; P) = Cye HP”J 9
n+r -1 n+r 7% r J
+O [ et (H ez) - (H ei> 1z |p
i=1 j=1
3. On en déduit

(4.105) Nye(Pi,.... Br) = Coe | [T P

j=1
n4+r -1 n+r *% T _y
+0 4+5 (H 6@) + (H ei) H P;J_ J Pr_(S
i=1 j=1

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence descendante sur m €
{1,..,7 — 1}. Le cas m = r — 1 a déja été traité (cf. lemmes 4.5.6, 4.5.7
et 4.5.9). Supposons que les résultats 1,2 et 3 sont vérifés au rang m, et
montrons alors qu’ils le sont au rang m — 1.

Etape 1 : Dans cette étape, nous allons établir le résultat 1 au rang m— 1.
Pour cela, fixons, pour toute cette étape, by, ..., b,,_1 tels que g—l =.. .=
1

. s 12 L. b;
(avec bp,—1 fixé quelconque) et considérons by, ..., b, vérifiant ——
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S

. bj b
On a alors, puisque T S T

-1

ml r
gml(baé):<m1+z b>5dm1 1_2( +5d) b —0

bm—l j=m bm—l

T —1
b b;
14+d; |3+ RN I 4+26

j:
—1
_ r b;
= 5dp—1 (1 =) 1+ 5dj)bwH — 5)

j=m
T m— m—1
( (3 + 25)d bj bl
26
._ < * bm—l Z ]bm 1 Z bm—l
j=m =1
, B -1
<5dpmor [1-) (1 +5d; —6
' Z( )bmfl
j=m
r 7 g 7 m—1 7
2e)d; b b; b;
05 1 (L+ (3+2)d;) 1+Z J ) N~ b
j=m bm—l bm bm 17 bm—l
= gm_l(i), (5)

Ainsi, on a que (puisque n+7r >m > hId 1 4tm- 1 (b, (ET)T;AId))

Kp1=(n+r—-A— max dimV* L) (o, k) 5)/22?51[%

(30,K30)
m—1 E ~ ~
>|1+3 7 dm_1 +gm_1(b,5)
_ bmfl
7j=1
m—1 b N
>11+3 7 I dp1 + gm_1(b,0).
=1 m—1
Par conséquent, puisque
T b T ~J
D (1+5dy)—— < Y (14 5d;)=—— <1,
bm—l - bm—l

j:m J=m
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on peut appliquer le théoréme 4.4.12 et on obtient la formule asymptotique

(4.106)

Ne,mfl(Plv e Pr) = Z Z G(ﬂri)iezm_l,e‘](mmei)z‘efm_l7k
Vje{m,...,r}, kJ<PJ (wi)iEIm_l Eq)mfl(k)

r m—1
Digl,, g %ig n;—d;
II &) (ITw 17
Z'¢Im71 Jj=m J=1

1
n+r n+r

-1 2 r
+O | | €bm (H ez-) (H ez> H Pjnrdj PO,
i=1 j=1

Pour terminer la preuve de I’étape 1, nous allons distinguer deux cas :

Cas 1 : supposons qu’il existe m’ € {m,...,r — 1} tel que m—l < bé”‘l.
bbj_lgl;bi r— 1}, on a donc
. b _ b
vie{l,..,r—1}, L <=L,
bm/ bm/

Par hypothése de récurrence, la formule (4.104) (au rang m') est vérifiée et
on remarque que (par des arguments analogues a ceux utilisés pour comparer
Ne—1 et N, dans la démonstration du lemme 4.5.6)

5 n-+r 7% T i
Negn (Pr, ..o Pr) = Negn—1 (P4, ..., P)+0 (Ha) 1z |p°
i=1 j=1

En remplagant Ne ,,,/ (P, ..., ;) et Ne,m,l(Pl, ..., P;) par les formules asymp-
totiques obtenues, puis en simplifiant par (H;”:_ll Pjnj 4 ), nous obtenons la
formule (4.1~03) du théoréme au rang m — 1 valable pour les by, ..., b, tels

que bb—j HTh

Cas 2 : supposons a présent que pour tout m’ € {m,...,r — 1}, bg”n;l >

B

L. On a alors pour tout j € {1,...,7—1}, b; < l~)j. Dans ce cas, la condition

m!

n + r > m implique que

K max{ 2+5Zb (26 4+1) Zbd}

7j=1

> max{ 2+5Zb (26 4+1) Zbd}

Jj=1 Jj=1
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et donc que 'on peut appliquer le théoréme 4.3.27, ce qui nous donne :

N(le-'v = ae :l_‘[-Pn7 %

n+r -1 n+r _% T dis
+0 eé+6 <H €i> + (H 61’) HP;]'_ "
j=1

i=1 i=1

ou l'on a noté
n+r -1
00'76 = <H €i> GeJO-.
i=1
Puis en comparant N et Nem—1 et en simplifiant & nouveau I’égalité ob-
tenue par ( | 1 Png ) nous obtenons la formule (4.103) pour tous les
bi ,r— 1}

Nous avons donc établit la résultat 1 au rang m — 1.

by oees O telsqueb 2

Etape 2 : Démontrons a présent le résultat 2 au rang m— 1. Nous prenons

ici by, ..., by— bbil < b pour tout j € {1,...,7 — 1}.

m—1

. bj b , .
Puisque 3~ < B—], alors, comme pour la démonstration de la formule (4.103)
ci-dessus, on a

m—1

b
K, 1+3 L 1d,, m—1(b, 8
> 1+ ;bm_l 1+ gm-1(b,0)

et on applique le théoréme 4.4.12, ce qui nous donne :

Ne,m—l(Ply "'7PT) = Z Z S(xi)ielm_l’e‘](xhei)ielm_l:k
Vi€{m,...,r}, <Py \(2i)ier,, | €Pm—1(k)

I m—1
Zigl Qi j i—d;
. m—1 ° 5 g
Il «) (II% 117
i1 Jj=m Jj=1

1

n+r -1 n+r 2 r J
ni—d. 5
20 [ (b (H) (H) ) R R
i=1 Jj=1

et en appliquant la formule (4.103) au rang m—1 on obtient la formule (4.104)
au rang m — 1.
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Etape 3 : nous allons & présent, en employant des arguments analogues
a ceux utilisés pour établir le lemme 4.5.9, démontrer que la formule (4.104)
implique (4.105) (par comparaison de Ne,m—l et de Ny e). Remarquons dans
un premier temps que :

Nue(Pr o Pr) = Negn(Pr, s P+ O Y > Tor |
€6, m'e{l,...,r—1}

ou

T,y » = Card {x e (Z\{0)™" | (z:)ier,

i EAN VR E {m, e =13,
(z:)icr, € A}, Fle@) =0, Vj € {1,....7}, |[(e.)" || < P,

; . l : E(n+j) a;,j
Vi€ {1 ntr}, ful < H(“(e.x) |J 4 1)%

j=1

Considérons un élément (m’/, 7). Posons F = (A}, )¢ et s = Card I,y , de
sorte que dim F < s — A. Posons par ailleurs J,,, = I;, N1y 7, 85, = Card Jy,,
et pour tout (x;);cs fixé :

Faicsn = 1@ier,y \gn | (@i)ier,,, € F},

de sorte que

F= I_I ‘F(ﬂﬁi)ieJm‘

(%i)icam
Notons alors

mA

" = {(@ies, | dim Fio,e,, > 5= sm— ="}

1€Jm

8" = {(@)ies, | dim Fip, e, <s=sm— "}

(on remarque que dim Sfm) < S — @, car dim F < s — A), et en notant

VEk € {m,....r — 1}, (xi)icr, € A}

1 v as
Vie{l,.,n+r}\ Jn, |z <— | | pj‘h,y et F(z) = 0},
€; -
Jj=1
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on a donc
Ty » < > Myies (P1y . Py
(Ii)ieJmesfn;)_ _
|xl\<é H;:1 Pj w
+ Z M(fl?i)ieJm(Pl’”"Pr)'
()i €55
r ag g
lwil< 2 Tl £
On observe alors que, d’aprés le lemme 4.5.5
> Myies, (PLy . Pr)
(@:)ie m 6551?_ _
|xi|geli H;:l PJ 1,7
_1
2 r Z mA
o ap _m
< 5 (Ime) (fpeEees) e
(@)ic I €SS™ i J=1
\xiKe%. G P
1
n+r T2 r mA
" _m
< (T1a) (1170 ) m®
i=1 j=1
. b; b;
Or, puisque e < i,
Am Am bod. Am _ o — r
P # = primE  p R S  pr i i (T pds
=1
Par conséquent
1
n+r 2 r J
nj—adj =4
Z M(%‘)ieJm (Pr,.... Pr) < (H 6’) H P] P
(xi)ieJmesém)_ _ =1 =t
|‘Tz‘<é H;:1 Pj .

Remarquons a présent que, par les mémes arguments que ceux utilisés pour
démontrer le théoréme 4.4.12 (reposants sur la proposition 4.4.10) on a :

301
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(4.107) > My, (Pr, . Py

(xi)ie Im GS{W)

1 @i,
\xi\ge—i [T, P i,

= Z Z Ne7(xi)ielm (Pl,...,Pm)

kj<Pj (%:)ict, €Pm(k)
(m)

(%i)icm €S
—1

T m
2igTm % nj—d;j
=Y Y Seoemewenenk | 1] € II % 17
ki <Pj (zi)ict,, €Pm (k) i¢Im, j=m-+1 j=1
(xi)ic.m €S™

n+r _% r
+0 (H €z‘) Hpj"jfdj Pr_(S
i=1 j=1

Pour achever I'étape 3 de la démonstration du théoréme, il est nécessaire
de démontrer le lemme ci-dessous :
Lemme 4.5.11. Si l'on suppose n +r > m et que :—i < Bb—j pour tout

je{m+1,...,r}, on a alors que :

T

Ziel Qi 5
Z Z 6($i)i61m7eJ(33ivei)i€Im7k H kj "
ki <Pj (%i)iel,, €®Pm (k) j=m+1

(@i)icsmES,™

-1 -1 3 .
- d. o
< |t (H 6i> + <H ez') IT & II 7% | P

i€lm i€lm i¢Im j=m+1
Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurence descen-
dante sur m. Le cas du rang m = r — 1 a déja été traité dans la dé-
monstration du lemme 4.5.9. Supposons le résultat vrai au rang k pour tout
ke {m+1,..,r—1}. Montrons alors que la propriété est vraie au rang m.

Supposons dans un premier temps que pour tout j € {m + 1,...,7 — 1},
(r—=m)A

r

Z Z G(UCi)ieIm,eJ(xi,ei)ielmk H kaiggzm agj

ki<Pj (xi)ic1, €Pm(k) j=m+1

(@)ic s €™

b; < l~)j. On remarque alors que, puisque dim Sl(m) < Sy —

_Alr—m)

_1
() ()

i€lm j=m+1
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Or puisque pour tout j € {m+1,...,7 — 1}, b; < I;j, on a alors que

~ T
. ~S bidi46 —d; _
P < B T g T P | B
j=m+1

et on en déduit le résultat dans ce cas.

On suppose a présent qu'il existe j € {m+1,...,7} tel que b; > Bj, autre-
ment dit, que max;e p i1, r—1} (Z—j) > 1. Considérons k € {m—+1,...,r—1}
tel que Z—z = MaXjcmi1,.. 11} (Z—;) On a alors, pour tout j € {k+1,...,7},
b—k' < I;T;' On remarque que, étant donné que m < k,

I, C Iy,
=Ly N1y 7 C Ly Ny r = I

(m) _ (m)
Sy = |—| Sla(xi)iEJk

(zi)ieay,

Posons

ou
Sl(mgzi). = A@diesni | (@i)ies, € S

Posons alors

~(k . m k—m)A
S§ ) = {(xl)lGJk | dim Si(;i)ie‘]k > Sy — Sk — (,',,)}7
~ k? . m k; —m )\
Sé ) — {(x)ic,, | dlmsf’(l)'i)iEJk < Sm — Sk — ( - ) 1.

Remarquons que, comme précédemment,

(4.108) Z Z G(Ii)ielm7eJ(xi7€i)i€Im7k H ky'z:iélm e

kj<Pj (2i)icin, €Pm (k) j=m+1
(xi)iGJmeS§M)
(I’L)ZEJkESék)
_1
2 r o kA
. J 2r
<(Me) (10 e)m
i€ln j=m+1

1
) r oz
< (H 6z’> H Pjn] Pr—bk(ijl bjd;+0)

i€l j=m+1

_1
< (H ei) 2 f[ P;lj*dj P;é

i€y, j=m+1
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(car Z—i < i) D’autre part, on observe que, si (z;)icj, € S’{k), puisque
Flay)ies, 2 | Flag)ic s
(Ti)ieTm\Jy, Gsi?&)igk
Y s(k)
on a, pour tout (x;)ics, €3S, ,
. mA\ kE—m)\ kX

dim Fig,),., 2 (s — 8m — T) + (Sm — Sk — (7“)) =5—8p — —

et on en déduit que
SH s,
Choisissons a présent Py, ..., P, de sorte que 1% < g—j pour tout j € {1,...,7}.
k
On a alors
(4.109)
Z M(wi)ieJm(Pl"“’PT) < Z M(wi)iejk (Pr, ..., Pr)

(%i)icm G%m) (zi)ies, Esfk)_ _

(#)ies, €81 leil<2; Tl Byt
|z < 2 jr_zlpj’_li,j
Or, nous avons vu (cf. (4.107) et (4.108)) que :

Z M., (P, ... Py)
(@) icsm €S,™
\xz\gf i1 P;i"j
-1
4 Z a; j O ni—d

_ . igIm Y] j—d;j
= Z Z 6($i)i61m»ej(ffi,€i)ielm,k H € H kj H PJ T

kj<Pj (x;)ie1,, €Pm(k) iIm j=m+1 j=1

(@i)icsm €S
(%i)icsy, GSYC)

n-+r _% T
+0 (H ei> 12| P
=1 7j=1
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Par conséquent 'inégalité (4.109) implique :
-1

T m
D ig Iy, Qi nj—d
Z Z 6($z‘)ielm7 J (zi,€3)icIm -k H H kj H PJ ’
kj<Pj (@i)icty, €Pm (k) i¢Im Jj=m+l J=1
zi)iejm €$£7n)
(Ti)icy, es
_1
n 2 T _d
< Z M(xz)zelk (Pl, ,PT)—I—O <H 62‘) HPJ”J J PT—(S
(IZ)ZEJk Es(k) =1 i=1

leil< & TTj—y P}
-1
) z%[k 4,7 nj— dj
< Z Z 6(Ii)ielk7€J(90i,€z‘)ielk,k 1_[6Z H k HP
ki<Pj (z:)icr, €Pr(k) i¢ 1, j=k+1
(€:)ies, €SV

n—+r 7% T

. 7 —d; -5
[Ie) (117 e
=1 j=1

En utilisant I’hypothése de récurrence au rang k, on obtient donc :
-1

T m
Dig Iy i nj—dj
Z E : S@i)icrm e @ie)icim k H €i H kj l HPJ] ’
ki <Pj (z:)ic 1y, €Pm (k) i¢Im Jj=m+1 Jj=1
Ti)icim €S

(Ii)ieJk €S~£k)
1

n+r -1 n+r 2 T
-0 4+5 (H e ) (H 67,) H P]ﬁj—dj Pr_5
j=1

et on obtient donc le résultat en simplifiant par (HZ¢ I, ei)_l [T, P;L] 4.
O

Fin de la démonstration du théoréme 4.5.10 En appliquant ce lemme & la

majoration (4.107), on obtient donc :

Z M(xi)ieJm(Ply-u,Pr)
(xl)zeJm €S§m)

v
jal< TTj—y P}
1

n+r -1 n—+r ) r
. _
ol [a(ITw) +(ITe) ) (IT2 ) 7).
i=1 j=1

ce qui clot la démonstration du théoréme.
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Nous déduisons alors de ce théoréme le théoréme 4.5.1 :

Démonstration du théoreme 4.5.1. Supposons dans un premier temps que
bj < bj pour tout j € {1,...,7 — 1}. On a alors que

Nue(Pr s P) = Ne(Pr, s P+ O | Y > T |
7€6, me{l,...,r—1}
ou
T~ = Card {m € (Z\{OD)™" | (@)ict,, . ¢ A, Flex) =0,

Vi€ {1,..,r}, [y(e.m)EWﬂ)yJ <P Vie{l,...n+r},

11 :
| < = ) E(n"r])J ai;
il < - TT([lea)™ )| 4 1y
7j=1
1
n+r 2 r
<(Ie) (1) o
i=1 j=1

n+r _% r p
< (H 62-) | I L R
i=1 j=1

Or, puisque b; < Bj, et
n+rzmz h,Ifltm (b) > hqlfltm (b),

on peut appliquer le théoréme 4.3.27 et on a donc

'
—d.
Ne(Py, .., ) = Coe | [[ PP
j=1
L -1
n4+r 2 n—+r r
4+ O | max eé”, (H el-) (H ei> H P]T‘j_df_‘s
i=1 i=1 j=1
d’ou le résultat.

Supposons & présent que max;c(y, . -1} % > 1. Posons m un élément de
J
{1,...,7 — 1} tel que

S

b
=— = max =.
by,  J€{l.r=1} b
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Cette condition implique en particulier que :

b
Vie{l,..,r}, b—J <

S
3 ‘u?‘l

et la formule (4.90) est vérifiee d’aprés le théoréme précédent.

4.6 Quatriéme étape

Nous allons & présent utiliser les résultats obtenus dans les sections pré-
cédentes pour trouver une formule asymptotique pour Ny ,(B). Pour cela,
il sera nécessaire d’établir un analogue de |B-B, Théoréme 2.1]. Introduisons
les notions suivantes :

Définition 4.6.1. Pour N,r € N fizés, on considére une famille de fonc-
tions (he)eenwy de N” dans [0,00[. Soient o = (ou,...,a,) € N", B =
(Br,.... Bn) € NN et 6,D,v > 0 avec v < 1. On suppose de plus que
D > rmax;(a;). On dira que (he)eenn est une (o, D,v,0,8)— famille si
les he vérifient les conditions suivantes :
1. Pour tout e € NV et X = (Xy,...,X,) € N", il existe une constante
ce telle que :

S he(@) = X+ 0 (eﬁxa( min Xj)_5> |

1<g<r
:l‘:gX SVAS

ot l'on a noté X = H;:l Xjaj, el = vazl efi et ou x < X signifie
x; < Xj pour tout j € {1,...,r}. De plus (ce)eenn est telle que ce < P

2. Pour tout J & {1,...,r} non vide de cardinal k € {1, ..., —1}, il existe
des fonctions cje : NF — [0, 00] telles que pour tout u = (xj)jes € N*,
la formule asymptotique

> he(@) =crelw) | [TV | +O | €llul” | [TV | (minV;)~° |,
VigJ, o<V i¢J i¢] 1%

14
est vérifiée uniformément pour tout (V;) ¢, € (IN*)"F et |u| < <Hj¢] VJ) .

Nous allons alors établir le résultat suivant

Théoréme 4.6.2. Soit r > 2 et (he)eeny une (o, D,v,6,8)— famille de
fonctions arithmétiques. Si ’on pose

Ye(P)= Y he(m),

<P
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on a alors

Yo(P) = P(log P)™ ' + 0 (eﬁp(log P)’"_Q) .

1
—c
(r—1)°
La démonstration de ce théoréme est directement inspirée de celle de V.

Blomer et J.Briidern pour [B-B, Théoréme 2.1| et nous la décomposerons,
comme eux, en plusieurs étapes.

4.6.1 Familles de fonctions arithmétiques
Lemme 4.6.3. Soit (he)eenny une (o, D,v,0,3)— famille. On a alors que :
he(x) < ePx®

Démonstration. Immédiat en utilisant la propriété 1 de la définition 4.6.1
avec X; = x; pour tout j € {1,...,r}. O]

Lemme 4.6.4. Soit (he)eeny une (o, D,v,0,8)— famille. Pour tout J &
{1,...,7} non vide de cardinal | , ’ensemble des fonctions (cje)eenn forme
une (a, D,v,d,3)— famille, et on a de plus :

chye(y) HYjaj +0|[é€° HY mlnY)

y<Y jeJ jeJ

Démonstration. Posons m = r —[. Pour Z > 1, la condition 2 donne (pour
Yy = (z)ics) :

Z he(w) = cje(y) H ZY9 1 +0 <€ﬁ|y‘DZZj¢J aj—cS) '

Vi¢J, x;<Z j¢J

Par conséquent, pour tout Y = (Yj),ecs tel que Y; > 1 pour tout j, satisfai-
sant |[Y| < Z¥ :

(4110) > > he(w)

y<Y Vj¢J, x;<2
D+1

=720 ) crely) + 0 | P 22e T Y]
y<Y JjeJ

D’autre part, d’aprés la condition 1, lorsque Z > |Y]| :

(4111) > > he(w)

y<Y Vi¢J, x;<Z

, , aj; _ , aj . 5
= o 22T g}YJ 7 +0 | Pz EYJ ’ (1],1161?3/1‘)
J J
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En regroupant les formules (4.110) et (4.111) puis en simplifiant par Z2=¢J %
on a pour Z > ]Y\% :

Z cre(y) = ce H Y |+0 eP H Y mmY) +0 (eﬁ‘Y’D—klZ—(S) .

y<Y JjeJ jeJ

En particulier la fonction ¢, vérifie la condition 1 de la définition 4.6.1.
Vérifions a présent que les ¢, vérifient la condition 2. Considérons K C J

de cardinal k € {1,...,[—1}. Six € N", on pose u = (Z;)ick, v = (Ti)ie)\K >

z = (zi)i¢gs, Y = (zi)ics. On suppose |u| < Z, |1i\ < Z™ ) |V] £ Z (ou

V = (Vj)jenk), IVI<Z™ et |u| < (HJEJ\K V]) Z™ . On a alors par la

condition 2 sur he, pour u fixé :

Z Z he(®) = cre(w) 2287 % H Ve

v<VVidJ, z;<Z JEJNK

+ 0 | eP|ulP 22521 H Vjaj min V;)7° |,

K
JENK JEI
et d’autre part
S S )= X e 2
vV V¢, z,<Z v<V
D+1
+o || I v AT
JEINK

En regroupant ces deux égalités et en simplifiant par Z 2527 % on trouve :

ch,e( ) =cke(u H Va7+0 e'3|u\D H Vjaj min V)

vV ]GJ\K JEINK JEINK
D+1
+0 | lu|P H Vj z0
JEINK

En prenant Z assez grand on obtient alors la condition 2 pour cje, et la
fonction arithmétique correspondant a K est alors ck e.

O]

Considérons a présent un réel A et J C {1,...,7} de cardinal [. On fixe
w = (w;)ie; et on pose gew la fonction de N~ dans [0, oo définie par,
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pour tout y = (y;);¢7 :
Jew(y) = <w>7Ahe(‘B)
ott (w) = [[;c;wi, ©; = w; pour tout j € J, et x; = y; pour j & J.

Lemme 4.6.5. Si (he)oenn une (o, D, v, 0, 3)— famille, avec D > rmax;(a;)
et 6 < min{l, min;(ay)}, et si A > D + (r + 1)(maxjeqq,.. rp @) + v 1+
(maxjeqr,.. r} @) alors (gew)e est une (e, D,v,d,B)— famille.

Démonstration. Quitte & permuter les variables, on peut supposer que J =
{1,...,1}. On note alors ce; pour ce s. D’aprés le lemme 4.6.3, on a :

—A
I !
(4.112) H w, Ce (W) < H w; M| cea(w) < e
j=1 j=1

Montrons que pour tout w, en posant (w) = Hi’:l w;, on a :

(4.113)

he(w,y) Ce,l(w) a o - o . -5
> Ww)d  ~ (w)A II v )+oe? | 1] v | minYy))
y<Y j=l+1 j=l+1

Ce,l (w)
(w)A
ce). Supposons dans un premier temps que |w| < (Y)”. Puisque A > D, la
formule (4.113) découle directement de la condition 2 pour (he)e. Supposons

a présent que |w| > (Y)”. On remarque que :

l r
Ce,l(’u}) . o 3 a;i—A o
(w)A H Vit | <e ij] H Y7
J=l+1 Jj=1 j=l+1

(ce qui impliquera que (ge w)e vérifie la condition 1. avec

a la place de

, max a;
< e,6|w’r(maxaj)fA H Y*j

j=l+1
< eﬁ|w|maxaj(r+u*1)—A < eB.

De méme, d’aprés le lemme 4.6.3 :
he(w,y) 8 l aj—A J yoitl
Z (w)A <e ]1_[1 Wj H J

y<Y Jj=l+1
< |w’(maxo¢j)(r+l+u’1)—A < eﬁ_

Etant donné que § < min{1, min;(c;)}, on a que (H;:Z—H Yjaj) (min ;)™ >
1, et I'égalité (4.113) est donc vraie.
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Nous allons montrer de fagon analogue que (gew)e satisfait la condition
2. Considérons alors J' C {l 4+ 1,...,7}. Quitte & permuter les variables, on
peut supposer que J' = {{+1,...,l+ k} pour un certain k € {1,...,r —1—1}.
Nous allons chercher & montrer que

(4.114)

he(w,v,z) ¢ (w,v) . .

e y Uy _ Ce,l+k ’ a; 81,1 D a; . \—6
> WA T () ‘]] Z37 1 +0 | €°v|  H Z7 | (min Z;)
z<Z Jj=l+k+1 J=l+k+1

uniformément pour |v| < (Z)”. Comme précédemment, nous commencons
par le cas |w| < (Z)”. Puisque A > D, on a |(w,v)|P(w)™ < |v|P et la
formule (4.114) découle & nouveau de la condition 2 pour (he)e. Si |w| >
(Y)¥, d’aprés le lemme 4.6.3, on a comme précédemment :

r l l+k r
Ce l+k(W) aj 3 aj—A o a
Tt II 77| <e (1] II 4 II 7
j=l+k+1 j=1 j=1+1 j=ltk+1
) I+k I+k
< eﬁ‘w’maxaj(ﬂru* )—A H v;‘j < eﬁ H U;‘j
j=1+1 j=1+1
ainsi que
he(w7 v, Z) B l Otj—A sl Qa; J Yaj+1
> wya  ° 11w II ¥ II v
2<Z j=1 j=1+1 j=l+k+1
I+k
<e® [ ] v
j=1+1
d’ou le résultat (puisque D > rmax o). O
4.6.2 Lemmes préliminaires
Pour X > 1, on note
(4.115) AV = (teR" 1<t <ty <..<t},
(4.116) AN(X)={te A" |1, < X}

Nous allons chercher & évaluer les intégrales

(log(t)
Ie:j(X):/<T> ta+1 Zh

x<t

ot a+1=(a+1,..,ar+1)et (t)=][;_, ;.
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Lemme 4.6.6. Soit (he)eenny une (a, D,v,d,3)— famille et j € N*. Il
existe un réel 1 > 0 et un polyndéme qe; a coefficients de taille O(eP) tels
que :

Ie j(X) = ge.j(log(X)) + O(e” X ).

Démonstration. Commengons par traiter le cas r = 1. Dans ce cas, on peut
réécrire la condition 1. sous la forme :

D he(m) = cet®™ + Eet)

<t

otl E, est une fonction continue par morceaux telle que Ee(t) < e5t*~%. On
a alors que

X(logt)j Ce .
= +1 . By —9

avec .
De j = / Eo(t)t= Y(logt)dt < €P.
1

D’oit le résultat lorsque r = 1.

Nous allons a présent procéder par récurrence sur r. Nous supposons ici
que r > 1 et que le lemme est établi pour toute valeur strictement inférieure a
r. Nous allons séparer ensemble A" en une union de r ensembles disjoints :
on pose tg = 1 et B = min{v,§(2D + 4r)~!} (en particulier 8 < 1, puisque
v < 1). Pour ! € {0,...,7 — 1}, notons

4117)  ACD ={t e AD) |ty <t) |, Vie {I+ 1, — 1}, 6 >t}

(4.118) ACD(X) = ACD A A (X)),

On a alors que
AOX) =[] A,
1e{0,...,r—1}

et on a donc
r—1
Iej(X) =Y Ieju(X),
=0

oul 'on a noté :

(4.119) I ju(X) = /A o LB S~ ey,
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Traitons d’abord le cas des intégrales I, jo(X). Pour ¢t € A%)(X), on pose :

D he(@) = cet™ + Ee(t)

x<t
avec
Eo(t) < Pt °.
Pour tout Z > 1 :

(o8t 1

/A(Tao)(ZZ)\A(TvO)(Z) ot

27 tr tr—1 to ) .
< eﬂ/ / / / )"0 (logt, ) dt < ePZ79".
z Jd JP t

On en déduit, en sommant sur les intervalles dyadiques, que 'intégrale

(log(t))?
De o= E.(t)dt
’]70 /A(Ty()) ta+1 ( )

existe et differe de I'intégrale sur A9 (X) d’un terme d’erreur O(e®X ~9").
On a donc que :

log(t J r
Ie,j,O(X) = Ce/ Mdt + De,j,O —FO(G’@X_(W )
ACO(x)  (E) ——

<eP
Considérons a présent les intégrales I j;(X) pour I € {1,...,r — 1}. Pour
t € R", on pose t = (t',t") avec t' = (t1,....,t;) et t"" = (t;41,...,t-). On a
alors |t'| < |t"|” (car 8 < v) pour tout t € AT, Par conséquent, d’aprés la
condition 2, on a uniformément pour tout =’ < t'.

T
D he(@. ") = ce (@) [] )7 + Ee ('),

$l/<t// ]:l+1
ol
J={1,...,1},
-
Ee (', t") < Pl |1P6 0 [ 57
=141
Posons

Rei(t) = Y Ee(',t").

/<t
Ceci définit une fonction sur A satisfaisant

;
Reu(t) < Pt ] &7
Jj=l+1
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Pour Z > 1 on voit alors que :

(liig_ti)j e,l(t)dt

l
1,—6 D —Qy
< eﬁ/ "~ tm/m , [1¢t “atat,
Ri(2) AU, =1

/AW) (2Z2)\AM) (Z)

ou
RUZ)={t" | Z <t, <2Z,¥ie {I+1,.,r—1}, t), <t; <t}

ie1t PR tH’Bl pour tout ¢ € AW (¢ l+1) et que la

mesure de A(l)( l+1) est majorée par tl_ﬁH et on en déduit, puisque DB +18 <

On remarque que t H

5, que l'intégrale ci-dessus est bornée par
eﬁ/ X"y Vat’ < Pz,
Ri(Z)
Ainsi, en sommant sur les intervalles dyadiques, il s’ensuit que

(log(t))’
De i = ———=—Re (t)dt
7]7l /A(’I‘,l) taJrl ’l( )

est du type O(e?) et differe de D'intégrale sur A (X) de O(ePX—95"/2),
On a donc que :

Ie,j,l(X) = KeJJ + De,j,[ + O(eﬁXilwr/Z),

ou

(log(t)
Keji = / 7
T Jacne @ T, j‘f“ 2 o

On observe que, par la formule du binéme de Newton :
J . m\j—k /
j (log(t"))’ (log(t')
T S
k,Z:O k) Js,x) " INQITA) Hé L1 + Z;t/ :
ou 'on a noté :
SX)={t"|t, <X, etViec {l+1,...,r—1}, tZ+1 ti <tit1}

En appliquant alors ’hypothése de récurrence ainsi que le lemme 4.6.4, on
trouve alors :

(log(t"y)
/ +1 Z e (x')dt' = Qe x(log tl+1) + Fe,l,k(tlﬁﬂ)
A(D(tl-H) H] 1 g /<t
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oll Qe 1 est un polyndme a coefficients de type O(e[3 ) et Fe ) une fonction
telle que Fy 1 (t) < €2t~ pour un certain n(l) > 0. Comme nous 1’avons
fait précédemment, nous en déduisons qu’il existe un réel Eg ;5 tel que
Eejir < €P et

log(t"))i—F r
/ o Pt )t = B s+ O(PX 107 12),
sy ()

En sommant sur k, on a alors qu’il existe un réel, noté E ;; tel que :

i
(log(t")) 1" By —n()s*/2
K,',l:E,'7l+/ > ( )Q 1x(logt? Ydt"+0(eP X ~1DB/2),
e,j e,J Sz(X)k - k <t > € +1

On obtient donc finalement :

1 t//
Toji(X) = Eejy + / Z( >mg<t,,>>)Qe,l,k(1ogtl L )dt”

+ O(eﬁX—n(l)ﬁk/Q) + Do+ O(ePX957/2),

On peut par ailleurs développer (log(t”))?~*Qe 1 (log tfH) en un polyndéme
en log(t;) pour i € {I+1,...,7} a coefficients O(e?), et on peut donc écrire
I'intégrale de la formule ci- dessus comme une combinaison linéaire (& coeffi-
cients de type O(eP)) d’intégrales du type :

[Ti—1(log t)"
sx) izt

dt//

avec bj41, ...,b, € N\ {0}. Ces intégrales peuvent étre calculées explicitement
et sont des polynémes en log(X) a un terme d’erreur de type O(X —#"/2) pres,
d’ott le résultat.

]

On déduit directement de ce lemme le résultat suivant :

Lemme 4.6.7. Soit (he)eenny une (a, D,v,d,3)— famille et j € N*. Il
existe un réel n > 0 et un polynome Qe ; a coefficients de taille O(eP) tels
que :

(1
/[1 X :i—i—l Zh dt = Qeg(log( )) + O(eﬂX_"),

x<t
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4.6.3 Un résultat intermédiaire

On pose pour r € N, j € N* :
(4.120) Vg = /[0 ; (Er 4 + &) dE.

On remarque que :

V= > ( o > (@ +1)}.(ar+1)'

ay+...+ar=j
VZ'E{I,.A.,’I‘}, a; >0

Théoréme 4.6.8. Soit (he)e une (o, D, v, 6§, B3)— famille et j € N*. 1l existe
alors un réel n > 0 et une famille de polyndmes (pe,;) de degré au plus r+ j
dont les coefficients sont de type O(eP) tels que :

log(x))? _
> (aja»he(a:) = pe.;(log X) + O(ePX ).
Vi, ;<X
De plus, sice # 0, alors le degré de pe j est exactement r+j et son coefficient
dominant est ([];_; o) ceVr ;-

Démonstration. Commengons par remarquer que

glog(xy)j _ _aqj(log(a:y))

Ox xoyP potlyB

ougj(t) = t/+ja~ /=1, En appliquant cette égalité récursivement on obtient
alors par sommation par parties :

Z (logm<a$>)’he(m): Z (HO‘Z) =,

Vi, 2; <X JA{1,...,r} \ieJ
ou

Ep = (rlogX)ijzzzlai Z he(x),
Vi, $Z<X

et pour J # () de cardinal n et m =r —n :
- SN q(log(X™ ] ;s ti
=y = X XigJ / (og(X™ I i 1)) Z Z he(x)d(t;)ic,

a;+1
(1,x]™ HieJ t; i€, xi<t; igJ, z;<X

ol ¢y est un polyndéme unitaire de degré j. L’objectif est & présent de montrer
que pour tout J C {1,...,r}, il existe un polynéme pe ; dont les coefficients
sont du type O(eP), et satisfaisant la propriété :

(4.121) =, = py(log X) + O (eﬂx—n) .



4.6. QUATRIEME ETAPE 317

Si J ={1,...,7}, la formule (4.121) résulte du lemme 4.6.7. D’autre part, si
J =0, par définition de Zgy, on a

Zp = (rlog X)’(ce + O(ePX70)),

d’ot le résultat. Il nous reste a traiter le cas oun € {1, ...,7—1}. Quitte a per-
muter les variables ;, on peut se ramener au cas ot J = {1, ...,n}. Ecrivons
alors 2y, = Zyqq,. py- Soit t = (¢1, ..., t,). Par développement multinomial, on
remarque qu’il existe des constantes -y, s telles que :

1,...n) (log(X™ Hti Z Vi,s(log th (log X)®

i¢J k+s<j

et par conséquent,

(4.122) E, =X im0 3" 4 (log X)*
k+s<j

log(
/[1,X]n(]§["‘12+1 Z Z he(x)dt.

i=1" ;<X
zE{l, ,n}ze{n-i-l r}

Premiére étape : remarquons que

log(
(4.123) /D’X]n(ﬁnw Y Y he(m)dt

1=1" x; <t ;<X
ie{1,.. ,n}ze{n+1 r}

log
Z /A(n) t“w Z Z he(x)dt.

0'66 o'(z)\ wng
ie{1,...,n} i€{n+1,...r}

Comme dans la section précédente, nous allons partitionner ’ensemble A () (X).
Prenons & nouveau 3 = min{v, §(2D +4r) "'}, et considérons les intervalles :

Bi+1

Vie{0,...n—1}, 3, =]X"" X7, 3, =11,X°",

On a alors
1, X] = Js.
0<isn
Etant donné t € A (X)), il existe au moins un entier i € {0,...,n} tel que
J; ne contient aucune des coordonnées de t. Notons i(t) le plus petit de ces
entiers . On pose alors [(t) = 0 si t; > X et sinon I(t) désigne le plus
grand entier [ tel que t; < XA " On note alors

AN (X) = {t e AW(X) |i(t) =1, U(t) =1}
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On a alors

|| Al x),

0<i<n

et on remarque de plus que AET(X ) est non vide uniquement lorsque i +1 <
n. On pose & présent

- _5r o (log(H tp))
T ip(€) = X~ Zp=nin p/A(”)(X) L > o he(w)dt,
4,0

Hp:l p (0 <tp zp<X
pe{l n} p€{n+l,..r}

et on a alors, par les formules (4.122) et (4.123)

En* Z Z Vk,s IOgX Z Jknzl

c€G, k+s<j i+I<n

Deuxiéme étape : nous allons a présent chercher a évaluer J . (e). Quitte
a permuter les variables, nous nous ramenons a I'estimation de Jj 5, ;;(e) =
Jéi’“(e). Commengons par traiter le cas de Jy,;0(e). Remarquons que

A(()TLO) (X) est vide, et que I'on peut donc supposer i > 1. Pour ¢ € A%) (X),
onat; > X8 > > XP" et la condition 1. donne :

n n
Z Z he(gc) — CeXZ;:"+1 Qp H t3p+0 eIBXZ;:nJrl ap—06B" H tz‘P

zp<tp T, <X p=1 p=1
pe{l,...,n} pe{n+1,..r}

Par conséquent,

lo nog))k )
Jknio(e) = Ce/ ( g(anfl ) dt + O <eﬁX—5ﬁ /2) )
INIC SN | g

Montrons a présent qu’il existe un polynéme @ ne dépendant que de n, i, 5, k
tel que :

log(TT"_ t,))*
(4.124) /A " )( g%plltpp)) dt = Q(log X).

Pour cela, considérons des entiers naturels n = u; > ug > ... > u; > ujq41 =1
et posons u = (uy, ..., uit1). Soit

Tiw = {t € AW(X) VA€ {0,....,i—1}, ¥p € {unsa+1,..,uns1}, t, € Tn}.

Par construction

A0 = Tie
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Par développement multinomial, on a :

/ (log([ )= tp))kdt
INGIE ST | ey 7

2 (o)) e

t
u ai+..+an=~k p=1"p

Par définition de I'; 5, cette derniére intégrale se factorise en produit d’inté-
grale sur t, € Jy avec p € {uxy2 + 1,...,ux41}. Une telle intégrale prend la

forme :
/ [1,—1(logv,)"
— s dv,
YB<v <. <vs<Y Hp:l Up

oY = XP*. Ces intégrales peuvent étre calculées explicitement et donnent
un polyndme en log(X), d’ou le résultat. Nous avons donc montré que

Jemio(e) = ceQ(og X) + O (e'BX_6Bn/2) .

Traitons maintenant le cas [ = n. Puisque 1'on a supposé [ + ¢ < n, on doit
avoir ¢ = 0, et on observe que A((f?)l(X) = AM(XP). Rappelons que 3 < v,
et par conséquent, en écrivant ' = (1, ...,2;), on déduit de la condition 2

que

Do he= e, (@)X 4 0 (Pl |PXZimnn 7).
xng
jE{n-‘rL--.,”"}

Pour t € A (X?), en sommant sur @’ < ¢, on obtient :

Z Z he = X Xi=n+1% Z Cef1,..13(x')+0 <65!t\"+DXZ§'=”+1 aj_5> .

x'<t ;<X x' <t
]e{n+1777l}

En rappelant que 8 < §/(4n+2D), et en utilisant la définition de J, , 0., (€)
on trouve :

(log(TTH—y tp))*
Jenon(€) = P c 2dt + O (eBX9/2) .
an®) = [ T T L et 0 (£X7)

P x'<t

D’aprés le lemme 4.6.4, on peut appliquer le lemme 4.6.6 avec ce 1.1}
la place de he, et il s’ensuit que Ji,0,(€) est un polynéme en log X a
coefficients de type O(e?) a un terme d’erreur prés de type O(e?X ") pour
un certain n > 0. Il nous reste a traiter le cas ou [ € {1,...,n — 1}. Posons
t = (t',t"), avec t' = (t1,....t;) et t" = (t;41,...,t,). Remarquons que t €
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Aﬁ) X) si et seulement si ' € AD(XF™) et ¢/ € AZ(?S_Z)(X). De plus
B

< v, et par la condition 2 on a :

Z Z he(x):Ce,{1,...7l}($/)XE§:"+1aj ﬁ tp"

i<ty 2 <X p=l+1
I<i<n n<i<r

n
+ 0 | 8|/ |P X Ep=n+1% H tor | 6,
p=Il+1

Puis en sommant sur les ' < ¢/, on trouve (puisque ;41 > X ﬁi) :

Z Z he(m):XZ;:n“aj H tp” Z Ce,{l,...,l}(f’?/)

i<ty 2 <X p=l+1 x/ <t/
1<is<n n<i<r

n
+0 | PP x Dpen o [ TT e
p=l+1

—ap—1

En multipliant ce résultat par <HZ:1 tp ) (log [T)—, t,)¥ et en intégrant

sur Ag? (X), le terme d’erreur peut étre majoré par :

-1
n

eBXZ;nJrlo‘ﬂ_éﬁi(logX)k/ H tp it/ "Lt
A(")

il (X) p=1
< eBXLh=nt1 =08 (logX)’”"/ Pt < eB X2 p=nt12p—68"/2
AW (X

<<X3i+1 (2n+D) <<X(55l/2

Ainsi, & un terme d’erreur O((EBXZ;:"+1 ap—éﬁ”/z) prés, U'intégrale Jy, ,,1.(€)
vaut :

> < : >/ (log IT5—r41 )"
K’ AV (X) HZ:H-I tp

k' +k' =k
(log Hi)zl tp)kl o
/A(l) gty T 00Tl D Cequ,. (@)t

ORI | PECR 7t

Par application des lemmes 4.6.4 et 4.6.6 et de la formule (4.124), on montre
directement que ceci est, a un terme d’erreur O(e®X~7) prés, un polynoéme
en log(X) & coefficients O(e?).
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Troisieme étape : Le degré et le coefficient dominant du polynéme pe ;
peuvent étre calculés de la maniére suivante. On a par définition de =, et
par la condition 1. :

1 r_ t; r Y
=, :ce/ i Uoelliza 1)) ), e'B/ (los(ITiy t:)) _dt | .
[1,x]" n,x)r 11 317

T .
Hi:l t; i=1 t; mlnie{l,...,r

Puisque ¢gyq,... ) est unitaire de degré j, il s’ensuit que :

LAY ‘
2, = Ce/ wdt +0 (eﬁ(log X)r—l—j—l) .
(1,X]"

Hi:l ti
Par développment multinomial, on obtient :

- j [[i=:(logt;)* 3 ri—1
=, = =132 %) g1+ 0 (eP(log X))+
e . <a1 ar> nxpr Lt (e (log X) )

a1+-~~+ar:j
J (log X)"*J ( 8 - '71)
= =2 - log X)) ™7
“ j<a1-~ar>H§1(ai+1>+O ¢ log X
a1+...4+a,=

= ceVyi(log X)) 4+ 0O (e'@(log X)H'j_l) .

En utilisant & nouveau la condition 1, on montre par ailleurs que pour tout
J C{1,...,r} de cardinal n :

=5 < ePlog X )"t
Anisi, on obtient
log(x))? r ' 5
Z mhe(w) - (H ai) V. jce(log X)™7 4+ 0 (eﬁ(logX)”J 1) ,
Vi, z; <X i=1
ce qui achéve la démonstration du théoréme. 0

4.6.4 Sommation sur les fibres

Nous allons commencer par évaluer ) acphe(z) pour des x; assez
grands. Plus précisément, fixons un élément W € [1, P]" et considérons :

Ye(P,W)= > he(w),



322 CHAPITRE 4. CAS GENERAL

Lemme 4.6.9. Soit (he)e une (o, D,v,0,8)— famille. Supposons de plus
que W < P> et que minjegy oy W > log(P)Qél. On a alors :

Ye(P,W) = cepy (log <V5 )> P+0 <eﬂp(1og P)" (]G]{m’m’ }W )72 > .

Pour démontrer ce lemme, nous aurons besoin du résultat ci-dessous :

Lemme 4.6.10. Soient r et J deux entiers naturels. Pour tout t € C, on

a S —( J+I
T S L ST
Jittir<J 1=0
vk, jx=0
Démonstration. Voir [B-B, Lemme 2.9]. O

Démonstration du lemme 4.6.9. Nous allons nous ramener a 1’évaluation des

somimes
Ho(UY, U )= > he(u)
U-<u<U+
Soit 8 un réel, et J un entier naturel que nous préciserons ultérieurement.
On suppose que 1 < 6 < 3 et que 7 = P/W®. Pour j > 0, nous poserons

Urj = Wi,

et notons U; = (Ui, ...,Urj.). Nous considérons alors les boites U; <
u < Uj;q qui sont incluses dans {u | u® < P} lorsque W®9(ok=13K)+7 =
UL, < P, ce qui est vrai si et seulement si Fh =4+ .. +j < J—r.
Soit u tel que u > W et u® < P. Il existe alors un unique 7 € N” tel que
U; < u < Ujyg. Les inégalités U < u® < P impliquent |71 < J. On a
donc que

(4.125) S He(Uj1,Uj) < T < Y He(Uji1,Uj).

lFh<J—r l7h<T

En notant pour tout X € N" :

He(X) = 3 he(X),

<X
on obtient alors 'identité :
(4.126) Ho(Ujin, Up) = S (—1)7 b B (Uy).
se{0,1}"

Par ailleurs, d’aprés la condition 1. :

He(Ujys) = ce W03 +5h 10 (eBWa(min Wj)—59|f+8\1) .
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Posons & présent J© = J et J~ = J — r et étudions les sommes :
o= Y He(Uji,Uj),
lili<J*
Yo = ) He(Uji1, Uj).
lh<I—

Les égalités précédentes donnent alors :

= ceWe Z Z yr-lsliglitshi Lo | ePWe (min W;) Z glih

lih<J* s€{0,1}" lili<T®
En utilisant ’égalité :

S (it = (-1,

se{0,1}7

on a
(4.127) TE=ce(0—1)"W™ > 10| ePwow,* > glh
gh<s= lih<J*
avec W, = min W;. Le terme d’erreur peut étre majoré par
PWW 07 Card{j € N" | |jls < J} < e’ PJ"W,°.

En utilisant Iégalité du lemme 4.6.10 avec ¢ = 6 dans la formule (4.127), et
en multipliant par (—1)" on trouve alors (en rappelant que 87 = P/W%) :

T e pgz ( T ) (-1 (-1 40 (PW) 40 (2P W),

et de méme :

r—1
T, =Py ( J o i ) (—1) 1+ (0-1)+0 (eﬁwa)+o (eﬂpfwjj) .
=0

Choisissons & présent J = LW;SO/ 2Tj, de sorte que J > logPetquel <@ <e
On a alors

P P
0 = exp <J Hog (WO‘)) =1+ J 'log (Wa>+O(J_2(logP)2)

(car on a supposé¢ W< < Pz). D’autre part, on remarque que

Jl
<‘]l+l> SO

Jun
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et par conséquent

(71"t ol an)

On multiplie cette égalité par (—1)"++!

En rappelant que

et on somme sur [ € {0,...,r — 1}.

7"—1 r+l+1
=0
on obtient donc que :
(4.128)
P T 17— « - T
T+ = coPpy <log Wa) o0 (eﬁ (P(log P)J N+ W 4 PW,0J ))
(4.129)
P 8 -
= cePpy; logw— + O | e”P(log P)"W,, .

De facon analogue on obtient exactement la méme formule asymptotique
pour T et donc pour Ye(P, W) d’aprés (4.125). O

4.6.5 Démonstration du théoréme 4.6.2

Nous sommes a présent en mesure de démontrer le théoréme 4.6.2. Dans
ce qui va suivre, nous considérerons (he)e une (e, D,v,d,3)— famille. On
vérifie facilement qu’alors (he)e est une (e, D,v/, 4§, 3)— famille pour tous
V' < v, 8 <6, et on peut donc supposer dorénavant que v < ﬁ et

J=1"7J
6 < % Fixons par ailleurs les paramétres

4.130 A=D+ (r+1) max (a;)+v 1+ max (a;)),
(4.130) (1) max (@) +v7 (14 max (o))

(4.131) B = 4Ar?/s.

Introduisons un paramétre V > 4 et supposons que P est tel que VB < PY.
On pose alors

Vo=1,Vi=V,Vke{l,..rt, Vi, =VB"" Vi, =P,

et
Vo = [Vo, Vl], Vk € {1, ...,7“}, Vi Z}Vk, Vk+1]

de sorte que

= | |V
k=0
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Par le principe des tiroirs, pour tout @ = (z1,...,z,) € N” tel que z* < P,
il existe au moins un ! € {0, ...,r} tel que z; ¢ V; pour tout j € {1,...,r}.
On note alors {(x) le plus grand de ces entiers [. Posons ensuite pour tout
1eA{0,..,r}:

Yeu(P)= ) he(x)
xr*<P
I(x)=l

(on remarque que Ye¢(P) = Y ;_; Tei(P)). Remarquons que la condition
l(x) = r équivaut a dire que |z;| < V. pour tout j € {1,...,r}. Donc, d’aprés
la condition 1, on obtient la borne :

T
Yer(P) < He(Vy, ., Vi) < L [[ Vi < PV Eim1 < €Pp3.

)

Jj=1

Considérons a présent & € N” tel que z® < P et l(x) =l avecl € {0,...,r —
1}. On peut associer a un tel x les ensembles

j(:l:) = {] € {17 ...,T’} ‘ Z;j < W}a

Vme{l+1,.,r}, Ln(x)={jc{l,...,r} | z; € Vn}.
On observe que {1,...,7} = J(x) U (LJ;,—;11 £m), et on note

Ax) = (J (@), L141(2), ..., Lr(T)).

Une partition A = (J,Lj41,-.., L) de {1,...;7} telle que L,, # 0 pour
tout m € {l + 1,...,r} sera dite admissible pour . On a alors pour tout
1e€{0,...,7r—1}:

Te,l(P) = Z Te,A(P)a

A admissible
pour [

ol

Te,A(P): Z he(w)'
<P
A(z)=A

Nous allons a présent utiliser cette décomposition de Ye(P) pour démontrer
le résultat ci-dessous :

Lemme 4.6.11. Soit (he)e une (o, D,v,0,8)— famille. On a alors pour
tout e :

Te(P) = iel)!P(log P14+ 0 (eﬂP(log P)™21log(log P)) .

Démonstration. Le cas r = 1 est immédiat d’aprés la condition 1. Nous sup-
poserons donc dorénavant 7 > 2, et nous choisissons V = (log P)%.
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On considére I'ensemble A = (0, {1, ...,r}) qui est admissible pour r — 1.
Si A(z) = A, alors pour tout j € {1,...,r}, ; > V,_1 et x; € V, =]V, P].
On en déduit que

Tea(P)=Ye(P, (V... V1),

Puisque V, = (log P)B" et que B" = (#)r > % > 1, on peut appliquer le
lemme 4.6.9, et on obtient :

B"s

Ye(P, (Vry..., V) = Cepr <log (1_[;:]13%%)) P+0O (eﬁP(log P)"(log P)‘?)

— 676 r—1 Jé] r—9
= oy lee P +0 (€2 P(1og P) " log(log P))

Il reste & montrer que pour tout autre ensemble A admissible pour [, la
somme Y 4(P) est du type (ePP(log P)"~2log(log P)). Commencons par
traiter le cas ot J = (). Considérons un ensemble (0, £;41, ..., £,) admissible
pour [. Nous avons déja traité les cas | = r et [ = r — 1. Nous supposons
donc que I € {0, ..., —2}. Soit & € N” tel que A(x) = A. Puisque L1 # 0,
il existe un certain jo € {1,...,r} tel que xj, € V1. Quitte & permuter les
variables, nous pouvons supposer, pour simplifier, que jo = 1. On a alors,
pour tout j # 1, x; > Vj4;. En utilisant le lemme 4.6.9 (en remarquant que
Vi1 > (log P)*"/% puisque B > 2Z') on en déduit I'estimation :

TeaP)< Y he(w)

Vi1 <e1<Viqo Vi#L @;2Vig
z*<P

= Te(P7 (‘/l+17‘/l+17 "'7%4’1)) - Te(P; (W+27‘/l+17 7‘/l+1))

P P
= CeP Pr log rOé'> — Dr (10g M)) + O(eﬁP)
( ( Hj:l Vvl—ﬁl ‘/l+12 Hj:2 ‘/l—‘rjl

< ePaPlog <“j+2) (log P)" 2 + 0O <eﬂP(10g P)"2log(log P))
+1

< e P(log P)"2log(log P).

Supposons a présent que A = (J, Li41, ..., L) est admissible pour [ avec
J # (). Puisque tous les £, sont non vides, on a [ > 1. Quitte & permuter les
variables, on peut supposer que J = {1,...,k} pour un certain k > 1. Soit
x € N” tel que A(x) = A. On pose w = (x1,...,x%) et Y = (Thi1,.es Tr)-
On a alors que y; > Vj41 pour tout j et w; <V, et donc :

T&A(P)g 2: 2: }%(w7yy

P
=175

g
—k+1Y; S



4.6. QUATRIEME ETAPE 327

Or, d’apreés le lemme 4.6.9 on a :

> he(w,y)

T Vi< P
Hj:k+1 y; <

Iy =
c P
- e{ll; ’k}( )PpT <10g ocg r o )
H] 1 ] ] 1 ] Jj=k+1 V}—&-l

+0(eP PVZJrl log P)" H:L’
Ce {1 k}( ) u
< 2~ P(log P) ! + €2 PV Y (log P)" H

%
Hj:l %a]

Puis, en sommant sur les w tels que |w| < V] et en utilisant le théoréme 4.6.8,
on obtient

Teu(P) < €?P(log P)"F(log V;)k +eﬂHVA+1V 52 (log P)"
7j=1

k
< ePP(log P)"*1(log(log P))* + € H(log p)rtkB!(A+1)=Bl6/ar

j=1
k
< €?P(log P)"2log(log P) + € H(log pP)—2
j=1
(par définition B, on a en effet kB'(A + 1) — B!T1§/2r < —2). O

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le théoréme 4.6.2 :

Démonstration du théoréme 4.6.2. Posons k = ~~——+ et choisissons V =
(> j—105)B

P?*. Nous allons montrer que pour un ensemble A admissible pour [ €
{0,...,7 — 1}, il existe un polynéme p4. de degré au plus r — 1 & coeffi-
cients du type O(e?) tel que :

(4.132) Tea(P) = Ppae(log P) +O(ePPIM)

pour un certain 7 > 0. Commengons par considérer le cas on A = {0, Ly 11, ..., L, }
admissible pour . Sil = r—1, alors £, = {1, ...,r} et Te 4(P) = Ye(P, (Vr, ..., V}))

et on a donc :

P
TQ,A(P) - CePpr (10g ) + O(eﬂpv'r—ﬁ/Qr)
y

P
= cePp, (log Z) +0(eP P
Vi
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pour 0 < n < 5. Siaprésent [ € {0,...,r — 2}, on a alors si A(x) = A pour
tout me {{+1,....,r—1}, Vi, < xj < Vipg1, Vj € Ly, et on en déduit :

YTeaP)= Y. (—1)VT(PV),
V=V .. V)

avec VU € {Vi, Vips1} pour j € Ly, et VU = V. si j € L,, et avec
e(V) € {0,1} pour tout V. Puisque V' = P* d’aprés le lemme 4.6.9 :

Ye(P, V) = cePp, (log ) +0(ePPi).

N
[T (VO

Puisque tous les V) sont des puissances de P, on a que logW
j=1
est un multiple de log P, et on obtient donc bien la formule (4.132) pour

’reWA(}U‘

Considérons a présent A = {7, L1, ..., L} est admissible pour [ avec
J # (. Quitte a permuter les variables, on peut supposer J = {1,...,k}.
Nous noterons alors = (w, y) pour tout « tel que A(x) = A, comme dans
la démonstration du théoréme précédent. On obtient alors

’YeWA(Pq = EE: ZE: h@(107y)'

w|<V; r P
J=1"J

V€L, Yj EVm

@5
=k+1 yj <

Comme précédemment, nous pouvons écrire

YealP)= > > (=1 he(w, y).

vji{.gwk} V=(v®,..v) | yjj < % Pz ¥
7= J=1%j
y=V
Or, d’aprés le lemme 4.6.5 et le lemme 4.6.9
> he(w,y)
k1 y;” <H§:ijy
y=V
Ce,f1,..k} (W) ( P
= ——"-—"Pp, 1 | log ,
k r k ; )
ITj—: =}’ o125 Ty (V@)
k
-0 i\ A
+ O(eBPlVlH(log P)’”(H x]aj) ).

1

J
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Remarquons que H;:k H(V(j))aﬂ' = PP pour un certain p > 0, et donc que

k
P o
=(1-p)logP —1lo z.7.
— — = (1—p)log g
1= 25 [Ty (VU)o jlle ’

log

Le polynéme p,._ <10g - P peut donc se réécrire comme

k2 Ty (V@)%
un polynome en log P (& coefficients O(1)). En sommant sur V et sur w, on
obtient alors qu’il existe un polynéme p4 e a coefficients O(eP) tels que :

k
Tea(P) =paclog P)P +O(e# PV f(log P (TT V7))
j=1
= pae(log P)P + O(e°P'71),

pour un certain n > 0, d’ou le résultat. Nous avons donc établi la for-
mule (4.132) pour tout ensemble A admissible pour I € {0,...,7 — 1}. Nous
en déduisons qu’il existe un polynoéme p; de degré au plus r —1 a coefficients
O(eP) tel que

To(P) = pis(log P) + O(ePP11).

Or, d’apres le lemme 4.6.11, nous savons alors que p}(t) est du type (Tiel)! =14

2;% aith, avec oy, < eP pour tout k, ce qui clot la démonstration du théo-
réme. ]

4.6.6 Application du théoréme 4.6.2

Comme nous 'avons annoncé a la fin de la section 4.2, nous allons cher-
cher & appliquer le théoréme 4.6.2 aux familles de fonctions (he)eenntr €t
(he)eenn+r. Pour cela, il convient de vérifier que ces familles de fonctions
sont bien des (o, D, v, d, 3)— famille pour des paramétres (a, D, v, §, 3) bien
choisis.

Rappelons que par définition :

he(k1, ..., k) = Card {x € (Z\ {0})""" | e.x € U, F(e.x) =0,

. 1 o
Vie{l,..,r}, U(e.az)E("“)\J = kjy Vi € {1 ot} il < [Tk + 1)
ijl

Or, nous avons vu que, puisque Z\ﬁe{l,..‘,r},kngj = Nye(Pr, ..., Pr), d’aprés
le théoréme 4.5.1, (h)eenn+r vérifie la condition 1. pour oj = n; — d; pour
tout j € {1,...,7}, ce = Cye et B défini par

n+r -1 n+r 7%
eﬁ = max 6é+5 H €; s H €; y
i=1 i=1
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(le fait que Cpe < e? découle de la remarque 4.3.26).

On remarque que, pour tous k = (ky,41, ..., k) et tous P, ..., Py, pour

bm(k) = {(@ier,, € Ay, N2 |¥) € {1t} (@)™ | =k,

1
) 1,... i < — ki + 1)%7
Vie{l,...,n+r}, |z 6‘H(J+ )d }

) ]:1

> e (K1, .y k)

vje{lvym}ijg.PJ
- Z N(xi)ielmﬂi(Plv S Pm) + O(E)

(xi)iEInL€¢m(k)

ou

r—1 m I
E = Z Z Z H e U 0 H kaiefm,gai,a(j)

0€6, m'=1 (%‘)ielm/ ggAjnz,a iglm/"’ g