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Résumé

L’objectif principal de ces travaux de these a été la mise en place d’un algorithme de détection
de cibles sous-résolues pour des images infra-rouges de ciel. Pour cela, nous avons d’abord cherché
a modéliser les images réelles dont nous disposions. Apres une étude de ces images, nous avons
proposé plusieurs modeles gaussiens prenant en compte la covariance spatiale. Dans ces modeles,
nous avons supposé que les images pouvaient étre segmentées en zones stationnaires. Dans chaque
zone, nous avons supposé une structure forte sur la matrice de covariance (comme les modeles
auto-régressifs en deux dimensions par exemple).

Il a ensuite fallu choisir entre ces modeles. Pour cela, nous avons appliqué une méthode de sélection
de modeles par critere de vraisemblance pénalisée introduite par Birgé et Massart. Nous avons
obtenu comme résultats théoriques une inégalité oracle qui a permis de démontrer les propriétés
statistiques du modele choisi.

Une fois le modele sélectionné, nous avons pu batir un test de détection. Nous nous sommes
inspirés de la théorie de Neyman-Pearson et du test du rapport de vraisemblance généralisé. Notre
contrainte principale a été le respect du taux de fausses alarmes par image. Pour le garantir, nous
avons appris le comportement du test sur les images réelles pour en déduire le seuil a appliquer.
Nous avons ensuite remarqué que le comportement de ce test variait fortement selon la texture de
I'image : image de ciel bleu uniforme, image de nuage tres texturé, etc. Aprés avoir caractérisé les
différentes textures rencontrées avec les coefficients de scattering de Stéphane Mallat, nous avons
décidé de classer ces textures. Le seuil appliqué lors de la détection a alors été adapté a la texture
locale du fond.

Nous avons finalement mesuré les performances de cet algorithme sur des images réelles et nous
les avons comparées a d’autres méthodes de détection.

Mots-clés : Détection, Covariance spatiale, Sélection de modeles, Apprentissage, Classification
non supervisée.
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Notations

1 Image réelle
M Taille de I'image [
I=(I,..,1I,) Echantillon d’images réelles

Test de détection

Hé’j Hypothese nulle

Hij Hypothese alternative

T Test de détection de Hé’j contre H}’

Trrp Test proposé a l'issue de nos travaux

A(I,i,7) , A(1,4,7) Statistique de test de T' pour I'image I ou I’échantillon I

s Seuil du test

a(T) Taux d’erreur de premiere espece du test T

B(T) Taux d’erreur de seconde espece du test T

a* Probabilité de fausses alarmes souhaitée (niveau)

Qo Quantile de la variable A(X, 4, j) pour le niveau o*

qla " Quantile de la variable A(X, 4, j) pour la classe [ et pour le niveau o*
pfa(T, s) Probabilité de fausses alarmes du test 7' pour un seuil s

c Intensité de la cible

pd(T, s, c) Probabilité de détection du test 7" pour une intensité c et un seuil s

Modélisation des textures

B ~ N(mo, ) Champ spatial modélisant le fond de ciel
X Champ spatial modélisant les images [

Y Champ spatial X centré

fx(.|Hyg) Densité du champ X sous I’hypothese Hy,
fx(I|Hg) Vraisemblance de ’échantillon I sous 'hypothese Hy,
R Zone de la grille [[1, M])?

#(R) Nombre de pixels de la zone R

Xr Restriction du champ X a la zone R

S Modele stationnaire sur Z2

dim(S) Dimension du modele S

S Collection de modeles stationnaires sur Z?2
S(R) Restriction du modele S & la zone R

R = (Ry,...,Rp) Partition de la grille [[1, M]?

IR| Nombre de zones dans la partition R

P Collection de partitions de la grille [[1, M]?
m = (Ry,...,Rp,S1,...,Sp) Modele stationnaire par morceaux sur la grille [[1, M]?
di

im(m) Dimension du modele stationnaire par morceaux m
O Parametres du modele m
ém Estimateur du maximum de vraisemblance des parametres du modele m
M(P,S) Collection de modeles stationnaires par morceaux définis a partir

des partitions de P et des modeles stationnaires de S

13



Notations

Sélection de modéles

KL(f,9) Divergence de Kullback-Liebler entre les densités f et g
h2(f,g) Distance de Hellinger entre les densités f et g

M Collection de modeles

(Ham) Hypotheses portant sur le modele M

m Modele de la collection M

(Pmsom Grandeurs liées au modele m

)
(H.n) , (G,) Hypothese portant sur le modele m
Hpy(m,e) Entropie & crochet de taille ¢ du modele m

m Modele oracle

X Réalisation du champ spatial X

lu(x) Log-vraisemblance de I'observation x

plu(x) Pseudo log-vraisemblance de ’observation x

Sm Estimateur du maximum de vraisemblance de la densité du modele m
klo(x, 5m) Distance de Kullback-Lieber empirique pour I’observation x

Yn(, 8m) Risque empirique pour 'observation x

crit Critere de sélection de modeles

pen Fonction pénalité

A Coefficient de proportionnalité entre la pénalité et la dimension des modeles m
m Modele sélectionné pour le critere crit pénalisé

Filtrage proposé

mo Estimation de mo par filtrage laplacien
N Taille des patchs découpés depuis [
N, Nombre de patchs dans I'image I
P, ...,Pn, Patchs découpés depuis [
Yk Matrice de covariance du patch P
(ag,br,0r) Parametres de la matrice X
Z Décomposition de Cholesky de la matrice ¥
Apprentissage
Ny Taille de I’échantillon d’apprentissage
P, ...,Py, Patchs de I’échantillon d’apprentissage
Qo Quantile empirique de I’échantillon d’apprentissage pour le niveau o*
Q; Taux de I’échantillon de test pour une pfa souhaitée o
Classification
Vi Vecteur des descripteurs calculés sur le patch P; de I’échantillon d’apprentissage
\% Variable aléatoire modélisant le comportement de v;
K Nombre de classes du modele de mélange gaussien
Cy,....Ck Classes du modele de mélange gaussien
¢(.Jmo, X)) Densité du modele gaussien de moyenne mo et de matrice de covariance ¥
0 = (7, mp, Xk )1<k<rix Parameétres du mélange de lois gaussiennes
@EMV Estimateur par I’algorithme EM sous I’hypothese d’un modele a k classes
I?ICL Estimateur du nombre de classes par le critere ICL

Mesures de performances

r Rapport signal sur bruit (RSB)
pfa, (1,7, s) Taux de fausses alarmes de 1’échantillon I
pd,, (I, T,s,7) Taux de détection de I’échantillon I pour un rapport signal sur bruit r



Notations

Acronymes

AIC
ACP
ARMA
CAR
CART
CEM
COR
EM
ICL
KL
MIXMOD
NP
PLV
PVC
RSB
SAR
TFAC
TRV
TRVG

Akaike Information Criterium

Analyse en composantes principales
Auto-Regressif Moving Average

Conditional Auto-Regressif

Classification And Regression Tree
Classification Expectation-Maximization
Caractéristiques Opérationnelles de Réception
Expectation-Maximisation

Integrated Completed Likelihood
Kullback-Liebler

MIXture MODelling

Neyman-Pearson

Pseudo Log-Vraisemblance
Pseudo-Vraisemblance Conditionnelle
Rapport Signal sur Bruit

Simultaneous Auto-Regressif

Taux de Fausses Alarmes Constant

Test du Rapport de Vraisemblance

Test du Rapport de Vraisemblance Généralisé
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Introduction

Motivations

Le probleme général posé lors de cette these est le suivant : nous souhaitons détecter dans des
images réelles des cibles de petite taille. Actuellement, Thales Optronique (TOSA) dispose d’un
algorithme de détection ayant de bonnes performances de détection sur fond de ciel uniforme. Nous
souhaitons proposer un algorithme qui permette d’améliorer ces performances lorsque le fond est
plus complexe, en présence de nuages par exemple.

Les images réelles sur lesquelles nous avons travaillé sont des images de ciel en infra-rouges acquises
par TOSA & l'aide de systemes passifs comme des capteurs infrarouges. Elles sont de différentes
natures : ciel bleu uniforme, ciel bleu et nuages, nuages épais, nuages directionnels, etc. Dans le
manuscrit, nous noterons B la variable aléatoire modélisant le fond.

Nous souhaitons détecter les cibles au plus tot, ¢’est-a-dire quand elles sont encore loin du capteur
et que leur taille ne dépasse pas celle d’un pixel.

La contrainte principale lors de ces travaux a été d’effectuer cette détection a taux de fausses
alarmes constant (TFAC), c’est-a-dire de pouvoir controler le nombre de fois ol le test se trompe.
Pour des images de ciel bleu uniforme, les travaux de thése d’Emilie Vasquez [Vas11] ont donné des
résultats tres satisfaisants et nous nous en sommes d’ailleurs inspirés pour proposer un nouvel al-
gorithme. Le modele qu’elle propose fait I’hypothese que les pixels sont des réalisations gaussiennes
indépendantes. Cette hypothese d’indépendance est tout a fait acceptable dans le cas d’images de
ciel bleu uniforme. En revanche, pour des images de nuages, la covariance spatiale entre les pixels
est assez forte et on ne peut donc pas la supposer nulle. L’objectif principal a donc été de prendre
en compte cette covariance spatiale pour proposer un nouveau modele statistique pour le contenu
de ces images. Une fois le modele fixé, nous avons pu mettre en place un test de détection basé sur
ce modele et inspiré du test du rapport de vraisemblance. Dans ce test, une statistique calculée
sur une image I est comparée a un seuil s. C’est le comportement de cette statistique en ’absence
de cibles qui va mener au réglage du seuil s. La compréhension de ce comportement et le réglage
du seuil ont été des axes principaux lors de nos travaux.

Dans la suite du manuscrit, chaque image I est vue comme une réalisation d’un champ spatial X
sur une grille S. En I'absence de cibles, la loi de X est la méme que celle de B, le modele pour le
fond.

Modeéles

La connaissance de la densité de la loi de probabilité f du champ B en ’absence de cibles nous
permettrait de mettre en place un test de détection. Cette loi étant cependant inconnue, nous allons
devoir 'estimer. Pour cela, nous allons construire une collection de modeles pour le champ B. Nous
utiliserons ensuite un outil de sélection de modeles pour choisir parmi ces modeles. Nous sommes
partis d'un modele tres général et répandu en statistiques spatiales : le modele gaussien. Des travaux
de détection en milieu non gaussien ont été menés par Pascal [Pas06]. Dans ce modele, la loi du
champ B est entierement déterminée par son vecteur moyenne mo et sa matrice de covariance
3. La collection de modeles sera donc une collection de couples (mo, X). Il nous arrivera aussi de
caractériser un modele par le couple (mo, X "1) ott X1, I'inverse de la matrice de covariance, sera
appelé matrice de précision. Aprés avoir remarqué que la moyenne pouvait étre supprimée par un
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simple filtre, notre attention s’est ensuite portée sur la structure de covariance.
Nous nous intéresserons a deux familles de modeles gaussiens :

— les modeéles directs : ceux définis via la matrice X.

— les modeéles indirects : ceux définis via la matrice ¥ 1.

Parmi les modeles indirects, nous avons porté un intérét particulier a deux modeles auto-régressifs
spatiaux [Guy07] : les modeles auto-régressifs simultanés (notés SAR) et les modeles auto-régressifs
conditionnels (notés CAR). Le modeéle SAR est une extension naturelle en deux dimensions du
modele AR en dimension 1. Le modele CAR est une version plus complexe du modele SAR. Si
nous notons £ un champ spatial décorrélé du champ X, les équations suivantes définissent un
modele CAR stationnaire sur Z2.

V(i,j) e Z*, Xij =a_10X; 1, +a10Xis1,j +a0-1Xi ;-1 + anXij+1 +€ij (1)

Ces modeles sont bien des modeles caractérisés par leur matrice de précision puisque la position des
0 dans celle-ci est directement liée aux pixels présents dans la définition sous forme de régression
(1).

Concernant les modeles directs, nous nous sommes surtout intéressés a des modeles dans lesquels
la matrice de covariance est tres structurée et parcimonieuse. Nous avons imposé, par exemple, que
la seule covariance non nulle soit celle avec les 4, 8 ou 12 plus proches voisins spatiaux. La matrice
de covariance a alors la forme suivante :

Pour chacun de ces modeles, une étude empirique sur images réelles nous a amené a réfuter ’hy-
pothese de stationnarité globale du champ B et a plutot supposer une stationnarité locale : le
champ B n’est pas stationnaire mais il existe une partition de I'image I pour laquelle les restric-
tions des champs B et X a chacune des zones peuvent étre supposées stationnaires. De plus, nous
pouvons supposer que ces restrictions sont indépendantes entre elles.

Le modele final est donc un modéle par morceaur défini par
— une partition de la grille S,
— un choix de structure parcimonieuse (sur ¥ ou ¥~ !) dans chacune des zones de cette par-
tition.
Pour chacun de ces modeles, nous estimerons les parametres par maximum de vraisemblance.

Sélection de modéles

En faisant varier la partition de la grille S ainsi que le choix de structure parcimonieuse dans
chacune des zones de la partition, nous définissons alors une collection de modeles paramétriques,
gaussiens et par morceaux que ’on note M. Notre objectif est de sélectionner dans cette collection
M le modele dont la loi est la plus proche de la loi f inconnue. Pour cela, nous procédons d'une
fagon classique en sélection de modeles [Mas03] : pour chacun des modeles m € M, nous supposons
que la loi inconnue f appartient au modele m et nous fabriquons a partir de I un estimateur de la
loi de X, noté f,,. Cet estimateur est par exemple obtenu par maximum de vraisemblance. Nous

~

disposons ainsi d’une collection d’estimateurs { fm, me M} A chacun de ces estimateurs, nous

associons un risque, c¢’est-a-dire une distance a la loi inconnue f, notée d(f, fum)-

Idéalement, nous souhaiterions sélectionner le modele m* dit oracle dont 'estimateur f,,» minimise
ce risque

m* € argmin d(f, fm) (2)
meM
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La loi f du champ X étant inconnue, nous ne pouvons pas identifier le modele oracle. Nous
avons cependant acceés a I qui est une réalisation de la loi f. Nous allons donc utiliser le contenu
de I'image I pour sélectionner un modele m dont le comportement théorique sera proche de celui
du modele oracle m*. Pour cela, nous remplagons le risque non calculable par un critere de log-
vraisemblance pénalisée calculable directement & partir de I'image I. Le modele m sélectionné est
alors défini par

i € argmin [ log(fn (1)) + pen(m)] (3)
meM
ou pen est une fonction positive ne dépendant que du modele m. L’estimateur de f retenu est
donné par f = f5.
En appliquant un théoreme de Massart [Mas03], nous avons pu démontrer une inégalité oracle
pour cette procédure de sélection de modeles. Elle compare le comportement de I'estimateur oracle
fm= a celui de l'estimateur constructible f.

Malgré ses bons aspects théoriques, la procédure proposée (en particulier la recherche de maximum
dans I’équation (3)) est trop couteuse en temps de calcul pour les applications visées par TOSA.
Nous avons donc limité la recherche du maximum & deux collections de partitions bien choisies
[LPC13] : la collection des partitions dyadiques récursives et la collection des partitions récursives
split. Grace a la forme particuliere de ces collections, présentées dans le chapitre 3, nous avons
pu appliquer un algorithme de recherche de maximum, basé sur l'algorithme CART [BFSO84],
plus rapide et plus efficace qu'un parcours de toutes les partitions de la collection. Le temps de
calcul nécessaire est devenu correct pour une étude théorique mais reste encore trop élevé pour les
applications en temps réel souhaitées par TOSA. Nous avons alors inversé le probleme : au lieu
de sélectionner pour chaque image un nouveau modele, nous avons mené une étude empirique sur
une large base d’images pour sélectionner un modele que nous appliquerons ensuite a toutes les
images. En d’autres termes, au lieu de faire la sélection de modele dans le coceur de 'algorithme,
nous avons fait la sélection de modeles en amont de 1'algorithme.

Pour les applications pratiques, nous avons sélectionné la partition en rectangles de taille 16 x 16
(appelés patchs dans la suite du manuscrit) et nous avons choisi comme structure parcimonieuse
une structure aux 4 plus proches voisins. Les matrices de covariance X ou matrices de précision
Y.~ ! seront donc parcimonieuses avec au plus 5 coefficients non nuls par ligne.

Détection

L’objectif de la détection est double : nous voulons a la fois dire s’il y a ou non une cible dans
Iimage I mais aussi pouvoir situer cette cible. Nous effectuons donc un test par pixel (7, j). Méme
s’il est localisé, ce test nécessitera quand méme la valeur de 'image I pour I'ensemble (ou une
partie) des pixels.

Tout au long de nos travaux, les cibles sont supposées sous-résolues et additives, c’est-a-dire que
leur taille ne dépasse pas un pixel et que dans un pixel contenant une cible nous observons la valeur
du fond (ciel) auquel s’ajoute la valeur de la cible (que l'on appellera intensité dans la suite).

Pour tester le pixel (¢, 7), les hypotheses mises en jeu sont les suivantes :

N H(? (hypothese nulle) :« Absence de cibles dans le pixel (i,7) »
H}” (hypothese alternative) :« Présence d’une cible d’intensité ¢ > 0 inconnue dans le pixel (i,7) »

A Taide d’une statistique de test calculée sur I'image I, nous allons faire un choix entre ces deux
hypotheses. Nous appelons test le choix d’une statistique de test A(3,j) ainsi que la fonction qui
a A(I,1i,j) associe une décision (Hy”? ou H;”). Un test peut étre faux de 2 facons : soit il décide
H ig alors qu’il n’y a pas de cibles dans le pixel (i, ) (erreur de premiere espece), soit il décide
H(i)’j alors qu'il y a une cible dans le pixel (4, j) (erreur de seconde espeéce). Il n’est pas possible de
minimiser ces deux erreurs simultanément. Selon I'importance qu’on leur associe, la stratégie de
test, et donc le choix de la statistique A(I,4,5), ne seront pas les mémes.
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Pour TOSA, le risque de rejeter 'hypothese nulle alors qu’elle est vraie est beaucoup plus cotiteux
que celui de la conserver a tort. La stratégie adoptée consiste donc a imposer 'erreur de premiere
espece. Plusieurs tests le permettent. Toutefois, nous savons, grace a la théorie Neyman-Pearson
[Lé73], que le test dit du rapport de vraisemblance est le test qui a le plus faible taux d’erreur de
seconde espece parmi tous les tests ayant le méme taux d’erreur de premiere espece. Nous nous en
sommes donc inspirés.

Notre modele m est donné par une partition R = (R, ..., Rp) de la grille S. Les pixels appartenant
a des zones différentes sont supposés indépendants. La présence d’une cible dans le pixel (7, j) ne
modifie donc pas le comportement des pixels dans les autres zones que celle contenant le pixel
(i,7). Elles ne sont donc pas discriminantes pour les hypothéses H” et H}”. Pour tenir compte
de cette remarque, nous allons modifier un peu notre test. Les hypotheéses ne portent plus que sur
la zone de la partition de I'image I contenant le pixel (i, ).

Si nous notons R; ; cette zone et f; j o (vesp. fi ;1) la densité du champ X restreint a la zone R; ;
sous ’hypothese Hé’J (resp. H f] ), le test du rapport de vraisemblance est alors de la forme

fi (I
ou s est défini par P<J:’J’1(R”) > S|H0) = a.

T(i,§) = 15,y aipm, ) figo(ir, ;)
RAEAbi Lo i 4,5,0\ | R; 5

f’i,jyo(lew) =s

La définition précédente du seuil s est une définition théorique qui garantit la probabilité de fausses

alarmes. Cependant, nous ne sommes pas capables d’exprimer explicitement la loi de la variable
it (LR, . N P .

aléatoire % et donc incapables de connaitre la valeur théorique de s. La valeur de ce seuil
5.0 R,

est cependant indispensable pour la mise en place de ’algorithme au complet.

Apprentissage des seuils

Il a donc fallu estimer la valeur de ce seuil s. Sur un échantillon d’apprentissage composé
d’images de textures différentes, nous avons estimé ce seuil s comme quantile empirique de la
statistique de test A(7,4,j). Cependant, ce choix de seuil ne donne pas les résultats souhaités. En
effet, les fausses alarmes sont concentrées dans les zones de nuages et certaines cibles présentes
dans les zones de ciel bleu ne sont pas détectées. La figure 1 permet de comprendre pourquoi. Elle
représente les valeurs maximum de la statistique de test selon la texture dans le cas d’absence de
cibles.

max(A(, i, 5)) max(A(7,14,7))
My 3 My, :— qguage
% q(! 777777777 3 777777777 q()(
Mef—————— Me e ¢!
Ciel bleu Nuage Ciel bleu Nuage

FIGURE 1 — Intérét d’un apprentissage par texture

Supposons que ’on se fixe un niveau « et que l'on estime un seuil, noté ¢, sur tout I’échantillon. La
probabilité de fausses alarmes sera garantie sur tout ’échantillon. En pratique, les fausses alarmes
seront localisées dans les zones de nuages. De plus, ce seuil sera bien au dessus de la valeur maxi-
male de la statistique de test dans les zones de ciel bleu et ainsi les cibles pour lesquelles la valeur de
la statistique de test sera entre m. et g, ne seront pas détectées. En revanche, si nous estimons un

seuil par texture, ¢Z°"°, la probabilité de fausses alarmes sera maitrisée dans chacune des textures
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et le taux de détection dans les zones de ciel sera augmenté.

Ainsi, nous avons souhaité estimer un seuil s par texture. Nous avons d’abord caractérisé le contenu
d’un patch pour en déduire sa texture. Pour cela, nous avons calculé sur les patchs d’'un échantillon
d’apprentissage des descripteurs proposés dans la littérature pour des applications de classification.
Nous avons ensuite fait appel a des outils de classification non supervisée par modeles de mélanges
de lois gaussiennes pour pouvoir décomposer notre échantillon d’apprentissage en différents sous-
échantillons, chacun correspondant a une texture. Puis, nous avons estimé les seuils comme quan-
tiles empiriques des différentes classes pour différentes probabilités de fausses alarmes souhaitées.
A la fin de cette étape d’apprentissage, nous disposons d’une matrice de seuils : chaque ligne cor-
respond & une classe et chaque colonne a une probabilité de fausses alarmes souhaitée.

Il est important de remarquer que cette étape d’apprentissage des seuils par classe est une étape
qui se fait en amont de I'algorithme final et une seule fois. La matrice de seuils alors obtenue sera
une donnée fixe de notre algorithme.

Principe de ’algorithme

Le schéma de la figure 2 permet de comprendre ’algorithme dans son intégralité.

Plusieurs données de fonctionnement sont nécessaires a I’algorithme : la définition des textures
ainsi que 'outil de classification associé; la matrice de seuils obtenue lors d’une phase d’apprentis-
sage.
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FIGURE 2 — Schéma final de I'algorithme

A Tentrée de I'algorithme se trouve un patch P de taille 16 x 16 ainsi que la probabilité de fausses
alarmes souhaitée a*. Nous calculons pour chacun des pixels (4,j) du patch P la statistique de
test correspondant au couple d’hypotheses Hy”Y , H{”7, ce qui définit un nouveau patch A(P). En
parallele, le patch P est classé dans une des textures (classe k) grace a 'outil de classification. A
I’aide de la matrice de seuils, nous associons & la probabilité de fausses alarmes a* et a la classe
k un seuil s(a*, k). Les pixels (i, j) pour lesquels la valeur A(7,1,j) dépasse le seuil s(a*, k) sont
considérés comme des pixels contenant une cible. Nous parlons alors de plots.

La partie entre pointillés du schéma de la figure 2 correspond a l’étape hors ligne de notre algo-
rithme. La définition des classes ainsi que I'estimation des seuils sont des opérations effectuées une
seule fois et en amont de la détection au sens strict. Ces opérations pourront bien str étre relancées
lorsque la base d’apprentissage augmentera ou si I'utilisateur souhaite effectuer la détection dans
un milieu particulier. Il sera alors pertinent de construire une base d’apprentissage avec des images
correspondant a ce milieu.
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Contributions

Nos contributions lors de cette these sont aussi bien d’aspect théoriques que pratiques.

Nous avons construit une collection de modeles gaussiens stationnaires par morceaux dans le but
de segmenter les images réelles en zones stationnaires. Dans ces zones, nous avons proposé une
modélisation basée sur une matrice de covariance structurée et parcimonieuse. D’un point de vue
pratique, nous avons également implémenté une procédure d’estimation des parametres par maxi-
mum de vraisemblance pour ces modeles a partir des travaux de Burg et coauteurs [BLW82].

Afin de choisir entre ces modeles le plus adapté a nos données, nous avons traduit les hypotheses
d’un théoreme de sélection de modeles [Mas03] dans le cadre de nos modeles. Nous avons alors pu
en déduire une inégalité oracle pour la procédure de sélection de modeles proposée. En parallele,
et assurés de la pertinence de notre approche par le résultat théorique obtenu, nous avons pro-
grammé un algorithme de segmentation d’images en zones rectangulaires a partir d’un critéere de
vraisemblance pénalisée et de I’algorithme CART [BFSO8&4].

Pour répondre aux attentes plus industrielle de ces travaux, nous avons mis en commun tous ces
outils pour développer un algorithme de détection. Nous avons défini la statistique de test puis
nous avons du choisir a quel seuil elle serait comparée. Pour choisir ce seuil, nous avons défini
une méthode d’apprentissage associant la classification de textures. Pour un échantillon d’images
réelles de TOSA, nous avons classé des patchs de taille 16 x 16 en K classes grace a des outils de
classification non supervisée. Nous avons ensuite appris des quantiles empiriques pour chacune de
ces classes.

Enfin, sur un échantillon de test, nous avons appliqué cette chaine de détection afin d’en mesurer
les performances. Ces dernieres ont été comparées a I’état de I’art chez TOSA.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres. Les chapitres 1 et 4 sont des chapitres d’applications.
Les chapitre 2 et 3 contiennent les résultats théoriques sur lesquels nous nous sommes appuyés pour
construire un nouvel algorithme de détection.

Dans le chapitre 1, nous rappelons les notions liées a la théorie des tests statistiques. Nous
développons ensuite la théorie de la détection. Puis, nous détaillons le test du rapport de vraisem-
blance qui nous a servi d’heuristique pour la construction d’un nouveau test. Enfin, nous présentons
les outils pour mesurer les performances d’un algorithme de détection de cibles sous-résolues.

Le chapitre 2 est consacré a la présentation des modeles stationnaires et non stationnaires que
nous proposons pour les fonds. Nous étudierons deux modeéles indirects en particulier puis quelques
modeles directs. Enfin, nous introduirons la définition de modele stationnaire par morceaux. Nous
verrons comment résoudre les problemes liés a cette définition.

Dans le chapitre 3, nous présentons le cadre théorique de la sélection de modeles par un critere
de log-vraisemblance pénalisée. Nous appliquerons ensuite ces outils aux modeles définis dans le
chapitre 2 pour modéliser au mieux les images réelles dont nous disposons. Enfin, nous verrons un
critere alternatif plus rapide a calculer mais pour lequel nous n’avons pas de résultat théorique.

Le chapitre 4 est dédié a la présentation de l'algorithme de détection que nous avons développé.
Nous détaillons tout d’abord les différentes étapes de la construction de la statistique de test. Nous
présentons ensuite les outils d’apprentissage et de classification utilisés lors de 1’étape hors-ligne
de notre démarche. Nous terminons ce chapitre par la présentation des performances de détection
de I’algorithme proposé ainsi qu’une comparaison a un autre algorithme.
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Nous concluons ce manuscrit en dégageant les améliorations apportées par cette méthode ainsi que
les perspectives qu’elle offre.
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Théorie de la détection
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30 CHAPITRE 1. THEORIE DE LA DETECTION

Introduction

Thales Optronique (TOSA) est une société du groupe Thales qui produit, entre autres, des
caméras infra-rouges. Ces caméras peuvent étre utilisées au sol ou embarquées a bord d’avions
ou de bateaux. Elles permettent de récupérer une mesure du rayonnement infrarouge des scenes
observées.

TOSA développe également des algorithmes pour « voir » de possibles menaces présentes dans ces
scenes. Ces algorithmes fonctionnent en plusieurs étapes :

— Détection : l'utilisateur (ou lalgorithme) repere l'objet quand il est encore loin de la

caméra. Cette étape peut aussi étre divisée en plusieurs étapes.

— détection de plots : Tmage par image, I'utilisateur localise un objet (un plot).

— détection de cibles : En prenant en compte 'aspect temporel, plusieurs plots sont iden-
tifiés comme correspondant a la méme cible. A 'inverse, lors ce cette étape, certains
plots sont identifiés comme des fausses détections et I'utilisateur ne s’y intéresse plus.

— Reconnaissance : I'utilisateur est maintenant capable de définir la nature de I’'objet. Est-ce

un oiseau, un hélicoptere, un avion, ... 7

— Identification : dans un contexte militaire par exemple, 'utilisateur est capable de dire si

I’objet est ami ou ennemi.

Ces algorithmes sont basés sur des détections d’anomalie. Les images contenant des cibles sont
considérées comme des « erreurs de comportement » du fond. Cette approche est beaucoup utilisée
en détection [MDC10]. Elle est également utilisée chez TOSA et nous l'appliquerons nous aussi.

Les travaux présentés dans ce manuscrit s’inscrivent dans ’étape de détection de plots, lorsque
I’objet est encore loin de la caméra. Chaque détection va entrainer une étape de reconnaissance puis
d’identification. Ces étapes sont cotiteuses. Il est donc indispensable que le détecteur ne déclenche
pas trop de fausses alarmes, c’est-a-dire qu’il détecte un objet alors qu’il n’y en a pas.

Apres avoir positionné la théorie de la détection dans un cadre plus général de test statistique
([Lé73], [Mic06]), nous verrons quelle est la stratégie qui permet de maitriser au mieux ce nombre
de fausses alarmes. Enfin, nous définirons les outils permettant de mesurer les performances d’un
test de détection.

1.1 Tests et stratégies
Pour une image I, nous souhaitons répondre a la question suivante
Q : Y a-t-il une cible dans 'image I 7

Le probleme de la détection est une application de la notion plus générale de tests statistiques.
Dans la suite, nous allons rappeler quelques définitions liées a la notion de tests avant de voir plus
en détail 'application a la détection.

1.1.1 Rappels sur les tests

Nous disposons d’une observation I pour laquelle nous souhaitons répondre a une question
comme Q par exemple. Pour cette observation I, un test permet de faire un choix entre une
hypothese dite nulle, notée Hy, et une hypothese dite alternative, notée H;. Dans le cas de la
question Q, les deux hypotheses mises en jeu sont les suivantes

Hy (hypothese nulle) : « Absence de cible dans I'image I »
H; (hypothese alternative) : « Présence d’une cible dans I'image I »

Nous appelons test de I’hypothese H contre I’hypothese H; toute fonction 1" qui & une observation
I associe une décision. La fonction T" est donc & valeurs dans 'ensemble {Hy, H1}. Pour simplifier
les écritures, nous supposons que la fonction T est a valeur dans ensemble {0,1} en associant
naturellement la valeur 0 a 'hypothese Hy et la valeur 1 a 'hypothese H;. Finalement, la fonction
T est une indicatrice T' = 1 et pour définir un test T il faut définir I’événement A.
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L’ensemble de toutes les observations possibles est alors séparé en deux zones par le test : la zone
d’acceptation pour les observations I telles que T'(I) = 0 et la zone de rejet si T(I) = 1.

Les deux hypotheses Hy et Hi ne jouent pas des roles symétriques. Le test de Hy contre H;
n’est pas le méme que le test de Hy contre Hy. D’ailleurs, si un test 1" décide Hp, on dit qu’il
accepte I’hypothese Hy. S’il décide Hy, on ne dit pas qu’il accepte I’hypothese H; mais qu'il rejette
I’hypothese Hy. L’hypothese nulle doit étre formulée dans le but d’étre rejetée.

Il peut arriver que nous ne disposions pas d’a priori pour formuler correctement I’hypothese
alternative. Baraud et coauteurs [BHLO3] ont alors proposé de remplacer ’hypotheése alternative
H; par une collection d’hypotheses {Hy ,,, , m € M}. L’hypothese Hy est rejetée si un des tests de
Hy contre H; ,, la rejette.

A partir de la, il existe deux méthodes statistiques assez éloignées pour mettre en place le test de
I’hypothese Hy contre ’hypothese Hj.

Dans une approche modele statistique, nous pouvons supposer que ’'observation I est la réalisation
d’une variable aléatoire X. La connaissance ou ’estimation de la loi du champ X sous chacune des
deux hypotheses permettent de choisir entre les deux hypotheses Hy ou Hi.

Dans une approche apprentissage statistique, le test est envisagé comme une classification. L’image
I appartient soit a la région d’acceptation soit a la région de rejet de 'hypothese Hy. Cette méthode
est tres bien présentée et schématisée dans Uarticle de Theiler [Thel4].

Dans nos travaux, nous avons utilisé la premiere approche. C’est celle employée chez TOSA. Nous
verrons dans la derniere section de ce chapitre que cette méthode permet, en plus, de mesurer les
performances théoriques des tests proposés.

D’un point de vue statistique, nous supposons donc que l'observation I est la réalisation d’une
variable aléatoire que nous noterons X dans la suite du manuscrit. Cette variable aléatoire n’a pas la
méme loi sous chacune des deux hypotheses. C’est justement cette différence de comportement que
le test va essayer de discerner. Nous notons fx (.|Hp) la densité de la variable X sous I'hypothese Hy
et fx(.|H1) sa densité sous 'hypothese Hy. La quantité fx (I|Hy) représente alors la vraisemblance
de Pobservation I sous 'hypothese Hy. La quantité T(X) est elle aussi une variable aléatoire, &
valeurs dans {0, 1}.

Lorsque nous effectuons un test de 'hypothese Hy contre I’hypothése Hi, nous ne savons pas sous
quelle hypothese nous nous trouvons. Quatre cas sont alors possibles.
— Nous sommes dans la situation Hy et le test décide Hy.
— Nous sommes dans la situation H; et le test décide H;.
— Nous sommes dans la situation Hy et le test décide Hy. Dans ce cas, nous parlons d’erreurs
de premiére espéce et on note «, le taux d’erreurs de premiere espece

a = P(T(X) = 1|Hy)

Ce taux correspond a la probabilité de rejeter a tort I'hypothese Hy.
— Nous sommes dans la situation H; et le test décide Hy. Dans ce cas, nous parlons d’erreurs
de seconde espeéce et on note 3, le taux d’erreurs de seconde espéce

B =P(T(X) = 0[H).

Ce taux correspond a la probabilité d’accepter a tort I'hypothese Hy.
Les deux premiers sont des cas de bon fonctionnement du test 7. Dans les deux derniers cas, le
test T' se trompe. Idéalement, nous souhaiterions définir un test 7% qui minimise simultanément
ces deux taux d’erreurs. Cependant, il n’existe pas de lien direct entre les deux taux d’erreurs.
Nous ne pouvons les minimiser simultanément. Nous allons donc devoir faire un compromis entre
ces deux sources d’erreurs.

Nous pouvons alors définir différentes stratégies de tests selon I'importance associée & chacune de
ces erreurs. Dans la suite, nous allons présenter trois stratégies classiques : celle de Bayes, celle du
maximum a posteriori et celle de Neyman-Pearson [Lé73].
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1.1.2 Différentes stratégies

Les deux premieres stratégies présentées vont nécessiter un a priori sur les hypotheses Hy et
H;y. Plus précisément, si nous notons ¢ = P(Hp) et p = P(Hy) = 1 — g, nous avons besoin de
connaitre les valeurs de p et de ¢ pour mettre en place la stratégie de Bayes et celle du maximum
a posteriori.

Dans le cas de la question Q, ¢ représente la probabilité qu’il n’y ait pas de cible dans I'image
I et p la probabilité qu’il y ait une cible dans I'image I.

Stratégie de Bayes

Dans cette stratégie, nous affectons un cotit a chacune des décisions prises par le test. Nous notons
IIj; pour k = 0,1 et [ = 0,1 le colit associé a la situation ou T'(I) décide H; et ou ’hypothese Hy,
est vraie. Il y alors un cout ry associé a la décision Hy et un cout 1 associé a la décision H;.

To = HO()IP(T(I) = O|H0) + HOl]P(T(I) = 1|H0) = Hoo(l - CY) + HOlOZ
r1 = I oP(T(I) =0|Hy) + 11 P(T(I) = 1|Hy) =108 + 11 (1 — 5)

La stratégie de Bayes consiste a minimiser le colit moyen R = qrg + pri. Pour une observation
I, le test de Bayes Tgayes peut s’exprimer de la facon suivante [Lévine]

. pfx(I|Hy) _ Moy —Tlgo .
< —  on décide Hy.
qfx(I|Ho) ~ IIip — Iy 0

. pfx(I|Hy) _ Tloy — Tgp L.
Si —  on décide H;.
afx(I|Ho) =~ Ty — Iy !

Nous pouvons I’écrire sous forme d’indicatrice

TBaycs = ]lfx(lel) a(Ip1 —TTgg)
fx(”HO)/P(HlO 1)

Finalement, le test de Bayes consiste a calculer la quantité %, que nous appelons statis-

tique de test puis a la comparer a un seuil. Nous verrons que toutes les stratégies présentées sont
basées sur ce méme principe.

Stratégie du Maximum A Posteriori
Dans cette stratégie, nous nous intéressons plutét a la loi a posteriori de chacune des hypotheses.
Pour une observation I et une hypothése Hy, la vraisemblance a posteriori est définie par

P(Hy) fx (I|Hy)
qfx(I|Ho) + pfx(I|Hy)

Le test du maximum a posteriori Tyrap décide I’hypothese Hj, qui a la vraisemblance a posteriori
fx(Hg|I) la plus grande. 11 est défini de la fagon suivante

Jx(Hi|I) =

pfx(I|H1) .

Si <1 — on décide Hy.
afx(I|Ho) ~ ’
pr(I|H1) , .

Si >1 — on décide H;.
qfx(I[Ho) =~ '

Sous forme d’indicatrice, nous obtenons

Thvap = ]lfx(I\Hl) a

fx(I\Ho) P

Nous pouvons déja faire une remarque importante. Dans les deux stratégies présentées, la
statistique de test a calculer dans les différents tests est la méme : % Le seuil auquel elle

est comparée n’est pas défini de la méme facon dans chacune des stratégies. Toutefois, si nous
imposons un cott nul pour les deux situations de bon fonctionnement du test, ITpg = ITy; = 0, et
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si nous supposons que les cotits associés aux deux types d’erreurs sont les mémes, Iy, = Iy, alors
les deux stratégies sont identiques.

Ces deux stratégies ont le désavantage de nécessiter un a priori sur les réalisations des hypotheses
Hy et Hi. Au contraire, la stratégie de Neyman-Pearson, présentée ci-dessous, n’utilise aucun a
priori sur les probabilités de réalisation des hypotheses Hy ou H;.

Stratégie de Neyman-Pearson

Pour un test 7T, nous ne pouvons pas minimiser simultanément le taux d’erreurs de premicre
espece, a(T'), et le taux d’erreurs de seconde espece, S(T). Plus précisément, nous verrons dans
le paragraphe 1.3 qu’une volonté de diminuer le taux d’erreur de premiere espece va entrainer
une augmentation du taux d’erreurs de seconde espece. La stratégie de Neyman-Pearson date des
années 1930 et propose de fixer la valeur du taux de premiere espece et de minimiser le taux
d’erreur de seconde espece. Contrairement aux précédentes stratégies qui nécessitent des a priori
sur les probabilités de réalisations des hypotheses Hy et Hyp, ’a priori est ici sur le taux d’erreurs
de premiere espece.

Ainsi, pour un réel donné o* € [0, 1], le test de Neyman-Pearson de niveau a*, noté T p(a*),
est défini comme le test ayant une erreur de seconde espece 3(T') la plus faible possible parmi tous
les test ayant une erreur de premiere espece «(T) égale a a*. Nous pouvons donc le définir de la
fagon suivante

Typ(a®) = argmin B(T).
T, a(T)=a*
La puissance d’un test T est définie par la quantité 1 — B(T"). Son niveau correspond & son taux
d’erreurs de premieére espece a(T'). Avec ce nouveau vocabulaire, nous pouvons dire que le test de
Neyman-Pearson de niveau a* est défini comme le test le plus puissant parmi tous les tests de
niveau a*.

Nous pouvons montrer que le test construit de la fagon suivante

T(a*) =1 xmmy ., o P(?‘(”f{;; > S|H0> =¥

Fx (1) =% x (1]

est le test le plus puissant parmi tous les test de niveau o*. Il s’agit donc du test de Neyman-Pearson
de niveau o*.

®Y _ N fx(I|Hy) _ %
TNp(a ) = ]lﬁigﬂgégz ou ]P)(fx(IHo) > S|H0> =«

Comme pour les stratégies précédentes, la statistique de test % est comparée a un seuil.

Toutefois, dans cette stratégie, le seuil dépend de la loi de la statistique de test sous ’hypothese

Hy. Plus précisément, le seuil s correspond au quantile de niveau 1 — o* de la loi de la variable
Ix(X|H1)

(X[ Sous I'hypothese Ho.

De ces trois stratégies, aucune n’est meilleure que les autres. Tout dépend du cadre dans lequel
nous travaillons. Nous allons voir que la stratégie de Neyman-Pearson est la plus appropriée a nos
travaux de détection.

1.1.3 Dans un cadre de détection

Dans nos travaux, I'objectif principal est de détecter la présence d’une cible dans 'image I.
Nous souhaitons également localiser cette cible dans I'image.

Nous travaillons avec des images I de taille M x M que l'on schématise par des matrices de taille
M x M. Chaque case de ces matrices est constituée d’un pizel. Dans la suite du manuscrit, nous
n’allons plus considérer I comme un élément de M, (R) mais comme un élément de RM* La
matrice de pixels est réarrangée pour former un vecteur de taille M? comme expliqué sur la figure
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1.1. La valeur présente dans le pixel (s, t) se retrouve a la position (s —1)M +¢ du vecteur colonne.
La notation I désignera aussi bien la matrice que le vecteur colonne équivalent. Enfin, puisque
nous souhaitons conserver ’aspect spatial, pour les notations, nous utiliserons la notation I, ; pour
faire référence a Ts—1ym4e-

)

I=[ 1. | e Mu(R) = I=| Iy | € R

FIGURE 1.1 — Transformation de I’observation matricielle en observation vectorielle

La localisation de la cible se traduit par un test portant sur un pixel précis. Pour chaque pixel
(i,4) de 'image I, nous allons tenter de répondre a la question suivante.

Q’ : Y a-t-il une cible dans le pixel (i,7)?

Les deux hypotheses mises en jeu par le test vont alors étre plus locales que celles présentées
avant. Elles deviennent

H_é’j : « Absence de cible dans le pixel (i,7) »
H}7 : « Présence d’'une cible dans le pixel (4,7) »

Avec ce test, nous ne décidons de la présence ou de I’absence d’une cible que dans le pixel (4, ). Bien
que la réponse du test ne concerne que le pixel (7, j), la statistique de test ne sera pas seulement
calculée a partir de la variable X; ; mais sur ’ensemble (ou un sous-ensemble) des pixels de I'image
I. Pour effectuer la détection dans toute 'image I, nous lancerons ce test pour chacun de ses
pixels. . .
Dans la suite, nous fixons un pixel (4, j) et nous noterons Hy ou Hy au lieu de Hy” et Hy”? pour
ne pas surcharger 1’écriture.

Vocabulaire

Pour un test de détection T', nous parlons de fausses alarmes plutot que d’erreurs de premiere
espece et de non détections plutot que d’erreurs de seconde espece. Dans la suite, nous appellerons
probabilité de fausses alarmes le taux d’erreurs de premiere espéce du test T'

pfa(T) = o = P(T(X) = 1|Ho)
et probabilité de détection la puissance du test T
pd(T) = 1 - B = 1 — B(T(X) = 1|Hy) = B(T(X) = 1|H))

Ainsi, le test de Neyman-Pearson de niveau o™ est celui qui a le meilleur taux de détection parmi
tous les tests ayant un taux de fausses alarmes fixé a la valeur o*.

Stratégie retenue

Les caméras produites par TOSA peuvent étre utilisées dans un cadre de veille. Le systeme de
surveillance est autonome et ne dispose pas toujours d’a priori sur la présence ou non d’une cible.
Lorsqu’il en dispose, pour ne pas risquer d’accroitre les erreurs, nous préférons ne pas utiliser ces
informations comme des a priori. Pour ces raisons opérationnelles, les stratégies de Bayes et du
maximum de vraisemblance ne sont pas les plus adaptées.

D’autre part, comme présenté au début de ce chapitre, chaque détection va entrainer une
réaction d’'un utilisateur humain ou d’un systeme d’armes pour obtenir plus d’informations sur
la cible détectée, comme sa nature par exemple. Le nombre de fausses alarmes ne doit donc pas
étre trop élevé. Idéalement, ce nombre devrait étre nul mais cela entrainerait alors un nombre de
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détection également nul. Nous devons donc trouver un compromis acceptable pour l'utilisateur
entre la probabilité de fausses alarmes et la probabilité de détection. En pratique, I'utilisateur
autorise une probabilité de fausses alarmes limite, par exemple cing fausses alarmes par image a
la sortie de I’étape de détection de plots. Ce nombre sera fortement diminué grace a l’étape de
détection de cibles. Nous souhaitons alors avoir la meilleure probabilité de détection pour cette
probabilité de fausses alarmes fixée par l'utilisateur.

Avec ces deux arguments, la stratégie de Neyman-Pearson nous parait donc la stratégie la plus
appropriée pour nos travaux parmi les trois présentées.

Hypotheses sur le fond et les cibles
Dans un cadre de détection, nous souhaitons, pour I'image I, batir un test ayant pour hypothese
nulle

Hy : « Absence de cible dans le pixel (4, ) »

Le fond de ciel vu a traverszune fenétre de taille M x M est modélisé en ’absence de cibles par
un champ gaussien sur RM", noté B, de moyenne mo et de matrice de covariance .

B ~ N(mo, )
Sous 'hypothese Hy, 'image I ne contient que le fond de ciel
Sous Hy, V(k,1) € [1, M])?, I(k,l) = B(k,1).

Puisque nous souhaitons détecter les objets lorsqu’ils sont encore loin de la caméra (a grande
portée), nous avons supposé les cibles ponctuelles. En imagerie, nous les qualifions de subpixel-
liques : leur taille ne dépasse pas un pixel. D’autre part, nous supposons que la contribution de la
cible vient s’ajouter a celle du fond. Les cibles ont donc aussi été supposées additives.

Nous appelons intensité de la cible, que nous notons ¢, la quantité qui vient s’ajouter a la valeur
du fond dans le pixel (4,7) contenant une cible. L’hypothese alternative est alors la suivante

Hy . : « Présence d’une cible d’intensité ¢ > 0 dans le pixel (i, ) »
Sous cette hypotheses, 'image est 1la somme du fond de ciel et de la cible.
Sous Hy ¢, V(k,1) € [1, M]?, I(k,l) = B(k,l) + cd; ;.

olt §; ; est un vecteur de taille M? avec un 1 & la position correspondant au pixel (i,7) et des 0
partout ailleurs.

1.2 Test du rapport de vraisemblance pour la détection

Dans cette partie, nous allons présenter plus en détail la théorie de Neyman-Pearson ainsi que
la construction du test associé.

Nous disposons d’un échantillon I = (I, ..., I,,) de n images réelles que nous supposons étre des
réalisations indépendantes d’'un champ gaussien noté X. Pour un niveau a*, le test de Neyman-
Pearson est défini de la fagon suivante

. fx(I|Hy) )
Typ(a™) =1 ou Pl &&=—"—= > s|Hy | = o®.
wp(e”) = L, (fX(I|Ho) [Ho

1.2.1 Expression du test du rapport de vraisemblance

La statistique de test utilisée dans le test de Neyman-Pearson est le rapport des vraisemblances
de I’échantillon I = (14, ..., I,) sous chacune des hypotheses Hy et Hy. Pour cette raison, il est aussi
appelé Test du Rapport de Vraisemblance. Il a été utilisé par Vasquez [Vasll] et Genin [Genl3|
lors de leurs travaux sur la détection. Scharf et Firendlander [SF94] 'ont également étudié. Nous
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le noterons TRV dans la suite du manuscrit. Nous notons également A(L, 4, j) la statistique de test
associée

fx(Iy, ..., In|Hy)
fx(Iy, ..., I,|Ho)
Puisque les observations (11, ..., I,,) sont des réalisations indépendantes de la méme variable

aléatoire X, la vraisemblance de ’échantillon sous chacune des hypotheses est le produit de la
vraisemblance de chacune des réalisations (I, ..., I,,).

ol _ el h)
fx(I1, ..., I,|Ho)

A(Li,j) =

AL, j) =

Pour calculer cette statistique, nous avons alors besoin de connaitre la loi du champ X sous
chacune des deux hypotheses.

Hypothese H
Sous I’hypothese Hy, il n’y a pas de cible et les observations ne contiennent que du fond de ciel.
La loi du champ X est donc la méme que celle du champ B

Hy: X ~ N(mo, )

Sa densité est fx(X|H) = ——z— exp ( - (X —mo)X7H(X — mo)).
(27) 7% det(5)2
La vraisemblance de ’échantillon est alors

1
TR )y pp— exp <_
(2m) 2 det(X)2

Z Iy — mo)X (I, — mo)).
k=1

DO =

Hypothese H;

Sous 'hypothese Hy, il faut prendre en compte la présence de la cible au pixel (4, 7). Nous avons
supposé les cibles subpixelliques et additives. L’ajout d’une cible d’intensité ¢ dans le pixel (7, j) ne
va donc modifier la valeur de I'image qu’au niveau du pixel (7, j). Ainsi, pour une cible d’intensité
¢ présente dans le pixel (i, ), le modele suivi par le champ X devient alors

Hl,c X ~ N(mo + C(Si,j, E)

olt §; ; est un vecteur de taille M? avec un 1 & la position correspondant au pixel (i,7) et des 0
partout ailleurs.
La densité de I’échantillon est alors

2 Y(I, — mo — céi’j)E_l(Ik — mo — C5z‘,j)>~
k=1

N | =

1
Iy, oo I Hy) = ——— exp <_
(2m) 2 det(X)2

Nous pouvons maintenant construire la statistique de test du rapport de vraisemblance pour
une intensité c.

o fxU e L|HY) i w1 % ne?ys oo
A(Lz’j)_fX(Il,...,ln\Ho)_eXp c'd; ;2 ,gl(jk mo) 5 0; ;570

Détermination du seuil de détection

Cette quantité doit ensuite étre comparée a un seuil. Si elle dépasse le seuil, on rejette I’hypothese
Hy. Sinon, on 'accepte. Pour un niveau a*, ce seuil est défini comme le quantile de niveau 1 — o*
de la loi de la variable A(L, 4, j) sous I'hypotheése Hy. Nous avons besoin de connaitre la loi de cette
statistique de test sous ’hypothese Hy.

Puisque la fonction = — exp(cz — ”Tcztéi, ;2718; ;) est strictement croissante, nous allons seule-
n
ment nous intéresser & la loi de la variable ', ;X" 1( Y (I — mo)). Il est important de noter que
k=1
cela n’est vrai que parce que nous avons supposé 'intensité de la cible ¢ positive.
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Sous I’hypothese Hy,
Vke[1,n], Ix ~ N(mo,X)

n

(I —mo) ~ N(0,nX%)

téi’jE_l < Z (Ik — m0)> ~ N(O, ntéi’jE_l(Si,j)

! ~ N(0,1)

Finalement, pour un niveau a* € [0, 1], si g,* est le quantile de niveau 1 — a* de la loi normale
centrée réduite N(0,1), le test est défini de la fagon suivante

t5i,j21( S (I - mO))

o . KT s k=1
Tvp(@®) =1a@ig»s o0 AlLJ) = V/nt0; 57105

Une remarque importante a faire est que ce test ne dépend finalement pas de l'intensité ¢ de la
cible que I'on veut détecter lorsque celle-ci est connue. Une autre remarque importante a faire est
que ceci est dlt & 'hypotheése gaussienne émise pour le champ X. Pour une autre loi (un mélange
de lois gaussiennes par exemple), nous n’aboutirions pas aux mémes conclusions.

et s = qox.

1.2.2 Test du rapport de vraisemblance généralisé

Dans la partie précédente, nous avons vu comment construire le test du rapport de vraisem-
blance lorsque tous les parametres du modele sont connus. Dans cette partie, nous allons voir
comment se modifie ce test lorsque certains ou tous les parametres sont inconnus [Kel86]. Nous
parlons alors du Test du Rapport de Vraisemblance Généralisé. Il est noté TRVG.

Intensité de la cible inconnue

Lorsque l'intensité de la cible est inconnue, nous devons 'estimer avant de pouvoir construire le
test. Nous I'estimons par maximum de vraisemblance, ce qui nous conduit a utiliser le test du
rapport de vraisemblance généralisé défini par

- s
Jo(I1,.... 1) foll, ..., I,) i,

ol Cpumy est estimateur du maximum de vraisemblance de 'intensité de la cible. Nous avons une
formule exacte pour cet estimateur.
Puisque la fonction =z —

max il b€ f (1 L @) Hy

1

nM2

——————exp(—x) est strictement décroissante, le maximum
(2m) ™5 det()

wf3

n
de la vraisemblance est aussi le minimisateur de la fonction ¢ +— Y (I, — mo — ¢&; ;)X (1), —
k=1
mo —cd; ;). En cherchant un annulateur de la dérivée de cette fonction, nous obtenons une formule

exacte pour cet estimateur

t5i,j21< > (I — m0)>

k=1

cEMV = ntéi,jE—léimj
La vraisemblance devient alors
n 2
1 Lo [t&,jz—l (kZl(Ik - mo))]
h,Cemv) = - ~ eXp<— t(Ik—mO)Zil(Ik—mo)—k S >
(21) "% det(X) % 2 ,;1 21, % 10;,
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Finalement, la statistique de test est la suivante

[tf;i,jzl[ S (I - mO))]Q

k=1 >
277}51'7]'27161‘7]‘

. filly, . In, CEMV)
A(L i, j) = -
( ’27.7) fO(Ilv"'aln) P

Cette quantité doit étre comparée a un seuil qui dépend de la loi de cette variable sous I’hypothese
Hy. Toujours par croissance de la fonction z + exp(%), nous ne nous intéressons qu’a la variable

n 2
)
téi,jZ—l(Sm '

Sous I’hypothese Hy,
t5i7j271 ( Z I, —mo > ~ N(O,ntéwE*l(Si,j)
-

6527 (zk_mo))

m ~ N(0,1)

ntdi ;5104

Finalement, pour un niveau a* € [0, 1], si gc,* est le quantile de niveau 1—a* de la loi du Chi-deux
a un degré de liberté x2(1), le test est défini de la fagon suivante

o2 ()]

n'6i ;5104

Tnp(a®) = Lxgij=s OO A(I, i,j) = et s = qcyx.

Tous les parametres inconnus

Cette fois-ci, tous les parametres sont inconnus. Lorsque nous avons acces & plusieurs images sous
les hypotheses Ho’j ou H 1” , nous pouvons les estimer par maximum de vraisemblance [MRGS85].
Le test est alors le suivant

max L,....I,,mo,% c — & A
mo,Z,c>0f1( Lo S B ) fl(Il,...,In,m017217cl) Péo
= — & > S
Irnnéa:%fo(fl,...,fn,mo,z) fO(Ily--wInymOOaEO) Hy

ou (mMo1,X1,¢;) sont les estimateurs par maximum de vraisemblance des parameétres sous 1’hy-

potheése Hp et (moy, io) ceux sous l'hypothese Hy. En utilisant les dérivées des vraisemblances
sous chacune des hypotheses, nous obtenons les deux systémes suivants

n
moy = = Y, I

Hi - k=1
0 - ~ n
Yo = % N (I, — mog) (I — mog)
k=1
85T ( i (Ik—ﬂ/ﬁl)>

~ k=1

01 ntéi,jf]l_léij
Hi:q mo =L Y (I~ @16,y)

k=1
~ n
¥ = % > "Iy —moy — ¢10;,;)(Iy — Moy — ¢10; 5)
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t fl(h,u»y[mr/ﬂ\ob,iiﬁl)

) N\ .
oL 0y o) sous I'hypothese Hy pour pouvoir

Il faut ensuite connaitre la loi du rappor

choisir le seuil s.

Plusieurs remarques sont alors a faire pour replacer la théorie de Neyman-Pearson dans notre cadre
de travail. Tout d’abord, nous ne travaillons qu’avec une seule image I, c’est-a-dire que n = 1.

Cela a pour conséquence, par exemple, que mog = I et que Xy = 0. D’autre part, la loi de cette

s Iy Ly 301,50 ,8 .
statistique fLULeefnMOLELE) 1ragt pag connue sous Uhypothese Hy et nous ne pouvons donc pas
f0(11)~~71n7m00720)

choisir le seuil s comme un de ces quantiles.

Dans la suite, nous n’appliquerons donc pas directement le test du rapport de vraisemblance
généralisé. En revanche, la théorie de Neyman-Pearson va nous servir d’heuristique pour construire
un test de détection. Nous allons définir une statistique de test A(I,4,7) plus simple que celle
proposée par le test de vraisemblance généralisé. Nous ne connaitrons pas non plus sa loi sous
I'hypothese Hy mais nous ’apprendrons. Nous présenterons dans le chapitre 4 la statistique du
test A(I,4,7) que nous avons utilisée ainsi que les méthodes d’apprentissage mises en ceuvre.

1.3 Mesures des performances d’un test de détection

Supposons maintenant que nous ayons construit un test de détection 7'. Pour une observation I,
nous notons A(7, 1, ) la statistique de test et s le seuil auquel elle sera comparée. Si A(1,1,j) < s,
on accepte 'hypothese Hy. Sinon, on la rejette.

Hy
A(L,i,5) S s.

H;

Nous allons présenter plusieurs grandeurs utilisées dans un cadre de détection pour évaluer
les performances de notre détecteur T'. Ces grandeurs théoriques nécessitent pour leur calcul de
connaitre par exemple des lois statistiques, qui sont justement inconnues dans nos applications.
Nous verrons, par la suite, comment les estimer. Ces grandeurs empiriques, mesurées sur notre
détecteur T, permettront dans le chapitre 4 de le positionner vis-a-vis d’autres détecteurs déja
présents chez TOSA.

1.3.1 Probabilité de fausses alarmes

Nous avons vu que, pour répondre aux demandes de I'utilisateur, nous souhaitions construire un
détecteur qui respecte la probabilité de fausses alarmes fixée par 1'utilisateur. Le premiere grandeur
caractéristique de notre détecteur est donc sa probabilité de fausses alarmes.

La probabilité de fausses alarmes, notée pfa dans la suite, est définie comme la probabilité que
le test décide de rejeter 'hypothese Hy alors que 'hypothese Hj est vraie. Si X est une variable
aléatoire dont I'observation I est une réalisation,

pfa(T, 5) = B(A(X) > s|Ho) = [ folt)dt = 1 - Fos)

S

ol fy est la densité de la variable A(X) sous 'hypothese Hy et Fy sa fonction de répartition.

Il est important de noter que cette quantité est un parametre intrinseque du test et ne dépend
pas de I'observation I mais seulement de la loi de la statistique de test A(X) sous 'hypothese H
et du seuil s.

La fonction Fy est croissante en tant que fonction de répartition. Ainsi, lorsque le seuil s
diminue, la probabilité de fausses alarmes augmente.

Dans le cadre de nos travaux, nous souhaitons imposer a cette grandeur la valeur consigne a*
décidée par I'utilisateur.

pfa(T,s) = 1 — Fy(s) = a™.
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Cette contrainte impose alors la valeur du seuil s a utiliser lors du test
s=Fy (1 —a%).

Les tests ainsi construits sont dits & tauz de fausses alarmes constants et notés TFAC [BF92]. C’est
le cas du test de Neyman-Pearson de niveau o*, T p(a*), décrit précédemment.

1.3.2 Probabilité de détection

L’objectif principal d’un test de détection étant de détecter des cibles de différentes intensités,
une des grandeurs caractéristiques d’un test est sa probabilité de détection.

La probabilité de détection, notée pd dans la suite du manuscrit, est définie comme la probabilité
que le test décide de rejeter I’hypothese Hy quand Hj est fausse. Elle dépend de l'intensité de la
cible que I'on souhaite détecter.

pd(T,s,c) = P(A(X) > s|H;) = ’ fie(t)dt =1 —Fy c(s)

S

ou fi,. est la densité de la variable A(X) sous 'hypothese Hy . pour une cible d’intensité c et F7 .
sa fonction de répartition.

La encore, il est a remarquer que cette quantité est un parametre intrinseque au test et ne
dépend que de la loi de la statistique de test A(X) sous 'hypothese Hy . et du seuil s. La figure 1.2
permet de visualiser graphiquement les probabilités de fausses alarmes et de détection associées a
un seuil s. Puisque nous avons supposé les cibles additives, la densité sous ’hypothese H; . pour
une intensité ¢ est une translation de la densité sous I’hypothese Hy.

Jo(A(x)) ‘fl‘c(‘fh(x))

\\pfa(T\ 5) | j

K . L /

s

FIGURE 1.2 — Loi de la statistique de test sous chacune des hypotheses

Lorsque le seuil s est fixé, la quantité pd(7T,s,c) est croissante avec ¢ : si Uintensité de la cible
augmente, sa probabilité de détection aussi. A l'inverse, lorsque l'intensité ¢ de la cible est fixée,
la quantité pd(T), s, c) est décroissante avec s : si le seuil augmente, la cible d’intensité ¢ a une
probabilité plus faible d’étre détectée.

Si pd(T, s, c) =0, les cibles d’intensité ¢ ne seront pas détectées par le test T. Cela signifie que
le seuil s est trop élevé. Pour détecter des cibles d’intensité ¢ avec une probabilité de détection
valant pd, il faudra alors abaisser le seuil

s = Fy (1 —pd)

Cette diminution du seuil va entrainer une augmentation de la probabilité de fausses alarmes. Nous
voyons alors qu’il n’est pas possible de régler le seuil s pour obtenir une probabilité de détection de
1 ainsi qu’une probabilité de fausses alarmes de 0. Il faudra réaliser un compromis entre ces deux
grandeurs. La notion suivante va justement permettre de visualiser ce compromis.
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1.3.3 Courbes COR

Lorsque la fonction Fy est inversible, nous pouvons lier la probabilité de détection a la proba-
bilité de fausses alarmes par l'intermédiaire du seuil s. Pour une intensité ¢, nous obtenons

pd(T,c) =1—Fi. <F01(1 — pfa(T)))

Courbes COR a intensité fixée

Pour une intensité c fixée, la courbe ainsi obtenue en tracant la probabilité de détection en fonction
de la probabilité de fausses alarmes est appelée courbe COR du test 7' ( COR pour Caractéristique
Opérationnelle de Réception). Il y a une courbe COR pour chaque intensité. La figure 1.3 issue du
manuscrit de Genin [Genl3] présente la forme générale d’une courbe COR.

1
06|

=
o
04

02

1]

FI1GURE 1.3 — Exemple de courbe COR & intensité fixée

Plusieurs remarques sont a faire sur les courbes COR :
— toutes les courbes commencent par le point (0,0), qui correspond en pratique & un seuil s
qui tend vers 4+00. Il n’y a alors aucune fausse alarme mais aussi aucune détection.
— toutes les courbes finissent au point (1,1), qui correspond & un seuil s qui tend vers —oo. La
probabilité de détection vaut alors 1 mais la probabilité de fausses alarmes aussi.
— ces courbes sont croissantes. Fn effet, si la probabilité de fausses alarmes augmente alors le
seuil diminue. Ainsi, le taux de détection augmente.

Chaque point de la courbe est obtenu pour un seuil particulier et correspond & un couple (pfa,pd)
atteignable par le test de détection. Le test 7" ne pourra jamais atteindre un couple (pfa,pd)
qui n’est pas sur la courbe (comme le couple (0,1) par exemple). Nous voyons alors que pour
augmenter la probabilité de détection, 'utilisateur devra étre prét a augmenter la probabilité de
fausses alarmes également.

Lorsque 'on veut comparer les performances de deux tests, nous pouvons comparer leur courbe
COR pour différentes valeurs de 'intensité des cibles. Celui dont la courbe COR est supérieure
a de meilleures performances de détection. La figure 1.4 issue du manuscrit de these de Vasquez
[Vas11] donne un exemple d’une telle comparaison.

Si I'utilisateur souhaite atteindre une probabilité de détection de 0.8 (segment horizontal rouge),
il devra accepter une probabilité de fausses alarmes de presque 0.01 avec le test en trait plein et
une probabilité de fausses alarmes de 0.4 avec le test en trait pointillés. De méme, si I'utilisateur
souhaite imposer une probabilité de fausses alarmes de 0.001 (segment vertical bleu), il devra se
contenter d’une probabilité de détection inférieur a 0.01 avec le test en trait pointillé et pourra
atteindre une probabilité de détection supérieure a 0.5 avec le test en trait plein. Le test en trait
plein a donc de meilleures performances que celui en trait pointillé.

Si les courbes se coupent, nous pourrons simplement dire que tel test est meilleur que tel autre
pour une probabilité de fausses alarmes fixée et pas qu’il est meilleur pour toutes les probabilités
de fausses alarmes.
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FIGURE 1.4 — Comparaison des courbes COR de deux tests

Le test le plus simple (le plus naif) consiste & choisir au hasard entre les deux hypotheses. Pour
ce test, les lois sous les deux hypotheses sont les mémes. Ainsi, pd(T)=pfa(T). La courbe COR
de ce test est donc l'identité. Un test que 1'on espere plus élaboré devra donc avoir une courbe
COR au-dessus de l'identité. Sinon, il serait plus performant de choisir au hasard entre les deux
hypotheses.

Courbes COR a pfa fixée

Dans le cadre de nos travaux, nous souhaitons travailler avec des tests TFAC, c¢’est-a-dire des tests
a probabilité de fausses alarmes constante. Il peut étre intéressant de tracer, pour une probabilité
de fausses alarmes fixée, I’évolution de la probabilité de détection en fonction de l'intensité de la
cible. Pour une probabilité de fausses alarmes fixée, pfa=10"* par exemple, le seuil correspondant
est spfa = Fyy (1 — pfa). La courbe qui nous intéresse est la suivante

pd(c) =1 — F1 c(Spra)

La figure 1.5 issue du manuscrit de thése de Vasquez [Vas11] donne un exemple d’une telle courbe
pour une probabilité de fausses alarmes fixée & 107%. Cette courbe permet de lire la probabilité
de détection que I'on peut atteindre pour différentes intensités lorsque la probabilité de fausses
alarmes est fixée par 'utilisateur. Par exemple, pour une cible d’intensité ¢ = 8, le détecteur en
trait plein atteint une probabilité de détection de presque 0.9.

I
0.9
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0.7
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0.5
0.4
0.3
02
0.1

0 z=p——"1 L L L
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- Detecteur spatio—temporel ——|
Detecteur spatial
L h 1 .

FIGURE 1.5 — Exemple de courbe COR & pfa fixée & 10~%

Cette courbe permet aussi de mesurer quantitativement les différences entre deux algorithmes.
Par exemple, nous lisons sur ce graphique de la figure 1.5 qu’au point de fonctionnement (pfa=107%,
pd=0.5), le détecteur en trait plein détecte une cible & partir d’une intensité ¢ = 4 alors que pour
le détecteur en trait pointillé, il faut une cible d’intensité au moins ¢ = 10. Le détecteur en trait
plein est donc plus performant a ce point de fonctionnement.

1.3.4 Estimation des grandeurs

Dans nos travaux, nous avons utilisé des images réelles de TOSA. Ces images sont enregistrées
lors de campagnes d’acquisition. Il n’y a pas toujours de champ spatial X sous-jacent ou, lorsqu’il
y en a un, nous ne connaissons pas sa loi.
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Or, les trois grandeurs présentées dans le paragraphe précédent se calculent a partir de la loi
du champ X sous chacune des hypotheses Hy ou Hy. Dans les applications, nous allons donc avoir
besoin d’estimer ces grandeurs pour mesurer les performances de notre test 7.

Taille nécessaire de ’échantillon
Nous allons, dans un cadre plus général d’estimation de proportion, donner une formule permettant
de connaitre la taille de I’échantillon nécessaire a une bonne estimation.

Soit p la probabilité d’apparition d’un phénomene. Sur un échantillon de taille IV, nous calculons
f la fréquence d’apparition de ce phénomene. Si N > 30, Np > 5 et Np(1—p) = 5, Papproximation
de la loi binomiale par la loi gaussienne nous permet d’obtenir un intervalle de confiance de risque
r pour la grandeur f

1- 1-
P@_%MNﬁﬂ<f<p+%p%vm>:T

ou ¢, est le quantile de niveau 1 — r de la loi gaussienne centrée réduite. Pour que f soit une
estimation de p avec une précision e et un risque r, il faut alors que la taille de 1’échantillon vérifie
la condition

p(1—p) gp(1—p)
dr N €:>N>7€2 .

/N

Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre 4 lorsque nous aurons besoin de batir un échantillon
de test.

Taux de fausses alarmes

Puisque nous ne connaissons pas la densité fy du champ X sous 'hypothese Hj, nous ne pouvons
pas calculer la probabilité de fausses alarmes du test 1. Nous ne pouvons que l’estimer empiri-
quement & partir des observations. Si nous avons acces & un échantillon (I3, ..., I,,) d’images réelles
ne contenant pas de cibles, nous définissons la probabilité de fausses alarmes empirique de
I’échantillon par

—~ 1
pfa,(I,T,s) = E#{l <k<n|A(lg,i,j) > s}.

C’est la proportion d’images de I’échantillon pour lesquelles le test a décidé de rejeter I’hypothese
Hj bien que Hj soit vraie.

Lorsque n = 1, c’est-a-dire lorsqu’on ne travaille qu’avec une seule image, cette probabilité
empirique vaut alors soit 0 soit 1. Nous souhaitons pouvoir atteindre des probabilités comprises
entre 107° et 10~%. Nous allons donc en donner une autre définition pour n = 1. Au lieu d’avoir
acces a un échantillon (I, ..., I,,) pour lesquels on ne teste que le pixel (i, 7), nous allons tester tous
les pixels de I'image I. Pour une image I de taille M x M, sa probabilité de fausses alarmes est
défini comme la proportion de pixels pour lequel le test a décidé de rejeter I'hypothese H.

—~ 1
pfa, (I,T,s) = W#{l <k IS M| ALK > s}.

Contrairement a la probabilité de fausses alarmes théorique, la version empirique dépend de I'image
sur laquelle elle est calculée. Nous parlerons alors du taux de fausses alarmes de 'image I plutot
que de sa probabilité de fausses alarmes.

Pour un test 7" TFAC, nous souhaitons que le taux de fausses alarmes de chaque image soit proche
de la probabilité de fausses alarmes consigne imposée par l'utilisateur. Un graphique que nous
utiliserons plusieurs fois dans le chapitre 4 sera donc celui du taux de fausses alarmes d’une image
en fonction de la probabilité de fausses alarmes consigne de 'utilisateur. Nous vérifierons que cette
courbe soit proche de 'identité. Un exemple en est donnée a la figure 1.6.
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pfa empirique

pfa théerique B

FIGURE 1.6 — Tracé du taux de fausses alarmes en fonction de la probabilité de fausses alarmes

Taux de détection

De méme, lorsque la densité f; du champ X sous 'hypothese H; est inconnue, nous pouvons seule-
ment estimer empiriquement la probabilité de détection a partir des données. Pour une intensité
de la cible ¢, soit (I 1, ..., Icn) un échantillon contenant une cible d’intensité c au pixel (4, 7).
Le taux de détection pour une intensité ¢ de I’échantillon I est défini par

o~

1
pd, (I, T,s,¢) = —#{l Sk <n|A(leki,j) > s}
n

C’est la proportion d’images de I’échantillon pour lesquelles le test a décidé de rejeter I'hypothese
Hy lorsque Hj était fausse. C’est, la-aussi, un estimateur sans biais de pd(7), c).

Lorsque n = 1, c’est-a-dire lorsqu’on ne travaille qu’avec une seule image I, ce taux ne prend
lui aussi que deux valeurs : 0 ou 1. Nous allons alors utiliser I'image I pour fabriquer un échantillon
d’images (J1, ..., Jyr2) contenant chacune une cible d’intensité c.

Nous avons supposé les cibles subpixelliques et additives. La contribution de la cible n’est donc
visible que dans le pixel ou elle est ajoutée. Soit I une image ne contenant pas de cibles. Pour
(k,1) € [[1, M]?, si nous notons Jx; 'image obtenue apres I'ajout d’une cible d’intensité ¢ dans le
pixel (k,1), elle est donc définie de la fagon suivante

V(u,v) # (k1) Jra(u,v) = I(s,t),
{ Jia(k, 1) = 1(k,1) ilc; (1.1)

En incrustant dans chacun des pixels de I'image I une cible d’intensité ¢, nous obtenons un
échantillon (Ji, ..., Jys2) utile pour estimer la probabilité de détection du test 7' pour une intensité
c. Pour I'image Jj, ;, nous testons le pixel (k,1).

o~

1
pd,(I,T,c,s) = W#{l <k IS M| A(Jky, k1) > s}.

Modeéle pour les cibles

Le modele subpixellique et additif supposé pour les cibles est tres, méme trop, simple. D’autres
modeles ont été envisagés dans la littérature. La cible, méme en étant supposée plus petite qu’'un
pixel, est rarement comprise dans un seul pixel. Elle est plutot contenue dans plusieurs pixels.
La figure 1.7 présente différents modeles rencontrés dans la littérature pour des cibles de taille
inférieure a un pixel.

0]07]0 0]07]0 0[]0
UIERE: 0lg10 A EEE:
0[0]o0 0[2]0 0510

FI1GURE 1.7 — Exemples de signatures de cibles

Ces différents modeles sont plus réalistes pour les cibles que les algorithmes de TOSA cherche
a détecter. Nous avons toutefois utilisé dans nos expériences le modele subpixellique et additif.
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Les performances que nous obtiendrons seront donc un peu optimistes. Pour se confronter a la
réalité, nous appliquerons dans le chapitre 4 notre détecteur sur des cibles réelles, c’est-a-dire déja
présentes dans les images réelles de TOSA.

Courbes COR

Maintenant que nous savons estimer les probabilités de fausses alarmes et de détection pour un

test T, nous allons pouvoir tracer des courbes COR empiriques pour chaque intensité ¢ de la cible.
En réalité, ce n’est pas simplement l'intensité de la cible qui indique si elle est difficile a détecter

ou non. C’est surtout son contraste vis-a-vis du fond. Nous définissons une grandeur que nous

appelons rapport signal sur bruit, notée RSB dans la suite du manuscrit, et qui va mesurer le

contraste de la cible vis-a-vis du fond.

C

RSB(e,i,j) = =
04,5
ol 0; ; est la variance empirique du fond estimée sur une fenétre de taille 11 x 11 autour du pixel
(i,7). Nous reviendrons sur cette grandeur dans le chapitre 4.
Finalement, plutot que de tracer des courbes COR pour une intensité fixée, nous allons tracer
des courbes COR pour un rapport signal sur bruit fixé.

Nous disposons d’une image réelle I ne contenant pas de cibles. Pour chaque pixel (k,[) de cette
image, nous calculons la statistique de test associé au test T : A([,1,1),....,A(I, M, M). Nous
pouvons alors calculer le taux de fausses alarmes associé a cette image pour un seuil s

pfa, (I, T, s) = lyq <k 1< M|ALKID > s}.
n

Nous souhaitons ensuite calculer le taux de détection de cette image pour un rapport signal bruit
r fixé. Nous fabriquons comme précédemment, & partir de 'image I, un échantillon (Ji 1, ..., Jar,ar)
de M? images contenant chacune une cible pour laquelle la valeur du rapport signal sur bruit vaut
r. Nous pouvons alors calculer le taux de détection de cette image pour un rapport signal sur bruit
r et un seuil s

o~

1
pd, (I, T,r,s) = W#{l <k U< M| ATk, k1) > s}.

En faisant varier la valeur du seuil s, nous obtenons alors différents couples (p/f\al(I ,T,5),
[/)al(l ,T,r,s)) qui correspondent & des points de fonctionnement du détecteur 7. En tracant ces
différents couples, nous obtenons ainsi une courbe COR empirique associée a la valeur r du rapport
signal sur bruit. La figure 1.8 présente deux exemples de courbes COR empiriques pour le méme
détecteur T mais pour des rapports signal sur bruit différents.

o8 0&

o7 4 07

06 1 06 *

05 1 05 *

04 1 04

03 4 03

02 1 02

a1 q 01
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F1GURE 1.8 — Exemples de courbes COR empiriques pour différents rapports signal sur bruit

Les courbes COR empiriques ont bien le méme aspect que la courbe COR théorique présentée sur
la figure 1.3. Celle en bleu correspond a un rapport signal sur bruit de 3 tandis que celle en rouge,
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a un rapport signal sur bruit de 10. Le détecteur est plus performant pour les cibles ayant un
rapport signal sur bruit plus élevé, ce qui est le comportement attendu.

Nous pouvons aussi tracer la courbe COR a probabilité de fausses alarmes fixée. Cette courbe
empirique représente le taux de détection d’un échantillon I en fonction du rapport signal sur bruit
que l'on cherche a détecter. Un exemple est présentée sur la figure 1.9.

Comme expliqué précédemment, cette courbe va permettre de mesurer un gain de détection en
terme de rapport signal sur bruit lorsque nous comparerons deux algorithmes.

Il est important de se rappeler que toutes ces courbes ont été obtenues a partir de 'image I. Ce
sont des estimations des courbes COR théoriques et elles dépendent donc de 'image I sur laquelle
elles ont été calculées.

Pour comparer les performances de deux algorithmes, nous allons utiliser les courbes COR em-
piriques obtenues par la méthode présentée ci-dessus. Nous ne pourrons comparer leurs courbes
COR que si elles ont été obtenues a partir de la méme image I. Les lectures des performances sur
les courbes empiriques se feront comme expliqué au paragraphe 1.3.3.

pfa=0.0001
07

06

05

0.4

0.3

02

01

F1GURE 1.9 — Courbe COR pour une probabilité de fausses alarmes fixée

1.3.5 Echantillon d’images réelles

Les performances présentées au-dessus vont étre mesurées sur différents échantillons d’images
réelles fournies par TOSA. Ces images sont toutes des images infrarouges de taille 640 x 416.
La grande majorité ne contient pas de cibles. Quand des cibles sont présentes, nous parlons de
cibles d’opportunités. Elles ont été labellisées par TOSA et nous pouvons ainsi faire tourner notre
détecteur sur des cibles réelles. Les images ne contenant pas de cibles d’opportunités serviront a
estimer les courbes COR empiriques.

La figure 4.8 représente quelques images réelles fournies par TOSA. Nous remarquons qu’elles
sont de plusieurs natures : ciel bleu, nuages épais, nuages directionnels, ...

Ceci nous permettra de mesurer les performances de plusieurs détecteurs sur différents « types
de fond ».
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FI1GURE 1.10 — Exemples d’images réelles de TOSA
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la stratégie de Neyman-Pearson. Cette stratégie a servi
d’heuristique au développement du détecteur que nous proposons au chapitre 4.

Nous avons également proposé des grandeurs permettant de mesurer les performances d’un test
de détection. Tous ces outils seront réutilisés dans le chapitre 4 lorsque nous comparerons notre
détecteur a l'existant chez TOSA.

Pour mettre en place un test de détection, nous avons vu qu’il était tres important de connaitre
le comportement des images réelles en absence et en présence de cibles. Puisque les cibles sont
supposées additives, le comportement en présence de cibles se déduit de celui en absence de cibles.
Dans le prochain chapitre, nous allons étudier le comportement des images en ’absence de cibles.
Pour cela, nous allons définir plusieurs modeles statistiques qui permettront de les caractériser au
mieux.
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Introduction

Le but principal de nos travaux est de proposer un algorithme de détection de cibles sous
résolues dans des images de ciel. La connaissance (ou au moins l'estimation) d’un modele pour
représenter les images est indispensable a la mise en place d’'un tel algorithme. Des expériences
numériques ont montré qu’en ’absence de cibles, les images infra-rouges pouvaient étre localement
modélisées par des champs gaussiens stationnaires.

Nous allons, dans ce chapitre, présenter les modeles que nous avons choisi d’utiliser.

Nous observons une image I de taille M x M. Cette image est vue comme la réalisation d’un champ
gaussien spatial X = (X, ;,7 € [1,M],j € [1,M]) de densité f devant la mesure de Lebesgue sur
[1, M]? inconnues. Nous souhaitons estimer la densité f du champ X.

Comme dans le chapitre précédent, nous n’allons plus considérer I comme un élément de M, (R)
mais comme un élément de RM”. Nous allons de méme supposer que le champ X est un cham
gaussien sur RM ®. Sa loi est donc entierement caractérisée par un vecteur de moyenne mo € RM
et sa matrice de covariance ¥ € M ;2(R).

Pour les notations, nous continuerons a utiliser la notation X; ; méme s’il s’agit en réalité de

la variable réelle X(;_1)pr4;. De méme, pour une matrice A de taille M? x M?, nous noterons
A((7,7), (k, 1)) au lieu de A((i — 1)M + j, (k — 1)M +1).

2.1 Premieres modélisations

2.1.1 Estimation du vecteur moyenne

Selon la nature de 'image I, plusieurs hypotheses ont été proposées pour modéliser le vecteur
mo. Par exemple, lorsque I est une image ne contenant que du ciel bleu, Vasquez [Vasl1] a proposé
de modéliser le champ X par la somme d’un plan et d’un bruit blanc gaussien.

Y(i,5) e [1, M]?, mo;; = ai+bj + ¢

E ~ N(0,1d) (2.1)

X =mo + ¢E ou {

Plus précisément, elle a supposé que cette hypothese « plan + bruit blanc » était vraie localement.
Pour tout pixel (7, j), il existe une zone €,.(; j), centrée en (i, j), telle que sur cette zone, le modele
« plan+bruit blanc » soit vérifié.

Les parametres a, b, ¢ et ¢ sont estimés sur chacune des zones par maximisation de la vrai-
semblance. La figure 2.1a présente une image réelle de ciel bleu. La figure 2.1b présente le vecteur
moyenne obtenu lorsqu’il est estimé localement par une fonction linéaire des coordonnées. L’histo-
gramme de la figure 2.1c et la corrélation empirique de la figure 2.1d sont ceux du résidu E obtenu
comme différence entre I'image I et le vecteur moyenne estimé mo.

Nous voyons que pour ce type d’images, le modele proposé par Vasquez est tout a fait adapté.
Les résidus ont une corrélation proche de l'identité et leur histogramme est bien celui d'un champ
gaussien. Essayons maintenant ce modele sur une image réelle contenant a la fois du ciel bleu et
des nuages.

Les résultats sont présentés par la figure 2.2. Sur cet exemple, I’histogramme des résidus est loin
d’un histogramme gaussien. D’autre part, la matrice de covariance ne peut pas étre supposée dia-
gonale, de la forme o2 Id. Les résidus sont corrélés. Cela signifie que méme localement, I’hypothese
« plan 4 bruit blanc » n’est plus vraie.

Dans un objectif d’estimation du vecteur moyenne, nous n’avons pas besoin de supposer un modele
pour le vecteur mo. Une autre approche fréquemment utilisée et qui ne nécessite pas d’hypotheses
sur le vecteur mo est d’estimer les coordonnées (mo; ;)i<i,j<m par une combinaison linaire des
valeurs du champ aux pixels voisins du pixel (4, j).

V(i) e [L MY, moi; = >, 0(i .k 1) Xp (2.2)
(k,)e[[1,MT?
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FIGURE 2.1 — Exemple de modélisation de mo par une fonction linéaire des coordonnées : (a) image
réelle, (b) vecteur mo estimé, (c) histogramme des résidus et (d) Corrélation empirique des résidus

N
du pixel X;; : E(X; ;) = mo; ;. Dans une approche locale, ils sont souvent nuls lorsque le pixel
(k,1) est loin du pixel (i,7), les seuls coefficients non nuls sont ceux correspondant aux 4 plus
proches voisins.

Les coefficients 6(4, j, k, ) mesurent la pertinence du pixel (k,!) dans 'estimation de I'espérance
)

V(i,7) e [1, M]*, mo;; = 001X 41 + 00, 1Xij-1+010Xis1;+0-10Xi 1 (2.3)

Cette formule pour définir I'estimateur entraine immédiatement des problemes de bords. Nous
verrons au paragraphe 2.2.1 comment les résoudre.

Dans une approche non locale comme celle des non-local means (NL-means) proposée par Buades
[BCMO5], le coefficient 6(3, j, k, 1) est nul lorsque le comportement du champ autour du pixel (k, 1)
est différent du comportement du champ autour du pixel (i, j). Cette approche est basée sur le fait
que dans une image, nous savons qu’il existe des zones similaires. Par exemple, lors de ses travaux
de these, Genin [Genl3] a utilisé comme poids

d2(P’i,j7 Pk:,l)
h

9(1,],]{,1) = exp <_

ol P;; est le patch carré centré en (7,7) et de taille N = 5 et d est une distance qui mesure la
similarité entre les deux patchs. Ce ne sont plus les pixels voisins du pixel (7,7) qui sont utilisés
pour l'estimation de mo; ; mais plutot les pixels dont le comportement est semblable & celui du
pixel (4, 7), méme s’ils sont loin.

Comme rappelé dans I'introduction, nous souhaitons travailler localement. Nous avons donc décidé
de travailler avec la formule (2.3). Apres plusieurs expériences sur les images réelles de TOSA, nous
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(c) (d)

FIGURE 2.2 — Exemple de modélisation de mo par une fonction linéaire des coordonnées : (a) image
réelle, (b) vecteur mo estimé, (c) histogramme des résidus et (d) Corrélation empirique des résidus

avons décidé de supposer les coefficients 6(i, j, k,1) nuls lorsque le pixel (k,l) n’était pas un des
quatre plus proches voisins du pixel (4, 7). Nous avons alors estimé le vecteur mo par la moyenne
des valeurs des pixels pour les quatre plus proches voisins

X 4 X A X 14X,
V(i j) € [L MIP , iy = 2 E Sl 2t LT S (2.4)

Cet estimateur ne suppose pas de modele sur le vecteur mo. De plus, si le champ X suit le modele

supposé par Vasquez et rappelé en (2.1), nous obtenons un estimateur sans biais de l'espérance de

Xl,] .

a(i—1)+bj+c+a(i+1)+bj+c+ai+b(j—1)+c+ai+b({j+1)+c
4

E(mo; ;) =

ai +bj + c.

C’est donc un estimateur plus général que celui que nous pourrions construire en supposant le
modele proposé par Vasquez.

La figure 2.3 présente l'estimation de mo obtenue par la formule (2.4) ainsi que I’histogramme
et la corrélation empirique des résidus pour 'image réelle de la figure 2.2. Nous pouvons alors faire
plusieurs remarques. Tout d’abord, ’estimation de la moyenne visible sur la figure est visuellement
bonne. D’autre part, I’histogramme des résidus est plus proche de I’histogramme gaussien que celui
de la figure 2.2c. Enfin, la corrélation spatiale des résidus est plus faible que celle de la figure 2.2d.
les résidus sont moins corrélés que dans le cas de I'estimation proposée par Vasquez.

Il reste toutefois de la dépendance locale et nous allons essayer dans la suite du chapitre de la
modéliser.
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FIGURE 2.3 — Exemple de modélisation de mo par une fonction linéaire des coordonnées : (a) image
réelle, (b) vecteur mo estimé, (c) histogramme des résidus et (d) Corrélation empirique des résidus

2.1.2 Hypotheéses sur la matrice de covariance

Maintenant que nous avons estimé le vecteur moyenne, nous pouvons travailler avec le champ
centré Y
Xij—1+ Xijr1 + Xi1; + Xivayy
4

Yij=Xij—

Pour connaitre entierement la loi de Y (et donc celle de X), il reste & estimer la matrice de
covariance de ce champ centré Y ou, de maniere équivalente, sa matrice de précision Q = 71,
Ces matrices sont symétriques et de taille M? x M?2. Sans aucune hypothese sur les matrices ¥ ou

. M?(M?+1 . < . . .
Q,ilya % coefficients a estimer. Or, nous ne travaillons qu’avec une image. Nous avons

M?2(M?+1 .
% coefficients.

donc M? données pour estimer
Nous allons donc faire des hypotheses assez fortes sur la matrice ¥ (ou sur la matrice Q) afin de
réduire le nombre de parametres a estimer. Chaque jeu d’hypotheses définira un modele pour la
structure de la matrice ¥ (ou pour la matrice Q). L’idée générale est de supposer que la matrice
Y (ou la matrice @) ne dépend que d’un petit nombre de parametres.

{Sig((z)) oﬁGERdetd«%

d est alors la dimension du modele.
La premiere hypothése que nous pouvons faire pour réduire la dimension du modele pour ¥ est
de supposer le champ Y stationnaire .
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Définition 1 (Stationnarité) On dit qu’un champ Y sur Z? centré est stationnaire si
V(i,j, k1) € Z* Cou(Yij,Yea) = Cli—kj = 1)
ou C est une fonction définie sur Z>2.

Cela signifie que la covariance entre le champ Y au pixel (7,j) et le champ Y au pixel (k,l) ne
dépend que de la position relative du pixel (4, j) par rapport au pixel (k, ). La matrice de covariance
devient alors une matrice de Toeplitz symétrique. Le nombre de coefficients a estimer a fortement
diminué : il passe de % a M?. C’est un gain majeur pour des situations comme la notre
ou le nombre de données est assez faible.

Pour modéliser le champ Y, nous pourrions nous intéresser a la fonction C directement ou au
variogramme associé

VheZ?, y(h) = C(0) — C(h).

Plusieurs modeles sont utilisés dans la littérature [Guy07] ou [Cre93]. Nous allons plutét travailler
avec la matrice 3.

Dans la suite, nous allons présenter les différents modeles paramétriques stationnaires utilisés pour
la matrice X ou pour la matrice (). Nous appellerons modéles directs les modeles définis par la
matrice de covariance X et modéles indirects ceux définis par la matrice de précision Q = 1.

2.2 Modéles indirects

Les modeles que nous allons présenter dans cette partie sont des modeles définis & travers la
matrice de précision ). Cette matrice a donc une structure particuliere et connue. De plus, puisque
nous souhaitons réduire le nombre de parametres, cette structure sera souvent parcimonieuse. Nous
en avons étudiés deux en particulier. Ce sont des modeles inspirés des modeles auto-régressifs en
dimension un. Ils ont déja été utilisés pour modéliser des fonds gaussiens dans un objectif de
détection. Nous pouvons citer Denney et Figueiredo [DF00], Goldman et Cohen [GCO05] ou encore
Vezzosi [Vez78].

2.2.1 Modeles auto-régressifs simultanés

Le premier modele indirect qui nous a intéressés est le modele Auto-Régressif Simultané, noté
SAR en abrégé.

Définition 2 (SAR stationnaire) Soit N une partie finie de Z?. On dit qu'un champ Y gaus-
sien sur Z? est un champ SAR stationnaire pour le voisinage N si

V(i,j) €2, Yij = > ariYioxjo1+0ei; (2.5)
(k,l)EN

ot Y, lagil <1 ete estun bruit blanc gaussien.
(kD)EN

Ces modeles ont été introduits par Whittle en 1954 [Whi54] et redéfinis par Guyon [Guy07] .
Ils sont dits simultanés car toutes les équations sont nécessaires pour connaitre les lois jointes,
marginales ou conditionnelles associées.

Un des voisinages les plus souvent utilisés est le voisinage des quatre plus proches voisins
N, = {(-1,0),(1,0),(0,—1),(0,1)}. Nous verrons plus en détails au chapitre suivant des travaux
de Verzelen [Ver09] ou de Kashyap et Challapa [KC83] permettant de choisir pour une image
donnée le voisinage le plus adapté.

Si nous supposons de plus que les coefficients ax,; sont tous égaux & a avec |a| < %, nous obtenons
alors un modéle SAR isotrope aux quatre plus proches voisins

V(i,7)eZ*, Yi; =a(Yio1;+Yig1;+ Yij1+ Yiji1) +o0cij (2.6)
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Nous avons beaucoup utilisé ce modele dans la suite de nos travaux.

Un autre modele SAR souvent rencontré est le modele qui pourrait étre appelé modele SAR
stationnaire directionnel. Pour tout pixel (i, 7), les coefficients devant les voisins horizontaux (4, j —
1) et (4,7 + 1) ont la méme valeur. De méme, les coefficients devant les voisins verticaux (i — 1, j)
et (i +1,7) ont la méme valeur.

V(i,j) € Z* Yi; = a1(Yic1; + Yie1;) + a2 (Yij1 + Yij1) + oci ;. (2.7)

La définition et les deux exemples vus précédemment supposent que le champ Y est défini sur
Z2. Pour obtenir des réalisations de taille finie de tels champs gaussiens stationnaires, nous devons
d’abord traiter les problemes de bords liés au passage de la grille infinie Z? & une grille finie. Que
devient la définition précédente si nous restreignons le champ X & une grille [[1, M]|? ? La question
concerne surtout la définition du voisinage N pour les pixels aux bords de la grille. Par exemple,
quels sont les quatre plus proches voisins du pixel (1,1) ? Deux réponses sont possibles.
Voisinage périodisé : le champ est supposé périodique et il en est de méme pour le voisinage.
Le voisinage du pixel (1,1) est donc composé de quatre pixels : (1,2), (2,1), (1,M) et (M,1).
Un exemple est donné par le pixel et les croix bleus sur la figure 2.4.
Voisinage non périodisé : le champ n’est pas périodique. Le voisinage est limité aux pixels
spatialement voisins. Le voisinage du pixel (1,1) est donc composé de deux pixels : (1,2) et
(2,1). Un exemple est donné par le pixel et les croix noirs sur la figure 2.4.

" pi_iN
X X
X

FI1GURE 2.4 — Choix de voisinage pour des champs de taille finie

Il est important de noter que dans le cas d’un voisinage non périodisé, le champ Y n’est plus
stationnaire au sens de la définition 1. C’est toutefois cette définition du voisinage que nous allons
conserver. En effet, pour des images réelles, il n’y a pas de raison de penser que la relation entre des
pixels éloignés comme (1,1) et (1,M) soit la méme que celle entre des pixels proches comme (1,1)

t (1,2). Les problemes de bords ont été étudiés par Dalhaus et Kiinsch [DK87]. Ce passage d’une
grille infinie Z? & une grille finie [[1, M])? a aussi des conséquences sur 'estimation des parameétres
[Guy07]. Dans la suite, nous utiliserons la définition 2 lorsque le champ sera défini sur Z2. Pour
une taille finie, nous utiliserons le voisinage non périodisé.

Dans la suite de nos travaux, nous avons supposé que le champ e était un champ gaussien. Il est
toutefois possible de supposer une autre loi pour le champ . La figure 2.5 présente deux simulations
de champs SAR pour des bruits de lois différentes. A gauche, le champ e suit une loi gaussienne
tandis qu’a droite, il suit une loi de mélange de gaussiennes.

Dans la suite, nous supposons que le champ € est un champ gaussien.

Pour voir que le modele SAR gaussien stationnaire est bien un modele indirect, il faut s’intéresser a
la matrice de précision du champ Y. Pour un modele défini par les parametres a = (ax,, (k,1) € N)
et o, nous notons Qs(a, o) cette matrice de précision. Alors, on a la relation

Qula,0) = "1 = A)(I = Aa)

ou A, est la matrice définie par

Aa((i,§), (i =k, j = 1)) _{ apy si (k1) e N

0 sinon.
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FIGURE 2.5 — Simulations de champs SAR pour différents bruits

Cette matrice est bien symétrique. La condition sur les coefficients (ax, (k,1) € N) assure qu’elle
est définie positive [RHO5].

Dans le cas d’'un champ SAR isotrope aux quatre plus proches voisins (2.6), la condition sur a
devient |a| < I et la matrice A, a la forme suivante

A = aWy ont Wy = 01 0 1 0 1 0 1 0 (2.8)

Chaque ligne n’a que quatre coefficients non nuls.

Bien qu’il n’ait que deux parametres, ce modele permet une grande variabilité. La figure 2.6 montre
deux réalisations de modeles SAR isotrope aux 4 plus proches voisins avec a gauche a = 0 et a
droite a = 0.249. Ce sont des réalisations comme celle de droite qui nous ont motivés a utiliser les
modeles SAR pour représenter les images de nuages.

FI1GURE 2.6 — Exemples de réalisations de modeles SAR isotropes : a gauche avec a = 0 et a droite
avec a = 0.249

Dans le cas d’un modele SAR stationnaire directionnel (2.7), la condition sur les coefficients
(a,b) est alors |a| + [b] < et la matrice A, est de la forme

A, = a1W2’h + G/QWQ,U ou

—
s}

Wap = o0 0 1 0 1 0 00 et Wy, = 0 1 0 00 0 O

La figure 2.7 présente deux réalisations de modeles SAR stationnaires directionnels. Dans
I'image de gauche, les coefficients valent a; = 0 et as = 0.48. Pour I'image de droite, nous avons
a1 = 0.48 et ag = 0. L’aspect directionnel est tres visible. Ainsi, en faisant varier la valeur des
parametres, nous pensons pouvoir modéliser aussi les nuages directionnels par exemple.
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FI1GURE 2.7 — Exemples de réalisations de modeles SAR stationnaire directionnels

2.2.2 Modeles auto-régressifs conditionnels

Le second modele indirect qui nous a intéressés est le modele Auto-Régressif Conditionnel, noté
CAR.

Définition 3 (CAR stationnaire) Soit N une partie symétrique finie de Z*. On dit qu’un champ
Y gaussien sur Z? est un champ CAR stationnaire pour le voisinage N si

V(Za.]) € ZZ ) L(Y;,3|Yk,l ) (k7l) 7 (Za.])) = N( Z ak,l}/i—k,j—lao-Q) (29)
(k,l)eN

< 1.

ou, pour tout couple (k,l) , apy =a_p_; et >, |ak,
(k,l)eN

La notation L(X]|Y) représente la loi conditionnelle de X sachant Y.

Ce modele a été introduit par Besag en 1974 [Bes74] et la définition est issue de Rue et Held
[RHO5]. 11 est dit conditionnel car chaque ligne permet de connaitre la loi conditionnelle d’une
variable. Il y d’autres informations données par ces lignes. Par exemple, pour un pixel (i,7), la
quantité Z(k’l)eN ar,1Yi—,j—i est la meilleure prédiction au sens L? de Yi ;.

Ce modele est en fait tres proche du modele SAR présenté précédemment. Pour le voir, nous
allons donner une définition équivalente des modeles CAR introduite par Guyon [Guy07].

Définition 4 Soit N une partie symétrique finie de Z>. On dit qu’un champ Y gaussien sur 72
est un champ CAR stationnaire pour le voisinage N si

V(i,j)eZ®, Y;; = Z a1 Yi k-1 +0€i (2.10)
(k,l)eN

ot pour tout couple (k,l) , axy = a—p,—1, >, |awg| < 1 et pour tout couple (i,7), €;; est
(k,l)eN
décorrélé des variables Yy lorsque (k,1) # (i, 7).

Avec cette définition, la ressemblance avec le modele SAR est plus marquée. Il y a toutefois
des différences importantes a noter. Tout d’abord, le voisinage N d’un champ CAR doit étre
symétrique. D’autre part, le bruit ¢ est décorrélé pour un modele SAR alors qu’il ne l'est pas
pour un modele CAR. Dans un modele CAR, la matrice de covariance du champ ¢ est donnée par
(I —A,). Ces différences se traduisent sur la matrice de précision du champ Y. Si on note Q.(a, o)
la matrice de précision d’'un champ CAR stationnaire, nous avons

Qcla,0) = %(I— Ag)

ou A, est la matrice définie en (2.8). Malgré ces différences, il existe un lien important entre les
modeles SAR et les modeles CAR. C’est 'objet du résultat suivant énoncé par Guyon [Guy07].
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Proposition 1 (Liens modéles SAR-modéles CAR)
1) Soit Y un champ SAR stationnaire pour un voisinage N. Alors, Y est aussi un champ CAR
stationnaire pour un voisinage N'.

2) En dimension 2, la classe des champs CAR stationnaires est plus grande que la classe des
champs SAR stationnaires.

Ce résultat se démontre en utilisant la densité spectrale du champ Y. Reprenons I’exemple du
champ SAR isotrope aux quatre plus proches voisins

V(i,j) e Z*, Yii=alVic1 +Yig1; +Yi o1 +Yij41) +0ei 5.

En identifiant les densités spectrales, nous pouvons réécrire ce champ sous forme de champ CAR
stationnaire

.. 2a
v(i,j) e [1,M]*, Yi; = W(YFM + Vi1 +Yij1 + Y 1)
a2
= Traer Yiezg T Yiezy +Yije2 +Yigo2) (2.11)
2a° o2
— m(mfl,j+l + n—&-l,j—&—l + Yri+1,j71 + )/ifl,jfl) + mei’j

Nous en concluons qu'un champ SAR isotrope aux 4 plus proches voisins est aussi un champ CAR
stationnaire mais pour le voisinage formé des 12 plus proches voisins. La figure 2.8 présente les
deux voisinages mis en jeu.

X
X X X X
X X X X X X
X X X X
X

FIGURE 2.8 — Voisinages des 4 et des 12 plus proches voisins

Nous remarquons alors que le voisinage du champ CAR est une convolution du voisinage du
champ SAR. Or, le voisinage est caractérisé par la position des coefficients non nuls dans la matrice
de précision ). Nous aurions donc pu faire cette remarque des ’étude des matrices de précision
de chacun des deux modeles. Pour un modele SAR, cette matrice est de la forme Qs = 0—12’5([ —
Aq)(I—A,) ot chaque ligne de la matrice 4, a seulement quatre coefficients non nuls correspondant
aux quatre plus proches voisins. Le produit matriciel *(I — A,)(I — A,) donne donc une matrice
Qs dans laquelle chaque ligne posséde douze coefficients non nuls correspondant aux douze plus
proches voisins. La représentation équivalente sous forme de modele CAR correspond a la méme
matrice de covariance. La matrice Q. est donc une matrice de la forme Q.(a’,0") = 5(I — Ay)
qui correspond a un voisinage formé des douze plus proches voisins.

2.2.3 Intéréts des modéles SAR et CAR

Maintenant que nous savons que tout modele SAR stationnaire peut étre aussi représenté par
un modele CAR stationnaire, nous pouvons nous demander quel est I'intérét d’utiliser I'une plutot
que l'autre des deux représentations pour un champ Y sur Z2.

En analysant des définitions de chacun des deux modeles, il semble que le modele SAR soit
défini plus simplement. En effet, dans le cas d’'un modele SAR, le bruit € est un bruit gaussien blanc
et la paramétrisation est plus simple. Nous allons voir qu’en terme de synthese aussi, le modele
SAR est plus approprié que le modele CAR. En revanche, en terme d’estimation ou de définition
du voisinage, c’est le modele CAR qui est le plus utile.
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Méthodes de synthese.

Contrairement aux modeles auto-régressifs en une dimension comme les champs ARMA par exemple,
il n’y a pas toujours de représentation causale possible pour les modeles SAR-CAR. La synthese
d’un champ SAR stationnaire ou d’'un champ CAR stationnaire ne peut donc pas se faire indice
par indice comme c’est le cas en une dimension. D’autres méthodes sont toutefois disponibles. La
premiere utilise la transformée de Fourier du champ. Elle convient lorsque le voisinage du champ
est périodisé.

Repartons d’un champ SAR stationnaire périodisé.

V(i,j) e [1,M]?, Y;; = Z a1 Yicg j—1 + 0€;
(k.)eN

Nous pouvons calculer la transformée de Fourier de cette expression. En notant }AQ j la transformée
de Fourier du champ Y au point (4, j), nous obtenons

V(i,j) e [1,M]*, ?zg Z ak,lﬁfk,jfl + 08 ;

(k,l)eN
K _9im k. _oir L ~
_ Z ak,l}/i,je 2171'M€ 20T 47 +0'5i,j
(k,)EN

Nous obtenons alors une expression pour la transformée de Fourier pour tous les points de la grille
[, M]?

O'Ei,j

1-— Z(w)eN ak,1 exp(—2i7rﬁ) exp(—2i7rﬁ)

V(i,j) e [1,M]*, Vi, = (2.12)

En pratique, cela permet de synthétiser une réalisation d’un champ SAR stationnaire de parametres
(a,0).
— On synthétise le bruit blanc
— On calcule sa transformée de Fourier discrete &
— On calcule Y par la formule (2.12)
— On lui applique la transformée de Fourier inverse pour obtenir un réalisation d’un modele
SAR de parametres a et o.

Dans le cas d’un champ de voisinage non périodisé, il faut appliquer une autre méthode de synthése,
une synthese matricielle. Pour un champ SAR stationnaire de parametres a et o,

— Calcul de la matrice de covariance X(a,0) = Q; *(a,0).

— Calcul de Z(a,0) la décomposition de Cholesky de la matrice ¥ (a, o).

— Simulation d’un bruit blanc e.

— Y = Z(a,0).¢ est alors une réalisation d’'un champ SAR stationnaire de parametres a et o.

Ces deux méthodes de synthese sont plus adaptées aux champs SAR qu’aux champs CAR. En
effet, dans le cas d'un modele CAR, il faut alors remplacer la synthése d’un bruit blanc par la
synthése d’un bruit de matrice de covariance (I — A4,).

Ainsi, en terme de simulation, le modele SAR semble plus pertinent que le modele CAR.

Estimation des parameétres
Dans le cadre de la régression linéaire, la méthode la plus couramment utilisée est la méthode des
moindres carrés ordinaires.

Appliquée aux modeles SAR et CAR stationnaires, cette méthode consiste & minimiser la
quantité suivante
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En dérivant par rapport a chacune des variables aj; pour (k,1) € N, nous obtenons un systeme
de card(N) équations a card(/N) inconnues. Nous pouvons donc le résoudre et ainsi obtenir ’esti-
mateur des moindres carrés ordinaires.

Par exemple, dans le cas d'un modele SAR isotrope aux 4 plus proches voisins défini en (2.6),
Pestimateur par moindre carré ordinaire du coefficient a est donné par [Guy07]

M
i1 (Yiery +Yie; + Y01 + Y5 11)Y5
M
i1 (Yicry +Yigr; + Y1 4 Yija)?

apco =

Si nous utilisons le modeéle CAR associé défini en (2.11), la quantité & minimiser est alors

M
2a
Cla) = ), <Yi,j T T2 (Yie1j +Yier; +Yi 1+ Yij41)
ij=1
2
— T3 a2 Yim2g t Yiez 4 Yijee + Vi 2)
2a®

2

W(YLMH +Yii1 01 +Yig1 -1+ Yi1,j1)) .
Son expression est plus compliquée que celle de S(a). Toutefois, I'estimateur des moindres carrés
ordinaires est consistant dans le cas d’'un modele CAR mais il ne I'est pas dans le cas d'un
modele SAR [Guy07]. Ce résultat est da a I'indépendance (ou non) de chacun des résidus Y; ; —
Z(k,l)eN ak,1Yi—k j—1 avec les variables Yy, pour (s,t) # (i, j).

Ainsi, dans le cas d'un modele SAR isotrope aux quatre plus proches voisins, il vaudra mieux
utiliser comme estimateur celui associé au modele CAR.

Pour l'estimation des parametres, la représentation sous forme de modele CAR, est donc plus
appropriée.

Représentation sous forme de champs de Markov

Il existe une derniére raison qui justifie l'utilisation de la représentation CAR plutot que la
représentation SAR pour un champ Y. Pour la comprendre, nous avons besoin de la notion de
champ de Markov gaussien stationnaire.

Définition 5 (Champ de Markov gaussien stationnaire) Un champ gaussien Y sur 72 est
un champ de Markov gaussien stationnaire pour le voisinage N si

V(Z,]) € Z2 ) L(Yi,j|Yk‘,l7 (kvl) 7 (Za.])) = L()/i,jhf(k,lﬁ (kal) € (Za.]) + N)
ot L(A|B) représente la loi conditionnelle de A sachant B.

Cela signifie que, sachant la valeur du champ Y & tous les pixels autres que (i, 7), la loi du champ
Y au pixel (7,7) ne dépend en fait que d’'un ensemble restreint de pixels. Cet ensemble est appelé
le voisinage du champ. On dit alors que deux pixels (i, j) et (k,[) sont voisins si (i — k,j7 — 1) € N.
Ces champs markoviens sont trés souvent utilisés pour modéliser le contenu des images I [CJ83].

Pour Y un champ de Markov gaussien stationnaire, le voisinage N se lit directement sur la
matrice de précision. Deux pixels (4, j) et (k,[) seront voisins si, et seulement si, X~ 1((4, §), (k,1)) #
0.

Pour un modele CAR de voisinage N, la matrice de précision est de la forme @ = 0—12(1 —A)
ou la matrice A, est telle que A,((i,7),(i — k,j — 1)) = 0 si, et seulement si, (k,l) € N. Ainsi,
pour les modeles CAR aussi, le voisinage se lit sur la matrice de précision. Les ressemblances entre
les modeles CAR et les modeles de Markov ne s’arrétent pas la puisqu’en fait, un champ CAR de
voisinage N est un champ de Markov pour ce méme voisinage N.

Puisque tous les modeles SAR sont des modeles CAR, nous en déduisons que les modeles
SAR sont, eux aussi, des champs de Markov. Toutefois, le voisinage n’est pas celui associé a la
représentation sous forme de modele SAR mais celui associé a la représentation sous forme de
modele CAR. Par exemple, le modele SAR isotrope aux quatre plus proches voisins est un champ
de Markov. Son voisinage n’est pas celui formé des quatre plus proches voisins mais celui formé
des douze plus proches voisins.
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La représentation sous forme de modele CAR est donc celle qui permet de définir le plus
simplement le champ de Markov associé.

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudiés des modeles indirects particuliers. Ces modeéles
sont tous paramétriques et nous allons nous intéresser a ’estimation de leurs parametres.

2.2.4 Estimation des parametres par maximum de vraisemblance

Soit S un modele paramétrique indirect, comme le modele SAR ou le modele CAR par exemple.
Nous supposons que 'image I suit le modele .S. Nous notons g les parametres a estimer. Le modele
S est alors un modele gaussien de moyenne nulle et de matrice de précision Q(fg).

Dans nos applications, nous souhaitons estimer les parametres par maximum de vraisemblance

; @) (1,
0 = X~—————"exp| — = 0 .
(1) = ongax G e (- S1r0105)7)

Cet estimateur est non biaisé et consistant. Méme si nous travaillons avec peu de données, il est
intéressant de travailler avec un estimateur consistant. R

Il n’y a pas de formule générale pour 'estimateur du maximum de vraisemblance fg. Cela
dépend bien str du modele S. En réalité, méme une fois fixé le modele S, il n’existe pas toujours
de formule exacte pour fg. Prenons I'exemple d’un modele SAR isotrope aux quatre plus proches
voising comme en (2.6). Dans ce cas, 0g = (a,0) et la densité fs(x|0s) a la forme suivante

det(Id — A,) 1,
fS(X‘CL,O') = W exXp (_ ﬁ X(Id — Aa)zx)

La présence du déterminant det(Id — A,) nous empéche de déduire une formule exacte pour

53. Dans le cas d’images multispectrales, Bennett et Khotanzad [BK99] ont proposé un algorithme
d’estimation du maximum de vraisemblance. Dans nos travaux, nous ne travaillons qu’avec des
images en niveau de gris et nous allons proposer une estimation adaptée aux modeles indirects
étudiés.
_ Revenons a notre modele S initial. La recherche de I'estimateur du maximum de vraisemblance
05 se fait alors de fagon itérative. Nous partons d’une valeur initiale #%. A chaque itération i, nous
cherchons une valeur 65", proche de 0% telle que fs(I|05™!) > fs(I]0%). La recherche s’arréte
soit lorsqu’on a atteint le nombre initial d’itérations souhaitées soit lorsque 1'écart fg(X, 0?’1) —
fs(X,0%) a atteint un seuil initialement fixé. Cette recherche itérative est cotteuse en temps de
calcul puisqu’il faut évaluer souvent les quantités det(Qs(6)) et *XQs(0)X. Nous essayons alors,
modele par modele, d’accélérer ces évaluations. Par exemple, si nous reprenons le modele SAR
isotrope aux quatre plus proche voisins, nous pouvons exprimer autrement le déterminant. Pour ce
modele, nous avons vu que la matrice A, est de la forme A, = aW,. Si nous notons (e;)1<i<nr2 les
valeurs propres de la matrice Wy, nous pouvons alors exprimer autrement la vraisemblance d’une
image I sous la forme suivante

M2
1 1
fs(Ila,0) = ———— ]_[(1 — ae;) exp ( — —("I.T + 2a"TW, I — aQtIWfI))
NoEYE 2
( 271') il 20
Les valeurs propres (e;)i<ij<ar2 ainsi les quantités ‘1.1,'TW,I et *IW2I sont calculées une seule
fois au début de la recherche du maximum de vraisemblance. Nous avons alors pu programmer
la recherche itérative de 'estimateur du maximum de vraisemblance en un temps qui est devenu
raisonnable. Toutefois, ce temps est encore trop long pour les applications en temps réel visées par

TOSA.

Nous avons vu précédemment que pour des modeles S définis linéairement, comme les modeles
SAR ou CAR, il pouvait étre naturel d’utiliser I’estimateur des moindres carrés ordinaires.

fs = argmin’I1Qs(6)1.
0
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Dans ce cas, 'évaluation du déterminant det(Q(6)) ne pose plus de probleme et le temps de calcul
est tres rapide. Nous allons alors comparer les valeurs obtenues par I'estimateur des moindres carrés
ordinaires et par lestimateur du maximum de vraisemblance pour un modele SAR isotrope aux
quatre plus proches voisins. Pour I'estimateur des moindres carrés ordinaires, nous avons utilisé le
modele CAR équivalent afin d’obtenir un estimateur consistant.

La figure 2.9 compare l'estimateur des moindres carrés ordinaires et celui du maximum de
vraisemblance dans le cas d’'un modele SAR isotrope aux quatre plus proches voisins lorsque la
taille de I’échantillon augmente. Pour ce modele, nous avons une formule exacte pour I'estimateur
des moindres carrés ordinaires et la recherche itérative du maximum de vraisemblance est assez
rapide.

02 T T T T T 0.28 T T T T T
Coeflicient a par MCO Coeflicient a par MCO
Coeficient a par EMY Coeficient a par EMY

——— 0.275

027 A

018f

016}

0.265 A

014+
028 B
012F A
0.285 A
01 -/W\MWM g 025 i
0.08 1 1 L L 1 0.245 1 1 L L 1
o 10 20 30 40 &0 B0 o 10 20 30 40 &0 B0

FI1GURE 2.9 — Comparaison des estimateurs du maximum de vraisemblance et des moindres carrés
ordinaires pour a = 0.1 et a = 0.249.

Nous retrouvons bien le caractere biaisé de ’estimateur des moindres carrés ordinaires. Ce biais
dépend du parametre a qui est inconnu. Nous avons donc décidé de travailler dans la suite de nos
travaux avec ’estimation itérative du maximum de vraisemblance.

Les modeles SAR et CAR présentés sont deux cas particuliers de modeles indirects, ¢’est-a-dire pour
lesquels la structure de covariance est imposée sur la matrice de précision. Cette matrice de précision
est souvent parcimonieuse comme pour le modele SAR isotrope aux quatre plus proches voisins par
exemple. La matrice de covariance correspondante, comme inverse d’'une matrice parcimonieuse, a
donc tres peu de coeflicients nuls. On dit que le champ Y a une covariance a longue portée.

2.3 Modeles directs

Nous avons introduit ensuite les modeles directs dans le but de modéliser les situations opposées,
c’est-a-~dire lorsque la matrice de covariance a beaucoup de coefficients nuls.

2.3.1 Exemples de modeles directs

Définition 6 (Modele directs) Soit Y un champ gaussien sur une grille [1, M]|?>. On dit que
Y suit un modéle gaussien direct si sa matrice de covariance est de la forme suivante

d—1

YeR= {02.Id+ > cZ-TZ-} ot les matrices T; sont des matrices ne possédant que deuzx diago-
i=1

nales de 1, c’est-a-dire de la forme
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0 |

Les coefficients o et (¢;)1<i<a—1 sont les parametres du modele & estimer. Anderson [And73] a
proposé des travaux asymptotiques sur 'estimation de matrices de covariance ayant une structure
linéaire comme celle proposée. Dans notre cas, nous ne travaillerons qu’avec une image.

Exemple. Nous appelons champ direct aux quatre plus proches voisins un champ spatial Y dont
la matrice de covariance est de la forme suivante

o? v «
v ooty a
vooo? oy @ O
« v o w O «@
Y= @ v oo? «@ = o%Id + oT) + BTs. (2.13)
e’ O v o v a
O ! v o v
Q@ voo? oy
@ v o?

Le modele est donc de dimension 3. Chaque ligne de la matrice ¥ a, au plus, cing coefficients non
nuls. Cela signifie que chaque pixel a une covariance non nulle avec au plus ses quatre plus proches
voisins. Nous pouvons mettre ce modele en parallele avec le modele indirect SAR directionnel.
Pour le modele indirect, c’est la matrice @) qui a la structure représentée en (2.13). Dans le cas du
modele direct, c’est la matrice ¥ qui a la structure (2.13).

Ainsi, en choisissant correctement les matrices (7;)1<i<d—1, nous pouvons imposer la structure
de covariance du champ Y. Nous appelons modele, noté m, tout choix de famille {T; , 1 <i < d — 1}
et R,, la structure associée.

2.3.2 Estimation du maximum de vraisemblance sous contraintes

Pour les modeles directs aussi, nous avons besoin d’estimer les parametres par maximum de
vraisemblance. Cette fois-ci, il faut tenir compte de la structure de la matrice ¥ associée au modele
m. Cette structure est parcimonieuse. Plusieurs méthodes ont été proposées pour estimer une
matrice de covariance possédant beaucoup de zéros ([CC09], [CDRO7], [BT11]). L’estimateur du
maximum de vraisemblance pour un modele m est alors défini de la fagon suivante

o 1

1
(1) = argmax exp | — t1211>
m({J) R (V2T)M? det(3) p( 2

Il s’agit d’une maximisation sous contraintes. Pour calculer I’estimateur du maximum de vraisem-
blance, nous avons utilisé un algorithme proposé par [BLW8&2]. Cet algorithme est itératif.

Tout d’abord, cet algorithme cherche a maximiser la log-vraisemblance a laquelle on a retiré le
terme constant

g(I,%) = —log(det(X)) — %tIE*II.
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En utilisant la commutativité de la trace, nous pouvons réécrire le deuxieme terme
ST = tr(PI2TH) = te(2THT) = tr(27LS,)

ol S, est la matrice de covariance empirique S, = I*I. La fonction que nous cherchons & maximiser
s’écrit donc

(5., %) = — log(det(%)) — %tr(E_lse).

Comme c’est souvent le cas dans les méthodes du maximum de vraisemblance, nous avons cherché
un zéro de la différentielle de la fonction & maximiser.

VRe GL,(R), YH € R,,, , Dr(log(det))(H) tr(R1H)
Dg(inv)(H) = tr(R"'HR™)

Par linéarité de la trace, nous obtenons alors
VH e R, , Ds(g(Se, ))(H) = tr[(X 'S 21 -2 1H]

et lestimateur du maximum de vraisemblance est alors un zéro de la différentielle sur R,,. Enfin,
puisque la structure R, est une structure linéaire, il suffit alors de résoudre le systeme suivant

S € R et Vie [1,d], tr[(518.5 1 =S 1T,] = 0.

m

ou T, =Id. Toutefois, il n’existe pas de formule exacte pour résoudre ce systeme et nous allons
procéder de maniere itérative. R

Pour l'initialisation, nous pouvons utiliser la matrice ¥,, o = S.. Cette matrice n’a pas la
structure R, souhaitée mais elle vérifie les d égalités precedentes

Notons ensuite Zmﬂ, la matrice obtenue apres la p®™e itération. Nous construisons la matrice

im_’p+1 en résolvant le systeme suivant
Vie [1,d], tr[(Z,),95,), — 5 S mp 12,0, T3] = 0.

Une idée de preuve pour justifier cette construction est présentée dans I'appendice A. Ce n’est pas
une définition explicite de la matrice X, 41 en fonction de la matrice X,, , mais ce systeme est
lui solvable.

La matrice ¥, p4+1 doit appartenir & la structure R,,. Elle est donc de la forme

~

Ymp+1 = Z Cjp+11j

j=1

En substituant cette écriture dans le systeme précédent, nous obtenons
d A~ A~
Vie [1Ld], Y cjpeatr[S,, T80T = e[S, S5, 1] (2.14)

Cela devient alors un systeme linéaire de d équations a d inconnues que l'on peut résoudre. Le
d
vecteur solution (¢; p+1)1<i<a permet d’obtenir la matrice Em pr1l = Z Cip+1T;. Nous sommes

alors siirs que la matrice estimée a bien la structure souhaitée. Rien ne nous garantit en revanche
qu’elle soit bien définie positive (ce qui est indispensable pour une matrice de covariance) et nous
devons donc nous en assurer lors de la mise en place de l'algorithme. Finalement, la procédure
générale est donc la suivante

1. A Tinitialisation, im,o =S..

2. Pour chaque itération p, le systeme (2.14) permet de définir f]mWH a partir de f]myp.

(a) Sig(S, im’er]) > g(S, f]m’p) et si im’er] est une matrice définie positive, on retourne
a I'étape 2 pour l'itération p + 1.
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~

(b) Si une des deux conditions n’est pas vérifiée, on pose R’ = Sy + ¢(Smp — Smpi1)
avec q = % On divise par 2 la valeur de ¢ jusqu’a obtenir une matrice R’ qui vérifie les
deux conditions de I’étape 2. On retourne ensuite & 1'étape 2 avec X,,, p11 = R'.

Nous arrétons 'algorithme apres N itérations. Cet algorithme permet d’obtenir une estimation
de la matrice de covariance qui soit définie positive et qui ait la structure souhaitée. Nous I’avons
utilisé sur quelques exemples.

Exemple. Reprenons une matrice ¥ qui a la méme structure que celle présentée en (2.13) avec
comme coefficients 02 = 20.3, v = —7 et @ = —3.3. Ces valeurs garantissent que la matrice soit
bien définie positive. Soit Y un champ gaussien sur la grille [1, 16]? de matrice de covariance ¥. La
figure 2.10 présente les valeurs obtenues pour les estimations des trois coefficients aux différentes
itérations de ’algorithme.

N 02 ~ Q
20.3 -7 -3.3

1 | 21.9636 | -6.8290 | -1.9274
2 | 22,1618 | -7.0112 | -3.7022
3 | 22.2583 | -6.9826 | -3.9593
4 ] 22.2747 | -6.9540 | -4.0198
5 | 22.2815 | -6.9542 | -4.0285
6 | 22.2823 | -6.9531 | -4.0309
7 | 22.2826 | -6.9531 | -4.0312
8 | 22.2826 | -6.9531 | -4.0313
9 | 22.2826 | -6.9531 | -4.0313
10 | 22.2826 | -6.9531 | -4.0313

FIGURE 2.10 — Estimation des parametres o2, v et o aux différentes itérations.

Nous pouvons d’abord remarquer que les valeurs obtenues ne sont pas tres bonnes. Il faut
cependant noter que nous n’avons utilisé qu'un échantillon de taille 1 pour estimer ces coefficients
et que finalement, les résultats sont corrects pour les applications souhaitées.

L’autre remarque importante a faire est qu’il semble y avoir une convergence des valeurs a partir
de N = 5. Nous avons noté le méme comportement pour d’autres structures. Dans toute la suite,
nous avons donc choisi de n’effectuer que N = 5 itérations lors de 'utilisation de ’algorithme.

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons présenté deux classes de modeles stationnaires
ainsi que des outils pour estimer leurs parametres par maximum de vraisemblance. Ces modeéles
ont été introduits pour modéliser les images réelles fournies par TOSA.

Toutefois, I'image réelle visible sur la figure 2.2 est loin de ressembler globalement a la réalisation
d’un champ SAR aux quatre plus proches voisins présentée a la figure 2.6. Les modeles proposés
semblent mieux adaptés pour modéliser localement le comportement des images réelles. Nous avons
donc étendu les notions précédentes pour définir des modeles non plus stationnaires mais simple-
ment stationnaires par morceaur.

2.4 Modeles stationnaires par morceaux

Dans I'image présentée a la figure 2.2, c¢’est en réalité 'hypothese de stationnarité globale qui est
mise en défaut. En effet, le comportement du pixel (5,5) vis-a-vis de ses voisins n’est pas le méme que
celui du pixel (155,400) vis-a-vis des siens. En revanche, le champ Y peut étre supposé localement
stationnaire. Dahlhaus [Dah12] a étudié les processus de dimension 1 localement stationnaires.
Nous souhaitons segmenter I'image I en zones dans lesquelles nous pourrons supposer le champ
stationnaire. En dimension un, ce probleme a déja été abordé par Chambaz [Cha02] pour détecter
des changements dans la moyenne du signal, par Lavielle [Lav98], Lavielle et Ludena [LL00] ou
encore Basseville et Nikiforov [BN93] lorsqu’il s’agit de changements de loi. Ils cherchent & détecter
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de possibles ruptures dans la valeur des parametres d’un signal en une dimension. En dimension
deux, [Lee98] a proposé un algorithme pour segmenter des images. Galland et coauteurs [GBR03]
ont également proposé un algorithme itératif pour segmenter des images de nuages. Dans tous les
cas, les modeles sous-jacents sont des modeles non stationnaires. Kleiber et Nychka [KN12] ont
proposé d’utiliser des modeles de Matern pour la matrice de covariance. Dans nos travaux, pour
effectuer la segmentation de nos images en zones stationnaires, nous allons étendre les modeles
stationnaires présentés précédemment a des modeles stationnaires par morceaux.

2.4.1 Modeles SAR non stationnaires

Reprenons les modeles SAR stationnaires définis au paragraphe 2.2.1. Il existe plusieurs fagons
d’étendre cette définition pour obtenir un modele non stationnaire. Tout d’abord, nous pouvons
supposer que le voisinage N n’est plus le méme pour tous les pixels de la grille [[1, M]?. La notation
N(i,7) représente le voisinage du pixel (i, 7).

V(i,j) € [1,M]?, Y, = Z a1 Yik,j—1 + OCi;
(k,1)EN (irj)

Nous pouvons aussi supposer que le voisinage est toujours le méme pour chaque pixel mais qu’en
revanche la valeur des coefficients (ay; , (k,l) € N) dépend du pixel (4, 7). Nous les notons alors
(az’fl , (k,1)e N).

V(i,j) € [1, M]?*, Yi; = Z az”jlyéfk,jfl + o€
(k)EN

Enfin, en faisant varier a la fois le voisinage et la valeur des coeflicients, nous obtenons la
définition d’un modele SAR non stationnaire. Nous donnons la définition pour un champ défini sur
72 [Guy07]. Elle s’adapte comme précédemment au cas d’un champ de taille finie.

Définition 7 (SAR non stationnaire) Soit N = (N(i,j) , (i,7) € Z?) une famille de parties
finies de Z%. On dit qu’un champ Y gaussien sur Z? est un champ SAR pour la famille de voisinage
N si

V(i,j) € Z?, Yi; = Z A Y1+ o€
(k,DEN (i,9)

ou V(i,j) € Z* > \a}gﬂ <1 et e est un bruit blanc gaussien.
(kDEN(ig)

Dans le cas d’'un modele fini de taille M, le nombre de parametres a estimer est alors majoré par

M
> N(i,j). Puisque nous travaillons avec une seule image, cela fait beaucoup trop de parametres

ij=1

a estimer pour peu de données.

Nous nous sommes donc intéressés a des modeles non stationnaires particuliers, ayant moins de
parametres a estimer. Pour cela, nous avons étudié plus en détails les images réelles fournies par
TOSA. La figure 2.2 est représentative de la base d’images réelles de TOSA. Elles sont composées
de zones qui sont de différentes textures : ciel bleu, nuages épais, nuages directionnels, ... Dans
chacune des ces textures, I’hypothése de stationnarité est raisonnable.

Nous avons donc supposé que les images étaient stationnaires par morceaux : la restriction de
Iimage I & chacune des zones (des textures) est la réalisation d’un champ spatial stationnaire.
Ce modele a déja été proposé et utilisé par Kim, Mallick et Holmes [KMHO05] dans un cadre de
segmentation de cartes de sols pour en étudier la perméabilité.

2.4.2 Définition des modeles gaussiens finis stationnaires par morceaux

Dans ce paragraphe, I représente toujours une image finie de taille M. Une fois recentrée, c’est
une réalisation d'un champ gaussien Y sur la grille [[1, M]]?>. Avant de donner une définition exacte,
nous allons expliquer ce que nous entendons par finis stationnaires par morceaut.
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Par morceaux : Soit R = (Ry,..., Rp) une partition de taille P de la grille [[1, M]?. Nous
nous intéressons aux restrictions du champ Y & chacune des zone R; pour i € {1,..., P}.
Nous notons ces différentes restrictions Yg,,..., Yg,. S’il n’y a aucune ambiguité sur la
partition R utilisée, nous les noterons plus simplement Y+,..., Yp.

Y, est alors un champ gaussien sur la zone R;.

Stationnaire fini : Soit S un modéle stationnaire défini pour un champ Y sur Z2. Soit R une
zone de la grille [[1, M]%. La notation #(R) représente le nombre de pixels contenus dans
la zone R. Nous notons S(R) la restriction du modele S & la zone R. Cela signifie que nous
avons réglé les problemes de bords liés au passage de I'espace Z? & la zone R. Par exemple,
pour le cas du modele SAR stationnaire, nous avons choisi de ne pas périodiser le voisinage
lors de la restriction a une zone de taille finie.

Pour caractériser ce modele fini S(R), nous aurons besoin de connaitre sa matrice de cova-
riance ¥ de taille #(R) x #(R).

Nous pouvons maintenant donner la définition d’un modele fini stationnaire par morceaux.

Définition 8 (Modele stationnaire fini par morceaux) Soit’Y un champ gaussien centré sur
la grille [1, M]?. On dit que Y suit un modéle fini stationnaire par morceaux s’il existe une par-
tition R = (Ry, ..., Rp) de [[1, M]|* et une liste de modeles (S, ..., Sp) stationnaires sur Z* telles
que

Yie [1,P] , la restriction du champ Y a la zone R;, notée Y g,, suil le modéle stationnaire fini
Si(Ri).

Puisque Y est un vecteur gaussien centré , nous pouvons caractériser sa loi par une matrice X.
Cette matrice a pour blocs diagonaux les différentes matrices ¥;, matrice de covariance du champ
Yr,.

La figure 2.11 présente un exemple de modele stationnaire fini par morceaux pour une partition
en quatre rectangles et pour des modeles stationnaires sur Z? notés (Si,...,.S;). La matrice de
covariance correspondante y est aussi représentée.

So
X1o# ® #
B ® Do ®
51 S3 | S4 il I Y3 o=
* ® ® Dy

FIGURE 2.11 — Modele SAR fini stationnaire par morceaux et sa matrice de covariance

Nous voyons alors que la définition 8 ne permet pas de définir entierement la matrice X et donc
pas non plus la loi de Y. En effet, nous devons compléter les blocs non diagonaux. La matrice X
est une matrice de covariance, elle doit donc étre inversible et définie positive. Ce sont les seules
contraintes pour remplir les blocs non diagonaux.

Le choix le plus naturel consiste a compléter les blocs
inversible et définie positive et diagonale par blocs.

Ainsi, nous avons décidé d’imposer la complétion de la matrice par des blocs de 0, ce qui nous
conduit & une définition compléte d’un champ gaussien fini stationnaire par morceaux.

* par des blocs de 0. X sera toujours

Définition 9 (Modele fini strictement stationnaire par morceaux) Soit’Y un champ gaus-
sien centré sur la grille [1, M]*. On dit que Y suit un modéle fini strictement stationnaire par
morceaus s’il existe une partition R = (Ry,..., Rp) de [[1, M])* et une liste de modéles Sy, ..., Sp
stationnaires sur 72 telles que

Vie[[1, P] , la restriction du champ Y a la zone R;, notée Y r,, suit le modéle stationnaire fini
Si(R;).
Les restrictions (Yrg,, ..., Yrp) sont des champs indépendants, c’est-a-dire que les blocs non
diagonaux de ¥ sont des blocs de 0.
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La partition R appartient & 'ensemble des partitions de la grille [[1, M. Les modeles (S, ..., Sp)
sont tous des modeles stationnaires. Ils peuvent étre directs ou indirects comme présentés précédemment.
Les situations souvent rencontrées sont les suivantes

— C’est le méme modele S dans chacune des zones : Vie [[1, P], S; = S.

— Chaque modele S; est un modele SAR stationnaire mais leur voisinage (N, i € [[1, P])) sont

différents.

La figure 2.12 représente plusieurs réalisations de modeles SAR finis et stationnaires par mor-
ceaux.

FI1GURE 2.12 — Réalisations de modeles SAR finis et stationnaires par morceaux

Le modele que nous retrouverons lors de la construction de l'algorithme de détection dans le
chapitre 4 est celui pour lequel la partition R correspond a une segmentation de 'image en carré
de taille 16 x 16. Dans chacune des zones, le modele supposé est un modele direct aux quatre
plus proches voisins comme en (2.13). Ce modele est bien un modeéle gaussien fini strictement
stationnaire par morceaux.

Le choix de blocs de 0 pour compléter la matrice ¥ entraine 'indépendance des restrictions du
champ Y dans chaque zone de la partition. Dans le cas d’'une image de ciel bleu et de nuages,
des considérations physiques tendent a appuyer 'hypotheése d’indépendance entre la zone de ciel
et la zone de nuages. Ce choix permet aussi de résoudre les probléemes de frontiere apparus suite a
I’hypothese de stationnarité par morceaux. Reprenons I’exemple d’un modele SAR par morceaux
avec dans chacune des zones le voisinage formé des quatre plus proches voisins.

SAR,
X
SAR1 | gap, | SAR,

Le pixel représenté par un carré bleu n’est pas aux bords de l'image. Ses quatre plus proches
voising sont donc bien définis. Pourtant, suite a 'hypothese d’indépendance entre les restrictions,
son voisinage ne sera composé que des trois voisins appartenant & la méme zone que lui (croix
bleues).

Exemple de complétion pour un modéle SAR fini stationnaire par morceaux

Ce modele est un modele indirect et nous allons donc compléter la matrice de précision Q = X!
plutot que la matrice X directement. Le matrice @ a la forme suivante
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Nous allons proposer une autre complétion que celle avec des
blocs de zéros. Pour l'expliquer, nous allons utiliser ’exemple
d’un modele SAR par morceaux avec deux zones séparées par une
frontiere horizontale. Dans la zone supérieure, I'image est consti-
tituée de nuages et le modele est un modele SAR isotrope aux
quatre plus proches voisins avec comme parametres aq et 1. Dans
la zone inférieure, il s’agit de ciel et d’un modele SAR isotrope aux
quatre plus proches voisins avec comme coefficients as et os.

ot les deux blocs non diagonaux sont a définir. Dans la définition 9, ces blocs sont des blocs de
0. Les deux zones de I'image sont alors indépendantes.
Nous proposons de compléter la matrice @ de la facon suivante

1 —a —a 0 ce ce 0
—ay _aitas
—ai 0 . . .
Q I ! —ay 1 0 0 *7(“72“1'2 0
0 —% 0 0 1 —ag —as
0 —ag
: . _quag —ay
0 “e- .o 0 —as —as 1

Avec ce choix de complétion, les zones ne sont plus supposées indépendantes. Nous faisons ’hy-
pothese qu’il y a des interactions entre la zone de ciel et la zone de nuages. Plus précisément, nous
supposons que pour les pixels qui sont le long de la frontiere horizontale, la covariance avec les
voisins appartenant a ’autre zone est non nulle.

Cette complétion est peut-étre plus réaliste. Toutefois, ’estimation des parameétres a; et as va
devenir plus couteuse. Nous allons voir dans le prochain paragraphe pourquoi et comment essayer
d’y remédier.

Nous aurions aussi pu la compléter en remplacant % par toute autre combinaison linéaire de
a1 et de as tant que la matrice reste inversible et définie positive.

Finalement, pour chaque partition R = (Ry, ..., Rp) de la grille [[1, M])? et pour chaque famille finie
de modeles stationnaires (51, ..., Sp), nous pouvons définir un modele fini strictement stationnaire
par morceaux. Nous verrons dans le chapitre suivant comment choisir le « meilleur » modele pour
représenter I'image I une fois centrée.

2.4.3 Estimation des parametres par maximum de vraisemblance

Soit I une image de taille M x M de densité inconnue f. Nous avons proposé différents modeles
non stationnaires pour modéliser f. Nous allons voir comment estimer les parametres sous chacun
de ces modeles.
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Modeéles finis stationnaires par morceaux

Soit m un modele stationnaire par morceaux défini par un partition R = (R, ..., Rp) et une liste de
modeles stationnaires (S, ..., Sp). La matrice de covariance ¥ est donc complétée par des blocs de
0. Les parametres a estimer, notés 6,,,, sont ceux des modeles finis stationnaires S1(R1), ..., Sp(Rp).
Suite & ’hypothese d’indépendance entre les restrictions du champ, le modele S;(R;) ne porte que
sur la restriction de I'image I a la zone R;. L’estimation de ses parametres ne se fait donc qu’a
partir de la zone R;. Ainsi, 'estimation de I’ensemble des parametres du modele par morceaux m
se fait indépendamment dans chacune des zones. De plus, nous appliquons dans chacune des zones
la méthode d’estimation la plus adaptée : celle présentée au paragraphe 2.2.4 pour les modeles
indirects ou celle du paragraphe 2.3.2 pour les modeles directs. R R R

En notant 0; les parametres estimés & partir de la zone R;, nous avons donc 6, = (61, ...,0p). De
méme, si nous notons ﬁ la densité estimée du modele stationnaire S;(R;), nous avons

fm(la é\m) = Hﬁ(I\Rﬂé\z)

i=1

Modéeles non stationnaires

Dans le cas ou nous n’aurions pas complété la matrice X par des blocs de 0, les restrictions du champ
Y & chacune des zones ne seraient plus supposées indépendantes et ’estimation des parametres
ne peut plus se faire zone par zone. Nous devons donc revenir a la méthode initiale qui consiste a
chercher le maximum de vraisemblance de maniére itérative a partir de la vraisemblance globale

0,, = argmax fm(1,0).
6

L’interaction entre les zones rend le temps de calcul nécessaire a cette estimation tres long.
Certains auteurs ont alors proposé de remplacer la vraisemblance par une pseudo-vraisemblance.
L’estimation des parametres par maximum de cette pseudo vraisemblance est plus rapide que par
maximisation de la vraisemblance. De plus, les estimateurs obtenus ont un comportement proche
du maximum de vraisemblance.

Par exemple, Guyon [Guy82] propose d’utiliser la pseudo-vraisemblance conditionnelle définie pour
un vecteur aléatoire Y € R™ par

PVC(Y) = ﬁL(Yi\Yk Lk #1).

i=1

ou L(Y|Z) est la loi conditionnelle de Y sachant Z. Cette pseudo-vraisemblance est le produit de
n vraisemblances gaussiennes en dimension 1. Elle s’affranchit du terme det(X) que l'on retrouve
dans une densité gaussienne en dimension n. C’est pour cette raison que la recherche du maximum
de pseudo vraisemblance est rapide, comme pour ’estimateur des moindres carrés ordinaires.
Toutefois, des travaux menés par Xavier Guyon [Guy07] ont montré que le comportement de esti-
mateur de pseudo-vraisemblance s’écartait de celui de 'estimateur du maximum de vraisemblance
lorsque que la corrélation du fond augmentait. Or, nous souhaitons justement nous en servir dans
un cadre d’images corrélées. Nous utiliserons cet estimateur plus en détail dans le chapitre suivant.
Nous pourrons alors le comparer a ’estimateur du maximum de vraisemblance.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des modeles stationnaires directs ou indirects. Nous avons
porté une attention particuliere aux modeles SAR et aux modeles CAR. Nous avons également
présenté ’algorithme que nous avons implémenté pour ’estimation par maximum de vraisemblance
des parametres de ces modeles.

Nous avons ensuite étendu la définition de modeles stationnaires pour définir des modeles
stationnaires par morceaur en supposant I'indépendance entre les différentes zones du champ. Un
modele m est donc entierement défini par une partition R = (Ry, ..., Rp) de la grille [[1, M])? ainsi
qu'une liste de modeles stationnaires (S, ..., Sp).

Nous disposons alors d’une collection de modeles (de segmentation) pour représenter une image
réelle I. Dans le prochain chapitre, nous allons appliquer des outils de sélection de modeles pour
choisir le plus adapté pour représenter le contenu de 1.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons construit une collection de modeles gaussiens par mor-
ceaux pour représenter une image infra-rouge I. Chaque modele correspond & une segmentation
de I'image I en zones rectangulaires non recouvrantes. Ces modeles sont tous paramétriques et la
collection est grande. Nous souhaitons sélectionner parmi cette collection exhaustive le modele le
plus adapté pour modéliser 'image I. Une approche de segmentation d’images par sélection de
modeles a déja été envisagée dans les travaux de Galland et coauteurs [GBRO3] ou de Vasquez
[Vas11]. Le critére utilisé était la complexité stochastique [Ris86]. Dans ce chapitre, nous allons
présenter le principe de sélection de modeles a partir du critere de log-vraisemblance pénalisée.
Puis, nous appliquerons ce principe a la collection définie dans le chapitre précédent. Nous verrons
que ces méthodes sont lourdes en temps de calcul et nous proposerons une alternative basée sur la
pseudo log-vraisemblance.

3.1 Cadre général de la sélection de modeles

Dans un cadre tres général, nous disposons d’un échantillon de taille n noté x = (xq, ..., X;,)
de réalisations indépendantes d’un vecteur aléatoire X de R? de loi inconnue (pas nécessairement
gaussienne) de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Nous cherchons alors &
estimer f.

Si nous disposons d’'un a priori sur la loi du vecteur X comme par exemple que c’est une
loi gaussienne alors, pour estimer f il suffit d’estimer son vecteur moyenne mo et sa_matrice
de covariance Y. On le fait par exemple par maximum de vraisemblance ce qui donne f comme
estimateur de s

I
<
M

]
el

fo) = — 1. <— = mo)S (x - ﬁm)) ol

2)
I
|
g
%
&
M
I
3=
d
sxﬁ
%

En pratique, nous disposons plutot d’une collection d’a priori portant par exemple sur la struc-
ture de mo ou de X. Chacun de ces a priori correspond & un modele statistique sous lequel la
densité f est a estimer. Nous disposons ainsi d’une collection M de modeles et nous allons choisir
dans cette collection celui qui est le plus adapté pour estimer f.

Pour chacun des modeles m € M, nous pouvons supposer que la densité f appartient a ce modele
et fabriquer un estimateur f,, de f. Dans nos travaux, nous avons construit f,, par maximum de

vraisemblance. Nous disposons alors d’une collection d’estimateurs { fm, me ./\/l}

3.1.1 Modéles oracles

Pour choisir un modele dans la collection M, nous voulons ensuite comparer ces estimateurs
entre eux. Pour cela, nous leur associons un risque. Nous prenons comme fonction de risque la
divergence de Kullback-Leibler définie, pour deux densités f et g par rapport a la mesure de
Lebesgue, par

i .
KL(f,g) = {log (g)fd)\ si fd\ « gdA.
+00 sinon .
ou P « ( signifie que la mesure P est absolument continue devant la mesure . Nous parlons

aussi bien du risque de I'estimateur 5,, que du risque du modele m directement.
Nous souhaitons minimiser cette fonction de risque et nous définissons les modeles dits oracle par

m* € argmin KL(f, fm).
meM
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Il n’y a pas unicité du modele oracle. En revanche, ils ont tous la méme valeur de risque (que
Pon appellera risque oracle) et cette valeur est une référence puisqu’elle correspond au plus petit
risque possible. Malheureusement, f est inconnue et la recherche de modeles oracles comme définie
ci-dessus est impossible.

Massart [Mas09] a alors proposé une procédure de sélection de modeles basée seulement sur les
données x = (x1,...,X,). Cette procédure sélectionne un modele m dont le risque est proche du
risque oracle.

3.1.2 Sélection pratique

Puisque f est inaccessible, nous allons remplacer le risque KL(f,.) par un risque empirique ne
dépendant que de I’échantillon (x1, ..., X,). Le but est de sélectionner un modele dont le risque est
proche du risque oracle. Nous choisissons donc un critere empirique, noté kl, (x,.), tel que pour
tout estimateur fm , Ep(kl, (X, fm)) =KL(f, fm) Le choix le plus naturel est alors

n

e ) = = Dt (F280) = 1 S o) + 1 2 ot 160)

Cependant, f ne doit pas intervenir dans ce critére empirique et nous aurions envie de choisir
comme risque empirique

06 F) =~ D080
i=1

Toutefois, nous pouvons montrer que E ¢ (7, (X, fm)) <KL(f, fm) Le risque empirique 7, (x, fm) est

~

donc un estimateur biaisé du risque KL(f, f,n). Si nous voulions utiliser un estimateur non biaisé,
la formule ferait forcément intervenir f. Massart [Mas09] a alors proposé de pénaliser v, (X, fin)
par une quantité ne dépendant pas de f mais de la complexité du modele m

m = argmin [y, (X, fm) + pen(m)]
meM

ou pen : M — R, mesure la complexité du modele. L’estimateur retenu pour f est alors f = fm

La fonction de pénalité est souvent proportionnelle a la dimension du modele , c’est-a-dire au
nombre de parametres a estimer dans ce modele (pen(m)=\ dim(m)). Le coefficient de proportion-
nalité dépend de I’échantillon x = (x1,...,x,) ([BMO07],[Arl07]). Nous verrons plus loin comment
le choisir.

3.1.3 Comparaison des estimateurs

Une fois construit I'estimateur f = fm, nous souhaitons comparer son risque a celui de 1'es-
timateur oracle f,,=. Dans les applications suivantes, nous travaillerons avec une seule image,
c’est-a-dire n = 1. Nous avons donc envie de comparer les risques de fagon non asymptotique.
Idéalement, nous voudrions montrer que E[KL(f, f)] = E[KL(f, f,ux)]. En toute généralité, cette
égalité n’est pas vraie. Le théoréme suivant de Pascal Massart [Mas03] permet de donner des

conditions sur la fonction de pénalité pour obtenir un résultat de la forme

r

[KL(f,m) + pen(m)]) + - (3.1)

MW@&MsO(

inf
meM

o h?(f,g) = ||\ f—+/9lI3 est la distance d"Hellinger entre deux densités et KL(f, m) = inf KL(f,1).

Apres I’énoncé du théoreme, nous expliquerons comment ce résultat peut donner des renseigne-
ments sur le risque de Iestimateur f5;.

Le théoreme que nous souhaitons appliquer nécessite des hypotheses sur la collection M ainsi que
sur chacun des modeles m € M. Plus particulierement, ces hypotheéses portent sur I'entropie a
crochet des modeles m. Nous rappelons d’abord la définition.
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Définition 10 (Entropie a4 crochets) Un crochet de taille € est un couple de fonctions [t ,t"]
tel que t= <t et h2(t,tT) < &2,

Soit m un modéle statistique et € > 0. On appelle entropie a crochet de taille € du modéle m,
et l'on note Hpj(e,m), le logarithme du nombre minimum de crochets de taille € nécessaires pour
recouvrir tout le modele m.

H[] (5,m) = 10g(N[] (5,m)).

Nous pouvons maintenant énoncer les hypotheses nécessaires ainsi que le théoreme.

d)’n‘b ($)

Hypothése (H,,) Il existe une fonction croissante ¢,, telle que la fonction =z — est

décroissante et
VoeR ,f A/ Hyp(e,m) < ¢pm(0)
+ . 1

Hypotheése (Hpq) 1l existe (pm, m € M) une famille de nombres positifs telle que

Z exp(—pm) =T < ©
meM

Théoréme 1 Soit (x1,...,X,) un échantillon de méme densité inconnue f. Soit M une collection
dénombrable de modeles. On considére la collection d’estimateurs du mazimum de vraisemblance
associé a chacun des modéles { fp, , me M.

On suppose que Uhypothése (Haq) est vérifiée. On suppose aussi que pour tout modéle m € M,
Uhypothése (H,,) est vérifiée et on note o, 'unique solution positive de ¢ (y) = /ny>.

Alors, il existe des constantes K et C telles que pour toutes fonctions pen de la forme

VYme M pen(m) = K(a?n + pm>
n

on obtient

E[R(f, )] < c( inf [KL(f, m) + pen(m)] + F)

meM n

Dans la preuve, ’hypothése (H,,) permet d’obtenir pour chacun des estimateurs fm une inégalité
oracle de la forme

L. F)l < O inf KL m) + penton)] + )

inf
meM
L’hypotheése (H ) permet de généraliser cette inégalité a I'estimateur fAm

Remarque. La premiere remarque a faire concernant ce résultat est qu’il n’est pas asymptotique.
11 est vrai quelque soit la taille n de I’échantillon utilisé. Ce n’est pas le cas du critere AIC par
exemple qui s’appuie sur le comportement asymptotique de la log-vraisemblance d’un échantillon.

La deuxieéme remarque a faire est que cette inégalité ne ressemble pas tout a fait a I’égalité sou-
haitée E[KL(f, fm)] = E[KL(f, fm#)]. Concernant le membre de gauche, nous n’avons pas le risque

de I'estimateur fs mais seulement la distance d’Hellinger h2(f, fﬁ) Sous certaines hypotheses un
peu plus fortes, nous pouvons appliquer le lemme 7.23 de [Mas03] qui minimise h?(f, fz) par
KL(f, f) et ainsi obtenir

BIKL(S. )] < G inf [KL(,m) + penton)] + )

Concernant le membre de droite, la démonstration permet de montrer que pen(m) est en fait un
majorant de E(KL(f, fin)) — KL(f, fin). Ainsi,

E(KL(f, fm)) = KL(f, fn) + E(KL(f, fin)) = KL(f, fn) < KL(f, fm) + pen(m)



3.2. REFORMULATION DES HYPOTHESES 79

Le résultat de Massart ne permet pas d’obtenir directement dans le terme de droite le risque oracle
injf\’/l KL(f, f;n) mais un majorant de ce risque.
me

Ce résultat a été utilisé dans beaucoup de domaines. Nous pouvons citer, par exemple, Maugis et
Michel [MM11] dans un cadre de sélection de variables et de classification non supervisée. Citons
également Le Pennec et Cohen [LPC13] dans un cadre d’estimation de densité conditionnelle.
Gendre, dans [Gen09] ou [Genl4], a utilisé ces outils dans un cadre de régression hétéroscédastique.
Baraud et coauteurs [BHLO3] ont appliqué ces résultats dans un cadre de tests statistiques. Parmi
une collection de tests {T},, , m € M}, ils sélectionnent celui qui minimise un critere pénalisée.
Enfin, Verzelen [Ver09] a utilisé ses résultats avec comme collection M une liste de modeles CAR
pour différents voisinages comme définis en 2.2.2. Pour un champ gaussien X, il sélectionne le
modele CAR le plus adapté pour représenter les données.

3.2 Reformulation du théoréme pour les modeles station-
naires par morceaux

Nous avons appliqué cette procédure d’estimation de densités via la sélection de modeles afin
d’estimer la densité inconnue f d’une image infra-rouge I de taille M x M.

Comme présenté dans le chapitre 1, nous avons travaillé avec des modeles (gaussiens) station-
naires par morceaux, c’est-a-dire que nous avons supposé que la densité f pouvait s’écrire comme le
produit des densités des restrictions du champ a chacune des zones. Un modele m est entierement
défini par une partition R = (R, ..., Rp) appartenant & une collection de partitions P de la grille
[1, M]? ainsi que P restrictions (aux zones R;) de modeles stationnaires de 1’ensemble S. On
note ces restrictions (S;,, ..., i, ) au lieu de (S;, (R1), ..., Sip (Rp)) 8'il n’y a aucune ambiguité sur
la partition R utilisée pour définir le modele m. On note M(P,S) la collection de modeles par
morceaux fabriqués a partir des partitions de P et des modeles stationnaires de S.

Numériquement, la recherche du minimum pour définir m est tres coiiteuse en temps de calcul.
Nous souhaitons donc restreindre la collection M(P,S) sur laquelle se fait la recherche du mini-
mum. D’un point de vue théorique, nous devons toutefois nous assurer que I'hypothese (Hp(p,s))
est vérifiée.

3.2.1 Autre expression de ’hypothese (Hyp,s))

Comme chacun des modeles m est défini par une partition R ainsi qu’'une liste de modeles
stationnaires S, , .., S;,, nous avons cherché les coeflicients p,, sous la forme

Pm = PR+ Pi, + ... + Pip

ou chaque indice ¢; correspond a un modele de I'ensemble S. Alors,

Z exp(—pm) = Z Z exp(—pr — Pi, — - — Pip)

meM(P,S) REP iq,...,ipeSF
15| P
— Z e PR ( Z eﬂj)
ReP j=1

Ainsi, si pour tout j € S, on pose p; = log(|S]), 'hypotheése a vérifier n’est plus (Hx) mais
seulement (Hp).

Hypotheése (Hp) 1l existe une famille de nombres positifs (pr, R € P) telle que

D7 exp(—pr) <1
ReP
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3.2.2 Autre expression des hypothéses (H,,)

Pour appliquer le théoréme 1 & une collection de modeles M(P, S), nous avons besoin d’exhiber
pour chaque modele m une fonction ¢, vérifiant hypothese (H,,) et un réel o,, solution de

— 2
dm(y) = /ny*.
Le lemme suivant permet de donner une expression de ¢, dans le cas particulier d'un modele
stationnaire par morceaux.

Lemme 1 Soit m = (R, S;,, ..., Sip) un modéle de la collection M(P,S). Si pour tout j € [[1, P]|

Ve >0, H[](E,Sij) < dzm(SZJ)<C + log #(&:Rj))

alors la fonction ¢, définie par

bm(0) = o+/dim(m) <\/C + log(M2) + /7 + M)

vérifie ’hypothése (Hpy,).

Ce lemme est démontré dans ’appendice B.2.3 & partir d’un résultat énoncé et démontré par Le
Pennec et Cohen dans [LPC13].

Dauns la suite de nos travaux, nous avons donc remplacé I’hypothese (H,,) par I'hypotheése (H/,)
suivante :

Hypothese (H),) Soitm = (Ry,...,Rp,Si,,...,Si,) un modele de M(P,S), il existe une constante
C > 0 telle que

€
Les hypotheses (H},) comme les hypotheses (H,,) ne sont pas des hypotheses faciles & lire ni &
vérifier. Dans les applications présentées dans les chapitres suivants, I’ensemble S est un ensemble

composé de modeles gaussiens paramétriques. Cela signifie que pour une partition donnée R =
(R, ..., Rp), les restrictions (S;,)j—1..p sont entierement caractérisées par leur vecteur moyen

J

mo;; et leur matrice de covariance ;.
Nous avons alors démontré la proposition suivante qui permet de traduire 'hypothese (H/,)
dans le cas particulier d’un modele m gaussien fini stationnaire par morceaux.

Proposition 2 Soit m ~ N(0,X) un modéle gaussien paramétrique (dim(m) = d) sur R? tel que

0 — log(det(X(0))) est k.p-lipschitz pour la norme infinie sur R® et la norme L1 sur R.

0 +— X(0) est k-lipschitz pour la norme infinie sur R? et la norme triple sur M, (R).

alors on peut majorer ’entropie a crochet du modele m
Ve >0, Hp(e,m) < dim(m) <C’ + log 1;)

La démonstration est présentée en appendice B.2. Ce résultat nous permet, pour un modele m
gaussien stationnaire par morceaux de remplacer I'hypothese (H),) par hypothese (G,,) suivante

Hypothese (G,,) Soit m = (Ry, ..., Rp,S;,,...,Sip) tel que Vj e [1,P] , S;, ~ N(m;;,%;;).

Vie[[1,P], 0 +~ log(det(3;(0))) est k.#(R;)-lipschitz
0 — X;(0) est k-lipschitz
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3.2.3 Inégalité oracle pour les modeles gaussiens stationnaires par mor-
ceaux

Maintenant que nous avons reformulé les hypotheéses (H,,) et (Haq), nous pouvons énoncer le
théoreme de Massart pour les modeles gaussiens stationnaires par morceaux.

Théoréme 2 Soit (x1, ..., X, ) un échantillon de méme densité inconnue f. Soit P une collection de

partitions pour laquelle U’hypothése (Hp) est vérifiée. Soit S un ensemble fini de modéles gaussiens

stationnaires tel que pour tout m = (R, S;,, ..., Sip) € M(P,S), Uhypothése (G,,) soit vérifice.
Pour chaque modéle m, on note fm lestimateur du mazimum de vraisemblance. soit pen :

M(P,S) — R et considérons le critere de log-vraisemblance pénalisée

n

crit(m) = Y|~ log(fm(x;)) + pen(m)

i=1

Alors il existe des constantes K et C telles que si pour tous les modéles m € M(P,S)

. 2
pen(m) = KdlL(m) VO +log(M?) +/m+ |log — 1 ]
n fdimtm) (WJF \/E) Py

alors le modeéle M qui minimise le critére pénalisé sur M(P,S) est tel que

BIKL(, fa)] < € inf (BIKL(A f) + pentin) ) + .

meM n
La démonstration de ce théoreme est présentée en appendice B. Plusieurs remarques sont a faire.
Tout d’abord, ce résultat valide I'utilisation en pratique d’une fonction de pénalité proportionnelle
a la dimension de chacun des modeles. Il montre aussi que le risque de l'estimateur fz est proche
du risque oracle. Toutefois, la démonstration ne donne pas la valeur exacte des constantes K et
C' et le coefficient de proportionnalité entre la pénalité et la dimension (pen(m)=A dim(m)) du
modele m est & définir empiriquement [Arl07]. Nous verrons dans le paragraphe dédié a 1’étude
empirique la valeur choisie pour ce coefficient.

3.3 Applications aux images réelles

Dans la partie précédente, nous avons étudié les propriétés théoriques de la procédure proposée.
Dans cette partie, nous allons appliquer cette procédure de sélection de modeles a des images
simulées puis réelles.

Nous réglerons en parallele le choix des constantes apparues dans le théoreme 2.

3.3.1 Collections particulieres de partitions

Pour des raisons de temps de calcul, nous allons restreindre la collection de modeles M(P,S)
a deux collections de modeles par morceaux définis pour des collections de partitions particulieres.
Apres les avoir définies, nous montrerons qu’elles vérifient bien I'hypothese (Hp).

Partitions récursives dyadiques
Pour cette collection de partitions, les images doivent étre de taille une puissance de 2, c’est a dire
que M = 2%,

Soit R = (Ry,..., Rp) une partition récursive dyadique. Alors, toutes les zones R; sont des
carrés de coté de longueur 277 et les frontieres entre les différentes zones R; sont & des lignes ou
A des colonnes dont le numéro est la forme c.2¥~!. Nous pouvons nous référer & Sart [Sarl14] ou &
Le Pennec et Cohen [LPC13] pour une autre définition. La figure 3.1 présente deux exemples de
partitions récursives dyadiques. On note P; 'ensemble de toutes les partitions récursives dyadiques.

Cette collection de partitions possede une forte structure hiérarchique. En effet, chacune des
partitions de la collection P; est obtenue a partir de la partition Ry ne contenant qu’'une seule
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2]@71 2k 2/971 214:

7.2k=3

3.2k—2

FIGURE 3.1 — Deux exemples de partitions récursives dyadiques

zone : a chaque étape, chacun des carrés d’une partition peut étre divisé en 4 carrés de méme taille.
Grace a cette structure hiérarchique, nous pouvons représenter une partition de la collection P,
par un arbre dans lequel chaque noeud a 0 ou 4 branches. Chaque feuille de I'arbre correspond a
une zone de la partition. La figure 3.2 présente les arbres correspondants aux partitions de la figure
3.1. Le nombre de feuilles de ce sous-arbre correspond au nombre de zones dans la partition. Cet
arbre peut ensuite étre codé en binaire ot un 0 représente un noeud sans enfant et 1 un nceud avec
4 enfants. Les codes pour chacune des partitions de la figure 3.1 sont donnés dans la figure 3.2.

000100000

011000000000

FI1GURE 3.2 — Arbres dyadiques et codes associés pour les partitions de la figure 3.1

Deux arbres différents ne peuvent pas étre codés par la méme séquence binaire. On dit alors
que ce codage est décodable. Une propriété importante d’un codage décodable est qu’il vérifie
I'inégalité de Kraft-Milman [McMb56].

Proposition 3 (Inégalité de Kraft-Milman) Soit ¢ un code décodable sur un alphabet a D
éléments. Alors, les longueurs des mots (I)n=0 doivent vérifier

Z D7 < 1.
n=0

Pour coder les partitions dyadiques, nous avons utilisé ’alphabet binaire donc D = 2. On note
I(R) la longueur du code pour la partition R. Alors,

Z 9-lR) <1 Z e~ log(2)UR) < 1 (3.2)
RE'Pl REPl
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Nous n’avons utilisé qu’un symbole par nceud donc I(R) est aussi le nombre total de nceuds dans
Parbre. Essayons aussi de relier la longueur du code I(R) au nombre de zones dans la partition R,
que l'on note |R|. Il y a deux sortes de nceuds dans ’arbre : ceux n’ayant pas d’enfants, dont le
cardinal est |R|, et ceux ayant des enfants, de cardinal {(R) — |R|. Exceptée la racine, les autres
neeuds sont tous 'enfant d’un neeud donc

A((R) — |R))

I(R) — 1
AR —1
3

I(R) > |R|

En utilisant I'inégalité (3.2), on obtient alors

S s ¢ §T s
RePy RePy

La collection des partitions récursives dyadiques vérifie donc bien 'hypothese (Hp,) pour la famille
de poids pr = log(2)|R|. Elle permet ainsi de fabriquer une collection de modeles a laquelle on
pourra appliquer le théoreme 2. En particulier, le risque de I'estimateur obtenu sera proche du
risque oracle. Toutefois, en utilisant les partitions récursives dyadiques, 'image sera segmentée en
zones carrées. Cette contrainte est trop forte et nous avons alors opté pour une autre collection de
partitions.

Partitions récursives split
Pour cette collection, 'image n’est plus nécessairement de taille une puissance de 2. On trouve
dans cette collection toutes les partitions de la grille [[1, M]? en rectangles. La figure 3.3 donne
deux exemples de telles partitions. On note P, la collection des partitions récursives dyadiques
split. On peut tout de suite remarquer que les partitions récursives dyadiques sont une sous-famille
des partitions récursives split.

FIGURE 3.3 — Deux exemples de partitions récursives split

Pour cette collection aussi, il existe une structure hiérarchique : a chaque étape, un rectangle
peut étre découpé en deux rectangles pas nécessairement de méme taille. De plus, ce découpage
peut se faire parallelement a la longueur ou a la largeur du rectangle initial. On peut encore coder
ces partitions en binaire. Le codage de chaque nceud sera toutefois plus complexe que pour une
partition récursive dyadique. En effet, en plus de coder si le rectangle est découpé ou non, le
code doit aussi définir les nouveaux rectangles obtenus en donnant la direction (horizontale ou
verticale) ainsi que la position de la découpe. Le codage de chaque nceud est donc de longueur
14+ 1 + [logy(M)]. Pour une partition récursive dyadique split R dont 'arbre dyadique a N(R)
neeuds, on a donc I(R) = N(R)(2+ [logy(M)]). En utilisant de nouveau I'inégalité de Kraft-Milman
[McM56] pour les codes décodables, nous obtenons

S 9 NREHIen(N) < 1 & 1 =N (R I+ logs (M) < 1.
RePo RePo
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Comme dans le cas des partitions récursives dyadiques, nous pouvons montrer que N(R) > |R].
L’hypotheése (Hp) est donc bien vérifiée pour la collection des partitions récursives dyadiques split
avec la famille de poids pr = |R|10g(2)(2 + [logy(M)]).

3.3.2 Ensemble S particulier

Les modeles stationnaires de I'ensemble S correspondent aux modeles suivis par les restrictions
du champ X a chacune des zones de la partition R. Il peut s’agir de modeles directs ou indirects
comme présentés au chapitre 2.

Dans nos travaux, nous supposons que dans chacune des zones d’une partition R, la restriction
du champ suit un modele gaussien SAR isotrope aux 4 plus proches voisins défini en 2.6 :

V(i,j)e P, Xij=ap(Xi1;+ Xiz1,; + Xij1 + Xiji1) + opei .

ou € est un champ gaussien centré et réduit. Seuls les parametres ap et op varient d’une zone a
Iautre.

Cette situation correspond donc a un ensemble S réduit a un seul élément : le modele SAR aux
4 plus proches voisins. Nous avons appelé cet ensemble S .

Vérification des hypotheses (G,,)
Nous voulons vérifier que les modeles des collections M(P1,S1) et M(P2,S1) vérifient bien les
hypotheses (H,,) pour pouvoir ensuite appliquer le théoréme 2. Puisque ce sont des modeles gaus-
siens, nous allons plutot vérifier ’hypothese (G,,).

Soit m € M(P1,S81). Le modele m est donc défini par une partition R = (R, ..., Rp) € P; et
des modeles locaux (S;,, ..., Si,) avec

17"

Viel[1,P], S, = N(0,%;)on

J

Eij = 0'7;j (I — aijWZ-j)_z

ot W;, est la matrice des 4 plus proches voisins adaptée a la taille de la zone R;;. La proposition
suivante permet de montrer que le modele m vérifie bien ’hypothese (G,,).

Proposition 4 Soit P une zone de la grille [1, M]]*. Alors,

(ap,op) +— log(det(op(I —apWp)™2)) est k.4(P)-lipschitz
(ap,op) +— op(I—apWp) 2 est k-lipschitz

Nous avons démontré cette proposition dans 'appendice C.1 en utilisant le fait que la densité
d’un modele SAR isotrope a une forme particuliere.

L’application du théoreme 2 permet d’affirmer, qu’en théorie au moins, I'estimateur obtenu par la
procédure de Massart pour les collections M(Py,S1) ou M(P3,S1) a un comportement proche de
I’estimateur oracle.

Ceci nous motive pour l'utiliser en pratique.

3.3.3 Parcours des ensembles M(P;,S;) et M(P2, S))

Une fois fixé I'ensemble M (P, S) sur lequel se fera la recherche du minimum

m = argmin (log(fm(f)) + pen(m))
meM(P,S)

nous devons programmer cette recherche. R

L’approche la plus naturelle consiste & calculer le critere crit(m) = log(fn(I)) + pen(m) pour
chacun des modeles m puis a sélectionner celui qui le minimise. Cette méthode cotite cher en
temps de calcul. Grace a la structure par morceauzr de nos modeles, nous allons pouvoir appliquer
une méthode par arbre de tri pour estimer 7.
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Un modele m est de la forme m = (Ry,...,Rp,S;,,...,Si,). Puisque nous avons supposé
I'indépendance du champ dans chacune des zones, nous avons f,, = fr, X ... x fr, ol fr, est l'esti-
mateur de la densité de la restriction du champ a la zone R; sous le modele m. La log-vraisemblance
globale s’écrit comme la somme des log-vraisemblances de chacune des zones.

-
log(fm(I)) = Y. log(fr, (1))

i=1

De méme, la dimension du modele m, définie comme le nombre de parametres a estimer, est la
somme de la dimension des modeles dans chacune des zones. Puisqu’on utilise comme seul modele
local le modele SAR aux 4 plus proches voisins, il y a deux parametres a estimer dans chacune des
zones.

Enfin, la pénalité est choisie proportionnelle a la dimension avec un coefficient de proportionnalité
A. Ainsi, le calcul du critére pour le modele m se décompose en calculs indépendants portant
chacun sur une zone de la partition R.

log(fm(l)) + Adim(m)
P

> <log(fRi (1)) + 2/\>

i=1

crit(m)

Nous appelons cott de la zone R; la quantité log( fRi (I;)) + 2. La conséquence principale de cette
décomposition est que pour comparer deux modeles, il suffira de comparer la somme des cotuts des
zones non communes a ces deux modeles.

FIGURE 3.4 — Deux exemples de partitions de la collection P;.

La figure 3.4 présente deux partitions de la collection P; qui ont des zones en commun. Elles
définissent deux modeles my et maq. Pour choisir entre ces deux mO(iéles, nous devrons seulement
comparer le coflit de la zone Ri sous le modele m; donné par log(fRi(Ill)) + A et la somme des

4 ~
coiits des quatre zones R? sous le modele my donnée par Y. log(frz(1i)) + 4.
i=1

C’est sur ce principe qu’est basé 1'algorithme CART (pour Classification And Regression Trees)
[BFSO84]. 11 fonctionne en deux étapes :

— Fabrication d’un arbre dit maximum de profondeur k& pour une image de taille M = 2%,

Chaque feuille de cet arbre correspond a un pixel de I'image.
— Sélection du sous-arbre de I’arbre maximum pour lequel le critére crit est le minimum.

Arbre maximum
La racine de I’arbre maximum correspond a l’image toute entiere. Nous associons a ce nceud la
valeur de log(5g,(I)) + 2X ot Ry correspond & la partition ne contenant qu’une seule zone.
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Ry Ry

R Ry

R Ry
Ry R Rs Ry

Ensuite, pour la collection Py, ce noceud donne 4 nceuds enfants, chacun représentant un des
carrés obtenus apres le découpage en quatre de la partition initiale Ry. Pour la collection Po, ce
neeud ne donnera que 2 enfants.

On associe au neeud (ou a la partition) R; la valeur log(Sg, (;)) +2A. Nous continuons & associer
a chaque noeud 2 ou 4 enfants jusqu’a obtenir un arbre de profondeur k. Il y a alors autant de
feuilles que de pixels.

Chaque partition R de la collection P; (ou Ps) est représentée par un sous-arbre de l'arbre
maximum. Pour obtenir la valeur du critere pour le modele m défini par cette partition R, il faut
additionner les valeurs des nceuds correspondants aux zones de la partition R.

Sous-arbre de critére minimum
Pour obtenir ’arbre pour lequel le cotit est minimum, nous partons des feuilles de I’arbre. On décide
de fusionner les quatre (ou les deux) noeuds « fréres » si la somme de leur cotit est plus élevée que
le cout de leur « pére ». Dans ce cas, les feuilles enfants disparaissent. Si la somme des cotits est
plus faible, on ne les fusionne pas. Les branches restent donc dans l'arbre. En revanche, le cout
associé au pere change : on remplace son cout par la somme des couts de ses noeuds « enfants ».
La figure 3.5 présente un exemple de recherche de sous-arbre de critéere minimum. Dans cet
exemple, la somme des cotits des enfants est plus élevée pour le nceud 1 (¢1 < ¢11 + ¢12 + ¢13 + €14)
et le noeud 4 (¢4 < cq1 + 42 + 43 + c44). Les quatre enfants des noeuds 1 et 4 sont donc fusionnés.
Pour les nceuds 2 et 3, la sommes des cotits de leurs enfants est plus faible. Il n’y a pas de fusion
mais le cotit associé aux nceuds 2 et 4 sont remplacés respectivement par ¢o = co1 + €22 + o3 + Cog
et ¢3 = c31 + 32 + ¢33 + c34. Enfin, puisque la somme des couts ¢1 + ¢ + €3 + ¢4 est plus faible que
le cotit ¢, il n’y a pas de nouvelle fusion. Le modele sélectionné contient alors 10 zones qui forment
la partition de droite de la figure 3.4.

C13 C21 C32 C42

F1GURE 3.5 — Exemple de fusion possible

Pour les partitions de la collection Po, nous appliquons le méme algorithme mais cette fois les



3.3. APPLICATIONS AUX IMAGES REELLES 87

neeuds ont 0 ou 2 enfants.
Cette méthode de recherche de minimum permet de diminuer le temps de calcul puisqu’elle évite
de calculer plusieurs fois les mémes cotts.

3.3.4 Réglage de la pénalité

Nous avons présenté dans le paragraphe précédent comment sélectionner, en pratique et assez
rapidement, le modele m qui minimise le critére crit(m) = v, (X, fm) + Adim(m).

Nous allons maintenant voir comment choisir la valeur de \. Cette valeur doit permettre de
pénaliser les modeles complexes et ainsi de choisir un modele qui réalise un bon compromis entre
I'explication des données (le biais) et la complexité du modele (sa variance). Une des méthodes
trés souvent utilisées est celle de 'heuristique de pente ([Arl07], [BMM11]). Elle est basée sur le
fait que le biais se stabilise avec 'augmentation de la dimension du modele et qu’a partir d’une
certaine dimension, seule la variance compte.

Heuristique de pente

1. On trace la courbe qui fait correspondre a la dimension de chaque modele m sa log-
vraisemblance v, (X, fm)-

2. On estime ensuite la pente de la courbe pour les grandes dimensions. On note cette pente
a.

0 20 30 40 & 60 70 80 @0 10

3. On utilise comme constante A = 2a. Le modele sélectionné est alors donné par

m = argmin[y, (x, fm) + 2a.dim(m)].
meM

Il est important de noter que la valeur de la pente a ne dépend que de I’échantillon considéré. Le
choix de la pénalité et le calcul du critere sont donc entierement basés sur les données. Dans la
littérature, on parle de pénalité data-driven ([Ver09], [AMO09]).

Malheureusement, avec les modeles par morceaux que nous utilisons, le biais ne se stabilise pas
pour des modeles de grandes dimensions. Nous ne pouvons donc pas appliquer I'heuristique de
pente. Nous avons toutefois besoin de pénaliser la log-vraisemblance. Le choix de la valeur de A se
fait donc de maniere empirique, c’est-a-dire en testant plusieurs valeurs et en conservant celle qui
permettait de sélectionner un modele pas trop complexe. Apres une étude sur les images réelles,
nous avons décidé d’utiliser pen(m) = 2dim(m).

Nous reviendrons sur cette méthode d’heuristique de pente a la fin du chapitre lors de I'utilisation
d’un autre critere que la vraisemblance pour lequel le biais se stabilise.

Nous avons maintenant tous les outils pour pouvoir lancer notre procédure de sélection de modeles
(de segmentation) sur des images simulées puis réelles.

3.3.5 Exemples sur images simulées

Nous allons maintenant lancer notre algorithme de sélection de modeles sur des images simulées.
Pour ces images, le vrai modele mg est connu.

Dans un premier exemple présenté dans la figure 3.6a, le modele mg ne contient que 2 zones. Dans
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(a) (b)

FIGURE 3.6 — Modeles SAR par morceaux simulés avec 1 zone corrélée et une zone non corrélée :
(a) réalisation d’un tel modele, (b) estimation obtenue apres sélection de modele

la partie supérieure de I'image, le champ X est un champ gaussien SAR avec comme parametres
a1 = 0.249 et o1 = 1. Dans la partie inférieure, il s’agit aussi d’'un champ gaussien SAR mais avec
pour parametres as = 0 et g = 1.

On lance alors la procédure d’estimation. Ici, nous avons supposé connu le fait que 'image ne
soit composée que de 2 zones et nous avons donc utilisé comme collection de partitions celles ne
contenant que deux zones avec une frontiere horizontale. Pour les modeles locaux, nous avons
conservé ’ensemble S;. Sur la figure 3.6b, nous voyons le modele sélectionné. La frontiere est bien
celle du modele mg. D’autre part, pour la partie supérieure du modele, les parametres estimés sont
a1 = 0.2490 et o1 = 0.9712. Pour la partie inférieure, les parametres estimés sont as = 0.02 et
o9 = 0.9826.

Avec les parametres choisis, la corrélation est tres forte dans la partie supérieure de 'image et est
nulle dans la partie inférieure. On peut alors se demander ce qu’il se passe si la corrélation est forte
dans chacune des deux zones.

(a) (b)

FIGURE 3.7 — Modele SAR par morceaux avec 2 zones fortement corrélées : (a) réalisation d'un tel
modele, (b) estimation obtenue apres sélection de modele

La figure 3.7a présente un tel exemple. Les parametres sont a; = 0.249 et 03 = 1 pour la zone
supérieure et as = 0.249 et 0o = 1 pour la zone inférieure. La figure 3.7b présente le modele estimé.
On remarque que dans ce cas aussi, la frontiere du modele estimé correspond a la frontiere du vrai
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modele. De plus, les parametres estimés pour chacune des zones sont a; = 0.249, o1 = 0.9712,
as = 0.249 et oo = 1.0981. On peut donc dire que ce n’est pas que la différence de corrélation entre
les 2 zones qui aide 'algorithme & choisir la meilleure frontiere. En revanche, nous avons supposé
que les champs dans chacune des zones étaient indépendants. C’est plutot cette indépendance qui
est détectée par 'algorithme de segmentation.

Dans un troisieme exemple dont une réalisation est présentée dans la figure 3.8a, le modele my
contient cette fois 4 zones indépendantes. Dans les zones en haut a gauche et en bas a droite, le
champ X est un champ gaussien SAR avec comme parametres a; = 0.249 et o7 = 1. Dans les
zones en bas a gauche et en haut a droite, il s’agit aussi d’'un champ gaussien SAR mais avec pour
parametres as = 0 et o9 = 1.

Pour cette image, nous avons lancé I’algorithme d’estimation de modeles avec les deux collections
de partitions P; et Ps et 'ensemble de modeles locaux 8. Sur la figure 3.8b est représenté le modele
sélectionné pour la collection de partitions récursives dyadiques. Sur la figure 3.8c est représenté
le modele sélectionné pour la collection de partitions récursives split.

.

_

(b) (©)

FIGURE 3.8 — Segmentation obtenue avec 'utilisation des partitions récursives dyadiques

La premiere remarque importante & faire est que le vrai modele mg est dans les deux collections.
Pourtant, ce n’est pas lui qui est sélectionné. Cela ne veut pas dire que la procédure de sélection de
modeles est fausse. Cela veut plutot dire que pour cette image (pour cette réalisation du modele
myg), ce n'est pas le modele mg qui représente le mieux les données.

Dans le cas de la collection récursive split, le modele sélectionné contient le vrai modele mg. En
effet, dans les deux zones en haut a droite et en bas a gauche, nous avons utilisé un modele SAR avec
un coefficient as = 0, ce qui correspond a supposer les pixels indépendants. Le modeéle sélectionné
suppose, lui, les pixels dans chacune des zones indépendants, ce qui est bien vrai vu le modele mg
choisi. Une pénalité plus élevée aurait peut-étre conduit a sélectionner my.

Pour la collection récursive dyadique, le modele sélectionné contient bien les frontieres du modele
myg. Dans la zone en haut a gauche, ce modele suppose deux zones indépendantes qui ne le sont
pas sous le modele mg. Le modele sélectionné est toutefois tres proche du vrai modele my.
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3.3.6 Exemples sur images réelles

Regardons maintenant le résultat de ’algorithme de sélection sur des images réelles. Nous
avons utilisé Palgorithme avec les deux collections de modeles M(Py,S1) et M(Ps,S1). La fi-
gure 3.9 présente quatre images réelles ainsi que les modeles sélectionnés pour chacune d’elles. La
colonne centrale correspond aux partitions récursives dyadiques, c’est-a-dire a 1'utilisation de la
collection M(P1,S81). La colonne de droite correspond aux partitions récursives split, ¢’est-a-dire
a la collection M(Pq,Sy).

FI1GURE 3.9 — Exemples de sélection de partition pour des images réelles.

Pour ces images, le vrai modele my n’est pas connu et nous ne pouvons donc pas comparer les
estimateurs obtenus au modele idéal. Nous pouvons simplement juger de la pertinence du modele
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sélectionné visuellement.

Par exemple, nous pouvons noter que sur ’exemple 3 de la figure 3.9 la frontiere horizontale la
plus haute correspond bien & la limite supérieure du nuage. De méme, sur I'exemple 4, la frontiere
verticale la plus a gauche pour la collection des partitions récursives split est proche de la frontiere
naturelle du nuage.

Visuellement, toutefois, nous sommes d’accord pour dire que les partitions des collections P; ou
P2 sont peu pertinentes pour expliquer les quatre exemples étudiés qui ont des frontieres entre les
textures obliques ou courbées. En d’autres termes, le modele inconnu my est assez éloigné des deux
collections M(Py,S1) et M(P2,S1). ceci explique la difficulté de modéliser ces exemples par des
modeles des collections envisagées.

La collection des partitions récursives dyadiques est incluse dans la collection des partitions récursives
split. Nous savons donc que le modele récursif split correspond & une valeur du critere plus faible
que le modele récursif dyadique. Autrement dit, il est meilleur pour expliquer les données. Ce-
pendant, le temps d’estimation est beaucoup plus faible pour le modele récursif dyadique. Il faut
34 secondes pour obtenir le modele récursif dyadique contre 45 minutes pour le modele récursif
split. Nous allons voir dans le prochain paragraphe comment améliorer ce temps de calcul pour un
résultat similaire.

3.4 Autre critere : la pseudo log-vraisemblance

Dans 'utilisation du critere de log-vraisemblance pénalisée, la majorité du temps de calcul est
utilisée pour calculer la log-vraisemblance. Si Y est un champ gaussien sur R? de moyenne nulle
et de matrice de covariance X, la log-vraisemblance d’une réalisation y du champ Y vaut

Io(y, %) = 3 log(det(D)) — 5'yS ly = | loa(det(@)) — 5'yQy. (33

ol Q = X1 Cest le calcul du déterminant qui rend le temps de calcul si long.
En supposant les modeles par morceauz, nous avons réduit ce temps de calcul. Pour une partition
R = (Ry,...,Rp), la vraisemblance devient

P

P

1 1 _

W(y,%) = Y ol %) = ), (— 5 log(det(%:)) — 5"y, 1}’12)
i=1 1=1

ou les différentes matrices ¥; correspondent aux blocs diagonaux de la matrice 3. Ces matrices
sont toutes de taille plus petite que celle de ¥ et nous réduisons ainsi le temps nécessaire au calcul
des déterminants et donc au calcul de lv(y, ). Cependant, le gain n’est pas assez fort pour les
utilisations en temps réel souhaitées par TOSA.

Dans le but de réduire encore ce temps de calcul, nous allons utiliser un autre critere que celui
de la log-vraisemblance.

3.4.1 Définition

Cet autre critére a été proposé par Besag en 1974 [Bes74] : il s’agit du critére de pseudo log-
vraisemblance.

Définition 11 Pour un champ Y gaussien sur R® de densité f, la pseudo log-vraisemblance d’une
réalisation y est définie comme la somme des log-vraisemblances conditionnelles.

d
PLV(y, f) = Y} log(f(y:ly; , 7 # 1))-
i=1

ot f(Y;|Z) représente la densité conditionnelle de la variable Y; sachant la variable Z.

La pseudo log-vraisemblance est le plus souvent introduite comme estimateur de la log-vraisemblance
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[Bes77]. Elle est tres souvent utilisée dans un cadre d’estimation de parametres. Pour un modele
gaussien paramétrique, il est souvent difficile d’obtenir une formule exacte pour les estimateurs du
maximum de vraisemblance. On utilise alors les estimateurs du maximum de pseudo vraisemblance
qui sont généralement plus faciles a obtenir.

Reprenons I'exemple d’un champ Y gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance .
Pour une réalisation y du champ Y, nous connaissons la valeur de la vraisemblance conditionnelle
en fonction de la matrice de précision Q = X!

. . . qii Gii
Vie[1.d], flyily;, j#1) = eXp( (yi + 2 @5Y;) )

2
™ j=1
J#i

Nous pouvons alors en déduire la valeur de la pseudo log-vraisemblance de la réalisation y

d 1 q 1 d d 2
PLV(y, ¢o.s) =Z§ (”)22qm<yi+2qijyj)
i=1 i=1 j=1
J#i

En comparant cette formule a celle de la log-vraisemblance donnée par la formule (3.3), nous
pouvons remarquer que le gain en temps de calcul est du a I’absence de déterminant dans le calcul
de la pseudo log-vraisemblance.

Pour un modele par morceaux, ce critere se simplifie comme dans le cas de la vraisemblance

P
PLV(y, f) = Z PLV(yi, i)

i=1

et nous réduisons encore le temps de calcul.

Sélection de modeles
Nous pouvons alors définir une nouvelle procédure de sélection de modele basée sur le critere de la
pseudo log-vraisemblance pénalisée. Pour une image I et un modele m = (Ry,..., Rp, 51, ..., Sp),

nous notons f; = argmax PLV (I;, f;) Destimateur par maximum de pseudo-vraisemblance de la
fieS1(R:)

densité de la restriction du champ X a la zone R;. Le modele sélectionné est celui qui minimise la

pseudo log-vraisemblance pénalisée.

P
m = argmax (Z log(PLV (I, f)) + pen(m))
meM(P,S)

ol pen est toujours proportionnelle a la dimension du modele. Comme pour le critere de la vrai-
semblance pénalisée, nous avons implémenté cette procédure sous Matlab.

Hypothese d’indépendance

Pour un modele stationnaire par morceaux, I’hypothese d’indépendance entre les zones a été ajoutée
pour diminuer le temps de calcul du critere de log-vraisemblance pénalisée et le rendre raisonnable
pour une étude empirique.

Avec 'utilisation du critere de pseudo log-vraisemblance, nous ne considérons que les lois condi-
tionnelles f(y;ly; , j # ¢) qui sont des lois gaussiennes en dimension 1. La structure de covariance
définie a travers la matrice ¥ n’intervient pas dans le calcul. Nous n’avons donc plus besoin de
supposer les modeles strictement par morceaux. Nous pourrions ainsi utiliser des modeles dans
lesquels la matrice de covariance n’est pas complétée, en dehors de la diagonale, par des blocs de
0.

3.4.2 Exemples sur images simulées puis réelles

Comme nous 'avons expliqué précédemment, cette procédure a I'avantage d’étre beaucoup
plus rapide en temps de calcul. Nous allons le voir sur quelques exemples d’images simulées puis
d’images réelles.
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Images simulées

Reprenons un des exemples traités précédemment, celui pour lequel le vrai modele mg est un modele
par morceaux avec dans chaque zone un modele gaussien SAR aux 4 plus proches voisins. L’appen-
dice C.2 présente l'estimation des parametres a et o par maximum de pseudo log-vraisemblance
pour le modele SAR aux 4 plus proches voisins. La critere de pseudo log-vraisemblance vaut alors

P ~
crit(m) = Z #(2Rz) [log (1 i 4a22) - 1] +2)\|R|.
i=1

271'822

Comme dans le cas de la log-vraisemblance, le parametre A est a déterminer. Nous le faisons
avec la méthode de I'heuristique de pentes présentée au paragraphe 3.3.4.

La figure 3.10 présente le modele estimé par le critere de pseudo log-vraisemblance pénalisée
pour 'image de la figure 3.8a. Sur la partie droite de 'image, on peut voir le modele estimé par le
critere de log-vraisemblance pour comparaison.

F1GURE 3.10 — Modele estimé par le critere de pseudo log-vraisemblance pénalisée et par le critere
de log-vraisemblance pour I'image de la figure 3.8a

Nous pouvons d’abord remarquer que les deux segmentations proposées sont proches de la seg-
mentation du vrai modele mg. La segmentation obtenue par le critere de log-vraisemblance est
toutefois plus précise : méme si les frontieres ne sont pas toutes exactes, il y a bien 4 zones comme
dans le vrai modele.

En temps de calcul en revanche, c’est le critere de pseudo log-vraisemblance qui est le plus per-
formant. Il faut 45 minutes pour effectuer la recherche du modeéle minimisant le critere de log-
vraisemblance pénalisée. Il ne faut que 30 secondes pour effectuer cette recherche dans le cas du
critere de pseudo log-vraisemblance pénalisée.

Sur cet exemple simulé comme sur les autres que nous avons testés, le critéere de pseudo log-
vraisemblance pénalisée semble réaliser un bon compromis entre un temps de calcul raisonnable et
un résultat proche de celui obtenu par le critere de log-vraisemblance pénalisée.

Images réelles

Revenons maintenant sur les quatre exemples déja traités pour le critere de log-vraisemblance. Nous
avons déja utilisé la collection des partitions récursives split pour segmenter ces images réelles. La
colonne de droite de la figure 3.11 rappelle les résultats obtenus pour le critere de log-vraisemblance
pénalisée. Sur la colonne de gauche, se trouvent les modeles sélectionnés par le critere de pseudo
log-vraisemblance pénalisée.

Comme nous ne connaissons pas le vrai modele mg, nous ne pouvons pas comparer les modeles
sélectionnés au modele mg. En revanche, nous pouvons les comparer entre eux par chacune des
procédures et pour une méme image initiale.

Les modeles sélectionnés par le critere de pseudo log-vraisemblance pénalisée sont moins complexes
que ceux sélectionnés par le critere de log-vraisemblance. L’exemple 4 de la figure 3.11 en est un
bon exemple. La pénalité appliquée dans le critére de log-vraisemblance (choisie par nous de la
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FIGURE 3.11 — Sélection de modeles par pseudo log-vraisemblance pour la colonne de gauche et
par log-vraisemblance sur la colonne de droite.

forme pen(m)=2dim(m)) pourrait sirement étre augmentée pour diminuer le nombre de zones de
la segmentation sélectionnée. A I'inverse, celle utilisée dans le critéere de pseudo log-vraisemblance
(qui est choisie & partir des données seulement) pourrait étre plus faible pour favoriser les modeles
plus complexes.

Finalement, le modele sélectionné par le critere de pseudo log-vraisemblance pénalisée est raison-
nable visuellement, tout autant que celui sélectionné par le critere de log-vraisemblance pénalisée.
De plus, le temps de calcul est bien plus faible. On retrouve donc sur les images réelles le compro-
mis que 'utilisation de la pseudo log-vraisemblance réalisait déja sur les images simulées entre le
temps de calcul et la pertinence du modele obtenu.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes de sélection de modeles avec le critere de

log-vraisemblance pénalisée. Nous avons ensuite reformulé les hypothéses d’'un théoréme énoncé
par Massart. Le théoreme 2 que nous en déduisons a permis de justifier le choix d’'une pénalité
proportionnelle a la dimension du modele pour obtenir un estimateur dont le risque est proche du
risque oracle (¢’est-a-dire le plus petit risque possible).
Nous avons également implémenté la procédure de sélection de modeles proposée par Massart apres
avoir accéléré le parcours de la collection de modeles utilisée. Le temps de calcul est encore trop
long pour une application en temps réel. Nous avons donc remplacé le critere de log-vraisemblance
pénalisée par un critere de pseudo log-vraisemblance pénalisée. Toutefois, nous n’avons pas de
résultats théoriques pour 'utilisation de ce critere.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter la chaine de détection que nous avons construite
a partir des études menées dans les chapitre 2 et 3. Ses performances ainsi que la comparaison a
Iexistant chez TOSA sont également proposées.
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Sommaire
4.1 Filtrage proposé . . . . . . . i i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 98
4.1.1 Etape 1 : Retrait de la moyenne . . . . . . . .. ... ... ..., 98
4.1.2 Etape 2 : Estimation de la matrice de covariance . . . . . . .. ... .. 100
4.1.3 Etape 3 : Retrait de la structure de covariance . . . .. .. .. ... .. 101
4.1.4 Définition de la statistique de test . . . . . . . . ... 102
4.2 Apprentissagedesseuils . . . ... ... 0000000000 oo e 104
4.2.1 FEtape hors-ligne d’estimation de quantiles . . . . . . .. .. .. ... .. 104
4.2.2 Performances de ’étape hors-ligne d’estimation . . . . . . .. . ... .. 106
4.3 Prise en compte de la texturelocale . . . . . . ... ... ... ... 108
4.3.1 Descripteurs de Portilla/Simoncelli . . . . . ... ... .00 108
4.3.2 Coeflicients de scattering de Mallat . . . . . . . ... ... ... ... .. 111
4.3.3 Mélanges de lois gaussiennes . . . . . . . .. ..o 112
4.3.4 Apprentissage par classe . . . . . ... Lo 113
4.4 Performances de I’algorithme général . . ... ... ... ....... 117
4.4.1 Algorithme antérieur . . . . . . . . . . .. .. 117
4.4.2 Courbes COR pour un rapport signal sur bruit fixé . . . . .. ... ... 118
4.4.3 Courbes COR a probabilité de fausses alarmes fixée . . . .. ... . .. 121
444 TImagesréelles . . . . . . . ..o 126

97



98 CHAPITRE 4. ALGORITHME DE DETECTION

Introduction

Notre objectif est de prendre en compte la covariance spatiale d’une image I (de taille M x M)
dans la mise en place du test de détection. Plusieurs travaux ont été menés en supposant les pixels
de Iimage I indépendants [MRG85], [Vas11]. Nous avons souhaité, au contraire, batir un test qui
n’utilise pas cette hypothese comme lont fait Kelly [Kel86] ou Genin [Genl13]. Toutefois, nous ne
disposons pas d’un échantillon d’images comme eux mais d’'une seule image. Nous allons donc faire
des hypotheses supplémentaires sur le modele suivi par 'image 1.

Dans le chapitre 2, nous avons expliqué pourquoi il paraissait naturel de travailler avec des
modeles stationnaires par morceaux. En effet, la structure de covariance n’est pas la méme dans
toutes les zones de 'image. Toutefois, nous pouvons supposer le champ localement stationnaire.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté des outils statistiques pour sélectionner, a partir d’une
image I, un modele m dans une collection M pour représenter le contenu de I'image I. Nous avons
aussi vu que cette sélection était, en pratique, chere en temps de calcul.

Nous avons alors inversé le probleme : au lieu de sélectionner pour chaque image un nouveau
modele, nous avons mené une étude empirique sur une large base d’images pour sélectionner un
modele que nous appliquerons ensuite a toutes les images. En d’autres termes, au lieu de faire la
sélection de modele dans le cceur de l'algorithme, nous avons fait la sélection de modeles en amont
de I'algorithme. Une fois ce modele présenté, nous en déduirons un algorithme de détection. Ses per-
formances de détection seront ensuite comparées a celles de I’algorithme de détection actuellement
utilisé chez TOSA.

4.1 Filtrage proposé

Dans le chapitre 1, nous avons étudié la théorie de Neyman-Pearson. Sans ’appliquer direc-
tement, cette théorie nous a toutefois servi d’heuristique pour les choix que nous avons faits. Le
détecteur que nous proposons a donc la méme structure que le test de Neyman-Pearson. Pour une
image I, une statistique de test A(I) est calculée. Elle est ensuite comparée & un seuil s. La figure
4.1 présente sous forme de schéma 'approche retenue.

Statistique de test Seuillage
- A(]) Plots

Y

FIGURE 4.1 — Schéma de 'algorithme de détection

Comme dans la théorie de Neyman-Pearson, le choix du seuil s est un point capital pour garantir
le taux de fausses alarmes. Nous verrons dans le paragraphe suivant comment s’est fait ce choix.

L’image est toujours supposée étre la réalisation d'un champ spatial X sur la grille [[1, M]?. La
statistique de test est définie a partir d'un modele m supposé pour le champ X. Nous supposons
toujours que ce modele est gaussien, caractérisé par un vecteur moyenne mo € RM ® ot une matrice
de covariance 3 € M,z (R).

4.1.1 Etape 1 : Retrait de la moyenne

Dans le chapitre 2, nous avons présenté différentes approches rencontrées dans la littérature
pour estimer le vecteur moyenne mo. Certaines avaient besoin d’hypothéses sur le vecteur mo,
comme par exemple les modeles linéaires ou quadratiques proposés par Vasquez [Vasl1]. D’autres,
en revanche, ne faisaient aucune hypothese sur le vecteur mo comme 'approche NL-means utilisée
par Genin [Genl3].

Dans nos travaux, nous avons décidé de ne pas faire d’hypothese forte sur la moyenne mo. En
revanche, nous avons toutefois supposé qu’elle serait bien estimée par un filtre laplacien.
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Xiaj+ X1, + X0+ X501

V(Za]) € [[I)M]]2 ) n/l\ol,] = 4

En soustrayant ce vecteur moyenne estimé a I'image I, nous obtenons une image J qui est la
réalisation d’'un champ centré Y défini, & partir du champ X, par

Xic1yj + Xigrj + Xij1 + X j

V(lvj) € II]-vM]]z ) Y;,j = Xi’j - 4

(4.1)

Problémes de bords

Puisque nous travaillons avec des images de taille finie, nous rencontrons deés cette premiere
étape, des problemes de bords. Dans le chapitre 2, nous avons déja rencontré ces problemes
de bords et nous avions décidé de remplacer ’ensemble des quatre plus proches voisins par un
voisinage appelé non périodisé. En effet, pour certains pixels de la grille [1, M]?, 'ensemble
{i—1,5),G+1,79),(,5—1),(¢,7 + 1)} est mal défini. Pour ces pixels, nous avons restreint le sup-
port du filtre laplacien utilisé aux pixels de Pensemble {(i — 1,7), (i + 1,4), (4,5 — 1), (4,5 + 1)} qui
étaient bien définis. Par exemple, pour estimer la coordonnée (1,1) du vecteur mo, nous n’avons
utilisé que deux pixels voisins.

Xio+Xo

5
I

Sur les figure 4.2 et 4.3, nous présentons I'impact de ce filtre sur deux images réelles. Sur la
premiere ligne, nous avons représenté une image réelle et son histogramme. Sur la seconde ligne,
nous voyons l'image obtenue a la sortie du filtre laplacien ainsi que son histogramme. Le champ X
a bien été recentré dans les deux exemples.

FIGURE 4.2 — Exemple de retrait du vecteur moyenne pour une image de ciel bleu sans nuages.

Puisque nous avons traité les problemes de bords en introduisant un voisinage non périodisé, le
champ Y obtenu n’est plus un champ stationnaire au sens strict de la définition 2 du chapitre 2. Sa
matrice de covariance Y n’est pas une matrice circulante. Nous allons donc la modéliser autrement.
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FIGURE 4.3 — Exemple de retrait du vecteur moyenne pour une image de ciel bleu avec nuages.

4.1.2 Etape 2 : Estimation de la matrice de covariance

Dans le chapitre 2, nous avons rencontré différents modeles pour la matrice . Les modeles
stationnaires par morceaux sont tous définis par une partition R et des modeles stationnaires
(Sq,...,Sp) pour chacune des zones de la partition. Dans le chapitre 3, nous avons vu des outils
statistiques pour sélectionner parmi ces modeles stationnaires par morceaux le plus adapté a cha-
cune des images I. En pratique, cette sélection de modele est chere en temps de calcul. Notre
objectif est de construire des outils utilisables en un temps raisonnable et nous avons donc décidé
de renverser notre approche. Au lieu de sélectionner un modele pour chaque image, nous avons
voulu sélectionner un modele qui soit adapté aux différentes images réelles fournies par TOSA. Le
modele utilisé ne sera alors pas le meilleur pour chaque image mais il réalisera un bon compromis
entre la représentativité des images et le temps de calcul.

Pour la partition R, nous avons décidé de partager I'image en zones carrées de taille identique N x N.
Nous obtenons ainsi, pour une image I, une famille de Np patchs que nous notons (Py)1<k<n, - La
partition R contient donc Np zones. La taille N de ces patchs est un parametre qui sera a choisir
par l'utilisateur. Lors de nos différents travaux, nous avons utilis¢ N=11, 16 ou 32.

Nous conservons I’hypothese d’indépendance entre les différents patchs. La matrice 3 est alors une
matrice diagonale par blocs. Chaque bloc est de taille N* x N2 et nous les notons (Xp,)1<k<n, -

Xp,

0

Y= | Xp,
0
Spy,

Le choix fait ensuite pour les modeles stationnaires (S, ..., Sy, ) détermine la structure de chacun
des blocs.

Apres une étude portant sur les images réelles fournies par TOSA, nous avons décidé de modéliser
la structure de covariance de chacun des patchs par un modele direct aux quatre plus proches
voisins. Chaque bloc ¥ p, a donc la forme suivante :
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O’% bk- Qg
bk 0']% bk ag O
0'13 bk
ay by of . O
ZPk: :o’,%[d-i-CLle-‘rkag (42)
O J]% by Qg
bk J% .
0 ay b, oi b

ou 17 et Th sont des matrices ne possédant que deux diagonales de 1, comme celles utilisées au
chapitre 2.

Avec cette structure, nous supposons que la covariance est & faible portée. Pour un pixel (4, 75), les
seuls coefficients de covariance non nuls sont ceux correspondant & la covariance entre le pixel (i, j)
et ses quatre plus proches voisins {(i — 1,7),(i + 1,7),(¢,7 — 1), (i,7 + 1)}. Pour chaque matrice
Yp,, il y a alors trois parametres a estimer : ay, by et O’Z. Ils sont estimés par maximum de
vraisemblance sous contraintes comme présenté dans le chapitre 2, partie 2.3.2. Cette estimation a
lieu indépendamment dans chacun des Np patchs de 'image I. C’est 'hypothese d’indépendance
entre les patchs qui permet cela et ainsi de réduire le temps nécessaire a I’estimation des parametres
pour la totalité de I'image.

4.1.3 Etape 3 : Retrait de la structure de covariance

Dans une premiere étape, 'algorithme a estimé le vecteur moyenne par un filtre laplacien et a
centré le champ. Nous avons obtenu un champ Y de moyenne nulle et de matrice de covariance
3.

Dans une seconde étape, nous avons découpé 'image I en patchs de taille NV x N. Pour chacun
des patchs Py, nous avons estimé sa matrice de covariance X sous les contraintes du modele,
c’est-a-dire que la matrice X, a la structure définie en (4.2).

Dans une derniere étape, I'algorithme calcule la transformée de Cholesky de chacune des matrices
Y. Cette matrice, que 'on note Zj, est définie par

Sk =123,.2.

Chacune des matrices 2k est de taille N2 x N2, comme le bloc flk. Le patch Py décorrélé, noté
E, est alors obtenu en multipliant le patch Py par 'inverse de la matrice Z.

~

Ey=27,'.P,

En recollant chacun des Np patchs ainsi construits, nous obtenons une image E qui est la réalisation
d’un champ gaussien centré et de matrice de covariance 'identité. Ces trois étapes constituent un
blanchiment de I'image initiale I.

La figure 4.4 présente sous forme de schéma les trois étapes expliquées précédemment.

En terme de temps de calcul, 'image E a la sortie du filtre est longue a calculer. Pour une image de
taille 416 x 416, le calcul sous Matlab s’effectue en 82 secondes. Ce temps n’est pas compatible avec
les applications en temps réel visées par TOSA. En revanche, ce temps est tout a fait acceptable
pour les travaux d’étude que nous menons. Nous verrons dans les perspectives comment réduire ce
temps de calcul en vue d’applications en temps réel.

Sur les figures 4.5 et 4.6, nous revenons sur les deux exemples d’images réelles traités précédemment.
Nous pouvons voir sur la premieére ligne les images réelles ainsi que leur histogramme et leur
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Estimation covariance

Y = O’;%Id + arTy + b1
S =242

Filtre laplacien
=~ Xi—1,5 4 X154 Xe 1+ X5,54h
1

Retrait moyenne Retrait covariance

|
|
|
|
Image centrée |
‘ Ey=27,"'P:
|
|
|
!

J=1I—-mo et découpée J
Patch P, Patch Ej,
|| | ]

Image initiale I 3

FIGURE 4.4 — Présentation des étapes de filtrage proposé dans le manuscrit

fonction de covariance empirique. Sur la deuxieme ligne, sont représentées les images E obtenues a
la sortie des trois étapes de blanchiment ainsi que leur histogramme et leur fonction de covariance
empirique. Nous pouvons noter que l'objectif de faire disparaitre la structure de covariance a bien
été atteint. D’autre part, cet objectif a été atteint pour les deux images alors qu’elles sont de
natures différentes. Le filtre proposé semble donc adaptatif, c’est-a-dire qu’il fonctionne sur des
images de natures différentes.

1000

FIGURE 4.5 — Exemple de retrait de la moyenne et de la structure de covariance sur une image de
ciel sans nuage.

4.1.4 Définition de la statistique de test

A partir de ce filtre, nous allons maintenant pouvoir proposer une statistique de test pour notre
détecteur de cibles sous-résolues.
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FIGURE 4.6 — Exemple de retrait de la moyenne et de la structure de covariance sur une image de
ciel avec nuages.

Pour une image I et un pixel (¢, j), nous souhaitons décider une des deux hypotheéses suivantes :

Hé’j : « Absence de cible dans le pixel (i, j) »
H}7 : « Présence d’une cible d’intensité ¢ > 0 dans le pixel (4, j) ».

L’image I est d’abord centrée par passage dans le filtre laplacien. Nous notons ensuite Py, ;) le
patch contenant le pixel (4,7). La statistique de test proposée est la valeur dans le pixel (,7) a
la sortie du filtre. Elle ne dépend que du patch contenant le pixel (7,j) et nous la notons donc

A(Py(i gy, 8, 5)-
A(Pk(z,j)77'aj) = (ék;_(i’j)Pk:(z,]))(Z?j)

Cette statistique dépend du patch Py; ;) contenant le pixel (4,j) mais d’aucun autre patch de

I'image centrée J. D’autre part, le patch A ,;(1 j).Pk(i,j) ne dépend du pixel (4, j) qu’a travers l'indice
k(i,7). Ainsi, pour tester deux pixels appartenant au méme patch Py, nous n’aurons besoin de ne

calculer qu'une seule fois le patch 2,; L p..

Choix du seuil s

Nous notons Trrp le test qui consiste & comparer cette statistique de test A(Py; ;),4,7j) & un
seuil s. Notre principale contrainte est de proposer un détecteur a taux de fausses alarmes constant
(TFACQ), c’est-a-dire que pour une image I, nous souhaitons maitriser le nombre de fausses alarmes.
La encore, nous nous inspirons du test de Neyman-Pearson.

Pour un niveau o €]0, 1] imposé par 'utilisateur, le seuil s doit donc étre choisi comme le quantile
de niveau « de la statistique de test A(Py(; j),,j) sous 'hypothese H{?. Nous avons supposé que
chacun des patchs P, suivait une loi gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance 3.
Ainsi, sous 'hypothese Hj)”,

Vke[[1,Np], Z;'.P. ~ N(0,Id),
Vke[[lvNP]]z v(i7.j)epka A(Pk(z,])7z7j) ~ N(O71)

Si nous n’avions pas besoin d’estimer les parametres du modele (le vecteur mo ou les différentes
matrices Xy ), nous utiliserions comme seuil le quantile de niveau 1 —a* de la loi gaussienne centrée
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et réduite. Plusieurs raisons nous ont poussés a ne pas utiliser ces quantiles.

Tout d’abord, nous ne connaissons pas les matrices X et nous avons eu besoin de les estimer.
Méme si I'estimation est bonne, nous ne connaissons pas exactement la loi du patch 7, L P.. De
plus, nous avons fait des hypothéses assez fortes sur la structure de ces matrices. Méme si ces hy-
potheses ont été justifiées par une étude empirique, elles ne peuvent I’étre théoriquement et nous
ne connaissons donc plus la loi du patch Z ! P,. Enfin, et ¢’est une raison récurrente lorsque nous
travaillons avec des données réelles, il existe un écart entre la réalité (le contenu des images I) et
le modele supposé (gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance ¥). Nous avons donc
décidé de ne pas utiliser de quantiles théoriques.

Nous avons plutot entrepris d’apprendre le comportement de la variable A(Py; j,4,7) sous I'hy-
pothese Hé’j, plus particulierement d’estimer ses quantiles pour différents niveaux 1 — o*. Ces
quantiles empiriques serviront alors de seuils auxquels comparer la statistique de test.

4.2 Apprentissage des seuils

Dans cette partie, nous allons présenter la méthodologie mise en place pour apprendre le comporte-
ment de la statistique de test A(Py(; j),%,7), plus précisément ces quantiles pour différents niveaux
1 — o*. Plusieurs méthodes sont utilisées dans la littérature pour apprendre des lois statistiques.
Nous pouvons nous référer a Hastie, Tibshirani et Firedman [HTFO01] ou & Vapnik [Vap99]. Dans
un cadre de tests statistiques pour la détection de changements dans la valeur des parametres,
Hory et coauteurs [HKCO05] ont proposé une méthode d’apprentissage pour le seuil utilisé dans le
test. Comme nous, ils souhaitent maitriser le nombre de fausses alarmes.

Cette étape d’estimation de quantiles va avoir lieu en amont de l'algorithme, dans une phase dite
« hors-ligne ». Les quantiles estimés seront ensuite considérés comme des parametres internes de
I’algorithme et ne seront pas réestimés a chaque utilisation de 1’algorithme. La figure 4.7 présente
le schéma de I’algorithme avec I’étape hors-ligne d’estimation. Pour chaque niveau a*, nous allons
enregistrer un seuil s(a*®) qui sera comparé a la statistique de test lorsque l'utilisateur souhaitera
imposer une probabilité de fausses alarmes o*.

' HORS-LIGNE

la*] seuil s(a*)

Statistique de test Seuijlage

Y

Plots

FIGURE 4.7 — Schéma de ’algorithme avec la phase hors-ligne.

4.2.1 Etape hors-ligne d’estimation de quantiles

Notre objectif, lors de cette étape, est idéalement de construire une fonction qui a une probabilité
de fausses alarmes a* associe un seuil ¢, . Ce seuil doit permettre de garantir pour chaque image
I son taux de fausses alarmes, c’est-a-dire que ¢, doit étre tel que

Pour toute image I, I;f\an(l, Trop,Qax) = a™.
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En pratique, nous n’avons pas réussi a construire une telle fonction. Nous nous sommes donnés
une famille de probabilité de fausses alarmes

af =107%,a% =2.107% af =5.107°,af = 8.107°, o} = 107%,

et pour chacune de ces probabilités, nous avons estimé un seuil g, x.

Cette connaissance probabilité par probabilité au lieu d'une fonction globale a* — ¢,+ a une
conséquence importante : si nous souhaitons travailler avec d’autres probabilités de fausses alarmes
que les cing précédentes, nous devrons relancer la phase hors-ligne d’estimation.

Estimation de quantiles

Pour estimer les quantiles empiriques de la statistique de test, nous avons besoin d’un échantillon
de réalisations de cette statistique. Cet échantillon est dit « d’apprentissage ». Pour cela, nous
avons choisi 95 images dans la grande base de données fournie par TOSA. La figure 4.8 en montre
quelques unes. Nous avons choisi des images représentatives des images rencontrées chez TOSA.
Le nombre de 95 a été un choix arbitraire.

FIGURE 4.8 — Exemples d’images réelles de I’échantillon « d’apprentissage »

Chacune de ces images a été filtrée par le filtre laplacien pour étre centrée. Ensuite, nous avons
découpé ces images en patchs de taille N = 16. Nous avons donc obtenu N4=98800 patchs que
nous avons notés P, ..., Py,. Puis, pour chacun de ces patchs Py, nous avons estimé une matrice
de covariance Y par maximum de vraisemblance sous la contrainte d’appartenir a la structure
présentée en (4.2) et nous avons calculé sa décomposition de Cholesky Zj. Enfin, nous avons
fabriqué la statistique de test pour chacun des patchs et chacun des pixels.

Vi€ [1,Nall, V(4,4) € [1,16]% , A(Pyijyoisd) = (Z, ' Pe)(i, 7).

Nous disposons finalement d’un échantillon de la statistique de test A(X) de taille Ny x N? =
25292800.

Pour chaque probabilité de fausses alarmes o, nous définissons le seuil appris ¢, comme le
quantile empirique de I’échantillon.

1 Na N
Qo = min {t eR 5 W Z Z 1A(Pk(i,j)yi,j)>t = a*} .
’ k=1i,j=1

Le tableau de la figure 4.9 donne la valeur de chacun des seuils estimés sur 1’échantillon d’appren-
tissage pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.

Ces seuils dépendent entierement de ’échantillon d’apprentissage. Pour un autre échantillon, nous
aurions d’autres valeurs de seuils, mais qui seraient proches de celles-ci.
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pfa | 0.00001 | 0.00002 | 0.00005 | 0.00008 | 0.0001
seuils | 8.1023 | 6.3713 | 5.2127 | 4.8590 | 4.7109

FIGURE 4.9 — Seuils estimés a partir de ’échantillon d’apprentissage.

Représentativité de I’échantillon d’apprentissage

Ces seuils estimés vont ensuite étre intégrés dans 1’algorithme de détection et seront utilisés pour
seuiller les statistiques de tests de tous types d’images (ou de patchs). Dans la plupart des cas,
ils seront utilisés sur des patchs n’ayant aucun lien avec les patchs (P, ..., Py, ) de I’échantillon
d’apprentissage. Nous devons donc nous assurer que 'estimation est robuste et que 1’échantillon
d’apprentissage est bien représentatif des différents patchs rencontrés lors de 'utilisation de ’algo-
rithme. Si, par exemple, I’échantillon d’apprentissage n’est constitué que d’images de ciel bleu, les
seuils appris ne garantiront pas le taux de fausses alarmes dans des images de nuages. Pour éviter
cela, nous avons porté un soin particulier aux patchs que nous avons choisis pour I’échantillon d’ap-
prentissage ainsi qu’a leur nombre qui doit étre grand pour assurer la robustesse de I’estimation.

4.2.2 Performances de I’étape hors-ligne d’estimation

Nous souhaitons maintenant vérifier que les seuils appris garantissent bien les taux de fausses
alarmes souhaités. Pour cela, nous avons constitué un échantillon de test avec 63 images réelles
toutes différentes de celles de ’échantillon d’apprentissage. Une partie de ces images est visible sur
la figure 4.10. Ces images sont de la méme nature que celles de I’échantillon d’apprentissage.

—

FIGURE 4.10 — Exemples d’images réelles de ’échantillon de test

Nous avons procédé comme pour ’échantillon d’apprentissage. Pour chacun des Np=135198
patchs et pour chacun de leurs pixels, nous avons calculé la statistique de test.

Vk e [[LNT]] ) V(Zaj) € |I1716]]2 ) A(Pk(L,])alvj) = (lelpk)(27j)

Nous avons ensuite comparé ces statistiques aux seuils appris lors de la phase hors-ligne. Pour

chaque seuil g, x, nous notons &} le taux de fausses alarmes empirique calculé sur I’échantillon
k2

test.

N- N
~ 1 = 1
A = ————— g g PN
N 2 A(Pri,jy5,3)>4a,
AN =

Les taux de fausses alarmes empiriques obtenus sont présentés dans le tableau de la figure 4.11
pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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af | 0.00001 | 0.00002 | 0.00005 | 0.00008 0.0001
&; | 0.000012 | 0.000022 | 0.000047 | 0.000068 | 0.000082

FIGURE 4.11 — Taux de fausses alarmes empiriques de I’échantillon de test

Les taux de fausses alarmes empiriques sont proches des probabilités de fausses alarmes souhaitées,
ce qui était exactement le but recherché. Les seuils appris permettent donc de respecter le taux
de fausses alarmes, du moins pour l’échantillon de test. Cela signifie que les patchs rencontrés
dans I’échantillon d’apprentissage est représentatif de 1’échantillon de test. Dans la suite du ma-
nuscrit, nous utiliserons les seuils donnés par le tableau de la figure 4.9 lors de 'utilisation de notre
algorithme.

Répartition des fausses alarmes

L’expérience précédente démontre que les seuils appris lors de I'étape hors-ligne permettent de
garantir les probabilités de fausses alarmes souhaitées sur la totalité d’une image I traitée. Nous
pouvons aussi nous intéresser a la répartition des fausses alarmes dans cette image I. La figure
4.12 montre une image réelle de la base de test ainsi que la répartition des fausses alarmes a la
sortie du détecteur pour une probabilité de fausses alarmes souhaitée de a* = 0.05.

FIGURE 4.12 — Exemple d’une image réelle et la répartition des fausses alarmes

FIGURE 4.13 — Exemple d’une réalisation N(0,Id) et de la répartition des fausses alarmes associée
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La figure 4.13 présente, de méme, une réalisation d’'un champ gaussien N(0,Id) ainsi que la
répartition des fausses alarmes associée. Sur cette figure, nous pouvons voir que la répartition
des fausses alarmes est uniforme sur toute 'image.

Sur la figure 4.12, en revanche, les fausses alarmes sont plutot présentes aux bords des nuages.
Dans ces zones, les seuils utilisés mériteraient d’étre augmentés pour diminuer le nombre de fausses
alarmes. Pourtant, ces seuils assurent un taux de fausses alarmes global égal a la probabilité de
fausses alarmes souhaitée. Le graphique de gauche de la figure 4.14 permet de schématiser la
situation.

max(E) max(E)

i : My :— nuage
| Coo T ok
| |

iiiiiiiiiiii e b (g

| |

e —‘: Me ﬁ‘: q;i;:l

Clel bleu Nuage Ciel bleu Nuage

FIGURE 4.14 — Graphiques de la répartition des fausses alarmes pour les deux approches envisagées

Dans le bruit E récupéré a la sortie du filtre, les grandes valeurs sont atteintes dans des pixels
appartenant a des zones de nuages alors que les plus faibles correspondent a des pixels de ciel bleu.
Les seuils g,# correspondent aux quantiles de I’ensemble de ’échantillon et sont donc plus faibles
que les plus grandes valeurs prises par le bruit E. Les fausses alarmes sont donc plus présentes dans
les nuages que dans le ciel sans nuages tout en respectant le nombre de fausses alarmes souhaité
par l'utilisateur.

Pour remédier a cela, nous pourrions séparer l’échantillon en deux classes : une contenant les
patchs de ciel sans nuage et I’autre contenant ceux de ciel avec nuages. Nous apprendrions alors
deux familles de seuils : une pour les zones de ciel sans nuage qgj,,?l et une pour les zones avec
nuages qziage. Le taux de fausses alarmes de chacun des sous-échantillon serait respecté, ce qui
permettrait de toujours respecter le taux de fausses alarmes global. En revanche, les fausses alarmes
seraient mieux réparties. Le graphique de droite de la figure 4.14 permet de schématiser ’approche
envisagée.

Dans la suite, nous allons présenter les outils utilisés pour prendre en compte la texture des patchs
lors de I'apprentissage des seuils. Nous séparerons nos données en plus de deux classes grace a
des outils de classification non supervisée. Cette étape de classification va venir s’ajouter a l’étape
hors-ligne déja présentée sur le schéma de la figure 4.7 pour devenir celui de la figure 4.15.

4.3 Prise en compte de la texture locale

La prise en compte de la texture locale dans un but de segmentation d’images a déja été envisagée
par Unser [Uns95]. Dans cette partie, nous allons classer les patchs d’un échantillon d’apprentissage
selon leur texture pour ensuite estimer une famille de seuils par texture. Il faut d’abord pouvoir
caractériser la texture de chacun des patchs. Plusieurs jeux de descripteurs ont été proposés dans
la littérature. Nous en avons étudié deux en détails.

4.3.1 Descripteurs de Portilla/Simoncelli

Dans un article datant de 2000, Portilla et Simoncelli [PS00] ont proposé un modele statistique
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Classe ¢ seuil s(a*, ¢)

Classification

Statistique de test Seui:llage

b
=

Plots

FIGURE 4.15 — Schéma de 'algorithme avec les deux phases hors-ligne

pour la texture d’images. Plusieurs descripteurs statistiques sont calculés sur une image. Leur
modele porte sur cet ensemble de descripteurs.

Décomposition d’une image [

Dans une premiere étape, une image I est décomposée linéairement a plusieurs échelles et dans plu-
sieurs directions grace une « pyramide orientable » (stererable pyramid en anglais) [SF95]. Comme
pour une transformée en ondelettes, I'image est récursivement séparée en un ensemble de sous-
images (une pour chacune des K orientations) et une image résiduelle. L’opération est répétée
N fois, N étant le nombre d’échelles. Les fonctions de bases d’une telle transformation sont des
opérateurs de dérivées directionnelles. La figure 4.16 schématise le diagramme d’une telle transfor-
mation.

-1 01(1) oo OuLa(D) | - Ou(Le(T))| f------ ’
o] T1OKD| F 0K EoOx(LaD) | e >
] s R 077 S e 0751 IS .

FIGURE 4.16 — Diagramme de la « Pyramide orientable » proposée par Simoncelli et Freeman

K

Pour chaque échelle 4, la somme des sous-images > Og(L;(I)) est appelée image partiellement
k=1

reconstruite a l’échelle 1.

Cette transformation a I'importante propriété d’étre invariante par rotation et par translation,
ce qui est trés utile en classification. Pour une image I, nous récupérons alors N x K + 2 sous-
images : le résidu passe-haut Hy(I), le dernier résidu passe-bas Ly (1) et les images Oy (L;(I)) pour
ke[[1,K] et ie[1,N].
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Définition des descripteurs
Les descripteurs proposés par Portilla et Simoncelli sont ensuite calculés a partir de I'image I et
de ces sous-images obtenues apres la décomposition. Ils sont de deux types.

— Statistiques marginales : moyenne, variance, valeur minimale, valeur maximale, coeffi-
cient d’asymétrie et d’aplatissement de I'image I ; coefficients d’asymétrie et d’aplatissement
des images partiellement reconstruites pour chaque échelle ;variance de 'image Ho(I).

— Coefficients de corrélation : auto-corrélation locale avec les voisins contenus dans un
voisinage de taille N. x N, des images reconstruites a chaque échelle ; corrélation locale avec
les voisins contenus dans un voisinage de taille N. x N, de I'amplitude des coefficients de
décomposition a chaque échelle et a chaque orientation.

Pour une pyramide a N = 4 échelles, K = 4 orientations et un voisinage local de taille N, = 7, il
y aura 710 coefficients calculés.

Syntheése d’images

Pour justifier la pertinence des descripteurs choisis pour analyser la texture d’une image, Simoncelli
[Sim98] a proposé un algorithme de syntheése d’images pour lesquelles la valeur des descripteurs
énoncés précédemment était imposée. Par exemple les descripteurs sont calculés sur une image I.
Puis, une image ayant la méme valeur pour ces descripteurs est synthétisée. Cette synthese se fait
par projection itérative d’'un champ gaussien spatial. Le champ gaussien est d’abord projeté sur le
sous-ensemble des images ayant la bonne valeur du premier parametre. L’image obtenue est a son
tour projetée sur le sous-ensemble des images ayant la bonne valeur du second parametre. La pro-
jection est répétée pour chacun des parametres. La comparaison visuelle pour un grand nombre de
texture permet alors de justifier les descripteurs choisis. Enfin, ils ont démontré ’utilité de chacun
des descripteurs en exhibant pour chacun d’eux une texture mal « reproduite » en I’absence de ce
descripteur.

Leur code sous Matlab est accessible depuis le site internet [PS]. La figure 4.17 présente sur la
colonne de gauche deux images réelles sur lesquelles nous avons calculé les descripteurs de Por-
tilla/Simoncelli. Dans la colonne de droite sont visibles des images synthétisées avec ces mémes
valeurs de parametres.

Original texture Synthesized texture

FIGURE 4.17 — Exemples d’images réelles et d’images synthétisées avec les mémes valeurs pour les
descripteurs de Simoncelli/Portilla

Les images synthétisées ne sont pas des copies exactes des images originales. Elles ont simplement les
mémes valeurs des descripteurs. Nous voyons toutefois sur la figure 4.17 qu’elles partagent la méme
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texture. Nous pouvons utiliser cette méthode de synthese pour fabriquer des copies indépendantes
de certaines textures et ainsi fabriquer un échantillon d’une méme texture par exemple.
Ces descripteurs ont également été utilisés pour débruiter des images [PSWS03].

4.3.2 Coefficients de scattering de Mallat

MD’autres descripteurs ont été proposés par Bruna et Mallat ([BM11],[BM13]). L’objectif
est toujours de trouver des descripteurs stables par translation, rotation et par déformations lo-
cales. De plus, ils cherchent a proposer des coefficients qui préservent 'information liée aux hautes
fréquences dans un but de classification.

Les coefficients de Fourier n’ont pas cette derniere propriété. Il en résulte que plusieurs textures
discernables & I’ceil nu ont les mémes coefficients de Fourier. Les coefficients en ondelettes, eux,
sont stables par déformations locales mais pas par translation.

Les coefficients de scattering proposés par Bruna et Mallat sont calculés a partir des coefficients
en ondelettes pour plusieurs directions et plusieurs échelles auxquels sont appliqués des transfor-
mations comme le module complexe ou des opérateurs de moyenne locale.

Pour un signal f (en dimension 1 ou 2) et pour un ensemble de directions {A1, ..., Ap}, nous obtenons
pour I’échelle m = 1

Vie[[1L,P], UX)() = [|f*éal
Vie [1,P], SO)(f) iJU(Ai)(f) f

ou ¢ est une ondelette choisie par 'utilisateur et s est le symbole de la convolution. A une échelle
supérieure m,

V(il,...,im) € [[LP]]m ) U(>\17 7)‘m)(f)
V(i1, ey tim) € [1, PT™, S(A1, e Am) (f)

IS 35 @, 3 b | 3 ook |

1
e, .om JU(Aly ceey )\m)(f)f

La figure 4.18 extraite d'un article de Bruna et Mallat présente la décomposition proposée. Cette
décomposition est proche dans 'idée et dans la mise en pratique de celle proposée par Simoncelli
et Freeman.

S0 f = froy

AN N N N

VNN
RAEeadRAARRERTA”

FIGURE 4.18 — Schéma de la décomposition proposée par Mallat

m=3

Pour ces descripteurs aussi nous avons pu récupérer le code depuis leur site internet [BM]. Les
réglages par défaut fournissent 417 descripteurs pour une image.

Dans nos travaux, nous avons travaillé avec les coefficients de Mallat car les résultats de classifica-
tion nous ont paru plus pertinents.
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4.3.3 Meélanges de lois gaussiennes

Nous souhaitons utiliser coefficients de scattering pour classer les N,=98800 patchs de notre
échantillon d’apprentissage. Pour cela, nous avons plutot classé les N4 vecteurs de descripteurs
calculés sur les patchs de I'échantillon d’apprentissage. En pratique, nous avons réduit la dimension
de ces vecteurs en les projetant dans un espace de dimension 10. Nous avons fait cette projection
en utilisant une méthode d’analyse en composante principale (ACP). Nous aurions aussi pu le faire
en utilisant des projections aléatoires ([Ach03], [BMO01]). Ces méthodes ont de bonnes propriétés
de conservation de la classification [DGO3].

Nous notons v = (vy,..., vy, ) de tels vecteurs. Nous supposons alors qu’il existe une classification
sous-jacente et que ces vecteurs sont des réalisations d’un champ V sur R0 dont la loi est un
mélange de loi gaussienne.

Tk

K
fv(x|m,mo,X) = N
,;1 (2m) 72 det

1, »
AL exp (— 3 (x —mop)X, " (x — mok)> (4.3)

ou K et les triplets 6 = (m, mog, Xk)1<k<i sont les parametres du modele. Les parametres
(mog,Xk) sont ceux du modele gaussien dans la classe k. Les coefficients (mx,1 < k& < K)
représentent la probabilité pour une réalisation v d’appartenir a la classe k. Enfin, le nombre
K correspond au nombre de classes. Dans nos travaux, nous le supposons inconnu et il est donc a
estimer également.

Pour estimer ces parametres et en particulier les proportions (7,1 < k < K), nous souhaitons
maximiser la log-vraisemblance de ’échantillon v = (v1,...,vn,).

K

Na
log(fv(v|K,m,mo,%)) = i;log (kz_:l (27r)NzA7Z€et(Ek)§ exp <_ %t(vi —moy) S (v — mok)>>.

Nombre de classes connu

Lorsque le nombre de classes K est connu, nous pouvons utiliser un algorithme d’estimation par
maximum de vraisemblance proposé par Dempter et coauteurs [DLR77], dénommé EM pour
Expectation-Maximization. Cet algorithme est basé sur la prise en compte de la structure a données
manquantes du probleme. Dans nos travaux, en effet, il existe une variable cachée Z qui associe
a chaque réalisation du vecteur V la classe a laquelle elle appartient. L’algorithme EM est un
algorithme itératif qui nécessite un critere d’arrét et une initialisation.

Il a été programmé dans le package de Matlab dédié plus largement aux modeles de mélange
MIXMOD (MIXture MODelling). C’est & partir de ce package que nous avons réalisé nos travaux.
Nous notons alors 0%, 'estimation des parametres 6 obtenue par algorithme EM sous I’hypothese
d’un modele a K classes.

Une fois les parametres estimés, l'affectation de chacun des vecteurs vi,...,vy, a une classe
(C1,...,Ck) se fait par maximum & posteriori

v; € C}, si pour tout &' # k, P(Ck\vi,aEMv) > P(Ck/\vi,aEMv).

Nombre de classes inconnu

Dans la pratique, le nombre de classe K est inconnu et nous travaillons alors dans un cadre de
classification non supervisée. A chaque valeur de K (1 classe, 2 classes, ...,) correspond un modele
de mélange gaussien dont la densité est donnée par (4.3). Nous devons choisir entre ces modeles
celui qui est le plus adapté a nos données. Pour cela, nous pouvons utiliser un critere de log-
vraisemblance pénalisée comme dans le chapitre 3.

K= argmin {=log(fv(vi, ., vivu |k, O5p0)) + pen(h) |
kE[KminsKmax]
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ol gleMV est I'estimateur de 6 obtenu par l'algorithme EM sous I’hypothése d’'un modele a &
classes. La fonction de pénalité pen ne va dépendre que du nombre de classes k.

Toujours pour tenir compte de la structure a données manquantes de notre probleme, un autre
critere que celui de log-vraisemblance pénalisée a été proposé. Il s’agit du critere ICL, pour Inte-
grated Completed Likelihood ([Bau09],[BCG00],[BCSAGO8b])

RKiop = argmin {72 108(fv.2(V1, 81, s Vs 2, [ 0800 ) + klog(n)} (4.4)
ke[ Kmin, Kmax]

ou Z est la variable aléatoire cachée dont la valeur est la classe a laquelle appartient la variable V.
Cette variable étant inconnue, il est nécessaire d’estimer les réalisations (z1, ..., Zy, ) pour pouvoir
mettre en place la sélection de modele (4.4). La méthode est également accessible depuis le package
MIXMOD de Matlab. Les observations sont ensuite affectées aux classes du modele & IA(ICL par la
méthode du maximum a posteriori.
Finalement, un algorithme issu de ’EM pour des applications de classifications a été introduit par
Celeux et Govaert en 1992 [CG92]. Une étape de classification a été ajoutée entre les deux étapes
de l'algorithme EM. Cet algorithme est appelé CEM pour Classification EM. 11 est accessible
depuis MIXMOD.
C’est lui que nous allons utiliser pour classer nos vecteurs vy, ..., vy, .

4.3.4 Apprentissage par classe

Nous allons maintenant appliquer ces outils de classification dans le but d’estimer des seuils
pour chacune des classes définies.

Classification obtenue

Nous avons finalement choisi de travailler avec les descripteurs de Stéphane Mallat. Nous avons uti-
lisé I'algorithme CEM avec comme initialisation SMALL-EM. Pour le critere d’arrét, nous stoppons
I'algorithme apres 500 itérations ou si le gain en terme de vraisemblance est inférieur & e = 1074,
L’algorithme de classification a formé 8 classes a partir de notre échantillon d’apprentissage. Le
tableau de la figure 4.19 récapitule le nombre de patchs affectés a chacune de ces 8 classes parmi
les N4 = 98800 patchs.

Classe 1 2 3 4 5 6 7 8
Effectif en patchs 20070 35006 5630 10637 14803 7335 1552 3767
% en patchs 20.3 35.4 5.7 10.8 15 7.4 1.6 3.8
Effectif en pixels | 2428470 | 4235726 | 681230 | 1287077 | 1791163 | 887535 | 187792 | 455807

FIGURE 4.19 — Tableau récapitulatif des effectifs dans chacune des classes de ’échantillon d’ap-
prentissage

Nous pouvons tout de suite remarquer que cette répartition n’est pas équitable. Les classes
1,2,4 et 5 sont plus représentées que les classes 3,6,7 ou 8. Lorsque nous appliquerons les seuils
appris a un échantillon de test, nous reviendrons sur cette répartition non uniforme.

Les figures 4.20 et 4.21 présentent les classifications obtenues pour deux images réelles de la base
d’apprentissage. La miniature la plus a gauche correspond a l'image réelle brute. Les 8 miniatures
de droite représentent pour chacune des classes (1.2,3 et 4 dans cet ordre sur la premicre ligne et
5.6,7 et 8 dans cet ordre sur la deuxieme ligne) les patchs qui y ont été affectés. Par exemple, pour
ces deux images, aucun patch n’a été affecté a la classe 2.

En observant ces représentations pour chacune des images de la base d’apprentissage, nous
pouvons tenter de caractériser les classes définies par 'outil de classification non supervisée. La
classe 6, par exemple, correspond a une classe de bords de nuages tandis que la classe 4 correspond
plutot & une classe de zones stationnaires (nuages ou ciel). Nous n’avons pas mené d’étude assez
poussée sur la caractérisation des classes obtenues mais il serait tres intéressant de le faire. D’autre
part, nous avons vu dans le chapitre 3 sur la sélection de modeles que le choix de la pénalité était
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FI1GURE 4.21 — Classification obtenue pour les patchs issus d’une image de la base d’apprentissage

trés important pour favoriser les modeles & petite dimension. Il serait aussi intéressant ici d’étudier
I'impact sur la classification obtenue de l'utilisation d’une autre pénalité que celle proposée en
(4.4).

Estimation de seuils par classe

Dans chacune des classes C1, ..., Cg, nous avons appliqué la méthodologie présentée au paragraphe
4.2.1. Pour une classe C; et pour une probabilité de fausses alarmes o™, nous définissons qg* comme
le quantile empirique du sous-échantillon constitué des patchs appartenant a la classe [.

1 NA’ N
Qfx* = min {t eR, N N2 Z Z ]lPkeCl]lA(Pk(i,j),i,j)» = a*} .
Al

k=11d,j=1

ou N f4, représente le nombre de patchs appartenant a la classe [.

Le tableau de la figure 4.22 donne la valeur des seuils estimés pour chacune des 8 classes et
chacune des 5 probabilités de fausses alarmes étudiées : af = 107°,af = 2.107°, o =5.107°, o} =
8.107° a¥ = 10~%.

La premiere remarque & faire est qu’il existe de la variabilité dans les seuils appris. Nous retrouvons
bien le comportement schématisé a la figure 4.14. Ensuite, nous pouvons noter que cette variabilité
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[ pfa [ 0.00001 | 0.00002 | 0.00005 | 0.00008 | 0.0001 |

1 8.89 6.91 5.70 5.20 5.00
2 5.95 5.19 4.62 4.38 4.29
3 6.57 5.97 5.29 5.04 4.93
4 9.75 7.30 4.87 4.50 4.35
5 13.41 12.28 9.67 8.68 7.95
6 10.45 8.96 7.43 6.42 6.13
7 7.44 6.09 4.98 4.65 4.50
8 11.88 8.83 5.55 4.91 4.72

FIGURE 4.22 — Seuils estimés dans chacune des classes a partir de I’échantillon d’apprentissage

entre les classes est plus faible pour une probabilité a* = 10~* que pour une probabilité a* = 107°.
L’apport de I'étape de classification est donc plus important pour les petites probabilités de fausses
alarmes.

Cette disparité des seuils va avoir des conséquences sur la probabilité de détection. Sans classifi-
cation, le seuil estimé pour une probabilité de fausses alarmes de a* = 107° vaut 8.1023. Avec
classification, ce seuil vaut 5.95 dans la classe 2 et 13.41 dans la classe 5. Ainsi, les cibles contenues
dans des pixels de la classe 2 pour lesquelles la statistique de test est comprise entre 5.95 et 8.1023
sont détectées dans ’approche avec classification mais le ne sont pas dans I’approche sans classifi-
cation. La situation inverse se produit dans la classe 7. Les cibles contenues dans des pixels de la
classe 5 pour lesquelles la statistique de test est comprise entre 8.1023 et 13.41 sont détectées dans
I’approche sans classification mais le ne sont pas dans ’approche avec classification. Au global, les
performances de détection sont meilleures avec la phase de classification.

Performances de 1’étape hors-ligne de classification
Comme dans le paragraphe 4.2.2, nous souhaitons vérifier que les seuils appris garantissent bien
le taux de fausses alarmes souhaité. Notre échantillon de test est le méme que celui utilisé dans
le paragraphe 1.2.2. Il est composé de 63 images, toutes différentes de celles de ’échantillon d’ap-
prentissage. Une partie de ces images est visible sur la figure 4.10.

Nous avons affecté chacun des Npy=65520 patchs & une des 8 classes (C1,...,Cg) construites
lors de I’étape hors-ligne de classification a partir de ’échantillon d’apprentissage. Le tableau de
la figure 4.23 récapitule le nombre de patchs affectés a chacune des 8 classes.

Classe 1 2 3 4 5 6 7 8
Effectif en patchs | 2294 31601 7589 6697 807 1429 11866 3237
% en patchs 3.5 48.2 11.6 10.2 1.2 2.2 18.1 4.9
Effectif en pixels | 587264 | 8089856 | 1942784 | 1714432 | 206592 | 365824 | 3037696 | 828672

F1GURE 4.23 — Tableau récapitulatif des effectifs dans chacune des classes de ’échantillon de test

Pour chacun des Np=65520 patchs et pour chacun de leurs pixels, nous avons calculé la statis-
tique de test

Vk e [[17NT]] ) V(Zv.]) € [[15 16]]2 3 A(Pk(i,j)7i7j) = (Zk_lpk)(lvj)

Nous avons ensuite comparé chaque statistique aux seuils correspondant a sa classe et appris
lors de la phase hors-ligne. Pour chaque classe [ et pour chaque seuil qlai7 nous notons aﬁ» le taux
de fausses alarmes empirique calculé sur les patchs de ’échantillon test appartenant a la classe [.
Ny N
g 1 A

&= NI N2 Z Z Ipealapy)ii)>ga,
T k=11i,j=1
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ou Nr} est le nombre de patch affectés a la classe . Les taux de fausses alarmes empiriques obtenus
sont présentés dans le tableau de la figure 4.24 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.

[a* | 0.00001 | 0.00002 | 0.00005 [ 0.00008 [ 0.0001 |
&, [ 0.000012 ] 0.000018 [ 0.000039 | 0.000059 | 0.000081
&7 [ 0.0000056 | 0.000012 [ 0.000035 | 0.000059 | 0.000076
a7 [ 0.000011 | 0.000018 [ 0.000054 | 0.00083 | 0.000099
a7 [ 0.0000029 | 0.0000035 [ 0.000027 | 0.000048 | 0.000064
a7 [ 0.00020 | 0.00030 [ 0.00054 | 0.00062 | 0.00077
al 0 0.0000055 [ 0.000019 | 0.000027 | 0.000033
@] [ 0.0000066 | 0.000011 [ 0.000043 | 0.000071 | 0.000098
af 0 0.0000012 [ 0.00003 | 0.000048 | 0.000058

FIGURE 4.24 — Taux de fausses alarmes empiriques par classe pour ’échantillon de test

Plusieurs comportements sont alors visibles. Dans la classe 1 par exemple, les taux de fausses
alarmes sont proches des probabilités de fausses alarmes souhaitées. Les seuils appris sont donc
pertinents pour le test de détection. Dans la classe 6, les taux de fausses alarmes sont plus faibles
que les probabilités de fausses alarmes souhaitées. Les seuils mériteraient, pour cet échantillon,
d’étre plus faibles. A I'inverse, dans la classe 5, les taux de fausses alarmes sont plus élevés que les
probabilités de fausses alarmes souhaitées. Les seuils mériteraient, toujours pour cet échantillon,
d’étre plus élevés.

Nous nous attendions a obtenir des taux de fausses alarmes proches des probabilités de fausses
alarmes souhaitées pour chacune des classes (comme pour la classe 1). Nous pensons que ces
taux éloignés de ceux attendus peuvent s’expliquer de plusieurs fagons. Tout d’abord, I’échantillon
d’apprentissage a été divisé en 8 classes et nous disposons donc, dans chacune des classes, de moins
de réalisations que lors de 'apprentissage sur la totalité de I’échantillon. L’apprentissage est alors
plus difficile. De méme, I’échantillon de test est séparé en 8 sous-échantillons. Dans chacun, le taux
de fausses alarmes estimé par o n’est pas toujours un bon estimateur de la probabilité de fausses
alarmes dans cette classe.

En pratique, c’est surtout les résultats de la classe 5 qui nous génent car c’est la seule classe ou
I’on dépasse le taux de fausses alarmes autorisés.

Nous pouvons également nous intéresser aux taux de fausses alarmes global, c’est-a-dire calculé
directement sur I’ensemble de 1’échantillon de test.

1 Nr N
Gi= 3T Tap i
2 k(i,5)> 7J)>qai
Nr.N k=1d,j=1

Les taux de fausses alarmes empiriques obtenus sont présentés dans le tableau de la figure 4.25
pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.

a* | 0.00001
a; | 0.000008

0.00002
0.000015

0.00005
0.000043

0.00008
0.000067

0.0001
0.000086

FIGURE 4.25 — Taux de fausses alarmes empiriques avec I’étape de classification pour 1’échantillon
de test

Malgré les disparités entre les classes, nous respectons sur I’ensemble de I’échantillon de test les
probabilités de fausses alarmes souhaitées.
Nous garderons alors ces seuils appris pour les performances dans le prochain paragraphe.
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4.4 Performances de I’algorithme général

Dans cette partie, nous allons présenter les performances de détection de ’algorithme que nous
proposons pour ’échantillon de test utilisé dans les parties précédentes. Il est composé de 63 images
réelles dont une partie est visible sur la figure 4.10.

Les performances seront présentées sous forme de courbes COR qui montreront le taux de détection
d’un échantillon soit en fonction du taux de fausses alarmes pour un rapport signal sur bruit fixé,
soit en fonction du rapport signal sur bruit pour une probabilité de fausses alarmes fixée.

Nous souhaitons aussi comparer notre algorithme a celui utilisé actuellement chez TOSA. Nous
allons donc commencer par présenter I’algorithme utilisé antérieurement.

4.4.1 Algorithme antérieur

Cet algorithme est également un algorithme de détection de cibles sous résolues. Il a été
développé pour des fonds de ciel bleu uniforme et étudié en détails par Vasquez lors de ses travaux
de these [Vasll].

Modeéle utilisé

Comme dans nos travaux, cet algorithme est basé sur une modélisation gaussienne du fond. La
covariance spatiale n’est toutefois pas prise en compte de la méme fagon. Le modele est le suivant :
pour chaque pixel (i,7), il existe une fenétre centrée en (i, j), notée Q,, dans laquelle le champ
est stationnaire. En l’absence de cibles, la moyenne du fond y est linéaire (ou quadratique) en les
coordonnées des pixels et la matrice de covariance est diagonale

V(Za]) ) Xl,] = N/Qr(iaj) + Un(l,j)
ot n(i, ) est une réalisation d’'un champ gaussien centré réduit N (0, 1).
Pour le modele linéaire, nous avons

(L)

po (i,J) = ag,i+ba,j + ca,

r

Pour le modele quadratique,

qu’(z‘,j) = aq, i’ +bo, j° + ca,ij + do,i + eq,j + fo,

Les parametres sont estimés par maximum de vraisemblance dans la zone §2,.

Choix de la zone

Le choix de la zone €2, est une étape importante. Si la zone est trés grande, les estimations sont
meilleures mais le modele est moins en adéquation avec la totalité de la zone. A 'inverse, si la zone
est petite, le modele sera plus vrai mais les estimateurs moins bons. Il faut donc trouver un bon
compromis entre la taille de la zone et I’adéquation aux pixels qui s’y trouvent.

Les zones (), envisagées sont des carrés de taille N centrés sur le pixel (7, 7). Pour chaque taille
de voisinage N, I’écart-type o x du niveau de gris des pixels appartenant a la zone est estimé. Le
voisinage choisi est le plus grand pour lequel ’écart-type estimé ne dépasse pas un seuil s¢.

Nopt =max {N |on < sc}.

Le seuil s¢ dépend des parametres intrinseques du capteur utilisé pour acquérir 'image.

Statistique de test

Nous allons maintenant présenter la statistique de test utilisée dans le cas d’'une détection dans
le pixel (7,j). Le modele envisagé est le modele linéaire. Une zone Q,(; j) est choisie autour du
pixel (i,7). Les parameétres ag, ;> o, et ca, ., et oq y sont estimés par maximum de
vraisemblance. La statistique de test est alors la suivante :

r(i,5)

Lij — a9, — b0, — Oy

A(L,i,j) =

Q.15
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La figure 4.26 présente sous forme de schéma le calcul de cette statistique de test. Nous pouvons
comparer ce schéma a celui de la figure 4.4.

Image initiale Etape 1 | Etape 2 Etape 3
Choix de la zone !
I
: Estimation Estimation
AN i moyenne /o, variance G;
g g 1 "i.j Retrait variance A(Z;])
33 rig = Tij — pa, (i J) AGA) =355

|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
:
m 3 m 1| Retrait moyenne m
|
|
|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
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FIGURE 4.26 — Présentation des étapes de ’algorithme antérieur

Cette statistique de test a le net avantage d’étre calculable plus rapidement que celle que nous
proposons. La moyenne ne dépend des pixels qu’a travers leurs coordonnées tandis que dans notre
modele, elle en dépend via le niveau de gris dans chaque pixel. De plus, nous 'estimons sur toute
l'image tandis que dans I'algorithme antérieur, elle est estimée sur la zone ,.(; ;). Concernant la
matrice de covariance du champ X, elle est supposée diagonale dans le modele de 1’algorithme
antérieur alors que nous lui imposons une structure parcimonieuse.

Le modele de I'algorithme antérieur est donc plus fin sur la moyenne alors que nous proposons un
modele plus fin sur la matrice de covariance.

Pour effectuer entierement le test de détection, la statistique A(I, 4, j) est comparée a un seuil dont
la valeur dépend de la taille de la zone ,.; ;).

4.4.2 Courbes COR pour un rapport signal sur bruit fixé

Nous avons introduit dans le chapitre 1 la notion de rapport signal sur bruit. Nous allons revenir
plus en détails sur cette notion.

Rapport Signal sur Bruit (RSB)
La statistique de test proposée au début de ce chapitre a été construite a partir du modele suivi par
le champ X sous 'hypothese H(’. Le but était d’obtenir, sous I'hypothése que tous les parametres
sont connus, une variable aléatoire qui suit une loi gaussienne centrée réduite. En notant I
I'inverse de la transformée de Cholesky de la matrice 3, sous Hy nous avons
X ~ N(mo, Y),
(£7%(X —mo));; ~ N(0,1).

Toujours idéalement, regardons la loi de cette variable sous 'hypothese H {] .

X ~ N(mo + ¢d; ;, %),
(574 (X~ mo)), ~ N(e(ij,i7).1).

ol d; ; est un vecteur contenant un 1 & la position correspondant au pixel (4, 7) et des 0 partout
ailleurs. La notation A(ij,4j) correspond au coefficient en position ((i — 1)M + 4, (i — 1)M + j) de
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la matrice A.
Finalement, I'intensité de la cible ¢ n’intervient qu’a travers la quantité Y2 (i4,47).

Plagons nous, cette fois-ci, dans le cas du modele de l’algorithme antérieur.
Xq, ~ N(mo,o?Id)

ol mo est linéaire en les coordonnées des pixels. Lorsque tous les parametres sont connus, la
statistique de test est

Xij = 09,60 — 0o, ] — €y

A(X.i.j) = —

7(i,9)
Sous H(l)j , cette variable suit une loi gaussienne centrée réduite N (0, 1). Sous ’hypothese H ij ,

.o (&
A(X,’L,‘]) ~ N(;vl)

L’intensité de la cible ¢ n’intervient qu’a travers la quantité <. Nous retrouvons I'espérance de la

quantité que nous avons définie comme le rapport signal sur bruit dans le chapitre 1. Il s’agit bien
de la définition que Vasquez [Vasll] a utilisée lors de ses travaux. C’est la définition qui est la
plus répandue dans la littérature lorsque le fond n’est pas supposé corrélé. Dans le cas d'un fond
corrélé, nous n’avons pas trouvé de définition du rapport signal sur bruit dans la littérature. Nous
en avons déduit une a partir de celle du modele de I'algorithme antérieur.

Dans notre modele, L’intensité de la cible ¢ n’intervient qu’a travers la quantité cE_%(ij, ij). En
s’inspirant du modele de I'algorithme antérieur, c’est cette quantité que nous définissons comme le
rapport signal sur bruit pour notre modele.

En conclusion, le rapport signal sur bruit associé a l'algorithme antérieur est le suivant

RSBC(Caivj) = AC ;

Ti,j

ou 0, ; est la variance empirique du fond estimée sur une fenétre de taille 11 x 11 autour du pixel
(4,7). Celui associé & notre modele est donné par la quantité

RSBrip(c,i,j) = ¢S5 (ij, ij).

Dans la suite, pour comparer des algorithmes nous n’utiliserons que la définition du rapport signal
sur bruit associé au modele de ’algorithme antérieur.

Courbes COR globales

Nous allons maintenant tracer les courbes empiriques obtenues sur 1’échantillon de test présenté a
la figure 4.10. Pour les 63 images réelles (les 98800 patchs) qui le composent, nous avons mis en
place l'estimation de courbes COR comme décrite au paragraphe 1.3.4 du chapitre 1.

Nous avons travaillé a différentes valeurs du rapport signal sur bruit et différentes probabilités de
fausses alarmes de consigne

r € {1,2,3,4,5,6.5,8,9,10}

o* e {107°,2.107°,5.107°,8.10 77,10~}
Pour les premieres courbes nous avons fixé la valeur du rapport signal sur bruit. Soit r la valeur
choisie. Nous allons tracer la valeur du taux de détection en fonction de la probabilité de fausses

alarmes souhaitée.

Chacune des images de ’échantillon de test contient 1040 patchs. Chacun de ces patchs est attribué
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a une des 8 classes (1, ..., Cg. Dans chacun de ces patchs, nous incrustons une cible subpixellique et
additive au centre du patch (pixel (8,8) dans le référentiel du patch). Cette cible a un rapport signal
sur bruit valant r. Nous appliquons ensuite notre test de détection. Pour chaque probabilité de
fausses alarmes o*, nous utilisons le seuil correspondant a la classe du patch et a la probabilité de
fausses alarmes souhaitée. La probabilité de détection est estimée par le nombre moyen de patchs
dans lequel la cible est détectée.

*
pd(T,r,0%) = Np kZ::l ILA(Pk,S,8)>qf;’“
ou lp est la classe a laquelle appartient le patch P et qé + est le seuil estimé pour la classe [ et une
probabilité de fausses alarmes souhaitée a*.
En faisant varier o*, nous obtenons les courbes de la figure 4.27 pour les rapports signal sur bruit
valant r=4, 8 ou 10. Les courbes correspondant aux autres valeurs du rapport signal sur bruit sont
données en annexes.
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F1GURE 4.27 — Courbes COR pour des valeurs de RSB fixées a 4,8 et 10.

Nous pouvons faire plusieurs remarques sur ces courbes. Tout d’abord, ce sont des courbes COR
empiriques, elles dépendent de I’échantillon d’images sur lequel elles sont calculées. D’autre part,
nous pouvons voir qu’aucun des 2 algorithmes (TLP ou algorithme antérieur) n’est meilleur que
l'autre tout le temps. Pour les petites probabilités de fausses alarmes (inférieure a 5.107°), c’est
I'algorithme antérieur qui a le meilleur taux de détection. En revanche, pour les probabilités de
fausses alarmes plus élevées, c’est TLP qui est meilleur.

Il est important ici de rappeler que nous avons appliqué des méthodes d’apprentissage pour régler
les seuils de 'algorithme TLP. Or, Papprentissage de quantiles de niveaux 1—107° nécessite plus de
données que I'apprentissage pour des quantiles de niveau 1—10~%. Notre échantillon d’apprentissage
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n’est pas assez important pour permettre une bonne estimation des quantiles par classe pour
des niveaux inférieurs & 5.107°. En revanche, il est assez grand pour estimer correctement les
quantiles de niveaux inférieurs. Il serait trés intéressant de constituer un échantillon d’apprentissage
plus grand et de relancer ’apprentissage des seuils. Malheureusement, le temps de calcul des
différentes statistiques de test ne nous a pas permis de le faire. Nous sommes toutefois convaincus
de 'amélioration des performances pour de faibles probabilités de fausses alarmes.

Courbes COR par classes

Pour tracer les courbes précédentes, nous avons estimé le taux de détection en faisant la moyenne
sur I’ensemble des patchs sans tenir compte de la classe a laquelle ils appartiennent. Nous pouvons
aussi nous intéresser au taux de détection par classe. La moyenne n’est alors calculée que sur les
patchs appartenant a la classe.

Nt

— 1
Vie [[1,8]] ) pd(T,l,T‘,Oé*) = ﬁl Z ]lPkECl']lA(Pk,B,S)>qL*
k=1

ou N est le nombre de patchs dans la classe [. Nous pouvons alors tracer pour chacune des 8
classes, les courbes COR pour un rapport signal sur bruit fixé. La figure 4.28 présente les courbes
COR pour un rapport signal sur bruit de 5 estimée pour les classes 4,5,6,7,et 8.

La encore, plusieurs remarques sont a faire. Le comportement dans chacune des classes n’est pas le
méme que pour le comportement global étudié par la figure 4.27. Dans les classes 5 et 6, ’algorithme
TLP a de meilleures performances que l'algorithme antérieur. En revanche, dans les classes 4 et 7,
c’est 'algorithme antérieur qui est meilleur. En se reportant aux figures 4.20 et 4.21, nous pouvons
dire que les classes 5 et 6 sont des classes caractérisées par la présence de frontiéres de nuages. A
linverse, les classes 4 et 7 sont plutot constituées de patchs uniforme (ciel ou nuages). L’algorithme
TLP proposé est donc meilleur dans les zones de fonds complexes. La classe 8 est plus difficile a
caractériser. Aucun des deux algorithmes ne semble y étre meilleur que I’autre pour toute la gamme
de probabilité de fausses alarmes visitée.

4.4.3 Courbes COR a probabilité de fausses alarmes fixée

Nous allons maintenant tracer les courbe COR a probabilité de fausses alarmes fixée de notre
algorithme pour I’échantillon de test.

Ces courbes sont toujours tracées pour différentes valeurs de probabilité de fausses alarmes fixée
par l'utilisateur et pour un rapport signal sur bruit variant entre 1 et 10.

o* e {107°,2.107°,5.107°,8.107°,107*}
r e {1,2,3,4,5,6.5,8,9,10}

Courbes COR globales
La probabilité de détection est toujours estimée par le nombre moyen de patchs dans lequel la cible
est détectée.

1
Np AT AP8.8)>q

ou lp est la classe a laquelle appartient le patch P et qg* est le seuil estimé pour la classe [ et une
probabilité de fausses alarmes souhaitée o*.

En faisant varier r, nous obtenons les courbes de la figure 4.29 pour les cing probabilités de fausses
alarmes souhaitées étudiées.

Plusieurs remarques peuvent étre faites a partir de ces courbes. Pour les deux plus faibles pro-
babilités de fausses alarmes, ’algorithme antérieur a de meilleurs performances de détection que
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FI1GURE 4.28 — Courbes COR pour un RSB de 5 pour les classes 4,5,6,7, et 8.

I’algorithme TLP que nous proposons. Pour les probabilités de fausses alarmes plus élevées, c’est
TLP qui est le meilleur. Nous retrouvons bien le méme comportement que sur les courbes de la
figure 4.27. Ces deux jeux de courbes représentent finalement les mémes données et il est donc
normal d’en déduire les mémes conclusions.
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FI1GURE 4.29 — Courbes COR pour les cing probabilités de fausses alarmes étudiées

Courbes COR par classes

Nous nous sommes également intéressés aux courbes COR a probabilité de fausses alarmes fixée
pour chacune des classes. Le taux de détection de la classe [ est alors estimé en ne tenant compte
que des patchs affectés a cette classe.

Nt

— 1

pd(T,1,r,a*) = N 3 Lpeci La(Pg ) 8.8) >4,
k=1

ou N est le nombre de patchs affectés a la classe [.

Les figures 4.30 et 4.31 présentent les courbes COR obtenues pour les classes 4 et 6 pour les
cing probabilités de fausses alarmes étudiées. Les courbes obtenues pour les autres classes sont
données en annexe.
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F1GURE 4.30 — Courbes COR pour la classe 4 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.

A partir des courbes pour la classe 4 (figure 4.30), nous pouvons dire que pour des faibles proba-
bilités de fausses alarmes, c’est I'algorithme antérieur qui a meilleures performances de détection.
Les différences entre les 2 algorithmes diminuent lorsque la probabilité de fausses alarmes augmente
mais qualitativement, c’est I’algorithme antérieur qui est meilleur sur la classe 4. Nous avions déja
fait cette remarque suite a la figure 4.28. Quantitativement, pour atteindre le point de fonctionne-
ment (pfa=5.10"5, pd= 0.5), il faut un RSB r = 8.5 pour l'algorithme antérieur et un RSB r = 10
pour TLP soit un gain de rapport 1.2.
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F1GURE 4.31 — Courbes COR pour la classe 6 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.

Dans la classe 6, a l'inverse, c’est TLP qui a de meilleures performances de détection quali-
tativement. Ces différences augmentent lorsque la probabilité de fausses alarmes augmente. Pour
atteindre le point de fonctionnement (pfa=5.10"%, pd= 0.5), il faudra un RSB r = 8 pour TLP et
un RSB r > 10 (non visible sur la courbe) pour l'algorithme antérieur. Le gain aura un rapport
bien supérieur a 1.2.

L’ensemble des courbes présentées dans ce paragraphe ou en annexe nous apprend finalement que
dans certaines classes, comme la 5 ou la 6, TLP a de meilleures performances de détection. Dans
d’autres, comme la 3 ou la 4, c’est 'algorithme antérieur qui a de meilleures performances. Enfin,
dans la classe 8, les performances sont équivalentes.

Les deux algorithmes n’ont pas les mémes performances selon le type de fond. Avec TLP, nous avons
d’ailleurs amélioré les performances de I'algorithme antérieur sur fonds nuageux (classe 5 et 6). En
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revanche, TLP n’est pas aussi bon que l'algorithme antérieur sur les fonds de ciel bleu uniforme
(classe 4). Loin d’étre un échec, ce constat permet d’entrevoir une autre amélioration possible :
nous pourrions associer les deux algorithmes pour appliquer a chaque patch P 'algorithme qui a les
meilleures performances sur la classe a laquelle appartient ce patch. Le schéma de fonctionnement
serait alors celui donné par la figure 4.32.

seuil s(a*, ¢)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Seui:llage

4

Ac(P)

Plots

FIGURE 4.32 — Schéma de la chaine de détection intégrant un choix pour 'algorithme utilisé

Son étude empirique sur données réelles est une des perspectives de nos travaux.

4.4.4 Images réelles

Pour compléter notre étude empirique, nous avons testé notre algorithme sur des images réelles
contenant des cibles d’opportunité. Ces cibles étaient présentes dans la scéne lors de la capture
de I'image par la caméra. Les cibles ont ensuite été labellisées par le service traitement d’images
(STI) de TOSA.

La figure 4.33 présente une image réelle contenant une cible d’opportunité au pixel (101,103) ainsi
qu'un zoom sur le patch de taille 16 x 16 contenant la cible.

4500
4300

FIGURE 4.33 — Exemple d’image réelle et zoom sur la cible

La premiere chose que nous pouvons remarquer est que cette cible n’est pas subpixellique. Elle est
contenue dans 4 pixels. Comme déja dit au paragraphe 1.3.3, le modele que nous avons choisi pour
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les cibles n’est pas assez réaliste. Une signature qui s’étend sur plusieurs pixels serait plus réaliste.
La valeur dans les pixels contenant la cible est plus élevée que dans les pixels voisins. La cible est
donc bien additive et d’intensité positive.

Nous avons appliqué I'algorithme de détection au patch contenant la cible. Ce patch a été affecté
a la classe 2. La figure 4.34 présente le patch a la sortie du filtre, avant le seuillage puis apres le
seuillage par s=5.9193 qui correspond & une probabilité de fausses alarmes souhaitée de 107°. La
cible est détectée pour toutes les probabilités de fausses alarmes étudiées.

1o

g

FIGURE 4.34 — Bruit apres le filtre puis apres le seuillage pour le patch contenant la cible

A la sortie du filtre, image gauche de la figure 4.34, nous pouvons remarquer que le nombre de
pixels « occupés » par la cible est plus important qu’avant le filtrage. Cela est di au filtre laplacien
et au produit matriciel lors du retrait de la décorrélation qui ont déplacé une partie de la cible dans
les voisins des quatre pixels contenant la cible initialement. Nous aurions pu baser notre test sur la
détection de cette structure géométrique présente autour de la position de la cible apres le filtrage.
Au lieu de seuiller la statistique de test qui blanchit le patch, nous aurions seuillé une fonction de
cette statistique de test. C’est d’ailleurs le principe du test du rapport de vraisemblance [SF94].

Performances

Nous avons utilisé notre algorithme de détection sur un échantillon de 70 cibles d’opportunité.
Elles ont été labélisées « a la main » par le service du traitement d’images de TOSA. La majorité
de ces cibles est présente dans une partie de 'image contenant du ciel bleu.

Nous avons imposé une probabilité de fausses alarmes valant 1074, Sur ces 70 cibles, 48 sont
détectées par l'algorithme antérieur et 34 par notre algorithme TLP. Ces cibles étant présentes
dans un fond uniforme, il est naturel (vu nos résultats empiriques) que I’algorithme antérieur les
détecte mieux.

Le point positif de cette étude est que sur les 34 cibles détectées par TLP, 5 ne 1’étaient pas par
I’algorithme antérieur. Cela vient confirmer notre intention d’associer les deux algorithmes pour
améliorer leurs performances sur tous les types de fonds.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini un modele gaussien pour les images de nuages. Nous avons
supposé qu’une image I pouvait étre segmentée en patchs carrés de taille 16 x 16 avec des patchs
indépendants. Nous avons ensuite supposé que la matrice de covariance de chaque patch était
structurée et parcimonieuse
A partir de ce modele, nous avons proposé un filtre de blanchiment. La détection s’effectue par
seuillage de la sortie du filtre. Notre objectif principal était de respecter le nombre de fausses
alarmes par image. Le choix du seuil a donc été un point crucial de nos travaux.
Si le filtre de blanchiment était parfait, nous pourrions appliquer un quantile théorique. Toutefois,
il existe un écart entre le modele supposé et les images réelles. Nous avons donc estimé le seuil
par le quantile empirique d’un échantillon d’apprentissage. Avec ces seuils, les fausses alarmes ne
sont pas uniformément réparties dans I'image. Nous avons donc décidé de prendre en compte la
texture du patch pour définir les seuils. Pour cela, nous avons utilisé des outils de classification non
supervisée afin de classer les patchs de I’échantillon d’apprentissage. Nous avons ensuite estimé les
seuils indépendamment dans chacune des classes.
Finalement, la chaine de détection TLP est composée de deux étapes :

Etape hors ligne : Construction des classes et apprentissage des seuils.

Etape en ligne : Application du filtre de blanchiment puis du seuil issu de I’étape hors ligne.

Nous avons ensuite comparé les performances de détection de notre algorithme a I’algorithme ac-
tuellement utilisé au sein de TOSA. Nous avons alors vu que leurs performances étaient complémentaires.
Une perspective a court terme serait de les associer et d’appliquer I'un ou l'autre selon la texture

de I'image traitée.
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Conclusion

Durant ces travaux de these, nous avons rempli notre objectif principal qui était de proposer et
d’implémenter une chaine de détection de cibles sous-résolues sur fonds complexes. La construction
d’une telle chaine s’est faite en réponse a plusieurs questions.

Tout d’abord, quels modeles peut-on utiliser pour représenter le contenu des images réelles sur
lesquelles nous avons travaillé ?

Nous avons étudié ce point dans le chapitre 2 en proposant des modeles gaussiens stationnaires
(directs ou indirects). Nous en avons ensuite déduit des modeles gaussiens finis stationnaires par
morceaux qui modélisaient mieux le contenu des fonds complexes. Les choix faits pour définir ces
modeles 'ont été dans un objectif de prise en compte de la corrélation spatiale a faible portée du
contenu des images. Nous disposions d’une grande base de données et nous avons pu tres vite tester
nos modeles sur des données réelles, ce qui nous a permis de les améliorer sans perdre de vue la
recherche d'un modele générique.

Nous avons également programmé plusieurs algorithmes d’estimation par maximum de vraisem-
blance des parametres sous-jacents aux modeles.

Tres naturellement, une nouvelle question est apparue : dans une collection de modeles M construite
avec peu d’a priori, comment choisir le modele le plus adapté pour représenter le contenu d’une
image particuliere I 7

La théorie de la sélection de modeles introduite par Birgé et Massart nous a permis de répondre
a cette question dans le chapitre 3. Nous avons sélectionné le modele qui minimisait un critere
pénalisé calculé directement a partir de 'image I. Nous avons obtenu une inégalité oracle pour
cette procédure de sélection. Ce résultat théorique a permis de conforter certains choix faits lors
de la construction de la chaine de détection comme le découpage de I'image en patchs supposés
indépendants par exemple. Nous avons implémenté cette procédure de sélection de modeles. Les
temps de calcul étant trop longs, nous avons modifié le critere proposé par Massart. Méme sans
résultat théorique, ce nouveau critere a toutefois permis de réduire un peu le temps de calcul pour
des résultats proches de ceux attendus. Les temps atteints ne permettaient malheureusement pas
une utilisation dans la chaine de détection.

Répondre aux questions précédentes nous a également permis de prendre conscience des difficultés
qu’il existe lorsque 'on passe de la théorie a la pratique, lorsque les données ne veulent pas se
comporter comme prévu !

Nous avons donc di inverser notre approche et finalement, en nous basant sur les études menées sur
notre base de données, nous avons choisi d’utiliser pour toutes les images un des modeles gaussiens
finis stationnaires par morceaux proposés pour définir la statistique de test dans la chaine de
détection.

Concernant la chaine en elle-méme, les questions ont été plus pratiques. La plus cruciale a été :
Quel seuil doit-on appliquer pour respecter le taux de fausses alarmes souhaité ?

En théorie, bien sur, il suffit d’appliquer le quantile de la loi de la statistique de test pour le niveau
souhaité. Encore une fois, il existe un écart entre le contenu des images et le modele supposé.
Pour tenir compte de cet écart, nous avons proposé une méthode d’apprentissage des seuils. Cette
approche, présentée dans le chapitre 4, consiste a classer les patchs d’une base d’apprentissage
selon leur texture. Pour cela, nous avons utilisé les descripteurs de scattering de Mallat ainsi que
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I’algorithme CEM de classification non supervisée. Nous avons alors pu estimer des quantiles de
différents niveaux dans chacune des classes. L’implémentation de cette méthode nous a de nouveau
mis face a des difficultés pratiques comme la constitution de la base d’apprentissage par exemple.

Une fois la chaine entiere construite, une derniere question s’est posée : comment mesurer les
performances d'un algorithme de détection ?

Nous nous sommes alors replongés dans la théorie de la détection a la fin du chapitre 1 pour
pouvoir tracer les courbes COR présentées dans le chapitre 4. Certaines définitions ont eu besoin
d’étre adaptées pour des modeles prenant en compte la covariance spatiale du fond.

En conclusion, ces travaux de these nous auront amenés a réaliser plusieurs aller-retours entre
la théorie et les données. L’acces a des images réelles a permis une meilleure compréhension des
modeles méme si sous certains aspects, elles les ont également mis en défaut.

La prise en compte de la corrélation spatiale du contenu des images nous semble indispensable
pour réaliser une meilleure détection. Elle entraine toutefois une augmentation non négligeable du
temps nécessaire au traitement.

De méme, 'apprentissage des seuils par classe a nettement amélioré les performances de détection
sur les images réelles.



Perspectives

Chacune des réponses apportées aux questions précédentes a entrainé de nouvelles questions
auxquelles nous n’avons pas répondu dans ces travaux. Les perspectives sont aussi bien d’aspect
théorique que pratique.

Amélioration du temps de calcul

D’un point de vue pratique, toutes les implémentations ont été faites sous Matlab sans op-
timisation spécifique. Une implémentation sur architecture dédiée (FPGA, GPU) pourrait étre
envisagée.

Nous pourrions également étudier le gain en temps de calcul obtenu si ’on remplagait 1’estimation
des parametres par maximum de vraisemblance dans la chaine de détection (paragraphe 4.1.2) par
une estimation par maximum de pseudo vraisemblance (paragraphe 3.4).

Modélisation des fonds et des cibles

Modélisation du fond :  Pour le fond, nous avons supposé la matrice de covariance 3 du champ
B diagonale par bloc avec la méme structure parcimonieuse dans chaque bloc. Il pourrait étre
intéressant de ne pas imposer la méme structure dans chacun des blocs mais de plutot sélectionner
parmi une collection la structure la plus adaptée dans chaque bloc. Verzelen [Ver09] a, par exemple,
proposé une procédure pour sélectionner le voisinage du modele CAR le plus adapté a un champ
gaussien particulier Y.

Modélisation des cibles : Nous avons présenté au paragraphe 1.3.4 différentes signatures pour
des cibles additives subpixelliques. L’étude menée au chapitre 4 pour mesurer les performances de
détection pourrait étre relancée avec ces autres signatures pour la cible. De méme, nous pourrions
utiliser des signatures correspondant a des cibles dont la taille serait de plusieurs pixels (2-5).
L’hypothese d’additivité est une hypothese forte et la totalité de la chaine de détection est basée
sur cette hypothese. Un point intéressant serait de ne pas supposer les cibles additives mais de
supposer que la cible vient remplacer le fond dans le pixel qui la contient. L’algorithme de détection
devra alors étre adapté a cette hypothese.

Nous n’avons pas étudié le cas ol une deuxieme cible serait présente dans le patch. Cette cible va
sturement perturber 'estimation des parametres. La robustesse de ’algorithme proposé est un axe
de travail intéressant.

Choix des descripteurs

Nous avons décidé de travailler avec les coefficients de scattering de Mallat suite aux études
empiriques de classification menées sur nos images. Une étude comparative sur les performances
de la chaine entiére avec les descripteurs de Mallat (paragraphe 4.3.2) ou avec des descripteurs de
Simoncelli/Portilla (4.3.1) permettrait de mieux justifier ce choix.

D’autre part, nous avons réduit la dimension de ces descripteurs de 417 a 10 par analyse en
composantes principales. Nous aurions également pu sélectionner, des la définition des descripteurs,
les dix les plus adaptés a notre probleme. Par exemple, quels sont les descripteurs qui sont les plus
discriminants en présence d’une cible ? Quels sont ceux qui expliquent le mieux nos données ? Nous
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pourrions, pour cela, appliquer la théorie de la sélection de modeles pour ne conserver que les
variables pertinentes ([Mey12],[Dev15]).

Classification

Nous avons obtenu 8 classes en appliquant ’algorithme C'E'M sur les vecteurs contenant les des-
cripteurs de Mallat pour notre base d’apprentissage. Nous avons vu que certaines classes étaient as-
sez bien caractérisées : la classe 5 correspond aux bords de nuage par exemple. Un travail intéressant
consisterait a caractériser chacune des 8 classes obtenues.

Il semble également que certaines pourraient étre regroupées. La pénalité appliquée est peut étre
encore trop faible. Comme pour le critere pénalisé du chapitre 3, celui du chapitre 4 pour la
classification mériterait une analyse plus approfondie.

Détection

Détection spatio-temporelle : Notre chaine de détection ne prend pas en compte 1'aspect
temporel du probleme. Par exemple, nous pourrions effectuer notre détection sur plusieurs images
de la méme séquence puis utiliser I'aspect temporel pour faciliter la détection. Nous utiliserions
alors des techniques de Track Before Detect (TBD) ou de Track After Detect (TAD).

Performances : Nous avons comparé notre algorithme a 1’état de ’art chez TOSA puisque notre
objectif principal était d’améliorer ses performances sur fonds complexes. Il serait toutefois tres
intéressant de comparer notre algorithme a d’autres algorithmes prenant en compte la corrélation
spatiale comme celui proposé par Genin lors de sa thése par exemple [Gen13].

Association d’algorithmes

Nous avons vu dans le chapitre 4 que les deux algorithmes comparés avaient des performances
complémentaires. L’extension la plus naturelle consiste a associer ces deux algorithmes. En pra-
tique, 'algorithme appliqué dépendrait de la classe a laquelle appartient le patch traité. Cette
association peut se faire tres facilement puisque nous disposons déja du critere de choix entre les
deux algorithmes gréace au classifieur que nous avons fabriqué au chapitre 4.

Le schéma suivant présente la chaine de détection prenant en compte cette association d’algo-
rithmes. Nous pourrions bien sur le généraliser a plus de deux algorithmes, idéalement un par
classe.

seuil s(a*, ¢)

Seui:llage

Plots

A

A(I)

Schéma de la chaine intégrant un choix pour I'algorithme utilisé
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Annexe A

Idée de preuve pour l’algorithme
d’estimation sous contraintes

2
Pour un échantillon X1, ..., X,,, nous notons la matrice de covariance empirique S, = % 3 IXGX.
i=1
La log-vraisemblance s’exprime a partir de cette matrice S

9(8,%) = —log(det(X)) — tr(X7'S,),

d
sous la contrainte que ¥ soit de la forme Y, ¢;T; (structure R).

=1
Nous allons d’abord calculer la différentielle de la fonction g en tout point de la structure.

A.1 Calcul de la différentielle

Pour R € GL,(R) , Drdet(H) = tr[fcom(R).H].
Or, pour une matrice A quelconque, A.fcom(A) = det(A).I,, donc D det(H) = det(R)tr[R . H].
Par la formule des différentielles composées,

_ det(R)tr[R™.H]

Dr(log(det))(H) = Dget(r) log(Dr det(H)) = det(R) ’

donc Dr(log(det))(H) = tr[R™1.H].
De plus, pour R € GL,(R), Dginv(H) = ~R~'HR™..
La fonction trace étant linéaire, nous obtenons
Drg(H) = —tr(R'H)+tr(R'HR'S.)
= tr[(R7'S.R™' -~ R™Y)H].

A.2 Recherche du maximum de vraisemblance

Nous ne pouvons cependant pas résoudre directement Drg = 0 et nous allons le faire de facon
itérative. Supposons que I'on connaisse une matrice R proche de la matrice cherchée. Nous avons
donc

Vhe R, tr[(R'S.R™' — R™YHYH] = o(1).
Nous essayons de trouver une nouvelle solution sous la forme R’ = R + ¢D ou ¢ et D seront &
préciser. Nous avons alors
R = R+¢qD=R(Id+qR™'D)
R™! (Id+q¢R'D)" 'R
= (Id—qR'D+o0(q))R™*
= R '—¢R DR '+0(q
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Nous souhaitons avoir tr[(R'1S. R~ — R'"1)H] = o(1). Calculons le membre de gauche.

RS, R R = (R' - ¢R'DR ' +0(q)Se(R™"' —qR DR + 0(q))
— R '—gR DR ' +0(q
= R'S.R'—qR'S.R'DR™ —¢qR'DR™'S.R!
— R '4+¢R DR ' +0(q)
= RS.R'-R!'-¢qR'S.R'DR'+¢qR'DR'S.R!
o Delt o Delt
R='+40(1) R=1'40(1)

— qR'DR ' +0(q)
= R'SSR' - R' ¢R'DR'+R'DR* R 'DR ' +o0(q)
= R'S.R'—R'—qR'DR™ +0(q)

tr[(R'S.R ' —R"YHH] = t[(R'S.R ' — R YH] - gtr[(R"'DR Y)Y H] + o(q)

= tr[(R'S.R'—R Y(R+qD)R ")H] + o(q)
= tr[(R7'S.R™' -~ R'R'R™)H] + o(q)

Finalement, nous pouvons fabriquer une nouvelle matrice proche de la matrice cherchée en
résolvant

\VH e Rtr[(R'S.R™' —R'RR)H] =0 \




Annexe B

Démonstration du théoreme 2

Soit M(P,S) une collection de modeles pour lesquels 'hypothese (Hp) et les hypotheses (G,,)
sont vérifiées. Pour obtenir le conclusion de thoreme 2, nous souhaitons appliquer le théoreme de
Massart énoncé au début du chapitre 3. Nous devons donc vérifier que nous sommes bien dans les
conditions de ce théoreme.

Nous devons donc montrer que le jeu d’hypotheses (Hp) et (G,,) pour m € M(P,S) entraine le
jeu d’hypotheéses Hy(p.s) et (H,,) pour m e M(P,S).

B.1 Hypothese (Hyp.s))

Pour un modele m = (Ry,...,Rp,S;,,...,Sip), posons p,, = pr + |R|log(]S|) ou la famille
(pr, R € P) est celle définie par 'hypothese (Hp). Alors,

Z o—Pm — Z e—Pr—I|R|log(IS) _ Z e—PR Z e~ |Rlog(IS]) _ Z e~ PR
meM(P,S) meM(P,S) ReP i1, yipESIEI ReP

L’hypothese Hpq(p,s) est donc bien vérifiée.

Pour démontrer que 'hypothese (H,,) est elle aussi vérifiée pour tout modele m € M(P,S), nous

allons avoir besoin de la proposition 2 (pour montrer que 'hypothese (G,,) entraine 'hypothese
(H!.)) puis du lemme 1 (pour montrer que ’hypothese (H/,) entraine 'hypothese (H,,)).

B.2 Démonstration de la proposition 2

Pour majorer I'entropie a crochets Hpj(e,m), nous allons chercher a majorer la quantité Ny (e, m).
Le modele m est un modele paramétrique donc il est de la forme m = {fy = N,(0,%(0)) , 6 € O}.
d
L’ensemble © est un ensemble de dimension d que l'on suppose borné : © < [][m;, M;].
i=1
Nous cherchons & construire un crochet [t, , t;] de taille € pour chaque fonction fy du modele m.
Tres souvent dans la littérature, ces fonctions sont cherchées sous la forme :

ty(z) = (1+6>*p<1>p<:c|o,<1+6>jz<§>>

(@) = (1407, (l0,(1+08)(6))

ot ©,(.|0,X) est la densité d'un modele gaussien N(0,X).
§ et 0 sont des parametres & choisir pour garantir que h? (ty, tj) < e? et que ty < fo < t;’.

B.2.1 [t;,t]] crochet de taille ¢

Nous allons calculer la taille du crochet [t,, ¢/ ].
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Rty tf) = (L+8)P+(1+68) 7 =2+ h*(d,(.]0, (1+6)2(6)), B, (.0, (1 + 6) ' (6))

(1+6)P+(1+5)‘P—2x23<(1+5 +(146)”

p
2

2cosh(plog(l + 6)) — 2 + 2 — 2cosh(log(1 + d)) " >.

ou la deuxieme égalité est obtenue grace a la formule suivante

p
2

h2(®,(.|0, (1 4+ 0)%), ®,(.|0, (1 +6)7I%) =2 -2 x 2% <(1 +0)+(1+ 5)—1>

Posons f(x) = 1 — cosh(z)~%. Par une étude de la fonction f, on obtient

) <

f(x) = gcosh(a:Y% <1 - E(E +1)

22 =9

Puisque f'(0) =0 et f(0) = 0, on en déduit, par intégration successive, que f(x) < g% < %%

Finalement 2 — 2cosh(log(1 + §)) "% < % log(1 + 6)? et avec log(1 + 6) < 6,on obtient

252
2

NJ\'B

2 — 2cosh(log(1 + 6)) "~

Posons de méme g(z) = cosh(z) — 1. Comme ¢”(z) = cosh(xz) < cosh(c) pour = € [0,c], par
intégration successive, nous obtenons

Vo tel que plog(1l +0) < ¢, 2cosh(plog(l+9)) —2 < cosh(c)p262.

Revenons alors a la distance d’Hellinger entre les deux fonction ¢, et t;’.

p252 252
h*(t, ,t5) < cosh(c)p?6? + - < 5 (1 + 2cosh(c )) < 4p?6.

des que |¢| < % Ainsi, quelque soit la valeur de 0 si on pose 6 = i nous obtenons alors h2(t, ,t,) <

g2,

Remarque. Nous avons bien plog(1 + 2%) < 2 d’olt cette valeur pour c.

B.2.2 [t;,t/] contient fy.

Cette partie est plus compliquée que la précédente. Nous devons montrer qu’il existe un choix
judicieux de @ garantissant que t, < fy <t . Nous allons commencer par calculer les deux fractions

Foet L.
Jfo _ @, (210, %(0)) _ 1 @, (2]0,%(0))
ty (14 06)P®,(x]0, (1 + 6)%(6)) (L+0)” @, (0, (1 + 6)2(A))
- 1 (1+6)(8))]
T (1+0)p 12(6)]

12(0)]
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ol la premiere inégalité est obtenue en appliquant la proposition 6 de Maugis et Michel [MM11].
Cette proposition nécessite que la matrice (1 4 6)3(6) — 2(0) soit définie positive.
De facon similaire, nous pouvons montrer que

173 330
o< (146)% O
fo 2(6)]
olt cette fois c’est la matrice X(0) — (1 + 5)*12(5) qui doit étre définie positive.
Pour tout parametre # € ©, nous devons donc construire un parametre 0 tel que
— la matrice (1 4 0)X(0) — X(0) est définie positive;

— la matrice £(6) — (1 + 6) '5(6) est définie positive et
— la majoration suivante est vérifiée :

1+4) %< 2(0) <(1+0)%

Nous allons traduire ces trois conditions directement sur la distance entre 6 et 0.

Nous nous intéressons tout d’abord a la derniere condition que ’on peut réécrire

|z<5>|>‘

log < < plog(1 + )

1Z(6)]

Or, la fonction 6 — log(|X(0)|) est k.p-lispchitz et on peut donc remplacer la derniére condition
par

1
[160 —0]] < %log(l +0).

C’est la deuxieme hypothese faite sur le modele m qui va nous permettre de traduire les deux
premieres conditions. Soit z un vecteur de RP.

La[(1 4 8)2(0) — 2(0)]z = tz(1 + 6)[2(0) — S(0)]x + ‘265 (0).
Nous allons minimiser les deux termes séparément.

2[B0) - 2@O)]e > —[[S0) — SO)|||-||=]?
D@z > M(0).]|z]]?

ot A\1(#) est la plus petite valeur propre de (). Alors,

~

La(1+0)[2(0) — 2(0)]z + 2sS(@)r > [—(1+8)|[|S(0) — SO)]]] + A (0)].] |

Ainsi, si 0 est tel que

5A1(0)

IDOESIGIIES s

~

la matrice (1 + §)X(0) — X(6) sera bien définie positive. Or, la fonction 6 — () est k-lipchitz. 1l
est donc suffisant que 6 vérifie la condition suivante
S (0)

_an < 2V
166l < k(1 +0)
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~

On raisonne de méme pour la matrice ¥(0) — (1 4+ §)~13(0).

SA1(0) — []12(0) — 2(9)
1+90

S[S0) — (14 9)7 SO > W2

La deuxiéme condition peut elle étre remplacée par

5A1(0)
e

16 =01l <

Construction de la grille pour 0

Remarquons tout d’abord que Y6 < /2, % > %@5 et log(1+ ) > %

Les trois conditions définissant # peuvent étre remplacées par la condition suivante

~ 1

0 — 0| < —min(1, N)e.
6pk
P

ol A = mein)\l(ﬂ).

Nous souhaitons donc construire une grille §17 e éN(E) telle que

- 1
Voe®, Jie[l,N(e)] tel que ||0 — ;]| < 6pfkmin(l,/\)s.

Cette grille permettra de fabriquer des crochets [t;ﬁ , t;j ] de taille £ qui recouvreront tout le modele
m.

Comme nous souhaitons majorer Npj(g,m), ce n'est pas la grille en elle-méme qui nous intéresse
mais plutét sa taille NV (e) puisqu’en effet Npj(e,m) < N(e). Pour avoir la majoration la plus fine
possible de Npj(e,m), nous voulons que cette grille soit la plus grossiere possible, c’est-a-dire avec
le moins de points possibles.

La famille (01, ...,0n()) est en fait un recouvrement de taille &%kmin(l,/\)e de l'ensemble O. Le
résultat suivant va permettre de majorer la taille de la grille N(g).

Lemme 2 (Recouvrement et paquets de taille §) Soit § < /2. On définit N, (0,0), le
nombre de recouvrement de taille § et Npqaer(d,0) , le nombre de paquets de taille § par

Neow(6,0) = min{n,I(x1,...,x,) €O, Yz € O, Jie[L,n],||lx — ;|| <}
Nypack(6,0) maz {n, (Y1, ..., yn) € ©,Vi,j € [1,n], [[yi — y;l| = 0}

Alors,
Ncoq}(67 @) < Npack(§a 6)

Démontrons ce résultat. Soit (y1, ...7prack(57@)) un paquet de O de taille maximale. Puisqu’il est
de taille maximale, aucun point ne peut étre ajouté a cet ensemble afin d’y former un nouveau
paquet. Donc, pour tous les points = de ©, il existe un point y; tel que ||z — y;|| < §. L’ensemble
(Y1, e prack(g’@)) est donc un recouvrement de ©. D’ou le résultat.

Ainsi, en notant ¢ = &min(l, A), nous obtenons Npj(e,m) < Neoy (f) < Npack <C;)
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Majoration de Npack(%f\
\N"/

On note y1,...,Yn,,., les points de © apparaissant dans la définition de N, ack(p) La réunion

de toutes les boules de centre y; et de rayon %, notée B <yi, ;;), est contenue dans l’ensemble

O+ %. De plus, ces boules sont disjointes. On a donc
V01<G) + C€>
2p
ce
0+ —
2p>

—m; + cg]

Npack

ce
va U #(n5))
cE CcE d

Na(:’ - o
P k(P) ) <2p)

/N

N
3
/N

n
::]&
i

ax(M; —m;) + C\@]d

dim(m)
C((_))dim(m) % <2p>

ce

/N

/N

ce
()
pac D
On conclut alors que

Hy(e,m) = log(Ny(s,m)) < log (Npack (f)) < dim(m) (C +log (Z))

B.2.3 Démonstration Lemme 1

Soit m un modele de la collection M(P,S). L'hypothese (H,,) porte sur 'entropie a cro-
chet Hpj(e,m). Nous devons majorer cette entropie. Plus particulierement, nous allons majorer
N[] (a,m).

Soit f une densité du modele m. Nous souhaitons construire un crochet de taille € contenant f.

P
Comme le modele est un modele par morceaux, nous savons que f est de la forme f(x) = [ [ f;(z;)
=1

ou chaque f|; est une densité du modele S;;. Nous allons construire un crochet de taille ¢ a partir
de crochet [t; ¢ *] de taille n; pour chaque Tij-
Posons alors

|| |R|

t(x) = [ [ t; (@) et t7(2) = [ [t} (x))-

Jj=1 Jj=1

Nous allons montrer que, pour un choix particulier des coefficients 7;, le couple de fonctions (t’ tt)

est bien un crochet de taille € et qu’il contient f. Tout d’abord, puisque chaque couple [¢t; ,t; ] est
un crochet pour la fonction f|;,
Viell,P], t7 (z:) < filz;) <t/ ()
donct (z) < f(z) <t ()
et [t,t1] est donc bien un crochet contenant f.
Calculons maintenant sa taille, c’est a dire h?(t~ ) Pour cela nous allons utiliser l'affinité
d’Hellinger définie pour deux fonctlon f et g par A( f, SR v/ f(z)g(z)dz. On a donc h2(f,g) =

2(1 = A(f,g)). Alors,
|R|

RE(t,tT) = 2[1 — A(t,th)] = 2[1 —HA(t;,tj ] = 2[1—ﬁl< 1h2(tz7t:’)>]

i=1
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n n
En utilisant I'inégalité suivante [](1 —2;) =1 — > z; alors
i=1 i=1

LB IR R
P2t tt) <2 [1 — 1+ Z R2(t;,tF) ] < IR < 0k
=1 i=1

€ #( 'i)2
DI # (R
Cette construction de crochets pour f, a partir de crochets pour chaque fonction f|; permet aussi
de majorer le nombre de crochets de taille € du modele m.

IR| 4
N[](a,m) < HN (m,s@)

|R|
et donc Hpj(e,m) < 2 Hi <E#(R)7Sij>.

VI #(R)?

On applique 'hypothese du lemme 1 pour conclure que

Hy(,m) %dlm (C +log (2}1()»

< i (0 4105 ()

ou la derniere inégalité est obtenue car Zyill #(R;)? < M?. On est alors dans les conditions du
lemme 2.
Nous pouvons maintenant appliquer un résultat démontré par Le Pennec et Cohen dans [LPC13].

Ainsi, si on choisit n? = le crochet [¢7,¢"] est bien de taille € et contient f.

j=1

Lemme 3 Soit m un modéle tel que
) 1
Ve >0, Hp(e,m) < dim(m) (D + log 5)

alors la fonction ¢,, définie par

bm(0) = a\/W(m)(@+ VT + 4 [log MEW)

vérifie Uhypothése (Hpy,).

En appliquant ce lemme avec D = C + log(M?), nous obtenons la conclusion du lemme 1.

Conclusion

Nous avons démontré que les hypotheses (H ) et toutes les (H,,) étaient donc vérifiées pour
notre collection M(P,S). Nous pouvons donc appliquée le théoreme 1. Pour trouver la minorité
de la pénalité annoncée, nous avons majoré la quantité o2, + P,

— Le réel oy, est solution de ¢y, (0,,) = \/noy, cest a dire

[di / 1
lm <\/ +10g M2 +\/7+ 7_1/2 ):Um.-
Om N €

Si on pose o* =\/d1m n <«/C+10g (M?2) +f) on a o* < o,.
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Or, la fonction z — @”T(J“) est décroissante et donc
G (om) < Gm(0™)
Om - o*

om < d1m(m)< C +log(M?) + /7 + 4 [log ————7 1_1/2>
n o* ne

— pour un modele m = (Ry, ..., Rp, S, .., Sip)s pm = pr + |R|log(]S|) ~ |R| puisque pr est
proportionnelle & la dimension de R pour les deux collections de partitions utilisées. Ainsi,
pm < Cte.dim(m).

Nous pouvons donc majorer o2, + fm par

. 2
KdlL(m) VC +log(M?) +/m + |log — ! ] :
" q/dlm,fm>< 0+1og(M2)+ﬁ) A e/



Annexe C

Autres démonstrations du
chapitre 3

C.1 Démonstration de la proposition 4

Notons ¢ = #(P), le nombre de pixels présents dans la zone P. Nous notons W au lieu de Wp
pour désigner la matrice des quatre plus proches voisins adaptée a la taille de P.

Hypothése 1. Soit f1 : (a,0) — log(det(3(a,c))). Pour le calcul du déterminant, nous allons
utiliser les valeurs propres de la matrice 3 qui s’écrivent a partir de celles de la matrice W. Notons
e1, ..., eq les valeurs propres de W et Ay, ..., A4 celles de X. Alors,

Vie[1,q] i =1—ae;,

det(X(a,0)) = 024 H(l — ae;) 2.

q
On a donc une nouvelle expression pour fi : fi(a,0) = qlog(c?) —2 Y log(1 — ae;).
i=1

=

Soient (a,a’) € [0, —n] et (¢%,0") € [v, V].

o2 g 1 — ae;
oo () ~2 3 e (1)

o2 4 1 — ae;
oo (7)) +2 3 s (102

2
g|U—U'|—i——q|a—0L
v n

‘fl(a70) - fl(alagl)|

7o\

/N

'

oll on a utilisé pour la derniere inégalité que la fonction z — log(x) est 1-Lipschitz sur I'in-
tervalle [v, V] et que pour toute valeur de e, la fonction x +— log(1 — xe) est elle %—Lisptchiz sur

I'intervalle [0, 1 — 7].
Finalement, en utilisant la norme infinie ||(a, o) — (a’,0")||x = max(Jo — o’|, |a — a’|), on obtient

[f1(a,0) = fi(d',0")] < Q<1 + 717) I(a,0) = (a’, 0"

v
et la fonction (a, o) — log(det(X(a,0))) est bien gk-lispchitz.
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Hypothése 2. Soit, maintenant, fs : (a,0) — X(a,0).
Soient (a,a’) € [0, — 1] and (62,0"2) € [0, V].

2 2
a,0) — fald', o’ = ma 7 - 7
|| f2(a,0) = fa(a,o")||] P ~~)~(,q (1—as)?  (1—de)
o2 o o o2
= max + _
i=1,..,q/ (1 —ag;)? (1 —ag;))?  (1—ag)? (1—a'g)?
[ 1 2 2 2 1
<  ma — +
itlong (1 —ag;)? jo" =™ (1 —ag)? (1—a'eg)?
1 1 1
< 2 _ 6" ma + 0 ma
0" -0l ,..}.(,q(l —ag;)? 7 LAy, (1—ae)? (1—ade)?

Pour toutes les valeurs de e , la fonction x ﬁ est k-lipschitz. Avec la norme infinie, on

1—ze
obtient donc

Ilf2(a, o) = fala', o) < Kll(a, ) = (a’, ") ].r.

La fonction (a, ) — 3(a,0) est bien k-lispchitz.

C.2 Expression de la pseudo-vraisemblance pour un modele
SAR aux 4 ppv

Soit Y un champ gaussien centré sur une zone P de cardinal ¢ suivant un modele SAR aux 4
plus proches voisins de parametres a et 0. Y est donc entierement déterminée par sa matrice de
covarianceY = o2(Id — aW,) 2.

On définit la carte des 4, 8 ou 12 plus proches voisins notées s4, sg ou s12 de la fagon suivante :

V(i,5) € [1,q]*, sali,j) = Yicij+Yier;+ Yijo1 +Yiju
58(1,7) = Yicij1 +Yigr i1+ Y101+ Yie1 41
s12(6,7) = Yio,;j+Yigo ;i +Yi; o+Y 10

On peut alors montrer que pour tout point (i, j), la densité conditionnelle de la variable Y; ; sachant
tous les autres pixels (variable notée Y"7) est donnée par

Y 1+ 4a? 1+ 4a? 2a . a? . 2a® -\
(Yi 1Y) = 9rg2 P <— 57 (Yi,j - msl(%]) + msz(zd) + H_4a253(27.7)> )

On en déduit alors la valeur de la pseudo log-vraisemblance conditionnelle pour une réalisation y
du champ centré Y.

q 1+ 4a? 1+ 4a? 2a . a® . 2a? R
PLV(y)= -1 - ii— T 55105 ——52(1, — 553l
(¥) =5 og< 502 > 52 (ij)g[[l . Yii 1 +4a251(z 3+ +4a252(2 J)+ 1+4a253(z 7)

On cherche (@, 5) les estimateurs par maximum de pseudo log-vraisemblance des parametres a et
o. En fixant a et en dérivant par rapport a o, on montre que

1 + 432 2% a2 242 2
A20 N - Z2a oAt 2t
g (a) - W( );[1 1 ()/ZJ 1 +4agsl(la]) + 1 _1_4&252(27]) + 1 —1—46253(1’]))
2,7 )
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Pour obtenir @, il nous reste alors & maximiser la fonction

q 1+ 4a® 1 + 4a? 2a . a? . 2a? RS
e = - = > Yij— ——s51(6,) + ——582(i,§) + ———=53(i,7) ) -
A <27ra(a)2> 26(a)? (i,5)ellL.q]? 71+ 4a? s1(07) 1+ 4a? s2(0,7) 1+ 4a? s3(1:J)

Gréace a la définition de &, on en déduit que la valeur maximum de la pseudo log-vraisemblance est

A q 1+ 442



Annexe D

Courbes COR pour un rapport
signal sur bruit fixé

D.1 Classe 1

Classe 1 etPFa=1e05 Classe 1 etPFA=2e05
0.4 045
e e
035 — 04 -
i /
03 035 /
03 /
028 J
pd Pd 025 /
02 /
02 s
015 /
015 7
/
ot 01 i
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005 0os -7
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RSB
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08 4 08
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A
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RSB
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07
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pd 04
03
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F1GURE D.1 — Courbes COR pour la classe 1 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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D.2 Classe 2

Clagse 2 etPFAsTe-05

Clagse 2 etPFA=2e-05
0.7 T T T T T T 0.8 T T T T T T T T

|j |j
osl - i o7t i H
I r
/ 0B} 1
05t VA /
/
/ o5k s 4
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ozt / 1 s
s sl P 1
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y /s
i s 1 -
0.1 - oaf P 1
- -
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0 - o e T . L . o — o A e
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1 2 3 4 5 =3 7 8 9 10 1
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07t P E
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I
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=
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F1GURE D.2 — Courbes COR pour la classe 2 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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D.3 Classe 3

Clagse 3 etPFAsTe-05 Classe 3 etPFaeZe-05

045 . . : . 07 . . : .
D4t sl
035t
05t A
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s
pd L ]
nast pd 04 P
r
02f 03k I il
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02t s i
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- ot e -
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03t
02t
o1t
0 -
1 2

Classe 3 etPFA=0.0001
0.7 T T T T T T T T
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F1GURE D.3 — Courbes COR pour la classe 3 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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D.4 Classe 5

Pd

pd

Fi1GURE D.4 — Courbes COR pour la classe 5 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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D.5 Classe 7
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FiGURE D.5 — Courbes COR pour la classe 7 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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D.6 Classe 8

Classe § etPFA=1e-05 Clagse 8 etPFA=Ze-05
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01p
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04t

03r

02
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F1GURE D.6 — Courbes COR pour la classe 8 pour les 5 probabilités de fausses alarmes étudiées.
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