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✻✳✶ ❙♣>❝✐✜❝❛%✐♦♥ ▼♦♥❛ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛8T✉❡C ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✷ ❙♣>❝✐✜❝❛%✐♦♥ ▼♦♥❛ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ %8♦✐C ♠❛8T✉❡C ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺
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✻✳✸ ❯♥❡ &♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥ ▼♦♥❛ :/♦❞✉❝*❡✉/✴❈♦♥&♦♠♠❛*❡✉/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻



❈❤❛♣✐%&❡ ✶

■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❙♦♠♠❛✐%❡

✶✳✶ ❈♦♥%❡①%❡ ❞❡ ❧❛ %❤,-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ 01♦❜❧3♠❛%✐6✉❡- ❞❡ ❧❛ %❤,-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ 0❧❛♥ ❞❡ ❧❛ %❤,-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✶ ❈♦♥%❡①%❡ ❞❡ ❧❛ %❤,-❡

❯♥ "②"$%♠❡ ♣❛*❛❧❧%❧❡ ✭♦✉ "②"$%♠❡ ❝♦♥❝✉**❡♥$✮ ❡"$ ✉♥ "②"$%♠❡ ❝♦♠♣♦"1 ❞✬❡♥$✐$1" ❢♦♥❝$✐♦♥♥❛♥$

❡♥ ♠6♠❡ $❡♠♣" ❡$ "✉"❝❡♣$✐❜❧❡" ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐8✉❡* ❡♥$*❡ ❡❧❧❡" ❞✉*❛♥$ ❧❡✉* ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$✳ ❊♥

✐♥❢♦*♠❛$✐8✉❡✱ ♦♥ ❛""✐♠✐❧❡ ❝❡❧❛ "♦✉✈❡♥$ = ✉♥ ♣*♦❣*❛♠♠❡ ❝♦♠♣♦"1 ❞❡ ♣❧✉"✐❡✉*" ♣*♦❝❡""✉"

✭♦✉ $?❝❤❡"✮ "✬❡①1❝✉$❛♥$ ❡♥ ♠6♠❡ $❡♠♣"✳ ❈❡" "②"$%♠❡" ♦♥$ ❝♦♥♥✉ ✉♥❡ 1✈♦❧✉$✐♦♥ *❛♣✐❞❡ ❝❡"

❞❡*♥✐%*❡" ❞1❝❡♥♥✐❡" ❣*?❝❡ ❡""❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❛✉① ♣*♦❣*%" $❡❝❤♥♦❧♦❣✐8✉❡" ❞✉ ♠❛$1*✐❡❧✱ ❡$ ❛✉""✐ =

❧✬1✈♦❧✉$✐♦♥ 8✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❞❡" ❧❛♥❣❛❣❡" ❞❡ ♣*♦❣*❛♠♠❛$✐♦♥✳

❈❡$$❡ ♠✉❧$✐♣❧✐❝✐$1 ❞❡ $?❝❤❡" ♦✉ ❛❝$✐✈✐$1" ♣❛*❛❧❧%❧❡" ♣♦✉* ✉♥ "②"$%♠❡ ❛♣♣♦*$❡ ❞❡" ❝♦♠✲

♣❧✐❝❛$✐♦♥" 8✉✐ ♥✬❡①✐"$❡♥$ ♣❛" ❞❛♥" ❧❡" "②"$%♠❡" ♦D ✉♥❡ "❡✉❧❡ ❛❝$✐✈✐$1 "✬❡①1❝✉$❡ ✭"②"$%♠❡"

"18✉❡♥$✐❡❧"✮✳ ❈❡" "②"$%♠❡" ♣❡✉✈❡♥$ ❡♥ ♣❛*$✐❝✉❧✐❡* 6$*❡ ❝♦♠♣♦"1" ❞✬✉♥ $*%" ❣*❛♥❞ ♥♦♠❜*❡

❞❡ $?❝❤❡" ❞❡✈❛♥$ "✬❡①1❝✉$❡* ❞❛♥" ❞❡" ❝♦♥❞✐$✐♦♥" ❡$ "♦✉" ❞❡" ❝♦♥$*❛✐♥$❡" ❞✐✛1*❡♥$❡"✳ ❆✐♥"✐

✉♥❡ ❝❛*❛❝$1*✐"$✐8✉❡ ✐♠♣♦*$❛♥$❡ ❞❡ ❝❡" "②"$%♠❡" ❡"$ ❧❡✉* ♣*♦♣❡♥"✐♦♥ = ❛✈♦✐* ✉♥ ❣*❛♥❞ ♥♦♠❜*❡

❞❡ ❝♦♠♣♦*$❡♠❡♥$" ♣♦""✐❜❧❡"✳ ❖♥ ❞♦✐$ *1"♦✉❞*❡ ❛✉""✐ ❧❡ ♣*♦❜❧%♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝%" ❝♦♥❝✉**❡♥$ ❛✉①

*❡""♦✉*❝❡" 8✉❡ ❞♦✐✈❡♥$ "❡ ♣❛*$❛❣❡* ❧❡" $?❝❤❡"✳

❚♦✉$❡" ❝❡" "♦✉*❝❡" ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$1 "♦♥$ ❧✬♦❜❥❡$ ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉① $*❛✈❛✉① $❤1♦*✐8✉❡" ❡$ ♣*❛$✐8✉❡"

✉$✐❧✐"❛♥$ ❞❡" ♦✉$✐❧" ❞❡ ❧✬✐♥❢♦*♠❛$✐8✉❡ $❤1♦*✐8✉❡ $❡❧❧❡ 8✉❡ ❧❡" ✧♠1$❤♦❞❡" ❢♦*♠❡❧❧❡"✧ ❞♦♥$ ❧❡ ❜✉$

❡"$ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥$ ❞❡ ♣❡*♠❡$$*❡ ❧❛ *❡♣*1"❡♥$❛$✐♦♥ *✐❣♦✉*❡✉"❡ ❞❡" "②"$%♠❡" ❞❛♥" ✉♥ ❢♦*♠❛❧✐"♠❡

"❛$✐"❢❛✐"❛♥$ ♣❡*♠❡$$❛♥$ ❞✬1$❛❜❧✐* ❞❡ ♠❛♥✐%*❡ ❛✉$♦♠❛$✐8✉❡ ❞❡" ♣*❡✉✈❡" ❞❡ ❧❡✉* ♣*♦♣*✐1$1"✳

▲✬❛✈%♥❡♠❡♥$ ❞✉ ♣❛*❛❧❧1❧✐"♠❡ "♦✉❧%✈❡ ❞❛♥" ❝❡ ❝❛❞*❡ ♣❧✉"✐❡✉*" 8✉❡"$✐♦♥" ♥♦$❛♠♠❡♥$✿

✲ ❈♦♠♠❡♥$ ♠♦❞1❧✐"❡* ♦✉ *❡♣*1"❡♥$❡* ❧✬❡①1❝✉$✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ❡$ ❧❛ "②♥❝❤*♦♥✐"❛$✐♦♥

❡♥$*❡ "②"$%♠❡" ❝♦♥❝✉**❡♥$" ♦✉ = ❧✬✐♥$1*✐❡✉* ❞✬✉♥ "②"$%♠❡ ❄

✲ ❈♦♠♠❡♥$ ✈1*✐✜❡* ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞❡ ❝❡" "②"$%♠❡" ❛♣*%" ❧❡✉* ♠♦❞1❧✐"❛$✐♦♥ ❄

✼
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◗✉❛♥❞ ✐❧ (✬❛❣✐+ ❞✬✉♥ (②(+-♠❡ (01✉❡♥+✐❡❧✱ ❧❡( ❝♦♠♣♦6+❡♠❡♥+( (♦♥+ ❣0♥06❛❧❡♠❡♥+ ♠♦❞0❧✐(0(

♣❛6 ❞❡( ♠♦+( ✜♥✐( ♦✉ ✐♥✜♥✐( ♣❛6+❛♥+ ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡+ 1✉❡❧❝♦♥1✉❡✳ ❈❤❛1✉❡ ❧❡++6❡ 6❡♣60(❡♥+❡ ✉♥❡

❛❝+✐♦♥ ♦✉ ❧❡( ✈❛❧❡✉6( ❞❡( ♣6♦♣6✐0+0( 0❧0♠❡♥+❛✐6❡( ❞❡ ❧✬0+❛+ ❞✬✉♥ (②(+-♠❡✳

❉❡ ♥♦♠❜6❡✉(❡( ♠0+❤♦❞❡( ❞❡ ♠♦❞0❧✐(❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉66❡♥❝❡ ♦♥+ 0+0 ♣6♦♣♦(0❡( ❞❡♣✉✐( ❧❡(

❛♥♥0❡( ✻✵✱ ♣❛6 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡( 60(❡❛✉① ❞❡ A❡+6✐ ❬A❡+✻✷❪✱ ❧❡( ❛✉+♦♠❛+❡( ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥+( ❬❇❩✽✸❪✱

❧❡( ❛❧❣-❜6❡( ❞❡ ♣6♦❝❡((✉( ❬❇❍❘✽✹❪ ❡+❝✳

▲❡( ❝♦♠♣♦6+❡♠❡♥+( ❞✬✉♥ (②(+-♠❡ ♣❛6❛❧❧-❧❡ ♣❡✉✈❡♥+ ❛✉((✐ L+6❡ ❞0❝6✐+( ♣❛6 ❞❡( ✧♠♦❞-❧❡(

❞✬♦6❞6❡( ♣❛6+✐❡❧(✧✳ ●✐(❤❡6 ❬●✐(✽✺❪ ❡+ A6❛++ ❬A6❛✽✻❪ ♦♥+ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ✐♥+6♦❞✉✐+ ❧❡( ❡♥(❡♠❜❧❡(

♣❛6+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ♦6❞♦♥♥0( 0+✐1✉❡+0( ✭♣♦♠(❡+(✮✳ ❈❡( (+6✉❝+✉6❡( ♠❛+❤0♠❛+✐1✉❡( ❝♦♥(+✐+✉❡♥+ ❧✬✉♥

❞❡( ❢♦6♠❛❧✐(♠❡( ✐❞0❛✉① S ❡♠♣❧♦②❡6 ❞❛♥( ❧❡ ❝♦♥+❡①+❡ ❞❡( (②(+-♠❡( ♣❛6❛❧❧-❧❡(✳ ❈❡ ❢♦6♠❛❧✐(♠❡

♣❡6♠❡+ ❞✬✉♥❡ ♣❛6+ ❞❡ ♠♦❞0❧✐(❡6 ❣6❛♣❤✐1✉❡♠❡♥+✱ ❡+ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐-6❡ ✐♥+✉✐+✐✈❡✱ ❞❡( ✐♥+❡6❛❝+✐♦♥(

❝♦♠♣❧❡①❡( ❡♥+6❡ ❞✐✛06❡♥+❡( ❡♥+✐+0( ❡+ ❝♦♥(+✐+✉❡ ❞✬❛✉+6❡ ♣❛6+✱ ✉♥❡ 6❡♣60(❡♥+❛+✐♦♥ +6-( ❝♦♠✲

♣❛❝+❡✱ ❝♦♠♣❛60❡ ❛✉① ❛✉+6❡( ♠♦❞-❧❡( 1✉✐ ❞0❝6✐✈❡♥+ ❞❡( ❡♥+6❡❧❛❝❡♠❡♥+( ❞✬❡①0❝✉+✐♦♥( (01✉❡♥✲

+✐❡❧❧❡(✳ ❉❡ ♣❧✉( ✐❧ ❝♦♥(+✐+✉❡ ✉♥❡ ❢✉(✐♦♥ ❡♥+6❡ ❧❛ +❤0♦6✐❡ ❞❡( ❧❛♥❣❛❣❡( ❢♦6♠❡❧( ♦V ❧❡( ♠♦+(✱

❧❡++6❡( ❡+ ❛❧♣❤❛❜❡+( (♦♥+ ❧❡( ♠❛W+6❡(✲♠♦+( ❡+ ❧❛ +❤0♦6✐❡ ♠❛+❤0♠❛+✐1✉❡ ❞❡( ♦6❞6❡( ♣❛6+✐❡❧(✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ♣❡6♠❡+ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥(✐❞06❡6 ❧❡( 1✉❡(+✐♦♥( ❧✐0❡( S ❧❛ ✧❝❛✉(❛❧✐+0✧ ❛✉①1✉❡❧❧❡( ❝❡6+❛✐♥(

♠♦❞-❧❡( ❝❧❛((✐1✉❡( ♣❡✉✈❡♥+ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥+ 60♣♦♥❞6❡✳

▲❛ ✈06✐✜❝❛+✐♦♥ ❡(+ ✉♥❡ ❛♥❛❧②(❡ ❡✛❡❝+✉0❡ S ♣❛6+✐6 ❞✬✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❞✉ (②(+-♠❡✳ ❋♦6♠❡❧❧❡♠❡♥+

❝❡++❡ ❛♥❛❧②(❡ ✉+✐❧✐(❡ ❣0♥06❛❧❡♠❡♥+ ❞❡( ❧♦❣✐1✉❡( +❡❧❧❡( 1✉❡ ▼❙❖✱ ▲❚▲ ♦✉ ❈❚▲✱ ❡+ ✈06✐✜❡ (✐

❞❡( ♣6♦♣6✐0+0( ❞✉ (②(+-♠❡( (♦♥+ 6❡(♣❡❝+0❡(✳ ▲✬✐♥+06L+ ❞❡ ❝❡ +②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②(❡ ❡(+ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐6

❞0+❡❝+❡6✱ ❛✈❛♥+ ♠L♠❡ (♦♥ ❡①0❝✉+✐♦♥✱ ❞❡( ♣6♦❜❧-♠❡( 0✈❡♥+✉❡❧( ❞❛♥( ❧❛ (♣0❝✐✜❝❛+✐♦♥ ❞✬✉♥
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♠♦❞:❧❡ ❞❡ ❞❡4❝.✐♣,✐♦♥ ❞✉ ♣❛.❛❧❧0❧✐4♠❡ ✭Γ✲J♦♠4❡, ✮ ❡, ✉♥ ❛❧❣♦.✐,❤♠❡ ❞❡ ✈0.✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❢♦.♠✉❧❡

❞✬♦.❞.❡ ♣❛.,✐❡❧✳

✶✳✸ #❧❛♥ ❞❡ ❧❛ )❤+,❡

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥, ❡4, ❝♦♠♣♦40 ❞❡ ✼ ❝❤❛♣✐,.❡4 ❡, ❧❛ 4✉✐,❡ ❡4, 4,.✉❝,✉.0❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐:.❡ 4✉✐✈❛♥,❡✿

▲❡ ❝❤❛♣✐,.❡ ✷ ❞♦♥♥❡ ❞❡4 ♣.0❧✐♠✐♥❛✐.❡4 ❞✬✉♥❡ ♣❛., 4✉. ❧❛ ,❤0♦.✐❡ ❞❡4 ❧❛♥❣❛❣❡4 ❡, ❛✉,♦♠❛,❡4

❡, ❞✬❛✉,.❡ ♣❛., 4✉. ❧❡4 ❧♦❣✐>✉❡4 ♥♦,❛♠♠❡♥, ❧❛ ❧♦❣✐>✉❡ ▼❙❖✳ ◆♦✉4 ♣.04❡♥,♦♥4 ❛✉44✐ ❞❛♥4 ❝❡

❝❤❛♣✐,.❡ ❧❛ ,❤0♦.✐❡ ❞❡4 ♣♦♠4❡,4✳
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▲❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✸ ❡,) ❝♦♥,❛❝*/ 0 ❧✬/)✉❞❡ ❞❡, ♠♦❞6❧❡, ❡①✐,)❛♥), 8✉✐ ♦♥) ✉♥❡ ,/♠❛♥)✐8✉❡ ♦*❞*❡

♣❛*)✐❡❧ ❡) 8✉✐ )*❛✐)❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐8✉❡✳ ◆♦✉, ② ♣*/,❡♥)❡*♦♥, ♥♦)❛♠♠❡♥) ❧❡, )*❛❝❡, ❞❡ ▼❛③✉*❦✐❡✇✐❝③✱

❧❡, ♣♦♠,❡), ❙/*✐❡✲♣❛*❛❧❧6❧❡✱ ❧❡, ▼❡,,❛❣❡, ❙❡8✉❡♥❝❡ ❈❤❛*) ❡) ❧❡, ❆✉)♦♠❛)❡, ❈❡❧❧✉❧❛✐*❡, ❆,②♥✲

❝❤*♦♥❡, ❞❡ ♣♦♠,❡),✳

❉❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✹✱ ♥♦✉, ♣*/,❡♥)♦♥, ❢♦*♠❡❧❧❡♠❡♥) ♥♦)*❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞6❧❡ Γ✲J♦♠,❡) ✱

❞/❝*✐✈♦♥, ,❡, *❡❧❛)✐♦♥, ❛✈❡❝ ❧❛ )❤/♦*✐❡ ❞❡, ♣♦♠,❡), ❡) ❞♦♥♥♦♥, 8✉❡❧8✉❡, ❡①❡♠♣❧❡, ❞❡ ♠♦❞/❧✐✲

,❛)✐♦♥✳

▲❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✺ /)❛❜❧✐) ❧❡, *❡❧❛)✐♦♥, ❡♥)*❡ ♥♦)*❡ ♠♦❞6❧❡ Γ✲J♦♠,❡) ❡) ❧❡, ♠♦❞6❧❡, ❝❧❛,,✐8✉❡, ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ 0 ,/♠❛♥)✐8✉❡ ♦*❞*❡ ♣❛*)✐❡❧ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ,✬❛♣❡*❝❡✈♦✐* ❞✉ ♣♦✉✈♦✐* ❞✬❡①♣*❡,,✐♦♥

❞❡, Γ✲J♦♠,❡), ✳

▲❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✻ ♣*/,❡♥)❡ ❧❛ ♠/)❤♦❞❡ ❞❡ ✈/*✐✜❝❛)✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡, Γ✲J♦♠,❡) ❡) ❞♦♥♥❡ ❧❡, */,✉❧)❛),

,✉* ❧❛ ,❛)✐,❢❛❝)✐♦♥ ❞❡ ❢♦*♠✉❧❡ ▼❙❖✳ ■❧ ♣*/,❡♥)❡ ❛✉,,✐ 8✉❡❧8✉❡, ❡①♣/*✐♠❡♥)❛)✐♦♥, ,✉* ❧✬♦✉)✐❧

▼♦♥❛✱ ♣❛*)❛♥) ❞❡ ♥♦, */,✉❧)❛),✳

▲❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✼ )❡*♠✐♥❡ ❝❡ ♠/♠♦✐*❡ ♣❛* ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥ 8✉✐ ♣*/,❡♥)❡ ❧❡, ❛♣♣♦*), ❞❡ ♥♦)*❡

)*❛✈❛✐❧✱ ❛✐♥,✐ 8✉❡ ❧❡, ♣❡*,♣❡❝)✐✈❡, ❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡ ❡♥✈✐,❛❣/❡,✳
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❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥).*❡##♦♥# ❛✉① ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡# )❤.♦*✐❡# #✉* ❧❡#1✉❡❧❧❡# #❡ ❜❛#❡♥) ♥♦#

)*❛✈❛✉①✳ ◆♦✉# ❞♦♥♥♦♥# ❞♦♥❝ ❧❡# ❞.✜♥✐)✐♦♥# ❡) ♥♦)❛)✐♦♥# ❡##❡♥)✐❡❧❧❡# 1✉✐ ♥♦✉# #❡*✈✐*♦♥) ❞❛♥#

❧❡# ❝❤❛♣✐)*❡# ✉❧).*✐❡✉*#✳ ❆✐♥#✐✱ ♥♦✉# ✐♥)*♦❞✉✐#♦♥# ❧❡# ♥♦)✐♦♥# ❞❡ ♠♦)# ❡) ❧❛♥❣❛❣❡#✱ ❧♦❣✐1✉❡

♣♦✉* ❧❛ ✈.*✐✜❝❛)✐♦♥✱ ❛✈❛♥) ❞❡ ♣*.#❡♥)❡* ❧❛ )❤.♦*✐❡ ❞❡# ♣♦♠#❡)#✳

✶✶
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✷✳✶ ▼♦%&✱ ▲❛♥❣❛❣❡& ❡% ❆✉%♦♠❛%❡&

✷✳✶✳✶ ❆❧♣❤❛❜❡* ❡* ▼♦*-

❯♥ ❛❧♣❤❛❜❡* ❡+* ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡* ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ❝❛4❛❝*54❡+✳ ◆♦✉+ ✉*✐❧✐+♦♥+ ❣9♥94❛❧❡♠❡♥* ❧❛

♥♦*❛*✐♦♥ Σ ♣♦✉4 ❞9+✐❣♥❡4 ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡*✳ ▲❡+ 9❧9♠❡♥*+ ❞❡ Σ +♦♥* ❛♣♣❡❧9+ ❧❡**4❡+✱ ♦✉ +②♠❜♦❧❡+✳

❯♥ ♠♦* u +✉4 ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡* Σ ❡+* ✉♥❡ +✉✐*❡ ❞❡ +②♠❜♦❧❡+✱ 9✈❡♥*✉❡❧❧❡♠❡♥* ✈✐❞❡✱ ❞❡ Σ✳ ■❧ ♣❡✉*

+✬9❝4✐4❡ ❡♥ u = u1.u2 . . . un ❛✈❡❝ ui ∈ Σ ♣♦✉4 *♦✉* i ∈ [1..n]✳ ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♠♦*+ ✜♥✐+ ❞❡ Σ
❡+* ♥♦*9 Σ∗

❡* ❡+* ❛✉++✐ ❛♣♣❡❧9 ❛❧❣9❜4✐?✉❡♠❡♥* ❧❡ ♠♦♥♦#❞❡ ❧✐❜)❡✳ ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♠♦*+ ✐♥✜♥✐+

❣9♥949 ♣❛4 Σ ❡+* ♥♦*9 Σω
✳ ◆♦✉+ ♣♦+♦♥+ Σ∞ = Σ∗ ∪ Σω

♣♦✉4 ❞9+✐❣♥❡4 ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ *♦✉+ ❧❡+

♠♦*+ ✜♥✐+ ♦✉ ✐♥✜♥✐+ ❞❡ Σ✳
❙♦✐* ✉♥ ♠♦* u ∈ Σ∗

✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉4 ❞❡ u ❝♦44❡+♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ❝❛4❛❝*54❡+ ?✉✐ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦+❡♥*✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦*❡ |u|✳ ❆✐♥+✐ ♣♦✉4 ❧❡ ♠♦* ✈✐❞❡ ?✉✐ ❡+* ♥♦*9 ε✱ ♦♥ ❛ |ε| = 0✳ ▲❛ ♥♦*❛*✐♦♥ |u|a
4❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ♥♦♠❜4❡ ❞✬♦❝❝✉44❡♥❝❡ ❞✉ +②♠❜♦❧❡ a ❞❛♥+ u✳ ▲✬9❝4✐*✉4❡ ui✱ ?✉❛♥* D ❡❧❧❡✱ ❞9+✐❣♥❡ ❧❡

+②♠❜♦❧❡ ♣❧❛❝9 D ❧❛ ♣♦+✐*✐♦♥ i ❞❡ u✳ ❙✐ ✉♥❡ ❧❡**4❡ ui ❞❡ u ♣49❝5❞❡ ❡♥ *❡4♠❡ ❞❡ ♣♦+✐*✐♦♥ ✉♥❡

❧❡**4❡ uj ❞❡ u ♥♦✉+ ❞✐+♦♥+ ?✉❡ ui ❡+* ♣❧✉+ ♣❡*✐* ?✉❡ uj ❡* ♦♥ ♥♦*❡ ui ≤ uj✳ ■❧ ❡+* ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
❝♦♥+*❛*❡4 ?✉❡ ❧❛ 4❡❧❛*✐♦♥ ≤ +✉4 ❧❡+ +②♠❜♦❧❡+ ❞✬✉♥ ♠♦* ❡+* ✉♥❡ 4❡❧❛*✐♦♥ ❞✬♦4❞4❡ *♦*❛❧✱ ❝❛4 9*❛♥*

49✢❡①✐✈❡✱ ❛♥*✐+②♠9*4✐?✉❡✱ *4❛♥+✐*✐✈❡ ❡* ❞❡✉① +②♠❜♦❧❡+ ❞✬✉♥ ♠♦* +♦♥* *♦✉❥♦✉4+ ❝♦♠♣❛4❛❜❧❡+

♣❛4 ❧❡✉4 ♣♦+✐*✐♦♥✳

❙♦✐❡♥* u ❡* v ❞❡✉① ♠♦*+ ✜♥✐+ ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡* Σ✳ ▲❛ ❝♦♥❝❛,-♥❛,✐♦♥ u.v ❞9♥♦*❡ ❧❡ ♠♦* ♦❜*❡♥✉

❡♥ ❥✉①*❛♣♦+❛♥* ❧❡ ♠♦* v D ❧❛ +✉✐*❡ ❞✉ ♠♦* u✳ ❖♥ ♣❡✉* ❧❛ ♥♦*❡4 ♣❧✉+ +✐♠♣❧❡♠❡♥* uv D ❧❛ ♣❧❛❝❡

❞❡ u.v✳ v ❡+* ✉♥ ❢❛❝,❡✉) ❞❡ u +✬✐❧ ❡①✐+*❡ ❞❡+ ♠♦*+ x ❡* y ❞❡ Σ∗
*❡❧+ ?✉❡ u = xvy✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ +✐

x = ε ✭4❡+♣✳ y = ε✮✱ ♦♥ ❞✐* ?✉❡ v ❡+* ✉♥ ♣)-✜①❡ ✭4❡+♣✳ 3✉✣①❡✮ ❞❡ u✳

✷✳✶✳✷ ▲❛♥❣❛❣❡- ❡* 12❣✉❧❛1✐*2

❊♥ ♣❛4❧❛♥* ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉+ ♣❛++♦♥+ ❞❡ ❧✬9*✉❞❡ ❞❡+ ♠♦*+ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧+ D ❝❡❧❧❡ ❞❡+ ❡♥+❡♠❜❧❡+ ❞❡

❝❤❛M♥❡+ ✜♥✐❡+ ❡* ✐♥✜♥✐❡+✳ ▲❡+ ♠♦❞5❧❡+ ❞❡ +②+*5♠❡+ ✐♥❢♦4♠❛*✐?✉❡+ +♦♥* +♦✉✈❡♥* ❝❛4❛❝*94✐+9+ ❡♥

*❡4♠❡+ ❞❡ 49❣✉❧❛4✐*9 ❞❛♥+ ❧❛ ♠❛♥✐54❡ ❞♦♥* ✐❧+ *4❛✐*❡♥* ❞✐✛94❡♥*❡+ ❝❤❛M♥❡+✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡+* ✐♠♣♦4*❛♥*

❞❡ ❝♦♠♣4❡♥❞4❡ ❞✬❛❜♦4❞ ❧❡+ ✈♦✐❡+ ❣9♥94❛❧❡+ ♣♦✉4 ❞9❝4✐4❡ ❡* ❝♦♠❜✐♥❡4 ❧❡+ ❝❧❛++❡+ ❞❡ ❝❤❛M♥❡+✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✭▲❛♥❣❛❣❡✮ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L 3✉) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡, Σ ❡3, ✉♥❡ ♣❛),✐❡ ❞❡ Σ∗
✳ ❆✉,)❡♠❡♥,

❞✐,✱ ❝✬❡3, ✉♥ ❡♥3❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦,3 ✜♥✐3 3✉) Σ✳

O❛4 ❡①❡♠♣❧❡✱ {toto, bebe, abba, f} ❡+* ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ Σ = {a, b, ..., z}✳
▲❡+ ♦♣94❛*✐♦♥+ +✉4 ❧❡+ ❧❛♥❣❛❣❡+ +♦♥* ❧❡+ ♦♣94❛*✐♦♥+ ✉+✉❡❧❧❡+ +✉4 ❧❡+ ❡♥+❡♠❜❧❡+✿ ✐♥*❡4+❡❝*✐♦♥✱

✉♥✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧9♠❡♥*❛✐4❡✱ ❞✐✛94❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛❥♦✉*❡ ❡♥ ♣❧✉+ ❧❛ ❝♦♥❝❛,-♥❛,✐♦♥ ❞❡3 ❧❛♥❣❛❣❡3✳ ▲❛

❝♦♥❝❛*9♥❛*✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡+ L ❡* L′
❞❡ Σ ❡+* ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LL′

❞9✜♥✐ ❝♦♠♠❡ +✉✐*✿

LL′ = {uv | u ∈ L, v ∈ L}

▲❛ ❝♦♥❝❛*9♥❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❛4 ❧✉✐ ♠Q♠❡ ♣❧✉+✐❡✉4+ ❢♦✐+ ♥♦✉+ ♣♦✉++❡ D ✉*✐❧✐+❡4 ❞❡+ ♣✉✐+✲

+❛♥❝❡+ ♣♦✉4 ❧❡✉4 ❞9✜♥✐*✐♦♥✳ ❆✐♥+✐ ♦♥ ❞9✜♥✐* ♣❛4 49❝✉44❡♥❝❡✿

L0 = {ε} et ∀n ∈ N, Ln+1 = LLn
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❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢❡)♠❡+✉)❡ ✭♦✉ /+♦✐❧❡✮ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ L✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✿

L∗ =
⋃

n≥0

Ln

✳

❙✐ F ❡9+ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ Σ✱ ♦♥ ❞✐+ :✉❡ F ❡9+ ❢❡)♠/ ✭♦✉ ❝❧♦9✮ ♣♦✉) ✉♥❡ ♦♣/)❛+✐♦♥

• 9✐ ♣♦✉) +♦✉+ Li ❡+ Lj ❞❡ Σ∗
✿ Li, Lj ∈ F ⇒ Li • Lj ∈ F ✳

▲❡ ❝♦♠♣❧%♠❡♥(❛✐+❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ Σ∗
✱ ♥♦+/ L̄✱ ❞/9✐❣♥❡ ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 ♠♦+9 ❞❡ Σ∗

:✉✐

♥✬❛♣♣❛)+✐❡♥♥❡♥+ ♣❛9 ? L✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✭▲❛♥❣❛❣❡ /!❣✉❧✐❡/✮ ❘❊●✭Σ∗
✮ ❡5( ❧❡ ♣❧✉5 ♣❡(✐( ❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 ♣❛+(✐❡5 ❞❡

Σ∗
❝♦♥(❡♥❛♥( ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✈✐❞❡ ❡( (♦✉5 ❧❡5 ❧❛♥❣❛❣❡5 +%❞✉✐(5 8 ✉♥ ♠♦( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+ ≤ 1✱ ❡( :✉✐

5♦✐( ❢❡+♠% ♣♦✉+ ❧❛ ❝♦♥❝❛(%♥❛(✐♦♥✱ ❧✬✉♥✐♦♥✱ ❡( ❧❛ ❢❡+♠❡(✉+❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✳ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ +%❣✉❧✐❡+ 5✉+

Σ ❡5( ✉♥ %❧%♠❡♥( ❞❡ ❘❊●✭Σ∗
✮✳

❈♦♠♠❡ ❝❤❛:✉❡ ♣❛)+✐❡ ✜♥✐❡ ❞❡ Σ∗
❡9+ 9♦✐+ ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ 9♦✐+ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦+9

❞❡ Σ∗
✱ ❡+ :✉❡ ❝❡9 ♠♦+9 9♦♥+ 9♦✐+ ❧❡ ♠♦+ ✈✐❞❡✱ 9♦✐+ ❧❛ ❝♦♥❝❛+/♥❛+✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧❡++)❡9 ❞❡ Σ∗

✱ ♦♥

♦❜+✐❡♥+ ✉♥❡ ❞/✜♥✐+✐♦♥ /:✉✐✈❛❧❡♥+❡ 9♦✉9 ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞✬❡①♣)❡99✐♦♥9 )/❣✉❧✐E)❡9✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ✭❊①♣/❡77✐♦♥ /!❣✉❧✐8/❡✮ ❯♥❡ ❡①♣+❡55✐♦♥ +%❣✉❧✐@+❡ ✭♦✉ +❛(✐♦♥♥❡❧❧❡✮ E 5✉+

Σ ❡5( ✉♥ (❡+♠❡ ❞%✜♥✐ ✐♥❞✉❝(✐✈❡♠❡♥( ♣❛+✿

E := ∅ | ε | a | E1E2 | E1 + E2 | E∗

❛✈❡❝ a ∈ Σ ❡( E1 ❡( E2 ❞❡5 ❡①♣+❡55✐♦♥5 +❛(✐♦♥♥❡❧❧❡5✳

❯♥❡ ❡①♣+❡55✐♦♥ +%❣✉❧✐@+❡ 5✉+ Σ ❡5( ✐♥(❡+♣+%(%❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L(E) ❞%✜♥✐ ✐♥❞✉❝(✐✈❡✲

♠❡♥( ♣❛+✿

• L(∅) = ∅❀

• L(ε) = {ε}❀

• L(a) = a ♣♦✉+ (♦✉( a ∈ Σ❀

• L(E1E2) = L(E1)L(E2)❀

• L(E1 + E2) = L(E1) ∪ L(E2)❀

• L(E∗) = L(E)∗❀

❯♥ 9♦✉9✲❡♥9❡♠❜❧❡ L ⊆ Σ∗
❡9+ )/❣✉❧✐❡) 9✬✐❧ ❡9+ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣)❡99✐♦♥ )/❣✉❧✐E)❡✳ ❉❡

♠❛♥✐E)❡ /:✉✐✈❛❧❡♥+❡✱ L ❡9+ )/❣✉❧✐❡) 9✬✐❧ ♣❡✉+ I+)❡ ♦❜+❡♥✉ ? ♣❛)+✐) ❞✬✉♥❡ 9✉✐+❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♥❝❛+/✲

♥❛+✐♦♥9✱ ❞✬✉♥✐♦♥9✱ ❡+ ❞✬✐+/)❛+✐♦♥9 ❞❡ 9♦✉9✲❡♥9❡♠❜❧❡9 ❞❡ L✳
❉❡✉① ❡①♣)❡99✐♦♥9 )/❣✉❧✐E)❡9 9♦♥+ /:✉✐✈❛❧❡♥+❡9 9✐ ❡❧❧❡9 ❡①♣)✐♠❡♥+ ❧❡ ♠I♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳

❉❛♥9 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐9❛+✐♦♥ ❞❡ 9②9+E♠❡9 :✉❡ ♥♦✉9 ✈❡))♦♥9 ♣❧✉9 +❛)❞✱ ❧❡9 ❧❛♥❣❛❣❡9

+✐)❡♥+ ❧❡✉)9 ✐♥+/)I+9 ❞✉ ❢❛✐+ :✉✬✐❧9 ❡①♣)✐♠❡♥+ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞✬❡①/❝✉+✐♦♥9 ♣♦99✐❜❧❡9 ❞✬✉♥ 9②9+E♠❡❀

❝❤❛:✉❡ ♠♦+ +)❛❞✉✐9❛♥+ ✉♥❡ ❡①/❝✉+✐♦♥✳ L♦✉) ✉♥ ✐♥❢♦)♠❛+✐❝✐❡♥✱ )/9♦✉❞)❡ ✉♥ ♣)♦❜❧E♠❡ ♣❡✉+

❝♦♥9✐9+❡) ? ❞/+❡❝+❡) 9✐ ✉♥ ♠♦+ ❛♣♣❛)+✐❡♥+ ? ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦✉ 9✐ +♦✉9 ❧❡9 ♠♦+9 ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦♥+

✉♥❡ ♣)♦♣)✐/+/ ❞♦♥♥/❡ ♦✉ ♥♦♥✳ L♦✉) ❝❡❧❛✱ ♥♦✉9 ✐♥+)♦❞✉✐9♦♥9 ❧❡9 ♥♦+✐♦♥9 ❞✬❛✉+♦♠❛+❡ ❡+ ❞❡

)❡❝♦♥♥❛✐99❛❜✐❧✐+/✳
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✷✳✶✳✸ ❆✉&♦♠❛&❡ ❞❡ ♠♦&, ✜♥✐,

▲❡ $❡%♠❡ ✧$❤)♦%✐❡ ❞❡- ❛✉$♦♠❛$❡-✧ ❢✉$ ✐♥$%♦❞✉✐$ ❡♥ ♣%❡♠✐❡% ♣❛% ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥ ❞❛♥- ❬✈◆✺✶❪

♠❛✐- ♦♥ ❞♦✐$ ❧❡- ❣%❛♥❞- $%❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛$❡✉%- -✉% ❧❡- ❛✉$♦♠❛$❡- ✜♥✐- = ❑❧❡❡♥❡ ❬❑❧❡✺✻❪ @✉✐ ❛

)$❡♥❞✉ ❧❡- $%❛✈❛✉① ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❡$ D✐$$- -✉% ❧❡- %)-❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉%♦♥❡-✳

D❧✉-✐❡✉%- -♦%$❡- ❞✬❛✉$♦♠❛$❡- ♦♥$ )$) ❞)✜♥✐- ❞❛♥- ❧❛ ❧✐$$)%❛$✉%❡ ✭-❡ %❛♣♣♦%$❡% ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡

= ❬❙❛❦✵✸❪✮✱ ♥♦✉- ❞♦♥♥♦♥- ✐❝✐ ✉♥❡ ❞)✜♥✐$✐♦♥ ❝❧❛--✐@✉❡ ❞❡- ❛✉$♦♠❛$❡- ✜♥✐-✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✭❆✉%♦♠❛%❡ ✜♥✐✮ ❯♥ ❛✉$♦♠❛$❡ ✜♥✐ *✉+ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡$ Σ ❡*$ ✉♥ $✉♣❧❡

A = (Σ, Q,∆, I, F ) ♦0 Q ❡*$ ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬3$❛$*✱ I ⊆ Q ❡$ F ⊆ Q ❞3*✐❣♥❡♥$ +❡*♣❡❝$✐✈❡✲

♠❡♥$ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* 3$❛$* ✐♥✐$✐❛✉① ❡$ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* 3$❛$* ✜♥❛✉①✱ ❡$ ∆ : Q × Σ × Q ❡*$ ✉♥❡

+❡❧❛$✐♦♥ ❞❡ $+❛♥*✐$✐♦♥✳

❆❧$❡%♥❛$✐✈❡♠❡♥$✱ ∆ ♣❡✉$ O$%❡ ❞)✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ Q×Σ ❞❛♥- ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ♣❛%$✐❡-

❞❡ Q @✉✐ ❡-$ 2Q✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ♦R ∆ ❡-$ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ Q × Σ ❞❛♥- Q ❡$ I ✉♥ -✐♥❣❧❡$♦♥ ♦♥

❞✐$ @✉❡ ❧✬❛✉$♦♠❛$❡ A ❡-$ ❞3$❡+♠✐♥✐*$❡ ❀ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- ❝♦♥$%❛✐%❡ A ❡-$ ❞✐$ ♥♦♥ ❞3$❡+♠✐♥✐*$❡✳

❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ρ ❞❡ A ❡-$ ✉♥❡ -✉❝❝❡--✐♦♥ ❞❡ $%❛♥-✐$✐♦♥- ❝♦♥-)❝✉$✐✈❡- ❞❡ ∆❀ ❝✬❡-$ = ❞✐%❡ ρ ♣❡✉$

-✬)❝%✐%❡ ρ = s0
a1→ s1 · · ·

an→ sn ❛✈❡❝ (si, ai+1, si+1) ∈ ∆✳ ρ ❡-$ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❝❝❡♣$❛♥$ -✐ s0 ∈ I
❡$ sn ∈ F ✳ ❖♥ ❞)✜♥✐$ ♣♦✉% ❝❤❛@✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ρ ❧❡ ♠♦$ l(ρ) = a1 · · · an ❞❡ Σ∗

✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡

❧✬❛✉$♦♠❛$❡ A ❡-$ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- )❧)♠❡♥$- ❞❡ Σ∗
❝♦%%❡-♣♦♥❞❛♥$ = ❞❡- ❝❤❡♠✐♥- ❛❝❝❡♣$❛♥$- ❞❡

A✱ ❛✉$%❡♠❡♥$ ❞✐$✱ L(A) = {l(ρ) | ρ est un chemin acceptant de A}✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✺ ✭▲❛♥❣❛❣❡ 5❡❝♦♥♥❛✐77❛❜❧❡✮ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ Σ∗
❡*$ +❡❝♦♥♥❛✐**❛❜❧❡ *✬✐❧

❡①✐*$❡ ✉♥ ❛✉$♦♠❛$❡ A *✉+ Σ $❡❧ ;✉❡ L = L(A)✳ ❖♥ ♥♦$❡ ❘❊❈✭Σ∗
✮ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ❧❛♥❣❛❣❡*

+❡❝♦♥♥❛✐**❛❜❧❡* ❞❡ Σ∗
✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥$%❡ ❧❡- ❧❛♥❣❛❣❡- %❡❝♦♥♥❛✐--❛❜❧❡- ❡$ %)❣✉❧✐❡%- ❛ )$) )$❛❜❧✐ ♣❛% ❑❧❡❡♥❡✳ ❊♥ ♣❛%$✐✲

❝✉❧✐❡%✱ ✐❧ ❛ ❞)♠♦♥$%) @✉❡ ❝❡- ❡♥-❡♠❜❧❡- -♦♥$ )❣❛✉① -✉% ❧❡ ♠♦♥♦X❞❡ ❧✐❜%❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥-$✐$✉❡ ❧✬✉♥

❞❡- %)-✉❧$❛$- ♣%✐♥❝✐♣❛✉① ❞❛♥- ❧❛ $❤)♦%✐❡ ❞❡- ❧❛♥❣❛❣❡-✳

❚❤!♦5<♠❡ ✷✳✶✳✶ ✭❬❑❧❡✺✻❪✮ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ Σ∗
❡*$ +3❣✉❧✐❡+ *✐ ❡$ *❡✉❧❡♠❡♥$ *✐ ✐❧ ❡*$ +❡❝♦♥✲

♥❛✐**❛❜❧❡✱ ❡$ ❞♦♥❝ ❘❊●✭Σ∗
✮ ❂ ❘❊❈✭Σ∗

✮✳

✷✳✶✳✹ 12♦❞✉✐& ,②♥❝❤2♦♥✐,6 ❞✬❆✉&♦♠❛&❡,

■❧ ♣❡✉$ O$%❡ ✐♠♣♦%$❛♥$ ❞❡ ❝♦♥-✐❞)%❡% ❧❡- ♣%♦❞✉✐$- -②♥❝❤%♦♥✐-)- ❞✬❛✉$♦♠❛$❡- ❞❛♥- ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞✬✉♥❡

)$✉❞❡ -✉% ❧❛ ♠♦❞)❧✐-❛$✐♦♥ ❞❡ -②-$[♠❡- ❝♦♥❝✉%%❡♥$- @✉❡ ♥♦✉- ✈❡%%♦♥- ♣❛% ❧❛ -✉✐$❡✳ ❯♥ ♣%♦❞✉✐$

-②♥❝❤%♦♥✐-) ❞✬❛✉$♦♠❛$❡- ❡-$ ♣❛%❛♠)$%) ♣❛% ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ -②♥❝❤%♦♥✐-❛$✐♦♥ ♣❡%♠❡$$❛♥$ ❞❡

❞)✜♥✐% @✉❡❧❧❡- $%❛♥-✐$✐♦♥- ❞❡- ❛✉$♦♠❛$❡- ❞❡✈%♦♥$ -✬❡①)❝✉$❡% ❞❡ ♠❛♥✐[%❡ -②♥❝❤%♦♥✐-)❡✳ D♦✉%

❞)✜♥✐% ❧❡ ♣%♦❞✉✐$ -②♥❝❤%♦♥✐-) ❞✬❛✉$♦♠❛$❡-✱ ♦♥ ✐♥$%♦❞✉✐$ ❧❛ ♥♦$✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✱ ♥♦$)❡ ❴✳ ❯♥

❛✉$♦♠❛$❡ @✉✐ ❢%❛♥❝❤✐$ ✉♥❡ $%❛♥-✐$✐♦♥ )$✐@✉❡$)❡ ♣❛% ❧❡ ✈✐❞❡ ✭$%❛♥-✐$✐♦♥ ✈✐❞❡✮ ♥❡ ❢❛✐$ %✐❡♥ ❡$

%❡-$❡ ❞❛♥- ❧❡ ♠O♠❡ )$❛$✱ ❝✬❡-$ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ -✉% ❧✬)$❛$ ❝♦✉%❛♥$✳ ❆✐♥-✐✱ ❝❤❛@✉❡ $%❛♥-✐$✐♦♥ ✈✐❞❡

❡-$ ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ (q,❴, q)✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✻ ✭A5♦❞✉✐% 7②♥❝❤5♦♥✐7!✮ ▲❡ ♣+♦❞✉✐$ *②♥❝❤+♦♥✐*3 ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥ ❛✉✲

$♦♠❛$❡* {A1 . . .An} ♦0 ♣♦✉+ $♦✉$ i ∈ [1..n]✱ Ai = (Σi, Qi,∆i, Ii, Fi) ❛✈❡❝ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡
*②♥❝❤+♦♥✐*❛$✐♦♥ S ⊂

∏

1≤i≤n(Σi ∪ {❴})✱ ❡*$ ✉♥ ❛✉$♦♠❛$❡ A = (Σ, Q,∆, I, F ) ♦0✿



✷✳✶✳ ▼❖❚❙✱ ▲❆◆●❆●❊❙ ❊❚ ❆❯❚❖▼❆❚❊❙ ✶✺

• Q = Q1 × . . .×Qn

• I = I1 × . . .× In

• F = F1 × . . .× Fn

• Σ = S

• ∆ ⊆ Q× Σ×Q ❡! "❡#!"❡✐♥! ❛✉① #❡✉❧❡# !"❛♥#✐!✐♦♥# ♣",#❡♥!❡# ❞❛♥# S✳

▲❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬+,❛,. ❞❡ ❧✬❛✉,♦♠❛,❡ ♣(♦❞✉✐, ❡., ❧❡ ♣(♦❞✉✐, ❞❡. ♥♦♠❜(❡. ❞✬+,❛,. ❞❡. ❛✉,♦♠❛,❡.

3✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦.❡♥,

✷✳✶✳✺ ❆✉&♦♠❛&❡ ❡& ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦&/ ✐♥✜♥✐/

5(♦♣✉❧.+ ♣❛( ❧❡. (+.✉❧,❛,. .✉( ❧❡ ❝❛. ❞❡. ♠♦,. ✜♥✐.✱ ✉♥ ❝♦(♣✉. ,❤+♦(✐3✉❡ .,❛❜❧❡ ❡, ❝♦❤+(❡♥, ❛

+,+ ❞+✈❡❧♦♣♣+ .✉( ❧❡. ♠♦,. ✐♥✜♥✐.✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✼ ✭ω − langage✮ ❯♥ ω− langage ❡#! ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦!# ✐♥✜♥✐# #✉" Σ✳ ❊♥

❞✬❛✉!"❡# !❡"♠❡#✱ ❝✬❡#! ✉♥❡ ♣❛"!✐❡ ❞❡ Σω
✳

❊♥ ♣❧✉. ❞❡. ♦♣+(❛,✐♦♥. .✉( ❧❡. ❧❛♥❣❛❣❡.✱ ♦♥ ❞✐.♣♦.❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦♣+(❛,✐♦♥ 3✉✐ ❛..♦❝✐❡ =

✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ Σ∗
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦,. ✐♥✜♥✐.✿ ❧✬✐!,"❛!✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞+✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ .✉✐,✿

Lω = {u0 . . . un . . . | ∀n ∈ N, un ∈ L \ {ε}}

◆♦✉. ❛❥♦✉,♦♥. ❡♥❝♦(❡ ♣♦✉( ,♦✉, L ⊆ Σ∗
✱ L∞ = L∗ ∪ Lω

✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✽ ✭▲❛♥❣❛❣❡ ω✲3❡❣✉❧✐❡3✮ ▲❛ ❝❧❛##❡ ❞❡# ❧❛♥❣❛❣❡# ω − reguliers ❡#! ❧❡ ♣❧✉#

♣❡!✐! ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♣❛"!✐❡# ❞❡ Σ∞
❝♦♥!❡♥❛♥! ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✈✐❞❡ ❡! !♦✉# ❧❡# ❧❛♥❣❛❣❡# ",❞✉✐!# : ✉♥

♠♦! ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉" ≤ 1✱ ❡! ;✉✐ #♦✐! ❢❡"♠, ♣♦✉" ❧❛ ❝♦♥❝❛!,♥❛!✐♦♥✱ ❧✬✉♥✐♦♥✱ ❧❛ ❢❡"♠❡!✉"❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡

❡! ❧✬✐!,"❛!✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

❖♥ ♥♦,❡ ❘❊●✭Σω
✮ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❧❛♥❣❛❣❡. ω − reguliers ❞❡ Σ∞

✐♥❝❧✉. ❞❛♥. Σω
✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠♦!# #✉" ❧✬❛❧♣❤❛❜❡! Σ = {a, b} ❝♦♥!❡♥❛♥! ✉♥❡ ✐♥✜♥✐!, ❞❡ b
❡! ❝♦♠♠❡♥?❛♥! ♣❛" a ❡#! ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ω− regulier ❛♣♣❛"!❡♥❛♥! : ❘❊●✭Σω

✮✳ ■❧ ♣❡✉! E!"❡ ,❝"✐!

❛✈❡❝ ❧✬❡①♣"❡##✐♦♥ ",❣✉❧✐F"❡ a(a∗b)ω✳

■❧ ❡①✐.,❡ ♣❧✉.✐❡✉(. ❛✉,♦♠❛,❡. ♣♦✉✈❛♥, (❡❝♦♥♥❛✐,(❡ ❞❡. ♠♦,. ✐♥✜♥✐. ✭♥♦✉. ❧❡. ❛♣♣❡❧♦♥. ❧❡.

ω − automates✳ 5♦✉( ♣❧✉. ❞✬✐♥❢♦(♠❛,✐♦♥. .❡ (+❢+(❡( = ❬❊✐❧✼✹✱ ❚❤♦✾✻✱ 55✵✹❪✳ ◆♦✉. ♥♦✉.

✐♥,+(❡..❡(♦♥. = ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇R❝❤✐✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳✾ ✭❆✉%♦♠❛%❡ ❞❡ ❇>❝❤✐✮ ❯♥ ❛✉!♦♠❛!❡ ❞❡ ❇H❝❤✐ ❡#! ✉♥ ❛✉!♦♠❛!❡

B = (Σ, Q,∆, I, F ) ❛②❛♥! ✉♥❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡♣!❛!✐♦♥ ♣❛"!✐❝✉❧✐F"❡ ✭❞✐! ❛❝❝❡♣!❛!✐♦♥ ❞❡ ❇H❝❤✐✮✿

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✭✐♥✜♥✐✮ ρ ❡#! ❛❝❝❡♣!❛♥! #✐ ❡! #❡✉❧❡♠❡♥! #✐ #♦♥ ,!❛! ❞❡ ❞,♣❛"! ❡#! ✐♥✐!✐❛❧ ❡! Inf(ρ)∩
F 6= ∅ ❛✈❡❝ Inf(ρ) ❞,#✐❣♥❛♥! ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ,!❛!# ♣❛##,# ✐♥✜♥✐♠❡♥! #♦✉✈❡♥! ♣❛" ρ✳
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❛✱❜

❜

❜

❋✐❣✉)❡ ✷✳✶✿ ❆✉/♦♠❛/❡ ❞❡ ❇4❝❤✐ ❛❝❝❡♣/❛♥/ (a+ b)∗bω

▲✬❡♥;❡♠❜❧❡ ❞❡; ♠♦/; )❡❝♦♥♥✉; ♣❛) ✉♥ ❛✉/♦♠❛/❡ ❞❡ ❇4❝❤✐ B ❡;/ ❧✬❡♥;❡♠❜❧❡ ❞❡; ♠♦/; ❞=✜♥✐;;❛♥/

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛)/❛♥/ ❞✬✉♥ =/❛/ ✐♥✐/✐❛❧ ❡/ ✈✐;✐/❛♥/ F ✉♥❡ ✐♥✜♥✐/= ❞❡ ❢♦✐;✳ ❈❡/ ❡♥;❡♠❜❧❡ ❡;/ ❞♦♥❝

❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✉/♦♠❛/❡ ♥♦/= L(B)✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✶ ♠♦♥/)❡ ✉♥❡ )❡♣)=;❡♥/❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉/♦♠❛/❡

❞❡ ❇4❝❤✐ B ❛✈❡❝ L(B) = (a+ b)∗bω ✭❧❡; =/❛/; ✐♥✐/✐❛✉① ;♦♥/ ♠✉♥✐; ❞✬✉♥❡ ✢E❝❤❡ ❡♥/)❛♥/❡ ;❛♥;

=/❛/ ❞❡ ❞=♣❛)/✱ ❧❡; =/❛/; ✜♥❛✉① ;♦♥/ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥/ ❝❡)❝❧=;✮✳

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ Σω
❡;/ ❇!❝❤✐ %❡❝♦♥♥❛✐**❛❜❧❡ ;✬✐❧ ❡①✐;/❡ ✉♥ ❛✉/♦♠❛/❡ ❞❡ ❇4❝❤✐ B /❡❧ H✉❡

L(B) = L✳

I❛)/❛♥/ ❞❡ ❝❡; ❞=✜♥✐/✐♦♥;✱ ❇4❝❤✐ ❬❇4❝✻✷❪ ❛ ♠♦♥/)= H✉❡ ❧❡ /❤=♦)E♠❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❡;/ ♥❛✲

/✉)❡❧❧❡♠❡♥/ ❡①/❡♥;✐❜❧❡ ❛✉① ω✲❧❛♥❣❛❣❡;✳ ▲❡; ❧❛♥❣❛❣❡; ω✲)=❣✉❧✐❡); ❝♦))❡;♣♦♥❞❡♥/ ;/)✐❝/❡♠❡♥/

❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡; ❇4❝❤✐ )❡❝♦♥♥❛✐;;❛❜❧❡;✳ ❇4❝❤✐ ♣♦✉);✉✐✈✐/ ;❡; /)❛✈❛✉① ❡♥ =/❛❜❧✐;;❛♥/ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥✲

/)❡ ❧❡; ❛✉/♦♠❛/❡; ❡/ ❧❛ ❧♦❣✐H✉❡✳ ▲❡; )=;✉❧/❛/; H✉✐ ❡♥ ❞=❝♦✉❧❡♥/ ;♦♥/ ❡♥❝♦)❡ ✉/✐❧✐;=; ❞❛♥; ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈=)✐✜❝❛/✐♦♥✳

✷✳✷ ▲♦❣✐&✉❡) ❡* ❱,-✐✜❝❛*✐♦♥ )❛♥) ❝♦♥❝✉--❡♥❝❡

▲❛ ✈=)✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡; ;②;/E♠❡; ❛;;✐;/=❡ ♣❛) ♦)❞✐♥❛/❡✉) ❛ ❝♦♥♥✉✱ ❝❡; ❞❡)♥✐E)❡; ❞=❝❡♥♥✐❡; ✉♥ ❣)❛♥❞

;✉❝❝E; ♣❛)/✐❝✉❧✐E)❡♠❡♥/ ❞❛♥; ;❛ ❢♦♥❞❛/✐♦♥ /❤=♦)✐H✉❡✱ ♠❛✐; ❛✉;;✐ ❞❛♥; ;❡; ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥;✳ ▲❡

❜✉/ ❡;/ ❞❡ ✈=)✐✜❡) ❞❡; ♣)♦♣)✐=/=; ❞❡ ;O)❡/=✱ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡✱ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐/= ❡/❝✳ ❞❡ ;②;/E♠❡; ❞❡ ❢❛P♦♥

❛❧❣♦)✐/❤♠✐H✉❡✱ ;❛♥; ❛✈♦✐) ❜❡;♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣)=❤❡♥;✐♦♥ ❛♣♣)♦❢♦♥❞✐❡ ❞✉ ;②;/E♠❡ Q ✈=)✐✜❡)✳

▲❛ /❡❝❤♥✐H✉❡ ❣=♥=)❛❧❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐;=❡ ❡;/ ❧❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ H✉✐ ;❡ ❞=❝❧✐♥❡ ❡♥ /)♦✐; ❛;♣❡❝/;✿ ✉♥

♠♦❞2❧❡ ❙ ❞♦♥♥❛♥/ ✉♥❡ ❞❡;❝)✐♣/✐♦♥ ❢♦)♠❡❧❧❡ ❛❜;/)❛✐/❡ ❞✉ ;②;/E♠❡ Q =/✉❞✐❡)✱ ✉♥❡ *♣6❝✐✜❝❛8✐♦♥

φ )❡♥✈♦②❛♥/ Q ❧❛ ♣)♦♣)✐=/= Q ✈=)✐✜❡) ❞✉ ;②;/E♠❡ ❡/ ✉♥ ♣)♦❣)❛♠♠❡ ✭♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡% ✮ H✉✐ ❛♥❛❧②;❡

❛✉/♦♠❛/✐H✉❡♠❡♥/ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ S ❡/ ❞✐/ ;✐ ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❛ ;♣=❝✐✜❝❛/✐♦♥ φ ❡;/ ✈=)✐✜=❡ ♣❛) ❧❡ ;②;/E♠❡✳

▲✬✉♥ ❞❡; ❢♦♥❞❡♠❡♥/; ❞❡ ❝❡//❡ ♠=/❤♦❞❡ ❡;/ ❧✬=H✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥/)❡ ❧❛ ♥♦/✐♦♥ ❞❡ )❡❝♦♥♥❛✐;;❛❜✐❧✐/=

♣❛) ❛✉/♦♠❛/❡; ❡/ ❧❛ ❞=✜♥✐;;❛❜✐❧✐/= ❧♦❣✐H✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❛♥; ❝❡ ❝❛;✱ )❡✈✐❡♥/ Q ❞=❝✐❞❡)✱

♣♦✉) ✉♥ ❛✉/♦♠❛/❡ S ❡/ ✉♥❡ ♣)♦♣)✐=/= φ ❢♦)♠✉❧=❡ ❡♥ ❧♦❣✐H✉❡✱ ;✐ /♦✉; ❧❡; ♠♦/; ❛❝❝❡♣/=; ♣❛) S
;❛/✐;❢♦♥/ φ✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥/)❡ ❧♦❣✐H✉❡ ❡/ ❛✉/♦♠❛/❡ ❡;/ ❜✐❡♥ =/❛❜❧✐ ❡/ ❧❡; ♣✐♦♥♥✐❡); ❇4❝❤✐ ❡/ ❊❧❣♦/ ❬❇4❝✻✷✱

❊❧❣✻✶❪ ♦♥/ ❜❛;= ❧❡✉); /)❛✈❛✉① ;✉) ❧❛ ❧♦❣✐9✉❡ ♠♦♥❛❞✐9✉❡ ❞✉ *❡❝♦♥❞ ♦%❞%❡✳

✷✳✷✳✶ ▲♦❣✐'✉❡ ▼♦♥❛❞✐'✉❡ ❞✉ ❙❡❝♦♥❞ ❖1❞1❡ 2✉1 ❧❡2 ♠♦52

▲❛ ❧♦❣✐H✉❡ ❞✉ ;❡❝♦♥❞ ♦)❞)❡ ✭❙❖✮ ❡;/ ✉♥❡ ❡①/❡♥;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐H✉❡ ❞✉ ♣)❡♠✐❡) ♦)❞)❡ ✭❋❖✮ ❛✉①

✈❛)✐❛❜❧❡; ❞✬❡♥;❡♠❜❧❡; ❡/ ❞❡ )❡❧❛/✐♦♥; ;✉) ❧✬✉♥✐✈❡); ❡/ ❛✉/♦)✐;❡ Q H✉❛♥/✐✜❡) ;✉) ❝❡❧❧❡;✲❝✐✳ ▲❛
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S φ

▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡+

❖✉✐✴◆♦♥ ✭✰ ✐♥❢♦+♠❛7✐♦♥8✴❝♦♥7+❡✲❡①❡♠♣❧❡✮

❋✐❣✉+❡ ✷✳✷✿ ❋♦♥❝7✐♦♥♥❡♠❡♥7 ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡+

❧♦❣✐A✉❡ ♠♦♥❛❞✐A✉❡ ❞✉ 8❡❝♦♥❞ ♦+❞+❡ ✭▼❙❖✮ ❡87 ❧❛ +❡87+✐❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐A✉❡ ❙❖ ❛✉① ♣+C❞✐❝❛78

❞✉ 8❡❝♦♥❞ ♦+❞+❡ ♠♦♥❛❞✐A✉❡ ✭❞✬❛+✐7C ✶✮✳

❉❛♥8 ❝❡77❡ 8❡❝7✐♦♥✱ ♥♦✉8 ♣+C8❡♥7♦♥8 ❧❡8 8②♥7❛①❡8 ❡7 8C♠❛♥7✐A✉❡8 ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐A✉❡ ♠♦♥❛❞✐A✉❡

❞✉ 8❡❝♦♥❞ ♦+❞+❡ ✭▼❙❖✮ ❡7 ♠❡77♦♥8 ❡♥ C✈✐❞❡♥❝❡ 8❛ +❡❧❛7✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡8 ❧❛♥❣❛❣❡8 (ω)✲+C❣✉❧✐❡+8✳
◆♦✉8 ✈❡++♦♥8 ❛❧♦+8 ❝♦♠♠❡♥7 ✉7✐❧✐8❡+ ❝❡77❡ +❡❧❛7✐♦♥ ♣♦✉+ ✐♠♣❧C♠❡♥7❡+ ✉♥❡ ♣+♦❝C❞✉+❡ ❞❡ ✈C+✐✲

✜❝❛7✐♦♥✳

✷✳✷✳✶✳✶ ❙②♥&❛①❡* ❡& *+♠❛♥&✐.✉❡* ❞❡ ▼❙❖

▲❛ ❧♦❣✐A✉❡ ♠♦♥❛❞✐A✉❡ ❞✉ 8❡❝♦♥❞ ♦+❞+❡ 8✉+ ❧❡8 ♠♦78 ✭✜♥✐8 ♦✉ ✐♥✜♥✐8✮ 8✉+ Σ ❡87 ❞C♥♦7C❡

MSO(Σ)✳ ❙♦♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐+❡ ❝♦♥8✐87❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣+C❞✐❝❛78 ✉♥❛✐+❡8 Pa ♣♦✉+ ❝❤❛A✉❡

a ∈ Σ❀ ✉♥ ♣+C❞✐❝❛7 ❜✐♥❛✐+❡ ≤❀ ✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞C♥♦♠❜+❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡8 ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♦+❞+❡

✭❞C8✐❣♥C❡8 ♣❛+ ❞❡8 ❧❡77+❡8 ❡♥ ♠✐♥✉8❝✉❧❡8✮ V FO = {x, y, z, ...}❀ ✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞C♥♦♠❜+❛❜❧❡ ❞❡

✈❛+✐❛❜❧❡8 ❞✉ 8❡❝♦♥❞ ♦+❞+❡ ✭✈❛+✐❛❜❧❡8 ❡♥8❡♠❜❧✐87❡8 ❝♦♥✈❡♥7✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥7 ❞C8✐❣♥C❡8 ♣❛+ ❞❡8 ❧❡7✲

7+❡8 ♠❛❥✉8❝✉❧❡8✮ V SO = {X, Y, Z, ...} ❡7 ❧❡8 A✉❛♥7✐✜❝❛7❡✉+8 ❡7 ❝♦♥♥❡❝7❡✉+8 ❧♦❣✐A✉❡8 ❤❛❜✐7✉❡❧8

❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♦+❞+❡✳

▲❡8 ❢♦+♠✉❧❡8 ❞❡ MSO(Σ) 8♦♥7 ❛❧♦+8 ❞♦♥♥C❡8 ❝♦♠♠❡ 8✉✐7✿

MSO ::= Pa(x) | x ∈ X | x ≤ y | ¬φ | φ1 ∧ φ2 | φ1 ∨ φ2 | (∃x)φ | (∃X)φ.

❯♥❡ ❢♦+♠✉❧❡ ▼❙❖ ❡87 ❞✐7❡ close 8✐ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛8 ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❧✐❜"❡ ✭✈❛+✐❛❜❧❡ 8❛♥8 A✉❛♥7✐✜❝❛✲

7❡✉+✮✳ ▲❡8 ❢♦+♠✉❧❡8 ❝❧♦8❡8 8♦♥7 ❛✉88✐ ❛♣♣❡❧C❡8 phrases✳
❖♥ ❞C✜♥✐7 ♠❛✐♥7❡♥❛♥7 ♣❛+ ✐♥❞✉❝7✐♦♥ ❧❛ 8❛7✐8❢❛❝7✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦+♠✉❧❡ ▼❙❖ φ 8✉+ ❧❡8 ♠♦78✳

❙♦✐7 u = u1...un ✉♥ ♠♦7 ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡7 Σ ❡7 N = {1, ..., n} ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡8 ♣♦8✐7✐♦♥8 ❞❡ u✳
❙♦✐❡♥7 ρ ❡7 µ ❞❡✉① ❢♦♥❝7✐♦♥8 ✭♣❛+7✐❡❧❧❡8✮ 7❡❧❧❡8 A✉❡ ρ : V FO 7→ N ❡7 µ : V SO 7→ 2N ✳ ◆♦✉8

❞C✜♥✐88♦♥8 ❧❛ +❡❧❛7✐♦♥ ❞❡ 8❛7✐8❢❛❝7✐♦♥ u, ρ, µ |= φ ❝♦♠♠❡ 8✉✐7✿

• u, ρ, µ |= Pa(x) 8✐ ❡7 8❡✉❧❡♠❡♥7 8✐ uρ(x) = a

• u, ρ, µ |= x ∈ X 8✐ ❡7 8❡✉❧❡♠❡♥7 8✐ ρ(x) ∈ µ(X)

• u, ρ, µ |= x ≤ y 8✐ ❡7 8❡✉❧❡♠❡♥7 8✐ ρ(x) ≤ ρ(y)

• u, ρ, µ |= φ1 ∧ φ2 8✐ ❡7 8❡✉❧❡♠❡♥7 8✐ u, ρ, µ |= φ1 ❡7 u, ρ, µ |= φ2
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• u, ρ, µ |= φ1 ∨ φ2 "✐ ❡% "❡✉❧❡♠❡♥% "✐ u, ρ, µ |= φ1 ♦✉ u, ρ, µ |= φ2

• u, ρ, µ |= ¬φ "✐ ❡% "❡✉❧❡♠❡♥% "✐ u, ρ, µ 6|= φ

• u, ρ, µ |= ∃x φ "✐ ❡% "❡✉❧❡♠❡♥% "✐ ✐❧ ❡①✐"%❡ i ∈ N %❡❧ ,✉❡ u, ρ′, µ |= φ ❛✈❡❝ ρ′(y) = i "✐
y = x✱ ρ′(y) = ρ(y) "✐♥♦♥

• u, ρ, µ |= ∃X φ "✐ ❡% "❡✉❧❡♠❡♥% "✐ ✐❧ ❡①✐"%❡ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ P ⊆ N %❡❧ ,✉❡ u, ρ, µ′ |= φ ❛✈❡❝

µ′(Y ) = P "✐ Y = P ✱ µ′(Y ) = µ(Y ) "✐♥♦♥

◆♦✉" ♣♦✉✈♦♥" ❧✐❜4❡♠❡♥% ✉%✐❧✐"❡4 ❧❡" ❛❜45✈✐❛%✐♦♥" "✉✐✈❛♥%❡"✿

• x = y
❞❡❢

= x ≤ y ∧ y ≤ x ❡% ❛✐♥"✐ x < y
❞❡❢

= x ≤ y ∧ ¬(x = y)

• x 6= y
❞❡❢

= ¬(x = y)

• ∀x φ
❞❡❢

= ¬(∃x ¬φ)

• x+ 1 ∈ X
❞❡❢

= (∃y)(x < y ∧ ¬(∃z)(x < z ∧ z < y) ∧ y ∈ X)✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉% 9%4❡ ❣5♥54❛❧✐"5 ;

x+ k ∈ X ♣♦✉4 %♦✉% ❡♥%✐❡4 ♥❛%✉4❡❧ k✳

• x→ y
❞❡❢

= ¬x ∨ y

• x↔ y
❞❡❢

= (x→ y) ∧ (y → x)

• X ⊆ Y
❞❡❢

= (∀x)(x ∈ X → x ∈ Y ) ❞✬♦> ❛✉""✐ ✉♥❡ ✭✐♥✮5❣❛❧✐%5 "✉4 ❞❡" ✈❛4✐❛❜❧❡" ❞✬❡♥"❡♠❜❧❡

❞❡ ❧❛ ♠9♠❡ ♠❛♥✐A4❡✳ ❖♥ ♣❡✉% ❝♦♥"%4✉✐4❡ ❛✉""✐ ❞❡ ♠❛♥✐A4❡ "✐♠✐❧❛✐4❡ ❞❡" ❢♦4♠✉❧❡" ♣♦✉4

❧❡" ♦♣54❛%✐♦♥" ❞✬✉♥✐♦♥✱ ❞✬✐♥%❡4"❡❝%✐♦♥ ❡% ❞❡ ❝♦♠♣❧5♠❡♥%❛%✐♦♥ ; ♣❛4%✐4 ❞❡ ❝♦♥♥❡❝%❡✉4"

♣4♦♣♦"✐%✐♦♥♥❡❧" ❝♦44❡"♣♦♥❞❛♥%"✳ D❛4 ❡①❡♠♣❧❡✱ X ∩ Y = Z ♣❡✉% 9%4❡ ❡①♣4✐♠5 ❝♦♠♠❡

(∀x)(x ∈ X ∧ x ∈ Y ↔ x ∈ Z)✳

✷✳✷✳✶✳✷ ▼❙❖ ❡' ❧❛♥❣❛❣❡, -.❣✉❧✐❡-,

▲✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ♠♦%" "❛%✐"❢❛✐"❛♥% ✉♥❡ ❢♦4♠✉❧❡ ❝❧♦"❡ φ ❞5✜♥✐% ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ φ ♥♦%5 L(φ)✳ ◆♦✉"

❞✐"♦♥" ,✉❡ L ⊆ Σ∞
❡"% ❞5✜♥✐""❛❜❧❡ ❞❛♥" ▼❙❖(Σ) "✐ ❡% "❡✉❧❡♠❡♥% "✐ ✐❧ ❡①✐"%❡ ✉♥❡ ❢♦4♠✉❧❡

❝❧♦"❡ φ ∈MSO(Σ) %❡❧❧❡ ,✉❡ L = L(φ)✳
▲❡ %❤5♦4A♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❛♥" ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡"% ❧❡ %❤5♦4A♠❡ ❞❡ ❇K❝❤✐✱ ,✉✐ 5%❛✐% ❧❛ ♠♦%✐✲

✈❛%✐♦♥ ♣4❡♠✐A4❡ ♣♦✉4 ❧❡" ❛✉%♦♠❛%❡" ❞❡ ❇K❝❤✐✳

❚❤.♦-4♠❡ ✷✳✷✳✶ ✭❇8❝❤✐ ❬❇8❝✻✷❪✮ ❙♦✐# L ⊆ Σω
✳ L ❡&# ❞(✜♥✐&&❛❜❧❡ ❞❛♥& MSO(Σ) &✐ ❡#

&❡✉❧❡♠❡♥# &✐ L ❡&# ω✲1(❣✉❧✐❡1✳

▲❡ %❤5♦4A♠❡ ❡"% ❛✉""✐ 5%❛❜❧✐ ♣♦✉4 ❧❡" ❧❛♥❣❛❣❡" 45❣✉❧✐❡4" ❞❡ Σ∗
✳ ◆♦✉" ❞♦♥♥♦♥" ❞❛♥" ❝❡

❝❛❞4❡ ❧❡ %❤5♦4A♠❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✲❇K❝❤✐ ,✉✐ ❡"% ❡♥❝♦4❡ ♣❧✉" ❣5♥54❛❧✳

❚❤.♦-4♠❡ ✷✳✷✳✷ ✭❑❧❡❡♥❡✲❇8❝❤✐✮ ▲❡& ❢♦1♠✉❧❡& ▼❙❖✱ ❧❡& 1❡❝♦♥♥❛✐&&❛❜❧❡&✱ ❡# ❧❡& 1(❣✉❧✐❡1&

♦♥# ❧❡ ♠9♠❡ ♣♦✉✈♦✐1 ❡①♣1❡&&✐❢ ♣♦✉1 ❧❡ ♠♦♥♦=❞❡ ❧✐❜1❡ Σ∗
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✷✳✷✳✷ ▲♦❣✐&✉❡ )❡♠♣♦,❡❧❧❡ . )❡♠♣/ ❧✐♥1❛✐,❡

▲❛ ❧♦❣✐(✉❡ +❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❛ /+/ ✐♥+.♦❞✉✐+❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈/.✐✜❝❛+✐♦♥ ❢♦.♠❡❧❧❡ ❞❡2 2②2+8♠❡2

❞❛♥2 ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ :♥✉❡❧✐ ; ❧❛ ✜♥ ❞❡2 ❛♥♥/❡2 ✼✵ ❬:♥✉✼✼❪✳ ❉❡♣✉✐2✱ ✉♥ ❧❛.❣❡ ❝♦.♣✉2 ❞❡

+.❛✈❛✉① ❡2+ ❛♣♣❛.✉ ❡+ ❛ ♣❡.♠✐2 ; ❧❛ ❧♦❣✐(✉❡ +❡♠♣♦.❡❧❧❡ ; +❡♠♣2 ❧✐♥/❛✐.❡ ✭▲❚▲✮ ❞❡ ❞❡✈❡♥✐.

✉♥ ♦✉+✐❧ ❜✐❡♥ /+❛❜❧✐ ❡+ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣.✐2 ♣♦✉. 2♣/❝✐✜❡. ❧❡ ❝♦♠♣♦.+❡♠❡♥+ ❞②♥❛♠✐(✉❡ ❞❡2 2②2+8♠❡2

./❛❝+✐❢2✳ :❛. .❛♣♣♦.+ ; ❞✬❛✉+.❡2 ❧♦❣✐(✉❡2✱ ▲❚▲ ✐♥+8❣.❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦♣/.❛+❡✉.2 (✉✐ ♣❡.♠❡++❡♥+

❞✬❡①♣.✐♠❡. ❧❛ ♥♦+✐♦♥ ❞❡ +❡♠♣2✳ ❊❧❧❡ ♣❡.♠❡+ ❛✐♥2✐ ❞✬❡①♣.✐♠❡. ❞❡2 ♣.♦♣.✐/+/2 ♣♦✉. ❧❡2(✉❡❧2 ❧❡

+❡♠♣2 2❡ ❞/.♦✉❧❡ ❧✐♥/❛✐.❡♠❡♥+✳

✷✳✷✳✷✳✶ ❙②♥&❛①❡* ❡& *+♠❛♥&✐.✉❡* ❞❡ ▲❚▲

▲❡2 ❢♦.♠✉❧❡2 LTL 2♦♥+ ❝♦♥2+.✉✐+❡2 ; ♣❛.+✐. ❞❡2 ♣.♦♣.✐/+/2 /❧/♠❡♥+❛✐.❡2 AP ✱ ❞❡2 ♦♣/.❛+❡✉.2

❡+ ❝♦♥2+❛♥+❡2 ❜♦♦❧/❡♥♥❡2 ❡+ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣/.❛+❡✉.2 +❡♠♣♦.❡❧2 ✿ ❧✬♦♣/.❛+❡✉. ✉♥❛✐.❡ X (✉✐ 2❡ ❧✐+

✧◆❡①+✧✭❛♣.82✮ ❡+ ❧✬♦♣/.❛+❡✉. ❜✐♥❛✐.❡ U (✉✐ 2❡ ❧✐+ ✧❯♥+✐❧✧✭❥✉2(✉✬;✮✳ ▲✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❢♦.♠✉❧❡2

❞❡ LTL(Σ) ❡2+ ❞♦♥♥/ ♣❛. ❧❛ 2②♥+❛①❡✿

LTL(Σ) ::= a | ¬φ | φ1 ∨ φ2 | Xφ | φ1Uφ2 ❛✈❡❝ a ∈ Σ

❙♦✐+ φ ✉♥❡ ❢♦.♠✉❧❡ ▲❚▲✱ ♣♦✉. ✉♥ ♠♦+ u = u0u1 . . . ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡+ Σ = 2AP
✱

♦♥ ❞/✜♥✐+ ❧❛ .❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ 2❛+✐2❢❛❝+✐♦♥ u, i |= φ✱ ❧✉❡ ✧u 2❛+✐2❢❛✐+ φ ; ❧❛ ♣♦2✐+✐♦♥ ✭♦✉ ❛✉ +❡♠♣2✮

i✧ ✭♦P 0 ≤ i ≤ |u| − 1✮✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛Q♦♥ 2✉✐✈❛♥+❡✳

• u, i |= a 2✐ a ∈ ui ♣♦✉. +♦✉+ a ∈ AP ❀

• u, i |= ¬φ 2✐ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛2 u, i |= φ❀

• u, i |= φ1 ∧ φ2 2✐ u, i |= φ1 ❡+ u, i |= φ2❀

• u, i |= Xφ 2✐ i+ 1 ≤ |u| − 1 ✭♣♦✉. ❧❡2 ♠♦+2 ✜♥✐2✮ ❡+ u, i+ 1 |= φ❀

• u, i |= φ1Uφ2 2✬✐❧ ❡①✐2+❡ ✉♥ ❡♥+✐❡. j (✉✐ 2❛+✐2❢❛✐+ ❧❡2 ❝♦♥❞✐+✐♦♥2 2✉✐✈❛♥+❡2✿

✕ i ≤ j ≤ |u| − 1

✕ u, j |= φ2✱

✕ ♣♦✉. +♦✉+ k +❡❧ (✉❡ i ≤ k ≤ j − 1✱ ♦♥ ❛✿ u, k |= φ1✳

❖♥ ❞✐+ (✉✬✉♥ ♠♦+ u 2❛+✐2❢❛✐+ ✉♥❡ ❢♦.♠✉❧❡ φ 2✬✐❧ ❧❛ 2❛+✐2❢❛✐+ ; ❧✬✐♥2+❛♥+ ✵✱ ❝✬❡2+✲;✲❞✐.❡ 2✐

u, 0 |= φ✳

❉❡ ❧❛ ♠U♠❡ ♠❛♥✐8.❡ (✉❡ ♣♦✉. ▼❙❖✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❞/✜♥✐. ♣❧✉2✐❡✉.2 ❛❜./✈✐❛+✐♦♥2 ❡♥ ♣❧✉2 ❞❡2

❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡2 ∨ ✭♦✉✮✱ → ✭✐♠♣❧✐(✉❡✮✱ ↔ ✭/(✉✐✈❛❧❡♥+✮✱ ⊤ ✭✈.❛✐✮✱ ⊥ ✭❢❛✉①✮ ❝♦♠♠❡✿ Fφ
def
≡ ⊤Uφ✱

Gφ
def
≡ ¬F¬φ✳ Fφ ❞✐+ (✉❡ φ ❡2+ ✈.❛✐❡ ❞❛♥2 ✉♥ ✐♥2+❛♥+ ❢✉+✉.✱ ❧❡ ❞✉❛❧ Gφ ❞✐+ (✉❡ φ ❡2+ ✈.❛✐❡

❞❛♥2 +♦✉2 ❧❡2 ✐♥2+❛♥+2 ❢✉+✉.2✳
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✷✳✷✳✷✳✷ ▲❚▲ ❡% ❧❛♥❣❛❣❡

▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♠♦,& &❛,✐&❢❛✐&❛♥, ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ φ ❞❡ LTL(Σ) 1❡♣13&❡♥,❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L(φ) ❞❡ φ✳
❖♥ ❞✐, 7✉✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡&, ❞3✜♥✐&&❛❜❧❡ ❞❛♥& LTL(Σ) &✬✐❧ ❡①✐&,❡ ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ φ ❞❡ LTL(Σ)
,❡❧❧❡ 7✉❡ L = L(φ)✳ ❖♥ ❞✐, ❛✉&&✐ 7✉❡ φ ❞3✜♥✐, L✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ (ab)∗ ❡&' ❡♥❣❡♥❞)* ♣❛) ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ▲❚▲ &✉✐✈❛♥'❡ a∧G((a∧Xb)∨
(b ∧Xa)) ∧ F (b ∧ ¬X⊤)✳

❚♦✉, ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ ▲❚▲ ❡&, ❛✉&&✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ ▼❙❖✳ ❈❡❝✐ ✈✐❡♥, ❞✉

❢❛✐, 7✉❡ ❧❡& ❢♦1♠✉❧❡& ▲❚▲ ♦♥, ❧❡ ♠@♠❡ ♣♦✉✈♦✐1 ❡①♣1❡&&✐❢ 7✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐7✉❡ ❞✉ ♣)❡♠✐❡) ♦)❞)❡ ❋❖

7✉✐ ❡&, ✉♥❡ &♦✉&✲❝❧❛&&❡ ❞❡ ▼❙❖✳

✷✳✷✳✸ ❙❛%✐'✜❛❜✐❧✐%+ ❡% ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣

❯♥ &②&,D♠❡ ♣❡✉, @,1❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣3♥31❛,❡✉1 ❞❡ ♠♦,& ✐♥✜♥✐&✳ ■❧ ♣❡✉, @,1❡ 1❡♣13&❡♥,3

♣❛1 ✉♥ &②&,D♠❡ ❞❡ ,1❛♥&✐,✐♦♥ 3,✐7✉❡,3 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉, ❢❛❝✐❧❡♠❡♥, ,1❛♥&❢♦1♠❡1 ❡♥ ❛✉,♦♠❛,❡✳

▲❡ ♣1♦❜❧D♠❡ ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡&, ❞❡ ✈31✐✜❡1 &✐ ,♦✉& ❧❡& ❝♦♠♣♦1,❡♠❡♥,& ❞✬✉♥ &②&,D♠❡ ❞❡

,1❛♥&✐,✐♦♥& ❞♦♥, ❧❡& 3,❛,& ✈31✐✜❡♥, ❞❡& ♣1♦♣1✐3,3& AP ✈31✐✜❡♥, ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ φ✳ ❆✐♥&✐✱ &✐ S
❡&, ✉♥ &②&,D♠❡ ❡, φ ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡✱ ,❡&,❡1 S |= f &❡ 1❛♠D♥❡ J ✉♥ ♣1♦❜❧D♠❡ &✉1 ❧❡& ❛✉,♦♠❛,❡&✳

▲✬✐❞3❡ ❡&, ❞❡ ,1❛♥&❢♦1♠❡1 S ❡♥ ✉♥ ❛✉,♦♠❛,❡ AS 7✉✐ ❛❝❝❡♣,❡ ❧❡& ♦❜&❡1✈❛,✐♦♥& ❞❡ S✱ ♣✉✐& ❞❡

,1❛♥&❢♦1♠❡1 ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ φ ❡♥ ❛✉,♦♠❛,❡ ❞❡ ♠♦,& ✐♥✜♥✐& Aφ✱ ,❡❧& 7✉❡ L(φ) = L(Aφ)✳ ❊♥&✉✐,❡

♦♥ ♣❡✉, ,❡&,❡1✿
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❝♦11❡❝,& ✈✐&✲J✲✈✐& ❞❡ φ ✭♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✮✳

❈❡,,❡ ❛♣♣1♦❝❤❡ ♣♦&❡ ❝❧❛✐1❡♠❡♥, ❧❡& ♣1♦❜❧D♠❡& ❛❧❣♦1✐,❤♠✐7✉❡& ❞❡ ❧❛ ✈31✐✜❝❛,✐♦♥ ✿ ✭✶✮ ❝❛❧❝✉❧❡1

✉♥ ω✲❛✉,♦♠❛,❡ ♣♦✉1 ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ ❧♦❣✐7✉❡❀ ✭✷✮ ❝❛❧❝✉❧❡1 ❧✬✐♥,❡1&❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛✉,♦♠❛,❡& ❀ ✭✸✮

,❡&,❡1 ❧❡ ✈✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛✉,♦♠❛,❡✳
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✷

♣♦✉1 ▼❙❖ ❬❙,♦✼✹❪✳ ❈❡& ❝♦♠♣❧❡①✐,3& ♣1♦✈✐❡♥♥❡♥,
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✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ✐❧ ❡&, ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐,❡1 ❧✬❡①♣❧♦&✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛,♦✐1❡ ❞✉ ♥♦♠❜1❡ ❞✬3,❛,& ❡, ❞❡
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❧❛ (❡❧❛'✐♦♥ ❞✬♦(❞(❡ ♣❛('✐❡❧✳

❉✐❛❣$❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛))❡ ✭❉❆●✮ ✿ )✉( ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉' (❡♣(.)❡♥'❡( ✉♥❡ (❡❧❛'✐♦♥

R ♣❛( )♦♥ ❣(❛♣❤❡✳ ❙✐ R ❡)' ✉♥❡ (❡❧❛'✐♦♥ ❞✬♦(❞(❡✱ )♦♥ ❣(❛♣❤❡ ♥❡ ❝♦♥'✐❡♥' ♣❛) ❞❡ ❝✐(❝✉✐' ❞❡
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➱'✐9✉❡'7 ✭❊5❖❊✮ ❡,' ✉♥ '#✐♣❧7 (E,�, λ) ♦< E ❡,' ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ,♦♠♠❡', ✭9✉✐ #❡♣#7,❡♥✲

'❡♥' ❞❡, 7✈?♥❡♠❡♥',✮✱ �⊂ E ×E ❡,' ✉♥❡ #❡❧❛'✐♦♥ ❜✐♥❛✐#❡✱ #7✢❡①✐✈❡✱ ❛♥'✐✲,②♠7'#✐9✉❡ ❡' '#❛♥✲

,✐'✐✈❡ #❡♣#7,❡♥'❛♥' ❧✬♦#❞#❡ ♣❛#'✐❡❧ ,✉# E ❡' λ : E −→ Σ ❡,' ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ✐♥❥❡❝'✐✈❡ ❞✬7'✐9✉❡'❛❣❡

❞✬7❧7♠❡♥' ❞❡ E ♣❛# ✉♥❡ ❛❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡' Σ✳

❉/✜♥✐2✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✭9♦♠)❡2✮ ❯♥ ✐,♦♠♦#♣❤✐,♠❡ ❡♥'#❡ ❞❡✉① ❊5❖❊ (E,�, λ) ❡' (E ′,�′, λ′)
❡,' ✉♥❡ ❜✐❥❡❝'✐♦♥ f : E −→ E ′

'❡❧❧❡ 9✉❡ ♣♦✉# '♦✉' x ❡' y ❞❡ E✱ λ′of(x) = λ(x) ❡' x � y ⇒
f(x) � f(y)✳ ❯♥ ♣♦♠,❡' ❡,' ❧❛ ❝❧❛,,❡ ❞✬✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞✬❊5❖❊ ✐,♦♠♦#♣❤❡✳
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❘❡♠❛$%✉❡✿ !♦✉$ ✉♥ ❊!❖❊ (E,�, λ)✱ ❧❡ ♣♦♠-❡. ❛--♦❝✐2 -❡ ♥♦.❡ ❣2♥2$❛❧❡♠❡♥. [E,�, λ]✳
❈❡♣❡♥❞❛♥. ♥♦✉- ✉.✐❧✐-❡$♦♥- ✉♥ $❡♣$2-❡♥.❛♥. ❞❡ ❧❛ ❝❧❛--❡ ❞✬✐-♦♠♦$♣❤✐-♠❡ ♣♦✉$ ❞2-✐❣♥❡$ ✉♥

♣♦♠-❡.✳ ◆♦✉- ✉.✐❧✐-♦♥- ❞♦♥❝ ❧❡- ♣❛$❡♥.❤:-❡- ♣♦✉$ ❧❛ ♥♦.❛.✐♦♥✳

❛

❛

❜

❝

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦♠(❡)

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ❯♥ ♣♦♠%❡' ♣❡✉' )'*❡ *❡♣*+%❡♥'+ ❣*❛♣❤✐0✉❡♠❡♥' ♣❛* %♦♥ ❞✐❛❣*❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛%%❡

♦*✐❡♥'+ ❝♦♠♠❡ 4 ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✸✳ ▲❡ ♣♦♠%❡' *❡♣*+%❡♥'+ ❡%' ❝❡❧✉✐ ❞+✜♥✐ ♣❛* p = (E,�, λ) ❛✈❡❝✿

• E = {1, 2, 3, 4}

• 1 � 2, 1 � 3, 1 � 4, 2 � 3, 2 � 4

• λ(1) = a✱ λ(2) = a✱ λ(3) = b✱ λ(4) = c

◆♦✉- ♥♦.♦♥- P(Σ) ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ .♦✉- ❧❡- ♣♦♠-❡.- ✜♥✐- -✉$ Σ✳
▲✬❡♥-❡♠❜❧❡ (∅, ∅, ∅) $❡♣$2-❡♥.❡ ❧❡ ♣♦♠%❡' ✈✐❞❡ A✉❡ ♥♦✉- ❞2-✐❣♥❡$♦♥- ♣❧✉- -✐♠♣❧❡♠❡♥. ♣❛$

ǫ ♦✉ ∅✳
❙♦✐. p = (E,�, λ) ✉♥ ♣♦♠-❡.✳ ▲❡- -♦♠♠❡.- ❞2-✐❣♥❡♥. ❞❡- 2✈2♥❡♠❡♥.- ❞❡ E✳

▲❛ ❢❡$♠❡.✉$❡ ✈❡$- ❧❡ ❜❛- ✭$❡-♣✳❢❡$♠❡.✉$❡ -.$✐❝.❡ ✈❡$- ❧❡ ❜❛-✮ ❞✬✉♥ -♦♠♠❡. y ❡-. ♥♦.2❡ ❡.

❞2✜♥✐❡ ♣❛$ ↓ y = {x ∈ E | x � y} ✭$❡-♣✳ ⇓ y =↓ y − {y})✳ ❆✉.$❡♠❡♥. ❞✐.✱ ❝✬❡-. ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡

❞❡- ♣$2❞2❝❡--❡✉$- ❞✬✉♥ 2✈2♥❡♠❡♥.✳ ❉❛♥- ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ♦♥ ❛ ⇓ 4 = {1, 2}✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉*❛'✐♦♥ ✭♦✉ ♣*+✜①❡✮ ❞❡ p .♦✉. -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡ ✜♥✐ C ⊆ E ❢❡$♠2 ♣❛$ ❧❡

♣❛--2✱ ✐✳❡✳✿ ∀x ∈ C, ∀y ∈ E, (y � x⇒ y ∈ C)✳
◆♦✉- ❞✐-♦♥- A✉✬✉♥ -♦♠♠❡. y ❝♦✉✈*❡ ✉♥ -♦♠♠❡. x ♥♦.2 x ⋖ y -✐ x � y✱ x 6= y ❡. ∄z ∈

E | x � z � y✳ x⋖ y -✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ A✉❡ x ❡-. ✉♥ ♣$2❞2❝❡--❡✉$ ✐♠♠2❞✐❛. ❞❡ y ❡. ❧❛ $❡❧❛.✐♦♥ ❞❡

❝♦✉✈❡$.✉$❡ ⋖ ❝♦$$❡-♣♦♥❞ L ❧❛ ♣❧✉- ♣❡.✐.❡ $❡❧❛.✐♦♥ ❞♦♥. ❧❛ ❢❡$♠❡.✉$❡ .$❛♥-✐.✐✈❡ ❡-. 2❣❛❧❡ �✳

❙✐ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛- (x � y) ♥✐ (y � x) ❛❧♦$- ♦♥ ❞✐. A✉❡ x ❡. y -♦♥. ❝♦♥❝✉**❡♥'% ♦✉ ♣❛*❛❧❧A❧❡% ❡.

♦♥ ❧❡ ♥♦.❡ x ‖ y✳
❯♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ A ⊂ E ❡-. ✉♥ ❛♥'✐❝❤❛✐♥❡ -✐ .♦✉- -❡- 2❧2♠❡♥.- -♦♥. ♠✉.✉❡❧❧❡♠❡♥. ❝♦♥❝✉$$❡♥.-✳

❯♥ ♣♦♠-❡. p ❡-. ✧❛✉'♦✲❝♦♥❝✉**❡♥'✧ -✬✐❧ ❡①✐-.❡ ❞❡✉① -♦♠♠❡.- x ❡. y ❝♦♥❝✉$$❡♥.- ❛✈❡❝

λ(x) = λ(y)✳

❉1✜♥✐5✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ✭❘❡85$✐❝5✐♦♥ ❡5 :$♦❥❡❝5✐♦♥✮ ❙♦✐' p = (E,�, λ) ✉♥ ♣♦♠%❡' %✉* ❧✬❛❧♣❤❛❜❡'
Σ✳ ▲❛ *❡%'*✐❝'✐♦♥ ❞❡ p 4 ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬+✈+♥❡♠❡♥'% A ⊆ E✱ ❡%' ❧❡ ♣♦♠%❡' p|A = (A,�|A, λ|A)
♦G λ|A ❡%' ❧❛ *❡%'*✐❝'✐♦♥ ❞❡ λ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ A ❡' �|A ❝❡❧❧❡ ❞❡ � ❛✉① +✈+♥❡♠❡♥'% ❞❡ A✳ ▲❛
♣*♦❥❡❝'✐♦♥ ❞❡ p %✉* ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' ♦❜%❡*✈❛❜❧❡ Σo ⊆ Σ✱ ❡%' ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ fΣo

0✉✐ *❡%'*❡✐♥' p 4 %❡%
+❧+♠❡♥'% ♦❜%❡*✈❛❜❧❡%❀ ❝✲❛✲❞ fΣo

(p) = p|λ−1(Σo)
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✭❊①%❡♥/✐♦♥ ❧✐♥!❛✐2❡✮ ❙♦✐# p = (Ep,�p, λp) ✉♥ ♣♦♠(❡# ❞❡ P(Σ)✳ ❯♥❡

❡①#❡♥(✐♦♥ ❧✐♥/❛✐1❡ ✭♦✉ ❧✐♥/❛1✐(❛#✐♦♥✮ ❞❡ p ❡(# ✉♥ ♣♦♠(❡# t = (Et,�t, λt) ❞♦♥# ❧❛ 1❡❧❛#✐♦♥

❞✬♦1❞1❡ ❡(# #♦#❛❧❡ ❡# /#❛♥# ❝❡❧❧❡ ❞❡ p✱ ✭❝✳❛✳❞✳ �p⊆�t✮✳ ❯♥❡ ❡①#❡♥(✐♦♥ ❧✐♥/❛✐1❡ x1 ⋖ . . . ⋖ xn
❞❡ p ♣❡✉# 7#1❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦# u = λp(x1) . . . λp(xn) ❞❡ Σ∗

❛✈❡❝ Ep = {x1 . . . xn}✳

◆♦✉% ♥♦'♦♥% ♣❛* LE(p) ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ✭♠♦'% ❝♦**❡%♣♦♥❞❛♥' ❛✉①✮ ❧✐♥6❛*✐%❛'✐♦♥% ❞✬✉♥ ♣♦♠%❡'

p✳ 8♦✉* ❧❡ ♣♦♠%❡' ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ♦♥ ❛ LE(p) = {aabc, aacd}✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ✭▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣♦♠/❡%✮ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣♦♠(❡# (✉1 Σ ❡(# ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡

♣♦♠(❡#( (✉1 Σ✳ ❆✉#1❡♠❡♥# ❞✐# ❝✬❡(# ✉♥ (♦✉(✲❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ P(Σ)✳

◆♦'♦♥% :✉❡✱ ❝♦♠♠❡ '♦✉' ♠♦' ❡%' ❛✉%%✐ ✉♥ ♣♦♠%❡'✱ ❝❤❛:✉❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦' ❡%' ❛✉%%✐ ✉♥

❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣♦♠%❡'✳

8♦✉* ❝♦♥%'*✉✐*❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦♠%❡'% ? ♣❛*'✐* ❞✬❛✉'*❡% ♣♦♠%❡'% ❡' ♣❛* ❧❛ %✉✐'❡✱ ❞❡ ♥♦✉✲

✈❡❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡% ❞❡ ♣♦♠%❡'% ? ♣❛*'✐* ❞✬❛✉'*❡% ❧❛♥❣❛❣❡% ❞❡ ♣♦♠%❡'%✱ ❧❡% ❞❡✉① ♦♣6*❛'❡✉*% %✉✐✈❛♥'%

%✉* ❧❡% ♣♦♠%❡'% %♦♥' ✐♥'*♦❞✉✐'%✳ ▲❡ ♣*❡♠✐❡* ❡%' ✉♥❡ ❝♦♠♣♦%✐'✐♦♥ %6:✉❡♥'✐❡❧❧❡✳ ❉❡✉① ♣♦♠%❡'%

%♦♥' ❥♦✐♥'% ❞❡ %♦*'❡ :✉❡ ❝❤❛:✉❡ %♦♠♠❡' ❞✉ ♣*❡♠✐❡* ♣*6❝D❞❡ ❝❤❛:✉❡ %♦♠♠❡' ❞✉ %❡❝♦♥❞✳ ▲❡

%❡❝♦♥❞ ♦♣6*❛'❡✉* ❡%' ✉♥❡ ❝♦♠♣♦%✐'✐♦♥ ❝♦♥❝✉**❡♥'❡✳ ❉❡✉① ♣♦♠%❡'% %♦♥' ❥♦✐♥'% %❛♥% ❛❥♦✉'❡*

❞❡ ❝♦♥'*❛✐♥'❡% ❞✬♦*❞*❡✳

❙♦✐❡♥' p1 = (E1,�1, λ1) ❡' p2 = (E2,�2, λ2) ❞❡✉① ♣♦♠%❡'% ❛✈❡❝ E1 ∩ E2 = ∅✿

=1♦❞✉✐# (/>✉❡♥#✐❡❧ ✭❝♦♥❝❛#/♥❛#✐♦♥✮ ✿ p1 ‖ p2 = (E1 ∪ E2,�1 ∪ �2, λ1 ∪ λ2) ♦G λ1 ∪ λ2
*❡♣*6%❡♥'❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♦❜'❡♥✉❡ ♣❛* ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡% ❣*❛♣❤❡% ❞❡% ❢♦♥❝'✐♦♥% ❞✬6'✐:✉❡'❛❣❡ λ1 ❡' λ2✳

=1♦❞✉✐# ♣❛1❛❧❧?❧❡ ✿ p1 • p2 = (E1 ∪ E2,�1 ∪ �2 ∪(E1 × E2), λ1 ∪ λ2)✳

❱♦✐* ❧✬✐❧❧✉%'*❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡% ❡①❡♠♣❧❡% ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✹✳

❛

❝

❜

❞

❛

❝

❜

❞

• =

❛

❝

‖

❜

❞

=

❛

❝

❜

❞

❋✐❣✉*❡ ✷✳✹✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❛'6♥❛'✐♦♥ ✭? ❣❛✉❝❤❡✮ ❡' ❝♦♥❝✉**❡♥❝❡ ✭? ❞*♦✐'❡✮ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦♠%❡'%

▲✬6'✉❞❡ ❞❡% ❧❛♥❣❛❣❡% ❞❡ ♣♦♠%❡'% ❡♥ '❡*♠❡ ❞❡ *❡❝♦♥♥❛✐%%❛❜✐❧✐'6✱ ❡' ❞❡ *6❣✉❧❛*✐'6 ♥✬❡%'

♣❛% '*✐✈✐❛❧❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧'6 *6%✐❞❡ %✉* ❧✬❛❜%❡♥❝❡ ❞✬❡♥%❡♠❜❧❡% ✜♥✐% ❞✬♦♣6*❛'❡✉*% ♣♦✉✈❛♥' ❧❡%

❣6♥6*❡* '♦✉% ❝♦♥'*❛✐*❡♠❡♥' ❛✉① ♠♦'% ❬●✐%✽✽❪✳ ❉❡% ❝❧❛%%❡% ♣❛*'✐❝✉❧✐D*❡% ❞❡ ♣♦♠%❡'% ♦♥' 6'6

❞6✜♥✐❡% ❡' ❧❡✉* *6❣✉❧❛*✐'6 ❡' *❡❝♦♥♥❛✐%%❛❜✐❧✐'6 6'❛❜❧✐❡% %❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❛❧❣6❜*✐:✉❡✳ ❈❡

%♦♥' ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❧❡% ♠♦♥♦T❞❡% ❞❡ '*❛❝❡% ❬❉✐❡✾✺❪ ❡' ❧❡% ▼❡%%❛❣❡% ❙❡:✉❡♥❝❡% ❈❤❛*' ❬▼♦*✵✷❪✳

❉❡% ❛✉'♦♠❛'❡% ❛%②♥❝❤*♦♥❡% ♣♦✉* ❞❡% ❝❧❛%%❡% *❡%'*❡✐♥'❡% ❞❡ ♣♦♠%❡'% %❛♥% ❛✉'♦✲❝♦♥❝✉**❡♥❝❡

♦♥' ❛✉%%✐ 6'6 ❞6✜♥✐❡% ❬❉●❑✵✵❪✳ 8♦✉* ❝❡ :✉✐ ❡%' ❞❡% ♣♦♠%❡'% ❛✈❡❝ ❛✉'♦✲❝♦♥❝✉**❡♥❝❡✱ ❧❡%

%6*✐❡%✲♣❛*❛❧❧D❧❡% ❢♦♥' ♣❛*'✐❡ ❞❡% *❛*❡% ♠♦❞D❧❡% ♦G ❧❡% *6%✉❧'❛'% ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❡' ❞❡ ❇\❝❤✐ ♦♥' 6'6

❛♣♣❧✐:✉6% ❬▲❲✵✵✱ ❑✉%✵✵❜❪✳ ◆♦✉% 6'✉❞✐❡*♦♥% ❝❡% ♠♦❞D❧❡% ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐'*❡ %✉✐✈❛♥'✳
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✷✳✸✳✸ ▲♦❣✐'✉❡ *✉+ ❧❡* ♣♦♠*❡/*

❈♦♠♠❡ &✉( ❧❡& ♠♦*&✱ ✐❧ ❡&* ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✉*✐❧✐&❡( ❧❛ ❧♦❣✐3✉❡ ♣♦✉( ❞4&✐❣♥❡( ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦♠&❡*&✳

◆♦✉& ❛❧❧♦♥& ♥♦✉& ✐♥*4(❡&&❡( ❞❛♥& ❝❡**❡ ♣❛(*✐❡ 9 ❧❛ ❧♦❣✐3✉❡ ♠♦♥❛❞✐3✉❡ ❞✉ &❡❝♦♥❞ ♦(❞(❡ ♣♦✉(

❧❡& ♣♦♠&❡*&✱ 3✉✐ ❡&* ❧❛ ❧♦❣✐3✉❡ 3✉✐ ♥♦✉& ✐♥*4(❡&&❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❝❡**❡ *❤;&❡✳

✷✳✸✳✸✳✶ ▲♦❣✐(✉❡ ▼❙❖ .✉/ ❧❡. ♣♦♠.❡3.

❈♦♠♠❡ &✉( ❧❡& ♠♦*&✱ ✐❧ ❡&* ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✉*✐❧✐&❡( ❧❛ ❧♦❣✐3✉❡ ♣♦✉( ❞4❝(✐(❡ ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦♠&❡*&✳

❈❤❛3✉❡ ♣♦♠&❡* ❡&* *(❛✐*4 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ &*(✉❝*✉(❡✳ ▲❡& ✈❛(✐❛❜❧❡&✱ ❧✐❜(❡& ♦✉ 3✉❛♥*✐✜4❡&✱ ♣♦(✲

*❡♥* &✉( ❧❡& 4✈;♥❡♠❡♥*&✳ ▲❡& ✈❛(✐❛❜❧❡& ❞✉ ♣(❡♠✐❡( ♦(❞(❡ x, y, z... ❞4&✐❣♥❡♥* ❞❡& 4✈;♥❡♠❡♥*&

❞✐&❝(❡*& ❡* ❧❡& ✈❛(✐❛❜❧❡& ❡♥&❡♠❜❧✐&*❡& ❞✉ &❡❝♦♥❞ ♦(❞(❡ X, Y, Z... (❡♥✈♦✐❡♥* 9 ❞❡& ❡♥&❡♠❜❧❡&

❞✬4✈;♥❡♠❡♥*&✳ ▲❡& ❢♦(♠✉❧❡& MSO &♦♥* ❝♦♥&*(✉✐*❡& 9 ♣❛(*✐( ❞❡ ♣(4❞✐❝❛*& ♦✉ ❢♦(♠✉❧❡& ❛*♦♠✲

✐3✉❡& Pa(x) ♣♦✉( a ∈ Σ ✭3✉✐ *(❛❞✉✐*✿ ✧❧✬4✈;♥❡♠❡♥* x ❡&* 4*✐3✉❡*4 ♣❛( ❧✬❛❝*✐♦♥ a✧✮✱ x � y✱ ❡*
x ∈ X ❡* ♣❛( ✉&❛❣❡ ❞❡& ❝♦♥♥❡❝*❡✉(& ❜♦♦❧4❡♥& ❤❛❜✐*✉❡❧& ¬,∨,∧,→,↔ ❡* ❞❡& 3✉❛♥*✐✜❝❛*❡✉(&

∃, ∀ ✭❛✉&&✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉( ❧❡& ✈❛(✐❛❜❧❡& ❞✉ ♣(❡♠✐❡( ♦(❞(❡ 3✉❡ ♣♦✉( ❧❡& ❡♥&❡♠❜❧❡&✮✳

◆♦✉& ♥♦*♦♥& ♣❛( MSO(Σ,�) ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❢♦(♠✉❧❡& ▼❙❖ &✉( ♣♦♠&❡*&✳ ▲❛ ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡

❞✐✛4(❡♥❝❡ ❛✈❡❝ MSO(Σ) (4&✐❞❡ &✉( ❧✬❛❥♦✉* ❞❡ ❧❛ (❡❧❛*✐♦♥ ❞✬♦(❞(❡ ♣❛*✐❡❧ �✳

◆♦✉& ♣♦✉✈♦♥& ❧✐❜(❡♠❡♥* ✉*✐❧✐&❡( ❧❡& ❛❜(4✈✐❛*✐♦♥& &✉✐✈❛♥*❡&✿

• x ≺ y
❞❡❢

= x 6= y ∧ y � x

▲❡& (❡❧❛*✐♦♥& ❞❡ ❝♦✉✈❡(*✉(❡ ⋖ ❡* ❞❡ ❝♦♥❝✉((❡♥❝❡ ‖ ❛②❛♥* 4*4 ❧♦❣✐3✉❡♠❡♥* ❞4✜♥✐❡& ♣(4❝4❞❡♠✲

♠❡♥*✱ ♣❡✉✈❡♥* ❛✉&&✐ K*(❡ ✉*✐❧✐&4❡&✳ ◆♦✉& ♣❛(❧❡(♦♥& ❞❛♥& ❝❡ ❝❛& ♣❧✉& ❢♦(♠❡❧❧❡♠❡♥* ❞❡ (❡❧❛*✐♦♥

❞❡ ✿

• ❈❛✉&❛❧✐*4 ✭⋖✮✿ x⋖ y ↔ x ≺ y ∧ (∄z ∈ E|x ≺ z ≺ y)

• ❈♦♥❝✉((❡♥❝❡ ✭‖✮✿ x||y ↔ ¬(x � y) ∧ ¬(y � x)

■❧ ❡&* ✐♠♣♦(*❛♥* ♣♦✉( ❧❛ &✉✐*❡ ❞❡ (❡♠❛(3✉❡( 3✉❡ � ♣❡✉* 9 *♦✉* ♠♦♠❡♥* K*(❡ (❡♠♣❧❛❝4 ♣❛(

⋖ ❝❛( x � y ❡&* 43✉✐✈❛❧❡♥* 9✿

∀X[(y ∈ X ∧ ∀y1, y2(y1 ⋖ y2 ∧ y2 ∈ X → y1 ∈ X)) → x ∈ X]

❉❡ ❝❡ ❢❛✐*✱ ✉*✐❧✐&❡( MSO(Σ,�) ♦✉ MSO(Σ,⋖) ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛& ❧❡ ♣♦✉✈♦✐( ❞✬❡①♣(❡&&✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❧♦❣✐3✉❡✳

▲❛ (❡❧❛*✐♦♥ ❞❡ &❛*✐&❢❛❝*✐♦♥ |= ❡♥*(❡ ✉♥ ♣♦♠&❡* p = (E,�, λ) ❡* ✉♥❡ ♣❤(❛&❡ φ ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐3✉❡

♠♦♥❛❞✐3✉❡ ❞❡ &❡❝♦♥❞ ♦(❞(❡ ❡&* ❞4✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐;(❡ 43✉✐✈❛❧❡♥*❡ 9 ❝❡❧❧❡ ❞❛♥& MSO(Σ) ♣♦✉(

❧❡& ♠♦*& ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉& ❧❛ ❝♦♠♣(4❤❡♥&✐♦♥ 3✉❡ ♣♦✉( ✉♥❡ ✐♥*❡(♣(4*❛*✐♦♥ I✱ p |=I x � y &&✐

I(x) � I(y)✳
▲❛ ❝❧❛&&❡ ❞❡& ♣♦♠&❡*& 3✉✐ &❛*✐&❢❛✐* ✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❡ ▼❙❖ φ ❡&* ❞4♥♦*4❡ ♣❛( L(φ)✳ ◆♦✉& ❞✐&♦♥&

3✉✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣♦♠&❡* L ⊆ P(Σ) ❡&* ▼❙❖✲❞4✜♥✐&&❛❜❧❡ &✬✐❧ ❡①✐&*❡ ✉♥❡ ♣❤(❛&❡ ♠♦♥❛❞✐3✉❡

❞✉ &❡❝♦♥❞ ♦(❞(❡ φ *❡❧ 3✉❡ L = L(φ)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷ ◆♦✉# ❝♦♥#✐❞()♦♥# ✐❝✐ ✉♥ #②#+,♠❡ ♣)♦❞✉❝+❡✉)✲❝♦♥#♦♠♠❛+❡✉)✳ ❙♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡+

❡#+ Σ = {p, c} ♦7 p )❡♣)(#❡♥+❡ ✉♥❡ ♣)♦❞✉❝+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛)+✐❝❧❡ ❡+ c ✉♥❡ ❝♦♥#♦♠♠❛+✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉)❡
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♣

♣

♣

❝

❝

❝

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✿ *♦♠-❡. $❡♣$0-❡♥.❛♥. ✉♥ -②-.4♠❡ ♣$♦❞✉❝.❡✉$✲❝♦♥-♦♠♠❛.❡✉$

✷✳✺ ❡$% ✉♥❡ (❡♣(*$❡♥%❛%✐♦♥ ❡♥ ♣♦♠$❡% ❞❡ ❝❡ $②$%2♠❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝❡ $②$%2♠❡ ❞*❝(✐% %♦✉%❡$

❧❡$ $*6✉❡♥❝❡$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ♣♦✉( ❧❡$6✉❡❧❧❡$ 8 ❝❤❛6✉❡ $%❛❞❡ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥$ ❛✉%❛♥% ❞❡ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥$

6✉❡ ❞❡ ❝♦♥$♦♠♠❛%✐♦♥$✳ ▲❡$ ♣♦♠$❡%$ ♣(♦♣(❡$ 8 ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ $♦♥% ▼❙❖✲❞*✜♥✐$$❛❜❧❡$ ❛✈❡❝ ❧❛

❝♦♥❥♦♥❝%✐♦♥ ❞❡$ ♣(♦♣(✐*%*$ $✉✐✈❛♥%❡$✿

✭✶✮ ∀x : Pp(x) ∨ Pc(x)✱

✭✷✮ ∀x, y : (Pp(x) ∧ Pp(y)) → (x � y ∨ y � x)✱

✭✸✮ ∀x, y : (Pc(x) ∧ Pc(y)) → (x � y ∨ y � x)✱

✭✹✮ ∀x, y : (Pp(y) ∧ x � y) → Pp(x)✱

✭✺✮ ∀y : (Pc(y) → ∃x(Pp(x) ∧ x ≺ y))✱

❊♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛%✉(❡❧✱ ❝❡$ ♣(♦♣(✐*%*$ ❞*❝(✐✈❡♥% $✉❝❝❡$$✐✈❡♠❡♥%✿

✭✶✮✿ ❈❤❛6✉❡ *✈*♥❡♠❡♥% ❡$% $♦✐% ✉♥❡ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥$♦♠♠❛%✐♦♥✱

✭✷✮✿ ▲❡$ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥$ $♦♥% ♦(❞♦♥♥*❡$ ❡♥%(❡ ❡❧❧❡$✱

✭✸✮✿ ▲❡$ ❝♦♥$♦♠❛%✐♦♥$ $♦♥% ♦(❞♦♥♥*❡$ ❡♥%(❡ ❡❧❧❡$✱

✭✹✮✿ ▲❡$ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥$ $♦♥% ♣(*❝*❞*❡$ ♣❛( ❞❡$ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥$✱

✭✺✮✿ ❚♦✉%❡ ❝♦♥$♦♠♠❛%✐♦♥ ❛❞♠❡% ✉♥❡ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ 6✉✐ ❧❡ ♣(*❝2❞❡ ✐♠♠*❞✐❛%❡♠❡♥%✱

✷✳✸✳✸✳✷ #$♦❜❧(♠❡ ❞❡ ❧❛ -❛.✐-❢❛❝.✐♦♥

❉❛♥- ❝❡..❡ ♣❛$.✐❡✱ ♥♦✉- ♠♦♥.$♦♥- :✉❡ ❧❡ -❛.✐-❢❛❝.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦$♠✉❧❡ ❞❡ MSO(Σ,�) ❡-. ✐♥✲
❞0❝✐❞❛❜❧❡✳ ❈❡..❡ ✐♥❞0❝✐❞❛❜✐❧✐.0 ❝♦♥-.✐.✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡- ♠♦.✐✈❛.✐♦♥- ❞❡ ♥♦- .$❛✈❛✉①✳ ◆♦✉- ❛❧❧♦♥-

❞♦♥❝ ❡♥ ❞♦♥♥❡$ ❧❛ ♣$❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧4.❡✳

❘❡♠❛$4✉❡✿ ❙✐ ♦♥ $0❞✉✐. ✉♥ ♣$♦❜❧4♠❡ ❆ ✐♥❞0❝✐❞❛❜❧❡ E ✉♥ ♣$♦❜❧4♠❡ ❇✱ ❛❧♦$- ❇ ❡-. ❧✉✐

❛✉--✐ ✐♥❞0❝✐❞❛❜❧❡✳

◆♦✉- ❛❧❧♦♥- .$❛❞✉✐$❡ ❧❡ ♣$♦❜❧4♠❡ ❞❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ *♦-. ❡♥ ✉♥ ♣$♦❜❧4♠❡ ❞❡ -❛.✐-❢❛❝✲

.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦$♠✉❧❡ MSO(Σ,�)✳ ❉❛♥- ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ .❡♠♣-✱ ♣$0-❡♥.♦♥- ❧✬0♥♦♥❝0 ❞✉ ♣$♦❜❧4♠❡
❞❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ *♦-.✳
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✻ ❬!"♦❜❧&♠❡ ❞❡ ❝♦""❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ !♦+/ ❬!♦+✹✻❪❪ ❙♦✐/ ✉♥❡ ❧✐+/❡ ✜♥✐❡ L =
(α1, β1), . . . , (αN , βN) ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠♦/+ ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡/ Σ ❛②❛♥/ ❛✉ ♠♦✐♥+ ❞❡✉① +②♠❜♦❧❡+✳

❯♥❡ +♦❧✉/✐♦♥ ❞✉ ♣"♦❜❧&♠❡ ❡+/ ✉♥❡ +✉✐/❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡+ (ik)1≤k≤K ❛✈❡❝ K > 0 ❡/ 1 ≤ ik ≤ N ♣♦✉"

/♦✉+ ❧❡+ k✱ /❡❧❧❡ ?✉❡ ❧❡+ ❝♦♥❝❛/@♥❛/✐♦♥+ αi1 , . . . , αiK ❡/ βi1 , . . . , βiK +♦✐❡♥/ @❣❛❧❡+✳ ▲❡ ♣"♦❜❧&♠❡

❞❡ ❝♦""❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ !♦+/ ✭!❈!✮ ❝♦♥+✐+/❡ F ❞@/❡"♠✐♥❡" +✐ ✉♥❡ +♦❧✉/✐♦♥ ❡①✐+/❡ ♦✉ ♥♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✸ !♦+♦♥+ Σ = {a, b} ❡/ L = (a, ab), (ba, a)✳ ❯♥❡ +♦❧✉/✐♦♥ ❞✉ ♣"♦❜❧&♠❡ !▲❈

❡+/ (1, 2)

❚❤!♦34♠❡ ✷✳✸✳✶ ❬!♦+✹✻❪ ▲❡ ♣"♦❜❧&♠❡ ❞❡ ❝♦""❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ !♦+/ ❡+/ ✐♥❞@❝✐❞❛❜❧❡ ♣♦✉" /♦✉/

❛❧♣❤❛❜❡/ ❝♦♥/❡♥❛♥/ ❛✉ ♠♦✐♥+ ❞❡✉① ❧❡//"❡+

❈♦♥%&'✉✐%♦♥% ✉♥ ♣♦♠%❡& &'❛❞✉✐%❛♥& ✉♥❡ %♦❧✉&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣'♦❜❧2♠❡ ❞❡ 3♦%&✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✼ ❙♦✐/ ❧❛ ❧✐+/❡ L = (α1, β1), . . . , (αN , βN) ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠♦/+ ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡/

Σ✱ ❞♦♥♥@❡ ❞✬✉♥ ♣"♦❜❧&♠❡ ❞❡ ❝♦""❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ !♦+/ ❛②❛♥/ ✉♥❡ +♦❧✉/✐♦♥ (ik)1≤k≤K✳ !♦+♦♥+

Σ′ = Σ ∪i∈[1,N ] {(i, )i} ❧✬❛❧♣❤❛❜❡/ Σ ❡♥"✐❝❤✐ ❞❡+ ♣❛"❡♥/❤&+❡+✳ ◆♦/♦♥+

σ1 = (i1αi1)i1 . . . (iKαiK )iK
σ2 = (i1βi1)i1 . . . (iKβiK )iK
m = αi1 . . . αiK = βi1 . . . βiK
p = (i1)i1 . . . (iK )iK

❈♦♥+✐❞@"♦♥+ ❧❡ ♣♦♠+❡/ π = (E,�, λ) +✉" ❧✬❛❧♣❤❛❜❡/ {σ1, σ2}×Σ′∪{m}×Σ∪{p}×∪i∈[1,N ]{(i, )i}
❛✈❡❝ ✿

• ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ @✈&♥❡♠❡♥/+ ❡+/ ❞♦♥♥@ ♣❛" ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♣♦+✐/✐♦♥+ ❞❡+ ♠♦/+ σ1✱ σ2✱ m
❡/ p✳ ❋♦"♠❡❧❧❡♠❡♥/ ✿

E = {eσ1
k,j ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K ❡/ 0 ≤ j < |αkj |}

∪ {eσ1

k,( ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K} ∪ {eσ1

k,) ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K}

∪ {eσ2
k,j ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K ❡/ 0 ≤ j < |βkj |}

∪ {eσ2

k,( ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K} ∪ {eσ2

k,) ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K}

∪ {emk,j ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K ❡/ 0 ≤ j < |αkj |}

∪ {ep
k,( ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K} ∪ {ep

k,) ❛✈❡❝ 0 < k ≤ K}

• ▲❛ "❡❧❛/✐♦♥ ❞✬♦"❞"❡ � ❡+/ ❝♦♥+/"✉✐/❡ ❞❡ ♠❛♥✐&"❡ F ❝❡ ?✉❡ ❧❡+ @✈@♥❡♠❡♥/+ ❛++♦❝✐@+ ❛✉①

♠♦/+ σ1✱ σ2✱ m ❡/ p +♦✐❡♥/ /♦/❛❧❡♠❡♥/ ♦"❞♦♥♥@+ ❡/ ?✉❡ ❧❡+ @✈&♥❡♠❡♥/+ "❡❧❛/✐❢+ ❛✉① ♠♦/+

σ1✱ σ2 ♦♥/ ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ +✉❝❝❡++❡✉" ✐♠♠@❞✐❛/ ❞❛♥+ ❧❡+ @✈&♥❡♠❡♥/+ ❧✐@+ F m ♦✉ p ♠♦❞@❧✐+❛♥/

❧❛ ♣"♦❥❡❝/✐♦♥ ❞❡+ ♠♦/+ σ1✱ σ2 ❞❛♥+ m ❡/ p✳ !❧✉+ ♣"@❝✐+@♠❡♥/✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✿

✕ ∀k, k′ ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |αik |[∪{(, )}, ∀j
′ ∈ [0, |αi′

k
| − 1[∪{(, )} : eσ1

k,j � eσ1

k′,j′ +✐

k < k′ ∨ (k = k′ ∧ (j =′ (′∨j′ =′)′ ∨ j ≤ j′))

✕ ∀k, k′ ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |βik |[∪{(, )}, ∀j
′ ∈ [0, |βi′

k
| − 1[∪{(, )} : eσ2

k,j � eσ2

k′,j′ +✐

k < k′ ∨ (k = k′ ∧ (j =′ (′∨j′ =′)′ ∨ j ≤ j′))
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✕ ∀k, k′ ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |αik |[, ∀j
′ ∈ [0, |αi′

k
| − 1[: emk,j � emk′,j′  ✐ k < k′ ∨ (k =

k′ ∧ j ≤ j′))

✕ ∀k, k′ ∈ [1, K], ∀j, j′ ∈ {(, )} : epk,j � epk′,j′  ✐ k < k′ ∨ (k = k′ ∧ (j =′ (′∨j′ =′)′))

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |αik |[: e
σ1
k,j ⋖ emk,j

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ {(, )} : eσ1
k,j ⋖ epk,j

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |βik |[: e
σ2
k,j ⋖ emk′,j′ ❛✈❡❝

∑k

u=1 |βiu | + j =
∑k′

u=1 |αiu | + j′ ❡&

|αik′
| 6= 0

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ {(, )} : eσ2
k,j ⋖ epk,j

• ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬-&✐.✉❡&❛❣❡ ❞❡ -✈1♥❡♠❡♥& ❡ & ❞♦♥♥-❡ ♣❛4 ✿

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |αik |[, λ(e
σ1
k,j) = {σ1, αik [j]} ♦6 αik [j]} ❡ & ❧❛ ❥✲✐1♠❡ ❧❡&&4❡ ❞❡

αik ✱

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ {(, )}, λ(eσ1
k,j) = {σ1, j}✱

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |βik |[, λ(e
σ2
k,j) = {σ2, βik [j]} ♦6 βik [j]} ❡ & ❧❛ ❥✲✐1♠❡ ❧❡&&4❡ ❞❡

βik ✱

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ {(, )}, λ(eσ2
k,j) = {σ2, j}✱

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ [0, |αik |[, λ(e
m
k,j) = {m,αik [j]}✱

✕ ∀k ∈ [1, K], ∀j ∈ {(, )}, λ(epk,j) = {p, j}✱

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✹ ▲❡ ♣♦♠ ❡& ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✸ ❡ & ❞♦♥♥- ♣❛4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✷✳✻✳

{σ1, (1}

{σ1, a}

{σ1, )1}

{σ1, (2}

{σ1, b}

{σ1, a}

{σ1, )2}

{σ2, (1}

{σ2, a}

{σ2, b}

{σ2, )1}

{σ2, (2}

{σ2, a}

{σ2, )2}

{m, a}

{m, b}

{m, a}

{p, (1}

{p, )1}

{p, (2}

{p, )2}

❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✿ +♦♠.❡/ &❡♣&1.❡♥/❛♥/ ✉♥❡ .♦❧✉/✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧7♠❡ ❞❡ ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ +♦./

❈❛&❛❝/1&✐.♦♥. ❧❡ ♣♦♠.❡/ ❞❡ ❧❛ ❞1✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✸✳✻ < ♣❛&/✐& ❞✬✉♥❡ ❢♦&♠✉❧❡ MSO(Σ,�)✳ ❈❡//❡
❢♦&♠✉❧❛/✐♦♥ &❡♣♦.❡ .✉& ?✉❛/&❡ ✐♥❣&1❞✐❡♥/. ✿
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✶✳ ❧❡& '✈)♥❡♠❡♥,& -❡♣-'&❡♥,❛♥,& ❧❡& ♠♦,& σ1✱ σ2✱ m ❡, p ❞♦✐✈❡♥, 4,-❡ ,♦,❛❧❡♠❡♥, ♦-❞♦♥♥'&

✷✳ ❧❡& ♠♦,& σ1 ❡, σ2 ❞♦✐✈❡♥, -❡♣-'&❡♥,❡- ✉♥❡ ❝♦♥❝❛,'♥❛,✐♦♥ ❞❡& ♠♦,& ❞❡& ♣-❡♠✐)-❡& ❡,

❞❡✉①✐)♠❡& ❝♦♠♣♦&❛♥,❡& ❞❡& ❝♦✉♣❧❡& ❞❡ ♠♦,& ❞'✜♥✐&&❛♥, ❧❡ ♣-♦❜❧)♠❡ ❞❡ :♦&,✳

✸✳ ❧❡& ♣-♦❥❡❝,✐♦♥& ❞❡ σ1✱ σ2 &✉- ❧❡& ♣❛-❡♥,❤)&❡& ❞♦♥♥❡♥, ❧❡ ♠♦, p &♦✉& ❧❛ ❢♦-♠❡ ❞✬✉♥❡

-❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ &✉❝❝❡&&❡✉- ✐♠♠'❞✐❛,

✹✳ ❧❡& ♣-♦❥❡❝,✐♦♥& ❞❡ σ1✱ σ2 &✉- ❧❡& ❧❡,,-❡& ✭❛✉,-❡& B✉❡ ♣❛-❡♥,❤)&❡✮ ❞♦♥♥❡♥, ❧❡ ♠♦, m &♦✉&

❧❛ ❢♦-♠❡ ❞✬✉♥❡ -❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ &✉❝❝❡&&❡✉- ✐♠♠'❞✐❛,

❉♦♥♥♦♥& ♣♦✉- ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡& ❝♦♥,-❛✐♥,❡&✱ ❧❡& ❢♦-♠✉❧❡& MSO(Σ,�) ❝♦--❡&♣♦♥❞❛♥,❡&✳

✶✳ ❙♦✐, θ ✉♥❡ ',✐B✉❡,,❡ ♣❛-♠✐ σ1✱ σ2✱ m ♦✉ p✱ ❧❛ ♣-✐♦-✐,' ,♦,❛❧❡♠❡♥, ♦-❞♦♥♥'❡ &✬'❝-✐,

φ1(θ) = ∀e, e′ : θ ∈ λ(e) ∩ λ(e′) ⇒ (e � e′ ∨ e′ � e)

✷✳ ❙♦✐, (αi)i ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦,&✱ &♣'❝✐✜♦♥& B✉✬✉♥ &♦✉& ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✬'✈'♥❡♠❡♥,& ,♦✲

,❛❧❡♠❡♥, ♦-❞♦♥♥' ',✐B✉❡,' ♣❛- σ ❢♦-♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝❛,'♥❛,✐♦♥ ❞❡& ♠♦,& ♣❛-❡♥,❤'&'& ❞❡ (αi)i
✿

✭❛✮ ❧❡ ♣-❡♠✐❡- '✈'♥❡♠❡♥, ❡&, ✉♥❡ ♣❛-❡♥,❤)&❡ ✿

φ2,1(σ, (αi)i) = ∀e : (¬∃e′ : e′ < e) ∧m ∈ λ(e) ⇒ ∃i : (i∈ λ(e))

✭❜✮ ✉♥ '✈'♥❡♠❡♥, ',✐B✉❡,' ♣❛- σ ❡, (i ❛ &♦♥ ❥✲✐)♠❡ &✉❝❝❡&&❡✉- ',✐B✉❡,' ♣❛- ❧❛ ❥✲✐)♠❡

❧❡,,-❡ ❞❡ αi

φ2,2(σ, (αi)i) = ∀i, ∀e : σ ∈ λ(e) ⇒ ∀j ∈ [0, |αi|[, ∃e
′ : σ, αi[j] ∈ λ(e′) ∧ e⋖j+1 e′

✭❝✮ ✉♥ '✈)♥❡♠❡♥, ',✐B✉❡,' ♣❛- σ ❡, (i ❛ &♦♥ |αi| + 1✲✐)♠❡ &✉❝❝❡&&❡✉- ',✐B✉❡,' ♣❛- ❧❛

❧❡,,-❡ ❞❡ )i

φ2,3(σ, (αi)i) = ∀i, ∀e : σ ∈ λ(e) ⇒ ∃e′ : σ, )j ∈ λ(e′) ∧ e⋖|αi|+1 e′

✸✳ ❙♦✐, σ ❡, m ❞❡& ',✐B✉❡,,❡& ❞♦♥♥❛♥, ❞❡✉① ❡♥&❡♠❜❧❡& ❞✬'✈)♥❡♠❡♥,& ❞✐&❥♦✐♥,& ,♦,❛❧❡♠❡♥,

♦-❞♦♥♥'&✳ ❙♦✐, L ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✬',✐B✉❡,,❡&✳ ❉♦♥♥♦♥& ✉♥❡ ❢♦-♠✉❧❡ &♣'❝✐✜❛♥, B✉❡ σ &❡

♣-♦❥❡,,❡ ❡♥ m &✉- ❧❡& ',✐B✉❡,,❡& ♣❛- ❧❛ -❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ &✉❝❝❡&&❡✉- ✐♠♠'❞✐❛,✿

✭❛✮ ,♦✉, '✈'♥❡♠❡♥, ❞❡ σ ',✐B✉❡,' ♣❛- ✉♥❡ ❧❡,,-❡ ❞❡ L &❡ ♣-♦❥❡,,❡ ❞❛♥& m

φ3,1(σ,m, L) = ∀e, ∀l ∈ L : σ, l ∈ λ(e) ⇒ ∃e′ : m, l ∈ λ(e′)

✭❜✮ ,♦✉, '✈)♥❡♠❡♥, ❞❡ m ❡&, ✉♥❡ ♣-♦❥❡❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ '✈)♥❡♠❡♥, ❞❡ σ

φ3,2(σ,m, L) = ∀e, ∀l ∈ L : m, l ∈ λ(e) ⇒ ∃e′ : σ, l ∈ λ(e′)

◆♦✉& &♦♠♠❡ ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❡♥ ♠❡&✉-❡ ❞✬'♥♦♥❝❡- ❧✬'B✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥,-❡ ❧❡ ♣-♦❜❧)♠❡ ❞❡ :♦&, ❡,

❧❛ &❛,✐&❢❛❝,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦-♠✉❧❡ ▼❙❖ &✉- ❧❡& ♣♦♠&❡,&✳
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❚❤"♦$%♠❡ ✷✳✸✳✷ ▲❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ❝♦##❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ .♦+/ (α1, β1), . . . , (αN , βN) ❛ ✉♥❡ +♦❧✉✲
/✐♦♥ +✐ ❡/ +❡✉❧❡♠❡♥/ +✐ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ +✉✐✈❛♥/❡ ❡+/ +❛/✐+✜❛❜❧❡ ✿

φ1(σ1) ∧ φ1(σ2) ∧ φ1(m) ∧ φ1(p)

∧φ2,1(σ1, (αi)i) ∧ φ2,2(σ1, (αi)i) ∧ φ2,3(σ1, (αi)i)

∧φ2,1(σ2, (βi)i) ∧ φ2,2(σ2, (βi)i) ∧ φ2,3(σ2, (βi)i)

∧φ3,1(σ1,m, σ) ∧ φ3,2(σ1,m, σ)

∧φ3,1(σ2,m, σ) ∧ φ3,2(σ2,m, σ)

∧φ3,1(σ1, p,∪i∈[1,N ]{(i, )i}) ∧ φ3,2(σ1, p,∪i∈[1,N ]{(i, )i})

∧φ3,1(σ2, p,∪i∈[1,N ]{(i, )i}) ∧ φ3,2(σ2, p,∪i∈[1,N ]{(i, )i})

+$❡✉✈❡✿

❉❛♥% ✉♥ %❡♥%✱ %✐ ❧❡ ♣,♦❜❧/♠❡ ❞❡ 2♦%3 ❛ ✉♥❡ %♦❧✉3✐♦♥✱ ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❝♦♥%3,✉✐,❡ ❧❡ ♣♦♠%❡3

❛%%♦❝✐6 ❡3 ❝♦♥%3❛3❡, 7✉✬✐❧ ✈6,✐✜❡ 3♦✉3❡% ❧❡% ❝♦♥3,❛✐♥3❡% ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ MSO(Σ,�)✳
❉❛♥% ❧✬❛✉3,❡ %❡♥%✱ ✉♥❡ %♦❧✉3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ MSO(Σ,�) ♣❡,♠❡3 ❞❡ ,❡❝♦♥%3,✉✐,❡ ❢❛❝✐❧❡✲

♠❡♥3 ✉♥❡ %♦❧✉3✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❜❧/♠❡ ❞❡ 2♦%3✳ �

◆♦✉% ✈❡♥♦♥% ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥3,❡, 7✉❡ ❧❛ %❛3✐%❢❛❝3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐7✉❡ ♠♦♥❛❞✐7✉❡

❞✉ %❡❝♦♥❞ ♦,❞,❡ %✉, ❧❡% ♣♦♠%❡3% ❡%3 ✐♥❞6❝✐❞❛❜❧❡ ▲❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞✬❡♥%❡♠❜❧❡% ♣❛,3✐❡❧❧❡♠❡♥3

♦,❞♦♥♥6% ❡%3 ❛✉%%✐ ✉♥ ♣,♦❜❧/♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ■❧ ❡①✐%3❡ ❞❡% ,6%✉❧3❛3% ❞❡ ❞6❝✐❞❛❜✐❧✐36 ❞❛♥% ❝❡,3❛✐♥❡%

❝❧❛%%❡% ❞❡ ♣♦♠%❡3✳ ◆♦✉% ❧❡% ✈❡,,♦♥% ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐3,❡ %✉✐✈❛♥3✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❊%✉❞❡ ❞❡, ♠♦❞/❧❡, ❛②❛♥% ✉♥❡ ,3♠❛♥%✐4✉❡

♦&❞&❡ ♣❛&%✐❡❧

❙♦♠♠❛✐%❡

✸✳✶ ❚❤%♦'✐❡ ❞❡+ ,'❛❝❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✶✳✶ ❆❧♣❤❛❜❡* ❞❡ ❞,♣❡♥❞❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✶✳✷ ❚1❛❝❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✶✳✸ ▲❛♥❣❛❣❡ ❡* ❛✉*♦♠❛*❡ ❞❡ *1❛❝❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✶✳✹ ❚1❛❝❡2 ❡* 9♦♠2❡*2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✶✳✺ ▲♦❣✐=✉❡ ❡* ✈,1✐✜❝❛*✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡2 *1❛❝❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✷ ▲❡+ ♣♦♠+❡,+ +%'✐❡✲♣❛'❛❧❧5❧❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷✳✶ 2♣✲♣♦♠2❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷✳✷ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ 2,1✐❡2✲♣❛1❛❧❧C❧❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷✳✸ ▲❡2 ❛✉*♦♠❛*❡2 ❞❡ ❜1❛♥❝❤❡♠❡♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✷✳✹ ▲♦❣✐=✉❡ ▼❙❖ 2✉1 ❧❡2 2♣✲♣♦♠2❡*2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✸ ▼❡++❛❣❡ ❙❡:✉❡♥❝❡ ❈❤❛', ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✸✳✶ ▼❙❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✸✳✷ ❍▼❙❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✸✳✸ ❱,1✐✜❝❛*✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡2 ▼❙❈ ❡* ❍▼❙❈2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✹ ▲❡+ ❆✉,♦♠❛,❡+ ❈❡❧❧✉❧❛✐'❡+ ❆+②♥❝❤'♦♥❡+ ♣♦✉' ♣♦♠+❡,+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✹✳✶ 91,2❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡2

~Σ−ACA ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✹✳✷ ▲♦❣✐=✉❡ ▼❙❖ 2✉1 ❧❡2

~Σ−ACA ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❡, ❉✐+❝✉++✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ♥❛)✉+❡❧ ♣♦✉+ ❞-❝+✐+❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦+)❡♠❡♥) ❧♦+01✉✬✐❧ 0✬❛❣✐) ❞✬✉♥ 0②0)%♠❡ 0-1✉❡♥)✐❡❧

❡0) ✉♥ ♠♦)✳ ❈❤❛1✉❡ ❧❡))+❡ +❡♣+-0❡♥)❡ ✉♥❡ ❛❝)✐♦♥ ♦✉ ❧❡0 ✈❛❧❡✉+0 ❞❡0 ♣+♦♣+✐-)-0 -❧-♠❡♥)❛✐+❡0

❞❡ ❧✬-)❛) ❞✬✉♥ 0②0)%♠❡✳ ❖♥ ♣❛+❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+)❡♠❡♥)0 ❧✐♥-❛✐+❡0 ❞❛♥0 ❧❡ 0❡♥0 ♦: ❧❛ 0✉✐)❡ ❞❡0

✸✶
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"✈"♥❡♠❡♥'( (♦♥' '♦'❛❧❡♠❡♥' ♦,❞♦♥♥"(✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛❞,❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥',❡ ❧❡( ❧❛♥❣❛❣❡( ❞❡ (♣"❝✐✜❝❛'✐♦♥

❡' ❧❡( ♠♦❞5❧❡( ♦♣",❛'✐♦♥♥❡❧( ✭❛✉'♦♠❛'❡(✮ ❡(' ❜✐❡♥ "'❛❜❧✐ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ♠♦♥'," ❞❛♥(

❧❡ ❝❤❛♣✐',❡ ♣,"❝"❞❡♥'✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣'❡✉, ❞✐(♣♦(❡ ❞♦♥❝✱ ❞✬✉♥ ❝>'"✱ ❞✬♦✉'✐❧( (✐♠♣❧❡( ❡' ❡①♣,❡((✐❢(

♣❡,♠❡''❛♥' ❞❡ ❞"❝,✐,❡ ❧❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❞✬✉♥ (②('5♠❡ ❡' ❞❡ ❧✬❛✉',❡✱ ❞❡ ♠♦❞5❧❡( ❞✬❡①"❝✉'✐♦♥

❢♦,♠❡❧❧❡♠❡♥' ❞"✜♥✐( ❡' ♣♦✉, ❧❡(B✉❡❧( ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ♣,♦❜❧5♠❡( ❞❡ ✈",✐✜❝❛'✐♦♥ (♦♥' ❞"❝✐❞❛❜❧❡(✳

❉❛♥( ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡( (②('5♠❡( ♣❛,❛❧❧"❧❡( ❡' ,"♣❛,'✐(✱ ❧❡ '❛❜❧❡❛✉ ❡(' ♣❧✉( ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛

♣❧✉♣❛,' ❞❡( ♠♦❞5❧❡( B✉✐ ♦♥' ❡'" ♣,♦♣♦("( ♥❡ (♦♥' ♣❛( ❛((❡③ ❡①♣,❡((✐❢( ❝❛, ✐❧( ♥❡ ♣❡,♠❡''❡♥'

♣❛( ❞✬❡①♣,✐♠❡, ❝❡,'❛✐♥( ❛(♣❡❝'( ❞✉ ♣❛,❛❧❧"❧✐(♠❡✱ ♦✉ ✐♥✉'✐❧✐(❛❜❧❡( ❡♥ ♣,❛'✐B✉❡ ❝❛, ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉①

♣,♦❜❧5♠❡( ✭❞❡ ✈",✐✜❝❛'✐♦♥✮ (♦♥' ✐♥❞"❝✐❞❛❜❧❡( ♦✉ ',5( ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡(✱ ♣♦✉, ❝❡( ♠♦❞5❧❡(✳ ▲✬"'✉❞❡

❞❡( ♠♦❞5❧❡( ❞❡( '❤"♦,✐❡( ❞"❝,✐✈❛♥' ❧❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❞❡ (②('5♠❡( ❝♦♥❝✉,,❡♥'( ❛ "'" ♠♦'✐✈"❡

♣❛, ❧❡( ',❛✈❛✉① ❞❡ F❡',✐ B✉✐ ❛ ❡①♣♦(" ❞❛♥( ❬F❡'✻✷❪ ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❜❛(" (✉, ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ❞❡

(②('5♠❡( ("B✉❡♥'✐❡❧( ✐♥'❡,❝♦♥♥❡❝'"(✳ ■❧ ❛ ❡♥ ♠K♠❡ '❡♠♣( ♣,"(❡♥'" ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣,♦❜❧5♠❡(

❛♣♣❛,❛✐((❛♥' B✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥(✐❞5,❡ ❧❡ ♣❛,❛❧❧"❧✐(♠❡ ✐♥',✐♥(5B✉❡ ❞❡ '❡❧( (②('5♠❡(✳ ❉❛♥( ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ ♠♦❞5❧❡✱ ❧✬♦♣",❛'✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦(✐'✐♦♥ ♣❛,❛❧❧5❧❡ (❡ ❜❛(❡ (✉, ❧✬❡♥',❡❧❛❝❡♠❡♥' ✭✐♥'❡,❧❡❛✈✐♥❣✮✳

❆✐♥(✐✱ (✐ a ❡' b (♦♥' ❞❡( ❛❝'✐♦♥( ♣❛,❛❧❧"❧❡(✱ ❧❡✉, ♠♦❞"❧✐(❛'✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐' M ❡①"❝✉'❡, a ♣✉✐( b
♦✉ b ♣✉✐( a ❡' ♥♦♥ a ❡' b ❡♥ ♠K♠❡ '❡♠♣(✳ F♦✉, ❞✐('✐♥❣✉❡, ❧❡ ♥♦♥ ❞"'❡,♠✐♥✐(♠❡ ❞✉ ✈,❛✐

♣❛,❛❧❧"❧✐(♠❡✱ ✐❧ ❡(' ♥"❝❡((❛✐,❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐, ♣❛,❧❡, ❞✬❛❝'✐♦♥( ❣❧♦❜❛❧❡( ❞✬✉♥ (②('5♠❡ ♣,♦✈❡♥❛♥' ❞❡

❧✬❛❝'✐✈✐'" ❞❡ (❡( ❝♦♠♣♦(❛♥'( ❛❣✐((❛♥' ❡♥(❡♠❜❧❡✳

❉❛♥( ❝❡ ❝♦♥'❡①'❡✱ ❧❡( ❡♥(❡♠❜❧❡( ♣❛,'✐❡❧❧❡♠❡♥' ♦,❞♦♥♥"( ✭♣♦♠(❡'(✮ ❝♦♥('✐'✉❡♥' ✉♥ ♠♦❞5❧❡

✐❞"❛❧ ♣♦✉, ♠♦❞"❧✐(❡, ✉♥ (②('5♠❡ (❛♥( ❡♥ ❞"❝,✐,❡ ❡①♣❧✐❝✐'❡♠❡♥' ❧❡( ❡♥',❡❧❛❝❡♠❡♥'( ♣,♦❞✉✐'( ♣❛,

(♦♥ ❡①"❝✉'✐♦♥ ("B✉❡♥'✐❡❧❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞5❧❡ ❡(' ❝♦♠♣❛❝' ❡' ✐♥'✉✐'✐❢ ♠❛✐( ♣,"(❡♥'❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈"♥✐❡♥'

B✉✐ ❞"❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐' B✉❡ ❧❛ ✈",✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ (②('5♠❡( ❛✈❡❝ ❞❡( ❢♦,♠✉❧❡( ❞❡ ❧♦❣✐B✉❡( ♦!❞!❡ ♣❛!&✐❡❧

✉(✉❡❧❧❡( (✉, ✉♥ (②('5♠❡ ❝♦♥❝✉,,❡♥' ❡(' ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ ❡(' M ♥♦'❡, B✉❡ ❧❡ ♣,♦❜❧5♠❡ ❞❡ ❧❛

(❛'✐(❢❛❝'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ❡(' ❡♥ ❣"♥",❛❧ ✐♥❞"❝✐❞❛❜❧❡ ❞❛♥( ❝❡ ❝❛❞,❡✳ ■❧ ❡①✐('❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❞❡(

,"(✉❧'❛'( ❞❡ ❞"❝✐❞❛❜✐❧✐'" ♣♦✉, ❝❡,'❛✐♥❡( ❝❧❛((❡( ❞❡ ♠♦❞5❧❡( "'❡♥❞❛♥' ♦✉ (❡ ❜❛(❛♥' (✉, ❧❡(

♣♦♠(❡'(✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐',❡✱ ♥♦✉( ♣,"(❡♥'♦♥( ❝❡( ♣,✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞5❧❡( ❡' ✜♥✐,♦♥( M ❧❛ ✜♥ ♣❛,

✉♥❡ ❞✐(❝✉((✐♦♥ (✉, ❧❡( ❛♣♣♦,'( ❞❡ ❝❡( ♠♦❞5❧❡( ❛✈❛♥' ❞❡ (✐'✉❡, ♥♦',❡ ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥ ❞❛♥( ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡✳

✸✳✶ ❚❤%♦'✐❡ ❞❡+ ,'❛❝❡+

❊♥ ✶✾✼✼ ▼❛③✉,❦✐❡✇✐❝③ ❬▼❛③✼✼❪ ❛ ♣,♦♣♦(" ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ♣❛,❛❧❧"❧✐(♠❡ ❝♦♥(✐('❛♥' M ❝♦♥✲

(✐❞",❡, ❞❡( "✈"♥❡♠❡♥'( ❝♦♠♠❡ ❞❡( (②♠❜♦❧❡(✳ ❈❡ ♠♦❞5❧❡ ❞❡( ',❛❝❡( ❡(' ❞❡♣✉✐( ♣❧✉( ❞❡ ✸✵

❛♥( ✉♥ ❝❛❞,❡ ❢♦,♠❡❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ (✉, ❧❛ ♠♦❞"❧✐(❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ ✈",✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡

(②('5♠❡( ❞✐(',✐❜✉"(✳ ❉❡✉① "✈"♥❡♠❡♥'( ♣♦✉✈❛♥' (✬❡✛❡❝'✉❡, ❝♦♥❝✉,,❡♠♠❡♥' ❞"✜♥✐((❡♥' ✉♥

❝♦✉♣❧❡ ❞❡ (②♠❜♦❧❡( B✉✐ ♣❡✉✈❡♥' ❝♦♠♠✉'❡,✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧✬✐♥❞"♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡,'❛✐♥( "✈"♥❡♠❡♥'(

❞❛♥( ✉♥ (②('5♠❡ ❝♦♥❝✉,,❡♥' ♣❡,♠❡' ❞✬❛✈♦✐, ❞✐✛",❡♥'❡( (✉✐'❡( ❞✬"✈"♥❡♠❡♥'( ♣♦✉, ,❡♣,"(❡♥'❡,

✉♥❡ (❡✉❧❡ ❡' ♠K♠❡ ❡①"❝✉'✐♦♥✳ ❆✐♥(✐✱ ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❢♦♥❞" (✉, ❧❛ ,❡♣,"(❡♥'❛'✐♦♥ ✐♥'"❣,❛❧❡ ❞❡ ❝❡(

(✉✐'❡( ❞✬"✈"♥❡♠❡♥'( "B✉✐✈❛❧❡♥'( ♥✬❡(' ♣❛( ❡✣❝❛❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞5❧❡ ❞❡( ',❛❝❡( ,❡♣,"(❡♥'❡ ❞♦♥❝ ❝❡(

(✉✐'❡( ♣❛, ❞❡( ❝❧❛((❡( ❞✬"B✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈❤❛B✉❡ ❝❧❛((❡ ,❡♣,"(❡♥'❡,❛ M ❡❧❧❡ (❡✉❧❡ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡

❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥'( "B✉✐✈❛❧❡♥'( ❞✉ (②('5♠❡✳

▲❛ '❤"♦,✐❡ ❞❡( ',❛❝❡( ♦✛,❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐5,❡( ❞❡ ,❡♣,"(❡♥'❡, ❝❡( ❝❧❛((❡( ❞✬"B✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡' ❝❡(

♠❛♥✐5,❡( ❞✐✛5,❡♥' ♣❛, ❧❡✉,( ❝♦♠♠♦❞✐'"( (❡❧♦♥ ❧✬✉'✐❧✐(❛'✐♦♥ B✉✬♦♥ ✈❡✉' ❢❛✐,❡ ❞❡ ❝❡( ❝❧❛((❡(✳



✸✳✶✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❊❙ ❚❘❆❈❊❙ ✸✸

▲❡ ♣♦✐♥' ❞❡ ❞)♣❛+' ❞❡ ❧❛ '❤)♦+✐❡ ❞❡. '+❛❝❡. ❞❡ ▼❛③✉+❦✐❡✇✐❝③ ❡.' ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ❞✬❛❧♣❤❛❜❡' ❞❡

❝♦♥❝✉++❡♥❝❡✳

✸✳✶✳✶ ❆❧♣❤❛❜❡* ❞❡ ❞,♣❡♥❞❛♥❝❡

❙♦✐' Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' ✜♥✐ ❞♦♥' ❧❡. )❧)♠❡♥'. ❛♣♣❡❧). ❛❝"✐♦♥& ♣❡✉✈❡♥' <'+❡ ♥♦'). ♣❛+ ❞❡. .②♠✲

❜♦❧❡. ✭❝♦♠♠❡ a✱ b✱ c✱ · · · ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬✐❞)❡ ✐♥'✉✐'✐✈❡ ❞❡ ▼❛③✉+❦✐❡✇✐❝③ ❡.' ❞❡ ❞♦'❡+ Σ
❞✬✐♥❢♦+♠❛'✐♦♥. ❝♦♠♣❧)♠❡♥'❛✐+❡. ❝♦♥❝❡+♥❛♥' ❧❛ ❢❛D♦♥ ❞♦♥' ❝❡+'❛✐♥❡. ❛❝'✐♦♥. ♣❡✉✈❡♥'✱ ♦✉ ♥❡

♣❡✉✈❡♥' ♣❛.✱ <'+❡ ❡①)❝✉')❡. ❡♥ ♣❛+❛❧❧E❧❡✳

❯♥ ❛❧♣❤❛❜❡" ❞❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡.' ✉♥❡ ♣❛✐+❡ ♦+❞♦♥♥)❡ (Σ, D) ♦GD ⊆ Σ×Σ
❡.' ✉♥❡ +❡❧❛'✐♦♥ ❜✐♥❛✐+❡ .②♠)'+✐H✉❡ ❡' +)✢❡①✐✈❡ .✉+ Σ ❝✳J✳❞✿ ♣♦✉+ '♦✉' ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❝'✐♦♥. (a, b)✱
.✐ (a, b) ∈ D ❛❧♦+. (b, a) ∈ D✱ ❡' ♣♦✉+ '♦✉'❡ ❛❝'✐♦♥ a✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. (a, a) ∈ D✳ ▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D ❡.'

❛♣♣❡❧)❡ .❡❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥. Σ✳ ▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣❧)♠❡♥'❛✐+❡ I = (Σ×Σ) \D ❡.' ✉♥❡

+❡❧❛'✐♦♥ .②♠)'+✐H✉❡ ❡' ♥♦♥ +)✢❡①✐✈❡ ❛♣♣❡❧)❡ ❧❛ .❡❧❛"✐♦♥ ❞✬✐♥❞/♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ■♥'✉✐'✐✈❡♠❡♥'✱ ❧❡.

❛❝'✐♦♥. a ❡' b .♦♥' ❝♦♥❝✉+❡♥'❡. ✭❞♦♥❝ ♣❡✉✈❡♥' <'+❡ ❡①)❝✉')❡. ❡♥ ♠<♠❡ '❡♠♣.✮ .✐ ❡' .❡✉❧❡♠❡♥'

.✐ (a, b) ∈ I✳ ❈♦♠♠❡ D ❡' I .♦♥' .②♠)'+✐H✉❡.✱ ♦♥ ♣♦✉++❛ ♣❛+❢♦✐. ❞).✐❣♥❡+ ♥♦'+❡ ❛❧♣❤❛❜❡'

❞❡ ❝♦♥❝✉++❡♥❝❡ ♣❛+ (Σ, I) ✭H✉✐ ❡.' ❡♥ ❢❛✐' ✐❝✐ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' ❞✬✐♥❞)♣❡♥❞❛♥❝❡✮ ❡' ❞♦♥♥❡+ ♣♦✉+ I
.✐♠♣❧❡♠❡♥' ❧✬✉♥❡ ❞❡. ❞❡✉① +❡❧❛'✐♦♥. (a, b) ∈ I ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (a, b) ∈ I ❡' (b, a) ∈ I✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ▲✬✉♥✐♦♥ ❡" ❧✬✐♥"❡.&❡❝"✐♦♥ ❞❡ .❡❧❛"✐♦♥& ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ &♦♥" ❛✉&&✐ ❞❡& .❡✲

❧❛"✐♦♥& ❞❡ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡✳

 !❡✉✈❡✿ ❙♦✐' D1 ❡' D2 ❞❡✉① +❡❧❛'✐♦♥. ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ .✉+ ❧❡. ❛❧♣❤❛❜❡'. Σ1 ❡' Σ2✳ ■❧ .✬❛❣✐'

❞❡ ♠♦♥'+❡+ ✐❝✐ H✉❡ ❧❡. +❡❧❛'✐♦♥. ❜✐♥❛✐+❡. D1 ∪ D2 ❡' D1 ∩ D2 .♦♥' ❛✉..✐ ❞❡. +❡❧❛'✐♦♥. ❞❡

❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ .✉+ ❧❡. ❛❧♣❤❛❜❡'. Σ1 ∪ Σ2 ❡' Σ1 ∩ Σ2✳

− ❈❛. D1 ∪D2 :

− x ∈ Σ1 ∪ Σ2 ⇒ x ∈ Σ1 ∨ x ∈ Σ2 ⇒ (x, x) ∈ D1 ∨ (x, x) ∈ D2 ⇒ (x, x) ∈ D1 ∪D2✳

▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D1 ∪D2 ❡.' ❞♦♥❝ +)✢❡①✐✈❡✳

− (x, y) ∈ D1 ∪ D2 ⇒ (x, y) ∈ D1 ∨ (x, y) ∈ D2 ⇒ (y, x) ∈ D1 ∨ (y, x) ∈ D2 ⇒
(y, x) ∈ D1 ∪D2✳ ▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D1 ∪D2 ❡.' ❞♦♥❝ .②♠)'+✐H✉❡✳

▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D1 ∪ D2 ❡.' ✉♥❡ +❡❧❛'✐♦♥ ❜✐♥❛✐+❡✱ +)✢❡①✐✈❡ ❡' .②♠)'+✐H✉❡ .✉+ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡'

Σ1 ∪ Σ2❀ ❡❧❧❡ ❡.' ❞♦♥❝ ✉♥❡ +❡❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡✳

− ❈❛. D1 ∩D2 :

− x ∈ Σ1 ∩ Σ2 ⇒ x ∈ Σ1 ∧ x ∈ Σ2 ⇒ (x, x) ∈ D1 ∧ (x, x) ∈ D2 ⇒ (x, x) ∈ D1 ∩D2✳

▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D1 ∩D2 ❡.' ❞♦♥❝ +)✢❡①✐✈❡✳

− (x, y) ∈ D1 ∩ D2 ⇒ (x, y) ∈ D1 ∧ (x, y) ∈ D2 ⇒ (y, x) ∈ D1 ∧ (y, x) ∈ D2 ⇒
(y, x) ∈ D1 ∩D2✳ ▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D1 ∩D2 ❡.' ❞♦♥❝ .②♠)'+✐H✉❡✳

▲❛ +❡❧❛'✐♦♥ D1 ∩ D2 ❡.' ✉♥❡ +❡❧❛'✐♦♥ ❜✐♥❛✐+❡✱ +)✢❡①✐✈❡ ❡' .②♠)'+✐H✉❡ .✉+ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡'

Σ1 ∩ Σ2❀ ❡❧❧❡ ❡.' ❞♦♥❝ ✉♥❡ +❡❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡✳

▲✬✉♥✐♦♥ ❡' ❧✬✐♥'❡+.❡❝'✐♦♥ ❞❡ +❡❧❛'✐♦♥. ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ .♦♥' ❞♦♥❝ ❞❡. +❡❧❛'✐♦♥. ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡✳�

❆♣+E. ❧❡ +❛♣♣❡❧ ❞❡. ♥♦'✐♦♥. ❞✬❛❧♣❤❛❜❡' ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ .✬✐♥')+❡..❡ ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ❛✉①

♥♦'✐♦♥. ❞❡ '+❛❝❡. ❡' ❞❡ .②.'E♠❡. ❞❡ '+❛❝❡.✳



✸✹❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

✸✳✶✳✷ ❚%❛❝❡)

➱#❛♥# ❞♦♥♥( ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉00❡♥❝❡ (Σ, I)✱ ❧❛ 0❡❧❛#✐♦♥ ❞✬✐♥❞(♣❡♥❞❛♥❝❡ I ✐♥❞✉✐# ✉♥❡

0❡❧❛#✐♦♥ ❞✬(4✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥♦#(❡ ∼I ✭♦✉ 7✐♠♣❧❡♠❡♥# ∼ 7✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛7 ❞✬❛♠❜✐❣✉✐#(✮ 7✉0 ❧❡ ♠♦♥♦<❞❡

Σ∗
❞❡ #❡❧❧❡ ♠❛♥✐=0❡ 4✉❡ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7✿ (a, b) ∈ I ⇒ xaby ∼ xbay ❛✈❡❝ x ❡# y ∈ Σ∗

✳ ❉❡✉① ♠♦#7

u ❡# v 7♦♥# (4✉✐✈❛❧❡♥#7 7✐ ❡# 7❡✉❧❡♠❡♥# 7✐ ✐❧ ❡①✐7#❡ ✉♥❡ 7✉✐#❡ ❞❡ ♠♦#7 (w0, w1, . . . , wn)✱ ❛✈❡❝
n ≥ 0✱ #❡❧❧❡ 4✉❡ w0 = u, wn = v✱ ❡# ♣♦✉0 #♦✉# 0 < i ≤ n ✐❧ ❡①✐7#❡ (ai, bi) ∈ I ❡# ❞❡✉① ♠♦#7

xi, yi #❡❧❧❡7 4✉❡ wi−1 = xiaibiyi ❡# wi = xibiaiyi✳ ❊♥ ❞✬❛✉#0❡7 #❡0♠❡7✱ u, v 7♦♥# (4✉✐✈❛❧❡♥#7 7✐

✐❧ ❡①✐7#❡ ✉♥❡ 7✉✐#❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉#❛#✐♦♥7 ❞❡ ❧❡##0❡7 ❛❞❥❛❝❡♥#❡7✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❙♦✐# (Σ, I) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡✳ 0♦✉. #♦✉# ♠♦# u ❞❡ Σ∗
♦♥ ♣❡✉#

❞2✜♥✐. ❧❛ ❝❧❛44❡ ❞✬26✉✐✈❛❧❡♥❝❡ [u]I ⊆ Σ∗
6✉✐ ❝♦..❡4♣♦♥❞ 8 ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ {v ∈ Σ∗ | u ∼ v}✳ [u]I

❡4# ❛❧♦.4 ❛♣♣❡❧2 #.❛❝❡ 4✉. ❧✬❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡ (Σ, I)✳

❆ ❞(❢❛✉# ❞✬❛♠❜✐❣✉<#(✱ ♥♦✉7 ✉#✐❧✐7❡0♦♥7 ❧❛ ♥♦#❛#✐♦♥ [u] F ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ [u]I

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶ ❙♦✐# (Σ, I) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡ #❡❧ 6✉❡ Σ = {a, b, c} ❡# I = {(a, b), (b, a)}✳
❯♥❡ #.❛❝❡ 4✉. (Σ, I) ❡4# [abcbac] = {abcbac, abcabc, bacbac, bacabc}✳

❖♥ ♥♦#❡ T(Σ, I) ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ #♦✉#❡7 ❧❡7 #0❛❝❡7 7✉0 (Σ, I)✳ T(Σ, I) ❡7# ❡♥ ❢❛✐# ❧❡ 4✉♦#✐❡♥# ❞❡

Σ∗
♣❛0 ∼I ✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦♥♦:❞❡ ❞❡ #.❛❝❡✳ ■❧ ❛ ❝♦♠♠❡ (❧(♠❡♥# ♥❡✉#0❡ ❧❛ #0❛❝❡ ✈✐❞❡ [ε]
I♦✉0 #♦✉#❡ #0❛❝❡ [u] 7✉0 ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉00❡♥❝❡ (Σ, I)✱ ♦♥ ♥♦#❡ Dui

✭0❡7♣✳ Iui
✮✱

❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡7 7②♠❜♦❧❡7 ❞❡ u 4✉✐ 7♦♥# ❞(♣❡♥❞❛♥#7 ✭0❡7♣✳ ✐♥❞(♣❡♥❞❛♥#7✮ ❞❡ ui ✭❧❡ 7②♠❜♦❧❡ ❞❡

u ♣❧❛❝( F ❧❛ ime
♣♦7✐#✐♦♥✮✳ ◆♦✉7 ❛✈♦♥7 ❞♦♥❝✿

Dui
= {uj ∈ Σ | (ui, uj) ∈ D}

✳

✸✳✶✳✸ ▲❛♥❣❛❣❡ ❡- ❛✉-♦♠❛-❡ ❞❡ -%❛❝❡)

❖♥ ♣❡✉# (✈✐❞❡♠♠❡♥# ❝♦♥7✐❞(0❡0 ❞❡7 ❡♥7❡♠❜❧❡7 0(❣✉❧✐❡07 ❞❡ #0❛❝❡7 ❡# ❞(✜♥✐0 ❛✉77✐ ❞❡7 ❛✉#♦✲

♠❛#❡7 7✉0 ❧❡7 #0❛❝❡7 ❛✜♥ ❞❡ ❞(❝0✐0❡ ❞❡7 ♠❛❝❤✐♥❡7 ❝♦♥❝✉00❡♥#❡7 ❡# (#❡♥❞0❡ ❧❡7 #❡❝❤♥✐4✉❡7 ❞❡

♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ✈✉❡7 ❞❛♥7 ❧❡ ❝❤❛♣✐#0❡ ♣0(❝(❞❡♥# ♣♦✉0 ❧❡7 ❡♥7❡♠❜❧❡7 ❞❡ #0❛❝❡7✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭▲❛♥❣❛❣❡5 ❞❡ %7❛❝❡5✮ ❙♦✐# (Σ, I) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡✳ 0♦✉. #♦✉#
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦#4 L ⊆ Σ∗

✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ #.❛❝❡4 [L]I ✭♦✉ ♣❧✉4 4✐♠♣❧❡♠❡♥# [L]✮ ❡4# ❞2✜♥✐ ♣❛.✿

[L]I = {[u]I | u ∈ L}.

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ #0❛❝❡ ❡7# ❞♦♥❝ ✉♥ 7♦✉7✲❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ T(Σ, I)✳
▲❛ ❝♦♥❝❛#(♥❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡7 ❞❡ #0❛❝❡7 7❡ ❞(✜♥✐# ❝♦♠♠❡ F ❧✬❛❝❝♦✉#✉♠(❡✿ ♣♦✉0 ❧❡7 ❧❛♥❣❛❣❡7

❞❡ #0❛❝❡7 T ❡# S✱ ❧❡✉0 ❝♦♥❝❛#(♥❛#✐♦♥ ❡7# ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✿

T.S = {t.s | t ∈ T, s ∈ S}.

❘❡♠❛7;✉❡✿ I♦✉0 ❞(❝✐❞❡0 7✐ ♣♦✉0 ❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡7 ❞❡ #0❛❝❡7 [L] ❡# [L′]✱ ♦♥ ❛ [L] ⊆ [L′]✱ ♦♥
♣❡✉# #❡7#❡0 7✐ L ⊆ [L′]✳ I♦✉0 #❡7#❡0 7✐ [L] ∩ [L′] = ∅✱ ♦♥ ♣❡✉# ❥✉7#❡ #❡7#❡0 7✐ L ∩ [L′] = ∅ ✭♦✉

❧✬✐♥✈❡07❡✮✳
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✭▲❛♥❣❛❣❡/ 0!❣✉❧✐❡0/ ❞❡ %0❛❝❡/✮ ❙♦✐# L ⊆ T(Σ, I)✳ L ❡&# '(❣✉❧✐❡' &✐

L = [K] ♦, K ⊆ Σ∗
❡&# '(❣✉❧✐❡'✳ -❧✉& ♣'(❝✐&(♠❡♥# L ❡&# '(❣✉❧✐❡' &✬✐❧ ❡&# ❞(✜♥✐&&❛❜❧❡ ♣❛' ✉♥❡

❡①♣'❡&&✐♦♥ '(❣✉❧✐8'❡ &✉' T(Σ, I)✳

❖♥ ♥♦%❡ ❘❊●✭T(Σ, I)✮✱ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ 56❣✉❧✐❡5/ /✉5 T(Σ, I)✳ ❯♥❡ %5❛❝❡ [v] ❛♣♣❛5✲
%✐❡♥% > ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ 56❣✉❧✐❡5 ❞❡ %5❛❝❡/ [L] /✬✐❧ ❡①✐/%❡ ✉♥ ♠♦% u ∈ L ❛✈❡❝ u ∼I v✳

❖♥ ♣❡✉% ❝♦♥/✐❞65❡5 ❞❡/ ❛✉%♦♠❛%❡/ /✉5 ❧❡/ %5❛❝❡/ A✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧✉/ /♦✉✈❡♥% I−diamant
❡% ❞♦♥% ❧❛ ❞6✜♥✐%✐♦♥ ❢♦5♠❡❧❧❡ ❡/% ❧❛ /✉✐✈❛♥%❡✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❙♦✐# (Σ, I) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉''❡♥❝❡✳ ❯♥ ❛✉#♦♠❛#❡ I − diamant ❡&# ✉♥
❛✉#♦♠❛#❡ ✜♥✐ A = (Σ, Q,∆, I, F ) ❛②❛♥# ❡♥ ♣❧✉& ❧❛ ♣'♦♣'✐(#( &✉✐✈❛♥#❡✿ ♣♦✉' #♦✉# a, b ∈ (Σ, I)

&✐ q0
a

−→ q1
b

−→ q2 ❛❧♦'& ✐❧ ❡①✐&#❡ q
′
1 ✭∈ Q✮ #❡❧ @✉❡ q0

b
−→ q′1

a
−→ q2✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✷ -'❡♥❛♥# ❧✬❛❧♣❤❛❜❡# ❞✬✐♥❞(♣❡♥❞❛♥❝❡ (Σ, I) = ({a, b, c}, {(a, c), (c, a)})✳ ❙✉' ❧❛
✜❣✉'❡ ✸✳✶✱ ❧✬❛✉#♦♠❛#❡ A1 ♥✬❡&# ♣❛& ■✲❞✐❛♠❛♥# ❝❛' ❞❡ ❧✬(#❛# p✱ ♦♥ ♣❡✉# #✐'❡' ❧❛ &✉✐#❡ ❞✬❛❝#✐♦♥& ac✱
❛✈❡❝ (a, c) ∈ I✱ ♠❛✐& ♣❛& ❧❛ &✉✐#❡ (@✉✐✈❛❧❡♥#❡ ca✳ ■❧ ♥✬❡&# ♣❛& ♥♦♥ ♣❧✉& ❝❧♦& ♣❛' ❝♦♠♠✉#❛#✐♦♥

♣❛'❝❡ @✉❡ aca ∈ L(A1)✱ ♠❛✐& aac /∈ L(A1)✳ ▲❡& ❛✉#♦♠❛#❡& A2 ❡# A3 &♦♥# ■✲❞✐❛♠❛♥#✳

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ %5❛❝❡ ❡/% 5❡❝♦♥♥❛✐//❛❜❧❡ /✬✐❧ ❡/% 5❡❝♦♥♥✉ ♣❛5 ✉♥ ❛✉%♦♠❛%❡ ■✲❞✐❛♠❛♥%✳ ❖♥

♥♦%❡ ❘❊❈✭T(Σ, I)✮✱ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ 5❡❝♦♥♥❛✐//❛❜❧❡ /✉5 T(Σ, I)✳

A1

♣ A

❛

❝ A2

♣ A

❛

❜ A3

♣ A

5

❛

❝

❝

❛

❛

❝

❋✐❣✉5❡ ✸✳✶✿ ❚5♦✐/ ❛✉%♦♠❛%❡/ ■✲❞✐❛♠❛♥% A,B, C

❆✈❡❝ ❧❛ ♣5♦♣5✐6%6 ■✲❞✐❛♠❛♥% ♦♥ ❛ /✐ u ∼I v ❛❧♦5/ q
u

−→ q′ /✐ ❡% /❡✉❧❡♠❡♥% /✐ q
v

−→ q′✳ ❖♥

♣❡✉% ❞♦♥❝ /✐♠♣❧✐✜❡5 ❧❛ ♥♦%❛%✐♦♥ ♣❛5 q
[u]
−→ q′✳ ❊♥ ❢❛✐%✱ ♣♦✉5 ✉♥ ❛✉%♦♠❛%❡ ■✲❞✐❛♠❛♥% A✱ ♦♥ ❛

L(A) = [L(A)]✱ ❝✬❡/% > ❞✐5❡ A✉❡ L(A) ❡/% ❝❧♦/ ♣❛5 ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳

▲❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ 5❡❝♦♥♥❛✐//❛❜❧❡/ ❞❡ %5❛❝❡ ❡% ❧❡/ 56❣✉❧✐❡5/ ❞❡ %5❛❝❡/ ♥❡ /♦♥% ♣❛/ ♥6❝❡//❛✐5❡♠❡♥%

6❣❛✉①✳ L❛5 ❡①❡♠♣❧❡✱ /✐ ♦♥ ♣5❡♥❞ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ 56❣✉❧✐❡5 [(ab)∗]I /✉5 ❧✬❛❧♣❤❛❜❡% ❞❡ ❝♦♥❝✉55❡♥❝❡

(Σ, I) ❛✈❡❝ Σ = {a, b} ❡% I = {(a, b), (b, a)}✱ ❛❧♦5/ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ %5❛❝❡/ 5❡❝♦♥♥✉ ♣❛5 ❝❡

❧❛♥❣❛❣❡ ❡/% {u ∈ Σ∗ | |u|a = |u|b}✱ A✉✐ ♥✬❡/% ♣❛/ ✉♥ 5❡❝♦♥♥❛✐//❛❜❧❡ ✭❞❡ ♠♦%/✮✱ ❞♦♥❝ ♣❛/

♥♦♥ ♣❧✉/ ✉♥ 5❡❝♦♥♥❛✐//❛❜❧❡ ❞❡ %5❛❝❡/✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉%♦♠❛%❡ ■✲❞✐❛♠❛♥% ❡/% ✉♥ ❛✉%♦♠❛%❡

/✉5 ❧❡/ ♠♦%/✱ ❡% A✉✬♦♥ ❛ ❧✬6A✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡/ 56❣✉❧✐❡5/ /✉5 ❧❡/ ♠♦%/✱ ♦♥ ♣❡✉% ❞✐5❡ A✉❡ ❧❡/

5❡❝♦♥♥❛✐//❛❜❧❡/ ❞❡ %5❛❝❡/ /♦♥% ✐♥❝❧✉/ ❞❛♥/ ❧❛ ❝❧❛//❡ ❞❡/ ❧❛♥❣❛❣❡/ 56❣✉❧✐❡5/ ❞❡ %5❛❝❡/ ❝✲❛✲❞

REC(T(Σ, I)) ⊆ REG(T(Σ, I))✳
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❖❝❤♠❛♥(❦✐ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥. ♠♦♥.01 ❞❛♥( ❬❖❝❤✽✺❪ 6✉✬✐❧ ❡①✐(.❡ ✉♥❡ (♦✉(✲❝❧❛((❡ (②♥.❛①✐6✉❡ ❞❡(

❡①♣0❡((✐♦♥( 01❣✉❧✐>0❡( ❞❡ .0❛❝❡✱ ❛♣♣❡❧1❡ .0❛❝❡( ❝♦0❛.✐♦♥♥❡❧❧❡(✱ 6✉✐ ❝♦00❡(♣♦♥❞ ❛✉① 0❡❝♦♥♥❛✐((✲

❛❜❧❡(✳ ▲❡ ♣01❝1❞❡♥. ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛✐((❡ ✈♦✐0 6✉❡ ❧❡( ❜♦✉❝❧❡( ❝♦♥❝❡0♥❛♥. ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡. ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝.1

♣♦(❡♥. ♣0♦❜❧>♠❡✳ ❙♦✐. (Σ, D) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡. ❞❡ ❞1♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❯♥ ♠♦. u ∈ Σ ❡(. D − connexe
(✐ ❧❡ ❣0❛♣❤❡ (V,D|V×V )✱ ❞♦♥. ❧❡( (♦♠♠❡.( V (♦♥. ❧❡( ❧❡..0❡( ❞❡ u✱ ❡(. ❝♦♥♥❡①❡ ✶

✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✸ ❘❡♣#❡♥❛♥& ❧❡( ❡①❡♠♣❧❡( ❞❡ ❧❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✶ (✉# ❧✬❛❧♣❤❛❜❡& ❞✬✐♥❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ (Σ, I) =
({a, b, c}, {(a, c), (c, a)})✱ A1 ❡& A2 ♥❡ ❝♦##❡(♣♦♥❞❡♥& ♣❛( : ❞❡( ❛✉&♦♠❛&❡( ❞❡ ♠♦&( ❉✲❝♦♥♥❡①❡(

♣❛#❝❡ =✉✬✐❧( ❛✉&♦#✐(❡♥& ❞❡( ❜♦✉❝❧❡( ❞❡ ac✱ ❛✈❡❝ (a, c) ∈ I✳ ❊♥ #❡✈❛♥❝❤❡✱ A3 ❧✬❡(& ♣✉✐(=✉❡ ❧❛

(❡✉❧❡ ❜♦✉❝❧❡ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡( ❧❡&&#❡( a, b =✉✐ (♦♥& ❞6♣❡♥❞❛♥&(✳

❯♥❡ ❡①♣0❡((✐♦♥ 01❣✉❧✐>0❡ E ❡(. ❞✐.❡ (D−)corationnelle (✐✱ ♣♦✉0 ❝❤❛6✉❡ (♦✉(✲❡①♣0❡((✐♦♥ e
❞❡ ❊✱ .♦✉. u ∈ L(e) ❡(. ❉✲❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❡ 01(✉❧.❛. ❞✬❖❝❤♠❛♥(❦✐ ❝♦♥❝❡0♥❛♥. ❧❡( ❝♦0❛.✐♦♥♥❡❧❧❡(

(.✐♣✉❧❡ 6✉❡ ❝❡❧❧❡(✲❝✐ ❢♦0♠❡♥. ✉♥ (♦✉(✲❡♥(❡♠❜❧❡ (.0✐❝. ❞❡( .0❛❝❡( 0❛.✐♦♥♥❡❧❧❡( ❡. ❝♦00❡(♣♦♥❞❡♥.

I ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❧❛♥❣❛❣❡( 0❡❝♦♥♥❛✐((❛❜❧❡( ❞❡ .0❛❝❡(✳

✸✳✶✳✹ ❚%❛❝❡) ❡* +♦♠)❡*)

▲❡( .0❛❝❡( ♦♥. ♣❧✉(✐❡✉0( 0❡♣01(❡♥.❛.✐♦♥( 16✉✐✈❛❧❡♥.❡(✳ ■❧ ❡①✐(.❡ ♥♦.❛♠♠❡♥. ✉♥❡ 16✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥.0❡ .0❛❝❡ ❡. ♣♦♠(❡. ❬❇❑✾✶❪✳

❙♦✐. [L] ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ .0❛❝❡ (✉0 ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡. ❞❡ ❝♦♥❝✉00❡♥❝❡ (Σ, D) ❡. (♦✐. u ∈ Σ∗
✳ ❆❧♦0( ❧❛

.0❛❝❡ [u] ❡(. ♣01❝✐(1♠❡♥. ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❡①.❡♥(✐♦♥( ❧✐♥1❛✐0❡( LE(t) ❞✬✉♥ ♣♦♠(❡. t = (E,�, λ)✳
❈❡ ♣♦♠(❡. t (❛.✐(❢❛✐. ❧❡( ♣0♦♣0✐1.1( (✉✐✈❛♥.❡(✿

P1✿ ♣♦✉0 .♦✉( ❧❡( 1✈>♥❡♠❡♥.( e1, e2 ∈ E ❛✈❡❝ λ(e1)Dλ(e2)✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( e1 � e2 ♦✉

e2 � e1❀

P2✿ ♣♦✉0 .♦✉( ❧❡( 1✈>♥❡♠❡♥.( e1, e2 ∈ E ❛✈❡❝ e1 ⋖ e2✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( λ(e1)Dλ(e2)✳

P3✿ ♣♦✉0 .♦✉( ❧❡( 1✈1♥❡♠❡♥.( e✱ ↓ e ❡(. ✜♥✐✳

◆♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❞♦♥♥❡0 ✉♥❡ ♠❛♥✐>0❡ ❞❡ ❝♦♥(.0✉✐0❡ ❝❡ ♣♦♠(❡. ❞❡ (♦0.❡ 6✉✬✐❧ 0❡(♣❡❝.❡ ❝❡(

♣0♦♣0✐1.1(✳

❉*✜♥✐.✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ✭ΨD✮ ◆♦✉( ❞6✜♥✐((♦♥( ♣❛# ΨD : T(Σ, I) 7−→ P(Σ) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ =✉✐ :
&♦✉&❡ &#❛❝❡ [u] ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡& ❞❡ ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ (Σ, D) ❛((♦❝✐❡ (♦♥ ♣♦♠(❡& 6=✉✐✈❛❧❡♥& ΨD([u]) &❡❧
=✉❡ ΨD([u]) = (Eu,�u, λu) ♦A✿

• Eu = {0, . . . , |u| − 1}❀

• λu(i) = ui❀

• �u ❡(& ❧❛ ❢❡#♠❡&✉#❡ &#❛♥(✐&✐✈❡ ❞❡ ❧❛ #❡❧❛&✐♦♥ D= {(i, j) | i ≤ j ∧ (ui, uj) ∈ D} ♣♦✉#
&♦✉& i ❡& j ∈ [0, |n|[✱ ❝✬❡(& : ❞✐#❡ iD j ((✐ i ≤ j ❡& (ui, uj) ∈ D✳

▲❛ ✜❣✉0❡ ✸✳✷ ❡(. ✉♥ ❉❆● ❞❡ ♣♦♠(❡. ❞❡ ❧❛ .0❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✳

✶

❝✲❛✲❞ $✉❡❧( $✉❡ (♦✐❡♥, ❧❡( (♦♠♠❡,( ① ❡, ② ❞❡ ❱✱ ✐❧ ❡①✐(,❡ ✉♥❡ ✉♥❡ (✉✐,❡ ❞✬❛34,❡( ♣❡3♠❡,,❛♥, ❞✬❛,,❡✐♥❞3❡ ②

6 ♣❛3,✐3 ❞❡ ①✳
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a

b

c

a

b

c

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✿ ♣♦♠.❡/ &❡♣&0.❡♥/❛♥/ ❧❛ /&❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶

❇✐❡♥ :✉❡ /♦✉/❡ /&❛❝❡ ♣❡✉/ ;/&❡ &❡♣&0.❡♥/0❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦♠.❡/ 0:✉✐✈❛❧❡♥/✱ ❧✬✐♥✈❡&.❡ ♥✬❡./ ♣❛.

/♦✉❥♦✉&. ✈&❛✐✳ ❚♦✉/ ♣♦♠.❡/ ♥✬❡./ ♣❛. ❧✬0:✉✐✈❛❧❡♥/ ❞✬✉♥❡ /&❛❝❡ ❞❡ ▼❛③✉&❦✐❡✇✐❝③✳ ■❧ ❡./ .✐♠♣❧❡

❞❡ .✬❡♥ ❛♣❡&❝❡✈♦✐& ❡♥ ♣&❡♥❛♥/ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥/&❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣♦♠.❡/ ❛✈❡❝ ❛✉/♦✲❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❛✉:✉❡❧

❝❛. ♦♥ ✈✐♦❧❡&❛✐/ ❧❛ ♣&♦♣&✐0/0 P1✳

✸✳✶✳✺ ▲♦❣✐(✉❡ ❡+ ✈-.✐✜❝❛+✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡4 +.❛❝❡4

❖♥ ♣❡✉/ ❞0✜♥✐& ❞❡. ❢♦&♠✉❧❡. ▼❙❖ .✉& ❧❡. /&❛❝❡. ❛✈❡❝ ❧❡ ♠;♠❡ ❢♦&♠❛❧✐.♠❡ :✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐:✉❡ .✉&

❧❡. ♣♦♠.❡/. ❞♦♥♥0❡ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❯♥❡ /&❛❝❡ .❛/✐.❢❛✐/ ✉♥❡ ❢♦&♠✉❧❡ ▼❙❖ .✐ ❧❡ ♣♦♠.❡/

❛..♦❝✐0 .❛/✐.❢❛✐/ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ▼❙❖✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❬❊▼✾✸❪ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ -.❛❝❡0 L ⊆ T(Σ, I) ❡0- ▼❙❖✲❞4✜♥✐00❛❜❧❡ 0✐ ❡-

0❡✉❧❡♠❡♥- 0✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦-0 [L]I ❡0- ❞4✜♥✐00❛❜❧❡ ❡♥ ▼❙❖✳ ❆✐♥0✐✱ ❧❛ ❧♦❣✐>✉❡ ▼❙❖ 0✉. ❧❡0

-.❛❝❡0 ❛ ❧❡ ♠?♠❡ ♣♦✉✈♦✐. ❞✬❡①♣.❡00✐♦♥ >✉❡ ❧❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0 .4❣✉❧✐❡.0 ❞❡ -.❛❝❡0✳

■❧ ❡./ ❛✉..✐ ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ ❞0✜♥✐& .✉& ❧❡. /&❛❝❡. ❞❡. ❧♦❣✐:✉❡. ♠♦✐♥. ❡①♣&❡..✐✈❡. ❝♦♠♠❡ ❧❛

❧♦❣✐:✉❡ ❋❖✳ ■❧ ❛ 0/0 0♥♦♥❝0 ❧L ❡♥❝♦&❡ ❞❛♥. ❬❊▼✾✸❪ :✉❡ ❝❡//❡ ❧♦❣✐:✉❡ ❛ ❧❡ ♠;♠❡ ♣♦✉✈♦✐&

❞✬❡①♣&❡..✐♦♥ :✉❡ ❧❡. ❧❛♥❣❛❣❡. &0❣✉❧✐❡&. .❛♥. 0/♦✐❧❡ ❞❡ /&❛❝❡.✳

❉❡. ❧♦❣✐:✉❡. /❡♠♣♦&❡❧❧❡. ♣❡✉✈❡♥/ ❛✉..✐ ❞0❝&✐&❡ ❞❡. /&❛❝❡.✳ ■❧ ❡①✐./❡ ❞❡✉① ❛♣♣&♦❝❤❡. ♣♦✉&

❝❡. ❧♦❣✐:✉❡.✿

• ▲❡. ❧♦❣✐:✉❡. :✉✐ ♣❛&❧❡♥/ ❞✬0/❛/. ❣❧♦❜❛✉① ❞✉ .②./U♠❡✱ ❝✬❡./✲L✲❞✐&❡ :✉✐ .✬0✈❛❧✉❡♥/ .✉& ❧❡.

♣&0✜①❡. ❞✬✉♥❡ /&❛❝❡ ✭♦✉ ❝♦♥✜❣✉&❛/✐♦♥✮✳ ❈❡. ❧♦❣✐:✉❡. .♦♥/ ❛♣♣❡❧0❡. ❧♦❣✐:✉❡. /❡♠♣♦&❡❧❧❡.

❣❧♦❜❛❧❡.✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡. ♣❧✉. ❝♦♥♥✉❡ ❡./ LTrL ❬❚❲✵✷❪ :✉✐ ♣❡&♠❡/ ❧✬✉/✐❧✐.❛/✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐/0.

❞❛♥. ❧❡ ♣❛..0✳ ❈❡. ♠♦❞❛❧✐/0. ♥❡ &❛❥♦✉/❡♥/ ♣❛. ❞✬❡①♣&❡..✐✈✐/0 L ▲❚▲ ❝♦♠♠❡ ♣&♦✉✈0 ❞❛♥.

❬❉●✵✷❪✳

• ▲❡. ❧♦❣✐:✉❡. :✉✐ .✬0✈❛❧✉❡♥/ .✉& ❧❡. 0✈0♥❡♠❡♥/. ❞❡. /&❛❝❡.✱ ❞✐/❡. ❧♦❣✐:✉❡. ❧♦❝❛❧❡.✳ ❉✐❡❦❡&/

❡/ ●❛./✐♥ ♦♥/ ♠♦♥/&0 :✉❡ ❝❡. ❧♦❣✐:✉❡. .♦♥/ 0:✉✐✈❛❧❡♥/❡. L ❋❖ ❬❉●✵✻❪✳

❈❡. ❞❡✉① ❛♣♣&♦❝❤❡. .♦♥/ 0:✉✐✈❛❧❡♥/❡. ❞✉ ♣♦✐♥/ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉& ♣♦✉✈♦✐& ❡①♣&❡..✐❢✳ ◆0❛♥♠♦✐♥.

❧❡. ❧♦❣✐:✉❡. ❣❧♦❜❛❧❡. ♦♥/ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐/0 ♣❧✉. ❣&❛♥❞❡ ❡/ .♦♥/ ♠;♠❡ .♦✉✈❡♥/ ✐♥❞0❝✐❞❛❜❧❡ ❬^❡♥✾✷✱

❆^✾✾❪✳ ❲❛❧✉❦✐❡✇✐❝③ ❛ ♠♦♥/&0 ❞❛♥. ❬❲❛❧✾✽❪ :✉❡ ▲❚&▲ ❡./ ♥♦♥✲0❧0♠❡♥/❛✐&❡✳

❆✈❡❝ ❧❡. ❧♦❣✐:✉❡. ❧♦❝❛❧❡.✱ ❧❡. ♣&♦❜❧U♠❡. ❞❡ .❛/✐.✜❛❜✐❧✐/0 ❡/ ❞❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛..♦❝✐0.

.♦♥/ ❡♥ ❣0♥0&❛❧ ❞0❝✐❞❛❜❧❡. ❡♥ ^❙^❆❈❊✳ ❖♥ ❞✐./✐♥❣✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛&/✐❡. ❞❛♥. ❝❡//❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✱

❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ .0♠❛♥/✐:✉❡ ❝❤♦✐.✐❡ ♣♦✉& ❧✬♦♣0&❛/❡✉& ❞0❝&✐✈❛♥/ ❝❡ :✉✐ .❡ ♣❛..❡&❛ ❛♣&U. ✉♥

0✈0♥❡♠❡♥/✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦a ❧✬♦♣0&❛/❡✉& ❝❤♦✐.✐ ❡./ ❡①✐./❡♥/✐❡❧ ✭❝✬❡./ L ❞✐&❡ :✉❛♥❞ ♦♥ ♣❡✉/



✸✽❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

❡①♣%✐♠❡% (✉❡ ❞❡+ ♣%♦♣%✐-.-+ ❞✉ .②♣❡ ✧✐❧ ❡①✐+.❡ ✉♥❡ ❝❤❛6♥❡ ❞❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ (✉✐ ♠7♥❡ 8 ✉♥

-✈-♥❡♠❡♥. -.✐(✉❡.- ♣❛% ❛✧✮ ❆❧✉% ❡. ❛❧✳ ♦♥. ❞-✜♥✐ ❧❛ ❧♦❣✐(✉❡ ❚▲❈ ❞♦♥. ❧❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣

❡. ❧❛ +❛.✐+✜❛❜✐❧✐.- ❡. +♦♥. ❞❛♥+ E❙E❆❈❊ ❬❆EE✾✺❪✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦M ❧✬♦♣-%❛.❡✉% ❡+. ✉♥✐✈❡%+❡❧✱

❉✐❡❦❡%. ❡. ●❛+.✐♥ ♣%♦♣♦+❡♥. ❧❛ ❧♦❣✐(✉❡ LocTL(EX,U) ❬❉●✵✶❪ (✉✐ ♥✬✉.✐❧✐+❡ ❝❡%.❡ (✉❡ ❞❡✉①

♠♦❞❛❧✐.-+ EX ❡. U ♥❡ ♣❡%♠❡..❛♥. ♣❛+ ❞✬❡①♣%✐♠❡% .♦✉.❡+ ❧❡+ ❢♦%♠✉❧❡+ ❞✉ ♣%❡♠✐❡% ♦%❞%❡✱ ♠❛✐+

❞♦♥. ❧❡ ♣%♦❜❧7♠❡ ❞❡ +❛.✐+✜❛❜✐❧✐.- ❡+. E❙E❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡.✳ ●❛+.✐♥ ❡. ▼✉❦✉♥❞ ♦♥. ♣❛% ❧❛ +✉✐.❡

♣%♦♣♦+-✱ ❞❛♥+ ❬❉●✵✷❪✱ ✉♥❡ ❧♦❣✐(✉❡ (✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐.- U ❞❡ LocTL(EX,U) ❛✜♥ ❞✬V.%❡

♣❧✉+ ❡①♣%❡++✐✈❡ .♦✉. ❡♥ ❝♦♥+❡%✈❛♥. ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐.-✳

■❧ ❛ -.- ♠♦♥.%- ❡♥✜♥ ❞❛♥+ ❬●❑✵✸❪ ✭●❛+.✐♥ ❡. ❑✉+❦❡✮ (✉❡ ❝❡+ ♣%♦❜❧7♠❡+ ❞❡ ❞-❝✐+✐♦♥ +✉%

❧❡+ .%❛❝❡+ ♣♦✉✈❛✐❡♥. +❡ %-❞✉✐%❡ 8 ❧❛ +❛.✐+✜❛❜✐❧✐.- ❡. ❛✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡ ❧♦❣✐(✉❡+ .❡♠♣♦%❡❧❧❡+

❞-✜♥✐++❛❜❧❡+ ❡♥ ▼❙❖ ❡. %❡+.❛♥. ❞❛♥+ E❙E❆❈❊✳

✸✳✷ ▲❡% ♣♦♠%❡)% %*+✐❡✲♣❛+❛❧❧0❧❡%

❚♦✉❥♦✉%+ ❞❛♥+ ❧✬♦♣.✐(✉❡ ❞❡ ♠♦❞-❧✐+❡% ❧❛ ❝♦♥❝✉%❡♥❝❡✱ ▲♦❞❛②❛ ❡. ❲❡✐❧ ♦♥. -.❡♥❞✉ ❧❛ .❤-♦%✐❡

❝❧❛++✐(✉❡ ❞❡+ ❛✉.♦♠❛.❡+ ❞❡ ♠♦.+ ❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡+ ❞❡ ♣♦♠#❡%# #&'✐❡✲♣❛'❛❧❧,❧❡# ❬▲❲✾✽✱ ▲❲✵✵❪✳ ■❧+

+❡ +♦♥. ❜❛+-+ +✉% ✉♥❡ ❝❧❛++❡ ❞✬❛✉.♦♠❛.❡ (✉✬✐❧+ ♦♥. ❛♣♣❡❧- ❛✉%♦♠❛%❡# ❜'❛♥❝❤❛♥%# ❡. ♦♥. ♣%♦✉✈-

❞❡+ %-+✉❧.❛.+ ❛♥❛❧♦❣✉❡+ ❛✉① .❤-♦%7♠❡+ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❡. ❞❡ ❇^❝❤✐✳

✸✳✷✳✶ $♣✲♣♦♠$❡*

❯♥ ♣♦♠+❡. +-%✐❡+✲♣❛%❛❧❧7❧❡+ ♦✉ #♣✲♣♦♠#❡% ♣♦✉% ❛❜%-❣❡%✱ ♣❡✉. V.%❡ ❞-✜♥✐ ❝♦♠♠❡ +✉✐.✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❯♥ #♣✲♣♦♠#❡% ❡#% ✉♥ ♣♦♠#❡% ✈✐❞❡ ♦✉ ✉♥ ♣♦♠#❡% ♣♦✉✈❛♥% 5%'❡ ♦❜%❡♥✉ 6

♣❛'%✐' ❞✬✉♥❡ #✉✐%❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣'♦❞✉✐%# #&9✉❡♥%✐❡❧# ❡% ♣❛'❛❧❧,❧❡# 6 ♣❛'%✐' ❞❡ ♣♦♠#❡%# #✐♥❣❧❡%♦♥✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞-✜♥✐ ❝❡+ ♦♣-%❛.✐♦♥+ ♣%♦❞✉✐.+ ♣❛%❛❧❧7❧❡+ ❡. +-(✉❡♥.✐❡❧+ ❞❛♥+ ❧❛ +❡❝.✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ E♦✉%

❝❡..❡ ❞❡%♥✐7%❡✱ ♥♦✉+ -❝%✐%♦♥+ ♣❛% ♠♦♠❡♥.+ p1.p2 ♦✉ p1p2 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ p1 • p2 ♣♦✉% ❧❡ ♣%♦❞✉✐.

+-(✉❡♥.✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦♠+❡.+ p1 ❡. p2✳

(x1) (x2)

(x3) (x4)

❋✐❣✉%❡ ✸✳✸✿ E♦♠+❡. ◆

❆❧.❡%♥❛.✐✈❡♠❡♥.✱ ✉♥ ♣♦♠+❡. +-%✐❡✲♣❛%❛❧❧7❧❡ ♣❡✉. V.%❡ ❞-✜♥✐ ❡♥ .❛♥. (✉❡ ♣♦♠#❡% ◆✲❢'❡❡

❬❱❚▲✼✾✱ ●%❛✽✶❪✳ ❯♥ ♣♦♠+❡. ❡+. ◆✲❢%❡❡ +✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥.✐❡♥. ♣❛+ ❧❡ ♣♦♠+❡. N = (EN ,�N)
%❡♣%-+❡♥.- ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✸❀ ♣❧✉+ ❢♦%♠❡❧❧❡♠❡♥. +✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥.✐❡♥. ♣❛+ ✹ -❧-♠❡♥.+ ❞✐+.✐♥❝.+

x1, x2, x3, x4 .❡❧+ (✉❡ ❧❡+ +❡✉❧❡+ %❡❧❛.✐♦♥+ ❞✬♦%❞%❡ +♦♥.✿ x1 ≺ x3, x2 ≺ x3, x2 ≺ x4 ✭♣❡✉ ✐♠♣♦%.❡

❧✬-.✐(✉❡..❡✮✳
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▲❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✹ '❡♣',-❡♥/❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦♠-❡/ -,'✐❡✲♣❛'❛❧❧7❧❡✳ ■❧ ♣❡✉/ -✬,❝'✐'❡ ❡♥ a.(b ‖
c).a✳ ❯♥ ♣♦♠-❡/ '❡♣',-❡♥/❛♥/ ✉♥ -②-/7♠❡ ❞❡ ♣'♦❞✉❝/❡✉'✲❝♦♥-♦♠♠❛/❡✉' ✭❝❢ ✷✳✺✮ ♥✬❡-/ ♣❛'

❝♦♥/'❡ ♣❛- ✉♥ ♣♦♠-❡/ -,'✐❡✲♣❛'❛❧❧7❧❡✳ ❖♥ ♥♦/❡ SP(Σ) ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ♣♦♠-❡/- -,'✐❡✲♣❛'❛❧❧7❧❡-

❛

❜

❝

❛

❋✐❣✉'❡ ✸✳✹✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ -♣✲♣♦♠-❡/

-✉' Σ✳
SP(Σ) ♣❡✉/ G/'❡ ❣,♥,'❛❧✐-, ❡♥ ❛❧❣7❜'❡ ❞❡ -,'✐❡✲♣❛'❛❧❧7❧❡ ❬▲❲✵✵❪✳ ❯♥❡ ❛❧❣7❜'❡ ❞❡ -,'✐❡✲

♣❛'❛❧❧7❧❡ ✭♦✉  ♣✲❛❧❣&❜(❡✮ ❡-/ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ S ♠✉♥✐ ❞❡- ♦♣,'❛/✐♦♥- . ❡/ ‖ ♦L (S, .) ❡-/ ✉♥ -❡♠✐✲

❣'♦✉♣❡ ✭❝✬❡-/ M ❞✐'❡ N✉❡ ❧❡ ♣'♦❞✉✐/ -,N✉❡♥/✐❡❧ . ❡-/ ❛--♦❝✐❛/✐❢✮ ❡/ (S, ‖) ❡-/ ✉♥ -❡♠✐✲❣'♦✉♣❡

❝♦♠♠✉/❛/✐❢ ✭❧❡ ♣'♦❞✉✐/ ♣❛'❛❧❧7❧❡ ‖ ❡-/ ❡♥ ♣❧✉- ❝♦♠♠✉/❛/✐❢✮✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ❝❡//❡ ❣,♥,'❛❧✐✲

-❛/✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉/ '❡♠❛'N✉❡' N✉❡ ❧❡ ♣♦♠-❡/ ✈✐❞❡ ♥✬❛♣♣❛'/✐❡♥/ ♣❛- M SP(Σ)✳ ❊♥ ❢❛✐/ SP(Σ) ❡-/
✭✐-♦♠♦'♣❤❡ M✮ ✉♥ ❛❧❣7❜'❡ ❞❡ -,'✐❡✲♣❛'❛❧❧7❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

❯♥ /❡'♠❡ ❞✬✉♥ -♣✲❛❧❣❡❜'❡ ❡-/ ❛♣♣❡❧,  ♣✲*❡(♠❡ ❡/ ❞,-✐❣♥❡ ❞♦♥❝ ♣❛' ✐-♦♠♦'♣❤✐-♠❡ ✉♥ -♣✲

♣♦♠-❡/✳ ❯♥ -♣✲/❡'♠❡ ❡-/ ❞✐/ -,N✉❡♥/✐❡❧ -✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉/ ♣❛- G/'❡ ,❝'✐/ -♦✉- ❢♦'♠❡ ❞❡ ♣'♦❞✉✐/

♣❛'❛❧❧7❧❡✱ ❡/ ♣❛'❛❧❧7❧❡ -✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉/ ♣❛- G/'❡ ,❝'✐/ -♦✉- ❢♦'♠❡ -,N✉❡♥/✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ❧❛'❣❡✉' wd(t)
❞✬✉♥ -♣✲/❡'♠❡ t ❡-/ ❞,✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝/✐✈❡♠❡♥/ ♣❛'✿

✲ wd(t) = 1 -✐ / ❡-/ ✉♥❡ ❧❡//'❡

✲ wd(t)❂max{wd(t1), wd(t2)} -✐ t = t1.t2

✲ wd(t)❂wd(t1) + wd(t2) -✐ t = t1 ‖ t2

❖♥ ♣❡✉/ ❡♥ ❞✬❛✉/'❡- /❡'♠❡- ❞,✜♥✐' wd(t) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛'❞✐♥❛❧✐/, ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡- ❛♥/✐❝❤❛✐♥❡- ❞✉

-♣✲♣♦♠-❡/ t✳ ❉❛♥- ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✹ wd(t) = 2✳

✸✳✷✳✷ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ )*+✐❡)✲♣❛+❛❧❧0❧❡)

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ -,'✐❡-✲♣❛'❛❧❧7❧❡- ♦✉  ♣✲❧❛♥❣❛❣❡ ❡-/ ✉♥ -♦✉- ❡♥-❡♠❜❧❡ L ❞❡ SP(Σ) ♥❡ ❝♦♥/❡♥❛♥/

♣❛- ❧❡ ♣♦♠-❡/ ✈✐❞❡✳ ❯♥ -♣✲❧❛♥❣❛❣❡ L ❡-/ ❞✐/ ❞❡ ❧❛'❣❡✉' ❜♦'♥,❡ -✬✐❧ ❡①✐-/❡ ✉♥ k ∈ N /❡❧ N✉❡

wd(t) ≤ k ♣♦✉' /♦✉/ t ∈ L✳
▲♦❞❛②❛ ❡/ ❲❡✐❧ ♦♥/ ✐♥/'♦❞✉✐/ ♣❧✉-✐❡✉'- ❝❧❛--❡- ❞✬❡①♣'❡--✐♦♥- '❛/✐♦♥♥❡❧❧❡- ♣♦✉' ❞❡- ❡♥-❡♠✲

❜❧❡- ❞❡ -♣✲♣♦♠-❡/-✳ T♦✉' ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥-✐❞7'❡ ✉♥ ❝❡'/❛✐♥ ♥♦♠❜'❡ ❞✬♦♣,'❛/✐♦♥- -✉' ❧❡- ❡♥-❡♠❜❧❡-

❞❡ -♣✲♣♦♠-❡/-✳ ❙♦✐❡♥/ S, T ⊆ SP(Σ)✱ ♦♥ ❞,✜♥✐/✿

S · T := {s · t | s ∈ S, t ∈ T}✱

S ‖ T := {s ‖ t | s ∈ S, t ∈ T}✱
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S + T := S ∪ T ✳

S∗ := {s1 · s2 · · · · sn | n ≥ 1, si ∈ S} ✿❧✬✐'()❛'✐♦♥ -(.✉❡♥'✐❡❧❧❡ ✭('♦✐❧❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✮✱

S := {s1‖s2‖s3 · · · ‖sn | n ≥ 1, si ∈ S} ✿❧✬✐'()❛'✐♦♥ ♣❛)❛❧❧7❧❡✳

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ SP(Σ) ❡-' )❛'✐♦♥♥❡❧ -✬✐❧ ♣❡✉' :')❡ ❝♦♥-')✉✐' < ♣❛)'✐) ❞❡ -♦✉- ❡♥-❡♠❜❧❡

✜♥✐- ❞❡ SP(Σ) ♣❛) ❧❡- ♦♣()❛'✐♦♥- +, ·, ‖, ∗✱ ❡' ✳ ■❧ ❡-' ❢❛✐❜❧❡♠❡♥' )❛'✐♦♥♥❡❧ -✐ ❧✬♦♣()❛'✐♦♥

 ❡-' ❛♣♣❧✐.✉(❡ ❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡- ❞❡ ❧❛ ❢♦)♠❡ K · L✱ -❡✉❧❡♠❡♥'✳ ■❧ ❡-' ❡♥✜♥ -()✐❡✲)❛'✐♦♥♥❡❧ -✐ ✐❧

♣❡✉' :')❡ ❝♦♥-')✉✐' < ♣❛)'✐) ❞❡- ❧❡'')❡- ❡♥ ✉'✐❧✐-❛♥' ❞❡- ✉♥✐♦♥-✱ ❞❡- ♣)♦❞✉✐'- -(.✉❡♥'✐❡❧-✱ ❞❡-

♣)♦❞✉✐'- ♣❛)❛❧❧7❧❡- ❡' ❞❡- ✐'()❛'✐♦♥- -(.✉❡♥'✐❡❧❧❡-✱ -❛♥- ❞♦♥❝ ❧✬✐'()❛'✐♦♥ ♣❛)❛❧❧7❧❡✳ D❛) ❡①❡♠♣❧❡

(a ‖ a) ❡-' )❛'✐♦♥♥❡❧ ❡' ♥♦♥ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥' )❛'✐♦♥♥❡❧ ❡' a ❡-' ❢❛✐❜❧❡♠❡♥' )❛'✐♦♥♥❡❧ ♠❛✐- ♥♦♥

-()✐❡-✲)❛'✐♦♥♥❡❧❧❡-✳

D✉✐-.✉❡ ❞❛♥- ❧❛ ❝♦♥-')✉❝'✐♦♥ ❞❡- ❧❛♥❣❛❣❡- -()✐❡-✲)❛'✐♦♥♥❡❧❧❡- ❧❡- ✐'()❛'✐♦♥- ♣❛)❛❧❧7❧❡- ♥❡

♣❡✉✈❡♥' ♣❛- ❛♣♣❛)❛F')❡✱ ♣♦✉) '♦✉' ❧❛♥❣❛❣❡ -()✐❡-✲)❛'✐♦♥♥❡❧❧❡- L ✐❧ ❡①✐-'❡ ✉♥ n ∈ N ❛✈❡❝

wd(t) ≤ n ♣♦✉) '♦✉' t ∈ L✱ ❝✬❡-'✲<✲❞✐)❡ '♦✉' ❧❛♥❣❛❣❡ -()✐❡-✲)❛'✐♦♥♥❡❧❧❡- ❡-' ❞❡ ❧❛)❣❡✉) ❜♦)♥(❡✳
■❧ -❡)❛✐' ✐♥'()❡--❛♥' < ❝❡ -'❛❞❡ ❞❡ -❡ ❞❡♠❛♥❞❡) -✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♥♦'✐♦♥ ❞❡ )❡❝♦♥♥❛✐--❛❜✐❧✐'(✳

❉❛♥- ❧❡ ❝❛❞)❡ ❛❧❣(❜)✐.✉❡✱ REC(SP(Σ)) ❡-' ❜✐❡♥ ❞(✜♥✐✱ ♣♦✉) ❧❡- -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡- ❞❡ Σ+
✱

❝✬❡-' ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ✉-✉❡❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶ (ab) ❡!" #❡❝♦♥♥✉ ♣❛# ✉♥ ♠♦#♣❤✐!♠❡ ❞❛♥! ❧❡ sp✲❛❧❣1❜#❡ ❞❡ 3✉❛"#❡ 4❧4♠❡♥"!

{a, b, c, 0} ♦5 ❝❤❛3✉❡ ♣#♦❞✉✐" !43✉❡♥"✐❡❧ ❡!" 0✱ ❡①❝❡♣"4 ♣♦✉# ab = c❀ ❡" ❝❤❛3✉❡ ♣#♦❞✉✐" ♣❛#❛❧❧1❧❡

❡!" 0 ❡①❝❡♣"4 ♣♦✉# c‖c = c✳

▲❡- -♣✲❧❛♥❣❛❣❡- ❞❡ ❧❛)❣❡✉) ❜♦)♥(❡ -♦♥' ✉♥❡ ❝❧❛--❡ ✧)♦❜✉-'❡✧ ❞❡ sp✲❧❛♥❣❛❣❡-✱ ❞❛♥- ❧❡ -❡♥-

♦K ✐❧- ♦♥' ✉♥❡ ❝❛)❛❝'()✐-❛'✐♦♥ ❛❧❣(❜)✐.✉❡✿ ♦♥ ♣❡✉' ❞(❝✐❞❡) -✐ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ )❡❝♦♥♥❛✐--❛❜❧❡ L ❛

✉♥❡ ❧❛)❣❡✉) ❜♦)♥(❡ ❡♥ ✐♥-♣❡❝'❛♥' -♦♥ ♠♦)♣❤✐-♠❡ -②♥'❛①✐.✉❡ ✭♠♦)♣❤✐-♠❡ ❝❛♥♦♥✐.✉❡ ❞❛♥- ❧❛

sp✲❛❧❣7❜)❡ )❡❝♦♥♥❛✐--❛♥' L✮✳
▲♦❞❛②❛ ❡' ❲❡✐❧ ♦♥' ♠♦♥')( ❞❛♥- ❬▲❲✵✵❪ .✉❡ -✐ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ SP(Σ) ❛ ✉♥❡ ❧❛)❣❡✉)

❜♦)♥(❡✱ ❛❧♦)- L ∈ REC(SP(Σ)) -✐ ❡' -❡✉❧❡♠❡♥' -✐ L ❡-' -()✐❡✲)❛'✐♦♥♥❡❧❧❡✳

D♦✉✈♦♥-✲♥♦✉- ')♦✉✈❡) ❞❡- ❝❛)❛❝'()✐-❛'✐♦♥- ♣♦✉) ❧❛ )❡❝♦♥♥❛✐--❛❜✐❧✐'( -♦✉- ❢♦)♠❡ ❞✬❛✉'♦♠❛'❡-❄

❈❡❝✐ -❡)❛✐' ✐♥'()❡--❛♥' ♥♦'❛♠♠❡♥' ♣♦✉) ('❛❜❧✐) ❧❛ )❡❧❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ '❤(♦)7♠❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✳

✸✳✷✳✸ ▲❡% ❛✉(♦♠❛(❡% ❞❡ ❜-❛♥❝❤❡♠❡♥(

▲❡- ❛✉'♦♠❛'❡- ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥' ♦♥' ('( ✐♥')♦❞✉✐'- ♣❛) ▲♦❞❛②❛ ❡' ❲❡✐❧ ♣♦✉) ❛❝❝❡♣'❡) ❞❡-

-♣✲♣♦♠-❡'-✿

❉+✜♥✐/✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❯♥ ❛✉"♦♠❛"❡ ❜#❛♥❝❤❛♥" ❡!" ✉♥ "✉♣❧❡ A = (Q, Ts, Tf , Tj, I, F ) ♦5✿

❙ ❡!" ✉♥ ❡♥!❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬4"❛"!✱

I ⊆ Q ❡" F ⊆ Q !♦♥" #❡!♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" ❞❡! ❡♥!❡♠❜❧❡! ❞✬4"❛"! ✐♥✐"✐❛✉① ❡" ❞✬4"❛"! ❛❝❝❡♣✲

"❛♥"!✱

Ts ⊆ Q× Σ×Q ❡!" ❧✬❡♥!❡♠❜❧❡ ❞❡! "#❛♥!✐"✐♦♥! !43✉❡♥"✐❡❧❧❡!✱

Tf ⊆ Q× (Q×Q) ❡!" ❧✬❡♥!❡♠❜❧❡ ❞❡! "#❛♥!✐"✐♦♥! ❞✬❡♠❜#❛♥❝❤❡♠❡♥"✱ ❡"
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Tj ⊆ (Q×Q)×Q ❡!" ❧✬❡♥!❡♠❜❧❡ ❞❡! ")❛♥!✐"✐♦♥! ❞❡ ❥♦✐♥"✉)❡✳

▲❛ ❞%✜♥✐)✐♦♥ ✐♥✐)✐❛❧❡ ❞❡- ❛✉)♦♠❛)❡- ❞❡ ❜1❛♥❝❤❡♠❡♥) ❞❛♥- ❬▲❲✾✽❪ ❡-) ❧%❣:1❡♠❡♥) ❞✐✛%1❡♥)❡

❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✈✉ >✉✬✐❧- ♦♥) %)% ✐♥)1♦❞✉✐)- ❞❛♥- ✉♥❡ ❢♦1♠❡ ❧%❣:1❡♠❡♥) ♣❧✉- ❣%♥%1❛❧❡ ♣❡1♠❡))❛♥)

❧❡ ❜1❛♥❝❤❡♠❡♥) ❞❡ ♣❧✉- ❞❡ ❞❡✉① -♦✉-✲♣1♦❝❡--✉-✳ ▼❛✐- ❧❛ ❞%✜♥✐)✐♦♥ ❞♦♥♥%❡ ✐❝✐✱ ♣❧✉- -♦✉✈❡♥)

✉)✐❧✐-%❡ ♣❛1 ❑✉-❦❡✱ ❛ ❧❡ ♠H♠❡ ♣♦✉✈♦✐1 ❞✬❡①♣1❡--✐♦♥✳

❱✉ >✉❡ ❧❡- ❛✉)♦♠❛)❡- ❞❡ ❜1❛♥❝❤❡♠❡♥) ♠❛1❝❤❡♥) -✉1 ❧❡- -♣✲♣♦♠-❡)-✱ ❧❡✉1- ❡①%❝✉)✐♦♥-

♣❡✉✈❡♥) H)1❡ ❞%✜♥✐❡- ♣❛1 ✐♥❞✉❝)✐♦♥ -✉1 ❧❛ ❝♦♥-)1✉❝)✐♦♥ ❞❡- -♣✲♣♦♠-❡)- J ♣❛1)✐1 ❞✬✉♥ ♣♦♠-❡)

-✐♥❣❧❡)♦♥ ♣❛1 ♣1♦❞✉✐)- -%>✉❡♥)✐❡❧- ❡) ♣❛1❛❧❧:❧❡-✳

❙♦✐❡♥) p, r ∈ Q ❞❡- %)❛)- ❞✬✉♥ ❛✉)♦♠❛)❡ ❞❡ ❜1❛♥❝❤❡♠❡♥) A ❡) -♦✐) a ❧✬%)✐>✉❡))❡ ❞✉ ♣♦♠-❡)

-✐♥❣❧❡)♦♥ ❞❡ ❞%♣❛1)✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❡①%❝✉)✐♦♥ ❞❡ p J r -✉1 a ✭❞%♥♦)% p
a
→ r✮--✐ (p, a, r) ∈ Ts✳

▼❛✐♥)❡♥❛♥) -♦✐❡♥) s, t ❞❡- -♣✲♣♦♠-❡)-✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❡①%❝✉)✐♦♥ p
s·t
→ r --✐ ✐❧ ❡①✐-)❡ ✉♥ %)❛) q ∈ Q

❡) ❞❡- ❡①%❝✉)✐♦♥- p
s
→ q ❡) q

t
→ r✳ ■❧ ② ❛ ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ p

s‖t
→ r --✐ ✐❧ ❡①✐-)❡ ❞❡- %)❛)-

p1, p2, r1, r2 ∈ Q✱ ✉♥❡ )1❛♥-✐)✐♦♥ ❞✬❡♠❜1❛♥❝❤❡♠❡♥) (p, (p1, p2)) ∈ Tf ✱ ❞❡- ❡①%❝✉)✐♦♥- p1
s
→ r1

❡) p2
t
→ r2✱ ❡) ✉♥❡ )1❛♥-✐)✐♦♥ ❞❡ ❥♦✐♥)✉1❡ ((r1, r2), r) ∈ Tj✳ ❈❡))❡ ❞%✜♥✐)✐♦♥ ❡-) ✈✐-✉❛❧✐-%❡ ❞❛♥-

❧❛ ❋✐❣✉1❡ ✸✳✺✳

p

p1

p2

r1

r

r2

-

)

❋✐❣✉1❡ ✸✳✺✿ ❯♥❡ ❡①%❝✉)✐♦♥ ♣♦✉1 s‖t

❯♥ -♣✲♣♦♠-❡) s ❡-) ❛❝❝❡♣)% ♣❛1 A --✐ ✐❧ ❡①✐-)❡ p ∈ I ❡) q ∈ F ❡) ✉♥❡ ❡①%❝✉)✐♦♥ p
s
→ q✳

W❛1 L(A) ♥♦✉- ❞%♥♦)♦♥- ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- -♣✲♣♦♠-❡)- ❛❝❝❡♣)%- ♣❛1 A✳

▲♦❞❛②❛ ❡) ❲❡✐❧ ♦♥) ♠♦♥)1% ❧❡- 1❡❧❛)✐♦♥- -✉✐✈❛♥)❡- ♠❡))❛♥) ❡♥ ❥❡✉ ❧❡- ❝♦♥❝❡♣)- ✐♥)1♦❞✉✐)-

❥✉->✉✬✐❝✐✿

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✷✳✶ ✭❬▲❲✵✵❪✮ ❙♦✐" L ⊆ SP(Σ)✳ ❆❧♦)! ❧❡! 2❧2♠❡♥"! !✉✐✈❛♥"! !♦♥" 24✉✐✈❛❧❡♥"!✿

✶✳ L ❡!" !2)✐❡✲)❛"✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✷✳ L ❡!" ❛❧❣2❜)✐4✉❡♠❡♥" )❡❝♦♥♥❛✐!!❛❜❧❡✳

✸✳ L ♣❡✉" =")❡ ❛❝❝❡♣"2 ♣❛) ✉♥ ❛✉"♦♠❛"❡ ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥"✳

✹✳ L ❡!" ❞❡ ❧❛)❣❡✉) ❜♦)♥2❡✳
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❆ ♣❛%&✐% ❞❡ ❧+✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥& ✐♥&/%❡00❛♥& ❞❡ ❝♦♠♣❧/&❡% ❝❡&&❡ &❤/♦%✐❡ ❝♦♥❝❡%♥❛♥& ❧❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0

%❡❝♦♥♥❛✐00❛❜❧❡0 ❞❡0 0♣✲♣♦♠0❡&0 ❞❛♥0 ❧✬❡0♣%✐& ❞✉ &❤/♦%:♠❡ ❞❡ ❇<❝❤✐✱ ❝✬❡0&✲+✲❞✐%❡✱ ✈♦✐% ❝♦♠♠❡♥&

%❛♣♣♦%&❡% ❧❛ ♣✉✐00❛♥❝❡ ❡①♣%❡00✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐>✉❡ ♠♦♥❛❞✐>✉❡ ❞❡ 0❡❝♦♥❞ ♦%❞%❡ + ❝❡& ❛✉&♦♠❛&❡

❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥&✳

✸✳✷✳✹ ▲♦❣✐(✉❡ ▼❙❖ .✉/ ❧❡. .♣✲♣♦♠.❡4.

▲❛ ❧♦❣✐>✉❡ ▼❙❖ 0✉% ❧❡0 0♣✲♣♦♠0❡&0 ❛ /&/ ❧✬♦❜❥❡& ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉0❡0 /&✉❞❡0 ♠❡♥/❡0 ♣❛% ❑✉0❦❡

❞❛♥0 ❬❑✉0✵✵❜✱ ❑✉0✵✵❛✱ ❑✉0✵✶✱ ❑✉0✵✷❪✳ ◆♦✉0 ❞♦♥♥♦♥0 ✐❝✐ ❞✐%❡❝&❡♠❡♥& 0❡0 ♣%✐♥❝✐♣❛✉① %/0✉❧&❛&0

❝♦♥❝❡%♥❛♥& ❧❛ ❞/✜♥✐00❛❜✐❧✐&/ ❧♦❣✐>✉❡ ❡& ✐♥✈✐&♦♥0 ❧❡ ❧❡❝&❡✉% + ❝♦♥0✉❧&❡% 0❡0 ❛%&✐❝❧❡0 ♣♦✉% ❧❡0

❞/&❛✐❧0 ❡& ❧❡0 ♣%❡✉✈❡0✳

❚♦✉& ❞✬❛❜♦%❞✱ %❛♣♣❡❧♦♥0 >✉❡ 0②♥&❛①✐>✉❡♠❡♥& ❡& 0/♠❛♥&✐>✉❡♠❡♥&✱ ❧❛ ❧♦❣✐>✉❡ ▼❙❖ 0✉% ❧❡0

0♣✲♣♦♠0❡& %❡❥♦✐♥& ❝❡❧❧❡ ❞❡0 ♣♦♠0❡&0 ❝❧❛00✐>✉❡0✳

❊✈✐❞❡♠♠❡♥&✱ &♦✉& ❡♥0❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ 0♣✲♣♦♠0❡&0 ♣❡✉& P&%❡ ♠♦♥❛❞✐>✉❡♠❡♥& ❛①✐♦♠❛&✐0/✳ ❆✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0 ❞❡ 0♣✲♣♦♠0❡& >✉✬♦♥ ❛ ❞/❝%✐& ♣%/❝/❞❡♠♠❡♥&✱ ❑✉0❦❡ ♣%/❝✐0❡ >✉❡ &♦✉& 0♣✲

❧❛♥❣❛❣❡ %❛&✐♦♥♥❡❧ ♥✬❡0& ♣❛0 ❢♦%❝/♠❡♥& ▼❙❖✲❞/✜♥✐00❛❜❧❡✳ ❆✐♥0✐✱ ❧❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0 %❛&✐♦♥♥❡❧❧❡0 ♥❡

0♦♥& ♣❛0 ♥/❝❡00❛✐%❡♠❡♥& ♠♦♥❛❞✐>✉❡♠❡♥& ❛①✐♦♠❛&✐0❛❜❧❡0✱ ♣❛% ❝♦♥&%❡ ❧❡0 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥& %❛&✐♦♥♥❡❧0

❧❡ 0♦♥&✳ ❉✬♦S✱ ❧❛ ♣%♦♣♦0✐&✐♦♥ 0✉✐✈❛♥&❡✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✭❬❑✉$✵✵❜❪✮ ❙♦✐# L ⊆ SP(Σ) ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥# -❛#✐♦♥♥❡❧✳ ❆❧♦-0 ✐❧

❡①✐0#❡ ✉♥❡ ❢♦-♠✉❧❡ ▼❙❖ φ #❡❧❧❡ 4✉❡ L = {t ∈ SP(Σ) | t |= φ}✳

❑✉0❦❡ ❞/♠♦♥&%❡ ❝❡&&❡ ♣%♦♣♦0✐&✐♦♥ ❡♥ &%❛❞✉✐0❛♥& ❧❡0 ❞✐✛/%❡♥&❡0 ♦♣/%❛&✐♦♥0 ❞❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0

❞❡ 0/%✐❡ ♣❛%❛❧❧:❧❡0 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥& %❛&✐♦♥♥❡❧0✳ V❛% ❡①❡♠♣❧❡ 0✐ S ❡& T 0♦♥& ❞❡✉① ❡♥0❡♠❜❧❡0 ❞❡ 0♣✲

♣♦♠0❡&0 ❞/✜♥✐0 ♣❛% ❧❡0 ❢♦%♠✉❧❡0 ♠♦♥❛❞✐>✉❡0 φ ❡& φ′
✱ %❡0♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❛❧♦%0 ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ S ‖ T

❝♦♥0✐0&❡ ❡♥ &♦✉0 ❧❡0 0♣✲♣♦♠0❡&0 0❛&✐0❢❛✐0❛♥&✿

∃X(∀x∀y(x ∈ X ∧ y /∈ X → x ‖ y) ∧ φ|X ∧ φ′
|X̄)

♦S φ|X ❡0& ❧❛ %❡0&%✐❝&✐♦♥ ❞❡ φ + ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ X ❡& φ′
|X̄

❝❡❧❧❡ ❞❡ φ′
❛✉ ❝♦♠♣❧/♠❡♥& ❞❡ X✳ ■❧

♠♦♥&%❡ >✉❡ ❧✬♦♣/%❛&✐♦♥  ❡0& ❞/✜♥✐00❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐& >✉✬❡❧❧❡ ❡0& ❛♣♣❧✐>✉/❡ ✐❝✐ >✉✬❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡0 ❞❡

❧❛ ❢♦%♠❡ S = S1 ·S2✳ ❚♦✉& /❧/♠❡♥& ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐&/%/ S ❡0& ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❡❝&/ ✭✐✳❡✳ ❛ ✉♥ 0✉❝❝❡00❡✉%

♦✉ ✉♥ ♣%/❞/❝❡00❡✉%✮✳ ❆✐♥0✐✱ ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ ✐♥❢♦%♠❡❧❧❡

ϕ = ∀Z(Z est connecte′ → φ|Z)

❛①✐♦♠❛&✐0❡ S
✳ V✉✐0>✉❡ ❞❛♥0 ❧❛ ❧♦❣✐>✉❡ ♠♦♥❛❞✐>✉❡ ❞❡ 0❡❝♦♥❞ ♦%❞%❡ ❧❛ ❢❡%♠❡&✉%❡ &%❛♥0✐&✐✈❡

❞❡ ❧❛ %❡❧❛&✐♦♥ ❞✬♦%❞%❡ � ♣❡✉& P&%❡ ❞/✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉& ❡①♣%✐♠❡% >✉✬✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ❡0& ❝♦♥♥❡❝&/✳

❉✬♦S ❧❡ ❢❛✐& >✉❡ S
♣❡✉& P&%❡ ♠♦♥❛❞✐>✉❡♠❡♥& ❞/✜♥✐ + ❝❤❛>✉❡ ❢♦✐0 >✉❡ S ❡0& ❧❡ ♣%♦❞✉✐& ❞❡

❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡0 ♠♦♥❛❞✐>✉❡♠❡♥& ❛①✐♦♠❛&✐0❛❜❧❡0✳

❑✉0❦❡ ❛ ♣❛% ❧❛ 0✉✐&❡ ♠♦♥&%/ ❧✬/>✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥&%❡ ❧❛ ❞/✜♥✐00❛❜✐❧✐&/ ▼❙❖ ❡& ❧❛ %❡❝♦♥♥❛✐00✲

❛❜✐❧✐&/ ♣❛% ❛✉&♦♠❛&❡ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥&✳ ◆♦✉0 ❞♦♥♥♦♥0 ✐❝✐ 0♦♥ &❤/♦%:♠❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛&✐:%❡✳

❚❤6♦!7♠❡ ✸✳✷✳✷ ✭❬❑✉$✵✵❛❪✮ ❙♦✐# L ⊆ SP(Σ) ❞❡ ❧❛-❣❡✉- ❜♦-♥6❡✳ ❆❧♦-0 ❧❡0 ❛00❡-#✐♦♥0 0✉✐✈✲
❛♥#❡0 0♦♥# 64✉✐✈❛❧❡♥#❡0✿
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❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✷✳✸ ✭❬❑✉/✵✵❜❪✮ ❙♦✐" L ⊆ SP (Σ)✳ ❆❧♦1! ❧❡! ♣1♦♣♦!✐"✐♦♥! !✉✐✈❛♥"❡! !♦♥" 3)✉✐✈✲
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• L ❡!" !31✐❡✲1❛"✐♦♥♥❡❧❧❡✳
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■❧ ❛♣♣❛2❛L/ ❛✉ ✈✉ ❞❡ /♦✉$ ❝❡$ 21$✉❧/❛/$ 5✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❣1♥12❛❧ ❧❛ ❧♦❣✐5✉❡ ▼❙❖ ♥✬❛ ♣❛$

❧❛ ♠@♠❡ ❡①♣2❡$$✐✈✐/1 5✉❡ ❧❡$ ❧❛♥❣❛❣❡$ ❞❡ $❡2✐❡ ♣❛2❛❧❧G❧❡✳ ▼❙❖ ❡$/ ❡♥ ❢❛✐/ ♠♦✐♥$ ❡①♣2❡$$✐✈❡

5✉❡ ❧❡$ ❛✉/♦♠❛/❡$ ❞❡ ❜2❛♥❝❤❡♠❡♥/✳ ❈❡ ❢❛✐/ ❛ ♠♦/✐✈1 ❧❡$ /♦✉/ 21❝❡♥/$ /2❛✈❛✉① ❞❡ ❇❡❞♦♥ ❞❛♥$

❬❇❡❞✶✸❪✳ ■❧ ② ❞1✜♥✐/ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧♦❣✐5✉❡ ❛♣♣❡❧1❡ >✲▼❙❖ ❧♦❣✐❝✱ 5✉✐ ❡$/ ❡♥ ❢❛✐/ ❞✉ ▼❙❖ ❡♥2✐❝❤✐

❞❡ ❧✬❛2✐/❤♠1/✐5✉❡ ❞❡ S2❡$❜✉2❣❡2✱ ❡/ ♠♦♥/2❡ 5✉❡ ❝❡//❡ ❧♦❣✐5✉❡ ❛ ❧❡ ♠@♠❡ ♣♦✉✈♦✐2 ❞✬❡①♣2❡$$✐♦♥

5✉❡ ❧❡$ ❛✉/♦♠❛/❡$ ❞❡ ❜2❛♥❝❤❡♠❡♥/✳

✸✳✸ ▼❡$$❛❣❡ ❙❡(✉❡♥❝❡ ❈❤❛./

▲❡$ ▼❙❈ ✭♦✉ ✧▼❡$$❛❣❡ ❙❡5✉❡♥❝❡ ❈❤❛2/$✧✮ ♦♥/ 2❡♥❝♦♥/21 ✉♥ ✐♥/12@/ ❝♦♥$✐❞12❛❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥/

❝❡//❡ ❞❡2♥✐G2❡ ❞1❝❡♥♥✐❡✳ ❈✬❡$/ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ $♣1❝✐✜❝❛/✐♦♥ ❣2❛♣❤✐5✉❡ ♥♦2♠❛❧✐$1 ♣❛2 ❧✬■❚❯

✭✧■♥/❡2♥❛/✐♦♥❛❧ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❯♥✐♦♥✧✮ ❞G$ ✶✾✾✸ ❞❛♥$ ❧❛ 2❡❝♦♠♠❛♥❞❛/✐♦♥ ❩✳✶✷✵✳ ▲❡$

▼❙❈ ♣❡2♠❡//❡♥/ ❞❡ $♣1❝✐✜❡2 ❞❡$ ♣2♦♣2✐1/1$ ❞❡ $②$/G♠❡$ ❞❡ ♣2♦❝❡$$✉$ 5✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐5✉❡♥/ ✈✐❛

❞❡$ ❝❛♥❛✉① ♣♦✐♥/✲3✲♣♦✐♥/✳

▲❛ ❞1✜♥✐/✐♦♥ ♣❛2 ❧✬■❚❯ ❞✬♦♣12❛/❡✉2$ ❞❡ ❝♦♠♣♦$✐/✐♦♥ ✭$15✉❡♥/✐❡❧❧❡ ❡/ ♣❛2❛❧❧G❧❡✮✱ ❛✜♥ ❞❡

♣♦✉✈♦✐2 ❡①♣2✐♠❡2 ❞❡$ ❡♥$❡♠❜❧❡$ ✐♥✜♥✐$ ❞❡ ♠$❝ ✭❍▼❙❈✮ ❡/ ❧✬✐♥/1❣2❛/✐♦♥ ❞❡$ /2❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛✉✇

❡/ ❘❡♥✐❡2$ ❬▼❘✾✹✱ ❘❡♥✾✽❪ $✉2 ❧❡$ ❛$♣❡❝/$ $1♠❛♥/✐5✉❡$ ❞❡$ ▼❙❈ ♦♥/ ❞♦♥♥1 ❧❡ ❞❡2♥✐❡2 ❞♦❝✉♠❡♥/

❞❡ ❧❛ 2❡❝♦♠♠❛♥❞❛/✐♦♥ ❡♥ ✶✾✾✾ ❬■❚❯✾✾❪✳

▲✬❯▼▲ ✭❯♥✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ▲❛♥❣❛❣❡✮ ❞❡ ❧✬❖▼● ❞✐$♣♦$❡ ❛✉$$✐ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣2❛♠♠❡ ♣2♦❝❤❡ ❞❡$

▼❙❈ ✭❞✐❛❣2❛♠♠❡ ❞❡ $15✉❡♥❝❡✮ ❡/ ❞❡♣✉✐$ $❛ ✈❡2$✐♦♥ ✷✳✵ ❡♥ ✷✵✵✸ ❬❖▼●✵✸❪ ✐♥/1❣2❡ ❞✬❛✉/2❡$

❞✐❛❣2❛♠♠❡$ ♦_ ♦♥ 2❡/2♦✉✈❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ $②♥/❛①✐5✉❡ ❞❡$ ❍▼❙❈ ✭❞✐❛❣2❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥✱

❞✐❛❣2❛♠♠❡ ❞❡ /❡♠♣$✮✳

✸✳✸✳✶ ▼❙❈

S♦✉2 ❞1✜♥✐2 ❧❡$ ▼❙❈ ♥♦✉$ ❝♦♠♠❡♥`♦♥$ ♣❛2 ❢♦2♠❛❧✐$❡2 ❧❛ ♥♦/✐♦♥ ❞✬❡♥/✐/1 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥/❡

$♦✉✈❡♥/ ❛♣♣❡❧1❡ ♣2♦❝❡$$✉$ ✭♦✉ ❛❣❡♥/✱ ❧♦❝❛❧✐/1✱✳✳✳✮ ❡/ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥✳ S♦✉2 ❝❡❧❛✱

✜①♦♥$ ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ P ❞❡ ♣2♦❝❡$$✉$ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥/ ♣❛2 ♠❡$$❛❣❡$ ✈✐❛ ❞❡$ ❝❛♥♥❛✉① ❋■❋❖✳ ❖♥



✹✹❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

❝♦♥$✐❞'(❡ C ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡$$❛❣❡$ ♦✉ ❞✬❛❝1✐♦♥$ ✐♥1❡(♥❡$✳ ❈❤❛5✉❡ ♣(♦❝❡$$✉$ ❞❡ P
♣❡✉1 ❡✛❡❝1✉❡( ❞❡$ ❛❝1✐♦♥$ 5✉✐ ♣❡✉✈❡♥1 91(❡✿

• p!q $✐❣♥✐✜❛♥1 ✧p ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡$$❛❣❡ = q✧

• p?q $✐❣♥✐✜❛♥1 ✧p (>❝❡♣1✐♦♥♥❡ ✉♥ ♠❡$$❛❣❡ ♣(♦✈❡♥❛♥1 ❞❡ q✧

• p(a) $✐❣♥✐✜❛♥1 ✧p ❡✛❡❝1✉❡ ❧✬❛❝1✐♦♥ ✐♥1❡(♥❡ ✐♥1❡(♥❡ a✧

❙✐ ♦♥ ✈❡✉1 ❡♥ ♣❧✉$ $✬✐♥1>(❡$$❡( ❛✉① ♠❡$$❛❣❡$ ❡♥✈♦②>$ ♦✉ (❡B✉$ ♦♥ ✉1✐❧✐$❡ ❧❡$ ♥♦1❛1✐♦♥$ p!q(m)
♦✉ p?q(m) ❛✈❡❝ m ∈ C ✳

▲✬❛❧♣❤❛❜❡1 ❣❧♦❜❛❧ ❞❡$ ❛❝1✐♦♥$ ❡$1 ❛✐♥$✐ ❞>✜♥✐ ♣❛( ΣP = {p!q(a), p?q(a), , p(a) | p, q ∈
P , p 6= q, a ∈ C}✳

❈❤❛5✉❡ ♣❛✐(❡ ❞❡ ♣(♦❝❡$$✉$ ❞✐$♣♦$❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉( ❝♦♠♠✉♥✐5✉❡(✳ ❖♥ ♥♦1❡ ♣❛( Ch =
{(p, q)|p 6= q} ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❝❛♥❛✉① ✭❛✈❡❝ p✱ q ∈ P✮✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❯♥ ▼❙❈ M ❡&' ✉♥ &❡①'✉♣❧❡' M = (P , C, E, λ,m,<) ❛✈❡❝

• P ❡&' ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡& ♣5♦❝❡&&✉&

• C ❡&' ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✬7'✐8✉❡''❡& ❞❡& ♠❡&&❛❣❡&✳

• E =
⋃

p∈P Ep ❛✈❡❝ Ep ❞7&✐❣♥❛♥' ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& 7✈7♥❡♠❡♥'& ❞✉ ♣5♦❝❡&&✉& p✳

• λ : E −→ ΣP ❡&' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬7'✐8✉❡'❛❣❡✱ 8✉✐ ❛ ✉♥ 7✈=♥❡♠❡♥' ❛&&♦❝✐❡ &♦♥ '②♣❡✳ ❖♥

♣❛5'✐'✐♦♥♥❡ E = S⊎R⊎L ❡♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❡♥✈♦✐& S✱ 57❝❡♣'✐♦♥& R ❡' 7✈=♥❡♠❡♥'& ❧♦❝❛✉①
L✳

• m : S −→ R ❡&' ✉♥❡ ❜✐❥❡❝'✐♦♥ 8✉✐ ❛&&♦❝✐❡ ❝❤❛8✉❡ ❡♥✈♦✐ B &❛ 57❝❡♣'✐♦♥✳ ❙✐ m(e) = e′✱
❛❧♦5& ✐❧ ❡①✐&'❡ p, q ∈ P ❡' a ∈ C '❡❧& 8✉❡ λ(e) = p!q(a) ❡' λ(e′) = q?p(a)✳

• <⊆ E × E ❡&' ✉♥❡ 5❡❧❛'✐♦♥ &✉5 ❧❡& 7✈=♥❡♠❡♥'&✱ ❢♦5♠7❡

✕ ❞✬✉♥ ♦5❞5❡ '♦'❛❧ <p &✉5 Ep✱ ♣♦✉5 '♦✉' ♣5♦❝❡&&✉& p ∈ P

✕ ❡' ♣♦✉5 '♦✉' e, e′ ∈ E✱ m(e) = e′ ✐♠♣❧✐8✉❡ 8✉❡ e < e′✳

❖♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬❛✉'5❡ ♣❛5' 8✉❡ ❧❛ ❢❡5♠❡'✉5❡ 57✢❡①✐✈❡ ❡' '5❛♥&✐'✐✈❡ ❞❡ < &♦✐' ❛❝②❝❧✐8✉❡ ✭❡'

❞♦♥❝ 8✉✬❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐&❡ ✉♥ ♦5❞5❡ ♣❛5'✐❡❧ &✉5 E✮✳

❖♥ ♥♦1❡ ♣❛( MSC(ΣP) ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ▼❙❈ $✉( ❧✬❛❧♣❤❛❜❡1 ΣP ❡1 ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣(♦❝❡$$✉$

P ✳ ❆✈❡❝ p, q ∈ P ✱ ♥♦✉$ ♥♦1♦♥$ ♣❛( Ep!q ⊆ S✱ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❡♥✈♦✐$ ❞❡ ♠❡$$❛❣❡ ❞❡ p = q ❡1

Ep?q ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ (>❝❡♣1✐♦♥$ ❞❡ ♠❡$$❛❣❡$ ♣(♦✈❡♥❛♥1 ❞❡ q ♣❛( p✳
❖♥ ♣❡✉1 ✈♦✐( ❛❧1❡(♥❛1✐✈❡♠❡♥1 ✉♥ ▼❙❈ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦♠$❡1✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❙♦✐' M = (P , C, E, λ,m,<) ✉♥ ▼❙❈ &✉5 MSC(ΣP)✳ ▼ ❡&' ✉♥ ♣♦♠&❡'

(E,�, λ) &❛'✐&❢❛✐&❛♥' ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& &✉✐✈❛♥'❡&✿

✭✶✮ ❈❤❛8✉❡ 5❡❧❛'✐♦♥ ≺ 5❡&'5❡✐♥'❡ B Ep × Ep ❝♦55❡&♣♦♥❞ B <p ✭❡&' ❞♦♥❝ ✉♥ ♦5❞5❡ '♦'❛❧✮✱



✸✳✸✳ ▼❊❙❙❆●❊ ❙❊◗❯❊◆❈❊ ❈❍❆❘❚ ✹✺

✭✷✮ p 6= q ⇒ |Ep!q| = |Eq?p| ♣♦✉& '♦✉' p, q ∈ P

✭✸✮ ▲❛ &❡❧❛'✐♦♥ � ❡/' ❧❛ ❢❡&♠❡'✉&❡ &❡✢❡①✐✈❡✱ ❡' '&❛♥/✐'✐✈❡ ❞❡ ❧❛ &❡❧❛'✐♦♥ <✳

❉❛♥% ❧❡% ❞✐❛❣+❛♠♠❡%✱ ❧❡% .✈0♥❡♠❡♥1% ❞✬✉♥ ▼❙❈ %♦♥1 ♣+.%❡♥1.% ❡♥ ♦+❞+❡ ✈✐%✉❡❧✳ ▲❡%

.✈0♥❡♠❡♥1% ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ♣+♦❝❡%%✉% %♦♥1 ❛++❛♥❣.% ❞❛♥% ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ✈❡+1✐❝❛❧❡ ❡1 ❧❡% +❡❧❛1✐♦♥% <
%♦♥1 +❡♣+.%❡♥1.% ❡♥ ❞❡% ✢0❝❤❡% ♦+✐❡♥1.❡% ❤♦+✐③♦♥1❛❧❡%✳ ◆♦✉% ✐❧❧✉%1+♦♥% ❝❡❧❛ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡

%✉✐✈❛♥1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✳✶ ❉❛♥/ ❧❡ ▼❙❈ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✸✳✻✱ P = {p, q, r}❀ Ep = {e1}✱Eq = {e2, e
′
2}✱Er =

{e3}❀ ❧❡/ &❡❧❛'✐♦♥/ ❞✬♦&❞&❡ /♦♥' e1 < e2✱ e2 <q e
′
2✱ e

′
2 < e3✳ ▲❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬B'✐C✉❡'❛❣❡ λ ❡/'

❞B✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐'✿ λ(e1) = p!q✱ λ(e2) = q?p✱ λ(e′2) = q?r✱ λ(e3) = r!q✳

(p)
✲

•e1

✲

(q)
✲

•

e′2 •

✲

(r)

e2

✲

•

✲

e3

❋✐❣✉+❡ ✸✳✻✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼❙❈

H♦✉+ ✉♥ ▼❙❈ M ∈ MSC(ΣP)✱ LE(M) ❞.%✐❣♥❡ %♦♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐♥.❛+✐%❛1✐♦♥ ❞.✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ %✉+ ❧❡% ♣♦♠%❡1% ❝✬❡%1✲K✲❞✐+❡ ❧❡% ♦+❞+❡% 1♦1❛✉① %✉+ E ❝♦♠♣❛1✐❜❧❡ ❛✈❡❝ �✳ H♦✉+ ❧✬❡①❡♠♣❧❡

✸✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ LE(M) = {p!q q?p r!q q?r, p!q r!q q?p q?r, r!q p!qq?p q?r}✳ ❈❡ %♦♥1 ❞❡% ♠♦1%

❞❡ Σ∗
✳ ■❧ ❡%1 ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%1+✉✐+❡ ✉♥ ▼❙❈ K ♣❛+1✐+ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ %❡% ❧✐♥.❛+✐%❛1✐♦♥%✳

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ▼❙❈ ❡%1 ✉♥ %♦✉% ❡♥%❡♠❜❧❡ L ⊆ MSC(ΣP)✳ H♦✉+ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ▼❙❈ L✱
♦♥ ♥♦1❡ ♣❛+ LE(L) ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡% ❧✐♥.❛+✐%❛1✐♦♥% ❞❡% ▼❙❈ M ∈ L✳

▲❡ ♠♦❞0❧❡ ❞✬❛✉1♦♠❛1❡ %♦✉✈❡♥1 ❞.✜♥✐ ♣♦✉+ ❧❡% ▼❙❈ ❡%1 ❝❡❧✉✐ ❞❡% ❛✉1♦♠❛1❡% ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛♥1% ❛♣♣❡❧. ❛✉%%✐ ❈❋▼ ✭❈♦♠♠✉♥✐❝❛1✐♥❣ ❋✐♥✐1❡✲%1❛1❡ ▼❛❝❤✐♥❡✮ ❬❇❩✽✸❪ ♦✉ ▼H❆ ✭▼❡%%❛❣❡

H❛%%✐♥❣ ❆✉1♦♠❛1❛✮ ❞❛♥% ❬▼❑❙✵✵❪✳ ❈❡ ♠♦❞0❧❡ ❝♦♥%✐%1❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ %②%10♠❡%

%.=✉❡♥1✐❡❧% K .✈.♥❡♠❡♥1% ❞✐%❝+❡1% =✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐=✉❡♥1 ♣❛+ .❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡%%❛❣❡% ❛%②♥❝❤+♦♥❡%✱

♣❛+ ❧✬✐♥1❡+♠.❞✐❛✐+❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛1✐♦♥ ♣❛% ❢♦+❝.♠❡♥1 ❜♦+♥.%✳ ◆♦✉% ❡♥ ❞♦♥♥♦♥% ✐❝✐

❧❛ ❞.✜♥✐1✐♦♥ ❢♦+♠❡❧❧❡✳

❉+✜♥✐/✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❯♥ ❛✉'♦♠❛'❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥' ❡/' ✉♥❡ /'&✉❝'✉&❡ A = ({Ap}p∈P ,M, QI , QF )
♦F✿

• M ❡/' ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' ❞❡ ♠❡//❛❣❡✳

• ♣♦✉& '♦✉' ♣&♦❝❡//✉/ p ∈ P ❧✬❛✉'♦♠❛'❡ Ap ❡/' ✉♥ ♥✲✉♣❧❡' (Sp,Σp,−→p) ❝♦♥/✐/'❛♥' ❡♥ ✉♥

❡♥/❡♠❜❧❡ ❞✬B'❛'/ ❧♦❝❛✉① Sp✱ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' Σp ❞✬❛❝'✐♦♥/ ❞✉ ♣&♦❝❡//✉/ p✱ ✉♥❡ &❡❧❛'✐♦♥ ❞❡

'&❛♥/✐'✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭✐♥'B❣&❛♥' M✮✿ −→p⊆ Sp × Σp ×M× Sp✳



✹✻❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

• QI , QF ⊆
∏

p∈P Sp  ♦♥# $❡ ♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❡ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬0#❛# ✐♥✐#✐❛✉① ❡# ✜♥❛✉①

❣❧♦❜❛✉①✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ A ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❛♥ ✉♥ 0#❛# ✐♥✐#✐❛❧ q0 ∈ QI ✳ ▲❡ ❛❝#✐♦♥ ❞❡ Ap  ♦♥#  ♦✐# ❞❡ 

❛❝#✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡  ♦✐# ❞❡ ❡♥✈♦✐ ♦✉ $0❝❡♣#✐♦♥ ❞❡ ♠❡  ❛❣❡ ✭❛✈❡❝ ❧❡ ♠8♠❡ ♥♦#❛#✐♦♥ 9✉❡ ♣♦✉$

❧❡ ▼❙❈✮✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ❯♥ ❛✉#♦♠❛#❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥# A = ({Ap}p∈P ,M, QI , QF )✱ Ap = (Sp,Σp,−→p

) ❡ # ❞✐#✿

• ✧✜♥✐✧  ✐ ♣♦✉$ #♦✉# p ∈ P✱ Sp ❡ # ✜♥✐✱

• ✧❧♦❝❛❧❡♠❡♥# ❛❝❝❡♣#❛♥#✧  ✐ ♣♦✉$ #♦✉# p ∈ P ✐❧ ❡①✐ #❡ ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ Fp ⊆ Sp #❡❧ 9✉❡

QF =
∏

p∈P Fp✱

• ❞0#❡$♠✐♥✐ #❡  ✐ ♣♦✉$ #♦✉# p ∈ P✱ −→p  ❛#✐ ❢❛✐# ❧❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥  ✉✐✈❛♥#❡ ✿

✕ ❙✐ (s0, p!q,m1, s1) ∈−→p ❡# (s0, p!q,m2, s2) ∈−→p ❛❧♦$ m1 = m2 ❡# s1 = s2✳

✕ ❙✐ (s0, p?q,m1, s1) ∈−→p ❡# (s0, p?q,m2, s2) ∈−→p ❛❧♦$ s1 = s2✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✼ '❡♣'-.❡♥0❡ ✉♥ ❛✉0♦♠❛0❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥0 ✜♥✐ ♥♦♥ ❞-0❡'♠✐♥✐.0❡ ❡0 ❧♦❝❛❧❡♠❡♥0 ❛❝✲

❝❡♣0❛♥0✳

Ap

s1

s2

s3

♣✦9

♣❄9

♣✦9♣❄9

Aq

t1

t2

t3

9❄♣9✦♣

9✦♣

9❄♣

❋✐❣✉'❡ ✸✳✼✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛✉0♦♠❛0❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥0

❖♥ ❝♦♠♣'❡♥❞ ✉♥ ❛✉0♦♠❛0❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥0 ❡♥ 0❛♥0 9✉✬✉♥ '-.❡❛✉ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡. 9✉✐ ❝♦♠♠✉✲

♥✐9✉❡♥0 ✈✐❛ ❞❡. ❝❛♥❛✉① ✐♥✜♥✐. ❋■❋❖✳ ▲❛ '❡❧❛0✐♦♥ ❞❡ 0'❛♥.✐0✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ −→p ♠♦♥0'❡ ❝♦♠♠❡♥0

❧❡ ♣'♦❝❡..✉. p ❡♥✈♦✐❡ ❡0 '❡D♦✐0 ❞❡. ♠❡..❛❣❡.✳ ▲❛ 0'❛♥.✐0✐♦♥ (s, p!q,m, s′) .♣-❝✐✜❡ 9✉❡ 9✉❛♥❞

p ❡.0 E ❧✬-0❛0 s✱ ✐❧ ♣❡✉0 ❡♥✈♦②❡' ❧❡ ♠❡..❛❣❡ m E q ❡0 ❛❧❧❡' E ❧✬-0❛0 s′✳ ▲❡ ♠❡..❛❣❡ m ❡.0 ❛❧♦'.

❛❥♦✉0- E ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ (p, q)✳ ❙✐ ❝✬❡.0 ✉♥❡ 0'❛♥.✐0✐♦♥ (s, p?q,m, s′)✱ ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❧❛

♣'❡♠✐J'❡ ♦❝❝✉'❡♥❝❡ ❞❡ m E ♣❛'0✐' ❞❡ ❧❛ 0K0❡ ❞✉ ✜❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡.0 .✉♣♣'✐♠-✳



✸✳✸✳ ▼❊❙❙❆●❊ ❙❊◗❯❊◆❈❊ ❈❍❆❘❚ ✹✼

▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& +,❛,& ❣❧♦❜❛✉① ❞❡ A ❡&, ❞♦♥♥+ ♣❛3

∏

p∈P Sp✳ ❯♥ +,❛, ❣❧♦❜❛❧ ❡&, ❞♦♥❝ ✉♥

|P| − uplet ❞✬+,❛,& ❧♦❝❛✉①✳ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥ ❡&, ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (g, χ) ♦9 g ❡&, ✉♥ +,❛, ❣❧♦❜❛❧

❡, χ : Ch −→ M∗
❡&, ❧✬+,❛, ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ❞+♥♦,❛♥, ❧❡& ♠❡&&❛❣❡& ❡♥ ❛,,❡♥,❡

❞✬:,3❡ ❧✉&✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥ ✐♥✐,✐❛❧❡ ❞❡ A ❡&, (g0, χε) ♦9 g0 ∈ QI ❡&, ✉♥ +,❛, ✐♥✐,✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧

❡, χε ❡①♣3✐♠❡ ❧❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ,♦✉& ❧❡& ❝❛♥❛✉① ❞❡ Ch✳ ▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥& ✜♥❛❧❡& ❡&,

QF × {χ}✳ ▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥& ❛❝❝❡&&✐❜❧❡& ❞❡ A ❡&, ♥♦,+ ConfA✳

▲❛ 3❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ ,3❛♥&✐,✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ −→⊆ ConfA × ConfA ❡&, ❞+✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝,✐✈❡♠❡♥, ♣❛3✿

• (g0, χε) ∈ ConfA✳

• ❙✐ (g, χ) ∈ ConfA✱ (g′, χ′) ❡&, ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥ ❡, (sp, p!q,m, s
′
p) ∈−→p ,❡❧❧❡ ?✉❡✿

✕ r 6= p ✐♠♣❧✐?✉❡ sr = s′r ♣♦✉3 ,♦✉, r ∈ P ✳

✕ χ′((p, q)) = χ((p, q)).m ❡, ♣♦✉3 c 6= (p, q), χ′(c) = χ(c)✳

❆❧♦3& (g, χ)
p!q
−→ (g′, χ′) ❡, (g′, χ′) ∈ ConfA✳

• (g, χ) ∈ ConfM✱ (q)✱ (g′, χ′) ❡&, ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥ ❡, (sp, p?q,m, s
′
p) ∈−→p ,❡❧❧❡ ?✉❡✿

✕ r 6= p ✐♠♣❧✐?✉❡ sr = s′r ♣♦✉3 ,♦✉, r ∈ P ✳

✕ χ((q, p)) = m.χ′((q, p)) ❡, ♣♦✉3 c 6= (q, p), χ′(c) = χ(c)✳

❆❧♦3& (g, χ)
p?q
−→ (g′, χ′) ❡, (g′, χ′) ∈ ConfA✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐,✉❞❡ ♦♥ ♥♦,❡ ♣❛3 L(A) ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡& ❡①+❝✉,✐♦♥& 3❡❝♦♥♥✉❡& ♣❛3 A✳

L(A) ♥✬❡&, ♣❛& ❢♦3❝+♠❡♥, 3+❣✉❧✐❡3✳ ❈♦♥&✐❞+3♦♥& ♣❛3 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❈❋▼ ♣♦✉3 ❧❡ &②&,G♠❡

producteur− consommateur ♦9 ❧❡ ♣3♦❞✉❝,❡✉3 p ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♥♦♠❜3❡ ❛3❜✐,3❛✐3❡ ❞❡ ♠❡&&❛❣❡& ❛✉

❝♦♥&♦♠♠❛,❡✉3 q✳ ❉✉ ♠♦♠❡♥, ?✉❡ ♥♦✉& ♣♦✉✈♦♥& 3+♦3❞♦♥♥❡3 ❧❡& ❛❝,✐♦♥& p!q ❞❡ &♦3,❡ ?✉✬❡❧❧❡&

&♦✐❡♥, ❡①+❝✉,+❡& ❛✈❛♥, ,♦✉,❡& ❧❡& ❛❝,✐♦♥& q?p ❝♦33❡&♣♦♥❞❛♥,❡&✱ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛,,❡♥,❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ (p, q)
♣❡✉, ❣3♦&&✐3 ❞❡ ❢❛I♦♥ ❛3❜✐,3❛✐3❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥& ❛❝❝❡&&✐❜❧❡& ❞❡ ❝❡ &②&,G♠❡

♥✬❡&, ♣❛& ❜♦3♥+ ❡, ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦33❡&♣♦♥❞❛♥, ♥✬❡&, ♣❛& 3+❣✉❧✐❡3✳

J♦✉3 ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥,✐❡3& B ∈ N✱ ♦♥ ❞✐, ?✉✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥ (g, χ) ❞✉ ❈❋▼ A ❡&,

B✲❜♦3♥+❡ &✐ ♣♦✉3 ,♦✉, ❝❛♥❛❧ c ∈ Ch ♦♥ ❛ |χ(c)| ≤ B✳ ❖♥ ❞✐, ?✉✬✉♥ ❈❋▼ A ❡&, ✉♥ ❛✉,♦♠❛,❡

B✲❜♦3♥+ &✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ &❡& ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥& ❛❝❝❡&&✐❜❧❡& ❡&, B✲❜♦3♥+❡✳

❖♥ ❞✐, ?✉✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❋▼ ❡&, ✉♥ blocage &✐ ❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❝❝❡♣,❛♥, ♥❡ ♣❛3,

❞❡ ❝❡,,❡ ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥✳ ❯♥ ❈❋▼ ❡&,  ❛♥ ❜❧♦❝❛❣❡ &✐ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ &❡& ❝♦♥✜❣✉3❛,✐♦♥& ❛❝❝❡&&✐❜❧❡&

♥✬❡&, ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡✱ ✐✳❡✳ &✐ ,♦✉& ❧❡& +,❛,& ❣❧♦❜❛✉① ❛❝❝❡&&✐❜❧❡& &♦♥, ❝♦✲❛❝❝❡&&✐❜❧❡&✳ ■❧ ❡&, ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉ ?✉❡ ❧❡& ❈❋▼ &❛♥& ❜❧♦❝❛❣❡ &♦♥, &,3✐❝,❡♠❡♥, ♠♦✐♥& ❡①♣3❡&&✐❢& ?✉❡ ❧❡& ❈❋▼ ❛✈❡❝ ❜❧♦❝❛❣❡

❡, &❛✈♦✐3 &✐ ✉♥ ❈❋▼ ❆ ❡&, &❛♥& ❜❧♦❝❛❣❡ ❡&, ✐♥❞+❝✐❞❛❜❧❡ ❬❇❩✽✸❪✳

✸✳✸✳✷ ❍▼❙❈

▲❛ ♠+,❤♦❞❡ &,❛♥❞❛3❞ ♣♦✉3 ❞+❝3✐3❡ ❞❡& &❝+♥❛3✐♦& ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ♠✉❧,✐♣❧❡ ❡&, ❞❡ ❣+♥+3❡3

❞❡& ❝♦❧❧❡❝,✐♦♥& ❞❡ ▼❙❈ ♣❛3 ❧❡& ✈♦✐❡& ❞❡& ❍✐❡3❛3❝❤✐❝❛❧ ▼❡&&❛❣❡ ❙❡?✉❡♥❝❡ ❈❤❛3,& ✭❍▼❙❈✮✳

❈❡& &,3✉❝,✉3❡& &♦♥, ❛✉&&✐ ❛♣♣❡❧+❡& ▼❙● ❬❆J✾✾✱ ❇❑❙❙✵✻❪✱ ✧▼❙❈ &♣+❝✐✜❝❛,✐♦♥&✧ ❬❇❆▲✾✼❪✱ ♦✉

✧▼❙❈✲❣3❛♣❤&✧ ❬▼✉&✾✾✱ ❆❊❨✵✺❪✳



✹✽❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

❯♥ ❍▼❙❈ ❡)* ✉♥ ❣-❛♣❤❡ ♦2 ❝❤❛4✉❡ )♦♠♠❡* ❡)* 6*✐4✉❡*6 ♣❛- ✉♥ ▼❙❈✳ ▲❡) ❜♦-❞) -❡♣-6)❡♥✲

*❡♥* ❧✬♦♣6-❛*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❛*6♥❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❙❈✳ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝*✐♦♥ ❞❡) ▼❙❈ -❡♣-6)❡♥*6❡ ♣❛- ✉♥ ❍▼❙❈

❝♦♥)✐)*❡ ❡♥ *♦✉) ❝❡) ▼❙❈ ♦❜*❡♥✉) ❡♥ *-❛?❛♥* ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥) ❧❡ ❍▼❙❈ @ ♣❛-*✐- ❞✉ )♦♠✲

♠❡* ✐♥✐*✐❛❧ ❥✉)4✉✬❛✉ )♦♠♠❡* ✜♥❛❧ ❡* ❡♥ ❝♦♥❝❛*6♥❛♥* ❧❡) ▼❙❈ 4✉✐ )♦♥* -❡♥❝♦♥*-6) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉

❝❤❡♠✐♥✳

❖♥ ❞6✜♥✐* *♦✉* ❞✬❛❜♦-❞ ❧✬♦♣6-❛*✐♦♥ ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡ 4✉✐ ❡)* ❧❛ ❝♦♥❝❛*6♥❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❙❈✳ ❙♦✐❡♥*

M1 = (P , C1, E1, λ1,m1, <1) ❡* M2 = (P , C2, E2, λ2,m2, <2) ❞❡✉① ▼❙❈ ❝♦♥❝❡-♥❛♥* ❧❡ ♠E♠❡

❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣-♦❝❡))✉) P ✳ ❆❧♦-) ❧❛ ❝♦♥❝❛*6♥❛*✐♦♥ ❞❡ M1 ❡* M2✱ ♥♦*6❡ M1.M2 ♦✉ M1M2✱ ❡)*

✉♥ ▼❙❈ M = (P , C2 ∪ C2, E1 ⊎ E2, λ1 ⊎ λ2,m1 ⊎ m2, <)✱ ♦2 < ❡)* ✉♥❡ -❡❧❛*✐♦♥ ❛❝②❝❧✐4✉❡

❞♦♥♥6❡ ♣❛-✿

<=<1 ∪ <2 ∪{(e1, e2) ∈ E1 × E2 | Processusde(e1) = Processusde(e2)}

✳

■♥*✉✐*✐✈❡♠❡♥*✱ ♦♥ ❝♦♥❝❛*L♥❡ M1 ❡* M2 ❡♥ ❝♦❧❧❛♥* ❧❡) ♣-♦❝❡))✉) ❝♦♠♠✉♥) @ M1 ❡* M2

❡♥)❡♠❜❧❡✱ ❧❡) 6✈L♥❡♠❡♥*) ❞❡ M1 ✐♥*❡-✈❡♥❛♥* ❛✈❛♥* ❝❡✉① ❞❡ M2✳

❯♥ ❛!♦♠❡ ❡)* ✉♥ ▼❙❈ 4✉✐ ♥✬❡)* ♣❛) ♣-♦❞✉✐* ❞❡ ❞❡✉① ▼❙❈)✳ ▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ❛*♦♠❡) ❡)*

♥♦*6 A − MSC(ΣP)✳ ❖♥ ♣❡✉* ✈♦✐- ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* 4✉❡ *♦✉* ▼❙❈ )❡ ❞6❝♦♠♣♦)❡ ❡♥ ✉♥ ♣-♦❞✉✐*

❞✬❛*♦♠❡) ❡* 4✉❡ ❝❡**❡ ❞6❝♦♠♣♦)✐*✐♦♥ ❡)* ✉♥✐4✉❡ @ ♣❡-♠✉*❛*✐♦♥ ♣-L) ❞✬❛*♦♠❡) ✐♥❞6♣❡♥❞❛♥*)✳

❆✐♥)✐✱ ▼❙❈ ❡)* ✭✐)♦♠♦-♣❤❡ @✮ ✉♥ ♠♦♥♦P❞❡ ❞❡ *-❛❝❡)✱ T(A−MSC(ΣP), I)✳
▲❡) ▼❙❈ ♣♦✉✈❛♥* ❛✉))✐ E*-❡ ✈✉) ❝♦♠♠❡ ❞❡) ♣♦♠)❡*)✱ ♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❧@ ❡♥❝♦-❡ ❞♦♥♥❡-

✉♥❡ ❞6✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛*6♥❛*✐♦♥ ❡♥ *❡-♠❡ ❞❡ ♣♦♠)❡*✳ ❙♦✐❡♥* ❞❡✉① ▼❙❈ M1 = (E2,�1, λ1)
❡* M2 = (E2,�2, λ2) ❛✈❡❝ E1 ❡* E2 ❞✐)❥♦✐♥*)✳ ❖♥ ♣❡✉* ❞6✜♥✐- M1.M2 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦♠)❡*

M = (E,�, λ) ♦2✿

• E = E1 ∪ E2

• λ = λ1 ∪ λ2

• � ❡)* ❧❛ ♣❧✉) ♣❡*✐*❡ -❡❧❛*✐♦♥ ❞✬♦-❞-❡ ♣❛-*✐❡❧ )✉- E ❝♦♥*❡♥❛♥* �1 ❡* �2 ❡* )❛*✐)❢❛✐)❛♥* ❧❛

❝♦♥❞✐*✐♦♥✿ )✐ e ∈ E1p ❡* e′ ∈ E2p ❛❧♦-) e � e′✳

▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ❧❛♥❣❛❣❡) -❛*✐♦♥♥❡❧) ❞❡ ▼❙❈ )✉- ❧❡) ♣-♦❝❡))✉) P ❡)* ❧❛ ♣❧✉) ♣❡*✐*❡ ❝❧❛))❡

4✉✐ ❝♦♥*✐❡♥* ❧❡) )✐♥❣❧❡*♦♥) ▼❙❈ )✉- P ✱ ❝❧♦)❡ ♣❛- ✉♥✐♦♥✱ ❝♦♥❝❛*6♥❛*✐♦♥ ❡* 6*♦✐❧❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ❯♥ ❍▼❙❈ ❡+! ✉♥❡ ❡①♣/❡++✐♦♥ /❛!✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ MSC(ΣP)✳

■❧ ❡①✐)*❡ ❞✬❛✉*-❡) ❞6✜♥✐*✐♦♥) 64✉✐✈❛❧❡♥*❡) ❡♥ *❡-♠❡ ❞✬❛✉*♦♠❛*❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✸✳✻ ❯♥ ❍▼❙❈ +✉/ ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣/♦❝❡++✉+ P ❡+! ✉♥ !✉♣❧❡ H = (Q, T, q0, F )
♦6 Q ❡+! ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬9!❛!+✱ T ⊆ Q ×MSC(ΣP) × Q ✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ !/❛♥+✐!✐♦♥+

9!✐;✉❡!9❡+ ♣❛/ ❞❡+ ▼❙❈ ✜♥✐+✱ q0 ∈ Q ❡+! ❧✬9!❛! ✐♥✐!✐❛❧ ❡! F ⊆ V ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ 9!❛!+ ✜♥❛✉①✳

❉❛♥) ❞✬❛✉*-❡) ❞6✜♥✐*✐♦♥) ❢♦-♠❡❧❧❡) ❞❡ ❧❛ ❧✐**6-❛*✉-❡ ❧❡) 6❧6♠❡♥*) ❞❡ MSC(ΣP) 6*✐4✉❡**❡♥* ❧❡)
6*❛*) ♣❧✉*S* 4✉❡ ❧❡) *-❛♥)✐*✐♦♥)✳ ❈✬❡)* ❧❡ ❝❛) ❞❛♥) ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✸✳✽✳

▲❛ ♥♦*❛*✐♦♥ qi
M
−→ qj )✐❣♥✐✜❡ 4✉❡ (qi,M, qj) ∈ T ✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ρ = q1

M1−−→ q2
M2−−→ ...

Mn−−→
qn+1 ❡)* ❞✐* ❛❝❝❡♣*❛♥* ✭♦✉ ❡①6❝✉*✐♦♥✮ )✐ q1 = q0 ❡* qn ∈ F ✳ ▲❡ ▼❙❈ ❣6♥6-6 ♣❛- ρ ❡)*



✸✳✸✳ ▼❊❙❙❆●❊ ❙❊◗❯❊◆❈❊ ❈❍❆❘❚ ✹✾

M1 M2

(p)

•

•

(p)

•

•

(p)

•

•

(p)

•

•

M1 M2

❋✐❣✉&❡ ✸✳✽✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❍▼❙❈ ❛✈❡❝ ❧❡: ▼❙❈ ❡♥ ;<✐=✉❡<<❡ ❞✬;<❛<

M =M1.M2.....Mn✳ ❖♥ ❞✐< ❞❛♥: ❝❡ ❝❛: ✭♣❛& ❛❜✉: ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮ =✉❡ M ❡:< ❛❝❝❡♣<; ♣❛& H✳ ▲❡

❧❛♥❣❛❣❡ L(H) ❞✬✉♥ ❍▼❙❈ H ❡:< ❧✬❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡: ▼❙❈ ❛❝❝❡♣<;: ♣❛& H✳

▲✬❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡: ❧✐♥;❛&✐:❛<✐♦♥: ❞✬✉♥ ❍▼❙❈ H✱ ♥♦<; LE(H) ❡:< ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡: ❡♥:❡♠❜❧❡: ❞❡

❧✐♥;❛&✐:❛<✐♦♥: ❞❡: ▼❙❈ ❛❝❝❡♣<;: ♣❛& H✳ ❈❡< ❡♥:❡♠❜❧❡ LE(H) ♥✬❡:< ♣❛: &❛<✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❣;♥;&❛❧✳

F♦✉& ♣&❡✉✈❡ ✐❧ :✉✣< ❞❡ ❝♦♥:✐❞;&❡& ❧❡ ❝❛: H =M∗
♦H M ❡:< ❧❡ MSC ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✸✳✾ =✉✐ ❡:<

✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❜❛:✐=✉❡ ❞✉ :②:<K♠❡ ♣&♦❞✉❝<❡✉&✴❝♦♥:♦♠♠❛<❡✉&✳

(p)
✲

•e1

✲

•

(c)

e2

✲

✲

❋✐❣✉&❡ ✸✳✾✿ ▼❙❈ ♣♦✉& ❧❡ :②:<K♠❡ ♣&♦❞✉❝<❡✉&✴❝♦♥:♦♠♠❛<❡✉&

L(H) ♥✬❡:< ♣❛: ❢♦&❝;♠❡♥< &;❣✉❧✐❡&✳ F♦✉& ✈♦✐& ❝❡❧❛✱ ♥♦✉: ♣♦:♦♥: L = {u ∈ {p!q, r!s}∗ | up!q
= ur!s} =✉✐ ♥✬❡:< ♣❛: ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦< &;❣✉❧✐❡& ✭❝❛& ❧❡: ❧❛♥❣❛❣❡: &;❣✉❧✐❡&: :♦♥< ❝❧♦: :♦✉: ❞❡:

♣&♦❥❡❝<✐♦♥: ❛&❜✐<&❛✐&❡:✮✳

✸✳✸✳✸ ❱#$✐✜❝❛)✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡/ ▼❙❈ ❡) ❍▼❙❈/

▲❡: ▼❙❈ ♣❡✉✈❡♥< :✬✉<✐❧✐:❡& ❛✉::✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉& ♠♦❞;❧✐:❡& ❞❡: ♣&♦<♦❝♦❧❡: =✉❡ ♣♦✉& :♣;❝✐✜❡& ❞❡:

♣&♦♣&✐;<;: P ✈;&✐✜❡&✳ ❯♥ ❝❡&<❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞✬;<✉❞❡: ♦♥< ;<; &;❛❧✐:; ❞❛♥: ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛

✈;&✐✜❝❛<✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡: ▼❙❈ ♣&✐: ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥< ❡♥ <❡&♠❡ ❞❡ ❧❡✉&: :;♠❛♥<✐=✉❡: ❡< ♣&♦♣&✐;<;:

❬▲▲✾✺✱ ❆❍F✾✻❪✳

■❧ ❡:< ♣♦::✐❜❧❡ ❞✬✉<✐❧✐:❡& ❧❛ ❧♦❣✐=✉❡ ▼❙❖ ♣♦✉& ❞;❝&✐&❡ ❧❡: ♣&♦♣&✐;<;: ❞❡: ▼❙❈✳ ❙❛ ❞;✜♥✐<✐♦♥

❡:< ❧❛ ♠W♠❡ =✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐=✉❡ :✉& ❧❡: ♣♦♠:❡<: ❞;❝&✐<❡ ❞❛♥: ❧❛ :❡❝<✐♦♥ ✷✳✸✳✸ P ❧❛=✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉<

❛❥♦✉<❡& ❞❡: ❢♦&♠✉❧❡: ❛<♦♠✐=✉❡: ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ x → y ✭:✐❣♥✐✜❛♥< x ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡::❛❣❡ P y✮ ❡<

x �p y ✭:✐❣♥✐✜❛♥< =✉❡ x ❡< y :♦♥< ❞❡: ;✈;♥❡♠❡♥<: ❞✉ ♣&♦❝❡::✉: p ❡< x ♣&;❝K❞❡ y ❞❛♥: ❧✬♦&❞&❡

<♦<❛❧ ❞❡: ;✈;♥❡♠❡♥<: ❞✉ ♣&♦❝❡::✉: p✮✳



✺✵❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

❉❡$ ❧♦❣✐)✉❡$ +❡♠♣♦.❡❧❧❡$ ♣♦✉✈❛♥+ ❞3❝.✐.❡ ❞❡$ ▼❙❈ ❡①✐$+❡♥+ ❛✉$$✐✳ ❈✬❡$+ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❧❛

❧♦❣✐)✉❡ ❚▲❈ ❝♦♥$✐❞3.3❡ ❞❛♥$ ❬>❡❧✵✵❪✳ ▼❛✐$ ❝❡$ ❧♦❣✐)✉❡$ ♣❡✉✈❡♥+ ❡♥ .3❛❧✐+3 @+.❡ ✈✉❡$ ❝♦♠♠❡

❞❡$ $♦✉$✲❝❧❛$$❡$✱ ❞❡ ▼❙❖ ❞✬♦D ❧❡ ❢❛✐+ )✉❡ ▼❙❖ ❡$+ ♣❧✉$ ♣✉✐$$❛♥+✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ .❡❝❤❡.❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉$ ✈❛$+❡ ❛ ❝♦♥$✐$+3 G ✈3.✐✜❡. ❧❡$ ♣.♦♣.✐3+3$ $♣3❝✐✜3❡$ ❡♥ +❛♥+

)✉❡ ❍▼❙❈✳ ◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❜.✐L✈❡♠❡♥+ ❞♦♥♥❡. )✉❡❧)✉❡$ ✉♥$ ❞❡ ❝❡$ .3$✉❧+❛+$ ♣❧✉$ ♣♦♣✉❧❛✐.❡$ ✐❝✐✳

❊+❛♥+ ❞♦♥♥3 ❞❡✉① ❍▼❙❈ G,H✱ $❛✈♦✐. $✐ ♦♥ ❛ L(G) ∩ L(H) = ∅ ♦✉ L(G) ⊆ L(H) $♦♥+
❞❡$ ♣.♦❜❧L♠❡$ ❞❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ▲❡ ❝❛$ ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ♥3❣❛+✐❢ ✭❧❡ ♣❧✉$ ❢❛❝✐❧❡✮ ❡$+ ❞3❥G

✐♥❞3❝✐❞❛❜❧❡✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣.♦❜❧L♠❡$ ❞❡ ❞3❝✐$✐♦♥ $♦♥+ ✐♥❞3❝✐❞❛❜❧❡$ ❛✈❡❝ ❧❡$ ❍▼❙❈✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛.+✐❡

❞❡$ .3$✉❧+❛+$ ❞✬✐♥❞3❝✐❞❛❜✐❧✐+3 $♦♥+ ♣.3$❡♥+3$ ❞❛♥$ ❬▼>❙✾✽✱ ▼✉$✾✾✱ ▼>✾✾❪✳ ❈❡❝✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐+ G

❝♦♥$✐❞3.❡. ❞❡$ $♦✉$✲❝❧❛$$❡$ ❞❡ ❍▼❙❈ ❛✈❡❝ ❧❡$)✉❡❧❧❡$ ❧❡$ ♣.♦❜❧L♠❡$ ❤❛❜✐+✉❡❧$ $♦♥+ ❞3❝✐❞❛❜❧❡$✳

❍❡♥.✐❦$❡♥✱ ▼✉❦✉♥❞✱ ❑✉♠❛. ❡+ ❚❤✐❛❣❛.❛❥❛♥ ♦♥+ ❝♦♥$✐❞3.3 ❧❡$ ❍▼❙❈ .3❣✉❧✐❡.$ ❬❍▼❑❚✵✵❪✳

❯♥ ❍▼❙❈ H ❡$+ ❞✐+  !❣✉❧✐❡ $✐ LE(H) ❡$+ .❛+✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡$ ♣.♦❜❧L♠❡$ ❞❡ ❞3❝✐$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡

♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ $♦♥+ ❜✐❡♥ ❡♥+❡♥❞✉ ❞3❝✐❞❛❜❧❡$ ♣♦✉. ❝❡++❡ ❝❧❛$$❡ ❞❡ ❍▼❙❈ ✭LE(H) 3+❛♥+ ✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ .3❣✉❧✐❡. ❞❡ ♠♦+$✮✳ >❛. ❝♦♥+.❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛$ ❞3❝✐❞❡. $✐ ✉♥ ❍▼❙❈ ❡$+ .3❣✉❧✐❡.✳

▲❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡$+ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ 3+❛♥+ ❞3❝✐❞❛❜❧❡ ♣♦✉. ❧❛ ❝❧❛$$❡ ❞❡$ ❍▼✲

❙❈$ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥, ❝♦♦♣! ❛,✐❢0 ❬●▼❙❩✵✷❪✳ ❯♥ ❍▼❙❈ ❡$+ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♦♣3.❛+✐❢ $✐ +♦✉+❡$ $❡$

3+✐)✉❡++❡$ $♦♥+ ❞❡$ ▼❙❈$ ❝♦♥♥❡①❡$ ❡+ ♣♦✉. +♦✉+ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ρ = q1
M1−−→ q2

M2−−→ ...
Mn−−→ q1

❧❡ ▼❙❈ ❣3♥3.3 M1.M2.....Mn ❡$+ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❯♥ ▼❙❈ ❡$+ ❝♦♥♥❡①❡ $✐ $♦♥ ❣.❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛+✐♦♥ ✭❣.❛♣❤❡ ❞✐.✐❣3 ❞♦♥+ ❧❡$ $♦♠♠❡+$ $♦♥+ ❧❡$ ♣.♦❝❡$$✉$ ❡+ ❧❡$ ❛.@+❡$ ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠❡ p → q $✐

❡+ $❡✉❧❡♠❡♥+ $✐ p ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡$$❛❣❡ G q✮ ❡$+ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥+ ❝♦♥♥❡①❡✳

▲❡$ .3$✉❧+❛+$ $✉✐✈❛♥+$ ♦♥+ 3+3 ❞3♠♦♥+.3$ ❞❛♥$ ❬●▼❙❩✵✷❪✳

• ❙❛✈♦✐. $✐ ❞❡✉① ❍▼❙❈$ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♦♣3.❛+✐❢$ ♦♥+ ✉♥❡ ❡①3❝✉+✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡$+ >❙>❆❈❊✲

❝♦♠♣❧❡+✳

• ❉3❝✐❞❡. ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❞❡$ ❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞✬❡①3❝✉+✐♦♥$ ❞❡ ❞❡✉① ❍▼❙❈$ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♦♣3.❛+✲

✐❢$ ❡$+ ❊❳>❙>❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡+✳

• ◗✉❛♥❞ ♦♥ ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♣.♦❝❡$$✉$✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐+3 ❞❡$ ♣.♦❜❧L♠❡$ ❞❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣

♣♦✉. ❧❡$ ❍▼❙❈$ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥+ ❝♦♦♣3.❛+✐❢$ ❡$+ >❙>❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡+✳

▲❡$ ❛✉+.❡$ ❝❧❛$$❡$ ❞❡ ❍▼❙❈ G ❝♦♥$✐❞3.❡. $♦♥+ ❝❡❧❧❡$ ❞❡$ ❍▼❙❈ G ❝❛♥❛✉① ❜♦ ♥!0 ❡+ ❧❡$

❍▼❙❈ .❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡$✳

❯♥ ❍▼❙❈ H ❡$+ ❞✐+ G ❝❛♥❛✉① ❜♦.♥3$ $✬✐❧ ❡①✐$+❡ ✉♥ ❡♥+✐❡. b ∈ N +❡❧ )✉❡ ✿

∀M ∈ L(H), ∀(p, q) ∈ Ch, ∀N prefixe de M, (|N |p!q − |N |q?p) ≤ b

✳ |N |p!q ❡+ |N |q?p ❞3$✐❣♥❡♥+ .❡$♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬❡♥✈♦✐$ ❞❡ ♠❡$$❛❣❡$ ❞❡ p G q ❡+ ❧❡

♥♦♠❜.❡ ❞❡ .3❝❡♣+✐♦♥$ ♣❛. q ❞❡$ ♠❡$$❛❣❡$ ❞❡ p ❞❛♥$ N ✳

❱✉ )✉❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ▼❙❈$ ✜♥✐$ ❡$+ ✐$♦♠♦.♣❤❡ ❛✉ ♠♦♥♦_❞❡ ❞❡ +.❛❝❡$ T(A−MSC(ΣP), I)✱
♦♥ ♣❡✉+ ❞3✜♥✐. ❝♦♠♠❡ G ❧✬❛❝❝♦✉+✉♠3❡ ❧❛ ♥♦+✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ .❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡✳ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡

▼❙❈ L ❡$+ .❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡ $✬✐❧ ❡①✐$+❡ ✉♥ ♠♦.♣❤✐$♠❡ f ❞❡ ▼❙❈ ❞❛♥$ ✉♥ ♠♦♥♦_❞❡ ✜♥✐ +❡❧ )✉❡

L = f−1(f(L))✳ ❯♥ ❍▼❙❈ ❍ ❡$+ ❞✐+ .❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡ $✐ L(H) ❡$+ .❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡✳
❉✉ ❢❛✐+ ❞❡$ .3$✉❧+❛+$ ❞✬✐♥❞3❝✐❞❛❜✐❧✐+3 $✉. ❧❡$ +.❛❝❡$✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❞3❞✉✐.❡ )✉❡ $❛✈♦✐. $✐ ✉♥

❍▼❙❈ ❡$+ .❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡ ❡$+ ✐♥❞3❝✐❞❛❜❧❡✳

❖♥ ❞♦✐+ G ❘✳ ▼♦.✐♥ ❬▼♦.✵✶❪ ❧❡$ .3$✉❧+❛+$ $✉✐✈❛♥+$✿



✸✳✹✳ ▲❊❙ ❆❯❚❖▼❆❚❊❙ ❈❊▲▲❯▲❆■❘❊❙ ❆❙❨◆❈❍❘❖◆❊❙ 1❖❯❘ 1❖▼❙❊❚❙ ✺✶

• ❖♥ ♣❡✉' ❞)❝✐❞❡, -✐ ✉♥ ❍▼❙❈ ❡-' 2 ❝❛♥❛✉① ❜♦,♥)-✳

• ❯♥ ❍▼❙❈ ❡-' ,)❣✉❧✐❡, -✐ ❡' -❡✉❧❡♠❡♥' -✬✐❧ ❡-' ,❡❝♦♥♥❛✐--❛❜❧❡ ❡' 2 ❝❛♥❛✉① ❜♦,♥)-✳

●❡♥❡-'✱ ▼✉-❝❤♦❧❧ ❡' ❑✉-❦❡ ♦♥' )'❡♥❞✉✱ ❞❛♥- ❬●❑▼✵✻❪✱ ❧❡- ,)-✉❧'❛'- ❞❡ ❊♥,✐❦-❡♥ ❡' ❛❧✳

❞❛♥- ❬❍▼❑

+
✵✺❪ ✭♣❛, ❡①'❡♥-✐♦♥ ❞✉ '❤)♦,H♠❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✲❇K❝❤✐✮ -✉, ❧✬❡M✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥',❡ ❧❛♥❣❛❣❡

,)❣✉❧✐❡, ❞❡ ▼❙❈✱ ❍▼❙❈ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥' ❝♦♦♣),❛'✐❢-✱ ❡' ♠♦❞H❧❡- ❞✬❡①)❝✉'✐♦♥✱ ❞♦♥♥)- ❡♥ '❡,♠❡

❞❡ ❞✬❛✉'♦♠❛'❡- ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥'-✳ ▲❡- )M✉✐✈❛❧❡♥❝❡- -✉✐✈❛♥'❡- ♦♥' ❛✐♥-✐ )') ❞)♠♦♥',)❡- ♣♦✉, ✉♥

❧❛♥❣❛❣❡ L ❞❡ ▼❙❈ ✭✉♥✐✈❡,-❡❧❧❡♠❡♥'✮ ❜♦,♥)-✳

• L ❡-' ,)❣✉❧✐❡,✳

• L ❡-' ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥ ❈❋▼✳

• L ❡-' ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ▼❙❖✳

• L ❡-' ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✉♥ ❍▼❙❈ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥' ❝♦♦♣),❛'✐❢✳

✸✳✹ ▲❡% ❆✉(♦♠❛(❡% ❈❡❧❧✉❧❛✐/❡% ❆%②♥❝❤/♦♥❡% ♣♦✉/ ♣♦♠✲

%❡(%

❉❛♥- ✉♥❡ ❛✉',❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱ ✐❧ ❛ )') ❞)✜♥✐ ❞❡- ❛✉'♦♠❛'❡- ♣♦✉✈❛♥' ❛❝❝❡♣'❡, ❞❡- ♣♦♠-❡'- ♦✉

❝❧❛--❡- ❞❡ ♣♦♠-❡'-✳ ❉❛♥- ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ❝✐'❡, ❧❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐,❡- ❆-②♥✲

❝❤,♦♥❡- ❞❡ ♣♦♠-❡'- ❡' ❧❡- ❛✉'♦♠❛'❡- V✲❛-②♥❝❤,♦♥❡-✳

▲❛ ♥♦'✐♦♥ ❞✬❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐,❡- ❆-②♥❝❤,♦♥❡- ✭❆❈❆✮ ❛ )') ✐♥',♦❞✉✐'❡ ♦,✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥'

♣❛, ❩✐❡❧♦♥❦❛ ♣♦✉, ❧❡- ',❛❝❡-✳ ❱✉ M✉❡ ❧❡- ',❛❝❡- ♣❡✉✈❡♥' Y',❡ ❝♦♥-✐❞),)❡- ❝♦♠♠❡ ❞❡- ♣♦♠-❡'-

✈),✐✜❛♥'- ❞❡- ❝♦♥❞✐'✐♦♥- ♣❛,'✐❝✉❧✐H,❡-✱ ❉,♦-'❡✱ ●❛-'✐♥ ❡' ❑✉-❦❡ ♦♥' ❡♥-✉✐'❡ ❣)♥),❛❧✐-) ❝❡''❡

♥♦'✐♦♥ ♣♦✉, ,❡❝♦♥♥❛Z',❡ ❧❡- ❧❛♥❣❛❣❡- ,❡❝♦♥♥❛✐--❛❜❧❡- ❞❡ ♣♦♠-❡'- ❡' ♦♥' ✐♥',♦❞✉✐' ❞❛♥- ❝❡

-❡♥- ❧❡- ❆✉'♦♠❛'❡- ❈❡❧❧✉❧❛✐,❡- ❆-②♥❝❤,♦♥❡- ♣♦✉, ❧❡- ♣♦♠-❡'- ✭

~Σ−ACA✮✳ ▲2 ♦♥ -✬✐♥'),❡--❡

✉♥✐M✉❡♠❡♥' ❛✉① ♣♦♠-❡'- -❛♥- ❛✉'♦✲❝♦♥❝✉,,❡♥❝❡✳ ■❧- ♦♥' ❛✉--✐ ♣,)-❡♥') ❧❡- ,❡❧❛'✐♦♥- ❡♥',❡ ❧❡-

❧♦❣✐M✉❡- ❋❖✱ ▼❙❖ ❡' ❧❡- ❆❈❆✳ ▲✬❡--❡♥'✐❡❧ ❞❡ ❝❡- ',❛✈❛✉① -❡ ',♦✉✈❡♥' ❞❛♥- ❬❉●❑✵✵❪✳ ◆♦✉-

❡♥ ❞♦♥♥♦♥- ❝✐✲❛♣,H- ✉♥ ,)-✉♠)✳

✸✳✹✳✶ $%&'❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡'

~Σ− ACA

❙♦✐❡♥' Σ1,Σ2, ...,Σn ❞❡- ❛❧♣❤❛❜❡'- ❞❡✉① 2 ❞❡✉① ❞✐-❥♦✐♥'-✱ ❡' P = {1, ..., n} ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡

❞✬❡♥'✐❡,-✳ ❖♥ ♣♦-❡ Σ = Σ1∪, ...,∪Σn✳ ◆♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ✈♦✐, P ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣,♦❝❡--✉-

-)M✉❡♥'✐❡❧- ❡' Σ1, ...,Σn ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❛❝'✐♦♥- ❞❡ ❝❡- ♣,♦❝❡--✉- -)M✉❡♥'✐❡❧-✳ ❙♦✐'

p : Σ −→ P ❢♦♥❝'✐♦♥ ❛--♦❝✐❛♥' ❝❤❛M✉❡ ❧❡'',❡ a ∈ Σ 2 -♦♥ ♣,♦❝❡--✉- p(a) ∈ P ✱ ✐✳❡✳ a ∈ Σp(a)✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❯♥ (Σ1,Σ2, ...,Σn)− pomset ♦✉ ~Σ− pomset ❡%& ✉♥ ♣♦♠%❡& t = (E,�, λ)
♦) λ−1(Σi) ❡%& &♦&❛❧❡♠❡♥& ♦,❞♦♥♥. ♣♦✉, &♦✉& i ∈ P✳

❈❡''❡ ❞)✜♥✐'✐♦♥ ✐♠♣❧✐M✉❡ M✉❡ ❞❡✉① )✈)♥❡♠❡♥'- ❝♦♥❝✉,,❡♥'- ♥❡ -♦♥' ❥❛♠❛✐- ❛--♦❝✐)- ❛✉ ♠Y♠❡

Σi ❞❛♥- ✉♥
~Σ− pomset✳ ❖♥ ♥♦'❡ ♣❛, P(~Σ) ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡-

~Σ− pomset✳



✺✷❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❊❚❯❉❊ ❉❊❙▼❖❉➮▲❊❙ ❆❨❆◆❚ ❯◆❊ ❙➱▼❆◆❚■◗❯❊ ❖❘❉❘❊ #❆❘❚■❊▲

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ❯♥ (Σ1,Σ2, ...,Σn)− ACA ✭♦✉

~Σ− ACA✮ ❡%& ✉♥ &✉♣❧❡

A = ((Qi)i∈P , (δa,J)a∈Σ,J⊆P , F ) ♦*✿

✳ -♦✉. &♦✉& i ∈ P , Qi ❡%& ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬5&❛&% ❧♦❝❛✉① ❛✉ ♣.♦❝❡%%✉% i✳

✳ -♦✉. &♦✉& a ∈ Σ ❡& J ⊆ P , δa,J :
∏

i∈J Qi −→ 2Qp(a)
❡%& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ &.❛♥%✐&✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳

✳ F ⊆
⋃

J⊆P
∏

i∈J Qi ❡%& ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬5&❛&% ❛❝❝❡♣&❛♥& ✭✜♥❛✉①✮✳

▲✬❛✉$♦♠❛$❡ ❡($ ❞*$❡+♠✐♥✐($❡ (✐ $♦✉$❡( ❧❡( ❢♦♥❝$✐♦♥( ❞❡ $+❛♥(✐$✐♦♥ (♦♥$ ❞*$❡+♠✐♥✐($❡(✱ ✐✳❡ (✐

|δa,J((qi)i ∈ J)| ≤ 1 ♣♦✉+ $♦✉$ a ∈ Σ, J ⊆ P ❡$ qi ∈ Qi ♣♦✉+ i ∈ J ✳

❯♥

~Σ−ACA ❛❝❝❡♣$❡ ✉♥

~Σ− pomset t = (E,�, λ) ❝♦♠♠❡ (✉✐$✳ ▲❡ ~Σ−ACA ❝♦♥(✐($❡ ❡♥

n ♣+♦❝❡((✉( ❧♦❝❛✉① ❞♦♥$ ❧❡( *$❛$( ❧♦❝❛✉① (♦♥$ Qi✳ ❈❤❛8✉❡ *✈:♥❡♠❡♥$ x ❝❤❛♥❣❡ ❧✬*$❛$ ❞❡ (♦♥
♣+♦❝❡((✉( p(λ(x))✳ <♦✉+ ❝❤❛8✉❡ *✈:♥❡♠❡♥$✱ ✐❧ ② ❛ ✭❛✉ ♠♦✐♥(✮ ❞❡✉① ♠♦❞❡( ❞❡ ❞✬❡①*❝✉$✐♦♥✳

❙♦✐$ ❧✬*✈:♥❡♠❡♥$ ❧✐$ A ♣❛+$✐+ ❞❡( *✈:♥❡♠❡♥$( 8✉✬✐❧ (✉✐$ ✐♠♠*❞✐❛$❡♠❡♥$✱ ♥♦$*( R−−mode✱ (♦✐$
✐❧ ❧✐$ A ♣❛+$✐+ ❞❡ $♦✉( ❧❡( *✈:♥❡♠❡♥$( ❡①*❝✉$*( ❛✈❛♥$✱ ♥♦$*( R+ −mode✳ ❊♥ ❞✬❛✉$+❡( $❡+♠❡(
♣❧✉( ❢♦+♠❡❧(✿

• R−(x) := p(λ{y ∈ E | y ⋖ x}) = p(λ(max(⇓ x)))

• R+(x) := p(λ{y ∈ E | y ≺ x}) = p(λ(⇓ x))

❈♦♥❝❡+♥❛♥$ ❧❡( ❝+✐$:+❡( ❞✬❛❝❝❡♣$❛$✐♦♥✱ (♦✐$ ♥♦✉( ❝♦♥(✐❞*+♦♥( ❧❡( *$❛$( 8✉✐ ❡①*❝✉$❡♥$ ❛✉

♠♦✐♥( ✉♥❡ ❛❝$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ *$❛$( ❞✬❛❝❝❡♣$❛$✐♦♥ ✭❧❡( *$❛$( (♦♥$ ✐(♦♠♦+♣❤❡( ❛✉① ♣+♦❝❡((✉( 8✉✐

❡①*❝✉$❡♥$ ❧❡( ❛❝$✐♦♥(✮✱ ♥♦$*❡ F+
✱ (♦✐$ ❝❡✉① 8✉✐ ❡①*❝✉$❡♥$ ❛✉ ♠♦✐♥( ✉♥ *✈:♥❡♠❡♥$ ♠❛①✐♠❛❧

✭♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ❝❛+ ❧❡( ❛❝$✐♦♥( (♦♥$ ♣❛+$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ♦+❞♦♥♥*❡(✮✱ ♥♦$* F−
✳

❖♥ ❝♦♥(✐❞:+❡ ♣♦✉+ ❧❛ (✉✐$❡ α, β ∈ {+,−}✳ <♦✉+ ✉♥ ~Σ−ACA A✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ~Σ−pomsets

❛❝❝❡♣$* ♣❛+ A ❞❛♥( ❧❡ ♠♦❞❡ RαF β
✱ ❞*♥♦$* RαF β(A) ❡($ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ $♦✉( ❧❡( ~Σ− pomsets

t ∈ P(~Σ) 8✉✐ ❛❞♠❡$$❡♥$ ✉♥❡ Rα
✲❡①*❝✉$✐♦♥ F β

✲+*✉((✐❡ ✭❛❝❝❡♣$*❡✮✳

✸✳✹✳✷ ▲♦❣✐(✉❡ ▼❙❖ .✉/ ❧❡.

~Σ− ACA

❆♣+:( ❧❛ ❢♦+♠❛❧✐(❛$✐♦♥ ❞❡(

~Σ − ACA ❡$ ❞❡ ❧❡✉+ ♠♦❞❡ ❞✬❛❝❝❡♣$❛$✐♦♥ ❞❡ ♣♦♠(❡$(✱ ❧❛ +❡❧❛$✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦❣✐8✉❡ ▼❙❖ ❛ *$* *$❛❜❧✐❡✳ ❈✬❡($ ❜✐❡♥ ❡♥$❡♥❞✉ MSO(Σ,�) ✭▼❙❖ (✉+ ❧❡( ♣♦♠(❡$(✮

8✉✐ ❡($ ❝♦♥(✐❞*+*❡ ✐❝✐✳ ❈✬❡($ ❞✬❛❜♦+❞ ❧❛ ▼❙❖✲❞❡✜♥✐((❛❜✐❧✐$* ❞❡( ❧❛♥❣❛❣❡( ❛❝❝❡♣$*( ♣❛+ ❧❡(

~Σ− ACA ✭❞*$❡+♠✐♥✐($❡ ♦✉ ♥♦♥✮ 8✉✐ ❛ *$* ♠♦♥$+*❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✹✳✶ ✭❬❉●❑✵✵❪✮ ❙♦✐& A ✉♥

~Σ − ACA✱ ❛❧♦.% ♦♥ ♣❡✉& ❝♦♥%&.✉✐.❡ ✉♥❡ ❢♦.♠✉❧❡

▼❙❖ φ ❡①✐%&❡♥&✐❡❧❧❡ ❞❡ %♦.&❡ >✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ φ %♦✐& ❧❡ ♠@♠❡ >✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ A❀ ✐✳❡✳ L(φ) =
RαF β(A)✳

▲❛ +*❝✐♣+♦8✉❡ ❞❡ ❝❡ $❤*♦+:♠❡ ♥✬❡($ ♣❛( $♦✉❥♦✉+( ✈+❛✐❡✳ ❊❧❧❡ ❧✬❡($ 8✉❡ ♣♦✉+ ✉♥❡ (♦✉(✲❝❧❛((❡

(♣*❝✐❛❧❡ ❞❡

~Σ− pomsets✿ ❧❡( CROW − pomsets✳

❉"✜♥✐7✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ❯♥ CROW−pomset ❡%& ✉♥ ~Σ−pomset t = (E,�, λ) >✉✐ %❛&✐%❢❛✐& ❧✬❛①✐♦♠❡

❈❘❖❲ ✭✧❈♦♥❝✉..❡♥& ❘❡❛❞ ❛♥❞ ❊①❝❧✉%✐✈❡ ❖✇♥❡. ❲.✐&❡✧✮ >✉✐ ❡%&✿ ♣♦✉. &♦✉& x, y, z ∈ E✱

x⋖ y, x ≺ y et y ‖ z =⇒ p(λ(x)) 6= p(λ(z))

✳



✸✳✹✳ ▲❊❙ ❆❯❚❖▼❆❚❊❙ ❈❊▲▲❯▲❆■❘❊❙ ❆❙❨◆❈❍❘❖◆❊❙ 1❖❯❘ 1❖▼❙❊❚❙ ✺✸

❯♥ ❈❘❖❲✲♣♦♠,❡. ❡,. ❡♥ ❢❛✐. ✉♥

~Σ✲♣♦♠,❡. ♣♦✉3 ❧❡5✉❡❧ ♣♦✉3 .♦✉. x, y, z ,✐ x⋖ y✱ y ♣❛3❛❧❧7❧❡

8 z ❡. x ≺ y✱ ❧❡ ♣3♦❝❡,,✉, ,✉3 ❧❡5✉❡❧ x :❝3✐. ❡,. ❞✐✛:3❡♥. ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ z✳ ❈❡❧❛ ,✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ ,✐ y
❡. z ,♦♥. ❝♦♥❝✉33❡♥.,✱ ,✐ z :❝3✐. ,✉3 ❧❛ ♠:♠♦✐3❡ ❞✉ ♣3♦❝❡,,✉, i✱ y ♥❡ ❧✐3❛ ♣❛, 8 ♣❛3.✐3 ❞❡ ❝❡

♣3♦❝❡,,✉,✳

❖♥ ♥♦.❡ ♣❛3 CROW(~Σ) ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, CROW − pomsets✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✹✳✷ ✭❬❉●❑✵✵❪✮ ❙♦✐# φ ✉♥❡ ❢♦(♠✉❧❡ ▼❙❖ -✉(

~Σ✳ ■❧ ❡①✐-#❡ ✉♥ ~Σ−ACA ❞2#❡(✲

♠✐♥✐-#❡ A -✉( CROW(~Σ) #❡❧ 4✉❡✿

L(φ) ∩ CROW(~Σ) = R−F β(A)

❉3♦,.❡✱ ●❛,.✐♥ ❡. ❑✉,❦❡ ♦♥. ❡♥,✉✐.❡ ❣:♥:3❛❧✐,: ❝❡, ❞❡✉① .❤:♦37♠❡, ♣♦✉3 ♠♦♥.❡3 ❧❡, :5✉✐✈❛✲

❧❡♥❝❡, ✜♥❛❧❡, ❡♥.3❡ ❧❡,

~Σ− ACA ❡. ▼❙❖✳ ❈❡ ❝♦3♦❧❧❛✐3❡ ❡,. :♥♦♥❝: ♣❛3 ✉♥ .❤:♦37♠❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✹✳✸ ✭❬❉●❑✵✵❪✮ ❙♦✐# L ⊆ CROW(~Σ)✳ ▲❡- ❛--❡(#✐♦♥- -✉✐✈❛♥#❡- -♦♥# 24✉✐✈❛✲
❧❡♥#❡-✿

• L ❡-# ▼❙❖✲❞2✜♥✐--❛❜❧❡✱

• ■❧ ❡①✐-#❡ ✉♥

~Σ− ACA A -✉( CROW(~Σ) #❡❧ 4✉❡ L = RαF β(A)✳

❈❡, 3:,✉❧.❛., .✐3❡♥. ❧❡✉3 ✐♥.:3K. ❞✉ ❢❛✐. 5✉✬✐❧, ♦✉✈3❡♥. ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡, ,②,.7♠❡,

❞✐,.3✐❜✉:, ❛❜,.3❛✐., ❞:❝3✐., ❡♥ ❈❘❖❲✲♣♦♠,❡.,✳

❯♥❡ ❛✉.3❡ ❝❧❛,,❡ ❞❡

~Σ✲♣♦♠,❡. ❛ ❛✉,,✐ :.: ❞:✜♥✐❡ ♣♦✉3 ✐♥.:❣3❡3 ❧❡, ♣3♦❜❧7♠❡, ❞❡ ❞:❝✐,✐♦♥✳

❉"✜♥✐7✐♦♥ ✸✳✹✳✹ ❙♦✐❡♥# t = (E,≤, λ) ✉♥

~Σ✲♣♦♠-❡#✱ k ✉♥ ❡♥#✐❡( ♣♦-✐#✐❢ ❡# Cℓ ⊆ E ♣♦✉(

1 ≤ ℓ ≤ k✳ ▲❡ #✉♣❧❡ (C1, ..., Ck) ❡-# ✉♥ k✲❝♦✉✈(❛♥# ❞❡ t -✐

✶✳ Cℓ ❡-# ✉♥❡ -24✉❡♥❝❡ ♣♦✉( 1 ≤ ℓ ≤ k

✷✳ E = ∪ℓ∈[k]Cℓ

✸✳ ♣♦✉( #♦✉# x, y ∈ E ❛✈❡❝ x ≺ y ✐❧ ❡①✐-#❡ ℓ ∈ [k] ❛✈❡❝ x, y ∈ Cℓ

❯♥ k✲♣♦♠-❡# ❡-# ✉♥ ~Σ✲♣♦♠-❡# 4✉✐ ❛ ✉♥ k✲❝♦✉✈(❛♥#✳

❙♦✐. KP(~Σ) ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, k✲♣♦♠,❡., ,✉3

~Σ✳ ▲❡ ♣3❡♠✐❡3 3:,✉❧.❛. :.❛❜❧✐. 5✉❡ MSO(Σ)

❡,. :5✉✐✈❛❧❡♥. 8

~Σ− ACA ♥♦♥ ❞:.❡3♠✐♥✐,.❡, ❛✉ ,❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛,,❡ ❞❡, k✲♣♦♠,❡.,✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✹✳✹ ✭❬❉●❑✵✵❪✮ ❙♦✐# L ⊆ KP(~Σ)✳ ▲❡- ❛--❡(#✐♦♥- -✉✐✈❛♥#❡- -♦♥# 24✉✐✈❛❧❡♥#❡-✿

• L ❡-# ❞2✜♥✐--❛❜❧❡ ❡♥ MSO(Σ)✳

• L ∈ RαF β(KP(~Σ))
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡+ ❛✉)❡✉-+ .)❛❜❧✐++❡♥) 0✉✬♦♥ ♣❡✉) ❞.❝✐❞❡- ❞❡ ❞❡✉①

~Σ − ACA ❞♦♥♥.+ A1 ❡)

A2 +✐ L(A1) = L(A2)✳ ❆✐♥+✐ ❞♦♥♥. ✉♥

~Σ− ACA✱ ♦♥ ♣❡✉) ❞.❝✐❞❡- +✐ ✐❧ -❡❝♦♥♥❛✐) ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡

❞❡ )♦✉+ ❧❡+ k✲♣♦♠+❡)+ ✭✉♥✐✈❡-+❛❧✐).✮ ♦✉ ♥❡ -❡❝♦♥♥❛✐) -✐❡♥ ✭✈✐❞❡✮✳

❘❡♠❛$%✉❡✿ ■❧ ❡+) ❛✉++✐ .)❛❜❧✐ ❞❛♥+ ❬❉●❑✵✵❪ ✉♥❡ ❝♦♥+)-✉❝)✐♦♥ ♣❡-♠❡))❛♥) ❞✬❛++♦❝✐❡- ❧❡+

❡♥+❡♠❜❧❡+ ❞❡ ❈❘❖❲✲♣♦♠+❡)+ ❛✉① )-❛❝❡+ ▼❛③✉-❦✐❡✇✐❝③ ✭♣❛❣❡ ✶✻✮✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐).

❞✬✉)✐❧✐+❡- ❧❡+ -.+✉❧)❛)+ +✉- ❧❡+ )-❛❝❡+ ♣♦✉- ❡♥❝♦-❡ -.+♦✉❞-❡ ❞❡+ ♣-♦❜❧O♠❡+ ❞❡ ❞.❝✐❞❛❜✐❧✐).✳

▼❛❧❣-. ❧❡+ -.+✉❧)❛)+ ♣♦+✐)✐❢+ )-O+ ✐♥).-❡++❛♥)+ 0✉❡ ♣-.+❡♥)❡♥) ❧❡+

~Σ−ACA✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡+ -.+✉❧✲

)❛)+ ♥.❣❛)✐❢+ +♦✉❧✐❣♥.+ ♠R♠❡ ❞❛♥+ ❧✬❛-)✐❝❧❡ ❬❉●❑✵✵❪✳ ❊♥ ❣.♥.-❛❧✱ ❧❡+ ❞❡✉① ♠♦❞❡+ ❞✬❡①.❝✉)✐♦♥✱

R−F β
❡) R+F β

✱ +♦♥) ✐♥❝♦♠♣❛-❛❜❧❡+ ♣♦✉- ❧❡+

~Σ − ACA ♥♦♥ ❞.)❡-♠✐♥✐+)❡+✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ♣♦✉-

n ≥ 2✱ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ RαF β(~Σ) ♥✬❡+) ♣❛+ ❝❧♦+ ♣❛- ❝♦♠♣❧.♠❡♥)✳

■❧ ❡①✐+)❡ ❞✬❛✉)-❡+ ♠♦❞O❧❡+ ❞✬❛✉)♦♠❛)❡+ ♣♦✉✈❛♥) ❛❝❝❡♣).+ ❞❡+ ♣♦♠+❡)+ +❛♥+ ❛✉)♦✲❝♦♥❝✉--❡♥❝❡✳

▲❡+ ❛✉)♦♠❛)❡+ U✲❛+②♥❝❤-♦♥❡+ ♦♥) .). ❞.✜♥✐ ♣❛- ❆-♥♦❧❞ ❞❛♥+ ❬❆-♥✾✶❪✳ ■❧+ +♦♥) ✉♥❡ ❣.♥.-❛❧✐✲

+❛)✐♦♥ ❞❡+ ❛✉)♦♠❛)❡+ ❛+②♥❝❤-♦♥❡+ ❞❡+ )-❛❝❡+✳ ❑✉+❦❡ ❛ ♠♦♥)-. ❞❛♥+ +♦♥ ❤❛❜✐❧✐)❛)✐♦♥ ❬❑✉+✵✵❛❪

✭♣❛❣❡ ✼✽✮ 0✉❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐- ❞✬❛❝❝❡♣)❛)✐♦♥ ❞❡+ ❛✉)♦♠❛)❡+ U✲❛+②♥❝❤-♦♥❡+ ❡+) ✐♥❝❧✉+ ❞❛♥+ ❝❡❧✉✐

❞❡+

~Σ− ACA✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❡, ❉✐)❝✉))✐♦♥

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ♣-.+❡♥). ❞❛♥+ ❝❡ ❝❤❛♣✐)-❡ ❞✐✛.-❡♥)+ ♠♦❞O❧❡+ ♣❡-♠❡))❛♥) ❞❡ ♠♦❞.❧✐+❡- ❞❡+

+②+)O♠❡+ ❞✐+)-✐❜✉.+ ❡) ❛②❛♥) ✉♥❡ +.♠❛♥)✐0✉❡ ♦-❞-❡ ♣❛-)✐❡❧✳ ▲❡+ )-❛✈❛✉① +✉- ❝❡+ ♠♦❞O❧❡+

♠❡))❡♥) +♦✉✈❡♥) ❧✬❛❝❝❡♥) +✉- ❧❡+ ❛+♣❡❝)+ ❞❡ -❡❝♦♥♥❛✐++❛❜✐❧✐). ♦✉ ❞❡ -.❣✉❧❛-✐). ♣❡-♠❡))❛♥) ❞✉

❝♦✉♣ ❞❡ -.♣♦♥❞-❡ ] ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧). 0✉✬♦♥ -❡♥❝♦♥)-❡ ❛✈❡❝ ❧❡+ ♣♦♠+❡)+ ❝♦♥)-❛✐-❡♠❡♥) ❛✉① ♠♦)+✱

0✉✐ ❡+) ❧❡ ♠❛♥0✉❡ ❞✬❡♥+❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬♦♣.-❛)❡✉-+ ♣♦✉✈❛♥) )♦✉+ ❧❡+ ❣.♥.-❡-✳

❉✉-❛♥) ❝❡))❡ .)✉❞❡ ♥♦✉+ ♥♦✉+ +♦♠♠❡+ ✐♥).-❡++.+ )❛♥) ] ❧❡✉- ❛+♣❡❝) ❞❡ ♠♦❞.❧✐+❛)✐♦♥ 0✉❡

❧❡+ ♣♦++✐❜✐❧✐).+ 0✉✬✐❧+ ♦✛-❡♥) ♣♦✉- ❧❛ ✈.-✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡ +②+)O♠❡+ ❝♦♥❝✉--❡♥)+✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛❞-❡ ❞❡ ❧❛

✈.-✐✜❝❛)✐♦♥✱ ♦♥ ❡+) +♦✉✈❡♥) ❤❡✉-). ] ❞❡+ ♣-♦❜❧O♠❡+ ❞✬✐♥❞.❝✐❞❛❜✐❧✐). ❞✉ ❢❛✐) ♥♦)❛♠♠❡♥) 0✉❡

❧❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡+) ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉- ❧❡+ ♠♦❞O❧❡+ ♦-❞-❡ ♣❛-)✐❡❧✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐)✱ ❧❡+ ♠♦❞O❧❡+ .)✉❞✐.+
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❉❡+ ❡①)❡♥+✐♦♥+ ❞❡+ ♠♦♥♦a❞❡+ ❞❡ )-❛❝❡+ ♦♥) .). ♣-♦♣♦+.❡+ ♣♦✉- ✐♥).❣-❡- ❞❡ )❡❧+ ♣-♦❜❧O♠❡+✳

U❛- ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥+ ❬❇●✾✺❪ ♦♥ ❝♦♥+✐❞O-❡ ❞❡+ 0✉♦)✐❡♥)+ ❞✉ ♠♦♥♦a❞❡ ❧✐❜-❡ ♣❛- ❞❡+ ❝♦♥❣-✉❡♥❝❡+

0✉✐ ♣-.+❡-✈❡♥) ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠✉)❛)✐✈❡ ❞❡+ ♠♦)+ ❡) ♦♥ ❡)❛❜❧✐) ❡♥+✉✐)❡ ❞❡+ ❝♦♥❞✐)✐♦♥+ ♥.❝❡++❛✐-❡+
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❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ♣❛- ♣❛++❛❣❡ ❞❡ ♠❡++❛❣❡✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈.-✐✜❝❛)✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡①✐+)❡ ♣❛+ ❞✐-❡❝)❡♠❡♥) ❞✬♦✉)✐❧+ ✐♠♣❧.♠❡♥)❛♥) ❧❡+ -.+✉❧)❛)+
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❛✈❡❝ ❧❡& #$❛❝❡& ❬❍♦♦✾✹❪✳ ❈❡& ♦✉#✐❧& ♥✬✉#✐❧✐&❡♥# ♣❛& ❝❡♣❡♥❞❛♥# ❞❡& ❧♦❣✐5✉❡& ♦$❞$❡ ♣❛$#✐❡❧✳

▲❡& ♣♦♠&❡#& &1$✐❡✲♣❛$❛❧❧7❧❡ &♦♥# ✉♥❡ ❝❧❛&&❡ ❞❡ ♣♦♠&❡#& ✭❧✬✉♥❡ ❞❡& $❛$❡&✱ ♣❛$♠✐ ❧❡& ♠♦❞7❧❡&✱

D ✐♥#1❣$❡$ ❧❡& ♣♦♠&❡#& ❛✈❡❝ ❛✉#♦✲❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡✮ 5✉✐ ♦♥# ❧❛ ♣❛$#✐❝✉❧❛$✐#1 ❞✬F#$❡ N − free ❡#

❞♦♥❝ ❝♦♥&#$✉✐# ❛✈❡❝ ❞❡& ♦♣1$❛#✐♦♥& ♣❡$♠❡##❛♥# ❞❡ ❢♦$♠❡$ ❞❡& ❡♥&❡♠❜❧❡& $1❣✉❧✐❡$&✳ ❉❡ ❝❡

❢❛✐# ✉♥❡ ❡①#❡♥&✐♦♥ ❞✉ #❤1♦$7♠❡ ❞❡ ❇K❝❤✐ ② ❛ 1#1 1#✉❞✐1❡ ❬❑✉&✵✵❜❪ ❡♥ ✐♥#1❣$❛♥# ❧❛ ❧♦❣✐5✉❡

▼❙❖✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❞❡ ♣❛$ ♥♦& $❡❝❤❡$❝❤❡&✱ &♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞1❧✐&❛#✐♦♥ ❡#

✈1$✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡ &②&#7♠❡ ♥✬❡&# #♦✉❥♦✉$& ♣❛& 1#✉❞✐1❡ D ♥♦#$❡ ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡ ♠✐& D ♣❛$# ❞❡& 1#✉❞❡&

#$7& ♣❡✉ ❝♦♥♥✉❡& ❡# #$7& &♣1❝✐✜5✉❡& ❞❛♥& ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥& ❬■◆❇✾✾❪✳

▲❡& ▼❡&&❛❣❡ ❙❡5✉❡♥❝❡ ❈❤❛$# ♣❡$♠❡##❡♥# ❞❡ ♠♦❞1❧✐&❡$ ❞❡& &②&#7♠❡& ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥#&✱ D

❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①♣$❡&&✐♦♥& $❛#✐♦♥♥❡❧❧❡&✳ ❈❡ &♦♥# ❞❡& ♠♦❞7❧❡& ♠❛#✉$❡& ❡# ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉& ❡# ❞✐✈❡$&❡&

♦✉#✐❧& ❞❡ ♠♦❞1❧✐&❛#✐♦♥ ❞❡ &②&#7♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡& ▼❙❈ ❡①✐&#❡♥#✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥ ✐❧ ② ❛ ❞❡&

$1&✉❧#❛#& ❞✬✐♥❞1❝✐❞❛❜✐❧✐#1 ✈✐& D ✈✐& ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝❧❛&&✐5✉❡ ✭❞✉ &#②❧❡ ▲❚▲✮ ❡# ❞❡& $1&✉❧#❛#&

#❤1♦$✐5✉❡& ❞❡ ❞1❝✐❞❛❜✐❧✐#1 ❡♥ ▼❙❖ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ♠♦♥#$1 ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐#$❡✳ ▲D ❡♥❝♦$❡

✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞✬✐♠♣❧1♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞❛♥& ❞❡& ♦✉#✐❧& ❞❡ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥✳

▲❡ ❝♦♥&#❛# ❡&# ❧❡ ♠F♠❡ ♣♦✉$ ❧❡& ❆✉#♦♠❛#❡& ❈❡❧❧✉❧❛✐$❡ ❆&②♥❝❤$♦♥❡& ❞❡ ♣♦♠&❡#&✳ ❈❡&

❞❡$♥✐❡$& ♣❡$♠❡##❡♥# #❤1♦$✐5✉❡♠❡♥# ❞❡ ❢❛✐$❡ ❞❡ ❧❛ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥ ❡♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❧❛ ❧♦❣✐5✉❡ ▼❙❖ &✉$

❧❡& ♠♦#& ♠❛✐& ✐❧& ♥✬♦♣7$❡♥# 5✉❡ &✉$ ❧❡& ♣♦♠&❡#& &❛♥& ❛✉#♦✲❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡✳

◆♦#$❡ 1#✉❞❡ ♥♦✉& ❛ ♣❡$♠✐& ❞✬❛✉#$❡ ♣❛$# ❞❡ ♥♦✉& $❡♥❞$❡ ❝♦♠♣#❡ 5✉❡ ❧❡& ♣$♦❜❧7♠❡& ❞❡

&❛#✐&❢❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❢♦$♠✉❧❡ ❧♦❣✐5✉❡ &✉$ ❧❡& ♣♦♠&❡#& ❡&# ❡♥ ❣1♥1$❛❧ ✐♥❞1❝✐❞❛❜❧❡✳

◆♦✉& ✈♦✉❧♦♥& ♣$♦♣♦&❡$ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ 5✉✐✱ D ❧❛ ❢♦✐&✱ $❛♠7♥❡$❛✐# ❧❡ ♣$♦❜❧7♠❡ ❞❡ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥

❛✈❡❝ ❧❡& ❧♦❣✐5✉❡& ♦$❞$❡ ♣❛$#✐❡❧ D ✉♥ ♣$♦❜❧7♠❡ ❞❡ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡& ❧♦❣✐5✉❡& &✉$ ❧❡& ♠♦#& ✭5✉✐

❡&# ❞1❝✐❞❛❜❧❡✮✱ ❡# ♣❡$♠❡##$❛✐# ❧❛ #$❛❞✉❝#✐♦♥ ❞❡& ♠♦❞7❧❡& ❝❧❛&&✐5✉❡& 1#✉❞✐1& ❡# ❞❡ ❝♦♥&#✐#✉❡$

✉♥ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉$ ✉♥❡ ✐♠♣❧1♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉#✐❧ ❞❡ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥✳

▲❡ &❝❤1♠❛ ❝✐✲❞❡&&♦✉& ❞1❝$✐# ❧❡ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦#$❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❡# $1&✉♠❡ ♥♦#$❡ ♣$♦❜❧1♠❛#✐5✉❡✳

▼♦❞7❧❡& ❝❧❛&&✐5✉❡& ▼❙❖ &✉$ ❧❡& ♣♦♠&❡#&

Γ✲♣♦♠&❡#

▼❙❖ &✉$ ❧❡& ♠♦#&

t
?

|= φ�

u
?

|= φΣ

❙❛✈♦✐$ &✬✐❧ ❡①✐&#❡ ✉♥ ♣♦♠&❡# t 5✉✐ &❛#✐&❢❛✐# ✉♥❡ ❢♦$♠✉❧❡ φ� ❞❡ MSO(Σ,�) ❡&# ❡♥ ❣1♥1$❛❧

✐♥❞1❝✐❞❛❜❧❡✳ ❈❡$#❛✐♥& ♠♦❞7❧❡& ❝❧❛&&✐5✉❡& 1#✉❞✐1& ❞❛♥& ❝❡ ❝❤❛♣✐#$❡ ❞♦♥♥❡♥# ✉♥ ❝❡$#❛✐♥ ♥♦♠❜$❡

❞❡ $1&✉❧#❛# &✉$ ❧❛ ✈1$✐✜❝❛#✐♦♥✳ ◆♦✉& ♣$♦♣♦&♦♥& ❞❡ $❛♠❡♥❡$ ❝❡ ♣$♦❜❧7♠❡ D ✉♥ ♣$♦❜❧7♠❡ ❞❡

❞1❝✐❞❛❜✐❧✐#1 &✉$ ❧❡& ♠♦#& ❡♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❞♦♥❝ ❧❛ ❧♦❣✐5✉❡ MSO(Σ)✳ !♦✉$ ❝❡❧❛ ♥♦✉& ✐♥#$♦❞✉✐&♦♥&

✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞7❧❡ 5✉✐ &❡$❛ ❡♥ ♠F♠❡ #❡♠♣& ❜❛&1 &✉$ ❧❡& ♠♦#& ❡# ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ $❡♣$1&❡♥#❡$

❞❡& ♣♦♠&❡#&✳ ◆♦✉& ❛♣♣❡❧♦♥& ❝❡ ♠♦❞7❧❡ ✭Γ✲!♦♠&❡# ✮✱ ❡# ♥♦✉& ❧❡ ♣$1&❡♥#♦♥& ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐#$❡

&✉✐✈❛♥#✳
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❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ♣*.#❡♥)♦♥# ♥♦)*❡ ♠♦❞1❧❡ Γ✲4♦♠#❡) 5✉✐ ❡#) ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞.❧✐✲
#❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ #②#)1♠❡ ♣❛*❛❧❧1❧❡ ❜❛#.❡ #✉* ❧❡# ♦*❞*❡# ♣❛*)✐❡❧#✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣*♦♣♦#. ❝❡ ♠♦❞1❧❡

♣♦✉* ♣❡*♠❡))*❡ ❧❛ ❞❡#❝*✐♣)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥) ❞✐#)*✐❜✉. ❡♥ )❡*♠❡ ❞❡ ♠♦) ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐)❡*

❧❛ ✈.*✐✜❝❛)✐♦♥✳ ❆♣*1# ❧❛ ❞.✜♥✐)✐♦♥ ❢♦*♠❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞1❧❡✱ ♥♦✉# ❞♦♥♥❡*♦♥# #❛ #.♠❛♥)✐5✉❡ ♣❛*

*❛♣♣♦*) ❛✉① ♣♦♠#❡)# )*❛❞✐)✐♦♥♥❡❧# ❡) ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ❞❡ ♠♦❞.❧✐#❛)✐♦♥ ❞❡ ♣❛*❛❞✐❣♠❡ ❞✉ ♣❛*❛❧✲

❧.❧✐#♠❡✳ ▼❛✐# )♦✉) ❞✬❛❜♦*❞✱ *❡♠❡))♦♥# )♦✉) B ♣❧❛) ❡) ♣*.#❡♥)♦♥# ✐♥)✉✐)✐✈❡♠❡♥) ♥♦)*❡ ✐❞.❡ ❞❡

❜❛#❡✳

✹✳✶ ❈♦♥❝❡♣) ❣+♥+,❛❧

❉❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈.*✐✜❝❛)✐♦♥ ❢♦*♠❡❧❧❡✱ ❧❡# ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥)# ❞✬✉♥ #②#)1♠❡ #♦♥) ❣.♥.*❛❧❡✲

♠❡♥) ♠♦❞.❧✐#.# ♣❛* ❞❡# ♠♦)# ✜♥✐# ♦✉ ✐♥✜♥✐# ✭✈♦✐* #❡❝)✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❈❤❛5✉❡ ❧❡))*❡ ❞✉ ♠♦)✱ ♣*✐#❡

❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡) ❞♦♥♥.✱ *❡♣*.#❡♥)❡ ✉♥❡ ❛❝)✐♦♥ ♦✉ ❧❡# ✈❛❧❡✉*# ❞❡# ♣*♦♣*✐.).# .❧.♠❡♥)❛✐*❡# ❞❡

✺✼



✺✽ ❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ Γ✲#❖▼❙❊❚❙

❧✬$%❛% ❞✬✉♥ *②*%,♠❡✳ 0♦✉2 ❞❡ %❡❧* *②*%,♠❡*✱ ♦♥ ♣❛2❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦2%❡♠❡♥%* ❧✐♥$❛✐2❡* ♦✉ *$7✉❡♥✲

%✐❡❧* ❞❛♥* ❧❡ *❡♥* ♦9 ❧❛ *✉✐%❡ ❞❡* $✈$♥❡♠❡♥%* ❡*% %♦%❛❧❡♠❡♥% ♦2❞♦♥♥$❡✳ ▲✬♦♣$2❛%✐♦♥ ♥❛%✉2❡❧❧❡

♣♦✉2 ❝❡* ❝♦♠♣♦2%❡♠❡♥%* *$7✉❡♥%✐❡❧* ❡*% ❧❛ ❝♦♥❝❛$%♥❛$✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡2♠❡% ❞❡ ❧✐❡2 ❞❡✉① %>❝❤❡*

*✉❝❝❡**✐✈❡* ❡% ♠♦❞$❧✐*❡ ❞♦♥❝ ✭❞❛♥* ❧❡ ♠♦% ..ab..✮ ❧❡ ❢❛✐% 7✉❡ ❧❡ *②*%,♠❡ ♣❡✉% ❞$❜✉%❡2 ✉♥❡

%>❝❤❡ b ❞,* 7✉✬✉♥❡ ❛✉%2❡ %>❝❤❡ a ♣2❡♥❞ ✜♥✳ ❖♥ ♣❛2❧❡ ❛✉**✐ ❞❡ 2❡❧❛%✐♦♥* ❞❡ ❝❛✉(❛❧✐$% ❡♥%2❡

$✈$♥❡♠❡♥%* ❡% ♦♥ ♥♦%❡ a → b❀ ❧✬$✈$♥❡♠❡♥% ✧✜♥ ❞❡ a✧ $%❛♥% ❧❛ ❝❛✉*❡ ❞❡ ❧✬$✈$♥❡♠❡♥% ✧❞$❜✉%

❞❡ b✧✳ ❉❛♥* ✉♥ ❝♦♠♣♦2%❡♠❡♥% ❧✐♥$❛✐2❡✱ ✉♥ $✈$♥❡♠❡♥% ♥❡ ♣❡✉% I%2❡ ❧❛ ❝❛✉*❡ 7✉❡ ❞✬✉♥ *❡✉❧

❛✉%2❡ $✈$♥❡♠❡♥%✳

0♦✉2 ♠♦❞$❧✐*❡2 ♥♦♥ *❡✉❧❡♠❡♥% ❞❡* ❝♦♠♣♦2%❡♠❡♥%* *$7✉❡♥%✐❡❧*✱ ♠❛✐* ❛✉**✐ ❞❡* ❝♦♠♣♦2%❡✲

♠❡♥%* ✐♥❝❧✉❛♥% ❞❡* %>❝❤❡* ❝♦♥❝✉22❡♥%❡*✱ ❝✬❡*% J ❞✐2❡ ♣♦✉✈❛♥% I%2❡ ❡①$❝✉%$❡* ❡♥ ♣❛2❛❧❧$❧❡*✱ ♥♦✉*

♣♦✉✈♦♥* ♥♦✉* ❜❛*❡2 *✉2 ❧❡* ♦2❞2❡* ♣❛2%✐❡❧*✱ ❧✬♦2❞2❡ %♦%❛❧ ♥✬$%❛♥% ♣❧✉* ❛♣♣2♦♣2✐$✳ ❈✬❡*% ❛✐♥*✐

7✉❡ ❧❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ♣❛2%✐❡❧❧❡♠❡♥% ♦2❞♦♥♥$* $%✐7✉❡%$*✱ ♣♦♠*❡%* ♦♥% $%$ ♣2♦♣♦*$* ✭✈♦✐2 *❡❝%✐♦♥

✷✳✸✮✳ ❉❛♥* ❝❡* *%2✉❝%✉2❡*✱ ✐♥%❡2✈✐❡♥% ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦♣$2❛%✐♦♥✱ ❧✬♦♣%,❛$✐♦♥ ♣❛,❛❧❧-❧❡ 7✉✐ ♣❡2♠❡%

❞❡ ♠♦❞$❧✐*❡2 ❧❡ ❢❛✐% 7✉❡ ❞❡✉① %>❝❤❡* b ❡% c *♦♥% ✐♥❝♦♠♣❛2❛❜❧❡* ❞❛♥* ❧❡ *❡♥* ♦9 ❡❧❧❡* ♣❡✉✈❡♥%

I%2❡ ❡①$❝✉%$❡* ❞❛♥* ♥✬✐♠♣♦2%❡ 7✉❡❧ ♦2❞2❡ ❛♣2,* ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ %>❝❤❡ a ❡% ❛✈❛♥% ❧❡ ❞$❜✉% ❞✬✉♥❡

%>❝❤❡ d✳

❛

❜

❝

❞

❖♥ ♣❡✉% ♥❛%✉2❡❧❧❡♠❡♥% ❝♦♥*%❛%❡2 7✉❡ ❞❛♥* ❞❡ %❡❧* *②*%,♠❡* ✉♥ $✈$♥❡♠❡♥% ♣❡✉% I%2❡ ❧❛

❝❛✉*❡ ❞❡ ♣❧✉*✐❡✉2* ❛✉%2❡*✳ ▲✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ❡①$❝✉%✐♦♥* ♣♦**✐❜❧❡* ♥❡ *❡ 2$*✉♠❡ ♣❛* J ✉♥ *❡✉❧

♠♦% ♠❛✐* ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦%*✱ ♣♦✉2 ♥♦%2❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ abcd ❡% acbd✳ ❖♥ ♣❛2❧❡ ❞♦♥❝ ❞✬❡♥*❡♠❜❧❡

❞❡ ❧✐♥%❛,✐(❛$✐♦♥( LE(t) ♣♦✉2 ✉♥ ♣♦♠*❡% t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣2$❝❡❞❡♠♠❡♥%✳ ❈❡%%❡ ♥♦%✐♦♥ ❞❡

❧✐♥$❛2✐*❛%✐♦♥ ♣❡✉% ♥♦✉* ♣❡2♠❡%%2❡ ❞❡ ❝♦♥*✐❞$2❡2 ❛❧♦2* ✉♥ ♣♦♠*❡% ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①%❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♥♦%✐♦♥ ❞❡ ♠♦%✳ ❆✐♥*✐ ♥♦✉* ♣♦✉✈♦♥* ♥♦✉* ❞❡♠❛♥❞❡2 *✐ ❧❡* ❝♦♥❝❡♣%* ❞❡ ❧❛ %❤$♦2✐❡ ❞❡* ♠♦%*

❡% ❞❡* ❧❛♥❣❛❣❡*✱ %2,* ❧❛2❣❡♠❡♥% 2$♣❛♥❞✉* ❞❛♥* ❧❛ ❧✐%%$2❛%✉2❡ ♣❡✉✈❡♥% I%2❡ ❣$♥$2❛❧✐*$* *✉2 ❧❡*

♣♦♠*❡%* ✈✐❛ ❧❡* ❧✐♥$❛2✐*❛%✐♦♥*✳ ▼❛✐* ♥♦✉* *❛✈♦♥* 7✉✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐♥$❛2✐*❛%✐♦♥ ♥❡ ♣❡2♠❡%

♣❛* %♦✉❥♦✉2* ❞❡ 2❡%2♦✉✈❡2 ❧❡* ❝❛✉*❛❧✐%$* 2$❡❧❧❡* ❞❡ ❞$♣❛2% ❡♥%2❡ ❧❡* $✈$♥❡♠❡♥%* ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦♠*❡%

❞❡ ❞$♣❛2%✳ ❈✬❡*% ❧❡ ❝❛* *✐ ❞❛♥* ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣2$❝$❞❡♥% ♥♦✉* 2❡♠♣❧❛R♦♥* ❧✬❛❝%✐♦♥ c ♣❛2 ❧✬❛❝%✐♦♥ b✳
◆♦✉* ♥♦✉* %2♦✉✈❡2✐♦♥* ❞❛♥* ✉♥ ❝❛* ❞❡ ♣♦♠*❡% ❛✈❡❝ ❛✉$♦✲❝♦♥❝✉,,❡♥❝❡ ♦9 ❧❡* ❞❡✉① $✈$♥❡♠❡♥%*

$%✐7✉❡%$* b ♥❡ *♦♥% ♣❛* ❝❛✉*❛❧❡♠❡♥% ❧✐$* ❡♥%2❡ ❡✉①✳ ▲✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐♥$❛2✐*❛%✐♦♥ *❡ 2$*✉♠❡2❛✐%

J {abbd}✳ ❈❡ 7✉✐ ♥❡ ♣❡2♠❡% ♣❛* ❞❡ 2❡%2♦✉✈❡2 ❧✬♦❞2❡ ♣❛2%✐❡❧ ✐♥✐%✐❛❧ ✈✉ 7✉❡ ❞✬❛✉%2❡* ♣♦♠*❡%*

♣❡✉✈❡♥% ❛✈♦✐2 ❧❡ ♠I♠❡ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐♥$❛2✐*❛%✐♦♥❀ a −→ b −→ b −→ d ♣❛2 ❡①❡♠♣❧❡✳

❖♥ *❛✐% 7✉❡ ♣♦✉2 ❝❡2%❛✐♥❡* ❝❧❛**❡* ❞❡ ♣♦♠*❡%* %❡❧❧❡* ❝❡❧❧❡* ♣2$*❡♥%$❡* ❞❛♥* ❧❡ ❝❤❛♣✐%2❡

♣2$❝$❞❡♥% ❞❡* $7✉✐✈❛❧❡♥❝❡* ❛✈❡❝ ❧❡* ♠♦%* ♦♥% $%$ $%❛❜❧✐❡*✳ ❯♥❡ 7✉❡*%✐♦♥ *❡2❛✐% ❞❡ *❡ ❞❡♠❛♥❞❡2

*✐ ♦♥ ♣❡✉% %2♦✉✈❡2 ✉♥❡ ❣$♥$2❛❧✐*❛%✐♦♥ ♣♦✉2 %♦✉* ❧❡* ♣♦♠*❡%*✳

❱✉ 7✉✬✉♥ ♣♦♠*❡% 2❡♣2$*❡♥%❡ ❞✐2❡❝%❡♠❡♥% ❧❡* ❧✐❡♥* ❞❡ ❝❛✉*❛❧✐%$ ❡♥%2❡ $✈$♥❡♠❡♥%*✱ *✐ ♥♦✉*

%2♦✉✈♦♥* ✉♥ ♠$❝❛♥✐*♠❡ ♣❡2♠❡%%❛♥% ❞❡ 2❡%2♦✉✈❡2 J ❝♦✉♣ *V2 ❝❡* ❝❛✉*❛❧✐%$* ❞❛♥* ✉♥❡ ❧✐♥$❛2✐✲

*❛%✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉% 2❡%2♦✉✈❡2 ❧❡ ♣♦♠*❡% ❞❡ ❞$♣❛2%✳ ❯♥❡ ✐❞$❡ *✐♠♣❧❡ *❡2❛✐% ❞❡ ♣2❡♥❞2❡ ✉♥❡ ❧✐♥$❛2✐✲

*❛%✐♦♥ ❡% ❞✬❡♥2✐❝❤✐2 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ *❡* ♦❝❝✉22❡♥❝❡* ♣❛2 ❞❡* *②♠❜♦❧❡* ♣♦✉✈❛♥% 2❡♥✈♦②❡2 J ✉♥

$✈$♥❡♠❡♥% ♣2$❞$❝❡**❡✉2 ✐♠♠$❞✐❛%❀ ❝✬❡*% J ❞✐2❡ ❧❛ ❝❛✉*❡✳ 0♦✉2 ❝❡❧❛ ♥♦✉* ✜①♦♥* ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡%



✹✳✷✳ ❋❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊❙ Γ✲0❖▼❙❊❚❙ ✺✾

❡# ❞%❝✐❞♦♥* ❞✬❛**♦❝✐❡- ❞❡✉① ❡♥*❡♠❜❧❡* ❞❡ *②♠❜♦❧❡* 4 ❝❤❛6✉❡ %✈%♥❡♠❡♥# i ❞✉ ♣♦♠*❡#✿

• ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ βi ♣❡-♠❡##❛♥# ❞❡ ♠❛-6✉❡- ✭♥♦#❡-✮ ❧✬%✈%♥❡♠❡♥#✳ ❈❡# ❡♥*❡♠❜❧❡ ♣❡✉# >#-❡ ✈✉

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛-6✉❡ *❡-✈❛♥# 4 ✐❞❡♥#✐✜❡- ❧✬%✈%♥❡♠❡♥#✳ ■❧ ♣❡✉# >#-❡ ✈✉ %❣❛❧❡♠❡♥# ❝♦♠♠❡

✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦"#✲❝♦♥❞✐#✐♦♥"✳

• ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ αi -❡❣-♦✉♣❛♥# ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♠❛-6✉❡* ❛**♦❝✐%❡* ❛✉① %✈%♥❡♠❡♥#* ♣-%❝%❞❛♥#

✐♠♠%❞✐❛#❡♠❡♥# ❧✬%✈B♥❡♠❡♥# ❝♦♥*✐❞%-%✳ ■❧ ❡*# ♣❡-C✉ ❡♥ ❢❛✐# ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣)*✲

❝♦♥❞✐#✐♦♥"✳

E♦✉- ✐❧❧✉*#-❡- ❝❡❧❛✱ ♥♦✉* -❡♣-❡♥♦♥* ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣-%❝%❞❡♥# ❞✉ ♣♦♠*❡# ❛✈❡❝ ❛✉#♦✲❝♦♥❝✉--❡♥❝❡

❡♥ ❢❛✐*❛♥# ✜❣✉-❡- ❧❡* ♠❛-6✉❡* ❞❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* αi ❡# βi✳

∅, a, {m1}

{m1}, b, {m2} {m1}, b, {m3}

{m2,m3}, d, {m4}

▲❛ -❡♣-%*❡♥#❛#✐♦♥ ♣❛-#❛♥# ❞✬✉♥❡ ❧✐♥%❛-✐*❛#✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝❤❛I♥❡ *✉✐✈❛♥#❡✿

〈∅, a, {m1}〉〈{m1}, b, {m2}〉〈{m1}, b, {m3}〉〈{m2,m3}, d, {m4}〉

✳

❈❡##❡ ❝❤❛I♥❡ ♣❡✉# >#-❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦# ♦J ❝❤❛6✉❡ %❧%♠❡♥# ✭❧❡##-❡✮ ❡*# ✉♥ #-✐♣❧❡# ❞❡

❧✬❛❧♣❤❛❜❡# 2Γ × Σ× 2Γ✳ ◆♦✉* ❛♣♣❡❧❧❡-♦♥* ❝❡* #②♣❡* ❞❡ ♠♦#* Γ✲E♦♠*❡#* ✳

◆♦✉* ❛✈♦♥* ✈✉ ❞❛♥* ♥♦* -❡❝❤❡-❝❤❡* 6✉❡ ❚✇❛♥ ❇❛*#❡♥ ❛✈❛✐# ✉#✐❧✐*% ✉♥❡ -❡♣-%*❡♥#❛#✐♦♥

*✐♠✐❧❛✐-❡ ❞❛♥* ❬❇❛*✾✼❪ ❡♥ #❛♥# 6✉❡ ❢♦-♠❛# ❞✬❡♥#-%❡ ♣♦✉- ❢❛✐-❡ ❞✉ ♣❛-*✐♥❣ ❞❡ ♣♦♠*❡#✳ ▼❛✐* ✐❧

♥✬❡①✐*#❡ ♣❛* 4 ♥♦#-❡ ❝♦♥♥❛✐**❛♥❝❡ ❞❡ ❞%✜♥✐#✐♦♥ ❢♦-♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❢♦-♠❛# ♣♦✉✈❛♥# ♣❡-♠❡##-❡ ❞❡

❧✬✉#✐❧✐*❡- ❡♥ #❛♥# 6✉✬♦✉#✐❧ ❞❡ ♠♦❞%❧✐*❛#✐♦♥ ❡# ❞❡ ✈%-✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡ *②*#B♠❡✳ ❉❛♥* ❧❛ *✉✐#❡ ♥♦✉*

❛❧❧♦♥* ❢♦-♠❡❧❧❡♠❡♥# ♣-%*❡♥#❡- ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❡# *❡* ♣♦**✐❜✐❧✐#%* ❞✬✉#✐❧✐*❛#✐♦♥ ❞❛♥* ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

❧❛ ✈%-✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡ *②*#B♠❡* ♣❛-❛❧❧B❧❡*✳

✹✳✷ ❋♦%♠❛❧✐*❛+✐♦♥ ❞❡* Γ✲0♦♠*❡+*

❉❛♥* ❝❡##❡ *❡❝#✐♦♥✱ ♥♦✉* ♣-%*❡♥#♦♥* ♥♦#-❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ❜❛*❡ ♣♦✉- ❞%❝-✐-❡ ❧❡* ❧✐❡♥* ❞❡ ❝❛✉*❛❧✐#%*

❡♥#-❡ %✈B♥❡♠❡♥#* ❞❛♥* ✉♥ *②*#B♠❡ ♣❛-❛❧❧B❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞B❧❡ ❡*# ✉♥❡ *#-✉❝#✉-❡ ♣♦✉✈❛♥# >#-❡

✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦# ❡♥❝♦❞❛♥# ❞❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ❞❡ ♣♦♠*❡#*✳ ❈❡##❡ *#-✉❝#✉-❡ *✬✐♥*♣✐-❡ 4 ❧❛ ❢♦✐*

❞❡ ❧❛ ♥♦#✐♦♥ ❞❡ ❧✐♥%❛-✐*❛#✐♦♥ ❞❡ ♣♦♠*❡# ❡# ❞❡ ❧❛ -❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ♣-%❞%❝❡**❡✉- ✐♠♠%❞✐❛# ❡♥#-❡

%✈%♥❡♠❡♥#*✳



✻✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ Γ✲#❖▼❙❊❚❙

✹✳✷✳✶ ❉%✜♥✐)✐♦♥ ❞❡- Γ✲/♦♠-❡)-

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ❞.✜♥✐0 ✉♥ Γ✲2♦♠%❡+ ❞❛♥% %❛ ❢♦0♠❡ ❧❛ ♣❧✉% ❣.♥.0❛❧❡ ❛✈❛♥+ ❞❡ ❢♦0♠❛❧✐%❡0

❝♦♠♠❡♥+ ✉♥❡ +❡❧❧❡ %+0✉❝+✉0❡ ♣❡✉+ ♣❡0♠❡++0❡ ❞❡ ❣.♥.0❡0 ❞❡% ❡♥%❡♠❜❧❡% ♣❛0+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ♦0❞♦♥♥.%✳

❉❛♥% ❝❡ ;✉✐ %✉✐+✱ ♥♦✉% ♣0❡♥♦♥% Σ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡+ ✜♥✐✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✭Γ✲-♦♠/❡% ✮ ❙♦✐# Γ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ -✈❡♥#✉❡❧❧❡♠❡♥# ✈✐❞❡✱ ❞❡ '②♠❜♦❧❡'

❛♣♣❡❧-' ♠❛34✉❡'✳ ❯♥ Γ✲8♦♠'❡# γ ❡'# ✉♥ ♠♦# ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐ γ = 〈α0, a0, β0〉 · · · 〈αn, an, βn〉 . . .
'✉3 ❧✬❛❧♣❤❛❜❡# 2Γ × Σ× 2Γ✳

❈❤❛;✉❡ .❧.♠❡♥+ γ(i) ❞✬✉♥ Γ✲2♦♠%❡+ ❡%+ ❞♦♥❝ +0✐♣❧❡+ ❝♦♠♣♦%. ❞❡ +0♦✐% ♣❛0+✐❡%✿ ✉♥ %♦✉%✲

❡♥%❡♠❜❧❡ αi ❞❡ Γ ;✉❡ ♥♦✉% ❛♣♣❡❧♦♥% ♠❛0;✉❡% α✱ ✉♥ .❧.♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡+ Σ ❡+ ✉♥ ❛✉+0❡

%♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡ βi ❞❡ Γ ;✉❡ ♥♦✉% ❛♣♣❡❧♦♥% ♠❛0;✉❡% β✳
2❛0 %✐♠♣❧✐❝✐+. ❞✬.❝0✐+✉0❡✱ ♣♦✉0 ✉♥ .❧.♠❡♥+ γ(i)✱ %✐ %❛ ♠❛0;✉❡ α ✭0❡%♣✳ β✮ %❡ 0.%✉♠❡

C ✉♥ %✐♥❣❧❡+♦♥✱ ♥♦✉% .❝0✐✈♦♥% 〈m, ai, βi〉 ✭0❡%♣✳ 〈αi, ai,m〉✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 〈{m}, ai, βi〉 ✭0❡%♣✳

〈αi, ai, {m}〉✮✳
◆♦✉% ♥♦+♦♥% ❛✉%%✐ ♣❛0 PΓ(Σ) ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% Γ✲2♦♠%❡+% ❞❡ 2Γ ×Σ× 2Γ✳ ❉❛♥% +♦✉+ ❝❡ ;✉✐

%✉✐+ Γ ❞.%✐❣♥❡0❛ +♦✉❥♦✉0% ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛0;✉❡%✳

✹✳✷✳✷ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ Γ✲/♦♠-❡)-

▲❡% Γ✲2♦♠%❡+% %♦♥+ ❞❡% ♠♦+%✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐+ ❧❡% +❤.♦0✐❡% ❝❧❛%%✐;✉❡% %✉0 ❧❡% ♠♦+% ❡+ ❧❛♥❣❛❣❡%

♣0.%❡♥+.% ❡♥ %❡❝+✐♦♥ ✷✳✶ ❧❡✉0 %♦♥+ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡%✳ ❊♥ ♣❛0+✐❝✉❧✐❡0✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❝♦♥%✐❞.0❡0 ❞❡% ❧❛♥❣❛❣❡%

❞❡ Γ✲2♦♠%❡+% ✱ ❢♦0♠❡0 ❞❡% ❡①♣0❡%%✐♦♥% 0.❣✉❧✐J0❡% ♦✉ ❞❡% ❛✉+♦♠❛+❡% ❞❡ Γ✲2♦♠%❡+ ✳ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡

❞❡ Γ✲2♦♠%❡+% ❞.♥♦+❡ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ Γ✲2♦♠%❡+ ❞♦♥❝ ✉♥ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ PΓ(Σ)✳ ▲✬❡♥%❡♠❜❧❡

❞❡% ❡①♣0❡%%✐♦♥% 0.❣✉❧✐J0❡% REG(PΓ(Σ)) ❡%+ ❧❡ ♣❧✉% ♣❡+✐+ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ PΓ(Σ) ∪ {., ∗,+, ε, ∅}
;✉✐ %❛+✐%❢❛✐+ ✿

• ε ∈ L✱ ∅ ∈ L ❡+ γi ∈ L ♣♦✉0 γi ✉♥ .❧.♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡+ 2Γ × Σ× 2Γ✳

• ❙✐ γ ❡+ γ′ %♦♥+ ❞❛♥% L ❛❧♦0% γ.γ′ γ + γ′ ❡+ γ∗ %♦♥+ ❞❛♥% L✳

❯♥❡ ❡①♣0❡%%✐♦♥ 0.❣✉❧✐J0❡ ❞❡ Γ✲2♦♠%❡+ 0❡♥✈♦✐❡ C ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❞.✜♥✐ ✐♥❞✉❝+✐✈❡♠❡♥+ ♣❛0✿

• L(∅) = ∅❀

• L(ε) = {ε}❀

• L(γi) = γi ♣♦✉0 γi ∈ 2Γ × Σ× 2Γ❀

• L(γ.γ′) = L(γ).L(γ′)❀

• L(γ + γ′) = L(γ) ∪ L(γ′)❀

• L(γ∗) = L(γ)∗❀

❯♥ ❛✉+♦♠❛+❡ ❞❡ Γ✲2♦♠%❡+ ;✉❡ ♥♦✉% ❛♣♣❡❧❧❡0♦♥% Γ−Automate ❡%+ ✉♥ +✉♣❧❡A = (Σ,Γ, Q, δ, I, F )
♦N✿



✹✳✷✳ ❋❖❘▼❆▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊❙ Γ✲0❖▼❙❊❚❙ ✻✶

• Σ ❡# Γ $♦♥# '❡$♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❞❡$ ❛❧♣❤❛❜❡#$ ❞✬❛❝#✐♦♥$ ❡# ❞❡ ♠❛'3✉❡$

• Q ❡$# ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞✬5#❛#$

• I ❡# F ❞5$✐❣♥❡♥# '❡$♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ 5#❛#$ ✐♥✐#✐❛✉① ❡# ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ 5#❛#$

✜♥❛✉①✳

• δ : Q× 2Γ × Σ× 2Γ 7→ 2Q ❡$# ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ #'❛♥$✐#✐♦♥

❊♥ ♠❛#✐<'❡ ❞❡ ❞5✜♥✐$$❛❜✐❧✐#5 ❧♦❣✐3✉❡ ♥♦✉$ ♣♦✉✈♦♥$ ❛✉$$✐ ♥❛#✉'❡❧❧❡♠❡♥# 5#❡♥❞'❡ ❧❡ #❤5♦'<♠❡

❞❡ ❇>❝❤✐ $✉' ❧❡$ Γ✲@♦♠$❡#$ ✳ ❉✬♦B ❧❛ ♣'♦♣♦$✐#✐♦♥ $✉✐✈❛♥#❡✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❙♦✐# Γ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛-.✉❡' ❡# Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡#✱ #♦✉# ❧❛♥❣❛❣❡ -3❣✉❧✐❡-

L ❞❡ Γ✲5♦♠'❡#' ❡'# ▼❙❖ ❞❡✜♥✐''❛❜❧❡✳

◆♦✉$ 5#✉❞✐❡'♦♥$ ♣❧✉$ ❡♥ ❞5#❛✐❧ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐3✉❡ ▼❙❖ $✉' ❧❡$ Γ✲@♦♠$❡#$ ❞❛♥$ ❧❛

$❡❝#✐♦♥ ✻✳✶✳

✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡ Γ✲.♦♠0❡(0 ❡( ♣♦♠0❡(0

❈♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧✬❛✈♦♥$ ♠❡♥#✐♦♥♥5 ♣'5❝5❞❡♠♠❡♥#✱ ❧❡$ Γ✲@♦♠$❡#$ $❡'♦♥# ✉#✐❧✐$5$ ✐❝✐ ♣♦✉' ❣5♥5'❡'

❞❡$ ❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ♣♦♠$❡#$ ❡# ❞♦♥❝ ❞❡$ '❡❧❛#✐♦♥$ ❞✬♦'❞'❡ ♣❛'#✐❡❧✳ ▲❛ ❝♦♥$#'✉❝#✐♦♥ ❞❡ #❡❧$

❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❢♦'♠❛❧✐$❡' ❧❛ '❡❧❛#✐♦♥ ❡♥#'❡ ♥♦$ $#'✉❝#✉'❡ Γ✲@♦♠$❡# ❡# ❧❡$ ♣♦♠$❡#$

❝❧❛$$✐3✉❡$✳ @♦✉' ❝❡❧❛✱ ♥♦✉$ ❞5✜♥✐$$♦♥$ ❧❛ '❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡'#✉'❡ ❝♦♥❝❡'♥❛♥# ❧❡$ 5❧5♠❡♥#$ ❞✬✉♥

Γ✲@♦♠$❡# ❛✈❛♥# ❞❡ ♣❛'❧❡' ❞❡ ❞5♣❧✐❛❣❡ ❞❡ Γ✲@♦♠$❡# ✳

❉-✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✭Γ✲❝♦✉✈❡!&✉!❡ Γ✮ ❙♦✐# γ ✉♥ Γ✲5♦♠'❡# #❡❧ .✉❡ γ = 〈α0, a0, β0〉 . . . 〈αn, an,
βn〉✳ 5♦✉- i ❡# j ❞❡' ❡♥#✐❡-' ❛♣♣❛-#❡♥❛♥# : [0, n] ♦♥ ❞✐# .✉❡ j ❝♦✉✈-❡ i ❡# ♦♥ 3❝-✐# i Γ j '✐
❡# '❡✉❧❡♠❡♥# '✐✿

i < j ∧ ∃m ∈ Γ : m ∈ βi ∧m ∈ αj ∧ (∀k ∈]i, j[: m 6∈ βk).

Γ ❡$# ❞♦♥❝ ✉♥❡ '❡❧❛#✐♦♥ ❜✐♥❛✐'❡ ✐♥#❡'♥❡ K ✉♥ Γ✲@♦♠$❡# ❡# 3✉✐ ❛$$♦❝✐❡ ❞❡✉① 5❧5♠❡♥#$ ❞✬✉♥

Γ✲@♦♠$❡# ♣❛' ❧❡✉' ♣♦$✐#✐♦♥✳

▲❛ ❞5✜♥✐#✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❡①♣❧✐3✉❡ ❝♦♠♠❡♥# ❡①#'❛✐'❡ ❞❡$ ❡♥$❡♠❜❧❡$ ♣❛'#✐❡❧❧❡♠❡♥# ♦'❞♦♥♥5$ ❞❡♣✉✐$

✉♥ Γ✲@♦♠$❡# ❞♦♥♥5✳

❉-✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ✭❉-♣❧✐❛❣❡ ❞❡ Γ✲ ♦♠$❡& ✕ ΨΓ✮ ❙♦✐# γ = 〈α0, a0, β0〉 . . . 〈αn, an, βn〉✱ ✉♥
Γ✲5♦♠'❡# ❞❡ PΓ(Σ)✳ ◆♦✉' ❞3✜♥✐''♦♥' ΨΓ : PΓ(Σ) 7−→ P(Σ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #❡❧❧❡ .✉❡

ΨΓ(γ) ❡'# ❧❡ ♣♦♠'❡# (E,�, λ) ❞3✜♥✐ ❝♦♠♠❡ '✉✐#✿

• E = {0, . . . , n}❀

• λ(i) = ai❀

• � ❡'# ❧❛ ❢❡-♠❡#✉-❡ -❡✢❡①✐✈❡ ❡# #-❛♥'✐#✐✈❡ ❞❡ ❧❛ -❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡-#✉-❡ Γ '✉- γ✳



✻✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ Γ✲#❖▼❙❊❚❙

▲❡ ❞%♣❧✐❛❣❡ ❝♦♥.✐./❡ ❞♦♥❝ 0 ❡①/2❛✐2❡ ✉♥ ♣♦♠.❡/ 0 ♣❛2/✐2 ❞✬✉♥ Γ✲7♦♠.❡/ ✳ ◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ✐❧❧✉./2❡2

❝❡ ♣2♦❝%❞% ♣❛2 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ .✉✐✈❛♥/✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶ ❆✈❡❝ Γ = {x, y, z} ❡$ Σ = {a, b, c, d} ♣&❡♥♦♥) ❧❡ Γ✲,♦♠)❡$
γ = 〈∅, a, x〉〈∅, a, ∅〉〈∅, b, y〉〈{x, y}, c, z〉〈z, d, ∅〉✳ ▲❡) ♣♦)✐$✐♦♥) )♦♥$ ❛❧♦&) &2♣❛&$✐❡) ❝♦♠♠❡

)✉✐$✿

✵ ✿ 〈∅, a, x〉
✶ ✿ 〈∅, a, ∅〉
✷ ✿ 〈∅, b, y〉
✸ ✿ 〈{x, y}, c, z〉
✹ ✿ 〈z, d, ∅〉
❆✈❡❝ ❧❛ ❞2✜♥✐$✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ♦♥ ❛ ❧❡) &❡❧❛$✐♦♥)✿ 0 Γ 3 ✱ 2 Γ 3 ✱ 3 Γ 4✳ ,♦✉& ❢❛❝✐❧✐$❡& ❧❛
❝♦♠♣&2❤❡♥)✐♦♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐?&❡ ♣❧✉) ✈✐)✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉$ &22❝&✐&❡ γ ❡♥ ❞❡))✐♥❛♥$ ❧❡) &❡❧❛$✐♦♥) ΨΓ✳

〈∅, a, x〉

✵

〈∅, a, ∅〉

✶

〈∅, b, y〉

✷

〈{x, y}, c, z〉

✸

〈z, d, ∅〉

✹

▲❡ Γ✲,♦♠)❡$ γ ✐♥❞✉✐$ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦♠)❡$ ΨΓ(γ) = (E,�, λ) $❡❧ @✉❡✿

• E = [0, 4]❀

• λ(0) = a, λ(1) = a, λ(2) = b, λ(3) = c, λ(4) = d❀

• 0 � 3, 0 � 4, 2 � 3, 2 � 4 ✳

▲❡ ❉❆● ❞❡ ❝❡ ♣♦♠)❡$ ❡)$ &❡♣&2)❡♥$2 )✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶

❛

❜

❝

❞

❛

❋✐❣✉2❡ ✹✳✶✿ 7♦♠.❡/ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶

■❧ ❡./ ✐♠♣♦2/❛♥/ ❞❡ ♥♦/❡2 A✉✬❡♥ 2%❛❧✐/% ♣❧✉.✐❡✉2. Γ✲7♦♠.❡/. ♣❡✉✈❡♥/ ✐♥❞✉✐2❡ ❧❡ ♠B♠❡ ♣♦♠.❡/✳

❊♥ ❡✛❡/✱ ♥♦/2❡ ❞%✜♥✐/✐♦♥ ❞✉ ❞%♣❧✐❛❣❡ ❡/ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ 2❡❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡2/✉2❡ Γ ♥✬✐♠♣♦.❡♥/ ♣❛.

❞✬❛✈♦✐2 ❞❡. ♠❛2A✉❡. β ❞✐✛%2❡♥/❡. ♣♦✉2 ❝❤❛A✉❡ %❧%♠❡♥/ ❞✉ Γ✲7♦♠.❡/ ✳ ◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❞♦♥❝

2%✉/✐❧✐.❡2 ❞❡. ♠❛2A✉❡. ❝❡ A✉✐ ♥♦✉. ♣❡2♠❡/ ♣♦/❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ ❞❡ 2%❞✉✐2❡ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ Γ✳
❈❡ A✉✐ ❢❛✐/ A✉❡ ♣♦✉2 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣2%❝%❞❡♥/✱ ❛✈❡❝ γ = 〈∅, a, x〉〈∅, a, ∅〉〈∅, b, y〉〈{x, y}, c, x〉〈x, d, ∅〉
♦♥ ♣❡✉/ ❣%♥%2❡2 ❧❡ ♠B♠❡ ♣♦♠.❡/ 2%❞✉✐.❛♥/ ❛✐♥.✐ Γ 0 {x, y} ❡♥ 2%✉/✐❧✐.❛♥/ ❧❛ ♠❛2A✉❡ x✳ ■❧ ❡♥
❞%❝♦✉❧❡ ❧❛ ❞%✜♥✐/✐♦♥ .✉✐✈❛♥/❡✳

❉+✜♥✐/✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ✭❉❡❣3+✲Γ ❞✬✉♥ ♣♦♠8❡/✮ ❯♥ ♣♦♠)❡$ t ❛❞♠❡$ ✉♥ ❞❡❣&2✲Γ ❜♦&♥2 )✐ Ψ−1
Γ (t) 6=

∅ ❛✈❡❝ Γ = [0, k] ♣♦✉& k ✉♥ ❡♥$✐❡& ♣♦)✐$✐❢✳ ▲❡ ❞❡❣&2✲Γ ❞✉ ♣♦♠)❡$ t ❡)$ ❞♦♥♥2 ♣❛& min{k : Γ =
[0, k] et Ψ−1

Γ (t) 6= ∅}✳



✹✳✸✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❆❱❊❈ ❉❊❙ Γ✲1❖▼❙❊❚❙ ✻✸

❖♥ ✈✐❡♥' ❛✐♥)✐ ❞❡ ❢♦-♠❛❧✐)❡- ❧❡ ♣-♦❝2❞2 ♣❡-♠❡''❛♥' ❞✬❡①'-❛✐-❡ ✉♥ ♣♦♠)❡' ❞❡♣✉✐) ✉♥ Γ✲
7♦♠)❡' ✳ ❖♥ ♣❡✉' ♥❛'✉-❡❧❧❡♠❡♥' )❡ ❞❡♠❛♥❞❡- ♠❛✐♥'❡♥❛♥' )✬✐❧ ❡)' ♣♦))✐❜❧❡✱ ♣❛-'❛♥' ❞✬✉♥

♣♦♠)❡' ❞✬❛✈♦✐- ✉♥ Γ✲7♦♠)❡' ;✉✐ ❧✬❡♥❝♦❞❡✳ ❈❡ ;✉✐ ♥♦✉) ♣♦✉))❡ = 2♥♦♥❝❡- ❧❛ ♣-♦♣♦)✐'✐♦♥

)✉✐✈❛♥'❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✷✳✷  ♦✉# $♦✉$ ♣♦♠'❡$ t = (E,�, λ) ✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐'$❡ ✉♥ Γ✲ ♦♠'❡$ γ $❡❧ 0✉❡

ΨΓ(γ) = t✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ΨΓ 0✉✐ ❛''♦❝✐❡ ✉♥ Γ✲ ♦♠'❡$ 6 ✉♥ ♣♦♠'❡$ ❡'$ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐$ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥
'✉#❥❡❝$✐✈❡✳

 !❡✉✈❡✿

■❧ )✉✣' ❞❡ ♣❛-'✐- ❞✬✉♥❡ ❧✐♥2❛-✐)❛'✐♦♥ ❞✉ ♣♦♠)❡' ❡' ❞❡ ♣-❡♥❞-❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛-;✉❡)

Γ ❧❡) 2✈2♥❡♠❡♥') ❞✉ ♣♦♠)❡' ❞♦♥❝ Γ = E✳ ❊♥)✉✐'❡ ♣♦✉- ❝❤❛;✉❡ ❧❡''-❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥2❛-✐)❛'✐♦♥ ♦♥

♣-❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ♠❛-;✉❡ β ❧✬2✈2♥❡♠❡♥' ❛))♦❝✐2 ❡' ❝♦♠♠❡ ♠❛-;✉❡ α ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) 2✈2♥❡♠❡♥')

♣-2❞2❝❡))❡✉-) ✐♠♠2❞✐❛') ❞❡ ❧✬2✈2♥❡♠❡♥' ❛))♦❝✐2✳ �

✹✳✷✳✹ ❆✉%&❡( ♥♦%❛%✐♦♥(

7♦✉- ✉♥ Γ✲7♦♠)❡' γ✱ ♥♦✉) ♥♦'♦♥) ♣❛- ✿

• Γγ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠❛-;✉❡) ❞❡ Γ ;✉✐ )♦♥' ♣-2)❡♥'❡) ❞❛♥) γ✱

• Γα
γ ✭-❡)♣✳ Γβ

γ✮ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠❛-;✉❡) α ✭-❡)♣✳ β✮ ;✉✐ )♦♥' ♣-2)❡♥') ❞❛♥) γ✳

❙✐ L ❡)' ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ Γ✲7♦♠)❡') ✱ ♥♦✉) ♥♦'♦♥) ♣❛-✿

• ΓL ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠❛-;✉❡) ❞❡ Γ ;✉✐ )♦♥' ✉'✐❧✐)2❡) ♣❛- ❧❡) Γ✲7♦♠)❡') ❞❡ L

❉❛♥) ❧❛ )❡❝'✐♦♥ ;✉✐ )✉✐'✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ♠♦♥'-❡- ❞❡) ❝❛) ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣♦♠)❡' ♣♦✉- ♠❡''-❡

❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛)♣❡❝' ♠♦❞2❧✐)❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡) Γ✲7♦♠)❡') ✳

✹✳✸ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡) Γ✲1♦♠)❡+)

❖♥ ♣❡✉' ♠♦❞2❧✐)❡- ❞❡) )②)'I♠❡) ❞✐)'-✐❜✉2) ❣-J❝❡ ❛✉① Γ✲7♦♠)❡') ✳ ❈❤❛;✉❡ ❧❡''-❡ 〈αi, ai, βi〉
❞✬✉♥ Γ✲7♦♠)❡'♠♦❞2❧✐)❡ ✉♥ 2✈I♥❡♠❡♥' 2'✐;✉❡'2 ai✳ ▲❡) -❡❧❛'✐♦♥) ❞❡ ❝❛✉)❛❧✐'2 )♦♥' ✐♥❞✉✐'❡)

♣❛- ❧❛ -❡❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡-'✉-❡ Γ✳ ◆♦✉) ♣-♦♣♦)♦♥) ❞❛♥) ❝❡''❡ )❡❝'✐♦♥ ;✉❡❧;✉❡) ❡①❡♠♣❧❡)

♣♦✉- ♠❡''-❡ ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡) ♣♦))✐❜✐❧✐'2) ;✉✬♦✛-❡♥' ❧❡) Γ✲7♦♠)❡' ❡♥ '❡-♠❡ ❞❡ ♠♦❞2❧✐)❛'✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ▼♦❞1❧✐(❛%✐♦♥ ❞✉ (②(%4♠❡ 6&♦❞✉❝%❡✉&✲❈♦♥(♦♠♠❛%❡✉&

❉❛♥) ✉♥ )②)'I♠❡  #♦❞✉❝$❡✉#✲❈♦♥'♦♠♠❛$❡✉#✱ ✉♥❡ ❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ❝♦♥)♦♠♠❛'✐♦♥ ❞♦✐' N'-❡ ♣-2❝2❞2❡

♣❛- ❛✉ ♠♦✐♥) ✉♥❡ ❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ♣-♦❞✉❝'✐♦♥✱ ❧❡) ♣-♦❞✉❝'✐♦♥) )♦♥' ♦-❞♦♥♥2❡) ❡♥'-❡ ❡❧❧❡) ❡' ❧❡)

❝♦♥)♦♠♠❛'✐♦♥) )♦♥' ♦-❞♦♥♥2❡) ❡♥'-❡ ❡❧❧❡) ❡' ❡♥ '❡-♠❡ ❞❡ ❝❛✉)❛❧✐'2 ✉♥❡ ❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ♣-♦❞✉❝✲

'✐♦♥ ❡' ✉♥❡ ❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ❝♦♥)♦♠♠❛'✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥' N'-❡ ❝❛✉)❛❧❡♠❡♥' ❞2♣❡♥❞❛♥'❡) ❞✬✉♥❡ ♠N♠❡

❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ♣-♦❞✉❝'✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' Σ = {p, c} p ❞2)✐❣♥❛♥' ✉♥❡ ❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ♣-♦❞✉❝'✐♦♥

❡' c ✉♥❡ ❛❝'✐✈✐'2 ❞❡ ❝♦♥)♦♠♠❛'✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉' ♠♦❞2❧✐)❡- ❝❡ )②)'I♠❡ ♣❛- ✉♥ ♣♦♠)❡' ❝♦♠♠❡ ♦♥

❧✬❛ ✈✉ )✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✺✳ ❙✐ ♥♦✉) ♥♦♠♠♦♥) t ❝❡ ♣♦♠)❡'✱ )♦♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐♥2❛-✐)❛'✐♦♥ ❡)'

LE(t) = {pppccc, ppcpcc, ppccpc, pcppcc, pcpcpc}✳
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◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❞*✜♥✐- ❢❛❝✐❧❡♠❡♥4 ✉♥ Γ✲6♦♠%❡4 ♣❡-♠❡44❛♥4 ❧❛ %♣*❝✐✜❝❛4✐♦♥ ❞❡ ❝❡ %②%48♠❡

❝♦♠♣♦%* ❞❡ ✸ ♣-♦❞✉❝4✐♦♥% ❡4 ✸ ❝♦♥%♦♠♠❛4✐♦♥%✳ 6-❡♥♦♥% ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛-<✉❡ Γ =
{0, 1, 2, 3, 4, 5}✳ ▲❡ ♠♦4 γ = 〈∅, p, 0〉〈0, c, 1〉〈0, p, 2〉〈{1, 2}, c, 3〉〈2, p, 4〉〈{3, 4}, c, 5〉 ❡%4 ✉♥

Γ✲6♦♠%❡4 <✉✐ ✐♥❞✉✐4 ♣❛- ❞*♣❧✐❛❣❡ ❧❡ ♣♦♠%❡4 t❀ ❝✬❡%4 A ❞✐-❡ ΨΓ(γ) = t✳
◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❛✉%%✐ %♣*❝✐✜❡- ❧❡ %②%48♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛-<✉❡% %❡✉❧❡♠❡♥4 ♣♦✉- Γ = {0, 1}✳

❱♦✐❝✐ ❧❡ Γ✲6♦♠%❡4 γ′ ❛✈❡❝ ❧❡% %❡% -❡❧❛4✐♦♥% Γ ♣❡-♠❡44❛♥4 ❞❡ -❡4-♦✉✈❡- ❧❡% -❡❧❛4✐♦♥% ❞❡ ❝❛✉%❛❧✲

✐4*%✳

〈0, p, 0〉 〈{0, 1}, c, 1〉 〈0, p, 0〉 〈{0, 1}, c, 1〉 〈0, p, 0〉 〈{0, 1}, c, 1〉

■❧ ❡%4 ✐♠♣♦-4❛♥4 ❞❡ ♥♦4❡- A ❝❡ %4❛❞❡ <✉❡ ❧❡% Γ✲6♦♠%❡4% ❡♥ 4❛♥4 <✉❡ ♠♦4% ♣❡✉✈❡♥4 %✬*❝-✐-❡ ❡♥

✉4✐❧✐%❛♥4 ❞❡% ♦♣*-❛4✐♦♥% ❝❧❛%%✐<✉❡% ❞❡% ❡①♣-❡%%✐♦♥% -*❣✉❧✐8-❡% ❞*✜♥✐❡% ❞❛♥% ❧❡% 4❤*♦-✐❡% ❞❡% ❧❛♥✲

❣❛❣❡%✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐4✱ ✈✉ <✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝❡-4❛✐♥❡ -*❣✉❧❛-✐4* ❞❛♥% ♥♦4-❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉4 ❣*♥*-❛❧✐%❡-

❧❡ %②%48♠❡ 6-♦❞✉❝4❡✉-✲❈♦♥%♦♠♠❛4❡✉- ✐♥✜♥✐ ✭❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ✐♥❞*4❡-♠✐♥* ❞❡ ♣-♦❞✉❝4✐♦♥% ❡4

❞❡ ❝♦♥%♦♠♠❛4✐♦♥% ❝❢ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✮ ❡♥ ❧❡ %♣*❝✐✜❛♥4 ❛✈❡❝ ❧❡ Γ✲6♦♠%❡4 γ′′ = (〈0, p, 0〉〈{0, 1}, c, 1〉)∗✳
❈❡❝✐ ✐❧❧✉%4-❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐4 <✉✬♦♥ ♣❡✉4 ♠♦❞*❧✐%❡- ❞❡% ♣♦♠%❡4% ✐♥✜♥✐% ❡♥ Γ✲6♦♠%❡4% ✳

♣

♣

♣

❝

❝

❝

❋✐❣✉-❡ ✹✳✷✿ 6♦♠%❡4 ♣-♦❞✉❝4❡✉-✲❝♦♥%♦♠♠❛4❡✉- ✐♥✜♥✐

✹✳✸✳✷ ▼♦❞'❧✐*❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①'❝✉,✐♦♥ ♣❛4❛❧❧5❧❡ ❞❡ ,6❝❤❡* ❡♥ ♥♦♠❜4❡

✐♥❞',❡4♠✐♥'

▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✸ -❡♣-*%❡♥4❡ ✉♥❡ ❡①*❝✉4✐♦♥ ♣❛-❛❧❧8❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝4✐♦♥ b ❡♥ ♥♦♠❜-❡ ✐♥❞*4❡-♠✐♥* ❞❡ ❢♦✐%

%✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝4✐♦♥ c✳ ➬❛ ♣❡✉4 ♠♦❞*❧✐%❡- ✉♥ %②%48♠❡ ❞✉ 4②♣❡ ❋♦"❦ ❛♥❞ ❏♦✐♥✳

❘❡♣-*%❡♥4❡- ✉♥❡ 4❡❧❧❡ ❡①*❝✉4✐♦♥ ❡♥ Γ✲6♦♠%❡4 ♣❡✉4 ♣♦%❡- ♣-♦❜❧8♠❡ ❝❛- ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡%

♠❛-<✉❡% β ❞❡ ❧✬*✈*♥❡♠❡♥4 *4✐<✉❡4* c ❡%4 ♣♦4❡♥4✐❡❧❧❡♠❡♥4 ✐♥✜♥✐✳

6♦✉- ♣❛-❡- A ❝❡❧❛✱ ♥♦✉% ✐♥4-♦❞✉✐%♦♥% ❞❡% *✈*♥❡♠❡♥4% ♥♦♥ ♦❜%❡-✈❛❜❧❡% ✭❧❡ ✈✐❞❡ ε✮ ❛✜♥ <✉❡

❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♣-*❞*❝❡%%❡✉-% ✐♠♠*❞✐❛4% ❞❡% *✈*♥❡♠❡♥4% %♦✐4 ❜♦-♥* A ❞❡✉①✳ ❖♥ %❡ -❡4-♦✉✈❡

❞✉ ❝♦✉♣ A ❧❛ -❡♣-*%❡♥4❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✹✳ ▲❛ 4-❛❞✉❝4✐♦♥ ❡♥ Γ✲6♦♠%❡4 ✉4✐❧✐%❡ ❛❧♦-% 4-♦✐%

♠❛-<✉❡% ❡4 ❞♦♥♥❡ ✿

〈∅, a, 0〉(〈0, b, 2〉〈{1, 2}, ε, 1〉)∗〈1, c, ∅〉
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❛

❜ ❜ ❜ ❜

❝

❋✐❣✉)❡ ✹✳✸✿ ❘❡♣)12❡♥4❛4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①1❝✉4✐♦♥ ♣❛)❛❧❧:❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝4✐♦♥ ❜

❛

❜ ❜ ❜ ❜

ε ε ε ε

❝

❋✐❣✉)❡ ✹✳✹✿ ❘❡♣)12❡♥4❛4✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①1❝✉4✐♦♥ ♣❛)❛❧❧:❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝4✐♦♥ ❜ ❛✈❡❝ ❞❡2 1✈1♥❡♠❡♥42 ♥♦♥

♦❜2❡)✈❛❜❧❡2

◆♦✉2 )❡♠❛)>✉♦♥2 ❞♦♥❝ ? 4)❛✈❡)2 ❝❡4 ❡①❡♠♣❧❡ >✉❡ ❧✬✉4✐❧✐2❛4✐♦♥ ❞✬1✈1♥❡♠❡♥42 ♥♦♥ ♦❜2❡)✈✲

❛❜❧❡2 ♣❡✉4 A4)❡ ♥1❝❡22❛✐)❡ ♣♦✉) ❧❛ 4)❛❞✉❝4✐♦♥ ❞❡ ❝❡)4❛✐♥2 ♣♦♠2❡42 ✐♥✜♥✐2✳ ❉✬♦D ❧❛ ♣)♦♣♦2✐4✐♦♥

2✉✐✈❛♥4❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ■❧ ❡①✐%&❡ S ⊆ P(Σ) &❡❧ '✉❡ '✉❡❧'✉❡ %♦✐& γ ∈ PΓ(Σ)✱ ❡& '✉❡❧'✉❡ %♦✐&

t ∈ P(Σ) %✐ ΨΓ(γ) = t ❛❧♦,% γ ❝♦♥&✐❡♥& ❞❡% 0✈0♥❡♠❡♥&% ♥♦♥ ♦❜%❡,✈❛❜❧❡% ε✳

 !❡✉✈❡✿

■❧ 2✉✣4 ❞❡ ❝♦♥2✐❞1)❡) ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✸✳ ▲❡ )❡♣)12❡♥4❡) ❡♥ ✉♥❡ ❡①♣)❡22✐♦♥ ❞❡ Γ✲
H♦♠2❡42 2❛♥2 ε 2✐❣♥✐✜❡ ❛✈♦✐)✱ ♣♦✉) ❧✬1✈1♥❡♠❡♥4 14✐>✉❡41 c✱ ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛)>✉❡ α ♥♦♥

❜♦)♥1✳ ❈❡ >✉✐ ❡24 ❛❜2✉)❞❡ ♣❛) )❛♣♣♦)4 ❛✉ ❢❛✐4 >✉❡ Γ 2♦✐4 ✜♥✐✳

�

▲✬✉4✐❧✐2❛4✐♦♥ ❞✬1✈1♥❡♠❡♥42 ♥♦♥ ♦❜2❡)✈❛❜❧❡2 ❛✉❣♠❡♥4❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐) ❞✬❡①♣)❡22✐♦♥ ❞❡2 Γ✲
H♦♠2❡42 ✳

✹✳✸✳✸ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣0♦❞✉✐+ )②♥❝❤0♦♥✐)& ❞❡ )②)+5♠❡ ❞❡ +0❛♥)✐✲

+✐♦♥

◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ♣❛)❧1 ❞❡2 ❛✉4♦♠❛4❡2 ❞❛♥2 ❧❛ 2❡❝4✐♦♥ ✷✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉4 ❢❛✐)❡ ❞❡2 ♣)♦❞✉✐42 2②♥❝❤)♦♥✐212

❞✬❛✉4♦♠❛4❡2 ✭♦✉ ♣❧✉2 ❣1♥1)❛❧❡♠❡♥4 ❞❡ 2②24:♠❡2 ❞❡ 4)❛♥2✐4✐♦♥2✮ ♣♦✉) ❞1❝)✐)❡ ✉♥ 2②24:♠❡ ❝♦♠✲

♣♦21 ❞❡ ♣❧✉2✐❡✉)2 2♦✉2✲2②24:♠❡2✳ H♦✉) ❝❡❧❛ ♦♥ ❝)1❡ ❧✬❛✉4♦♠❛4❡ ❞❡ ❝❤❛>✉❡ 2♦✉2✲2②24:♠❡ ❡4 ♦♥

❧❡2 ❢❛✐4 ❝♦♦♣1)❡) ♣❛) 2②♥❝❤)♦♥✐2❛4✐♦♥ ♣♦✉) ♦❜4❡♥✐) ✉♥❡ 24)✉❝4✉)❡ ♠♦❞1❧✐2❛♥4 ❧❡ ❝♦♠♣♦)4❡♠❡♥4

❣❧♦❜❛❧ ❞✉ 2②24:♠❡✳ ▲❛ 2②♥❝❤)♦♥✐2❛4✐♦♥ ♣❡✉4 2❡ ❢❛✐)❡ ❞❡ ❞✐✛1)❡♥4❡2 ♠❛♥✐:)❡2✿ ♣❛)4❛❣❡ ❞❡

✈❛)✐❛❜❧❡ ❞✬14❛4✱ 2②♥❝❤)♦♥✐2❛4✐♦♥ ♣❛) ❡♥✈♦✐❡ ❞❡ ♠❡22❛❣❡2 ❡4❝✳
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❉❛♥$ ❝❡''❡ ♣❛)'✐❡✱ ♥♦✉$ ♣)❡♥♦♥$ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣)♦❞✉✐' $②♥❝❤)♦♥✐$4 ❞❡ ❞❡✉① $②$'5♠❡$

❞❡ ')❛♥$✐'✐♦♥$ ♣♦✉) ✐❧❧✉$')❡) ❝♦♠♠❡♥' ♦♥ ♣❡✉' ♠♦❞4❧✐$❡) ❞❡$ ❝❛✉$❛❧✐'4$ ❡♥')❡ 4✈4♥❡♠❡♥'$ ❡♥

♣❛$$❛♥' ♣❛) ❧❡$ Γ✲8♦♠$❡'$ ✳ ◆♦✉$ ♣)❡♥♦♥$ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ $②♥❝❤)♦♥✐$❛'✐♦♥ ❧❡ ♠♦❞5❧❡ ❞❡

❆)♥♦❧❞✲◆✐✈❛' ♣✉❜❧✐4 ❞❛♥$ ❬❆◆✽✷❪✳ ❖♥ ♠♦♥')❡)❛ ❡♥$✉✐'❡ ❝♦♠♠❡♥' )❡')♦✉✈❡) ✉♥ ♣♦♠$❡' B

♣❛)'✐) ❞✉ $②$'5♠❡ ✈✐❛ ❧❡$ Γ✲8♦♠$❡'$ '♦✉' ❡♥ )❡$'❛♥' $✉) ✉♥ ❛$♣❡❝' ♣✉)❡♠❡♥' ❞❡ ♠♦❞4❧✐$❛'✐♦♥✳

◆♦✉$ ❝♦♥$✐❞4)♦♥$ ✉♥ ♠♦❞5❧❡ $✐♠♣❧✐✜4 ❞❡ ❣❡$'✐♦♥♥❛✐)❡ ❞✬✐♠♣)❡$$✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣)✐♠❛♥'❡

♣❛)'❛❣4❡ ❡♥')❡ ❞❡✉① ✉'✐❧✐$❛'❡✉)$ ❆ ❡' ❇✱ ❡♥ ❡①❝❧✉$✐♦♥ ♠✉'✉❡❧❧❡✳ ▲✬✐♠♣)✐♠❛♥'❡ ❛ ❞❡✉① 4'❛'$

♣♦$$✐❜❧❡$✿ s0 ✭✐♥❛❝'✐❢✮ ♦✉ s1 ✭♦❝❝✉♣4❡✮✳ ▲❡$ ❛❝'✐♦♥$ L✉✐ 4'✐L✉❡''❡♥' ❧❡$ ')❛♥$✐'✐♦♥$ $♦♥'✿ ✐♠♣

✭✐♠♣)✐♠❡)✮ ♦✉ ❞✐$ ✭)❡♥❞)❡ ✐♥❛❝'✐❢✮✳ ❈❡ L✉✐ ♥♦✉$ ❞♦♥♥❡ ❧❡$ ❞❡✉① ❛✉'♦♠❛'❡$ ♣♦✉) ❆ ❡' ❇ ❞❡

❧❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✺✳

❆

✵ ❬$✵❪ ✶ ❬$✶❪

❡

✐♠♣

❞✐$

❇

✵ ❬$✵❪ ✵ ❬$✶❪

❡

✐♠♣

❞✐$

❋✐❣✉)❡ ✹✳✺✿ ❆✉'♦♠❛'❡ ❣❡$'✐♦♥♥❛✐)❡ ❞✬✐♠♣)✐♠❛♥'❡ ♣♦✉) ✉'✐❧✐$❛'❡✉) ❆ ❡' ❇

▲❛ ♣)4$❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ 4'✐L✉❡'4❡ e $✉) ❧✬4'❛' s0 ♣❡)♠❡' ❞❡ ♠♦❞4❧✐$❡) ❧❡$ ♣❤4♥♦♠5♥❡$

❛$②♥❝❤)♦♥❡$✳ ❙❛ $4♠❛♥'✐L✉❡ ✐♥'✉✐'✐✈❡ ❡$'✿ ✧❥❡ ♥❡ ❢❛✐$ )✐❡♥✧✳ ❈❡''❡ ')❛♥$✐'✐♦♥ ❡$' ✉'✐❧❡ L✉❛♥❞

♦♥ ❡$' ❞❛♥$ ❧❡ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ❆)♥♦❧❞✲◆✐✈❛' ♣♦✉) ❞4✜♥✐) ❧❡$ ✈❡❝'❡✉)$ ❞❡ $②♥❝❤)♦♥✐$❛'✐♦♥ L✉✐ $♦♥'

❞❡$ ♥✲✉♣❧❡'$ ❞✬❛❝'✐♦♥$ )❡♣)4$❡♥'❛♥' ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ 4✈♦❧✉'✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛✉'♦)✐$4❡ ❞✉ $②$'5♠❡✳

8♦✉) ♥♦')❡ ❝❛$✱ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ✈❡❝'❡✉)$ ❞❡ $②♥❝❤)♦♥✐$❛'✐♦♥ ❡$' ❞♦♥❝ ✿

V = {(e, imp), (imp, e), (dis,❴), (❴, dis)}✳ ▲❡ '✐)❡' ✧❴ ✧ )❡♣)4$❡♥'❡ ❧❡ ❢❛✐' L✉❡ ♥✬✐♠♣♦)'❡

L✉❡❧❧❡ ❛❝'✐♦♥ ♣❡✉' ♣❛)'✐❝✐♣❡)✳ ▲❡ ♣)♦❞✉✐' ❞❡ $②♥❝❤)♦♥✐$❛'✐♦♥ ♥♦✉$ ❞♦♥♥❡ ❧❡ $②$'5♠❡ ❞❡

')❛♥$✐'✐♦♥ )❡♣)4$❡♥'4 ❞❛♥$ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✻✳ ◆♦✉$ 4'✐L✉❡'♦♥$ ❧❡$ ')❛♥$✐'✐♦♥$ ♣❛) ❧❡$ ♥✉♠4)♦$ ❞❡

♣)♦❝❡$$✉$ L✉✐ ② ✐♥'❡)✈✐❡♥♥❡♥' ✭p0 ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❝❡$$✉$ ❞❡ A ❡' p1 ♣♦✉) ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇✮✳

8❛)♠✐ ❧❡$ ❡①4❝✉'✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉'♦♠❛'❡ ♣)❡♥♦♥$ ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①4❝✉'✐♦♥ 0
p0p1
−−→ 2

p1
−→

. . . ✭❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ L✉✐ ♣❡✉' $❡ ')❛❞✉✐)❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛'✉)❡❧ ♣❛) ✧❇ ❧❛♥❝❡ ✉♥❡ ✐♠♣)❡$$✐♦♥ ❆

)❡$'❡ ❡♥ ❛''❡♥'❡ ❥✉$L✉✬B ❝❡ L✉❡ ❇ ❧✐❜5)❡ ❧✬✐♠♣)✐♠❛♥'❡ ❡' )❡✈✐❡♥♥❡ B $♦♥ 4'❛' ✐♥✐'✐❛❧✧✳ ◆♦✉$

❋✐❣✉)❡ ✹✳✻✿ 8)♦❞✉✐' $②♥❝❤)♦♥✐$4 A× B
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♣♦✉✈♦♥' (❡♣(*'❡♥+❡( ❝❡++❡ ❡①*❝✉+✐♦♥ '♦✉' ❢♦(♠❡ ❞❡ ♣♦♠'❡+ ♦2 ❧❡' *✈*♥❡♠❡♥+' ❞*'✐❣♥❡♥+ ✭'♦♥+

*+✐6✉❡++*' ♣❛(✮ ❧❡' *+❛+' ❞❡' ♣(♦❝❡''✉' ♣(✐' ✐♥❞*♣❡♥❞❛♠♠❡♥+✳ ◆♦✉' ♦❜+❡♥♦♥' ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦♠'❡+

(❡♣(*'❡♥+* ♣❛( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✼✿

❆✳'✵

❆✳'✵

❇✳'✵

❇✳'✶

❇✳'✵

❋✐❣✉(❡ ✹✳✼✿ D♦♠'❡+ +(❛❞✉✐'❛♥+ ✉♥❡ ❡①*❝✉+✐♦♥ ❞❡ A× B

❈❡++❡ ❡①*❝✉+✐♦♥ ♣❡✉+ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ F+(❡ (❡♣(*'❡♥+* ❡♥ Γ✲D♦♠'❡+ ❡♥ ♣(❡♥❛♥+ Γ = {0, 1}✳ ❈❡
6✉✐ ❞♦♥♥❡ γ = (∅, A.s0, 0)(∅, B.s0, 1)({0, 1}, A.s0, 0)({0, 1}, B.s1, 1)(1, B.s0, 1)✳ ❘❡♠❛(6✉♦♥'

6✉❡ ♥♦✉' ♣(❡♥♦♥' '②'+J♠❛+✐6✉❡♠❡♥+ 0 ❝♦♠♠❡ ♠❛(6✉❡ β ❞❡ A ❡+ 1 ❝♦♠♠❡ ♠❛(6✉❡ β ❞❡ B✳

◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' ❛♣♣❧✐6✉❡③ ❧❛ ♠F♠❡ ❞*♠❛(❝❤❡ ♣♦✉( ❧✬❛✉+(❡ ❝❛' ❞✬❡①*❝✉+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉+♦♠❛+❡

♣(♦❞✉✐+ '②♥❝❤(♦♥✐'* A× B✳ ◆♦✉' ♦❜+❡♥♦♥' '②♠*+(✐6✉❡♠❡♥+✱ ✉♥ (*'✉❧+❛+ *6✉✐✈❛❧❡♥+✳

◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' (❡♣(*'❡♥+❡( ✭✐♥❢♦(♠❡❧❧❡♠❡♥+✮ ❧✬❛✉+♦♠❛+❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ❡♥ (❡♠♣❧❛O❛♥+ ❧❡'

*+✐6✉❡++❡' ❞❡ +(❛♥'✐+✐♦♥ ♣❛( ❞❡' ♠♦+' Γ✲D♦♠'❡+ ❡+ ♥♦✉' ♦❜+❡♥♦♥' ❧❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✽✳

✵

✶✷

(∅, A.s0, 0)(∅, B.s0, 1)

({0, 1}, A.s0, 0)✳

({0, 1}, B.s1, 1)

({0, 1}, A.s1, 0)✳

({0, 1}, B.s0, 1)(0, A.s0, 0)

(1, B.s0, 1)

❋✐❣✉(❡ ✹✳✽✿ ❆✉+(❡ (❡♣(*'❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ A× B

❉❡ ♠❛♥✐J(❡ ♣❧✉' '✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ (❡♣(*'❡♥+❡( ❝❡ '②'+J♠❡ ♣❛( ✉♥ Γ✲❛✉+♦♠❛+❡ ❡♥ ② ❛❥♦✉+❛♥+

❞❡' *+❛+' ✐♥+❡(♠*❞✐❛✐(❡'✳ ❈❡ 6✉✐ ♥♦✉' ❞♦♥♥❡ ❧❛ (❡♣(*'❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✾✳
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✵

✷ ✶

(∅, A.s0, 0)

(∅, B.s0, 1)

({0, 1}, A.s0, 0)
({0, 1}, A.s1, 0)

({0, 1}, B.s1, 1)

(1, B.s0, 1)

({0, 1}, B.s0, 1)

(0, A.s0, 0)

❋✐❣✉)❡ ✹✳✾✿ Γ✲❛✉1♦♠❛1❡ ❞❡ A× B



❈❤❛♣✐%&❡ ✺

❘❡❧❛%✐♦♥- ❛✈❡❝ ❧❡- ♠♦❞2❧❡- ❝❧❛--✐3✉❡-

❝♦♥❝✉&&❡♥%-

❙♦♠♠❛✐%❡

✺✳✶ ❚$❛❝❡( ❞❡ ▼❛③✉$❦✐❡✇✐❝③ ❡0 Γ✲2♦♠(❡0( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✷ 2♦♠(❡0( (8$✐❡✲♣❛$❛❧❧;❧❡( ❡0 Γ✲2♦♠(❡0( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✸ ▼❙❈ ❡0 Γ✲2♦♠(❡0( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

◆♦✉# ♠♦♥&'♦♥# ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❧❡# '❡❧❛&✐♦♥# 0✉✐ ❡①✐#&❡♥& ❡♥&'❡ ♥♦&'❡ ♠♦❞2❧❡ Γ✲4♦♠#❡& ❡&
❝❡'&❛✐♥# ♠♦❞2❧❡# ❝❧❛##✐0✉❡# ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉''❡♥❝❡✳ ❈❡&&❡ 7&✉❞❡ ♥♦✉# ♣❡'♠❡&&'❛ ❞✬❛✈♦✐' ✉♥ ❜♦♥

❛♣❡';✉ #✉' ❧❡ ♣♦✉✈♦✐' ❞✬❡①♣'❡##✐♦♥ ❞❡ ♥♦# Γ✲4♦♠#❡&# ✳

✺✳✶ ❚$❛❝❡( ❞❡ ▼❛③✉$❦✐❡✇✐❝③ ❡0 Γ✲2♦♠(❡0(

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣'7#❡♥&7 ❧❡# &'❛❝❡# ❞❡ ▼❛③✉'❦✐❡✇✐❝③ ❞❛♥# ❧❛ #❡❝&✐♦♥ ✸✳✶ ❡♥ &❛♥& 0✉❡ ♠♦❞2❧❡

♣♦✉✈❛♥& '❡♣'7#❡♥&❡' ❧❛ ❝♦♥❝✉''❡♥❝❡ ❣'C❝❡ D ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡& ❞❡ ❞7♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ▲❛ &'❛❞✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡

&'❛❝❡ ❡♥ Γ✲4♦♠#❡& ❡#& ❡♥ ❢❛✐& &'✐✈✐❛❧❡ ✈✉ 0✉✬✉♥❡ &'❛❝❡ ♣❡✉& G&'❡ '❡♣'7#❡♥&7❡ ❡♥ ♣♦♠#❡& ❝♦♠♠❡
♥♦✉# ❧✬❛✈♦♥# ♠♦♥&'7 ❞❛♥# ❧❛ #❡❝&✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ◆♦✉# ♠♦♥&'♦♥# ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥& D ♣❛'&✐' ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡&

❞❡ ❝♦♥❝✉''❡♥❝❡ ❡& ✉♥ '❡♣'7#❡♥&❛♥& u ❞❡ ❧❛ ❝❧❛##❡ ❞✬70✉✐✈❛❧❡♥❝❡ [u] ❞7#✐❣♥❛♥& ✉♥❡ &'❛❝❡ ❞❛♥#
❝❡& ❛❧♣❤❛❜❡& ❞❡ ❝♦♥❝✉''❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉& ❛##♦❝✐❡' ✉♥ Γ✲4♦♠#❡& ❞❡ PΓ(Σ)✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ✭TD✮ ❙♦✐# (Σ, D) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# ❞❡ ❝♦♥❝✉..❡♥❝❡✳ ◆♦✉1 ❞2✜♥✐11♦♥1 TD :
T(Σ, I) 7−→ PΓ(Σ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ 5✉✐ 6 #♦✉#❡ #.❛❝❡ [u]✱ ♣♦✉. u = u0 . . . un ❛11♦✲

❝✐❡ ❧❡ Γ✲9♦♠1❡# TD([u]) = 〈α0, u0, β0〉 · · · 〈αn, un, βn〉 ❛✈❡❝ ♣♦✉. #♦✉# i ∈ [0, n[✿

• αi = Dui

• βi = {ui}

✻✾



✼✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ❘❊▲❆❚■❖◆❙ ❆❱❊❈ ▲❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙ ❈❖◆❈❯❘❘❊◆❚❙

"♦✉% %❛♣♣❡❧✱ Dui
= {uj ∈ Σ | (ui, uj) ∈ D} ✭✈♦✐% .❡❝0✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮✳

❈❡00❡ ❞9✜♥✐0✐♦♥ .0✐♣✉❧❡ ;✉❡ ♣♦✉% ❝❤❛;✉❡ 9❧9♠❡♥0 (αi, ai, βi) ❞✉ Γ✲"♦♠.❡0 TD([u])✱ ♦♥ ❛ ai ;✉✐
❝♦%%❡.♣♦♥❞ ? ui ❡0 βi ;✉✐ ❡.0 %❡.0%❡✐♥0 ❛✉..✐ ❛✉ .②♠❜♦❧❡ ui✳ αi ;✉❛♥0 ? ❧✉✐ ❡.0 ❝♦♠♣♦.9 ❞❡

❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. 9❧9♠❡♥0. ❞❡ u 90❛♥0 ❡♥ %❡❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❞9♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ui✳ ▲✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛%;✉❡

Γ ❡.0 ❞9✜♥✐ ❝♦♠♠❡ 90❛♥0 9❣❛❧❡ ? Σ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶ ❘❡♣$❡♥❛♥' ❧✬❛❧♣❤❛❜❡' ❞❡ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ ❡' ❧❛ '$❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✱

D = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b)} ❡' u = abcbac✱ ♦♥ ❛

TD([u]) = 〈{c, a}, a, a〉〈{c, b}, b, b〉〈{a, b, c}, c, c〉〈{c, b}, b, a〉〈{c, a}, a, a〉〈{a, b, c}, c, c〉✳

❆✈❡❝ ❝❡00❡ ❞9✜♥✐0✐♦♥ ♥♦✉. ♠♦♥0%♦♥. ❛✈❡❝ ❧❛ ♣%♦♣♦.✐0✐♦♥ .✉✐✈❛♥0❡ ;✉✬✉♥❡ 0%❛❝❡ [u] ❡0 .♦♥
Γ✲"♦♠.❡0 ❛..♦❝✐9 TD([u]) ❡①♣%✐♠❡ ❧❛ ♠G♠❡ ❝❤♦.❡ ❡♥ 0❡%♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉%%❡♥❝❡✳ ❆✉0%❡♠❡♥0 ❞✐0✱

❧❡ ♣♦♠.❡0 ❛..♦❝✐9 ? ❧❛ 0%❛❝❡ [u] ❡0 ❧❡ ♣♦♠.❡0 ❛..♦❝✐9 ❛✉ Γ✲"♦♠.❡0 TD([u]) .♦♥0 ❧❡. ♠G♠❡.✳

)*♦♣♦,✐.✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ❙♦✐' (Σ, D) ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡' ❞❡ ❞7♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡' u ✉♥ ♠♦' ❞❡ Σ∗
✳ ❖♥ ❛

ΨΓ(TD([u])) = ΨD([u])✳

)*❡✉✈❡✿

"%❡♥♦♥. ♥✬✐♠♣♦%0❡ ;✉❡❧ ♠♦0 u = u0...un ❞❡ Σ∗
✳ "♦.♦♥. ΨΓ(TD([u])) = (Eγ,�γ, λγ) ❡0

ΨD([u]) = (Eu,�u, λu)✳ "❛% ❞9✜♥✐0✐♦♥ Eγ = Eu ❡0 λγ = λu✳ ✭✈♦✐% ❞9✜♥✐0✐♦♥. ✸✳✶✳✺ ❡0 ✹✳✷✳✸✮✳

�γ ❡.0 ♣❛% ❞9✜♥✐0✐♦♥ ❧❛ ❢❡%♠❡0✉%❡ 0%❛♥.✐0✐✈❡ ❞❡ ❧❛ %❡❧❛0✐♦♥ Γ✱ ❡0 �u ❡.0 ❧❛ ❢❡%♠❡0✉%❡

0%❛♥.✐0✐✈❡ ❞❡ ❧❛ %❡❧❛0✐♦♥ D ;✉✐ ❞9.✐❣♥❡ ♣♦✉% %❛♣♣❡❧ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ {(i, j)|i ≤ j ∧ (ui, uj) ∈ D}
♣♦✉% 0♦✉0 i ❡0 j ∈ [0, |n|[✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ❞♦♥❝ Γ⊆�γ ❡0 D⊆�u✳ "♦✉% ♣%♦✉✈❡% ;✉❡ �γ=�u

✐❧ ♥♦✉. .✉✣0 ❞❡ ♠♦♥0%❡% ;✉❡✿ ✭✶✮ �u ❡.0 ❛✉..✐ ❧❛ ❢❡%♠❡0✉%❡ 0%❛♥.✐0✐✈❡ ❞❡ Γ ❡0 ;✉❡ ✭✷✮ �γ

❡.0 ❛✉..✐ ❧❛ ❢❡%♠❡0✉%❡ 0%❛♥.✐0✐✈❡ ❞❡ D✳

✭✶✮ ❙♦✐0 i, j ❞❡✉① 9❧9♠❡♥0. ❞❡ [0, |n|[ 0❡❧. ;✉❡ iΓ j✳ ❖♥ ❛ ♣❛% ❞9✜♥✐0✐♦♥ i ≤ j✳ ❙✉♣♣♦.♦♥.
;✉❡ (ui, uj) /∈ D✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣%Q. ❧❛ ❞9✜♥✐0✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ♦♥ ❛ ui /∈ αj ❡0 βi = {ui} ❞❛♥. TD([u])❀
❝❡ ;✉✐ ❡.0 ❝♦♥0%❛❞✐❝0♦✐%❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐0 ;✉❡ i Γ j ♣✉✐.;✉✬✐❧ ♥✬❡①✐.0❡ ♣❛. ❞❡ ♠❛%;✉❡ m 0❡❧ ;✉❡

m ∈ βi ∧ m ∈ αj∧✳ "❛% ❝♦♥.9;✉❡♥0 (ui, uj) ∈ D ❡0 ❞♦♥❝ i D j✳ ❈❡❝✐ ❞9♠♦♥0%❡ ;✉❡

Γ⊆D✳ �u 90❛♥0 ❧❛ ♣❧✉. ♣❡0✐0❡ %❡❧❛0✐♦♥ 0%❛♥.✐0✐✈❡ ❝♦♥0❡♥❛♥0 D ;✉✐ ❧✉✐ ♠G♠❡ ❝♦♥0✐❡♥0

�u ❡.0 ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❡%♠❡0✉%❡ 0%❛♥.✐0✐✈❡ ❞❡ Γ

✭✷✮ ❙♦✐0 i, j ❞❡✉① 9❧9♠❡♥0. ❞❡ [0, |n|[ 0❡❧. ;✉❡ i D j✳ "❛% ❞9✜♥✐0✐♦♥ i ≤ j ❡0 ui ∈ Duj
✳

❖♥ ♣❡✉0 %❛✐.♦♥♥❡% ♣❛% %9❝✉%%❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥.✐❞9%❛♥0 ❧❡. ❝❛. .✉✐✈❛♥0.✿

✲ ❙✐ j = i+ 1 ❛❧♦%. ❞❛♥. TD([u]) ✭❡0 ❞✬❛♣%Q. .❛ ❞9✜♥✐0✐♦♥✮ ♦♥ ❛ ❧❛ .9;✉❡♥❝❡✿

. . . 〈Dui
, ui, ui〉〈Duj

, uj, uj〉 . . .✳ ❈❡ ;✉✐ ❢❛✐0 ;✉❡ i Γ j ❝❛% ui ∈ Duj
❡0 ❞❛♥. ❝❡ ❝❛.

i �γ j✳

✲ ❙✬✐❧ ❡①✐.0❡ ✉♥ k ∈ [0, |n|[ 0❡❧ ;✉❡ i+ 1 = k = j − 1 ❛❧♦%. .✐ uk ∈ Duj
♦♥ ❛ iΓ k Γ j

.✐♥♦♥ ♦♥ ❛ ❞✐%❡❝0❡♠❡♥0 iΓ j ❡0 ❞♦♥❝ i �γ j✳

✲ ❙✉♣♣♦.♦♥. ;✉❡ i �γ i + 1 �γ i + 2 . . . �γ k ❛✈❡❝ k = j − 1✳ ❙✐ uk ∈ Duj
♦♥ ❛ k Γ j

.✐♥♦♥ ♦♥ ✐❧ ❡①✐.0❡ l ∈ [i, k[ 0❡❧ ;✉❡ l Γ j ❞✉ ♠♦♠❡♥0 ;✉❡ iD j ❡0 ❞♦♥❝ i �γ j✳



✺✳✶✳ ❚❘❆❈❊❙ ❉❊ ▼❆❩❯❘❑■❊❲■❈❩ ❊❚ Γ✲1❖▼❙❊❚❙ ✼✶

"❛$ ❝♦♥()*✉❡♥- �γ ❡(- ❛✉((✐ ❧❛ ❢❡$♠❡-✉$❡ -$❛♥(✐-✐✈❡ ❞❡ D ❡- ❛✉ ✜♥❛❧ ❛✈❡❝ ✭✶✮ ❡- ✭✷✮ ❛✐♥(✐

♣$♦✉✈)(✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❧✬)❣❛❧✐-) �γ=�u✳ �

❘❡♠❛$%✉❡✿ ❘❡♣$❡♥❛♥- ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶ ♣$)❝)❞❡♥-✱ ♦♥ ♣❡✉- ✈♦✐$ *✉❡ ♥♦✉( ♣♦✉✈♦♥( ♥❛✲

-✉$❡❧❧❡♠❡♥- $❡♣$)(❡♥-❡$ ✉♥❡ ❡①)❝✉-✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡ (②(-B♠❡ ♣❛$

((c, a, a)(c, b, a)({a, b}, c, c))∗✳

❚❤*♦$,♠❡ ✺✳✶✳✶ ❙♦✐# [L]I ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ #+❛❝❡ +-❣✉❧✐❡+✱ ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❧✉✐ ❛//♦❝✐❡+ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
Π ❞❡ Γ✲3♦♠/❡#/ #❡❧ 5✉❡ Π = ∪u∈LΨD(u) ❛✈❡❝ Π +-❣✉❧✐❡+✳

0$❡✉✈❡✿

❈❡ $)(✉❧-❛- ❡(- ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞✐$❡❝-❡ ❞❡ ❧❛ ♣$♦♣♦(✐-✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧✬♦♣)$❛-✐♦♥ ΨD

♣❡✉- F-$❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ -$❛♥(❞✉❝-✐♦♥ ✿ ❝❤❛*✉❡ ❧❡--$❡ u ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡- ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ Σ ❡(-

(✉❜(-✐-✉)❡ ♣❛$ (♦♥ )*✉✐✈❛❧❡♥- 〈Du, u, u〉✳
�

■❧ ❡①✐(-❡ ✉♥❡ ❢♦$♠✉❧❛-✐♦♥ (✐♠♣❧✐✜)❡ ❞❡ ❧❛ $❡❧❛-✐♦♥ ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ♦K ❧✬❛❧♣❤❛❜❡-

❡(- ❝♦♠♣♦() ❞❡( ♣❛$-✐❡( ♥♦♥ ✈✐❞❡( ❞✬✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥) A✳ ▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ A $❡♣$)(❡♥-❡ ❣)♥)$❛❧❡✲

♠❡♥- ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣$♦❝❡((✉( ❡- ❧❡ (♦✉(✲❡♥(❡♠❜❧❡ A ❛--❛❝❤) M ✉♥❡ -$❛♥(✐-✐♦♥ ♠♦❞)❧✐(❡

❧❛ ❧✐(-❡ ❞❡( ♣$♦❝❡((✉( $)❛❧✐(❛♥- ❝♦♥❥♦✐♥-❡♠❡♥- ❧❛ -$❛♥(✐-✐♦♥✳ ▲❛ $❡❧❛-✐♦♥ ❞❡ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ (❡

❢♦$♠✉❧❡ ❛✐♥(✐ ✿ ❞❡✉① (♦✉(✲❡♥(❡♠❜❧❡( ♥♦♥ ✈✐❞❡( A1, A2 ⊆ A (♦♥- ❞)♣❡♥❞❛♥-( (✐ A1 ∩ A2 6= ∅✳
❉❛♥( ❝❡ ♠♦❞B❧❡✱ ❧❛ -$❛❞✉❝-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ -$❛❝❡ (✬❡①♣$✐♠❡ (✐♠♣❧❡♠❡♥- ♣❛$ ✉♥❡ -$❛♥(❞✉❝-✐♦♥

-$❛♥(❢♦$♠❛♥- ❧❛ ❧❡--$❡ A1 ❡♥ 〈A1, A1, A1〉✳ ▲❛ ♠♦❞)❧✐(❛-✐♦♥ ❞✉ ♣$♦❞✉✐- (②♥❝❤$♦♥✐() ♣$)(❡♥-)❡

❞❛♥( ❧❛ (❡❝-✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ❡(- ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ -$❛❞✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❝❡--❡ ♥❛-✉$❡✳ ▲❡ -❤)♦$B♠❡ (✉✐✈❛♥-

❢♦$♠❛❧✐(❡ ❝❡--❡ -$❛❞✉❝-✐♦♥✳

0$♦♣♦3✐5✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❙♦✐# A ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ 3♦/♦♥/ Σ = 2A \ ∅ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡# ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛

+❡❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ A1 ∩A2 6= ∅✳ 3♦/♦♥/ ΨD′
❧✬❤♦♠♦♠♦+♣❤✐/♠❡ /✉+ ❧❡/ #+❛❝❡/ /✉+ Σ ✈❡+/

❧❡/ Γ✲♣♦♠/❡#/ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛+5✉❡/ A ✿

ΨD′(A1) = 〈A1, A1, A1〉

❆❧♦+/ ♣♦✉+ #♦✉#❡ #+❛❝❡ u /✉+ Σ✱ u = ΨD′(u) ❡♥ #❛♥# 5✉❡ ♣♦♠/❡#✳ ❉✬❛✉#+❡ ♣❛+# /✐ U ❡/#

✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ +-❣✉❧✐❡+ ❞❡ #+❛❝❡✱ ΨD′(U) ❡/# +-❣✉❧✐❡+ ❡# ❡/# -❣❛❧ > U ❡♥ #❛♥# 5✉✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡

♣♦♠/❡#/✳

0$❡✉✈❡✿

■❧ ♥♦✉( (✉✣- ❞❡ ♠♦♥-$❡$ *✉❡ ♣♦✉$ -♦✉-❡ -$❛❝❡ u✱ ΨD′(u) = ΨD(u)✳ ▲❛ $❡❧❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❛✉(❛❧✐-)

❞❛♥( ✉♥ Γ✲♣♦♠(❡- (✬❡①♣$✐♠❡ ❡♥ -❡(-❛♥- ❧❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥-❡$(❡❝-✐♦♥ ❞✉ "$) ❡- ❞✉ "♦(- ❞❡ ❧❡--$❡

❞✉ Γ✲♣♦♠(❡-✳ "♦✉$ ❧❡( ❞❡✉① -$❛❞✉❝-✐♦♥( ❡- ❞❡✉① ❧❡--$❡( A1✱ A2 ❞❡ u✱ ❧❡ -❡(- ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠F♠❡

$)(✉❧-❛- ✿

• "♦✉$ ❧❛ -$❛❞✉❝-✐♦♥ ΨD′
✱ ❧❡ -❡(- ❡(- A1 ∩ A2 6= ∅

• "♦✉$ ❧❛ -$❛❞✉❝-✐♦♥ ΨD✱ ❧❡ -❡(- ❡(- D(A1)∩{A2} 6= ∅✱ )*✉✐✈❛❧❡♥- M A2 ∈ D(A1)✳ ❈♦♠♠❡

D(A1) ❡(- ❞)✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ♣❛$-✐❡( ❛②❛♥- ✉♥❡ ✐♥-❡$(❡❝-✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝

A1✱ ♥♦✉( ❛✈♦♥( )*✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡( ❞❡✉① -❡(-(✳

�
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✺✳✷ #♦♠&❡(& &)*✐❡✲♣❛*❛❧❧0❧❡& ❡( Γ✲#♦♠&❡(&

◆♦✉% ❛✈✐♦♥% ♣+,%❡♥., ❧❡% ♣♦♠%❡.% %,+✐❡%✲♣❛+❛❧❧2❧❡% ✭%♣✲♣♦♠%❡.✮ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝.✐♦♥ ✸✳✷✳ ❉❛♥% ❝❡..❡

%❡❝.✐♦♥ ♥♦✉% ♠♦♥.+♦♥% ❝♦♠♠❡♥. .+❛❞✉✐+❡ ❞❡% %♣✲♣♦♠%❡.% ❡♥ Γ✲:♦♠%❡.% ✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦✉✈+✐+ ❧❛

♣❧✉% ❧❛+❣❡ ❝❧❛%%❡ ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ %♣✲♣♦♠%❡.✱ ♥♦.+❡ ❞,♠❛+❝❤❡ %❡+❛ ❞❡ .+❛❞✉✐+❡ ❞✐+❡❝.❡♠❡♥. ❧❡%

❞✐✛,+❡♥.❡% ♦♣,+❛.✐♦♥% ♣❡+♠❡..❛♥. ❞❡ ❝♦♥.+✉✐+❡ ❞❡% ❧❛♥❣❛❣❡% +❛.✐♦♥♥❡❧% ❞❡ %♣✲♣♦♠%❡.%✳

■❧ %❡+❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ C✉❡%.✐♦♥ ✐❝✐ ❞✬✉.✐❧✐%❡+ ❞❡% ,✈,♥❡♠❡♥.% ♥♦♥ ♦❜%❡+✈❛❜❧❡% ✭ε✲,✈,♥❡♠❡♥.%✮

C✉✐ ♥♦✉% %❡+✈✐+♦♥% ❞❡ ✧❧✐❛✐%♦♥✧ ❞❛♥% ❧❡% ♦♣,+❛.✐♦♥% C✉❡ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% .+❛❞✉✐+❡✳ ◆♦✉% ❝❤♦✐%✐%%♦♥%

♥♦.❛♠♠❡♥. ❞✬❡♥❝❛❞+❡+ ❧❡% Γ✲:♦♠%❡.% ♣❛+ ❞❡% ε✲,✈,♥❡♠❡♥.% ♠✐♥✐♠❛✉① ❡. ♠❛①✐♠❛✉①✳

▲✬✐❞,❡ ❞❡ ♥♦.+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❡%.✱ ❝♦♥%✐❞,+❛♥. ✉♥ Γ✲:♦♠%❡. ✱ ❞✬✐♥.+♦❞✉✐+❡ ✉♥ ,❧,♠❡♥. ❡♥ ♣+❡✲

♠✐2+❡ ♣♦%✐.✐♦♥ ❞❡ %♦+.❡ C✉✬✐❧ %♦✐. ❧❡ %❡✉❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ Γ✲:♦♠%❡. ❡. ❞✬✐♥.+♦❞✉✐+❡ ❛✉%%✐ ✉♥ ❛✉.+❡

,❧,♠❡♥. ❡♥ ❞❡+♥✐2+❡ ♣♦%✐.✐♦♥ ❞✉ Γ✲:♦♠%❡. ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥. H ❝❡ C✉✬✐❧ %♦✐. ❧❡ %❡✉❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉

Γ✲:♦♠%❡. ❝♦♥%✐❞,+,✳ ◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ❞,✜♥✐+ ❢♦+♠❡❧❧❡♠❡♥. ❧❛ ♥♦.✐♦♥ ❞❡ Γ✲:♦♠%❡. ❜✐❡♥ ❝♦♥%.+✉✐.✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ✭Γ✲-♦♠/❡%❜✐❡♥ ❝♦♥/%3✉✐%✮ ❙♦✐# γ ✉♥ Γ✲'♦♠)❡# ❞❡ PΓ(Σ)✳ ❙♦✐# γ′ ✉♥
❛✉#.❡ Γ✲'♦♠)❡# ❞❡ PΓ(Σ) #❡❧ 0✉❡ γ

′ = 〈∅, ε,Γ〉γ〈Γ, ε, ∅〉✳ ❖♥ ❞✐# 0✉❡ γ ❡)# ❜✐❡♥ ❝♦♥)#.✉✐# )✐

♦♥ ❛✿

 !♦♣!✐%&% ❇❈✿ ∀i ∈ [0, |γ′|[, 0 �γ′ i �γ′ |γ′| − 1✳
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦♠)❡# ✐♥❞✉✐# ΨΓ(γ

′)✳

❈❡..❡ ❞,✜♥✐.✐♦♥ %✐❣♥✐✜❡ C✉✬✉♥ Γ✲:♦♠%❡. γ ❡%. ❜✐❡♥ ❝♦♥%.+✉✐. %✐✱ ❡♥ ♠❡..❛♥. ❧✬,❧,♠❡♥. 〈∅, ε,Γ〉
❡♥ ♣+❡♠✐2+❡ ♣♦%✐.✐♦♥ ❡. 〈Γ, ε, ∅〉 ♦♥ ♥✬❛ ♣❛% ❞✬,❧,♠❡♥. ♠✐♥✐♠✉♠ H ♣❛+. ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ♥✐ ❞✬,❧,♠❡♥.

♠❛①✐♠✉♠ H ♣❛+. ❧❡ ❞❡+♥✐❡+❀ ❡♥ ❞✬❛✉.+❡% .❡+♠❡%✱ ❡♥ ,❝+✐✈❛♥. γ′ = 〈∅, ε,Γ〉γ〈Γ, ε, ∅〉 ♦♥ ❛✿

✲ ∀i ∈ [0, |γ′| − 1[, ∃j ∈ [0, |γ′|[ | iΓ j

✲ ∀i ∈ [1, |γ′|[, ∃j ∈ [0, |γ′|[ | j Γ i

❘❡♠❛38✉❡✿ ❆ ♣❛+.✐+ ❞❡ ❝❡..❡ ❞,✜♥✐.✐♦♥✱ ✐❧ ❡%. ,✈✐❞❡♥. C✉❡ ♣♦✉+ ✉♥ Γ✲:♦♠%❡. γ ❜✐❡♥

❝♦♥%.+✉✐. ♦♥ ❛✿ ∀i ∈ [0, |γ|[✱ αi 6= ∅ ❡. βi 6= ∅✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥# Γ = {0, 1} ❡# Σ = {a, b}✳ ▲❡ Γ✲'♦♠)❡# 〈0, a, 1〉〈1, b, 0〉 ❡)# ❜✐❡♥

❝♦♥)#.✉✐#✳ '❛. ❝♦♥#.❡ 〈0, a, 1〉〈0, b, 1〉 ♥✬❡)# ♣❛) ❜✐❡♥ ❝♦♥)#.✉✐# ❝❛. ❧✬9❧9♠❡♥# 〈0, a, 1〉 ❡)# ✉♥

♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥) ❧❡ Γ✲'♦♠)❡# 〈∅, ε, {0, 1}〉〈0, a, 1〉〈0, b, 1〉〈{1, 0}, ε, ∅〉✳

-3♦♣♦/✐%✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❙♦✐# γ ∈ PΓ(Σ) ✉♥ Γ✲'♦♠)❡# ✱ )✐ |γ| = 1 ❛❧♦.) ✐❧ ❡)# ❜✐❡♥ ❝♦♥)#.✉✐#✳

-3❡✉✈❡✿

❙♦✐. γ = 〈α, a, β〉 ✉♥ Γ✲:♦♠%❡. .❡❧ C✉❡ α, β ⊆ Γ ❡. a ∈ Σ∪{ε}✳ ❊♥ ♣♦%❛♥. γ′ = 〈∅, ε,Γ〉〈α, a, β〉
〈Γ, ε, ∅〉✱ ✐❧ ❛♣♣❛+❛✐. ✐♠♠,❞✐❛.❡♠❡♥. C✉❡✿ 0 Γ 1 Γ 2 ✈✉ C✉❡ α ⊆ Γ ❡. β ⊆ Γ✳ ▲❛ ♣+♦♣+✐,.,

❇❈ ❡%. ❞♦♥❝ +❡%♣❡❝.,❡✱ ♣❛+ ❝♦♥%,C✉❡♥. γ ❡%. ❜✐❡♥ ❝♦♥%.+✉✐.✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✭▲❛♥❣❛❣❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥/%3✉✐%✮ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊆ PΓ(Σ) ❡)# ❜✐❡♥ ❝♦♥)#.✉✐# )✬✐❧

♥✬❡)# ❢♦.♠9 0✉❡ ❞❡ Γ✲'♦♠)❡#) ❜✐❡♥ ❝♦♥)#.✉✐#)✳

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠❛✐♥.❡♥❛♥. ❞♦♥♥❡+ ♥♦.+❡ .+❛❞✉❝.✐♦♥ ❞❡% ❧❛♥❣❛❣❡% ❞❡ %♣✲♣♦♠%❡. ❡♥ Γ✲:♦♠%❡. ✳

▲❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ %❡+❛ ❞❡ ♣+,%❡+✈❡+ ❧❛ ♣+♦♣+✐,., ❞❡ ✧❜✐❡♥ ❝♦♥%.+✉✐.✧✳
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ✭TS✮ ❙♦✐# L ⊆ SP(Σ) ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ *❛#✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ,-*✐❡✲♣❛*❛❧❧0❧❡ ❡# Γ ✉♥ ❡♥✲

,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛*3✉❡,✱ ♥♦✉, ❞-✜♥✐,,♦♥, TS(L) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ #*❛♥,❢♦*♠❛#✐♦♥ ❞❡ L ❡♥ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡

❞❡ Γ✲8♦♠,❡#, ✐♥❞✉❝#✐✈❡♠❡♥# ❝♦♠♠❡ ,✉✐#✿

TS(L) =























































































ε ,✐ L = {ε} ✭♦< ε *❡♣*-,❡♥#❡
❧❡ ♣♦♠,❡# ,❛♥, -✈-♥❡♠❡♥#✮

〈m, a,m〉 ,✐ L = {a} ✭✉♥❡ ❧❡##*❡ ❞❡ Σ✮
❛✈❡❝ m ✉♥❡ ♠❛*3✉❡ ❞❡ Γ

TS(L1)〈Γ1, ε,Γ2〉TS(L2) ,✐ L = L1.L2 ❛✈❡❝ L1, L2 ⊆ SP(Σ)
TS(L1)〈Γ1, ε,m1〉〈m2, ε,Γ2〉TS(L2) ,✐ L = L1 ‖ L2 ❛✈❡❝ L1, L2 ⊆ SP(Σ)✱

m1,m2 ❞❡, ♠❛*3✉❡, ❞❡ Γ #❡❧, 3✉❡✿

m1 /∈ Γ2✱ m2 /∈ Γ1 ❡# m1 6= m2✳

(TS(L1)〈Γ1, ε,Γ1〉)
∗

,✐ L = L∗
1 ❛✈❡❝ L1 ⊆ SP(Σ)

(〈m1, ε,Γ1 ∪ {m1}〉TS(L1)〈Γ1 ∪ {m2}, ε,m2〉)
∗

,✐ L = L

1 ❛✈❡❝ L1 ⊆ SP(Σ)
m1,m2 ❞❡, ♠❛*3✉❡, ❞❡ Γ #❡❧, 3✉❡✿

m1 /∈ Γ1✱ m2 /∈ Γ1 ❡# m1 6= m2✳

TS(L1) ∪ TS(L2) ,✐ L = L1 + L2 ❛✈❡❝ L1, L2 ⊆ SP(Σ)✳

Γi ✭❛✈❡❝ i ∈ {1, 2}✮ ❞-,✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠❛*3✉❡, ✭♥♦♥ ✈✐❞❡,✮ ❞❡ Γ ✉#✐❧✐,-❡, ♣❛* TS(Li)

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✷ ❙♦✐# L = {(aa) ‖ b}✳ ◆♦✉, ♣*❡♥♦♥, Γ = {0, 1, 2, 3}✳ ❙✐ ♥♦✉, ♣♦,♦♥,

L1 = (aa) ❡# L2 = {b} ♦♥ ❛ L = L1 ‖ L2✳ ❙✐ ♥♦✉, ♣♦,♦♥, ❞❡ ♣❧✉, L3 = {a} ♦♥ ❛ L1 = L3.L3✳

8❛* ❞-✜♥✐#✐♦♥ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, -❝*✐*❡ TS(L1) = 〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈0, a, 0〉 ❡# TS(L2) = 〈1, b, 1〉✳ ❊#
♣♦✉* L ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❞♦♥❝ -❝*✐*❡ TS(L) = 〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 2〉〈3, ε, 1〉〈1, b, 1〉✳

❛ ε ❛ ε

ε
❜

❋✐❣✉(❡ ✺✳✶✿ ❘❡♣(01❡♥3❛3✐♦♥ ❞✉ ♣♦♠1❡3 ❞❡ TS({(aa) ‖ b})

❘❡♠❛56✉❡✿

✶✳ 7❛( ❝♦♥13(✉❝3✐♦♥✱ TS(L) ❡13 3♦✉❥♦✉(1 ♥♦♥ ✈✐❞❡ ♠<♠❡ ♣♦✉( ❧❡ ❝❛1 ♣❛(3✐❝✉❧✐❡( ♦> L = ε✱
♦♥ ❛ TS(L) = 〈m, ε,m〉 ❛✈❡❝ m ✉♥❡ ♠❛(?✉❡ ❞❡ Γ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

✷✳ ■❧ ❡13 ♣♦11✐❜❧❡ ❞❡ 1✉♣♣(✐♠❡( ❝❡(3❛✐♥1 ε− transitions ♣❛( ❧❛ 1✉✐3❡✳ 7♦✉( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣(0❝0✲

❞❡♥3✱ TS(L) ♣❡✉3 1❡ (0❞✉✐(❡ ❡♥ 〈0, a, 0〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 2〉〈3, ε, 1〉〈1, b, 1〉✳

❉!♠❛5❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐<❛%✐♦♥ ❞❡< ♠❛56✉❡<✿

▲❛ ❝♦♥13(✉❝3✐♦♥ ❞❡ TS ♣❡✉3 ?✉❡❧?✉❡1 ❢♦✐1 ❢❛✐(❡ ✐♥3(♦❞✉✐(❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡1 ♠❛(?✉❡1✳ ❈❡ ?✉✐ ♣❡✉3

1✬❛✈0(❡( ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡♥ 3❡(♠❡ ❞✬♦♣3✐♠✐1❛3✐♦♥✳ ■❧ ❡13 ♣♦11✐❜❧❡ ♣♦✉( ❧❡ ❝❛1 L = L1 ‖ L2 ❞❡ ❧✐♠✐3❡(

❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡1 ♠❛(?✉❡1 I ❡♠♣❧♦②❡( ♣♦✉( m1 ❡3 m2✳ 7♦✉( ❝❡❧❛✱ ❞❡✉① ❝❛1 1♦♥3 I

❝♦♥1✐❞0(❡(✿
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• ❙✐ Γ1 6= Γ2 ♦♥ ♣❡✉) ♣*❡♥❞*❡ ✉♥ m1 ∈ Γ1 ❡) ✉♥ m2 ∈ Γ2❀ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐) ♦♥ ❛ ♣❛0 ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡0

♠❛*4✉❡0 5 ❛❥♦✉)❡* 0❛✉❢ 0✐ Γ1 ❡0) ✐♥❝❧✉0 ❞❛♥0 Γ2 ♦✉ ✈✐❝❡ ❡) ✈❡*0❛ ❛✉①4✉❡❧0 ❝❛0 ♦♥ ♣❡✉)

❛❥♦✉)❡* ❛✉ ♣❧✉0 ✉♥❡ ♠❛*4✉❡✳

• ❙✐ Γ1 = Γ2 ♦♥ ♣❡✉) ♣*♦❝9❞❡* 5 ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ ♠❛*4✉❡✳ ▲❛ ♠9)❤♦❞❡ ❡0) ❞❡ ♣*❡♥❞*❡

✉♥❡ ♠❛*4✉❡ ❞❡ Γ2 ❡♥0✉✐)❡ ❧❛ *❡♥♦♠♠❡* ❡) ❧❛ ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ♠❛*4✉❡ m2✳ ▲✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ♠❛*4✉❡

✭❞❡ 0♦♥ ♣*❡♠✐❡* ♥♦♠✮ ❡0) ❛✐♥0✐ ♣*✐0❡ ❝♦♠♠❡ ♠❛*4✉❡ m1✳

TS(L) ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣*9❝9❞❡♥) ❛✉*❛✐) ♣✉ 0✬9❝*✐*❡ 〈0, a, 0〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈1, ε, 1〉〈1, b, 1〉 ❧✐♠✐)❛♥)

❛✐♥0✐ Γ 5 {0, 1}✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✸ ❙♦✐# L = (((aa) ‖ b)c)∗✳ ❙♦✐# Γ = {0, 1}✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ✈✉ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡

♣23❝3❞❡♥# 5✉❡ TS({(aa) ‖ b}) = 〈0, a, 0〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈1, ε, 1〉〈1, b, 1〉✳ ❙✐ ♥♦✉' ♣♦'♦♥' L1 =
{(aa) ‖ b} ❡# L2 = {c}✱ ❛❧♦2' L = (L1.L2)

∗
✳ 7❛2 ❞3✜♥✐#✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉# 3❝2✐2❡ TS(L1.L2) =

〈0, a, 0〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈1, ε, 1〉〈1, b, 1〉〈{0, 1}, ε, 0〉〈0, c, 0〉 ❡# ✜♥❛❧❡♠❡♥# ♣❛2 ❧❛ ❞3✜♥✐#✐♦♥ ❞❡ TS

♣♦✉2 L∗
♦♥ ❛

TS(L) = (〈0, a, 0〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈1, ε, 1〉〈1, b, 1〉〈{0, 1}, ε, 0〉〈0, c, 0〉〈{0, 1}, ε, {0, 1}〉)∗✳

ε

❛ ❛ ε

ε ❝

ε
❜

ε

❛ ❛ ε

ε ❝

❜

❋✐❣✉*❡ ✺✳✷✿ ❘❡♣*90❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ♣♦♠0❡) ❞❡ TS((((aa) ‖ b)c)
∗)

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷✳✹ ❙♦✐# L = (a ‖ b)✳ ❙♦✐# Γ = {0, 1, 2, 3}✳ 7♦'❛♥# L1 = a ‖ b ♥♦✉' ♣♦✉✈♦♥'
3❝2✐2❡ TS(L1) = 〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈1, ε, 1〉〈1, b, 1〉 ✳ 7❛2 ❧❛ ❞3✜♥✐#✐♦♥ ❞❡ TS ♣♦✉2 L

♦♥ ❛ TS(L) =
(〈2, ε, {0, 1, 2}〉〈0, a, 0〉〈0, ε, 0〉〈1, ε, 1〉〈1, b, 1〉〈{0, 1, 3}, ε, 3〉)∗✳

▼❛✐♥)❡♥❛♥) ✐❧ 0✬❛✈G*❡ ♥9❝❡00❛✐*❡ ❞❡ 0✬❛00✉*❡* 4✉❡ ♥♦0 )*❛♥0❢♦*♠❛)✐♦♥0 ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡♥) ❜✐❡♥✱

❝✬❡0) 5 ❞✐*❡ 4✉❡ ❧❡0 ♣♦♠0❡)0 4✉❡ ❝♦❞❡♥) ❧❡0 Γ✲J♦♠0❡)0 ✐00✉0 ❞❡0 )*❛♥0❢♦*♠❛)✐♦♥0 TS 0♦♥)

✐❞❡♥)✐4✉❡0 ❛✉① ❡♥0❡♠❜❧❡0 ❞❡ ♣♦♠0❡)0 ❞9❝♦✉❧❛♥) ❞❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0 *❛)✐♦♥♥❡❧0 ❞❡ 0♣✲♣♦♠0❡)✳

❚❤-♦/0♠❡ ✺✳✷✳✶ ❙♦✐# L ⊆ SP(Σ) ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ 2❛#✐♦♥♥❡❧ ❞❡ '32✐❡'✲♣❛2❛❧❧;❧❡'✱ ❛❧♦2' TS(L) ❡'#
❜✐❡♥ ❝♦♥'#2✉✐# ❡# ΨΓ(TS(L)) = L ❡♥ #❛♥# 5✉✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦♠'❡#'✳

2/❡✉✈❡✿

◆♦)*❡ )*❛♥0❢♦*♠❛)✐♦♥ TS ❞♦♥♥❡ ♣❛* ❞9✜♥✐)✐♦♥ ✐♥❞✉❝)✐✈❡ ✉♥❡ )*❛❞✉❝)✐♦♥ ♣♦✉* ❝❤❛4✉❡ ♦♣9*❛)✐♦♥

❞❡ ❝♦♥0)*✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ *❛)✐♦♥♥❡❧✳ ▼♦♥)*♦♥0 ♣❛* ✐♥❞✉❝)✐♦♥ 4✉❡ ❝❤❛4✉❡ )*❛♥0❢♦*♠❛)✐♦♥

❞♦♥♥❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ Γ✲J♦♠0❡)0 ❜✐❡♥ ❝♦♥0)*✉✐) ❡) 4✉❡ ΨΓ(TS(L)) = L✳
❙♦✐) L ⊆ SP(Σ) ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ *❛)✐♦♥♥❡❧ ❞❡ 09*✐❡✲♣❛*❛❧❧G❧❡✳
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ε

ε
❜

ε

❛ ε

ε

ε
❜

ε

❛ ε

✳ ✳ ✳

❋✐❣✉)❡ ✺✳✸✿ ❘❡♣)/0❡♥2❛2✐♦♥ ❞✉ ♣♦♠0❡2 ❞❡ TS((a ‖ b))

✶✳ ❈❛0 L = {ε}
TS(L) = ε✳ ▲❛ ♣)♦♣♦0✐2✐♦♥ ❡02 ✐♠♠/❞✐❛2❡♠❡♥2 ❞❡ ✈/)✐✜❡)✳

✷✳ ❈❛0 L = {a} ♣♦✉) ✉♥ a ∈ Σ✳
<❛) ❞/✜♥✐2✐♦♥ TS(L) = 〈m, a,m〉 ♣♦✉) 2♦✉2 ❝❤♦✐① ❞❡ m ∈ Γ✳ TS(L) = 〈m, a,m〉 ❡02

✐♠♠/❞✐❛2❡♠❡♥2 ❜✐❡♥ ❝♦♥02)✉✐2 ❡2 ♣)/0❡)✈❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐/2/ ❞✬/❣❛❧✐2/ ❞❡0 ❧❛♥❣❛❣❡0 ❞❡ ♣♦♠0❡2✳

✸✳ ❈❛0 L = L1.L2 ❛✈❡❝ L1, L2 ⊆ SP(Σ)✳
<❛) ❞/✜♥✐2✐♦♥ TS(L) = TS(L1)〈Γ1, ε,Γ2〉TS(L2)✳ ❙♦✐2 γ ✉♥ Γ✲<♦♠0❡2 ❛♣♣❛)2❡♥❛♥2 D

TS(L)✳ ▼♦♥2)♦♥0 F✉❡ γ ❡02 ❜✐❡♥ ❝♦♥02)✉✐2 ❡2 ❛♣♣❛)2✐❡♥2 D L✳ γ 0✬/❝)✐2 0♦✉0 ❧❛ ❢♦)♠❡

γ1〈Γ1, ε,Γ2〉γ2 ❛✈❡❝ γ1 ❡2 γ2 ❞❡0 Γ✲<♦♠0❡20 ❞❡ TS(L1) ❡2 TS(L2) )❡0♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2✳ <❛)

)/❝✉))❡♥❝❡✱ γ1 ❡02 ❞❛♥0 L1 ❡2 γ2 ❡02 ❞❛♥0 L2✳ ▲❛ 02)✉❝2✉)❡ ❞❡ γ ❢❛✐2 F✉❡ ❧❡0 )❡❧❛2✐♦♥0 ❞❡

❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥0 γ1 ❡2 ❞❛♥0 γ2 0♦♥2 ♣)/0❡)✈/❡0✳ ❈♦♠♠❡ γ1 ❡2 γ2 0♦♥2 ❜✐❡♥ ❝♦♥02)✉✐20✱

2♦✉2 /✈/♥❡♠❡♥2 ❞❡ γ1 ❡02 ♣❧✉0 ♣❡2✐2 F✉❡ ❧✬/✈/♥❡♠❡♥2 〈Γ1, ε,Γ2〉 ❡2 F✉❡ ❞❡ ♠I♠❡✱ 2♦✉2

/✈/♥❡♠❡♥2 γ2 ❡02 ♣❧✉0 ❣)❛♥❞ F✉❡ ❧✬/✈/♥❡♠❡♥2 〈Γ1, ε,Γ2〉✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉2 ❧❡ ❢❛✐2 F✉❡ γ ❡02

❧❛ ❝♦♥❝❛2/♥❛2✐♦♥ ❞❡0 ♣♦♠0❡20 γ1 ❡2 γ2 ❡♥ 2❛♥2 F✉❡ 0/)✐❡✲♣❛)❛❧❧J❧❡✳ ▲❡ Γ✲♣♦♠0❡2 γ ❡02 ❞❡

2♦✉2❡ /✈✐❞❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥02)✉✐2✳ <♦0♦♥0 γ′ = 〈∅, ε,Γ1 ∪ Γ2〉γ1〈Γ1, ε,Γ2〉γ2〈Γ1 ∪ Γ2, ε, ∅〉✳
❚♦✉2 /✈/♥❡♠❡♥2 ✐00✉ ❞❡ γ1 ❞❛♥0 γ′ ♥✬❡02 ♥✐ ✉♥ ♣❧✉0 ♣❡2✐2 /✈/♥❡♠❡♥2✱ ♥✐ ✉♥ ♣❧✉0 ❣)❛♥❞

/✈/♥❡♠❡♥2 ❝❛) γ1 ❡02 ❜✐❡♥ ❝♦♥02)✉✐2✳ ■❧ ❡♥ ❡02 ❞❡ ♠I♠❡ ♣♦✉) ❧❡0 /✈/♥❡♠❡♥20 ❞❡ γ2 ❡2

❧✬/✈/♥❡♠❡♥2 ♥♦♥ ♦❜0❡)✈❛❜❧❡ 〈Γ1, ε,Γ2〉✳ ❆✐♥0✐✱ γ ❡02 ❜✐❡♥ ❝♦♥02)✉✐2✳

❙♦✐2 π ✉♥ ♣♦♠0❡2 ❞❡ L✳ ▼♦♥2)♦♥0 F✉❡ π ❡02 ✉♥ ♣♦♠0❡2 ❞❡ TS(L)✳ <❛) )/❝✉))❡♥❝❡✱ ✐❧

❡①✐02❡ γ1 ∈ TS(L1) ❡2 γ2 ∈ TS(L2) 2❡❧ F✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛2/♥❛2✐♦♥ ✭❡♥ 2❛♥2 F✉❡ 0/)✐❡ ♣❛)❛❧❧J❧❡✮

❞❡ γ1 ❡2 ❞❡ γ2 ❞♦♥♥❡ π✳ ■❧ ♥♦✉0 0✉✣2 ❞❡ ✈/)✐✜❡) F✉❡ ❝❡22❡ ❝♦♥❝❛2/♥❛2✐♦♥ ❡02 /❣❛❧❡ D

γ1〈Γ1, ε,Γ2〉γ2✳ ◆♦✉0 ❝♦♥02❛2♦♥0 F✉❡ ❧❡0 )❡❧❛2✐♦♥0 ❞❡ ❝❛✉0❛❧✐2/ ❞❡0 /✈J♥❡♠❡♥20 ❞❡ γ1 ❡2

❞❡ γ2 0♦♥2 ♣)/0❡)✈/❡0✱ ❡2 F✉❡ ❧✬/✈J♥❡♠❡♥2 ♥♦♥ ♦❜0❡)✈❛❜❧❡ 〈Γ1, ε,Γ2〉 ✐♥❞✉✐2 ✉♥❡ ❝❛✉0❛❧✐2/
❡♥2)❡ ❧❡0 /✈/♥❡♠❡♥20 ❞❡ γ1 ❡2 γ2✳

✹✳ ❈❛0 L = L1 ‖ L2 ❛✈❡❝ L1, L2 ⊆ SP(Σ)✳
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TS(L) = TS(L1)〈Γ1, ε,m1〉〈m2, ε,Γ2〉TS(L2) ♣❛$ ❞&✜♥✐*✐♦♥ ❛✈❡❝ m1 /∈ Γ2✱ m2 /∈ Γ1 ❡*

m1 6= m2✳ ❙♦✐* γ ✉♥ Γ✲4♦♠6❡* ❞❡ TS(L)✳ ■❧ ♣❡✉* 6✬&❝$✐$❡ 6♦✉6 ❧❛ ❢♦$♠❡ γ1〈Γ1, ε,m1〉〈m2, ε,Γ2〉γ2
❛✈❡❝ γ1 ∈ TS(L1) ❡* γ2 ∈ TS(L1)✳ ▼♦♥*$♦♥6 <✉❡ γ ❡6* ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐* ❡* ❡6* &❣❛❧ ? γ1 ‖ γ2
❡♥ *❛♥* <✉❡ 6&$✐❡✲♣❛$❛❧❧@❧❡✳ ▲❡6 $❡❧❛*✐♦♥6 ❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*& ❞❛♥6 γ1 ❡* γ2 6♦♥* ♣$&6❡$✈&❡6✳

▲✬✐♥*$♦❞✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬&✈@♥❡♠❡♥* ♥♦♥ ♦❜6❡$✈❛❜❧❡ 〈m2, ε,Γ2〉 ❛✈❡❝ m2 /∈ Γ1 ❝♦✉♣❡ *♦✉*❡

♣♦66✐❜✐❧✐*& ❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*& ❡♥*$❡ ❧❡6 &✈@♥❡♠❡♥*6 ❞❡ γ1 ❡* γ2✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥*$❡ <✉❡ γ ❡6* ❜✐❡♥

&❣❛❧ γ1 ‖ γ2 ❡♥ *❛♥* <✉❡ 6&$✐❡ ♣❛$❛❧❧@❧❡✳ ❉✬❛✉*$❡ ♣❛$* γ ❡6* ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐*✳ 4♦6♦♥6

γ′ = 〈∅, ε,Γ〉γ1〈Γ1, ε,m1〉〈m2, ε,Γ2〉γ2〈Γ, ε, ∅〉 ❛✈❡❝ Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ {m1,m2}✳ ◆♦*♦♥6

<✉❡ *♦✉* &✈@♥❡♠❡♥* ❞❡ γ1 ❡6* ♣❧✉6 ♣❡*✐* <✉❡ ❧✬&✈@♥❡♠❡♥* 〈Γ1, ε,m1〉 ✭❝❛$ γ1 ❡6* ❜✐❡♥

❝♦♥6*$✉✐*✮ <✉✐ ❧✉✐✲♠G♠❡ ❡6* ♣❧✉6 ♣❡*✐* <✉❡ 〈Γ, ε, ∅〉 ✭❝❛$ m1 /∈ Γ2✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠G♠❡ ❢❛H♦♥✱

*♦✉* &✈@♥❡♠❡♥* ❞❡ γ2 ❡6* ♣❧✉6 ❣$❛♥❞ <✉❡ 〈∅, ε,Γ〉 ❣$I❝❡ ? ❧✬✐♥*$♦❞✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬&✈@♥❡♠❡♥*

〈m2, ε,Γ2〉✳ ◆♦✉6 ❡♥ ❞&❞✉✐6♦♥6 <✉❡ γ ❡6* ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐*✳

❘&❝✐♣$♦<✉❡♠❡♥*✱ 6♦✐* π ✉♥ ♣♦♠6❡* ❞❡ L✳ 4❛$ $&❝✉$$❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡①✐6*❡ γ1 ❡* γ2 ❞❛♥6 $&❝✐♣$♦✲
<✉❡♠❡♥* TS(L1) ❡* TS(L2) ❛✈❡❝ π = γ1 ‖ γ2✳ 4♦6♦♥6 γ = γ1〈Γ1, ε,m1〉〈m2, ε,Γ2〉γ2 ❛✈❡❝
γ1 ∈ TS(L1) ❡* γ2 ∈ TS(L1)✳ ❉❡ *♦✉*❡ &✈✐❞❡♥❝❡ γ = π ❡♥ *❛♥* <✉❡ ♣♦♠6❡*✳ ❊♥ ❡✛❡*✱

❧❡6 $❡❧❛*✐♦♥6 ❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*& ❞❛♥6 γ1 ❡* γ2 6♦♥* ♣$&6❡$✈&❡6 ❡* ❧✬&✈@♥❡♠❡♥* 〈m2, ε,Γ2〉 ❝♦✉♣❡
*♦✉*❡ ♣♦66✐❜✐❧✐*& ❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*& ❡♥*$❡ ❧❡6 &✈@♥❡♠❡♥*6 ❞❡ γ1 ❡* γ2✳

✺✳ ❈❛6 L = L∗
1 ❛✈❡❝ L1 ⊆ SP(Σ)✳

4❛$ ❞&✜♥✐*✐♦♥ TS(L) = (TS(L1)〈Γ1, ε,Γ1〉)
∗
✳ ❊♥ ❝♦♥6✐❞&$❛♥* L = ∪nL

n
1 ✱ ♥♦✉6 $❡♠❛$✲

<✉♦♥6 <✉❡ TS(L) = (∪nTS(L1)
n).〈Γ1, ε,Γ1〉✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐<✉❛♥* ❧❛ ♣$♦♣♦6✐*✐♦♥ 6✉$ ❝❤❛❝✉♥

❞❡6 Ln
1 ✱ ♥♦✉6 ❞&❞✉✐6♦♥6 <✉❡ ❧❡6 TS(L1)

n
6♦♥* ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐*6 ❡* <✉❡ Ln = TS(L1)

n
❡♥

*❛♥* <✉✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦♠6❡*6✳ ▲✬✐♥*$♦❞✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬&✈@♥❡♠❡♥* 〈Γ1, ε,Γ1〉 ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛6

❧❡6 ❡♥6❡♠❜❧❡6 ❡♥ *❛♥* <✉❡ ♣♦♠6❡*6 ❡* ❧❡✉$6 ♥❛*✉$❡6 ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐*❡6✳ ❈❡❝✐ ♣$♦✉✈❡ <✉❡

❧❛ ♣$♦♣♦6✐*✐♦♥ ❡6* ✈&$✐✜&❡ ♣♦✉$ L = L∗
1✳

✻✳ ❈❛6 L = L

1 ❛✈❡❝ L1 ⊆ SP(Σ)✳
TS(L) = (〈m1, ε,Γ1∪m1〉TS(L1)〈Γ1∪m2, ε,m2〉)

∗
♣❛$ ❞&✜♥✐*✐♦♥ ❛✈❡❝ m1 /∈ Γ1✱ m2 /∈ Γ1

❡* m1 6= m2✳

❙♦✐* γ ∈ TS(L)✳ ■❧ 6✬&❝$✐* ❞♦♥❝ 〈m1, ε,Γ1∪m1〉γ1〈Γ1∪m2, ε,m2〉〈m1, ε,Γ1∪m1〉γ2〈Γ1∪
m2, ε,m2〉γ3 . . . ❛✈❡❝ ❧❡6 γi ∈ TS(L1)✳ ▼♦♥*$♦♥6 <✉❡ γ ❡6* ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐* ❡* <✉❡ γ =
γ1 ‖ γ2 ‖ · · · ❡♥ *❛♥* <✉❡ ♣♦♠6❡*✳ ◆♦*♦♥6 <✉❡ ❧❡6 $❡❧❛*✐♦♥6 ❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*& ❞❛♥6 ❧❡6 γi 6♦♥*
♣$&6❡$✈&6 ❡* <✉❡ ❧❡6 &✈&♥❡♠❡♥*6 〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉 ❝♦✉♣❡♥* *♦✉*❡6 ♣♦66✐❜✐❧✐*&6 ❞❡ $❡❧❛*✐♦♥

❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*& ❡♥*$❡ ❧❡6 γi✳ ❆✐♥6✐ γ = γ1 ‖ γ2 ‖ · · · ✳ ❉✬❛✉*$❡ ♣❛$*✱ γ ❡6* ❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐*✳

4♦6♦♥6 γ′ = 〈∅, ǫ, γ ∪ {m1,m2}〉.γ.〈γ ∪ {m1,m2}, ǫ, ∅〉✳ ▲❡6 &✈&♥❡♠❡♥*6 ❞❡ ❝❤❛<✉❡ γi
6♦♥* ♣❧✉6 ❣$❛♥❞6 <✉❡ ❧✬&✈@♥❡♠❡♥* 〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉 ❧❡ ♣$&❝&❞❡♥* ❡* 6♦♥* ♣❧✉6 ♣❡*✐*6 <✉❡

❧✬&✈&♥❡♠❡♥* 〈Γ1 ∪m2, ε,m2〉 ❧❡ 6✉❝❝&❞❛♥*✳ ❈❡❝✐ *✐❡♥* ❛✉ ❢❛✐* <✉❡ m1,m2 /∈ Γ✳ ❉✬❛✉*$❡

♣❛$*✱ ❧❡6 〈m1, ε,Γ1 ∪ m1〉 6♦♥* *♦*❛❧❡♠❡♥* ♦$❞♦♥♥&❡6 ❛✐♥6✐ <✉❡ ❧❡6 〈Γ1 ∪ m2, ε,m2〉✳
❈❡**❡ ♣$♦♣$✐&*& *✐❡♥* ❝♦♠♣*❡ ❞✉ ❢❛✐* <✉❡ m1 6= m2 ❡* <✉❡ m1,m2 /∈ Γ✳ ❆✐♥6✐✱ γ ❡6*

❜✐❡♥ ❝♦♥6*$✉✐*✳ ▲❡ ❞✐❛❣$❛♠♠❡ 6✉✐✈❛♥* ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐6✐♦♥ ❝❧❛✐$❡ ❞❡6 $❡❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❛✉6❛❧✐*&

❡♥*$❡ ❧❡6 &✈@♥❡♠❡♥*6 ❞❡ γ′✳

〈∅, ε,Γ〉〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉 γ1〈Γ1 ∪m2, ε,m2〉 〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉 γ2 〈Γ1 ∪m2, ε,m2〉 . . .
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. . . 〈Γ1 ∪m2, ε,m2〉 〈Γ, ε, ∅〉
. . .

❙♦✐$ π ✉♥ ♣♦♠)❡$ ❞❡ L✳ π ❡)$ ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠❡ π = γ1 ‖ γ2 ‖ · · · ❛✈❡❝ ❧❡) γi ∈ TS(L1)✳ 3♦)♦♥)
γ = 〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉γ1〈Γ1 ∪m2, ε,m2〉〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉γ2〈Γ1 ∪m2, ε,m2〉γ3 . . .✳ ❈♦♠♠❡

❧❡) 0❡❧❛$✐♦♥) ❞❡ ❝❛✉)❛❧✐$5 ❞❛♥) ❧❡) γi )♦♥$ ♣05)❡0✈5❡) ❡$ ❧❡) ♣♦))✐❜✐❧✐$5) ❞❡ 0❡❧❛$✐♦♥ ❞❡

❝❛✉)❛❧✐$5 )♦♥$ ❝♦✉♣5❡) ♣❛0 ❧❡) 〈m1, ε,Γ1 ∪m1〉✱ ♥♦✉) ❡♥ ❞5❞✉✐)♦♥) 8✉❡ π = γ✳

✼✳ ❈❛) L = L1 + L2 ❛✈❡❝ L1, L2 ⊆ SP(Σ)✳
TS(L) = TS(L1) ∪ TS(L2)✳ ■❝✐ ✐❧ )✬❛❣✐$ ❥✉)$❡ ❞✬✉♥❡ )✐♠♣❧❡ ✉♥✐♦♥ ❞✬❡♥)❡♠❜❧❡) ❞❡ Γ✲
3♦♠)❡$) ❜✐❡♥ ❝♦♥)$0✉✐$)✳ ❆✐♥)✐ ❧✬5❣❛❧✐$5 ❛$$❡♥❞✉❡ ❡♥ $❛♥$ 8✉❡ ♣♦♠)❡$ ❡)$ ♣05)❡0✈5❡✳
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)♣5❝✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡) ♣0♦$♦❝♦❧❡) ❞❡ $5❧5❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ♣05)❡♥$5 ❞❛♥) ❧❛ )❡❝$✐♦♥ ✸✳✸

❧❡✉0 ❢♦0♠❛❧✐)♠❡ ❡$ ❛✈♦♥) ♠♦♥$05 ❛✉))✐ ❝♦♠♠❡♥$ ❞5❝0✐0❡ ❞❡) ❡♥)❡♠❜❧❡) 5✈❡♥$✉❡❧❧❡♠❡♥$ ✐♥✜♥✐)

❞❡ )❝5♥❛0✐♦) ♣❛0 ❞❡) ❍▼❙❈✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ♣❛0 ❛✐❧❧❡✉0) ❞❛♥) ❧❛ ♠J♠❡ )❡❝$✐♦♥✱ ❞5✜♥✐ ✉♥ ▼❙❈

)♦✉) ❢♦0♠❡ ❞❡ ♣♦♠)❡$✳ ❉✉ ♠♦♠❡♥$ 8✉✬✉♥ ▼❙❈ ❡)$ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦♠)❡$✱ ✐❧ ♣❡✉$ J$0❡ 5❝0✐$ ❡♥

Γ✲3♦♠)❡$ ❝♦♥❢♦0♠5♠❡♥$ L ❧❛ ♣0♦♣♦)✐$✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ◆♦✉) ♠♦♥$0♦♥) ❞❛♥) ❝❡$$❡ )❡❝$✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥$

$0❛❞✉✐0❡ ✉♥ ▼❙❈ ❡♥ Γ✲3♦♠)❡$ ❞❡ )♦0$❡ L ❢♦0♠❡0 ❞❡) ❡♥)❡♠❜❧❡) ❝❧♦) ♣❛0 ❝♦♥❝❛$5♥❛$✐♦♥✳ ❈❡❝✐

♥♦✉) ♣❡0♠❡$$0❛ ❡♥)✉✐$❡ ❞❡ ♠♦♥$0❡0 ❝♦♠♠❡♥$ $0❛❞✉✐0❡ ❧❡) ❍▼❙❈ ❡♥ Γ✲3♦♠)❡$ ✳

❯♥ Γ✲3♦♠)❡$ ❞❡ PΓ(Σ) ❞♦♥$ ❧❡ ♣♦♠)❡$ ✐♥❞✉✐$ ❡)$ ✉♥ ▼❙❈ )✉0 MSC(ΣP) ❛ ♥❛$✉0❡❧❧❡♠❡♥$

✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡$ ❞✬❛❝$✐♦♥ ❝♦00❡)♣♦♥❞❛♥$ L ΣP ✳ ❆✉$0❡♠❡♥$ ❞✐$ Σ = ΣP ✳ 3❛0 ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ Γ✲
3♦♠)❡$ ✐♥❞✉✐)❛♥$ ❧❡ ▼❙❈ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉0❡ ✺✳✹ ♣❡✉$ )✬5❝0✐0❡ 〈∅, p!q, 0〉〈∅, q(a), 1〉〈{0, 1}, q?p, ∅〉

(p)
✲

•e1

✲

(q)

• e2

e′2

✲

•

✲

❋✐❣✉0❡ ✺✳✹✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▼❙❈ ❛✈❡❝ ΣP = {p!q, q(a), q?p}

3❛0♠✐ ❧❡) ♥♦♠❜0❡✉① Γ✲3♦♠)❡$) )✉)❝❡♣$✐❜❧❡) ❞✬✐♥❞✉✐0❡ ✉♥ ♠J♠❡ ▼❙❈✱ ♥♦✉) ❡♥ ❞✐)$✐♥❣♦♥)

❞❛♥) ❝❡ 8✉✐ )✉✐$ ✉♥❡ ❝❧❛))❡ ♣❛0$✐❝✉❧✐E0❡ 8✉❡ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ♥♦♠♠5 ❡$ ❞5✜♥✐0 ❧❛ )$0✉❝$✉0❡✳ ■❧

)✬❛❣✐$ ❞❡ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡)  !❛❞✉❝ ✐♦♥) ❜✐❡♥ ) !✉❝ ✉!,❡) ❞❡ ▼❙❈✳ ❊♥ ✈♦✐❝✐ ❧❛ ❞5✜♥✐$✐♦♥ ❢♦0♠❡❧❧❡✳
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❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❯♥ Γ✲#♦♠&❡( γ = 〈α0, a0, β0〉 · · · 〈αn, an, βn〉 ❡&( ✉♥❡ (*❛❞✉❝(✐♦♥ ❜✐❡♥ &(*✉❝✲
(✉*0❡ ❞✬✉♥ ▼❙❈ &✉* MSC(ΣP) &✐ ❧❡& ❝♦♥(*❛✐♥(❡& &✉✐✈❛♥(❡& &♦♥( *❡&♣❡❝(0❡&✿

✶✳ ΨΓ(γ) ❡&( ✉♥ ▼❙❈ &✉* MSC(ΣP)

✷✳ P ⊆ Γ

✸✳ #♦✉* (♦✉( p ∈ P ❡( (♦✉( i ∈ [0..n] &✐ γi ❝♦**❡&♣♦♥❞ = ✉♥ 0✈0♥❡♠❡♥( ❞❡ p ✭✐✳❡ i ∈ Ep✮

❛❧♦*& αi ∩ P = βi ∩ P = p✳

✹✳ #♦✉* (♦✉( i ∈ [0..n] ❡( (♦✉( m ∈ Γ−P &✐ m ∈ αi ❛❧♦*& ✐❧ ❡①✐&(❡ ✉♥❡ ♣♦&✐(✐♦♥ j < i (❡❧❧❡
B✉❡ m ∈ βj✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸✳✶ ❘❡♣*❡♥❛♥( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✺✳✹✱ ❛✈❡❝ ❝❡((❡ ❢♦✐& ❝✐ Γ = {p, q, 0, 1}✱ ✉♥❡
(*❛❞✉❝(✐♦♥ ❜✐❡♥ &(*✉❝(✉*0❡ ❞❡ ❝❡ ▼❙❈ ❡&( 〈p, p!q, {0, p}〉〈q, q(a), {1, q}〉〈{0, 1, q}, q?p, q〉

"♦✉% ✉♥ ▼❙❈ M ∈ MSC(ΣP) ♥♦✉* ♥♦+❡%♦♥* ♣❛% TM(M) ⊆ PΓ(Σ) ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ *❡*

+%❛❞✉❝+✐♦♥* ❜✐❡♥ *+%✉❝+✉%6❡*✳

❚❤!♦34♠❡ ✺✳✸✳✶ ❚♦✉( ▼❙❈ ♣♦&&J❞❡ ✉♥❡ (*❛❞✉❝(✐♦♥ ❜✐❡♥ &(*✉❝(✉*0❡✳
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❙♦✐+ M ✉♥ ▼❙❈ ❞❡ MSC(ΣP)✳ M 6+❛♥+ ✉♥ ♣♦♠*❡+✱ ✐❧ ❡①✐*+❡ ✉♥ Γ✲"♦♠*❡+ γ +❡❧ ;✉❡ ΨΓ(γ) =
M ✭❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞✐%❡❝+❡ ❞❡ ❧❛ ♣%♦♣♦*✐+✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ "♦*♦♥* γ = 〈α0, a0, β0〉 · · · 〈αn, an, βn〉 ❛✈❡❝

✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛%;✉❡* Γ 6= P ✳ "✉✐* ♥♦✉* ❛❥♦✉+♦♥* ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ P B Γ ❡+ ❛✈♦✐% ❞♦♥❝ P ⊆ Γ✳
◆♦✉* ❡♥%✐❝❤✐**♦♥* ❡♥*✉✐+❡ ❧❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* αi ❡+ βi ❞❡ γ ❞❡ ❧❛ *♦%+❡✿ *✐ ♣♦✉% +♦✉+ i ∈ [0..n]✱ ♦♥ ❛

λ−1(ai) ∈ Ep ✭❛✈❡❝ p ∈ P✮✱ ❛❧♦%* ♦♥ ❛❥♦✉+❡ p ❞❛♥* αi ❡+ ❞❛♥* βi✳ ❆✐♥*✐ ❧❛ ❝♦♥+%❛✐♥+❡ 3 ❞❡ ❧❛

❞6✜♥✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +%❛❞✉❝+✐♦♥ ❜✐❡♥ *+%✉❝+✉%6❡ ❡*+ %❡*♣❡❝+6❡✳ ❆ ❧✬✐**✉ ❞❡ ❝❡ ♣%♦❝6❞6✱ ♣♦✉% ❝❤❛;✉❡

i ∈ [0..n]✱ ♦♥ %❡+✐%❡ ❞❡ αi ❧❡* 6✈❡♥+✉❡❧❧❡* ♠❛%;✉❡* m ;✉✐ ♥❡ %❡*♣❡❝+❡♥+ ♣❛* ❧❛ ❝♦♥+%❛✐♥+❡ 4✳
❊♥ ❡✛❡+✱ ❝❡* ♠❛%;✉❡* ♥❡ ✈6%✐✜❛♥+ ♣❛* ❝❡++❡ ❝♦♥+%❛✐♥+❡ *♦♥+ ✐♥✉+✐❧❡* ❡+ ♥✬✐♥+%♦❞✉✐*❡♥+ ♣❛* ❞❡

%❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ♣%6❝6❞❡♥❝❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧ γ ❞❡✈✐❡♥+ ✉♥❡ +%❛❞✉❝+✐♦♥ ❜✐❡♥ *+%✉❝+✉%6❡ ❞❡ M ✳

�

❆✈❡❝ ❧❛ +%❛❞✉❝+✐♦♥ ❜✐❡♥ *+%✉❝+✉%6❡ ❞❡* ▼❙❈✱ ♥♦✉* ♠♦♥+%♦♥* ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ;✉✬✐❧ ❡*+ ♣♦**✐❜❧❡

❞❡ %❡♣%6*❡♥+❡% ❧❛ ❝♦♥❝❛+6♥❛+✐♦♥ ❞❡ ▼❙❈ ;✉✐ ❡*+ ✉♥❡ ♦♣6%❛+✐♦♥ ✐♠♣♦%+❛♥+❡ ♣♦✉% ❢♦%♠❡% ❞❡*
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53♦♣♦9✐%✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❙♦✐❡♥( M1 ❡( M2 ❞❡✉① ▼❙❈ ❞❡ MSC(ΣP)✳ ❙♦✐( γ1 ❡( γ2 ❞❡✉① Γ✲
#♦♠&❡( (❡❧& B✉❡ γ1 ∈ TM(M1) ❡( γ2 ∈ TM(M2)✳ ❆❧♦*& γ1.γ2 ∈ TM(M1.M2)✳
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❙♦✐+ γ = γ1.γ2✳ ■❝✐ ❧❡ ❢❛✐+ ;✉❡ γ1 ∈ TM(M1) ❡+ γ2 ∈ TM(M2) ✐♠♣❧✐;✉❡ ;✉❡ ❧❡* ❝♦♥+%❛✐♥+❡* ❞❡

♣%♦❝❡**✉* ✭✷✳ ❡+ ✸✳ ❞❡ ❧❛ ❞6✜♥✐+✐♦♥✮ *♦♥+ %❡*♣❡❝+6❡* ♣❛% γ✳ ❊♥ ❡✛❡+ *✐ Γ1 ❡+ Γ2 %❡♣%6*❡♥+❡♥+

%❡*♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♠❛%;✉❡ ❞❡ γ1 ❡+ γ2 ❞✬✉♥❡ ♣❛%+ ❡+ P1 ❡+ P2 ❧❡* ❡♥*❡♠❜❧❡* ❞❡*

♣%♦❝❡**✉* ❛**♦❝✐6* B M1 ❡+ M2 ❛❧♦%*✿

• ♦♥ ❛ P1 ⊆ Γ1 ❡+ P2 ⊆ Γ2 ;✉✐ ♣%♦✈♦;✉❡♥+ ;✉❡ P1 ∪ P1 ⊆ Γ1 ∪ Γ2 ❡+
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• ❧❛ ❝♦♥'(❛✐♥'❡ ✸ (❡,♣❡❝'.❡ ♣❛( γ ❡♥ '❛♥' /✉❡ ❝♦♥❝❛'.♥❛'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦♠,❡', (❡,♣❡❝'❛♥'

❝❡''❡ ❝♦♥'(❛✐♥'❡✳

❱✉ /✉❡ γ1 ❡' γ2 ,♦♥' ❜✐❡♥ ,'(✉❝'✉(., ❛❧♦(, γ (❡,♣❡❝'❡ ❧❛ ♣(♦♣(✐.'. ✹✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐' ✐❧ ♥✬❛ ♣❛,

❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ (❡❧❛'✐♦♥ ❞❡ ♣(.❝.❞❡♥❝❡ ❝(..❡ ❡♥'(❡ γ1 ❡' γ2 ❝❛( '♦✉'❡ ♠❛(/✉❡ m2 ❛♣♣❛('❡♥❛♥' ❛✉①

❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ♠❛(/✉❡, α ❞❡ γ2 ❡' ♣♦✉✈❛♥' <'(❡ ❝❛♥❞✐❞❛'❡ ♣♦✉( ✐♥❞✉✐(❡ ♣♦✉( (❡❧❛'✐♦♥ Γ ❛✈❡❝

✉♥ .❧.♠❡♥' ❞❡ γ1 ❡,' ✐♥❤✐❜. ♣❛( ✉♥❡ ♠❛(/✉❡ m1 ❛♣♣❛('❡♥❛♥' > ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠❛(/✉❡, β ❞❡ γ1✳
❈❡❝✐ ♣(♦✈✐❡♥' ❞❡ ❧❛ ❝♦♥'(❛✐♥'❡ ✹ ❞❡ ❧❛ ❞.✜♥✐'✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❢❛✐' /✉✬✐❝✐ ΨΓ(γ1.γ2) = ΨΓ(γ1).ΨΓ(γ2)
❡' ✈✉ /✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛'.♥❛'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ▼❙❈ ❡,' ✉♥ ▼❙❈✱ ❧❛ ❝♦♥'(❛✐♥'❡ ✶ ❡,' (❡,♣❡❝'.❡✳

E❛( ❝♦♥,./✉❡♥❝❡ γ1.γ2 ∈ TM(M1.M2)✳ �

❈❡''❡ ♣(♦♣(✐.'. ♠♦♥'(❡ /✉✬♦♥ ♣❡✉' (❡♣(.,❡♥'❡( ❞❡, ❝♦♥❝❛'.♥❛'✐♦♥, ❞❡ ▼❙❈ ❡♥ Γ✲E♦♠,❡' ✳

■❧ ❡♥ ❞.❝♦✉❧❡ ✐♠♠.❞✐❛'❡♠❡♥' ❧❡ ❝♦(♦❧❧❛✐(❡ ,✉✐✈❛♥' /✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ .♥♦♥❝❡( ❡♥ '❛♥' /✉❡ '❤.♦(H♠❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✺✳✸✳✷ ❙♦✐# L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ HMSC✳ ■❧ ❡①✐.#❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ LΓ ❞❡ Γ✲0♦♠.❡# #❡❧
2✉❡ LΓ = TM(L)✳

❘❛♣♣❡❧♦♥, /✉❡ ❧❡, ❍▼❙❈ ,♦♥' ❞❡, ❡①♣(❡,,✐♦♥, (❛'✐♦♥♥❡❧❧❡, ❞❡ ▼❙❈ ❞.✜♥✐❡, ♣❛( ❧✬✉♥✐♦♥✱

❧❛ ❝♦♥❝❛'.♥❛'✐♦♥ ❡' ❧✬.'♦✐❧❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ MSC(ΣP)✳
❈❡ '❤.♦(H♠❡ ♠♦♥'(❡ /✉✬♦♥ ♣❡✉' ❞♦♥❝ (❡♣(.,❡♥'❡( ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ (.❣✉❧✐❡( ❞❡ ▼❙❈ ❡♥ Γ✲

E♦♠,❡', ✳
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❱*&✐✜❝❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡1 Γ✲3♦♠1❡%1

❙♦♠♠❛✐%❡

✻✳✶ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐-✉❡ ▼❙❖ ❛✉① Γ✲3♦♠5❡65 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✻✳✷ ❙❛6✐5❢❛❝6✐♦♥ ❞❡ ❢♦;♠✉❧❡5 ▼❙❖ 5✉; ♣♦♠5❡65 ✈✐❛ ❧❡5 Γ✲3♦♠5❡65 ✳ ✽✻

✻✳✷✳✶ ❙❛&✐(❢❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❢♦/♠✉❧❡ MSO(Σ,�) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
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❞❡ ♣♦♠#❡(# ❡♥ ✉(✐❧✐#❛♥( ❞❡# #()✉❝(✉)❡# (❡❧❧❡# 2✉❡ ❧❡# Γ✲6♦♠#❡(# ✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐()❡✱ ♥♦✉#
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❛✈❛♥( ❞❡ ♠♦♥()❡) 2✉✬❡♥ ✉(✐❧✐#❛♥( ❧❡# Γ✲6♦♠#❡(# ♣♦✉) ♠♦❞*❧✐#❡) ❧❡# #②#(:♠❡# ♣❛)❛❧❧:❧❡#✱ ❧❡
♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡ ❢♦)♠✉❧❡ ♦)❞)❡ ♣❛)(✐❡❧ ❡#( ❞*❝✐❞❛❜❧❡✳

✻✳✶ ❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐-✉❡ ▼❙❖ ❛✉① Γ✲3♦♠5❡65

❆ ❧✬✐♥#(❛) ❞❡# ♠♦(# #✉) ❧❡# ❛❧♣❤❛❜❡(# ❝❧❛##✐2✉❡#✱ ❧✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❞❡ ❝❡((❡ ♣❛)(✐❡ ❡#( ❞✬*(❛❜❧✐) ❧❛

)❡❧❛(✐♦♥ ❡♥()❡ ❧❛ ❧♦❣✐2✉❡ ♠♦♥❛❞✐2✉❡ ❞✉ #❡❝♦♥❞ ♦)❞)❡ #✉) ❧❡# ♠♦(# ❡( ❧❡# Γ✲6♦♠#❡(# ✳ ■❧ #✬❛❣✐)❛
❞✬*(❛❜❧✐) ✉♥❡ #()✉❝(✉)❡ ♣❡)♠❡((❛♥( ❞✬❡♥❝♦❞❡) ❧❡# *❧*♠❡♥(# ❝♦♥#(✐(✉(✐❢# ❞❡# Γ✲6♦♠#❡(# ✭❧❡#
♣)❡✴♣♦#(✲❝♦♥❞✐(✐♦♥#✱ ❧❡# ❛❝(✐♦♥# ✳ ✳ ✳ ✮ ♣❛) ❞❡# ❡♥#❡♠❜❧❡# ❞✬❡♥(✐❡)#✳ ◆♦✉# ❛✉)♦♥# ❜❡#♦✐♥ ♣❛)

❛✐❧❧❡✉)# ❞❡ ()❛❞✉✐)❡ ❞❛♥# ❝❡ ❝❛❞)❡ ❧✬✐♠♣♦)(❛♥(❡ ♦♣*)❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡)(✉)❡ Γ✱ ❛✈❛♥( ❞❡ ❢♦)✲

♠❛❧✐#❡) ❧❡ ❢❛✐( 2✉✬✉♥ Γ✲6♦♠#❡( #❛(✐#❢❛✐( ✉♥❡ ❢♦)♠✉❧❡ ▼❙❖✳

✽✶



✽✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆ ❆❱❊❈ ▲❊❙ Γ✲!❖▼❙❊❚❙

❉❛♥# ❝❡ &✉✐ #✉✐)✱ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡) Σ ❡) ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠❛2&✉❡# Γ ❝♦♥#✐❞424# #♦♥) #✉♣♣♦#4# ✜♥✐#
❛✈❡❝ ❡♥ ♥♦)❛)✐♦♥ Γ = {m1, . . . ,mn} ❡) Σ = {a1, . . . , ak}✳
◆♦✉# #❛✈♦♥# &✉❡✱ ❞❛♥# ✉♥ Γ✲:♦♠#❡) ✱ ✉♥❡ ❧❡""#❡ ♥✬❡#) ♣❛# ✉♥ #❡✉❧ #②♠❜♦❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥#

❧❡# ♠♦)# ❝❧❛##✐&✉❡#✳ ❉✬❛♣2<# ❧❛ ❞4✜♥✐)✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ✉♥❡ ❧❡))2❡ 〈αi, ai, βi〉 ❡#) ♣❧✉)@) ❝♦♠♣♦#4 ❞❡
)2♦✐# 4❧4♠❡♥)#✿

• αi ❡#) ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♠❛2&✉❡# ♣♦✉✈❛♥) B)2❡ ❝♦♥#✐❞424 ❝♦♠♠❡ ♣#%✲❝♦♥❞✐"✐♦♥❀

• ai ❡#) ✉♥ #②♠❜♦❧❡ ❞❡ Σ❀

• βi ❡#) ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛2&✉❡# ♣♦✉✈❛♥) B)2❡ ❝♦♥#✐❞424 ❝♦♠♠❡ ♣♦,"✲❝♦♥❞✐"✐♦♥✳

❙✐♠✉❧❡2 ❞❡# ♣24✴♣♦#)✲❝♦♥❞✐)✐♦♥# ♣♦✉2 ❝❤❛&✉❡ ♣♦#✐)✐♦♥ ❞❛♥# ✉♥ Γ✲:♦♠#❡) ♣❛2 ✉♥❡ ❢♦2♠✉❧❡
❞❡ ❧♦❣✐&✉❡ ♠♦♥❛❞✐&✉❡ ❡#) ❛##❡③ #✐♠♣❧❡✳ ❆##♦❝✐❡2 ✉♥ #②♠❜♦❧❡ J ✉♥❡ ♣♦#✐)✐♦♥ ❡#) &✉❛♥) J ❡❧❧❡

❝❧❛##✐&✉❡✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣24#❡♥)❡2 ✉♥❡ #42✐❡ ❞❡ ❞4✜♥✐)✐♦♥# ❛✜♥ ❞✬4)❛❜❧✐2 ✉♥❡ #)2✉❝)✉2❡ ❡♥❝♦❞❛♥)

❧❡# Γ✲:♦♠#❡)# ♣❛2 #❡✉❧❡♠❡♥) ❞❡# ❡♥)✐❡2# ❡) ❞❡# ❡♥#❡♠❜❧❡# ❞✬❡♥)✐❡2#✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ✭Γ✲,♦♠.❡% ❙②♠❜♦❧✐4✉❡ ✮ ❯♥ Γ✲.♦♠,❡" ❙②♠❜♦❧✐3✉❡ SΓ ❡," ✉♥ "✉♣❧❡ 〈Pos,
(Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉 ♦5 ❝❤❛3✉❡ %❧%♠❡♥" ❡," ✉♥❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❞✉ ,❡❝♦♥❞✲♦#❞#❡✱ Σ ✉♥

❛❧♣❤❛❜❡"✱ Γ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛#3✉❡, ❡"

• Pos ❞%,✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦,✐"✐♦♥, ✭❞❡, ❡♥"✐❡#,✮❀

• Prem ⊆ Pos ❡" Postm ⊆ Pos #❡♣#%,❡♥"❡♥" ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦,✐"✐♦♥, ❧✐%❡, >

✉♥❡ ♠❛#3✉❡ m ❞❡ Γ ❡" #❡,♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" ❡♥ ♣#%✲❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❡" ❡♥ ♣♦,"✲❝♦♥❞✐"✐♦♥✳

• (Xa)a∈Σ #❡♣#%,❡♥"❡ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦,✐"✐♦♥, ❧✐%❡, > ✉♥❡ ❧❡""#❡ a ❞❡ Σ✳

❉❛♥# ❧❛ #✉✐)❡✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞42♦♥# &✉❡ SΓ ❞4#✐❣♥❡ )♦✉❥♦✉2# ✉♥ Γ✲:♦♠#❡) ❙②♠❜♦❧✐&✉❡ ❡) ❞♦♥❝
❧❡ )✉♣❧❡ 〈Pos, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ✭■♥.%❛♥❝❡ ❞❡ Γ✲,♦♠.❡% ❙②♠❜♦❧✐4✉❡ ✮ ❙♦✐" ✉♥ Γ✲.♦♠,❡" ❙②♠❜♦❧✐3✉❡ SΓ

❡" ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ι : V SO 7→ 2N ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ✈❛#✐❛❜❧❡, ❞✉ ,❡❝♦♥❞✲♦#❞#❡ ✈❡#, ❧❡, ❡♥,❡♠✲

❜❧❡, ❞✬❡♥"✐❡#,✳ ❯♥❡ ✐♥,"❛♥❝❡ ❞❡ SΓ ♣❛# ι ♥♦"%❡ SΓ
ι

❡," ✉♥ "✉♣❧❡ 〈ι(Pos), (ι(Prem))m∈Γ, (ι(Xa))a∈Σ,
(ι(Postm))m∈Γ〉✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻✳✶✳✸ ❙♦✐❡♥" γ = 〈α0, a0, β0〉 . . . 〈αn, an, βn〉 ✉♥ Γ✲.♦♠,❡" ❞❡ PΓ(Σ) ❡" SΓ ✉♥ Γ✲

.♦♠,❡" ❙②♠❜♦❧✐3✉❡ ✳ ◆♦✉, ❞✐,♦♥, 3✉✬✉♥❡ ✐♥,"❛♥❝❡ SΓ
ι

❡♥❝♦❞❡ ✭♦✉ ,②♠❜♦❧✐,❡ ♦✉ "#❛❞✉✐"✮ ✉♥

Γ✲.♦♠,❡" ,✐ ❡" ,❡✉❧❡♠❡♥" ,✐✿

• ι(Pos) = {0, . . . , n} ❀

• ♣♦✉# "♦✉" a ∈ Σ ❡" "♦✉" i ∈ {0, . . . , n}✱ i ∈ ι(Xa) ⇔ γi = 〈αi, a, βi〉❀

• ♣♦✉# "♦✉" m ∈ Γ ❡" "♦✉" i ∈ {0, . . . , n}✱ i ∈ ι(Prem) ⇔ γi = 〈αi, ai, βi〉 ∧m ∈ αi❀

• ♣♦✉# "♦✉" m ∈ Γ ❡" "♦✉" i ∈ {0, . . . , n}✱ i ∈ ι(Postm) ⇔ γi = 〈αi, ai, βi〉 ∧m ∈ βi✳



✻✳✶✳ ❈❖◆◆❊❳■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▲❖●■◗❯❊ ▼❙❖ ❆❯❳ Γ✲2❖▼❙❊❚❙ ✽✸

"♦✉% ✉♥ Γ✲"♦♠)❡+ γ✱ ❧❛ ♥♦+❛+✐♦♥ γιS ❞1)✐❣♥❡♥+ ✉♥❡ ✐♥)+❛♥❝❡ ❞❡ Γ✲"♦♠)❡+ ❙②♠❜♦❧✐7✉❡ 7✉✐

❧✬❡♥❝♦❞❡✳

"♦✉% ✉♥ Γ✲"♦♠)❡+ )②♠❜♦❧✐7✉❡ γιS✱ ❧✬✐♥+❡%♣%1+❛+✐♦♥ ι ♣❡✉+ )✬❡①♣%✐♠❡% ❡♥ ❞✬❛✉+%❡) +❡%♠❡)

❛✐♥)✐✿

• ι(Pos) ❡)+ 1❣❛❧❡ = ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♣♦)✐+✐♦♥) ❞❡ γ

• ι(Xa) ❡)+ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♣♦)✐+✐♦♥) ♦> ❧❛ ❧❡++%❡ a ∈ Σ ❛♣♣❛%❛?+✳

• ι(Prem) ❡)+ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♣♦)✐+✐♦♥) ❞❡ γ ♦> ❧❛ ♠❛%7✉❡m ∈ Γ ❛♣♣❛%❛?+ ❡♥ ♣%❡✲❝♦♥❞✐+✐♦♥

✭❡♥ ♠❛%7✉❡ α✮

• ι(Postm) ❡)+ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♣♦)✐+✐♦♥) ❞❡ γ ♦> ❧❛ ♠❛%7✉❡ m ∈ Γ ❛♣♣❛%❛?+ ❡♥ ♣♦)+✲

❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✭❡♥ ♠❛%7✉❡ β✮

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶✳✶ ❘❡♣#❡♥♦♥& ❧❡ Γ✲)♦♠&❡+ γ =〈0, p, 0〉〈{0, 1}, c, 1〉〈0, p, 0〉〈{0, 1}, c, 1〉〈0, p, 0〉
〈{0, 1}, c, 1〉 #❡♣#,&❡♥+❛♥+ ✉♥ &②&+0♠❡ ❞❡ ♣#♦❞✉❝+❡✉#✲❝♦♥&♦♠♠❛+❡✉# ❛✈❡❝ Γ = {0, 1} ❡+ Σ =
{p, c} ✭✈♦✐# &❡❝+✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ ❙♦✐+ SΓ ❧❡ Γ✲)♦♠&❡+ ❙②♠❜♦❧✐=✉❡ &✉✐✈❛♥+✿ 〈Pos, Pre0, P re1, Xp, Xc,
Post0, Post1〉✳ ◆♦✉& ♣♦✉✈♦♥& ❞♦♥❝ ❝♦♥&+#✉✐#❡ ❧❛ &✉❜&+✐+✉+✐♦♥ ι +❡❧❧❡ =✉❡✿
ι(Pos) = {0, 1, 2, 3, 4, 5}✱ ι(Pre0) = {0, 1, 2, 3, 4, 5}✱ ι(Pre1) = ι(Post1) = ι(Xc) = {1, 3, 5}
❡+ ι(Post0) = ι(Xp) = {0, 2, 4}✳
▲❡ +❛❜❧❡❛✉ &✉✐✈❛♥+ ♠♦♥+#❡ =✉❡ γιS &②♠❜♦❧✐&❡ ❜✐❡♥ γ✳

 ♦" ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

Pos0 × × × × × ×
Post0 × × ×
Pre1 × × ×
Post1 × × ×
Xp × × ×
Xc × × ×
γ 〈{0}, p, {0}〉 〈{0, 1}, c, {1}〉 〈{0}, p, {0}〉 〈{0, 1}, c, {1}〉 〈{0}, p, {0}〉 〈{0, 1}, c, {1}〉

◆♦✉) ❛✈✐♦♥) ❞1❥= 1♥♦♥❝1 ❞❛♥) ❧❛ )❡❝+✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❧❛ ♣%♦♣♦)✐+✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ♠♦♥+%❛♥+ 7✉❡ ❞❛♥)

❧✬❛❜)♦❧✉ ✐❧ ❡)+ ♣♦))✐❜❧❡ ❞❡ ❞1✜♥✐% ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ %1❣✉❧✐❡% ❞❡ Γ✲"♦♠)❡+) ♣❛% ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛

❧♦❣✐7✉❡ ▼❙❖ ♣♦✉% Σ ❡+ Γ ✜①1 ❡+ ♥♦✉) ✈❡♥♦♥) ❞❡ ❞♦♥♥❡% ✉♥❡ )+%✉❝+✉%❡ ♣❡%♠❡++❛♥+ ❞✬❡♥❝♦❞❡%

❧❡) Γ✲"♦♠)❡+) ✳ ❯♥❡ 7✉❡)+✐♦♥ ♥❛+✉%❡❧❧❡ )❡%❛✐+ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ❞❡ )❛✈♦✐% )✬✐❧ ❡)+ ♣♦))✐❜❧❡ ❞✬❡①+%❛✐%❡✱

❞❡♣✉✐) ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) )♦❧✉+✐♦♥) ❞✬✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❡ ▼❙❖ ❛♣♣❧✐7✉1❡ ❛✉① Γ✲"♦♠)❡+) ✱ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡)

♣♦♠)❡+) 7✉✐ ❧✉✐ )♦♥+ ❛))♦❝✐1)✳ ❊♥ ❢❛✐+✱ ✐❧ ❡)+ ❜✐❡♥ ♣♦))✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐%❡ ❡♥ +%❛❞✉✐)❛♥+ ♣❛% ✉♥❡

❢♦%♠✉❧❡ ▼❙❖ ❛❞17✉❛+❡ ❧❛ %❡❧❛+✐♦♥ Γ ✐♥+%♦❞✉✐+❡ ❞❛♥) ❧❛ )❡❝+✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❛✐♥)✐ 7✉❡ ❧❡ ♣%♦❝❡))✉)

❞❡ ❞1♣❧✐❛❣❡ ❞❡ Γ✲"♦♠)❡+ ♣%1)❡♥+1 ❞❛♥) ❧❛ ❞1✜♥✐+✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳

▲❛ ❞1✜♥✐+✐♦♥ )✉✐✈❛♥+❡ ✐♥+%♦❞✉✐+ ❧❛ +%❛❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡❧❛+✐♦♥ Γ✳

❉*✜♥✐.✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ✭φΓ
✮ ❙♦✐+ SΓ ✉♥ Γ✲)♦♠&❡+ ❙②♠❜♦❧✐=✉❡ ✱ ♥♦✉& ❞,✜♥✐&&♦♥&

φΓ
(
−→
SΓ) ♦C

−→
SΓ = 〈xi, xj, (Prem)m∈Γ , (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉 ♣❛# ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ &✉✐✈❛♥+❡✿

xi < xj ∧
∨

m∈Γ

(xi ∈ Postm ∧ xj ∈ Prem ∧ (∀k : (xi < k < xj) ⇒ k /∈ Postm)).
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"❛$%❛♥% ❞❡ ❝❡%%❡ ❞*✜♥✐%✐♦♥ .✉✐ 0✬✐♥%*$❡00❡ ❡♥❝♦$❡ ❛✉① ♣♦0✐%✐♦♥0 ✭❧❡0 ❡♥%✐❡$0✮✱ ♥♦✉0 *♥♦♥8♦♥0✱

♣♦✉$ ✉♥ Γ✲"♦♠0❡% γ✱ ❧❛ ♣$♦♣♦0✐%✐♦♥ 0✉✐✈❛♥%❡ .✉✐ 0%✐♣✉❧❡ .✉❡ φΓ
0✐♠✉❧❡ ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ Γ ♣♦✉$

%♦✉% Γ✲"♦♠0❡% 0②♠❜♦❧✐.✉❡ %$❛❞✉✐0❛♥% γ✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❙♦✐# γ ✉♥ Γ✲'♦♠)❡# ✱ ♣♦✉- #♦✉#❡ ♣♦)✐#✐♦♥ i ❡# j ❞❡ γ✱ i Γ j )✐ ❡#

)❡✉❧❡♠❡♥# )✐ ✐❧ ❡①✐)#❡ ρ : V FO 7→ N ❡# µ : V SO 7→ 2N #❡❧) 1✉❡ γ, ρ, µ |= φΓ
(x, y, (Prem)m∈Γ

, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✱ ρ(x) = i✱ ρ(y) = j ❡# γµS ❡♥❝♦❞❡ γ✳

 !❡✉✈❡✿

❙✉♣♣♦0♦♥0 .✉❡ iΓ j✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞*✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱

iΓ j ⇔ i < j ∧ ∃m ∈ Γ : m ∈ βi ∧m ∈ αj ∧ (∀k ∈]i, j[: m 6∈ βk).

❖♥ ♣❡✉% ❞*❞✉✐$❡ ❞❡ ♠❛♥✐B$❡ %$✐✈✐❛❧❡ .✉❡✿

i < j ∧ ∃m ∈ Γ : m ∈ βi ∧m ∈ αj ∧ (∀k ∈]i, j[: m 6∈ βk) ⇔

i < j ∧
∨

m∈Γ

(m ∈ βi ∧m ∈ αj ∧ (∀k ∈]i, j[: m 6∈ βk)).

❙♦✐% µ : V SO 7→ 2N %❡❧ .✉❡ γµS %$❛❞✉✐% γ✳
❈♦♥0✐❞*$❛♥% ❧❛ ❞*✜♥✐%✐♦♥ ✻✳✶✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ❞*❞✉✐$❡ .✉❡✿

i < j ∧
∨

m∈Γ

(m ∈ βi ∧m ∈ αj ∧ (∀k ∈]i, j[: m 6∈ βk)) ⇔

i < j ∧
∨

m∈Γ

(i ∈ µ(Postm) ∧ j ∈ µ(Prem) ∧ (∀k ∈]i, j[: k 6∈ µ(Postm))).

❊% ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❡♥❝♦$❡

i < j ∧
∨

m∈Γ

(i ∈ µ(Postm) ∧ j ∈ µ(Prem) ∧ (∀k ∈]i, j[: k 6∈ µ(Postm))) ⇔

i < j ∧
∨

m∈Γ

(i ∈ µ(Postm) ∧ j ∈ µ(Prem) ∧ (∀k : i < k < j ⇒ k 6∈ µ(Postm))).

❈♦♥0✐❞*$❛♥% ρ ❞*✜♥✐❡ ❞❡ %❡❧❧❡ 0♦$%❡ .✉❡ ρ(xi) = i ❡% ρ(xj) = j✱ 0✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐.✉❡ ❧❛ ❞*✜♥✐%✐♦♥

✻✳✶✳✹ ♥♦✉0 ♦❜%❡♥♦♥0 γ, ρ, µ |= φγ
(xi, xj, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✳

❈❡ .✉✐ %❡$♠✐♥❡ ❧❛ ♣$❡✉✈❡✳ �

❙✐ ♦♥ ♣$❡♥❞ ✉♥ Γ✲"♦♠0❡% γ✱ ♦❜%❡♥✐$ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ♣♦♠0❡%0 ❞❡♣✉✐0 ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ %$❛❞✉✐0❛♥%

γ ♣❡✉% ♠❛✐♥%❡♥❛♥% J%$❡ ✉♥❡ %K❝❤❡ ❢❛❝✐❧❡✳ ▲❛ ♣✐❡$$❡ ❛♥❣✉❧❛✐$❡ ❡0% ❧❛ ❝♦♥0%$✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥

❞✬♦❞$❡ ♣❛$%✐❡❧ ❞❡♣✉✐0 ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡$%✉$❡ Γ✳

▲❛ ❞*✜♥✐%✐♦♥ 0✉✐✈❛♥%❡ ❢♦$♠❛❧✐0❡ ❧❡ ❢❛✐% .✉❡ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡0 ❞❡0 ♣♦0✐%✐♦♥0 ❡0% 0%❛❜❧❡ ♣❛$ ❧❛

$❡❧❛%✐♦♥ Γ✳

❉0✜♥✐&✐♦♥ ✻✳✶✳✺ ✭❋❡!♠❡&✉!❡ ❞❡ Γ✮ ❙♦✐❡♥# ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞✬6❧❡♠❡♥#) X ❡# ✉♥ Γ✲'♦♠)❡#

❙②♠❜♦❧✐1✉❡ SΓ✱ ♥♦✉) ❞6✜♥✐))♦♥) φFP (
−→
SΓ) ❛✈❡❝

−→
SΓ = 〈X, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉

❝♦♠♠❡ )✉✐#✿

φFP (
−→
SΓ) = ∀x, y : (φΓ

(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)∧
x ∈ X) ⇒ y ∈ X.
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▲❛ ♣%♦♣♦'✐)✐♦♥ '✉✐✈❛♥)❡ ❛''✉%❡ .✉❡ ♣♦✉% ✉♥ Γ✲0♦♠'❡) '②♠❜♦❧✐.✉❡ ❞♦♥♥6✱ ❡) ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡

❞❡ ♣♦'✐)✐♦♥' X ✱ ❧❛ '❛)✐'✜❛❜✐❧✐)6 ❞❡ φFP %6'✉❧)❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛)✉%❡ ❢❡%♠6❡ ❞❡ X ♣❛% %❛♣♣♦%) : Γ✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ❙♦✐# γ ✉♥ Γ✲'♦♠)❡# ❡# µ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ µ : V SO 7→ 2N✳

❆✈❡❝

−→
SΓ = 〈X, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉✱ )✐ ∅, µ |= φFP (

−→
SΓ) ❛❧♦3) µ(X) ❡)# ❝❧♦) ♣❛3

Γ✳

 !❡✉✈❡✿

❙✉♣♣♦'♦♥' .✉❡ ∅, µ |= φFP (
−→
SΓ) ❡) µ(X) ♥✬❡') ♣❛' ❝❧♦' ♣❛% Γ✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐')❡ u ∈ µ(X) ❡)

✉♥ ❡♥)✐❡% v )❡❧ .✉❡ uΓ v✱ u ∈ µ(X) ❡) v 6∈ µ(X)✳
❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞6✜♥✐)✐♦♥ ✻✳✶✳✺✱

∀x, y : (φΓ
(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ) ∧ x ∈ X) ⇒ y ∈ X.

0❛% ❤②♣♦)❤D'❡✱ ∅, µ |= φFP (
−→
SΓ)✳ 0❛% ❝♦♥'6.✉❡♥)✱ v ❞♦✐) E)%❡ ✉♥ 6❧6♠❡♥) ❞❡ µ(X)✳ ❉✬♦F

❧✬❛❜'✉%❞✐)6✳ �

▼❛✐♥)❡♥❛♥) ❡♥ ❞❡%♥✐❡% ❧✐❡✉✱ ♥♦✉' ❞♦♥♥♦♥' ✉♥❡ ❞6✜♥✐)✐♦♥ %❡♥❞❛♥) ❧❡' ♦%❞%❡' ♣❛%)✐❡❧'

❞6✜♥✐''❛❜❧❡' ♣❛% ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❡ ▼❙❖ ❝♦♥❢♦%♠6♠❡♥) : ♥♦' ')%✉❝)✉%❡' ❡) ✉♥❡ ♣%♦♣♦'✐)✐♦♥ ✻✳✶✳✸

.✉✐ ✈❛ ❝♦♥✜%♠❡% ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥')%✉❝)✐♦♥ ❞❡' ♦%❞%❡' ♣❛%)✐❡❧' ✐♥❞✉✐)' ♣❛% ✉♥ Γ✲0♦♠'❡) ✳

❉1✜♥✐&✐♦♥ ✻✳✶✳✻ ✭φ�✮ ❙♦✐# SΓ ✉♥ Γ✲'♦♠)❡# ❙②♠❜♦❧✐6✉❡ ✱ ♥♦✉) ❞8✜♥✐))♦♥) φ�(
−→
SΓ) ❝♦♠♠❡

)✉✐#✿

φ�(
−→
SΓ) = ∀X : (x ∈ X ∧ φFP (X, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)) ⇒ y ∈ X)

❛✈❡❝

−→
SΓ = 〈x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✻✳✶✳✸ ❙♦✐# γ ✉♥ Γ✲'♦♠)❡# ❞❡ PΓ(Σ)✳ '♦✉3 #♦✉# 8❧8♠❡♥# e ❡# e′ ❞❡ γ 3❡)♣❡❝✲

#✐✈❡♠❡♥# ; ❧❛ ♣♦)✐#✐♦♥ i ❡# j ♦♥ ❛✿ i � j )✐ ❡# )❡✉❧❡♠❡♥# )✐ ✐❧ ❡①✐)#❡ ρ : V FO 7→ N ❡#

µ : V SO 7→ 2N #❡❧ 6✉❡ γ, ρ, µ |= φ�(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✱ ρ(x) = i✱
ρ(y) = j ❡# γµS ❡♥❝♦❞❡ γ✳

 !❡✉✈❡✿

❙♦✐) γ ✉♥ Γ✲0♦♠'❡) ❞❡ PΓ(Σ)✱ ❡♥ '✉✐✈❛♥) ❧❛ ❞6✜♥✐)✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ♦♥ ❛

i � j ⇔ i∗
Γ j

♦F i ❡) j '♦♥) ❞❡✉① ♣♦'✐)✐♦♥' ❞❡ γ✳
❙♦✐) µ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )❡❧❧❡ .✉❡ γµS ❡') ✉♥ Γ✲0♦♠'❡) '②♠❜♦❧✐.✉❡ )%❛❞✉✐'❛♥) γ✳ ❊)✉❞✐♦♥'

❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ φ�(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ) ❝❛' ♣❛% ❝❛' '❡❧♦♥' X✿

• X ❡') ✈✐❞❡✿ ❞❛♥' ❝❡ ❝❛'✱ ❞❡ ♠❛♥✐D%❡ )%✐✈✐❛❧❡✱ ♣♦✉% )♦✉) ρ : V FO 7→ N✱ γ, ρ, µ |= φ�(x, y,
(Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✳
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• X ♥✬❡%& ♣❛% ✈✐❞❡ ❡& i ∈ X✿ ❞✬❛♣-.% ❧❛ ♣-♦♣♦%✐&✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞6❞✉✐-❡ 7✉❡ X ❡%&

❝❧♦% %✉- Γ✳ ❊& ✈✉ 7✉❡ i ∗
Γ j✱ ❞♦♥❝ j ∈ X✳ :❛- ❝♦♥%67✉❡♥&✱ %✐ ♦♥ ❞6✜♥✐& ρ &❡❧ 7✉❡

ρ(x) = i ❡& ρ(y) = j ♥♦✉% ❛✉-♦♥% γ, ρ, µ |= φ�(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✳

• X ♥✬❡%& ♣❛% ✈✐❞❡ ❡& i /∈ X✿ ♠=♠❡ ❝❤♦%❡ 7✉❡ ❧❡ ♣-❡♠✐❡- ❝❛%✳

�

◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❞✐-❡ @ ❝❡ %&❛❞❡ 7✉❡ ❧❡% ❞6✜♥✐&✐♦♥% ✹✳✷✳✶✱ ✹✳✷✳✷ ❡& ✹✳✷✳✸ ♦♥& ✉♥❡ &-❛❞✉❝&✐♦♥

67✉✐✈❛❧❡♥&❡ ❡♥ ❧♦❣✐7✉❡ ▼❙❖ %✉- ❧❡% ♠♦&%✳ ❊♥ ❞✬❛✉&-❡% &❡-♠❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% 6&❛❜❧✐ ✉♥ ❧✐❡♥

❡♥&-❡ ❧❡% Γ✲:♦♠%❡&% ❡& ❧❛ ❧♦❣✐7✉❡ ▼❙❖✳ :❛- ❝♦♥%67✉❡♥&✱ ♥♦✉% %♦♠♠❡% ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❡♥ ♠❡%✉-❡

❞❡ -❛✐%♦♥♥❡- %✉- ❧❡% ♣♦♠%❡&% ❡♥ ✉&✐❧✐%❛♥& MSO(Σ)✳

✻✳✷ ❙❛%✐'❢❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❢♦.♠✉❧❡' ▼❙❖ '✉. ♣♦♠'❡%' ✈✐❛ ❧❡' Γ✲

7♦♠'❡%'

❆♣-.% ❛✈♦✐- 6&❛❜❧✐✱ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ♣-6❝6❞❡♥&❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥&-❡ ❧❡% ♣♦♠%❡&% ❡& ❧❛ ❧♦❣✐7✉❡

▼❙❖ ❝❧❛%%✐7✉❡ %✉- ❧❡% ♠♦&%✱ ❧❛ ♣-♦❝❤❛✐♥❡ 6&❛♣❡ ❡%& ❞✬6&✉❞✐❡- ❧❡ ♣-♦❜❧.♠❡ ❞❡ %❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❧♦❣✐7✉❡ ▼❙❖ %✉- ❧❡% ♣♦♠%❡&% MSO(Σ,�)✳ ■❧ %✬❛❣✐-❛ ❞♦♥❝ ❞❡ -6❞✉✐-❡ ❝❡ ♣-♦❜❧.♠❡ ✭♣♦✉-

-❛♣♣❡❧ ❣6♥6-❛❧❡♠❡♥& ✐♥❞6❝✐❞❛❜❧❡✮ @ ✉♥ ♣-♦❜❧.♠❡ ❞❡ %❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❢♦-♠✉❧❡ %✉- MSO(Σ)✳
◆♦&-❡ ❝♦♥&-✐❜✉&✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❛♥% ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ %❡-❛ ❞❡ ♣-♦♣♦%❡- ✉♥ %❡♠✐✲❛❧❣♦-✐&❤♠❡ ♣♦✉- ❞6❝✐❞❡-

♦✉ ♥♦♥ ❧❛ %❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦-♠✉❧❡✳

✻✳✷✳✶ ❙❛&✐(❢❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❢♦/♠✉❧❡ MSO(Σ,�)

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥% Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡%✱ Γ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛01✉❡- ❡% φ ✉♥❡ ❢♦0♠✉❧❡ ❞❡

MSO(Σ,�)✳ ◆♦✉- ❞5✜♥✐--♦♥- φΓ
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ ❞❡ MSO(Σ) ♦❜%❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐1✉❛♥% ❧❛

❢♦♥❝%✐♦♥ 2MSO -✉0 φ✳ ❈❡%%❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❡-% ❞5✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐%✿

2MSO(φ) =































































φ -✐ φ = x ∈ X ♦✉ φ = Pa(x)

φ�(
−→
SΓ) ❛✈❡❝

−→
SΓ =

〈x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ〉 -✐ φ = x � y
¬2MSO(ψ) -✐ φ = ¬ψ
2MSO(ψ) ∧ 2MSO(ψ′) -✐ φ = ψ ∧ ψ′

2MSO(ψ) ∨ 2MSO(ψ′) -✐ φ = ψ ∨ ψ′

(∀x)2MSO(φ′) -✐ φ = (∀x)φ′

(∀X)2MSO(φ′) -✐ φ = (∀X)φ′

(∃x)2MSO(φ′) -✐ φ = (∃x)φ′

(∃X)2MSO(φ′) -✐ φ = (∃X)φ′

❘❡♠❛/0✉❡✿ φ = Pa(x) ♣❡✉& =&-❡ -❡♠♣❧❛❝6 ♣❛- φ = x ∈ Xa✳

❈❡&&❡ ❞6✜♥✐&✐♦♥ ♣-6%❡♥&❡ ❛✐♥%✐ ❧❛ &-❛♥%❢♦-♠❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦-♠✉❧❡ ❞❡ MSO(Σ,�) ✈❡-% ✉♥❡

❢♦-♠✉❧❡ ❞❡ MSO(Σ)✳ ▲❡% %♦❧✉&✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ❢♦-♠✉❧❡ ▼❙❖ ❝❧❛%%✐7✉❡ %✉- ❧❡% ♠♦&% ❛✐♥%✐ ♦❜&❡♥✉%
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♣❡✉✈❡♥' (')❡ ✐♥'❡)♣)+'+❡, ❝♦♠♠❡ ❞❡, Γ✲2♦♠,❡', ❞♦♥' ❧❡, ♣♦♠,❡', ❛,,♦❝✐+, ,♦♥' ❧❡, ,♦❧✉'✐♦♥,

❞❡ ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ✐♥✐'✐❛❧❡ ❞❡ MSO(Σ,�)✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥% Γ ❡% Σ &❡'♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛&1✉❡' ❡% ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡%✳

❙♦✐% φ ✉♥❡ ❢♦&♠✉❧❡ ❞❡ MSO(Σ,�)✳ ❙✐ φΓ
❡'% '❛%✐'✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦&' φ ❡'% ❛✉''✐ '❛%✐'✜❛❜❧❡✳

 !❡✉✈❡✿

▲❛ ❞✐✛+)❡♥❝❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥')❡ φΓ
❡' φ ,❡ ,✐'✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡, ♣♦,✐'✐♦♥, ❞❡ φ ♦9 ❧❡, ❛'♦♠❡, ❞❡

❧❛ ❢♦)♠❡ x � y ,♦♥' ♣)+,❡♥',✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ,❡❧♦♥ ❧❛ ❞+✜♥✐'✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ❝❡, ❛'♦♠❡, ,♦♥' ,✉❜,'✐'✉+,

❞❛♥, φΓ
♣❛) φ�(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✳ ❉+✜♥✐,,♦♥, ❞❡✉① ,✉❜,'✐'✉'✐♦♥, ρ :

V FO 7→ N ❛♥❞ µ : V SO 7→ 2N '❡❧❧❡, C✉❡ ρ, µ |= φ�(x, y, (Prem)m∈Γ, (Xa)a∈Σ, (Postm)m∈Γ)✳
❉✬❛♣)E, ❧❛ ♣)♦♣♦,✐'✐♦♥ ✻✳✶✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉' ❞+❞✉✐)❡ C✉❡ ρ(x) � ρ(y)✳ ❈❡ C✉✐ ❢❛✐' C✉❡✱ x � y ❡,'

❛✉,,✐ ,❛'✐,✜❛❜❧❡✳

2❛) ✐♥❞✉❝'✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉' ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' ❞+❞✉✐)❡ C✉❡ ,✐ φΓ
❡,' ,❛'✐,✜❛❜❧❡ ❛❧♦), φ ❧✬❡,' ❛✉,,✐✳ �

❆ ❝❡ ,'❛❞❡✱ ✐❧ ❡,' ❝❧❛✐) C✉❡ ❧❛ )❡❝❤❡)❝❤❡ ❞❡ ,♦❧✉'✐♦♥ ❡,' ❞✐)✐❣+❡ ♣❛) ❧❡, Γ✲2♦♠,❡', ❡' ♣❧✉,

♣)+❝✐,+♠❡♥' ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠❛)C✉❡, Γ C✉✐ ❡,' ❞✐)❡❝'❡♠❡♥' ✐♠♣❧✐C✉+ ❞❛♥, ❧❛ ❝♦♥,')✉❝'✐♦♥

❞❡, ♦)❞)❡, ♣❛)'✐❡❧, ✭✈♦✐) ❡♥ ♣❛)'✐❝✉❧✐❡) ❧❛ ❞+✜♥✐'✐♦♥ ✻✳✶✳✹✮✳ 2❛) ❝♦♥,+C✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉) ✉♥ Γ
❞♦♥♥+✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♦)❞)❡, ♣❛)'✐❡❧, ♣♦✉✈❛♥' (')❡ ❣+♥+)+ ♣❡✉' ♥❡ ♣❛, (')❡ ,✉✣,❛♥' ♣♦✉) ❧❛

,❛'✐,❢❛❝'✐♦♥ ❞❡ φΓ
✳

◆♦✉, ❛❧❧♦♥, ♠❛✐♥'❡♥❛♥' ❞♦♥♥❡) ♥♦')❡ )+,✉❧'❛' ♣)✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥❝❡)♥❛♥' ❧❡ ♣)♦❜❧E♠❡ ❞❡ ❧❛

,❛'✐,✜❛❜✐❧✐'+✳

❚❤2♦!3♠❡ ✻✳✷✳✶ ❙♦✐% φ ✉♥❡ ❢♦&♠✉❧❡ MSO(Σ,�)✳ ❙✬✐❧ ❡①✐'%❡ Γ %❡❧ 1✉❡ φΓ
❡'% '❛%✐'✜❛❜❧❡

❛❧♦&' φ ❧✬❡'% ❛✉''✐✳

 !❡✉✈❡✿

❈♦♥,+C✉❡♥❝❡ ❞✐)❡❝'❡ ❞❡ ❧❛ ♣)♦♣♦,✐'✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ �

✻✳✷✳✷ ❙❡♠✐✲❛❧❣♦,✐-❤♠❡ ❞❡ ❞0❝✐2✐♦♥

2❛)'❛♥' ❞❡ ❝❡ )+,✉❧'❛'✱ ✐❧ ♥♦✉, ❡,' ❞♦♥❝ ♣♦,,✐❜❧❡ ❞✬+'❛❜❧✐) ✉♥ ❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ♣♦✉✈❛♥' ✐♠♣❧+✲

♠❡♥'❡) ❧❛ ♣)♦❝+❞✉)❡ ❞❡ ❞+❝✐,✐♦♥ ♣)♦♣♦,+❡ ♣♦✉) ❧❛ ,❛'✐,❢❛❝'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦)♠✉❧❡ MSO(Σ,�)✳
◆♦✉, ♣)+,❡♥'♦♥, ❞♦♥❝ ❝❡' ❛❧❣♦)✐'❤♠❡✳

❆✈❡❝ φ ✉♥❡ ❢♦)♠✉❧❡ ❞❡ MSO(Σ,�) ❞♦♥♥+❡✱ search(φ) ❡,' ❞+✜♥✐❡ ♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐'❤♠❡ ✻✳✷✳✷✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛) ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛)C✉❡, Γ ✈✐❞❡✳ ❖♥ ❡①+❝✉'❡ hasNoV alidSolution ❡♥

❧✉✐ ♣❛,,❛♥' ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ φΓ
✭♦❜'❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐C✉❛♥' 2MSO(φ)✮✳

hasNoV alidSolution ❡,' ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ C✉✐ ❝❤❡)❝❤❡✱ ♣❛) )❛♣♣♦)' ❛✉① Γ✲2♦♠,❡' ❙②♠❜♦❧✐C✉❡ ✱

❧❡, Γ✲2♦♠,❡', ❣+♥+)+, ❡✉ +❣❛)❞ ❛✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠❛)C✉❡, ❝❤♦✐,✐ ✭|Γ|✮✱ ,✬✐❧ ② ❛ ✉♥ Γ✲2♦♠,❡' ✭,♦✲

❧✉'✐♦♥✮ ,❛'✐,❢❛✐,❛♥' ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ψ )❡S✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛, ❞❡ ,♦❧✉'✐♦♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉'❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♠❛)C✉❡ U Γ ❡' ♦♥ )❡♣)❡♥❞ ❧❡ '❡,' hasNoV alidSolution✳ ❖♥ )❡♣)❡♥❞ ❧❡ ♠(♠❡ ♣)♦❝+❞+ '❛♥'
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ search(φ)

❱❛"✐❛❜❧❡'

✭✯ ■♥✐%✐❛❧✐(❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ♠❛/0✉❡( ✯✮

Γ ✿❂ ∅❀
ψ ✿❂ φΓ❀

✵✵ ❇❡❣✐♥

✵✶ ❲❤✐❧❡ ✭❤❛(◆♦❱❛❧✐❞❙♦❧✉%✐♦♥✭ψ✮✮ ❞♦

✵✷ Γ ✿❂ Γ ∪ {mk} ✇✐%❤ k = |Γ|❀
✵✸ ψ ✿❂ φΓ❀

✵✹ ❊♥❞❲❤✐❧❡

✵✺ /❡%✉/♥ %/✉❡❀

✵✻ ❊♥❞

!✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛( ❞❡ (♦❧✉,✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❡ ♣1♦❣1❛♠♠❡ (✬❛114,❡ !✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ (♦❧✉,✐♦♥✳ ❖♥

1❡♥✈♦✐❡ ❞❛♥( ❝❡ ❝❛( ❧❛ 18♣♦♥(❡ ♣♦(✐,✐✈❡✳

◆♦✉( ❛❧❧♦♥( ❞♦♥♥❡1 ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ !✉✐ ✈❛ ✐❧❧✉(,1❡1 ❧❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐,❤♠❡ ❛✜♥ ❞❡

♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣1❡♥❞1❡✳

✻✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①♣+,✐♠❡♥/❛/✐♦♥

◆♦✉( ❛✈♦♥( ❝❤♦✐(✐ ❧✬♦✉,✐❧ ▼❖◆❆❬❍❏❏

+
✾✺✱ ❑▼✵✶❪ ♣♦✉1 ❡①♣81✐♠❡♥,❡1 ♥♦,1❡ ❛❧❣♦1✐,❤♠❡✳ ❈❡

❝❤♦✐① ❡(, ♥❛,✉1❡❧❧❡♠❡♥, ❣✉✐❞8 ♣❛1 ❧❡ ❢❛✐, !✉❡ ❝❡, ♦✉,✐❧ ✐♠♣❧8♠❡♥,❡ ❧❛ ❧♦❣✐!✉❡ ▼❙❖✳

✻✳✸✳✶ $%&'❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉*✐❧ ▼❖◆❆

▼❖◆❆ ❡(, ✉♥❡ ✐♠♣❧8♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ♣1♦❝8❞✉1❡( ❞❡ ❞8❝✐(✐♦♥ ♣♦✉1 ❧❡( ❧♦❣✐!✉❡( ❲❙✶❙ ✭❲❡❛❦

❙❡❝♦♥❞✲♦,❞❡, ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❖♥❡ ❙✉❝❝❡33♦,✮ ❡, ❲❙✷❙ ✭❲❡❛❦ ❙❡❝♦♥❞✲♦,❞❡, ♦❢ ❚✇♦ ❙✉❝❝❡33♦,✮ !✉✐

(♦♥, ❞❡( ✈❛1✐❛♥,❡( ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐!✉❡ ▼❙❖ ❬❚❤♦✾✵❪✳ ❲❙✶❙ ❡(, ✉♥❡ ✈❛1✐❛♥,❡ ♦N ♦♥ ✐♥,❡1♣1O,❡ ❧❡(

✈❛1✐❛❜❧❡( ❞❡ ♣1❡♠✐❡1 ♦1❞1❡ ♣❛1 ❞❡( ❡♥,✐❡1( ♥❛,✉1❡❧(✱ !✉✐ ♣❡✉✈❡♥, 4,1❡ ❝♦♠♣❛18( ❡, (✉❥❡,( R

✉♥❡ ♦♣81❛,✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐,✐♦♥✳ ▲❡( ✈❛1✐❛❜❧❡( ❞❡ (❡❝♦♥❞ ♦1❞1❡ (♦♥, ✐♥,❡1♣18,8❡( ❝♦♠♠❡ ❞❡( (♦✉(✲

❡♥(❡♠❜❧❡( ✜♥✐( ❞❡ N✳ ❲❙✷❙ ❡(, ✉♥❡ ❣8♥81❛❧✐(❛,✐♦♥ ❞❡ ❲❙✶❙ ✐♥,❡1♣18,8❡ (✉1 ✉♥ ❛1❜1❡ ❜✐♥❛✐1❡

✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐✳

▼❖◆❆ ,1❛❞✉✐, ,♦✉,❡ ❢♦1♠✉❧❡ ❲❙✶❙ ♦✉ ❲❙✷❙ ❡♥ ✉♥ ❛✉,♦♠❛,❡ ✜♥✐ 1❡❝♦♥♥❛✐((❛♥, ❧❡( ♠♦,(

♦✉ ❛1❜1❡( !✉✐ ✈❛❧✐❞❡♥, ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡✳ ❈❡( ❧♦❣✐!✉❡( ♦♥, 8,8 ♣❡♥❞❛♥, ❧♦♥❣,❡♠♣( ❝♦♥♥✉( ♣♦✉1

4,1❡ ❞8❝✐❞❛❜❧❡(✱ ♠❛✐( ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,8 ♥♦♥ 8❧8♠❡♥,❛✐1❡ ❞8❝♦✉1❛❣❡❛♥, ✉♥❡ ✐♠♣❧8♠❡♥,❛✲

,✐♦♥ ✉,✐❧❡✳ ▼❖◆❆ ✉,✐❧✐(❡ ❧❡( BDD ✭❇✐♥❛1② ❉❡❝✐(✐♦♥ ❉✐❛❣1❛♠(✮ ❬❆❦❡✼✽❪ ♣♦✉1 1❡♣18(❡♥,❡1 ❧❡(

❢♦♥❝,✐♦♥( ❞❡ ,1❛♥(✐,✐♦♥( ❞✬❛✉,♦♠❛,❡(❀ ❝❡ !✉✐ 18❞✉✐, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,8 ❝❛1 ❧❡( ❇❉❉ (♦♥, ♣❛1,✐❝✲

✉❧✐O1❡♠❡♥, ❛❞❛♣,8( ❛✉① ❛✉,♦♠❛,❡( ❬❑❧❛✾✽❪✳

❯♥ ♣1♦❣1❛♠♠❡ ▼❖◆❆ ❝♦♥(✐(,❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞8❝❧❛1❛,✐♦♥(✱ ❞❡ ❢♦1♠✉❧❡( ❡, ❞❡ ♠❛❝1♦(

8❝1✐, (✉1 ✉♥ ✜❝❤✐❡1 ✳♠♦♥❛ !✉✐ ❞8❝1✐, ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ ❲❙✶❙ ♦✉ ❲❙✷❙✳ ❉❛♥( ❝❡ ✜❝❤✐❡1 ❝❡1,❛✐♥(

(②♠❜♦❧❡( ♠❛,❤8♠❛,✐!✉❡( ❡, ❝♦♥♥❡❝,❡✉1( ❧♦❣✐!✉❡( ,❡❧( !✉❡✿ ¬,∧,∨,⇒,⇔, ∃x, ∀x, ∃X, ∀X,≤
,≥,⊆,∈, /∈, ∅,∪,∩ (♦♥, ,1❛❞✉✐,( ❡♥ ❧❡✉1 8!✉✐✈❛❧❡♥, ,❡①,❡✱ (♦✐, 1❡(♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✿ ∼,&, |,=>
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, <=>, ex1 x, all1 x, ex2 X, all2 X, <=, >=, sub, in, notin, empty,
union, inter✳

#♦✉& '✐♠♣❧✐✜❡& ❧✬/❝&✐1✉&❡ ❞❡ ❢♦&♠✉❧❡' ❝♦♠♣❧❡①❡'✱ MONA ♣&♦♣♦'❡ ❞❡' ♠❛❝&♦' ♦✉ ❞❡' ♣&/❞✐✲

❝❛1'✳ ▲❡' ♣&/❞✐❝❛1' '♦♥1 ♣&/❝/❞/' ♣❛& ❧❡ ♠♦1 ❝❧/ pred✳ ■❧ ❡'1 ♣♦''✐❜❧❡ ❞✬/❝&✐&❡ ❞❡' ❝♦♠♠❡♥1❛✐&❡'

✭♥♦♥ ✐♥1❡&♣&/1/' ❞♦♥❝✮ ❞❛♥' ✉♥ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ▼❖◆❆ ❡♥ ❧❡' ❢❛✐'❛♥1 ♣&/❝/❞❡& ❞✉ ❝❛&❛❝1C&❡ #✳

▲❡ &/'✉❧1❛1 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛1✐♦♥ ❡'1 ✉♥ ❛✉1♦♠❛1❡✱ D✉✐ ♣❡✉1 E1&❡ ✉1✐❧✐'/ '❡❧♦♥ ❧❡' ❞/'✐&' ❞✉

♣&♦❣&❛♠♠❡✉& ▼❖◆❆✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ❡♥ ❡♥1&/❡ ❡'1 '❛1✐'❢❛✐1❡ ❞❡' ❡①❡♠♣❧❡' '❛1✐'❢❛✐'❛♥1' '♦♥1

❣/♥/&/' '✐♥♦♥ ❞❡' ❝♦♥1&❡' ❡①❡♠♣❧❡' '♦♥1 ♣&/'❡♥1/'✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ ♣❡1✐1 ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉& ✐❧❧✉'1&❡& ❧❡' ❢♦♥❝1✐♦♥♥❛❧✐1/' ❞❡ ❜❛'❡ ❞❡ ▼❖◆❆✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸✳✶ ▲❡ ♣#♦❣#❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉#❡ ❝✐✲❞❡//♦✉/ ✭1✉✬♦♥ ♣❡✉4 5❝#✐#❡ ❞❛♥/ ✉♥ ✜❝❤✐❡#

simple.mona✮ /❡ ✈♦✉❞#❛✐4 ❞♦♥♥❡# ✉♥❡ ❢♦#♠✉❧❡ 1✉✐ /♦✐4 ✈#❛✐❡ /✐ ❧❡/ ✈❛#✐❛❜❧❡/ Xa ❡4 Xb ♠♦❞✲

5❧✐/❡♥4 ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦4 ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❡ a ∗ b✳

★❉"❝❧❛&❛'✐♦♥ ❞❡- ✈❛&✐❛❜❧❡- ❧✐❜&❡- ✿

★ ✲ ✈❛&✶ ♣♦✉& ❧❡- ✈❛&✐❛❜❧❡- ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ♦&❞&❡

★ ✲ ✈❛&✷ ♣♦✉& ❧❡- ✈❛&✐❛❜❧❡- ❞✉ -❡❝♦♥❞ ♦&❞&❡

✈❛&✷ ❳❛✱ ❳❜❀

★❉"❝❧❛&❛'✐♦♥ ❡' ❞"❢✐♥✐'✐♦♥ ❞✉ ♣&"❞✐❝❛'

♣&❡❞ ❢♦&♠❡❉❡-▼♦'-❆❝❝❡♣'❡-✭✈❛&✷ ❳✱ ❨✮ ❂

❡①✶ ②✿ ② ✐♥ ❨ ✫ ② ♥♦'✐♥ ❳

✫ ❛❧❧✶ ①✿ ✭

✭✭① ❁ ②✮ ❂❃ ✭① ✐♥ ❳✮✮

✫

✭✭① ❃②✮ ❂❃ ✭① ♥♦'✐♥ ✭❳❛ ✉♥✐♦♥ ❳❜✮✮✮

✮

✫ ❳ ✐♥'❡& ❨ ❂ ❡♠♣'②❀

★❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ F '❡-'❡& ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥'&❛✐♥'❡ G✉❡ ❳❜❂④✸⑥✳

❢♦&♠❡❉❡-▼♦'-❆❝❝❡♣'❡-✭❳❛✱❳❜✮ ✫ ❳❜❂④✸⑥ ❀

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛//♦❝✐5 < simple.mona ❡/4 ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♠♦4/ ✜♥✐/ ✭1✉✐ /♦♥4 ❡♥ ❢❛✐4 ❞❡/ /✉✐4❡/

❜✐♥❛✐#❡/✮ ❝♦##❡/♣♦♥❞❛♥4 < ❞❡/ ✐♥4❡#♣#54❛4✐♦♥/ /❛4✐/❢❛✐/❛♥4❡/✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡/4 #5❣✉❧✐❡#✱ ❡4 ♣❡✉4

❞♦♥❝ ?4#❡ #❡❝♦♥♥✉ ♣❛# ✉♥ ❛✉4♦♠❛4❡ 54❛4✲✜♥✐✳

▼❖◆❆ ❡/4 ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥❛❧②/❡# simple.mona ❛✉4♦♠❛4✐1✉❡♠❡♥4 ❡♥ ❧❡ 4#❛❞✉✐/❛♥4 ❞❛♥/ ✉♥ ❛✉✲

4♦♠❛4❡ ♠✐♥✐♠✉♠ #❡❝♦♥♥❛✐//❛♥4 ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ✐♥4❡#♣#54❛4✐♦♥/ /❛4✐/❢❛✐/❛♥4❡/✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

mona simple.mona ♣#♦❞✉✐4 ❧✬❛✉4♦♠❛4❡✱ ❧✬❛♥❛❧②/❡ ❡4 ❣5♥E#❡ ❧❛ /♦#4✐❡ /✉✐✈❛♥4❡✿

✶✵✵✪ ❝♦♠♣❧❡'❡❞

❚✐♠❡✿ ✵✵✿✵✵✿✵✵✳✵✵

❆✉'♦♠❛'♦♥ ❤❛- ✼ -'❛'❡- ❛♥❞ ✶✻ ❇❉❉✲♥♦❞❡-

❆◆❆▲❨❙■❙

❆ ❝♦✉♥'❡&✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛-' ❧❡♥❣'❤ ✭✵✮ ✐-✿

❳❛ ❳

❳❜ ❳



✾✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆ ❆❱❊❈ ▲❊❙ Γ✲#❖▼❙❊❚❙

❳❛ ❂ ④⑥

❳❜ ❂ ④⑥

❆ '❛(✐'❢②✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛'( ❧❡♥❣(❤ ✭✹✮ ✐'✿

❳❛ ❳ ✶✶✶✵

❳❜ ❳ ✵✵✵✶

❳❛ ❂ ④✵✱✶✱✷⑥

❳❜ ❂ ④✸⑥

❚♦(❛❧ (✐♠❡✿ ✵✵✿✵✵✿✵✵✳✵✵

❈❡""❡ ❛♥❛❧②'❡ ♥♦✉' ❞✐" ,✉✬✉♥ ❝♦♥"/❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡""❡ ❢♦/♠✉❧❡ ❡'" ♦❜"❡♥✉ ❡♥ ✐♥"❡/♣/5"❛♥"

6 ❧❛ ❢♦✐' Xa ❡" Xb ❝♦♠♠❡ ❞❡' ❡♥'❡♠❜❧❡' ✈✐❞❡'✳ ▼❖◆❆ ❛ ❛✉''✐ ❝❛❧❝✉❧5 ✉♥❡ ✐♥"❡/♣/5"❛"✐♦♥

'❛"✐'❢❛✐'❛♥"❡ ,✉✐ ❡'" Xa = {0, 1, 2}✱ Xb = {3}✳ ▲❛ ❢♦/♠✉❧❡ ❡'" ❞♦♥❝ '❛"✐'✜❛❜❧❡✳

✻✳✸✳✷ ❊①♣'(✐♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐-❤♠❡ 5♦✉5 ▼❖◆❆

◆♦✉% ❞♦♥♥♦♥% ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠♣❧/♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦3✐0❤♠❡ ✻✳✷✳✷✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ 3❡❣❛3❞❡3 ❧❡%

♥♦♠❜3❡ ❞❡ ♠❛3<✉❡% ♣♦✉✈❛♥0 %✉✣3❡ ♣♦✉3 ❞/❝✐❞❡3 <✉✬✉♥❡ ❢♦3♠✉❧❡ MSO(Σ,�) ❡%0 %❛0✐%✜❛❜❧❡✳
❈♦♥%✐❞/3♦♥% ♣♦✉3 ❝❡❧❛ ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ %✉✐✈❛♥0❡✿

φ = ∃x1, x2, x3, x4.x1 ⋖ x4 ∧ x2 ⋖ x4 ∧ x3 ⋖ x4 ∧
∧

i,j∈{1,...,4}∧i 6=j

(xi 6= xj).

❊❧❧❡ 03❛❞✉✐0 %✐♠♣❧❡♠❡♥0 ❧✬❡①✐%0❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦♠%❡0 ❛✈❡❝ ✸ /✈/♥❡♠❡♥0% ♣❛3❛❧❧D❧❡% ✐♠♠/❞✐❛0❡✲

♠❡♥0 %✉✐✈✐% ❞✬✉♥ ❛✉03❡ /✈/♥❡♠❡♥0 ✭✉♥❡ %♦30❡ ❞❡ join✮✳ ◆♦0♦♥% <✉❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡0 Σ ♥✬❡%0 ♣❛%

✐♠♣♦30❛♥0 ❞❛♥% ❝❡0 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡%0 ♣♦✉3<✉♦✐ ♥♦✉% ✐❣♥♦3♦♥% ❧✬✉0✐❧✐%❛0✐♦♥ ❞❡ ✈❛3✐❛❜❧❡% <✉✐ ❧✉✐

%❡3❛✐❡♥0 ❧✐/❡%✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞✬❛❜♦3❞ ♣❛3 03❛❞✉✐3❡ φ ❡♥ φΓ
❡♥ ❛♣♣❧✐<✉❛♥0 2MSO(φ) ✭❞/✜♥✐0✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✳

◆♦✉% ❝❤♦✐%✐%%♦♥% ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡3 ♣❛3 ❞❡✉① ♠❛3<✉❡%✳ ❊♥%✉✐0❡ ♦♥ %♦✉♠❡0 φΓ
J ▼❖◆❆✳ ❈❡ <✉✐

❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣3♦❣3❛♠♠❡ joinSystem2Mark.mona ❞❡ ❧❛ ✜❣✉3❡ ✻✳✶✳ ❉❛♥% ❝❡ ♣3♦❣3❛♠♠❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥%

❞/✜♥✐ ✉♥ ❝❡30❛✐♥ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ♣3/❞✐❝❛0 ♣♦✉3 ❢❛❝✐❧✐0❡3 ❧✬/❝3✐0✉3❡ ❞❡ ♥♦03❡ ❢♦3♠✉❧❡✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥%

❛✐♥%✐ ❧❡% ♣3/❞✐❝❛0%✿

• relationGPomset <✉✐ ❡%0 ✉♥❡ ✐♠♣❧/♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 03❛❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3❡❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✲

✈❡30✉3❡ %✉3 ❧❡% Γ✲N♦♠%❡0% ✐✳❡✳ ❧❛ 3❡❧❛0✐♦♥ φΓ
♣3/%❡♥0/❡ ❞❛♥% ❧❛ ❞/✜♥✐0✐♦♥ ✻✳✶✳✹✱

• partialOrder ✉♥❡ ✐♠♣❧/♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 03❛❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3❡❧❛0✐♦♥ ❞✬♦3❞3❡ ♣❛30✐❡❧ ❞/❥J

❞/✜♥✐ ❡♥ 0❛♥0 <✉❡ ❢❡3♠❡0✉3❡ 03❛♥%✐0✐✈❡ ❞❡ ❧❛ 3❡❧❛0✐♦♥ φΓ
✭✈♦✐3 ❡♥ ❞/✜♥✐0✐♦♥ ✻✳✶✳✻ ❧❛

3❡❧❛0✐♦♥ φ�✮✱

• cover <✉✐ ❡%0 ❧❛ 03❛❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3❡❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡30✉3❡ %✉3 ❧❡% ♣♦♠%❡0% ✐✳❡✳ ❧❛ 3❡❧❛0✐♦♥

⋖ ✉0✐❧✐%/❡ ❞❛♥% ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ J 0❡%0❡3✳

❈❡% ♣3/❞✐❝❛0% %❡3♦♥0 3/✉0✐❧✐%/% ♣♦✉3 ❧❡% ❛✉03❡% ♣3♦❣3❛♠♠❡%✳ ▲❡ ❞❡3♥✐❡3 ♣3/❞✐❝❛0 joinsystem
✐♠♣❧/♠❡♥0❡ ✉♥❡ 03❛❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ φ J ✈/3✐✜❡3 ❡♥ ✉0✐❧✐%❛♥0 ❧❡% ♣3/❞✐❝❛0% ❞/❝❧❛3/%✳
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✈❛"✷ $"❡✵❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✵ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $"❡✶❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✶ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✵❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✵ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✶❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✶ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

★ ❚"❛❞✉❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡"4✉"❡ ,✉" ❧❡, ⑤✲$♦♠,❡4

♣"❡❞ "❡❧❛4✐♦♥●$♦♠,❡4✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

① ❁ ② ✫

✭

✭① ✐♥ $4✵ ✫ ② ✐♥ $"✵ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✵✮✮ ⑤

✭① ✐♥ $4✶ ✫ ② ✐♥ $"✶ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✶✮✮

✮

❀

★❚"❛❞✉❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛4✐♦♥ ❞✬♦"❞"❡ ♣❛"4✐❡❧

♣"❡❞ ♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

❛❧❧✷ ❳✿✭✭① ✐♥ ❳ ✫ ✭❛❧❧✶ ②✱③✿✭"❡❧❛4✐♦♥●$♦♠,❡4✭②✱③✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫ ② ✐♥ ❳✮

❂❃ ③ ✐♥ ❳✮✮ ❂❃ ② ✐♥ ❳✮

❀

★❚"❛❞✉❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡"4✉"❡ ,✉" ❧❡, ♣♦♠,❡4,

♣"❡❞ ❝♦✈❡"✭✈❛"✶ ①✱ ✈❛"✶ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ ✈❛"✷ $"✶✱ ✈❛"✷ $4✵✱ ✈❛"✷ $4✶✮ ❂

♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✱②✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫ ⑦✭❡①✶ ③ ✿ ③ ⑦❂ ① ✫ ③ ⑦❂② ✫

✭♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✱③✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫

♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭③✱②✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮

✮

✮❀

★❚"❛❞✉❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ❝♦♥,✐❞9"9❡

♣"❡❞ ❥♦✐♥,②,4❡♠✭✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

❡①✶ ①✵✱①✶✱①✷✱①✸✿✭①✶⑦❂①✷ ✫ ①✶⑦❂①✸ ✫ ①✷⑦❂①✸ ✫ ①✶⑦❂①✵ ✫ ①✵⑦❂①✷ ✫ ①✵⑦❂①✸ ✫

❝♦✈❡"✭①✶✱①✵✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫

❝♦✈❡"✭①✷✱①✵✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫

❝♦✈❡"✭①✸✱①✵✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮

✮

❀

❥♦✐♥,②,4❡♠✭$"❡✵✱$"❡✶✱$♦,4✵✱$♦,4✶✮❀

❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✿ ❙♣-❝✐✜❝❛1✐♦♥ ▼♦♥❛ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛&;✉❡<

❯♥❡ ❢♦✐< ❡①-❝✉1-✱ ▼❖◆❆ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉& ❧✬❛✉1♦♠❛1❡ ❣-♥-&- ♣❛& ♥♦1&❡ ♣&♦❣&❛♠♠❡✱ ❧✬❛♥❛❧②<❡

<✉✐✈❛♥1❡✿

❆❯❚❖▼❆❚❖◆ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆

✶✵✵✪ ❝♦♠♣❧❡4❡❞

❚✐♠❡✿ ✵✵✿✵✵✿✵✵✳✵✵
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❆✉"♦♠❛"♦♥ ❤❛( ✶ ("❛"❡ ❛♥❞ ✶ ❇❉❉✲♥♦❞❡

❆◆❆▲❨❙■❙

❋♦5♠✉❧❛ ✐( ✉♥(❛"✐(❢✐❛❜❧❡

❆ ❝♦✉♥"❡5✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛(" ❧❡♥❣"❤ ✭✵✮ ✐(✿

B5❡✵ ❳

B5❡✶ ❳

B♦("✵ ❳

B♦("✶ ❳

B5❡✵ ❂ ④⑥

B5❡✶ ❂ ④⑥

B♦("✵ ❂ ④⑥

B♦("✶ ❂ ④⑥

❚♦"❛❧ "✐♠❡✿ ✵✵✿✵✵✿✵✵✳✵✵

❖♥ ❝♦♥&'❛'❡ *✉❡ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ❡&' ✐♥&❛'✐&✜❛❜❧❡✱ ❛✉'.❡♠❡♥' ❞✐' *✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞❡ Γ✲9♦♠&❡' *✉✐

❡♥❣❡♥❞.❡ ✉♥ ♣♦♠&❡' &❛'✐&❢❛✐&❛♥' ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡✳ ◆♦✉& ❛❥♦✉'♦♥& ❞♦♥❝ ✉♥❡ '.♦✐&✐>♠❡ ♠❛.*✉❡ ?

Γ ❝♦♥❢♦.♠@♠❡♥' ❧✬❛❧❣♦.✐'❤♠❡ ✻✳✷✳✷ ❡' ❞❡♠❛♥❞♦♥& ? ♥♦✉✈❡❛✉ ? ▼❖◆❆ ✉♥❡ &♦❧✉'✐♦♥✳ ▲❡

♣.♦❣.❛♠♠❡ ❡&' ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✻✳✷ ✭joinSystem3Mark.mona✮✳ ▲❡& ♣.@❞✐❝❛'& &♦♥' ❧❡& ♠I♠❡&

&❛✉❢ *✉✬♦♥ ✐♥'>❣.❡ ❧❡& ♣❛.❛♠>'.❡& ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛.*✉❡ ❛❥♦✉'@❡✳

▲❛ ❢♦.♠✉❧❡ φΓ
❡&' ♠❛✐♥'❡♥❛♥' &❛'✐&✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♣.♦❣.❛♠♠❡✳ ◆♦✉& ❞♦♥♥♦♥& ❝✐✲❞❡&&♦✉&

❧✬❛♥❛❧②&❡ ▼❖◆❆ ❞❡ ❧✬❛✉'♦♠❛'❡ ♣.♦❞✉✐'✳

▼❖◆❆ ✈✶✳✹✲✶✸ ❢♦5 ❲❙✶❙✴❲❙✷❙

❈♦♣②5✐❣❤" ✭❈✮ ✶✾✾✼✲✷✵✵✽ ❇❘■❈❙

❆❯❚❖▼❆❚❖◆ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆

✶✵✵✪ ❝♦♠♣❧❡"❡❞

❚✐♠❡✿ ✵✵✿✵✵✿✵✵✳✵✶

❆✉"♦♠❛"♦♥ ❤❛( ✹✽ ("❛"❡( ❛♥❞ ✼✽✼ ❇❉❉✲♥♦❞❡(

❆◆❆▲❨❙■❙

B5❡✵ ❂ ④✸⑥

B5❡✶ ❂ ④✸⑥

B5❡✷ ❂ ④✸⑥

B♦("✵ ❂ ④✷⑥

B♦("✶ ❂ ④✶⑥

B♦("✷ ❂ ④✵⑥

❊♥ ✐♥'❡.♣.@'❛♥' ❝❡ .@&✉❧'❛'✱ ♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥&'.✉✐.❡ ❧❡ Γ✲9♦♠&❡' &✉✐✈❛♥'✿

〈∅, 0, {2}〉〈∅, 1, {1}〉〈∅, 2, {0}〉〈{0, 1, 2}, 3, ∅〉.

❆ ♥♦'❡. *✉❡ ♣❛. &✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♠✐& ❧❡& ♣♦&✐'✐♦♥& ♣♦✉. .❡♠♣❧❛❝❡. ❧❡& &②♠❜♦❧❡&

❞❡ Σ *✉✐ &♦♥'✱ .❛♣♣❡❧♦♥& ❧❡✱ ♥♦♥ ❝♦♥&✐❞@.@& ✐❝✐✳

❉✬❛♣.>& ❧❡ '❤@♦.>♠❡ ✻✳✷✳✶✱ φ ❡&' ❛✉&&✐ &❛'✐&✜❛❜❧❡✳ ❋✐❣✉.❡ ✻✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ .❡♣.@&❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉

♣♦♠&❡' ❣@♥@.@ ♣❛. ❧❡ Γ✲9♦♠&❡' ❞@✜♥✐ ♣.@❝@❞❡♠♠❡♥'✳
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✈❛"✷ $"❡✵❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✵ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $"❡✶❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✶ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $"❡✷❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✷ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✵❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✵ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✶❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✶ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✷❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✷ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

♣"❡❞ "❡❧❛4✐♦♥●$♦♠,❡4✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $"✷✱ $4✵✱ $4✶✱ $4✷✮ ❂

① ❁ ② ✫

✭

✭① ✐♥ $4✵ ✫ ② ✐♥ $"✵ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✵✮✮ ⑤

✭① ✐♥ $4✶ ✫ ② ✐♥ $"✶ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✶✮✮ ⑤

✭① ✐♥ $4✷ ✫ ② ✐♥ $"✷ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✷✮✮

✮

❀

♣"❡❞ ♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $"✷✱ $4✵✱ $4✶✱ $4✷✮ ❂

❛❧❧✷ ❳✿✭✭① ✐♥ ❳ ✫ ✭❛❧❧✶ ②✱③✿✭"❡❧❛4✐♦♥●$♦♠,❡4✭②✱③✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮ ✫ ② ✐♥ ❳✮

❂❃ ③ ✐♥ ❳✮✮ ❂❃ ② ✐♥ ❳✮

❀

♣"❡❞ ❝♦✈❡"✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $"✷✱ $4✵✱ $4✶✱ $4✷✮ ❂

♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✱②✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮ ✫ ⑦✭❡①✶ ③ ✿ ③ ⑦❂ ① ✫ ③ ⑦❂② ✫

✭♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✱③✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮ ✫

♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭③✱②✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮

✮

✮❀

♣"❡❞ ❥♦✐♥,②,4❡♠✭✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $"✷✱ $4✵✱ $4✶✱ $4✷✮ ❂

❡①✶ ①✵✱①✶✱①✷✱①✸✿①✶⑦❂①✷ ✫ ①✶⑦❂①✸ ✫ ①✷⑦❂①✸ ✫ ①✶⑦❂①✵ ✫ ①✵⑦❂①✷ ✫ ①✵⑦❂①✸ ✫

❝♦✈❡"✭①✶✱①✵✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮ ✫

❝♦✈❡"✭①✷✱①✵✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮ ✫

❝♦✈❡"✭①✸✱①✵✱$"✵✱$"✶✱$"✷✱$4✵✱$4✶✱$4✷✮

❀

❥♦✐♥,②,4❡♠✭$"❡✵✱$"❡✶✱$"❡✷✱$♦,4✵✱$♦,4✶✱$♦,4✷✮❀

❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✿ ❙♣.❝✐✜❝❛2✐♦♥ ▼♦♥❛ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ 2&♦✐< ♠❛&=✉❡<

✶ ✷ ✸

✵

❋✐❣✉&❡ ✻✳✸✿ ❯♥❡ <♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ φ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
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■❧ ❡%& ❜✐❡♥ %*+ ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡+ ❞❛♥% ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣+♦❣+❛♠♠❛&✐♦♥ ❧✬❛✉&♦♠❛&✐%❛&✐♦♥ ❞✉

♣+♦❝❡%%✉% ❞✬✐♥❝+5♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡% ♠❛+6✉❡% ❡& ❧❛ %♦✉♠✐%%✐♦♥ 7 ❧❛ %♣5❝✐✜❝❛&✐♦♥ ▼❖◆❆ 7 ❝❤❛6✉❡

&♦✉+ ❥✉%6✉✬7 ♦❜&❡♥&✐♦♥ ❞✬✉♥ +5%✉❧&❛& ♣♦%✐&✐❢✳ A♦✉+ ♥♦&+❡ ♣❛+&✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% +5❛❧✐%5 ✉♥ ♣+♦✲

❣+❛♠♠❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❏❆❱❆ ✭❞❡ ✶✷✵ ❧✐❣♥❡%✮ ♣♦✉+ ❝❡❧❛✳ ❇✐❡♥ ❡♥&❡♥❞✉✱ ❝❡ ♣+♦❣+❛♠♠❡ ♥❡ &❡+♠✐♥❡

♣❛% &♦✉❥♦✉+% ♣✉✐%6✉✬♦♥ ❡%& ❞❛♥% ✉♥❡ ✐♠♣❧5♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ %❡♠✐✲❛❧❣♦+✐&❤♠❡✳

✻✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ , ❧❛ ✈./✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡ 3②3)5♠❡

❆✉✲❞❡❧7 ❞❡ ❧❛ ♣♦+&5❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐6✉❡✱ ▼❙❖ ❝♦♥%&✐&✉❡ ✉♥ ♦✉&✐❧ ♣♦✉+ ❧✬❛♥❛❧②%❡ ❡& ❧❛ ✈5+✐✜❝❛&✐♦♥

❞❡ %②%&O♠❡%✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡% ❧♦❣✐6✉❡% %♦♥& ❛❞❛♣&5❡% ♣♦✉+ ❝♦♥❝❡✈♦✐+ ❛✉%%✐ ❜✐❡♥ ❞❡% ♣+♦♣+✐5&5% 6✉❡

❧❡ %②%&O♠❡ ❧✉✐ ♠R♠❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ 5&❛❜❧✐❡ ❡♥&+❡ ▼❙❖ ❡& ❧❛ &❤5♦+✐❡ ❞❡% ❛✉&♦♠❛&❡% ❛ ❢♦✉+♥✐

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ &❡❝❤♥✐6✉❡% ♣♦✉+ ❧❛ ✈5+✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡% %②%&O♠❡%✳

▼❛✐♥&❡♥❛♥& ❝♦♥%✐❞5+♦♥% ❧❡% Γ✲A♦♠%❡&% ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉&✐❧ ❞❡ %♣5❝✐✜❝❛&✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ✐❧ ❡%&

❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ 6✉❡ ❧❡% ♦+❞+❡% ♣❛+&✐❡❧% ✭♣❧✉% ♣+5❝✐%5♠❡♥& ❧❡% ♣♦♠%❡&%✮ %♦♥& ✉&✐❧❡% ♣♦✉+ ❧❛ %♣5❝✐✲

✜❝❛&✐♦♥ ❞❡% %②%&O♠❡% ❝♦♥❝✉++❡♥&%✳ ❙✉♣♣♦%♦♥% ✉♥ %②%&O♠❡ S %♣5❝✐✜5 ♣❛+ θ ✉♥❡ ❡①♣+❡%%✐♦♥

+5❣✉❧✐O+❡ ❞❡% Γ✲A♦♠%❡&% ✳

❙♦✐& p ✉♥❡ ♣+♦♣+✐5&5 %♣5❝✐✜5❡ ♣❛+ ✉♥❡ ❢♦+♠✉❧❡ φ ❞❛♥% MSO(Σ,�)✳ ▲❛ 6✉❡%&✐♦♥ ❡%& S
?

|= p
✭❡%&✲❝❡ 6✉❡ S %❛&✐%❢❛✐& ❧❛ ♣+♦♣+✐5&5 p❄✮✳ ❊♥ +5❛❧✐&5✱ S |= p %✐ ♣♦✉+ &♦✉& ♣♦♠%❡& (E,�, λ)
❣5♥5+5 ♣❛+ θ✱ (E,�, λ) |= φ✳

◆❛&✉+❡❧❧❡♠❡♥&✱ ❞❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ ❧❡ ♣+♦❜❧O♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈5+✐✜❝❛&✐♦♥ ❡%& ❞5❝✐❞❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦❣✐6✉❡

▼❙❖ ♣✉✐%6✉❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣♦♠%❡&% ❡%& ❞5✜♥✐ ♣❛+ ❧❡ %②%&O♠❡ ❧✉✐✲♠R♠❡ ❛✐♥%✐ %♣5❝✐✜5 ❡♥

Γ✲A♦♠%❡&% ✳ ❈❡ +5%✉❧&❛& ❡%& ❞♦♥♥5 ❞❛♥% ❧❡ &❤5♦+O♠❡ %✉✐✈❛♥&✳

❚❤"♦$%♠❡ ✻✳✹✳✶ ❙♦✐❡♥% Γ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠❛./✉❡' ❡% Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡% ✜♥✐✳ ❙♦✐% p ✉♥❡

♣.♦♣.✐3%3 '♣3❝✐✜3❡ ❞❛♥' MSO(Σ,�)✳ ❙♦✐% S ✉♥ '②'%6♠❡ '♣3❝✐✜3 ♣❛. ✉♥ Γ✲8♦♠'❡% ❞❛♥' Σ✳

▲❡ ♣.♦❜❧6♠❡ ❞❡ ✈3.✐✜❝❛%✐♦♥ S
?

|= p ❡'% ❞3❝✐❞❛❜❧❡✳

,$❡✉✈❡✿

❖♥ %❛✐& 6✉❡ &♦✉& Γ✲A♦♠%❡& σ ♣❡✉& R&+❡ ❞5✜♥✐ ❡♥ ▼❙❖ ✭❞❡♣✉✐% ❧❛ ♣+♦♣♦%✐&✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳ ❙♦✐& Γ ♣+✐%

❞❡ %♦+&❡ 6✉❡ Γ = {m1, . . . ,mn}✳ ❙✉♣♣♦%♦♥% S ❞5✜♥✐ ♣❛+ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ▼❙❖ φ(Pos, (Premi
)i=1,...,n,

(Xa)a∈Σ, (Postmi
)i=1,...,n)✳

❈♦♥%✐❞5+♦♥% ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ pΓ ♦❜&❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞5✜♥✐&✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❈❡&&❡ ❢♦+♠✉❧❡ ❡%&

❛✉%%✐ ❞5✜♥✐❡ %✉+ ❧❡ ♠R♠❡ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡% ❧✐❜+❡%✳ A❛+ ❝♦♥%56✉❡♥❝❡✱ %✐ φ(Pos, (Premi
)i=1,...,n,

(Xa)a∈Σ, (Postmi
)i=1,...,n) ∧ ¬pΓ ❡%& ✐♥%❛&✐%✜❛❜❧❡ ❛❧♦+% ✐❧ ♥✬❡①✐%&❡ ♣❛% ✉♥ ♣♦♠%❡& 〈E,�, λ〉

❣5♥5+5 ♣❛+ σ ❞❡ %♦+&❡ 6✉❡ 〈E,�, λ〉 |= ¬p✳ ❆✐♥%✐✱ S %❛&✐%❢❛✐& p✳
❙✉♣♣♦%♦♥% ♠❛✐♥&❡♥❛♥& 6✉❡ φ(Pos, (Premi

)i=1,...,n, (Xa)a∈Σ, Postmi
)i=1,...,n)∧¬pΓ ❡%& %❛&✲

✐%✜❛❜❧❡✳ ❆❧♦+%✱ ✐❧ ❡①✐%&❡ ✉♥ ♣♦♠%❡& 〈E,�, λ〉 ❣5♥5+5 ♣❛+ σ ❞❡ %♦+&❡ 6✉❡ 〈E,�, λ〉 |= ¬p✳ A❛+

❝♦♥%56✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞5❞✉✐+❡ 6✉❡ S ♥❡ %❛&✐%❢❛✐& ♣❛% p✳
�

❘❡♠❛$2✉❡✿ ❱✉ 6✉❡ ♥♦✉% ♥♦✉% +❛♠❡♥♦♥% 7 ❧❛ ❧♦❣✐6✉❡ ▼❙❖ %✉+ ❧❡% ♠♦&%✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&5

❡%& ♥♦♥✲5❧5♠❡♥&❛✐+❡✳ ■❧ ❡%& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ %❡ +❡%&+❡✐♥❞+❡ 7 ❞❡% ❢+❛❣♠❡♥&% ▼❙❖ ❞♦♥&

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&5 ❡%& A❙A❆❈❊✳ ◆♦✉% ♥✬5&✉❞✐♦♥% ♣❛% ❝❡& ❛%♣❡❝& ✐❝✐✳
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"♦✉% ✐❧❧✉()%❡% ♥♦)%❡ )❡❝❤♥✐.✉❡✱ ♥♦✉( %❡♣%❡♥♦♥( ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✉ (②()7♠❡ ♣%♦❞✉❝)❡✉%✲

❝♦♥(♦♠♠❛)❡✉%✳ ❯♥ (②()7♠❡ ♣%♦❞✉❝)❡✉%✲❝♦♥(♦♠♠❛)❡✉% ♣❡✉) <)%❡ ♠♦❞=❧✐(= ❡♥ ♣♦♠(❡) ❝♦♠♠❡

♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ✈✉ ♣%=❝=❞❡♠♠❡♥) ✭❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉( ❧✬❛✈♦♥( ♠♦♥)%= ❡♥(✉✐)❡ ❞❛♥( ❧❛

(❡❝)✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✐❧ ❡() ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ❣=♥=%❛❧✐(❡% ❧❛ (♣=❝✐✜❝❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ )❡❧ (②()7♠❡ H )♦✉) ♥♦♠❜%❡ ❞❡

❝♦♥(♦♠♠❛)❡✉%( ❡) ♣%♦❞✉❝)❡✉%( ❡♥ ✉)✐❧✐(❛♥) ✉♥ Γ✲"♦♠(❡) ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛%.✉❡( Γ = {0, 1}✳ ❘❛♣✲
♣❡❧♦♥( ❡♥❝♦%❡ .✉❡ ❧✬❡①♣%❡((✐♦♥ %=❣✉❧✐7%❡ ❡♥❝♦❞❛♥) ❝❡ (②()7♠❡ ❡() ❧❛ (✉✐✈❛♥)❡✿ (〈0, p, 0〉〈{0, 1},
c, 1〉)∗✳

❙❡❧♦♥ ❧❛ ♣%♦♣♦(✐)✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ❝❡))❡ ❡①♣%❡((✐♦♥ %=❣✉❧✐7%❡ ♣❡✉) <)%❡ ❡♥❝♦❞=❡ ♣❛% ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡

▼❙❖ φS ❞♦♥♥=❡ ❥✉()❡ ❡♥ ❞❡((♦✉(✳ ▲❡( ✈❛%✐❛❜❧❡( P ❡) C (♣=❝✐✜❡♥) %❡(♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡( =✈7♥❡✲

♠❡♥)( ❞❡ ♣%♦❞✉❝)✐♦♥ ❡) ❝❡✉① ❞❡ ❝♦♥(♦♠♠❛)✐♦♥✳ 〈Pos, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1〉 ❡() ✉♥
Γ✲"♦♠(❡) ❙②♠❜♦❧✐.✉❡✳

φS(Pos, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1) =
(0 ∈ Pos⇔ 0 ∈ P )∧
(∀i : (i ∈ P ∧ i ∈ Pos) ⇒ ((i+ 1) ∈ Pos ∧ (i+ 1) ∈ C))∧
(∀i : (i ∈ C ∧ i+ 1 ∈ Pos) ⇒ (((i+ 1) ∈ P ))∧
(∀i : (i ∈ P ∧ i ∈ Pos) ⇒ (i ∈ (Pr0 ∩ Pt0) ∧ i /∈ (Pr1 ∪ Pt1)))∧
(∀i : (i ∈ C) ⇒ (i ∈ (Pr0 ∩ Pr1 ∩ Pt1) ∧ i /∈ Pt0))∧
(O ∈ Pos⇔ ∃f.f ∈ C ∧ (∀x : x > f ⇒ x /∈ P ∪ C))

▼❛✐♥)❡♥❛♥) .✉❡ ❧❡ (②()7♠❡ ❡() (♣=❝✐✜=✱ ✐❧ ❡() ♣♦((✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ✈=%✐✜❡% ❞❡( ♣%♦♣%✐=)=(✳ ❯♥

❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣%♦♣%✐=)= ♣♦✉%%❛✐) <)%❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✿ ✧❞❡✉① ♣%♦❞✉❝)✐♦♥( (♦♥) ❝♦♥(♦♠♠=❡( (❡❧♦♥ ❧❡✉%

♦%❞%❡ ❞❡ ♣%♦❞✉❝)✐♦♥✧✳ ▲♦❣✐.✉❡♠❡♥) ♣❛%❧❛♥)✱ ♦♥ ♣❡✉) ❧✬❡①♣%✐♠❡% ♣❛% ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ MSO(Σ,�)
(✉✐✈❛♥)❡✿

prop1 = ∀x1, x2, y1, y2.
x1 ⋖ y1 ∧ x2 ⋖ y2 ∧ λ(x1) = p ∧ λ(x2) = p ∧ λ(y1) = c ∧ λ(y2) = c
⇒ ((x1 � x2 ∧ y1 � y2) ∨ (x2 � x1 ∧ y2 � y1)).

"❛% %❛♣♣♦%) H ❧❛ ❞=✜♥✐)✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉) ❣=♥=%❡% ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ (✉% ❞❡( Γ✲"♦♠(❡)( ❞♦♥♥=(

❝✐✲❞❡((♦✉(✿

φp(Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1) = ∀x1, x2, y1, y2.
(φ⋖(x1, y1, P r0, P r1, P, C, P t0, P t1) ∧ φ⋖(x2, y2, P r0, P r1, P, C, P t0, P t1)∧
x1 ∈ P ∧ x2 ∈ P ∧ y1 ∈ C ∧ y2 ∈ C)
⇒
((φ�(x1, x2, P r0, P r1, P, C, P t0, P t1) ∧ φ�(y1, y2, P r0, P r1, P, C, P t0, P t1))∨
(φ�(x2, x1, P r0, P r1, P, C, P t0, P t1) ∧ φ�(y2, y1, P r0, P r1, P, C, P t0, P t1)))

❛✈❡❝ φ⋖(x, y, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1) = φ�(x, y, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1) ∧ ¬∃z.z 6=
x ∧ z 6= y ∧ φ�(x, z, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1) ∧ φ�(y, z, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1)✳

●%T❝❡ H ▼♦♥❛✱ ♦♥ ♣❡✉) ♠♦♥)%❡% .✉❡ ❧❛ ❢♦%♠✉❧❡ (✉✐✈❛♥)❡

φS(Pos, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1) ∧ ¬(φp(Pos, Pr0, P r1, P, C, P t0, P t1))

♥✬❡() ♣❛( (❛)✐(✜❛❜❧❡✳ ❈♦♥(=.✉❡♠♠❡♥)✱ ❧❛ ♣%♦♣%✐=)= p ❡() (❛)✐(❢❛✐)❡ ♣❛% ❧❡ (②()7♠❡ S✳
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✈❛"✷ $"❡✵❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✵ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $"❡✶❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✶ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣"9✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✵❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✵ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $♦,4✶❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧❛ ♠❛"6✉❡ ✶ ❛♣♣❛"❛84 ❡♥ ♣♦,4✲❝♦♥❞✐4✐♦♥

✈❛"✷ $❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧✬9✈9♥❡♠❡♥4 $ ❛♣♣❛"❛84

✈❛"✷ ❈❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣♦,✐4✐♦♥, ♦5 ❧✬9✈9♥❡♠❡♥4 $ ❛♣♣❛"❛84

✈❛"✷ $♦,❀ ★ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ 4♦✉4❡, ❧❡, ♣♦,✐4✐♦♥,

❛❧❧♣♦, $♦,❀

♣"❡❞ "❡❧❛4✐♦♥●$♦♠,❡4✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

① ❁ ② ✫

✭

✭① ✐♥ $4✵ ✫ ② ✐♥ $"✵ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✵✮✮ ⑤

✭① ✐♥ $4✶ ✫ ② ✐♥ $"✶ ✫ ✭❛❧❧✶ ③✿✭③❃① ✫ ③❁②✮❂❃ ③ ♥♦4✐♥ $4✶✮✮

✮

❀

♣"❡❞ ♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭✈❛"✶ ①✱ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

❛❧❧✷ ❳✿✭✭① ✐♥ ❳ ✫ ✭❛❧❧✶ ②✱③✿✭"❡❧❛4✐♦♥●$♦♠,❡4✭②✱③✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫ ② ✐♥ ❳✮

❂❃ ③ ✐♥ ❳✮✮ ❂❃ ② ✐♥ ❳✮

❀

♣"❡❞ ❝♦✈❡"✭✈❛"✶ ①✱ ✈❛"✶ ②✱ ✈❛"✷ $"✵✱ ✈❛"✷ $"✶✱ ✈❛"✷ $4✵✱ ✈❛"✷ $4✶✮ ❂

♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✱②✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫ ⑦✭❡①✶ ③ ✿ ③ ⑦❂ ① ✫ ③ ⑦❂② ✫

✭♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✱③✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫

♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭③✱②✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮

✮

✮

❀

♣"❡❞ ♣"♦♣✶✭✈❛"✷ $✱ ❈✱ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

❛❧❧✶ ①✶✱①✷✱②✶✱②✷ ✿

✭✭①✶ ✐♥ $ ✮ ✫ ✭①✷ ✐♥ $✮ ✫ ✭②✶ ✐♥ ❈✮ ✫ ✭②✷ ✐♥ ❈✮ ✫

❝♦✈❡"✭①✶✱②✶✱$"✵✱$"✶✱ $4✵✱$4✶✮ ✫ ❝♦✈❡"✭①✷✱②✷✱$"✵✱$"✶✱ $4✵✱$4✶✮✮ ❂❃

✭✭♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✶✱①✷✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫ ♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭②✶✱②✷✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮✮ ⑤

✭♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭①✷✱①✶✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮ ✫ ♣❛"4✐❛❧❖"❞❡"✭②✷✱②✶✱$"✵✱$"✶✱$4✵✱$4✶✮✮✮

❀

♣"❡❞ ♣❝,②,4❡♠✭✈❛"✷ $✱ ❈✱ $"✵✱ $"✶✱ $4✵✱ $4✶✮ ❂

✭✵ ✐♥ $♦, ❁❂❃ ✵ ✐♥ $✮ ✫

✭❛❧❧✶ ✐✿ ✭✐ ✐♥ $ ✫ ✐ ✐♥ $♦,✮ ❂❃ ✭✐✰✶ ✐♥ $♦, ✫ ✐✰✶ ✐♥ ❈✮✮ ✫

✭❛❧❧✶ ✐✿ ✭✐✰✶ ✐♥ $♦, ✫ ✐ ✐♥ ❈✮ ❂❃ ✐✰✶ ✐♥ $✮ ✫

✭❛❧❧✶ ✐✿ ✐ ✐♥ $ ✫ ✐ ✐♥ $♦, ❂❃ ✭✐ ✐♥ ✭$"✵ ✐♥4❡" $4✵✮

✫ ⑦✭✐ ✐♥ ✭$"✶ ✉♥✐♦♥ $4✶✮✮✮✮ ✫

✭❛❧❧✶ ✐✿ ✐ ✐♥ ❈ ❂❃ ✭✐ ✐♥ ✭$"✵ ✐♥4❡" ✭$"✶ ✐♥4❡" $4✶✮✮ ✫ ⑦✭✐ ✐♥ $4✵✮✮✮✫

✭✵ ✐♥ $♦, ❁❂❃ ❡①✶ ✐✿ ✐ ✐♥ ❈ ✫ ✭❛❧❧✶ ①✿ ①❃✐ ❂❃

① ♥♦4✐♥ ✭$ ✉♥✐♦♥ ❈ ✉♥✐♦♥ $"✵ ✉♥✐♦♥ $"✶ ✉♥✐♦♥ $4✵ ✉♥✐♦♥ $4✶✮✮✮

❀

♣❝,②,4❡♠✭$✱❈✱$"❡✵✱$"❡✶✱$♦,4✵✱$♦,4✶✮ ✫ ⑦♣"♦♣✶✭$✱❈✱$"❡✵✱$"❡✶✱$♦,4✵✱$♦,4✶✮❀

❋✐❣✉&❡ ✻✳✹✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥ ▼♦♥❛ 4&♦❞✉❝0❡✉&✴❈♦♥8♦♠♠❛0❡✉&
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▲❛ $♦$❛❧✐$( ❞❡ ❧❛ +♣(❝✐✜❝❛$✐♦♥ ▼❖◆❆ ❡+$ ❞♦♥♥(❡ ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉6❡ ✻✳✹✳

▲❡ ♣6(❞✐❝❛$ pcsystem ❡+$ ❧❛ $6❛❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +♣(❝✐✜❝❛$✐♦♥ ❞✉ +②+$;♠❡ ❛❧♦6+ =✉❡ prop1 ❡+$

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣6♦♣6✐($( > ✈(6✐✜❡6✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✼

❈♦♥❝❧✉.✐♦♥ ❡% ♣❡&.♣❡❝%✐✈❡.

❙♦♠♠❛✐%❡

✼✳✶ ❙②♥&❤()❡ ❞❡ ♥♦) &-❛✈❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✼✳✷ 4❡-)♣❡❝&✐✈❡) ❡♥✈✐)❛❣9❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✼✳✶ ❙②♥&❤()❡ ❞❡ ♥♦) &-❛✈❛✉①

◆♦" #$❛✈❛✉① ❞❛♥" ❝❡##❡ #❤."❡ ♦♥# ❝♦♥❝❡$♥/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐"❛#✐♦♥ ❡# ✈/$✐✜❝❛#✐♦♥

❞❡ "②"#.♠❡" ❝♦♥❝✉$$❡♥#"✳ ◆♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" "♣/❝✐❛❧❡♠❡♥# ✐♥#/$❡""/" ❛✉① ❡♥"❡♠❜❧❡" ♣❛$✲

#✐❡❧❧❡♠❡♥# ♦$❞♦♥♥/" /#✐9✉❡#/" ✭♣♦♠"❡#"✮ ❡# ❛✉① ♣$♦❜❧.♠❡" ❞❡ ✈/$✐✜❝❛#✐♦♥ 9✉✬✐❧" ♦♥# "♦✉❧❡✈/"

❡# ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥# ❛✉ ♣$♦❜❧.♠❡ ❞✬✐♥❞/❝✐❞❛❜✐❧✐#/ ❞❡ ❧❛ "❛#✐"❢❛❝#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦$♠✉❧❡ ▼❙❖ "✉$

♣♦♠"❡# ✭9✉❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣$♦✉✈/ ❞❛♥" ❧❡ ♣$❡♠✐❡$ ❝❤❛♣✐#$❡✮✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ♣$♦♣♦"/ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞.❧❡ ❛♣♣❡❧/ Γ✲A♦♠"❡# 9✉✐ ❡"# ✉♥❡ "#$✉❝#✉$❡ ♣♦✉✈❛♥#
❡♥❝♦❞❡$ #♦✉# ♣♦♠"❡# ✜♥✐ ❡♥ ♠♦#"✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❞/✜♥✐ ❢♦$♠❡❧❧❡♠❡♥# ✉♥ Γ✲♣♦♠"❡# ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠♦# "✉$ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡# 2Γ × Σ × 2Γ ♦B Γ ❡"# ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠❛"#✉❡& ❡# Σ ❡"# ❧✬❛❧♣❤❛❜❡#

/#✐9✉❡#❛♥# ❧❡" /✈/♥❡♠❡♥#" ❞❡" ♣♦♠"❡#" ❡# ❞❡ #❡❧❧❡ "♦$#❡ 9✉❡ ❧❡" $❡❧❛#✐♦♥" ❞✬♦$❞$❡" ♣✉✐""❡♥#

C#$❡ ❡♥❝♦❞/❡"✳ ❈✬❡"# ✉♥❡ ♠/#❤♦❞❡ ❛""❡③ ❝♦♠♣❛❝#❡ ♣♦✉$ ❡♥❝♦❞❡$ ❞❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" ✜♥✐" ♦✉ ✐♥✜♥✐"

❞✬♦$❞$❡" ♣❛$#✐❡❧" ❞♦♥# ❧❡" ❧✐♥/❛$✐"❛#✐♦♥" ♥✬♦♥# ♣❛" ❢♦$❝/♠❡♥# ❜❡"♦✐♥ ❞❡ ❢♦$♠❡$ ❞❡" ❧❛♥❣❛❣❡"

$/❣✉❧✐❡$"✳

◆♦#$❡ "#$✉❝#✉$❡ ♣❡✉# C#$❡ ✉#✐❧✐"/❡ ♣✉$❡♠❡♥# ♣♦✉$ ❧❛ ♠♦❞/❧✐"❛#✐♦♥ ❞❡ "②"#.♠❡" ❝♦♥❝✉$$❡♥#"

❡# ♥♦✉" ❛✈♦♥" /#❛❜❧✐ "❡" /9✉✐✈❛❧❡♥❝❡" ❛✈❡❝ ❧❡" ♠♦❞.❧❡" ❝❧❛""✐9✉❡" ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ 9✉✐ "♦♥#

❧✐/" ❛✉① ♦$❞$❡" ♣❛$#✐❡❧"✳ ▲✬/#✉❞❡ ❞❡ ❝❡" /9✉✐✈❛❧❡♥❝❡" ♥♦✉" ❛ ♣❡$♠✐" ❞❡ ❝♦♥"#❛#❡$ 9✉❡ ❧❡" Γ✲
A♦♠"❡# ♦♥# ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✉$✈♦✐$ ❞✬❡①♣$❡""✐♦♥ ♣❛$❝❡ 9✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ #$❛❞✉✐$❡ ❞❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡"

♠♦❞.❧❡" ❝❧❛""✐9✉❡" #❡❧❧❡" 9✉❡ ❧❡" #$❛❝❡" ❞❡ ▼❛③✉$❦✐❡✇✐❝③✱ ❧❡" ▼❡""❛❣❡ ❙❡9✉❡♥❝❡ ❈❤❛$#" ❡# ❧❡"

♣♦♠"❡#" "/$✐❡✲♣❛$❛❧❧.❧❡✳

▲✬❛✈❛♥#❛❣❡ ❞❡" Γ✲A♦♠"❡#" ❡"# ❞❡ ♣❡$♠❡##$❡ ❞❡ $❛♠❡♥❡$ ❧❡ ♣$♦❜❧.♠❡ ❞❡ ✈/$✐✜❝❛#✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❡" ♣♦♠"❡#" K ✉♥ ♣$♦❜❧.♠❡ ❞❡ ✈/$✐✜❝❛#✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡" ♠♦#"✳ ❉❛♥" ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦✉" ♥♦✉"

"♦♠♠❡" ✐♥#/$❡""/" ❛✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡# K ❧❛ "❛#✐"✜❛❜✐❧✐#/ ❞❡ ❢♦$♠✉❧❡" ▼❙❖ "✉$ ♣♦♠"❡# ✭9✉✐

❡"# ✐♥❞/❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ ❣/♥/$❛❧✮✳

✾✾
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◆♦✉% ❛✈♦♥% ♠✐% ❡♥ ♦❡✉✈,❡ ✉♥❡ ♠-.❤♦❞❡ ❞❡ .,❛♥%❢♦,♠❛.✐♦♥ ❞❡ ❢♦,♠✉❧❡ ▼❙❖ %✉, ♦,❞,❡

♣❛,.✐❡❧ ❡♥ ▼❙❖ %✉, ❧❡% ♠♦.%✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❡♥%✉✐.❡ ❞♦♥♥- ✉♥❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ %✉✣%❛♥.❡ ♣♦✉, ❧❛

%❛.✐%❢❛❝.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ▼❙❖ φ %✉, ♣♦♠%❡.✿ %✬✐❧ ❡①✐%.❡ ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠❛,>✉❡% ♣♦✉, ❧❡>✉❡❧ ❧❛

%❛.✐%❢❛❝.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ▼❙❖ %✉, ❧❡% ♠♦.% φΓ
✭❝♦♥%.,✉✐.❡ @ ♣❛,.✐, ❞❡ φ ♣♦✉, ❧❡% Γ✲B♦♠%❡.% ✮

❡%. ✈-,✐✜-❡ ❛❧♦,% φ ❡%. %❛.✐%✜❛❜❧❡✳ ❈❡ ,-%✉❧.❛. ♥♦✉% ❛ ♣❡,♠✐% ❞❡ ❞♦♥♥❡, ✉♥ %❡♠✐✲❛❧❣♦,✐.❤♠❡

>✉✐ ❛✉❣♠❡♥.❡ .♦✉, @ .♦✉, ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠❛,>✉❡% ♣♦✉, ✈-,✐✜❡, ❧❛ %❛.✐%❢❛❝.✐♦♥ ❞❡ ❢♦,♠✉❧❡✳

▲❡% Γ✲B♦♠%❡.% -.❛♥. ❛✉%%✐ ❞❡% ♠♦.% ♣♦✉✈❛♥. H.,❡ ✉.✐❧✐%-% ❝♦♠♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ %♣-❝✐✜❝❛.✐♦♥

❞❡ %②%.J♠❡% ❝♦♥❝✉,,❡♥.%✱ ♦♥ ❛ -.❛❜❧✐ ❧❡ ❢❛✐. >✉❡ ♣♦✉, ✉♥ %②%.J♠❡ S %♣-❝✐✜- ❡♥ Γ✲B♦♠%❡. γ
❡. ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ❧♦❣✐>✉❡ ♦,❞,❡ ♣❛,.✐❡❧ φ ❞-♥♦.❛♥. ✉♥❡ ♣,♦♣,✐-.- p✱ ❧❡ ♣,♦❜❧J♠❡ ❞❡ ✈-,✐✜❝❛.✐♦♥

S
?

|= p ❞❡✈✐❡♥. ❞-❝✐❞❛❜❧❡✳

▲❡% %②%.J♠❡% ❞-❝,✐.% @ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉.,❡% ♠♦❞J❧❡% ❝❧❛%%✐>✉❡% ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉,,❡♥❝❡ .❡❧% >✉❡ ❧❡%

▼❙❈✱ ♣❡✉✈❡♥. ❛✉%%✐ H.,❡ ✈-,✐✜-% ❛✈❡❝ ❧❡% Γ✲B♦♠%❡.% ✈✐❛ ❧❡% .,❛♥%❢♦,♠❛.✐♦♥% >✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥%

❞♦♥♥-❡%✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❡♥✜♥ ✉.✐❧✐%- ❧✬♦✉.✐❧ ▼❖◆❆ ♣♦✉, ✐♠♣❧-♠❡♥.❡, ♥♦.,❡ ♣,♦❝-❞✉,❡ ❡. .❡%.❡, ❧❡

♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡ ❢♦,♠✉❧❡ ♦,❞,❡ ♣❛,.✐❡❧ %✉, ❧❡% %②%.J♠❡% ❝♦♥❝✉,,❡♥.%✳

◆♦% .,❛✈❛✉① ❝♦♥%.✐.✉❡♥. ✉♥❡ ❜❛%❡ ♦✉✈,❛♥. ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡% ♣✐%.❡% ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ @

❡①♣❧♦,❡,✳ ◆♦✉% ❧❡% ❞-❝,✐✈♦♥% ❞❛♥% ❧❛ %❡❝.✐♦♥ %✉✐✈❛♥.❡✳

✼✳✷ #❡%&♣❡❝)✐✈❡& ❡♥✈✐&❛❣/❡&

▲❡% ♣❡,%♣❡❝.✐✈❡% ❡♥✈✐%❛❣-❡% ♣♦✉, ❧❛ %✉✐.❡ ❞❡ ♥♦% .,❛✈❛✉① %✬✐♥%❝,✐✈❡♥. ❛✉%%✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞,❡

.❤-♦,✐>✉❡ >✉❡ ♣,❛.✐>✉❡✳

❚♦✉. ❞✬❛❜♦,❞ ♥♦✉% %❛✈♦♥% >✉✬♦♥ ♣❡✉. ❡♥❝♦❞❡, .♦✉. ♣♦♠%❡. ✜♥✐ ❡♥ Γ✲B♦♠%❡. ✳ ❆ ♣❛,.✐,

❞❡ ❧@✱ ✐❧ ❡%. ♥❛.✉,❡❧ ❞❡ %❡ ❞❡♠❛♥❞❡, >✉❡❧❧❡% %♦♥. ❧❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡ ♣♦♠%❡.% ✐♥✜♥✐% >✉✬♦♥ ♣❡✉.

,❡♣,-%❡♥.❡,✳ ❉✬♦P ✉♥ .,❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❛,❛❝.-,✐%❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡% ❝❧❛%%❡%✳ ◆♦% ,-%✉❧.❛.% ❡♥ ✈-,✐✜❝❛.✐♦♥

,❡%.❡,♦♥. ✈❛❧❛❜❧❡% ♣❛, ❛✐❧❧❡✉,% ♣♦✉, ❧❡% ♣♦♠%❡.% ✐♥✜♥✐% ❛✐♥%✐ .,❛❞✉✐.% ❡♥ Γ✲B♦♠%❡. ❀ ▼❙❖

-.❛♥. ❞-❝✐❞❛❜❧❡ ❛✉%%✐ ❜✐❡♥ %✉, ❧❡% ♠♦.% ✜♥✐% >✉❡ %✉, ❧❡% ♠♦.% ✐♥✜♥✐%✳

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝❡,.❡% .,❛❞✉✐. >✉❡❧>✉❡% ♠♦❞J❧❡% ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉,,❡♥❝❡ ❡♥ Γ✲B♦♠%❡. ✱ ♠❛✐% ♥♦✉%

♣❡♥%♦♥% >✉✬♦♥ ♣♦✉,,❛✐. ❡♥ .,❛❞✉✐,❡ ❞❛✈❛♥.❛❣❡✱ ♥♦.❛♠♠❡♥. ❧❡% ♠♦❞J❧❡% @ ❜❛%❡ ❞✬❛✉.♦♠❛.❡%

❛%②♥❝❤,♦♥❡% ❝♦♠♠❡ ❧❡%

~Σ− ACA✳ ◆♦✉% ♥✬❛✈♦♥% ♣❛% ❛❜♦,❞- ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ❞❡% ,-%❡❛✉① ❞❡ B❡.,✐
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2♦♠❛2❛ ❢♦. ♣♦♠C❡2C✳ ❚❤❡♦&❡+✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉+❡& ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✹✼✭✶✲✷✮✿✶✕✸✽✱ ❙❡♣2❡♠❜❡.

✷✵✵✵✳

❬❉✐❡✾✺❪ ❱♦❧❦❡. ❉✐❡❦❡.2✳ ❚❤❡ ❇♦♦❦ ♦❢ ❚&❛❝❡.✳ ❲♦.❧❞ ❙❝✐❡♥2✐✜❝ M✉❜❧✐C❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ■♥❝✳✱ ❘✐✈❡.

❊❞❣❡✱ ◆❏✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✺✳

❬❉❙✵✷❪ ❙2d♣❤❛♥❡ ❉❡♠.✐ ❛♥❞ M❤✐❧✐♣♣❡ ❙❝❤♥♦❡❜❡❧❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐2② ♦❢ ♣.♦♣♦C✐2✐♦♥❛❧

❧✐♥❡❛. 2❡♠♣♦.❛❧ ❧♦❣✐❝C ✐♥ C✐♠♣❧❡ ❝❛C❡C✳ ■♥❢♦&♠❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉+❛+✐♦♥✱ ✶✼✹✭✶✮✿✽✹

✕ ✶✵✸✱ ✷✵✵✷✳

❬❊✐❧✼✹❪ ❙✳ ❊✐❧❡♥❜❡.❣✳ ❆✉+♦♠❛+❛✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡.✱ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡.✳ M✉.❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛2❤❡✲

♠❛2✐❝C✳ ❊❧C❡✈✐❡. ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✼✹✳

❬❊❧❣✻✶❪ ❈❛❧✈✐♥ ❈✳ ❊❧❣♦2✳ ❉❡❝✐C✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠C ♦❢ ✜♥✐2❡ ❛✉2♦♠❛2❛ ❞❡C✐❣♥ ❛♥❞ .❡❧❛2❡❞ ❛.✐2❤✲

♠❡2✐❝C✳ ♣❛❣❡C ✷✶✕✺✶✱ ✶✾✻✶✳

❬❊▼✾✸❪ ❲❡.♥❡. ❊❜✐♥❣❡. ❛♥❞ ❆♥❝❛ ▼✉C❝❤♦❧❧✳ ▲♦❣✐❝❛❧ ❞❡✜♥❛❜✐❧✐2② ♦♥ ✐♥✜♥✐2❡ 2.❛❝❡C✳ ■♥

❆♥❞.③❡❥ ▲✐♥❣❛C✱ ❘♦❧❢ ❑❛.❧CC♦♥✱ ❛♥❞ ❙✈❛♥2❡ ❈❛.❧CC♦♥✱ ❡❞✐2♦.C✱ ❆✉+♦♠❛+❛✱ ▲❛♥✲

❣✉❛❣❡. ❛♥❞ ;&♦❣&❛♠♠✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✵✵ ♦❢ ▲❡❝+✉&❡ ◆♦+❡. ✐♥ ❈♦♠♣✉+❡& ❙❝✐❡♥❝❡✱

♣❛❣❡C ✸✸✺✕✸✹✻✳ ❙♣.✐♥❣❡. ❇❡.❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡.❣✱ ✶✾✾✸✳

❬●✐C✽✺❪ ❏❛② ▲♦.❡♥ ●✐C❝❤❡.✳ ;❛&+✐❛❧ ♦&❞❡&. ❛♥❞ +❤❡ ❛①✐♦♠❛+✐❝ +❤❡♦&② ♦❢ .❤✉✤❡ ✭♣♦♠.❡+.✮ ✳

M❤❉ 2❤❡C✐C✱ ❙2❛♥❢♦.❞✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✺✳ ❆❆■✽✺✵✻✶✾✶✳

❬●✐C✽✽❪ ❏❛② ▲✳ ●✐C❝❤❡.✳ ❚❤❡ ❡f✉❛2✐♦♥❛❧ 2❤❡♦.② ♦❢ ♣♦♠C❡2C✳ ❚❤❡♦&✳ ❈♦♠♣✉+✳ ❙❝✐✳✱ ✻✶✭✷✲

✸✮✿✶✾✾✕✷✷✹✱ ◆♦✈❡♠❜❡. ✶✾✽✽✳



✶✵✻ ❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❬●❑✵✸❪ (❛✉❧ ●❛,-✐♥ ❛♥❞ ❉✐❡-3✐❝❤ ❑✉,❦❡✳ ❙❛-✐,✜❛❜✐❧✐-② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦3 ♠,♦✲

❞❡✜♥❛❜❧❡ -❡♠♣♦3❛❧ ❧♦❣✐❝, ❛3❡ ✐♥ ♣,♣❛❝❡✳ ■♥ ❘♦❜❡3-♦ ❆♠❛❞✐♦ ❛♥❞ ❉❡♥✐, ▲✉❣✐❡③✱

❡❞✐-♦3,✱ ❈❖◆❈❯❘ ✷✵✵✸ ✲ ❈♦♥❝✉--❡♥❝② ❚❤❡♦-②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼✻✶ ♦❢ ▲❡❝3✉-❡ ◆♦3❡4 ✐♥

❈♦♠♣✉3❡- ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✷✷✷✕✷✸✻✳ ❙♣3✐♥❣❡3 ❇❡3❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡3❣✱ ✷✵✵✸✳

❬●❑✵✺❪ (❛✉❧ ●❛,-✐♥ ❛♥❞ ❉✐❡-3✐❝❤ ❑✉,❦❡✳ ❯♥✐❢♦3♠ ,❛-✐,✜❛❜✐❧✐-② ♣3♦❜❧❡♠ ❢♦3 ❧♦❝❛❧ -❡♠✲

♣♦3❛❧ ❧♦❣✐❝, ♦✈❡3 ♠❛③✉3❦✐❡✇✐❝③ -3❛❝❡,✳ ■♥ ❈❖◆❈❯❘✱ ♣❛❣❡, ✺✸✸✕✺✹✼✱ ✷✵✵✺✳

❬●❑✶✵❪ (❛✉❧ ●❛,-✐♥ ❛♥❞ ❉✐❡-3✐❝❤ ❑✉,❦❡✳ ❯♥✐❢♦3♠ ,❛-✐,✜❛❜✐❧✐-② ♣3♦❜❧❡♠ ❢♦3 ❧♦❝❛❧ -❡♠✲

♣♦3❛❧ ❧♦❣✐❝, ♦✈❡3 ♠❛③✉3❦✐❡✇✐❝③ -3❛❝❡,✳ ■♥❢✳ ❈♦♠♣✉3✳✱ ✷✵✽✭✼✮✿✼✾✼✕✽✶✻✱ ❏✉❧② ✷✵✶✵✳

❬●❑▼✵✻❪ ❇❧❛✐,❡ ●❡♥❡,-✱ ❉✐❡-3✐❝❤ ❑✉,❦❡✱ ❛♥❞ ❆♥❝❛ ▼✉,❝❤♦❧❧✳ ❆ ❦❧❡❡♥❡ -❤❡♦3❡♠ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧

❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦3✐-❤♠, ❢♦3 ❡①✐,-❡♥-✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♥❣ ❛✉-♦♠❛-❛✳ ■♥❢♦-✲

♠❛3✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉3❛3✐♦♥✱ ✷✵✹✭✻✮✿✾✷✵ ✕ ✾✺✻✱ ✷✵✵✻✳

❬●▼❙❩✵✷❪ ❇❧❛✐,❡ ●❡♥❡,-✱ ❆♥❝❛ ▼✉,❝❤♦❧❧✱ ❍❡❧♠✉- ❙❡✐❞❧✱ ❛♥❞ ▼❛3❝ ❩❡✐-♦✉♥✳ ■♥✜♥✐-❡✲,-❛-❡

❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♠,❝,✿ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ 3❡❛❧✐③❛❜✐❧✐-②✳ ■♥ (❡-❡3 ❲✐❞♠❛②❡3✱ ❋3❛♥✲

❝✐,❝♦ ❚3✐❣✉❡3♦ ❘✉✐③✱ ❘❛❢❛❡❧ ▼♦3❛❧❡, ❇✉❡♥♦✱ ▼❛--❤❡✇ ❍❡♥♥❡,,②✱ ❙-❡♣❤❛♥ ❊✐✲

❞❡♥❜❡♥③✱ ❛♥❞ ❘✐❝❛3❞♦ ❈♦♥❡❥♦✱ ❡❞✐-♦3,✱ ❆✉3♦♠❛3❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡4 ❛♥❞ A-♦❣-❛♠♠✐♥❣✱

✈♦❧✉♠❡ ✷✸✽✵ ♦❢ ▲❡❝3✉-❡ ◆♦3❡4 ✐♥ ❈♦♠♣✉3❡- ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✻✺✼✕✻✻✽✳ ❙♣3✐♥❣❡3✱

✷✵✵✷✳

❬●(❱❲✾✺❪ ❘✳ ●❡3-❤✱ ❉✳ (❡❧❡❞✱ ▼✳ ❨✳ ❱❛3❞✐✱ ❛♥❞ (✳ ❲♦❧♣❡3✳ ❙✐♠♣❧❡ ♦♥✲-❤❡✲✢② ❛✉-♦♠❛-✐❝

✈❡3✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛3 -❡♠♣♦3❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ A❙❚❱✬✾✺✳ ◆♦3-❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✾✺✳

❬●3❛✽✶❪ ❏✳ ●3❛❜♦✇,❦✐✳ ❖♥ ♣❛3-✐❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡,✳ ❋✉♥❞❛♠✳ ■♥❢♦-♠✳✱ ✹✭✷✮✿✹✷✼✕✱ ✶✾✽✶✳

❬❍❏❏

+
✾✺❪ ❏✳●✳ ❍❡♥3✐❦,❡♥✱ ❏✳ ❏❡♥,❡♥✱ ▼✳ ❏f3❣❡♥,❡♥✱ ◆✳ ❑❧❛3❧✉♥❞✱ ❇✳ (❛✐❣❡✱ ❚✳ ❘❛✉❤❡✱ ❛♥❞

❆✳ ❙❛♥❞❤♦❧♠✳ ▼♦♥❛✿ ▼♦♥❛❞✐❝ ,❡❝♦♥❞✲♦3❞❡3 ❧♦❣✐❝ ✐♥ ♣3❛❝-✐❝❡✳ ■♥ ❚♦♦❧4 ❛♥❞

❆❧❣♦-✐3❤♠4 ❢♦- 3❤❡ ❈♦♥43-✉❝3✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②4✐4 ♦❢ ❙②43❡♠4✱ ❋✐-43 ■♥3❡-♥❛3✐♦♥❛❧

❲♦-❦4❤♦♣✱ ❚❆❈❆❙ ✬✾✺✱ ▲◆❈❙ ✶✵✶✾✱ ✶✾✾✺✳

❬❍▼❑

+
✵✺❪ ❏❡,♣❡3 ●✳ ❍❡♥3✐❦,❡♥✱ ▼❛❞❤❛✈❛♥ ▼✉❦✉♥❞✱ ❑✳ ◆❛3❛②❛♥ ❑✉♠❛3✱ ▼✐❧✐♥❞ ❆✳ ❙♦❤♦♥✐✱

❛♥❞ (✳ ❙✳ ❚❤✐❛❣❛3❛❥❛♥✳ ❆ -❤❡♦3② ♦❢ 3❡❣✉❧❛3 ♠,❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡,✳ ■♥❢♦-♠❛3✐♦♥ ❛♥❞

❈♦♠♣✉3❛3✐♦♥✴✐♥❢♦-♠❛3✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥3-♦❧✱ ✷✵✷✿✶✕✸✽✱ ✷✵✵✺✳

❬❍▼❑❚✵✵❪ ❏❡,♣❡3●✳ ❍❡♥3✐❦,❡♥✱ ▼❛❞❤❛✈❛♥ ▼✉❦✉♥❞✱ ❑✳◆❛3❛②❛♥ ❑✉♠❛3✱ ❛♥❞ (✳❙✳ ❚❤✐❛✲

❣❛3❛❥❛♥✳ ❘❡❣✉❧❛3 ❝♦❧❧❡❝-✐♦♥, ♦❢ ♠❡,,❛❣❡ ,❡g✉❡♥❝❡ ❝❤❛3-,✳ ■♥ ▼♦❣❡♥, ◆✐❡❧,❡♥ ❛♥❞

❇3❛♥✐,❧❛✈ ❘♦✈❛♥✱ ❡❞✐-♦3,✱ ▼❛3❤❡♠❛3✐❝❛❧ ❋♦✉♥❞❛3✐♦♥4 ♦❢ ❈♦♠♣✉3❡- ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✵✵✱

✈♦❧✉♠❡ ✶✽✾✸ ♦❢ ▲❡❝3✉-❡ ◆♦3❡4 ✐♥ ❈♦♠♣✉3❡- ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡, ✹✵✺✕✹✶✹✳ ❙♣3✐♥❣❡3

❇❡3❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡3❣✱ ✷✵✵✵✳

❬❍♦❧✾✼❪ ●❡3❛3❞ ❏✳ ❍♦❧③♠❛♥♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡3 ,♣✐♥✳ ■❊❊❊ ❚-❛♥4✳ ❙♦❢3✇❛-❡ ❊♥❣✳✱

✷✸✭✺✮✿✷✼✾✕✷✾✺✱ ✶✾✾✼✳

❬❍♦❧✵✸❪ ●✳ ❏✳ ❍♦❧③♠❛♥♥✳ ❚❤❡ ❙A■◆ ▼❖❉❊▲ ❈❍❊❈❑❊❘✳ ❆❞❞✐,♦♥✲❲❡,❧❡②✱ ✷✵✵✸✳

❬❍♦♦✾✹❪ (✳ ❲✳ ❍♦♦❣❡3,✳ ❇❡❤❛✈✐♦✉-❛❧ ❛4♣❡❝34 ♦❢ A❡3-✐ ♥❡34✳ (❤❉ -❤❡,✐,✱ ▲❡✐❞❡♥✱ ❘✐❥❦,✉♥✐✲

✈❡3,✐-❡✐-✱ ✶✾✾✹✳ ❚❤✳ ✿ (❤✳ ❉✳
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❬■◆❇✾✾❪ ▲✳ ■✈❛♥♦✈✱ ❘✳ ◆✉♥♥❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❧♦♦♠✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②;✐; ♦❢ ♥♦♥✐=❡>❛=❡❞ ;②;✲

=❡♠;✿ ❛♥ ❛♣♣>♦❛❝❤ ❜❛;❡❞ ✉♣♦♥ ;❡>✐❡;✲♣❛>❛❧❧❡❧ ♣♦;❡=;✳ ■♥ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦✲

.✐✉♠ ♦♥ ❈✐$❝✉✐". ❛♥❞ ❙②."❡♠. ✭■❙❈❆❙ ✶✾✾✾✮✱ ▼❛② ✸✵ ✲ ❏✉♥❡ ✷✱ ✶✾✾✾✱ ❖$❧❛♥❞♦✱

❋❧♦$✐❞❛✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡; ✹✵✹✕✹✵✻✱ ✶✾✾✾✳

❬■❚❯✾✾❪ ■❚❯✳ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛"✐♦♥ ❩✳✶✷✵✿ ▼❡..❛❣❡ ❙❡F✉❡♥❝❡ ❈❤❛$" ✭▼❙❈✮ ✳ ❍❛✉❣❡♥ ✭❡❞✳✮✱

●❡♥❡✈❛✱ ✶✾✾✾✳

❬❑❧❛✾✽❪ ◆✐❧; ❑❧❛>❧✉♥❞✳ ▼♦♥❛ ✫ ✜❞♦✿ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝✲❛✉=♦♠❛=♦♥ ❝♦♥♥❡❝=✐♦♥ ✐♥ ♣>❛❝=✐❝❡✳ ■♥

▼♦❣❡♥; ◆✐❡❧;❡♥ ❛♥❞ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❚❤♦♠❛;✱ ❡❞✐=♦>;✱ ❈♦♠♣✉"❡$ ❙❝✐❡♥❝❡ ▲♦❣✐❝✱ ✈♦❧✲

✉♠❡ ✶✹✶✹ ♦❢ ▲❡❝"✉$❡ ◆♦"❡. ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡; ✸✶✶✕✸✷✻✳ ❙♣>✐♥❣❡> ❇❡>❧✐♥

❍❡✐❞❡❧❜❡>❣✱ ✶✾✾✽✳

❬❑❧❡✺✻❪ ❙✳ ❈✳ ❑❧❡❡♥❡✳ ❘❡♣>❡;❡♥=❛=✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥=; ✐♥ ♥❡>✈❡ ♥❡=; ❛♥❞ ✜♥✐=❡ ❛✉=♦♠❛=❛✳ ■♥

❈❧❛✉❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ▼❝❈❛>=❤②✱ ❡❞✐=♦>;✱ ❆✉"♦♠❛"❛ ❙"✉❞✐❡.✱ ♣❛❣❡; ✸✕✹✶✳

X>✐♥❝❡=♦♥ ❯♥✐✈❡>;✐=② X>❡;;✱ X>✐♥❝❡=♦♥✱ ◆❏✱ ✶✾✺✻✳

❬❑▼✵✶❪ ◆✐❧; ❑❧❛>❧✉♥❞ ❛♥❞ ❆♥❞❡>; ▼Z❧❧❡>✳ ▼❖◆❆ ❱❡$.✐♦♥ ✶✳✹ ❯.❡$ ▼❛♥✉❛❧✳ ❇❘■❈❙✱

❉❡♣❛>=♠❡♥= ♦❢ ❈♦♠♣✉=❡> ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❆❛>❤✉; ❯♥✐✈❡>;✐=②✱ ❏❛♥✉❛>② ✷✵✵✶✳ ◆♦=❡; ❙❡>✐❡;

◆❙✲✵✶✲✶✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢>♦♠ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❜(✐❝+✳❞❦✴♠♦♥❛✴✳ ❘❡✈✐;✐♦♥ ♦❢ ❇❘■❈❙ ◆❙✲✾✽✲

✸✳

❬❑✉;✵✵❛❪ ❉✳ ❑✉;❦❡✳ ❈♦♥"$✐❜✉"✐♦♥. "♦ ❛ ❚$❛❝❡ ❚❤❡♦$② ❇❡②♦♥❞ ▼❛③✉$❦✐❡✇✐❝③ ❚$❛❝❡. ✳ ✷✵✵✵✳

❬❑✉;✵✵❜❪ ❉✐❡=>✐❝❤ ❑✉;❦❡✳ ■♥✜♥✐=❡ ;❡>✐❡;✲♣❛>❛❧❧❡❧ ♣♦;❡=;✿ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡;✳ ■♥ ■❈❆▲R✱

✈♦❧✉♠❡ ✶✽✺✸ ♦❢ ▲❡❝"✉$❡ ◆♦"❡. ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡; ✻✹✽✕✻✻✷✳ ❙♣>✐♥❣❡>✱

✷✵✵✵✳

❬❑✉;✵✶❪ ❉✐❡=>✐❝❤ ❑✉;❦❡✳ ❆ ♠♦❞❡❧ =❤❡♦>❡=✐❝ ♣>♦♦❢ ♦❢ ❜]❝❤✐✲=②♣❡ =❤❡♦>❡♠; ❛♥❞ ✜>;=✲♦>❞❡>

❧♦❣✐❝ ❢♦> ♥✲❢>❡❡ ♣♦♠;❡=;✳ ■♥ R$♦❝❡❡❞✐♥❣. ♦❢ "❤❡ ✶✽"❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦.✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡✲

♦$❡"✐❝❛❧ ❆.♣❡❝". ♦❢ ❈♦♠♣✉"❡$ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙❚❆❈❙ ✬✵✶✱ ♣❛❣❡; ✹✹✸✕✹✺✹✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱

❯❑✱ ✷✵✵✶✳ ❙♣>✐♥❣❡>✲❱❡>❧❛❣✳

❬❑✉;✵✷❪ ❉✐❡=>✐❝❤ ❑✉;❦❡✳ ❘❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ;❡=; ♦❢ ♥✲❢>❡❡ ♣♦♠;❡=; ❛>❡ ♠♦♥❛❞✐❝❛❧❧② ❛①✐♦♠✲

❛=✐③❛❜❧❡✳ ■♥ ❲❡>♥❡> ❑✉✐❝❤✱ ●>③❡❣♦>③ ❘♦③❡♥❜❡>❣✱ ❛♥❞ ❆>=♦ ❙❛❧♦♠❛❛✱ ❡❞✐=♦>;✱

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥". ✐♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❚❤❡♦$②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✷✾✺ ♦❢ ▲❡❝"✉$❡ ◆♦"❡. ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡$

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡; ✷✵✻✕✷✶✻✳ ❙♣>✐♥❣❡> ❇❡>❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡>❣✱ ✷✵✵✷✳

❬▲▲✾✺❪ X❡=❡> ❇✳ ▲❛❞❦✐♥ ❛♥❞ ❙=❡❢❛♥ ▲❡✉❡✳ ■♥=❡>♣>❡=✐♥❣ ♠❡;;❛❣❡ ✢♦✇ ❣>❛♣❤;✳ ❋♦$♠❛❧

❆.♣❡❝". ♦❢ ❈♦♠♣✉"✐♥❣✱ ✼✱ ✶✾✾✺✳

❬▲❲✾✽❪ ❑✳ ▲♦❞❛②❛ ❛♥❞ X✳ ❲❡✐❧✳ ❙❡>✐❡;✲♣❛>❛❧❧❡❧ ♣♦;❡=;✿ ❆❧❣❡❜>❛✱ ❛✉=♦♠❛=❛ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡;✳

■♥ ❙❚❆❈❙✾✽✱ ▲❡❝"✉$❡ ◆♦❞❡. ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡; ✺✺✺✕✺✻✺✳ ❙♣>✐♥❣❡>✱ ✶✾✾✽✳

❬▲❲✵✵❪ ❑❛♠❛❧ ▲♦❞❛②❛ ❛♥❞ X❛;❝❛❧ ❲❡✐❧✳ ❙❡>✐❡;✲♣❛>❛❧❧❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡; ❛♥❞ =❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞✲✇✐❞=❤

♣>♦♣❡>=②✳ ❚❤❡♦$✳ ❈♦♠♣✉"✳ ❙❝✐✳✱ ✷✸✼✭✶✲✷✮✿✸✹✼✕✸✽✵✱ ✷✵✵✵✳

❬▼❛③✼✼❪ ❆♥=♦♥✐ ▼❛③✉>❦✐❡✇✐❝③✳ ❈♦♥❝✉>>❡♥= ♣>♦❣>❛♠ ;❝❤❡♠❡; ❛♥❞ =❤❡✐> ✐♥=❡>♣>❡=❛=✐♦♥;✳

❉❆■▼■ X❇ ✼✽✱ ✶✾✼✼✳
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❬▼❑❙✵✵❪ ▼❛❞❤❛✈❛♥ ▼✉❦✉♥❞✱ ❑✳◆❛2❛②❛♥ ❑✉♠❛2✱ ❛♥❞ ▼✐❧✐♥❞ ❙♦❤♦♥✐✳ ❙②♥8❤❡:✐③✐♥❣ ❞✐:✲

82✐❜✉8❡❞ ✜♥✐8❡✲:8❛8❡ :②:8❡♠: ❢2♦♠ ♠:❝:✳ ■♥ ❈❛8✉:❝✐❛ D❛❧❛♠✐❞❡::✐✱ ❡❞✐8♦2✱ ❈❖◆✲

❈❯❘ ✷✵✵✵ ✲ ❈♦♥❝✉,,❡♥❝② ❚❤❡♦,②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✼✼ ♦❢ ▲❡❝2✉,❡ ◆♦2❡3 ✐♥ ❈♦♠♣✉2❡,

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡: ✺✷✶✕✺✸✺✳ ❙♣2✐♥❣❡2 ❇❡2❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡2❣✱ ✷✵✵✵✳

❬▼♦2✵✶❪ ❘N♠✐ ▼♦2✐♥✳ ❖♥ 2❡❣✉❧❛2 ♠❡::❛❣❡ :❡P✉❡♥❝❡ ❝❤❛28 ❧❛♥❣✉❛❣❡: ❛♥❞ 2❡❧❛8✐♦♥:❤✐♣:

8♦ ♠❛③✉2❦✐❡✇✐❝③ 82❛❝❡ 8❤❡♦2②✳ ■♥ ❋✉2✐♦ ❍♦♥:❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛2✐♥♦ ▼✐❝✉❧❛♥✱ ❡❞✐8♦2:✱

❋♦✉♥❞❛2✐♦♥3 ♦❢ ❙♦❢2✇❛,❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉2❛2✐♦♥ ❙2,✉❝2✉,❡3 ✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✵✸✵ ♦❢

▲❡❝2✉,❡ ◆♦2❡3 ✐♥ ❈♦♠♣✉2❡, ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡: ✸✸✷✕✸✹✻✳ ❙♣2✐♥❣❡2 ❇❡2❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡2❣✱

✷✵✵✶✳

❬▼♦2✵✷❪ ❘❡♠✐ ▼♦2✐♥✳ ❘❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ :❡8: ♦❢ ♠❡::❛❣❡ :❡P✉❡♥❝❡ ❝❤❛28:✳ ■♥ ❙❚❆❈❙ ✷✵✵✷✱

▲◆❈❙ ✷✵✸✵✱ ♣❛❣❡: ✺✷✸✕✺✸✹✳ ❙♣2✐♥❣❡2✱ ✷✵✵✷✳

❬▼D✾✾❪ ❆♥❝❛ ▼✉:❝❤♦❧❧ ❛♥❞ ❉♦2♦♥ D❡❧❡❞✳ ▼❡::❛❣❡ :❡P✉❡♥❝❡ ❣2❛♣❤: ❛♥❞ ❞❡❝✐:✐♦♥ ♣2♦❜❧❡♠:

♦♥ ♠❛③✉2❦✐❡✇✐❝③ 82❛❝❡:✳ ■♥ ■♥ A,♦❝✳ ♦❢ ▼❋❈❙✬✾✾✱ ▲◆❈❙ ✶✻✼✷✱ ♣❛❣❡: ✽✶✕✾✶✳

❙♣2✐♥❣❡2✱ ✶✾✾✾✳

❬▼D❙✾✽❪ ❆♥❝❛ ▼✉:❝❤♦❧❧✱ ❉♦2♦♥ D❡❧❡❞✱ ❛♥❞ ❩❤❡♥❞♦♥❣ ❙✉✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ♣2♦♣❡28✐❡: ❢♦2 ♠❡::❛❣❡

:❡P✉❡♥❝❡ ❝❤❛28:✱ ✶✾✾✽✳

❬▼❘✾✹❪ ❙✳ ▼❛✉✇ ❛♥❞ ▼✳❆✳ ❘❡♥✐❡2:✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜2❛✐❝ :❡♠❛♥8✐❝: ♦❢ ❜❛:✐❝ ♠❡::❛❣❡ :❡P✉❡♥❝❡

❝❤❛28:✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉2❡, ❏♦✉,♥❛❧✱ ✸✼✿✷✻✾✕✷✼✼✱ ✶✾✾✹✳
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