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Introduction

Modeles de Néron

Les modeles de Néron sont un outil central dans I’étude de la géométrie et de
I'arithmétique des variétés abéliennes. Pour motiver leur définition, considérons
I’exemple d'une courbe elliptique F sur le corps des nombres rationnels Q définie
par une équation de Weierstrass

y* = 2° — 22 + 6.

Le discriminant de cette courbe elliptique est A = —25-3-.5-13. Pour tout nombre
premier p ¢ {2,3,5,13}, I’équation obtenue en réduisant les coefficients modulo
p est celle d'une courbe elliptique sur le corps fini F,. Pour p = 2, on obtient
I’équation

I

qui est celle d'une courbe cuspidale sur Fy. Pour p = 3, on obtient ’équation
y? = %+ a2

qui est celle d’'une courbe nodale sur F3. De méme pour p € {5, 13}, les courbes ob-
tenues sont nodales. En considérant ensemble la courbe E/Q ainsi que les courbes
obtenues par réduction sur F,,, pour tout nombre premier p, on obtient un schéma
projectif

W = Proj Z[z,y, 2]/ (y*z — 2° + 22%2 — 62°).

D’apres le critere valuatif de propreté, on a la propriété suivante

Cependant, W n’est pas lisse sur Z (aux nombres premiers p € {2,3,5,13}). On
peut alors considérer le lieu lisse £2 de W sur Z mais dans ce cas

£'z) # E(Q).
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On aimerait disposer d’'un schéma & lisse sur Z, mais non nécessairement projectif,
tel que 'on ait la propriété

£(z) = E(Q).

C’est le rdle joué par le modele de Néron de E/Q. Il s’agira en fait d'un schéma
en groupes lisse sur Z dont le schéma EY/Z défini ci-dessus sera la composante
neutre.

On peut maintenant donner la définition d’'un modele de Néron. Considérons
A une variété abélienne sur un corps global K (corps des fractions d’un anneau
de Dedekind). Le modéle de Néron de A/K est un schéma en groupes A lisse sur
I’anneau des entiers O qui vérifie la propriété de Néron, i.e.

A(X) = A(Xk)

pour tout schéma X lisse sur Ok, ot Xxg = X Xgpeco, Opec K. On a notam-
ment A(Ok) = A(K) comme désiré. L'existence d'un tel modele, qui est unique
a unique isomorphisme pres via la propriété ci-dessus, a été démontrée par André
Néron en 1964 dans [Né64]. Raynaud a ensuite montré que la notion de modele
de Néron peut étre étendue a certains groupes algébriques non nécessairement
propres, notamment aux variétés semi-abéliennes (extensions d'une variété abé-
lienne par un tore). Néron a lui-méme utilisé ces modeles pour étudier la hauteur
de points rationnels sur les variétés abéliennes. Depuis, les modeles de Néron ont
été utilisés a de nombreuses fins, arithmétiques, comme dans la formulation de la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, ou géométriques, comme dans 1’étude des
compactifications des espaces de modules de variétés abéliennes.

La démonstration de l'existence d’un modele de Néron sur un corps global se
fait en commencant par le cas local. Considérons une variété abélienne A sur un
corps muni d’une valuation discrete K et A son modele de Néron sur 'anneau des
entiers O. Soit k le corps résiduel de Ok. On définit la réduction de A/ K comme
étant la fibre spéciale

Ak =A X Spec Ok Spec k.

On dispose alors d’une application de réduction
A(K) = A(Ox) = Au(k).

Le schéma Ay est lisse sur k£ mais non nécessairement propre ni méme connexe.
Considérons la composante neutre A? de Ay. Alors, on dispose d’une suite exacte

0— A} = A, — ®(A) =0

ou ®(A) est un schéma en groupes fini étale sur k appelé groupe des composantes.
La composante neutre A?/k est une extension d’'une variété abélienne par un



groupe algébrique linéaire connexe, c’est la décomposition de Chevalley. De plus, un
groupe algébrique linéaire connexe commutatif est un produit direct d’un groupe
unipotent par un tore. Dans le cas ou la partie unipotente est triviale, on dit
que A/K a réduction semi-abélienne. Supposons que K soit strictement hensélien.
Alors, un résultat fondamental di a Grothendieck assure qu’il existe une unique
extension finie séparable minimale L/K telle que A Xy L/L ait réduction semi-
abélienne.

Contenu de la thése

Chapitre 1

On donne les définitions des objets utilisés dans cette these ainsi que les prin-
cipaux résultats les concernant et dont on se sert par la suite. L’ordre est essen-
tiellement celui d’apparition dans le texte.

Chapitre 2

Les résultats de ce chapitre sont contenus dans l'article [Her16] a paraitre dans
International Journal of Number Theory. On y répond a certaines questions posées
par Liu et Lorenzini dans [LLO1].

Soit K un corps muni d’une valuation discrete, complet et de corps résiduel &
algébriquement clos. Soit A/K une variété abélienne et soit .A/Ok son modele de
Néron. On dit que A/K a réduction scindée si la suite exacte

0— A) = Ay — ®(A) =0

est scindée. On dit que A/K a réduction totalement non scindée si aucun point
d’ordre p de ®(A), ou p est la caractéristique de k, ne se reléve en un point d’ordre
p de Aj;.

Supposons que A/K soit de rang torique nul (i.e. la partie torique de A? est
triviale). Liu et Lorenzini ont montré que si A/K obtient réduction semi-abélienne
sur une extension L/K modérément ramifiée (on dira que A/K est modérément
ramifiée) alors A/ K a réduction scindée. On montre que ce résultat ne se généralise
pas sans ’hypotheése de rang torique nul en construisant un exemple de variété
abélienne modérément ramifiée mais non scindée (§2.3.4). Pour cela, on considere
une extension modérément ramifiée L/K et un élément ¢ € L*. A cet élément
q est associé une courbe de Tate E/L dont on considere la restriction de Weil
A = Resp /g E. Cette variété abélienne est le quotient rigide analytique du tore
T = Resy/k Gy, par le réseau A = Resy /i q”. Alors que la réduction potentielle
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de A/K est déterminée par le tore 7'/ K, on détermine une condition sur le réseau
A/K (plus précisément sur q) tel que A/K n’ait pas réduction scindée.

On montre ensuite que si A/K est la variété jacobienne d’une courbe projective
lisse C'/K de genre g alors, pour toute extension M /K modérément ramifiée de
degré plus grand qu’une constante ne dépendant que de g, la variété A xx M/M
a réduction scindée (corollaire 2.5.4). Cela étend les résultats de Liu et Lorenzini
concernant les courbes elliptiques ainsi qu’un certain type de tores qui seront
appelés tores quotients dans la suite. Pour cela, on utilise la filtration d’Edixhoven
sur la fibre spéciale de A/Of . Halle et Nicaise ont montré dans [HN16] que les sauts
de cette filtration sont rationnels et que leur dénominateur commun est I'indice de
stabilisation de C'/K (voir §2.5.2 pour la définition). De plus, ils ont montré avec
Eriksson dans [EHN15] que le nombre de sauts non nuls est égal a la dimension de
la partie unipotente U de A9 /k. Soit M /K une extension modérément ramifiée et
soit A’/Oys le modele de Néron de A x g M /M. D’apres la propriété de Néron on
a un morphisme

AX@K OM—>.A/

qui induit un morphisme

A — .A;c

Les résultats mentionnés ci-dessus nous permettent de montrer que si le degré
de l'extension M /K est strictement supérieur a l'indice de stabilisation de C/K
alors U/k est exactement le noyau de ce morphisme. On utilise alors un second
résultat de [HN16] concernant l'effet d’un changement de base sur le groupe des
composantes pour obtenir que A X M/M a réduction scindée. Pour finir, un
théoreme d’Artin et Winters permet de remplacer I'indice de stabilisation de C'/ K
par une constante ne dépendant que de g.

Enfin, Liu et Lorenzini ont montré que le conducteur de Swan d’une courbe el-
liptique ou d’un tore quotient qui a réduction totalement non scindée est borné par
une constante ne dépendant que de la dimension de la variété considérée. Toujours
en considérant des restrictions de Weil de courbes elliptiques, on construit une
famille de variétés abéliennes simples et de rangs toriques nuls qui ont réduction
scindée et dont les conducteurs de Swan ne peuvent pas étre bornés indépendam-
ment du corps de définition (§2.6.3). Ils ont aussi montré que pour un corps K
de caractéristique nulle, tout tore quotient sur K, dont le conducteur de Swan
est plus grand qu’une constante ne dépendant que de la dimension et de I'indice
de ramification absolu de K, a réduction scindée. On donne un exemple de va-
riété abélienne de conducteur maximal (i.e. atteignant la borne de [BK94]) mais
qui a réduction totalement non scindée (§2.6.5). Ces exemples montrent que ces
deux derniers résultats ne se généralise pas sans plus d’hypothese aux variétés abé-
liennes. Ces constructions reposent sur un lemme de [Mil72] qui permet d’exprimer
le conducteur de Swan de la restriction de Weil Res; x £/ d'une courbe elliptique
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E/L en fonction du conducteur de Swan 0(£/L) de E/L et de la différente Dy x
de l'extension L/K.

Chapitre 3

Soit K un corps muni d'une valuation discrete, complet et de caractéristique
0. Soit 7k une uniformisante de K. Soit A/K une variété abélienne de dimension
g. Le noyau de I'application de réduction

A (K) = Ker(A(K) — Ai(k))

est un groupe formel commutatif sur Ok dont on note la loi F'. On s’intéresse
dans ce chapitre a déterminer le plus grand voisinage mx-adique de 'origine 0
dans A;(K) qui soit analytiquement isomorphe au polydisque (mxQOf)? muni de
sa structure de groupe additif usuelle. On dispose de I'application logarithme

IOgF : Al(K) — (WKOK)Q

qui est un isomorphisme local. L’obstruction a I'existence de ’isomorphisme sou-
haité est 1’éventuelle non-trivialité du noyau de cette application. Or, celui-ci est
le sous-groupe des points de torsion de A;(K). Il suffit donc de pouvoir mesurer
les points de torsion du groupe formel. Dans le cas des courbes elliptiques, un
résultat de Serre utilisant les polygones de Newton permet de contrdler ces points
si la réduction est semi-abélienne (proposition 3.3.1). Si la réduction n’est pas
semi-abélienne, une étude de l'effet d’'un changement de base sur le groupe formel
permet de se ramener au cas précédent et fait apparaitre le conducteur de change-
ment de base de Chai et Yu dans la formule que 1'on obtient (proposition 3.3.4).
Nous n’avons pas pu étendre cette méthode au cas de la dimension supérieure.

Chapitre 4

Soit K un corps muni d’une valuation discrete et de caractéristique 0. Dans le
but d’approfondir le lien entre le modeéle de Néron d’une variété abélienne A/K et
son groupe formel, nous avons été amenés a étudier I'article [Fal08]. Dans celui-ci,
Faltings définit une notion plus souple de modele de Néron en ne demandant plus
que tous les points étales de A/ K s’étendent en des points de A/Of mais seulement
un certain sous-ensemble. De ce point de vue, tout schéma en groupe lisse, de type
fini et séparé sur Ok est un modele de Néron de sa fibre générique. On s’est
alors intéressé a 1’étude des modeles des groupes additif G, x/K et multiplicatif
Gum.x /K et plus précisément aux possibilités pour le groupe des composantes de
tels modeles. Dans les démonstrations, on donne un procédé basé sur la notion
de dilatation permettant d’obtenir toutes ces possibilités selon la caractéristique
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résiduelle et le type de réduction (propositions 4.2.1, 4.2.3, 4.3.1 et 4.3.2). Pour
finir, on donne une borne pour le rang de la partie p-primaire du groupe des
composantes géométriquement connexes de tels modeles dans le cas ou K est une
extension finie du corps des nombres p-adiques Q, (propositions 4.4.3 et 4.4.4).
Pour cela on montre que le groupe des composantes géométriquement connexes
d’un modele s’injecte dans celui du modéle obtenu a partir de G, 0, ou G, 0, €en
dilatant tous les points rationnels de la fibre spéciale un certain nombre de fois.

Chapitre 5

Ce dernier chapitre est assez disjoint des précédents et concerne la notion de
conducteur efficace d’une courbe C/K introduite par Liu et Saito dans [LS00].
Les auteurs ont montré que, si la fibre spéciale du modele propre régulier mini-
mal de C'/K n’est pas une fibre multiple, alors ce conducteur efficace est borné
par le conducteur d’Artin. Dans le cas d’une courbe elliptique d’'un type de ré-
duction donné, ils obtiennent un encadrement du conducteur efficace en fonction
du conducteur d’Artin. On montre ici que cet encadrement est optimal et que le
conducteur efficace ne peut pas s’exprimer uniquement en fonction du conducteur
d’Artin (proposition 5.3).
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Chapitre 1
Prérequis

Le but de ce chapitre est d’introduire les objets nécessaires a la lecture de cette
these et de fixer leur notation. Il ne contient pas de résultat original et tres peu de
démonstrations mais des références vers la littérature.

1.1 Restriction de Weil

Pour plus de détails on pourra consulter [BLR90, Section 7.6].

Définition 1.1.1. Soit S” — S un morphisme de schémas. Soit X’ un schéma sur
S’. On appelle restriction de Weil de X' selon le morphisme S’ — S, et on note
Resg/g X', le schéma sur S représentant le foncteur sur les schémas sur S défini

par
T HOIDS/(T Xs S/, X/),

si il existe.

Théoréme 1.1.2. Si X'/S’ est quasi-projectif et si S" — S est fini et localement
libre alors Resg;g X' existe.

On se place dans les conditions du théoreme pour la suite du paragraphe.
A partir de I'isomorphisme

Homg (T, Resgr/s X') = Homg/ (T x5 5', X')

on obtient deux morphismes importants. En considérant le morphisme identité sur
Resg/ /g X' on obtient un morphisme

(ReSS//SX,) Xg S/ —)X/. (11)



2 Chapitre 1 : Prérequis

De méme, en considérant le morphisme identité sur X' = X xg.5’, ou X est
un schéma sur S, on obtient un morphisme

X — RGSS//S(X Xs S/) (12)

De plus, ce morphisme est une immersion fermée.
La notion de restriction de Weil est fonctorielle et commute au produit fibré.
Ainsi la restriction de Weil d’un schéma en groupes est aussi un schéma en groupes.
Enfin, la notion de restriction de Weil commute avec le changement de base
au sens suivant. Si 7' — S est un morphisme de changement de base et si on écrit
T' =T xg S alors pour tout schéma X’/S’ on a un isomorphisme canonique

RGST//T(X/ X g7 T/) = (ReSS//S X/) Xg T.

Soit K un corps et soit L /K une extension finie séparable de degré d. Soit X/L
une variété quasi-projective de dimension g. La restriction de Weil Resy/x X de X
selon 'extension L/K est une variété quasi-projective de dimension d - g. De plus,
pour toute extension galoisienne M /K contenant L on a

(ResL/KX) XKMgHU(X X M)

ou le produit est indexé par les K-plongements o : L — M.

Si X = SpecL[zy,...,2,]/(f1,..., fm) est affine, alors la variété Resp x X
peut étre décrite explicitement. Soit eq, ..., e4 une base de L sur K. On écrit, pour
tout i € {1,...,n},

d
xT; = Z yijej.
j=1
En remplagant les z; dans chaque f, pour tout k£ € {1,...,m}, on obtient
fe(we, .. 2n) = Fraer + - + Fiqeq,
avec Fj,, un polyndéme de Kly;;|. Alors, on a
Resp/x X = Spec K[yij]/(Fl.e)-

Exemple 1.1.3. Soient K = Q et L = Q(\/;l) une extension quadratique de K.
On considere G, 1, = Spec L[z, y]/(zy — 1). En posant

Tr=x + xg\/a,

y =y +y2Vd,
on obtient

(2131 + drayo — 1) + (212 + 2291)Vd = 0.

Ainsi, Resy /i G, a pour variété sous-jacente la surface dans A‘}( définie par les
équations
T1y1 + drgys — 1 =0,
T1Y2 + x2y1 = 0.



1.2 Groupes algébriques commutatifs 3

1.2 Groupes algébriques commutatifs

Soit K un corps. On note K* une cloture séparable de K, I'x = Gal(K*®/K) le
groupe de Galois absolu de K et K une cloture algébrique de K.

Définition 1.2.1. Un groupe algébrique G /K est un schéma en groupes lisse sur
K.

Remarque 1.2.2. Un groupe algébrique G /K est automatiquement séparé comme
schéma.

Proposition 1.2.3. Soit G/K un groupe algébrique. Alors, on a une suite exacte
0—=G"—= G —m(G)—=0

ou G° est la composante connexe de G contenant 0 et wo(G) est un schéma en
groupes étale sur K.

Définition 1.2.4. On appelle 7o(G) le groupe des composantes de G/ K.

Remarque 1.2.5. Un groupe algébrique connexe G/ K est automatiquement de type
fini et géométriquement integre.

On distingue deux types de groupes algébriques.

Définition 1.2.6. On appelle
(1) groupe algébrique linéaire un groupe algébrique affine,

(2) wariété abélienne un groupe algébrique connexe propre.

La terminologie linéaire vient du fait que les groupes algébriques affines corres-
pondent aux sous-groupes algébriques fermés de GL(n)/K. La terminologie abé-
lienne vient du fait que les groupes algébriques connexes propres sont automati-
quement commutatifs.

Deux exemples fondamentaux de groupes algébriques linéaires sont les groupes
unipotents et les tores.

Définition 1.2.7. Soit G/K un groupe algébrique. On dit que G /K est unipotent
si Gr/K admet une suite de composition dont les quotients successifs sont iso-
morphes a des sous-groupes algébriques de G, /K.

Les groupes unipotents correspondent aux sous-groupes algébriques fermés du
groupe U(n)/K formé des matrices triangulaires supérieures avec 1 sur la diago-
nale.
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Définition 1.2.8. Soit G/K un groupe algébrique. On dit que G/K est un tore
si Ggs/K?® est isomorphe a un produit de copies de G,, gs/K?®. Un tore est dit
déployé s'il est isomorphe & un produit de copies de G, /K.

On donne maintenant trois exemples de tores qui apparaitront dans le chapitre
suivant. Soit L/K une extension finie séparable de degré d.

Exemple 1.2.9. Soit T'/L un tore de dimension g. Alors, la restriction de Weil
(Resr/x T)/K est un tore de dimension d - g.

Exemple 1.2.10. On dispose d'une application de norme

Normp ;g
Resp/k G — Gox

dont la construction est analogue a celle utlisée dans la démonstration de [ELL96,
Theorem 1] pour les variétés abéliennes. Le noyau de cette application est un tore
qui sera appelé tore de norme de l'extension L/K et noté Res};/K Gyp,z- C'est un
tore de dimension d — 1. On a

(Resy i Gm,2)(K) = {z € L* | Normp () = 1}.
Exemple 1.2.11. Le quotient de I'immersion fermée (1.2)
G,k — Respx G 1
est un tore qui sera appelé tore quotient. C’est un tore de dimension d — 1.

Pour étudier les tores, on introduit la notion de caractere.

Définition 1.2.12. Soit 7'/ K un tore. On définit le groupe des caractéres de T'/ K
comme
X(T) = HOmKs (TKS, GmJ(s).

Si T/K est de dimension n, alors X (T') est un groupe abélien libre de rang n
muni d’'une action de I'k. L’importance du groupe des caracteres réside dans le
théoréme suivant.

Théoreme 1.2.13. On a une équivalence de catégories

{Tores/ K} <« {Groupes abéliens libres de rang fini avec action de 'k}
T — X(T)

Exemple 1.2.14. Soit L /K une extension finie séparable et soit M /K sa cloture
galoisienne. Soient I' = Gal(M/K) et A = Gal(M/L). Le groupe des caracteres
du tore Resy i G, 1, est le module de permutation Z [I'/A].
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Exemple 1.2.15. Avec les notations de I’exemple précédent, soit {d1,...,d,} une
base de Z[I'/A]. Le groupe des caractéres du tore de norme Resj /i G,z est le

conoyau du morphisme Z = Z [I'/A] définit par (1) =) ;.
i=1

Exemple 1.2.16. Avec les notations des exemples précédents, le groupe des carac-
teres du tore quotient (Resy/x Gyn,1)/Gm, i est le noyau du morphisme Z [I'/A] =
7, définit par r (Z mi5i> = Zmi.

i=1

i=1

Remarque 1.2.17. On peut montrer que le groupe des caracteres du tore quotient
est isomorphe au dual du groupe des caracteres du tore de norme de I’extension
L/K (voir [LLO1, Lemma 4.1]). On dit que le tore quotient (Resi/x Gm,)/Gp,x
est le tore dual du tore de norme Res} 1k Gm,L-

Ces exemples fondamentaux de groupes algébriques sont en fait les briques
de base de la théorie. En effet, la structure des groupes algébriques commutatifs
connexes sur un corps parfait est donnée par le théoreme suivant di a Claude

Chevalley.

Théoréme 1.2.18 (Chevalley).

Soit K un corps parfait et soit G/K un groupe algébrique (lisse) commutatif
connexe. Il existe une unique suite evacte

0O—-H—=G—-A—=0
ot H/K est un groupe linéaire et A/K une variété abélienne.

De plus, un groupe algébrique linéaire connexe commutatif H/K peut étre
décomposé comme le produit direct d’un groupe unipotent U/K par un tore T/ K.
On termine ce paragraphe sur la définition d’un objet central de cette these.

Définition 1.2.19. On dira qu’'un groupe algébrique G//K est une variété semi-
abélienne si c’est une extension d’une variété abélienne par un tore.

1.3 Courbes algébriques
Soit K un corps. Soit C/K une courbe (variété algébrique de dimension 1)

projective. On note Pic’(C) le sous-groupe de Pic(C) formé des classes de faisceaux
inversibles sur C' de degré 0.
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Théoréme 1.3.1. Soit C/K une courbe projective lisse géométriquement conneze
de genre g. Alors, il existe une variété abélienne J/K de dimension g telle que
pour toute extension L/K on a un morphisme injectif

Pic’(Cp) < J(L)
qui est un isomorphisme si C'(L) # 0.

Définition 1.3.2. On appelle J/K la variété jacobienne de C/K, aussi notée
Jac(C) /K.

On considere maintenant le cas particulier des courbes de genre 1.

Définition 1.3.3. Une courbe elliptique E /K est une courbe projective lisse géo-
métriquement connexe de genre 1 munie d'un point rationnel 0 € E(K).

Le théoreme suivant fournit d’autres définitions parfois utilisées des courbes
elliptiques.

Théoreme 1.3.4. On a une bijection entre les classes d’isomorphisme des objets
sutvants :
(1) courbes elliptiques sur K,
(2) variétés abéliennes de dimension 1 sur K,
(3) courbes projectives lisses sur K, isomorphes d une sous-variété fermée de P2
définie par une équation de Weierstrass
y2z + azyz + a3x22 =3 -+ a2x2z —+ a4xz2 -+ a6z3 (1.3)
avec le point rationnel privilégié (0:1:0).

Démonstration. La démonstration repose sur le théoreme de Riemann-Roch et le
fait qu’'une courbe elliptique est canoniquement isomorphe a sa variété jacobienne.
m

On rappelle les définitions des quantités suivantes associées a une équation de
Weierstrass (1.3) :

bg = a% + 4&2
b4 = 2@4 + aqas
b@ = Gg + 4@6
bs = atag + dasag — ajazay + asa’ — ai
2 (1.4)

Cg — —b% + 36b2b4 — 216b6
A = —b2bg — 8b3 — 27b2 + Obybabg
J(B) = ci/A

Le fait qu’une courbe définie par une équation de Weierstrass soit lisse s’exprime
par la non nullité du discriminant A.
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1.4 Réduction des variétés algébriques

Soit K un corps muni d’une valuation discrete. Soit O 'anneau des entiers de
K. La théorie de la réduction s’intéresse a étendre une variété algébrique V/K en
un schéma V /O qui possede de bonnes propriétés. La réduction de V/K est alors
la fibre de V/Ok au dessus du point fermé de Spec O. On dispose de modéles
tres intéressants dans le cas ot V/K est une courbe projective lisse ou une variété
semi-abélienne.

1.4.1 Reéduction des variétés semi-abéliennes

En général, on ne peut pas étendre une variété abélienne sur K en un schéma
propre et lisse sur Ok. En relachant 'hypothese de propreté on obtient la notion
de modele de Néron.

Définition 1.4.1. Soit G/K un groupe algébrique commutatif. Un modéle de
Néron de G/ K est un schéma lisse et séparé G/Ox muni d'un isomorphisme G X,
K — G tel que, pour tout schéma lisse X/Ok, 'application canonique

Homop, (X,G) — Homg (X xp, K, G)
est une bijection.

Remarque 1.4.2. La propriété universelle ci-dessus est appelée propriété de Néron.
Elle implique qu'un modele de Néron, s’il existe, est unique a unique isomorphisme
pres. Elle implique aussi que la structure de groupe algébrique commutatif sur G /K
s’étend en une structure de schéma en groupes commutatif sur G/Ok.

Le théoreme suivant est du a André Néron dans le cas abélien et Michel Ray-
naud pour la généralisation (voir [BLR90, Theorem 10.2.2]).

Théoréme 1.4.3. Toute variété semi-abélienne G/ K admet un modéle de Néron.

Contrairement aux modeles de Néron des variétés abéliennes, les modeles de
Néron des variétés semi-abéliennes ne sont en général pas de type fini mais seule-
ment localement de type fini. Par exemple le modele de Néron de G, /K dont la
construction est donné dans [BLR90, Example 10.1.5] n’est pas de type fini. Ainsi
on rencontre parfois la notation modéle de Néron Ift pour préciser qu’il s’agit d’une
extension de la notion définie par André Néron. Dans la suite, on ne fera pas la
distinction.

Soit k le corps résiduel de K que I'on suppose algébriquement clos. Soit G/ K
une variété semi-abélienne et soit G/Of son modele de Néron. On définit la fibre
spéciale de G/ K par

Gr =G xo, k.
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On a une suite exacte
0—G)— G — ®G)—0

olt GY/k est la composante connexe de Gi/k qui contient 0 et ®(G) est le groupe
des composantes de Gy /k. Dans la suite, on identifiera ®(G) avec le groupe abélien
de type fini ®(G)(k). On note que le morphisme de spécialisation

G(K) = G(0Ok) — Gi(k)

induit un isomorphisme

G(K)/G"(Ok) = 2(G)

lorsque K est hensélien.
Comme G /k est un groupe algébrique commutatif connexe, il existe une unique
suite exacte
0UxT—=G)—-A—=0

ou U/k est un groupe algébrique unipotent, 7'/k est un tore et A/k est une variété
abélienne. Ceci permet d’attacher certains entiers a la variété semi-abélienne G/ K.

Définition 1.4.4. Soit G/ K une variété semi-abélienne et soit G/Ok son modele
de Néron. On définit les rangs unipotent ug, torique tx et abélien ax de G/K
comme étant les dimensions de U/k, T/k et A/k respectivement dans la suite
exacte ci-dessus.

Le cas particulier ou la partie unipotente est triviale joue un réle important.

Définition 1.4.5. Soit G/ K une variété semi-abélienne et soit G/O son modele
de Néron. On dira que G/K a réduction semi-abélienne si GY/k est une variété
semi-abélienne, i.e. si ug = 0.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.4.6. [HN10, Proposition 4.1]

Soit G/ K wune variété semi-abélienne. Soient Gy /K et G,/ K les parties to-
rique et abélienne de G /K respectivement. Alors, G/ K a réduction semi-abélienne
si et seulement si G, /K a réduction semi-abélienne et Gy, /K est déployé.

On fixe K* une cloture séparable de K et on note I'x = Gal(K*®/K) le groupe
de Galois absolu de K. Le théoreme suivant est di a Alexandre Grothendieck dans
le cas abélien (voir [SGAT7, Théoreme 1X.3.6] et [HN16, Theorem 2.3.6.5 (2)]).

Théoréme 1.4.7 (Théoréme de réduction semi-stable).

On suppose que K est hensélien. Soit G/ K une variété semi-abélienne. Il existe
une unique extension finie minimale L de K dans K*® telle que G X g L ait réduction
semi-abélienne. De plus, l'extension L/K est une extension galoisienne.
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De plus, on dispose d’un critere galoisien de réduction semi-stable. On rappelle
que le module de Tate de G/ K est défini par

T/(G) = lim G(K*)[¢"

ou G(K?*)[¢("] désigne le sous-groupe de ¢"-torsion de G(K*).

Théoréme 1.4.8. [HN16, Theorem 2.5.6.5 (1)]
La variété semi-abélienne G /K a réduction semi-stable si et seulement si ’ac-
tion de I'c sur le module de Tate Ty(G) est unipotente.

Remarque 1.4.9. La formation des modeles de Néron ne commute pas au change-
ment de base. Soit O;, un anneau de valuation discrete dominant O et soit L
son corps des fractions. On note G’'/Or, le modele de Néron de G, = G xk L.
Comme G X, Oy est lisse, la propriété de Néron implique 'existence d’un unique
morphisme

h:Gxo, O — G

qui étend l'isomorphisme canonique entre les fibres génériques. En général, il est
difficile de décrire les propriétés de ce morphisme. Par contre, si G/K a réduction
semi-abélienne alors A est une immersion ouverte et donc induit un isomorphisme
entre les composantes neutres (voir [SGA7, Corollaire 1X.3.3]). Enfin, on notera
que le morphisme h induit dans tous les cas un morphisme entre les groupes des
composantes

1.4.2 Réduction des courbes algébriques

Définition 1.4.10. Soit C'/K une courbe projective, lisse et connexe. Un modéle
de C/K est un schéma propre et plat C/Og muni d’un isomorphisme C xp,. K —
C.

Etant donnée une courbe algébrique C'/K, il existe de nombreux modeles
C/Ok. Dans la suite, on s’intéressera en particulier aux modeles réguliers et a
croisements normaux. On rappelle la définition de ces derniers.

Définition 1.4.11. On dit qu'un modele C/Ok de C/K est a croisements nor-
maux si C/Of est régulier et si la fibre spéciale Ci,/k est un diviseur a croisements
normaux de C/Ok.

A Tintérieur de ces classes de modeles, il en existe des canoniques qui sont les
modeles minimaux. On renvoie a [Liu02, §9.3] pour un exposé détaillé de la théorie
des modeles minimaux. On dispose du résultat suivant.
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Théoréme 1.4.12. Soit C'/K wune courbe projective, lisse et connexe de genre
g > 1. Alors, C/K admet unique modéle minimal régulier et un unique modéle
minimal a croisements normaud.

Soit E'/ K une courbe elliptique. Alors, /K admet un modéle minimal régulier
C/Ok en tant que courbe algébrique ainsi qu'un modeéle de Néron £/Of en tant
que variété abélienne. Il existe un lien entre ces deux modeles donné par le théoreme
suivant.

Théoréme 1.4.13. Le modéle de Néron £/Ok de E/K est isomorphe au sous-
schéma ouvert des points lisses de C/O.

Pour terminer ce paragraphe, on mentionnera le fait que les fibres spéciales des
modeles minimaux réguliers des courbes elliptiques se répartissent en un nombre
fini de types selon la classification de Kodaira-Néron. On trouvera dans [Sil94,
page 365] un tableau dans lequel sont regroupés les différents types de réduction
avec notamment leurs symboles et le groupe des composantes du modele de Néron
correspondant. Quant aux courbes de genre supérieur, on leur associe une donnée
combinatoire de la fagon suivante. Soit X/K une courbe projective lisse et connexe
de genre g > 2. Soit X'/Ok un modele régulier de X /K. Soit

n

=1

la décomposition de A} comme diviseur. Soit Kx /0, un diviseur canonique sur X.
On pose

ki = Kxjo, - i

pour ¢ € {1,...,n}. Enfin, on note M = (I'; - I';)1<i j<n la matrice d’intersection
de Xj. On appelle type la donnée

(di,....dp, k1, ... kn, M).
On a alors les résultats suivant dus a Michael Artin et Gayn Winters.

Théoréme 1.4.14. [AW71, Theorem 1.6]

Pour un genre g > 2 fixé, il n’existe qu’un nombre fini de types sans diviseur
exceptionnel a un nombre fini de chaines de (—2)-courbes pres.

Corollaire 1.4.15. [AW71, Corollary 1.7]
Les multiplicités d; sont bornées par une fonction de g.
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1.5 Conducteurs d’Artin et de Swan

On associe a une variété semi-abélienne ou a une courbe algébrique des conduc-
teurs d’Artin et de Swan que l'on définit dans un premier temps dans le contexte
plus général des représentations galoisiennes ¢-adiques.

1.5.1 Définitions générales

On suit la présentation de [Ser85, §2.1]. Soit K un corps muni d’une valuation
discrete. Soit k le corps résiduel de K supposé algébriquement clos de caractéris-
tique p > 0. On fixe K*® une cloture séparable de K. On notera 'y = Gal(K*/K)
le groupe de Galois absolu de K. Soit £ un nombre premier différent de p. Soit V'
un Q-espace vectoriel de dimension finie et soit

p: FK — Aut(V)
une représentation f-adique de ' dans V.

Définition 1.5.1. On pose
e(V) = dim(V) — dim(V'x).

On suppose dans la suite qu’il existe une extension finie galoisienne L/K dans
K* telle que 'action de I';, sur V' soit unipotente. Pour tout entier n > 0, on définit
V,, comme lensemble des z € V tels que (p(o) — 1)"(z) = 0 pour tout o € I'y. Si
I’on pose
Gr(V) = @ Via1/Va,

n>0

alors 'k agit sur Gr(V') par I'intermédiaire du groupe fini

On en déduit que, si 0 € T'k, la trace de p(c) dans V' ne dépend que de I'image
de o dans I'. On obtient ainsi une fonction

Tl"p = @g.
Soit 7w, une uniformisante de L et soit vy la valuation sur L normalisée par
vp(mp) = 1. On définit une fonction br : I' — Z, appelée caractére de Swan,
par

br(c)=1—wvr(o(ry) — 7)), sioc#1,

br(l) = — Z br(O’).

o#1
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Définition 1.5.2. Le conducteur de Swan de V' est défini comme le produit scalaire

S(V) =171 D Try()br (7).

~yel

Le conducteur de Swan est un entier > 0. Il est égal a 0 si et seulement si
laction de ' sur Gr(V') est modérée, i.e. si p = 0 ou (dans le cas p > 0) si le
p-Sylow de 'k agit trivialement sur Gr(V'). Cette derniere condition signifie que
le p-Sylow de I'k opére de fagcon unipotente sur V.

Définition 1.5.3. On définit ’exposant du conducteur d’Artin de V' par
fV) =e(V)+4(V).

Dans la suite, on parlera simplement de conducteur d’Artin.

1.5.2 Cas des variétés semi-abéliennes

Soit G/ K une variété semi-abélienne. Soit T;(G) le module de Tate de G/K
et soit Vi(G) = T(G) ®z, Q,. L’action de 'k sur T;(G) fournit une représentation
l-adique

p: T — Aut(Vi(Q@)).

Soient G,/ K et G,/ K les parties torique et abélienne de G/ K respectivement. Il
existe une extension finie galoisienne L/K dans K* telle que I'j, agit trivialement
sur Ty(Gior) et de fagon unipotente sur Ty(Gyp) (d’apres le théoréeme de monodromie
[SGA7, Théoreme 1.1.2] et le fait que Vy(Gyp) est isomorphe au dual du premier
groupe de cohomologie étale (-adique de Gy, Xk K*). On a une suite exacte

0— Tg(Gtor) — Tg(G) — Tg(Gab) — 0.

Ainsi, ', agit de fagon unipotente sur Vy(G). On peut donc définir (V;(G)),
d(Ve(@)) et f(Vi(G)). De plus, on peut montrer que (Vy(G)), §(Vi(G)) et f(Vi(G))
sont indépendants du choix de /.

Définition 1.5.4. Soit G/K une variété semi-abélienne. On pose
e(G/K) = e(Vi(G)),
o(G/K) = o(Ve(@)),
F(G/EK) = fF(Vi(@)),

pour un nombre premier ¢ différent de p. On dira que f(G/K) est le conducteur
d’Artin de G/ K et que 6(G/K) est le conducteur de Swan de G/K.
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D’apres le criteére de réduction semi-abélienne, le conducteur de Swan 6(G/K)
est égal a 0 si et seulement si G/K obtient réduction semi-abélienne apres une
extension finie modérément ramifiée L/K. Dans ce cas, on dira que G/K est une
variété semi-abélienne modérément ramifiée.

Remarque 1.5.5. Soit T'/K un tore. Soit £ un nombre premier différent de p. L’éva-
luation des caracteres de 7'/K induit un isomorphisme galoisien entre 7" [("] (K*)
et Hom(X(T") /(" X(T),G,, [¢"] (K*)). Il s’ensuit que, sous nos hypotheses sur K,
le module de Tate T;(T) est isomorphe, en tant que module galoisien, au dual de
X(T) ®z Zy. Ainsi, on a §(T/K) = 6(X(T) ®2 Q) et f(T/K) = f(X(T) @z Q).
Le groupe des caractéres permet donc de calculer les conducteurs d’Artin et de
Swan de T/ K.

Dans le cas abélien on dispose des résultats suivants.

Proposition 1.5.6. [SGA7, §IV.}]

Soit A/K une variété abélienne. Soient ug et tx les rang unipotent et torique

de A/K. On a

Proposition 1.5.7. [ST68, Corollary 2.2]
Soit A/K une variété abélienne de dimension g. Sip > 2g + 1 alors

S(A/K) = 0.

Soit /K une courbe elliptique. Soit 7k une uniformisante de K et soit vg
la valuation sur K normalisée par vg(mgk) = 1. La formule de Ogg-Saito relie
la valuation du discriminant minimal de E/K, le conducteur d’Artin de E/K et
le nombre de composantes irréductibles dans la fibre spéciale du modele propre
minimal régulier de E/K. Elle a été démontrée par Ogg ([Ogg67, Theorem 2]) par
une analyse cas par cas excepté pour un corps K de caractéristique mixte (0, 2),
puis en général par Saito ([Sai88, Corollary 2]|) comme cas particulier d’un résultat
sur les courbes de genre g > 1.

Théoréme 1.5.8 (Formule de Ogg-Saito).

Soit E/K une courbe elliptique. Soient A le discriminant minimal de E/K et
m le nombre de composantes irréductibles (géométriques) dans la fibre spéciale du
modele minimal réqulier de E/K. On a

vi(A) = F(BJK) +m — 1.
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1.5.3 Cas des courbes algébriques

Soit C'/K une courbe projective, lisse et géométriquement connexe. On note
H'Y(Cks,Qy) le premier groupe de cohomologie étale f-adique de C. L’action de
g sur H'(Cks, Q) fournit une représentation f-adique

J FK — Aut(Hl(CKs,@g)).

Il existe une extension finie galoisienne L/K dans K* telle que I';, agisse de fagon
unipotente sur H'(Cgs, Q) (d’apres le théoréme de monodromie [SGA7, Théoréme
1.1.2]). On peut donc définir e(H'(Cks,Qp)), 6(H (Cks,Qy)) et f(H(Cks,Qy)).

De plus, on peut montrer que ces entiers sont indépendants du choix de ¢ # p.

Définition 1.5.9. Soit C'/K une courbe projective, lisse et géométriquement
connexe. On pose

e(C/K) = e(H (Ck+, Q)),

o(C/K) = 6(H' (Cks, Qr)),

f(C/K) = f(H'(Cks,Qu)),

pour un nombre premier ¢ différent de p. On dira que f(C/K) est le conducteur
d’Artin de C'/K et que 6(C/K) est le conducteur de Swan de G/ K.

Remarque 1.5.10. On considére C'//K une courbe projective, lisse et géométrique-
ment connexe. Soit J = Jac(C)/K la variété jacobienne de C/K. Il découle des
isomorphismes

Hl(CKsan) = Hl(JstQZ)

et
H' (Jgs, Qo) = Vi(J)Y

que §(C/K) =6(J/K) et f(C/K) = f(J/K). Les conducteurs d’Artin et de Swan
d’une courbe algébrique peuvent donc étre calculés via sa variété jacobienne.

1.6 Uniformisation non-archimédienne

Soit K un corps muni d’une valuation discrete vg. On suppose que K est
complet.

Définition 1.6.1. Soit G/K une variété semi-abélienne. On dit qu'un sous-groupe
analytique rigide fermé A C G est un réseau s’il existe une extension finie séparable
L/K telle que Ay /L est isomorphe au groupe constant Z?, o d est la dimension de
la partie torique de G/K. On dit quun réseau A/K est déployé si c’est un groupe
constant sur K.
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Soit A/K une variété abélienne. Alors, A/K admet une uniformisation non-
archimédienne au sens suivant (voir [BX96, Theorem 1.2]). Il existe une variété
semi-abélienne G/K et un réseau A/K dans G/K tels qu'il existe une suite exacte
de groupes analytiques rigides

0—>A—-G—-A—0
et que G/ K soit une extension algébrique
0—-T—-G—B—0

d’une variété abélienne B/K qui a potentiellement bonne réduction par un tore
T/K.

Remarque 1.6.2. Soit L/K une extension finie séparable. Alors, A/K obtient ré-
duction semi-abélienne sur L si et seulement si la variété abélienne B/K obtient
bonne réduction sur L et le tore T/K et le réseau A/K sont déployés par une
extension non ramifiée de L.

Exemple 1.6.3. On renvoie a [Sil94, Section 5.3] pour les détails. Soit ¢ € K* tel
que v (g) > 0. On consideére la courbe elliptique

Eq:y2+xy:x3+a4x+a6

dont les coefficients sont donnés par les formules

CL4:—5Z

n>1

niqn 1 (Tn® + 5n3)q"
g =——7) ————.
1—g¢v °7 12 1—qn

n>1

La courbe E, est appelé courbe de Tate. L'uniformisation non-archimédienne de
E, est donnée par une suite exacte

0—¢" = Gux— E,—0.

1.7 Groupes formels

On utilisera un point de vue assez naif sans vraiment parler de géométries
formelle ou analytique rigide.

1.7.1 Définitions et premieres propriétés

Soit R un anneau commutatif unitaire.
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Définition 1.7.1. Un groupe formel de dimension n est un n-uplet de séries for-
melles

F(X,)Y)=(F(X,Y),...,F,(X,Y)),
ou F;(X,Y) € R[[X3,...,X,,Y1,...,Y,]], tel que, pour tout 7 € {1,...,n}, on ait

Fi(X,)Y) =X, + Y, + (termes de degré > 2),
F,(X,F(Y,Z)) = F,(F(X,Y),Z) (associativité).

On dira que le groupe formel est commutatif si pour tout ¢ € {1,...,n} on a
Fi(X,Y)=F,(Y,X) (commutativité).

Théoréme 1.7.2 (Théoreme des fonctions implicites formel).
Soit F(X,Y) € R[[Xy,..., X, Y1,...,Yo]]" un n-uplet de séries formelles sans
terme constant et tel que la matrice jacobienne partielle J définie par

F(X,Y)=JY mod (Xy,..., X, termes de degré > 2)

soit inversible. Alors, il existe un unique n-uplet de séries formelles f(X) €
R[[ X1, ..., X" tel que
F(X, (X)) =0.

Ainsi, étant donné un groupe formel F(X,Y’), il existe un unique n-uplet de
séries formelles ¢(X) en n indéterminées et sans terme constant tel que

F(X, (X)) =0 = F(«(X), X).

Le n-uplet +(X) s’interpréte comme ’élément symétrique de X. Ainsi, un groupe
formel est en quelque sorte une loi de groupe sans ensemble sous-jacent.

Exemple 1.7.3. Le groupe formel additif de dimension n est donné par
GMX,Y)=X+Y.

Exemple 1.7.4. Le groupe formel multiplicatif de dimension 1 est donné par

A

Gn(X,)Y)=X+Y+XY=(14+X)(14+Y) -1

Définition 1.7.5. Soient F'(X,Y’) un groupe formel de dimension n et G(X,Y)
un groupe formel de dimension m. Un morphisme

F(X,Y) = GX,Y)

est un m-uplet de séries formelles f(X) en n indéterminées et sans terme constant
tel que

(X, Y)) = G(f(X), f(Y)).
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Définition 1.7.6. Un morphisme f(X) : F(X,Y) — G(X,Y) est un isomor-
phisme §'il existe un morphisme ¢g(X) : G(X,Y) — F(X,Y) tel que

flg(X)) = X,
9(f(X)) = X.

Théoréme 1.7.7 (Théoreme d’inversion locale formel).
Soient F(X,Y') un groupe formel de dimension n et G(X,Y) un groupe formel
de dimension m. Un morphisme

f(X): F(X)Y)— GX,Y)
est un isomorphisme si et seulement si la matrice jacobienne J définie par
f(X) = JX mod (termes de degré > 2)

est inversible.

Définition 1.7.8. On dira qu’un isomorphisme est strict si la matrice jacobienne
J est égale a [,,.

Exemple 1.7.9. On considére les groupes formels G,(X,Y) et G,,(X,Y) sur Q
et les séries formelles

Xn
exp(X) = —_,
=1 n!
n+1Xn
n>1

Alors, exp(X) : G (X,Y) = Gn(X,Y) et log(l + X) : Gn(X,Y) — G (X,Y)
définissent des isomorphismes stricts inverses I’'un de 'autre.

Définition 1.7.10. Soit F/(X,Y) un groupe formel commutatif. Pour tout n € Z
on définit un morphisme

n](X): F(X,Y) = F(X,Y),

appelé multiplication par n, par récurrence via [0],(X) = 0, [n+ 1], (X) =
F(ln]p (X), X) et [n —1]p (X) = F([n]p (X), «(X)).

Lemme 1.7.11. Soit F(X,Y) un groupe formel commutatif et soit n € Z, on a
n] - (X) = nX + (termes de degré > 2).

Corollaire 1.7.12. Le morphisme [n], (X) : F(X,Y) — F(X,Y) est un isomor-
phisme si et seulement sin € R*.
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Théoréme 1.7.13 (Q-théoreme).
Soit F(X,Y) un groupe formel commutatif de dimension n sur une Q-algébre
R. Alors, il existe un unique isomorphisme strict

logp(X): F(X,Y) = GMX,Y).
Démonstration. Voir [Haz78, Corollary 11.1.6]. O

Définition 1.7.14. On appelle la série formelle log,(X) le logarithme du groupe
formel F(X,Y). La série formelle inverse est appelée 1’ezponentielle du groupe
formel F(X,Y") et notée expp(X).

Plus généralement, si F'(X,Y") est un groupe formel commutatif de dimension n
sur un anneau R de caractéristique 0, alors log;(X) désigne 'unique série formelle
f(X) a coeflicients dans R ®z Q telle que f(X) = X + (termes de degré > 2) et

F(X,Y) = fH(A(X) + f(Y).

Exemple 1.7.15. Les séries formelles log(1+X) et exp(X) de I'exemple ci-dessus
sont les séries logarithme et exponentielle du groupe formel multiplicatif G,,(X,Y")

sur Q.

1.7.2 Groupe associé a un groupe formel

Soit R un anneau local complet. Soit m son idéal maximal et soit kK = R/m son
corps résiduel. Soit F'(X,Y) un groupe formel de dimension n sur R.

Définition 1.7.16. Le groupe associé a F(X,Y), noté F(m), est constitué de
I’ensemble m™ muni de la loi

(1, oy @n) +F Wy Un) = F(X1, ooy Ty Y1y - ooy Yn)-

Cette loi est bien définie puisque les séries convergent sur m” et elle munit
I’ensemble m™ d’une structure de groupe. Si de plus le groupe formel est commutatif
alors F'(m) est un groupe abélien.

Exemple 1.7.17. Le groupe additif GZ (m) est simplement le groupe m™ muni de
I’addition induite par ’addition sur R.

Exemple 1.7.18. Le groupe multiplicatif G,,(m) est isomorphe au groupe 14 m
muni de la multiplication induite par la multiplication sur R.

On suppose dans la suite que les groupes formels sont commutatifs et on s’in-
téresse aux éléments de torsion dans les groupes abéliens associés.
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Proposition 1.7.19. Soit p > 0 la caractéristique de k. Alors, un élément de
torsion de F(m) est d’ordre une puissance de p si p > 0 et trivial si p = 0.

Démonstration. 1l suffit de montrer que F'(m) ne contient pas d’élément de torsion
d’ordre premier a p. Soit m > 1 un entier premier a p. Soit z € F/(m) un élément
tel que [m], () = 0. Comme m est premier & p, m € R* et donc

m|p(X): F(X,Y) = F(X,Y)
est un isomorphisme. Cela induit un isomorphisme
m|p : F(m) = F(m).

En particulier, le noyau de cet isomorphisme est trivial et donc x = 0. D’ou le
résultat. O

On analyse maintenant plus précisément la torsion p-primaire dans le cas d’an-
neaux de valuation discrete. Pour cela, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 1.7.20. Soit F'(X,Y) un groupe formel sur une Zy)-algébre R, ot p est
un nombre premier. Alors, il existe des séries formelles go(X) et g1(X) telles que
go(X) = X + (termes de degré > 2), ¢1(0) =0 et

[p]p (X) = pgo(X) + g1 (XP).

Démonstration. Voir [Haz78, Remark 5.4.8] pour le cas de la dimension 1 qui se
généralise aux dimensions supérieures. m

Soit Ok un anneau de valuation discréte complet de caractéristique 0. Soit
7k une uniformisante de Ok et soit k = Ok /mx Ok son corps résiduel. Soit p la
caractéristique de k que 'on suppose > 0. Soit vk la valuation normalisée sur O
telle que vi (k) = 1. Le théoreme suivant généralise [Sil86, Theorem IV.6.1]. La
preuve est issue d'une version préliminaire de [CXO08].

Théoréme 1.7.21. Soit F(X,Y) un groupe formel sur Ok de dimension n. On

suppose que v = (z1,...,T,) € F(rgOk) est d’ordre exactement p™ pour un
certain entier m > 1. Alors, il existe un indice i € {1,...,n} tel que
vk (p)
ok (@) < oS

Démonstration. On remarque tout d’abord que pour toute série formelle f(X) €
Ok[[X]] sans terme constant et tout élément x € m™ on a

vie(f(2)) = inf {vg ()} .
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On va démontrer le théoreme par récurrence sur m.
Soit x # 0 tel que [p| () = 0. On peut supposer que vg(x1) < vg(z;) pour
tout i € {1,...,n}. Avec les notations du lemme précédent on a

0 = pgo(x) + g1 (2").
En considérant la premiere composante de cette égalité, on a
0=p(x1 + ho(x1,...,x)) + he(2f, ... 2b).
Or, on a vg(z1) < v (ho(zq,...,2,)) d'ou
v (hi (2, ... 2P)) = vk (p(x1 + ho(z1, ..., 20))) = v (pr1) = vr (D) + Vi (21).

D’autre part, on a
vic(ha(@r, - a7)) = inf o (a7) } = vre(21) = por (1),

On obtient ainsi
vk (p) = (p— Dok (z1),
ce qui démontre le résultat dans le cas m = 1.

On suppose que le résultat est vrai pour un entier m > 1. Soit = € F(m)
un élément d’ordre exactement p™*t!. Alors, I'élément y = [p|, (z) est d’ordre
exactement p™. On peut supposer que v (y1) < vk (y;) pour tout ¢ € {1,...,n}.
Par hypothese de récurrence, on a

v (p)

V() S —————.
( 1) pm _pm—l

Comme précédemment, on a

v(yr) > inf{og(hi(2f, ... 2P)), vk (p(z1 + ho(x1,. .., 2,)))}
> irilf{inf {vg (px;), v (2h)}} .

v
Comme vg(x;) > 1 et m > 1, il est impossible d’avoir Ki@il > v (px;).
— p -
Ainsi, pour un certain indice i € {1,...,n} on doit avoir
vk (p)
ot 2 (@),
ce qui acheve la démonstration. O

Exemple 1.7.22. Soit F(X,Y’) un groupe formel sur Z,. Si p > 3, alors F(pZ,)
n’a pas d’élément de torsion non trivial. Si p = 2, les éléments de torsion sont
d’ordre < 2 et par exemple —1 est d’ordre 2 dans G,,(2Z3) = 1 + 27Z,.



1.8 Dilatations 21

1.8 Dilatations

Pour plus de détails on pourra consulter [BLR90, Section 3.2]. Soit Ok un
anneau de valuation discréte. Soit mx une uniformisante de O et k = Ok /7O
son corps résiduel. Soit X/Ok un schéma de type fini et plat. Soit £ un sous-
schéma fermé de la fibre spéciale X défini par un faisceau d’idéaux Z C Ox.

Définition 1.8.1. Soit X — X l'éclatement de E dans X. On note 7/ = T - (’);
et on définit -
X' = {x € X | Z, est engendré par 7TK}

qui est un sous-schéma ouvert de X. On dit que X’ — X est la dilatation de E
dans X.

La dilatation X’ — X satisfait la propriété universelle suivante : pour tout
schéma Z /O plat, un morphisme Z — X se factorise par X’ — X si et seulement
si Z, — X, se factorise par E — Xj.

Si X = Spec A est affine et Z = (7, g1, . . ., gn) alors X’ est affine de fonctions

globales
A [91, L 9”} .
TK TK

Si X/Og est un schéma en groupes et si F/k est un sous-schéma en groupes
de Xy /k alors X'/Of est un schéma en groupes et le morphisme X’ — X est un
morphisme de schémas en groupes (voir [BLR90, Proposition 3.2.2 (d)]).

Si X/Ok est lisse et que le centre de la dilatation E/k est lisse, alors un calcul
local montre que la dilatation X’ de £ dans X est lisse sur Ok (voir [BLR9O,
Proposition 3.2.3]). De plus, X’ est égal au complémentaire dans X du transformé
strict de la fibre spéciale Xj.

Soit K le corps de fractions de Ok. La notion de dilatation va nous permettre
de décomposer les morphismes entre modeles de groupes algébriques sur K. Plus
précisément on a le résultat suivant.

Proposition 1.8.2. [LLR04, Corollary 2.3]

Soit f 1 F'— G un morphisme de schémas en groupes sur O lisses et de type
fini. On suppose que fi : Fx — G est un isomorphisme. Si f est séparé, alors
c’est la composée d’un nombre fini de dilatations de centres lisses sur k.

1.9 Faisceau des différentielles et faisceau cano-
nique

On renvoie a [Liu02, Section 6.4.2] pour plus de détails.
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Définition 1.9.1. Soient Y un schéma localement noethérien et f : X — Y un
morphisme quasi-projectif localement d’intersection compleéte. Soit i : X — Z une
immersion réguliere dans Z qui est lisse sur Y. Soit Z le faisceau d’idéaux qui
définit . On note Cx/z = i*Z/Z? le faisceau conormal de X dans Z et le/y le
faisceau des différentielles relatives de X sur Y. On définit le faisceau canonique
de X — Y comme étant le faisceau inversible

wxyy = det(Cx/z)” ®oy 1*(det Q).

Proposition 1.9.2. Soient Y un schéma localement noethérien et f : X — Y un
morphisme quasi-projectif localement d’intersection complete de dimension relative
virtuelle d > 0. On a un morphisme canonique

Cx/y . Q?(/Y — WX/Y
qui coincide avec l'identité sur le lieu lisse de f.

On peut décrire localement ce morphisme. Soit A un anneau noethérien. Soit
B = AlT\,...,T,]/I ou I est un idéal engendré par une suite réguliere Fy,..., F,
avec 7 < n. Le faisceau wgpec /spec 4 €5t engendré par

(FLA--ANF)Y @ (ATy A --- ANdT,) @ 15),

ot F est I'image de F; dans I/I?. On note t; 'image de T; dans B. On a un
morphisme canonique

c: Q%?Z - HO(SpeCB7WSpecB/SpecA)
tel que pour toute partie S = {j,11,...,jn} de {1,...,n} on a

c(dt; A Adt) =Ag - (Fy A AE)Y @ ((ATy A -+ AdT,) @ 1)

Jr+1

ol Ag est le déterminant de la matrice jacobienne (0F;/0T}); ; dans laquelle on a
retiré les colonnes j..1, ..., Jn-



Chapter 2

Splitting properties of the
reduction of semi-abelian varieties

This chapter is a slightly different version of the paper [Herl6| to appear in
International Journal of Number Theory.

2.1 Introduction

Let K be a complete discrete valuation field. Let mx be a uniformizing element
of K. Let vk be the discrete valuation on K normalized such that vy (mg) = 1.
Let Ok be the ring of integers. Let k be the residue field which we assume to be
algebraically closed of characteristic exponent p > 1. Let G/K be a semi-abelian
variety with Néron (Ift) model G/Ok (see Définition 1.4.1 and Théoréme 1.4.3).
Let G, = G X0, k be the special fiber of G/Of. We have an exact sequence

0—G) =G — ®G) =0 (2.1)

where G /k is the identity component of Gy/k and ®(G) is the group of compo-
nents which is known to be a finitely generated abelian group. Following [LLO1,
Introduction| we shall say that G/K has split reduction if this exact sequence is
split. In other words, G/K has split reduction when Gy /k is isomorphic to the
direct product Gf x;, ®(G) as an algebraic group. When ®(G) is finite, G/K has
split reduction if and only if for each ¢ € ®(G) there exists x € G (k) lifting ¢
and with the same order.

We know that a semi-abelian variety G /K has split reduction when p = 1 (see
[LLO1, Proposition 1.4]), or when G2/k is semi-abelian (see [LLO01, Proposition
1.6]), or when G/K is a tamely ramified abelian variety (i.e. the minimal finite
separable extension such that G/ K acquires semi-abelian reduction is tamely ram-
ified) with toric rank equal to 0 (see [LLO1, Corollary 1.9]). This makes natural
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the question whether split reduction is automatic for tamely ramified semi-abelian
varieties (this is [LLO1, Question 1.10]).

Let us also recall the notion of totally not split semi-abelian variety from [LLO1,
§1.2]. We say that an exact sequence of abelian groups

0> H > H -V -0

is totally not split (for a fixed p) if for each ¢ € U of order p there is no x € H
of order p lifting ¢. We say that a semi-abelian variety G/K has totally not split
reduction if the exact sequence (2.1) is totally not split.

In [LLO1], Liu and Lorenzini studied in detail the case of elliptic curves and
norm tori together with their duals. For such a semi-abelian variety G /K, they
found that there exists a constant ¢; depending only on the dimension of G/K such
that if G/K has totally not split reduction then the Swan conductor (see Définition
1.5.4) of G/K is positive and bounded by ¢;. For some classes of tori they found
that there exists a constant ¢y depending only on the dimension of G/K and on
the absolute ramification index vk (p) such that if the Swan conductor of G/K is
greater than ¢y then G/ K has split reduction. Finally, they found that there exists
a constant ¢z depending only on the dimension of G/K such that G,;/M has split
reduction for any tamely ramified extension M /K of degree greater than c¢3. They
ask whether similar statements hold in greater generality in [LL01, Questions 6.9,
6.10 and 6.11] respectively.

The aim of this chapter is to provide answers to these questions. We answer
negatively [LLO1, Question 1.10] in §2.3.4 by constructing a family of tamely ram-
ified abelian varieties which do not have split reduction. We answer negatively
[LLO1, Questions 6.9] in §2.6.3 by constructing a family of simple abelian vari-
eties which have totally not split reduction but whose Swan conductors cannot
be bounded independently of the field of definition. We answer negatively [LLO1,
Questions 6.10] in §2.6.5 by constructing an abelian variety whose Swan conductor
is as large as possible but which does not have split reduction. Finally, we give a
positive answer to [LLO1, Questions 6.11] with Corollary 2.5.4 which states that
Jacobian varieties acquire split reduction after sufficiently large tamely ramified
extensions. Our counterexamples are Weil restrictions of elliptic curves, so we give
general considerations about splitting properties of Weil restrictions in Section 2.4.

2.2 A review of Liu and Lorenzini’s results

2.2.1 The general case

Let us recall a few elementary results about the splitting properties. For an
abelian group H, we will denote by Hius the torsion subgroup of H, by H, its
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p-primary part and by H|[n] the subgroup of elements of order dividing n. When
we use this notation for an algebraic group H/k we actually consider its group of
closed points H (k). First, let us give a proof of the following elementary lemma.

Lemma 2.2.1. [LL01, Lemma 1.1]
Let

0>H > HSU 0

be an eract sequence of commutative groups. Let n > 1 be an integer. Let J
be a subgroup of H® such that H° = J + nH®. Denote by ny : H — H the
multiplication-by-n map on H. Then,

c(ny' (J)) =¥ n].

Proof. The inclusion c¢(ny'(J)) C ¥ [n] is obvious since J C Ker(c). Let ¢ € ¥[n).
Let x € H be such that c(z) = ¢. We have n-z € H* = J + nH°. Let j € J and
y € H'besuch that n-x=j+n-y. Then, c(x —y)=pandn-(z—y)=j€J
whence ¢ € c(ny (J)). So we have the other inclusion. O

Proposition 2.2.2. [LL01, Proposition 1.4]
Let G/K be a semi-abelian variety. Let G/Ok be its Néron model. Then we
have the following properties :

(1) Let ¢ € ®(G) be an element of finite order n prime to p. Then, ¢ lifts to an
element of Gy of order n.

(2) The sequence
0—Gp,— Grp— ®(G), >0 (2.2)

s exact.
(3) G/K has split reduction if and only if (2.2) is split.
(4) G/K has totally not split reduction if and only if (2.2) is totally not split.

Proof. (1) Since p /n, the multiplication-by-n map on the smooth commutative
group scheme GY is surjective. We can apply Lemma 2.2.1 with J = 0 to the
exact sequence (2.1).

(2) The only thing to prove is that Gy, — ®(G), is surjective. The algebraic
group Gp/k is an extension of a semi-abelian variety by a unipotent group
U/k. Since the multiplication-by-n map is surjective for any integer n on any
semi-abelian variety, we have gg =U+ ng,g. Lemma 2.2.1 implies that any
element ¢ € ®(G)[p"] lifts to an element = € Gy, such that p"-x € U. But U/k
is killed by a power of p whence x € Gy, .
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(3) The condition is clearly necessary. Let us show that it is sufficient. The group
of components ®(G) is a finitely generated abelian group. So it is the direct
sum of finitely many monogenous groups. Thus, to show that G/K has split
reduction, it is enough to show that any element ¢ € ®(G) lifts to an element
of G, of the same order. If the order of ¢ is infinite then the assertion is clear.
If the order of ¢ is a power of p then it follows from the hypothesis. Finally,
if the order of ¢ is an integer n prime to p then it follows from (1).

(4) Tt follows from the definition.
[l

A consequence of this proposition is that the matter of splitting is only non-
trivial for p > 1, which we will assume from now on.

Corollary 2.2.3. [LL01, Corollary 1.5]
If p [ |®(G)tors|, then G/ K has split reduction.

Proof. 1t follows from Proposition 2.2.2 (3). O

Proposition 2.2.4. [LL01, Proposition 1.6]
Assume that G/ K has semi-abelian reduction. Then, G/K has split reduction.

Proof. According to Proposition 2.2.2 (3), we need only to show that (2.2) is split.
As in the proof of Proposition 2.2.2 (2), an element ¢ € ®(G)[p"] lifts to an element
x € Gy such that p” - 2 € U. By hypothesis U = 0, thus (2.2) is split. ]

2.2.2 Tamely ramified semi-abelian varieties

Let G/K be a semi-abelian variety. There exists a minimal finite separable
extension L/K such that G, = G X L has semi-abelian reduction (see Théoréme
1.4.7). Let Gior/K and G,,/K be the toric and the abelian parts of G/K. Note
that Gior Xk L is a split torus (that is to say isomorphic to some power of G, /L)
by Proposition 1.4.6. The following proposition is a combination of [LLO01, Corol-
laries 1.7 and 1.9].

Proposition 2.2.5. Let G/K be a semi-abelian variety whose abelian part G,/ K
has toric rank 0. Let L/K be the minimal finite separable extension such that
GL/L has semi-abelian reduction. If L/K is tamely ramified then G/K has split

reduction.

Proof. We adapt the proof of [HN16, Theorem 7.1.2.8]. By [HN16, Proposition
4.1.1.3], the sequence

D (Gior) = P(G) = ®(Gap) — 0 (2.3)
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is exact. Now, ®(G,yp) is killed by [L : K]* by [LLO01, Proposition 1.8]. By [HN10,
Corollary 5.4], the kernel of the canonical morphism ®(Gyo) = P(Gior X L) is
killed by [L : K]. As the group of components of a split torus is free, ®(Gior)tors
is in the kernel of this morphism and hence is killed by [L : K]. Now, the exact
sequence (2.3) implies that ®(G)os is killed by [L : K ]3 and in particular its order
is prime to p. We have recalled in §2.2.1 that this implies that G/K has split
reduction. O]

Corollary 2.2.6. Let E/K be an elliptic curve. Let L/K be the minimal finite
separable extension such that Er/L has semi-abelian reduction. If L/ K is tamely
ramified then E/K has split reduction.

Proof. If E/K has semi-abelian (multiplicative or good) reduction then it follows
from Proposition 2.2.4. Otherwise, the toric rank of E/K is 0 and it follows from
Proposition 2.2.5. O

2.2.3 Two particular cases

Let us insist on two particular cases of Proposition 2.2.5. First, an abelian
variety A/K which has potentially good reduction over a tamely ramified extension
L/K has split reduction. Note that one can prove this using again [HN10, Corollary
5.4] and the fact that the group of components of an abelian variety with good
reduction is trivial. Second, a torus 7'/K which splits over a tamely ramified
extension L/K has split reduction. Indeed, T}, /L is isomorphic to a split torus if
and only if T}, /L has semi-abelian reduction.

2.2.4 Non-Archimedean uniformization

Let us recall that an abelian variety A/K admits a non-Archimedean uni-
formization as follows (see Section 1.6). There exist a semi-abelian variety G /K
and a lattice A/K in G/K such that the sequence of rigid analytic groups

0O=A—=-G—-A—=0
is exact and such that G/K is an algebraic extension
0=+T—-G—=B—=0

of an abelian variety B/K with potentially good reduction by a torus 7'/ K.

Let us denote by 6(G/K) the Swan conductor of G/K. Recall that §(G/K)
is zero if and only if G/K acquires semi-abelian reduction after a tamely ramified
extension L/K. Considering this non-Archimedean uniformization and §2.2.3 it is
natural to ask the following question.
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Question 2.2.7. [LL01, Question 1.10]

Let G/K be a semi-abelian variety. Let L/K be the minimal finite separable
extension such that G /L has semi-abelian reduction. If L/K is tamely ramified,
is it true that G/K has split reduction ? In other words, is it true that the Swan
conductor §(G/K) is positive if G/K does not have split reduction ?

In spite of all this evidence, we will show that the answer to this question is
no by constructing a family of counterexamples in §2.3.4. Note that we need to
consider abelian varieties over K of dimension > 1 (by Corollary 2.2.6), positive
toric rank (by Proposition 2.2.5) and which do not have semi-abelian reduction
over K (by §2.2.1).

2.2.5 The case of elliptic curves

The main results in [LL01] about elliptic curves are gathered in the following
theorem.

Theorem 2.2.8. [LL01, Theorem 2.1 and Proposition 3.3]
Let E/K be an elliptic curve and let 6(E/K) be its Swan conductor.

(1) If E/K has totally not split reduction, then
1 <J§(E/K) <3.

(2) If E/K has not split but not totally not split reduction, then E is of type I,
for some integer n and

1< 6(E/K) <2n+3.

(3) Let M/K be a tamely ramified extension of degree > 4. Then Ey /M has split
reduction.

2.2.6 The case of quotient tori

Let L/K be a finite separable extension. Consider Resy/x Gy, r, the Weil
restriction of G, /L under the extension L/K (see Section 1.1 for the defi-
nition and first properties of Weil restriction). Let S/K be the quotient torus
(Resz/x Gm,1.)/ G,k Define the norm torus T/K, also denoted by Res}:/K Gm.L
in the sequel, to be the kernel of the norm map

Normp g
RGSL/K Gm,L — Gm,K-

By [LLO1, Lemma 4.1], S/K is isomorphic to the dual torus of T'/K. Moreover,
if L/K is a cyclic extension then S/K is isomorphic to T/K. The main results
about tori in [LLO1] are about this kind of tori and are gathered in the following
theorem.
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Theorem 2.2.9. /[LL0O1, Theorem 4.6 and Corollary 4.11]
Let S/ K be the quotient torus (Resr/x Gm,1) /G x and let 6(S/K) be its Swan

conductor.
(1) The torus S/K has totally not split reduction if and only if

1 < §(S/K) < dim(S).

(2) If 6(S/K) > (dim(S)+1)ord,(dim(S)+1)vk(p), then S/K has split reduction.

(3) Let MK be a tamely ramified extension of degree > dim(S)+1. Then, Sy /M
has split reduction.

2.2.7 Some further questions

The results recalled in the last two theorems lead naturally to the following
questions on possible generalizations.

Question 2.2.10. [LL01, Question 6.9]

Let g be a positive integer and consider all abelian varieties A of dimension g
over a discrete valuation field K with toric rank equal to 0. Is there a constant
c1 depending on g but not on the field K such that if A/K has totally not split
reduction then the Swan conductor §(A/K) is bounded by ¢; ¢

This question has a positive answer for elliptic curves (see Theorem 2.2.8 (1))
or for abelian varieties uniformized by quotient tori as above (see [LL0O1, Theorem
6.6] which relies on Theorem 2.2.9 (1)). As mentioned in [LLO1, Question 6.9]
one can construct obvious counterexamples by taking the product of an abelian
variety with totally not split reduction by an elliptic curve with trivial group of
components and large Swan conductor. We will construct in §2.6.3 a family of
simple abelian varieties which have totally not split reduction and whose Swan
conductors really depend on the field of definition so that the answer is no even
for simple abelian varieties.

Question 2.2.11. [LL01, Question 6.10]

Assume that K is of characteristic 0. Let A/K be an abelian variety of di-
mension g. The Swan conductor of A/K is bounded by a constant depending on
g and the absolute ramification index vk (p) only by [BK94, Proposition 6.2 and

Proposition 6.11]. Is there a bound cy depending on g and v (p) only such that if
(A/K) > ¢y then AJ/K has split reduction ¢

Of course, we want ¢y to be smaller than the absolute bound of [BK94]. Such
a bound exists for quotient tori (see Theorem 2.2.9 (2)) but we will show that the
answer is no in general by giving in §2.6.5 an example of abelian variety whose
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Swan conductor achieves the bound from [BK94] but which does not have split
reduction. Let us however mention the following result which implies the existence
of such a bound for elliptic curves.

Proposition 2.2.12. Assume that K is of characteristic 0. Let E/K be an elliptic
curve. If 6(E/K) achieves the bound from [BK9}], then E/K has split reduction.

Proof. If p # 2,3, then E/K is tamely ramified and hence has split reduction
by Corollary 2.2.6. If p = 3, then the bound of [BK94] is 3uk(3) > 3 (see also
[LRS93]). Only elliptic curves with reduction type III or IIT* may not have split
reduction and in this case we have 6(E/K) =1 or 2 by [LLO01, §2.13 and §2.14],
whence the result.

Let p = 2. In this case, the bound of [BK94] is 6vg(2) > 3 (see also [LRS93]).
Therefore by Theorem 2.2.8 (1) an elliptic curve whose conductor achieves the
bound of [BK94] does not have totally not split reduction. Assume that E/K
does not have split reduction and that §(E/K) = 6vk(2). By Theorem 2.2.8 (b)
we know that £/ K has reduction type I} for some integer n. Now, we will follow
the proof of [LLO1, Proposition 2.11 (b)]. Let A be the minimal discriminant of
E/K. Then [LLO1, Proposition 2.11 (b)] implies that vx(A) < 4n + 9. Assume
E/K is given by a minimal Weierstrass equation

y2 +a17y + az3r = 2+ a2x2 + asx + ag,

with a; € Op for i € {1,2,3,4,6}. As in [LLO1], let us set e = vg(2) and
v = vk (a1). By Ogg’s formula we have

vg(A) = 24 0(E/K)+ (2n+5—1)
6e + 2n + 6.

Consider first the case where e < v. We have vg(A) > 4e + 2n + 6. According
to the table of valuations in [LLO1], 4e 4 2n+ 6 has to be greater or equal to 4n+8
or3e+3n+7. If de+2n+6 > 4n+ 8 then 2¢ > n+ 1 and vg(A) > 5n+9 which
is false. If 46 +2n +6 > 3e +3n + 7 then e > n + 1 and vk (A) > 8n + 12 which
is false.

Consider the case where e > v. If v = 1, then vk (A) = 2n + 8 but this is false
so that we can assume v > 1. We have vg(A) > 4v 4+ 2n + 4. According to the
table of valuations in [LLO1], 4v + 2n 4 4 has to be greater or equal to 4n + 8 or
3v+3n+6. If dv+2n+4 > 4n+ 8 then 2v > n+ 2 and vk (A) > 5n + 12 which
is false. If 4v+2n+4 > 3v+3n+ 6 then v > n + 2 and vk (A) > 8n + 18 which
is false. Hence, there is a contradiction, i.e. 0(E/K) = 6vk(2) implies that E/K
has split reduction. O
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Question 2.2.13. [LL01, Question 6.11]
Let G/K be a semi-abelian variety of dimension g that does not have split
reduction.

(1) Is it always possible to find a tamely ramified extension M /K such that Gy /M
has split reduction ?

(2) Does there ezist a constant cs depending on g only such that if M/K is any
tamely ramified extension of degree greater than cs, then Gy /M has split re-
duction ¢

These questions have positive answers for elliptic curves or quotient tori (The-
orem 2.2.8 (3) and Theorem 2.2.9 (3)). We will show that the answer to these
questions is positive for Jacobian varieties over K in Corollary 2.5.4.

2.3 Splitting properties of tamely ramified semi-
abelian varieties

2.3.1 Welil restriction

We recall below standard facts about Weil restrictions and we refer the reader
to [BLRI0, Section 7.6] for details. Let S” — S be a morphism of schemes. Let X’
be a scheme over S'. The Weil restriction Resg/s X' of X' under the morphism
S’ — S, when it exists, is the scheme over S representing the functor on schemes
over S defined by
T +— HOIHS/(T Xg S/, X/)

When X’/S" is quasi-projective and S” — S is finite and locally free then Resg /s X’
always exists. The notion of Weil restriction commutes with base change in the
following sense. If T" — S is a morphism of base change and if we write T/ = T'x g 5"
then for any scheme X'/S’ there is a canonical isomorphism

Resy p(X' xg T') = (Resgrys X') xg T. (2.4)

2.3.2 Welil restriction and Néron models

Let L/K be a finite separable extension of degree d. Let G/L be a semi-
abelian variety of dimension g. Then Res; x G is a semi-abelian variety over K
of dimension d - g. Let O be the ring of integers of L. Let G/Op be the Néron
model of G/L and let QO/OL be its identity component. Then, Reso, /0, G is the
Néron model of Resy x G over O ([BLR90, Proposition 7.6.6]). The following
proposition is inspired by [NX91, Lemma 3.1].
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Proposition 2.3.1. The identity component of Reso, /o, G is Reso, j0, G° and
we have the following isomorphism

CD(RGSL/K G) E> (I)(G)

Proof. 1t follows from [CGP10, Proposition A.5.9] that the fibers of Reso, /o0, G"
are connected. From the immersion

G’ —g

we get a morphism
Res@L/@K QO — ReSOL/OK g

which factorizes through

Reso, /0, G° — (Reso, o, G)°-

Now, since the Weil restriction commutes with open and closed immersions by
[BLR90, Proposition 7.6.2], we have

ReSOL/OK QO E) (ReSoL/@K Q)O
Finally, we have

®(Resz/x G) (Reso, /o, 9)(Ok)/(Reso, /o, §°)(Ok)
G(0L)/G°(OL)

o(G).

e Jre w

2.3.3 Welil restriction of Tate curves

Let L/K be a finite separable extension of degree d > 2. Let 7 be a uni-
formizing element of L. Let vy be the discrete valuation on L normalized such
that v (7)) = 1. Let ¢ € L™ be such that v;(q) > 0 and let E/L be the Tate
curve associated to g (see Exemple 1.6.3). Set n = vy (q). Let £/O}, be the Néron
model of F/L and let £2/O}, be its identity component. Let us recall that we have
the following isomorphisms (see [Sil94, Section V.4])

B(L) = I/
50((9L) = 027
B(E) = Z/nZ.

Let us consider the abelian variety A = Resy/x /K obtained by Weil restric-
tion under the extension L/K. In particular, dim(A) = d. The Néron model



2.3 Splitting properties of tamely ramified semi-abelian varieties 33

of A over Ok is A = Resp, /0, € (see §2.3.2) and its identity component is
A" = Reso, /o, €° (by Proposition 2.3.1). The special fiber £)/k is isomorphic
to Gy, i /k (see [Sil94, Theorem V.5.3]), thus we have by the base change formula
(2.4)

,Ag = Reso, /rx01)/k Gm,(OL/WKOL)

and then
AR (k) = (O /7 OL) .

As L/K is totally ramified, Oy, is generated by 7, over Ok and 7, satisfies an
Eisenstein equation
t+at™ 4+ 4+ ag=0

with a; € m1xOk and vk (ag) = 1. As in the proof of [NX91, Proposition 3.2], we
have a split exact sequence

0—>1+7TLOL/7TKOL—>(OL/7TKOL)X — k= 0. (25)

The group k> is the group of closed points of a one-dimensional torus over k& and
the group 1 + 7,0 /7Oy is the group of closed points of a unipotent algebraic
group over k. Indeed, one has the composition series

{1} = 1+7T%OL/7TKOL - 1+7T%_IOL/7TKOL c...C 1+7TLOL/7TKOL

whose succesive quotients are isomorphic to k. We may note that the toric rank
of A/K is positive and that A/K does not have semi-abelian reduction so that we
are in the required situation to deal with Question 2.2.7.

We can describe the reduction map A(K) — A (k) (which is surjective because
K is assumed to be complete). Let P € A(K) = FE(L) = L*/q?. The image
of Pin ®(A) = ®(F) = Z/nZ is given by the class of vy(z) modulo n where
z € L* is a preimage of P. If P € A%(Ok) = £°(Or) = OF then its image in
AV(k) = (Or/7kOr)* is given by reduction modulo 7xQy. In particular, the
kernel of the reduction map is isomorphic to 1 + 7xOy.

The next lemma is the analogue in our situation of [LLO1, Claim 4.7] which is
about quotient tori.

Lemma 2.3.2. Let m € N be a divisor of n. There exists a point in Ag(k) of
order m whose image in ®(A) is also of order m if and only if 7} /q is an m-th
power in (Or/mxOL)*.

Proof. The existence of such a point is equivalent to the existence of z € L* such
that
vr(z) =n/m mod n
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and
2" e ¢ (1 +nxOp).

Suppose that such z exists. Multiplying z by a suitable power of ¢ we may suppose
that vy (z) = n/m. Thus, necessarily 2™/q € 1+ 7Oy (recall that v, (q) = n).
Then

mifq = (wp")2)" (" q) € OF (1 + 7k OL).

Conversely, if 7} /g = y™ mod 7Oy, for some y € Of, then we can take z =
—_1_n/m

y oo [l
Corollary 2.3.3. Assume that vi(q) = p. Then, A = Respx E/K has split
reduction if and only if

Q/ﬂ'll)/ € Oﬁ-((l + WLOL)p + WKOL). (26)

Proof. This follows from the lemma and the exact sequence (2.5), using that the
multiplication by p is surjective on k* = (O /7 Ok)*. O

Remark 2.3.4. In some sense, both the conditions of having split reduction and
not having split reduction for A/K as in Corollary 2.3.3 are open for the topology
on L. Indeed, if we consider ¢’ close enough to ¢, i.e. such that ¢’ € q(1+ 7xOp),
then ¢ satisfies condition (2.6) if and only if ¢’ satisfies condition (2.6).

Proposition 2.3.5. Let L/K be a Galois extension. Then Ar/L has purely mul-
tiplicative reduction.

Proof. Recall that E/L has multiplicative reduction. Hence, the action of the
absolute Galois group I', = Gal(K®/L) on the Tate module T;(F), ¢ # p, is
unipotent and non-trivial. Now, we have an isomorphism

A= [ CE
ceGal(L/K)

Let 0 € Gal(L/K). The action of I';, on T;(? E) is conjugated to its action on Ty(E)
and thus is unipotent and non-trivial. This implies that ? £/ L has multiplicative
reduction which proves the proposition. O]

2.3.4 Counterexample to Question 2.2.7

For any tamely ramified (hence Galois since k is algebraically closed) extension
L/K, one can choose ¢ € L* with v(¢) = p such that condition (2.6) is not
satisfied (for instance take ¢ = 7 (1 + 7)). This way, we get tamely ramified
abelian varieties (by Proposition 2.3.5) which do not have split reduction (by
Corollary 2.3.3) and this gives a negative answer to Question 2.2.7.
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Remark 2.3.6. Using Lemma 2.3.2, one can construct abelian varieties with a
specified subgroup of ®(A) lifting into A (k). More precisely, let us fix two non-
negative integers m < n. Then, let us take ¢ € L* such that vy (q) = p" so that
we have ®(A) = Z/p"Z. Now, if one choose ¢ € L* such that

g/} € Of((1+ 70" + 7xOy)
but
n X m-+41
q/m;, ¢ Op((1+7L0L) +7x0p)

then Lemma 2.3.2 implies that every element of order p™ lifts into A (k) but no
element of order p™* lifts. To make it possible we need O ((14+7,0L)P"" +mO,)
to be a proper subgroup of O%((1 + 7,OL)P" + mOp). But for a non-negative
integer ¢ we have

(1 + ’/TLOL)pZ + 7TKOL Cl+ 7TZ£ZOL + W%OL

so this is the case if L/K is sufficiently ramified such that d > p™.

Remark 2.3.7. Let A/K be an abelian variety with non-Archimedean uniformiza-
tion

0—-A—=G—=A—=0.

By [LLO1, Proposition 6.1 (a)], if A/K has split reduction then G/K has split
reduction. We can use our construction to show that the converse is not true. The
non-Archimedean uniformization of the Tate curve E/L associated to ¢ € L* is
given by the exact sequence of rigid analytic groups

0—=¢*—= Gy — E—D0.
Then, the non-Archimedean uniformization of A = Res;/x /K is given by
0 — Resp/k ¢ — Resp/x G, — Resp g £ — 0.
It follows from Proposition 2.3.1 that
P(Resz/k Gm,1) = (G 1),

so in particular ®(Resy/x G, 1) is free. This implies that Resy, ik G, 1 has split
reduction but as we saw A/K may not have split reduction.

Remark 2.3.8. By [LLO1, Proposition 1.11], if G/K and G'/K are semi-abelian
varieties and f : G — G’ is an isogeny of degree prime to p then G/K has split

reduction if and only if G'/K has split reduction. We can use our construction
to give an explicit example of two isogenous abelian varieties, one which has split
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reduction and the other one which does not have split reduction. This shows that
[LLO1, Proposition 1.11] is not true for isogenies of degree divisible by p.

Let p > 2. Let K = Q' be the maximal unramified extension of the field
of p-adic numbers and let L = Q,"(¢,) where ¢, is a p-th root of 1. We have
d=[L:K]=p—1. Let ¢ =7} and ¢’ = (,q and let E/L and E’/L be the Tate
curves associated to ¢ and ¢'. These two elliptic curves are isogenous to the Tate
curve over L associated to ¢P = ¢'P by raising to the power p

P P
Gm,L/qZ % (Gm,L/qpZ & Gm,L/q/Z-

Therefore E/L and E'/L are isogenous. As the Weil restriction of an isogeny is
an isogeny, Resy /g F /K and Resy, /k E /K are isogenous. But now

q/ﬂ'g =1€ (1 +7TLOL)p+7TKOL
whereas
q’/ﬂﬁ = Cp g_ﬁ (1 +7TLOL)p +’/TKOL

because v, (¢, — 1) = vr(p)/(p — 1) = 1 but (1 + 7,0L)° 4+ 7O, = 1+ 70O,
Hence, by Corollary 2.3.3, Resy/x E/K has split reduction but Resy,x £'/K does
not have split reduction.

2.4 Splitting properties and the Weil restriction

Our construction in Section 2.3 leads to the question of the relation between the
WEeil restriction and splitting properties of semi-abelian varieties. A first answer
is given in [LLO1, Remark 3.10]. The authors give an example of an elliptic curve
which have split reduction but whose Weil restriction does not have split reduction.
Using Corollary 2.3.3 we get other examples of this kind since Tate curves have
semi-abelian reduction and thus have split reduction. In this section we want to
study the general situation.

2.4.1 Reduction of Welil restrictions

Let K be a complete discrete valuation field with ring of integers Ok and
uniformizing element 7x. Let G/K be a semi-abelian variety with Néron model
G/Ok. For any positive integer n we denote by

Gn =G %o, Ok /70K
the infinitesimal fiber, by
rn: G(K) = GOk /1 Ok)
the reduction map and by G™(K) the kernel of this reduction map.
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Proposition 2.4.1. Let L/K be a finite separable extension and let G/L be a
semi-abelian variety. We have the following implications :

(1) if Resy )k G/K has split reduction then G /L has split reduction;
(2) if G/L has totally not split reduction then Resy x G/K has totally not split
reduction.

Proof. Let us compute (Resy x G)'(K). Using the base change formula (2.4) we
find that this is the kernel of the reduction map

<ReSL/K G)<K) — (ReS(OL/ﬂ'KoL)/k(g Xop OL/WKOL>>(k>7

i.e. of the reduction map
Tq: G(L) — gd<OL/7T%OL)

where d = [L : K]. Hence, we have (Res,,x G)'(K) = G4(L) C G'(L).

Let us show assertion (1). Let us suppose that Resy,x G/ K has split reduction.
Let o € ®(G) = ®(Resy k G) (by Proposition 2.3.1) be an element of finite order
n. Then ¢ lifts to an element z € (Resy/x G)(K) = G(L) such that n -z €
(Resy k G)'(K) C G'(L). Thus, G/L has split reduction.

Assertion (2) follows from a similar argument. O

In the remaining part of this section we will give a recipe to build counterex-
amples to the reciprocal of assertions (1) and (2) based on the case by case study
in [LLO1, Section 2].

2.4.2 Reduction of elliptic curves

Let L be a complete discrete valuation field with valuation vy, ring of integers
O, and uniformizing element 7. Let E/L be an elliptic curve. Let £/O be its
Néron model. Assume that £/L is given by a minimal Weierstrass equation

y2 + a2y + azx = 3+ a2x2 + a4 + ag,

with a; € Oy for i € {1,2,3,4,6}. When a; € 7,0y, for all i € {1,2,3,4,6} then
the reduced equation has a singular point at (0,0). Let E°(L) denote the set of
rational points in F(L) whose reduction modulo 7, is not (0,0). Equivalently
E°%(L) = £°(Oy) under the isomorphism E(L) = £(Op) (see [Sil94, Corollary
IV.9.2]) and thus we have

®(F) = E(L)/E°(L).

For any positive integer n the subgroup E"(L) C E°(L) defined in §2.4.1 is given
by
E"(L) ={P € E(L) | (P)/y(P) € m[OL} .

We will denote by z = —z/y the parameter at co.
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2.4.3 A key point

Let us recall an important fact from [LLO1, Section 2]. Assume that E/L has
additive reduction. Let P,Q € F(L) be two points whose reductions in & (k) are
lying in the same non-trivial component. Then, the orders of those reductions in
Ek(k) are equal. This is only due to the fact that the identity component of the
special fiber is killed by p and so it applies more generally in this context. In

particular, given a field K as in the introduction such that L is a finite extension
of K, it applies to Resy,x £//K. Indeed,

(Reso, jox €)1 = Res(0, /ric0r)/k Ga, (01 /mic0r)
by Proposition 2.3.1 and the base change formula (2.4) and thus
(Reso, /0, E)n(k) = O /7O,
which is killed by p. Note that (Resop, 0, £)} is a unipotent algebraic group over

k.

2.4.4 First example

Let us follow [LLO1, §2.13]. Let p = 3. Let E/L be of type IV. Then, we have
O(F) = Z/3Z. 1t is shown that we may assume a; = a3 = 0 and that we have the
following inequalities for the valuations of the coefficients

a9 Qg ag b2 b4 b(j b8
>1(>2|2|>21|>22]2|>3

with the relations by = 4ag, by = 2a4, bg = 4ag and by = 4dasag — ai. As we

mentioned in §2.4.3, to study the splitting properties of E//L or Resy/x E/K it is

enough to consider one point with non-trivial image in ®(E) = ®(Resy i E). Let

P = (0,y(P)) with y(P)? = ag which is clearly not in E°(L). Assume that P is

not of 3-torsion. We use the formulas in [Sil86, I11.2.3] to compute vy (z(3P)).
We have

_ a4z(2P) ag
VP =) ey
AR —
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Thus,

(3P) 1 <a4x(2p) + 4ag

c@PP \ 2y(P) ) ~ a2~ w(2P)

and by considering the valuations we get
vr(x(3P)) =6 — 2v.,(bs) < 0.

Then, we have

Y(3P) = 1 <a4az(2P) + 4ag

z(2P) 2y(P)

and by considering the valuations we have

)«(sP) - P)

UL(y(SP)) =3 - UL(bg) + UL(ZE(SP))

Hence, we find that
vr(2(3P)) = vr(bg) —3 > 0.

By definition E/L does not have split reduction if and only if 3P ¢ E'(L). We
recover here that this is equivalent to vy (bg) = 3. Set m = vy (bs) —3. If m >0
then E/L has split reduction but for a subextension L/K of degree d > m, if such
an extension exists, 3P ¢ E4(L) = (Resy/x E)'(L), i.e. Resy i E does not have
split reduction. Whence, the reciprocal to Proposition 2.4.1 (1) is false.

2.4.5 Second example

Let us follow [LLO1, §2.6]. Let p = 2. Let E/L be of type Ij. We have
O(F) = Z/2Z x Z)27Z. 1t is shown that we can find three points

P, = (mpa;,0) € E(L),

with a; € O, for i € {1,2,3} whose reductions modulo 7;, are distinct, such that
their images in ®(F) are the three distinct non-trivial points. More precisely, we
have

2%+ apr? + agr +ag = (z — mon)(z — o) (z — Tras).

We have the following inequalities for the valuations of the coefficients

ai Q2 as Qyg Qg by by be bs
>1|>1|1>2|>2|>3|>2|>3|>4|>14

We will compute v (2(2F;)) for i € {1,2,3} and P;’s that are not of 2-torsion.



40 Chapter 2 : Splitting properties of the reduction of semi-abelian varieties

Let us write x; = mpa; for ¢ € {1,2,3}. Without loss of generality we may do
the computation taking ¢ = 1. Recall that we have
b — by — 2bgxr — b
z(2P) = v 4 L
41‘3 —I— bQIL‘z —I— 2[)41’ + b@
Moreover zt — byx? — 20z — bg is congruent to (2% — a4)? modulo 7t and a4 =
w2 (apay + ajaz + asas). Now 22 —ay = 72(a; + as)(ag + a3) and thus the
valuation of the numerator of x(2P;) is 4. As in [LLO01, §2.6], the valuation of the
denominator of x(2P,) is 2vy(a1x; + a3) and so we have

UL([I)(2P1)) =4 — QUL(a1x1 + a3) S 0.

4

Then, we have
y(2P) = —(A+ a1)z(2P) —v — a3

where
_ 322 + 2a971 + ay

ai1xr, + as

A

and

—xi’ + asr1 + 2a6

a1x1 + as )
Now, we get

— (CL1I1 + ag)y(2P1) = (SZL’% + 20,21’1 + a4 + al(alxl + ag))x(2P1)
— 23 + agry + 2a6 + az(a171 + as).
Using that 322 + a4 have valuation 4 we find that
v (y(2P)) =24 v (x(2P)) — vp(ayx + ag).
Hence, for i € {1,2,3} we have
v (2(2P)) = vp(ayz; + az) —2 > 0.

Let m; = vp(a1x; + a3z) — 2 for @ € {1,2,3}. Assume that E does not have
totally not split reduction so that m; > 0 for some . Then, for a subextension
L/K of degree sufficiently large, Resy/x E has totally not split reduction. Whence,
the reciprocal to Proposition 2.4.1 (2) is false.

2.5 Split reduction of Jacobian varieties after a
tamely ramified extension

Let K be a complete discrete valuation field with ring of integers Ok and
algebraically closed residue field & of characteristic exponent p. Let K* be a fixed
separable closure of K. Let G/K be a semi-abelian variety of dimension g. Let
G/Ok be its Néron model with special fiber G /k.
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2.5.1 Edixhoven’s filtration

In the case where G/ K is abelian, Edixhoven defined a filtration on Gi/k by
closed subgroups (see [Edi92]). It was extended to semi-abelian varieties by Halle
and Nicaise in [HN11]. Let us recall the construction of this filtration, following
[HN16, §5.1.3]. For every positive integer d prime to p, let K(d)/K be the unique
degree d extension of K in K* and let Ok (q) be the ring of integers of K (d). Since
K(d)/K is tamely ramified, it is Galois. Let us denote by I' the Galois group
Gal(K(d)/K) and by G(d)/Ok(q) the Néron model of G = G xx K(d). Let

W = R‘eSOK(d)/OK g(d>

be the Weil restriction of G(d)/Ok g under the extension Ogq)/Ok. Then, T’
acts on W/Og and the fixed locus W' /Oy is canonically isomorphic to G/O
(see [Edi92, Theorem 4.2] or [HN11, Proposition 4.1]). Let 74 be a uniformizing
element of K(d). For every i € {0,...,d}, the reduction modulo 7., defines a
morphism of group schemes

W = Wi)" — ReS(oK(@/n;((d)oK(d))/k(g(d) X0y Ok (@) T () OK (a))
whose kernel is denoted by FiG,. We get a filtration
Gr=F)G, D F;G, D DFiG, =0

on Gi./k by closed subgroups, and F:G;/k is a smooth and connected unipotent
algebraic group for all 7 > 0. Let us denote by

Gr, Gy = FiG/Fit' Gy

the graded quotients of this filtration. We say that j € {0,...,d — 1} is a K(d)-
jump of G/K if dim(Gr}Gx) > 0 and we call this dimension the multiplicity of
]

Edixhoven also introduced a filtration on G /k by rational indices that captures
the filtrations introduced above simultaneously for all d. For every rational number
a=a/bin Zyy N[0, 1], with a,b nonnegative integers and b prime to p, we put

FoGr = Fy'Gy.

By [HN11, Lemma 4.11], this definition does not depend on the choice of a and
b and we get a filtration F*Gy of Gi/k by closed subgroups. Note that there are
only finitely many closed subgroups occuring in the filtration F*Gy, because G /k
is Noetherian. Let p be an element of RN [0,1[. Set F>G, = F?G,, where 3 is
any value in Z,) N]p, 1] such that %Gy, = FAGy, for all ' € Zy,y N]p, B]. If p # 0,
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set F<PG, = F'Gy, where 7 is any value in Z,) N [0, p[ such that FrG, = F1G,
for all ' € Z, N [, p. Set F<UGy = Gy, Then, let us define

Gr’ G, = -7:<pgk/]:>pgk

for every p € RN[0, 1[. We say that j € RN[0, 1[is a jump of G /K if dim(Gr’ G;,) >
0 and we call this dimension the multiplicity of j. Counted with multiplicities, G/ K
has exactly ¢ jumps.

2.5.2 The case of Jacobian varieties

Let C/K be a smooth, proper and geometrically connected curve of genus
g > 0. Assume that C'/K has a divisor of degree one. Let the stabilization
indez of C'/K (see [HN16, Definition 3.2.2.3]) be the least common multiple of
the multiplicities of the principal components (i.e. components of positive genus
or intersecting the other components in at least three points) in the special fiber
of the minimal model with strict normal crossings of C' over Ok. Let us denote
the stabilization index of C'/K by e(C/K). Let L be the minimal finite separable
extension of K in K such that C' x g L has semistable reduction. If this extension
is tamely ramified then e(C'/K) = [L: K] (see [HN16, Proposition 3.2.2.4]) but
this is false in general.

Proposition 2.5.1. Let J = Jac(C)/K be the Jacobian variety of C/K and let
J Ok be its Néron model. Let U/k be the unipotent part of JP/k. Let d be a
positive integer prime to p. If d > e(C/K) then U/k is the kernel of the canonical
morphism

T = J(d)g.

Proof. Let u be the dimension of U. By [EHN15, Proposition 5.4.3], u is equal to
the number of nonzero jumps of J/K counted with multiplicities. Hence F~°7, is a
connected unipotent subgroup of 7, of dimension u. This implies that 7>°7, = U.
By [HN16, Corollary 5.3.1.5], the jumps of J/K are rational numbers and the
stabilization index e(C'/K) is their least common denominator. This implies that
the smallest nonzero jump of J/K is > 1/e(C/K). Then, 1/d < 1/e(C/K) implies
that F>07, = FY47,. Thus, we get

U=F"T = F"T = F} .
Now, the fact that U/k is the kernel of the canonical morphism
T — T (d)r
follows from the definition of the filtration F3J; (see [Edi92, Remark 6.4.6]). [
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Theorem 2.5.2. Let J = Jac(C)/K be the Jacobian variety of C/K. Let d be a
positive integer prime to p. If d > e(C/K), then Jiq)/K(d) has split reduction.

Proof. First, let a = ged(e(C/K),d). Then K(d)/K(a) is a tamely ramified ex-
tension of degree d/a. Let C(a) = C Xk K(a). By [HN16, Corollary 3.2.2.10], the
stabilization index of C'(a)/K (a) is given by

e(Cla), K(a)) = e(C/K)/a.

Hence, we have d/a > e(C(a), K(a)). Let J/Ok be the Néron model of J/K.
The previous proposition applied to C(a)/K(a) implies that the unipotent part
U/k of J(a)}/k is the kernel of the canonical morphism

J(a)y — T (d)-

Now, by [HN16, Proposition 1.3.3.1], we have |®(Jxa))| = (d/a) @ |®(Jx(a))|,
where tx(q) is the dimension of the toric part of J(a)j. As d/a is prime to p, the
orders of ®(Jk(q)), and ®(Jk(q)), are the same. Moreover, by [ELLI6, Theorem
1], the kernel of the canonical morphism

O(Jk @) = P(Jx(a)

is killed by d/a which is prime to p. Hence, this morphism is an isomorphism on
the p-primary parts of these groups.

Finally, we can proceed as in the proof of [LL0O1, Proposition 3.3]. Let ¢ €
®(Jg(q) be an element of order p” where 7 > 0. Let ¢ € ®(Jg(,)) be the corre-
sponding element under the above morphism and let x € J(a)x be in the preimage
of . Let 2’ be the image of = in J(d). As in the proof of [LLO1, Propositin 1.4
(b)], we may assume that p” - x € U. Thus, we have p" - 2’ = 0. Since 2’ is in the
preimage of ', this proves that Jx /K (d) has split reduction. ]

Remark 2.5.3. In Proposition 2.5.1 and Theorem 2.5.2 we need to assume that
the abelian variety is the Jacobian variety of a curve of index one to be able to
use [EHN15, Proposition 5.4.3], [HN16, Corollary 5.3.1.5] and [HN16, Proposition
1.3.3.1]. If one can prove these results without this hypothesis then Theorem 2.5.2
would be true for arbitrary semi-abelian varieties over K provided that we have
a suitable definition of the stabilization index e(G/K) of arbitrary semi-abelian
varieties G/K. This problem is discussed in [HN16, Part 4, §1].

Corollary 2.5.4. Let J = Jac(C)/K be the Jacobian variety of C/K. There
exists a constant ¢ depending on g only such that if M/K is any tamely ramified
extension of degree > c, then Jy /M has split reduction.
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Proof. All we need to prove is that if ¢ > 0 is fixed, then the stabilization index of
a curve C'/K of genus ¢ is bounded by a constant ¢. This follows from Corollaire
1.4.15 for g > 2 and from Kodaira-Néron classification for elliptic curves. O]

Remark 2.5.5. In the case of elliptic curves, one checks that the stabilization index
is at most 6. Hence, we almost recover Theorem 2.2.8 (3) which states that M /K
of degree > 4 is enough to acquire split reduction.

Finally, let us remark that in the case of elliptic curves we have the following
alternative result to Theorem 2.5.2.

Proposition 2.5.6. Let E/K be an elliptic curve. Let L/K be the minimal finite
separable extension such that Ep /L has semi-abelian reduction. Let d be a positive
integer prime to p. If d > [L : K|, then Egq/K(d) has split reduction.

Proof. By Theorem 2.2.8 (c), if d > 4 then E )/ K (d) has split reduction. Hence,
the only case to tackle is then [L : K] = 2 and d = 3. In this case, the reduction
type cannot be I'V or IV* because for these types the groups of components are
of order 3 and should be killed by [L : K] by [ELL96, Theorem 1]. If E/K has
reduction type I’ then e(F/K) = 2 and the result follows from Theorem 2.5.2.
Thus, we may assume that the reduction type of E/K is either II, III, IIT* or
IT*. Recall that we have the following formula for Swan conductors

$(Exa/K(d)) = d-6(E/K).

By [LLO1, Lemma 3.4], the reduction type of Eq)/K(d) will be either II, III,
ITI*, II* or Ij. By Theorem 2.2.8 (a), in order that Egqy/K(d) does not have
split reduction we must have §(E/K) = 1. Let A be the minimal discriminant of
E/K. Then, Ogg’s formula implies that vx(A) € {3,4,10,11}. But this is not
possible if [L : K] = 2. Hence, Ekq)/K(d) has split reduction. O

2.6 Splitting properties and the Swan conductor

2.6.1 Swan conductor of Weil restrictions

Let L/K be a finite separable extension. Let £//L be an elliptic curve and let
A = Resy/k E/K be its Weil restriction under the extension L/K. By [Mil72, §1,
Lemmal, the Swan conductor of A/K is given by the following formula

0(A/K) = 6(E/L) + 2(vr(Dryx) = (p = 1)), (2.7)

where Dy g is the different ideal of the extension L/K. Before tackling Question
2.2.10 let us start with some preliminary results.
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2.6.2 Some preliminaries

Let L be a complete discrete valuation field with algebraically closed residue
field. Let £/L be an elliptic curve which acquires multiplicative reduction over a
quadratic separable extension M /L. Then, there exists ¢ € L* such that E/L is
isomorphic over M to the Tate curve defined by ¢ (see [Sil94, Theorem V.5.3]).
Hence, the non-Archimedean uniformization of E/L is given by the following exact
sequence

0—A— Res}WLGmM — E —0,

where Res), /1 Gim,ar is the norm torus defined in §2.2.6 and A/L is the lattice
Resar/ ¢ N Res}WL G,

where ¢%/M is the constant lattice in Gy, a7 /M.

Lemma 2.6.1. Keep the previous notation. Assume that vy (q) is odd. Then, the
following assertions are equivalent :

1. E/L has totally not split reduction;

2. E/L does not have split reduction;

3. Res}WL G/ L has totally not split reduction;

4. Res}WL G /L does not have split reduction.

Proof. As vp(q) is odd, the group of components ®(E) is cyclic (see [Lorl0, The-
orem 2.8]). Thus, (1) < (2) follows from [LLO1, Proposition 1.4(e)]. Then, (3) <
(4) is trivial since @(Res}WL Gumm) = Z/27 by [LLO1, Proposition 4.17 (2)]. Now,
the lemma follows from by [LLO01, Proposition 6.1 (a) and (b)]. O

Proposition 2.6.2. Let L/K be a quadratic separable extension and let o be the
non-trivial element of Gal(L/K). Let E/L be an elliptic curve which acquires
multiplicative reduction over a quadratic separable extension M /L. Let ¢ € L™ be
such that Ep /M is isomorphic to the Tate curve defined by q. If q/o(q) is not a
root of 1 then the abelian variety A = Resy x E/K is simple.

Proof. We have dim(A) = 2 (see §2.3.2). Let B/K be an abelian variety of
dimension 1 and assume that there is a non-trivial K-morphism

B — A.
Then, by property of the Weil restriction we get an L-isogeny

BxgL— E.
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From this, we get another L-isogeny
BxxgL— °F.

Hence, E and ?E should be L-isogenous. Now, the elliptic curve “E/L is isomor-
phic over M to the Tate curve defined by o(q) € L*. If ¢/o(q) is not a root of 1,
then ¢ and o(q) are not commensurable, i.e. there are no non-zero integers m,n
such that ¢" = o(q)™. By [Tat97, §lsogenies, Theorem], this implies that £ and
?E are not isogenous over M hence neither over L. Whence, A/K is simple. [

2.6.3 Counterexample to Question 2.2.10

Assume that K is of residue characteristic 2. Let L/K be a quadratic separable
extension. It follows from [LLO1, Lemmata 4.1(b) and 4.5] and Theorem 2.2.9 (1)
that one can choose a quadratic separable extension M /L such that Res}, 11 Gm,m
does not have split reduction. Let o be the non-trivial element of Gal(L/K).
Let us choose ¢ € L* with v.(¢) odd and such that ¢/o(q) is not a root of 1.
Consider the elliptic curve E/L given by the uniformization in §2.6.2. It follows
from Lemma 2.6.1 that E'/L has totally not split reduction. Then, by Proposition
2.4.1, A = Resy/k E/K has totally not split reduction. Finally, it follows from
Proposition 2.6.2 that A/K is simple. We already mentionned in §2.4.3 that

A} = Res0;, /01 /k Ga (0 /ric0r)

is a unipotent algebraic group over k and thus the toric rank of A/K is 0. Now
we have

1< §(B/L) <3

by Theorem 2.2.8 (1) and thus it is clear from Formula (2.7) that §(A/K) really
depends on the field K. Whence, the answer to Question 2.2.10 is negative even
for simple abelian varieties over K.

To conclude, let us give a concrete example. Let Q4" be the maximal unramified
extension of the field of 2-adic numbers. Let d > 2 be an integer. Let K = Q4" (7k)
with 74 = 2 and let L = K(rp) with 77 = 7g. The different ideal of L/K is
27,0y (use [Ser68, Corollaire 111.6.2]). Let ¢ = 7} (1 4 7)) with n odd. Let o be
the non-trivial element of Gal(L/K). We have

q/o(q) = =(L+m)/(1 =),

and this is not a root of 1 because it is not in Q4" (apply o). Now, let M /L be the
extension defined by the Eisenstein polynomial t? 4+ 71t + 7. The different ideal
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of the extension M/L is Dy, = m,On (use [Ser68, Corollaire I11.6.2]). Then, by
[LLO1, Lemmata A.1 (b) and 4.5] we have

(5(RGS}\4/L Gm’M/L) = UM(DM/L) — (2 — 1)
= 1.

It follows from Theorem 2.2.9 (1) that Res}, /1. Gim,ar has totally not split reduction.
Now, by [LLO01, Proposition 6.4 (b)], we have
S(E/L) = 26(Resy,, Guar/L)
= 2

Finally, by formula (2.7), we have

S(A/K) = 6(E/L)+2(vs(2m) — (2— 1))
= 24 4d.

Remark 2.6.3. As suggested in [LLO1], one may ask the same question for the more

restricted class of abelian varieties such that the representation of the absolute
Galois group Gal(K*®/K) on the Tate module T;(A), ¢ # p, is irreducible. We do
not know any counterexample of this kind.

2.6.4 Brumer and Kramer’s bound

Before tackling Question 2.2.11, let us recall the bound for the Swan conductor
given in [BK94]. For any abelian variety A/K and any extension M /K, let us
denote by a,s and t,; the dimensions of the abelian and toric parts of the reduction
of Ap/M respectively. Let us consider the following function on integers

MAp(n) = irp,
i=0
where s
n=>y_ rip"
i=0
is the p-adic expansion of n, with 0 < r; < p.

Proposition 2.6.4. [BK9/, Proposition 3.11]
Assume that K is of characteristic 0. Let A/K be an abelian variety which

acquires semi-abelian reduction over L. Let Ky be the subfield of L fized by the
first ramification subgroup of Gal(L/K). We have

0(A/K) < 2(de + da)po (p) + (p — 1) (2Ap(dr) + Ap(2da))vkc (),

where d; and d, are defined by t;, —tx, = (p — 1)d; and ap, — ax, = (p — 1)d,
respectively.
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2.6.5 Counterexample to Question 2.2.11

Assume that K is of characteristic 0 and that it contains the p-th roots of 1. Let
L/K be the Kummer extension given by the polynomial t» — . Let E/L be an
elliptic curve and let A = Resy/x E/K be its Weil restriction under the extension
L/K. Using [Ser68, Corollaire T11.6.2] we can compute Dy, x = prhy 'Oy, and then
formula (2.7) gives

6(A/K) = 6(E/L)+ 2vL(p)
= O(E/L) + 2pvk(p).

Assume that E/L is a Tate curve. Then E/L has semi-abelian reduction and
thus §(£/L) = 0 so that 6(A/K) = 2pvk(p). Now let us compute the bound for
the Swan conductor from Proposition 2.6.4. Here, the Galois group Gal(L/K)
coincides with the first ramification subgroup, hence the subfield of L fixed by the
latter is simply K. By Proposition 2.3.5, Ay /L has purely multiplicative reduction.
Thus, we have ax = ar, = 0 hence d, = 0 and tx = 1 (see the exact sequence
(2.5)) whereas t7, = p hence d; = 1. We also have \,(0) = A\,(1) = 0 and therefore
we get

0(A/K) < 2pvk(p).

This bound is exactly the one we achieved. Now we saw in Proposition 2.3.3 that
we may choose our elliptic curve /L such that A/K does not have split reduction
and therefore the answer to Question 2.2.11 is no in general.

Remark 2.6.5. Our example has positive toric rank (tx = 1). We do not know any
example of abelian variety with toric rank 0 which does not have split reduction
and whose conductor achieves the bound from [BK94].

Remark 2.6.6. Assume that K is of characteristic p > 0. Let L/K be the extension
given by the Eisenstein polynomial t* + a,_t + a, where a,_; € TxOf is different
from 0 and vk (a,) = 1. This polynomial is separable and the different ideal of the
extension L/K is Dr g = a,—10y (use [Ser68, Corollaire 111.6.2]). Now, let £/L
be an elliptic curve with totally not split reduction. Let A = Resy x E be its Weil
restriction under the extension L/K. Then, A/K has totally not split reduction
by Proposition 2.4.1. Moreover, by formula (2.7) we have

6(A/K) =0(E/L) + 2pug(ap—) — (p— 1).

Hence, considering an unbounded family of a,_1’s we get a family of abelian vari-
eties which have totally not split reduction but unbounded Swan conductors.



Chapitre 3

Modeles de Néron et groupes
formels

Soit Ok un anneau de valuation discrete complet. Soit K le corps des fractions
de Ok de caractéristique 0. Soient 7x une uniformisante de K et k = Ok /nx Ok
le corps résiduel de Ok de caractéristique p > 0. Soit A/ K une variété abélienne de
dimension g. Un théoréme de Mattuck établit I’existence d'un voisinage mx-adique
de lorigine 0 dans A(K) isomorphe au polydisque (7O )? muni de sa structure
de groupe additif usuelle. On s’intéresse a préciser le rayon de ce voisinage de 0.
Tout d’abord, on montre que I'obstruction a I'isomorphisme souhaité est la torsion
dans le noyau de la réduction de A/ K qui est un groupe formel sur Ok . Ensuite, on
étudie l'effet d’'un changement de base sur ce groupe formel. Enfin, on détermine
la valeur du rayon recherché dans le cas des courbes elliptiques.

3.1 Un théoréeme de Mattuck

3.1.1 Le noyau de la réduction

Soit A/K une variété abélienne de dimension g. Soit A/Of son modele de
Néron. Pour un entier n > 1, on définit la fibre infinitésimale

A, = A xo, Ok /7% Ok,
I’application de réduction
o AK) = A, (O /73 Ok),
et on note A, (K) le noyau de cette application.

Proposition 3.1.1. Le noyau de la réduction A,(K) est le groupe associé a un
groupe formel commutatif de dimension g.
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Démonstration. Soit 0 I'élément neutre de la fibre spéciale Ay /k. Soit O 4 'an-
neau local de A/Ok en 0. On démontre tout d’abord que l'on a une bijection

Ay (K) = Homp, (Spec Ok, Spec O49) = Homp, (O 40, Ok).
Soit P € Ay(K). Par la propriété de Néron, P s’étend en une section
Spec O — A

qui se factorise par
Spec Oy — A

d’ou un morphisme
Spec Og — Spec O 4.

Réciproquement, la fibre générique d’'un morphisme
Spec Og — Spec O 49

définit un point P € A;(K).

Soit O 40 le complété de 'anneau local O 4 pour la topologie m-adique ot m
est 'idéal maximal de O 4. Comme Ok est complet, on a d’apres la propriété
universelle de la complétion une bijection

Al (K) &= HomoK(OAQ, OK) & HOHI@K(@A’(), OK)
Comme A/QOg est lisse en 0, on a un isomorphisme
Ouo = Ok[[X1, ..., X,]].

Ainsi, on peut identifier A;(K) avec (mxOk)?.
De plus, la loi de groupe A xp, A — A induit en localisant en 0 puis en
complétant pour la topologie m-adique un morphisme

Oxl[X1,. ... X,)| = Ok[Vs,....Y,. Z1,.... Z)).

On note F; I'image de X, par ce morphisme. Le g-uplet de séries formelles F
obtenu forme un groupe formel commutatif. En effet, les axiomes d’associativité et
de commutativité sont une conséquence des mémes axiomes pour la loi de groupe
sur A/Ok. Quant au fait que pour tout i € {1,..., ¢} on ait

F,(X,Y) =Y.+ Z; + (termes de degré > 2),
cela vient du fait que la différentielle de la loi de groupe est donnée par

TaoxTao — Tap
(Y, Z) = Y+ Z.

Ainsi, on a un isomorphisme A;(K) = F(rxOk). O
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Soit vg la valuation sur K normalisée de sorte que vg(mg) = 1. On note
A(K)},, 'ensemble des points de torsion de A(K') d’ordre premier a p.

tors
Corollaire 3.1.2. On a les propriétés suivantes :

(1) A(K),,,, $'injecte dans Ay (k).

tors

(2) Sivi(p) <p—1 alors A(K)ios $’'injecte dans A (k).

Démonstration. Le point (1) est une conséquence de la proposition 1.7.19 qui
assure qu’il n'y a pas de point de torsion d’ordre premier a p dans le groupe
formel A;(K). Le point (2) est une conséquence du point (1) et du Théoreme
1.7.21 qui assure qu'il n’y a pas de point de torsion d’ordre p dans A;(K’) dés que
vk (p) <p—1. [

Dans le cas général, A;(K) peut contenir des éléments de torsion.

3.1.2 Le logarithme formel
D’apres la proposition 3.1.1, on a un isomorphisme
Al(K) = F(?TKOK),

ou I est un groupe formel commutatif sur Ok de dimension g. D’apres 1.7.13, on
dispose d'un logarithme formel

logy : F(X,Y) — GI(X,Y)
qui induit un isomorphisme local
logp : A1(K) — (g Ok)?
ou I'ensemble de droite est muni de sa loi de groupe additif usuelle.
Proposition 3.1.3. Le noyau du morphisme
logp : A1(K) — (g Ok)?
est le sous-groupe de torsion Aj(K )iors-

Démonstration. Comme (7O )9 est sans torsion, I'inclusion A; (K )ios C kerlogp
est claire. Réciproquement, soit x € kerlogp. D’apres le lemme 1.7.11

p] 7 (X) = pX + (termes de degré > 2).

Ainsi, pour n assez grand [p"] () est dans 'ouvert ou log, est un isomorphisme.
Ainsi [p"] () =0, ie. 2 € A1 (K)o O
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L’image du morphisme ci-dessus peut étre décrite via la proposition suivante.

Proposition 3.1.4. Un sous-groupe ouvert conneze d’un polydisque (mx Ok )9 est
analytiquement isomorphe a un polydisque.

Démonstration. C’est un cas particulier de [Lut16, Proposition 7.2.3]. O

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant qui est di a Arthur Mat-
tuck (voir [Mat55, Theorem 7]).

Théoréme 3.1.5. Pour tout entier n > vg(p)/(p—1), An(K) est analytiquement
isomorphe au polydisque (T Ok )9 muni de sa structure de groupe additif usuelle.

Démonstration. On conserve les notations utilisées ci-dessus. D’apres 1.7.21, pour
n > vk(p)/(p—1) alors A,(K) = F(r7Ok) est sans torsion. Ainsi d’apres la pro-
position 3.1.3, A, (K) est isomorphe a son image dans (7O )¢ par le logarithme
log; qui est un polydisque d’apres la proposition précédente. O

Corollaire 3.1.6. On suppose que k est fini. Alors, A(K) contient un sous-groupe
d’indice fini isomorphe a OY..

Démonstration. On a une suite exacte
0— A1(K) = A(K) — Ai(k).

Comme k est un corps fini, A(k) est fini et on est donc ramené & montrer que
A;(K) contient un sous-groupe d’indice fini isomorphe a O%.

On a un isomorphisme A;(K) = F(rxOk) ou F est un groupe formel com-
mutatif sur Og de dimension g. Soit n > vk (p)/(p — 1). D’apres le théoreme
précédente on a un isomorphisme

Ainsi, il suffit de montrer que F(7)tOk) est d’indice fini dans F(mxOf).
Soit 7 € {1,...,n — 1}. L’identité

F(X,Y)=X+Y + (termes de degré > 2)
implique que I'application
F(1%Og)/F (1t Ok) — 7t Ok /78 Ok

induite par I'identité sur les ensembles est un isomorphisme. Ainsi, on a une fil-
tration
F(W?(OK) Q F(’ﬂ'?(_loK) g cee g F(WKOK)

dont les quotients successifs sont finis, d’ou le résultat. n

Remarque 3.1.7. En particulier, si k est fini alors on obtient que A(K )iors est fini.



3.1 Un théoreme de Mattuck 53

3.1.3 Heuristique

On s’intéresse dans la suite de ce chapitre a la question suivante.

Question 3.1.8. Quel est le plus petit entier n tel que A, (K) soit analytiquement
isomorphe au polydisque (mx Ok )9 muni de sa structure de groupe additif usuelle ?

On a vu que l'obstruction pour l'application log, a étre un isomorphisme est
liée au groupe A;(K )iors dont les éléments sont d’ordre une puissance de p. On
illustre maintenant pourquoi le type de réduction de A/K doit avoir une influence
sur la réponse a apporter a la question précédente. Pour simplifier, on suppose ici
que k est algébriquement clos.

En considérant la p-torsion dans la suite exacte

0— A = A, — ®(A4) =0
on obtient une suite exacte
0 — AYp] = Ai[p] = ®(A)[p] — AY/pAY — --- .

On consideére les trois différents cas suivants.

(1) Si A/K a bonne réduction, Ay /k est une variété abélienne et on a alors

Axlpl(k) = (Z/pZ)"

ou 0 < h < g est le prang de Ai/k. Or A[p|(K) peut avoir jusqu’a p* points
auquel cas 'application de réduction

Alpl(K) — Axlp](k)
ne peut pas étre injective. Dans ce cas A (K )iors n'est pas trivial et donc A;(K)
n’est pas isomorphe & (mxOk)? i.e. n = 1 ne convient pas.

(2) Si A/K a réduction purement multiplicative, A9 = GY, et alors A%[p] = 0 et
A% /pAY = 0 puisque la multiplication par p est surjective sur GY,. Ainsi, la
suite exacte ci-dessus donne un isomorphisme

Ai[p] = ©(A)[p],
or on sait que
®(A)[p] = (Z/pZ)"
avec 0 < h < g. Comme A[p](K) peut avoir encore une fois jusqu’a p? points
on obtient comme précédemment que n = 1 ne convient pas.

(3) Si A/K a réduction purement additive, alors A%(k) peut avoir beaucoup de
points et on ne peut pas exclure que 'application

Alpl(K) — Ax[p] (k)

soit injective, i.e. que n = 1 convienne.
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3.2 Groupes formels et changement de base

Soit L/K une extension finie. Soit Oy I'anneau des entiers de L. Soit A'/Oy,
le modele de Néron de A;, = A X, L. On notera 0 les éléments neutres des fibres
spéciales Ay ou A}, sans distinction. Par la propriété de Néron, on a un morphisme

h:.AX(QKOL%A/.
On en déduit un morphisme injectif
O.A',U — OAXOKOL,O'

Soit 7y, une uniformisante de L. Soient zy,...,z,4 et yi,...,y, des systemes de
coordonnées locales en 0 de A/Ok et A'/Op, respectivement. On a alors

éAonOL,O = Opflx, ... 2]

et A
Ouo =0y, -5yl

D’ou un morphisme injectif
Orllyi, - ygll = Orllzr, ..., z]].

Proposition 3.2.1. [l existe un choiz de systémes de coordonnées locales en 0 de
A et A’ tel que

_ T1
B = T
— Tg
Yg = T Ty
ou T1,...,74 sont des entiers naturels.

Démonstration. On considere le morphisme induit par h entre les faisceaux des
différentielles relatives

*1 1
h QA//OL _> QAXOKOL/OK.
En tirant en arriere par la section unité de A xp, O on obtient un morphisme
entre les Op-modules libres des différentielles invariantes

WA /0, = WAjOr Dok OL.

Ce morphisme est injectif puisque c’est un isomorphisme a la fibre générique.
D’apres le théoreme de la base adaptée, il existe alors une base

dzy,...,dz,
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de waj0, ®o, Or (qui provient d'une base sur Ok a un automorphisme Oy -linéaire

pres) telle que pour un certain g-uplet d’entiers naturels rq,...,r, la famille
mitdry, ..., 7 dey,

soit une base de w40, .
Il reste a démontrer que 1’on obtient de cette maniere un systéme de coordon-
nées locales de A/Of en 0. On considere

z1,...,24 € Oap
tels que la famille
dxq, ... ,dIg € WA/, ROy O
soit la base obtenue ci-dessus. Quitte a remplacer x; par x; —z;(0) on peut supposer
que x; € mgg pour i € {1,...,g}. On définit alors un morphisme
o:U— AL,

ou U est un voisinage ouvert de 0 dans A, via

OklTh,....T,] — T(U,0x)

On a, par construction, un isomorphisme
xl ~ 1
(‘P QA%K/OK)O = (QU/(’)K>0'

Ainsi, ¢ est un morphisme étale en 0 d’apres [Liu02, Proposition 6.2.10]. Comme
les corps résiduels en 0 sont isomorphes cela implique que

— @ A0
A %

Ok([T,...,Ty]]
T.

~

est un isomorphisme d’apres [Liu02, Proposition 4.3.26], ce qu'il fallait démontrer.
Enfin, en posant y; = wj'x; pour i € {1,...,g} on obtient un systéme de
coordonnées locales de A’'/Op, en 0 tel que

Oao = Oaxo, 000
Y —> 7'('2133@

D’otu la proposition. ]
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Soit e(L/K) lindice de ramification de 'extension L/K. Dans [Cha00] et
[CYO01], Chai et Yu ont introduit la notion de conducteur de changement de base
pour les tores et les variétés abéliennes. On considére le morphisme injectif induit
par h sur les algebres de Lie

Lie(h) : Lie(A) ®o, O, — Lie(A').

Le conoyau de ce morphisme est de longueur finie. Si L/ K est une extension finie
telle que Ap /L ait réduction semi-abélienne, alors le conducteur de changement de
base de A/K est défini par

1 :
c(A) = WKOL Coker(Lie(h)).
Le module w40, étant le dual de Lie(.A), la longueur du conoyau de Lie(h) est
égale a la longueur du conoyau du morphisme
WA /0, = WAjOr Dok Or.

On obtient ainsi ’égalité
T1+T2+"'+Tg

e(L/K)

avec les notations de la proposition précédente.

c(A) =

3.3 Le cas des courbes elliptiques

Soit E/K une courbe elliptique. Soit £/Ok son modeéle de Néron. D’apres la
proposition 3.1.1, il existe un groupe formel commutatif F' sur Ok tel que le noyau
de la réduction E;(K) soit isomorphe a F(mxOk). On s’intéresse a déterminer
le plus petit entier n tel que FE,(K) soit analytiquement isomorphe au disque
7 Ok muni de sa structure de groupe additif usuelle. D’apres la proposition 3.1.3,
il suffit de choisir n strictement plus grand que la valuation maximale d’un point
non trivial de E7 (K )ors. D’apres la proposition 1.7.19, un élément de F1(K )iors est
d’ordre une puissance de p, on va donc considérer le morphisme de multiplication
par p sur le groupe formel F' de E/K. On remarque que le fait que

[p]r(X) = pX + (termes de degré > 2)
implique que
vi([plr(C)) > vk (€).
Ainsi, si ¢ € Ei(K)iors est d’ordre p* avec k > 2, alors [p"~!]p(¢) est d’ordre p et
vk (PR (Q)) > vk (€)-

11 suffit donc de calculer la valuation maximale des points de F4 (K)o d’ordre p.
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3.3.1 Réduction semi-abélienne

Dans le cas ou E//K a réduction semi-abélienne, i.e. bonne réduction ou réduc-
tion multiplicative, on peut calculer la valuation des zéros non triviaux de [p|r(X)
a 'aide du polygone de Newton de cette série formelle.

Proposition 3.3.1. Soit E/K une courbe elliptique.

(1) Si E/K a réduction multiplicative ou bonne réduction ordinaire, alors la va-
luation des points de F1(K ) d’ordre p est

vk (p)
(p—1)
(2) Si E/K a bonne réduction supersinguliére, on note ey la valuation du coeffi-
cient s, de X? dans [p]p(X).

(a) Sier > puk(p)/(p+1), alors la valuation des points de Ey(K )iors d’ordre
p est

vk (p)
(P> —1)
(b) Siey < pvk(p)/(p+1), alors la valuation mazimale des points de Ey(K )tors
d’ordre p est
vk (p) — e
p—1
Démonstration. On suit [Ser72, §1.10]. Dans le cas (1), la loi de groupe formel F
est de hauteur 1 et le polygone de Newton de [p]r(X) est composé d’un unique
segment de pente
v (p)
(p—1)
Dans le cas (2), la loi de groupe formel F' est de hauteur 2. Suivant la valeur de
e1, le polygone de Newton de [p|r(X) est formé d'un unique segment de pente

vk (p)
p* =1

ou de deux segments de pentes

vi(p) — e
p—1
et
vk(p) _ vx(p) — e
pP—p p—1 =~
D’ou le résultat d’apres la théorie des polygones de Newton. O
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Remarque 3.3.2. Soit H(E,w) invariant de Hasse comme défini dans [Kat73,
§2.0]. On a la congruence

sp = H(E,w) mod pOk.

Remarque 3.3.3. Pour p > 3, on peut exprimer e; = vk(s,) en fonction uniquement
de la classe de p modulo 12 et des valuations du discriminant minimal A et du
j-invariant j(EF) de E/K (voir [Loz13, Theorem 3.9]).

3.3.2 Réduction additive

Etant donnée une courbe elliptique F /K, il existe toujours une extension finie
L/K telle que Er/L a réduction semi-abélienne. On se ramene ainsi aux valeurs
ci-dessus via la proposition suivante. On notera 7, une uniformisante de L et vy
la valuation sur L normalisée par v (my) = 1.

Proposition 3.3.4. Soit E/K wune courbe elliptique. Soit L/K une extension
finie telle que Er /L a réduction semi-abélienne. Soit v la valuation maximale des
points d’ordre p du noyau de la réduction de Er /L. Alors, la valuation mazimale
des points de F1(K )ios d’ordre p est

v

(ojr) P

ot c(E) est le conducteur de changement de base de F/K.

Démonstration. Soit £'/Oy, le modele de Néron de Ep /L. D’apres la proposition
3.2.1, on peut trouver des parametres locaux z et 2/ en 0 de £/Ok et £'/Oy
respectivement tel que via le morphisme injectif

Ogro = OL[[2'] = Oexo, 010 = O[]

on ait

ou r est un entier naturel. Par définition, r = e(L/K)c(FE) ou ¢(E) est le conducteur
de changement de base de /K.
On note F” la loi de groupe formel de £'/Op. On a le diagramme commutatif
suivant
(€ X0, OL) X0, (€ X0, OL) — &' Xo, &
! T

& X Ok Or — ol
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ol les fleches verticales sont les lois de groupe. En localisant en 0 et en complétant,
on obtient un diagramme commutatif

OLllz1, 2]+ O]z, %]
T T
Ocllz]l < OL[l¥]]
En suivant I'image de z’, on a alors la relation
7L F (21, 20) = F'(7} 21, 7] 22)
et donc
mlplr(2) = [ple (77 2).
(

Soit ¢ € mxOk tel que [p|r(¢) = 0. Alors [p]e (7} () = 0 et d’apres la proposi-
tion 3.3.1 on connait v = v (7} (). On obtient donc

UK(O =

v

—— —¢(E).
cww)
D’otu la proposition. ]

Remarque 3.3.5. D’apres [HN16, proposition 2.2.1], on a

[ uk(A)/12 si j(E) € Ok,
C<E>{ (0 (D) + vk (j(E)))/12 sij(E) ¢ Ok.

Remarque 3.3.6. La borne de la proposition 3.3.4 dépend uniquement de E/K et
non de 'extension L/K. En effet, si on est potentiellement dans le cas (1) de la
proposition 3.3.1, on obtient

vr(p) _vk(p) .
w1 Ty A
Si on est potentiellement dans le cas (2)(a), on obtient
UL<p) _ (E) _ UK(p) N C(E)

e(L/K)(p* = 1) -1

Finalement, si on est potentiellement dans le cas (2)(b), on obtient

_ UL (p) — €
p—1
ou €} est la valuation sur L du coefficient s, de 2’7 dans [p]p(2’). Mais, d’apres la

démonstration précédente, on a

mrlplr(2) = [ple (mp2),
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et donc 7ys, = 7;"s,. D'ott €} /e(L/K) = e; — (p — 1)c(£), et ainsi on obtient

v _vk(p) — e
e(L/K) '

—c(F) = b1

Pour conclure, le plus petit entier n tel que E,(K) soit analytiquement iso-
morphe au disque 7Ok muni de sa structure de groupe additif usuelle est le plus
petit entier n strictement supérieur a la valeur obtenue dans les propositions 3.3.1
et 3.3.4 suivant le type de réduction de F/K. Cela répond a la question 3.1.8 dans
le cas des courbes elliptiques et précise donc le théoreme de Mattuck dans ce cas.



Chapitre 4

Modeles de groupes algébriques
de dimension 1

Soit K un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0. Soit O
I’anneau des entiers de K. Soit mx une uniformisante de K. Soit k = Ok /7 Ok
le corps résiduel de Ok supposé algébriquement clos sauf mention contraire. Tout
d’abord, on rappelle la définition d’ensemble de points de Néron d’un groupe al-
gébrique suivant [Fal08]. Ensuite, on s’intéresse aux modeles sur O des groupes
additif et multiplicatif G, i/ K et G,, /K et plus particulierement & leurs groupes
des composantes. Enfin, dans le cas d'un corps résiduel fini, on s’intéresse aux
points rationnels des groupes des composantes de tels modeéles.

4.1 Points de Néron et modeéeles associés

Faltings a introduit la notion de point de Néron dans [Fal08] dans le but d’as-
souplir la définition de modele de Néron habituelle.

Définition 4.1.1. Soit X/K un schéma. On appelle point de Néron de X/K un
élément de X (K”) ou K’ est le corps des fractions d'un anneau de valuation discrete
Ok formellement lisse sur O (i.e. Tx est toujours une uniformisante de Ok et
le corps résiduel Ok /mx Ok est une extension de type fini séparable, mais non
nécessairement algébrique, de k).

On notera que le corps K’ dépend du point de Néron P € X (K') que l'on
considere. On donne maintenant les définitions d’ensemble de points de Néron
ouvert et borné, toujours en suivant [Fal08§].

Définition 4.1.2. On dira qu'un ensemble £ de points de Néron est ouvert s’il
existe un schéma lisse S/Ok avec Sy # () et un morphisme lisse et dominant

QOISK—>X
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tel que la réduction des éléments de £ qui se relévent en des éléments de S(O)
(i.e. P € X(K') est I'image par ¢ de la fibre générique d’une section Spec Ok — S)
est Zariski-dense dans S /k.

Définition 4.1.3. On dira que & est borné s’il existe un schéma )Y /O de type
fini et un morphisme
y K — X

tel que tous les éléments de £ se relevent en des éléments de V(O ).

Soit G/K un groupe algébrique de type fini. Soit £ un ensemble de point de
Néron ouvert, borné et stable par produit et inverse (pour définir le produit de
deux points de Néron qui ne sont pas définis sur le méme corps il est nécessaire de
définir la notion de changement de base d’un point de Néron, on renvoie a [Fal08,
page 94]). On a alors le résultat suivant.

Théoreme 4.1.4. [Fal0S, Theorem 1]
Il existe un unique schéma lisse, de type fini et séparé G/Ok qui étend G/K
tel que

(1) tout élément P € G(K') de € s’étend en un élément de G(Ok),

(2) la réduction de ces points est Zariski-dense dans la fibre spéciale Gy /k.

De plus, si §/Ok est un schéma lisse muni d’un morphisme Sx — G tel que
les éléments de € qui se relévent en des éléments de S(Ok) ont une réduction
Zariski-dense dans la fibre spéciale Sy /k, alors le morphisme S — G s’étend
en un morphisme S — G.

On dira que G/Ok est le modéle de Néron de G/K associé a l’ensemble de
points de Néron £.

Remarque 4.1.5. Tout schéma en groupes G/Ok lisse, de type fini et séparé est
le modele de Néron de sa fibre générique G /K associé a l'ensemble de points de
Néron £ formé par 'image du morphisme canonique G(Og) — G (K).

Ceci nous amene a étudier quels peuvent étre les modeles lisses, de type fini
et séparés sur Ok d’un groupe algébrique de type fini G/K. On s’intéressera plus
particulierement aux cas ot G/K est le groupe additif G, x/K ou le groupe multi-
plicatif G, x /K. L’étude de ces modeles a déja été menée dans [DW74] et [WWS80],
ou des équations sont données. On déterminera ici quelles sont les possibilités pour
le groupe des composantes d'un tel modele et on donnera un procédé géométrique
permettant d’obtenir tous les cas possibles. Enfin, on rappelle que d’apreés [SGA3,
Corollaire 12.10.1], si G/Oy est un schéma en groupes plat, séparé et de type fini
tel que G /K est affine, alors G est affine. Ainsi, les modeles recherchés ici seront
affines.
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Soit G/K un groupe algébrique de type fini. Soit G/Ok un modele lisse, de
type fini et séparé de G/K. On notera G°/Of la composante connexe de 0 dans
G/Ok et my(Gx) le groupe des composantes de la fibre spéciale G /k.

4.2 Modeles du groupe additif

Soit G/Ok un modele affine et lisse de G, x/ K.

4.2.1 Caractéristique résiduelle nulle

Proposition 4.2.1. On suppose que k est de caractéristique 0. Alors, Gy /k est
connexe et on a

g = Ga,OK .

Démonstration. On a une suite exacte
0— Gy — G — mo(Gr) — 0.

Comme la multiplication par un entier n quelconque est surjective sur le groupe
algébrique G /k, on obtient en passant aux points de n-torsion la suite exacte

0 — GP[n] — Giln] — m(Gr)[n] — 0.

Si mo(Gx) n’est pas trivial, alors, pour un certain entier n, Gi[n| n’est pas trivial.
Comme Op est hensélien et G[n|/Ok est (étale donc) quasi-fini, on a une décom-
position en somme disjointe G[n] = G[n]/ 11 G[n] ott G[n]/ est fini étale sur O et
G[n]" est un K-schéma. De plus, G[n]/ est un sous-schéma en groupes de G[n]. En
utilisant encore le fait que Ok est hensélien, on a G[n](k) = G[n)! (k) = G[n]/ (K),
d’ott une injection Gi(k)[n] — Gr(K)[n]. Comme G (K)[n| est trivial, on a une
contradiction. Ainsi, my(Gy) est trivial, i.e. Gi/k est connexe.

On a vu que G /k est un groupe algébrique connexe de dimension 1 sans torsion,
on a donc nécessairement

GOr = Gy
Pour finir, on va montrer que les conditions Gx = AL et G, = A} impliquent que
G Ay, .

On s’inspire ici de [WW80, Lemma 2.1]. On sait que G/Of est affine. On peut
donc écrire G = Spec A avec A une Og-algebre telle que

A®o, K =K]|t]
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avec t un élément primitif (i.e. A(t) =t ® 1+ 1® ¢ ou A est la comultiplication
sur K[t]). Quitte a multiplier ¢ par un mutliple de 7, on peut supposer que
t € A\mgA. Soient Ok et Oy les éléments neutres de G/ K et Gi/k respectivement.
On peut supposer que t(0x) = 0 et donc ¢(0) = 0. Enfin, on obtient un morphisme

G = Spec A — Spec Okt].

Ce morphisme n’est pas constant a la fibre spéciale puisque t ¢ mx A. Ainsi, c’est
un morphisme birationnel et quasi-fini. Comme Spec Ok t] est normal, c’est une
immersion ouverte d’apres le théoréeme principal de Zariski (voir [Liu02, Corollary
4.4.6]). Pour obtenir l'isomorphisme annoncé, il reste & démontrer la surjectivité
de ce morphisme a la fibre spéciale. Cela résulte du lemme suivant. Enfin, la
comultiplication A se restreint & Oklt| et on a ainsi un isomorphisme de groupes

g = Ga,OK-
[l

Lemme 4.2.2. Soit k un corps. Soit X/k une courbe affine, réquliére et de type
fini. Alors, toute immersion ouverte

1: X - X
est un isomorphisme.

Démonstration. On peut plonger X dans une courbe projective et réguliere X k.
Alors, 7 se prolonge en un isomorphisme

On obtient alors une application surjective
X\ X =X\ X

qui est bijective car ces ensembles sont finis. Ainsi, ¢ est un isomorphisme. O]

4.2.2 Caractéristique résiduelle positive

Proposition 4.2.3. On suppose que k est de caractéristique p > 0. Alors, mo(Gx)
est un p-groupe et on a

G’ >~ Guo,.

De plus, tout p-groupe abélien peut étre réalisé comme groupe des composantes de
la fibre spéciale d’un modéle affine et lisse de G, x/K.
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Démonstration. Pour un entier n premier a p, la multiplication par n sur le groupe
algébrique G /k est surjective, G[n]/Ok est étale et Gx (K )[n] est trivial. Ainsi,
comme dans la démonstration de la proposition 4.2.1, on obtient que 7y(Gy)[n] est
trivial pour tout entier n premier a p, i.e. mo(Gy) est un p-groupe, et que

0
g = Ga,OK-

Pour démontrer la seconde assertion de la proposition, on utilise la notion de
dilatation (voir Section 1.8) pour construire des exemples de modeles de G, /K
ayant un groupe des composantes donné. Le procédé est illustré dans la figure 4.1.

Soient n; > ny > ... > n, > 1 des entiers. Soient aq, s, ..., qa, € Ok tels
que leurs réductions ay, as,...,a, € k forment une famille libre sur le sous-corps
premier F,, de k. On considere 'ensemble £ de points de Néron de G, x/K défini
par le sous-groupe

Z-oy+p" L g+ A PN T L + pM Ok C K = G i (K).

Par dilatations successives a partir de G, 0, /O on va construire le modele de
Néron G/Ok de G, /K associé a £ et montrer que

m0(G) = Z/p™ L X Lfp"™ L X - - - X L[p" L.

Plus précisément, a chaque étape on a un modele G/Ok de G, /K et on effectue
la dilatation de 'image de la réduction des points € dans Gy /k. Le procédé s’arréte
lorsque I'image de la réduction des points £ dans G /k est dense.

Soit | - |k une valeur absolue sur K associée a la valuation vy (normalisée de
sorte que vg (mx) = 1). On effectue la dilatation du sous-schéma en groupes fermé
F, - de G, /K dans G, 0, /Ok avec un rayon |p|g, c’est-a-dire on dilate F, - a4
puis on dilate vg(p) — 1 fois l'origine de la fibre spéciale ainsi que ses translatés
dans chaque composante connexe. On obtient alors un modele G/Ok de G, /K
tel que

70(Gr) = Z/pZ.

On dilate ensuite (avec un rayon |p|x) le sous-schéma en groupes fermé de Gy
formé des points de F, - @; dans G} /k ainsi que de leurs translatés dans chaque
composante connexe de Gy /k. On obtient un nouveau modele de G, i /K, encore
noté G/Ok, avec

70(Gr) = Z/p*Z.

En effet, on a G(O) = Z - a; + p*Ok et G°(Ok) = p*Ok. Ainsi, le point ay
se réduit dans une composante d’ordre p%. On répete la méme opération pour un
total de n; —ng fois. On obtient alors un modele de G, i /K, toujours noté G/Ok,
avec

mo(Gr) = Z/p™ L.



66 Chapitre 4 : Modeles de groupes algébriques de dimension 1

Ensuite, on dilate le sous-schéma en groupes de G /k formé des points de
F,-o1+F,-a

dans GY)/k ainsi que de leurs translatés dans chaque composante connexe de Gy /k.
On obtient un modele G/Ok avec

mo(Gr) 2 Z/p™ L x Z/pZ.
On répeéte ny — ng fois au total cette opération pour obtenir un modele G/O avec
wo(Gr) 2 Z/p™ L X L/ p™ L.

On continue de la méme fagon jusqu’a la derniere étape qui consistera a dilater
n,. fois le sous-schéma en groupes de Gy /k formé des points de

F,-a1+F,-ao+-+F,-a,

dans G /k ainsi que de leurs translatés dans chaque composante connexe de Gy, /k.
On obtient comme cela un modele G/Ok de G, /K tel que

w0(Gk) 2 Z/pML X LJp™ 7L X - -+ X L] p" L.

De plus, il est clair que G/Ok est le modele de Néron de G, x/K associé a I'en-
semble de points de Néron £. O

1

1
_

1

1

1
—_—

|

1

1
_—

1

1

Gk Gk

FIGURE 4.1 - Dilatations successives pour obtenir un modele G/Ok de G, /K
avec mo(Gy) = Z/p*Z (ici p = 3).

4.3 Modeles du groupe multiplicatif

Soit G/Og un modele affine et lisse de G, x /K. Le groupe algébrique G /k est
affine et connexe de dimension 1 et k est algébriquement clos, on a donc G = G, «
ou g;g = Ga,k:'
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4.3.1 Réduction multiplicative

Proposition 4.3.1. On suppose que G) = G, .. Alors, Gy /k est conneze et on a
G = Gno-

Démonstration. Soit T le modele de Néron localement de type fini de G, ¢ (voir
[BLR90, Example 10.1.5]). On a

T~ G-

Comme G/O est lisse on peut, d’apres la propriété de Néron, étendre I'isomor-
phisme

Ok =Tk
en un morphisme birationnel

g—T.

On note G° et T? les composantes connexes de 0 de G et T respectivement. Soit
n un entier premier a p. Comme dans la démonstration de la proposition 4.2.1,
on a une injection GY(k)[n] — Gr(K)[n] qui est une bijection par cardinalité.
Comme Of est hensélien et T°[n]/Ox est fini étale, on a aussi un isomorphisme
TO(k)[n] = Tx(K)[n]. On obtient alors un diagramme

Ge(k)n] = Gk (K)[n]
3 1
Te(R)n] = T(K)n]
ou la fleche verticale a droite est un isomorphisme. Ainsi, la fleche verticale a

gauche est un isomorphisme et donc le morphisme G — T, n’est pas constant. Il
est donc quasi-fini. On a alors un morphisme birationnel et quasi-fini

gO N 7-0
qui est une immersion ouverte d’apres le théoreme principal de Zariski. Le mor-
phisme

Gr — Ty

est donc un isomorphisme. D’ot1 un isomorphisme
0
g = TO = Gm,OK-

Comme 7y(Gy) est fini alors que mo(7x) = Z est libre, les composantes connexes
de Gr qui ne contiennent pas 0 sont envoyées isomorphiquement sur 7,°. Le mor-
phisme

G—T

est donc birationnel et quasi-fini et une nouvelle fois, d’apres le théoreme principal
de Zariski, c’est une immersion ouverte. Ceci implique que Gy /k est connexe. D’otut
le résultat escompté. O
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4.3.2 Réduction additive

Proposition 4.3.2. On suppose que G = G, .

(1) Si la caractéristique de k est 0, alors mo(Gy) est un groupe cyclique. De plus,
tout groupe cyclique peut-étre réalisé comme groupe des composantes de la fibre
spéciale d’un modéle affine et lisse de G, i/ K.

(2) Si la caractéristique de k est p > 0, alors mo(Gy) est le produit d’un groupe
cyclique d’ordre premier a p par un p-groupe. De plus, tout produit d’un groupe
cyclique d’ordre premier a p par un p-groupe peut-étre réalisé comme groupe
des composantes de la fibre spéciale d’un modéle affine et lisse de G, i/ K.

Démonstration. Soit n un entier premier a p. Comme dans la démonstration de
la proposition 4.2.1, on a une injection Gi(k)[n| — Gk (K)[n]. Comme Gx (K)[n]
est cyclique, Gi(k)[n] 'est aussi. Ainsi, la partie de my(G) d’ordre premier a p est
cyclique.

Pour construire un modele ayant un groupe des composantes donné on effectue
des dilatations a partir de G, 0,,. Plus précisément, soit n un entier premier a p
et ny > ng > ... >n, > 1 des entiers. Pour obtenir

70(Gr) 2 Z/nZ x (Z|p"Z X Z)p"Z % - -+ X L/p""7Z),

on dilate tout d’abord le sous-schéma en groupes fermé i, /k de G,, /k avec un
rayon |p™ |x. On obtient alors un modele G/Ok de G, /K tel que G = G, et

70(Gr) = Z/nZ.

Ensuite, on effectue les mémes dilatations que dans la démonstration de la pro-
position 4.2.3 dans chaque composante connexe de Gy /k pour construire la partie
p-primaire. Avec les mémes notations, on obtient le modele de Néron de G, /K
associé a ’ensemble £ de points de Néron défini par le sous-groupe

,un,K(K)(l—i—p"l (Z'Ckl—i-pnlir&Z'OéQ—'—' . ‘—l-pm*"TZ-ar+p"1(’)K)) Q KX = GmJ((K)
O

4.4 Points rationnels du groupe des composantes

On se place maintenant dans le cas d’un corps résiduel non plus algébriquement
clos mais fini. Soit K/Q, une extension finie de degré d. Soit G/K un groupe
algébrique de type fini. Soit G/Of un modele lisse, de type fini et séparé de G/ K.
Soit m(Gy) le groupe des composantes de la fibre spéciale Gy /k. On s’intéresse
ici au sous-groupe des points rationnels de my(Gy), c’est-a-dire, aux composantes
géométriquement connexes de Gy /k. On se restreint au cas ou G/K est le groupe
additif G, x/K ou le groupe multiplicatif G,, x /K.
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4.4.1 Centres et dilatations

On aura besoin du lemme préliminaire suivant sur les dilatations.

Lemme 4.4.1. Soit O un anneau de valuation discrete de corps résiduel k. Soit
X/Ok un schéma de type fini. Soit Z un sous-schéma fermé de la fibre spéciale
Xi./k et soit Y un sous-schéma ouvert et fermé de Z. On note XY et X% les
dilatations de Y et Z dans X respectivement. Alors, on a une immersion ouverte

XY - X%,

Démonstration. Soit Y = Z \'Y. C’est un sous-schéma fermé de Xj. On note
7: X% — X la dilatation de Z dans X. On va montrer que X% \ 771(Y”) est la
dilatation de Y dans X en vérifiant la propriété universelle. Soit S/R un schéma
plat et f : S — X un morphisme tel que fi : S, — X} se factorise par Y. En
particulier, fi : Sp — X} se factorise par Z et il existe donc un unique morphisme
g:S — X? tel que f =mog. Il est évident que I'image de g est en fait contenue
dans X7\ 771(Y”), d’ott la proposition. O

4.4.2 Modeles du groupe additif

Définition 4.4.2. On appelle rang d'un groupe H le cardinal minimal d'une partie
génératrice de H.

On note que le rang d'un p-groupe abélien H est égal a la dimension du IF,-
espace vectoriel H/pH.

Proposition 4.4.3. Soit G/Ok un modéle affine et lisse de G, /K. Alors, le
p-groupe mo(Gy) (k) est de rang < d = [K : Q,)].

Démonstration. On peut remplacer le schéma en groupes G /O par le sous-schéma
ouvert complémentaire des composantes non géométriquement connexes de la fibre
spéciale Gy /k. Celui-ci est stable par la loi de groupes et c’est donc un schéma
en groupes dont toutes les composantes de la fibre spéciale sont géométrique-
ment connexes. Le groupe des composantes de ce nouveau schéma est le groupe
constant m(Gg)(k). Comme dans la démonstration de la proposition 4.2.1, on a
un morphisme de groupes birationnel G — G, 0, . D’apres la proposition 1.8.2, ce
morphisme se décompose en une composition de n dilatations

g_>gn71—>"'_>gl_>Ga,OK

dont les centres sont des sous-schémas en groupes fermés lisses. On obtient cette
décomposition de la maniere suivante. Soit Hy I'image de Gy dans G, o,. Si Hy =
Gq alors G = G, 0, . Sinon, on considere G; la dilatation de Hy dans G, 0.
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Le morphisme G — G, 0, se factorise par G; — G, 0,. Si G — G; n'est pas un
isomorphisme alors on continue en dilatant I'image H; de Gy dans G; jusqu’a ce que
le procédé termine. Si dim(H; 1) = 1 alors G; — G, ; est une immersion ouverte
et H; = G, . On a alors G = G;. Ainsi les centres des dilatations précédentes sont
de dimension nulle donc constitués d’un nombre fini de points fermés. Comme les
composantes de G, sont géométriquement connexes, elles contiennent toutes un
point rationnel (on a H'(Speck,G))) = 0 d’apres le théoreme de Lang et donc une
surjection Gi(k) — mo(Gr)(k)). Ainsi, les centres des dilatations sont constitués
uniquement de points rationnels.

D’apres le lemme précédent, G; est un ouvert du modele F;/Og obtenu en
dilatant tous les points rationnels de G, dans G, 0, . De méme G, est un ouvert
du modele F5/Ok obtenu en dilatant tous les points rationnels de Fjx dans F.
Ainsi de suite, on obtient que G est un ouvert du modele F,, obtenu en dilatant n
fois tous les points rationnels de la fibre spéciale. On a donc une injection

m0(G) (k) = mo(Fn) (k).

11 suffit donc de déterminer le rang de mo(F,) (k).
Le modele F/Ok est le modele de Néron de G, /K associé a 'ensemble de
points de Néron
& =0k + 1 Oknr,

ol 7k est une uniformisante de K, K™ l'extension maximale non ramifiée de K
et Ogne son anneau d’entiers. On a un morphisme surjectif

Ok = Fu(Ok) — mo(F) (k)
et donc un morphisme surjectif

Ok [pOx — mo(Fu) (k) /p(mo(Fn)(F)).

Comme la dimension de Ok /pOk sur F, est d on a le résultat annoncé. O

4.4.3 Modeles du groupe multiplicatif

Proposition 4.4.4. Soit G/Ok un modéle affine et lisse de G, x /K. On suppose
que GY = G . Alors, la partie d’ordre premier a p de mo(Gi)(k), notée mo(Gyr.)(k)’,
est un groupe cyclique d’ordre divisant |k*| et la partie p-primaire de mo(Gy)(k),
notée mo(Gy)(k)p, est de rang < dimg, Ok /(O )P. De plus, si l'on note e et f
respectivement l'indice de ramification et le degré d’inertie de K/Q,, on a la ma-

joration
d
dims, O /(05) < ——.
p J—
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Démonstration. De méme que dans la démonstration précédente, on a une injec-
tion

m0(G) (k) — mo(Fn) (k)

ou F,, est le modele de G, /K obtenu en dilatant n fois tous les points rationnels
de la fibre spéciale a partir de G, 0.
Le modele F,/Ok est le modele de Néron de G, /K associé a 'ensemble de
points de Néron
E =051+ mxOku).

On a un morphisme surjectif
O = Fu(Ok) — mo(Fn)(k).

Comme l'image de 1+ 7Ok dans mo(F,)(k) est d’ordre une puissance de p on
obtient un morphisme surjectif

Ok /(1 + 7k Ox) = k™ — mo(Fn) (k) /7o (Fn) (K)p = 70 (Fn) (),

d’ou le résultat sur la partie d’ordre premier a p. On obtient aussi un morphisme
surjectif

Ok /(O )" = mo(Fn) (k) /p(m0(Fn) (K) = mo(Fn) (K)p/p(m0(Fn) (K))p,

d’ou le résultat sur la partie p-primaire.
Il reste & majorer le rang de mo(Gx)(k),. On remarque tout d’abord que

Or/(O)P = (1 +7k0k) /(1 + 1 Ok)P.

On considere la série formelle
1 1
9(X)=(1+X)» =ex (glog(lJrX))-

Pour z tel que
pe

p—1
la série g(z) converge dans 1 4+ mx Ok puisqu’on a alors

v (z) >

e
p—1

On note N = | -5 |. On a donc 1 + TR Ok C (14 1 Ok)P d’oli une surjection

UK(;log(l + 1)) > vk (x) — vk (p) >

(1—|—7TKOK)/(1—|—7T +1OK) (1—|—7TKOK)/(1—|—7TKOK)p

Maintenant, le rang de (1 + mxOk)/(1 + 78 'Ok) est < fN < p , d’ou la
majoration annoncée. O






Chapitre 5

Conducteur efficace

Soient K un corps muni d’une valuation discrete vy, Ok I'anneau des entiers
de K et k son corps résiduel supposé parfait. Soient X /K une courbe propre, lisse
et géométriquement connexe, X' /O un modele propre, régulier et plat de X/K.
Soient QY o, le faisceau des différentielles relatives et wy /o, le faisceau canonique
relatif de X'/Op. On dispose d’un morphisme canonique

HO(Xv Q;/OK) - HO(‘X?UJX/OK)

qui est un isomorphisme sur la fibre générique (voir Proposition 1.9.2). Son conoyau
est donc de longueur finie sur Ok et on peut définir la notion de conducteur efficace
suivant [LS00].

Définition 5.1. On appelle conducteur efficace de X /K V'entier
F(X/K) = lo, Coker(H°(X, Q% 0,.) = H (X, wxjo,))-

D’apres [LS00, Lemma 4], cette définition ne dépend pas du modele X' /O
mais uniquement de X/K.
Le résultat principal de [LS00] est le suivant.

Théoréme 5.2. [LS00, Theorem 0]

On suppose que la fibre spéciale Xy /k n’est pas une fibre multiple. Alors, on a
F(X/K) < f(X/K)
ou f(X/K) est le conducteur d’Artin de X/K (voir définition 1.5.9).

A la fin de [LS00], Liu et Saito considerent ’exemple d’une courbe elliptique
E/K qui a réduction de type II. Lorsque la caractéristique résiduelle de K est
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2, ils obtiennent un encadrement du conducteur efficace F(E/K) en fonction du
conducteur d’Artin f(E/K). Plus précisément, ils montrent que dans ce cas on a

L((f(E/K) +2)/4] < F(E/K) < | f(E/K)/2], (5.1)

ou |-] désigne la partie entiere. On montrera ici que cet encadrement est optimal
parmi les courbes elliptiques a réduction de type II en caractéristique résiduelle
2 et que le conducteur efficace F(E/K) ne peut pas s’exprimer uniquement en
fonction du conducteur d’Artin f(E/K).

Proposition 5.3. On suppose que k est de caractéristique 2. Soit E /K une courbe
elliptique donnée par une équation de Weierstrass minimale de la forme

v+ aay =2° + ag

avec ay,a¢ € Ok tels que vk(ay) > 1 et vg(ag) = 1. On note F = F(E/K) le
conducteur efficace et f = f(E/K) le conducteur d’Artin de E/K. On note aussi
v =vk(ay) et e = vg(2) Uindice de ramification absolu de K (e = +o00 si K est
de caractéristique 2). On a alors le tableau de valeurs suivant :

F /
e<v e+ 1 4e 4+ 2
2¢e/3<v<e|2e—v+1|4de+2
v <2e/3 204+ 1 6v + 1

En particulier, l'encadrement (5.1) est optimal.

Démonstration. D’aprés I'algorithme de Tate, E/K a réduction de type II. On
reprend le raisonnement de l'exemple & la fin de [LS00]. Soit X'/Ok le modele
propre et régulier minimal de E/K. La fibre spéciale X;/k a un unique point
singulier P = (0,0) qui est rationnel. On note pour simplifer Q = Q% oy €t
W = Wy 0, - Comme w est un faisceau inversible le noyau du morphisme canonique

Q= w

est le sous-module Qs C Q des éléments de Ox-torsion. D’apres [LS00, Lemma

1], on a Qs = 0 et on sait que w/Q est & support dans P. D’apres [LS00, Lemma
3], en prenant la cohomologie de la suite exacte

0—-Q—>w—w/Q—0
on obtient la suite exacte

0— HO(X7Q) — HO(X,W) — WP/QP — Hl(X7Q)t0rs — 0.
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D’apres [L.S00, Corollary 2| et [Liu94, Proposition 1], on obtient
f="Lo(wp/Qp).
En divisant 'isomorphisme w = Ox par un générateur, l'injection
HY(X,w)/H(X,Q) — wp/Qp
s’écrit
Ok /75 Ox = Ok, Y] (g w)/ (V° + a1y — 2° — a6, 2y + a1z, 32° — ary),

ol Tx est une uniformisante de K. On note A ’anneau de droite ci-dessus. Soit m
son idéal maximal et soit N le plus petit entier tel que m"¥ = 0. On a

f=1lo,(A) =1+ f dimy (m’/m*1). (5.2)

i=1

Quant a F', c’est le plus petit entier tel que 7f = 0 dans A.
Calculons les entiers f et F'. Le discriminant minimal de E/K est

A = —alas — 2*3%ag.
D’apres la formule de Ogg-Saito (voir Théoreme 1.5.8), on a

En comparant v (alag) = 6v + 1 et vy (23%a2) = 4e + 2, on obtient la colonne de
droite du tableau comme annoncée.

Avec les relations 2y = —a;z et 322 = a,y on obtient 2y? = —3z3. Avec la
relation y? — 23 = ag(1 — (a1 /ag)wy) on a alors T A = y*A.
Traitons le cas ou e < v. La relation 2y = —a;z dans A implique que

y26+1A=2yA§alA:W}’(AQyQGHA

et donc y?*! = 0. Alors, 75" = 0 dans A et donc F < e+ 1. Il y a en fait
égalité compte tenu de 'encadrement (5.1) et de I'égalité |(f +2)/4] = e+ 1. En
particulier, on atteint ici la borne inférieure de l'encadrement (5.1).

Supposons maintenant que ¢ > v. On a m = xA + yA et 22 € mgA = y?A
d'ott m* = 2y~ !A + y*A pour tout ¢ > 1. La relation a;xz = —2y implique que
ry?* A C A C y? LA Ainsi, m® = y*A pour tout 7 > 2v + 1. On montre dans
le lemme suivant qu’il n’y a pas de relation entre y?* et zy?*~! modulo m?**1. On
obtient done, d’apres la formule (5.2),

f=142-20+(N—-1—-2i) =N + 2v. (5.3)
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Montrons que F' > v. On suppose par l'absurde que F < v. Comme y?!" = 0
dans A on am?"*! = 0. D’apres la formule (5.3), on a alors f < 2F+1+42v < 4v+1.
Siv < 2e¢/3 alors f = 6v+1 et on a une contradiction. Si v > 2¢/3 alors f = 4e+2
et 4v+1 <4e+ 1 et on a encore une fois une contradiction.

Maintenant, d'une part, le fait que y?* = 0 dans A implique que m?"" = 3?4 =
0 et donc N < 2F. D’autre part, le fait que 32 ~2 # 0 implique que N > 2F — 2.
Ainsi, ona 2F — 1 < N <2F dou F = (N +1)/2].

On peut enfin terminer le calcul de F. Pour v < 2e/3, on a, d’aprés la formule
(5.3), N=f—2v=4v+1,dou F =2v+1. Pour v > 2¢/3, on a N = de+2 —2v,
d’ou F = 2e¢ — v + 1. D’ou la deuxieme colonne du tableau.

On a déja vu que l'on atteint la borne inférieure de ’encadrement (5.1) dans
lecasoue<wv. Danslecasouv=1ete>2o0na

F=2+1=3=[(6v+1)/2] = |f/2).

Ainsi la borne supérieure est elle aussi atteinte et donc l’encadrement (5.1) est
optimal. O

Remarque 5.4. La deuxiéme ligne du tableau montre que le conducteur efficace
F(E/K) ne dépend pas que du conducteur d’Artin f(E/K).

Lemme 5.5. On considére l'anneau

A

A= Okllz, )]/ (y* + arzy — 2° — ag, 2y + ayz, 32% — ary) = A,

avec ay,a¢ € Ok tels que vi(ay) > 1 et vi(ag) = 1. Soit m son idéal maximal. On
note v = vi(a;) et e = v (2) et on suppose que v < e. Alors, les images de y*° et
xy?*~1 dans le k-espace vectoriel m** /m?'*1 forment une base.

Démonstration. On a vu dans la démonstration précédente que m2v+! = y2v+1 4,
Supposons qu'existent a,b € O et R, S, T,U € Ok|[z,y]] tels que

ay® + bry® ' = Uy + R(y* 4+ arzy — 2° — ag) + S(2y + a12) + T(32* — ayy).

Soit a; € Ok le coefficient de y?* dans R. Par identification des coefficients des
séries formelles, on obtient les relations

a = ay_1 — agoy, mod Ty,

0=cq;_; —aga; mod 7% pour 1 <i <w
i 6Ly K )

O:Oé[).

Ainsi, en remontant ces relations, on obtient 7% !|ay, 7% ?|as et ainsi de suite
jusqu’a m|a,—1. Dol mk|a.



7

De méme, soit 3; € Ok le coefficient de zy?~! dans R. Par identification des
coefficients, on obtient les relations

b= By-1 — agf, mod T,
0= Bi—1 — agf; mod 7} pour 2 < i < v,
0 = () mod 7.

Ainsi, en remontant ces relations, on obtient 7% |31, 7% %|B2 et ainsi de suite
jusqu’a 7 |B,—1. D'ou, mklb.
Le résultat annoncé en découle. m
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Modeles de Néron et groupes formels

Résumé : Dans cette these, on aborde plusieurs questions autour des modeles de
Néron de variétés abéliennes sur un corps de valuation discrete. On dit qu’une va-
riété abélienne a réduction scindée si la suite exacte définissant le groupe des com-
posantes de la fibre spéciale est scindée. On donne un exemple de variété abélienne
modérément ramifiée qui n’a pas réduction scindée. Pour les variétés jacobiennes,
on montre que l'on obtient réduction scindée apres toute extension modérément
ramifiée de degré plus grand qu’une constante ne dépendant que de la dimension.
On considere aussi le lien avec le conducteur de Swan. Ensuite, on s’intéresse aux
groupes formels des variétés abéliennes. Pour les courbes elliptiques, on détermine
le rayon du plus grand voisinage de 0 qui est isomorphe a un polydisque muni de
sa structure de groupe usuelle. On s’intéresse aussi aux groupes des composantes
de modeles lisses, de type fini et séparés du groupe additif ou multiplicatif ainsi
qu’a leurs sous-groupes des points rationnels. Enfin, on montre que le conducteur
efficace d’une courbe algébrique ne peut pas s’exprimer uniquement en fonction de
son conducteur d’Artin.

Mots-clefs : variété abélienne ; courbe elliptique ; modele de Néron ; groupe des
composantes ; ramification ; conducteurs ; groupe formel ; dilatation.

Néron models and formal groups

Abstract : In this thesis, we tackle several questions about Néron models of
abelian varieties on a discrete valuation field. We say that an abelian variety
has split reduction if the exact sequence defining the group of components of the
special fiber is split. We give an example of a tamely ramified abelian variety
which does not have split reduction. For Jacobian varieties, we show that one
gets split reduction after any tamely ramified extension of degree greater than a
constant depending on the dimension only. We also consider the link with the
Swan conductor. Then, we deal with formal groups of abelian varieties. For
elliptic curves, we compute the radius of the largest neighbourhood of 0 which is
isomorphic to a polydisk equipped with its usual group law. We also deal with
groups of components of smooth and separated models of finite type of the additive
or multiplicative group as well as their subgroups of rational points. Finally, we
show that the efficient conductor of an algebraic curve cannot be expressed in
terms of its Artin conductor only.

Keywords : abelian variety; elliptic curve; Néron model; group of components;
ramification; conductors; formal group; dilatation.
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