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Remerciements

Mener à bien une thèse est une tâche qui dépend d'un grand nombre de facteurs, et en par-
ticulier d'un grand nombre d'interactions humaines. Je tiens à remercier mon directeur de thèse
Alain Bui de m'avoir accepté comme doctorant, d'autant plus sur un status qui laissait dubitatif
son entourage professionnel. Ces e�orts répétés pour me détourner du monde merveilleux des
mathématiques n'ont pas totalement abouti, mais ne sont clairement pas un échec.

J'ai une pensée particulière pour mon encadrant, Devan Sohier. Je te remercie pour ta dispo-
nibilité et pour tes conseils avisés. Travailler avec toi fut très stimulant. Ton interdiction formelle
d'utiliser le mot "trivial" a également eu un impact positif sur ma clarté, et je t'en remercie.

Je remercie Maria Potop Butucaru et Colette Johnen pour avoir accepté de rapporter ma
thèse, et pour l'intérêt qu'elles ont portés à mes travaux. Je remercie également Jean-Christophe
Lapayre et Johanne Cohen pour avoir accepté de participer à ce jury.

Je remercie tout particulièrement mes amis Yann Hermans, sans qui cette thèse n'aurait
simplement pas commencé et Simon Clavière, qui m'a appris à penser "distribué". Travailler
avec vous est tout simplement génial.

Je remercie également tous les proches qui m'ont apportés encouragements et soutien durant
les moments de doutes, et qui ont su me changer les idées lorsque c'était nécessaire.

Ce parcours scienti�que n'aurait pas été possible sans l'étincelle de la curiosité que mes
parents m'ont transmis. Merci d'avoir tout fait pour que je me pose des questions, de m'avoir
apporté un soutien sans faille, et de ne vous être jamais lassé de la question la plus fondamentale :
"Pourquoi ?".

En�n, ces remerciements ne sauraient être complets sans évoquer celle qui partage ma vie,
Emmanuelle. Il y a tellement de choses pour lesquelles je te suis reconnaissant qu'aucun écrit ne
saurait les contenir toutes. Merci de m'avoir suivi, soutenu, encouragé, d'avoir pris plus que ta
part en tâches ménagères et malgré tout d'avoir réussi à me supporter. Cette thèse n'aurait pas
vu le jour sans ton concours.

i



ii



Résumé

Nous nous intéressons dans cette thèse à l'organisation des systèmes distribués dynamiques
de grande taille : ensembles de machines capables de communiquer entre elles et pouvant à tout
instant se connecter ou se déconnecter. Nous proposons de partitionner le système en groupes
connexes, appelés clusters. A�n d'organiser des réseaux de grande taille, nous construisons une
structure hiérarchique imbriquée dans laquelle les clusters d'un niveau sont regroupés au sein
de clusters du niveau supérieur. Pour mener à bien ce processus, nous mettons en place des
mécanismes permettant aux clusters d'être les n÷uds d'un nouveau système distribué exécutant
l'algorithme de notre choix. Cela nécessite en particulier des mécanismes assurant la cohérence de
comportement pour le niveau supérieur au sein de chaque cluster. En permettant aux clusters de
constituer un nouveau système distribué exécutant notre algorithme de clustering, nous construi-
sons une hiérarchie de clusters par une approche ascendante. Nous démontrons cet algorithme en
dé�nissant formellement le système distribué des clusters, et en démontrant que chaque exécution
de notre algorithme induit sur ce système une exécution de l'algorithme de niveau supérieur. Cela
nous permet, en particulier, de démontrer par récurrence que nous calculons bien un clustering
hiérarchique imbriqué. En�n, nous appliquons cette démarche à la résolution des collisions dans
les réseaux de capteurs. Pour éviter ce phénomène, nous proposons de calculer un clustering
adapté du système, qui nous permet de calculer un planning organisant les communications au
sein du réseau et garantissant que deux messages ne seront jamais émis simultanément dans la
portée de communication de l'un des capteurs.

Abstract

To manage and handle large scale distributed dynamic distributed systems, constituted
by communicating devices that can connect or disconnect at any time, we propose to compute
connected subgraphs of the system, called clusters. We propose to compute a hierarchical struc-
ture, in which clusters of a level are grouped into clusters of the higher level. To achieve this goal,
we introduce mechanisms that allow clusters to be the nodes of a distinct distributed system,
that executes an algorithm. In particular, we need mechanisms to maintain the coherence of the
behavior among the nodes of a cluster regarding the higher level. By allowing clusters to be nodes
of a distributed system that executes a clustering algorithm, we compute a nested hierarchical
clustering by a bottom-up approach. We formally de�ne the distributed system of clusters, and
prove that any execution of our algorithm induces an execution of the higher level algorithm on
the distributed system of clusters. Then, we prove by induction that our algorithm computes a
nested hierarchical clustering of the system. Last, we use this approach to solve a problem that
appears in sensor networks : collision. To avoid collisions, we propose to compute a clustering
of the system. This clustering is then used to compute a communication schedule in which two
messages cannot be sent at the same time in the range of a sensor.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Mise en contexte

Nous nous intéressons dans cette thèse à l'organisation des systèmes distribués de grande
taille. Un système distribué est un ensemble de machines, appelées n÷uds du système, qui exé-
cutent un algorithme et qui sont dotées d'une interface de communication. Chaque n÷ud peut
communiquer avec une partie des n÷uds du système, ce qui dé�nit une relation de voisinage,
représentée par un graphe de communication.

Depuis quelques années, nous côtoyons un nombre toujours croissant d'appareils dotés de la
capacité de communiquer sans �l. Ces appareils mobiles nous forcent à considérer des systèmes
distribués dynamiques, c'est-à-dire des systèmes dont le graphe de communication peut changer
au cours du temps. À tout moment un n÷ud peut quitter le système distribué, de nouveaux
n÷uds peuvent le rejoindre, et des liens de communication peuvent-être ajoutés ou coupés. Dans
des systèmes de plus en plus grands, ces modi�cations du graphe de communication (appelées
des changements topologiques) doivent être prises en compte et ne peuvent plus être considé-
rées comme des évènements rares. Le caractère dynamique rend ainsi les systèmes distribués
compliqués à gérer.

Une autre di�culté des systèmes distribués dynamiques est qu'ils ont un comportement non
déterministe, ce qui va à l'encontre des habitudes de programmation. Un ordinateur possède
en e�et un comportement déterministe : à partir d'un état donné, en suivant ligne par ligne
l'algorithme exécuté, il est possible de prédire les états futurs de la machine. Dans un système
distribué, le comportement de chaque appareil dépend à la fois de son état, mais aussi de ses
interactions avec les autres appareils du système. Le temps nécessaire pour e�ectuer une commu-
nication pouvant être impacté par un grand nombre de facteurs (fonctionnement du protocole de
communication, perturbation ou saturation du média de communication, . . .), l'évolution future
du système n'est pas entièrement prévisible. De plus, des modi�cations de la topologie du réseau
peuvent survenir à tout moment, ce qui renforce le caractère non déterministe du système.

Pour organiser ces systèmes, nous proposons de regrouper plusieurs appareils au sein d'enti-
tés appelées clusters. Un cluster est ainsi un ensemble de plusieurs appareils formant une partie
connexe du graphe de communication. Cette proximité dans le graphe de communication per-
met aux appareils d'un même cluster de communiquer facilement. Les clusters forment ainsi un
nouveau système, plus petit que le système distribué initial, qui sera ainsi plus facile à organiser
et à gérer.

Au delà des di�cultés rencontrées pour calculer des clusters dans un système dynamique,
il faut aussi pouvoir utiliser ce clustering. Nous construisons en e�et les clusters comme les
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Chapitre 1. Introduction

composants d'un système distribué, plus simple que le système initial. Cependant, pour que
ce clustering soit utilisable, il faut pouvoir gérer indépendamment les di�érents clusters. Nous
proposons ainsi de doter les clusters de la capacité d'exécuter un algorithme. Nous proposons
également de mettre en place une couche d'abstraction permettant au clustering d'émuler un
système distribué : les clusters sont les n÷uds d'un nouveau système distribué distinct du système
initial.

1.2 État de l'art

1.2.1 Clustering

La problématique du clustering est liée au problème du routage. Lorsque les réseaux infor-
matiques ont commencé à grandir, il est devenu impossible de maintenir sur chaque machine
une table de routage de l'ensemble du réseau. Dans [BE81] et [McQ74], les auteurs proposent de
diviser le réseau en sous-ensembles, et de déléguer le routage interne à un seul n÷ud choisi dans
ce sous-ensemble. L'un des plus anciens algorithmes de clustering distribué, nommée LCA, est
présenté dans [BE81]. Cet algorithme a été conçu en premier lieu pour des réseaux statiques de
moins de 100 n÷uds. Dans cet algorithme, les clusters sont construits par l'élection de leaders,
appelés clusterheads, qui forment des clusters en recrutant leurs voisins. Pour élire le cluste-
rhead, chaque n÷ud envoie son identi�ant à tous ses voisins ; lorsqu'un n÷ud a le plus petit
identi�ant parmi ses voisins, il se déclare clusterhead et en informe ses voisins. Lorsqu'un n÷ud
a un voisin qui se déclare clusterhead, il devient n÷ud ordinaire, s'attache à lui, et en informe
ses voisins. Lorsqu'un n÷ud détecte que tous ses voisins de plus petit identi�ant sont des n÷uds
ordinaires, il se déclare clusterhead et en informe ses voisins. Les n÷uds ayant deux clusterheads
dans leur voisinage deviennent des n÷uds passerelles, utilisés pour le routage inter-clusters. Les
auteurs proposent une amélioration de l'algorithme dans [EWB87], qui diminue le nombre de
clusterheads créés par l'algorithme.

La majorité des algorithmes de clustering qui ont été écrits par la suite utilisent de façon
similaire la notion de clusterheads, qui sont élus de diverses façons.

Ainsi, dans [GTCT95], en se basant sur [Par94], les auteurs présentent un algorithme de
clustering ou les clusterheads sont choisis en fonction de leur degré. Dans un premier temps, les
n÷uds s'échangent leurs degrés. Ensuite, comme dans l'algorithme [EWB87], les n÷uds ayant
le plus grand degré sont élus clusterheads, et recrutent leur voisins. Ensuite, les n÷uds de plus
grands degrés parmi les n÷uds non clusterisés deviennent clusterheads, et recrutent leurs voisins.
Ce processus se poursuit jusqu'à ce que tous les n÷uds soient clusterisés.

D'après [GTCT95], la mobilité dans les réseaux sans �l a dans un premier temps été prise
en compte en relançant régulièrement la phase de calcul des clusters, en espérant retrouver les
mêmes clusterheads. La méthode de choix des clusterheads impacte la stabilité des clusters,
comme le montre une étude comparative également présente dans [GTCT95].

L'auteur de l'algorithme DCA, présenté dans [Bas99a], généralise cette heuristique dans le
choix des clusterheads, en introduisant un poids abstrait calculé par chaque n÷ud. Il suppose que
chaque n÷ud du réseau possède un poids distinct. Les n÷uds s'échangent dans un premier temps
ce poids, puis s'ensuit une étape de calcul des clusters, similaire aux algorithmes précédents, mais
choisissant les n÷uds de plus hauts poids comme clusterheads. L'auteur propose notamment de
prendre pour poids l'inverse de la vitesse des n÷uds, permettant d'avoir des clusterheads plus
stables lors des reclusterisations.

L'algorithme DCA a été adapté aux réseaux anonymes dans [MCS10], où les n÷uds com-
mencent par s'attribuer aléatoirement des identi�ants distincts entre 1 et n3. Ensuite, les clus-

2



1.2. État de l'art

terheads sont élus en considérant la concaténation du poids et de cet identi�ant comme critère
de choix.

Tous ces algorithmes supposent, pour fonctionner, un certain degré de synchronisme entre
les n÷uds. En e�et, la phase d'élection des clusterheads nécessite que les temps de communica-
tion soient bornés. Ces algorithmes supposent également qu'aucun changement topologique ne
survienne durant la phase de clusterisation. Cette dernière contrainte est levée dans [Bas99b], où
l'algorithme DMAC autorise les changements topologiques durant cette phase.

Par la suite, divers poids ont été étudiés, pour donner une plus grande stabilité aux clusters
en cas de changement topologique. [BKL01] utilise les puissances de réception pour mesurer les
vitesses relatives des n÷uds. Le poids utilisé est ensuite une moyenne des vitesses relatives entre
le n÷ud et ses voisins. L'algorithme sélectionne ensuite comme clusterheads les n÷uds ayant la
plus petite mobilité relativement à leurs voisins. De cette façon, les clusterheads ont moins de
chances de passer hors de portée des noeuds qu'ils administrent.

[CDT01] utilise une combinaison de critères, incluant le degré des n÷uds, la distance entre
ceux-ci, leurs vitesses relatives ainsi que le temps passé en tant que clusterhead.

[YC03] force deux clusterheads a être à au moins 3 sauts d'écarts. Quand un n÷ud devient
clusterhead, il recrute ses voisins. Ses voisins à deux sauts deviennent des n÷uds unspeci�ed qui
ne peuvent devenir clusterheads. Si, après un mouvement, deux clusterheads deviennent voisins,
celui de plus grand identi�ant abandonne son rôle et devient n÷ud membre. Cela permet, tant
que les changements topologiques sont assez espacés, d'éviter les reclusterisations en chaîne du
système.

La croissance des réseaux a amené à rechercher un compromis entre la taille des clusters et
leur nombre. En e�et, dans tous les algorithmes précédents, les clusters sont de rayon 1, c'est à
dire formés uniquement des voisins du clusterhead. Divers algorithmes construisent des clusters
plus grands en recrutant les n÷uds ordinaires dans un voisinage à plusieurs sauts du clusterhead,
comme par exemple [LG97], [APVH00] ou [LC00]. Dans [KVCP97], des clusters de rayon k sont
construits sans aucun clusterhead. Cependant, cet algorithme repose sur une connaissance par
chaque n÷ud de son voisinage à k sauts, qui nécessite un grand nombre de messages pour être
maintenue à jour.

Une autre façon de gérer la dynamicité des systèmes distribués est de considérer les chan-
gements topologiques comme des fautes transitoires. Dijkstra introduit dans [Dij74] le concept
d'auto-stabilisation pour répondre à cette situation. Après qu'une faute se soit produite dans
un système exécutant un algorithme auto-stabilisant, celui-ci peut se trouver dans un état illé-
gal. Cependant, l'auto-stabilisation garantit que le système revient en un temps �ni à un état
permettant l'exécution de l'algorithme, et s'y maintient en l'absence de nouvelle faute.

On trouve plusieurs algorithmes de clustering auto-stabilisants. Par exemple, [JN06] est une
version auto-stabilisante de l'algorithme DMAC présenté dans [Bas99b]. Dans [JN09], une version
robuste de l'algorithme est présentée, et dans [JM10], une version robuste et auto-stabilisante.
Dans [MFLT05], les auteurs présentent un algorithme de clustering auto-stabilisant, construisant
les clusters sur un critère de densité similaire à celui de [MBF04].

Les algorithmes précédents sont tous basés sur l'élection d'un clusterhead, et les clusters
sont construits sur un critère de diamètre. Ces algorithmes n'ont aucun contrôle sur la taille des
clusters, qui sont formés de n÷uds connectés au clusterhead. Les clusters peuvent être constitués
d'un seul n÷ud, le clusterhead, ou d'un très grand nombre de n÷uds selon le nombre de voisins
du clusterhead.

Il est également possible de construire des clusters sur un critère de taille. Dans [BKS09], les
auteurs proposent un tel algorithme. Chaque cluster est construit par un message particulier,
appelé jeton, qui suit une marche aléatoire. Les n÷uds sont recrutés un par un dans un clusters,
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permettant ainsi de construire des clusters sur un critère de taille. Cet algorithme garantit de
plus que le système ne comportera aucun cluster de taille 1.

Les marches aléatoires ont l'avantage de ne pas dépendre de la topologie du réseau, et donc
de continuer à circuler correctement en cas de changement topologique. Grâce à cela, le clus-
tering construit dans [BKS09] s'adapte aux changements topologiques : lorsqu'un changement
topologique a�ecte un cluster (tous ne le font pas), celui-ci peut être réparé au cours de la marche
aléatoire du jeton.

Contrairement aux algorithmes basés sur l'élection de clusterheads, les reclusterisations en
chaîne ne peuvent se produire en cas de changement topologique. Seule une petite partie du
réseau peut être a�ectée : le cluster où le changement topologique a lieu et éventuellement les
clusters adjacents.

Pour toutes ces raisons, c'est cet algorithme que nous utilisons pour construire nos clusters.

1.2.2 Clustering hiérarchique

Les algorithmes de clustering présentés à la section précédente su�sent amplement à organiser
les réseaux de petite taille. D'après les auteurs, l'algorithme [BE81] permet d'assurer e�cacement
le routage dans des réseaux d'une centaine de n÷uds. Cependant, la croissance de plus en plus
rapide des systèmes distribués nécessite la mise en place de méthodes évoluées pour organiser les
systèmes distribués de grande taille. [TR98] construit ainsi un arbre couvrant des clusters a�n
de mettre en place un routage inter-clusters.

Cette méthode s'avère cependant insu�sante sur des systèmes de grande taille. Sur des sys-
tèmes comprenant des centaines de milliers de machines, les clusters calculés sont en nombre
trop important, ou contiennent un nombre trop élevé de machines pour être utilisables.

Pour organiser de tels systèmes, il est possible de créer une hiérarchie imbriquée, dans laquelle
les clusters du niveau k constituent les n÷uds du niveau k + 1, auxquels un algorithme de
clustering est appliqué. Cette idée apparait dans [McQ74] à des �ns de routage.

La littérature contient divers algorithmes construisant une telle hiérarchie par une approche
ascendante. Dans un premier temps, des clusters sont construits d'une manière similaire aux
algorithmes évoqués dans la section 1.2.1. Ensuite, l'algorithme de clustering est relancé en
impliquant uniquement les clusterheads, comme dans [SM02], [Bea03] ou [YC09].

La dynamicité des réseaux est une fois encore une source d'instabilité de la structure. L'impact
des changements topologiques sur la structure est encore plus important que dans un algorithme
de clustering à un niveau. Un changement topologique peut en e�et entrainer une reclusterisation
en chaîne comme dans les algorithmes précédents, et cette reclusterisation peut impacter les
niveaux logiques supérieurs de la structure.

[DT09] présente ainsi un algorithme de clustering hiérarchique auto-stabilisant.
Dans [SSS06], les clusters sont construits en regroupant des n÷uds dont la mobilité relative

est au dessous d'un seuil dé�ni en paramètre de l'algorithme. Les clusters peuvent ensuite être
regroupés, toujours sur un critère de mobilité relative. Ce critère de mobilité vise à rendre plus
stable la structure hiérarchique construite.

Dans ces algorithmes, la structure hiérarchique est construite par une approche ascendante.
Les clusters sont calculés par un algorithme de clustering basé sur le diamètre. Ensuite, le même
algorithme de clustering est itéré sur les clusters.

Pour construire une structure plus équilibrée, il est possible de faire une structure à l'aide
d'un algorithme de clustering orienté taille. Les algorithmes de clustering orientés taille présent
dans [BCS12] ou [BBPS10] construisent une hiérarchie de clusters par une approche descendante.
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Dans ces algorithmes, un premier cluster est construit par marche aléatoire. Quand il devient
plus grand qu'une taille donnée en paramètre de l'algorithme, il est divisé en deux clusters,
contenus dans le premier. Ces deux clusters continuent de grandir, jusqu'à être divisés à leur
tour. Il en résulte une hiérarchie imbriquée. Cet algorithme, utilisant les marches aléatoires, est
de plus résistant aux changements topologiques.

Chaque cluster de cette structure est découpé en deux clusters au niveau inférieur. Cependant,
cette structure n'est pas toujours équilibrée. En e�et, lorsqu'un cluster est divisé en deux sous
cluster, l'un de ceux-ci peut grandir et être divisé à nouveau, tandis que l'autre ne change
pas. L'arbre représentant la structure est un arbre binaire, mais l'algorithme ne garantit aucun
équilibre entre ces sous arbres.

Nous proposons de construire une hiérarchie de clusters orientés tailles par une approche
ascendante. Pour cela, nous créons des clusters d'une taille �xée, puis nous regroupons ceux-ci
au sein de clusters de niveau supérieur, toujours de taille �xée. Cette façon de procéder nous
garantit que la structure hiérarchique sera équilibrée.

Pour rendre cette structure hiérarchique résistante aux changements topologiques, et pour li-
miter l'impact de ceux-ci dans la structure, les n÷uds (ou les clusters dans les niveaux supérieurs)
seront regroupés par une méthode similaire à celle exposée dans [BKS09].

1.2.3 N÷ud virtuel

Pour construire une hiérarchie de clusters par approche ascendante, il faut être capable de
regrouper les clusters via un algorithme de clustering. La di�culté ici est qu'un cluster, constitué
de plusieurs appareils, doit se comporter comme une entité unique au niveau supérieur.

Lorsque les clusters sont construits à l'aide de clusterheads, ceux-ci représentent leur cluster
au niveau supérieur. Un mécanisme de routage est mis en place entre les clusterheads, permettant
aux clusterheads de deux clusters voisins de communiquer. L'algorithme de clustering est ensuite
relancé en impliquant uniquement les clusterheads, qui communiquent entre eux via ce mécanisme
de routage.

Nos clusters étant construits sans clusterhead, nous ne pouvons appliquer cette méthode.
Nous implémentons donc les primitives nécessaires pour que les clusters se comportent comme
les n÷uds d'un nouveau système distribué. Nous donnons aux clusters la capacité d'exécuter
un algorithme, ainsi que la capacité de communiquer entre eux. Contrairement aux algorithmes
de clustering hiérarchique présentés précédemment, nos clusters ont ainsi la capacité d'exécuter
n'importe quel algorithme distribué.

De précédents travaux ont été conduits sur l'émulation de n÷uds virtuels, mais dans un
contexte très di�érent. L'écriture d'algorithmes distribués pour les systèmes dynamiques est
compliquée, notamment parce que les mouvements des n÷uds dans le système ne sont pas connus
à l'avance. Si les mouvements des n÷uds étaient connus, ou même seulement ceux d'une partie
des n÷uds, certains algorithmes pourraient être simpli�és. Par exemple, un n÷ud explorant
périodiquement l'intégralité du réseau pourrait assurer la distribution des messages, et simpli�er
les méthodes de routage.

C'est en partant de ce constat que [DGL+04] propose de construire des n÷uds virtuels,
dont les mouvements dans le réseau sont contrôlés. Ces n÷uds virtuels communiquent avec les
machines du réseau, et participe à l'exécution d'un algorithme distribué. Les auteurs proposent
de s'appuyer sur ces n÷uds virtuels a�n de simpli�er la conception des algorithmes distribués
exécuté par le système.

Dans cet algorithme, tous les n÷uds disposent d'un système de localisation, d'une horloge,
et ont une portée de communication r. À chaque instant, la position prévue du n÷ud virtuel est
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connue par l'ensemble du système. Tous les n÷uds dans un disque de rayon D < 2r autour d'un
n÷ud virtuel participent à son émulation. Toute la di�culté est de maintenir la cohérence entre
les machines participant à l'émulation.

A�n de maintenir cette cohérence, plusieurs mécanismes sont mis en place. Un service de
di�usion locale des messages est mis en place, imposant un délai aux messages envoyés. Les
messages envoyés par ce service sont également ordonnés par un mécanisme similaire aux horloges
de Lamport ([Lam78]). Ce service transmet ensuite ces messages localement, transmettant une
seule fois les messages multiples qu'ont pu envoyer les divers n÷uds participant à la simulation.
Lorsqu'un n÷ud arrive dans ce disque, il demande l'état des variables du n÷ud virtuel, puis
surveille les messages adressés au n÷ud virtuel. Lorsqu'il reçoit la valeur des variables du n÷ud
virtuel, il peut simuler leur évolution au vu des messages reçus entretemps par le n÷ud virtuel.

Une version auto-stabilisante de cet algorithme est présenté dans [NL07], qui nécessite en
plus l'élection d'un leader dans l'émulation de chaque n÷ud virtuel.

Nos besoins sont très di�érents. L'ensemble des n÷uds participant à l'émulation d'un n÷ud
virtuel est l'ensemble des n÷uds appartenant au cluster correspondant. Puisque des mécanismes
sont déjà présents pour assurer la cohérence au sein d'un cluster, nous nous appuyons dessus
pour maintenir la cohérence de l'émulation. En outre, les n÷uds virtuels que nous émulons
n'interagissent pas avec les n÷uds du système, mais uniquement entre eux et forment un nouveau
système distribué, distinct du système distribué initial.

Ces caractéristiques nous permettent de mettre en place l'émulation à l'aide de mécanismes
plus légers.

1.3 Problématique

À travers cette thèse, nous apportons une contribution au problème du clustering. Pour gérer
e�cacement un réseau, nous proposons de regrouper les machines qui le composent. Ces groupes,
appelés clusters forment une partition du réseau. Nous cherchons à construire ces clusters sur
un critère de taille. Pour organiser de grands réseaux, nous proposons ensuite de construire, par
une approche ascendante, une structure hiérarchique équilibrée. Les clusters sont regroupés en
clusters de clusters, chacun possédant le même nombre d'éléments.

Calculer cette structure hiérarchique soulève le problème d'exécuter un algorithme de cluste-
ring sur les clusters. La di�culté est qu'un cluster est composé de plusieurs machines, qui doivent
constituer une seule entité du niveau supérieur. Cela nécessite de mettre en place des mécanismes
pour que les n÷uds d'un cluster s'accordent sur les actions de ce cluster au niveau supérieur. Il
est également nécessaire que les clusters puissent communiquer entre eux.

Nous cherchons ainsi à mettre en place des mécanismes permettant aux clusters d'être les
n÷uds d'un nouveau système distribué, capable d'exécuter un algorithme de clustering.

1.4 Modèle

Un système distribué est constitué d'un ensemble d'entités capables d'e�ectuer un calcul,
dotées d'une capacité de communication, et exécutant un algorithme distribué. Ces appareils
sont appelés les n÷uds du système (cf [Tel94]). Chacun de ces n÷uds dispose d'un identi�ant
que nous supposons unique. Par la suite, nous ne faisons plus la distinction entre un n÷ud et
son identi�ant.

Les communications entre les n÷uds sont représentées par passage de messages. Ainsi, chaque
n÷ud a accès à deux primitives de communication envoyer à et à la réception de, lui permettant
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de communiquer avec une partie des n÷uds du système. Nous ne considérons que des relations de
communication symétriques, c'est-à-dire que si un n÷ud peut envoyer des messages à un autre
n÷ud, il peut également recevoir des messages de ce dernier.

Cette capacité de communication dé�nit une relation de voisinage. Pour un n÷ud i, les n÷uds
avec lesquels il peut communiquer sont appelés ses voisins, dont l'ensemble est noté Ni. Cette
relation est représentée par un graphe de communication G = (V,E) où V est l'ensemble des
n÷uds du système, et E ⊂ V × V l'ensemble des liens de communications.

Nous considérons des systèmes dynamiques. Dans un tel système, les voisins d'un n÷ud
peuvent changer au cours du temps, entrainant une modi�cation de la relation de voisinage.
Nous considérons de plus qu'un n÷ud peut à tout moment se déconnecter du système, et que
de nouveaux n÷uds peuvent rejoindre le système. Le graphe de communication G peut donc
changer au cours du temps, ce que l'on appelle un changement topologique. Si un changement
topologique a�ecte le voisinage d'un n÷ud i, nous supposons qu'il peut y réagir (éventuellement
après un délai arbitraire) grâce aux primitive à la perte de connexion vers et à la connexion avec.

Les n÷uds du système possèdent deux états di�érents. Ils sont endormis ou éveillés. Nous
considérons que chaque n÷ud rejoignant le système est endormi. Lorsqu'un événement survient
dans le système (expiration d'un compte-à-rebours, réception d'un message,. . .), le n÷ud concerné
s'éveille et exécute la procédure associée à cet événement ([Lyn96]). L'algorithme distribué est
ainsi constitué d'une collection d'algorithmes exécutés par les n÷uds. Ces algorithmes, dits lo-
caux, régissent la façon dont les n÷uds doivent réagir aux évènements survenant dans le système.
Ils sont écrits selon les habitudes de la programmation structurée ([Dij68], [DDH72]), et utilisent
les primitives envoyer à et à la réception de.

Nous considérons que l'exécution des algorithmes locaux est atomique. Cela signi�e que l'exé-
cution d'un algorithme local ne peut pas être interrompue. Si un événement survient sur un n÷ud
durant l'exécution d'un algorithme local, le n÷ud attend que l'exécution de cet algorithme soit
terminée pour exécuter la procédure associée au nouvel évènement.

Nous nous intéressons à des algorithmes distribués uniformes, c'est-à-dire que tous les n÷uds
possèdent les mêmes algorithmes locaux, utilisant les mêmes variables.

L'algorithme distribué dé�nit également les types de messages que les n÷uds peuvent s'échan-
ger. On représente les messages en transit sous la forme de quadruplets (msg, param, em, dst)
où em est l'identi�ant du n÷ud émetteur, dst l'identi�ant du n÷ud destinataire, (em, dst) ∈ V
et param l'ensemble des paramètres du message. Plusieurs messages identiques peuvent être en
transit en même temps. Les messages en transit forment donc un multi-ensemble que nous notons
M.

Puisque l'exécution des algorithmes locaux est atomique, les états intermédiaires que prend
un n÷ud durant une telle exécution ne sont pas pertinents. La con�guration du système est la
donnée de toutes les informations pertinentes pour décrire son évolution future. Une con�guration
est donc constituée du graphe de communication du système G, de l'ensemble des messages en
transitM, ainsi que de l'état de chaque n÷ud du système, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs de
leurs variables ([Tel94]).

L'algorithme distribué dé�nit un ensemble de transformations pouvant se produire dans le
système, que l'on nomme les transitions de l'algorithme. Une transition correspond ainsi à l'exé-
cution d'un algorithme local par un n÷ud, et se traduit par une modi�cation des variables de ce
n÷ud, ainsi que des messages en transit via les primitives envoyer à et à la réception de. Lors
d'une transition, le graphe de communication est inchangé.

Le système peut donc évoluer de deux façons di�érentes :
� par une transition ;
� par un changement topologique.
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Lors d'un changement topologique, les variables des n÷uds sont inchangées. Si un lien de
communication est retiré de G, les messages en transit sur ce lien sont enlevés de M. C'est le
seul cas ou un message peut être perdu.

Nous supposons que lorsqu'un n÷ud envoie un message à l'un de ses voisins, ce dernier �nira
par le recevoir, sauf si le lien de communication entre ces deux n÷uds disparaît. En particulier,
au chapitre 3, nous calculons un clustering qui émule un système distribué. Les communications
dans ce système ne véri�ent pas l'hypothèse FIFO : les messages entre deux clusters peuvent être
reçus dans un ordre di�érent de leur ordre d'émission. Les messages peuvent également prendre
un temps arbitrairement long avant d'être reçus.

Nous supposons ainsi que la durée entre l'émission et la réception d'un message est une
variable aléatoire qui suit une loi de probabilité non bornée. Ce modèle correspond ainsi à un
modèle aléatoire d'asynchronisme.

Les durées de deux communications ne sont pas forcément indépendantes. En e�et, une
communication de longue durée peut monopoliser le médium de communication, entrainant un
allongement de la durée des autres communications en cours (phénomène de congestion). Nous
supposons donc que la loi de probabilité régissant les durées de transit des messages est susceptible
d'évoluer au cours du temps.

Nous supposons par contre que les tirages aléatoires e�ectués par les n÷uds (et par conséquent
les trajets des marches aléatoires) sont indépendants des temps de communication.

Considérons deux messages en transit au même moment msg1 et msg2. Nous appelons Dmsg1

et Dmsg2 les durées de transit de ces deux messages. Nous supposons que chacun de ces messages
à une chance d'être reçu en premier, c'est-à-dire que 0 < P (Dmsg1 > Dmsg2) < 1.

Nous supposons de plus que les durées des communications ont un même ordre de grandeur
en probabilité : en règle générale, la durée de transmission d'un message n'est pas plus longue
que la durée nécessaire pour faire transiter plusieurs fois un autre message.

On traduit cela de la façon suivante :

∀k ∈ N,∃α ∈]0, 1[, P (tmsg1 > k × tmsg2) < α.

Pour un k donné, la grandeur α ne varie pas au cours du temps.
Ces suppositions ne font pas de notre système un système synchrone : le système peut en e�et

se comporter de façon fortement asynchrone pendant un moment. Cependant, de telles situations
ne constituent pas la norme.

1.5 Plan

Nous commençons par présenter, au chapitre 2, un algorithme de clustering résistant aux
changements topologiques. Cet algorithme, adapté de [BKS09], utilise des marches aléatoires
pour construire un clustering orienté taille du système. Dans la mesure du possible, chaque
cluster possède une partie dominante connexe dont la taille est un paramètre de l'algorithme.

Pour organiser les réseaux de grande taille, nous proposons de construire un clustering hié-
rarchique par une approche ascendante. Pour cela, nous dé�nissons, au chapitre 3, les primitives
nécessaires pour que les clusters forment un nouveau système distribué. Nous présentons un
algorithme de clustering dans lequel les clusters ont la capacité d'émuler un nouveau système
distribué. Les clusters seront ainsi capables d'exécuter des algorithmes locaux, et de s'échanger
des messages. Nous utilisons cet algorithme à la section 3.4 pour concevoir un algorithme de
clustering hiérarchique.

8



1.5. Plan

Au chapitre 4, nous exprimons formellement le fait qu'un clustering émule un système distri-
bué. Nous dé�nissons un nouveau système distribué, dont les n÷uds sont les clusters calculés sur
le système initial. Nous démontrons ensuite que l'algorithme du chapitre 3 émule correctement
un système distribué. Cela signi�e en particulier que les modi�cations apportées au système des
clusters sont des transitions de l'algorithme exécuté au niveau supérieur. En nous appuyant sur
cette démonstration, nous démontrons également que l'algorithme de clustering hiérarchique de
la section 3.4 calcule un clustering hiérarchique du système, résistant aux changements topolo-
giques.

En�n, au chapitre 5, nous utilisons le clustering pour répondre à un phénomène se produisant
dans les réseaux de capteurs : les collisions. En e�et, si deux appareils envoient en même temps
un message à un troisième appareil, la réception de ces messages peut s'avérer impossible. Les
messages sont alors perdus, ce qui nécessite de les envoyer à nouveau et gaspille de l'énergie.
Pour éviter ce phénomène, nous cherchons à plani�er les communications au sein d'un réseau de
capteurs. Alors qu'une telle plani�cation est réalisable à l'échelle locale, elle devient rapidement
di�cile à mettre en place lorsque la taille du système augmente. Nous présentons, au chapitre
5, un algorithme de clustering adapté à ce problème. Sur chaque cluster, une méthode locale
est déployée, permettant de plani�er les communications au sein du cluster. Nous présentons
ensuite, à l'aide du clustering, une méthode permettant de plani�er les communications dans
tout le système.
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Chapitre 2

Clustering à un niveau

2.1 Introduction

Nous nous intéressons au problème de l'organisation d'un système distribué, et plus parti-
culièrement, à l'établissement d'un clustering hiérarchique. Pour cela, nous nous basons sur un
algorithme distribué construisant un clustering orienté taille, et résistant aux changements topo-
logiques. De plus, nous voulons que de tels changements a�ectent une partie limitée du réseau.
Ces caractéristiques nous amènent à choisir l'algorithme présenté dans [BKS12].

En e�et, cet algorithme construit des clusters dont une partie dominante connexe, appelée le
c÷ur, est de taille bornée par un paramètre de l'algorithme. Cette partie peut éventuellement être
entourée de n÷uds appartenant au cluster, mais sans faire partie du c÷ur, dits n÷uds ordinaires.
Cet algorithme est conçu pour des réseaux dynamiques, et résiste aux changements topologiques.
De plus, lors d'une déconnexion, ou lors de la perte d'un lien de communication, seule une partie
du réseau sera a�ectée : le cluster où a lieu le changement topologique, et éventuellement les
clusters adjacents.

Nous apportons quelques modi�cations à cet algorithme. Premièrement, notre but est de
construire un clustering hiérarchique. Nous devons donc mettre en place des communications
inter-clusters. Nous modi�ons donc l'algorithme pour que les n÷uds ordinaires soient aussi pré-
sents dans l'arbre couvrant de leur cluster.

Deuxièmement, l'algorithme présenté dans [BKS12] est auto-stabilisant. Pour cela, il s'appuie
sur des marches aléatoires auto-stabilisantes, utilisant des vagues de réinitialisation (cf [BBF05]).
Nous ne recherchons pas la propriété d'auto-stabilisation dans cette étude, nous concentrant sur
une gestion rapide des changements topologiques. Le mécanisme des vagues de réinitialisation
nécessite en outre des hypothèses sur la synchronicité qui ne sont pas présentes dans notre modèle,
et qui ne sont pas véri�ées par le système distribué des clusters, présenté aux chapitres 3 et 4.

L'algorithme présenté n'utilisera donc pas de vagues de réinitialisation, ce qui nous amène à
utiliser un numéro d'ordre dans l'identi�ant des clusters.

En e�et, dans [BKS12], l'identi�ant d'un cluster est l'identi�ant du n÷ud ayant initié sa
construction. Un mécanisme utilisant les vagues de réinitialisation est présent, qui garantit que si
l'initiateur quitte le cluster, par exemple après un changement topologique, alors tout le cluster
sera détruit. Cela permet à ce n÷ud de créer de nouveau un cluster de même identi�ant. En
l'absence de ce mécanisme, un n÷ud ne doit pas pouvoir initier deux fois un cluster de même
identi�ant. Les identi�ants des clusters sont donc constitués de la concaténation de l'identi�ant
du n÷ud initiateur et d'un numéro d'ordre, incrémenté à chaque création d'un cluster par ce
n÷ud.
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Figure 2.1 � Réseau en étoile

2.1.1 Caractéristiques du clustering

Pour organiser le réseau e�cacement, nous voulons éviter les clusterings triviaux, constitué
uniquement de clusters de taille 1 ou d'un seul cluster regroupant tous les n÷uds du réseau. Pour
cela, nous voulons garantir que tous les clusters sont de taille supérieure ou égale à deux. Dans
l'idéal, nous aimerions également avoir le plus possible de clusters de taille K, un paramètre de
l'algorithme. Cependant, il est impossible de diviser n'importe quel système distribué en parties
connexes ayant une taille à la fois majorée par un paramètre K, et minorée par 2.

En e�et, considérerons un réseau en étoile composé d'au moins K + 1 n÷uds (�gure 2.1).
Dans cet exemple, on prend K = 5, et un réseau de sept n÷uds. Tous clusters de taille supérieure
à 1 devra comporter le n÷ud central pour être connexe. Construire un cluster contenant les sept
n÷uds amènerait à un cluster de taille supérieure à K. Un cluster de taille inférieure à 7 laisserait
quant à lui des n÷uds isolés, formant des clusters de taille 1.

Ainsi seule une partie dominante connexe des clusters, appelé c÷ur du cluster, peut avoir
une taille bornée par K. Cet algorithme construit donc des clusters dont la taille du coeur est
majorée par un paramètre K. Autour de ce c÷ur, dans un voisinage à au plus un saut, on peut
trouver des n÷uds appartenant également au cluster, mais pas à son c÷ur. Il sont appelés n÷uds
ordinaires. Ainsi, sur le réseau présenté à la �gure 2.1, on construit un unique cluster, composé
d'un c÷ur de cinq n÷uds incluant le n÷ud central. Les deux autres n÷uds du réseau sont des
n÷uds ordinaires de ce cluster.

Pour construire des c÷urs de clusters de tailles bornées, il est nécessaire de connaître leurs
tailles. Les n÷uds seront recrutés un par un, ce qui ramène le recrutement de nouveaux n÷uds à
un problème d'exclusion mutuelle. Nous mettons en place un jeton, suivant une marche aléatoire,
qui représente le droit d'entrée dans le c÷ur du cluster. Ainsi, lorsqu'un n÷ud possède le jeton
d'un cluster, il a le droit de rentrer dans le c÷ur de ce cluster. S'il n'est actuellement dans aucun
cluster, il devient un n÷ud de c÷ur de ce cluster, puis il transmet ce droit d'entrée à un de
ses voisins, choisi uniformément au hasard. Ce processus se poursuit jusqu'à ce que le c÷ur du
cluster ait atteint la taille maximale K.

Le c÷ur pouvant être entouré de n÷uds ordinaires, chaque fois qu'un n÷ud entre dans le
c÷ur d'un cluster, il invite ses voisins en tant que n÷uds ordinaires. Un n÷ud de c÷ur invitera
également ses voisins à chaque passage du jeton de son cluster.

Pour ne pas construire un clustering constitué uniquement de clusters de petites tailles, il faut
être capable de détruire certains clusters. Pour mettre en place un tel mécanisme de destruction,
ainsi que pour réagir aux possibles déconnexions dans le réseau, un arbre couvrant de chaque
cluster est construit au cours de la circulation du jeton.

Les marches aléatoires jouant un rôle central dans cet algorithme, nous en présentons suc-
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cinctement quelques propriétés avant de présenter l'algorithme de clustering.

2.1.2 Marches aléatoires

Nous considérons un message, que nous appelons jeton. On dit que ce message suit une
marche aléatoire s'il se déplace dans le système distribué de la façon suivante : lorsqu'un n÷ud
reçoit le jeton, il le transmet à l'un de ses voisins choisi uniformément au hasard (cf [Lov93],
[IJ90], [BBS13]).

Un tel algorithme distribué est facile à mettre en place, et ne nécessite aucune connaissance
de la topologie du système pour fonctionner. En e�et, chaque n÷ud a uniquement besoin de
connaître ses voisins a�n d'en choisir un uniformément au hasard. De plus, seuls les voisins du
n÷ud au moment de l'envoi in�uencent la circulation de la marche aléatoire. Ce processus, sans
mémoire du passé, est un processus markovien ([Nor98]).

Les marches aléatoires possèdent plusieurs propriétés qui les rendent intéressantes :
� percussion : tous les n÷uds du système reçoivent in�niment souvent le jeton ([Lov93]),
� couverture : le jeton visite tous les n÷uds en un temps �ni ([KR95]).
� rencontre : si deux jetons circulent dans le réseau, il �niront par être sur un même n÷ud
du système ([TW91]).

Les propriétés de percussion et de couverture garantissent que les marches aléatoires sont des
schémas de parcours du système : le jeton visite régulièrement chaque n÷ud.

Une marche aléatoire ne dépend que d'informations locales. Ainsi, après un changement
topologique, une marche aléatoire continue de fonctionner et de visiter régulièrement tous les
n÷uds du système tant que celui-ci reste connexe.

Les marches aléatoires, de par la simplicité de mise en ÷uvre, et de par leur adaptativité
aux changements topologiques, ont été utilisées pour résoudre divers problèmes des systèmes
distribués. [IJ90] utilise une marche aléatoire pour résoudre le problème de l'exclusion mutuelle
dans un système distribué. [BIZ89] utilise les marches aléatoires pour construire un arbre couvrant
du système.

Nous présentons maintenant un algorithme distribué utilisant une marche aléatoire pour
construire un arbre couvrant du système. Nous utiliserons cet algorithme plus tard pour construire
un arbre couvrant de chacun des clusters que nous calculerons. Cet algorithme utilise un seul
message, appelé jeton.

Cet algorithme construit deux représentations de l'arbre couvrant qu'il calcule : une représen-
tation répartie sur les n÷uds et une représentation complète portée par le jeton. Chaque n÷ud
possède ainsi une variable, father, contenant l'identi�ant de son père dans l'arbre couvrant cal-
culé. Le jeton porte quant à lui un tableau, noté tree, tel que tree[i] est l'identi�ant du père de
i dans l'arbre couvrant calculé.

Lorsqu'un n÷ud i reçoit le jeton venant d'un n÷ud e, il exécute la procédure 1. Le n÷ud
i devient la racine de l'arbre couvrant, et il devient le père de l'expéditeur. Ces informations
sont notées dans le tableau tree du jeton (ligne 2 et 3). Le n÷ud e a précédemment reçu le
jeton et l'a envoyé au n÷ud i. Par conséquent, il a également exécuté la procédure 1. Il a choisit
uniformément au hasard le n÷ud i parmi ses voisins et lui a envoyé le jeton. Par conséquent, la
variable fathere = i indique déjà que i est le père de e.

Le n÷ud i sélectionne ensuite un de ses voisins uniformément au hasard, qui devient son
père dans l'arbre couvrant, et il lui envoie le jeton. Cette information apparaîtra dans tree à la
réception du jeton.

Les deux représentations de cet arbre sont compatibles, c'est-à-dire que tree[i] = j si et
seulement si fatheri = j (sauf sur la racine puisque les deux représentations ne sont pas mises
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Chapitre 2. Clustering à un niveau

Algorithme 1 À la réception du jeton en provenance du n÷ud e.
father ← valeur aléatoire dans Ni

Token.tree[i]← i
Token.tree[e]← i
Envoyer Token à father

à jour au même moment).
La propriété de couverture des marches aléatoires nous garantit que tous les n÷uds du système

�niront par être dans cette structure. De plus, cette structure est bien un arbre :
� elle est connexe : si deux n÷uds sont dans cette structure, ils ont tous deux reçu le jeton. Le
chemin suivi par le jeton entre ces deux n÷uds fait partie de la structure, puisque chaque
n÷ud recevant le jeton y est intégré.

� elle est acyclique : il y a une seule racine, chaque n÷ud ne peut avoir qu'un seul père, et
le n÷ud racine n'en a pas. La structure étant connexe, elle est donc acyclique.

Dans cette thèse, les marches aléatoires vont jouer un rôle important dans la construction et
la mise à jour des clusters que nous calculons.

2.1.3 Spéci�cation : clustering

La description d'un clustering nécessite un certain nombre de variables et de messages. Cette
spéci�cation dé�nit un clustering basé sur un jeton circulant, avec des clusters ayant des c÷urs
de tailles bornées, et ayant accès à des communications internes.

Les n÷uds utilisent les variables suivantes :
� cluster : variable indiquant le cluster auquel le n÷ud appartient ;
� core : variable booléenne indiquant si le n÷ud est un n÷ud de c÷ur.
Les messages suivants participent de la dé�nition des clusters :
� Token : les jetons, qui circulent dans le réseau et recrutent les n÷uds de c÷ur.
Les messages Token doivent en outre contenir les informations suivantes :
� id : l'identi�ant du cluster que ce jeton construit ;
� tree : un arbre couvrant du cluster d'identi�ant id, représenté par un tableau.

Dé�nition 1. Un cluster Cx est un ensemble de n÷uds Cx = {i ∈ V/clusteri = x}, et son c÷ur
est Kx = {i ∈ Cx/core = faux}.

Dans la suite, les variables dans un message msg seront notées msg.var.

Dé�nition 2. Un cluster Cx est dit correct si et seulement si :
� Structure du cluster :
� 1 ≤ |Kx| ≤ K
� Kx est un ensemble dominant connexe de Cx (Kx est connexe et tous les n÷uds de Cx
sont adjacents à Kx)

� Cx est connexe
� Messages en circulation : Il existe un unique jeton Token en circulation dans le réseau tel
que Token.id = x (ce jeton est noté Tokenx dans la suite), et tel que Tokenx.tree est un
arbre couvrant du cluster Cx.

L'arbre couvrant permet la communication intra-cluster. Le jeton jouera aussi un rôle dans
l'émulation d'un système distribué par les clusters, abordée dans le chapitre suivant.

Dé�nition 3. Un cluster Cx est complet s'il a K n÷uds de c÷ur, i.e. |Kx| = K.
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Figure 2.2 � Création d'un cluster

Cx

Token

i

j

k

Kx Recruit

Figure 2.3 � Marche aléatoire

Dé�nition 4 (spéci�cation). Une con�guration respecte la spéci�cation si et seulement si :
� Tous les clusters sont corrects et ont un c÷ur de taille ≥ 2 ;
� Chaque noeud est dans un cluster ;
� Si deux clusters sont voisins, l'un au moins est complet.

2.2 Description générale de l'algorithme

Chaque n÷ud est endormi au début de l'exécution. Les n÷uds se réveillent à un instant
aléatoire, ou lors de la réception d'un message. À son réveil, un n÷ud initialise ses variables et
lance la procédure correspondant à la cause de son réveil :

� wakeup() s'il a atteint la �n de sa période de sommeil,
� à la réception de s'il reçoit un message avant.
Lorsqu'un n÷ud i s'éveille à la �n de sa période de sommeil, il crée un nouveau cluster avec

un identi�ant x, contenant l'identi�ant i du n÷ud et un numéro d'ordre. Le n÷ud i devient
le premier n÷ud de c÷ur du cluster Cx, et il invite ses voisins à devenir n÷uds ordinaires du
cluster Cx. Ensuite, il envoie un message Tokenx à un de ses voisins choisi uniformément au
hasard, qui devient son père dans l'arbre couvrant du cluster Cx. Ce message est ainsi transmis
de n÷ud en n÷ud et recrute un par un les n÷uds qu'il rencontre au sein du c÷ur du cluster.
Cette circulation permet de créer et de maintenir un arbre couvrant du cluster, d'une manière
similaire à l'algorithme 1. Cet arbre est enraciné dans le n÷ud possédant le jeton, et possède deux
représentations : l'une, portée par le jeton, et l'autre, distribuée, utilisant une variable father.
Les messages Token contiennent la taille actuelle du c÷ur de cluster, ainsi qu'une représentation
de l'arbre couvrant du cluster. Tant que Token.size < K, un n÷ud ordinaire ou non clusterisé
qui reçoit le jeton rejoint le c÷ur du cluster. Il invite ensuite ses voisins au sein du cluster en
tant que n÷uds ordinaires à l'aide de messages Recruit[x], et transmet le jeton à un de ses
voisins choisi uniformément au hasard. Ce voisin devient le père du n÷ud dans l'arbre couvrant
du cluster. À la réception d'un message Recruit[x], un n÷ud non clusterisé rejoint le cluster Cx
en tant que n÷ud ordinaire, et l'expéditeur du message Recruit[x] devient son père dans l'arbre
couvrant du cluster.

Exemple 5. Dans le réseau présenté en �gure 2.2, le n÷ud i s'éveille et crée un nouveau cluster
d'identi�ant (i, 1). Le jeton Token(i,1) est envoyé au n÷ud j, sélectionné aléatoirement. Les
voisins du n÷ud i sont recrutés en tant que n÷uds ordinaires à l'aide de messages Recruit[(i, 1)].
Cela amène à la situation de la �gure 2.3, où le n÷ud j transmet le jeton Token(i,1) au n÷ud
k. Après réception par le n÷ud k, on se retrouve dans la situation de la �gure 2.4, qui présente
l'arbre couvrant actuel du cluster.
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Figure 2.4 � Arbre couvrant
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Figure 2.5 � Deux clusters

Cy Cx

Token Y

Figure 2.6 � Tokeny rencontre x

Le jeton Token va continuer, au cours de sa circulation dans le réseau, à recruter les n÷uds
de c÷ur jusqu'à ce que le cluster soit complet, ou jusqu'à ce qu'il rencontre un n÷ud de c÷ur
d'un autre cluster. Dans ce cas, si les deux clusters sont incomplets, l'un des deux peut (et doit)
être détruit pour laisser grandir l'autre. Étant donné qu'un jeton Tokenx transporte un arbre
couvrant du cluster Cx enraciné sur le n÷ud détenant le jeton, si ce dernier rencontre un autre
cluster Cy et qu'il doit y avoir destruction d'un cluster, c'est le cluster Cx qui s'auto-détruit
en propageant une vague de message Delete[x] sur l'arbre couvrant. Un n÷ud recevant un tel
message le propage, puis quitte le cluster et s'endort.

Pour éviter des destructions mutuelles de clusters voisins, seul celui de plus petit identi�ant
peut être détruit.

Ainsi, lorsqu'un n÷ud de c÷ur d'un cluster Cy reçoit le jeton d'un autre cluster Tokenx, si
l'un des deux clusters est complet, ou si x > y, le jeton est simplement renvoyé à l'expéditeur.

Exemple 6. Dans la con�guration présentée dans la �gure 2.5, les clusters Cx et Cy sont tous
les deux incomplets. On a x < y. Si le jeton Tokeny est reçu par le n÷ud i, n÷ud du c÷ur de
Cx, alors il est simplement réexpédié au n÷ud expéditeur (�gure 2.6). Au contraire, si le jeton
Tokenx est reçu par un n÷ud j membre du c÷ur du cluster Cy, alors le message Tokenx est
détruit. Un message Delete[x] est envoyé à l'expéditeur du jeton, ce qui initie la destruction du
cluster Cx par propagation de messages Delete[x] le long de l'arbre couvrant du cluster Cx (�gure
2.7).

Notre modèle ne reposant pas sur l'hypothèse FIFO, un mécanisme supplémentaire est né-
cessaire pour la gestion des n÷uds ordinaires au cours de la destruction d'un cluster. En e�et,
un n÷ud j peut envoyer un message Recruit[x] a un de ses voisins au passage du jeton Tokenx.
Par la suite, si le jeton passe en destruction, le n÷ud j envoie un message Delete[x] au n÷ud k.
Ainsi, si le n÷ud k reçoit le message Delete[x] en premier, n'étant pas dans ce cluster, il l'ignore.
Il reçoit ensuite le message Recruit[x] et rejoint le cluster Cx en tant que n÷ud ordinaire.
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Cy Cx

Token X

Delete[X]

Figure 2.7 � Tokenx rencontre y

Par conséquent, lorsqu'un n÷ud rejoint un cluster Cx en tant que n÷ud ordinaire, il envoie
un message ACK[x] à son père. Si celui-ci n'est plus un n÷ud de c÷ur de ce cluster, il envoie
un message Delete[x] au n÷ud k, garantissant que celui-ci ne restera pas n÷ud ordinaire de Cx.

Quand Tokenx.size = K, le cluster Cx est complet, et le jeton Tokenx continue sa marche
aléatoire dans le cluster. Cette circulation du jeton va permettre de maintenir à jour l'arbre
couvrant du cluster, de mettre à jour les variables locales et les informations dans le jeton, ainsi
que de réagir aux changements topologiques qui pourront survenir au sein du cluster.

Si le jeton Tokenx rencontre un n÷ud qui n'est pas dans le cluster Cx alors que Tokenx.size ≥
K, alors le jeton est simplement renvoyé à l'expéditeur.

Ainsi, un jeton qui est reçu par un n÷ud extérieur à son cluster va soit le recruter, soit être
renvoyé à l'expéditeur, soit être détruit tout comme le cluster qu'il représente. Cela garantit que
le jeton d'un cluster reste dans un voisinage à au plus un saut du c÷ur de son cluster.

Lorsqu'un changement topologique a lieu, le cluster peut devenir invalide s'il devient non
connexe. Notre algorithme le détecte en véri�ant la connexité de l'arbre couvrant du cluster. Les
changements topologiques qui peuvent a�ecter la connexité d'un cluster sont :

� les pertes d'un lien de communication si celui-ci est une arrête de l'arbre couvrant du
cluster,

� la déconnexion d'un n÷ud de c÷ur.
En e�et, l'ajout d'un lien de communication entre deux n÷uds n'invalide pas la structure des
clusters. De même, l'ajout d'un n÷ud ne change rien à l'état des clusters adjacents : il �nira par
être recruté ou par créer son propre cluster par application de l'algorithme.

Si un lien de communication (i, j) disparaît, les n÷uds i et j �niront par détecter cette
disparition. Si cette arête fait partie de l'arbre couvrant, alors l'un des n÷uds est le père de
l'autre dans l'arbre couvrant, par exemple i est le père de j. La variable father permet au �ls de
savoir qu'il a perdu le lien de communication avec son père. Ainsi, lorsque j détecte la perte de
communication avec son père i, il quitte le cluster. Il propage ensuite des messages Delete[x] sur
le sous-arbre enraciné en j et s'endort pour un temps aléatoire. Tous ces n÷uds vont quitter le
cluster et passer en sommeil jusqu'à ce que cette zone du réseau soit clusterisée à nouveau.

Comme le jeton du cluster est à la racine de l'arbre couvrant, on sait qu'il reste dans un
voisinage à un saut de la partie restante du cluster. La propriété de percussion des marches
aléatoires garantit donc que le jeton �nira par visiter le n÷ud i. À ce moment, le n÷ud j étant
inaccessible, l'arbre couvrant présent dans le jeton, ainsi que la taille du c÷ur Token.size, sont
mis à jour pour décrire l'état actuel du cluster.

Exemple 7. Dans le réseau présenté dans la �gure 2.8, le lien de communication (i, j) disparaît.
Le n÷ud i est le père de j dans l'arbre couvrant du cluster (fatherj = i). Lorsque le n÷ud j
détecte la perte du lien de communication, il envoie un message Delete[x] à tous ses voisins,
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Figure 2.10 � Mise à jour du jeton Token

quitte le cluster et s'endort pour une durée aléatoire (�gure 2.9). Tous les enfants du n÷ud j
dans l'arbre vont recevoir ce message et le prendre en compte (les autres voisins l'ignorent). Ils
quittent le cluster et propagent le message Delete[x]. En particulier, le n÷ud k envoie un message
Delete[x] à tous ses voisins et s'endort. Cela aboutit à la con�guration présentée dans la �gure
2.10, où l'ensemble des n÷uds du sous-arbre enraciné en j ont quitté le cluster. Parallèlement à
cela, lorsque le jeton visite le n÷ud i, l'arbre couvrant Token.tree et la taille du c÷ur Token.size
sont mis à jour pour correspondre à la situation présentée en �gure 2.10.

2.3 Algorithme détaillé

Cet algorithme distingue deux types de n÷uds di�érents, les n÷uds de c÷ur et les n÷uds
ordinaires. Les n÷uds de c÷ur composent la partie principale d'un cluster, formant un ensemble
dominant connexe de ce dernier. Les n÷uds ordinaires sont quant à eux présents pour pallier
l'impossibilité, dans le cas général, de créer un clustering de taille bornée sans n÷ud isolé (voir
exemple 2.1).

Chaque n÷ud possède les variables suivantes :
� cluster : l'identi�ant du cluster dont fait partie le n÷ud. Cet identi�ant est formé de la
concaténation de l'identi�ant du n÷ud créant le cluster et d'un numéro d'ordre ;

� core : un booléen indiquant si le n÷ud est un n÷ud de c÷ur ;
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� nexto : le prochain numéro d'ordre à utiliser si ce n÷ud est amené à créer un nouveau
cluster ;

� complete : un booléen indiquant (sur les n÷uds de c÷ur) si le n÷ud est membre d'un
cluster complet ;

� father : l'identi�ant du père du n÷ud dans l'arbre couvrant du cluster ;
� size1 : un booléen indiquant (sur les n÷uds de c÷ur) si le cluster ne possède qu'un seul
n÷ud de c÷ur.

De plus, un service de niveau inférieur assure la détection du voisinage de chaque n÷ud.
Chaque n÷ud a ainsi accès à une variable N représentant l'ensemble des n÷uds voisins, qui est
maintenue à jour par ce service. Après un changement topologique, la variable N est donc mise
à jour automatiquement. Lorsque le service de niveau inférieur enlève un n÷ud j de la variable
N , il déclenche également l'exécution de la procédure à la perte de la connexion vers j.

L'algorithme utilise quatre types de messages :
� Token[id, tree, corenodes, size] : les jetons circulant aléatoirement dans le réseau, recrutent
les n÷uds de c÷ur et maintiennent un arbre couvrant de leur cluster ;

� Recruit[id] : messages recrutant les n÷uds en tant que n÷uds ordinaires ;
� ACK[id] : messages indiquant qu'un n÷ud vient de devenir n÷ud ordinaire du cluster
indiqué ;

� Delete[id] : messages permettant la destruction d'un cluster.
Les jetons transportent les informations suivantes :
� id : l'identi�ant du cluster associé au jeton.
� tree : un arbre couvrant du cluster, représenté par un tableau (tree[i] = j indique que le
n÷ud j est le père du n÷ud i).

� corenodes : un tableau indiquant les n÷uds de c÷ur.
� size : la taille actuelle du c÷ur du cluster.
Dans la suite, on notera i l'identi�ant du n÷ud en train d'exécuter la procédure que nous

décrivons. Si cette procédure à été déclenchée par un message, on notera e l'identi�ant du n÷ud
expéditeur.

Au début de l'exécution, tous les n÷uds sont endormis. Lorsqu'il s'éveille, un n÷ud exécute
la procédure d'initialisation init, qui initialise toutes ses variables à zéro ou ⊥ (excepté pour
la variable nexto, qui n'est initialisée qu'au premier réveil). Un n÷ud peut se réveiller de deux
façons di�érentes, soit à un instant aléatoire, auquel cas il lance la procédure wakeup(), soit à
la réception d'un message, auquel cas il lance la procédure à la réception de adéquate.
Initialisation.

Algorithme 2 Init
cluster ← (⊥, 0)
core← faux

nexto← 1
complete← faux

father ← ⊥
size1← faux

Procédure wakeup. Lors de l'exécution de la fonction wakeup() sur un n÷ud i ayant des voisins,
celui-ci crée un nouveau cluster d'identi�ant x = (i, nextoi), ainsi que le jeton Tokenx associé.
Il rejoint le c÷ur du cluster Cx, invite ses voisins en tant que n÷uds ordinaires, puis transmet le
jeton à un voisin sélectionné uniformément au hasard, qui devient son père dans l'arbre couvrant
du cluster. Le cluster possède alors un unique n÷ud de c÷ur, et la variable size1 a la valeur
vrai.
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Si le n÷ud est isolé, il ne pourra créer un cluster de taille au moins deux. Par conséquent, il
ne crée pas de cluster et se rendort.

Algorithme 3 wakeup()
si N 6= ∅ alors
Token =nouveau message Token
Token.size← 0
Token.id← (i, nexto)
Token.tree← Vecteur vide
Token.tree[i]← i
JoinCore()
size1← vrai

nexto← nexto+ 1
Envoyer Recruit[cluster] à tous les n÷uds de N
father ← valeur aléatoire dans N
Envoyer Token à father

sinon

Passer à l'état endormi
�n si

Fonction JoinCore.
La fonction JoinCore est appelée sur un n÷ud i pour qu'il rejoigne le c÷ur d'un cluster. Cette

fonction est appelée par deux procédures, la procédure d'éveil, qui crée un cluster, et la procédure
à la réception d'un message Token. Dans les deux cas, le jeton du cluster est détenu par le n÷ud.
La fonction JoinCore va donc modi�er les variables du n÷ud pour lui faire intégrer le cluster
en tant que n÷ud de c÷ur, et elle va également modi�er les variables du jeton Token.corenodes
et Token.size.

Algorithme 4 JoinCore()
cluster ← Token.id
core← vrai

Token.size← Token.size+ 1
Token.corenodes[i]← vrai

complete← (Token.size ≥ K)

À chaque fois qu'un n÷ud entre dans le c÷ur d'un cluster, il invite tous ses voisins à rejoindre
le cluster en tant que n÷uds ordinaires. Pour ce faire, il envoie à tous ses voisins un message
Recruit, comme dans la procédure wakeup().
À la réception d'un message Recruit[x].

Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message Recruit[x] en provenance d'un n÷ud e, il exécute la
procédure JoinOrdinary prenant en paramètre l'expéditeur du message Recruit. Si le n÷ud i
est non clusterisé, il rejoint le cluster Cx en tant que n÷ud ordinaire. L'expéditeur e devient son
père dans l'arbre couvrant. Le n÷ud i informe ensuite son père qu'il a rejoint le cluster Cx en
tant que n÷ud ordinaire à l'aide d'un message ACK[x].

Dans les autres cas, le n÷ud ignore le message.
Dans chaque cluster, le jeton va continuer sa circulation et recruter au fur et à mesure les

n÷uds de c÷ur. A�n de construire le plus possible de clusters complets, il nous faut un méca-
nisme permettant de détruire un cluster. On autorise ainsi la destruction des clusters incomplets.
Une telle destruction est réalisée en propageant un message Delete[x] sur l'arbre couvrant du
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Algorithme 5 JoinOrdinary(e) (Réception d'un message Recruit[x])
si cluster = (⊥, 0) alors
cluster ← x
core← faux

father ← e
Envoyer ACK[x] à father

�n si

cluster Cx. Ce mécanisme est également utilisé en cas de changement topologique nécessitant
une destruction partielle ou totale d'un cluster.
À la réception d'un message Delete[x] venant du n÷ud e. Un tel message est propagé
sur l'arbre couvrant (ou sur un sous-arbre) pour détruire le cluster Cx. Si un n÷ud du cluster
Cx reçoit un tel message en provenance de son père, il quitte le cluster. Il propage également ce
message à ses voisins, puis s'endort.

Il en résulte une propagation de message Delete[x] le long de l'arbre couvrant du cluster Cx
qui amène à la destruction du cluster (ou d'une partie du cluster).

Pour quitter son cluster, un n÷ud exécute la procédure Leave, qui réinitialise toutes les
variables du n÷ud, sauf la variable nexto.

Un n÷ud recevant un message Delete[x] venant d'un autre n÷ud que son père l'ignore. En
particulier, les n÷uds n'appartenant pas au cluster Cx ignorent les messages Delete[x]

Algorithme 6 Leave()
cluster ← (⊥, 0)
core← faux

complete← faux

father ← ⊥

Algorithme 7 À la réception d'un message Delete[x] venant d'un voisin e
si e = father ∧ x = cluster alors

Envoyer Delete[x] à tous les n÷uds dans N .
Leave()
Passer à l'état endormi

�n si

Les seuls changements topologiques qui peuvent rendre un cluster incorrect sont la suppression
d'un lien de communication utilisé comme arête de l'arbre couvrant, ou la déconnexion d'un n÷ud
de c÷ur. En e�et, l'ajout d'un n÷ud ou d'un lien ne peut pas rompre la connexité des clusters.
De plus, si un n÷ud ordinaire quitte le réseau, le c÷ur de son cluster reste un ensemble dominant
connexe du cluster, et celui-ci reste valide. De même, si une arête disparaît alors qu'elle n'est pas
utilisée dans l'arbre couvrant du cluster, alors ce cluster reste connexe et valide.
Si e quitte N (déconnexion entre le n÷ud courant et e). La détection du voisinage est
e�ectuée par un service de niveau inférieur. Lorsqu'un n÷ud e quitte le voisinage du n÷ud i, ce
service met à jour la variable N et déclenche l'exécution de la fonction à la perte de la connexion
vers e (algorithme 8).

Lorsqu'un n÷ud perd la connexion avec un voisin e, si ce n÷ud est son père, il quitte le
cluster et envoie un message Delete à tous ses voisins, comme s'il venait de recevoir un message
Delete en provenance de e.
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Algorithme 8 À la perte de la connexion vers e
si e = father alors

Envoyer Delete[cluster] à tous les n÷uds dans N .
Leave()
Passer à l'état endormi

�n si

Lorsqu'un lien de communication (i, e) disparaît, les éventuels messages en transit sur ce lien
sont perdus. Si le message en transit est :

� Recruit[x] : si ce message n'avait pas été ignoré, le n÷ud recruté aurait quitté le cluster
en détectant la perte de connexion. Ce qui amène à la même situation que d'ignorer le
message.

� Delete[x] : Ce message aurait été ignoré, sauf si l'un des n÷uds est le père de l'autre dans
l'arbre couvrant du cluster Cx. Dans ce cas, il aurait quitté le cluster, ce qu'il fera en
détectant la perte du lien, ce qui amène à la même con�guration.

� Token : le n÷ud qui a envoyé le jeton considère l'autre comme son père dans l'arbre
couvrant. Par conséquent, à la perte du lien de communication, considérant l'autre n÷ud
comme son père, il quitte le cluster et enclenche sa destruction avec des messages Delete.
Dans cette situation, le cluster sans jeton sera entièrement détruit, ce qui amène à une
situation valide.

Dans tous ces cas, la perte d'un message durant un changement topologique n'empêche pas
le bon déroulement de l'algorithme. Plus précisément, on montrera que l'on peut construire une
exécution sur la nouvelle topologie qui amènerait à la même con�guration.
À la réception d'un message ACK[x].

Lorsqu'un n÷ud reçoit un message ACK[x] venant d'un n÷ud e, cela signi�e que le n÷ud e
a rejoint le cluster Cx en tant que n÷ud ordinaire, et que le n÷ud i est le père du n÷ud e. Ainsi,
si le n÷ud i n'est pas un n÷ud de c÷ur du cluster Cx, il envoie un message Delete[x] à e.

Algorithme 9 À la réception d'un message ACK[x] venant d'un voisin e
si cluster 6= x ∨ core = faux alors

Envoyer Delete[x] à e.
�n si

À la réception d'un message Token[x, tree, corenodes, size].
Les deux rôles principaux d'un jeton sont :
� de recruter les n÷uds de c÷ur dans son cluster,
� construire et maintenir un arbre couvrant du cluster.
Un jeton Tokenx circule aléatoirement dans le réseau en recrutant les n÷uds non clusturisés

qu'il rencontre. Durant ce parcours, un arbre couvrant du cluster est calculé. Deux représentations
de cet arbre existe : la variable tree du jeton, et les variables father des n÷uds. Il existe un
décalage entre ces deux représentations. Il y a le même décalage d'une étape que dans l'algorithme
1. En e�et, le destinataire du jeton est le père dans l'arbre couvrant de l'expéditeur, bien que
cette information ne soit ajoutée à la variable tree qu'à la réception du jeton. De plus, les n÷uds
ordinaires subissent un délai avant d'être ajoutés à la variable tree. En e�et, un n÷ud ordinaire
est le �ls du n÷ud qui l'a recruté en tant que n÷ud ordinaire (algorithme 5). Cependant, cette
information n'apparaît pas dans la variable tree. Le n÷ud ordinaire entrera dans la représentation
tree lorsqu'il recevra le jeton.
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Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message Tokenx en provenance d'un n÷ud e, les cas de �gure
suivants sont possibles :

� Mise à jour des informations sur un n÷ud de c÷ur : si le n÷ud i est un n÷ud de c÷ur du
cluster Cx, alors ce n÷ud reste dans le c÷ur. Il y a mise à jour de l'arbre couvrant, puis
synchronisation des variables du n÷ud et du jeton à l'aide de la fonction UpdateStatus
explicitée plus loin. Ensuite, le n÷ud i invite tous ses voisins à rejoindre le cluster en tant
que n÷uds ordinaires à l'aide d'un message Recruit[x]. En�n, le jeton est transféré à un
voisin choisi au hasard, et la variable father est mise à jour pour indiquer le n÷ud à qui
le jeton est envoyé.

� Mise à jour des informations sur un n÷ud ordinaire : si le n÷ud i est un n÷ud ordinaire du
cluster Cx, et si ce cluster est complet, alors le n÷ud i ne peut être promu n÷ud de c÷ur.
Les informations du jeton sont mises à jour via UpdateStatus, puis le jeton est renvoyé au
n÷ud expéditeur e. Le fait que ce n÷ud e soit le père du n÷ud i dans l'arbre couvrant est
enregistré dans la variable tree du jeton.

� Recrutement ou promotion d'un n÷ud dans le c÷ur : si i est un n÷ud ordinaire ou non
clusterisé, et que le cluster Cx n'est pas complet, alors le n÷ud devient un n÷ud de c÷ur
de ce cluster. Il rejoint le cluster via un appel à la fonction JoinCore, à la suite de quoi les
informations locales sont synchronisées avec le jeton via UpdateStatus. Ensuite, le n÷ud
invite ses voisins à rejoindre le cluster en tant que n÷uds ordinaires à l'aide de messages
Recruit[x]. En�n, le jeton est relayé à un n÷ud voisin choisi uniformément au hasard, qui
devient le père de i dans l'arbre couvrant du cluster.

� Destruction du cluster Cx : si le n÷ud i est un n÷ud de c÷ur d'un autre cluster Cy, que ce
cluster ainsi que le cluster Cx sont tous deux incomplets, et si y > x, alors le n÷ud i initie
la destruction du cluster Cx. Pour ce faire, il envoie un message Delete[x] à l'expéditeur
e. Cela initie la propagation d'une vague de messages Delete[x] le long de l'arbre couvrant
du cluster, ce qui détruit ce cluster. Le n÷ud i envoie également un message Recruit[y]
à l'expéditeur e pour l'inviter en tant que n÷ud ordinaire. De même, si le cluster Cx ne
comporte qu'un seul n÷ud de c÷ur (Token.size = 1), il est détruit. Cela garantit qu'il
n'y aura pas de cluster de taille 1. De plus, nous interdisons à un cluster ayant un seul
n÷ud de c÷ur (size1 = vrai) de détruire un cluster. Cet unique n÷ud de c÷ur devient
un n÷ud ordinaire du cluster qu'il rencontre, ce qui accélère la convergence et simpli�e la
démonstration de cette convergence présentée au chapitre 4.

� Renvoi du jeton à l'expéditeur : dans tous les autres cas, c'est à dire si le cluster Cx est
complet, ou si le n÷ud i est dans un cluster Cy complet ou tel que x < y, alors le jeton
est simplement réexpédié à l'envoyeur e. Si le jeton est envoyé à un n÷ud ayant quitté
le cluster suite à un changement topologique, le jeton Tokenx et un message Delete[x]
peuvent se croiser sur un canal de communication. Pour éviter que le jeton se retrouve
renvoyé indé�niment entre deux n÷uds devenus non clusterisés, nous n'autorisons pas que
le renvoi du jeton par la racine de l'arbre couvrant Token.tree (ligne 36).

Lorsqu'un n÷ud j extérieur au cluster Cx renvoie le jeton Tokenx à un n÷ud i qui le lui
avait envoyé, j ne doit pas entrer dans l'arbre couvrant du cluster. Lorsque cela se produit, la
racine de l'arbre couvrant n'a pas été changée et Tokenx.tree[i] = i. Dans ce cas la, la variable
Token.tree n'est donc pas modi�ée (ligne 4 à 8 de l'algorithme 10).
Fonction UpdateStatus(). Le but de cette fonction est de maintenir la cohérence entre l'arbre
Token.tree et le cluster à l'aide des informations locales que possède le n÷ud, ainsi que la variable
Token.size. Si une incohérence est détectée entre les informations locales et l'arbre Token.tree,
cette fonction procède aux recti�cations nécessaires dans l'arbre ou dans le cluster. Ainsi, si un
n÷ud considère le n÷ud courant comme son père dans l'arbre couvrant du cluster, et si ce n÷ud
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Algorithme 10 À la réception d'un message Tokenx venant du noeud e
si (cluster = x) ∧ (core) alors

{mise à jour des informations d'un n÷ud de c÷ur}
UpdateStatus()
si (Token.tree[i] 6= i) alors

5: {le jeton ne vient pas d'être renvoyé à l'expéditeur}
Token.tree[e]← i
Token.tree[i]← i

�n si

complete← (Token.size ≥ K)
10: size1← (Token.size ≥ 2)

Envoyer Recruit[x] à tous les n÷uds dans N
Envoyer Token à father choisi uniformément au hasard dans N

sinon si (cluster = x) ∧ (¬core) ∧ (Token.size ≥ K) alors
{mise à jour des informations d'un n÷ud ordinaire}

15: UpdateStatus()
Token.tree[e]← i
Token.tree[i]← i
father ← e
Envoyer Token à father

20: sinon si (Token.size < K) ∧ (¬core) alors
{recrutement d'un n÷ud dans le c÷ur}
UpdateStatus()
JoinCore()
Token.tree[e]← i

25: Token.tree[i]← i
complete← (Token.size ≥ K)
size1← (Token.size ≥ 2)
Envoyer Recruit[x] à tous les n÷uds dans N
Envoyer Token à father choisi uniformément au hasard dans N

30: sinon si [(Token.size < K) ∧ (¬complete) ∧ (¬size1) ∧ (cluster > x)] ∨ (Token.size = 1) alors
{destruction du cluster x, qui n'est pas le cluster courant clusteri}
Envoyer Delete[x] à e
Envoyer Recruit[cluster] à e

sinon

35: {renvoi à l'expéditeur}
UpdateStatus()
si Token.tree[i] 6= i alors

Envoyer Token à e
�n si

40: �n si
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n'est pas un voisin de i, alors il y a eu un changement topologique. La fonction UpdateStatus
va nettoyer l'arbre couvrant de toute cette branche inaccessible. Pour cela, cette fonction utilise
une procédure récursive appelée RemoveFromTree, qui enlève un n÷ud de l'arbre, le décompte
de Token.size si c'est un n÷ud de c÷ur, et s'appelle elle-même sur les descendants dans l'arbre.

De même, si le jeton est reçu par un n÷ud i ne faisant pas partie du cluster, mais dans l'arbre
Token.tree, elle met à jour l'arbre Token.tree en enlevant le sous-arbre enraciné en ce n÷ud i.

En�n, si le jeton est reçu par un n÷ud i appartenant au cluster, mais absent de l'arbre
Token.tree, alors ce n÷ud i quitte le cluster et envoie un message Delete[x] à tous ses voisins.
En e�et, le n÷ud ne dispose d'aucune information sur sa descendance dans l'arbre distribué. La
fonction UpdateStatus ne peut donc pas ajouter ces n÷uds à l'arbre Token.tree. Nous forçons
donc tous les éventuels descendants de i à quitter le cluster pour que l'arbre et le cluster soit de
nouveau cohérents.

Algorithme 11 UpdateStatus()
pour tout k avec Token.tree[k] = i faire

si k /∈ N alors

RemoveFromTree[k]
�n si

�n pour

si clusteri 6= x ∧ Token.tree[i] 6= ⊥ alors

RemoveFromTree[i]
�n si

si clusteri = x ∧ Token.tree[i] = ⊥ alors

Envoyer Delete[cluster] à tous les n÷uds dans N .
Leave()
Passer à l'état endormi

�n si

Algorithme 12 RemoveFromTree[k]

si Token.tree[k] 6= ⊥ alors

pour tout j avec Token.tree[j] = k faire

RemoveFromTree[j]
�n pour

si Token.corenodes[k] alors
Token.size← Token.size− 1

�n si

Token.corenodes[k]← ⊥
Token.tree[k]← ⊥

�n si

2.4 Exemple détaillé

Considérons le réseau présenté dans la �gure 2.11. Nous présentons dans cette section une
exécution possible de l'algorithme sur ce réseau, avec un paramètre K = 4. Tous les n÷uds com-
mencent l'exécution en sommeil, et s'éveillent au bout d'une durée aléatoire ou à la réception
d'un message. Au bout d'un moment, le n÷ud 3 s'éveille et exécute la procédure wakeup (algo-
rithme 2.3). Le n÷ud 3 ayant des voisins, il crée un nouveau cluster d'identi�ant (3, 1) (ligne 4)
et le jeton associé (ligne 2 à 6). Nous nous attachons dans un premier temps aux évènements qui
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a�ectent ce cluster. Le n÷ud 3 devient le premier n÷ud de ce cluster par un appel à la fonction
JoinCore (ligne 5 algorithme 4). La variable nexto est incrémentée (ligne 8), a�n que le n÷ud 3
ne puisse plus jamais créer un jeton d'identi�ant (3, 1). Ensuite, chacun de ses voisins est invité
à intégrer le cluster (3, 1) via des messages Recruit[3, 1] (ligne 9). En�n, le jeton Token(3,1) est
envoyé au n÷ud 2 choisi uniformément au hasard, qui devient le père du n÷ud 3 dans l'arbre
couvrant du cluster (3, 1) (ligne 10). Cela nous amène à la situation présentée dans la �gure 2.12.

Figure 2.11 � 1 Figure 2.12 � 2

Les n÷uds 1, 2, 6 et 7 reçoivent les messages Recruit[3, 1]. Étant non clusterisés, ils s'éveillent
et exécutent la procédure JoinOrdinary, algorithme 5. Ces n÷uds rejoignent le cluster (3, 1) en
tant que n÷uds ordinaires, avec le n÷ud 3 pour père dans l'arbre couvrant.

Le n÷ud 2 reçoit ensuite le jeton Token3,1. Étant un n÷ud ordinaire, et puisque
Token3,1.size = 1, il est recruté dans le c÷ur (ligne 20 à 29 algorithme 10). Il invite les n÷uds
9, 4 et 3 à rejoindre le cluster en tant que n÷uds ordinaires (�gure 2.13).

On remarque que si le n÷ud 2 avait reçu les messages Recruit et Token dans l'ordre inverse,
la con�guration aurait tout de même été la même.

Les n÷ud 3 et 9 étant des n÷uds de c÷ur, ils ignorent le message Recruit[3, 1] qui leur est
adressé (ligne 1 algorithme 5). Le n÷ud 4 rejoint le c÷ur du cluster, invite les n÷uds 1, 9 et 10
et transmet le jeton au n÷ud 9 (�gure 2.14).

Figure 2.13 � 1 Figure 2.14 � 2

Le n÷ud 10 rejoint le cluster, le n÷ud 1 ignore le message Recruit[3, 1].
Lorsque le n÷ud 9 reçoit le jeton Token3,1, il fait partie du c÷ur du cluster (5, 1), sa variable

complete vaut faux et Token3,1.size < K. Par conséquent, il initie la destruction du cluster
(3, 1) à l'aide d'un message Delete[3, 1] (lignes 30 à 33 de l'algorithme 10). Cela amène à la
situation de la �gure 2.15.

Le n÷ud 4 reçoit ce message Delete[3, 1]. Il exécute l'algorithme 7. Puisque l'expéditeur est
son père dans l'arbre couvrant du cluster (3, 1), il quitte le cluster (fonction Init), envoie un
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Figure 2.15 � 1 Figure 2.16 � 2

messages Delete[3, 1] à tous ses voisins puis s'endort (�gure 2.16). Un vague de messages Delete
est ainsi propagée sur l'arbre, entrainant la destruction du cluster (3, 1) (�gure 2.17 et 2.18).

Figure 2.17 � 1 Figure 2.18 � 2

En parallèle, deux autres clusters sont construits de manière similaire. On remarque que,
lorsque le n÷ud 2 reçoit le jeton Token5,1 (�gure 2.13), puisque (5, 1) > (3, 1), le n÷ud exécute
les lignes 35 à 38 de l'algorithme 10. Le jeton est simplement renvoyé au n÷ud 9 (�gure 2.14).
De la même façon, le jeton Token7,1 est renvoyé à l'expéditeur entre les �gures 2.14 et 2.15.

Une fois le cluster (3, 1) détruit, les clusters (5, 1) et (7, 1) ont la place pour devenir complets
(�gure 2.18 et 2.19). Les jetons continuent à circuler dans le réseau, en mettant à jour les variables
des n÷uds, et en particulier en mettant la variable complete à vrai sur les n÷uds de c÷ur visités
(algorithme 10 et 14).

Figure 2.19 � 1 Figure 2.20 � 2

Un troisième cluster apparaît à l'éveil du n÷ud 12 (�gure 2.20), et grandit jusqu'à posséder
trois n÷uds de c÷ur (�gure 2.21 et 2.22). Lorsque le n÷ud 1 reçoit le jeton Token12,1 (�gure
2.22), la variable complete1 a la valeur vrai. Ainsi, il exécute les lignes 35 à 38 de l'algorithme
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10. Le jeton est renvoyé à l'expéditeur (�gure 2.23).

Figure 2.21 � 1 Figure 2.22 � 2

Le n÷ud 8, n÷ud ordinaire du cluster (7, 1), n'est pas présent dans la variable Token7,1.tree
avant qu'il ne reçoive le jeton Token7,1 (�gure 2.23 et 2.24).

Figure 2.23 � 1 Figure 2.24 � 2

Les jetons continuent ensuite leur circulation, le clustering n'évoluera plus en l'absence de
changement topologique.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme distribué de clustering orienté taille.
Chaque cluster possède une partie dominante connexe, appelé son c÷ur, dont la taille est bornée
par un paramètre de l'algorithme.

Le c÷ur de chaque cluster est construit par un message particulier, appelé Token, qui suit une
marche aléatoire dans le réseau en recrutant un à un les n÷uds non-clusterisés qu'il rencontre.
Ce processus de recrutement permet de mettre en place un arbre couvrant de chaque cluster.

Lorsqu'un changement topologique survient dans le système, le cluster où ce changement
a lieu peut être réparé à l'aide de cet arbre. Cette réparation est locale : seul le cluster où le
changement survient est modi�é, et éventuellement ses clusters adjacents.

La présence d'un arbre couvrant au sein de chaque cluster nous permet par la suite d'établir
des communications inter-clusters. De plus, le caractère très local de cet algorithme le rend adapté
à un passage à l'échelle. En nous appuyant sur cet algorithme, nous présentons au chapitre suivant
un algorithme capable d'organiser les réseaux de grande taille via un clustering hiérarchique.
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Chapitre 3

L'Ensemble des clusters comme

système distribué : mécanismes pour la

cohérence, l'atomicité et la

communication

3.1 Introduction

Pour construire un clustering hiérarchique, nous devons être capable de regrouper les clusters
à l'aide d'un algorithme de clustering. Pour cela, les clusters doivent être en mesure d'exécuter
l'algorithme de clustering présenté au chapitre précédent. Nous cherchons donc à mettre en place
les mécanismes permettant aux clusters de communiquer entre eux, et d'exécuter l'algorithme
distribué précédent. De manière plus générale, dans ce chapitre nous mettons en place les mé-
canismes permettant aux clusters de former un nouveau système distribué, capable d'exécuter
n'importe quel algorithme distribué A conçu pour notre modèle.

Nous présentons, dans ce chapitre, un algorithme distribué qui calcule des clusters, et qui
émule un système distribué dont les n÷uds sont ces clusters, exécutant un algorithme distribué
A. Les clusters possèdent les variables locales dé�nies par l'algorithme A, et ont la capacité de
communiquer avec leurs voisins par des messages. Les clusters sont ainsi les n÷uds d'un nouveau
système distribué.

Simuler un n÷ud virtuel présente un certain nombre de di�cultés. En tant que n÷ud virtuel,
le cluster doit disposer des variables utilisées par l'algorithme distribué A. La véritable di�culté
n'est pas tant de stocker ces variables, que de s'assurer que les n÷uds du cluster s'accordent
sur la valeur de ces variables. En e�et, tous les n÷uds composant un cluster doivent avoir un
comportement unique pour ce qui concerne l'émulation du n÷ud virtuel, ce qui commence par
un consensus sur la valeur des variables du n÷ud virtuel.

Puisque les clusters représentent les n÷uds d'un système distribué, ils doivent disposer d'une
capacité de communication avec les clusters qui les entourent. Un cluster devra donc, en tant
que n÷ud virtuel, être capable d'envoyer un message à n'importe lequel de ses clusters voisins,
et aussi être capable d'en recevoir. Cette capacité de communication nécessite en amont une
détection des clusters adjacents.

Lors de la réception d'un message inter-cluster, un cluster devra appliquer les instructions
prévues par l'algorithme A en réaction à ce message. Lors de cette réaction, il ne doit pas y
avoir d'incohérence parmi les n÷uds composant le cluster. En e�et, le n÷ud virtuel doit avoir
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une réaction unique, et reconstruire une exécution cohérente de l'algorithme A (en particulier,
un ordre total sur la réception des messages).

En�n, dans l'algorithme du chapitre 2, des clusters peuvent apparaître et disparaître du-
rant l'exécution. De même, durant la croissance d'un cluster, celui-ci peut avoir de nouveaux
clusters voisins. Le système simulé par les clusters est par conséquent dynamique, même si le
système initial ne subit aucun changement topologique. L'algorithme A devra donc être tolérant
aux changements topologiques. Les clusters doivent être capable de détecter les changements
topologiques du système distribué qu'ils constituent. Lorsqu'un cluster détecte un changement
topologique, les n÷uds qui le composent doivent, là encore, s'accorder sur une unique réaction.

3.1.1 Caractéristiques de l'émulation

Nous proposons un algorithme de clustering donnant à chaque cluster la capacité d'émuler le
comportement d'un n÷ud virtuel. Cela nous amène à considérer un nouveau système distribué,
composé des éléments suivants :

� un graphe de communication ayant les clusters comme n÷uds, et la relation d'adjacence
entre les clusters comme arêtes,

� un algorithme distribué A écrit pour un système suivant le modèle présenté dans la section
1.4, et résistant aux changements topologiques,

� un ensemble de variables présentes sur chaque n÷ud et dé�ni par A,
� un ensemble de messages en transit entre ces n÷uds virtuels.
Lors d'une transition de cet algorithme, la con�guration du système est modi�ée. En particu-

lier, les variables des n÷uds virtuels, ainsi que les messages en transit entre ces n÷uds virtuels,
peuvent être modi�ées. Ces transformations doivent correspondre exactement à des transitions
de l'algorithme A, exécuté directement par le système virtuel, ou à des changements topologiques
autorisés par le modèle.

De plus, l'algorithme induit un comportement du système virtuel qui doit correspondre au
modèle présenté dans la section 1.4. En particulier, chaque message en transit dans le système
virtuel doit �nir par être reçu. De même, tout changement topologique modi�ant le graphe de
communication du système virtuel doit �nir par être détecté.

En�n, si l'algorithme A utilise la notion de n÷uds endormis, l'algorithme doit garantir qu'ils
ne restent pas tous en sommeil indé�niment. En e�et, une exécution maintenant tous les n÷uds
endormis in�niment longtemps résoudrait trivialement la spéci�cation. La spéci�cation formelle
de ce problème se trouve à la section 4.4.

3.2 Description générale de l'algorithme

Simuler le comportement d'un n÷ud virtuel avec un ensemble de n÷uds pose plusieurs di�-
cultés.

En particulier, il est nécessaire d'assurer la cohérence de comportement des di�érents n÷uds
du cluster. Pour résoudre ce problème, plusieurs solutions sont possibles. Par exemple, chaque
n÷ud du cluster peut posséder une instance de ces variables. C'est le choix qui est fait dans
[DGL+04], où chaque n÷ud impliqué dans la simulation d'un n÷ud virtuel possède une instance
des variables de ce n÷ud virtuel. Ce choix nécessite la présence d'un mécanisme assurant que les
di�érents n÷uds d'un même cluster ont les mêmes valeurs pour ces variables. Dans [DGL+04] la
participation d'un n÷ud à l'émulation d'un n÷ud virtuel commence par une phase de négociation.
Lors de cette phase, ce n÷ud demande la valeur actuelle des variables du n÷ud virtuel, et se
met à l'écoute des messages destinés au n÷ud virtuel. Les messages concernant le n÷ud virtuel
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disposent d'un horodatage basé sur des horloges de Lamport [Lam78], qui permet aux di�érents
n÷uds de traiter les événements successifs a�ectant le n÷ud virtuel tous dans le même ordre.
Lorsque le n÷ud rejoignant l'émulation obtient la valeur des variables, il peut ainsi simuler la
réception des messages destinés au n÷ud virtuel qu'il a reçu durant ce laps de temps. Les instances
des variables du n÷ud virtuel ont ainsi une valeur commune, la réaction à un évènement étant
exécutée par tous les n÷uds participant à la simulation, et l'horodatage permettant de ne pas
émettre plusieurs fois le même message.

Une seconde solution est d'élire un n÷ud représentant le n÷ud virtuel et détenant ses va-
riables. Ce n÷ud possédera le privilège d'e�ectuer les actions du n÷ud virtuel et d'émettre les
messages correspondants. De cette façon, il n'existe qu'une seule instance des variables du n÷ud
virtuel, et un événement a�ectant ce n÷ud virtuel engendre une unique réaction du n÷ud vir-
tuel. Les algorithmes de clusterings hiérarchiques [Bea03] ou [DT09] utilisent de tels mécanismes,
chaque cluster étant maintenu par un clusterhead, qui exécute l'algorithme de clustering pour le
niveau supérieur en dialoguant directement avec les clusterheads des cluster voisins. L'inconvé-
nient, dans un système dynamique, est que la déconnexion d'un tel clusterhead oblige à détruire
le cluster, ou au minimum à réinitialiser l'émulation du n÷ud virtuel. En e�et, seul le clusterhead
possédait les variables du n÷ud virtuel.

Dans l'algorithme de clustering présenté dans le chapitre 2, les clusters sont construits en se
passant de clusterhead, et avec un jeton représentant un privilège de recrutement. Nous choi-
sissons que, à chaque étape, le n÷ud possédant le jeton représente le n÷ud virtuel. Ainsi, les
variables du n÷ud virtuel sont stockées dans le jeton du cluster, et à chaque instant, c'est le
n÷ud détenant le jeton qui a le privilège d'e�ectuer les actions du n÷ud virtuel. Cette solution
permet ainsi de résoudre le problème de la cohérence des variables et des actions du n÷ud virtuel,
tout en étant résistante aux changements topologiques. En e�et, aucun n÷ud n'étant privilégié
dans le cluster, une déconnexion n'empêche pas la simulation du n÷ud virtuel tant que le jeton
reste disponible.

Les clusters étant les n÷uds d'un système distribué, chaque n÷ud virtuel doit disposer d'une
capacité de communication avec les n÷uds virtuels adjacents. Cela nécessite de mettre en place
des mécanismes permettant dans un premier temps de détecter ces n÷uds virtuels adjacents,
puis des mécanismes permettant l'envoi et la réception de message. Au chapitre 2, les n÷uds ont
connaissance de leur voisinage via une variable N , mise à jour par un service de niveau inférieur.
Le jeton de chaque cluster porte donc une variable Token.N représentant les n÷uds voisins dans
le système émulé, que nous maintenons à jour au cour de l'exécution de l'algorithme.

La détection des clusters adjacents se fait en deux étapes, une locale au niveau des n÷uds
du système, et une globale au cluster collectée par le jeton. Ces deux mécanismes nécessitent
d'introduire quelques variables supplémentaires, ainsi qu'un nouveau type de message :

� Au niveau des n÷uds : gate, un tableau indexé par les voisins du n÷ud.
� Au niveau des jetons :
� Token.N : l'ensemble des clusters voisins ;
� Token.gateway : un tableau indexé par N indiquant pour chaque cluster voisin un lien
de communication à emprunter pour l'atteindre.

� Nouveau message : Cluster[x], indiquant que l'expéditeur a rejoint le cluster x.
Chaque n÷ud va enregistrer dans quel cluster se situe chacun de ses voisins. Pour ce faire,

chaque fois qu'un n÷ud i change de cluster, c'est-à-dire qu'il modi�e sa variable clusteri, il envoie
un message Cluster[clusteri] à tous ses voisins. Ainsi, chaque fois qu'un n÷ud reçoit un message
Cluster[x] venant d'un n÷ud e, il enregistre dans la variable gate que le n÷ud e fait désormais
partie du cluster Cx. Ce mécanisme permet donc à tous les n÷uds de savoir en permanence
(moyennant les délais de transmission des messages) à quel cluster ses voisins appartiennent.
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Figure 3.1 � Di�culté d'un Gateway asymé-
trique

Figure 3.2 � Détection unilatérale d'un chan-
gement topologique

Parallèlement à cela, le jeton collecte au cours de sa circulation ces informations pour les
transformer en une vision globale à l'échelle du cluster. En e�et, lorsque le jeton Tokenx visite
un n÷ud j, une exploration de la table gate de ce n÷ud permet de détecter d'éventuels clusters
adjacents, et d'enregistrer cette information dans la variable Token.N du jeton. Cependant, pour
détecter correctement les éventuelles pertes de connexion entre clusters, nous cassons la symétrie
dans la détection du voisinage. En e�et, si les clusters C1 et C2 communiquent via deux canaux
di�érents, la rupture du canal de C1 à C2 conduira C1 à exécuter les instructions associées à une
perte de lien, alors que C2 poursuivra sans détecter de changement topologique. Ce phénomène
est illustré dans l'exemple 8. Ainsi, dans un couple de clusters voisins, seul celui de plus grand
identi�ant est autorisé à détecter l'autre comme voisin. La détection inverse se fera lors de la
réception du premier message et sera détaillée plus loin.

Exemple 8. Supposons que nous n'imposions pas qu'un couple de clusters voisins choisisse le
même lien de communication comme passerelle. La situation décrite dans la �gure 3.1 est alors
légale. Le cluster Cx utilise l'arête (i, j) comme passerelle (Tokenx.gateway[y] = (i, j)), et le
cluster Cy utilise l'arête (k, l) comme passerelle (Tokeny.gateway[x] = (k, l)).

Si le lien de communication (a, b) disparaît, alors une partie du cluster Cx quitte ce cluster,
rendant inaccessible la passerelle Tokenx.gateway[y] (�gure 3.2). Le n÷ud virtuel x va ainsi
détecter la perte de connexion avec le n÷ud y, et exécuter les instructions associées prévues
par l'algorithme A. Le n÷ud virtuel y ne va quant à lui jamais détecter de perte de connexion,
puisqu'il peut encore joindre le cluster Cx. Cela amène le système distribué du niveau supérieur
dans une con�guration illégale, avec une perte de connexion détectée d'un côté seulement.

Considérons un n÷ud j appartenant à un cluster Cx, et ayant un n÷ud voisin k dans le cluster
Cy, avec x > y. Lorsque le n÷ud k a rejoint le cluster Cy, il en a informé j à l'aide d'un message
Cluster[y]. À la réception de ce message, le n÷ud j a enregistré l'information, en a�ectant
gate[k] ← y. Lorsque le jeton Tokenx visite le n÷ud j, il détecte que le n÷ud k fait partie
d'un autre cluster Cy grâce à la variable gate. Ainsi, x et y sont deux n÷uds virtuels adjacents,
et puisque x > y, cette information est enregistrée dans le jeton. L'identi�ant y est ajouté a
Tokenx.N . Le lien de communication (j, k) est par ailleurs un lien de communication entre ces
deux clusters. Il devient un lien privilégié et est enregistré comme tel : Tokenx.gateway[y] =
(j, k). Ce lien sera utilisé pour faire passer tous les messages entre les n÷uds virtuel x et y.

Exemple 9. Considérons la con�guration présentée dans la �gure 3.3. Dans cette con�guration,
le n÷ud i possède un voisin j à l'extérieur du cluster Cx. Quand le n÷ud j rejoint le cluster
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Figure 3.3 � Découverte du voisinage Figure 3.4 � Détection locale du voisinage

Figure 3.5 � Enregistrement de gateway[y]
dans Tokenx

Cy, il en informe tous ses voisins, et en particulier le n÷ud i, à l'aide d'un message Cluster[y]
(�gure 3.4). Le n÷ud i reçoit ce message et enregistre l'information (gatei[j]← y).

Ensuite, lorsque le jeton Tokenx visite le n÷ud i, si x > y, alors y est enregistré comme
voisin dans Tokenx.N , et Tokenx.gateway[y] = (i, j).

La détection réciproque aura lieu lors de la réception par le n÷ud virtuel y du premier message
que lui enverra le n÷ud virtuel x.

Dès qu'un n÷ud virtuel voisin est enregistré dans Tokenx.N , et qu'un lien privilégié vers
ce voisin est enregistré dans Tokenx.gateway, le n÷ud virtuel x a la capacité d'envoyer des
messages à ce voisin. Le cluster Cx peut envoyer un message au cluster Cy au travers du lien
Tokenx.gateway[y]. Les actions du n÷ud virtuel sont toujours e�ectuées par le n÷ud physique
détenant le jeton. Or, le jeton possède un arbre couvrant du cluster, et connaît un lien de
communication privilégié gateway[y]. Par conséquent, le n÷ud physique détenant le jeton Tokenx
est en mesure de calculer un chemin menant à un n÷ud appartenant au cluster Cy.

Pour mettre en place cette communication inter-clusters, nous introduisons une nouvelle
variable sur les n÷uds, ainsi qu'un nouveau type de message :

� Transmit[msg, path, em, dst] : message contenant un message en transit entre deux n÷uds
virtuels, le chemin à suivre jusqu'à un n÷ud du cluster de destination, l'identi�ant du n÷ud
virtuel émetteur et l'identi�ant du n÷ud virtuel destinataire.

� listmsg : variable de n÷ud contenant une liste de messages virtuels en attente de traite-
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ment.
Ainsi lorsqu'un n÷ud virtuel x est amené à envoyer un message à un n÷ud virtuel voisin y,

le n÷ud détenant le jeton Tokenx calcule un chemin path vers un n÷ud appartenant au cluster
Cy, à l'aide de l'arbre couvrant Tokenx.tree et du lien Tokenx.gateway[y] = (j, k). Ce n÷ud
physique encapsule le message du système virtuel dans un message Transmit[msg, path, x, y]
qui sera envoyé au premier n÷ud du chemin path. Ensuite, tout n÷ud du cluster Cx recevant un
tel message Transmit le relaiera au prochain n÷ud du chemin path, jusqu'à ce que le message
Transmit soit reçu par le dernier n÷ud du chemin path, k. Si celui-ci fait toujours partie du
cluster Cy, il stocke le message dans listmsgk, accompagné des informations suivantes :

� le n÷ud virtuel émetteur du message x,
� le n÷ud ayant envoyé le message Transmit, j.
Ces informations permettront de choisir le lien (k, j) comme lien de communication privilégié

Tokeny.gateway[x] lors de la réception du message par le n÷ud virtuel y.
La réception d'un message par un n÷ud virtuel est, quant à elle, e�ectuée lorsque le jeton

visite le n÷ud où ce message est stocké. Ainsi, chaque fois qu'un n÷ud reçoit le jeton de son
cluster, en plus des traitements vus dans la partie 2, il simule la réception de tous les messages
en attente dans listmsg par le n÷ud virtuel.

Lorsque le jeton Tokeny visite un n÷ud k, il traite les messages en attente dans listmsgk.
Ces messages sont stockés avec l'identi�ant du cluster émetteur x, et avec l'identi�ant du dernier
n÷ud physique j ayant relayé le Transmit contenant ce message. Cela signi�e que l'arrête (j, k)
a été sélectionnée comme lien de communication privilégié par x. Par conséquent, si ce n÷ud
virtuel n'est pas connu du n÷ud virtuel y, il est ajouté à Tokeny.N et l'arête (k, j) est sélectionnée
comme lien de communication privilégié dans Tokeny.gateway[x].

Cette façon de gérer les communications virtuelles garantit que les n÷uds virtuels traitent
une seule fois les messages de niveau supérieur.

Lorsqu'un changement topologique a lieu dans le système distribué, il peut avoir des réper-
cussions sur le système distribué virtuel. En e�et, une perte de connexion au sein d'un cluster
peut amener ce dernier à être amputé d'une partie de ses n÷uds. Si c'est le cas, le cluster peut
perdre la connexion avec certains de ses voisins, ce qui amène un ou plusieurs changements
topologiques dans le système distribué de niveau supérieur. Ces changements doivent être dé-
tectés. Comme précédemment, la marche aléatoire du jeton va �nir par détecter qu'une partie
du cluster l'a quitté. Lorsque cela arrive, l'arbre couvrant présent dans le jeton est mis à jour.
Chaque fois qu'une branche est amputée dans cet arbre, le n÷ud détenant le jeton véri�e si
cela rend certains liens Token.gateway inaccessibles. Lorsque c'est le cas, le n÷ud simule les
procédures de déconnexion pour le n÷ud virtuel, puis enlève les clusters concernés de Token.N
et Token.gateway.

Exemple 10. Dans la �gure 3.6, le cluster Cx a connaissance du cluster Cy : y ∈ Tokenx.N et
Tokenx.gateway[y] = (k, l). Le lien (i, j) disparaît, initiant la destruction d'une partie du clus-
ter Cx (�gure 3.7). La passerelle (k, l) n'est alors plus accessible pour le cluster Cx, amenant
un changement topologique dans le système distribué virtuel. Lorsque le n÷ud i reçoit le jeton
Tokenx, puisque le n÷ud j n'est plus accessible, l'arbre couvrant du cluster est mis à jour. C'est
à ce moment là que le changement topologique dans le système distribué virtuel est détecté (�gure
3.8).

De plus, les évènements du système distribué de niveau supérieur sont traités de manière
atomiques. En e�et, ces évènements sont détectés durant le traitement d'un message Token. Les
algorithmes locaux prévus par A en réaction à ces évènements sont exécutés l'un après l'autre
durant le traitement de ce message. L'hypothèse d'atomicité de notre modèle nous garantit que le
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Figure 3.6 � Changement topologique Figure 3.7 � Conséquence

Figure 3.8 � Changement topologique au niveau supérieur
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traitement d'un message Token est atomique. Par conséquent, les algorithmes locaux de A sont
également exécutés de façon atomique. De plus, tout évènement se produisant dans le système
distribué de niveau supérieur pendant l'exécution d'un algorithme local de A n'entraînera une
réaction du système de niveau supérieur qu'après la �n de cette exécution. En e�et, les traitements
a�ectant un même n÷ud virtuel sont e�ectués l' un après l'autre. Les traitements a�ectant deux
n÷uds virtuels di�érents sont quant à eux e�ectués durant le traitement de deux messages Token
di�érents, et ne sont donc pas simultanés d'après l'hypothèse d'atomicité de notre modèle.

3.3 Algorithme détaillé

Dans cette section, on présente les mécanismes permettant à un cluster de simuler le compor-
tement d'un n÷ud virtuel. Cet algorithme reprend les variables et les procédures de l'algorithme
présenté dans le chapitre 2, avec quelques ajustements.

En particulier, l'algorithme dé�nit sur chaque n÷ud les mêmes variables que dans l'algorithme
précédent :

� cluster,
� core,
� nexto,
� father,
� N .
L'algorithme dé�nit également deux nouvelles variables sur les n÷uds :
� gate : un tableau indexé par l'ensemble des n÷uds voisins N , re�étant le cluster d'appar-
tenance de chaque n÷ud adjacent ;

� listmsg : une liste de messages virtuels destinés au n÷ud virtuel clusteri, en attente de
traitement.

Cet algorithme reprend les messages Recruit[x] etDelete[x]. Il introduit deux nouveaux types
de messages, utilisés pour la détection du voisinage et pour la communication inter-clusters :

� Cluster[x] : indique que l'expéditeur a rejoint le cluster x ;
� Transmit[msg, path, x, y] : message encapsulant un message msg du système virtuel, ainsi
qu'un chemin path au sein du cluster émetteur x que ce message doit suivre pour atteindre
le cluster y.

Le jeton porte les variables que possède son cluster en tant que n÷ud virtuel, ainsi qu'une
variable représentant les n÷uds voisins dans le système virtuel et les passerelles permettant d'y
accéder.

Le jeton est ainsi modi�é pour comporter les informations supplémentaires suivantes :
� Token.status : une structure regroupant les variables du n÷ud virtuel ;
� Token.N : l'ensemble des n÷uds virtuels voisins ;
� Token.gateway : un tableau indexé par Token.N indiquant quel lien utiliser pour joindre
un cluster adjacent.

L'algorithme A exécuté par le système émulé utilise les variables des n÷uds virtuels, c'est-à-
dire contenues dans les jetons : Token.status.

3.3.1 Di�érence dans les traitements

Cet algorithme reprend toutes les procédures de l'algorithme présenté dans le chapitre 2.
Cependant, certaines de ces procédures impactent la variable listmsg, et doivent donc être mo-
di�ées. En e�et, sur le n÷ud i, la variable listmsgi contient des messages en attente de réception,
à destination du n÷ud virtuel x = clusteri. Ainsi, si le n÷ud quitte le cluster x, ces messages
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ne pourront plus être transmis à leur destinataire. Ils doivent donc être supprimés. La procédure
Leave (algorithme 6) est modi�ée pour vider cette liste. La procédure à la réception d'un message
Token (algorithme 10) est également modi�ée. En e�et, lorsqu'un n÷ud ordinaire devient n÷ud
de c÷ur d'un autre cluster (ligne 20 à 27), la variable listmsg est nettoyée par un appel à la
fonction Leave.

3.3.2 Détection du voisinage

La détection du voisinage est découpée en deux mécanismes. Le premier consiste, pour chaque
n÷ud, à obtenir une vision locale des clusters voisins. La seconde consiste à collecter une vision
globale à l'échelle du cluster, en utilisant la circulation aléatoire du jeton.

La vision locale est constituée à l'aide des messages Cluster[x]. En e�et, chaque fois qu'un
n÷ud modi�e sa variable cluster, il en informe ses voisins en leur envoyant des messages
Cluster[clusteri]. Il enverra aussi de tels messages à chaque passage de son jeton. Les fonc-
tions JoinCore, JoinOrdinary, Leave et à réception d'un message Token sont donc modi�ées,
a�n d'envoyer un message Cluster[clusteri] à chaque voisin du n÷ud i l'exécutant.

Chaque n÷ud informe ainsi régulièrement ses voisins de son cluster d'appartenance.
A la réception d'un message Cluster[x]

Lorsqu'un n÷ud reçoit un message Cluster[x] en provenance d'un voisin e, cela signi�e que
désormais le n÷ud e est membre du cluster x. Cette information est enregistrée dans la variable
gate.

Algorithme 13 À la réception d'un message Cluster[x] venant du n÷ud e
gate[e]← x

La vision du voisinage à l'échelle du cluster est construite lors de la circulation du jeton, en
collectant les informations présentes dans les variables gate de tous les n÷uds du cluster. Dans
l'algorithme vu au chapitre 2, la synchronisation entre les variables locales et celles du jeton
est e�ectuée par la fonction UpdateStatus. Celle-ci est modi�ée pour gérer également la mise à
jour des variables Token.N et Token.gateway, qui constitue la vision du voisinage à l'échelle du
cluster.

Entre deux clusters, un canal de communication privilégié est choisi. Ce canal est ensuite
utilisé lors des communications inter-clusters. Ce lien de communication, appelé passerelle, relie
un n÷ud du premier cluster à un n÷ud du deuxième. Pour que les deux clusters s'accordent sur
la passerelle utilisée, seul celui de plus grand identi�ant peut choisir une passerelle.

Lorsqu'un n÷ud i reçoit le jeton de son cluster Tokenx, la fonction UpdateStatus parcourt
la variable gate du n÷ud, à la recherche de clusters d'identi�ants plus petits. Si un cluster
d'identi�ant y = gate[j] plus petit que x est trouvé, il est ajouté à Tokenx.N , et le lien (i, j) est
choisi comme passerelle, et enregistré dans Tokenx.gateway[y] (ligne 24 à 27, algorithme 14).
Cet détection n'est e�ectuée que si le n÷ud appartient au cluster Cx.

La fonction UpdateStatus conserve son rôle de mise à jour de l'arbre couvrant du clus-
ter (ligne 1 à 13, algorithme 14). Une fois l'arbre mis à jour, s'il est élagué, certaines passe-
relles Token.gateway peuvent devenir inaccessibles. Dans ce cas, elle doivent être enlevées de
Token.gateway. Les clusters associés ne sont plus voisins et doivent donc être enlevés de Token.N
(ligne 15 à 21 de la fonction UpdateStatus). Ceci est accompli en véri�ant, pour chaque pas-
serelle, si elle est encore accessible par un chemin dans l'arbre couvrant. Cette détection n'est
e�ectuée que sur les n÷uds appartenant au cluster Cx.
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Algorithme 14 UpdateStatus() (appelée pendant le traitement d'un message Tokenx)
pour tout k with Token.tree[k] = i faire

si k /∈ N alors

RemoveFromTree[k, Token.topology]
�n si

5: �n pour

si cluster 6= x ∧ Token.tree[i] 6= ⊥ alors

RemoveFromTree[k, Token.topology]
�n si

si cluster = x ∧ Token.tree[i] = ⊥ alors

10: Envoyer Delete[x] à tous les n÷uds dans N
Leave()
Passer à l'état endormi

�n si

si cluster = x alors

15: pour tout y avec Token.gateway[y] 6= ⊥ faire

(l,m)← Token.gateway[y]
si (Token.tree[l] = ⊥) ∨ [(l = i) ∧ ((m 6∈ N) ∨ (gate[m] 6= y)] alors
Token.gateway[y]← ⊥
enlever y de Token.N

20: {Il y a un changement topologique au niveau supérieur.}
A.à perte de la connexion vers le n÷ud y

�n si

�n pour

pour tout k ∈ N avec gate[k] 6= (⊥, 0) et x > gate[k] faire
25: Token.gateway[gate[k]]← (i, k)

ajouter gate[k] à Token.N
�n pour

�n si

38



3.3. Algorithme détaillé

La détection réciproque, par les clusters de plus petit identi�ant, est e�ectuée lors de la
réception du premier message inter-cluster, et sera expliquée dans la section suivante.

Les variables Token.N et Token.gateway sont ainsi complétées en parallèle, un n÷ud virtuel
y étant enregistré dans Tokenx.N en même temps qu'une passerelle menant au cluster Cy est
ajoutée dans Tokenx.gateway[y].

3.3.3 Communication entre clusters

Lorsqu'un cluster Cx a détecté un cluster Cy, la variable Tokenx.N contient l'identi�ant Cy, et
Tokenx.gateway[y] contient un lien de communication entre un n÷ud de Cx et un n÷ud de Cy.

Les actions d'un n÷ud virtuel x sont toujours e�ectuées par le n÷ud détenant le jeton
Tokenx. Ce n÷ud a ainsi accès à toutes les informations présentes dans le jeton, en par-
ticulier l'arbre Tokenx.tree, ainsi que les passerelles Tokenx.gateway. Ces informations per-
mettent l'établissement d'une communication inter-cluster vers un n÷ud virtuel y présent dans
Tokenx.N . Pour ce faire, le n÷ud détenant le jeton Tokenx calcule un chemin jusqu'à la passe-
relle Tokenx.gateway[y] à l'aide de l'arbre Tokenx.tree. Ce chemin, complété par la passerelle,
mène jusqu'à un n÷ud m du cluster y. Le chemin est représenté sous la forme d'une liste, mani-
pulée avec les primitives usuelles Head et Tail. La procédure Head retourne le premier élément
de la liste, la primitive Tail retourne quand à elle la liste privée de son premier élément.

Le message virtuel est donc encapsulé dans un message Transmit, accompagné du chemin
jusqu'à m, qui est envoyé au premier n÷ud du chemin. Le message Transmit contient égale-
ment les identi�ants du n÷ud virtuel émetteur et du n÷ud virtuel destinataire. La procédure
Encapsulate (algorithme 15) construit ce message Transmit, qui fournit aux n÷uds virtuels la
capacité de communiquer avec leurs voisins.

Algorithme 15 Encapsulate(msg, y) (appelée pendant le traitement d'un message Tokenx)
(l,m)← Token.gateway[y]
path← Nouvelle liste vide
Push(m, path)
path← Concat(ComputePath(l), path)
lowlevmsg ← Transmit[msg, Tail(path), x, y]
Envoyer lowlevelmsg à Head(path))

Algorithme 16 ComputePath(msg, y) (appelée pendant le traitement d'un message Tokenx)
path← Nouvelle liste vide
NoeudCourant← l
Push(NoeudCourant, path)
tant que NoeudCourant 6= i faire
NoeudCourant← Token.tree[NoeudCourant]
Push(NoeudCourant, path)

�n tant que

Retourner path

Ce message Transmit est ensuite relayé le long du chemin. Ainsi, lorsqu'un n÷ud reçoit un
message Transmit[msg, path, x, y], si le chemin est non vide et si le premier n÷ud du chemin
path est son voisin, il lui envoie le message Transmit après l'avoir retiré de la tête de path
(ligne 4 de l'algorithme 18). Si le chemin est vide, le n÷ud doit être le dernier du chemin, et doit
donc faire partie du cluster destinataire Cy. Si c'est bien le cas, le message est stocké dans la
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variable listmsg, avec l'identi�ant du cluster émetteur x et l'identi�ant du dernier n÷ud ayant
relayé le Transmit (ligne 2 de l'algorithme 18). Dans tous les autres cas, le message Transmit
est simplement détruit. En e�et, cela signi�e que le chemin n'est plus valide. Un changement
topologique est en cours. Il est normal que les messages en transit sur ce lien retiré du système
virtuel soient détruits.

Algorithme 17 À la réception d'un message Transmit[msg, path, x, y] venant de e
si (path = ∅) ∧ (cluster = y) alors

Ajouter (msg, e, x) à listmsg
sinon si ((cluster = x) ∧ (Head(path) ∈ N)) alors

Envoyer Transmit[msg, Tail(path), x, y] à Head(path)
�n si

Les messages virtuels sont reçus lors du passage du jeton. En e�et, lorsqu'un n÷ud reçoit le
jeton de son cluster, il lance une procédure appelée TriggerUpperLevel, qui simule la réception
par le n÷ud virtuel de tous les messages en attente dans la liste listmsg. La procédure À réception
d'un message Token est donc modi�ée pour appeler TriggerUpperLevel dans les cas où le jeton
Tokenx est reçu par un n÷ud de son cluster Cx (cas 1 et 2, mise à jour des informations sur un
n÷ud de c÷ur ou ordinaire).

Avant de lancer la réception d'un message virtuel, la fonction TriggerUpperLevel e�ectue
quelques véri�cations sur la provenance du message et sur la connaissance du voisinage que
possède le n÷ud virtuel. En e�et, comme indiqué dans la section 3.3.2, la détection du voisinage
est faite de manière asymétrique. Seul le cluster de plus grand identi�ant peut sélectionner une
arête en tant que passerelle, et ainsi ajouter un cluster à la liste de ses voisins. C'est lorsqu'il
reçoit un premier message d'un cluster voisin d'identi�ant supérieur qu'un n÷ud virtuel peut
décider de l'arête à utiliser pour communiquer avec ce cluster. Ainsi, pour chaque message en
attente, le n÷ud virtuel véri�e s'il a connaissance de l'expéditeur du message. Si l'expéditeur est
connu, et si le lien passerelle par lequel le message de niveau supérieur est passé est le même
que celui enregistré dans Token.gateway, alors le n÷ud simule la réception de ce message par
le n÷ud virtuel (ligne 4 de TriggerUpperLevel). Si l'expéditeur n'est pas connu, le lien ayant
amené le message Transmit ((i, e)) est ajouté comme passerelle avant d'e�ectuer la réception
(ligne 6 à 10 algorithme 18). Si l'expéditeur est connu mais que la passerelle enregistrée dans
Token.gateway ne coïncide pas avec celle ayant été utilisée dans cette transmission, alors deux
cas de �gure sont possibles. On considère que le cluster de plus grand identi�ant a raison sur
le choix de la passerelle. Ainsi, si l'identi�ant de l'expéditeur est supérieur à l'identi�ant du
cluster Token.id, cela veut dire qu'il y a eu un changement topologique, forçant l'expéditeur à
changer de passerelle. Par conséquent, TriggerUpperLevel simule une perte de connexion (pour
prendre en compte d'éventuels messages de niveau supérieur perdus), puis simule la réception
du message (ligne 11 à 17). Au contraire, si l'identi�ant de l'expéditeur est inférieur, le message
est simplement ignoré. En e�et, si le cluster courant a changé de n÷ud passerelle, c'est qu'il a
détecté une perte de connexion avec le cluster expéditeur. Dans ce cas, il y a un changement
topologique, qui n'a pas encore été détecté par le cluster expéditeur. Les messages sont ignorés,
car ils correspondent à un lien de communication qui a disparu.

3.3.4 Émulation du n÷ud virtuel

L'émulation du comportement d'un n÷ud virtuel par le cluster est exécutée par les fonctions
UpdateStatus et TriggerUpperLevel. La fonction UpdateStatus, gérant la détection du voisi-
nage, sera amenée à lancer la procédure À la perte de la connexion vers de l'algorithme A. La
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Algorithme 18 TriggerUpperLevel() (appelée pendant le traitement d'un message Tokenx)
tant que (listmsg 6= ∅) faire

(msg, e, y)← Pop(listmsg)
si Token.gateway[y] = (i, e) alors

{Émuler la réception du message msg par le n÷ud virtuel}
A.à la réception de (msg,bu�er)

sinon si Token.gateway[y] = ⊥ alors

Token.gateway[y]← (i, e)
Ajouter C à Token.N
{Émuler la réception du message msg par le n÷ud virtuel}
A.à la réception de (msg,bu�er)

sinon si Token.gateway[y] 6= (i, e) et x < y alors

{Exécuter la procédure à la perte d'une connexion}
A.à la perte de la connexion vers y
Token.gateway[y]← (i, r)
Ajouter y à Token.N
{Émuler la réception du message msg par le n÷ud virtuel}
A.à la réception du message (msg,bu�er)

sinon si Token.gateway[y] 6= (i, e) et x > y alors

ignorer msg
�n si

�n tant que

tant que (buffer 6= ∅) faire
(msg, dst)← Pop(buffer)
Encapsulate(msg, dst)

�n tant que

si (Token.T > 0) alors
Token.T ← Token.T − 1
si (Token.T = 0) alors
A.wakeup()

�n si

�n si

procédure TriggerUpperLevel va quant à elle amorcer toutes les procédures À la réception d'un
message de l'algorithme A, ainsi que la procédure À la perte de la connexion vers dans le cas
de la réception d'un message par une mauvaise passerelle, comme expliqué dans la section pré-
cédente. La fonction TriggerUpperLevel va également gérer l'éveil aléatoire des n÷uds virtuels,
selon l'algorithme A.

Les méthodes de l'algorithme A utilisent les variables du n÷ud virtuel, enregistrée dans
Token.status, et utilisent la primitive envoyer à du niveau supérieur. Celle-ci permet à un n÷ud
virtuel d'envoyer un message à un n÷ud virtuel voisin. Cette primitive A.envoyer msg à y(bu�er)
se traduit au niveau inférieur par l'enregistrement du message à envoyer dans une liste d'attente
bu�er. Cette liste est ensuite récupéré par la fonction TriggerUpperLevel (ligne 22 à 24), qui
les encapsule et les envoie en utilisant la fonction Encapsulate (algorithme 15).

Algorithme 19 A.envoyer msg à y(buffer)

Push((msg, y), buffer)

Nous avons fait l'hypothèse que les n÷uds sont initialement endormis, et s'éveillent après
un temps aléatoire. Ce phénomène est simulé au niveau supérieur en décomptant les sauts du
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jeton. Lors de la création du jeton, une variable T est initialisée avec une valeur entière choisie
au hasard. Lorsque la fonction TriggerUpperLevel a traité tous les messages en attente, elle dé-
crémente cette variable (ligne 27). Quand cette variable atteint zéro, TriggerUpperLevel simule
le lancement de la procédure wakeup par le n÷ud virtuel (ligne 28 à 30).

Ces deux fonctions vont ainsi déclencher la simulation de toutes les procédures de l'algorithme
A par le système virtuel.

3.4 Application au clustering hiérarchique

Dans cette section, nous proposons un algorithme distribué construisant un clustering hié-
rarchique par une approche bottom-up, et utilisant l'algorithme présenté dans les sections précé-
dentes.

En e�et, cet algorithme permet de construire un clustering du système et de former un
nouveau système distribué, exécutant un algorithme distribué A, dont les n÷uds sont les clus-
ters précédemment calculés. Si cet algorithme A est également un algorithme de clustering, des
clusters de clusters sont formés.

De plus, si l'algorithme A choisi est l'algorithme décrit dans les sections précédentes, ces
clusters de clusters forment un nouveau système distribué.

En choisissant d'exécuter, sur chaque nouveau système distribué engendré, l'algorithme
présenté dans les sections précédentes, on obtient un algorithme distribué construisant une hiérar-
chie de clusters. Dans chaque niveau, les clusters émulent un système distribué, qui sera clusterisé
par le même algorithme. Chaque nouveau système ainsi engendré comporte strictement moins de
n÷uds que le système du niveau inférieur, puisqu'il n'y a pas de cluster de taille 1. Ce processus se
poursuit jusqu'à ce qu'un système composé d'un seul n÷ud soit engendré, représentant toute la
structure hiérarchique. Lorsqu'il exécute la procédure d'éveil 2.3, ce n÷ud n'ayant aucun voisin,
il se rendort.

Le nombre de niveaux de la hiérarchie est ainsi �xé automatiquement par l'algorithme, en
fonction de la topologie du système, et du paramètre K �xé par l'utilisateur.

Des changements topologiques peuvent survenir dans le système. De plus, une exécution de
cet algorithme de clustering peut induire des changements topologiques au niveau supérieur, par
exemple lorsqu'un cluster est détruit (ce qui est prévu par l'algorithme du chapitre 2). L'algo-
rithme de clustering utilisé dans chaque niveau hiérarchique étant le même que celui présenté
dans le chapitre 2, ces changements topologiques subits ou induits seront gérés. De plus, un tel
changement n'a�ectera qu'une partie du réseau : le cluster où il a lieu, et éventuellement les
clusters adjacents dans son niveau hiérarchique.

En�n, chaque cluster, dans chaque niveau logique, possède un arbre couvrant. Il en résulte
l'organisation du réseau en un arbre couvrant modulaire.

3.5 Simulations

Dans cette section, nous évaluons l'e�cacité de notre algorithme par des simulations. Nous
voulons savoir si l'émulation de n÷uds virtuels par les clusters se déroule e�cacement. Pour
cela, nous exécutons l'algorithme présenté dans ce chapitre, et nous exécutons également cet
algorithme sur le système émulé par les clusters du premier niveau. Il en résulte un clustering à
deux niveaux du système.

Pour écrire ces simulateurs, nous avons utilisé DASOR ([Rab09]), qui se présente sous la
forme d'une bibliothèque C++. DASOR s'appuie sur un modèle a passage de messages proche
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du nôtre. Cette bibliothèque dé�nit en e�et une classe n÷ud générique (dont on peut hériter) et
dé�nit les primitives d'envoi et de réception de message. DASOR fonctionne par rondes, donnant
la priorité à chaque n÷ud l'un après l'autre, et en déclenchant la réception de tous les messages
en attente à destination de ce n÷ud. Lorsque DASOR simule la réception d'un message par un
n÷ud, il déclenche une fonction générique de réception de message, dont on peut hériter pour
implémenter notre algorithme.

Pour implémenter notre algorithme, nous avons procédé aux choix techniques suivants :
� Nous dé�nissons une classe n÷ud virtuel, dé�nissant les variables de l'algorithme distribué
du niveau supérieur.

� Les messages Token contiennent un objet de type n÷ud virtuel.
� La méthode envoyer à de la classe n÷ud virtuel ajoute le message à envoyer à un tampon
d'envoi, accompagné de l'identi�ant du n÷ud virtuel destinataire.

� Les méthodes à la réception d'un message et wakeup de la classe n÷ud virtuel renvoie le
tampon d'envoi.

� La méthode TriggerUpperLevel émule la réception des messages en attente en appelant la
méthode à la réception d'un message sur le n÷ud virtuel porté par le jeton Token, récupère
le tampon d'envoi, puis encapsule chacun des messages contenu dans le tampon avant de
les envoyer avec la méthode envoyer à.

De cette façon, la méthode TriggerUppelLevel de la classe des n÷uds physiques envoie les
messages avec la primitive de communication du système, et la méthode TriggerUpperLevel de
la classe des n÷uds virtuels utilise la méthode envoyer à qui remplit le tampon d'envoi. Cette
façon de procéder nous permet d'implémenter l'algorithme de clustering hiérarchique présenté à
la section 3.4.

Dans cette campagne de simulations, nous nous limitons à un clustering à deux niveaux
logiques. Nous exécutons notre algorithme de clustering sur le système initial, et nous exécutons
également notre algorithme sur le système distribué émulé.

Nous décidons d'exécuter ces campagnes de simulations sur des graphes petits mondes suivant
le modèle de Watts et Strogatz, connu pour posséder des propriétés présentes dans de nombreux
systèmes réels. Ce modèle possède deux paramètres : la taille et la densité du réseau. Nous
exécutons des simulations avec un degré constant, tout en faisant évoluer la taille des réseaux.
En e�et, faire croître le degré nous amène à une explosion du nombre de messages, lors des envois
à tous les voisins (messages Recruit et Cluster), que DASOR ne peut pas gérer. Un nouveau
graphe est engendré pour chaque simulation.

Dans une première campagne de simulation, nous mesurons le temps de convergence de
l'algorithme, c'est-à-dire le temps nécessaire pour que les clusters des deux niveaux logiques
cessent d'évoluer. Cette étude nous permettra d'évaluer si notre algorithme est ou non capable
de clusteriser des réseaux de grande taille en un temps raisonnable.

Dans une deuxième campagne de simulations, nous mesurons la durée des communications
au sein du système émulé, c'est-à-dire le temps nécessaire pour qu'un message émis par un n÷ud
du système émulé à destination d'un de ses voisins soit reçu. Pour mesurer cela, nous attendons
que le système ait convergé. Ensuite, le n÷ud virtuel de plus petit identi�ant envoie un message
particulier à l'un de ses voisins, choisi uniformément au hasard. Lorsque le n÷ud virtuel reçoit
et traite ce message, la durée de la communication est mesurée grâce à l'horloge du simulateur.

3.5.1 Temps de clusterisation

Pour la première campagne, le simulateur a été lancé avec les paramètres suivants :
� Taille du réseau : 100, 200, 500, 1000, 2000 et 10000 ;
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� K : 3 ;
� Degré : 22.

L'algorithme de clustering à deux niveaux est exécuté jusqu'à obtenir une con�guration où
le clustering dans chaque étage n'évoluera plus. Le temps nécessaire pour atteindre une telle
con�guration est appelé temps de clusterisation.

Les résultats obtenus sont présentés dans la �gure 3.9.

Figure 3.9 � Temps de clusterisation en fonction de ln(taille du réseau)

De par la méthode de construction des clusters (par marche aléatoire), le temps de clusterisa-
tion est une grandeur aléatoire, et on peut s'attendre à de grandes variations d'une simulation à
l'autre pour une taille de système donnée. Ceci étant, le temps de clusterisation a clairement une
croissance sous-linéaire en fonction de la taille du système, passant de 2400 étapes en moyenne
pour clusteriser un réseau de 100 n÷uds à 10000 étapes en moyenne pour clusteriser un réseau
de 10000 n÷uds.

Une régression logarithmique sur les temps de clusterisation nous con�rme cette nette ten-
dance avec un coe�cient R2 = 0, 62, l'équation obtenue expliquant ainsi 62% de la variance des
résultats.

Ces résultats con�rment le caractère très local de cet algorithme.

Le temps de clusterisation augmente ainsi très lentement en fonction de la taille du système.
En e�et, d'après ces observations, multiplier la taille du système par deux augmente le temps
de clusterisation de 1091 étapes, quelque soit la taille du système. En suivant cette tendance,
on peut espérer clusteriser un système de 20000 n÷uds en 11000 étapes, un système de 100000
n÷uds en environ 13000 étapes et un système de 1000000 de n÷ud en environ 17000 étapes.

Cette algorithme de clustering est donc adapté à un passage à l'échelle.
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Figure 3.10 � Temps moyen de communication en fonction de K

3.5.2 Temps de communication

Lors d'une communication dans le système émulé, le message est relayé au sein du cluster
émetteur jusqu'à être mis en attente sur un n÷ud du cluster destinataire. Le message est ensuite
reçu lorsque le jeton du cluster destinataire visite ce n÷ud. Ce temps de communication peut
ainsi se décomposer en deux parties distinctes :

� le temps durant lequel le message est relayé à l'intérieur du cluster émetteur : ce temps est
a priori linéaire en la taille du chemin parcouru, et dépend donc de la taille des clusters et
du paramètre K ;

� le temps d'attente dans le cluster destinataire avant le traitement au passage du jeton : ce
temps dépend de la marche aléatoire du jeton.

Nous cherchons donc à mesurer l'impact de la taille du réseau et du diamètre des clusters sur
les temps de communication dans le système virtuel.

Les simulations ont été exécutées avec les paramètres suivants :
� Taille du réseau : 100, 200, 500, 1000 et 2000,
� K : 3 à 10,
� Degré : constante = 22.
Nous obtenons les résultats présentés dans les �gures 3.10 et 3.11.
Premièrement, on observe dans ces simulations que le temps d'attente sur sur un n÷ud du

cluster de destination occupe une part prépondérante du temps de communication. En e�et,
pour une taille de réseau donnée, et pour une taille de c÷ur K donnée, on observe un écart type
relatif de l'ordre de 1,6. Cela signi�e qu'en moyenne, les temps de communication sont écartés du
temps de communication moyen de 60% de cette valeur. Ce résultat nous con�rme le caractère
fortement asynchrone du système émulé.

Pour une taille de réseau �xée, nous e�ectuons une régression linéaire du temps de commu-
nication en fonction de la taille des c÷urs K. Ces régressions donnent des coe�cients R2 entre
0,005 et 0,05, ce qui est peu surprenant au vu de la variance observée.

Cependant, en travaillant sur les durées moyennes de communication (�gure 3.10), on observe
une évolution nettement linéaire, avec un coe�cient R2 supérieur à 0, 95. Ainsi, le temps de
communication moyen entre deux clusters évolue linéairement avec la taille de ceux-ci.
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Figure 3.11 � Temps moyen de communications en fonction de la taille du réseau

Lorsque l'on observe l'évolution des temps de communication en fonction de la taille du
système, on retrouve la même dispersion des valeurs. Les diverses régressions e�ectués donnent
des coe�cients R2 très bas.

De nouveau, nous travaillons sur les valeurs moyennes (�gure 3.11). Un régression logarith-
mique sur les temps moyens nous donne un coe�cient R2 de l'ordre de 0, 92. Les temps de
communication augmentent donc lorsqu'on fait croitre la taille du système. Cependant, cette
évolution est très lente (sous-linéaire), et n'empêche en rien le passage à l'échelle.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons doté les clusters de la capacité d'émuler des n÷uds virtuels. Les
clusters dé�nissent ainsi un nouveau système distribué exécutant l'algorithme distribué de notre
choix.

La mise en place de cette couche d'abstraction nécessite que chaque cluster soit capable
d'exécuter atomiquement un algorithme, de détecter dynamiquement les clusters adjacents et de
communiquer avec ces derniers. Dans chaque cluster, c'est le jeton Token qui incarne le n÷ud
virtuel. Cela permet d'obtenir une réaction unique et atomique des n÷uds virtuels en s'appuyant
sur le caractère atomique du traitement des messages Token.

Par la suite, en utilisant cette couche d'abstraction, nous avons présenté un algorithme distri-
bué calculant un clustering hiérarchique imbriqué du système par une approche bottom-up. Les
n÷uds du système sont regroupés en clusters. Ces derniers, grâce à notre couche d'abstraction,
forment un nouveau système distribué, sur lequel nous exécutons notre algorithme de clustering.
Les n÷uds du système émulé sont ainsi regroupés en clusters de clusters, ces derniers formant à
leur tour un nouveau système distribué. Le processus se poursuit ainsi jusqu'à obtenir un système
distribué composé d'un seul n÷ud représentant l'intégralité du réseau.

Ce procédé permet d'obtenir une structure hiérarchique imbriquée du système. Cette struc-
ture s'adapte aux changements topologiques d'une manière locale : lorsqu'un changement
topologique survient dans un niveau logique, ce changement a�ecte uniquement le cluster de
ce niveau logique où le changement à lieu, et éventuellement les clusters qui lui sont adjacents.
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Chapitre 4

Démonstration

4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons présenté un algorithme de clustering dont les clusters ont
la capacité d'émuler un système distribué. Nous utilisons cet algorithme à la section 3.4 pour
construire un algorithme de clustering hiérarchique.

Cet algorithme consiste à construire de manière distribuée un clustering du système. Ensuite,
chaque cluster se comporte comme un nouveau système distribué qui sera clusterisé à son tour.
Ces clusters de niveau supérieur émulent à leur tour des n÷uds virtuels, formant un nouveau
niveau hiérarchique. Ce processus se poursuit ainsi jusqu'à obtenir un niveau formé d'un seul
n÷ud représentant l'ensemble du système : on obtient alors un clustering hiérarchique, dont
chaque cluster de niveau k est composé de clusters de niveau k − 1, chacun de ces clusters
véri�ant la spéci�cation du chapitre 2.

Pour démontrer le fonctionnement de ce processus, nous démontrons que le système abs-
trait dé�ni par le clustering est bien un système distribué exécutant un algorithme distribué A.
Cela signi�e en particulier que lors de toute exécution de notre algorithme, les modi�cations
qui surviennent dans le système émulé sont exactement des transitions dé�nies par A ou des
changements topologiques autorisés par le modèle. Toute exécution de notre algorithme induit
ainsi une exécution de l'algorithme A sur le système émulé.

Pour établir un clustering hiérarchique, nous choisissons comme algorithme A l'algorithme
présenté aux chapitres 2 et 3. Cet algorithme nécessite, pour fonctionner correctement que les
hypothèses formulées dans notre modèle soient véri�ées. En particulier, tout message émis �nit
par être reçu, et tout changement topologique �nit par être détecté par les n÷uds adjacents. Nous
montrons donc que toute exécution de notre algorithme induit un comportement du système
émulé conforme à notre modèle. Nous présentons une spéci�cation du fait qu'un clustering émule
un système distribué à la section 4.4.

Cette démonstration commence par la preuve que l'algorithme de clustering du chapitre 2
fonctionne correctement.

Nous construisons un clustering hiérarchique en exécutant l'algorithme du chapitre 3 sur le
système émulé. Cependant, le mécanisme de communication entre les clusters présenté dans le
chapitre 3 ne garantit pas que les messages émis seront reçus en un temps borné, ni que les
messages seront reçus dans l'ordre d'émission. Par conséquent, l'algorithme de clustering doit
être conçu pour un modèle à passage de messages asynchrone, sans hypothèse FIFO. Cela nous
a conduit à adapter l'algorithme de [BKS12] en conséquence.

En e�et, dans [BKS12], le but est de construire un algorithme de clustering, rendu auto-
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stabilisant à l'aide de vagues de réinitialisation. Pour fonctionner, ces vagues de réinitialisation
nécessitent que les communications se passent en un temps borné. Le modèle utilisé dans [BKS12]
est donc synchrone, et nécessite que les canaux de communication soient FIFO.

L'absence de vagues de réinitialisations nous conduit à introduire un numéro d'ordre dans
l'identi�ant des clusters. De plus, nous voulons établir des communications inter-clusters. Les
n÷uds ordinaires doivent donc être présents dans l'arbre couvrant de leur cluster.

Pour ces raisons, et puisque le système émulé ne respecte pas l'hypothèse FIFO, nous com-
mençons par présenter une démonstration originale de l'algorithme de clustering présenté au
chapitre 2.

Par la suite, nous présentons une spéci�cation formelle traduisant le fait que les clusters sont
les n÷uds d'un nouveau système distribué. Ce système étant composé de clusters qui peuvent
être détruits, il est dynamique (même si le système initial ne l'était pas).

Nous démontrons ensuite que l'algorithme du chapitre 3 véri�e cette spéci�cation, c'est-à-
dire en particulier que les clusters calculés forment bien un nouveau système distribué conforme
à notre modèle. Cela nous permet, à la section 4.7, de prouver que l'algorithme présenté à la
section 3.4 construit bien un clustering hiérarchique s'adaptant aux changements topologiques.

4.2 Con�gurations et exécutions

Une con�guration représente l'état du système, et est constituée des informations nécessaires
pour décrire son évolution.

Dé�nition 11. Une con�guration γ du système exécutant l'algorithme du chapitre 3 est la donnée
des éléments suivants :

� le graphe de communication du système Gγ = (V γ , Eγ),
� la donnée des valeurs des variables présentes sur les n÷uds du système (varγi /∀i ∈ V γ)
� le multi-ensemble de tous les messages en transitMγ, constitué d'éléments (msg, param, i, j)
avec msg ∈ {Token,Recruit,Delete, ACK,Cluster, Transmit}, i, j ∈ V γ.

Plusieurs messages identiques peuvent être présents dansM. On note P l'ensemble des pa-
ramètres pouvant être porté par un message et
δ : {Token,Recruit,Delete, ACK,Cluster, Transmit} × P ×V 2 → N la multiplicité des mes-
sages.

Chaque message comporte dans ses paramètres un identi�ant de cluster. On appelle identi�ant
du message cet identi�ant de cluster. Ainsi, le message Recruit[x] est d'identi�ant x.

À partir d'une con�guration, le système peut évoluer de deux façons di�érentes :
� soit par une modi�cation du graphe de communication, ce que l'on appelle un changement
topologique ;

� soit à la suite de la réception d'un message, ou de l'éveil d'un n÷ud selon les règles décrites
par l'algorithme, ce que l'on appelle une transition.

Le système étant dynamique, une cause extérieure à l'algorithme peut modi�er le graphe de
communication à tout moment. Un changement topologique est donc le passage d'une con�gura-
tion à une autre, par un changement du graphe de communication uniquement. Ainsi, lorsqu'un
changement topologique transforme une con�guration γ en une con�guration γ′, toutes les va-
riables sont inchangées entre les deux con�gurations, c'est-à-dire que pour toute variable var, on
a ∀k ∈ V γ′ ∩ V γ , varγ

′

k = varγk .

On suppose que tous les n÷uds qui rejoignent le système exécutent la procédure d'initialisa-
tion Init (algorithme 19). Ainsi, les variables des nouveaux n÷uds du système ont les valeurs sui-
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vantes : ∀i ∈ V γ′ \V γ , clusterγ
′

i = (⊥, 0), coreγ
′

i = faux, fatherγ
′

i = ⊥, nextoγ
′

i = 0, completeγ
′

i =
faux.

On suppose également que lorsqu'un canal de communication apparaît dans le système, il ne
contient aucun message.

Tout changement topologique se décompose en un nombre �ni des changements élémentaires
suivants :

� ajout d'un n÷ud,
� suppression d'un n÷ud,
� ajout d'un lien de communication,
� suppression d'un lien de communication.
En étudiant chacun de ces changements topologiques élémentaires, nous montrons à la section

4.3.3 qu'après tout changement topologique, le système �nit par se retrouver dans un état de
fonctionnement correct.

Lorsqu'un n÷ud s'éveille, ou lorsqu'il reçoit un message, il exécute la procédure associée à cet
événement. Cette procédure peut modi�er les variables présentes sur le n÷ud, et peut également
modi�er le multi-ensemble des messages en transit M, via la primitive envoyer le message à.
Lors d'une transition de l'algorithme, le graphe de communication du système ne change pas.

Un transition déclenchée par la réception d'un message msg[x] sera notée γ `msg[x] γ′ dans
la suite.

Dé�nition 12. Une exécution E = (γ1, . . . , γn, . . . ) est une suite de con�gurations du système,
chacune étant liée à la suivante par un changement topologique ou par une transition : ∀i ∈
N, (γi ` γi+1) ou (γi+1 se déduit de γi par un changement topologique ).

Nous détaillons dans la suite quelques transitions de cet algorithme.

Réception d'un message Recruit[x]

Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message Recruit[x] en provenance d'un n÷ud e, il exécute la pro-
cédure JoinOrdinary (algorithme 5). Le système passe d'une con�guration γ à une con�guration
γ′ par la transition γ ` γ′. Si le n÷ud i est déjà dans un cluster, c'est-à-dire si clusterγi 6= (⊥, 0),
le message est ignoré. Dans ce cas, δγ

′
(Recruit, x, e, i) = δγ(Recruit, x, e, i)−1. Aucune variable

sur aucun n÷ud du système ne change de valeur : ∀k ∈ V γ = V γ′ , varγ
′

k = varγk .

Si le n÷ud i n'est pas clusterisé, c'est-à-dire si clusterγi = (⊥, 0), il rejoint le cluster Cx en
tant que n÷ud ordinaire (algorithme 5). Les variables sur les autres n÷uds que i ne changent

pas : ∀k 6= i, varγ
′

k = varγk .

Les variables du n÷ud i prennent quant à elle les valeurs suivantes : clusterγ
′

i = x, coreγ
′

i =

faux, nextoγ
′

i = nextoγi , listmsg
γ′

i = ∅ et fatherγ
′

i = e. Le n÷ud i envoie également un message
Cluster[x] à tous ses voisins : ∀k ∈ V γ avec (k, i) ∈ Eγ , δγ′(Cluster, x, i, k) = δγ

′
(Cluster, x, i, k)+

1.. Le n÷ud i envoie également un message ACK[x] à l'expéditeur e : δγ
′
(ACK, x, i, e) =

δγ
′
(ACK, x, i, e) + 1.

Réception d'un message Delete[x]

Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message Delete[x] en provenance d'un n÷ud e, il exécute la
procédure À la réception d'un message Delete, algorithme 7.

Si le n÷ud e n'est pas le père du n÷ud i (c'est-à-dire si fatherγi 6= e), ou si le i n'est pas
un n÷ud du cluster Cx (c'est-à-dire si clusterγi 6= x), alors le message est ignoré. Toutes les
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variables, sur tous les n÷uds du système, restent identiques :

∀var, ∀k ∈ V γ = V γ′ , varγ
′

k = varγk .

De plus, le message Delete[x] reçu est enlevé de Mγ′ , c'est-à-dire δ(γ
′)(Delete, x, e, i) =

δ(γ)(Delete, x, e, i)− 1.
Si le n÷ud e est le père du n÷ud i, et que ce dernier est dans le cluster Cγx (c'est-à-dire si

fatherγi = e ∧ clusterγi = x), alors le n÷ud i exécute la procédure Leave (algorithme 6). Seules
les variables du n÷ud i vont changer :

∀k 6= i,∀var, varγ
′

k = varγk .

Le n÷ud i quitte le cluster Cx, et il envoie à chacun de ses voisins un message Delete[x]. Ainsi,

clusterγ
′

i = (⊥, 0), coreγ
′

i = faux, nextoγ
′

i = nextoγi , listmsg
γ′

i = ∅ et fatherγ
′

i = ⊥. De plus,
le message Delete[x] adressé à i est enlevé deMγ′ , et des messages Delete[x] émis par le n÷ud
i pour chacun de ses voisins y sont ajoutés : δ(γ

′)(Delete, x, e, i) = δ(γ)(Delete, x, e, i) − 1 et
∀k ∈ V γ′ , (i, k) ∈ Eγ′ = Eγ ⇒ δ(γ

′)(Delete, x, i, k) = δ(γ)(Delete, x, i, k) + 1.

Réception d'un message Token[x]

Lors de la réception d'un message Token[x], le récepteur i exécute l'algorithme 10. Les cinq
situations suivantes sont possibles :

� Le récepteur est un n÷ud de c÷ur dont les variables sont mises à jour.
� Le récepteur est un n÷ud ordinaire qui n'est pas recruté dans Kx.
� Le récepteur est recruté ou promu dans Kx.
� Le récepteur déclenche la destruction du cluster Cx.
� Le récepteur renvoie le message Tokenx à l'expéditeur.
Dans chaque cas, seules les variables du n÷ud i peuvent changer : ∀k 6= i, varγ

′

k = varγk .
Dans les trois premiers cas, la procédure TriggerUpperLevel (algorithme 18) peut être

appelée. S'il y a des messages en attente sur le n÷ud i, c'est-à-dire si listmsgγi 6= ∅, alors
TriggerUpperLevel émule la réception de ces messages par le n÷ud virtuel x. Nous reviendrons
sur les modi�cations apportées à cette variable ainsi que sur les messages Transmit émis par
TrigerUpperLevel dans la section 4.5.

Dans les deux derniers cas, aucune variable n'est modi�ée : varγ
′

i = varγi . Le jeton Tokenx
en transit entre les n÷uds e et i est enlevé deMγ , et remplacé dansMγ′ par le message Tokenx
renvoyé à l'expéditeur, ou par un message Delete[x] adressé à l'expéditeur : δ(γ

′)(Token, x, e, i) =
δ(γ)(Token, x, e, i) − 1 = 0 puisque le seul message Tokenx en transit est reçu, et
δ(γ

′)(Token, x, i, e) = δ(γ)(Token, x, i, e) + 1 = 1, ou alors δ(γ
′)(Delete, x, i, e) =

δ(γ)(Delete, x, i, e) + 1.
Si le récepteur i est dans Kx, c'est-à-dire si cluster

γ
i = x = Tokenx.cluster et core

γ
i = vrai,

alors le n÷ud i reste un n÷ud du c÷ur de Cx. Le n÷ud exécute la procédure UpdateStatus
(algorithme 14) pour mettre à jour les informations dans le jeton, dont la représentation de
l'arbre couvrant qu'il porte. Puis le jeton est envoyé à un n÷ud j voisin, choisi uniformément au
hasard. Ainsi clusterγ

′

i = clusterγi = x, et coreγ
′

i = coreγi = vrai. La variable father est mise à

jour : fatherγ
′

i = k.
Le message (Token, x, e, i) est enlevé deMγ et (Token, x, i, j) est ajouté àMγ′ , ainsi qu'un

message Recruit[x] adressé à tous les voisins de i :

∀k ∈ V, (k, i) ∈ E ⇒ δ(γ
′)(Recruit, x, i, k) = δ(γ)(Recruit, x, i, k) + 1.

50



4.3. Démonstration du clustering à un étage

Si le récepteur i est un n÷ud ordinaire qui n'est pas recruté, c'est-à-dire si
clusterγi = x = Tokenx.cluster et Tokenx.size ≥ K, alors le n÷ud i reste un n÷ud ordi-
naire de Cx. L'arbre couvrant est mis à jour avant que le jeton soit renvoyé à l'expéditeur.
Ainsi, clusterγ

′

i = clusterγi = x et coreγ
′

i = coreγi = faux. La variable father est mise à jour :

fatherγ
′

i = em.
Le message (Token, x, e, i) est enlevé deMγ et (Token, x, i, e) est ajouté àMγ′ .
Si le récepteur est un n÷ud ordinaire ou endormi (corei = faux), et si le cluster Cx n'est

pas complet (Tokenx.size < K), alors le récepteur devient un n÷ud du c÷ur de Cx. Ainsi,

clusterγ
′

i = x et coreγ
′

i = vrai. Le jeton est ensuite envoyé à un voisin j choisi uniformément au
hasard. Le message (Token, x, e, i) est enlevé de Mγ et (Token, x, i, j) est ajouté à Mγ′ , ainsi
qu'un message Recruit[x] adressé à tous les voisins de i :

∀k ∈ V, (k, i) ∈ E ⇒ δ(γ
′)(Recruit, x, i, k) = δ(γ)(Recruit, x, i, k) + 1.

4.3 Démonstration du clustering à un étage

Cette démonstration est rédigée en trois étapes. Dans un premier temps, on donne une dé�ni-
tion formelle des con�gurations qui peuvent être atteintes par le système en l'absence de change-
ment topologique. Ces con�gurations sont appelées con�gurations valides. Ensuite on démontre
que le système se maintient dans cet ensemble de con�gurations au cours de toute exécution sans
changement topologique.

Dans un deuxième temps, nous démontrons qu'un ensemble de con�gurations véri�ant la
spéci�cation présentée à la section 2.1.3 agit comme un attracteur dans l'ensemble des con�gu-
rations valides. Cela signi�e qu'en l'absence de changement topologique, l'algorithme �nit par se
stabiliser dans un ensemble de con�gurations qui véri�ent la spéci�cation.

Dans un troisième temps, nous montrons qu'en cas de changement topologique, bien que
le système puisse se retrouver dans une con�guration invalide, il revient en un temps �ni dans
une con�guration valide. À partir de là, le système peut reprendre sa convergence vers une
con�guration véri�ant la spéci�cation.

4.3.1 Clôture des con�gurations valides

L'algorithme calcule un clustering du système qui véri�e la spéci�cation présentée à la section
2.1.3. En particulier, chaque cluster calculé est un cluster correct. Son c÷ur est un ensemble
dominant connexe du cluster, de taille comprise entre 1 et K. De plus, il existe un unique
message jeton en circulation dans le réseau avec son identi�ant, qui transporte un arbre couvrant
du cluster (dé�nition 2).

Une con�guration véri�e la spéci�cation du problème (dé�nition 4) si et seulement si tous
les clusters qu'elle contient sont corrects, avec un c÷ur de taille au moins deux, et sans aucun
couple de clusters voisins incomplets. Nous démontrerons dans la section 4.3.2 que ces propriétés
�nissent par être vraies presque sûrement dans toute exécution.

Notre algorithme vise à construire autant que possible des clusters dont le c÷ur a pour taille
un paramètre K de l'algorithme. Pour y parvenir, l'algorithme peut être amené à détruire des
clusters incomplets. Cette destruction n'étant pas instantanée, deux types de clusters vont être
présents dans le système :

� les clusters cohérents,
� les clusters en destruction.
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Les clusters cohérents sont des clusters correctement construits. Un cluster cohérent va gran-
dir jusqu'à devenir complet, ou va �nir par devenir un cluster en destruction. Un cluster en
destruction est un cluster amené à disparaître.

Commençons par donner une dé�nition de ce qu'est un cluster cohérent :

Dé�nition 13. Un cluster Cx est dit cohérent si :
� Structure du cluster :

1. 1 ≤ |Kx| ≤ K.

2. Kx est un ensemble dominant connexe de Cx (Kx est connexe, et tous les n÷uds de
Cx ont un voisin dans Kx ; en particulier, cela implique la connexité de Cx).

� Messages en circulation :

1. Tous les n÷uds ayant émis un message Recruit[x] sont des n÷uds de c÷ur :
(Recruit, x, e, r) ∈M⇒ s ∈ Kx.

2. Il n'y a pas de message Delete[x] en circulation dans le réseau : (Delete, y, e, r) ∈
M⇒ y 6= x.

3. Tout message ACK[x] en circulation dans le réseau est émis à destination d'un n÷ud
de c÷ur : (ACK, x, e, r) ∈M⇒ r ∈ Kx.

4. Il existe un unique message Token en circulation tel que Token.id = x (noté Tokenx
dans la suite).

5. Le jeton Tokenx est dans un lien de communication adjacent au c÷ur du cluster :
(Token, [x, topology], e, r) ∈M⇒ ((e ∈ Kx) ∨ (r ∈ Kx)).

� Arbre couvrant :

1. Ax = (Cx,Rx) où

Rx =
{

(l,m) ∈ C2
x/fatherm = l et (l,m) ∈ E

}
\
{

(j, k) ∈ E/ (Tokenx, param, j, k) ∈M∨
(Tokenx, param, k, j) ∈M

}
est un arbre couvrant de Cx (l'arête portant le jeton est exclue).

2. Tokenx.tree est une représentation de l'arbre couvrant Ax, cohérente avec la repré-
sentation distribuée implémentée par la variable father :

∀j 6= k ∈ Cx, T okenx.tree[j] = k ⇒ fatherj = k.

3. Le n÷ud racine a les propriétés suivantes :

(Tokenx.tree[j] = j)⇔(j est la racine de Ax)

⇔(∃k ∈ Nj , (Tokenx, param, j, k) ∈M
∨ (Tokenx, param, k, j) ∈M).

4. (((Tokenx, e, r) ∈M) ∧ (e ∈ Kx))⇒ ((e racine de Ax) ∧ (fathere = r)).

5. k ∈ Cx \Kx ⇒ ∀l ∈ Cx, fatherl 6= k.

Pour véri�er la spéci�cation, le système ne doit comporter que des clusters corrects. Cela
signi�e que les clusters comportent une partie dominante connexe dont la taille est comprise
entre 1 et K et possèdent un jeton qui transporte un arbre couvrant du cluster (dé�nition 2). On
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retrouve donc ces propriétés dans la dé�nition des clusters cohérents. De plus, pour garantir le
bon fonctionnement de l'algorithme, il ne doit pas y avoir de message Delete[x] dans le système,
les messages Recruit[x] doivent être émis par des n÷uds appartenant au c÷urKx, et les messages
ACK[x] doivent être envoyés à des n÷uds de Kx.

Notre algorithme utilise deux représentations de l'arbre couvrant d'un cluster. Une représenta-
tion complète de l'arbre couvrant est portée par le jeton, Token.tree. De plus, une représentation
distribuée est mise en place, chaque n÷ud connaissant l'identi�ant de son père, enregistré dans
la variable father. Ces représentations doivent être cohérentes entre elles. Cependant, il y un
décalage dans le temps entre ces deux représentations. En e�et, lorsqu'un n÷ud i reçoit le jeton
de son cluster, il devient la racine de l'arbre couvrant. Il met à jour la représentation Token.tree,
puis envoie le jeton à un de ces voisins j, qui devient son père (fatheri ← j). Ainsi le n÷ud
i considère le n÷ud j comme son père, alors que cette information ne pourra être écrite dans
Token.tree que lorsque le n÷ud j recevra le jeton. De plus, le n÷ud j peut appartenir à un autre
cluster, et il n'entrera alors ni dans le cluster Cx, ni dans son arbre couvrant. Par conséquent, le
lien de communication contenant le jeton ne doit pas être considéré comme une arête de l'arbre
couvrant du cluster.

En�n, la racine de l'arbre couvrant d'un cluster est connue : c'est le dernier n÷ud du cluster
ayant eu le jeton, et les n÷uds ordinaires ne pouvant recruter, ce sont forcément des feuilles de
l'arbre couvrant.

En particulier, un cluster cohérent est un cluster correct.
Pendant la destruction d'un cluster, celui-ci n'est plus cohérent (en particulier, il n'est plus

associé à un message jeton). Nous donnons dans la dé�nition 14 les propriétés que doit véri�er
un cluster pour que sa destruction se passe correctement.

Dé�nition 14. Un cluster Cx est dit en destruction si et seulement si :
� il n'y a pas de message Token en circulation dans le réseau et tel que Token.id = x :

(Tokeny, param, e, r) ∈M⇒ y 6= x ;
� tous les messages Recruit[x] en transit ont été émis par des n÷uds qui ne sont pas des
n÷uds ordinaires de Cx : (Recruit, x, e, r) ∈M⇒ (e ∈ Kx ou e 6∈ Cx) ;

� tous les messages ACK[x] en transit ont été émis à destination d'un n÷ud qui n'est pas
un n÷ud ordinaire de Cx : (ACK, x, e, r) ∈M⇒ (r ∈ Kx ou r 6∈ Cx) ;

� Fx = (Cx, {(l,m) ∈ E/fatherm = l}) est une forêt couvrante de Cx ;
� il y a un message Delete[x] en transit vers la racine de l'arbre de chaque composante
connexe de Cx qui contient au moins un n÷ud de c÷ur : ∀k ∈ Kx, (fatherk 6∈ Cx ou
(k, fatherk) 6∈ E) ⇔ ∃(Delete, x, fatherk, k) ∈ M et k est une racine d'un arbre de la
forêt couvrante Fx ;

� k ∈ Cx \Kx ⇒ ∀l ∈ Cx, fatherl 6= k ;
� tout n÷ud ordinaire de Cx, si son père n'est pas dans Kx, est émetteur d'un message
ACK[x] vers son père, ou destinataire d'un message Delete[x] envoyé par son père : ∀k ∈
Cx \Kx, (fatherk 6∈ Cx)⇒ ((Delete, x, fatherk, k) ∈M ou (ACK, x, k, fatherk) ∈M).

La destruction d'un cluster est e�ectuée par la propagation d'une vague de messagesDelete[x]
le long de l'arbre couvrant du cluster. Cet arbre devient ainsi une forêt couvrante, un message
Delete[x] étant adressé à la racine de chaque arbre de cette forêt.

Chaque n÷ud racine �nit par recevoir ce messageDelete[x], il quitte alors le cluster et propage
le message Delete[x] à tous ses voisins, et en particulier à ses �ls dans la forêt couvrante. De
cette façon, tous les n÷uds du cluster �niront par recevoir un message Delete[x] et par quitter le
cluster. Cependant, des messages Recruit[x] peuvent encore être en circulation dans le système.
Les messages ACK sont la pour répondre au cas d'un message Recruit[x] reçu alors que son
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expéditeur a déjà quitté le cluster Cx. En e�et, chaque message Recruit[x] est émis par un n÷ud
du c÷ur Kx. Cependant celui-ci peut avoir reçu un message Delete[x] et avoir quitté le cluster
Cx depuis.

Puisque les canaux de communication ne véri�ent pas l'hypothèse FIFO, le n÷ud destinataire
peut recevoir le messageDelete[x] en premier, qui sera ignoré, puis recevoir le message Recruit[x].
Le destinataire est alors recruté en tant que n÷ud ordinaire et envoie un message ACK[x] à son
père. Celui-ci n'étant plus dans le cluster Cx, il répondra par un message Delete[x]. Ainsi, tout
n÷ud ordinaire d'un cluster en destruction a un père dans Kx, ou un message ACK[x] ou
Delete[x] est en transit entre lui et son père.

En l'absence de changement topologique, le système se trouve et se maintient dans une
con�guration ne contenant que des clusters cohérents ou en destruction. Une telle con�guration
est appelée une con�guration valide.

Dé�nition 15. Une con�guration est dite valide si elle ne contient que des clusters cohérents
ou en destruction.

À partir d'une con�guration valide, le système �nira par se retrouver dans une con�guration
véri�ant la spéci�cation du problème. Cela est démontré dans la section 4.3.2.

Nous démontrons maintenant que, en l'absence de changement topologique, le système se
maintient dans une con�guration valide.

Théorème 16. Si γ est une con�guration valide et si l'exécution de l'algorithme amène à une
con�guration γ′, alors γ′ est une con�guration valide.

La démonstration de ce théorème consiste à véri�er que pour chaque transition possible de
l'algorithme, le système reste dans une con�guration valide.

Les transitions possibles sont les suivantes :
� création d'un cluster par la procédure wakeup,
� réception d'un message et exécution de l'algorithme associé.
Dans toute la section 4.3, on ignore les messages Cluster et Transmit qui n'ont pas d'impact

sur le clustering.

Lemme 17. Soit Cx un cluster. La réception d'un message Cluster ou d'un message Transmit,
sur n'importe quel n÷ud du réseau, et quel que soit l'identi�ant associé, laisse Cx inchangé.

Démonstration. La réception d'un message Cluster modi�e uniquement la variable gate du n÷ud
récepteur (algorithme 13). De la même manière, un message Transmit déclenche l'exécution de
l'algorithme 17. Le message est soit ignoré (ligne 1), soit relayé au suivant sur le chemin qu'il
contient (ligne 4), soit le message de niveau supérieur transporté est enregistré dans la variable
listmsg du n÷ud récepteur (ligne 2). Dans tous les cas, aucune variable, ni aucun message de la
dé�nition d'un cluster cohérent n'est modi�é. Les clusters du système sont donc inchangés.

Pour démontrer le théorème 16, nous montrons donc que les clusters nouvellement créés
sont valides (proposition 19). Nous montrons ensuite que lors d'une transition déclenchée par la
réception d'un message, un cluster cohérent va soit rester cohérent, soit passer en destruction, et
qu'un cluster en destruction va rester en destruction ou devenir vide.

Pour cela, nous considérons un cluster et nous commençons par traiter les transitions liées à
une réception de message entre deux n÷uds n'appartenant pas à ce cluster (proposition 18). Nous
observons ensuite, pour les clusters cohérents, puis pour les clusters en destruction, l'impact des
transitions déclenchées par :
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� un message sortant du cluster (proposition 20 et 24),
� un message interne au cluster (proposition 21 et 25),
� un message entrant dans le cluster (proposition 22 et 26).
Dans la suite, on notera Cγx le cluster Cx tel qu'il apparaît dans la con�guration γ, et Kγ

x

son c÷ur.
La majorité des communications se situant en dehors d'un cluster n'a�ecte pas directement

celui-ci. Cependant, puisque les communications sont asynchrones, un message Recruit[x] ou un
message ACK[x] obsolète peut se retrouver en transit entre deux n÷uds n'appartenant plus à
Cx. Nous véri�ons que la réception de ces messages ne peut pas rendre la con�guration invalide.

Proposition 18. Soit Cγx un cluster cohérent ou en destruction, et soient e, i /∈ Cγx deux n÷uds
n'appartenant pas à Cγx . Si γ ` γ′ est une transition déclenchée par la réception par le n÷ud i
d'un message émis par le n÷ud e, alors Cγ

′
x reste cohérent ou en destruction.

Démonstration. Soit Cγx un cluster cohérent ou en destruction, et soient deux n÷uds e, i 6∈ Cx.
Un message en transit entre e et i peut soit porter l'identi�ant x, soit porter un identi�ant y 6= x.

Si le message porte un identi�ant di�érent de x, alors Cγ
′

x = Cγx . En e�et, la réception d'un
message d'identi�ant y 6= x ne peut pas modi�er le cluster Cγx :

� ACK[y] : soit il est ignoré, soit il déclenche l'envoi d'un message Delete[y] (algorithme 9) ;
� Delete[y] : soit il est ignoré, soit il déclenche le départ du récepteur et l'émission de message
Delete[y] (algorithme 7) ;

� Recruit[y] : soit il est ignoré, soit le récepteur i 6∈ Cx rejoint le cluster Cy ;
� Tokeny : soit le récepteur i 6∈ Cx rejoint Ky, soit le message est renvoyé à l'expéditeur ou
transféré à un voisin, soit i envoie un message Delete[y] à e.

Dans tous les cas, seule la structure du cluster Cγy peut être modi�ée. Le cluster Cx reste
donc cohérent ou en destruction.

Étudions maintenant le cas d'un message d'identi�ant x. Si le cluster Cγx est cohérent, alors
par dé�nition il ne peut pas y avoir de message d'identi�ant x en transit entre e et i. Si le cluster
Cγx est en destruction, alors par dé�nition le message en transit ne peut pas être un message
Tokenx.

Si le message est un Delete[x], puisque i n'est pas dans le cluster Cx, ce message est ignoré
(algorithme 7). Cx est alors inchangé.

Si le message est un ACK[x], le n÷ud i, n'appartenant pas à Cx, envoie un message Delete[x]

au n÷ud e (algorithme 9). Le cluster Cγ
′

x = Cγx est inchangé et reste un cluster en destruction.
Si le message est Recruit[x], le n÷ud i peut éventuellement être recruté dans le cluster Cx

comme n÷ud ordinaire (algorithme 5). Le n÷ud i devient un n÷ud ordinaire de Cx et envoie
un message ACK[x] au n÷ud e qui est devenu son père. Ainsi, on a e = fatheri 6∈ Kx et

∃(ACK, x, i, fatheri) ∈Mγ′ . Le cluster Cγ
′

x reste en destruction.

Ainsi, dans ces trois cas, le cluster Cγ
′

x reste un cluster en destruction.
Par conséquent, si Cγx est un cluster cohérent ou en destruction, alors pour toute transition

γ ` γ′ déclenchée par la réception d'un message entre deux n÷uds n'appartenant pas à Cx, C
γ′
x

reste un cluster cohérent ou un cluster en destruction.

Les communications entre deux n÷uds n'appartenant pas au cluster Cx laissent donc celui-
ci cohérent, ou en destruction. Montrons maintenant que les clusters nouvellement créés sont
cohérents :

Proposition 19. Lorsqu'un n÷ud créé un cluster Cx, Cx est cohérent.

55



Chapitre 4. Démonstration

Démonstration. Lorsque le n÷ud i s'éveille à la �n de sa période de sommeil, il exécute la
procédure wakeup() (algorithme 2.3) pour créer un cluster. Ce cluster a pour identi�ant x =
(i, nextoi). Cet identi�ant de cluster ne peut être déjà utilisé, car seul le n÷ud i peut créer un
cluster ayant un tel identi�ant, et car la variable nextoi est incrémentée après chaque création
de cluster (procédure wakeup(), algorithme 2.3). Ainsi Cx ne contient qu'un n÷ud de c÷ur,
émetteur de Tokenx et de tous les messages Recruit[x] existant. Il n'y a aucun message ACK[x]
ni Delete[x] en circulation dans le réseau. De plus, Ax est un arbre couvrant constitué du seul
n÷ud i, véri�ant les propriétés de la dé�nition de cluster cohérent (dé�nition 13).

Le cluster Cx est donc cohérent.

Nous montrons maintenant que lorsque γ ` γ′ par la réception d'un message, un cluster
cohérent reste cohérent ou passe en destruction (proposition 23).

Considérons un cluster Cγx . Les propositions suivantes nous permettent d'a�rmer qu'un clus-
ter cohérent Cx reste cohérent ou passe en destruction lors de la réception d'un message d'iden-
ti�ant x.

Proposition 20. Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception, sur
un n÷ud n'appartenant pas à Cγx , d'un message venant de Cγx , alors C

γ′
x reste cohérent ou passe

en destruction.

Proposition 21. Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception, sur
un n÷ud de Cγx , d'un message émis par un n÷ud également dans Cγx , alors C

γ′
x reste cohérent.

Proposition 22. Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception, sur
un n÷ud du cluster Cγx , d'un message venant d'un n÷ud n'appartenant pas au cluster Cγx , alors
Cγ

′
x reste cohérent.

Pour démontrer ces propositions, on liste l'ensemble des transitions possibles lors de la ré-
ception d'un message. Pour chaque cas possible, on montre que le cluster Cx reste un cluster
cohérent, ou qu'il devient un cluster en destruction. Ces démonstrations sont présentées en annexe
de ce chapitre (lemme 72 à 91).

Ces trois propositions nous permettent de conclure qu'un cluster cohérent restera un cluster
cohérent ou passera en destruction lors de n'importe quelle transition :

Proposition 23. Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception d'un
message, alors Cγ

′
x reste cohérent ou devient en destruction.

D'une manière similaire, nous démontrons maintenant qu'un cluster en destruction reste en
destruction, ou devient vide, quelle que soit la transition suivie par le système.

Proposition 24. Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception, sur un
n÷ud externe à Cγx , d'un message émis par un n÷ud de Cγx , alors C

γ′
x reste en destruction.

Proposition 25. Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception, sur un
n÷ud du cluster Cγx , d'un message émis par un n÷ud de Cγx , alors C

γ′
x reste en destruction.

Proposition 26. Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception, sur un
n÷ud de Cγx , d'un message émis par un n÷ud externe à Cγx , alors C

γ′
x reste en destruction.

Ces trois propositions nous permettent de conclure que pour toute transition de l'algorithme,
un cluster en destruction reste en destruction. Le lecteur trouvera la démonstration de chacune
de ces trois propositions en annexe.
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Proposition 27. Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′, alors Cγ
′

x reste en destruction.

Cela nous permet de démontrer la clôture des con�gurations valides sous les transitions de
l'algorithme :

Preuve du théorème 16. En l'absence de changement topologique, si γ est une con�guration va-
lide, alors tous les clusters sont cohérents ou en destruction dans γ. Grâce aux propositions 19,
23 et 27, si γ ` γ′, alors tous les clusters sont encore cohérents ou en destruction dans γ′.

Ainsi γ′ est une con�guration valide.

Chaque exécution commence dans une con�guration ne comprenant que des n÷uds endormis,
qui est une con�guration valide. Ainsi, le théorème 16 nous permet d'a�rmer qu'en l'absence de
changement topologique, le système se maintient dans l'ensemble des con�gurations valides.

4.3.2 Convergence vers la spéci�cation

En l'absence de changement topologique, le clustering �nit par ne plus changer. Cependant,
notre algorithme ne devient jamais silencieux. En particulier, les messages jetons continuent de
circuler dans le réseau, et les arbres couvrants qu'ils transportent continuent d'évoluer.

Nous montrons ici que toute exécution sans changement topologique possède un su�xe in�ni
de con�gurations véri�ant la spéci�cation, et dans lequel les clusters n'évoluent plus. Lorsque
c'est le cas, ont dit que le système a convergé.

Pour cela, nous montrons dans un premier temps que le clustering converge presque sûrement.
Ensuite, en supposant que le clustering a convergé, nous démontrons par l'absurde que le système
est dans une con�guration qui véri�e la spéci�cation.

Proposition 28. En l'absence de changement topologique, l'algorithme converge presque sûre-
ment.

Démonstration. Considérons une exécution in�nie E = (γ1, . . . , γk, . . . ) sans changement
topologique. Le graphe de communication, identique dans chaque con�guration (puisque l'exé-
cution ne comporte pas de changement topologique), est noté G = (V,E) dans la suite.

Lorsqu'un n÷ud s'éveille, il crée un nouveau cluster Cx, et envoie le jeton associé à l'un de
ses voisins. Si ce voisin est endormi, ou s'il est un n÷ud ordinaire, il est recruté dans le c÷ur du
cluster Cx, qui comporte alors deux n÷uds. Puisque les n÷uds s'éveillent à des temps aléatoires,
on �nit nécessairement par obtenir un cluster dont le c÷ur est de taille supérieure ou égale à
deux. Ainsi, {i ∈ V/∃p ∈ N,∃γ ∈ E , |Kγ

(i,p)| ≥ 2} 6= ∅ est non vide.
Soit k le plus grand identi�ant de cet ensemble. Le n÷ud k initie donc la construction d'un

cluster dont le c÷ur atteint une taille supérieure à deux. Notons x = (k, p) l'identi�ant de ce
cluster.

En l'absence de changement topologique, le n÷ud k de peut pas quitter le cluster Cx tant
que ce cluster est cohérent. En e�et, un n÷ud ne quitte un cluster que lors de la réception
d'un message Delete[x] (algorithme 7), qui par dé�nition n'existe pas tant que le cluster Cx est
cohérent.

De plus, le cluster Cx ne peut pas passer en destruction. En e�et, un cluster ne peut être
détruit que lorsque son jeton est reçu par un n÷ud de c÷ur d'un cluster ayant un identi�ant
y > x, et ayant au moins deux n÷uds (ligne 30 à 33 de l'algorithme 10). Or, si y = (l, p) > x est
l'identi�ant d'un cluster ayant un c÷ur de taille au moins deux, cela signi�e que l > k ou que
l = k et p > n, ce qui est impossible par construction de k. De plus, puisque k reste dans Cx,
aucun cluster d'identi�ant (k, p) avec p > n ne peut être créé.
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Le cluster Cx ne peut donc pas être détruit, et �nira par atteindre sa taille maximale (éven-
tuellement inférieure à K).

Lorsqu'il a atteint sa taille maximale, soit Cx est complet (|Kx| = K), soit il �nit par être
entouré de clusters qui le sont. En e�et, si ce n'était pas le cas, un jeton de l'un de ses voisins
Cy �nirait par visiter un n÷ud de Kx d'après la propriété de percussion des marches aléatoires.
Dans ce cas, le cluster Cy deviendrait un cluster en destruction (lignes 30 à 33, algorithme 10).
Presque sûrement, le jeton Tokenx �nirait par recruter un des n÷uds anciennement dans Cy, ce
qui contredit le fait que Cx a atteint sa taille maximale. Le cluster Cx �nit donc bien par être
complet, ou entouré par des clusters complets.

Ainsi, il �nit par exister un cluster Cy complet. La suite de l'exécution peut être vu comme
une exécution sur le système privé des n÷uds appartenant au c÷ur de ce cluster Ky. En e�et,
puisque Cy est complet, le message Tokeny sera systématiquement renvoyé à l'expéditeur. Les
n÷uds ordinaires de Cy peuvent quant à eux être vus comme des n÷uds non clusterisés ne créant
pas de nouveau cluster.

Ce nouveau système n'est plus forcément connexe. Cependant, les mêmes arguments per-
mettent d'a�rmer que chaque composante connexe de taille supérieure à K �nit par comporter
un cluster complet.

Ainsi, en poursuivant ce raisonnement, on obtient un système composé uniquement de com-
posantes connexes de tailles inférieures à K. Dans ces composantes connexes, un cluster unique
constitué de tous les n÷uds �nira par être formé.

Le système a alors convergé et ne peut plus évoluer.

Le système converge donc presque sûrement. Montrons maintenant que lorsque le système a
convergé, il se trouve dans une con�guration valide. Pour cela, nous commençons par montrer
que les clusters en destruction �nissent par disparaître.

Un cluster est détruit par la propagation d'une vague de messages Delete[x] sur l'arbre
couvrant. Durant cette propagation, le c÷ur du cluster ne peut plus grandir, puisqu'il n'y a plus
de message Tokenx. Tous les n÷uds de Kx vont donc recevoir un message Delete[x] et quitter
le cluster.

De même, les n÷uds ordinaires vont �nir par quitter le cluster, soit un recevant la vague de
messages Delete[x], soit via le mécanisme des messages ACK présenté précédemment.

Nous montrons dans un premier temps que tous les n÷uds du c÷ur d'un cluster en destruction
�nissent par quitter ce cluster.

Lemme 29. Si Cx est un cluster en destruction, alors dans toute exécution, il existe une con�-
guration γ′ telle que γ `∗ γ′ et Kγ′

x = ∅.

Démonstration. Premièrement, lorsqu'un cluster est en destruction, aucun n÷ud ne peut re-
joindre son c÷ur. En e�et, la fonction JoinCore n'est exécutée qu'au passage du jeton Tokenx,
qui n'existe pas puisque Cx est en destruction.

Considérons une con�guration γ et un cluster en destruction Cγx . Par dé�nition des clusters
en destruction, Fx = (Cx, {(l,m) ∈ E/fatherm = l}) est une forêt couvrante de Cx, et donc
acyclique. Ainsi, l'ensemble {k ∈ Kx/fatherk 6∈ Cx} 6= ∅ est non-vide.

Par dé�nition des clusters en destruction, chaque n÷ud dans cet ensemble est le destinataire
d'un message Delete[x] envoyé par son père, c'est-à-dire que l'ensemble
{k ∈ Kx/(Delete, x, fatherk, k) ∈M} 6= ∅ est non vide.

Puisque, en l'absence de changement topologique, tout message �nit par être reçu, un n÷ud
k de cet ensemble �nit par recevoir un message Delete[x] provenant de son père. Ce message
déclenche l'exécution de l'algorithme 7, et le n÷ud k quitte le cluster Cx. Cette transition est
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détaillée à la section 4.2. Le c÷ur du cluster Kx �nit donc par diminuer, et le cluster Cx reste
en destruction d'après la propriété 27.

Par une récurrence sur la taille du c÷ur des clusters en destruction, on démontre que les
clusters en destruction �nissent par avoir un c÷ur vide.

Grâce à ce lemme, nous montrons que tout cluster en destruction �nit par être vide, et
qu'aucun nouveau n÷ud ne peut le rejoindre.

Proposition 30. Si Cγx est en destruction, alors dans toute exécution, il existe une con�guration
γ′ telle que γ `∗ γ′ et Cγ

′
x = ∅.

Démonstration. Soit une con�guration γ, et un cluster en destruction Cγx . D'après le lemme 29,
le c÷ur de Cx �nit par être vide, c'est-à-dire il existe une con�guration γ′ telle que K

γ′
x = ∅. De

plus, d'après la propriété 27, Cγ
′

x est toujours un cluster en destruction.
Puisque Cx est un cluster en destruction, il n'y a aucune message Tokenx en transit dans

le réseau, et aucun nouveau message Recruit[x] ne peut être émis. D'après notre modèle, tous
ces messages �niront par être reçus. Ainsi, le système se retrouve dans une con�guration γ′′

ne contenant plus aucun message Recruit[x], et dans laquelle Cx est toujours un cluster en
destruction par la propriété 27.

À ce stade, le nombre de n÷uds de Cx ne peut plus augmenter, puisque aucun message
Tokenx ou Recruit[x] n'est présent dansMγ′′ , ni ne peut être émis.

Par dé�nition des clusters en destruction, aucun n÷ud ordinaire ne peut être le père d'un
autre n÷ud du cluster. Ainsi, ∀k ∈ Cγ

′′
x , fatherk 6∈ Cγ

′′
x .

De plus, par dé�nition des clusters en destruction, chacun de ces n÷uds est le destinataire
d'un message Delete[x] venant de son père, ou est l'émetteur d'un message ACK[x] à destination

de son père : ∀k ∈ Cγ
′′

x , (Delete, x, fatherγ
′′

k , k) ∈Mγ′′ ou (ACK, x, k, fatherγ
′′

k ) ∈Mγ′′ .
Tout ces messages ACK[x] �niront par être reçus. À la réception d'un de ces messages,

puisque le destinataire est dans un autre cluster, un message Delete[x] est envoyé à l'émetteur
(algorithme 9).

Ainsi, tous les n÷uds ordinaires �niront par recevoir un message Delete[x] de leur père, et
quitteront le cluster Cx.

Ainsi, si Cx est en destruction, alors tôt ou tard Cx = ∅.

Corollaire 31. Lorsque le clustering a convergé, tous les clusters non vides sont cohérents.

Ainsi, lorsque le système a convergé, il ne comporte que des clusters cohérents, qui sont en
outre des clusters corrects. Nous véri�ons maintenant qu'après convergence, le système est dans
une con�guration véri�ant la spéci�cation :

Théorème 32. Après convergence, le système est dans une con�guration qui respecte la spéci�-
cation, c'est-à-dire :

� Il n'y a aucun cluster en destruction ;
� Pour tout cluster Cx, 2 ≤ |Kx| ≤ K ;
� Si deux clusters sont voisins, au moins l'un d'entre eux est complet ;
� Chaque n÷ud est dans un cluster.

Démonstration. Supposons que le système a convergé.

1. Il n'y a pas de cluster en destruction : Si un cluster Cx est en destruction, par le corollaire
31, tous les n÷uds de Cx vont tôt ou tard le quitter, ce qui contredit le fait que le système
ait convergé.
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2. Pour tout cluster Cx, 2 ≤ |Kx| ≤ K
Nous savons, par dé�nition des clusters cohérents, que tout cluster cohérent Cx possède un
coeur Kx tel que 1 ≤ |Kx| ≤ K. Nous supposons que |Kx| = 1, et nommons j son n÷ud
de c÷ur. Cx est cohérent, donc il existe un message (Token, x, j, l) ∈ M. Puisque chaque
message émis �nit par être reçu, l �nit par recevoir le message Token. À ce moment :
� Si l est un n÷ud ordinaire ou non clusterisé, il rejoint le cluster Cx (Algorithme 10 qui
appelle la fonction JoinCore), ce qui contredit le fait que le système a convergé ;

� Si l est un n÷ud de c÷ur d'un autre cluster, il envoie un message Delete[x] au n÷ud j
(fonction Token, ligne 34 à 36). Cx devient un cluster en destruction, ce qui contredit le
fait que le système ait convergé.

Ainsi, |Kx| 6= 1.

3. Soit deux clusters voisins Cx et Cy. Supposons qu'ils sont tous deux incomplets, et sans
perte de généralité que x < y. Par la propriété de percussion des marches aléatoires, le
message Tokenx �nis par visiter un n÷ud l dans Cy (section 2.1.2) :
� Si l est un n÷ud ordinaire, l entre dans Kx (fonction Token()), ce qui contredit le fait
que le système ait convergé ;

� Si i est un n÷ud de c÷ur, l envoi un message Delete[x] au n÷ud j (ligne 34 36 de la
fonction Token()). Cx devient un cluster en destruction, ce qui contredit le fait que le
système ait convergé.

Ainsi, au moins l'un des clusters est complet après convergence.

4. Supposons que le n÷ud j n'est dans aucun cluster. Il �nira tôt ou tard par rejoindre un
cluster :
� Si j reçoit un message Recruit[x], il rejoint Cx ;
� Si j reçoit un message Tokenx venant d'un cluster incomplet Cx, il rejoint Kx ;
� Sinon, j crée un cluster Cj,nextoj à son éveil (fonction wakeup()).
Tous ces cas contredisent le fait que le système ait convergé. Ainsi, chaque n÷ud fait partie
d'un cluster après convergence.

Après convergence, le système véri�e donc la spéci�cation.

Ainsi, en l'absence de changement topologique, le système converge en un temps �ni vers une
con�guration véri�ant la spéci�cation.

4.3.3 Réaction aux changements topologiques

Lorsqu'un changement topologique survient dans le réseau, le système peut se retrouver dans
une con�guration invalide. En particulier, lors de la disparition d'un lien de communication
à l'intérieur d'un cluster, celui-ci peut cesser d'être cohérent. Lorsque c'est le cas, une partie
des n÷uds quitte ce cluster. La circulation du jeton permet ensuite de mettre à jour l'arbre
couvrant du cluster, ainsi que sa taille. Ces mécanismes permettent de ramener le système dans
une con�guration valide. Le système peut alors démarrer une nouvelle phase de convergence vers
la spéci�cation.

Théorème 33. Après un changement topologique, le système �nit par se trouver dans une con�-
guration valide.

Pour démontrer ce théorème, nous nous appuyons sur une série de lemmes, séparant les
di�érents cas possibles. Dans un premier temps, l'ajout d'un n÷ud ou d'un lien de communication
dans le réseau ne peut en aucun cas rendre invalide la con�guration du système.
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Lemme 34. Soit une con�guration γ valide. Si la con�guration γ′ dérive de γ par l'ajout d'un
lien de communication, ou par l'ajout d'un n÷ud, alors γ′ est une con�guration valide.

Démonstration. La con�guration γ est valide. Par conséquent, tous les clusters qu'elle comporte
sont cohérents ou en destruction.

Si γ′ se déduit de γ par l'ajout d'un lien de communication, celui-ci ne comporte aucun
message. Les propriétés sur les messages des clusters cohérents ou en destruction restent donc
véri�ées, et la con�guration γ′ est valide.

Si γ′ se déduit de γ par l'ajout d'un n÷ud, celui-ci exécute la procédure d'initialisation
(algorithme 19). En particulier, ce n÷ud est non clusterisé (cluster = (⊥, 0)). Par conséquent,
les clusters cohérents de γ restent cohérents dans γ′, et les clusters en destruction restent en
destruction.

La con�guration γ′ est donc valide.

La disparition d'un lien de communication peut rendre un cluster incohérent. Cependant, si
le lien n'est pas une arête d'un arbre couvrant d'un cluster, sa disparition ne peut pas rendre la
con�guration invalide.

Lemme 35. Soit une con�guration γ valide. Si la con�guration γ′ dérive de γ par la disparition
d'un lien de communication (e, i) tel que fatherγe 6= i et fatherγi 6= e, alors la con�guration γ′

est valide.

Démonstration. Soit Cγx un cluster. Puisque γ est une con�guration valide, Cγx est soit cohérent,
soit en destruction.

Si Cγx est cohérent, puisque fatheri 6= e et fathere 6= i, Aγ
′
x reste un arbre couvrant de Cγ

′
x .

Par conséquent, Cγ
′

x reste connexe et Kγ′
x reste dominant connexe.

PuisqueMγ′ =Mγ \


{

(msg, param, e, i)/msg ∈
{
Cluster,Recruit,Delete,
Token,ACK, Transmit

}}
∪
{

(msg, param, i, e)/

{
Cluster,Recruit,Delete,
Token,ACK, Transmit

}}
, et

puisque le lien (e, i) ne peut pas transporter le message Tokenx (par dé�nition des clusters
cohérents, (Token, x, e, i) ∈ M ⇒ fatheri = e ou fathere = i), les propriétés que véri�ent les

messages d'un cluster cohérent restent vraies. Le cluster Cγ
′

x est donc cohérent.
Si Cγx est en destruction, de la même façon F γ

′
x reste une forêt couvrante de Cx. Puisque

Cγx est un cluster en destruction, pour chaque n÷ud k ∈ Kx avec fatherk 6∈ Cx, il existe
un message (Delete, x, fatherk, k) ∈ Mγ . Comme fathere 6= i et fatheri 6= e, ces messages
sont encore présents dans Mγ′ . Pour les mêmes raisons, il existe un message Delete[x] ou un
message ACK[x] en transit sur les liens entre (k, fatherk) de tout n÷ud ordinaire ayant un père

fatherk 6∈ Cx. Le cluster Cγ
′

x est donc en destruction.
Par conséquent, la con�guration γ′ est valide.

Ainsi, seule la disparition d'un lien appartenant à un arbre couvrant peut amener le système
dans une con�guration invalide. Cependant, lorsque c'est le cas, toute exécution de l'algorithme
ramène le système dans une con�guration valide. Si un n÷ud i possède une valeur pour sa variable
fatheri, cela signi�e qu'il est clusterisé (cette variable est a�ectée à ⊥ par les procédures Init
et Leave, et n'est modi�ée que par les procédures JoinCore et JoinOrdinary). Nous séparons
les cas selon que le n÷ud i est membre d'un cluster cohérent, ou d'un cluster en destruction.

Lemme 36. Soit γ une con�guration valide. Si γ′ dérive de γ par la suppression d'un lien (e, i)
avec fatheri = e et clusteri un cluster en destruction, alors dans toute exécution il existe une
con�guration γ′′ telle que γ′ `∗ γ′′ et telle que γ′′ soit une con�guration valide.
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Démonstration. Soit γ une con�guration valide. La con�guration γ′ se déduit de γ par la sup-
pression d'un lien de communication (e, i) tel que fatheri = e. Puisque la variable fatheri a une
valeur, le n÷ud i est forcément dans un cluster. Par hypothèse, le n÷ud i est dans un cluster
en destruction. D'après notre modèle, le n÷ud i �nit par exécuter la procédure À la perte de la
connexion vers e, c'est-à-dire il existe deux con�gurations γ1, γ2 telles que γ′ `∗ γ1 et γ1 ` γ2
par l'exécution de la procédure À la perte de la connexion vers e par le n÷ud i.

Si le n÷ud i est un n÷ud de c÷ur i ∈ Kγ
x , alors C

γ′
x n'est plus en destruction. Cependant,

la seule propriété qui n'est plus vraie est le fait qu'un message Delete[x] soit adressé à la racine

de chaque arbre de F γ
′

x qui contient au moins un n÷ud de c÷ur.
Durant γ′ `∗ γ1, le n÷ud i reste dans le c÷ur du cluster Kx. En e�et, s'il reçoit un message
� Recruit : un tel message est ignoré (algorithme 5),
� Delete : ce message ne pouvant venir de son père, il est ignoré (algorithme 7),
� ACK : ce message ne peut pas déclencher le départ du n÷ud i (algorithme 9),
� Token : ce message ne peut déclencher le départ du n÷ud i (algorithme 10).
Lorsque le n÷ud exécute la procédure À la perte de la connexion vers e (algorithme 7), le

n÷ud i, racine d'un arbre de Fγ1x , quitte le cluster Cx et envoie un message Delete[x] à tous ses
voisins. Ainsi il y a bien un message Delete[x] adressé à la racine de chaque arbre de Fγ2x , et le
cluster Cγ2x redevient un cluster en destruction.

Si le n÷ud i est un n÷ud ordinaire, la seule propriété qui n'est plus véri�ée est le fait qu'il
existe un message ACK[x] ou un message Delete[x] entre tout n÷ud ordinaire et son père. Les
évènements suivants peuvent survenir durant γ′ `∗ γ1. Le n÷ud i peut recevoir un message :

� Recruit : étant déjà dans un cluster, il ignore ce message (algorithme 5),
� Delete : ce message ne pouvant provenir de son père e = fatheri, il l'ignore (algorithme
7),

� ACK : ce message ne peut provoquer le départ du n÷ud i de Cx
� Token : ce message ne peut pas être le jeton Tokenx, puisque C

γ
x est en destruction. Ainsi,

si le n÷ud i est recruté par ce jeton, il quitte le cluster Cx qui redevient un cluster en
destruction. De plus, le n÷ud i change de père (la variable fatheri est égale à l'identi�ant
du n÷ud auquel i envoie le jeton).

Lors de l'exécution de la procédure À la perte de connexion, si le n÷ud i est encore dans le
cluster Cx, il quitte ce dernier et envoie un message Delete[x] à tous ses voisins. Par conséquent,
dans tous les cas, le n÷ud j �nit par quitter le cluster Cx. Lorsque c'est le cas, ce cluster redevient
un cluster en destruction.

Lemme 37. Soit une exécution γ0 `∗ γk `∗ . . . telle que γ0 soit une con�guration valide et telle
que γ1 dérive de γ0 par la suppression d'un lien (e, i) avec fatheri = e.

Soit p ∈ N tel que γp ` γp+1 par exécution de la procédure À la perte de la connexion vers e
par le n÷ud i.

Alors, presque surement, il existe q > p telle que ∀j, k, δ(Delete, x, j, k) = 0.

Démonstration. On sait que p existe puisque chaque message �nit par être reçu.

Soit Fγx = (Cγx , {(l,m) ∈ Eγ/fatherm = l} \
{

(j, k)/
(Tokenx, param, j, k) ∈Mγ∨
(Tokenx, param, k, j) ∈Mγ

}
la

forêt couvrante du cluster Cx dans la con�guration γ (par les mêmes arguments que pour la
proposition 16, ∀r > p+ 1, Fγrx est bien une forêt couvrante de Cx).

Soit FγrD la foret constituée de tous les arbres de Fγrx tels qu'un message Delete[x] est adressé
à la racine. On appelle Aγr l'arbre de Fγrx dont la racine a émis ou est destinataire du jeton
Tokenx.
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Pour chaque con�guration γr avec r > p + 1, il n'y a qu'un nombre �ni de n÷uds de c÷ur
dans FγrD . Par les mêmes arguments que pour la proposition 30, tous les n÷uds de FγrD vont �nir
par recevoir un message Delete[x] et par quitter le cluster.

Nous décrivons maintenant une exécution possible, a�n de montrer que la propagation de
message Delete[x] à une probabilité non nulle de s'arrêter.

À partir de γr, on construit une exécution dans laquelle le jeton Tokenx est bloqué aussi
longtemps qu'on le souhaite entre deux n÷uds. En e�et, dans γr, le jeton Tokenx est en transit
sur un lien (j, k) ∈ Eγr . Lorsque le n÷ud k reçoit le jeton, il exécute la procédure À la réception
d'un message Token, puis il choisit un voisin uniformément au hasard et lui envoie le jeton. Il
peut choisir j avec une probabilité 1

degk
. Le n÷ud j �nira ensuite par recevoir le jeton, et par

exécuter la procédure À la réception d'un message Token. Il choisit alors un voisin uniformément
au hasard et lui envoie le jeton. Il peut choisir le n÷ud k avec une probabilité 1

degj
.

Le message jeton peut alors transiter l fois entre les n÷uds j et k. Ce scénario a une probabilité
de se produire supérieure à

(
1
d

)l
de se produire, où d = max(degj , degk).

Le temps de destruction est le temps nécessaire pour que les messages Delete[x] soient pro-
pagés le long de l'arbre FγrD . Ce temps correspond au temps nécessaire pour recevoir h messages
Delete[x], où h est la profondeur de l'arbre FγrD .

On sait, d'après notre modèle, que les durées de transit des messages Token et Delete sont de
même ordre en probabilité : ∀K,∃α > 0, P (tDelete[x] > K×tTokenx) < α. En prenant, K = b lhc, il
existe donc α tel P (tDelete[x] > b lhc× tTokenx) < α. Ainsi, durant les b lhc premières transmissions
du jeton Tokenx, le message Delete[x] adressé à la racine de FγrD a une probabilité supérieure à
(1− α) d'être reçu.

La propagation des messages Delete[x] sur l'arbre FγrD nécessite de faire transiter h messages
Delete[x]. Par conséquent, durant les l transmissions du jeton, la vague de Delete[x] a une
probabilité supérieure à (1− α)h d'être propagée sur l'arbre FγrD .

Puisque les tirages aléatoires des n÷uds sont indépendants des temps de communication,
la propagation des messages Delete[x] à partir de γr s'arrête avec une probabilité supérieure à
1
d

l × (1− α)b
l
h
c > ε > 0.

Ce scénario a donc une probabilité supérieure à ε > 0 de se produire à partir de toute
con�guration γr avec r > p+ 1. Par la loi des grands nombres, ce scénario �nira par se réaliser,
et la propagation des messages Delete[x] se termine presque surement.

Remarque 38. Le scénario décrit dans la preuve précédente n'est pas le seul permettant la �n de
la propagation des messages Delete[x]. En e�et, un grand nombre de scénarios plus probables per-
mettent également à cette propagation de prendre �n. Cela su�t pour conclure que la propagation
prendra �n presque surement, mais serait très pessimiste si nous voulions évaluer la complexité de
l'algorithme ou le temps nécessaire pour corriger le clustering suite à un changement topologique.

En e�et, pour toute con�guration γr, il n'y a qu'un nombre �ni de n÷uds de c÷ur dans FγrD .
La propagation de messages Delete[x] sur cet arbre cesse, sauf si le nombre de n÷uds de

c÷ur dans FD a augmenté durant cette propagation. Or, la seule possibilité pour que le nombre
de n÷uds de c÷ur de FD augmente est qu'un n÷ud de FD reçoive le jeton Tokenx.

Si un n÷ud k de FD reçoit le jeton Tokenx, ce n÷ud devient la racine de AD. Le jeton est
envoyé à un voisin de k choisi uniformément au hasard. Si ce voisin n'est pas fatherγrk , alors k
sort de FD.

Ainsi, pour que le nombre de n÷uds de c÷ur dans FD augmente, il faut que le jeton soit reçu
par un n÷ud de FD et "remonte" dans l'arbre couvrant jusqu'à ce que le jeton et un message
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Delete[x] se retrouvent dans la même arête, dans des sens opposés : ∃(j, k), δ(Tokenx, param, j, k) =
1 et δ(Delete, x, k, j) > 0. Cette chaîne d'évènement est peu probable.

Lemme 39. Soit γ une con�guration valide. Si γ′ dérive de γ par la suppression d'un lien (e, i)
avec fatheri = e et clusteri un cluster cohérent, alors il existe γ′′ telle que γ′ `∗ γ′′ et telle que
γ′′ soit une con�guration valide.

Démonstration. Soit γ une con�guration valide et Cγx un cluster cohérent, et γ′ une con�guration
déduite de γ par la suppression d'un lien de communication (i, e) tel que le n÷ud i ∈ Cγx et
fatherγi = e.

Toutes les variables, sur tous les n÷uds, conservent la même valeur entre γ et γ′. De plus,
tous les messages en transit dans γ reste en transit dans γ′, sauf les messages en transit sur le lien
(i, e) qui sont retirés deMγ′ : ∀msg, δ(γ′)(msg, y, i, e) = δ(γ

′)(msg, y, e, i) = 0 et ∀msg,∀(p, q) 6=
(i, j), δ(γ

′)(msg, y, p, q) = δ(γ)(msg, y, p, q).
On sait également, d'après le modèle, que le n÷ud i �nit par exécuter la procédure À la perte

de la connexion vers e (algorithme 6).
Par dé�nition des clusters cohérents, soit l'arête enlevée est une arête de l'arbre couvrant Aγx,

soit le lien (i, e) porte le message Tokenx.

1. Si le message Tokenx est en transit dans le lien (i, e), il est enlevé deMγ′ . Le cluster Cγ
′

x

�nira par devenir un cluster en destruction. En e�et, puisque Cγx est cohérent, Cγ
′

x véri�e
toutes les propriétés des clusters en destruction, sauf le fait qu'il y ait un message Delete[x]
à destination du n÷ud i en provenance de son père e.
Lorsque le n÷ud i exécute la procédure À la perte de la connexion vers e, il quitte le cluster
Cx et envoie un message Delete[x] à tous ses voisins. Le cluster Cx devient alors un cluster
en destruction, un message Delete[x] étant adressé à chaque racine de la forêt couvrant
Fx.

2. Si le lien (i, e) est une arête de l'arbre Aγx, alors Cγ
′

x n'est plus cohérent. En e�et, Aγ
′
x

n'est plus un arbre couvrant, mais une forêt couvrant comportant deux arbre. L'un de ces
arbres, que l'on nomme Aγ

′

1 , est enraciné sur le dernier n÷ud du cluster ayant eu le jeton.

Le deuxième arbre, Aγ
′

2 , est enraciné sur le n÷ud i. Le jeton Tokenx poursuit sa marche
aléatoire dans le réseau. La partie du cluster dans l'arbre A1 véri�e toutes les propriétés des
clusters cohérents, sauf que l'arbre couvrant n'est plus valide. Par les mêmes arguments que
dans la démonstration du théorème 16, la partie de Cx dans l'arbre A1 continue de véri�er
toutes les propriétés des clusters cohérents, ou véri�e celle des clusters en destruction si le
jeton rencontre un n÷ud appartenant à un cluster incomplet d'identi�ant plus grand.

Montrons que dans ce second cas le cluster Cx �nit par être un cluster cohérent ou un cluster
en destruction.

Si le n÷ud i est un n÷ud ordinaire, il peut être recruté en tant que n÷ud de c÷ur d'un autre
cluster, être promu n÷ud de c÷ur de Cx, ou il �nira par quitter Cx lorsqu'il exécute la procédure
À la perte de la connexion vers e.

1. S'il quitte le cluster en exécutant la procédure À la perte de la connexion vers e ou en
entrant dans un autre cluster, le cluster Cx �nit par redevenir un cluster cohérent. En
e�et, toutes les propriétés des clusters cohérents sont vraies, et par propriété de percussion
des marches aléatoires, le jeton Tokenx �nira par visiter le n÷ud e, et l'arbre A sera alors
corrigé en enlevant i (algorithme 14).

2. S'il est promu n÷ud de c÷ur de Cx, i devient alors la racine de Ax, qui redevient alors un
arbre couvrant de tout le cluster. Cx redevient alors un cluster cohérent.
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Si le n÷ud i est un n÷ud de c÷ur de Cx, alors il ne peut pas changer de cluster. En exécutant
la procédure À la perte de la connexion vers e, i quitte le cluster Cx et il initie la propagation d'une
vague de messages Delete[x] sur l'arbre A2. Nous démontrons au lemme 37 que la propagation
des messages Delete[x] termine presque surement.

Les évènements suivants sont alors possibles :
� le jeton Tokenx rencontre un cluster d'identi�ant plus grand et est supprimé : Cx passe en
destruction ;

� le jeton Tokenx rencontre un n÷ud de A2 qui n'a pas quitté Cx avant de visiter e ;
� le jeton Tokenx rencontre un n÷ud de A2 qui a quitté Cx avant de visiter e ;
� le jeton Tokenx ne rencontre aucun n÷ud de A2 avant de visiter le n÷ud e.

En e�et, la propriété de percussion des marches aléatoires nous garantit que si le jeton Tokenx
n'est pas détruit, il �nira par visiter le n÷ud e.

1. Si le jeton Tokenx visite un n÷ud de c÷ur d'un cluster incomplet d'identi�ant plus grand,
ce n÷ud initie la destruction du cluster Cx. Comme dans le lemme précédent, le cluster Cx
devient donc un cluster en destruction lorsque le n÷ud i exécute la procédure À la perte
de connexion.

2. Si le jeton Tokenx ne visite aucun n÷ud de Aγ
′

2 , alors tous les n÷uds de A
γ′

2 vont �nir par
recevoir un message Delete[x], et par quitter le cluster Cx. Par la suite, lorsque le jeton
Tokenx visite le n÷ud e, l'arbre couvrant Tokenx.tree est mis à jour par la procédure
UpdateStatus (algorithme 14). Cette procédure enlève tout le sous arbre enraciné en i de
Tokenx.tree. Le cluster Cx redevient alors un cluster cohérent.

3. Si le jeton Tokenx visite un n÷ud k de A2 qui n'a pas quitté le cluster et qui est dans
l'arbre Tokenx.tree, ce n÷ud devient la racine de l'arbre A1. Tout le sous arbre enraciné
en k fait alors partie de A1. Le n÷ud k envoie ensuite le jeton Tokenx à un voisin sélec-
tionné au hasard, qui devient son père (algorithme 10). Ainsi, lorsque k reçoit un message

Delete[x] provenant de son père dans l'arbre Aγ
′

2 , ce n÷ud n'est plus son père fatherk.
Par conséquent, comme le message ne vient pas de son père fatherk, il est ignoré (algo-
rithme 7). Tous ses descendants ignoreront d'éventuels messages Delete[x], puisque ceux-ci
ne peuvent venir de leur père. Lorsque le jeton visite le n÷ud e, le sous arbre enraciné en k
ne fait plus partie de la descendance du n÷ud i. Par conséquent, ces n÷uds encore présents
dans le cluster ne sont pas enlevés de Tokenx.tree. L'arbre Ax redevient un arbre couvrant
de Cx, et le cluster Cx redevient cohérent.

4. Si le jeton Tokenx visite un n÷ud k de A2 qui a quitté le cluster, il exécute la procédure
UpdateStatus qui enlève tout le sous-arbre enraciné en k de Tokenx.tree. Puisque ce
n÷ud a quitté Cx, c'est qu'il a déjà reçu un message Delete[x] et qu'il l'a propagé sur ces
descendants (algorithme 7). Nous montrons plus loin que tous ces descendants vont �nir
par quitter le cluster Cx.

5. Si le jeton Tokenx visite un n÷ud k qui n'a pas quitté le cluster, et qui n'est pas dans
l'arbre Tokenx.tree, c'est que le jeton a déjà visité un des ancêtres de k dans A2 qui a
quitté le cluster. En e�et, c'est le seul cas où il y a une mise à jour de l'arbre Tokenx.tree.
Cet ancêtre a initié la propagation d'une vague de messages Delete[x] sur sa descendance.
Dans ce cas, la procédure UpdateStatus (algorithme 14) force le n÷ud k à quitter le cluster
et à envoyer un message Delete[x] à ses voisins. Le n÷ud k peut ensuite être recruté. Le
système se retrouve alors dans le même état que si le n÷ud k avait reçu un message
Delete[x] avant de recevoir le jeton Tokenx. Cela nous garantit que tous les n÷uds retirés
de l'arbre Tokenx.tree par la procédure UpdateStatus vont bien quitter le cluster Cx.
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L'arbre Tokenx.tree �nit donc par redevenir un arbre couvrant de Cx, qui redevient un
cluster cohérent.

Ainsi dans tous les cas, le cluster Cx �nit par être un cluster cohérent ou en destruction, et
le système se retrouve dans une con�guration valide.

(Preuve du théorème 33). D'après les lemmes 34 à 39, le système revient à une con�guration
valide après toutes modi�cations des liens de communication, ou après l'ajout d'un n÷ud au
système.

La suppression d'un n÷ud du système peut être vue comme la suppression de tous les liens
de communication le liant au système. Ainsi, après la suppression d'un n÷ud, le système �nit
par se retrouver dans une con�guration valide.

Ainsi, le système �nit presque sûrement, en un temps �ni après le dernier changement topo-
logique, par rejoindre une con�guration valide.

4.3.4 Conformité à la spéci�cation

Le système commence toute exécution dans une con�guration ne comportant que des n÷uds
endormis. À partir de cette con�guration valide, le système se maintient dans une con�guration
valide, ou y retourne après un changement topologique. Lorsqu'il n'y a plus de changement
topologique, le système converge vers la spéci�cation.

Théorème 40. Toute exécution E = (γ1, . . . , γn, . . . ) comportant un nombre �ni de changements
topologiques possède un su�xe in�ni de con�gurations véri�ant la spéci�cation.

Démonstration. Toute exécution commence dans une con�guration valide. Après le dernier chan-
gement topologique, le système retourne dans une con�guration valide d'après le théorème 33.
Ensuite, le système converge vers une con�guration véri�ant la spéci�cation d'après le théorème
32, et s'y maintient d'après le théorème 16.

4.4 Spéci�cation : système virtuel

Nous donnons maintenant une dé�nition formelle du fait qu'un clustering émule un système
distribué exécutant un algorithme distribué A.

Pour cela, chaque cluster doit se comporter comme un n÷ud. Les clusters doivent donc
disposer de variables en tant que n÷uds virtuels, et être capables de s'envoyer des messages
entre eux. Ces variables, ainsi que les types de messages que les clusters peuvent s'échanger, sont
dé�nis par l'algorithme A.

Si un algorithme émule un système distribué, il dé�nit des variables qui représentent les
variables des n÷uds virtuels. Ces variables peuvent donc être extraites d'une con�guration de
l'algorithme.

De même, les messages en transit entre les n÷uds virtuels apparaissent dans toute con�gu-
ration γ du système de départ.

On peut donc construire, à partir de toute con�guration γ du système de départ, une nouvelle
con�guration f (1)(γ) du système émulé. Cela dé�nit une application extrayant une con�guration
du système émulé à partir d'une con�guration du système initial.

Le clustering émule ainsi un système distribué lorsqu'une telle application existe, et lorsque
le graphe de communication présent dans les con�gurations extraites est le graphe d'adjacence des
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clusters G(1) = (V (1), E(1)) où V (1) = {clusteri/i ∈ V } et

E(1) =
{

(x, y) ∈ V (1)2/∃(i, j) ∈ E, clusteri = x, clusterj = y
}
.

Au cours d'une exécution, la con�guration du système de départ va changer, entrainant des
modi�cations sur les con�gurations extraites. Puisque le clustering émule correctement un sys-
tème distribué exécutant l'algorithme A, les modi�cations apportées aux con�gurations extraites
sont des transitions légales, dé�nies par l'algorithme A, ou des changements topologiques autori-
sés par le modèle. On note `A toute transition dé�nie par l'algorithme distribué A, et `∗A toute
suite de transition de l'algorithme A.

L'algorithme A est un algorithme distribué écrit pour des systèmes se comportant confor-
mément au modèle exposé à la section 1.4. Cela signi�e que toute exécution de l'algorithme sur
un tel système, si elle comporte un nombre �ni de changements topologiques, amène le système
dans une con�guration conforme à la spéci�cation de A.

Pour garantir le fonctionnement de l'algorithme A, il faut donc véri�er que le système émulé
se comporte conformément au modèle. Cela signi�e que pour toute exécution sur le système de
départ, les hypothèses du modèle doivent être vraies dans le système émulé :

� tout message émis �nit par être reçu ;
� tout changement topologique �nit par être détecté ;
� tous les n÷uds �nissent éveillés.
On dira donc qu'un clustering émule correctement un système distribué exécutant un algo-

rithme A si la spéci�cation suivante est véri�ée :

Dé�nition 41 (spéci�cation). Soit une exécution E = (γ1, γ2, . . . ) contenant un nombre �ni de
changements topologiques. Cette exécution véri�e la spéci�cation si et seulement si il existe une
application f (1) : C 7→ C(1) telle que :

Correspondance au clustering :
� il existe i tel que le graphe de communication de f (1)(γi) soit le graphe des clusters G(1).
Exécution induite :
� Pour tout i,
� soit f (1)(γi) = f (1)(γi+1) ;
� soit f (1)(γi) `∗A f (1)(γi+1) ;
� soit ∃γ1, γ2 ∈ C(1), f (1)(γi) `∗A γ1, γ2 `∗A f (1)(γi+1) et γ1 résulte de γ2 par un changement
topologique.

� Il y a un nombre �ni de changements topologiques dans cette exécution.
Conformité au modèle :
� Si m ∈ Mγi(1), il existe j > i tel que entre Mγj(1) et Mγj+1(1), la multiplicité de m soit
réduite de 1, et f (1)(γj) `∗A f (1)(γj+1) avec une transition correspondant à la réception du
message m.

� si deux clusters x et y voisin dans γi ne sont plus voisins dans la con�guration γi+1, ils
�nissent par exécuter la procédure à la perte de la connexion vers de l'algorithme A.

� si un n÷ud virtuel x est endormi dans f (1)(γi), il existe j > i tel que x soit éveillé dans
f (1)(γj), ou qu'il ait disparu.

4.5 Transition et émulation

Dans notre algorithme, les actions des clusters en tant que n÷ud virtuel sont e�ectuées durant
le traitement d'un message Token. Nous examinons dans cette section les transitions déclenchées
par la réception d'un jeton Token, et leur impact sur le système émulé.
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Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message jeton, le système suit l'une des transitions γ ` γ′ dé�nie
par l'algorithme À la réception d'un message Token (algorithme 10). Les cinq cas suivants sont
possibles :

� i ∈ Kγ
x : les variables sont mises à jour ;

� i ∈ Cγx \Kγ
x et Tokenx.sizeγ ≥ K : les variables sont mises à jour ;

� i 6∈ Kγ
x et Tokenx.sizeγ < K : le n÷ud entre dans Kγ′

x ;
� Tokenx.size < K, ¬completei et clusteri > x, ou alors Tokenx.size = 1 : le n÷ud initie
la destruction du cluster Cx ;

� sinon : le jeton est renvoyé à l'expéditeur.
Ces transitions peuvent impacter le système distribué émulé (sauf le dernier cas).
Dans les trois autres cas, le n÷ud exécute la fonction UpdateStatus (algorithme 14). Cette

fonction est utilisée dans l'algorithme de clustering pour mettre à jour l'arbre couvrant du cluster
Tokenx.tree.

La communication entre deux clusters Cx et Cy s'appuie sur la sélection d'un lien de com-
munication privilégié, enregistré dans la variable Tokenx.gateway[y].

Après avoir mis à jour l'arbre couvrant Tokenx.tree, la fonction UpdateStatus véri�e si les
liens Tokenx.gateway sont encore accessibles. Cette fonction émule également l'exécution de la
procédure À la perte de la connexion vers de l'algorithme A si c'est nécessaire.

La fonction UpdateStatus cherche en�n à ajouter de nouveaux liens de communication au
système émulé. Si un n÷ud j voisin de i est dans un autre cluster, y = gatei[j] 6= x. Dans ce
cas, le lien (i, j) peut être utilisé comme lien passerelle entre les clusters Cx et Cy. Si y > x,
UpdateStatus enregistre ce lien dans le tableau Tokenx.gateway.

Ensuite, le n÷ud i exécute la procédure TriggerUpperLevel (algorithme 18). Cette procé-
dure émule la réception des messages en attente dans la variable listmsgi. Ces messages sont
enregistrés avec l'identi�ant du cluster émetteur, et l'identi�ant du dernier n÷ud du cluster
émetteur ayant relayé ce message. Si ce cluster est connu (c'est-à-dire dans Tokenx.gateway), le
n÷ud émule sa réception à l'aide de l'algorithme À la réception d'un message de l'algorithme A
(ligne 9). Si l'émetteur du message est inconnu, il est d'abord ajouté à Tokenx.gateway (ligne
7). Si le message provient d'un voisin connu, mais par un lien di�érent de celui enregistré dans
Tokenx.gateway, le n÷ud i ignore ce message ou émule une perte de connexion entre le n÷ud
virtuel et ce cluster (ligne 11 à 20).

Le système émulé peut donc subir un changement topologique, et peut suivre une ou plusieurs
transitions dé�nies par l'algorithme A.

4.6 Démonstration émulation

Dans cette section, nous prouvons que le clustering émule le comportement d'un système
distribué exécutant un algorithme distribué A, c'est-à-dire que ce système distribué respecte la
spéci�cation présentée dans la section 4.4.

Cet algorithme A est un algorithme distribué écrit pour un système se comportant conformé-
ment à notre modèle. La détection du voisinage dans le système émulé s'appuie sur les communi-
cations entre les n÷uds virtuels. Nous supposons donc qu'en exécutant l'algorithme A, tous les
n÷uds du système envoient régulièrement des messages à chacun de leurs voisins. En particulier,
cette hypothèse est véri�ée par notre algorithme de clustering. En e�et, chaque n÷ud envoie un
message Cluster à tous ses voisins à chaque fois qu'il reçoit le jeton de son cluster, c'est-à-dire
in�niment souvent. Cela nous permettra de démontrer l'algorithme de clustering hiérarchique
présenté à la section 3.4.
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Dans un premier temps, nous dé�nissons un nouveau système distribué, ainsi qu'une appli-
cation f qui extrait une con�guration de ce système à partir d'une con�guration du système de
départ.

Nous démontrons ensuite que ce système a un comportement conforme à notre modèle (section
1.4), et que son graphe de communication correspond bien au clustering calculé sur le système
de départ.

Ensuite, nous montrons qu'au cours de toute exécution, les modi�cations apportées au sys-
tème émulé correspondent à des transitions ou à des changements topologiques dans le système
émulé. Toute exécution sur le système distribué initial induit ainsi une exécution sur le système
émulé.

Cela permet de conclure que le système distribué initial �nit presque sûrement par véri�er la
spéci�cation présentée à la section 4.4.

4.6.1 Système distribué virtuel

Dans le chapitre 3, nous avons présenté des mécanismes permettant à un cluster de se com-
porter comme un n÷ud virtuel. Les variables que possède un cluster Cx en tant que n÷ud
virtuel sont contenues dans son jeton Tokenx. Nous construisons donc un système distribué ne
comportant que les clusters possédant un jeton.

Lorsqu'un cluster passe en destruction, celui-ci disparaîtra de ce système distribué, ce qui
apparaîtra comme la déconnexion de ce n÷ud.

Cela nous amène à considérer le système distribué suivant :

Dé�nition 42. Soit une con�guration γ. Nous considérons le système distribué composé des
éléments suivants :

�
∼
G(1) =

( ∼
V (1),

∼
E(1)

)
est un graphe non-orienté tel que

∼
V (1) = {x/Cγx non en destruction}

et
∼
E(1) =


Cγx et C

γ
y voisins tel que x ∈ Tokeny.N,

(x, y) ∈
( ∼
V (1)

)2

/ y ∈ Tokenx.N, et ∃(i, j) ∈ V γ tel que

Tokenx.gatway[y] = (i, j) et Tokeny.gateway[x] = (j, i)

 ;

� un algorithme distribué A.

L'ensemble d'arête
∼
E(1) correspond à la relation de voisinage entre clusters, en ne considérant

que les liens détectés par le système.
Une con�guration de ce système distribué peut ainsi être obtenue à partir d'une con�guration

du système de départ en conservant uniquement les informations relatives au système émulé.

Dé�nition 43. Soit une con�guration γ.
On note γ(1) = f (1)(γ) la con�guration sur ce système distribué construite de la façon sui-

vante :

�
∼
G(1) ;

� varγ
(1)

Cx
= Tokenx.var

γ ;

� Mγ(1) =

{
(msg, param, x, y)/∃(Transmit, (msg[param], path, x, y), i, j) ∈Mγ

tel que i ∈ Cγx , j ∈ path, et end(path) ∈ Cγy

}
⋃{ (msg, param, x, y)/∃i ∈ Cγx , j ∈ Cγy

tel que (msg, i, x) ∈ listmsgγj et (i, j) ∈ Eγ
}
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Les variables du système émulé sont portées par les jetons des clusters. Lorsqu'un n÷ud virtuel
envoie un message dans le système émulé, celui-ci est encapsulé dans un message Transmit, et
relayé le long d'un chemin jusqu'à un n÷ud du cluster destinataire. Le message est ensuite
enregistré dans la variable listmsg de ce n÷ud. Lorsque le jeton du cluster destinataire visite ce
n÷ud, il émule la réception par le n÷ud virtuel destinataire de tous les messages dans listmsg. Les
messages en transit dans le système émulé sont donc soit encapsulés dans un message Transmit,
soit en attente de traitement dans la variable listmsg d'un n÷ud.

Nous ne considérons, dans cet ensemble de messages, que les messages transportés sur un lien

présent dans
∼
G(1). Nous démontrerons plus loin que si d'autres messages sont encapsulés dans

un message Transmit, ceux-ci n'arriveront pas à destination ou seront ignorés.
Ce système est dynamique, puisque le clustering évolue au cours du temps.
Nous avons désormais un système distribué et une fonction d'extraction des con�gurations.

Montrons que ce système se comporte conformément à la spéci�cation présentée en section, 4.4.

4.6.2 Compatibilité avec le modèle et correspondance au clustering

Nous montrons dans un premier temps que chaque n÷ud de ce système �nit par s'éveiller.
Cette propriété sera en e�et nécessaire pour montrer que le graphe de communication du système
émulé �nit par être le graphe d'adjacence des clusters.

Proposition 44. Chaque n÷ud x du système distribué émulé �nit par s'éveiller, ou par quitter
le système.

Démonstration. Soit γ une con�guration du système de départ.
Soit x un n÷ud endormi du système distribué émulé, présent dans la con�guration f (1)(γ).

Par dé�nition du système émulé, le n÷ud x correspond à un cluster qui n'est pas en destruction,
donc possédant un jeton Tokenx, en transit dans la con�guration γ. D'après les hypothèses de
notre modèle, ce message jeton �nira par être reçu, ou par disparaître pendant un changement
topologique.

Si le jeton est reçu par un n÷ud de son cluster, ou par un n÷ud qu'il recrute, alors la
fonction TriggerUpperLevel (algorithme 18) est appelée. Soit cette fonction émule la réception
d'un message par le n÷ud x, entraînant son éveil, soit cette fonction décrémente la variable T
contenue dans le jeton. Si Tokenx.T = 0, le n÷ud émule l'exécution de la procédure wakeup()
de l'algorithme A par le n÷ud virtuel x.

Si le jeton est reçu par un n÷ud extérieur à son cluster, qu'il ne peut recruter, alors il est
simplement renvoyé à l'expéditeur.

Si le jeton est perdu pendant un changement topologique, le n÷ud x disparait du système
émulé, ce qui apparait comme une déconnexion dans le système émulé.

Ainsi, par une récurrence sur la valeur de Tokenx.T , un n÷ud �nit par émuler l'exécution de
la procédure wakeup() de l'algorithme A par le n÷ud virtuel x.

Nous démontrons maintenant ce système est cohérent avec le clustering.

Lemme 45. Chaque n÷ud j �nit par connaître les clusters qui lui sont adjacents.

Démonstration. Dans un cluster Cx, d'après la propriété de percussion des marches aléatoires,
chaque n÷ud i reçoit le jeton Tokenx et exécute la fonction À la réception d'un message Token
(algorithme 10) in�niment souvent. À chaque fois, le n÷ud i envoie un message Cluster[clusteri]
à tous ses voisins.
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D'après la propriété 32, on sait qu'en l'absence de changement topologique, le n÷ud i �nira
par ne plus changer de cluster : dans toute exécution dépourvue de changement topologique E =
(γ1, . . . , γn, . . . ), il existe une con�guration γp telle que pour tout q > p, clusterγqi = cluster

γp
i .

À partir de la con�guration γp, les messages Cluster envoyés par le n÷ud i sont forcément
d'identi�ant clusteri.

Le n÷ud i ne peut donc envoyer qu'un nombre �ni de Cluster ayant un identi�ant di�érent
de x. De plus, d'après notre modèle, tous ces messages Cluster �niront par être reçus.

Ainsi, au bout d'un moment, les voisins du n÷ud i ne reçoivent plus que des messages
Cluster[cluster

γp
i ], et enregistrent gate[i] = cluster

γp
i (algorithme 13).

Chaque n÷ud �nit donc par connaître le cluster auquel appartient chacun de ses voisins.

Lemme 46. Un message Transmit bien formé, tant que les informations qu'il contient restent
valides, �nit par être reçu par un n÷ud appartenant au cluster de destination, c'est-à-dire si
(Transmit, (msg[param], path, x, y), e, i) ∈ Mγ avec path = i1, · · · , il, tel que i1, · · · , il−1 ∈
Cx, il ∈ Cy et ∀p ∈ {1, . . . , l − 1}, (ip, ip+1) ∈ Eγ, alors il existe une con�guration γ′ tel que
(msg[param], il−1, x) ∈ listmsgil .

Démonstration. Soit une con�guration γ et soit un message (Transmit, (msg[param], path, x, y),
e, i) ∈ Mγ avec path = i1, · · · , il, i1, · · · , il−1 ∈ Cγx , il ∈ Cγy et ∀p ∈ {1, l − 1}, (ip, ip+1) ∈ Eγ .
Supposons que les n÷uds i1, · · · , il ne changent pas de cluster.

D'après notre modèle, le message (Transmit, (msg[param], path, x, y), e, i) �nit par être reçu.
Lorsque c'est le cas :

� si path = ∅ (on a alors i ∈ Cy), alors i �nit par recevoir le message Transmit. Il exécute
alors l'algorithme 17 ligne 2 et conserve (msg[param], e, x) dans listmsgj ;

� si path 6= ∅ (on a alors i ∈ Cx), i �nit par recevoir le message Transmit. Il exécute
l'algorithme 17 ligne 5. Ainsi (Transmit, (msg[param], tail(path), x, y), i, head(path)) ∈
Mγ′ .

Ainsi, par récurrence sur la longueur du chemin, et tant qu'il n'y a pas de changement
topologique et qu'aucun n÷ud du chemin path ne change de cluster, on montre que msg[param]
�nit par être stocké sur le dernier n÷ud du chemin, dans la variable listmsg.

Nous montrons maintenant que deux clusters adjacents �nissent par être voisins dans le
système émulé. Pour cela, nous commençons par montrer que si un lien invalide est enregistré
dans la variable Tokenx.gateway d'un cluster, cette valeur �nit par être e�acée.

Lemme 47. Soit Cγx un cluster tel que Tokenγx.gateway[y] = (j, k). Si (j, k) 6∈ Eγ, ou si j 6∈ Cγx ,
ou si k 6∈ Cγy , alors il existe alors une con�guration γ′ telle que Tokenγ

′
x .gateway[y] = ⊥ et

telle que le n÷ud virtuel x vient d'exécuter la procédure À la perte de la connexion vers y de
l'algorithme A.

Démonstration. D'après le théorème 33, si Cx reste cohérent, Tokenx.tree �nira par être un
arbre couvrant à jour de Cx. Ainsi, dans le deuxième cas, j �nira par être enlevé de Tokenx.tree
par la fonction UpdateStatus(), algorithme 14 ligne 4, et alors Tokenx.gateway[y] ←⊥. La
procédure UpdateStatus émule alors l'exécution de la procédure À la perte de la connexion vers
y de l'algorithme A par le n÷ud virtuel x (ligne 21).

Si k n'est plus dans le cluster Cy, le n÷ud j �nit par le savoir d'après la propriété 45. Par la
propriété de percussion des marches aléatoires, le n÷ud j reçoit par la suite le jeton Tokenx. Le
n÷ud j exécute alors la procédure UpdateStatus, et que le n÷ud k soit dans un autre cluster,
ou que le lien (j, k) ne soit plus dans E, cette fonction émule l'exécution de l'algorithme À la
perte de la connexion vers y par le n÷ud virtuel x. De plus, Tokenx.gateway[y]← ⊥.
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Ainsi, dans tous les cas, le cluster x �nit par exécuter la procédure À la perte de la connexion
vers y, et la variable Tokenx.gateway[y] est a�ectée à ⊥.

Proposition 48. Soit Cx et Cy deux clusters voisins. On �nit par avoir Tokenx.gateway[y] =
(j, k) et Tokeny.gateway[x] = (k, j) avec (j, k) ∈ E, j ∈ Cx et k ∈ Cy, x ∈ Tokeny.N et
y ∈ Tokenx.N .

Démonstration. Considérons deux clusters voisins Cx et Cy. Nous supposons que le système est
dans une con�guration où le clustering a convergé, et qu'il n'y a pas de changement topologique.

Supposons sans perte de généralité que x > y :

1. On �nit par avoir Tokenx.gateway[y] ∈ E :

Si Tokenx.gateway[y] contient un lien non valide, alors d'après le lemme 47, on �nit par
avoir Tokenx.gateway[y] = ⊥.
Si Tokenx.gateway[y] =⊥, alors {i ∈ Cx/∃j ∈ Cy, (i, j) ∈ E} 6= ∅. D'après la propriété
de percussion des marches aléatoires, Tokenx �nit par visiter un n÷ud α qui possède un
voisin β ∈ Cy. D'après le lemme 45, gateα[β] = y. La fonction UpdateStatus() (algorithme
14 ligne 15) ajoute y à Tokenx.N , et modi�e Tokenx.gateway[y]← (α, β) ∈ E.

2. Ensuite, on a �nalement Tokeny.gateway[x] = (β, α) :

D'après la propriété 44, le n÷ud virtuel x �nit par s'éveiller. Par hypothèse sur l'algorithme
A, ce n÷ud envoie régulièrement des messages à ses voisins une fois éveillé.

Ainsi le n÷ud virtuel x �nira par envoyer un message au n÷ud virtuel y puisque y ∈
Tokenx.N . Lorsque x envoie un message à y, il utilise la fonction A.Envoyer msg à
y(bu�er) (algorithme 19) qui place le message à envoyer dans une �le d'attente bu�er. En-
suite, la fonction TriggerUpperLevel récupère ce message, et l'encapsule dans un message
Transmit à l'aide de la fonctionEncapsulate (algorithme 15). Puisque Tokenx.gateway[y] =
(α, β) et que α ∈ Tokenx.tree, un chemin valide jusqu'à β est calculé et un message
Transmit bien formé est construit et envoyé. D'après le lemme 46, (msg[param], α, x) est
�nalement stocké dans listmsgβ .

Ensuite, d'après la propriété de percussion des marches aléatoires, Tokeny �nit par rendre
visite au n÷ud β, et TriggerUpperLevel() émule la réception de ce message par le n÷ud
virtuel y (algorithme 18).

Si le n÷ud x est inconnu du n÷ud y, ce dernier ajoute x à Tokeny.N et modi�e
Tokeny.gateway[x]← (β, α). Si le n÷ud x est connu, mais avec que Tokeny.gateway[x] 6=
(β, α), alors le n÷ud j émule l'exécution de l'algorithme À la perte de la connexion vers x
de l'algorithme A par le n÷ud virtuel y, et Tokeny.gateway[x] est mis à jour (ligne 11 à
17).

Ainsi, tôt ou tard, un lien (α, β) est choisi comme lien de communication privilégié, tel que
Tokenx.gateway[y] = (α, β) et Tokeny.gateway[x] = (β, α), Cy ∈ Tokenx.N et Cx ∈ Tokeny.N .

Corollaire 49. Si deux clusters Cx et Cy sont adjacents, alors ∃γ tel que (x, y) ∈ Eγ
(1)
. En

particulier, cela signi�e que
∼
G(1) �nit par être égal à G(1).

Ainsi, le système distribué dé�nit à la section 4.6.1 �nit bien par correspondre au clustering.
Pour s'assurer que ce système se comporte bien conformément au modèle, il nous reste à

véri�er que tout message émis, en l'absence de changement topologique, �nit par être reçu, et
que tout changement topologique �nit par être détecté par les n÷uds adjacents.
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Proposition 50. Quand un lien de communication du système virtuel disparaît, les deux n÷uds
qu'il relie �nissent par exécuter la fonction À la perte de la connexion vers de l'algorithme A.

Démonstration. Soit deux n÷uds x et y du système émulé, voisins, et tels que x > y. Par
dé�nition, il existe (i, j) ∈ V tel que Tokenx.gateway[y] = (i, j) et Tokeny.gateway[x] = (j, i). Si
un changement topologique survient dans le système émulé, supprimant le lien de communication
entre Cx et Cy, cela signi�e que au moins l'un des clusters a retiré le lien (i, j) de sa variable
Token.gateway.

Si Cγ
′

x et Cγ
′

y ne sont plus reliés par le lien (i, j) dans une con�guration γ′, cela signi�e que

le lien (i, j) n'apparaît pas dans Eγ
′
, que i 6∈ Cγ

′
x ou que j 6∈ Cγ

′
y .

D'après le lemme 47, alors les deux n÷uds virtuels vont �nir par exécuter la procédure À la
perte de la connexion vers de l'algorithme A.

Les seuls procédures modi�ant la variable Token.gateway sont la procédure UpdateStatus
(algorithme 14) et la procédure TriggerUpperLevel (algorithme 18). Si Tokenx.gateway[y] =
(i, j), UpdateStatus ne peut changer cette valeur que si le n÷ud i n'est plus dans l'arbre couvrant
Tokenx.tree, ou lors de la réception du jeton Tokenx par le n÷ud i, si j n'est plus voisin (ligne
17). Dans les deux cas, les clusters exécuteront la procédure À la perte de la connexion vers
d'après ce qui précède.

La procédure TriggerUpperLevel ne peut modi�er Tokenx.gateway[y], puisque x > y (ligne
11). La procédure TriggerUpperLevel ne modi�e la variable Tokeny.gateway[x] que lors de
la réception d'un message venant de x par un autre lien que (i, j). Cela signi�e que la valeur
Tokenx.gateway[y] 6= (i, j), et par conséquent, puisque Tokenx.gateway[y] 6= Tokeny.gateway[x],

les n÷uds x et y ne sont pas voisins dans le système émulé, c'est-à-dire (x, y) 6∈ Ef (1)(γ).
Ainsi, si un lien est enlevée du système distribué émulé, les deux n÷uds adjacents �nissent

par exécuter la procédure À la perte de la connexion vers.
De la même façon, la disparition d'un n÷ud dans le système distribué virtuel �nira par être

détectée par les n÷uds virtuels adjacents.

Les changements topologiques �nissent donc par être détectés par les n÷uds du système
virtuel. Nous montrons maintenant que les messages émis �nissent par être reçus. Pour cela,
nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 51. Soit Cx et Cy deux clusters voisins dans le système. Soit (i, j) = Tokenx.gateway[y].
Si le n÷ud virtuel x envoie un message au n÷ud virtuel y et que ces n÷uds restent voisins, alors
le message �nit par être enregistré dans la variable listmsgj.

Démonstration. Soient deux clusters Cγx et Cγy voisins dans le système distribué, c'est-à-dire

(x, y) ∈ Ef (1)(γ). On suppose que le n÷ud virtuel x envoie un message au n÷ud virtuel y.
L'envoi d'un message par le n÷ud virtuel x se produit durant l'exécution de la procédure

TriggerUpperLevel, durant le traitement du message Tokenx par un n÷ud i ∈ Cγx . La procédure
Encapsulate (algorithme 15) calcule, à l'aide des informations présentes dans le jeton, un chemin
path jusqu'au lien de communication (j, k) = Tokenx.gateway[y]. Le message émis est ensuite
encapsulé dans un message Transmit, ainsi que ce chemin.

Soit le message Transmit est bien formé, c'est-à-dire (Transmit,msg[param], path, x, y)
avec path = i1, . . . , il−1 ∈ Cγx , il ∈ Cγy , et ∀p ∈ {1, . . . , l− 1}(ip, ip+1) ∈ Eγ . Dans ce cas, d'après
la proposition 46, et sous réserve que le chemin reste valide, il existe une con�guration γ′ dans
l'exécution telle que (msg[param], il−1, x) ∈ listmsgil .

Si le chemin est ou devient invalide, alors cela signi�e que deux n÷uds du chemin ne sont
plus voisins, ou qu'un n÷ud du chemin a changé de cluster. Ce chemin étant un chemin dans
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l'arbre Tokenx.treeγ , cet arbre n'est plus un arbre couvrant du cluster. Or, d'après le théorème
33, le système revient à une con�guration valide. Par conséquent, l'arbre Tokenx.tree �nit par
être mis à jour, et la passerelle Tokenx.gateway[y] est alors e�acée (procédure UpdateStatus,
algorithme 14). Par dé�nition du système distribué émulé, les n÷uds virtuels x et y ne sont alors
plus voisins.

Ainsi, si les n÷uds restent voisins dans le système émulé, le message �nit par être enregistré
dans la variable listmsgil du n÷ud passerelle appartenant à Cy.

Ce lemme nous permet de montrer que tout message émis au niveau supérieur �nit par être
reçu en l'absence de changement topologique.

Proposition 52. Tant que deux clusters restent voisins dans le système virtuel, tout message
envoyé de l'un à l'autre �nira par être reçu.

Démonstration. Soient deux clusters Cγx et Cγy voisins dans le système distribué, c'est-à-dire

(x, y) ∈ Ef (1)(γ). On suppose que le n÷ud virtuel x envoie un message au n÷ud virtuel y.
D'après le lemme 51, si les n÷uds restent voisins, le message émis �nit par être enregistré

dans la variable listmsg du n÷ud passerelle appartenant à Cy.
Par la suite, par propriété de percussion des marches aléatoires, si j reste dans le cluster Cy,

il �nit par recevoir le jeton Tokeny. Le n÷ud j exécute alors la procédure TriggerUpperLevel
(algorithme 18) qui émule la réception des messages en attente dans la variable listmsgj par le
n÷ud virtuel y. De plus, si le n÷ud j quitte le cluster Cy, alors par dé�nition du système émulé,
les n÷uds x et y ne sont plus voisins. Par conséquent, tout message émis �nit par être reçu, sauf
en cas de changement topologique dans le système émulé.

Nous avons donc montré que le système virtuel dé�nit dans la section 4.6.1 est un système
distribué se comportant de manière conforme au modèle présenté dans la section 1.4.

4.6.3 Exécution sur le système distribué

Toute exécution de l'algorithme sur le système distribué induit des transformations du sys-
tème distribué émulé. Nous démontrons ici que chacune de ces transformations est soit une
transition de l'algorithme distribué A, soit un changement topologique autorisé par le modèle,
formant ainsi une exécution de l'algorithme A sur le système distribué émulé.

Montrons dans un premier temps que toute transition de notre algorithme induit un segment
d'exécution (éventuellement vide) de l'algorithme A sur le système émulé (théorème 60).

La réception d'un message Recruit ne modi�e pas le système émulé. Lorsqu'un n÷ud est
recruté dans un cluster Cx, ce cluster peut avoir un nouveau cluster voisin Cy. Cependant,
tant que ce voisin n'est pas détecté par le cluster Cx (c'est-à-dire y ∈ Tokenx.N), le lien de
communication n'apparaît pas dans le système émulé. Ce lien �nira par être détecté d'après la
propriété 48.

Lemme 53. Si γ `Recruit[x] γ′, alors f (1)(γ) = f (1)(γ′).

Démonstration. Les variables des n÷uds virtuels sont portées par les messages Token. Par consé-
quent, la réception d'un message Recruit[x] laisse les variables du système émulé inchangées :

∀var, ∀x ∈
∼
V
f (1)(γ′)

=
∼
V
f (1)(γ)

, var
f (1)(γ′)
x = var

f (1)(γ)
x

Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message Recruit[x], il exécute la procédure JoinOrdinary (al-
gorithme 5).
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De plus, pour tout cluster Cx, Tokenx.N
γ′ = Tokenx.N

γ et Tokenx.gateway
γ′ =

Tokenx.gateway
γ . Par conséquent,

∼
E
f (1)(γ′)

=
∼
E
f (1)(γ)

et
∼
G
f (1)(γ′)

=
∼
G
f (1)(γ)

Puisque la procédure JoinOrdinary ne modi�e pas la variable listmsgi, et puisqu'aucun
message Transmit n'est émis,Mγ′(1) =Mγ(1) .

On en déduit que f (1)(γ′) = f (1)(γ).

De la même façon, la réception d'un message Cluster[x] n'a aucun impact sur la con�guration
du système émulé. Si ce message révèle un changement dans le graphe d'adjacence des clusters,
celui-ci n'apparaîtra dans le système émulé que lorsque le jeton Tokenx sera modi�é. La propriété
48 nous garantit que ce sera bien le cas.

Lemme 54. Si γ `Cluster[x] γ′, alors f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Démonstration. Lors de la réception d'un message Cluster[x] sur un n÷ud i, ce n÷ud modi-
�e uniquement sa variable gatei et n'envoie aucun message (algorithme 13). Par conséquent,
l'ensemble des messages en transit dans le système émulé ne change pas :Mγ′(1) =Mγ(1) .

De même, les variables des n÷uds du système émulé ne changent pas : ∀var, ∀x ∈
∼
V
f (1)(γ′)

=
∼
V
f (1)(γ)

, var
f (1)(γ′)
x = var

f (1)(γ)
x .

En�n, pour tout cluster Cx, N
f (1)(γ′)
x = Tokenx.N

γ′ = Tokenx.N
γ = N

f (1)(γ)
x et

Tokenx.gateway
γ′ = Tokenx.gateway

γ .
Par conséquent, puisque Gγ

′
= Gγ , le graphe de communication du système émulé ne change

pas : Gf
(1)(γ′) = Gf

(1)(γ), et ainsi f (1)(γ′) = f (1)(γ).

La réception d'un message ACK[x] n'a également aucun impact sur la con�guration du
système distribué émulé.

Lemme 55. Si γ `ACK[x] γ
′, alors f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Démonstration. Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message ACK[x], il exécute l'algorithme 9. Soit il
l'ignore, soit il envoie un message Delete[x] à l'expéditeur.

Dans tous les cas, les variables des n÷uds virtuels sont inchangées : ∀var,∀x ∈
∼
V
f (1)(γ′)

=
∼
V
f (1)(γ)

, var
f (1)(γ′)
x = var

f (1)(γ)
x .

De même, les messages en transit dans le système émulé, ainsi que son graphe de communi-
cation, sont inchangés.

Par conséquent, f (1)(γ′) = f (1)(γ).

La réception d'un message Transmit laisse le système émulé inchangé. En e�et, même si le
message est enregistré sur un n÷ud du cluster destinataire Cy, il ne sera reçu que lorsque le jeton
Tokeny visite ce n÷ud.

Lemme 56. Si γ `Transmit γ′, alors f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Démonstration. Lorsque un n÷ud i reçoit un message Transmit[msg, path, x, y], il exécute la
procédure À la réception d'un message Transmit, algorithme 17.

Si le message encapsulé est relayé au suivant sur le chemin (ligne 2), ou s'il est enregistré
dans la variable listmsgi, alors par dé�nition du système distribué émulé, le message reste dans
l'ensemble des messages en transitMf (1)(γ′) =Mf (1)(γ).
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Dans les autres cas, le message est ignoré. Or, d'après la propriété 46, si le lien de communi-
cation est encore présent dans le système émulé ((x, y) ∈ Ef (1)(γ)), le message encapsulé �nit par
être enregistré dans la variable listmsg d'un n÷ud du cluster Cy. Par conséquent, cela signi�e

que le (x, y) 6∈ Ef (1)(γ). Par conséquent, par dé�nition du système émulé, ce message n'est pas
dans le multi-ensembleMf (1)(γ) =Mf (1)(γ).

Ainsi, dans tous les cas, f (1)(γ′) = f (1)(γ).

La réception d'un message Delete[x] peut modi�er le cluster Cx. Ainsi, si un n÷ud adjacent
à l'arête Tokenx.gateway[y] quitte son cluster, le lien (x, y) est enlevé du système émulé. Dans
tous les autres cas, le système émulé est inchangé.

Pour démontrer cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 57. Soit un n÷ud i ∈ V γ. Les messages en attente dans la liste listmsgγi sont à
destination du n÷ud virtuel x.

Démonstration. La variable listmsgi d'un n÷ud i ne peut être modi�ée que par les procédures
Leave (algorithme 6), À la réception d'un message Transmit (algorithme 17) et TriggerUpperLevel
(algorithme 18).

Lorsqu'un n÷ud i reçoit un message Transmit[msg, path, x, y] venant d'un n÷ud e, il enre-
gistre (msg, e, x) dans listmsgi (ligne 2) seulement si i ∈ Cy, c'est à dire si clusteri = y.

Le n÷ud i ne peut changer de cluster que lorsqu'il reçoit un message Delete[y] (algorithme
7), lorsqu'il détecte une perte de connexion avec son père (algorithme À la perte de la connexion
vers), ou s'il est un n÷ud ordinaire recruté dans le c÷ur d'un autre cluster (ligne 20 à 29
algorithme 10). Dans tous les cas, le n÷ud exécute la procédure Leave, qui vide la liste listmsgi.

Ainsi, les messages en attente dans la liste listmsgi sont tous adressés au cluster clusteri.

Lemme 58. Si γ `Delete[x] γ′, alors soit f (1)(γ′) = f (1)(γ), soit f (1)(γ′) résulte de f (1)(γ) par la
perte d'un lien de communication.

Démonstration. Par dé�nition, il n'y a pas de message Delete[x] en circulation dans un cluster
cohérent. Par conséquent, si un message Delete[x] est en transit, c'est soit que le cluster Cx est en
destruction, soit qu'un changement topologique a eu lieu au sein de Cx. Lorsqu'un n÷ud i reçoit
un message Delete[x], il exécute la procédure À la réception d'un message Delete (algorithme
7).

Si ce message est ignoré, alors f (1)(γ′) = f (1)(γ).
Si le message à été envoyé par le n÷ud e = fatheri, le n÷ud i quittent le cluster Cx et vide

la liste des messages en attente listmsgi.
Si le cluster Cx est en destruction, alors par dé�nition ce cluster ne fait pas partie du système

émulé. Or, d'après le lemme 57, les messages enregistrés dans la variable listmsg sont adressés au
cluster Cx. Par conséquent, ces messages ne sont pas dans le multi-ensembleMf (1)(γ) =Mf (1)(γ),
et f (1)(γ′) = f (1)(γ).

S'il existe y et l tel que Tokenx.gateway[y] = (i, l), alors par dé�nition du système émulé,
les n÷uds x et y ne sont plus voisins dans le système émulé, et f (1)(γ′) résulte de f (1)(γ) par la
disparition du lien de communication (x, y).

Dans les autres cas, par dé�nition, le graphe de communication du système émulé est in-
changé, c'est-à-dire Gf

(1)(γ′) = Gf
(1)(γ). De plus, si un message est enlevé de listmsgi, d'après

le lemme 51 cela signi�e que i est utilisé comme passerelle vers un cluster voisin, c'est-à-dire
qu'il existe y et l tel que Tokeny.gateway[x] = (l, i), ce qui nous ramène au cas précédent. Les

messages enlevés sont donc dans un canal de communication qui disparait de
∼
E.
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C'est lors de la réception d'un jeton Token que l'exécution sur le système va avoir lieu.
En e�et, lorsque le jeton est reçu par un n÷ud i de son cluster, la fonction UpdateStatus est
appelée et véri�e s'il y a eu des changements topologiques. Si ces changements ont un impact sur
le système émulé, le n÷ud i émule l'exécution de la procédure À la perte de la connexion vers de
l'algorithme A par le n÷ud virtuel x. Ensuite, les messages en attente dans la variable listmsgi
sont traités l'un après l'autre, la fonction TriggerUpperLevel émulant leur réception par le n÷ud
virtuel x. Ainsi, selon s'il y a ou non des messages en attente, et selon les éventuels changements
topologiques, le système émulé reste dans la même con�guration ou la nouvelle con�guration
résulte de la précédente par l'exécution d'une séquence de transition de l'algorithme A sur le
système émulé.

Lemme 59. Si γ `Tokenx γ
′, alors f (1)(γ′) = f (1)(γ), f (1)(γ) `∗A f (1)(γ′) ou il existe ω, ω′ telle

que f (1)(γ) `∗A ω, ω′ `∗A f (1)(γ) et ω′ se déduit de ω par un changement topologique.

Démonstration. Lorsqu'un noeud i reçoit un jeton Tokenx, il exécute la fonction À la réception
d'un message Token, (algorithme 10). Les cas suivants sont possibles :

� le jeton est renvoyé à l'expéditeur,
� le n÷ud i initie la destruction du cluster Cx,
� le n÷ud i est dans Kx,
� le n÷ud i est un n÷ud ordinaire non recruté,
� le n÷ud i est recruté dans le c÷ur Kx.
Si le jeton est renvoyé à l'expéditeur, la con�guration du système distribué émulé ne change

pas, c'est-à-dire f (1)(γ′) = f (1)(γ).
Si le n÷ud i initie la destruction du cluster Cx, celui-ci devient un cluster en destruction

et disparaît de Gf
(1)(γ′). Par conséquent, f (1)(γ′) se déduit de f (1)(γ) par la déconnexion d'un

n÷ud.
Si le n÷ud i est dans Kx, ou s'il est un n÷ud ordinaire non recruté (ligne 2 à 12 et ligne 14

à 19), alors le n÷ud i exécute la fonction UpdateStatus, puis la fonction TriggerUpperLevel.
La fonction UpdateStatus (algorithme 14) véri�e si les clusters voisins sont encore accessibles
via l'arbre Tokenx.tree (ligne 16 à 21), puis émule éventuellement l'exécution de la fonction À
la perte de la connexion vers de l'algorithme A par le n÷ud virtuel x. Ensuite, cette fonction
détecte les éventuels nouveaux voisins en parcourant la variable gatei (ligne 23 à 26). Ces étapes
peuvent modi�er le graphe de communication du système distribué émulé.

La fonction TriggerUpperLevel émule ensuite la réception des messages en attente dans
la variable listmsgi (ligne 4 ou 9, algorithme 18). Durant cette étape, toutes les modi�cations
apportées au système émulé correspondent donc à des transitions de l'algorithme A, exécutées
de manière atomique par le n÷ud clusteri du système émulé. Par conséquent, f (1)(γ′) = f (1)(γ),
f (1)(γ) `∗A f (1)(γ′) ou il existe ω, ω′ telle que f (1)(γ) `∗A ω, ω′ `∗A f (1)(γ) et ω′ se déduit de ω
par un changement topologique.

Si le n÷ud i est recruté dansKx (ligne 21 à 29, algorithme 10) et ne change pas de cluster, l'im-
pact sur le système distribué émulé est le même que dans le cas précédent. Si le n÷ud change de
cluster, les messages en attente dans la liste listmsgi sont supprimés. Ensuite, comme précédem-
ment, les fonctions UpdateStatus et TriggerUpperLevel sont appelées, et soit f (1)(γ′) = f (1)(γ),
f (1)(γ) `∗A f (1)(γ′), soit il existe ω, ω′ telle que f (1)(γ) `∗A ω, ω′ `∗A f (1)(γ) et ω′ se déduit de ω
par un changement topologique.

Par conséquent, dans tous les cas, f (1)(γ′) = f (1)(γ), f (1)(γ) `∗A f (1)(γ′) ou il existe ω, ω′

telle que f (1)(γ) `∗A ω, ω′ `∗A f (1)(γ) et ω′ se déduit de ω par un changement topologique.
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Ces lemmes nous permettent de démontrer que lors de toute transition, les modi�cations
apportées au système émulé forment une exécution de l'algorithme A.

Proposition 60. Si γ ` γ′, alors f (1)(γ) = f (1)(γ′) ou f (1)(γ) `∗A f (1)(γ′) ou ∃ω, ω′ deux
con�gurations du système virtuel, telles que f (1)(γ) `∗A ω, ω′ `∗A f (1)(γ′) et où ω′ dérive de ω
par un changement topologique.

Il nous reste à véri�er que lors d'un changement topologique, le système émulé se comporte
conformément à l'algorithme A.

L'ajout d'un lien de communication peut éventuellement faire apparaître de nouveaux liens
de communication dans le système émulé. Cependant, cela ne se produira que lorsque ces liens
seront détectés par la visite d'un jeton sur l'un des n÷uds qui leur sont adjacents. Ainsi, f (1)(γ′) =
f (1)(γ).

Lorsqu'un n÷ud est ajouté au système, il exécute la procédure Init (algorithme 19) et est
non clusterisé. Par conséquent, f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Lemme 61. Si γ′ se déduit de γ par l'ajout d'un lien de communication, ou par l'ajout d'un
n÷ud, alors f (1)(γ) = f (1)(γ′).

Démonstration. L'ajout d'un n÷ud ou d'un lien de communication ne modi�e pas la valeur des

variables dans les jetons. Ainsi, pour tout cluster Cx, Token
f (1)(γ′)
x .gateway = Token

f (1)(γ)
x .gateway,

et le graphe de communication du système émulé est inchangé.
Par conséquent, f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Par contre,
∼
G(1) 6= G(1). On �nira par avoir

∼
G(1) = G(1) d'après la propriété 49, donc il existe

γ′ et γ′′ tels que γ `∗ γ′ ` γ′′ avec Gf (1)(γ′) 6= Gf
(1)(γ′′) = G(1).

Lorsqu'un lien (i, j) de communication disparaît dans le système de départ, cela peut entraîner
la disparition d'un lien de communication dans le système émulé si ce lien est une arête de l'arbre
couvrant d'un cluster, ou si ce lien est la passerelle choisie entre deux clusters. Cependant, tant
que cette perte n'est pas détectée, le graphe de communication du système distribué est inchangé.
La proposition 48 a�rme qu'un tel changement topologique �nira par être détecté et traité.

Lemme 62. Si γ′ se déduit de γ par la suppression d'un lien de communication (i, j) tel que
Tokenx.gateway[y] 6= (i, j) et Tokeny.gateway[x] 6= (i, j) , alors f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Démonstration. Lors d'un changement topologique, les variables sur les n÷uds ne changent pas.
Par conséquent, i et j restent dans leur cluster respectif. Ainsi, par dé�nition du système émulé,
Ef

(1)(γ′) = Ef
(1)(γ).

Par conséquent, f (1)(γ′) = f (1)(γ).

Lemme 63. Si γ′ se déduit de γ par la suppression d'un lien de communication (i, j) tel que
Tokenx.gateway[y] = (i, j) et Tokeny.gateway[x] = (j, i) , alors f (1)(γ′) se déduit de f (1)(γ)
par la perte du lien de communication (x, y).

Démonstration. Par dé�nition du système émulé, puisque le lien Tokenx.gateway[y] 6∈ Eγ′ , les
n÷uds x et y ne sont plus voisins dans f (1)(γ′).

En considérant la disparition d'un n÷ud comme la disparition de toutes les arêtes le reliant
au reste du système, on peut démontrer que tout changement topologique laisse le système émulé
inchangé, ou induit sur celui-ci un changement topologique.
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Proposition 64. Si γ′ dérive de γ par un changement topologique, alors f (1)(γ) = f (1)(γ′) ou
f (1)(γ′) dérive de f (1)(γ) par un changement topologique sur le système virtuel.

Démonstration. D'après les lemmes 61 à 63, et en considérant la disparition d'un n÷ud comme
la disparition de tous les liens le reliant au réseau.

Les propositions 60 et 64 nous permettent de conclure que toute exécution induit des modi-
�cations sur le système émulé qui forment une exécution de l'algorithme A.

Théorème 65. Toute exécution de notre algorithme sur le système distribué induit une exécution
de l'algorithme A sur le système distribué émulé.

Les changements topologiques d'un système distribué sont une cause d'instabilité. En parti-
culier dans notre algorithme de clustering, un changement topologique peut détruire un cluster.
Nous montrons donc qu'en l'absence de changement topologique dans le système distribué initial,
le système émulé ne subira qu'un nombre �ni de changements topologiques.

Proposition 66. Pour toute exécution ayant un nombre �ni de changements topologiques, l'exé-
cution induite sur le système émulé comporte un nombre �ni de changements topologiques.

Démonstration. En un temps �ni après le dernier changement topologique, le clustering cesse
d'évoluer d'après la proposition 28. Ensuite, le graphe de communication �nit par correspondre
au clustering, d'après le corollaire 49 de la proposition 48. Le graphe de communication du
système émulé ne change plus, et l'exécution induite ne peut comporter qu'un nombre �ni de
changements topologiques.

4.6.4 Conformité à la spéci�cation

Les sections précédentes nous permettent de montrer que toute exécution de notre algorithme
distribué véri�e la spéci�cation présentée à la section 4.4.

Théorème 67. Toute exécution de l'algorithme du chapitre 3 véri�e la spéci�cation présentée à
la section 4.4.

Démonstration. Soit une exécution E = (γ1, γ2, . . . ) contenant un nombre �ni de changements
topologiques. Cette exécution véri�e bien tout les points de la spéci�cation :

1. Correspondance au clustering :
� il existe un entier i tel que le graphe de communication dans f (1)(γi) soit le graphe des
clusters G(1) d'après la proposition 44.

2. Exécution induite :

� Pour tout i,
� soit f (1)(γi) = f (1)(γi+1) ;
� soit f (1)(γi) `∗A f (1)(γi+1) ;
� soit il existe deux con�gurations γ1, γ2 ∈ C(1), f (1)(γi) `∗A γ1, γ2 `∗A f (1)(γi+1) et γ1
résulte de γ2 par un changement topologique.

Ceci est vrai d'après le théorème 65.
� Il y a un nombre �ni de changements topologiques dans cette exécution d'après la pro-
position 66.

3. Conformité au modèle :
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� Si m ∈Mγj(1), il existe i > j tel que entreMγi(1) etMγi+1(1), la multiplicité de m soit
réduite de 1, et f (1)(γi) `∗A f (1)(γi+1) avec une transition correspondant à la réception
du message m d'après la proposition 52.

� si deux clusters x et y ne sont plus voisins dans une con�guration I, ils �nissent par
exécuter la procédure À la perte de la connexion vers d'après la proposition 50.

� si un n÷ud virtuel x est endormi dans f (1)(γi), il existe j > i tel que x soit éveillé dans
f (1)(γj), ou qu'il ait disparu, d'après la proposition 44.

Nous avons donc montré que toute exécution de l'algorithme du chapitre 3 véri�e la spéci-
�cation présentée dans la section 4.4, induisant une exécution légale de l'algorithme A sur le
système distribué composé des clusters.

4.7 Clustering hiérarchique

Dans cette section, on démontre le bon fonctionnement de l'algorithme de clustering hiérar-
chique présenté à la section 3.4.

Lorsqu'un système distribué exécute l'algorithme du chapitre 3, un clustering de celui-ci
est calculé. De plus, ce clustering est un nouveau système distribué. Si ce nouveau système
exécute lui aussi l'algorithme distribué du chapitre 3, un clustering de celui-ci est également
calculé, formant des clusters de clusters. En répétant cette démarche, on obtient un clustering
hiérarchique imbriqué du système.

Cette démonstration est composée d'une récurrence montrant que ce processus fonctionne
correctement, et créé bien un nombre �ni de niveaux hiérarchiques.

Lemme 68. Soit un système distribué véri�ant les hypothèses de notre modèle et exécutant
l'algorithme du chapitre 3. Toute exécution comporte un su�xe in�ni de con�guration véri�ant
la spéci�cation présenté à la section 2.1.3, dans lequel le clustering est constant.

Démonstration. Ce lemme est une simple reformulation du théorème 40.

Lemme 69. Soit un système distribué véri�ant les hypothèses de notre modèle, possédant au
moins deux n÷uds, et exécutant l'algorithme du chapitre 3. Le système extrait est de taille stric-
tement inférieure au système de départ, et de taille au moins 1.

Démonstration. Au bout d'un temps �ni après le dernier changement topologique, le système
distribué véri�e la spéci�cation de l'algorithme du chapitre 2 d'après le lemme 68. En particulier,
les clusters calculés sur ce système sont tous de taille au moins 2. Par conséquent, le nombre
de clusters est forcément strictement inférieur au nombre de n÷uds du système, c'est-à-dire
|V | > |V (1)|. De plus, cet algorithme calcule au moins un cluster, et |V (1)| ≥ 1.

Lemme 70. Soit un système distribué comportant au moins deux noeuds, véri�ant les hypo-
thèses de notre modèle, et exécutant l'algorithme du chapitre 3. Le système extrait est un système
distribué, véri�ant les hypothèses de notre modèle, et exécutant l'algorithme du chapitre 3.

Démonstration. Reformulation du théorème 67 indiquant que le système émulé véri�e la spéci�-
cation 4.4.

Théorème 71. L'algorithme de clustering présenté au chapitre 3 construit bien un clustering
hiérarchique imbriqué, et un arbre couvrant modulaire du réseau.
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Démonstration. Les deux points à véri�er sont :

� le processus construit bien un nombre �ni de niveaux ;
� dans chaque niveau, le clustering est bien construit, c'est-à-dire le système associé véri�e
la spéci�cation présentée à la section 2.1.3.

Montrons ces points par récurrence sur les niveaux hiérarchiques. Premièrement, le système
de départ se comporte conformément à notre modèle par hypothèse, et il exécute l'algorithme
présenté dans le chapitre 3. Ce système �nit donc par véri�er la spéci�cation présentée à la section
2.1.3 par le lemme 68. Par application du lemme 70 puis du lemme 68, toute exécution de notre
algorithme induit une exécution de notre algorithme sur le niveau hiérarchique supérieur. Ainsi,
dans chaque niveau hiérarchique, le système �nit donc par véri�er la spéci�cation présentée à la
section 2.1.3.

Le lemme 69 nous permet quand à lui de montrer que le nombre de niveaux est �ni.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un cadre formel nous permettant de démontrer le bon
fonctionnement de l'algorithme de clustering hiérarchique présenté à la section 3.4.

Cet algorithme s'appuie sur le fait que nos clusters émulent les n÷uds virtuels d'un nouveau
système distribué, exécutant l'algorithme distribué de notre choix.

De notre point de vue, un système distribué est donc la donnée d'un graphe de communication
et d'un algorithme distribué. Le graphe d'adjacence des clusters peut ainsi être associé à un
algorithme distribué A pour former un nouveau système distribué.

Nous avons ainsi introduit une spéci�cation traduisant, en terme d'exécution, le fait qu'un
clustering émule un système distribué. Pour cela, un nouveau système distribué est dé�ni de
manière formelle à partir du clustering. Les informations concernant ce système distribué étant
présentes dans l'algorithme d'émulation, les con�gurations du système émulé peuvent être ex-
traites des con�gurations du système initial.

Cette fonction d'extraction transforme ainsi toute exécution sur le système en une exécution
sur le système émulé : les con�gurations extraites au cours d'une exécution sont liées entre elles
par des séquences de transitions (et éventuellement des changements topologiques).

Ainsi, lorsqu'une modi�cation survient dans le système émulé, elle correspond exactement à
une séquence de transitions de l'algorithme du système émulé, accompagnée ou non de change-
ments topologiques autorisés par le modèle. De plus, pour toute exécution de notre algorithme
sur le système initial, les propriétés du modèle sont vraies dans l'exécution induite sur le système
émulé : tous les messages émis �nissent par être reçus, et tous les changements topologiques
�nissent par être détectés. Le système émulé est donc un système distribué conforme à notre
modèle.

Par la suite, nous utilisons cette propriété pour démontrer le bon fonctionnement de l'al-
gorithme de clustering hiérarchique présenté à la section 3.4. En e�et, chaque clustering, dans
chaque niveau logique, est un nouveau système distribué exécutant notre algorithme. Par consé-
quent, dans chaque niveau logique, le système �nit par véri�er la spéci�cation du clustering
présentée à la section 2.1.3. Il en résulte le calcul d'un clustering hiérarchique imbriqué du sys-
tème.
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4.9 Annexes

4.9.1 Évolution des clusters cohérents

Clusters cohérents : communications sortantes

Lemme 72. Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclenchée par la réception d'un
message Recruit[x] par un n÷ud n'appartenant pas à Cγx , alors C

γ′
x reste cohérent.

Démonstration. Soit Cγx un cluster cohérent. Soit i un n÷ud n'appartenant pas à Cγx recevant
un message Recruit[x] venant d'un n÷ud e dans Kγ

x . Les deux cas suivants sont possibles :
� Si i est dans un cluster (clusteri 6= (⊥, 0)), alors aucune variable ne change (ligne 1

algorithme 5 fonction JoinOrdinary). Ainsi ∀j ∈ V γ′ = V γ , varγ
′

j = varγj . Par conséquent,

Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ

x et Aγ
′
x = Aγx. De plus Mγ′ = Mγ \ {(Recruit, x, e, i)}. Toutes les

propriétés des clusters cohérents restent vraies et Cγ
′

x reste donc cohérent.
� Si i n'est pas dans un cluster, il rejoint Cγ

′
x sans entrer dans Kγ′

x (ligne 2, 3 et 4 de la
fonction JoinOrdinary). Le n÷ud i envoie un message ACK[x] au n÷ud e, clusteri ← x

et fatheri devient e. D'où K
γ′
x = Kγ

x , C
γ′
x = Cγx ∪ {i}. Puisque (Recruit, x, e, i) ∈ Mγ ,

par le premier point de la dé�nition des clusters cohérents, e ∈ Kγ
x = Kγ′

x . Ainsi i ∈ Cγ
′

x

possède un voisin dans Kγ′
x . De plus, Kγ

x est un ensemble dominant connexe de Cγx par
dé�nition des clusters cohérents. Par conséquent :
� |Kγ′

x | = |Kγ
x |

� Kγ′
x est un ensemble dominant connexe de Cγ

′
x

De plus,
Mγ′ =Mγ \ {(Recruit, x, e, i)} ∪{(ACK, x, i, e)}

∪
{

(cluster, x, i,m)/(i,m) ∈ Eγ′
} . Puisque e ∈

Kx, les points 1 à 5 de la dé�nition des clusters cohérents restent donc vrais.
fatheri ← e et e ∈ Kγ

x donc e est dans Aγx. Puisque i /∈ Cγx , la seule possibilité pour que
le n÷ud m ∈ Cγx avec fatherm = i est que (Tokenx, param,m, i) ∈ Mγ , et dans ce cas

(m, i) 6∈ Rγx par dé�nition de Aγx. Le n÷ud i est donc ajouté à Aγ
′
x en tant que feuille, et

Aγ
′
x reste connexe sans cycle.

Ainsi Cγ
′

x reste cohérent.

Lemme 73. Soit un n÷ud i non clusterisé, ou ordinaire et n'appartenant pas à Cγx . Si C
γ
x est

cohérent et si i reçoit un jeton Token avec Token.id = x, alors Cγ
′

x reste cohérent.

Démonstration.
� Si Tokenx.size ≥ K, le n÷ud i n'est pas recruté (ligne 38 à 40 de la fonction Token). Le
jeton Tokenx est renvoyé à son expéditeur e. Ainsi, aucune variable n'est modi�ée, d'où
Cγ

′
x = Cγx , K

γ′
x = Kγ

x etMγ′ =Mγ \{(Tokenx, param, e, i)}∪{(Tokenx, param, i, e)}. La
structure du cluster reste inchangée, les propriétés sur les messages restent vraies, Aγ

′
x = Aγx

et Tokenx.tree est inchangé.
Ainsi Cγ

′
x reste cohérent.

� Si (Tokenx.size < K), i est recruté en tant que n÷ud de c÷ur, c'est-à-dire qu'il entre dans

Kγ′
x (ligne 28 à 33 de la fonction Token). Ensuite i envoie le message Tokenx à un voisin

choisi uniformément au hasard, j, et envoie un message Recruit[x] à tous ses voisins. Par

82



4.9. Annexes

conséquent Kγ′
x = Kγ

x ∪ {i}, ∀var, ∀k 6= i, varγ
′

k = varγk , C
γ′
x = Cγx ∪ {i} et

Mγ′ =Mγ \ {(Tokenx, param, e, i)}
∪(Tokenx, param, i, j)}
∪{(Recruit, x, i,m)/(i,m) ∈ Eγ′}
∪{(Cluster, x, i,m)/(i,m) ∈ Eγ′}.

� |Kγ′
x | = |Kγ

x |+ 1 ≤ K.

� Kγ′
x reste un ensemble dominant connexe de Cγ

′
x .

Les propriétés sur la structure et sur les messages des clusters cohérents restent vraies.
De plus, (Tokenx, param, e, i) ∈ Mγ et e ∈ Kx donc e est la racine de l'arbre Aγx et

fatherγe = i. Le n÷ud i devient la racine de Aγ
′
x et fatherγ

′

i = j. Puisque Tokenx.tree[e] =

i, tree reste cohérent avec Aγ
′
x , et Tokenx.tree[i] = i. Les propriétés sur l'arbre couvrant

restent donc vraies.
Par conséquent, Cγ

′
x reste cohérent.

Lemme 74. Soit un n÷ud de c÷ur i dans Kγ
y , avec y < x par l'ordre lexicographique sur N2, et

tel que Cy soit complet. Si Cγx est cohérent et si i reçoit le jeton Tokenx, alors C
γ′
x reste cohérent.

Démonstration. Dans ce cas, le n÷ud i renvoie le message Tokenx à son expéditeur (ligne 39

de la fonction Token). Ainsi Kγ′
x = Kγ

x , C
γ′
x = Cγx . La structure du cluster est inchangée.

Mγ′ =Mγ \ {(Tokenx, param, e, i)} ∪ {(Tokenx, param, i, e)}. Les propriétés sur les messages
dans les clusters cohérents restent donc véri�ées.
Aγ

′
x = Aγx and Tokenx.tree est inchangé.

Par conséquent Cγ
′

x reste cohérent.

Lemme 75. Soit un n÷ud de c÷ur i dans Kγ
y , avec y < x en considérant l'ordre lexicographique.

Si Cγx est cohérent et si i reçoit le jeton Tokenx, alors C
γ′
x passe en destruction.

Démonstration. Dans ce cas, la fonction Token est exécutée, ligne 34 à 37. Aucune variable n'est
modi�ée, d'où Cγ

′
x = Cγx andK

γ′
x = Kγ

x .Mγ′ =Mγ\{(Tokenx, param, e, i)}∪{(Delete, x, i, e)}∪
{(Recruit, y, i, e)}. Par conséquent, il n'y a plus de jeton Tokenx dans le réseau.

Par dé�nition d'un cluster cohérent, tout les n÷uds ordinaires de Cγ
′

x = Cγx ont donc pour
père un n÷ud de Kγ′

x , et tous les messages Recruit[x] ont été émis par un n÷ud dans Kγ′
x

Fγ
′

x = Aγx est une forêt couvrante de Cγ
′

x constituée d'un seul arbre.
Puisque e ∈ Kγ

x et (Tokenx, param, e, i) ∈ Mγ , e est la racine de Aγx. Le n÷ud e est ainsi
le seul n÷ud de Cγ

′
x tel que fathere = i est un n÷ud n'appartenant pas à Cγx = Cγ

′
x , et

(Delete, x, i, e) ∈Mγ′ .

Ainsi Cγ
′

x devient un cluster en destruction.

Ces lemmes permettent de démontrer la proposition 20.

Proposition (Rappel de la proposition 20). Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est
déclenchée par la réception, sur un n÷ud n'appartenant pas à Cγx , d'un message venant de Cγx ,
alors Cγ

′
x reste cohérent ou passe en destruction.

Démonstration. (Preuve de la proposition 20). D'après les lemmes 72, 73, 74, 75, et puisque
par dé�nition des clusters cohérents, aucun message ACK[x] ne peut provenir de l'extérieur du
cluster, et il n'y a pas de message Delete[x] circulant dans le réseau.
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Clusters cohérent : communications internes

Lemme 76. Si Cγx est cohérent et si un noeud de Cγx reçoit un message Recruit[x], alors Cγ
′

x

reste cohérent.

Démonstration. Soit i un n÷ud de Cγx . Si i reçoit un message Recruit[x] venant d'un n÷ud e, e
est dans Kγ

x par dé�nition des clusters cohérents. Le n÷ud i exécute la fonction JoinOrdinary.
Puisque i est dans Cγx , aucune variable ne change (ligne 1, fonction JoinOrdinary). Ainsi

Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ

x , Aγ
′
x = Aγx et Tokenx.treeγ

′
= Tokenx.tree

γ .
Par conséquent Cγ

′
x reste cohérent.

Lemme 77. Si Cγx est cohérent et si un n÷ud ordinaire i dans Cγx reçoit le jeton Tokenx, alors
Cγ

′
x reste cohérent.

Démonstration.
� Si Tokenx.size ≥ K, (ligne 38 à 40, fonction Token), Tokenx.tree[i] 6= i : i renvoie

le jeton Token à l'expéditeur. Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ

x , Aγ
′
x = Aγx et Mγ′ = Mγ \

{(Tokenx, param, e, i)} ∪ {(Tokenx, param, i, e)}
Ainsi, Cγ

′
x reste cohérent.

� Si Tokenx.size < K, i devient un n÷ud de c÷ur (ligne 28 à 33 de la fonction Token),
envoie un message Recruit[x] à chacun de ses voisins et envoie le jeton Tokenx à un voisin

j choisi uniformément au hasard. Ainsi, Kγ′
x = Kγ

x ∪{i}, Cγ
′

x = Cγx , |Kγ′
x | = |Kγ

x |+ 1 ≤ K.

Par conséquent Kγ′
x reste un ensemble dominant connexe de Cγ

′
x .

Mγ′ =Mγ \ {(Tokenx, param, e, i)} ∪{(Tokenx, param, i, e)}
∪{(Recruit, x, i,m)/(m, i) ∈ Eγ′}
∪{(cluster, x, i,m)/(m, i) ∈ Eγ′}.

Toutes les propriétés sur les messages dans un cluster cohérent restent donc vraies, puisque
i ∈ Kγ′

x . i ∈ Cγx \Kγ
x donc i est une feuille de Aγx (propriété 4 de l'arbre couvrant, dé�nition

d'un cluster cohérent). i est retiré de l'arbre couvrant et ajouté en tant que racine de Aγ
′
x

puisque fathere = i et e était la racine de Aγx par la propriété 4 de l'arbre couvrant dans
la dé�nition d'un cluster cohérent.
Par conséquent Cγ

′
x reste cohérent.

Lemme 78. Si Cγx est cohérent et si un n÷ud i dans Kγ
x reçoit le jeton Tokenx en provenance

d'un n÷ud e, Cγ
′

x reste cohérent.

Démonstration. Dans ce cas, le n÷ud i exécute les ligne 1 à 17 de la fonction Token. Les va-
riables du jeton Tokenx sont mises à jour avec les informations locales, puis i envoie un message
Recruit[x] et un message Cluster[x] à chacun de ses voisins, et envoie le jeton Tokenx à un

voisin j choisi uniformément au hasard. Ainsi, Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ

x . La structure du cluster est
inchangée.

Mγ′ =Mγ \ {(Tokenx, param, e, i)} ∪{(Tokenx, param, i, j)}
∪{(Recruit, x, i,m)/(i,m) ∈ E}
∪{(cluster, x, i,m)/(i,m) ∈ E}.

Les propriétés sur les messages dans la dé�nition d'un cluster cohérent restent donc vraies,
puisque i ∈ Kγ′

x .
Nous véri�ons maintenant que Aγ

′
x reste un arbre couvrant véri�ant les propriétés de la

dé�nition de cluster cohérent (dé�nition 13). Le lien i− fatherγi est enlevé de Aγx et le lien e− i
est ajouté à Aγ

′
x .
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� connexe : On montre qu'il existe un chemin reliant chaque n÷ud à la racine i. Puisque
e ∈ Kγ

x et (Tokenx, param, e, i) ∈ Mγ , e était la racine de Aγx. Puisque Aγx était un arbre
couvrant de Cγx , il est connexe. Ainsi, pour chaque n÷ud p, il existe un chemin depuis p
jusqu'à e dans Aγx. A partir de ce chemin, nous construisons un chemin reliant le n÷ud p
à la nouvelle racine i de Aγ

′
x :

� Si le chemin n'emprunte pas le lien (i, fatherγi ), qui est le seul lien enlevé de Aγx dans

Aγ
′
x , alors ce chemin est entièrement dans Aγ

′
x et puisque i est le père de e dans Aγ

′
x , p

et i sont reliés ;
� Si le chemin passe par le lien (i, fatherγi ), alors p est relié à i dans Aγx et dans Aγ

′
x

puisque ces liens ne changent pas.
Ainsi, dans tous les cas, chaque n÷ud p est relié à i, la racine de Aγ

′
x

� acyclique : Nous supposons que Aγ
′
x possède un cycle : il existe p et q dans Cγ

′
x reliés par

deux chemins P1 et P2 sans aucun n÷ud commun.
� Si aucun de ces chemins ne passe par le lien (e, i), alors les deux chemins étaient dans
Aγx, ce qui est impossible puisque Aγx est acyclique ;

� Si un des chemin passe par (e, i), puisque i est le père de e dans Aγ
′
x , il existe un n÷ud

k 6= e, �ls de i, tel que e et k ont un descendant commun ; puisque e− i est le seul lien
dans Aγ

′
x qui n'est pas dans Aγx, e et k ont un descendant commun dans Aγx ce qui n'est

pas possible.
Ainsi, dans tous les cas, Aγ

′
x est acyclique.

Par conséquent Cγ
′

x reste cohérent.

Lemme 79. Si Cγx est cohérent et si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message ACK[x], Cγ
′

x reste
cohérent.

Démonstration. Par dé�nition des clusters cohérents, si un message ACK[x] est adressé à un
n÷ud i, ce n÷ud est un n÷ud de c÷ur i ∈ Kx. Par conséquent, le message est simplement ignoré
(algorithme 9), et Cx reste un cluster cohérent.

Ces lemmes nous permettent de démontrer la proposition 21.

Proposition (Rappel de la propriété 21). Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclenchée
par la réception, sur un n÷ud de Cγx , d'un message émis par un n÷ud également dans Cγx , alors
Cγ

′
x reste cohérent.

Démonstration. (Preuve de la proposition 21)
D'après les lemmes 76, 77, 78, 79 et puisqu'il n'y a aucun message Delete[x] en circulation dans
le réseau, vu que Cx est un cluster cohérent.

Clusters cohérent : communication en provenance de l'extérieur

Proposition (Rappel de la proposition 22). Si Cγx est un cluster cohérent et si γ ` γ′ est déclen-
chée par la réception, sur un n÷ud du cluster Cγx , d'un message venant d'un n÷ud n'appartenant
pas au cluster Cγx , alors C

γ′
x reste cohérent.

Démonstration. (Preuve de la proposition 22 ).
� Si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message Delete[y] ou un message Recruit[y] en provenance

d'un n÷ud e dans Cy, alors i l'ignore. C
γ′
x = Cγx , K

γ′
x = Kγ

x , Aγ
′
x = Aγx et Mγ′ =

Mγ \ {(Recruit, y, e, i)} ouMγ′ =Mγ \ {(Delete, y, e, i)}.
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Les propriétés sur les messages de la dé�nition des clusters cohérents restent vraies, et Cγ
′

x

reste cohérent.
� Si un n÷ud i dans Kγ

x reçoit le jeton Tokeny d'un cluster Cγy , alors il exécute l'algorithme

10. Puisque i est dans Kγ′
x , i envoie le jeton Tokeny à l'expéditeur, ou il lui envoie un

message Delete[y]. Dans les deux cas, Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ

x , Aγ
′
x = Aγx et Mγ′ = Mγ \

{(Tokeny, param, e, i)} ∪{(Tokeny, param, i, e)} ouMγ′ =Mγ\{(Tokeny, param, e, i)}∪
{(Delete, y, i, e)}
∪{(Recruit, x, i, e)}.
Dans ces cas, Cγ

′
x reste cohérent.

� Si i ∈ Cγx est un n÷ud ordinaire et si Cγy est complet, i envoie le jeton Tokeny à l'ex-

péditeur. Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ′

x , Aγ
′
x = Aγx et Mγ′ = Mγ \ {(Tokeny, param, e, i)} ∪

{(Tokeny, param, i, e)}. Ainsi Cγ
′

x reste cohérent.
� Si i ∈ Cγx est un n÷ud ordinaire et si Cγy n'est pas complet, alors i quitte le cluster Cx
et entre dans Ky. Puisque i ∈ Cγx \ Kγ

x , i est une feuille de l'arbre couvrant Aγx. Cγ
′

x =

Cγx \ {i}, Kγ′
x = Kγ

x , et Mγ′ = Mγ \ {(Tokeny, param, e, i)} ∪ {(Tokeny, param, i, j)} ∪
{(Recruit, y, i,m)\(i,m) ∈ E}. Les propriétés sur la structure et sur les messages de Cx,
dans la dé�nition d'un cluster cohérent, restent vraies.
i était une feuille de Aγx et il n'est pas Aγ

′
x qui reste donc un arbre couvrant Cx véri�ant

les propriétés de la dé�nition des clusters cohérents.
Par conséquent, Cγ

′
x reste cohérent.

4.9.2 Clusters en destruction

Clusters en destruction : communication vers l'extérieur

Lemme 80. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i 6∈ Cγx reçoit un message Recruit[x] en
provenance d'un n÷ud e ∈ Kx , Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Le n÷ud i exécute la fonction JoinOrdinary. Soit le message est ignoré, et
Cγ

′
x reste un cluster en destruction. Soit le n÷ud i rejoint le cluster Cγ

′
x en tant que n÷ud

ordinaire et envoie des messages Cluster[x] à tous ses voisins et un message ACK[x] à son père

e. Cγ
′

x = Cγx ∪ {i}, Kγ′
x = Kγ

x ,

Mγ′ =Mγ \ {(Recruit, x, e, i)} ∪{(Cluster, x, i,m)/(i,m) ∈ Eγ′}
∪{(ACK, x, i, e}

et Fγ
′

x = Fγx ∪{i} ajouté en tant que feuille. Par conséquent, Fγ
′

x reste une forêt couvrante valide

de Cγ
′

x , qui reste donc un cluster en destruction.

Remarque 81. Le cas où l'émetteur e n'est plus dans Cx est traité à la propriété 18.

Lemme 82. Si Cγx est en destruction, et si un n÷ud i 6∈ Cγx reçoit un message Delete[x] en
provenance d'un n÷ud e, alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Si un n÷ud à l'extérieur de Cx reçoit un message Delete[x], il l'ignore (première

ligne de la fonction leave). Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = kγx γ′,Mγ′ =Mγ \ {(Delete, x, e, i)} et Fγ

′
x = Fγx .

Ainsi Cγ
′

x reste un cluster en destruction.
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Lemme 83. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i extérieur à Cγx reçoit un message ACK[x]

en provenance d'un n÷ud e ∈ Cx , Cγ
′

x reste en destruction.

Démonstration. Lors de la réception de ce message, le n÷ud i exécute l'algorithme 9. Puisque le
n÷ud i 6∈ Cx, il envoie un message Delete[x] à l'expéditeur. Toutes les propriétés sur les messages
dans un cluster en destruction restent donc vraies.

Proposition 84 (Rappel de la proposition 24). Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′ est déclen-
chée par la réception, sur un n÷ud externe à Cγx , d'un message émis par un n÷ud de Cγx , alors
Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. (Preuve de la proposition 24)
Par application des lemmes 80, 82 et 83, et puisqu'il n'y a aucun jeton Token en circulation
associé à un cluster en destruction (def 14).

Clusters en destruction : communications internes

Lemme 85. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message ACK[x] en
provenance d'un n÷ud e ∈ Cγx , alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Par dé�nition des clusters en destruction, puisque le n÷ud i est le destinataire
d'un message ACK[x], c'est un n÷ud de Kx. Par conséquent, le message est ignoré (algorithme
9), et Cx reste en destruction.

Lemme 86. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message Recruit[x] en
provenance d'un n÷ud e ∈ Cγx , alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Dans ce cas, comme pour le lemme 76 (Si de la ligne 1, fonction JoinOrdinary),

le n÷ud i ignore ce message. Cγ
′

x = Cγx , K
γ′
x = Kγ

x , Fγ
′

x = Fγx etMγ′ =Mγ \ {(Recruit, x, e, i)}
Par conséquent, Cγ

′
x reste en destruction.

Lemme 87. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i de Cγx reçoit un message Delete[x] venant
d'un n÷ud e, alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration.
� Si e n'est pas le père de i dans l'arbre couvrant du cluster Cx (fatheri 6= e, ligne 1

de la fonction Leave), alors le message Delete[x] est ignoré, Cγ
′

x = Cγx , Fγ
′

x = Fγx et

Mγ′ =Mγ \ {(Delete, x, e, i)}. Dans ce cas, Cγ
′

x reste en destruction.
� Si e est le père de i dans l'arbre couvrant, i quitte le cluster et envoie un message Delete[x]
à tous ses voisins (fonction Leave). Ainsi, tous les n÷uds ordinaires de Cx ayant i pour
père se voient adresser un message Delete[x] en provenance de leur père. De plus, i était la

racine d'un arbre de la forêt couvrante Fγx . Par conséquent Fγ
′

x reste une forêt couvrante
de Cγ

′
x . Mγ′ = Mγ \ {(Delete, (x), e, i)} ∪ {(Delete, (x), i, l)/(i, l) ∈ E}. Si m est un

n÷ud tel que fatherγ
′
m 6∈ Cγ

′
x , alors fatherm 6∈ Cγx ou fatherm = i. Dans tous les cas,

∃(Delete, (x), fatherm,m) ∈Mγ′

Par conséquent Cγ
′

x reste en destruction.

Proposition (Rappel de la proposition 25). Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′ est déclenchée
par la réception, sur un n÷ud du cluster Cγx , d'un message émis par un n÷ud de Cγx , alors C

γ′
x

reste en destruction.
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Démonstration. (Preuve de la proposition 25)
Par application des lemmes 86, 87 et 85, et puisqu'il n'y a pas de jeton Token en circulation
associé à un message en destruction (def 14).

Clusters en destruction : communication venant de l'extérieur

Lemme 88. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message ACK[y] tel
que x 6= y en provenance d'un n÷ud e 6∈ Cx, alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Par dé�nition des clusters en destruction, puisque i est le destinataire d'un
message ACK[x], il est dansKx. Par conséquent, ce n÷ud ignore le message ACK[x] (algorithme
9). Cx reste un cluster en destruction.

Lemme 89. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message ACK[y] tel
que x 6= y en provenance d'un n÷ud e 6∈ Cx, alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Lors de la réception de ce message, le n÷ud i exécute la procédure 9 et envoie
un message Delete[y] à l'expéditeur. L'identi�ant de ce message n'étant pas x, le cluster Cx reste
en destruction.

Lemme 90. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i dans Cγx reçoit un message Recruit[y] ou
un message Delete[y] tel que x 6= y en provenance d'un n÷ud e, alors Cγ

′
x reste en destruction.

Démonstration. Dans les deux cas, un n÷ud i ∈ Cγx qui reçoit un message Recruit[y] ou un

message Delete[y] l'ignore (fonctions JoinOrdinary et Leave). Ainsi, Cγ
′

x = Cγx ,Fγ
′

x = Fγx et
Mγ′ =Mγ \ {(Delete, (y), e, i)} ouMγ′ =Mγ \ {(Recruit, (y), e, i)}.

Par conséquent Cx reste en destruction.

Lemme 91. Si Cγx est en destruction et si un n÷ud i membre de Cγx reçoit un jeton Token

venant d'un n÷ud e appartenant à un autre cluster, Cγ
′

x reste en destruction.

Démonstration. Si un n÷ud i appartenant à Cγx reçoit un jeton Token en provenance d'un autre
cluster, il le renvoie à l'expéditeur ou envoie un message Delete[y] suivis d'un message Recruit[x]

à l'expéditeur (fonction Leave). Ainsi Cγ
′

x = Cγx , Fγ
′

x = Fγx etMγ′ =Mγ \ {(Token, (y), e, i)}∪
{(Token, (y), i, e)} ouMγ′ =Mγ\{(Token, (y), e, i)}∪{(Delete, (y), i, e)}∪{(Recruit, (x), i, e)}.
Dans tous les cas, Cγ

′
x reste en destruction.

Des lemmes 88, 89, 90 et 91, on déduit la proposition 26.

Proposition (Rappel de la proposition 26). Si Cγx est en destruction et si γ ` γ′ est déclenchée
par la réception, sur un n÷ud de Cγx , d'un message émis par un n÷ud externe à Cγx , alors C

γ′
x

reste en destruction.
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Chapitre 5

Clustering pour l'ordonnancement des

communications

5.1 Introduction

Le clustering est apparu dans un premier temps dans le contexte du routage ([BE81] et
[McQ74]). Les clusters calculés sont constitués d'un leader qui recrute les machines qui l'en-
tourent. Le routage au sein du réseau s'appuie ensuite sur ces leaders. Lorsqu'un n÷ud veut
envoyer un message à une autre machine du réseau, il l'envoie au leader de son cluster. Si le
destinataire se situe dans le même cluster, c'est un voisin du leader, qui peut lui transmettre le
message. Les communications inter-clusters nécessitent quant à elles que les leaders maintiennent
une table de routage entre eux. L'émetteur du message l'envoie à son leader qui calcule un che-
min vers le leader du cluster de destination. Ce dernier peut alors remettre le message au n÷ud
destinataire.

Le clustering est donc, dès son apparition, utilisé comme un outil permettant d'adapter à de
grands réseaux des algorithmes fonctionnant localement. C'est l'usage que nous faisons ici du
clustering pour résoudre un problème issu des réseaux de capteurs.

Un réseau de capteurs est constitué d'une collection d'appareils, capables de mesurer une
grandeur physique de leur environnement, et capables de communiquer entre eux par une interface
de communication sans �l. Lorsqu'un capteur envoie un message, tous les capteurs à portée de
communication le reçoivent. Le réseau sans �l ainsi formé est dépourvu d'architecture centrale.
Les données mesurées par les capteurs peuvent être collectées et éventuellement agrégées par le
réseau.

Ces réseaux de capteurs o�rent un vaste domaine d'utilisation, allant de la prévention de
catastrophes naturelles (détection des feux de forêt, prévention des tsunamis...) à diverses ap-
plications militaires (surveillance, contrôle de robot,...) en passant par des applications à la
domotique.

Ces appareils fonctionnant sur batterie, la gestion de l'énergie est un problème crucial dans les
réseaux de capteurs. Les communications sans �l représentent une part importante de la consom-
mation énergétique de ces appareils. Chaque envoi et chaque réception de message consomme
en e�et de l'énergie. Les communications peuvent engendrer un gaspillage d'énergie. En e�et,
lorsqu'un capteur envoie un message, tous les capteurs à portée de communication le reçoivent.
Si le message ne leur est pas destiné, il est ignoré, mais cette réception cause une consommation
inutile d'énergie. Ce phénomène est appelé overhearing. De plus, si deux messages sont émis en
même temps à destination d'un même capteur, ceux-ci sont corrompus et le destinataire ne peut
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les recevoir. Les messages doivent alors être envoyés de nouveau, ce qui cause également une
dépense inutile d'énergie. Ce phénomène est appelé une collision. Nous cherchons à organiser les
communications dans le réseau de façon à éviter ce phénomène.

Lorsque le réseau est une clique, il est possible d'organiser les communications en évitant
l'overhearing ainsi que toute collision. [BF11] propose d'organiser les capteurs de la clique suivant
un anneau virtuel. À un moment donné, seul deux capteurs sont éveillés dans la clique. L'un peut
envoyer un message, et l'autre peut recevoir des messages. Les capteurs s'éveillent ainsi deux par
deux à tour de rôle, dans l'ordre de l'anneau virtuel. De cette façon, il n'y a aucun overhearing
et aucune collision dans le réseau.

C'est cette méthode, très locale, que nous adaptons à un réseau quelconque via le clustering.
Nous commençons par présenter, dans une première section, di�érents pré-requis à cette

étude. Ensuite, nous présentons dans la section 5.2 un algorithme distribué de clustering adapté
à la résolution de ce problème. En�n, dans la section 5.4 nous utilisons ce clustering pour calculer
un planning sur les communications dans le réseau.

5.2 Préliminaire

5.2.1 Di�érence de modèle

Pour fonctionner correctement, le protocole de communication sur une clique [BF11] et l'al-
gorithme de clustering présentés dans ce chapitre nécessite des d'hypothèses supplémentaires sur
le modèle.

En e�et, dans le protocole à un saut, les capteurs suivent tous un planning de communication.
Cela nécessite un système synchrone, et une dérive des horloges négligeable devant le temps
d'exécution de l'algorithme.

De plus, chaque capteur dispose d'une période où il peut envoyer des messages et une où il
peut en recevoir. Cela ne peut fonctionner que si tous les temps de communication sont bornés
par une même borne, petite devant la taille de la fenêtre de communication entre deux capteurs.

On continue de considérer que chaque capteur dispose d'un identi�ant unique. Un capteur et
son identi�ant ne sont à nouveau pas distingués.

Ces hypothèses réalistes sont des hypothèses généralement admises dans les modèles de ré-
seaux de capteurs.

Les communications sont en outre modélisées de manière di�érente dans les réseaux de cap-
teurs, suivant un schéma one-to-all. Ainsi, lorsqu'un capteur envoie un message, celui-ci sera reçu
par tous les capteurs à portée de communication.

En�n, chaque émission et chaque réception de message consomme une certaine quantité
d'énergie.

5.2.2 Protocole de communication sur une clique

[BF11] présente un protocole de communication léger, conçu pour fonctionner sur une clique
de capteurs. Dans ce protocole, les communications reposent sur une structure d'anneau. Cet
anneau représente l'ordre dans lequel les communications vont avoir lieu. En e�et, chaque capteur
va successivement recevoir des informations de son prédécesseur dans l'anneau, avant de pouvoir
en envoyer à son successeur dans l'anneau. Ce processus se répète ensuite de manière périodique.
Ainsi, sur une période, chaque capteur dispose de deux créneaux temporels, un durant lequel le
capteur pourra recevoir des données (noté R), et un autre durant lequel le capteur pourra émettre
(noté S). Le reste du temps, le système de communication du capteur est mis en sommeil. Les
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Figure 5.1 � Protocole de communication entre les capteurs

capteurs s'éveillent périodiquement deux par deux, de sorte que, à un instant donné, il y a au
plus un n÷ud en émission et un n÷ud en réception. La �gure 5.1 décrit le fonctionnement de ce
protocole. Cette façon de faire garantit qu'il n'y aura aucune collision des communications, et
permet également d'éviter le phénomène d'overhearing, ce qui diminue la consommation d'énergie
des capteurs.

Ce protocole de communication se met en place de manière distribuée. Pour cela, les n÷uds
commencent par se synchroniser et par s'accorder sur un ordre entre les capteurs. Cet ordre cor-
respond à la relation de précédence dans la structure d'anneau. Ils calculent ensuite un planning
de communication, qui se résume globalement à l'ordre dans lequel les capteurs vont communi-
quer avec leur successeur dans l'anneau.

Ainsi, une collecte des données mesurées par les capteurs peut être organisée. Pour cela, on
fait circuler dans le réseau une trame, que les capteurs se transmettent en y adjoignant leurs
propres mesures. De cette façon, le dernier capteur en réception dans le planning possède toutes
les mesures e�ectuées par les capteurs de la clique au cours de ce tour.

5.2.3 Adaptation à un réseau quelconque

Le protocole de communication présenté à la section précédente permet de gérer les commu-
nications au sein d'une clique. Pour adapter ce protocole à un réseau quelconque, on organise
celui-ci en clusters. Chaque cluster est une clique du réseau. Les communications locales, internes
à un cluster, sont gérées par le protocole de communication de la section précédente.

Contrairement aux clustering présentés dans les chapitre 2 et 3, les clusters peuvent ici avoir
des capteurs en commun. Ainsi, deux clusters sont dit voisins s'ils ont au moins un capteur en
commun. Ces capteurs communs sont par la suite appelés capteurs passerelles.

Un capteur passerelle, en étant impliqué dans le protocole de communication exécuté par
chacun des clusters auxquels il appartient, va permettre de faire passer une information d'un
cluster à l'autre.

Les communications inter-clusters s'appuient sur les capteurs passerelles. Pour réaliser une
communication point-à-point dans le réseau, le message envoyé est transporté durant le protocole
de communication exécuté sur son cluster. Il est transmis par un capteur passerelle à un cluster
voisin. Il est ainsi transporté à travers une suite de clusters deux à deux voisins, jusqu'à ce qu'il
parvienne au cluster de destination et atteigne le capteur destinataire. Une collecte des données
mesurées par les capteurs peut également être e�ectuée de cette façon.
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5.3 Clustering adapté au problème

5.3.1 Caractéristique du clustering

Les clusters que nous calculons exécutent le protocole de communication présenté à la section
5.2.2. Par conséquent, ceux-ci sont des cliques du réseau. A�n de diminuer le nombre de clusters,
nous calculons des cliques maximales.

Pour qu'une communication inter-clusters soit relayée de clusters en clusters, il faut que les
clusters forment une couverture connexe du réseau, c'est-à-dire que chaque capteur fait partie
d'au moins un cluster, et que tous les clusters sont reliés à tous les autres par une chaine de
clusters voisins. Le graphe des clusters doit donc être un graphe connexe.

En�n, pour que le clustering calculé re�ète l'ensemble des contraintes sur les communications
entre capteurs, il faut que chaque arête du réseau fasse partie d'un cluster.

Un tel clustering est présenté en exemple dans la �gure 5.2.
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Figure 5.2 � Un réseau de capteurs sans �l et son clustering
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Le clustering calculé doit donc véri�er la spéci�cation suivante :

Dé�nition 92. On dit qu'un clustering est valide si et seulement si les propriétés suivantes sont
véri�ées :

� Couverture : Chaque arête fait partie d'au moins un cluster ;
� Connectivité : Le graphe formé par le sous-graphe de tous les clusters est connexe ;
� Clique maximale : Tous les capteurs au sein d'un cluster sont voisins deux à deux, et il
n'y a aucun autre capteur voisin de chaque capteur du cluster.

5.3.2 Algorithme détaillé

Pour calculer les clusters, les capteurs échangent des messages pour connaître leurs voisinages
à deux sauts. Ensuite, chaque capteur calcule localement les clusters auxquels il appartient.
L'ensemble des clusters calculés par cet algorithme est par la suite noté C.

L'algorithme comporte les trois phases suivantes :
� Phase d'initialisation durant cette phase, chaque capteur envoie successivement à tous
ses voisins son identi�ant, puis son voisinage. Lorsqu'un capteur reçoit ces données de l'un
de ses voisins, il met à jour ses variables locales. À la �n de cette étape, chaque capteur
connaît son voisinage à deux sauts.

� Phase de calcul des cliques Durant cette phase, chaque capteur va calculer localement
les cliques dont il fait partie.

� Phase de nettoyage Dans cette dernière étape, les clusters qui ne sont pas nécessaires
sont e�acés. Un cluster n'est pas nécessaire lorsque toutes ses arêtes se trouvent déjà dans
d'autres clusters.

Première phase - Calcul du voisinage à deux sauts

Durant cette phase, chaque capteur collecte une vision de son voisinage à deux sauts. Pour
cela, chaque capteur envoie un message contenant son identi�ant (ligne 7 et 8 algorithme 20).
Lorsqu'un capteur reçoit un tel message, cela signi�e que le capteur identi�é est un de ses voisins.
Il l'ajoute donc à l'ensemble de ses voisins, noté Neigh (ligne 12 à 15 algorithme 21). Chaque
capteur attend d'avoir reçu l'identi�ant de chacun de ses voisins. À la �n de cette étape, chaque
capteur connaît l'ensemble de ses voisins.

Ensuite, chaque capteur envoie à chacun de ces voisins un message contenant l'ensemble de
ses voisins (ligne 18 et 19 algorithme 20). Lorsqu'un capteur reçoit un tel message, il enregistre
ces informations dans un tableau de tableaux, noté Neigh2 (ligne 23 à 31). Chaque capteur
attend d'avoir reçu ce message en provenance de chacun de ses voisins. La réunion de tous ces
tableaux forme le voisinage à deux sauts du capteur, calculé au fur et à mesure des réceptions
dans un tableau noté 2hop_Neigh.

À la �n de cette phase, chaque capteur connaît son voisinage à deux sauts, ainsi que le sous-
graphe composé de ces capteurs et des liens de communication les reliant. Ce sous-graphe du
graphe de communication sera utilisé durant la deuxième et la troisième phase.

En appliquant cet algorithme à l'exemple présenté dans la �gure 5.2, on obtient les résultats
ci-dessous. Nous ignorons délibérément les variables Neigh2i,j puisque Neigh2i,j est simplement
la variable Neighj que le capteur i a reçu et stocké.

Var.\ Sens. 1 2 3
Neigh 2,4 1,3,4,5,6 2,5,6
2h-Neigh 1,2,3,4,5,7 1,2,3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8
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Algorithme 20 Phase d'initialisation sur le capteur i
Neighi ← ∅
pour tout j ∈ Ni faire
Neigh2i,j ← ∅

�n pour
2hop_Neighi ← ∅
pour tout j ∈ Ni faire
{Indiquer son identi�ant à tous ses voisins}
Envoyer idi à j

�n pour
waiting ← Ni

tant que waiting 6= ∅ faire
{À la réception de l'identi�ant d'un voisin}
Recevoir idj en provenance d'un voisin j
Neighi ← Neighi ∪ {idj}
waiting ← waiting \ {j}

�n tant que
pour tout j ∈ Ni faire
{Envoi du voisinage à ses voisins}
Envoyer Neighi to j

�n pour
waiting ← Ni

tant que waiting 6= ∅ faire
{À la réception du voisinage d'un voisin}
Recevoir de Neighj en provenance d'un voisin j
Neigh2i,j ← Neighj
pour tout k ∈ Neighj faire
si k 6∈ 2hop_Neighi alors

2hop_Neighi ← 2hop_Neighi ∪ {k}
�n si

�n pour
waiting ← waiting \ {j}

�n tant que

Var.\ Sens. 4 5 6
Neigh 1,2,5,7 2,3,4,6,7 2,3,5,8
2h-Neigh 1,2,3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7

Var.\ Sens. 7 8
Neigh 4,5,8 6,7
2h-Neigh 1,2,3,4,5,6,7 2,3,4,5,6,8

Cet algorithme nécessite que chaque capteur envoie deux messages à chacun de ses voisins,
ce qui entraîne 2 deg(i) réception de message sur chaque capteur i, soit au total 2m messages.

Deuxième phase - Calcul des clusters

Cette deuxième phase débute lorsque chaque capteur connaît son voisinage à deux sauts.
Elle se déroule sans échange de message. Durant cette phase, chaque capteur calcule les clusters
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auxquels il appartient à l'aide des informations collectées durant la première phase, ainsi que les
clusters adjacents.

Le clustering calculé doit véri�er une propriété de couverture des arêtes. Chaque arête doit
être contenue dans un cluster. Ainsi, pour chaque arête (j, k) dont il a connaissance, le capteur
calcule une clique maximale contenant cette arête (algorithme 21). Les deux capteurs j et k
attachés à cette arête forment une nouvelle clique Cj,k (ligne 3). Ensuite, pour chaque voisin de
j, on véri�e s'il est voisin avec les capteurs déjà présents dans Cj,k. Si c'est le cas, ce capteur est
ajouté à la clique Cj,k. De cette façon, une clique maximale contenant l'arête (j, k) est calculée.

Algorithme 21 Phase de calcul des cliques sur le capteur i
pour tout j ∈ 2hop_Neighi faire
pour tout k ∈ Neigh2i,j faire
Cj,k ← {j, k}
{Cj,k est une clique contenant l'arrête (j, k)}
pour tout l ∈ Neigh2i,j faire
{Un capteur l voisin de tous les capteurs déjà dans Cj,k est ajouté à cette clique}
Ok ← vrai
pour tout m ∈ Cj,k faire
si m /∈ Neigh2i,l alors
Ok ← faux

�n si
�n pour
si Ok alors
Cj,k ← Cj,k ∪ {l}

�n si
�n pour
{Cj,k est alors maximale}
C ← C ∪ Cj,k

�n pour
�n pour
{C est un ensemble de cliques maximales qui contiennent chaque arrêtes du voisinage à deux
sauts du capteur i}

À la �n de cette seconde phase, pour l'exemple présenté à la �gure 5.2, C = {{1, 2, 4}, {2, 4, 5},
{2, 3, 5, 6}, {4, 5, 7}, {6, 8}, {7, 8}}.

Considérons δ une borne supérieure sur les degrés des capteurs. Puisqu'une clique ne peut
pas contenir plus de δ capteurs (vu que tous les capteurs d'une clique sont voisins), la boucle
la plus interne de cet algorithme est en O(δ2) et chacune des trois autres boucles est en O(δ).
Ainsi, la complexité de cet algorithme local est O(δ5).

Troisième phase - Phase de nettoyage

La phase de nettoyage vise à supprimer les clusters qui ne sont pas nécessaires pour traduire
l'ensemble des contraintes sur les communications. En e�et, le fait que les clusters sont des
cliques maximales garantit qu'un cluster ne peut être contenu dans un autre. Cependant un
cluster peut-être inclus dans la réunion de plusieurs autres clusters. Ainsi, si toutes les arrêtes
couvertes par un cluster c sont présentes dans d'autres clusters, le cluster c n'est pas utile et
peut-être supprimé.
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Par exemple dans l'exemple précédent (�g 5.2), la clique {2, 4, 5} peut être supprimée puisque
les arrêtes (2, 4), (2, 5), et (4, 5) appartiennent respectivement aux cliques {1, 2, 4}, {2, 3, 5, 6} et
{4, 5, 7}.

Pour chaque clique C contenant le capteur courant i, l'algorithme véri�e si cette clique est
nécessaire. Pour cela, le capteur véri�e si toute les arêtes de C sont dans un autre cluster D
(ligne 3 à 13). Si c'est le cas, alors la clique C peut être e�acée (ligne 15 à 19).

Algorithme 22 Phase de nettoyage sur le capteur i
pour tout C ∈ C with i ∈ C faire
discard← vrai
pour tout (l,m) ∈ C2 with l 6= m faire
found← faux
pour tout D ∈ C, D 6= C ∧ ¬found faire
si (l,m) ∈ D alors
found←vrai

�n si
�n pour
si ¬found alors
{C ne peut être supprimé car l'arrête (l,m) n'est dans aucune autre clique}
discard← faux

�n si
�n pour
si discard alors
{C peut être e�acé car chacune de ses arrête est présente dans une autre clique}
C ← C\C

�n si
�n pour

À la �n de la procédure de clusterisation, pour l'exemple donné dans la �gure 5.2, C =
{{1, 2, 4}, {2, 3, 5, 6}, {4, 5, 7}, {6, 8}, {7, 8}}. Le cluster {2, 4, 5} est e�ectivement supprimé lors
de cette phase.

La complexité de cet algorithme local est majorée par O(δ5) (O(δ) pour la boucle de la ligne
1, et O(δ2) pour les boucles des lignes 3 et 5).

5.4 Ordonnancement des communications - Modèle mathéma-
tique

Nous montrons maintenant que ce clustering est adapté à l'établissement d'un planning de
communication. Pour cela, nous utilisons les clusters construits précédemment a�n de calculer
un planning évitant toute collision. Nous utilisons des techniques classiques de recherche opéra-
tionnelle et présentons cette recherche de planning comme un programme mathématique.

On peut obtenir facilement un planning valide. On choisit un cluster, qui exécutera le proto-
cole présenté à la section 5.2. Lorsque ce protocole est terminé, on choisit un autre cluster, qui
exécute à son tour le protocole. On continue ainsi jusqu'à ce que tous les clusters aient exécuté le
protocole. De cette façon, on obtient un planning évitant toute collision, puisqu'il n'y a à chaque
instant une seule communication dans le réseau.

Ce planning est cependant inutilement long et n'exploite pas le parallélisme. En e�et, les
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Figure 5.3 � Graphe de communication d'un réseau de capteur sans �l

communications au sein de deux clusters éloignées dans le réseau ne peuvent pas interférer :
ces clusters peuvent donc exécuter en parallèle ce protocole, sans qu'il n'y ait aucun risque de
collision.

Ce n'est cependant pas le cas pour deux clusters voisins, les messages envoyés par l'un pouvant
entrer en collision avec les messages envoyés par l'autre. Il faudra donc faire attention, lorsque
deux clusters sont voisins, à la plani�cation des communications des capteurs passerelles. En
e�et, seul un capteur appartenant à deux clusters en même temps risque de subir ou de causer
une collision.

Dans cette section, nous montrons par un exemple que les communications peuvent être
grandement parallélisées. Nous modélisons ensuite les contraintes sur les communications qui
dé�nissent un planning valide. Nous commençons par présenter les variables de décision du pro-
blème, puis nous présentons les contraintes qui permettent de dé�nir un planning correspondant
au protocole de communication pour les cliques présenté à la section 5.2. Nous exposons ensuite
les contraintes sur les communications des cliques ayant des capteurs communs. Nous discutons
en�n de la fonction objectif et de son interprétation, avant d'expliquer les méthodes permettant
de résoudre ce problème mathématique.

5.4.1 Exemple de plani�cation

L'exemple donné ici illustre le résultat de l'algorithme de clustering, ainsi que les contraintes
qu'il indique sur l'organisation des communications.

Soit le réseau présenté dans la �gure 5.3.
Premièrement, nous appliquons l'algorithme de clustering présenté dans la section 5.3.1 à

ce réseau. Les clusters obtenus sont les suivants : A = {1, 2, 3, 4}, B = {4, 5, 6, 7, 8}, C =
{8, 9, 10, 11}, D = {1, 11, 12, 13, 14} et E = {1, 15, 16, 17, 18}.

On remarque que, dans un cluster, les rôles des capteurs qui ne sont pas passerelles sont
totalement symétriques. En e�et, les places dans le planning de deux de ces capteurs, par exemple
les capteurs 2 et 3 dans l'exemple précédent, peuvent être échangés sans que cela change la validité
du planning.

Un planning de communication valide sur ce réseau est présenté dans la �gure 5.4.
Dans cet exemple, les clusters A et C peuvent communiquer en même temps, puisqu'ils n'ont

aucun n÷ud en commun. Les clusters B et D sont dans la même situation.
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n\t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 R S R S R S
2 R S
3 S R
4 R S R S
5 S R
6 R S
7 R S
8 R S R S
9 R S
10 S R
11 R S R S
12 R S
13 R S
14 S R
15 R S
16 R S
17 R S
18 S R

Figure 5.4 � Planning de communication pour tout le réseau

n\t 1 2 3 4
1 R S
2 R S
3 S R
4 R S

Figure 5.5 � Planning pour le cluster A

Ici, nous avons choisi de placer les communications des clusters A et C au début du planning,
suivies dès que possible par les communications des clusters B et D. Les communications du
cluster E terminent le planning.

Pour le cluster A, les deux premières périodes de communication sont utilisées pour la com-
munication du capteur 1, qui est un capteur passerelle avec le cluster D. Cela permet de lever
au plus tôt les contraintes empêchant la communication du cluster D. De manière similaire, les
communications du cluster C démarrent avec le capteur 8. Puisque les capteurs 4 et 8 font partie
du cluster B, ils ne peuvent être y impliqués dans une communication en même temps. Ainsi
le capteur 4 peut émettre pour le protocole du cluster A seulement aux périodes 3 et 4. Pour
les même raisons, le capteur 11 peut communiquer uniquement aux périodes 3 et 4. Cela nous
amène aux plannings présentés dans les �gures 5.5 et 5.6.

Nous construisons le planning des communications pour les clusters B etD, présentés dans les
�gures 5.7 et 5.8, de la même manière. Puisque le capteur 4 est impliqué dans une communication
lors de la plage 4, les capteurs du cluster B ne peuvent pas communiquer avant la période 5 ; de
manière similaire, les capteurs du cluster D ne peuvent pas communiquer avant la période 5 à
cause du capteur 11.
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n\t 1 2 3 4
8 R S
9 R S
10 S S
11 R S

Figure 5.6 � Planning pour le cluster C

n\t 5 6 7 8 9
4 R S
5 S R
6 R S
7 R S
8 R S

Figure 5.7 � Planning pour le cluster B

n\t 5 6 7 8 9
1 R S
11 R S
12 R S
13 R S
14 S R

Figure 5.8 � Planning pour le cluster D
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n\t 7 8 9 10 11
1 R S
15 R S
16 R S
17 R S
18 S R

Figure 5.9 � Planning pour le cluster E

En�n, il faut placer les communications du cluster E. Puisque les capteurs du cluster D
communiquent jusqu'à la période 9, le capteur 1 ne peut pas communiquer dans le protocole
du cluster E avant la période 10. C'est pour cela que les communications du capteur 1 pour le
clusters E sont placées aux périodes 10 et 11 (�gure 5.9).

La combinaison des plannings pour chaque cluster donne la solution présentée dans la �gure
5.4.

5.4.2 Variables

Ce modèle s'appuie sur la connaissance de :
� G = (V,E) : le graphe de communication du système et
� C : l'ensemble des clusters calculés par l'algorithme de clustering de la section 5.2.
Dans un premier temps, on introduit un majorant de la durée du planning calculé, que l'on

note T , a�n de limiter l'horizon de notre recherche.
Il est possible de construire un planning sans aucune collision en plaçant les communications

les unes à la suite des autres, et en ne plaçant qu'une communication dans chaque période. Dans
chaque cluster, les capteurs qui le composent communiquent chacun à leur tour. La durée de ce
planning est égale au nombre de capteurs du réseau, chacun compté autant de fois que le nombre
de cluster auquel il appartient.

Nous cherchons donc un planning d'une longueur inférieure à T =
∑

c∈C |c|.
Nous dé�nissons les variables de décision suivantes, dont l'instanciation dé�nit un planning :
� ∀c ∈ C, ∀t ∈ {0, . . . , T},∀i ∈ C,

eci (t) =

{
1 si i est émetteur au temps t pour le cluster c
0 sinon

� ∀c ∈ C, ∀t ∈ {0, . . . , T}, ∀i ∈ C,

rci (t) =

{
1 si i est en réception au temps t pour le cluster c
0 sinon

� ∀c ∈ C, ∀i ∈ C,

sci =

{
1 si i commence le cycle de communication du cluster c
0 sinon

Nous utilisons la convention que ∀c ∈ C, ∀i ∈ c,∀t 6 0, eci (t) = 0.
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5.4.3 Contraintes dé�nissant le protocole de communication sur une clique

Le premier capteur qui communique dans un cluster, au cours d'une ronde, est appelé cap-
teur initiateur. Selon le protocole de communication décrit dans la section 5.2, un capteur non-
initiateur est en émission durant la période suivant sa période de réception (communication en
anneau). La variable rci (t) peut ainsi être déduite de e

c
i (t) et de s

c
i (t). Un capteur non initiateur i

sera en émission juste après avoir été en réception. Pour ces n÷uds, on a sci = 0 et rci (t) = eci (t+1).
Si i est initiateur, il est en réception à la �n du protocole, et en émission au début. Il

est donc émetteur |c| périodes avant d'être en réception. Pour ces capteurs, on a sci = 1, et
eci (t− |c|) = rci (t).

Par conséquent, rci (t) = (1− sci )× eci (t+ 1) + sci × eci (t− |c|).
Cette équation n'est pas linéaire, et pour utiliser des méthodes de résolution de programme

linéaire en nombre entier, nous la remplaçons par un ensemble d'équations ou d'inéquations
linéaires équivalent.

Puisque toutes ces variables sont positives, cette équation implique :{
rci (t) > (1− sci )× eci (t+ 1)
rci (t) > sci × eci (t− |c|)

De plus, puisque sci (t) = 0 ou 1 − sci (t) = 0, alors ces inéquations impliquent que rci (t) ≥
(1− sci )× eci (t+ 1) + sci × eci (t− |c|), et puisque tous les capteurs sont en émission et en réception
exactement une fois pour le cluster (ce qui est garantit par une contrainte exprimée plus loin),
les contraintes exprimées ci-dessus sont équivalentes à rci (t) = (1−sci )×eci (t+1)+sci ×eci (t−|c|).

Maintenant, puisque pour a et b dans {0, 1}, on a a.b ≥ a+ b− 1, alors{
rci (t) > (1− sci ) + eci (t+ 1)− 1 = eci (t+ 1)− sci
rci (t) > sci + eci (t− |c|)− 1.

Et réciproquement, ces deux inégalités sont équivalentes aux précédentes puisque rci (t) ≥ 0.
Cela nous amène à l'ensemble de contraintes linéaires suivant :

∀c ∈ C,∀i ∈ c,∀t ∈ {0, . . . , T}, rci (t) > eci (t+ 1)− sci (5.1)

∀c ∈ C, ∀i ∈ c,∀t ∈ {0, . . . , T}, rci (t) > sci + eci (t− |c|) (5.2)

Il y a au plus un capteur en émission dans un cluster à un instant donné :

∀c ∈ C,∀t ∈ {0, . . . , T},
∑
i∈c

eci (t) 6 1 (5.3)

Et il y a au plus un capteur en réception dans un cluster :

∀c ∈ C,∀t ∈ {0, . . . , T},
∑
i∈c

rci (t) 6 1 (5.4)

Pour un cluster c, tous les capteurs de ce cluster sont émetteurs exactement une fois (pour
c) durant un cycle, ce qui implique que pour chaque capteur i, il y a une unique période t telle
que i est en émission :

∀c ∈ C, ∀i ∈ c,
T∑
t=0

eci (t) = 1 (5.5)
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Et tous les capteurs sont également en émission une unique fois :

∀c ∈ C, ∀i ∈ c,
T∑
t=0

rci (t) = 1 (5.6)

Lorsqu'un capteur est en émission pour un cluster, alors il y a au moins un capteur qui
l'écoute, c'est-à-dire qui est en réception. Si le capteur i n'est pas en émission, alors eci (t) = 0, la
contrainte suivante n'est donc pas restrictive :

∀c ∈ C, ∀i ∈ c,∀t ∈ {0, . . . , T}, eci (t) 6
∑
j∈c

rcj(t) (5.7)

De la même manière, lorsqu'un capteur est en réception pour un cluster, alors il y a au moins
un capteur en émission dans ce cluster :

∀c ∈ C, ∀i ∈ c,∀t ∈ {0, . . . , T}, rci (t) 6
∑
j∈c

ecj(t) (5.8)

5.4.4 Contraintes entre les clusters

Les contraintes entre les clusters modélisent le fait que lorsqu'un capteur passerelle est en
émission pour un cluster c, aucun de ses voisins dans un autre cluster que c ne peut être en
réception. De même, lorsque ce n÷ud est en réception pour un cluster c, aucun n÷ud d'un autre
cluster ne peut être en émission.

Lorsqu'un capteur i appartient à plusieurs clusters, si i est en émission, aucun capteur faisant
partie d'un autre cluster contenant i ne peut être en réception :

∀c ∈ C,∀i ∈ c,∀t ∈ {0, . . . , T},∑
c′ 6= c
c′ 3 i

∑
j∈c′

rc
′
j (t) 6 (1− eci (t))× n× |C| (5.9)

La quantité n × |C| est forcément toujours plus grande que
∑

c′ 6=c,c′3i
∑

j∈c′ r
c′
j (t), puisque

rc
′
j (t) est toujours plus petit que 1. Ainsi, cette contrainte implique simplement que lorsqu'un

capteur i est en émission pour le cluster c (lorsque eci (t) = 1), alors
∑

c′ 6=c,c′3i
∑

j∈c′ r
c′
j (t) = 0,

c'est-à-dire que pour tout j, rc
′
j (t) = 0 (puisque rc

′
j (t) ≥ 0). Ainsi, aucun capteur j dans un

cluster c′ di�érent de c et contenant i ne peut être en réception.
De la même manière, si i est en réception pour un cluster, aucun capteur dans un autre

cluster contenant i ne peut être en émission :

∀c ∈ C,∀i ∈ c,∀t ∈ {0, . . . , T},∑
c′ 6= c
c′ 3 i

∑
j∈c′

ec
′
j (t) 6 (1− rci (t))× n× |C| (5.10)

Les contraintes 5.1 à 5.10 dé�nissent un planning de communication dans lequel tous les
capteurs sont émetteurs et récepteurs exactement une fois pour chacun de leurs clusters, et tel
qu'il ne peut y avoir de collision dans les communications.
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5.4.5 Fonction objectif et interprétation

Tout planning véri�ant les contraintes 1 à 10 est un planning valide. Cependant, nous cher-
chons ici un planning optimal sous certains critères. Ces critères sont exprimés par la fonction
objectif, que nous visons à minimiser (ou à maximiser).

Un exemple possible est d'essayer d'établir un planning le plus court possible. Cela pourrait
s'appliquer à un réseau ou les informations locales doivent être mises à jour aussi souvent que
possible.

Pour décrire une telle situation, nous introduisons une nouvelle variable Y qui représente un
majorant de la durée du planning considéré. Pour chaque période t, s'il existe un capteur en
émission à cette période, c'est-à-dire s'il existe un eci (t) 6= 0, alors Y > t. En e�et, si eci (t) = 1,
alors Y > t× eci (t). À l'inverse, si eci (t) = 0, cette contrainte est Y ≥ 0, ce qui est toujours vrai.

Cela nous amène à introduire les contraintes suivantes :
∀t ∈ {0, . . . , T}, ∀c ∈ C, ∀i ∈ c,

Y > t× eci (t) (5.11)

Ensuite, pour avoir un planning le plus court possible, nous cherchons à minimiser Y . Le plus
petit majorant est la longueur du planning le plus court possible. La fonction objectif est donc :

min{Y } (5.12)

5.4.6 Résolution

Les variables eci (t), r
c
i (t), s

c
i et Y , les contraintes 1 à 11, ainsi que la fonction objectif min{Y }

forment un programme linéaire en nombre entier.
La résolution d'un tel programme est un problème classique de recherche opérationnelle. Ré-

soudre un problème de programmation linéaire en nombres entiers est un problème NP-complet.
Cette méthode nécessite (au pire) un nombre d'opérations élémentaires qui croît exponentielle-
ment avec le nombre de variables et de contraintes.

Les solutions d'un tel programme peuvent être calculées par un solveur comme par exemple
CPLEX, qui donnera le planning le plus court possible pour un réseau donné.

Cette méthode centralisée (qui n'a pas vocation à être implémentée sur les capteurs) calcule
un planning de taille la plus courte possible. Cela permet de fournir une borne inférieure sur la
taille des plannings que les capteurs pourraient calculer de manière distribuée.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le clustering pour résoudre le problème des collisions dans
les réseaux de capteurs. Pour éviter les collisions, nous cherchons à organiser les communications
à l'aide d'un planning.

Nous avons présenté, dans un premier temps, une méthode distribué permettant à une clique
de capteurs de communiquer sans aucune collision. Les n÷uds s'accordent sur l'ordre dans lequel
ils communiquent, puis les n÷uds s'éveillent et communiquent deux à deux suivant cet ordre.

Pour organiser les communications dans un réseau quelconque, nous avons proposé de calculer
des clusters, sur lesquels ce protocole de communication peut être utilisé. Nous avons présenté un
algorithme distribué calculant un clustering adapté à ce problème : les clusters sont des cliques
maximales du réseau.
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Nous avons ensuite montré que ce clustering exprime les contraintes nécessaires pour plani�er
les communications dans le système. Pour cela, nous exprimons le calcul d'un planning comme
un programme linéaire en nombres entiers, exprimé à l'aide des clusters.

Les méthodes classiques de recherche opérationnelle fournissent une méthode centralisée pour
calculer un planning de communication optimal évitant les collisions.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l'organisation et à la gestion des systèmes
distribués dynamiques. Les réseaux ayant une taille sans cesse croissante, il est plus que jamais
crucial de mettre en place des structures permettant l'organisation et le contrôle de ces systèmes.
Nous proposons pour cela de mettre en place un clustering hiérarchique imbriqué du système.
Cette structure est constituée d'une partition du réseau en parties connexes disjointes, appelées
clusters. Ces clusters sont à leur tour regroupés en clusters de clusters. Les clusters de niveau k
forment les n÷uds du niveau k + 1, qui sont regroupés en clusters.

Dans un réseau de grande taille, les changements topologiques ne sont plus des phénomènes
exceptionnels, et ils doivent être pris en compte. Le clustering hiérarchique doit donc être capable
de s'adapter en cas de changement topologique.

Pour construire cette structure, nous utilisons un algorithme de clustering orienté taille,
présenté au chapitre 2. Cet algorithme construit un clustering orienté taille du système à l'aide
de marches aléatoires. Chaque cluster possèdent une partie dominante connexe, dont la taille
est le plus souvent possible égale à un paramètre de l'algorithme. Cela nous permet d'avoir un
contrôle sur la taille des clusters.

Cet algorithme réagit aux changements topologiques : lorsqu'un changement topologique
survient dans un cluster, celui-ci �nit par être réparé ou détruit. Cette réparation est un processus
local, dans le sens où seul ce cluster, et éventuellement ceux qui lui sont adjacents, sont modi�és.

Cet algorithme est utilisé par la suite pour construire un clustering hiérarchique du système.
Pour cela, nous avons dé�nit au chapitre 3 les primitives nécessaires pour que le clustering

forme un nouveau système distribué. Les clusters, n÷uds de ce nouveau système, doivent se
comporter comme tels. Ils doivent être capable de détecter dynamiquement leur voisinage, de
communiquer par messages avec les clusters adjacents et également d'exécuter atomiquement
un algorithme. Ces mécanismes forment ainsi une couche d'abstraction, dé�nissant un système
distribué exécutant l'algorithme distribué de notre choix.

Cette couche d'abstraction nous a permis de construire un clustering hiérarchique du système
par une approche ascendante. À l'aide de l'algorithme de clustering, nous calculons un clustering
du système distribué initial. Grâce à notre couche d'abstraction, les clusters ainsi calculés forment
un nouveau système distribué, qui exécute également l'algorithme de clustering du chapitre 3. Il
en résulte le calcul de clusters de clusters, qui forment à leur tour un nouveau système distribué.
En itérant ce processus, on obtient un clustering hiérarchique imbriqué du système.

Puisque notre algorithme de clustering est écrit pour des systèmes dynamiques, le clustering
hiérarchique calculé s'adapte aux changements topologiques.

Le fonctionnement de cet algorithme dépend essentiellement de la capacité pour le cluste-
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ring de former un nouveau système distribué. Ainsi, pour démontrer le bon fonctionnement de
l'algorithme de clustering hiérarchique, nous avons formulé au chapitre 4 une spéci�cation, en
terme d'exécutions, du fait que le clustering émule un système distribué. Nous avons ainsi dé�ni
un système formel dont les n÷uds sont les clusters calculés sur le système initial.

Les con�gurations du système émulé peuvent être extraites des con�gurations du système
initial. Il existe ainsi une fonction extrayant une con�guration du système émulé à partir de
toute con�guration du système initial.

Au cours de toute exécution, des modi�cations sont apportées aux con�gurations extraites.
Ces modi�cations forment une suite de transitions de l'algorithme du système émulé, ainsi que
d'éventuels changements topologiques autorisés par le modèle.

La fonction d'extraction transforme ainsi toute exécution de l'algorithme d'émulation en
une exécution de l'algorithme distribué choisi sur le système émulé. De plus, cette exécution
véri�e les propriétés du modèle : les messages émis �nissent par être reçus et les changements
topologiques �nissent par être détectés. Le système émulé est donc bien un système distribué
exécutant l'algorithme de notre choix.

Cette propriété nous a permis par la suite de démontrer par récurrence le bon fonctionnement
de l'algorithme hiérarchique présenté à la section 3.4.

En�n, au chapitre 5, nous utilisons cette démarche pour résoudre un problème issu des réseaux
de capteurs, la gestion des collisions. En e�et, lorsque deux capteurs envoient simultanément un
message à un de leur voisin commun, un phénomène d'interférence peut corrompre ces messages
et rendre leur réception impossible. Ces messages doivent alors être envoyés à nouveau, ce qui est
coûteux en énergie. Pour éviter ce phénomène, nous proposons de plani�er les communications
au sein du réseau de capteurs.

Lorsque le réseau est une clique, il est possible d'organiser les communications à l'aide d'une
structure d'anneau virtuel. Les n÷uds commencent par mettre en place une structure d'anneau
dans le réseau, puis ils émettent et reçoivent chacun leur tour le long de l'anneau.

Pour adapter cette méthode à un réseau quelconque, nous proposons de calculer un clustering
adapté du système. Les clusters sont des cliques maximales du réseau. Les communications au
sein de chaque cluster peuvent ainsi être organisées par un anneau virtuel. Le clustering que nous
calculons représente l'intégralité des contraintes portant sur les communications simultanées.

Nous avons ensuite présenté une méthode de calcul de planning s'appuyant sur des méthodes
classiques de recherche opérationnelle. La recherche d'un planning est alors exprimée comme un
programme linéaire binaire. La résolution de ce problème par des méthodes classiques de Branch
and Bound permet l'obtention d'un planning garantissant qu'aucune collision ne peut survenir
dans le système.

Cette étude soulève quelques questions. Le clustering hiérarchique que nous calculons s'adapte
aux changements topologiques, mais n'est pas auto-stabilisant. En particulier, nous n'avons au-
cun mécanisme permettant de détecter la perte d'un jeton Token en cas de dysfonctionnement du
média de communication. L'introduction des vagues de réinitialisation, présentes dans [BKS12]
n'est pas su�sante pour rendre notre algorithme auto-stabilisant. En e�et, ce mécanisme né-
cessite pour fonctionner d'avoir un modèle synchrone et des temps de communications bornés,
hypothèses non véri�ées par le système émulé par les clusters. Nous envisageons de chercher à
un autre moyen de rendre cet algorithme auto-stabilisant, ou tout au moins un autre moyen de
gérer la perte de jeton Token, d'une façon rendant compatible le résultat du clustering avec le
modèle d'exécution.

Pour calculer un clustering hiérarchique, nous avons doté les clusters de la capacité de se
comporter comme les n÷uds d'un nouveau système. Les clusters forment un système distribué,
capable d'exécuter n'importe quel algorithme distribué A. Nous avons choisi d'exécuter notre
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algorithme de clustering sur le système des clusters, mais nous pourrions exécuter n'importe quel
autre algorithme écrit pour un système conforme à notre modèle. Nous voulons explorer les pos-
sibilités o�ertes par cette couche d'abstraction. Quels sont les algorithmes intéressants à exécuter
sur un clustering à un seul niveau, sur les di�érents niveaux de notre structure hiérarchique ?

En�n, notre algorithme d'émulation produit un système distribué conforme à notre modèle,
qui contient très peu d'hypothèses. Est-il possible d'ajouter des hypothèses à ce modèle ? Peut-on
forcer le système émulé à avoir un comportement particulier, et si oui, avec quelles hypothèses
sur le modèle du système initial ? Nous comptons mener une étude sur les liens entre le modèle
du système initial et le comportement du système émulé.
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