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A: Propulsion

B: Geometry and

mass budget

C: Structure

D: Aerodynamics

E: Trajectory

F: Performance

criteria
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Mission 

requirements

Conceptual 

design

Preliminary

design

Detailed

design

Manufacturing, 

system integration

verification

Set of optimal 

design alternatives

Baseline:

optimal design

Detailed specifications

and drawings

Low fidelity models

Simplified physical models

Empirical equations

Medium fidelity models

New disciplines and 

constraints

High fidelity models

(c)Cnes

(c)Onera

(c)Onera

(c)Onera



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

Conceptual

design

Preliminary

design

Detailed

design

Manufacturing and system

integration

Percent of determined

life-cycle cost

80%

85%

90%

❋✐❣✉$❡ ✺✿ ❊✈♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞❡,❡$♠✐♥❡❞ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ❝♦4, ❬❇❧❛✐$ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪

❚❤❡ ❡❛$❧② ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡4 ❛$❡ ❝❤❛$❛❝,❡$✐③❡❞ ❜② ,❤❡ ✉4❡ ♦❢ ❧♦✇ ✜❞❡❧✐,② ❛♥❛❧②4❡4 ❛4 ✇❡❧❧ ❛4 ❜② ,❤❡

❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉, ,❤❡ ❢✉,✉$❡ 4②4,❡♠ ❞❡4✐❣♥ ❛♥❞ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ✜❞❡❧✐,② ❛♥❛❧②4❡4

❛$❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ♥♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐,② ♦❢ ,❤❡4❡ ♠♦❞❡❧4 ✐♥ ,❤❡ ❡❛$❧② ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡ ❛♥❞ ❛❧4♦ ,❤❡

♥❡❝❡44✐,② ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 4②4,❡♠ ❛$❝❤✐,❡❝,✉$❡4 ,♦ ❡①♣❧♦$❡ ,❤❡ ❡♥,✐$❡ ❞❡4✐❣♥ 4♣❛❝❡✳

❚❤✐4 ❣❧♦❜❛❧ ❡①♣❧♦$❛,✐♦♥ $❡4✉❧,4 ✐♥ $❡♣❡❛,❡❞ ❞✐4❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥4 ✇❤✐❝❤ ✐4 ✐♠♣♦44✐❜❧❡ ,♦ ♣❡$❢♦$♠

❛, ❛♥ ❛✛♦$❞❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❝♦4, ✇✐,❤ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐,② ♠♦❞❡❧4✳ ❖♥ ,❤❡ ♦,❤❡$ ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣✉,❡$4

❛♥❞ ❛❧❣♦$✐,❤♠4 ❛$❡ ❣❡,,✐♥❣ ❢❛4,❡$✱ 4♦ ✐, ✐4 ❛❧4♦ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦$❡ ❛♥❞ ♠♦$❡ ❢❡❛4✐❜❧❡ ,♦ ✉4❡ ❤✐❣❤❡$

✜❞❡❧✐,② ♠♦❞❡❧4 ❡❛$❧✐❡$ ✐♥ ,❤❡ ❞❡4✐❣♥ ♣$♦❝❡44✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ,♦ ✐♥❝$❡❛4❡ ,❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡4 ❛♥❞ ,♦ ❞❡❝$❡❛4❡ ,❤❡✐$ ❝♦4,4✱ 4♣❛❝❡ ❛❣❡♥❝✐❡4 ❛♥❞ ✐♥❞✉4,$✐❡4 ✐♥,$♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡4

✭♥❡✇ ♣$♦♣❡❧❧❛♥, ♠✐①,✉$❡ 4✉❝❤ ❛4 ❧✐J✉✐❞ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ♠❡,❤❛♥❡✱ $❡✉4❛❜❧❡ $♦❝❦❡, ❡♥❣✐♥❡4✮ ❛♥❞ ♥❡✇

❛$❝❤✐,❡❝,✉$❡4 ✭$❡✉4❛❜❧❡ ✜$4, 4,❛❣❡ ❢♦$ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡4✮ ✇❤✐❝❤ ♣$❡4❡♥, ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡$,❛✐♥,② ✐♥

,❤❡ ❡❛$❧② ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡4✳ ■♥❝♦$♣♦$❛,✐♥❣ ✉♥❝❡$,❛✐♥,✐❡4 ✐♥ ▼❉❖ ♠❡,❤♦❞♦❧♦❣✐❡4 ❢♦$ ❛❡$♦4♣❛❝❡ ✈❡❤✐❝❧❡

❞❡4✐❣♥ ❤❛4 ,❤✉4 ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♥❡❝❡44✐,② ,♦ ♦✛❡$ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥,4 ✐♥ ,❡$♠4 ♦❢ ❬❩❛♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✿

✲ $❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❞❡4✐❣♥ ❝②❝❧❡ ,✐♠❡✱ ❝♦4, ❛♥❞ $✐4❦✱

✲ $♦❜✉4,♥❡44 ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡4✐❣♥ ,♦ ✉♥❝❡$,❛✐♥,② ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥, ♣❤❛4❡✱

✲ ✐♥❝$❡❛4✐♥❣ 4②4,❡♠ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♠❡❡,✐♥❣ ,❤❡ $❡❧✐❛❜✐❧✐,② $❡J✉✐$❡♠❡♥,4✱

✲ $♦❜✉4,♥❡44 ♦❢ ,❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ,♦ ❛❧❡❛,♦$② ❡✈❡♥,4 ❞✉$✐♥❣ ❛ ✢✐❣❤, ✭❡✳❣✳ ✇✐♥❞ ❣✉4,✮✳

■❢ ✉♥❝❡$,❛✐♥,✐❡4 ❛$❡ ♥♦, ,❛❦❡♥ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ❛, ,❤❡ ❡❛$❧② ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡4✱ ,❤❡ ❞❡,❛✐❧❡❞ ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡

♠✐❣❤, $❡✈❡❛❧ ,❤❛, ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ❞❡4✐❣♥ ♣$❡✈✐♦✉4❧② ❢♦✉♥❞ ✈✐♦❧❛,❡4 4♣❡❝✐✜❝ $❡J✉✐$❡♠❡♥,4 ❛♥❞ ❝♦♥✲

4,$❛✐♥,4✳ ■♥ ,❤✐4 ❝❛4❡✱ ❡✐,❤❡$ ,❤❡ ❞❡4✐❣♥❡$4 ❣♦ ❜❛❝❦ ,♦ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉4 ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡ ,♦ ✜♥❞ ❛ 4❡, ♦❢

❞❡4✐❣♥ ❛❧,❡$♥❛,✐✈❡4✱ ♦$ ,❤❡② ♣❡$❢♦$♠ ❞❡4✐❣♥ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥4 ❛, ,❤❡ ❞❡,❛✐❧❡❞ ❞❡4✐❣♥ ♣❤❛4❡ ,❤❛, ❝♦✉❧❞

✶✻
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$✉❝❤ ❛$ (❤❡ ❞❡(❡,♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ $❛❢❡(② ③♦♥❡ ❢♦, ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ $(❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉( ♦❢(❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡

♠✉❧(✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉,❡ ,❡❣✐♦♥$✱ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛, ❧✐♠✐( $(❛(❡$ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧❧② ✐♥(❡♥$✐✈❡ ❧✐♠✐( $(❛(❡

❢✉♥❝(✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥$✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ (❡❝❤♥✐7✉❡$ ❞❡❞✐❝❛(❡❞ (♦ (❤❡$❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣,♦❜❧❡♠$ ❛,❡ ❡$$❡♥(✐❛❧

✇✐(❤✐♥ (❤❡ ❝♦♥(❡①( ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡$✐❣♥✳

• ❈♦♥&'(❛✐♥❡❞ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ♣(❡&❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡('❛✐♥'② ✇✐'❤ ❊✈♦❧✉'✐♦♥❛(② ❙'(❛'❡❣② ✳

■♥ ♦,❞❡, (♦ $♦❧✈❡ ❯▼❉❖ ♣,♦❜❧❡♠$✱ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ❛❧❣♦,✐(❤♠$ $❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛( ❧❡❛$( (✇♦ ❢❡❛(✉,❡$✳

❋✐,$(✱ (❤❡② ❤❛✈❡ (♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥( ❞❡$♣✐(❡ (❤❡ ♣,❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡,(❛✐♥(②✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ (❤❡② ❤❛✈❡ (♦

❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥$(,❛✐♥($ ✐♥ ♦,❞❡, (♦ (❛❦❡ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (❤❡ ❞❡$✐❣♥ ,❡7✉✐,❡♠❡♥($✳ ❈❧❛$$✐❝❛❧ ♦♣(✐✲

♠✐③❛(✐♦♥ ❛❧❣♦,✐(❤♠$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❣,❛❞✐❡♥( ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥ ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❞✐,❡❝(❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞ ❢♦, $✉❝❤

♣,♦❜❧❡♠$ ❛♥❞ ❛❞❛♣(❛(✐♦♥$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣,♦♣♦$❡❞ (♦ ❡♥$✉,❡ ❛❧❣♦,✐(❤♠ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ❬❑✐❡❢❡, ❡( ❛❧✳✱

✶✾✺✷❀ ●❛,❞♥❡,✱ ✶✾✽✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ (❤❡ ♣,❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡,(❛✐♥(② ♠❛❦❡$ (❤❡ ❛❝❝✉,❛(❡ ❡$(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢

(❤❡ ❣,❛❞✐❡♥( (❤❛( ❞❡(❡,♠✐♥❡$ (❤❡ $❡❛,❝❤ ❞✐,❡❝(✐♦♥ (♦ ❝♦♥✈❡,❣❡ (♦ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ $♦❧✉(✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧(✳

❆♥ ❛❧(❡,♥❛(✐✈❡ (♦ (❤❡ ❣,❛❞✐❡♥(✲❜❛$❡❞ ♦♣(✐♠✐③❡,$ ❛,❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✲❜❛$❡❞ ❛❧❣♦,✐(❤♠$✳ ❚❤❡ ❧❛((❡,

❛,❡ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❛ $❡( ♦❢ $❡❛,❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛(❡$ ❢♦, ✇❤✐❝❤ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐$ ❡✈❛❧✉❛(❡❞✳ ❇❛$❡❞

♦♥ (❤❡✐, ✈❛❧✉❡$✱ (❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ ❛,❡ ,❛♥❦❡❞ ❛♥❞ (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✐$ ❛❝❝♦,❞✐♥❣❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦,✲

❞❡, (♦ ❝♦♥✈❡,❣❡ (♦ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ $♦❧✉(✐♦♥✳ N♦♣✉❧❛(✐♦♥✲❜❛$❡❞ ❛❧❣♦,✐(❤♠$ ❛,❡ ✐♥(❡,❡$(✐♥❣ ❜❡❝❛✉$❡

♦❢ (❤❡✐, ❛❜✐❧✐(② (♦ ❤❛♥❞❧❡ ✉♥❝❡,(❛✐♥ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥($ ❬❍❛♥$❡♥ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❏✐♥ ❛♥❞ ❇,❛♥❦❡✱ ✷✵✵✺❪✱

❤♦✇❡✈❡,✱ ♠♦$( ♦❢ (❤❡ ❡①✐$(✐♥❣ ❛❧❣♦,✐(❤♠$ ❞♦ ♥♦( ✐♥(,✐♥$✐❝❛❧❧② ♠❛♥❛❣❡ (❤❡ ❝♦♥$(,❛✐♥($✳ ❈♦✲

✈❛,✐❛♥❝❡ ▼❛(,✐① ❆❞❛♣(❛(✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉(✐♦♥ ❙(,❛(❡❣② ✭❈▼❆✲❊❙✮ ✐$ ❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✲❜❛$❡❞ ❛❧❣♦,✐(❤♠

♣❛,(✐❝✉❧❛,❧② ❝♦♠♣❡(✐(✐✈❡ (♦ $♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠$ ✐♥ (❤❡ ♣,❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡,✲

(❛✐♥(② ❛$ ❤✐❣❤❧✐❣❤(❡❞ ✐♥ $❡✈❡,❛❧ ❡①(❡♥$✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛,❦$ ❬❆✉❣❡, ❛♥❞ ❍❛♥$❡♥✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛♥$❡♥✱

✷✵✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ (❤✐$ ❛❧❣♦,✐(❤♠ ♣,❡$❡♥($ $♦♠❡ ❧✐♠✐(❛(✐♦♥$ ❬❈♦❧❧❛♥❣❡ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪ ❞✉❡ (♦

(❤❡ ❝♦♥$(,❛✐♥( ❤❛♥❞❧✐♥❣ (❤,♦✉❣❤ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛(✐♦♥ ❛♣♣,♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♣,♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥( ❛♥❞

,❡7✉✐,❡$ ❛ ✜♥❡ (✉♥✐♥❣ ♦❢ ♣❛,❛♠❡(❡,$✳

❚❤✐$ (❤❡$✐$ ✐$ ❢♦❝✉$❡❞ ♦♥ (❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ ♥❡✇ ▼✉❧(✐❞✐$❝✐♣❧✐♥❛,② ❉❡$✐❣♥ ❆♥❛②$✐$ ❛♥❞ ❖♣(✐✲

♠✐③❛(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞♦❧♦❣✐❡$ ✐♥ (❤❡ ♣,❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡,(❛✐♥(② ❡♥❛❜❧✐♥❣ (❤❡ ❞❡$✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① $②$(❡♠$

$✉❝❤ ❛$ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛( (❤❡ ❡❛,❧② ❞❡$✐❣♥ ♣❤❛$❡$✳

✶✽
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"❛✐♥"②✱ ▲✳ ❇#❡✈❛✉❧"✱ ▼✳ ❇❛❧❡-❞❡♥"✱ ◆✳ ❇L#❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✱ 15 ❤

❆■❆❆✴■❙❙▼❖ ▼✉❧(✐✲

❞✐,❝✐♣❧✐♥❛1② ❆♥❛❧②,✐, ❛♥❞ ❖♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ❈♦♥❢❡1❡♥❝❡✱ ❆(❧❛♥(❛✱ ●❆✱ ❯❙❆✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹

✲ ❉❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❉❖ ❢♦#♠✉❧❛"✐♦♥ ❢♦# ✐♥"❡#❞✐-❝✐♣❧✐♥❛#② ❝♦✉♣❧✐♥❣ -❛"✐-❢❛❝"✐♦♥ ✉♥❞❡# ✉♥❝❡#✲

"❛✐♥"②✱ ▲✳ ❇#❡✈❛✉❧"✱ ▼✳ ❇❛❧❡-❞❡♥"✱ ◆✳ ❇L#❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✱ ❆❝❝❡♣(❡❞ (♦ ❆■❆❆ ❏♦✉1♥❛❧✱

✭❏✉❧② ✷✵✶✺✮

❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ❢♦#♠✉❧❛"✐♦♥ ✐- ❛ ♠✉❧"✐✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣#♦❛❝❤ ✐♥-♣✐#❡❞ ❢#♦♠ "❤❡ ❙"❛❣❡✲❲✐-❡ ❞❡❝♦♠♣♦-✐✲

"✐♦♥ ❢♦# ❖♣"✐♠❛❧ ❘♦❝❦❡" ❉❡-✐❣♥ ✭❙❲❖❘❉✮ ♠❡"❤♦❞ ❬❇❛❧❡-❞❡♥" ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛- ❜❡❡♥

♠♦❞✐✜❡❞ "♦ "❛❦❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ✉♥❝❡#"❛✐♥"② ❛♥❞ "♦ ♠❛✐♥"❛✐♥ "❤❡ ❡<✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐"❤ ❝♦✉♣❧❡❞

❛♣♣#♦❛❝❤❡- ✐♥ "❡#♠- ♦❢ ♠✉❧"✐❞✐-❝✐♣❧✐♥❛#② ❢❡❛-✐❜✐❧✐"②✳ ❚❤✐- ❢♦#♠✉❧❛"✐♦♥✱ ♥❛♠❡❞ ▼✉❧"✐✲❧❡✈❡❧ ❍✐✲

❡#❛#❝❤✐❝❛❧ ❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ✉♥❞❡# ❯♥❝❡#"❛✐♥"② ✭▼❍❖❯✮✱ ✐♥"#♦❞✉❝❡- ♠✉❧"✐✲❧❡✈❡❧ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ❞✐-❝✐♣❧✐♥❡- ❛♥❞ ✐- ♣❛#"✐❝✉❧❛#❧② ❛❞❛♣"❡❞ ❢♦# ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡-✐❣♥✳ ■" "#❛♥-❢♦#♠- "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧

❝♦♠♣❧❡① -②-"❡♠ ❞❡-✐❣♥ ✐♥"♦ ❛♥ ❡❛-✐❡# ❞❡-✐❣♥ ♣#♦❝❡-- "❤#♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦-✐"✐♦♥ ✇✐"❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

-"❛❣❡ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥-✳ ■" ❤❛- ❜❡❡♥ ♣#♦♣♦-❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ❛#"✐❝❧❡✿

✲ ▼✉❧"✐✲❧❡✈❡❧ ❤✐❡#❛#❝❤✐❝❛❧ ▼❉❖ ❢♦#♠✉❧❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ -❛"✐-❢❛❝"✐♦♥ ✉♥✲

❞❡# ✉♥❝❡#"❛✐♥"②✱ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ "♦ -♦✉♥❞✐♥❣ #♦❝❦❡" ❞❡-✐❣♥✱ ▲✳ ❇#❡✈❛✉❧"✱ ▼✳ ❇❛❧❡-❞❡♥"✱ ◆✳

❇L#❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✱ ❲❈❙▼❖✲✶✶✱ ❙②❞♥❡②✱ ❆✉,(1❛❧✐❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✺

✷✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ "✇♦ ♥❡✇ #❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②-✐- ♠❡"❤♦❞- ❛#❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ "♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛"♦#②✴❡♣✐-"❡♠✐❝

✉♥❝❡#"❛✐♥"✐❡- ❢♦# ❝♦♠♣❧❡① -②-"❡♠✳ ❚♦ -♦❧✈❡ "❤✐- -♣❡❝✐✜❝ #❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②-✐- ♣#♦❜❧❡♠✱ ❛❞❛♣"❡❞

-❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛-❡❞ ♠❡"❤♦❞- ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐"❤ -✉##♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧- ❛♥❞ #❡✜♥❡♠❡♥" -"#❛"❡❣✐❡- ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡-❡ "✇♦ ♠❡"❤♦❞- ❞✐✛❡# ✐♥ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ ❡♣✐-"❡♠✐❝ ✉♥❝❡#"❛✐♥"②✳ ■♥ "❤❡

✜#-" ♦♥❡✱ ❡♣✐-"❡♠✐❝ ✉♥❝❡#"❛✐♥"② ✐♠♣❛❝"- "❤❡ ❤②♣❡#✲♣❛#❛♠❡"❡#- ♦❢ "❤❡ ❥♦✐♥" >#♦❜❛❜✐❧✐"② ❉❡♥✲

-✐"② ❋✉♥❝"✐♦♥ ✭(❉❋✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡-❝#✐❜❡- "❤❡ ❛❧❡❛"♦#② ✉♥❝❡#"❛✐♥"② ✭❡✳❣✳ "❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛

●❛✉--✐❛♥ ❞✐-"#✐❜✉"✐♦♥ ✐- ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ✇✐"❤✐♥ ❛♥ ✐♥"❡#✈❛❧✮✳ ■♥ "❤❡ -❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ "❤❡ ❡♣✐-"❡♠✐❝

✉♥❝❡#"❛✐♥"② ❞✐#❡❝"❧② ❛✛❡❝"- "❤❡ ❧✐♠✐" -"❛"❡ -❡♣❛#❛"✐♥❣ "❤❡ ❢❛✐❧✉#❡ ❞♦♠❛✐♥- ❢#♦♠ "❤❡ -❛❢❡ ♦♥❡✳

❚❤❡-❡ ♠❡"❤♦❞- ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣#♦♣♦-❡❞ ✐♥ "❤#❡❡ ❥♦✉#♥❛❧ ♣❛♣❡#- ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ❛#"✐❝❧❡✿

✶✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✲ ❘❛#❡ ❡✈❡♥' ♣#♦❜❛❜✐❧✐'② ❡.'✐♠❛'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ♣#❡.❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐.'❡♠✐❝ ✉♥❝❡#'❛✐♥'② ♦♥ ✐♥♣✉'

♣#♦❜❛❜✐❧✐'② ❞✐.'#✐❜✉'✐♦♥ ♣❛#❛♠❡'❡#.✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥'✱ ❏✳ ▼♦#✐♦✱ ▲✳ ❇#❡✈❛✉❧'✱ ▼❡"❤♦❞♦❧♦❣②

❛♥❞ ❈♦♠♣✉"✐♥❣ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ 12♦❜❛❜✐❧✐"②✱ ✷✵✶✹✱ ❉❖■ ✶✵✳✶✵✵✼✴.✶✶✵✵✾✲✵✶✹✲✾✹✶✶✲①✱ ❙♣#✐♥❣❡#✱

✲ ❑#✐❣✐♥❣ ❜❛.❡❞ .❡I✉❡♥'✐❛❧ #❡❧✐❛❜✐❧✐'② ❛♥❛❧②.✐. ✐♥ '❤❡ ♣#❡.❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛'♦#② ❛♥❞

❡♣✐.'❡♠✐❝ ✉♥❝❡#'❛✐♥'✐❡.✱ ▲✳ ❇#❡✈❛✉❧'✱ ❙✳ ▲❛❝❛③❡✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥'✱ ❙✳ ▼✐..♦✉♠✱ 4✉❜♠✐""❡❞ "♦

❙"2✉❝"✉2❛❧ ❙❛❢❡"② ✭❋❡✈✳ ✷✵✶✺✮✱

✲ K#♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❢❛✐❧✉#❡ .❡♥.✐'✐✈✐'② ✇✐'❤ #❡.♣❡❝' '♦ ❞❡❝✐.✐♦♥ ✈❛#✐❛❜❧❡.✱ ❙✳ ▲❛❝❛③❡✱ ▲✳ ❇#❡✲

✈❛✉❧'✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥'✱ ❙✳ ▼✐..♦✉♠✱ ❙"2✉❝"✉2❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧"✐❞✐4❝✐♣❧✐♥❛2② ❉❡4✐❣♥ ❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥✱

❉❖■ ✶✵✳✶✵✵✼✴.✵✵✶✺✽✲✵✶✺✲✶✷✸✷✲✶✱ ❆♣#✐❧ ✷✵✶✺✱ ❙♣#✐♥❣❡#✱

✲ ❆ .❛♠♣❧✐♥❣ ❜❛.❡❞ ❘❇❉❖ ❛❧❣♦#✐'❤♠ ✇✐'❤ ❧♦❝❛❧ #❡✜♥❡♠❡♥' ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥' ❣#❛❞✐❡♥' ❡.'✐♠❛✲

'✐♦♥✳ ❙✳ ▲❛❝❛③❡✱ ❙✳ ▼✐..♦✉♠✱ ▲✳ ❇#❡✈❛✉❧'✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥'✱ 12 ❤

■♥"❡2♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡2❡♥❝❡

♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛"✐♦♥4 ♦❢ ❙"❛"✐4"✐❝4 ❛♥❞ 12♦❜❛❜✐❧✐"② ✐♥ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡2✐♥❣✱ ❱❛♥❝♦✉✈❡2✱ ❈❛♥❛❞❛✱

❏✉❧② ✷✵✶✺✳

✸✳ ❚❤✐#❞❧②✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙ ❛❧❣♦#✐'❤♠ ✐. ♣#♦♣♦.❡❞ '♦ ❡✣❝✐❡♥'❧② .♦❧✈❡ ❯▼❉❖ ♣#♦❜❧❡♠

✇❤✐❧❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♥.'#❛✐♥'. ✐♥ ❛♥ ✉♥❝❡#'❛✐♥ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥'✳ ❚❤✐. ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ❛❧❧♦✇. '♦ ❛✈♦✐❞

'❤❡ '#❛❞✐'✐♦♥❛❧ ♣❡♥❛❧✐③❛'✐♦♥✲❜❛.❡❞ ♠❡'❤♦❞. ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ♣#♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥' ❛♥❞ #❡I✉✐#❡ ✜♥❡

'✉♥✐♥❣✳ ■' ✐. ❜❛.❡❞ ♦♥ '❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦✈❛#✐❛♥❝❡ ✉♣❞❛'❡ ♠❡❝❤❛♥✐.♠. '❤❛' ❡♥❛❜❧❡.

'❤❡ ❣❡♥❡#❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ '❤#♦✉❣❤ ❛ ●❛✉..✐❛♥ ❞✐.'#✐❜✉'✐♦♥ ♣❛#❛♠❡'❡#✐③❡❞ ❜② '❤❡

❝♦✈❛#✐❛♥❝❡ ♠❛'#✐①✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛#✐❛♥❝❡ ♠❛'#✐① ✐. ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦#❞❡# '♦ ❛✈♦✐❞ '❤❡ ❣❡♥❡#❛'✐♦♥ ♦❢
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✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✷ ▼❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❣❡♥❡%❛❧ ❞❡$❡%♠✐♥✐5$✐❝ ▼❉❖ ♣%♦❜❧❡♠ ✷✼

✶✳✸ ▼✉❧$✐❞✐5❝✐♣❧✐♥❛%② ❝♦✉♣❧✐♥❣ 5❛$✐5❢❛❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✸✳✶ ❈♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤❡. ✭▼✉❧1✐❉✐.❝✐♣❧✐♥❛+② ❆♥❛❧②.✐.✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✸✳✷ ❉❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤❡. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✹ ▼❉❖ ❢♦%♠✉❧❛$✐♦♥5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✹✳✶ ▼✉❧1✐ ❉✐.❝✐♣❧✐♥❡ ❋❡❛.✐❜❧❡ ✭▼❉❋✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✹✳✷ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉✐.❝✐♣❧✐♥❡ ❋❡❛.✐❜❧❡ ✭■❉❋✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✹✳✸ ❇✐✲▲❡✈❡❧ ■♥1❡❣+❛1❡❞ ❙②.1❡♠ ❙②♥1❤❡.✐. ✭❇▲■❙❙✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✶✳✹✳✹ ❈♦❧❧❛❜♦(❛)✐✈❡ ❖♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ✭❈❖✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶✳✹✳✺ ❉❡)❡(♠✐♥✐8)✐❝ ▼❉❖ ❢♦( ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡8✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

•  !❡#❡♥% %❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧ ❡①✐#✐%✐♥❣ ❞❡%❡!♠✐♥✐#%✐❝ ▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥# ❛❞❛♣%❡❞ %♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

❞❡#✐❣♥✱

• ■♥%!♦❞✉❝❡ ♥♦%❛%✐♦♥# ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ▼❉❖ ❝♦♥%❡①%✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

▼✉❧%✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛!② ❉❡#✐❣♥ ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ✭▼❉❖✮ ✐# ❛ #❡% ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ♠❡%❤♦❞# %♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣❧❡①

❞❡#✐❣♥ ♣!♦❜❧❡♠# ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ #❡✈❡!❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡#✳ ■% ♣!♦✈✐❞❡# ❛♥ ✐♥❢♦!♠❡❞ ❞❡❝✐#✐♦♥ ❢!❛♠❡✇♦!❦

❢♦! #②#%❡♠ ❞❡#✐❣♥❡!#✳ ■♥ %❤❡ ▼❉❖ ❢♦!♠❛❧✐#♠✱ ❛ #②#%❡♠ ✐# ❞❡#❝!✐❜❡❞ ❛# ❛ #❡% ♦❢ ✐♥%❡!❝♦♥♥❡❝%❡❞ #✉❜✲

#②#%❡♠# ✭❝❛❧❧❡❞ ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡#✮ ✐♥ ♦!❞❡! %♦ ♠♦❞❡❧ ✐%# ❞②♥❛♠✐❝# ❛♥❞ %♦ ❡#%✐♠❛%❡ ✐%# ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡✳ ▼❉❖

✷✺
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Discipline

1

Optimizer

Discipline

2

Discipline

N



i ci(·)
i

Discipline i

ci.(zi,y.i)

Design variables zi

Input coupling variables y.i

Discipline output

f(z,y,x)

z,y,x

g(z,y,x) ≤ 0

h(z,y,x) = 0

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 i 6= j, yij = cij(zi,y.i,xi)

∀i ∈ {1, ..., N}2, ri(zi,y.i,xi) = 0

zmin ≤ z ≤ zmax

• z

zsh
i z̄i zi = {zsh, z̄i}

i ∈ {1, ..., N} N z =
⋃N

i=1 zi

• x z

y

r



r(·)

Discipline i Discipline j

zi zj

yji

yijcij(zi,yji,xi)

cji(zj,yij,xj)

i j

• y

cij(zi,y.i,xi)

y.i

yij

y =
⋃N

i=1 y.i =
⋃N

i=1 yi.

ci.(zi,y.i,xi) yi. = (yi1, . . . ,yiN )
i

Aerodynamics

CFD

Structure

FEA

loads

Induced 

deformation

loads

Induced 

deformation



❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❉❊❚❊❘▼■◆■❙❚■❈ ▼❯▲❚■❉■❙❈■#▲■◆❆❘❨ ❉❊❙■●◆ ❖#❚■▼■❩❆❚■❖◆

• ■♥❡6✉❛❧✐;② ❛♥❞ ❡6✉❛❧✐;② ❝♦♥@;A❛✐♥; ❢❡❛@✐❜✐❧✐;②✿ ;❤❡ ▼❉❖ @♦❧✉;✐♦♥ ❤❛@ ;♦ @❛;✐@❢② ;❤❡ ✐♥❡6✉❛❧✐;②
❝♦♥@;A❛✐♥;@ ✐♠♣♦@❡❞ ❜② g(·) ❛♥❞ ;❤❡ ❡6✉❛❧✐;② ❝♦♥@;A❛✐♥;@ ✐♠♣♦@❡❞ ❜② h(·)✳ ❚❤❡@❡ ❝♦♥@;A❛✐♥;@
;A❛♥@❧❛;❡ ;❤❡ A❡6✉✐A❡♠❡♥;@ ❢♦A ;❤❡ @②@;❡♠ ✐♥ ;❡A♠@ ♦❢ ;❛A❣❡;❡❞ ♣❡A❢♦A♠❛♥❝❡✱ @❛❢❡;②✱ ✢❡①✐❜✐❧✐;②✱

❡!❝✳ ❋♦A ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ;❛A❣❡; ♦A❜✐; ❛❧;✐;✉❞❡ ❢♦A ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐@ ❛♥ ❡6✉❛❧✐;② ❝♦♥@;A❛✐♥;

;♦ ❜❡ @❛;✐@✜❡❞✳

• ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❛A② ❢❡❛@✐❜✐❧✐;②✿ ;❤❡ ▼❉❖ @♦❧✉;✐♦♥ ❤❛@ ;♦ ❡♥@✉A❡ ;❤❡ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❛A② @❛;✐@❢❛❝;✐♦♥
;❤A♦✉❣❤ ;❤❡ ❡6✉❛❧✐;② ❝♦♥@;A❛✐♥;@ ♦♥ ;❤❡ A❡@✐❞✉❛❧@ ri(·)✳ ❚❤❡ A❡@✐❞✉❛❧@ ri(·) 6✉❛♥;✐❢② ;❤❡
@❛;✐@❢❛❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ @;❛;❡ ❡6✉❛;✐♦♥@ ✐♥ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❡ i✳ ❚❤❡ @;❛;❡ ✈❛A✐❛❜❧❡@ xi ❛A❡ ;❤❡ A♦♦;@ ♦❢ ;❤❡

@;❛;❡ ❡6✉❛;✐♦♥@ ♦❢ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❡ i✳ ❋♦A ✐♥@;❛♥❝❡✱ @;❛;❡ ❡6✉❛;✐♦♥@ ♠❛② ;A❛♥@❧❛;❡ ;❤❡A♠♦❞②♥❛♠✐❝@
❡6✉✐❧✐❜A✐✉♠ ❜❡;✇❡❡♥ ;❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥;@ ✐♥ A♦❝❦❡; ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠❜✉@;✐♦♥✳ ■♥ ;❤❡ A❡@; ♦❢

;❤❡ ;❤❡@✐@✱ ✐; ✐@ ❛@@✉♠❡❞ ;❤❛; ;❤❡ @❛;✐@❢❛❝;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❛A② ❢❡❛@✐❜✐❧✐;② ✐@ ❡♥@✉A❡❞ ❜② ;❤❡

❞✐@❝✐♣❧✐♥❡@✱ ;❤❡A❡❢♦A❡✱ ♥♦ ♠♦A❡ A❡❢❡A❡♥❝❡@ ;♦ @;❛;❡ ✈❛A✐❛❜❧❡@ ❛♥❞ A❡@✐❞✉❛❧@ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡✳

• ▼✉❧;✐❞✐@❝✐♣❧✐♥❛A② ❢❡❛@✐❜✐❧✐;②✿ ;❤❡ ▼❉❖ @♦❧✉;✐♦♥ ❤❛@ ;♦ @❛;✐@❢② ;❤❡ ✐♥;❡A❞✐@❝✐♣❧✐♥❛A② ❡6✉❛❧✐;②
❝♦♥@;A❛✐♥; ❜❡;✇❡❡♥ ;❤❡ ✐♥♣✉; ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛A✐❛❜❧❡ ✈❡❝;♦A y ❛♥❞ ;❤❡ ♦✉;♣✉; ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛A✐❛❜❧❡

✈❡❝;♦A c(·) A❡@✉❧;✐♥❣ ❢A♦♠ ;❤❡ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❡ @✐♠✉❧❛;✐♦♥@✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣@ ❜❡;✇❡❡♥ ;❤❡ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❡@ ✐

❛♥❞ ❥ ❛A❡ @❛✐❞ ;♦ ❜❡ %❛!✐%✜❡❞ ✭❛❧@♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛%✐❜❧❡ ♦A ❝♦♥%✐%!❡♥!✮ ✇❤❡♥ ;❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥;❡A❞✐@✲

❝✐♣❧✐♥❛A② @②@;❡♠ ♦❢ ❡6✉❛;✐♦♥@ ✐@ ✈❡A✐✜❡❞✿

{
yij = cij(zi,y.i)
yji = cji(zj ,y.j)

✭✶✳✼✮

❲❤❡♥ ❛❧❧ ;❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣@ ❛A❡ @❛;✐@✜❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❊6@✳✭✶✳✼✮ ❛A❡ @❛;✐@✜❡❞ ❢♦A ❛❧❧ ;❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣@

❜❡;✇❡❡♥ ❛❧❧ ;❤❡ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❡@✱ ;❤❡ @②@;❡♠ ✐@ @❛✐❞ ;♦ ❜❡ ♠✉❧!✐❞✐%❝✐♣❧✐♥❛2② ❢❡❛%✐❜❧❡✳ ❚❤❡ @❛;✐@❢❛❝;✐♦♥

♦❢ ;❤❡ ✐♥;❡A❞✐@❝✐♣❧✐♥❛A② ❝♦✉♣❧✐♥❣@ ✐@ ❡@@❡♥;✐❛❧ ❛@ ✐; ✐@ ❛ ♥❡❝❡@@❛A② ❝♦♥❞✐;✐♦♥ ❢♦A ;❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞

@②@;❡♠ ;♦ ❜❡ ♣❤②@✐❝❛❧❧② A❡❛❧✐@;✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ;❤❡ ❛❡A♦✲@;A✉❝;✉A❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ;❤❡ ❛❡A♦❞②♥❛♠✐❝@

❞✐@❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉;❡@ ❛ ❧♦❛❞ ♦❢ 10▼#❛ ✐; ✐@ ♥❡❝❡@@❛A② ;❤❛; ;❤❡ @;A✉❝;✉A❡ ❞✐@❝✐♣❧✐♥❡ ✉@❡@ ❛@ ✐♥♣✉;
10▼#❛ ❛♥❞ ♥♦; ❛♥♦;❤❡A ✈❛❧✉❡ ♦;❤❡A✇✐@❡ ;❤❡ ❛❡A♦✲@;A✉❝;✉A❡ ❛♥❛❧②@✐@ ✐@ ♥♦; ❝♦♥@✐@;❡♥;✳ ❚❤❡
❡①✐@;✐♥❣ ♠❡;❤♦❞ ❢♦A ❝♦✉♣❧✐♥❣ @❛;✐@❢❛❝;✐♦♥ ✐♥ ❞❡;❡A♠✐♥✐@;✐❝ ▼❉❖ ❛A❡ ❞❡;❛✐❧❡❞ ✐♥ @❡❝;✐♦♥ ✶✳✸✳
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◮
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y
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Discipline i Discipline j
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min |yji-cji(zj,yij)|+|yij-cij(zi,yji)|

w.r.t. yji yij
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i j
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♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐&❡$❛&✐♦♥* kmax

✶✮ ■♥✐&✐❛❧✐③❡ k = 0
✷✮ ❊✈❛❧✉❛&❡ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ i ✇✐&❤✿ cij(zi, y

guess
ji ) = yij

✸✮ ❊✈❛❧✉❛&❡ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ j ✇✐&❤✿ cji(zj , yij) = ynewji

✹✮ ❈♦♠♣✉&❡ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡$$♦$✿ δ = |yguessji − ynewji |
✺✮ k ← k + 1
✇❤✐❧❡ δ > δref ❛♥❞ k < kmax ❞♦

✻✲✶✮ ❙❡& yguessji = ynewji

✻✲✷✮ ❊✈❛❧✉❛&❡ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ i ✇✐&❤✿ cij(zi, y
guess
ji ) = yij

✻✲✸✮ ❊✈❛❧✉❛&❡ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ j ✇✐&❤✿ cji(zj , yij) = ynewji

✻✲✹✮ ❈♦♠♣✉&❡ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡$$♦$✿ δ = |yguessji − ynewji |
✻✲✺✮ k ← k + 1

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✐❢ k < kmax &❤❡♥

$❡&✉$♥ ynewji ✱ yij ❛♥❞ k
❡❧3❡

$❡&✉$♥

′′
♥♦& ❝♦♥✈❡$❣❡❞

′′
✳

❡♥❞ ✐❢
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7❛:❦: ❛?❡ ❧❡:: ?❡:7?✐❝7✐✈❡ 7❤❛♥ ✐♥ ▼❉❋ ❜❡❝❛✉:❡ ❡❛❝❤ ❞✐:❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥❧② ❞✐❛❧♦❣✉❡: ✇✐7❤ 7❤❡ ♦♣7✐♠✐③❡?

❛♥❞ ❞♦❡: ♥♦7 ♥❡❡❞ 7♦ ✇❛✐7 7❤❡ ?❡:✉❧7: ♦❢ 7❤❡ ♦7❤❡? ❞✐:❝✐♣❧✐♥❡:✳

▼✉❧7✐✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣?♦❛❝❤❡: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣?♦♣♦:❡❞ ✐♥ ♦?❞❡? 7♦ ❡❛:❡ 7❤❡ :②:7❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ❜②

✐♥7?♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛7❡❞ :✉❜:②:7❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣7✐♠✐③❡?:✳ ❇✐✲▲❡✈❡❧ ■♥7❡❣?❛7❡❞ ❙②:7❡♠: ❙②♥7❤❡:✐: ✭❇▲■❙❙✮

❛♥❞ ❈♦❧❧❛❜♦?❛7✐✈❡ ❖♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ✭❈❖✮ ❛♣♣?♦❛❝❤❡: ❛?❡ ?❡:♣❡❝7✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧7✐✲

❧❡✈❡❧ ❢♦?♠✉❧❛7✐♦♥: ❛♥❞ ❛?❡ ❞❡7❛✐❧❡❞ ✐♥ 7❤❡ ♥❡①7 :❡❝7✐♦♥:✳

✶✳✹✳✸ ❇✐✲▲❡✈❡❧ ■♥-❡❣/❛-❡❞ ❙②4-❡♠ ❙②♥-❤❡4✐4 ✭❇▲■❙❙✮

❇✐✲▲❡✈❡❧ ■♥7❡❣?❛7❡❞ ❙②:7❡♠ ❙②♥7❤❡:✐: ✭❇▲■❙❙✮ ❬❙♦❜✐❡:③❝③❛♥:❦✐✲❙♦❜✐❡:❦✐ ❡7 ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ✷✵✵✵❪ ✐: ❛ ♠✉❧7✐✲

❧❡✈❡❧ ❞❡7❡?♠✐♥✐:7✐❝ ▼❉❖ ❢♦?♠✉❧❛7✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✸✮✳ ■7 ✐: ❛♥ ✐7❡?❛7✐✈❡ ♠❡7❤♦❞ ♦?❣❛♥✐③❡❞ ✇✐7❤ ❛ :②:7❡♠✲

❧❡✈❡❧ ♦♣7✐♠✐③❡? ❛♥❞ ❛ :❡7 ♦❢ ❞✐:❝✐♣❧✐♥❛?② ♦♣7✐♠✐③❡?: ❛7 7❤❡ :✉❜:②:7❡♠✲❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❜❛:✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇▲■❙❙

✐: 7♦ ❝?❡❛7❡ ❛ ♣❛7❤ ✐♥ 7❤❡ ❞❡:✐❣♥ :♣❛❝❡ ✉:✐♥❣ ❛ :❡?✐❡: ♦❢ ❧✐♥❡❛? ❛♣♣?♦①✐♠❛7✐♦♥: 7♦ 7❤❡ ♦?✐❣✐♥❛❧ ❞❡:✐❣♥

♣?♦❜❧❡♠✱ ✇✐7❤ ❜♦✉♥❞: ♦♥ 7❤❡ ❞❡:✐❣♥ ✈❛?✐❛❜❧❡ :7❡♣: ❞❡✜♥❡❞ ❜② 7❤❡ ❞❡:✐❣♥❡?✱ ✐♥ ♦?❞❡? 7♦ ❛✈♦✐❞ 7♦

7❤❡ ❞❡:✐❣♥ ♣♦✐♥7 ❢?♦♠ ♠♦✈✐♥❣ :♦ ❢❛? ❛✇❛② 7❤❛7 7❤❡ ❛♣♣?♦①✐♠❛7✐♦♥: ❛?❡ ✐♥❛❝❝✉?❛7❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣7 ✐:

:✐♠✐❧❛? 7♦ 7?✉:7 ?❡❣✐♦♥ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ❛❧❣♦?✐7❤♠: ❬❈♦♥♥ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❇▲■❙❙ ✐: ❜❛:❡❞ ♦♥ ❛ ❣?❛❞✐❡♥7

❛♣♣?♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦♣7✐♠✐③❡: :✉❝❝❡::✐✈❡❧② 7❤❡ ❝♦♥7?✐❜✉7✐♦♥: ♦❢ 7❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡:✐❣♥ ✈❛?✐❛❜❧❡: ✭:✉❜:②:7❡♠

♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠:✮ ❛♥❞ 7❤❡ :❤❛?❡❞ ❞❡:✐❣♥ ✈❛?✐❛❜❧❡: 7♦ 7❤❡ ♦❜❥❡❝7✐✈❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ ✭:②:7❡♠✲❧❡✈❡❧

♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠✮✳ ■♥ ♦?❞❡? 7♦ ❡♥:✉?❡ ♠✉❧7✐❞✐:❝✐♣❧✐♥❛?② ❢❡❛:✐❜✐❧✐7②✱ ❇▲■❙❙ ?❡❧✐❡: ♦♥ ▼❉❆ ❛: ✐♥

▼❉❋ ✇❤✐❝❤ ✐: ♣❡?❢♦?♠❡❞ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ :②:7❡♠ ❛♥❞ 7❤❡ :✉❜:②:7❡♠ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠:✳

❆7 7❤❡ k ❤ ✐7❡?❛7✐♦♥✱ 7❤❡ :②:7❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣7✐♠✐③❡? :♦❧✈❡: 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣?♦❜❧❡♠✿

♠✐♥ f∗k +
∂f∗k
∂zsh

∆zsh ✭✶✳✶✽✮

✇✳?✳7✳ ∆zsh

:✳7✳ ∆zshmin
≤ ∆zsh ≤ ∆zshmax

✭✶✳✶✾✮

❚❤❡ i ❤ :✉❜:②:7❡♠ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠ ✐: ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ f +
∂f

∂z̄i
∆z̄i ✭✶✳✷✵✮

✇✳?✳7✳ ∆z̄i

:✳7✳ gi +
∂gi

∂∆z̄i
∆z̄i ≤ 0 ✭✶✳✷✶✮

hi +
∂hi

∂∆z̄i
∆z̄i = 0 ✭✶✳✷✷✮

∆z̄imin
≤ ∆z̄i ≤ ∆z̄imax

✭✶✳✷✸✮

✇✐7❤ ∆z 7❤❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ✈❛?✐❛❜❧❡ ✐♥❝?❡♠❡♥7: ❛7 7❤❡ ❝✉??❡♥7 ✐7❡?❛7✐♦♥ k✳ ■♥ 7❤❡ :②:7❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣✲
7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠ ❊\:✳✭✶✳✶✽✲✶✳✶✾✮✱ 7❤❡ ♦❜❥❡❝7✐✈❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ f∗k ✐: ❛ ✜?:7 ♦?❞❡? ❚❛②❧♦? :❡?✐❡: ❡①♣❛♥:✐♦♥

✸✼



Discipline

1

Discipline

2

Discipline

N

Multidisciplinary Design Analysis

...

y1N

yN1

y12

yN2

y21
y21

System Optimizer

min f*k+( fk/ zsh) zsh

zsh

Discipline

1

...

z1

g1+( g/ z1) z1  0

Optimizer 1 Optimizer 2 Optimizer N

Discipline

N

Discipline

2

Sensitivities calculation

zsh k+1

min f+( f/ z1) z1

h1+( h/ z1) z1= 0

z1

z2

g2+( g/ z2) z2  0

min f+( f/ z2) z2

h2+( h/ z2) z2= 0

z2

zN

gN+( g/ zN) zN  0

min f+( f/ zN) zN

hN+( h/ zN) zN= 0

zN

( f/ zi) ( g/ zi) ( h/ zi)

zi
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❈♦❧❧❛❜♦@❛:✐✈❡ ❖♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ✭❈❖✮ ❬❇@❛✉♥ ❡: ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ✐< ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❜✐✲❧❡✈❡❧ ❞❡:❡@♠✐♥✐<:✐❝ ❢♦@♠✉❧❛✲
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♠✐♥ f (z,y) ✭✶✳✷✹✮

✇✳'✳(✳ z,y

)✳(✳ Ĵi.(ẑi, zi,y) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , N} ✭✶✳✷✺✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✳✷✻✮

✇✐(❤ Ĵi. (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❡❞ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ i ❤ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ❛♥❞ ẑ (❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♣✐❡) ♦❢ z ❝♦♥('♦❧❧❡❞

❜② (❤❡ )✉❜)②)(❡♠ ♦♣(✐♠✐③❡'✳ ❚❤❡ i ❤ )✉❜)②)(❡♠ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ Ji. =‖ ẑi − zi ‖
2
2 + ‖ yi. − ci.(y.i, ẑi) ‖

2
2 ✭✶✳✷✼✮

✇✳'✳(✳ ẑi

)✳(✳ gi (ẑi,y.i) ≤ 0 ✭✶✳✷✽✮

hi (ẑi,y.i) = 0 ✭✶✳✷✾✮

ẑimin
≤ ẑi ≤ ẑimax

✭✶✳✸✵✮

❈❖ ♣'❡)❡♥() ✐♠♣♦'(❛♥( ❛❞✈❛♥(❛❣❡) ❝♦♠♣❛'❡❞ (♦ )✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧ ▼❉❖ ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈❖

❛❧❧♦✇) (♦ ❡♠♣❧♦② (❤❡ ♠♦)( ❛❞❛♣(❡❞ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞ (♦ ❡❛❝❤ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ✇✐(❤ ♣♦))✐❜❧❡ ❛❝(✐♦♥) ♦❢

(❤❡ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❛'② ❡①♣❡'()✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ (❤❡ ❞❡)✐❣♥ ♣'♦❝❡)) ♦✛❡') ♠♦❞✉❧❛'✐(② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐(② (♦ ❛❞❞ ♦'

'❡♠♦✈❡ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡) ✇✐(❤♦✉( ♠♦❞✐❢②✐♥❣ (❤❡ ❡♥(✐'❡ ❞❡)✐❣♥ ♣'♦❝❡))✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ (❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣'❛❝(✐❝❛❧

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐))✉❡) ✇✐(❤ '❡)♣❡❝( (♦ (❤❡ M✉❛❞'❛(✐❝ ❝♦♥)('❛✐♥( ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜)❡'✈❡❞ ❜②

)♦♠❡ '❡)❡❛'❝❤❡') ❬❆❧❡①❛♥❞'♦✈ ❛♥❞ ▲❡✇✐)✱ ✷✵✵✵❪ ❞✉❡ (♦ ✐♥)(❛❜✐❧✐(✐❡) ❛( (❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡✳ ❙❡✈❡'❛❧

❛❞❛♣(❛(✐♦♥) ♦❢ ❈❖ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣'♦♣♦)❡❞ ✐♥ ♦'❞❡' (♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ (❤✐) ❞✐✣❝✉❧(② ❬❉❡▼✐❣✉❡❧ ❛♥❞ ▼✉''❛②✱

✷✵✵✻❪✳ ◆❡✈❡'(❤❡❧❡))✱ (❤✐) ❛♣♣'♦❛❝❤ ❤❛) ❜❡❡♥ )❤♦✇♥ (♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ (♦ ♣'♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ '❡)✉❧() ❢♦' )♦♠❡

▼❉❖ ♣'♦❜❧❡♠) ❬❇'❛✉♥ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✳

❋♦' ♠♦'❡ ❞❡(❛✐❧) ♦♥ ❞❡(❡'♠✐♥✐)(✐❝ ▼❉❖ ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥) ♦♥❡ ❝❛♥ '❡❢❡' (♦ ❬❇❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙♦❜✐❡)③❝③❛♥)❦✐✲

❙♦❜✐❡)❦✐✱ ✶✾✾✻❀ ❆❧❡①❛♥❞'♦✈✱ ✶✾✾✼❀ ❇❛❧❡)❞❡♥( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❀ ▼❛'(✐♥) ❛♥❞ ▲❛♠❜❡✱ ✷✵✶✸❪✳ ▲❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡) ❛'❡ ❝♦♠♣❧❡① )②)(❡♠) ❛♥❞ (❤❡✐' ❞❡)✐❣♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ▼❉❖ ♣'♦❜❧❡♠ ❬❇'❛✉♥✱ ✶✾✾✻❀ ●❛♥❣ ❡( ❛❧✳✱

✷✵✵✺❀ ❇'♦✇♥ ❛♥❞ ❖❧❞)✱ ✷✵✵✻❀ ❇❛❧❡)❞❡♥( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❀ ❇'❡✐(❦♦♣❢ ❛♥❞ ❈♦❡❧❤♦✱ ✷✵✶✸❪✳ ■♥ ❧✐(❡'❛(✉'❡✱

❛ ❧❛'❣❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣❛♣❡') ❛♣♣❧✐❡❞ (❤❡ ❣❡♥❡'❛❧ ❞❡(❡'♠✐♥✐)(✐❝ ▼❉❖ ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥) ✭▼❉❋✱ ■❉❋✱ ❆❆❖✱

❈❖✱ ❇▲■❙❙✱ ❆❚❈✮ (♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡)✐❣♥ ♣'♦❜❧❡♠)✳ ❚❤❡)❡ ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥) ❛'❡ ❣❡♥❡'❛❧ ❡♥♦✉❣❤ (♦ ❜❡

❛❞❛♣(❡❞ (♦ (❤❡ ❞❡)✐❣♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡)✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❞❡❞✐❝❛(❡❞ ❞❡(❡'♠✐♥✐)(✐❝ ▼❉❖ ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥)

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣'♦♣♦)❡❞ (♦ ❞❡)✐❣♥ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ (♦ ✐♠♣'♦✈❡ (❤❡ ❞❡)✐❣♥ ♣'♦❝❡)) ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ (❤❡ ♥❡①(

)❡❝(✐♦♥✱ ❛ ❢♦❝✉) ♦♥ ❞❡(❡'♠✐♥✐)(✐❝ ▼❉❖ ❢♦'♠✉❧❛(✐♦♥) ❢♦' (❤❡ ❞❡)✐❣♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐) ♣'♦♣♦)❡❞✳

✸✾



Discipline

1

z

System Optimizer

c1.

y

...

min f(z,y)
z,y

s.t.  Ji.(zi,zi,y)=0, (i,j)² {1,...,N}² i j

zmin  z  zmax

min J1.

z1

g1(z1,y.1)  0

h1(z1,y.1)=0

J1.

g1

h1

z1

Optimizer 1

c2.

min J2.

z2

g2(z2,y.2)  0

h2(z1,y.2)=0

J2.

g2

h2

z2

Optimizer 2

cN.

min JN.

zN

gN(zN,y.N)  0

hN(zN,y.N)=0

JN.

gN

hN

zN

Optimizer N

Discipline

N

Discipline

2

f,J

^ ^

^

^

^

^ ^ ^
^

^ ^

^

^ ^

^
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4❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦<✐4✐♦♥ ♣?♦❝❡<< ❛♥❞ 4❤❡ ✐♥4❡?❞✐<❝✐♣❧✐♥❛?② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥<4?❛✐♥4 ❤❛♥❞❧✐♥❣✳ ❆❝❝♦?❞✐♥❣ 4♦

4❤❡✐? ❝♦♠♣❛?✐<♦♥ ♦♥ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ❝❛<❡< ✐♠♣❧❡♠❡♥4❡❞ ❜② ❇❛❧❡<❞❡♥4 ❡! ❛❧✳ ❬❇❛❧❡<❞❡♥4

❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪✱ 4❤❡ 4❤✐?❞ ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ✐< ♠♦?❡ ❡✣❝✐❡♥4 4♦ <♦❧✈❡ ▼❉❖ ♣?♦❜❧❡♠< ✭✇✐4❤ ?❡<♣❡❝4 4♦ 4❤❡

♥✉♠❜❡? ♦❢ ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛4✐♦♥<✮ ❞✉❡ 4♦ ✐4< ❤✐❡?❛?❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦<✐4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❞❡<✐❣♥ ♣?♦❝❡<< ❛♥❞ ✐<

❞❡4❛✐❧❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ ❙❲❖❘❉✱ 4❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ f(·) ✐< ❛<<✉♠❡❞ 4♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦<❡❞ <✉❝❤
❛< f(·) =

∑n
j=1 fj(·) ✇✐4❤ n 4❤❡ ♥✉♠❜❡? ♦❢ <4❛❣❡<✳ ■♥ ♣?❛❝4✐❝❡✱ 4❤❡ ●?♦<< ▲✐❢4✲❖✛ ❲❡✐❣❤4 ✭●▲❖❲✮

✐< ♦❢4❡♥ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡<✐❣♥ ♣?♦❝❡<< ❬❇❛❧❡<❞❡♥4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❀ ❈❛<4❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞

✐4 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦<❡❞ ❛< 4❤❡ <✉♠ ♦❢ 4❤❡ <4❛❣❡ ♠❛<<❡< ♣❧✉< 4❤❡ ❢❛✐?✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛②❧♦❛❞ ♠❛<<❡<✳ ❚❤❡

❞✐✛❡?❡♥4 <4❛❣❡ ♠❛<<❡< ❛?❡ ❝♦✉♣❧❡❞✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 4❤❡ ✉♣♣❡? <4❛❣❡ ♠❛<< ✇♦✉❧❞ ✐♥4?♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛✲

4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❧♦✇❡? <4❛❣❡ ♠❛<<❡< ✐♥ ♦?❞❡? 4♦ ❡♥<✉?❡ ♠✐<<✐♦♥ <✉❝❝❡<<✳ ❆❧<♦✱ 4❤❡ ❝♦<4 ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

❢♦❧❧♦✇< 4❤❡ <❛♠❡ ❞❡❝♦♠♣♦<✐4✐♦♥ ✭<✉♠ ♦❢ 4❤❡ <4❛❣❡ ❝♦<4✮✳

❚❤❡ ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ❛4 4❤❡ <②<4❡♠✲❧❡✈❡❧ ✐< ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ f (z,y) ✭✶✳✸✶✮

✇✳?✳4✳ zsh,y

<✳4✳ g0(z,y) ✭✶✳✸✷✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✳✸✸✮

❆4 4❤❡ <✉❜<②<4❡♠✲❧❡✈❡❧✿

i = n
❲❤✐❧❡ i > 0
❋♦' (❤❡ i ❤ )(❛❣❡✿
●✐✈❡♥ zsh,y ❛♥❞ 4❤❡ ♦♣4✐♠❛❧ ♠❛<<❡< ♦❢ 4❤❡ <4❛❣❡< i+ 1 4♦ n✿

♠✐♥ fi(zsh, z̄i,y) ✭✶✳✸✹✮

✇✳?✳4✳ z̄i

<✳4✳ gi (zsh, z̄i,y) ≤ 0 ✭✶✳✸✺✮

hi (zsh, z̄i,y) = 0 ✭✶✳✸✻✮

yi. = ci.(zsh, z̄i,y.i) ✭✶✳✸✼✮

z̄imin
≤ z̄i ≤ z̄imax

✭✶✳✸✽✮

i← i− 1

✇❤❡?❡ g0(·) ❛?❡ <②<4❡♠✲❧❡✈❡❧ ✐♥❡`✉❛❧✐4② ❝♦♥<4?❛✐♥4< ❛♥❞ ❊`✳✭✶✳✸✻✮ ✐< ♦♥❧② ❝♦♥<✐❞❡?❡❞ ❢♦? i = n ❛♥❞
❊`✳✭✶✳✸✼✮ ❢♦? i 6= n✳ ❚❤✐< ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ❛❧❧♦✇< 4♦ <❡♣❛?❛4❡❧② ♦♣4✐♠✐③❡ ❡❛❝❤ <4❛❣❡ ✐♥ ❛ ❤✐❡?❛?❝❤✐❝❛❧
♣?♦❝❡<<✳ ❚❤❡ ❧❛<4 <4❛❣❡ ✐< ♦♣4✐♠✐③❡❞ ✜?<4 ❛♥❞ 4❤❡ ✜?<4 <4❛❣❡ ✐< ♦♣4✐♠✐③❡❞ ❧❛<4✳ ❚❤❡ ?❡<✉❧4 ♦❢

4❤❡ ♣?❡✈✐♦✉< ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ✐< ♣❛<<❡❞ 4♦ 4❤❡ ♥❡①4 ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ <4❛❣❡ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✺✮✳

❋✉?4❤❡?♠♦?❡✱ 4❤✐< ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ❡♥<✉?❡< 4♦ 4❤❡ ✉<❡? 4♦ ❤❛✈❡ ♠✉❧4✐❞✐<❝✐♣❧✐♥❛?② ❢❡❛<✐❜❧❡ <♦❧✉4✐♦♥ ❡✈❡♥

✐❢ 4❤❡ <②<4❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣4✐♠✐③❡? ❤❛< ♥♦4 ❝♦♥✈❡?❣❡❞ ②❡4✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡?❡♥4 ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥< ♦❢ 4❤❡ <4❛❣❡<

❝❛♥♥♦4 ❜❡ ♣❡?❢♦?♠❡❞ ✐♥ ♣❛?❛❧❧❡❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛ ❞?❛✇❜❛❝❦ ✇❤❡♥ ♣❛?❛❧❧❡❧✐③❛4✐♦♥ ✐< ♣♦<<✐❜❧❡ ✐♥ 4❡?♠<

♦❢ ❝♦♠♣✉4❛4✐♦♥❛❧ ❝♦<4✳ ❚❤✐< ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ❤❛< ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ 4♦ 4❤❡ ❞❡<✐❣♥ ♦❢ ❛ 4❤?❡❡✲<4❛❣❡✲4♦✲♦?❜✐4

❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❬❇❛❧❡<❞❡♥4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛?❡❞ 4♦ ▼❉❋✳ ❚❤❡ 3"❞ ❙❲❖❘❉ ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ❛♣♣❡❛?<
4♦ ❜❡ 4❤❡ ❜❡<4 ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥ ❛♠♦♥❣ 4❤❡ ❙❲❖❘❉ ❢♦?♠✉❧❛4✐♦♥< ❛♥❞ <✉❝❝❡❡❞ 4♦ ?❡❞✉❝❡ 4❤❡ ♥✉♠❜❡? ♦❢

❝❛❧❧< 4♦ 4❤❡ ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< ❝♦♠♣❛?❡❞ 4♦ ▼❉❋✳ ❋♦? ♠♦?❡ ❞❡4❛✐❧< ♦♥ ❙❲❖❘❉ <❡❡ ❬❇❛❧❡<❞❡♥4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪✳

✹✶



System level 

optimizer

Stage n

Stage i

...
Optimizer

Optimizer

Stage 1

Optimizer
...

yni

yi1

Sub-systems: rocket stage

Altitude

Time

First stage

trajectory

Second stage

trajectory

3
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Wind

gust

Nozzle flow

modeling

Aleatory 

uncertainty

Epistemic

uncertainty

(c)Onera

(c)Cnes

❋✐❣✉9❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡6 ♦❢ ❛❧❡❛7♦9② ❛♥❞ ❡♣✐67❡♠✐❝ ✉♥❝❡97❛✐♥7✐❡6 ❢♦9 ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡6✐❣♥

❚❤❡ ❞✐67✐♥❝7✐♦♥ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ 7✇♦ 7②♣❡6 ♦❢ ✉♥❝❡97❛✐♥7② ✐6 ✐♠♣♦97❛♥7 ❜❡❝❛✉6❡ 6♣❡❝✐✜❝ ♠❛7❤❡♠❛7✐✲

❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①✐67 ❢♦9 ❡❛❝❤ 7②♣❡ ♦❢ ✉♥❝❡97❛✐♥7②✳ ❩❤❛♥❣ ❡! ❛❧✳ ❬❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ✷✵✶✵❪ ❤✐❣❤❧✐❣❤7❡❞

7❤❛7 ✐♥ ❯▼❉❖✱ ✐♠♣9♦♣❡9 ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝❡97❛✐♥7② ❝♦✉❧❞ ❡♥❣❡♥❞❡9 ❣9❡❛7❡9 ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ✉♥❝❡97❛✐♥7②

7❤❛♥ 7❤♦6❡ ✐♥79♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣❤②6✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥ ♦9❞❡9 7♦ ♣9♦♣❛❣❛7❡ ✉♥❝❡97❛✐♥7② 7❤9♦✉❣❤ 6②6✲

7❡♠ ♠♦❞❡❧6✱ ❛♥ ❛❞❡Y✉❛7❡ 9❡♣9❡6❡♥7❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ✐♥♣✉7 ✉♥❝❡97❛✐♥7② ✐6 9❡Y✉✐9❡❞ ✐♥ ♦9❞❡9 7♦ ❤❛✈❡ 7♦

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ Y✉❛♥7✐✜❝❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ✉♥❝❡97❛✐♥7② ✐♥ 7❤❡ 6②67❡♠ 9❡6♣♦♥6❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡97❛✐♥7② ♠♦❞❡❧✐♥❣

✐6 ❛ ❦❡② 67❡♣ ✐♥ 7❤❡ ❯▼❉❖ ♣9♦❜❧❡♠ 67❛7❡♠❡♥7 ❛♥❞ ♦✈❡9❧♦♦❦✐♥❣ ❝♦✉❧❞ 9❡6✉❧7 ✐♥ ♥♦♥ 9♦❜✉67 6♦❧✉✲

7✐♦♥ 7♦ 7❤❡ 9❡❛❧ ✉♥❝❡97❛✐♥7② ❬❈❤♦✐ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ #9♦❜❛❜✐❧✐7② 7❤❡♦9② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑♦❧♠♦❣♦9♦✈ ✐♥

✶✾✸✹ ❬❑♦❧♠♦❣♦9♦✈✱ ✶✾✺✵❪ ✇❛6 7❤❡ ✜967 ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❛7❤❡♠❛7✐❝❛❧ ❢♦9♠❛❧✐6♠ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐7❤ ✉♥❝❡97❛✐♥7②✳

❲✐7❤ ✐76 ✐♠♣♦97❛♥7 7❤❡♦9❡7✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣9♦✉♥❞✱ ♣9♦❜❛❜✐❧✐7② 7❤❡♦9② ✐6 79❛❞✐7✐♦♥❛❧❧② ✉6❡❞ ❜② ❡♥❣✐♥❡❡96

7♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❡❛7♦9② ✉♥❝❡97❛✐♥7②✳ ■7 ✐6 ❞✉❡ 7♦ 7❤❡ ♣♦66✐❜✐❧✐7② 7♦ ❛❝❝❡66 7♦ ❧❛9❣❡ ❛♠♦✉♥7 ♦❢ ✐♥❢♦9♠❛7✐♦♥

7♦ ❛❝❝✉9❛7❡❧② 9❡♣9❡6❡♥7 ✉♥❝❡97❛✐♥7②✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ ❛6 ♣♦✐♥7❡❞ ♦✉7 ❜② ❬❋❡96♦♥ ❡7 ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❍❡❧7♦♥ ❡7 ❛❧✳✱

✷✵✵✹❀ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ✷✵✶✵❪✱ ✇❤❡♥ 7❤❡9❡ ❛9❡ ♥♦7 ❡♥♦✉❣❤ 6✉✣❝✐❡♥7 ❞❛7❛ 7♦ ❝♦♥679✉❝7 ♣9❡❝✐6❡

67❛7✐67✐❝❛❧ ❞✐679✐❜✉7✐♦♥6 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉76 ❞✉❡ 7♦ 7✐♠❡✱ ♠♦♥❡②✱ ❡!❝✱ 7❤❡ 9❡6✉❧76 ♦❢ 7❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐67✐❝

♠❡7❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥9❡❧✐❛❜❧❡ ♦9 9✐6❦②✳ ❖7❤❡9 ♠♦9❡ ❛❞❛♣7❡❞ ❢♦9♠❛❧✐6♠6 6✉❝❤ ❛6 ✐♥7❡9✈❛❧ ❬▼♦♦9❡ ❡7 ❛❧✳✱

✷✵✵✾❪ ♦9 ❊✈✐❞❡♥❝❡ 7❤❡♦9② ❬❉❡♠♣67❡9✱ ✶✾✻✼❀ ❙❤❛❢❡9✱ ✶✾✼✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ 7❤❡ ♥❡①7 6❡❝7✐♦♥✱

❛♥ ♦✈❡9✈✐❡✇ ♦❢ ♣9♦❜❛❜✐❧✐7② 7❤❡♦9② ❛♥❞ ✐♥7❡9✈❛❧ ❢♦9♠❛❧✐6♠ ✐6 ♣9❡6❡♥7❡❞ ✐♥ ♦9❞❡9 7♦ ✐♥79♦❞✉❝❡ ❦❡②

❝♦♥❝❡♣76 9❡Y✉✐9❡❞ 7♦ 6♦❧✈❡ ❯▼❉❖ ♣9♦❜❧❡♠6 ❞❡6❝9✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛976 ■■ ❛♥❞ ■■■✳ ❋♦9 7❤❡ 6❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐6❡♥❡66✱

♦7❤❡9 ❢♦9♠❛❧✐6♠6 6✉❝❤ ❛6 ❊✈✐❞❡♥❝❡ 7❤❡♦9② ♦9 ❋✉③③② ❧♦❣✐❝ ✇✐❧❧ ♥♦7 ❜❡ ❞❡6❝9✐❜❡❞✳ ❋♦9 ♠♦9❡ ❞❡7❛✐❧6✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥6✉❧7 ❬❉❡♠♣67❡9✱ ✶✾✻✼❀ ❑❧✐9✱ ✷✵✵✺❪
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✷✳✷✳✷ ❊❧❡♠❡♥'( ♦❢ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'② '❤❡♦,②

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❆ ♣"♦❜❛❜✐❧✐(② ♠❡❛,✉"❡ P ♦♥ ❛ ♠❡❛,✉"❛❜❧❡ ,❡( (Ω,A)✱ ✇❤❡"❡ Ω ✐, (❤❡ ,❛♠♣❧❡

,♣❛❝❡ ✇✐(❤ ✐(, σ✲❛❧❣❡❜"❛ A✱ ✐, ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢"♦♠ A (♦ [0, 1] ,✉❝❤ (❤❛( (❤❡ (✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥( ❛"❡
,❛(✐,✜❡❞ ❬❑♦❧♠♦❣♦"♦✈✱ ✶✾✺✵❪✿

• P(Ω) = 1

• ❧❡( (Ai)i∈N ❜❡ ❛ ❝♦✉♥(❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝(✐♦♥ ♦❢ ❞✐,❥♦✐♥( ❡✈❡♥(, ✐♥ A✿ P
(⋃+∞

i=0 Ai

)
=
∑+∞

i=0 P(Ai)

❚❤❡ #$✐♣❧❡ (Ω,A,P) ✐( ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐(② ,♣❛❝❡✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ▲❡( (Ω,A,P) ❞❡♥♦(❡ ❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐(② ,♣❛❝❡✱ ❛ "❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ "❛♥❞♦♠ ✈❛"✐❛❜❧❡ U ✐, ❛

♠❡❛,✉"❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

U :

{
Ω→ R

ω → U(ω)
✭✷✳✶✮

✇✐#❤ w ❛♥ ♦✉#❝♦♠❡✳ ❋♦$ #❤❡ (❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐(❡♥❡((✱ ✐♥ #❤❡ $❡(# ♦❢ #❤❡ #❤❡(✐(✱ ❛ $❡❛❧✐③❛#✐♦♥ U(ω) ✐(
♥♦#❡❞ u✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ▲❡( (Ω,A,P) ❞❡♥♦(❡ ❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐(② ,♣❛❝❡✱ ❛ ❞✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ "❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ "❛♥❞♦♠
✈❛"✐❛❜❧❡ ✈❡❝(♦" U ✐, ❛ ♠❡❛,✉"❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

U :

{
Ω→ R

d

ω → U(ω)
✭✷✳✷✮

■♥ #❤❡ (❛♠❡ ✇❛②✱ ❛ $❡❛❧✐③❛#✐♦♥ U(ω) ✐( ♥♦#❡❞ u✳ ❚❤❡ ith ❝♦♦$❞✐♥❛#❡ ♦❢ #❤❡ ✈❡❝#♦$ U ✐( ♥♦#❡❞

U (i)
❛♥❞ U =

[
U (1), . . . , U (d)

]
✳ ❋♦$ ✐♥(#❛♥❝❡✱ ❧❡#✬( ❝♦♥(✐❞❡$ #❤❡ ❢❛❧❧✲♦✉# ♣♦(✐#✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛✉♥❝❤❡$

(#❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛#✐#✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐#✉❞❡✮ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡( ✐♥ #❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ (❛♠♣❧❡ (♣❛❝❡ (♣❛❝❡ Ω =
[−90◦, 90◦]× [−180◦, 180◦] ✭✇✐#❤ ✬×✬ #❤❡ ❈❛$#❡(✐❛♥ ♣$♦❞✉❝# ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❧♦♥❣✐#✉❞❡ ❛♥❞ #❤❡ ❧❛#✐#✉❞❡
(♣❛❝❡(✮✳ ✶✺✵ #$✐❛❧( ♦❢ ❧❛✉♥❝❤❡$ (#❛❣❡ ❢❛❧❧✲♦✉# ♣♦(✐#✐♦♥( ♦❜#❛✐♥❡❞ ✇✐#❤ ❛ (✐♠✉❧❛#♦$ ❛$❡ $❡♣$❡(❡♥#❡❞

✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✿ ✶✺✵ #$✐❛❧( ♦❢ ❧❛✉♥❝❤❡$ (#❛❣❡ ❢❛❧❧✲♦✉# ♣♦(✐#✐♦♥
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❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ▲❡" (Ω,A,P) ❞❡♥♦"❡ ❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐"② -♣❛❝❡ ❛♥❞ U ❛ ✈❛(✐❛❜❧❡ "❤❛" ✐- ❛ (❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞

♠❡❛-✉(❛❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢(♦♠ (Ω,A) "♦ (R,B(R)) ✇✐"❤ B(R) "❤❡ ❇♦(❡❧ ❛❧❣❡❜(❛✳ ❚❤❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ U ✐- ❛

❝♦♥"✐♥✉♦✉- (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡ ✐❢ "❤❡(❡ ❡①✐-"- ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ φ : Ω→ R -✉❝❤ "❤❛"✿

• ∀u ∈ R, φ(u) ≥ 0

• φ ✐- ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉- ❢✉♥❝"✐♦♥ ❛❧♠♦-" ❡✈❡(②✇❤❡(❡ ♦♥ Ω

•
∫ +∞

−∞
φ(u)❞u = 1

• P(U ∈ A) =
∫

A

φ(u)❞u, ∀A ∈ B(R)

❚❤❡ ❢✉♥❝:✐♦♥ φ(·) ✐= :❤❡ #>♦❜❛❜✐❧✐:② ❉❡♥=✐:② ❋✉♥❝:✐♦♥ ✭ ❉❋✮ ♦❢ :❤❡ >❛♥❞♦♠ ✈❛>✐❛❜❧❡ U ✳ ■♥
❋✐❣✉>❡= ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹✱ ❛ =✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢  ❉❋ φ(·) ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R ❛♥❞ =♦♠❡ >❛♥❞♦♠ =❛♠♣❧❡= ❣❡♥❡>❛:❡❞

✇✐:❤ :❤✐=  ❉❋ ❛>❡ >❡♣>❡=❡♥:❡❞✳
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❋✐❣✉>❡ ✷✳✸✿  ❉❋ φ(·)
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❋✐❣✉>❡ ✷✳✹✿ ❈♦>>❡=♣♦♥❞✐♥❣ ✐✐❞ >❛♥❞♦♠ =❛♠♣❧❡=

❣❡♥❡>❛:❡❞ ✇✐:❤  ❉❋ φ(·)

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ▲❡" U ❜❡ ❛ (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❛♥❞ φ(·) ✐"-  ❉❋✳ ❚❤❡ ❈✉♠✉❧❛"✐✈❡ ❉✐-"(✐❜✉"✐♦♥

❋✉♥❝"✐♦♥ ✭❈❉❋✮ Φ(·) ♦❢ U ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Φ :

{
R→ [0, 1]
u→ P(U ≤ u)

✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❈❉❋ ♠❛② ❛❧-♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢(♦♠ "❤❡  ❉❋ ❜②✿

∀u ∈ R, Φ(u) =

∫ u

−∞

φ(t)❞t ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❈❉❋ ✉♥✐Q✉❡❧② ❞❡✜♥❡= :❤❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐:② ❧❛✇ ♦❢ ❛ >❛♥❞♦♠ ✈❛>✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛:✐✈❡ ❞✐=:>✐❜✉:✐♦♥

❢✉♥❝:✐♦♥ Φ(·) ♦❢ :❤❡  ❉❋ φ(·) ♣>♦♣♦=❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉>❡ ✷✳✸ ✐= >❡♣>❡=❡♥:❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉>❡ ✷✳✺✳

✹✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✿ ❈✉♠✉❧❛.✐✈❡ ❞✐1.$✐❜✉.✐♦♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ Φ(·) ♦❢ .❤❡  ❉❋ φ(·)

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ✿ ❙"❛"✐%"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥"%

❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② .♦ ❝❤❛$❛❝.❡$✐③❡ ❛ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡ ✐1 .♦ ❞❡.❡$♠✐♥❡ ✐.1 1.❛.✐1.✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥.1✳ ❚❤❡ ✜$1.

♦$❞❡$ 1.❛.✐1.✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥. ✐1 .❤❡ ♠❛.❤❡♠❛.✐❝❛❧ ❡①♣❡❝.❛.✐♦♥ ♥♦.❡❞ E[·] ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

E[U ] =

∫

R

u φ(u)❞u = µU ✭✷✳✺✮

✐❢ .❤❡ ✐♥.❡❣$❛❧ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ✐1 ❡♥1✉$❡❞✳

❚❤❡ ❝❡♥.❡$❡❞ 1❡❝♦♥❞ ♦$❞❡$ 1.❛.✐1.✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥. ✐1 .❤❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ♥♦.❡❞ V[·] ❛♥❞ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

V[U ] =

∫

R

(u− E(U))
2
φ(u)❞u = E

[
(U − E[U ])

2
]

✭✷✳✻✮

❚❤❡ 1.❛♥❞❛$❞ ❞❡✈✐❛.✐♦♥ σ ♦❢ U ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜❛1❡❞ ♦♥ .❤❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❜②✿ σ[U ] =
√

V[U ]✳ C$♦✈✐❞❡❞ .❤❛.
.❤❡ ❡①♣❡❝.❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐1 ♥♦♥ ♥✉❧❧✱ .❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ♦❢ ✈❛/✐❛"✐♦♥ ♦❢ U ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 .❤❡ $❛.✐♦ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡

1.❛♥❞❛$❞ ❞❡✈✐❛.✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ ❡①♣❡❝.❡❞ ✈❛❧✉❡✿ δ(U) = σ[U ]
|E[U ]| ✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ '❤❡ ❝♦✈❛#✐❛♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦

✉♥❝❡#'❛✐♥ ✈❛#✐❛❜❧❡1 U1 ❛♥❞ U2 ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

❈♦✈(U1, U2) = E [(U1 − µU1)(U2 − µU2)] ✭✷✳✼✮

❚❤❡ p✲♦#❞❡# ❝❡♥'❡#❡❞ 1'❛'✐1'✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥' ✭p ≥ 2✮ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Mp(U) =

∫

R

(u− E[U ])
p
φ(u)❞u = E [(U − E[U ])

p
] ✭✷✳✽✮

✐❢ '❤❡ ✐♥'❡❣#❛❧ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ✐1 ❡♥1✉#❡❞✳

❆❧❧ '❤❡1❡ 1'❛'✐1'✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥'1 ♠❛② ❜❡ ❡❛1✐❧② ❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ❢♦# #❛♥❞♦♠ ✈❛#✐❛❜❧❡ ✈❡❝'♦#✳

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✶✳ ❚!❛♥$♣♦!' '❤❡♦!❡♠✳ ▲❡' U ❛ ❝♦♥'✐♥✉♦✉$ d✲❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ !❛♥❞♦♠ ✈❡❝'♦! ✇✐'❤ ❛

❥♦✐♥'  ❉❋ φ(·) ❛♥❞ c : Rd → R ❛ ♠❡❛$✉!❛❜❧❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✱ '❤❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ✈❛❧✉❡ E [c(U)] ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E [c(U)] =

∫

Rd

c(u)φ(u)❞u ✭✷✳✾✮

✺✵



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

✐❢ "❤❡ ✐♥"❡❣'❛❧ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐- ❡♥-✉'❡❞✳ ❚❤✐6 7❤❡♦:❡♠ ❛❧❧♦✇6 ♦♥❡ 7♦ ❞❡✜♥❡ 7❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐7✐❡6 ♦❢

✐♥7❡:❡67 ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉67:✐❛❧ ❝♦♥7❡①7 ✇✐7❤ c(·) ❛♥ ✐♥♣✉7✲♦✉7♣✉7 ❢✉♥❝7✐♦♥ ✭❛❧6♦ :❡❢❡::❡❞ ❛6 ❜❧❛❝❦✲❜♦①
❢✉♥❝7✐♦♥✮ ❝❤❛:❛❝7❡:✐③✐♥❣ 7❤❡ 67✉❞✐❡❞ 6②67❡♠✳ ❙✉❝❤ ❢✉♥❝7✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛7❡❞✱ ❢♦: ❛ ❣✐✈❡♥

✐♥♣✉7 ✐7 ♣:♦✈✐❞❡6 7❤❡ ❝♦::❡6♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉7♣✉7✳

❈❧❛66✐❝❛❧ ♣❛:❛♠❡7❡:✐③❡❞  ❉❋ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥6 ❛:❡ ♦❢7❡♥ ✉6❡❞ 7♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❡❛7♦:② ✉♥❝❡:7❛✐♥7✐❡6✳ ❆♠♦♥❣

7❤❡6❡ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥6✱ 7❤❡ ●❛✉66✐❛♥ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥ ✭❛❧6♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦:♠❛❧ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥✮ ✐6 7❤❡ ♠♦67 ✉6❡❞  ❉❋

7♦ :❡♣:❡6❡♥7 ✉♥❝❡:7❛✐♥7②✳ ❚❤❡ ●❛✉66✐❛♥ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥ ✐6 ❡①7❡♥6✐✈❡❧② ✉6❡❞ 7♦ :❡♣:❡6❡♥7 ✉♥❝❡:7❛✐♥7②

❛6 ✐7 ✐6 7❤❡ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥ 7❤❛7 ♣:❡6❡♥7 7❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥7:♦♣② ✭♠❡❛6✉:❡ ♦❢ 7❤❡ ✐♥❢♦:♠❛7✐♦♥ ❝♦♥7❡♥7✮

❛♠♦♥❣ ❛❧❧ :❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥6 ✇✐7❤ 6♣❡❝✐✜❡❞ ❡①♣❡❝7❛7✐♦♥ µ ❛♥❞ ✈❛:✐❛♥❝❡ σ2
✳ ❚❤❡ ❝❡♥7:❛❧ ❧✐♠✐7

7❤❡♦:❡♠ ❛❧6♦ ❥✉67✐✜❡6 7❤✐6  ❉❋ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ 6❡✈❡:❛❧ ❞♦♠❛✐♥6✳ ❆ ●❛✉66✐❛♥ ✈❛:✐❛❜❧❡ U ✐6 :❡♣:❡6❡♥7❡❞ ❜②

❛  ❉❋ ♥♦7❡❞ φN (µ,σ2) ✇✐7❤ µ ✐76 ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ σ
2
✐76 ✈❛:✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ 6♦✲❝❛❧❧❡❞ 67❛♥❞❛:❞ ●❛✉66✐❛♥

❞✐67:✐❜✉7✐♦♥ ♥♦7❡❞ φN(0,1)
✐6 ♦❜7❛✐♥❡❞ ❢♦: µ = 0 ❛♥❞ σ2 = 1 ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❚❤❡  ❉❋ ♦❢ ❛ ●❛✉66✐❛♥

✈❛:✐❛❜❧❡ ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

φN (µ,σ2)(u) =
1√
2πσ2

exp

(
− (u− µ)2

2σ2

)
, u ∈ R ✭✷✳✶✵✮

❋✐❣✉:❡ ✷✳✻✿ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ 67❛♥❞❛:❞ ●❛✉66✐❛♥ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥  ❉❋

❆♥♦7❤❡: ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥ ✐♥7❡♥6✐✈❡❧② ✉6❡❞ ✐6 7❤❡ ✉♥✐❢♦:♠ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥✳ ❆ ✉♥✐❢♦:♠ ✈❛:✐❛❜❧❡ U ✐6

:❡♣:❡6❡♥7❡❞ ❜② ❛  ❉❋ ♥♦7❡❞ φU(a,b) ✇✐7❤ a 7❤❡ ❧♦✇❡: ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ b 7❤❡ ✉♣♣❡: ❜♦✉♥❞6 ♦❢ 7❤❡ ❞✐67:✐❜✉✲
7✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦:♠ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥ ❛66✉♠❡6 7❤❛7 ❡❛❝❤ 6✐♥❣❧❡7♦♥ ✐♥6✐❞❡ 7❤❡ ✐♥7❡:✈❛❧ [a, b] ❤❛6 7❤❡ 6❛♠❡
♣:♦❜❛❜✐❧✐7② 7♦ ♦❝❝✉:✿

φU(a,b)(u)

{
1

b−a ✐❢ u ∈ [a, b]

0 ❡❧6❡

❖7❤❡: ❝❧❛66✐❝❛❧ ♣❛:❛♠❡7❡:✐③❡❞ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥6 ❛:❡ ❇❡7❛ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥✱ ●❛♠♠❛ ❞✐67:✐❜✉7✐♦♥✱ ▲♦❣♥♦:♠❛❧

❞✐67:✐❜✉7✐♦♥✱ ❡"❝✳

✷✳✷✳✸ ❊❧❡♠❡♥() ♦❢ ✐♥(❡-✈❛❧ ❛♥❛❧②)✐)

■♥7❡:✈❛❧ ❞❛7❛ ❛:❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♥❝♦✉♥7❡:❡❞ ✐♥ ♣:❛❝7✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡:✐♥❣ ♣:♦❜❧❡♠6✳ ❋❡:6♦♥ ❡" ❛❧✳ ❬❋❡:6♦♥
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U

U
u

u

Υ = {u ∈ R|u ≤ u ≤ u }
u u

[u , u ] d u =
[
u(1), . . . , u(d)

]

Υ = {u ∈ R
d|u(i) ∈

[
u
(i)

, u(i)
]
∀i ∈ {1, . . . , d}}

Discipline

c(u)

Uncertain variable 

sample u

Discipline output y

c :

{
R

d → R

u→ y = c(u)

U

Y



U

φ : Rd → R Y

•

•

Discipline

c(u)Uncertain variable 

sample u

Discipline output y

Probability formalism

M
u(1), . . . ,u(M) φ(·)

c(·) c
(
u(1)

)
, . . . , c

(
u(M)

)

E[Y ] = E[c(U)] ≃ 1

M

M∑

k=1

c
(
u(k)

)
= E

CMC [Y ]



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾✿ ❈▼❈ *❛♠♣❧❡* ✐♥♣✉0 *♣❛❝❡

❚❤❡ ❡*0✐♠❛0♦$ E
CMC [·] ✐* ❛ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛* ✐0 ✐* ❛♥ ❛♣♣$♦①✐♠❛0✐♦♥ ❜❛*❡❞ ♦♥ 0❤❡ M ✐✐❞

*❡❧❡❝0❡❞ *❛♠♣❧❡*✳ ❚❤✐* ❡*0✐♠❛0✐♦♥ ❝♦♥✈❡$❣❡* ❛❧♠♦*0 *✉$❡❧② 0♦ 0❤❡ ♠❛0❤❡♠❛0✐❝❛❧ ❡①♣❡❝0❛0✐♦♥ ❛* ❛

❝♦♥*❡:✉❡♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛$❣❡ ♥✉♠❜❡$*✳ =$♦✈✐❞✐♥❣ M ✐* *✉✣❝✐❡♥0❧② ❧❛$❣❡✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ❝❡♥0$❛❧

❧✐♠✐0 0❤❡♦$❡♠✱ 0❤❡ ❈▼❈ ❡*0✐♠❛0♦$ ✐* ✉♥❜✐❛*❡❞ ❛♥❞ ♥♦$♠❛❧❧② ❞✐*0$✐❜✉0❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ 0❤❛0

(
E
CMC [Y ]− E[Y ]

)
−→

M→+∞
φN (0,σ2

ECMC [Y ]
) ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ ❘❡❧❛0✐✈❡ ❊$$♦$ ✭❘❊✮ ♦❢ #❤❡ ❈▼❈ ❡&#✐♠❛#♦* ✐& ❣✐✈❡♥ ❜②✿

RE
(
E
CMC [Y ]

)
=
σECMC [Y ]

E[Y ]
=

1√
M

√
E[Y ]− E[Y ]2

E[Y ]
✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❈▼❈ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ &♣❡❡❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ M ❛♥❞ E[Y ] ✇❤❛#❡✈❡* #❤❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ d ♦❢ #❤❡ ✐♥♣✉#

&♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡* RE(·) #❤❡ ❣*❡❛#❡* ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ E
CMC [·] ✇✐#❤ *❡&♣❡❝# #♦ #❤❡ *❡&✐❞✉❛❧ ❡**♦* ✐♥

#❤❡ ❡&#✐♠❛#✐♦♥✳ ❈▼❈ ♠❛② *❡❛❝❤ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉*❛❝② ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ &❛♠♣❧❡& ❛*❡ ❣❡♥❡*❛#❡❞✳ ❇❛&❡❞

♦♥ #❤❡ &❛♠❡ ✐❞❡❛✱ p✲♦*❞❡* ❝❡♥#❡*❡❞ &#❛#✐&#✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥#& ♠❛② ❜❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛#❡❞ ❜② ❈▼❈✳ ■# ❝❛♥

❜❡ ❡❛&✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥#❡❞ ❜✉#✱ ✇❤❡♥ #❤❡ ❞✐&❝✐♣❧✐♥❡ ✐& ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧❧② ✐♥#❡♥&✐✈❡ ❛& ✐♥ ❝❛&❡ ♦❢ #❤❡

❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡&✐❣♥✱ #❤✐& ♠❡#❤♦❞ ✐& ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧❧② ♣*♦❤✐❜✐#✐✈❡✳ ❖#❤❡* &❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡#❤♦❞& &✉❝❤

❛& ▲❛#✐♥ ❍②♣❡*❝✉❜❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭▲❍❙✮ ❬❍❡❧#♦♥ ❛♥❞ ❉❛✈✐&✱ ✷✵✵✸❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ #♦ ❞❡❝*❡❛&❡ #❤❡

❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ❜✉*❞❡♥ ❜② ❛ ❜❡##❡* &❛♠♣❧✐♥❣ &❝❤❡♠❡✳

◗✉❛❞$❛%✉$❡ $✉❧❡(

◗✉❛❞*❛#✉*❡ *✉❧❡& ❛♣♣*♦①✐♠❛#❡ ✐♥#❡❣*❛❧& ❛& ❛ ✇❡✐❣❤#❡❞ &✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝#✐♦♥& ❡✈❛❧✉❛#❡❞ ❛# &♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥#&

✐♥ #❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥#❡❣*❛#✐♦♥ ❬❉❛✈✐& ❛♥❞ ❘❛❜✐♥♦✇✐#③✱ ✷✵✵✼❪ ✇❤❡*❡❛& ✐♥ ❈▼❈ #❤❡ ♣♦✐♥#& ❛*❡ *❛♥❞♦♠❧②

✺✹



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

4❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦=❞✐♥❣ A♦ A❤❡  ❉❋ φ(·)✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝A❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A❤❡ ❞✐4❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉A♣✉A ✐4 ❛♣♣=♦①✐♠❛A❡❞
❜② I✉❛❞=❛A✉=❡ =✉❧❡4 4✉❝❤ A❤❛A✿

E[Y ] = E[c(U)] ≃
M1∑

i1=1

M2∑

i2=1

· · ·
Md∑

id=1

(
w(i1) ⊗ w(i2) ⊗ · · · ⊗ w(id)

)
c
(
u
(1)
(i1)

, u
(2)
(i2)

, . . . , u
(d)
(id)

)
✭✷✳✶✼✮

✇❤❡=❡ w ❛=❡ ✇❡✐❣❤A4 ❛♥❞ ⊗ ✐4 A❤❡ A❡♥4♦= ♣=♦❞✉❝A ♦♣❡=❛A♦=✳ ❚❤❡ 4✐♠♣❧❡4A ❛♣♣=♦①✐♠❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡

♠✉❧A✐❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ✐♥A❡❣=❛❧ ✐4 ❞♦♥❡ A❤=♦✉❣❤ ❛ A❡♥4♦= ♣=♦❞✉❝A I✉❛❞=❛A✉=❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮ ✇✐A❤ M1, ...,MD

A❤❡ ♥✉♠❜❡= ♦❢ 4♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥A4 ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥4✐♦♥✳ ❚❤❡ I✉❛❞=❛A✉=❡ =✉❧❡4 ❛=❡ ❜❛4❡❞ ♦♥ ✐♥A❡=♣♦❧❛A✐♥❣

❢✉♥❝A✐♦♥✱ ❣❡♥❡=❛❧❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝A✐♦♥4✳ ❚❤❡ ✐♥A❡=♣♦❧❛A✐♦♥ ♣♦✐♥A4 u
(1)
(i1)

, u
(2)
(i2)

, . . . , u
(d)
(id)

❛♥❞ A❤❡

✇❡✐❣❤A4 wi ❛=❡ 4❡❧❡❝A❡❞ ❛❝❝♦=❞✐♥❣ A♦ A❤❡ ✐♥♣✉A ✈❛=✐❛❜❧❡  ❉❋ φ(·)✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷ ♣=❡4❡♥A4 ❛ 4❡A ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡4 ✇❤✐❝❤ ♣=♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣A✐♠❛❧ ❜❛4✐4 ❢♦= ❞✐✛❡=❡♥A  ❉❋4✳ ❚❤❡ ♦♣A✐♠❛❧ ❜❛4✐4 ✐4 ❞❡=✐✈❡❞

❢=♦♠ A❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤②♣❡=❣❡♦♠❡A=✐❝ ♦=A❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧4 ❦♥♦✇♥ ❛4 A❤❡ ❆4❦❡② 4❝❤❡♠❡ ❬❆4❦❡② ❛♥❞

❲✐❧4♦♥✱ ✶✾✽✺❪✳ ❚❤❡ ♦♣A✐♠❛❧✐A② ♦❢ A❤❡4❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛4✐4 =❡4✉❧A4 ❢=♦♠ A❤❡✐= ♦=A❤♦❣♦♥❛❧✐A② ✇✐A❤

=❡4♣❡❝A A♦ ✇❡✐❣❤A✐♥❣ ❢✉♥❝A✐♦♥4 ❝♦==❡4♣♦♥❞✐♥❣ A♦ A❤❡ 4A❛♥❞❛=❞  ❉❋4✳ ❚❤❡ ❞❡♥4✐A② ❛♥❞ ✇❡✐❣❤A✐♥❣

❢✉♥❝A✐♦♥4 ❞✐✛❡= ❜② ❛ ❝♦♥4A❛♥A ❢❛❝A♦= ❜❡❝❛✉4❡ ❛  ❉❋ ✐♥A❡❣=❛❧ ❤❛4 A♦ ❜❡ ❡I✉❛❧ A♦ ♦♥❡ ♦✈❡= A❤❡ 4✉♣♣♦=A

=❛♥❣❡✳ ❚❤❡ 4❡❧❡❝A❡❞ ♣♦✐♥A4 ✐♥ A❤❡ I✉❛❞=❛A✉=❡ =✉❧❡4 ❛=❡ A❤❡ =♦♦A4 ♦❢ A❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧4 ✇❤✐❝❤ ❛=❡

♦=A❤♦❣♦♥❛❧ A♦ A❤❡ ✇❡✐❣❤A✐♥❣ ❢✉♥❝A✐♦♥4 ♦❢ A❤❡ ✐♥♣✉A ✈❛=✐❛❜❧❡  ❉❋ ❥♦✐♥A φ ❬❉❛✈✐4 ❛♥❞ ❘❛❜✐♥♦✇✐A③✱
✷✵✵✼❪✳

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Full tensor product with Gauss−Legendre 

❋✐❣✉=❡ ✷✳✶✵✿ ❋✉❧❧ A❡♥4♦= ♣=♦❞✉❝A ✷❉

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Isotropic Smolyak sparse grid with Gauss−Legendre 

❋✐❣✉=❡ ✷✳✶✶✿ ❙♠♦❧②❛❝❦ 4♣❛=4❡ ❣=✐❞ ✷❉

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡4 ♦❢ ♦=A❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡4 ❬❊❧❞=❡❞✱ ✷✵✵✾❪

❉✐$%&✐❜✉%✐♦♥  ♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ❲❡✐❣❤% ❢✉♥❝%✐♦♥ ❙✉♣♣♦&% &❛♥❣❡

◆♦&♠❛❧ ❍❡&♠✐%❡ e
−u2

2 [−∞,∞]
❯♥✐❢♦&♠ ▲❡❣❡♥❞&❡ ✶ [−1, 1]

❊①♣♦♥❡♥%✐❛❧ ▲❛❣✉❡&&❡ e−u [0,∞]
❇❡%❛ ❏❛❝♦❜✐ (1− u)α(1 + u)β [−1, 1]

❚❤❡ I✉❛❞=❛A✉=❡ =✉❧❡4 =❡I✉✐=❡

∏d
i=1 = Mi ❞✐4❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛A✐♦♥4 A♦ ❝♦♠♣✉A❡ ❛ 4A❛A✐4A✐❝❛❧ ♠♦✲
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉#♣✉#✳ ❈♦♠♣❛1❡❞ #♦ ❈▼❈✱ #❤❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛#✐♦♥ ❜❛)❡❞ ♦♥ #❡♥)♦1 ♣1♦❞✉❝# ✐)

❡✣❝✐❡♥# ❢♦1 ❛ )♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✐♥♣✉# ✉♥❝❡1#❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡)✱ ❜✉# #❤❡ ♠❡#❤♦❞ )✉✛❡1) ❢1♦♠ #❤❡ ❝✉1)❡

♦❢ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧✐#② ❬❊❧❞1❡❞✱ ✷✵✵✾❪✳ ❙♣❛1)❡ ❣1✐❞ ❛♣♣1♦❛❝❤❡) ❬❙♠♦❧②❛❦✱ ✶✾✻✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❡❞ ✐♥

♦1❞❡1 #♦ ❞❡❝1❡❛)❡ #❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❢✉♥❝#✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥) ✇❤✐❧❡ ♣1❡)❡1✈✐♥❣ #❤❡ ❛❝❝✉1❛❝② ❢♦1 ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥✲

)✐♦♥❛❧ ✐♥#❡❣1❛❧)✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ #✇♦ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❢✉❧❧ #❡♥)♦1 ♣1♦❞✉❝# ❛♥❞ ❙♠♦❧②❛❦ )♣❛1)❡ ❣1✐❞ ❜❛)❡❞

♦♥ ●❛✉))✲▲❡❣❡♥❞1❡ ✐♥#❡1♣♦❧❛#✐♦♥ ✐) ✐❧❧✉)#1❛#❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉1❡) ✭✷✳✶✵✱✷✳✶✶✮✳ ▼♦1❡ ❞❡#❛✐❧) ♦♥ N✉❛❞1❛#✉1❡

1✉❧❡) ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❛✈✐) ❛♥❞ ❘❛❜✐♥♦✇✐#③✱ ✷✵✵✼❪✳

❙✉""♦❣❛&❡ ♠♦❞❡❧

❆♣♣1♦①✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❢✉♥❝#✐♦♥ c(·) ♠❛② ❜❡ ✉)❡❞ #♦ ❡)#✐♠❛#❡ #❤❡ )#❛#✐)#✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥#) ♦❢
#❤❡ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉#♣✉#) ❬❱❛♣♥✐❦ ❛♥❞ ❱❛♣♥✐❦✱ ✶✾✾✽❀ ❍✉1#❛❞♦✱ ✷✵✵✹❛❀ ❇❛)✉❞❤❛1 ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❍♦)❞❡1✱

✷✵✶✷❀ ❇❛❧❡)❞❡♥# ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ■♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #✇♦ )✉11♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧) #♦ ♣1♦♣❛❣❛#❡ ✉♥❝❡1#❛✐♥#②

❛1❡ ❞❡)❝1✐❜❡❞ ❛) #❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛#❡1 ✉)❡❞ ✐♥ ♣❛1# ■■✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ )✉11♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧) ✉)❡❞ ✇✐#❤✐♥ #❤❡

❢1❛♠❡✇♦1❦ ♦❢ 1❡❧✐❛❜✐❧✐#② ❛♥❛❧②)✐) ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥#1♦❞✉❝❡❞ ✐♥ )❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚❤❡ )✉11♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧) ♦✛❡1 #❤❡

♣♦))✐❜✐❧✐#② #♦ ❝♦♠♣✉#❡ ♠❛♥② ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉#♣✉# )❛♠♣❧❡) ❝❤❡❛♣❧② ✐♥ ♦1❞❡1 #♦ ❛❝❝✉1❛#❡❧② ❡)#✐♠❛#❡

)#❛#✐)#✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥#)✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ✐# ✐) ♥❡❝❡))❛1② #♦ ❡♥)✉1❡ #❤❡ ❛❝❝✉1❛❝② ♦❢ #❤❡ )✉11♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

#❤❡② ♦❢#❡♥ )✉✛❡1 ❢1♦♠ #❤❡ ❝✉1)❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧✐#②✳

❚❛②❧♦" -❡"✐❡- ❡①♣❛♥-✐♦♥

❚❛②❧♦1 )❡1✐❡) ❡①♣❛♥)✐♦♥ ✐) ♦❢#❡♥ ✉)❡❞ #♦ ♣1♦♣❛❣❛#❡ ✉♥❝❡1#❛✐♥#②✳ ❚❛②❧♦1 )❡1✐❡) ❡①♣❛♥)✐♦♥ ❛❧❧♦✇) ♦♥❡ #♦

❧♦❝❛❧❧② ❛♣♣1♦①✐♠❛#❡ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ c(·) ❛♥❞ #❤❡ )#❛#✐)#✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥#) ♦❢ #❤❡ ♦✉#♣✉#✳ ❋♦1 ✐♥)#❛♥❝❡✱ ✇✐#❤
❛ ✜1)# ♦1❞❡1 ❚❛②❧♦1 )❡1✐❡) ❡①♣❛♥)✐♦♥✱ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ c(·) ✐) ❛♣♣1♦①✐♠❛#❡❞ ❛1♦✉♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ 1❡❛❧✐③❛#✐♦♥
u0 ❜②✿

c(u) ≃ c(u0) +
d∑

k=1

∂c(u0)

∂u(k)

(
u(k) − u

(k)
0

)
✭✷✳✶✽✮

❇❛)❡❞ ♦♥ #❤✐) ❧♦❝❛❧ ❛♣♣1♦①✐♠❛#✐♦♥✱ #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ )#❛♥❞❛1❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡

♦✉#♣✉# ❛1❡ ❡)#✐♠❛#❡❞ ❜②✿

E[Y ] = E[c(U)] ≃ c(u0) ✭✷✳✶✾✮

V[Y ] = V[c(U)] ≃
d∑

k=1

(
∂c(u0)

∂u(k)

)2

σ2
U(k) +

d∑

k=1

d∑

j=k+1

(
∂c(u0)

∂u(k)

)(
∂c(u0)

∂u(i)

)
❈♦✈

(
u(k),u(i)

)
✭✷✳✷✵✮

✇❤❡1❡ σU(k) ✐) #❤❡ )#❛♥❞❛1❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ k ❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥# ♦❢ #❤❡ ✈❡❝#♦1 ✉♥❝❡1#❛✐♥ U✳ ❚❛②❧♦1

)❡1✐❡) ❡①♣❛♥)✐♦♥ ✐) ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ 1❡N✉✐1❡) #❤❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥ ♦❢ ♣❛1#✐❛❧ ❞❡1✐✈❛#✐✈❡) #❤❛# ❝❛♥

❜❡ ❞✐✣❝✉❧# ❢♦1 ❝♦♠♣❧❡① )✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♠♦❞❡❧) ❬❆11❛)✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ ✜1)# ♦1❞❡1 ❛♣♣1♦①✐♠❛#✐♦♥ ✐) ♦♥❧②

❛❝❝✉1❛#❡ ❢♦1 ♥❡❛1❧② ❧✐♥❡❛1 ❢✉♥❝#✐♦♥)✳ ❍✐❣❤❡1 ♦1❞❡1 ❡①♣❛♥)✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉)❡❞ ❢♦1 ♥♦♥❧✐♥❡❛1 ♠♦❞❡❧)

❜✉# 1❡N✉✐1❡) #❤❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❍❡))✐❛♥✳ ❚❤❡ ❡)#✐♠❛#✐♦♥ ❛❝❝✉1❛❝② ♦❢ #❤❡ )#❛#✐)#✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥#)

❞❡❝1❡❛)❡) ❛) #❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ♦❢ ✈❛1✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✐♥♣✉# 1❛♥❞♦♠ ✈❛1✐❛❜❧❡ ✐♥❝1❡❛)❡) ❬❆11❛)✱ ✶✾✾✽❪✳

2♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦- ❊①♣❛♥-✐♦♥

]♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦) ❊①♣❛♥)✐♦♥ ✭"❈❊✮ ✐) ❛♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣1♦①✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ c(·) ❬❲✐❡♥❡1✱
✶✾✸✽❀ ❆)❦❡② ❛♥❞ ❲✐❧)♦♥✱ ✶✾✽✺❀ ❊❧❞1❡❞✱ ✷✵✵✾❪✳ "❈❊ ❝♦♥)✐)#) ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥)✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ c(·) )✉❝❤
❛) E[c(U2)] < +∞ ♦✈❡1 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦1#❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛)✐) ❬❍♦)❞❡1✱ ✷✵✶✷❪✿

✺✻



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

c(U) = a0 +
∞∑

k=1

akP1

(
U

(1)
(k)

)
+

∞∑

i=1

i∑

j=1

ai,jP2

(
U

(1)
(i) , U

(2)
(j)

)
+ ... ✭✷✳✷✶✮

✇✐9❤ {P1, P2, ..., Pr, ...} ❛ ❜❛=✐= ♦❢ ♦@9❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧=✱ ✇✐9❤ Pr ♦❢ ❞❡❣@❡❡ r ❛♥❞ a 9❤❡ ✈❡❝9♦@ ♦❢

9❤❡  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥9=✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 9❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛=✐= ✐= ♠❛❞❡ ❝♦♥=✐=9❡♥9❧② ✇✐9❤ 9❤❡ ❞✐=9@✐❜✉9✐♦♥

♦❢ 9❤❡ ✐♥♣✉9 @❛♥❞♦♠ ✈❛@✐❛❜❧❡= ✐♥ 9❤❡ =❛♠❡ ✇❛② 9❤❛♥ N✉❛❞@❛9✉@❡ @✉❧❡= ✭=❡❡ =❡❝9✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛=✐= ✐= ♦@9❤♦❣♦♥❛❧ 9♦ 9❤❡ ✇❡✐❣❤9✐♥❣ ❢✉♥❝9✐♦♥ ❬❆=❦❡② ❛♥❞ ❲✐❧=♦♥✱ ✶✾✽✺❀ ❊❧❞@❡❞✱ ✷✵✵✾❪

♦❢ 9❤❡ ✐♥♣✉9 ✉♥❝❡@9❛✐♥ ✈❛@✐❛❜❧❡ ❞✐=9@✐❜✉9✐♦♥=✳ ❈❧❛==✐❝❛❧ ♦@9❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♠✐❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡= ❛@❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✳ ■♥ ♣@❛❝9✐❝❡✱ 9❤❡ ❡①♣❛♥=✐♦♥ ❊N✳✭✷✳✷✶✮ ✐= 9@✉♥❝❛9❡❞ 9♦ ❛ ❞❡❣@❡❡ d ❛♥❞ ✐$ %❡♦%❣❛♥✐③❡❞ *♦

❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡✲*♦✲♦♥❡ ❝♦%%❡$♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*$ ❛♥❞ *❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$✿

c(U) ≃
d
 ❈❊∑

j=0

αjΨj(U) ≡ ĉ(U,α) ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡%❡ αj ❛♥❞ Ψj ❝♦%%❡$♣♦♥❞ *♦ ai,j,...,k ❛♥❞ Pr

(
U

(1)
i , U

(2)
j , . . . , U

(r)
k

)
✳ ❚✇♦ *②♣❡$ ♦❢ *%✉♥❝❛*✐♦♥ ♠❛②

❜❡ ❞✐$*✐♥❣✉✐$❤❡❞✳ ❚❤❡  ♦ ❛❧ ❡①♣❛♥(✐♦♥ ♦*❞❡* ✐♥❝❧✉❞❡$ ❛ ❝♦♠♣❧❡*❡ ❜❛$✐$ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ✉♣ *♦ ❛ *♦*❛❧

♦%❞❡% $♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥ p✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥*$ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②✿ d
 ❈❊

+ 1 = (n+p)!
n!p! ✇✐*❤ n *❤❡

♥✉♠❜❡% ♦❢ ✉♥❝❡%*❛✐♥ ✈❛%✐❛❜❧❡$ ❛♥❞ p *❤❡ *♦*❛❧ ♦%❞❡% $♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦*❤❡% ❛♣♣%♦❛❝❤✱ *❤❡  ❡♥(♦*

♣*♦❞✉❝ ❡①♣❛♥(✐♦♥✱ ❞♦❡$ ♥♦* ❜♦✉♥❞ *❤❡ *♦*❛❧ ❡①♣❛♥$✐♦♥ ♦%❞❡% ❜✉* ♦♥❧② *%✉♥❝❛*❡$ ♦♥ ❛ ♣❡%✲❞✐♠❡♥$✐♦♥

❜❛$✐$ ❬❆$❦❡② ❛♥❞ ❲✐❧$♦♥✱ ✶✾✽✺❀ ❊❧❞%❡❞✱ ✷✵✵✾❪✳ ■* ❛❧❧♦✇$ ♦♥❡ *♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡%❡♥* *%✉♥❝❛*✐♦♥ ♦%❞❡%$ pi
❛♥❞ *❤❡%❡❢♦%❡ ❡♥❛❜❧❡$ ❛♥✐$♦*%♦♣② ✐♥ *❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦%❞❡% ❢♦% ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢  ❈❊

❝♦❡✣❝✐❡♥*$ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②✿ d
 ❈❊

+ 1 =
∏n

i=1(pi + 1)✳
❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧*② ✐♥  ❈❊ ✐$ *❤❡ ❡$*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥*$ ❬O♦❧❡$ ❛♥❞ ▲♦✈✐$♦♥✱ ✷✵✵✾❪✳

■♥*%✉$✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥ ✐♥*%✉$✐✈❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡$ ❡①✐$* *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*$✳ ❚❤❡ ✐♥*%✉$✐✈❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡$

%❡Q✉✐%❡ *♦ ♠♦❞✐❢② *❤❡ $✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❝♦❞❡ ✉$❡❞ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ c(·) ✐♥ ♦%❞❡% *♦ ❞❡*❡%♠✐♥❡ *❤❡

 ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥*$✳ ❆$ ♦♥❧② ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❢✉♥❝*✐♦♥$ *♦ ♠♦❞❡❧ *❤❡ ❞✐$❝✐♣❧✐♥❡$ ❛%❡ ❝♦♥$✐❞❡%❡❞✱ ✇❡ ❢♦❝✉$

♦♥ ♥♦♥ ✐♥*%✉$✐✈❡ ♠❡*❤♦❞$✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ *❡❝❤♥✐Q✉❡$ ♠❛② *❤❡♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✿ *❤❡ ♦%*❤♦❣♦♥❛❧ $♣❡❝*%❛❧

♣%♦❥❡❝*✐♦♥ ♦% *❤❡ %❡❣%❡$$✐♦♥ ❬❳✐♦♥❣ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ♦%*❤♦❣♦♥❛❧ $♣❡❝*%❛❧ ♣%♦❥❡❝*✐♦♥ ❝♦♥$✐$*$ ✐♥

♣%♦❥❡❝*✐♥❣ *❤❡ ♦✉*♣✉* c(·) ♦♥ ❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛$✐$ ❢✉♥❝*✐♦♥ ✉$✐♥❣ *❤❡ ♦%*❤♦❣♦♥❛❧✐*② ❬❊❧❞%❡❞✱ ✷✵✵✾❪✿

αj =
< c,Ψj >

< Ψ2
j >

=
1

< Ψ2
j >

∫

Ω

c(u)Ψj(u)φ(u)❞u ✭✷✳✷✸✮

✇✐*❤ < ., . > *❤❡ ✐♥♥❡% ♣%♦❞✉❝* ♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥$✱ < .2 > *❤❡ ♥♦%♠ $Q✉❛%❡❞✳ ❚❤❡ ♠✉❧*✐✈❛%✐❛*❡ ✐♥*❡❣%❛❧

❝❛♥ ❜❡ ❡$*✐♠❛*❡❞ ❜② $❛♠♣❧✐♥❣ ♦% ❜② ♦*❤❡% ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ✐♥*❡❣%❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞$ ❬❊❧❞%❡❞✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡

%❡❣%❡$$✐♦♥ ♠❡*❤♦❞ %❡❧✐❡$ ♦♥ ❛ ❧❡❛$* $Q✉❛%❡❞ ✜**✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ M $❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥*$ {u(1), ...,u(M)}✱ *❤❡
 ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ✈❡❝*♦% α = [α0, ..., αd

 ❈❊

]❚ ✐$ ❞❡*❡%♠✐♥❡❞ ❜② ❬❊❧❞%❡❞ ❛♥❞ ❇✉%❦❛%❞*✱ ✷✵✵✾❪✿

α = ❛%❣♠✐♥

a∈Rd
 ❈❊

M∑

i=1

(
c
(
u(i)

)
− ĉ

(
u(i),a

))2
✭✷✳✷✹✮

❳✐♦♥❣ ❡ ❛❧✳❬❳✐♦♥❣ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♣%♦♣♦$❡❞ *♦ ✉$❡ *❤❡ %♦♦*$ ♦❢ *❤❡ ♦%*❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛$✐$ ❛$

*❤❡ $❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥*$ ❛♥❞ *♦ ✉$❡ ❛ ✇❡✐❣❤*❡❞ ❧❡❛$* $Q✉❛%❡ %❡❣%❡$$✐♦♥ *♦ %❡♣%❡$❡♥* *❤❡ ❤✐❣❤❡% ❝♦♥*%✐❜✉*✐♦♥

♦❢ $❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥*$ ✐♥ *❤❡ ❤✐❣❤❡% ❢%❡Q✉❡♥❝② %❡❣✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥♣✉* %❛♥❞♦♠ ✈❛%✐❛❜❧❡$✳

✺✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

 ❈❊ ♠❡"❛♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐* ✐♥"❡+❡*"✐♥❣ ✐♥ "❤❡ ✉♥❝❡+"❛✐♥"② ❝♦♥"❡①" ❛* ✐" ♣+♦✈✐❞❡* ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ *"❛"✐*"✐❝❛❧

♠♦♠❡♥" ❢♦+♠✉❧❛ ❧✐♥❦✐♥❣ "❤❡  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥"* "♦ "❤❡ ♦✉"♣✉" *"❛"✐*"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥"*✳ ❋♦+ ✐♥*"❛♥❝❡ "❤❡

❡①♣❡❝"❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ "❤❡ *"❛♥❞❛+❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡  ❈❊ ♦✉"♣✉" ❛+❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E [ĉ(U)] = µĉ ≃
d∑

j=0

αj < Ψj > ✭✷✳✷✺✮

V [ĉ(U)] = σ2
ĉ ≃

d∑

j=0

α2
j < Ψ2

j > ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡*❡ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ *"❛"✐*"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥"* ❝♦♥✈❡+❣❡ "♦ "❤❡ +❡❛❧ ♠♦♠❡♥"* ❛* "❤❡ "+✉♥❝❛"✐♦♥ ❞❡❣+❡❡ ✐♥✲

❝+❡❛*❡*✳ ❍✐❣❤❡+ *"❛"✐*"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥"* ❛❧*♦ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❡①♣+❡**✐♦♥* ❬❊❧❞+❡❞ ❛♥❞ ❇✉+❦❛+❞"✱ ✷✵✵✾❪✳

❚❤❡ ❛**❡**♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ✜""✐♥❣ ♣+♦♣❡+"② ♦❢ ❛ *✉++♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ ✐* ♠❡❛*✉+❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❧♦"" ❢✉♥❝'✐♦♥

❬❱❛♣♥✐❦✱ ✷✵✵✵❛❪ L(·)✱ ✇❤✐❝❤ L✉❛♥"✐✜❡* "❤❡ ❡++♦+ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ *✉++♦❣❛"❡
♠♦❞❡❧ ❢♦+ ❛ ♣❛+"✐❝✉❧❛+ u0✳ ❉✐✛❡+❡♥" ❧♦** ❢✉♥❝"✐♦♥* ❡①✐*" ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ "❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉*❡❞ *L✉❛+❡

❧♦** ❢✉♥❝"✐♦♥ ❬❱❛♣♥✐❦✱ ✷✵✵✵❛❪✿

L(u0,α) = [c(u0)− ĉ(u0,α)]
2

✭✷✳✷✼✮

❙"❛"✐*"✐❝❛❧ ❧❡❛+♥✐♥❣ "❤❡♦+② ❞❡✜♥❡* "❤❡ ❣❡♥❡+❛❧✐③❛'✐♦♥ ❡++♦+ J "♦ L✉❛♥"✐❢② "❤❡ ❡++♦+ ♦❢ "❤❡ *✉++♦❣❛"❡
♠♦❞❡❧ ❛* "❤❡ ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❧♦** ❢✉♥❝"✐♦♥ ❬❱❛♣♥✐❦✱ ✷✵✵✵❛❪✿

J = E

[
(c(U)− ŷ(U,α))2

]
=

∫

Ω

[c(u)− ĉ(u,α)]2 φ(u)❞u ✭✷✳✷✽✮

❙✉++♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧* ♠❛② ❛❧*♦ ❜❡ ✉*❡❞ ✐♥*"❡❛❞ ♦❢ "❤❡ ❡①❛❝" ❢✉♥❝"✐♦♥ c(·) ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐"❤ ❈▼❈

♦+ L✉❛❞+❛"✉+❡ +✉❧❡* "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ *"❛"✐*"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥"* ♦❢ "❤❡ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉"♣✉" ❛" ❛♥ ❛✛♦+❞❛❜❧❡

❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦*"✳

❆ *✉♠♠❛+② ♦❢ "❤❡ *"❛"✐*"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥" ❡*"✐♠❛"✐♦♥ "❡❝❤♥✐L✉❡* ❢♦+ ❛♥ ♦✉"♣✉" ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ "❤❡

❛❞✈❛♥"❛❣❡* ❛♥❞ ❞+❛✇❜❛❝❦* ✐* ♣+♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✸✳ ❈▼❈✱ L✉❛❞+❛"✉+❡ +✉❧❡* ❛♥❞  ❈❊ "❡❝❤♥✐L✉❡*

"♦ ❝♦♠♣✉"❡ *"❛"✐*"✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥"* ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛+❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣"❡+* ✼ ❛♥❞ ✽ ❢♦+ "❤❡ ♣+♦♣❛❣❛"✐♦♥ ♦❢

✉♥❝❡+"❛✐♥"②✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✸✿ ❆❞✈❛♥"❛❣❡* ❛♥❞ ❞+❛✇❜❛❝❦* ♦❢ "❤❡ ♠❛✐♥ *✉++♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ "❡❝❤♥✐L✉❡* ❢♦+ +❡❧✐❛❜✐❧✐"②

❛♥❛❧②*✐*

❆❞✈❛♥"❛❣❡*

❉+❛✇❜❛❝❦*

❈▼❈ ❊❛*② "♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥"

❈♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦*" ✭❧♦✇

❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡✮

◗✉❛❞+❛"✉+❡ +✉❧❡*

▲♦✇ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦*" ✭❙♠♦❧②❛❦

❣+✐❞✮

❈✉+*❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✐"②

❚❛②❧♦+ ❡①♣❛♥*✐♦♥

❊❛*② "♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥"✱ ❧♦✇

❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦*"

▲✐♠✐"❡❞ ❧✐♥❡❛+❧② ❛♣♣+♦①✐♠❛"❡❞

♠♦❞❡❧*

 ❈❊ ▲♦✇ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦*" ❈✉+*❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✐"②

✺✽



c(u)

u ∈ Ω

•
E[c(u)] σ[c(u)]

•

u

Υ = {u ∈ R
d|u(i) ∈ [u

(i)
, u

(i)
] ∀i ∈ {1, . . . , d}}

y {y ∈ R|y ≤ y ≤ y }

Discipline

c(u)Uncertain variables u Discipline output y

Interval formalism



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✐♥%❡$✈❛❧+ ❛$❡ +✉❜+%✐%✉%❡❞ ✇✐%❤ ✉♥✐❢♦$♠ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡+ u ∼ U(u
♠✐♥

,u
♠❛①

)✳ ❚❤❡♥✱

✉+✐♥❣ ❈▼❈✱M ✐✐❞ +❛♠♣❧❡+ ❛$❡ ❣❡♥❡$❛%❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❥♦✐♥% ✉♥✐❢♦$♠ ❞✐+%$✐❜✉%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡

✐+ ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ♦♥ %❤❡+❡ +❛♠♣❧❡+ ✇✐%❤ %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ c(·) ❣✐✈✐♥❣ {y(1) = c(u(1)), . . . , y(M) = c(u(M))}✳
❋✐♥❛❧❧②✱ %❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%② ✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥ ❛$❡ ❞✐+❝❛$❞❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② %❤❡ +✉♣♣♦$% ♦❢ %❤❡ ♦✉%♣✉% ❞✐+%$✐❜✉%✐♦♥

✐+ ❝♦♥+✐❞❡$❡❞ %♦ ❡+%✐♠❛%❡ %❤❡ ♦✉%♣✉% ✐♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞+ [y
♠✐♥

, y
♠❛①

]✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞+

❡+%✐♠❛%✐♦♥ ❜② ❈▼❈ ✐+ ✐❧❧✉+%$❛%❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺✳





y
♠✐♥

= ♠✐♥

i=1,...,M
y(i)

y
♠❛①

= ♠❛①

i=1,...,M
y(i)

✭✷✳✷✾✮

❖%❤❡$ +❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡%❤♦❞+ +✉❝❤ ❛+ ▲❍❙ ♠❛② ❜❡ ✉+❡❞ %♦ +❛♠♣❧❡ ✐♥ %❤❡ ✐♥♣✉% ✉♥❝❡$%❛✐♥ +♣❛❝❡✳ ❚❤❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺✿ ■♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞+ ❡+%✐♠❛%✐♦♥ ❜② ❈▼❈

+❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛+❡❞ ❛♣♣$♦❛❝❤❡+ ❛$❡ ❡❛+② %♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥%✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ %❤❡+❡ ♠❡%❤♦❞+ ♠❛② ❜❡ ✈❡$② ❝♦+%❧② ❛♥❞

$❡G✉✐$❡ ❛ ❧❛$❣❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥+ %♦ ♣$❡❝✐+❡❧② ❡+%✐♠❛%❡ %❤❡ ♦✉%♣✉% ✐♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞+✳

✷✳✸✳✷✳✷ ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ❜❛-❡❞ ❛♣♣0♦❛❝❤❡-

❆♥♦%❤❡$ ❛♣♣$♦❛❝❤ %♦ ♣$♦♣❛❣❛%❡ ✐♥%❡$✈❛❧ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✐+ %♦ +♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❬❍❛♥+❡♥

❛♥❞ ❲❛❧+%❡$✱ ✷✵✵✸❀ ❇$✉♥+✱ ✷✵✵✻❪ %♦ ❞❡%❡$♠✐♥❡ ❡❛❝❤ ♦✉%♣✉% ✐♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐+ ❛♣♣$♦❛❝❤ $❡❧✐❡+ ♦♥

❣❧♦❜❛❧ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ %❡❝❤♥✐G✉❡+ ❛♥❞ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠+ ❛$❡ +♦❧✈❡❞

{
y
♠✐♥

= ♠✐♥

u∈Υ
c(u)

y
♠❛①

= ♠❛①

u∈Υ
c(u)

✭✷✳✸✵✮

❚❤❡ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞+ %♦ ♣$♦♣❛❣❛%❡ ✐♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞+ ♠❛② ❜❡ ♠♦$❡ ❡✣❝✐❡♥% %❤❛♥ +❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛+❡❞

♠❡%❤♦❞+ %♦ ♣$❡❝✐+❡❧② ❡+%✐♠❛%❡ %❤❡ ♦✉%♣✉% ✐♥%❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞+✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ %❤❡ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠

♠✐❣❤% ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① %♦ +♦❧✈❡ ❛+ ✐% ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ♣$♦❜❧❡♠✳

✻✵



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

5 0 5

4

2

0

2

4

6

U
1

U
2

Limit state
Input uncertainty

Safe domain

Failure domain

U
(1)

U
(2

)

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ $❡❧✐❛❜✐❧✐4② ♣$♦❜❧❡♠

✷✳✹ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②,✐,

❚❤❡ ♣$♦♣❛❣❛4✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡$4❛✐♥4② ✐: ❛❧:♦ ♥❡❝❡::❛$② 4♦ ❡:4✐♠❛4❡ 4❤❡ :②:4❡♠ $❡❧✐❛❜✐❧✐4② ✇✐4❤ $❡:♣❡❝4

4♦ 4❤❡ ❞❡:✐❣♥ ❝♦♥:4$❛✐♥4:✳ ❯♣ 4♦ ♥♦✇✱ 4❤❡ ♣$❡:❡♥4❡❞ ✉♥❝❡$4❛✐♥4② ♣$♦♣❛❣❛4✐♦♥ ♠❡4❤♦❞: ❢♦❝✉:❡❞ ♦♥

❡:4✐♠❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ :4❛4✐:4✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥4: ♦❢ 4❤❡ ❞✐:❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉4♣✉4 Y ✱ 4❤❡ ❞❡4❡$♠✐♥❛4✐♦♥ ♦❢ ✐4:  ❉❋ ♦$
✐4: ✐♥4❡$✈❛❧ ❜♦✉♥❞:✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐4② ❛♥❛❧②:✐: ❢♦❝✉:❡: ♦♥ 4❤❡ 4❛✐❧ ♦❢ 4❤❡ ❞✐:❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉4♣✉4 ❞✐:4$✐❜✉4✐♦♥✳ ■4

♦❢4❡♥ ❝♦♥:✐:4: ✐♥ ❞❡4❡$♠✐♥✐♥❣ 4❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② 4❤❛4 4❤❡ ♦✉4♣✉4 Y ✐: ✉♥❞❡$♥❡❛4❤ ✭♦$ ❛❜♦✈❡✮ ❛ ❣✐✈❡♥

4❤$❡:❤♦❧❞ S✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐4② ❛♥❛❧②:✐: ✐: ❛❧:♦ $❡❢❡$$❡❞ ❛: D$♦❜❛❜✐❧✐4② ❆♥❛❧②:✐: ✭ ❆✮✳ ■♥ 4❤✐: ❝❤❛♣4❡$ ✐4
✐: ❛::✉♠❡❞ 4❤❛4 S = 0 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛:✐❧② ♦❜4❛✐♥ ❜② ❝♦♥:✐❞❡$✐♥❣ 4❤❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ c(·) − S✳ ❙✉❝❤

♣$♦❜❛❜✐❧✐4✐❡: ❛$❡ ❛❧:♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'✐❡) ♦❢ ❢❛✐❧✉!❡ ✐♥ 4❤❡ :②:4❡♠ :❛❢❡4② ❧✐4❡$❛4✉$❡✳

■♥ 4❤❡ ♥❡①4 :❡❝4✐♦♥:✱ ♦♥❧② ❛❧❡❛4♦$② ✉♥❝❡$4❛✐♥4② ✐: ❝♦♥:✐❞❡$❡❞ ✭♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐4❤ 4❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② 4❤❡♦$②✮✳

■4 ✐: ❛::✉♠❡❞ 4❤❛4 ❛ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❝❝✉$: ✇❤❡♥ y = c(u) > 0✳ ❆ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ♦❢ ❢❛✐❧✉$❡ ✐: ❞❡4❡$♠✐♥❡❞ ❜②✿

Pf = P(Y > 0) = P (c(U) > 0) =

∫

Ωf={u∈Rd|c(u)>0}
φ(u)❞u ✭✷✳✸✶✮

=

∫

Rd

✶c(u)>0 φ(u)❞u ✭✷✳✸✷✮

Ωf ✐: ❝❛❧❧❡❞ 4❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ c(·) ❛♥❞ ✶(·) 4❤❡ ✐♥❞✐❝❛4♦$ ❢✉♥❝4✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛: ❢♦❧❧♦✇:✿

✶c(u)>0 =

{
1 ✐❢ c(u) > 0
0 ✐❢ c(u) ≤ 0

✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥ ♦❢ ❊I✳✭✷✳✸✶✮ $❡I✉✐$❡: ❛ ♠✉❧4✐❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ✐♥4❡❣$❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❧✐♠✐4 :4❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ❢♦$ ❛ ✷ ❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ $❡❧✐❛❜✐❧✐4② ♣$♦❜❧❡♠ ✐: ✐❧❧✉:4$❛4❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻✳ ❚❤❡

✉♥❝❡$4❛✐♥ ✈❛$✐❛❜❧❡: ❛$❡ ❞✐:4$✐❜✉4❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 4♦ ❛ ✷ ❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ :4❛♥❞❛$❞ ●❛✉::✐❛♥ ❞✐:4$✐❜✉4✐♦♥✳

❚❤✐: ♣$♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉:❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ 4❤✐: ❝❤❛♣4❡$✳

✻✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❙❡✈❡#❛❧ #❡❧✐❛❜✐❧✐(② ❛♥❛❧②+✐+ (❡❝❤♥✐.✉❡+ ❡①✐+( (♦ ❝♦♠♣✉(❡ #❛#❡ ❡✈❡♥( ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② ❛♥❞ (❤❡ ❝❧❛++✐❝❛❧

♠❡(❤♦❞+ ❛#❡ ♣#❡+❡♥(❡❞ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡❝(✐♦♥+ ✉+✐♥❣ (❤❡ (❡❝❤♥✐.✉❡ ❞❡+❝#✐♣(✐♦♥+ ❞❡(❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬▼♦#✐♦

❛♥❞ ❇❛❧❡+❞❡♥(✱ ✷✵✶✺❪✳

✷✳✹✳✶ ❈%✉❞❡ ▼♦♥,❡ ❈❛%❧♦ ✭❈▼❈✮

❈▼❈ ♣#❡+❡♥(❡❞ ✐♥ +❡❝(✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶ ♠❛② ❛❧+♦ ❜❡ ✉+❡❞ (♦ ❝♦♠♣✉(❡ ❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❢❛✐❧✉#❡ ❬❙✐❧✈❡#♠❛♥✱

✶✾✽✻❀ ❙♦❜♦❧✱ ✶✾✾✹❀ ❑#♦❡+❡ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥+(❡✐♥✱ ✷✵✶✷❛❪✳ ❋♦# (❤❛( ♣✉#♣♦+❡✱ ♦♥❡ ❣❡♥❡#❛(❡+ M ✐✐❞ +❛♠♣❧❡+

u(1), . . . ,u(M) ✇✐(❤ (❤❡ ❥♦✐♥( $❉❋ φ(·) ♦❢ U ❛♥❞ ❝♦♠♣✉(❡+ (❤❡✐# ♦✉(♣✉(+ c
(
u(1)

)
, . . . , c

(
u(M)

)
✭❋✐❣✳

✷✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② Pf ✐+ (❤❡♥ ❛++❡++❡❞ ❜②

P̂
CMC =

1

M

M∑

i=1

✶c(u(i))>0

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ ❈▼❈ ♦♥ ✐♥♣✉(✲♦✉(♣✉( ❢✉♥❝(✐♦♥+ ✐+ +✐♠♣❧❡✱ ❜✉( ❈▼❈ #❡.✉✐#❡+ ❛ +✐❣♥✐✜❝❛♥(

+✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❜✉❞❣❡( (♦ ❛❝❝✉#❛(❡❧② ❡+(✐♠❛(❡ ❛ +♠❛❧❧ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(②✳ ❚❤❡ #❡.✉✐#❡❞ ♥✉♠❜❡# ♦❢ +❛♠♣❧❡+

M (♦ ❡♥+✉#❡ (❤❛( ❛ ❢❛✐❧✉#❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② ✐+ ❡+(✐♠❛(❡❞ ✇✐(❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❡❧❛(✐✈❡ ❊##♦# ✭❘❊✮ ❞#❛♠❛(✐❝❛❧❧②

✐♥❝#❡❛+❡+ ❛+ (❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② ❣❡(+ ❧♦✇❡#✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ (❤❡ ❡+(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ 10−k
✭✇✐(❤

k > 2✮ ❛♥❞ ❛ 10% ❝♦❡✣❝✐❡♥( ♦❢ ✈❛#✐❛(✐♦♥ #❡.✉✐#❡+ ❛#♦✉♥❞ 10k+2
+✐♠✉❧❛(✐♦♥+ ♦❢ c(·)✳ ◆❡✈❡#(❤❡❧❡++✱

❈▼❈ ✐+ ❝♦♥+✐❞❡#❡❞ ❛+ ❛ #❡❢❡#❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉+❡ ✐(+ ♣#❡❝✐+✐♦♥ ♠❛② ❜❡ (❤❡♦#❡(✐❝❛❧❧② ❝♦♥(#♦❧❧❡❞ ✭❜② ❛❞❞✐(✐♦♥

♦❢ ♥❡✇ +❛♠♣❧❡+✮ ❛♥❞ ✐+ ❛❧✇❛②+ ❝♦♠♣❛#❡❞ (♦ ♠♦#❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ (❡❝❤♥✐.✉❡+ ❞❡(❛✐❧❡❞ ✐♥ (❤❡ ♥❡①( +❡❝(✐♦♥+✳
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❋✐❣✉#❡ ✷✳✶✼✿ ❊①❡♠♣❧❡ ♦❢ ❈▼❈ ♣#♦❜❛❜✐❧✐(② ❡+(✐♠❛(✐♦♥

✷✳✹✳✷ ❋✐%3,✴3❡❝♦♥❞✲♦%❞❡% %❡❧✐❛❜✐❧✐,② ♠❡,❤♦❞3 ✭❋❖❘▼✴❙❖❘▼✮

❋✐#+(✴+❡❝♦♥❞✲♦#❞❡# #❡❧✐❛❜✐❧✐(② ♠❡(❤♦❞+ ✭❋❖❘▼✴❙❖❘▼✮ ❬▼❛❞+❡♥✱ ✶✾✽✻❀ ❇❥❡#❛❣❡#✱ ✶✾✾✵❪ ❛#❡ ❝♦♥+✐❞✲

❡#❡❞ ❛+ ❡✣❝✐❡♥( ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ♠❡(❤♦❞+ ❢♦# +(#✉❝(✉#❛❧ #❡❧✐❛❜✐❧✐(② ❡+(✐♠❛(✐♦♥✳ ❋❖❘▼✴❙❖❘▼ #❡❧② ♦♥

❛♥ ❛♥❛❧②(✐❝❛❧ ❛♣♣#♦①✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❧✐♠✐( +(❛(❡ ❝✉#✈❡ {u|c(u) = 0} ❛( (❤❡ ▼♦+( W#♦❜❛❜❧❡ W♦✐♥( ♦❢

✻✷
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❢❛✐❧✉9❡ ✭▼!!✮ ✐♥ >❤❡ ✐♥♣✉> A♣❛❝❡ ✭❋✐❣A✳ ✷✳✶✽✱✷✳✶✾✮✳ ❚❤❡ ▼!! ✐A >❤❡ ♣♦✐♥> ♦♥ >❤❡ ❧✐♠✐> A>❛>❡ ❢✉♥❝✲

>✐♦♥ ❝✉9✈❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛A >❤❡ ❤✐❣❤❡A> ♣9♦❜❛❜✐❧✐>② ❝♦♥>❡♥>✳ ■> ✐A ❛AA✉♠❡❞ >❤❛> U ❢♦❧❧♦✇A ❛ ♠✉❧>✐✈❛9✐❛>❡

A>❛♥❞❛9❞ ♥♦9♠❛❧ ❞✐A>9✐❜✉>✐♦♥✳ ■❢ ✐> ✐A ♥♦> >❤❡ ❝❛A❡✱ ❞✐✛❡9❡♥> A>❛>✐A>✐❝❛❧ >9❛♥A❢♦9♠❛>✐♦♥A ♠❛② ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ >❤❡ ✐♥♣✉> ❞✐A>9✐❜✉>✐♦♥ ✭A✉❝❤ ❛A ◆❛>❛❢ ❬◆❛>❛❢✱ ✶✾✻✷❪ ♦9 ❘♦A❡♥❜❧❛>> ❬❘♦A❡♥❜❧❛>>✱ ✶✾✺✷❪

>9❛♥A❢♦9♠❛>✐♦♥A✮✳ ❚❤❡ ▼!! u∗✱ ❛❧A♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦A> ❧✐❦❡❧② ❢❛✐❧✉9❡ ♣♦✐♥>✱ ✐A ♦❜>❛✐♥❡❞ ❜② A♦❧✈✐♥❣ >❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ ♣9♦❜❧❡♠

♠✐♥ ‖u‖ ✭✷✳✸✹✮

✇✳9✳>✳ u ✭✷✳✸✺✮

A✳>✳ c(u) = 0 ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡9❡ ||.|| ✐A >❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦9♠✳ ❚❤❡ ♣❛9❛♠❡>❡9 ζ = ‖u∗‖ ✐A >❤❡ 9❡❧✐❛❜✐❧✐>② ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❝♦♥A>9❛✐♥>
c(u) = 0 ❞❡✜♥❡A >❤❡ ❧✐♠✐> ♦❢ ❢❛✐❧✉9❡ A♣❛❝❡ ❢♦9 ✐♥♣✉> ✈❡❝>♦9 u✳ ❙❡✈❡9❛❧ ❛❧❣♦9✐>❤♠A ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣9♦♣♦A❡❞
>♦ ❝♦♠♣✉>❡ u∗ ❛♥❞ >♦ A♦❧✈❡ >❤✐A ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ ♣9♦❜❧❡♠ ❬❍❛A♦❢❡9 ❛♥❞ ▲✐♥❞✱ ✶✾✼✹❀ ❘❛❝❦✇✐>③ ❛♥❞

❋❧❡AA❧❡9✱ ✶✾✼✽❀ ❉✐>❧❡✈A❡♥ ❛♥❞ ▼❛❞A❡♥✱ ✶✾✾✻❪✳ ❯A✐♥❣ ❚❛②❧♦9 A❡9✐❡A ❡①♣❛♥A✐♦♥✱ >❤❡ A✉9❢❛❝❡ {u|c(u) =
0} ❛> >❤❡ A♦❧✉>✐♦♥ u∗ ✐A ❛♣♣9♦①✐♠❛>❡❞ ❜② ❛♥ ❤②♣❡9♣❧❛♥❡ ✐♥ ❝❛A❡ ♦❢ ❋❖❘▼✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉9❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐>②
✐A >❤❡♥ ❡A>✐♠❛>❡❞ ❜②✿

P̂
FORM = φN0,1

(−ζ)

✇❤❡9❡ φN0,1(·) ✐A >❤❡ ❈❉❋ ♦❢ ❛ A>❛♥❞❛9❞ ♥♦9♠❛❧ ❞✐A>9✐❜✉>✐♦♥✳
❆❝❝✉9❛❝② ♣9♦❜❧❡♠A ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ >❤❡ ❧✐♠✐> A>❛>❡ ❢✉♥❝>✐♦♥ A✉9❢❛❝❡ ✐A ♥♦♥❧✐♥❡❛9 ❞✉❡ >♦ >❤❡ ♦✈❡9

♦9 ✉♥❞❡9 ❡A>✐♠❛>✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ❢❛✐❧✉9❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❖❘▼ ❤❛A ❜❡❡♥ ❡A>❛❜❧✐A❤❡❞ ❛A ❛♥ ❛>>❡♠♣> >♦ ✐♠♣9♦✈❡

>❤❡ ❛❝❝✉9❛❝② ♦❢ ❋❖❘▼ A✐♥❝❡ ❙❖❘▼ ❛♣♣9♦①✐♠❛>❡A >❤❡ ❧✐♠✐> ♦❢ ❢❛✐❧✉9❡ A♣❛❝❡ ❛9♦✉♥❞ >❤❡ ▼!! ❜② ❛

^✉❛❞9❛>✐❝ A✉9❢❛❝❡✳ ■♥ ❙❖❘▼✱ >❤❡ ❢❛✐❧✉9❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐>② ✐A ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❇9❡✐>✉♥❣✱ ✶✾✽✹❪

P̂
SORM = φN0,1(−ζ)

d−1∏

i=1

(1− ζκi)−
1
2

✇❤❡9❡ κi ❞❡♥♦>❡A >❤❡ ♣9✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉9✈❛>✉9❡ ♦❢ c(u) ❛> >❤❡ ▼!! ζ✳ ❚❤❡ >❡9♠ κi ✐A ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

κi =
∂2c(u)

∂2u(i)

∣∣∣∣
u=u∗
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❧❛❝❦ ♦❢ $♦❜✉9:♥❡99 ❬❉✉❜♦✉$❣✱ ✷✵✶✶❜❪✳

❱❛$✐❛♥❝❡ $❡❞✉❝:✐♦♥ :❡❝❤♥✐E✉❡9 ❛✐♠✐♥❣ ❛: ❞❡$✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡9:✐♠❛:♦$ ♦❢ :❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐:② ❢❡❛:✉$✐♥❣ ❛

✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡9:✐♠❛:✐♦♥ ❧♦✇❡$ :❤❛♥ ❢♦$ ❈▼❈ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆ ❢♦❝✉9 ♦♥ ■♠♣♦$:❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✭9❡❝:✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ❙✉❜9❡: ❙✐♠✉❧❛:✐♦♥ ✭9❡❝:✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮ ✐9 ♣$❡9❡♥:❡❞ ✐♥ :❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 9❡❝:✐♦♥9✳ ❚❤❡

■♠♣♦$:❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣:9 ❛$❡ ♣❛$:✐❝✉❧❛$❧② ❞❡:❛✐❧❡❞ ❜❡❝❛✉9❡ :❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛: :❤❡ ❝❡♥:❡$ ♦❢ :❤❡

❝❤❛♣:❡$ ✾✳

✷✳✹✳✸ ■♠♣♦()❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭■❙✮

❘❡♠❛&❦ ✷✳✹✳✶✳ ❋♦& '❤❡ *❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛&✐'②✱ ❛* '❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ■♠♣♦&'❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭■❙✮ ✐* '♦ ❝❤❛♥❣❡

'❤❡ *❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐*'&✐❜✉'✐♦♥✱ '❤✐* ❧❛''❡& ✐* ❛❞❞❡❞ ✐♥ '❤❡ ❡①♣&❡**✐♦♥ ♦❢ '❤❡ *'❛'✐*'✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥'* ❜② ❛ *✉❜✲

*❝&✐♣' ❞❡'❡&♠✐♥✐♥❣ '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡ *❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐*'&✐❜✉'✐♦♥✳ ❋♦& ❡①❛♠♣❧❡ Eτ (U) ♠❡❛♥* '❤❛' '❤❡ *❛♠♣❧❡*

✉*❡❞ ❢♦& '❤❡ ❡*'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡&❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ "❉❋ τ(·)✳
■❙ ❬❊♥❣❡❧✉♥❞ ❛♥❞ ❘❛❝❦✇✐:③✱ ✶✾✾✸❀ ▲✬❊❝✉②❡$ ❡: ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❑$♦❡9❡ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥9:❡✐♥✱ ✷✵✶✷❜❪ 9:❛$:9

❢$♦♠ :❤❡ ♣$❡♠✐9❡ :❤❛:✱ ❛$♦✉♥❞ :❤❡ :❤$❡9❤♦❧❞✱ :❤❡ %❉❋ φ(·) :❛❦❡9 ✈❛❧✉❡ ❝❧♦9❡❞ :♦ ③❡$♦✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱
❣❡♥❡$❛:✐♥❣ 9❛♠♣❧❡9 ✐♥ :❤❡ $❡❣✐♦♥9 ❝❧♦9❡❞ :♦ :❤❡ :❤$❡9❤♦❧❞ ✐9 ❞✐✣❝✉❧: ✇✐:❤ :❤❡ %❉❋ φ(·)✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
♦❢ ■❙ ✐9 :♦ 9✉❜9:✐:✉:❡ ❛ ♠♦$❡ ❛❞❛♣:❡❞ %❉❋ :♦ φ(·)✳ ■❙ ✉9❡9 ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛$② ❞✐9:$✐❜✉:✐♦♥ τ(·) :♦ ❣❡♥❡$❛:❡
♠♦$❡ ♣♦✐♥:9 u(1), . . . ,u(M) 9✉❝❤ :❤❛: c(u) > 0 :❤❛♥ :❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ %❉❋ φ(·)✳ ❆ ✇❡✐❣❤: ✐9 :❤❡♥
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✐♥67♦❞✉❝❡❞ ✐♥ 6❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐6② ❡C6✐♠❛6❡ 6♦ 6❛❦❡ ✐♥6♦ ❛❝❝♦✉♥6 6❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛6✐♦♥ ✐♥ 6❤❡  ❉❋ ❣❡♥❡7❛6✐♥❣

6❤❡ C❛♠♣❧❡C✳ ■❙ 6❛❦❡C ❛❞✈❛♥6❛❣❡ ♦❢ 6❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7❡✲✇7✐6✐♥❣✿

Pf = Eφ

(
✶c(U)>0

)
= Eτ

(
✶c(U)>0

φ(U)

τ(U)

)

❚❤❡ ■❙ ♣7♦❜❛❜✐❧✐6② ❡C6✐♠❛6❡ P̂
IS
✐C 6❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P̂
IS =

1

M

M∑

i=1

✶c(u(i))>0

φ(u(i))

τ(u(i))
✭✷✳✸✼✮

✇❤❡7❡ u(i) ❛7❡ ✐✐❞ C❛♠♣❧❡C ❣❡♥❡7❛6❡❞ ✇✐6❤  ❉❋ τ(·)✳ ❋♦7 M C✉✣❝✐❡♥6❧② ❧❛7❣❡✱ 6❤❡ ❝❡♥67❛❧ ❧✐♠✐6

6❤❡♦7❡♠ ❡♥C✉7❡C 6❤❛6 P̂
IS
✐C ❛♥ ✉♥❜✐❛C❡❞ ❡C6✐♠❛6♦7 ♦❢ 6❤❡ S✉❛♥6✐6② ♦❢ ✐♥6❡7❡C6 ❛♥❞ 6❤❛6✿

(
P̂
IS − Pf

)
−→

M→+∞
φN (0,σ2

IS
) ✭✷✳✸✽✮

P̂
IS
✈❛7✐❛♥❝❡ ✐C ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Vτ

(
P̂
IS

)
=

Vτ

(∑M
i=1 ✶c(u(i))>0

φ(u(i))

τ(u(i))

)

M2
=

Vτ

(
✶c(U)>0w(U)

)

M
✭✷✳✸✾✮

✇✐6❤ w(U) = φ(U)
τ(U) ✳ ❚❤❡ 6❡7♠ w(U) ✐C ♦❢6❡♥ 7❡❢❡77❡❞ ❛C 6❤❡ ❘❛❞♦♥✲◆②❦♦❞✐♥ ❞✐✛❡7❡♥❝❡✳ ❚❤❡

✈❛7✐❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❡C6✐♠❛6❡❞ ✉C✐♥❣ ❝❧❛CC✐❝❛❧ ❈▼❈ ❢♦7♠✉❧❛ ❛C ❢♦❧❧♦✇C✿

V̂τ

(
P̂
IS

)
=

1

M

(
1

M

M∑

i=1

✶c(u(i))>0w
2(u(i))−

(
P̂
IS
)2
)

✭✷✳✹✵✮

❚❤❡ ✈❛7✐❛♥❝❡ ♦❢ P̂
IS
❞❡♣❡♥❞C ♦♥ 6❤❡ C❡❧❡❝6❡❞ ❛✉①✐❧✐❛7②  ❉❋ τ(·)✳ ❚❤❡ ■❙ ❡C6✐♠❛6❡ ♠❛② ♣7❡C❡♥6

❛ ♠✉❝❤ C♠❛❧❧❡7 ✈❛7✐❛♥❝❡ 6❤❛♥ 6❤❡ ❈▼❈ ❡C6✐♠❛6❡ ✐❢ τ(·) ✐C ❝❤♦C❡♥ ❛♣♣7♦♣7✐❛6❡❧②✳ ■❙ ♣✉7♣♦C❡ ✐C 6♦

❞❡❝7❡❛C❡ 6❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐6② ❡C6✐♠❛6❡ ✈❛7✐❛♥❝❡✳ ❆♥ ♦♣6✐♠❛❧ ■❙ ❛✉①✐❧✐❛7② ❞❡♥C✐6② τopt(·) ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❛C 6❤❡ 7❡C✉❧6 ♦❢ 6❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ✈❛7✐❛♥❝❡ Vτ

(
P̂
IS
)
✳ τopt(·) ✐C ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❇✉❝❦❧❡✇✱ ✷✵✵✹❪

τopt(U) =
✶c(U)>0 φ(U)

Pf
✭✷✳✹✶✮

❯♥❢♦76✉♥❛6❡❧②✱ ✐♥ ♣7❛❝6✐❝❡ 6❤✐C ♦♣6✐♠❛❧ ❞❡♥C✐6② ✐C ✐♥❛❝❝❡CC✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉C❡ ✐6 ✐♥✈♦❧✈❡C 6❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥

S✉❛♥6✐6② ♦❢ ✐♥6❡7❡C6 Pf ✳ ◆❡✈❡76❤❡❧❡CC✱ τopt(·) ♠❛② ❜❡ ❞❡7✐✈❡❞ 6♦ ❞❡6❡7♠✐♥❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥6 C❛♠♣❧✐♥❣
 ❉❋✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ✐♥6❡7❡C6✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛7② C❛♠♣❧✐♥❣  ❉❋ τ(·) ❛♣♣7♦❛❝❤✐♥❣ 6❤❡ ❞❡♥C✐6② τopt(·) ✇✐6❤ 7❡❣❛7❞
6♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝7✐6❡7✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉C❡❞ 6♦ ❡C6✐♠❛6❡ 6❤❡ C♦✉❣❤6 ♣7♦❜❛❜✐❧✐6②✳ ❉✐✛❡7❡♥6 ♠❡6❤♦❞C ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣7♦♣♦C❡❞ 6♦ ❛♣♣7♦❛❝❤ 6❤❡ ♦♣6✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛7② ❞❡♥C✐6② ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❝❧❛CC✐✜❡❞ ✐♥ 6✇♦ ❝❛6❡❣♦7✐❡C✿ 6❤❡

♣❛7❛♠❡67✐❝ ❛♥❞ 6❤❡ ♥♦♥ ♣❛7❛♠❡67✐❝ ❛♣♣7♦❛❝❤❡C✳

 ❛"❛♠❡%"✐❝ ■❙ ♠❡%❤♦❞+ #❛7❛♠❡67✐❝ ■❙ ♠❡6❤♦❞C ❛✐♠ ❛6 ❧❡❛7♥✐♥❣ 6❤❡ ♦♣6✐♠❛❧ C❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥C✐6②

τopt(·) ❛CC✉♠✐♥❣ ❛ ♣❛7❛♠❡6❡7✐③❡❞ ❛✉①✐❧✐❛7②  ❉❋ ❢❛♠✐❧② ✭❢♦7 ✐♥C6❛♥❝❡ ❛ ●❛✉CC✐❛♥  ❉❋✮✳ ❚❤❡ ♦❜✲

❥❡❝6✐✈❡ ✐C 6♦ ❞❡6❡7♠✐♥❡ 6❤❡ ♣❛7❛♠❡6❡7C ♦❢ 6❤❡ ❛✉①✐❧✐❛7②  ❉❋ τθ(·) 6❤❛6 ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝7✐6❡7✐♦♥✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❈!♦##✲❊♥'!♦♣② ✭❈❊✮ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ■❙ ❛✉①✐❧✐❛!② ❞❡♥#✐'② ❤❛# ❜❡❡♥ ♣!♦♣♦#❡❞ ❬❘✉❜✐♥#'❡✐♥ ❛♥❞

❑!♦❡#❡✱ ✷✵✵✹❪✳ ❈❊ ♠❡'❤♦❞ ✐# ❛♥ ✐'❡!❛'✐✈❡ ♣!♦❝❡❞✉!❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛' ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡!

❞✐✈❡!❣❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦♣'✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛!② $❉❋ ❛♥❞ '❤❡ ♣❛!❛♠❡'❡!✐③❡❞ $❉❋ ✇✐'❤ !❡#♣❡❝'

'♦ ✐'# ♣❛!❛♠❡'❡!# θ✳ ▲❡' P ❛♥❞ Q ❜❡ '✇♦ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ❞✐#'!✐❜✉'✐♦♥# ❞❡✜♥❡❞ ❜② '❤❡✐! $❉❋ p(·) ❛♥❞
q(·) ✇✐'❤ #✉♣♣♦!' Rd

✳ ❚❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡! ❞✐✈❡!❣❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

DKL(P,Q) =

∫

Rd

ln

(
p(u)

q(u)

)
p(u)❞u.

DKL ✐# ❡J✉❛❧ '♦ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P = Q ❛❧♠♦#' ❡✈❡!②✇❤❡!❡✳ ❈❊ ❛✐♠# ❛' ✜♥❞✐♥❣ '❤❡ ♣❛!❛♠❡'❡!

✈❡❝'♦! θopt ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡! ❞✐✈❡!❣❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ τθ(·) ❛♥❞ τopt(·) ❬❞❡ ▼❡❧❧♦ ❛♥❞
❘✉❜✐♥#'❡✐♥✱ ✷✵✵✷❀ ❘✉❜✐♥#'❡✐♥ ❛♥❞ ❑!♦❡#❡✱ ✷✵✵✹❪✳ θopt ♠❛② ❜❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② #♦❧✈✐♥❣

θopt = argmin
θ∈∆

{DKL(τopt, τθ)} ✭✷✳✹✷✮

θopt ✐♥ ❊J✳✭✷✳✹✷✮ ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ '❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ $❉❋ τopt(·)✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ ✐' ♠❛② ❜❡ #❤♦✇♥ ❬❘✉❜✐♥#'❡✐♥ ❛♥❞
❑!♦❡#❡✱ ✷✵✵✹❪ '❤❛' ❊J✳✭✷✳✹✷✮ ♠❛② ❜❡ !❡✲✇!✐''❡♥

θopt = argmax
θ∈∆

{
Eφ

[
✶c(U)>0 ln (τθ(U))

]}
✭✷✳✹✸✮

✇❤❡!❡ '❤❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐# ❝♦♠♣✉'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ $❉❋ φ(·)✳

❋✐❣✉!❡ ✷✳✷✵✿ ❈❊ ♦♣'✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛!② $❉❋ ✐#♦✲

❝♦♥'♦✉!

❋✐❣✉!❡ ✷✳✷✶✿ ❈❊ ♦♣'✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛!② $❉❋

■♥ ♣!❛❝'✐❝❡✱ ✐♥#'❡❛❞ ♦❢ ❞✐!❡❝'❧② #♦❧✈✐♥❣ ❊J✳✭✷✳✹✸✮✱ θopt ✐# ❞❡'❡!♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐'❡!❛'✐✈❡ ♣!♦❝❡## ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ #♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝!❡❛#✐♥❣ #❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤!❡#❤♦❧❞#✿

S0 > S1 > S2 > · · · > Sk > · · · > 0

❝❤♦#❡♥ ❛❞❛♣)✐✈❡❧② ✉#✐♥❣ 0✉❛♥)✐❧❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥✳ ❆) )❤❡ ✐)❡4❛)✐♦♥ ❬❦❪ ♦❢ )❤❡ ❈❊ ❛❧❣♦4✐)❤♠✱ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ ✐# #♦❧✈❡❞✿

θk = argmax
θ∈∆

{
Eτθk−1

[
✶c(U)>Sk

ln (τθ(U))
]}

✭✷✳✹✹✮

✻✻



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

✇❤❡7❡ 8❤❡ ❡①♣❡❝8❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐B ❝♦♠♣✉8❡❞ ✇✐8❤ 8❤❡ ✐♥8❡7♠❡❞✐❛8❡ ❛✉①✐❧✐❛7②  ❉❋ τθk−1
(·) ❛♥❞ Sk ✐B 8❤❡

k ❤ ✐♥8❡7♠❡❞✐❛8❡ 8❤7❡B❤♦❧❞✳
❈❊♠❡8❤♦❞ ✐B ❛ ♣❛7❛♠❡87✐❝ ❛♣♣7♦❛❝❤ 8♦ ❞❡8❡7♠✐♥❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛✉①✐❧✐❛7② ■❙ ❞✐B87✐❜✉8✐♦♥✳ ◆❡✈❡78❤❡❧❡BB✱

8❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛7❛♠❡87✐❝ ❞❡♥B✐8② ✐B ♥♦8 ♦❜✈✐♦✉B ❛♥❞ ❤❛B 8♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝❛7❡❢✉❧❧② ❛ ♣"✐♦"✐ 8♦ ✜8 8❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ ♦♣8✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛7② ■❙ ❞✐B87✐❜✉8✐♦♥✳ ❉✐✣❝✉❧8✐❡B ♠✐❣❤8 ❜❡ ❡♥❝♦✉♥8❡7❡❞ ❢♦7 B②B8❡♠B ❤❛✈✐♥❣

♠✉❧8✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉7❡ 7❡❣✐♦♥B ✐♥ 8❤❡ ✐♥♣✉8 ✉♥❝❡78❛✐♥ B♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❛7❛♠❡87✐❝  ❉❋ ❢❛♠✐❧✐❡B ❛7❡ ♥♦8

✇❡❧❧ B✉✐8❡❞ 8♦ 8❛❦❡ ✐♥8♦ ❛❝❝♦✉♥8 ❞✐✛❡7❡♥8 ❢❛✐❧✉7❡ ♠♦❞❡B✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈❊ ❞❡8❡7♠✐♥❛8✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❛✉①✐❧✐❛7② ♦♣8✐♠❛❧  ❉❋ ✐B ✐❧❧✉B87❛8❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉7❡B ✷✳✷✵ ❛♥❞ ✷✳✷✶✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛7② ❞❡♥B✐8② ✐B ❝❡♥8❡7❡❞

❛7♦✉♥❞ 8❤❡ ♣7✐♥❝✐♣❛❧ ❢❛✐❧✉7❡ ♠♦❞❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 8♦ ❣❡♥❡7❛8❡ ♠♦7❡ ❢❛✐❧✉7❡ B❛♠♣❧❡B ❛♥❞ 8♦ ✐♠♣7♦✈❡ 8❤❡

♣7♦❜❛❜✐❧✐8② ❡B8✐♠❛8✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ 8❤✐B 8❡B8 ❝❛B❡ ❤❛B ♠✉❧8✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉7❡ ♠♦❞❡B ❛♥❞ 8❤❡ ♣❛7❛♠❡8❡7✐③❡❞

●❛✉BB✐❛♥ ❛✉①✐❧✐❛7② ❞❡♥B✐8② ❞♦❡B ♥♦8 B✉❝❝❡❡❞ 8♦ ❝❛8❝❤ 8❤❡ 8❤7❡❡ ❢❛✐❧✉7❡ ♠♦❞❡B✳ ❋♦7 ♠♦7❡ ❞❡8❛✐❧B

♦♥ ❈❊ ❛❧❣♦7✐8❤♠B ♦♥❡ ♠❛② 7❡❢❡7 8♦ ❬❘✉❜✐♥B8❡✐♥ ❛♥❞ ❑7♦❡B❡✱ ✷✵✵✹❪✳ ❖8❤❡7 ♣❛7❛♠❡87✐❝ ♠❡8❤♦❞B

❢♦7 ■❙ B✉❝❤ ❛B ❡①♣♦♥❡♥8✐❛❧ 8✇✐B8✐♥❣ ❛7❡ ❞❡B❝7✐❜❡❞ ✐♥ ❬▼♦7✐♦ ❛♥❞ ❇❛❧❡B❞❡♥8✱ ✷✵✶✺❪✳ ▼♦7❡♦✈❡7✱ ♥♦♥

♣❛7❛♠❡87✐❝ ■❙ ♠❡8❤♦❞B ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣7♦♣♦B❡❞ 8♦ B♦❧✈❡ 8❤❡B❡ ♣7♦❜❧❡♠B ❛♥❞ ❛7❡ ❜7✐❡✢② ♣7❡B❡♥8❡❞ ✐♥ 8❤❡

♥❡①8 B❡❝8✐♦♥✳

◆♦♥ ♣❛%❛♠❡(%✐❝ ■❙ ♠❡(❤♦❞- ◆♦♥ ♣❛7❛♠❡87✐❝ ❛❞❛♣8✐✈❡ ■❙ ♠❡8❤♦❞B ❤❛✈❡ ❛❧B♦ ❜❡❡♥ ♣7♦♣♦B❡❞

✇✐8❤ 8❤❡ ✉B❡ ♦❢ ❑❉❊✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝8✐✈❡ ♦❢ ◆♦♥ #❛7❛♠❡87✐❝ ❆❞❛♣8✐✈❡ ■♠♣♦78❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭◆❆■❙✮

8❡❝❤♥✐\✉❡B ❬❩❤❛♥❣✱ ✶✾✾✻❀ ◆❡❞❞❡7♠❡②❡7✱ ✷✵✵✾❀ ▼♦7✐♦✱ ✷✵✶✷❪ ✐B 8♦ ❛♣♣7♦❛❝❤ 8❤❡ ■❙ ♦♣8✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛7②

❞❡♥B✐8② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊\✳✭✷✳✹✶✮ ✇✐8❤ ❦❡7♥❡❧ ❞❡♥B✐8② ❢✉♥❝8✐♦♥ ❬❲❛♥❞ ❛♥❞ ❏♦♥❡B✱ ✶✾✾✹❪✳ ◆❆■❙ ❞♦❡B ♥♦8 ♥❡❡❞

❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛  ❉❋ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✐B 8❤✉B ♠♦7❡ ✢❡①✐❜❧❡ 8❤❛♥ 8❤❡ ♣❛7❛♠❡87✐❝ ♠❡8❤♦❞B✳ ◆❆■❙ ❛❧B♦ 7❡❧✐❡B

♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣8✐✈❡ ♣7✐♥❝✐♣❧❡ B✐♠✐❧❛7 8♦ 8❤❡ ❈❊ ♠❡8❤♦❞ ✇✐8❤ ❛ B❡\✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥8❡7♠❡❞✐❛8❡ 8❤7❡B❤♦❧❞ ❛♥❞

♦♣8✐♠✐③❛8✐♦♥ ♣7♦❜❧❡♠ B♦❧✈✐♥❣✳ ❆8 ❡❛❝❤ ✐8❡7❛8✐♦♥ ♦❢ ◆❆■❙ ❛ ♥❡✇ ✐♥8❡7♠❡❞✐❛8❡ 8❤7❡B❤♦❧❞ ✐B ❞❡✜♥❡❞

❜❛B❡❞ ♦♥ 8❤❡ ❣❡♥❡7❛8❡❞ B❛♠♣❧❡B ❛♥❞ ❛ \✉❛♥8✐❧❡✳ ❆ ❦❡7♥❡❧✲❜❛B❡❞ B❛♠♣❧✐♥❣  ❉❋ ✐B ❝7❡❛8❡❞ ❜❛B❡❞ ♦♥

8❤❡ B❛♠♣❧❡B ❛❜♦✈❡ 8❤❡ ✐♥8❡7♠❡❞✐❛8❡ 8❤7❡B❤♦❧❞B✳ ❚❤❡ ♣❛7❛♠❡8❡7B ♦❢ 8❤❡ ❦❡7♥❡❧  ❉❋ ❛7❡ ♦♣8✐♠✐③❡❞

❛❝❝♦7❞✐♥❣ 8♦ 8❤❡ ❆B②♠♣8♦8✐❝ ▼❡❛♥ ■♥8❡❣7❛8❡❞ ❙\✉❛7❡ ❊77♦7 ❜❡8✇❡❡♥ 8❤❡ ❦❡7♥❡❧ ❞❡♥B✐8② ♦❢ 8❤❡

B❛♠♣❧❡B ❛♥❞ 8❤❡ ❡①❛❝8 ❞❡♥B✐8② ♦❢ 8❤❡ B❛♠♣❧❡B✳ ❊✈❡♥ ✐❢ 8❤❡ ❡①❛❝8 ❞❡♥B✐8② ♦❢ 8❤❡ B❛♠♣❧❡B ✐B ♥♦8

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐8 ✐B ♣♦BB✐❜❧❡ 8♦ ❞❡7✐✈❡ ❛♥ ❛B②♠♣8♦8✐❝ ❡B8✐♠❛8❡ ♦❢ 8❤✐B ❡77♦7 ✇❤❡♥ M → +∞✳

❋✐❣✉7❡ ✷✳✷✷✿ ◆❆■❙ ♦♣8✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛7②  ❉❋ ✐B♦✲

❝♦♥8♦✉7

❋✐❣✉7❡ ✷✳✷✸✿ ◆❆■❙ ♦♣8✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛7②  ❉❋

✻✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❤❡ ✉$❡ ♦❢ ❦❡(♥❡❧ ❞❡♥$✐-② ❢✉♥❝-✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡$ -♦ ❛♣♣(♦❛❝❤ ✈❛(✐♦✉$ -②♣❡$ ♦❢ ♦♣-✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛(② ❞❡♥$✐-✐❡$✳

◆❆■❙ ✐$ ♣❛(-✐❝✉❧❛(❧② ❛❞❛♣-❡❞ ❢♦( $②$-❡♠$ ♣(❡$❡♥-✐♥❣ ♠✉❧-✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉(❡ (❡❣✐♦♥$✳ ❋✐❣✉(❡$ ✷✳✷✷ ❛♥❞ ✷✳✷✸

✐❧❧✉$-(❛-❡ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ❦❡(♥❡❧ ❞❡♥$✐-② ✇❤✐❝❤ ♣(❡$❡♥-$ -❤(❡❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥-❡♥- ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② (❡❣✐♦♥$ ♦♥❡

❛(♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❢❛✐❧✉(❡ ♠♦❞❡$✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ◆❆■❙ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝(❡❛$❡$ ✇✐-❤ -❤❡ ✐♥❝(❡❛$❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥♣✉- $♣❛❝❡

❞✐♠❡♥$✐♦♥ ✭❛❜♦✈❡ 10✮ ❞✉❡ -♦ -❤❡ ♥✉♠❡(✐❝❛❧ ❝♦$- ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② -❤❡ ✉$❡ ♦❢ ❦❡(♥❡❧ ❞❡♥$✐-② ❬▼♦(✐♦✱ ✷✵✶✷❪
✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❧② $✉✛❡($ ❢(♦♠ -❤❡ ❝✉($❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧✐-②✳

✷✳✹✳✹ ❙✉❜&❡( ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ ✭❙❙✮

❙✉❜$❡- ❙✐♠✉❧❛-✐♦♥ ✭❙❙✮ ❬❆✉ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✵✶❪ ✭❛❧$♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣♦(-❛♥❝❡ $♣❧✐--✐♥❣✮ ♣(♦♣♦$❡$ -♦ ❞❡❝♦♠✲

♣♦$❡ -❤❡ $♦✉❣❤- ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ✭❊L✳✷✳✸✶✮ ✐♥-♦ -❤❡ ♣(♦❞✉❝- ♦❢ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-✐❡$ ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❡❛$✐❡(

-♦ ❝❛❧❝✉❧❛-❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-✐❡$ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦(❡ ❢(❡L✉❡♥- ❡✈❡♥-$ -❤❛♥ -❤❡ $♦✉❣❤- ♣(♦❜❛❜✐❧✲

✐-②✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢❛✐❧✉(❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωf ✱ ❧❡- Ωf0 ≡ Ω ⊃ Ωf1 ⊃ · · · ⊃ Ωfm ≡ Ωf ❜❡ ❛ ❞❡❝(❡❛$✐♥❣ $❡L✉❡♥❝❡

♦❢ m + 1 $✉❜$❡- ❢❛✐❧✉(❡ ❞♦♠❛✐♥$ ✇❤❡(❡ ∀i = {1, . . . ,m} Ωfi = {u|c(u) > Si}✳ Si∈{1,...,m} ✐$ ❛
❞❡❝(❡❛$✐♥❣ $❡L✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥-❡(♠❡❞✐❛-❡ -❤(❡$❤♦❧❞$ ❛♥❞ Sm = S = 0✳ ❚❤❡ $♦✉❣❤- ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ❝❛♥ ❜❡
❡①♣(❡$$❡❞ ❛$✿

Pf = P(U ∈ Ωf ) =

m∏

i=1

P
(
U ∈ Ωfi |U ∈ Ωfi−1

)
, ✭✷✳✹✺✮

✇✐-❤ P
(
U ∈ Ωfi |U ∈ Ωfi−1

)
-❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② -❤❛- U ∈ Ωfi ❦♥♦✇✐♥❣ -❤❛- U ∈ Ωfi−1 ✳

●❡♥❡(❛-✐♥❣ ✐✐❞ $❛♠♣❧❡$ ❢(♦♠ -❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ &❉❋$ ✐$ (❡L✉✐(❡❞ -♦ ❝♦♠♣✉-❡ P
(
U ∈ Ωfi |U ∈ Ωfi−1

)

❜✉- ✐$ ✐♥ ♠♦$- ❝❛$❡$ ✐♠♣♦$$✐❜❧❡ ❛$ -❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ &❉❋$ ❛(❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣(❛❝-✐❝❡✱ -❤❡$❡ ❞❡♥$✐-✐❡$

❛(❡ ❜✉✐❧- ❜② ▼❛(❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥-❡ ❈❛(❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡-❤♦❞ ❢♦( ✐♥$-❛♥❝❡ ✇✐-❤ -❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❡-(♦♣♦❧✐$✲

❍❛$-✐♥❣$ ❛❧❣♦(✐-❤♠ ❬❆✉ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✵✶❪✳ ▼❈▼❈ -❡❝❤♥✐L✉❡$ ❛❧❧♦✇ -♦ ❣❡♥❡(❛-❡ $❛♠♣❧❡$ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♠♣❧❡① ❞❡♥$✐-✐❡$ -❤❛- ❞♦ ♥♦- ❜❡❧♦♥❣ -♦ -❤❡ ❝❧❛$$✐❝ ❞❡♥$✐-② ❢❛♠✐❧✐❡$✳ ❚❤❡ ♠❡-❤♦❞ (❡❧✐❡$ ♦♥ ❛ ▼❛(❦♦✈

♣(♦❝❡$$ -❤❛- ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛-❡❧② ❞✐$-(✐❜✉-❡❞ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ -♦ -❤❡ ❞❡$✐(❡❞ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ &❉❋$ ♦✈❡( -❤❡

❧♦♥❣ -❡(♠✱ -❤❛- ✐$ ✇❤❡♥ -❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ $❛♠♣❧❡$ ❣❡♥❡(❛-❡❞ ✐♥❝(❡❛$❡$ -♦ ✐♥✜♥✐-②✳ ❚❤✐$ ▼❛(❦♦✈ ♣(♦❝❡$$

✐$ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐-❤ ❛ ♣(♦♣♦$❛❧✴(❡❢✉$❛❧ ♠❡-❤♦❞✳ ❋♦( ♠♦(❡ ❞❡-❛✐❧$ ♦♥ ▼❈▼❈ ♦( ▼❡-(♦♣♦❧✐$ ❍❛$-✐♥❣$ $❡❡

❬▼❡-(♦♣♦❧✐$ ❡- ❛❧✳✱ ✶✾✺✸❀ ❍❛$-✐♥❣$✱ ✶✾✼✵❀ ❆✉ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ✉$✐♥❣ -❤❡ ❢❛✐❧✉(❡ $❛♠♣❧❡$

❣❡♥❡(❛-❡❞ ❢(♦♠ -❤❡ ♣(❡✈✐♦✉$ $-❡♣ ✭✐✳❡✳ $❛♠♣❧❡$ ✐♥ Ωfi ✇❤♦$❡ ✈❛❧✉❡$ ❛(❡ ❧♦✇❡( -❤❛♥ -❤❡ -❤(❡$❤♦❧❞ Si✮✱

❛ ♥❡✇ $❡- ♦❢ M $❛♠♣❧❡$ ✐$ ❝(❡❛-❡❞ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ -♦ ▼❛(❦♦✈ ❝❤❛✐♥$ ❜❛$❡❞ ♦♥ -❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❡-(♦♣♦❧✐$

❛❧❣♦(✐-❤♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ c(·) ✐$ ❡✈❛❧✉❛-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡(❛-❡❞ $❛♠♣❧❡$ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ✐♥-❡(♠❡❞✐❛-❡
-❤(❡$❤♦❧❞ ✐$ $❡❧❡❝-❡❞✳ ■♥ ♣(❛❝-✐❝❡✱ -❤❡ ✐♥-❡(♠❡❞✐❛-❡ -❤(❡$❤♦❧❞$ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦$❡♥ ✐♥ ♦(❞❡( -♦ ❤❛✈❡

❛❧❧ -❤❡ ✐♥-❡(♠❡❞✐❛-❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-✐❡$ ❝❧♦$❡ -♦ ρ = 10−1
❬❆✉ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✵✶❀ ❇❛❧❡$❞❡♥-

❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥-❡(♠❡❞✐❛-❡ -❤(❡$❤♦❧❞$ (❡$✉❧-$ ❢(♦♠ ❛ -(❛❞❡✲♦✛ ❜❡-✇❡❡♥ ❤❛✈✐♥❣

✐♥-❡(♠❡❞✐❛-❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-✐❡$ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢(❡L✉❡♥- ❢❛✐❧✉(❡ ❡✈❡♥-$ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐-❡❞ ♥✉♠❜❡( ♦❢ $-❡♣$

✐♥ -❤❡ ❙✉❜$❡- ❙✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❛❧❣♦(✐-❤♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥❛❧ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ✐$ ❡✈❛❧✉❛-❡❞ ✇✐-❤ ❈▼❈✳

❙❙ ✐$ ❡✣❝✐❡♥- -♦ ❡$-✐♠❛-❡ (❛(❡ ❡✈❡♥- ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ✭✐✳❡✳ Pf < 10−4
✮ ❛♥❞ ❙❙ ❞♦❡$ ♥♦- ❤✐❣❤❧② $✉✛❡(

❢(♦♠ -❤❡ ❝✉($❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧✐-② ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦( ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ $②$-❡♠$✳ ❚❤❡ ❙❙

❜✉❞❣❡- ✐$ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦♥ -❤❡ ♠❛❣♥✐-✉❞❡ ♦(❞❡( ♦❢ -❤❡ $♦✉❣❤- ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ❛♥❞ ❛❧$♦ ♦♥ -❤❡ ρ✲
L✉❛♥-✐❧❡ ♣❛(❛♠❡-❡(✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❙ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-② ❡$-✐♠❛-✐♦♥ ✐$ ✐❧❧✉$-(❛-❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉(❡$ ✷✳✷✹✱✷✳✷✺✱✷✳✷✻

❛♥❞ ✷✳✷✼✳ ❙❙ $✉❝❝❡❡❞$ -♦ ❝❛♣-✉(❡ -❤❡ ♠✉❧-✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉(❡ ♠♦❞❡$ ❛♥❞ -♦ ❣❡♥❡(❛-❡ ❢❛✐❧✉(❡ $❛♠♣❧❡$ -♦

❛❝❝✉(❛-❡❧② ❡$-✐♠❛-❡ -❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐-②✳

✻✽
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❊✈❡♥ ✐❢✱ ❙❙ ♦7 ■❙ ♠❡A❤♦❞D 7❡Q✉✐7❡ ❧❡DD D❛♠♣❧❡D A❤❛♥ ❈▼❈ ❢♦7 A❤❡ D❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉7❛❝②✱ A❤❡D❡

♠❡A❤♦❞D DA✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦7A❛♥A ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❝❛❧❧D A♦ A❤❡ ❝♦♠♣✉A❛A✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥D✐✈❡ ❧✐♠✐A DA❛A❡

❢✉♥❝A✐♦♥ c(·)✳ ■♥ ♦7❞❡7 A♦ ❢✉7A❤❡7 7❡❞✉❝❡ A❤❡ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❝❛❧❧D A♦ c(·)✱ D❡✈❡7❛❧ ✇♦7❦D ❬❇✐❝❤♦♥ ❡A ❛❧✳✱
✷✵✵✽❛❀ #✐❝❤❡♥② ❡A ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❉✉❜♦✉7❣ ❡A ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ✷✵✶✸❪ ❛✐♠ ❛A 7❡♣❧❛❝✐♥❣ A❤❡ ❡①❛❝A ❧✐♠✐A DA❛A❡

❢✉♥❝A✐♦♥ ❜② ❛♥ ❛♣♣7♦①✐♠❛A❡ D✉77♦❣❛A❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡DD ❝♦♠♣✉A❛A✐♦♥❛❧❧② ✐♥A❡♥D✐✈❡ A♦ ❡✈❛❧✉❛A❡✳

❆ D✉♠♠❛7② ♦❢ A❤❡ ❞✐✛❡7❡♥A 7❡❧✐❛❜✐❧✐A② ❛♥❛❧②D✐D A❡❝❤♥✐Q✉❡D ✇✐A❤ A❤❡ ❛❞✈❛♥A❛❣❡D ❛♥❞ ❞7❛✇❜❛❝❦D ♦❢

❡❛❝❤ ♠❡A❤♦❞D ✐D ♣7♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✽✳ ■♥ ❝❤❛♣A❡7 ✾ ♦❢ A❤❡ A❤❡D✐D✱ ❜❡❝❛✉D❡ ♦❢ A❤❡ ♣❛7❛♠❡A7✐❝

❛♣♣7♦❛❝❤ ♦❢ ■❙✲❈❊✱ A❤✐D ❡DA✐♠❛A✐♦♥ A❡❝❤♥✐Q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❛♣A❡❞ A♦ ❡✣❝✐❡♥A❧② ❛❧❧♦✇ A❤❡ ❡DA✐♠❛A✐♦♥ ♦❢

A❤❡ ❜♦✉♥❞D ♦❢ ♣7♦❜❛❜✐❧✐A② ♦❢ ❢❛✐❧✉7❡ ✐♥ A❤❡ ♣7❡D❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦A❤ ❛❧❡❛A♦7② ❛♥❞ ❡♣✐DA❡♠✐❝ ✉♥❝❡7A❛✐♥A✐❡D✳ ❙❙

✇✐❧❧ ❜❡ ✉D❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣A❡7 ✶✵ A♦ ❡DA✐♠❛A❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐A② ❜♦✉♥❞D ✇❤❡♥ A❤❡ ❧✐♠✐A DA❛A❡ ❢✉♥❝A✐♦♥ ✐D ✐♠♣❛❝A❡❞

❜② ❡♣✐DA❡♠✐❝ ✉♥❝❡7A❛✐♥A② ❛D A❤❡ ❡DA✐♠❛A✐♦♥ A❡❝❤♥✐Q✉❡D ♠✉❧A✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉7❡ 7❡❣✐♦♥D ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐A❤

❛♥ ❛♣♣7♦♣7✐❛A❡ D✉77♦❣❛A❡ ♠♦❞❡❧ ✐A ❡♥❛❜❧❡D ❛ ♣7♦❜❛❜✐❧✐A② ♦❢ ❢❛✐❧✉7❡ ❡DA✐♠❛A✐♦♥ ❛A ❛♥ ❛✛♦7❞❛❜❧❡ ❝♦DA✳

▼♦7❡♦✈❡7✱ ✐♥ ❝❤❛♣A❡7 ✶✵ D❡♥D✐A✐✈✐A✐❡D ♦❢ A❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐A② ♦❢ ❢❛✐❧✉7❡ ✇✐A❤ 7❡D♣❡❝A A♦ ❞❡❝✐D✐♦♥ ✈❛7✐❛❜❧❡D

✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡7✐✈❡❞ ❜❛D❡❞ ♦♥ ❙❙✳

✻✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✽✿ ❆❞✈❛♥-❛❣❡/ ❛♥❞ ❞0❛✇❜❛❝❦/ ♦❢ -❤❡ ♠❛✐♥ 0❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②/✐/ -❡❝❤♥✐:✉❡/

❆❞✈❛♥-❛❣❡/

❉0❛✇❜❛❝❦/

❈▼❈ ❊❛/② -♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥- ▲♦✇ ❡/-✐♠❛-♦0 ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡

@0♦✈✐❞❡ ❛ ✈❛0✐❛♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❡/-✐♠❛-♦0

❍✐❣❤ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❝♦/-

❋❖❘▼✲❙❖❘▼ ❊❛/② -♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥- ▲✐♠✐-❡❞ -♦ /✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉0❡ ♣0♦❜❧❡♠

▲♦✇ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❝♦/-

◆♦ ❡/-✐♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡00♦0

■❙✲❈❊

❙✐♠♣❧❡ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ❢♦0 ●❛✉//✐❛♥

(❉❋ ❢❛♠✐❧②

❙-0♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧

♣❛0❛♠❡-0✐❝ ❞❡♥/✐-② ❝❤♦✐❝❡

❋❛/- ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ▲✐♠✐-❡❞ -♦ /✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉0❡ ♣0♦❜❧❡♠

■❙✲◆❆■❙ ◆♦ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛0❛♠❡-0✐❝ ❞❡♥/✐-② ❍✐❣❤ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❝♦/-

❍❛♥❞❧❡ ♠✉❧-✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉0❡ ♣0♦❜❧❡♠

■♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦0 ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❤✐❣❤❡0

-❤❛♥ ✶✵

❙❙ ❆♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ■♠♣♦0-❛♥- /✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❜✉❞❣❡-

❍❛♥❞❧❡ ♠✉❧-✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉0❡ ♣0♦❜❧❡♠ ▼♦0❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥

✷✳✺ ❙✉%%♦❣❛)❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦% %❡❧✐❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②3✐3

❈♦♠♣❧❡① /✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❝♦❞❡/ /✉❝❤ ❛/ -❤❡ ♦♥❡/ ✉/❡❞ ✐♥ ❛❡0♦/♣❛❝❡ ❛0❡ ♦❢-❡♥ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥/✐✈❡

❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❧❛0❣❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✈❛0✐❛❜❧❡/✳ ❚❤❡/❡ ❢❡❛-✉0❡/ ♠❛0❦❡❞❧② ❤❛♠♣❡0 -❤❡ ❡/-✐♠❛-✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉0❡

♣0♦❜❛❜✐❧✐-✐❡/✳ ❚♦ 0❡❞✉❝❡ -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❜✉0❞❡♥✱ ❛ /✉00♦❣❛-❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧❧② ❝♦/-❧②

/✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❝♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ✉/❡❞ -♦ ♣❡0❢♦0♠ -❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐-② ❡/-✐♠❛-✐♦♥ ♦♥ -❤✐/ ♠❡-❛♠♦❞❡❧✳ ❉✐✛❡0❡♥-

/✉00♦❣❛-❡ ♠♦❞❡❧/ ♠❛② ❜❡ ✉/❡❞ -♦ 0❡♣❧❛❝❡ c(·) /✉❝❤ ❛/ ❘❡/♣♦♥/❡ ❙✉0❢❛❝❡ ▼❡-❤♦❞ ❬❋❛0❛✈❡❧❧✐✱ ✶✾✽✾❀
❍✉0-❛❞♦✱ ✷✵✵✹❛❪✱ ◆❡✉0❛❧ ◆❡-✇♦0❦ ❬❍✉0-❛❞♦ ❛♥❞ ❆❧✈❛0❡③✱ ✷✵✵✶❪✱ ❙✉♣♣♦0- ❱❡❝-♦0 ▼❛❝❤✐♥❡/ ❬❇♦✉0✐♥❡-

❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❀ ❇❛/✉❞❤❛0 ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❑0✐❣✐♥❣ ❬❑❛②♠❛③✱ ✷✵✵✺❀ ❇❛❧❡/❞❡♥- ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ❡!❝✳ ■♥ -❤✐/

/❡❝-✐♦♥✱ -✇♦ ♠❛✐♥ /✉00♦❣❛-❡ ♠♦❞❡❧/ ❛0❡ ❞❡/❝0✐❜❡❞ ✐♥ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢ 0❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②/✐/✿ ❑0✐❣✐♥❣

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❙✉♣♣♦0- ❱❡❝-♦0 ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮ ❛/ -❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛-❡0 ✉/❡❞ ✐♥ ♣❛0- ■■■✳ ❚❤❡/❡ /✉00♦❣❛-❡

♠♦❞❡❧/ ♠❛② ❛❧/♦ ❜❡ ✉/❡❞ ✐♥ ♦-❤❡0/ ❝♦♥-❡①-/ -♦ 0❡♣❧❛❝❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥/✐✈❡ /✐♠✉❧❛-✐♦♥/✳

✷✳✺✳✶ ●❛✉''✐❛♥ *+♦❝❡'' ✭●!✮

❑0✐❣✐♥❣ ❬▼❛-❤❡0♦♥✱ ✶✾✻✸❀ ❙❛/❡♥❛✱ ✷✵✵✷❪ ✐/ ❛ /-❛-✐/-✐❝❛❧ /✉00♦❣❛-❡ ♠♦❞❡❧ -❤❛- ♠❛② ❜❡ ✉/❡❞ -♦ ❛♣✲

♣0♦①✐♠❛-❡ -❤❡ ❧✐♠✐- /-❛-❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ c(·) ♦♥ ✐#$ ✐♥♣✉# $♣❛❝❡ Ω ❜② ❝♦♥$✐❞❡-✐♥❣ c(·) ❛$ ❛ -❡❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ ❛

●❛✉$$✐❛♥ ♣-♦❝❡$$ ❞❡♥♦#❡❞ ❜② C(·)✳ ❑-✐❣✐♥❣ -❡5✉✐-❡$ ❛♥ ✐♥✐#✐❛❧ ❉❡$✐❣♥ ♦❢ ❊①♣❡-✐♠❡♥#$ ✭❉♦❊✮ ✇✐#❤

p $❛♠♣❧❡$ U = {u(1), . . . ,u(p)} ∈ Ω✳ ❚❤❡ ❡①❛❝# ❧✐♠✐# $#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ c(·) ✐$ ❡✈❛❧✉❛#❡❞ ♦♥ #❤❡ ❉♦❊

✼✵



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

cp(U) = [c(u(1)), . . . , c(u(p))]
T
✳ ❚❤❡ ❑7✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐? ❛ ●❛✉??✐❛♥ ♣7♦❝❡?? C(·) ❞❡✜♥❡❞ ❛?✿

C(u) = m(u) + Z(u) ✭✷✳✹✻✮

✇❤❡7❡m(·) ✐? ❛ 7❡❣7❡??✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡?L✐♠❛L❡❞ ❢7♦♠ L❤❡ ❉♦❊ ❛♥❞ Z(·) ✐? ❛ ③❡7♦✲♠❡❛♥ ●❛✉??✐❛♥ ♣7♦❝❡??✳
❚❤❡ ❝♦✈❛7✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝L✐♦♥ ❝♦✈(·, ·) ♦❢ Z(·) ✐? ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐♥ ♣7❛❝L✐❝❡ ✐? ❛??✉♠❡❞ L♦ ❜❡ ❡①♣7❡??❡❞ ❜②

❝♦✈

(
Z(u(i)), Z(u(j))

)
= σ2

Z❈♦77
(
u(i),u(j)

)
✭✷✳✹✼✮

✇✐L❤ σ2
Z L❤❡ ♣7♦❝❡?? ✈❛7✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❈♦77(., .) ❛ ♣❛7❛♠❡L7✐❝ ❝♦77❡❧❛L✐♦♥ ❢✉♥❝L✐♦♥✳ ❆ L②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦7

L❤❡ ❝♦77❡❧❛L✐♦♥ ❢✉♥❝L✐♦♥ ✐?

❈♦77

(
u(i),u(j)

)
= ❡①♣

(
−

d∑

k=1

θk|u(k)(i) − u
(k)
(j) |qk

)
✭✷✳✹✽✮

✇❤❡7❡ u
(k)
(i) ✐? L❤❡ k

th
❝♦♦7❞✐♥❛L❡ ♦❢ L❤❡ ✈❡❝L♦7 u(i)✱ L❤❡ ♣❛7❛♠❡L❡7 qk 7❡✢❡❝L? L❤❡ ?♠♦♦L❤♥❡?? ♦❢ L❤❡

✐♥L❡7♣♦❧❛L✐♦♥ ❛♥❞ θk ❛7❡ ?❝❛❧❡ ❢❛❝L♦7? ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉L❡❞ ❜② ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊?L✐♠❛L✐♦♥

❬❙❛?❡♥❛✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ ❑7✐❣✐♥❣ ♣7❡❞✐❝L✐♦♥ ❢♦7 ❛♥② u ∈ Ω ✐? ❣✐✈❡♥ ❜②

ĉ(u,U) = m(u) + r(u,U)❚R−1 (U)(cp(U)−mp(U)) ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡7❡ 



r(u,U) =
[
❈♦77(u,u(1)), . . . ,❈♦77(uu(p))

]
❚

,
R|ij(U) = ❈♦77(u(i),u(j))

mp(U) =
[
m(u(1)), . . . ,m(u(p))

]
❚

✭✷✳✺✵✮

❆ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥L❡7✈❛❧ ♦♥ L❤❡ ♣7❡❞✐❝L✐♦♥ ĉ(u,U) ♠❛② ❜❡ ❞❡L❡7♠✐♥❡❞ ❛? C(·) ✐? ❛ ●❛✉??✐❛♥ ♣7♦❝❡??
❛♥❞ L❤❡ ✈❛7✐❛♥❝❡ ♦❢ L❤❡ ♣7❡❞✐❝L✐♦♥ ✐? ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2(u,U) = σ2
Z

(
1− r(u,U)❚R−1(U)r(u,U)

)
✭✷✳✺✶✮

❚❤✐? ♣♦??✐❜✐❧✐L② L♦ _✉❛♥L✐❢② L❤❡ ?✉77♦❣❛L❡ ♠♦❞❡❧ ♣7❡❞✐❝L✐♦♥ ✉♥❝❡7L❛✐♥L② ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉7L❤❡7 ❡①♣❧♦✐L❡❞ ✐♥

?❡❝L✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✶ L♦ ✜♥❞ ❧♦✇❡7 ❛♥❞ ✉♣♣❡7 ❜♦✉♥❞? ❢♦7 L❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐L② ❡?L✐♠❛L❡✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧✐♠✐L ?L❛L❡ ❛♣♣7♦①✐♠❛L✐♦♥ ❜❛?❡❞ ♦♥ ❑7✐❣✐♥❣ ✐? ♣7❡?❡♥L❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉7❡ ✷✳✷✾✳ ❑7✐❣✐♥❣

♠❡L❤♦❞ ♣7❡?❡♥L? ?♦♠❡ ❛❞✈❛♥L❛❣❡? ✐♥ 7❛7❡ ❡✈❡♥L ♣7♦❜❛❜✐❧✐L② ❡?L✐♠❛L✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ L❤✐? ?✉77♦❣❛L❡

♠♦❞❡❧ ✐? ❜❛?❡❞ ♦♥ ❛ ●❛✉??✐❛♥ ♣7♦❝❡??✱ L❤❛L ❛❧❧♦✇? L♦ ❡?L✐♠❛L❡ L❤❡ ✈❛7✐❛♥❝❡ ♦❢ L❤❡ ♣7❡❞✐❝L✐♦♥ ❡77♦7

❛♥❞ ❝♦♥?❡_✉❡♥L❧② L♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ L❤❡ ?✉77♦❣❛L❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐? ✐♥❞✐❝❛L♦7 ♠❛② ❜❡

❞✐7❡❝L❧② ✉?❡❞ L♦ 7❡✜♥❡ L❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ L♦ ❡✈❛❧✉❛L❡ L❤❡ ❡①❛❝L ❢✉♥❝L✐♦♥ ♦♥ ♥❡✇ ❝❤♦?❡♥ ♣♦✐♥L? L♦

✐♠♣7♦✈❡ L❤❡ ❛❝❝✉7❛❝② ♦❢ L❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❑7✐❣✐♥❣ ❤❛? ❜❡❡♥ ❡①L❡♥?✐✈❡❧② ✉?❡❞ ✇✐L❤ ❈▼❈ ❬❊❝❤❛7❞ ❡L ❛❧✳✱

✷✵✶✶❪✱ ■❙ ❬❙❝❤✉❡7❡♠❛♥? ❛♥❞ ❱❛♥ ●❡♠❡7L✱ ✷✵✵✺❀ ❉✉❜♦✉7❣ ❡L ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❇❛❧❡?❞❡♥L ❡L ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ♦7

❙❙ ❬❱❛③_✉❡③ ❛♥❞ ❇❡❝L✱ ✷✵✵✾❀ ▲✐ ❡L ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❇❡❝L ❡L ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪✳ ❚❤❡ ✇❛② L♦ 7❡✜♥❡ L❤❡ ❑7✐❣✐♥❣

♠♦❞❡❧ ✐? ❛ ❦❡② ♣♦✐♥L ❛♥❞ ❞✐✛❡7❡♥L ?L7❛L❡❣✐❡? ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣7♦♣♦?❡❞ ❬#✐❝❤❡♥②✱ ✷✵✵✾❀ ❇❛✉❞♦✉✐ ❡L ❛❧✳✱

✷✵✶✷❀ ❉✉❜♦✉7❣ ❡L ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤❡?❡ L❡❝❤♥✐_✉❡? ❡①♣❧♦✐L L❤❡ ❝♦♠♣❧❡L❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐?L✐❝ ❞❡?❝7✐♣L✐♦♥ ❣✐✈❡♥

❜② L❤❡ ❑7✐❣✐♥❣ ✐♥ ♦7❞❡7 L♦ ❡✈❛❧✉❛L❡ L❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ♣♦✐♥L? ♦♥ L❤❡ ❡①❛❝L ❢✉♥❝L✐♦♥✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ♠❡L❤♦❞? ❛7❡ ❞❡?❝7✐❜❡❞ ✐♥ L❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ L❤✐? ❝❤❛♣L❡7✳ ❆ ♥✉♠❡7✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛7✐?♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡7❡♥L

❑7✐❣✐♥❣ ❜❛?❡❞ ♠❡L❤♦❞? L♦ ❡?L✐♠❛L❡ ❛ ♣7♦❜❛❜✐❧✐L② ♦❢ ❢❛✐❧✉7❡ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲✐ ❡L ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛❪✳

✼✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❑$✐❣✐♥❣ ❛♣♣$♦①✐♠❛4✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐4 54❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥

✷✳✺✳✶✳✶ ❘❡✜♥❡♠❡♥) *)+❛)❡❣✐❡*

■♥ ❝❛5❡ ♦❢ $❛$❡ ❡✈❡♥4 ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ❡54✐♠❛4✐♦♥✱ 4❤❡ 5✉$$♦❣❛4❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛5 4♦ ❜❡ ❛❝❝✉$❛4❡ ✐♥ 4❤❡ ③♦♥❡5

♦❢ $❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐✳❡✳ ✐♥ 4❤❡ ✈✐❝✐♥✐4② ♦❢ 4❤❡ 4❤$❡5❤♦❧❞ S ❛♥❞ ✐♥ 4❤❡ ❤✐❣❤ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ❝♦♥4❡♥4 $❡❣✐♦♥5✳

❚❤❡ ✉5❡ ♦❢ 4❤❡ ❡①❛❝4 ❢✉♥❝4✐♦♥ c(·) ❛♥❞ ✐45 5✉$$♦❣❛4❡ ĉ(·) ✐♥ 4❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ 4♦
4❤❡ 5❛♠❡ $❡5✉❧4 ✐❢ ∀u ∈ R

d,✶c(u)>0 = ✶ĉ(u,U)>0✳ ■♥ ♦4❤❡$ ✇♦$❞5✱ 4❤❡ 5✉$$♦❣❛4❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤4 ♥♦4

❜❡ $❡♣$❡5❡♥4❛4✐✈❡ ♦❢ 4❤❡ ❡①❛❝4 ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦✉45✐❞❡ 4❤❡ ③♦♥❡5 ♦❢ ✐♥4❡$❡54 ❛5 4❤❡② ❞♦ ♥♦4 4❛❦❡ ♣❛$4 ♦❢

4❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ❡54✐♠❛4✐♦♥✳ ❋$♦♠ 4❤❡ ✐♥✐4✐❛❧ 4$❛✐♥✐♥❣ 5❡4 U ✱ 4❤❡ ❑$✐❣✐♥❣ ♣$♦♣❡$4✐❡5 ✭✐✳❡✳ ●❛✉55✐❛♥

♣$♦❝❡55✱ ❡54✐♠❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣$❡❞✐❝4❡❞ ❡$$♦$ ✈❛$✐❛♥❝❡✮ ❛$❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ 4♦ ❞❡4❡$♠✐♥❡ 4❤❡ ❛❞❞✐4✐♦♥❛❧ 5❛♠♣❧❡5

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ 4♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛4❡❞ ♦♥ c(·) 4♦ $❡✜♥❡ ✐45 5✉$$♦❣❛4❡ ♠♦❞❡❧✳ ❉✐✛❡$❡♥4 $❡✜♥❡♠❡♥4 54$❛4❡❣✐❡5
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❧✐4❡$❛4✉$❡ ❛♥❞ ❛$❡ ❜$✐❡✢② ❞❡5❝$✐❜❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚✇♦ ❝❛4❡❣♦$✐❡5

♠❛② ❜❡ ❞✐54✐♥❣✉✐5❤❡❞ ✐♥ 4❤❡ ♠❡4❤♦❞5✿ 4❤❡ ❞✐$❡❝4 ❛♥❞ ♦♥❡ 54❡♣ ❧♦♦❦ ❛❤❡❛❞ ♠❡4❤♦❞5✳ ❚❤❡ ✜$54 ♦♥❡5

❞✐$❡❝4❧② ✉5❡ 4❤❡ ❑$✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ 4♦ ❞❡4❡$♠✐♥❡ 4❤❡ 5❛♠♣❧❡ 4♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ 4♦ 4❤❡ 4$❛✐♥✐♥❣ 5❡4 ✇❤❡$❡❛5

4❤❡ ❧❛4❡$ ❡54✐♠❛4❡ 4❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ 4$❛✐♥✐♥❣ 5❡4 ❝❛♥❞✐❞❛4❡ 5❛♠♣❧❡ ✉♣♦♥ 4❤❡ ✉♣❞❛4❡❞ 5✉$$♦❣❛4❡

♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ ❦$✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧4 ❢$♦♠ 4❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛4❡ ♣♦✐♥4 ✐♥ ❛❞❞✐4✐♦♥ 4♦ ♣❛54 4$❛✐♥✐♥❣ 5❡4 5❛♠♣❧❡5✮✳

❚❤❡ $❡✜♥❡♠❡♥4 54♦♣♣✐♥❣ ❝$✐4❡$✐❛ ✉5❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❞✐✛❡$❡♥4 ♠❡4❤♦❞5 ❛$❡ ❜❛5❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❑$✐❣✐♥❣ ♣$❡❞✐❝4✐♦♥

❡$$♦$ ✐♥ ♦$❞❡$ 4♦ ❡✈❛❧✉❛4❡ 4❤❡ ❛❝❝✉$❛❝② ♦❢ 4❤❡ 5✉$$♦❣❛4❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐45 ✐♠♣❛❝4 ♦♥ 4❤❡ $❛$❡ ❡✈❡♥4

♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ❡54✐♠❛4❡✳

❉✐+❡❝) ♠❡)❤♦❞*

❚❤❡ ❞✐$❡❝4 ❛♣♣$♦❛❝❤❡5 5♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ 4♦ ❞❡4❡$♠✐♥❡ 4❤❡ ♥❡✇ 5❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥4 u 4♦

❛❞❞ 4♦ 4❤❡ ❝✉$$❡♥4 4$❛✐♥✐♥❣ 5❡4 U ❜❛5❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❡①✐5✐4✐♥❣ ❑$✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❡4❤♦❞5 ❞✐✛❡$ ❜②

4❤❡ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ❝$✐4❡$✐❛ ✉5❡❞ ✐♥ 4❤❡ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❛♥❞ 4❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ 4❤❡ ❡54✐♠❛4✐♦♥ ♦❢

4❤❡ ❑$✐❣✐♥❣ ♣$❡❞✐❝4✐♦♥ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❛4 4❤❡ ♣♦4❡♥4✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛4❡ ♣♦✐♥4✳ ❋♦$ ✐♥54❛♥❝❡✱ 4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❧❡❛$♥✐♥❣

$❡❧✐❛❜✐❧✐4② ♠❡4❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❑$✐❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣$♦❜❛❜✐❧✐4② ❡54✐♠❛4✐♦♥ ♠❡4❤♦❞ ❬❊❝❤❛$❞✱ ✷✵✶✷❪ ❞❡4❡$♠✐♥❡5

4❤❡ ♥❡✇ 5❛♠♣❧❡ 4♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ 4♦ 4❤❡ 4$❛✐♥✐♥❣ 5❡4 ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ 4❤❡ ❑$✐❣✐♥❣ ♣$❡❞✐❝4✐♦♥ ❞✐54❛♥❝❡ 4♦ 4❤❡
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4❤6❡8❤♦❧❞ ♠✉❧4✐♣❧✐❡❞ ❜② 4❤❡ ✐♥✈❡68❡ ♦❢ 4❤❡ ♣6❡❞✐❝4✐♦♥ ❡66♦6✳

min
u

|ĉ(u,U)|
σ(u,U) ✭✷✳✺✷✮

❚❤❡ ❊✣❝✐❡♥4 ●❧♦❜❛❧ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐4② ❆♥❛❧②8✐8 ♠❡4❤♦❞ ❬❘❛♥❥❛♥ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❇✐❝❤♦♥ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❜❪ ❛❧8♦

8♦❧✈❡8 ❛♥ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥4❡❣6❛❧ ♦✈❡6 4❤❡ ✉♥❝❡64❛✐♥ 8♣❛❝❡ ✐♥ 4❤❡ ✈✐❝✐♥✐4② ♦❢

4❤❡ 4❤6❡8❤♦❧❞ ✐♥ ♦6❞❡6 4♦ ✜♥❞ 4❤❡ ♣♦✐♥4 4♦ ❛❞❞ 4♦ 4❤❡ 46❛✐♥✐♥❣ 8❡4✳ ❊●❘❆ ♠❛② ❜❡ ❛88♦❝✐❛4❡❞ ✇✐4❤

8✐♠✉❧❛4✐♦♥ 4❡❝❤♥✐W✉❡8 ❢♦6 6❛6❡ ❡✈❡♥4 ❡84✐♠❛4✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛8 ❜❡❡♥ ❢♦6 ✐♥84❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐4❤ ■❙ ❬❇✐❝❤♦♥

❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❜❪✳

❖♥❡ #$❡♣ ❧♦♦❦ ❛❤❡❛❞

❚❤❡ ♦♥❡ #$❡♣ ❧♦♦❦ ❛❤❡❛❞ ♠❡4❤♦❞8 ❞✐✛❡6 ❢6♦♠ 4❤❡ ❞✐6❡❝4 ♠❡4❤♦❞8 ❛8 4❤❡② ✉8❡ ❛♥ ❡84✐♠❛4✐♦♥ ♦❢

4❤❡ ❡✛❡❝4 ♦❢ 4❤❡ ✉♣❞❛4❡❞ ❑6✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ ❜❛8❡❞ ♦♥ 4❤❡ 46❛✐♥✐♥❣ 8❡4 ❛✉❣♠❡♥4❡❞ ✇✐4❤ 4❤❡

♥❡✇ ❝❛♥❞✐❞❛4❡ 8❛♠♣❧❡✮ 4♦ 6❡✜♥❡ 4❤❡ 8✉66♦❣❛4❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦6 ♥✉♠❡6✐❝❛❧ 46❛❝4❛❜✐❧✐4②✱ 4♦ ❡84✐♠❛4❡ 4❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞❡❞ 8❛♠♣❧❡ ✐♥ 4❤❡ 46❛✐♥✐♥❣ 8❡4✱ 4❤❡8❡ ♠❡4❤♦❞8 ❝♦♥8✐❞❡6 4❤❛4 4❤❡ ✈❛6✐❛♥❝❡ ♦❢ 4❤❡

●❛✉88✐❛♥ ♣6♦❝❡88 σ2
Z ✐♥ ❊W✳✭✷✳✺✶✮✱ 4❤❡ ❦❡6♥❡❧ ♣❛6❛♠❡4❡68 ❛♥❞ 4❤❡ 6❡❣6❡88✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞♦ ♥♦4 ❝❤❛♥❣❡✱

❛♥❞ ♦♥❧② 4❤❡ ❝♦66❡❧❛4✐♦♥ ♠❛46✐① ✐8 ✉♣❞❛4❡❞✳ ❈❧❛88✐❝❛❧ ♦♥❡ #$❡♣ ❧♦♦❦ ❛❤❡❛❞ ♠❡4❤♦❞8 ❛6❡ 4❤❡ ❚❛6❣❡4

■♥4❡❣6❛4❡❞ ▼❡❛♥ ❙W✉❛6❡8 ❊66♦6 ❬#✐❝❤❡♥② ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ 4❤❡ 6❡❞✉❝4✐♦♥ ♦❢ ♠✐8❝❧❛88✐✜❝❛4✐♦♥ ✉♥❝❡64❛✐♥4②

❢♦6 6❛6❡ ❡✈❡♥4 8✐♠✉❧❛4✐♦♥ 4❡❝❤♥✐W✉❡8 ❬❇❛❧❡8❞❡♥4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ 4❤❡ ❙4❡♣✇✐8❡ ❯♥❝❡64❛✐♥4② ❘❡❞✉❝4✐♦♥

❬❇❡❝4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❪ ❛♥❞ ❑✲♠❡❛♥8 ❝❧✉84❡6✐♥❣ 846❛4❡❣② ❢♦6 ❑6✐❣✐♥❣ 6❡✜♥❡♠❡♥4 ❬❉✉❜♦✉6❣✱ ✷✵✶✶❛❪✳ ❚❤❡

♠❡4❤♦❞8 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐4❤ ❈▼❈✱ ■❙ ❛♥❞ ❙❙ ❡84✐♠❛4✐♦♥ 4❡❝❤♥✐W✉❡8✳ ❋♦6 ♠♦6❡ ❞❡4❛✐❧8 ♦♥ 4❤❡

❑6✐❣✐♥❣ 6❡✜♥❡♠❡♥4 846❛4❡❣✐❡8 ❢♦6 6❛6❡ ❡✈❡♥4 ♣6♦❜❛❜✐❧✐4② ❡84✐♠❛4✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 6❡❢❡6 4♦ ❬▼♦6✐♦ ❛♥❞

❇❛❧❡8❞❡♥4✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ 6❡❞✉❝4✐♦♥ ♦❢ ♠✐8❝❧❛88✐✜❝❛4✐♦♥ ✉♥❝❡64❛✐♥4② 4❡❝❤♥✐W✉❡ ❬❇❛❧❡8❞❡♥4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪

✇✐❧❧ ❜❡ ✉8❡❞ ❛♥❞ ❞❡4❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣4❡6 ✾✳

✷✳✺✳✷ ❙✉♣♣♦'( ❱❡❝(♦' ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮

❙✉♣♣♦64 ✈❡❝4♦6 ♠❛❝❤✐♥❡8 ✭❙❱▼✮ ✐8 ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛6♥✐♥❣ 4❡❝❤♥✐W✉❡ ❬❱❛♣♥✐❦ ❛♥❞ ❱❛♣♥✐❦✱ ✶✾✾✽❪ ✉8❡❞ ✐♥

❞✐✛❡6❡♥4 ❞♦♠❛✐♥8 8✉❝❤ ❛8 6❡❧✐❛❜✐❧✐4② ❛♥❛❧②8✐8 ❬❇❛8✉❞❤❛6 ❛♥❞ ▼✐88♦✉♠✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵❪ ♦6 ❝❧❛88✐✜❝❛4✐♦♥

❛♥❞ ♣❛44❡6♥ 6❡❝♦❣♥✐4✐♦♥ ❬❚♦✉ ❛♥❞ ●♦♥③❛❧❡③✱ ✶✾✼✹❀ ❙❤❛✇❡✲❚❛②❧♦6 ❛♥❞ ❈6✐84✐❛♥✐♥✐✱ ✷✵✵✹❪✳ ❆♥ ❛❞❛♣✲

4❛4✐♦♥ ♦❢ ❙❱▼ ♠❛② ❜❡ ❞❡6✐✈❡❞ ❛8 ❛ 6❡❣6❡88✐♦♥ 4♦♦❧ ❛♥❞ ✐8 6❡❢❡66❡❞ 4♦ ❛8 8✉♣♣♦64 ✈❡❝4♦6 ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦6

6❡❣6❡88✐♦♥ ❬❈❧❛6❦❡ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥4❛❣❡ ♦❢ ❙❱▼ ❧✐❡8 ✐♥ ✐48 ❛❜✐❧✐4② 4♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♠✐4

84❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥8 4❤❛4 ♦♣4✐♠❛❧❧② 8❡♣❛6❛4❡ ❞✐✛❡6❡♥4 ❝❧❛88❡8 ♦❢ ❞❛4❛ 8❛♠♣❧❡8✳ ■♥ ♣6♦❜❛❜✐❧✐4② ❡84✐♠❛4✐♦♥

✭❡✳❣✳ ❬❍✉64❛❞♦✱ ✷✵✵✹❜❀ ❇♦✉6✐♥❡4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪✮✱ ❙❱▼ ♠❛② ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛8 ❛ 8✉66♦❣❛4❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ c(·)
❛6♦✉♥❞ 4❤❡ 4❤6❡8❤♦❧❞ S = 0✳ ❚❤✐8 4②♣❡ ♦❢ 8✉66♦❣❛4❡ ✐8 ♣❛64✐❝✉❧❛6❧② 8✉✐4❡❞ ❢♦6 ❞✐8❝♦♥4✐♥✉♦✉8 ❧✐♠✐4
84❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥8 ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ 6❡❧✐❛❜✐❧✐4② ♣6♦❜❧❡♠8✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ 4❤✐8 8❡❝4✐♦♥ ✐8 4♦ ♣6♦✈✐❞❡

❛ ❜6✐❡❢ ♦✈❡6✈✐❡✇ ♦❢ 4❤❡ ❙❱▼ ♠❛✐♥ ❢❡❛4✉6❡8✳ ❋♦6 ♠♦6❡ ❞❡4❛✐❧8✱ 8❡❡ ❬❈6✐84✐❛♥✐♥✐ ❛♥❞ ❙❤❛✇❡✲❚❛②❧♦6✱

✷✵✵✵❀ ❙4❡✐♥✇❛64 ❛♥❞ ❈❤6✐84♠❛♥♥✱ ✷✵✵✽❪✳ ■♥ 4❤✐8 8❡❝4✐♦♥✱ 4❤❡ ❝❧❛88✐❝❛❧ ❙❱▼ ❝❤❛6❛❝4❡6✐84✐❝8 ❛6❡ ♦♥❧②

♣6❡8❡♥4❡❞✳ ❊①4❡♥8✐♦♥8 ♦❢ ❙❱▼ 8✉❝❤ ❛8 #6♦❜❛❜✐❧✐84✐❝ ❙❱▼ ❬#❧❛44✱ ✶✾✾✾❀ ●❛♦ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ♦6 ❱✐64✉❛❧

❙❱▼ ❬❙♦♥❣ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣6♦♣♦8❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❧✐4❡6❛4✉6❡ ❜✉4 ❛6❡ ♥♦4 ❝♦♥8✐❞❡6❡❞ ✐♥ 4❤✐8 4❤❡8✐8✳

■♥ ✐48 ❜❛8✐❝ ❢♦6♠✱ ❙❱▼ ✐8 ❛ ❜✐♥❛6② ❝❧❛88✐✜❡6✳ ■♥ ❛ 6❡❧✐❛❜✐❧✐4② ❝♦♥4❡①4✱ 4❤❡8❡ ❝❧❛88❡8 ❝♦66❡8♣♦♥❞ 4♦ 4❤❡

❢❛✐❧✉6❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭6❡❢❡66❡❞ 4♦ ❛8 4❤❡ ✧−1✧ ❝❧❛88✮ ❛♥❞ 4❤❡ 8❛❢❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭6❡❢❡66❡❞ 4♦ ❛8 4❤❡ ✧+1✧ ❝❧❛88✮✳
❙❱▼ ♠❛② ❛❧8♦ ❜❡ ❡①4❡♥❞❡❞ 4♦ ♠✉❧4✐✲❝❧❛88 ❝❧❛88✐✜❝❛4✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠8 ❬❉✉❛♥ ❛♥❞ ❑❡❡64❤✐✱ ✷✵✵✺❪✳

❈♦♥8✐❞❡6 ❛ 46❛✐♥✐♥❣ 8❡4 U = {u(1), ...,u(p)} ♦❢ p 46❛✐♥✐♥❣ 8❛♠♣❧❡8 ✐♥ ❛ d✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ 8♣❛❝❡✳ ❖♥❡
♦❢ 4❤❡ 4✇♦ ❝❧❛88❡8 ❝❤❛6❛❝4❡6✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❡ ri = ±1 ✐8 ❛88♦❝✐❛4❡❞ 4♦ 4❤❡ 8❛♠♣❧❡8 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 4❤❡
♦✉4♣✉4 ♦❢ 4❤❡ ❧✐♠✐4 84❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ♣♦8✐4✐♦♥ ✇✐4❤ 6❡8♣❡❝4 4♦ 4❤❡ 4❤6❡8❤♦❧❞ S✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ♦❢ 4❤❡

✼✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❙❱▼ ❝♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ✐# $♦ ✜♥❞ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛%② ✭❧✐♠✐$ #$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥✮ #❡♣❛%❛$✐♥❣ $❤❡ $%❛✐♥✐♥❣

❞❛$❛ ✐♥$♦ $❤❡ $✇♦ ❝❧❛##❡#✳ ❙❱▼ $❤❡♦%② ✐♥ ❝❛#❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛%❧② #❡♣❛%❛❜❧❡ ❞❛$❛ #❡$ ✐# ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■$ ✐# $❤❡♥ ❡①$❡♥❞❡❞ $♦ $❤❡ ❝❛#❡ ✇❤❡%❡ $❤❡ ❞❛$❛ ✐# ♥♦$ ❧✐♥❡❛%❧② #❡♣❛%❛❜❧❡✳

▲✐♥❡❛% ❞❡❝✐(✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ■♥ ❝❛#❡ $❤❡ ❞❛$❛ #❡$ ✐# #❡♣❛%❛❜❧❡ ✇✐$❤ ❛ ❧✐♥❡❛% ❧✐♠✐$ #$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥✱

$❤✐# ❧❛$$❡% ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❤②♣❡%♣❧❛♥❡ #✉❝❤ $❤❛$✿

wT .u+ b = 0,

✇❤❡%❡ b ✐# $❤❡ ❜✐❛# ❛♥❞ w ✐# ❤②♣❡%♣❧❛♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✈❡❝$♦%✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐$ #$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❧✐❡# ✧❤❛❧❢ ✇❛②✧

❜❡$✇❡❡♥ $✇♦ ❤②♣❡%♣❧❛♥❡# ✭%❡❢❡%%❡❞ $♦ ❛# #✉♣♣♦%$ ❤②♣❡%♣❧❛♥❡#✮ $❤❛$ #❡♣❛%❛$❡ $❤❡ $✇♦ ❝❧❛##❡# ♦❢

❞❛$❛✳ ❚❤✐# ♣❛✐% ♦❢ ❤②♣❡%♣❧❛♥❡# ❤❛# $♦ ♣❛## ❛$ ❧❡❛#$ $❤%♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ $%❛✐♥✐♥❣ #❛♠♣❧❡# ♦❢ ❡❛❝❤

❝❧❛## ✭❝❛❧❧❡❞ $❤❡ #✉♣♣♦%$ ✈❡❝$♦%#✮✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ ♥♦ #❛♠♣❧❡ ❤❛# $♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ♠❛%❣✐♥✳ ❚❤❡

$✇♦ ❤②♣❡%♣❧❛♥❡# ❛%❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

wT .u+ b = +1. ✭✷✳✺✸✮

❛♥❞

wT .u+ b = −1. ✭✷✳✺✹✮

❋♦% #❡♣❛%❛❜❧❡ ❞❛$❛✱ $❤❡%❡ ✐# ❛♥ ✐♥✜♥✐$② ♦❢ ♣♦##✐❜❧❡ ❧✐♠✐$ #$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥#✳ ❚❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ ❞❡❝✐#✐♦♥

❢✉♥❝$✐♦♥ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# $❤❡ ❧✐♠✐$ #$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ $❤❛$ ♠❛①✐♠✐③❡# $❤❡ ♠❛"❣✐♥ #❡♣❛%❛$✐♥❣ $❤❡ #✉♣♣♦%$

❤②♣❡%♣❧❛♥❡#✳ ❚❤❡ $✇♦ #✉♣♣♦%$ ❤②♣❡%♣❧❛♥❡ ❡G✉❛$✐♦♥# ❛♥❞ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ♥♦ #❛♠♣❧❡ #❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ $❤❡

♠❛%❣✐♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥$♦ ❛ #✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥#$%❛✐♥$✿

ri(w
T .u+ b)− 1 ≥ 0. ✭✷✳✺✺✮

❚❤❡ #❡♣❛%❛$✐♦♥ ❞✐#$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ $✇♦ #✉♣♣♦%$ ❤②♣❡%♣❧❛♥❡# ✐#

2
‖w‖ ✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ✜♥❞✐♥❣ $❤❡ #✉♣♣♦%$

❤②♣❡%♣❧❛♥❡# ✭✐✳❡✳ ❞❡$❡%♠✐♥✐♥❣ w ❛♥❞ b✮ ♠❛② ❜❡ $%❛♥#❧❛$❡❞ ✐♥$♦ ❛♥ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

min
w,b

1
2‖w‖2 ✭✷✳✺✻✮

#✳$✳ ri(w
T .u(i) + b)− 1 ≥ 0, 1 ≤ i ≤ p

❚❤✐# ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✐# ❛ G✉❛❞%❛$✐❝ ♣%♦❣%❛♠♠✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠✳ ■$ ✐# ❛ ❝♦♥✈❡① ♣%♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡

❡✣❝✐❡♥$❧② #♦❧✈❡❞ ✇✐$❤ ❡①✐#$✐♥❣ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❛❧❣♦%✐$❤♠# ✭❡✳❣✳ ❙◗$ ❛❧❣♦%✐$❤♠ ❬❙❝❤✐$$❦♦✇#❦✐✱ ✶✾✽✻❪✮✳

❚❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ w✱ b✱ ❛♥❞ $❤❡ ▲❛❣%❛♥❣❡ ♠✉❧$✐♣❧✐❡%# λi ♠❛② ❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❛♥②

♣♦✐♥$ u ✐♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉%❡ ♦% $❤❡ #❛❢❡ ❞♦♠❛✐♥# ✐# ❞❡$❡%♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ #✐❣♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥✿

s(u,U) = b+

p∑

i=1

λiriu
T
(i)u. ✭✷✳✺✼✮

❚❤❡ ❑❛%✉#❤ ❑✉❤♥ ❚✉❝❦❡% ❝♦♥❞✐$✐♦♥# ❡♥#✉%❡ $❤❛$ ♦♥❧② $❤❡ λi ❝♦%%❡#♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ #✉♣♣♦%$ ✈❡❝$♦%#

❛%❡ #$%✐❝$❧② ♣♦#✐$✐✈❡ ✇❤✐❧❡ $❤❡ ♦$❤❡% ♦♥❡# ❛%❡ ❡G✉❛❧ $♦ ③❡%♦✳ ■♥ ❣❡♥❡%❛❧✱ ♦♥❧② ❛ #♠❛❧❧ ❢%❛❝$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ $♦$❛❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢ #❛♠♣❧❡# ✐♥ U ❛%❡ #✉♣♣♦%$ ✈❡❝$♦%# ✳ ❇② $❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ #✉♣♣♦%$

✈❡❝$♦%# NSV ✐♥ ❊G✳✭✷✳✺✼✮ ✐$ ❜❡❝♦♠❡#✿

s(u,U) = b+
NSV∑

i=1

λiriu
T
(i)u. ✭✷✳✺✽✮

■♥ ❝❛#❡ $❤❡ ❞❛$❛ ✐# ♥♦♥✲#❡♣❛%❛❜❧❡✱ #❧❛❝❦ ✈❛%✐❛❜❧❡# ❛%❡ ✉#❡❞ $♦ #♦❧✈❡ ❛ %❡❧❛①❡❞ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠

❬❱❛♣♥✐❦✱ ✷✵✵✵❜❪✳ ■♥ ❝❛#❡ ✇❤❡%❡ $❤❡ ❧✐♠✐$ #$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐# ♥♦♥❧✐♥❡❛%✱ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ✐# ❣❡♥❡%❛❧✐③❡❞

$❤%♦✉❣❤ $❤❡ ✉#❡ ♦❢ ❦❡%♥❡❧# ❛# ❞❡#❝%✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✼✹
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❋✐❣✉7❡ ✷✳✸✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❱▼ ❛♣♣7♦①✐♠❛C✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐C EC❛C❡ ❢✉♥❝C✐♦♥

◆♦♥❧✐♥❡❛' ❞❡❝✐*✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ■♥ ❝❛E❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛7 ❧✐♠✐C EC❛C❡ ❢✉♥❝C✐♦♥✱ C❤❡ ✐♥✐C✐❛❧ E❡C ♦❢ ✈❛7✐❛❜❧❡E

✐E ♣7♦❥❡❝C❡❞ ✐♥C♦ ❛ ❤✐❣❤❡7 ❞✐♠❡♥E✐♦♥❛❧ E♣❛❝❡ ❝❛❧❧❡❞ C❤❡ ❢❡❛#✉%❡ &♣❛❝❡✳ ■♥ C❤✐E n ❞✐♠❡♥E✐♦♥❛❧ E♣❛❝❡✱
C❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦7❞✐♥❛C❡E ♦❢ ❛ E❛♠♣❧❡ u ❛7❡ ❣✐✈❡♥ ❜② (ψ1(u), ψ2(u), . . . , ψn(u)) ✇❤❡7❡ ψi ❛7❡ C❤❡ ❢❡❛C✉7❡E✳

❚❤❡ ❣❡♥❡7❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙❱▼ ❢♦7 ♥♦♥❧✐♥❡❛7 ❧✐♠✐C EC❛C❡ ❢✉♥❝C✐♦♥ ✐E C♦ ❢♦7♠✉❧❛C❡ ❛ ❧✐♥❡❛7 ❝❧❛EE✐✜❝❛C✐♦♥

♣7♦❜❧❡♠ ✐♥ C❤❡ ❛✉❣♠❡♥C❡❞ ❢❡❛C✉7❡ E♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❙❱▼ ❝❧❛EE✐✜❝❛C✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥C u ✐E ❣✐✈❡♥ ❜② C❤❡

E✐❣♥ ♦❢

s(u,U) = b+

NSV∑

i=1

λiri < ψ(u(i)),ψ(u) >, ✭✷✳✺✾✮

✇❤❡7❡ ψ = (ψ1(u), ψ2(u), . . . , ψn(u)) ❛♥❞ <,> ✐E C❤❡ ✐♥♥❡7 ♣7♦❞✉❝C✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡7 ♣7♦❞✉❝C ❢♦7♠E ❛

❦❡7♥❡❧ K✱ E♦ C❤❛C C❤❡ ❧✐♠✐C EC❛C❡ ❢✉♥❝C✐♦♥ ✐E ✇7✐CC❡♥

s(u,U) = b+
NSV∑

i=1

λiriK(u(i),u). ✭✷✳✻✵✮

❚❤✐E ❛♣♣7♦❛❝❤ ✐E 7❡❢❡77❡❞ C♦ ❛E ❦❡%♥❡❧ #%✐❝❦✳ ❚❤❡ ●❛✉EE✐❛♥ ❦❡7♥❡❧ ✐E C❤❡ ♠♦EC ✉E❡❞ ✐♥ C❤❡ ❧✐C❡7❛C✉7❡

❛♥❞ ✐E ❞❡✜♥❡❞ ❛E

K(u(i),u) = exp

(
−‖u(i) − u‖2

σ2

)
, ✭✷✳✻✶✮

✇❤❡7❡ σ ✐E C❤❡ ✇✐❞C❤ ♦❢ C❤❡ ●❛✉EE✐❛♥ ❦❡7♥❡❧✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❱▼ ❛♣♣7♦①✐♠❛C✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐C EC❛C❡ ❢✉♥❝C✐♦♥ ✐E ✐❧❧✉EC7❛C❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉7❡ ✷✳✸✵✳

✷✳✺✳✷✳✶ ❘❡✜♥❡♠❡♥- *-'❛-❡❣✐❡*

■♥ ♠♦EC ❛♣♣❧✐❝❛C✐♦♥E ♦❢ ❙❱▼✱ C❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐E ❜❛E❡❞ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ C7❛✐♥✐♥❣ E❡C ✇❤✐❝❤ ✐E ❜✉✐❧C ♦♥ C❤❡ ❣❧♦❜❛❧

✐♥♣✉C E♣❛❝❡ ❬▲✐ ❡C ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦7 ✐♥ E♣❡❝✐✜❝ ③♦♥❡E E✉❝❤ ❛E C❤♦E❡ 7❡❧❡✈❛♥C C♦ C❤❡ ▼♦EC #7♦❜❛❜❧❡ #♦✐♥C

✼✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✭❡✳❣✳ ❬❲❛♥❣ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ ❛❞❛♣'✐✈❡ 4❡✜♥❡♠❡♥' :'4❛'❡❣✐❡: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣4♦♣♦:❡❞ '♦ ❛❝❝♦✉♥'

❢♦4 '❤❡ ✐♥♣✉' :♣❛❝❡ ③♦♥❡: 4❡❧❡✈❛♥' '♦ 4❛4❡ ❡✈❡♥' ❡:'✐♠❛'✐♦♥✳ ❚❤❡:❡ 4❡✜♥❡♠❡♥' :'4❛'❡❣✐❡: '❛❦❡ ✐♥'♦

❛❝❝♦✉♥' '❤❡ :♣❛'✐❛❧ ❧♦❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ :❛♠♣❧❡: ✐♥ ♦4❞❡4 '♦ ❞❡'❡4♠✐♥❡ ♣♦✐♥': '♦ ❛❞❞ '♦ '❤❡ ❡①✐:'✐♥❣

'4❛✐♥✐♥❣ :❡'✳

■♥ ❬❍✉4'❛❞♦ ❛♥❞ ❆❧✈❛4❡③✱ ✷✵✶✵❪✱ '❤❡ ❛✉'❤♦4: ♣4♦♣♦:❡ ❛ 4❡✜♥❡♠❡♥' '❡❝❤♥✐F✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥:✐:': ✐♥

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ :❡4✐❡: ♦❢ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧: ✐♥ ♦4❞❡4 '♦ ❛♣♣4♦①✐♠❛'❡ {u|c(u) = 0}✳ ❋♦4 '❤❛' ♣✉4♣♦:❡✱ ❛

:❡F✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠: ✐: :♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ ✐: :♦❧✈❡❞ ✇✐'❤ ❛ H❛4'✐❝❧❡

❙✇❛4♠ ❖♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ✭#❙❖✮ ❛❧❣♦4✐'❤♠ ❬❊❜❡4❤❛4' ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✶✾✾✺❪✳ ❖♥❝❡ '❤✐: ♣4♦❜❧❡♠ ✐: :♦❧✈❡❞✱

'❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜② #❙❖ ✐: ✉:❡❞ ❛: '❤❡ '4❛✐♥✐♥❣ :❡' '♦ ❜✉✐❧❞ '❤❡ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

♥❡①' ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ :♦❧✈✐♥❣ ✉:❡: '❤❡ ♣4❡✈✐♦✉: ♦♣'✐♠❛❧ #❙❖ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❛: ✐♥✐'✐❛❧✐③❛'✐♦♥✳ ❆

♣❛4❛♠❡'❡4 ❡✈♦❧✈❡: ❛' ❡❛❝❤ :'❡♣ ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞ '♦ ✐'❡4❛'✐✈❡❧② ✐♠♣4♦✈❡ '❤❡ ❛❝❝✉4❛❝② ♦❢ '❤❡ ❙❱▼

♠♦❞❡❧✱ :♠♦♦'❤✐♥❣ '❤❡ ❝✉4✈❛'✉4❡ ♦❢ '❤❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❆' ❡❛❝❤ :❡F✉❡♥❝❡

✐'❡4❛'✐♦♥✱ ❛♥ ❡:'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ 4❛4❡ ❡✈❡♥' ♣4♦❜❛❜✐❧✐'② ✐: ♣❡4❢♦4♠❡❞✳ ❆♥♦'❤❡4 ❛♣♣4♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❙✉❜:❡':

❜② ❙✉♣♣♦4' ✈❡❝'♦4 ▼❛4❣✐♥ ❆❧❣♦4✐'❤♠ ❢♦4 ❘❡❧✐❛❜✐❧✐'② ❡:❚✐♠❛'✐♦♥ ✭

2
❙▼❆❘❚✮ ❬❉❡❤❡❡❣❡4 ❛♥❞ ▲❡♠❛✐4❡✱

✷✵✵✼❀ ❇♦✉4✐♥❡' ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪ ✐: ❞❡❞✐❝❛'❡❞ '♦ '❤❡ ✉:❡ ♦❢ ❙❙ ❛♥❞ ❝♦♥:✐:': ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦♥❡ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧

❛' ❡❛❝❤ ❛❞❛♣'✐✈❡ ❙❙ '❤4❡:❤♦❧❞✳ ❋♦4 ❡❛❝❤ ✐♥'❡4♠❡❞✐❛'❡ '❤4❡:❤♦❧❞✱ ❛ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧ ✐: ❝♦♥:'4✉❝'❡❞ ✉:✐♥❣

❛ '❤4❡❡ :'❛❣❡✲4❡✜♥❡♠❡♥' ❛♣♣4♦❛❝❤ ✭❧♦❝❛❧✐③❛'✐♦♥✱ :'❛❜✐❧✐③❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡4❣❡♥❝❡✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇: '♦

❛❝❝✉4❛'❡❧② 4❡♣4❡:❡♥' '❤❡ 4❡❣✐♦♥: ❝♦44❡:♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ '❤4❡:❤♦❧❞:✳

■♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ :❡❝'✐♦♥✱ '✇♦ '❡❝❤♥✐F✉❡: '♦ 4❡✜♥❡ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧: ❛4❡ ❜4✐❡✢② ❞❡:❝4✐❜❡❞ ❜❡❝❛✉:❡ '❤❡②

✇✐❧❧ ❜❡ ❛' '❤❡ ❝❡♥'❡4 ♦❢ '❤❡ ❝❤❛♣'❡4 ✶✵✳

❆❞❛♣$✐✈❡ (❡✜♥❡♠❡♥$ ♦❢ ❙❱▼ ✉/✐♥❣ ▼❛①✲♠✐♥ $❡❝❤♥✐6✉❡ ❚❤❡ ✧▼❛①✲♠✐♥✧ '❡❝❤♥✐F✉❡✱ ♣4♦✲

♣♦:❡❞ ✐♥ ❬❇❛"✉❞❤❛& ❛♥❞ ▼✐""♦✉♠✱ ✷✵✶✵❪ ❛❧❧♦✇" 3♦ "❡5✉❡♥3✐❛❧❧② ❛❞❞ ♥❡✇ "❛♠♣❧❡" 3♦ 3❤❡ ❝✉&&❡♥3

3&❛✐♥✐♥❣ "❡3 ✐♥ ♦&❞❡& 3♦ &❡✜♥❡ 3❤❡ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐" 3❡❝❤♥✐5✉❡ ❝♦♥"✐"3" ✐♥ "♦❧✈✐♥❣ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦♣3✐♠✐③❛3✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠✿

max
u

min
u(i)∈U

‖u(i) − u‖

"✳3✳ ĉ(u) = 0, ✭✷✳✻✷✮

✇✐3❤ u(i), i ∈ {1, . . . , p} 3❤❡ ❞✐✛❡&❡♥3 "❛♠♣❧❡" ♦❢ 3❤❡ ❝✉&&❡♥3 3&❛✐♥✐♥❣ "❡3✳ ❚❤✐" ♠❡3❤♦❞ ❛❧❧♦✇" 3♦
❣❡♥❡&❛3❡ ❛ "❛♠♣❧❡ ❧♦❝❛3❡❞ ♦♥ 3❤❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛3❡❞ ✐"♦✲✈❛❧✉❡ ĉ(u) = 0✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛3 3❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
❞✐"3❛♥❝❡ ♦❢ 3❤❡ ❝✉&&❡♥3 3&❛✐♥✐♥❣ "❡3 "❛♠♣❧❡"✳ ❚❤✐" ♠❡3❤♦❞ ❤❛" ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐3❤ ❈▼❈ ♠❡3❤♦❞

❬❇❛"✉❞❤❛&✱ ✷✵✶✶❪ ❜✉3 ✐" ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✇✐3❤ ❛♥② "✐♠✉❧❛3✐♦♥ 3❡❝❤♥✐5✉❡"✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ 3❤✐" ♠❡3❤♦❞ ✐" ♥♦3

❞❡❞✐❝❛3❡❞ 3♦ ❙❱▼ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 3♦ &❡✜♥❡ ♦3❤❡& "✉&&♦❣❛3❡ ♠♦❞❡❧"✱ "✉❝❤ ❛" ❑&✐❣✐♥❣✳ ❚❤✐"

♠❡3❤♦❞ ❞♦❡" ♥♦3 3❛❦❡ ✐♥3♦ ❛❝❝♦✉♥3 3❤❡ ❞✐"3&✐❜✉3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✈❛&✐❛❜❧❡" 3♦ &❡✜♥❡ 3❤❡ "✉&&♦❣❛3❡

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣&♦❜❛❜✐❧✐3② ❝♦♥3❡♥3 &❡❣✐♦♥"✳ ❚♦ ♦✈❡&❝♦♠❡ 3❤✐" ✐""✉❡✱ ❛♥ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥3 ♦❢ ▼❛①✲♠✐♥

3❡❝❤♥✐5✉❡ ❤❛" ❜❡❡♥ ♣&♦♣♦"❡❞ ❛♥❞ ✐" ❞❡"❝&✐❜❡❞ ✐♥ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■♠♣#♦✈❡♠❡♥( ♦❢ ▼❛①✲♠✐♥ (❡❝❤♥✐1✉❡✿ ●❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ▼❛①✲♠✐♥ ✭●▼♠✮ ❚❤❡ ❣❡♥❡&❛❧✐③❡❞

✧▼❛①✲♠✐♥✧ 3❡❝❤♥✐5✉❡ ✭●▼♠✮✱ ♣&♦♣♦"❡❞ ✐♥ ❬▲❛❝❛③❡ ❛♥❞ ▼✐""♦✉♠✱ ✷✵✶✹❛❪ ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥ 3❤❡ ▼❛①✲♠✐♥

"3&❛3❡❣② ❜✉3 ❛❝❝♦✉♥3" ❢♦& 3❤❡ &❉❋ ♦❢ 3❤❡ ✐♥♣✉3 &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡" ❛" ❢♦❧❧♦✇"✿

max
u

min
u(i)∈U

‖u(i) − u‖φ(u)1/d

"✳3✳ ĉ(u) = 0, ✭✷✳✻✸✮

✼✻



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❋❖❘▼❆▲■❙▼❙ ❆◆❉ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙❊❙

✇✐6❤ φ(·) 6❤❡ ❥♦✐♥6  ❉❋ ♦❢ 6❤❡ ✐♥♣✉6 ✈❛A✐❛❜❧❡D ❛♥❞ d 6❤❡ ❞✐♠❡♥D✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ✐♥♣✉6 D♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡A❡♥❝❡ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ ▼❛①✲♠✐♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡A❛❧✐③❡❞ ▼❛①✲♠✐♥ ❛♣♣A♦❛❝❤❡D ❝♦♠❡D ❢A♦♠ 6❤❡ ✇❡✐❣❤6✐♥❣

❜② 6❤❡ ✐♥♣✉6 ✈❛A✐❛❜❧❡ ❥♦✐♥6  ❉❋✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡D 6♦ A❡✜♥❡ 6❤❡ D✉AA♦❣❛6❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ A❡❧❡✈❛♥6 A❡❣✐♦♥D

6♦ 6❤❡ D♦✉❣❤6 ♣A♦❜❛❜✐❧✐6② ❡D6✐♠❛6✐♦♥✳ ❆D ❢♦A 6❤❡ ▼❛①✲♠✐♥ 6❡❝❤♥✐P✉❡✱ 6❤❡ ●▼♠ ❛♣♣A♦❛❝❤ ✐D ♥♦6

❞❡❞✐❝❛6❡❞ 6♦ ❙❱▼ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✉D❡❞ 6♦ A❡✜♥❡ ♦6❤❡A D✉AA♦❣❛6❡ ♠♦❞❡❧D✳

 ❈❊ ♣A❡D❡♥6❡❞ ✐♥ D❡❝6✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶ ❤❛D ❛❧D♦ ❜❡❡♥ ✉D❡❞ ✐♥ A❡❧✐❛❜✐❧✐6② ❛♥❛❧②D✐D ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡A❡♥6

♣A♦❜❧❡♠D ❬❙✉❞A❡6 ❛♥❞ ❉❡A ❑✐✉A❡❣❤✐❛♥✱ ✷✵✵✷❀ ❈❤♦✐ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❇❡A✈❡✐❧❧❡A ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡

❧✐♠✐6 D6❛6❡ {u ∈ Ω|c(u) = 0} ✐D ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛  ❈❊✳ ❚❤❡  ❈❊ D✉AA♦❣❛6❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ✈❡A② ❡✣❝✐❡♥6
❢♦A ♣❛A❛♠❡6A✐❝ A❡❧✐❛❜✐❧✐6② D6✉❞✐❡D ❛♥❞ ✐♥ ❬❙✉❞A❡6✱ ✷✵✵✼❪✱ 6❤❡ ❛✉6❤♦A A❡❝♦♠♠❡♥❞D 6♦ ✉D❡ ✐♥ ❣❡♥❡A❛❧

❛ 6❤✐A❞ ♦A❞❡A ❡①♣❛♥D✐♦♥ ❢♦A A❡❧✐❛❜✐❧✐6② ❛♥❛❧②D✐D ♣A♦❜❧❡♠✳ ❉✐✛❡A❡♥6 ❛❞❛♣6✐✈❡ ♠❡6❤♦❞D 6♦ ❜✉✐❧❞

D♣❛AD❡  ❈❊ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣A♦♣♦D❡❞ ❬❇❧❛6♠❛♥ ❛♥❞ ❙✉❞A❡6✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉ ❛♥❞ ❨♦✉♥✱ ✷✵✶✶❪✳ ❇❧❛6♠❛♥

❡! ❛❧✳ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣6✐✈❡ D♣❛AD❡  ❈❊ ♠❡6❤♦❞D ❜❛D❡❞ ♦♥ ❧❡❛D6 ❛♥❣❧❡ A❡❣A❡DD✐♦♥ ✐♥ ♦A❞❡A 6♦

❛✉6♦♠❛6✐❝❛❧❧② ❞❡6❡❝6 6❤❡ D✐❣♥✐✜❝❛♥6  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥6D ❛♥❞ 6♦ ❛✈♦✐❞ 6♦ ❝♦♠♣✉6❡ 6❤❡ ♥♦♥ D✐❣♥✐✜❝❛♥6
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❞✐3❝✐♣❧✐♥❛)② 3②3 ❡♠3 ✐♥  ❤❡ ♣)❡3❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛ ♦)②✴❡♣✐3 ❡♠✐❝ ✉♥❝❡) ❛✐♥ ✐❡3 ✭❝❤❛♣ ❡) ✹✮✱

• ✜♥❛❧❧②✱ 3♦♠❡ ❡①✐3 ✐♥❣ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦)✐ ❤♠3 ❢♦) ❝♦♥3 )❛✐♥❡❞ ❯▼❉❖ ♣)♦❜❧❡♠3 ✭❝❤❛♣ ❡) ✺✮✳

✼✽



❈❤❛♣$❡& ✸

■♥"❡$❞✐'❝✐♣❧✐♥❛$② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣

✐♥ ❡①✐'"✐♥❣ ❯▼❉❖ ❢♦$♠✉❧❛"✐♦♥'

❈♦♥#❡♥#%

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✷ ❉✐✛❡&❡♥❝❡2 ❜❡%✇❡❡♥ ❞❡%❡&♠✐♥✐2%✐❝ ▼❉❖ ❛♥❞ ❯▼❉❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✸ ❈♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✸✳✶ ▼✉❧&✐ ❉✐)❝✐♣❧✐♥❡ ❋❡❛)✐❜❧❡ ✉♥❞❡2 ✉♥❝❡2&❛✐♥&② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✸✳✷ ❙②)&❡♠ ❯♥❝❡2&❛✐♥&② ❆♥❛❧②)✐) ✭❙❯❆✮ ❛♥❞ ❈♦♥❝✉22❡♥& ❙✉❜❙②)&❡♠ ❯♥❝❡2✲

&❛✐♥&② ❆♥❛❧②)✐) ✭❈❙❙❯❆✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✹ ❉❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✹✳✶ ❙&❛&✐)&✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥& ♠❛&❝❤✐♥❣ ♠❡&❤♦❞) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✹✳✷ ❙❡C✉❡♥&✐❛❧ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❆))❡))♠❡♥& ✭❙❖❘❆✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✹✳✸ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❜❛)❡❞ ▼✉❧&✐❉✐)❝✐♣❧✐♥❛2② ❆♥❛❧②)✐) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✺ ❯▼❉❖ ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣✐❡2 ❞❡❞✐❝❛%❡❞ %♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡2✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

•  !❡#❡♥% %❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧ ❡①✐#%✐♥❣ ✐♥%❡!❞✐#❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡%❤♦❞# ❢♦! ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥#✱

• ❍✐❣❤❧✐❣❤% %❤❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡# ❛♥❞ ❞!❛✇❜❛❝❦# ♦❢ ❡❛❝❤ %❡❝❤♥✐:✉❡✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣%❡! ✐# ❞❡✈♦%❡❞ %♦ %❤❡ ❞❡#❝!✐♣%✐♦♥ ♦❢ ❯♥❝❡!%❛✐♥%②✲❜❛#❡❞ ▼✉❧%✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛!② ❉❡#✐❣♥ ❖♣%✐✲

♠✐③❛%✐♦♥ ✭❯▼❉❖✮ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥# ❛♥❞ ✐# ❢♦❝✉#❡❞ ♦♥ %❤❡ ✐♥%❡!❞✐#❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ #❛%✐#❢❛❝%✐♦♥ ✐♥ %❤❡

♣!❡#❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡!%❛✐♥%②✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡!#%❛♥❞✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✐♠♣♦!%❛♥❝❡ ♦❢ ❯▼❉❖ ✐# #♣!❡❛❞✐♥❣ ❢❛#% ❛♠♦♥❣

❛❝❛❞❡♠✐❛ ❛♥❞ ✐♥❞✉#%!②✱ ❜✉% ❯▼❉❖ ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣✐❡# ❛!❡ #%✐❧❧ ✐♥ %❤❡ ❡❛!❧② #%❛❣❡# ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥% ❛♥❞

✼✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❛!❡ ♥♦% ♠❛%✉!❡ ❡♥♦✉❣❤ %♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ %♦ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞✉1%!✐❛❧ ❝❛1❡1✳ ❖♥❡ ♦❢ %❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡1 ✐♥

❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠ ✐1 %❤❡ ♦!❣❛♥✐③❛%✐♦♥❛❧ ♣!♦❝❡❞✉!❡1 ❛♥❞ %❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦!❛%✐✈❡ ❞❡1✐❣♥ ♣!♦❝❡11✳ ❈♦♠♣❧❡①

1②1%❡♠ ❞❡1✐❣♥ ♦❢%❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡1 %❡❛♠1 1♣!❡❛❞ ❛❧❧ ❛!♦✉♥❞ %❤❡ ✇♦!❧❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦!❛%✐✈❡ 1%!❛%❡❣✐❡1 ❤❛✈❡

%♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥1 ❛♥❞ ✐♥%❡!❞✐1❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛!❡ !❡1❡❛!❝❤ ❜!❛♥❝❤❡1

❢♦❝✉1❡❞ ♦♥ %❤❡1❡ ✐11✉❡1✳ ❚♦ ✉♥❞❡!1%❛♥❞ %❤❡ ❡①✐1%✐♥❣ ❯▼❉❖ ❛♣♣!♦❛❝❤❡1✱ %❤✐1 ❝❤❛♣%❡! ✐1 ♦!❣❛♥✐③❡❞

❛1 ❢♦❧❧♦✇1✳ ■♥ %❤❡ 1❡❝♦♥❞ 1❡❝%✐♦♥✱ %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡1 ❜❡%✇❡❡♥ ❞❡%❡!♠✐♥✐1%✐❝ ▼❉❖ ❛♥❞ ❯▼❉❖ ❛!❡ ❤✐❣❤✲

❧✐❣❤%❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣♦!%❛♥% ♥♦%❛%✐♦♥1 ❛!❡ ✐♥%!♦❞✉❝❡❞✳ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✸ ✐1 ❢♦❝✉1❡❞ ♦♥ %❤❡ ❡①✐1%✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞

❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥1 !❡❧②✐♥❣ ♦♥ ▼❉❆ ✐♥ %❤❡ ♣!❡1❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡!%❛✐♥%②✳ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✹ ♣!❡1❡♥%1 %❤❡ ❡①✐1%✲

✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥1 ✇✐%❤ ❛ ❢♦❝✉1 ♦♥ %❤❡ ✐♥%❡!❞✐1❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ 1❛%✐1❢❛❝%✐♦♥✳ ❋♦!

❡❛❝❤ ❛♣♣!♦❛❝❤ ♣!❡1❡♥%❡❞✱ ✇❡ ❡①♣♦1❡ ❛% ✜!1% %❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣!♦❛❝❤✱ %❤❡♥ ✐%1 ♠❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧

❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛%♦!② 1❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② %❤❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡1 ❛♥❞ ❞!❛✇❜❛❝❦1

!❡❧❛%✐✈❡ %♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 1❛%✐1❢❛❝%✐♦♥✳

✸✳✷ ❉✐✛❡'❡♥❝❡* ❜❡,✇❡❡♥ ❞❡,❡'♠✐♥✐*,✐❝ ▼❉❖ ❛♥❞ ❯▼❉❖

■♥ ♦!❞❡! %♦ 1✐♠♣❧✐❢② %❤❡ ❝♦♠♣!❡❤❡♥1✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡!❞✐1❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣!♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡! ✉♥❝❡!%❛✐♥%②

1❡✈❡!❛❧ ❤②♣♦%❤❡1❡1 ❛!❡ ♠❛❞❡ ♦♥ %❤❡ ❝♦♥1✐❞❡!❡❞ ❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠✿

• ❇❡1✐❞❡1 %❤❡ ✐♥%❡!❞✐1❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡G✉❛%✐♦♥ ❊G✳✭✶✽✳✶✹✮✱ ♦♥❧② ✐♥❡G✉❛❧✐%② ❝♦♥1%!❛✐♥%1 ❛!❡

❝♦♥1✐❞❡!❡❞✳ ■♥ %❤❡ ❞❡1✐❣♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✱ %♦❧❡!❛♥❝❡1 ❛!❡ ♦❢%❡♥ ❝♦♥1✐❞❡!❡❞ ♦♥ ❡G✉❛❧✐%②

❝♦♥1%!❛✐♥%1 ✭1✉❝❤ ❛1 ♦!❜✐% ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❝♦♥1%!❛✐♥%1✮ ❛♥❞ %❤❡!❡❢♦!❡ ❡G✉❛❧✐%② ❝♦♥1%!❛✐♥%1 ♠❛② ❜❡

%!❛♥1❢♦!♠❡❞ ✐♥%♦ ✐♥❡G✉❛❧✐%② ❝♦♥1%!❛✐♥%1 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ %❤❡ %♦❧❡!❛♥❝❡1✳

• ❙%❛%❡ ✈❛!✐❛❜❧❡1 x ❛♥❞ 1%❛%❡ ❡G✉❛%✐♦♥ !❡1✐❞✉❛❧1 r(·) ❛!❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛% %❤❡ ❞✐1❝✐♣❧✐♥❡✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞

%❤❡!❡❢♦!❡ ❞♦ ♥♦% ❛♣♣❡❛! ✐♥ %❤❡ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥1✳

❚❤❡ ✐♥%!♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡!%❛✐♥%② ✐♥ ❛ ▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞1 %♦ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡!❛❧ ❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠ ❬❨❛♦

❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❢♦!♠✉❧❛%❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

♠✐♥ Ξ [f(z,θY ,U)] ✭✸✳✶✮

✇✳!✳%✳ z,θY

1✳%✳ K [g(z,θY ,❯)] ≤ 0 ✭✸✳✷✮

∀i 6= j, ∀u ∈ Ω, yij(θY ij ,ui) = cij(zi,y.i(θY .i,u.i),ui) ✭✸✳✸✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✸✳✹✮

■♠♣♦!%❛♥% ❞✐✛❡!❡♥❝❡1 ❡①✐1% ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ❞❡%❡!♠✐♥✐1%✐❝ ▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥

♣!❡1❡♥%❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡! ✶✳ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛%✐♦♥1 !❡G✉✐!❡ ✉♥❝❡!%❛✐♥%② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛1✉!❡1✱ ✉♥❝❡!%❛✐♥%②

♣!♦♣❛❣❛%✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ✉♥❞❡! ✉♥❝❡!%❛✐♥%②✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛!❛❣!❛♣❤1✱ %❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡!❡♥❝❡1

✇✐%❤ ❞❡%❡!♠✐♥✐1%✐❝ ▼❉❖ ❛!❡ ❞❡%❛✐❧❡❞✳

• ❋✐!1%✱ U ✐1 %❤❡ ✉♥❝❡!%❛✐♥ ✈❡❝%♦!✳ ❲❡ ♥♦%❡ Ui✱ %❤❡ ✐♥♣✉% ✉♥❝❡!%❛✐♥ ✈❡❝%♦! %♦ %❤❡ ❞✐1❝✐♣❧✐♥❡

✐ ❛♥❞ U =
⋃N

i=1 Ui ✇✐%❤♦✉% ❞✉♣❧✐❝❛%✐♦♥✳ ■♥ %❤✐1 ❝❤❛♣%❡!✱ ✐% ✐1 ❛11✉♠❡❞ %❤❛% %❤❡ ✉♥❝❡!%❛✐♥

✈❛!✐❛❜❧❡1 ❛!❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐%② %❤❡♦!②✱ ❛♥❞ %❤❛% %❤❡ ✐♥♣✉% ✈❛!✐❛❜❧❡ ❞✐1%!✐❜✉%✐♦♥1

❛!❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚♦ 1✐♠♣❧✐❢② %❤❡ ♥♦%❛%✐♦♥1 ✐♥ %❤❡ !❡1% ♦❢ %❤❡ %❤❡1✐1✱ ❢♦! ❛❧❧ %❤❡ ✉♥❝❡!%❛✐♥ ✈❛!✐❛❜❧❡1✱

%❤❡ !❡❛❧✐③❛%✐♦♥ U(w) ✐1 ♥♦%❡❞ u✳ ❚❤❡ k%❤ 1❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡!❛%❡❞ ❢♦! ✐♥1%❛♥❝❡ ❜② ❈▼❈ ♦❢ %❤❡

!❛♥❞♦♠ ✈❡❝%♦! Ui ✐1 ♥♦%❡❞ ui(k)✳ ❚❤❡ p
%❤

❝♦♦!❞✐♥❛%❡ ♦❢ %❤❡ k%❤ 1❛♠♣❧❡ ♦❢ %❤❡ !❛♥❞♦♠ ✈❡❝%♦!

✽✵
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❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙

Ui ✐6 ♥♦9❡❞ u
(p)
i(k)✳ ❆6 ❤✐❣❤❧✐❣❤9❡❞ ✐♥ 6❡❝9✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♦9❤❡B ✉♥❝❡B9❛✐♥9② ♠♦❞❡❧✐♥❣6 ❡①✐69 6✉❝❤

❛6 ❡✈✐❞❡♥❝❡ 9❤❡♦B② ❬❉❡♠♣69❡B✱ ✶✾✻✼❪✱ ♣♦66✐❜✐❧✐9② 9❤❡♦B② ❬❩❛❞❡❤✱ ✶✾✼✽❪ ♦B ✐♥9❡B✈❛❧ ❛♥❛❧②6✐6

❬▼♦♦B❡ ❡9 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▼♦B❡♦✈❡B✱ ✐9 ✐6 ❛66✉♠❡❞ 9❤❛9 9❤❡ ❞❡6✐❣♥ ✈❛B✐❛❜❧❡6 z ❛B❡ ❞❡9❡B♠✐♥✐69✐❝

✈❛B✐❛❜❧❡6✱ ❛♥❞ ❛❧❧ 9❤❡ ✉♥❝❡B9❛✐♥9✐❡6 ❛B❡ B❡♣B❡6❡♥9❡❞ ❜② U✳ ❲❡ ♥♦9❡ (Ω, σΩ,P) ❛ ♣B♦❜❛❜✐❧✐9②
6♣❛❝❡ ✇✐9❤ Ω ❛ 6❛♠♣❧❡ 6♣❛❝❡ ❢♦B U✱ σΩ ❛ 6✐❣♠❛✲❛❧❣❡❜B❛✱ ❛♥❞ P ❛ ♣B♦❜❛❜✐❧✐9② ♠❡❛6✉B❡✳ ❲❡

♥♦9❡ φ(·) 9❤❡ ❥♦✐♥9 #B♦❜❛❜✐❧✐9② ❉❡♥6✐9② ❋✉♥❝9✐♦♥ ✭ ❉❋✮ ♦❢ 9❤❡ ✉♥❝❡B9❛✐♥ ✈❡❝9♦B U✳ ■❢ ❛ ❞❡6✐❣♥
✈❛B✐❛❜❧❡ ✐6 ❝♦♥6✐❞❡B❡❞ ❛6 ✉♥❝❡B9❛✐♥✱ 9❤❡♥✱ ✐96 ❝♦♥9B✐❜✉9✐♦♥ ✐6 ❞❡❝♦♠♣♦6❡❞ ✐♥9♦ 9✇♦ ♣❛B96✿ ♦♥❡

❞❡9❡B♠✐♥✐69✐❝ 9❤❛9 ✐6 ❝♦♥9B♦❧❧❡❞ ❜② 9❤❡ ♦♣9✐♠✐③❡B ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❧❡❛9♦B② 9❤❛9 ✐6 ♣B♦♣❛❣❛9❡❞ 9❤B♦✉❣❤

9❤❡ 6②69❡♠✳ ❋♦B ✐♥69❛♥❝❡✱ ✐❢ 9❤❡ ♣B♦♣❡❧❧❛♥9 ♠❛66 m ✐6 ❝♦♥6✐❞❡B❡❞ ❛6 ❛♥ ✉♥❝❡B9❛✐♥ ❞❡6✐❣♥

✈❛B✐❛❜❧❡✱ 9❤❡B❡❢♦B❡✱ 9❤❡ ❡①♣❡❝9❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 9❤❡ ♣B♦♣❡❧❧❛♥9 ♠❛66 µm ✐6 9❤❡ ❞❡9❡B♠✐♥✐69✐❝ ❞❡6✐❣♥

✈❛B✐❛❜❧❡ ❝♦♥9B♦❧❧❡❞ ❜② 9❤❡ ♦♣9✐♠✐③❡B ❛♥❞ 9❤❡ ♣B♦♣❡❧❧❛♥9 ♠❛66 ✉♥❝❡B9❛✐♥9② ❛B♦✉♥❞ 9❤❡ ❡①♣❡❝9❡❞

✈❛❧✉❡ ✐6 ♣B♦♣❛❣❛9❡❞ 9❤B♦✉❣❤ 9❤❡ 6②69❡♠ ❛❝❝♦B❞✐♥❣ 9♦ 9❤❡ ♣B♦♣❡❧❧❛♥9 ♠❛66  ❉❋✳

• ❙❡❝♦♥❞❧②✱ Ξ ❞❡♥♦9❡6 9❤❡ ♦❜❥❡❝9✐✈❡ ❢✉♥❝9✐♦♥ ✉♥❝❡B9❛✐♥9② ♠❡❛6✉B❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛6✉B❡ Ξ ]✉❛♥9✐✜❡6

9❤❡ ✉♥❝❡B9❛✐♥9② ✐♥ 9❤❡ ♦❜❥❡❝9✐✈❡ ❢✉♥❝9✐♦♥ 9♦ ❜❡ ♦♣9✐♠✐③❡❞✳ ❲✐9❤✐♥ 9❤❡ ♣B♦❜❛❜✐❧✐9② ❢♦B♠❛❧✐6♠✱

9❤❡ ❡①♣❡❝9❡❞ ✈❛❧✉❡ E [f(③,θY ,❯)] ♦! ❛♥ ❛❣❣!❡❣❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡❝&❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ &❤❡ 1&❛♥❞❛!❞

❞❡✈✐❛&✐♦♥ ❛!❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉1❡❞ &♦ 4✉❛♥&✐❢② &❤❡ ✉♥❝❡!&❛✐♥&② ✐♥ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❬❇❛✉❞♦✉✐✱

✷✵✶✷❪✳

❈♦♥❝❡!♥✐♥❣ &❤❡ ❯▼❉❖ ❝♦♥1&!❛✐♥&1✱ &✇♦ ❝❧❛11✐❝❛❧ ♠❡❛1✉!❡1 ♦❢ ✉♥❝❡!&❛✐♥&② ❡①✐1&✳ ■♥ &❤❡ 1♦❧✈✲

✐♥❣ ♦❢ ❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠1✱ ♠♦1& ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥1 ❛!❡ ❞❡✈♦&❡❞ &♦ ❝♦♥1&!❛✐♥& ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥1 ❬❉✉ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✵✽❪✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥1&!❛✐♥& ♠❡❛1✉!❡1✱ &✇♦ ❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠1 ♠❛② ❜❡

❞✐1&✐♥❣✉✐1❤❡❞✱ &❤❡ ❘♦❜✉1&✲❜❛1❡❞ ❯▼❉❖ ❛♥❞ &❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐&②✲❜❛1❡❞ ❯▼❉❖ ❬❨❛♦ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

❉✐✛❡!❡♥& ❞❡✜♥✐&✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣!♦♣♦1❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥1✐❞❡! ✐♥ &❤✐1 &❤❡1✐1✱ &❤❛& &❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ❜❡✲

&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ❛♣♣!♦❛❝❤❡1 !❡1✉❧&1 ❢!♦♠ &❤❡ ❝♦♥1&!❛✐♥& ✉♥❝❡!&❛✐♥&② ♠❡❛1✉!❡1 ❛1 ✐❧❧✉1&!❛&❡❞ ✐♥

&❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛!❛❣!❛♣❤1✳

❘♦❜✉&' ❜❛&❡❞ ❯▼❉❖

❊4✳✭✶✽✳✶✸✮ ✐1 ✇!✐&&❡♥ K [g(③,θY ,❯)] = E [g(③,θY ,❯)] + ησ [g(③,θY ,❯)] ✇❤❡!❡ E[g(·)] ❛♥❞
σ[g(·)] ❛!❡ &❤❡ ✈❡❝&♦! ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡❝&❡❞ ✈❛❧✉❡1 ❛♥❞ &❤❡ ✈❡❝&♦! ♦❢ &❤❡ 1&❛♥❞❛!❞ ❞❡✈✐❛&✐♦♥1 ♦❢ &❤❡

❝♦♥1&!❛✐♥& ❢✉♥❝&✐♦♥ ✈❡❝&♦! g(·)✳ ❚❤❡ !♦❜✉1& ❢♦!♠✉❧❛&✐♦♥ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ &❤❡ 1&❛&✐1&✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥&1

♦❢ &❤❡ ✐♥❡4✉❛❧✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥ ✈❡❝&♦! &♦ ❡♥1✉!❡ &❤❛& ❞❡1♣✐&❡ &❤❡ ✉♥❝❡!&❛✐♥&②✱ &❤❡ 1②1&❡♠ ✇✐❧❧ 1&❛②

❢❡❛1✐❜❧❡✳ η ✐♥❞✐❝❛&❡1 &❤❡ !❡1&!✐❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❢❡❛1✐❜❧❡ !❡❣✐♦♥ &♦ η 1&❛♥❞❛!❞ ❞❡✈✐❛&✐♦♥1 ❛✇❛② ❢!♦♠

&❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥1&!❛✐♥& ❢✉♥❝&✐♦♥ ✈❡❝&♦!✳ ■♥ ❘♦❜✉1&✲❜❛1❡❞ ❯▼❉❖✱ &❤❡ ❢♦!♠✉❧❛&✐♦♥

♠❛② ❜❡ !❡✇!✐&&❡♥ 1✉❝❤ ❛1✿

♠✐♥ Ξ [f(z,θY ,U)] ✭✸✳✺✮

✇✳!✳&✳ z,θY

1✳&✳ E [g(z,θY ,U)] + ησ [g(z,θY ,U)] ≤ 0 ✭✸✳✻✮

∀i 6= j, ∀u ∈ Ω, yij(θY ij ,ui) = cij(zi,y.i(θY .i,u.i),ui) ✭✸✳✼✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✸✳✽✮

❋♦! ✐♥1&❛♥❝❡ &❤❡ ❛♣♣!♦❛❝❤ ▼✉❧&✐❞✐1❝✐♣❧✐♥❛!② ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❘♦❜✉1& ❉❡1✐❣♥ ❆♣♣!♦❛❝❤❡1

❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❈♦♥❝✉!!❡♥& ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ✭▼❖❘❉❆❈❊✮ ❬●✐❛11✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♣!♦♣♦1❡1 &♦ 1♦❧✈❡ ❯▼❉❖

♣!♦❜❧❡♠1 ✇✐&❤ ❛ !♦❜✉1& ❛♣♣!♦❛❝❤ &❤!♦✉❣❤ ❝♦♥❝✉!!❡♥&❧② ❞❡1✐❣♥ ♦❢ 1✉❜1②1&❡♠1 ❡♥1✉!✐♥❣ ❡✛❡❝&✐✈❡

✽✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥
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❢(♦♥*✐❡( ❛♥❛❧②"✐"✮ ✐♥ ♦(❞❡( *♦ ✐❞❡♥*✐❢② *❤❡ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ♦♣*✐♠❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛*❡" ♦❢ *❤❡ ❞✐✛❡(❡♥* ♣♦""✐❜❧❡
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Ki [gi(③,θY ,❯)] = P [gi(③,θY ,❯) > 0]− Pti =

∫

Ii
φ(u)❞u− Pti ✭✸✳✾✮

✇✐*❤ gi *❤❡ i
th

❝♦♠♣♦♥❡♥* ♦❢ *❤❡ ✐♥❡=✉❛❧✐*② ❝♦♥"*(❛✐♥* ✈❡❝*♦(✱ Ii = {u ∈ Ω|gi(③,θY ,✉) > 0}
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♠✐♥ Ξ [f(z,θY ,❯)] ✭✸✳✶✵✮

✇✳(✳*✳ z,θY

"✳*✳ P [g(z,θY ,U) > 0]− Pt ≤ 0 ✭✸✳✶✶✮

∀i 6= j, ∀u ∈ Ω, yij(θY ij ,ui) = cij(zi,y.i(θY .i,u.i),ui) ✭✸✳✶✷✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✸✳✶✸✮
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Ξ [f(z,Y(z,U),U)]

z

K [g(z,Y(z,U),U)] ≤ 0

z ≤ z ≤ z

Discipline

1

Discipline

2

Discipline

N

Multidisciplinary Design Analysis

Coupling variables

Coupling variables

Design variables: z

Optimizer

Uncertain variables: u

Uncertainty simulation

[f(z,Y(z,U),U)]

[g(z,Y(z,U),U)]

...

z0
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♠✐♥ E

[
f(z, Ŷ(z,U),U)

]
✭✸✳✶✾✮

✇✳,✳"✳ z

0✳"✳ E

[
g(z, Ŷ(z,U),U)

]
+ ησ

[
g(z, Ŷ(z,U),U)

]
≤ 0 ✭✸✳✷✵✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✸✳✷✶✮
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♠✐♥ E

[
f(z, Ŷ(z,U),U)

]
✭✸✳✷✽✮

✇✳%✳*✳ z,µY,σY

.✳*✳ J∗i.(z
∗
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z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✸✳✸✵✮
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✇✳%✳*✳ z∗i

.✳*✳ E

[
g(z, Ŷ(z,U),U)

]
+ ησ

[
g(z, Ŷ(z,U),U)

]
≤ 0 ✭✸✳✸✷✮

z∗i
♠✐♥

≤ z∗i ≤ z∗i
♠❛①
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❬❍✉❛♥❣ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ *♦ ❡♥❛❜❧❡ %❡❧✐❛❜✐❧✐*② ❛♥❛❧②.✐. ♦♥ *❤❡ ❝♦♥.*%❛✐♥*. ✐♥.*❡❛❞ ♦❢ .*❛*✐.*✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥*

❡.*✐♠❛*✐♦♥.✳ ❋✉%*❤❡%♠♦%❡✱ ♠♦♠❡♥* ♠❛*❝❤✐♥❣ ❛♣♣%♦❛❝❤❡. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣*❡❞ ✐♥ ♦*❤❡% ❯▼❉❖

❢♦%♠✉❧❛*✐♦♥. .✉❝❤ ❛. T%♦❜❛❜✐❧✐.*✐❝ ❆❚❈ ❬▲✐✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✇❤✐❝❤ ♣&❡(❡♥*( (✐♠✐❧❛&✐*✐❡( ✇✐*❤ ❈❖✳ ❆♥

✐♠♣♦&*❛♥* ❞&❛✇❜❛❝❦ ♦❢ *❤❡(❡ ❛♣♣&♦❛❝❤❡( ✐( *❤❡ ♥❡❝❡((✐*② ❢♦& *❤❡ ❞✐(❝✐♣❧✐♥❡( *♦ ❜❡ ❞✐✛❡&❡♥*✐❛❜❧❡

✇✐*❤ &❡(♣❡❝* *♦ *❤❡ ✉♥❝❡&*❛✐♥ ✈❛&✐❛❜❧❡( ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤* ♥♦* ❜❡ *❤❡ ❝❛(❡ ❢♦& ❝♦♠♣❧❡① (✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❝♦❞❡(✳

❚❤❡ ♠♦♠❡♥* ♠❛*❝❤✐♥❣ ❢♦&♠✉❧❛*✐♦♥( ❛&❡ ✐♥*❡&❡(*✐♥❣ (✐♥❝❡ *❤❡② ♣&❡(❡&✈❡ (♦♠❡ ❞✐(❝✐♣❧✐♥❛&② ❛✉*♦♥✲

♦♠② ✈✐❛ ♣❛&❛❧❧❡❧ (②❜(②(*❡♠✲❧❡✈❡❧ ✉♥❝❡&*❛✐♥*② ♣&♦♣❛❣❛*✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥(✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ *❤❡ ✐♥*❡&✲

❞✐(❝✐♣❧✐♥❛&② ❝♦✉♣❧✐♥❣( ✐( (❛*✐(✜❡❞ ♦♥❧② ✐♥ *❡&♠( ♦❢ (*❛*✐(*✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥*( ✭❡①♣❡❝*❡❞ ✈❛❧✉❡✱ (*❛♥❞❛&❞

❞❡✈✐❛*✐♦♥ ♦& ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ ♠❛*&✐①✮ ♦❢ *❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛&✐❛❜❧❡(✳

✽✽



u∗

Deterministic 

MDO

Multidisciplinary

Reliability 

Analysis

Formulate a new

deterministic MDO

Initial

design

Optimal

design

converge
not

converge
Check 

convergence

• k
[k − 1]

• u∗(k)
z∗[k]

f
(
z∗[k],y

(
z∗[k],u∗[k]

)
,u∗[k]

)
y(·)

• P [g(z,Y(z,U),U) > 0]−
Pt ≤ 0

•
u = u∗[k]



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✭■❉❋✱ ❆❆❖✱ ❇▲■❙❙✱ ❆❚❈✱ ❡!❝✮✳ ❲✐&❤ &❤❡ ■❉❋ ♠❡&❤♦❞ ❬❉✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ &❤❡ ❞❡&❡5♠✐♥✐7&✐❝ ▼❉❖ ♣5♦❜❧❡♠

❛& &❤❡ ❙❖❘❆ k ❤✲❝②❝❧❡✱ (k ≥ 2)✱ ✐7 ❢♦5♠✉❧❛&❡❞ ❛7 ❢♦❧❧♦✇7 ✿

❣✐✈❡♥ u∗[k−1]
✭✸✳✸✹✮

♠✐♥ f
(
z,y,u∗[k−1]

)
✭✸✳✸✺✮

✇✳5✳&✳ z,y

7✳&✳ g
(
③,y,u∗[k−1]

)
≤ 0 ✭✸✳✸✻✮

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 i 6= j, yij = cij

(
zi,y.i,u

∗[k−1]
i

)
✭✸✳✸✼✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✸✳✸✽✮

❚❤❡ ✐♥&❡5❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5② ❝♦✉♣❧✐♥❣7 ❊I✳✭✸✳✸✼✮ ❛5❡ ❡♥7✉5❡❞ ❢♦5 ♦♥❡ ♣❛5&✐❝✉❧❛5 5❡❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✉♥❝❡5&❛✐♥

✈❛5✐❛❜❧❡7 ❝♦55❡7♣♦♥❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ▼,, u∗[(k−1)]
✳

❘❡❧✐❛❜✐❧✐'② ❛♥❛❧②*✐*✿ *'❡♣ ✷

❚❤❡ 5❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②7✐7 ✐7 ♣❡5❢♦5♠❡❞ ❢♦5 &❤❡ ❞❡7✐❣♥ ✈❛5✐❛❜❧❡7 ✜①❡❞ ❛& z∗[k] ❜❛7❡❞ ♦♥ ❋❖❘▼ ❬❈❤✐✲

5❛❧❛❦7❛♥❛❦✉❧ ❛♥❞ ▼❛❤❛❞❡✈❛♥✱ ✷✵✵✼❀ ❉✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✿

❣✐✈❡♥ z∗[k] ✭✸✳✸✾✮

♠✐♥ ‖ u ‖ ✭✸✳✹✵✮

✇✳5✳&✳ u,y

7✳&✳ g
(
z∗[k],y,u

)
= 0 ✭✸✳✹✶✮

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 i 6= j, yij = cij

(
z∗[k],y.i,ui

)
✭✸✳✹✷✮

❚❤✐7 ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣5♦✈✐❞❡7 &❤❡ ▼,, ✈❛❧✉❡ u∗[k] ❢♦5 &❤❡ ✉♥❝❡5&❛✐♥ ✈❛5✐❛❜❧❡7 ❛& &❤❡ ❙❖❘❆ kth✲❝②❝❧❡✳
❘❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②7✐7 ✐7 ♣❡5❢♦5♠❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧&✐❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5② 7②7&❡♠ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥&❡5❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5②

❝♦✉♣❧✐♥❣7 ❛5❡ 7❛&✐7✜❡❞ ❛& &❤❡ ▼,, ✐♥ ❊I✳✭✸✳✹✷✮✳ ❇② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ 5❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②7✐7 ❢5♦♠ &❤❡

❞❡&❡5♠✐♥✐7&✐❝ ▼❉❖✱ ❙❖❘❆ &❡♥❞7 &♦ ❞❡❝5❡❛7❡ &❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❝❛❧❧7 &♦ &❤❡ ❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5② ❢✉♥❝&✐♦♥7

❝♦♠♣❛5❡❞ &♦ ▼❉❋ ✉♥❞❡5 ✉♥❝❡5&❛✐♥&② ❬❉✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❙❖❘❆ ❤❛7 ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❡❞ ✇✐&❤ ✈❛5✐♦✉7

▼❉❖ ❢♦5♠✉❧❛&✐♦♥7 7✉❝❤ ❛7 ▼❉❋ ❬❈❤✐5❛❧❛❦7❛♥❛❦✉❧ ❛♥❞ ▼❛❤❛❞❡✈❛♥✱ ✷✵✵✼❪ ■❉❋ ❬❈❤✐5❛❧❛❦7❛♥❛❦✉❧ ❛♥❞

▼❛❤❛❞❡✈❛♥✱ ✷✵✵✼❪✱ ❈❖ ❬▲✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❀ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✸❛❪✱ ❈❙❙❖ ❬▲✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❩❤❛♥❣

❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✸❜❪ ♦5 ❇▲■❙❙ ❬❆❤♥ ❛♥❞ ❑✇♦♥✱ ✷✵✵✻❪ ❜✉& &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 7❛&✐7❢❛❝&✐♦♥ 5❡❧✐❡7 ♦♥ &❤❡ 7❛♠❡

❛♣♣5♦❛❝❤✿ 7❛&✐7❢❛❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ▼,, ♦❢ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛5✐❛❜❧❡7✳

❚❤❡ ✐♥&❡5❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5② ❝♦✉♣❧✐♥❣ 7❛&✐7❢❛❝&✐♦♥ ✇✐&❤✐♥ ❙❖❘❆ ♣5❡7❡♥&7 7❡✈❡5❛❧ ❛❞✈❛♥&❛❣❡7✿

• Y♦77✐❜✐❧✐&② &♦ ♣❡5❢♦5♠ ❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5② ❛♥❛❧②7✐7 ✐♥ ♣❛5❛❧❧❡❧✱

• ❙❛&✐7❢❛❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✐♥&❡5❞✐7❝✐♣❧✐♥❛5② ❝♦✉♣❧✐♥❣7 ❛& &❤❡ ▼,, ✈❛❧✉❡ ❢♦5 &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛5✐❛❜❧❡7 ❛&

&❤❡ ♦♣&✐♠✉♠✱

• ❘❡❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦7& ❝♦♠♣❛5❡❞ &♦ ▼❉❋ ✉♥❞❡5 ✉♥❝❡5&❛✐♥&② ✇✐&❤ ❈▼❈✳

✾✵



i j
U Yij cij(zi,ui, cji(zj ,uj ,yij))

eij(z,u,yij) = yij − cij(zi,ui, cji(zj ,uj ,yij)) Eij

yji = cji(zj ,uj ,yij) j
cij(zi,Ui, cji(zj ,Uj ,Yij)) cij(.)

Discipline 

i

Discipline 

j
Yji

cij
Eij=Yij-cij

z U Yij

Guess

Yij

(0)

Yij

U

z M U

φU(·) yij(0) M



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❈▼❈  ❛♠♣❧❡ ♦❢ U✱ ❣❡♥❡+❛,✐♥❣ M  ❛♠♣❧❡ ♦❢ ,❤❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ cji ❞✐+❡❝,❧② ♣❛  ❡❞ ,♦ ❞✐ ❝✐♣❧✐♥❡ j ✇❤✐❝❤

❣❡♥❡+❛,❡ M  ❛♠♣❧❡ ♦❢ cij ✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ,❤❡  ❛♠♣❧❡ ♦❢ cij ✱ ,❤❡ ✐♥,❡+❞✐ ❝✐♣❧✐♥❛+② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐  ❛,✐ ✜❡❞

✇❤❡♥ ♦♥❡  ❛♠♣❧❡ ♦❢ cij ✐ ❡9✉❛❧ ,♦ ,❤❡ +❡❛❧✐③❛,✐♦♥ yij(0) ✭✐✳❡✳ Eij = 0✮✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L(·) ♦❢

yij(0) ,♦  ❛,✐ ❢② ,❤❡ ✐♥,❡+❞✐ ❝✐♣❧✐♥❛+② ✐ ♣+♦♣♦+,✐♦♥❛❧ ,♦ P
(
yij(0) = cij

)
✳ ❚❤❡ ❛✉,❤♦+ ❛  ✉♠❡ ,❤❛,

,❤✐ ♣+♦❜❛❜✐❧✐,② ✐ ❡9✉❛❧ ,♦ P
(
ǫ ≤ yij(0) − cij ≤ ǫ

)
❢♦+ ǫ  ♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤

L
(
yij(0)

)
∝ P

(
ǫ ≤ yij(0) − cij ≤ ǫ|yij(0)

)
✭✸✳✹✸✮

❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞✐✛❡+❡♥, +❡❛❧✐③❛,✐♦♥ ♦❢ Yij ✐ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❜❛ ❡❞ ♦♥ ,❤❡  ❛♠❡ ♣+✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚♦  ❛♠♣❧❡

Yij ❛ ✉♥✐❢♦+♠ ♣+✐♦+ ❞✐ ,+✐❜✉,✐♦♥ ✐ ❛  ✉♠❡❞✳ ❇❛ ❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❇❛②❡ ✬ ,❤❡♦+❡♠✱ ❛♥

❡ ,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ "❉❋ ♦❢ Yij  ❛,✐ ❢②✐♥❣ ,❤❡ ✐♥,❡+❞✐ ❝✐♣❧✐♥❛+② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♦❜,❛✐♥❡❞

❜② ❬❙❛♥❦❛+❛+❛♠❛♥ ❛♥❞ ▼❛❤❛❞❡✈❛♥✱ ✷✵✶✷❪✿

φYij |Eij=0(yij) =
L(yij)∫
L(yij)❞yij

✭✸✳✹✹✮

❚❤❡♥✱ ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ "❉❋ φYij |Eij=0(·) ✐ ✉ ❡❞ ❛ ❛♥ ✐♥♣✉, ❞✐ ,+✐❜✉,✐♦♥ ,♦ ♣+♦♣❛❣❛,❡ ✉♥❝❡+,❛✐♥,②

♦♥ ,❤❡ ♣❛+,✐❛❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞  ② ,❡♠✳

❚❤✐ ❛♣♣+♦❛❝❤ ✐ ✐♥,❡+❡ ,✐♥❣ ❜❡❝❛✉ ❡ ✐, ❛❧❧♦✇ ,♦  ❛,✐ ❢② ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦+ ❛❧❧ ,❤❡ +❡❛❧✐③❛,✐♦♥ ♦❢

,❤❡ ✉♥❝❡+,❛✐♥ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦, ❥✉ , ❛, ,❤❡ ▼"" ♦+ ❛, ,❤❡ ❡①♣❡❝,❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ,❤✐ ♠❡,❤♦❞

❛❧❧♦✇ ,♦ ♣+♦♣❛❣❛,❡ ✉♥❝❡+,❛✐♥,② ♦♥ ❛ ♣❛+,✐❛❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞  ② ,❡♠ ✐♥ ♦+❞❡+ ,♦ ❛✈♦✐❞ ▼❉❆✳ ❍♦✇❡✈❡+✱

,❤✐ ❛♣♣+♦❛❝❤ ❤❛  ♦♠❡ ❧✐♠✐, ✐♥ ,❡+♠ ♦❢ ✐♥,❡+❞✐ ❝✐♣❧✐♥❛+② ❝♦✉♣❧✐♥❣  ❛,✐ ❢❛❝,✐♦♥✳ ❋✐+ ,✱ ,❤❡ ❢✉♥❝✲

,✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ✉♥❝❡+,❛✐♥ ✈❛+✐❛❜❧❡ U ❛♥❞ ,❤❡ ✐♥♣✉, ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛+✐❛❜❧❡ Yij ✐ ♥♦,

❝♦♥ ✐❞❡+❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥ ,+✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✐♥♣✉, ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣+♦❜❛❜✐❧✐,② ❞❡♥ ✐,② ❢✉♥❝,✐♦♥ ✱ ♦♥❧② ❛  ,❛,✐ ,✐✲

❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐ ❝♦♥ ✐❞❡+❡❞✳ ◆♦+♠❛❧❧②✱ Y ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ z ❛♥❞ U✳ ❚❤✐ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐ 

❡  ❡♥,✐❛❧ ❜❡❝❛✉ ❡ ✐, ❡♥ ✉+❡ ,❤❛, ❢♦+ ❛ ♣❛+,✐❝✉❧❛+ +❡❛❧✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✉♥❝❡+,❛✐♥ ✈❛+✐❛❜❧❡ ,❤❡+❡ ❡①✐ , 

❛ ✉♥✐9✉❡ ❝♦♥✈❡+❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦+ ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛ ✇✐,❤ ▼❉❆ ✉♥❞❡+ ✉♥❝❡+,❛✐♥,②✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥

❇❛②❡ ✬ ,❤❡♦+❡♠✱ ❛ ✉♥✐❢♦+♠ ♣+✐♦+ ❞✐ ,+✐❜✉,✐♦♥ ❢♦+ Yij ✐ ❛  ✉♠❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞ ❛  ✉♠♣✲

,✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥,+♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡++♦+ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ "❉❋ ♦❢ ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛+✐❛❜❧❡ ✳ ❆♥ ❡①,❡♥ ✐♦♥ ❢♦+ ❢✉❧❧②

❞❡❝♦✉♣❧❡❞  ② ,❡♠ ❤❛ ❜❡❡♥ ♣+♦♣♦ ❡❞ ❜❛ ❡❞ ♦♥ ,❤❡  ❛♠❡ ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ✱ ❜② ❝♦♥ ,+✉❝,✐♥❣ ,❤❡ "❉❋ ♦❢ ,❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❜② ,✇♦  ❡♠✐✲❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♣+♦❝❡  ❡ ✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ✐,  ✉✛❡+ ❢+♦♠ ,❤❡  ❛♠❡ ❞+❛✇❜❛❝❦ 

❛ ,❤❡  ❡♠✐✲❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤✳

❆  ✉♠♠❛+② ♦❢ ,❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦+♠✉❧❛,✐♦♥ ✐ ♣+♦♣♦ ❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✼ ✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❆❞✈❛♥,❛❣❡ ❛♥❞ ❞+❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ,❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦+♠✉❧❛,✐♦♥ 

❆❞✈❛♥,❛❣❡ 

❉+❛✇❜❛❝❦ 

❙,❛,✐ ,✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥, ♠❛,❝❤✐♥❣ ❊❛ ② ,♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥,

▲✐♠✐,❡❞ ,♦ ♣❛+❛♠❡,+✐❝

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✐ ,+✐❜✉,✐♦♥ 

❙❖❘❆

❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ,❤❡

♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ❢+♦♠ ,❤❡

+❡❧✐❛❜✐❧✐,② ❛♥❛❧② ✐ 

❈♦✉♣❧✐♥❣  ❛,✐ ❢❛❝,✐♦♥ ♦♥❧② ❛,

,❤❡ ▼""

▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❜❛ ❡❞ ▼❉❆ ❙❡♠✐✲❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤

❉♦ ♥♦, ❡♥ ✉+❡ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧

❝♦✉♣❧✐♥❣  ❛,✐ ❢❛❝,✐♦♥

✾✷
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✸✳✺ ❯▼❉❖ ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣✐❡, ❞❡❞✐❝❛%❡❞ %♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡,✐❣♥

▼♦67 ♦❢ 7❤❡ ❢♦;♠✉❧❛7✐♦♥6 ♣;❡6❡♥7❡❞ ✐♥ 7❤✐6 ❝❤❛♣7❡; ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ 7♦ ❛♥❛❧②7✐❝❛❧ 7❡67 ❝❛6❡6 ❛♥❞

7♦ 6♦♠❡ ♠♦;❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❣✐♥❡❡;✐♥❣ ♣;♦❜❧❡♠6✳ ❍♦✇❡✈❡;✱ ✐♥ 7❤❡ ❧✐7❡;❛7✉;❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ♣❛♣❡;6 ❢♦;♠✉❧❛7❡

❛ ❝♦♠♣❧❡7❡ ❯▼❉❖ ♣;♦❜❧❡♠ ❢♦; ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡6✐❣♥✳ ▼♦67 ♦❢ 7❤❡ ❝❛6❡ 67✉❞✐❡6 ❢♦❝✉6 ♦♥ 7❤❡ ;♦❜✉67✲

♥❡66 ♦❢ 7❤❡ ♦♣7✐♠❛❧ 6♣❛❝❡ 7;❛♥6♣♦;7❛7✐♦♥ 6②67❡♠ ❞❡6✐❣♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦7 ✐♥✈♦❧✈❡ ;❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛66❡66♠❡♥7✳

▼♦;❡♦✈❡;✱ ♠♦67 ♦❢ 7❤❡ ❯▼❉❖ ❢♦;♠✉❧❛7✐♦♥6 ;❡❧② ♦♥ ▼❉❋ ✉♥❞❡; ✉♥❝❡;7❛✐♥7② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐7❤ ❈▼❈ 7♦

♣;♦♣❛❣❛7❡ ✉♥❝❡;7❛✐♥7②✳ ■♥ ❬❈❤❛;❛♥✐❛ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❇❡77✐6 ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ 7❤❡ ❛✉7❤♦;6 T✉❛♥7✐❢② 7❤❡

✉♥❝❡;7❛✐♥7② ✐♥ 7❤❡ ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉;❛7✐♦♥ ❜✉7 ♥♦ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ✐6 ♣❡;✲

❢♦;♠❡❞✳ ❍❡✉;✐67✐❝ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♠❡7❤♦❞6 ✭❡✳❣✳ ●❡♥❡7✐❝ ❆❧❣♦;✐7❤♠✱ #❛;7✐❝❧❡ ❙✇❛;♠ ❖♣7✐♠✐③❛7✐♦♥✮

❛;❡ ❝♦♠♣❛;❡❞ ✐♥ ❬❘❛✜T✉❡ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ✇✐7❤ ❛ ❞❡7❡;♠✐♥✐67✐❝ ▼❉❋ ❢♦;♠✉❧❛7✐♦♥ 7♦ ❞❡6✐❣♥ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡✲

❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ;♦❜✉67♥❡66 ♦❢ 7❤❡ ❢♦✉♥❞ ❞❡7❡;♠✐♥✐67✐❝ 6♦❧✉7✐♦♥6 ✐6 67✉❞✐❡❞ ✇✐7❤ ❛ ♣;♦❜❛❜✐❧✐67✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ 6♦♠❡ ✉♥❝❡;7❛✐♥ ♣❛;❛♠❡7❡;6 ❛♥❞ ❈▼❈ ✐♥ ♦;❞❡; 7♦ 6❡❧❡❝7 7❤❡ ♠♦67 ;♦❜✉67 6♦❧✉7✐♦♥6✳

❆♥❛❧②6✐6 ♦❢ ✈❛;✐❛♥❝❡ ❜❛6❡❞ ♦♥ 6✉;;♦❣❛7❡ ♠♦❞❡❧6 ✐6 ♣❡;❢♦;♠❡❞ ✐♥ ❬❨❡♥✐❛② ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ !♦ ❞❡!❡%♠✐♥❡

!❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ !❤❡ ❞❡/✐❣♥ ✈❛%✐❛❜❧❡/ ❡♥/✉%✐♥❣ !❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡✈✐❛!✐♦♥/ ❢%♦♠ ❡①♣❡❝!❡❞ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ✐♥

❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❡✐❣❤! ❛♥❞ /✐③✐♥❣ ❛♥❛❧②/✐/✳ ▼❉❋ ✉♥❞❡% ✉♥❝❡%!❛✐♥!② ✐/ ✉/❡❞ !♦ ♦♣!✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥

♦❢ !❤❡ ●▲❖❲ ♦❢ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ❬▼❝❈♦%♠✐❝❦✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ !❛❦❡/ !❤❡ ♣%♦♣✉❧/✐♦♥✱ ❛❡%♦❞②♥❛♠✐❝/✱

/✐③✐♥❣ ❛♥❞ !%❛❥❡❝!♦%② ❞✐/❝✐♣❧✐♥❡/ ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥!✳ ■♥ ❬❩❛♠❛♥ ❛♥❞ ▼❛❤❛❞❡✈❛♥✱ ✷✵✶✸❪✱ !❤❡ ❛✉!❤♦%/ ✉/❡❞

▼❉❋ ✉♥❞❡% ✉♥❝❡%!❛✐♥!② !♦ ♦♣!✐♠✐③❡ !❤❡ !♦!❛❧ ♣♦✇❡% ❝♦♥/✉♠♣!✐♦♥ ♦❢ ❛ /❛!❡❧❧✐!❡✳ ❙✐① ❞❡/✐❣♥ ✈❛%✐❛❜❧❡/

❛♥❞ !❤%❡❡ ✉♥❝❡%!❛✐♥ ♣❛%❛♠❡!❡%/ ❛%❡ ❝♦♥/✐❞❡%❡❞ ✐♥ !❤✐/ /!✉❞②✳ ■♥ ❬❩❛♠❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ !❤❡ ✉♣♣❡%

/!❛❣❡ ♦❢ ❛ !✇♦✲/!❛❣❡✲!♦✲♦%❜✐! ✈❡❤✐❝❧❡ ✐/ ♦♣!✐♠✐③❡❞ ✐♥ !❤❡ ♣%❡/❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡%!❛✐♥!②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝!✐✈❡ ✐/ !♦

♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❞%② ♠❛// ♦❢ !❤❡ ✉♣♣❡% /!❛❣❡ ✇✐!❤ ▼❉❋✳ ■♥ ❬❑✐♥❣ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ !❤❡ ✇❡✐❣❤!

♦❢ !❤❡ ✇✐♥❣ ♦❢ ❛ %❡✉/❛❜❧❡ ❧❛✉♥❝❤ /②/!❡♠ ✐/ ♦♣!✐♠✐③❡❞ ❜❛/❡❞ ♦♥ ▼❉❋ ✐♥ !❤❡ ♣%❡/❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡%!❛✐♥!②

!❛❦✐♥❣ ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥! ❛❡%♦✲❡❧❛/!✐❝ ❛♥❛❧②/✐/✳

❨❛♦ ❡! ❛❧✳ ❬❨❛♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✷❪ ❢♦%♠✉❧❛!❡❞ ❛ %❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ %♦❜✉/! ❯▼❉❖ ♣%♦❜❧❡♠ !♦ ❞❡/✐❣♥ ❛

/❛!❡❧❧✐!❡✳ ❚❤❡ %♦❜✉/!♥❡// ✐/ ❡①♣%❡//❡❞ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤!❡❞ ❛❣❣%❡❣❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ !❤❡ /!❛♥❞❛%❞

❞❡✈✐❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ /❛!❡❧❧✐!❡ ♠❛//✳ ■♥ ❬❨❛♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ !❤❡ ❯▼❉❖ ❛♣♣%♦❛❝❤ %❡❧✐❡/ ♦♥ ❈❙❙❖ ✇❤✐❝❤

❡♥/✉%❡/ !❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ /❛!✐/❢❛❝!✐♦♥ ❜② ▼❉❆✳ ❚❤❡ /❛!❡❧❧✐!❡ /②/!❡♠ ❞❡/✐❣♥ ✐/ ❞❡❝♦♠♣♦/❡❞ ✐♥!♦ ❞✐✛❡%❡♥!

/✉❜/②/!❡♠ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠/ ✇❤✐❝❤ ❝♦%%❡/♣♦♥❞ !♦ ❛❧❧ !❤❡ ❞✐/❝✐♣❧✐♥❡/ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ !❤❡ ❞❡/✐❣♥

♣%♦❝❡//✳ ❚❤❡ /②/!❡♠ %♦❜✉/!♥❡// ❛♥❞ %❡❧✐❛❜✐❧✐!② ❛%❡ ❝♦♠♣✉!❡❞ ✇✐!❤ ❈▼❈ ❛♥❞ /②/!❡♠ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡

✐/ ❛♣♣%♦①✐♠❛!❡❞ ❜② ❚❛②❧♦% /❡%✐❡/✳ ■♥ ❬❨❛♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❛ ▼❉❋✲❈❙❙❖ ❞❡❝♦♠♣♦/✐!✐♦♥ ✐/ ✉/❡❞ ✇✐!❤

❝♦✉♣❧✐♥❣ /❛!✐/❢❛❝!✐♦♥ ❜② ▼❉❆✳ ❆ ✜%/! ♦♣!✐♠✉♠ ✐/ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛ /❡M✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ✜❞❡❧✐!② /✉%%♦❣❛!❡ ♠♦❞❡❧

%❡✜♥❡♠❡♥!/ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐!❤ ▼❉❋ ✉♥❞❡% ✉♥❝❡%!❛✐♥!②✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛/❡❞ ♦♥ !❤❡ ▼❉❋ ♦♣!✐♠❛❧ ❞❡/✐❣♥✱ ❛

❧♦❝❛❧ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ✉♥❞❡% ✉♥❝❡%!❛✐♥!② ✇✐!❤ ❈❙❙❖ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐!② /✐♠✉❧❛!✐♦♥/ ✐/ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣

❞✐/❝✐♣❧✐♥❛%② ❛✉!♦♥♦♠②✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ !❤✐/ ❝❤❛♣!❡%✱ ❯▼❉❖ ❢♦%♠✉❧❛!✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡/❝%✐❜❡❞✱ ♣%❡/❡♥!✐♥❣ !❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡!❤♦❞/ ❛♥❞ !❤❡✐%

♠❛!❤❡♠❛!✐❝❛❧ ❢♦%♠✉❧❛!✐♦♥/ ✉/✐♥❣ !❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♥♦!❛!✐♦♥/ ✐♥!%♦❞✉❝❡❞ ✐♥ !❤❡ ♣%❡✈✐♦✉/ ❝❤❛♣!❡%/✳ ❋✐%/!✱

!❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡/ ❜❡!✇❡❡♥ ❞❡!❡%♠✐♥✐/!✐❝ ▼❉❖ ❛♥❞ ❯▼❉❖ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡%❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ♥♦!❛!✐♦♥/

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣%❡/❡♥!❡❞✳ ❚❤❡♥✱ !❤❡ ❡①✐/!✐♥❣ ❯▼❉❖ ❢♦%♠✉❧❛!✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥!%♦❞✉❝❡❞ ✇✐!❤ ❛ ❢♦❝✉/

♦♥ !❤❡ ✐♥!❡%❞✐/❝✐♣❧✐♥❛%② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①✐/!✐♥❣ ❢♦%♠✉❧❛!✐♦♥/ ❡✐!❤❡% %❡❧② ♦♥ ❝♦♠♣✉!❛!✐♦♥✲

❛❧❧② ❡①♣❡♥/✐✈❡ ▼❉❆ !♦ %✐❣♦%♦✉/❧② ❡♥/✉%❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ /❛!✐/❢❛❝!✐♦♥✱ ♦% ❞❡❛❧ ✇✐!❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡!❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦♥❞✐!✐♦♥/ ✭❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ !❡%♠/ ♦❢ /!❛!✐/!✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥!/✱ ❛! !❤❡ ▼++✱ ❡!❝✳✮

✾✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❆❧❧ "❤❡ ❡①✐'"✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦0♠✉❧❛"✐♦♥' ❞♦ ♥♦" ❛❧❧♦✇ "♦ ❡♥'✉0❡ "❤❡ ♠✉❧"✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛0② ❢❡❛'✐✲

❜✐❧✐"② ❢♦0 ❛❧❧ "❤❡ 0❡❛❧✐③❛"✐♦♥' ♦❢ "❤❡ ✉♥❝❡0"❛✐♥ ✈❛0✐❛❜❧❡' ✉'❡❞ "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦0 "❤❡

❝♦♥'"0❛✐♥"'✳ ■♥ "❤❡ ❞❡'✐❣♥ ♦❢ '②'"❡♠' '✉❝❤ ❛' ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡'✱ ✐" ✐' ♥❡❝❡''❛0② "♦ ❡♥'✉0❡ "❤❛" "❤❡ ❞❡✲

❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ♣0♦❝❡'' ✐♠♣❧❡♠❡♥"❡❞ ❞♦❡' ♥♦" ♣0♦✈✐❞❡ ✉♥❢❡❛'✐❜❧❡ '♦❧✉"✐♦♥' ❞✉❡ "♦ ♥♦♥ '❛"✐'❢❛❝"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ✐♥"❡0❞✐'❝✐♣❧✐♥❛0② ❝♦✉♣❧✐♥❣ '②'"❡♠ ♦❢ ❡<✉❛"✐♦♥'✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡"❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ '❛"✐'❢❛❝"✐♦♥

✐♥ "❤❡ ❡①✐'"✐♥❣ ❛♣♣0♦❛❝❤❡' ♠♦"✐✈❛"❡ ✉' "♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ❝❤❛♣"❡0' ✻✱ ✼ "✇♦ ♥❡✇ ❯▼❉❖ ❢♦0♠✉❧❛"✐♦♥' ✐♥

♦0❞❡0 "♦ ❡♥'✉0❡ ♠✉❧"✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛0② ❢❡❛'✐❜✐❧✐"② ✐♥ "❤❡ ♣0❡'❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡0"❛✐♥"②✳

❚❤✐' ❝❤❛♣"❡0 ✐' ❢♦❝✉'❡❞ ♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥"✱ ❤♦✇❡✈❡0 ❛♥♦"❤❡0 ✐♠♣♦0"❛♥" ❛'♣❡❝" ✐♥ ❯▼❉❖

♠❡"❤♦❞♦❧♦❣✐❡' ✐' "❤❡ 0❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛''❡''♠❡♥" ❢♦0 ❝♦♠♣❧❡① '②'"❡♠'✳ ❚❤✐' ❛♥❛❧②'✐' ✐' ❛ ❞✐✣❝✉❧" "❛'❦

"❤❛" 0❡<✉✐0❡' ❞❡❞✐❝❛"❡❞ "❡❝❤♥✐<✉❡' "❤❛" ✇✐❧❧ ❜❡ ♣0❡'❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" ❝❤❛♣"❡0✳ ❆ ❢♦❝✉' ♦♥ "❤❡

❡①✐'"✐♥❣ ♠❡"❤♦❞' ❢♦0 0❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②'✐' ✐♥ "❤❡ ♣0❡'❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛"♦0②✴❡♣✐'"❡♠✐❝ ✉♥❝❡0"❛✐♥"✐❡'

✐' ♣0♦♣♦'❡❞✳
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❈❤❛♣$❡& ✹

❘❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②)✐) ✐♥ &❤❡ ♣,❡)❡♥❝❡ ♦❢

♠✐①❡❞ ❛❧❡❛&♦,②✴❡♣✐)&❡♠✐❝

✉♥❝❡,&❛✐♥&✐❡)

❈♦♥#❡♥#%

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✷ /&♦❜❧❡♠ ❞❡4❝&✐♣%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✸ ❊♣✐4%❡♠✐❝ ✉♥❝❡&%❛✐♥%② ♦♥ %❤❡ ❤②♣❡&✲♣❛&❛♠❡%❡&4 ♦❢ %❤❡ ❥♦✐♥% ✐♥♣✉%

 ❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✸✳✶ $%♦❜❧❡♠ +,❛,❡♠❡♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✸✳✷ ❊①✐+,✐♥❣ ♠❡,❤♦❞+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✹ ❊♣✐4%❡♠✐❝ ✉♥❝❡&%❛✐♥%② ❛✛❡❝%✐♥❣ %❤❡ ❧✐♠✐% 4%❛%❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✹✳✶ $%♦❜❧❡♠ +,❛,❡♠❡♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✹✳✷ ❊①✐+,✐♥❣ ♠❡,❤♦❞+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉4✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

•  !❡#❡♥% %❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧ ❡①✐#%✐♥❣ !❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❛##❡##♠❡♥% %❡❝❤♥✐1✉❡# ✐♥ %❤❡ ♣!❡#❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦%❤

❛❧❡❛%♦!② ❛♥❞ ❡♣✐#%❡♠✐❝ ✉♥❝❡!%❛✐♥%✐❡#✱

• ❍✐❣❤❧✐❣❤% %❤❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡# ❛♥❞ ❞!❛✇❜❛❝❦# ♦❢ ❡❛❝❤ %❡❝❤♥✐1✉❡✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣%❡! ✐# ❞❡✈♦%❡❞ %♦ %❤❡ ♣!❡#❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ !❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②#✐# %❡❝❤♥✐1✉❡# ❢♦! %❤❡ ❞❡#✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠✲

♣❧❡① #②#%❡♠# ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ❯▼❉❖ ❢!❛♠❡✇♦!❦✳ ■♥ ♣❛!%✐❝✉❧❛!✱ %❤❡ ♣!♦❜❧❡♠❛%✐❝ ♦❢ %❤❡ ♣!❡#❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞

❛❧❡❛%♦!②✴❡♣✐#%❡♠✐❝ ✉♥❝❡!%❛✐♥%✐❡# ✐♥ !❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❛##❡##♠❡♥% ✐# ❡##❡♥%✐❛❧ ✐♥ %❤❡ ❡❛!❧② ❞❡#✐❣♥ ♣❤❛#❡#✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ %❤❡#❡ ♣❤❛#❡#✱ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ %❤❡ ✉#❡ ♦❢ ❧♦✇ ✜❞❡❧✐%② ♠♦❞❡❧#✱ ❡♣✐#%❡♠✐❝

✾✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✉♥❝❡$%❛✐♥%② ❛$✐)❡) ✐♥ ❛❞❞✐%✐♦♥ %♦ ❛❧❡❛%♦$② ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✇❤✐❝❤ $❡)✉❧%) ❢$♦♠ %❤❡ ✐♥❤❡$❡♥% ✈❛$✐❛❜✐❧✐%②

✐♥ %❤❡ )②)%❡♠ ♦$ ✐%) ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%✳ ■♥ ♣$❛❝%✐❝❡✱ ❛) %❤❡ ❞❡)✐❣♥ ♣$♦❝❡)) ♣$♦❣$❡))❡)✱ %❤❡ ❡♣✐)%❡♠✐❝

✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✐) $❡❞✉❝❡❞✱ %❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐) ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛♥❞ %❤❡ ✜❞❡❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉)❡❞ ✐) ✐♥❝$❡❛)❡❞✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ✐♥ %❤❡ ❡❛$❧② ❞❡)✐❣♥ ♣❤❛)❡)✱ ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ✐♠♣♦$%❛♥% ❞❡✈✐❛%✐♦♥) ❢$♦♠

❢✉%✉$❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥) ❛♥❞ %❛❦✐♥❣ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ❜♦%❤ %②♣❡) ♦❢ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡) ✐) ❡))❡♥%✐❛❧✳ ❚♦

❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❜✉$❞❡♥✱ %❤❡ ❯▼❉❖ ❝♦♥%❡①% ✐♠♣♦)❡) %♦ ❡)%✐♠❛%❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%✐❡) ♦❢ ❢❛✐❧✉$❡ ❛% ❛

❧♦✇ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❝♦)% ❧✐♠✐%✐♥❣ ❛% %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥)✳ ■♥ %❤✐)

❝❤❛♣%❡$✱ ❡①✐)%✐♥❣ ♠❡%❤♦❞) %♦ ❞❡❛❧ ✇✐%❤ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛%♦$② ❛♥❞ ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡) ✐♥ ❯▼❉❖ ❛$❡

♣$❡)❡♥%❡❞✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ ❛♣♣$♦❛❝❤✱ ✇❡ ❡①♣♦)❡ ❛% ✜$)% %❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ %❤❡ ♠❡%❤♦❞✱ %❤❡♥ ✐%) ♠❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧

❢♦$♠✉❧❛%✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② %❤❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡) ❛♥❞ ❞$❛✇❜❛❝❦)✳

✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ ❞❡+❝$✐♣/✐♦♥

❈♦♥)✐❞❡$ ❛ $❡❧✐❛❜✐❧✐%②✲❜❛)❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦$♠✉❧❛%✐♦♥ ❜❛)❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐♥ %❤❡ ♣$❡)❡♥❝❡ ♦❢

❜♦%❤ ❛❧❡❛%♦$② ❛♥❞ ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡)✿

♠✐♥ Ξ [f(z,Y(z,U, e),U, e)] ✭✹✳✶✮

✇✳$✳%✳ z

)✳%✳ K [g(z,Y(z,U, e),U, e)] ≤ 0 ✭✹✳✷✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✹✳✸✮

✇❤❡$❡ e = [e(1), . . . , e(w)]❚ ∈ R
w
❛ ♣❛$❛♠❡%❡$ ✈❡❝%♦$ ✇❤✐❝❤ )✉✛❡$) ❢$♦♠ ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%②✳ ❚❤❡

❞❡)❝$✐❜❡❞ ♠❡%❤♦❞) ✐♥ %❤✐) ❝❤❛♣%❡$ ❛$❡ ❞❡✈♦%❡❞ %♦ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ ❊I✳✭✺✳✷✮✳ ❚❤❡ )♦❧✈✐♥❣ ♦❢

%❤✐) ❯▼❉❖ ♣$♦❜❧❡♠ $❡I✉✐$❡) $❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②)✐) %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ✐♥❡I✉❛❧✐%② ❝♦♥)%$❛✐♥%)✳ ❚♦ ❢♦❝✉)

♦♥ %❤❡ $❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②)✐) ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ %❤❡ ♣$❡)❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡)✱ ❛ )✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣$♦❜❧❡♠ ✐)

❝♦♥)✐❞❡$❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥)✐)%) ✐♥ ❝♦♠♣✉%✐♥❣✿

K [g(U, e)] ≤ 0

❚❤❡ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ♠❡❛)✉$❡ K ❤❛) %♦ ❤❛♥❞❧❡ ❜♦%❤ ❛❧❡❛%♦$② ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✭♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ♣$♦❜✲

❛❜✐❧✐%② ❢♦$♠❛❧✐)♠✮ ❛♥❞ ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%②✳ ■♥ %❤✐) ❝❤❛♣%❡$✱ ✇❡ ❢♦❝✉) ♦♥ ✐♥%❡$✈❛❧ ❢♦$♠❛❧✐)♠ %♦

$❡♣$❡)❡♥% ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✇❤✐❝❤ ✐) ❡❛)✐❡$ %♦ ✇♦$❦ ✇✐%❤ ❛♥❞ %♦ ✐♥%❡$♣$❡% ❢♦$ ❡♥❣✐♥❡❡$) %❤❛♥

♦%❤❡$ ♠♦$❡ $❡❝❡♥% ❢♦$♠❛❧✐)♠) )✉❝❤ ❛) ❡✈✐❞❡♥❝❡ %❤❡♦$② ❬❉❡♠♣)%❡$✱ ✶✾✻✼❀ ❙❤❛❢❡$✱ ✶✾✼✻❪ ♦$ ✐♠♣$❡❝✐)❡

♣$♦❜❛❜✐❧✐%② %❤❡♦$② ❬❲❛❧❧❡②✱ ✶✾✾✻❪✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ %❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%② ❢♦$♠❛❧✐)♠ ✐) ✉)❡❞ %♦ $❡♣$❡)❡♥% %❤❡

❛❧❡❛%♦$② ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ❛♥❞ %❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%② ♠❡❛)✉$❡ P(·) ✐) ✉)❡❞ ❛) ♠❡❛)✉$❡ ❢♦$ %❤❡ ❢❛✐❧✉$❡✳

■♥ ❧✐%❡$❛%✉$❡✱ %❤❡ ✐♠♣❛❝% ♦❢ ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ♦♥ %❤❡ )②)%❡♠ ♠❛② ❜❡ ❝❧❛))✐✜❡❞ ✐♥%♦ %✇♦ ❝❛%❡✲

❣♦$✐❡)✿

• ❊✐%❤❡$ %❤❡ ❤②♣❡$✲♣❛$❛♠❡%❡$) ♦❢ %❤❡ ❥♦✐♥% $❉❋ ♦❢ %❤❡ ❛❧❡❛%♦$② ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ❛$❡ ❛✛❡❝%❡❞ ❜②

❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✭❡✳❣✳ %❤❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ●❛✉))✐❛♥ $❉❋ ✐) ♥♦% ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝%❧② ❜✉%

♦♥❧② ✇✐%❤✐♥ ❛♥ ✐♥%❡$✈❛❧✮ ✭)❡❝%✐♦♥ ✹✳✸✮✱

• ❊✐%❤❡$ %❤❡ ❧✐♠✐% )%❛%❡ ❢✉♥❝%✐♦♥) ❛$❡ ❞✐$❡❝%❧② ❛✛❡❝%❡❞ ❜② ❡♣✐)%❡♠✐❝ ✉♥❝❡$%❛✐♥%② ✭)❡❝%✐♦♥ ✹✳✹✮✳

❚❤❡)❡ %✇♦ ❝❛)❡) ❛$❡ ❝♦♥)✐❞❡$❡❞ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❡❝%✐♦♥)✳

✾✻
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❆▲❊❆❚❖❘❨✴❊#■❙❚❊▼■❈ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚■❊❙

✹✳✸ ❊♣✐&'❡♠✐❝ ✉♥❝❡-'❛✐♥'② ♦♥ '❤❡ ❤②♣❡-✲♣❛-❛♠❡'❡-& ♦❢ '❤❡

❥♦✐♥' ✐♥♣✉'  ❉❋

✹✳✸✳✶  '♦❜❧❡♠ -.❛.❡♠❡♥.

▲❡7 ❝♦♥;✐❞❡> ❛ d✲❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ >❛♥❞♦♠ ✈❡❝7♦> U ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 7❤❡ ;❛♠♣❧❡ ;♣❛❝❡ Ω ❜② ❛ ❥♦✐♥7  ❉❋ φe(·)
✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ ♣❛>❛♠❡7❡> ✈❡❝7♦> e = [e(1), . . . , e(w)]❚ ∈ R

w
✳ e ;✉✛❡>; ❢>♦♠ ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✉♥❝❡>7❛✐♥7✐❡;

❛♥❞ ♦♥❧② 7❤❡ ✈❛>✐❛7✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥; ♦❢ ✐7; ❝♦♠♣♦♥❡♥7; ❛>❡ ❦♥♦✇♥ Υ = {e ∈ R
w|e(i) ∈ [e

(i)
♠✐♥

, e
(i)
♠❛①

] ∀i ∈
{1, . . . , w}}✳ ❈♦♥;✐❞❡> ❛ ;②;7❡♠ ❝❤❛>❛❝7❡>✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐♠✐7 ;7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ g : Ω→ R ❛;;✉♠❡❞ 7♦ ❜❡ ❛

❞❡7❡>♠✐♥✐;7✐❝ ❝♦♥7✐♥✉♦✉; ✐♥♣✉7✲♦✉7♣✉7 ❢✉♥❝7✐♦♥✳ g(·) ✐; ❛;;✉♠❡❞ 7♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉7❛7✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥;✐✈❡
7♦ ❡✈❛❧✉❛7❡ ✐♥ ♦>❞❡> 7♦ ♣>♦✈✐❞❡ 7❤❡ ♦✉7♣✉7 ❢♦> ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉7✳ ▼♦>❡♦✈❡>✱ ❞✉❡ 7♦ 7❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐7② ♦❢

7❤❡ ♣❤②;✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 7❤❡ ;✐♠✉❧❛7✐♦♥ ♦❢ g(·)✱ ✐7 ✐; ;✉♣♣♦;❡❞ 7❤❛7 g(·) ✐; ♥♦♥ ❧✐♥❡❛> ❛♥❞
♣>❡;❡♥7; ♠✉❧7✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉>❡ >❡❣✐♦♥;✳ ■♥ 7❤❡ ♣>❡;❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛7♦>② ❛♥❞ ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✉♥❝❡>7❛✐♥7✐❡;

✐♠♣❛❝7✐♥❣ 7❤❡ ;②;7❡♠✱ 7❤❡ ❢❛✐❧✉>❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐7② ✐; ♥♦7 ✉♥✐S✉❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞; ♦♥ 7❤❡ ✈❛❧✉❡; 7❛❦❡♥ ❜② e

✭❋✐❣;✳ ✹✳✶✱✹✳✷✮✳ ❚♦ ❝❤❛>❛❝7❡>✐③❡ 7❤❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐7② ♦❢ ❢❛✐❧✉>❡✱ ✐7 ✐; ♣♦;;✐❜❧❡ 7♦ ❞❡7❡>♠✐♥❡ ✐7; ❞♦♠❛✐♥ ♦❢

✈❛>✐❛7✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ 7❤❡ ❧♦✇❡> ❛♥❞ ✉♣♣❡> ❜♦✉♥❞;✿

{
P
♠✐♥

= ♠✐♥

e∈Υ
Pe(g(U) ≤ 0)

P
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
Pe(g(U) ≤ 0)

✭✹✳✹✮

❚❤❡ ❞❡7❡>♠✐♥❛7✐♦♥ 7❤❡ ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✈❛❧✉❡; ❧❡❛❞✐♥❣ 7♦ 7❤❡ ❢❛✐❧✉>❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐7② ❜♦✉♥❞; >❡S✉✐>❡; ♦♣7✐✲

♠✐③❛7✐♦♥ ♣>♦❜❧❡♠ ;♦❧✈✐♥❣; ❛♥❞ >❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②;❡; ✭✐✳❡✳ ♣>♦❜❛❜✐❧✐7② ❡;7✐♠❛7✐♦♥✮ ❚❤❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥

♣>♦❜❧❡♠ ✐; ❛❧;♦ >❡❢❡>>❡❞ ❛; ■♥7❡>✈❛❧ ❆♥❛❧②;✐; ✭■❆✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡✈❛❧✉❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ♦❜❥❡❝7✐✈❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ ✐♥

7❤❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣>♦❜❧❡♠; ❊S;✳✭✹✳✹✮ >❡S✉✐>❡; ♦♥❡ >❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②;✐; ✭❛❧;♦ >❡❢❡>>❡❞ ❛; #>♦❜❛❜✐❧✐7②

❆♥❛❧②;✐; ✲  ❆✮✳
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❋✐❣✉>❡ ✹✳✷✿ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②;✐; ✇✐7❤ φe2(·)

✹✳✸✳✷ ❊①✐-.✐♥❣ ♠❡.❤♦❞-

❆♣♣>♦❛❝❤❡; ❜❛;❡❞ ♦♥ ;❛♠♣❧✐♥❣ ❬❩❤❛♥❣ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦> ♦♥ ❋❖❘▼ ❬◗✐✉ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣>♦♣♦;❡❞

7♦ ;♦❧✈❡ 7❤❡;❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣>♦❜❧❡♠;✳ ❆ ❝❧❛;;✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡>✐♥❣ ❛♣♣>♦❛❝❤ 7♦ ;♦❧✈❡ 7❤✐; ♣>♦❜❧❡♠ ✇✐7❤

❈▼❈ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥;✐;7 ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦♦♣✳ ❖♥ 7❤❡ ♦✉7❡> ❧♦♦♣✱ ♦♥❡ ❣❡♥❡>❛7❡; ❈▼❈ ;❛♠♣❧❡; ✐♥ 7❤❡ ❡♣✐;7❡♠✐❝

✉♥❝❡>7❛✐♥ ;♣❛❝❡ ❛❝❝♦>❞✐♥❣ 7♦ ❛ ✉♥✐❢♦>♠  ❉❋ ❛♥❞ ❢♦> ❡❛❝❤ ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ❛ ❈▼❈ ❡;7✐♠❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡
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❜② '❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❈▼❈ ❧♦♦♣,✳

❍♦✇❡✈❡!✱ ❈▼❈ ♠❡'❤♦❞ ❤❛, ❜❡❡♥ ❡①'❡♥❞❡❞ ❬❩❤❛♥❣ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ '♦ ❛♥ ✐♥'❡!✈❛❧ ❈▼❈ ♠❡'❤♦❞ '♦

♣!♦♣❛❣❛'❡ ✐♥'❡!✈❛❧ ♣❛!❛♠❡'❡! ✉♥❝❡!'❛✐♥'② ✐♥ !❡❧✐❛❜✐❧✐'② ❛,,❡,,♠❡♥'✳ ❋♦! ❛ ❣✐✈❡♥ e✱ ❈▼❈ ❡,'✐♠❛'❡,

'❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❢❛✐❧✉!❡ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ '♦✿

Pe [g(U) ≤ 0] =

∫

Rd

✶g(U)≤0 φ
e(u)❞u ✭✹✳✺✮

≃ 1

M

M∑

k=1

✶g(u(k)[φe])≤0 ✭✹✳✻✮

✇✐)❤ u(k)[φ
e], k ∈ {1, . . . ,M} +❛♠♣❧❡+ ❣❡♥❡3❛)❡❞ ✇✐)❤ φe(·)✳ ❚❤❡ ✈❛3✐❛)✐♦♥ ♦❢ e ❣❡♥❡3❛)❡+ ❛♥

❡♥+❡♠❜❧❡ ♦❢ ❈❉❋+ ✭❛❧+♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣✲❜♦① ❬❋❡3+♦♥ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✮ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳
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u u

❋✐❣✉3❡ ✹✳✸✿ E3♦❜❛❜✐❧✐)② ❜♦①❡+

❚❤❡ ✐♥)❡3✈❛❧ ❈▼❈ ♠❡)❤♦❞ ❛++✉♠❡+ )❤❛) )❤❡ ❡♣✐+)❡♠✐❝ ✈❛3✐❛❜❧❡+ ♠❛② )❛❦❡ ❞✐✛❡3❡♥) ✈❛❧✉❡+ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ )❤❡ ❛❧❡❛)♦3② ✉♥❝❡3)❛✐♥)②✳ ■♥ )❤✐+ ❛♣♣3♦❛❝❤✱ ❢♦3 ❡❛❝❤ ❛❧❡❛)♦3② ✉♥❝❡3)❛✐♥)② ❈▼❈ +❛♠♣❧❡✱ )❤❡ ✉♣♣❡3

❛♥❞ ❧♦✇❡3 ✈❛❧✉❡+ ♦❢ )❤❡ ❝♦♥+)3❛✐♥)+ g(·) ❛3❡ ❞❡)❡3♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ )♦ ✜♥❞ )❤❡

❝♦33❡+♣♦♥❞✐♥❣ e✳ ❚❤❡♥✱ )❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ g(·) ❢♦3 ❡❛❝❤ ❈▼❈ +❛♠♣❧❡ ❛3❡ ✉+❡❞ )♦

❝♦♠♣✉)❡ )❤❡ ❧♦✇❡3 ❛♥❞ ✉♣♣❡3 ♣3♦❜❛❜✐❧✐)② ❜♦✉♥❞+ ❜② ❈▼❈✳ ❚❤✐+ ♠❡)❤♦❞ ❛❧❧♦✇+ )♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥)❡3✈❛❧

✉♥❝❡3)❛✐♥)② ✐♥ )❤❡ ♣❛3❛♠❡)❡3+ ♦❢ ✐♥♣✉) ❥♦✐♥) $❉❋✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ✐) ❛❣❣3❡❣❛)❡+ ✐♥ )❤❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐)② ❜♦✉♥❞+

❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥ ❛❧❡❛)♦3② 3❡❛❧✐③❛)✐♦♥ +❛♠♣❧❡❞ ❢3♦♠ ❞✐✛❡3❡♥) ❡♣✐+)❡♠✐❝ ♣❛3❛♠❡)❡3 ✈❛❧✉❡+✳ ▼♦3❡♦✈❡3✱ )❤❡

❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ ❝♦+) ❡♥❣❡♥❞❡3❡❞ ❜② ✐♥)❡3✈❛❧ ❛♥❛❧②+✐+ ❢♦3 ❡❛❝❤ ❈▼❈ +❛♠♣❧❡ ✐+ ❧❛3❣❡✳ ❚❤✐+ ♠❡)❤♦❞

❤❛+ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐)❤ ✐♥)❡3✈❛❧ ❋✐♥✐)❡ ❊❧❡♠❡♥) ▼❡)❤♦❞ ✐♥ +)3✉❝)✉3❛❧ 3❡❧✐❛❜✐❧✐)② )♦ )❛❦❡ ❛❞✈❛♥)❛❣❡

♦❢ ✐♥)❡3✈❛❧ ♠❡)❤♦❞ ❞❡❞✐❝❛)❡❞ )♦ +)3✉❝)✉3❛❧ 3❡+♣♦♥+❡+ ✇✐)❤✐♥ ❋✐♥✐)❡ ❊❧❡♠❡♥) ❛♥❛❧②+❡+ ❬❩❤❛♥❣ ❡) ❛❧✳✱

✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐+ ❛♣♣3♦❛❝❤ ❤❛+ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ ❡①)❡♥❞❡❞ )♦ ■❙ ❬❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ❛✉①✐❧✐❛3② ❞❡♥+✐)② ✐+

❝❡♥)❡3❡❞ ♦♥ )❤❡ ▼$$✳ ■♥ ♦3❞❡3 )♦ ❞❡❝3❡❛+❡ )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧ ❝♦+)✱ ❋❖❘▼ ♠❡)❤♦❞ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣)❡❞

)♦ )❤❡ ♣3❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥)❡3✈❛❧ ✉♥❝❡3)❛✐♥)② ✐♥ 3❡❧✐❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②+✐+✳ ■♥ ❬◗✐✉ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ )❤❡ ❛✉)❤♦3+

♠♦❞✐✜❡❞ ❋❖❘▼ ❜❛+❡❞ ♦♥ ✐♥)❡3✈❛❧ ❛3✐)❤♠❡)✐❝ )♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥)❡3✈❛❧ ✉♥❝❡3)❛✐♥)② ♦♥ )❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ✈❛❧✉❡

❛♥❞ +)❛♥❞❛3❞ ❞❡✈✐❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✐♥♣✉) ❥♦✐♥) $❉❋✳ ❍✉3)❛❞♦ ❬❍✉3)❛❞♦✱ ✷✵✶✸❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡)❤♦❞

❜❛+❡❞ ♦♥ )❤❡ )❡❝❤♥✐T✉❡ ♦❢ 3❡❧✐❛❜✐❧✐)② ♣❧♦)✳
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✹✳✹✳✶ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+

▲❡7 ❝♦♥;✐❞❡> ❛ d✲❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ >❛♥❞♦♠ ✈❡❝7♦> U ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 7❤❡ ;❛♠♣❧❡ ;♣❛❝❡ Ω ❜② ❛ ❥♦✐♥7  ❉❋

φ(·) ❛♥❞ ❛ w✲❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ ✈❡❝7♦> e = [e(1), . . . , e(w)] ∈ R
w
✳ e >❡♣>❡;❡♥7; ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✉♥❝❡>7❛✐♥7✐❡;

❞❡✜♥❡❞ ✉;✐♥❣ ✐♥7❡>✈❛❧;✿ e ∈ Υ = {e ∈ R
w| e(i) ∈ [e

(i)
♠✐♥

, e
(i)
♠❛①

] ∀i ∈ {1, . . . , w}}✳ g : Ω ×Υ → R

✐; ❞❡7❡>♠✐♥✐;7✐❝ ❛ ;❝❛❧❛> ❝♦♥7✐♥✉♦✉; ✐♥♣✉7✲♦✉7♣✉7 ❢✉♥❝7✐♦♥✳ ❚❤❡ >❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②;✐; ♦❢ 7❤❡ ;②;7❡♠

❝♦♥;✐;7; ✐♥ ❞❡7❡>♠✐♥✐♥❣ ✐7; ♣>♦❜❛❜✐❧✐7② ♦❢ ❢❛✐❧✉>❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛; P(g(U, e) ≤ 0)✳ ❚♦ ❝❤❛>❛❝7❡>✐③❡ 7❤❡
♣>♦❜❛❜✐❧✐7② ♦❢ ❢❛✐❧✉>❡✱ ✐7 ✐; ♣♦;;✐❜❧❡ 7♦ ❞❡7❡>♠✐♥❡ ✐7; ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛>✐❛7✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ 7❤❡ ❧♦✇❡> ❛♥❞

✉♣♣❡> ❜♦✉♥❞;✿ {
P
♠✐♥

= ♠✐♥

e∈Υ
P(g(U, e) ≤ 0)

P
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
P(g(U, e) ≤ 0)

✭✹✳✼✮

5 0 5
6

4

2

0

2

4

Limit state affected by epistemic uncertainty

U
1

U
2

Epistemic value e1

Epistemic value e2

Epistemic value e3

Aleatory uncertainty

U
(1)

U
(2)

❋✐❣✉>❡ ✹✳✹✿ ▲✐♠✐7 ;7❛7❡ ❛✛❡❝7❡❞ ❜② ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✉♥❝❡>7❛✐♥7②

❚❤✐; ♣>♦❜❧❡♠ ✐; ❞✐✛❡>❡♥7 ❢>♦♠ 7❤❡ ♣>❡✈✐♦✉; ♦♥❡ ❜❡❝❛✉;❡ 7❤❡ ❡♣✐;7❡♠✐❝ ✉♥❝❡>7❛✐♥7② ❞♦❡; ♥♦7 ❛✛❡❝7

7❤❡ ✐♥♣✉7 ❥♦✐♥7  ❉❋ ❜✉7 ✐7 ❛✛❡❝7; ❞✐>❡❝7❧② 7❤❡ ❧✐♠✐7 ;7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ g(·) ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳ ❉❡❞✐❝❛7❡❞

♠❡7❤♦❞; ❜❛;❡❞ ♦♥ ;❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣>♦❛❝❤❡; ♦> ❋❖❘▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣>♦♣♦;❡❞ ❛♥❞ ❛>❡ ♣>❡;❡♥7❡❞ ✐♥ 7❤❡

♥❡①7 ;❡❝7✐♦♥✳

✹✳✹✳✷ ❊①✐*+✐♥❣ ♠❡+❤♦❞*

❆; ✐♥ 7❤❡ ♣>❡✈✐♦✉; ;❡❝7✐♦♥✱ >❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛;;❡;;♠❡♥7 ✐♥ 7❤❡ ♣>❡;❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ✉♥❝❡>7❛✐♥7✐❡; ✐♥✈♦❧✈❡;

❛ 7✇♦ ❧❛②❡> ♥❡;7❡❞ ■❆ ❛♥❞  ❆ ♣>♦❝❡;;❡;✳ ❙✐♥❝❡ 7❤❡ ;♦❧✈✐♥❣ ♦❢ ❊V;✳✭✹✳✼✮ ♥❡❡❞; ♠❛♥② ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥

✐7❡>❛7✐♦♥; ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐7❡>❛7✐♦♥ >❡V✉✐>❡; ;❡✈❡>❛❧ ❧✐♠✐7 ;7❛7❡ ❡✈❛❧✉❛7✐♦♥;✱ 7❤❡ 7♦7❛❧ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❞✐;❝✐♣❧✐♥❡

❡✈❛❧✉❛7✐♦♥; ✐; ✈❡>② ❤✐❣❤ ❬❉✉ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ 7❤✐; ♥❡;7❡❞ ♣>♦❝❡;;✱ ❉✉ ❡! ❛❧✳ ❬❉✉ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀

✾✾



MPP search by FORM

e* fixed

Probability Analysis

Interval Analysis

u*

e*

max/min g(u*,e)
e

u* fixed

Initial u,e

Converge ?
Yes

No

u*,e*
e*

e∗

‖ u ‖
u

g (u, e∗) = 0

u∗

g(u∗, e)

e ∈ Υ

g(·)
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❆ 6❡❝❡♥: ♠❡:❤♦❞ ❬❨❛♥❣ ❡: ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ❜❛I❡❞ ♦♥ ❈▼❈ ❛♥❞ ❑6✐❣✐♥❣ I✉66♦❣❛:❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛I ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ ❝❛I❡ ♦❢ :❤❡ ♣6❡I❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❡❛:♦6② ❛♥❞ ❡♣✐I:❡♠✐❝ ✉♥❝❡6:❛✐♥:✐❡I ❜✉: ♥♦: 6❡I:6✐❝:❡❞ :♦ :❤❡ ❤②♣❡6✲

♣❛6❛♠❡:❡6I✳ ■: 6❡❧✐❡I ♦♥ ❛ ♥❡I:❡❞ ♣6♦❝❡❞✉6❡ ✇✐:❤ ■❆ ❛♥❞ $❆ ✇❤✐❝❤ ✜6I: ♥❡❡❞I :❤❡ ❝♦♥I:6✉❝:✐♦♥ ♦❢

❛ ❑6✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ :♦ 6❡♣❧❛❝❡ :❤❡ ❡①❛❝: ❧✐♠✐: I:❛:❡ ❢✉♥❝:✐♦♥✳ ■♥ ♦6❞❡6 :♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉6❛:❡ ❑6✐❣✐♥❣

I✉66♦❣❛:❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ :❤❡ ✈✐❝✐♥✐:② ♦❢ :❤❡ :❤6❡I❤♦❧❞✱ :❤❡ ❛✉:❤♦6I ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ 6❡✜♥❡♠❡♥: I:6❛:❡❣②

✐♥I♣✐6❡❞ ❢6♦♠ :❤❡ ❊①♣❡❝:❡❞ ■♠♣6♦✈❡♠❡♥: ❢✉♥❝:✐♦♥ ❬❏♦♥❡I ❡: ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ 6❡✜♥❡♠❡♥: ✐I ♣❡6❢♦6♠❡❞

♦♥ :❤❡ ❡♥:✐6❡ ❡♣✐I:❡♠✐❝ ✉♥❝❡6:❛✐♥ I♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡:❤♦❞ ❛❧❧♦✇I ♦♥❡ :♦ :❛❦❡ ✐♥:♦ ❛❝❝♦✉♥: ❜♦:❤ ❛❧❡❛:♦6②

❛♥❞ ❡♣✐I:❡♠✐❝ ✉♥❝❡6:❛✐♥:✐❡I✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ :❤❡ ❞❡✜♥✐:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐:② ❜♦✉♥❞I ✐I ❞✐✛❡6❡♥: ❛♥❞ ✐:

6❡I✉❧:I ✐♥ ❛ ❞✐✛❡6❡♥: I②I:❡♠ ♦❢ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠✳





P
♠✐♥

= P

(
♠✐♥

e∈Υ
(g(U, e) ≤ 0)

)

P
♠❛①

= P

(
♠❛①

e∈Υ
(g(U, e) ≤ 0)

)
✭✹✳✶✺✮

■♥ :❤✐I ❞❡✜♥✐:✐♦♥✱ ✐: ✐I ❛II✉♠❡❞ :❤❛: :❤❡ ❡♣I✐:❡♠✐❝ ✈❛6✐❛❜❧❡I ♠❛② :❛❦❡ ❞✐✛❡6❡♥: ✈❛❧✉❡I ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ :❤❡ ❛❧❡❛:♦6② ✉♥❝❡6:❛✐♥:②✳ ❚❤✐I ✐I ♥♦: :❤❡ ❝❛I❡ ✐♥ :❤❡ ♣6♦❜❧❡♠ :❤❛: ✇❡ ❛6❡ ❝♦♥I✐❞❡6✐♥❣✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ :❤✐I ❝❤❛♣:❡6✱ 6❡❧✐❛❜✐❧✐:② ❛♥❛❧②I✐I ♠❡:❤♦❞I ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ :❤❡ ❞❡I✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① I②I:❡♠I ✐♥ :❤❡

♣6❡I❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛:♦6②✴❡♣✐I:❡♠✐❝ ✉♥❝❡6:❛✐♥:✐❡I ✇✐:❤✐♥ :❤❡ ❯▼❉❖ ❝♦♥:❡①: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 6❡✈✐❡✇❡❞✳

❚♦ ❡I:✐♠❛:❡ ❢❛✐❧✉6❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐:② ✐♥ :❤✐I ❝♦♥:❡①:✱ ❡①✐I:✐♥❣ :❡❝❤♥✐^✉❡I ❜❛I❡❞ ♦♥ ❈▼❈ ❛♥❞ ❋❖❘▼ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡I❝6✐❜❡❞ ✐♥ :❤✐I ❝❤❛♣:❡6✳ ❚❤❡I❡ ♠❡:❤♦❞I ❤❛✈❡ :❤❡ ❛❞✈❛♥:❛❣❡ :♦ ❜❡ ❡❛I✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥:❛❜❧❡✳ ❈▼❈

✐I ❛❞❛♣:❛❜❧❡ :♦ ❛♥② :②♣❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉6❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐:② ❡I:✐♠❛:✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠ ❜✉: ✐♥❞✉❝❡I ❛ ❝♦♠♣✉:❛:✐♦♥❛❧ ❝♦I:

:❤❛: ✐I ♥♦: :6❛❝:❛❜❧❡ ❢♦6 6❛6❡ ❡✈❡♥:I✳ ❖♥ :❤❡ ♦:❤❡6 ❤❛♥❞✱ ❋❖❘▼ ❜❛I❡❞ ♠❡:❤♦❞I ❛6❡ ❝♦♠♣✉:❛:✐♦♥❛❧❧②

❡✣❝✐❡♥: ❜✉: ❛6❡ ❧✐♠✐:❡❞ :♦ ♣6♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ :❤❡ ❧✐♠✐: I:❛:❡ ✐♥✈♦❧✈❡I ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❛✐❧✉6❡ 6❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛6❧② ❛♣♣6♦①✐♠❛:❡❞✳

■♥ ❛❞❞✐:✐♦♥ :♦ 6❡❧✐❛❜✐❧✐:② ❛♥❛❧②I✐I✱ :♦ 6❡I♦❧✈❡ :❤❡ ❞✐✛❡6❡♥: ❯▼❉❖ ❢♦6♠✉❧❛:✐♦♥I ✐♥:6♦❞✉❝❡❞ ✐♥ I❡❝:✐♦♥

✸✳✷✱ ❛♥ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ❛❧❣♦6✐:❤♠ ✐I ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛::❡6 I❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ :♦ ♦♣:✐♠✐③❡ ❢✉♥❝:✐♦♥I ✐♥

:❤❡ ♣6❡I❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐I❡ ✭❝♦♠✐♥❣ ❢6♦♠ :❤❡ ❛♣♣6♦①✐♠❛:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ✉♥❝❡6:❛✐♥:② ♠❡❛I✉6❡ ✐♥ :❤❡ ♦❜❥❡❝:✐✈❡

❢✉♥❝:✐♦♥ ♦6 :❤❡ ❝♦♥I:6❛✐♥:I✮ ✉♥❞❡6 ❝♦♥I:6❛✐♥:I✳ ❙❡✈❡6❛❧ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ❛❧❣♦6✐:❤♠I ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣6♦♣♦I❡❞

❛♥❞ ❤❛✈❡ :♦ ❜❡ ❞❡I❝6✐❜❡❞ ✐♥ ♦6❞❡6 :♦ ❝♦♠♣6❡❤❡♥❞ ❛❧❧ :❤❡ ❛I♣❡❝:I ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛♥ ❯▼❉❖ ♣6♦❜❧❡♠✳

❚❤✐I ✐I :❤❡ ♣✉6♣♦I❡ ♦❢ ❝❤❛♣:❡6 ✺✳
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♠✐♥ Ξ [f(z,θY ,❯)] ✭✺✳✶✮

✇✳)✳'✳ z,θY

#✳'✳ K [g(z,θY ,U) ≤ 0] ≤ 0 ✭✺✳✷✮

∀i 6= j, ∀u ∈ Ω, yij(θY ij ,ui) = cij(zi,y.i(θY .i,u.i),ui) ✭✺✳✸✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✺✳✹✮
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6❤❡ ❣A❛❞✐❡♥6 ❡96✐♠❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ♦❜❥❡❝6✐✈❡ ❛♥❞ 6❤❡ ❝♦♥96A❛✐♥6 ❢✉♥❝6✐♦♥9 ✐9 ❞♦♥❡ ❢♦A ♦♥❧② ♦♥❡ A❡❛❧✐③❛6✐♦♥

♦❢ 6❤❡ ✉♥❝❡A6❛✐♥ ✈❛A✐❛❜❧❡9 u(k)✳ ❚❤❡ ✐6❡A❛6✐✈❡ ❡g✉❛6✐♦♥9 ✐♥ z ♦❢ ❆AA♦✇✲❍✉A✇✐❝③ ♠❡6❤♦❞ ❛A❡ ♠♦❞✐✜❡❞

6♦ ✐♥❝❧✉❞❡ 6❤❡ ♣A❡9❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡A6❛✐♥6②✳ ❚❤❡ 96❡♣ 9✐③❡ ǫ[k] ❜❡6✇❡❡♥ 6✇♦ ✐6❡A❛6✐♦♥9 ❤❛9 6♦ ❢♦❧❧♦✇ 6❤❡
❘♦❜❜✐♥9 ▼♦♥A♦❡ ❬❈✉❧✐♦❧✐ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✶✾✾✺❪ ❝♦♥❞✐6✐♦♥9 6♦ ❡♥9✉A❡ 6❤❡ ❝♦♥✈❡A❣❡♥❝❡ 6♦ 6❤❡ ♦♣6✐♠✉♠✿

∑

k∈N
ǫ[k] = +∞,

∑

k∈N

(
ǫ[k]

)2

< +∞ ✭✺✳✺✮
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♥❡✇ ♣❤❡C♦♠♦♥❡O ❛♥❞ C❡♠❛✐♥❡❞ ❛77C❛❝7✐✈❡ 7♦ 7❤❡ ♦7❤❡C ❛♥7O✳ ❚❤❡ ♠♦O7 ❛77C❛❝7✐✈❡ 7C❛✐❧O ❛C❡ 7❤❡ ♦♥❡O

✇✐7❤ 7❤❡ O❤♦C7❡O7 ❞✐O7❛♥❝❡ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ ❢♦♦❞ ❛♥❞ 7❤❡ ♥❡O7✳ ❆O ❛ ✜♥❛❧ C❡O✉❧7✱ ❛ ✈❡C② O❤♦C7 ♣❛7❤ ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐O❝♦✈❡C❡❞ ❜② 7❤❡ ❛♥7 ❝♦❧♦♥②✳ ❚❤✐O ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣② ✐♥O♣✐C❡❞ ❆❈❖ ❛❧❣♦C✐7❤♠O✳ ❚❤❡② ❛C❡ ❜❛O❡❞

♦♥ ✐♥❞✐C❡❝7 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛7✐♦♥ ❜❡7✇❡❡♥ ❛ ❝♦❧♦♥② ♦❢ ❛C7✐✜❝✐❛❧ ❛♥7O 7❤C♦✉❣❤ ❛C7✐✜❝✐❛❧ ♣❤❡C♦♠♦♥❡ 7C❛✐❧O✳

❚❤❡O❡ ❧❛77❡C ❛C❡ ✉O❡❞ 7♦ ❞✐O7C✐❜✉7❡ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦C♠❛7✐♦♥ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ ❝♦❧♦♥② 7♦ O7♦❝❤❛O7✐❝❛❧❧②

✜♥❞ ❛♥ ♦♣7✐♠❛❧ O♦❧✉7✐♦♥✳

❊❛❝❤ ❛♥7 ♦❢ 7❤❡ ❝♦❧♦♥② ❡✈♦❧✈❡O ❛❧♦♥❣ ❛ ♣❛7❤ 7♦ ✜♥❞ 7❤❡ ♦♣7✐♠❛❧ O♦❧✉7✐♦♥✳ ❆❧7❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ❛♥7 ✐O

❛ O✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥7✱ ❛ ❝♦❧♦♥② ✐O ❛❜❧❡ 7♦ ♣❡C❢♦C♠ ❝♦♠♣❧❡① 7❛O❦O✳ ❈♦♥O✐❞❡C✐♥❣ 7❤❡ j ❤ ❛♥7 aj ♦❢ 7❤❡
❝♦❧♦♥②✱ ✐7 ♠♦✈❡O 7❤C♦✉❣❤ ✐♥7❡C♠❡❞✐❛7❡ O♦❧✉7✐♦♥O✳ ❆7 ❡❛❝❤ ❛❧❣♦C✐7❤♠ ✐7❡C❛7✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❛♥7 ♠♦✈❡O ❢C♦♠

❛♥ ✐♥7❡C♠❡❞✐❛7❡ O♦❧✉7✐♦♥ z[k] 7♦ z[k+1]
✳ ❆7 ✐7❡C❛7✐♦♥ [k]✱ 7❤❡ ❛♥7 aj ❞❡✜♥❡O ❛ O❡7 ♦❢ ❢❡❛O✐❜❧❡ ♥❡✇

♣♦O✐7✐♦♥O Z [j]
❢C♦♠ z

[k]
aj ❛♥❞ ❣♦❡O 7♦ ♦♥❡ ♦❢ 7❤❡O❡ ❛❝❝♦C❞✐♥❣ 7♦ ❛ ❝❡C7❛✐♥ ♣C♦❜❛❜✐❧✐7②✳ ❚❤❡ ♣C♦❜❛❜✐❧✐7②

P
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢C♦♠ z
[k]
aj 7♦ z

[k+1]
aj ❢♦C 7❤❡ ❛♥7 aj ❞❡♣❡♥❞O ♦♥ 7❤❡ ❛77C❛❝7✐✈❡♥❡OO ♦❢ 7❤❡

❞✐O♣❧❛❝❡♠❡♥7 ♥♦7❡❞ τ
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

❛♥❞ 7❤❡ ♣❤❡C♦♠♦♥❡ ❞❡♣♦O✐7 π
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

C❡✢❡❝7✐♥❣ 7❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢

7❤✐O ♠♦✈❡ ✐♥ 7❤❡ ♣❛O7 ✇❤✐❝❤ ❝♦CC❡O♣♦♥❞O 7♦ 7❤❡ ❛♠♦✉♥7 ♦❢ ♣❤❡C♦♠♦♥❡ ❞❡♣♦O✐7❡❞ ❢♦C 7❤✐O 7C❛♥O✐7✐♦♥✳

❚❤❡ ♣C♦❜❛❜✐❧✐7② ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛7❡❞ ❜②✿

P
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

=

(
τ
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

)α (
π
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

)β

∑
z
[k+1]

aj ∈Zj

(
τ
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

)α (
π
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

)β
✭✺✳✻✮

✇❤❡C❡ α ≥ 0 ❛♥❞ β ≥ 1 ❛C❡ ✉O❡C✲❞❡✜♥❡❞ ✇❡✐❣❤7 ♣❛C❛♠❡7❡CO ❛♥❞ τ
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

✐O ❛ ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡

❞✐O7❛♥❝❡ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ 7✇♦ ♣♦O✐7✐♦♥O✳

❖♥❝❡ ❛❧❧ 7❤❡ ❛♥7O ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ 7♦ ❛ ♥❡✇ ✐♥7❡C♠❡❞✐❛7❡ O♦❧✉7✐♦♥✱ 7❤❡ 7C❛✐❧O ❛C❡ ✉♣❞❛7❡❞ ❜②✿

πz[k]→z[k+1] ← (1− η)πz[k]→z[k+1] +

N
❛♥"∑

j=1

∆π
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

✭✺✳✼✮

✇✐7❤ η 7❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥7 ♦❢ ♣❤❡C♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦C❛7✐♦♥ ❛♥❞ N
❛♥ 

7❤❡ ♥✉♠❜❡C ♦❢ ❛♥7O ✐♥ 7❤❡ ❝♦❧♦♥②✳ ▼♦C❡

❝♦♠♣❧❡① ❡①♣C❡OO✐♦♥O ♦❢ ♣❤❡C♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦C❛7✐♦♥ ♦C ♠♦❞✐✜❝❛7✐♦♥ ✭♥❛♠❡❞ ❞❛❡♠♦♥ ❛❝7✐♦♥O✮ ❛C❡ ♣♦O✲

O✐❜❧❡ ❬❉♦C✐❣♦ ❛♥❞ ❇✐C❛77❛C✐✱ ✷✵✶✵❪✳ ∆π
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

C❡♣C❡O❡♥7O 7❤❡ O✉♠ ♦❢ 7❤❡ ❝♦♥7C✐❜✉7✐♦♥O ♦❢ ❛❧❧ ❛♥7O

7❤❛7 ✉O❡❞ 7❤❡ ❞✐O♣❧❛❝❡♠❡♥7 zaj
[k]→ z

[k+1]
aj 7♦ ❝♦♥O7C✉❝7 7❤❡✐C ✐♥7❡C♠❡❞✐❛7❡ O♦❧✉7✐♦♥✿

∆π
z
[k]

aj→z
[k+1]

aj

=

{
Q
Lj

✐❢ 7❤❡ ❛♥7 aj ❤❛O ✉O❡❞ 7❤✐O ❞✐O♣❧❛❝❡♠❡♥7 ❛7 ✐7❡C❛7✐♦♥ [k]

0 ♦7❤❡C✇✐O❡

✭✺✳✽✮

✶✵✼
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✜①❡❞ ♦# ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛% ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✐&❡#❛&✐♦♥%✳ ❲❤❡♥ ❛ %♦❧✉&✐♦♥ ✈✐♦❧❛&❡% &❤❡

❝♦♥%&#❛✐♥&%✱ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐% ❞❡&❡#✐♦#❛&❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝&♦# ♣#♦♣♦#&✐♦♥❛❧ &♦ &❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛&✐♦♥

❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥%&#❛✐♥&%✳ ❉❡%♣✐&❡ ✐&% %✐♠♣❧✐❝✐&②✱ &❤❡ ♠❛✐♥ ❞#❛✇❜❛❝❦ ♦❢ &❤✐%

❛♣♣#♦❛❝❤ ❧✐❡% ✐♥ &❤❡ ❞❡&❡#♠✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ %✉✐&❛❜❧❡ ♣❡♥❛❧✐③❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ &❤❡

♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥%&#❛✐♥&% ❛♥❞ ✐% &❤✉% ♣#♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥&✳

❆ ♥❡✇ ♣❡♥❛❧✐③❛&✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❖#❛❝❧❡ R❡♥❛❧✐③❛&✐♦♥ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❬❙❝❤❧X&❡# ❛♥❞ ●❡#❞&%✱ ✷✵✶✵❪ ❤❛% ❜❡❡♥

♣#♦♣♦%❡❞ &♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐&❤ ❆❈❖ ❛♥❞ %&♦❝❤❛%&✐❝ ♠❡&❛❤❡✉#✐%&✐❝% ❛❧❣♦#✐&❤♠% %✉❝❤ ❛% R❛#&✐❝❧❡

❙✇❛#♠ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❬❊❜❡#❤❛#& ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱ ✶✾✾✺❪ ♦# ●❡♥❡&✐❝ ❆❧❣♦#✐&❤♠% ❬❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✼✺❪✳

❚❤❡ ♠❡&❤♦❞ ✐% ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤ &❤❛& ♦♥❧② #❡^✉✐#❡% ♦♥❡ ♣❛#❛♠❡&❡# &♦ ❜❡ &✉♥❡❞✳ ❖#❛❝❧❡

♣❡♥❛❧✐③❛&✐♦♥ &#❛♥%❢♦#♠% &❤❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞

❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥%&#❛✐♥&✱ |Ξ[f(·)]−Θ| = 0✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦#❛❝❧❡
♣❛#❛♠❡&❡# Θ✳ ❚❤❡ ♦#❛❝❧❡ ♣❛#❛♠❡&❡# ✐% %✉♣♣♦%❡❞ &♦ ❜❡ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳
❉②♥❛♠✐❝ ✇❡✐❣❤& ❢❛❝&♦#% ❜❛❧❛♥❝❡ &❤❡ ♣❡♥❛❧&② ❢✉♥❝&✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ #❡%♣❡❝& &♦ &❤❡ #❡❧❛&✐♦♥%❤✐♣

❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥%&#❛✐♥& ❛♥❞ ♦#✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡%✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ ✐♥ &❤❡ ♣#♦♣♦%❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤ ✐& ✐% ♥♦&

♥❡❝❡%%❛#② &♦ ❦♥♦✇ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❖♥❧② &✇♦ ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ❤❛✈❡ &♦

❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② &❤❡ ♦#❛❝❧❡ ♣❛#❛♠❡&❡#✱ ✐& ❛% &♦ ❜❡ %✉♣❡#✐♦# ♦# ❡^✉❛❧ &♦ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝&✐✈❡

❢✉♥❝&✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛& ❧❡❛%& ♦♥❡ ❢❡❛%✐❜❧❡ %♦❧✉&✐♦♥ ❡①✐%&✳

✲ ▼✉❧&✐✲♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❬❈♦❡❧❧♦✱ ✷✵✵✵❪✿ &❤✐% ♠❡&❤♦❞ &#❛♥%❢♦#♠% &❤❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ✐♥&♦ ❛

♠✉❧&✐✲♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥%✐❞❡#✐♥❣ &❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✈✐♦❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡

❝♦♥%&#❛✐♥&% ❛% ❛♥ ♦❜❥❡❝&✐✈❡✳ ❉❡❞✐❝❛&❡❞ ♠✉❧&✐✲♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛❧❣♦#✐&❤♠% ♠❛② ❜❡ ✉%❡❞✱

❤♦✇❡✈❡#✱ ✐& ♦❢&❡♥ #❡%✉❧&% ✐♥ ❛♥ ✐♥❝#❡❛%❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦%& ❬▼❡③✉#❛✲▼♦♥&❡% ❛♥❞ ❈♦❡❧❧♦✱

✷✵✶✶❪✳

✲ ❙✉##♦❣❛&❡ ♠♦❞❡❧ ❬❑#❛♠❡# ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✿ &❤✐% ❛♣♣#♦❛❝❤ ❜✉✐❧❞% ❛ %✉##♦❣❛&❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛%❡❞ ♦♥ &❤❡

✉♥❢❡❛%✐❜❧❡ %♦❧✉&✐♦♥% ✐♥ ♦#❞❡# &♦ ❛♣♣#♦①✐♠❛&❡ &❤❡ ♥♦♥ ❢❡❛%✐❜❧❡ ③♦♥❡%✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ &❤✐% ❛♣♣#♦❛❝❤

✶✵✽
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6❡8✉✐6❡; ❡♥♦✉❣❤ ✉♥❢❡❛;✐❜❧❡ ;♦❧✉D✐♦♥; D♦ ❝♦♥;D6✉❝D ❛❝❝✉6❛D❡ ;✉66♦❣❛D❡ ♠♦❞❡❧;✳ ▼♦6❡♦✈❡6✱ ✐D

♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧D D♦ ❜✉✐❧❞ D❤❡ ;✉66♦❣❛D❡; ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥;✐♦♥ ♦6 ✐❢ D❤❡ ❝♦♥;D6❛✐♥D; ❛6❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥

❧✐♥❡❛6✳

❆ 6❡✈✐❡✇ ♦❢ D❤❡ ♠❡D❤♦❞ D♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦✐;② ♦♣D✐♠✐③❛D✐♦♥ ✇✐D❤ ❆❈❖ ✐; ♣6♦♣♦;❡❞ ✐♥ ❬❇✐❛♥❝❤✐ ❡D ❛❧✳✱

✷✵✵✾❪✳ ❘❡✲;❛♠♣❧✐♥❣ ❜❛;❡❞ ♠❡D❤♦❞; ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣6♦♣♦;❡❞ ❢♦6 ❆❈❖ ❬●✉D❥❛❤6✱ ✷✵✵✸✱ ✷✵✵✹❀ ❇✐6❛DD❛6✐

❡D ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✐♥ ♦6❞❡6 D♦ ♥✉♠❡6✐❝❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡ D❤❡ ♣6❡;❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐;❡✳ ▼♦6❡♦✈❡6✱ ❞✉❡ D♦

D❤❡ ♣♦♣✉❧❛D✐♦♥✲❜❛;❡❞ ;D6❛D❡❣② ❛♥❞ D❤❡ ❛❣❣6❡❣❛D✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦6♠❛D✐♦♥ ❢6♦♠ ❞✐✛❡6❡♥D ❝❛♥❞✐❞❛D❡;✱ D❤❡

❆❈❖ ❛❧❣♦6✐D❤♠; ❛6❡ 6♦❜✉;D D♦ D❤❡ ♣6❡;❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡6D❛✐♥D②✳

❆♠♦♥❣ D❤❡ ❞❡6✐✈❛D✐✈❡✲❢6❡❡ ❛❧❣♦6✐D❤♠;✱ D❤❡ ❈♦✈❛6✐❛♥❝❡ ▼❛D6✐① ❆❞❛♣D❛D✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉D✐♦♥ ❙D6❛D❡❣②

✭❈▼❆✲❊❙✮ ❬❍❛♥%❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✐% ♣❛1'✐❝✉❧❛1❧② ❝♦♠♣❡'✐'✐✈❡ ❢♦1 1❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❢✉♥❝'✐♦♥% ❛%

❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ ✐♥ %❡✈❡1❛❧ ❡①'❡♥%✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛1❦% ❬❍❛♥%❡♥✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛♥%❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ ❛

'1❡❛'♠❡♥' ♦❢ ✉♥❝❡1'❛✐♥'② ❤❛% ❜❡❡♥ ♣1♦♣♦%❡❞ ❢♦1 ❈▼❆✲❊❙ ❛♥❞ ❤❛% ❜❡❡♥ %✉❝❝❡%%❢✉❧❧② '❡%'❡❞ ✐♥ ❛

❜❡♥❝❤♠❛1❦ ♦❢ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ✉♥❞❡1 ✉♥❝❡1'❛✐♥'② ♣1♦❜❧❡♠% ❬❍❛♥%❡♥✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈▼❆✲❊❙ ✐% ❞❡'❛✐❧❡❞ ✐♥ '❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡❝'✐♦♥✳

✺✳✺ ❈♦✈❛&✐❛♥❝❡ ▼❛,&✐① ❆❞❛♣,❛,✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉,✐♦♥ ❙,&❛,❡❣②

✺✳✺✳✶ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛❧❣♦)✐+❤♠

❚❤❡ ❈♦✈❛1✐❛♥❝❡ ▼❛'1✐① ❆❞❛♣'❛'✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉'✐♦♥ ❙'1❛'❡❣② ✭❈▼❆✲❊❙✮ ✐♥'1♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❛♥%❡♥ ❡!✳ ❛❧✳

❬❍❛♥%❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❜❡❧♦♥❣% '♦ '❤❡ ❊✈♦❧✉'✐♦♥❛1② ❙'1❛'❡❣② ❛❧❣♦1✐'❤♠ ❢❛♠✐❧②✳ ❆ ❜1✐❡❢ ♦✈❡1✈✐❡✇

♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✐% ♣1♦✈✐❞❡❞ ✐♥ '❤✐% %❡❝'✐♦♥✱ ❢♦1 ♠♦1❡ ✐♥❢♦1♠❛'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ❛❧❣♦1✐'❤♠ %❡❡ ❬❍❛♥%❡♥

❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✐% ✉%❡❞ '♦ %♦❧✈❡ ✉♥❝♦♥%'1❛✐♥❡❞ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣1♦❜❧❡♠%✳ ■' 1❡❧✐❡% ♦♥ ❛

❞✐%'1✐❜✉'✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛'❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✭♣❛1❛♠❡'1✐③❡❞ ♠✉❧'✐✈❛1✐❛'❡ ♥♦1♠❛❧ ❞✐%'1✐❜✉'✐♦♥✮ ✐♥

♦1❞❡1 '♦ ❡①♣❧♦1❡ '❤❡ ❞❡%✐❣♥ %♣❛❝❡✳ ■' ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛ %❡❧❡❝'✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ♣1♦❝❡%% ♦❢ '❤❡

❝❛♥❞✐❞❛'❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥✳ ■♥ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ ❛' ❡❛❝❤ ❣❡♥❡1❛'✐♦♥✱ λ ♦✛%♣1✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛'❡% ❛1❡ ❣❡♥❡1❛'❡❞

❢1♦♠ µ ♣❛1❡♥'%✳ ❆' '❤❡ ♥❡①' ❣❡♥❡1❛'✐♦♥✱ '♦ %❡❧❡❝' '❤❡ ♥❡✇ ♣❛1❡♥'% ❢1♦♠ '❤❡ ♦✛%♣1✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛'❡%✱

❛ ✭λ, µ✮✲%❡❧❡❝'✐♦♥ ✐% ✉%❡❞✱ '❤❡ µ ❜❡%' ♦✛%♣1✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛'❡% ❛1❡ ❝❤♦%❡♥ ✇✐'❤ 1❡%♣❡❝' '♦ '❤❡✐1 1❛♥❦✐♥❣

❛❝❝♦1❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧'✐✈❛1✐❛'❡ ♥♦1♠❛❧ ❞✐%'1✐❜✉'✐♦♥ ❤❛% ❛♥ ✐♥✜♥✐'❡ %✉♣♣♦1'✱

❜✉' ❛♥ ✐%♦✲♣1♦❜❛❜✐❧✐'② ❝♦♥'♦✉1 ✭❢♦1 ✐♥%'❛♥❝❡ ❛' ±3 %'❛♥❞❛1❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❡❛♥✮ ✐% ❝❤❛1❛❝'❡1✐③❡❞

❜② ❛♥ ❡❧❧✐♣%♦✐❞ ❞❡❧✐♠✐'✐♥❣ ❛ ♣1♦❜❛❜❧❡ %❡❛1❝❤ ❤②♣❡1✈♦❧✉♠❡ ✭❋✐❣✳ ✶✽✳✽✮✳ ❚❤1♦✉❣❤♦✉' '❤❡ ❣❡♥❡1❛'✐♦♥%✱

'❤❡ %❡❛1❝❤ ❤②♣❡1✈♦❧✉♠❡ ✐% ✉♣❞❛'❡❞ ✐♥ ♦1❞❡1 '♦ ❝♦♥✈❡1❣❡ ❛♥❞ '♦ %❤1✐♥❦ ❛1♦✉♥❞ '❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣'✐♠✉♠✳

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❣❡♥❡1❛'❡% '❤❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❜② %❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ♠✉❧'✐✈❛1✐❛'❡ ♥♦1♠❛❧ ❞✐%'1✐❜✉'✐♦♥✿

z
[k+1]
t ∼m[k] + σ[k]N

(
0,C[k]

)
, ❢♦1 t = 1, ..., λ ✭✺✳✾✮

✇✐'❤ z
[k+1]
t ∈ R

n
❛♥ ♦✛%♣1✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛'❡ ❣❡♥❡1❛'❡❞ ❢1♦♠ ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❝'♦1 m[k]

✱ ❛ %'❡♣ %✐③❡ σ[k]
❛♥❞ ❛

♠✉❧'✐✈❛1✐❛'❡ ♥♦1♠❛❧ ❞✐%'1✐❜✉'✐♦♥ N (0,C[k]) ✇✐'❤ ③❡1♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛1✐❛♥❝❡ ♠❛'1✐① C[k] ∈ R
n×Rn

✳

λ ✐% '❤❡ %✐③❡ ♦❢ '❤❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❣❡♥❡1❛'❡❞ ❛' ❡❛❝❤ ✐'❡1❛'✐♦♥ [k]✳ ❚❤❡ ♥♦1♠❛❧ ❞✐%'1✐❜✉'✐♦♥ ✐% ❝❤❛1❛❝'❡1✲

✐③❡❞ ❜② ❛ ♣♦%✐'✐✈❡ ❞❡✜♥✐'❡ ❝♦✈❛1✐❛♥❝❡ ♠❛'1✐① C[k]
✐♥ ♦1❞❡1 '♦ ❛❧❧♦✇ ❤♦♠♦'❤❡'✐❝ '1❛♥%❢♦1♠❛'✐♦♥% ❛♥❞

1♦'❛'✐♦♥% ♦❢ '❤❡ ♣1♦❜❛❜❧❡ %❡❛1❝❤ ❤②♣❡1✈♦❧✉♠❡ ✭❋✐❣✳ ✶✽✳✽✮✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦✈❛1✐❛♥❝❡ ♠❛'1✐①

✐♥❝♦1♣♦1❛'❡% ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣❛%' ❣❡♥❡1❛'✐♦♥% ❛♥❞ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ µ ❜❡%' ❝❛♥❞✐❞❛'❡% ❢1♦♠

'❤❡ ♣1❡✈✐♦✉% ❣❡♥❡1❛'✐♦♥ ❬❍❛♥%❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝'♦1 ❝❤❛1❛❝'❡1✐③❡% '❤❡ ❝❡♥'❡1 ♦❢ '❤❡

♥❡①' ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❛♥❞ ✐% ❞❡'❡1♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♣1♦❝❡%% '❤1♦✉❣❤ '❤❡ ✇❡✐❣❤'✐♥❣ ♦❢ '❤❡ µ ❜❡%'

✶✵✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❝❛♥❞✐❞❛%❡'✿ m[k+1] =
∑µ

i=1 wiz
[k+1]
{i} ✇✐%❤

∑µ
i=1 wi = 1✱ w1 > w2 > · · · > wµ > 0 %❤❡ ✇❡✐❣❤%✐♥❣

❝♦❡✣❝✐❡♥%' ❛♥❞ (z{1}, ..., z{µ}) %❤❡ ❜❡'% ❝❛♥❞✐❞❛%❡' ❛♠♦♥❣ %❤❡ ♦✛'♣3✐♥❣ 3❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ %♦ %❤❡

♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥%' ❛3❡ ❞❡%❡3♠✐♥❡❞ ❜❛'❡❞ ♦♥ %❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ µ ❜❡'%

❝❛♥❞✐❞❛%❡' ❛❝❝♦3❞✐♥❣ %♦ ❬❍❛♥'❡♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❆ '✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡3'✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✐' ❞❡'❝3✐❜❡❞

✐♥ ❆❧❣♦3✐%❤♠ ✷✳ ❆ ❞❡%❛✐❧❡❞ ❞❡'❝3✐♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '❡❧❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛%❡ ♠❡❝❤❛♥✐'♠' ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❬❍❛♥'❡♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳

z
1

z
2

1 0.5 0 0.5 1

1

0.5

0

0.5

1

e2

e1

m

z
1

z
2

1 0.5 0 0.5 1

1

0.5

0

0.5

1

e2

e1
m

z
1

z
2

1 0.5 0 0.5 1

1

0.5

0

0.5

1

e2

e1m

N(0,I) N(0,D) N(0,C)

❋✐❣✉3❡ ✺✳✷✿ ❚❤3❡❡ ❡❧❧✐♣'♦✐❞'✱ ❞❡♣✐❝%✐♥❣ %❤3❡❡ ❞✐✛❡3❡♥% ♥♦3♠❛❧ ❞✐'%3✐❜✉%✐♦♥'✱ ✇❤❡3❡ I ✐' %❤❡ ✐❞❡♥%✐%②

♠❛%3✐①✱ D ✐' ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛%3✐①✱ ❛♥❞ C ✐' ❛ ♣♦'✐%✐✈❡ ❞❡✜♥✐%❡ ❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛%3✐①✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❬❍❛♥'❡♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪

✶✮ ■♥✐%✐❛❧✐③❡ %❤❡ ❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛%3✐① C[0] = I✱ %❤❡ '%❡♣ '✐③❡ σ[0]
❛♥❞ %❤❡ '❡❧❡❝%✐♦♥ ♣❛3❛♠❡%❡3'

❬❍❛♥'❡♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪

✷✮ ■♥✐%✐❛❧✐③❡ %❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝%♦3 m[0]
%♦ ❛ 3❛♥❞♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛%❡✱ k ← 0

✇❤✐❧❡ ❈▼❆✲❊❙ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ❝3✐%❡3✐♦♥ ✐' ♥♦% 3❡❛❝❤❡❞ ❞♦

✸✲✶✮ ●❡♥❡3❛%❡ λ ♥❡✇ ♦✛'♣3✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛%❡' ❛❝❝♦3❞✐♥❣ %♦✿ z
[k+1]
t ∼ m[k] + σ[k]N (0,C[k]), t ∈

{1, ..., λ}
✸✲✷✮ ❊✈❛❧✉❛%❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡' ❛♥❞ 3❛♥❦ %❤❡♠ ❜❛'❡❞ ♦♥ %❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥

✸✲✸✮ ❉❡%❡3♠✐♥❡ %❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝%♦3 ❣✐✈❡♥ %❤❡ ✇❡✐❣❤%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥%' ♦❢ %❤❡ µ ❜❡'% ❝❛♥❞✐❞❛%❡'✿

m[k+1] =
∑µ

i=1 wiz
[k+1]
{i}

✸✲✹✮ ❯♣❞❛%❡ ❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛%3✐① C[k+1]
❛♥❞ %❤❡ '%❡♣ '✐③❡ σ[k+1]

❛❝❝♦3❞✐♥❣ %♦ ❬❍❛♥'❡♥ ❡% ❛❧✳✱

✷✵✵✸❪✱ k ← k + 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✹✮ $❡&✉$♥ ❜❡'% ❝❛♥❞✐❞❛%❡ zbest

❈▼❆✲❊❙ ❤❛' ❛❧3❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉'❡❞ %♦ ❞❡'✐❣♥ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡'❬❇3❡✐%❦♦♣❢ ❛♥❞ ❈♦❡❧❤♦✱ ✷✵✶✸❪ ✇✐%❤ ❛♥

▼❉❋ ❢♦3♠✉❧❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ❝3✐%❡3✐❛ ♠❛② ❜❡ ❡✐%❤❡3 ❜❛'❡❞ ♦♥ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡3 ♦❢

✐%❡3❛%✐♦♥' ✭❢✉♥❝%✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥'✮✱ %❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ %❤❡ '%❛♥❞❛3❞ ❞❡✈✐❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝✉33❡♥%

♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ '♠❛❧❧❡3 %❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ %♦❧❡3❛♥❝❡✱ ♦3 %❤❡ ❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛%3✐① C ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡' ♥✉♠❡3✐❝❛❧❧②

♥♦% ♣♦'✐%✐✈❡ ❞❡✜♥✐%❡✳ ❆❈❖ ❛♥❞ ❈▼❆✲❊❙ ❛❧❣♦3✐%❤♠' ❛3❡ ❛❜❧❡ %♦ ❤❛♥❞❧❡ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ✇✐%❤ ✉♣

%♦ ✸✵ ❞❡'✐❣♥ ✈❛3✐❛❜❧❡'✱ ❜❛'❡❞ ♦♥ %❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛3❦ ✉'❡❞ %♦ '❡❧❡❝% %❤❡ ❛❧❣♦3✐%❤♠' ✐♥ %❤✐'

%❤❡'✐'✱ ❜✉% %❤❡ '♦❧✈✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥❞❡❡❞✱ %❤❡ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ 3❛%❡

✶✶✵
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✐7 7♠❛❧❧ ❢♦= ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥7✐♦♥❛❧ ♣=♦❜❧❡♠7 ❛♥❞ E❤❡② =❡G✉✐=❡ ✐♥ E❤❡ ♦=❞❡= ♦❢ E❡♥ E❤♦✉7❛♥❞ E♦ ❤✉♥❞=❡❞

E❤♦✉7❛♥❞ ❝❛❧❧7 E♦ E❤❡ ❢✉♥❝E✐♦♥7 E♦ ❝♦♥✈❡=❣❡✳

✺✳✺✳✷ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛❧❣♦)✐+❤♠ ❢♦) ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ✉♥❞❡) ✉♥❝❡)+❛✐♥+②

❙❡✈❡=❛❧ ❢❡❛E✉=❡7 ❡♥7✉=❡ E❤❡ ❈▼❆✲❊❙ =♦❜✉7E♥❡77 ✇✐E❤ =❡7♣❡❝E E♦ E❤❡ ♣=❡7❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡=E❛✐♥E② ✐♥ E❤❡

♦❜❥❡❝E✐✈❡ ❢✉♥❝E✐♦♥✿ E❤❡ ♣♦♣✉❧❛E✐♦♥✲❜❛7❡❞ ❛♣♣=♦❛❝❤✱ E❤❡ ✇❡✐❣❤E❡❞ ❛✈❡=❛❣✐♥❣ ✐♥ E❤❡ =❡❝♦♠❜✐♥❛E✐♦♥

♣=♦❝❡77 ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦=♠❛E✐♦♥ ❢♦= ♦♥❡ ♥♦✐7② 7♦✉=❝❡✱ E❤❡ =❛♥❦ ❜❛7❡❞ ❛♥❞ E❤❡ ♥♦♥✲❡❧✐E✐7E 7❡❧❡❝E✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐7 ♥♦E ❜❛7❡❞ ♦♥ E❤❡ ❜❡7E ♦✛7♣=✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛E❡ E❤❛E ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦✉E❧✐❡=✳ ❍♦✇❡✈❡=✱ ✐❢ E❤❡

♥♦✐7❡ ✐7 E♦♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛=❡❞ E♦ E❤❡ ♦❜❥❡❝E✐✈❡ ❢✉♥❝E✐♦♥ ✭7✐❣♥❛❧ E♦ ♥♦✐7❡ =❛E✐♦ E♦♦ ❧♦✇✮ ✐E ♣❡=E✉=❜7

E❤❡ ❛❧❣♦=✐E❤♠ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡✳ ❆♥ ❛♣♣=♦♣=✐❛E❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝❡=E❛✐♥E② ❤❛7 ❜❡❡♥ ♣=♦♣♦7❡❞ ❜② ❍❛♥7❡♥

❡!✳ ❛❧✳ ❬❍❛♥7❡♥ ❡E ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ E♦ ♦✈❡=❝♦♠❡ E❤✐7 ✐77✉❡✳ ▼♦❞✐✜❡❞ 7❡❧❡❝E✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛E❡ ♠❡❝❤❛♥✐7♠7

❛=❡ ♣❡=❢♦=♠❡❞ ✇❤❡♥ E❤❡ ♥♦✐7❡ ✐7 ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ E❤=❡7❤♦❧❞✳ ■E ✐7 ❜❛7❡❞ ♦♥ ❛ =❡✲7❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣=♦❛❝❤

❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡7 =❡✲❡✈❛❧✉❛E✐♦♥ ♦❢ E❤❡ ♦❜❥❡❝E✐✈❡ ❢✉♥❝E✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉7❡ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✐7 ♦♥❧② ❜❛7❡❞ ♦♥ E❤❡
=❛♥❦ ♦❢ E❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛E❡7✱ E❤❡ ❡✛❡❝E✐✈❡ ♥♦✐7❡ ✐7 ❡✈❛❧✉❛E❡❞ ❜② ♠♦♥✐E♦=✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡7 ♦= 7E❛❜✐❧✐E② ♦❢ E❤❡

♦✛7♣=✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛E❡ =❛♥❦✐♥❣✳ ■❢ E❤❡ ♦✛7♣=✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛E❡ =❛♥❦✐♥❣ ✐7 ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❢E❡= E❤❡ =❡✲❡✈❛❧✉❛E✐♦♥

♦❢ E❤❡ ♦❜❥❡❝E✐✈❡ ❢✉♥❝E✐♦♥✱ E❤❡ =❛♥❦✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ E❤❡ ♦✛7♣=✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛E❡7 ✐7 ❛❣❣=❡❣❛E❡❞ ✐♥E♦ ❛

♠❡E=✐❝ G✉❛♥E✐❢②✐♥❣ E❤❡ ✉♥❝❡=E❛✐♥E② ❧❡✈❡❧ ❬❍❛♥7❡♥ ❡E ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ■❢ E❤❡ ♥♦✐7❡ ✐7 ❤✐❣❤❡= E❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥

✉♥❝❡=E❛✐♥E② ❧❡✈❡❧ E❤=❡7❤♦❧❞✱ E❤❡ 7E❡♣ 7✐③❡ σ ✐7 ✐♥❝=❡❛7❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝=❡❛7❡ ♦❢ σ ❡♥7✉=❡7 E❤❛E ❞❡7♣✐E❡ E❤❡
♥♦✐7❡✱ 7✉✣❝✐❡♥E 7❡❧❡❝E✐♦♥ ✐♥❢♦=♠❛E✐♦♥ ✐7 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❍❛♥7❡♥ ❡E ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❆ ❜❡♥❝❤♠❛=❦ ♦❢ ❛❧❣♦=✐E❤♠7 ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐E❤ ♦♣E✐♠✐③❛E✐♦♥ ✉♥❞❡= ✉♥❝❡=E❛✐♥E② ❤❛7 ❜❡❡♥ ♣❡=❢♦=♠❡❞ ❛♥❞

E❤❡ E=❡❛E♠❡♥E ♦❢ ✉♥❝❡=E❛✐♥E② ✇✐E❤ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛❧❧♦✇7 E♦ ♦❜E❛✐♥ ❛❝❝✉=❛E❡ =❡7✉❧E7 ❬❍❛♥7❡♥✱ ✷✵✵✾❀
❆✉❣❡= ❛♥❞ ❍❛♥7❡♥✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈▼❆✲❊❙ ✐7 ❛♥ ✉♥❝♦♥7E=❛✐♥❡❞ ♦♣E✐♠✐③❛E✐♦♥ ❛❧❣♦=✐E❤♠✳ ❚❤❡ E❡7E ♣=♦❜❧❡♠7

✉7❡❞ ✐♥ E❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛=❦ ❬❍❛♥7❡♥✱ ✷✵✵✾❪ E♦ ❡✈❛❧✉❛E❡ E❤❡ ♣❡=❢♦=♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙ ❛=❡ ✉♥❝♦♥7E=❛✐♥❡❞

♦♣E✐♠✐③❛E✐♦♥ ♣=♦❜❧❡♠7 ❛♥❞ ♦♥❧② ❢❡✇ 7E✉❞✐❡7 ❢♦❝✉7 ♦♥ E❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛E✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙ E♦ ❝♦♥7E=❛✐♥❡❞

♣=♦❜❧❡♠7 ❬❈♦❧❧❛♥❣❡ ❡E ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❀ ❇❡②❡= ❛♥❞ ❋✐♥❝❦✱ ✷✵✶✷❀ ❉❡ ▼❡❧♦ ❛♥❞ ■❛❝❝❛✱ ✷✵✶✹❪✳ ❆♥ ❛❞❛♣E✐✈❡

♣❡♥❛❧E② ❢✉♥❝E✐♦♥ ❤❛7 ❜❡❡♥ ♣=♦♣♦7❡❞ E♦ ✉♣❞❛E❡ E❤❡ ♣❡♥❛❧E② ❝♦❡✣❝✐❡♥E ❛7 ❛ ❢✉♥❝E✐♦♥ ♦❢ E❤❡ 7✉♠ ♦❢

E❤❡ ✈✐♦❧❛E❡❞ ❝♦♥7E=❛✐♥E ✈❛❧✉❡7 ❬❉❡ ▼❡❧♦ ❛♥❞ ■❛❝❝❛✱ ✷✵✶✹❪✳ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛❧❣♦=✐E❤♠ ❤❛7 ❜❡❡♥ ✉7❡❞

❬❈♦❧❧❛♥❣❡ ❡E ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✱❜❪ E♦ 7♦❧✈❡ ❛ ❞❡E❡=♠✐♥✐7E✐❝ ▼❉❖ ♣=♦❜❧❡♠ ❝♦♥7✐7E✐♥❣ ✐♥ E❤❡ ❞❡7✐❣♥ ♦❢ ❛ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡✳ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❤❛7 ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐E❤ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛E✐♦♥ ♠❡E❤♦❞ ✐♥ E❤✐7 7E✉❞②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦=✐E❤♠
♣=❡7❡♥E❡❞ ❡✣❝✐❡♥E =❡7✉❧E7 ❤♦✇❡✈❡= ❛ ❢❡❛7✐❜❧❡ 7♦❧✉E✐♦♥ ✇❛7 ♥♦E ❛❧✇❛②7 ❢♦✉♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ E❤❡

✐♥✐E✐❛❧✐③❛E✐♦♥✳ ❈▼❆✲❊❙ ✐7 ❛ ♣=♦♠✐7✐♥❣ ❛❧❣♦=✐E❤♠ ❢♦= ❯▼❉❖ ♣=♦❜❧❡♠ 7♦❧✈✐♥❣ ❜✉E ✐E7 ♠❛✐♥ ❞=❛✇❜❛❝❦

❝♦♥❝❡=♥7 E❤❡ ❝♦♥7E=❛✐♥E ❤❛♥❞❧✐♥❣ 7E=❛E❡❣②✳ ❆=♥♦❧❞ ❡!✳ ❛❧✳❬❆=♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍❛♥7❡♥✱ ✷✵✶✷❪ ♣=♦♣♦7❡❞ ❛

♥❡✇ ❛♣♣=♦❛❝❤ E♦ ❤❛♥❞❧❡ E❤❡ ❝♦♥7E=❛✐♥E7 ❢♦= ❛ 7✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡=7✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✿ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ✇❤✐❝❤

✐♥✈♦❧✈❡7 ♦♥❡ ♦✛7♣=✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛E❡ ❣❡♥❡=❛E❡❞ ❢=♦♠ ♦♥❡ ♣❛=❡♥E ❛♥❞ ✐7 ❞❡E❛✐❧❡❞ ✐♥ E❤❡ ♥❡①E 7❡❝E✐♦♥✳

✺✳✺✳✸ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ✇✐+❤ ❝♦♥9+)❛✐♥+ ❤❛♥❞❧✐♥❣

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❬❆=♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍❛♥7❡♥✱ ✷✵✶✷❪ ✐7 ❛ 7✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡=7✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✇✐E❤ ♦♥❧② ♦♥❡
♦✛7♣=✐♥❣ ❣❡♥❡=❛E❡❞ ❢=♦♠ ♦♥❡ ♣❛=❡♥E✱

′′+′′ ♠❡❛♥7 E❤❛E E❤❡ 7❡❧❡❝E✐♦♥ ✐7 ❞♦♥❡ ❜❡E✇❡❡♥ E❤❡ ♣❛=❡♥E ❛♥❞
E❤❡ ♦✛7♣=✐♥❣✳ ❆7 ✐♥ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ E❤❡ ♦✛7♣=✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛E❡ 7♦❧✉E✐♦♥ ✐7 ❣❡♥❡=❛E❡❞ ❛7✿

z[k+1] ∼ z[k] + σ[k]N
(
0,C[k]

)
✭✺✳✶✵✮

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ✐7 ❡❛7✐❡= E♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥E ❛7 ♦♥❧② ♦♥❡ ♦✛7♣=✐♥❣ z[k+1]
✐7 ❣❡♥❡=❛E❡❞ ❢=♦♠ ♦♥❡ ♣❛=❡♥E z[k] ❛E

❡❛❝❤ ❣❡♥❡=❛E✐♦♥ ❛♥❞ E❤❡ 7❡❧❡❝E✐♦♥ ✐7 ❜❡E✇❡❡♥ E❤❡ ♣❛=❡♥E ❛♥❞ E❤❡ ♦✛7♣=✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛E❡ ♠❡❝❤❛♥✐7♠7

❢♦= ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❛=❡ ❞❡E❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬❆=♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍❛♥7❡♥✱ ✷✵✶✷❪✳

✶✶✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚♦ ✐♥❝♦%♣♦%❛(❡ (❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥/(%❛✐♥(/✱ ❆%♥♦❧❞ ❡!✳ ❛❧✳ ❬❆%♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍❛♥/❡♥✱ ✷✵✶✷❪ ♣%♦♣♦/❡❞

(♦ %❡❞✉❝❡ (❤❡ ❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❞✐/(%✐❜✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♦✛/♣%✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛(❡ ✐♥ (❤❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛(❡❞ ❞✐✲

%❡❝(✐♦♥/ ♦❢ (❤❡ ♥♦%♠❛❧ ✈❡❝(♦%/ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥( ❜♦✉♥❞❛%✐❡/ ✐♥ (❤❡ ✈✐❝✐♥✐(② ♦❢ (❤❡ ❝✉%%❡♥( ♣❛%❡♥(

❝❛♥❞✐❞❛(❡ /♦❧✉(✐♦♥✳ ❋♦% (❤❛( ♣✉%♣♦/❡✱ (❤❡ ♠❛(%✐① A[k]
✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ (❤❡ ❈❤♦❧❡/❦② ❞❡❝♦♠♣♦/✐(✐♦♥ ♦❢

C[k]
✿ A(k)A[k]T = C[k]

✱ ✐/ ✉♣❞❛(❡❞ ✐♥ ❝❛/❡ ♦❢ ❝♦♥/(%❛✐♥( ✈✐♦❧❛(✐♦♥/ ✐♥ ♦%❞❡% (♦ ❛✈♦✐❞ ❣❡♥❡%❛(✐♥❣

❝❛♥❞✐❞❛(❡/ ✐♥ (❤❡ ♥❡①( ❣❡♥❡%❛(✐♦♥/ (❤❛( ✇✐❧❧ ✈✐♦❧❛(❡ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥(/✳ A[k]
✐/ ✉/❡❞ ❛/ ✐( ✐/ ❡❛/✐❡% (♦

❝♦♠♣✉(❡ ✐(/ ✐♥✈❡%/❡ (❤❛♥ ❢♦% C[k]
✳ ❆ ✈❡❝(♦% ❝❤❛%❛❝(❡%✐③✐♥❣ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥(/ v

[k]
j ∈ R

n
✐/ ❞❡✜♥❡❞✱

✐♥✐(✐❛❧✐③❡❞ (♦ ❜❡ ③❡%♦✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛(❡❞ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ (♦✿

v
[k]
j ← (1− cc)v

(k)
j + ccA

[k]z[k] ∀j ∈ {1, ..., κ} ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡%❡ v
[k]
j ✐/ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧❧② ❢❛❞✐♥❣ %❡❝♦%❞ ♦❢ /(❡♣/ (❤❛( ❤❛✈❡ ✈✐♦❧❛(❡❞ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥(/ ❛♥❞ cc

❛ ♣❛%❛♠❡(❡% ❝❤❛%❛❝(❡%✐③✐♥❣ ❤♦✇ ❢❛/( (❤❡ ✐♥❢♦%♠❛(✐♦♥ ♣%❡/❡♥( ✐♥ v
[k]
j ❢❛❞❡/✳ ■♥ (❤❡ ❣❡♥❡%❛(✐♦♥/ ✐♥

✇❤✐❝❤ (❤❡ ♦✛/♣%✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛(❡ ✐/ ✉♥❢❡❛/✐❜❧❡✱ (❤❡ ❈❤♦❧❡/❦② ♠❛(%✐① ✐/ ✉♣❞❛(❡❞ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ (♦✿

A[k] ← A[k] −
β∑κ

j=1 ✶gj(z[k])>0

κ∑

j=1

✶gj(z[k])>0

v
[k]
j w

[k]T

j

w
[k]T

j w
[k]
j

✭✺✳✶✷✮

✇✐(❤ w
[k]
j = A[k]−1

v
[k]
j ✱ (❤❡ ✐♥❞✐❝❛(♦% ❢✉♥❝(✐♦♥ ❛//♦❝✐❛(❡❞ (♦ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥( gj ✿ ✶gj(z[k])>0 ❛♥❞ β ❛

♣❛%❛♠❡(❡% ❝♦♥(%♦❧❧✐♥❣ (❤❡ %❡❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❞✐/(%✐❜✉(✐♦♥✳ ❋♦% β = 0✱ (❤❡ ❛❧❣♦%✐(❤♠
✐/ ✐❞❡♥(✐❝❛❧ (♦ (❤❡ /(❛♥❞❛%❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛(❡ ♦❢ (❤❡ ♠❛(%✐① A[k]

❛❧❧♦✇/ ♦♥❡ (♦ ♠♦❞✐❢② (❤❡
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❋✐❣✉%❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ❣%❡❡♥ ❞♦( ✐/ (❤❡ ♣❛%❡♥(✱ (❤❡ %❡❞ ❞♦( ✐/ (❤❡ ❣❡♥❡%❛(❡❞ ♦✛/♣%✐♥❣✳ ❖♥ (❤❡ ❧❡❢(✱ (❤❡

/♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❝✐%❝❧❡ ✐/ ❝❤❛%❛❝(❡%✐③❡❞ ❜② A[k]
❞❡✜♥✐♥❣ (❤❡ ❡❧❧✐♣/♦✐❞ ❞❡❧✐♠✐(✐♥❣ ❛♥ ✐/♦✲♣%♦❜❛❜✐❧✐(② /❡❛%❝❤

❤②♣❡%✈♦❧✉♠❡✳ ❆( (❤❡ ❝❡♥(❡%✱ (❤❡ ♣✐♥❦ ❡❧❧✐♣/♦✐❞ %❡♣%❡/❡♥(/ (❤❡ ✉♣❞❛(❡ ♦❢ A[k+1]
✐♥ ♦%❞❡% (♦ (❛❦❡

✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥( ✈✐♦❧❛(✐♦♥ ❜② (❤❡ ♦✛/♣%✐♥❣✳ ❖♥ (❤❡ %✐❣❤( ✜❣✉%❡✱ (❤❡ ♦✛/♣%✐♥❣ ❞♦❡/ ♥♦(

✈✐♦❧❛(❡ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥( %❡/✉❧(✐♥❣ ✐♥ ❛ /(❛♥❞❛%❞ ❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♠❛(%✐① ✉♣❞❛(❡✳

/❝❛❧❡ ❛♥❞ (❤❡ ♦%✐❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ /❡❛%❝❤ ❤②♣❡%✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ♦%❞❡% (♦ ❜❡ (❛♥❣❡♥(✐❛❧ (♦ (❤❡ ❝♦♥/(%❛✐♥(/

❛♥❞ (♦ ❛✈♦✐❞ ✐(/ ✈✐♦❧❛(✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❢♦% ❝♦♥/(%❛✐♥( ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐/ ✐♥(❡%❡/(✐♥❣

❜❡❝❛✉/❡ ✐( ✐/ ♥♦( ♣%♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥(✳ ❊①♣❡%✐♠❡♥(❛❧ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤(✐♥❣

✐(/ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦% ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❝♦♥/(%❛✐♥❡❞ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠/✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❛/ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✱ ✐(

♣%❡/❡♥(/ ❞✐✣❝✉❧(✐❡/ (♦ ♦♣(✐♠✐③❡ ♠✉❧(✐♠♦❞❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥/ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡/ ✐♥❡✣❝✐❡♥( ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/

✶✶✷
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❬❆7♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍❛♥=❡♥✱ ✷✵✶✷❪✳

■D ✐= ✐♠♣♦7D❛♥D D♦ ♥♦D✐❝❡ D❤❛D✱ ✐♥ D❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡7D❛✐♥D②✱ ❞❡D❡7♠✐♥✐=D✐❝ ❣7❛❞✐❡♥D✲❜❛=❡❞ ❛❧✲

❣♦7✐D❤♠= ❛7❡ ♥♦D ❛❞❛♣D❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡7 ❣7❛❞✐❡♥D✲❢7❡❡ ❛♣♣7♦❛❝❤❡= ❛7❡ ♥♦D ❛❞❛♣D❡❞ D♦ =♦❧✈❡ ❧❛7❣❡ ❞✐✲

♠❡♥=✐♦♥❛❧ ♦♣D✐♠✐③❛D✐♦♥ ♣7♦❜❧❡♠= ✭✹✵ ✈❛7✐❛❜❧❡= ♦7 ♠♦7❡✮ ❞✉❡ D♦ D❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉D❛D✐♦♥❛❧ ❝♦=D✳

❙D♦❝❤❛=D✐❝✲❣7❛❞✐❡♥D ❜❛=❡❞ ❛❧❣♦7✐D❤♠= ♠✐❣❤D ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❧D❡7♥❛D✐✈❡ ❢♦7 ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥=✐♦♥❛❧ ♣7♦❜❧❡♠=✳

❆ =✉♠♠❛7② ♦❢ D❤❡ ❛❞✈❛♥D❛❣❡= ❛♥❞ ❞7❛✇❜❛❝❦= ♦❢ D❤❡ ❞✐✛❡7❡♥D ❛❧❣♦7✐D❤♠= ✐= ♣7❡=❡♥D❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❆❞✈❛♥D❛❣❡= ❛♥❞ ❞7❛✇❜❛❝❦= ♦❢ D❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣D✐♠✐③❛D✐♦♥ ❛❧❣♦7✐D❤♠= ✐♥ D❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢

✉♥❝❡7D❛✐♥D②

❆❞✈❛♥D❛❣❡=

❉7❛✇❜❛❝❦=

❙D♦❝❤❛=D✐❝ ❣7❛❞✐❡♥D ❆❞❛♣D❡❞ D♦ ❧❛7❣❡ =❝❛❧❡ ♣7♦❜❧❡♠=

❈♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥=D7❛✐♥D

❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♥ D❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢

✉♥❝❡7D❛✐♥D②

❆❈❖

❘♦❜✉=D♥❡== D♦ D❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢

✉♥❝❡7D❛✐♥D②

❈♦♥=D7❛✐♥D ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡D❤♦❞=

✭♣❡♥❛❧✐③❛D✐♦♥✮

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❈♦♥=D7❛✐♥D ❤❛♥❞❧✐♥❣ D❡❝❤♥✐Y✉❡

▲✐♠✐D❡❞ D♦ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥=✐♦♥

♣7♦❜❧❡♠= ✭❁✶✵✮

❈▼❆✲❊❙

❘♦❜✉=D♥❡== D♦ D❤❡ ♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢

✉♥❝❡7D❛✐♥D②

❈♦♥=D7❛✐♥D ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡D❤♦❞=

✭♣❡♥❛❧✐③❛D✐♦♥✮

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ D❤✐= ❝❤❛♣D❡7 ✇❡ ❤❛✈❡ ❜7✐❡✢② ❞❡=❝7✐❜❡❞ =♦♠❡ ❛❧❣♦7✐D❤♠= ✉=❡❞ ✐♥ D❤❡ ❯▼❉❖ ♣7♦❝❡==❡=✳ ❚❤❡

♣7❡=❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡7D❛✐♥D② ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥=D7❛✐♥D= ❝♦♠♣❧✐❝❛D❡ D❤❡ =♦❧✈✐♥❣ ♦❢ D❤❡ ♦♣D✐♠✐③❛D✐♦♥ ♣7♦❜❧❡♠ ❛♥❞

❞❡❞✐❝❛D❡❞ ♠❡D❤♦❞= ❤❛✈❡ D♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ #♦♣✉❧❛D✐♦♥✲❜❛=❡❞ ❛❧❣♦7✐D❤♠= =✉❝❤ ❛= ❈♦✈❛7✐❛♥❝❡ ▼❛D7✐①

❆❞❛♣D❛D✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉D✐♦♥ ❙D7❛D❡❣② ❛❧❣♦7✐D❤♠ =❡❡♠ ♣❛7D✐❝✉❧❛7❧② ♣7♦♠✐=✐♥❣ ❢♦7 ❯▼❉❖ ♣7♦❜❧❡♠ =♦❧✈✐♥❣

❜✉D D❤❡ ❝♦♥=D7❛✐♥D ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐= ♥♦D 7♦❜✉=D✳

❆D D❤❡ ❡❛7❧② ❞❡=✐❣♥ ♣❤❛=❡✱ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡=✐❣♥ ♣7♦❜❧❡♠= ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ♠❛❝7♦=❝♦♣✐❝ ❞❡=✐❣♥ ✈❛7✐❛❜❧❡=
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♥✐'❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❡7✉❛❧✐'② ❝♦♥%'1❛✐♥'%✱ ❊7✳✭✻✳✷✮✱ ❤❛✈❡ '♦ ❜❡ ✐♠♣♦%❡❞✱ ♦♥❡ ❢♦1 ❡❛❝❤ 1❡❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡

✉♥❝❡1'❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡% ✉%❡❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥%'1❛✐♥' ❢✉♥❝'✐♦♥%✿

∀u ∈ Ω, yij = cij(zi, yji,ui) ✭✻✳✷✮

✇❤❡1❡ cij(·) ✐% ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✉♥❝❡1'❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡ 1❡❛❧✐③❛'✐♦♥% u✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ✐' ✐% ✐♠♣♦1'❛♥' '♦

♥♦'✐❝❡ '❤❛' ❡✈❡♥ ✐❢ '❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡% ❛1❡ 1❛♥❞♦♠ ✈❛1✐❛❜❧❡%✱ ❢♦1 ♦♥❡ 1❡❛❧✐③❛'✐♦♥ u0 '❤❡1❡ ✐%

✐♥ ❣❡♥❡1❛❧ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥✈❡1❣❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 1❡❛❧✐③❛'✐♦♥ '❤❛' %❛'✐%✜❡% yij0 = cij(zi, yji0 ,u0) ❡♥%✉1✐♥❣

♠✉❧'✐❞✐%❝✐♣❧✐♥❛1② ❢❡❛%✐❜✐❧✐'②✳ ■♥❞❡❡❞✱ '❤❡ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡% ❛1❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐'❤ ❞❡'❡1♠✐♥✐%'✐❝ ❢✉♥❝'✐♦♥%✱ ❛❧❧

'❤❡ ✉♥❝❡1'❛✐♥'✐❡% ❛1✐%❡ ✐♥ '❤❡ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡ ✐♥♣✉'%✳

❙♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣1♦❜❧❡♠ ✇✐'❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐'❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❝♦♥%'1❛✐♥'% ✐% ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ '❛%❦✳ ❚♦

♦✈❡1❝♦♠❡ '❤✐% ✐%%✉❡✱ ❝♦♥%✐❞❡1✐♥❣ ❛♥ ❯▼❉❖ ♣1♦❜❧❡♠ ♦❢ N ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡%✱ ✇❡ ♣1♦♣♦%❡ '♦ ✐♥'1♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇

✐♥'❡❣1❛❧ ❢♦1♠ ❢♦1 '❤❡ ✐♥'❡1❞✐%❝✐♣❧✐♥❛1② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥%'1❛✐♥'✿

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2, i 6= j, Jij =

∫

Ω

[cij(zi,y.i,ui)− yij ]
2
φ(u)❞u = 0 ✭✻✳✸✮

■♥ ♦1❞❡1 '♦ ❤❛✈❡ '❤❡ ✐♥'❡❣1❛❧% ✐♥ ❊7✳✭✻✳✸✮ ❡7✉❛❧ '♦ ③❡1♦✱ '❤❡ ✐♥♣✉' ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡% ♠✉%' ❜❡

❡7✉❛❧ '♦ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡% ❢♦1 ❡❛❝❤ 1❡❛❧✐③❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✉♥❝❡1'❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡% ❛❧♠♦%' %✉1❡❧②

✭❡①❝❡♣' ♠❛②❜❡ ♦✈❡1 ♥✉❧❧ ♠❡❛%✉1❡ %❡'%✮✳ ❚❤❡ ✐♥'❡1❞✐%❝✐♣❧✐♥❛1② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥%'1❛✐♥'% Jij ♠❛② ❜❡

✈✐❡✇❡❞ ❛% '❤❡ ✐♥'❡❣1❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦%% ❢✉♥❝'✐♦♥ ✭'❤❡ ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✐♥♣✉' ❛♥❞ '❤❡ ♦✉'♣✉'

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡%✮ ♦✈❡1 '❤❡ ❡♥'✐1❡ %❛♠♣❧❡ %♣❛❝❡ ✭%❡❡ %❡❝'✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✮✳ ■❢ '❤❡ ♥❡✇ ✐♥'❡1❞✐%❝✐♣❧✐♥❛1②

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥%'1❛✐♥'% ❊7✳✭✻✳✸✮ ❛1❡ %❛'✐%✜❡❞✱ '❤❡1❡❢♦1❡ ❛ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❡7✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐% ♠❛✐♥'❛✐♥❡❞

✇✐'❤ '❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣1♦❛❝❤ ❜❡❝❛✉%❡✱ ❛% ❜② ✉%✐♥❣ ▼❉❆✱ '❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣% ✈❡1✐❢② '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %②%'❡♠ ♦❢

❡7✉❛'✐♦♥%✿

∀ u ∈ Ω, ∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2, i 6= j, yij = cij(zi,y.i,ui) ✭✻✳✹✮

◆❡✈❡1'❤❡❧❡%%✱ '♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ '❤❡ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡%✱ '❤❡ ✉♥❝❡1'❛✐♥ ✐♥♣✉' ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡% Y ❤❛✈❡ $♦ ❜❡

❝♦♥$)♦❧❧❡❞ ❜② $❤❡ ♦♣$✐♠✐③❡)✳ ❯♥❝❡1'❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡% ❛1❡ ❢✉♥❝'✐♦♥% ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ '❤❛' ✐% ❛

%♦❧✉'✐♦♥ '♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐'❡✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣1♦❜❧❡♠ ✐% ❛ ❝♦♠♣❧❡① '❛%❦✳ ❙❡✈❡1❛❧ ♠❡'❤♦❞% ❢♦❝✉%

♦♥ '❤❡%❡ '②♣❡% ♦❢ ♣1♦❜❧❡♠% %✉❝❤ ❛% ❝❛❧❝✉❧✉% ♦❢ ✈❛1✐❛'✐♦♥% ❬◆♦'♦♥✱ ✷✵✶✸❪✱ ♦♣'✐♠❛❧ ❝♦♥'1♦❧ ❬❩❤♦✉

❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ %❤❛♣❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ❬❙♦❦♦❧♦✇%❦✐ ❛♥❞ ❩♦❧❡%✐♦✱ ✶✾✾✷❪✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ '♦ ❞✐1❡❝'❧② %♦❧✈❡ ❛♥

✐♥✜♥✐'❡✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♣1♦❜❧❡♠✱ ♠♦%' ♦❢ '❤❡ '✐♠❡ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐% ❞✐%❝1❡'✐③❡❞ ❛♥❞ '❤❡ ❞✐%❝1❡'✐③❛'✐♦♥

♣♦✐♥'% ❛1❡ ❝♦♥'1♦❧❧❡❞ ❜② '❤❡ ♦♣'✐♠✐③❡1 ❬❉❡✈♦❧❞❡1 ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❞✐%❝1❡'✐③❛'✐♦♥ %'1❛'❡❣② ❤❛% '♦ ❜❡

❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥❝♦1❞❛♥❝❡ ✇✐'❤ '❤❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣1♦❜❧❡♠✳ ■♥ '❤❡ ♣1♦♣♦%❡❞ ❢♦1♠✉❧❛'✐♦♥%✱ '❤❡ ❝♦♥%✐❞❡1❡❞

%❝❛❧❛1 ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡ yij ✐% 1❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ %✉11♦❣❛'❡ ♠♦❞❡❧ 1❡♣1❡%❡♥'✐♥❣ '❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧

1❡❧❛'✐♦♥%✿

yij → ŷij

(
u,α(ij)

)
✭✻✳✺✮

❚❤❡ %✉11♦❣❛'❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇1✐''❡♥ ŷij
(
u,α(ij)

)
✱ ♣1♦✈✐❞❡% ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ 1❡♣1❡%❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✉♥❝❡1'❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡% U ❛♥❞ '❤❡ ✐♥♣✉' ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡% ✇✐'❤ α(ij)
'❤❡ ♠❡'❛♠♦❞❡❧ ♣❛✲

1❛♠❡'❡1%✳ ❚❤✐% ❛♣♣1♦❛❝❤ ❡♥%✉1❡% '❤❛' '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✉♥❝❡1'❛✐♥ ✈❛1✐❛❜❧❡%

❛♥❞ '❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛1✐❛❜❧❡% ✐% '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'✳ ■♥ '❤❡ ♣1♦♣♦%❡❞ ❢♦1♠✉❧❛'✐♦♥%✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ '❤❛'

✐% 1❡♠♦✈❡❞ ✐% 1❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ %✉11♦❣❛'❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ %✉11♦❣❛'❡ ♠♦❞❡❧% ❛1❡ ❛❧%♦ ❢✉♥❝'✐♦♥%✱ 1❡♣1❡%❡♥'❡❞

❜② ♣❛1❛♠❡'❡1% '❤❛' ♠❛② ❜❡ ✉%❡❞ '♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ '❤❡ ❯▼❉❖ ♣1♦❜❧❡♠ ❜② ❧❡''✐♥❣ '❤❡ %②%'❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣'✐✲

♠✐③❡1 ❤❛✈✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥'1♦❧ ♦♥ '❤❡ %✉11♦❣❛'❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥'%✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ '❤❡ ✐♥✜♥✐'❡✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧

✶✷✷
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♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠ ✐C 9?❛♥C❢♦?♠❡❞ ✐♥9♦ ❛ q✲❞✐♠❡♥C✐♦♥❛❧ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ♣?♦❜❧❡♠ ✇✐9❤ q 9❤❡ ♥✉♠❜❡?
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥9C ?❡K✉✐?❡❞ 9♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ 9❤❡ ?❡♠♦✈❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛?✐❛❜❧❡C✳

❲❡ ♣?♦♣♦C❡ 9♦ ♠♦❞❡❧ 9❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝9✐♦♥❛❧ ?❡❧❛9✐♦♥C ✇✐9❤ #♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦C ❊①♣❛♥C✐♦♥ ✭ ❈❊✮

❜❡❝❛✉C❡ 9❤✐C C✉??♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧ ♣?❡C❡♥9C ❛❞✈❛♥9❛❣❡C ✐♥ 9❡?♠C ♦❢ ✉♥❝❡?9❛✐♥9② ❛♥❛❧②C✐C ❛♥❞ ♣?♦♣❛❣❛9✐♦♥

❬❊❧❞?❡❞✱ ✷✵✵✾❪✳  ❈❊ ❛!❡ ♣❛!$✐❝✉❧❛!❧② ❛❞❛♣$❡❞ $♦ !❡♣!❡,❡♥$ $❤❡ ✐♥♣✉$ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛!✐❛❜❧❡, ❛, $❤❡② ❛!❡

❞❡❞✐❝❛$❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝$✐♦♥, $❤❛$ $❛❦❡ ❛, ✐♥♣✉$ ✉♥❝❡!$❛✐♥ ✈❛!✐❛❜❧❡, ❛, ✐❧❧✉,$!❛$❡❞ ✐♥ ,❡❝$✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✳

❚❤❡ ,❝❛❧❛! ❝♦✉♣❧✐♥❣ yij ✐, ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②✿

ŷij

(
u,α(ij)

)
=

d
 ❈❊∑

k=1

α
(ij)
(k) Ψk(u) ✭✻✳✻✮

✇❤❡!❡ q = d
 ❈❊

✐, $❤❡ ❞❡❣!❡❡ ♦❢  ❈❊ ❞❡❝♦♠♣♦,✐$✐♦♥ ❛♥❞ Ψk ✐, $❤❡ ❜❛,✐, ♦❢ ♦!$❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧,

❝❤♦,❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦!❞❛♥❝❡ $♦ $❤❡ ✐♥♣✉$ ✉♥❝❡!$❛✐♥$② ❞✐,$!✐❜✉$✐♦♥,✳

◆♦$❡ $❤❛$✱ ✐♥ ♦!❞❡! $♦ ❦❡❡♣ ŷij(·) ,✐♠♣❧❡✱ $❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡$✇❡❡♥ ŷij(·) ❛♥❞ z ✐, ♥♦$ ♣!❡,❡♥$ ❤❡!❡✿

ŷij(·) ✐, ♥♦$ ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ z✱ ✐$ ✐, ❧❡❛!♥❡❞ ❢♦! $❤❡ ,♣❡❝✐✜❝ z∗ ✇❤❡!❡ $❤❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❝♦♥✈❡!❣❡,✳ ■♥$❡!✲

❞✐,❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ,❛$✐,❢❛❝$✐♦♥ ❡♥,✉!❡❞ ❢♦! ❛❧❧ $❤❡ !❡❛❧✐③❛$✐♦♥, ♦❢ $❤❡ ✉♥❝❡!$❛✐♥ ✈❛!✐❛❜❧❡, ❡♥❛❜❧❡,

$♦ ❣✉❛!❛♥$② $❤❛$ $❤❡ ,②,$❡♠ ✐, ♠✉❧#✐❞✐&❝✐♣❧✐♥❛+② ❢❡❛&✐❜❧❡✳ ❋✉!$❤❡!♠♦!❡✱ $❤❡ ♣!♦♣♦,❡❞ $❡❝❤♥✐F✉❡

$!❛♥,❢♦!♠, $❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦!✐❣✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐$❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ♣!♦❜❧❡♠ ✐♥$♦ ❛ ✜♥✐$❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ♣!♦❜❧❡♠✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ $♦ ,♦❧✈❡ ✐$ ✐♥ ♣!❛❝$✐❝❡ ✇❤✐❧❡ ❣✉❛!❛♥$②✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ❡F✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞

❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢♦!♠✉❧❛$✐♦♥, ✐♥ $❡!♠, ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ,❛$✐,❢❛❝$✐♦♥✳

❚❤❡ ♣!♦♣♦,❡❞ ♠❡$❤♦❞, !❡❧② ♦♥ $❤❡ ✐$❡!❛$✐✈❡ ❝♦♥,$!✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡  ❈❊ ♠♦❞❡❧, ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝✲

$✐♦♥❛❧ !❡❧❛$✐♦♥, ❛❧♦♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ,②,$❡♠✲❧❡✈❡❧ ❯▼❉❖ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥✳ ❆$ $❤❡ ❯▼❉❖ ♦♣$✐♠✉♠✱ $❤❡

♠❡$❛♠♦❞❡❧, ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ !❡❧❛$✐♦♥, ,✐♠✉❧❛$❡ $❤❡,❡ ♠❛♣♣✐♥❣, ❛, ✇♦✉❧❞ ▼❉❆ ✉♥❞❡!

✉♥❝❡!$❛✐♥$② ❞♦ ✭❋✐❣✳ ✻✳✷✮✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ $❤❡ ♣!♦♣♦,❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤❡, ❞♦ ♥♦$ !❡F✉✐!❡ ❛♥② ▼❉❆✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ $♦

!❡❞✉❝❡ $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❝❛❧❧, $♦ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥,✐✈❡ ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡,✳ ❋✐!,$✱ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ ,❡❝$✐♦♥✱

❛ ,✐♥❣❧❡✲❧❡✈❡❧ ❢♦!♠✉❧❛$✐♦♥ ✐, ♣!♦♣♦,❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❛♥ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧ $❡,$ ❝❛,❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝❤❛♣$❡! ✼ ❛

♠✉❧$✐✲❧❡✈❡❧ ❢♦!♠✉❧❛$✐♦♥ ✐, ♣!♦♣♦,❡❞ ❜❛,❡❞ ♦♥ $❤❡ ,❛♠❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ,$!❛$❡❣②✳

✻✳✸ #$♦♣♦'❡❞ '✐♥❣❧❡✲❧❡✈❡❧ ❢♦$♠✉❧❛4✐♦♥✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉✐'❝✐♣❧✐♥❡

❋❡❛'✐❜❧❡ ✲ #♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦' ❊①♣❛♥'✐♦♥ ✭■❉❋✲$❈❊✮

■❉❋✲ ❈❊ ✐, ❛ ,✐♥❣❧❡✲❧❡✈❡❧ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛$✐♦♥ !❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ !❡♣!❡,❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛!✐❛❜❧❡,✳ ■❉❋✲ ❈❊ ✐, ❢♦!♠✉❧❛$❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿

♠✐♥ Ξ [f(z,α,U)] ✭✻✳✼✮

✇✳!✳$✳ z,α

,✳$✳ K [g(z,α,❯)] ≤ 0 ✭✻✳✽✮

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2, i 6= j,

Jij =

∫

Ω

[
cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
− ŷij

(
u,α(ij)

)]2
φ(u)❞u = 0 ✭✻✳✾✮

③

♠✐♥

≤ ③ ≤ ③
♠❛①

✭✻✳✶✵✮

✇✐$❤ Jij $❤❡ ✐♥$❡!❞✐,❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦♥,$!❛✐♥$ ✈❡❝$♦! ❢♦! $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣, ❢!♦♠ $❤❡ ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡ ✐ $♦ $❤❡ ❞✐,✲

✶✷✸
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Uncertainty simulation
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...
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1. 2. N.

[f(z, ,U)]

K[g(z, ,U)]

Jij

Design

variables z

PCE

coefficients

ŷ.i

(
u,α(.i)

)

z

α

α

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 ∀i 6= j, Jij = 0
u ∈ Ω

J(·)
J(z) = 0, ∀z ∈ [z , z ] J(z) = 0

z = z∗

K [g(z,α, )] = E [g( ,α, )] + kσ [g( ,α, )] ≤ 0

K [g(z,α, )] = Pg( ,α, )≤0 − Pt ≤ 0

Pt

J



Ω

Jij ≃ Jij =
1

M

M∑

k=1

[
cij

(
zi, ŷ.i

(
u(k),α

(.i)
)
,ui(k)

)
− ŷij

(
u(k),α

(ij)
)]2

Jij

RMSE =
√

Jij

ŷ(·)
c(·)

1√
M

Discipline

1

z

Optimizer

Discipline

2

Discipline

N

c

y y y

u(1),...,u(M)

Surrogate models of 

the functional 

couplings

^^ ^

CMC samples

Calculation of f,g

c c

...

.1 .2 .N

1. 2. N.

[f(z, ,U)]

K[g(z, ,U)]

J().



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✻✳✸✳✷ ❯♥❝❡()❛✐♥)② ♣(♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❜② ◗✉❛❞(❛)✉(❡ (✉❧❡5

◗✉❛❞$❛%✉$❡ $✉❧❡( ❛♣♣$♦①✐♠❛%❡ ✐♥%❡❣$❛❧( ❛( ❛ ✇❡✐❣❤%❡❞ (✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝%✐♦♥( ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ❛% (♣❡❝✐✜❡❞

♣♦✐♥%( ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥%❡❣$❛%✐♦♥ ❬❉❛✈✐( ❛♥❞ ❘❛❜✐♥♦✇✐%③✱ ✷✵✵✼❪✳ ❋♦$ ❛ (✉$$♦❣❛%❡ ♠♦❞❡❧

ŷij : Ω × A → R ♦❢ %❤❡ (❝❛❧❛$ ❝♦✉♣❧✐♥❣ yij ✱ ✇✐%❤ ❞✐♠(Ω) = d ❛♥❞ A %❤❡  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥% (❡%✱

✐♥(%❡❛❞ ♦❢ (❛♠♣❧✐♥❣ $❛♥❞♦♠❧② ❛( ✇✐%❤ ❈▼❈✱ ❛ (❡% ♦❢ (♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥%( ✐( ✉(❡❞ %♦ ❛♣♣$♦①✐♠❛%❡ %❤❡

♠✉❧%✐✈❛$✐❛%❡ ✐♥%❡❣$❛❧✿

∫

Ω

ŷij(u,α
(ij))φ(u)❞u ≃

M1∑

k1=1

M2∑

k2=1

...

Md∑

kd=1

(w(k1) ⊗ w(k2)...⊗ w(kd))ŷij(u(k1), u(k2), ..., u(kd),α
(ij))

✭✻✳✶✺✮

✇❤❡*❡ w ❛*❡ ✇❡✐❣❤./ ❛♥❞ ⊗ ✐/ .❤❡ .❡♥/♦* ♣*♦❞✉❝. ♦♣❡*❛.♦*✳ ❆❧.❤♦✉❣❤ .❤❡ ♣*♦♣♦/❡❞ ❢♦*♠✉❧❛.✐♦♥

/.❛♥❞/ ❢♦* ❛♥② ✉♥❝❡*.❛✐♥.② ♠❡❛/✉*❡ Ξ[·]✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐/ ❣✐✈❡♥ ❢♦* .❤❡ ❡①♣❡❝.❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡

❢✉♥❝.✐♦♥ Ξ [f(z,α,U)] = E [f(z,α,U)]✳ ❚❤❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡

✐♥.❡*❞✐/❝✐♣❧✐♥❛*② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥/.*❛✐♥./ ✇✐.❤ @✉❛❞*❛.✉*❡ *✉❧❡/ ❛*❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E [f(z,α,U)] =

∫

Ω

f (z,α,✉)φ(u)❞u ✭✻✳✶✻✮

≃
M1∑

k1=1

...

Md∑

kd=1

(w(k1) ⊗ ...⊗ w(kd))×

f
(
③, ŷ

(
[u(k1), ..., u(kd)],α

)
, [u(k1), ..., u(kd)]

)
✭✻✳✶✼✮

Jij =

∫

Ω

[
cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
− ŷij

(
u,α(ij)

)]2
φ(u)❞u ✭✻✳✶✽✮

≃
M1∑

k1=1

...

Md∑

kd=1

(w(k1) ⊗ ...⊗ w(kd))
[
cij

(
zi, ŷ.i

(
[u(k1), ..., u(kd)],α

(.i)
)
, [u(k1), ..., u(kd)]i

)

− ŷij

(
[u(k1), ..., u(kd)],α

(ij)
)]2

✭✻✳✶✾✮

❚❤❡ @✉❛❞*❛.✉*❡ *✉❧❡ *❡@✉✐*❡/

∏d
i=1Mi ❞✐/❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥/ .♦ ♣*♦♣❛❣❛.❡ .❤❡ ✉♥❝❡*.❛✐♥.②✳
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✷✵✵✾❪✳ ❙♣❛*/❡ ❣*✐❞ ❛♣♣*♦❛❝❤❡/ ♠❛② ❜❡ ✉/❡❞ .♦ ❞❡❝*❡❛/❡ .❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥/ ✇❤✐❧❡

♣*❡/❡*✈✐♥❣ .❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ❢♦* ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ✐♥.❡❣*❛❧/ ✭/❡❡ /❡❝.✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✮✳

✻✳✸✳✸ ❯♥❝❡'(❛✐♥(② ♣'♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❜② 0♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦5 ❊①♣❛♥5✐♦♥ ♦❢ (❤❡

♦✉(♣✉( ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛'✐❛❜❧❡5

■♥ .❤✐/ ❛♣♣*♦❛❝❤✱ .❤❡ @✉❛❞*❛.✉*❡ *✉❧❡/ ❛*❡ ✉/❡❞ .♦ ❝♦♠♣✉.❡ .❤❡ /.❛.✐/.✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥./ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥

.❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦* .❤❡ ❝♦♥/.*❛✐♥./✱ ❤♦✇❡✈❡*✱ .❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥/.*❛✐♥. ❡①♣*❡//✐♦♥ ✐/ ♠♦❞✐✜❡❞✳

❆♥♦.❤❡* ✇❛② .♦ ✐♠♣♦/❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥/.*❛✐♥./ ❛♥❞ .♦ ❜❡♥❡✜. ❢*♦♠ .❤❡ "❈❊ ✉♥❝❡*.❛✐♥.② ♣*♦♣❛❣❛.✐♦♥

✐/ .♦ ❞❡❝♦♠♣♦/❡ .❤❡ ♦✉.♣✉. ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛*✐❛❜❧❡/ ✇✐.❤ ❛♥♦.❤❡* "❈❊ ✇✐.❤ *❡/♣❡❝. .♦ U ✭❋✐❣✳ ✻✳✹✮✳

✶✷✻
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❆7 ❛9 9❤❡ ❯▼❉❖ ♣=♦❜❧❡♠ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ 9❤❡ ✐♥♣✉9 ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛=✐❛❜❧❡7 ♠✉79 ❜❡ ❡H✉❛❧ 9♦ 9❤❡ ♦✉9♣✉9

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛=✐❛❜❧❡7✱ ✐9 ✐7 ♣♦77✐❜❧❡ 9♦ ❞❡❝♦♠♣♦7❡ 9❤❡♠ ♦✈❡= 9❤❡ 7❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❛7✐7✳ ❲❡ ❞❡♥♦9❡ ❜②

✐♥♣✉$  ❈❊✱ ŷ.i

(
u,α(.i)

)
✱ 9❤❡ $❈❊7 ♦❢ 9❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛=✐❛❜❧❡7 ✇❤♦7❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥97 ❛=❡ ❝♦♥9=♦❧❧❡❞ ❜② 9❤❡

7②79❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣9✐♠✐③❡=✳ ❲❡ ❛❧7♦ ❞❡♥♦9❡ ❜② ♦✉$♣✉$  ❈❊✱ 9❤❡ $❈❊ ♦❢ 9❤❡ ♦✉9♣✉9 ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛=✐❛❜❧❡7

cij
(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
✇❤♦7❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥97 ❛=❡ ❝❛❧❝✉❧❛9❡❞ ❜② ♦=9❤♦❣♦♥❛❧ 7♣❡❝9=❛❧ ♣=♦❥❡❝9✐♦♥✳ ❚✇♦

❢✉=9❤❡= ❛77✉♠♣9✐♦♥7 ❛❧❧♦✇ 9♦ 7✐♠♣❧✐❢② 9❤❡ ❡①♣=❡77✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ♦✉9♣✉9 $❈❊✿ ❧✐❦❡ 9❤❡ ✐♥♣✉9 $❈❊✱ 9❤❡

❡✛❡❝9 ♦❢ 9❤❡ ❞❡7✐❣♥ ✈❛=✐❛❜❧❡7 z ✐7 ♥♦9 ♣=❡7❡♥9 ✭7♦ 9❤❡ ♦✉9♣✉9 $❈❊ ✐7 ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦= 9❤❡ ❝♦♥✈❡=❣❡❞

❞❡7✐❣♥ ✈❛=✐❛❜❧❡7✮❀ Y.i ✐7 ❛♣♣=♦①✐♠❛9❡❞ ❜② 9❤❡ ✐♥♣✉9 $❈❊✱ ŷ.i

(
u,α(.i)

)
✳ ❚❤❡=❡❢♦=❡✱ ♦♥❝❡ α ❛=❡

❝❤♦7❡♥✱ 9❤❡ ♦✉9♣✉9 $❈❊ c̃ij

(
u, α̃(ij)

)
✐7 ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ✉♥❝❡=9❛✐♥9✐❡7 ❛♥❞ ✐97 ♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥97

α̃(ij)
✳ ❋♦= ♦♥❡ 7❝❛❧❛= ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡9✇❡❡♥ 9❤❡ ❞✐7❝✐♣❧✐♥❡7 i ❛♥❞ j✿

cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
≃

d
 ❈❊∑

k=0

α̃
(ij)
(k) Ψk(u) = c̃ij

(
u, α̃(ij)

)
✭✻✳✷✵✮

❚❤❡ ♦✉9♣✉9 $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥97 α̃(ij)
❛=❡ ❝♦♠♣✉9❡❞ ❜② ♦=9❤♦❣♦♥❛❧ 7♣❡❝9=❛❧ ♣=♦❥❡❝9✐♦♥✿

α̃
(ij)
(k) =

< cij ,Ψk >

< Ψ2
k >

=
1

< Ψ2
k >

∫

Ω

cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
Ψk(u)φ(u)❞u ✭✻✳✷✶✮

❊H✳✭✻✳✾✮ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣=♦①✐♠❛9❡❞ ❜②✿

Jij =

∫

Ω

[
cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
− ŷij

(
u,α(ij)

)]2
φ(u)❞u ✭✻✳✷✷✮

≃
∫

Ω

[
c̃ij

(
u, α̃(ij)

)
− ŷij

(
u,α(ij)

)]2
φ(u)❞u ✭✻✳✷✸✮

≃
∫

Ω

[
d∑

k=0

(
α̃
(ij)
(k) − α

(ij)
(k)

)
Ψk(u)

]2
φ(u)❞u ✭✻✳✷✹✮

❚♦ ❡♥7✉=❡ 9❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 7❛9✐7❢❛❝9✐♦♥ ❛9 9❤❡ ♦♣9✐♠✉♠ ❜❡9✇❡❡♥ 9❤❡ ❞✐7❝✐♣❧✐♥❡7 i ❛♥❞ j ❢♦= ❛❧❧ 9❤❡
✉♥❝❡=9❛✐♥ ✈❛=✐❛❜❧❡ =❡❛❧✐③❛9✐♦♥7 ❛♥❞ 9♦ ❛✈♦✐❞ 9❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ♠✉❧9✐✈❛=✐❛9❡ ✐♥9❡❣=❛❧✱ ❊H✳✭✻✳✷✹✮

✐7 =❡♣❧❛❝❡❞ ❜②✿

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2, i 6= j, ‖ α(ij) − α̃(ij) ‖2= 0 ✭✻✳✷✺✮

■❢ ❊H✳✭✻✳✷✺✮ ✐7 7❛9✐7✜❡❞ 9❤❡♥ 9❤❡ ✐♥9❡❣=❛❧ ✭✻✳✷✹✮ ✐7 ❡H✉❛❧ 9♦ ③❡=♦ ❛♥❞ ❊H✳✭✻✳✾✮ ✐7 H✉❛7✐ 7❛9✐7✜❡❞✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ 9❤❡ ✐♥♣✉9 ❛♥❞ ♦✉9♣✉9 $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥97 ❛=❡ ❡H✉❛❧7✱ 9❤❡=❡❢♦=❡ 9❤❡ 7✉♠ ✐♥ 9❤❡ ✐♥9❡❣=❛❧

♦❢ ❊H✳✭✻✳✷✹✮ ✐7 ❝♦♠♣♦7❡❞ ♦❢ 9❡=♠7 ❡H✉❛❧ 9♦ ③❡=♦✳ ❚❤❡ ❝♦♥79=❛✐♥97 ♦♥ 9❤❡ ✐♥♣✉9 ❛♥❞ ♦✉9♣✉9 $❈❊

❝♦❡✣❝✐❡♥97 ❡♥7✉=❡ 9❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 7❛9✐7❢❛❝9✐♦♥ ❜❡9✇❡❡♥ 9❤❡ ❞✐7❝✐♣❧✐♥❡7 i ❛♥❞ j ❢♦= ❡❛❝❤ ✉♥❝❡=9❛✐♥9②
=❡❛❧✐③❛9✐♦♥ ❛9 9❤❡ ❯▼❉❖ ♦♣9✐♠✉♠ ✉♥❞❡= 9✇♦ ❝♦♥❞✐9✐♦♥7✿

❈♦♥❞✐$✐♦♥ ✶ ✿ ∀ u ∈ Ω, ‖ cij
(
z∗,ui, ŷ.i

(
u,α(.i)

))
−c̃ij

(
u, α̃(ij)

)
‖< ǫ✱ ✇✐9❤ ǫ ❛ 9♦❧❡=❛♥❝❡ ❛♥❞

u ❛ =❡❛❧✐③❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ✉♥❝❡=9❛✐♥ ✈❛=✐❛❜❧❡7 ✭❛❝❝✉=❛9❡ ❛♣♣=♦①✐♠❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛=✐❛❜❧❡7

❜② 9❤❡ ♦✉9♣✉9 $❈❊✮✱

❈♦♥❞✐$✐♦♥ ✷ ✿ ❊H✳ ✭✻✳✷✺✮ ✐7 ✈❡=✐✜❡❞✳

✶✷✼



||   -    ||2

Discipline 

1
Discipline 

2

Calculation of 

f and g

(21)

c12

Optimizer

(12)

Input

PCE of Y21

Input

PCE of Y12

y21 y12

Subsystem 1 Subsystem 2

[f(z, ,U)]

[g(z, ,U)]

c21
c12

z

(21)

(12) (12)

||   -    ||2(21) (21)~ ~

~

Output

PCE of 

c21

(12)~
Output

PCE of 

c12

~

~

^^

u

Uncertainty simulation

c21

c̃ij(·) ŷij(·)
c̃ij(·) ≃ ŷij(·) ≃ cij(·)
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✭❋✐9:; ❖9❞❡9 ❘❡❧✐❛❜✐❧✐;② ▼❡;❤♦❞✮ ❬❑✉:❝❤❡❧ ❛♥❞ ❘❛❝❦✇✐;③✱ ✶✾✾✼❪✱ ❙❖❘▼ ✭❙❡❝♦♥❞ ❖9❞❡9 ❘❡❧✐❛❜✐❧✐;②

▼❡;❤♦❞✮ ❬❑✉:❝❤❡❧ ❛♥❞ ❘❛❝❦✇✐;③✱ ✶✾✾✼❪✱ ■♠♣♦9;❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❬▼❡❧❝❤❡9:✱ ✶✾✽✾❪✱ ❙✉❜:❡; ❙❛♠♣❧✐♥❣

❬❆✉ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✵✶❪✱ ❡!❝✳✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦9❞❡9 ;♦ 9❡❞✉❝❡ ;❤❡ ♥✉♠❜❡9 ♦❢ ❢✉♥❝;✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛✲

;✐♦♥: 9❡Z✉✐9❡❞ ;♦ ❝♦♠♣✉;❡ ;❤❡ ❢❛✐❧✉9❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐;② ✇❤✐❧❡ ❞❡❝9❡❛:✐♥❣ ;❤❡ ✈❛9✐❛♥❝❡ ♦❢ ;❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐;②

❡:;✐♠❛;♦9✳ ▼♦9❡♦✈❡9✱ ;❤❡:❡ ❛♣♣9♦❛❝❤❡: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐;❤ :✉99♦❣❛;❡ ♠♦❞❡❧: ❬❉✉❜♦✉9❣ ❡; ❛❧✳✱

✷✵✶✸❪ ✭$❈❊✱ ❑9✐❣✐♥❣✱ ❙❱▼✮ ;♦ 9❡♣❧❛❝❡ ;❤❡ ❡①♣❡♥:✐✈❡ ❢✉♥❝;✐♦♥: ❜② :✉99♦❣❛;❡ ♠♦❞❡❧: ✇❤✐❝❤ ❛9❡ ❧❡::

❡①♣❡♥:✐✈❡ ;♦ ❡✈❛❧✉❛;❡ ✭:❡❝;✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ■♥ ■❉❋✲$❈❊ ❢♦9♠✉❧❛;✐♦♥✱ ❛♥② ♦❢ ;❤❡:❡ ❛♣♣9♦❛❝❤❡: ♠❛② ❜❡ ✉:❡❞

;♦ ❝♦♠♣✉;❡ ;❤❡ ✐♥❡Z✉❛❧✐;② ❝♦♥:;9❛✐♥;:✳

❍♦✇❡✈❡9✱ ✐♥ ❝❛:❡ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡:✐❣♥✱ ;❤❡ ❧✐♠✐; :;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥: ♦❢;❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❧❛✉♥❝❤❡9 ;9❛❥❡❝✲

;♦9② ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐: ❡①♣❡♥:✐✈❡ ;♦ 9✉♥✳ ■♥ ♦9❞❡9 ;♦ ❧✐♠✐; ;❤❡ ❝♦♠♣✉;❛;✐♦♥❛❧ ❝♦:; ♦❢ ;❤❡

❢❛✐❧✉9❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐;② ❡:;✐♠❛;✐♦♥✱ ❛ :❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛:❡❞ ♠❡;❤♦❞ ✭❙✉❜:❡; ❙✐♠✉❧❛;✐♦♥✱ :❡❝;✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮ ❝♦♠✲

❜✐♥❡❞ ✇✐;❤ ❛♥ ❛❞❛♣;✐✈❡ 9❡✜♥❡♠❡♥; :;9❛;❡❣② ✭●❡♥❡9❛❧✐③❡❞ ▼❛①✲♠✐♥ ❬▲❛❝❛③❡ ❛♥❞ ▼✐::♦✉♠✱ ✷✵✶✹❜❪✱

:❡❝;✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳✶✮ ♦❢ ❛ :✉99♦❣❛;❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❱▼✮ ✐: ✐♠♣❧❡♠❡♥;❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥:;9✉❝;✐♦♥ ❛♥❞ 9❡✜♥❡♠❡♥; ♦❢

;❤❡ ❙❱▼ ĝ(·) ✐: ✐♠♣❧❡♠❡♥;❡❞ ✐♥ ♦9❞❡9 ;♦ ❜❡ 9❡♣9❡:❡♥;❛;✐✈❡ ❛9♦✉♥❞ ;❤❡ ❢❛✐❧✉9❡ ③♦♥❡: ♦❢ ;❤❡ ❧✐♠✐;
:;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥: g(·)✳ ❙✉❜:❡; ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✐: ✉:❡❞ ;♦ ❝♦♠♣✉;❡ ;❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❢❛✐❧✉9❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐;❤
;❤❡ :✉99♦❣❛;❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦9 ♦♥❡ :❝❛❧❛9 ❝♦♥:;9❛✐♥; ❢✉♥❝;✐♦♥ g(·)✿

Pg(③,α,❯)≤0 ≃ Pĝ(③,α,❯)≤0 = P(U ∈ Ωf ) =
m∏

i=1

P
(
U ∈ Ωfi |U ∈ Ωfi−1

)
✭✻✳✷✻✮

✇❤❡9❡ ∀i = {1, . . . ,m} Ωfi = {u|ĝ(u) ≤ Si} ✐: ❛ ❞❡❝9❡❛:✐♥❣ :❡Z✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥;❡9♠❡❞✐❛;❡ :✉❜:❡;
❢❛✐❧✉9❡ ❞♦♠❛✐♥: ❛♥❞ Sm = S = 0✳ ❙❱▼ ✐: ✉:❡❞ ❞✉❡ ;♦ ;❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐;② ♦❢ ;❤❡ ❧✐♠✐; :;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥:

✭♥♦♥ ❧✐♥❡❛9✐;②✱ ♣♦::✐❜❧❡ ❞✐:❝♦♥;✐♥✉✐;✐❡: ❛♥❞ ♠✉❧;✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉9❡ 9❡❣✐♦♥:✮✳ ■♥ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡:✐❣♥

♣9♦❜❧❡♠:✱ ❞✉❡ ;♦ ;❤❡ ♣9❡:❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧;✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉9❡ 9❡❣✐♦♥: ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛9 ❧✐♠✐; :;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥:✱

❙✉❜:❡; ❙✐♠✉❧❛;✐♦♥ ✐: ❛❞❛♣;❡❞ ;♦ ❡:;✐♠❛;❡ ;❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❢❛✐❧✉9❡✳ ▼♦9❡♦✈❡9✱ ❞✉❡ ;♦ ;❤❡ ♣9❡:❡♥❝❡

♦❢ ❞✐:❝♦♥;✐♥✉✐;✐❡: ✐♥ ;❤❡ ❧✐♠✐; :;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥ ✭♦✉;♣✉; ♦❢ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ;9❛❥❡❝;♦9② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♣9❡:❡♥;

:❡✈❡9❛❧ ♦♣;✐♠❛✮✱ ❙❱▼ ❛9❡ ❛❞❛♣;❡❞ ;♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐:❝♦♥;✐♥✉♦✉: ❧✐♠✐; :;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥✳ ❖;❤❡9 ❛♣♣9♦❛❝❤❡:

♠❛② ❜❡ ✉:❡❞ ;♦ ❡✣❝✐❡♥;❧② ❝♦♠♣✉;❡ ;❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❢❛✐❧✉9❡✱ ❢♦9 ♠♦9❡ ❞❡;❛✐❧: :❡❡ ❬❉✉❜♦✉9❣ ❡; ❛❧✳✱

✷✵✶✸❪✳ ❚❤❡ ❛❞♦♣;❡❞ ❛♣♣9♦❛❝❤ ❤❛: ❜❡❡♥ ♣9♦♣♦:❡❞ ✐♥ ❬▲❛❝❛③❡ ❛♥❞ ▼✐::♦✉♠✱ ✷✵✶✹❜❪ ❛♥❞ ❝♦♥:✐:;: ✐♥

❛❞❞✐♥❣ ❛ :❡❧❡❝;❡❞ ♥✉♠❜❡9 ♦❢ :❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥;: ✐♥ ;❤❡ ❙❱▼ ;9❛✐♥✐♥❣ :❡; ❛❝❝♦9❞✐♥❣ ;♦ ;❤❡ ●▼♠ :❛♠♣❧❡

:❡❧❡❝;✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐✛❡9❡♥; :;❡♣: ♦❢ ;❤❡ ■❉❋✲#❈❊ ❛❧❣♦9✐;❤♠ ❛9❡ :✉♠♠❛9✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉9❡ ✻✳✺✳ ◆♦;❡ ;❤❛; ;❤❡ ♣9♦♣♦:❡❞

❢♦9♠✉❧❛;✐♦♥ ✐: ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦9 ❞❡;❡9♠✐♥✐:;✐❝ ❞❡:✐❣♥ ✈❛9✐❛❜❧❡: ❛♥❞ ❛❧❧ ;❤❡ ✉♥❝❡9;❛✐♥;② ✐: ❛::✉♠❡❞ ;♦ ❜❡

9❡♣9❡:❡♥;❡❞ ❜② U✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ ;❤❡ ♣9♦♣♦:❡❞ ❛♣♣9♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①;❡♥❞❡❞ ;♦ ✉♥❝❡9;❛✐♥ ❞❡:✐❣♥ ✈❛9✐❛❜❧❡:

❜② ❧❡;;✐♥❣ ;❤❡ ♦♣;✐♠✐③❡9 ❝♦♥;9♦❧❧✐♥❣ ;❤❡ ❡①♣❡❝;❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ;❤❡ ❞❡:✐❣♥ ✈❛9✐❛❜❧❡: ❛♥❞ ♣9♦♣❛❣❛;✐♥❣ ;❤❡

✉♥❝❡9;❛✐♥;② ;❤9♦✉❣❤ ;❤❡ :②:;❡♠ ❛: ❞♦♥❡ ✐♥ ❬▲✐✉ ❡; ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▲✐♥ ❛♥❞ ●❡❛✱ ✷✵✶✸❪✳ ❋♦9 ✐♥:;❛♥❝❡ ;❤❡

♣9♦♣❡❧❧❛♥; ♠❛:: ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥:✐❞❡9❡❞ ❛: ❛♥ ✉♥❝❡9;❛✐♥ ❞❡:✐❣♥ ✈❛9✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ;❤❡ ❡①♣❡❝;❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ;❤❡

♣9♦♣❡❧❧❛♥; ♠❛:: ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥;9♦❧❧❡❞ ❜② ;❤❡ ♦♣;✐♠✐③❡9 ✇❤✐❧❡ ♣9♦♣❛❣❛;✐♦♥ ;❤❡ ✉♥❝❡9;❛✐♥;② ;❤9♦✉❣❤

;❤❡ :②:;❡♠ ✭❛❝❝♦9❞✐♥❣ ;♦ ;❤❡ ♣9♦♣❡❧❧❛♥; ♠❛:: ✉♥❝❡9;❛✐♥;② ♠♦❞❡❧✐♥❣✮✳ ▼♦9❡♦✈❡9✱ #❈❊ :✉99♦❣❛;❡

♠♦❞❡❧ ✐: ✉:❡❞ ;♦ 9❡♣9❡:❡♥; ;❤❡ ❢✉♥❝;✐♦♥❛❧ 9❡❧❛;✐♦♥: ❜❡;✇❡❡♥ ;❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛9✐❛❜❧❡: ❛; ;❤❡ ❯▼❉❖

♣9♦❜❧❡♠ ❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉:❡ #❈❊ ❛9❡ ❞❡❞✐❝❛;❡❞ ;♦ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝;✐♦♥: ✇❤✐❝❤ ;❛❦❡ ❛: ✐♥♣✉; ✉♥❝❡9;❛✐♥

✈❛9✐❛❜❧❡:✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ ;❤❡ ❛♣♣9♦❛❝❤ ;♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥;❡9❞✐:❝✐♣❧✐♥❛9② ❝♦✉♣❧✐♥❣: ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①;❡♥❞❡❞ ;♦ ❛♥②

♣❛9❛♠❡;9✐❝ :✉99♦❣❛;❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡:❡ ♣❛9❛♠❡;❡9: ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ;♦ ❜❡ ❝♦♥;9♦❧❧❡❞ ❜② ;❤❡ :②:;❡♠✲❧❡✈❡❧

♦♣;✐♠✐③❡9 ✐♥ ❛❞❞✐;✐♦♥ ✇✐;❤ ;❤❡ ❞❡:✐❣♥ ✈❛9✐❛❜❧❡:✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉:✐♦♥✱ ■❉❋✲$❈❊ ♣9❡:❡♥;: :❡✈❡9❛❧ ❛❞✈❛♥;❛❣❡:✳ ■❉❋✲$❈❊ :♦❧✈❡: ❛ ✜♥✐;❡✲❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ♣9♦❜❧❡♠

✶✷✾
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✻✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧②)✐❝❛❧ )❡.) ❝❛.❡

◆✉♠❡:✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛:✐A♦♥A ❜❡D✇❡❡♥ D❤❡ :❡❢❡:❡♥❝❡ ▼❉❋ ✉♥❞❡: ✉♥❝❡:D❛✐♥D② ✭✉A✐♥❣ ▼❉❆ ❛♥❞ ❈▼❈✮ ❛♥❞

D❤❡ ♣:♦♣♦A❡❞ A✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦:♠✉❧❛D✐♦♥ ❛:❡ ♣:♦✈✐❞❡❞ ❢♦: ❛♥ ❛♥❛❧②D✐❝❛❧ D❡AD ♣:♦❜❧❡♠✳ ❋✐:AD D❤❡ ♠❛D❤❡✲

♠❛D✐❝❛❧ ♣:♦❜❧❡♠ ✐A ♣:❡A❡♥D❡❞✱ D❤❡♥ D❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ D❤❡ D❤:❡❡ ✈❛:✐❛♥D ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦:♠✉❧❛D✐♦♥A

❛:❡ ❞❡A❝:✐❜❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② D❤❡ :❡A✉❧DA ❛:❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤❡ ♠❛D❤❡♠❛D✐❝❛❧ ❯▼❉❖ ♣:♦❜❧❡♠ ♣:❡A❡♥D❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉:❡ ✻✳✻ ✐A ❛ ❝♦♥AD:❛✐♥❡❞ ♦♣D✐♠✐③❛D✐♦♥ ♣:♦❜❧❡♠

❝♦♠♣♦A❡❞ ♦❢✿

✕ ❞✐A❝✐♣❧✐♥❡ ✶✿ y12 = c12(z,u) = c13(z,u) = −z0.2sh + ush +0.25× u0.21 + z1 + y0.5821 + u0.41 × y0.4721

✕ ❞✐A❝✐♣❧✐♥❡ ✷✿ y21 = c21(z,u) = c23(z,u) = −zsh + u0.1sh − z0.12 + 3 × y0.4712 + u0.332 + y0.1612 ×
u0.052 + y0.612 × u0.132 + 100

✕ ❝❛❧❝✉❧❛D✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ g✿

f =
1

5

[
(zsh − 5)2 + (z1 − 3)2 + (z2 − 7)2 + (y21 + z1 × z2)0.6 + (ush + 9)2

]

g = 150 + exp(−0.01× u21)× zsh × z1 − 0.02× z32 × u52 + 0.01× y2.512 × z2 × exp(−0.1ush)

✕ ✸ ❞❡A✐❣♥ ✈❛:✐❛❜❧❡A✿ z1 ∈ [0, 1]✱ z2 ∈ [0, 1] ❛♥❞ D❤❡ A❤❛:❡❞ ✈❛:✐❛❜❧❡ zsh ∈ [0, 1]✱ ✇❡ ♥♦D❡✿
z = [zsh, z1, z2]✱

✕ ✸ ✉♥❝❡:D❛✐♥ ✈❛:✐❛❜❧❡A✿ U1 = U(−1, 1)✱ U2 = N(0,1) ❛♥❞ D❤❡ A❤❛:❡❞ ✉♥❝❡:D❛✐♥ ✈❛:✐❛❜❧❡ Ush =
N(0,1)✱ ✇❡ ♥♦D❡✿ U = [Ush, U1, U2]✱

✕ ✷ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛:✐❛❜❧❡A✿ Y = [Y12, Y21]✱

✕ ✶ ♦❜❥❡❝D✐✈❡ ❢✉♥❝D✐♦♥✿ Ξ[f(z,Y,U)] = E[f(z,Y,U)]✱ D❤❡ ❡①♣❡❝D❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D❤❡ ❢✉♥❝D✐♦♥ f ✱

✕ ✶ ❝♦♥AD:❛✐♥D ❢✉♥❝D✐♦♥✿ K[g(z,Y,U)] = E[g(z,Y,U))] + 3σ[g(z,Y,U))] ≤ 0

❚❤✐A ❛♥❛❧②D✐❝❛❧ ❯▼❉❖ ♣:♦❜❧❡♠ ❤❛A ❜❡❡♥ ❝:❡❛D❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥D❡❞ ❜❡❝❛✉A❡ D❤❡ ❞✐A❝✐♣❧✐♥❡A ❛:❡ ♥♦♥

❧✐♥❡❛: ❛♥❞ ♣:♦✈✐❞❡ ♥♦♥ ❣❛✉AA✐❛♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛:✐❛❜❧❡ ❞✐AD:✐❜✉D✐♦♥A ✐♥ ♦:❞❡: D♦ ✐❧❧✉AD:❛D❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛:

♣:♦❜❧❡♠A✳ ▼♦:❡♦✈❡:✱ ✐D ❤❛A ❜❡❡♥ ♥✉♠❡:✐❝❛❧❧② ✈❡:✐✜❡❞ ❢♦: ❛❧❧ z ❛♥❞ u ✈❛❧✉❡A D:✐❡❞ D❤❛D D❤✐A ♣:♦❜❧❡♠

✐A A✉❝❤ D❤❛D D❤❡ ▼❉❆ ❝♦♥✈❡:❣❡A ✭✐D ✐A ❛ ❝♦♥D:❛❝D✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜② ❋'■✮✱ ❛♥❞ ✐D ❝♦♥✈❡:❣❡A D♦ ❛ ✉♥✐X✉❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳

✶✸✶



Discipline 

1

Discipline 

2

Calculation

f, g

z1 zsh z2

Y12

Y21

u1 ush u2

Optimizer

E[f(z,Y(z,U),U)]

[g(z,Y(z,U),U)]

c12

c21

c23c13

Uncertainty simulation

E[f (z,Y(z,U),U)]

z

E[g(z,Y(z,U),U))] + 3σ[g(z,Y(z,U),U)] ≤ ǫg

z ∈ [0, 1]
3

M = 150000
10−3

10−3

10−4

10−3

ǫg = −0.004



E [f (z,α,U)]

z,α(12),α(21)

E[g(z,α,U)] + 3σ[g(z,α,U)] ≤ ǫg

J12 =

∫

Ω

[
c12

(
zsh, z1, ush, u1, ŷ21

(
u,α(21)

))
− ŷ12

(
u,α(12)

)]2
φ(u) u ≤ ǫ

J21 =

∫

Ω

[
c21

(
zsh, z2, ush, u2, ŷ12

(
u,α(12)

))
− ŷ21

(
u,α(21)

)]2
φ(u) u ≤ ǫ

z ∈ [0, 1]
3

Discipline 

1

Discipline 

2

Calculation

f, g

z1 zsh z2

Y12Y21

u1 ush u2

Optimizer

E[f(z,Y(U, ),U)]

[g(z,Y(U, ),U)]

c23c13

Uncertainty simulation

Surrogate model 

of the couplings

^ ^

(12) (21)

c12 c21

J12 J21

ŷij(U,α
(ij)) =

∑19
k=0 α

(ij)
k

Ψk(U) Ψk(·)

(
α(12)

)
=

(
α(21)

)
= (3+3)!

3!3! = 20



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

■❉❋✲$❈❊ ✭❈▼❈✮ ❢♦$♠✉❧❛)✐♦♥✳ ■♥ ■❉❋✲$❈❊ ✇✐$❤ ❈▼❈✱ $❤❡ ✐♥$❡(❞✐*❝✐♣❧✐♥❛(② ❝♦♥*$(❛✐♥$* ❛(❡ ❝♦♠✲

♣✉$❡❞ ✇✐$❤✿

Jij ≃
1

M

M∑

k=1

[
cij

(
zsh, z1, ush(k), u1(k), ŷ.i

(
u(k),α

(.i)
))
− ŷij

(
u(k),α

(ij)
)]2

✭✻✳✸✺✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ $❤❡ *$❛♥❞❛(❞ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥*$(❛✐♥$ ❣

❛(❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② ❈▼❈✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡($❛✐♥$✐❡* ❛(❡ ♣(♦♣❛❣❛$❡❞ ✇✐$❤ ❈▼❈ ♦♥ $❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ *②*$❡♠ ✇✐$❤

❛ *❛♠♣❧❡ *✐③❡ ♦❢ M = 150000✳ ❚❤❡ ✐♥$❡(❞✐*❝✐♣❧✐♥❛(② ❝♦♥*$(❛✐♥$* ♦♥ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣* ❛(❡ *✉❝❤ $❤❛$

ǫ = 10−3
✐♥ ♦(❞❡( $♦ ❤❛✈❡ ♦♥ ❛✈❡(❛❣❡ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡((♦( ✉♥❞❡( ǫ✳ ❆♥♦$❤❡( ❛❧$❡(♥❛$✐✈❡ $♦ ❛✈♦✐❞ ❛

✜①❡❞ ǫ ✈❛❧✉❡ *❡$ ❜② $❤❡ ❞❡*✐❣♥❡( ✐* $♦ ❝♦♥✈❡($ $❤❡ ❡E✉❛❧✐$② ❝♦♥*$(❛✐♥$ ♦❢ Jij = 0 ✐♥$♦ ❛♥ ✐♥❡E✉❛❧✐$②

❝♦♥*$(❛✐♥$ Jij ≤ ǫ ✇❤❡(❡ ǫ ✐* ❛ *♠❛❧❧ ♣♦*✐$✐✈❡ (❡❛❧ ♥✉♠❜❡(✱ ❛♥❞ ✉*❡ ❛♥ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ *❧❛❝❦

✈❛(✐❛❜❧❡ $♦ ❝❛((② ♦✉$ $❤❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣(♦❝❡** ✐♥ ♦(❞❡( $♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ $♦ ❜❡ ❛* ❝❧♦*❡ ❛*

♣♦**✐❜❧❡ $♦ ✵✳

■❉❋✲$❈❊ ✭-✉❛❞$❛)✉$❡✮ ❢♦$♠✉❧❛)✐♦♥✳ ■♥ $❤❡ ♣(♦♣♦*❡❞ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥ ■❉❋✲$❈❊ ✇✐$❤

E✉❛❞(❛$✉(❡ (✉❧❡*✱ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥*$(❛✐♥$* ❛(❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿

Jij =

Msh∑

k=1

M1∑

l=1

M2∑

m=1

(wsh(k) ⊗ w1(l) ⊗ w2(m))
[
cij

(
zsh, z1, ush(k), u1(l), ŷ.i

(
ush(k), u1(l), u2(m),α

(.i)
))

−ŷij
(
ush(k), u1(l), u2(m),α

(ij)
)]2

✭✻✳✸✻✮

❚❤❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ f(·) ❛♥❞ $❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ $❤❡ *$❛♥❞❛(❞ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥*$(❛✐♥$ g(·) ❛(❡

❝♦♠♣✉$❡❞ ❛* ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ E✉❛❞(❛$✉(❡ (✉❧❡* ♣❛(❛❣(❛♣❤ ✭*❡❝$✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡ E✉❛❞(❛$✉(❡ (✉❧❡*

✉*❡❞ $♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ✐♥$❡❣(❛❧* ❝♦((❡*♣♦♥❞ $♦ $❤❡ $❡♥*♦( ♣(♦❞✉❝$ ♦❢ $❤❡ ♦♥❡ ❞✐✲

♠❡♥*✐♦♥❛❧ ●❛✉**✲❍❡(♠✐$❡ ❛♥❞ ●❛✉**✲▲❡❣❡♥❞(❡ E✉❛❞(❛$✉(❡*✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ *❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥$* ✐♥

❡❛❝❤ ❞✐(❡❝$✐♦♥ ✐*✿ Msh = M2 = 8 ❛♥❞ M1 = 10✱ (❡*✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❛ $❡♥*♦( ♣(♦❞✉❝$ ♦❢ ✻✹✵ ❞✐*❝✐♣❧✐♥❡

❡✈❛❧✉❛$✐♦♥* $♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ♠✉❧$✐✈❛(✐❛$❡ ✐♥$❡❣(❛❧*✳ ❚❤✐* ♥✉♠❜❡( ♦❢ E✉❛❞(❛$✉(❡ ♣♦✐♥$* ✐* *❡❧❡❝$❡❞

✐♥ ♦(❞❡( $♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡((♦( ❧❡** $❤❛♥ 10−3
❝♦♠♣❛(❡❞ $♦ ❛ ❈▼❈ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣(❛❧* ✇✐$❤ ✶

✵✵✵ ✵✵✵ ♣♦✐♥$*✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦*✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛(✐❛❜❧❡* ✐* $❤❡ *❛♠❡ ❛* ✐♥ ■❉❋✲$❈❊ ✇✐$❤ ❈▼❈

❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥✳

■❉❋✲$❈❊ ✭$❈❊✮ ❢♦$♠✉❧❛)✐♦♥✳ ■♥ $❤✐* ❛♣♣(♦❛❝❤✱ $❤❡ ♦✉$♣✉$ $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥$* α̃(ij)
❛(❡ ❝♦♠✲

♣✉$❡❞ ❜② ♦($❤♦❣♦♥❛❧ *♣❡❝$(❛❧ ♣(♦❥❡❝$✐♦♥ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❊E✳✭✻✳✷✶✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ♠✉❧$✐✈❛(✐❛$❡ ✐♥$❡❣(❛❧* ❛(❡

❝♦♠♣✉$❡❞ ❜② E✉❛❞(❛$✉(❡ (✉❧❡*✳ ❚❤❡ ✐♥$❡(❞✐*❝✐♣❧✐♥❛(② ❝♦♥*$(❛✐♥$* J12 ❛♥❞ J21 ❛(❡ (❡♣❧❛❝❡❞ ❜②✿

‖ α(12) − α̃(12) ‖2≤ ǫα ✭✻✳✸✼✮

‖ α(21) − α̃(21) ‖2≤ ǫα ✭✻✳✸✽✮

❚♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ♦✉$♣✉$ $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥$*✱ ✇❡ ✉*❡ $❤❡ *❛♠❡ E✉❛❞(❛$✉(❡ (✉❧❡* ❛* ✐♥ ■❉❋✲$❈❊ ✭E✉❛❞(❛✲

$✉(❡✮ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥✿ Msh = M2 = 8 ❛♥❞ M1 = 10✳ ❚❤❡ ❝♦♥*$(❛✐♥$* ♦♥ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣* ❛(❡ *✉❝❤ $❤❛$

ǫα = 0.5 ❛* ✐$ ❣❡♥❡(❛$❡* ❛♥ ❡((♦( ♦♥ ❛✈❡(❛❣❡ *♠❛❧❧❡( $❤❛♥ 10−3
❝♦♠♣❛(❡❞ $♦ ❈▼❈ ❛♣♣(♦①✐♠❛$✐♦♥

♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣(❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ✇✐$❤ ■❉❋✲$❈❊ E✉❛❞(❛$✉(❡ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥ ✐* ✐♥ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✲

*$(❛✐♥$* $♦ ❡♥*✉(❡ $❤❡ ✐♥$❡(❞✐*❝✐♣❧✐♥❛(② ❝♦✉♣❧✐♥❣* ✐♥ (❡❛❧✐③❛$✐♦♥*✳ ■♥ ■❉❋✲$❈❊ ✭$❈❊✮ $❤❡ E✉❛❞(❛$✐❝

❝♦♥*$(❛✐♥$* ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡ $❤❡ $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥$* ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐$❛$❡ $❤❡ ♦♣$✐♠✐③❡( ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡✳

✶✸✹
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✻✳✹✳✵✳✸ ❘❡'✉❧*'

❉✉❡ 9♦ 9❤❡ ♣=❡>❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡=9❛✐♥9② ❛♥❞ 9❤❡ ✉>❡ ♦❢ ❛ >9♦❝❤❛>9✐❝ ♦♣9✐♠✐③❡=✱ ❡❛❝❤ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ✐>

=❡♣❡❛9❡❞ ✶✵ 9✐♠❡> ❛♥❞ 9❤❡ =❡>✉❧9> ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵ ❛=❡ 9❤❡ ❛✈❡=❛❣❡> ♦❢ 9❤❡ ✶✵ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥>✳ ❚❤❡

=❛9✐♦ ♦❢ 9❤❡ >9❛♥❞❛=❞ ❞❡✈✐❛9✐♦♥ ♦✈❡= 9❤❡ ❡①♣❡❝9❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 9❤❡ =❡>✉❧9> ✐> ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♣❛=❡♥9❤❡>✐> ✐♥

♦=❞❡= 9♦ P✉❛♥9✐❢② 9❤❡ =♦❜✉>9♥❡>> ♦❢ 9❤❡ =❡>✉❧9>✳

▼❉❋
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♣>♦♣♦D❡❞ ❢♦>♠✉❧❛:✐♦♥D ❝♦♥✈❡>❣❡ :♦ :❤❡ D❛♠❡ ❞❡D✐❣♥ ✈❛>✐❛❜❧❡ z ✇✐:❤ ❡>>♦>D ✐♥❢❡>✐♦> :♦ ✷✳✵✹✪ ✐♥

:❡>♠D ♦❢ ❞✐D:❛♥❝❡ :♦ ▼❉❋ >❡D✉❧:D✳ ■❉❋✲%❈❊ ✭U✉❛❞>❛:✉>❡✮ ♣>♦✈✐❞❡D :❤❡ D♠❛❧❧❡> ❡>>♦>✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡>

❡>>♦> D:❡♠D ❢>♦♠ ■❉❋✲%❈❊ ✭%❈❊✮ ❞✉❡ :♦ :❤❡ ❛♣♣>♦①✐♠❛:✐♦♥D ✐♥:>♦❞✉❝❡❞ ❜② :❤❡ ♦✉:♣✉: ❝♦✉♣❧✐♥❣

%❈❊D c̃(·)✳ ■♥ :❡>♠D ♦❢ ♦❜❥❡❝:✐✈❡ ✈❛❧✉❡D✱ :❤❡ >❡❧❛:✐✈❡ ❡>>♦> ❝♦♠♣❛>❡❞ :♦ ▼❉❋ ✐D ♦❢ ✵✳✷✶✪ ❢♦> ■❉❋✲%❈❊

✭❈▼❈✮ ❛♥❞ ■❉❋✲%❈❊ ✭U✉❛❞>❛:✉>❡✮ ❛♥❞ ✶✳✺✪ ❢♦> ■❉❋✲%❈❊ ✭%❈❊✮✳ ❚❤❡ ❞❡D✐❣♥ D♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥D✐♦♥ ✐D ✸

✐♥ :❤❡ ▼❉❋ ❛♣♣>♦❛❝❤ ✇❤❡>❡❛D ✐: ✐D ✹✸ ✐♥ :❤❡ ♣>♦♣♦D❡❞ ❢♦>♠✉❧❛:✐♦♥D✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❝♦♥D:>❛✐♥:D ✐D

✶ ✐♥ ▼❉❋ ✇❤❡>❡❛D ✐: ✐D ✸ ✐♥ :❤❡ ♣>♦♣♦D❡❞ ❢♦>♠✉❧❛:✐♦♥D✳ ❚❤❡ ✐♥❝>❡❛D❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❞❡D✐❣♥ ✈❛>✐❛❜❧❡D

❛♥❞ ❝♦♥D:>❛✐♥:D ❧❡❛❞D :♦ ♠♦>❡ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ✐:❡>❛:✐♦♥D✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❝❛❧❧D :♦ ❡❛❝❤ ❞✐D❝✐♣❧✐♥❡ ✐D

1512× 106 ❢♦> ▼❉❋✳ ■: ✐D ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✳✽✵ ❢♦> ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮ ❢♦>♠✉❧❛:✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛>❡❞ :♦ ▼❉❋✱ :❤❡
♥✉♠❜❡> ♦❢ ❝❛❧❧D :♦ ❡❛❝❤ ❞✐D❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡❝>❡❛D❡D ❜② ❛ ❢❛❝:♦> ♦❢ ✹✸✵ ✐♥ ■❉❋✲%❈❊ ✭U✉❛❞>❛:✉>❡✮ ❛♥❞ ❜② ✹✹✾

✐♥ ■❉❋✲%❈❊ ✭%❈❊✮✳ ❚❤❡ >❡❞✉❝:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ♥✉♠❜❡> ♦❢ ❝❛❧❧D :♦ :❤❡ ❞✐D❝✐♣❧✐♥❡D ✐D ❞✉❡ :♦ :❤❡ ❛❜D❡♥❝❡ ♦❢

❝♦♠♣❧❡:❡ ▼❉❆ ❛♥❞ :❤❡ ✉♥❝❡>:❛✐♥:② ♣>♦♣❛❣❛:✐♦♥ :❡❝❤♥✐U✉❡ ✭U✉❛❞>❛:✉>❡ ❛♥❞ #❈❊✮ ✐♥D:❡❛❞ ♦❢ ❈▼❈✳

❲❤✐❧❡ :❤❡ ❛❜D❡♥❝❡ ♦❢ ▼❉❆ ❞❡❝#❡❛%❡% &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝❛❧❧% &♦ &❤❡ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡%✱ ✐& ❣❡♥❡#❛&❡% ❤✐❣❤❡# ❡##♦#%

✐♥ &❤❡ ✐♥&❡#❞✐%❝✐♣❧✐♥❛#② ❝♦✉♣❧✐♥❣ %❛&✐%❢❛❝&✐♦♥✿ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣% ❛#❡ %❛&✐%✜❡❞ ✇✐&❤ ❛ ♣#❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ 10−4
✐♥

▼❉❋ ❢♦# ❛❧❧ &❤❡ #❡❛❧✐③❛&✐♦♥% ♦❢ &❤❡ ✉♥❝❡#&❛✐♥ ✈❛#✐❛❜❧❡% ❛♥❞ ✇✐&❤ ❛ ♣#❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ 6.7×10−4
♦♥ ❛✈❡#❛❣❡

✐♥ ■❉❋✲&❈❊ ✭❈▼❈✮✳ ❚❤❡ #❡♣❧❛❝❡♠❡♥& ♦❢ ❈▼❈ ✐♥ ■❉❋✲&❈❊ ❡♥❛❜❧❡% &♦ ❞❡❝#❡❛%❡ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝❛❧❧%

&♦ &❤❡ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡% ✇❤✐❧❡ ❡♥%✉#✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ %❛&✐%❢❛❝&✐♦♥ ✇✐&❤ ❛ ♣#❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ 7.4 × 10−4
♦♥ ❛✈❡#❛❣❡✳

❚❤❡ ❞✐%&#✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡% ❣✐✈❡♥ ❜② ▼❉❋ ❛♥❞ ❜② &❤❡ ♣#♦♣♦%❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤❡% ❛#❡

%✐♠✐❧❛# ✭❋✐❣%✳ ✻✳✽✱✻✳✾✮✳ ❚❤❡ ❞✐%&#✐❜✉&✐♦♥% ♦❢ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛#✐❛❜❧❡ Y12 ❤❛✈❡ &❤❡ %❛♠❡ &❡♥❞❡♥❝✐❡%

❢♦# ▼❉❋ ❛♥❞ &❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤❡%✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ ✐& ❝❛♥ ❜❡ ♥♦&❡❞ &❤❛& &❤❡ ♣#♦♣♦%❡❞ ❛♣♣#♦❛❝❤❡%

%✉❝❝❡❡❞ &♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧&✐♠♦❞❛❧ ♣#♦❜❛❜✐❧✐&② ❞❡♥%✐&② ❢♦# &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛#✐❛❜❧❡%✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❞✐✛❡#❡♥❝❡%

♠❛② ❜❡ ♥♦&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❞✐%&#✐❜✉&✐♦♥ &❛✐❧% ✭❋✐❣%✳ ✻✳✽✱✻✳✾✮✳ ❚❤✐% ✐% ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❡##♦# ✐♥&#♦❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡

&❈❊ ♠❡&❛♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ #❡❧❛&✐♦♥%✳ ❆❧❧ &❤❡ ❞✐%&#✐❜✉&✐♦♥% ♦❢ &❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡##♦#% J ❢♦# &❤❡

♣#♦♣♦%❡❞ ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥ ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ❋✐❣✉#❡ ✻✳✶✶✳ ❚❤❡ ❞✐%&#✐❜✉&✐♦♥% ❤❛✈❡ ❛ %♠❛❧❧ ❞✐%♣❡#%✐♦♥ ❛#♦✉♥❞ ✵✱

❛♥❞ &❤❡ ❤✐❣❤❡# ❞✐%♣❡#%✐♦♥ ❛#✐%❡% ❢♦# ■❉❋✲&❈❊ ✭&❈❊✮✳

■& ✐% ✐♠♣♦#&❛♥& &♦ ♥♦&❡ &❤❛& ❞❡#✐✈❛&✐✈❡% ♦❢ &❤❡ ✐♥&❡#❞✐%❝✐♣❧✐♥❛#② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥%&#❛✐♥&% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉%❡❞

&♦ ❡♥%✉#❡ ♠✉❧&✐❞✐%❝✐♣❧✐♥❛#② ❢❡❛%✐❜✐❧✐&②✳ ■♥ ♣#❛❝&✐❝❡✱ ✐♥ ♥✉♠❡#✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥%✱ ✇❡ ✉%❡✿

Jij =

∫

Ω

[
cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
− ŷij

(
u,α(ij)

)]2
φ(u)❞u ≤ ǫ ✭✻✳✸✾✮

❋♦# ❝♦♥❝✐%❡♥❡%%✱ ✇❡ ♥♦&❡

[
cij

(
zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
− ŷij

(
u,α(ij)

)]2
= jij

(
zi,α

(ij),α(.i),u
)
✳ ❆♥✲

♦&❤❡# ✇❛② &♦ ❡♥%✉#❡ ♠✉❧&✐❞✐%❝✐♣❧✐♥❛#② ❢❡❛%✐❜✐❧✐&② ❝♦✉❧❞ ❜❡ &♦ ✉%❡✿

• ❛ #♦❜✉%& ❛♣♣#♦❛❝❤✿

Jij =

∫

Ω

jij

(
zi,α

(ij),α(.i),u
)
φ(u)❞u

+η

(∫

Ω

[
jij

(
zi,α

(ij),α(.i),u
)
− E

[
jij

(
zi,α

(ij),α(.i),u
)]]2

φ(u)❞u

) 1
2

≤ ǫ

✶✸✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✇✐"❤ η ✐♥❞✐❝❛"✐♥❣ "❤❡ *❡+"*✐❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❢❡❛+✐❜❧❡ *❡❣✐♦♥ "♦ η +"❛♥❞❛*❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥+ ❛✇❛② ❢*♦♠

"❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ✈❛❧✉❡✳

• ❛ *❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♣♣*♦❛❝❤✿

Jij =

∫

Ω

✶

[
jij(zi,α(ij),α(.i),u)

cij(zi,ŷ.i(u,α(.i)),ui)
2

]

>k

φ(u)❞u ≤ Pt ✭✻✳✹✵✮

✇❤❡*❡ Pt ✐+ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ "❛*❣❡" ♣*♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛✐❧✉*❡ ❛♥❞ k ✐+ ❛ +❝❛❧❛* ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ *❡❧✐❛❜✐❧✐"②
❝♦♥+"*❛✐♥" ❡♥+✉*❡+ "❤❛" "❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐"② "❤❛" "❤❡ *❡❧❛"✐✈❡ ❡**♦* ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ✐♥♣✉" ❝♦✉♣❧✐♥❣

✈❛*✐❛❜❧❡+ ❛♥❞ "❤❡ ♦✉"♣✉" ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛*✐❛❜❧❡+ "♦ ❜❡ +✉♣❡*✐♦* "♦ k% ✐+ ❧♦✇❡* "❤❛♥ Pt✳

❍♦✇❡✈❡*✱ ✐♥ ♣*❛❝"✐❝❡✱ ❊A✳✭✻✳✹✵✮ ❛♥❞ ❊A✳✭✻✳✹✵✮ *❡A✉✐*❡ ❛♥ ✐♠♣♦*"❛♥" ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❡✛♦*" ❝♦♠♣❛*❡❞

"♦ ❊A✳✭✻✳✸✾✮ ❛♥❞ ❢✉*"❤❡* ✐♥✈❡+"✐❣❛"✐♦♥+ ❛*❡ ♥❡❡❞❡❞ "♦ *❡❞✉❝❡ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦+" ✐♥ ♦*❞❡* "♦ ✉+❡

"❤❡♠✳

✻✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡  ❈❊ ❞❡❣/❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦2✐+✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ "❤❡ ❞✐✣❝✉❧"✐❡+ ✇✐"❤ "❤❡ ♣*♦♣♦+❡❞ ❛♣♣*♦❛❝❤ ✐+ "♦ ❝❤♦♦+❡ ❛ ♣"✐♦"✐ "❤❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦+✐"✐♦♥

♦❢ "❤❡  ❈❊ ✉+❡❞ "♦ *❡♣*❡+❡♥" "❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ *❡❧❛"✐♦♥+✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ "*✉♥❝❛"✐♦♥✱  ❈❊

♠❛② ♠♦❞❡❧ ✈❡*② ❞✐✛❡*❡♥" ❞②♥❛♠✐❝+✳ ■♥ ❋✐❣✉*❡ ✻✳✶✷✱ "❤❡ ✜*+" ✜✈❡ ❍❡*♠✐"❡ ❜❛+❡❞  ❈❊ ❢♦* ❛ ♦♥❡

❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❛*❡ ♣❧♦""❡❞✳ ❚❤❡ ③❡*♦ ♦*❞❡*  ❈❊ ♠❛② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥+"❛♥" ❞②♥❛♠✐❝+ ✇❤❡*❡❛+ "❤❡

✜*+" ♦*❞❡* ♠♦❞❡❧+ ❧✐♥❡❛* ❢✉♥❝"✐♦♥+ ❛♥❞ "❤❡ +❡❝♦♥❞ ♦*❞❡* *❡♣*❡+❡♥" A✉❛❞*❛"✐❝ ❞②♥❛♠✐❝+✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡*

♦*❞❡* ♠♦*❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♣♣✐♥❣+✳
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❋✐❣✉*❡ ✻✳✶✷✿ ❚❤❡ ✜*+" ✜✈❡ ❍❡*♠✐"❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+ ❢♦* ♦♥❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦+✐"✐♦♥ ♦*❞❡* ✐♥✢✉❡♥❝❡+ "❤❡ ✐♥"❡*❞✐+❝✐♣❧✐♥❛*② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛" "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡

♦❢ "❤❡ ❯▼❉❖ ♣*♦❜❧❡♠✳ ❍✐❣❤❡* ❞❡❣*❡❡+ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦+✐"✐♦♥ ♠❛② ❝❛♣"✉*❡ ♠♦*❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♣❧✐♥❣

*❡❧❛"✐♦♥+ ❤♦✇❡✈❡* ✐" ❝♦♠❡+ "♦ ❛ ❝♦+"✱ "❤❡ ✐♥❝*❡❛+❡ ✐♥ "❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥"+ "❤❛" ❤❛✈❡ "♦

❜❡ ❝♦♥"*♦❧❧❡❞ ❜② "❤❡ +②+"❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣"✐♠✐③❡*✳ ❆ "*❛❞❡✲♦✛ ❤❛+ "♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ♦❢

"❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭✐♥❝*❡❛+❡ ✐♥ "❤❡  ❈❊ ❞❡❣*❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦+✐"✐♦♥ ✐♠♣*♦✈❡+ "❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ♦❢ "❤❡
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❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❛♥❞ D❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐D② ♦❢ D❤❡ ■❉❋✲$❈❊ I♦❧✈✐♥❣ ✭❤✐❣❤❡L ❞✐♠❡♥I✐♦♥❛❧ ♣L♦❜❧❡♠ D♦

I♦❧✈❡✮✳

❋♦L D❤❡ ♣L❡✈✐♦✉I ❛♥❛❧②D✐❝❛❧ ♣L♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ID✉❞② D❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ D❤❡ $❈❊ ❞❡❣L❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦I✐D✐♦♥ ❜②

✜①✐♥❣ D❤❡ ❞❡I✐❣♥ ✈❛L✐❛❜❧❡I D♦ D❤❡ ♦♣D✐♠✉♠ ❢♦✉♥❞ ✐♥ D❤❡ ♣L❡✈✐♦✉I I❡❝D✐♦♥✿ z∗ = [0.520, 0.340, 0.658]❚

❛♥❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛D✐♥❣ D❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡LL♦L J12 ❢♦L ❞✐✛❡L❡♥D $❈❊ ❞❡❣L❡❡I ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦I✐D✐♦♥✳

❋✐❣✉L❡ ✻✳✶✸ ♣L❡I❡♥DI D❤❡ ❞✐IDL✐❜✉D✐♦♥ ♦❢ D❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ Y12 ❢♦L ❞✐✛❡L❡♥D $❈❊ ❞❡❝♦♠♣♦I✐D✐♦♥ ♦L❞❡L✳

❲✐D❤ ❛ ❞❡❣L❡❡ ♦❢ 1✱ D❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✐IDL✐❜✉D✐♦♥ ✐I I✐♠✐❧❛L D♦ ❛ ●❛✉II✐❛♥ ❞✐IDL✐❜✉D✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ Ŷ12 ✐I ❝❧♦I❡ D♦ D❤❡ ♦♥❡ L❡I✉❧D✐♥❣ ❢L♦♠ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❛❧②I✐I ✭µY12

= 48.07✮✱ ❤♦✇❡✈❡L D❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❡LL♦L ✐I ❧❛L❣❡ ❜❡D✇❡❡♥ ✵✪ ❛♥❞ ✶✷✪ ❛♥❞ D❤❡ ❞✐IDL✐❜✉D✐♦♥ ♦❢ Ŷ12 ❞♦❡I ♥♦D ♣L❡I❡♥D D❤❡ D✇♦ ♠♦❞❡I
❛L♦✉♥❞ ŷ12 = 46 ❛♥❞ ŷ12 = 52 ❛I ✐♥ D❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣L♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡L ♦❢ $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥DI ❛L❡

❞✐♠

(
α(12)

)
= (3+1)!

3!1! = 4✳ ❲✐D❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦I✐D✐♦♥ ❞❡❣L❡❡ ♦❢ 2✱ D❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛L✐❛❜❧❡ ❞✐IDL✐❜✉D✐♦♥ ✐I
♥♦♥ ●❛✉II✐❛♥ ❛♥❞ ♣L❡I❡♥D ♦♥❡ ♠♦❞❡ ❛L♦✉♥❞ ŷ12 = 46 ❜✉D ♥♦D ❛L♦✉♥❞ ✺✷✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡LL♦L ✐I ID✐❧❧
❧❛L❣❡ ❜✉D ♥♦✇ ❛L♦✉♥❞ ✵✪ ❛♥❞ ✽✪ ✇✐D❤ ♠♦L❡ I❛♠♣❧❡I ❜❡D✇❡❡♥ ✵✪ ❛♥❞ ✷✪ ❝♦♠♣❛L❡❞ D♦ D❤❡ ♦L❞❡L

✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡L ♦❢ $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥DI ❛L❡ ❞✐♠

(
α(12)

)
= (3+2)!

3!2! = 10✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦I✐D✐♦♥ ♦L❞❡L ♦❢ ✸
♣L♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉L❛D❡ L❡I✉❧DI ❝♦♠♣❛L❡❞ D♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣L♦❛❝❤❡I ✇✐D❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ L❡❧❛D✐✈❡ ❡LL♦L ❜❡D✇❡❡♥

✵✪ ❛♥❞ ✷✪✱ ❤♦✇❡✈❡L ✐D L❡^✉✐L❡I ✷✵ $❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥DI✳ ❆ ❞❡❝♦♠♣♦I✐D✐♦♥ ♦L❞❡L ♦❢ ✸ I❡❡♠I ❛♣♣L♦♣L✐❛D❡

D♦ ♠♦❞❡❧ D❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝D✐♦♥❛❧ L❡❧❛D✐♦♥ ♦❢ Y12✳

✶✹✶
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✸✿  ❈❊ ❞❡❝♦♠♣♦0✐1✐♦♥ ♦$❞❡$ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡$$♦$✳ ▲❡❢1 ❝♦❧✉♠♥✱ ❞✐01$✐❜✉1✐♦♥ ♦❢ Y12✱ $✐❣❤1
❝♦❧✉♠♥✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❡❧❛1✐✈❡ ❡$$♦$✱ ❢$♦♠ ✶✺✵✵✵✵ U 0❛♠♣❧❡0✳
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■♥ ♦9❞❡9 <♦ ❡✣❝✐❡♥<❧② ✉C❡ ■❉❋✲$❈❊✱ <❤❡ ❞❡C✐❣♥❡9 ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦9❛<✐♦♥ ✇✐<❤ <❤❡ ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❡①♣❡9<C ❤❛C

<♦ ❦♥♦✇ ❢♦9 C♦♠❡ ❞❡C✐❣♥ ❛9❝❤✐<❡❝<✉9❡C✱ <❤❡ ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛9✐<② ♦❢ <❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 9❡❧❛<✐♦♥C ✐♥ ♦9❞❡9

<♦ ❝♦99❡❝<❧② ❝❤♦♦C❡ <❤❡ $❈❊ ♦9❞❡9C✳ ■❢✱ ❜❛C❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦C✐<✐♦♥ ♦9❞❡9 ❛CC✉♠♣<✐♦♥✱ ❛< <❤❡ ❯▼❉❖

❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡✱ <❤❡ ✐♥<❡9❞✐C❝✐♣❧✐♥❛9② ❝♦✉♣❧✐♥❣C ❛9❡ ♥♦< C❛<✐C✜❡❞ ❛❝❝♦9❞✐♥❣ <♦ <❤❡ 9❡Q✉✐9❡♠❡♥<C✱ ❛ ♥❡✇

♣9♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ C♦❧✈❡❞ ✇✐<❤ ❛ ❤✐❣❤❡9 ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦C✐<✐♦♥ <♦ ❝❛♣<✉9❡ ♠♦9❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♣♣✐♥❣C

❜❡<✇❡❡♥ <❤❡ ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡C✳ ▼♦9❡♦✈❡9✱ ❛❞❛♣<❡❞ ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦C✐<✐♦♥ ❢♦9 <❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣C ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛CC❡CC❡❞ ❜❛C❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦9♠❛<✐♦♥ ♣9♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼❉❆ ✐❢ C✉❝❤ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❛❧②C❡C ❛9❡ ❛✛♦9❞❛❜❧❡ ❢♦9 C♦♠❡

❞❡C✐❣♥ ✈❛9✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡C✳ ❖<❤❡9 ❛❧<❡9♥❛<✐✈❡C ✐♥ <❡9♠C ♦❢ ❞❡❣9❡❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦C✐<✐♦♥ ♦❢ $❈❊ ❝♦✉❧❞ ❜❡ <♦

✉C❡ ▲❡❛C< ❆♥❣❧❡ ❘❡❣9❡CC✐♦♥ ❬❊❢9♦♥ ❡< ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♠❡#❤♦❞ ♦' #♦ ✉)❡ ❙♣❛')❡  ❈❊ ❛♣♣'♦❛❝❤❡) ❬❇❧❛#♠❛♥

❛♥❞ ❙✉❞'❡#✱ ✷✵✶✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✐♥ ♦'❞❡' #♦ ✉)❡ ❙♣❛')❡  ❈❊ #❡❝❤♥✐;✉❡✱ ✐# ✐) ♥❡❝❡))❛'② #♦ '✉♥ #❤❡ ❡①❛❝#

❢✉♥❝#✐♦♥ ✭✐♥ ♦✉' ❝❛)❡ ❛ ▼❉❆✮ ✇❤✐❝❤ ✐) ♥♦# #❤❡ ♣❤✐❧♦)♦♣❤② ♦❢ #❤❡ ♣'♦♣♦)❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡'✱

❢✉#✉'❡ ✐♥✈❡)#✐❣❛#✐♦♥) )❤♦✉❧❞ ❡①♣❧♦'❡ #❤❛# ♣♦))✐❜✐❧✐#②✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❆ ♥❡✇ )✐♥❣❧❡✲❧❡✈❡❧ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦'♠✉❧❛#✐♦♥ ❤❛) ❜❡❡♥ ❞❡#❛✐❧❡❞ ✐♥ #❤✐) ❝❤❛♣#❡'✳ ❚❤❡ ♣'♦♣♦)❡❞
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≤ 5
≤ 5

Ξ[f(·)]
Ξ[f(·)] = ∑N

k=1 Ξ[fk(·)] Ξ[fk(·)] k

Discipline

N

Shared design

 variables: zsh

Optimizer
[f(zsh,z*,y( ,u),u)]

Uncertain variables: u

Uncertainty simulation

...

Subsystem N

Optimizer

Surrogate models of 

the functional 

feedback couplings
Discipline

N-1

Subsystem N-1

Optimizer

Discipline

1

Subsystem 1

Optimizer

zN

zN-1

z1

ŷ

K[g(zsh,z*,y( ,u),u)]

^

^
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• ❙②89❡♠✲❧❡✈❡❧✿

♠✐♥

N∑

k=1

Ξ [fk(zsh, z
∗
k,α,U)] ✭✼✳✶✮

✇✳E✳9✳ zsh ∈ Zsh,α

8✳9✳ K [g(zsh, z
∗
k,α,❯)] ≤ 0 ✭✼✳✷✮

∀(k, j) ∈ {1, ..., N}2, j 6= k Jkj(zsh, z
∗
k,α) = 0 ✭✼✳✸✮

∀k ∈ {1, ..., N}, K [gk(zsh, z
∗
k,α,❯)] ≤ 0 ✭✼✳✹✮

• ❙✉❜8②89❡♠✲❧❡✈❡❧✿

k = N

❲❤✐❧❡ k > 0

●✐✈❡♥ yNk, . . . ,y(k+1)k

❋♦E 9❤❡ k ❤ 8✉❜8②89❡♠

♠✐♥ Ξ [fk(zsh, zk,α,U)] ✭✼✳✺✮

✇✳E✳9✳ zk ∈ Zk

8✳9✳ K [gk(zsh, zk,α,❯)] ≤ 0 ✭✼✳✻✮

∀j ∈ {1, ..., N}, j 6= k Jkj =∫

Ω

[
ckj

(
zsh, zk, ŷ.k

(
u,α(.k)

)
,uk

)
− ŷkj

(
u,α(kj)

)]2
φ(u)❞u = 0 ✭✼✳✼✮

k ← k − 1

zk ✐8 9❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡8✐❣♥ ✈❛E✐❛❜❧❡ ✈❡❝9♦E ♦❢ ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡ k ❛♥❞ ✐9 ❜❡❧♦♥❣8 9♦ 9❤❡ 8❡9 Zk ❛♥❞ zsh ✐8 9❤❡ 8❤❛E❡❞

❞❡8✐❣♥ ✈❛E✐❛❜❧❡ ✈❡❝9♦E ❜❡9✇❡❡♥ 8❡✈❡E❛❧ ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡8✳ z∗k ✐8 9❤❡ ♦♣9✐♠❛❧ ❞❡8✐❣♥ ✈❛E✐❛❜❧❡8 ❢♦✉♥❞ ❜② 9❤❡
8✉❜8②89❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣9✐♠✐③❡E✳ ❚❤✐8 ❢♦E♠✉❧❛9✐♦♥ ❛❧❧♦✇8 ♦♥❡ 9♦ ♦♣9✐♠✐③❡ ❡❛❝❤ 8✉❜8②89❡♠ 8❡♣❛E❛9❡❧②

✐♥ ❛ ❤✐❡E❛E❝❤✐❝❛❧ ♣E♦❝❡88✳ ❚❤❡ 8②89❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣9✐♠✐③❡E ❤❛♥❞❧❡8 zsh ❛♥❞ 9❤❡  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥98 α ♦❢

9❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛E✐❛❜❧❡8✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥98 ❛9 9❤❡ 8②89❡♠✲❧❡✈❡❧ ❛❧❧♦✇8 ♦♥❡ 9♦

E❡♠♦✈❡ 9❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣8 ❛♥❞ 9♦ ♦♣9✐♠✐③❡ 9❤❡ 8✉❜8②89❡♠8 ✐♥ 8❡X✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ 8✉EE♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧8 ♦❢

9❤❡ ❢✉♥❝9✐♦♥❛❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣8 ♣E♦✈✐❞❡ 9❤❡ E❡X✉✐E❡❞ ✐♥♣✉9 ❝♦✉♣❧✐♥❣8 9♦ 9❤❡ ❞✐✛❡E❡♥9 8✉❜8②89❡♠8✳

❚❤❡ k ❤ 8✉❜8②89❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣9✐♠✐③❡E ❤❛♥❞❧❡8 zk ❛♥❞ 9❤❡ ❝♦EE❡8♣♦♥❞✐♥❣ ♣E♦❜❧❡♠ ❛✐♠8 ❛9 ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

9❤❡ 8✉❜8②89❡♠ ❝♦♥9E✐❜✉9✐♦♥ 9♦ 9❤❡ 8②89❡♠ ♦❜❥❡❝9✐✈❡ ✇❤✐❧❡ 8❛9✐8❢②✐♥❣ 9❤❡ 8✉❜8②89❡♠✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥89E❛✐♥98

K [gk(·)]✳ ❚❤❡ ✐♥9❡E❞✐8❝✐♣❧✐♥❛E② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥89E❛✐♥9 ❊X✳✭✼✳✼✮ ❣✉❛E❛♥9❡❡8 9❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣8 ✇❤❛9❡✈❡E 9❤❡
E❡❛❧✐③❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ✉♥❝❡E9❛✐♥ ✈❛E✐❛❜❧❡8✳ ■♥ ▼❍❖❯ ❢♦E♠✉❧❛9✐♦♥✱ ❊X✳✭✼✳✼✮ ✐8 ♦♥❧② ❝♦♥8✐❞❡E❡❞ ❢♦E k 6= N ✳
❚❤✐8 ❢♦E♠✉❧❛9✐♦♥ ✐8 ♣❛E9✐❝✉❧❛E❧② 8✉✐9❡❞ ❢♦E ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ♦E❞❡E 9♦ ❞❡❝♦♠♣♦8❡ 9❤❡ ❞❡8✐❣♥ ♣E♦❝❡88

✐♥9♦ 9❤❡ ❞✐✛❡E❡♥9 89❛❣❡ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥8✳ ❚❤❡ ❞❡❝E❡❛8✐♥❣ ♦E❞❡E ♦❢ 9❤❡ ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥✱ ❢E♦♠ N
9♦ 1 ✐8 ♠♦E❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥9 ❢♦E ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭9❤❡ ❧❛89 89❛❣❡ ✐8 ♦♣9✐♠✐③❡❞ ✜E89✱ 9❤❡♥ 9❤❡ ✐♥9❡E♠❡❞✐❛9❡
89❛❣❡8 ❛♥❞ 9❤❡ ✜E89 ♦♥❡ ✐8 ♦♣9✐♠✐③❡❞ ❧❛89✮✱ ❤♦✇❡✈❡E✱ ✐♥ ❣❡♥❡E❛❧ ❝❛8❡ ❛♥② ♦E❞❡E ♠❛② ❜❡ ❛❞♦♣9❡❞✳ ■♥

♣E❛❝9✐❝❡✱ 9❤❡ ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡8 ❛E❡ ♦E❣❛♥✐③❡❞ 9♦ ❤❛✈❡ 9❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡E ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛E✐❛❜❧❡8

✐♥ ♦E❞❡E 9♦ ❞❡❝E❡❛8❡ 9❤❡ ♥✉♠❜❡E ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛E✐❛❜❧❡8 ❝♦♥9E♦❧❧❡❞ ❛9 9❤❡ 8②89❡♠✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ 9❤❡E❡❢♦E❡

✶✹✼
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❛♥❞ ▼❍❖❯✱  ❤❡ ❢❡❡❞❢♦/✇❛/❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛/✐❛❜❧❡6 ❛/❡  ❤❡ ♠❛66❡6 ♦❢  ❤❡ ❞✐✛❡/❡♥ 6 ❛❣❡6 ✭ ❤❡ ♠❛66

✐6 ♣❛66❡❞ ❢/♦♠ 6 ❛❣❡ i  ♦ 6 ❛❣❡ i − 1) ❛♥❞  ❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣6 ❛/❡  ❤❡ 6❡♣❛/❛ ✐♦♥ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥6

✭❛❧ ✐ ✉❞❡✱ ✈❡❧♦❝✐ ②✱ ✢✐❣❤ ♣❛ ❤ ❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞  /❛❥❡❝ ♦/② ❧♦❛❞6✳

✼✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

▼❍❖❯ ✐6 ❛ 6❡♠✐✲❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ ♠✉❧ ✐✲❧❡✈❡❧✱ ❤✐❡/❛/❝❤✐❝❛❧ ❯▼❉❖ ❛♣♣/♦❛❝❤✳ ▼❍❖❯ ✐6 ♥♦ ❧✐♠✐ ❡❞  ♦ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡ 6②6 ❡♠ ❜✉  ♦ ❛♥② 6②6 ❡♠ ✇❤♦6❡ 6②6 ❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦6❡❞ ❛❝❝♦/❞✐♥❣  ♦

6✉❜6②6 ❡♠ ❝♦♥ /✐❜✉ ✐♦♥6✳ ❚❤❡ ♣/♦♣♦6❡❞ ❢♦/♠✉❧❛ ✐♦♥ ✐6 ❞❡/✐✈❡❞ ❢/♦♠ ❙❲❖❘❉ ❢♦/♠✉❧❛ ✐♦♥6 ❬❇❛❧❡6✲

❞❡♥ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪ ❛♥❞ ❜❛6❡❞ ♦♥  ❤❡ 6❛♠❡ ✐♥ ❡/❞✐6❝✐♣❧✐♥❛/② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♣♣/♦❛❝❤ ❛6 ■❉❋✲+❈❊✳

■ ♦✛❡/6 ❛♥ ❛✉ ♦♥♦♠②  ♦ ❡♥❣✐♥❡❡/✐♥❣  ❡❛♠6  ♦ ♦♣ ✐♠✐③❡  ❤❡✐/ ♦✇♥ 6✉❜6②6 ❡♠ ✐♥ ❝♦♦/❞✐♥❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤

❛ 6②6 ❡♠✲❧❡✈❡❧ ❞❡6✐❣♥❡/✳ ❚❤❡ 6✉//♦❣❛ ❡ ♠♦❞❡❧6 ♣/♦✈✐❞❡ ❛ /❡♣/❡6❡♥ ❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣

♠❛♣♣✐♥❣6 ❛  ❤❡ ❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ❯▼❉❖ ♣/♦❜❧❡♠ ❛6 ✇♦✉❧❞ ▼❉❆ ❞♦✳ ■♥  ❤❡ ♥❡① ❝❤❛♣ ❡/✱ ❜♦ ❤

■❉❋✲+❈❊ ❛♥❞ ▼❍❖❯ ❢♦/♠✉❧❛ ✐♦♥6 ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞  ♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡6✐❣♥ ♣/♦❜❧❡♠6✳

✶✹✽



❈❤❛♣$❡& ✽

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ♦❢ &❤❡ ♣-♦♣♦)❡❞ ❯▼❉❖

❢♦-♠✉❧❛&✐♦♥) &♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡)✐❣♥

❈♦♥#❡♥#%

✽✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✷ ■❉❋✲$❈❊ ❢♦& ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡5✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✷✳✶ ❉❡&✐❣♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡./❛✐♥ ✈❛.✐❛❜❧❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✷✳✷ ❉✐&❝✐♣❧✐♥❛.② ♠♦❞❡❧& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✽✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ▼❉❋ ✉♥❞❡. ✉♥❝❡./❛✐♥/② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✷✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✷✳✺ ❘❡&✉❧/& ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✽✳✸ ▼❍❖❯ ❢♦& 5♦✉♥❞✐♥❣ &♦❝❦❡% ❞❡5✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✽✳✸✳✶ ❉❡&✐❣♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡./❛✐♥ ✈❛.✐❛❜❧❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✽✳✸✳✷ ❉✐&❝✐♣❧✐♥❛.② ♠♦❞❡❧& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✽✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ▼❉❋ ✉♥❞❡. ✉♥❝❡./❛✐♥/② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✽✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ▼❍❖❯ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✽✳✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ■❉❋✲%❈❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✽✳✸✳✻ ❘❡&✉❧/& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✽✳✹ ▲✐♠✐%❛%✐♦♥5 ♦❢ %❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛&✐5♦♥5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✽✳✺ ❈♦♥❝❧✉5✐♦♥ ♦❢ ♣❛&% ■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

• ❆♣♣❧② $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦+♠✉❧❛$✐♦♥1 ✐♥ ❝❤❛♣$❡+1 ✻ ❛♥❞ ✼ $♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ $❡1$ ❝❛1❡1✱

• ❈♦♠♣❛+❡ $❤❡ +❡1✉❧$1 ✇✐$❤ +❡1♣❡❝$ $♦ ❝❧❛11✐❝❛❧ ▼✉❧$✐ ❉✐1❝✐♣❧✐♥❛+② ❋❡❛1✐❜❧❡ ❢♦+♠✉❧❛$✐♦♥✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*

✶✹✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✽✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✐# ❞❡✈♦'❡❞ '♦ '❤❡ ❝♦♠♣❛)✐#♦♥ ♦❢ ■❉❋✲$❈❊ ❛♥❞ ▼❍❖❯ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥# ✇✐'❤ )❡#♣❡❝' '♦ '❤❡

❝❧❛##✐❝❛❧ ▼❉❋ ✉♥❞❡) ✉♥❝❡)'❛✐♥'②✳ ▼❉❋ ✐# '❤❡ )❡❢❡)❡♥❝❡ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ '♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ '❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢

'❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ♠❡'❤♦❞# ❛# ✐' ✐# '❤❡ ♠♦#' ❝♦♠♠♦♥❧② ✉#❡❞ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ❢♦) ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡#✐❣♥ ❛#

❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ ✐♥ #❡❝'✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚✇♦ ❞❡#✐❣♥ ♣)♦❜❧❡♠# ❛)❡ ❝♦♥#✐❞❡)❡❞✳ ❙❡❝'✐♦♥ ✽✳✷ ❢♦❝✉#❡# ♦♥ '❤❡ ❞❡#✐❣♥

♦❢ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ '✇♦ #'❛❣❡# ❛✐♠✐♥❣ ❛' ✐♥❥❡❝'✐♥❣ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ✐♥'♦ ❛ ●❡♦#'❛'✐♦♥❛)②

❚)❛♥#❢❡) ❖)❜✐'✳ ▼❉❋ ❛♥❞ ■❉❋✲$❈❊ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥# ❛)❡ ❝♦♠♣❛)❡❞ ♦♥ '❤✐# '❡#' ❝❛#❡✳ ❚❤❡♥✱ #❡❝'✐♦♥ ✽✳✸

❢♦❝✉#❡# ♦♥ '❤❡ ❞❡#✐❣♥ ♦❢ ❛ '✇♦ #'❛❣❡ #♦✉♥❞✐♥❣ )♦❝❦❡' ❢♦) ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ ♣✉)♣♦#❡# ✇✐'❤ ❛ )❡C✉✐)❡❞

♠✐♥✐♠❛❧ ❛♣♦❣❡❡ ❛❧'✐'✉❞❡✳ ▼❉❋✱ ■❉❋✲$❈❊ ❛♥❞ ▼❍❖❯ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥# ❛)❡ ❝♦♠♣❛)❡❞ ♦♥ '❤✐# #❡❝♦♥❞ '❡#'

❝❛#❡✳

✽✳✷ ■❉❋✲$❈❊ ❢♦& ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡3✐❣♥

❚❤✐# ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ '❡#' ❝❛#❡ ❝♦♥#✐#'# ✐♥ ❞❡#✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ '✇♦ #'❛❣❡# '♦ ✐♥❥❡❝'

❛ ♣❛②❧♦❛❞ ♦❢ 4000❦❣ ✐♥'♦ ❛ ●❡♦#'❛'✐♦♥❛)② ❚)❛♥#❢❡) ❖)❜✐' ✭●❚❖✮ ❢)♦♠ ❑♦✉)♦✉ ✭❋)❡♥❝❤ ●✉②❛♥❛✮✳

❚❤❡ '❛)❣❡' ♦)❜✐' ✐# 250 × 35786 ❦♠✳ ❆' '❤❡ ❡❛)❧② ❞❡#✐❣♥ ♣❤❛#❡✱ '♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐'❤ '❤❡ )❡C✉❡#' ✐♥
♣❛②❧♦❛❞ ♠❛##✱ ✐' ✐# ♥❡❝❡##❛)② '♦ '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ ✉♥❝❡)'❛✐♥'✐❡# ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❞✐#❝✐♣❧✐♥❛)② ♠♦❞❡❧#

❛♥❞ '❤❡ ♣❤②#✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ '❤❛' ❛)❡ ♥♦' ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛' '❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❞❡#✐❣♥ ❡✛♦)'✳ ■♥

'❤✐# '❡#' ❝❛#❡✱ ✇❡ ❛)❡ ✐♥'❡)❡#'❡❞ ✐♥ ❞❡#✐❣♥✐♥❣ ❛ '✇♦ #'❛❣❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐'❤ ❯▼❉❖ ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣✐❡#

❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛)✐♥❣ ▼❉❋ ❛♥❞ '❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ■❉❋✲$❈❊ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥#✳ ❋♦✉) ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡# ❛)❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✿

♣)♦♣✉❧#✐♦♥✱ ♠❛## ❜✉❞❣❡' ❛♥❞ ❣❡♦♠❡')② ❞❡#✐❣♥✱ ❛❡)♦❞②♥❛♠✐❝# ❛♥❞ ')❛❥❡❝'♦)② ✭❋✐❣✳ ✽✳✶✮✳

✽✳✷✳✶ ❉❡,✐❣♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡45❛✐♥ ✈❛4✐❛❜❧❡,

❚❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ♦❢ '❤❡ ❯▼❉❖ ♣)♦❜❧❡♠ ✐# '♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ '❤❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ●)♦## ▲✐❢'✲❖✛ ❲❡✐❣❤'

✭●▲❖❲✮ ♦❢ '❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ❤❛# #❡✈❡♥ ❞❡#✐❣♥ ✈❛)✐❛❜❧❡# ✭❚❛❜❧❡ ✽✳✺✮✳ ❚❤❡ ♦♣'✐✲

♠✐③❛'✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠ ✐# ✐♥✐'✐❛❧✐③❡❞ ❛' ❛♥ ❡①✐#'✐♥❣ ❜❛#❡❧✐♥❡ ✭❚❛❜❧❡ ✽✳✺✮ '❤❛' ❤❛# '♦ ❜❡ ♦♣'✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡

♣)♦❜❧❡♠ ❛❧#♦ ✐♥❝♦)♣♦)❛'❡# '❤)❡❡ ❛❧❡❛'♦)② ✉♥❝❡)'❛✐♥ ✈❛)✐❛❜❧❡# ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝♦)❞✐♥❣ '♦ '②♣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✉♥❝❡)'❛✐♥'② ✐♥ ❡❛)❧② ❞❡#✐❣♥ ♣❤❛#❡# ❬●♦"❞♦♥ ❛♥❞ ▼❝❇"✐❞❡✱ ✶✾✾✻❀ ❈❛12❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✿

• 1 ! 12❛❣❡ 1♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧1❡ ❡""♦"✿ Ispv1 ∼ Ispv10 +N (0, 0.6) ✭❋✐❣✳ ✽✳✷✮✱

• 2♥❞ 12❛❣❡ ❞"② ♠❛11 ❡""♦"✿ Me ∼Me0 +N (0, 100) ✭❋✐❣✳ ✽✳✸✮✱

• 2♥❞ 12❛❣❡ 2❤"✉12 ❡""♦"✿ T2 ∼ T20 +N (0, 600) ✭❋✐❣✳ ✽✳✹✮✳

❚❤❡1❡ ❡""♦"1 ❛"❡ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ 2❡"♠1 2♦ 2❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧1❡ ✭Ispv10✮✱ ♦❢ ❞"②
♠❛11 ✭Me0✮ ❛♥❞ 2❤"✉12 ✭T20✮✳ ❲❡ ♥♦2❡✿ z = [D1,Mp1, T1, OF1, D2,Mp2, Der]

❚

❛♥❞ U =

[Ispv1, T2,Me]
❚

✳

✶✺✵



Propulsion

Mass budget -

Geometry 

design

Aerodynamics

Trajectory

- Orbit injection altitude: H

- Orbit injection velocity: V

- Orbit injection flight path angle: 

- Gross Lift-Off Weight: M

- 1st stage diameter: D1

- 1st stage propellant mass: Mp1

- 1st stage thrust: T1

- 1st stage mixture ratio: OF1

- 2nd stage diameter: D2

- 2nd stage propellant mass: Mp2

- 2nd stage engine derating: Der 

T T,Ispv

Nax-max

Md

Cd

M

a

- 1st stage Isp error

- 2nd stage thrust error

- 2nd stage dry mass error 

Design variables

Uncertain variables

Outputs



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❋✐❣✉$❡ ✽✳✹✿ ❉✐+,$✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ,❤$✉+, ✉♥❝❡$,❛✐♥,②

❚❛❜❧❡ ✽✳✺✿ ❉❡+✐❣♥ ✈❛$✐❛❜❧❡+ ❢♦$ ,❤❡ ,✇♦ +,❛❣❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

❱❛"✐❛❜❧❡' ❙②♠❜♦❧ ❉♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ❇❛'❡❧✐♥❡

1st '1❛❣❡ ❞✐❛♠❡1❡" D1 [2.5, 5.5] (m) 4.3m

1st '1❛❣❡ ♣"♦♣❡❧❧❛♥1 ♠❛'' Mp1 [100000, 150000] (kg) 125000kg

1st '1❛❣❡ 1❤"✉'1 T1 [2500, 3400] (kN) 3000kN

1st '1❛❣❡ ♠✐①1✉"❡ "❛1✐♦ OF1 [2.7, 6.5] 4.2

2nd
'1❛❣❡ ❞✐❛♠❡1❡" D2 [2.5, 5.5] (m) 3.5m

2nd
'1❛❣❡ ♣"♦♣❡❧❧❛♥1 ♠❛'' Mp2 [20000, 35000] (kg) 30000kg

2nd
'1❛❣❡ ❡♥❣✐♥❡ ❞❡"❛1✐♥❣ Der [92, 100]% 97%

❚❤❡ ❯▼❉❖ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡+ ♦♥❡ ✐♥❡=✉❛❧✐,② ❝♦♥+,$❛✐♥, ✇❤✐❝❤ ✐+ ,❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ♦❢ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❢ ,❤❡

♠✐++✐♦♥ ✭✐♥❝♦$♣♦$❛,✐♥❣ ,❤❡ ❛❧,✐,✉❞❡ h✱ ✈❡❧♦❝✐,② v ❛♥❞ ✢✐❣❤, ♣❛,❤ ❛♥❣❧❡ γ ♦❢ ,❤❡ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ♣♦✐♥,✮ ,❤❛,
❤❛+ ,♦ ❜❡ ✐♥❢❡$✐♦$ ,♦ 5× 10−2

✳

❋♦$ ,❤❡ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ✐♥,♦ ♦$❜✐,✱ ❛ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❝❝✉$+ ✇❤❡♥ ,❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐+ ✐♥❥❡❝,❡❞ ♦✉,+✐❞❡ ❛ ❝❧♦+❡❞ ❜❛❧❧

❛$♦✉♥❞ ,❤❡ ,❛$❣❡, ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ♣♦✐♥, ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ,❤❡ $♦,❛,✐♥❣ ❢$❛♠❡ ❜②✿ ht = 250❦♠✱ vt = 9.713❦♠✴+
❛♥❞ γt = 0◦✳ ❚❤❡ $❛❞✐✉+ ♦❢ ,❤❡ ❜❛❧❧ ❝♦$$❡+♣♦♥❞+ ,♦ ,❤❡ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ,♦❧❡$❛♥❝❡+ ❛♥❞ ✐+ +❡, ,♦ ❜❡ ❛, ✶✪
♦❢ ,❤❡ ,❛$❣❡, ❛❧,✐,✉❞❡✱ ❛, ✵✳✺✪ ♦❢ ,❤❡ ,❛$❣❡, ✈❡❧♦❝✐,② ❛♥❞ ❛, 0.4◦ ♦❢ ,❤❡ ,❛$❣❡, ✢✐❣❤, ♣❛,❤ ❛♥❣❧❡✳ ❚♦
❜❡ ❢❡❛+✐❜❧❡✱ ,❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠✉+, ❤❛✈❡ ❛, ❧❡❛+, ❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ♦❢ ✾✺✪ ,♦ $❡❛❝❤ ,❤❡ ,❛$❣❡, ✐♥❥❡❝,✐♦♥

♣♦✐♥, ✭✇✐,❤✐♥ ,❤❡ ,♦❧❡$❛♥❝❡+✮✳ ■♥ ,❤❡ ♥❡①, +❡❝,✐♦♥+ ,❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡+ ❛$❡ ❜$✐❡✢② ❞❡,❛✐❧❡❞✳ ❋♦$

♠♦$❡ ✐♥❢♦$♠❛,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧+ +❡❡ ,❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡+✳

✽✳✷✳✷ ❉✐%❝✐♣❧✐♥❛+② ♠♦❞❡❧%

✽✳✷✳✷✳✶ $%♦♣✉❧*✐♦♥

■♥ ,❤✐+ ,❡+, ❝❛+❡✱ ❛❧❧ ,❤❡ +,❛❣❡+ ✉+❡ ❧✐=✉✐❞ ♦①②❣❡♥ ✭▲❖①✮ ❛♥❞ ❧✐=✉✐❞ ❤②❞$♦❣❡♥ ✭▲❍✷✮ ❝$②♦❣❡♥✐❝

♣$♦♣✉❧+✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣$♦♣✉❧+✐♦♥ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡ ✐+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ,❤❡ ◆❆❙❆ ❝♦♠♣✉,❡$ ♣$♦❣$❛♠ ❈❊❆ ✭❈❤❡♠✐❝❛❧

❊=✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✇✐,❤ ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥+ ❬●♦$❞♦♥ ❛♥❞ ▼❝❇$✐❞❡✱ ✶✾✾✻❪✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉,❡+ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡=✉✐❧✐❜$✐✉♠

❝♦♠♣♦+✐,✐♦♥+ ❛♥❞ ♣$♦♣❡$,✐❡+ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐①,✉$❡+ ❜✉, ❛❧+♦ ,❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❢ ,❤❡ ❡①♣❛♥+✐♦♥ ♦❢ ❣❛+❡+

✶✺✷
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▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❉❊❙■●◆

4❤6♦✉❣❤ 4❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♥♦③③❧❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ 4❤❡ ♣6♦♣✉❧C✐♦♥ ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ✐C 4♦ ❝♦♠♣✉4❡ 4❤❡ C♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧C❡

✐♥ ✈❛❝✉✉♠ Ispv✭C✮ ❜❛C❡❞ ♦♥ ♠✐①4✉6❡ 6❛4✐♦ ❜❡4✇❡❡♥ ▲❖① ❛♥❞ ▲❍✷ ❛♥❞ 4❤❡6♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❛4❛ ❬❙✉44♦♥
❛♥❞ ❇✐❜❧❛6③✱ ✷✵✶✵❪✳ ❋♦6 4❤❛4✱ ❈❊❆ ❝♦♠♣✉4❡C 4❤❡ ❝❤❛6❛❝4❡6✐C4✐❝ ✈❡❧♦❝✐4② ✭c∗✮ ❛♥❞ 4❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥4 ♦❢
4❤6✉C4 ✭cτ ✮ ✇✐4❤ C❤✐❢4✐♥❣ ❡V✉✐❧✐❜6✐✉♠ ✉♥4✐❧ 4❤❡ ♥♦③③❧❡ 4❤6♦❛4 ❛♥❞ ❢6♦③❡♥ ❡①♣❛♥C✐♦♥ ❛❢4❡6✳ Ispv ❛♥❞
4❤6✉C4 T ❛6❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛6✐❛❜❧❡C ❢♦6 4❤❡ 46❛❥❡❝4♦6② ❛♥❞ ♠❛CC ❜✉❞❣❡4 ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡C✳

✽✳✷✳✷✳✷ ▼❛%% ❜✉❞❣❡+ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡+/② ❞❡%✐❣♥

❚❤❡ ♠❛CC ❜✉❞❣❡4 ❛♥❞ ❣❡♦♠❡46② ❞❡C✐❣♥ ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❛✐♠C ❛4 ❡C4✐♠❛4✐♥❣ 4❤❡ ♠❛CC ♦❢ 4❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡6

❛♥❞ ✐4C ❣❡♦♠❡46②✳ ❚❤❡ 1 ! ❛♥❞ 4❤❡ 2♥❞ C4❛❣❡C ❛6❡ ▲❖①✴▲❍✷ C4❛❣❡C ✇✐4❤ ❝♦♠♠♦♥ ❜✉❧❦❤❡❛❞✳ ❚❤❡
❞6② ♠❛CC ♦❢ 4❤❡ C4❛❣❡C ✭Mdi ❢♦6 C4❛❣❡ i✮ ✐C 4❤❡ C✉♠ ♦❢ 4❤❡ ♠❛CC❡C ♦❢ 4❤❡ 4❛♥❦C✱ 4✉6❜♦♣✉♠♣C✱

❝♦♠❜✉C4✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡6✱ ♥♦③③❧❡✱ ♣6❡CC✉6✐③❛4✐♦♥ C②C4❡♠✱ C46✉❝4✉6❛❧ ♠❛CC❡C ❛♥❞ ❛✈✐♦♥✐❝C✳ ❚❤❡ ♠❛CC

❛♥❞ ❣❡♦♠❡46② ♠♦❞❡❧C ❛6❡ ❞❡6✐✈❡❞ ❢6♦♠ 4❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡6✐♥❣ ♠♦❞❡❧C ❢♦6 4❤❡ ❝♦♥❝❡♣4✉❛❧ ❞❡C✐❣♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❛C4❡❧❧✐♥✐ ❬❈❛C4❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳ ■♥4❡6❞✐C❝✐♣❧✐♥❛6② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ♠❛CC

❜✉❞❣❡4 ❛♥❞ ❣❡♦♠❡46② ❞❡C✐❣♥ ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❛♥❞ 4❤❡ 46❛❥❡❝4♦6② ✐C 6❡V✉✐6❡❞ 4♦ ♠♦❞❡❧ 4❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡C

❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ❞6② ♠❛CC ❛♥❞ 4❤❡ ❧♦❛❞C ✉♥❞❡6❣♦♥❡ ❞✉6✐♥❣ 4❤❡ ✢✐❣❤4✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ❢❛❝4♦6

Naxmax ✐C 4❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛6✐❛❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✽✳✶✮✳

✽✳✷✳✷✳✸ ❆❡/♦❞②♥❛♠✐❝%

❚❤❡ ❛❡6♦❞②♥❛♠✐❝C ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♥C✐C4C ✐♥ ❝♦♠♣✉4✐♥❣ 4❤❡ ❛❡6♦❞②♥❛♠✐❝C ❝♦❡✣❝✐❡♥4C C✉❝❤ ❛C 4❤❡ ❞6❛❣

❛♥❞ ❧✐❢4 ❝♦❡✣❝✐❡♥4C 6❡V✉✐6❡❞ 4♦ ❝♦♠♣✉4❡ 4❤❡ ❛❡6♦❞②♥❛♠✐❝C ❧♦❛❞C ❞✉6✐♥❣ 4❤❡ 6♦❝❦❡4 ❛4♠♦C♣❤❡6✐❝

✢✐❣❤4✳ ❆ ③❡6♦✲❧✐❢4 ♠♦❞❡❧ ✐C ✉C❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥C ♦❢ 4❤❡ ❞6❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥4C ❛6❡ ❜❛C❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❯❙

❆✐6 ❋♦6❝❡ ❝♦♠♣✉4❡6 ♣6♦❣6❛♠ ▼✐CC✐❧❡❉❆❚❈❖▼ ❬❇❧❛❦❡✱ ✶✾✾✽❪ ✇❤✐❝❤ 6❡❧✐❡C ♦♥ ❛♥ ❡①♣❡6✐♠❡♥4❛❧ ❞❛4❛

❜❛C❡ 4♦ ❞❡4❡6♠✐♥❡ 4❤❡ ❛❡6♦❞②♥❛♠✐❝C ❢♦6❝❡C ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥4C ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① 6♦❝❦❡4 ❣❡♦♠❡46✐❡C✳ ❆ ❞6❛❣

❝♦❡✣❝✐❡♥4 4❛❜❧❡ ❛C ❛ ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ▼❛❝❤ ✐C ❞✐6❡❝4❧② ❣✐✈❡♥ 4♦ 4❤❡ 46❛❥❡❝4♦6② ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 4♦

6❡♠♦✈❡ 4❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ 46❛❥❡❝4♦6② ❛♥❞ 4❤❡ ❛❡6♦❞②♥❛♠✐❝C✳ ❚❤✐C ♠♦❞❡❧ ✐C ❣❡♥❡6❛❧❧②

C✉✣❝✐❡♥4 ✐♥ 4❤❡ ❡❛6❧② ❞❡C✐❣♥ C4✉❞✐❡C✳

✽✳✷✳✷✳✹ ❚/❛❥❡❝+♦/②

❆ 4❤6❡❡ ❞✐♠❡♥C✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐4❤ 6♦4❛4✐♥❣ 6♦✉♥❞ ❊❛64❤ ✭6❛❞✐✉C ✻✸✼✶❦♠✮ ✐C ✉C❡❞✳ ❚❤❡ 46❛❥❡❝4♦6②

❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♥C✐C4C ✐♥ C♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ♦❢ 46❛❥❡❝4♦6② ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥

✐C 4♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 4❤❡ ❞✐C4❛♥❝❡ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ✐♥❥❡❝4✐♦♥ ♣♦✐♥4 ❛♥❞ 4❤❡ ❣✐✈❡♥ 4❛6❣❡4✳ ■♥ ♦6❞❡6 4♦ 4❛❦❡

4❤❡ ✉♥❝❡64❛✐♥4✐❡C ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4✱ 46❛❥❡❝4♦6② ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ✐C ♣❡6❢♦6♠❡❞ ❢♦6 ❡❛❝❤ 6❡❛❧✐③❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡

✉♥❝❡64❛✐♥ ✈❛6✐❛❜❧❡C ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❝♦♠♣✉4❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ♦6 4❤❡ ❝♦♥C46❛✐♥4C✳ ❋✐6C4✱ ❛♥

♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣6♦❜❧❡♠ C♦❧✈✐♥❣ ✭✉C✐♥❣ ❛ ♣❛44❡6♥ C❡❛6❝❤ ❛❧❣♦6✐4❤♠ ❬❆✉❞❡4 ❛♥❞ ❉❡♥♥✐C ❏6✱ ✷✵✵✷❪✮

②✐❡❧❞C ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❢❡❛C✐❜❧❡ 46❛❥❡❝4♦6② ✇❤❡6❡ 4❤❡ ✉♥❝❡64❛✐♥ ✈❛6✐❛❜❧❡C ❛6❡ C❡4 4♦ 4❤❡✐6 ❡①♣❡❝4❡❞ ✈❛❧✉❡C✳

❚❤❡♥✱ ❢♦6 4❤❡ ✉♥❝❡64❛✐♥4② ♣6♦♣❛❣❛4✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ 46❛❥❡❝4♦6② ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥C ✭✉C✐♥❣ ❛ ❙◗% ❛❧❣♦6✐4❤♠✮ ❛6❡

♣❡6❢♦6♠❡❞ ❢♦6 ❡❛❝❤ 6❡❛❧✐③❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✉♥❝❡64❛✐♥ ✈❛6✐❛❜❧❡C✳ ❚❤❡ 46❛❥❡❝4♦6② ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ❝♦♥C✐C4C

✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝6♦CC✐♥❣ ♣♦✐♥4C ✭✐♥ ❞✐♠❡♥C✐♦♥ ✶✸✮ ❢♦6 4❤❡ ♣✐4❝❤ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ 4❤❡♠ 4♦ C❛4✐C❢②

4❤❡ C♣❡❝✐✜❝❛4✐♦♥C ♦❢ 4❤❡ ♠✐CC✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✐4❝❤ ❛♥❣❧❡ ✐C ❝❛❧❝✉❧❛4❡❞ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐C❡ ❧✐♥❡❛6 ❢✉♥❝4✐♦♥C✳

❚❤❡ 46❛❥❡❝4♦6② ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉4❡C 4❤❡ ❧♦❛❞ cNaxmax
6❡V✉✐6❡❞ 4♦ C✐♠✉❧❛4❡ 4❤❡ ♠❛CC ❜✉❞❣❡4 ❛♥❞

❣❡♦♠❡46② ❞❡C✐❣♥ ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡✳

❆❧❧ 4❤❡ ♠♦❞❡❧C ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥4❡❣6❛4❡❞ ✐♥C✐❞❡ ❛ ▼❛4❧❛❜ ❡♥✈✐6♦♥♠❡♥4✳ ❈❊❆ ❛♥❞ ▼✐CC✐❧❡❉❆❚❈❖▼ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ 6❡✉C❡ ✇✐4❤ C♦♠❡ ❛❞❛♣4❛4✐♦♥C ❢♦6 ✐♥4❡6❢❛❝❡C ✇✐4❤ ▼❛4❧❛❜✳ ▼❛CC ❜✉❞❣❡4 ❛♥❞ ❣❡♦♠❡46② ❞❡C✐❣♥

✶✺✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❛♥❞ #❤❡ #&❛❥❡❝#♦&② ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡#❡❧② &❡❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛,❡❞ ♦♥ #❤❡ ❣✐✈❡♥ &❡❢❡&❡♥❝❡,✳ ❚❤❡

#❡,# ❝❛,❡ ❤❛, ❜❡❡♥ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✇✐#❤ ❛ ❞❡,❦#♦♣ ❝♦♠♣✉#❡& ✇✐#❤ ✹ ♣&♦❝❡,,♦&, ■♥#❡❧ ❳❡♦♥ ❈=❯ ❊✺✲✶✻✵✸

✷✳✽✵●❍③✳ ❆ ,✐♥❣❧❡ &✉♥ ♦❢ ▼❉❆ ✐, ✐♥ #❤❡ ♦&❞❡& ♦❢ ❢❡✇ ♠✐♥✉#❡,✳ ❚❤❡ ♣❛&❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉#✐♥❣ ▼❛#❧❛❜

#♦♦❧❜♦① ❤❛, ❜❡❡♥ ✉,❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ♣&♦♣❛❣❛#❡ ✉♥❝❡&#❛✐♥#② ✐♥ ♣❛&❛❧❧❡❧ ♦✈❡& ❛❧❧ #❤❡ ♣&♦❝❡,,♦&,✳

✽✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ▼❉❋ ✉♥❞❡1 ✉♥❝❡1*❛✐♥*②

▼❉❋ ✐, #❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❢♦&♠✉❧❛#✐♦♥ ❛, #❤❡ ✐♥#❡&❞✐,❝✐♣❧✐♥❛&② ,②,#❡♠ ♦❢ ❡N✉❛#✐♦♥, ✐, ,♦❧✈❡❞ ❢♦& ❡❛❝❤

✉♥❝❡&#❛✐♥ ✈❛&✐❛❜❧❡ &❡❛❧✐③❛#✐♦♥✳ ❚❤❡ ,②,#❡♠ ✐, ,♦❧✈❡❞ ❜② ❋$■ ✇✐#❤ ❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❝&✐#❡&✐♦♥ |cNaxmax
−

yNaxmax
|2 ≤ 10−4m2s−4

❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✐♥♣✉# ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛&✐❛❜❧❡ yNaxmax
❛♥❞ #❤❡ ♦✉#♣✉# ❝♦✉♣❧✐♥❣

✈❛&✐❛❜❧❡ cNaxmax
✳ ❇❛,❡❞ ♦♥ #❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥#❛#✐♦♥✱ ✸ ✐#❡&❛#✐♦♥, ❛&❡ ✐♥ ❣❡♥❡&❛❧ ♥❡❝❡,,❛&② #♦

❝♦♥✈❡&❣❡ ✉♥❞❡& #❤❡ #♦❧❡&❛♥❝❡ ✇✐#❤ #❤❡ ❋$■ ♠❡#❤♦❞,✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡&#❛✐♥#② ✐, ♣&♦♣❛❣❛#❡❞ ✇✐#❤ ❈▼❈ #♦

❡,#✐♠❛#❡ #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✇✐#❤ Ms = 100 ,❛♠♣❧❡, ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ❤❛✈❡ ❛# ♠♦,# ❛♥ ❡&&♦& ♦❢ 250❦❣ ✐♥
#❤❡ ●▲❖❲ ❡①♣❡❝#❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛#✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ✐, ❝♦♠♣✉#❡❞ ❜② #❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤

❞❡,❝&✐❜❡❞ ✐♥ ,❡❝#✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ❉♦❊ ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ ❛ ▲❛#✐♥ ❍②♣❡&❝✉❜❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ✶✵✵ ,❛♠♣❧❡,✳

❚❤❡ ●▼♠ &❡✜♥❡♠❡♥# ,#&❛#❡❣② ❛❞❞, ✾✻ ♥❡✇ ,❛♠♣❧❡, ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ❛❝❝✉&❛#❡❧② &❡♣&❡,❡♥# #❤❡ ❧✐♠✐# ,#❛#❡

❢✉♥❝#✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ❞❡♥,✐#② &❡❣✐♦♥,✳ ❆ ♣❛##❡&♥ ,❡❛&❝❤ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ❛❧❣♦&✐#❤♠ ❬❆✉❞❡# ❛♥❞

❉❡♥♥✐, ❏&✱ ✷✵✵✷❪ ✐, ✉,❡❞ #♦ ,♦❧✈❡ ❜♦#❤ ▼❉❋ ❛♥❞ ■❉❋✲$❈❊ ✭❈▼❈✮ ♣&♦❜❧❡♠, ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ✉♥✐N✉❡❧②

❝♦♠♣❛&❡ #❤❡ ❛❞✈❛♥#❛❣❡, ♦❢ #❤❡ ❢♦&♠✉❧❛#✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#❧② ❢&♦♠ #❤❡ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ❛❧❣♦&✐#❤♠✳ ❚❤❡

▼❉❋ ❢♦&♠✉❧❛#✐♦♥ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ E [●▲❖❲ (z,U)] ✭✽✳✶✮

✇✳&✳#✳ z = [D1,Mp1, T1, OF1, D2,Mp2, Der]
❚

,✳#✳ Pf (z,U) ≤ 5× 10−2
✭✽✳✷✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✽✳✸✮

✇✐#❤✿ Pf (z,U) = 1− P [(247.5 ≤ ht ≤ 252.5) ∩ (9.703 ≤ vt ≤ 9.723) ∩ (−0.4 ≤ γt ≤ 0.4)]✳

✽✳✷✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮

■♥ ♦&❞❡& #♦ ❝♦♠♣❛&❡ #❤❡ ❢♦&♠✉❧❛#✐♦♥, ✇✐#❤ #❤❡ ,❛♠❡ ✉♥❝❡&#❛✐♥#② ♣&♦♣❛❣❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞✱ ■❉❋✲$❈❊

✭❈▼❈✮ ✐, ✐♠♣❧❡♠❡♥#❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐, ❝♦♠♣✉#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ,❛♠❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❛, ▼❉❋

❛♥❞ #❤❡ ✐♥#❡&❞✐,❝✐♣❧✐♥❛&② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥,#&❛✐♥# ✐, ❝♦♠♣✉#❡❞ ❜② ❈▼❈ ✇✐#❤ #❤❡ ,❛♠❡ ,❛♠♣❧❡, ❛, #❤❡

♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥#❡&❞✐,❝✐♣❧✐♥❛&② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ,❛#✐,❢❛❝#✐♦♥ ❝&✐#❡&✐♦♥ ǫ ✐, ,❡# #♦ 10−4m2s−4
✳ ❚❤❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✐, ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ #♦ ❛✈♦✐❞ ▼❉❆ ❛♥❞ ❧♦♦♣, ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡,✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❢❛❝#♦& ❝♦✉♣❧✐♥❣

✈❛&✐❛❜❧❡ ✐, ❞❡❝♦♠♣♦,❡❞ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ #♦ ❛ ♣&♦❞✉❝# ♦❢ ❍❡&♠✐#❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧, ✇✐#❤ ❛ #♦#❛❧ ❡①♣❛♥,✐♦♥ ♦&❞❡&

♦❢ ❞❡❣&❡❡ ✷ &❡,✉❧#✐♥❣ ✐♥ ❞✐♠(α) = (3+2)!
3!2! = 10✳ ■❉❋✲$❈❊ ✭❈▼❈✮ ❢♦&♠✉❧❛#✐♦♥ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ E [●▲❖❲ (z,U)] ✭✽✳✹✮

✇✳&✳#✳ z = [D1,Mp1, T1, OF1, D2,Mp2, Der]
❚,α

 ✳"✳ Pf (z,U) ≤ 5× 10−2
✭✽✳✺✮

J❈▼❈ =

Ms∑

k=1

[
cNaxmax

(
z, ŷNaxmax

(
u(k),α

))
− ŷNaxmax

(
u(k),α

)]2 ≤ ǫ ✭✽✳✻✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✽✳✼✮

✶✺✹



❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ #❘❖#❖❙❊❉ ❯▼❉❖ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❚❖

▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❉❊❙■●◆

✽✳✷✳✺ ❘❡&✉❧)& ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥

❚❤❡ 6❡7✉❧:7 ❛6❡ ♣6❡7❡♥:❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✶✳ ▼❉❋ ❛♥❞ ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮ ❝♦♥✈❡6❣❡ :♦ :❤❡ 7❛♠❡ ♦♣:✐♠✉♠

✐♥ :❡6♠7 ♦❢ ❞❡7✐❣♥ ✈❛6✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝:✐✈❡ ❢✉♥❝:✐♦♥ ✈❛❧✉❡7✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝:❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ :❤❡ ♦♣:✐♠❛❧ ❧❛✉♥❝❤
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❛♥❣❧❡ ✉♥❞❡7 ✉♥❝❡7=❛✐♥=② ✲ ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮
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❋✐❣✉$❡ ✽✳✶✾✿ ▲♦❛❞ ❢❛❝1♦$ ❞✐01$✐❜✉1✐♦♥ ✲
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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❋✐❣✉$❡ ✽✳✷✵✿ ❉✐,-$✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡$$♦$ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ✐♥♣✉- ❛♥❞ -❤❡ ♦✉-♣✉- ❝♦✉♣❧✐♥❣, ♦❢ -❤❡ ❧♦❛❞ ❢❛❝-♦$

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✶✿ ❚✇♦ ,-❛❣❡ $♦❝❦❡- ❞❡,✐❣♥ $❡,✉❧-, ❢♦$ ▼❉❋ ❛♥❞ ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮ ❢♦$♠✉❧❛-✐♦♥,

❘❡"✉❧%" ▼❉❋ ■❉❋✲%❈❊ ✭❈▼❈✮

E[●▲❖❲] 163.74t 163.78t

❉❡"✐❣♥ D1 = 3.957♠ D1 = 3.914♠
✈❛3✐❛❜❧❡" Mp1 = 115274❦❣ Mp1 = 115234❦❣

T1 = 2730.3❦◆ T1 = 2726.1❦◆
OF1 = 3.46 OF1 = 3.37
D2 = 3.263♠ D2 = 3.337♠
Mp2 = 2507❦❣ Mp2 = 2514❦❣
Der = 95.5✪ Der = 95.9✪

❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✲

"%3❛✐♥%"

|cNaxmax
− yNaxmax

|2 ≤ 10−4m2s−4 JNaxmax
= 9.7× 10−5m2s−4

▼✐""✐♦♥ ❝♦♥✲

"%3❛✐♥% Pf

4.95× 10−2 4.93× 10−2

❉❡"✐❣♥ "♣❛❝❡

❞✐♠❡♥"✐♦♥

✼ ✶✼

❈❛❧❧" %♦ ❡❛❝❤

❞✐"❝✐♣❧✐♥❡

Nd = 6.49× 105 Nd = 5.91× 104

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧

3❡❞✉❝%✐♦♥

❢❛❝%♦3

1 ✭3❡❢✮ 11
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❋✐❣✉7❡ ✽✳✷✷✿ ❈♦♠♣❛7✐?♦♥ ♦❢ ♦♣B✐♠❛❧ ❞❡B❡7✲
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❋✐❣✉7❡ ✽✳✷✸✿ ♦♣B✐♠❛❧ ■❉❋✲%❈❊ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

❋✐❣✉7❡ ✽✳✷✹✿ ❉✐✛❡7❡♥B ✈✐❡✇? ♦❢ B❤❡ ♦♣B✐♠❛❧ ■❉❋✲%❈❊ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❋✐❣✉$❡ ✽✳✷✺✿ ❱✐,✉❛❧✐③❛0✐♦♥ ♦❢ ✸ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ 0$❛❥❡❝0♦$✐❡, ✉♥❞❡$ ✉♥❝❡$0❛✐♥0②

✽✳✸ ▼❍❖❯ ❢♦% &♦✉♥❞✐♥❣ %♦❝❦❡/ ❞❡&✐❣♥

❚❤✐, ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡,✐❣♥ 0❡,0 ❝❛,❡ ❝♦♥,✐,0, ✐♥ ❞❡,✐❣♥✐♥❣ ❛ ,♦✉♥❞✐♥❣ $♦❝❦❡0 ✇✐0❤ 0✇♦ ,♦❧✐❞ ,0❛❣❡, 0♦

❧❛✉♥❝❤ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ♦❢ 800❦❣ ❢$♦♠ ❑♦✉$♦✉ 0❤❛0 ❤❛, 0♦ $❡❛❝❤ ❛0 ❧❡❛,0 ❛♥ ❛❧0✐0✉❞❡ ♦❢ 300❦♠✳ ❙♦✉♥❞✐♥❣
$♦❝❦❡0, ❝❛$$② ,❝✐❡♥0✐✜❝ ❡①♣❡$✐♠❡♥0, ✐♥0♦ ,♣❛❝❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣❛$❛❜♦❧✐❝ 0$❛❥❡❝0♦$②✳ ❚❤❡✐$ ♦✈❡$❛❧❧ 0✐♠❡ ✐♥

,♣❛❝❡ ✐, ❜$✐❡❢ ❛♥❞ 0❤❡ ❝♦,0 ❢❛❝0♦$ ♠❛❦❡, ,♦✉♥❞✐♥❣ $♦❝❦❡0, ❛♥ ✐♥0❡$❡,0✐♥❣ ❛❧0❡$♥❛0✐✈❡ 0♦ ❤❡❛✈✐❡$ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡, ❛, 0❤❡② ❛$❡ ,♦♠❡0✐♠❡, ♠♦$❡ ❛♣♣$♦♣$✐❛0❡ 0♦ ,✉❝❝❡,,❢✉❧❧② ❝❛$$② ♦✉0 ❛ ,❝✐❡♥0✐✜❝ ♠✐,,✐♦♥ ❛♥❞ ❛$❡

❧❡,, ❝♦♠♣❧❡① 0♦ ❞❡,✐❣♥✳ ❋♦✉$ ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡, ❛$❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♥,✐❞❡$❡❞ 0❡,0 ❝❛,❡✱ 0❤❡ ♣$♦♣✉❧,✐♦♥✱ 0❤❡

♠❛,, ❜✉❞❣❡0 ❛♥❞ ❣❡♦♠❡0$② ❞❡,✐❣♥✱ 0❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❛♥❞ 0❤❡ 0$❛❥❡❝0♦$② ✭❋✐❣✳ ✽✳✷✻✮✳ ❚❤❡ ,♦✉♥❞✐♥❣

$♦❝❦❡0 ❞❡,✐❣♥ ✐, ❞❡❝♦♠♣♦,❡❞ ✐♥0♦ 0✇♦ ,✉❜,②,0❡♠,✱ ♦♥❡ ❢♦$ ❡❛❝❤ ,0❛❣❡✳ ▼❍❖❯ ❢♦$♠✉❧❛0✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡,

❛ ❤✐❡$❛$❝❤✐❝❛❧ ❞❡,✐❣♥ ♣$♦❝❡,, ❞❡❝♦♠♣♦,❡❞ ✐♥0♦ 0✇♦ 0❡❛♠,✱ ♦♥❡ ❢♦$ ❡❛❝❤ ,♦✉♥❞✐♥❣ $♦❝❦❡0 ,0❛❣❡✳

✽✳✸✳✶ ❉❡*✐❣♥ ❛♥❞ ✉♥❝❡23❛✐♥ ✈❛2✐❛❜❧❡*

❚❤❡ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ♦❢ 0❤❡ ❯▼❉❖ ♣$♦❜❧❡♠ ✐, 0♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ●▲❖❲ ♦❢ 0❤❡ ,♦✉♥❞✐♥❣ $♦❝❦❡0✳

❚❤❡ k ❤ ,✉❜,②,0❡♠ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✐, 0♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ,0❛❣❡ ♠❛,, E[Mk(·)] + 2 × σ[Mk(·)]
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σ Mk

gk(·) P[·]
2 y12 = [hf1, vf1]

hf1 vf1 1 2
i gi = [Pei, hfi, Nfi]

• Pei ≤ 0.4Pa(h)

Pe Pa

h

• hfi ≥ 300 2

• Nfi ≤ 15g
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✼✿ ❉❡+✐❣♥ ✈❛0✐❛❜❧❡+ ❢♦0 3❤❡ 3✇♦ +3❛❣❡ +♦✉♥❞✐♥❣ 0♦❝❦❡3✳

❱❛"✐❛❜❧❡' ❙②♠❜♦❧ ❉♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐1✐♦♥

1st '1❛❣❡ ❞✐❛♠❡1❡" D1 [0.5, 1.0] (m)

1st '1❛❣❡ ♣"♦♣❡❧❧❛♥1 ♠❛'' Mp1 [1000, 3000] (kg)

1st '1❛❣❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥'✐♦♥ "❛1✐♦ ǫ1 [1, 20]

1st '1❛❣❡ ❣"❛✐♥ "❡❧❛1✐✈❡ ❧❡♥❣1❤ RL1 [30, 80] (%)

1st '1❛❣❡ ❝♦♠❜✉'1✐♦♥ ❞❡♣1❤ W1 [30, 80] (%)

2nd
'1❛❣❡ ❞✐❛♠❡1❡" D2 [0.5, 1.0] (m)

2nd
'1❛❣❡ ♣"♦♣❡❧❧❛♥1 ♠❛'' Mp2 [1000, 3000] (kg)

2nd
'1❛❣❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥'✐♦♥ "❛1✐♦ ǫ2 [1, 20]

2nd
'1❛❣❡ ❣"❛✐♥ "❡❧❛1✐✈❡ ❧❡♥❣1❤ RL2 [30, 80] (%)

2nd
'1❛❣❡ ❝♦♠❜✉'1✐♦♥ ❞❡♣1❤ W2 [30, 80] (%)

❋✐❣✉0❡ ✽✳✷✽✿ 2♥❞ +3❛❣❡ ❞0② ♠❛++ ✉♥❝❡03❛✐♥3② ❋✐❣✉0❡ ✽✳✷✾✿ 1"# +3❛❣❡ 0❡❣0❡++✐♦♥ 0❛3❡ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥3 ✉♥❝❡03❛✐♥3② ❢♦0 3❤❡ ❜❛+❡❧✐♥❡

❚❤❡ ✉♥❝❡03❛✐♥ ✈❛0✐❛❜❧❡+ 3❛❦❡♥ ✐♥3♦ ❛❝❝♦✉♥3 ❛0❡ 3❤❡ 1"# +3❛❣❡ ❝♦♠❜✉+3✐♦♥ 0❡❣0❡++✐♦♥ 0❛3❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3
N (3.99, 0.05) ✐♥ cm/s/MPa0.3 ❛♥❞ 3❤❡ 2♥❞ +3❛❣❡ ❞0② ♠❛++ ❡00♦0 N (0, 50) ✐♥ ❦❣✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡03❛✐♥3②

♦♥ 3❤❡ ❝♦♠❜✉+3✐♦♥ ♠♦❞❡❧ 3❤0♦✉❣❤ 3❤❡ ❝♦♠❜✉+3✐♦♥ 0❡❣0❡++✐♦♥ 0❛3❡ 0❡+✉❧3+ ✐♥ ✉♥❝❡03❛✐♥3② ♦♥ 3❤❡

1"# +3❛❣❡ 3❤0✉+3 ❢♦0 3❤❡ ❜❛+❡❧✐♥❡ +♦✉♥❞✐♥❣ 0♦❝❦❡3 ✭❋✐❣✳ ✽✳✸✵✮✳ ❚❤❡ ♠✐++✐♦♥ ❤❛+ 3♦ ❡♥+✉0❡ 3❤❛3 3❤❡
♣❛②❧♦❛❞ 0❡❛❝❤❡+ ❛3 ❧❡❛+3 ❛♥ ❛❧3✐3✉❞❡ ♦❢ 300❦♠ ✭✇✐3❤ ❛ ♣0♦❜❛❜✐❧✐3② ♦❢ ❢❛✐❧✉0❡ ♦❢ 3 × 10−2

✮✳ ■♥ 3❤❡

♥❡①3 +❡❝3✐♦♥+✱ 3❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡+ ❛0❡ ❜0✐❡✢② ❞❡3❛✐❧❡❞✳ ❋♦0 ♠♦0❡ ✐♥❢♦0♠❛3✐♦♥ ♦♥ 3❤❡ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❡

♠♦❞❡❧+ +❡❡ 3❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡+✳

✶✻✷



❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ #❘❖#❖❙❊❉ ❯▼❉❖ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❚❖

▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❉❊❙■●◆

❋✐❣✉7❡ ✽✳✸✵✿ 1 ! <=❛❣❡ =❤7✉<= ✉♥❝❡7=❛✐♥=②

✽✳✸✳✷ ❉✐&❝✐♣❧✐♥❛,② ♠♦❞❡❧&

✽✳✸✳✷✳✶ %&♦♣✉❧+✐♦♥

■♥ =❤✐< =❡<= ❝❛<❡✱ ❛❧❧ =❤❡ <=❛❣❡< ✉<❡ <♦❧✐❞ ♣7♦♣❡❧❧❛♥= ❚#✲❍✲✸✸✹✵ ❝♦♠♣♦<❡❞ ♦❢ ✶✽✪ ♦❢ ❆❧✉♠✐♥✉♠✱ ✼✶✪

♦❢ ❆♠♠♦♥✐✉♠ #❡7❝❤❧♦7❛=❡ ✭❆#✮ ❛♥❞ ✶✶✪ ♦❢ ❍②❞7♦①②❧✲=❡7♠✐♥❛=❡❞ #♦❧②❜✉=❛❞✐❡♥❡ ✭❍❚#❇✮✳ ❚❤❡

♣7♦♣✉❧<✐♦♥ ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡ ✐< ❜❛<❡❞ ♦♥ ❈❊❆✳ ▼♦7❡♦✈❡7✱ =❤❡ <✐♠✉❧❛=✐♦♥< ❛7❡ ❜❛<❡❞ ♦♥ ❛ ❣❡♦♠❡=7✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

♦❢ =❤❡ <♦❧✐❞ ♣7♦♣❡❧❧❛♥= ❣7❛✐♥ ✭❝✐7❝✉❧❛7 ♦7 <=❛7 ❣7❛✐♥<✮✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝< ♦❢ ❝♦♠❜✉<=✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐=❤

=❤❡ ❡✈♦❧✉=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❝♦♠❜✉<=✐♦♥ <✉7❢❛❝❡ ❛7❡ ❞❡7✐✈❡❞ ❢7♦♠ ❬❘✐❝❝✐❛7❞✐✱ ✶✾✾✷❪✳ ❆ <❤✐❢=✐♥❣ ❡Z✉✐❧✐❜7✐✉♠

✐< ❛<<✉♠❡❞ ✐♥ =❤❡ ❝♦♠❜✉<=✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡7 ❛♥❞ ✉♣ =♦ =❤❡ ♥♦③③❧❡ =❤7♦❛= ❛♥❞ ❛ ❢7♦③❡♥ ❡Z✉✐❧✐❜7✐✉♠ ❛❢=❡7

=❤❡ =❤7♦❛=✳ ❋✐❣✉7❡< ✽✳✸✶ ❛♥❞ ✽✳✸✷ ✐❧❧✉<=7❛=❡ =❤❡ ❞②♥❛♠✐❝< ♦❢ =❤❡ ❝♦♠❜✉<=✐♦♥ <✉7❢❛❝❡ ❢♦7 ❛ ❝✐7❝❧❡ ❛♥❞

❛ <=❛7 ❣7❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐<♦✲❝♦♠❜✉<=✐♦♥ ❞❡♣=❤ ❝✉7✈❡< ❛7❡ 7❡♣7❡<❡♥=❡❞✳

❋✐❣✉7❡ ✽✳✸✶✿ ❈✉7✈❡< ♦❢ ✐<♦✲❝♦♠❜✉<=✐♦♥ ❞❡♣=❤

❢♦7 =❤❡ ❝✐7❝❧❡ ❣7❛✐♥

❋✐❣✉7❡ ✽✳✸✷✿ ❈✉7✈❡< ♦❢ ✐<♦✲❝♦♠❜✉<=✐♦♥ ❞❡♣=❤

❢♦7 =❤❡ <=❛7 ❣7❛✐♥

✶✻✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✽✳✸✳✷✳✷ ▼❛&& ❜✉❞❣❡, ❛♥❞ ❣❡♦♠❡,0② ❞❡&✐❣♥

❚❤❡ ♠❛%% ❜✉❞❣❡* ❛♥❞ ❣❡♦♠❡*-② ❞❡%✐❣♥ ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡ ❛✐♠% ❛* ❡%*✐♠❛*✐♥❣ *❤❡ ♠❛%% ♦❢ *❤❡ %♦✉♥❞✐♥❣

-♦❝❦❡* ❛♥❞ ✐*% ❣❡♦♠❡*-②✳ ❚❤❡ *✇♦ %*❛❣❡% ❛-❡ %♦❧✐❞ ♣-♦♣❡❧❧❛♥* %*❛❣❡%✳ ❚❤❡ ❞-② ♠❛%% ♦❢ *❤❡ %*❛❣❡%

✭Mdi ❢♦- %*❛❣❡ i✮ ✐% *❤❡ %✉♠ ♦❢ *❤❡ ♠❛%%❡% ♦❢ *❤❡ ❝❛%❡✱ *❤❡ ♥♦③③❧❡✱ *❤❡ *❤❡-♠❛❧ ♣-♦*❡❝*✐♦♥ ❛♥❞ *❤❡

✐❣♥✐*❡-✳ ❚❤❡ ♠❛%% ❛♥❞ ❣❡♦♠❡*-② ♠♦❞❡❧% ❛-❡ ❞❡-✐✈❡❞ ❢-♦♠ *❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡-✐♥❣ ♠♦❞❡❧% ❢♦- *❤❡ ❝♦♥❝❡♣*✉❛❧

❞❡%✐❣♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❬❈❛%*❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳ ❆ %♦❧✐❞ -♦❝❦❡* ♠♦*♦- ✐% ♠❛✐♥❧② ❞❡%✐❣♥❡❞ ❜❛%❡❞ ♦♥ *❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❝❤❛♠❜❡- ♣-❡%%✉-❡ ❛♥❞ *❤❡ *-❛❥❡❝*♦-② ❧♦❛❞% ❛-❡ ♥♦* ❝-✐*✐❝❛❧ ❛% ✐♥ *❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❧✐E✉✐❞ -♦❝❦❡*✳

❍♦✇❡✈❡-✱ *❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ❢❛❝*♦- ✐% ❝♦♥%✐❞❡-❡❞ ❛% ❛ ❝♦♥%*-❛✐♥* *♦ ❡♥%✉-❡ *❤❡ ❝♦♠❢♦-* ♦❢ *❤❡

♣❛②❧♦❛❞ ❞✉-✐♥❣ *❤❡ ✢✐❣❤*✳ ❊❛❝❤ %*❛❣❡ ✐% ❝♦♠♣♦%❡❞ ♦❢ *✇♦ ❣-❛✐♥%✱ ♦♥❡ ❝✐-❝✉❧❛- ❛♥❞ ♦♥❡ %*❛-✳ ❚❤❡

-❛*✐♦ ♦❢ *❤❡ *✇♦ ❣-❛✐♥% ✭RL✮ ❛♥❞ *❤❡ ❝♦♠❜✉%*✐♦♥ ❞❡♣*❤ ✭W ✮ ❛-❡ ❞❡%✐❣♥ ✈❛-✐❛❜❧❡%✳

✽✳✸✳✷✳✸ ❆❡0♦❞②♥❛♠✐❝&

❚❤❡ %❛♠❡ ♠♦❞❡❧% ❛% ✐♥ ■❉❋✲$❈❊ *❡%* ❝❛%❡ ❛-❡ ✉%❡❞ ❢♦- *❤❡ ❛❡-♦❞②♥❛♠✐❝% ✭%❡❡ %❡❝*✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳✸✮✳

✽✳✸✳✷✳✹ ❚0❛❥❡❝,♦0②

❆ *❤-❡❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐*❤ -♦*❛*✐♥❣ -♦✉♥❞ ❊❛-*❤ ✭-❛❞✐✉% ✻✸✼✶❦♠✮ ✐% ✉%❡❞✳ ❚❤❡ *-❛❥❡❝*♦-②

❞✐%❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♥%✐%*% ♦❢ *❤❡ %✐♠✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡-*✐❝❛❧ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ❛ ♣✐*❝❤ ♠❛♥❡✉✈❡- ✐♥ ♦-❞❡- *♦ -❡❛❝❤

❛♥ ❛❧*✐*✉❞❡ ♦❢ ✸✵✵❦♠✳ ◆♦ ❝♦♥*-♦❧ ♦❢ *❤❡ %♦✉♥❞✐♥❣ -♦❝❦❡* ✐% ♦✛❡-❡❞✳ ❚❤❡ %✐♠✉❧❛*✐♦♥ ✐% %*♦♣♣❡❞ ❛*

*❤❡ ❛♣♦❣❡❡ ♦❢ *❤❡ *-❛❥❡❝*♦-② ✭✇❤❡♥ *❤❡ ✈❡-*✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐*② ✐% ❡E✉❛❧ *♦ ③❡-♦✮ ✇❤✐❝❤ ✐% ❝♦♠♣❛-❡❞ *♦ *❤❡

-❡E✉✐-❡♠❡♥*✳

❆❧❧ *❤❡ ♠♦❞❡❧% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥*❡❣-❛*❡❞ ✐♥%✐❞❡ ❛ ▼❛*❧❛❜ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥*✳ ❈❊❆ ❛♥❞ ▼✐%%✐❧❡❉❆❚❈❖▼ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ -❡✉%❡ ✇✐*❤ %♦♠❡ ❛❞❛♣*❛*✐♦♥% ❢♦- ✐♥*❡-❢❛❝❡% ✇✐*❤ ▼❛*❧❛❜✳ ▼❛%% ❜✉❞❣❡* ❛♥❞ ❣❡♦♠❡*-② ❞❡%✐❣♥✱

%♦❧✐❞ ♣-♦♣❡❧❧❛♥* ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ *❤❡ *-❛❥❡❝*♦-② ❞✐%❝✐♣❧✐♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡*❡❧② -❡❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛%❡❞ ♦♥

*❤❡ ❣✐✈❡♥ -❡❢❡-❡♥❝❡%✳ ❚❤❡ *❡%* ❝❛%❡ ❤❛% ❜❡❡♥ ♣❡-❢♦-♠❡❞ ✇✐*❤ ❛ ❞❡%❦*♦♣ ❝♦♠♣✉*❡- ✇✐*❤ ✹ ♣-♦❝❡%%♦-%

■♥*❡❧ ❳❡♦♥ ❈U❯ ❊✺✲✶✻✵✸ ✷✳✽✵●❍③✳ ❆ %✐♥❣❧❡ -✉♥ ♦❢ ▼❉❆ ✐% ✐♥ *❤❡ ♦-❞❡- ♦❢ ❢❡✇ ♠✐♥✉*❡%✳ ❚❤❡ ♣❛-❛❧❧❡❧

❝♦♠♣✉*✐♥❣ ▼❛*❧❛❜ *♦♦❧❜♦① ❤❛% ❜❡❡♥ ✉%❡❞ ✐♥ ♦-❞❡- *♦ ♣-♦♣❛❣❛*❡ ✉♥❝❡-*❛✐♥*② ✐♥ ♣❛-❛❧❧❡❧ ♦✈❡- ❛❧❧ *❤❡

♣-♦❝❡%%♦-%✳

■♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ *❤❡ ♣-♦♣♦%❡❞ ♠✉❧*✐✲❧❡✈❡❧ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❍❖❯ ❢♦-♠✉❧❛*✐♦♥✱ ■❉❋✲$❈❊ ❛♥❞ ▼❉❋ ✉♥❞❡-

✉♥❝❡-*❛✐♥*② ❛-❡ ❝♦♠♣❛-❡❞ ♦♥ *❤✐% %♦✉♥❞✐♥❣ -♦❝❦❡* *❡%* ❝❛%❡✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✽✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ #❘❖#❖❙❊❉ ❯▼❉❖ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❚❖

▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❉❊❙■●◆

✽✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♦❢ ▼❉❋ ✉♥❞❡0 ✉♥❝❡0)❛✐♥)②

▼❉❋ ✐5 6❤❡ 9❡❢❡9❡♥❝❡ ❛♣♣9♦❛❝❤ ❛5 6❤❡ ✐♥6❡9❞✐5❝✐♣❧✐♥❛9② 5②56❡♠ ♦❢ ❡D✉❛6✐♦♥5 ✐5 5♦❧✈❡❞ ❢♦9 ❡❛❝❤ ✉♥❝❡9✲

6❛✐♥ ✈❛9✐❛❜❧❡ 9❡❛❧✐③❛6✐♦♥✳ ❚❤❡ 5②56❡♠ ✐5 5♦❧✈❡❞ ❜② ❋#■ ✇✐6❤ ❛ ❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❝9✐6❡9✐♦♥ 9❡5✉❧6✐♥❣ ✐♥ ❛

9❡❧❛6✐✈❡ ❡99♦9 ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ ✐♥♣✉6 ❛♥❞ 6❤❡ ♦✉6♣✉6 ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛9✐❛❜❧❡5 ♦❢ ✶✪✳ ❇❛5❡❞ ♦♥ 6❤❡ ♥✉♠❡9✐❝❛❧

❡①♣❡9✐♠❡♥6❛6✐♦♥✱ ✹ ✐6❡9❛6✐♦♥5 ❛9❡ ✐♥ ❣❡♥❡9❛❧ ♥❡❝❡55❛9② 6♦ ❝♦♥✈❡9❣❡ ✉♥❞❡9 6❤❡ 6♦❧❡9❛♥❝❡ ✇✐6❤ 6❤❡ ❋#■

♠❡6❤♦❞5✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡96❛✐♥6② ✐5 ♣9♦♣❛❣❛6❡❞ ✇✐6❤ ❈▼❈ 6♦ ❡56✐♠❛6❡ Ξ[·] ❛♥❞ P[·] ❜❛5❡❞ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ 5❡6 ♦❢
103 9❛♥❞♦♠ 5❛♠♣❧❡5✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡96❛✐♥ 5❛♠♣❧❡5 ❛9❡ ❝♦♥5✐❞❡9❡❞ ❛5 ✜①❡❞ ✐♥ ♦9❞❡9 6♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛9❡❞ 6♦ 6❤❡

♠✉❧6✐✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣9♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ 9❡D✉✐9❡5 ❛ ✜①❡❞ ✉♥❝❡96❛✐♥ 5❡6✳ ●9❛❞✐❡♥6 ❜❛5❡❞ ♦♣6✐♠✐③❡9 ✭❙❡D✉❡♥6✐❛❧

◗✉❛❞9❛6✐❝ #9♦❣9❛♠♠✐♥❣✮ ✐5 ✉5❡❞ ❛6 6❤❡ 5②56❡♠✲❧❡✈❡❧ ✐♥ ❜♦6❤ ❢♦9♠✉❧❛6✐♦♥5 ❛5 ♥♦ ♥♦✐5❡ ✐5 ♣9❡5❡♥6 ✐♥

6❤❡ ♦♣6✐♠✐③❛6✐♦♥ ♣9♦❜❧❡♠✳ ❇♦6❤ 5②56❡♠✲❧❡✈❡❧ ♦♣6✐♠✐③❡95 ❛9❡ 56♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ 5.6× 106 ❡✈❛❧✉❛6✐♦♥5 ♦❢
6❤❡ ❞✐5❝✐♣❧✐♥❡5 ✐5 9❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ▼❉❋ ❢♦9♠✉❧❛6✐♦♥ ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ E [●▲❖❲ (z,U)] + 2σ [●▲❖❲ (z,U)] ✭✽✳✽✮

✇✳9✳6✳ z = [D1,Mp1, ǫ1, RL1,W1, D2,Mp2, ǫ2, RL2,W2]
❚

5✳6✳ P[−hf2(z,U) > −300] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✾✮

P[Pe2(z,U)− 0.4Pa(h) > 0] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✶✵✮

P[Nf2(z,U) > 15] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✶✶✮

P[Pe1(z,U)− 0.4Pa(h) > 0] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✶✷✮

P[Nf1(z,U) > 15] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✶✸✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✽✳✶✹✮

✶✻✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✽✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ▼❍❖❯

❚❤❡ ▼❍❖❯ ❢♦%♠✉❧❛*✐♦♥ ✐-✿

• ❙②-*❡♠✲❧❡✈❡❧

♠✐♥

2∑

k=1

Ξ [Mk(zsh, z
∗
k,α,U)] + 2× σ [Mk(zsh, z

∗
1, z

∗
2,α,U)] ✭✽✳✶✺✮

✇✳%✳*✳ zsh ∈ Zsh,α

-✳*✳ J∗hf1
(zsh, z

∗
1,α) ≤ ǫ ✭✽✳✶✻✮

J∗vf1
(zsh, z

∗
1,α) ≤ ǫ ✭✽✳✶✼✮

P[−hf2(zsh, z∗2,U) > −300] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✶✽✮

P[Pe2(zsh, z
∗
2,U)− 0.4Pa(h) > 0] ≤ 3× 10−2

✭✽✳✶✾✮

P[Nf2(zsh, z
∗
2,U) > 15] ≤ 3× 10−2

✭✽✳✷✵✮

P[Pe1(zsh, z
∗
1,U)− 0.4Pa(h) > 0] ≤ 3× 10−2

✭✽✳✷✶✮

P[Nf1(zsh, z
∗
1,U) > 15] ≤ 3× 10−2

✭✽✳✷✷✮

• ❙✉❜-②-*❡♠✲❧❡✈❡❧

❋♦% *❤❡ 2♥❞ -*❛❣❡

♠✐♥ Ξ [M2(zsh, z2,α,U)] + 2× σ [M2(zsh, z2,α,U)] ✭✽✳✷✸✮

✇✳%✳*✳ z2 = [Mp2, ǫ2, RL2,W2]
❚ ∈ Z2

-✳*✳ P [g2(zsh, z2,α,❯)] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✷✹✮

✭✽✳✷✺✮

●✐✈❡♥ y21

❋♦% *❤❡ 1#$ -*❛❣❡

♠✐♥ Ξ [M1(zsh, z1,α,U)] + 2× σ [M1(zsh, z1,α,U)] ✭✽✳✷✻✮

✇✳%✳*✳ z1 = [D1,Mp1, ǫ1, RL1,W1]
❚ ∈ Z1

-✳*✳ P [g1(zsh, z1,α,❯)] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✷✼✮

Jhf1
=∫

Ω

[
hf1 (zsh, z1,y21,u1)− ĥf1

(
u,α(12)

)]2
φ(u)❞u ≤ ǫ ✭✽✳✷✽✮

Jvf1
=∫

Ω

[
vf1 (zsh, z1,y21,u1)− v̂f1

(
u,α(12)

)]2
φ(u)❞u ≤ ǫ ✭✽✳✷✾✮

✶✻✻
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▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❉❊❙■●◆

✇❤❡7❡ zsh = D2 ✐9 :❤❡ 2♥❞ 9:❛❣❡ ❞✐❛♠❡:❡7✱ g2(·) = [Pe2(·), hf2(·), Nf2(·)]❚ ❛♥❞ g1(·) =
[Pe1(·), Nf1(·)]❚✳ ❚❤❡ 9❡: ♦❢ :❤❡ 2♥❞ 9:❛❣❡ ♠❛99 7❡❛❧✐③❛:✐♦♥9 ❢♦7 :❤❡ ♦♣:✐♠❛❧ 9♦❧✉:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ 2♥❞

9:❛❣❡ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ♣7♦❜❧❡♠ ✐9 :❤❡ ❢❡❡❞❢♦7✇❛7❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ y21 ♦❢ :❤❡ 1
#$

9:❛❣❡ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥✳ ■♥ ♦7❞❡7

:♦ ❤✐❡7❛7❝❤✐❝❛❧❧② ♦♣:✐♠✐③❡ :❤❡ 9❡❝♦♥❞ 9:❛❣❡ ❛♥❞ :❤❡♥ :❤❡ ✜79: 9:❛❣❡✱ :❤❡ ❢❡❡❞❢♦7✇❛7❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛9 :♦

❜❡ ♣❛99❡❞ ❢7♦♠ 9:❛❣❡ ✷ :♦ 9:❛❣❡ ✶✳ ■♥ ♦7❞❡7 :♦ ❦❡❡♣ :❤❡ ❝♦♥9✐9:❡♥❝② ❜❡:✇❡❡♥ :❤❡ :✇♦ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥9✱

❛ ✜①❡❞ 9❡: ♦❢ ✉♥❝❡7:❛✐♥ ✈❛7✐❛❜❧❡ 7❡❛❧✐③❛:✐♦♥9 ❤❛9 ❜❡❡♥ ✉9❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ :❤❡ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ♣7♦❝❡99✳ ❚❤❡

9❡: ❤❛9 ❛❧9♦ ❜❡❡♥ ✉9❡❞ ❢♦7 ▼❉❋ ❢♦7 ❝♦♥9✐9:❡♥: ❝♦♠♣❛7✐9♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧:✐:✉❞❡ ❛♥❞ :❤❡ ✈❡❧♦❝✐:② ❛: :❤❡

♠♦♠❡♥: ♦❢ 9❡♣❛7❛:✐♦♥ ❜❡:✇❡❡♥ :❤❡ :✇♦ 9:❛❣❡9 ❛7❡ :❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛7✐❛❜❧❡9 ❢7♦♠ 9:❛❣❡ ✶ :♦

9:❛❣❡ ✷ :❤❛: ❛7❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤❡9❡ ✈❛7✐❛❜❧❡9 ❛7❡ ❞❡❝♦♠♣♦9❡❞ ❛❝❝♦7❞✐♥❣ :♦ ❛ ♣7♦❞✉❝: ♦❢ ❍❡7♠✐:❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧9 ✇✐:❤ ❛ :♦:❛❧ ❡①♣❛♥9✐♦♥ ♦7❞❡7 ♦❢ ❞❡❣7❡❡ ✷ 7❡9✉❧:✐♥❣ ✐♥ ❞✐♠(α) = (2+2)!
2!2! = 6✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡✱

:❤❡ ❞❡9✐❣♥ 9♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥9✐♦♥ ✐9 ✶✸ ❛: :❤❡ 9②9:❡♠✲❧❡✈❡❧✱ ✹ ❢♦7 :❤❡ 2♥❞ 9:❛❣❡ ❛♥❞ ✺ ❢♦7 :❤❡ 1#$ 9:❛❣❡✳
❚❤❡ ✐♥:❡7❞✐9❝✐♣❧✐♥❛7② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥9:7❛✐♥: Jhf1

❛♥❞ Jvf1
❤❛✈❡ :♦ ❜❡ ✐♥❢❡7✐♦7 :♦ ǫ = 1% ✐♥ ♦7❞❡7 :♦

❡♥9✉7❡ ✐♥:❡7❞✐9❝✐♣❧✐♥❛7② ❝♦✉♣❧✐♥❣ 9❛:✐9❢❛❝:✐♦♥ ❛9 ✐♥ ▼❉❋✳

✽✳✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ■❉❋✲$❈❊

❚❤❡ ■❉❋✲%❈❊ ❢♦7♠✉❧❛:✐♦♥ ✐9 9✐♠✐❧❛7 :♦ ▼❍❖❯ ✐♥ :❡7♠9 ♦❢ ✐♥:❡7❞✐9❝✐♣❧✐♥❛7② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✭9❛♠❡

❞❡❣7❡❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦9✐:✐♦♥✱ 9❛♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣9✮ ❜✉: ✐: ✐9 ❛ 9✐♥❣❧❡✲❧❡✈❡❧ ❢♦7♠✉❧❛:✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

♠✐♥ E [●▲❖❲ (z,α,U)] + 2σ [●▲❖❲ (z,α,U)] ✭✽✳✸✵✮

✇✳+✳,✳ z,α

-✳,✳ Jhf1
(z,α) ≤ ǫ ✭✽✳✸✶✮

Jvf1
(z,α) ≤ ǫ ✭✽✳✸✷✮

P[−hf2(z,U) > −300] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✸✸✮

P[Pe2(z,U)− 0.4Pa(h) > 0] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✸✹✮

P[Nf2(z,U) > 15] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✸✺✮

P[Pe1(z,U)− 0.4Pa(h) > 0] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✸✻✮

P[Nf1(z,U) > 15] ≤ 3× 10−2
✭✽✳✸✼✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✽✳✸✽✮

❆❧❧ ,❤❡ ❞❡-✐❣♥ ✈❛+✐❛❜❧❡- z ❢♦+ ,❤❡ ,✇♦ -,❛❣❡- ❛+❡ ❝♦♥,+♦❧❧❡❞ ❜② ,❤❡ -②-,❡♠ ❞❡-✐❣♥ ✈❛+✐❛❜❧❡- ✐♥ ❛❞❞✐,✐♦♥

✇✐,❤ ,❤❡  ❈❊ ❝♦❡✣❝✐❡♥,- α✳

✽✳✸✳✻ ❘❡&✉❧)&

❈▼❆✲❊❙ ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ❛❧❣♦+✐,❤♠ ✐- ✉-❡❞ ❛, ,❤❡ -✉❜-②-,❡♠✲❧❡✈❡❧ ❢♦+ ▼❍❖❯ ❢♦+♠✉❧❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ,❤+❡❡

♣+♦❜❧❡♠- -,❛+, ❢+♦♠ ,❤❡ -❛♠❡ ❢❡❛-✐❜❧❡ ❜❛-❡❧✐♥❡ ,♦ ❜❡ ♦♣,✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛-❡❧✐♥❡ ❝♦++❡-♣♦♥❞- ,♦ ,❤❡

❞❡,❡+♠✐♥✐-,✐❝ ♦♣,✐♠❛❧ -♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ,✇♦ -,❛❣❡ -♦✉♥❞✐♥❣ +♦❝❦❡, ♣+♦❜❧❡♠ ✭❋✐❣✳ ✽✳✸✺✮ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛

❞❡,❡+♠✐♥✐-,✐❝ ▼❉❋ ❛♣♣+♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ❛- ✐❧❧✉-,+❛,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✽✳✸✼✱ ,❤✐- -♦❧✉,✐♦♥ ✐- ♥♦, +♦❜✉-, ,♦

,❤❡ ♣+❡-❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡+,❛✐♥,②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ,❤❡ ❞❡,❡+♠✐♥✐-,✐❝ ♦♣,✐♠❛❧ -♦❧✉,✐♦♥ ❞♦❡- ♥♦, -✉❝❝❡❡❞ ,♦ +❡❛❝❤

✇✐,❤ ❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐,② ♦❢ ❢❛✐❧✉+❡ ❧♦✇❡+ ,❤❛♥ 3 × 10−2
❛♥ ❛❧,✐,✉❞❡ ♦❢ ✸✵✵❦♠✱ ,❤❡ ❢❛✐❧✉+❡ +❛,❡ ✐- ❛+♦✉♥❞

✼✵✪✳

❇❛-❡❞ ♦♥ ,❤✐- ❜❛-❡❧✐♥❡✱ ▼❉❋ ✉♥❞❡+ ✉♥❝❡+,❛✐♥,②✱ ■❉❋✲ ❈❊ ❛♥❞ ▼❍❖❯ ❛+❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞✳ ❚❤❡ +❡-✉❧,-

♦❢ ,❤❡ -♦✉♥❞✐♥❣ +♦❝❦❡, ♣+♦❜❧❡♠ ❛+❡ -✉♠♠❛+✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✸✸✳ ▼❍❖❯ ✭✻✳✻✽,✮ ❛♥❞ ■❉❋✲ ❈❊ ✭✻✳✽✽,✮
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✽✳✸✸✿ ❚✇♦ +,❛❣❡ +♦✉♥❞✐♥❣ 2♦❝❦❡, ❞❡+✐❣♥ 2❡+✉❧,+ ❢♦2 ▼❉❋✱ ▼❍❖❯ ❛♥❞ ■❉❋✲(❈❊ ❢♦2♠✉❧❛,✐♦♥+

❘❡"✉❧%" ▼❉❋ ▼❍❖❯ ■❉❋✲(❈❊

E[●▲❖❲] +
2σ[●▲❖❲]

7.07t 6.68t 6.88t

❉❡"✐❣♥ D1 = 0.75♠ D1 = 0.79♠ D1 = 0.72♠
✈❛1✐❛❜❧❡" Mp1 = 2850❦❣ Mp1 = 2659❦❣ Mp1 = 2729❦❣

ǫ1 = 4.4 ǫ1 = 9.24 ǫ1 = 12.7
RL1 = 69.4✪ RL1 = 30.7✪ RL1 = 42.3✪
W1 = 66.0✪ W1 = 43.5✪ W1 = 41.8✪

D2 = 0.76♠ D2 = 0.75♠ D2 = 0.79♠
Mp2 = 2395❦❣ Mp2 = 2287❦❣ Mp2 = 2402❦❣
ǫ2 = 9.97 ǫ2 = 17.4 ǫ2 = 12.3
RL2 = 69.5 ✪ RL2 = 41.0 ✪ RL2 = 40.5 ✪
W2 = 65.9 ✪ W2 = 63.9 ✪ W2 = 61.1 ✪

❈♦✉♣❧✐♥❣ |chf1 − yhf1|/chf1 ≤ 1% Jhf1 = 0.31% Jhf1 = 0.42%
❝♦♥"%1❛✐♥%" |cvf1 − yvf1|/cvf1 ≤ 1% Jvf1 = 0.24% Jvf1 = 0.19%

▼✐""✐♦♥ ❝♦♥✲

"%1❛✐♥% Pf

2.8× 10−2 2.9× 10−2 2.9× 10−2

❉❡"✐❣♥ "♣❛❝❡

❞✐♠❡♥"✐♦♥

10 22(13 + 4 + 5) 22

♣2❡+❡♥,+ ❜❡,,❡2 ❝❤❛2❛❝,❡2✐+,✐❝+ ✐♥ ,❡2♠+ ♦❢ :✉❛❧✐,② ♦❢ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ,❤❛♥ ▼❉❋ ✭✼✳✵✼,✮ ❢♦2 ❛ ✜①❡❞

❞✐+❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❜✉❞❣❡, ✭❋✐❣✳ ✽✳✸✹✮✳ ▼❉❋✱ ■❉❋✲(❈❊ ❛♥❞ ▼❍❖❯ +♦❧✉,✐♦♥+ +❛,✐+❢② ,❤❡ ❝♦♥+,2❛✐♥,+

❡+♣❡❝✐❛❧❧② ,❤❡ ❛♣♦❣❡❡ ❛❧,✐,✉❞❡ ♦❢ 300❦♠ ❛+ ✐❧❧✉+,2❛,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉2❡ ✽✳✸✻ ❢♦2 ▼❉❋ ❛♥❞ ▼❍❖❯✳ ❖♥❧②

✷✳✾✪ ♦❢ ,❤❡ ,2❛❥❡❝,♦2✐❡+ ❞♦ ♥♦, 2❡❛❝❤ ,❤❡ 2❡:✉✐2❡❞ ❛♣♦❣❡❡ ❛❧,✐,✉❞❡✳ ▼♦2❡♦✈❡2✱ ▼❍❖❯ ❡♥+✉2❡+

✐♥,❡2❞✐+❝✐♣❧✐♥❛2② ❝♦✉♣❧✐♥❣ +❛,✐+❢❛❝,✐♦♥ ❢♦2 ,❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣+ ❛+ ✐❧❧✉+,2❛,❡❞ ❜② ,❤❡ ❝♦♠♣❛2✐+♦♥

♦❢ ,❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣+ ❢♦✉♥❞ 2❡+♣❡❝,✐✈❡❧② ❜② ,❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤ ❛♥❞ ,❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤ ❢♦2 ,❤❡

♦♣,✐♠❛❧ +♦❧✉,✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ▼❍❖❯✳ ❚❤❡ +❛♠❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ +❛,✐+❢❛❝,✐♦♥ ❛2❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦2 ■❉❋✲(❈❊✳ ❚❤❡

+❡♣❛2❛,✐♦♥ ❛❧,✐,✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐,② ❞✐+,2✐❜✉,✐♦♥+ ❢♦2 ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ▼❍❖❯ ❢♦✉♥❞ +♦❧✉,✐♦♥ ❛2❡ +✐♠✐❧❛2

❜② ✉+✐♥❣ ▼❉❆ ♦2 ▼❍❖❯ ✭❋✐❣✳ ✽✳✸✽✲✽✳✹✶✮✳ ▼♦2❡♦✈❡2✱ ,❤❡ ✐♥,❡2❞✐+❝✐♣❧✐♥❛2② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡22♦2 ❢♦2 ,❤❡

+❡♣❛2❛,✐♦♥ ❛❧,✐,✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐,② ❛2❡ 2❡♣2❡+❡♥,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉2❡+ ✽✳✹✷ ❛♥❞ ✽✳✹✸✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡22♦2

✐+ ❛❧✇❛②+ ❧♦✇❡2 ,❤❛♥ ✷✪ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥,2❛,❡❞ ❛2♦✉♥❞ ✵✪✲✵✳✺✪✳ ❚❤❡ ❞❡+✐❣♥ +♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❢♦2

,❤❡ +②+,❡♠✲❧❡✈❡❧ ✐+ ✐♥❝2❡❛+❡❞ ❢2♦♠ ✶✵ ❢♦2 ▼❉❋ ,♦ ✶✸ ❢♦2 ▼❍❖❯✱ ❤♦✇❡✈❡2 ✐, ❡♥❛❜❧❡+ ♠✉❧,✐✲❧❡✈❡❧

♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ✇❤❡2❡ ❡❛❝❤ +,❛❣❡ +✉❜+②+,❡♠ ❤❛♥❞❧❡+ ✐,+ ❧♦❝❛❧ ❞❡+✐❣♥ ✈❛2✐❛❜❧❡+✳ ❋♦2 ■❉❋✲(❈❊✱ ,❤❡

❞✐♠❡♥+✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ +②+,❡♠✲❧❡✈❡❧ ❞❡+✐❣♥ +♣❛❝❡ ✐+ ✷✷✳ ❚❤❛♥❦+ ,♦ ,❤❡ ,✇♦ ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥✱ ▼❍❖❯

❛❧❧♦✇+ ❛ ❝♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ ,♦ ❛ ❜❡,,❡2 ♦♣,✐♠✉♠ ,❤❛♥ ■❉❋✲(❈❊ ✐♥ ,❤✐+ ,❡+, ❝❛+❡ ✇❤✐❧❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞

❞❡+✐❣♥ +,2❛,❡❣② ❛♥❞ ❛✉,♦♥♦♠② ,♦ ❡❛❝❤ ❡♥❣✐♥❡❡2✐♥❣ ,❡❛♠ ✇♦2❦✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ +,❛❣❡✳ ✸ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧

,2❛❥❡❝,♦2✐❡+ ✇✐,❤ ▼❍❖❯ 2❡+✉❧,+ ❛2❡ ✐❧❧✉+,2❛,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉2❡ ✽✳✹✹✳

✶✻✽
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Sounding rocket altitude − deterministic solution
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Sounding rocket altitude − MHOU
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Sounding rocket altitude − deterministic solution

❋✐❣✉7❡ ✽✳✸✼✿ ❉❡B❡7♠✐♥✐@B✐❝ ♦♣B✐♠❛❧ @♦✉♥❞✐♥❣
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❋✐❣✉7❡ ✽✳✹✹✿ ❱✐;✉❛❧✐③❛?✐♦♥ ♦❢ ✸ ❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧ ?7❛❥❡❝?♦7✐❡; ✉♥❞❡7 ✉♥❝❡7?❛✐♥?② ❢♦7 ?❤❡ ♦♣?✐♠❛❧ ;♦✉♥❞✐♥❣

7♦❝❦❡?

✽✳✹ ▲✐♠✐&❛&✐♦♥* ♦❢ &❤❡ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛/✐*♦♥*
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✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡D❡♥9 ❡♥❣✐♥❡❡D✐♥❣ 9❡❛♠4 9♦ ♦✛❡D ❛✉9♦♥♦♠②✱

✕ ❯4❡❢✉❧ 9♦ ♣❡D❢♦D♠ ✉♥❝❡D9❛✐♥9② ♣D♦♣❛❣❛9✐♦♥ ✐♥ ♣❛D❛❧❧❡❧ ♦✈❡D ♠✉❧9✐♣❧❡ ♣D♦❝❡44♦D4✱

✕ ❊♥4✉D❡ 4②49❡♠ ❞❡4✐❣♥ ❝♦♥4✐49❡♥❝② ❛♥❞ D❡❧✐❛❜✐❧✐9② ✇✐9❤ ❛♥ ✐♥9❡❣D❛9❡❞ ♣D♦❝❡44✱

✕ ❖9❤❡D ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥4✿ ❝♦♥❝❡♣9✉❛❧ ❞❡4✐❣♥ ♦❢ ❛✐D❝D❛❢9✱ 4❤✐♣4✱ ❛✉9♦♠♦❜✐❧❡4✱ ❡!❝✳

• #❡D4♣❡❝9✐✈❡4✿

✕ ❉❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡9❤♦❞ 9♦ ❛♣♣D♦♣D✐❛9❡❧② ❞❡9❡D♠✐♥❡ ❛✲♣&✐♦&✐ 9❤❡ 4✉DD♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡❝♦♠♣♦✲

4✐9✐♦♥ ❞❡❣D❡❡ ❢♦D 9❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ 9❤❡ ❢✉♥❝9✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ D❡❧❛9✐♦♥4✱

✕ ❋✉D9❤❡D D❡❞✉❝❡ 9❤❡ ❝♦♠♣✉9❛9✐♦♥❛❧ ❝♦49 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 9❤❡ ♥✉♠❜❡D ♦❢ ❝❛❧❧4 9♦ 9❤❡ ❞✐4❝✐♣❧✐♥❡4

✭4✉DD♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧4 ♦❢ 9❤❡ ❞✐4❝✐♣❧✐♥❡4✱ ♦9❤❡D ❢♦D♠✉❧❛9✐♦♥4✱ ❡!❝✳✮✱

✕ #❡D❢♦D♠ 9❡49 ❝❛4❡4 ✇✐9❤ ✐♥❝D❡❛4❡❞ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐9② ❞❡4✐❣♥ ♣D♦❜❧❡♠4✳
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❘❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②)✐) ✐♥ &❤❡ ♣,❡)❡♥❝❡ ♦❢

❡♣✐)&❡♠✐❝ ✉♥❝❡,&❛✐♥&② ♦♥ &❤❡

❤②♣❡,✲♣❛,❛♠❡&❡,) ♦❢ 3❉❋

❞✐)&,✐❜✉&✐♦♥)
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✾✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✾✳✷ ❋♦&♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%② ♣&♦♣❛❣❛%✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡:❝&✐♣✲

%✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣%✐✈❡ ■♠♣♦&%❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✾✳✷✳✶ $%♦❜❧❡♠ ❞❡,❝%✐♣0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✾✳✷✳✷ ❆❞❛♣0✐✈❡ ■♠♣♦%0❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❜② ❈%♦,,✲❊♥0%♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✾✳✸ ❑&✐❣✐♥❣✲❜❛:❡❞ ❛❞❛♣%✐✈❡ ■♠♣♦&%❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ %❤❡ ♣&❡:❡♥❝❡ ♦❢

❡♣✐:%❡♠✐❝ ✉♥❝❡&%❛✐♥%② ♦♥ ✐♥♣✉% ♣&♦❜❛❜✐❧✐%② ❞✐:%&✐❜✉%✐♦♥: ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✾✳✸✳✶ ▼❡0❤♦❞ ❢♦% ❡,0✐♠❛0✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣%♦❜❛❜✐❧✐0② ❜❛,❡❞ ♦♥ ♣%❡❝❡❞✐♥❣ ■♠♣♦%0❛♥❝❡

❙❛♠♣❧✐♥❣ ❡,0✐♠❛0✐♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✾✳✸✳✷ ❑%✐❣✐♥❣✲❜❛,❡❞ ❛❞❛♣0✐✈❡ ❈%♦,, ❊♥0%♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

✾✳✹ ❆♥❛❧②%✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❝❛:❡: ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✾✳✹✳✶ ❆❝❦❧❡② 0❡,0 ❝❛,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✾✳✹✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛% ♦,❝✐❧❧❛0♦% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

✾✳✺ ▲✐♠✐%❛%✐♦♥: ♦❢ %❤❡ ♣&♦♣♦:❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

✾✳✻ ❈♦♥❝❧✉:✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

• ❉❡✈❡❧♦♣ ❛ '❡❧✐❛❜✐❧✐*② ❛♥❛❧②-✐- ♠❡*❤♦❞ ✐♥ *❤❡ ♣'❡-❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐-*❡♠✐❝ ✉♥❝❡'*❛✐♥*② ♦♥ *❤❡ ❤②♣❡'✲
♣❛'❛♠❡*❡'- ♦❢  ❉❋ ❞✐-*'✐❜✉*✐♦♥-✱

• ❆♣♣❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛'❡ *❤❡ ♣'♦♣♦-❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤ *♦ '❡❢❡'❡♥❝❡ *❡❝❤♥✐7✉❡- ♦♥ *✇♦ ❛♥❛❧②*✐❝❛❧ *❡-*
❝❛-❡-✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*
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✈❛&✐❛"✐♦♥ ✐♥ ♦&❞❡& "♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡+"✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ &❛&❡ ❡✈❡♥" ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ✈❛&✐❛"✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✭+❡❡ ❝❤❛♣"❡&
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▲❡" ✉+ ❝♦♥+✐❞❡& ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ "❤❡ +②+"❡♠ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐" +"❛"❡✳ ❚❤✐+ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇+ "♦ ❞❡"❡&♠✐♥❡

✐❢ "❤❡ +②+"❡♠ ✐+ ✐♥ ❛ ❢❛✐❧✉&❡ +"❛"❡ ♦& ❛ +❛❢❡ +"❛"❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✉♥❝❡&"❛✐♥ ✐♥♣✉"+✳ ❚❤❡ &❡❧✐❛❜✐❧✐"②

❛♥❛❧②+✐+ ❝♦♥+✐+"+ ✐♥ ❡+"✐♠❛"✐♥❣ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ❢♦& "❤❡ +②+"❡♠ "♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ❢❛✐❧✉&❡ +"❛"❡ ❝♦♥+✐❞❡&✐♥❣

❛❧❡❛"♦&② ✐♥♣✉" ✉♥❝❡&"❛✐♥"② ❛✛❡❝"✐♥❣ "❤❡ +②+"❡♠✳ ■♥ ❧✐"❡&❛"✉&❡✱ "✇♦ ❝❛"❡❣♦&✐❡+ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠+ ❡①✐+" ❢♦&

"❤❡ ✐♠♣❛❝" ♦❢ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"② ✐♥ &❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②+✐+✿

• ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"② ❛✛❡❝"+ "❤❡ ❤②♣❡&✲♣❛&❛♠❡"❡&+ ❞❡✜♥✐♥❣ "❤❡ '❉❋ ♦❢ "❤❡ ❛❧❡❛"♦&② ✉♥❝❡&✲

"❛✐♥"② ✭❢♦& ✐♥+"❛♥❝❡ "❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ '❉❋ ✐+ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥"❡&✈❛❧✮✱

• ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"② ❞✐&❡❝"❧② ❛✛❡❝"+ "❤❡ ❞✐+❝✐♣❧✐♥❛&② ♠♦❞❡❧+ ✐♠♣❛❝"✐♥❣ "❤❡ ❧✐♠✐" +"❛"❡✳

❚❤❡+❡ "✇♦ "②♣❡+ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠+ ❛&❡ ❞✐✛❡&❡♥" ❛♥❞ &❡6✉✐&❡ ❞❡❞✐❝❛"❡❞ "❡❝❤♥✐6✉❡+✳ ❚❤❡ ♣❛&" ■■■ ♦❢ "❤❡

"❤❡+✐+ ✐+ ❞❡✈♦"❡❞ "♦ "❤❡ ♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "✇♦ ♠❡"❤♦❞+ ❞❡❞✐❝❛"❡❞ "♦ &❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②+✐+ ❢♦& ❝♦♠♣❧❡①

+②+"❡♠+ ✐♥ "❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦"❤ ❛❧❡❛"♦&② ❛♥❞ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"✐❡+✳ ❈❤❛♣"❡& ✾ ♣&❡+❡♥"+ ❛ ♠❡"❤♦❞

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦&❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ▼❛"❤✐❡✉ ❇❛❧❡+❞❡♥" ✭❖♥❡&❛✮ ❛♥❞ ❏❡&♦♠❡ ▼♦&✐♦ ✭❖♥❡&❛✮ "♦ ❤❛♥✲

❞❧❡ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"② ♦♥ "❤❡ ❤②♣❡&✲♣❛&❛♠❡"❡&+ ♦❢ "❤❡ ❛❧❡❛"♦&② ✉♥❝❡&"❛✐♥"② '❉❋✳ ❚❤❡ ♠❡"❤♦❞

♣&♦♣♦+❡+ "♦ ❡+"✐♠❛"❡ "❤❡ ❜♦✉♥❞+ ♦❢ "❤❡ &❛&❡ ❡✈❡♥" ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ✉+✐♥❣ ❑&✐❣✐♥❣✲❜❛+❡❞ ❛❞❛♣"✐✈❡ ■♠♣♦&✲

"❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣✳ ■" &❡❧✐❡+ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥" ♦❢ ❈&♦++ ❊♥"&♦♣② ❛❧❣♦&✐"❤♠ ✭+❡❝"✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮ ✉+❡❞ ✐♥

■♠♣♦&"❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❑&✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬▼❛"❤❡&♦♥✱ ✶✾✻✸❪ ♦❢ "❤❡ ❧✐♠✐" +"❛"❡ ❢✉♥❝"✐♦♥✱

❛ &❡✜♥❡♠❡♥" +"&❛"❡❣② ♦❢ "❤❡ +✉&&♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❈▼❆✲❊❙ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ❛❧❣♦&✐"❤♠ "♦ ❛❝❝♦✉♥" ❢♦&

❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"② ❛♥❞ "♦ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❡♥+✐✈❡ ❧✐♠✐" +"❛"❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥+✳

❈❤❛♣"❡& ✶✵ ❞❡+❝&✐❜❡+ ❛ ♠❡"❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦&❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ▼❛"❤✐❡✉ ❇❛❧❡+❞❡♥" ✭❖♥❡&❛✮✱ ❙②❧✈❛✐♥

▲❛❝❛③❡ ✭❯♥✐✈❡&+✐"② ♦❢ ❆&✐③♦♥❛✮ ❛♥❞ ❙❛♠② ▼✐++♦✉♠ ✭❯♥✐✈❡&+✐"② ♦❢ ❆&✐③♦♥❛✮ "♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♣✐+"❡♠✐❝

✉♥❝❡&"❛✐♥"② ❞✐&❡❝"❧② ❛✛❡❝"✐♥❣ "❤❡ +②+"❡♠ ❢❛✐❧✉&❡ +"❛"❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❜♦✉♥❞+ ♦❢ "❤❡ ❢❛✐❧✉&❡

♣&♦❜❛❜✐❧✐"②✱ ❛ +❡6✉❡♥"✐❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐+ ♣&♦♣♦+❡❞✳ ❇❡❝❛✉+❡ ❛♥ ❡+"✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ &❛&❡ ❡✈❡♥"+ ❝❛♥♥♦" ❜❡ ❡+"✐♠❛"❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛++✐❝❛❧ ♠❡"❤♦❞ +✉❝❤ ❛+ ❈▼❈ ❞✉❡ "♦ "❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

❝♦+" ✐♥❞✉❝❡❞✱ ❙✉❜+❡" ❙✐♠✉❧❛"✐♦♥ ✐+ ✉+❡❞✳ ❙✉❜+❡" ❙✐♠✉❧❛"✐♦♥ ✐+ ❡✣❝✐❡♥" "♦ ❡+"✐♠❛"❡ &❛&❡ ❡✈❡♥"

♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ❬❆✉ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ✐+ ❛❜❧❡ "♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧"✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ &❡❣✐♦♥+ ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛& ❧✐♠✐"

+"❛"❡ ❢✉♥❝"✐♦♥✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐" ✐+ ❛++✉♠❡❞ "❤❛" "❤❡ ❧✐♠✐" +"❛"❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐+ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥+✐✈❡

"♦ ❡✈❛❧✉❛"❡✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥ ♦&❞❡& "♦ ❢✉&"❤❡& &❡❞✉❝❡ "❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❝❛❧❧+ "♦ "❤❡ +✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❝♦❞❡+✱ ❛ ❑&✐❣✐♥❣

✶✼✽



❈❍❆#❚❊❘ ✾✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ❊#■❙❚❊▼■❈

❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

5✉77♦❣❛;❡ ♠♦❞❡❧ ✐5 ✉5❡❞✳ ❆ ❞❡❞✐❝❛;❡❞ 7❡✜♥❡♠❡♥; 5;7❛;❡❣② ♦❢ ;❤❡ ❑7✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐5 ♣7♦♣♦5❡❞ ;♦

❡♥5✉7❡ ;❤❡ ❛❝❝✉7❛❝② ♦❢ ;❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐;② ❜♦✉♥❞ ❡5;✐♠❛;✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❧✐♠✐;✐♥❣ ;❤❡ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❝❛❧❧5 ;♦ ;❤❡

❡①♣❡♥5✐✈❡ ❧✐♠✐; 5;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥✳

■♥ ❝❤❛♣;❡7 ✶✶✱ ;❤❡ ;✇♦ ♣7♦♣♦5❡❞ 7❡❧✐❛❜✐❧✐;② ❛♥❛❧②5✐5 ♠❡;❤♦❞5 ❛7❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ;✇♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

5;❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉; ♣7♦❜❧❡♠5✳ ❚❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡5✐❣♥❡75 ❤❛✈❡ ;♦ ;❛❦❡ ✐♥;♦ ❛❝❝♦✉♥; ;❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥;7♦❧❧❡❞

7❡✲❡♥;7② ♦❢ ;❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✜75; 5;❛❣❡5 ✭❜♦♦5;❡7✱ ✜75; ❛♥❞ 5♦♠❡;✐♠❡5 5❡❝♦♥❞ 5;❛❣❡5✮ ❛♥❞ ;♦

❡♥5✉7❡ ;❤❛; ;❤❡ ❢❛❧❧♦✉; ❞♦❡5 ♥♦; ♣7❡5❡♥; 7✐5❦ ❢♦7 ;❤❡ ♣♦♣✉❧❛;✐♦♥5✳ ❚❤❡ ❡5;✐♠❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐;②

❢♦7 ❛ 5;❛❣❡ ;♦ ❢❛❧❧ ❛; ❛ ❝❡7;❛✐♥ ❞✐5;❛♥❝❡ ♦❢ ;❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♠♣❛❝; ♣♦✐♥; ✐5 ❛♥ ❡55❡♥;✐❛❧ 5;✉❞② ;❤❛; ❛5

;♦ ❜❡ ;❛❦❡♥ ✐♥;♦ ❛❝❝♦✉♥; ❛5 ❡❛7❧② ❛5 ♣♦55✐❜❧❡✳ ■❢ ;❤✐5 5;✉❞② ✐5 ♣❡7❢♦7♠❡❞ ;♦♦ ❧❛;❡ ✐♥ ;❤❡ ❞❡5✐❣♥

♣7♦❝❡55 ❛♥❞ ✐; ❛♣♣❡❛75 ;❤❛; ;❤❡ 5;❛❣❡ ❢❛❧❧5 ✐♥;♦ ❛♥ ✐♥❛❞❡R✉❛;❡ 7❡❣✐♦♥✱ ✐; ✇✐❧❧ ❢♦7❝❡ ;❤❡ ❞❡5✐❣♥❡75 ;♦

♠♦❞✐❢② ;❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛5❝❡♥; ;7❛❥❡❝;♦7② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❞❡❣7❛❞❡ ✐;5 ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝✉77❡♥; ❝❤❛♣;❡7 ❞❡5❝7✐❜❡5 ;❤❡ ♠❡;❤♦❞ ❢♦7 ❡5;✐♠❛;✐♥❣ ;❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❢❛✐❧✉7❡ ✉5✐♥❣ ❑7✐❣✐♥❣✲

❜❛5❡❞ ❛❞❛♣;✐✈❡ ■♠♣♦7;❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ;❤❡ ♣7❡5❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐5;❡♠✐❝ ✉♥❝❡7;❛✐♥;② ♦♥ ;❤❡ ✐♥♣✉; ♣❛7❛♠✲

❡;❡7 ❞✐5;7✐❜✉;✐♦♥5 ❛♥❞ ✐5 ♦7❣❛♥✐③❡❞ ❛5 ❢♦❧❧♦✇5✳ ■♥ 5❡❝;✐♦♥ ✾✳✷✱ ;❤❡ 7❛7❡ ❡✈❡♥; ♣7♦❜❛❜✐❧✐;② ❡5;✐♠❛;✐♦♥

♣7♦❜❧❡♠ ✐5 ♣7❡5❡♥;❡❞ ❛♥❞ ;❤❡ ❛❞❛♣;✐✈❡ ■♠♣♦7;❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭■❙✮ ✐5 ❜7✐❡✢② 7❡✈✐❡✇❡❞ ;♦ ✐♥;7♦❞✉❝❡

;❤❡ 5✉❜5❡R✉❡♥; ♥♦;❛;✐♦♥5✳ ❙❡❝;✐♦♥ ✾✳✸ ❞❡5❝7✐❜❡5 ;❤❡ ♣7♦♣♦5❡❞ ♠❡;❤♦❞ ❛♥❞ ❞❡;❛✐❧5 ;❤❡ ❞✐✛❡7❡♥;

5;❡♣5 ♦❢ ;❤❡ ❛❧❣♦7✐;❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ 5❡❝;✐♦♥ ✾✳✹✱ ;❤❡ ❛♣♣7♦❛❝❤ ✐5 ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛7❡❞ ;♦ 7❡❢❡7❡♥❝❡

;❡❝❤♥✐R✉❡5 ♦♥ ;✇♦ ❛♥❛❧②;✐❝❛❧ ;❡5; ❝❛5❡5 ;♦ ❞❡♠♦♥5;7❛;❡ ✐;5 ❡✛❡❝;✐✈❡♥❡55✳

✾✳✷ ❋♦%♠✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✉♥❝❡%*❛✐♥*② ♣%♦♣❛❣❛*✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ❛♥❞

❞❡6❝%✐♣*✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣*✐✈❡ ■♠♣♦%*❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✾✳✷✳✶ $%♦❜❧❡♠ ❞❡,❝%✐♣0✐♦♥

❈♦♥5✐❞❡7 ❛ d✲❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ 7❛♥❞♦♠ ✈❡❝;♦7 U ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ;❤❡ 5❛♠♣❧✐♥❣ 5♣❛❝❡ Ω ❜② ❛ ❥♦✐♥; "❉❋

φe(·) ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞5 ♦♥ ❛ ♣❛7❛♠❡;❡7 ✈❡❝;♦7 e =
[
e(1), . . . , e(w)

]
❚ ∈ R

w
✳ e 5✉✛❡75 ❢7♦♠ ❡♣✐5;❡♠✐❝

✉♥❝❡7;❛✐♥;✐❡5 ❛♥❞ ♦♥❧② ;❤❡ ✈❛7✐❛;✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥5 ♦❢ ✐;5 ❝♦♠♣♦♥❡♥;5 ❛7❡ ❦♥♦✇♥ Υ = {e ∈ R
w|e(i) ∈

[e
(i)
♠✐♥

, e
(i)
♠❛①

] ∀i ∈ {1, . . . , w}}✳ ❈♦♥5✐❞❡7 ❛ 5②5;❡♠ ❝❤❛7❛❝;❡7✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐♠✐; 5;❛;❡ ❢✉♥❝;✐♦♥ g : Ω→ R

❛55✉♠❡❞ ;♦ ❜❡ ❛ ❞❡;❡7♠✐♥✐5;✐❝ ❝♦♥;✐♥✉♦✉5 ✐♥♣✉;✲♦✉;♣✉; ❢✉♥❝;✐♦♥✳ ▼♦7❡♦✈❡7✱ ❞✉❡ ;♦ ;❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐;②

♦❢ ;❤❡ ♣❤②5✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ;❤❡ 5✐♠✉❧❛;✐♦♥ ♦❢ g(·)✱ ✐; ✐5 5✉♣♣♦5❡❞ ;❤❛; g(·) ✐5 ♥♦♥ ❧✐♥❡❛7✳
■♥ ;❤❡ ♣7❡5❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛;♦7② ❛♥❞ ❡♣✐5;❡♠✐❝ ✉♥❝❡7;❛✐♥;✐❡5 ✐♠♣❛❝;✐♥❣ ;❤❡ 5②5;❡♠✱ ;❤❡ ❢❛✐❧✉7❡

♣7♦❜❛❜✐❧✐;② ✐5 ♥♦; ✉♥✐R✉❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞5 ♦♥ ;❤❡ ✈❛❧✉❡5 ;❛❦❡♥ ❜② e ✭❋✐❣5✳ ✹✳✶✱✹✳✷✮✳ ❚♦ ❝❤❛7❛❝;❡7✐③❡

;❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❢❛✐❧✉7❡✱ ✐; ✐5 ♣♦55✐❜❧❡ ;♦ ❞❡;❡7♠✐♥❡ ✐;5 ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛7✐❛;✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ;❤❡ ❧♦✇❡7

❛♥❞ ✉♣♣❡7 ❜♦✉♥❞5✿

{
P
♠✐♥

= ♠✐♥

e∈Υ
Pe(g(U) > 0)

P
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
Pe(g(U) > 0)

✭✾✳✶✮

g(·) ✐5 ❛ ❢✉♥❝;✐♦♥ ;❤❛; ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛;❡❞ ;❤7♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞✉5;7✐❛❧ 5②5;❡♠ 5✐♠✉❧❛;✐♦♥✱ 5♦ ✐5

5✉♣♣♦5❡❞ ;♦ 7❡R✉✐7❡ ❛ ❝♦♥5✐❞❡7❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉;❛;✐♦♥❛❧ ❡✛♦7; ;♦ ♣7♦✈✐❞❡ ;❤❡ ♦✉;♣✉; ❢♦7 ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉;✳

❋♦7 ❛ ❣✐✈❡♥ e✱ ❛ ❝❧❛55✐❝❛❧ ♠❡;❤♦❞ ;♦ ❡5;✐♠❛;❡ ;❤❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ✐♥;❡7❡5; ✐5 ;♦ ♣❡7❢♦7♠ ❈▼❈ 5✐♠✲

✉❧❛;✐♦♥5 ✭5❡❝;✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮ ❬◆✐❡❞❡77❡✐;❡7 ❛♥❞ ❙♣❛♥✐❡7✱ ✷✵✵✵❪✳ ■♥ ;❤❛; ✇❛②✱ ♦♥❡ ❣❡♥❡7❛;❡5 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥;

❛♥❞ ✐❞❡♥;✐❝❛❧❧② ❞✐5;7✐❜✉;❡❞ 5❛♠♣❧❡5 u(1)[φ
e], . . . ,u(M)[φ

e] ❛❝❝♦7❞✐♥❣ ;♦ φe(·) ❛♥❞ ❡5;✐♠❛;❡5 ;❤❡

✶✼✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡!✿

P
❈▼❈

e =
1

M

M∑

k=1

✶g(u(k)[φe])>0 ✭✾✳✷✮

❈♦♥❝❡!♥✐♥❣ '❤❡ ❡8'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ !❛!❡ ❡✈❡♥'8 ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉8'!✐❛❧ ❝♦♥'❡①' ✭e.g. ❡8'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'②

♦❢ ❢❛✐❧✉!❡✱ ❞❡'❡!♠✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ 8❛❢❡'② ③♦♥❡✱ etc.✮✱ ✐' ✐8 ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ '❤❛' '❤❡ ✉8❡ ♦❢ ❝❧❛88✐❝❛❧ ♠❡'❤♦❞8

8✉❝❤ ❛8 ❈▼❈ ✐8 ✉♥❛❞❛♣'❡❞✳ ❉✐✛❡!❡♥' ♠❡'❤♦❞8 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣!♦♣♦8❡❞ '♦ ❛❝❝✉!❛'❡❧② ❡8'✐♠❛'❡ '❤❡

♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ !❛!❡ ❡✈❡♥'8✱ 8✉❝❤ ❛8 ■♠♣♦!'❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣✱ ■♠♣♦!'❛♥❝❡ ❙♣❧✐''✐♥❣✱ ❡!❝✳ ✭8❡❡ 8❡❝'✐♦♥

✷✳✹✮✳ ■♥ '❤✐8 ❝❤❛♣'❡!✱ ✇❡ ❢♦❝✉8 ♦♥ ■♠♣♦!'❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣!♦♣♦8❡ ❛ ♠❡'❤♦❞ '♦ ♣!♦♣❛❣❛'❡

'❤❡ ❡♣✐8'❡♠✐❝ ✉♥❝❡!'❛✐♥'② ♦♥ '❤❡ ✐♥♣✉' ♣❛!❛♠❡'❡! ❞✐8'!✐❜✉'✐♦♥8 e '♦ '❤❡ ■♠♣♦!'❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣

♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ❡8'✐♠❛'❡✳

✾✳✷✳✷ ❆❞❛♣'✐✈❡ ■♠♣♦.'❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❜② ❈.♦77✲❊♥'.♦♣②

■♥ '❤✐8 8❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ ❜!✐❡✢② !❡❝❛❧❧ '❤❡ ❈!♦88✲❊♥'!♦♣② ✭❈❊✮ ❛❧❣♦!✐'❤♠ ❬❘✉❜✐♥8'❡✐♥ ❛♥❞ ❑!♦❡8❡✱ ✷✵✵✹❪ ❢♦!

❡8'✐♠❛'✐♥❣ '❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ !❛!❡ ❡✈❡♥'8 ✇✐'❤ ❛♥ ✐♥✐'✐❛❧ ✜①❡❞ #❉❋ ✭8❡❝'✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✳ ▲❡' ✉8 ❝♦♥8✐❞❡!

e0✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛!❛♠❡'❡! ✈❡❝'♦! ❞❡✜♥✐♥❣ '❤❡ ✐♥♣✉' ❞❡♥8✐'② φe0(·) ✭❡✳❣✳ '❤❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐❢ φe0(·) ✐8
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ●❛✉88✐❛♥ ❧❛✇✮✳ ❈❊ ❝♦♥8✐8'8 ✐♥ ✐♥'!♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❛!❛♠❡'!✐❝ ❞❡♥8✐'② τe0

θ (·)✱ ✇✐'❤ θ ∈ Θ ❛

♣❛!❛♠❡'❡! ✈❡❝'♦! ✇❤✐❝❤ ✐8 ♦♣'✐♠✐③❡❞ ✐♥ ♦!❞❡! '♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ '❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡! ❞✐✈❡!❣❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦♣'✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛!② ❞❡♥8✐'② τ
♦♣$

(·) ❛♥❞ τe0

θ (·) ✐♥ ♦!❞❡! '♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ '❤❡ ✈❛!✐❛♥❝❡ ♦❢ '❤❡

♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ❡8'✐♠❛'❡ ✭8❡❝'✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✳

❚❤❡ ❛❞❛♣'✐✈❡ ❈❊ ❛❧❣♦!✐'❤♠ ❢♦! '❤❡ ■❙ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'② ❡8'✐♠❛'✐♦♥ ✐8 ❬❘✉❜✐♥8'❡✐♥ ❛♥❞ ❑!♦❡8❡✱ ✷✵✵✹❪✿

✶✳ k = 1✱ ❞❡✜♥❡ τe0

θ0
(·) = φe0(·) ❛♥❞ 8❡' ρ ∈]0, 1[

✷✳ ●❡♥❡!❛'❡ '❤❡ 8❛♠♣❧❡8 u(1)[τ
e0

θk−1
], . . . ,u(M)[τ

e0

θk−1
] ❛❝❝♦!❞✐♥❣ '♦ '❤❡ #❉❋ τe0

θk−1
(·) ❛♥❞ ❛♣♣❧②

'❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ g(·) ✐♥ ♦!❞❡! '♦ ❤❛✈❡ υ(1) = g
(
u(1)[τ

e0

θk−1
]
)
, . . . , υ(M) = g

(
u(M)[τ

e0

θk−1
]
)

✸✳ ❈♦♠♣✉'❡ '❤❡ ❡♠♣✐!✐❝❛❧ ρ✲S✉❛♥'✐❧❡ qk = min(0, υ⌊ρM⌋)✱ ✇❤❡!❡ ⌊z⌋ ❞❡♥♦'❡8 '❤❡ ❧❛!❣❡8' ✐♥'❡❣❡!
'❤❛' ✐8 8♠❛❧❧❡! '❤❛♥ ♦! ❡S✉❛❧ '♦ z

✹✳ ❖♣'✐♠✐③❡ '❤❡ ♣❛!❛♠❡'❡! ✈❡❝'♦! θ ♦❢ '❤❡ ❛✉①✐❧✐❛!② #❉❋ ❢❛♠✐❧② ❛8 ✿

θk = argmax
θ∈Θ

{
1

M

M∑

i=1

[
✶g(u(i)[τ

e0
θk−1

])>qk

τe0

θ0
(u(i)[τ

e0

θk−1
])

τe0

θk−1
(u(i)[τ

e0

θk−1
])
ln

[
τe0

θ (u(i)[τ
e0

θk−1
])
]]}

✺✳ ■❢ qk ≤ 0✱ k ← k + 1✱ ❣♦ '♦ ❙'❡♣ ✷

✻✳ ❊.'✐♠❛'❡ '❤❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐'②

P
❈❊

e0
(g(U) > 0) =

1

M

M∑

i=1

✶g(u(i)[τ
e0
θk

])>0

τe0

θ0
(u(i)[τ

e0

θk
])

τe0

θk
(u(i)[τ

e0

θk
])

ρ ✐. ❛ ♣❛3❛♠❡'❡3 ✇❤✐❝❤ ✐. ✉.❡❞ '♦ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ✐♥'❡3♠❡❞✐❛3② '❤3❡.❤♦❧❞. ❛♥❞ ❤❛. '♦ ❜❡ ❝❤♦.❡♥ ❝❛3❡❢✉❧❧②✳

❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡. ❢♦3 '❤✐. ♣❛3❛♠❡'❡3 ❛3❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇♦❡3 ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

✶✽✵



❈❍❆#❚❊❘ ✾✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ❊#■❙❚❊▼■❈

❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

✾✳✸ ❑$✐❣✐♥❣✲❜❛+❡❞ ❛❞❛♣/✐✈❡ ■♠♣♦$/❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ♣$❡+✲

❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐+/❡♠✐❝ ✉♥❝❡$/❛✐♥/② ♦♥ ✐♥♣✉/ ♣$♦❜❛❜✐❧✐/② ❞✐+/$✐✲

❜✉/✐♦♥+

❚❤❡ ✉♥❝❡:;❛✐♥ ♣❛:❛♠❡;❡:@ e(i), i = 1, . . . , w ♦❢ ;❤❡ ✐♥♣✉;  ❉❋ φe(·) ❛:❡ ❞❡@❝:✐❜❡❞ ✉@✐♥❣ ✐♥;❡:✈❛❧@✿
e(i) ∈

[
e
(i)
min, e

(i)
max

]
✳ ■♥ ♦:❞❡: ;♦ ♣:♦♣❛❣❛;❡ ;❤✐@ ✉♥❝❡:;❛✐♥;② ;♦ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ✐♥;❡:❡@;✱ ♦♥❡ ❤❛@

;♦ ❞❡;❡:♠✐♥❡ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❜♦✉♥❞@ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊L@✳✭✾✳✶✮✳ ❯♥❢♦:;✉♥❛;❡❧②✱ ;❤❡@❡ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥@ ❛:❡

♥✉♠❡:✐❝❛❧❧② ❡①♣❡♥@✐✈❡ ❜❡❝❛✉@❡ ;❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ♥❡@;❡❞ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ❛♥❞ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❝❛❧❝✉❧❛;✐♦♥ @;❡♣@✱

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ;❤❡ ✐♥♣✉;✲♦✉;♣✉; ❢✉♥❝;✐♦♥ g(·) ✇❤✐❝❤ ✐@ ❛❧@♦ ❝♦♠♣✉;❛;✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥@✐✈❡ ;♦ ❡✈❛❧✉❛;❡✳ ■♥
♦:❞❡: ;♦ ;❛❝❦❧❡ ;❤✐@ ♣:♦❜❧❡♠✱ ;✇♦ ;❡❝❤♥✐L✉❡@ ;♦ ♣❡:❢♦:♠ ❢❛@; ❈❊ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❝❛❧❝✉❧❛;✐♦♥@ ❞✉:✐♥❣

;❤❡ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ♣:♦❝❡@@ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ✜:@; ♦♥❡ ✭@❡❝;✐♦♥ ✾✳✸✳✶✮ ❛✐♠@ ;♦ ❡@;✐♠❛;❡ ❛

♥❡✇ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❞✉❡ ;♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ e✱ ❜❛@❡❞ ♦♥ ♣:❡❝❡❞✐♥❣ ■❙ ❡@;✐♠❛;✐♦♥@✱ ✐♥ ♦:❞❡: ;♦ :❡❞✉❝❡ ;❤❡

♥✉♠❜❡: ♦❢ @❛♠♣❧❡@ ;❤❛; ❤❛✈❡ ;♦ ❜❡ ❣❡♥❡:❛;❡❞ ;♦ ❞❡;❡:♠✐♥❡ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;✐❡@ ♦❢ ✐♥;❡:❡@; ❞✉:✐♥❣ ;❤❡

♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥✳ ❚❤❡ @❡❝♦♥❞ ❛♣♣:♦❛❝❤ ✭@❡❝;✐♦♥ ✾✳✸✳✷✮ ❛✐♠@ ❛; :❡❞✉❝✐♥❣ ;❤❡ ♥✉♠❜❡: ♦❢ @❛♠♣❧❡@ ;❤❛;

❤❛✈❡ ;♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛;❡❞ ♦♥ ;❤❡ ❡①❛❝; ❢✉♥❝;✐♦♥ g(·) ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠❡;❛♠♦❞❡❧ ❞❡❞✐❝❛;❡❞ ;♦ ❛❞❛♣;✐✈❡ ■❙✱
❛@ ♣:♦♣♦@❡❞ ✐♥ ❬❇❛❧❡@❞❡♥; ❡; ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ▼♦:❡♦✈❡:✱ ❛@ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❡@;✐♠❛;❡ ✐@ ❛ :❛♥❞♦♠ ✈❛:✐❛❜❧❡✱

;❤❡ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ♣:♦❝❡@@ ❤❛@ ;♦ ❜❡ :♦❜✉@; ;♦ ♥♦✐@② ♦❜❥❡❝;✐✈❡ ❢✉♥❝;✐♦♥@✳ ❆@ ❞❡@❝:✐❜❡❞ ❤❡:❡✐♥❛❢;❡:✱

❈▼❆✲❊❙ ❛❧❣♦:✐;❤♠ ✭@❡❝;✐♦♥ ✺✳✺✮ ✐@ ✉@❡❞ ;♦ ♣❡:❢♦:♠ ;❤❡ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ❜❡❝❛✉@❡ ✐; ✐@ ❛❜❧❡ ;♦ ❡✣❝✐❡♥;❧②

❤❛♥❞❧❡ ♥♦✐@② ❢✉♥❝;✐♦♥@✱ ❛@ ✐❧❧✉@;:❛;❡❞ ✐♥ @❡✈❡:❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛:❦@ ❬❍❛♥@❡♥✱ ✷✵✵✾❪ ✭@❡❡ ❝❤❛♣;❡: ✺✮✳ ❆♥

❛❧;❡:♥❛;✐✈❡ ❣:❛❞✐❡♥;✲❜❛@❡❞ ;❡❝❤♥✐L✉❡ ;♦ ♦♣;✐♠✐③❡ ;❤❡ ❜♦✉♥❞@ ♦❢ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❢❛✐❧✉:❡ ❜❛@❡❞ ♦♥

✐;@ @❡♥@✐;✐✈✐;✐❡@ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣:♦♣♦@❡❞ ✐♥ ;❤❡ ♥❡①; ❝❤❛♣;❡: ✶✵✳

✾✳✸✳✶ ▼❡&❤♦❞ ❢♦+ ❡,&✐♠❛&✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&② ❜❛,❡❞ ♦♥ ♣+❡❝❡❞✐♥❣ ■♠✲

♣♦+&❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❡,&✐♠❛&✐♦♥,

✾✳✸✳✶✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❛♣♣(♦❛❝❤

■♥ ;❤✐@ @❡❝;✐♦♥✱ ✇❡ ♣:❡@❡♥; ;❤❡ ♣:♦♣♦@❡❞ ♠❡;❤♦❞ ❢♦: ❡@;✐♠❛;✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❜❛@❡❞ ♦♥ ;❤❡

♣:❡❝❡❞✐♥❣ ■❙ ❡@;✐♠❛;✐♦♥@✳ ▲❡; ✉@ ❝♦♥@✐❞❡: ;❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡@❝:✐❜❡❞ ✐♥ ;❤❡ ♣:❡✈✐♦✉@ @❡❝;✐♦♥✱ ✇✐;❤ ;❤❡  ❉❋

♦❢ ;❤❡ ✐♥♣✉; ✈❛:✐❛❜❧❡@ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ♣❛:❛♠❡;❡: ✈❡❝;♦: e✳ ▲❡; ✉@ ❛@@✉♠❡ ;❤❛; ❛♥ ❡@;✐♠❛;✐♦♥ ♦❢

;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ✐♥;❡:❡@; ❤❛@ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉;❡❞ ❢♦: ❛ ✧♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✧ e0 ♦❢ ;❤❡ ✉♥❝❡:;❛✐♥ ♣❛:❛♠❡;❡:

✈❡❝;♦: P
❈❊

e0
(g(U) > 0)✳ ❚❤❡ ♣:♦❜❧❡♠ ;♦ ❛❞❞:❡@@ ✐@ ;❤❡ ❡✈❛❧✉❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤✐@ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ✇❤❡♥ ;❤❡

✐♥♣✉; ❞✐@;:✐❜✉;✐♦♥ ♣❛:❛♠❡;❡:@ ✈❛:② P
❈❊

e (g(U) > 0)✱ ✇✐;❤♦✉; ❤❛✈✐♥❣ ;♦ ❝❛::② ♦✉; ❛ ❝♦♠♣❧❡;❡ ❈❊

❡@;✐♠❛;✐♦♥ ❢:♦♠ ;❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✐♥ ♦:❞❡: ;♦ :❡❞✉❝❡ ;❤❡ ❝♦♠♣✉;❛;✐♦♥❛❧ ❝♦@;✳

❚❤❡ ❈❊ ❛❧❣♦:✐;❤♠ ♣❡:❢♦:♠❡❞ ❢♦: ;❤❡ ❡@;✐♠❛;✐♦♥ ♦❢ P
❈❊

e0
(g(U) > 0) ♣:♦✈✐❞❡@ ;❤❡ ❈❊ ♦♣;✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛:②

❞❡♥@✐;② ❛; ;❤❡ ✜♥❛❧ ✐;❡:❛;✐♦♥ k✿ τe0

θk
(·) ❛♥❞ ;❤❡ ❝♦::❡@♣♦♥❞✐♥❣ @❛♠♣❧❡@✿ u(1),...,(M)[τ

e0

θk
] ❢♦: ;❤❡ ✐♥✐;✐❛❧

✈❡❝;♦: e0✳ ❚❤❡@❡ @❛♠♣❧❡@ ❛♥❞ ;❤✐@ ❞❡♥@✐;② ♠❛② ❜❡ ✉@❡❞ ❛@ ;❤❡ ✐♥✐;✐❛❧✐③❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❈❊ ❛❧❣♦:✐;❤♠

❢♦: ❡@;✐♠❛;✐♥❣ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ✐♥;❡:❡@; ❝♦♥@✐❞❡:✐♥❣ ❛ ♥❡✇ e✿ P❈❊e (g(U) > 0)✱ ✐♥ ♦:❞❡: ;♦ @♣❡❡❞
✉♣ ;❤❡ ❝♦♥✈❡:❣❡♥❝❡ ♦❢ ❈❊✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥@✐❞❡:✐♥❣ ;❤❡ ❞❡✜♥✐;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ■❙ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ❡@;✐♠❛;❡ ✭❊L✳

✷✳✸✼✮✱ ;❤❡ ❞❡♥@✐;② τe0

θk
(·) ✐@ ❛❜❧❡✱ ✇❤❛;❡✈❡: e✱ ;♦ ❣❡♥❡:❛;❡ @❛♠♣❧❡@ ♦✈❡: ;❤❡ ;❤:❡@❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ❛:❡

:❡❧❡✈❛♥; ;♦ ❡@;✐♠❛;❡ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;② ♦❢ ✐♥;❡:❡@;✳ ❈♦♥@❡L✉❡♥;❧②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ τe0

θk
(·) ❢♦: ;❤❡ ❡@;✐♠❛;✐♦♥

♦❢ P
❈❊

e0
(g(U) > 0)✱ ✇❡ ♠❛② ♣:♦♣♦@❡ τeθ0

= τe0

θk
❛@ ;❤❡ ✐♥✐;✐❛❧✐③❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❈❊ ❛❧❣♦:✐;❤♠ ✐♥ ♦:❞❡: ;♦

❡@;✐♠❛;❡ ♠♦:❡ L✉✐❝❦❧② P
❈❊

e (g(U) > 0)✳ ❚❤✐@ ❞✐@;:✐❜✉;✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ;❤❡♥ :❡❝♦♥✜❣✉:❡❞ ✉@✐♥❣ ;❤❡ ❈❊
♠❡❝❤❛♥✐@♠@ ✐♥ ♦:❞❡: ;♦ ♣:♦✈✐❞❡ ;❤❡ ♦♣;✐♠❛❧ ❈❊ ❞❡♥@✐;② ❢♦: ;❤❡ ❝♦♥@✐❞❡:❡❞ e ✉♥;✐❧ ;❤❡ ;❡:♠✐♥❛;✐♦♥

❝:✐;❡:✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❛❧❣♦:✐;❤♠ ✐@ :❡❛❝❤❡❞ ✭❡@;✐♠❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ :❡❧❛;✐✈❡ @;❛♥❞❛:❞ ❞❡✈✐❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐;②

✶✽✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❡!"✐♠❛"❡ ✉♥❞❡) ❛ ❣✐✈❡♥ "❤)❡!❤♦❧❞ Λ✮✳

✾✳✸✳✶✳✷ %&♦♣♦)❡❞ ❛❧❣♦&✐0❤♠

▲❡" ✉! ❝♦♥!✐❞❡) "❤❡ ❞❡♥!✐"② ❞✐!")✐❜✉"✐♦♥ τe0

θk
(·) ❛♥❞ "❤❡ ❝♦))❡!♣♦♥❞✐♥❣ !❛♠♣❧❡! u(1),...,(M)[τ

e0

θk
](·)✳

❚❤❡ ♣)♦♣♦!❡❞ ❛❧❣♦)✐"❤♠ ❝♦♥!✐❞❡)! τe0

θk
❛! "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦❢ ❈❊ ❛♥❞ ♣❡)❢♦)♠! "❤❡ ❝❧❛!!✐❝❛❧ ❈❊

❛❧❣♦)✐"❤♠ ❝♦♥!✐❞❡)✐♥❣ ❛! "❤❡ "❡)♠✐♥❛"✐♦♥ ❝)✐"❡)✐♦♥ ♥♦" "❤❡ 9✉❛♥"✐❧❡ ρ ❜✉" "❤❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡

♣)♦❜❛❜✐❧✐"② ❡!"✐♠❛"❡✿

✶✳ ❉❡✜♥❡ e "❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ✐♥♣✉" ❞✐!")✐❜✉"✐♦♥ ♣❛)❛♠❡"❡) ✈❡❝"♦)✱ !❡" j = 1✱ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ "❤❡ "❡)♠✐♥❛"✐♦♥ ❝)✐"❡)✐♦♥ Λ✱ ❛♥❞ ❝♦♥!✐❞❡) τe0

θk
(·)✱ u(1),...,(M)[τ

e0

θk
] ❢)♦♠ "❤❡ ♣)❡✈✐♦✉! ❈❊ ✜♥❛❧

✐"❡)❛"✐♦♥

✷✳ ❙❡" τeθ0
= τe0

θk
✱ u(1),...,(M)[τ

e
θ0
] ❂ u(1),...,(M)[τ

e0

θk
]

✸✳ ❋✐♥❞ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ♣❛)❛♠❡"❡) θj ❛❝❝♦)❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ❈❊ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣)♦❝❡!!✿

θj = argmax
θ∈Θ

{
1

M

M∑

i=1

[
✶g(u(i)[τ

e

θj−1
])>0

τeθ0
(u(i)[τ

e
θj−1

])

τeθj−1
(u(i)[τ

e
θj−1

])
ln
[
τeθ (u(i)[τ

e
θj−1

])
]]}

✹✳ ●❡♥❡)❛"❡ "❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ u(1)[τ
e
θj
], . . . ,u(M)[τ

e
θj
] ❛❝❝♦)❞✐♥❣ "♦ "❤❡ "❉❋ τeθj

(·) ❛♥❞ ❛♣♣❧② "❤❡

❢✉♥❝"✐♦♥ g(·) ✐♥ ♦)❞❡) "♦ ❤❛✈❡ υ(1) = g(u(1)[τ
e
θj
]), . . . , υ(M) = g(u(M)[τ

e
θj
])

✺✳ ❈♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❈❊ ♣)♦❜❛❜✐❧✐"② ❡!"✐♠❛"❡

P
❈❊

j =
1

M

M∑

i=1

✶g(u(i)[τ
e

θj
])>0

τeθ0
(u(i)[τ

e
θj
])

τeθj
(u(i)[τ

e
θj
])

✻✳ ❊!"✐♠❛"❡ V(P❈❊j ) ❛❝❝♦)❞✐♥❣ "♦ ❊9✳✭✷✳✹✵✮✳ ■❢

√
V(P❈❊j )

P❈❊j

> Λ✱ !❡" j ← j + 1 ❛♥❞ ❣♦ "♦ ❙"❡♣ ✸

✼✳ ❊!"✐♠❛"❡ "❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐"② P
❈❊

e (g(U) > 0) = 1
M

M∑

i=1

✶g(u(i)[τ
e

θj
])>0

τeθ0
(u(i)[τ

e
θj
])

τeθj
(u(i)[τ

e
θj
])

■♥ "❤✐! !❡❝"✐♦♥✱ ❛ ♠❡"❤♦❞ "♦ ❧✐♠✐" "❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✐"❡)❛"✐♦♥! ♦❢ ❈❊ ❛♥❞ ❝♦♥!❡9✉❡♥"❧② "❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢

!❛♠♣❧❡! ♦❢ U "❤❛" ❤❛✈❡ "♦ ❜❡ ❣❡♥❡)❛"❡❞ "♦ ❡!"✐♠❛"❡ "❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ✐♥"❡)❡!" ❤❛! ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡!❝)✐❜❡ ❛♥ ❛♣♣)♦❛❝❤ "♦ )❡❞✉❝❡ "❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♣♦✐♥"! "❤❛" ❤❛✈❡ "♦ ❜❡

♣❤②!✐❝❛❧❧② !✐♠✉❧❛"❡❞ ♦♥ g(·) ❛" ❙"❡♣ ✹ ♦❢ "❤❡ ❞❡!❝)✐❜❡❞ ❛❧❣♦)✐"❤♠✳

✾✳✸✳✷ ❑%✐❣✐♥❣✲❜❛,❡❞ ❛❞❛♣0✐✈❡ ❈%♦,, ❊♥0%♦♣②

✾✳✸✳✷✳✶ ❉❡)❝&✐♣0✐♦♥

■♥ "❤✐! !❡❝"✐♦♥✱ ❛ ❑)✐❣✐♥❣✲❜❛!❡❞ ♠❡"❤♦❞ "♦ "❤❡ ❛❞❛♣"✐✈❡ ■❙ ✐! ❞❡!❝)✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ "❤✐!

♠❡"❤♦❞ ✐! "♦ ❜✉✐❧❞ "❤❡ !✉))♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ✐♥ "❤❡ ❛)❡❛ ♦❢ ✐♥"❡)❡!" i.e. ✐♥ "❤❡ ✈✐❝✐♥✐"② ♦❢ "❤❡

"❤)❡!❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣)♦❜❛❜✐❧✐"② ❝♦♥"❡♥" )❡❣✐♦♥!✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡" ĝ(·) ❜❡ "❤❡ !✉))♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ g(·)✱
"❤❡ ❡!"✐♠❛"❡❞ ♣)♦❜❛❜✐❧✐"② ✐! "❤❡ !❛♠❡ ✉!✐♥❣ g(·) ♦) ĝ(·) ✐❢ "❤❡ "✇♦ ✐♥❞✐❝❛"♦) ❢✉♥❝"✐♦♥! ✶g(·)>0 ❛♥❞

✶✽✷



❈❍❆#❚❊❘ ✾✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ❊#■❙❚❊▼■❈

❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

✶ĝ(·)>0 5❛❦❡ 5❤❡ :❛♠❡ ✈❛❧✉❡: ♦✈❡@ 5❤❡ ✐♥♣✉5 ✈❛@✐❛❜❧❡ ✈❛@✐❛5✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳

❑@✐❣✐♥❣ :✉@@♦❣❛5❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬▼❛5❤❡@♦♥✱ ✶✾✻✸❀ ❙❛:❡♥❛✱ ✷✵✵✷❪ ✐: ❜❛:❡❞ ♦♥ ●❛✉::✐❛♥ ♣@♦❝❡::✳ ■5

❛❧❧♦✇: 5♦ ❡:5✐♠❛5❡ 5❤❡ ✈❛@✐❛♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ :✉@@♦❣❛5❡ ♣@❡❞✐❝5✐♦♥ ✭:❡❝5✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮✳ ❚❤✐: ❡♥5✐5② ♠❛② ❜❡

✉:❡❞ 5♦ :❡❧❡❝5 5❤❡ ♣♦✐♥5: 5♦ ❡✈❛❧✉❛5❡ ♦♥ g(·) 5♦ ✐♠♣@♦✈❡ 5❤❡ ❛❝❝✉@❛❝② ♦❢ 5❤❡ :✉@@♦❣❛5❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
✇❛② 5♦ ✉♣❞❛5❡ 5❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐: 5❤❡ ❝@✐5✐❝❛❧ ♣♦✐♥5 ✐♥ ❑@✐❣✐♥❣✲❜❛:❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✛❡@❡♥5 :5@❛5❡❣✐❡:

♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭:❡❡ :❡❝5✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✶✮✳ ■♥ 5❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ♠❡5❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❇❛❧❡:❞❡♥5 ❡5 ❛❧✳✱

✷✵✶✸❪ 5♦ ✉♣❞❛5❡ 5❤❡ :✉@@♦❣❛5❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡❞✐❝❛5❡❞ 5♦ 5❤❡ ❛❞❛♣5✐✈❡ ■❙ ✐: ♣@❡:❡♥5❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉:❡❞ ✐♥

5❤❡ ♣@♦♣♦:❡❞ ♠❡5❤♦❞✳

▲❡5 ✉: ❜@✐❡✢② ❞❡:❝@✐❜❡ 5❤❡ ❑@✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉:❡❞ 5♦ ❛♣♣@♦①✐♠❛5❡ g(·) ♦♥ ✐5: ✐♥♣✉5 :♣❛❝❡ R
d
✳ ▲❡5

X = {x(1), . . . ,x(p)}✱ X ∈ Ωp
❜❡ ❛♥ ✐♥✐5✐❛❧ 5@❛✐♥✐♥❣ :❡5 ❝♦♠♣♦:❡❞ ♦❢ p :❛♠♣❧❡: ❢♦@ ✇❤✐❝❤ g(·)

❤❛: ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛5❡❞ gp(X ) =
[
g
(
x(1)

)
, . . . , g

(
x(p)

)]T
✳ ❑@✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐: ❛ ●❛✉::✐❛♥ ♣@♦❝❡:: G(·)✱

❡①♣@❡::❡❞ ❢♦@ ❛♥② ✐♥♣✉5 ✈❡❝5♦@ u ∈ R
d
✱ ❛:✿

G(u) = m(u) + Z(u), ✭✾✳✸✮

✇✐5❤ m(·) ❛ @❡❣@❡::✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡:5✐♠❛5❡❞ ❢@♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛5❛ ❛♥❞ Z(·) ❛ ③❡@♦✲♠❡❛♥ ●❛✉::✐❛♥ ♣@♦❝❡::✳
❆: ♣@❡:❡♥5❡❞ ✐♥ :❡❝5✐♦♥ ✷✳✺✳✶✱ 5❤❡ ❑@✐❣✐♥❣ ♣@❡❞✐❝5♦@ ❛5 ❛♥② u ∈ R

d
✐: ❞❡✜♥❡❞ ❛:✿

ĝ(u,X ) = m(u) + r (u,X )
T
R−1(X )

(
gp(X )−mp(X )

)
✭✾✳✹✮

❆ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥5❡@✈❛❧ ♦❢ 5❤❡ ♣@❡❞✐❝5✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉5❡❞ 5❤@♦✉❣❤ 5❤❡ ✈❛@✐❛♥❝❡ ♦❢ 5❤❡ ❑@✐❣✐♥❣

♣@❡❞✐❝5✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σ̂2(u,X ) = σ2
Z

(
1− r(u,X )TR−1(X )r(u,X )

)
. ✭✾✳✺✮

✾✳✸✳✷✳✷ ▼❡&❤♦❞ ✉+❡❞ &♦ ✉♣❞❛&❡ &❤❡ ❑/✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧

■♥ 5❤✐: :❡❝5✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡:❝@✐❜❡ 5❤❡ ♠❡5❤♦❞ ✉:❡❞ 5♦ ✉♣❞❛5❡ 5❤❡ ❑@✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 5❤❡ ❝✉@@❡♥5

✐5❡@❛5✐♦♥ ✭l✮ ♦❢ ❈❊ ❛♥❞ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ ρ✲,✉❛♥#✐❧❡ ql✳ ❚❤❡ ♠❡#❤♦❞ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♣4♦♣♦1❡❞ ✐♥ ❬❇❛❧❡1❞❡♥#

❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ✐1 ❞❡❞✐❝❛#❡❞ #♦ #❤❡ 4❡✜♥❡♠❡♥# ♦❢ ❑4✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦4 ■❙✳ ❆# #❤❡ l ❤ ✐#❡4❛#✐♦♥ ♦❢ ❈❊✱

❧❡# X = {x(1), . . . ,x(p)} ❜❡ #❤❡ ❝✉44❡♥# ❞❡1✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡4✐♠❡♥#1✱ U
l
#❤❡ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ❣❡♥❡4❛#❡❞ ❜② #❤❡

❛✉①✐❧✐❛4② $❉❋ ✭❢♦4 ❝♦♥❝✐1❡♥❡11✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦# ♠❡♥#✐♦♥ #❤❡ 1❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐1#4✐❜✉#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ ♥♦#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤✐1

1❡❝#✐♦♥ ✿ U
l = {u(1)[τ

e
θl
], . . . ,u(M)[τ

e
θl
]}✳ ▲❡# Ũl

❜❡ #❤❡ ♣♦✐♥#1 #❤❛# ♠❛② ❜❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧❧② ♠✐1❝❧❛11✐✜❡❞

✭✐✳❡✳ #❤❡✐4 ♣4❡❞✐❝#✐♦♥1 ❜② ❑4✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛4❡ ❛❜♦✈❡ #❤❡ ❝✉44❡♥# #❤4❡1❤♦❧❞ ql ✇❤✐❧❡ #❤❡ #4✉❡ ✈❛❧✉❡1

g(Ũl) ❛4❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡41❡❧②✮✳ ❯1✐♥❣ #❤❡ ❑4✐❣✐♥❣ ♣4♦♣❡4#✐❡1✱ Ũ
l
✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1✿

Ũ
l = {u(i) ∈ U

l, i = 1, . . . ,M |ĝ(u(i),X )− ησ̂(u(i),X ) < ql < ĝ(u(i)X ) + ησ̂(u(i),X )}, ✭✾✳✻✮

✇❤❡4❡ η ✐1 ❛ ♣❛4❛♠❡#❡4 #❤❛# ❞❡✜♥❡1 #❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ #❤❡ ❑4✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❡✳❣✳ ηS = 1.96
❞❡✜♥❡1 ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✾✺✪✮✳ ❖♥❧② #❤❡1❡ 1❛♠♣❧❡1 ✭❛♥❞ ♥♦# #❤❡ #♦#❛❧ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ U

l
✮ ❤❛✈❡ #♦

❜❡ ♣4❡❝✐1❡❧② ❞❡#❡4♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦4❞❡4 #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ❛✉①✐❧✐❛4② ❞❡♥1✐#② ✭✐♥#❡4♠❡❞✐❛#❡ ✐#❡4❛#✐♦♥1 ♦❢ ❈❊✮

♦❢ #❤❡ ♣4♦❜❛❜✐❧✐#② ❡1#✐♠❛#❡ ✭✜♥❛❧ ✐#❡4❛#✐♦♥✮✳ ❚❤✐1 ✐1 ♣❡4❢♦4♠❡❞ ❜② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ♥❡✇ 1❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥#1 ✐♥

#❤❡ ❝✉44❡♥# #4❛✐♥✐♥❣ 1❡# ❛❝❝♦4❞✐♥❣ #♦ ❛ ❝4✐#❡4✐♦♥ ✐♥ ♦4❞❡4 #♦ ✐♠♣4♦✈❡ #❤❡ ❛❝❝✉4❛❝② ♦❢ #❤❡ 1✉44♦❣❛#❡

♠♦❞❡❧✳

❙✐♥❝❡ ❈❊ ✐1 ❛♥ ❛❞❛♣#✐✈❡ ■❙ ♠❡#❤♦❞✱ #❤❡ 1✉44♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛1 #♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♥♦# ♦♥❧② ❢♦4 #❤❡ ✜♥❛❧

#❤4❡1❤♦❧❞ S = 0 ❜✉# ❛❧1♦ ❢♦4 ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ ✐♥#❡4♠❡❞✐❛4② #❤4❡1❤♦❧❞1 ql✳ ❉❡✜♥✐♥❣ #❤❡ ❑4✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐#❤

#❤❡ 1❛♠❡ ❛❝❝✉4❛❝② ✭ηS✮ ❛# ❛❧❧ ♦❢ #❤❡ ■❙ ✐♥#❡4♠❡❞✐❛#❡ #❤4❡1❤♦❧❞1 ✐1 ♥♦# ❛♥ ❡✣❝✐❡♥# 1#4❛#❡❣② ❜❡❝❛✉1❡

✐# 4❡,✉✐4❡1 #♦ ❝♦♠♣✉#❡ g(·) ♦♥ ♠❛♥② ♣♦✐♥#1 ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦# ✐♥#❡4✈❡♥❡ ❞✐4❡❝#❧② ✐♥ #❤❡ ♣4♦❜❛❜✐❧✐#②

✶✽✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❡!"✐♠❛"✐♦♥ ✭♣♦✐♥"! "❤❛" ❞❡✜♥❡ "❤❡ ✐♥"❡-♠❡❞✐❛"❡ "❤-❡!❤♦❧❞! ❜✉" "❤❛" ❛-❡ ♥♦" ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✐-❡❝"❧② ✐♥ "❤❡

♣-♦❜❛❜✐❧✐"② ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥✮✳ ■♥ ♦-❞❡- "♦ ❛❞❥✉!" "❤❡ ❛❝❝✉-❛❝② ♦❢ "❤❡ !✉--♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ "♦ "❤❡ ❛❞❛♣"✐✈❡

■❙✱ η ✐! ❞❡✜♥❡❞ ❢♦- ❡❛❝❤ ✐"❡-❛"✐♦♥ ❛! ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝✉--❡♥" ρ−;✉❛♥"✐❧❡ ql ❛♥❞ "❤❡ ✜♥❛❧ "❤-❡!❤♦❧❞

S = 0✱ ✐♥ !✉❝❤ ❛ ✇❛② "❤❛" ❛" "❤❡ l ❤ ✐"❡-❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❛❞❛♣"✐✈❡ ■❙ ♠❡"❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ηl = ηS

(
1

ql + 1

)
✭✾✳✼✮

❚❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥" ✇❤✐❝❤ ❤❛! "♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ "♦ "❤❡ ❝✉--❡♥" ❞❡!✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥"! ❛" "❤✐! ✐"❡-❛"✐♦♥ [l]

!❤♦✉❧❞ ❜❡ "❤❡ ♦♥❡ "❤❛" ❜❡!" -❡❞✉❝❡! "❤❡ ✉♥❝❡-"❛✐♥"② ♦♥ Ũl
✳ ▲❡" AN(X ,x, Ũl) ❜❡ "❤❡ ❝-✐"❡-✐♦♥

;✉❛♥"✐❢②✐♥❣ "❤❡ ✐♠♣-♦✈❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❝❡-"❛✐♥"② ♦❢ Ũ
l
❜② ❛❞❞✐♥❣ x "♦ "❤❡ ❝✉--❡♥" "-❛✐♥✐♥❣

!❡" X ✿

x∗ = argmax
x∈"✉♣♣(Ωd)

(AN(X ,x, Ũl)) = argmax
x∈"✉♣♣(Ωd)





Card(Ũl)∑

i=1

|σ̂(ũ(i),X )− σ̂(ũ(i),X ,x)|





✭✾✳✽✮

✇✐"❤

• σ̂(ũ,X ) "❤❡ !"❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣-❡❞✐❝"✐♦♥ ❛" ũ -❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❑-✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧" ❢-♦♠

"❤❡ ❝✉--❡♥" "-❛✐♥✐♥❣ !❡" X ✱

• σ̂(ũ,X ,x) "❤❡ !"❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣-❡❞✐❝"✐♦♥ ❛" ũ -❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❑-✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧"

❢-♦♠ "❤❡ ❡①"❡♥❞❡❞ "-❛✐♥✐♥❣ !❡" {X ,x}❬❇❛❧❡!❞❡♥" ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

σ̂2
(
ũ,X ,x) = σ2

Z′(1− r′(ũ,X ,x)❚R′−1(X ,x)r′(ũ,X ,x)
)

✭✾✳✾✮

✇✐"❤

r′(ũ,X ,x) = [r′(ũ,X )❚,Corr(ũ,x)]❚ ✭✾✳✶✵✮

❛♥❞

R′(X ,x) =




Corr(x(1),x(1)) · · · Corr(x(1),x(p)) Corr(x(1),x)
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

Corr(x(p),x(1)) · · · Corr(x(p),x(p)) Corr(x(p),x)
Corr(x,x(1)) · · · Corr(x,x(p)) Corr(x,x)


 . ✭✾✳✶✶✮

❙✐♥❝❡ g(·) ✐! ✉♥❦♥♦✇♥✱ σ2
Z′ ✐! ❛♣♣-♦①✐♠❛"❡❞ ❜② σ2

Z ✇❤✐❝❤ ✐! "❤❡ ❡!"✐♠❛"❡❞ ♣-♦❝❡!! !"❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥

❢♦- "❤❡ "-❛✐♥✐♥❣ !❡" X ✳ ❚❤✐! ❛♣♣-♦①✐♠❛"✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❡--♦- ✇❤✐❝❤ ✐! ❡①♣❡❝"❡❞ "♦ ❜❡ !♠❛❧❧ ✇❤❡♥

Card(X ) ✐! ❧❛-❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✐! !"❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♠❛② ❛❧!♦ ❜❡ ❛!!✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❦❡♣"

❝♦♥!"❛♥" ❬❈♦-♥❢♦-❞ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝-✐"❡-✐♦♥ AN ❡♥❛❜❧❡! "♦ ✜♥❞ "❤❡ !❛♠♣❧❡

♣♦✐♥"! ✇✐"❤ "❤❡ ❜✐❣❣❡!" ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ "❤❡ "♦"❛❧ !"❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✉♥❝❡-"❛✐♥ !❡"✳ ❈▼❆✲❊❙

❛❧❣♦-✐"❤♠ ✐! ✉!❡❞ "♦ ♦♣"✐♠✐③❡ "❤❡ -❡✜♥❡♠❡♥" ❝-✐"❡-✐♦♥✱ !✐♥❝❡ "❤✐! ❧❛""❡- ♠❛② ❜❡ ♠✉❧"✐♠♦❞❛❧ ❛♥❞

♣-❡!❡♥" ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤✐! ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ !"-❛"❡❣② ❤❛! ❛❧!♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐"❡❞ ✐♥ ❛ !✐♠✐❧❛- ❝♦♥"❡①" ✐♥

❬S✐❝❤❡♥②✱ ✷✵✵✾❀ ❏❛♥✉!❡✈!❦✐! ❛♥❞ ▲❡ ❘✐❝❤❡✱ ✷✵✶✸❀ ❇❛❧❡!❞❡♥" ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

❚❤✐! -❡✜♥❡♠❡♥" ♣-♦❝❡!! ✐! ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ❈❊ ❛❧❣♦-✐"❤♠ ❢♦- ■❙ ♣-♦❜❛❜✐❧✐"② ❡!"✐♠❛"✐♦♥ ✭"❤❡ !"❡♣

✷ ♦❢ ✧❝❧❛!!✐❝❛❧ ❈❊✧✮ ❛♥❞ ✐♥ "❤❡ !"❡♣ ✹ ♦❢ "❤❡ ♣-♦♣♦!❡❞ ❛❧❣♦-✐"❤♠ ✭!❡❝"✐♦♥ ✾✳✸✳✶✳✷✮ ❢♦- -❡✲❡!"✐♠❛"✐♥❣

"❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐"② ✇✐"❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥♣✉" ♣❛-❛♠❡"❡- ❞✐!"-✐❜✉"✐♦♥ ✈❛❧✉❡✮✿

✶✽✹



❈❍❆#❚❊❘ ✾✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ❊#■❙❚❊▼■❈

❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

✶✳ ❈♦♥89:✉❝9 ❛ ❑:✐❣✐♥❣ 8✉::♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ 9❤❡ ❧✐♠✐9 89❛9❡ ❢✉♥❝9✐♦♥ g(·) ❢:♦♠ 9❤❡ ❝✉::❡♥9 9:❛✐♥✐♥❣

8❡9 X ✱

✷✳ #:❡❞✐❝9 ĝ(u(1),X ), . . . , ĝ(u(M),X ) ✉8✐♥❣ 9❤❡ ♠❡9❛♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣✉9❡ 9❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞

❞❡9❡:♠✐♥❡ Ũ✱

✸✳ ❲❤✐❧❡ Card(Ũ) 6= 0

✭❛✮ ❖♣9✐♠✐③❡ 9❤❡ ❝:✐9❡:✐♦♥ AN ✇✐9❤ ❈▼❆✲❊❙ 9♦ ❞❡9❡:♠✐♥❡ x∗✱

✭❜✮ ❊✈❛❧✉❛9❡ g(x∗) ❛♥❞ ❛❞❞ ✐9 9♦ 9❤❡ ❝✉::❡♥9 9:❛✐♥✐♥❣ 8❡9✱ M ←M + 1✱

✭❝✮ ❘❡✲❡89✐♠❛9❡ 9❤❡ ♣❛:❛♠❡9❡:8 ♦❢ 9❤❡ ❑:✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢:♦♠ 9❤❡ ♥❡✇ 9:❛✐♥✐♥❣ 8❡9✱

✭❞✮ #:❡❞✐❝9 ĝ(u(1),X ), . . . , ĝ(u(M),X ) ✉8✐♥❣ 9❤❡ 8✉::♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣✉9❡ 9❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❞❡9❡:♠✐♥❡ Ũ✳

❚❤✐8 ❛♣♣:♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇8 9♦ :❡❞✉❝❡ 9❤❡ ♥✉♠❜❡: ♦❢ ♣♦✐♥98 9♦ ❡✈❛❧✉❛9❡ ♦♥ g(·) ❛9 9❤❡ ✐♥9❡:♠❡❞✐❛:②
✐9❡:❛9✐♦♥8 ❛♥❞ 9♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉:❛❝② ♦❢ ηS = 1.96 ✭✾✺✪✮ ❢♦: 9❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ❡89✐♠❛9✐♦♥ ❛9 9❤❡ ✜♥❛❧
✐9❡:❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❈❊ ❛❧❣♦:✐9❤♠✳ ❚❤❡ :❡❧❛9✐✈❡ ♣❛:9 ♦❢ 9❤❡ ■❙ ❡89✐♠❛9♦: ✈❛:✐❛♥❝❡ ❞✉❡ 9♦ 9❤❡ ✉8❡ ♦❢

9❤❡ ❑:✐❣✐♥❣ 8✉::♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ❞❡9❡:♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡:✐✈✐♥❣ 9❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ♦❢ ♠✐8❝❧❛88✐✜❝❛9✐♦♥

♦❢ ❛ 8❛♠♣❧❡ ❛8 ❞❡8❝:✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❛❧❡8❞❡♥9 ❡9 ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❚♦ ❞✐89✐♥❣✉✐8❤ 9❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ❡89✐♠❛9❡❞

✇✐9❤ 9❤❡ ❡①❛❝9 ❢✉♥❝9✐♦♥ g(·) ❛♥❞ ✇✐9❤ 9❤❡ 8✉::♦❣❛9❡ ♠♦❞❡❧✱ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦9❛9✐♦♥ ✐8 ❛❞♦♣9❡❞✿

P̂
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
P
❈❊

e (ĝ(U,X ) > 0) ✭8❛♠❡ ❢♦: P̂
♠✐♥

✮✳

❙✐♥❝❡ 9❤❡ :❛:❡ ❡✈❡♥9 ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ❡89✐♠❛9✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛9❡❞ ❜② ■❙ ✐8 ❛ ♠✉❧9✐✈❛:✐❛9❡ ✐♥9❡❣:❛❧ ❡89✐♠❛9✐♦♥✱ ✐9

✐8 ❛ :❛♥❞♦♠ ✈❛:✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡✱ 9❤❡ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ♣:♦❝❡88 9♦ ❝♦♠♣✉9❡ 9❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ❜♦✉♥❞8 ❤❛8

9♦ ❜❡ ❛❜❧❡ 9♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦✐8② ♦❜❥❡❝9✐✈❡ ❢✉♥❝9✐♦♥8✳ ❖♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐8② ❢✉♥❝9✐♦♥8 ✐8 ❛ ❦❡② ♣:♦❜❧❡♠

❛8 ✐❧❧✉89:❛9❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣9❡: ✺✳ ▼♦:❡♦✈❡:✱ 9♦ ♦✉: ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❞❡:✐✈❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ 8❡♥8✐9✐✈✐9② ♦❢ 9❤❡

♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ♦❢ ❢❛✐❧✉:❡ ❝♦♠♣✉9❡❞ ❜② ■❙✲❈❊ ❤❛8 ❜❡❡♥ ❞❡:✐✈❡❞ ✇✐9❤ :❡8♣❡❝9 9♦ ❡♣✐89❡♠✐❝ ✉♥❝❡:9❛✐♥9②

✈❛:✐❛❜❧❡8✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡✱ ✐♥ 9❤✐8 ♣❛:9✱ ❈▼❆✲❊❙ ❛❧❣♦:✐9❤♠ ✐8 ✉8❡❞ 9♦ ✜♥❞ 9❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ❜♦✉♥❞8 ❛9 ✐9

✐8 ❛♥ ✉♥❝♦♥89:❛✐♥❡❞ ♥♦✐8② ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ♣:♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡:❡♥9 89❡♣8 ♦❢ 9❤❡ ♣:♦♣♦8❡❞ ❛♣♣:♦❛❝❤ 9♦

✜♥❞ 9❤❡ ❜♦✉♥❞8 ♦♥ 9❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐9② ❡89✐♠❛9❡ ❛:❡ ✐❧❧✉89:❛9❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉:❡ ✾✳✷✳

✶✽✺



Step 1:

Step 2:

Initialization: e0

Return: e*max, IPmax, e*min, IPmin

Probability estimation for

e0 using Kriging based IS

Optimizer

Accelerated IS probability estimator

using optimal auxiliary density of IS

estimation performed in Step 1

e
IPe (g(U)   0)

CE

Kriging model

dedicated to IS

+

refinement 

strategy

(u[     ])

 

  e0

u[     ] 
e0

u[    ] 
e

(u[    ])  e

>

 

^ ^

Optimal CE auxiliary 

density for reference e0 

Pmax Pmin

•
g(·)

•
g(·)

e

U Υ P(·)

Pmax Pmin

Pmax

100

Λ
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✐6 ❜❡❧♦✇ ✶✵✪✳

✾✳✹✳✶ ❆❝❦❧❡② *❡+* ❝❛+❡

✾✳✹✳✶✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥

❚❤❡ ✐♥♣✉'✲♦✉'♣✉' ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ '♦② ❝❛.❡ ❝♦//❡.♣♦♥❞. '♦ ❛♥ ❆❝❦❧❡②✲❧✐❦❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❚❤❡

'/❛❞✐'✐♦♥❛❧ ❆❝❦❧❡② ❢✉♥❝'✐♦♥ ❬❆❝❦❧❡②✱ ✶✾✽✼❪ ❤❛. ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦/❞❡/ '♦ ❜❡ ❝♦♥.✐.'❡♥' ✇✐'❤ '❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❢❛✐❧✉/❡ ✭❋✐❣✳ ✾✳✷✮✳ ❚❤✐. ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐. ❛ ❝❧❛..✐❝❛❧ ♠✉❧'✐♠♦❞❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛/ ❛♥❞

♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛/❦ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❛♥❞ ✐. /❡❧❡✈❛♥' '♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ '❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛❧❣♦/✐'❤♠

'♦ ✜♥❞ e '❤❛' ♠❛①✐♠✐③❡. ♦/ ♠✐♥✐♠✐③❡. '❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'② ❡.'✐♠❛'❡✳ ❚❤❡ ❡①♣/❡..✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧✐♠✐'

.'❛'❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐. ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊J✳✭✾✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥.✐❞❡/❡❞ ✉♥❝❡/'❛✐♥ ♣❛/❛♠❡'❡/. ❛/❡ '❤❡ ♠❡❛♥. ♦❢ '❤❡

♠✉❧'✐✈❛/✐❛'❡ ●❛✉..✐❛♥ ✐♥♣✉' ❞✐.'/✐❜✉'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛/✐❛♥❝❡ ♠❛'/✐① ✐. ✜①❡❞ ❛♥❞ ✐. ❡J✉❛❧ '♦ ✐❞❡♥'✐'②✳

❚❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❢❛✐❧✉/❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❝❧❛..✐❝❛❧ ❈❊ ❢♦/ '❤❡ /❡❢❡/❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ e ✐. 6.3×10−5
✳

S = 0 ✭✾✳✶✷✮

U ∼ N (e, I2) ✭✾✳✶✸✮

g :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

R
2
→ R

x→ −10 +
1

y




−a exp




−b

√√√√√√

2∑

i=1

(u(i)
− κ)2

l




− exp

(
b

l
cos

(

c

2∑

i=1

(u(i)
− κ)2)

))

+ d





✭✾✳✶✹✮

0

0

-2

2

4

6

8

10

12

❋✐❣✉/❡ ✾✳✷✿ ❆❝❧❦❡② ❢✉♥❝'✐♦♥✱ '❤/❡.❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥✐'✐❛❧ *❉❋

✇✐'❤ a = 20✱ b = 0.2✱ c = 2π✱ d = a + exp(1) + 5.7✱ y = 0.8✱ κ = 2.5 ❛♥❞ l = 2✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞.
♦♥ '❤❡ ✐♥♣✉' ❞✐.'/✐❜✉'✐♦♥ ♣❛/❛♠❡'❡/. ❛/❡✿ emin = [−1,−1]T ❛♥❞ emax = [4, 4]T ✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞. ♦♥
'❤❡.❡ ♣❛/❛♠❡'❡/. ❛/❡ ✈❡/② ❧❛/❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥ /❡❛❧✐.'✐❝ ✐♥ ♣/❛❝'✐❝❡✳ ❚❤❡.❡ ✈❛/✐❛'✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✶✽✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❛!❜✐$!❛!② ❝❤♦)❡♥ ❧❛!❣❡ ✐♥ ♦!❞❡! $♦ $❡)$ $❤❡ ❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♣!♦♣♦)❡❞ ❛❧❣♦!✐$❤♠ $♦ ✜♥❞ $❤❡ ❧♦✇❡! ❛♥❞

✉♣♣❡! ❜♦✉♥❞) ♦♥ $❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ❡)$✐♠❛$❡ ✐♥ ❝!✐$✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥)✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ $❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐)

❧♦❝❛$❡❞ ❛$ ✭2.5, 2.5✮✳

✾✳✹✳✶✳✷ ❘❡'✉❧*'

❚❤❡ !❡)✉❧$) ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦! $❤✐) $❡)$ ❝❛)❡ ❛!❡ ✐❧❧✉)$!❛$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉!❡) ✾✳✸✲✾✳✾ ❛♥❞ )✉♠♠❛!✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✺✳

❚❤❡ ❡)$✐♠❛$❡❞ ❜♦✉♥❞) ♦♥ $❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ✐♥$❡!✈❛❧ ❛!❡ P̂min = 1.65× 10−7
❛♥❞ P̂max = 3.14× 10−2

✱

❛♥❞ ❝♦!!❡)♣♦♥❞ $♦ e = [−1.00,−1.00]T ❛♥❞ e = [2.48, 2.49]T ✱ $❤❛$ ✐) ❝♦♥)✐)$❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ !❡❛❧✐$②

✭❋✐❣✳ ✾✳✸✲✾✳✾✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ♣❛!❛♠❡$❡!) $❤❛$ ❣✐✈❡ $❤❡ ❧♦✇❡! ❜♦✉♥❞ ❛!❡ ❧♦❝❛$❡❞ ❛$ $❤❡ ♦♣♣♦)✐$❡ ♦❢

$❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ $❤❡ ❆❝❦❧❡② ❢✉♥❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❛$ $❤❡ ❜♦✉♥❞) ♦❢ $❤❡ ✐♥♣✉$ ♣❛!❛♠❡$❡! ✈❛!✐❛$✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳

❖♥ $❤❡ ♦$❤❡! ❤❛♥❞✱ $❤❡ ✐♥♣✉$ ♣❛!❛♠❡$❡!) $❤❛$ ♣!♦✈✐❞❡ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ❛!❡ ❧♦❝❛$❡❞ ♥❡❛!

$❤❡ ❝♦♦!❞✐♥❛$❡) ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ $❤❡ $!❛♥)❢❡! ❢✉♥❝$✐♦♥✳ ■♥ $❤❛$ ✇❛②✱ $❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡)❡

♣❛!❛♠❡$❡!) ❛❧❧♦✇) $♦ )❛♠♣❧❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♣♦✐♥$) ♦✈❡! $❤❡ $❤!❡)❤♦❧❞ ❛♥❞ ❝♦♥)❡F✉❡♥$❧② ❛❧❧♦✇) $♦

♠❛①✐♠✐③❡ $❤❡ ❢❛✐❧✉!❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$②✳
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�

❋✐❣✉!❡ ✾✳✸✿ ■♥✐$✐❛❧  ❉❋ ❛♥❞ ❧✐♠✐$ )$❛$❡ ❢✉♥❝✲
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❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

❚❛❜❧❡ ✾✳✺✿ ❙②♥=❤❡?✐? ♦❢ =❤❡ ❆❝❦❧❡② =❡?= ❝❛?❡

 !♦♣♦$❡❞ ♠❡(❤♦❞ ❈▼❈✲❈▼❈ ❈▼❈✲■❙

◆✉♠❜❡! ♦❢ $❛♠♣❧❡$ !❡1✉✐!❡❞ ❜②

❈❊ ❢♦! ❡$(✐♠❛(✐♥❣ (❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐(② 1.20× 104 106 1.20× 104

✇✐(❤ !❡❢❡!❡♥❝❡ e0

◆✉♠❜❡! ♦❢ $❛♠♣❧❡$ ❡✈❛❧✉❛(❡❞ ♦♥ ✷✾✵ / /
g(·) ❢♦! ❡$(✐♠❛(✐♥❣ (❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐(②
✇✐(❤ !❡❢❡!❡♥❝❡ e0 ✉$✐♥❣ ❑!✐❣✐♥❣

❊$(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ P̂e0 (g(U) > 0) 6.32× 10−5 6.35× 10−5 6.33× 10−5

❙(❞ ❞❡✈✐❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐(② ✷✳✷✾✪ 12.5% 4.43%
❡$(✐♠❛(❡ ❢♦! !❡❢❡!❡♥❝❡ e0

P̂max 3.14× 10−2 2.85× 10−2 2.88× 10−2

e ❝♦!!❡$♣♦♥❞✐♥❣ (♦ P̂max [2.48, 2.49]T [2.44, 2.20]T [2.29, 2.17]T

◆✉♠❜❡! ♦❢ ♣♦✐♥($ ❡✈❛❧✉❛(❡❞ ♦♥ g(·) (♦ ✷✼✹ 108 1.20× 106

✜♥❞ P̂max

❙(❞ ❞❡✈✐❛(✐♦♥ ♦❢ Pmax ✷✳✶✼✪ ✵✳✺✽✪ ✹✳✷✾✪

P̂min 1.65× 10−7 5.00× 10−6 1.67× 10−6

e ❝♦!!❡$♣♦♥❞✐♥❣ (♦ P̂min [−1.00,−1.00]T [−0.42,−0.60]T [−0.49,−0.80]T

◆✉♠❜❡! ♦❢ ♣♦✐♥($ ❡✈❛❧✉❛(❡❞ ♦♥ g(·) ✷✵✶ 108 1.20× 106

(♦ ✜♥❞ P̂min

❙(❞ ❞❡✈✐❛(✐♦♥ ♦❢ P̂min ✷✳✵✸✪ ✹✺✪ ✹✳✽✽✪

❆✈❡!❛❣❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ♣♦✐♥($

❡✈❛❧✉❛(❡❞ ♦♥ g(·) (♦
♣!♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡$(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ P ✷✳✸✼ 106 1.20× 104

❞✉!✐♥❣ (❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐(②

❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ✾✳✽✿ ❖♣,✐♠❛❧ ❈❊ ❛✉①✐❧✐❛$②  ❉❋ ✉:❡❞
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❋✐❣✉$❡ ✾✳✾✿ ❖♣,✐♠❛❧ ❈❊ ❛✉①✐❧✐❛$②  ❉❋ ✐♥ ✸❉

✉:❡❞ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ P̂max

■♥ ,❤✐: ,❡:,✲❝❛:❡✱ ,❤❡ ❆❝❦❧❡② ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐: $❡❧❛,✐✈❡❧② :♠♦♦,❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❑$✐❣✐♥❣

:✉$$♦❣❛,❡ ♣❡$❢♦$♠: ✇❡❧❧ ,♦ ♠♦❞❡❧ ,❤❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ $❡❡✈❛❧✉❛,✐♦♥: ♦❢ g(·) ❛$❡
$❡F✉✐$❡❞ ❢♦$ $❡✲❡:,✐♠❛,✐♥❣ ,❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ✇✐,❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ e✳

■♥ ♦$❞❡$ ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ,❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ,❤❡ ♣$♦♣♦:❡❞ ♠❡,❤♦❞✱ ❡:,✐♠❛,✐♦♥: ♦❢ P
♠❛①

❛♥❞ P
♠✐♥

❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✉:✐♥❣ ✧❝❧❛::✐❝❛❧ ♠❡,❤♦❞:✧✱ ✐✳❡✳ ✉:✐♥❣ ❈▼❈ ❢♦$ ❜♦,❤ ♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ❡:,✐♠❛,✐♦♥: ❛♥❞

♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ✭❈▼❈✲❈▼❈✮✱ ❛♥❞ ❝❧❛::✐❝❛❧ ■❙ ❢♦$ ♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ❡:,✐♠❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❈▼❈ ❢♦$

♣$♦❜❛❜✐❧✐,② ❜♦✉♥❞ ❞❡,❡$♠✐♥❛,✐♦♥ ✭❈▼❈✲■❙✮✳ ❋♦$ ,❤❛, ♣✉$♣♦:❡✱ ❛ ❤✉♥❞$❡❞ :❛♠♣❧❡: ♦❢ θ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❣❡♥❡$❛,❡❞ ✇✐,❤ ❈▼❈✱ ❛♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡♠✱

■♥ ♦$❞❡$ ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ,❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ,❤❡ ♣$♦♣♦:❡❞ ♠❡,❤♦❞✱ ,❤❡ ❡:,✐♠❛,✐♦♥: ♦❢ Pmax ❛♥❞ Pmin ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ,✇♦ ❝❧❛::✐❝❛❧ ♠❡,❤♦❞:✳ ❋♦$ ,❤✐: ❝❛:❡✱ ,❤❡ :✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❜✉❞❣❡, ♦❢ ,❤❡ ♣$♦❜✲

❛❜✐❧✐,② ❡:,✐♠❛,✐♦♥ ❜② ❈▼❈✲❈▼❈ ❤❛: ❜❡❡♥ ✜①❡❞ ,♦ 106✳ ❚❤❡ $❡:✉❧,: ♦❜,❛✐♥❡❞ ✇✐,❤ ❈▼❈✲❈▼❈ ❛♥❞
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❈▼❈✲■❙ ❛6❡ 8✉♠♠❛6✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✺✳ ❈♦♥❝❡6♥✐♥❣ E❤❡ ❡8E✐♠❛E✐♦♥ ♦❢ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❢♦6 E❤❡ 6❡❢❡6❡♥❝❡

e0✱ ❛❧❧ E❤❡ ♠❡E❤♦❞8 ♣6♦✈✐❞❡ E❤❡ 8❛♠❡ ❡8E✐♠❛E✐♦♥ ♦❢ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❜✉E E❤❡ 8E❛♥❞❛6❞ ❞❡✈✐❛E✐♦♥ ♦❢

♣6♦♣♦8❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛88✐❝❛❧ ■❙ ❛6❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡6 E❤❛E ❈▼❈✱ E❤❛E ♣♦✐♥E8 ♦✉E ❛ ❜❡EE❡6 ❛❝❝✉6❛❝② ♦❢ E❤❡ ❡8E✐✲

♠❛E✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ E❤❡ 8✐♠✉❧❛E✐♦♥ ❜✉❞❣❡E ❢♦6 ❡❛❝❤ ❈▼❈ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❡8E✐♠❛E✐♦♥ ✐8 106✱ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E✐❡8
❧♦✇❡6 E❤❛♥ 10−6

❛6❡ ♥♦E ❛✛♦6❞❛❜❧❡ ✇✐E❤ E❤✐8 E❡❝❤♥✐N✉❡ ✭❛♥❞ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E✐❡8 ❧♦✇❡6 E❤❛♥ 10−5
❛6❡

✈❡6② ✐♠♣6❡❝✐8❡✮✱ ❝♦♥8❡N✉❡♥E❧② E❤❡ ❧♦✇❡6 ❜♦✉♥❞ ♦♥ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❡8E✐♠❛E❡ ❝❛♥♥♦E ❜❡ ❡8E✐♠❛E❡❞

✉8✐♥❣ ❛ E♦E❛❧ 8✐♠✉❧❛E✐♦♥ ❜✉❞❣❡E ♦❢ 108✳ ❚❤❡ ♣6♦♣♦8❡❞ ♠❡E❤♦❞ 6❡N✉✐6❡8 ✼✻✺ ✭❂✷✾✵✰✷✼✹✰✷✵✶✮ ❡✈❛❧✉✲
❛E✐♦♥8 ♦❢ g(·) E♦ ❞❡E❡6♠✐♥❡ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❜♦✉♥❞8✳ ❈▼❈✲■❙ 6❡N✉✐6❡8 1.20× 106 8❛♠♣❧❡8 E♦ ❡8E✐♠❛E❡
E❤❡ ❜♦✉♥❞8✱ ❜✉E E❤❡ ❧♦✇❡6 ❜♦✉♥❞ ❝❛♥♥♦E ❜❡ ❞❡E❡6♠✐♥❡❞ ❛❝❝✉6❛E❡❧② ❜❡❝❛✉8❡ E❤❡ 8✐♠✉❧❛E✐♦♥ ❜✉❞❣❡E

♦❢ 100 ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❡8E✐♠❛E✐♦♥8 ✐8 ♥♦E 8✉✣❝✐❡♥E ✐♥ E❤✐8 ❝❛8❡✳ ❆8 ✇❡ ❝❛♥ 8❡❡✱ E❤❡ ♣6♦♣♦8❡❞ ❛♣♣6♦❛❝❤
❝❧❡❛6❧② ♦✉E♣❡6❢♦6♠8 ❈▼❈ ❜❛8❡❞ ♣6♦❝❡❞✉6❡8✱ ✐♥ E❡6♠8 ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛E✐♦♥ ❝♦8E ❛♥❞ N✉❛❧✐E② ♦❢ E❤❡ ❢♦✉♥❞

6❡8✉❧E8✳ ■♥ E❤✐8 ❝❛8❡✱ E❤❡ ❛✈❡6❛❣❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ♣♦✐♥E8 6❡❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛E❡❞ ♦♥ E❤❡ ✐♥♣✉E✲♦✉E♣✉E ❢✉♥❝E✐♦♥

E♦ ♣6♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡8E✐♠❛E✐♦♥ ♦❢ E❤❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐E② ❞✉6✐♥❣ E❤❡ ♦♣E✐♠✐③❛E✐♦♥ ♣6♦❝❡88 ✐8 ✈❡6② ❧♦✇ ❛♥❞ ❧❡88

E❤❛♥ ✸✳
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✾✳✹✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛, ♦-❝✐❧❧❛/♦,

✾✳✹✳✷✳✶ ❉❡'❝)✐♣,✐♦♥

❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ +❡#+ ❝❛#❡ ✐# ❛ ♦♥❡✲❞❡❣/❡❡✲♦❢✲❢/❡❡❞♦♠ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛/ ♦#❝✐❧❧❛+♦/✳ ❚❤✐# ❡①❛♠♣❧❡ ✐#

✉#❡❞ ✐♥ ❬❘❛❥❛#❤❡❦❤❛/ ❛♥❞ ❊❧❧✐♥❣✇♦♦❞✱ ✶✾✾✸❀ ●♦♠❡# ❛♥❞ ❆✇/✉❝❤✱ ✷✵✵✹❪ ❜✉+ ❤❛# ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥

#✉❝❤ ❛ ✇❛② +❤❛+ +❤❡ ❢❛✐❧✉/❡ ❝♦//❡#♣♦♥❞# +♦ ❛ /❛/❡ ❡✈❡♥+✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐♥♣✉+ #♣❛❝❡ ✐# 6 ❛♥❞
+❤❡ ❞✐✛❡/❡♥+ ✈❛/✐❛❜❧❡# ❛/❡ ❞✐#+/✐❜✉+❡❞ ❛❝❝♦/❞✐♥❣ +♦ 6 ●❛✉##✐❛♥ ❞✐#+/✐❜✉+✐♦♥#✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥# ♦❢ c1✱ c2✱
r ❛♥❞ m✱ ❛♥❞ +❤❡ #+❛♥❞❛/❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥# ♦❢ t1 ❛♥❞ F1 ❛/❡ #✉♣♣♦#❡❞ +♦ ❜❡ ✉♥❝❡/+❛✐♥✳

S = 0 ✭✾✳✶✺✮

U = [c1, c2, r,m, t1, F1]
T ∼

[
N (e

(1)
, 0.1

2
),N (e

(2)
, 0.01

2
),N (e

(3)
, 0.05

2
),N (e

(4)
, 0.05

2
),N

(
1, e

(5)2
)

,N
(
1, e

(6)2
)]T

✭✾✳✶✻✮

g :

∣∣∣∣∣∣∣∣

R
6
→ R

u = [c1, c2, r,m, t1, F1]
T
→ −1− 3r −

∣∣∣∣∣
2F1

c1 + c2
sin

(√
c1 + c2

m

t1

2

)∣∣∣∣∣
✭✾✳✶✼✮

❚❤❡ ♠❡❛♥# ✭/❡#♣❡❝+✐✈❡❧② ✈❛/✐❛♥❝❡#✮ ❛/❡ #✉♣♣♦#❡❞ +♦ ✈❛/② ❜② ✷✪ ✭/❡#♣❡❝+✐✈❡❧② ✶✵✪✮ ❛/♦✉♥❞ +❤❡✐/

/❡❢❡/❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✭❚❛❜❧❡ ✾✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐+② ♦❢ ❢❛✐❧✉/❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ❈❊ ❢♦/ +❤❡

/❡❢❡/❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ e ✐# 3.32× 10−6
✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✵✿ ❱❛/✐❛+✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ +❤❡ ✉♥❝❡/+❛✐♥ ♣❛/❛♠❡+❡/#

P❛/❛♠❡+❡/ ❱❛/✐❛+✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥

E(c1) ❬✵✳✾✽✱ ✶✳✵✷❪

E(c2) ❬✵✳✵✾✽✱✵✳✶✵✷❪

E(m) ❬✵✳✾✽✱✶✳✵✷❪

E(r) ❬✵✳✹✾✱✵✳✺✶❪

σ(t1) ❬✵✳✶✽✱✵✳✷✷❪

σ(F1) ❬✵✳✶✽✱✵✳✷✷❪

✾✳✹✳✷✳✷ ❘❡'✉❧,'

❚❤❡ /❡#✉❧+# ♦❜+❛✐♥❡❞ ❢♦/ +❤❡ ♦#❝✐❧❧❛+♦/ +❡#+✲❝❛#❡ ❛/❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✶✶✳

❚❤❡ ♣/♦♣♦#❡❞ ♠❡+❤♦❞ /❡S✉✐/❡# ❛♣♣/♦①✐♠❛+❡❧② ✶✼✺✺ ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥# ♦❢ +❤❡ ❡①❛❝+ ❧✐♠✐+ #+❛+❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✐♥

♦/❞❡/ +♦ ❞❡+❡/♠✐♥❡ +❤❡ +✇♦ ❜♦✉♥❞# ♦❢ +❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐+② ❡#+✐♠❛+❡ ✐♥+❡/✈❛❧✱ +❤❛+ /❡♣/❡#❡♥+# ❛♣♣/♦①✐✲

♠❛+❡❧② 7 ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥# ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♣❡/ ♣/♦❜❛❜✐❧✐+② ❡#+✐♠❛+✐♦♥ ❞✉/✐♥❣ +❤❡ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣/♦❝❡##✱
✇❤✐❝❤ ✐# ✈❡/② ❧♦✇✳ ❚❤❡ ❡#+✐♠❛+❡❞ ❜♦✉♥❞# ♦♥ +❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐+② ❝♦//❡#♣♦♥❞ +♦ +❤❡ ❜♦✉♥❞# ♦❢ +❤❡

✶✾✷



❈❍❆#❚❊❘ ✾✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ❊#■❙❚❊▼■❈

❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

✉♥❝❡9:❛✐♥ ♣❛9❛♠❡:❡9 ✈❛9✐❛:✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ e✳

❈♦♥❝❡9♥✐♥❣ ❈▼❈✲❈▼❈✱ D✐♥❝❡ :❤❡ ❞✐♠❡♥D✐♦♥ ♦❢ :❤❡ ✐♥♣✉:✲♣❛9❛♠❡:❡9 ✈❛9✐❛:✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐D 6✱ :❤❡
♠❡:❤♦❞ ❝♦♥D✐D:✐♥❣ ✐♥ ♣❡9❢♦9♠✐♥❣ ❛ ❤✉❣❡ ❈▼❈ ♦❢ :❤❡ ♣❛9❛♠❡:❡9D :♦ ❡D:✐♠❛:❡ :❤❡ ❜♦✉♥❞D ✐D ❝❧❡❛9❧②

♥♦: ❛✛♦9❞❛❜❧❡ ❤❡9❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐:❤ ❛ :♦:❛❧ D✐♠✉❧❛:✐♦♥ ❜✉❞❣❡: ♦❢ 109 ❢♦9 :❤❡ ✐♥♣✉:✲♦✉:♣✉: ❢✉♥❝:✐♦♥
❡✈❛❧✉❛:✐♦♥D✱ ♦♥❧② ✶✵✵ ❝♦♠❜✐♥❛:✐♦♥D ♦❢ :❤❡ ♣❛9❛♠❡:❡9D ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛:❡❞ ✐❢ 107 D❛♠♣❧❡D ♣❡9 ♣❛9❛♠❡:❡9
❝♦♠❜✐♥❛:✐♦♥ ❛9❡ ✉D❡❞ ❢♦9 ❡D:✐♠❛:✐♥❣ :❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐:② ❜② :❤❡ ❈▼❈ ❛: ❧♦✇❡9 ❧❡✈❡❧✳ ❆D ✐♥ :❤❡ ♣9❡✈✐♦✉D

❡①❛♠♣❧❡✱ :❤❡ ♣9♦♣♦D❡❞ ♠❡:❤♦❞ ♦✉:♣❡9❢♦9♠D ❈▼❈✲❈▼❈ ❛♥❞ ❈▼❈✲■❙ ✐♥ :❡9♠D ♦❢ O✉❛❧✐:② ♦❢ :❤❡ 9❡D✉❧:D

❛♥❞ ♥✉♠❜❡9 ♦❢ ❡✈❛❧✉❛:✐♦♥D ♦❢ :❤❡ ✐♥♣✉:✲♦✉:♣✉: ❢✉♥❝:✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦:✐❝❡ ❤❡9❡ :❤❛: ❈▼❈✲❈▼❈ ❛♥❞

❈▼❈✲■❙ ♣9♦✈✐❞❡ O✉✐:❡ ❞✐✛❡9❡♥: ❡D:✐♠❛:✐♦♥D ♦❢ P̂min ❢♦9 O✉❛D✐✲✐❞❡♥:✐❝❛❧ e✳ ❚❤✐D ✐D ❞✉❡ :♦ :❤❡ 9❛9❡♥❡DD

♦❢ :❤❡ ❝♦♥D✐❞❡9❡❞ ❡✈❡♥: ❝♦99❡D♣♦♥❞✐♥❣ :♦ :❤❡ D✐♠✉❧❛:✐♦♥ ❜✉❞❣❡: ✉D❡❞ ✐♥ ❈▼❈✲❈▼❈✱ :❤❛: ✐♠♣❧✐❡D

✈❡9② ✐♥❛❝❝✉9❛:❡ 9❡D✉❧:D ❢♦9 D✉❝❤ 9❛♥❣❡ ♦❢ ♣9♦❜❛❜✐❧✐:② ✭✈❡9② ❤✐❣❤ ✈❛9✐❛♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ❡D:✐♠❛:✐♦♥✮✳ ❚❤❡

❛❝❝✉9❛❝✐❡D ♦❢ :❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐:② ❡D:✐♠❛:❡D P̂e0 , P̂♠✐♥ ❛♥❞ P̂
♠❛①

✭✐❧❧✉D:9❛:❡❞ ❜② :❤❡ D:❛♥❞❛9❞ ❞❡✈✐❛:✐♦♥✮

❛9❡ ✐♥ :❤❡ D❛♠❡ ♦9❞❡9 ♦❢ ♠❛❣♥✐:✉❞❡ ✭❛9♦✉♥❞ ✺✪✮ ❢♦9 :❤❡ ♣9♦♣♦D❡❞ ❛♥❞ ❈▼❈✲■❙ ♠❡:❤♦❞D✳ ❚❤✐D ✐D

❞✉❡ :♦ :❤❡ ✉D❡ ♦❢ ■❙ ✇❤✐❝❤ ♣❡9❢♦9♠D ✇❡❧❧ :♦ ❡D:✐♠❛:❡ :❤❡ ❝♦♥D✐❞❡9❡❞ ♣9♦❜❛❜✐❧✐:✐❡D✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ :❤❡

❞✐✛❡9❡♥❝❡ ✐♥ :❡9♠D ♦❢ ♣9♦❜❛❜✐❧✐:② ✈❛❧✉❡ ♦❢ P̂min ✭2.68× 10−7
✈D✳ 4.96× 10−7

✮ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

:❤❡ ❢♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡D ♦❢ e ❝♦99❡D♣♦♥❞✐♥❣ :♦ P̂min✱ ✇❤✐❝❤ ❛9❡ ❞✐✛❡9❡♥: ❢♦9 :❤❡ :✇♦ ♠❡:❤♦❞D✳ ❚❤❡ ❞❡:❡9✲

♠✐♥❛:✐♦♥ ❜② ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ✭♣9♦♣♦D❡❞ ♠❡:❤♦❞✮ ✐D ♠♦9❡ ❡✣❝✐❡♥: :♦ ✜♥❞ :❤❡ ♦♣:✐♠❛❧ e ❝♦99❡D♣♦♥❞✐♥❣

:♦ P̂min✱ :❤❛♥ ❈▼❈✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣ 9❡❛D♦♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉D❡❞ :♦ ❡①♣❧❛✐♥ :❤❡ ❞✐✛❡9❡♥❝❡ ✐♥ :❤❡ P̂
♠❛①

✈❛❧✉❡D✳

✾✳✺ ▲✐♠✐&❛&✐♦♥* ♦❢ &❤❡ ♣/♦♣♦*❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤

❚❤❡ ♣9♦♣♦D❡❞ ❛♣♣9♦❛❝❤ ♣9❡D❡♥:D D❡✈❡9❛❧ ❧✐♠✐:D✳ ❉✉❡ :♦ :❤❡ ✉D❡ ♦❢ ❈❊ :♦ D♦❧✈❡ 9❡❧✐❛❜✐❧✐:② ❛♥❛❧②D✐D

♣9♦❜❧❡♠D✱ ♠✉❧:✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉9❡ 9❡❣✐♦♥D ❛9❡ ♥♦: ✐♥:9✐♥D✐❝❛❧❧② :❛❦❡♥ ✐♥:♦ ❛❝❝♦✉♥:✳ ❙❡✈❡9❛❧ :❡❝❤♥✐O✉❡D ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣9♦♣♦D❡❞ :♦ ❡①:❡♥❞ ❈❊ :♦ ♠✉❧:✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉9❡ ③♦♥❡D ❬❑✉9:③ ❛♥❞ ❙♦♥❣✱ ✷✵✶✸❪✳ ❆♥ ❛❧:❡9♥❛:✐✈❡ :♦ ❈❊

❝♦✉❧❞ ❜❡ :♦ ✉D❡ ◆❆■❙ :♦ ♣❡9❢♦9♠ ■❙ ✭D❡❝:✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✳ ▼♦9❡♦✈❡9✱ ❞✉❡ :♦ :❤❡ ✉D❡ ♦❢ ❑9✐❣✐♥❣ D✉99♦❣❛:❡

♠♦❞❡❧✱ :❤❡ 9❡❧✐❛❜✐❧✐:② ❛♥❛❧②D✐D ♣9♦❜❧❡♠ :❤❛: ♠❛② ❜❡ D♦❧✈❡❞ ❛9❡ ❧✐♠✐:❡❞ :♦ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥D✐♦♥❛❧ ♣9♦❜❧❡♠ ❛D

❑9✐❣✐♥❣ ♣9❡D❡♥: D♦♠❡ ❝♦♠♣✉:❛:✐♦♥❛❧ ❝♦D: ❛♥❞ ❛❝❝✉9❛❝② ✐DD✉❡D ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥D✐♦♥D ❬❙❤❛♥ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱

✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣9♦♣♦D❡❞ ♠❡:❤♦❞ ❞❡❝9❡❛D❡D :❤❡ ❝♦♠♣✉:❛:✐♦♥❛❧ ❝♦D: ❝♦♠♣❛9❡❞ :♦ ❝❧❛DD✐❝❛❧ :❡❝❤♥✐O✉❡D✱

❤♦✇❡✈❡9✱ ✐: ♣9❡D❡♥:D ❛ ❤✐❣❤❡9 ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐:② ✐♥ :❡9♠D ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥:❛:✐♦♥ ❛♥❞ :✉♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛9❡❞

:♦ ❈▼❈ ❝❧❛DD✐❝❛❧❧② ✉D❡❞ ✐♥ ❯▼❉❖ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♠♣❧✐❝❛:❡ ✐:D ✉D❡ ✇✐:❤✐♥ :❤✐D ❢9❛♠❡✇♦9❦✳ ❋✉9:❤❡9

✐♥✈❡D:✐❣❛:✐♦♥D ❛9❡ 9❡O✉✐9❡❞ :♦ ✐♥❝♦9♣♦9❛:❡ :❤❡ ♣9♦♣♦D❡❞ :❡❝❤♥✐O✉❡ ✇✐:❤✐♥ ❯▼❉❖✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✶✿ ❙②♥,❤❡.✐. ♦❢ ,❤❡ ♦.❝✐❧❧❛,♦3 ,❡.,✲❝❛.❡ ✉.✐♥❣ ♣3♦♣♦.❡❞ ♠❡,❤♦❞✱ ❈▼❈✲❈▼❈ ❛♥❞ ❈▼❈✲■❙

$%♦♣♦(❡❞ ♠❡,❤♦❞ ❈▼❈✲❈▼❈ ❈▼❈✲■❙

◆✉♠❜❡% ♦❢ (❛♠♣❧❡( %❡5✉✐%❡❞ ❜②

❈❊ ❢♦% ❡(,✐♠❛,✐♥❣ ,❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐,② 1.40× 104 107 1.40× 104

✇✐,❤ %❡❢❡%❡♥❝❡ e0

◆✉♠❜❡% ♦❢ (❛♠♣❧❡( ❡✈❛❧✉❛,❡❞ ♦♥

g(·) ❢♦% ❡(,✐♠❛,✐♥❣ ,❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐,② ✸✹✶ / /
✇✐,❤ %❡❢❡%❡♥❝❡ e0 ✉(✐♥❣ ❑%✐❣✐♥❣

❊(,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ P̂e0 (g(U) > 0) 3.33× 10−6 3.37× 10−6 3.32× 10−6

❙,❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐,② ✺✳✸✹✪ 17.8% 5.45%
❡(,✐♠❛,❡ ❢♦% %❡❢❡%❡♥❝❡ e0

P̂max 2.22× 10−5 1.45× 10−5 1.38× 10−5

e ❝♦%%❡(♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ P̂max [0.98, 0.10, 0.98, [0.99, 0.10, 1.00, [0.99, 0.10, 1.00,
0.49, 0.22, 0.21]T 0.49, 0.21, 0.21]T 0.49, 0.21, 0.21]T

◆✉♠❜❡% ♦❢ ♣♦✐♥,( ❡✈❛❧✉❛,❡❞ ♦♥ g(·) ✻✻✷ 109 1.40× 106

,♦ ✜♥❞ P̂max

❙,❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ P̂max ❡(,✐♠❛,❡ ✹✳✸✾✪ ✽✳✸✵✪ ✺✳✸✵✪

P̂min 2.68× 10−7 4.00× 10−7 4.96× 10−7

e ❝♦%%❡(♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ P̂min [1.02, 0.10, 1.02, [1.00, 0.10, 0.99 [1.01, 0.10, 1.00,
0.51, 0.18, 0.18]T 0.50, 0.18, 0.19]T 0.50, 0.18, 0.18]T

◆✉♠❜❡% ♦❢ ♣♦✐♥,( ❡✈❛❧✉❛,❡❞ ♦♥ g(·) ✼✺✷ 109 1.40× 106

,♦ ✜♥❞ P̂min

❙,❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ P̂min ❡(,✐♠❛,❡ ✻✳✵✹✪ ✺✵✳✵✪ ✻✳✶✵✪

❆✈❡%❛❣❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♣♦✐♥,(

❡✈❛❧✉❛,❡❞ ♦♥ g(·) ,♦
♣%♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡(,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ P ✼✳✵✼ 107 1.40× 104

❞✉%✐♥❣ ,❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐,②

❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥

✾✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ ,❤✐. ❝❤❛♣,❡3✱ ❛ ♠❡,❤♦❞ ❢♦3 ♣3♦♣❛❣❛,✐♥❣ ♣❛3❛♠❡,❡3 ✉♥❝❡3,❛✐♥,② ♦♥ ,❤❡ ✐♥♣✉, ❞✐.,3✐❜✉,✐♦♥. ,♦ ,❤❡

3❛3❡ ❡✈❡♥, ♣3♦❜❛❜✐❧✐,② ❡.,✐♠❛,✐♦♥ ❤❛. ❜❡❡♥ ♣3♦♣♦.❡❞✳ ❚♦ ,❤✐. ❡♥❞✱ ❛♥ ❛♣♣3♦❛❝❤ ,♦ 3❡❡✈❛❧✉❛,❡ ,❤❡

■❙ ❡.,✐♠❛,✐♦♥ ❞✉❡ ,♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ,❤❡ ✐♥♣✉, ❞✐.,3✐❜✉,✐♦♥ ♣❛3❛♠❡,❡3. ❤❛. ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■, ❛❧❧♦✇.

,♦ 3❡❞✉❝❡ ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❝♦., ♦❢ ,❤❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐,② ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥.✳ ❚❤❡ ♣3♦♣♦.❡❞ ♠❡,❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈❡. ❛

.✉33♦❣❛,❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤ ❝♦♥,3♦❧❧❡❞ ❡33♦3✱ ❛❞❛♣,❡❞ ,♦ ■❙✱ ✐♥ ♦3❞❡3 ,♦ 3❡❞✉❝❡ ,❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ,❤❡ ❡①❛❝,

❢✉♥❝,✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥.✳ ❆ ♣❛3❛♠❡,3✐❝ ■❙ ♠❡,❤♦❞ ✐. ❛❞♦♣,❡❞ ✇✐,❤ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡3❛,❡❞ ✈❡3.✐♦♥ ♦❢ ❈❊ ✐♥

✇❤✐❝❤ ,❤❡ ❛✉①✐❧✐❛3② ❞❡♥.✐,② ✐. ✐♥✐,✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦3❞❛♥❝❡ ,♦ ,❤❡ ♣3❡✈✐♦✉. ❈❊ ❡.,✐♠❛,✐♦♥ ❢♦3 ❛♥♦,❤❡3
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❈❍❆#❚❊❘ ✾✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ❊#■❙❚❊▼■❈

❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨ ❖◆ ❚❍❊ ❍❨#❊❘✲#❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ #❉❋ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙

❡♣✐89❡♠✐❝ ✉♥❝❡>9❛✐♥9② ✈❛❧✉❡ ❞❡❝>❡❛8✐♥❣ 9❤❡ ❝♦♠♣✉9❛9✐♦♥❛❧ ❝♦89✳ ▼♦>❡♦✈❡>✱ ❛ ❞❡❞✐❝❛9❡❞ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥

❛❧❣♦>✐9❤♠ ✭❈▼❆✲❊❙✮ ✐8 ✉8❡❞ ✐♥ ♦>❞❡> 9♦ ❡89✐♠❛9❡ 9❤❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐9② ❜♦✉♥❞8 ✐♥ 9❤❡ ♣>❡8❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐8❡

✐♥❤❡>❡♥9 9♦ 9❤❡ ✉8❡ ♦❢ ■❙✳ ❚❤❡ ♣>♦♣♦8❡❞ ❛♣♣>♦❛❝❤ ❤❛8 ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛>❡❞ ✇✐9❤ 9✇♦ ❡♥❣✐♥❡❡>✐♥❣ ♠❡9❤♦❞8

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❈▼❈ ❛♥❞ ❝❧❛88✐❝❛❧ ■❙ ♦♥ 9✇♦ ❛♥❛❧②9✐❝❛❧ 9❡89 ❝❛8❡8✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡9❤♦❞ >❡N✉✐>❡8 ❢❡✇❡>

❝❛❧❧8 9♦ 9❤❡ ❡①❛❝9 ❧✐♠✐9 89❛9❡ ❢✉♥❝9✐♦♥ ❛♥❞ ♣>♦✈✐❞❡8 ❜❡99❡> ❡89✐♠❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐9② ❜♦✉♥❞8✳ ■♥

❝❤❛♣9❡> ✶✶ 9❤✐8 ❛♣♣>♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❛❧②8✐8 ♣>♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ 8❛❢❡9②

③♦♥❡ ❞❡9❡>♠✐♥❛9✐♦♥ ❢♦> ❛ 89❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉9✳

■♥ 9❤❡ ♥❡①9 ❝❤❛♣9❡>✱ ❛♥♦9❤❡> >❡❧✐❛❜✐❧✐9② ❛♥❛❧②8✐8 ♠❡9❤♦❞ ✐8 ♣>♦♣♦8❡❞ 9♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♣✐89❡♠✐❝ ✉♥❝❡>✲

9❛✐♥9② ❞✐>❡❝9❧② ❛✛❡❝9✐♥❣ 9❤❡ ❧✐♠✐9 89❛9❡ ❢✉♥❝9✐♦♥✳

• ❈♦♥9❡①9✿

✕ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐9② ❛♥❛❧②8✐8 ✐♥ 9❤❡ ♣>❡8❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛9♦>②✴❡♣✐89❡♠✐❝ ✉♥❝❡>9❛✐♥9✐❡8✱

✕ ❊♣✐89❡♠✐❝ ✉♥❝❡>9❛✐♥9② ♦♥ 9❤❡ ❤②♣❡>✲♣❛>❛♠❡9❡>8 ♦❢ 9❤❡ ❛❧❡❛9♦>② ❞✐89>✐❜✉9✐♦♥8✱

✕ ❙9❛9❡✲♦❢✲9❤❡✲❛>9 ♠❡9❤♦❞8 ❛>❡ ❡✐9❤❡> ❝♦♠♣✉9❛9✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥8✐✈❡ ✭❈▼❈✮ ♦> ❧✐♠✐9❡❞ 9♦

8✐♠♣❧❡ ♣>♦❜❧❡♠ ✭❋❖❘▼✮✱ 8❡❡ ❝❤❛♣9❡> ✹✳

• ❈♦♥9>✐❜✉9✐♦♥8✿

✕ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥9 ♦❢ ❛ ♥❡✇ >❡❧✐❛❜✐❧✐9② ❛♥❛❧②8✐8 ♠❡9❤♦❞ ❜❛8❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡>❛9❡❞ ✈❡>8✐♦♥ ♦❢

❈❊ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐9❤ ❛♥ ❛❞❛♣9❡❞ ❑>✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ 9♦ ■❙ ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✐❝❛9❡❞ >❡✜♥❡♠❡♥9 89>❛9❡❣②✳

✕ ❆♣♣❧✐❝❛9✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛>✐8♦♥ ♦❢ 9❤❡ ♣>♦♣♦8❡❞ ❛♣♣>♦❛❝❤ ♦♥ 9✇♦ ❛♥❛❧②9✐❝❛❧ 9❡89 ❝❛8❡8✱

❤✐❣❤❧✐❣❤9✐♥❣ ✐98 ❡✣❝✐❡♥❝② 9♦ ♣>♦♣❛❣❛9❡ ❡♣✐89❡♠✐❝ ✉♥❝❡>9❛✐♥9② 9♦ ❢❛✐❧✉>❡ ♣>♦❜❛❜✐❧✐9②✳

• ❆❝9✐♦♥❛❜❧❡ ✐♥❢♦>♠❛9✐♦♥✿

✕ ❯8❡❢✉❧ ❢♦> ♣>♦❜❧❡♠8 9❤❛9 ♣>❡8❡♥9 ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡>9❛✐♥9② ✐♥ 9❤❡ ❤②♣❡>✲♣❛>❛♠❡9❡>8 ♦❢ 9❤❡

❛❧❡❛9♦>② ❞✐89>✐❜✉9✐♦♥8✱
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♦♣"✐♠❛❧ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡+✱ ✐✳❡✳ "❤❡ ✈❛❧✉❡+ ❧❡❛❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ❜♦✉♥❞+✳ ❚❤❡ ❑&✐❣✐♥❣

♣&❡❞✐❝"✐♦♥ ✈❛&✐❛♥❝❡ ❡♥❛❜❧❡+ "♦ ❝♦♥"&♦❧ "❤❡ +✉&&♦❣❛"❡ ♠♦❞❡❧ ❡&&♦& ❛♥❞ "♦ &❡✜♥❡ ✐"✳ ❚❤❡ &❡✜♥❡♠❡♥"

+"&❛"❡❣② ✐+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ●❡♥❡&❛❧✐③❡❞ ▼❛①✲♠✐♥ ❬▲❛❝❛③❡ ❛♥❞ ▼✐++♦✉♠✱ ✷✵✶✹❜❪ "♦

"❛❦❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"②✳

❈♦♥+✐❞❡& ❛ d✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ &❛♥❞♦♠ ✈❡❝"♦& U ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ "❤❡ +❛♠♣❧✐♥❣ +♣❛❝❡ Ω ❜② ❛ ❥♦✐♥" ❉❋ φ(·)
❛♥❞ ❛ w✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ✈❡❝"♦& e = [e(1), . . . , e(w)]✳ e &❡♣&❡+❡♥"+ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"✐❡+ ❞❡✜♥❡❞ ✉+✐♥❣

✐♥"❡&✈❛❧+✿ e ∈ Υ = {e ∈ R
w| e(i) ∈

[
e
(i)
♠✐♥

, e
(i)
♠❛①

]
]
∀i ∈ {1, . . . , w}}✳ ❈♦♥+✐❞❡& ❛ +②+"❡♠ ❝❤❛&❛❝"❡&✐③❡❞

❜② ❛ ❧✐♠✐" +"❛"❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ g : Ω ×Υ → R ❛++✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ❛ ❞❡"❡&♠✐♥✐+"✐❝ ❝♦♥"✐♥✉♦✉+ ✐♥♣✉"✲♦✉"♣✉"

❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❚❤❡ &❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ "❤❡ +②+"❡♠ ❝♦♥+✐+"+ ✐♥ ❞❡"❡&♠✐♥✐♥❣ ✐"+ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡

❞❡✜♥❡❞ ❛+ P(g(U, e) > S) ✇✐"❤ S = 0 "❤❡ "❤&❡+❤♦❧❞✳ ❉✉❡ "♦ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ♦❢ "❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ "❤❡ +✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ g(·)✱ ✐" ✐+ +✉♣♣♦+❡❞ "❤❛" g(·) ✐+ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♣&❡+❡♥"+

♠✉❧"✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ &❡❣✐♦♥+✳ ■♥ "❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛"♦&② ❛♥❞ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥"✐❡+ ✐♠♣❛❝"✐♥❣

"❤❡ +②+"❡♠✱ "❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ✐+ ♥♦" ✉♥✐/✉❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ "❤❡ ✈❛❧✉❡+ "❛❦❡♥ ❜② e✳ ❚♦

❝❤❛&❛❝"❡&✐③❡ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✐" ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ "♦ ❞❡"❡&♠✐♥❡ ✐"+ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛&✐❛"✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣

"❤❡ ❧♦✇❡& ❛♥❞ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞+✿

{
P
♠✐♥

= ♠✐♥

e∈Υ
P(g(U, e) > 0)

P
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
P(g(U, e) > 0)

✭✶✵✳✶✮

❚❤❡ ❞❡"❡&♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ❜♦✉♥❞+ &❡/✉✐&❡+ ❛♥ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ +♦❧✈✐♥❣✳ ■♥ "❤✐+

❝❤❛♣"❡&✱ ❣&❛❞✐❡♥"✲❜❛+❡❞ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ "❡❝❤♥✐/✉❡+ ❛&❡ ❢❛✈♦&❡❞ ❞✉❡ "♦ "❤❡✐& ❢❛+" ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♣&♦♣❡&✲

"✐❡+ ❛♥❞ "❤❡✐& +❝❛❧❛❜✐❧✐"② ✇❤❡♥ ❣&❛❞✐❡♥"+ ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ♦&❞❡& "♦ ✉+❡ ❣&❛❞✐❡♥"✲❜❛+❡❞ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥

❛❧❣♦&✐"❤♠+✱ ❛ +❡♥+✐"✐✈✐"② ❡+"✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ✇✐"❤ &❡+♣❡❝" "♦ ❡♣✐+"❡♠✐❝ ✉♥❝❡&"❛✐♥

✈❛&✐❛❜❧❡+ e ✐+ ♣&♦♣♦+❡❞ ✐♥ "❤❡ ✜&+" +❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤✐+ ❝❤❛♣"❡&✳ ❚❤❡ +❡♥+✐"✐✈✐"② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛""❡& ✉+❡❞ ✐♥

■❆ "♦ ✜♥❞ "❤❡ ❜♦✉♥❞+ ♦♥ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋♦& "❤✐+ ♣✉&♣♦+❡✱ ❛♥ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❞❡&✐✈❛"✐♦♥

✶✾✽
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❆▲❊❆❚❖❘❨✴❊#■❙❚❊▼■❈ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚■❊❙

❜❛9❡❞ ♦♥ >❤❡ ♣A♦♣❡A>✐❡9 ♦❢ >❤❡ ✐♥❞✐❝❛>♦A ❢✉♥❝>✐♦♥ ✶(·) ✐9 ♣A♦♣♦9❡❞ ✭9❡❝>✐♦♥ ✶✵✳✷✮✳ ❊9>✐♠❛>♦A9 ❢♦A
>❤❡ 9❡♥9✐>✐✈✐>② ✉9✐♥❣ ❈▼❈ 9✐♠✉❧❛>✐♦♥ ❛♥❞ ❙✉❜9❡> ❙✐♠✉❧❛>✐♦♥ ❛A❡ 9✉❜9❡N✉❡♥>❧② ❞❡A✐✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐>✐♦♥✱

>❤❡ ♥✉♠❡A✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥>❛>✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ♣A♦♣♦9❡❞ 9❡♥9✐>✐✈✐>✐❡9 A❡N✉✐A❡9 >❤❡ ❛♣♣A♦①✐♠❛>✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉✐A❛❝

❞✐9>A✐❜✉>✐♦♥ ✭9❡❝>✐♦♥ ✶✵✳✷✳✷✮✳ ■♥ 9❡❝>✐♦♥ ✶✵✳✷✳✸✱ >❤❡ 9❡♥9✐>✐✈✐>② ❡9>✐♠❛>❡9 ❛A❡ ❝♦♠♣❛A❡❞ >♦ ❛ ❝❛9❡

✇❤❡A❡ >❤❡ ❡①❛❝> 9❡♥9✐>✐✈✐>✐❡9 ❛A❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐9 9❡❝>✐♦♥ ❛❧9♦ ❞✐9❝✉99❡9 >❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛A❛♠❡>❡A

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ >❤❡ ❛♣♣A♦①✐♠❛>✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ❉✐A❛❝ ❞✐9>A✐❜✉>✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ 9❡❝>✐♦♥ ✶✵✳✸✱ ✉9✐♥❣ >❤❡9❡ 9❡♥9✐✲

>✐✈✐>✐❡9✱ >❤❡ ♣A♦♣♦9❡❞ 9❡N✉❡♥>✐❛❧ ♠❡>❤♦❞ ❛♥❞ >❤❡ ❞✐✛❡A❡♥> 9>❡♣9 >♦ ❡9>✐♠❛>❡ >❤❡ ❢❛✐❧✉A❡ ♣A♦❜❛❜✐❧✐>②

❜♦✉♥❞9 ✇✐>❤ A❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉>❛>✐♦♥❛❧ ❝♦9> ✐9 ❞❡>❛✐❧❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ 9❡❝>✐♦♥ ✶✵✳✹ >❤❡ ♣A♦♣♦9❡❞ A❡❧✐❛❜✐❧✲

✐>② ❛99❡99♠❡♥> >❡❝❤♥✐N✉❡ ✐9 ❝♦♠♣❛A❡❞ >♦ ❛ A❡❢❡A❡♥❝❡ ❛♣♣A♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥9✐9>9 ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②>✐❝❛❧ >❡9>

❝❛9❡ >♦ ❞❡♠♦♥9>A❛>❡ >❤❡ ❡✛❡❝>✐✈❡♥❡99 ♦❢ >❤❡ ♣A♦♣♦9❡❞ ❛♣♣A♦❛❝❤✳

✶✵✳✷ ❙❡♥'✐)✐✈✐)② ♦❢ )❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ❢❛✐❧✉0❡ ✇✐)❤ 0❡'♣❡❝) )♦

❞❡❝✐'✐♦♥ ✈❛0✐❛❜❧❡'

■♥ >❤✐9 9❡❝>✐♦♥ >❤❡ 9❡♥9✐>✐✈✐>✐❡9 ❛A❡ ❞❡A✐✈❡❞ ❢♦A ❛ ❞❡❝✐9✐♦♥ ✈❛A✐❛❜❧❡ ✈❡❝>♦A z ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❢♦A

✐♥9>❛♥❝❡ ❞❡>❡A♠✐♥✐9>✐❝ ❞❡9✐❣♥ ✈❛A✐❛❜❧❡9 ♦A ❡♣✐9>❡♠✐❝ ✉♥❝❡A>❛✐♥ ✈❛A✐❛❜❧❡9✮✳ ■♥ >❤❡ ♥❡①> 9❡❝>✐♦♥9✱ >❤❡

❝♦♥9✐❞❡A❡❞ ❞❡❝✐9✐♦♥ ✈❛A✐❛❜❧❡9 ✐♥ ■❆ ✇✐❧❧ ❜❡ >❤❡ ❡♣✐9>❡♠✐❝ ✉♥❝❡A>❛✐♥ ✈❛A✐❛❜❧❡ ✈❡❝>♦A e✳ ■♥ ✐>9 ♠♦9>

❣❡♥❡A❛❧ ❢♦A♠✱ ❛ ♣A♦❜❛❜✐❧✐>② ♦❢ ❢❛✐❧✉A❡ ✐9 ❞❡✜♥❡❞ ❛9✿

P(z,θ) =

∫

Ωf (z)

φθ(u)du ✭✶✵✳✷✮

✇❤❡A❡ z ∈ R
n
❛A❡ ❞❡❝✐9✐♦♥ ✈❛A✐❛❜❧❡9 ✭❡✳❣✳ ❞❡9✐❣♥ ✈❛A✐❛❜❧❡9✮ ❛♥❞ θ ∈ R

p
❛A❡ ❤②♣❡A✲♣❛A❛♠❡>❡A9 ♦❢ >❤❡

$❉❋ φθ(·) ♦❢ >❤❡ A❛♥❞♦♠ ✈❛A✐❛❜❧❡9 U ∈ Ω✱ ✇✐>❤ Ω >❤❡ 9❛♠♣❧✐♥❣ 9♣❛❝❡✳ Ωf 9>❛♥❞9 ❢♦A >❤❡ ❢❛✐❧✉A❡

❞♦♠❛✐♥✳ ◆♦>❡ >❤❛> θ ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡9 >❤❡ ❥♦✐♥> ❞✐9>A✐❜✉>✐♦♥ ✇❤✐❧❡ z ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡9 >❤❡ ❞❡✜♥✐>✐♦♥ ♦❢

>❤❡ ❢❛✐❧✉A❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωf ✳ ❇❡②♦♥❞ A❡❧✐❛❜✐❧✐>② ❛99❡99♠❡♥>✱ 9✉❝❤ ❛ ♣A♦❜❛❜✐❧✐>② ♦❢ ❢❛✐❧✉A❡ ❛❧9♦ ❛♣♣❡❛A9 ✐♥

❘❡❧✐❛❜✐❧✐>②✲❜❛9❡❞ ❉❡9✐❣♥ ❖♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ ✭❘❉❇❖✮ ❬❨♦✉♥ ❡> ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❆♦✉❡9 ❛♥❞ ❈❤❛>❡❛✉♥❡✉❢✱ ✷✵✶✵❪
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P(z) =

∫

Ω

✶g(u,z)>0φ(u)du ✭✶✵✳✹✮
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∂P

∂z(k)

∣∣∣∣
z

=
∂

∂z(k)

∫

Ω

✶g(u,z)>0φ(u)du

=

∫

Ω

∂

∂z(k)
✶g(u,z)>0φ(u)du ✭✶✵✳✺✮
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d✶y≥0

dy
= −d✶y≤0

dy
= δy =

{
+∞ ✐❢ y = 0

0 ♦)❤❡(✇✐,❡

✭✶✵✳✻✮
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∂P
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∣∣∣∣
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=

∫

Ω

∂g
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M
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i=1
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u(1), . . . ,u(M)

}
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❙♦♥❣ ❡? ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❞❡;✐✈❡C ❛ C♠❛❧❧ ♣;♦❜❛❜✐❧✐?② ♦❢ ❢❛✐❧✉;❡ ❛C ❛ ♣;♦❞✉❝? ♦❢ ❧❛;❣❡; ❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧ ♦♥❡C✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢❛✐❧✉;❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωf ✱ ❧❡? Ωf0 ≡ Ω ⊃ Ωf1 ⊃ · · · ⊃ Ωfλ ≡ Ωf ❜❡ ❛ ❞❡❝;❡❛C✐♥❣

C❡L✉❡♥❝❡ ♦❢ λ+ 1 ❢❛✐❧✉;❡ ❞♦♠❛✐♥C ✇❤❡;❡✿

Ωfi(z) = {u| gi(u, z) > 0} ∀i = {1, . . . , λ} ✭✶✵✳✶✵✮

❊L✳✭✶✵✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣;❡CC❡❞ ❛C✿

P(z) =

λ∏

i=1

Pi(z) ✭✶✵✳✶✶✮

✇❤❡;❡✿

P1(z) =

∫

Ω

✶g1(u,z)>0φ(u)du ✭✶✵✳✶✷✮

❛♥❞ ❢♦; ∀i = {2, . . . , λ}✿

Pi(z) =

∫

Ω

✶gi(u,z)>0τi−1

(
u|Ωfi−1

(z)
)
du ✭✶✵✳✶✸✮

✇✐?❤ τi−1

(
u|Ωfi−1(z)

)
?❤❡ ❝♦♥❞✐?✐♦♥❛❧ ❛✉①✐❧✐❛;② #❉❋ ❛CC♦❝✐❛?❡❞ ?♦ ?❤❡ ❢❛✐❧✉;❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωfi(z) ❞❡✜♥❡❞

❛C ❬❙♦♥❣ ❡? ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

τi−1

(
u|Ωfi−1

(z)
)
=
✶gi−1(u,z)>0∏i−1

j=1 Pj(z)
φ(u) ✭✶✵✳✶✹✮

❚❤❡;❡❢♦;❡✿

Pi(z) =

∫

Ω

✶gi(u,z)>0

✶gi−1(u,z)>0∏i−1
j=1 Pj(z)

φ(u)du

=

∫

Ω

✶gi(u,z)>0∏i−1
j=1 Pj(z)

φ(u)du ∀i = {2, . . . , λ} ✭✶✵✳✶✺✮

❇❛C❡❞ ♦♥ ❙❙✱ ?❤❡ C❡♥C✐?✐✈✐?② ♦❢ P(·) ✐C✿

∂P

∂z(k)

∣∣∣∣
z

= P(z)
λ∑

i=1

1

Pi(z)

∂Pi

∂z(k)

∣∣∣∣
z

✭✶✵✳✶✻✮

❋♦; ?❤❡ ✜;C? ❙❙ C✉❜✲❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂P1

∂z(k)

∣∣∣∣
z

=

∫

Ω

∂g1
∂z(k)

∣∣∣∣
u,z

δg1(u,z)φ(u)du ✭✶✵✳✶✼✮

✷✵✶
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❛♥❞ ❢♦% ❛♥② '✉❜'❡+✉❡♥, ',❡♣ i > 1✿

∂Pi

∂z(k)

∣∣∣∣
z

=

∫

Ω

∂

∂z(k)

[
✶gi(u,z)>0∏i−1
j=1 Pj(z)

]
φ(u)du

=

∫

Ω

∂gi
∂z(k)

∣∣∣∣
u,z

δgi(u,z)∏i−1
j=1 Pj(z)

φ(u)du

+

∂
∂z(k)

[∏i−1
j=1 Pj(z)

]

∏i−1
j=1 P

2
j (z)

∫

Ω

✶gi(u,z)>0φ(u)du ✭✶✵✳✶✽✮

◆♦,✐♥❣ ,❤❡ ,❤%❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡❧❛,✐♦♥'✿

∫

Ω

✶gi(u,z)>0φ(u)du =
i∏

j=1

Pj(z) ✭✶✵✳✶✾✮

∂

∂z(k)




i−1∏

j=1

Pj(z)


 =

i−1∏

j=1

Pj(z)
i−1∑

j=1

1

Pj(z)

∂Pj

∂z(k)

∣∣∣∣
z

✭✶✵✳✷✵✮

φ(u) =

∏i−1
j=1 Pj(z)

✶gi−1(u,z)>0
τi−1

(
u|Ωfi−1(z)

)
∀u ∈ Ωfi−1(z) , ✭✶✵✳✷✶✮

✇❤❡%❡ φ(·) ✐' ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ♦♥ Ωfi−1(z) ❛♥❞ ,❤❛, ,❤❡ '✉♣♣♦%, ♦❢ τi−1

(
·|Ωfi−1(z)

)
✐' Ωfi−1(z)✱ ,❤❡ i

 ❤

✐♥,❡%♠❡❞✐❛,❡ '❡♥'✐,✐✈✐,② ✐'✿

∂Pi

∂z(k)

∣∣∣∣
z

=

∫

Ω

∂gi
∂z(k)

∣∣∣∣
u,z

δgi(u,z)τi−1

(
u|Ωfi−1

(z)
)
du

+ Pi(z)
i−1∑

j=1

1

Pj(z)

∂Pj

∂z(k)

∣∣∣∣
z

✭✶✵✳✷✷✮

❊❛❝❤ ♦❢ ,❤❡'❡ ❞❡%✐✈❛,✐✈❡' ♠❛② ❜❡ ❡',✐♠❛,❡❞ ✉'✐♥❣ ,❤❡ %❡'✉❧, ♦❢ ❛ ❙❙✳ ●✐✈❡♥ U ❛ ❙❙ '❛♠♣❧❡ ❞❡✜♥❡❞

❛' U =
{
u{1}, . . . ,u{λ}

}
'✉❝❤ ,❤❛,✿

u{1} ∼ τ0 (·|Ωf0(z)) ≡ φ(·) ✭✶✵✳✷✸✮

u{i} ∼ τi−1

(
·|Ωfi−1

(z)
)

∀i = {2, . . . , λ} , ✭✶✵✳✷✹✮

,❤❡ ❡',✐♠❛,♦%' ♦❢ ,❤❡ '❡♥'✐,✐✈✐,✐❡' ❊+✳✭✶✵✳✶✼✮ ❛♥❞ ❊+✳✭✶✵✳✷✷✮ ❛%❡✿

∂P1

∂z(k)

∣∣∣∣
z

≈ 1

M1

M1∑

l=1

∂g1
∂z(k)

∣∣∣∣
u
{1}
(l)

,z

δ
g1

(
u
{1}
(l)

,z
)

✭✶✵✳✷✺✮

∂Pi

∂z(k)

∣∣∣∣
z

≈ 1

Mi

Mi∑

l=1

∂gi
∂z(k)

∣∣∣∣
u
{i}
(l)

,z

δ
gi

(
u
{i}
(l)

,z
)+

Pi(z)
i−1∑

j=1

1

Pj(z)

∂Pj

∂z(k)

∣∣∣∣
z

✭✶✵✳✷✻✮

✷✵✷
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❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ?❤❡ ✐♥?❡B♠❡❞✐❛?❡ D❡♥D✐?✐✈✐?✐❡D✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡?✿

∂P

∂z(k)

∣∣∣∣
z

= P(z)
λ∑

i=1

{
1

Pi(z)
.

[
1

Mi

Mi∑

l=1

∂gi
∂z(k)

∣∣∣∣∣
u
{i}
(l)

,z

δ
gi

(
u
{i}
(l)

,z
)

+Pi(z)
i−1∑

j=1

1

Pj(z)

∂Pj

∂z(k)

∣∣∣∣
z





 ✭✶✵✳✷✼✮

✶✵✳✷✳✷ ❆♣♣&♦①✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❉✐&❛❝ ❞✐4,&✐❜✉,✐♦♥

❚❤❡ ♣+❡,❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❉✐+❛❝ ❞✐,5+✐❜✉5✐♦♥ ✐♥ ❊9✳ ✶✵✳✷✼ ♠❛❦❡, 5❤❡ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉5❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ,❡♥,✐5✐✈✲

✐5✐❡, ✐♥5+❛❝5❛❜❧❡✳ ❚♦ ♦✈❡+❝♦♠❡ 5❤✐, ❤✉+❞❧❡✱ 5❤❡ ❉✐+❛❝ ❞✐,5+✐❜✉5✐♦♥ ✐, ❛♣♣+♦①✐♠❛5❡❞ ✉,✐♥❣ ❛ ,♠♦♦5❤

❢✉♥❝5✐♦♥ δ̂ ,✉❝❤ 5❤❛5 lim
σ→0

δ̂y(σ) = δy✳ ❚❤✐, ❛♣♣+♦❛❝❤ ❤❛, ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉,❡❞ ✐♥ 5❤❡ ♣❛,5✱ ❡✳❣✳ ❢♦+

●❛✉,,✐❛♥ ❛♣♣+♦①✐♠❛5✐♦♥ ❬❨♦♦ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✶✹❪✳ ❋✐✈❡ ❝❛♥❞✐❞❛5❡, ❛+❡ ❝♦♥,✐❞❡+❡❞ ✐♥ 5❤✐, ✇♦+❦✿

●❛✉##✐❛♥ δ̂y(σ) =
1

σ
√
2π

exp−
y2

2σ2 = 1
σφN

(
y
σ

)

❚'✉♥❝❛)❡❞ ●❛✉##✐❛♥ δ̂y(σ) =
1
σ
φN ( y

σ )
ΦN (1)−ΦN (−1)✶−σ≤y≤σ

❙✐♥❝ δ̂y(σ) =
sin( y

σ )
yπ

❇✉♠♣ δ̂y(σ) =
1
Aσ exp

− 1

1−( y
σ )

2

✶−σ≤y≤σ

A =
∫ 1

−1
exp

− 1
1−y2 dy

0♦✐##♦♥ δ̂y(σ) =
σ

π(σ2+y2)

φN (·) ❛♥❞ ΦN (·) 5❤❡  ❉❋ ❛♥❞ ❈❉❋ ♦❢ 5❤❡ ●❛✉,,✐❛♥ ❞✐,5+✐❜✉5✐♦♥✳ ❆❧❧ 5❤❡,❡ ❢✉♥❝5✐♦♥, ✐♥❝❧✉❞❡ ❛

,❝❛❧❛+ ♣❛+❛♠❡5❡+ σ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡, 5❤❡ ✏✇✐❞5❤✧ ♦❢ 5❤❡ ❉✐+❛❝ ❛♣♣+♦①✐♠❛5✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 5❤❡

❛♣♣+♦①✐♠❛5✐♦♥ ❛, ✇❡❧❧ ❛, σ ✐, ♦❢ ♣+✐♠❡ ✐♠♣♦+5❛♥❝❡✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ σ 5♦ 5❡♥❞ 5♦ ③❡+♦✳

❍♦✇❡✈❡+✱ ❜❡❝❛✉,❡ ✇❡ ❛+❡ ✉,✐♥❣ ,❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛,❡❞ ♠❡5❤♦❞,✱ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐5❡ ❛♠♦✉♥5 ♦❢ ✐♥❢♦+♠❛5✐♦♥ ✐,

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋♦+ 5❤✐, +❡❛,♦♥✱ ❛♥ ✏♦♣5✐♠❛❧✧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ ♥❡❡❞, 5♦ ❜❡ ❝❤♦,❡♥✳

✶✵✳✷✳✸ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥,4✳ ❙❡❧❡❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ 4❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡,❡&✳

❚❤❡ ♦♣5✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ ❛♥❞ 5❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❉✐+❛❝ ❛♣♣+♦①✐♠❛5✐♦♥ ♠✐❣❤5 ❜❡ ♣+♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥5✳

❙5❛5✐,5✐❝❛❧❧②✱ 5❤❡ ♦♣5✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐, 5❤❡ ♦♥❡ 5❤❛5 ♠✐♥✐♠✐③❡, 5❤❡ ❡++♦+ ❜❡5✇❡❡♥ 5❤❡ ❛❝5✉❛❧ ❛♥❞ 5❤❡

❡,5✐♠❛5❡❞ ,❡♥,✐5✐✈✐5②✳ ❑♥♦✇✐♥❣ 5❤❡ 5+✉❡ ,❡♥,✐5✐✈✐5②✱ 5+❛❞✐5✐♦♥❛❧ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ♠❡5+✐❝, ♦❢ ❛♥ ❡,5✐♠❛5♦+

♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉5❡❞✱ ,✉❝❤ ❛, ♥♦+♠❛❧✐③❡❞ ❜✐❛, ✭Bias✮✱ ,5❛♥❞❛+❞ ❞❡✈✐❛5✐♦♥ ✭Std✮ ❛♥❞ +♦♦5 ♠❡❛♥ ,9✉❛+❡

❡++♦+ ✭RMSE✮✿

Bias (%) = 100×

∣∣∣E
[
ψ̃
]
− ψ

∣∣∣
ψ

✭✶✵✳✷✽✮

Std (%) = 100×

√
E

[
ψ̃2

]
− E

[
ψ̃
]2

ψ
✭✶✵✳✷✾✮

✷✵✸
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

RMSE (%) = 100×

√
E

[(
ψ̃ − ψ

)2
]

ψ
✭✶✵✳✸✵✮

✇❤❡)❡ ψ ✐+ ,❤❡ ❛❝,✉❛❧ +❡♥+✐,✐✈✐,② ❛+ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊7✳✭✶✵✳✸✺✮ ❛♥❞ ψ̃ ✐+ ❛♥ ❡+,✐♠❛,♦) ♦❢ ψ✱ ❛+ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❊7✳✭✶✵✳✾✮✳ ❆, ,❤✐+ ♣♦✐♥,✱ ✐, ✐+ ✐♠♣♦),❛♥, ,♦ )❡❝❛❧❧ ,❤❛, ,❤❡ ❡+,✐♠❛,♦) ♦❢ ,❤❡ +❡♥+✐,✐✈✐,② ❡♥❝♦♠♣❛++❡+

,✇♦ ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ❛♣♣)♦①✐♠❛,✐♦♥✿

∂P

∂z(k)

∣∣∣∣
z

=

∫

Ω

∂g

∂z(k)

∣∣∣∣
u,z

δg(u,z)φ(u)du

≈
∫

Ω

∂g

∂z(k)

∣∣∣∣
u,z

δ̂g(u,z)φ(u)du ✭✶✵✳✸✶✮

≈ 1

M

M∑

i=1

∂g

∂z(k)

∣∣∣∣
u(i),z

δ̂g(u(i),z) ✭✶✵✳✸✷✮

❇❡❝❛✉+❡ ❈▼❈ ❡+,✐♠❛,♦)+ ❛)❡ ✉♥❜✐❛+❡❞✱ ❊7✳✶✵✳✸✷ ♦♥❧② ✐♥,)♦❞✉❝❡+ ✈❛"✐❛♥❝❡ ✐♥ ,❤❡ ❡+,✐♠❛,♦)✳ ❖♥ ,❤❡

♦,❤❡) ❤❛♥❞✱ ❊7✳✶✵✳✸✶ ✐+ ❛♥ ❛♥❛❧②,✐❝❛❧ ❛♣♣)♦①✐♠❛,✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥,)♦❞✉❝❡+ ❜✐❛( ♦♥ ,❤❡ ❡+,✐♠❛,♦)✳

❆❧,❤♦✉❣❤ ,❤❡ ✈❛)✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡+,✐♠❛,❡❞ ✉+✐♥❣ ,❤❡ +,❛♥❞❛)❞ ❡))♦)✱ ,❤❡ ❜✐❛+ ✐+ ♥♦, +,)✐❝,❧② +♣❡❛❦✐♥❣

+,❛,✐+,✐❝❛❧✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡ ✐, ❝❛♥♥♦, ❜❡ 7✉❛♥,✐✜❡❞ +,❛,✐+,✐❝❛❧❧②✱ +✉❝❤ ❛+ ✇✐,❤ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉, ❛♣♣)♦❛❝❤❡+✳

❚❤❡ ✏♦♣,✐♠❛❧✧ σ ✐+ ♦❜,❛✐♥❡❞ ,❤)♦✉❣❤ ❡①♣❡)✐♠❡♥,+✳ ❆❧,❤♦✉❣❤ ♥♦, ♦♣,✐♠❛❧ ❢♦) ❛♥② ♣)♦❜❧❡♠✱ ,❤✐+

❡❞✉❝❛,❡❞ ❣✉❡(( ♦❢ σ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ,♦ ❜❡,,❡) )❡+✉❧,+ ,❤❛♥ ❛♥ ❛)❜✐,)❛)② ♦♥❡✳ ❆+ ❛ ❞❡♠♦♥+,)❛,✐✈❡ ❝❛+❡✱

❝♦♥+✐❞❡) ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛) ❛♥❛❧②,✐❝❛❧ ❧✐♠✐, +,❛,❡✱ ❢♦) ✇❤✐❝❤ ❛♥❛❧②,✐❝❛❧ +❡♥+✐,✐✈✐,✐❡+ ♠❛② ❜❡ ❞❡)✐✈❡❞✿

g(u, z) = u+ z − d > 0 ✭✶✵✳✸✸✮

✇❤❡)❡ U ∼ N (0, 1)✳ ❇❡❝❛✉+❡ ,❤❡ ❧✐♠✐, +,❛,❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐+ ❧✐♥❡❛)✱ ,❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,② ♦❢ ❢❛✐❧✉)❡ ❛♥❞ ✐,+

❞❡)✐✈❛,✐✈❡ ♠❛② ❜❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❡①❛❝,❧②✿

P(z) = 1− ΦN (d− z) ✭✶✵✳✸✹✮

dP

dz

∣∣∣∣
z

= φN (d− z) ✭✶✵✳✸✺✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❈▼❈ +❛♠♣❧❡+ ✭M✮ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ,♦ ❡♥+✉)❡ ❛ 5% ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♦❢ ✈❛)✐❛,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,②

♦❢ ❢❛✐❧✉)❡✿

M(z) =




( √
1− P(z)√

P(z)× 0.05

)2



✭✶✵✳✸✻✮

✇❤❡)❡ P(·) ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊7✳✭✶✵✳✸✹✮ ❛♥❞ ⌈·⌉ ,❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥✳

σ ✐+ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ +❛♠♣❧❡+ ✭✐✳❡✳ ,❤❡ ❛♠♦✉♥, ♦❢ ✐♥❢♦)♠❛,✐♦♥✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ✐♥ ,✉)♥

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P(·)✳ ❋♦) ,❤✐+ )❡❛+♦♥✱ ❛ ♣❛)❛♠❡,❡) α ✐+ ✐♥,)♦❞✉❝❡❞ ,♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢)❛❝,✐♦♥

Mr ♦❢ ,❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ +❛♠♣❧❡+ +♦ ,❤❛, Mr = ⌈P(z)×M × α⌉✱ ✇❤❡)❡ P(·) ✐+ ❡+,✐♠❛,❡❞ ✉+✐♥❣ ❊7✳ ✶✵✳✽✳

❇❡❝❛✉+❡ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ ✐+ ❛❧+♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥, ♦♥ ,❤❡ ✈❛)✐❛,✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ g(·)✱ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

7✉❛♥,✐,✐❡+ ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ▲❡, υ ❜❡ ,❤❡ ✈❡❝,♦) ♦❢ )❡+♣♦♥+❡+ +✉❝❤ ,❤❛, υ(i) = g
(

u(i), z
)

✱ |υ| ,❤❡ ✈❡❝,♦)

♦❢ ❛❜+♦❧✉,❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ υ ❛♥❞ ,❤❡ )❛♥❦ ♦♣❡)❛,♦) +✉❝❤ ,❤❛, υ[1] = min(υ(i)) ❛♥❞ υ[M ] = max(υ(i)), i ∈
{1, . . . ,M}✳ σ ✐+ ,❤❡)❡❢♦)❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛+ υ[Mr]

+♦ ,❤❛, ♦♥❧② ,❤❡ Mr ❝❧♦+❡+, ♣♦✐♥,+ ❢)♦♠ ,❤❡ ❧✐♠✐,

✷✵✹



❈❍❆#❚❊❘ ✶✵✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ▼■❳❊❉

❆▲❊❆❚❖❘❨✴❊#■❙❚❊▼■❈ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚■❊❙

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ◆♦=♠❛❧✐③❡❞ ❜✐❛B ✭Bias✮✱ BF❛♥❞❛=❞ ❡==♦= ✭Std✮ ❛♥❞ =♦♦F ♠❡❛♥ BH✉❛=❡ ❡==♦= ✭RMSE✮ ❛F
α = αopt ❛♥❞ α = 0.5✳ ●❛✉BB✐❛♥ ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥✳

P(·) 10−1 10−2 10−3 10−4

αopt|α ✵✳✾✹|✵✳✺✵ ✵✳✺✾|✵✳✺✵ ✵✳✺✸|✵✳✺✵ ✵✳✺✵|✵✳✺✵
Bias(αopt)|Bias(α) ✷✳✺✷|✶✳✺✹ ✷✳✻✷|✶✳✾✹ ✷✳✸✵|✷✳✵✸ ✷✳✺✺|✷✳✺✺
Std(αopt)|Std(α) ✸✳✹✵|✺✳✶✺ ✹✳✼✹|✺✳✶✽ ✹✳✽✾|✺✳✵✹ ✺✳✷✷|✺✳✷✷
RMSE(αopt)|RMSE(α) ✹✳✷✸|✺✳✸✻ ✺✳✹✶|✺✳✺✷ ✺✳✹✵|✺✳✹✸ ✺✳✽✵|✺✳✽✵

BF❛F❡ ❤❛✈❡ ❢✉♥❝F✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐F❤✐♥ ±σ✳ ❚❤❡B❡ ♣♦✐♥FB ❛=❡ F❤❡ ♠♦BF =❡❧❡✈❛♥F F♦ F❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛F✐♦♥ ♦❢ F❤❡
B❡♥B✐F✐✈✐F② ♦❢ P(·) ❜❡❝❛✉B❡ F❤❡② ✇✐❧❧ ♣♦F❡♥F✐❛❧❧② ❧❡❛❞ F♦ ❛ ✈❛=✐❛F✐♦♥ ♦❢ ✶g(u,z)≤0✳

❚❤❡ ❡①♣❡=✐♠❡♥FB ✐B =❡♣=♦❞✉❝❡❞ ❢♦= ❢♦✉= ✈❛❧✉❡B ♦❢ d B✉❝❤ F❤❛F P(·) ❡H✉❛❧B 10−1
✱ 10−2

✱ 10−3
✱ ❛♥❞ 10−4

✳

❋♦= ❙❙✱ ❡❛❝❤ ♣=♦❜❛❜✐❧✐F② BF❡♣ ✭❤❡=❡✱ 10−1
✮ ✐B ❡BF✐♠❛F❡❞ ✉B✐♥❣ ❈▼❈ ✭✇✳=✳F ❛ ❝♦♥❞✐F✐♦♥❛❧ ❞✐BF=✐❜✉F✐♦♥✮✳

❋✐❣✉=❡ ✶✷✳✶✵ B❤♦✇B F❤❡ ♣❧♦FB ♦❢ ♥♦=♠❛❧✐③❡❞ ❜✐❛B ❊H✳✶✵✳✷✽✱ BF❛♥❞❛=❞ ❡==♦= ❊H✳✶✵✳✷✾ ❛♥❞ =♦♦F ♠❡❛♥

BH✉❛=❡ ❡==♦= ❊H✳✶✵✳✸✵ ❢♦= F❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥F=♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊H✳✶✵✳✸✸✳ ❊①♣❡❝F❛F✐♦♥B ✐♥ ❊HB✳✭✶✵✳✷✽✲✶✵✳✸✵✮

❛=❡ ❝❛❧❝✉❧❛F❡❞ ♦✉F ♦❢ ✸✵✵ =❡♣❡F✐F✐♦♥B✳ ❚❤❡ ❡①♣❡=✐♠❡♥F ✐B =❡♣❡❛F❡❞ ❢♦= ✹ ❧❡✈❡❧B ♦❢ ♣=♦❜❛❜✐❧✐F②✳ ❚✇♦

✐♠♠❡❞✐❛F❡ ❝♦♥❝❧✉B✐♦♥B ❛=✐B❡✿

• ❚❤❡ #♦✐BB♦♥ ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥ B❤♦✇B ❛ ♣♦♦= ♣❡=❢♦=♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛=❡❞ F♦ F❤❡ ♦F❤❡= ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥B✱

• ❚❤❡ ❙✐♥❝ ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥ ♣=♦✈✐❞❡B ✐♥❝♦♥B✐BF❡♥F =❡B✉❧FB✳

❖✉F ♦❢ F❤❡ F❤=❡❡ =❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥B✱ F❤❡ ●❛✉BB✐❛♥ ♦♥❡ ❤❛B F❤❡ ❧♦✇❡BF ✈❛=✐❛♥❝❡ ❛❝=♦BB F❤❡

❡①♣❡=✐♠❡♥FB✳ ◆♦F❡ F❤❛F F❤✐B ✐B ❛ ✈❡=② ❢❛✈♦=❛❜❧❡ ❢❡❛F✉=❡ ❢♦= ♦♣F✐♠✐③❛F✐♦♥✳ ■♥ ❣=❛❞✐❡♥F✲❜❛B❡❞ ♦♣✲

F✐♠✐③❛F✐♦♥✱ F❤❡ ✈❛=✐❛♥❝❡ ✐♥ F❤❡ B❡♥B✐F✐✈✐F✐❡B ✇✐❧❧ ✐♠♣❛✐= F❤❡ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ♣=♦♣❡=F✐❡B ♠♦=❡ F❤❛♥ F❤❡

❜✐❛B✳ ❋♦= F❤❡B❡ =❡❛B♦♥B✱ F❤❡ ●❛✉BB✐❛♥ ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥ ✐B ❡❧❡❝F❡❞✳

❋=♦♠ F❤❡ =❡B✉❧FB ✐♥ ❋✐❣✉=❡ ✶✷✳✶✵✱ ✐♥ F❤❡ ❝❛B❡ ♦❢ ❛ ●❛✉BB✐❛♥ ❛♣♣=♦①✐♠❛F✐♦♥✱ ❛ ❣=❛♣❤✐❝❛❧ ✐♥B♣❡❝F✐♦♥

B❤♦✇B F❤❛F ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α = 0.5 ✐! ❛ !❛#✐!❢❛❝#♦'② ❝❤♦✐❝❡ ❢♦' #❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛#✐♦♥ ♦❢ RMSE✳ ❚❤✐! ✈❛❧✉❡

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛'❡❞ #♦ #❤❡ !♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✿

αopt = argmin
α

RMSE(α) ✭✶✵✳✸✼✮

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶ !❤♦✇! ♥♦'♠❛❧✐③❡❞ ❜✐❛! ❊@✳✶✵✳✷✽✱ !#❛♥❞❛'❞ ❡''♦' ❊@✳✶✵✳✷✾ ❛♥❞ '♦♦# ♠❡❛♥ !@✉❛'❡ ❡''♦'

❊@✳✶✵✳✸✵ ❢♦' α = αopt ❛♥❞ α = 0.5✳ ❊①❝❡♣# ❢♦' #❤❡ ❝❛!❡ P(·) = 10−1
✱ α = 0.5 ②✐❡❧❞! !✐♠✐❧❛' '❡!✉❧#!

#♦ α = αopt✳ ❋♦' P(·) = 10−1
✐# ②✐❡❧❞! #♦ ❛♥ ✐♥❝'❡❛!❡ ✐♥ #❤❡ RMSE ♦❢ ❛❜♦✉# ✶✪✳
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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Ω×Υ
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g(·)

Initial DoE

Kriging model

 construction

Interval Analysis
Kriging adaptive

refinement

Converged ?

Pmax

Sequential loop

p
X = {(u(1), e(1)), . . . , (u(p), e(p))} ∈ Ω ×Υ



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❛❧❡❛#♦%②✴❡♣✐*#❡♠✐❝ ✉♥❝❡%#❛✐♥ *♣❛❝❡ Ω×Υ ❜❛*❡❞ ♦♥ #❤❡ ❉♦❊✳ ❚❤❡ ❡①❛❝# ❧✐♠✐# *#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ g(·) ✐*
❡✈❛❧✉❛#❡❞ ♦♥ #❤❡ ❉♦❊ gp(X ) =

[
g(u(1), e(1)), . . . , g(u(p), e(p))

]
❚

✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❑%✐❣✐♥❣ *✉%%♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧

✐* ❜✉✐❧# ❜❛*❡❞ ♦♥ #❤❡ #%❛✐♥✐♥❣ *❡# ❛♥❞ ✐#* ♣❛%❛♠❡#❡%* ❛%❡ ❞❡#❡%♠✐♥❡❞ ❜② ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❊*#✐♠❛#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❑%✐❣✐♥❣ ♣%❡❞✐❝#✐♦♥ ❢♦% ❛♥② (u, e) ∈ Ω×Υ ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②

ĝ(u, e,X ) = m(u, e) + r(u, e,X )❚R−1
(
X )(gp(X )−mp(X )

)
, ✭✶✵✳✸✽✮

❛♥❞ #❤❡ ❛**♦❝✐❛#❡❞ ♣%❡❞✐❝#✐♦♥ ✈❛%✐❛♥❝❡

σ2(u, e,X ) = σ2
Z

(
1− r(u, e,X )❚R−1(X )r(u, e,X )

)
. ✭✶✵✳✸✾✮

❚❤❡ ❑%✐❣✐♥❣ *✉%%♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧# ✐♥ #❤❡ ❥♦✐♥# ❛❧❡❛#♦%②✴❡♣✐*#❡♠✐❝ ✉♥❝❡%#❛✐♥ *♣❛❝❡ ✐* ✉*❡❞ ✐♥*#❡❛❞

♦❢ #❤❡ ❡①❛❝# ❧✐♠✐# *#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉%❡✳ ❇❛*❡❞ ♦♥ #❤❡ ♣%❡❞✐❝#✐♦♥

✈❛%✐❛♥❝❡✱ #❤❡ ❑%✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐* %❡✜♥❡❞ ✐♥ #❤❡ ❥♦✐♥# ✉♥❝❡%#❛✐♥ *♣❛❝❡ ✐♥ ♦%❞❡% #♦ ❡♥*✉%❡ ❛♥ ❛❝❝✉%❛#❡

♣%♦❜❛❜✐❧✐#② ❡*#✐♠❛#✐♦♥ ✭❧♦✇ ✈❛%✐❛♥❝❡✮ ❢♦% #❤❡ ❡♣✐*#❡♠✐❝ ✈❛%✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡* ❧❡❛❞✐♥❣ #♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❢❛✐❧✉%❡

♣%♦❜❛❜✐❧✐#②✳ ❚❤❡ ✐♥#❡%✈❛❧ ❛♥❛❧②*✐* *#❡♣ ✐* ❞❡#❛✐❧❡❞ ✐♥ *❡❝#✐♦♥ ✶✵✳✸✳✷✳

✶✵✳✸✳✷ ■♥'❡)✈❛❧ ❛♥❛❧②.✐. ❛♥❞ ♣)♦❜❛❜✐❧✐'② ❡.'✐♠❛'✐♦♥

■❆ ❝♦♥*✐*#* ✐♥ *♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦%❞❡% #♦ ✜♥❞ #❤❡ ❡♣✐*#❡♠✐❝ ✈❛%✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞✐♥❣

#♦ #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢❛✐❧✉%❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② P
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
P(g(U, e) > 0)✳ ■♥*#❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉#✐♥❣ #❤❡

♣%♦❜❛❜✐❧✐#② ✇✐#❤ #❤❡ %❡❛❧ ❧✐♠✐# *#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥✱ #❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✐* %❡❢♦%♠✉❧❛#❡❞ *✉❝❤ #❤❛# P̂
♠❛①

=
♠❛①

e∈Υ
P(ĝ(U, e,X ) > 0)✳ ❚❤❡ *✉%%♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧ ✉*❡❞ ❢♦% ■❆ ✐* #❤❡ ❑%✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥*#%✉❝#❡❞ ❢%♦♠

#❤❡ ❉♦❊ ❛# #❤❡ ✜%*# *❡L✉❡♥#✐❛❧ ❧♦♦♣ ✐#❡%❛#✐♦♥ ✭t = 1✮ ♦% #❤❡ %❡✜♥❡❞ ❑%✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛# #❤❡ ♥❡①#

✐#❡%❛#✐♦♥* ✭t ≥ 2✮✳
❆# #❤❡ jth ■❆ ✐#❡%❛#✐♦♥✱ #❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉%❡ ❢♦% ❛♥ ❡♣✐*#❡♠✐❝ ✈❛%✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ e[j] ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P

(
e[j]

)
= P(g(U, e[j]) > 0) =

∫

{u|g(u,e[j])>0}
φ(u)❞u ✭✶✵✳✹✵✮

=

∫

Ω

✶g(u,e[j])>0φ(u)❞u ≃ P̂

(
e[j]

)
✭✶✵✳✹✶✮

P̂

(
e[j]

)
=

∫

Ω

✶ĝ(u,e[j],X )>0φ(u)❞u ✭✶✵✳✹✷✮

❊L✳✭✶✵✳✹✷✮ ❛♣♣%♦①✐♠❛#❡* #❤❡ ❢❛✐❧✉%❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐#② P
(
e[j]

)
❞✉❡ #♦ #❤❡ ✉*❡ ♦❢ #❤❡ ❑%✐❣✐♥❣ *✉%%♦❣❛#❡

♠♦❞❡❧✳ ❊L✳✭✶✵✳✹✷✮ ✐* ❝♦♠♣✉#❡❞ ❜② ❙✉❜*❡# ❙✐♠✉❧❛#✐♦♥ ✭*❡❡ ❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮

P̂

(
e[j]

)
=

∫

Ω

✶ĝ(u,e[j],X )>0φ(u)❞u, ✭✶✵✳✹✸✮

=
λ∏

i=1

P

(
U ∈ Ω̂fi

(
e[j]

)
|U ∈ Ω̂fi−1

(
e[j]

))
, ✭✶✵✳✹✹✮

✇✐#❤ Ω̂fi(e
[j]) = {u|ĝ(u, e[j],X ) > Si} ∀i ∈ {1, . . . , λ} #❤❡ ❢❛✐❧✉%❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛**♦❝✐❛#❡❞ #♦ #❤❡

❑%✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ Si #❤❡ ✐♥#❡%♠❡❞✐❛#❡ #❤%❡*❤♦❧❞*✳

✷✵✽



❈❍❆#❚❊❘ ✶✵✳ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❚❍❊ #❘❊❙❊◆❈❊ ❖❋ ▼■❳❊❉

❆▲❊❆❚❖❘❨✴❊#■❙❚❊▼■❈ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚■❊❙

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉>✐♥❣ ❙✉❜>❡B ❙✐♠✉❧❛B✐♦♥ ❛♥❞ ❑G✐❣✐♥❣✱ ■❆ ❝♦♥>✐>B> ✐♥ >♦❧✈✐♥❣ B❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣B✐♠✐③❛B✐♦♥

♣G♦❜❧❡♠✿

♠❛①

λ∏

i=1

P

(
U ∈ Ω̂fi(e)|U ∈ Ω̂fi−1(e)

)
✭✶✵✳✹✺✮

✇✳G✳B✳ e ∈ Υ ✭✶✵✳✹✻✮

❚❤❡ ♦♣B✐♠❛❧ ❢❛✐❧✉G❡ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B② ✐> ♥♦B❡❞ P̂
♠❛①

✳ ❆♥ ✐♠♣♦GB❛♥B ♣♦✐♥B ✐> B♦ ❡>B✐♠❛B❡ B❤❡ ❡GG♦G ✐♥✲

BG♦❞✉❝❡❞ ❜② B❤❡ ✉>❡ ♦❢ ❛ >✉GG♦❣❛B❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥>B❡❛❞ ♦❢ B❤❡ ❡①❛❝B ❧✐♠✐B >B❛B❡ ❢✉♥❝B✐♦♥✳ ❇② ✉>✐♥❣ B❤❡

❑G✐❣✐♥❣ ♣G❡❞✐❝B✐♦♥ ✈❛G✐❛♥❝❡ ✐B ✐> ♣♦>>✐❜❧❡ B♦ ❞❡B❡G♠✐♥❡ ♣>❡✉❞♦✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞> ❬❉❡❤❡❡❣❡G ❛♥❞

▲❡♠❛✐G❡✱ ✷✵✵✼❀ ❉✉❜♦✉G❣ ❡B ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♦♥ B❤❡ ❡>B✐♠❛B❡❞ ❢❛✐❧✉G❡ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B②✿

P̂
+
♠❛①

(e) = P [ĝ(U, e,X )− ησ(U, e,X ) > 0] ✭✶✵✳✹✼✮

P̂
−
♠❛①

(e) = P [ĝ(U, e,X ) + ησ(U, e,X ) > 0] ✭✶✵✳✹✽✮

✇✐B❤ η ❛ ♣❛G❛♠❡B❡G ❞❡✜♥✐♥❣ B❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❢♦G ✐♥>B❛♥❝❡ ηS = 1.96
❞❡✜♥❡> ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✾✺✪✮✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❛B B❤❡ ✐B❡G❛B✐♦♥ [t] ♦❢ B❤❡ >❡`✉❡♥B✐❛❧ ❧♦♦♣✱ ■❆ ♣G♦✈✐❞❡> B❤❡ ❡♣✐>B❡♠✐❝ ✈❛G✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ e∗[t]

❧❡❛❞✐♥❣ B♦ B❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛B✐♦♥ ♦❢ B❤❡ ❢❛✐❧✉G❡ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B② P̂
♠❛①

= P̂
(
e∗[t]

)
✳ ▼♦G❡♦✈❡G✱ ✐B ✐> ♣♦>>✐❜❧❡ B♦

❞❡B❡G♠✐♥❡ ♣>❡✉❞♦✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞> ♦♥ P̂
♠❛①

∈
[
P̂
−
♠❛①

(
e∗[t]

)
, P̂+
♠❛①

(
e∗[t]

)]
✳ ■♥ ♦G❞❡G B♦ ❡♥>✉G❡ ❛♥

❛❝❝✉G❛B❡ ❡>B✐♠❛B✐♦♥ ♦❢ P̂
♠❛①

✱ ✐B ✐> ♥❡❝❡>>❛G② B♦ G❡✜♥❡ B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥>BG✉❝B❡❞ ❢G♦♠ B❤❡ ✐♥✐B✐❛❧

BG❛✐♥✐♥❣ >❡B✳ ❚❤❡ G❡✜♥❡♠❡♥B >BG❛B❡❣② ♠✉>B ❜❡ ❛❞❛♣B❡❞ B♦ B❤❡ ❡>B✐♠❛B✐♦♥ ♦❢ B❤❡ >♦✉❣❤B P̂
♠❛①

✳ ■B

♠✉>B ❢♦❝✉> ♦♥ B❤❡ G❡❣✐♦♥> ❛G♦✉♥❞ B❤❡ ❡♣✐>B❡♠✐❝ ✈❡❝B♦G ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞✐♥❣ B♦ P̂
♠❛①

✱ ✐♥ B❤❡ ✈✐❝✐♥✐B② ♦❢ B❤❡

❧✐♠✐B >B❛B❡ ❜♦✉♥❞❛G✐❡> ❛♥❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B② ❝♦♥B❡♥B G❡❣✐♦♥>✳ ❚❤❡ G❡✜♥❡♠❡♥B >BG❛B❡❣② ✐> ❞❡B❛✐❧❡❞

✐♥ B❤❡ >❡❝B✐♦♥ ✶✵✳✸✳✸✳

✶✵✳✸✳✸ ❘❡✜♥❡♠❡♥) *)+❛)❡❣② ♦❢ )❤❡ ❑+✐❣✐♥❣ *✉++♦❣❛)❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ >❡❝♦♥❞ >B❡♣ ♦❢ B❤❡ >❡`✉❡♥B✐❛❧ ❧♦♦♣ ✐> B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ G❡✜♥❡♠❡♥B >BG❛B❡❣②✳ ❚❤✐> >BG❛B❡❣②

✐> ✉>❡❞ B♦ ✉♣❞❛B❡ B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ❝♦♥>BG✉❝B❡❞ ✐♥ B❤❡ ❥♦✐♥B ❛❧❡❛B♦G②✲❡♣✐>B❡♠✐❝ ✉♥❝❡GB❛✐♥ >♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐>

❜❛>❡❞ ♦♥ B❤❡ ●❡♥❡G❛❧✐③❡❞ ▼❛①✲♠✐♥ ✭●▼♠✮ ♠❡B❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦G ❘❡❧✐❛❜✐❧✐B② ❆♥❛❧②>✐> ❬▲❛❝❛③❡ ❛♥❞

▼✐>>♦✉♠✱ ✷✵✶✹❜❪✳ ❚❤❡ ♦G✐❣✐♥❛❧ ●▼♠ B❛❦❡> ✐♥B♦ ❛❝❝♦✉♥B B❤❡ ❥♦✐♥B %❉❋ ♦❢ B❤❡ ❛❧❡❛B♦G② ✈❛G✐❛❜❧❡>

B♦ ❣❡♥❡G❛B❡ >❛♠♣❧❡> ✐♥ G❡❣✐♦♥> ✇✐B❤ ❤✐❣❤ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B② ❝♦♥B❡♥B ♦♥ B❤❡ ❧✐♠✐B >B❛B❡ ❜♦✉♥❞❛G✐❡> ✇❤✐❧❡

♣♦♣✉❧❛B✐♥❣ >♣❛G>❡ G❡❣✐♦♥> ♦❢ B❤❡ >♣❛❝❡✳ ■♥ ♦G❞❡G B♦ ❝♦♥>✐❞❡G B❤❡ ♣G❡>❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❡❛B♦G② ❛♥❞ ❡♣✐>B❡♠✐❝

✉♥❝❡GB❛✐♥B✐❡>✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛B✐♦♥ ♦❢ B❤❡ ♦G✐❣✐♥❛❧ ●▼♠ ✐> ♣G♦♣♦>❡❞✳ ❚❤❡ G❡✜♥❡♠❡♥B >BG❛B❡❣② ❤❛> B♦ G❡❞✉❝❡

B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♣G❡❞✐❝B✐♦♥ ✈❛G✐❛♥❝❡ ❛G♦✉♥❞ B❤❡ ❡♣✐>B❡♠✐❝ ✈❡❝B♦G ✈❛❧✉❡> ❧❡❛❞✐♥❣ B♦ P̂
♠❛①

✇❤✐❧❡ G❡❞✉❝✐♥❣

B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♣G❡❞✐❝B✐♦♥ ✈❛G✐❛♥❝❡ ✐♥ G❡❣✐♦♥> ✇✐B❤ ❤✐❣❤ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B② ❝♦♥B❡♥B ❛G♦✉♥❞ B❤❡ ♣G❡❞✐❝B❡❞ ❧✐♠✐B

>B❛B❡ ❜♦✉♥❞❛G✐❡>✳ ❚❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡> ♥♦B ♥❡❡❞ B♦ ❜❡ ❛❝❝✉G❛B❡ ✐♥ G❡❣✐♦♥> ✐♥ ✇❤✐❝❤ B❤❡ ❡♣✐>B❡♠✐❝

✈❛G✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡> ❧❡❛❞ B♦ ❧♦✇ ❢❛✐❧✉G❡ ♣G♦❜❛❜✐❧✐B②✳ ❚❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ♣G❡❞✐❝B✐♦♥ ✈❛G✐❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇> B♦ ❡♥>✉G❡

B❤❛B ❞❡>♣✐B❡ B❤❡ ❑G✐❣✐♥❣ ❡GG♦G ❢♦G >♦♠❡ ❡♣✐>B❡♠✐❝ ✈❛G✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡>✱ B❤❡② ❞♦ ♥♦B ❧❡❛❞ B♦ P̂
♠❛①

✳ ❚❤❡

G❡✜♥❡♠❡♥B >BG❛B❡❣② ❛B B❤❡ ✐B❡G❛B✐♦♥ [t] ♦❢ B❤❡ >❡`✉❡♥B✐❛❧ ❧♦♦♣ ❝♦♥>✐>B> ♦❢ B❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣B✐♠✐③❛B✐♦♥

✷✵✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

♣!♦❜❧❡♠✿

♠❛①

u,e
(φ(u)φU (e))

1
d+w

♠✐♥

i=1,...,Ms

‖ (u(i), e(i))− (u, e) ‖ ✭✶✵✳✹✾✮

3✳4✳ ĝ(u, e,X ) = 0 ✭✶✵✳✺✵✮

P̂(e) ≥ P̂
−
♠❛①

(
e∗[t]

)
✭✶✵✳✺✶✮

e ∈ Υ ✭✶✵✳✺✷✮

u ∈ Ω ✭✶✵✳✺✸✮

❚❤✐3 ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ❢♦!♠✉❧❛4✐♦♥ ❛❧❧♦✇3 ♦♥❡ 4♦ 3❛♠♣❧❡ ♦♥ 4❤❡ ❛♣♣!♦①✐♠❛4❡❞ ❧✐♠✐4 34❛4❡ ❜♦✉♥❞❛!✐❡3

❊@✳✭✶✽✳✺✶✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 4❤❡ ❥♦✐♥4  ❉❋ φ(·) ❢♦! 4❤❡ ❛❧❡❛4♦!② ✈❛!✐❛❜❧❡3 ❛♥❞ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ 4♦ ❛ ✉♥✐❢♦!♠  ❉❋

φU (·) ❢♦! 4❤❡ ❡♣✐34❡♠✐❝ ✈❛!✐❛❜❧❡3 ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧♦!✐♥❣ 3♣❛!3❡ !❡❣✐♦♥3✳ ❊@✳✭✶✽✳✺✷✮ ❢♦!❝❡3 4❤❡ ❣❡♥❡!❛4✐♦♥

♦❢ ❛ ♥❡✇ 3❛♠♣❧❡ ✐♥ 4❤❡ ❡♣✐34❡♠✐❝ !❡❣✐♦♥3 3✉❝❤ 4❤❛4 4❤❡ ❢❛✐❧✉!❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐4② P̂(e) ✐3 ❛4 ❧❡❛34 ❡@✉❛❧ 4♦

4❤❡ ✐♥❢❡!✐♦! ❜♦✉♥❞ ♦❢ 4❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣!♦❜❛❜✐❧✐4② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ■❆ P̂
−
♠❛①

(
e∗[t]

)
❛4 4❤❡ ✐4❡!❛4✐♦♥ [t]✳ P̂(e) ✐3

❡34✐♠❛4❡❞ ❜② ❙✉❜3❡4 ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛3 ✐♥ ■❆✳ ❆4 4❤❡ ✜!34 ✐4❡!❛4✐♦♥3 ♦❢ 4❤❡ 3❡@✉❡♥4✐❛❧ ❧♦♦♣✱ 4❤❡ ✉♥❝❡!4❛✐♥4②

♦♥ 4❤❡ ❑!✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐3 ❤✐❣❤ ❞✉❡ 4♦ 4❤❡ ❧✐♠✐4❡❞ 3❛♠♣❧❡ 3✐③❡ ✐♥ 4❤❡ 4!❛✐♥✐♥❣ 3❡4 !❡3✉❧4✐♥❣ ✐♥ ❛

❧❛!❣❡ ♣!❡❞✐❝4✐♦♥ ✈❛!✐❛♥❝❡ σ2(u, e,X )✳ ❚❤❡ ♣3❡✉❞♦✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞3 ❛!❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣!❡❞✐❝4✐♦♥

✈❛!✐❛♥❝❡✱ ✐❢ 4❤❡ ♣!❡❞✐❝4✐♦♥ ✈❛!✐❛♥❝❡ ✐3 ❧❛!❣❡ 4❤❡!❡❢♦!❡ 4❤❡ ❜♦✉♥❞3 ❛!♦✉♥❞ P̂
♠❛①

❛!❡ ❧❛!❣❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ 4♦

3❛♠♣❧❡ ✐♥ 4❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♣✐34❡♠✐❝ 3♣❛❝❡ ❊@✳✭✶✽✳✺✷✮✳ ❚❤❡ !❡✜♥❡♠❡♥4 ♦❢ 4❤❡ ❑!✐❣✐♥❣ ❧❡❛❞3 4♦ ❛ !❡❞✉❝4✐♦♥

♦❢ ♣!❡❞✐❝4✐♦♥ ✈❛!✐❛♥❝❡ ✐♥ 4❤❡ ✈✐❝✐♥✐4② ♦❢ 4❤❡ 4❤!❡3❤♦❧❞ ❊@✳✭✶✽✳✺✶✮✱ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣!♦❜❛❜✐❧✐4② ❝♦♥4❡♥4 !❡❣✐♦♥3

❊@✳✭✶✽✳✺✵✮ ❛♥❞ ✐♥ !❡❣✐♦♥3 ♦❢ 4❤❡ ❡♣✐34❡♠✐❝ 3♣❛❝❡ ❝♦!!❡3♣♦♥❞✐♥❣ 4♦ P̂
♠❛①

❊@✳✭✶✽✳✺✷✮✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱

❞✉!✐♥❣ 4❤❡ 3✉❝❝❡33✐✈❡ 3❡@✉❡♥4✐❛❧ ❧♦♦♣3 4❤❡ 3♦❧✈✐♥❣ ♦❢ 4❤❡ !❡✜♥❡♠❡♥4 ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ !❡3✉❧43

✐♥ ❛❞❞✐♥❣ 3❛♠♣❧❡3 ✐♥ 4❤❡ ❡♣✐34❡♠✐❝ !❡❣✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ 4♦ 4❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣!♦❜❛❜✐❧✐4② ♦❢ ❢❛✐❧✉!❡ ❛♥❞ ♥♦4 ♦♥

4❤❡ ❡♥4✐!❡ ❡♣✐34❡♠✐❝ 3♣❛❝❡✳ ❖♥❝❡ ❛ ♥❡✇ !❡✜♥❡♠❡♥4 3❛♠♣❧❡ (u, e)
♠●▼♠

✐3 ❢♦✉♥❞ ❜② 4❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞

●▼♠ ✭♠●▼♠✮✱ 4❤❡ ❡①❛❝4 ❧✐♠✐4 34❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ g(·) ✐3 ❡✈❛❧✉❛4❡❞ g ((u, e)
♠●▼♠

) ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ 4♦ 4❤❡

❡①✐34✐♥❣ ❉♦❊ gMs
(X )✳ ❚❤❡ ❑!✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐3 !❡✲❝♦♥34!✉❝4❡❞ ❜❛3❡❞ ♦♥ 4❤❡ ♥❡✇ ❛✉❣♠❡♥4❡❞ ❉♦❊✳

❆❢4❡! ❛ ♥❡✇ 3❛♠♣❧❡ ❤❛3 ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✱ 4❤❡ 3❡@✉❡♥4✐❛❧ ♣!♦❝❡33 ❣♦❡3 ❜❛❝❦ 4♦ 4❤❡ ■❆✳ ❚❤❡ $❡%✉❡♥(✐❛❧

❧♦♦♣ $(♦♣♣✐♥❣ ❝0✐(❡0✐❛ ❛0❡ ❞❡(❛✐❧❡❞ ✐♥ $❡❝(✐♦♥ ✶✵✳✸✳✹✳

✶✵✳✸✳✹ ❈♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❝*✐.❡*✐❛

❚❤❡ $❡%✉❡♥(✐❛❧ ❧♦♦♣ ❛( ✐(❡0❛(✐♦♥ [t] ✐$ $(♦♣♣❡❞ ✐❢ (❤❡ (❤0❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡0♠✐♥❛(✐♦♥ ❝0✐(❡0✐❛ ❛0❡ $✐♠✉❧✲

(❛♥❡♦✉$❧② $❛(✐$✜❡❞✿

• A =‖ e∗[t+n−1] − e∗[t+n] ‖≤ ǫe ∀n ∈ {1, . . . , q}✱

• B =
∣∣∣β̂

(
e∗[t+n−1]

)
− β̂

(
e∗[t+n]

)∣∣∣ ≤ ǫβ ∀n ∈ {1, . . . , q}✱

• cv = ❧♦❣10

(
P̂
+
♠❛①

(e∗[t])

P̂
−
♠❛①

(e∗[t])

)
≤ ǫ✱

✇✐(❤ β (❤❡ 0❡❧✐❛❜✐❧✐(② ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ✐$ ❧✐♥❦❡❞ (♦ (❤❡ ❢❛✐❧✉0❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐(② ❜②✿ P = ΦN (0,1)(−β) ✇❤❡0❡

ΦN (0,1)(·) ✐$ (❤❡ ❈❉❋ ♦❢ ❛ $(❛♥❞❛0❞ ♥♦0♠❛❧ ❞✐$(0✐❜✉(✐♦♥✳ ❋♦0 ♥✉♠❡0✐❝❛❧ 0❡❛$♦♥$✱ ❛❧❧ (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥$

❛0❡ ♣❡0❢♦0♠❡❞ ✉$✐♥❣ (❤❡ 0❡❧✐❛❜✐❧✐(② ✐♥❞❡① β✳ ❚❤❡ ✜0$( ❝0✐(❡0✐♦♥ ❡♥$✉0❡$ (❤❛( q (✐♠❡$ ✐♥ ❛ 0♦✇ (❤❡

$❛♠❡ ❡♣✐$(❡♠✐❝ 0❡❛❧✐③❛(✐♦♥ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ ■❆ ✇✐(❤ ❛♥ ǫe (♦❧❡0❛♥❝❡✳ ❚❤❡ $❡❝♦♥❞ ❝0✐(❡0✐♦♥ ❡♥$✉0❡$ (❤❛(

(❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❢❛✐❧✉0❡ ✐$ $(❛❜✐❧✐③❡❞ q (✐♠❡$ ✐♥ ❛ 0♦✇ ❛♥❞ (❤❡ ❧❛$( ❝0✐(❡0✐♦♥ ❝♦♥(0♦❧$ (❤❡ ❜♦✉♥❞$

♦♥ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣0♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❢❛✐❧✉0❡ ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❑0✐❣✐♥❣ ❡00♦0✳ ǫ = 1 ✐$ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ 0❡%✉✐0❡♠❡♥( (♦

✷✶✵
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❡♥9✉;❡ <❤❛< <❤❡ ❢❛✐❧✉;❡ ♣;♦❜❛❜✐❧✐<② ❡9<✐♠❛<✐♦♥ ✇✐<❤ ❑;✐❣✐♥❣ 9✉;;♦❣❛<❡ ♠♦❞❡❧ ✐9 ❛< ❧❡❛9< ✐♥ <❤❡ ♦;❞❡;

♦❢ ♠❛❣♥✐<✉❞❡ ♦❢ <❤❡ ❡①❛❝< ;❡9✉❧<✳ ❚❤❡ ♣;♦♣♦9❡❞ 9❡M✉❡♥<✐❛❧ ❧♦♦♣ ✐9 9✉♠♠❛;✐③❡❞ ✐♥ <❤❡ ❆❧❣♦;✐<❤♠ ✸✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸ #;♦♣♦9❡❞ 9❡M✉❡♥<✐❛❧ ;❡❧✐❛❜✐❧✐<② ❛♥❛❧②9✐9 ♣;♦❝❡99

✶✮ ❙❡< t = 1✱ 9❡< q ❢♦; <❤❡ ❝♦♥✈❡;❣❡♥❝❡ ❝;✐<❡;✐❛✱ 9❡< ǫe, ǫβ , ǫ✱ 9❡< n = 0✱ ♣❡;❢♦;♠ ❛♥ ✐♥✐<✐❛❧ ❉♦❊

✇✐<❤ p 9❛♠♣❧❡9 ❛♥❞ ❝♦♥9<;✉❝< ❛ ❑;✐❣✐♥❣ 9✉;;♦❣❛<❡ ♠♦❞❡❧✳
✇❤✐❧❡ A > ǫe ❛♥❞ B > ǫβ ❛♥❞ cv > ǫ ❛♥❞ n < q ❞♦

✷✲✶✮ #❡;❢♦;♠ ❛♥ ■❆ ❜② 9♦❧✈✐♥❣ ❊M✳✭✶✵✳✹✻✮ <♦ ❞❡<❡;♠✐♥❡ P̂
♠❛①

✳ ❈♦♠♣✉<❡ <❤❡ ♣9❡✉❞♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

❜♦✉♥❞9 ❊M9✳✭✶✵✳✹✼✲✶✵✳✹✽✮

✷✲✷✮ #❡;❢♦;♠ ❛ ❑;✐❣✐♥❣ 9✉;;♦❣❛<❡ ♠♦❞❡❧ ;❡✜♥❡♠❡♥< ❜② 9♦❧✈✐♥❣ <❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●▼♠✱ ❊M9✳✭✶✽✳✺✵✲

✶✽✳✺✹✮

✷✲✸✮ ❊✈❛❧✉<❛<❡ <❤❡ ❡①❛❝< ❧✐♠✐< 9<❛<❡ ❢✉♥❝<✐♦♥ g(·) ♦♥ <❤❡ 9❛♠♣❧❡ ❞❡<❡;♠✐♥❡❞ ❜② <❤❡ ;❡✜♥❡♠❡♥<
9<;❛<❡❣②✳ ❆❞❞ <❤❡ ♣♦✐♥< <♦ <❤❡ ❡①✐9<✐♥❣ ❉♦❊

✐❢ A ≤ ǫe ❛♥❞ B ≤ ǫβ ❛♥❞ cv ≤ ǫ &❤❡♥
n← n+ 1

❡❧/❡

n = 0
❡♥❞ ✐❢

t← t+ 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✹✮ $❡&✉$♥ P̂
♠❛①

✱ e∗ ❛♥❞ <❤❡ ♣9❡✉❞♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞9✳

✶✵✳✹ ❆♥❛❧②)✐❝❛❧ )❡-) ❝❛-❡

■♥ ♦;❞❡; <♦ ❡✈❛❧✉❛<❡ <❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ <❤❡ ♣;♦♣♦9❡❞ ♠❡<❤♦❞✱ ❛ ❝♦♠♣❛;✐9♦♥ ✇✐<❤ ❋❖❘▼✲❯❯❆ ❬❉✉

❡< ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❉✉✱ ✷✵✵✽❪ ✭9❡❝<✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮ ✐9 ♣❡;❢♦;♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧②<✐❝❛❧ ♣;♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦♣<✐♠✐③❛<✐♦♥

9♦❧✈✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ <❤❡ ■❆ ❛♥❞ <❤❡ -❆ ❢♦; ❋❖❘▼✲❯❯❆♠❡<❤♦❞ ❛;❡ 9♦❧✈❡❞ ✇✐<❤ ❛ ❙❡M✉❡♥<✐❛❧ ◗✉❛❞;❛<✐❝

#;♦❣;❛♠♠✐♥❣ ✭❙◗-✮ ❛❧❣♦;✐<❤♠ ✇✐<❤ ❛ ❝♦♥✈❡;❣❡♥❝❡ <♦❧❡;❛♥❝❡ ♦❢ 10−3
♦♥ <❤❡ ♦❜❥❡❝<✐✈❡ ❢✉♥❝<✐♦♥ ❛♥❞

<❤❡ ❝♦♥9<;❛✐♥<9✳ ❆ ♠✉❧<✐✲9<❛;< ❛♣♣;♦❛❝❤ ✭✶✵ ❞✐✛❡;❡♥< ✐♥✐<✐❛❧✐③❛<✐♦♥✮ ✐9 ✉9❡❞ <♦ ❛✈♦✐❞ <❤❡ ;✐9❦ ♦❢

❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡;❣❡♥❝❡✳ ❆ ♠✉❧<✐✲9<❛;< ❙◗- ✐9 ❛❧9♦ ✉9❡❞ <♦ 9♦❧✈❡ <❤❡ ❑;✐❣✐♥❣ ;❡✜♥❡♠❡♥< 9<;❛<❡❣②✳ ■♥ <❤❡

♣;♦♣♦9❡❞ ❛♣♣;♦❛❝❤✱ <❤❡ 9❡♥9✐<✐✈✐<② ♦❢ <❤❡ ♣;♦❜❛❜✐❧✐<② ♦❢ ❢❛✐❧✉;❡ ✇✐<❤ ;❡9♣❡❝< <♦ ❞❡❝✐9✐♦♥ ✈❛;✐❛❜❧❡9

;❡M✉✐;❡❞ ❜② ❙◗- ✐9 ❡9<✐♠❛<❡❞ ❛❝❝♦;❞✐♥❣ <♦ <❤❡ ♠❡<❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ <❤❡ ♣;❡✈✐♦✉9 9❡❝<✐♦♥ ❬▲❛❝❛③❡

❡< ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ ✐♥✐<✐❛❧ ❉♦❊ ❢♦; <❤❡ ❑;✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐9 ♣❡;❢♦;♠❡❞ ✉9✐♥❣ ▲❛<✐♥ ❍②♣❡;❝✉❜❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②<✐❝❛❧ ♣;♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡9 <✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥< ❛❧❡❛<♦;② ✈❛;✐❛❜❧❡9 U ∼ N (0, I) ❛♥❞ ♦♥❡ ❡♣✐9<❡♠✐❝
✈❛;✐❛❜❧❡ e ∈ [0, 5]✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐< 9<❛<❡ ❢✉♥❝<✐♦♥ g(·) ✐9 ❞❡✜♥❡❞ ❛9 ❢♦❧❧♦✇9✿





p(e) = − 1
8e

2 + 3.22
r(e) = − 1

40e
2 + 3.5

g(u, e) = u(1)
2

− 4p(e)(u(2) − r(e))
✭✶✵✳✺✹✮

❚❤❡ ❢❛✐❧✉;❡ ❜♦✉♥❞❛;② ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✺✮ ✐9 ❞❡✜♥❡❞ ❜② {(u, e) ∈ Ω×Υ|g(u, e) = 0} ✐♥ ✇❤✐❝❤ <❤❡ ♣❛;❛❜♦❧❛
♣❛;❛♠❡<❡;9 p ❛♥❞ r ❛;❡ ✐♠♣❛❝<❡❞ ❜② <❤❡ ❡♣✐9<❡♠✐❝ ✉♥❝❡;<❛✐♥<②✳ ■♥ <❤❡ ❛❧❡❛<♦;②✴❡♣✐9<❡♠✐❝ ✉♥❝❡;<❛✐♥
9♣❛❝❡✱ <❤❡ ▼-- ❝♦♦;❞✐♥❛<❡9 ❛;❡ [0.0, 2.88, 5.0]❚✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢❛✐❧✉;❡ ♣;♦❜❛❜✐❧✐<② ❛;✐9❡9 ❢♦; e = 4.72
❛9 ✐❞❡♥<✐✜❡❞ ❜② ♣❡;❢♦;♠✐♥❣ ❛♥ ■❆ ✇✐<❤ <❤❡ ❡①❛❝< ❧✐♠✐< 9<❛<❡ ❢✉♥❝<✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐<✐❛❧ ❉♦❊ ✐9 ❝♦♥9<✐<✉<❡❞

✷✶✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

♦❢ ✶✺ $❛♠♣❧❡$ ✐♥ ,❤❡ ❥♦✐♥, ❛❧❡❛,♦/②✴❡♣✐$,❡♠✐❝ ✉♥❝❡/,❛✐♥ $♣❛❝❡ ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✾✮✳ ❚❤❡ ❙✉❜$❡, ❙✐♠✉❧❛,✐♦♥
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ǫβ = 10−2
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U (2)
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Limit state function - analytic problem
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✶✵✳✻ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥

■♥ @❤✐> ❝❤❛♣@❡:✱ ✜:>@❧② ❛♥ ❡①♣:❡>>✐♦♥ ♦❢ @❤❡ >❡♥>✐@✐✈✐@② ♦❢ ♣:♦❜❛❜✐❧✐@② ♦❢ ❢❛✐❧✉:❡ ✇✐@❤ :❡>♣❡❝@ @♦ ❞❡❝✐✲

>✐♦♥ ✈❛:✐❛❜❧❡> ❤❛> ❜❡❡♥ ❞❡:✐✈❡❞✳ ❊>@✐♠❛@♦:> ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣:♦♣♦>❡❞ ❜❛>❡❞ ♦♥ ❈▼❈ ❛♥❞ ❙❙✳ ◆✉♠❡:✐❝❛❧

❝♦♥❝❡:♥> :❡❣❛:❞✐♥❣ @❤❡ ❛♣♣:♦①✐♠❛@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❉✐:❛❝ ❞✐>@:✐❜✉@✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞:❡>>❡❞✳ ❊①♣❡:✐♠❡♥@>

>❡❡♠ @♦ >❤♦✇ @❤❛@ ●❛✉>>✐❛♥ ❛♣♣:♦①✐♠❛@✐♦♥ >❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛✈♦:❡❞ ✇✐@❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α = 0.5✳ ❍♦✇❡✈❡:✱
@❤✐> :❡>✉❧@ ♠✐❣❤@ ♥♦@ ❛❧✇❛②> ❜❡ @:✉❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛✉@♦♠❛@✐❝ @✉♥✐♥❣ ❛❧❣♦:✐@❤♠ @♦ ✜♥❞ @❤❡ ♦♣@✐♠❛❧ α
✭✐✳❡✳✱ σ✮ ❛> ✐♥ ❬▼♦:✐♦ ❡@ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ♠✐❣❤@ ❜❡ ✐♥✈❡>@✐❣❛@❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛ >❡❝♦♥❞ @✐♠❡✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡@❤♦❞

@♦ ♣❡:❢♦:♠ :❡❧✐❛❜✐❧✐@② ❛♥❛❧②>✐> ✐♥ @❤❡ ♣:❡>❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐>@❡♠✐❝ ✉♥❝❡:@❛✐♥@② ❛✛❡❝@✐♥❣ @❤❡ ❧✐♠✐@ >@❛@❡

❢✉♥❝@✐♦♥ ❤❛> ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣:♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇> ♦♥❡ @♦ ❡>@✐♠❛@❡ ❢❛✐❧✉:❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐@② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

♠✉❧@✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉:❡ :❡❣✐♦♥> ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛: ❧✐♠✐@ >@❛@❡ ❢✉♥❝@✐♦♥>✳ ❋♦: @❤✐> ♣✉:♣♦>❡✱ ❛ >❡O✉❡♥@✐❛❧ >@:❛@❡❣②

❤❛> ❜❡❡♥ ♣:♦♣♦>❡❞ ✐♥ ♦:❞❡: @♦ ❞❡@❡:♠✐♥❡ @❤❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐@② ❜♦✉♥❞> ❜❛>❡❞ ♦♥ ❙✉❜>❡@ ❙✐♠✉❧❛@✐♦♥ ❛♥❞

❑:✐❣✐♥❣ >✉::♦❣❛@❡ ♠♦❞❡❧ @♦ :❡❞✉❝❡ @❤❡ ♥✉♠❜❡: ♦❢ ❝❛❧❧> @♦ @❤❡ ❝♦♠♣✉@❛@✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥>✐✈❡ ❢✉♥❝@✐♦♥✳

❚❤❡ ♣:♦♣♦>❡❞ >❡O✉❡♥@✐❛❧ ❧♦♦♣ ❝♦♥>✐>@> ♦❢ @✇♦ >@❡♣>✿ @❤❡ ■♥@❡:✈❛❧ ❆♥❛❧②>✐> ✇✐@❤ #:♦❜❛❜✐❧✐@② ❆♥❛❧②>✐>

✇✐@❤ @❤❡ ✉>❡ ♦❢ @❤❡ >✉::♦❣❛@❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ @❤❡ :❡✜♥❡♠❡♥@ ♦❢ @❤❡ ❑:✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ >✉::♦❣❛@❡ ♠♦❞❡❧

✐> ❝♦♥>@:✉❝@❡❞ ✐♥ @❤❡ ❥♦✐♥@ ❛❧❡❛@♦:②✴❡♣✐>@❡♠✐❝ ✉♥❝❡:@❛✐♥ >♣❛❝❡ ✐♥ ♦:❞❡: @♦ ❛❝❝✉:❛@❡❧② :❡♣:❡>❡♥@ @❤❡

❧✐♠✐@ >@❛@❡ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ @❤❡ ❛:❡❛> ♦❢ ✐♥@❡:❡>@✱ ✐✳❡✳ ✐♥ @❤❡ ✈✐❝✐♥✐@② ♦❢ @❤❡ @❤:❡>❤♦❧❞✱ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣:♦❜✲

❛❜✐❧✐@② ❝♦♥@❡♥@ :❡❣✐♦♥> ❛♥❞ ❛:♦✉♥❞ @❤❡ ❡♣✐>@❡♠✐❝ ✈❡❝@♦: ✈❛❧✉❡> ❧❡❛❞✐♥❣ @♦ @❤❡ ❢❛✐❧✉:❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐@②

✷✶✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❜♦✉♥❞%✳ ❆ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ ●❡♥❡1❛❧✐③❡❞ ▼❛①✲♠✐♥ ✐% ♣1♦♣♦%❡❞ ❢♦1 -❤❡ ❑1✐❣✐♥❣ 1❡✜♥❡♠❡♥-

%-1❛-❡❣② -♦ -❛❦❡ ✐♥-♦ ❛❝❝♦✉♥- -❤❡ ❡♣✐%-❡♠✐❝ ✉♥❝❡1-❛✐♥-②✳ ❚❤❡ ♣1♦♣♦%❡❞ ♠❡-❤♦❞ ❤❛% ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛1❡❞

-♦ ❋❖❘▼✲❯❯❆ ♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧②-✐❝❛❧ ♣1♦❜❧❡♠ ✐❧❧✉%-1❛-✐♥❣ ✐-% ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ -❡1♠% ♦❢ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ❝❛❧❧% -♦ -❤❡

❡①❛❝- ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❞❡-❡1♠✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-② ♠❛①✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞✳

■♥ -❤❡ ♥❡①- ❝❤❛♣-❡1✱ -❤✐% ♠❡-❤♦❞ ✐% ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❛ 1❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②%✐% ♣1♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡1♥✐♥❣ ❛ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡ %-❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉-✳

• ❈♦♥-❡①-✿

✕ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②%✐% ✐♥ -❤❡ ♣1❡%❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛-♦1②✴❡♣✐%-❡♠✐❝ ✉♥❝❡1-❛✐♥-✐❡%✱

✕ ❊♣✐%-❡♠✐❝ ✉♥❝❡1-❛✐♥-② ❞✐1❡❝-❧② ❛✛❡❝-✐♥❣ -❤❡ ❧✐♠✐- %-❛-❡ ❢✉♥❝-✐♦♥✱

✕ ❙-❛-❡✲♦❢✲-❤❡✲❛1- ♠❡-❤♦❞% ❛1❡ ❡✐-❤❡1 ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥%✐✈❡ ✭❈▼❈✮ ♦1 ❧✐♠✐-❡❞ -♦

%✐♠♣❧❡ ♣1♦❜❧❡♠ ✭❋❖❘▼✮✱ %❡❡ ❝❤❛♣-❡1 ✹✳

• ❈♦♥-1✐❜✉-✐♦♥%✿

✕ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥- ♦❢ ❛ ♥❡✇ 1❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②%✐% ♠❡-❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ %❡N✉❡♥-✐❛❧ ❧♦♦♣ ♦❢ ❢❛✐❧✉1❡

♣1♦❜❛❜✐❧✐-② ❜♦✉♥❞ ❡%-✐♠❛-✐♦♥ ❛♥❞ %✉11♦❣❛-❡ ♠♦❞❡❧ 1❡✜♥❡♠❡♥-✳ ■- ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❙✉❜%❡-

❙✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐-❤ ❑1✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✐❝❛-❡❞ 1❡✜♥❡♠❡♥- %-1❛-❡❣② ❜❛%❡❞

♦♥ ●▼♠✳

✕ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥- ♦❢ %❡♥%✐-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ ❢❛✐❧✉1❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-② ✇✐-❤ 1❡%♣❡❝- -♦ ❞❡❝✐%✐♦♥ ✈❛1✐❛❜❧❡%

✇✐-❤ ❈▼❈ ❛♥❞ ❙❙ -❡❝❤♥✐N✉❡%✳

✕ ❆♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛1✐%♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣1♦♣♦%❡❞ ❛♣♣1♦❛❝❤ ✇✐-❤ 1❡%♣❡❝- -♦ ❋❖❘▼✲❯❯❆ ♦♥

♦♥❡ ❛♥❛❧②-✐❝❛❧ -❡%- ❝❛%❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤-✐♥❣ ✐-% ❡✣❝✐❡♥❝② -♦ ♣1♦♣❛❣❛-❡ ❡♣✐%-❡♠✐❝ ✉♥❝❡1-❛✐♥-②

-♦ ❢❛✐❧✉1❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐-②✳

• ❆❝-✐♦♥❛❜❧❡ ✐♥❢♦1♠❛-✐♦♥✿

✕ ❯%❡❢✉❧ ❢♦1 ♣1♦❜❧❡♠% -❤❛- ♣1❡%❡♥- ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡1-❛✐♥-② ♦❢ -❤❡ ❢❛✐❧✉1❡ ❞♦♠❛✐♥%✱

✕ ❊%%❡♥-✐❛❧ -♦ ❡♥%✉1❡ %②%-❡♠ ❞❡%✐❣♥ 1❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❜❛%❡❞ ♦♥ ♦✉1 ♣1❡%❡♥- ✉♥❝❡1-❛✐♥-② ♠♦❞❡❧✐♥❣

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱

✕ ❆❝❝✉1❛-❡ 1❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②%✐% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉%❡❞ -♦ 1❡✲♦♣-✐♠✐③❡ -❤❡ %❛❢❡-② ♠❛1❣✐♥%✳

• P❡1%♣❡❝-✐✈❡%✿

✕ ❊①-❡♥❞ -❤❡ -❡❝❤♥✐N✉❡ -♦ %♦❧✈❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♣1♦❜❧❡♠%✱

✕ ◆❡❡❞% ❢✉1-❤❡1 ✐♥✈❡%-✐❣❛-✐♦♥ ♦♥ -❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ %❡♥%✐-✐✈✐-✐❡% ♦❢ P(·) ♦♥ -❤❡ ♦♣-✐♠✐③❡1

❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡✱

✕ ■♥❝♦1♣♦1❛-❡ -❤❡ ♠❡-❤♦❞ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ❯▼❉❖ ❝♦♥-❡①-✳

✷✶✻



❈❤❛♣$❡& ✶✶

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ *❡❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②.✐.

♠❡&❤♦❞. &♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ &*❛❥❡❝&♦*②

❛♥❛❧②.✐.

❈♦♥#❡♥#%

✶✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

✶✶✳✷ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②3✐3 ✐♥ $❤❡ ♣%❡3❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐3$❡♠✐❝ ✉♥❝❡%$❛✐♥$② ♦♥ $❤❡

❤②♣❡%✲♣❛%❛♠❡$❡%3 ♦❢  ❉❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

✶✶✳✸ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②3✐3 ✐♥ $❤❡ ♣%❡3❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐3$❡♠✐❝ ✉♥❝❡%$❛✐♥$② ❛✛❡❝$✲

✐♥❣ $❤❡ ❧✐♠✐$ 3$❛$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✷

✶✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝❤❛♣$❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

✶✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ♦❢ ♣❛%$ ■■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶

• ❆♣♣❧② $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ *❡❧✐❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②/✐/ ♠❡$❤♦❞/ ✐♥ $❤❡ ♣*❡/❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞

❛❧❡❛$♦*②✴❡♣✐/$❡♠✐❝ ✉♥❝❡*$❛✐♥$✐❡/ ♦♥ $✇♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ $❡/$ ❝❛/❡/✱

• ❈♦♠♣❛*❡ $❤❡ *❡/✉❧$/ ✇✐$❤ *❡❢❡*❡♥❝❡ $❡❝❤♥✐9✉❡/✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*

✶✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❆❧❧ $❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡/ ♦♣❡*❛$❡❞ ❢*♦♠ ❑♦✉*♦✉ ✭❋*❡♥❝❤ ●✉②❛♥❛✮ ❤❛✈❡ $♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐$❤ $❤❡ ❋*❡♥❝❤ ❙♣❛❝❡

❖♣❡*❛$✐♦♥ ❆❝$ ✇❤✐❝❤ /❡$/ ✉♣ *❡❣✐♠❡ ♦❢ ❛✉$❤♦*✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡*✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ /♣❛❝❡ ♦♣❡*❛$✐♦♥/ ✐♥ ♦*❞❡* $♦

♣*♦$❡❝$ ♣❡♦♣❧❡✱ ♣*♦♣❡*$✐❡/✱ ♣✉❜❧✐❝ ❤❡❛❧$❤ ❛♥❞ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$✳ ❚❤❡ /$❛❣❡ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ ♦♣❡*❛$✐♦♥ ♦♥ ❊❛*$❤

❤❛/ $♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐$❤ *❡9✉✐*❡♠❡♥$/ ❢♦* $❤❡ ♣*♦$❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢❡ ❛♥❞ ✐♥❢*❛/$*✉❝$✉*❡/✳ ❉✉*✐♥❣ $❤❡ ❞❡/✐❣♥

♦❢ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❝♦♥/$*❛✐♥$/ ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ✐♠♣♦/❡❞ ❞✉*✐♥❣ $*❛❥❡❝$♦*② ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❢♦* ❛ /♣❡❝✐✜❝

♠✐//✐♦♥ $♦ ❡♥/✉*❡ $❤❡ /$❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉$ ✐♥ /❛❢❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥/ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞❡9✉❛$❡ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡/$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢

❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢❛❧❧♦✉$ /❛❢❡$② ③♦♥❡ ✐/ ❛ ❝*✉❝✐❛❧ ♣*♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛❡*♦/♣❛❝❡ ❜❡❝❛✉/❡ ✐$ ♣♦$❡♥$✐❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡/

✷✶✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❞!❛♠❛$✐❝ !❡♣❡!❝✉**✐♦♥* ♦♥ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥$✳ ❋♦! $❤❛$ ♣✉!♣♦*❡✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥$

❡*$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② $❤❛$ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ *$❛❣❡ ❢❛❧❧* ❛$ ❛ ❞✐*$❛♥❝❡ ❣!❡❛$❡! $❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥

*❛❢❡$② ❧✐♠✐$ ✐* *$!❛$❡❣✐❝ ❢♦! $❤❡ 8✉❛❧✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ *✉❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡*✳ ■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ $✇♦ $❡*$ ❝❛*❡* ♦❢

*$❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉$ ❛!❡ ❝♦♥*✐❞❡!❡❞✿

• ❚❤❡ ✜!*$ ♣!♦❜❧❡♠ ❝♦♥*✐❞❡!* $❤❡ ❢❛❧❧♦✉$ ♦❢ ❛ ✜!*$ *♦❧✐❞ ♣!♦♣✉❧*✐♦♥ *$❛❣❡ ✇✐$❤ ❡♣✐*$❡♠✐❝ ✉♥❝❡!✲

$❛✐♥$② ♦♥ $❤❡ ❤②♣❡!✲♣❛!❛♠❡$❡!* ♦❢ $❤❡  ❉❋ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❧❡❛$♦!② ✉♥❝❡!$❛✐♥$② ✭*❡❝$✐♦♥ ✶✶✳✷✮✳

• ❚❤❡ *❡❝♦♥❞ ♣!♦❜❧❡♠ ❝♦♥*✐❞❡!* $❤❡ ❢❛❧❧♦✉$ ♦❢ ❛ *❡❝♦♥❞ *♦❧✐❞ ♣!♦♣✉❧*✐♦♥ *$❛❣❡ ✇✐$❤ ❡♣✐*$❡♠✐❝

✉♥❝❡!$❛✐♥$② ❛✛❡❝$✐♥❣ ❞✐!❡❝$❧② $❤❡ *②*$❡♠ ❞②♥❛♠✐❝* ✐♥ ❛❞❞✐$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❛❧❡❛$♦!② ✉♥❝❡!$❛✐♥$②

✭*❡❝$✐♦♥ ✶✶✳✸✮✳

✶✶✳✷ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②,✐, ✐♥ )❤❡ ♣/❡,❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐,)❡♠✐❝ ✉♥❝❡/✲

)❛✐♥)② ♦♥ )❤❡ ❤②♣❡/✲♣❛/❛♠❡)❡/, ♦❢  ❉❋

❚❤✐* $❡*$ ❝❛*❡ ❢♦❝✉*❡* ♦♥ $❤❡ ❢❛❧❧♦✉$ ♦❢ ❛ ✜!*$ *♦❧✐❞ ♣!♦♣✉❧*✐♦♥ *$❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐❢$*

♦✛ ❢!♦♠ $❤❡ ❑♦✉!♦✉ *♣❛❝❡♣♦!$ ✭❋!❡♥❝❤ ●✉②❛♥❛✮✳ ■$* ♠❛** ❛$ ✐$* *❡♣❛!❛$✐♦♥ ✐* ❛❜♦✉$ 35 $♦♥*✳ ❚❤❡

❥❡$$✐*♦♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥* ❛!❡ ❛♥ ❛❧$✐$✉❞❡ ♦❢ 112 ❦✐❧♦♠❡$❡!* ❛♥❞ ❛ ✢✐❣❤$ ♣❛$❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 15 ❞❡❣!❡❡*✳ ❆$ $❤❡

❡♥❞ ♦❢ ✐$* ♠✐**✐♦♥✱ $❤❡ *♦❧✐❞ *$❛❣❡ ❢❛❧❧* ✐♥$♦ $❤❡ *❡❛ ❛$ *♦♠❡ ❞✐*$❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣!❡❞✐❝$❡❞ ♣♦*✐$✐♦♥✳ ❚❤✐*

♣♦*✐$✐♦♥ ✐* ❞❡$❡!♠✐♥❡❞ ❢!♦♠ $❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❢❛❧❧♦✉$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥* ✇❤❡♥ ♥♦ ♣❡!$✉!❜❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ !❡✲❡♥$!②

❛♣♣❡❛!*✳

❚❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ *$❛❣❡ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦ ✐* ♠♦❞❡❧❡❞ ❛* ❛♥ ✐♥♣✉$✲♦✉$♣✉$ ❢✉♥❝$✐♦♥ g(·) ✇✐$❤ ❛♥ ✐♥♣✉$

✉♥❝❡!$❛✐♥ ✈❡❝$♦! U ♦❢ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✹ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❡❞ ❜② φe(·) ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉$♣✉$ Y = g(U)✱ !❡♣!❡*❡♥$✐♥❣
$❤❡ ♦!$❤♦❞!♦♠✐❝ ❞✐*$❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❡*$✐♠❛$❡❞ ❧❛✉♥❝❤ *$❛❣❡ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦ ♣♦*✐$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ♣!❡❞✐❝$❡❞

♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② $❤❛$ $❤❡ ❞✐*$❛♥❝❡ $♦ $❤❡ ♣!❡❞✐❝$❡❞ ✐♠♣❛❝$ ♣♦*✐$✐♦♥ ❡①❝❡❡❞* 0.65❦♠ ✐* ♣!❡❞✐❝$❡❞✿

P(g(U) > 0.65) = P(g(U)− 0.65 > 0)✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡!❡♥$ ❝♦♠♣♦♥❡♥$* ♦❢ U ❛!❡✿

• ♠❡$❡♦!♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✭✶ ✐♥♣✉$✿ Mc✮✳ ❚❤❡ ✈❛!✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥*✐❞❡!❡❞ ♠❡$❡♦!♦❧♦❣✐❝❛❧

❝♦♥❞✐$✐♦♥* ✐* $❤❡ ✇✐♥❞ ✈❛!✐❛$✐♦♥ ❞✉!✐♥❣ $❤❡ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡* $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♣♦*✐$✐♦♥✱

• $❤❡ ❡!!♦! ✐♥ $❤❡ ♦!✐❡♥$❛$✐♦♥ ❡*$✐♠❛$✐♦♥ ✭✶ ✐♥♣✉$✿ Eo✮ ♦❢ $❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡! *$❛❣❡ $❤❛$ ✐♥✢✉❡♥❝❡*

$❤❡ ❜❛❧❧✐*$✐❝ ❢❛❧❧♦✉$ ♦❢ $❤❡ *$❛❣❡✱

• ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛** ✭✶ ✐♥♣✉$✿ m✮✳ ❚❤❡ ♠❛** ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡!❡♥$ ♣❛!$* ♦❢ $❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐*

❛❧*♦ *❧✐❣❤$❧② !❛♥❞♦♠ ❞✉!✐♥❣ $❤❡ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦✱ ❜❡❝❛✉*❡ $❤❡ ♣!♦♣❡❧❧❛♥$ ♠❛② ♥♦$ ❜❡ $♦$❛❧❧② ❜✉!♥$

❞✉!✐♥❣ $❤❡ ♣♦✇❡!❡❞ ✢✐❣❤$✱

• $❤❡ ✢✐❣❤$ ♣❛$❤ ❛♥❣❧❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✈❡!$✐❝❛❧ ❛①✐* ❛♥❞ $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ✈❡❝$♦! ✭✶ ✐♥♣✉$✿ γ✮✳ ❚❤✐*

❛♥❣❧❡ ❝❤❛!❛❝$❡!✐③❡* $❤❡ ♦!✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ *$❛❣❡ ✇✐$❤ !❡*♣❡❝$ $♦ $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ✈❡❝$♦! ❛$ $❤❡

*$❛❣❡ *❡♣❛!❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤✉* ✐♥✢✉❡♥❝❡* ✐$* ❜❛❧❧✐*$✐❝ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦ ♣❤❛*❡ ❛♥❞ ❝♦♥*❡8✉❡♥$❧② $❤❡ ✐♠♣❛❝$

♣♦*✐$✐♦♥✳

❆ ✸ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐$❤ !♦$❛$✐♥❣ !♦✉♥❞ ❊❛!$❤ ✐* ✉*❡❞✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ $❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

*$❛❣❡ !❡✲❡♥$!② ✐* ❞❡$❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶✼✳ ❆❧❧ $❤❡ ✐♥♣✉$ ♣❛!❛♠❡$❡!* ❛!❡ ❞✐*$!✐❜✉$❡❞ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ $♦

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ●❛✉**✐❛♥ ❧❛✇* φe(·)✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥* ♦❢ $❤❡ ♠❡$❡♦!♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥✱ $❤❡ ❡!!♦! ♦❢ ♦!✐❡♥$❛$✐♦♥✱

$❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛** ❛♥❞ *❧♦♣❡ ❛♥❣❧❡ ❛!❡ *✉♣♣♦*❡❞ $♦ ❜❡ ✉♥❝❡!$❛✐♥✱ $❤❡✐! ✈❛!✐❛♥❝❡* ❛!❡ ❜❡✐♥❣

✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛!✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✉♥❝❡!$❛✐♥ ♣❛!❛♠❡$❡!* ✐* ✰✴✲ ✶✵✪ ❛!♦✉♥❞ $❤❡✐! !❡❢❡!❡♥❝❡

✈❛❧✉❡* ✭$❤❡ ✈❛❧✉❡* ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶ ❛!❡ ♥♦♥❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✐③❡❞✮✳ ❚❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ !❡❢❡!❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞

❜② ❈❊ ❢♦! e0 ✇❤✐❝❤ ✐* $❤❡ ❜❛*❡❧✐♥❡ ♦❢  ❉❋ ✉♥❝❡!$❛✐♥ ♣❛!❛♠❡$❡!* ✐* ❡8✉❛❧ $♦ 1.98× 10−5
✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✶✶✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ▼❊❚❍❖❉❙ ❚❖ ▲❆❯◆❈❍

❱❊❍■❈▲❊ ❚❘❆❏❊❈❚❖❘❨ ❆◆❆▲❨❙■❙

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✿ ❱❛;✐❛=✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥B ♦❢ =❤❡ ✉♥❝❡;=❛✐♥ ♣❛;❛♠❡=❡;B

#❛;❛♠❡=❡; ❱❛;✐❛=✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥

E(Mc) ❬−1.1✱−0.9❪

E(Eo) ❬0.9✱1.1❪

E(m) ❬0.45✱0.55❪

E(γ) ❬−2.2✱−1.8❪

���������	
��������������������

���������

�

❋✐❣✉;❡ ✶✶✳✷✿ ❙=❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉= ③♦♥❡✱ =❤;❡B❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝= ♣♦✐♥=B✱ 107 ❈▼❈ B❛♠♣❧❡B
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✶✶✳✷✳✵✳✶ ❘❡&✉❧)&

■♥ ❝♦♠♣❛'✐)♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ +✇♦ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ +❡)+ ❝❛)❡)✱ +❤❡ ✐♥♣✉+✲♦✉+♣✉+ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ +❤✐) +❡)+✲

❝❛)❡ ✐) ♥♦♥ )♠♦♦+❤❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛'✱ +❤❛+ ❡①♣❧❛✐♥) +❤❡ ♠♦'❡ ✐♠♣♦'+❛♥+ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣♦✐♥+) '❡8✉✐'❡❞

+♦ ❛♣♣'♦①✐♠❛+❡ +❤✐) ❢✉♥❝+✐♦♥ ❜② ❑'✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥)❡8✉❡♥+❧② +❤❡ ❣'❡❛+❡' ♥✉♠❜❡' ♦❢ )❛♠♣❧❡)

❡✈❛❧✉❛+❡❞ ♦♥ g(·) +♦ ❡)+✐♠❛+❡ +❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐+② ✇✐+❤ '❡❢❡'❡♥❝❡ e0 ✉)✐♥❣ ❈❊✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✸✿ ❙②♥+❤❡)✐) ♦❢ +❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦ ♣'♦❜❧❡♠

"#♦♣♦&❡❞ ♠❡*❤♦❞ ❈▼❈✲❈▼❈ ❈▼❈✲■❙

◆✉♠❜❡# ♦❢ &❛♠♣❧❡& #❡3✉✐#❡❞ ❜②

❈❊ ❢♦# ❡&*✐♠❛*✐♥❣ *❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐*② 2.80× 104 106 2.80× 104

✇✐*❤ #❡❢❡#❡♥❝❡ e0

◆✉♠❜❡# ♦❢ &❛♠♣❧❡& ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ♦♥

g(·) ❢♦# ❡&*✐♠❛*✐♥❣ *❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐*② ✶✶✾✻ ✴ ✴

✇✐*❤ #❡❢❡#❡♥❝❡ e0 ✉&✐♥❣ ❑#✐❣✐♥❣

❊&*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ P̂e0 (g(U) > 0) 1.96× 10−5 1.95× 10−5 1.98× 10−5

❙*❞ ❞❡✈✐❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐*② ✹✳✾✶✪ ✷✷✳✻✪ ✹✳✽✵✪

❡&*✐♠❛*❡ ❢♦# #❡❢❡#❡♥❝❡ e0

P̂max 7.47× 10−5 6.50× 10−5 6.22× 10−5

e ❝♦##❡&♣♦♥❞✐♥❣ *♦ P̂max [−1.10, 1.10, [−1.06, 1.09, [−0.96, 1.10,
0.55,−1.80]T 0.54,−2.10]T 0.55,−2.06]T

◆✉♠❜❡# ♦❢ ♣♦✐♥*& ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ♦♥ g(·) 7089 108 2.8.106

*♦ ✜♥❞ P̂max

❙*❞ ❞❡✈✐❛*✐♦♥ ♦❢ P̂max ✺✳✵✵✪ ✶✷✳✹✪ ✺✳✵✸✪

Pmin 3.14× 10−6 7.00× 10−6 5.69× 10−6

e ❝♦##❡&♣♦♥❞✐♥❣ *♦ P̂min [−0.90, 0.90, [−1.02, 0.92, [−0.97, 0.92,
0.45,−2.20]T 0.48,−2.10]T 0.46,−2.04]T

◆✉♠❜❡# ♦❢ ♣♦✐♥*& ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ♦♥ g(·) 6791 108 2.80× 106

*♦ ✜♥❞ P̂min

❙*❞ ❞❡✈✐❛*✐♦♥ ♦❢ P̂min ✺✳✺✾ ✪ ✸✼✳✽✵✪ ✺✳✽✷✪

❆✈❡#❛❣❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♣♦✐♥*&

❡✈❛❧✉❛*❡❞ ♦♥ g(·) *♦

♣#♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡&*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ P̂ ✻✾✳✹ 106 2.80× 104

❞✉#✐♥❣ *❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐*②

❜♦✉♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥) ♦❢ +❤✐) +❡)+ ❝❛)❡ ❛'❡ )✐♠✐❧❛' +♦ +❤❡ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ ❝❛)❡)✳ ❋✐❣✉'❡) ✶✶✳✹ ❛♥❞ ✶✶✳✺ ✐❧❧✉)+'❛+❡

+❤❡ ❞✐✣❝✉❧+② +♦ ❛❝❝✉'❛+❡❧② ❡)+✐♠❛+❡ +❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐+② ♦❢ ❢❛✐❧✉'❡ ✇✐+❤ ❈▼❈✳ ❈❊ )✉❝❝❡❡❞) +♦ ✐❞❡♥+✐❢②

+❤❡ ❢❛✐❧✉'❡ '❡❣✐♦♥) ❛♥❞ +♦ ❝❡♥+❡' +❤❡ ❛✉①✐❧✐❛'② ♦♣+✐♠❛❧ "❉❋ ❛+ +❤❡ ❝❡♥+❡' ♦❢ +❤❡ ❢❛✐❧✉'❡ ③♦♥❡ ✐♥ ♦'❞❡'

✷✷✵



❈❍❆#❚❊❘ ✶✶✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❘❊▲■❆❇■▲■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ▼❊❚❍❖❉❙ ❚❖ ▲❆❯◆❈❍

❱❊❍■❈▲❊ ❚❘❆❏❊❈❚❖❘❨ ❆◆❆▲❨❙■❙
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❋✐❣✉9❡ ✶✶✳✹✿ ■♠♣❛❝A ♣♦✐♥AD ♦❢ A❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ DA❛❣❡✱ ❈▼❈ ❛♥❞ ♦♣A✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛9② ❈❊ ❞❡♥D✐A✐❡D ❢♦9

P̂
♠❛①

������

�������

�	
��	��

❋✐❣✉9❡ ✶✶✳✺✿ ❈▼❈ ❛♥❞ ♦♣A✐♠❛❧ ❛✉①✐❧✐❛9② ❈❊ ❞❡♥D✐A✐❡D ❢♦9 P̂
♠❛①
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

 ♦ ❡✣❝✐❡♥ ❧② ❡) ✐♠❛ ❡  ❤❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❢❛✐❧✉.❡✳ ❚❤❡ ♣.♦♣♦)❡❞ ♠❡ ❤♦❞ ✜♥❞) ❛ ❜❡  ❡. ♦♣ ✐♠✉♠

 ❤❛♥ ❈▼❈✲❈▼❈ ❛♥❞ ❈▼❈✲■❙ ✐♥  ❡.♠) ♦❢ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥ ❝♦) ❛♥❞ 7✉❛❧✐ ② ♦❢  ❤❡ .❡)✉❧ )✳ ■♥❞❡❡❞✱  ❤❡

♣.♦♣♦)❡❞ ♠❡ ❤♦❞ ♣.♦✈✐❞❡) ♠♦.❡ ♦♣ ✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞) ✭❤✐❣❤❡. ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❧♦✇❡. ♠✐♥✐♠✉♠✮ ♦♥  ❤❡

♣.♦❜❛❜✐❧✐ ② ❡) ✐♠❛ ❡ ✇✐ ❤ ✶✺✵✼✻ ✭= 1196 + 7089 + 6791✮ ❡✈❛❧✉❛ ✐♦♥) ♦❢ g(·)✱  ❤❛ .❡♣.❡)❡♥ ) ✐♥

❛✈❡.❛❣❡ ✻✾✳✹ ❡✈❛❧✉❛ ✐♦♥) ♦❢ g(·) ♣❡. ♣.♦❜❛❜✐❧✐ ② ❡) ✐♠❛ ✐♦♥ ❞✉.✐♥❣  ❤❡ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣.♦❝❡)) ✐♥) ❡❛❞

♦❢ 2.80 × 104 .❡7✉✐.❡❞ ❜② ✉)✐♥❣ ❝❧❛))✐❝❛❧ ■❙✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ ❜❡❝❛✉)❡  ❤❡ .❛♥❣❡ ♦❢ ♣.♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ P̂min

❛♥❞  ❤❡ )✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ❜✉❞❣❡ ✉)❡❞ ✐♥ ❈▼❈✲❈▼❈ ❛.❡ ♥♦ ❝♦♠♣❛ ✐❜❧❡✱  ❤✐) ♠❡ ❤♦❞ ❢❛✐❧)  ♦ ✜♥❞  ❤❡

♣.♦❜❛❜✐❧✐ ② ❛♥❞ ✐ ) .❡)✉❧ ) ❛.❡ ✈❡.② ✐♠♣.❡❝✐)❡✱ ❞✉❡  ♦  ❤❡ ❤✐❣❤ ) ❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤✐) ❡) ✐♠❛ ♦.

❢♦. ❡✈❛❧✉❛ ✐♥❣ )✉❝❤ ❧♦✇ ♣.♦❜❛❜✐❧✐ ✐❡)✳

■♥  ❤❡ ♥❡① )❡❝ ✐♦♥✱ ❛♥♦ ❤❡.  ❡) ❝❛)❡ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ) ❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉ ✐) ❝♦♥)✐❞❡.❡❞ ❜✉ ✇✐ ❤ ❡♣✐) ❡♠✐❝

✉♥❝❡. ❛✐♥ ② ❞✐.❡❝ ❧② ❛✛❡❝ ✐♥❣  ❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♠♦❞❡❧✳

✶✶✳✸ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②,✐, ✐♥ )❤❡ ♣/❡,❡♥❝❡ ♦❢ ❡♣✐,)❡♠✐❝ ✉♥❝❡/✲

)❛✐♥)② ❛✛❡❝)✐♥❣ )❤❡ ❧✐♠✐) ,)❛)❡ ❢✉♥❝)✐♦♥

❋♦.  ❤✐)  ❡) ❝❛)❡✱ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦❢ ❛♣♣.♦①✐♠❛ ✐✈❡❧② ✶✺✵ ✐) ❝♦♥)✐❞❡.❡❞✳ ■ ❧✐❢ ) ♦✛ ❢.♦♠  ❤❡

❑♦✉.♦✉ )♣❛❝❡♣♦. ❛♥❞ ❛✐♠) ❛ ❞❡❧✐✈❡.✐♥❣ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ✭1.5 ✮ ✐♥ ♣♦❧❛. ♦.❜✐ ✭❝✐.❝✉❧❛. ❛ ✼✵✵❦♠✮✳ ■ ✐)

❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢  ❤.❡❡ )♦❧✐❞ ♣.♦♣✉❧)✐♦♥ ) ❛❣❡)✳ ❚❤❡ ✜.) ❛♥❞  ❤❡ )❡❝♦♥❞ ) ❛❣❡) ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ ✐♥ ♦  ❤❡ ❆ ❧❛♥ ✐❝

❖❝❡❛♥ ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✽✮ ❛♥❞  ❤❡  ❤✐.❞ ) ❛❣❡ ✐) ✐♥❥❡❝ ❡❞ ✐♥ ♦ ♦.❜✐ ✇✐ ❤  ❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❢❛❧❧✲❜❛❝❦ ③♦♥❡

♦❢  ❤❡ )❡❝♦♥❞ ) ❛❣❡ ✐) ❝♦♥)✐❞❡.❡❞ ✐♥  ❤✐)  ❡) ❝❛)❡✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ) ❛❣❡ )❡♣❛.❛ ✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❝❝✉.)

❛♣♣.♦①✐♠❛ ❡❧② ❛ ❛♥ ❛❧ ✐ ✉❞❡ ♦❢ 164 ❦♠ ❛♥❞ ❛ ✈❡❧♦❝✐ ② ♦❢ 3.7 ❦♠✴)✳ ❆  ❤.❡❡ ❞❡❣.❡❡ ♦❢ ❢.❡❡❞♦♠ ♠♦❞❡❧

✐) ✉)❡❞ ❛♥❞  ❤❡ )❡❝♦♥❞ ) ❛❣❡ ) ❛ ❡ ✐) ❝❤❛.❛❝ ❡.✐③❡❞ ❜②  ❤❡ ❛❧ ✐ ✉❞❡ h(m)✱  ❤❡ ✈❡❧♦❝✐ ② v(km/s)✱  ❤❡

✢✐❣❤ ♣❛ ❤ ❛♥❣❧❡ γ(.❛❞)✱  ❤❡ ❧♦♥❣✐ ✉❞❡ λ(.❛❞)✱  ❤❡ ❧❛ ✐ ✉❞❡ φ(.❛❞)✱  ❤❡ ❛③✐♠✉ ❤ ψ(.❛❞) ❛♥❞  ❤❡

♠❛)) m(kg)✳ ❚❤❡ 2nd ) ❛❣❡ ❞.② ♠❛)) ✐) ❛❜♦✉ 2660 ❦❣ ❛♥❞  ❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ) ❛ ❡ ♦❢  ❤❡ 2nd ) ❛❣❡ ❛ 

 ❤❡ )❡♣❛.❛ ✐♦♥ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② [h, v, γ, λ, φ, ψ,m] = [164420, 3687.5, 0.332,−0.922, 0.133,−0.027, 2660]✳
❆  ❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ ) ♠✐))✐♦♥✱  ❤❡ .♦❝❦❡ ) ❛❣❡ ❢❛❧❧) ✐♥ ♦  ❤❡ ♦❝❡❛♥ ❛ )♦♠❡ ♦. ❤♦❞.♦♠✐❝ ❞✐) ❛♥❝❡ ♦❢ ❛

♣.❡❞✐❝ ❡❞ ♣♦)✐ ✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐)  ❤❡ ♣♦)✐ ✐♦♥ ✐♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥)✮✳

❚❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ) ❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉ ✐) ♠♦❞❡❧❡❞ ❛) ❛♥ ✐♥♣✉ ✲♦✉ ♣✉ ❢✉♥❝ ✐♦♥ g(·) ✇✐ ❤ ❛♥ ❛❧❡❛ ♦.②

✈❡❝ ♦. U ♦❢ ✜✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ●❛✉))✐❛♥ ✐♥♣✉ ) φ(·) ❛♥❞ ♦♥❡ ❡♣✐) ❡♠✐❝ ✈❛.✐❛❜❧❡ e ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✽✮✳ ❚❤❡

♦✉ ♣✉ ♦❢ g(·) .❡♣.❡)❡♥ )  ❤❡ ♦. ❤♦❞.♦♠✐❝ ❞✐) ❛♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♣.❡❞✐❝ ❡❞ ♣♦)✐ ✐♦♥ ❛♥❞  ❤❡ ❡①❛❝ 

❧❛✉♥❝❤ ) ❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉ ♦♥❡✳ ■♥  ❤✐) ❝❛)❡ ) ✉❞②✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛ ❡) ✐♠❛ ✐♥❣  ❤❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐ ②  ❤❛  ❤❡ ❞✐) ❛♥❝❡

 ♦  ❤❡ ♣.❡❞✐❝ ❡❞ ✐♠♣❛❝ ♣♦)✐ ✐♦♥ ❡①❝❡❡❞) ✷✵ ❦♠✳ ❚❤❡ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡) ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥  ❤✐)  ❡) ❝❛)❡ ❛.❡

.❡♣.❡)❡♥ ❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✶✶✳✼✳ ❚❤❡ ♣.♦♣✉❧)✐♦♥ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ♣.♦✈✐❞❡)  ❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝❤❛.❛❝ ❡.✐) ✐❝) ✭ ❤.✉) ✱

)♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧)❡✱ ❡!❝✳✮ ❢♦.  ❤❡ ♣.♦♣✉❧)✐✈❡ ❛)❝❡♥ ♣❤❛)❡✳ ❚❤❡ )✐③✐♥❣ ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ♣.♦✈✐❞❡)  ❤❡ ♠❛))❡) ❛♥❞

❣❡♦♠❡ .✐❡) ♦❢  ❤❡ ❞✐✛❡.❡♥ ) ❛❣❡)✳ ❚❤❡ ❛❡.♦❞②♥❛♠✐❝) ♣.♦✈✐❞❡)  ❤❡ ❛❡.♦❞②♥❛♠✐❝) ❝♦❡✣❝✐❡♥ ) ✉)❡❞

 ♦ ❝♦♠♣✉ ❡  ❤❡ ❢♦.❝❡) ❞✉.✐♥❣  ❤❡ ❛)❝❡♥ ❛♥❞  ❤❡ ❢❛❧❧♦✉ ♣❤❛)❡)✳ ❊✈❡♥ ✉❛❧❧②✱  ❤❡ ❛)❝❡♥  .❛❥❡❝ ♦.②

❝♦..❡)♣♦♥❞)  ♦  ❤❡  .❛❥❡❝ ♦.② ❢.♦♠ ❑♦✉.♦✉  ♦  ❤❡ ♦.❜✐ ✇❤✐❧❡  ❤❡ ❢❛❧❧♦✉  .❛❥❡❝ ♦.② ❞✐)❝✐♣❧✐♥❡ ✐)  ❤❡

✉♥❝♦♥ .♦❧❧❡❞ 2♥❞ ) ❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉ ✳

❚❤❡ ❛❧❡❛ ♦.② ✉♥❝❡. ❛✐♥ ✐❡) ✐♠♣❛❝  ❤❡ )❡♣❛.❛ ✐♦♥ ) ❛ ❡ ♦❢  ❤❡ 2♥❞ ) ❛❣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✶✶✳✻✮✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝❡. ❛✐♥ ② ❢♦.  ❤✐)  ❡) ❝❛)❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐ ❤ ❡①♣❡. ❛ ❖♥❡.❛ ♦♥  ❤❡ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡ )❡♣❛.❛ ✐♦♥ ❛♥❞ .❡✲❡♥ .②✳ ❚❤❡ ) ❛❣❡ )❡♣❛.❛ ✐♦♥ ❛❧ ✐ ✉❞❡ U (1)
❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐ ② U (2)

❛.❡ ♣❡. ✉.❜❡❞

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❡❛ ❤❡. ❝♦♥❞✐ ✐♦♥) ❞✉.✐♥❣  ❤❡ ❛)❝❡♥ ❛ ♠♦)♣❤❡.✐❝ ✢✐❣❤ ✳ ❚❤❡ ✢✐❣❤ ♣❛ ❤ ❛♥❣❧❡ U (3)

❛♥❞  ❤❡ ❛③✐♠✉ ❤ U (4)
❝❤❛.❛❝ ❡.✐③❡  ❤❡ ♦.✐❡♥ ❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ) ❛❣❡ ✇✐ ❤ .❡)♣❡❝  ♦  ❤❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ✈❡❝ ♦.

❛  ❤❡ ) ❛❣❡ )❡♣❛.❛ ✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✐ ) ❜❛❧❧✐) ✐❝ .❡✲❡♥ .② ❛♥❞ ❝♦♥)❡7✉❡♥ ❧② ✐ ) ✐♠♣❛❝ ♣♦)✐ ✐♦♥✳ ❚❤❡

♠❛)) ♦❢  ❤❡ ) ❛❣❡ U (5)
✐) ❛❧)♦ .❛♥❞♦♠ ❞✉.✐♥❣  ❤❡ ❢❛❧❧♦✉ ❞✉❡  ♦  ❤❡ .❡)✐❞✉❛❧ ♣.♦♣❡❧❧❛♥ ♠❛)) ♥♦ 

✷✷✷
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❱❊❍■❈▲❊ ❚❘❆❏❊❈❚❖❘❨ ❆◆❆▲❨❙■❙

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✻✿ ❯♥❝❡>?❛✐♥ ✈❛>✐❛❜❧❡B ❢♦> ?❤❡ B?❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉? ♣>♦❜❧❡♠

❯♥❝❡$%❛✐♥ ✈❛$✐❛❜❧❡+ ❚②♣❡ ❉❡✜♥✐%✐♦♥

❙❡♣❛$❛%✐♦♥ ❛❧%✐%✉❞❡ ❡$$♦$ ✭♠✮ ❆❧❡❛%♦$② N (0, 0.01)

❙❡♣❛$❛%✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐%② ❡$$♦$ ✭❦♠✴+✮ ❆❧❡❛%♦$② N (0, 0.01)

❋❧✐❣❤% ♣❛%❤ ❛♥❣❧❡ +❡♣❛$❛%✐♦♥ ❡$$♦$ ✭$❛❞✮ ❆❧❡❛%♦$② N (0, 0.03)

❆③✐♠✉%❤ +❡♣❛$❛%✐♦♥ ❡$$♦$ ✭$❛❞✮ ❆❧❡❛%♦$② N (0, 0.00175)

❙%❛❣❡ ❞$② ♠❛++ ❡$$♦$ ✭❦❣✮ ❆❧❡❛%♦$② N (0, 70)

1st +%❛❣❡ ♣$♦♣✉❧+✐♦♥ ♠❛++ ✢♦✇ $❛%❡ ♣❛✲
$❛♠❡%❡$ ❡$$♦$

❊♣✐+%❡♠✐❝ [0, 1]

❝♦♥B✉♠❡❞ ❞✉>✐♥❣ ?❤❡ ✢✐❣❤?✳ ❚❤❡ ❡♣✐B?❡♠✐❝ ✉♥❝❡>?❛✐♥?② ✐♠♣❛❝?B ?❤❡ ♠❛BB ✢♦✇ >❛?❡ ♣>♦✜❧❡ ❞✉>✐♥❣

?❤❡ ❝♦♠❜✉B?✐♦♥ ♦❢ ?❤❡ 1st B?❛❣❡ ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✾✮✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡>?❛✐♥?② ❛BB♦❝✐❛?❡❞ ?♦ ?❤❡ ♠❛BB ✢♦✇ >❛?❡ ♦❢

❛ B♦❧✐❞ ♣>♦♣✉❧B✐♦♥ ♠♦?♦> ✐B ✈❡>② ❞✐✣❝✉❧? ?♦ ❝❤❛>❛❝?❡>✐③❡ ❛♥❞ ?❤❡ ?❛✐❧ ♦❢ ?❤❡ ♠❛BB ✢♦✇ >❛?❡ ♣>♦✜❧❡

❞❡♣❡♥❞B ♦♥ ?❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡>♦B✐♦♥✱ ❝♦♠❜✉B?✐♦♥ ✐♥B?❛❜✐❧✐?✐❡B✱ B✉>❢❛❝❡ ❝♦♠❜✉B?✐♦♥ >❛?❡✱ ❡!❝✳ ❆❧❧ #❤❡&❡

♣❤②&✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛/❡ ♥♦# ✇❡❧❧ ✉♥❞❡/&#♦♦❞ ❛♥❞ #❤❡ ❡①✐&#✐♥❣ ♠♦❞❡❧& ❛/❡ ❧✐♠✐#❡❞ ❞✉❡ #♦ #❤✐& ❧❛❝❦ ♦❢

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❬❑✉♦ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛&& ✢♦✇ /❛#❡ #❛✐❧ ✉♥❝❡/#❛✐♥#② ♠♦❞❡❧& ♦♥❧② ♣/♦✈✐❞❡ ❜♦✉♥❞& ♦♥

#❤❡ ♠❛&& ✢♦✇ /❛#❡ #❛✐❧✳ ❚❤✐& ❧❛##❡/ ✐& ♣❛/❛♠❡#❡/✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥❧❡&& ❝♦❡✣❝✐❡♥# /❡♣/❡&❡♥#✐♥❣ #❤❡

❡♣✐&#❡♠✐❝ ✉♥❝❡/#❛✐♥#② u ∈ [0, 1] ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✾✮✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡/#❛✐♥#② ♦♥ #❤❡ ♠❛&& ✢♦✇ /❛#❡ #❛✐❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡&

#❤❡ ♣/♦♣✉❧&✐♦♥ ♣❤❛&❡✱ #❤❡ &#❛❣❡ &❡♣❛/❛#✐♦♥ &#❛#❡ ❛♥❞ #❤❡/❡❢♦/❡ #❤❡ &#❛❣❡ ✐♠♣❛❝# ♣♦✐♥#✳

■♥ #❤❡ ♣/♦♣♦&❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤✱ #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ #/❛✐♥✐♥❣ &❡# ✐& ❝♦♥&#✐#✉#❡❞ ♦❢ ✻✵ &❛♠♣❧❡& ✐♥ #❤❡ ❥♦✐♥#

❛❧❡❛#♦/②✴❡♣✐&#❡♠✐❝ ✉♥❝❡/#❛✐♥ &♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❙✉❜&❡# ❙✐♠✉❧❛#✐♦♥ ✐& ♣❡/❢♦/♠❡❞ ✇✐#❤ ✾✵✵✵✵ &❛♠♣❧❡& ♣❡/

&#❡♣ ♦♥ ĝ(·)✳ ❚❤❡ ♣/♦♣♦&❡❞ &❡N✉❡♥#✐❛❧ ❧♦♦♣ ✐& &#♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ ✸ ✐#❡/❛#✐♦♥& ✐♥ ❛ /♦✇✱ A ≤ ǫe✱ B ≤ ǫβ
❛♥❞ cv ≤ ǫ ❛/❡ &✐♠✉❧#❛♥❡♦✉&❧② ✦❡❞ ✇✐#❤ ǫe = 10−2

✱ ǫβ = 10−2
❛♥❞ ǫ = 0.37✳ ❚❤❡ &♦❧✈✐♥❣ ♦❢ #❤❡

♣/♦❜❧❡♠ ✐& /❡♣❡❛#❡❞ ✶✵ #✐♠❡&✳

❋♦/ ❝♦♠♣❛/✐&♦♥✱ #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣/♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉/❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ❡①❛❝# ❧✐♠✐# &#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥

❢✉♥❝#✐♦♥ ✉&✐♥❣ ❙❙ ♦❢ ✾✵✵✵✵ &❛♠♣❧❡& ♣❡/ &#❡♣ ✭N✉❛♥#✐❧❡ ❛# ✶✵✪✮ ❛♥❞ ❙◗" ❛❧❣♦/✐#❤♠ ✐& 2.90×10−4
❛♥❞ ✐&

/❡❛❝❤❡❞ ❢♦/ #❤❡ ❡♣✐&#❡♠✐❝ /❡❛❧✐③❛#✐♦♥ e∗ = 0.490✳ ❚❤❡ /❡&✉❧#& ♦❢ #❤❡ /❡❧✐❛❜✐❧✐#② ❛♥❛❧②&✐& ❢♦/ #❤❡ &#❛❣❡

❢❛❧❧♦✉# ♣/♦❜❧❡♠ ❛/❡ &✉♠♠❛/✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✵✳ ❙❙ ❞✐&#/✐❜✉#✐♦♥& ✇✐#❤ #❤❡ ❡♣✐&#❡♠✐❝ ✉♥❝❡/#❛✐♥#②

✜①❡❞ #♦ ✐#& ♦♣#✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ e∗ ✭❋✐❣&✳ ✶✶✳✶✾✲✶✶✳✷✸✮ ✐❧❧✉&#/❛#❡ #❤❡ ♣/❡&❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ /❡❣✐♦♥& ❧❡❛❞✐♥❣ #♦

#❤❡ #❤/❡&❤♦❧❞ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡✱ ✐♥ ♣❛/#✐❝✉❧❛/ ♦♥ #❤❡ ✈❡❧♦❝✐#② ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✷✵✮ ❛♥❞ #❤❡ ✢✐❣❤# ♣❛#❤ ❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✳

✶✶✳✶✾✮ ✐♥♣✉# &♣❛❝❡&✳ ❚❤❡ ♣/♦♣♦&❡❞ &❡N✉❡♥#✐❛❧ ❧♦♦♣ /❡N✉✐/❡& ✼✷ ✐#❡/❛#✐♦♥& ✐♥ ♦/❞❡/ #♦ ❝♦♥✈❡/❣❡✳ ❚❤❡

♣/❡&❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ /❡❣✐♦♥& ♠❛❦❡ #❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ♠♦/❡ ❝♦♠♣❧❡① #❤❛♥ #❤❡ ❛♥❛❧②#✐❝❛❧ ♣/♦❜❧❡♠ ❛& #❤❡

&✉//♦❣❛#❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛& #♦ ❜❡ ❛❝❝✉/❛#❡ ✐♥ ❞✐✛❡/❡♥# /❡❣✐♦♥& ♦❢ #❤❡ ✐♥♣✉# ❛❧❡❛#♦/② &♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

♣/♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉/❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ♣/♦♣♦&❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐& 2.91× 10−4
❛♥❞ ✐& /❡❛❝❤❡❞ ❢♦/ #❤❡

❡♣✐&#❡♠✐❝ /❡❛❧✐③❛#✐♦♥ e∗ = 0.494✳ ❚❤❡ ♣&❡✉❞♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥#❡/✈❛❧ ♦❢ #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣/♦❜❛❜✐❧✐#② ✐&

[2.42×10−4, 5.57×10−4]✳ ❉✉❡ #♦ #❤❡ ♣/❡&❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ /❡❣✐♦♥&✱ ❋❖❘▼✲❯❯❆ ✐❞❡♥#✐✜❡& ❛ ♠❛①✐♠❛❧

♣/♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ 6.41 × 10−5
✭❋✐❣✳ ✶✶✳✶✺✮ ❛♥❞ #❤❡ ❛&&♦❝✐❛#❡❞ ❡♣✐&#❡♠✐❝ /❡❛❧✐③❛#✐♦♥ e∗FORM = 0.450

✭❋✐❣✳ ✶✶✳✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡/ ❡&#✐♠❛#❡& #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ /✐&❦✳ ❋❖❘▼✲❯❯❆ ❛❧❣♦/✐#❤♠ ❤❛& ❜❡❡♥ ✐♥✐#✐❛❧✐③❡❞

❛# ❞✐✛❡/❡♥# ❡♣✐&#❡♠✐❝ ✉♥❝❡/#❛✐♥ ✈❛/✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡&✳ ■♥ ❝♦♠♣❛/✐&♦♥✱ ❛ ❙✉❜&❡# ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛# #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧

❡♣✐&#❡♠✐❝ ✈❛❧✉❡ e = e∗ ✇✐#❤ #❤❡ ❡①❛❝# ❧✐♠✐# &#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ g(·) ✐♥&#❡❛❞ ♦❢ #❤❡ ❑/✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣/♦✈✐❞❡&

❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉/❡ ♦❢ 2.93 × 10−4
✳ ❚❤❡ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠ #♦ ❡&#✐♠❛#❡ P̂max /❡&✉❧#& ✐♥ ❛

♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❡①❛❝# ❧✐♠✐# &#❛#❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥& ♦❢ 1114 ❢♦/ ❋❖❘▼✲❯❯❆ ❛& ♦♣♣♦&❡❞ #♦ 72 ❢♦/ #❤❡

♣/♦♣♦&❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤✳ ❈▼❈ ♠❡#❤♦❞ ✐& ♥♦# ❛❞❛♣#❡❞ #♦ ❡&#✐♠❛#❡ #❤❡ &#❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉# ♣/♦❜❛❜✐❧✐#② ✐♥ #❤✐&

✷✷✸
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1st stage mass flow rate − epistemic uncertainty
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❋✐❣✉9❡ ✶✶✳✾✿ 1 ! =>❛❣❡ ♠❛== ✢♦✇ 9❛>❡ ❡♣✐=>❡♠✐❝ ✉♥❝❡9>❛✐♥>②

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✵✿ ❙>❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉> 9❡=✉❧>= ✭❛✈❡9❛❣❡ ♦✈❡9 ✶✵ 9❡♣❡>✐>✐♦♥=✱ ✐♥ ♣❛9❡♥>❤❡=✐= >❤❡ ❘❡❧❛>✐✈❡ ❙>❛♥❞❛9❞

❉❡✈✐❛>✐♦♥ ✭❘❙❉✮ ✲ σ/E✮

 !♦♣♦$❡❞ ▼❡(❤♦❞ ❋❖❘▼✲❯❯❆

e∗ ✵✳✹✾✹ ✭✻✳✺✪✮ ✵✳✹✺✵ ✭✷✵✳✼✪✮

β̂max(e
∗) ✸✳✹✹ ✭✶✵✳✶✪✮ ✸✳✽✸ ✭✷✵✳✼✪✮

P̂max(e
∗) 2.91× 10−4

✭✶✵✳✶✪✮ 6.41 × 10−5

✭✷✵✳✼✪✮

[β̂−95%(e∗), β̂+
95%(e∗)] [3.26, 3.49] ✭✾✳✹✪✮ −

[P̂−max95%
(e∗), P̂+

max95%
(e∗)] [2.42× 10−4, 5.57× 10−4] ✭✺✳✻✪✮ −

cv ✵✳✸✻✸ ✭✽✳✽✪✮ −
Ng−calls ✻✵✰✼✷❂✼✽ ✭✽✳✼✪✮ ✶✶✶✹ ✭✸✶✳✶✪✮

Nseq−loop ✼✷ ✭✽✳✼✪✮ ✼ ✭✶✹✳✸✪✮

>❡=> ❝❛=❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈▼❈ ❞♦❡= ♥♦> =✉❝❝❡❡❞ >♦ =❛♠♣❧❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣9♦❜❛❜✐❧✐>② ❝♦♥>❡♥> 9❡❣✐♦♥= ❛9♦✉♥❞ >❤❡

❧✐♠✐> =>❛>❡ ❢✉♥❝>✐♦♥ ✭>❤9❡=❤♦❧❞✮ ❛= ✐❧❧✉=>9❛>❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉9❡ ✶✶✳✶✻ ✇❤❡9❡❛= ❙✉❜=❡> ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❞♦❡=✳ ❚❤❡

❧❛>✐>✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐>✉❞❡ ✐♠♣❛❝> ♣♦✐♥> ❥♦✐♥> (❉❋ ♦❜>❛✐♥❡❞ ✇✐>❤ ❈▼❈ >♦ ❡=>✐♠❛>❡ >❤❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐>② ♦❢

❢❛✐❧✉9❡ ✐= ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ ❝❡♥>❡9❡❞ ♦♥ >❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♠♣❛❝> ♣♦✐♥> ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✶✼✮ ✇❤❡9❡❛= ✐> ✐= ♠✉❧>✐♣❧❡

✇✐>❤ ❙✉❜=❡> ❙✐♠✉❧❛>✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✶✽✮ ❝❡♥>❡9❡❞ ♦♥ >❤❡ >❤9❡=❤♦❧❞ ✐♥ >❤❡ >✇♦ ❤✐❣❤ ♣9♦❜❛❜✐❧✐>② ❝♦♥>❡♥>

9❡❣✐♦♥=✳

✷✷✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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• ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♣✐:7❡♠✐❝ ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ✐♥ 7❤❡ ❤②♣❡=✲♣❛=❛♠❡7❡=: ♦❢ "❉❋✱ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡=❛7❡❞ ■❙ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7②

❡:7✐♠❛7♦= ❜❛:❡❞ ♦♥ ❈❊ ✐: ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐7❤ ❛ ❑=✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡❞✐❝❛7❡❞ 7♦ ■❙ ❛♥❞ ❛ =❡✜♥❡♠❡♥7

:7=❛7❡❣②✳ ❈▼❆✲❊❙ ❛❧❣♦=✐7❤♠ ✐: ✉:❡❞ 7♦ :♦❧✈❡ 7❤❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣=♦❜❧❡♠: 7♦ ✜♥❞ 7❤❡ ❜♦✉♥❞:

♦❢ 7❤❡ ❢❛✐❧✉=❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7②✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡=❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ■❙ ❡:7✐♠❛7✐♦♥ =❡:✉❧7: ❢=♦♠ 7❤❡ =❡✲✉:❡ ♦❢

❢❛✐❧✉=❡ :❛♠♣❧❡: ❣❡♥❡=❛7❡❞ ❢♦= ❛♥♦7❤❡= ❡♣✐:7❡♠✐❝ ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ✈❛❧✉❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ 7♦ =❡:7❛=7 7❤❡ ❈❊

❛❧❣♦=✐7❤♠ ❢=♦♠ 7❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

• ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♣✐:7❡♠✐❝ ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ❞✐=❡❝7❧② ❛✛❡❝7✐♥❣ 7❤❡ :②:7❡♠ ❞②♥❛♠✐❝:✱ ❛ :❡M✉❡♥7✐❛❧ ❛♣♣=♦❛❝❤
✐: ✐♠♣❧❡♠❡♥7❡❞ ✇✐7❤ ❙❙ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐7❤ ❛ ❑=✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡❞✐❝❛7❡❞ 7♦ ❙❙ ❛♥❞ ❛ =❡✜♥❡♠❡♥7

:7=❛7❡❣②✳ ❚❤❡ :✉==♦❣❛7❡ ♠♦❞❡❧ ✐: ❝♦♥:7=✉❝7❡❞ ✐♥ 7❤❡ ❥♦✐♥7 ❛❧❡❛7♦=②✴❡♣✐:7❡♠✐❝ ✉♥❝❡=7❛✐♥ :♣❛❝❡

✐♥ ♦=❞❡= 7♦ ❛❝❝✉=❛7❡❧② =❡♣=❡:❡♥7 7❤❡ ❧✐♠✐7 :7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ 7❤❡ ❛=❡❛ ♦❢ ✐♥7❡=❡:7✱ ✐✳❡✳ ✐♥ 7❤❡

✈✐❝✐♥✐7② ♦❢ 7❤❡ 7❤=❡:❤♦❧❞✱ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7② ❝♦♥7❡♥7 =❡❣✐♦♥: ❛♥❞ ❛=♦✉♥❞ 7❤❡ ❡♣✐:7❡♠✐❝ ✈❡❝7♦=

✈❛❧✉❡: ❧❡❛❞✐♥❣ 7♦ 7❤❡ ❢❛✐❧✉=❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7② ❜♦✉♥❞:✳ ❆ ❣=❛❞✐❡♥7✲❜❛:❡❞ ❛❧❣♦=✐7❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐7❤

❛ ♣=♦♣♦:❡❞ ♠❡7❤♦❞ 7♦ ❡:7✐♠❛7❡ 7❤❡ :❡♥:✐7✐✈✐7② ♦❢ P(·) ✇✐7❤ =❡:♣❡❝7 7♦ ❞❡❝✐:✐♦♥ ✈❛=✐❛❜❧❡: ✐:
✉:❡❞ 7♦ :♦❧✈❡ 7❤❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ♣=♦❜❧❡♠:✳

❇♦7❤ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7② ❡:7✐♠❛7✐♦♥ 7❡❝❤♥✐M✉❡: ❛❧❧♦✇ 7♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛= ❧✐♠✐7 :7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐7✐♦♥✱

❙❙ 7❡❝❤♥✐M✉❡ ❡♥❛❜❧❡: 7♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧7✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉=❡ =❡❣✐♦♥: ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉= ✐♥ =❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②:✐:

♣=♦❜❧❡♠ ❛: ✐❧❧✉:7=❛7❡❞ ✐♥ :❡❝7✐♦♥ ✶✶✳✸✳

❲❤❡♥ ♣❡=❢♦=♠✐♥❣ =❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②:✐:✱ 7❤❡ ✐♥❢♦=♠❛7✐♦♥ ❛❜♦✉7 7❤❡ ✐♥♣✉7 ❛❧❡❛7♦=② ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ❛♥❞

7❤❡ ❧✐♠✐7 :7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐7✐♥❣ :❛❢❡ ❢♦= ❢❛✐❧✉=❡ ❞♦♠❛✐♥: ❛=❡ ❡::❡♥7✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7② ♦❢ ❢❛✐❧✉=❡

❞✐=❡❝7❧② =❡:✉❧7: ❢=♦♠ 7❤❡:❡ ✐♥❢♦=♠❛7✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡=✱ ✐♥ ♣=❛❝7✐❝❡ ✐♥ 7❤❡ ✐♥❞✉:7=②✱ 7❤❡:❡ ✐♥❢♦=♠❛7✐♦♥

❛=❡ ♦❢7❡♥ ❧✐♠✐7❡❞ ❛♥❞ ♥♦7 ♣❡=❢❡❝7❧② ❦♥♦✇♥ ❞✉❡ 7♦ 7❤❡ ❞✐✣❝✉❧7② 7♦ ❝♦❧❧❡❝7 7❤❡ ✐♥❢♦=♠❛7✐♦♥✳ ❚❤❡

♣=♦♣♦:❡❞ =❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②:✐: ♠❡7❤♦❞: ❛❧❧♦✇ 7♦ 7❛❦❡ ✐♥7♦ ❛❝❝♦✉♥7 7❤❡ ♣♦7❡♥7✐❛❧ ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ✐♥

7❤❡ ✐♥♣✉7 ❛❧❡❛7♦=② ✈❛=✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦= ✐♥ 7❤❡ ❧✐♠✐7 :7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥✳ ■7 ❛❧❧♦✇: 7♦ ❡♥:✉=❡ 7❤❛7

7❤❡ ❡:7✐♠❛7❡❞ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7② ♦❢ ❢❛✐❧✉=❡ ❛❝❝♦✉♥7 ❢♦= 7❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ❜❛:❡❞ ♦♥ ♦✉= ♣=❡:❡♥7

✉♥❝❡=7❛✐♥7② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✐: ❛❝❝✉=❛7❡ =❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②:❡: ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉:❡❞ 7♦ =❡✲♦♣7✐♠✐③❡ 7❤❡

:❛❢❡7② ♠❛=❣✐♥: 7❤❛7 ❛=❡ ✉:❡❞ 7♦ ❞❡:✐❣♥ :②:7❡♠: ❛❝❝♦✉♥7✐♥❣ ❢♦= ❛❧❧ 7❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✉♥❝❡=7❛✐♥7② ✐♥

♦=❞❡= 7♦ ✜♥❞ 7❤❡ :❛❢❡7② ♠❛=❣✐♥: 7❤❛7 ❡♥:✉=❡ 7❤❡ :②:7❡♠ =❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❞ ♥♦♥ ♦✈❡= ❝♦♥:❡=✈❛7✐✈❡ ❞❡:✐❣♥✳

❍♦✇❡✈❡=✱ :❡✈❡=❛❧ ❧✐♠✐7: ❤❛✈❡ 7♦ ❜❡ ♣♦✐♥7❡❞ ♦✉7✳ ❋✐=:7✱ ❡✈❡♥ ✐❢ 7❤❡ ♣=♦♣♦:❡❞ ♠❡7❤♦❞: =❡❞✉❝❡ 7❤❡

♥✉♠❜❡= ♦❢ ❝❛❧❧: 7♦ 7❤❡ ❧✐♠✐7 :7❛7❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ ❝♦♠♣❛=❡❞ 7♦ ❝❧❛::✐❝❛❧ 7❡❝❤♥✐M✉❡: ✉:❡❞ ✐♥ ❯▼❉❖ ✭❈▼❈✱ ■❙✮

♦= ❡①7❡♥❞ 7❤❡ ❞♦♠❛✐♥: ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ ✭♠✉❧7✐♣❧❡ ❢❛✐❧✉=❡ =❡❣✐♦♥: ✐♠♣♦::✐❜❧❡ ✇✐7❤ ❋❖❘▼✮✱ 7❤❡ ❝♦♠♣✉✲

7❛7✐♦♥❛❧ ❝♦:7 ✐: :7✐❧❧ ❤✐❣❤ ✭∼ 15 ❤♦✉=: ❢♦= 7❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ 7❡:7 ❝❛:❡:✮✳ ❯:✐♥❣ 7❤❡:❡ ♠❡7❤♦❞: ✐♥ ❛♥
❯▼❉❖ ♣=♦❜❧❡♠ :♦❧✈✐♥❣ :❡❡♠: ❝♦♠♣❧✐❝❛7❡❞ ❝♦♥:✐❞❡=✐♥❣ 7❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉7❛7✐♦♥❛❧ ❝♦:7 ✭=❡♣❡❛7❡❞

❝❛❧❧: 7♦ =❡❧✐❛❜✐❧✐7② ❛♥❛❧②:✐: 7❡❝❤♥✐M✉❡:✮✳ ▼♦=❡♦✈❡=✱ 7❤❡ ♣=♦♣♦:❡❞ ♠❡7❤♦❞: ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ :❡✈❡=❛❧

7♦♦❧: ✭:✉==♦❣❛7❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ❛❧❣♦=✐7❤♠✱ =❛=❡ ❡✈❡♥7 ❡:7✐♠❛7✐♦♥✮ ✐♥❝=❡❛:❡ 7❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐7② ♦❢

7❤❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐7② ❡:7✐♠❛7✐♦♥ ❝♦♠♣❛=❡❞ 7♦ 7❤❡ ❝❧❛::✐❝❛❧ ❛♣♣=♦❛❝❤❡:✳ ■♥❝♦=♣♦=❛7✐♥❣ 7❤❡♠ ✐♥ ❯▼❉❖

✇♦✉❧❞ =❡M✉✐=❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❛❧❧ 7❤❡:❡ ❛:♣❡❝7: 7♦ ❡♥:✉=❡ 7❤❡ ❛❝❝✉=❛7❡ ❡:7✐♠❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❝♦♥:7=❛✐♥7:

❛♥❞ 7❤❡ =❡:♣❡❝7 ♦❢ 7❤❡ =❡M✉✐=❡♠❡♥7:✳

✷✸✶



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

• ❈♦♥#❡①#✿

✕ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐#② ❛♥❛❧②-✐- ✐♥ #❤❡ ♣0❡-❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛#♦0②✴❡♣✐-#❡♠✐❝ ✉♥❝❡0#❛✐♥#✐❡-✱

✕ ❘❛0❡ ❡✈❡♥# ♣0♦❜❛❜✐❧✐#② ❡-#✐♠❛#✐♦♥✳

• ❈♦♥#0✐❜✉#✐♦♥-✿

✕ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ ❛ ♥❡✇ 0❡❧✐❛❜✐❧✐#② ❛--❡--♠❡♥# #❡❝❤♥✐<✉❡ #♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♣✐-#❡♠✐❝ ✉♥❝❡0#❛✐♥#②

♦♥ #❤❡ ❤②♣❡0✲♣❛0❛♠❡#❡0- ♦❢  ❉❋✱

✕ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ ❛ ♥❡✇ 0❡❧✐❛❜✐❧✐#② ❛♥❛❧②-✐- ♠❡#❤♦❞ #♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♣✐-#❡♠✐❝ ✉♥❝❡0#❛✐♥#②

❛✛❡❝#✐♥❣ #❤❡ -②-#❡♠ ❞②♥❛♠✐❝-✱

✕ ❈♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ 0❛0❡ ❡✈❡♥# ❡-#✐♠❛#✐♦♥ #❡❝❤♥✐<✉❡- ✭■❙ ❛♥❞ ❙❙✮ ✇✐#❤ ❑0✐❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢

#❤❡ ❧✐♠✐# -#❛#❡ ❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛#❡❞ 0❡✜♥❡♠❡♥# -#0❛#❡❣✐❡-✱
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❘✉❞♦❧♣❤✱ ✶✾✾✺❪✱ ✇❡✐❣❤(❡❞ ♣❡♥❛❧✐③❛(✐♦♥ ❬❈♦❧❧❛♥❣❡ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜❀ ❉❡ ▼❡❧♦ ❛♥❞ ■❛❝❝❛✱ ✷✵✶✹❪✮ ❛!❡ ♣!♦❜✲

❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥( (❡❝❤♥✐+✉❡$ ✇❤✐❝❤ !❡+✉✐!❡ (✉♥✐♥❣ ♣❛!❛♠❡(❡!$ ❢♦! (❤❡ ✇❡✐❣❤(❡❞ ♣❡♥❛❧✐③❛(✐♦♥ ❛♣♣!♦❛❝❤✳
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❝♦!❞✐♥❣ (♦ ❛ ●❛✉$$✐❛♥ ❞✐$(!✐❜✉(✐♦♥ ♣❛!❛♠❡(❡!✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦✈❛!✐❛♥❝❡ ♠❛(!✐①✳ ❚❤✐$ ❝♦✈❛!✐❛♥❝❡ ♠❛(!✐①

!❡♣!❡$❡♥( ❛♥ ✐$♦✲♣!♦❜❛❜❧❡ ❤②♣❡!✈♦❧✉♠❡ ♦❢ $❡❛!❝❤ ✐♥ (❤❡ ❞❡$✐❣♥ $♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛(❡$ ♠❛②

❜❡ $❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ♣!♦♣♦$❡❞ ❝♦♥$(!❛✐♥( ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡(❤♦❞ ❛❧❧♦✇$ (♦ !❡❞✉❝❡ (❤❡ $❡♠✐✲♣!✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡$ ♦❢

(❤❡ ♣!♦❜❛❜❧❡ $❡❛!❝❤ ❤②♣❡!✈♦❧✉♠❡ ✐♥ (❤❡ ❞✐!❡❝(✐♦♥$ ✈✐♦❧❛(✐♥❣ (❤❡ ❝♦♥$(!❛✐♥($ ✐♥ ❛❝❝♦!❞❛♥❝❡ ✇✐(❤ (❤❡

✐♥❢♦!♠❛(✐♦♥ ♣!♦✈✐❞❡❞ ❜② (❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛(❡$✳

■♥ $❡❝(✐♦♥ ✶✷✳✷✱ (❤❡ ♣!♦♣♦$❡❞ ❝♦♥$(!❛✐♥( ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡(❤♦❞ ✐$ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ (❤❡ $❡❛!❝❤ ❤②♣❡!✲

✈♦❧✉♠❡ ✉♣❞❛(❡ ♠❡❝❤❛♥✐$♠$✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ $❡✈❡!❛❧ ❛❞❥✉$(♠❡♥($ ♦❢ (❤❡ ♣❛!❛♠❡(❡!$ ✉♣❞❛(❡ ♠❡❝❤❛♥✐$♠$

❛!❡ ❞❡(❛✐❧❡❞ ✐♥ ♦!❞❡! (♦ (❛❦❡ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ♣♦$$✐❜❧❡ $♣❡❝✐✜❝ $✐(✉❛(✐♦♥$ ❞✉!✐♥❣ (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥✳ ■♥

$❡❝(✐♦♥ ✶✷✳✸✱ (❤❡ ♣!♦♣♦$❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤ ✐$ ❝♦♠♣❛!❡❞ (♦ ❡①✐$(✐♥❣ ❝♦♥$(!❛✐♥( ❤❛♥❞❧✐♥❣ (❡❝❤♥✐+✉❡$ ✭❞❡❛(❤

♣❡♥❛❧(②✱ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❈▼❆✲❊❙ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✮ ♦♥ (❤!❡❡ ❛♥❛❧②(✐❝❛❧ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠$

(♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤( (❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ (❤❡ !♦❜✉$(♥❡$$ ♦❢ (❤❡ ❛❧❣♦!✐(❤♠✳

■♥ ❝❤❛♣(❡! ✶✸✱ (❤❡ ♣!♦♣♦$❡❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♥$(!❛✐♥( ♠❡(❤♦❞ ✐$ ✉$❡❞ (♦ ❞❡$✐❣♥ ❛ (✇♦ $(❛❣❡ $♦❧✐❞ ♣!♦♣✉❧✲

$✐♦♥ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❚❤✐$ ✇♦!❦ ❤❛$ ❜❡❡♥ ♣❡!❢♦!♠❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦!❛(✐♦♥ ✇✐(❤ ❘✳ ❈❤♦❝❛( ✭■♥$(✐(✉( ❋!❛♥❝❛✐$ ❞❡ ▼\❝❛♥✐+✉❡

❆✈❛♥❝\❡✮✱ ▼❛(❤✐❡✉ ❇❛❧❡$❞❡♥( ✭❖♥❡!❛✮ ❛♥❞ ❙❡❜❛$(✐❡♥ ❉❡❢♦♦!( ✭❖♥❡!❛✮✳

✶✷✳✷ ❆❞❛♣'❛'✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❢♦3 ❝♦♥5'3❛✐♥' ❤❛♥❞❧✐♥❣

▲❡( ✉$ ❝♦♥$✐❞❡! (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠✿

♠✐♥ Ξ [f(z,Y(z,U),U)] ✭✶✷✳✶✮

✇✳!✳(✳ z

$✳(✳ K [g(z,Y(z,U),U)] ≤ 0 ✭✶✷✳✷✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✶✷✳✸✮

❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤ ✐$ ✉$❡❞ (♦ ❢♦❝✉$ ♦♥ (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ❛❧❣♦!✐(❤♠ ❛♥❞ ♥♦( ♦♥ (❤❡ ✐♥(❡!❞✐$❝✐♣❧✐♥❛!②

❝♦✉♣❧✐♥❣ $❛(✐$❢❛❝(✐♦♥✳ ❚♦ $♦❧✈❡ (❤✐$ ❯▼❉❖ ♣!♦❜❧❡♠✱ (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ❛❧❣♦!✐(❤♠ ❤❛$ (♦ (❛❦❡ ✐♥(♦

❛❝❝♦✉♥( (❤❡ ♣!❡$❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡!(❛✐♥(② ❛♥❞ (❤❡ ❝♦♥$(!❛✐♥($✳ ◆♦✐$❡ ✐♥ (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ !❡$✉❧($ ❢!♦♠

✷✸✻
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6❤❡ ♥✉♠❡<✐❝❛❧ ❛♣♣<♦①✐♠❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ♠❡❛E✉<❡ ♦❢ ✉♥❝❡<6❛✐♥6② Ξ[·] ❛♥❞ K[·] ❜② E❛♠♣❧✐♥❣ 6❡❝❤♥✐J✉❡E
✭❈▼❈✱ ■❙✱ ❙❙✱ ❡!❝✳✮✳

■♥ 6❤✐E ♣❛<6 ♦❢ 6❤❡ 6❤❡E✐E✱ ✇❡ ♣<♦♣♦E❡ 6♦ E♦❧✈❡ 6❤✐E ❯▼❉❖ ♣<♦❜❧❡♠ ✇✐6❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡<E✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙

❛❧❣♦<✐6❤♠✳ ❚❤❡ ♣<♦♣♦E❡❞ ❛♣♣<♦❛❝❤ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❢♦< ❝♦♥E6<❛✐♥6 ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐E ❜❛E❡❞ ♦♥ 6❤❡ E❛♠❡
❛♣♣<♦❛❝❤ ❛E ♠♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ✭E❡❝6✐♦♥ ✺✳✺✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡<✱ ✐6 ✐E ♥❡❝❡EE❛<② 6♦ ❛❞❛♣6 ✐6 6♦ 6❛❦❡ ✐♥6♦

❛❝❝♦✉♥6 6❤❡ E♣❡❝✐✜❝✐6✐❡E ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❣❡♥❡<❛6❡E ❛ ♣♦♣✉❧❛6✐♦♥ ✐♥E6❡❛❞ ♦❢
❛ E✐♥❣❧❡ ♦✛E♣<✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛6❡✳ ❚❤✉E✱ ❡❛❝❤ ♦✛E♣<✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛6❡ ♠❛② ♣♦6❡♥6✐❛❧❧② ✈✐♦❧❛6❡ ♦♥❡ ♦< E❡✈❡<❛❧

❝♦♥E6<❛✐♥6E✳ ▼♦<❡♦✈❡<✱ 6❤❡ E❡❧❡❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ µ ❜❡E6 ❝❛♥❞✐❞❛6❡E ✐E ❜❛E❡❞ ♦♥ 6❤❡ <❛♥❦ ♦❢ 6❤❡ ♦❜❥❡❝6✐✈❡
❢✉♥❝6✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡<✱ 6❤❡E❡ ❜❡E6 ❝❛♥❞✐❞❛6❡E ♠❛② ❛❧E♦ ✈✐♦❧❛6❡ 6❤❡ ❝♦♥E6<❛✐♥6E✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡6❤❡<

6❤❡ µ ❜❡E6 ❝❛♥❞✐❞❛6❡E ❛<❡ ❢❡❛E✐❜❧❡ ♦< ♥♦6✱ ♦< ✐❢ ♦♥❧② ❛ ❢<❛❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡♠ ✐E ❢❡❛E✐❜❧❡✱ ♦< ♦♥ 6❤❡ ♥✉♠❜❡<

♦❢ ✈✐♦❧❛6❡❞ ❝♦♥E6<❛✐♥6E✱ 6❤❡ ❝♦✈❛<✐❛♥❝❡ ♠❛6<✐① ✉E❡❞ 6♦ ❣❡♥❡<❛6❡ 6❤❡ ♦✛E♣<✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛6❡E ❤❛E 6♦ ❜❡

♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦<❞❡< 6♦ ❛✈♦✐❞ 6❤❡ ❢✉6✉<❡ ❣❡♥❡<❛6✐♦♥ ♦❢ ✉♥❢❡❛E✐❜❧❡ ♦✛E♣<✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛6❡E✳

❆E ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣6❡< ✺✱ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❣❡♥❡<❛6❡E 6❤❡ ♣♦♣✉❧❛6✐♦♥ ❛6 ✐6❡<❛6✐♦♥ [k + 1] ❜② E❛♠♣❧✐♥❣
❛ ♠✉❧6✐✈❛<✐❛6❡ ♥♦<♠❛❧ ❞✐E6<✐❜✉6✐♦♥✿

z
[k+1]
t ∼m[k] + σ[k]N

(
0,C[k]

)
, ❢♦< t = 1, ..., λ ✭✶✷✳✹✮

✇✐6❤ z
[k+1]
t ∈ R

n
❛♥ ♦✛E♣<✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛6❡ ❣❡♥❡<❛6❡❞ ❢<♦♠ ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❝6♦< m[k]

✱ ❛ E6❡♣ E✐③❡ σ[k]
❛♥❞ ❛

♠✉❧6✐✈❛<✐❛6❡ ♥♦<♠❛❧ ❞✐E6<✐❜✉6✐♦♥ N (0,C[k]) ✇✐6❤ ③❡<♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛<✐❛♥❝❡ ♠❛6<✐① C[k] ∈ R
n×Rn

✳

λ ✐E 6❤❡ E✐③❡ ♦❢ 6❤❡ ♣♦♣✉❧❛6✐♦♥ ❣❡♥❡<❛6❡❞ ❛6 ❡❛❝❤ ✐6❡<❛6✐♦♥ [k]✳ ❚❤❡ ♥♦<♠❛❧ ❞✐E6<✐❜✉6✐♦♥ ✐E ❝❤❛<❛❝✲
6❡<✐③❡❞ ❜② ❛ ♣♦E✐6✐✈❡ ❞❡✜♥✐6❡ ❝♦✈❛<✐❛♥❝❡ ♠❛6<✐① C[k]

✐♥ ♦<❞❡< 6♦ ❛❧❧♦✇ ❤♦♠♦6❤❡6✐❝ 6<❛♥E❢♦<♠❛6✐♦♥E

❛♥❞ <♦6❛6✐♦♥E ♦❢ 6❤❡ ♣<♦❜❛❜❧❡ E❡❛<❝❤ ❤②♣❡<✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ E❡❛<❝❤ ❤②♣❡<✈♦❧✉♠❡ ❡♥❣❡♥❞❡<❡❞ ❜② ❛♥

✐E♦✲♣<♦❜❛❜✐❧✐6② ❝♦♥6♦✉< ♦❢ 6❤❡ ♠✉❧6✐✈❛<✐❛6❡ ♥♦<♠❛❧ ❞✐E6<✐❜✉6✐♦♥ N (0,C) ♠❛② ❜❡ <❡♣<❡E❡♥6❡❞ ❜② ❛
♥✲❞✐♠❡♥E✐♦♥❛❧ ❡❧❧✐♣E♦✐❞ ✭❋✐❣✳ ✶✷✳✶✮✳

❋✐❣✉<❡ ✶✷✳✶✿ ❉✐✛❡<❡♥6 ❡❧❧✐♣E♦✐❞E ✐♥ ❞✐♠❡♥E✐♦♥ ✸ ❞❡✜♥✐♥❣ 6❤❡ ♣<♦❜❛❜❧❡ E❡❛<❝❤ ❤②♣❡<✈♦❧✉♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ 6❤❡ ❝♦✈❛<✐❛♥❝❡ ♠❛6<✐① Ci ❛6 ❛♥ ✐E♦✲♣<♦❜❛❜✐❧✐6② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✾✺✪✳

❚❤❡ ❤②♣❡<✲✈♦❧✉♠❡E <❡♣<❡E❡♥6❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉<❡ ✶✷✳✶ <❡♣<❡E❡♥6 6❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 6❤❡ ♦✛E♣<✐♥❣ ❝❛♥❞✐✲

❞❛6❡E ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡<❛6❡❞ ✇✐6❤ ❛♥ ✐E♦✲♣<♦❜❛❜✐❧✐6② ❝♦♥6♦✉< ♦❢ ✾✺✪✳ ❚❤✐E ✈♦❧✉♠❡ ✐E ♣❛<❛♠❡6❡<✐③❡❞ ❜②

✷✸✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

 ❤❡ ❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ ♠❛ '✐① C✳ ■♥  ❤❡ ♣'♦♣♦/❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤✱  ❤❡ ❝♦♥/ '❛✐♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡ ❤♦❞ ❛❧❧♦✇/  ♦ '❡✲

❞✉❝❡  ❤❡ /❡♠✐✲♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡/ ♦❢  ❤❡ /❡❛'❝❤ ❡❧❧✐♣/♦✐❞ ✐♥  ❤❡ ❞✐'❡❝ ✐♦♥/ ✈✐♦❧❛ ✐♥❣  ❤❡ ❝♦♥/ '❛✐♥ /✳ ❚❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ♦❢  ❤❡ ❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ ♠❛ '✐① C ❝♦♥ '♦❧  ❤❡ ❧❡♥❣ ❤ ♦❢  ❤❡ /❡♠✐✲♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡/✳ ❚❤❡ ❞❡❝'❡❛/❡

♦❢  ❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ '❡❞✉❝❡/  ❤❡ /❡♠✐✲♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐/ ❧❡♥❣ ❤/✳ ❚❤❡ ❞✐'❡❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝ ♦'/ ❛'❡

♥♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦'❞❡'  ♦ ❦❡❡♣  ❤❡ ❞✐'❡❝ ✐♦♥ ♦❢ /❡❛'❝❤ ❛♥❞  ♦ ❛❞❛♣ ✐  ♦  ❤❡ ♣'❡/❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥/ '❛✐♥ /✳

❚❤❡ ❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ ♠❛ '✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ /②♠♠❡ '✐❝ ♣♦/✐ ✐✈❡ ❞❡✜♥✐ ❡✱ ♠❛② ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦/❡❞ ❛❝❝♦'❞✐♥❣  ♦✿

C = PDDPT = PD2PT
✭✶✷✳✺✮

✇❤❡'❡ P ✐/ ❛♥ ♦' ❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛ '✐① /✉❝❤  ❤❛ ✿ PPT = PTP = I✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥/ ♦❢ P ❢♦'♠ ❛♥

♦' ❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛/✐/ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝ ♦'/ ♦❢ C✳ D = ❞✐❛❣(
√

✈♣1, ...,
√

✈♣n) ✐/ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛ '✐① ✇✐ ❤  ❤❡

/C✉❛'❡ '♦♦ / ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ♦❢ C✳ ❆/ ✐❧❧✉/ '❛ ❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✷✳✷✱  ❤❡ /C✉❛'❡ '♦♦ / ♦❢  ❤❡ ❝♦✈❛'✐❛♥❝❡

♠❛ '✐① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/

√
✈♣i ❛'❡ ♣'♦♣♦' ✐♦♥❛❧  ♦  ❤❡ /❡♠✐✲♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐/ ❧❡♥❣ ❤/ ♦❢  ❤❡ ❡❧❧✐♣/♦✐❞ ❞❡✜♥✐♥❣

 ❤❡ /❛♠♣❧✐♥❣ ❤②♣❡'✈♦❧✉♠❡✳

z
1

z
2

1 0.5 0 0.5 1

1

0.5

0

0.5

1

Non feasible region

g=0

e2

e1

m

vp1

vp2

z(1)

z(2)

❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✷✿ *❛$❛♠❡-$✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡❧❧✐♣5♦✐❞ ❞❡✜♥✐♥❣ -❤❡ ♣$♦❜❛❜❧❡ 5❡❛$❝❤ ❤②♣❡$✈♦❧✉♠❡✳

❆- -❤❡ ❣❡♥❡$❛-✐♦♥ [k]✱ ✐❢ ❛♥② ♦❢ -❤❡ τ ❝♦♥5-$❛✐♥-5 ✐5 ✈✐♦❧❛-❡❞ ❜② ❛♥② ♦❢ -❤❡ µ ❜❡5- ♦✛5♣$✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛-❡5✱
-❤❡ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ♠❛-$✐① ✐5 ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ -♦ ❆❧❣♦$✐-❤♠ ✹✳

✇✐-❤✿

√
✈̃♣

[k]
i =



√
✈♣

[k]
i

τ∑

j=1

∑µ
l=1 1gj(z

[k]

(l)
)>0

wlj*$♦❥~ei

[
z
[k]
(l) −m[k]

]

∑µ
t=1 1gj(z

[k]

(t)
)>0

wtj


 ✭✶✷✳✾✮

❚❤❡ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ♠❛-$✐① ✐5 ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❊H✳✭✶✷✳✻✮ ❛♥❞ -❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡5 ✈♣

[k]
i ♦❢ -❤❡ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ♠❛-$✐①

C[k]
❛$❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡5 ❛$❡ -❤❡ ❢♦$♠❡$ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡5 ♠✐♥✉5 ❛ -❡$♠ ✈̃♣

[k]
i -❛❦✐♥❣ ✐♥-♦

❛❝❝♦✉♥- -❤❡ ✈✐♦❧❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♥5-$❛✐♥-5✳

√
✈̃♣

[k]
i ✱ ❊H✳✭✶✷✳✾✮✱ ✐5 ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢♦$♠❡$ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡5√

✈♣

[k]
i ✱ ♦❢ -❤❡ ✐♥❞✐❝❛-♦$ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♥5-$❛✐♥- 1

gj(z
[k]

(l)
)>0

✱ ♦❢ -❤❡ ✇❡✐❣❤-✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥-5 wij ❛♥❞

✷✸✽



❈❍❆#❚❊❘ ✶✷✳ ❆❉❆#❚❆❚■❖◆ ❖❋ ❈▼❆✲❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ❍❆◆❉▲■◆●

■◆ ❆ ◆❖■❙❨ ❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✹ #6♦♣♦9❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛D6✐① ♠♦❞✐✜❝✐❛D✐♦♥

3.3.1) ❉✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ C[k]
9✉❝❤ D❤❛D PD[k]2PT = C[k]

✭✶✷✳✻✮

3.3.2) S[k] ← PD[k]2PT − γP❞✐❛❣

(√
✈̃♣

[k]
1 , ...,

√
✈̃♣

[k]
n

)2

PT
✭✶✷✳✼✮

3.3.3) C[k] ←

[
❞❡D(C[k])

❞❡D(S[k])

]1/n
S[k]

✭✶✷✳✽✮

♦❢ D❤❡ ♣6♦❥❡❝D✐♦♥ #6♦❥~ei

[
z
[k]
(l) −m[k]

]
♦❢ D❤❡ ❞✐9D❛♥❝❡ ❜❡D✇❡❡♥ ❛♥ ♦6❞❡6❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛D❡ ✈✐♦❧❛D✐♥❣ D❤❡

❝♦♥9D6❛✐♥D9 z
[k]
(l) ❛♥❞ D❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥D m

[k]
✐♥ D❤❡ ❞✐6❡❝D✐♦♥ ♦❢ D❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝D♦6 ~ei ❝♦66❡9♣♦♥❞✐♥❣ D♦ D❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✈♣

[k]
i ✳ γ ✐9 ❛ ♣❛6❛♠❡D❡6 9✐♠✐❧❛6 D♦ β ✐♥ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✳ ❋♦6 γ = 0 D❤❡ ♣6♦♣♦9❡❞ ❛❧❣♦6✐D❤♠

✐9 9✐♠✐❧❛6 D♦ D❤❡ ❝❧❛99✐❝❛❧ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✳ ❋♦6 ❡❛❝❤ ❝♦♥9D6❛✐♥D gj ✱ D❤❡ µcj ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ❛♠♦♥❣ D❤❡

µ ❜❡9D ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 D❤❛D ✈✐♦❧❛D❡ D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D ❛6❡ 6❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ D♦ D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
✇❡✐❣❤D✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥D9 wij ❢♦6 ❡❛❝❤ ❝♦♥9D6❛✐♥D gj ❛6❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ D♦ D❤❡ 9❛♠❡ 6✉❧❡ ❛9 ❢♦6 D❤❡
6❡❝♦♠❜✐♥❛D✐♦♥ ♣6♦❝❡99 ❢♦6 D❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛D✐♦♥ ♦❢ m[k]

✿

wij =
❧♥(µcj + 1)− ❧♥(i)

µcj ❧♥(µcj + 1)−
∑n

k=1 ❧♥(k)
✭✶✷✳✶✵✮

❛♥❞

∑µ
i=1 wij = 1 ✇❤❡6❡✿ w1j ≥ · · · ≥ wµj ≥ 0✳ w1j ✐9 ❛99♦❝✐❛D❡❞ D♦ D❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡ D❤❛D ✈✐♦❧❛D❡9

D❤❡ ♠♦9D D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D gj ❛♥❞ w1µc
✇✐D❤ D❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡ D❤❛D ✈✐♦❧❛D❡9 D❤❡ ❧❡99 D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D✳ ❋♦6

D❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ❛♠♦♥❣ D❤❡ µ ❜❡9D D❤❛D ❞♦ ♥♦D ✈✐♦❧❛D❡ D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D✱ D❤❡ ✐♥❞✐❝❛D♦6 ❢✉♥❝D✐♦♥ ✐9 ❡X✉❛❧
D♦ ③❡6♦ ❛♥❞ D❤❡6❡❢♦6❡ D❤❡9❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ❞♦ ♥♦D ♣❛6D✐❝✐♣❛D❡ ✐♥ D❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛D✐♦♥ ♦❢ D❤❡ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡

♠❛D6✐①✳ ❚❤❡ ♣6♦❥❡❝D✐♦♥ ♦❢ D❤❡ ✈✐♦❧❛D✐♦♥ ❞✐9D❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ D❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝D♦6 ✭❋✐❣✳ ✶✷✳✸✮ ❛❧❧♦✇9 D♦ 6❡❞✉❝❡

D❤❡ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛D6✐① ✐♥ D❤❡ ❞✐6❡❝D✐♦♥ ♦6D❤♦❣♦♥❛❧ D♦ D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D ❜♦✉♥❞❛6✐❡9✳

❊X✳✭✶✷✳✽✮ ❛❧❧♦✇9 D♦ ❦❡❡♣ D❤❡ ❤②♣❡6✈♦❧✉♠❡ ♦❢ D❤❡ ❡❧❧✐♣9♦✐❞ ❝♦♥9D❛♥D ❜❡❢♦6❡ ❛♥❞ ❛❢D❡6 D❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛D✐♦♥

♦❢ D❤❡ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛D6✐① ✐♥ ♦6❞❡6 D♦ ❛✈♦✐❞ ♣6❡♠❛D✉6❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ D❤❡ ❡❧❧✐♣9♦✐❞ ✐9

6❡❞✉❝❡❞ ✐♥ D❤❡ ❞✐6❡❝D✐♦♥ ♦6D❤♦❣♦♥❛❧ D♦ D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D9 ❜✉D ✐9 ✐♥❝6❡❛9❡❞ ✐♥ D❤❡ ❞✐6❡❝D✐♦♥ D❛♥❣❡♥D✐❛❧

D♦ D❤❡ ❝♦♥9D6❛✐♥D9 ✭❋✐❣✳ ✶✷✳✹✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛❧❣♦6✐D❤♠ ❢♦6 ❝♦♥9D6❛✐♥D ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐9

❞❡D❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦6✐D❤♠ ✺✳

■♥ ♦6❞❡6 D♦ ✐❧❧✉9D6❛D❡ D❤❡ ❡✛❡❝D ♦❢ D❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❣♦6✐D❤♠✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ D❤❡ µ ❜❡9D ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ✈✐♦❧❛D❡9
❛ ❝♦♥9D6❛✐♥D✱ D❤❡ ❡✈♦❧✉D✐♦♥ ♦❢ D❤❡ ❡❧❧✐♣9♦✐❞ ❜❡D✇❡❡♥ D❤❡ ❣❡♥❡6❛D✐♦♥9 [k] ❛♥❞ [k + 1] ✐9 ✐❧❧✉9D6❛D❡❞
✐♥ ❋✐❣✉6❡ ✶✷✳✹✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛D✐♦♥ ♦❢ C[k]

❛❧❧♦✇9 ❤♦♠♦D❤❡D✐❝ D6❛♥9❢♦6♠❛D✐♦♥9 ✐♥ ♦6❞❡6 D♦ ❛✈♦✐❞ D♦

❣❡♥❡6❛D❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ✐♥ D❤❡ ♥♦♥ ❢❡❛9✐❜❧❡ ③♦♥❡✳

❙❡✈❡6❛❧ ❛❞❥✉9♠❡♥D9 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦6❞❡6 D♦ D❛❦❡ ✐♥D♦ ❛❝❝♦✉♥D 9♣❡❝✐✜❝ 9✐D✉❛D✐♦♥9✴

• ■❢ D❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝D♦6 m[k]
❛❢D❡6 D❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛D✐♦♥ ♣6♦❝❡99 ✐9 ♥♦D ❢❡❛9✐❜❧❡✱ ✐♥9D❡❛❞ ♦❢ 6❡❞✉❝✐♥❣ D❤❡

❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛D6✐①✱ D❤❡ ❡❧❧✐♣9♦✐❞ ❤②♣❡6✈♦❧✉♠❡ ✐9 ✐♥❝6❡❛9❡❞ ✐♥ ♦6❞❡6 D♦ ❣❡♥❡6❛D❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ✐♥

D❤❡ ❢❡❛9✐❜❧❡ ③♦♥❡✳ ❚❤❡6❡❢♦6❡✱ D❤❡ ❡❧❧✐♣9♦✐❞ ❤②♣❡6✈♦❧✉♠❡ ✐9 ✐♥❝6❡❛9❡❞ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ D♦✿

S[k] ← PD[k]2PT + γP❞✐❛❣

(√
✈̃♣

[k]
1 , ...,

√
✈̃♣

[k]
n

)2

PT
✭✶✷✳✶✶✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝D♦6 ✐9 ❞✐9♣❧❛❝❡❞ D♦ D❤❡ ❜❡9D ❢❡❛9✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡ ❣❡♥❡6❛D❡❞ ❛D D❤❡ ♥❡①D ❣❡♥❡6❛D✐♦♥✳

✷✸✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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zt
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❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✸✿ ❱✐♦❧❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝♦♥4/$❛✐♥/ ❛♥❞ ♣$♦❥❡❝/✐♦♥ ♦✈❡$ /❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝/♦$4✱ ❜❧✉❡❂❢❡❛4✐❜❧❡✱

$❡❞❂✉♥❢❡❛4✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛/❡4✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✹✿ ❊✈♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ♠❛/$✐① ❞✉❡ /♦ /❤❡ ❝♦♥4/$❛✐♥/ ✈✐♦❧❛/✐♦♥✱ ❜❧✉❡❂❢❡❛4✐❜❧❡✱

$❡❞❂✉♥❢❡❛4✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛/❡4✳

• ❚♦ ❛✈♦✐❞ 4/❛❣♥❛/✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥ ❡①♣❧♦$❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ✇❤❡♥ /❤❡ µ ❜❡4/ ❝❛♥❞✐❞❛/❡4 ❛$❡ ❛❧❧
❣❡♥❡$❛/❡❞ ✐♥ /❤❡ ♥♦♥ ❢❡❛4✐❜❧❡ 4♣❛❝❡ nµ /✐♠❡4 ✐♥ ❛ $♦✇✱ /❤❡ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ❞♦❡4 ♥♦/ 4❡❧❡❝/ /❤❡ µ
❜❡4/ ❝❛♥❞✐❞❛/❡4 ❛❝❝♦$❞✐♥❣ /♦ /❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ❜✉/ /❤❡ µ ❜❡4/ ❝❛♥❞✐❞❛/❡4 ✐♥ /❤❡ ❢❡❛4✐❜❧❡
4♣❛❝❡ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ✉♣❞❛/❡ /❤❡ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ♣❛$❛♠❡/❡$4 ✭m✱ C ❛♥❞ σ✮ ❛♥❞ /♦ ❝♦♥/✐♥✉❡ /❤❡ ❞❡4✐❣♥
4♣❛❝❡ ❡①♣❧♦$❛/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ /♦ /❤❡ ♦♣/✐♠✉♠✳

✷✹✵



❈❍❆#❚❊❘ ✶✷✳ ❆❉❆#❚❆❚■❖◆ ❖❋ ❈▼❆✲❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ❍❆◆❉▲■◆●

■◆ ❆ ◆❖■❙❨ ❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺ #6♦♣♦9❡❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❢♦6 ❝♦♥9D6❛✐♥D ❤❛♥❞❧✐♥❣

✶✮ ■♥✐D✐❛❧✐③❡ D❤❡ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛D6✐① C[0] = I✱ D❤❡ 9D❡♣ 9✐③❡ σ[0]
❛♥❞ D❤❡ 9❡❧❡❝D✐♦♥ ♣❛6❛♠❡D❡69

❬❍❛♥9❡♥ ❡D ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪

✷✮ ■♥✐D✐❛❧✐③❡ D❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝D♦6 m[0]
D♦ ❛ 6❛♥❞♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛D❡✱ k ← 0

✇❤✐❧❡ ❈▼❆✲❊❙ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ❝6✐D❡6✐♦♥ ✐9 ♥♦D 6❡❛❝❤❡❞ ❞♦

✸✲✶✮ ●❡♥❡6❛D❡ λ ♥❡✇ ♦✛9♣6✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ❛❝❝♦6❞✐♥❣ D♦✿ z
[k+1]
t ∼ m[k] + σ[k]N (0,C[k]), t ∈

{1, ..., λ}
✸✲✷✮ ❊✈❛❧✉❛D❡ ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ❛♥❞ 9♦6D D❤❡♠ ❜❛9❡❞ ♦♥ D❤❡ ♦❜❥❡❝D✐✈❡ ❢✉♥❝D✐♦♥

✐❢ ❛❧❧ D❤❡ µ ❜❡9D ❝❛♥❞✐❞❛D❡9 ❛6❡ ✐♥❢❡❛9✐❜❧❡ &❤❡♥
▼♦❞✐❢② D❤❡ ❝♦✈❛6✐❛♥❝❡ ♠❛D6✐① ❛❝❝♦6❞✐♥❣ D♦ ❆❧❣♦6✐D❤♠ ✹✳ ❘❡D✉6♥ D♦ 9D❡♣ ✸✳✶✮

❡❧/❡

✐❢ ❛❧❧ "❤❡ µ ❜❡&" ❝❛♥❞✐❞❛"❡& ❛+❡ ❢❡❛&✐❜❧❡

❉❡"❡+♠✐♥❡ "❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝"♦+ ❣✐✈❡♥ "❤❡ ✇❡✐❣❤"✐♥❣& ♦❢ "❤❡ µ ❜❡&" ❝❛♥❞✐❞❛"❡&✿ m[k+1] =∑µ
i=1 wiz

[k+1]
(i)

❯♣❞❛"❡ ❝♦✈❛+✐❛♥❝❡ ♠❛"+✐① C[k+1]
❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❬❍❛♥&❡♥ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡♥❞ ✐❢

❡❧&❡

✐❢ ❛" ❧❡❛&" ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ µ ❜❡&" ❝❛♥❞✐❞❛"❡& ✐& ✐♥❢❡❛&✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛" ❧❡❛&" ♦♥❡ ✐& ❢❡❛&✐❜❧❡

▼♦❞✐❢② "❤❡ ❝♦✈❛+✐❛♥❝❡ ♠❛"+✐① ❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❆❧❣♦+✐"❤♠ ✹✳

❯&❡ "❤❡ ❢❡❛&✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛"❡& "♦ ❞❡"❡+♠✐♥❡ "❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝"♦+ m[k+1]

❯&❡ "❤❡ ❢❡❛&✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛"❡& "♦ ✉♣❞❛"❡ ❝♦✈❛+✐❛♥❝❡ ♠❛"+✐① C[k+1]
❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❬❍❛♥&❡♥ ❡" ❛❧✳✱

✷✵✵✸❪ ❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

✸✲✸✮ ❯♣❞❛"❡ "❤❡ &"❡♣ &✐③❡ σ[k+1]
❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❬❍❛♥&❡♥ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ k ← k + 1

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✹✮ )❡*✉)♥ ❜❡&" ❝❛♥❞✐❞❛"❡ zbest

• ❈▼❆✲❊❙ ♠❛② &♦♠❡"✐♠❡& ❝♦♥✈❡+❣❡ "♦ ❛ ❧♦❝❛❧ &♦❧✉"✐♦♥✳ ❚♦ ♦✈❡+❝♦♠❡ "❤✐& ✐&&✉❡✱ ❛ ❜✐✲♣♦♣✉❧❛"✐♦♥

❜❛&❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤ ❤❛& ❜❡❡♥ ❛❞♦♣"❡❞ ✐♥ ❈▼❆✲❊❙ ❬❍❛♥&❡♥✱ ✷✵✵✾❪ "♦ &"❛+" "❤❡ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ✇✐"❤ ❛

❤✐❣❤❡+ &✐③❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛❢"❡+ &❡✈❡+❛❧ ✐"❡+❛"✐♦♥✱ "❤❡ λ ❞❡❢❛✉❧" &✐③❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ✐& ✉&❡❞✳ ❚❤❡

♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ✐& ✐♥❝+❡❛&❡❞ ❢♦+ "❤❡ kipop ✜+&" ✐"❡+❛"✐♦♥& ✐♥ ♦+❞❡+ "♦ &✉✣❝✐❡♥"❧② ❡①♣❧♦+❡ "❤❡ ❞❡&✐❣♥

&♣❛❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛+♥ ❛❜♦✉" "❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❜❡❢♦+❡ ❣♦✐♥❣ "♦ "❤❡ λ ❞❡❢❛✉❧" &✐③❡✳

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛❧❧♦✇& "♦ "❛❦❡ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ ❝♦♥&"+❛✐♥"& ✇✐"❤♦✉" ❞❡❣+❛❞✐♥❣ "❤❡ ♦❜✲

❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❜② ♣❡♥❛❧✐③❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞& "♦ "✉♥❡ "❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛"✐♦♥ ♣❛+❛♠❡"❡+&✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ "❤❡ ♣+♦✲

♣♦&❡❞ ❛❧❣♦+✐"❤♠ +❡❧✐❡& ♦♥ "❤❡ &❛♠❡ ✉♣❞❛"❡ ❛♥❞ &❡❧❡❝"✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐&♠& ♦❢ "❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
❛♥❞ ✐" ❦❡❡♣& "❤❡ ✐♥✈❛+✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥❜✐❛&❡❞ ❞❡&✐❣♥ ♣+✐♥❝✐♣❧❡& ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❬❍❛♥&❡♥ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳

■♥ "❤❡ ♥❡①" &❡❝"✐♦♥&✱ "❤❡ ♣+♦♣♦&❡❞ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ✐& "❡&"❡❞ ♦♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛+❦ ♦❢ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥& ❛♥❞

♦♥ "❤❡ ❞❡&✐❣♥ ♦❢ ❛ "✇♦ &"❛❣❡ +♦❝❦❡" ✐♥ ♦+❞❡+ "♦ ❡✈❛❧✉❛"❡ ✐"& ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡&✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

z
1

z
2

1 0.5 0 0.5 1

1

0.5

0

0.5

1

z

z(2)

Non feasible region

g=0

e2

e1

C
(k+1)

C
(k)

(1)

❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✺✿ ▼♦❞✐✜❝❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ ♠❛1$✐① ❞✉❡ 1♦ 1❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝1♦$ ❝♦♥81$❛✐♥1 ✈✐♦❧❛1✐♦♥✱

❜❧✉❡❂❢❡❛8✐❜❧❡✱ $❡❞❂✉♥❢❡❛8✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛1❡8✳

✶✷✳✸ ❇❡♥❝❤♠❛+❦ ♦♥ ❛♥❛❧②0✐❝❛❧ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠5

❚❤❡ ♣$♦♣♦8❡❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✐8 1❡81❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡❞ 1♦ ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✈❡$8✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
✇✐1❤ ❛ ❝♦♥81❛♥1 ♣❡♥❛❧✐③❛1✐♦♥ ❢✉♥❝1✐♦♥✱ 1♦ 1❤❡ ❞❡❛1❤ ♣❡♥❛❧1② ❛♣♣❧✐❡❞ 1♦ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛♥❞ 1♦ 1❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ♦♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛$❦ ♦❢ 1❤$❡❡ ❛♥❛❧②1✐❝❛❧ ❢✉♥❝1✐♦♥8✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛$❦ ❝♦♥8✐818 ♦❢

❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ ✷ ❞✐♠❡♥8✐♦♥8✱ 1❤❡ ●✵✹ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❬❍❛♥8❡♥✱

✷✵✵✾❪ ✐♥ ✺ ❞✐♠❡♥8✐♦♥8 ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘♦8❡♥❜$♦❝❦ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ ✷✵ ❞✐♠❡♥8✐♦♥8✳ ❚❤❡8❡ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥

♣$♦❜❧❡♠8 ❛$❡ ✉8❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ 1♦ ❡✈❛❧✉❛1❡ 1❤❡ ♣$♦♣♦8❡❞ ❛❧❣♦$✐1❤♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥1 ❞❡8✐❣♥ 8♣❛❝❡

❞✐♠❡♥8✐♦♥8 ❛♥❞ ❞✐✛❡$❡♥1 1②♣❡8 ♦❢ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡$8 ♦❢ ✐♥❡Q✉❛❧✐1② ❝♦♥81$❛✐♥18 ✭❧✐♥❡❛$✱ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛$✮✳ ■♥ 1❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ 1❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛$❦ ♣$♦❜❧❡♠8 ❛$❡ ✐♥1$♦❞✉❝❡❞ ✇✐1❤ 1❤❡ $❡8✉❧18✳ ❆ ❞✐8❝✉88✐♦♥ ❛♥❞ ❛ 8②♥1❤❡8✐8

♦❢ 1❤❡ $❡8✉❧18 ❢♦$ ❛❧❧ 1❤❡ 1❡818 ✐8 ♣$♦✈✐❞❡❞ ✐♥ 8❡❝1✐♦♥ ✹✳✹✳

■♥ 1❤❡ 1❤$❡❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❢♦$♠✉❧❛1✐♦♥8✱ 1❤❡ ❡①♣❡❝1❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐8 ❝♦♠♣✉1❡❞ ❜② ❈▼❈ ♠❡1❤♦❞✳ ❆ 8❛♠✲

♣❧❡ ♦❢ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥18 ✐8 ✉8❡❞ 1♦ ❡81✐♠❛1❡ 1❤❡ ❡①♣❡❝1❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1❤❡ ♦❜❥❡❝1✐✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥✳ ❋♦$ ❡❛❝❤

♠❡1❤♦❞ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ ❉❡❛1❤ W❡♥❛❧1② ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ W❡♥❛❧✐③❛1✐♦♥ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ ▼♦❞✐✲
✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✮ 1❤❡ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ✐8 $❡♣❡❛1❡❞ ✺✵ 1✐♠❡8✳ ❚❤❡ ✐♥✐1✐❛❧✐③❛1✐♦♥ ✐8 ❝❤♦8❡♥ $❛♥❞♦♠❧② ✐♥

1❤❡ ❞❡8✐❣♥ 8♣❛❝❡ ❛♥❞ 1❤❡ 8❛♠❡ ✐♥✐1✐❛❧✐③❛1✐♦♥ ❛♥❞ 1❤❡ 8❛♠❡ $❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡$ 8❡❡❞ ❛$❡ ✉8❡❞ ❢♦$ 1❤❡

❢♦✉$ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ❛❧❣♦$✐1❤♠8✳ ❚❤❡ 8❛♠❡ 81♦♣♣✐♥❣ ❝$✐1❡$✐♦♥ ✐8 ✉8❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ 1❤❡ ❛❧❣♦$✐1❤♠8✿ 1❤❡ ❞✐8✲

1❛♥❝❡ ✐♥ 1❤❡ ❞❡8✐❣♥ 8♣❛❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝1♦$ ❛♥❞ 1❤❡ ❜❡81 ♣♦✐♥1 ❢♦✉♥❞ ‖m[k] − z∗ ‖2< 10−3

♠✉81 ❜❡ ❧♦✇❡$ 1❤❛♥ ❛ 1♦❧❡$❛♥❝❡ ✷✵ 1✐♠❡8 ✐♥ ❛ $♦✇✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✶✷✳ ❆❉❆#❚❆❚■❖◆ ❖❋ ❈▼❆✲❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ❍❆◆❉▲■◆●

■◆ ❆ ◆❖■❙❨ ❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚

✶✷✳✸✳✶ ▼♦❞✐✜❡❞ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ♣3♦❜❧❡♠

❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡=>✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ♣=♦❜❧❡♠ ✐> ✉>❡❞ ✐♥ ♦=❞❡= A♦ ✐♥A=♦❞✉❝❡ ✉♥❝❡=A❛✐♥A② ❛♥❞

A❤=❡❡ ✐♥❡K✉❛❧✐A② ❝♦♥>A=❛✐♥A>✳ ❚❤❡ ❢♦=♠✉❧❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ♣=♦❜❧❡♠ ✐> A❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

♠✐♥ E

[
f6−hump(z

(1), z(2)) + f6−hump

(
z(1)❝♦>(u) + z(2)>✐♥(u)− z(1)>✐♥(u)

+z(2)❝♦>(u)
)]

✭✶✷✳✶✷✮

✇✳=✳A✳ z = [z(1), z(2)]

>✳A✳ g1(z
(1), z(2)) = z(1) + z(2)/4− 0.52 ≤ 0 ✭✶✷✳✶✸✮

g2(z
(1), z(2)) = z(1) + 0.01z(2) − 0.7 + 0.30❝♦>(60z(1)2/6) ≤ 0 ✭✶✷✳✶✹✮

g3(z
(1), z(2)) = z(1) − z(2)/4− 0.45 ≤ 0 ✭✶✷✳✶✺✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✷✳✶✻✮

✇✐A❤ z ∈ [−3, 3]× [−2, 2]✱ f6−hump(z1, z2) = (4−2.1z21 +z
4
1/3)+z1z2+(4z22−4)z22 ❛♥❞ ❯ ❛ =❛♥❞♦♠

✈❛=✐❛❜❧❡ ❞✐>A=✐❜✉A❡❞ ❛❝❝♦=❞✐♥❣ A♦ ❛ ♥♦=♠❛❧ ❞✐>A=✐❜✉A✐♦♥ U ∼ N (0, 0.05)✳

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✻✿ ❘❡>✉❧A> ♦❢ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ♣=♦❜❧❡♠✳ ❆✈❡=❛❣❡ ♦✈❡= ✺✵ ♦♣A✐♠✐③❛A✐♦♥> ✭✐♥

♣❛=❡♥A❤❡>✐> A❤❡ ❘❡❧❛A✐✈❡ ❙A❛♥❞❛=❞ ❉❡✈✐❛A✐♦♥ ✭❘❙❉✮ ✲ σ/E✮

❘❡"✉❧%" ▼♦❞✐✜❡❞

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
❉❡❛%❤ 0❡♥❛❧%②

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
0❡♥❛❧✐③❛%✐♦♥

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
▼♦❞✐✜❡❞

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙

❖❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝✲

%✐♦♥ ✭❣❧♦❜❛❧

♦♣%✐♠✉♠

✶

✮

−1.875(0.80%) −1.875(0.89%) −1.874(0.88%) −1.865(0.88%)

❖❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝✲

%✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧ ♦♣%✐✲

♠✉♠

✷

✮

−0.347(0.75%) −0.347(0.84%) −0.347(0.79%) −0.348(0.85%)

❈♦♥"%?❛✐♥% ❢✉♥❝✲

%✐♦♥"

−4.72×10−4 (96%) −2.57×10−4 (75%) −6.43×10−4 (68%) −4.86 × 10−4

(127%)

◆✉♠❜❡? ♦❢ ♦❜✲

❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥

✰❝♦♥"%?❛✐♥%

❡✈❛❧✉❛%✐♦♥"

1211(13%) 1395(12%) 1618(12%) 781(16%)

0❡?❝❡♥%❛❣❡ ♦❢

❝♦♥✈❡?❣❡♥❝❡

%♦ %❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♠✐♥✐♠✉♠

37% 22% 33% 48%

0❡?❝❡♥%❛❣❡ ♦❢

❝♦♥✈❡?❣❡♥❝❡ %♦

%❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐✲

♠✉♠

63% 78% 67% 52%

✶

❙*❛*✐-*✐❝- ❜❛-❡❞ ♦♥ *❤❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥- *❤❛* ❝♦♥✈❡9❣❡❞ *♦ *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣*✐♠✉♠✳

✷

❙*❛*✐-*✐❝- ❜❛-❡❞ ♦♥ *❤❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥- *❤❛* ❝♦♥✈❡9❣❡❞ *♦ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣*✐♠✉♠✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❘❡♣#❡$❡♥&❛&✐♦♥$ ♦❢ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥$&#❛✐♥&$ ❛#❡ ♣#♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✶✷✳✽✳ ❚❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ❤❛$

♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣&✐♠✉♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣&✐♠✉♠✳ ❚❤❡ #❡$✉❧&$ ❛#❡ ♣#❡$❡♥&❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✶✷✳✻✮ ❛♥❞ &❤❡

❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❝✉#✈❡$ ❢♦# ♦♥❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✭✶✷✳✾✮✳

❋✐❣✉#❡ ✶✷✳✼✿ ▼♦❞✐✜❡❞ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ✸❉ ❢✉♥❝&✐♦♥✳

Feasible

region Non feasible

region

global optimum

❋✐❣✉#❡ ✶✷✳✽✿ ■$♦✲❝♦♥&♦✉# ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡❝&❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▼♦❞✐✜❡❞ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ ❝♦♥$&#❛✐♥&$

❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣&✐♠✉♠✳
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❋✐❣✉9❡ ✶✷✳✾✿ ❈♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❝✉9✈❡A ♦❢ C❤❡ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ♣9♦❜❧❡♠ ✐♥ ✷ ❞✐♠❡♥A✐♦♥A✱ ❜❛A❡❞ ♦♥ ♦♥❡

♦♣C✐♠✐③❛C✐♦♥ 9✉♥✳
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z
(1)

z
(2)

❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✶✵✿ ❙✐① ❤✉♠♣ ❝❛♠❡❧ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥✱ ✐8♦✲♣$♦❜❛❜✐❧✐4② 8❡❛$❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ❣$❡❡♥✱ µ ❜❡84 ❝❛♥✲

❞✐❞❛4❡ ✐♥ ❜❧✉❡✱ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥4 ✐♥ $❡❞✱ ♦4❤❡$ ❝❛♥❞✐❞❛4❡8 ✐♥ ♣✐♥❦✱ ❛ ♣❧♦4 ❡✈❡$② ✶✽ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙

✐4❡$❛4✐♦♥8✳
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✶✷✳✸✳✷ ●✵✹ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠

❚❤❡ ●✵✹ ♦♣<✐♠✐③❛<✐♦♥ ♣B♦❜❧❡♠ ❬❍❛♥F❡♥✱ ✷✵✵✾❪ ✐♥✈♦❧✈❡F ✻ ✐♥❡L✉❛❧✐<② ❝♦♥F<B❛✐♥<F ❛♥❞ ✐F ❞❡✜♥❡❞ ❛F

❢♦❧❧♦✇F✿

♠✐♥ G04(z) = 5.3578547× z(3)2 + 0.8356891× z(1) ∗ z(5) + 37.293239× z(1)
−40792.141 ✭✶✷✳✶✼✮

✇✳B✳<✳ ③ = [z(1), z(2), z(3), z(4), z(5)]

F✳<✳ g1(z) = u(z)− 92 ≤ 0 ✭✶✷✳✶✽✮

g2(z) = −u(z) ≤ 0 ✭✶✷✳✶✾✮

g3(z) = v(z)− 110 ≤ 0 ✭✶✷✳✷✵✮

g4(z) = −v(z) + 90 ≤ 0 ✭✶✷✳✷✶✮

g5(z) = w(z)− 25 ≤ 0 ✭✶✷✳✷✷✮

g6(z) = −w(z) + 20 ≤ 0 ✭✶✷✳✷✸✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✷✳✷✹✮

✇✐<❤ z ∈ R
5
✱ zmin = [78, 33, 27, 27, 27]✱ zmax = [102, 45, 45, 45, 45] ❛♥❞✿

u(z) = 85.334407 + 0.0056858× z(2) × z(5) + 0.0006262× z(1) × z(4)
−0.0022053× z(3) × z(5) ✭✶✷✳✷✺✮

v(z) = 80.51249 + 0.0071317× z(2) × z(5) + 0.0029955× z(1) × z(2)

+0.0021813× z(3)2 ✭✶✷✳✷✻✮

w(z) = 9.300961 + 0.0047026× z(3) × z(5) + 0.0012547× z(1) × z(3)
+0.0019085× z(3) × z(4) ✭✶✷✳✷✼✮

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶✶✿ ❘❡F✉❧<F ♦❢ ●✵✹ ♦♣<✐♠✐③❛<✐♦♥ ♣B♦❜❧❡♠✳ ❆✈❡B❛❣❡ ♦✈❡B ✺✵ ♦♣<✐♠✐③❛<✐♦♥F ✭✐♥ ♣❛B❡♥<❤❡F✐F

<❤❡ ❘❙❉ ✲ σ/E✮✳

❘❡"✉❧%" ▼♦❞✐✜❡❞

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
❉❡❛%❤ 0❡♥❛❧%②

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
0❡♥❛❧✐③❛%✐♦♥

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
▼♦❞✐✜❡❞

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙

❖❜❥❡❝%✐✈❡

❢✉♥❝%✐♦♥

−30487(0.48%) −28105(6.10%) −28758(12%) −30452(0.46%)

◆✉♠❜❡< ♦❢

♦❜❥❡❝%✐✈❡

❢✉♥❝%✐♦♥

✰❝♦♥"%<❛✐♥%

❡✈❛❧✉❛%✐♦♥"

1618(33%) 9120(40%) 13139(107%) 7048(93%)

❚❤❡ B❡F✉❧<F ❛B❡ ♣B❡F❡♥<❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✶✷✳✶✶✮ ❛♥❞ <❤❡ ❝♦♥✈❡B❣❡♥❝❡ ❝✉B✈❡F ❢♦B ♦♥❡ ♦♣<✐♠✐③❛<✐♦♥ ❛B❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉B❡ ✶✷✳✶✷✳

✷✹✼
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✶✷✿ ❈♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❝✉$✈❡/ ♦❢ 1❤❡ ●✵✹ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✱ ❜❛/❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥

$✉♥✳

✶✷✳✸✳✸ ▼♦❞✐✜❡❞ ❘♦+❡♥❜.♦❝❦ ♣.♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❘♦/❡♥❜$♦❝❦ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ 1♦ ✐♥❝♦$♣♦$❛1❡ ✉♥❝❡$1❛✐♥1② ❛♥❞

❛♥ ✐♥❡C✉❛❧✐1② ❝♦♥/1$❛✐♥1✳ ❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐/ ❢♦$♠✉❧❛1❡❞ ❛/ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

♠✐♥ E

[
100

n−1∑

i=1

(
z(i+1) − z(i)2

)2
+

n−1∑

i=1

(
1− z(i)

)2
+ U

]
✭✶✷✳✷✽✮

✇✳$✳1✳ ③ =
[
z(1), ..., z(20)

]

/✳1✳ g(z) = 2−
n∏

i=1

z(i) ≤ 0 ✭✶✷✳✷✾✮

✭✶✷✳✸✵✮

✇✐1❤ ♥❂✷✵✱ z ∈ R
20
❛♥❞ U ❛ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞✐/1$✐❜✉1❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 1♦ U ∼ U(−0.1, 0.0) ❛ ✉♥✐❢♦$♠

❞✐/1$✐❜✉1✐♦♥✳

❚❤❡ $❡/✉❧1/ ❛$❡ ♣$❡/❡♥1❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✶✷✳✶✺✮ ❛♥❞ 1❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❝✉$✈❡/ ❢♦$ ♦♥❡ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ❛$❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✶✹✳

✷✹✽
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❋✐❣✉9❡ ✶✷✳✶✸✿ ❊①♣❡❝@❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘♦I❡♥❜9♦❝❦ ❢✉♥❝@✐♦♥ ❛♥❞ @❤❡ ❝♦♥I@9❛✐♥@I ✐♥ ✷ ❞✐♠❡♥I✐♦♥I✳

❋✐❣✉9❡ ✶✷✳✶✹✿ ❈♦♥✈❡9❣❡♥❝❡ ❝✉9✈❡I ♦❢ @❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘♦I❡♥❜9♦❝❦ ♣9♦❜❧❡♠ ✐♥ ✷✵ ❞✐♠❡♥I✐♦♥I✱ ❜❛I❡❞ ♦♥

♦♥❡ ♦♣@✐♠✐③❛@✐♦♥ 9✉♥✳

✶✷✳✸✳✹ ❘❡'✉❧*' ❛♥❞ '②♥*❤❡'✐'

❚❤❡ ❛♥❛❧②@✐❝❛❧ @❡I@ ❝❛I❡I ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡9❡♥@ ❞✐♠❡♥I✐♦♥I ✭✷✱ ✺ ❛♥❞ ✷✵✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡9❡♥@ ♥✉♠❜❡9 ♦❢ ❝♦♥✲

I@9❛✐♥@I ✭✶✱ ✸ ❛♥❞ ✻✮ ✐♥ ♦9❞❡9 @♦ ❡✈❛❧✉❛@❡ @❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ @❤❡ ♣9♦♣♦I❡❞ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ♦♥
✈❛9✐♦✉I ♦♣@✐♠✐③❛@✐♦♥ ♣9♦❜❧❡♠I✳ ❆ Y✉❛❧✐@❛@✐✈❡ I②♥@❤❡I✐I ♦❢ @❤❡ ♦❜@❛✐♥❡❞ 9❡I✉❧@I ✐I ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉9❡

✷✹✾
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶✺✿ ❘❡+✉❧-+ ♦❢ ❝♦♥+-2❛✐♥❡❞ ❘♦+❡♥❜2♦❝❦ ♣2♦❜❧❡♠✳ ❆✈❡2❛❣❡ ♦✈❡2 ✺✵ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥+ ✭✐♥ ♣❛2❡♥✲

-❤❡+✐+ -❤❡ ❘❙❉ ✲ σ/E✮✳

❘❡"✉❧%" ▼♦❞✐✜❡❞

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
❉❡❛%❤ 0❡♥❛❧%②

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
0❡♥❛❧✐③❛%✐♦♥

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
▼♦❞✐✜❡❞

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙

❖❜❥❡❝%✐✈❡

❢✉♥❝%✐♦♥

0.046(0.12%) 0.109(42.77%) 0.096(26%) 0.0841(53.85%)

❈♦♥"%;❛✐♥%

❢✉♥❝%✐♦♥"

−5.05 ∗ 10−4(96%) −0.74(75%) 1.45(68%) −0.4294(127%)

◆✉♠❜❡; ♦❢

♦❜❥❡❝%✐✈❡

❢✉♥❝%✐♦♥

✰❝♦♥"%;❛✐♥%

❡✈❛❧✉❛%✐♦♥"

12798(11%) 2708(33%) 2689(49%) 3481(28%)

✶✷✳✶✻✳ ❋♦2 ❛❧❧ -❤❡ -❤2❡❡ ❝2✐-❡2✐❛ ✭♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥+✱ 2♦❜✉+-♥❡++ -♦ ✐♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

-❤❡ ♦♣-✐♠✉♠✮✱ -❤❡ ❧♦✇❡2 ✈❛❧✉❡ -❤❡ ❜❡--❡2 -❤❡ G✉❛❧✐-② ♦❢ -❤❡ ♠❡-❤♦❞ ❢♦2 -❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝2✐-❡2✐♦♥✳

❚❤❡ ❙✐① ❍✉♠♣ ❈❛♠❡❧ ♣2♦❜❧❡♠ ❤❛+ ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣-✐♠✉♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣-✐♠✉♠✳ ❆❧❧ -❤❡ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥

❛❧❣♦2✐-❤♠+ ❝♦♥✈❡2❣❡ ❡✐-❤❡2 -♦ -❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦2 -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣-✐♠✉♠✳ ■- ✐❧❧✉+-2❛-❡+ -❤❡ 2♦❜✉+-♥❡++ ♣2♦♣❡2-②

♦❢ -❤❡ ❛❧❣♦2✐-❤♠+ ✇✐-❤ 2❡+♣❡❝- -♦ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥ ✭2❡❧❛-✐✈❡ +-❛♥❞❛2❞ ❞❡✈✐❛-✐♦♥ ∼ 0.85% ❢♦2 ❛❧❧ -❤❡

❛❧❣♦2✐-❤♠+✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞ ♦♣-✐♠❛ ❛2❡ ❛❧❧ ❢❡❛+✐❜❧❡✳ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❝♦♥✈❡2❣❡+ ✐♥ 48% ♦❢ -❤❡

♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ 2✉♥+ -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣-✐♠✉♠ ❛♥❞ -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙ ✭λ, µ✮ ✐♥ 37% ♦❢ -❤❡

❝❛+❡+✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❞❡❛-❤ ♣❡♥❛❧✐-② ❛♣♣2♦❛❝❤❡+ ❝♦♥✈❡2❣❡ ♦♥❧② ✐♥ 33% ❛♥❞ 22% ♦❢ -❤❡

♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ 2✉♥+ -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣-✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❝❛❧❧+ -♦ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡

❝♦♥+-2❛✐♥-+ ✐+ ✐♥ ✐♥❝2❡❛+✐♥❣ ♦2❞❡2✿ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ✭✼✽✶✮✱ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✭✶✷✶✶✮✱
❉❡❛-❤ R❡♥❛❧-② ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✭✶✸✾✺✮ ❛♥❞ R❡♥❛❧✐③❛-✐♦♥ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✭✶✻✶✽✮✳ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙
✐+ ♠♦2❡ ❡✣❝✐❡♥- ✐♥ -❤✐+ -❡+- ❝❛+❡ ❞✉❡ -♦ -❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ +✐♠♣❧✐❝✐-② ♦❢ -❤❡ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥

♣2♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ♣2♦✈✐❞❡+ ❜❡--❡2 2❡+✉❧-+ -❤❛♥ -❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞
-❤❡ ❞❡❛-❤ ♣❡♥❛❧-② ❛♣♣2♦❛❝❤❡+✳

■♥ -❤❡ ●✵✹ ♣2♦❜❧❡♠✱ ♦♥❧② -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛♥❞ -❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙

❝♦♥✈❡2❣❡ -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✇✐-❤ +✉✣❝✐❡♥- 2♦❜✉+-♥❡++ ✇✐-❤ 2❡+♣❡❝- -♦ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥✮✳ ❚❤❡

♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❝❛❧❧+ -♦ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥+-2❛✐♥-+ ✐+ ❧♦✇❡2 ✐♥ -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ❛❧❣♦2✐-❤♠

✭✶✻✶✽✮ ❝♦♠♣❛2❡❞ -♦ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ✭✼✵✹✽✮ ❛♥❞ -❤❡ 2❡❧❛-✐✈❡ +-❛♥❞❛2❞ ❞❡✈✐❛-✐♦♥ ✐+ ❧♦✇❡2

✐♥ -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤✳ ▼♦2❡♦✈❡2✱ -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤ ❝♦♥✈❡2❣❡+ ❡✣❝✐❡♥-❧② -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♦♣-✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❉❡❛-❤ R❡♥❛❧-② ❛♥❞ -❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛♣♣2♦❛❝❤❡+ ❞♦ ♥♦- +✉❝❝❡❡❞ -♦ 2❡❛❝❤ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♦♣-✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛2❡ ♥♦- 2♦❜✉+- -♦ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥✳

■♥ -❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘♦+❡♥❜2♦❝❦ ♣2♦❜❧❡♠✱ ♦♥❧② -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ 2❡❛❝❤❡+ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♦♣-✐♠✉♠ ✭✇✐-❤ +✉✣❝✐❡♥- 2♦❜✉+-♥❡++ (❘❙❉ : 0.12%) -♦ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥✮✳ ❆❧❧ -❤❡ ♦-❤❡2 ❛❧❣♦2✐-❤♠+
❛2❡ ♥♦- 2♦❜✉+- -♦ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦- ❝♦♥✈❡2❣❡ -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣-✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❝❛❧❧+

-♦ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥+-2❛✐♥-+ ✐+ ❧❛2❣❡2 ❢♦2 -❤❡ ♣2♦♣♦+❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤ ✭✶✷✼✾✽✮ ❝♦♠♣❛2❡❞

-❤❡ ♦-❤❡2 ❛❧❣♦2✐-❤♠+✳

❈♦♥+❡G✉❡♥-❧②✱ ❢2♦♠ -❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛2❦✱ ✐♥ +♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ (< 8)✱ -❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ♣2♦✈✐❞❡+
❣♦♦❞ 2❡+✉❧-+ ✐♥ -❡2♠+ ♦❢ ❝♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣-✐♠✉♠ ❛♥❞ 2♦❜✉+-♥❡++ ✇✐-❤ 2❡+♣❡❝- -♦ -❤❡

✷✺✵



❈❍❆#❚❊❘ ✶✷✳ ❆❉❆#❚❆❚■❖◆ ❖❋ ❈▼❆✲❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❋❖❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ❍❆◆❉▲■◆●

■◆ ❆ ◆❖■❙❨ ❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚

✐♥✐8✐❛❧✐③❛8✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡B✱ ❛C ❡①♣❡❝8❡❞✱ ✐♥ ❧❛B❣❡ ❞✐♠❡♥C✐♦♥C✱ ✐8 ♣B❡C❡♥8C ✐CC✉❡C 8♦ ❝♦♥✈❡B❣❡ 8♦ 8❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♦♣8✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♣B♦♣♦C❡❞ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ C✉❝❝❡❡❞C ✐♥ C♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛B❣❡ ❞✐♠❡♥C✐♦♥C ✭✉♣ 8♦ ✷✵✮
8♦ ✜♥❞ 8❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣8✐♠✉♠✳ ▼♦B❡♦✈❡B✱ 8❤✐C ❛❧❣♦B✐8❤♠ ❛♣♣❡❛BC ❛C B♦❜✉C8 8♦ 8❤❡ ✐♥✐8✐❛❧✐③❛8✐♦♥✳ ■♥

8❤❡ ♥❡①8 C❡❝8✐♦♥✱ 8❤❡ ♣B♦♣♦C❡❞ ❛❧❣♦B✐8❤♠ ✐C ✉C❡❞ 8♦ ❞❡C✐❣♥ ❛ 8✇♦ C8❛❣❡ C♦❧✐❞ B♦❝❦❡8 ❛♥❞ ✐C ❝♦♠♣❛B❡❞

8♦ 8❤❡ ❡①✐C8✐♥❣ ❈▼❆✲❊❙ ❜❛C❡❞ ♦♣8✐♠✐③❛8✐♦♥ ❛❧❣♦B✐8❤♠C✳

Nb of evaluations Robustness to initialization Value of optimum

Qualitative comparison for modified six camel problem

Modified CMA-ES(λ, µ)

Death Penalty CMA-ES(λ, µ)

Penalization CMA-ES(λ, µ)

Modified (1+1) CMA-ES

Nb of evaluations Robustness to initialization Value of optimum

Qualitative comparison for G04 problem

Modified CMA-ES(λ, µ)

Death Penalty CMA-ES(λ, µ)

Penalization CMA-ES(λ, µ)

Modified (1+1) CMA-ES

Nb of evaluations Robustness to initialization Value of optimum

Qualitative comparison for modified Rosenbrock 20D problem

Modified CMA-ES(λ, µ)

Death Penalty CMA-ES(λ, µ)

Penalization CMA-ES(λ, µ)

Modified (1+1) CMA-ES

❋✐❣✉$❡ ✶✷✳✶✻✿ ◗✉❛❧✐.❛.✐✈❡ $❡0✉❧.0 ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢♦$ .❤❡ ❞✐✛❡$❡♥. .❡0. ❝❛0❡0 ✭.❤❡ 0♠❛❧❧❡$ .❤❡ ❜❡..❡$✮✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✶✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

❚❤❡ ❞❡$✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① $②$0❡♠$ ♦❢0❡♥ ✐♥❞✉❝❡$ ❛ ❝♦♥$03❛✐♥❡❞ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡3 ✉♥❝❡3✲

0❛✐♥0②✳ ❉❡❞✐❝❛0❡❞ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ❛❧❣♦3✐0❤♠$ ❛3❡ 3❡9✉✐3❡❞ 0♦ $♦❧✈❡ 0❤❡$❡ 0②♣❡$ ♦❢ ♣3♦❜❧❡♠$✳ ■♥ 0❤✐$

❝❤❛♣0❡3✱ ❛♥ ❛❞❛♣0❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ❛❧❣♦3✐0❤♠ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❊✈♦❧✉0✐♦♥❛3②
❙03❛0❡❣② ❤❛$ ❜❡❡♥ ♣3♦♣♦$❡❞ ✐♥ ♦3❞❡3 0♦ ❡✣❝✐❡♥0❧② ❤❛♥❞❧❡ 0❤❡ ❝♦♥$03❛✐♥0$✳ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❣❡♥❡3❛0❡$
0❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛0❡ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ $❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛3❛♠❡0❡3✐③❡❞ ●❛✉$$✐❛♥ ❞✐$03✐❜✉0✐♦♥

N (0,C) ✇❤❡3❡ C ✐$ ❛ ❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛03✐①✳ ■♥ 0❤✐$ ❝❤❛♣0❡3✱ 0❤❡ $❡❛3❝❤ ❤②♣❡3✈♦❧✉♠❡ ❡♥❣❡♥❞❡3❡❞ ❜②

❛♥ ✐$♦✲♣3♦❜❛❜✐❧✐0② ❝♦♥0♦✉3 ♦❢ 0❤❡ ♠✉❧0✐✈❛3✐❛0❡ ♥♦3♠❛❧ ❞✐$03✐❜✉0✐♦♥ ✉$❡❞ 0♦ ❣❡♥❡3❛0❡ 0❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛0❡

♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ✐$ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥$03❛✐♥0 ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠❡0❤♦❞ ❛❧❧♦✇$ 0♦ 3❡❞✉❝❡ 0❤❡ $❡♠✐✲♣3✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡$

♦❢ 0❤❡ ✐$♦✲♣3♦❜❛❜❧❡ $❡❛3❝❤ ❡❧❧✐♣$♦✐❞ ✐♥ 0❤❡ ❞✐3❡❝0✐♦♥$ ✈✐♦❧❛0✐♥❣ 0❤❡ ❝♦♥$03❛✐♥0$ ❜② ❞❡❝3❡❛$✐♥❣ 0❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡$ ♦❢ 0❤❡ ❝♦✈❛3✐❛♥❝❡ ♠❛03✐① C✳ ❚❤❡ ♣3♦♣♦$❡❞ ❛♣♣3♦❛❝❤ ❤❛$ ❜❡❡♥ 0❡$0❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛3❡❞

0♦ 0❤3❡❡ ❈▼❆✲❊❙ ♠❡0❤♦❞$ ✇✐0❤ 0❤3❡❡ ❛♥❛❧②0✐❝❛❧ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠$ ❤✐❣❤❧✐❣❤0✐♥❣ 0❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ 0❤❡ ❛❧❣♦3✐0❤♠ ❛♥❞ 0❤❡ 3♦❜✉$0♥❡$$ ✇✐0❤ 3❡$♣❡❝0 0♦ 0❤❡ ✐♥✐0✐❛❧✐③❛0✐♦♥✳ ❆ ❜❡00❡3 ♦♣0✐♠✉♠ ❤❛$

❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ♣3♦♣♦$❡❞ ❛♣♣3♦❛❝❤ ✇✐0❤ 3❡$♣❡❝0 0♦ 0❤❡ ❡①✐$0✐♥❣ ❈▼❆✲❊❙ ❜❛$❡❞ ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥

❛❧❣♦3✐0❤♠$✳

✷✺✷



❈❤❛♣$❡& ✶✸

▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙ ✲ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥

❈♦♥#❡♥#%

✶✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✸

✶✸✳✷ ❚✇♦ 0%❛❣❡ 0♦❧✐❞ ♣&♦♣✉❧0✐♦♥ &♦❝❦❡% ❞❡0✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✹

✶✸✳✷✳✶ ❉✐&❝✐♣❧✐♥❛,② ♠♦❞❡❧& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✺

✶✸✳✷✳✷ ❘❡&✉❧5& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✼

✶✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✷

✶✸✳✹ ■♥%❡&❞✐0❝✐♣❧✐♥❛&② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✺

✶✸✳✺ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②0✐0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✻

✶✸✳✻ ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ✇✐%❤ ❡✈♦❧✉%✐♦♥❛&② 0%&❛%❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✼

✶✸✳✼ C❡&0♣❡❝%✐✈❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✽

• ❆♣♣❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛*❡ ,❤❡ ♣*♦♣♦.❡❞ ❛♣♣*♦❛❝❤ ,♦ *❡❢❡*❡♥❝❡ ,❡❝❤♥✐1✉❡. ♦♥ ❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡
❞❡.✐❣♥ ,❡., ❝❛.❡✳

❈❤❛♣$❡& ❣♦❛❧*

✶✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■♥ ,❤❡ ♣*❡✈✐♦✉. ❝❤❛♣,❡* ✶✷✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❈▼❆✲❊❙ ❛❧❣♦*✐,❤♠ ❤❛. ❜❡❡♥ ♣*♦♣♦.❡❞ ✐♥ ♦*❞❡* ,♦

✐♥❝♦*♣♦*❛,❡ ,❤❡ ❝♦♥.,*❛✐♥, ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞ ,♦ ❣❡♥❡*❛,❡ ❛ ♣*♦❜❛❜❧❡ *❡.❡❛*❝❤ ,❛❦✐♥❣ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ,❤❡

❝♦♥.,*❛✐♥, ✈✐♦❧❛,✐♦♥ ✐♥ ❛❝❝♦*❞❛♥❝❡ ✇✐,❤ ,❤❡ ✐♥❢♦*♠❛,✐♦♥ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜② ,❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛,❡.✳ ❚❤❡ ♣*♦♣♦.❡❞

,❡❝❤♥✐1✉❡ ❤❛. ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛*❡❞ ,♦ ❝❧❛..✐❝❛❧ ♣❡♥❛❧✐③❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞. ♦❢ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛♥❞ ,♦ ,❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
✈❡*.✐♦♥ ♦❢ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✱ ♦✉,❧✐♥✐♥❣ ,❤❡ *♦❜✉.,♥❡.. ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ,❤❡ ♣*♦♣♦.❡❞ ❛♣♣*♦❛❝❤✳ ■♥ ,❤✐.

❝❤❛♣,❡*✱ ,❤❡ ♣*♦♣♦.❡❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♥.,*❛✐♥, ♠❡,❤♦❞ ✐. ✉.❡❞ ,♦ ❞❡.✐❣♥ ❛ ,✇♦ .,❛❣❡ .♦❧✐❞ ♣*♦♣✉❧.✐♦♥

❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐. ❞✐✛❡*❡♥, ❢*♦♠ ❝❤❛♣,❡* ✽ ✐♥ ♦*❞❡* ,♦ ✉.❡

❧❡.. ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧❧② ✐♥,❡♥.✐✈❡ ♠♦❞❡❧. ❛♥❞ ,❤❡*❡❢♦*❡ ❡♥❛❜❧❡. ♥✉♠❡*✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛*✐.♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡

✷✺✸
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❈❍❆#❚❊❘ ✶✸✳ ▼❖❉■❋■❊❉ ❈▼❆✲❊❙ ✲ ▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❆##▲■❈❆❚■❖◆

♠❛① E [∆V (z,U)] ✭✶✸✳✶✮

✇✳;✳<✳ z = [Dt1, Ds1, Pc1,Mp1, Dt2, Ds2, Pc2,Mp2]

=✳<✳ Pf [g1(③,❯) ≥ 0] ≤ 10−2
✭✶✸✳✷✮

Pf [g2(z,U) ≥ 0] ≤ 10−2
✭✶✸✳✸✮

Pf [g3(z,U) ≥ 0] ≤ 10−2
✭✶✸✳✹✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✸✳✺✮

✇✐<❤✿ U = [U (1), U (2)] ✇✐<❤ U (1) ∼ N (1, 0.02) <❤❡ ✉♥❝❡;<❛✐♥<② ♦❢ <❤❡ ❞❡♥=✐<② ♦❢ <❤❡ ♣;♦♣❡❧❧❛♥<
✭ρ✮ ❛♥❞ U (2) ∼ N (1, 0.05) <❤❡ ✉♥❝❡;<❛✐♥<② ♦❢ <❤❡ ✉❧<✐♠❛<❡ =<;❡♥❣<❤ ❧✐♠✐< ✭σ✮ ❢♦; <❤❡ ;♦❝❦❡< ❝❛=❡
♠❛<❡;✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡=✐❣♥ ✈❛;✐❛❜❧❡= ❛;❡ ❞❡=❝;✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✷✳ ❆♥ ♦✈❡;✈✐❡✇ ♦❢ <❤❡ ❞✐=❝✐♣❧✐♥❡= ✐=

♣;♦✈✐❞❡❞ ✐♥ <❤❡ ♥❡①< =❡❝<✐♦♥=✳

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✷✿ ❉❡=✐❣♥ ✈❛;✐❛❜❧❡= ❢♦; <❤❡ <✇♦✲=<❛❣❡ ;♦❝❦❡<✳

❱❛"✐❛❜❧❡' ❙②♠❜♦❧ ❉♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ❇❛'❡❧✐♥❡

1st '1❛❣❡ ♥♦③③❧❡ 1❤"♦❛1 ❞✐❛♠❡1❡" Dt1 [0.05, 1] ♠ 0.75♠

2nd
'1❛❣❡ ♥♦③③❧❡ 1❤"♦❛1 ❞✐❛♠❡1❡" Dt2 [0.05, 1] ♠ 0.75♠

1st '1❛❣❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐1 ❞✐❛♠❡1❡" Ds1 [0.5, 1.4] ♠ 1♠

2nd
'1❛❣❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐1 ❞✐❛♠❡1❡" Ds2 [0.5, 1.4] ♠ 1♠

1st '1❛❣❡ ❝♦♠❜✉'1✐♦♥ ♣"❡''✉"❡ Pc1 [1, 500] ❜❛" 100❜❛"

2nd
'1❛❣❡ ❝♦♠❜✉'1✐♦♥ ♣"❡''✉"❡ Pc2 [1, 500] ❜❛" 100❜❛"

1st '1❛❣❡ ♣"♦♣❡❧❧❛♥1 ♠❛'' Mp1 [2000, 15000] ❦❣ 8000❦❣

2nd
'1❛❣❡ ♣"♦♣❡❧❧❛♥1 ♠❛'' Mp1 [2000, 15000] ❦❣ 8000❦❣

✶✸✳✷✳✶ ❉✐&❝✐♣❧✐♥❛,② ♠♦❞❡❧&

✶✸✳✷✳✶✳✶ &'♦♣✉❧,✐♦♥

❚❤❡ ♣;♦♣✉❧=✐♦♥ ❞✐=❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉<❡= ❢♦; ❛ ❣✐✈❡♥ =❡< ♦❢ ♣;♦♣❡❧❧❛♥< ❝❤❛;❛❝<❡;✐=<✐❝= ✭❞❡♥=✐<② ρ✱ ❝♦♠✲
❜✉=<✐♦♥ =♣❡❡❞✱ ✢❛♠❡ <❡♠♣❡;❛<✉;❡ Tc✱ ❤❡❛< ❝❛♣❛❝✐<② ;❛<✐♦ γ✮✱ <❤❡ <❤;✉=< T ✱ <❤❡ ♠❛== ✢♦✇ ;❛<❡ ṁ✱
<❤❡ <❤;✉=< ❝♦❡✣❝✐❡♥< cτ ✱ <❤❡ ❝❤❛;❛❝<❡;✐=<✐❝ ✈❡❧♦❝✐<② c

∗
❛♥❞ <❤❡ =♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧=❡ Isp✳ ▼♦;❡♦✈❡;✱ ✐< ✐=

❛==✉♠❡❞ <❤❛< <❤❡ ✢♦✇ <❤;♦✉❣❤ <❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐= ✐=❡♥<;♦♣✐❝ ✇✐<❤ ❛ ♣❡;❢❡❝< ❣❛= ❛♥❞ =<❡❛❞②✳ ❚❤❡ <❤;✉=<

❝♦❡✣❝✐❡♥< cτ ❞❡♣❡♥❞= ❡♥<✐;❡❧② ♦♥ <❤❡ ♥♦③③❧❡ ❝❤❛;❛❝<❡;✐=<✐❝= Dt, Ds ❛♥❞ <❤❡ ❤❡❛< ❝❛♣❛❝✐<② ;❛<✐♦ γ✿

cτ =

[
2γ2

γ − 1

(
2

γ + 1

) γ+1
γ−1

[
1−

(
Pe

Pc

) γ−1
γ

]] 1
2

+
(Pe − Pa)×Ae

At × Pc
✭✶✸✳✻✮

✇❤❡;❡ Pc ✐= <❤❡ ❝♦♠❜✉=<✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡; ♣;❡==✉;❡✱ Pe ✐= <❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐< ♣;❡==✉;❡✱ Pa ✐= <❤❡ ❧♦❝❛❧

❛<♠♦=♣❤❡;✐❝ ♣;❡==✉;❡✱ Ae ✐= <❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐< ❛;❡❛ ❛♥❞ At ✐= <❤❡ ♥♦③③❧❡ <❤;♦❛< ❛;❡❛✳ ▼♦;❡♦✈❡;✱ <❤❡

❝❤❛;❛❝<❡;✐=<✐❝ ✈❡❧♦❝✐<② c∗ ❞❡♣❡♥❞= ♦♥ <❤❡ ✢❛♠❡ <❡♠♣❡;❛<✉;❡ ❛❝❝♦;❞✐♥❣ <♦✿

c∗ =

√
γ ×R× Tc

γ
(

2
γ+1

) γ+1
2(γ−1)

✭✶✸✳✼✮

✷✺✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✇✐"❤ R = 8314/Mc "❤❡ ❣❛' ❝♦♥'"❛♥"✳ ❚❤❡ '♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧'❡ ✐' ❞❡3✐✈❡❞ ❢3♦♠ cτ ❛♥❞ c
∗
✿

Isp =
c∗ × cτ
g0

✭✶✸✳✽✮

❛♥❞ ❢✉3"❤❡3♠♦3❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ "❤❡ "❤3✉'" ♦❢ "❤❡ '♦❧✐❞ 3♦❝❦❡" ♠♦"♦3 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

T = g0 × q × Isp ✭✶✸✳✾✮

✇✐"❤ q "❤❡ ♠❛'' ✢♦✇ 3❛"❡✳ ❚❤❡ ❞✐'❝✐♣❧✐♥❡ "❛❦❡' ♥♦③③❧❡ '❤❛♣❡ Dt, Ds ❛♥❞ ❝♦♠❜✉'"✐♦♥ ♣3❡''✉3❡ Pc

❛' ✐♥♣✉"'✳ ❚❤❡ ✉'❡❞ ♣3♦♣❡❧❧❛♥" ✐' "❤❡ ❜✉"❛3❣♦❧' ✇✐"❤ ♣♦❧②❜✉"❛❞✐❡♥❡ ❜✐♥❞❡3 ✇✐"❤♦✉" ❛❧✉♠✐♥✐✉♠

❛❞❞✐"✐✈❡✳ ❙❡❡ "❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡' ❢♦3 ♠♦3❡ ❞❡"❛✐❧' ♦♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧'✳

✶✸✳✷✳✶✳✷ ▼❛&& ❛♥❞ ❙✐③✐♥❣

❚❤❡ ♠❛'' ❛♥❞ '✐③✐♥❣ ❞✐'❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉"❡' "❤❡ ❞3② ♠❛'' md ❛♥❞ "❤❡ ❣❡♦♠❡"3② ♦❢ "❤❡ "✇♦ '"❛❣❡ '♦❧✐❞

♣3♦♣✉❧'✐♦♥ 3♦❝❦❡"✳ ❚❤❡ ❞3② ♠❛'' ✐♥✈♦❧✈❡' "❤❡ ♠❛'' ♦❢ "❤❡ 3♦❝❦❡" ❝❛'❡✱ "❤❡ ♠❛'' ♦❢ "❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛♥❞

"❤❡ ♣②3♦"❡❝❤♥✐❝ ✐❣♥✐"❡3✳ ❚❤❡ 3♦❝❦❡" ❣❡♦♠❡"3② ❝♦♥'✐'"' ♦❢ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ❝♦♠❜✉'"✐♦♥ ❛3❡❛✱ "❤❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣

3❛"✐♦ ❛♥❞ "❤❡ '✐③❡ ♦❢ "❤❡ ❝❡♥"3❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛'' ♠♦❞❡❧' ✉'❡❞ ❛3❡ ❞❡3✐✈❡❞ ❢3♦♠ ❝♦♥❝❡♣"✉❛❧ ❞❡'✐❣♥

♣❤❛'❡' ♠♦❞❡❧' ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❛'"❡❧❧✐♥✐ ❬❈❛'"❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳ ❙❡❡ "❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡' ❢♦3 ♠♦3❡ ❞❡"❛✐❧' ♦♥

"❤❡ ♠♦❞❡❧'✳

✶✸✳✷✳✶✳✸ ❙-.✉❝-✉.❡

❚❤❡ '"3✉❝"✉3❡ ❞✐'❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉"❡' "❤❡ "❛♥❦ ✇❛❧❧ "❤✐❝❦♥❡'' ✭t✮ ✇❤✐❝❤ ❛3❡ '✐③❡❞ ✉♥❞❡3 "❤❡ ❝♦♠❜✉'"✐♦♥
♣3❡''✉3❡ ❜❛'❡❞ ♦♥ "❤❡ ♠❛"❡3✐❛❧ ❝❤❛3❛❝"❡3✐'"✐❝' ✭❞❡♥'✐"②✱ ✉❧"✐♠❛"❡ "❡♥'✐❧❡ '"3❡♥❣"❤ ❧✐♠✐"✮ ❛♥❞ 3♦❝❦❡"

❣❡♦♠❡"3② "♦ ❜❡ ✉'❡❞ ❜② "❤❡ ♠❛'' ❞✐'❝✐♣❧✐♥❡✳ ▼♦3❡♦✈❡3✱ ✐" ❝♦♠♣✉"❡' "❤❡ '"3❡'' ✐♥ "❤❡ 3♦❝❦❡" ❝❛'❡✳

❚❤❡ ♠♦"♦3❝❛'❡ "❤✐❝❦♥❡'' t ✐' ❣✐✈❡♥ ❜②✿

t =
Pb ×Rc

Ftu
✭✶✸✳✶✵✮

✇❤❡3❡ Pb ✐' "❤❡ ❜✉3'" ♣3❡''✉3❡ ❞❡"❡3♠✐♥❡❞ ❜❛'❡❞ ♦♥ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣❡❝"❡❞ ♦♣❡3❛"✐♥❣ ♣3❡''✉3❡

❬❍✉♠❜❧❡ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱ Rc ✐' "❤❡ ❝❛'❡ 3❛❞✐✉' ❛♥❞ Ftu ✐' "❤❡ ✉❧"✐♠❛"❡ "❡♥'✐❧❡ '"3❡♥❣"❤ ♦❢ ❝❛'❡ ♠❛"❡3✐❛❧✳

❚❤❡ ♠❛"❡3✐❛❧ ✉'❡❞ ❢♦3 "❤❡ ♠♦"♦3❝❛'❡ ✐' "❤❡ ✹✶✸✵ '"❡❡❧ ❛❧❧♦② ✭ρc = 7830 kg/m3
✱ Ftu = 0.862 GPa✮✳

✶✸✳✷✳✶✳✹ 3❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥&-.❛✐♥-&

❚❤❡ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ♠❡"3✐❝ ✐' "❤❡ ♣3♦♣✉❧'✐✈❡ '♣❡❡❞ ✐♥❝3❡♠❡♥" ∆V ❛♥❞ "❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆V ✐' "❤❡

♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ "♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❈▼❈ ❜❛'❡❞ ♦♥ ✶✵✵✵ '❛♠♣❧❡' ✐' ✉'❡❞ "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞

✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ♣3♦♣✉❧'✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐"② ✐♥❝3❡♠❡♥"✳ ❚❤❡ ♣3♦♣✉❧'✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐"② ✐♥❝3❡♠❡♥" ✐' ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆V = g0Isp❧♥

(
mi

mf

)
✭✶✸✳✶✶✮

✇✐"❤ mi "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ♠❛'' ❛♥❞ mf "❤❡ ✜♥❛❧ ♠❛'' ♦❢ "❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❚❤3❡❡ ❝♦♥'"3❛✐♥"' ❛3❡ ❝♦♥'✐❞❡3❡❞ ❢♦3 ❡❛❝❤ '"❛❣❡✿

• g1(·) ✇❤✐❝❤ ❡♥'✉3❡' ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ 3❛"✐♦ ✭O3♦♣❡❧❧❛♥" ✈♦❧✉♠❡ ✴ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡✮ "❤❛" ❤❛' "♦ ❜❡
✐♥❢❡3✐♦3 "♦ 87%✱

✷✺✻



❈❍❆#❚❊❘ ✶✸✳ ▼❖❉■❋■❊❉ ❈▼❆✲❊❙ ✲ ▲❆❯◆❈❍ ❱❊❍■❈▲❊ ❆##▲■❈❆❚■❖◆

• g2(·) ✇❤✐❝❤ ❡♥;✉=❡; >❤❛> ❝❡♥>=❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐❛♠❡>❡= ✐; 30% ❣=❡❛>❡= >❤❛♥ >❤❡ ♥♦③③❧❡ >❤=♦❛>

❞✐❛♠❡>❡=✱

• g3(·) ✇❤✐❝❤ ❡♥;✉=❡; >❤❛> ❝♦♠❜✉;>✐♦♥ ❛=❡❛ ✐; ❣=❡❛>❡= >❤❛♥ >❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢❡❛;✐❜❧❡ ✭❛=❡❛ ♦❢ ❝❡♥>=❛❧
❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛❧❧;✮✳

❚❤❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐>✐❡; ♦❢ ❢❛✐❧✉=❡ ❢♦= >❤❡ >❤=❡❡ ❝♦♥;>=❛✐♥>; ❤❛✈❡ >♦ ❜❡ ✐♥❢❡=✐♦= >♦ 1%✳ ❚❤❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐>✐❡; ♦❢
❢❛✐❧✉=❡ ❛=❡ ❝♦♠♣✉>❡❞ ✇✐>❤ ❛ ❈▼❈ ♦❢ 104 ;❛♠♣❧❡;✱ ♥✉♠❡=✐❝❛❧❧② ❝♦==❡;♣♦♥❞✐♥❣ >♦ ❛ =❡❧❛>✐✈❡ ;>❛♥❞❛=❞
❡==♦= ✭σ/E✮ ♦❢ >❤❡ ♣=♦❜❛❜✐❧✐>② ❡;>✐♠❛>✐♦♥ ✐♥ >❤❡ ♦=❞❡= ♦❢ 5%✳ ❙❡❡ >❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡; ❢♦= ♠♦=❡ ❞❡>❛✐❧;
♦♥ >❤❡ ♠♦❞❡❧;✳

✶✸✳✷✳✷ ❘❡&✉❧)&

❚❤❡ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ ♣=♦❝❡;; ❢♦= ❡❛❝❤ ❛❧❣♦=✐>❤♠ ✐; =❡♣❡❛>❡❞ ✶✵ >✐♠❡;✳ ❆❧❧ >❤❡ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥; ;>❛=> ❢=♦♠

>❤❡ ;❛♠❡ ❜❛;❡❧✐♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✷✳ ❚❤❡ ;❛♠❡ ;>♦♣♣✐♥❣ ❝=✐>❡=✐♦♥ ✐; ✉;❡❞ ❢♦= ❛❧❧ >❤❡ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥

❛❧❣♦=✐>❤♠;✿ >❤❡ ❞✐;>❛♥❝❡ ✐♥ >❤❡ ❞❡;✐❣♥ ;♣❛❝❡ ❜❡>✇❡❡♥ >❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝>♦= ❛♥❞ >❤❡ ❜❡;> ♣♦✐♥> ❢♦✉♥❞

‖m(k)−zbest ‖2< 10−3
♠✉;> ❜❡ ✉♥❞❡= ❛ >♦❧❡=❛♥❝❡ ✷✵ >✐♠❡; ✐♥ ❛ =♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ❝✉=✈❡; ♦❢ >❤❡

❛❧❣♦=✐>❤♠; ❛=❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉=❡ ✶✸✳✺✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥;✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡;✐❣♥ ♣=♦❜❧❡♠ ✐; ✽ ✇✐>❤

✻ ❝♦♥;>=❛✐♥>;✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡=❡♥> ❛❧❣♦=✐>❤♠; ❞♦ ♥♦> ❝♦♥✈❡=❣❡ ❡①❛❝>❧② >♦ >❤❡ ;❛♠❡ ♦♣>✐♠✉♠✳ ▼♦❞✐✜❡❞

❈▼❆✲❊❙ ✭λ, µ✮ ♣=♦✈✐❞❡; ❛ ❜❡>>❡= ♦♣>✐♠✉♠ ✐♥ >❡=♠; ♦❢ ♣=♦♣✉❧;✐✈❡ ;♣❡❡❞ ✐♥❝=❡♠❡♥>✿ 6234.1m/s
✇✐>❤ ❛ ❜❡>>❡= =♦❜✉;>♥❡;; >♦ >❤❡ =❡♣❡>✐>✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ ♣=♦❝❡;;✳ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙ ✭λ, µ✮
❛♥❞ #❡♥❛❧✐③❛>✐♦♥ ❈▼❆✲❊❙ ✭λ, µ✮ ;❤❛=❡ ❛ ❝❧♦;❡ ♦♣>✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡=❡♥❝❡ ✐♥ >❡=♠; ♦❢ ♣=♦♣✉❧;✐✈❡

✐♥❝=❡♠❡♥> ✐; ❞✉❡ >♦ >❤❡ ❤✐❣❤❡= ❝❤❛♠❜❡= ♣=❡;;✉=❡✱ >❤❡ ❞✐✛❡=❡♥> ❞✐;>=✐❜✉>✐♦♥; ♦❢ ♣=♦♣❡❧❧❛♥> ♠❛;;❡;

❜❡>✇❡❡♥ >❤❡ >✇♦ ;>❛❣❡; ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡=❡♥> ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡>=② ❢♦= >❤❡ ✜=;> ;>❛❣❡ ✐♥ >❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙

✭λ, µ✮✳ ❚❤❡ ;❡♥;✐>✐✈✐>② ♦❢ >❤❡ ♣=♦♣✉❧;✐✈❡ ✐♥❝=❡♠❡♥> >♦ >❤❡ ❝❤❛♠❜❡= ♣=❡;;✉=❡✱ >❤❡ ♠❛;; ♦❢ ♣=♦♣❡❧❧❛♥>
❛♥❞ >❤❡ ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡>=② ✐; ✐♠♣♦=>❛♥> =❡;✉❧>✐♥❣ ✐♥>♦ ❛ ❞✐✛❡=❡♥❝❡ ✐♥>♦ >❤❡ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ =❡;✉❧>;✳

❚❤❡ ♣=♦♣♦;❡❞ ❛❧❣♦=✐>❤♠ ❝♦♥✈❡=❣❡; ♦♥ >❤❡ ❛✈❡=❛❣❡ ✇✐>❤ 1127 ❞✐;❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛>✐♦♥;✳ ❚❤❡ ♦>❤❡=

♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥ ❛❧❣♦=✐>❤♠; ❝♦♥✈❡=❣❡ ✇✐>❤ >❤❡ ;❛♠❡ ♦=❞❡= ♦❢ ♥✉♠❜❡= ♦❢ ❞✐;❝✐♣❧✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛>✐♦♥; ✭∼
1750✮✳ ❋♦✉= ❝♦♥;>=❛✐♥>; ❛=❡ ❛❝>✐✈❡ ❛> >❤❡ ♦♣>✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥;>=❛✐♥❡❞ >❤❡ ❞❡;✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣❧❡①

>❤❡ ♦♣>✐♠✐③❛>✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡>>❡= ♦♣>✐♠✉♠ ❢♦✉♥❞ ❜② >❤❡ ♣=♦♣♦;❡❞ ❛♣♣=♦❛❝❤ ✐; ❡;;❡♥>✐❛❧ ❛; ✐> ❤❛; ❛

❜❡>>❡= ♣=♦♣✉❧;✐✈❡ ;♣❡❡❞ ✐♥❝=❡♠❡♥> ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉;❡❞ >♦ ✐♥❝=❡❛;❡ >❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠❛;;✳ ❋✐❣✉=❡ ✶✸✳✸

✐❧❧✉;>=❛>❡; >❤❡ ❞✐✛❡=❡♥❝❡ ❜❡>✇❡❡♥ >❤❡ ♦♣>✐♠❛❧ ;♦❧✉>✐♦♥; ❢♦✉♥❞ ❜② >❤❡ ❞✐✛❡=❡♥> ❛❧❣♦=✐>❤♠;✳ ❚❤❡

❣=❛✐♥ ❣❡♦♠❡>=② ❛♥❞ >❤❡ ♦♣>✐♠❛❧ =♦❝❦❡> ❢♦✉♥❞ ❜② ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙ ❛=❡ =❡♣=❡;❡♥>❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉=❡ ✶✸✳✻✳

✷✺✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❋✐❣✉$❡ ✶✸✳✸✿ ❖♣,✐♠❛❧ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡5✐❣♥ ❢♦$ ,❤❡ ❢♦✉$ ♦♣,✐♠✐③❡$5✳

✷✺✽
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❚❛❜❧❡ ✶✸✳✹✿ ❘❡;✉❧=; ♦❢ =❤❡ =✇♦ ;=❛❣❡ C♦❝❦❡= ♦♣=✐♠✐③❛=✐♦♥✳ ❆✈❡C❛❣❡ ♦✈❡C ✶✵ ♦♣=✐♠✐③❛=✐♦♥; ✭✐♥

♣❛C❡♥=❤❡;✐; =❤❡ ❘❙❉ ✲ σ/E✮✳

❘❡"✉❧%" ▼♦❞✐✜❡❞

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
❉❡❛%❤ 0❡♥❛❧%②

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
0❡♥❛❧✐③❛%✐♦♥

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮
▼♦❞✐✜❡❞

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙

❉❡"✐❣♥

❱❛6✐❛❜❧❡"

[0.321, 0.9081,
205.46, 12428.1,
0.637, 1.288,
21.08, 7911.2]

[0.449, 1.240,
64.12, 10781.4,
0.535, 1.112,
32.85, 9726.6]

[0.283, 0.7131,
181.83, 12462.5,

0.571, 1.39,
26.20, 9316.9]

[0.3558, 0.9961,
199.87, 11750.2,
0.5476, 1.314,
31.78, 9723.6]

❖❜❥❡❝%✐✈❡

❢✉♥❝%✐♦♥

✻✷✸✹✳✶ (0.95%) ✻✵✾✸✳✷ (1.55%) ✻✵✾✼✳✹ (1.43%) ✻✵✽✵✳✶ (1.19%)

❈♦♥"%6❛✐♥%

❢✉♥❝%✐♦♥"

[−0.01,−0.0023,
−0.0014,−0.01,
−0.0023,−0.0032]

[−0.01,−0.025,
−0.01,−0.01,
−0.01,−0.0037]

[−0.01,−0.0079
−0.0053,−0.01,
−0.0054,−0.0067]

[−0.01,−0.0086,
−0.0037,−0.01,
−0.0028,−0.0046]

◆✉♠❜❡6 ♦❢

❞✐"❝✐♣❧✐♥❡

❡✈❛❧✉❛✲

%✐♦♥"

✶✶✷✼ (0.73%) ✶✼✺✽ (0.88%) ✶✽✶✸ (1.54%) ✶✻✼✺ (0.94%)

✷✺✾
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❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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❋✐❣✉$❡ ✶✸✳✺✿ ❈♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❝✉$✈❡0 ♦❢ 2❤❡ ♣$♦♣✉❧0✐✈❡ 0♣❡❡❞ ✐♥❝$❡♠❡♥2 ❢♦$ 2❤❡ 2✇♦ 02❛❣❡ 0♦❧✐❞ ♣$♦♣✉❧✲
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❋✐❣✉8❡ ✶✸✳✻✿ ❖♣=✐♠❛❧ =✇♦ C=❛❣❡ ❜♦♦C=❡8 ❞❡C✐❣♥ ✇✐=❤ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛♥❞ C♦❧✐❞ ❣8❛✐♥ ♣8♦♣❡❧✲
❧❛♥= ❝♦♥✜❣✉8❛=✐♦♥✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✶✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞❡❛❧# ✇✐'❤ '❤❡ ❞❡#✐❣♥ ♦❢ ❛ '✇♦ #'❛❣❡ #♦❧✐❞ )♦❝❦❡' ✇✐'❤ '❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥# ♦❢

❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✳ ❆ ♠✉❧'✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛)② ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠ ✐# #♦❧✈❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣)❡#❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡)'❛✐♥'②

❛♥❞ ❝♦♥#')❛✐♥'#✳ ❚❤❡ ❞❡#✐❣♥ ♣)♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡# ❢♦✉) ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡#✿ '❤❡ ♣)♦♣✉❧#✐♦♥✱ '❤❡ #✐③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛##✱

'❤❡ #')✉❝'✉)❡ ❛♥❞ '❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ #♦❧✈✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❛##♦❝✐❛'❡❞ ❯▼❉❖ ♣)♦❜❧❡♠

❤❛# ❜❡❡♥ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ ❞❡❛'❤ ♣❡♥❛❧'② ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱
♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙✳ ❆ ❜❡''❡) ♦♣'✐♠✉♠ ❤❛# ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇✐'❤ '❤❡

♣)♦♣♦#❡❞ ❛♣♣)♦❛❝❤ ✇✐'❤ )❡#♣❡❝' '♦ '❤❡ ❡①✐#'✐♥❣ ❈▼❆✲❊❙ ❜❛#❡❞ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ❛❧❣♦)✐'❤♠# )❡#✉❧'✐♥❣

✐♥ ❛ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✐♥❝)❡❛#❡ ✐♥ '❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠❛##✳ ❚❤❡ )♦❜✉#'♥❡## ♦❢ '❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ❝♦♥#')❛✐♥' ❤❛♥❞❧✐♥❣

✐# ❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ ♦✈❡) '❤❡ )❡♣❡'✐'✐♦♥# ♦❢ '❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ #♦❧✈✐♥❣ ❜♦'❤ ✐♥ '❡)♠# ♦❢ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❝❛❧❧# '♦ '❤❡ ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡#✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ❈▼❆✲❊❙ ♠❛② ♣)❡#❡♥' ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡

❬❍❛♥#❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛# ✐❧❧✉#')❛'❡❞ ✐♥ '❤❡ ❘♦#❡♥❜)♦❝❦✱ ●✵✹ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡#✐❣♥ ♣)♦❜❧❡♠#✱

❛♥❞ '❤❡ ❝✉))❡♥' ❛♣♣)♦❛❝❤❡# '♦ ❛✈♦✐❞ '❤❛' ✐# ❛ )❡#'❛)' ♣)♦❝❡❞✉)❡✳ ❋✉)'❤❡) ✐♥✈❡#'✐❣❛'✐♦♥# ♦♥ ❧♦❝❛❧

❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ✐##✉❡# ❤❛✈❡ '♦ ❜❡ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ✐♥ ♦)❞❡) '♦ ❡♥#✉)❡ ❛❧❣♦)✐'❤♠ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡✳

▼♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❤❛# ❜❡❡♥ ♣)♦♣♦#❡❞ ✐♥ ♦)❞❡) '♦ ♠❛❦❡ )♦❜✉#' '❤❡ ❝♦♥#')❛✐♥' ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♣♣)♦❛❝❤
❛♥❞ '♦ ❛✈♦✐❞ '❤❡ ❡①✐#'✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥' ♠❡'❤♦❞#✳ ❚❤❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ❛♣♣)♦❛❝❤ ❞♦❡# ♥♦' ❞❡♣❡♥❞❡♥'

♦♥ '❤❡ '②♣❡ ♦❢ ♣)♦❜❧❡♠ '♦ ❜❡ #♦❧✈❡❞✱ ✐' ♦♥❧② ♠♦❞✐✜❡# '❤❡ ❝♦✈❛)✐❛♥❝❡ ♠❛')✐① ✉♣❞❛'❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ ✐♥
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❚❤❡ ♣,♦♣♦&❡❞ ❛♣♣,♦❛❝❤❡& ❛,❡ ✉&❡❢✉❧ ❢♦, -❤✐& -②♣❡ ♦❢ ♣,♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉&❡ -❤❡② ❛❧❧♦✇& -♦ ❛❝❝♦✉♥- ❢♦,

-❤❛- ♣♦-❡♥-✐❛❧ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥-♦ -❤❡ ❢❛✐❧✉,❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐-② ❡&-✐♠❛-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡,❡❢♦,❡ ♠❛❦❡ -❤❡

❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥ ♦♥❧② ❜❛&❡❞ ♦♥ -❤❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥✳

✶✸✳✻ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ✇✐&❤ ❡✈♦❧✉&✐♦♥❛3② 5&3❛&❡❣②

❚❤✐,❞❧②✱ -❤❡ -❤❡&✐& ❢♦❝✉&❡❞ ♦♥ ❡✈♦❧✉-✐♦♥❛,② &-,❛-❡❣② ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ❛❧❣♦,✐-❤♠& ✭❛♥❞ ♠♦,❡ ♣❛,-✐❝✉❧❛,❧②

❈▼❆✲❊❙✮ ✐♥ -❤❡ ♣,❡&❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥&-,❛✐♥-& ❛♥❞ ✉♥❝❡,-❛✐♥-②✳ ❆♥ ❯▼❉❖ ♣,♦❜❧❡♠ ,❡E✉✐,❡& -♦ &♦❧✈❡ ❛

❝♦♥&-,❛✐♥❡❞ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠ ✐♥ -❤❡ ♣,❡&❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡,-❛✐♥-②✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②&✐& ♦❢ -❤❡ ❞✐✛❡,❡♥-

❡①✐&-✐♥❣ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ❛❧❣♦,✐-❤♠& ❛❞❛♣-❡❞ -♦ ❯▼❉❖ ♣,♦❜❧❡♠& ♦✉-❧✐♥❡❞ -❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❈▼❆✲❊❙ ❜✉-

❛❧&♦ ✐-& ❞✐✣❝✉❧-✐❡& -♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥&-,❛✐♥-&✳ ❚❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧ -❡❝❤♥✐E✉❡& ❜❛&❡❞ ♦♥ ♣❡♥❛❧✐③❛-✐♦♥ ,❡E✉✐,❡

✜♥❡ -✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛,❡ ♣,♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥-✳ ❆ ♥❡✇ ♠❡-❤♦❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ -❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐&♠ ✉&❡❞ -♦ ❣❡♥❡,❛-❡

-❤❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛-❡& ❤❛& ❜❡❡♥ ♣,♦♣♦&❡❞ ✐♥ ♦,❞❡, -♦ ❛❝❝♦✉♥- ❢♦, -❤❡ ♣,❡&❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥&-,❛✐♥-&✳

❚❤❡ ♣,♦♣♦&❡❞ -❡❝❤♥✐E✉❡ ♠♦❞✐✜❡& -❤❡ ✉♣❞❛-❡ ♠❡❝❤❛♥✐&♠ ♦❢ -❤❡ ❝♦✈❛,✐❛♥❝❡ ♠❛-,✐① ✐♥ ♦,❞❡, -♦

-❛❦❡ ✐♥-♦ ❛❝❝♦✉♥- -❤❡ ✈✐♦❧❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♥&-,❛✐♥-& ❛♥❞ -♦ ,❡❞✉❝❡ -❤❡ &❡❛,❝❤ ❤②♣❡,✈♦❧✉♠❡ ✐♥ -❤❡

❞✐,❡❝-✐♦♥& ✇❤❡,❡ ✉♥❢❡❛&✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛-❡& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♣,♦♣♦&❡❞ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❤❛& ❜❡❡♥ -❡&-❡❞

❛♥❞ ❝♦♠♣❛,❡❞ -♦ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ♠❡-❤♦❞& ♦♥ -❤,❡❡ ❛♥❛❧②-✐❝❛❧ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠& ❛♥❞ ♦♥❡ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡&✐❣♥ ♣,♦❜❧❡♠ ❤✐❣❤❧✐❣❤-✐♥❣ -❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ -❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦,✐-❤♠ ❝♦♠♣❛,❡❞ -♦ -❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧

❝♦♥&-,❛✐♥- ❤❛♥❞❧✐♥❣ -❡❝❤♥✐E✉❡& ❢♦, ❈▼❆✲❊❙✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ &♦❧✈✐♥❣ ♦❢ ❯▼❉❖ ♣,♦❜❧❡♠& ❞✐,❡❝-❧② ,❡&✉❧-& ❢,♦♠ -❤❡ ♦♣-✐♠✐③❡, ❛❧❣♦,✐-❤♠ ❝❛♣❛❜✐❧✐-②

✷✻✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

 ♦ ❝♦♥✈❡&❣❡ (✉✐❝❦❧②  ♦ ❛♥ ♦♣ ✐♠✉♠✳ ■♥ ♣&❛❝ ✐❝❡✱  ❤❡ ♣&❡5❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡& ❛✐♥ ② ❛♥❞ ❝♦♥5 &❛✐♥ 5 ♠❛❦❡

♠♦&❡ ❝♦♠♣❧❡①  ❤❡ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ 5♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡ ❡&♠✐♥✐5 ✐❝ ❛❧❣♦&✐ ❤♠5 ❛&❡ ♥♦ ❛❞❛♣ ❡❞  ♦  ❤❡5❡

♣&♦❜❧❡♠5✳ ❚❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐5 ✉5❡❢✉❧  ♦ 5♦❧✈❡ ❝♦♥5 &❛✐♥❡❞ ❯▼❉❖ ♣&♦❜❧❡♠5 ✇✐ ❤♦✉ &❡(✉✐&✐♥❣

 ✉♥✐♥❣ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ♣❛&❛♠❡ ❡&5✳ ❚❤❡ 5 ❛ ❡✲♦❢✲ ❤❡✲❛& ❈▼❆✲❊❙  ❡❝❤♥✐(✉❡5 ❛&❡ ♣&♦❜❧❡♠

❞❡♣❡♥❞❡♥ ❛♥❞  ❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞ ♠❡ ❤♦❞5 ♠♦❞✐❢②  ❤❡ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ ♠❛ &✐① ✉♣❞❛ ❡ ♠❡❝❤❛♥✐5♠ ✇❤✐❝❤ ✐5

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦❢  ❤❡  ②♣❡ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠ 5♦❧✈❡❞✳

✶✸✳✼ $❡&'♣❡❝*✐✈❡'

■♥ ♦&❞❡&  ♦ ❢✉& ❤❡& ✐♠♣&♦✈❡  ❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞ ❯▼❉❖ ♠❡ ❤♦❞5 ♣&❡5❡♥ ❡❞ ✐♥  ❤✐5  ❤❡5✐5✱ 5♦♠❡ ❡① ❡♥5✐♦♥5

♠❛② ❜❡ ♣&♦♣♦5❡❞✳ ■♥  ❤✐5  ❤❡5✐5✱ ❝♦♥ &✐❜✉ ✐♦♥5 ✐♥  ❡&♠5 ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠ ❢♦&♠✉❧❛ ✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ✐♥  ❡&♠5 ♦❢ &❡❧✐❛❜✐❧✐ ② ❛♥❛❧②5✐5 ❛♥❞ ✐♥  ❡&♠5 ♦❢ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦&✐ ❤♠5 ❞❡❞✐❝❛ ❡❞  ♦ ❯▼❉❖

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣&♦♣♦5❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦& ❛♥ ❡① ❡♥5✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡  ♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧  ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡ ❤♦❞5 ✐♥ ♦

❛ ♥❡✇ ❯▼❉❖ ♣&♦❝❡55✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❡&❡5 ✐♥❣  ♦ ❞❡5✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐ ❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦5✐ ✐♦♥

5 &❛ ❡❣② ❛♥❞  ♦ ✐♥❝♦&♣♦&❛ ❡ 5 ❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉ ❝♦♥5 &❛✐♥ ❡5 ✐♠❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞  ❡❝❤♥✐(✉❡5 ✇❤✐❧❡

✉5✐♥❣  ❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈▼❆✲❊❙✳ ❍♦✇❡✈❡&✱  ❤❡ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❝♦5 ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡  ❤❡ 5♦❧✈✐♥❣ ♦❢  ❤✐5 ❞❡5✐❣♥

♣&♦❜❧❡♠ ❞✐✣❝✉❧ ✳ ❋✉& ❤❡& ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥ 5 ❛&❡ &❡(✉✐&❡❞  ♦ ♠❛ ✉&❡ ❯▼❉❖ ♠❡ ❤♦❞♦❧♦❣✐❡5✿

■♥"❡$❞✐'❝✐♣❧✐♥❛$② ❝♦✉♣❧✐♥❣ '❛"✐'❢❛❝"✐♦♥

■♥  ❤✐5  ❤❡5✐5✱ ♥♦ ▼✉❧ ✐❉✐5❝✐♣❧✐♥❛&② ❆♥❛❧②5✐5 ❤❛5 ❜❡❡♥ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✐♥  ❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦5✐ ✐♦♥

❞❡5✐❣♥ 5 &❛ ❡❣✐❡5✳ ❍♦✇❡✈❡&✱  ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡ ❤♦❞  ♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥ ❡&❞✐5❝✐♣❧✐♥❛&② ❝♦✉♣❧✐♥❣5 ❤❛5 5❤♦✇♥

❧✐♠✐ ❛ ✐♦♥5 ✐♥  ❤❡ ❝❛5❡ ♦❢  ❤❡ ✐♥❝&❡❛5❡ ♦❢  ❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✉♥❝❡& ❛✐♥ ✈❛&✐❛❜❧❡5✳ ❆♥ ❤②❜&✐❞ ❢♦&♠✉❧❛ ✐♦♥

♣&♦♣❛❣❛ ✐♥❣ ✉♥❝❡& ❛✐♥ ✐❡5 ✇✐ ❤ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✇❤✐❧❡ ❛✉ ❤♦&✐③✐♥❣ ▼❉❆  ♦ ❡♥5✉&❡ ♠✉❧ ✐❞✐5✲

❝✐♣❧✐♥❛&② ❢❡❛5✐❜✐❧✐ ② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥ ❡&♠❡❞✐❛ ❡ 5♦❧✉ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ 5 &❛ ❡❣✐❡5✳

❚❤❡ ♣&♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡& ❛✐♥ ② ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇  ♦ ❡✈❛❧✉❛ ❡  ❤❡ ❞✐5❝✐♣❧✐♥❡5 ✐♥ ♣❛&❛❧❧❡❧✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧✲

❧♦✇  ♦ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❡♥5✐✈❡ ❞✐5❝✐♣❧✐♥❡ ❧♦♦♣5 ❞✉&✐♥❣ ✉♥❝❡& ❛✐♥ ② ♣&♦♣❛❣❛ ✐♦♥✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ▼❉❆ ✇♦✉❧❞ ❜❡

✉5❡❞  ♦ ❡♥5✉&❡ ♠✉❧ ✐❞✐5❝✐♣❧✐♥❛&② ❢❡❛5✐❜✐❧✐ ② ❛5 5♦♠❡ 5❡♠✐✲❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤❡5 ❞♦ ❢♦& ❞❡ ❡&♠✐♥✐5 ✐❝

▼❉❖ ✭❢♦& ✐♥5 ❛♥❝❡ ❈❙❙❖ ♦& ❇▲■❙❙✮✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐♥  ❤✐5  ❤❡5✐5✱ ■❉❋✲-❈❊ ❛♥❞ ▼❍❖❯ ❢♦&♠✉❧❛ ✐♦♥5 ♦♥❧②

♠❛♥❛❣❡ ✉♥❝❡& ❛✐♥ ②  ❤❛ ✐5 ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐ ② ❢♦&♠❛❧✐5♠✳ ❆♥ ❡① ❡♥5✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞

❯▼❉❖  ♦ ♦ ❤❡& ✉♥❝❡& ❛✐♥ ❢♦&♠❛❧✐5♠5 5✉❝❤ ❛5 ❊✈✐❞❡♥❝❡  ❤❡♦&② ♦& I♦55✐❜✐❧✐ ②  ❤❡♦&② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡&②

✐♥ ❡&❡5 ✐♥❣ ❜✉ &❡(✉✐&❡5 ❛♥ ❛❞❡(✉❛ ❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥ ❡&❞✐5❝✐♣❧✐♥❛&② ❝♦✉♣❧✐♥❣5 ✇❤✐❝❤ ❤❛5  ♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛ ❝♦♠♣❛&✐5♦♥ ♦❢ ❯▼❉❖ ♠❡ ❤♦❞5 ❛♥❞ &❡5✉❧ 5 ✇✐ ❤ 5❛❢❡ ② ❢❛❝ ♦&✲❜❛5❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤❡5

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❡&❡5 ✐♥❣  ♦ ❡✐ ❤❡& &❡✲5❡  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢  ❤❡ 5❛❢❡ ② ❢❛❝ ♦&5 ♦&  ♦ ❝♦♥✜&♠  ❤❡ ❤✐5 ♦&✐❝❛❧

❝❤♦✐❝❡5✳

❘❡❧✐❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②'✐'

❆❞❞✐ ✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥ 5 ♦❢  ❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞ &❡❧✐❛❜✐❧✐ ② ❛♥❛❧②5✐5 ♠❡ ❤♦❞5  ♦ ❢✉& ❤❡& &❡❞✉❝❡  ❤❡✐&

❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❝♦5 5 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❡&❡5 ✐♥❣ ✐♥ ♦&❞❡&  ♦ ✐♥❝♦&♣♦&❛ ❡  ❤❡♠ ✐♥ ❯▼❉❖ ❢♦&♠✉❧❛ ✐♦♥5✳ ❚❤❡

♣&♦♣♦5❡❞ ♠❡ ❤♦❞5 ❛&❡ ❛❜❧❡  ♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ♣&♦❜❧❡♠5✱ ❜✉ ✐ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡  ♦ ✐♠♣&♦✈❡

 ❤❡  ❡❝❤♥✐(✉❡5 ❢♦& ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ♣&♦❜❧❡♠5✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧ ✐❡5 ❛&❡ ❞✉❡  ♦  ❤❡ 5✉&&♦❣❛ ❡ ♠♦❞❡❧5

✇❤✐❝❤ ♣&❡5❡♥ ❛❝❝✉&❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ❝♦5 ✐55✉❡5 ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥5✐♦♥5✳ ▼♦&❡ ❛❞❛♣ ❡❞ 5✉&&♦❣❛ ❡

♠♦❞❡❧5 5✉❝❤ ❛5 ❙✉♣♣♦& ❱❡❝ ♦& ❘❡❣&❡55✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡5 ✐❣❛ ❡❞ ❢♦& ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ♣&♦❜❧❡♠5✳

I❡&❢♦&♠✐♥❣ 5❡♥5✐ ✐✈✐ ② ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢  ❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧5♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥ ❡&❡5 ✐♥❣ ✇❛② ♦❢

✐♠♣&♦✈❡♠❡♥ ✐♥ ♦&❞❡&  ♦ ❞❡ ❡&♠✐♥❡  ❤❡ ♠♦5 ✐♥✢✉❡♥ ✐❛❧ ♣❛&❛♠❡ ❡&5 ❢♦&  ❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡

❛♥❞  ♦ ❞❡❝&❡❛5❡  ❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥5✐♦♥ ❜② ✜①✐♥❣  ❤❡ ♥♦♥ ✐♥✢✉❡♥ ✐❛❧ ♦♥❡5✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛ ✇♦&❦ ♦♥

✷✻✽



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡,&♣❡❝-✐✈❡&

✉♥❝❡,-❛✐♥-② ♠♦❞❡❧✐♥❣ -♦ ✜♥❞ -❤❡ ♠♦&- ❛♣♣,♦♣,✐❛-❡ ❢♦,♠❛❧✐&♠ ❛♠♦♥❣ -❤❡ ❡①✐&-✐♥❣ ♦♥❡& ❜❛&❡❞ ♦♥ -❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥ ❢♦, ❡❛❝❤ ✉♥❝❡,-❛✐♥ ♣❛,❛♠❡-❡,& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥-❡,❡&-✐♥❣ -♦ ✐♠♣,♦✈❡ -❤❡ ✜❞❡❧✐-② ♦❢

-❤❡ ,❡❧✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❛❧②&✐& ,❡&✉❧-& ✇✐-❤ ,❡&♣❡❝- -♦ -❤❡ ✉♥❝❡,-❛✐♥-② ✐♥❢♦,♠❛-✐♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❖♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ❛❧❣♦+✐"❤♠-

❋✐♥❛❧❧②✱ -❤❡ ♣,♦♣♦&❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦,♠✉❧❛-✐♦♥& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ -❡&-❡❞ ♦♥ -❤❡ ❞❡&✐❣♥ ♦❢ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡✲

❤✐❝❧❡& ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦♥-✐♥✉♦✉& ❞❡&✐❣♥ ✈❛,✐❛❜❧❡&✳ ■- ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡,② ✐♥-❡,❡&-✐♥❣ -♦ ✐♥❝♦,♣♦,❛-❡ -❤❡

❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❞✐&❝,❡-❡ ✈❛,✐❛❜❧❡& ✭&✉❝❤ ❛& -❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❜♦♦&-❡,&✱ -❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ &-❛❣❡&✱ ❡!❝✳✮ ❛♥❞

❝❛-❡❣♦,✐❝❛❧ ✈❛,✐❛❜❧❡& ✭-❤❡ -②♣❡ ♦❢ ♣,♦♣❡❧❧❛♥- &♦❧✐❞✱ ❧✐@✉✐❞ ♦, ❤②❜,✐❞✱ -❤❡ -②♣❡ ♦❢ ♠❛-❡,✐❛❧✱ ❡!❝✳✮✳

▼♦,❡♦✈❡,✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ &♦♠❡ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ -❡❝❤♥✐@✉❡& -♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈❛,✐❛❜❧❡✲&✐③❡ ❞❡&✐❣♥ &♣❛❝❡ ♣,♦❜❧❡♠&

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡,② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡&✐❣♥✳ ■- ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ -♦ ❡①-❡♥❞ -❤❡

-②♣❡& ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛,❝❤✐-❡❝-✉,❡ &-✉❞✐❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ -❤❡ ✐♥-,♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❞❡&✐❣♥ ✈❛,✐❛❜❧❡&

❛♥❞ ❝♦♥&-,❛✐♥-& ❞✉,✐♥❣ -❤❡ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♣,♦❝❡&& ❛♥❞ -❤❡,❡❢♦,❡ ❡♥❤❛♥❝❡ -❤❡ ❞❡❝✐&✐♦♥ ♠❛❦❡, ❝❤♦✐❝❡✳

▼♦,❡♦✈❡,✱ ♦♥❧② &✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ♣,♦❜❧❡♠& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ -,❡❛-❡❞ ✐♥ -❤✐& -❤❡&✐&✳ ■- ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥-❡,❡&-✐♥❣ -♦

❡①-❡♥❞ -❤❡ ♣,♦♣♦&❡❞ ♠❡-❤♦❞& -♦ ♠✉❧-✐✲♦❜❥❡❝-✐✈❡ ♣,♦❜❧❡♠& ✭❢♦, ✐♥&-❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧❛✉♥❝❤

✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦&- ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ -❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠❛&&✮✳ ❚❤✐& ✇♦✉❧❞ ♦✛❡, -❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐-② -♦ ❞❡&✐❣♥ ❛ ❢❛♠✐❧②

♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡& ❞❡❞✐❝❛-❡❞ -♦ ❞✐✛❡,❡♥- ♠✐&&✐♦♥& ✭❧♦✇ ❊❛,-❤ ♦,❜✐-✱ ●❡♦&-❛-✐♦♥❛,② ❚,❛♥&❢❡, ❖,❜✐-✱

❡!❝✳✮✳ ❊✈❡♥-✉❛❧❧②✱ ✐♥-❡❣,❛-✐♥❣ ♠✉❧-✐✲✜❞❡❧✐-② ❛♣♣,♦❛❝❤❡& ✐♥ ♦,❞❡, -♦ ❝♦♥-,♦❧ ❛♥❞ ,❡❞✉❝❡ -❤❡ ✐♠♣❛❝-

♦❢ ❡♣✐&-❡♠✐❝ ✉♥❝❡,-❛✐♥-② ✐♥ -❤❡ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♣,♦❝❡&& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡&-✐❣❛-❡❞ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢

❯▼❉❖✳

✷✻✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥
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❆♣♣❡♥❞✐❝❡'

✷✼✶





❈❤❛♣$❡& ✶✹

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ❉)② ♠❛-- -✐③✐♥❣

♠♦❞✉❧❡

❚❤❡ ❞$② ♠❛(( ♠♦❞✉❧❡ ❛✐♠( ❛- ❡(-✐♠❛-✐♥❣ -❤❡ ♠❛(( ♦❢ -❤❡ ❞✐✛❡$❡♥- ♣❛$-( ♦❢ -❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡

-♦ ❝❛❧❝✉❧❛-❡ -❤❡ ●$♦(( ▲✐❢-✲❖✛ ❲❡✐❣❤- ✭●▲❖❲✮✳ ❆❧❧ -❤❡ ♠❛(( ♠♦❞❡❧( ✉(❡❞ ✐♥ -❤✐( -❤❡(✐( ❛$❡

❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ ❡♥❣✐♥❡❡$✐♥❣ ♠♦❞❡❧( ❢♦$ -❤❡ ❝♦♥❝❡♣-✉❛❧ ❞❡(✐❣♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡( ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❛(-❡❧❧✐♥✐

❬❈❛(-❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳

❚❤$❡❡ ✐♥♣✉-( ❢$♦♠ ♦-❤❡$ ❞✐(❝✐♣❧✐♥❡( ❛$❡ $❡F✉✐$❡❞ -♦ ❝♦♠♣✉-❡ -❤❡ ●▲❖❲✿

• H$♦♣✉❧(✐♦♥ ♦✉-♣✉-(✿ -❤$✉(-✱ (♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧(❡✱ (♦❧✐❞ ♣$♦♣❡❧❧❛♥- ❣$❛✐♥ ❣❡♦♠❡-$②✱ ❝❤❛♠❜❡$ ♣$❡(✲
(✉$❡✱ ❡!❝✳

• ❙✐③✐♥❣ ♦✉-♣✉-(✿ ❣❡♦♠❡-$② ♦❢ ❛❧❧ -❤❡ ❞✐✛❡$❡♥- ♣❛$-( ♦❢ -❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭-❛♥❦ ✈♦❧✉♠❡✱ (-❛❣❡
❧❡♥❣-❤✱ ❧❛✉♥❝❤❡$ (✉$❢❛❝❡✱ ❡♥❣✐♥❡ (✐③❡✱ ❡!❝✳✮

• ❚$❛❥❡❝-♦$② ♦✉-♣✉-(✿ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ (✉❜❥❡❝-❡❞ ❜② -❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞✉$✐♥❣ -❤❡ ✢✐❣❤-✳
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GLOW

Payload bay

Propulsion

Structure

Thermal 

protection

Power

Avionics

Payload

Fairing

Adapter

Propellant (solid, liquid)

Unburned propellant 

Liquid engine

Solid motor

Liquid propulsion stage

Solid propulsion stage

Thrust frame

Interstage

Pad interface

Combustion cycle (turbopump, valves, piping, 

thrust chamber, igniter, injector, pre-combustor) 

Thrust vector control

Nozzle

Nozzle

Igniter

Thrust vector control

Oxidizer tank

Fuel tank

Intertank

Solid case

Inputs coming from Propulsion

Inputs coming from Trajectory

Inputs coming from Sizing

•

•

•

•

•

•



ρ = 2800kg.m−3 σr =
400MPa

ρLOx = 1141kg.m−3 ρLH2 = 71kg.m−3

Tanks
Vt,St,Pt,nax,Qdyn Mtanks

Vt m3

St m2

Pt

nax m2/s

Qdyn Pa



Liquid engine
T, tc ML_engine

T N

tc



Thrust vector 

control

T, ta MTCV

T N

ta

Intertank
D,S,ti Mintertank

D m

S m2

ti



Thrust frame
T,Meng,nax MTframe

T N

ML−engine kg

nax m2/s

15◦ 8000kg.m−3

σr = 310MPa

Nozzle
T,Pc, ,At Mnozzle

T N

Pc bar

ǫ

At m2



ρ = 2730kg.m−3, σr = 505MPa

Solid case
Pc,D,L Mcase

Pc bar

D m

L m

Migniter = 20.62V 0.7368
cav

Stot

Mavionics = KRL × 0.25× (246.76 + 1.3183× Stot)
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MEPS = KRL × 0.82×Mavionics

✇❤❡&❡ KRL ❛❝❝♦✉♥*+ ❢♦& *❤❡ &❡❞✉♥❞❛♥❝② ❧❡✈❡❧ ✐♥ *❤❡ ❛✈✐♦♥✐❝+ +②+*❡♠+✿ ♥♦ &❡❞✉♥❞❛♥❝② ✭KRL = 0.7✮✱
❝&✐*✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥*+ ♦♥❧② ✭KRL = 1.0✮ ♦& ❢✉❧❧② &❡❞✉♥❞❛♥* ✭KRL = 1.3✮✳
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✐❝❛❧ &❡(✉❧2( ♣&♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❊❆✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝2♦&( ❛&❡ ❝♦♥(✐❞❡&❡❞✿ ηcomb 2❤❡ ❝♦♠❜✉(2✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞

ηnoz 2❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡( ❢♦& 2❤❡(❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡( ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈❛(2❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳

✶✺✳✷ ❙♦❧✐❞ ♣*♦♣✉❧,✐♦♥

❋♦& (♦❧✐❞ &♦❝❦❡2 ♠♦2♦&✱ 2❤❡ ♣&♦♣❡❧❧❛♥2 ❞✐(♣❧❛② ✐♥ 2❤❡ ♠♦2♦& ❝❛(❡ ❤❛( ❛♥ ✐♠♣❛❝2 ♦♥ ❛❧❧ 2❤❡ ♠❛❝&♦(❝♦♣✐❝

❝❤❛&❛❝2❡&✐(2✐❝( ♦❢ 2❤❡ ♠♦2♦& ✭(♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣✉❧(❡✱ 2❤&✉(2✱ ❝❤❛♠❜❡& ♣&❡((✉&❡ ❡!❝✳✮✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ❞❡❞✐❝❛2❡❞

♠♦❞❡❧( ❤❛✈❡ 2♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ 2♦ (❡2 ✉♣ 2❤❡ ❣❡♦♠❡2&② ♦❢ 2❤❡ (♦❧✐❞ ❣&❛✐♥ (❡❝2✐♦♥✳ ❚❤♦♠❛( ❈♦E✉❡2

✭❖♥❡&❛✮✱ ❜❛(❡❞ ♦♥ 2❤❡ ✇♦&❦ ♦❢ ❬❘✐❝❝✐❛&❞✐✱ ✶✾✽✾❪ ❛♥❞ ❬❍❛&2✜❡❧❞ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❣&❛✐♥

❣❡♦♠❡2&② ❛♥❛❧②(✐( ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐2❤ ❈❊❆ 2♦ ❝♦♠♣✉2❡ 2❤❡ (♦❧✐❞ ♠♦2♦& ❝❤❛&❛❝2❡&✐(2✐❝( ❜❛(❡❞ ♦♥

(❡✈❡&❛❧ ♣❛&❛♠❡2❡&(✳ ❆ ❧❛&❣❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❝♦♥✜❣✉&❛2✐♦♥( ❢♦& 2❤❡ ❣&❛✐♥ ❣❡♦♠❡2&② ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❋✐❣✳

✶✺✳✷✮✳

✷✽✷
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❋✐❣✉9❡ ✶✺✳✷✿ ❈✉9✈❡> ♦❢ ✐>♦✲❝♦♠❜✉>D✐♦♥ ❞❡♣D❤ ❢♦9 ❞✐✛❡9❡♥D ❣9❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉9❛D✐♦♥>

■♥ ♣9❛❝D✐❝❡✱ D✇♦ ❝❧❛>>✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉9❛D✐♦♥> ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉>❡❞ ✐♥ D❤❡ D❤❡>✐>✱ D❤❡ ❝②❧✐♥❞9✐❝❛❧ ❛♥❞ D❤❡ >D❛9

❣9❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉9❛D✐♦♥> ✭❋✐❣>✳ ✶✺✳✸✱✶✺✳✹✮✳

❋✐❣✉9❡ ✶✺✳✸✿ ❈✉9✈❡> ♦❢ ✐>♦✲❝♦♠❜✉>D✐♦♥ ❞❡♣D❤

❢♦9 D❤❡ ❝✐9❝❧❡ ❣9❛✐♥

❋✐❣✉9❡ ✶✺✳✹✿ ❈✉9✈❡> ♦❢ ✐>♦✲❝♦♠❜✉>D✐♦♥ ❞❡♣D❤

❢♦9 D❤❡ >D❛9 ❣9❛✐♥

❆ ❣❡♥❡9❛❧ >D❛9 ♠♦❞❡❧ ❤❛> ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆✳ ❘✐❝❝✐❛9❞✐ ❬❘✐❝❝✐❛9❞✐✱ ✶✾✽✾❪ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❚✳

❈♦X✉❡D✳ ❙❡✈❡♥ ♣❛9❛♠❡D❡9> ❛9❡ 9❡X✉✐9❡❞ D♦ ❞❡✜♥❡ D❤❡ >D❛9 ❣❡♦♠❡D9② ✭❚❛❜❧❡ ✶✺✳✺✮✳

❚❤❡ ❤❛❧❢ ❜9❛♥❝❤ ♦❢ D❤❡ >D❛9 ✐> ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥D♦ ✶✹ ③♦♥❡> ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ D❤❡ ❞❡♣D❤ ♦❢ ❝♦♠❜✉>D✐♦♥ ❛♥❞

✷✽✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✺✿ ●*❛✐♥ ❣❡♦♠❡0*② ♣❛*❛♠❡0❡*3✳

❙②♠❜♦❧ ❱❛(✐❛❜❧❡+ ❛❞ ♣❛(❛♠❡.❡(+

R ❣(❛✐♥ (❛❞✐✉+ ✭m✮

Wc ❞❡♣$❤ ♦❢ ❝♦♠❜✉,$✐♦♥ ✭m✮

N ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❜0❛♥❝❤

r1 0❛❞✐✉, ♦❢ ❝✉0✈❛$✉0❡ ,✉♣❡0✐♦0 ✭m✮

r2 0❛❞✐✉, ♦❢ ❝✉0✈❛$✉0❡ ✐♥❢❡0✐♦0 ✭m✮

ξ ❛♥❣❧❡ ❢♦0 ♥♦♥ ❝✐0❝✉❧❛0 ♣❛0$ ✭rad✮

η ❤❛❧❢ ❛♥❣❧❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❜0❛♥❝❤ ✭rad✮

 ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧ ♣❛(❛♠❡ ❡(*✳ ❚❤❡♥✱ ❛ *❡(✐❡* ♦❢ ③♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉(❛ ✐♦♥* ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧

♣❛(❛♠❡ ❡(* ♦❢  ❤❡ * ❛(✳ ❋♦( ✐♥* ❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✶✺✳✻  ❤❡ ❞✐✛❡(❡♥ ③♦♥❡* ❛**♦❝✐❛ ❡❞  ♦  ❤✐* ♣❛( ✐❝✉❧❛(

❝♦♥✜❣✉(❛ ✐♦♥ ❛(❡ ✐❧❧✉* (❛ ❡❞✿ ③♦♥❡ ✶✵✱ ✶✸ ✶✹ ❛♥❞ ✹✳

❋✐❣✉(❡ ✶✺✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ * ❛( ❣❡♦♠❡ (② ❝♦♥✜❣✉(❛ ✐♦♥

❚♦ *✐♠✉❧❛ ❡  ❤❡ *♦❧✐❞ ♣(♦♣❡❧❧❛♥ ❝♦♠❜✉* ✐♦♥✱  ✇♦ ❛**✉♠♣ ✐♦♥* ❛(❡ ✉*❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ❈❊❆

✷✽✹
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❤②♣♦9❤❡;❡;✿

• ❙9❛9✐♦♥❛@② @❡❣✐♠❡✱ ♥♦ ♣@♦♣❡❧❧❛♥9 ❛❝❝✉♠✉❧❛9✐♦♥ ✐♥ 9❤❡ ❝♦♠❜✉;9✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡@✱
• ✷❉ ♠♦❞❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✼✿ ❙♦❧✐❞ ♣@♦♣❡❧❧❛♥9 ❝♦♠❜✉;9✐♦♥ ✈❛@✐❛❜❧❡;✳

❙②♠❜♦❧ ❱❛(✐❛❜❧❡+

ηcomb ❝♦♠❜✉+.✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②

ηnoz ♥♦③③❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

At .❤(♦❛. ❛(❡❛ ✭m2
✮

Wc ❞❡♣.❤ ♦❢ ❝♦♠❜✉+.✐♦♥ ✭m✮

vr (❡❣(❡++✐♦♥ (❛.❡ ✭m/s✮

Pc ❝❤❛♠❜❡( ♣(❡++✉(❡ ✭bar✮

m ♣(♦♣❡❧❧❛♥. ♠❛++ ✭m✮

c∗ ❝❤❛(❛❝.❡(✐+.✐❝ ❡①❤❛✉+. ✈❡❧♦❝✐.②

✭m/s✮

cτ .❤(✉+. ❝♦❡✣❝✐❡♥.

Ab ❜✉(♥ ❛(❡❛ ✭m2
✮

Me ▼❛❝❤ ♥♦③③❧❡ ❡①✐.

vr0,th .❤(♦❛. ❡(♦+✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐.② ✭m/s✮

Pe ♥♦③③❧❡ ❡①✐. ♣(❡++✉(❡ ✭❜❛(✮

γ (❛.✐♦ ♦❢ +♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛.+

ǫ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥+✐♦♥ (❛.✐♦

a ❜✉(♥ (❛.❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ✭cm/s✮

n ❜✉(♥ (❛.❡ ❡①♣♦♥❡♥.

❚❤❡ ♣❛@❛♠❡9❡@; ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 9❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ 9❤❡ ;♦❧✐❞ ♣@♦♣❡❧❧❛♥9 ❝♦♠❜✉;9✐♦♥ ❛@❡ ;✉♠♠❛@✐③❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✶✺✳✼✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡@❡♥9✐❛❧ ;②;9❡♠ ♦❢ ❡O✉❛9✐♦♥; ♠♦❞❡❧✐♥❣ 9❤❡ ❝♦♠❜✉;9✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝; ♦❢ 9❤❡ ;♦❧✐❞

♣@♦♣❡❧❧❛♥9 ❣@❛✐♥ ✐; ❞✐;❝@❡9✐③❡❞ ❛❝❝♦@❞✐♥❣ 9♦ ❛ ✜@;9 ♦@❞❡@ ❊✉❧❡@ ♠❡9❤♦❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ;②;9❡♠ ♦❢

❞✐✛❡@❡♥9✐❛❧ ❡O✉❛9✐♦♥; ♠♦❞❡❧; 9❤❡ ♣@♦♣❡❧❧❛♥9 ❝♦♠❜✉;9✐♦♥✿

dWc

dt
= vr ✭✶✺✳✶✮

dm

dt
= −ρAbvr ✭✶✺✳✷✮

dAt

dt
= −2

√
πAt

(

vr0,th

√

At,i

At

)0.2
(

Pc

Pc,i

)0.8

✭✶✺✳✸✮

✭✶✺✳✹✮

❙♦♠❡ ♣❛@❛♠❡9❡@; ❛@❡ ✐♥9❡@♣♦❧❛9❡❞ ❢@♦♠ ❈❊❆ ;✐♠✉❧❛9✐♦♥ @❡;✉❧9;✿

c∗ = ηcombc
∗
CEA(Pc) ✭✶✺✳✺✮

γ = γCEA(Pc) ✭✶✺✳✻✮

✭✶✺✳✼✮

✷✽✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

▼♦"❡♦✈❡"✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❡❧❛&✐♦♥/ ❛"❡ ✉/❡❞✿

Pc =

(
aρc∗Ab

At

) 1
1−n

✭✶✺✳✽✮

vr = aPn
c ✭✶✺✳✾✮

ǫ = ǫi
At,i

At
✭✶✺✳✶✵✮

✭✶✺✳✶✶✮

■❢ ✇❡ ♥♦&❡ Pb &❤❡ ♣❡"✐♠❡&❡" ♦❢ &❤❡ ❝♦♠❜✉/&✐♦♥ ❛"❡❛ ❛♥❞ Ap &❤❡ ♣♦"& ❛"❡❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

"❡❧❛&✐♦♥✿

Pb =
dAp

dWc

❊✈❡♥&✉❛❧❧②✱ &❤❡ ♦✉&♣✉& ❝❤❛"❛❝&❡"✐/&✐❝/ ♦❢ &❤❡ /♦❧✐❞ ♠♦&♦" ❛"❡ ✐♥&❡"♣♦❧❛&❡❞ ❢"♦♠ ❈❊❆ /✐♠✉❧❛&✐♦♥

"❡/✉❧&/✿

cτ = cτCEA(Pc, ǫ) ✭✶✺✳✶✷✮

Pe = PeCEA(Pc, ǫ) ✭✶✺✳✶✸✮

Me = MeCEA(Pc, ǫ) ✭✶✺✳✶✹✮

Isp = IspCEA(Pc, ǫ) ✭✶✺✳✶✺✮

✭✶✺✳✶✻✮

❚❤❡ /♦❧✐❞ ♣"♦♣❡❧❧❛♥& ✉/❡❞ &❤❡ ❞✐✛❡"❡♥& /♦❧✐❞ ♠♦&♦" &❡/& ❝❛/❡/ ✐/ &❤❡ ❚H✲❍✲✸✸✹✵ ❝♦♥/&✐&✉&❡❞ ♦❢ ✶✽✪ ♦❢

❆❧✉♠✐♥✉♠✱ ✼✶✪ ♦❢ ❆♠♠♦♥✐✉♠ H❡"❝❤❧♦"❛&❡ ✭❆H✮ ❛♥❞ ✶✶✪ ♦❢ ❍②❞"♦①②❧✲&❡"♠✐♥❛&❡❞ H♦❧②❜✉&❛❞✐❡♥❡

✭❍❚H❇✮✳

✷✽✻
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❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✲ ❆❡)♦❞②♥❛♠✐❝/ ♠♦❞✉❧❡

❚❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ♠♦❞✉❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡, ▼✐,,✐❧❡ ❉❆❚❈❖▼ ❬❇❧❛❦❡✱ ✶✾✾✽❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦$ ?❤❡ ❯❙❆❋ ❜②

▼❝❉♦♥♥❡❧❧ ❉♦✉❣❧❛,✳ ▼✐,,✐❧❡ ❉❆❚❈❖▼ ✐, ❛ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$② ❞❡,✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②,✐, ❝♦♠♣✉?❡$ ♣$♦❣$❛♠ ♦❢

♠✐,,✐❧❡ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❜❛,❡❞ ♦♥ ?❤❡✐$ ❣❡♦♠❡?$② ❛♥❞ ✢✐❣❤? ❝♦♥❞✐?✐♦♥,✳ ■? ✐, ❜❛,❡❞

♦♥ ❛♥❛❧②?✐❝❛❧ ❛♥❞ ,❡♠✐✲❡♠♣✐$✐❝❛❧ ♠❡?❤♦❞, ❡♥❝♦♠♣❛,,✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ $❛♥❣❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡?$✐❡,✱ ❝♦♥✜❣✉$❛?✐♦♥,

❛♥❞ ✢✐❣❤? ❝♦♥❞✐?✐♦♥,✳ ▼✐,,✐❧❡ ❉❆❚❈❖▼ ✐, ✉,❡❞ ?♦ ❝♦♠♣✉?❡ ?❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❝♦❡✣❝✐❡♥?, ✭❞$❛❣

CD ❛♥❞ ❧✐❢? CL ❝♦❡✣❝✐❡♥?,✮ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥? ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣❡♦♠❡?$✐❡, ❛♥❞ ❞✐✛❡$❡♥? ▼❛❝❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢

❛??❛❝❦ ❝♦♥❞✐?✐♦♥,✳ ❚❤$❡❡ ✐♥♣✉?, ❛$❡ $❡O✉✐$❡❞ ?♦ ❝♦♠♣✉?❡ ?❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❝♦❡✣❝✐❡♥?, ❜② ▼✐,,✐❧❡

❉❆❚❈❖▼✿

• ❆ ✈❡❝?♦$ ♦❢ ▼❛❝❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛??❛❝❦ ✈❛❧✉❡,✳ ❚❤❡,❡ ✈❛❧✉❡, ❛$❡ ✉,❡❞ ✐♥ ?❤❡ ?$❛❥❡❝?♦$② ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡
?♦ ✐♥?❡$♣♦❧❛?❡ ?❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❝♦❡✣❝✐❡♥?,✳ ❉✉$✐♥❣ ?❤❡ ❖❉❊ ✐♥?❡❣$❛?✐♦♥✱ ❢$♦♠ ?❤❡ ❝✉$$❡♥?

♣♦,✐?✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐?② ♦❢ ?❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡$✱ ?❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❝♦❡✣❝✐❡♥?, ❛$❡ ✐♥?❡$♣♦❧❛?❡❞ ❢$♦♠ ?❤❡

▼✐,,✐❧❡ ❉❆❚❈❖▼ ,✐♠✉❧❛?✐♦♥, ✐♥ ♦$❞❡$ ?♦ ❡,?✐♠❛?❡ ?❤❡ ❛❡$♦❞②♥❛♠✐❝, ❢♦$❝❡,✳

• ❇♦✉♥❞❛$② ❧❛②❡$ ✐♥❢♦$♠❛?✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛,,✉♠❡❞ ?♦ ❜❡ ?✉$❜✉❧❡♥? ✇✐?❤ ❛ ❘♦✉❣❤♥❡,, ❍❡✐❣❤?
❘❛?✐♥❣ ♦❢ ✷✺✵ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉,❡❞ ✐♥ ❛❡$♦,♣❛❝❡ ,✉$❢❛❝❡, ❬❈❛,?❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳

• ❚❤❡ ❣❡♦♠❡?$② ♦❢ ?❤❡ ❛①✐✲,②♠❡?$✐❝ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✳

▼✐,,✐❧❡ ❉❆❚❈❖▼ ♣$❡,❡♥?, ,♦♠❡ ❧✐♠✐?❛?✐♦♥, ❢♦$ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡, ✇✐?❤ ❜♦♦,?❡$, ❬❈❛,?❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪✳

❆❧❧ ?❤❡ ❝♦♥,✐❞❡$❡❞ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡, ✐♥ ?❤✐, ?❤❡,✐, ❛$❡ ✇✐?❤♦✉? ❜♦♦,?❡$,✳ ▼✐,,✐❧❡ ❉❆❚❈❖▼ ✈❛❧✐❞❛?✐♦♥

❤❛, ❜❡❡♥ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ ❆$✐❛♥❡ ✺ ❛♥❞ ❱❡❣❛ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ■♥ ?❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ?❤❡ ❣❡♦♠❡?$② ✭❋✐❣✳

✶✻✳✶✮ ❛♥❞ ?❤❡ ❞$❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥? ✭✶✻✳✷✮ ❢♦$ ❱❡❣❛ ❛$❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡❞ ?♦ ❛♥ ❛❝?✉❛❧ ♣$♦✜❧❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❬❈❛,?❡❧❧✐♥✐✱ ✷✵✶✷❪ ✇✐?❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛??❛❝❦ ♦❢ 0◦✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ✲ ❚*❛❥❡❝.♦*② ♠♦❞✉❧❡

❚❤❡ #$❛❥❡❝#♦$② ♠♦❞❡❧ ✉.❡❞ ✐♥ #❤✐. #❤❡.✐. ❛$❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ ❛ #❤$❡❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐#❤ $♦#❛#✐♥❣

$♦✉♥❞ ❊❛$#❤ ✭$❛❞✐✉. ✻✸✼✶❦♠✮✳ ❚❤❡ #$❛❥❡❝#♦$② ♠♦❞❡❧ ✉.❡❞ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✸❉ ❞②♥❛♠✐❝. ❡?✉❛#✐♦♥.✱

✇$✐##❡♥ ✐♥ ❛♥ ❊❛$#❤✲❝❡♥#❡$❡❞✱ $♦#❛#✐♥❣ ❊❛$#❤ $❡❢❡$❡♥#✐❛❧✳

ṙ = V sin(γ) ✭✶✼✳✶✮

V̇ =
T cos(θ − γ)−D

m
− g(r) sin(γ) + ω2

Er cos(φ)(sin(γ) cos(φ) ✭✶✼✳✷✮

− cos(γ) sin(φ) cos(ψ))

γ̇ =
[L+ T sin(θ − γ)] cos(µ)

mV
+

(
V

r
− g(r)

V

)
cos(γ) + 2ωE sin(ψ) cos(φ) ✭✶✼✳✸✮

+
ω2
Er cos(φ)(cos(γ) cos(φ) + sin(γ) sin(φ) cos(ψ))

V

λ̇ =
V cos(γ) sin(ψ)

r cos(φ)
✭✶✼✳✹✮

φ̇ =
V cos(γ) cos(ψ)

r
✭✶✼✳✺✮

ψ̇ =
[L+ T sin(θ − γ)] sin(µ)

mV cos(γ)
+
V cos(γ) sin(ψ) tan(φ)

r
+ 2ωE(sin(φ) ✭✶✼✳✻✮

− cos(ψ) cos(φ) tan(γ)) +
ω2
Er sin(φ) cos(φ) sin(ψ)

V cos(γ)

ṁ = −q ✭✶✼✳✼✮

❚❤❡ -❡.✉❡♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ 45❛❥❡❝4♦5② ✐- ✐❧❧✉-45❛4❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉5❡ ✶✼✳✸✳ ❚❤❡ -❡.✉❡♥❝❡ ✐- ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ ❛ ✈❡54✐❝❛❧

✢✐❣❤4 4♦ ❧❡❛✈❡ 4❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛5❡❛ ♣5♦4❡❝4✐♥❣ 4❤❡ ✐♥-4❛❧❧❛4✐♦♥-✱ ❛ ♣✐4❝❤✲♦✈❡5 ♠❛♥❡✉✈❡5 ❝♦55❡-♣♦♥❞✐♥❣

4♦ ♦♣4✐♠✉♠ ♦5✐❡♥4❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❧❛✉♥❝❤❡5 ✐♥ 4❤❡ 45❛❥❡❝4♦5② ♣❧❛♥❡✱ ❛ ✢✐❣❤4 ❛4 ③❡5♦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡

✭4❤❡ 4❤5✉-4 ✐- ✐♥ 4❤❡ ❞✐5❡❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✈❡❧♦❝✐4②✱ ❛❧-♦ ❝❛❧❧❡❞ ❣5❛✈✐4② 4✉5♥ ♣❤❛-❡✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥45♦❧❧❡❞

❡①♦✲❛4♠♦-♣❤❡5✐❝ ✢✐❣❤4 4♦ 5❡❛❝❤ 4❤❡ ✐♥❥❡❝4✐♦♥ ♦5❜✐4✳

❚❤❡ ✉-❡❞ 5❡❢❡5❡♥4✐❛❧ ✐- ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉5❡ ✶✼✳✷ ❛♥❞ 4❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✼✳✶ ❡①♣❧❛✐♥- 4❤❡ ♥♦4❛4✐♦♥- ✉-❡❞✳ ❚❤❡

45❛❥❡❝4♦5② ❞✐-❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♥-✐-4- ♦❢ ❛♥ ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ♣5♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦♣4✐♠❛❧ ❝♦♥45♦❧ ✐- ♣❡5❢♦5♠❡❞ ✇✐4❤ ❛

❞✐5❡❝4 ♠❡4❤♦❞ ❬❇❡44-✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ♦❢ 45❛❥❡❝4♦5② ♦♣4✐♠✐③❛4✐♦♥ ✐- 4♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 4❤❡ ❞✐-4❛♥❝❡

✷✽✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❚❛❜❧❡ ✶✼✳✶✿ ❚)❛❥❡❝,♦)② ✈❛)✐❛❜❧❡1 ❛♥❞ ♣❛)❛♠❡,❡)1✳

❙②♠❜♦❧ ❱❛(✐❛❜❧❡+ ❛❞ ♣❛(❛♠❡.❡(+

r (❛❞✐✉+ ✭m✮

V ♥♦(♠ ♦❢ .❤❡ ✈❡❧♦❝✐.② ✈❡❝.♦( ✭m.s−1
✮

γ ✢✐❣❤. ♣❛.❤ ❛♥❣❧❡ ✭rad✮

φ ❧❛.✐.✉❞❡ ✭rad✮

λ ❧♦♥❣✐.✉❞❡ ✭rad✮

ψ ✢✐❣❤. ♣❛.❤ ❤❡❛❞✐♥❣ ✭rad✮

µ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡ ✭rad✮

θ ♣✐.❝❤ ❛♥❣❧❡ ✭rad✮

ωE ❛♥❣✉❧❛( ✈❡❧♦❝✐.② ♦❢ .❤❡ ❊❛(.❤

✭rad/s✮

T .❤(✉+. ✭N✮

D ❞(❛❣ ✭N✮

L ❧✐❢. ✭N✮

g(r) ❣(❛✈✐.② ❛❝❝❡❧❡(❛.✐♦♥ ❛. r ✭m/s2✮

m ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛++ ✭kg✮

q ♠❛++ ✢♦✇ (❛.❡ ✭kg/s✮

❋✐❣✉)❡ ✶✼✳✷✿ ❊❛),❤✲❝❡♥,❡)❡❞✱ ❊❛),❤✲✜①❡❞ )❡❢❡)❡♥❝❡ ❢)❛♠❡

❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ )❡❛❧ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ♣♦✐♥, ❛♥❞ ,❤❡ ❣✐✈❡♥ ,❛)❣❡, ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ♣♦✐♥,✳ ❚❤❡ ,)❛❥❡❝,♦)② ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥

❝♦♥1✐1,1 ,♦ ❞❡✜♥❡ ❝)♦11✐♥❣ ♣♦✐♥,1 ❢♦) ,❤❡ ♣✐,❝❤ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ,♦ ♠♦❞✐❢② ,❤❡♠ ,♦ 1❛,✐1❢② ,❤❡ 1♣❡❝✐✜❝❛✲

,✐♦♥1 ♦❢ ,❤❡ ♠✐11✐♦♥✳ ■♥ ♦)❞❡) ,♦ )❡❞✉❝❡ ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ,❤❡ ♣✐,❝❤ ❛♥❣❧❡ ✐1 ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❜②

♣✐❡❝❡✇✐1❡ ❧✐♥❡❛) ❢✉♥❝,✐♦♥1✳ ❚❤❡ ,)❛❥❡❝,♦)② ❞✐1❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉,❡1 ,❤❡ ❧♦❛❞1 ✭❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ❢❛❝,♦)✱ ❞②♥❛♠✐❝

♣)❡11✉)❡✮ )❡F✉✐)❡❞ ,♦ 1✐♠✉❧❛,❡ ,❤❡ ♠❛11 ❜✉❞❣❡, ❛♥❞ ❣❡♦♠❡,)② ❞❡1✐❣♥ ❞✐1❝✐♣❧✐♥❡✳ ❆ ③❡)♦ ❧✐❢, ♠♦❞❡❧

✐1 ✉1❡❞ ❢♦) ,❤❡ ❛❡)♦❞②♥❛♠✐❝1 ❛♥❞ ,❤❡ ,)❛❥❡❝,♦)②✳
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Vertical flight

Lift-off

Zero incidence 

angle flight

Pitch-over 

maneuver

Exo-atmospheric

flight

Atmospheric

flight

Altitude

Range

❋✐❣✉9❡ ✶✼✳✸✿ ❚9❛❥❡❝@♦9② C❡D✉❡♥❝❡

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣9❡CC✉9❡ P
❞②♥

❞✉9✐♥❣ @❤❡ ✢✐❣❤@ ✐C ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P
❞②♥

=
1

2
ρ(r)V 2

✇✐@❤ ρ(r) @❤❡ ❛✐9 ❞❡♥C✐@② ❛C ❛ ❢✉♥❝@✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛❧@✐@✉❞❡✳ ❯C✐♥❣ ❛ C♣❤❡9✐❝❛❧ ❊❛9@❤✱ @❤❡ ❞❡♥C✐@② ♦❢ @❤❡
❛✐9 ✐C ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ρ(r) = ρ0 exp(−
r −RE

href
)

✇✐@❤✿

• ρ0 = 1.22557kg.m3

• href = 7254.24m

▼♦9❡♦✈❡9✱ @❤❡ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ❢❛❝@♦9 nf ✐C ❣✐✈❡♥ ❜②✿

nf =
g0.q.Isp(r)− 1

2ρ(r).Sref .V
2.CD. cos(θ − γ)

m.g0

✇✐@❤✿

• Sref ✿ @❤❡ ❛❡9♦❞②♥❛♠✐❝ 9❡❢❡9❡♥❝❡ C✉9❢❛❝❡✱

• CD✿ @❤❡ ❞9❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥@

❊✈❡♥@✉❛❧❧②✱ ❞✉9✐♥❣ @❤❡ ✢✐❣❤@✱ @❤❡ ❢❛✐9✐♥❣ ✐C ❥❡@✐C♦♥❡❞ ✇❤❡♥ @❤❡ ❛❡9♦@❤❡9♠❛❧ ✢✉① ❣❡@C ❜❡❧♦✇

1135W/m2
✳ ❚❤❡ ❛❡9♦@❤❡9♠❛❧ ✢✉① ✐C ❞❡@❡9♠✐♥❡❞ ❜② @❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 9❡❧❛@✐♦♥C❤✐♣✿

φA =
1

2
ρ(r)V 3
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❚❤❡ ❖❉❊ ❞②♥❛♠✐❝- ❡.✉❛0✐♦♥- ❛2❡ ♥✉♠❡2✐❝❛❧❧② ✐♥0❡❣2❛0❡❞ ✇✐0❤ ❛ 4th ♦2❞❡2 ❘✉♥❣❡ ❑✉00❛ -♦❧✈❡2✳

❋♦2 0❤❡ -0❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉0 ❞②♥❛♠✐❝-✱ ✐♥ 0❤❡ -②-0❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡2❡♥0✐❛❧ ❡.✉❛0✐♦♥-✱ 0❤❡ 0❤2✉-0 T ❛♥❞ 0❤❡ ♠❛--
✢♦✇ 2❛0❡ q ❛2❡ ❜♦0❤ ❡.✉❛❧ 0♦ ③❡2♦✳ ❚❤❡ ♦20❤♦❞2♦♠✐❝ ❞✐-0❛♥❝❡ ✉-❡❞ 0♦ ❝♦♠♣✉0❡ 0❤❡ ❞✐-0❛♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥
0❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♠♣❛❝0 ♣♦✐♥0 ❝❤❛2❛❝0❡2✐③❡❞ ❜② (φN , λN ) ❛♥❞ 0❤❡ ❡①❛❝0 ✐♠♣❛❝0 (φI , λI) ✐- ❣✐✈❡♥ ❜②✿

dorthodromic = RE × ❛2❝♦-(sin(φN ) sin(φI) + cos(λN ) cos(λI) cos(∆λ))

✇❤❡2❡ ∆λ ✐- 0❤❡ ❛❜-♦❧✉0❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ 0✇♦ ♣♦✐♥0- ♦♥ ❊❛20❤ ❛♥❞ RE 0❤❡ ❊❛20❤ 2❛❞✐✉-✳
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❡" ❧❛♥❝❡✉(" "♦♥* ❞❡" ,❧,♠❡♥*" ❝❧," ♣♦✉( ❣❛(❛♥*✐( ✉♥ ❛❝❝1" ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥* 2 ❧✬❡"♣❛❝❡ ♣♦✉( ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉①

♣❛②" *❡❧" 7✉❡ ❧❡" ➱*❛*"✲❯♥✐"✱ ❧❛ ❘✉""✐❡✱ ❧✬❊✉(♦♣❡✱ ❡!❝✳ ▲❡" ❛❣❡♥❝❡" "♣❛*✐❛❧❡" ❞,✈❡❧♦♣♣❡♥* ❧❡✉("
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❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥* ♠✉❧*✐❞✐"❝✐♣❧✐♥❛✐(❡✳ ▼❛(*✐♥" ❡! ❛❧✳ ❬▼❛(*✐♥" ❛♥❞ ▲❛♠❜❡✱ ✷✵✶✸❪ ❡①♣❧✐7✉❡♥* 7✉❡ ❧❡"

✷✾✹



❈❍❆#❚❊❘ ✶✽✳ ❆##❊◆❉■❳ ❊ ✲ ❘➱❙❯▼➱ ➱❚❊◆❉❯ ❉❊ ▲❆ ❚❍➮❙❊

✐♥❣8♥✐❡✉;<✱ ❡♥ ✉>✐❧✐<❛♥> ❧❛ ▼❉❖ ❞❛♥< ❧❡< ♣❤❛<❡< ❞✬❛✈❛♥>✲♣;♦❥❡>✱ ♣♦✉;;❛✐❡♥> ❛♠8❧✐♦;❡; ❧❛ ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡

❞✉ <②<>L♠❡ ❡> ❞✐♠✐♥✉❡; ❧❡ >❡♠♣< ❞❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥>✱ ❡> ❝❡ ❡♥ 8✈✐>❛♥> ❞❡ ♣♦<<✐❜❧❡< ;❡✲❝♦♥❝❡♣>✐♦♥<

❞✉;❛♥> ❧❡< ♣❤❛<❡< ✉❧>8;✐❡✉;❡<✳ ▲♦;< ❞❡< ♣❤❛<❡< ❛✈❛♥>✲♣;♦❥❡>✱ ❞❡< ♠♦❞L❧❡< ❜❛<<❡ ✜❞8❧✐>8 <♦♥> ♣;✐♥✲

❝✐♣❛❧❡♠❡♥> ✉>✐❧✐<8< ❡> ❞❡ ♥♦♠❜;❡✉<❡< ♠8❝♦♥♥❛✐<<❛♥❝❡< ❡①✐<>❡♥>✳ ❈❡< ♠♦❞L❧❡< ❜❛<<❡ ✜❞8❧✐>8 <♦♥>

❡♠♣❧♦②8< P ❝❛✉<❡ ❞✉ ❣;❛♥❞ ♥♦♠❜;❡ ❞✬❛;❝❤✐>❡❝>✉;❡< ❞✉ <②<>L♠❡ Q✉✐ ❞♦✐✈❡♥> R>;❡ 8✈❛❧✉8❡< ♣♦✉; ❡①✲

♣❧♦;❡; ❧✬❡<♣❛❝❡ ❞❡ ;❡❝❤❡;❝❤❡✳ ❈❡>>❡ ❡①♣❧♦;❛>✐♦♥ ;❡Q✉✐❡;> ✉♥❡ <✐♠✉❧❛>✐♦♥ ;8♣8>8❡ ❞❡< ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< Q✉✐

<❡;❛✐> ✐♠♣♦<<✐❜❧❡ P ❡✛❡❝>✉❡; ❛✈❡❝ ❞❡< ♠♦❞L❧❡< ❤❛✉>❡< ✜❞8❧✐>8< ♣♦✉; ❞❡< ;❛✐<♦♥< ❞❡ ❝♦T> ❞❡ ❝❛❧✲

❝✉❧<✳ ❉❡ ♣❧✉<✱ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥>❡; ❧❛ ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡ ❞❡< <②<>L♠❡< ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥> ❡> ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡; ❧❡✉;<

❝♦T><✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡< >❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡< ✭♥♦✉✈❡❛✉① >②♣❡< ❞✬❡;❣♦❧< ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠8❧❛♥❣❡ ♦①②❣L♥❡ ❡> ♠8>❤❛♥❡✱

♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦>❡✉;< ;8❛❧❧✉♠❛❜❧❡<✮ ❡> ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡< ❛;❝❤✐>❡❝>✉;❡< ✭;8✉>✐❧✐<❛❜✐❧✐>8 ❞✉ ♣;❡♠✐❡; 8>❛❣❡ ❞❡<

❧❛♥❝❡✉;<✮ <♦♥> 8>✉❞✐8❡<✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥>✱ ♥♦>❛♠♠❡♥> ❡♥ ;❛✐<♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛>✉;✐>8 ❞❡< ❝❡< >❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡< ❡>

❞❡ ❧✬✉>✐❧✐<❛>✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞L❧❡< ❜❛<<❡ ✜❞8❧✐>8✱ ✉♥ ❤❛✉> ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ❡<> ♣;8<❡♥> ❧♦;< ❞❡< ♣❤❛<❡<

❞✬❛✈❛♥>✲♣;♦❥❡>✳ ❆✐♥<✐✱ ✐♥❝♦;♣♦;❡; ❧❛ ❣❡<>✐♦♥ ❞❡< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ❡♥ ▼❉❖ ❡♥ ♣❤❛<❡ ❞✬❛✈❛♥>✲♣;♦❥❡> ❡<>

❡<<❡♥>✐❡❧ ♣♦✉; ♦✛;✐; ❧❡< ❛♠8❧✐♦;❛>✐♦♥< <✉✐✈❛♥>❡< ❬❩❛♥❣ ❡> ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✿

• ;8❞✉✐;❡ ❧❛ ❞✉;8❡ ❞✉ ♣;♦❝❡<<✉< ❞❡ ❝♦♥❝❡♣>✐♦♥✱ ❧❡< ❝♦T>< ❞❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥> ❡> ❧❡< ;✐<Q✉❡< ❛<<♦❝✐8<✱

• ❛✉❣♠❡♥>❡; ❧❛ ;♦❜✉<>❡<<❡ ❞✉ ❧❛♥❝❡✉; ✈✐<✲P✲✈✐< ❞❡< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ❞✉;❛♥> ❧❡< ♣❤❛<❡< ❞❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥> ✭❡✳❣✳ <✐♠♣❧✐✜❝❛>✐♦♥ ❞❡< ♣❤8♥♦♠L♥❡< ♣❤②<✐Q✉❡< ♣;✐< ❡♥ ❝♦♠♣>❡✮ ❡> ❞❡< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡<

❞✉;❛♥> ❧❡< ❧❛♥❝❡♠❡♥>< ✭❡✳❣✳ ;❛❢❛❧❡< ❞❡ ✈❡♥>✮✱

• ❛♠8❧✐♦;❡; ❧❡< ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡< ❞✉ <②<>L♠❡ >♦✉> ❡♥ ;❡<♣❡❝>❛♥> ❧❡< ❝♦♥>;❛✐♥>❡< ❞❡ ✜❛❜✐❧✐>8✳
▲❛ ♣;✐<❡ ❡♥ ❝♦♠♣>❡ ❞❡< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< <❡ ❢❛✐> <♦✉✈❡♥> ❛✉ >;❛✈❡;< ❞❡ ♠❛;❣❡< ❞❡ <8❝✉;✐>8 Q✉✐ ♣❡✉✈❡♥>

♠❡♥❡; P ❞❡< <②<>L♠❡< >;L< ❝♦♥<❡;✈❛>✐❢< ❛✈❡❝ ❞❡< ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡< ❞✐♠✐♥✉8❡<✳ ▲✬♦♣>✐♠✐<❛>✐♦♥ ♠✉❧>✐❞✐<❝✐✲

♣❧✐♥❛✐;❡ <♦✉< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ✭❯▼❉❖ ♣♦✉; ❯♥❝❡;>❛✐♥>②✲❜❛<❡❞ ▼✉❧>✐❞✐<❝✐♣❧✐♥❛;② ❉❡<✐❣♥ ❖♣>✐♠✐③❛>✐♦♥✮

✈✐<❡ P ;8<♦✉❞;❡ ❞❡< ♣;♦❜❧L♠❡< ▼❉❖ ❡♥ ♣;8<❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡;>✐>✉❞❡<✳ ▲❡< ♠8>❤♦❞❡< ❯▼❉❖ <♦♥> ;8❝❡♥>❡<

❡> >♦✉❥♦✉;< ❡♥ ❞8✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥> ❝❛; ❡❧❧❡< ♥✬♦♥> ♣❛< ❡♥❝♦;❡ ❛>>❡✐♥> ❧❛ ♠❛>✉;✐>8 ♥8❝8<<❛✐;❡ ♣♦✉; ✐❞❡♥✲

>✐✜❡; ❧❡ <②<>L♠❡ ♦♣>✐♠❛❧ ❡> ❡<>✐♠❡; ❞❡ ❢❛_♦♥ ❡✣❝❛❝❡ <❡< ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡< ❡> <❛ ✜❛❜✐❧✐>8 ❬❩❛♥❣ ❡> ❛❧✳✱

✷✵✵✷❪✳

■♥❝♦;♣♦;❡; ❧❛ ❣❡<>✐♦♥ ❞❡< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ❞❛♥< ❧❡< ❛♣♣;♦❝❤❡< ❞❡ ▼❉❖ ✐♥>;♦❞✉✐> ❞❡ ♥♦♠❜;❡✉① ❞8✜<✳

❉❛♥< ❧❡< ♣❤❛<❡< ❞✬❛✈❛♥>✲♣;♦❥❡>✱ R>;❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐; ✉♥ <②<>L♠❡ ❡♥ ♣;❡♥❛♥> ❡♥ ❝♦♠♣>❡ ❧❡<

✐♥>❡;❛❝>✐♦♥< ✐♥>❡;❞✐<❝✐♣❧✐♥❛✐;❡< ❡> ❧❡< ✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ❡<> ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ;❛✐<♦♥ ❞❡< ❝♦T>< ❞❡ ❝❛❧❝✉❧< ♣;♦✲

❤✐❜✐>✐❢< ❛<<♦❝✐8<✳ ❚;♦✐< ❞8✜< ❝♦♠♣❧8♠❡♥>❛✐;❡< ♣❡✉✈❡♥> R>;❡ ✐❞❡♥>✐✜8< ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢< ♣♦✉; ;8<♦✉❞;❡

❡✣❝❛❝❡♠❡♥> ❧❡< ♣;♦❜❧L♠❡< ❯▼❉❖✳

• ▲❛ ❣❡%&✐♦♥ ❞❡% ❝♦✉♣❧❛❣❡% ✐♥&❡/❞✐%❝✐♣❧✐♥❛✐/❡% ❡♥ ♣/0%❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡/&✐&✉❞❡% ✳

▲❛ ♣❧✉♣❛;> ❞❡< ❢♦;♠✉❧❛>✐♦♥< ❯▼❉❖ ❡①✐<>❛♥>❡< <♦♥> ❞8;✐✈8❡< ❞❡ ❧❛ ❢♦;♠✉❧❛>✐♦♥ ▼✉❧>✐❉✐<❝✐✲

♣❧✐♥❡ ❋❡❛<✐❜❧❡ ✭▼❉❋✮ ❡> ✉>✐❧✐<❡♥> ❞❡< ❛♥❛❧②<❡< ♠✉❧>✐❞✐<❝✐♣❧✐♥❛✐;❡< ✭▼❉❆ ♣♦✉; ▼✉❧>✐❉✐<❝✐♣❧✐♥❛;②

❆♥❛❧②<✐<✮ ♣♦✉; ❛<<✉;❡; ❧❛ ❢❛✐<❛❜✐❧✐>8 ♠✉❧>✐❞✐<❝✐♣❧✐♥❛✐;❡✳ #♦✉; ❣❛;❛♥>✐; ❧❛ ❝♦❤8;❡♥❝❡ ♠✉❧>✐❞✐<✲

❝✐♣❧✐♥❛✐;❡ ❞✉ <②<>L♠❡✱ ✉♥ <②<>L♠❡ ❝♦✉♣❧8 ❞✬8Q✉❛>✐♦♥< ❞♦✐> R>;❡ ;8<♦❧✉✳ ▲❡< ❛♣♣;♦❝❤❡< ❜❛<8❡<

<✉; ❞❡< ▼❉❆ ✐♠♣❧✐Q✉❡♥> ❞❡< ❜♦✉❝❧❡< ❡♥>;❡ ❧❡< ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥>✐✜❡; ❧❡< ✈❛;✐❛❜❧❡< ❞❡

❝♦✉♣❧❛❣❡ <❛>✐<❢❛✐<❛♥> ❧❡ <②<>L♠❡ ❞✬8Q✉❛>✐♦♥<✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐<♦♥ ❞❡ ▼❉❆ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣;♦♣❛❣❛>✐♦♥

❞✬✐♥❝❡;>✐>✉❞❡< ;8<✉❧>❡ ❡♥ ✉♥❡ ❡①♣❧♦<✐♦♥ ❞✉ ❝♦T> ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ #♦✉; ❝♦♥>♦✉;♥❡; ❧❡< ❛♣♣❡❧< ;8♣8>8<

❛✉① ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< ✐♠♣♦<8❡< ♣❛; ❧❡< ▼❉❆✱ ❞❡< <>;❛>8❣✐❡< ❞❡ ❞8❝♦♠♣♦<✐>✐♦♥ ❞✉ ♣;♦❝❡<<✉< ❞❡ ❝♦♥❝❡♣✲

>✐♦♥ ♦♥> 8>8 ♣;♦♣♦<8❡< ❬❉✉ ❛♥❞ ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✶❀ ❉✉ ❡> ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ●❤♦<❤ ❡> ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ✈✐<❛♥> P 8✈❛❧✉❡;

❡♥ ♣❛;❛❧❧L❧❡ ❧❡< ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< ❡> ♥♦♥ ❞❡ ❢❛_♦♥ ❝♦♥<8❝✉>✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥>✱ ❧❛ ❣❡<>✐♦♥ ❞❡< ❝♦✉♣❧❛❣❡<

❡♥>;❡ ❧❡< ❞✐<❝✐♣❧✐♥❡< ♣♦<❡ ❛❧♦;< ♣;♦❜❧L♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡>✱ ❧❡< ❛♣♣;♦❝❤❡< ❡①✐<>❛♥>❡< ❞❛♥< ❧❛ ❧✐>>8;❛>✉;❡

✷✾✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥
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✶✶✱ ❧❡8 ♠:;❤♦❞❡8 ❞✬❛♥❛❧②8❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐;: ❞:✈❡❧♦♣♣:❡8 8♦♥; ;❡8;:❡8 8✉I ❞❡✉① ❝❛8 ;❡8;8 ❞❡ I❡♥;I:❡ ❞✬:;❛❣❡

❞❡ ❧❛♥❝❡✉I8✳

▲❛ ❞❡I♥✐MI❡ ♣❛I;✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉8❝I✐; ❡8; ❞:✈♦❧✉❡ N ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛;✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦I✐;❤♠❡ ❈▼❆✲❊❙ ❛✜♥ ❞❡

;❡♥✐I ❝♦♠♣;❡ ❞❡ ❧❛ ♣I:8❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥;I❛✐♥;❡8 ❞❛♥8 ❧❛ I:8♦❧✉;✐♦♥ ❞❡8 ♣I♦❜❧M♠❡8 ❯▼❉❖✳ ❉❛♥8 ❧❡ ❝❤❛♣✐;I❡

✶✷✱ ❧✬❛❞❛♣;❛;✐♦♥ ❞❡ ❈▼❆✲❊❙ ♣♦✉I ❧❛ ❣❡8;✐♦♥ ❞❡8 ❝♦♥;I❛✐♥;❡8 ❡8; ♣I:8❡♥;:❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛I❛✐8♦♥ ❞❡ ❧❛

♠:;❤♦❞❡ ♣I♦♣♦8:❡ ❛✈❡❝ ❞❡8 ❛♣♣I♦❝❤❡8 ❝❧❛88✐P✉❡8 ❞❡ ❣❡8;✐♦♥ ❞❡8 ❝♦♥;I❛✐♥;❡8 ❡8; :❣❛❧❡♠❡♥; I:❛❧✐8:❡

8✉I ♣❧✉8✐❡✉I8 ❝❛8 ;❡8;8 ❛♥❛❧②;✐P✉❡8✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❤❛♣✐;I❡ ✶✸✱ ❧❛ ♠:;❤♦❞❡ ♣I♦♣♦8:❡ ❡8; ❝♦♠♣❛I:❡

N ❞❡8 ❛♣♣I♦❝❤❡8 ❝❧❛88✐P✉❡8 8✉I ✉♥ ❝❛8 ;❡8; ❞❡ ❝♦♥❝❡♣;✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❝❡✉I✳

▲❡8 ❛♥♥❡①❡8 ♣I:8❡♥;❡♥; ❧❡8 ♠♦❞M❧❡8 ❞✐8❝✐♣❧✐♥❛✐I❡8 ✉;✐❧✐8:8 ❞❛♥8 ❧❡8 ❞✐✛:I❡♥;8 ❝❛8 ;❡8;8✳

✶✽✳✶ #❛♥♦'❛♠❛ ❞❡+ ♠,-❤♦❞❡+ ❯▼❉❖

✶✽✳✶✳✶ ▼❉❖ ❞()❡+♠✐♥✐/)❡

❈❡;;❡ 8❡❝;✐♦♥ ❛ ♣♦✉I ❜✉; ❞❡ ♣I:8❡♥;❡I ❧❡8 ❞✐✛:I❡♥;8 ❝♦♥❝❡♣;8 ❡; ♠:;❤♦❞❡8 ✉;✐❧✐8: ❡♥ ❯▼❉❖✳ #♦✉I

❝❡❧❛✱ ❧❡8 ❛♣♣I♦❝❤❡8 ▼❉❖ ❞:;❡I♠✐♥✐8;❡8 ❡①✐8;❛♥;❡8 8♦♥; ♣I:8❡♥;:❡8 ♣✉✐8 ❞❛♥8 ✉♥ 8❡❝♦♥❞ ;❡♠♣8

❧❡8 ❞✐✛:I❡♥❝❡8 ❞✉❡8 N ❧❛ ♣I✐8❡ ❡♥ ❝♦♠♣;❡ ❞❡8 ✐♥❝❡I;✐;✉❞❡8 ❡♥ ▼❉❖ 8❡I♦♥; ❞:;❛✐❧❧:❡8✳ ❊♥8✉✐;❡✱

❜I✐M✈❡♠❡♥;✱ ❧❡8 ;❡❝❤♥✐P✉❡8 ❯▼❉❖ ❡①✐8;❛♥;❡8 ❞❡ ❣❡8;✐♦♥ ❞❡8 ❝♦✉♣❧❛❣❡8 8❡I♦♥; ✐♥;I♦❞✉✐;❡8✱ ♣✉✐8 ❧❡8

♠:;❤♦❞❡8 ❞✬❛♥❛❧②8❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐;: ❡♥ ♣I:8❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡I;✐;✉❞❡8 ♠✐①;❡8 ❛❧:❛;♦✐I❡8 ❡; :♣✐8;:♠✐P✉❡8 ❡;

❡♥✜♥ ❧❡8 ❛❧❣♦I✐;❤♠❡8 ❞✬♦♣;✐♠✐8❛;✐♦♥ ❡♥ ♣I:8❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥;I❛✐♥;❡8 ❡; ❞✬✐♥❝❡I;✐;✉❞❡8✳

▲❛ ❢♦I♠✉❧❛;✐♦♥ ❣:♥:I❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣I♦❜❧M♠❡ ▼❉❖ ❞:;❡I♠✐♥✐8;❡ ✐♠♣❧✐P✉❛♥; N ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡8 ❡8; ❧❛ 8✉✐✈❛♥;❡

❬❇❛❧❡8❞❡♥; ❡; ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❪✿

♠✐♥ f(z,y,x) ✭✶✽✳✶✮

♣✳I✳N z,y,x

8✳N g(z,y,x) ≤ 0 ✭✶✽✳✷✮

h(z,y,x) = 0 ✭✶✽✳✸✮

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 i 6= j, yij = cij(zi,y.i,xi) ✭✶✽✳✹✮

∀i ∈ {1, ..., N}2, ri(zi,y.i,xi) = 0 ✭✶✽✳✺✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✽✳✻✮

❛✈❡❝✿

• z✿ ❧❡ ✈❡❝;❡✉I ❞❡8 ✈❛I✐❛❜❧❡8 ❞❡ ❝♦♥❝❡♣;✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ♠❛88❡8✱ ❞✐❛♠M;I❡✮✱

• x✿ ❧❡ ✈❡❝;❡✉I ❞❡8 ✈❛I✐❛❜❧❡8 ❞✬:;❛; :✈♦❧✉❛♥; ❞✉I❛♥; ❧❡8 ❛♥❛❧②8❡8 ❞✐8❝✐♣❧✐♥❛✐I❡8 ❛✜♥ ❞❡ ;I♦✉✈❡I

✉♥ :P✉✐❧✐❜I❡ ♣♦✉I 8❛;✐8❢❛✐I❡ ❧❡8 :P✉❛;✐♦♥8 ❞✬:;❛;✱

• y✿ ❧❡ ✈❡❝;❡✉I ❞❡8 ✈❛I✐❛❜❧❡8 ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥ ❡♥;I:❡ ❞❡8 ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡8 ✭❡✳❣✳ ✐♠♣✉❧8✐♦♥ 8♣:❝✐✜P✉❡✮✱

✉;✐❧✐8:❡8 ♣♦✉I I❡❧✐❡I ❧❡8 ❞✐✛:I❡♥;❡8 ❞✐8❝✐♣❧✐♥❡8✱

• f(·)✿ ❢♦♥❝;✐♦♥ ♦❜❥❡❝;✐❢✳ ❉❛♥8 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣;✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❝❡✉I8✱ ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ♦❜❥❡❝;✐❢ ❡8; 8♦✉✈❡♥; ✉♥
❝I✐;MI❡ ❞❡ ♠❛88❡ ✭❡✳❣✳ ♠✐♥✐♠✐8❛;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛88❡ ;♦;❛❧❡ ❛✉ ❞:❝♦❧❧❛❣❡✮ ♦✉ ✉♥ ❝I✐;MI❡ ❞❡ ❝♦_;✱

• g(·)✿ ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥;I❛✐♥;❡8 ❞✬✐♥:❣❛❧✐;: ✭❡✳❣✳ ❝♦♥;I❛✐♥;❡ ❞❡ ♣I❡88✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✉8;✐♦♥✮✱

✷✾✾



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

• h(·)✿ ❧❡# ❢♦♥❝(✐♦♥# ❞❡ ❝♦♥(+❛✐♥(❡ ❞✬.❣❛❧✐(. ✭❡✳❣✳ ❛❧(✐(✉❞❡ ❞✬✐♥❥❡❝(✐♦♥ #✉+ ♦+❜✐(❡✮✱

• c✿ ❧❡# ❢♦♥❝(✐♦♥# ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ #❡+✈❛♥( 8 ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❡# ✈❛+✐❛❜❧❡# ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ #♦+(❛♥( ❞❡# ❞✐✛.+❡♥(❡#

❞✐#❝✐♣❧✐♥❡#✱

• r(·)✿ ❧❡# ❢♦♥❝(✐♦♥# ❞❡ +.#✐❞✉#✱ #❡+✈❛♥( 8 .✈❛❧✉❡+ ❧❛ #❛(✐#❢❛❝(✐♦♥ ❞❡# .:✉❛(✐♦♥# ❞✬.(❛(✳

❆✜♥ ❞❡ +.#♦✉❞+❡ ✉♥ ♣+♦❜❧>♠❡ ▼❉❖✱ ✐❧ ❡#( ♥.❝❡##❛✐+❡ ❞❡ #❛(✐#❢❛✐+❡✿

• ❧❡ ❝❛❤✐❡+ ❞❡# ❝❤❛+❣❡#✱ ❝✬❡#(✲8✲❞✐+❡ +❡#♣❡❝(❡+ ❧❛ #❛(✐#❢❛❝(✐♦♥ ❞❡# ❝♦♥(+❛✐♥(❡# ✐♠♣♦#.❡# ♣❛+ ❧❡#

❢♦♥❝(✐♦♥# g(·) ❡( h(·)✱
• ❧❛ ❢❛✐#❛❜✐❧✐(. ❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡✱ ❝✬❡#(✲8✲❞✐+❡ ❧❛ #❛(✐#❢❛❝(✐♦♥ ❞✉ #②#(>♠❡ ❞✬.:✉❛(✐♦♥# ❞✬.(❛( ❊:#✳✭✶✽✳✺✮

❡♥ (+♦✉✈❛♥( ❧❡# ✈❛❧❡✉+# ❞❡# ✈❛+✐❛❜❧❡# ❞✬.(❛( x (❡❧❧❡# :✉❡ ❧❡# .:✉❛(✐♦♥# #♦✐❡♥( #❛(✐#❢❛✐(❡#✳ ❉❛♥#

❧❛ #✉✐(❡✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡+❛ :✉✬✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ✐♥(❡+♥❡ ❛✉① ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡# ❣>+❡ ❧❛ ❢❛✐#❛❜✐❧✐(. ❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡✱

❛✐♥#✐ ✐❧ ♥❡ #❡+❛ ♣❧✉# ❢❛✐( +.❢.+❡♥❝❡ ❛✉① ✈❛+✐❛❜❧❡# ❡( .:✉❛(✐♦♥# ❞✬.(❛(✱

• ❧❛ ❢❛✐#❛❜✐❧✐(. ♠✉❧(✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡✱ ❝✬❡#(✲8✲❞✐+❡ ❧❛ #❛(✐#❢❛❝(✐♦♥ ❞✉ #②#(>♠❡ ❞✬.:✉❛(✐♦♥# ❊:#✳✭✶✽✳✹✮

❡♥ ❞.(❡+♠✐♥❛♥( ❧❡# ✈❛❧❡✉+# ❞❡# ✈❛+✐❛❜❧❡# ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬❡♥(+.❡ ❞❡# ❞✐#❝✐♣❧✐♥❡# (❡❧❧❡# :✉❡ ❧❡

#②#(>♠❡ ❞✬.:✉❛(✐♦♥# #♦✐( #❛(✐#❢❛✐( ❊:#✳✭✶✽✳✼✮✳

▲❛ #❛(✐#❢❛❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐#❛❜✐❧✐(. ♠✉❧(✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡ ❡#( ✉♥ ♣♦✐♥( ❡##❡♥(✐❡❧ ❞❡# ❛♣♣+♦❝❤❡# ▼❉❖✳ ❉❡✉①

(②♣❡# ❞✬❛♣♣+♦❝❤❡# ❡①✐#(❡♥( ♣♦✉+ ❧❛ #❛(✐#❢❛❝(✐♦♥ ❞❡# ❝♦✉♣❧❛❣❡# ✐♥(❡+❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡#✳

• ❆♣♣"♦❝❤❡' ❝♦✉♣❧*❡'✿
❯♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ♠✉❧(✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡ ✭▼❉❆ ♣♦✉+ ▼✉❧(✐❉✐#❝✐♣❧✐♥❛+② ❆♥❛❧②#✐#✮ ❡#( +.❛❧✐#.❡ 8 ❝❤❛:✉❡

✐(.+❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣(✐♠✐#❡✉+ #②#(>♠❡ ❛✜♥ ❞❡ #❛(✐#❢❛✐+❡ ❧❡ #②#(>♠❡ ❞✬.:✉❛(✐♦♥# #✉✐✈❛♥(✿

{
yij = cij(zi,y.i)
yji = cji(zj ,y.j)

✭✶✽✳✼✮

▲❡ #②#(>♠❡ ❞✬.:✉❛(✐♦♥# ❡#( ❝❧❛##✐:✉❡♠❡♥( +.#♦❧✉ ♣❛+ ♣♦✐♥( ✜①❡ ♦✉ ♣❛+ ✉♥❡ ♦♣(✐♠✐#❛(✐♦♥ ❛✉①✐❧✲

✐❛✐+❡ ❬❈♦❡❧❤♦ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❆✐♥#✐✱ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ▼✉❧(✐ ❉✐#❝✐♣❧✐♥❡ ❋❡❛#✐❜❧❡ ✭▼❉❋✮ ❬❇❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞

❙♦❜✐❡#③❝③❛♥#❦✐✲❙♦❜✐❡#❦✐✱ ✶✾✾✻❪ ✉(✐❧✐#❡ ❝❡((❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ 8 ❝❤❛:✉❡ ✐(.+❛(✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ #②#(>♠❡

✭❋✐❣✳ ✶✽✳✶✮✿

♠✐♥ f (z,y(z)) ✭✶✽✳✽✮

♣✳+✳8 z

#✳8 g (z,y(z)) ≤ 0 ✭✶✽✳✾✮

h (z,y(z)) = 0 ✭✶✽✳✶✵✮

zmin ≤ z ≤ zmax ✭✶✽✳✶✶✮

▲✬♦♣(✐♠✐#❡✉+ ❝♦♥(+Z❧❡ ❧❡# ✈❛+✐❛❜❧❡# ❞❡ ❝♦♥❝❡♣(✐♦♥ z ❡( 8 ❝❤❛:✉❡ ✐(.+❛(✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ♠✉❧✲

(✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡ ❡#( ✉(✐❧✐#.❡ ♣♦✉+ (+♦✉✈❡+ ❧❡# ✈❛+✐❛❜❧❡# ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ #❛(✐#❢❛✐#❛♥( ❊:#✳✭✶✽✳✼✮✳ ▲❛

❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ▼❉❋ ❡#( #✐♠♣❧❡ 8 ♠❡((+❡ ❡♥ [✉✈+❡ ♠❛✐#✱ ❡♥ +❛✐#♦♥ ❞❡# ❜♦✉❝❧❡# ❡♥(+❡ ❧❡# ❞✐#✲

❝✐♣❧✐♥❡# ♥.❝❡##❛✐+❡# ❛✉① ▼❉❆✱ ❧❡ (❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡#( ✐♠♣♦+(❛♥(✳ ❈❡((❡ ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ❡#( ❧❛

❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥ ▼❉❖ ❧❛ ♣❧✉# ✉(✐❧✐#.❡✳ ❉✬❛✉(+❡# ❢♦+♠✉❧❛(✐♦♥# (❡❧❧❡# :✉❡ ❈♦♥❝✉++❡♥( ❙✉❜❙♣❛❝❡ ❖♣✲

(✐♠✐③❛(✐♦♥ ✭❈❙❙❖✮ ❬❙♦❜✐❡#③❝③❛♥#❦✐✲❙♦❜✐❡#❦✐✱ ✶✾✽✽❪ ♦✉ ❇✐✲▲❡✈❡❧ ■♥(+❡❣+❛(❡❞ ❙②#(❡♠ ❙②♥(❤❡#✐#

✭❇▲■❙❙✮ ❬❙♦❜✐❡#③❝③❛♥#❦✐✲❙♦❜✐❡#❦✐ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ✉(✐❧✐#❡♥( .❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡# ▼❉❆ ♣♦✉+ #❛(✐#❢❛✐+❡ ❧❡#

❝♦✉♣❧❛❣❡# ✐♥(❡+❞✐#❝✐♣❧✐♥❛✐+❡#✳

✸✵✵



•

z

y

Discipline

1

Design variables: z

Optimizer

Discipline

2

Discipline

N

Multidisciplinary Design Analysis

f(z,y(z))

g(z,y(z))

h(z,y(z))

...

Coupling variables y

Coupling variables y

Discipline

1

Design variables: z

Optimizer

Discipline

2

Discipline

N

c1. c2. cN.

f(z,y)

g(z,y)

h(z,y)

y..=c..(z,y..)

Calculation of f,g,h

Coupling variables: y

...

•



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

• ❧❡" ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡"  ♣✐#$ ♠✐&✉❡# ✿ ❡❧❧❡" ❝♦&&❡"♣♦♥❞❡♥' - ❞❡" ♠/❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡"✱ ❞❡" "✐♠♣❧✐✜❝❛✲

'✐♦♥" ❞❡ ♠♦❞/❧✐"❛'✐♦♥ ❡' ♣❡✉✈❡♥' 5'&❡ &/❞✉✐'❡" ♣❛& ❧❛ ❝♦❧❧❡❝'❡ ❞❡ ♣❧✉" ❞✬✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥"✳ ▲❡"

✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" /♣✐"'/♠✐:✉❡" "♦♥' ❛✉""✐ ❛♣♣❡❧/❡" ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ❞❡ ♠♦❞/❧✐"❛'✐♦♥ ♦✉ ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡"

&/❞✉❝'✐❜❧❡"✳ <❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞✬/❝♦✉❧❡♠❡♥' ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥"'&✉✐' "♦✉" ❝❡&'❛✐♥❡" ❤②✲

♣♦'❤>"❡" "✐♠♣❧✐✜❝❛'&✐❝❡" '❡❧❧❡" :✉❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣&❡""✐❜✐❧✐'/ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❧✬❛❜"❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡" ❧✐♠✐'❡"✱

❧✬❛❜"❡♥❝❡ ❞❡ '✉&❜✉❧❡♥❝❡ ♣♦✉& ♠♦❞/❧✐"❡& ✉♥ /❝♦✉❧❡♠❡♥' ❞❛♥" ✉♥❡ '✉②>&❡ &❡♣&/"❡♥'❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❜❛""❡ ✜❞/❧✐'/ ❧❛ &/❛❧✐'/ ♣❤②"✐:✉❡ ❞❡ ❧✬/❝♦✉❧❡♠❡♥'✳

▲❛ ❞✐"'✐♥❝'✐♦♥ ❡♥'&❡ ❝❡" ❞❡✉① '②♣❡" ❞✬✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ❡"' ❡""❡♥'✐❡❧❧❡ ❝❛& ❞❡" ❢♦&♠❛❧✐"♠❡" ♠❛'❤/♠❛'✐:✉❡"

❛❞❛♣'/" - ❝❤❛:✉❡ '②♣❡ ❡①✐"'❡♥'✳ ▲❡" ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ❛❧/❛'♦✐&❡" "♦♥' '&❛❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥' ♠♦❞/❧✐"/❡" ♣❛&

❧❡ ❢♦&♠❛❧✐"♠❡ ❞❡" ♣&♦❜❛❜✐❧✐'/"✳ ❉✬❛✉'&❡" ❢♦&♠❛❧✐"♠❡" ❡①✐"'❡♥' ♣♦✉& &❡♣&/"❡♥'❡& ❧❡" ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡"

/♣✐"'/♠✐:✉❡" '❡❧" :✉❡ ❧❛ '❤/♦&✐❡ ❞❡ ❧✬/✈✐❞❡♥❝❡ ❬❉❡♠♣"'❡&✱ ✶✾✻✼❀ ❙❤❛❢❡&✱ ✶✾✼✻❪ ♦✉ ❧❡ ❢♦&♠❛❧✐"♠❡

❞❡" ✐♥'❡&✈❛❧❧❡" ❬▼♦♦&❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ :✉✐ "♦♥' ♣❛&❢♦✐" ♣❧✉" ❛❞❛♣'/" ♣♦✉& &❡♣&/"❡♥'❡& ✜❞>❧❡♠❡♥'

❧❡" ✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥" ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡"✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡" ✐♥❣/♥✐❡✉&" ♥❡ ❞✐"♣♦"❡♥' "♦✉✈❡♥' :✉❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡" ❞❡

✈❛&✐❛'✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡" ♣❛&❛♠>'&❡" ✐♥❝❡&'❛✐♥"✳ ❆✐♥"✐✱ ❧❡ ❢♦&♠❛❧✐"♠❡ ❞❡" ✐♥'❡&✈❛❧❧❡" ❡"' ♣❛&'✐❝✉❧✐>&❡♠❡♥'

❛❞❛♣'/ ❝❛& ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦'❤>"❡ "✉& ❧❛ ❞✐"'&✐❜✉'✐♦♥ ❞❡" ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" - ❧✬✐♥'/&✐❡✉& ❞❡ ❧✬✐♥'❡&✈❛❧❧❡ ♥✬❡"'

♥/❝❡""❛✐&❡ ✭❝♦♥'&❛✐&❡♠❡♥' - ✉♥❡ ❞✐"'&✐❜✉'✐♦♥ ✉♥✐❢♦&♠❡✮✳

▲✬✐♥'&♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ❞❛♥" ❧❡" ♣&♦❜❧>♠❡" ▼❉❖ ♠>♥❡ - ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦&♠✉❧❛'✐♦♥ ❣/♥/&❛❧❡

❞✐'❡ ❯▼❉❖ ✭♣♦✉& ❯♥❝❡&'❛✐♥'②✲❜❛"❡❞ ▼✉❧'✐❞✐"❝✐♣❧✐♥❛&② ❉❡"✐❣♥ ❖♣'✐♠✐③❛'✐♦♥✮✳ ❖♥ "❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉&

❧❡ ♠♦♠❡♥' ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞✬✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ✉♥✐:✉❡♠❡♥' ❛❧/❛'♦✐&❡" ♠♦❞/❧✐"/❡" ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦&♠❛❧✐"♠❡ ❞❡"

♣&♦❜❛❜✐❧✐'/"✳ ▲❛ ❢♦&♠✉❧❛'✐♦♥ ❣/♥/&❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣&♦❜❧>♠❡ ❯▼❉❖ ❡"' ❞♦♥♥/❡ ♣❛& ❬❨❛♦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✿

♠✐♥ Ξ [f(z,θY ,U)] ✭✶✽✳✶✷✮

♣✳&✳- z,θY

"✳- K [g(z,θY ,❯)] ≤ 0 ✭✶✽✳✶✸✮

∀i 6= j, ∀u ∈ Ω, yij(θY ij ,ui) = cij(zi,y.i(θY .i,u.i),ui) ✭✶✽✳✶✹✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✶✽✳✶✺✮

❉✬✐♠♣♦&'❛♥'❡" ❞✐✛/&❡♥❝❡" ❡①✐"'❡♥' ❡♥'&❡ ❧❡" ❢♦&♠✉❧❛'✐♦♥" ❞/'❡&♠✐♥✐"'❡" ❡' "♦✉" ✐♥❝❡&'✐'✉❞❡"✿

• U ❡"' ❧❡ ✈❡❝'❡✉& ❞✬✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ❞✬❡♥'&/❡ ❞✉ "②"'>♠❡✳ ❖♥ ♥♦'❡ Ui ❧❡ ✈❡❝'❡✉& ✐♥❝❡&'❛✐♥ ❞✬❡♥'&/❡

❞❡ ❧❛ ❞✐"❝✐♣❧✐♥❡ i✳ ▲❛ k%♠❡ &/❛❧✐"❛'✐♦♥ ❣/♥/&/❡ ♣❛& ❈&✉❞❡ ▼♦♥'❡ ❈❛&❧♦ ✭❈▼❈✮ ❞✉ ✈❡❝'❡✉&

❛❧/❛'♦✐&❡ U ❡"' ♥♦'/❡ u(k)✳ ❖♥ ♥♦'❡ φ(·) ❧❛ ❞❡♥"✐'/ ❞❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐'/ ✭%❉❋✮ ❥♦✐♥'❡ ❞✉ ✈❡❝'❡✉&

✐♥❝❡&'❛✐♥ U✳

• Ξ ❡"' ❧❛ ♠❡"✉&❡ ❞✬✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♦❜❥❡❝'✐❢ ✭❡✳❣✳ ❧✬❡"♣/&❛♥❝❡ ♠❛'❤/♠❛'✐:✉❡✮✳

• K ❡"' ❧❛ ♠❡"✉&❡ ❞✬✐♥❝❡&'✐'✉❞❡" ♣♦✉& ❧❡ ✈❡❝'❡✉& ❞❡" ❢♦♥❝'✐♦♥" ❞❡ ❝♦♥'&❛✐♥'❡" ❞✬✐♥/❣❛❧✐'/✳ ❖♥

❞✐"'✐♥❣✉❡ ❞❡✉① '②♣❡" ❞❡ ♠❡"✉&❡ ♣♦✉& ❧❡" ❝♦♥'&❛✐♥'❡"✿

✕ ▼❡"✉&❡ ❞❡ &♦❜✉"'❡""❡✿ K [g(③,θY ,❯)] = E [g(③,θY ,❯)] + ησ [g(③,θY ,❯)] ❛✈❡❝ E[·]
❧✬❡"♣/&❛♥❝❡ ♠❛'❤/♠❛'✐:✉❡✱ σ[·] ❧✬/❝❛&' '②♣❡ ❡' η ∈ R

+
✉♥ ♣❛&❛♠>'&❡ ❞❡ &❡"'&✐❝'✐♦♥ ❞❡

❧✬❡"♣❛❝❡ ❢❛✐"❛❜❧❡✳

✕ ▼❡"✉&❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐'/✿ ♣♦✉& ❧❛ i%♠❡ ❝♦♠♣♦"❛♥'❡ ❞✉ ✈❡❝'❡✉& g(·)✱ ❛✈❡❝ P ❧❛ ♠❡"✉&❡ ❞❡

✸✵✷



❈❍❆#❚❊❘ ✶✽✳ ❆##❊◆❉■❳ ❊ ✲ ❘➱❙❯▼➱ ➱❚❊◆❉❯ ❉❊ ▲❆ ❚❍➮❙❊

♣6♦❜❛❜✐❧✐<=✱

Ki [gi(③,θY ,❯)] = P [gi(③,θY ,❯) > 0]− Pti =

∫

Ii
φ(u)❞u− Pti

❛✈❡❝ Ii = {u ∈ Ω|gi(③,θY ,✉) > 0} ❡< Pti ❧❡ C❡✉✐❧ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉6 ❧❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐<= ❞❡

❞=❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳

#❛6 ❛✐❧❧❡✉6C✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥C✐❞I6❡ J✉❡ ❞❡C ❝♦♥<6❛✐♥<❡C ❞✬✐♥=❣❛❧✐<= g(·)✳ #♦✉6 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣<✐♦♥ ❞❡

❧❛♥❝❡✉6C✱ ❧❡C ❝♦♥<6❛✐♥<❡C ❞✬=❣❛❧✐<= ❡♥ ♣6=C❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡6<✐<✉❞❡C C♦♥< ✉C✉❡❧❧❡♠❡♥< <6❛♥C❢♦6♠=❡C

❡♥ ❝♦♥<6❛✐♥<❡C ❞✬✐♥=❣❛❧✐<= ❣6M❝❡ N ❞❡C <♦❧=6❛♥❝❡C ✭❡✳❣✳ <♦❧=6❛♥❝❡C N ❧✬✐♥❥❡❝<✐♦♥ C✉6 ♦6❜✐<❡✮✳

• Y ❡C< ❧❡ ✈❡❝<❡✉6 ❞❡C ✈❛6✐❛❜❧❡C ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬❡♥<6=❡ ❞❡C ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡C✳ ❊♥ 6❛✐C♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣6=C❡♥❝❡

❞❡C ✈❛6✐❛❜❧❡C ✐♥❝❡6<❛✐♥❡C U✱ ❧❡C ✈❛6✐❛❜❧❡C ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ C♦♥< ❡❧❧❡C✲♠R♠❡C ✐♥❝❡6<❛✐♥❡C✳ ❉❛♥C

❧❡C ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥C ❯▼❉❖ ❞=❝♦✉♣❧=❡C✱ ❧❡C ✈❛6✐❛❜❧❡C ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬❡♥<6=❡ ❞❡C ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡C ❞♦✐✈❡♥<

R<6❡ ❣=6=❡C ♣❛6 ❧✬♦♣<✐♠✐C❡✉6✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥<✱ Y ❡C< ✉♥ ✈❡❝<❡✉6 ❛❧=❛<♦✐6❡✱ ✐❧ C✬❛❣✐< ❞✬✉♥ ✈❡❝<❡✉6

❞❡ ❢♦♥❝<✐♦♥C✳ ❆✜♥ ❞✬=✈✐<❡6 ❧❡C ♣6♦❜❧I♠❡C ❞✬♦♣<✐♠✐C❛<✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥C✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧✬♦♣<✐♠✐C❡✉6 ♥❡

❝♦♥<6T❧❡ ♣❛C ❞✐6❡❝<❡♠❡♥< ❧❡C ✈❛6✐❛❜❧❡C ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛✐C ♣❧✉<T< ❞❡C ♣❛6❛♠I<6❡C ❞=<❡6♠✐♥✐C<❡C

θY ♠♦❞=❧✐C❛♥< ❧❡C ✈❛6✐❛❜❧❡C ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬❡♥<6=❡ ❞❡C ❞✐C❝✐♣❧✐♥❡C✳ ❈❡C ♣❛6❛♠I<6❡C ♣❡✉✈❡♥<

R<6❡ ❞❡C 6=❛❧✐C❛<✐♦♥C✱ ❞❡C ♠♦♠❡♥<C C<❛<✐C<✐J✉❡C✱ ❞❡C ♣❛6❛♠I<6❡C ❞❡ $❉❋✱ ❡#❝✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉6 ❧❡C ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥C ▼❉❖ ❞=<❡6♠✐♥✐C<❡C✱ ❞❡✉① <②♣❡C ❞❡ ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥ ❯▼❉❖ ♣❡✉✈❡♥< R<6❡

❞✐C<✐♥❣✉=C ♣♦✉6 ❧❛ ❣❡C<✐♦♥ ❞❡C ❝♦✉♣❧❛❣❡C✿

✲ ❙❛<✐C❢❛❝<✐♦♥ ❞❡C ❝♦✉♣❧❛❣❡C ✐♥<❡6❞✐C❝✐♣❧✐♥❛✐6❡C ♣❛6 ✉♥❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❝♦✉♣❧=❡ ✭❛✈❡❝ ▼❉❆✮✱

✲ ❙❛<✐C❢❛❝<✐♦♥ ❞❡C ❝♦✉♣❧❛❣❡C ✐♥<❡6❞✐C❝✐♣❧✐♥❛✐6❡C ♣❛6 ✉♥❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❞=❝♦✉♣❧=❡✳

❉❛♥C ❧❡C C❡❝<✐♦♥C C✉✐✈❛♥<❡C✱ ❧❡C ♠=<❤♦❞❡C ❞❡ ❣❡C<✐♦♥ ❞❡C ❝♦✉♣❧❛❣❡C ❞❛♥C ❧❡C ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥C ❯▼❉❖

C♦♥< ❜6✐I✈❡♠❡♥< ❞=❝6✐<❡C✳

✶✽✳✶✳✷✳✶ ❆♣♣)♦❝❤❡. ❝♦✉♣❧0❡.

❈♦♠♠❡ ❡♥ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❞=<❡6♠✐♥✐C<❡✱ ❧❛ ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥ ▼❉❋ ❡♥ ♣6=C❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡6<✐<✉❞❡C ❡C< ❧❛ ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥

❯▼❉❖ ❧❛ ♣❧✉C ✉<✐❧✐C=❡✳ ▲❡C ❝♦✉♣❧❛❣❡C ✐♥<❡6❞✐C❝✐♣❧✐♥❛✐6❡C C♦♥< ❣=6=C ♣❛6 ❞❡C C✐♠✉❧❛<✐♦♥C ❈▼❈ ♣♦✉6

♣6♦♣❛❣❡6 ❧❡C ✐♥❝❡6<✐<✉❞❡C ❡<✱ ♣♦✉6 ❝❤❛J✉❡ =❝❤❛♥<✐❧❧♦♥✱ ❧❡ C②C<I♠❡ ❞✬=J✉❛<✐♦♥C ❞❡ C❛<✐C❢❛❝<✐♦♥ ❞❡C

❝♦✉♣❧❛❣❡C ❡C< 6=C♦❧✉ ♣❛6 ▼❉❆ ❬❖❛❦❧❡② ❡< ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❑♦❝❤ ❡< ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❏❛❡❣❡6 ❡< ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ▲❛

❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥ ▼❉❋ ❡♥ ♣6=C❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡6<✐<✉❞❡C ❡C< ❞♦♥♥=❡ ♣❛6 ✭❋✐❣✳ ✶✽✳✸✮✿

♠✐♥ Ξ [f(z,Y(z,U),U)] ✭✶✽✳✶✻✮

♣✳6✳N z

C✳N K [g(z,Y(z,U),U)] ≤ 0 ✭✶✽✳✶✼✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✶✽✳✶✽✮

#♦✉6 ❝❤❛J✉❡ =❝❤❛♥<✐❧❧♦♥ ❈▼❈✱ ❧❡ C②C<I♠❡ ❞✬=J✉❛<✐♦♥C C✉✐✈❛♥< ❡C< 6=C♦❧✉ ♣❛6 ▼❉❆✿

∀ u ∈ Ω, ∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 i 6= j, yij = cij(zi,y.i,u) ✭✶✽✳✶✾✮

✸✵✸



Discipline

1

Discipline

2

Discipline

N

Multidisciplinary Design Analysis

Coupling variables

Coupling variables

Design variables: z

Optimizer

Uncertain variables: u

Uncertainty simulation

[f(z,Y(z,U),U)]

[g(z,Y(z,U),U)]

...

•

µY σY

Y



•

u∗

Deterministic 

MDO

Multidisciplinary

Reliability 

Analysis

Formulate a new

deterministic MDO

Initial

design

Optimal

design

converge
not

converge
Check 

convergence



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✶✽✳✶✳✸ ❆♥❛❧②)❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐/0 ❡♥ ♣20)❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡2/✐/✉❞❡) ❛❧0❛/♦✐2❡) ❡/

0♣✐)/0♠✐8✉❡)

❉❛♥# ❧❛ ❧✐&&'(❛&✉(❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝& ❞❡# ✐♥❝❡(&✐&✉❞❡# '♣✐#&'♠✐1✉❡# ❡#& ❝❧❛##' ❡♥ ❞❡✉① ❝❛&'❣♦(✐❡#✿

• ❧❡# ❤②♣❡(✲♣❛(❛♠9&(❡# ❞❡ ❧♦✐ ❞❡# ❞❡♥#✐&'# ❞❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&' #♦♥& ❛✛❡❝&'# ♣❛( ❞❡# ✐♥❝❡(&✐&✉❞❡#
'♣✐#&'♠✐1✉❡# ✭❡✳❣✳ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐#&(✐❜✉&✐♦♥ ●❛✉##✐❡♥♥❡ ♥✬❡#& ♣❛# ❝♦♥♥✉❡ ❡①❛❝&❡♠❡♥&

♠❛✐# ✉♥✐1✉❡♠❡♥& #✉( ✉♥ ✐♥&❡(✈❛❧❧❡✮✱

• ❧✬'&❛& ❧✐♠✐&❡ ❞'❧✐♠✐&❛♥& ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞'❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡#& ❞✐(❡❝&❡♠❡♥& ❛✛❡❝&' ♣❛( ❞❡# ✐♥❝❡(&✐&✉❞❡#
'♣✐#&'♠✐1✉❡#✳

✶✽✳✶✳✸✳✶ ■♥❝❡()✐)✉❞❡- .♣✐-).♠✐1✉❡- -✉( ❧❡- ❤②♣❡(✲♣❛(❛♠7)(❡- ❞❡ ❧♦✐- ❞❡- ✈❛(✐❛❜❧❡-

✐♥❝❡()❛✐♥❡-

❖♥ ❝♦♥#✐❞9(❡ ✉♥ ✈❡❝&❡✉( ❛❧'❛&♦✐(❡ U ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ d ❞'✜♥✐ #✉( ❧✬❡#♣❛❝❡ Ω ♣❛( ✉♥❡  ❉❋ ❥♦✐♥&❡ φe(·)
✐♥❞❡①'❡ ♣❛( ✉♥ ✈❡❝&❡✉( ♣❛(❛♠9&(❡ e = [e(1), . . . , e(w)]❚ ∈ R

w
✳ e ❡#& ❛✛❡❝&' ♣❛( ❞❡# ✐♥❝❡(&✐&✉❞❡#

'♣✐#&'♠✐1✉❡# ❡& #❡✉❧ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛(✐❛&✐♦♥ ❞❡ #❡# ❝♦♠♣♦#❛♥&❡# ❡#& ❝♦♥♥✉ Υ = {e ∈ R
w|e(i) ∈

[e
(i)
♠✐♥

, e
(i)
♠❛①

] ∀i ∈ {1, . . . , w}}✳ ❖♥ ❝♦♥#✐❞9(❡ ✉♥ #②#&9♠❡ ❝❛(❛❝&'(✐#' ♣❛( ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ '&❛& ❧✐♠✐&❡ g :
Ω→ R #✉♣♣♦#'❡ ❝♦♥&✐♥✉❡✱ '&❛♥& ✉♥❡ ❜♦E&❡ ♥♦✐(❡ ❡& ❝♦F&❡✉#❡ G '✈❛❧✉❡(✳ ❊♥ ♣('#❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡(&✐&✉❞❡#

❛❧'❛&♦✐(❡# ❡& '♣✐#&'♠✐1✉❡#✱ ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&' ❞❡ ❞'❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ #②#&9♠❡ ♥✬❡#& ♣❛# ✉♥✐1✉❡ ❡& ❞'♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉( ♣(✐#❡ ♣❛( e ✭❋✐❣#✳ ✶✽✳✺✱✶✽✳✻✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛(❛❝&'(✐#❡( ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&' ❞❡ ❞'❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡#& ♣♦##✐❜❧❡

❞❡ ❞'&❡(♠✐♥❡( #❡# ❜♦(♥❡# ❞❡ ✈❛(✐❛&✐♦♥✿

{
P
♠✐♥

= ♠✐♥
e∈Υ

Pe(g(U) ≤ 0)

P
♠❛①

= ♠❛①
e∈Υ

Pe(g(U) ≤ 0)
✭✶✽✳✷✵✮

▲❛ ❞'&❡(♠✐♥❛&✐♦♥ ❞❡# ✈❛❧❡✉(# ❞❡# ✈❛(✐❛❜❧❡# '♣✐#&'♠✐1✉❡# ♠❡♥❛♥& ❛✉① ❜♦(♥❡# ❞❡ ❧❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&' ❞❡ ❞'✲

❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐1✉❡ ❧❛ ('#♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ♣(♦❜❧9♠❡# ❞✬♦♣&✐♠✐#❛&✐♦♥ ❡& ❞❡# ❛♥❛❧②#❡# ❞❡ ✜❛❜✐❧✐&' ❊1#✳✭✶✽✳✷✵✮✳
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e2 .

U
(1)

❋✐❣✉$❡ ✶✽✳✻✿ ❛♥❛❧②0❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐45 ❛✈❡❝ φe2(·)
❉❡0 ❛♣♣$♦❝❤❡0 ❜❛05❡0 0✉$ ❈▼❈ ❬❩❤❛♥❣ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦✉ ❋❖❘▼ ❬◗✐✉ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥4 545 ♣$♦♣♦05❡0 ♣♦✉$

$50♦✉❞$❡ ❝❡ 4②♣❡ ❞❡ ♣$♦❜❧D♠❡0 ❛✉ 4$❛✈❡$0 ❞✬✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ➚ ❝❤❛H✉❡ ✐45$❛4✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣4✐♠✐0❡✉$✱

✉♥❡ ❛♥❛❧②0❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐45 ♣❛$ ❈▼❈ ♦✉ ❋❖❘▼ ❡04 $5❛❧✐05❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥4✱ ❧❡ ❝♦J4 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥❣❡♥❞$5

♣❛$ ❝❡ 4②♣❡ ❞✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❡04 ♣$♦❤✐❜✐4✐❢✳ ❆✜♥ ❞✬5✈✐4❡$ ❝❡0 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❈▼❈ ❛✐♥0✐ H✉❡ ■❙

♦♥4 545 54❡♥❞✉0 M ❧❛ ♣$✐0❡ ❡♥ ❝♦♠♣4❡ ❞✐$❡❝4❡ ❞✬✐♥4❡$✈❛❧❧❡0✳ ◆5❛♥♠♦✐♥0✱ ❝❡0 ♠54❤♦❞❡0 ♣❡$♠❡44❡♥4
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❈❍❆#❚❊❘ ✶✽✳ ❆##❊◆❉■❳ ❊ ✲ ❘➱❙❯▼➱ ➱❚❊◆❉❯ ❉❊ ▲❆ ❚❍➮❙❊

❛✉① ✈❛9✐❛❜❧❡> ?♣✐>A?♠✐C✉❡> ❞❡ ♣9❡♥❞9❡ ❞✐✛?9❡♥A❡> ✈❛❧❡✉9> ❡♥ ❢♦♥❝A✐♦♥ ❞❡> 9?❛❧✐>❛A✐♦♥> ❞❡> ✈❛9✐❛❜❧❡>

❛❧?❛A♦✐9❡>✱ ❝❡ C✉✐ ♥✬❡>A ♣❛> ♣♦>>✐❜❧❡ ❞❛♥> ❧❡ ♣9♦❜❧L♠❡ ❝♦♥>✐❞?9?✳ #❛9 ❛✐❧❧❡✉9>✱ ❞❡> ♠?A❤♦❞❡> ❜❛>?❡>

>✉9 ❋❖❘▼ ♦♥A ?A? ❞?✈❡❧♦♣♣?❡> ♣♦✉9 ♣9❡♥❞9❡ ❡♥ ❝♦♠♣A❡ ❞✐9❡❝A❡♠❡♥A ❧❡> ✈❛9✐❛❜❧❡> ❞?❝9✐A❡> ♣❛9 ✉♥

✐♥A❡9✈❛❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥A✱ ❝♦♠♠❡ ❋❖❘▼ 9❡♣♦>❡ >✉9 ✉♥❡ ❧✐♥?❛9✐>❛A✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝A✐♦♥ ♦❜❥❡❝A✐❢ ❡A

❧✬❤②♣♦A❤L>❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐A? ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❞?❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧❡ A②♣❡ ❞❡ ♣9♦❜❧L♠❡> A9❛✐A?> ❡>A ❧✐♠✐A?✳ ❉❛♥> ❧❡

❝❛> ❞❡> ❧❛♥❝❡✉9>✱ ❧❡> ❝♦♥A9❛✐♥A❡> ❞❡ ✜❛❜✐❧✐A? >✉9 ❧❛ 9❡A♦♠❜?❡ ❞❡> ?A❛❣❡> ♥✬❡♥A9❡♥A ♣❛> ❞❛♥> ❝❡ ❝❛❞9❡✳

✶✽✳✶✳✸✳✷ ■♥❝❡)*✐*✉❞❡. /♣✐.*/♠✐2✉❡. ❛✛❡❝*❛♥* ❧✬/*❛* ❧✐♠✐*❡ ❞❡ ❞/❢❛✐❧❧❛♥❝❡

❖♥ ❝♦♥>✐❞L9❡ ❧❡ ♠T♠❡ ❝❛❞9❡ C✉✬❛✉ ♣❛9❛❣9❛♣❤❡ ♣9?❝?❞❡♥A ❛✈❡❝ ❝❡AA❡ ❢♦✐> ✉♥ >②>AL♠❡ ❝❛9❛❝A?9✐>?

♣❛9 ✉♥❡ ❢♦♥❝A✐♦♥ ?A❛A ❧✐♠✐A❡ g : Ω ×Υ → R >✉♣♣♦>?❡ ❝♦♥A✐♥✉❡✱ ?A❛♥A ✉♥❡ ❜♦UA❡ ♥♦✐9❡ ❡A ❝♦VA❡✉>❡

W ?✈❛❧✉❡9✳ ❈❡ ♣9♦❜❧L♠❡ ❡>A ❞✐✛?9❡♥A ❞✉ ♣9?❝?❞❡♥A ❝❛9 ❧❡> ✐♥❝❡9A✐A✉❞❡> ?♣✐>A?♠✐C✉❡> e ♥✬❛✛❡❝A❡♥A

♣❛> ❧❡> ❞❡♥>✐A?> ❞❡ ♣9♦❜❛❜✐❧✐A? ❞❡> ✈❛9✐❛❜❧❡> ❛❧?❛A♦✐9❡> ♠❛✐> ❞✐9❡❝A❡♠❡♥A ❧✬?A❛A ❧✐♠✐A❡ ❞❡ ❞?❢❛✐❧❧❛♥❝❡

✭❋✐❣✳✶✽✳✼✮✱ ✐❝✐ ❧❛ ❢♦♥❝A✐♦♥ g(·) ❞?♣❡♥❞ ❞✐9❡❝A❡♠❡♥A ❞❡ e✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛9❛❝A?9✐>❡9 ❧❛ ♣9♦❜❛❜✐❧✐A? ❞❡

❞?❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡>A ♥?❝❡>>❛✐9❡ ❞❡ ❞?A❡9♠✐♥❡9 >❡> ❜♦9♥❡> ❞❡ ✈❛9✐❛A✐♦♥✿

{
P
♠✐♥

= ♠✐♥

e∈Υ
P(g(U, e) ≤ 0)

P
♠❛①

= ♠❛①

e∈Υ
P(g(U, e) ≤ 0)

✭✶✽✳✷✶✮

5 0 5
6

4

2

0

2

4

Limit state affected by epistemic uncertainty

U
1

U
2

Epistemic value e1

Epistemic value e2

Epistemic value e3

Aleatory uncertainty

U
(1)

U
(2)

❋✐❣✉9❡ ✶✽✳✼✿ ➱A❛A ❧✐♠✐A❡ ❛✛❡❝A? ♣❛9 ❞❡> ✐♥❝❡9A✐A✉❞❡> ?♣✐>A?♠✐C✉❡>

#♦✉9 ❝❡ A②♣❡ ❞❡ ♣9♦❜❧L♠❡>✱ ❞❡> ❛♣♣9♦❝❤❡> ❜❛>?❡> >✉9 ❈▼❈ ❬❨❛♥❣ ❡A ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ♦✉ ❋❖❘▼ ❬❉✉✱ ✷✵✵✽❀

❉✉ ❡A ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♦♥A ?A? ♣9♦♣♦>?❡>✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥A✱ ❡❧❧❡> >♦✉✛9❡♥A ❞❡> ♠T♠❡> ❧✐♠✐A❛A✐♦♥> C✉❡ ❝❡❧❧❡>

❡①♣♦>?❡> ♣9?❝?❞❡♠♠❡♥A✳

❆✜♥ ❞❡ 9?>♦✉❞9❡ ✉♥ ♣9♦❜❧L♠❡ ❯▼❉❖✱ ❞❡> ❛❧❣♦9✐A❤♠❡> ❞✬♦♣A✐♠✐>❛A✐♦♥ ♠❛UA9✐>❛♥A W ❧❛ ❢♦✐> ❧❛ ♣9?>❡♥❝❡

❞✬✐♥❝❡9A✐A✉❞❡> ❡A ❞❡ ❝♦♥A9❛✐♥A❡> >♦♥A ♥?❝❡>>❛✐9❡>✳ #❧✉>✐❡✉9> ❛❧❣♦9✐A❤♠❡> ♦♥A ?A? ❞?✈❡❧♦♣♣?> W ❝❡>

✜♥> ❡A >♦♥A ❜9✐L✈❡♠❡♥A ❞?❝9✐A> ❞❛♥> ❧❛ >❡❝A✐♦♥ >✉✐✈❛♥A❡✳
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❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

✶✽✳✶✳✹ ❖♣&✐♠✐)❛&✐♦♥ ♥✉♠./✐0✉❡ ❡♥ ♣/.)❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥&/❛✐♥&❡) ❡&

❞✬✐♥❝❡/&✐&✉❞❡)

❉❡ ♥♦♠❜&❡✉① ❛❧❣♦&✐-❤♠❡/ ❡- -❡❝❤♥✐1✉❡/ ♦♥- 2-2 ♣&♦♣♦/2/ ❛✜♥ ❞❡ ❣2&❡& ❧❡/ ✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/ ❡- ❧❡/

❝♦♥-&❛✐♥-❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ♣&♦❜❧6♠❡/ ❞✬♦♣-✐♠✐/❛-✐♦♥✳ ❆✐♥/✐✱ ♣♦✉& ♠❛;-&✐/❡& ❧❛ ♣&2/❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/

♣❧✉/✐❡✉&/ ❛♣♣&♦❝❤❡/ ♦♥- 2-2 ❞2✈❡❧♦♣♣2❡/✿

• ❘2✲2❝❤❛♥-✐❧❧♦♥❛❣❡ ❬❇&❛♥❦❡ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞-✱ ✷✵✵✸❀ ❏✐♥ ❛♥❞ ❇&❛♥❦❡✱ ✷✵✵✺❪✿ ❝❡--❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ❝♦♥/✐/-❡
K &2✲❡✈❛❧✉❡& ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ♦❜❥❡❝-✐❢ ❡- ❧❡/ ❝♦♥-&❛✐♥-❡/ ♣♦✉& ✉♥❡ ♠N♠❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡/ ❞❡

❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ z ❡- K ✉-✐❧✐/❡& ✉♥❡ ♠❡/✉&❡ /-❛-✐/-✐1✉❡ ♣♦✉& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ♦❜❥❡❝-✐❢ ❡- ❞❡/

❝♦♥-&❛✐♥-❡/ ✭❡✳❣✳ ❧✬❡/♣2&❛♥❝❡ ♠❛-❤2♠❛-✐1✉❡✮✳

• ▼♦❞6❧❡ ❞❡ /✉❜/-✐-✉-✐♦♥ ❬❇&❛♥❦❡ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞-✱ ✷✵✵✸❀ ❏✐♥✱ ✷✵✵✺❪✿ ❞❡/ ♠2-❛♠♦❞6❧❡/ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥
♦❜❥❡❝-✐❢ ❡- ❞❡/ ❝♦♥-&❛✐♥-❡/ /♦♥- ❝♦♥/-&✉✐-/✳ ❉❡ ❢❛R♦♥ ❣2♥2&❛❧❡✱ ❧❡/ ♠2-❛♠♦❞6❧❡/ ❧✐//❡♥- ❧❡/

❢♦♥❝-✐♦♥/ ♠♦❞2❧✐/2❡/ ❛--2♥✉❛♥- ❛✐♥/✐ ❧❡ ❜&✉✐- ❡- ❞✐♠✐♥✉❛♥- ❧✬✐♠♣❛❝- ❞❡/ ✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/✳

• ❆❧❣♦&✐-❤♠❡/ K ❜❛/❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉/ ❬◆✐//❡♥ ❛♥❞ T&♦♣❛❝❤✱ ✶✾✾✽❀ ❍❛♥/❡♥ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
❏✐♥ ❛♥❞ ❇&❛♥❦❡✱ ✷✵✵✺❪✿ ❝❡/ ❛❧❣♦&✐-❤♠❡/ &❡♣♦/❡♥- /✉& ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉/ ♣♦✉& -&♦✉✈❡&

❧✬♦♣-✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥✳ ■❧/ ♣❡✉✈❡♥- ♠♦❞✐✜❡& ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦✉✈&✐&

❞❡/ ③♦♥❡/ ♣❧✉/ ✐♠♣♦&-❛♥-❡/ ♣♦✉& ♦❜-❡♥✐& ♣❧✉/ ❞✬✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥ ❡- ❛✐♥/✐ ❞✐♠✐♥✉❡& ❧✬✐♠♣❛❝- ❞❡/

✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡/ ❛❧❣♦&✐-❤♠❡/ ♥❡ &❡♣♦/❡♥- ♣❛/ /✉& ✉♥ /❡✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛-✱ ✐❧/ /♦♥- ♠♦✐♥/

❛✛❡❝-2/ ♣❛& ❧❡/ ✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/✳

▲❡/ ❛❧❣♦&✐-❤♠❡/ K ❜❛/❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ✭T❛&-✐❝❧❡ ❙✇❛&♠ ❖♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ❬❊❜❡&❤❛&- ❛♥❞ ❑❡♥♥❡❞②✱

✶✾✾✺❪✱ ❆♥- ❈♦❧♦♥② ❬❉♦&✐❣♦ ❛♥❞ ❇✐&❛--❛&✐✱ ✷✵✶✵❪✱ ●❡♥❡-✐❝ ❆❧❣♦&✐-❤♠ ❬❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✼✺❪✱ ❡#❝✳✮ /♦♥-

♣❛&-✐❝✉❧✐6&❡♠❡♥- ✐♥-2&❡//❛♥-/ ♣♦✉& &2/♦✉❞&❡ ❞❡/ ♣&♦❜❧6♠❡/ ❯▼❉❖ 1✉✐ /♦♥- /♦✉✈❡♥- ♥♦♥ ❧✐♥2❛✐&❡/✱

♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡/ ❛✈❡❝ ❞❡ ♠✉❧-✐♣❧❡/ ♦♣-✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❡- ❡♥ ♣&2/❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/✳ T❛&♠✐ ❧❡/ ❛❧❣♦&✐-❤♠❡/

K ❜❛/❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦&✐-❤♠❡ ❈♦✈❛&✐❛♥❝❡ ▼❛-&✐① ❆❞❛♣-❛-✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉-✐♦♥❛&② ❙-&❛-❡❣②

✭❈▼❆✲❊❙✮ ❬❍❛♥/❡♥ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡/- ♣❛&-✐❝✉❧✐6&❡♠❡♥- ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉& ❧❡/ ♣&♦❜❧6♠❡/ ❞✬♦♣-✐♠✐/❛-✐♦♥ ❡♥

♣&2/❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡&-✐-✉❞❡/ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/-&2 ❞❛♥/ ♣❧✉/✐❡✉&/ ♣❛&❛♥❣♦♥♥❛❣❡/ ❬❍❛♥/❡♥✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛♥/❡♥ ❡- ❛❧✳✱

✷✵✶✵❪✳

❈▼❆✲❊❙ ❡/- ✉♥ ❛❧❣♦&✐-❤♠❡ ❞2✈❡❧♦♣♣2 ♣♦✉& &2/♦✉❞&❡ ❧❡/ ♣&♦❜❧6♠❡/ ♥♦♥ ❝♦♥-&❛✐♥-/✳ ■❧ &❡♣♦/❡ /✉& ✉♥

♠♦❞6❧❡ ♣❛&❛♠2-&✐1✉❡ ❞❡ ❞✐/-&✐❜✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ✭✉♥❡ ❞❡♥/✐-2 ♠✉❧-✐✈❛&✐2❡ ♣❛&❛♠2-&✐1✉❡✮ ❛✜♥

❞✬❡①♣❧♦&❡& ❧✬❡/♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮✱ K ❝❤❛1✉❡ ✐-2&❛-✐♦♥✱ λ ❝❛♥❞✐❞❛-/ /♦♥- ❣2♥2&2/
K ♣❛&-✐& ❞❡ µ ♣❛&❡♥-/✳ ➚ ❧❛ ❣2♥2&❛-✐♦♥ /✉✐✈❛♥-❡✱ ❧❡/ ♥♦✉✈❡❛✉① µ ♣❛&❡♥-/ /♦♥- /2❧❡❝-✐♦♥♥2/ ♣❛&♠✐
❧❡/ λ ❡♥❢❛♥-/ ♣❛& &❛♣♣♦&- K ❧❡✉&/ ❝❧❛//❡♠❡♥-/ ✈✐/✲K✲✈✐/ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ♦❜❥❡❝-✐❢✳ ❆✐♥/✐ K ❧✬✐-2&❛-✐♦♥
[k + 1]✱ ❧❡/ ❡♥❢❛♥-/ /♦♥- ❣2♥2&2/ /❡❧♦♥✿

z
[k+1]
t ∼m[k] + σ[k]N

(
0,C[k]

)
, ♣♦✉& t = 1, ..., λ ✭✶✽✳✷✷✮

❛✈❡❝ z
[k+1]
t ∈ R

n
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛- ❡♥❢❛♥- ❣2♥2&2 K ♣❛&-✐& ❞✉ ✈❡❝-❡✉& ♠♦②❡♥ m[k]

✱ ❞✉ ♣❛/ σ[k]
❡- ❞✬✉♥❡

❞✐/-&✐❜✉-✐♦♥ ♥♦&♠❛❧❡ N
(
0,C[k]

)
♣❛&❛♠2-&2❡ ♣❛& ✉♥❡ ♠❛-&✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ C[k]

✳ ❈❡--❡ ♠❛-&✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ ♣❡&♠❡- ❞✬❡✛❡❝-✉❡& ❞❡/ -&❛♥/❢♦&♠❛-✐♦♥/ ❤♦♠♦-❤2-✐1✉❡/ ❡- ❞❡/ &♦-❛-✐♦♥/ ❞❡ ❧✬❡/♣❛❝❡

❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ✭❋✐❣✳ ✶✽✳✽✮✳ ▲❛ ♠✐/❡ K ❥♦✉& ❞❡ ❧❛ ♠❛-&✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛&✐❛♥❝❡ -✐❡♥- ❝♦♠♣-❡ ❞❡/ ✐-2&❛-✐♦♥/

♣❛//2❡/ ❡- ❞❡/ µ ♠❡✐❧❧❡✉&/ ❝❛♥❞✐❞❛-/ ❞❡ ❧❛ ❣2♥2&❛-✐♦♥ ❛❝-✉❡❧❧❡✳ ▲❡ ✈❡❝-❡✉& ♠♦②❡♥ ❝❛&❛❝-2&✐/❡ ❧❡
❝❡♥-&❡ ❞❡ ❧❛ ♣&♦❝❤❛✐♥❡ ❞✐/-&✐❜✉-✐♦♥ ❡- ❡/- ❞2-❡&♠✐♥2 ♣❛& ✉♥❡ ♣♦♥❞2&❛-✐♦♥ ❞❡/ µ ♠❡✐❧❧❡✉&/ ❝❛♥❞✐❞❛-/✳
▲❡/ ♠2❝❛♥✐/♠❡/ ❞❡ ♠✐/❡ K ❥♦✉& /♦♥- ❞2-❛✐❧❧2/ ❞❛♥/ ❬❍❛♥/❡♥ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳

✸✵✽
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❋✐❣✉9❡ ✶✽✳✽✿ ❊<♣❛❝❡ ❞❡ 9❡❝❤❡9❝❤❡ ♣♦✉9 ❞✐✛D9❡♥F❡< ♠❛F9✐❝❡< ❞❡ ❝♦✈❛9✐❛♥❝❡

❈▼❆✲❊❙ ❛ DFD DF❡♥❞✉ ♣♦✉9 ❧❛ ♣9✐<❡ ❡♥ ❝♦♠♣F❡ ❞✬✐♥❝❡9F✐F✉❞❡< ❬❍❛♥<❡♥ ❡F ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜9❡✉①

♠D❝❛♥✐<♠❡< ❛<<✉9❡♥F ❧❛ 9♦❜✉<F❡<<❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦9✐F❤♠❡ ❢❛❝❡ T ❧❛ ♣9D<❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡9F✐F✉❞❡<✿ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛F✐♦♥✱

❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐<♦♥ ♣♦♥❞D9D❡ ❞❡< ❝❛♥❞✐❞❛F<✱ ❧✬✉F✐❧✐<❛F✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❧❛<<❡♠❡♥F ♣❧✉FUF V✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉9 ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝F✐♦♥ ♦❜❥❡❝F✐❢ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛F✱ ❡!❝✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥F✱ <✐ ❧❡< ✐♥❝❡9F✐F✉❞❡< <♦♥F F9♦♣ ✐♠♣♦9F❛♥F❡< ❡❧❧❡<

♣❡✉✈❡♥F ♣❡9F✉9❜❡9 ❧❛ ❝♦♥✈❡9❣❡♥❝❡✳ ▲♦9<V✉❡ ❧❡ ❜9✉✐F ❡<F F9♦♣ D❧❡✈D✱ ❧❡< ♠D❝❛♥✐<♠❡< ❞❡ <D❧❡❝F✐♦♥ ❡F

❞❡ ♠✐<❡ T ❥♦✉9 ❞❡< ♣❛9❛♠XF9❡< <♦♥F ♠♦❞✐✜D<✳ ▲❡< ❝❛♥❞✐❞❛F< <♦♥F 9D✲D✈❛❧✉D< ❡F <✉✐✈❛♥F ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛F✐♦♥

❞❡ ❧❡✉9 9❛♥❣✱ ❧✬❡<♣❛❝❡ ❞❡ 9❡❝❤❡9❝❤❡ ❡<F ❛❣9❛♥❞✐ ♦✉ 9DF9D❝✐ ❛✜♥ ❞✬❛<<✉9❡9 ❧❛ ❝♦❧❧❡❝F❡ ❞✬✉♥❡ V✉❛♥F✐FD

<✉✣<❛♥F❡ ❞✬✐♥❢♦9♠❛F✐♦♥ ♠❛❧❣9D ❧❛ ♣9D<❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡9F✐F✉❞❡<✳

▲❡ ♣9✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈D♥✐❡♥F ❞❡ ❈▼❆✲❊❙ ❡<F V✉✬✐❧ ♥❡ ♣9❡♥❞ ♣❛< ❡♥ ❝♦♠♣F❡ ❧❡< ❝♦♥F9❛✐♥F❡<✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛

♣❧✉♣❛9F ❞❡< ❤❡✉9✐<F✐V✉❡< D✈♦❧✉F✐♦♥♥❛✐9❡<✱ ❧❡ F9❛✐F❡♠❡♥F ❞❡< ❝♦♥F9❛✐♥F❡< ❞❛♥< ❧✬❛❧❣♦9✐F❤♠❡ ❈▼❆✲❊❙

♣❡✉F <✬❡✛❡❝F✉❡9 ❛✈❡❝ ❞❡< ♠DF❤♦❞❡< ❜❛<D❡< <✉9 ❧❛ ♣D♥❛❧✐<❛F✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝F✐♦♥ ♦❜❥❡❝F✐❢ ❬❈♦❧❧❛♥❣❡ ❡F ❛❧✳✱

✷✵✶✵❜❀ ❇❡②❡9 ❛♥❞ ❋✐♥❝❦✱ ✷✵✶✷❀ ❉❡ ▼❡❧♦ ❛♥❞ ■❛❝❝❛✱ ✷✵✶✹❪ ♦✉ <✉9 ❞❡< ♠DF❛♠♦❞X❧❡< ❞❡< ❢♦♥❝F✐♦♥< ❞❡

❝♦♥F9❛✐♥F❡< ❬❑9❛♠❡9 ❡F ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥F✱ ❝❡< F❡❝❤♥✐V✉❡< 9❡V✉✐X9❡♥F ✉♥ 9D❣❧❛❣❡ ✜♥ V✉✐ ❞D♣❡♥❞

❞✉ ♣9♦❜❧X♠❡ F9❛✐FD✳ ❯♥❡ ❛♣♣9♦❝❤❡ ❛❧F❡9♥❛F✐✈❡ ❛ DFD ♣9♦♣♦<D❡ ♣♦✉9 ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❬❆9♥♦❧❞ ❛♥❞

❍❛♥<❡♥✱ ✷✵✶✷❪ V✉✐ ❡<F ✉♥❡ ✈❡9<✐♦♥ <✐♠♣❧✐✜D❡ ❞❡ ❈▼❆✲❊❙✭λ, µ✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐V✉❡ ❡♥❢❛♥F ❡F ❧❛ <D❧❡❝F✐♦♥
<✬❡✛❡❝F✉❡ ✉♥✐V✉❡♠❡♥F ❡♥F9❡ ❧❡ ♣❛9❡♥F ❡F ❧✬❡♥❢❛♥F✳ ▲❛ ♠✐<❡ T ❥♦✉9 ❞❡ ❧❛ ♠❛F9✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛9✐❛♥❝❡ ❛ DFD

♠♦❞✐✜D❡ ❛✜♥ ❞❡ F❡♥✐9 ❝♦♠♣F❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛F✐♦♥ ❞❡< ❝♦♥F9❛✐♥F❡< ❡F ❛✐♥<✐ ❝❤❛♥❣❡9 ❧✬❡<♣❛❝❡ ❞❡ 9❡❝❤❡9❝❤❡

♣♦✉9 ❧✬✐FD9❛F✐♦♥ <✉✐✈❛♥F❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐F❡9 ❧❛ ❣D♥D9❛F✐♦♥ ♣♦<<✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥❢❛♥F ❞❛♥< ❧✬❡<♣❛❝❡ ♥♦♥ ❢❛✐<❛❜❧❡

✭❋✐❣✳ ✶✽✳✾✮✳

✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❡<F ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉9 ❧❡< ♣9♦❜❧X♠❡< ✉♥✐♠♦❞❛✉① ♠❛✐< ♣9D<❡♥F❡ ❞❡< ❞✐✣❝✉❧FD< ♣♦✉9 ❧❡<

♣9♦❜❧X♠❡< ♠✉❧F✐♠♦❞❛✉① ❡F ❡♥ ❣9❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥<✐♦♥ ❬❆9♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍❛♥<❡♥✱ ✷✵✶✷❪✳

✶✽✳✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ❡- ✈♦✐❡* ❞✬❛♠3❧✐♦4❛-✐♦♥

❆✉ 9❡❣❛9❞ ❞✉ ❜9❡❢ DF❛F ❞❡ ❧✬❛9F 9D❛❧✐<D ❞❡< ♠DF❤♦❞❡< ❯▼❉❖ ❡①✐<F❛♥F❡<✱ ♥♦✉< ♣♦✉✈♦♥< ✐❞❡♥F✐✜❡9
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❧❡< ❢♦9♠✉❧❛F✐♦♥< ❯▼❉❖ ❞D❝♦✉♣❧D❡< ❛✜♥ ❞❡ ❣❛9❛♥F✐9 ❧❛ ❢❛✐<❛❜✐❧✐FD ♠✉❧F✐❞✐<❝✐♣❧✐♥❛✐9❡ V✉❡❧❧❡ V✉❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✽✳✾✿ ▲❡ ♣♦✐♥/ ✈❡$/ ❡1/ ❧❡ ♣❛$❡♥/ ❡/ ❧❡ ♣♦✐♥/ $♦✉❣❡ ❧✬❡♥❢❛♥/ ❣6♥6$6✳ ❙✉$ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ❝❡$❝❧❡

/$❛✐/ ♣❧❡✐♥ $❡♣$61❡♥/❡ ❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♣❛$❛♠6/$6 ♣❛$ A[k]
✳ ❆✉ ❝❡♥/$❡✱ ❧✬❡❧❧✐♣1❡ $♦1❡ $❡♣$61❡♥/❡

❧❛ ♠✐1❡ > ❥♦✉$ ❞❡ ❧❛ ♠❛/$✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ A[k+1]
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• Y

•

Discipline i Discipline j

zi zj

yji

yijcij(zi,yji)

cji(zj,yij)

Discipline i Discipline j

zi zjyij

cij(zi,yji)

cji(zj,yij)

cij(zi,yji)yij=

yji cji(zj,yij)

i j

i j

yij = cij(zi, yji)

∀u ∈ Ω, yij = cij(zi, yji,ui)



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

N ❞✐"❝✐♣❧✐♥❡"✿

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2 i 6= j, Jij =

∫

Ω

[cij(zi,y.i,ui)− yij ]
2
φ(u)❞u = 0 ✭✶✽✳✷✸✮

❆✜♥ ❞❡ "❛3✐"❢❛✐5❡ ❊7✳✭✶✽✳✷✸✮✱ ❧❡" ✈❛5✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬❡♥35?❡ ❞❡" ❞✐"❝✐♣❧✐♥❡" ❞♦✐✈❡♥3 @35❡ ?❣❛❧❡"

❛✉① ✈❛5✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ "♦53✐❡ ❞❡" ❞✐"❝✐♣❧✐♥❡" ♣♦✉5 3♦✉3❡" ❧❡" 5?❛❧✐"❛3✐♦♥" ❞❡" ✈❛5✐❛❜❧❡" ✐♥✲

❝❡53❛✐♥❡" ✭"❛✉❢ ?✈❡♥3✉❡❧❧❡♠❡♥3 "✉5 ✉♥ ❡"♣❛❝❡ ❞❡ ♠❡"✉5❡ ♥✉❧❧❡✮✳ ❙✐ ❝❡33❡ ❝♦♥35❛✐♥3❡ ❞✬?❣❛❧✐3? ❡"3

"❛3✐"❢❛✐3❡✱ ❛❧♦5" ❧✬?7✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❛3❤?♠❛3✐7✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡" ❛♣♣5♦❝❤❡" ❝♦✉♣❧?❡" ❡"3 ♠❛✐♥3❡♥✉❡✳

◆?❛♥♠♦✐♥"✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞?❝♦✉♣❧❡5 ❧❡" ❞✐"❝✐♣❧✐♥❡"✱ ❧❡" ✈❛5✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬❡♥35?❡ Y ❞♦✐✈❡♥3 @35❡

❣?5?❡" ♣❛5 ❧✬♦♣3✐♠✐"❡✉5 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ "②"3H♠❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❡5♠❡335❡ I ❧✬♦♣3✐♠✐"❡✉5 ❞❡ ❣?5❡5 ✉♥ ♥♦♠❜5❡

✜♥✐ ❞❡ ✈❛5✐❛❜❧❡"✱ ❝❤❛7✉❡ ✈❛5✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡"3 5❡♠♣❧❛❝?❡ ♣❛5 ✉♥ ♠?3❛♠♦❞H❧❡ 5❡♣5?"❡♥3❛♥3 ❧❡"

5❡❧❛3✐♦♥" ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧❧❡" ❡♥35❡ ❧❡" ❞✐"❝✐♣❧✐♥❡"✿

yij → ŷij

(
u,α(ij)

)
✭✶✽✳✷✹✮

❛✈❡❝ α(ij)
❞❡" ♣❛5❛♠H35❡" ❞✉ ♠?3❛♠♦❞H❧❡✳ ❈❡" ♣❛5❛♠H35❡" "♦♥3 ❝♦♥35L❧?" ♣❛5 ❧✬♦♣3✐♠✐"❡✉5 "②"3H♠❡

❡♥ ♣❧✉" ❞❡" ✈❛5✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦♥❝❡♣3✐♦♥ z✳ ❉❛♥" ❧❡" ❢♦5♠✉❧❛3✐♦♥" ♣5♦♣♦"?❡" ♣❛5 ❧❛ "✉✐3❡✱ ❝❤❛7✉❡ ✈❛5✐❛❜❧❡

❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ 7✉✐ ❡"3 ❞?❝♦✉♣❧?❡ ❡"3 5❡♠♣❧❛❝?❡ ♣❛5 ✉♥ ♠?3❛♠♦❞H❧❡ ❞♦♥3 ❧❡" ♣❛5❛♠H35❡" "♦♥3 ❣?5?" ♣❛5
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Ξ [f(z,α,U)]

z,α

K [g(z,α, )] ≤ 0

∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2, i 6= j,

Jij =

∫

Ω

[
cij
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zi, ŷ.i

(
u,α(.i)

)
,ui

)
− ŷij
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u,α(ij)

)]2
φ(u) u = 0

≤ ≤
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K[g(z, ,U)]

Jij

Design

variables z

PCE

coefficients

Jij

ŷ.i
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❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡(✮ (♦♥" (✉♣♣$✐♠!❡(✳ ▲❛ ❢♦$♠✉❧❛"✐♦♥ ♣$!(✉♣♣♦(❡ 5✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ♦❜❥❡❝"✐❢ Ξ[f(·)]
❡(" ❞!❝♦♠♣♦(❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥"$✐❜✉"✐♦♥( ❞❡ (♦✉(✲(②("7♠❡( Ξ[f(·)] =

∑N
k=1 Ξ[fk(·)]

❛✈❡❝ Ξ[fk(·)] ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ♦❜❥❡❝"✐❢ ❞✉ k ♠❡

(♦✉(✲(②("7♠❡✳ I❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛((❡ "♦"❛❧❡ ❞✉ ❧❛♥❝❡✉$ ❛✉

❞!❝♦❧❧❛❣❡ ✭●▲❖❲ ♣♦✉$ ●$♦(( ▲✐❢"✲❖✛ ❲❡✐❣❤"✮ ❡(" ❞!❝♦♠♣♦(❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛((❡ "♦"❛❧❡
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•
N∑

k=1

Ξ [fk(zsh, z
∗
k,α,U)]

zsh ∈ Zsh,α

K [g(zsh, z
∗
k,α, )] ≤ 0

∀(k, j) ∈ {1, ..., N}2, j 6= k Jkj(zsh, z
∗
k,α) = 0

∀k ∈ {1, ..., N}, K [gk(zsh, z
∗
k,α, )] ≤ 0

•

k = N

k > 0

yNk, . . . ,y(k+1)k

k

Ξ [fk(zsh, zk,α,U)]

zk ∈ Zk

K [gk(zsh, zk,α, )] ≤ 0

∀j ∈ {1, ..., N}, j 6= k Jkj =∫

Ω

[
ckj

(
zsh, zk, ŷ.k

(
u,α(.k)

)
,uk

)
− ŷkj

(
u,α(kj)

)]2
φ(u) u = 0

k ← k − 1

Discipline

N

Shared design

 variables: zsh

Optimizer
[f(zsh,z*,y( ,u),u)]

Uncertain variables: u

Uncertainty simulation

...

Subsystem N

Optimizer

Surrogate models of 

the functional 

feedback couplings
Discipline

N-1

Subsystem N-1

Optimizer

Discipline

1

Subsystem 1

Optimizer

zN

zN-1

z1

ŷ

K[g(zsh,z*,y( ,u),u)]

^

^
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▼❉❋ ❡#$ ❧❛ #✉✐✈❛♥$❡✿

♠✐♥ E [●▲❖❲ (z,U)] ✭✶✽✳✸✼✮

✇✳)✳$✳ [D1,Mp1, T1, OF1, D2,Mp2, Der]
❚

#✳$✳ Pf (z,U) ≤ 5× 10−2
✭✶✽✳✸✽✮

z
♠✐♥

≤ z ≤ z
♠❛①

✭✶✽✳✸✾✮

❛✈❡❝ Pf (z,U) = 1 − P [(247.5 ≤ Ht ≤ 252.5) ∩ (9.703 ≤ Vt ≤ 9.723) ∩ (−0.4 ≤ γt ≤ 0.4)] ❛✈❡❝ Ht✱

Vt ❡$ γt ❧✬❛❧$✐$✉❞❡✱ ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❡$ ❧❛ ♣❡♥$❡ ❞❡ ❧✬♦)❜✐$❡ ✈✐#6❡✳ ❈❡$$❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐$6 ❞❡ ❞6❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❝♦))❡#♣♦♥❞
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Propulsion

Mass budget -

Geometry 

design

Aerodynamics

Trajectory

- Orbit injection altitude: H

- Orbit injection velocity: V

- Orbit injection flight path angle: 

- Gross Lift-Off Weight: M

- 1st stage diameter: D1

- 1st stage propellant mass: Mp1

- 1st stage thrust: T1

- 1st stage mixture ratio: OF1

- 2nd stage diameter: D2

- 2nd stage propellant mass: Mp2

- 2nd stage engine derating: Der 

T T,Ispv

Nax-max

Md

Cd

M

a

- 1st stage Isp error

- 2nd stage thrust error

- 2nd stage dry mass error 

Design variables

Uncertain variables

Outputs

E [ (z,U)]

[D1,Mp1, T1, OF1, D2,Mp2, Der] ,α

Pf (z,U) ≤ 5× 10−2

J =

Ms∑

k=1

[
cNaxmax

(
z, ŷNaxmax

(
u(k),α

)
,u

)
− ŷNaxmax

(
u(k),α

)]2 ≤ ǫ

z ≤ z ≤ z
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Altitude − determinisitic optimal design − no uncertainty
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Altitude − deterministic optimal design − MDF
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e∈Υ

Pe(g(U) ≤ 0)
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τ(u(i))
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❡( ✐♥❢'"✐❡✉"❡) ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛"✐❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐(' ❞❡ ❞'❢❛✐❧❧❛♥❝❡✿

{
P
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e∈Υ
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P
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e∈Υ
P(g(U, e) ≤ 0)
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P(e) =

∫

Ωf (e)

φ(u)du ✭✶✽✳✹✼✮

❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞'❢❛✐❧❧❛♥❝❡ Ωf (e) = {u ∈ Ω| g(u, e) ≤ 0} 1✉✐ ❞'♣❡♥❞ ❞❡) ✈❛"✐❛❜❧❡) '♣✐)('♠✐1✉❡)✳
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P(e) =

∫

Ω

✶g(u,e)≤0φ(u)du ✭✶✽✳✹✽✮
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∂P

∂e(k)

∣∣∣∣
e

=
∂

∂e(k)

∫

Ω

✶g(u,e)≤0φ(u)du

=

∫

Ω

∂

∂e(k)
✶g(u,e)≤0φ(u)du ✭✶✽✳✹✾✮
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P̂(e) ≥ P̂
−
♠❛①

(
e∗[t]

)
❛✈❡❝ P̂(e) ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐*+ ❞❡ ❞+❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉& ❧❡ ✈❡❝*❡✉& e ❡* P̂

−
♠❛①

(
e∗[t]

)
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i=1,...,Ms

‖ (u(i), e(i))−
(u, e) ‖✳
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♠❛①

u,e
(φ(u)φU (e))

1
d+w

♠✐♥

i=1,...,Ms

‖ (u(i), e(i))− (u, e) ‖ ✭✶✽✳✺✵✮

2✳*✳ ĝ(u, e,X ) = 0 ✭✶✽✳✺✶✮

P̂(e) ≥ P̂
−
♠❛①

(
e∗[t]

)
✭✶✽✳✺✷✮

e ∈ Υ ✭✶✽✳✺✸✮

u ∈ Ω ✭✶✽✳✺✹✮
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Nb of evaluations Robustness to initialization Value of optimum

Qualitative comparison for modified six camel problem

Modified CMA-ES(λ, µ)

Death Penalty CMA-ES(λ, µ)

Penalization CMA-ES(λ, µ)

Modified (1+1) CMA-ES

Nb of evaluations Robustness to initialization Value of optimum

Qualitative comparison for G04 problem

Modified CMA-ES(λ, µ)

Death Penalty CMA-ES(λ, µ)
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Modified (1+1) CMA-ES

Nb of evaluations Robustness to initialization Value of optimum

Qualitative comparison for modified Rosenbrock 20D problem

Modified CMA-ES(λ, µ)

Death Penalty CMA-ES(λ, µ)

Penalization CMA-ES(λ, µ)

Modified (1+1) CMA-ES
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❡! ❧❡ ❙✉❜ ❡! ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦✉♣❧: 5 ❞❡ ❙✉♣♣♦"! ❱❡❝!♦" ▼❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!: 

❞❡ ❞:❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳

▼❍❖❯ ❡ ! ✉♥❡ ❢♦"♠✉❧❛!✐♦♥ ❞:"✐✈:❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠✉❧❛!✐♦♥ ❙!❛❣❡✲❲✐ ❡ ❞❡❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥ ❢♦" ❖♣!✐✲

♠❛❧ ❘♦❝❦❡! ❉❡ ✐❣♥ ❡①♣❧♦✐!❛♥! ✉♥❡ ❞:❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥ !"❛♥ ✈❡" ❡ ❞✉ ♣"♦❝❡  ✉ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣!✐♦♥ ❞❡ 

❧❛♥❝❡✉" ❡♥ ❞:❝♦♠♣♦ ❛♥!  ❡❧♦♥ ❧❡ ♣❤❛ ❡ ❞❡ ✈♦❧ ♣❧✉!S! ?✉❡ ♣❛" ✉♥❡ ❞:❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥ ♣❛" ❞✐ ✲

❝✐♣❧✐♥❡✳ ▼❍❖❯ ❡ ! ✉♥❡ ❢♦"♠✉❧❛!✐♦♥ ❯▼❉❖ ♣❡"♠❡!!❛♥! ✉♥❡ ❞:❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥ ❤✐:"❛"❝❤✐?✉❡ ❞✉

♣"♦❜❧0♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣!✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡  ✉♣♣"✐♠❡" ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ "❡!♦✉" ❡! ❛✐♥ ✐ ❧❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✐ ❝✐✲

♣❧✐♥❛✐"❡ ✳ ❈❡!!❡ ❢♦"♠✉❧❛!✐♦♥ "❡♣♦ ❡  ✉" ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬♦♣!✐♠✐ ❛!✐♦♥  ♦✉ ✲ ② !0♠❡ ❡! ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞✬♦♣!✐♠✐ ❛!✐♦♥  ② !0♠❡ ❝❤❛"❣: ❞❡ ❝♦♦"❞♦♥♥❡" ❧❡ ♣"♦❝❡  ✉ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣!✐♦♥ ❡! ❞✬❛  ✉"❡" ❧❛ ❢❛✐ ✲

❛❜✐❧✐!: ♠✉❧!✐❞✐ ❝✐♣❧✐♥❛✐"❡✳

▲❡ ❞❡✉① ❢♦"♠✉❧❛!✐♦♥ ♣"♦♣♦ :❡ ♦♥! :!: ❛♣♣❧✐?✉:❡ ❡! ❝♦♠♣❛":❡  ✉" ❞❡ ❝❛ !❡ ! ❛♥❛❧②!✐?✉❡ 

❡! ❞❡ ❝❛ !❡ ! ❞❡ ❝♦♥❝❡♣!✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❝❡✉" ✳ ▲❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ♣"♦♣♦ :❡ ♦♥! ♣❡"♠✐ ❞✬✐❧❧✉ !"❡"

❧❡✉" ❡✣❝❛❝✐!: ♣❛" "❛♣♣♦"! 5 ❧❛ ♠:!❤♦❞❡ ❞❡ ":❢:"❡♥❝❡ ▼❉❋✳ F❛" ❛✐❧❧❡✉" ✱ ❧❡ ❝❛ !❡ ! ♦♥!

♠✐ ❡♥ ❛✈❛♥! ❧✬✐♠♣♦"!❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣"✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❞❡ ✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ ❡♥ ♣❤❛ ❡ ❞✬❛✈❛♥!✲♣"♦❥❡!✳

❈❡♣❡♥❞❛♥!✱ ❧❡ :!✉❞❡ ❡✛❡❝!✉:❡ ♦♥! ♠♦♥!": ?✉❡ ❧✬✉!✐❧✐ ❛!✐♦♥ ❞❡  !"❛!:❣✐❡ ❞:❝♦✉♣❧:❡ ♣♦✉" ❧❛

❝♦♥❝❡♣!✐♦♥ ❡♥ ♣": ❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ "❡♥❞ !"0 ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❛ ": ♦❧✉!✐♦♥ ❞❡ !❡❧ ♣"♦❜❧0♠❡ ❡♥

❝♦♠♣❛"❛✐ ♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ❞:!❡"♠✐♥✐ !❡ ✳

✷✳ ❉❛♥ ❧❛  ❡❝♦♥❞❡ ♣❛"!✐❡ ❞❡ ❝❡!!❡ !❤0 ❡✱ ❞❡✉① ♠:!❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧② ❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐!: ❡♥ ♣": ❡♥❝❡

❞✬✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ ❛❧:❛!♦✐"❡ ❡! :♣✐ !:♠✐?✉❡ ♦♥! :!: ♣"♦♣♦ :❡ ✳ ❊♥ ♣❤❛ ❡ ❞✬❛✈❛♥!✲♣"♦❥❡!✱ ❧❛

♣": ❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ :♣✐ !:♠✐?✉❡ ": ✉❧!❡ ❞❡ ♠:❝♦♥♥❛✐  ❛♥❝❡ ✱ ❞❡ ❤②♣♦!❤0 ❡  ✐♠♣❧✐✜✲

❝❛!"✐❝❡ ❡! ❞❡ ❧✬✉!✐❧✐ ❛!✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ ❜❛  ❡ ✜❞:❧✐!:✳ ❉❡✉① !②♣❡ ❞❡ ♣"♦❜❧0♠❡ ♦♥! :!:

❝♦♥ ✐❞:": ✿ ❞❡ ✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ :♣✐ !:♠✐?✉❡  ✉" ❧❡ ❤②♣❡"✲♣❛"❛♠0!"❡ ❞❡ (❉❋ ❝❛"❛❝!:"✐ ❛♥! ❧❡ 

✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ ❛❧:❛!♦✐"❡ ❡! ❞❡ ✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ :♣✐ !:♠✐?✉❡ ❛✛❡❝!❛♥! ❞✐"❡❝!❡♠❡♥! ❧✬:!❛! ❧✐♠✐!❡✳

▲❛ ♣"❡♠✐0"❡ !❡❝❤♥✐?✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧✬■♠♣♦"!❛♥❝❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✉!✐❧✐ ❛♥! ❧❛ ❈"♦  ❊♥!"♦♣② ❛✈❡❝ ✉♥

❑"✐❣❡❛❣❡ ❡! ✉♥❡  !"❛!:❣✐❡ ❞❡ "❛✣♥❡♠❡♥! ❞✉ ♠:!❛♠♦❞0❧❡✳ ❈❡!!❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ♣❡"♠❡! ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡"

❧❡ ❜♦"♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!: ❞❡ ❞:❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐?✉❛♥! ❞❡ :✈0♥❡♠❡♥! "❛"❡ ✳ ▲✬❡ !✐♠❛!✐♦♥ ♣❛"

❈"♦  ❊♥!"♦♣② ❛ :!: ♠♦❞✐✜:❡ ❛✜♥ ❞✬❛❝❝:❧:"❡" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!: ❞❡ ❞:❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉"

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ :♣✐ !:♠✐?✉❡ 5 ♣❛"!✐" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣":❝:❞❡♥! ✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❛✜♥

❞✬❛  ✉"❡" ❧✬❡ !✐♠❛!✐♦♥ ❞❡ ❜♦"♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!: ❞❡ ❞:❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ✉♥❡  !"❛!:❣✐❡ ❞❡ "❛✣♥❡♠❡♥!

♣♦✉" ❛✈♦✐" ✉♥ ❑"✐❣❡❛❣❡ ♣":❝✐ ❞❛♥ ❧❡ ③♦♥❡ ♣"♦❝❤❡ ❞✉  ❡✉✐❧ ❞❡ ❞:❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡! ❞❛♥ ❧❡ ❤❛✉!❡ 

❞❡♥ ✐!: ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!: ❛ :!: ✉!✐❧✐ :❡✳

F♦✉" ❧❡ ❞❡✉①✐0♠❡ ♣"♦❜❧0♠❡✱ ✉♥❡ ♠:!❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥! ❙✉❜ ❡! ❙✐♠✉❧❛!✐♦♥✱ ❑"✐❣❡❛❣❡ ❡! ✉♥❡

 !"❛!:❣✐❡ ❞❡ "❛✣♥❡♠❡♥! ❛ :!: ♣"♦♣♦ :❡✳ ❆✜♥ ❞❡ !❡♥✐" ❝♦♠♣!❡ ❞❡ ❧❛ ♣": ❡♥❝❡ 5 ❧❛ ❢♦✐ 

❞✬✐♥❝❡"!✐!✉❞❡ ❛❧:❛!♦✐"❡ ❡! :♣✐ !:♠✐?✉❡ ✱ ❧❡ ❑"✐❣❡❛❣❡ ❡ ! ❝♦♥ !"✉✐! ❡! "❛✣♥: ❞❛♥ ❧✬❡ ♣❛❝❡

❥♦✐♥! ✐♥❝❡"!❛✐♥ ♣♦✉" ❛  ✉"❡" ✉♥❡ ❡ !✐♠❛!✐♦♥ ♣":❝✐ ❡ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐!: ❞❡ ❞:❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ F❛"

✸✸✷



❈❍❆#❚❊❘ ✶✽✳ ❆##❊◆❉■❳ ❊ ✲ ❘➱❙❯▼➱ ➱❚❊◆❉❯ ❉❊ ▲❆ ❚❍➮❙❊

❛✐❧❧❡✉:;✱ ♣♦✉: ?:♦✉✈❡: ❧❡; ❜♦:♥❡; ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛:✐❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣:♦❜❛❜✐❧✐?E ❞❡ ❞E❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ✉♥

❛❧❣♦:✐?❤♠❡ ♣❛: ❣:❛❞✐❡♥? ❛ E?E ✉?✐❧✐;E ❡? ✉♥❡ ?❡❝❤♥✐J✉❡ ❞✬❡;?✐♠❛?✐♦♥ ❞✉ ❣:❛❞✐❡♥? ❞❡ ❧❛ ♣:♦❜❛❜✐❧✲

✐?E ❞❡ ❞E❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛: :❛♣♣♦:? L ❞❡; ✈❛:✐❛❜❧❡; ❞❡ ❞E❝✐;✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡; ✈❛:✐❛❜❧❡; E♣✐;?E♠✐J✉❡;✮

❛ E?E ❞E✈❡❧♦♣♣E❡✳ ❯♥❡ ❡①♣:❡;;✐♦♥ ❛♥❛❧②?✐J✉❡ ❢♦♥❞E❡ ;✉: ❞❡; ♣:♦♣:✐E?E; ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝?✐♦♥ ✐♥❞✐✲

❝❛?:✐❝❡ ❛ E?E ♣:♦♣♦;E❡ ❛✈❡❝ ;♦♥ ✐♠♣❧E♠❡♥?❛?✐♦♥ ♥✉♠E:✐J✉❡ L ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❈:✉❞❡ ▼♦♥?❡ ❈❛:❧♦

❡? ❙✉❜;❡? ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✉: ❡;?✐♠❡: ❧❡ ❣:❛❞✐❡♥? ❞❡ ❧❛ ♣:♦❜❛❜✐❧✐?E ❞❡ ❞E❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ▲❡; ❞❡✉① ?❡❝❤✲

♥✐J✉❡; ❞✬❛♥❛❧②;❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐?E ♦♥? E?E ?❡;?E❡; ;✉: ❞❡; ❝❛; ?❡;?; ❛♥❛❧②?✐J✉❡; ❡? ❞❡✉① ❝❛; ?❡;?; ❞❡

:❡?♦♠❜E❡ ❞✬E?❛❣❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡✉:;✳ ▲❡; ♠E?❤♦❞❡; ♣:♦♣♦;E❡; ♦♥? ♣:E;❡♥?E ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉:; :E;✉❧?❛?;

J✉❡ ❧❡; ❛♣♣:♦❝❤❡; ❞❡ :E❢E:❡♥❝❡ ✭❈:✉❞❡ ▼♦♥?❡ ❈❛:❧♦✱ ❋❖❘▼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥?✱ ❡♥ :❛✐;♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐?E ❞❡ ♠✐;❡ ❡♥ R✉✈:❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣❧E♠❡♥?❛?✐♦♥ ❞✐:❡❝?❡ ♣♦✉: :E;♦✉❞:❡ ❞❡; ♣:♦❜❧S♠❡; ❯▼❉❖

♥E❝❡;;✐?❡ ❞❡ ♣❧✉; ❛♠♣❧❡; ✐♥✈❡;?✐❣❛?✐♦♥;✳

✸✳ ❉❛♥; ❧❛ ?:♦✐;✐S♠❡ ♣❛:?✐❡ ❞❡ ❝❡??❡ ?❤S;❡✱ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛?✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦:✐?❤♠❡ ❞✬♦♣?✐♠✐;❛?✐♦♥ E✈♦✲

❧✉?✐♦♥♥❛✐:❡ ❈▼❆✲❊❙ ❛ E?E ♣:♦♣♦;E❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣E:❡: ❧❡; ❝♦♥?:❛✐♥?❡;✳ #♦✉: :E;♦✉❞:❡ ❧❡; ♣:♦❜❧S♠❡;

❞❡ ❯▼❉❖✱ ❧❡; ❛❧❣♦:✐?❤♠❡; ❞✬♦♣?✐♠✐;❛?✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥? ♣♦✉✈♦✐: ❣E:❡: ❧❛ ♣:E;❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡:?✐?✉❞❡; ❡?

❞❡ ❝♦♥?:❛✐♥?❡;✳ ❈▼❆✲❊❙ ❡;? ✉♥ ❛❧❣♦:✐?❤♠❡ ❞✬♦♣?✐♠✐;❛?✐♦♥ ♣♦✉: ❞❡; ♣:♦❜❧S♠❡; ♥♦♥ ❝♦♥?:❛✐♥?;

❡? ❞❡; ?❡❝❤♥✐J✉❡; ❞❡ ♣E♥❛❧✐;❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝?✐♦♥ ♦❜❥❡❝?✐❢ ♣❛: ❧❡; ❝♦♥?:❛✐♥?❡; ;♦♥? ;♦✉✈❡♥?

✉?✐❧✐;E❡;✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ✐♥;♣✐:E❡ ❞✬✉♥❡ ♠E?❤♦❞❡ ♣♦✉: ✭✶✰✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❛ E?E ♣:♦♣♦;E❡

✈✐;❛♥? L ♠♦❞✐✜❡: ❧❛ ♠✐;❡ L ❥♦✉: ❞❡ ❧❛ ♠❛?:✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛:✐❛♥❝❡ J✉✐ ♣❛:❛♠E?:✐;❡ ✉♥❡ ❞✐;?:✐❜✉?✐♦♥

●❛✉;;✐❡♥♥❡ ✉?✐❧✐;E❡ ♣♦✉: ❣E♥E:❡: ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛?✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛?;✳ ▲❡; ♠E❝❛♥✐;♠❡; ❞❡ ♠✐;❡ L ❥♦✉:

♦♥? E?E ♠♦❞✐✜E; ❛✜♥ ❞❡ ?❡♥✐: ❝♦♠♣?❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛?✐♦♥ ♣❛: ❝❡:?❛✐♥; ❝❛♥❞✐❞❛?; ❞❡; ❝♦♥?:❛✐♥?❡;

❡? ❛✐♥;✐ ❞❡ :E❞✉✐:❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡ ❞❡ ;♦❧✉?✐♦♥ ❞❛♥; ❧❡; ❞✐:❡❝?✐♦♥; ♦W ❧❡; ❝❛♥❞✐❞❛?;

✈✐♦❧❡♥? ❧❡; ❝♦♥?:❛✐♥?❡;✳ ❈❡??❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ❛ E?E ?❡;?E❡ ;✉: ♣❧✉;✐❡✉:; ❝❛; ?❡;?; ❛♥❛❧②?✐J✉❡; ❡? ;✉:

✉♥ ❝❛; ?❡;? ❞❡ ❝♦♥❝❡♣?✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❝❡✉: L ♣:♦♣✉❧;✐♦♥ ;♦❧✐❞❡ ✐❧❧✉;?:❛♥? ❧✬❡✣❝❛❝✐?E ❞❡ ❧❛ ♠E?❤♦❞❡

❞❡ ❣❡;?✐♦♥ ❞❡; ❝♦♥?:❛✐♥?❡; ♣:♦♣♦;E❡ ♣❛: :❛♣♣♦:? ❛✉① ❛♣♣:♦❝❤❡; ❞❡ :E❢E:❡♥❝❡✳

❆✜♥ ❞✬❛♠E❧✐♦:❡: ❧❡; ♠E?❤♦❞❡; ❯▼❉❖ ♣:♦♣♦;E❡; ❞❛♥; ❝❡??❡ ?❤S;❡✱ ♣❧✉;✐❡✉:; ❡①?❡♥;✐♦♥; ❞❡; ?:❛✈❛✉①

♣❡✉✈❡♥? Y?:❡ ♣:♦♣♦;E❡;✳ ❉❛♥; ❝❡??❡ ?❤S;❡✱ ❞❡; ♠E?❤♦❞❡; ♣♦✉: ❧❛ ❣❡;?✐♦♥ ❞❡; ❝♦✉♣❧❛❣❡; ✐♥?❡:❞✐;❝✐✲

♣❧✐♥❛✐:❡;✱ ♣♦✉: ❧✬❛♥❛❧②;❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐?E ❡? ♣♦✉: ❧✬♦♣?✐♠✐;❛?✐♦♥ ♦♥? E?E ♣:♦♣♦;E❡;✳ ■❧ ;❡:❛✐? ✉?✐❧❡ ❞❡ ❧❡;

❝♦♠❜✐♥❡: ❛✜♥ ❞❡ ❞E✈❡❧♦♣♣❡: ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦:♠✉❧❛?✐♦♥ ❯▼❉❖✳ ❈❡❧❛ ♣❡:♠❡??:❛✐? ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐: ✉♥

❧❛♥❝❡✉: ♣❛: ✉♥❡ ;?:❛?E❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣?✐♦♥ ❞E❝♦♠♣♦;E❡ ?♦✉? ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥? ❧✬❡;?✐♠❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣:♦❜❛❜✐❧✐?E

❞❡ ❞E❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣♦✉: ❧❛ :❡?♦♠❜E❡ ❞✬E?❛❣❡; ❛✈❡❝ ❧❡; ?❡❝❤♥✐J✉❡; ♣:♦♣♦;E❡; ❡? ❡♥ ♦♣?✐♠✐;❛♥? ❧❡ ;②;?S♠❡

❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦:✐?❤♠❡ ❈▼❆✲❊❙ ♠♦❞✐✜E✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥?✱ ❧❡ ❝♦Z? ❝❛❧❝✉❧❛?♦✐:❡ J✉✐ ;❡:❛✐? ✐♥❞✉✐? ;❡♠❜❧❡ ?:♦♣

✐♠♣♦:?❛♥? L ❧✬❤❡✉:❡ ❛❝?✉❡❧❧❡ ❡? ❞❡; ❛♠E❧✐♦:❛?✐♦♥; ❞❡; ♠E?❤♦❞❡; ;♦♥? ♥E❝❡;;❛✐:❡; ♣♦✉: ♣❡:❢❡❝?✐♦♥♥❡:

❧❡; ♠E?❤♦❞♦❧♦❣✐❡; ❯▼❉❖✳

●❡"#✐♦♥ ❞❡" ❝♦✉♣❧❛❣❡" ✐♥#❡.❞✐"❝✐♣❧✐♥❛✐.❡"

❉❛♥; ❝❡??❡ ?❤S;❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ▼❉❆ ♥✬❛ E?E :E❛❧✐;E❡ ❞❛♥; ❧❡; ❢♦:♠✉❧❛?✐♦♥; ❞E❝♦✉♣❧E❡; ♣:♦♣♦;E❡;✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥?✱ ❧❡; ♠E?❤♦❞❡; ♣♦✉: ❣E:❡: ❧❡; ❝♦✉♣❧❛❣❡; ✐♥?❡:❞✐;❝✐♣❧✐♥❛✐:❡; ♦♥? ♠♦♥?:E ❞❡; ❧✐♠✐?❛?✐♦♥; ❞❛♥; ❧❡

❝❛; ♦W ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ✈❛:✐❛❜❧❡; ✐♥❝❡:?❛✐♥❡; ❛✉❣♠❡♥?❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ❤②❜:✐❞❡ ♣❡:♠❡??❛♥? ❧❛ ♣:♦♣❛✲

❣❛?✐♦♥ ❞❡; ✐♥❝❡:?✐?✉❞❡; ♣❛: ✉♥❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ❞E❝♦✉♣❧E❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛:❛❧❧E❧✐;❡: ❧✬E✈❛❧✉❛?✐♦♥ ❞❡; ❞✐;❝✐♣❧✐♥❡;

❡? ❧✬✉?✐❧✐;❛?✐♦♥ ❞❡ ▼❉❆ ♣♦✉: ;❛?✐;❢❛✐:❡ ❧❡ ;②;?S♠❡ ❞✬EJ✉❛?✐♦♥; ✐♥?❡:❞✐;❝✐♣❧✐♥❛✐:❡; ♣♦✉::❛✐? Y?:❡ ✉♥❡

❛❧?❡:♥❛?✐✈❡ ✐♥?E:❡;;❛♥?❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡:♠❡??:❛✐? ❞✬E✈✐?❡: ❧❡; ❜♦✉❝❧❡; ❞✐;❝✐♣❧✐♥❛✐:❡; ♣♦✉: ❧❛ ♣:♦♣❛❣❛?✐♦♥

❞❡; ✐♥❝❡:?✐?✉❞❡; ♠❛✐; ❢❛❝✐❧✐?❡:❛✐? ❧❛ ❣❡;?✐♦♥ ❞❡; ❝♦✉♣❧❛❣❡; ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥? ❝❡:?❛✐♥❡; ❢♦:♠✉❧❛?✐♦♥; ▼❉❖

❞E?❡:♠✐♥✐;?❡; ?❡❧❧❡; J✉❡ ❈❙❙❖ ♦✉ ❇▲■❙❙✳ ❉❡ ♣❧✉;✱ ❞❛♥; ❝❡??❡ ?❤S;❡✱ ❧❡; ❢♦:♠✉❧❛?✐♦♥; ♣:♦♣♦;E❡; ♥❡

♣❡:♠❡??❡♥? J✉❡ ❞❡ ♠♦❞E❧✐;❡: ❧❡; ✐♥❝❡:?✐?✉❞❡; L ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢♦:♠❛❧✐;♠❡ ❞❡; ♣:♦❜❛❜✐❧✐?E;✳ ❯♥❡ ❡①?❡♥;✐♦♥

✸✸✸



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❛✜♥ ❞❡ ❣&'❡' ❞✬❛✉*'❡+ ❢♦'♠❛❧✐+♠❡+ ❞✬✐♥❝❡'*✐*✉❞❡+ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ *❤&♦'✐❡ ❞❡ ❧✬&✈✐❞❡♥❝❡✮ +❡'❛✐* ✉*✐❧❡ ♣♦✉'

♠♦❞&❧✐+❡' ❧❡+ ✐♥❝❡'*✐*✉❞❡+ ❛✈❡❝ ❧❡+ ✐♥❢♦'♠❛*✐♦♥+ ❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+✳

❆♥❛❧②%❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐+,

▲❡+ *❡❝❤♥✐:✉❡+ ♣'♦♣♦+&❡+ +♦♥* ❡✣❝❛❝❡+ ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ♠❛✐+ ❞❡+ ❞✐✣❝✉❧*&+ ❛♣♣❛'❛✐++❡♥* ❡♥

❣'❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥✳ ❆✐♥+✐✱ ❧❡+ ♠&*❛♠♦❞>❧❡+ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❑'✐❣❡❛❣❡✮ +♦♥* ♣❡✉ ♣❡'❢♦'♠❛♥*+ ❡♥ ❣'❛♥❞❡

❞✐♠❡♥+✐♦♥✳ ❯♥ *'❛✈❛✐❧ +✉' ❞❡+ ♠&*❛♠♦❞>❧❡+ ❡* ❞❡+ +*'❛*&❣✐❡+ ❞❡ '❛✣♥❡♠❡♥* ❡♥ ❣'❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥

♣♦✉' ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐*& +❡'❛✐* ✐♥*&'❡++❛♥*✳ ▲✬✉*✐❧✐+❛*✐♦♥ ❞✬❛✉*'❡+ ♠&*❛♠♦❞>❧❡+ ♣❧✉+ ❛❞❛♣*&+ ❛✉①

❣'❛♥❞❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ *❡❧+ :✉❡ ❧❡+ ❙✉♣♣♦'* ❱❡❝*♦' ❘❡❣'❡++✐♦♥ ♣♦✉''❛✐* F*'❡ ✉♥❡ ♣✐+*❡ G ❡①♣❧♦'❡'✳ H❛'

❛✐❧❧❡✉'+✱ ✉*✐❧✐+❡' ❞❡+ *❡❝❤♥✐:✉❡+ ❞✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡ +❡♥+✐❜✐❧✐*& ❞❡+ ♣'♦❜❛❜✐❧✐*&+ ❞❡ ❞&❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❡'♠❡**'❛✐*

❞✬✐❞❡♥*✐✜❡' ❧❡+ ♣❛'❛♠>*'❡+ ❧❡+ ♣❧✉+ ✐♥✢✉❡♥*+ ❛✜♥ ❞❡ '&❞✉✐'❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞✉ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞✬❡+*✐♠❛*✐♦♥

❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐*& ❞❡ ❞&❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❞❡+ *'❛✈❛✉① +✉' ❧❡+ ❢♦'♠❛❧✐+♠❡+ ❡* ❧❛ ♠♦❞&❧✐+❛*✐♦♥ ❞❡+

✐♥❝❡'*✐*✉❞❡+ +❡♠❜❧❡♥* ❡++❡♥*✐❡❧+ ❛✜♥ ❞❡ '&❛❧✐+❡' ❞❡+ ❛♥❛❧②+❡+ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐*& :✉✐ +♦✐❡♥* ❧❡+ ♣❧✉+ ✜❞>❧❡+

♣♦++✐❜❧❡ ❛✉① ✐♥❢♦'♠❛*✐♦♥+ ❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+ +✉' ❧❡+ ✐♥❝❡'*✐*✉❞❡+✳

❖♣+✐♠✐%❛+✐♦♥ ♥✉♠,2✐3✉❡

❊♥✜♥✱ ❧❡+ ❢♦'♠✉❧❛*✐♦♥+ ♣'♦♣♦+&❡+ ♦♥* &*& *❡+*&❡+ +✉' ❞❡+ ♣'♦❜❧>♠❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣*✐♦♥ ❝❧❛++✐:✉❡+ ✐♠✲

♣❧✐:✉❛♥* ❞❡+ ❧❛♥❝❡✉'+ ❝♦♥+♦♠♠❛❜❧❡+ +❛♥+ ❜♦♦+*❡'+ ❛✈❡❝ ❞❡+ ✈❛'✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣*✐♦♥ ❝♦♥*✐♥✉❡+✳ ■❧

+❡'❛✐* ✐♥*&'❡++❛♥* ❞✬&*❡♥❞'❡ ❧❡+ *❡❝❤♥✐:✉❡+ ❡①✐+*❛♥*❡+ G ❧❛ ❣❡+*✐♦♥ ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡+ ❞✐+❝'>*❡+ ✭♥♦♠❜'❡

❞❡ ❜♦♦+*❡'+✱ ♥♦♠❜'❡ ❞✬&*❛❣❡+✱ ❡!❝✳✮ ❡* ❝❛*&❣♦'✐❡❧❧❡+ ✭*②♣❡ ❞✬❡'❣♦❧✱ +♦❧✐❞❡✱ ❧✐:✉✐❞❡✱ ❤②❜'✐❞❡✱ *②♣❡ ❞❡

♠❛*&'✐❛✉①✱ ❡!❝✳✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡'♠❡**'❛✐* ❞✬❡♥'✐❝❤✐' ❧❡ *②♣❡ ❞✬❛'❝❤✐*❡❝*✉'❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡✉' ❛♥❛❧②+&❡ ❞❛♥+ ✉♥❡

♠F♠❡ &*✉❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ +❡✉❧+ ❞❡+ ❝❛+ *❡+*+ ❛✈❡❝ ❞❡+ ♣'♦❜❧>♠❡+ ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝*✐❢+ ♦♥* &*& &*✉❞✐&+✳ ■❧

+❡'❛✐* ✉*✐❧❡ ❞✬&❧❛'❣✐' ❧❡+ ♠&*❤♦❞❡+ ❛✜♥ ❞❡ '&+♦✉❞'❡ ❞❡+ ♣'♦❜❧>♠❡+ ♠✉❧*✐✲♦❜❥❡❝*✐❢+ ✭❡✳❣✳ ♠❛①✐♠✐+❛*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛++❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛'❣❡ ✉*✐❧❡ *♦✉* ❡♥ ♠✐♥✐♠✐+❛♥* ❧❡ ❝♦P* ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥*✮✳ ❈❡❧❛ ♦✛'✐'❛✐* ❧❛ ♣♦++✐❜✐❧✐*&

❞✬&*✉❞✐❡' ❞❡+ ❢❛♠✐❧❧❡+ ❞❡ ❧❛♥❝❡✉'+ ❞&❞✐&❡+ G ❞✐✛&'❡♥*❡+ ♠✐++✐♦♥+ ✭♦'❜✐*❡+ ❜❛++❡✱ ❣&♦+*❛*✐♦♥♥❛✐'❡✱

❡!❝✳✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✉*✐❧✐+❛*✐♦♥ ❞❡ +*'❛*&❣✐❡+ ♠✉❧*✐✲✜❞&❧✐*& ♣♦✉' ❝♦♥*'R❧❡' ❧❡+ ✐♥❝❡'*✐*✉❞❡+ &♣✐+*&♠✐:✉❡+

✐♥*'♦❞✉✐*❡+ ❧♦'+ ❞❡+ ♣❤❛+❡+ ❛✈❛♥*✲♣'♦❥❡* +❡♠❜❧❡ F*'❡ ✉♥❡ ♣✐+*❡ ❞✬❡①♣❧♦'❛*✐♦♥ ✐♥*&'❡++❛♥*❡ ♣♦✉' '&✲

+♦✉❞'❡ ❞❡+ ♣'♦❜❧>♠❡+ ❯▼❉❖✳

✸✸✹



▲✐"# ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛#✐♦♥"

❇♦♦❦ ❝❤❛♣'❡)*✿

• ❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥ #♦ #✇♦ ❝❤❛♣#❡$. ♦❢✿ ❆♥ ❊.#✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ $❛$❡ ❡✈❡♥# ♣$♦❜❛❜✐❧✐#✐❡. ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①

❛❡$♦.♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦#❤❡$ .②.#❡♠.✱ ❏✳ ▼♦$✐♦✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥#✳ ❊❧.❡✈✐❡$ ✭❆✉❣✉.# ✷✵✶✺✮

✕ ❈❤❛♣#❡$ ✽ ✿ ▼❡#❤♦❞. ❢♦$ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧❧② ✐♥#❡♥.✐✈❡ ♠♦❞❡❧.✱

✕ ❈❤❛♣#❡$ ✶✵ ✿ ❊.#✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ .#❛❣❡ ❢❛❧❧♦✉# ③♦♥❡✳

• ❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥ #♦ ❛ ❝❤❛♣#❡$ ♦❢✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ✐♥ ❙♣❛❝❡ ❊♥❣✐♥❡❡1✐♥❣✱ ❱♦❧ ✷✳
❋❛.❛♥♦✱ ●✐♦$❣✐♦✱ I✐♥#❡$✱ ❏❛♥♦. ❉✳ ✭❊❞.✳✮ ✭✷✵✶✻✮

✕ ❈❤❛♣#❡$✿ ❙♣❛❝❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡.✐❣♥ #❛❦✐♥❣ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# ♠✉❧#✐❞✐.❝✐♣❧✐♥❛$② ❞❡.✐❣♥ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥

❛.♣❡❝#. ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ❡♣✐.#❡♠✐❝ ✴ ❛❧❡❛#♦$② ✉♥❝❡$#❛✐♥#✐❡.

,✉❜❧✐❝❛'✐♦♥* ✐♥ ✐♥'❡)♥❛'✐♦♥❛❧ ❥♦✉)♥❛❧*✿

• ❆❝❝❡♣+❡❞✿

✕ ❉❡❝♦✉♣❧❡❞ ▼❉❖ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ❢♦$ ✐♥#❡$❞✐.❝✐♣❧✐♥❛$② ❝♦✉♣❧✐♥❣ .❛#✐.❢❛❝#✐♦♥ ✉♥❞❡$ ✉♥❝❡$✲

#❛✐♥#②✳ ▲✳ ❇$❡✈❛✉❧#✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥#✱ ◆✳ ❇S$❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✳ ❆■❆❆ ❏♦✉1♥❛❧ ✭❆❝❝❡♣#❡❞✱

❏✉❧② ✷✵✶✺✮

✕ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈♦✈❛$✐❛♥❝❡ ▼❛#$✐① ❆❞❛♣#❛#✐♦♥ ✲ ❊✈♦❧✉#✐♦♥ ❙#$❛#❡❣② ❛❧❣♦$✐#❤♠ ❢♦$ ❝♦♥.#$❛✐♥❡❞

♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ✉♥❞❡$ ✉♥❝❡$#❛✐♥#②✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ $♦❝❦❡# ❞❡.✐❣♥✳ ❘✳ ❈❤♦❝❛#✱ ▲✳ ❇$❡✈❛✉❧#✱

▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥#✱ ❙✳ ❉❡❢♦♦$#✳ ■♥+❡1♥❛+✐♦♥❛❧ ❏♦✉1♥❛❧ ❢♦1 ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❛♥❞ ▼✉❧+✐❞✐;❝✐♣❧✐♥❛1②

❉❡;✐❣♥ ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ✷✵✶✺✱ ✻✱ ❆✶✳

✕ I$♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❢❛✐❧✉$❡ .❡♥.✐#✐✈✐#② ✇✐#❤ $❡.♣❡❝# #♦ ❞❡❝✐.✐♦♥ ✈❛$✐❛❜❧❡.✳ ❙✳ ▲❛❝❛③❡✱ ▲✳

❇$❡✈❛✉❧#✱ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥#✱ ❙✳ ▼✐..♦✉♠✳ ❙+1✉❝+✉1❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧+✐❞✐;❝✐♣❧✐♥❛1② ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥✱

✺✷✭✷✮✿✸✼✺✲✸✽✶ ❙♣$✐♥❣❡$✱

✕ ❘❛$❡ ❊✈❡♥# I$♦❜❛❜✐❧✐#② ❊.#✐♠❛#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ I$❡.❡♥❝❡ ♦❢ ❊♣✐.#❡♠✐❝ ❯♥❝❡$#❛✐♥#② ♦♥ ■♥♣✉#

I$♦❜❛❜✐❧✐#② ❉✐.#$✐❜✉#✐♦♥ I❛$❛♠❡#❡$.✳ ▼✳ ❇❛❧❡.❞❡♥#✱ ❏✳ ▼♦$✐♦✱ ▲✳ ❇$❡✈❛✉❧#✳ ▼❡+❤♦❞✲

♦❧♦❣② ❛♥❞ ❈♦♠♣✉+✐♥❣ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ A1♦❜❛❜✐❧✐+② ✭✷✵✶✹✮ ❙♣$✐♥❣❡$✱ ♣✉❜❧✐.❤❡❞ ♦♥❧✐♥❡✳ ❉❖■ ✿

✶✵✳✶✵✵✼✴.✶✶✵✵✾✲✵✶✹✲✾✹✶✶✲①

✸✸✺



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

 ✉❜❧✐❝❛'✐♦♥* ✐♥ ✐♥'❡,♥❛'✐♦♥❛❧ ❥♦✉,♥❛❧*✿

• ❙✉❜♠✐%%❡❞✿

✕ ❑!✐❣✐♥❣ ❜❛'❡❞ '❡*✉❡♥,✐❛❧ !❡❧✐❛❜✐❧✐,② ❛♥❛❧②'✐' ✐♥ ,❤❡ ♣!❡'❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❧❡❛,♦!② ❛♥❞ ❡♣✐'✲

,❡♠✐❝ ✉♥❝❡!,❛✐♥,✐❡'✳ ▲✳ ❇!❡✈❛✉❧,✱ ❙✳ ▲❛❝❛③❡✱ ▼✳ ❇❛❧❡'❞❡♥,✱ ❙✳ ▼✐''♦✉♠✳ ❙✉❜♠✐,❡❞ ,♦

❙%)✉❝%✉)❛❧ ❙❛❢❡%② ✭❋❡❜✳ ✷✵✶✺✮✳

 ✉❜❧✐❝❛'✐♦♥* ✐♥ ✐♥'❡,♥❛'✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡,❡♥❝❡*✿

• ▼✉❧,✐✲❧❡✈❡❧ ❤✐❡!❛!❝❤✐❝❛❧ ▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ '❛,✐'❢❛❝,✐♦♥ ✉♥❞❡! ✉♥❝❡!✲
,❛✐♥,②✱ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ,♦ '♦✉♥❞✐♥❣ !♦❝❦❡, ❞❡'✐❣♥✳ ▲✳ ❇!❡✈❛✉❧,✱ ▼✳ ❇❛❧❡'❞❡♥,✱ ◆✳ ❇K!❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡

❘✐❝❤❡✳ ❲❈❙▼❖✲✶✶✱ ❙②❞♥❡②✱ ❆✉',!❛❧✐❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✺✳ ❊❛#❧② ❈❛#❡❡# ❘❡)❡❛#❝❤❡# ❋❡❧❧♦✇✲

)❤✐♣) ❛✇❛#❞✳

• ❆ ❙❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛'❡❞ ❘❇❉❖ ❆❧❣♦!✐,❤♠ ✇✐,❤ ▲♦❝❛❧ ❘❡✜♥❡♠❡♥, ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥, ●!❛❞✐❡♥, ❊',✐♠❛✲

,✐♦♥✳ ❙✳ ▲❛❝❛③❡✱ ▲✳ ❇!❡✈❛✉❧,✱ ❙✳ ▼✐''♦✉♠✱ ▼✳ ❇❛❧❡'❞❡♥,✳ ✶✷%❤ ■♥%❡)♥❛%✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡

♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥< ♦❢ ❙%❛%✐<%✐❝< ❛♥❞ =)♦❜❛❜✐❧✐%② ✐♥ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡)✐♥❣✱ ❱❛♥❝♦✉✈❡!✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❏✉❧②✱

✷✵✶✺✳

• ❉❡❝♦✉♣❧❡❞ ❯▼❉❖ ❢♦!♠✉❧❛,✐♦♥ ❢♦! ✐♥,❡!❞✐'❝✐♣❧✐♥❛!② ❝♦✉♣❧✐♥❣ '❛,✐'❢❛❝,✐♦♥ ✉♥❞❡! ✉♥❝❡!,❛✐♥,②✳
▲✳ ❇!❡✈❛✉❧,✱ ▼✳ ❇❛❧❡'❞❡♥,✱ ◆✳ ❇K!❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✳ ✶✺%❤ ❆■❆❆✴■❙❙▼❖ ▼✉❧%✐❞✐<❝✐♣❧✐♥❛)②

❆♥❛❧②<✐< ❛♥❞ ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱ ❆,❧❛♥,❛✱ ●❆✱ ❯❙❆✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳ ❇❡)4 )4✉❞❡♥4 ♣❛♣❡#

❛✇❛#❞✳

• ❈❤❛❧❧❡♥❣❡' ❛♥❞ ❢✉,✉!❡ ,!❡♥❞' ✐♥ ❯♥❝❡!,❛✐♥,②✲❇❛'❡❞ ▼✉❧,✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛!② ❉❡'✐❣♥ ❖♣,✐♠✐③❛,✐♦♥
❢♦! '♣❛❝❡ ,!❛♥'♣♦!,❛,✐♦♥ '②',❡♠ ❞❡'✐❣♥✳ ▲✳ ❇!❡✈❛✉❧,✱ ▼✳ ❇❛❧❡'❞❡♥,✱ ◆✳ ❇K!❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✳

✺%❤ ❊❯❈❆❙❙✱ ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡!♠❛♥②✱ ▼❛② ✷✵✶✸✳

• ❈♦♠♣❛!✐'♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡!❡♥, ❣❧♦❜❛❧ '❡♥'✐,✐✈✐,② ❛♥❛❧②'✐' ♠❡,❤♦❞' ❢♦! ❛❡!♦'♣❛❝❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦♣,✐♠❛❧
❞❡'✐❣♥✳ ▲✳ ❇!❡✈❛✉❧,✱ ▼✳ ❇❛❧❡'❞❡♥,✱ ◆✳ ❇K!❡♥❞✱ ❘✳ ▲❡ ❘✐❝❤❡✳ ❲❈❙▼❖✲✶✵✱ ❖!❧❛♥❞♦✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱

▼❛② ✷✵✶✸✳

✸✸✻



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❆❝❦❧❡②✱ ❉✳ ❍✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥✐'% ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦, ❣❡♥❡%✐❝ ❤✐❧❧❝❧✐♠❜✐♥❣✳ ❑❧✉✇❡3 ❇♦67♦♥ ■♥❝✳✱

❍✐♥❣❤❛♠✱ ▼❆✳ ✶✽✼

❆❣❛3✇❛❧✱ ❍✳✱ ❘❡♥❛✉❞✱ ❏✳ ❊✳✱ D3❡67♦♥✱ ❊✳ ▲✳✱ ❛♥❞ D❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❯♥❝❡37❛✐♥7② K✉❛♥7✐✜✲

❝❛7✐♦♥ ✉6✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ 7❤❡♦3② ✐♥ ♠✉❧7✐❞✐6❝✐♣❧✐♥❛3② ❞❡6✐❣♥ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐%② ❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣

✫ ❙②'%❡♠ ❙❛❢❡%②✱ ✽✺✭✶✮✿✷✽✶✕✷✾✹✳ ✽✷

❆❤♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❑✇♦♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥7 673❛7❡❣② ❢♦3 3❡❧✐❛❜✐❧✐7②✲❜❛6❡❞ ♠✉❧7✐❞✐6❝✐♣❧✐♥❛3② ❞❡6✐❣♥

♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ✉6✐♥❣ ❜❧✐66✳ ❙%,✉❝%✉,❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧%✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛,② ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✱ ✸✶✭✺✮✿✸✻✸✕✸✼✷✳ ✾✵

❆❧❡①❛♥❞3♦✈✱ ◆✳ ❛♥❞ ▲❡✇✐6✱ ❘✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆❧❣♦,✐%❤♠✐❝ ;❡,'♣❡❝%✐✈❡' ♦♥ ;,♦❜❧❡♠ ❋♦,♠✉❧❛%✐♦♥' ✐♥ ▼❉❖✳

◆❆❙❆ ▲❛♥❣❧❡② ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦37 ❙❡3✈❡3✳ ✸✾

❆❧❡①❛♥❞3♦✈✱ ◆✳ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▼✉❧7✐❧❡✈❡❧ ♠❡7❤♦❞6 ❢♦3 ▼❉❖✳ ▼✉❧%✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛,② ❉❡'✐❣♥ ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✿

❙%❛%❡ ♦❢ %❤❡ ❆,%✱ ♣❛❣❡6 ✼✾✕✽✾✳ ✶✺✱ ✷✻✱ ✸✷✱ ✸✾✱ ✷✾✹

❆❧❧✐6♦♥✱ ❏✳✱ ❑♦❦❦♦❧❛3❛6✱ ▼✳✱ ❩❛✇✐6❧❛❦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ D❛♣❛❧❛♠❜3♦6✱ D✳ ❨✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥ 7❤❡ ✉6❡ ♦❢ ❛♥❛❧②7✐❝❛❧

7❛3❣❡7 ❝❛6❝❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦3❛7✐✈❡ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥ ❢♦3 ❝♦♠♣❧❡① 6②67❡♠ ❞❡6✐❣♥✳ ■♥ ✻%❤ ❲♦,❧❞

❈♦♥❣,❡'' ♦♥ ❙%,✉❝%✉,❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧%✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛,② ❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✱ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐,♦✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✺ ✱ ♣❛❣❡6

✸✵✾✶✕✸✶✵✵✳ ❈✐7❡6❡❡3✳ ✸✸

❆♥❞3✐❡✉✱ ▲✳✱ ❈♦❤❡♥✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❱b③K✉❡③✲❆❜❛❞✱ ❋✳ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙7♦❝❤❛67✐❝ ♣3♦❣3❛♠♠✐♥❣ ✇✐7❤ ♣3♦❜❛❜✐❧✐7②

❝♦♥673❛✐♥76✳ ❛,❳✐✈ ♣,❡♣,✐♥% ❛,❳✐✈✿✵✼✵✽✳✵✷✽✶✳ ✶✵✺✱ ✷✻✸

❆♦✉❡6✱ ❨✳ ❛♥❞ ❈❤❛7❡❛✉♥❡✉❢✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❇❡♥❝❤♠❛3❦ 67✉❞② ♦❢ ♥✉♠❡3✐❝❛❧ ♠❡7❤♦❞6 ❢♦3 3❡❧✐❛❜✐❧✐7②✲❜❛6❡❞

❞❡6✐❣♥ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥✳ ❙%,✉❝%✉,❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧%✐❞✐'❝✐♣❧✐♥❛,② ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✱ ✹✶✭✷✮✿✷✼✼✕✷✾✹✳ ✶✾✾

❆3♥♦❧❞✱ ❉✳ ❱✳ ❛♥❞ ❍❛♥6❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆ ✭✶✰ ✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ❢♦3 ❝♦♥673❛✐♥❡❞ ♦♣7✐♠✐6❛7✐♦♥✳ ■♥ ;,♦✲

❝❡❡❞✐♥❣' ♦❢ %❤❡ ❢♦✉,%❡❡♥%❤ ✐♥%❡,♥❛%✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥ ●❡♥❡%✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉%✐♦♥❛,② ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥

❝♦♥❢❡,❡♥❝❡✱ ◆❡✇ ❨♦,❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡6 ✷✾✼✕✸✵✹✳ ❆❈▼✳ ✶✶✶✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✷✸✻✱ ✸✵✾✱ ✸✷✼

❆33❛6✱ ❑✳ ❖✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆♥ ✐♥73♦❞✉❝7✐♦♥ 7♦ ❡33♦3 ♣3♦♣❛❣❛7✐♦♥✿ ❉❡3✐✈❛7✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡6✳

❆✉%♦♥♦♠♦✉' ❙②'%❡♠' ▲❛❜✱ ❙✇✐'' ❋❡❞❡,❛❧ ■♥'%✐%✉%❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❛✉'❛♥♥❡✱ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳ ❊;❋▲✲

❆❙▲✲❚❘✲✾✽✲✵✶ ❘✱ ✸✿✶✾✾✽✳ ✺✻

❆33♦✇✱ ❑✳ ❏✳✱ ❍✉3✇✐❝③✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❯③❛✇❛✱ ❍✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ❙7✉❞✐❡6 ✐♥ ❧✐♥❡❛3 ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛3 ♣3♦❣3❛♠♠✐♥❣✳

✶✵✺

✸✸✼



❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( #♦ ❯♥❝❡$#❛✐♥#②✲❜❛(❡❞ ▼✉❧#✐❞✐(❝✐♣❧✐♥❛$② ❉❡(✐❣♥

❖♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ #♦ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡(✐❣♥

❆!❦❡②✱ ❘✳ ❛♥❞ ❲✐❧!♦♥✱ ❏✳ ❆✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❙♦♠❡ ❜❛&✐❝ ❤②♣❡,❣❡♦♠❡.,✐❝ ♦,.❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧& .❤❛. ❣❡♥✲

❡,❛❧✐③❡ ❏❛❝♦❜✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧&✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✶✾✳ ❆♠❡:✐❝❛♥ ▼❛=❤❡♠❛=✐❝❛❧ ❙♦❝✳ ✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼

❆✉✱ ❙✳✲❑✳ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ❏✳ ▲✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❊!=✐♠❛=✐♦♥ ♦❢ !♠❛❧❧ ❢❛✐❧✉:❡ ♣:♦❜❛❜✐❧✐=✐❡! ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥!✐♦♥! ❜②

!✉❜!❡= !✐♠✉❧❛=✐♦♥✳ 4,♦❜❛❜✐❧✐&.✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝&✱ ✶✻✭✹✮✿✷✻✸✕✷✼✼✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✷✻✻✲

✽✾✷✵✭✵✶✮✵✵✵✶✾✲✹✳ ✻✽✱ ✶✷✾✱ ✶✼✽✱ ✷✵✶✱ ✷✵✼✱ ✸✵✺

❆✉❞❡=✱ ❈✳ ❛♥❞ ❉❡♥♥✐! ❏:✱ ❏✳ ❊✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆♥❛❧②!✐! ♦❢ ❣❡♥❡:❛❧✐③❡❞ ♣❛==❡:♥ !❡❛:❝❤❡!✳ ❙■❆▼ ❏♦✉,♥❛❧ ♦♥

❖♣.✐♠✐③❛.✐♦♥✱ ✶✸✭✸✮✿✽✽✾✕✾✵✸✳ ✶✺✸✱ ✶✺✹

❆✉❣❡:✱ ❆✳ ❛♥❞ ❍❛♥!❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇❡♥❝❤♠❛:❦✐♥❣ =❤❡ ✭✶✰ ✶✮✲❈▼❆✲❊❙ ♦♥ =❤❡ ❇❇❖❇✲✷✵✵✾ ♥♦✐!②

=❡!=❜❡❞✳ ■♥ 4,♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ .❤❡ ✶✶.❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ❈♦♠♣❛♥✐♦♥ ♦♥ ●❡♥❡.✐❝ ❛♥❞ ❊✈♦❧✉.✐♦♥✲

❛,② ❈♦♠♣✉.❛.✐♦♥ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡✿ ▲❛.❡ ❇,❡❛❦✐♥❣ 4❛♣❡,&✱ ♣❛❣❡! ✷✹✻✼✕✷✹✼✷✳ ❆❈▼✳ ✶✽✱ ✶✵✻✱ ✶✶✶✱

✶✶✸✱ ✶✶✺✱ ✷✾✼

❇❛❧❡!❞❡♥=✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼✉❧.✐❞✐&❝✐♣❧✐♥❛,② ❞❡&✐❣♥ ♦♣.✐♠✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡&✳ Y❤❉ =❤❡!✐!✱ ❊❝♦❧❡

❈❡♥=:❛❧❡ ❞❡ ◆❛♥=❡!✳ ✶✼✱ ✸✺✱ ✶✶✸
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✉♥❝❡&1❛✐♥1② ❡51✐♠❛1✐♦♥ ❛♥❞ 51❛1✐51✐❝5 ❢♦& ❞❛1❛ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥1❡&✈❛❧ ✉♥❝❡&1❛✐♥1② ✳ ✺✶✱ ✺✷

●❛♥❣✱ ❈✳✱ ❩✐✲▼✐♥❣✱ ❲✳✱ ▼✐♥✱ ❳✳✱ ❛♥❞ ❙✐✲▲✉✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ●❡♥❡;✐❝ ❛❧❣♦.✐;❤♠ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ♦❢ .❧✈ .❡❡♥;.②

;.❛❥❡❝;♦.②✳ <&♦❝❡❡❞✐♥❣5 ♦❢ 1❤❡ ❆■❆❆✴❈■❘❆ ✶✸1❤ ■♥1❡&♥❛1✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ <❧❛♥❡5 ❛♥❞ ❍②♣❡&5♦♥✐❝

❙②51❡♠5 ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡5 ❆■❆❆✲✷✵✵✺✲✸✷✻✾✳ ✸✾✱ ✹✵

●❛♦✱ ❏✳ ❇✳✱ ●✉♥♥✱ ❙✳ ❘✳✱ ❍❛..✐,✱ ❈✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇.♦✇♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆ ♣.♦❜❛❜✐❧✐,;✐❝ ❢.❛♠❡✇♦.❦ ❢♦. ,✈♠

.❡❣.❡,,✐♦♥ ❛♥❞ ❡..♦. ❜❛. ❡,;✐♠❛;✐♦♥✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛&♥✐♥❣✱ ✹✻✭✶✲✸✮✿✼✶✕✽✾✳ ✼✸

●❛.❞♥❡.✱ ❲✳ ❆✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ▲❡❛.♥✐♥❣ ❝❤❛.❛❝;❡.✐,;✐❝, ♦❢ ,;♦❝❤❛,;✐❝✲❣.❛❞✐❡♥;✲❞❡,❝❡♥; ❛❧❣♦.✐;❤♠,✿ ❆

❣❡♥❡.❛❧ ,;✉❞②✱ ❛♥❛❧②,✐,✱ ❛♥❞ ❝.✐;✐R✉❡✳ ❙✐❣♥❛❧ <&♦❝❡55✐♥❣✱ ✻✭✷✮✿✶✶✸✕✶✸✸✳ ✶✽✱ ✶✵✺

●❤♦,❤✱ ❙✳✱ ▲❡❡✱ ❈✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ▼❛✈.✐,✱ ❉✳ ◆✳ ✭❏✉♥❡ ✷✵✶✹✮✳ ❈♦✈❛.✐❛♥❝❡ ♠❛;❝❤✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦.❛;✐✈❡ ♦♣;✐✲

♠✐③❛;✐♦♥ ❢♦. ✉♥❝❡.;❛✐♥;②✲❜❛,❡❞ ♠✉❧;✐❞✐,❝✐♣❧✐♥❛.② ❛✐.❝.❛❢; ❞❡,✐❣♥✳ ✶✺1❤ ❆■❆❆✴■❙❙▼❖ ▼✉❧1✐✲

❞✐5❝✐♣❧✐♥❛&② ❆♥❛❧②5✐5 ❛♥❞ ❖♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡✱ ❆1❧❛♥1❛✱ ❯❙❆✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✺ ✳ ✶✼✱ ✽✸✱ ✽✼✱ ✽✽✱

✷✾✺✱ ✷✾✻✱ ✸✵✹

●✐❛,,✐✱ ❆✳✱ ❇❡♥♥✐,✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ▼❛✐,♦♥♥❡✉✈❡✱ ❏✳✲❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼✉❧;✐❞✐,❝✐♣❧✐♥❛.② ❞❡,✐❣♥ ♦♣;✐♠✐,❛;✐♦♥ ❛♥❞

.♦❜✉,; ❞❡,✐❣♥ ❛♣♣.♦❛❝❤❡, ❛♣♣❧✐❡❞ ;♦ ❝♦♥❝✉..❡♥; ❞❡,✐❣♥✳ ❙1&✉❝1✉&❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧1✐❞✐5❝✐♣❧✐♥❛&② ❖♣✲

1✐♠✐③❛1✐♦♥✱ ✷✽✭✺✮✿✸✺✻✕✸✼✶✳ ✽✶

✸✹✹



❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨

●♦♠❡$✱ ❍✳ ❛♥❞ ❆✇-✉❝❤✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♠♣❛-✐$♦♥ ♦❢ -❡$♣♦♥$❡ $✉-❢❛❝❡ ❛♥❞ ♥❡✉-❛❧ ♥❡;✇♦-❦ ✇✐;❤ ♦;❤❡-

♠❡;❤♦❞$ ❢♦- $;-✉❝;✉-❛❧ -❡❧✐❛❜✐❧✐;② ❛♥❛❧②$✐$✳ ❙!"✉❝!✉"❛❧ ❙❛❢❡!②✱ ✷✻✿✹✾✕✻✼✳ ✶✾✷

●♦-❞♦♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ▼❝❇-✐❞❡✱ ❇✳ ❏✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❈♦♠♣✉!❡" ♣"♦❣"❛♠ ❢♦" ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❡♠✐❝❛❧

❡3✉✐❧✐❜"✐✉♠ ❝♦♠♣♦5✐!✐♦♥5 ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥5✳ ◆❆❙❆✳ ✶✺✵✱ ✶✺✷✱ ✷✽✶

●✉;❥❛❤-✱ ❲✳ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ ❝♦♥✈❡"❣✐♥❣ ❆❈❖ ❛❧❣♦"✐!❤♠ ❢♦" 5!♦❝❤❛5!✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛!♦"✐❛❧ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ✳

❙♣-✐♥❣❡-✳ ✶✵✾

●✉;❥❛❤-✱ ❲✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❙✲❆❈❖✿ ❆♥ ❛♥!✲❜❛5❡❞ ❛♣♣"♦❛❝❤ !♦ ❝♦♠❜✐♥❛!♦"✐❛❧ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ✉♥❞❡" ✉♥✲

❝❡"!❛✐♥!②✳ ❙♣-✐♥❣❡-✳ ✶✵✾

❍❛❢;❦❛✱ ❘✳ ❚✳ ❛♥❞ ❲❛;$♦♥✱ ▲✳ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ▼✉❧;✐❞✐$❝✐♣❧✐♥❛-② ❞❡$✐❣♥ ♦♣;✐♠✐③❛;✐♦♥ ✇✐;❤ T✉❛$✐$❡♣❛-❛❜❧❡

$✉❜$②$;❡♠$✳ ❖♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡"✐♥❣✱ ✻✭✶✮✿✾✕✷✵✳ ✸✸

❍❛♥/❡♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ❲❛❧/5❡6✱ ●✳ ❲✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ●❧♦❜❛❧ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ✉,✐♥❣ ✐♥&❡/✈❛❧ ❛♥❛❧②,✐,✿ /❡✈✐,❡❞ ❛♥❞

❡①♣❛♥❞❡❞✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✻✹✳ ❈❘❈ ?6❡//✳ ✻✵

❍❛♥/❡♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇❡♥❝❤♠❛6❦✐♥❣ ❛ ❇■✲♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ❈▼❆✲❊❙ ♦♥ 5❤❡ ❇❇❖❇✲✷✵✵✾ ♥♦✐/② 5❡/5❜❡❞✳ ■♥

5/♦❝❡❡❞✐♥❣, ♦❢ &❤❡ ✶✶&❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡/❡♥❝❡ ❈♦♠♣❛♥✐♦♥ ♦♥ ●❡♥❡&✐❝ ❛♥❞ ❊✈♦❧✉&✐♦♥❛/② ❈♦♠♣✉✲

&❛&✐♦♥ ❈♦♥❢❡/❡♥❝❡✿ ▲❛&❡ ❇/❡❛❦✐♥❣ 5❛♣❡/,✱ ▼♦♥&/❡❛❧✱ ◗✉D❜❡❝✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✷✵✵✾ ✱ ♣❛❣❡/ ✷✸✾✼✕✷✹✵✷✳

❆❈▼✳ ✶✽✱ ✶✵✻✱ ✶✵✾✱ ✶✶✶✱ ✶✶✸✱ ✶✽✶✱ ✷✸✻✱ ✷✹✶✱ ✷✹✷✱ ✷✹✼✱ ✷✾✼✱ ✸✵✽

❍❛♥/❡♥✱ ◆✳✱ ❆✉❣❡6✱ ❆✳✱ ❘♦/✱ ❘✳✱ ❋✐♥❝❦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ?♦➨T❦✱ ?✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♣❛6✐♥❣ 6❡/✉❧5/ ♦❢ ✸✶ ❛❧❣♦6✐5❤♠/

❢6♦♠ 5❤❡ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ♦♣5✐♠✐③❛5✐♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛6❦✐♥❣ ❇❇❖❇✲✷✵✵✾✳ ■♥ 5/♦❝❡❡❞✐♥❣, ♦❢ &❤❡ ✶✷&❤ ❛♥♥✉❛❧

❝♦♥❢❡/❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♦♥ ●❡♥❡&✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉&✐♦♥❛/② ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ✱ ♣❛❣❡/ ✶✻✽✾✕✶✻✾✻✳ ❆❈▼✳ ✶✵✾✱

✸✵✽

❍❛♥/❡♥✱ ◆✳✱ ▼X❧❧❡6✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❑♦✉♠♦✉5/❛❦♦/✱ ?✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ 5❤❡ 5✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐5② ♦❢ 5❤❡ ❞❡✲

6❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❊✈♦❧✉5✐♦♥ ❙56❛5❡❣② ✇✐5❤ ❈♦✈❛6✐❛♥❝❡ ▼❛56✐① ❆❞❛♣5❛5✐♦♥ ✭❈▼❆✲❊❙✮✳ ❊✈♦❧✉&✐♦♥❛/②

❈♦♠♣✉&❛&✐♦♥✱ ✶✶✭✶✮✿✶✕✶✽✳ ✶✽✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵✱ ✷✸✻✱ ✷✹✶✱ ✷✻✷✱ ✷✾✻✱ ✸✵✽✱ ✸✷✼

❍❛♥/❡♥✱ ◆✳✱ ◆✐❡❞❡6❜❡6❣❡6✱ ❆✳ ❙✳✱ ●✉③③❡❧❧❛✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❑♦✉♠♦✉5/❛❦♦/✱ ?✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ♠❡5❤♦❞ ❢♦6

❤❛♥❞❧✐♥❣ ✉♥❝❡65❛✐♥5② ✐♥ ❡✈♦❧✉5✐♦♥❛6② ♦♣5✐♠✐③❛5✐♦♥ ✇✐5❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ 5♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥56♦❧ ♦❢

❝♦♠❜✉/5✐♦♥✳ ❊✈♦❧✉&✐♦♥❛/② ❈♦♠♣✉&❛&✐♦♥✱ ■❊❊❊ ❚/❛♥,❛❝&✐♦♥, ♦♥✱ ✶✸✭✶✮✿✶✽✵✕✶✾✼✳ ✶✶✶✱ ✸✵✾

❍❛65✜❡❧❞✱ ❘✳✱ ❏❡♥❦✐♥/✱ ❘✳✱ ❇✉6❦❤❛❧5❡6✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❋♦/5❡6✱ ❲✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ 6❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥❛❧②5✐❝❛❧ ♠❡5❤♦❞/

❢♦6 /♦❧✐❞ 6♦❝❦❡5 ♠♦5♦6 ❣6❛✐♥ ❛♥❛❧②/✐/✳ ❆■❆❆ 5❛♣❡/✱ ✹✺✵✻✿✷✵✵✸✳ ✷✽✷

❍❛/♦❢❡6✱ ❆✳ ▼✳ ❛♥❞ ▲✐♥❞✱ ◆✳ ❈✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❊①❛❝5 ❛♥❞ ✐♥✈❛6✐❛♥5 /❡❝♦♥❞✲♠♦♠❡♥5 ❝♦❞❡ ❢♦6♠❛5✳ ❏♦✉/♥❛❧

♦❢ &❤❡ ❊♥❣✐♥❡❡/✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝, ❞✐✈✐,✐♦♥✱ ✶✵✵✭✶✮✿✶✶✶✕✶✷✶✳ ✻✸

❍❛/5✐♥❣/✱ ❲✳ ❑✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ▼♦♥5❡ ❈❛6❧♦ /❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡5❤♦❞/ ✉/✐♥❣ ♠❛6❦♦✈ ❝❤❛✐♥/ ❛♥❞ 5❤❡✐6 ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥/✳

❇✐♦♠❡&/✐❦❛✱ ✺✼✭✶✮✿✾✼✕✶✵✾✳ ✻✽
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❑#❡✐♥♦✈✐❝❤✱ ❱✳ ❛♥❞ ❋❡#1♦♥✱ ❙✳ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ♥❡✇ ❝❛✉❝❤②✲❜❛1❡❞ ❜❧❛❝❦✲❜♦① .❡❝❤♥✐`✉❡ ❢♦# ✉♥❝❡#.❛✐♥.②

✐♥ #✐1❦ ❛♥❛❧②1✐1✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐!② ❊♥❣✐♥❡❡"✐♥❣ ✫ ❙②1!❡♠ ❙❛❢❡!②✱ ✽✺✭✶✮✿✷✻✼✕✷✼✾✳ ✺✾

❑#♦❡1❡✱ ❉✳ O✳ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥1.❡✐♥✱ ❘✳ ❨✳ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ▼♦♥.❡ ❝❛#❧♦ ♠❡.❤♦❞1✳ ❲✐❧❡② ■♥!❡"❞✐1❝✐♣❧✐♥❛"②

❘❡✈✐❡✇1✿ ❈♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ ❙!❛!✐1!✐❝1✱ ✹✭✶✮✿✹✽✕✺✽✳ ✻✷

❑#♦❡1❡✱ ❉✳ O✳ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥1.❡✐♥✱ ❘✳ ❨✳ ✭✷✵✶✷❜✮✳ ▼♦♥.❡✲❈❛#❧♦ ♠❡.❤♦❞1✳ ❲✐❧❡② ■♥!❡"❞✐1❝✐♣❧✐♥❛"②

❘❡✈✐❡✇1✿ ❈♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ ❙!❛!✐1!✐❝1✱ ✹✭✶✮✿✹✽✕✺✽✳ ✻✹✱ ✸✵✺

❑#♦♦✱ ■✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▼❉❖ ❢♦# ❧❛#❣❡✲1❝❛❧❡ ❞❡1✐❣♥✳ ▼✉❧!✐❞✐1❝✐♣❧✐♥❛"② ❞❡1✐❣♥ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥✿ 1!❛!❡✲♦❢✲!❤❡✲❛"!✳

❙■❆▼✱ E❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ♣❛❣❡1 ✷✷✕✹✹✳ ✶✺✱ ✷✾✹

❑✉♦✱ ❑✳ ❑✳✱ ❙✉♠♠❡#✜❡❧❞✱ ▼✳✱ ❡. ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥!❛❧1 ♦❢ 1♦❧✐❞✲♣"♦♣❡❧❧❛♥! ❝♦♠❜✉1!✐♦♥✱ ✈♦❧✲

✉♠❡ ✾✵✳ ❆♠❡#✐❝❛♥ ■♥1.✐.✉.❡ ♦❢ ❆❡#♦♥❛✉.✐❝1 ❛♥❞ ❆1.#♦♥❛✉.✐❝1 ◆❡✇ ❨♦#❦✳ ✷✷✸

❑✉#.③✱ ◆✳ ❛♥❞ ❙♦♥❣✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈#♦11✲❡♥.#♦♣②✲❜❛1❡❞ ❛❞❛♣.✐✈❡ ✐♠♣♦#.❛♥❝❡ 1❛♠♣❧✐♥❣ ✉1✐♥❣ ❣❛✉11✐❛♥

♠✐①.✉#❡✳ ❙!"✉❝!✉"❛❧ ❙❛❢❡!②✱ ✹✷✿✸✺✕✹✹✳ ✶✾✸

❑✉1❝❤❡❧✱ ◆✳ ❛♥❞ ❘❛❝❦✇✐.③✱ ❘✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❚✇♦ ❜❛1✐❝ ♣#♦❜❧❡♠1 ✐♥ #❡❧✐❛❜✐❧✐.②✲❜❛1❡❞ 1.#✉❝.✉#❛❧ ♦♣.✐♠✐③❛✲

.✐♦♥✳ ▼❛!❤❡♠❛!✐❝❛❧ ▼❡!❤♦❞1 ♦❢ ❖♣❡"❛!✐♦♥1 ❘❡1❡❛"❝❤✱ ✹✻✭✸✮✿✸✵✾✕✸✸✸✳ ✶✷✾

▲❛❝❛③❡✱ ❙✳✱ ❇#❡✈❛✉❧.✱ ▲✳✱ ▼✐11♦✉♠✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❇❛❧❡1❞❡♥.✱ ▼✳ ✭✷✵✶✺✮✳ O#♦❜❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❢❛✐❧✉#❡ 1❡♥1✐.✐✈✐.②

✇✐.❤ #❡1♣❡❝. .♦ ❞❡❝✐1✐♦♥ ✈❛#✐❛❜❧❡1✳ ❙!"✉❝!✉"❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧!✐❞✐1❝✐♣❧✐♥❛"② ❖♣!✐♠✐③❛!✐♦♥✱ ✺✷✭✷✮✿✸✼✺✕

✸✽✶✳ ✷✶✶

▲❛❝❛③❡✱ ❙✳ ❛♥❞ ▼✐11♦✉♠✱ ❙✳ ✭✷✵✶✹❛✮✳ ❆ ❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ♠❛①✲♠✐♥ 1❛♠♣❧❡ ❢♦# 1✉##♦❣❛.❡ ✉♣❞❛.❡✳ ❙!"✉❝!✉"❛❧

❛♥❞ ▼✉❧!✐❞✐1❝✐♣❧✐♥❛"② ❖♣!✐♠✐③❛!✐♦♥✱ ✹✾✭✹✮✿✻✽✸✕✻✽✼✳ ✼✻✱ ✸✷✸

▲❛❝❛③❡✱ ❙✳ ❛♥❞ ▼✐11♦✉♠✱ ❙✳ ✭✷✵✶✹❜✮✳ ❆ ❣❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ♠❛①✲♠✐♥ 1❛♠♣❧❡ ❢♦# 1✉##♦❣❛.❡ ✉♣❞❛.❡✳ ❙!"✉❝!✉"❛❧

❛♥❞ ▼✉❧!✐❞✐1❝✐♣❧✐♥❛"② ❖♣!✐♠✐③❛!✐♦♥✱ ✹✾✭✹✮✿✻✽✸✕✻✽✼✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✵✼✴1✵✵✶✺✽✲✵✶✸✲✶✵✶✶✲✾✳ ✶✷✾✱ ✶✾✽✱

✷✵✼✱ ✷✵✾

✸✹✽



❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨

▲❛"#♦♥✱ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉❡"✐✈❛&✐✈❡ ❢"❡❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐-② ❢✉♥❝&✐♦♥-✳ /❤❉ 2❤❡#✐#✱ ❯♥✐✈❡"#✐2② ♦❢

❈♦❧♦"❛❞♦✳ ✶✵✻✱ ✶✸✷

▲✬❊❝✉②❡"✱ /✳✱ ▼❛♥❞❥❡#✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❚✉✣♥✱ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♠♣♦"2❛♥❝❡ #❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ "❛"❡ ❡✈❡♥2 #✐♠✉❧❛2✐♦♥✳

■♥ ❘✉❜✐♥♦✱ ●✳ ❛♥❞ ❚✉✣♥✱ ❇✳✱ ❡❞✐2♦"#✱ ❘❛"❡ ❊✈❡♥& ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ✉-✐♥❣ ▼♦♥&❡ ❈❛"❧♦ ▼❡&❤♦❞-✱

♣❛❣❡# ✶✼✕✸✽✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥#✱ ▲2❞✳ ✻✹✱ ✸✵✺

▲❡❡✱ ■✳✱ ❈❤♦✐✱ ❑✳ ❑✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♦✱ ▲✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛#❡❞ "❜❞♦ ✉#✐♥❣ 2❤❡ #2♦❝❤❛#2✐❝ #❡♥#✐2✐✈✲

✐2② ❛♥❛❧②#✐# ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❦"✐❣✐♥❣ ♠❡2❤♦❞✳ ❙&"✉❝&✉"❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧&✐❞✐-❝✐♣❧✐♥❛"② ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱

✹✹✭✸✮✿✷✾✾✕✸✶✼✳ ✶✾✾

▲✐✱ ❍✳✲#✳✱ ▲\✱ ❩✳✲③✳✱ ❛♥❞ ❨✉❡✱ ❩✳✲❢✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙✉♣♣♦"2 ✈❡❝2♦" ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦" #2"✉❝2✉"❛❧ "❡❧✐❛❜✐❧✐2② ❛♥❛❧②#✐#✳

❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝- ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝-✱ ✷✼✿✶✷✾✺✕✶✸✵✸✳ ✼✺

▲✐✱ ▲✳✱ ❇❡❝2✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❱❛③`✉❡③✱ ❊✳ ✭✷✵✶✵❛✮✳ ❆ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛"✐#♦♥ ♦❢ 2✇♦ #❡`✉❡♥2✐❛❧ ❑"✐❣✐♥❣✲❜❛#❡❞

❛❧❣♦"✐2❤♠# 2♦ ❡#2✐♠❛2❡ ❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐2② ♦❢ ❢❛✐❧✉"❡✳ ■♥ ❯♥❝❡"&❛✐♥&② ✐♥ ❈♦♠♣✉&❡" ▼♦❞❡❧ ❈♦♥❢❡"❡♥❝❡✱

❙❤❡✣❡❧❞✱ ❯❑✱ ❏✉❧②✱ ✶✷✲✶✹✱ ✷✵✶✵✳ ✼✶

▲✐✱ ▲✳✱ ❇❡❝2✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❱❛③`✉❡③✱ ❊✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❇❛②❡#✐❛♥ ❙✉❜#❡2 ❙✐♠✉❧❛2✐♦♥✿ ❛ ❑"✐❣✐♥❣✲❜❛#❡❞ #✉❜#❡2

#✐♠✉❧❛2✐♦♥ ❛❧❣♦"✐2❤♠ ❢♦" 2❤❡ ❡#2✐♠❛2✐♦♥ ♦❢ #♠❛❧❧ ♣"♦❜❛❜✐❧✐2✐❡# ♦❢ ❢❛✐❧✉"❡✳ ■♥ F"♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢

F❙❆▼ ✶✶ ❛♥❞ ❊❙❘❊▲ ✷✵✶✷✱ ✷✺✲✷✾ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷✱ ❍❡❧-✐♥❦✐✱ ❋✐♥❧❛♥❞ ✳ ✼✶✱ ✸✵✺

▲✐✱ ▲✳✱ ❏✐♥❣✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵❜✮✳ ❆ ❤✐❡"❛"❝❤✐❝❛❧ ❤②❜"✐❞ #2"❛2❡❣② ❢♦" "❡❧✐❛❜✐❧✐2② ❛♥❛❧②#✐# ♦❢

♠✉❧2✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛"② ❞❡#✐❣♥ ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥✳ ■♥ ❈♦♠♣✉&❡" ❙✉♣♣♦"&❡❞ ❈♦♦♣❡"❛&✐✈❡ ❲♦"❦ ✐♥ ❉❡-✐❣♥

✭❈❙❈❲❉✮✱ ✷✵✶✵ ✶✹&❤ ■♥&❡"♥❛&✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡"❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡# ✺✷✺✕✺✸✵✳ ■❊❊❊✳ ✾✵

▲✐✱ ▲✳✱ ▲✐✉✱ ❏✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥2 #2"❛2❡❣② ❢♦" ♠✉❧2✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛"② "❡❧✐❛❜✐❧✐2② ❞❡#✐❣♥

❛♥❞ ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❝##♦ ❛♥❞ ♣♠❛ ✐♥ #♦"❛ ❢"❛♠❡✇♦"❦✳ ❙&"✉❝&✉"❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧&✐❞✐-❝✐♣❧✐♥❛"②

❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱ ♣❛❣❡# ✶✕✶✹✳ ✾✵

▲✐♥✱ /✳ ❚✳ ❛♥❞ ●❡❛✱ ❍✳ ❈✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐2②✲❜❛#❡❞ ♠✉❧2✐❞✐#❝✐♣❧✐♥❛"② ❞❡#✐❣♥ ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ✉#✲

✐♥❣ ♣"♦❜❛❜✐❧✐#2✐❝ ❣"❛❞✐❡♥2✲❜❛#❡❞ 2"❛♥#❢♦"♠❛2✐♦♥ ♠❡2❤♦❞✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❉❡-✐❣♥✱

✶✸✺✭✷✮✿✵✷✶✵✵✶✳ ✶✷✾

▲✐✉✱ ❍✳✱ ❈❤❡♥✱ ❲✳✱ ❑♦❦❦♦❧❛"❛#✱ ▼✳✱ /❛♣❛❧❛♠❜"♦#✱ /✳ ❨✳✱ ❛♥❞ ❑✐♠✱ ❍✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ /"♦❜❛❜✐❧✐#2✐❝
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