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SYNTHÈSE EN FRANÇAIS

L’optimisation mathématique est la discipline consacrée à l’étude et la formulation de
problèmes d’optimisation. Ces problèmes consistent à choisir la meilleure solution au
sein d’un ensemble de solutions possibles en fonction d’un objectif annoncé et de cer-
taines contraintes posées sur les variables. Certains sous-domaines, comme l’optimisa-
tion stochastique ou l’optimisation robuste, se concentrent sur les problèmes dont les
données sont soumises à incertitude.

L’optimisation stochastique a de nombreux sujets d’application dans les problèmes
réels. La planification de personnel dans les systèmes de files d’attente, et particulière-
ment dans les centres d’appels, est l’un d’eux. Un centre d’appels est une infrastructure
au sein d’une entreprise composée d’agents employés à répondre aux appels de clients.
Ces structures peuvent gérer des appels entrants mais aussi en émettre, et peuvent être
étendues à d’autres services comme la gestion d’emails ou la communication par messa-
gerie instantanée. Dans Brown et al. [2005], il est expliqué que les centres d’appels em-
ploient aux États-Unis plus de 3.5millions de personnes (statistiques de 2002). En raison
de son importance croissante dans l’industrie, l’activité des centres d’appels est un sujet
très documenté en recherche opérationnelle (Aksin et al. [2007] ou Gans et al. [2003]
par exemple, proposent une revue du sujet). Plusieurs disciplines sont sollicitées pour
l’étude complète des centres d’appels : les mathématiques, la recherche opérationnelle, le
génie industriel, la sociologie, etc.

Les centres d’appels sont de plus en plus présentes dans les grosses organisations de
manière à fournir une structure de contact client-entreprise convenable. Selon Brown
et al. [2005], les centres d’appels représentent 70% des interactions commerciales totales
aux États-Unis en 2002. Par conséquent, que ce soit pour des centres d’urgence ou des
hotlines de services clients, ces derniers doivent être servis en un temps très limité. La
qualité de service est primordiale dans la gestion des centres d’appels. Ils représentent
donc un sujet d’étude critique au regard de la satisfaction client.
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De plus, ces structures sont coûteuses pour les entreprises, et le coût de leur masse
salariale représente 60% à 80% du budget total opérationnel (Aksin et al. [2007]). Dès
lors, une gestion efficace de la main d’œuvre est essentielle afin de garantir la rentabilité
de la structure.

Cette thèse est consacrée à l’optimisation des ressources dans une file d’attente sous
incertitude, et en particulier à l’optimisation à court-terme du dimensionnement et de la
planification de main d’œuvre dans un centre d’appels.

L’optimisation stochastique a pour but de modéliser et résoudre des problèmes d’op-
timisation dans lesquels certains paramètres sont sujets à incertitude. Ce domaine est
extrêmement sollicité pour gérer les problèmes d’optimisation de la réalité dans lesquels
l’incertitude est un facteur présent et très influena̧nt. Le but est d’optimiser une fonction-
objectif relativement à des réalisations possibles tout en quantifiant ou limitant un risque
défini. Les lois de probabilités, discrètes ou continues, font partie intégrantes des pro-
blèmes d’optimisation et sont représentées de différentes manières. Lorsque nous ne pos-
sédons pas d’informations suffisantes sur les lois de probabilités, les méthodes d’optimi-
sation reposent sur des approches robustes et distributionally robust.

L’optimisation sous incertitude est un sujet très vaste et le cadre de cette thèse est
défini comme suit : les variables aléatoires sont supposées suivre des lois de probabilité
continues. Les problèmes d’optimisation sont des problèmes stochastiques non linéaires
mixtes : les variables du problème sont des entiers, les paramètres sont des réels et les
contraintes sont non linéaires. Des approches en contraintes en probabilités sont déve-
loppées autant pour l’approche stochastique que pour l’approche distributionally robust.

Ces travaux font appels à des notions d’optimisation combinatoire, d’optimisation
sous incertitude, mais aussi à la théorie des files d’attente. La bibliographie est donnée à
la fin de cette synthèse mais l’état de l’art détaillé et commenté se trouve dans le mémoire
complet rédigé en anglais.

Contributions principales de la thèse

Ce document est une synthèse du mémoire de thèse original. Les contributions sont pré-
sentées ici mais ne sont pas développées. Cette thèse se concentre sur la proposition de
méthodes de résolution en optimisation sous incertitude des problèmes de dimension-
nement et de planification en gestion du personnel avec incertitude de la demande. Les
modélisations sont mises en application pour le cas des centres d’appels.
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Le centre d’appels est modélisé, en accord avec de nombreuses approches déjà pu-
bliées, par un système de file d’attente simple. Une fois la décision de dimensionnement
prise, les ajustements en temps réel sont interdits. Cela signifie que les problèmes d’opti-
misation avec recours sont ignorés.

Formulation du problème

Le centre d’appels est considéré comme étant à unique compétence. En effet, les agents
sont capables de répondre à tous les appels et par conséquent, nous ne considérons pas
les appels comme étant typés. De plus, le système est étudié en multi-période et multi-
shift (plusieurs emploi du temps sont possibles). L’horizon de temps est habituellement
une journée ou une semaine que l’on découpe en courtes périodes de temps. Les agents
travaillent ensuite selon des horaires prédéfinis, selon des contraintes légales (temps plein
ou temps partiel, pauses déjeuner). L’assemblage des différents emplois du temps couvre
complètement l’horizon de planification.

Le modèle de dimensionnement est basé sur une approche utilisant les formules d’Er-
lang en considérant l’approximation SIPP (Stationary Independent Period-by-Period).
Les approches Erlang-C (en ignorant les abandons de clients dans la file d’attente) et
Erlang-A (modèle étendu incluant une probabilité d’abandon) s’intègrent dans notre for-
mulation de problème. Erlang-A propose une meilleure représentation de la réalité. La
qualité de service est définie dans cette thèse par un temps moyen d’attente EWT (Ex-
pected Waiting Time) limité. Une valeur maximum de EWT à ne pas dépasser est fixée :
c’est la mesure d’évaluation de performance. Une autre mesure largement utilisée, le TSF
(Telephone Service Factor), définit une proportion d’appels devant être servis en moins
d’une certaine durée fixée. Ces deux mesures ont des limitations et le choix de l’une
d’entre elles n’est pas évident. L’EWT ne donne pas d’information sur la variabilité des
temps d’attente alors que le TSF ne renseigne pas sur les temps d’attente effectifs. Une
combinaison de ces deux mesures serait intéressante à considérer mais sans nul doute très
complexe à calculer.

Les temps d’arrivées dans le système de file d’attente sont supposés être sujet à incer-
titude pour répondre à une des difficultés principales du problème de dimensionnement
de personnel. Les taux d’arrivées moyens sont modélisés par des variables aléatoires à loi
de probabilité normale. Les moyennes et variances sont connues.

Le problème de planification est modélisé selon un problème d’optimisation à contrainte
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en probabilité jointe. Sous incertitude, les contraintes en probabilité caractérisent le
risque maximum autorisé de ne pas déterminer les bonnes valeurs de nombres d’agents
requis. Les contraintes sont définies avec une probabilité jointe plutôt que des probabi-
lités individuelles dans le but de garantir un niveau de service défini sur l’ensemble de
l’horizon de temps.

Cette formulation permet de considérer un niveau de risque global au lieu de le définir
période par période. Nous avons choisi cette approche pour plusieurs raisons. D’une
part, dans le cadre de l’application à un problème réel, il est plus aisé pour un responsable
de définir un niveau de risque sur une journée ou une semaine plutôt qu’évaluer des
valeurs pour chaque courte période de temps (en général :5 minutes, 30 minutes ou 60

minutes). De plus, cette formulation permet d’avoir une valeur de niveau de service
garantie sur toutes les périodes. Pour finir, notre approche propose de répartir le risque
sur les périodes et d’optimiser cette distribution dans la formulation même du problème
d’optimisation. Cette approche permet d’avoir une solution encore plus minimisée.

Approches d’optimisation stochastique des problèmes joints

Plusieurs approches d’optimisation stochastiques sont proposées afin de modéliser le pro-
blème caractérisé dans la partie précédente.

Le premier modèle considère le problème en deux étapes : les besoins en agents sont
calculés dans une étape de dimensionnement et la planification est ensuite établie par
une étape d’optimisation stochastique. Les valeurs de besoins en agents sont déterminées
notamment à partir des valeurs de taux d’arrivées, qui sont des variables aléatoires. Par
conséquent, ces besoins sont des variables aléatoires. Nous supposons qu’elles suivent des
lois de probabilité normales indépendantes.

Le deuxième modèle décrit le problème en une étape : les problèmes de dimensionne-
ment et planification sont résolus ensemble et formulés en un problème d’optimisation.
Cette approche est introduite dans le but de fournir une formulation unique, simple et
rapide à résoudre, et permettant de réduire les approximations faites entre les deux pro-
blèmes. Cette modélisation générale est moins précise que l’emploi de simulations sur
données réelles mais propose des outils génériques qui sont facilement adaptables. Au
sein des approches par modélisation, notre modèle à l’avantage d’être construit pour ré-
duire les différentes approximations induites par la modélisation et proposer des solutions
plus proches de la réalité.
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Afin d’aboutir à des formulations en problèmes déterministes linéaires mixtes ré-
solubles, la contrainte en probabilités des problèmes stochastiques est reformulée en
contraintes en probabilités individuelles. Le niveau de risque pour chacune des contraintes
engendrées est une proportion du niveau de risque global défini sur la contrainte en pro-
babilité jointe. Ces proportions sont dynamiquement allouées. En effet, au lieu de définir
la répartition du risque avant de résoudre le problème d’optimisation, la proportion du
risque à chacune des périodes est définie par une variable à optimiser que l’on introduit
dans la formulation. Cela permet donc de proposer une gestion du risque dynamique qui
finalement mène à une solution finale moins coûteuse. Pour finir, les formulations déter-
ministes résolubles sont obtenues par linéarisations par morceaux de fonctions continues
convexes. Nous obtenons une borne inférieure et une borne supérieure de la solution op-
timale.

À notre connaissance, les approches déjà publiées s’appuient sur la discrétisation de
la loi de probabilité (ou bien considèrent une loi discrète) de manière à faciliter la mo-
délisation du problème d’optimisation. Dans cette thèse, en opposition aux approches
standards, la modélisation est dictée par l’idée de maintenir une formulation à variables
continues.

D’une part, les taux d’arrivées moyens sont supposés suivre des lois continues avec
moyennes et variances connues. Les applications sont données pour la loi normale, mais
la modélisation reste valable pour d’autres lois (Gamma par exemple). Le fait de consi-
dérer une loi de probabilité à variable discrète est privilégié dans les approches existantes
pour obtenir une modélisation et une résolution plus simple du problème. En revanche,
la solution des approches basées sur la discrétisation de ces lois donnent un estimateur
biaisé de la solution juste (Robbins and Harrison [20:0]). De fait, nous avons décidé
de conserver l’idée des variables continues tout au long du processus de modélisation
jusqu’au problème linéaire final résoluble.

D’autre part, les formules d’Erlang fournissent des relations afin de calculer le EWT
(Expected Waiting Time) en fonction de taux d’arrivées, taux de service et number
d’agents (ou nombre de serveurs). Dans notre problème, la valeur de EWT est impo-
sée et fixe. De fait, pour des valeurs de taux d’arrivées et de service donnés, un nombre
entier d’agents ne garantit pas d’atteindre exactement le temps moyen EWT imposé.
Nous proposons alors d’introduire une relation continue entre les paramètres que le mo-
dèle d’Erlang ne possède pas. Cette relation permet de déterminer des valeurs réelles de
nombres d’agents requis pour atteindre exactement le EWT fixé au lieu de ne considérer
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qu’une borne inférieure.

Pour finir, les fonctions impliquées dans la formulation de contrainte en probabilité
jointe sont linéarisées, afin de toujours conserver l’idée de continuité. La solution finale
nous donner des valeurs entières d’agents, même si les membres droits des contraintes
sont des variables réelles.

La considération de fonctions continues dans le côté droit des contraintes, alors même
que les nombres d’agents de la solution finale sont entiers, est intéressante car nous in-
cluons dans la modélisation une répartition dynamique du risque entre les périodes, et
donc entre les contraintes. En effet, il est possible de diminuer le risque sur certaines
périodes en faisant varier les valeurs réelles du membre droit tout en conservant la même
valeur entière dans la solution finale. Cela permet alors d’augmenter le risque sur d’autres
périodes, sur lesquelles ce changement engendre une diminution du nombre d’agents pla-
nifiées et donc une diminution du coût de la solution. Notre approche fournit finalement
un problème linéaire mixte dont la solution représente des nombres entiers représentant
des nombres d’agents. En revanche, il aurait également été possible de proposer une solu-
tion en valeurs réelles pour répondre à des problématiques similaires : dans une situation
où le temps disponible d’un agent serait considéré comme variable plutôt que l’agent
lui-même, nous pourrions allouer des portions du temps total.

En résumé, nous veillons à obtenir une grande flexibilité dans le processus d’optimi-
sation en considérant un niveau de risque global, réparti de manière dynamique, et des
relations continues, afin de réduire le coût de la solution finale par rapport à d’autres
approches tout en garantissant un temps de calcul limité (de l’ordre de la seconde).

Élaboration d’autres approches stochastiques et comparaisons

L’approche présentée précédent est basée sur plusieurs idées assemblées pour formuler
le problème. Nous avons proposé une formulation des problèmes de dimensionnement
et planification en une seule étape avec un problème d’optimisation en contrainte en
probabilité jointe, une distribution dynamique du risque sur les périodes et une relation
continue permettant de manipuler des nombres d’agents en valeurs réelles. Nous avons
alors cherché à confronter nos modèles avec des modèles plus simples, en relâchant une
à une ces idées.

Dans un premier temps, nous avons cherché à valider l’intérêt de la modélisation de
l’incertitude en comparant les solutions apportées par notre modèle avec les solutions
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de modèles classiques de la littérature : une approche déterministe, une approche en
contraintes en probabilités individuelles, et une approche en contrainte en probabilité
jointe avec une distribution du risque prédéfinie. Ces modèles ont rapidement montré
leurs limites en terme de robustesse et qualité de solution. En effet, l’approche proposée
dans cette thèse mène aux solutions les moins chères parmi les solutions satisfaisant les
contraintes imposées.

Les modèles en une étape et en deux étapes présentés précédemment ont également
été comparés afin de vérifier l’intérêt des efforts computatifs engagés pour établir le mo-
dèle en une étape. Les simulations effectuées montrent que le modèle en une étape est
plus précis et plus robuste que le modèle en deux étapes. Ces deux modèles restent plus
performants que les modèles classiques de la littérature.

Dans un deuxième temps, nous avons établi une approche avec contrainte en proba-
bilité jointe et répartition dynamique du risque en considérant les variables aléatoires des
nombres d’agents comme variables entières. Cette approche modifie la relation entre les
paramètres de la file d’attente, ainsi que la méthode de modélisation du problème d’op-
timisation, qui est plus lourde. Finalement, en plus d’avoir un temps d’exécution plus
élevé, les solutions de cette méthode sont plus coûteuses que les solutions données par
l’approche stochastique continue. L’idée de considérer des variables continues à l’inté-
rieur du problème procure dont un réel avantage.

Ces différentes comparaisons ont contribué à valider l’intérêt des approches stochas-
tiques proposées dans cette thèse. Les choix de modélisation et les différentes formu-
lations ont montré que nous proposons des problèmes d’optimisation finaux rapides à
résoudre, fournissant des solutions satisfaisantes en terme de respect des contraintes, tout
en réduisant le coût par rapport à d’autres approches.

Extension des modèles

L’approche stochastique établie précédemment invite à évaluer plusieurs perspectives pos-
sibles. Nous nous sommes focalisés sur quelques unes.

D’une part, la modélisation d’Erlang-C est ré-évaluée. En effet, ce modèle simple
permet d’avoir des expressions mathématiques manipulables mais est limité. En parti-
culier, les formules d’Erlang-C sont contraintes par la stabilité théorique du système.
Or, lorsque le système est surchargé, la file d’attente n’est plus stable et ces formules ne
peuvent plus être appliquées. De plus, la modélisation de la file M/M/c est standard mais
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limite l’adéquation du modèle avec la réalité. Erlang-A permet de résoudre ces défauts :
en premier lieu, le système qui prend en compte les abandons de client présente une file
stable (montré dans Green et al. [2007]). En second lieu, l’abandon des clients est un
aspect important de la gestion opérationnelle de systèmes de files d’attente et affecte si-
gnificativement la qualité de service par plusieurs aspects (voir Mandelbaum and Zeltyn
[2007]). En revanche, les formules d’Erlang-A sont mathématiquement beaucoup plus
compliquées à manipuler et longues à calculer que pour Erlang-C. Nous évaluons alors
la robustesse de notre approche face au changement de modèle de file d’attente et mon-
trons que le problème reste résoluble en temps très réduit. De plus, grâce à la stabilité de
la file d’attente définie avec abandon, l’écart entre les bornes inférieure et supérieure de
la solution peut être fortement réduit.

D’autre part, la modélisation de l’incertitude est étendue. En effet, les taux d’arrivées
à chaque période sont considérés comme indépendants. Ces périodes sont introduites par
l’approximation SIPP (Stationary Independent Period-by-Period), nécessaire pour pou-
voir utiliser les résultats sur les files d’attentes. Ces périodes couvrent en général une
journée, pendant laquelle les nombres d’appels à différents moments de la journée ne
sont en fait par indépendants, comme stipulé dans Avramidis et al. [2004] : une corréla-
tion positive existe entre différentes périodes d’une journée. Lorsqu’un période est très
chargée, les autres périodes de la journées ont tendance à l’être également et vice-versa.

Nous proposons d’introduire un busyness factor aléatoire permettant de définir la
charge aléatoire sur la journée : il représente la dépendance entre les périodes. Les va-
riables aléatoires corrélées deviennent une combinaison du taux d’arrivées aléatoire et de
la charge journalière aléatoire.

L’approche stochastique présentée précédemment est partiellement introduite dans
ce problème, mais de nombreuses reformulations et linéarisations sont nécessaires pour
obtenir finalement un problème non linéaire mixte. Une approche d’optimisation en
deux étapes est proposés pour manipuler un problème complètement linéaire.

Une autre approche de l’incertitude : l’optimisation distributionally
robust

Nous présentons également dans cette thèse la modélisation des problèmes de dimen-
sionnement et planification par une représentation différente de l’incertitude, basée sur
l’optimisation distributionally robust. Très peu d’approches ont été trouvées dans la litté-
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rature existante pour ces problèmes.

Pour cette approche, les lois de probabilités des taux d’arrivées moyens à chacune des
périodes sont considérés comme inconnues. Si nous ne connaissons pas ces lois, nous
supposons en revanche les moyennes et variances connues. Nous cherchons ici à optimi-
ser le coût de la main d’œuvre avec la condition que les taux d’arrivées sont des variables
aléatoires suivant des lois de probabilités inconnues. Par conséquent, le problème d’opti-
misation consiste à minimiser le coût pour toutes les lois de probabilités possibles ayant
les moyennes et variances données. Cela signifie alors optimiser le problème pour la loi la
plus défavorable de cette famille. Ce problème est formulé en deux étapes. Les formules
d’Erlang-C sont utilisées dans la première partie, mais Erlang-A reste également valable.

Le même raisonnement utilisé pour la formulation d’optimisation stochastique guide
notre modélisation : nous considérons un problème d’optimisation à contrainte en pro-
babilité jointe dans le but de considérer le risque sur une échelle globale. La contrainte
en probabilité jointe est ensuite séparée en plusieurs contraintes individuelles en expri-
mant les différentes fonctions de répartition et en distribuant le risque sur les périodes à
l’aide de variables de décision. Encore une fois, le niveau de risque est réparti durant le
processus d’optimisation dans le problème final ce qui mène à une solution à coût moins
élevé qu’une répartition préalable.

La reformulation des contraintes du problème distributionally robust permet alors
d’obtenir un problème déterministe équivalent. En mettant en avant les propriétés de
convexité des membres droits des inégalités des contraintes, nous proposons des approxi-
mations linéaires par morceaux (tangentielles et sécantes) pour obtenir une borne infé-
rieure et une borne supérieure de la solution optimale. L’écart entre ces bornes peut être
très significativement réduit tout en conservant de faibles temps de calculs.

Cette approche, de part l’hypothèse initiale, est manifestement plus conservative que
l’approche stochastique mais montre bien son intérêt dans le cas ou la nature de la loi
des taux d’arrivées n’est pas certaine. En effet, dans le cas où une mauvaise décision
serait prise sur le choix de la loi de probabilité, les solutions obtenues par l’approche
d’optimisation stochastique ne sont pas satisfaisantes.

Perspectives

Les travaux présentés dans cette thèse invitent à plusieurs extensions très intéressantes
pour des recherches futures. Quelques perspectives sont proposées.
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D’une part, il est possible d’améliorer les travaux proposés dans le mémoire. En effet,
quelques résultats mathématiques complexes pourraient permettre d’étendre les démons-
trations. Enrichir les hypothèses choisies pour le modèle distributionally robust pourrait
permettre de proposer une modélisation plus précise de la réalité. De plus, effectuer des
simulations supplémentaires permettraient de préciser les qualités et les limites d’utili-
sation des modèles. Il serait alors intéressant de confronter nos modèles à des problé-
matiques d’autres domaines. Pour finir, des simulations numériques seraient utile pour
évaluer la qualité de l’approche incluant la corrélation des variables aléatoires.

D’autre part, les travaux présentés ici peuvent être utilisés pour comparer avec ou
étendre à d’autres approches. Ils pourraient être comparés à d’autres formulations d’opti-
misation stochastique, comme par exemple une approche basée sur un coût de pénalité.
Cette comparaison est néanmoins complexe étant données les considérations très diffé-
rentes de l’approche en contraintes en probabilité et l’approche par pénalité. D’autres
modèles de files d’attente peuvent également être considérés dans les problèmes. Ces mo-
dèles rendent rapidement l’approche d’optimisation très complexe et un réel travail est
nécessaire pour les adapter.
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