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Résumé : Cette these a pour objectif le
développement d’'une méthode de pré-
dimensionnement des systemes mécatroniques
prenant en compte [’aspect vibratoire sans
passer par des techniques de conception
colteuses en temps de calculs et de mise en
ceuvre, telles que la CAO 3D et la méthode des
éléments finis.

Dans la phase amont de choix d’architecture du
processus de conception des  systemes
mécatroniques, des modéles analytiques simples
sont nécessaires a I’architecte du systéme
mécatronique afin de lui permettre de faire des
choix d’architecture prenant en compte les
contraintes multi-physiques, notamment les
vibrations. Dans ce but, une bibliotheque de
modeles analytiques d’éléments mécaniques
flexibles simples a été développée dans cette
thése en utilisant le langage de modélisation
Modelica. Pour démontrer les possibilités de

vibration,

cette approche, une étude des réponses
vibratoires de certains systemes mécatroniques
a eté réalisée. Cette approche de pré-
dimensionnement a ainsi été appliquée dans un
premier temps a un systeme mécatronique
simple formé d’une plaque rectangulaire
supportant des composants tels que des moteurs
et des cartes électroniques, puis dans un second
temps a une éolienne représentant un systéme
mécatronique complet.

Les résultats obtenus lors des simulations ont
été comparés avec ceux obtenus par la méthode
des éléments finis ainsi qu’avec les résultats
d’études  présentes dans la littérature
scientifique. Ces simulations nous ont permis de
prouver que les modéles compacts développés
fournissent a  D’architecte du  systéme
mécatronique des résultats trés précis avec un
besoin en ressources informatiques faibles.

Title : Contribution to the development of compact analytical models for vibration analysis of

mechatronic systems (en englais)
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Abstract: This thesis focuses on the
development of a method for the preliminary
design of mechatronic systems, taking into
account the vibratory aspect, without going
through costly design techniques, such as 3D
CAD and finite element method. In an early
stage of the design process of mechatronic
systems, simple analytical models are
necessary to the architect engineer in
Mechatronics, for important conceptual
decisions related to multi-physics coupling and
vibration. For this purpose, a library of flexible
elements, based on analytical models, was
developed in this thesis, using the Modelica
modeling language. To demonstrate the
possibilities of this approach, we conducted a
study of the vibration response of some
mechatronic systems. Therefore, the pre-sizing

approach was applied in a first phase to a
simple mechatronic system,

formed with a rectangular plate supporting
electrical components such as electric motors
and electronic cards, and in a second phase the
approach was applied to a wind turbine,
considered as a complete mechatronic system.
Simulation results were compared with the
finite elements method and other studies found
in the scientific literature. Simulation results
have enabled us to prove that the developed
compact models assist the mechatronic
architect to find results of simulation with an
important accuracy and a low computational
cost.
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Introduction générale

1 Contexte de la thése

Ces travaux de recherche ont été réalisés dans le cadre d’un projet proposé par le
laboratoire Quartz de Supméca dont ’objectif est de proposer une méthodologie de
pré-dimensionnement des systémes mécatroniques prenant en compte les contraintes
multi-physiques (thermique, vibration, électromagnétique).

Dans nos jours, le développement des systémes mécatroniques crée une révolution
pour le monde industriel. En effet, dans notre vie quotidienne, la majorité des sys-
témes qu’on exploite sont des systémes mécatroniques (automobile, ordinateur, lave-
vaisselle,...).

Un systéme mécatronique est un systéme hétérogéne couplant des sous-systémes et
des différents phénomeénes issus de divers secteurs d’ingénierie : thermique, automa-
tique, électrique, etc. La mécatronique a bouleversé la conception, des méthodologies
différentes et des outils de conception ont été développés pour la modélisation des
systémes mécatroniques en tenant compte de I'aspect multidisciplinaire. Ces métho-
dologies visent a améliorer les performances des produits mécatroniques et réduire le
cott et le temps nécessaires pour étre livrés au client.

L’intégration entre 1’électronique et la mécanique a pour résultat de faire interagir
divers phénoménes physiques et par la suite des couplages entre : structure, vibra-
tion, thermique, électromagnétique, etc. Pour résoudre le probléme et simuler les
phénoménes physiques, des efforts supplémentaires sont ainsi indispensables dés les
premiéres phases de conception d’'un produit mécatronique afin de modéliser I'in-
teraction et reconnaitre les grandeurs physiques communes aux phénomeénes. Dans
ce cadre, le pré-dimensionnement des systémes mécatroniques, en analysant les in-
teractions entre les composants tout en tenant compte des phénomeénes vibratoires,
constitue une phase essentielle du cycle de développement du produit mécatronique.

La vibration peut étre vue comme un phénomeéne périodique d’oscillation autour
d’une position de repos. Des phénoménes comme le courant alternatif, les sons et les
mouvements des pendules entrent dans cette définition et peuvent étre désignés sous
le terme vibration. Dans ce travail de recherche, nous nous limiterons a étudier les
vibrations dans les structures qui sont qualifiées souvent des vibrations mécaniques

XV
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en se limitant aux petites oscillations.

2 Problématique de la thése

Les systémes mécatroniques doivent faire face a différentes contraintes physiques
telles que la température, la vibration et les chocs qui sont en lien directe avec la fiabi-
lité du systéme. Par conséquent, des contraintes supplémentaires de conception sont
a tenir en compte dés le début de conception pour garantir I'intégration physique.
Ainsi, nous nous sommes intéressés a la phase de pré-dimensionnement en tenant
compte de 'aspect vibratoire.

Quand les structures sont soumises a des sollicitations dynamiques engendrées par
des forces, il peut se produire des phénoménes vibratoires qui sont considérés sou-
vent comme perturbateurs, génants ou méme dangereux. Ils sont la cause d’usure, de
bruits et de fatigue des composants, machines et appareils. Par conséquent, ils sont
responsables de I'abaissement de performances et d’efficacité des équipements [66].

Une structure performante est une structure légére néanmoins, une structure légeére
est une structure souple. L’augmentation de la souplesse des structures a pour résul-
tat que la détermination précise des caractéristiques vibratoires soit d’une importance
fondamentale.

En conception mécatronique, la majorité des structures complexes sont formées par
des éléments structuraux de topologie relativement simple telles que les poutres, les
plaques et les coques. Aujourd’hui, 'approche la plus utilisée pour la modélisation du
comportement vibratoire de ces structures est la méthode des éléments finis. Cette
méthode est efficace, cependant, elle est trés cotiteuse en temps de calcul et en espace
mémoire. Elle ne permet pas aussi de faire une analyse de tout le systéme méca-
tronique, vu le grand nombre de composants & intégrer, mais aussi vue la nécessité
d’intégrer des fonctionnalités comme le controle, difficile & modéliser en EF.

Le dimensionnement préliminaire des systémes mécatroniques par contre, ne nécessite
pas des modéles fins de calcul ou une grande quantité de données qui sont encom-
brants & construire et a entretenir, notamment dans le cas d’un systéme mécatronique.
Pour cela, on va se baser sur I’approche de modélisation analytique pour définir des
composants compacts connectables pour ’analyse vibratoire des systémes mécatro-
niques.

3 Objectifs de cette thése

Actuellement, un accent important est mis sur le développement et la mise en
oeuvre des méthodes numériques pour simuler les phénoménes physiques. Malheu-
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reusement, la connaissance des vibrations dans la conception mécatronique préli-
minaire est rarement considérée comme essentiel. Tant d’études de vibrations sont
effectuées qu’aprés la fabrication des systémes. L’objectif principal de cette thése
est de contribuer au développement d’une méthodologie de prédimensionnement des
systémes mécatroniques en tenant compte de la contrainte vibratoire sans utiliser les
techniques de conception détaillée tel que la CAO 3D et la méthode des éléments finis.

Cette étude portera sur la phase de prédimensionnement d’un systéme mécatronique
afin de vérifier que la conception choisie est en conformité avec les exigences du sys-
téme et qu’elle permet de minimiser les risques de nouvelle phase de conception. En
effet, dans cette étape, les ingénieurs déterminent les principales solutions en fonction
des besoins des utilisateurs. Les choix effectués dans cette phase vont guider toutes
les activités de conception au cours des phases de conception détaillée.

Nous avons développé une bibliothéque des éléments flexibles basés sur des méthodes
analytiques dans Modelica/Dymola, destinée & modéliser un systéme mécatronique
en tenant compte de ’aspect vibratoire. Les modéles analytiques qu’on a développés
ont été collectés a partir d’une exploration fine de la littérature pour extraire et tester
les modéles compacts utilisables en pré-dimensionnement mécatronique. Ces modéles
compacts laissent prévoir une précision importante pour un faible coit de calcul. En
se basant sur ces modéles, nous avons étudié la réponse vibratoire de certains sys-
témes mécatroniques. En effet, dans un stade précoce du processus de conception, des
modéles simples sont nécessaires pour faire des décisions conceptuelles importantes.
Ultérieurement, les modéles doivent étre plus détaillés pour enquéter sur certains
phénoménes en profondeur. La relation avec certains paramétres physiques est donc
nécessaire.

Dans cette thése, nous avons adopté la technique de modélisation orientée objet qui
peut aider le concepteur & prendre des décisions appropriées lors de la conception et
créer plus d’idées dans la physique de 'objet a modéliser. Les concepteurs peuvent
ainsi maitriser certains objectifs de modélisation comme la rapidité de la simulation
qui est trés intéressante pour explorer 1’espace de solutions d’une maniére la plus
interactive possible.

Pour répondre aux objectifs de cette thése, ce mémoire est constitué de quatre cha-
pitres qui sont les suivants :

Le premier chapitre est essentiellement une étude bibliographique sur la concep-
tion mécatronique. D’abord, nous avons présenté les différentes notions de la méca-
tronique. Ensuite, nous avons abordé le processus de conception des systémes méca-
troniques en mettant 'accent sur la phase de prédimensionnement. Quelques langages
de modélisation et de simulation des systémes mécatroniques sont par la suite pré-
sentés. Puis, nous avons abordé quelques enjeux liés & la conception mécatronique.
Enfin, nous avons présenté un exemple typique de systémes mécatroniques qui est
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I’éolienne. En effet, nous dressons un état de I'art sur les différents travaux qui sont
proches de notre problématique.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation de la base théorique de déve-
loppement des modéles analytiques sur laquelle s’est appuyée la création des modéles
compacts. La structuration de ce chapitre est la suivante : d’abord, nous présentons
le modéle analytique de vibration du systéme masse-ressort-amortisseur. Puis, nous
détaillons le modéle analytique de vibrations d’une plaque mince soumise a des char-
gements dynamiques. Ensuite, nous développons les modeéles analytiques de vibration
de flexion des poutres (poutre encastrée avec une masse a l'extrémité, poutre en ro-
tation). Enfin, nous présentons les modéles théoriques de vibrations des arbres en
torsion (arbre libre-libre, arbre libre d’un c¢6té et muni d’un disque rigide de lautre
cOté).

Dans le troisiéme chapitre, nous présenterons I'implémentation des modéles ana-
lytiques développés dans Modelica/Dymola. Ce chapitre portera aussi sur 1'appli-
cation de la méthode sur un exemple de systéme mécatronique, celui d’une plaque
flexible simplement appuyée, comportant des composants électriques de type moteurs
et cartes électroniques. Les différents résultats obtenus sont validés par des compa-

raisons avec ceux obtenus par le logiciel de calcul et d’analyse par la méthode des
éléments finis ANSYS.

Le quatriéme chapitre est consacré a 'application de notre approche de prédimen-
sionnement au cas d’un systéme mécatronique typique qui est I'éolienne. Pour la
validation, nous avons mené une étude comparative entre les résultats fournis par nos
modéles analytiques et ceux fournis par la méthode d’éléments finis et une biblio-
théque d’éléments flexibles dans Dymola (FlezibleBodies). Nos résultats sont égale-
ment comparés avec quelques résultats trouvés dans la littérature.

Nous terminons cette rédaction par une conclusion générale qui rappelle les objectifs
de la thése et les résultats atteints ainsi que quelques perspectives qui représentent
les limites de la méthode et les améliorations qui peuvent étre effectuées.
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1 Etude bibliographique

1.1 Introduction

Le premier chapitre a pour objet I’é¢tablissement du cadre général de nos travaux.
Ce chapitre est structuré comme suit : D’abord, nous définissons les différentes no-
tions des systémes mécatroniques. Puis, les méthodes de conception mécatronique
sont abordées avec leurs différentes étapes. Nous nous focalisons plus a la phase de
conception préliminaire, en mettant ’accent sur les aspects qui peuvent étre en re-
lation avec nos travaux. Quelques langages de modélisation/simulation des systémes
sont aussi présentés. Ainsi, ce chapitre nous permettra par la suite d’exposer les
sources de complexité liées a la modélisation des systémes mécatroniques. Un intérét
particulier est donné a ’aspect vibratoire des systémes mécatroniques et les différentes
méthodes permettant de les étudier. Enfin, nous terminerons par la présentation d’un
exemple typique de systéme mécatronique qui est 1’éolienne en mettant ’accent sur
les différentes méthodes de modélisation permettant d’étudier sa réponse vibratoire et
en s’intéressant aux principaux travaux qui se rapprochent de notre problématique.
Cet exemple va nous servir dans le chapitre quatre pour une illustration de notre
approche de dimensionnement.

1.2 Généralité sur la conception mécatronique

1.2.1 Qu’est-ce que un systéme mécatronique ?

Le terme mechatronics est une concaténation des mots mechanics et electronics,
a été inventé par 'ingénieur Japonais Tetsuro MORI de la société japonaise Yaskawa
Electric Corporation en 1969 [L0]|. Sa signification n’a cessé d’évoluer au cours du
temps. Par ailleurs, de nombreuses définitions ont été proposées pour la mécatro-
nique, parmi lesquelles, nous pouvons citer :
- La définition du journal «International Mechatronics», parue pour la premiére fois
en 1991 : «Mechatronics in its fundamental form can be regarded as the fusion of
mechanical and electrical disciplines in modern engineering process. It is a relatively
new concept to the design of systems, devices and products armed at achieving an
optimal balance between basic mechanical structures and its overall control» |22 ;
- Encore, la définition choisie par le IFAC «Technical Committee on Mechatronic
Systemsy fondé en 2000 : «Many technical processes and products in the area of me-
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chanics with electronics and information processing. This integration is between the
components (hardware) and the information-driven function (software), resulting in
integrated systems called mechatronic systemy [47);

- La définition du journal «International IEEE Transactions on Mechatronics», créée
en 1996 : « Mechatronics is the synergetic combination of mechanical engineering with
electronics and intelligent computer control in the design and manufacturing of in-
dustrial products and process» [21], [60];

- En novembre 2008, la définition publiée par la norme francaise dédiée a la méca-
tronique NF E01-010. La mécatronique est définie notamment par : «Une démarche
wvisant intégration en synergie de la mécanique, [’électronique, [’automatique et [’in-
formatique dans la conception et la fabrication d’un produit en vue d’augmenter et/ou
d’optimiser sa fonctionnalitéy [91].

Toutes ces différentes définitions tentent a4 mettre ’accent sur les aspects importants
de la mécatronique :

- Conception optimale : implique qu’une meilleure solution en termes de performance
ou de prix est recherchée.

- La synergique : implique qu’une telle solution n’est pas recherchée d’une maniére
séquentielle ot chaque domaine est optimisé en soi méme, mais des solutions dans
tous les domaines sont recherchées simultanément. En effet, les différents acteurs de la
conception nécessitent de communiquer entre eux afin de mettre en place un modéle
commun tout en évitant les problémes d’interfacage entre les différentes parties du
systeme.

- La pluridisciplinarité : le systéme mécatronique est le lieu d’intégration de plusieurs
disciplines. Il intégre les connaissances théoriques de la mécanique, de ’électrique et
de l'informatique afin de réaliser des nouvelles fonctionnalités du produit. La figure
illustre le concept générale de la mécatronique.

Modélisation
@, systémes

Mécanique

Capteurs

Electronique

Controle

|Simulation Micro-

controleurs

FIGURE 1.1 — La mécatronique est pluridisciplinaire 48]
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D’une facon générale,un systéme mécatronique est un systéme complexe grace a
son nombre de composants, son aspect multi-physique, et les couplages mis en jeu .
Il est important donc de définir les besoins nécessaires pour concevoir au mieux un

tel systéme.

1.2.2 Les applications de la mécatronique

La mécatronique est trés commune dans notre vie quotidienne (Lave-vaisselle, ma-
chine a café...) ainsi que dans 'industrie (machine-outil, chaine d’assemblage...). En
plus, elle affecte de nombreuses applications dans divers domaines tels que le trans-
port, le médical et les systémes automobiles. Un bref apergu sur quelques applications
des systémes mécatroniques est présenté dans la figure [I.2]

Loisirs :
-Lecteur CD
-Robot jouet
-Caméscope

Vie guotidienne :

-Machine a café

Machine & laver
-Lave-vaisselle

Médecine :
-Robot de chirurgie
- Muni invasive
-Prothése bionique
- Simulateur
d’accouchement

Systémes
Meécatronigues

Fabrication :
-Machine-outil
- Chaine d’assemblage

N

Transport
- Avion
- Automobile
- Simulateur d’avion

Recherche spatiale
-Robot d’exploitation
satellite

FIGURE 1.2 — Les différents secteurs d’application des systémes mécatroniques [54]
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1.2.3 Meéthodologie de la conception mécatronique

Les systémes mécatroniques deviennent de plus en plus complexes et de plus en
plus riche en fonctionnalités. Un tel systéme doit satisfaire aux exigences du marché
(cotit réduit, qualité accrue, miniaturisation et intégration, délais de conception et de
fabrication réduit, maintenance plus aisée, recyclage, mondialisation des marchés...).
Par conséquent, la méthodologie ancienne de conception des systémes mécatroniques
(le systéme est divisé en ensemble de sous systémes homogénes suivant les disciplines,
les interactions sont réduites...) n’est plus alors rentable et la maitrise du cycle de vie
d’un produit mécatronique devient impératif [68].

L’approche actuelle de conception des systémes mécatroniques tente a créer un en-
vironnement intégré, permettant d’assurer le compromis entre I'ingénierie systéme et
la modélisation multi-domaines (vibratoire, thermique, aérodynamique, crash, etc.).
Elle doit tenir compte de plusieurs contraintes [34], [37], [38]. Par ailleurs, cette ap-
proche implique qu’il est important que le systéme soit concu comme un ensemble
autant que possible, cela exige une approche systémique pour le probléme de concep-
tion.

Un aspect important de systémes mécatroniques est que la synergie réalisée par
une combinaison intelligente d’un systéme mécanique et de son systéme de controle
conduit a des solutions et des performances supérieures qui ne pourraient pas étre
obtenues par des solutions dans un seul domaine, vue que le systéme de commande
intégré est souvent réalisé dans un logiciel [52]. Le systéme final sera flexible du faite
de la possibilité d’étre ajusté pour différentes taches.

Afin de mettre en oeuvre une approche basée sur la conception intégrée deux
types de problémes doivent étre considérés. L’un revient au processus de conception
et 'autre revient aux outils de simulation. Selon G. Pahl et Al. [73|, le processus de
conception d’un systéme mécatronique est formé au moins par les phases suivantes :
Identification du besoin du client, analyse du probléme, définition des spécifications du
produit, développement conceptuelle, conception de forme, conception préliminaire,
conception détaillée, conception de ’assemblage, analyse de cycle de vie et validation.

La vie d'un produit mécatronique, depuis I’étape de spécifications jusqu’a ’étape
de destruction, peut étre décrite selon un cycle [1]. Parmi les cycles de vie les plus
connus, nous pouvons citer : le cycle en V (figurdl.3)), le cycle en spirale (figure
et le cycle en cascade (figure .

Le cycle de conception en V a été développé suite aux problémes de réactivité du
modéle en cascade. Le cycle de vie en V est formé par deux branches : Les phases
de la partie descendante (Top-Down), correspondent aux phases de spécification et
conception alors que les phases de la partie ascendante (Bottom-Up) correspondent
aux taches d’intégration et de validation des différentes technologies. Il permet de
minimiser le retour aux étapes précédentes en cas d’anomalies.
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Besoin du

Maintenance
client

Validation

Spécifications

Conception Tests

d’'intégration

énérale . .
8 Intégration

et validation

Conception

Conception

Test unitaires

Réalisation

FIGURE 1.3 — Cycle en V de conception d’un systéme mécatronique

détaillée

Le cycle de vie en spirale (ﬁgur, a été défini par Barry W. Boehm en 1988 [11]. 11
reprend les diverses étapes du cycle en V. Le déroulement du cycle en spirale se fait
en quatre phases : il faut déterminer tout d’abord les objectifs, les alternatives et les
contraintes ensuite, analyser les risques et évaluer les alternatives puis, développer et
valider la solution retenue, enfin, planifier le cycle suivant. Le cycle en spirale met
I’accent sur la gestion du risque plus que le cycle en V.

Le cycle de vie en cascade a été développé en 1966. Il est décrit par une suc-
cession d’étapes qui sont représentées dans la figure [I.5] Les phases sont effectuées
simplement les unes aprés les autres avec une possibilité de retour en arriére.

Généralement, le choix d’une méthode spécifique dépend de la nature de I'objet (pro-
duit) & concevoir : mécanique, électrique, mécatronique et une meilleure méthode de
conception est celle qui donne une bonne collaboration entre les différents domaines
et qui permet de découvrir les erreurs de conception au plus tot.

Ces différents cycles de vie utilisent des modéles ayant des niveaux de détails dif-
férents. Le probléme qui reste commun aux différentes méthodes de conception méca-
tronique est comment assurer 'intégration entre des modéles avec des niveaux d’abs-
tractions différents. Hammadi et Al utilisent la technologie des agents pour des
problémes de simulation mécatronique intégrant des modéles ayant plusieurs niveaux
d’abstraction, ce qui a permis de capturer les transformations entre les différents ni-
veaux d’abstraction en programmant des régles de transformation entre les modéles.

7
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FIGURE 1.4 — Cycle de vie en spirale d’un systéme mécatronique [11].
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En conclusion, les différentes méthodes sont formées principalement par les trois
grandes phases suivantes :

— La phase de préconception ou conception architecturale.
— La phase de conception détaillée.
— L’assemblage des composants congus.

1.2.4 Le prédimensionnement mécatronique

La phase de prédimensionnement est une phase cruciale du processus de concep-
tion. Elle aura lieu entre la phase d’analyse du besoin et la phase de conception
détaillée du produit. Elle est effectuée a partir d’un cahier de charges et différentes
spécifications et elle doit permettre de définir I'architecture du systéme et son para-
métrage |78|. Toujours dans cette perspective, un apergu rapide disponible trés tot,
permet de rendre facilement cohérentes les différentes spécifications afin de respecter
le cahier des charges [76]. La phase de prédimensionnement a I'avantage de limiter
les erreurs et les oublis.

La phase de prédimensionnement peut également étre connue comme une étude
conceptuelle ou conception architecturale [78]. Durant cette phase, le concept de
conception de haut niveau est créé, les données sont incertaines et les concepteurs
doivent faire beaucoup d’hypothéses et restreignent le champ de leurs études [72].
Des efforts méthodologiques importants sont donc nécessaires a ce niveau. Afin de
concevoir et valider le systéme mécatronique, le concepteur doit avoir plusieurs outils
logiciels de modélisation et de simulation.

Pour prédire au mieux le comportement d’un systéme mécatronique, la phase de
prédimensionnement nécessite alors la réalisation des modélisations et des simula-
tions représentatives et robustes du systéme global afin d’optimiser la recherche d’une
conception optimale [40], [41].

Le procédé technique de conception mécatronique peut étre résumé comme le montre
la figure La phase de prédimensionnement permet de créer un premier modele du
produit défini & partir d’'un nombre réduit de paramétres. Ce modéle sert & valider
les exigences de la phase de préconception au moyen des simulations. Ces simulations
doivent valider le fonctionnement et les performances du systéme suivant les diffé-
rentes spécifications [65].

D’une fagon générale, le comportement d’un systéme (performances, fonctionnement,
etc.) est régi par des effets physiques (mécaniques, thermiques, etc.). Il s’avére donc
important d’effectuer des simulations de comportement [39]. En effet, pendant cette
étape, le concepteur fait recours a des modéles multi-physiques afin de valider le
produit numériquement, pour lequel il nécessaire de représenter certains phénomeénes
physiques.
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FIGURE 1.6 — Processus de conception d’un systéme mécatronique [78].

Les méthodes qui traitent les problémes du comportement physique du modéle sont
généralement des méthodes de simulation de systémes dynamiques. Une loi de com-
portement physique se traduit par une expression mathématique qui vise & modéliser
le comportement d’un systéme par des lois empiriques.

Avoir une méthodologie permettant aux concepteurs de créer des modéles avec une
précision importante a pour résultat : 'amélioration du choix des idées initiales, réduc-
tion du temps de cycle de conception ainsi que la diminution du cotit de 'optimisation.

1.2.5 Les langages de modélisation/simulation systémes

Des outils de modélisation et d’analyse sont nécessaires pour aider le concepteur
mécatronique au cours de ces activités. Actuellement, il existe de nombreux outils
disponibles pour la modélisation des systémes mécatroniques. Quelques langages et
outils les plus employés sont ainsi présentés.

1.2.5.1 Modelica

Modelica est un langage orienté objet qui a été développé pour la modélisation et
la simulation des systémes multi-physiques [24], [25], |26]. La programmation orien-
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tée objet adoptée par Modelica, permet de faire un prototype rapide des systémes
complexes [18].

En utilisant Modelica, un systéme mécatronique peut étre décomposé en un ensemble
de sous-systémes, qui peuvent étre décrits et traités d’une maniére séparée et par la
suite rassemblés pour composer le systéme globale envisagé [67]. Cette analyse séquen-
tielle permet une orientation des données du modéle facilitant ainsi la compréhension
et la réutilisation des composants.

Le langage Modelica est causal (block) et acausal (ou non causal) : le modéle cau-
sal est déterminé par des connections de types signaux unidirectionnels tandis que
le modéle acausal contient des ports énergétiques. Pour ce dernier modéle, les ports
n’ont pas besoin d’étre définis comme entrées ou sorties et les équations décrivant
le comportement d’'un systéme sont écrites directement sans la nécessité de faire le
réordonnancent manuel des équations de systémes en termes d’affectation. La cau-
salité sera gérée automatiquement. Cette caractéristique ne figure pas dans d’autres
environnements de simulation tel qu’ un code écrit dans Matlab ou dans ’environne-
ment Simulink, ou les relations entre les variables d’entrées et de sorties doivent étre
définies avant les activités de modélisation [33].

Modelica est un langage multidisciplinaire. Cette caractéristique s’avére importante
du fait qu’il peut étre utile pour la modélisation et la simulation des systémes com-
plexes formés par plusieurs sous-systémes provenant de plusieurs domaines tels que
les systémes de I'aéronautique, 'automobile, etc.

Pour la compilation et la simulation du languge Modelica, les modéles écrits avec
Modelica demandent des outils logiciels. Plusieurs environnements sont actuellement
disponibles tels que Dymola, Open Modelica, Scilab-Xcos, etc. Ces environnements
exploitent les bibliothéques Modelica. Par exemple, Dymola (DYnamic MOdelling
LAboratory), comme tous les environnements de Modelica, permet une modélisation
et une simulation des systémes intégrés et complexes [29]. Il est utilisé par plusieurs
constructeurs automobiles allemands tels que BMW, Volkswagen et Audi, etc [77].
Le logiciel Dymola est caractérisé par les points suivants :
Une interface graphique trés conviviale ;
Une large utilisation dans le domaine de la mécatronique ;

— Permettre 'animation 3D ;

— Visualisation graphique des objets et des connexions;

— Aboutissement facile & la phase de modélisation structurelle.
Les modéles dans Modelica sont mathématiquement décrits par des équations différen-
tielles, algébriques et discrétes. Par contre, Modelica n’est pas destiné a la description
directe des équations aux dérivées partielles.
Modelica contient plusieurs bibliothéques dans différents domaines physiques telles
que la mécanique, I’électrique et la pneumatique, etc. Elle contient aussi une biblio-
théque des corps flexibles (FlezibleBodies).
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beam

frame_a —| |—frame_b

| S|

|
frame_mid

FIGURE 1.7 — L’icone du modeéle de la poutre flexible dans Dymola

La bibliothéque flexible de Dymola :

La bibliothéque des corps flexibles de Modelica FlexibleBodies Library est un paquet
commercial. Ce paquet fournit des modéles Modelica utilisant une description modale
afin de modéliser différents corps telles qu’une poutre flexible beam, plaque thermos-
élastique thermoelasticPlate et plaque annulaire annularPlate [44]. Cette bibliothéque
nous permet de construire des modéles combinant des structures flexibles et des corps
rigides. La figure (1.7)) représente l'icone de la poutre flexible dans Dymola.

Par exemple, I'élément beam existant dans la bibliothéque " Flexible Bodies" est
basé sur la théorie d’Euler-Bernouilli et Rayleigh-Bernouilli. Le modéle de la poutre
prend en compte la flexion dans deux plans, I'allongement et la torsion avec des condi-
tions aux limites arbitraires (libre, encastrée, etc.). Pour la description de la section
transversale, un menu supplémentaire offre des profils de sections transversales pré-
définis tels que poutre circulaire, rectangulaire et en 1.

Un menu de dialogue permet la définition des propriétés physiques et géométriques
d’une poutre flexible, isotrope et homogéne tels que les dimensions de la poutre (sec-
tion transversale et longueur), le module d’Young, la masse volumique et le module
de cisaillement, etc.

Les déformations de la poutre sont discrétisées par des modes propres qui peuvent
étre choisis en fonction des besoins des utilisateurs (figure [1.8)).

Le modéle de la poutre flexible utilise des connecteurs Frames qui appartiennent
a la bibliothéque Modelica. Mechanics. MultiBody. Ces connecteurs le rendent compa-
tibles avec les autres composants de la bibliothéque Modelica (les joints, les capteurs
et les forces, etc.). Par conséquent, il sera possible la création d’un systéme mécatro-
nique mélangeant des structures rigides et flexibles. En plus des Frames aux extré-
mités, la poutre contient un Frame supplémentaire & son milieu pour se connecter a
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BeamModeData bending_xy T |-
BeamModeData
Description

Data defining the modes of a beam with boundary conditions Free, Clamped or Supported
Boundary Conditions

atframe_a () Free @ Clamped () Supported *
atframe_b @ Free () Clamped () Supported *

o Clampad o Su ppor?ad :
..................... i
frame framme frame
Mode Mumbers
eigenModes - ¥ Ordinal numbers of eigen modes to be used (e.q. 1:5or {1,3,4})
damping - v Damping of eigen modes
[ OK ] I Info ‘ I Close

FIGURE 1.8 — Menu définissant les modes de la poutre

des charges externes.

Les connecteurs

Les connecteurs sont des classes spéciales dans Modelica décrivant la communi-
cation entre les classes des modéles en se basant sur des équations. Un connecteur
contient les variables d’un composant qui font partie d’une interface de communica-
tion. Dans le langage Modelica, la majorité des composants prédéfinis sont reliés par
des équations d’une maniére acausale, c’est a dire la direction du flux de données est
non définie. Les interfaces de connexion peuvent également étre établies d’une fagon
causale (la direction de flux de signal est prédéfinie a 1’aide des préfixes "input" et
"output").
Les connecteurs comportent deux types de variables : variables potentielles et va-
riables de flux. Les variables potentielles sont mises égales lorsque deux connecteurs
coincident alors que les variables de flux s’équilibrent & chaque point de connexion
selon la lot de Kirchhoff.

Le connecteur Frame est un objet central dans la bibliothéque MultiBody de Mo-
delica. Il est utilisé en tant que connecteur de type structure. Dans cette application,
ce connecteur décrit les relations entre les composants structuraux et définit égale-
ment le couplage entre les chargements et les éléments structuraux.

Un Frame est un objet qui contient & la fois la position et la rotation des points de
connexion dans un systéme mécatronique et indique les forces et les couples agissant
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sur le corps.

Sa définition dans Modelica est la suivante :

connector Frame

"Coordinate system fized to the component with one cut-force and cut-torque(no
icon)"”

import ST = Modelica.STunits ;

S1.Position r_ 0[3]

"Position vector from world frame to the connector frame origin, resolved in world
frame" ;

Frames. Orientation R

"Orientation object to rotate the world frame into the connector frame”;

flow SI.Force f[3] "Cut-force resolved in connector frame” ;

flow SI. Torque t[3] "Cut-torque resolved in connector frame";

end Frame ;

Les variables de ce connecteur sont [14] :

TN () g FIBI

/R L7 M)
01 et :
|| _— \ LJ

Loy o N
ol

X local

©
global

FIGURE 1.9 — Réferentiel du connecteur [14]

— Le vecteur de position 7y du point d’origine du systéme de coordonnées locales
par rapport au point d’origine du systéme de coordonnées global ou le vecteur
de position r, d’un Frame spécifique par rapport a un corps - Frame de référence
fixe (Frame a).

— L’orientation Ry d’'un systéme de coordonnées local par rapport a un systéme
de coordonnées global ou l'orientation R, d’un Frame spécifique par rapport a
un corps-Frame de référence fixe (Frame-a). Les orientations sont des variables
potentielles.

— Les variables de flux de forces F' et des moments M sont dans la direction de
coordonnées et autour des axes du connecteur, respectivement. Les forces et les
moments sont résolus dans le repére local.
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1.2.5.2 SysML

SysML (Systems Modeling Language) est un langage de modélisation spécifique
au domaine de l'ingénierie systéme. Il a été développé par ’Object Management
Group (OMG) avec l'aide de I'International Council on Systems Engineering (IN-
COSE) [86]. SysML est un langage graphique utilisé pour soutenir la spécification,
I’analyse, la conception, la vérification et la validation des systémes qui comprennent
hardware, software et des procédures [50]. Sa capacité a représenter les principales
caractéristiques d’une maniére flexible et couvrir les différents domaines (techniques
de modélisation spécifiques) est I'un des plus importants roles de ce langage. La figure
[1.10| montre les différents diagrammes de SysML.

SysML Diagrams

AN
Structural Diagrams Behavioral Diagrams Cross-Cutting Diagrams
£X ZN zt
| | Block Definition Diagram || Use Case Diagram Requirements Diagram
| | Internai Block Diagram | | Sequence Diagram
Parametric Diagram || Activity Diagram
|| statechart Diagram

FIGURE 1.10 — Les diagrammes SysML [86]

SysML utilise trois catégories de diagrammes :

— Diagrammes pour la description structurelle ou architecturelle.

— Diagrammes comportementaux.

— Diagramme des exigences.
En se basant que sur SysML, un concepteur mécatronique est incapable d’analyser
complétement des systémes dynamiques. Néanmoins, il peut étre couplé avec d’autre
langages et outils de simulations tels que Modelica, Bond-Graph, VHDIL-AMS et
Simulink afin d’étudier ces systémes.
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1.2.5.3 Bond-Graph

Paynter [74] a introduit le concept de Bond Graph en 1961. L’outil Bond-Graph
(BG), appelé aussi graphe de liaisons (GL) est une approche de représentation gra-
phique des systémes pluridisciplinaires (mécaniques, électrique, pneumatiques, etc.)
[23]. La figurdl.11]illustre un exemple d’un systéme masse-ressort avec son équivalent
Bond-Graph.

l:m

i . .
Variable Fo | v Variable

’_. K « effort » « flux »

F /:Fi\_v_fi F F,
S5¢:F :
E— M _{ e ﬁ 1 ﬁ R:C

Fe| v

C=1/K

FIGURE 1.11 — Le Bond Graph du systéme masse-ressort

1.3 Sources de complexité dans la modélisation mé-
catronique

1.3.1 Typologie des modéles

1.3.1.1 L’aspect dynamique hybride des systémes mécatroniques

Un systéme mécatronique est généralement décrit par un systéme dynamique
multi-physique dont les états qui sont des fonctions de temps doivent s’accorder a des
simulations environnementales. Pour simuler le fonctionnement d'un systéme méca-
tronique, un modéle mathématique décrivant le systéme doit tout d’abord étre établi.
Les modéles mathématiques des phénomeénes physiques sont généralement basés sur
des équations différentielles. Une équation différentielle est une relation qui existe
entre une ou plusieurs fonctions inconnues et leur dérivée, tel que le degré maximal
de différentiation auquel une fonction inconnue x a été soumise est 'ordre de I’équa-
tion différentielle. Contrairement a un systéme statique, un systéme dynamique est
un systéme qui évolue au cours du temps d’une fagon acausale et déterministe. L’évo-
lution déterministe d’un systéme dynamique permet de différencier les modéles et les
classer en deux groupes [58| :
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Les modéles continues [29] :
L’approche mathématique correspondante a ce type de modéle est celle des équa-
tions différentielles [18] ou le temps est la variable qui décrit 1’évolution du sys-
téme [19) :
df
Y = ja.0) (1)

avec une condition intilale

Basé sur les équations différentielles, on peut distinguer deux types de descriptions
temporelles contenues :

- Les équations différentielles ordinaires (ODE) : les sorties du modeéle Y'(¢) et les
dérivées des variables d’état sont écrites explicitement.

Y(t) = f(XQ@),U(t), P,1) (1.3)

X(t) = f(X(),U(t),P,t) (1.4)

- Les équations différentielles algébriques (DAE) : décrites souvent sous une forme
implicite et introduites dans la résolution des équations algébriques liées aux sorties
Y (t). La figurql.12| présente un modéle continu.

f(X (@), U(t),P,t)=0 (1.5)
g(Y(t),X(t),U(t), P,t) =0 (1.6)
Y 1
0.00 D.2|5 Teur:sps D.I}‘S ll

FIGURE 1.12 — Modéle continu

Les modéles discrets [29] :

Ce type de modéle est gouverné par des variables d’état qui changent leurs valeurs
instantanément a différents moments au cours du temps. Il s’agit par exemple de va-
riables continues discrétisées, comme les systémes échantillonnés. Mais on peut avoir
aussi des modéles a événement discret, lorsque le changement d’état peut avoir lieu
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151

10 +

0.00 0.25 0.5 0.75 1
Temps

FIGURE 1.13 — Modéle discret

a des instants non prédéfinis [95]. La figure présente un modele discret.

Il est nécessaire de distinguer entre les modéles continus/discrets dans le temps et
les modéles continus/discrets dans Pespace. Par exemple, le systéme masses-ressorts
est le cas le plus connu. C’est un modéle continu dans le temps mais discret dans I'es-
pace. Son nom est di au fait que chaque composant & une masse propre qui est reliée
aux autres composants par un systéme de ressorts qui symbolisent les interactions
entre eux. Ces relations sont définies par un systéme dynamique du second ordre.
La modélisation avec un systéme de masses et de ressorts est intéressante dans la
mécanique du fait que sa mise en oeuvre est facile, sa résolution n’est pas complexe
et son aptitude aussi a représenter la réalité physique d’une structure, ce qui permet
la simulation d’une variété de comportement mécanique comme la flexion, la défor-
mation élastique et la traction, etc.

Cependant, le systéme masse ressort pose quelques difficultés pratiques : d’une part,
un systéme réel est formé par une infinité de particules (si on cherche la précision)
ce qui est pratiquement impossible a prendre en considération pour un ordinateur.
D’autre part, il est délicat de régler tous les paramétres de toutes les masses et tous
les ressorts afin de modéliser un tel phénoméne. Par conséquent, les approches conti-
nues sont préférées par rapport aux approches discrétes. Bien qu’elles soient plus
complexes, ils sont généralement plus fiables et plus précises.

Le choix entre la modélisation discréte ou continue pour le méme phénoméne dépend
purement des besoins et des objectifs que I'on souhaite atteindre.

1.3.1.2 Les méthodes de modélisation analytique

La modélisation analytique est la premiére approche de simulation des phéno-
meénes physiques. Elle est basée sur des équations et des lois physiques. Cette ap-
proche cherche a modéliser la structure et les phénoménes étudiés de facon a obtenir
un modéle simplifié. Par conséquent, elle nécessite le moins de ressource informatique.
Elle permet alors de disposer d’un outil de simulation rapide. Les méthodes analy-
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tiques ne sont pas gourmandes en temps de calcul [49].

Pour effectuer une modélisation analytique, il est primordial de définir initialement
les variables importantes qu’on veut modéliser et ceux qui ne sont pas intéressantes
en se référant a une théorie. Lorsqu’on définit le modéle et le cadre théorique, on
résout alors les équations du phénomeéne étudié.

Bien que le manque relatif de précision, parfois la modélisation analytique est la pre-
miére approche a mettre en oeuvre pour modéliser un tel phénomeéne. Un modéle
analytique peut donner un premier apercu sur le comportement d’un phénoméne
qu’on est en train de ’étudier. Il permet également d’obtenir des résultats prélimi-
naires assez rapidement permettant par la suite de déterminer dans quelles directions
on poursuit les recherches [49).

L’approche analytique se préte bien a 'analyse de structures de topologies simples
tels que les poutres, les plaques et les arbres, etc.

1.3.1.3 Les méthodes de modélisation approximative

Pour des structures complexes, il est toujours difficile d’obtenir des solutions ana-
lytiques. Par conséquent, on fait recours aux méthodes numériques pour résoudre les
différents problémes d’ingénierie. Différentes approches approximatives des milieux
continues ont été utilisées telles que les approximations par différence finies et la mé-
thode des éléments finis, etc [49).

Aujourd’hui, la méthode des éléments finis est la méthode la plus utilisée : ¢’est une
méthode numérique adaptée pour trouver une solution approchée pour les variables
dans un probléme o il est difficile d’obtenir la solution analytiquement [49).

Le concept de 'analyse par éléments finis est de subdiviser un milieu continu en des
éléments. Chaque élément est de géométrie simple et ceci est plus facile & analyser que
le probléme réel ou la structure réelle. Chaque élément est ensuite appliqué avec des
lois physiques connues. Cette technique d’approximation est utilisée principalement
pour transformer les équations aux dérivées partielles en un systéme d’équations dif-
férentielles discrétes [49]. Les équations formées pour chaque élément se combineront
par la suite pour former une équation globale. La nouvelle équation obtenue peut étre
utilisée pour résoudre les variables de champ tels que le déplacement, le flambement,
la température, etc.

1.3.2 Aspect multi-physique

Les systémes multi-physiques et surtout les systémes qui fonctionnent dans des
conditions sévéres (température élevée, choc, vibration, supportant des pressions éle-
vées, sous contraintes dimensionnelles) provoquent beaucoup de contraintes dans leurs
conceptions. L’intégration entre les différentes disciplines a pour résultat de multiples
flux fonctionnels passant par les composants |13]. De plus, 'intégration multi-physique
dans un produit mécatronique de petite taille, opérant dans des conditions sévéres,
a pour résultat une interaction importante entre les paramétres de conception. En
effet, les performances des nombreuses fonctions peuvent étre affectées en cas de mo-
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dification d’un paramétre de conception.

Les interactions multi-physiques entre les composants mécaniques, électriques et ther-
miques... sont ceux qui déterminent les performances dynamiques d’'un systéme mé-
catronique. Ceci implique qu’il est important que le systéme soit con¢u comme un
ensemble autant que possible [27]. Les méthodes pour concevoir des systémes mé-
catroniques sont de plus en plus étudiées et de nombreux modéles de processus de
conception avec une stratégie de développement hautement intégrée ont été propo-
sés dans le but d’aborder la question fondée sur Uintégration multi-domaine [34].
Par exemple, Moncef et Jean-Yves |35] ont développé une approche compacte qui
utilise les méthodes sans maillages pour la simulation des systémes multiphysiques.
Cette méthode combine les fonctions a bases radiales avec la méthode de quadrature
différentielle(DQM) pour la résolution des problémes modélisés avec des équations
différentielles aux dérivées partielles dans un environnement de type Modelica.

Le champ interdisciplinaire de la mécatronique nécessite des outils qui permettent
la conception simultanée des différentes parties du systéme. Les disciplines les plus
importantes qui jouent un role dans la mécatronique sont 1'ingénierie mécanique, 1'in-
génierie électrique et 'ingénierie logicielle. L’une des idées derriére la mécatronique
est que la fonctionnalité peut étre réalisée soit par des solutions dans le domaine
(physique) mécanique, ou par traitement des informations dans I'électronique. Cela
implique que les modéles pour les systémes mécatroniques devraient étre étroitement
liés aux composants physiques dans le systéme.

Des modéles simples sont nécessaires dans un stade précoce de la conception afin
d’étudier quelques phénoménes physiques (vibratoire, thermique, magnétique). Dans
une étape ultérieure, ces modéles doivent étre plus détaillés pour enquéter sur certains
phénoménes en profondeur.

1.3.3 Vibration des systémes mécatroniques

La présence de vibration représente un probléme important dans plusieurs applica-
tions d’ingénierie. Il existe de nombreuses sources de vibrations dans les systémes mé-
catroniques qui perturbent leur fonctionnement. Certaines d’entre elles proviennent
de la technologie du systéme et d’autres sont dues a I’ influence de I'environnement
externe (contact ou choc avec d’autres structures, sol, etc.).

Certains des indicateurs de performance les plus importants d’un systéme mécatro-
nique sont la position, la vitesse et I'accélération. Ces indicateurs sont considérable-
ment modifiés par les vibrations, ce qui conduit a la dégradation de la performance
globale d’un systéme qui peuvent aller aussi loin que d’avoir un systéme inutilisable.
Le degré de I'altération de la performance sous 'effet de vibrations est influencé par
I’élasticité des organes mécaniques ainsi que par d’autres facteurs [66).

La présence de vibration est un probléme fréquent notamment dans les parties flexibles
du systéme [16], [17]. Afin d’étudier les vibrations dans les systémes mécatroniques, il
est nécessaire d’abord d’avoir des équations mathématiques, qui peuvent ensuite étre
utilisées pour analyser les problémes de vibrations libres ou forcées. Les équations,
décrivant la cinématique et la physique des systémes, s’appellent les équations de
mouvement. Il existe plusieurs techniques destinées a résoudre ces équations parmi
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lesquelles, nous citons : la deuxiéme loi de Newton, le principe de Hamilton et la
conservation de ’énergie, etc.

Il existe deux types de vibrations, linéaire et non-linéaire : si les composants de
base d’un systéme vibrant se comportent d’une facon linéaire, la vibration résultante
est une vibration linéaire. Cependant, si 'un des composants de base d’un systéme
vibrant se comporte d’une maniére non-linéaire, la vibration résultante est une vi-
bration non-linéaire. La non linéarité est souvent due a une combinaison de plusieurs
facteurs comme les effets de la géométrie, les propriétés non linéaires des matériaux
et les conditions aux limites non linéaires. Par souci de simplicité, ces effets sont fré-
quemment négligés et le systéme est linéarisé. L’équation du mouvement régissant la
vibration linéaire sera une équation différentielle linéaire alors que 1’équation régis-
sant les vibrations non linéaires sera une équation différentielle non-linéaire.

1.3.4 Types de chargements appliqués aux systémes mécatro-
niques

Les chargements agissants sur les structures peuvent étre classés selon le degré de
connaissances de ceux-ci en deux catégories : sollicitations déterministes et sollicita-
tions aléatoires.

1.3.4.1 Chargement déterministe

Dans le cas ou le chargement appliqué a une structure est défini par sa variation
spatiale et temporelle, le chargement est donc qualifié déterministe. Selon leur forme
de variation dans le temps, il peut étre en action périodique, impulsive ou entrete-
nue. Parmi les chargements périodiques, on trouve les chargements harmoniques et
les chargements anharmoniques.

Les chargements harmoniques sont écrits par des fonctions sinusoidales de la forme.

y(t) = A.sin(w.t) (1.7)
Comme elles peuvent étre définies par des fonctions complexes de la forme :
y(t) = Aexp(i.w.t) (1.8)

Le chargement anharmonique s’écrit sous la forme d’une somme d’harmoniques :

y(t) = Z Ajexp j(i.wg.t)) (1.9)

j=—00

Avec wy est la pulsation de I’harmonique fondamentale.

Le chargement non périodique peut étre de type impulsif (le chargement est caracté-
risé par une sollicitation de courte durée) ou entretenu (chargement résultant d’une
succession d’impulsions).

Les modéles déterministes sont un cas particulier des modéles stochastiques.
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1.3.4.2 Chargement aléatoire

Beaucoup d’excitations sollicitant les structures mécaniques, ne peuvent pas étre
définies de fagon déterministe, elles ne sont définies alors que par leur valeur moyenne.
La réponse d’une telle structure a des chargements aléatoires fait ’objet de la méca-
nique stochastique. Les grandeurs de sortie doivent étre analysées a travers la théorie
des probabilités.

1.3.5 Complexité de la modélisation vibratoire des structures
flexibles

Les composants vibrants dans un systéme mécatronique peuvent étre modélisés
par des structures simples comme les plaques, les poutres et les barres. Le choix du
modéle dépend principalement du probléme envisagé, des objectifs visés et des phé-
nomenes mis enjeu.

Le mouvement vibratoire d’'une structure flexible dépend de plusieurs facteurs :
le chargement extérieur, les caractéristiques de la structure (dimensions, matériau,
forme, etc.) et les conditions aux limites (libre, encastrée, simplement appuyée, etc.).

Par exemple, ’équation régissant de la théorie des vibrations des plaques a été résolue
grace a trois types de solutions : les méthodes numériques, les méthodes analytiques
exactes et les méthodes semi-analytiques.

Le probléme de flexion des plaques minces a fait 'objet de plusieurs publications.
Dans le cas d’une plaque ayant tous les bords simplement supportés et une force la-
térale agissant sur la surface de la plaque, Navier présente une méthode exacte pour
obtenir la solution de flexion en utilisant approche de la double série de Fourier( |87]
et [88]). Cette méthode peut étre développée au cas d’une plaque orthotrope, soumise
a une excitation dynamique [83]. En utilisant une seule série trigonométrique, Levy a
développé une méthode pour résoudre le probléme de flexion de plaque rectangulaire
avec deux bords opposés simplement appuyés et les autres bords ont des conditions
aux limites arbitraires (encastrées, simplement appuyées, guidées, etc.) [88].
L’approche de multiplicateurs de Lagrange a été présentée dans [90] pour étudier le
probléme de flexion de plaque supportant un systéme masse-ressort a deux degrés de
liberté montée d’une fagon élastique. Cependant, il n’est pas toujours possible d’ob-
tenir des solutions analytiques, en particulier pour des structures complexes. Pour
cette raison, des nombreux efforts ont été consacrés pour développer des méthodes
approximatives, telle que 'approche approximative de Galerkin. En effet, Laura et
Duran |61] ont utilisé une approximation polynomiale simple et la méthode de Ga-
lerkin pour déterminer la réponse d'une plaque rectangulaire mince ayant les quatre
bords encastrés et soumise a une excitation sinusoidale uniformément répartie. Dans
cette méthode, la solution approximative est exprimée en termes de polynomes satis-
faisants & toutes les conditions aux limites prescrites. Une méthode de superposition
basée sur une série infinie non tronquée est présentée dans 9], pour étudier la réponse
dynamique d’une plaque rectangulaire avec des conditions aux limites arbitraires sou-
mise a une charge transversale arbitraire. Les solutions obtenues sont satisfaisantes
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aux différentes exigences et elles sont obtenues sous la forme d’une simple combinai-
son de solutions de composants analytiques.

La méthode de Rayleigh Ritz est 'une de plus fameuses méthodes approximatives.
Cette approche est utile pour de nombreux problémes aux valeurs propres [64]. Elle
appartient aux méthodes variationnelles, elle suppose que la solution du probléme
variationel puisse étre approchée par une combinaison linéaire appropriée de fonction
de coordonnées. Cette méthode peut étre utilisée pour étudier la réponse dynamique
des plaques rectangulaires minces et épaisses avec différentes combinaisons de condi-
tions aux limites.

Diverses méthodes numériques ont été développées pour traiter le probléme de vi-
bration de plaques rectangulaires avec des conditions aux limites mixtes et non uni-
formes. Chacune d’entre elles peut étre classée comme méthode locale (méthode des
différences finies, méthode des éléments finis) ou méthode globale (méthode quadra-
tique différentielle, méthode de Ritz) [93]. En général, les méthodes globales sont plus
précises que celles locales [93]. En revanche, les méthodes locales sont plus flexibles
pour gérer des géométries et des conditions aux limites plus complexes. L’algorithme
de convolution singulier discret, en tant qu'une approche potentielle, a été introduit
dans [93] pour étudier ce genre de problémes. La base mathématique de cet algo-
rithme est fondée sur la théorie des distributions [63]. Cette approche a les avantages
des deux méthodes (locales et globales).

Les fréquences naturelles et les déformées modales d’une plaque rectangulaire, por-
tant un certain nombre de ressorts de translations et des masses ponctuelles sont
déterminées en utilisant la méthode analytique et numérique combinée dans [94].
En obtenant les solutions analytiques de forme finies pour les déformées modales et
les fréquences naturelles et en se basant sur la théorie de superposition de modes,
I’équation de valeurs propres de la plaque avec ces éléments peut étre dérivée. Cette
approche empéche les difficultés algébriques de la méthode analytique. D’ailleurs, elle
consomme moins de temps de calcul si 'on compare avec la méthode des éléments

finis (FEM).

1.4 Exemple d’application : éolienne

Par définition, une éolienne est un dispositif rotatif qui extrait ’énergie du vent
et le transformait en énergie mécanique ou électrique.
Les éoliennes sont des systémes électromécaniques complexes qui comprennent plu-
sieurs disciplines associant I'aérodynamique et 1'ingénierie mécanique avec l'ingénierie
électrique et le controle. Un bon fonctionnement des éoliennes nécessite une forte in-
tégration de tous les éléments constitutifs afin de récolter le maximum d’énergie a
partir du vent, et cela peut étre réalisé en combinant diverses solutions.

Les éoliennes peuvent étre classées en deux catégories (voir figure [1.14)) :
— Eolienne a axe horizontal.
— Eolienne a axe Vertical.
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Eoliennes a axe horizontal Eoliennes a axe wvertical

FIGURE 1.14 — Les différentes types des éoliennes |2]

1.4.1 Les principaux composants de 1’ éolienne

Pour obtenir I’électricité a partir du vent, on retrouve les mémes éléments de base
dans les différentes configurations a savoir :
Le rotor
Le rotor est I'un des composants principaux de 1’éolienne. Ce systéme est chargé d’ex-
traire I’énergie du vent. Il est divisé en deux parties qui sont les pales du rotor et le
moyeu du rotor. Le nombre de pale classiquement varie de 1 a 3.
Le Systéme d’entrainement
Le systéme d’entrainement (systéme de transmission) peut étre identifié par tous les
éléments de transmission qui relient le systéme de rotor a la génératrice : arbre lent
et arbre rapide, une boite de vitesse qui transforme la rotation lente des pales & une
rotation plus rapide, adaptée a entrainer un générateur électrique, frein a disque,
frein aérodynamique qui permet d’immobiliser le systéme en cas du surcharge. La
figue montre I’équipement interne d’une éolienne & axe horizontal.
La tour
La tour (le mat) est généralement un tube en acier. Elle est de longueur important
pour éviter les perturbations prés du sol.
La conception du tour nécessite une attention particuliére de point de vue structurale
étant donné qu’elle subit des charges importantes telles que la force de poussée ou la
force gyroscopique et la pression du vent qui est distribuée sur toute la longueur de
la tour.
La nacelle
La nacelle est fixée au sommet de la tour. Elle sert a abriter I'installation de la généra-
tion de I’énergie électrique et ses périphériques. La rotation de la nacelle est possible
afin d’orienter la machine dans la bonne direction (sens du vent).
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...... multiplicateur

arbre génératrice

-
/

nacelle arbre

rapide

pale tour

FIGURE 1.15 — Le systéme d’entrainement de 1’éolienne

Tubular steel tower  Tubular concrete Lattice tower Three-legged tower  Guy-wired pole tower

tower

FIGURE 1.16 — Les différentes structures de la tour [59]
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1.4.2 Modélisation de 1’éolienne

L’éolienne peut étre considérée comme un systéme mécatronique typique. Elle
fonctionne dans un environnement hostile ou les fluctuations importantes dues a
la nature du vent, peuvent exciter des charges élevées. Les charges variables avec
I’élasticité de la structure créent un terrain idéal pour provoquer des vibrations et
des problémes de résonance. Plusieurs solutions ont été présentées afin de simuler le
comportement dynamique des éoliennes et utiliser I’énergie du vent plus efficacement.

Plus que le comportement dynamique de I’éolienne est connu dés les premiéres phases
de conception, plus qu’on peut choisir les meilleures formes et les meilleurs matériaux
pour la construire et diminuer le colt de la maintenance. En outre, on peut prédire
le comportement de I’éolienne anticipant des ruptures possibles. Pour cette raison,
il est trés important de faire un grand effort dés les premiéres phases du cycle de
conception de I'éolienne. Dans la phase de conception préliminaire, un apercu rapide
sur la réponse dynamique de la structure de I’éolienne peut étre trés bénéfique. Par
exemple, une conception préliminaire de la tour de I’éolienne modulaire est proposée
dans [20]. L’approche proposée est basée sur I'étude de I'effet de 'augmentation de
diamétre de base de la tour sur sa masse et 1’épaisseur de sa paroi. Pour valider la
méthode, des modéles simplifiés basés sur la méthode des éléments finis ont été in-
vestigués et des comparaisons avec des solutions exactes sont faites.

Arbaoui et Asbik [5] ont proposé un systéme de support a la décision pour la concep-
tion préliminaire de 1’éolienne. Cette méthode est basée sur le développement des
nombreuses contraintes dérivées des connaissances d’ingénierie, pour aider les diffé-
rents acteurs a prendre des décisions sur les choix inhérents a leurs activités dans
le domaine de I’énergie éolienne. Elle est destinée & améliorer les performances et
diminuer le coiit de I’énergie produite.

Jafri et al. [53] ont développé un modéle de rotor dynamique d’une éolienne en utili-
sant une approche analytique. Les effets de nombreux paramétres tels que la vitesse
de rotation, les efforts de la houle et les effets de la distribution déséquilibrée de
la masse sur la réponse dynamique de la structure sont étudiés. Une comparaison
avec un modéle d’éolienne tridimensionnel en utilisant la méthode des éléments finis
(MEF) est présentée.

Au cours de ces derniéres années, beaucoup d’attentions ont été accordés a la mo-
délisation de la structure mécanique de I’éolienne. Par exemple, un modéle de corps
multi-rigides pour la modélisation de I’éolienne est développé dans [98]. Les corps
flexibles, tels que les pales du rotor, les arbres et la tour sont modélisés par une série
de corps rigides reliés par des joints de cardan géométriquement, et contraints par
des forces de ressort élastiquement. Cette approche est trés appropriée pour I'analyse
vibratoire de I'éolienne.

Il est récent que les chercheurs ont commencé a focaliser sur le comportement dyna-
mique des pales de 'éolienne et 'interaction dynamique qui existent entre les pales
et la tour. Par exemple, Kang et al. [57] ont effectué une analyse aux valeurs propres
du systéme couplé tour-pale de I’éolienne analytiquement et expérimentalement. En
utilisant la méthode de Galerkin, les valeurs propres associées sont calculées en te-
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nant compte de l'interaction entre le mouvement de la nacelle et des pales. Dans
cette étude, la nacelle a été supposée comme étant une masse concentrée et atta-
chée a I'extrémité de la tour. La tour et la pale sont considérées comme des poutres
d’Euler-Bernoulli.

Arrigan et al. [6] ont étudié P'efficacité des amortisseurs de masse accordées semi-actifs
dans la réduction des vibrations des pales rotatives selon la méthode de Frobenius [92].
Le modéle dérivé estime le couplage entre les pales et la tour. Les résultats sont com-
parés a ceux obtenus avec la formulation de Lagrange. Robert et al. [43] ont montré
que le mouvement de la tour est fortement li¢ au mouvement des pales. En effet, les
pales transférent une force axiale & I'arbre d’entrainement qui est par la suite trans-
férée a la plaque de base de la nacelle au sommet de la tour.

Certaines recherches ont été menées afin d’étudier la structure de la tour de I’éolienne.
Par exemple, Avila et al. [7] ont étudié la réponse dynamique de la tour en utilisant
la méthode des éléments finis. Un modéle simplifié de la tour a été inspecté. Le sys-
téme a été réduit a un seul degré de liberté. Les résultats numériques obtenus ont été
comparés avec ceux résultant de la solution analytique. Zhao et al. [75]| ont utilisé la
méthode de Rayleigh Ritz pour étudier les caractéristiques physiques du premier pas
de vibration en flexion d’une tour d’éolienne. La tour est congue comme une structure
cylindrique conique. L’influence des différents paramétres sur la fréquence naturelle
a été étudiée et les résultats ont été validés en utilisant la méthode des éléments finis
Plusieurs outils informatiques développés permettent aux ingénieurs de modéliser et
de simuler le comportement dynamique des éoliennes. En effet, Razak [81] a développé
une bibliothéque des composants de I’éolienne dans Modelica. Cette bibliothéque four-
nit des modéles de caractéristiques de performance de 1’éolienne tels que le couple de
I’arbre et la puissance délivrée, étant donné que Modelica est trés approprié pour la
mise en place de bibliothéque de modéles. Le modéle développé peut étre appliqué a
n’importe quelle application d’ingénierie impliquant la technologie de 1’éolienne. Les
équations présentées sont valables pour une éolienne a axe horizontal et ne consi-
dérent pas l'effet des charges dynamiques sur la tour.

La bibliothéque One Wind Modelica est en développement a I'Institut Fraunhofer pour
I’énergie éolienne et la technologie des systémes énergétiques (IWES). Cette biblio-
théque comprend tous les principaux composants d’une éolienne ainsi que des modéles
pour le calcul des charges aérodynamiques et hydrodynamiques. L’outil interne One-
Wind prouve comment des analyses couplées d’une éolienne sont réalisées en se basant
sur le langage de modélisation orientée objet Modelica ( [45] et [14], [84], [82]). Parmi
les limites de ce projet, tous les composants sont considérés rigides et donc 1'élasticité
du matériau est ignorée ainsi que les vibrations qui en résultent.

1.4.3 Les techniques de controéle de 1’éolienne

La fatigue et les charges structurelles sont des enjeux importants dans la concep-
tion des éoliennes. En effet, la réduction des charges pourrait créer une diminution
significative du cotit de I’éolienne en réduisant les matériaux requis, diminuer les in-
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terventions de la maintenance et améliorer la fiabilité globale. Ainsi, 'application de
nouvelles et innovantes techniques de controle peuvent diminuer les charges exces-
sives, qui affectent la structure mécanique du systéme [96).

Le controle de 1’éolienne implique les trois principaux aspects et ’équilibre judicieux
entre leurs exigences :

— Régler les limites supérieures et limiter le couple et la puissance subie par le
systéme d’entrainement ;

— Maximiser la production d’énergie ;

— Maximiser la durée de vie du train d’entrainement du rotor et d’autres compo-
sants structuraux dans la présence de changements dans la direction du vent
et la vitesse de turbulence, ainsi que des cycles de démarrage et d’arrét de
I’éolienne.

Ce défi d’ingénierie pousse les chercheurs & améliorer les techniques de controle de la
puissance du rotor ainsi que les chargements.

La conception des systémes de controle pour I'application de 1’éolienne suit les pra-
tiques d’ingénierie de controles traditionnels. Dans la littérature, il y a beaucoup de
travaux qui se focalisent sur le controle de ’éolienne. Par exemple, le régulateur PID
(proportionnel intégral dérivé) a été utilisé pour controler la vitesse du rotor afin de
réguler la fréquence de sortie du générateur a induction [3]. Le régulateur PID peut
également étre utilisé pour éliminer I'erreur du systéme, ajuster le dépassement et
réguler la vitesse du rotor afin de capturer une puissance maximale du rotor [46].
Les vibrations latérales augmentent les fluctuations du couple générateur ce qui in-
fluencent la qualité de la puissance produite. Zhang et Nielsen [97]ont proposé les
rouleaux amortisseur et les amortisseurs & colonne de liquide accordé pour atténuer
les vibrations latérales de la pale de 1’éolienne. Un modéle non linéaire a deux degrés
de libertés est suggéré pour modéliser la pale rotative avec I'un de ces composants.
L’organe de surveillance et de mesure de perturbation disturbance observer (DOB)
est utilisé dans [56] pour estimer et atténuer les perturbations. En effet, la différence
entre la vitesse réelle du vent et sa valeur nominale est considérée comme une pertur-
bation. Les résultats montrent que le DOB présente une meilleure performance que
le controleur PID.

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons commencé par donner quelques définitions
de la mécatronique. Bien que ces notions soient différentes dans leur expressions,
elles ont tous le méme objectif, celui de I'intégration synergique entre les différentes
disciplines. Par la suite, nous avons présenté quelques applications de la mécatro-
nique. Nous avons parcouru aussi quelques méthodologies de conception mécatro-
nique. Quelques outils de modélisation et de simulation des systémes mécatroniques
sont ainsi présentés. Nous avons vu que la conception des systémes mécatroniques est
une tache difficile et que la complexité des systémes mécatroniques incite les concep-
teurs & fournir un effort important dés les premiéres phases du cycle de conception
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afin de prévoir au plus tot le comportement du systéme. Nous avons également mon-
tré quelques sources de complexité liées a la conception mécatronique. Enfin, nous
nous sommes intéressés a un exemple typique des systémes mécatroniques qui est
I’éolienne, mais notre démarche doit étre applicable a n'importe quel systéme méca-
tronique.

Dans la suite de cette thése, nous nous proposons une nouvelle méthodologie de pré-
dimensionnement dun systéme mécatronique. Nous utilisons I'environnement Dy-
mola pour la modélisation et la simulation des systémes mécatroniques en tenant
compte de ses aspects vibratoires. Dans nos travaux, nous nous limitons a 1’étude des
vibrations linéaires dans les structures flexibles.
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2 Base théorique du développement
de modéles analytiques

2.1 Introduction

Les méthodes analytiques conviennent trés bien avec la structuration orientée
objet [29], [33]. Dans ce chapitre, nous présenterons la base théorique du développe-
ment des modéles compacts. Nous présenterons les formulations mathématiques de
quelques structures mécaniques simples (poutre, plaque, arbre) afin d’étudier leurs
réponses vibratoires. Chaque comportement d’'un systéme physique est décrit par des
lois de la physique qui lui sont propres. Comme nous ’avons déja mentionné dans
le premier chapitre, les modéles mathématiques des phénoménes physiques sont dé-
crits par des équations différentielles. Une formulation mathématique rigoureuse des
modéles étudiés permet donc de connaitre 1'expression analytique des variables qui
évoluent dans le temps. Ces modéles seront implémentés dans le chapitre suivant dans
Modelica afin de construire une bibliothéque de modéles analytiques flexibles.

L’organisation de ce chapitre est la suivante : d’abord, nous commencons par présen-
ter le modele mathématique d’un oscillateur harmonique amorti sous une excitation
dynamique. Puis, nous présentons la formulation mathématique du modéle de flexion
d’une plaque flexible simplement supportée, soumise a des chargements dynamiques.
Avant de développer le modéle analytique, nous avons adopté quelques hypothéses
et simplifications. Ensuite, nous étudions le cas des poutres en flexion : le premier
cas est celui de la flexion d’une poutre encastrée d’'un coté et supportant une masse
rigide de l'autre coté, tel que la masse est soumise a une excitation dynamique. Le
deuxiéme cas est celui de vibration de flexion transverse d’une poutre en rotation
sous un chargement dynamique. Enfin, nous décrivons d’'une facon rigoureuse le mo-
déle mathématique de vibration de torsion des arbres : le premier modéle est celui
d’un arbre libre de deux co6tés soumis & un couple dynamique & son extrémité et
le deuxiéme modéle est celui d'un arbre libre d’un c6té muni d’un disque rigide de
I’autre coté, soumis a un couple de torsion.
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2.2 Systéme masse-ressort-amortisseur

Plusieurs systémes mécaniques et structurels peuvent étre idéalisés par des sys-

témes & un seul degré de liberté [42]. Dans de nombreux systémes pratiques, la masse
est distribuée, mais pour une analyse simple, elle peut étre approchée par une masse
concentrée. De méme, 1’élasticité du systéme, qui peut étre distribuée dans tout le
systéme, peut également étre idéalisée par un seul ressort. La figure illustre la
représentation schématique d’un systéme meécanique linéaire & un degré de libéré
avec amortissement. Ce systéme se compose d’une masse m (un moyen de stockage
d’énergie cinétique) attachée au moyen d’un ressort k (un moyen pour stocker 'éner-
gie potentielle) et un amortisseur (un moyen par lequel 1’énergie est progressivement
perdue) & un support.
L’excitation appliquée au systéme est le mouvement du support. Pour ce type de
systéme, la réponse obtenue est habituellement exprimée en termes d’amplitude du
mouvement de la masse par rapport a 'amplitude du mouvement de la fondation.
Ceci est appelé la transmissibilité de mouvement pour le systéme.

. | == Qo

Y(t) I

FIGURE 2.1 — Schéma d’un oscillateur amorti simple en vibration forcée

L’équation du mouvement relatif du systéme est [42]

2062, + B2, =Y (2.1)

Avec,

7 = X1 — Y désigne le déplacement relative de la masse par rapport aux support.
&1 et €y désignent, respectivement, le facteur de perte et la fréquence naturelle.
L’excitation pour le systéme élastique montré dans la figure [2.1] est le mouvement du
support Y ().

X est le mouvement de la masse.

0 = \/g est la fréquence angulaire.

O,
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m et k représentent la masse mobile et la raideur du ressort correspondant, respecti-
vement.

& = /¢/C. est le facteur de perte.

Avec,
Cc = 2\/ km = Qle
O,

c est le coefficient d’amortissement.
Nous supposons que ’excitation soit un déplacement harmonique qui peut étre ex-
primé par la relation suivante :

Y = wcos(wt) (2.2)

Tel que,

w est 'amplitude de 'excitation.

w est la pulsation de ’excitation.

Le module du déplacement relatif de la masse peut étre exprimé par :

(,UQU]

V(93 — w?)? + 4020363

%] = (2.3)

2.3 Vibration de flexion de plaque

2.3.1 Définition d’une plaque

Une plaque est un corps solide élastique, dont une dimension (épaisseur) est petite
en comparaison des deux autres (longueur et largeur).
La surface moyenne de la plaque (voir figure , situé au milieu de I'épaisseur, est
plane. Selon la configuration du plan, les plaques se différencient en rectangulaire,
triangulaire, annulaire, circulaire, etc.
La plaque est dite isotrope, si son matériau ayant les mémes propriétés mécaniques
dans toutes les directions alors que la plaque est dite anisotrope (orthotrope), si les
propriétés mécaniques des matériaux constituant la plaque sont différentes dans 'une
des directions [4].

Le choix d’une théorie de plaques dépend des caractéristiques géométriques : on
admet les hypothéses de Mindlin si : 4 < % < 20 et celle de Kirchoff si : % > 20
Avec,

[ est la longueur caractéristique dans le plan(z,y) ;
h est I’épaisseur de la plaque;

% est le facteur d’élancement de la plaque.

2.3.2 Les hypothéses

Dans ce travail, nous considérons que la plaque est mince. En effet, la théorie
des plaques minces (ou théorie classique de Kirchhoff) repose sur les hypothéses
suivantes [31] :
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Surface
moyenne

FIGURE 2.2 — Plaque rectangulaire

— La surface moyenne est plane initialement ;

— On considére uniquement les déplacements transversaux des points de la surface
moyenne ;

— Pour le modéle de Kirchhoff, et lors de la déformation, les sections normales a
la surface moyenne restent normales lors de la déformation ; par conséquent, le
cisaillement peut étre négligé ;

— L’épaisseur de la plaque est faible; les contraintes dans le sens de 1’épaisseur
sont par conséquent, considérées nulles. On reste alors dans le cas de petites
déformations.

2.3.3 Etude dynamique d’une plaque soumise & des charge-
ments dynamiques

Considérons une plaque rectangulaire de dimensions (a x b) élastique, linéaire, iso-
trope et uniformément mince. La plaque est soumise & des chargements dynamiques
agissant sur des parties rectangulaires de la plaque de dimensions u; et v; tels que les
coordonnées de leur centre de gravité sont (o, ;) comme le montre la figure
La plaque est simplement appuyée sur ses quatre bords (zr =0,z = a,y =0,y = b).
L’équation différentielle classique régissant le mouvement de la plaque, s’écrit :

9*w

D.Viw = —p.hw + f(z,y,t) (2.4)
Avec,
h est I’épaisseur,
p est la densité du matériau de la plaque.
flz,y,t) = Zf\il fi est 'ensemble de chargements extérieurs appliqués & la plaque.
V? est 'opérateur de Laplacien.
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FIGURE 2.3 — Plaque rectangulaire soumise & des chargements dynamiques

Le Laplacien dans les coordonnées bidimensionnelles s’écrit :

Pw  *w
A=V?=_"— +—— 2.5
0x? + 0y? (25)
w(z,y,t) est le déplacement transversale de la plaque.
t est la variable temps.
D est la rigidité & la flexion de la plaque.
Eh?
D= " 2.6
12(1 — v?) (26)

Avec, E et v sont respectivement, le module d’Young et le coefficient de Poisson.
N est le nombre de chargements appliqués a la plaque.
Le chargement dynamique appliqué a la plaque, s’écrit :

fi = picos(w;.t) (2.7)
Les conditions aux limites d’une plaque simplement appuyée sont :

*w 0w
w = 0|x:0,a; w - lezO,a; w = 0|y:0,b; w - O|y:0,b (28)

Pour résoudre 1’équation et établir I'expression de la réponse dynamique de la
plaque, nous avons utilisé le principe de Navier [83].
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La répartition spatiale du chargement dynamique a été développée en série double de
Fourier [87], qui prend alors la forme suivante :

mra: . mmy
— N b nry 2.9
filz,y,t) = cos(w; Z Z e Sin( )sin( 2 ) (2.9)

n=1 m=1

Chaque mode propre est définit par une combinaison possible des valeurs des entités
m et n. Les coefficients de la série de Fourier peuvent étre calculés comme suit :

' 4 p; gt Bit 16p;
b, =— bi / 2/ sm mm)sm(@) drx dy = pB’ (2.10)
Avec,
B 1 . <n7rozi> . (nmh) . (mﬂﬁi) , (mm;i) (2.11)
nm = ——sin(——)sin(——)sin(——)sin(— .

Selon cette approche et en se basant sur la méthode de superposition, I'expression de
la déflexion peut s’écrire sous la forme suivante :

w(x,y,t Zcos wit Z Z S ( Sm(m;ry) (2.12)
n=1m=1
Alors,
w(x,y,t) = cos(wit) ;mzlcd sin(— mrm sin(@)—i—
cos(wat) ;mz:lc” sin( szn(m;:y)+... (2.13)
nwx mm
+cos(wnt) Zm_ CN sin( ” )sin( by)
Avec,
C}Lm _ 16]?131
= [0 (=) + (2)°) - ph
| D((2)" + (3)°") - phet (2.14)
16pn B
= &
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L’expression de la flexion (équation?2.12|) satisfait les conditions aux limites simple-
ment appuyée de la plaque.
Pour une plaque simplement appuyée, les pulsations naturelles sont :

wm =2+ )2 (2.15)

Dans le cas d’un seul chargement dynamique (N=1), les amplitudes des moments de
flexion de la plaque ont les expressions suivantes :

*w 0w
M =D (81}2 + Va_y2>

2.16
vy p (20 P Y
e 8y2
En calculant les dérivés de w(x,y), on obtient :
O*w . (nm)? . /nmxN . /mmy
T cos(wy.t).Cy;. 5 -sin < " ) sin (T)
0w L (mm)? . nmxy . mmy
7 =— cos(wl.t).Cn.T. sin (T) sin <T> (2.17)
0?w (nmm)? nmx mmy
D0 = cos(wy.t).0Y;. P ( - ) Ccos (T)

On trouve,

U B (e 3)) (52 ()

(2.18)
et,
16p10? o= — Bom ) ma\2\ . /nmx\ . /M7y
My = FEES S e B (vt () ) i () in (5Y) 209
Avec
a2\ >
F,, = (n2 +m? (g) ) (2.20)
et,
w1
R=2 2.21
o (2.21)

[’expression de 1’énergie cinétique de la plaque est donnée par [30] :

T—lh/ 00N e (2.22)
—o ) \ar ) Y '
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Pour des raisons de simplification, nous prenons m = n = 1 avec N = 1. Alors,
I’expression de flexion devient :

w = cos(w;.t)C?, sin <%> sin (%) (2.23)

L’enérgie cinétique T s’écrit alors,

= —ph/ / —wy sin (wy.t) Cf sin ( ) sin ( by>>2 dxdy (2.24)

ainsi,

1
T = gp.h. (—wi sin (w;.t) .0111)2 .a.b (2.25)

L’expression de I'énergie de déformation pour une plaque isotrope est la suivante [30] :

2 2
w 0*w 0%w 0w
—2(1 — — 2.2
/(83:2 ) (1-v) (8352 Jy? (83&8@/) > ds (2.26)

En substituant les équations (2.17) dans (2.26]), on obtient :

Eh3rtab

_ (L1
U= 96(1 —7) cos(wy.t)CYy <a +o (2.27)

2.4 Vibration de flexion des poutres continues

2.4.1 Vibrations forcées d’une poutre encastrée avec une masse
a son extrémité libre

On se propose d’étudier le comportement dynamique d’une poutre en flexion en-
castrée d'un coté (z = 0) et munie d’une masse rigide a son extrémité libre (z = L),
en se référent au travail de Bambill et Al [8]. La masse est soumise a une sollicitation
harmonique F(t). Le systéme étudié est montré dans la figure

L’équation de mouvement régissant la vibration transversale d’une poutre, peut s’écrire
sous la forme :

Otw(z,t) N pS(?Qw(x, t)
ozt ot?
La poutre est caractérisée par une longueur L, un moment d’inertie de la section
transversale I, E est le module d’Young, M est la masse concentrée a I'extrémité de
la poutre, M, est la masse de la poutre, p représente la densité du matériau, S est la

surface de la section transversale.
L’équation [2.28] est basée sur la théorie de poutre d’Euler Bernoulli qui fait deux

approximations :

EI =0 (2.28)
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F(t)
—

N

FIGURE 2.4 — Systéme poutre-masse soumis a une excitation sinusoidale transversale

— Les déviations de la section droite dues au cisaillement sont négligeables.
— Leffet d’inertie de rotation est aussi négligé.

L’un des problémes vibratoires les plus graves est celui provoqué par les effets de ba-
lourd. Un balourd correspond souvent & un déséquilibre. De fait que I'axe principale
d’inertie et du centre d’inertie ne coincide pas avec I’axe de rotation, il induit généra-
lement des vibrations synchrones. Le balourd est équivalent & une masse ponctuelle
de déséquilibre située a une distance donnée de ’axe de rotation.

Dans ce cas, nous supposons que la poutre est soumise a une force de balourd appli-
quée a la masse concentrée, a travers une force cyclique.

L’expression de la force de balourd est la suivante :

F(x,t) = po cos(Q.t) = meN? cos(.t) (2.29)

Avec, pg est 'amplitude de I'excitation, m est la masse de déséquilibre, e est le rayon
de déséquilibre et () est la vitesse de rotation.
La solution de 1’équation doit satisfaire aux conditions aux limites suivantes :

[ w(0,t) =0

ow(0,t)
oxr 0

2.30

0?w(L,t) 0 ( )
Oz2 -

Efaggif’t) = M82g$’t) — po cos(£2.1)
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On adopte la méthode de séparation de variables pour trouver l'expression de la
flexion de la poutre.

w(z,t) = W(z)T(t) = W(z) cos(Qt) (2.31)
En substituant I’équation dans I’équation nous obtenons :
W(a)") pS 4
—— =" =k 2.32

Nous supposons que la solution W (z) s’écrit sous la forme suivante [8] :

W (x) = Acos(kx) + Bsin(kx) + C cosh(kx) + D sinh(kx) (2.33)
Ou,
sinh et cosh sont des fonctions hyperboliques. A, B, C' et D sont des constantes a
déterminer a partir des conditions aux limites de la poutre.

avec,
pS
k= wy/ = 2.34
N E7 (2.34)
La fréquence angulaire fondamentale est :
2
of [ET
donc,
[
EL = ayy ] — (2.36)
w1
On,

oy est la valeur propre fondamentale [62)].

M
M

trouver la valeur propre fondamentale pour toutes les valeurs de ce ratio, nous avons
tracé la courbe a; = f(r) (les différentes valeurs apparaissent [62]) dans Matlab et
nous avons cherché une équation approximative (un polynéme d’ordre 8). Nous avons
trouvé la solution suivante :

a; = 3.2107%.% — 0.00014.7" + 0.0026.7° — 0.025.7°

La valeur propre fondamentale dépend du ratio r = < ) Pour que nous puissions

2.37
+0.15.7* = 0.5.r° + 1% — 13.r + 1.9 (2:37)
En appliquant les conditions aux limites suivantes :
ow(0)
W) =0;———=|,=0=0 2.38
) =02 (235)
nous obtenons,
C=-A
(2.39)
D=-B
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A partir des équations etf2.33] nous obtenons :
W (z) = A(cos(kx) — cosh(kx)) + B(sin(kx) — sinh(kx)) (2.40)
A partir de la condition au limite suivante :

0?W (z)

nous trouvons,

sin(kL) + sinh(kL)

A= _Bcos(k:L) + cosh(kL) (242)
Nous avons aussi,
3
— Efa Wiz) o= = po + MQ*W (L) (2.43)
Ox?
ot W (x) in(kL) + sinh(kL)
r) 3 sin + sin ) o
ord B <cos(kL) + cosh(kL) (sin(kL) = sinh(kL))
(2.44)
— cos(kx) — cosh(kx))
Donc,
PW (x) sin(kL) 4 sinh(kL)
— EI _, =—EIK’B
o3 o=t (cos(kL) + cosh(kL)
(2.45)
(sin(kL) — sinh(kL)) — cos(kz) — COSh(k‘ZB))
Soit,
sin(kL) + sinh(kL) , . .
= L) — sinh(kL
b <cos(kL) + cosh(kL) (sin(kL) = sinh(kL))
(2.46)
— cos(kz) — cosh(kx))
On obtient,
OPW (z)
OV, —p1Bs 21
Par ailleurs,
W (L) = A(cos(kL) — cosh(kL)) + B(sin(kL) — sinh(kL)) (2.48)
En substituant ’équation dans 1'équation résulte
‘ _ sin(kL) + sinh(kL)
L)=B kL) — sinh(kL) —
W(L) (Sm( ) — sinh(kL) cos(kL) 4 cosh(kL)
(2.49)

(cos(kL) — cosh(kL)))
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Soit,

o= (1m0 e - SRS

(cos(kL) — cosh(k:L)))

(2.50)

Par conséquent,
W (L) = Bf, (2.51)

En substituant les équations et dans I’équation [2.43] nous obtenons :

— EIK*BBy = po + MQ*Bp, (2.52)
Alors,
poL?
B— EI (2.53)

_ﬁla% <u%>3/2 \ Bym <w%>2

En substituant 1’équation. 2.53)) dans I'expression de la flexion, résulte la relation
suivante pour 'amplitude de flexion de la poutre :

poL?
W(z) =~ 3 H
/2 2
frad (£) 7 + gomat (2)
sin(kL) + sinh(kL) (2.54)
cos(kL) + cosh(kL)

(sin(lm) — sinh(kzx) —
(cos(kx) — cosh(lm)))

L’expression de I'amplitude du moment de flexion s’écrit :

d*W (x)

M(z) = —BI— (2.55)
Alinsi,
L
M(fL‘) - _ Do
Bray u% + 527”@%%

‘ , sin(kL) 4 sinh(kL)
—sin(kz) — sinh(k 2.56
( sin(kz) —sinh(kz) + cos(kL) + cosh(kL) (2.56)

(cos(kx) + COSh(kQS)))

44



2.4. VIBRATION DE FLEXION DES POUTRES CONTINUES

2.4.2 Vibrations forcées d’une poutre en rotation

Nous considérons maintenant une poutre uniforme en rotation au tour d’un axe
fixe (figure . Cette poutre est soumise a un chargement dynamique transversal.
L’axe de rotation de la poutre est supposé perpendiculaire & son axe longitudinal.
Nous considérons uniquement le mouvement de battement de la poutre. Par consé-
quent, application de Ieffort peut causer le mouvement de la structure en dehors de
son plan de rotation.

Selon la théorie d’Euler Bernoulli, I’équation différentielle d’une poutre en rotation

Q

S ;
—_—

FIGURE 2.5 — Poutre uniforme en rotation

dans le sens du battement est donnée par [6] :

Pu O 0u 0 ou
25z + 52 (Eblbﬁ> -3 (T(z)§> = p(z,t) (2.57)

La force de tension centrifuge T'(z) & une distance z de 'origine s’écrit :

T(z) =Q° / yu(y) dy (2.58)

O,
u est le déplacement relatif d’un point par rapport a sa position statique, p est la
force appliquée par unité de longueur, p est la masse par unité de longueur de la
poutre, ) est la vitesse de rotation de la poutre, Ej est le module d’élasticité, I, est
le moment d’inertie de la section transversale de la poutre et [ désigne la longueur de
la poutre.
L’effet de la gravité sur la rotation de la poutre est considéré négligeable par rapport
a effet centrifuge.
Les conditions aux limites pour une poutre en rotation encastrée-libre sont données
par :
u = g—z =0 z=0
(2.59)

2 3
8u_8u_0

52 = o = z=1
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L’expression de la flexion de la poutre peut s’écrire sous la forme :

t) = Z i(2)qi(t) (2.60)

Avec,

¢i(2) sont les fonctions de formes;

qi(t) sont les coordonnées généralisées.

Les fonctions de formes doivent étre linéairement indépendantes et doivent satisfaire
les conditions aux limites suivantes :

di(0)
=0 (2.61)

¢i(0) =

L’énergie cinétique du systéme est donnée par [51] :

Td(Q) l_ 2 fo (27 u(z t) dz
=3 Jon(z)d" ( ) o' (2)¢" (1) dz
L0 (a6 ()4 ) 20
= %qT(t)MQ( )
O, M est la matrice de masse généralisée [51] :
M= [ o) () (2:63)

L’énergie potentielle du systéme s’écrit :

2 2 z T z z T
Usla) = Jy sl ()55 (5282) a0y dz + [y 3T(2)a" %2 (%2 a(t)dz

L) ! (EbquT(t) T (L) 4 7(z) 0 (02) T) dzq(t)
—q"(t) fy (2)p(=,t) dz = LqT () Kq(t) — " (£) (1)
O, K est la matrice de raideur généralisée de la poutre, tel que :
K=K +K, (2.65)

avec,

K, est la matrice de rigidité élastique;
K, est la matrice de rigidité géométrique.
K, et K, ont les expressions suivantes :

K, = /Eb (2) (d%(z))sz (2.66)

dz?
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et,

e ) (442

F(t) est le vecteur du chargement dynamique, qui est calculé comme suit [51] :
I
F(O) = [ 6(Iplant)dz (2.68)
0

Le modéle dynamique a été élaboré en utilisant la formulation de Lagrange exprimée
dans I’équation ci-dessous :

d (0L oL
) - ) = 0 9.
7 (55) - 5 — PO = =i (2:60)
Avec,
Le Lagrangien s’écrit [51],
. . 1. o1
L(g,q) = Ta(d) = Ualg) = 54" M4 — 54" Kq+¢" F(t) (2.70)

En substituant I’équation dans la formulation de Lagrange (équation2.69)), nous
obtenons :
MG+ Cq+ Kq= F(t) (2.71)

Tel que,
q, q et q sont, respectivement, les vecteur accélération, vitesse et déplacement. M,
C et K sont les matrices masse, amortissement et raideur, respectivement. F' est le
vecteur forces.
Nous supposons que la poutre est vibrante dans son mode fondamental. Une déformée
modale quadratique a été estimée, cela permet la réduction de la poutre continue &
un seul degré de liberté. En outre, nous considérons que la poutre est prismatique en
porte a faux avec une section transversale rectangulaire creuse. Nous nous intéressons
uniquement au mouvement de flexion de la poutre dans le plan (y—z). Ce mouvement
est appelé mouvement de battement.
Le déplacement relatif de la poutre u(z,t) est exprimé par le produit de la déformée
modale multiplié par le déplacement a l'extrémité libre de la poutre, exprimé par
I'équation [2.72]

u(z,t) ~ ¢(2)q(t) (2.72)

La fonction de forme s’écrit [51] :

G (-3) e

o(l) =1 (2.74)




CHAPITRE 2. BASE THEORIQUE DU DEVELOPPEMENT DE MODELES
ANALYTIQUES

La masse généralisée est :

M= /OZM(ZW(Z) dz = Z/OIW) (?)4 (1 - %%2 4 (2.75)

!
140“

La raideur généralisée est :

l ! EyI
K, = /0 EyIy (ﬁb”(z))z dz = l%/o Eyly(2) (1 - ;)2 dz = 3=~ (2.76)

Et,

K, = /OIT(Z) (&(2))" dz = > lT(z) (%)2 (1 - 13)2 de = oL 02 (2.77)

La force axiale est alors :

I
1
T(z) = QQ/ yudy = 5#92 (* - 2% (2.78)

La pulsation propre pour {2 = 0 peut s’exprimer par :

K.  [140 By,
Y Y e Y ) 2.79
“Lo =\ g 1\ (2:79)

Et, la pulsation angulaire pour 2 > 0 devient :

K +K 27 Q2
—ww 1+— —w10 1—|——— (280)
22w10

Nous considérons que la poutre est soumise & un chargement harmonique triangulaire
distribué par unité de longueur avec une pulsation égale a la vitesse de rotation de la
poutre.

Ce chargement peut étre exprimé par la relation suivante :

plz1) = po(t)7 = pocos(2) - (2.81)

Nous considérons que la vitesse est importante pour que ’on puisse négliger la visco-
sité (C' ~ 0), ’équation de Lagrange devient alors :

Mi+ Kq=F(t) (2.82)

La solution de cette équation peut s’écrit comme la somme de la solution sans second
membre ¢, et la solution particuliére g,q, :

Q<t> = Quws T Qpar (283)
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Le vecteur force devient :

I
11
F(t) = / o(2)p(z,t)dz = Elpo cos(Qt) (2.84)
En utilisant les conditions initiales : ¢(0) =0 et ¢(0) =0
On obtient,
11lp0
ws = 0: Gpar = Ot 2.85
q dp 40M(w% — Qg) COS( ) ( )
La flexion de la poutre s’écrit alors :
11ipg 3 [2\?2 1z
) = ) x 2 (—) 1- -2 2.86
) = Joarir —qz S x5 7 ( 31) (2.86)

2.5 Vibration de torsion des arbres

Les vibrations de torsion sont souvent une préoccupation dans les systémes de

transmission de puissance en utilisant des arbres rotatifs et des accouplements. Les
lignes d’arbres sont souvent le siége des phénoménes vibratoires liés a des sources d’ex-
citations différentes. Des modélisations dynamiques et structurelles plus fines et plus
réalistes des arbres en torsion sont donc importantes. Ces modélisations permettent
de décrire la dynamique, connaitre 'influence des caractéristiques mécaniques, sa-
voir les modes et les fréquences propres, équilibrer les balourds, etc. Ces modéles
permettent ainsi d’avoir des meilleures estimations de la réponse dynamique des ma-
chines tournantes.
Dans cette partie, nous étudions les vibrations de torsion des poutres. Nous décri-
vons d'une facon rigoureuse les fondements théoriques nécessaires permettant de dé-
terminer les déformées modales et les fréquences propres des arbres en torsion pour
différents types de conditions aux limites.

2.5.1 Vibration forcée d’un arbre libre/libre

Dans cette partie nous nous intéressons a l’étude du comportement dynamique
d’un arbre élastique continu libre-libre. Nous avons construit un modéle analytique
en utilisant 'analyse modale [79]. La figure [2.6| illustre le modéle de Parbre étudié.
L’équation de mouvement d’un arbre uniforme soumis a un couple externe distribué
s’écrit sous la forme suivante :

D*a(x,t)
0x?

PPa(z,t)

GI, BTE

+mt('ruy7t> = [0 (287)
Tel que,

G : Module de cisaillement de I’arbre;

Ip : Moment d’inertie de section polaire de ’arbre;

Iy : Moment d’inertie polaire par unité de longueur
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/ﬁlt

A\

/
e

FIGURE 2.6 — Arbre libre-libre soumis & un couple & son extrémité

a(z,t) : L’angle de rotation autour de axe ¥ d’une section de 'arbre située a 'abs-
cisse x;

[ : La longueur de l'arbre ;

my(x,t) : Le couple extérieur agissant sur 'arbre par unité de longueur.

La solution de I’équation peut s’écrire sous la forme suivante :

Z Ful)ma(t (2.88)

Avec,
fn(z) : les modes normaux normalisés ;
N, (t) = les coordonnées généralisées.

Les déformées modales f,(z) sont déterminées en résolvant le probléme aux valeurs
propres et en appliquant les conditions aux limites de I'arbre.

d’ fu()
dx
En substituant I’équation dans I’équation , on obtient :

GI, + Iow? fo(2) =0 (2.89)

ZGIf t) + my(x,t) = Zlofn 2 )ijn(t (2.90)
Avec, ,
o) = I (291)
et,
N d*na(t)
in(t) =~ (2.92)
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L’équation devient :

D Lo ful @) (t) + my (1) an in (2.93)
n=1
On multiplie ’équation précédente par f,,(z) et on Uintégre entre 0 et [, donne :
—Tow2n, (t) > 1f0 fn d$+f0 my(x,t) fr(z) do (2.94)
= Ioijn(t fo fal(z )dm

Pour deux valeurs propres distinctes w;#w;, la relation d’orthogonalité des modes
normaux de larbre est la suivante [79] :

/0 fi(@) () da,i # (2.95)

Les modes normaux doivent satisfaire la condition de normalisation suivante [79] :

/l fAx)de =1,i=1,2... (2.96)
0

Compte tenu de la relation d’orthogonalité et de la condition de normalisation, on
obtient :

fin (1) 4+ wina(t) = Qu(t),n = 1,2... (2.97)

Avec,
l
Qult) = ]—10 /0 (e, ) fo () da (2.98)

Qn(t) est la force généralisée du ni*™ mode.
La solution de I’équation peut s’écrire sous la forme suivante :

nn(t) = Ay cos(wpt) + By, sin(w,t) + win/o Qn(7) sin(w,(t — 7)) dr (2.99)

Avec, A,, et B, sont des constantes & déterminer & partir des conditions initiales.
La réponse de vibration forcée de ’arbre est la suivante :

o0

1 t

a(z,t) = Z [Ancos(wnt) + B, sin(wpt) + —/ Qn(7)sinw,(t — 7)dr| fu(z)

X Wn, 0
=1

(2.100)

La réponse en régime permanent de I'arbre, sans tenir compte de I'effet de conditions

initiales, est donnée par la relation suivante :

Z f’; / Qn(7)sinw,(t —7)dr (2.101)

=1
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Nous supposons que I’arbre est soumis & un couple concentré a son extrémité (x = 0).
Le couple appliqué a 'arbre s’écrit :

my(z,t) = Me? () (2.102)
L’expression de la force généralisée devient :

Mei«t

!
Qn(t)zllo /0 Me5(a)fo()d o = L~ £,(0) (2.103)

Pour un arbre libre-libre, les fréquences naturelles s’écrivent [79] :

Wy = = — | = (2.104)

Avec,

c=,/¢
P

Les déformés modales sont données par les expressions suivantes :
fulz) = A, cos (ﬁ) n=1,2.. (2.105)
c

Nous appliquons la condition de normalisation suivante :

/l fo(z)?dz =1 (2.106)

Nous obtenons :
A,=1/-,n=12.. (2.107)
MA, [t .
/ T sin(wy,(t — 7)) dr =
Iy Jo

. wWpeos(wyt) + jwsm(wnt)}

/t Qn(7)sinw,(t — 7)dr =
0
MA, Wy,
|

Ainsi, la réponse en régime permanent s’écrit,

=1 /2 nrz\ [ MA, W, ot Jwsin(wpt) 4+ wy, cos(wnt)
oz(x,t)zzw—\/;cos< [ ) ( Iy ) (wQ—uﬂej a w2 — w?
n=1 " n n

(2.109)
Dans le cas d’un arbre libre-libre, le déplacement du corps rigide a(t) doit étre ajouté
a la solution. Le mouvement du corps rigide de arbre @(t) peut étre déterminé a
partir de la relation suivante :

(2.108)

Jw

2 _ 2 2 _ 2
Wi —w Wi —w

= my(z, 1) (2.110)




2.5. VIBRATION DE TORSION DES ARBRES

Avec,
Iy = pI, est le moment d’inertie. deC_:gt) est Iaccélération du mouvement de corps
rigide.
d*a(t)  Mewt
= 2.111
dt? Iy ( )
Alors,
-1 ,
A(t) = — Mot 2.112
(1) = 5 Me (2112)
Alinsi, la réponse en vibration de torsion de 'arbre est la suivante :
-1 =1 /2 nrx\ [(MA
_ jwt N n
a(z,t) = ] Mot + Z wﬂ\/;cos (_l ) ( T )
=1 (2.113)

W jut _ Jwsin(w,t) + wy, cos(wpt)
w? — w? w2 — w?

2.5.2 Vibration de torsion forcée d’un arbre libre muni d’un
disque rigide

Dans cette partie, nous considérons un arbre continu libre d'un c6té, muni d’un
disque rigide de 'autre coté. Cet arbre est soumis a un couple de torsion concentré
a son extrémité (voir figure 2.7). Dans ce modeéle, nous utilisons les mémes variables
que dans le cas précédent (arbre libre-libre) [79).

La réponse en régime permanent (sans tenir compte des conditions initiales) est [79] :

v X

FIGURE 2.7 — Arbre libre d’un c¢6té muni d’un disque rigide de 'autre coté

az,t) = Z %j)/o Qn(7)sin(w,(t — 7)) dr (2.114)

n=1
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Les déformée modales ont I'expression suivante :

fa(z) = Ay cos (w"x> (2.115)

C

L’équation de fréquence d’un arbre libre d’un c6té muni d’un disque rigide de 'autre
cOté s’écrit :

Q. cot(ay,) = —f (2.116)
avec,
l
a, = 2 (2.117)
c
Jl
p="2 (2.118)
Iy
Tel que,

J : Moment d’inertie polaire;

1, : L'inertie du disque rigide.

Il est impossible de trouver la solution de I’équation de fréquence (les w,,) en utilisant
Dymola/Modelica. Pour cet effet, nous avons tracé les courbes approximatives (des
fonctions linéaires) de «, (pour n varie de 1 & 5) en fonction de 5 (voir annexe A).
Nous avons trouvé les polynomes suivantes :

ay=178+14 (2.119)

a, = 1.7+ 3 (2.120)
as =1.76+4.6 (2.121)
ay=158+6.2 (2.122)
as=178+17.7 (2.123)

Les déformées modales sont normalisées :

/l fa(z)?de =1 (2.124)

2
A, = \/;n =1,2.. (2.125)

Le couple de torsion est concentré a 'extrémité de ’arbre, s’exprime par :

Alinsi,

my(x,t) = Me?'§(x) (2.126)

La réponse de vibration de torsion forcée de I'arbre s’écrit alors :

2 MA s .
a(r,t) = Z 7 o8 (W"I> ” ( Wn__jwt _ Jwsin(wn) + wp cos(wy, ))

c Iy \w?—w? w2 — w?

n_

n=1

(2.127)
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2.6. CONCLUSION

2.6 Conclusion

Dans la grande majorité des applications mécatroniques, les vibrations résultant
de la flexibilité mécanique des structures affectent le bon fonctionnement de ces sys-
témes. Par conséquent, dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la construc-
tion des modéles dynamiques de topologies relativement simples. Ces modéles nous
permettront par la suite de construire des systémes mécatroniques couplant des struc-
tures flexibles et rigides.

Nous avons donc définis les descriptions mécaniques des différentes structures conti-
nues reflétant les propriétés des corps flexibles, basées sur des méthodes analytiques.
Cependant, il n’est pas toujours possible de trouver la solution analytique de la ré-
ponse vibratoire : Pour le modéle de la plaque, la solution analytique existe seulement
pour des cas bien particuliers de conditions aux limites tels que le cas d’une plaque
simplement appuyée sur ses quatre bords (solution de Navier).

Pour trouver les solutions analytiques de vibration de torsion des arbres pour dif-
férents types de conditions aux limites, il est nécessaire de résoudre 1’équation de
fréquence (correspondante a chaque cas de conditions aux limites). Néanmoins, la so-
lution de cette équation n’existe pas toujours. Pour cela, nous cherchons des résultats
approchées afin d’avoir des solutions plus ou moins précises.

Le chapitre qui suit présente I'implémentation des modéles analytiques précédemment
décrites dans Modelica/Dymola. Ces modéles peuvent étre connectés avec d’autres
composants afin de construire un systéme mécatronique dans le but d’étudier sa ré-
ponse vibratoire dans une phase précoce de conception.
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3 Implémentation dans Modelica

3.1 Introduction

La programmation orientée objet est un paradigme de programmation développée
dans les années 60 [29]. Cette approche consiste 4 modéliser des éléments réels en un
ensemble d’entités informatiques appelés objets. Actuellement, elle est trés appréciée
a cause des nombreux avantages apportés par rapports aux autres langages classiques.
L’approche orientée objet permet une programmation modulaire & travers la réutilisa-
tion du code avec I’écriture de librairies. Ainsi, le code est plus facilement réutilisable
et plus extensible qu'une programmation fonctionnelle classique. La décomposition
en objets permet de maitriser la complexité du probléme de modélisation tel qu’un
objet représente une idée, un concept ou une entité du monde physique.

Dans ce chapitre, les modéles analytiques des différentes structures flexibles présentées
dans le chapitre 2 ont été développés dans Dymola en utilisant le langage Modelica.

3.2 Introduction & Dymola

Dymola est un environnement intégré pour la modélisation et la simulation des
systémes multi-physiques. Dymola utilise la modélisation orientée objet hiérarchique
pour décrire les systémes, les sous-systémes et les composants d'un modéle. En utli-
sant Dymola, l'utilisateur peut créer sa propre bibliothéque de modéles ou modifier
les bibliotheéques existantes selon ses besoins. Dans Dymola, les couplages physiques
sont modélisés en définissant les connecteurs physiques et en reliant les sous modéles
graphiquement.

3.2.1 Architecture de Dymola

Niveau de modélisation : Les modéles sont composés a partir des composants
de bibliothéque (bibliothéques commerciales et propriétaires), ainsi que par des mo-
deéles développés par l'utilisateur. Les modéles sont, soit décrits par des équations,
soit composés a partir d’autres composants plus primitives [15].

Généralement, un modéle décrit dans Modelica (dans la vue textuelle) est formé
par deux parties essentielles [15], [29] :
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— L’interface du modéle [29] : cette partie est consacrée & la définition du modéle,

le type de la classe (Block, Model, Connector...) et son nom, sa connexion avec
lextérieur, les héritages (bibliothéque), la déclaration des variables et des pa-
rameétres qui seront utilisés dans les équations.
Une variable est une valeur calculée lors de la simulation, elle est déclarée par
I’écriture de deux éléments qui sont le type de la variable et le nom de la variable
alors que les paramétres ne peuvent pas étre modifiés par une simulation, ils
représentent ce qui est connu du systéme. Ils sont déclarés de la méme maniére
que les variables, a I’exception que le mot clé parameter est requis devant ce
type. Les valeurs des paramétres sont & savoir fixées comme conditions initiales
(a temps = 0) et sont considérées comme constantes dans ce qui suit. Pour cet
effet, il est nécessaire de mentionner ses valeurs a la fin de la déclaration. Un
parameétre est une quantité qui le rend simple pour un utilisateur de modifier
le comportement d’'un modéle;

— Le corps du modéle [29] : cette partie permet de décrire le comportement d’un
systéme par un algorithme et / ou un ensemble des équations différentielles. Le
mot clé equation est mentionné pour indiquer la transition entre la déclaration
des variables et les équations. Toutes les équations sont alors inscrites dans
cette partie. Puisque Modelica est un langage acausal, n’a pas d’importance si
les variables sont écrites sur le c6té gauche ou sur le coté droit de la signer =.
Par ailleurs, 'ordre dans lequel les équations sont écrites n’a pas d’importance
et ne modifie pas les résultats.

Niveau de simulation : Dymola transforme une description d’un modéle basée sur
les équations déclaratives en un code de simulation. Ainsi, la simulation permet de
faire des expériences sur le modéle, tracage des résultats et animation du comporte-
ment [15].

3.2.2 Interface utilisateur graphique

Dymola posséde différentes vues (figure :
Vue Icone "Icon layer” : Dymola contient un éditeur graphique ot une représentation
de 'icone du modéle peut étre établie, ceci est particuliéerement intéressant surtout
quand on veut connecter plusieurs modéles [15].
Vue diagramme "Diagram layer” : cette vue est utilisée pour assembler différents
éléments et de les connecter.
Vue texte "Modelica text layer"” : c¢’est la vue utilisée lors de la programmation des
modéles [15].

|[¢»m B EHE

FIGURE 3.1 — Les outils de navigation.
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La représentation de l'icone peut étre créée avec un éditeur graphique intégré. Elle
permet 'insertion des lignes, des rectangles, des polygones et des chaines de texte.
La barre d’outils pour 'éditeur graphique est montrée dans la figure [3.2

INOOCARZL -1

FIGURE 3.2 — Les outils de dessin dans Modelica/Dymola

3.3 Implémentation du modéle de la plaque flexible
dans Modelica/Dymola

Dans ce paragraphe, nous proposons une implémentation dans Dymola du mo-
déle analytique de la plaque développé dans le deuxiéme chapitre en tenant compte
des caractéristiques du langage Modelica. Pour qu’on puisse intégrer ce composant
qu'on a appelé simply supported plate dans un systéme mécatronique afin d’étudier
sa réponse vibratoire, nous avons crée des connecteurs a I’entrée flangel et a la sortie
deplacement-plaque du modéle de la plaque.

Pour pouvoir choisir une position d’'un point sur la plaque, nous avons developpé un
composant nommé Selection of position. Ce composant contient deux connecteurs a
Pentrée et la sortie nommés respectivement deplacement-plaque et flange-a.

Nous considérons que le chargement harmonique exercé sur la plaque (de la forme
picos(w;.t)) est dit & une excitation d’un moteur électrique monté sur la plaque. Au-
trement, nous estimons que chaque moteur induit une excitation dynamique sur une
partie rectangulaire de la plaque de dimensions u; et v; tels que les coordonnées du
centre de gravité sont («;, 3;), ¢ varie de 1 a N, avec N est le nombre de moteurs
montés sur la plaque (I’excitation peut étre la cause d’un balourd).

3.3.1 Déclaration des connecteurs

3.3.1.1 Deéfinition d’un nouveau connecteur flangel

Pour assurer I'interconnexion entre la plaque et les moteurs, nous avons développé
un nouveau connecteur sous Dymola qu’on a appelé flangel. Ce connecteur contient
quatre variables. Le tableau3.1] contient les caractéristiques du nouveau connecteur
utilisé pour assurer I'interface entre les composants construits dans Dymola. Le code
de ce connecteur est illustré par la figure [3.3]:
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TABLE 3.1 — Propriétés du nouveau connecteur développé sous Dymola

Type Nom Description

Longueur uy Longueur [m|

Longueur v Longueur [m|

Pression Py Amplitude de la force [N/m?|
Vitesse angulaire z Fréquence angulaire |rad /s

connector flangel
Modelica.SIunits.Length ul;
Modelica.SIunits.Length v;
Modelica.SIunits.Pressure PO;
Modelica.STunits. AngularVelocity z;
end flangel;

FIGURE 3.3 — Classe flangel

3.3.1.2 Définition d’un nouveau connecteur deplacement-plaque

Le connecteur de sortie de la plaque contient les déplacements en tout point.
L’implémentation du connecteur est montrée dans la figure |3.4}

connector deplacement plaque
Real P[9,9];//Nx=Nv=9
end deplacement plaque;

FIGURE 3.4 — Classe du connecteur pour la mesure des déplacements sur la plaque

3.3.1.3 Définition du connecteur Flange-a

Ce connecteur appartient & la bibliothéque Modelica. Mechanics. Translationnal, il
contient deux variables qui sont la force et la position. Dans ce modéle, nous avons
utilisé uniquement la variable position (flange — a.s = X P|[1,1]). Son contenu dans
Modelica est exprimé dans le tableau et sa définition est montrée dans la figure
3.5]

L’utilisation du connecteur Flange permet d’intégrer facilement des modéles améliorés
pour les sous composants en utilisant des composants de la bibliothéque standard
Modelica.
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TABLE 3.2 — Propriétés du connecteur Flange-a

Type Name Description
Position S Absolute position of the flange [m]
Flow Force f Cut force directed into flange [V]

connector Flange a
"(left) 1D translational flange (flange axis directed INTO
cut plane, e. g. from left to right)"

SI.Position s "Absolute position of flange";
flow SI.Force f"Cut force directed into flange";
end Flange a;

FIGURE 3.5 — Code du connecteur Flange dans Modelica/Dymola

3.3.2 Définition des modéles développés

3.3.2.1 Définition du modéle de la plaque

Pour créer une plaque excitée par deux moteurs, on peut se servir des connecteurs
précédemment crées pour définir un modéle d'une plaque. Deux connecteurs de type
flangel a I'entrée du modéle de la plaque sont donc introduites pour décrire les in-
terfaces physiques entre la plaque et les moteurs.

L’éditeur graphique de Dymola permet de créer et d’éditer des modéles. La figure [3.6]
montre I'icobne du modéle de la plaque flexible développée sous Dymola.

La figure illustre 'interface graphique du modéle de la plaque développé dans
Dymola. Les différents paramétres a saisir par 'utilisateur sont montrés dans cet in-
terface.

FIGURE 3.6 — Icone du modéle de la plaque dans Modelica/Dymola
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simplysupportedplate_2_1 in theseghazoil PLAQUE_position M
General Add modifiers
Component Icon
Mame simplysupportedplate_2_1
Comment .
Model
Path theseghazoi, simplysupportedplate_2
Comment
Parameters
M g+ Mombre de points selon ['axe des x
My g+ Mombre de points selon ['axe des y
ook Mormbre de modes selon y
M 5ok Mombre de modes selon x
a 0,24+ Largeur de la plague (m)
b 0,24+ Longeur de la plague (m)
E 2.1E11 |+ Module d"young de la plague (M/m~™2)
u 0.3 (¥ Coifficient de poisson
h 0,002 |+ Epaisseur de la plague(m)
ro 7350 (¥ Masse valumigue (Kg/m"3)
alpha 0.03 *+ Position du premier moteur selon 'axe des x (m)
beta 0.03 *+ Position du premier moteur selon ['axe des v (m)
alpha2 0.09 *+ Position du deuxiéme moteur selon I'axe des x (m)
beta2 0.09 *+ Position du deuxiéme moteur selon 'axe des y {m)
| ok || mh || cancel |
I |

FIGURE 3.7 — Interface graphique du modeéle de la plaque simplement appuyée dans
Dymola.
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Pour pouvoir étudier la réponse dynamique de la plaque en tout point, nous divisons
la plaque en un ensemble de points. Chaque point est de coordonnée (X|[k],Y[k]).
Avec k et f sont deux compteurs qui varient respectivement de 1 & N, et de 1 a N,.

Avec,
X[k = =R, Y (1) = 42

Ngz—17

tel que,
N, et N, sont respectivement, le nombre de point selon I'axe z et 'axe y;
a et b sont respectivement, la largeur et la longueur de la plaque.

3.3.2.2 Définition du modéle de moteur électrique

Le moteur électrique est modélisé par une excitation sinusoidale de la forme
p.cos(w.t). Le moteur occupe une partie rectangulaire de la plaque de dimension
u et v tel que son centre de gravité est de coordonnées (v, §). La figure montre
l'icone du modéle de moteur dans Modelica/Dymola. Son interface graphique est
illustré dans la figure [3.9]

FIGURE 3.8 — Icone du modéle de moteur dans Modelica/Dymola

motorl in theseghazoi.PLAQUE_position | P

General Add modifiers

Companent Icon

Name motorl

Comment po = cos(z"0) l
Model

Path  theseghazoi.Motorl
Comment

Parameters

po 0.01e6 * Excitation du mateur (N/m?)
10+ Pulsa Jaire de lexcitation (rad/s)
ur (m)

ul 0.06 *

oK ] | Info ‘ ‘ Cancel

FIGURE 3.9 — Interface graphique du modéle de moteur développé dans Dymola.
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3.3.2.3 Définition du modéle Selection of position

Pour choisir un point de la plaque, nous avons développé un composant qu’on a
appelé "selection of position". L’icone de cet élément, développée dans Dymola, est
représentée dans la figure Ce composant nous permet de choisir le point sur la
plaque sur lequel on effectue les mesures des déplacements.

selection of
position
Ph= : f= )

..\:].

FIGURE 3.10 — Icone de 'élément "section of position" dans Dymola

Le code Modelica de I'élément "section of position" est illustré dans la figure [3.17]
Cet élément contient deux connecteurs : un connecteur a I'entrée "displacement —

model selection_position

parameter Integer k=1"X[k]=a*(k-1)/(Nx-1)"; // X[k]=a*(k-1)/(Nx-1);
parameter Integer =2 "Y[f]=b*(f-1)/(Ny-1)"; // Y[{f]=b*(f-1)/(Ny-1);
Real XP[1,1];

equation

XP[1.1]=deplacement plaquel.P[kf];

flange a.s=XP[1.,1];

end selection position;

FIGURE 3.11 — Le code Modelica du composant "selection of position".

plaque" qui contient tous les déplacements de la plaque et un connecteur de sortie
Flange-a permettant de relever le déplacement dans un point choisi par 'utilisateur
( choix de k et f).
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3.4 Application : Modélisation préliminaire du sys-
téme plaque supportant des composants élec-
triques

3.4.1 Description

Les modéles définis dans Modelica/Dymola sont vus alors comme des composants
ou des sous systémes du systéme. L’assemblage et le dimensionnement de ces compo-
sants permettent la simulation d’un systéme. Ainsi, dans cette partie, nous illustrons
notre approche orientée objet sur ’exemple d’une plaque supportant des composants
électriques de type moteurs et cartes électroniques. En effet, la vibration des plaques
dans les systémes mécatroniques peut étre la cause du probléme & divers éléments
qui sont interconnectés tels que les dispositifs électroniques, qui sont des composants
essentiels et vitaux dans différents domaines comme ’aérospatiale moderne, la marine
et les applications véhiculaires.

Les équipements électroniques fonctionnent souvent dans un environnement multi-
physique permanent et sévére de nature a la fois chimique, thermique et mécanique,
dont le niveau et la nature dépendent de I'application envisagée. Ces composants sont
soumis a des vibrations qui sont en grande partie responsables de la dégradation des
contacts avec les autres composants. Cependant, ces éléments doivent étre capables
de fonctionner sur un cycle de vie important et survivent des problémes environne-
mentaux telles que la température et la vibration pour lesquelles ils sont sensibles
( [89], [70]). Par conséquent, dans la phase de prédimensionnement, le concepteur
doit prédire comment le composant électronique va mettre en oeuvre complétement
et correctement les fonctions spécifiées dans les exigences compte tenu des contraintes
du dispositif, I’environnement au sein duquel le composant fonctionne et les interfaces
définies. En effet, il doit maintenir une perspective du systéme et voir l'interaction
entre les différents composants afin d’identifier les incohérences et les ambiguités.

Les excitations dans de nombreux systémes mécatroniques peuvent étre considérées
aléatoires. Cependant, pour des raisons de simplification, nous allons traiter unique-
ment les parameétres structurels déterministes. Par conséquent, seules les excitations
harmoniques sont considérées dans cette étude.

Le comportement dynamique de la carte dépend principalement de sa conception
ainsi que les niveaux de sollicitations (les cartes électroniques sont fréquemment sou-
mises a des forts niveaux de vibration a des fréquences qui peuvent atteindre 3000Hz).
Dans cette étude, nous considérons que la carte électronique se comporte comme une
masse rigide montée élastiquement sur une plaque flexible [89]. La Figure re-
présente schématiquement un modéle d’un boitier électronique monté d’une maniére
élastique sur une plaque vibrante.

67



CHAPITRE 3. IMPLEMENTATION DANS MODELICA

Boitier
électronigue

mp

. | == 0

U

Plaque
Y(t) I vibrante

FIGURE 3.12 — Modéle Simplifié d’une carte électronique

3.4.2 Modélisation Modelica

Nous avons modélisé le systéme plaque supportant des composants électriques
avec le logiciel de modélisation et de simulation multi-domaine Dymola.
Dans cette application, nous considérons que la plaque flexible est excitée par deux
moteurs électriques telle que la plaque supporte des cartes électroniques (voir figure
3.13).

FIGURE 3.13 — Modéle de la plaque supportant les composants électriques étudié
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Le systéme qu’on a développé (voir figure contient différents composants :
des composants qu’on a modélisés tels que le modéle de la plaque " simply supported
plate” qui a été créé dans Modelica/Dymola, basé sur une méthode analytique. Cet
élément contient tous les paramétres nécessaires pour définir le modéle de la plaque
pour une simulation. Le composant "sélection of position” qui permet de choisir I'em-
placement de la carte électronique sur la plaque et le composant moteur électrique
"Motor" qu’on a modélisé par une force de type pcos(w.t) uniformément répartie
agissant sur une partie rectangulaire de la plaque.

Des composants qui appartiennent & la bibliothéque standard de Modelica/Dymola :
un modéle 1D linéaire composé d’un ressort et un amortisseur en paralléle (appartient
a la bibliothéque Mechanics. Translational) avec une masse modélisant la carte élec-
tronique. Des capteurs position Sensor, speed Sensor et acc Sensor appartiennent a
la bibliothéque Modelica. Mechanics. Translational. Sensors, ces capteurs permettent
la mesure de la position absolue, la vitesse et ’accélération absolue afin de controler

le déplacement, la vitesse et ’accélération de la carte électronique montée élastique-
ment sur la plaque.

Les capteurs n’ont pas d’effet sur les équations du systéme et ils sont utilisés juste
pour prendre la valeur de leurs variables correspondantes. La sortie de ceux-ci peut
étre tracée dans ’étape de simulation.

selection of
motort position o Lo f = ‘? i
2 (k= : f= ) 2 2 il 4
| | @ o = _]
7 2 ) 7
[ | 5 2 e
= ] % —
] 3 n
mass
springDamper
selection of 5 ‘% ’ T = ? -
position T - 2 2 -
? (k= ; f= ) Ciras 2 Ae
- ¢ : d4=5 5 - = W -
=300 = — 2 a 1
7 w 8 = i
. m=.03 o - i
mass1
springDamper
L]
selection of 3 e 5 - S ‘%‘
e b .
position 5 e 2 -
motor? (k= : f= =7 2 g A -
?(k= : f= =400 E T 4 r:
. m=0.0% T =8 ® i

springDamper2

FIGURE 3.14 — Modéle du systéme avec Modelica/Dymola

Ce modéle nous permet d’avoir une procédure simplifiée afin d’effectuer des simu-

lations de comportement et d’estimer le comportement vibratoire du systéme méca-
tronique envisagé.
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3.4.3 Validation du modéle avec la méthode des éléments finis
(ANSYS)

Afin de valider le modéle mis en oeuvre dans Modelica/Dymola, nous avons fait
recours & la méthode des éléments finis en utilisant ANSYS.
La conception de la plaque de dimesion 240 x 240 mm se fait tout d’abord par le
logiciel de conception mécanique CAO SolidWorks. La Figure [3.15] illustre le modéle
CAO de la plaque qui a été utilisée pour cette étude dans ANSYS. La géométrie est
constituée d’un ensemble de faces rectangulaires de dimension (u,v) afin de faciliter
I'application de la force (normale & la plaque) représentée par une fléche dans la fi-
gure. Nous considérons que la plaque est simplement appuyée sur ses quatre bords.
Le maillage de la plaque est fait d’une fagon automatique (par défaut).

FIGURE 3.15 — Modélisation de la plaque chargée avec ANSYS

Certains résultats obtenus par Modelica sont comparés avec ceux obtenus par I’ana-
lyse avec la méthode des éléments finis (MEF) en utilisant ANSYS.

Les cinq premiéres fréquences propres obtenues par Modelica et par ANSYS sont
illustrées dans le tableau 3.3l
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TABLE 3.3 — Fréquences naturelles (Hz) de la plaque simplement appuyée, m et n
sont les numéros de modes respectivement suivant les directions x et y.

m, n) Modelica ANSYS Erreur
) 160.88 170 0.07%
) 42336 4268  0.8%

) 676.32 682.9 0.96%
)
)

848.29 853.67  0.63%
1099 1109 0.83%

On peut constater que les fréquences propres obtenues par cette approche ana-
lytique sont en bon accord avec ceux obtenues par la méthode des éléments finis en
utilisant ANSYS.

Les tableaux et représentent la flexion au centre de la plaque pour différentes
positions des moteurs sur la plaque (voir figure 2.3 dans le chapitre 2) et illustrent
'erreur entre ces deux méthodes (analytique et MEF).

TABLE 3.4 — Flexion au centre de la plaque (m), les deux moteurs ont la méme
amplitude de vibration p; = ps = 0.01M Pa et la méme fréquence, f; = fo = 100H z.

Position des Moteurs Modelica ANSYS Erreur
(a1, 51) (0.03m,0.03m)

(@2, B2) = (0.03m,0.09m)  0.094 0,095  0.15%
(e, 1) = (0.03m,0.03m)

(s, B2) = (0.09m,0.09m) 0.2 0.2 0%
(a1, B1) = (0.03m,0.09m)

(a2, B2) = (0.09m,0.09m) 0,234 682.9  2.99%
(a1, B1) = (0.09m,0.09m)

(a9, B2) = (0.15m,0.15m) 0.347 0,359  3.34%
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TABLE 3.5 — Flexion au centre de la plaque (m), les deux moteurs ont des amplitudes
de vibration différentes. p; = 0.01M Pa,py; = 0.02M Pa et ont la méme fréquence,
f1 fg = 100H z.

Position des Moteurs Modelica ANSYS Erreur
(o, 61) (0.03m, 0.03m)

(ag, B2) = (0.03m,0.09m) 0,162 0.171 5.26%
(a1, B1) = (0.03m, 0.03m)

(ag, B2) = (0.09m,0.09m) 0.374 0.383 2.34%
(a1, B1) = (0.03m, 0.09m)

(ag, B2) = (0.09m,0.09m) 0.414 0.426 2.8%
(a1, B1) = (0.09m, 0.09m)

(ag, B2) = (0.15m,0.15m) 0,520 0.541 3.88%

Les résultats obtenus par Modelica sont comparés a ceux obtenus par I'analyse
par éléments finis en utilisant ANSYS. On peut remarquer que 'erreur entre ces deux
méthodes est inférieure & 6%. Par conséquent, les résultats donnés par la méthode
analytique et ceux obtenus avec la méthode des éléments finis sont trés proches.

3.4.4 Etude paramétrique

Aprés avoir modéliser le systéme avec Modelica/Dymola, nous avons effectué
une analyse paramétrique pour différentes grandeurs. Les différents paramétres de
la plaque utilisés dans cette simulation sont donnés dans le tableau

TABLE 3.6 — Parameétres de simulation

Parametre Valeurs
Longueur (a) 0.24 m
Largeur (b) 0.24 m
Densité du matériau de la plaque (p) 7850 Kg/m?
Coefficient de Poisson (v) 0.3

Module d’Young (E) 210000 MPa
Epaisseur de la plaque 0.02 m

Plusieurs simulations ont été réalisées. Les figures [3.16] [3.17] et [3.18] montrent res-
pectivement le déplacement, la vitesse et 'accélération au centre de la plaque, sou-
mise a deux forces harmoniques agissant aux positions («aq, 51) = (0.03m,0.03m) et
(cvg, B2) = (0.09m,0.09m) telles que les amplitudes d’excitations sont p; = py = 0,01
MPa avec des fréquences d’excitations(f1 = f2 = 100H z).
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FIGURE 3.18 — Accélération au centre de la plaque

On peut constater que le déplacement, la vitesse et 'accélération au centre de la
plaque ont des formes sinusoidales avec une fréquence de 100Hz (celle de la fré-
quence de l'excitation) et ils ont respectivement des amplitudes de 0,2 mm, 0,125
m/s et 79.25 m/s®. La vitesse et Paccélération sont déphasées respectivement de /2
et m par rapport au déplacement. La comparaison de ’amplitude de vibration au
centre de la plaque avec celle de la carte électronique située dans le méme point est
présentée dans la figure [3.19

— Déplacem entaucentre de la plaque
— Déplacementdela masse

Déplacement (m)
b g
z

-4E-4 T T T T
0.00 0.0 002 003 004 005

Temps (s}

FIGURE 3.19 — Flexion au centre de la plaque et déplacement mesuré par le capteur
de position
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A partir de ces résultats, on peut constater que les deux courbes ne sont pas en
phases. Ce déphasage est dia a l'effet de amortissement de la carte qui introduit un
retard de la sinusoide de déplacement de la carte par rapport a la sinusoide de dépla-
cement de la plaque (excitation). Par contre les deux courbes ont la méme fréquence
d’oscillation qui est identique & celle de I’excitation.

[’amplitude de vibration de la carte est inférieure a celle au centre de la plaque. Cette
atténuation de mouvement est due a la dissipation de I’énergie au cours du mouve-
ment qui 'engendre ’amortissement de la carte. Deux régimes pour le mouvement de
la carte : d’abord un régime transitoire, c’est le régime d’évolution. Il représente la
réponse du systéme avant la stabilisation. Ce régime dépend fortement des conditions
initiales puis un régime permanent ot les conditions initiales n’ont plus d’influence.

La figure montre les amplitudes de vibrations de quelques points de la ligne
médiane de la plaque. Nous pouvons constater que les amplitudes de vibrations des
points sont différentes. En outre, tous ces points vibrent en phases avec une fréquence
d’oscillation identique a celle de 'excitation. Le déplacement du point de coordon-
nées (a/2,0) est nul. Ce constat est conforme de faite que la plaque est simplement
supportée sur ces quatre bords et donc les déplacements transversaux des différents
points situés sur les bords de la plaque sont nuls.

—— Deplacem entaupoint (a/2,0)

—— Déplacementaupoint (a/2, b/4)

—— Déplacem entaupoint (a/2, Th/8)
Déplacem entaupoint (a2, b/2)

2E-4 4

1E-4 4

o
m
[=1

Déplacement {m)

B4 1

2E-4 -

T T T T T T T T
0.00 005 o010

FIGURE 3.20 — Flexion de la plaque en différents points de la ligne médiane

La plaque considérée dans cette étude est basée sur la théorie des plaques minces.
En effet, 'épaisseur de la plaque (h) est supposé négligeable par rapport aux autres di-
mensions (largeur et longueur). Cependant, la valeur de 1’épaisseur a un grand impact
sur la vibration. La figure montre la flexion au centre de la plaque en fonction de
son épaisseur . On peut constater qu’au début 'amplitude de vibration diminue avec
I’augmentation de I’épaisseur de la plaque. Par suite, un phénoméne de résonance se
produit pour h =~ 0.0117. En effet pour h =~ 0.0117, la premiére fréquence propre se
correspond bien a la fréquence de I'excitation. Enfin, 'amplitude de vibration tend
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vers zéro, ce que signifie que I'influence de I'excitation sur la plaque devient faible.

0.025
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0.015+
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0.005

Diéplacement {m)

0.000

-0.005

T T T T T T T T
0.0004 0.0008 0.oo12 0.0016 0.0020

Epaisseur dela plaque (m)

FIGURE 3.21 — Déplacement au centre de la plaque en fonction de son épaisseur (h)

La surface de réponse de déplacement transversal au centre de la plaque en
fonction de ses dimensions (largeur et longueur) est illustrée dans la figure m
Dans cette étude, nous considérons que la plaque est excitée par un seul moteur
(u; = v, =0.06,; = 51 = 0.03).

Longueur de la Largeur de la plague

laque a (m
plaq (m) 02 022024 022 o, b (m)
016 018 018 016 g4q ..,
14 012 g4
008 g5
2 756-0!

2075205

Déplacement au
14e-05

" centrela plague (m)

7.25¢-06

FIGURE 3.22 — Déplacement au centre de la plaque en fonction de ses dimensions

Ce résultat montre clairement que 'amplitude de vibration augmente avec I’augmen-
tation des dimensions de la plaque en gardant les autres parameétres fixes.

Nous considérons que la plaque est excité par un seul moteur. Les figures et
représentent, respectivement les flexions au centre de la plaque en fonction du
position et des dimensions du moteur sur la plaque, en tenant les autres parameétres
fixes.

On peut remarquer que 'amplitude de vibration augmente avec 'augmentation des
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FIGURE 3.23 — Déplacement au centre

de la plaque en fonction du position de FIGURE 3.24 — Déplacement au centre
moteur (ag,B1),a = b = 0.24m,u; = de la plaque en fonction des dimensions
vy = 0.06m du moteur (uy,v1),a; = f; = 0.03m
_ g ol [\ | \'l AN AAANAN
%01j E’ IIJI| I'\ : | (' I| :I\ H 'Il\ .|I|'\ [
R YARARARANARANANARAN
L s ‘-f\l-.fl.-' RN
g ol L LA
] : ) I]| IJ lll'ull \-}I II'-.all Il'u"ll Il‘all Il-."I II‘_.ll. I|-.l'I
-0?0.00 ' 002 oo " oms " ooe T <100 -J T T T T T T T
IEIIlpS (S) 0.00 o2 U.U4Tmps (gjﬂﬁ one 010
FIGURE 3.25 — Vitesse mesurée par le FIGURE 3.26 — Accélération de la
capteur de vitesse, c=7 N-m ~',d = carte électronique, ¢=7 N-m ~' d =
4000N.m~".s 4000N.m "5

dimensions du moteur et on peut constater aussi que 'amplitude de vibration au
milieu de la plaque augmente d’autant plus que le moteur se rapproche du milieu de
la plaque.

A Taide de ce modéle, nous pouvons mesurer le mouvement de la carte électronique
a n’importe quelle position sur la plaque rectangulaire. La vitesse et ’accélération de
la carte montée élastiquement sur la plaque sont montrées dans les figures [3.25| et
[3.26] Les résultats de la simulation illustrent que la vitesse et accélération sont des
fonctions sinusoidales. Les deux courbes montrent la présence d’un régime transitoire
au début puis un régime permanent est établi. En outre, les amplitudes de vibrations
dépendent fortement des caractéristiques de la carte (masse, amortissement et rai-
deur) ainsi que emplacement de la carte sur la plaque.

Conclusion Dans cette partie, nous avons développé un modéle simple permet-
tant la prévisibilité du comportement vibratoire d’'un systéme simple formé d’une
plaque rectangulaire flexible simplement appuyée, supportant des composants élec-
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triques de types moteurs et cartes électroniques. Le modéle a été développé en utilisant
le langage de modélisation Modelica. Pour montrer la capabilité du modéle a aider le
concepteur en prédimensionnement, nous avons analysé plusieurs paramétres ayant
une influence notable sur la propagation de la vibration. Les résultats de simulation
ont été validés avec la méthode des éléments finis en utilisant ANSYS. La possibi-
lité de modifier les caractéristiques géométriques, les paramétres et I’évaluation des
différents cas, servira de point fort pour cette nouvelle méthode. Ce processus de
modélisation permettra de répondre aux exigences du systéme avec des risques ac-
ceptables et d’établir une base pour procéder a la conception détaillée.

3.5 Implémentation des poutres flexibles dans Mo-
delica/Dymola

3.5.1 Implémentation du modéle de la poutre encastrée munie
d’une masse rigide dans Dymola

Nous avons implémenté le modéle théorique de la poutre flexible encastrée d’un

cOté et munie d’'une masse rigide de l'autre coté développé dans le chapitre précédent

dans Modelica/Dymola, créant ainsi un nouveau composant appelé "flexible beam".
L’icone de ce modéle crée dans Modelica/Dymola est illustrée dans la figure

Flexible beam

FIGURE 3.27 — Icone du modéle de la poutre flexible dans Dymola

Les propriétés de la poutre tels que la section, la longueur L, le module d’ Young E
et la densité p peuvent étre définis en tant que paramétres de 'objet flexible beam. La
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figure [3.28 montre le menu de paramétres pour définir la géométrie et les propriétés

du matériau, développé dans Dymola.

Ce modéle "flexible beam" a été mis en oeuvre avec deux points de connexion qui
sont Frame a et Frame b (voir chapitre 1). Ces deux connecteurs sont utilisés pour

connecter la poutre & d’autres éléments structurels.

Le choix du connecteur Frame rend I'objet " flexible beam” entiérement compatible
avec les composants existants dans le " package Mutibody" de Modelica et par la suite
il peut étre inséré dans différents systémes mécatroniques.

flexible_beaml in wind_turbine.ff

7 )

General Add modifiers

Component

Mame flexible_beam1

Comment

Model

Path
Comment

Parameters

rho

pa

omeaga

~ B
~HE
- B
3
3

*

1
1
1

Icon

Beam axis

Deflection axis

Axis normal to beam plane
The Young's Modulus of elasticty (M/m™2)
section inm"2

The outer diameter

The inner diameter

The beam density

The length of the beam

The effective eccentricity
The applied force

The concerned point

The angular speed of rotation

the concentrated mass

[ Ok ] [ Info l [ Cancel

FIGURE 3.28 — Menu de paramétres du modéle de la poutre flexible
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Les détails de modélisation mathématique sont indiqués dans le langage Modelica
(Voir annexe B).
Les équations de la théorie décrite précédemment dans les chapitre 2 groupe les
Frames ensemble et décrivent le mouvement du corps.
"Frame a " est rigidement connecté cependant Frame b se déplace dans le plan de la
poutre (plan formé par les deux vecteurs u et v qui sont respectivement, 1’axe de la
poutre et I’axe de flexion). Le déplacement de Frame b (localisé au niveau de la masse
concentrée) est mesuré par rapport au "Frame a" situé au niveau de 1’encastrement.

3.5.2 Implémentation du modéle de la poutre en rotation dans
Dymola

De la méme facon que le modéle précédent, nous avons implémenté le modéle
théorique de la poutre en rotation dans Modelica/Dymola. La figure montre
I'icone de la poutre flexible en rotation Rotating flexible beam créée dans Dymola. Ce
modéle a été mis en oeuvre avec deux connecteurs Frames (Frame a et Frame b).

Les Frames ont deux couleurs différentes, le Frame en gris s’appelle Frame a alors

y

Rotating flexible beam

FIGURE 3.29 — Icone du modéle de la poutre en rotation dans Dymola

que celui en blanc s’appelle Frame b (voir figure . Il n’y a aucune différence phy-
sique entre ces deux connecteurs et le choix de deux couleurs est juste pour rendre la
modélisation plus facile & aborder le Frame.

Le connecteur Frame contient toutes les propriétés cinématiques telles que la posi-

| |

frame_a frame_b

F1GURE 3.30 — Capture d’écran de Frames dans la fenétre de modélisation de Dymola

tion absolue, l'orientation, la force et le couple (voir chapitre 2).
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3.6 Implémentation des modéles des arbres en tor-
sion

Nous avons implémenté les modéles des arbres en torsion en des objets utilisables
dans Modelica/Dymola par le systéme d’équations présenté dans le chapitre 2. Les
deux arbres ont des conditions aux limites différentes, le premier est libre-libre et le
deuxiéme est libre d’un coté et muni d’un disque rigide de 'autre coté. Leurs icones
développées dans Modelica/Dymola sont montrées dans les figures et
Pour ces arbres, des quantités tels que le couple, la fréquence angulaire et ’angle de
torsion sont nécessaires pour décrire l'interaction entre des arbres en torsion soumis
a des couples de torsion. Pour cette raison, nous avons créé un nouveau connecteur
flange1 dans Modelica/Dymola. Les connecteurs sont représentés par des petits rec-
tangles en bleu dans les icones des arbres.

shaft

FIGURE 3.31 — Icone du modéle de I’arbre libre-libre dans Modelica/Dymola

shaft_disk

FIGURE 3.32 — Icone du modéle de l'arbre libre muni d’un disque dans Mode-
lica/Dymola

Le code du connecteurflangel est montré dans la figure |3.33

connector flangel
Modelica.SIunits.Torque T;
Modelica.SIunits.Angle A;
Modelica.SIunits. AngularFrequency omega;
end flangel ;

FIGURE 3.33 — Vue textuelle de la classe du connecteur flangel développée dans
Modelica/Dymola
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3.7 Validation des modéles des arbres en torsion

3.7.1 Validation du modéle de ’arbre libre-libre

La validation numérique de 1’élément arbre libre-libre est menée en comparant la
réponse obtenue par Dymola (modéle analytique) avec ceux obtenus par la méthode
des éléments finis en utilisant ANSYS et ceux obtenus par le modéle utilisant le com-
posant Beam appartenant & la bibliothéque Flexibles Bodies de Dymola. L’élément
étudié a les propriétés indiquées dans le tableau [3.7]

TABLE 3.7 — Propriétés géométriques et matérielles de I'arbre libre-libre

Paramétre

Valeur

Longueur de larbre (

L)

1m

Module de cisaillement (G)

81000 x 10° Pa

Masse volumique p

7850 Kg/m?

Coefficient de Poisson (v)

0.3

Module d’Young (E)

210000 MPa

Rayon de I’arbre (r)

0.02 m

Le tableau montre les cinq premiéres fréquences propres obtenues par Dymola et
ANSYS. On peut constater que 'erreur entre ces deux modéles est inférieure a 1 %.
Une excellente convergence des résultats est ainsi observée.

TABLE 3.8 — Fréquences propres (Hz) de torsions de I’arbre libre-libre

Nombre de mode (n) Dymola (analytique) ANSYS Erreur

1 1565.18 1567.8  0.16%
2 3130.35 3135.6  0.167%
3 4695.53 4703 0.15%
4 6260.7 6272 0.18%
) 7825 7843 0.22%
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Une analyse modale a été effectué dans ANSYS. Les trois premiérs modes propres
(les modes de torsion) sont représentés dans les figures [3.34] [3.35] et [3.36] :

20.196 Max

17.952
15,705
13,464
11.22

§.9758

6.7319

4.4679

2,244
1.584e-5 Min

FIGURE 3.34 — Premiér mode propre de torsion (F; = 1567,8Hz)

20.209 Max
15.002
15,795
13,588
11,381
9.1737
6.9566
4.7595
2.9524
0.34529 Min

FIGURE 3.35 — Deuxiéme mode propre de torsion (F» = 3135.6H z)

20.212 Max
17,966
15,721
13.475
11.229
§.9632
6.7374
4.4916
2,2458
8.3474e-6 Min

FIGURE 3.36 — Troisiéme mode propre de torsion(Fs = 4703H z)
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3.7. VALIDATION DES MODELES DES ARBRES EN TORSION

Pour valider le modéle analytique de I’arbre libre-libre en torsion, nous avons dé-
veloppé dans Dymola le modéle illustré dans la figure [3.37
Nous considérons que Parbre est soumis & un couple concentré a son extrémité (x=0)
de la forme T' = M cos(w.t) avec M = 20N.m et w = 10rad/sec.
La poutre beam a été connectée dans Frame a avec une revolute et un mouvement

cosine

\/

freqHz=1.59

torque

beam

n={1,0,0}
world revolute

. L

relativeAngles

X

angles
v

FIGURE 3.37 — Configuration du modéle de torsion de 'arbre libre-libre dans Mode-
lica/Dymola

périodique. L’entrée cos a une fréquence de 1.59H 2z et une amplitude de 20 N.m. Le
vecteur n dans l'objet revolute définit la direction du mouvement de la poutre dans le
test. Le but de ce modéle est de chercher ’angle de torsion a I'extrémité de la poutre
(x=L) sans tenir compte du mouvement de corps rigide. Pour cet effet, nous avons
utilisé un capteur relatif relativeAngles mesurant 'angle de torsion a I'extrémité de
la poutre (Frame b) par rapport a 'autre extrémité (Frame a). Le composant Word
sert a définir la direction de la gravité.

Dans linterface graphique de 1’élément beam, nous avons défini toutes les proprié-
tés géométriques et matérielles (diamétre, longueur, module d’Young, coefficient de
Poisson, masse volumique, etc.) ainsi que les conditions aux limites (voir figure
nécessaires pour effectuer la simulation de 'arbre étudié.

Une comparaison des fréquences propres obtenues par Dymola (modéle basé sur le
composant Beam) et par ANSYS est illustrée dans le tableau . On peut constater
que Derreur entre ces deux modéles est inférieur a 1%. Les résultats sont donc en bon
accord entre eux.

Nous comparons la réponse en amplitude de torsion entre les deux modeéles. Le pre-
mier est basé sur une méthode analytique développé dans le chapitre précédent et
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CHAPITRE 3. IMPLEMENTATION DANS MODELICA

1] BarModeData torsion |2 [
BarModeData
Description
Data defining the modes of a beam with boundary conditions Free or Clamped
Boundary Conditions
atframe_a @ Free Clamped *
atframe_b @ Free Clamped *
o Free o Clampec
.................
frame fram
Mode Numbers
eigenModes 15 - 4 Ordinal numbers of eigen modes to be used (e.g. 1:5 or {1,3,4})
damping fil{p.0, 0) - v Damping of eigen modes
[k J[ mi ][ e |

F1GURE 3.38 — Configuration des paramétres du modéle de I'arbre libre-libre dans
Dymola

TABLE 3.9 — Comparaison des fréquences propres de torsion (Hz) de I’arbre libre-libre
(obtenus par ANSYS et Flex Bodies)

Nombre de mode (n) ANSYS Dymola (Flex Bodies) Erreur

1 1567.8  1565.96 0.11 %
2 3135.6  3131.94 0.11 %
3 4703 4697.91 0.10 %
4 6272 6293.88 0.34 %
) 7843 7829.80 0.16 %

le deuxiéme est basé sur le composant Beam de la bibliothéque Flexible Bodies de
Modelica/Dymola (voir figure [3.39).

Ce résultat montre que les deux courbes ont pratiquement la méme amplitude de
vibration et ont la méme fréquence d’oscillation que celle de I'excitation en plus, elles
présentent des fluctuations importantes dues a la flexibilité des deux arbres. Une
bonne convergence des résultats est donc observée.
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3.7. VALIDATION DES MODELES DES ARBRES EN TORSION

— Poutre. Corps flexible Poutre. Méthode analytique

Angle de torsion (Deg)

1.0
Temps (sec)

FIGURE 3.39 — Angle de torsion relative de 'arbre libre-libre

3.7.2 Validation du modéle de ’arbre libre muni d’un disque
rigide

Pour valider le modéle de I'arbre libre d’un c6té et muni d’un disque rigide de

l'autre coté, nous avons développé dans Modelica/Dymola un modéle basé sur le

composant Beam de la bibliothéque Flexible bodies de Dymola. Les caractéristiques
géométriques et matérielles sont présentées dans le tableau [3.10]

TABLE 3.10 — Propriétés géométriques et matérielles du modéle d’arbre libre-muni
d’un disque rigide

Paramétre Valeur
Longueur de Parbre (L) 1m

Module de cisaillement (G) 81000 x 10° Pa
Masse volumique p 7850 Kg/m?
Coefficient de Poisson (v) 0.3

Module d'Young (E) 210000 MPa
Rayon de I'arbre (r) 0.02 m

Inertie de la disque (1) 0.005 Kg.m*

Le modéle développé dans Dymola pour la validation est illustré dans la figure [3.40]
C’est le méme modéle utilisé pour la validation du modéle de 'arbre libre de deux
cOtés en lui ajoutant un composant Body qui représente une inertie a 'extrémité de
la poutre.
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cosine

ARt

freqHz=1.59

beam

n={1,0,0}
revolute

x relativeAngles

a J b
I
u

angles

F1GURE 3.40 — Configuration du modéle de torsion de l'arbre libre et muni d’un
disque rigide dans Modelica/Dymola

La figure [3.41] montre une comparaison entre les amplitudes de torsion issues
des deux modéles : le premier modéle est basé sur une méthode analytique et le
deuxiéme modéle est basé sur le composant Beam appartenant a la bibliothéque
flexible de Dymola. On peut constater que les deux courbes ont la méme fréquence
d’oscillation qui est identique a celle de ’excitation et ont des amplitudes de vibrations
trés proches, sauf qu’il y a une différence au niveau de fluctuations qui en résultent
de la souplesse des arbres. La différence ente les fluctuations dans les deux courbes
est d@i aux approximations faites pour trouver les fréquences propres.

Poutre. Méthode analytique Poutre. Corps Flexible

Angle de torsion (Deg)

10
Temps (s}

FIGURE 3.41 — Angle de torsion relative de 'arbre libre muni d’un disque rigide

86



3.8. RECAPITULATIVE DE L’IMPLEMENTATION DES MODELES
ANALYTIQUES DANS MODELICA/DYMOLA

3.8 Reécapitulative de I'implémentation des modeéles
analytiques dans Modelica/Dymola

3.8.1 Création de la bibliothéque des modéles flexibles dans
Modelica/Dymola
La figure [3.42| montre la bibliothéque des éléments mécaniques flexibles simples

que nous avons créée dans Modelica/Dymola ainsi qu’un exemple d’une application
mécatronique que nous avons effectué.

selection of
position
(k= f=)

FIGURE 3.42 — Bibliothéque des composants flexibles développée

Le processus de création d’un systéme mécatronique, contenant des composants flexibles
et rigides (systéme hybride) peut étre résumé dans la figure [3.43|

| Création de modéles flexibles

¢ Bibliothéque disponible
dans Modelica

| Paramétrage de modéles

v ¢

| Création d’une bibliothéque

v

Modéles (Modelica)

Y

Création d’un systéeme
mécatronique

FIGURE 3.43 — Processus de création d’un systéme mécatronique
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CHAPITRE 3. IMPLEMENTATION DANS MODELICA

Le processus de création des modéle flexibles simples dans Modelica/Dymola est
illustré dans la figure

Cheix d'un m odéle analytique

v

Implém entation dans Modelica

LA J

¥

Programmable 7

Définition des connecteurs

¥

Création des composants avec des
connecteurs et vérification

v

Validation du com posant par EF ou par
comparaison 4 autres m éthodes
Temps de caleul 7
Erreur 7

MNon

Acceptable 7

Modele retenu

FIGURE 3.44 — Diagramme de création des modéles flexibles dans Modelica

3.8.2 Enjeux liés a 'implémentation des modéles flexibles dans
Modelia/Dymola
Nous constatons que l'implémentation des modéles analytiques des structures

flexibles dans Modelica/Dymola n’est pas toujours possible, en se basant sur la littéra-
ture scientifique. Il existe plusieurs contraintes. Parfois, ¢’est liées au modéle lui-méme
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et parfois c¢’est liées a I'incapacité du Modelica/Dymola & résoudre une telle équation.
Par exemple, nous avons essayé d’implémenter dans Modelica le modéle d'une poutre
en porte a faux portant une masse concentrée a un point arbitraire telle que la posi-
tion de la masse est paramétrée (ce modéle est basé sur la méthode de Galerkin en
conjonction avec les fonctions de déformées modale) mais, nous n’avons pas trouvé
des bons résultats !

Le code textuelle de ce modéle dans Modelica est illustré dans la figure 33 (voir
annexe D).

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons implémenté dans Modelica/Dymola tous les modéles
analytiques présentés dans le chapitre 2. Comme Modelica est un langage orienté ob-
jet, il nous a facilité la mise en place d’une bibliothéque de composants définis & partir
des modéles analytiques qu’on a développé dans le chapitre précédent. L utilisation
de la classe connecteur de Modelica, nous a également facilité la programmation des
interfaces permettant la connexion des composants entre eux.

Nous avons validé les modéles qu’on a développés par comparaison des résultats de
simulations obtenus avec ceux fournis par le logiciel basé sur la méthode des éléments
finis ANSYS et avec ceux obtenus en utilisant le composant Beam appartenant a la
bibliothéque Flexible Bodies de Modelica.

Nous avons aussi montré comment utiliser les composants développés pour traiter
un cas simple de vibration d’'une plaque supportant des composants tels que des
moteurs et des cartes électroniques. En effet, le systéme que nous avons développé
permet de faire des simulations afin d’estimer son comportement vibratoire. Dans le
chapitre suivant nous appliquerons notre méthodologie a une éolienne représentant
un systéme mécatronique complet. Dans le cadre de ce travail, la modélisation dans
la phase de prédimensionnement par I'approche orientée objet permet de prédire et
de comprendre, bien que partielle, des phénomeénes impliqués dans un systéme méca-
tronique. Cette démarche doit permettre d’étudier les informations pertinentes de la
réalité afin de comprendre un phénomeéne réel.
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4 Application a la modélisation d’une
éolienne

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons d’appliquer notre méthodologie de prédimen-
sionnement sur un systéme meécatronique typique qui est ’éolienne. D’ailleurs, 'aug-
mentation de la taille et la flexibilité de I’éolienne moderne a entrainé que le compor-
tement dynamique de ces structures devient d’une grande considération de concep-
tion [55]. Par conséquent, il est trés important de mettre un effort important dés les
premiéres étapes du processus de conception. En effet, & ce niveau, les concepteurs
ont seulement une connaissance partielle sur les interactions entre les différents pa-
rameétres de conception.

Tous les modéles développés dans le chapitre précédent sont munis d’interfaces qui
permettent les échanges de données entre eux. Cette propriété permet d’enquéter sur
un systéme mécatronique complexe comme une éolienne aussi précis que possible en
utilisant simplement le meilleur modéle convenant au comportement.

Ce chapitre est structuré comme suit : d’abord, nous commencons par étudier la ré-
ponse vibratoire de la tour de I’éolienne. Un modéle analytique est proposé afin de
prédire 'influence de différents paramétres sur le comportement vibratoire. Ensuite,
nous présentons un modéle simplifié de la pale de I’éolienne. Puis, nous proposons un
modéle couplé tour-pale permettant d’étudier 'interaction entre la pale et la tour.
Enfin, nous avons étudié¢ la réponse dynamique du systéme d’entrainement de 1’éo-
lienne en utilisant les modéles compacts des arbres en torsion qu’on a développés
dans le chapitre trois. Pour valider les modéles, plusieurs cas sont étudiés. Des ré-
sultats des simulations sélectionnés ont été comparés avec ceux obtenus en utilisant
les composants de la bibliothéque Flexible Bodies de Modelica/Dymola. I’exactitude
des résultats a été également constatée par comparaison avec ceux obtenus dans la
littérature.

4.2 Modélisation préliminaire de I’éolienne
Les éoliennes sont supportées par des tours, qui en raison de leurs géométries et

leurs altitudes sont minces et flexibles et peuvent subir des vibrations excessives pro-
voquées par le fonctionnement de la turbine ainsi que par la distribution complexe des
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CHAPITRE 4. APPLICATION A LA MODELISATION D’UNE EOLIENNE

charges aérodynamiques [32]. Par conséquent, une analyse du comportement struc-
turel de la tour révéle d’'une grande importance.

Dans cette section, nous considérons que la tour est tubulaire. Bien que sa construc-
tion est plus complexe par rapport aux autres types (mat haubané, tour en treillis),
elle est favorisée par les constructeurs des éoliennes. En effet, elle permet d’abriter
certains dispositifs de commande et de régulation. En plus, elle apporte aux person-
nels chargés de la maintenance une sécurité optimale lorsque ils montent jusqu’a la
nacelle.

Dans cette étude, la structure de 1’éolienne est idéalisée par un assemblage d’une
tour flexible et d’une masse rigide a l'extrémité supérieure de la tour représentant la
masse de la nacelle et des pales. Le modéle proposé consiste en une poutre en porte
a faux de section circulaire creuse, fixée au sol. La nacelle et les pales du rotor sont
combinées en une seule masse concentrée a ’extrémité libre de la poutre. La tour est
soumise uniquement a une force provenant de 1’équilibre imparfait du rotor (effet de
balourd). Le balourd est introduit sous forme d’une masse m de déséquilibre, située a
une distance e de I’axe de rotation. Le modéle de I’éolienne est montré dans la figure

4.1l

f(t)

v

N

FIGURE 4.1 — Modéle préliminaire de 1’éolienne

4.3 Validation du modéle de I’éolienne

Pour valider le modéle de D’éolienne (modéle analytique de la poutre Flezible
beam crée dans Modelica/Dymola), nous avons comparé quelques résultats obtenus
par notre modélisation analytique avec ceux obtenus en utilisant le composant Beam
appartenant a la bibliothéque des corps flexibles de Modelica Flexible Bodies Library.
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4.3. VALIDATION DU MODELE DE L’EOLIENNE

Le modéle développé pour la validation, se compose essentiellement des éléments
suivants (voir figure :

— Un systéme de référence "word" utilisé pour définir la direction de gravité ;

— Une poutre flexible " Tower" appartenant a la bibliothéque " Flexible Bodies" de
Modelica. Dans ce composant, nous avons défini tous les paramétres physiques
et géométriques nécessaires pour effectuer la simulation de I’éolienne ainsi que
les conditions aux limites (la poutre est encastrée d’un coté et libre de 1'autre
coté) ;

— Une masse rigide "Nacelle" concentrée a 'extrémité de la poutre, représentant
la masse de la nacelle et des pales du rotor. LLa masse appartient a la bibliothéque
Modelica. Mechanics. MultiBody de Modelica;

— Un composant "force" modélisant la force de balourd appliquée a I’éolienne ;

— Des fonctions mathématiques Force — X, Force—Y et Force — Z sont utilisées
comme des entrées pour déterminer le type de la force ainsi que sa direction.
En effet, dans le composant cosine, nous avons défini 'amplitude de I'excitation
ainsi que sa fréquence. Il appartient & la bibliothéque Modelica. Blocs.Sources

— Un capteur relatif "Relative Sensor" pour prédire le mouvement de la nacelle
par rapport a la base de la tour. Ce capteur appartient a la bibliothéque Mo-
delica. Mechanics. MultiBody.

Force_X

\/ Nacelle

freqgHz=0

m=250000

Force

V=

freqHz=0.33

Force_Z

Vi A
=l

fregHz=0

losuaganlielal

world

Wy

X

FIGURE 4.2 — Configuration du modéle de validation de I’éolienne dans Mode-
lica/Dymola
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Les valeurs de différents paramétres utilisés dans la simulation sont illustrées dans le

tableau [4.1] [53].

TABLE 4.1 — Parameétres de simulation de la tour de 1’éolienne

Parametres Valeurs

Diamétre extérieur de la tour (d1) 4.5720 m

Epaisseur de la tour (e) 0.09525 m

Hauteur de la tour (h) 91.5 m

Masse de la nacelle (M) 200,000 Kg

Masse des pales du rotor (m) 50000 Kg

Déséquilibre de la rotor (excentricité) 0.0508 m

Vitesse de rotation 20 tr/min=2.08 rad/s
Densité de l'acier 7850 Kg/m?

Module d’élasticité (E) 6894.75 x 30 x 10° N /m?

La figure montre une comparaison des amplitudes de vibration au niveau de la
nacelle entre les deux modéles, 'un utilise une poutre basée sur la méthode analytique
développée dans Modelica et 'autre utilise une poutre appartenant a la bibliothéque
FlexibleBodies.

—— Poutre. Corp flexible —— Poutre. Méthode analytique

0.04

= = =
= = =
=2 = &
1 L

o
=
=
L

&
b=
1
=

&

=

=2
1

Déplacement a |’ extrémité du tour (m)

&

=

3
1

&
~

T T T T
20 40 80 ) 100
Temps (Sec)

=

FIGURE 4.3 — Flexion de la nacelle
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4.4. MODELISATION PRELIMINAIRE DE LA PALE DE I’EOLIENNE

D’aprés les résultats présentés, nous pouvons constater que les deux courbes ont
la méme forme sinusoidale et ont la méme fréquence que celle de 'excitation. Pour
le modeéle de la poutre appartenant a la bibliothéque flexible de Modelica, au début,
il 'y a des fluctuations importantes par la suite, il y a un régime stationnaire ol
I’amplitude de vibration devient constante et les deux courbes des deux modéles ont
pratiquement la méme amplitude de vibration.

4.4 Modélisation préliminaire de la pale de I’éolienne

La pale de I’éolienne est le composant le plus flexible de cette machine. Son com-
portement a une grande influence sur la dynamique totale de 1’éolienne ainsi que sur
ses performances énergétiques.

Les pales sont soumises a des forces variables du vent permettant ainsi le cumul de
la fatigue. Ce probléme affecte le bon fonctionnement de 1’éolienne.

Les charges aérodynamiques agissant sur la pale peuvent étre divisées en deux com-
posantes : des charges dans le plan du rotor et des charges hors le plan du rotor (voir

la figure [4.4).

distribution de
force tangentielle —__

couple

venl .J;? Q N

nacelle

~ " pales
I
“distribution de

-f‘g force axiale

moment de torsion
aérodynamique
mit

FIGURE 4.4 — Chargements appliqués & une éolienne |28§]
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Les charges hors du plan du rotor sont généralement plus élevées que les charges
dans le plan, elles constituent la plus grande partie de la contrainte mécanique sur la
pale mais elles ne contribuent pas a la génération de la puissance mécanique. Ainsi,
dans cette application nous nous intéressons qu’aux charges hors du plan et par consé-
quent, nous ne considérons que le mouvement de battement de la pale.

Le modéle de la poutre flexible en vibration de flexion développé dans le chapitre 2
convient alors trés bien pour la modélisation de la pale de I’éolienne, soumise a des
vibrations transversales & cause du chargement du vent .

La pale est soumise a une force centrifuge due a sa propre rotation et a une force
cyclique par unité de longueur (représente la charge du vent) qui varie linéairement
avec la longueur de la pale.

Si la direction du vent est paralléle a 'axe du rotor et si la vitesse est constante sur
toute la surface du rotor, les charges aérodynamiques ne varient pas avec le temps.
Toutefois, divers facteurs peuvent rendre le chargement cyclique. Ces facteurs com-
prennent les turbulences du vent, le cisaillement du vent et les erreurs d’alignement
de la nacelle, etc [28].

< P(zt)

(\D H.J.Hl:

;, z , T(z)
/

/|

FIGURE 4.5 — Chargement triangulaire appliquée sur la pale

4.5 Validation du modéle de la pale

Afin de valider le comportement dynamique de la pale en rotation (Rotating
flexible beam dans le chapitre 3), nous avons développé dans Modelica, un modéle
en utilisant le composant Beam appartenant a la bibliothéque Flexible Bodies.

La pale est soumise a un chargement triangulaire par unité de longueur. Cependant,
on ne peut pas appliquer ce type de chargement au composant Beam existant dans
la bibiothéque de Modelica. Pour cet effet, nous avons calculé la force équivalente du
chargement triangulaire.

La position du chargement équivalent appliqué a la pale est & un tiers de la longueur
de la poutre, mesurée a partir de son extrémité libre (voir figure . Par conséquent,
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nous avons divisé la poutre en deux segments connectés en série telles que les lon-
gueurs de blade elementl et blade element2 sont égaux, respectivement, au deux tiers
et un tiers de la longueur de la pale.

La poutre est encastrée d’un coté et libre de 'autre coté. Elle est soumise en rotation

Force_ X

fregHz=0 absoluteSensor

Force

\/:_

freqHz=025

Force_Z

\/F

freqHz=0

blade element2

constantSpeed

blade element1

x n={0,1,0}
revolute

FIGURE 4.6 — Configuration de la pale rotative dans Modelica/Dymola

avec une vitesse angulaire constante. Pour permettre le mouvement angulaire de la
pale, nous avons utilisé le composant "revolute" qui appartient & la bibliothéque Me-
chanics. MultiBody. Joints. Un composant couple "constant speed" a été utilisé pour
modéliser le couple appliqué sur la pale afin d’engendrer sa rotation. L’axe de la
poutre est I’axe x, la direction de la pesanteur est suivant I'axe z et la flexion de la
pale est donc selon I'axe y. Un capteur "absolute revolute" a été utilisé pour mesurer
le déplacement absolu au bout de la pale. La simulation a été effectuée en utilisant
les spécifications indiquées dans le tableau [71].
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TABLE 4.2 — Paramétres de simulation de la pale de I’éolienne

Parameétre Valeurs
Longueur de la pale (L) 30 m
Largeur de la pale 2.8 m
Profondeur de la pale (d) 0.8 m
Epaisseur de la pale (t) 0.01 m

Fréquence de rotation de la pale

1.57 rad/sec

Le module élastique de la pale (Eb)

6.5 x 10" N.m—

La densité du matériau 2100 Kg/m?
Le moment d’inertie dans le sens de battement 9.53 x 102 m?*

La figure [£.7 montre une comparaison entre les flexions au bout des pales rotatives
issues des deux modéles : le premier modéle utilise une poutre basée sur une méthode
analytique et le deuxiéme modéle utilise une poutre qui appartient a la bibliothéque
flexible de Modelica. On peut constater que I'erreur entre ces deux modéles est environ
6%. Par conséquent, les résultats fournis par les deux modéles sont proches les uns
par rapport aux autres.

Poutre. Corp flexible — Poutre. Méthode analytique

-0.06

Déplacement al’extrémité de la pale (m)
°
2

Temps (Sec)

FIGURE 4.7 — Vibrations au bout libre de la pale

La figure illustre la fréquence propre fondamentale obtenue par les deux modéles
(analytique et Flez bodies). La fréquence obtenue par le modéle analytique est de 4
Hz et celle obtenue par le modéle Flex bodies est de 3.99 Hz. Les deux valeurs sont
donc trés proches.
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4.6. MODELISATION DU SYSTEME COUPLE TOUR-PALE

— Poutre. Corpsflexible ——  Poutre. Méthode analytique

Tréquence (Hz)

Temps (s)

FIGURE 4.8 — Fréquence propre de la pale

4.6 Modélisation du systéme couplé tour-pale

Dans cette partie, nous étudions le cas d’un systéme couplé pale-tour dans lequel
une masse M représente la masse de la nacelle est fixée a I'extrémité de la tour avec
une pale qui tourne & une vitesse Q (voir figure 4.9)).

FIGURE 4.9 — Modéle couplé simplifié d’une tour-pale
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Dans ce modéle, la pale et la tour sont considérées des poutres d’Euler Bernoulli
avec des sections homogénes et uniformes. La force axiale en raison des poids de
la nacelle/pale et la force latérale exercée par le vent sont négligées. Le rotor est
soumis & une force de poussée du vent qui est & son tour transférée a travers le
systéme d’entrainement au sommet de la tour. Dans ce modéle nous tenons compte
uniquement de la vibration transversale. Les déformations de la pale et de la tour se
produisent dans le méme plan. Deux variables x et z sont utilisées pour désigner les
coordonnées locales de la tour et de la pale, respectivement, le long de la longueur.
La pale est soumise & un mouvement transversal a cause de la vibration de la nacelle
(la pale est fixée & la nacelle) et & une force normale qui représente la projection de
la force aérodynamique hors le plan du rotor.

L’éolienne peut étre percue comme un systéme technique avec un caractére fortement
modulaire. Elle peut étre subdivisée en trois parties bien délimitées qui sont : les pales,
la nacelle et la tour. La figure 4.10| présente le modéle couplé tour-pale développé
dans Modelica/Dymola. Ce modéle contient un ensemble d’éléments connectés. Des

A

Rotating flexibl

iosuaganiejal

o

constl force

k=4000
const

cantilever_beam_co...

k=0
const2

FIGURE 4.10 — Modéle du systéme éolien dans Modelica/Dymola

éléments qui sont développés dans Modelica, telles que la pale rotative et la tour,
et des éléments qui appartiennent a la bibliothéque Dymola comme le capteur de
position relative Sensor qui permet la mesure de la position relative, le systéme de
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référence et les signaux d’entrées pour créer des conditions de chargements sur le
Frame. Ce modéle nous permet d’étudier l'interaction dynamique entre la tour et
la pale lorsque la nacelle est soumise a une force de poussée du vent et la pale est
soumise au chargement aérodynamique.

4.7 Etude paramétrique de I’éolienne

Aprés avoir modélisé les différents composants de I’éolienne ainsi que le systéme
couplé tour-pale avec Modelica/Dymola, nous avons effectué une analyse paramé-
trique & l'issue de laquelle des courbes de variations de quelques grandeurs ont été
tracées, dans le but de comprendre I'impact de plusieurs paramétres pris en considé-
ration par notre modéle sur le comportement vibratoire de I’éolienne.

Dans un premier temps, nous avons commencé par ’analyse de la réponse dyna-
mique de la tour de 1’éolienne. Comme présenté dans la figure le modéle étudié
est constitué d’'une tour connectée a une nacelle. La tour est soumise uniquement a
une force provenant du déséquilibre de rotor. Plusieurs simulations ont été réalisées.
Elles consistent a analyser I'influence de plusieurs paramétres sur la vibration induite
dans la tour flexible sous ’action d’une force harmonique résultant d’un déséquilibre
de masse tournante.

La figure montre I'amplitude de vibration de certains points de la tour de 1’éo-
lienne. D’aprés ces résultats, on peut constater que la flexion maximale est au niveau
de la nacelle. Pour le point de base (x = 0), lamplitude de vibration est nulle ce
qui correspond bien & la condition aux limites (la tour est fixé au sol). En outre,
tous les points montrent que leurs réponses sont en phase les unes par rapport aux
autres et ils ont la méme fréquence que celle de 'excitation. Selon Jafri et Al [53], les
déplacements au sommet de tour (la nacelle) et au milieu de la tour sont de 1'ordre
respectivement, de 0.02 m et 0.0064 m et dans notre modéle sont de 'ordre respecti-
vement, de 0.018 m et 0.0058 m. Les résultats sont donc proches les uns par rapport
aux autres.

—x=L, — x=L/2, — x=L/3,— x=0

Déplacement de la tour (m)

FIGURE 4.11 — Déplacements de la tour-solution analytique
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FIGURE 4.12 — Flexion de la nacelle en
fonction de ’excentricité des pales de
rotor
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FIGURE 4.14 — Déflexion de la nacelle
en fonction de la vitesse de rotation du
rotor
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FIGURE 4.13 — Flexion de la nacelle en
fonction de la masse des pales de rotor
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FIGURE 4.15 — Fréquence angulaire
fondamentale en fonction de la masse
de la nacelle

La premiére fréquence propre obtenu est de I'ordre de 0.40 Hz et celle obtenu
dans [53| est de 0.37 Hz. Les deux valeurs sont donc trés proches.
Le déséquilibre imposé au sommet de la tour a travers ’excitation harmonique a un
grand impact sur la réponse vibratoire de ’éolienne. Les figure et illustrent
la flexion au niveau de la nacelle selon, respectivement, I'excentricité effective des
pales de rotor et la masse combinée du rotor. On peut remarquer que la valeur de la
flexion augmente avec 'amplitude d’excitation. Ces résultats peuvent étre trés utiles
pour les concepteurs puisque la plupart des éoliennes ont une limite de spécification
permise sur le déséquilibre des pales. La figure illustre la réponse en fréquence
de 'amplitude de vibration au niveau de la nacelle. Ce résultat montre qu’une ré-
sonance typique est produite pour une vitesse de rotation de l'ordre de 2,3 rad/sec.
Cette valeur correspond bien & la fréquence angulaire fondamentale du systéme.

Ce résultat peut étre trés utile pour un ingénieur concepteur afin de controler les
amplitudes de vibration prés de la résonance. En utilisant une approche analytique,
les effets de variation des variables peuvent étre facilement prédits indépendamment
des autres paramétres. La figure [4.15) montre la variation de la fréquence angulaire
fondamentale en fonction de la masse de la nacelle. Ce résultat illustre plus que la
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masse de la nacelle augmente, plus la fréquence angulaire diminue. Par conséquent,
la masse de la nacelle qui représente 'inertie de la turbine éolienne affecte considéra-
blement la fréquence du systéme.

La masse de la nacelle a également une influence sur la flexion de la tour. La sen-
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0.009- <

0.008- /

0.007+ L~

Déflexion (m])

0.006
/

0.005 44—

T T T T T T T T T T T T T T
1.0E5 1.5€5 2.0E5 2.5E5

Masse de la nacelle (Kg)

FIGURE 4.16 — Déflexion de la nacelle en fonction de la vitesse de rotation du rotor

sibilité de la flexion a la masse de la nacelle est représentée dans la figure On
peut noter, plus que la masse de la nacelle augmente, plus la déflexion au sommet de
la tour augmente.

Dans un deuxiéme temps, et aprés avoir étudié la réponse dynamique de la tour,
une analyse de la réponse dynamique de la pale est réalisée. Nous avons utilisé les
spécifications indiquées dans le tableau

La figure montre les déplacements de la pale pour = 1,57 rad/s. On peut
remarquer que les déplacements dans les différents points ont une forme sinusoidale.
La déformation maximale aura lieu au bout de la pale et la déformation minimale est
au niveau du moyeu (z = 0).

La figure illustre la variation de déplacement au bout de la pale en fonction de
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FIGURE 4.17 — Déplacement au bout de FIGURE 4.18 — Déplacement au bout de
la pale pour Q = 1,57 rad/s la pale en fonction de sa longueur
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sa longueur. Nous pouvons constater que 'amplitude des vibrations augmente avec
laugmentation de la longueur de la pale. L’influence de la vitesse de la pale sur la
fréquence angulaire de rotation est représentée dans la figure [£.19] Ce résultat montre
que la fréquence angulaire augmente avec 'augmentation de la vitesse de rotation.
Les dimensions de pale ont également un impact sur la vibration dans le sens de batte-
ment. Aprés avoir analysé le comportement dynamique des différents composants de

25.75 /

Fréguence angulaire [rad/s]

v T T T T T T
0 1 2 3
vitesse de rotation [Rad/s]

FIGURE 4.19 — Fréquence angulaire fondamentale de la pale en fonction de sa vitesse
de rotation

’éolienne (tour et pale) d’une maniéré séparée, nous avons étudié 'effet de couplage
entre ces éléments. LLe mouvement de la tour et de la pale est couplé moyennant la
force interactive agissant sur la nacelle et qui représente la force de poussée du vent
et la force aérodynamique appliquée sur la pale.

Les vibrations relative et absolue au bout de la pale sont présentées dans la figure
[4.20] Tl est clair & constater que ’amplitude de vibration absolue est plus importante

Déplacement absolue & I'extrémité de la pale
Déplacement relative a I'extrémité la pale
Déplacement absolue a I'extrémité de la tour
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FIGURE 4.20 — Déplacement au bout de la pale
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que celle relative. La vibration de la pale et celui de la tour se produisent dans la
méme direction. Pour cet effet, le déplacement absolu de la pale est alors la somme
de déplacement de la pale par rapport a la nacelle et le mouvement de la nacelle par
rapport a la base de la tour.

Conclusion Dans cette application, nous avons proposé une nouvelle méthodologie
pour la conception préliminaire d'une éolienne, basée sur une méthode analytique.
Dans cet exemple, le comportement dynamique de la tour a été modélisé en utilisant
une méthode analytique d’une poutre continue et flexible en porte a faux suppor-
tant une masse rigide concentrée a son extrémité (représente la masse de nacelle et
des pales). L’effet de déséquilibre du rotor est considéré et 'influence des différents
parameétres sur la réponse du systéme est mise en évidence en utilisant Modelica.
Pour la pale, nous avons modélisé sa structure par une poutre en porte-a-faux de
section uniforme, tourne avec une vitesse constante. La pale est soumise uniquement
au mouvement de battement.

En raison de I'approche orientée objet de Modelica, les différents composants de 1’éo-
lienne peuvent étre mises en oeuvre indépendamment et par la suite, ils peuvent étre
connectés afin d’étudier I'interaction dynamique entre les sous-composantes. En plus,
on peut étendre cette application avec des modéles plus complexes selon les besoins.
Le travail présenté peut étre un outil efficace pour la vérification de la réponse dy-
namique de 1’éolienne comme un systéme mécatronique avant de s’engager dans la
modélisation avancée et détaillée.

4.8 Modélisation du systéme d’entrainement de 1’éo-
lienne avec Modelica

4.8.1 Description

Le systéme de génération de I’énergie éolienne est adopté pour transformer la
vitesse de rotation lente du c6té rotor en une vitesse de rotation rapide du coté géné-
rateur. Cet entrainement se compose principalement des éléments suivants : un rotor
qui convertit I’énergie du vent en énergie mécanique, un arbre lent du coté rotor, une
boite de vitesse, un arbre a grande vitesse du coté générateur et un générateur |12]

(voir figure [4.21)).

Les caractéristiques structurelles et dynamiques du systéme d’entrainement ont un
grand impact sur la qualité de la puissance électrique produite. L’objectif de cette
application est de proposer une approche analytique de prédimensionnement per-
mettant d’étudier 'influence de la commande de I’éolienne sur son comportement
vibratoire, en utilisant les composants analytiques flexibles qu’on a développés dans
Modelica/Dymola, dans le chapitre 3. Seulement le train d’entrainement est considéré
dans cette application.
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Arbre du Générateur
. Frein
Boite de i générateur

vitesse

Moyeu Palier Arbre
\ principal  principal

FIGURE 4.21 — Systéme d’entrainement de I’éolienne [85]

Le systéme d’entrainement de I’éolienne peut étre représenté par un modéle a trois
masses, a deux masses ou a une seule masse [12], tel que le choix du modéle dépend
des objectifs recherchés et de la complexité de la partie mécanique.

4.8.2 Modéle & deux masses

Afin de prédire les caractéristiques dynamiques de vibration de torsion du systéme
d’entrainement, nous avons adopté un modéle mécanique formé par deux masses
reliées par des arbres flexibles (voir figure [4.22)).

Générateur

=/

FIGURE 4.22 — Schéma du systéme d’entrainement de 1’éolienne avec deux masses
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Le modeéle développé contient des composants structurels rigides et flexibles [12] :
I’arbre lent et ’arbre rapide sont considérés flexibles. Les modes flexibles de pales
sont supposés tres élevés pour étre négligés et tous les modes flexibles sont situés
dans I'élément flexible de l'arbre lent [12]. Nous avons considéré que le systéme méca-
nique est caractérisé par la somme de toutes les caractéristiques mécaniques. L’inertie
des masses du coté du rotor est représentée par .J,. et 'inertie des masses du coté du gé-
nérateur est représentée par J,. Nous considérons que I’amortissement est négligeable.

La puissance du vent disponible & travers une surface s des pales est définie par :

1
P, = §p.3.03 (4.1)
Avec,
p est la densité de 'air et v est la vitesse du vent.
La puissance mécanique de I’éolienne est alors :
p.5.0°

2

Le coefficient de puissance C), est défini par le rapport entre la puissance regue par
la turbine sur la puissance du vent :

Py =G, (4.2)

o Ptm"

C 4.3
p P’U ( )
Le couple aérodynamique 7T}, est donné par le rapport suivant :
P., C, p.sv?
T, = -2 — Ep P57 (4.4)
(o Wi 2

Avec,
w; est la vitesse du rotor.

Le multiplicateur de vitesse est la connexion entre la turbine et le générateur, il
vise a régler la vitesse de rotation de celle du générateur. Dans cette application,
on considére que le multiplicateur est idéal et par suite, les frottements et les pertes
d’énergies sont négligés.

Pour un multiplicateur idéal :

Es == TLg.ThC (45)

Tel que,

ng est le rapport de transmission du multiplicateur.
T, est le couple de 'arbre lent.

Ty est le couple de I'arbre rapide.
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4.8.2.1 Implémentation dans Modelica

Nous avons implémenté le modéle proposé du systéme d’entrainement (modéle a
deux masses) ainsi qu’une partie controle dans Modelica/Dymola. Afin de régler la
puissance de sortie, nous avons utilisé un régulateur PID. Lorsque la puissance at-
teint un seuil, le correcteur envoie une consigne afin d’ajuster le couple d’entrée. Nous
supposons que le régulateur PID permet de générer un couple maximal de 15000 N.m
et la puissance électrique souhaitée est de 5.10° Watt. Le systéme d’entrainement est
composé d’un ensemble d’objets connectés (voir figure [4.23).

Required_Power

Generator

shaft_disk

PID_Controller
k=Pe Aerodynamic_Torque
/ " l

FIGURE 4.23 — Modélisation du systéme d’entrainement avec deux masses sous Mo-
delica/Dymola.

Les éléments considérés dans la modélisation du systéme d’entrainement sont : un
régulateur PID (proportionnel intégrale dérivé) PID-Controller, un couple a l'entrée
Aerodynamic torque, un générateur de courant électrique Generator, 'arbre lent et
I'inertie des masses du coté du rotor sont représentés par 1’élément shaft-disk, 'arbre
rapide Shaft, I'inertie des masses du coté du générateur est incluse dans le composant
Generator, un multiplicateur idéal R, une terre électrique ground, une résistance re-
sistor et un capteur de puissance Power sensor pour mesurer la tension aux bornes
du générateur.

Nous supposons que les conditions initiales du mouvement du systéme sont nulles.
Modélisation du générateur électrique :

Le modéle électrique qui définit le générateur de courant électrique est donné par
I’équation suivante :

Vo) = L% L rie) 4 e(o) (4.6)

Avec,

i(t) : le courant généré par le générateur (A);

V,4(t) : la tension aux bornes du générateur (V) ;

L : I'inductance des enroulements du générateur (mH) ;
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AVEC MODELICA
p1 Ra La
e Generator
u
[]
ni
[}
FIGURE 4.24 — Schéma équivalent du FIGURE 4.25 — Icone du générateur dé-
générateur sous Modelica/Dymola veloppée dans Modelica/Dymola

R : la résistance électrique interne du générateur (Ohm);
e(t) : la force contre-électromotrice ;
k : Coefficient de transformation du générateur (N.m/A).

La figure[d.24 montre le modéle graphique du générateur développé dans Modelica. Ce
générateur est modélisé par la connexion de différents composants électromécaniques
issus de la bibliothéque standard de Modelica : une résistance Ra, une inductance
La, une force contre électromotrice emf, une inertie de la génératrice Jm, une borne
positive pl (Positive pin of an electric component) et une borne négative nl (Negative
pin of an electric component), un connecteur flange-b. La figure m illustre 1’icone
du générateur créée dans Dymola.

4.8.2.2 Etude paramétrique

Aprés avoir modélisé le systéme d’entrainement avec Modelica/Dymola, nous
avons effectué une analyse pour différents paramétres. Le tableau illustre les pa-
rameétres utilisés dans la simulation du systéme.
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TABLE 4.3 — Paramétres de simulation du modéle 4 deux masses

Parameétres Valeurs

Le diameétre de 'arbre lent 0.172 m

La longueur de ’arbre lent 2m

Le diameétre de ’arbre rapide 0.0473 m

La longueur de I’arbre rapide 1m

Inertie du masse du coté du rotor(.J,) 130,000 Kg.m?
Inertie du masse du coté du générateur (J,) 10.8 Kg.m?
Rapport de transmission (n,) 20

Le module de cisaillement (G) 81 GPa=81.10" Pa

La résistance électrique interne du générateur (R) 0.05 ohm
L’inductance des enroulements du générateur (L) 0.05 H

Coefficient de transformation (K) 2.5 N.m/A
Constante de temps d’intégration de PID ¢; 0.5s
Constante de temps de dérivation de PID %, 0.5s
1.4E = g6 //
2 24 é 1 /
\:‘;'::’ 1.0E44 ga :EEj "/
;% 8063 %’ 26 /r'
% e ; 1E64 //
E“ 4.0E3 4 _//
° 20€3- OEUﬁF///
oo 0 10‘: 20': Ten;p:!ﬁs (5) Jé: ‘-C‘D 600 ’ o o TE:]:OPS (5) “ e 0
FIGURE 4.26 — Couple d’entré [N.m] FIGURE 4.27 - Puissance générée
[Watt]

Les figures [1.26] et montrent respectivement, le couple d’entrée et la puissance
de sortie générée. Ces résultats montrent que lorsque la puissance mesurée est tres
faible, un couple maximal est développé (le rotor tourne avec une vitesse trés rapide)
jusqu’a ce que la puissance du générateur atteint le seuil limite (valeur nominale).
Une consigne est envoyé au correcteur PID et dans ce cas, 'amplitude du couple di-
minue et se stabilise & une valeur plus faible par rapport au couple de démarrage. Le
régulateur PID tend donc a fournir et maintenir une valeur nominale de la puissance
générée.
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La figure montre 'angle de torsion a I’extrémité de I’arbre lent (au niveau du
disque du coté rotor) par rapport a Pautre extrémité (x=0) et la figure illustre
la torsion & Pextrémité de Parbre rapide (du coté générateur).

On peut constater que 'amplitude de torsion est importante quand le maximum de

Angle de torsion relative (Deg)

T T T T T T T T T
0 200 400 600 200 1000
Temps (s)

FIGURE 4.28 — Angle de torsion relative a 'extrémité de I’arbre lent

couple est appliqué puis I’amplitude de torsion décroit avec la diminution du couple
d’entrée. En plus, on peut remarquer que les fluctuations dans la courbe de torsion
de I'arbre rapide sont moins importantes que celles dans I'arbre lent et cela est di a
I’augmentation de la vitesse de rotation.

B

Angle detorsion {Deg)

T T T T T T
0 200 400 €00 800 1000
Temps(s)

FIGURE 4.29 — Angle de torsion a l'extrémité de I’arbre rapide

La figure illustre la variation de I'angle de torsion relative de l’arbre rapide
(angle de torsion du coté du générateur par rapport a 'angle de torsion du coté du
multiplicateur) en fonction du rapport de multiplication. On peut remarquer que la
torsion de ’arbre rapide diminue avec 'augmentation du rapport de multiplication
vue que le couple diminue aprés le multiplicateur.
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FI1GURE 4.30 — Angle de torsion relative de I'arbre rapide en fonction du rapport de
multiplication

Conclusion La commande de ’éolienne a un grand impact sur la dynamique

structurelle de ces composants. Par conséquent, leur modélisation est intéressante
pour I'étude de l'effet d’'une commande sur ces dynamiques. Dans la phase de pré-
dimensionnement, un modéle de faible complexité serait suffisant pour donner une
compréhension des effets physiques de base et analyser 'impact des différents para-
meétres de conception d’éolienne en tenant compte de I’élasticité du matériau.
Dans cette application, nous considérons que le chargement appliqué au systéme d’en-
trainement est harmonique mais réellement la nature du vent est trés aléatoire ce qui
signifie que les chargements transférés des pales au systéme d’entrainement sont éga-
lement aléatoires de sorte que le systéme de transmission est soumis a des charges
trés variables.

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, les différents modéles analytiques développés et implémentés
dans Modelica sont appliqués pour la modélisation d’un systéme mécatronique ty-
pique qui est ’éolienne. Dans un premier temps, nous avons considéré que I’éolienne
se comporte comme un assemblage d’une tour flexible et d’une masse rigide a son ex-
trémité supérieur représentant la masse de la nacelle et des pales. Dans un deuxiéme
temps, la pale est modélisée par une poutre en porte a faux en rotation soumise a un
chargement triangulaire. Nous avons également étudié la flexion du systéme couplé
tour-pale. Nous avons modélisé dans Modelica/Dymola le systéme d’entrainement par
un modéle a4 deux masses en considérant que les arbres lent et rapide sont flexibles
et nous avons étudié I'influence de la commande sur la réponse vibratoire du systéme
envisagé. En utilisant Modelica, et grace a la notion de connecteur, tout les modéles
peuvent étre améliorés afin d’étudier un systéme plus complexe. Une analyse paramé-
trique est effectuée pour observer I'influence de différents parameétres sur la réponse
vibratoire du systéme étudié.
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Conclusion

Dans le cadre de projet proposé par le laboratoire Quartz de Supméca dont le but
globale est de proposer une approche de pré-dimensionnement analytique des sys-
témes mécatroniques en tenant compte des contraintes multi-physiques (vibration,
thermique, électromagnétique), Pobjectif de ce travail est de proposer une approche
de pré-dimensionnement permettant d’étudier la contrainte vibratoire sans passer par
des techniques de conception cotiteuses telles que la CAO 3D et la méthode des élé-
ments finis.

Cette approche se base sur la technique de modélisation orientée objet en utilisant le
langage Modelica. En effet, la décomposition en objets permet de maitriser la com-
plexité d’un probléme de modélisation, un tel objet posséde une structure interne
et un comportement. En utilisant cette technique, certains objectifs de modélisation
peuvent étre maitrisés telle que la rapidité de la simulation. Par ailleurs, dans la
phase de conception préliminaire, nous avons besoin d’effectuer des modélisations et
des simulations représentatives et robustes afin de comprendre, bien que partielle,
des phénoménes impliqués dans un systéme mécatronique en tenant compte de son
aspect multidisciplinaire.

Notre premier travail consiste a définir la démarche adoptée. Il s’agit de créer une bi-
bliothéque des éléments analytiques compacts de topologie relativement simple dans
Modelica/Dymola, tels que le modéle de la plaque, les modéles des poutres, etc. En
effet, dans la phase de pré-dimensionnement, des modéles simples sont nécessaires
pour faire des décisions conceptuelles importantes. Ces modéles flexibles peuvent étre
par la suite connectés avec d’autres composants (des composants de la bibliothéque
standard de Modelica) pour former un systéme mécatronique, dans le but d’étudier
son comportement vibratoire, dans une phase précoce de conception.

Cette approche a été appliquée dans une premiére phase au cas d’un systéme méca-
tronique simple, formé par une plaque rectangulaire simplement appuyée supportant
des composants électriques, de types moteurs et cartes électroniques afin d’étudier
son comportement vibratoire et dans une deuxiéme phase, cette méthode est appli-
quée au cas d’une éolienne, qui représente un systéme mécatronique complet. Pour
montrer la capacité de cette approche a aider les concepteurs dans la phase de pré-
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dimensionnement, nous avons analysé plusieurs paramétres ayant une influence no-
table sur la propagation des vibrations. La possibilité de modifier les caractéristiques
géométriques, les paramétres serviront de point fort pour cette nouvelle méthode.
Les résultats de la simulation ont été validés avec I'analyse par éléments finis en utili-
sant ANSYS et par comparaison avec d’autres méthodes. En conclusion, nous avons
développé une approche de pré-dimensionnement analytique permettant d’étudier le
comportement vibratoire d’un systéme mécatronique en se basant sur la technique
de modélisation orientée objet en utilisant Modelica.

Perspectives

Les résultats obtenus dans ce travail de thése offrent des perspectives importantes
de développement futur. Les futures recherches peuvent se concentrer sur d’autres
points :

— Le développement et I'implémentation dans Modelica/Dymola d’autres modéles
de structures flexibles avec d’autres conditions aux limites. Par exemple, pour
le modéle de la plaque, il serait intéressent de prolonger cette approche au
cas d’'une plaque avec des bords libres, encastrées et guidés, de méme pour les
modéles des poutres et des arbres;

— Intégrer d’autres physiques dans ces modeéles compacts tels que la thermique et
I’électromagnétique afin de développer un sketcher multi-physique ;

— Il serait intéressant aussi de valider le modéle de la plaque supportant des
composants électriques par des essais expérimentaux (voir annexe C).
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Annexes

Annexe A

Value of «, for:

n B=1 =3 B=1w B=x% B=1p
I 3.145 1.435 1.505 1.555 1.565
2 4.495 3.145 3.145 3.145 3.145
3 6.285 4.665 4.695 4.705 4.715
4 1.725 6.285 6.285 6.285 6.285
5 0.425 7.825 7.845 7.855 7.855
6 10.905 0.425 9.425 9.425 0.425
7 12.565 10.975 10.985 10.995 10.995
8 14.065 12.565 12.565 12.565 12.565
9 15.705 14.125 14.135 14.135 14.135

10 17.225 15.705 15.705 15.705 15.705

FIGURE 31 — Racines de 'équation de fréquence
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Annexe B

model flexible beam
parameter Modelics.Mechenics.MultiBody.Types.Axis uw={1,0,0} " Beam anis";
parameter Modelics Mechsnics MultiBody. Types.Bxis vw={0,1,0} " Deflection axi
parameter Modelics . Mechanics MultiBody.Types.Axis w=crossiu,v) " Rxis no
parameter Rezl E= £894.75*30E€ "The Young's Modulus elasticity (N/m~2)":/
parameter Resl 5= Modelica.Constantsa.pi*(d0~2- di~2)/4;//secticn in m~Z
parameter Resl d0=4.57Z0 "The outer diameter™
parameter Resl di=4.3815 "The inner diamster™

mal beam plane”;

Ehe Young's Modulus of elasticity (N/m"2)

he cuter diameter
J/The inner dizmeter

parameter Resl rho=7850;// The beam density

parameter Rezl L=51.5 "The length of the beam ";// The length of the beam

parameter Resl e=0.0508 "The effective eccentricity”:; //The effective eccentﬁicity
paramster pl=mR*e*omega=Z;// :
pErameter #x=591.5 "The concerned point"™; Ihe slected position

parameter Bezl omega=Z2.08 "The angular speed of rotation”™
parameter Resl mWN=200000;
parameter Hesl m3=50000;

parameter Resl M=mBE+mM;//the concentrated mass (Eg)
Rezl mb=rho*S*L "Mass of the beam";//Mass per unit lenght of the beam
Rezl I=Modelica.Constants.pi*(d0~4-di~4)/€4;// The second moment of the CZCSSS&CEL“ﬂ;l zrez en m~4

Rezl betal;
Rezl betalZ;
Rezl k;
Rezl omegal;
Rezl alphal;
Rezl m=M,/mb;
Rezl b;
Rezl wl;
Rezl bm;
Modelica.Mechanics.MultiBody.Interfaces.Frame a frame a 35
Modelica.Mechanics. MultiBody.Interfaces.Frame b frame b 37
equation :
2lphal=3_2%10~(-&) *m~8-0. 00014*m"7+0.GGZE*m“E—0.025*mﬁ5+0_15*m“4—0.5*rﬂ3+m“2—ﬁ.3*m+1.9;
k~4=rho*3*ocmega~2/ (E*I); ;
cmegal"z—alphai 4+E*I/ (L~4*rho*5);
betal= —({sin({k*L)+sinh (k*L) ) * (sin (k*L) -sinh (k*L) )/ {cos (k*L) +cosh (k*L) ) ) —cos ({ k*L)—c:sh k*L);
beta;—sln (k*L)—sinh (k*L) - (sin{k*L)+sinh (k*L) ) * (cos (k*L) —cosh (k*L) ) / {cos (k*L) +cosh (k*L) ) ;
b={p0*L~3/{E*L) ) *{sin(k*x) -sinh(k*x) - (sin{k*L)+sinh (k*L) ) * (cos (k*x) —cosh{ k*x)?f os{k*L)+cosh{k*L) ) )/ (betal*alphal~3+
{omega/omegal) = (3/2)+betaZ*m*alphal~4* (omega/omegal) ~2) ;
wl=b*cos (omega*time) ;
br={-p0*L) * (-zin(k*x) —sinh (k*x) +(2in (k*L) +sinh (k*L) ) * (cos (k*x) —coshi{k*x) ) /|
{omega/omegal) ~0.5+betaZ+m*alphal ~Z* (omega/omegal) ) ;
ame a.R, frame b.R);
rame a) »> 0 or cardinality(frame b) > O,

é{k*LJ+:csh{k*LJ)Jf{be:al*alphal*

"Neither connecto rame_a nor frame b of FixedTranslation “bject is co ﬂnected
frame b.r 0 = frame a.r 0 + Msdeli:a.He-h;nl-s MultiBody.Frames.resolvel (frame_a.R, L*u)+ wl%v;
frame b.R = frame a.R;

and torgue balance */

= frame a.f + frame b_£;

—rame_a.t + frame_b.t + cross(L*u, frame b.f);

end flexible beam;

FIGURE 32 — Code textuel du modéle de la poutre flexible développé dans Mode-
lica/Dymola

Dans le code Modelica développé, w; représente la déformation transversale
élastique au niveau de la masse.

Cardinality(Frame a) renvoie le nombre de connecteurs connectés avec le connec-
teur Frame a.

"assert(cardinality(frame-a) > 0 or cardinality(frame-b) > 0,"Neither connec-
tor frame-a nor frame-b of FizedTranslation object is connected”);" est une
assertion de la condition "cardinality(frame-a) > 0 or cardinality(frame-b) >
0" sinon "Neither connector frame-a nor frame-b of FizedTranslation object is
connected” est donnée comme un message d’erreur et la simulation se termine
(erreur).

Les écritures en vert sont des commentaires. Il ne sont pas des unités lexicales du
langage Modelica et sont donc ignorés par un traducteur Modelica. Les com-

132



BIBLIOGRAPHIE

mentaires sont illustrés dans le code Modelica aprés les deux barres obliques
inverses aidant a I'organisation du code.
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Annexe C
Préparation d’un montage expérimental du modéle de la plaque
supportant des composants électriques (des moteurs et des cartes
électroniques)
Nous avons commencé a étudier le montage expérimental du systéme plaque
simplement appuyée supportant des composants électriques. En effet, pour as-
surer les conditions aux limites simplement appuyée sur tous les bords de la
plaque, on doit bloquer le déplacement transversal et le moment au niveau des
bords en tenant compte des contraintes suivantes :

— La plaque est de structure mince;

— Possibilité d’appliquer une précontrainte suivant la direction perpendiculaire
a la plaque;

— Disposer d’un montage isolé des vibrations ambiantes.
Comment se rapprocher d'un simplement appuyée parfait ?

Le choix s’est porté sur 'utilisation de deux cadres massifs prenant la structure
et la bloquant a l'aide des vis de réglage.
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Annexe D

model contilever beam concentrated mess
parameter Integer N= 2 "Number of modes shapes";
parameter Real 2_1E11 "The Young's Modulus o
parameter Rezl 1= &0 "The length of the beam
parameter Rezl M=1587¢ "The concentrated mass";// masse concentrée en &

parameter Rezl mb=65340 "The mass of the beam"; // TEE MASS OF TH 344

parameter Rezl omega=10 "The =ngulsr speed of rotaticn"; // the angular speed of rotstion of thr force en rad/ssc
parameter Rezl m0=30 "The mass of the rotating unbslance”; //The msss of the rotating unbalance en Kg

parameter Real e=1 " The eccentricity of m0";//excentricité en m

parameter Real ®x=30 "The concerned point";//position choisie en metre

parameter Real d0=1_5 "The ocuter diameter”;//the outer diameter

parameter Real di=1_ 485 "The inner diameter”; //the inner diameter

Rezl f=omega~Z*e*ml*cos (omega*time);// spplied force

Rezl gINl; Rezl r[N1;

Rezl phi[NI; Rezl phiilNl; Rezl m[N,Nl;

Rezl ml[N];Re=l E[N]; Rezl beta=(lomega~Z*mb*1~3)/(E*I))~(1/2);

Real I=Modelica.Constants.pi*(d0~4-di~4)/64;// the second moment of the crosssectional area en m™4

Real mi= M/ mb; Real bl[1l];

Real b2[1]; Real b3[1 Rezal b4[1];

elasticity (N/m

)";// module d'young de la poutre (N/m 2)
7/ longeur de la pow

Resl bS[1]; Real d1(1]; Real d2[1]; Real ql[1];Real qZ[1];
Resl ¥[1]; //the besm deflecticn
equation

for i in 1:N loop

glil=((2*i-1)* Modelica.Constants.pi)/(2*1);

rlil={sin(qg[i]*1l)+sinh{g[i1¥1])/ (cos{glil*1)+cashig[il*1));
il=sin{q[i]*x)-sinh{g[i]l*x)-r[i]*{cos (q[i] *x)-cosh (qlil*x));

=sin(q[i]*1)-sinh(q[i]*1)-r[il*(cos(q[i]*1)-cosh(q[i1*1));// phi pour x = 1 (z=a/l=

i

in 1:N loop

for j in 1:N lecp

mli,jl=mb*mi*{{=in{qg[i]*l)-=inh(glil*1)-r(il*{cosi(q[il*1) -coshigl[il*1)))*(=inig[]1*1)-sinh(qg(]1*1)-x[J]1*(co=(gl[j1*1)—coshig(31*1))));
end for;
end fo

for i in 1:N loop
ml{i]= mb* ((r[i])~Z+{1/(2*q[i]*1))*{{r[i]~2-1)*sin(q[il*1) *cos(q[i]*1)+(r[i]~2+1) *sinh(q[i]l*1) *coshig[i]*1)

-Z*{r[i]l~Z-1) *cos(gli]l*1)*sinh(q[i]*1)-2*(r[i]~Z+1)*sin(q[i]*1)* higlil*1l) -Z*r[i]*(sini{q[i]*1l)-=inh(q[il*1))
+mi* (sin(g[i]*1l)-sinh{qg[i]*1)-r[i]*{cos(q[i]*1)-cosh(qli]*1)])~2

HI1]={E*I/1~3)*(r[i]~2*(g[i]*1) ~4+ ({g[i]*1)~3/Z) * ({x[i]1~2-1)*sin(g[i]*1)*cosiq[i]*1)+{x[i]1~2+1) “sinh(g[i]*1) *cosh(g[i]*1)+2*(x[i]~Z-1) *cos(g[i]*1]) *sinh(g[i]1*1)+
2% (1+x[i]1~2) *sinlq[i]*1) *cosh(q[i]*1)-2*x[i]*(sin(g[i]*1) +=inh (g[i]1%1))~2));

end for;

bl[11=(ml[1]/K[2])*{(E*L/ (mb*1~3));
m[1,2]/K[2])*(E+T/ (mb*1"3))
ml[1]/K[1])*(E*I/ (mb*1"3)
*E[1]1)* I/ (mb*1-3))
E*I/(mb*1~3));

[11*+1~3/(E*I);

K[21*1"3)/ (E*I);
glll]=((m0*e*beta~Z)/ (mk*d1[1]))*({1-b1[1]*beta~2)*phii[1]-bZ[1]*beta~Z*phii[2])/({1-b1[1]*beta~2)*(1-b3[1]*beta~2)-b4[1]*beta~4);
gZ[1]= ((m0*e*beta~2)/ (mb*dZ([1]))*{{1-b3[1]*beta~2)*phiil2]-b5[1]*beta~2*phii[2])/{{1-b1[1]*beta~2)*(1-b1[1]*beta~2)-b4[1]*beta~4];
¥[1]= gl1l*philll+ g2[11* phil2];//

a
end contilever_beam concentrated_mass;

FIGURE 33 — Code textuel du modéle de la poutre flexible supportant une masse
rigide développé dans Modelica/Dymola
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