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Résumé : Cette these traite le développement
d’un élément continu de plaques orthotropes,
sandwichs et multicouches. La démarche
consiste dans un premier temps a établir la
matrice de raideur dynamique de plaques
orthotropes pour des conditions aux limites
naturelles a partir d’une reformulation des
éléments de plaques isotropes développés au
laboratoire QUARTZ (EA7393). La démarche
est basée d’une part sur la décomposition des
conditions aux limites libres décrite par Gorman
et d’autre part sur la résolution des équations de
mouvement en se basant sur les développements
en séries de Levy. La matrice de raideur
dynamique est ensuite obtenue par projection
des déplacements et des efforts de frontieres sur
des bases fonctionnelles compatibles avec les
opérations d’assemblage.

Dans un second temps, la formulation des
éléments sandwichs et multicouches est décrite
par superposition des plaques orthotropes
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Les formulations présentées prennent en compte
les vibrations de flexion et les vibrations dans le
plan, dites vibrations de membrane. La
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laboratory (EA 7393). In order to develop the
dynamic stiffness matrix of the studied element
we resort on the first hand to the decomposition
of free boundary conditions described by
Gorman, on the second hand to the resolution
of the equations of motion by using Levy series
expansions. The dynamic stiffness matrix is
then obtained by projecting movements and
frontier efforts on functional bases compatible
with assembly operations.

Finally the continuous sandwich and multilayer
plate element is described by superposition of
continuous  orthotropic  plates  element
previously developed.

The formulations presented takes into account
the bending vibration and the vibration in the
plane, called membrane vibration. The
validation of all obtained results is conducted
by a systematic comparison of undamped
harmonic responses with those obtained by
various finite element models..
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1 Introduction générale

Le probléme de I'analyse harmonique des structures est traité depuis de trés nom-
breuses années par les ingénieurs et les chercheurs et ceci dans la plupart des secteurs
de la construction. Parmi ces secteurs, on peut citer les secteurs du batiment et du
génie civil, les secteurs de la construction mécanique et en particulier celui des trans-
ports couvrant & la fois les domaines civils et militaires : aéronautique, aérospatial,
ferroviaire, automobile, construction navale. Ainsi, ’analyse du comportement vibra-
toire des structures mécanique revét aujourd’hui une importance capitale dans ces
secteurs. Les vibrations sont partout présentes dés I'instant ou une structure quelle
qu’elle soit est en interaction avec des systémes de motorisation ou avec des écou-
lements. Dans le batiment ou le génie civil, les sollicitations naturelles telles que
celles du vent, de la houle ou encore les séismes nécessitent une analyse précise des
comportements dynamiques de maniére a satisfaire des critéres de résistance et des
réglementations de plus en plus contraignantes. En génie civil, le passage de véhicules
combiné avec les sollicitations naturelles mentionnées est également source de vibra-
tions qu’il s’agit de prévoir. Dans ces secteurs, la tache est en partie facilitée par le
fait que la plupart des structures sont composées d’éléments structuraux simples tels
que des poutres, des coques de géométries variées ou des plaques.

Plusieurs approches permettent de mettre en ceuvre une modélisation efficace du
comportement vibratoire des structures. La méthode des Eléments Finis reste aujour-
d’hui la plus connue pour résoudre ces problémes. Cette méthode consiste a discré-
tiser le domaine géométrique en sous domaines élémentaires. Cette discrétisation est
ce qu’on appelle le maillage de la structure. Les types et la finesse du maillage condi-
tionnent la précision du modele et le temps de calcul des solutions. Cette méthode
numérique reste aujourd’hui la plus efficace et la plus fiable. Elle est néanmoins sujette
a certaines limitations et en particulier celle liées a la puissance de calcul des systémes
informatiques. Par ailleurs, la finesse des maillages reste un paramétre prépondérant
influant la précision des calculs, y compris & basses et moyennes fréquences lorsque
les structures étudiées impliquent des plaques et coques épaisses ou des plaques mul-
ticouches et sandwichs.

Des alternatives a cette méthode existent et permettent de s’affranchir des li-
mitations inhérentes & I'opération de maillage. Ce sont en particulier les méthodes
dites meshless. Ces méthodes sont basées sur une absence de discrétisation ou une
discrétisation minimale définie par la topologie méme de la structure étudiée sou-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

vent constituée d’assemblages plus ou moins complexes d’éléments structuraux. Elles
permettent de gagner en performance et en fiabilité lorsque la gamme fréquentielle
d’analyse augmente. L'une de ces méthodes, dans laquelle s’inscrit cette thése, est la

Méthode des Eléments Continus, également connue sous la dénomination Dynamic
Stiffness Method.

Plus précisément, 'objet de cette thése est d’étendre cette formulation aux cas
d’éléments structuraux de type plaques anisotropes et plaques multicouches et sand-
wichs. Le principe commun de cette méthode et de celle des éléments finis se situe au
niveau des procédés d’assemblage qui restent identiques. La structure est décomposée
en Fléments mais dans le cas de la méthode présentée on ne parle pas de maillage.
La décomposition est fixée uniquement par la topologie structurelle, si bien qu’un
élément de type plaque comme une cloison ou un plancher ne sera pas maillé. Le
terme Continu fait référence a cette absence de discrétisation.

Le principal avantage de cette approche est la précision des résultats obtenus tout
en réduisant les temps de calculs et le volume de données. Cette méthode présente
les points forts suivants :

e Une discrétisation minimale de la géométrie étudiée ;

e Des résolutions exactes dans le cas d’éléments unidimensionnels et quasi-exactes
dans le cas des éléments de type plaque;

e Un temps de calcul réduit.

e Une limitation en fréquence uniquement liée a la théorie élastodynamique uti-
lisée.

e Une formulation matricielle semblable & celle de la Méthode des Eléments Finis
permettant de reprendre les principes d’assemblage de cette derniére.

Objectif de cette thése

L’objectif principal de cette thése est de développer la formulation élémentaire
d’un élément continu de plaques sandwichs ou de plaques multicouches. Cet objectif
s'inscrit dans le cadre d’une continuation des travaux de recherche réalisés par des
équipes en France qui ont d’ores et déja développé les formulations élémentaires sui-
vantes :

- Poutres gauches : LISMMA, 1997, Casimir ;

- Plaques isotropes de Kirchhoff : LISMMA, 1997, Fleuret et Paris VI, 1998, Ke-
vorkian ;




- Coques axisymétriques de Kirchhoff et coudes : Ecole Centrale de Nantes, 1998,
Le Sourne;

- Plaques isotropes de Mindin et coques axisymétriques de Reissner : LISMMA,
2002, Nguyen ;

- Coques axisymétriques en couplage fluide-structure : LISMMA, 2010, Khadi-
mallah ;

- Coques raidies : LISMMA, 2014, Tounsi.

Cette thése se décompose en quatre chapitres et d’une conclusion :

e Le premier chapitre est consacré a une synthése concernant ’analyse vibratoire
des différentes structures depuis 1870 et les différentes approches numeériques
connues et développées jusqu’a aujourd’hui. Dans un deuxiéme temps, le prin-
cipe de la Méthode des Eléments Continus est présenté en rappelant les princi-
paux travaux de recherches relatifs a cette approche. Cette méthode analytique
est comparée par la suite avec les autres approches numériques. A la fin de ce
chapitre, un état de ’art concernant I'analyse des structures de plaques mul-
ticouches et sandwichs et leurs applications dans différents secteurs industriels
sont présentées.

e Le deuxiéme chapitre est consacré au développement de ’élément continu d’une
plaque orthotrope selon la flexion de Kirchhoff. Cette formulation est basée sur
une résolution des équations de mouvement utilisant la décomposition de Gor-
man et les séries de Levy. La validation de cet élément est menée par une
confrontation des courbes de réponse obtenues avec celles issues de modélisa-
tions éléments finis réalisées par le code de calcul IDEAS’. Cette validation a
été effectuée pour différents types de chargements.

e Le troisiéme chapitre est consacré au développement de I’élément continu d’une
plaque orthotrope pour les mouvements dans le plan (effets de membrane). Dans
ce cadre, la résolution des équations de mouvement sont détaillée. La valida-
tion de cet élément est présentée par une comparaison des résultats avec ceux
obtenus par la méthode des éléments finis. Les modélisations éléments finis ont
été réalisées par le code de calcul ’ANSYS’.

e Le dernier chapitre est consacré au développement d’'un élément continu d’une
plaque multicouche et sandwich. Ce développement a été effectué pour le cas
de flexion et membrane pour un nombre de couches quelconque. Ce chapitre
se termine par une validation numérique des résultats avec ceux obtenus par la
méthode des éléments finis.
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2 Etude bibliographique

2.1 Introduction

Ce chapitre présente I'état de I’art permettant de définir le cadre général de cette
thése. Il se divise en deux parties distinctes :

. La premiére partie est consacrée a la présentation générale des structures de
plaques multicouches et sandwichs. Commencant par une étude sur les struc-
tures simples de plaques, cette partie se terminera par une synthése des travaux
de recherche sur ce théme sans oublier I'intérét industriel de ce type de géomé-
trie.

. La deuxiéme partie est destinée a une présentation générale de la méthode
des éléments continus notée (MEC). Ainsi, on décrira son principe et sa genése
apres avoir comparé cette approche aux autres méthodes destinées a I’étude des
comportements vibratoires des structures. A la fin de cette partie, des exemples
de structures vibrantes analysées par la méthode des éléments continus seront
présentés.

2.2 Etat de I’art des structures de plaques sandwichs
et multicouches

2.2.1 Définition

Les plaques multicouches et les plaques sandwichs sont habituellement consti-
tuées d’'un ensemble de plis superposés. Ces plis sont le plus souvent des matériaux
isotropes voire orthotropes dont les axes matériels peuvent différer d’une couche a
I’autre. Généralement 1’épaisseur de ces couches est trés faible, de I'ordre de 0,125
mm pour un matériau carbone époxy dans le domaine aéronautique et de I'ordre de
0,3 mm pour celles utilisées dans 'industrie nautique. On distingue deux catégories
de plaques multicouches :

. Les multicouches symétriques pour lesquels il existe un plan de symétrie que
I'on note (O;x,y) (voir figure
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. Les multicouches non symétriques pour lesquels il n’existe aucun plan de symé-

trie (voir figure 2.2).
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FIGURE 2.1 — Plaque multicouche
symétrique

FIGURE 2.2 — Plaque multicouche non-
symétrique

L’étude dynamique de ces structures nécessite la compréhension des théories de
plaques de Kirchhoff ou de Mindlin. Afin de pouvoir décrire le comportement d’une
structure de plaque multicouche, on s’intéresse en premier lieu a I’étude d’un pli
orthotrope soumis a des effets de flexion et de membrane. Pour ce qui est de la
flexion, on se limitera dans ce mémoire a la théorie de Kirchhoff. Une intégration sur
I’épaisseur des comportements de chaque pli orthotrope permet ensuite de décrire le
comportement d’un multicouche symétrique du fait de I’absence de couplage mem-
brane/flexion. La prise en compte de ce couplage permet de traiter le probléme dans
le cas de multicouches non-symétriques.

2.2.2 Intérét industriel de I’étude

Les plaques multicouches sont des éléments structuraux utilisés dans de nombreux
secteurs industriels. On peut noter leur présence par exemple dans les secteurs de la
production d’énergie, de la construction aéronautique et de la construction navale.
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Production d’énergie

Les plaques multicouches sont utilisées pour la production de panneaux photo-
voltaiques qui transforment le rayonnement solaire en électricité. Ces structures per-
mettent de supporter des températures trés élevées (voir figure .

FIGURE 2.3 — Panneaux photovoltaiques

Construction aéronautique

Les matériaux composites interviennent de plus en plus dans la conception des
avions. Ils peuvent représenter jusqu’a 50% des matériaux pour les avions civils et
prés de 80% pour les avions militaires. Ci-dessous, la part des matériaux composites
sur Boeing 787 :
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FIGURE 2.4 — Répartition des matériaux composites [91]

Depuis les origines de la construction aéronautique, la structure des ailes peut
étre assimilée a celle d'une structure sandwich (Figure P.5).

FIGURE 2.5 — Structure interne d’aile d’avion

Les panneaux multicouches sont utilisés au niveau des fuselages pour assurer iso-
lation acoustique, thermique et résistance mécanique (Figure .
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FIGURE 2.6 — Fuselage d’avion

De méme, les pales d’un hélicoptére sont fabriquées en matériaux sandwichs de
maniére a résister a des efforts importants de flexion, de torsion et de compression.
Ces pales doivent étre a la fois légéres et robustes (Figure R.7).
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Cross-Sectional View of a Compaosite Blade

FIGURE 2.7 — Structure interne d’une pale d’hélicoptére [92]

Construction navale

Depuis des dizaines d’années, les ingénieurs cherchent & minimiser le poids des ba-
teaux tout en améliorant leur stabilité dans I’eau. Les matériaux composites consti-
tuent une alternative particuliérement attrayante pour la réalisation de structures
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navales (Figure 2.8).

FIGURE 2.8 — Bateau en composite

2.2.3 Les matériaux composites

Définition

Depuis des années, les composites prennent une part de plus en plus importante
en conception mécanique. Parmi ces composites, les matériaux sandwichs occupent
une place importante. En 1820, la structure sandwich a été développée par le francais
Duleau puis en 1849 par I’anglais Fairbairn. Ces deux chercheurs se sont intéressés a
développer un matériau constitué de deux membranes séparées d’une petite distance.

En 1930, le matériau sandwich a été utilisé en Angleterre et aux Etats-Unis pour
réaliser des structures complexes. Une structure est dite sandwich (Figure si elle
est composée de :

- Deux peaux appelées aussi semelles qui sont constituées par un matériau ayant
une bonne caractéristique mécanique. Ces caractéristiques sont un module d’élas-
ticité élevé et une bonne résistance a la traction et a la compression.

- Ceeur ou ame constitué par un matériau léger et de faible caractéristique mé-
canique. Ce matériau résiste bien aux efforts de cisaillement.

Les semelles et ’ame sont parfaitement assemblées par collage ou par soudage. Le
matériau de cceur et de peau peut étre isotrope ou orthotrope, homogene ou inhomo-
géne. Les matériaux composites admettant une bonne rigidité ainsi qu’une résistance a

10
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la fatigue et a la corrosion permettent e concevoir des structures sandwichs optimisés.

‘ peau
Vs 3 T / N
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FIGURE 2.9 — Plaque sandwich

Les matériaux les plus utilisés pour ’ame sont en nid d’abeille, en bois de balsa
ou en mousse.

L’ame en nid d’abeille

Le matériau en nid d’abeille est constitué par des mailles hexagonales & partir
de différents matériaux tels que le papier ou I'aluminium. Les propriétés de ce ma-
tériau varient selon l'orientation et les dimensions des mailles. Ainsi, la résistance
au cisaillement transversal et longitudinal est influencée par 1’épaisseur des parois de

I'ame (voir figure 2.10)).

e < '«...._-,
b Wy
b

|

FIGURE 2.10 — Structure en nid d’abeille

L’ame en nid d’abeille ou nommée aussi ’Nida’, ses propriétés sont les suivantes :

— L’épaisseur du nid d’abeille varie entre 3 et 150mm.
— La masse volumique varie entre 15 et 160 kg/m?.
— Les efforts de cisaillement sont aborbés par I’ame.

11
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L’ame en mousse

La mousse est un matériau plastique rigide ou souple de type thermoplastique ou
thermodurcissable (voir figure 2.11).

FIGURE 2.11 — Structure en mousse

Les caractéristiques communes des ames en mousse sont les suivantes :

— L’épaisseur varie entre 3 et 40mm.
— La masse volumique varie entre 30 et 300 kg/m?.
— Le matériau est thermoformable dont on peut réaliser des piéces complexes.

L’ame en bois de balsa

L’ame en bois de balsa admet une bonne résistance a la compression grace a la
direction des fibres du balsa par rapport a la direction des peaux (voir figure .

FIGURE 2.12 — Structure en bois de balsa

Les caractéristiques communes des ames en bois de balsa sont les suivantes :

— Fabrication des plaques sandwichs de haute résistance et légéres.
— La masse volumique varie entre 40 et 250 kg/m?
— Le matériau admet une trés bonne résistance a la compression.

12
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2.3 Etude vibratoire des plaques

Plusieurs théories de plaque orthotrope peuvent étre utilisées pour la formulation
d’un modéle de plaque multicouche. Chaque théorie présente certaines hypothéses.

Dans la littérature, il existe différentes configurations de plaques. Ces structures
sont classées selon leur géométrie ou selon le type de sollicitation subie. On peut les
classer aussi selon leur comportement : membrane ou flexion, prise en compte ou
non du cisaillement transverse. En tenant compte de ce dernier aspect, il existe des
plaques dont la faible épaisseur permet de négliger les déformations de cisaillement
transversal, la théorie utilisée est celle de Love-Kirchhoff. La théorie de Mindlin est
utilisée lorsque ces déformations ne sont pas négligées.

Solutions exactes

Les chercheurs ont établi des solutions exactes pour les plaques en imposant un
champ cinématique a la plaque d’une part et en appliquant des conditions aux limites
simplement appuyées d’autre part. Ces solutions sont basées sur des hypothéses sim-
plificatrices. L’étude vibratoire des plaques a été développée par plusieurs équipes de
recherches depuis plus d’'un siécle. Les premiéres solutions ont été établies pour une
plaque isotrope. En 1877, Levy [80] a présenté une solution exacte pour les plaques
isotropes rectangulaires en flexion. Pagano ([81], [82],[83]) a concentré son travail de
recherche sur les plaques multicouches. I1 a donné une solution exacte tridimension-
nelle pour des plaques stratifiées et sandwichs [82]. Cette solution est basée sur la
résolution d’un systéme d’équations en utilisant les auto-fonctions de type exponen-
tiel et trigonométrique. Par contre, Kulkani [84] et Srinivas [85], [86],[87] ont donné
des solutions exactes pour des plaques dans le cas dynamique. En 1991, Reddy [7§]
a donné une solution exacte basée sur les équations d’équilibre pour les plaques or-
thotropes avec un empilement de couches symétriques pour simuler la flexion dans le
cas statique. En outre, Nour [[79] a présenté des solutions exactes pour ces structures
dans le cas dynamique.

Classical laminated plate-Théorie classique des stratifiées (CLT)

Ce modéle constitue une généralisation pour les plaques anisotropes du modéle
de Love-Kirchhoff dans le cas d’une plaque monocouche. Cette théorie a été décrite
en 1888. Elle consiste a simplifier la théorie d’élasticité linéaire et est basée sur les
hypothéses suivantes [65] :

- Les sections normales au feuillet moyen restent normales aprés la déformation ;
cette hypothése permet de négliger les effets de cisaillement dans le cas de flexion

(figure [2.13)).

- I’épaisseur de la plaque est faible; ceci permet de négliger les contraintes dans

13
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le sens de I’épaisseur.

FIGURE 2.13 — Modéle Love-Kirchhoff

First-Order Shear Deformation theory- Théorie de déformation en ci-

saillement (FSDT)

Cette théorie est nommée aussi ’théorie des plaques épaisses’ ou 'Modéle de
Mindlin-Reissner. Ce modéle prend en compte les effets de cisaillement dans I’épais-
seur pour la plaque. Reissner [75] a présenté le premier modéle de la plaque ou
les contraintes de cisaillement transverse sont prises en compte. Puis Mindlin [76]
a développé la théorie de déformation en cisaillement au premier ordre basé sur le
déplacement. Cette théorie est fondée sur 'hypothése selon laquelle [65] les sections
normales au feuillet moyen ne restent plus normales mais restent planes aprés la dé-

formation (Figure 2.14).

FIGURE 2.14 — Modéle de Mindlin

14
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Hight-oder Shear Deformation Theory-Théorie de déformation en ci-
saillement d’ordres supérieurs (HSDT)

Ce modéle a été développé par Reddy [77]. Cette théorie est basée sur la théorie
de déformation en cisaillement au premier ordre. Elle consiste & imposer une petite
variation des déformations transverses selon un polynome de troisieme degré. Ce der-
nier permet d’éliminer les contraintes de cisaillement transverses du stratifié.

Modéle d’ordre supérieur

Le modéle d’ordre supérieur présente une distribution du champ de déplacement
non linéaire. Le champ de déplacement de ce modéle est présenté par un développe-
ment en série de Taylor. Les chercheurs ont appliqué cette théorie pour différentes
structures. Nelson et al. [73] puis Liberscu [72] ont analysé les plaques multicouches
en utilisant le modéle d’ordre supérieur. Noor et al [74] ont appliqué cette approche
pour faire ’analyse statique et en vibration libre des plaques composites.

Modéle zigzag

Le modéle zigzag (Figure a été présenté par les travaux de Carrera [69].
Dans ce modéle, le déplacement est continu selon I’épaisseur. Celui-ci présente une
la pente de déplacement différente d’une couche a autre. L’avantage de ce modéle
est de vérifier les conditions de continuités sans augmenter 'ordre de dérivation des
équations. Ce modéle ne nécessite pas de coefficient de correction du cisaillement
transverse. Dans ce cadre, plusieurs travaux de recherches ont été menés. Ossadzow
[71] et Karama [70] ont utilisé ce modéle pour affiner les efforts de cisaillement en
ajoutant une fonction dite zigzag a la fonction sinus du déplacement.

Lincane Jig-Lan

FIGURE 2.15 — Modele Zig-Zag

Aprés avoir énoncé les différentes théories de plaques multicouches, nous allons

15
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présenter dans le paragraphe suivant les méthodes numériques ainsi que la méthode
des éléments continus qui ont pu étre utilisées pour ’étude vibratoire des plaques.

2.4 Méthode des éléments continus

2.4.1 Généralités

Les chercheurs depuis les années soixante-dix ont développé la méthode des élé-
ments continus. Cette approche est une méthode matricielle de calcul de structure
dite meshless. L’expression élément continu est présentée par P.H Kulla [1]. Cette
méthode est connue sous différentes dénominations, on cite par exemple Dynamic
Stiffness Method [2] ou encore Continuum Element Method [3] ou également Spec-
tral Element Method [4]. La démarche de cette méthode permet de déterminer une
description exacte des structures étudiées dans le cadre des régimes harmoniques éta-
blis pour une théorie élastodynamique donnée. De la méme facon que la méthode
des éléments finis, cette méthode consiste également & représenter le comportement
dynamique des structures par des relations matricielles entre les efforts appliqués et
les déplacements. Le principe de cette approche est basé sur la construction d’une
matrice de raideur dynamique incluant a la fois les effets de raideurs et de masse.
Cette matrice permet de déterminer la réponse harmonique des structures étudiées.

Les cadres d’application privilégiés de cette méthode sont les problémes vibra-
toires qui nécessitent une grande précision pour des domaines fréquentiels étendus.
La discrétion acoustique des sous-marins par exemple nécessite cette approche, ’eau
étant un milieu favorable & la propagation des ondes sonores, une grande précision
quant a leur niveau est requise. Les résultats obtenus par la méthode des éléments
finis restent non performants pour les hautes et les moyennes fréquences. Plusieurs
solutions ont été cherchées. Les premiéres études ont été dédiées a des structures
sollicitées par les moyens de propulsion comme les berceaux et les arbres de trans-
mission. La structure de berceau est basée sur un assemblage de poutres. La figure
présente la topologie et la dimension de telles structures.

2.4.2 FEtat de l’art

Comme indiqué au paragraphe précédent, la matrice de raideur dynamique pré-
sente de bonnes performances par rapport a la méthode des éléments finis pour cer-
tains problémes de dynamique des structures. R.W. Clough et J. Penzien |2] ont
présenté cette méthode dans leur ouvrage en 1975. Un important nombre d’orga-
nismes a développé des codes de calcul basés sur cette méthode dans les années 80.
Parmi ces codes, on peut citer PEVIBAT [5] : ¢’est le premier code de calcul qui a
été développé par I’équipe du professeur Akesson en Suéde. Ce code est limité a la
modélisation de structures planes (poutre de type Euler-Bernoulli). Ensuite, on peut
citer le code SFVIBAT pour la résolution des analyses des assemblages tridimen-
sionnels de tubes (pour les poutres de Timoshenko). En 1983, au Centre d’Etudes
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FIGURE 2.16 — Berceau de submersible

de ’Agence Spatiale Européenne, un code de DISTEL (DIStributed ELement) [6] a
été développé pour 'étude de la réponse dynamique des armatures de panneaux de
satellites. Ce code permet de déterminer la matrice d’impédance de la structure. A
I'université de Cardiff le code VICONOPT a été développé par F.W Williams [I]. Ce
code est destiné & I'analyse des plaques prismatiques assemblées. En 1987, la NASA
a développé son propre code dénommé BUNIVIS-RG. Ce code est destiné a 1’étude
des structures suivantes : les poutres de Timoshenko, les sous-structures répétitives
et les plaques de formes prismatiques [32]. En Allemagne, le code IDA, développé
par Kulla [9], permet d’analyser les assemblages de poutres et ’étude dynamique de
plaques.

En France, un code nommé 'ETAPE’ (Etude de transmissibilité des Assemblages
de Poutres Elastiques) [33] a été développé par I’équipe de la Direction des Construc-
tions Navales (D.C.N). Ce code est basé sur la méthode des éléments continus pour
améliorer la précision de la simulation des structures étudiées. Il est utilisé généra-
lement pour faire I’analyse harmonique des structures complexes. Plusieurs éléments
ont été développés par la D.C.N comme les éléments de poutres cintrées circulairement
ou hélicoidales, les plaques rectangulaires et les éléments de coques axisymétriques
et raidies.

A partir des résultats obtenus par la méthode des éléments continus, les cher-
cheurs se sont convaincus des performances de cette approche par rapport aux autres
méthodes numériques. La finesse de maillage est étroitement liée a la précision des
résultats des modéles éléments finis. En tant que méthode meshless, la méthode des
éléments continus ne dépend que des termes de séries utilisées pour construire la
matrice de rigidité dynamique. Pour le cas de la modélisation des plaques, on parle
du nombre de série de Levy. Ce nombre peut étre important selon la précision de
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la structure étudiée, ce qui provoque une augmentation du volume de données. Le
temps de calcul est également lié & la richesse des séries.

Au jour d’aujourd’hui, la méthode des éléments continus est capable de résoudre les
problémes des structures assemblées, constituées par des plaques, coques et poutres.

2.4.3 Les autres approches numériques

L’analyse vibratoire des structures est essentielle dans de trés nombreux secteurs
industriels. Elle peut concerner par exemple la conception des systémes motorisés
soumis a des frottements ou la conception des ouvrages d’art soumis a des sollicita-
tions sismiques. Différentes approches et méthodes d’analyse vibratoire des structures
simples ou complexes ont été mises au point. Ce paragraphe présente les méthodes
les plus utilisées et les plus connues pour résoudre ces problémes.

Méthode de Rayleigh-Ritz

Les chercheurs ont résolu le probléme de la réponse harmonique des structures par
des méthodes basées sur la résolution soit analytique soit numérique de 1’équation
différentielle de mouvement en tenant compte des conditions aux limites appliquées
sur la structure. Ces méthodes donnent des résultats satisfaisants pour les ingénieurs.
Parmi ces approches les plus utilisées on trouve la méthode de type Rayleigh-Ritz.
Elle permet de déterminer une approximation des modes de la structure dans un es-
pace de N dimensions en choisissant N fonctions. Le choix de ces fonctions conditionne
la précision des résultats. Les solutions sont sous écrites sous la forme suivante :

N

w(x,y,z) = ZAi(t).gbi(x,y) (2.1)

i=1

ot les coefficient A; sont les coordonnées généralisées.

A Dorigine, cette méthode a été développée pour différentes structures simples de
types poutres, plaques et coques. Ensuite, les chercheurs se sont intéressés a déve-
lopper la méthode de Rayleigh-Ritz pour étudier les structures de types complexes
telles que les plaques et les coques raidies. Wang et al. [I3] ont mené cette approche
pour examiner le probléme des vibrations libres des coques en tenant compte des
variations dans la distribution des raidisseurs circonférentiels. Une étude analytique,
expérimentale et numérique a été présentée par Jafari et Bagheri |14] pour analyser le
comportement vibratoire d’'une coque raidie avec un nombre important de raidisseurs
externes. Ces raidisseurs sont espacés non régulierement le long de la coque. R.B.
Bhat [I1I] a utilisé la méthode de Rayleigh-Ritz pour présenter les fréquences propres
d’une plaque rectangulaire. En outre, S.M. Dickinson et A. Di Blasio [12] ont obtenu
des résultats en utilisant cette approche pour résoudre le probléme de flambement
d’une plaque rectangulaire de type isotrope et orthotrope. Enfin, Bardell et al. [L§]
ont développé 'approche de Rayleigh-Ritz pour calculer les fréquences propres d’une
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plaque isotrope simplement appuyée.
Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est la méthode numérique la plus connue et la plus
utilisée aujourd’hui. Cette approche permet de résoudre des problémes trés divers tels
que les problémes de la mécanique de milieux continus, les problémes thermiques, le
comportement mécanique et le probléme statique des structures. Cette méthode per-
met de résoudre également des problémes de dynamique rapide, d’élasto-plasticité,
de thermoélasticité tout en tenant compte de comportements des matériaux linéaires
ou non.

L’idée de cette approche est de subdiviser le domaine géométrique de la struc-
ture en sous domaines élémentaires appelés éléments finis (EF). Une approximation
polynomiale présentée sur chaque élément permet de déterminer une solution du
probléme. Cette approche transforme le probléme aux dérivées partielles (EDP) de
I’élastodynamique sous forme variationnelle.

Ces équations différentielles sont résolues par la méthode des résidus pondérés qui
consiste a approcher 'annulation du résidu d’une équation différentielle pour trouver
une solution discréte. Cette méthode permet d’affaiblir un systéme d’équations pour
permettre sa résolution dans le cas ou celui-ci présenterait des difficultés d’ordre ma-
thématique (discontinuités, fonction non définie, valeurs infinies ...). Cette méthode
s’effectue en deux étapes :

- La premiére étape consiste a définir le terme résidu noté R(u) tel que :
R(u) = L(u) + fv (2.2)

ou L représente un opérateur différentiel pour le systéme, u est une fonction
inconnue qui vérifie les conditions aux limites et fv représente les sollicitations
du systéme.

- La deuxiéme étape permet d’éliminer la forme d’intégrale globale en choisissant
les fonctions u convenables :

W = / <> .R(u)dV (2.3)

ou ¥ représente les fonctions de pondération.

Le nombre de fonctions v; correspond dans ce cas au nombre de parameétres inconnus.
Le choix de ces fonctions permet de déterminer les différentes méthodes de résolution
parmi lesquelles : la méthode de 'Galerkine’. Cette derniére consiste a transformer
le probléme continu en probléme discret. Dans notre cas, elle permet de prendre les
fonctions de pondérations v); égales a la variation des fonctions u. Ce choix de fonction
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permet d’avoir une forme d’intégrale particuliére qui rend stationnaire la fonction-
nelle associée. Aprés avoir déterminé la formulation élémentaire, I’étape assemblage
intervient. Cette procédure rameéne le probléme aux dérivées partielles de élastody-
namique linéaire & un probléme décrit par un systéme d’équations différentielles de
second ordre comme il est présenté dans I'expression (R.4).

M{U} + [C){U} + K] {U} = {F} (2.4)

[M] représente la matrice masse du systéme, [C| la matrice d’amortissement et
K] la matrice de raideur.
{U} et {F} sont respectivement les vecteurs de déplacements et d’efforts généralisés.
U et U sont respectivement les vecteurs vitesse et accélération.

Dans le cas d’analyse des vibrations, le systéme libre non amorti, présenté par
I’équation de mouvement, permet de déterminer les modes et les fréquences propres
de la structure.

(K] - w*[M]) {U} = {0} (2.5)

Dans le cas d’un systéme forcé non amorti, on résout :

(K] - w*[M]) {U} = {F} (2.6)

L’utilisation des méthodes classiques de calcul permet de résoudre ce type d’équa-
tion. Pour obtenir une bonne précision de la résolution de ces équations, il y a la
méthode dite ‘compléte’. Cette méthode consiste & inverser le systéme ([K] — w?[M])
pour chaque pulsation w en utilisant la méthode de ’pivot de Gauss’ par exemple.
La méthode la moins précise mais la plus rapide est celle de superposition modale.
Cette méthode est basée sur la projection des équations de mouvement sur une base
de vecteurs propres. Cette projection permet de décomposer I'équation ( en n
équations découplées comme suit :

mt; + kiu; = f; (2.7)

ou f; est la force associée pour chaque mode i; u; est le déplacement modal en chaque
noeud de chaque élément.

La solution générale du systéme est basée sur la superposition de toutes les solu-
tions élémentaires.

Dans les deux approches que nous venons de détailler, la précision des résultats
obtenus est mise en évidence. Ainsi, la méthode de superposition modale est une
méthode conditionnée par un nombre défini de modes ¢ qui forment la base. L’autre
méthode dite 'compléte’ est une méthode basée sur la discrétisation du probléme.
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Elle permet de donner une meilleure précision des résultats retenue.

Plusieurs équipes se sont spécialisées dans le développement de cette méthode.
Batoz et Dhatt ont présenté de facon synthétique cette approche pour les types de
structures suivants : poutres [15], plaque [16] et coques [I7]. O.C Ziekiewicz [19] et
al. ont détaillé le principe de la méthode des éléments finis pour les éléments poutre
anisotrope, plaque et coque. Prioor et Barker [20] sont les premiers chercheurs qui ont
développé cette approche pour les stratifiés en tenant compte des déformations de
cisaillement transversal. Grover [21] et al. ont appliqué la MEF pour les plaques mul-
ticouches composites et les plaques sandwichs. Nguyen-Xuan et al. [22] ont expliqué
cette théorie pour les plaques sandwichs en utilisant I’ordre supérieur de déformation
de cisaillement. Sciuva [23] a développé la MEF pour les plaques rectangulaires mul-
ticouches.

Sur la base des études antérieures, la méthode des éléments finis est la méthode
la plus utilisée industriellement parce qu’elle est précise pour ’analyse vibratoire des
basses fréquences et a donné lieu au développement de logiciels spécifiques parfai-
tement adaptés au process industriel de conception. Cependant, cette approche a
des inconvénients qui peuvent étre un obstacle aux études de I'ingénierie mécanique.
Pour les moyennes et les hautes fréquences, le nombre de modes propres sollicités
pour l'analyse harmonique augmente ainsi que la densité modale. Ceci améne a des
problémes numériques d’extraction des modes propres.

L’inconvénient majeur de cette méthode est la nécessité de mailler finement au
détriment du temps de calcul qui reste un parameétre important pour les ingénieurs.
Pour la méthode des éléments finis, ’augmentation de la plage fréquentielle néces-
site un maillage trés fin. Ceci conduit d’une part, & un temps de calcul important et
d’autre part, nécessite 1'utilisation des machines de calcul puissantes.

Méthode des éléments de frontiéres

La méthode des éléments de frontiéres (BEM) est basée sur la discrétisation de la
frontiére du domaine étudié pour réduire le nombre de degrés de liberté [24]. Cette ap-
proche consiste a transformer les équations différentielles en des équations intégrales
en utilisant la fonction de Green. Ces équations intégrales permettent d’obtenir une
relation entre les champs intérieurs et les quantités sur les bords. Le probléme ma-
jeur de cette méthode se situe au niveau de la précision numérique des résultats étant
donné que la matrice obtenue aprés la discrétisation de la frontiére est pleine, non
symétrique mais de petite taille.

La méthode des éléments de frontiéres consiste & diminuer le maillage puisque la
frontiére est le seul élément géométrique discrétisé, c’est le principal avantage par
rapport a la méthode des éléments finis. Lorsque la fréquence augmente, la BEM
donne une meilleure précision que celle de la MEF. Un nombre important de cher-
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cheurs ont utilisé cette méthode pour différentes structures. Albuquerque et al. [25],
par exemple, ont utilisé cette approche dans I’étude vibratoire d’'une plaque ortho-
trope de Kirchhoff ol les bords sont soit simplement appuyés soit encastrés.

Comme pour les autres méthodes, cette approche admet quelques inconvénients
liés & la complexité de la formulation. Ainsi, I'utilisation des fonctions de Green reste
délicate. Un deuxiéme inconvénient se présente pour la difficulté de résolution de la
forme du systéme matriciel obtenu. En effet, ce systéme est non symétrique et plein.
Il doit étre résolu pour chaque fréquence. La précision de cette approche dépend de :

— La finesse de maillage des frontiéres ;
— Le nombre de termes des séries.

2.4.4 La Méthode des Eléments Continus

L’expression ’élément continu’ se décompose en deux termes :

— Le premier terme 'élément’ fait référence a des sous-structures simples ou com-
plexes.

— Le deuxiéme terme ’continu’ indique que la formulation élémentaire est conti-
nue et que le nombre de degrés de liberté infini.

Plusieurs formulations élémentaires ont été développées selon cette approche :
Elément continu de poutre

Les premiers éléments développés selon cette méthode sont les poutres droites.
L’approche est basée sur la notion de matrice de transfert [26] qui relie les dépla-
cements et les efforts généralisés de type : efforts, moments, fléches et rotation aux
extrémités de la poutre. Cette matrice permet de résoudre les problémes de ’analyse
harmonique pour les poutres méme si la section et le matériau change pour cette
structure. Les matrices de transfert permettent d’obtenir la matrice de raideur dyna-
mique. Pour les structures complexes, le principe de ’assemblage de la méthode des
éléments finis est remplacé par un principe multiplicatif. La MEC consiste a résoudre
un systéme matriciel qui dépend de la pulsation w, est sous la forme suivante :

[K(w){U} = {F} (2.8)

ou [K(w)] est la matrice de raideur dynamique, {U} est le vecteur des déplacements
et {F} est le vecteur des forces extérieures.

La résolution de ce systéme matriciel pour chaque pulsation w dans un intervalle
fixé permet de déterminer les déplacements pour un chargement harmonique donné.
Dans un régime harmonique, la méthode des éléments continus consiste a déterminer
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la matrice de raideur dynamique en fonction de la pulsation w. Cette matrice dépend
a la fois des propriétés élastiques et massiques de la structure. Elle permet la réso-
lution analytique des équations différentielles pour des conditions aux limites dites
libres. La matrice de raideur dynamique relie directement les efforts par les déplace-
ments sans faire appel aux modes propres de 1’élément.

Dans le cadre de son utilisation, les chercheurs ont développé cette méthode pour
les poutres depuis plusieurs années. En Angleterre, Banerjee [34] a présenté la ma-
trice de raideur dynamique pour une poutre de type Bernoulli en tenant compte du
couplage flexion-torsion. De méme, William et al. [32] ont appliqué la MEC pour dé-
terminer la matrice de rigidité pour une poutre de Bernoulli sur fondations élastiques.
Par ailleurs, Benicourt et Duforet [33] ont établi les matrices de raideur dynamique
pour les poutres de types Timoshenko ot les effets de 'amortissement structural sont
pris en compte, les termes de ces matrices sont alors complexes. Capron et Williams
[35] ont développé des techniques numériques basées sur 'inversion et la multipli-
cation des matrices pour obtenir des matrices de raideurs dynamiques d’une poutre
en torsion plongée dans un milieu élastique. Dans le méme cadre, Montalveao [36] a
appliqué cette technique pour analyser une poutre circulaire vibrant hors de son plan.

Les avantages de cette méthode ont poussé les chercheurs a appliquer cette ap-
proche sur des éléments structuraux complexes en appliquant les hypothéses d’élasto-
dynamiques convenables pour des régimes harmoniques. En France, Casimir a consti-
tué une bibliothéque d’éléments continus pour les poutres (|87], [38]). Il a développé
une technique pour calculer numériquement les matrices de raideurs dynamiques en
utilisant les matrices de transfert. En 2003, ce chercheur a appliqué la méthode des
éléments continus pour les poutres courbes et gauches [39]. De méme, Tounsi et al. ont
développé cette approche pour déterminer la matrice de raideur dynamique pour un
anneau circulaire [40]. Lee [4] a appliqué la méthode des éléments spectraux pour pré-
senter un ensemble de formulations élémentaires unidimensionnelles telles que celles
des poutres multicouches a plis viscoélastiques ou encore de poutres en rotation.

Dans le cas du comportement vibratoire, Banerjee et al. (|41], |42]) et Howson [43]
ont développé la MEC pour les composites et les poutres sandwichs. Kim et al.|44]
ont traité I’étude des poutres a parois minces.

Elément continu de plaque

Pour la formulation d’un élément continu de plaque, deux théories ont été mises
en ceuvre : la théorie de Love-Kirchhoff et la théorie de Reissner-Mindlin. Pour les
poutres, la formulation d’un élément continu consiste & utiliser les solutions analy-
tiques exactes, dans le cas des plaques, ces solutions n’existent pas. Il est fait appel
a des développements en série.
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D.J. Gorman [45] a présenté des travaux pour déterminer les déplacements trans-
verses avec des conditions aux limites quelconques. Cette approche permet de décom-
poser la plaque en sous-domaine avec des conditions aux limites simples. Les équations
différentielles obtenues par cette méthode ont été résolues par une combinaison de
séries de Levy. Cette approche permet d’obtenir analytiquement les fréquences et les
modes propres de la plaque de type Kirchhoff et Mindlin [46]. I a ensuite couplé sa
technique a la méthode de Galerkin [47].

P. Hagedorn et al. [48] ont utilisé la méthode de Gorman pour déterminer les so-
lutions analytiques pour chaque contribution. Ces solutions sont mises sous la forme
de séries composées par des coefficients : A,,, B,,, C,, et D,,. Ces coefficients ont une
relation directe avec les efforts généralisés et les déplacements. La construction de la
matrice de raideur dynamique consiste ensuite a inverser I'une de ces relations. Dans
ce cas, P.H Kulla [I B5] a utilisé le développement en série de Levy [LEV99| pour
déterminer la matrice de raideur dynamique d’une plaque de Kirchhoff en flexion.

En se basant sur les travaux de Gorman et Kulla [55], Fleuret et al. [56] ont donné
la matrice de raideur dynamique pour une plaque libre de type Kirchhoff. Par ailleurs,
Lee [4] a utilisé les séries de Levy pour présenter la méthode des éléments spectraux.
A ce titre, les travaux de Lee se sont limités & une plaque ayant des conditions aux
limites simples. De méme, Casimir et al [57] ont déterminé les composantes de la
matrice de raideur dynamique pour une plaque isotrope de Kirchhoff en utilisant les
séries de Levy pour la résolution d’équations de mouvement. Donadon et al. [58] ont
appliqué une approche similaire pour I’analyse vibratoire d’une plaque renforcée.

Récemment, Boscolo et Banerjee [59] ont présenté la matrice de raideur dynamique
d’une structure plaque dans le cadre d’une théorie du premier ordre de déformation
de cisaillement. De plus, ils ont analysé les plaques composites de Mindlin en tenant
compte de la déformation du cisaillement d’ordre supérieur [60]. Dozio [b0] a utilisé
les séries de Levy [5I] pour déterminer la matrice de raideur dynamique pour une
plaque multicouche ou les bords opposés sont simplement appuyés. Thinh et al. [52]
ont utilisé la méthode des éléments continus pour une plaque orthotrope simplement
appuyée de type Winkler et Pasternak sur plusieurs sections de fondations élastiques.
Thai and Kim [53] ont employé la série de Levy et les théories de plaque de Mind-
lin pour faire 'analyse harmonique d’une plaque orthotrope. Ils ont choisi les deux
bords opposés simplement appuyés et ils ont changé les conditions aux limites pour
les deux autres bords. De son coté, Leissa [54] a présenté la matrice de raideur dy-
namique pour une plaque orthotrope de Kirchhoff o les deux bords opposés sont
simplement appuyés.

Eléments continus de coques axisymétriques :

Les éléments de coques sont les structures les plus utilisées dans le domaine in-
dustriel. Des approches ont été développées pour la résolution de ce type d’élément.
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Ces méthodes sont basées essentiellement sur les deux théories suivantes : théorie de
Reissner et théorie de Kirchhoff. Les travaux de Kalnin [6I] présentent un modéle
analytique de référence basé sur les équations de coques axisymétriques minces et
épaisses.

Les équations de ces structures sont exprimées dans le systéme de cordonnées
curvilignes noté (s, 0, ) associé a la coque. Pour ce type de modéle, les variables se
décomposent en trois déplacements nommés ug, v, w selon s, 6 et ¢ respectivement
et deux rotations [, et fBy. Ainsi, cette structure admet trois moments M, My, My
et cinq efforts internes Ny, Ny, Ny, Ts, Ty. L’idée générale de la méthode consiste a
ramener le probléme harmonique & un systéme différentiel d’ordre 1. Cette approche
est basée sur la construction d’un vecteur d’état nommé FE constitué des déplacements,
des rotations, des efforts internes et des moments. Le systéme différentiel est présenté
par Iéquation (2.9) :

dE,,
ds

Avec : E = (us,v,w,ﬁ@”@)@,Ns,N957T5,M5,M95)71

= An(s,w)En (2.9)

A partir de la résolution du systéme T(0,w) = I, la matrice de raideur dynamique
Kn(w) intervient, elle est présenté par I'expression suivante :

T1o H(w) T (w) Ty (W)
[Km(W)] - T21(W) — T22(w T1271(W>T11(u}) T22(w)T1271(w) (210)

On peut introduire des termes complexes dans la matrice [A(w)] pour obtenir la ré-
ponse harmonique de coques amorties. En se référant a cette méthode, le modéle
de Le Sourne [62] permet de construire une base d’éléments de coques minces axi-
symétriques (cylindre et cones) et des coques toriques telles que des coudes. Les
travaux de Casimir et al. [63] portent sur 'étude vibratoire des coques épaisses de
type Reissner/Mindlin. Ils ont utilisé la méthode des éléments continus pour déter-
miner la matrice de raideur dynamique pour ce type d’élément. La formulation qui
a été utilisée a pu étre validée par une étude expérimentale. Dans le méme cadre de
recherche, Khadimallah et al. [64] ont introduit leffet d’un fluide, soit interne soit
externe, a la coque axisymétrique.

2.4.5 Les limites de la méthode des éléments continus

La méthode des éléments continus permet de calculer la réponse harmonique de
plusieurs structures de géométriques simples ou complexes. Cette approche donne,
actuellement, des résultats par rapport a ceux obtenus par les autres approches nu-
mériques de résolution. Elle génére des résultats sans discrétisation géométrique de la
structure. Ceci permet une diminution du temps de calcul sans affecter la précision.
Cependant, la méthode des éléments continus a les inconvénients suivants :
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— Elle est limitée aux réponses harmoniques de structures pour un comportement
linéaire et pour des déformations supposées petites.

— Elle n’est pas encore développée pour les structures tridimensionnelles.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté dans un premier temps ’état de 'art de
cette thése concernant les plaques multicouches et leurs utilisations industrielles. En-
suite, nous avons présenté quelques théories des plaques. Enfin, nous avons décrit
les différentes méthodes de résolution numérique ainsi que la méthode des éléments
continus pour la modélisation du comportement vibratoire de structures. Les avan-
tages de la méthode analytique par rapport aux autres méthodes sont mis en évidence.

Le chapitre suivant sera consacré a la formulation et la mise en ceuvre d’un élé-
ment continu de plaque orthotrope de Kirchhoff. Cette formulation est un nouveau
développement de la méthode des éléments continus qui vient enrichir la bibliothéque
élémentaire. Cette formulation est une premiére étape pour le développement de la
matrice de raideur dynamique d’une plaque multicouche. La validation de cet élément
est menée par une comparaison des résultats avec ceux obtenus par la méthode des
éléments finis.
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3 Elément continu de plaque ortho-
trope en flexion

3.1 Introduction

Ce chapitre présente la formulation d’un élément continu de plaque orthotrope
selon la théorie de flexion de Kirchhoff. L’approche élément continu a été décrite par
Casimir et al. [57] dans le cas d’une plaque isotrope et par Nguyen [88] dans le cadre
de sa thése de doctorat pour la formulation de Mindlin. C’est cette approche qui est
étendue ici au cas des comportements orthotropes.

Ce chapitre se décompose en trois parties :

— la premiére partie présente ’étude théorique d’une plaque orthotrope de Kirch-
hoff.

— la seconde, la formulation élément continu pour ce type de plaque.

— enfin, la derniére permettra de valider cette approche par comparaison des ré-
sultats obtenus avec ceux issus de modeéles élément finis.

3.2 Flexion de Kirchhoff des plaques orthotropes

3.2.1 Définition géométrique

L’élément développé dans ce chapitre est un élément de plaque orthotrope de Kir-
chhoff de dimension 2a x 2b et d’épaisseur h (figure [3.1)). Tout point M de coordonnées
(x,y, z) appartenant au volume de cette plaque vérifie les conditions suivantes :

—a<zx<a

-b<y<b (3.1)
Foict
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FIGURE 3.1 — Géométrie de la plaque

La surface du feuillet moyen de la plaque est définie par :

—a<zx<a
-b<y<b (3.2)
z=0

3.2.2 Définition de l'orthotropie matérielle

Le matériau utilisé dans ce chapitre est un matériau orthotrope, ayant les pro-
priétés suivantes :

— E; : module de Young longitudinal suivant la direction z
— FE5 : module de Young transversal suivant la direction y
— (12 : module de Coulomb

— V9 : coefficient de Poisson

— p : masse volumique

Les directions principales d’orthotropie 1 et 2 sont confondues respectivement avec
les axes de symétrie géométrique x et y.

3.2.3 Hypothéses cinématiques

Les hypotheéses cinématiques de Kirchhoff consistent & considérer que la normale
au feuillet moyen reste normale & cette surface au cours de la déformation. Le dé-
placement d’un point quelconque M (z,y, z) situé dans le volume de cette plaque est
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alors représenté par I’équation B.3]:

u(z,y, z,t) = —z%—‘f
P
'U(.CE,y,Z,t) = _28_2/ (33)

w(z,y,z,t) = W(z,y,t)

u, v, w sont les déplacements du point M selon les axes x, y et z, respectivement. W
est le déplacement suivant z.

Les rotations autour des axes = et y sont notées respectivement par (3, et 3, et se
définissent par ’équation [3.4]:

_ _ow
Be =~

_ oW
5y——a—y

(3.4)

3.2.4 Relations contraintes-déformations

En considérant les hypothéses de contraintes planes, la relation contrainte défor-
mation pour une plaque orthotrope dans les trois axes (1,2,3) est présentée par :

o1 = Quen + Q2622
092 = Q12€11 + Q22622 (3.5)
012 = Q66€12

011, 022, 012 sont les composantes du tenseur de contraintes de Cauchy. €1, €99, €19
sont les composantes de tenseur de déformation. Les ();; sont les constantes qui dé-
pendent des propriétés des matériaux.

( _ E1
QH T 1-viov:

Qan = L2
22 1—-vi2v21

(3.6)
_ _vieE _ vakF
Ql? - 1—;212521 - 1—3/112;21
\ Q66 = G12

3.2.5 Efforts internes

Les efforts internes d’une plaque orthotrope sont définis, en tout point appartenant
au feuillet moyen, par une intégration sur I’épaisseur h des composantes du tenseur
de contraintes. Les efforts internes associés aux déplacements sont les suivants :

29



CHAPITRE 3. PLAQUE ORTHOTROPE EN FLEXION

— Les efforts tranchants :

h/2 h/2
T, = / 0p.dz, T, = / 0y.dz (3.7)
—h/2 —h/2
— Moments de flexion :
h)2 h)2
M, = / 2050dz, M, = 20y, dz (3.8)
—h/2 —h/2
— Moment de torsion :
h/2
M,, :/ 20,ydz (3.9)
—h/2

Les petites déformations obtenues a partir du champs de déplacement de ’équation
(3.5) sont introduites dans les équations ( pour obtenir les relations efforts-
déplacement.

_ R W h3 W
z = _EQH o2 ﬁQlZ o2
_ A8 PwW h3 PwW
My = _EQ12_81,2 — EQ22 y2 (310)
— _9oh*n W
\ Mxy - 212 Q668x8y

3.2.6 Les équations de mouvement

A partir du principe de Hamilton et des hypothéses de Love-Kirchhoff, I’équation
du mouvement de la plaque en flexion s’écrit :

M, _0*M,, 0°M, O2W
R et el e (3.11)

En introduisant la relation effort/déplacement (B.10) dans I'équation de mouvement
(3-11)), on obtient une équation différentielle pour une plaque orthotrope :
oW oW oW W

xW'FD +D = ph (3.12)

D oy —————
Y 0x20y? Y Oyt ot?

ou D, D, et D,, sont des constantes qui dépendent des matériaux, elles sont définies
par :

h3
T = _5911 5
D:vy = _ZFQIQ - 4%@66 (313)
D, = —%Qm

Pour un régime harmonique établi de pulsation w, la dépendance temporelle du champ
de déplacement W peut étre éliminée, on écrit :

W(x,y,t) = Wo(x,y)e™ (3.14)
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ORTHOTROPE
D’aprés les équations (3.14) et (8.12), on obtient alors :
"Wy o'W, o'W,
Dy + Doym—sr—s + Dy = —phw®W, 3.15
Ozt N Y 02012 M oy pre o (3:.15)

Wo(x,y) présente 'amplitude de déplacement W de tout point situé sur le feuillet
moyen.

3.2.7 Conditions aux limites

Pour construire une matrice de raideur dynamique, il faut résoudre tout d’abord
I’équation de flexion en régime harmonique ( en tenant compte des conditions
aux limites de type Neumann. On parle de conditions aux limites naturelles ou encore
de conditions aux limites libres. Ce sont des conditions aux limites de type effort qui
sont imposées sur les bords de la plaque.

Les efforts imposés sont soit des efforts transverses soit des moments de flexion sur
les quatre bords de la plaque. Pour tout mouvement, ces bords restent libres de tout
mouvement, c’est & dire qu’aucun déplacement n’est imposé. Ce type de condition
s’écrit : ot
{ Tn+ g = £ (3.16)

Mn = Mn

ou I, est l'effort transverse imposé et F, + % Ieffort interne effectif. Les deux
lettres n et s présentent les coordonnées spatiales le long du bord considéré : s abscisse
curviligne le long du bord et n normale au bord.

3.3 Matrice de raideur dynamique pour une plaque
orthotrope

La méthode des éléments continus est basée sur le calcul de la matrice de rigidité
dynamique. La solution de I’équation dynamique ( pour les conditions aux limites
permet de déterminer la relation entre les efforts externes et les déplacements
pour une fréquence donnée w.

3.3.1 Décomposition de la solution

La premiére étape pour résoudre le probléme de la réponse harmonique est de
le décomposer en sous-problémes affectés de conditions aux limites plus simples.
Ainsi, toute solution peut se décomposer dans un premier temps en quatre contribu-
tions aux propriétés de symétrie particuliéres puis chaque contribution est elle-méme
décomposée vis a vis de ses conditions au limites selon une décomposition donnée
par Gorman [45]. Les quatre contributions sont notées symétrique-symétrique (SS),
antisymétrique-antisymétrique (AA), symétrique-antisymétrique (SA) et antisymétrique-
symétrique (AS) (voir figure B.2).
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FIGURE 3.2 — Décomposition de Gorman

Les deux cercles superposés indiquent une rotation de section nulle. Les deux tri-
angles présentent un déplacement transverse nul (appui simple). Les fléches courbées
signifient un moment non nul selon les axes x et y. Les fléches droites indiquent une
force transverse non nulle. Chaque contribution présente ainsi des conditions aux li-
mites plus simples dans la mesure ou il y a systématiquement deux bords opposés
a conditions identiques. Le déplacement W (¢, n) dans ce cas se décompose comme
suit :

Wo(€,n) = Wss(§,m) + Waa(€,n) + Wsal(€,n) + Was(§,n) (3.17)

Les fonctions Wsg, Waa, Wgsa, Wag représentent, respectivement, les contributions
symétrique-symétrique, antisymétrique-antisymétrique, symétrique-antisymétrique et
antisymétrique-symétrique suivant £ et 7.

D’apres I'équation (, et de la méme fagon, les deux rotations se décomposent

comme indiqué dans les équations (B.18) et (B.19).
_OWss(€m)  OWaa(&n)  OWsaln)  OWas(€,n)

pr— -]_
on on on on
¢ and 7 sont les coordonnées spatiales de la plaque adimensionnées.
{=a/a,n=y/b (3.20)
De méme pour les efforts internes :
Tx(ga 77) = TISS(§7 77) + T:L"AA(€7 77) + TxSA(€7 77) + TmAS(£7 77) (321)
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Ty(&,m) = Tyss(§,m) + Tyaa(€n) + Tysa(§,m) + Tyas(€,m) (3.22)
Mo (€,m) = Mass(§n) + Meaa(§,m) + Masa(§,m) + Maas(€,1) (3.23)
My(&,m) = Myss(&,m) + Myaa(§;n) + Mysa(§,n) + Myas(&,m) (3.24)

M$y<€7 77) = M:vySS(ga 77) + Ma:yAA(Sv 77) + MﬂinA(ga 77) + MﬂcyAS(g: 77) (325)

Dans les équations (3.18] 3.19} B.21} B.22| B.23| B.24|et B.25), le terme SS, AA, SA
ou AS n’indique pas le type de symétrie de ces inconnues, mais celui du champ de
déplacement W. Par exemple dans le cas ou le champ de déplacement est symétrie-
symétrie, on a :

0Wgs
S 2
Bess o€ (3.26)
oW
Byss = — anss (3.27)

alors ;s¢ est un champ symétrie-antisymétrie et le champ f,5g est un champ antisymétrie-
symeétrie Ainsi, le tableau ( présente les propriétés de symétrie pour chaque va-
riable.

L’étape qui suit consiste a résoudre ’équation différentielle (B.15) satisfaite par

W B | By | My | M, [ M, ]| T, | T,
SS | AS [ SA | SS [ SS | AA | AS | SA
AA | SA [ AS [AA[AA| SS | SA | AS
SA | AA | SS [ SA [ SA | AS [ AA [ SS
AS | SS|AA|[AS [ AS| SA | SS | AA

TABLE 3.1 — Les propriétés de symétrie pour chaque contribution

chaque contribution a partir de deux séries de Lévy décrivant le déplacement ver-
tical. Cette résolution permet de trouver une relation entre les efforts extérieurs et
les déplacements en fonction de la pulsation w pour chaque contribution.

Contribution symétrique-symétrique

Le probléeme se décompose ici en deux sous-problémes a partir de la décomposition
de Gorman. Ces deux sous-problémes sont résolus a partir de deux séries de Levy en
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tenant compte des conditions aux limites décrites dans le tableau (B.1). On a alors :
+00

Wss(&,1m) Z ssWh(§) cosnmn + Z 2sWa(n) cosnmé (3.28)
n=0
LW, et 24W,, sont deux fonctions paires, elles sont déterminées a partir de 1’équation
de mouvement (3.15). En introduisant 1’équation ( dans I’équation (B.15), on
obtient :

LWn(€) = A, (€' + e '¢) + B, (e%nﬁ + e*zmﬁ)

(3.29)
2sWaln) = C, ("¢ + e"8) + D, (649&"5 + 6‘4x"§)
Yo, 2, 3z, et Yz, sont des racines complexes, elles sont définies par :
lxi = 2(5215 (n7r)27r2 —|‘ 1 Al
"2y, = g (nm)*n - _\/_ 3.30
32 = ny ¢2(n7r) >+ gz\/_ (3.30)
122 = D 2o - B/
avec : o
Ay = 2o gt (nr)int — ot <&(n7r)47r4 I ¢4)\4>
0 D (3.31)

D, 4D,

u= b (B )Y g

et A= 2l o o —
Les constantes A, Bn, C, et D, seront éliminées dans le paragraphe suivant lors de
la construction de la matrice de rigidité dynamique de cette contribution.

Contribution antisymétrique-antisymétrique

Comme pour le cas de la contribution SS, le probléme se décompose aussi en
deux sous-problémes a partir de la décomposition de Gorman. En tenant compte des
conditions aux limites indiquées dans le tableau (, le déplacement W4 se décrit
ici comme suit :

3 2n — 1)m¢

Waalé.n) = ZAAW sin( 21T 57w ) s ) (332

n=0

LW, et % ,W, sont deux fonctions impaires. L’équation (8.29) dans ce cas devient :

}4AWn<§> = Ay, e'oné — e=lont + B, (62%5 — e*2xn5>

(3.33)
124AW’n,<77) — C’n, e3xn§ _ e—3azn§ + Dn (64.7371& _ e—4$n£>
avec :
g2 = 252%1((2”—21)#77 272 4 #\/A_l
D, 2n—1)m
252 = ?251((2 21) Y272 _ # /A, 3.31
Y, = g (T 4 B VA,
422 = %¢2((2n—21)m)27r2 _ D_z\/A_Q
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avec :

A, = 4D2¢4((2n 21 7”7)4 4 — ¢t ( ( (2n 21)7”7)4 44 ¢4)\4>

<2n 1)mn\4,_4 14 2 (335)
Azz—( )7 <Dzy y)_g_z¢4)\4

D, 4D,

De méme, les constantes A,,, B, C,, et D,, seront éliminées dans le paragraphe suivant
lors de la construction la matrice de raideur dynamique.

Contribution symétrique-antisymétrique

L’équation devient dans le cas symétrique-antisymétrique :

2n —1
Wsa(&,m) ZSAW sin( u ZSAW n) cos nwé (3.36)

2
n=0

§4W,, est une fonction paire et 4,7V, est une fonction impaire. L’équation (2.25)
s’écrit alors :

LaWa(€) = A, (e + e8¢ + B, (e%né + 672“5) (3.37)
%AWn(n) = Cn eanf _ 6—3,7;nf + Dn (643;"5 . 6_4$nf) .
et I’équation ([3.38)) devient :
11,31 — 2%%2(zn217m)27r2 + #\/A_l
on = g, (U5~ gV (3.39)
32 Dz 2 2.2 | Du /A .
41'% — Dacy ¢2(nﬂ.)2ﬂ.2 _ Dy /AQ-

avec :

T

py= W (P ey

Dy 4D,

A Dz, 4(M)4ﬂ.4_¢4 (&(2n—17r77)4ﬂ_4+¢4)\4)
L oo (3.39)

De méme, les constantes A,,, B,,, C,, et D,, seront éliminées dans le paragraphe suivant.
Contribution antisymétrique-symétrique

D’aprés le tableau (, on peut déterminer le déplacement W ,g, il s’écrit comme
suit :

2n — 1€

Was(&,m) ZASW &) cosnmn + ZASW n) sin( 5

n=0

) (3.40)

L sW,, est une fonction impaire par contre %4W,, est une fonction paire, Péquation

(3.29) devient alors :
L Wi () = A, (eoné — e'm€) 1 B, (e%ns _ 6—2%5>

: (3.41)
2sWaln) = C, ("¢ + e~’=¢) 4+ D, (e4xng+ef4xns>
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avec :
Dy
Ip? = 2%2[9)05 (nm)?n? + ﬁ\/A_l
2.2 _ Dy 2 2 1
Ty = %f)Qly)z (nﬂ') T = g Al (3 42)
3,2 _ Day 122n—1n€\2_2 | D, :
T, = %Tfﬁb TSP 4 BV
4.2 _ Duy 122n—1x€\2_2 D,
xn—ﬁgﬁ n2ﬂ§) @ _D_y\/A_z
avec :
D2
Ay =158 Y(nm)irt — ¢t (g—z(nﬂ)47r4 + ¢4)\4)
2”;1W§)47T4¢4 Da%y Dy A4 (343)
A2:D—Z<E—Dy>—D—;¢/\

De méme, les constantes A,,, B, C,, et D,, seront éliminées dans le paragraphe suivant.

3.3.2 Procédure de construction de la matrice de rigidité d’une
plaque orthotrope

La détermination de la matrice de raideur dynamique de flexion, notée [K],
consiste en premier lieu a construire la matrice relative a chaque contribution. Cette
construction se fait en trois étapes :

. La premiére étape consiste a écrire les champs inconnus W, 3., 5,, M., M,,
M,, en fonction des constantes d’intégration A,,, B,,, Cp, et D,,, en utilisant
les expressions des champs de déplacement pour chaque contribution.

. La deuxiéme étape consiste a projeter les fonctions inconnues définies sur les
bords de la plaque sur une base de fonctions convenables pour chaque contri-
bution. Les projections de ces fonctions sont aussi exprimées en fonction des
constantes d’intégration.

. La derniére étape consiste a éliminer ces constantes d’intégration pour obtenir
une relation matricielle entre les projections d’effort et de déplacement.

Cas symétrique-symétrique

Les équations (3.3) et (B.28) permettent de déterminer les champs de déplacements
sur les bords du quart de la plaque. Ce probléme doit étre traité numériquement en
choisissant N comme un nombre fini pour les séries de Levy. L’équation (B.28) peut
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étre écrite sous la forme matricielle suivante :
Ay
By
Co
WSS(L 77) DO
Buss(Lim) | _ ( [Hiossm] -+ [Hinsspm) ) : (3.44)
Wss(&,1) [Haosse)] - [Hanss(o) y
o1 N
6@/55’(5 ) BN
Cn
Dy

De méme pour les équations (3.16) et (B.28), le champ des efforts peut étre écrit sous
la forme matricielle suivante :

Ao

By

Co
FzSS(L 77) DO
Myss(1,m) | _ ( [Giossm)] -+ [GlNSSW)]) : (3.45)
F.s5(£,1) G20ss(¢)] [Ganss(o)] U '
Myss(€,1) B]]:;[

Cn

Dy

Nous allons traiter dans ce qui suit la deuxiéme étape : la projection des champs in-
connus sur une base de fonctions pour le cas symétrique-symétrique.Le tableau (B.2)
ci-dessous présente les fonctions de base choisies :

Wss(1,n) | Wss(&,1) | Bess(1,n) | Byss(&,1) | Fass(1,n) | Fiss(§,1) | Mass(1,n)

Myss(€,1)

cos(nmn) | cos(nm&) | cos(nmn) | cos(nwf) | cos(nmn) | cos(nm&) | cos(nmn)

cos(nm)

TABLE 3.2 — Fonctions de base pour la contribution symétrique-symétrique

Les projections sur ces bases sont obtenues par un développement en série de
Fourier pour des périodes 2a et 2b. On écrit :

N
8 Wo + 30, &6 cos(nm

WSS’(L 77) ( )

Buss(1,m) _ §5z0 + ZnNzl §50zn cos(nmn) (3.46)
Wss(€,1) bWo + SN b W, cos(nmé) '
Byss(€,1) bsBy0 + Sz b Byn cos(nmé)
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avec :
o W : fi;b Ws(1,m)dn
SSﬁiL“O % L/‘le BxSS(Lﬁ)Cln
5sWo b I, Wss(€, 1)de
$55y0 5 /. Buss(&,1)dE
: (3.47)
4W ", Wss(1,n) cos(nmn)dn
b
;?Sﬁj}v J_p Bass(1,m) cos(nmn)dn
5 J° Was(€,1) cos(nme)de
550N I Buss(€, 1) cos(nmé) e
A partir des expressions (3.28) et (3.47), on obtient :
LW
ss¥Vo
ESB“TO 1 b [ss 1 b [ss
ssWo ?fa [®*Hio|dn ?fzb[ Himldn
5580 3 /2, [P5Hzo)dg 3 /2, [P Hamldg
GsWh L [* [SSHyo] cos(Nmn)dn L [* [SSHym] cos(Nmn)dn
gsﬁxN 1 [ [SSHao| cos(N7€)dE I [SSHam] cos(N7€)d¢
ssWn
SsﬁyN
(3.48)
De méme pour les efforts :
F.ss(1,m) §5F%0 + Loy S5 Fen cos(nmn)
MmSS( 77]> %SMEO + ZT]LV:I %SMEW COS(m”?) (349)
FzSS 5’ 1) g‘stO + anl %SFZO cos(mrf)
Myss(§,1) b My + S0 b M, cos(nm€)
avec :
b
SSFZO %f[;b FzSS(lan)dn
%’SMCBO % f_é) MxS’S(1777)d77
%SFZO 1% fa_a FZSS(£7 1)d£
%SMyO 2 f—a MySS(ga 1)d§
: (3.50)
%SFZN f_bb F.s5(1,m) cos(nmn)dn
Ssyﬂv f_bb MLUSS(]‘7 77) Cos(nﬂ-’r/)dn
ST [, Fuss(€. 1) cos(rnme) e
SsityN

ffa M,ss(&,1) cos(nm&)dg
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A partir des expressions (B.16) et (B.50), on obtient :
5540
3sF0 % f;b [*>Goldn % f_:b > Gam]dn
55 Myo 3 J . [PGaold€ 5 7, [33Gam]dg
Ssln %f_bb [SSGo] cos(N7n)dn %f_bb [SSG1m] cos(Nmn)dn
ZéstN L [38Gao) cos(N7€)dE 2" [55Gam] cos(N€)dE
sslzn
b M
55 yN
(3.51)
Les expressions et (B.51) s’écrivent :
5sWo Ao
%Sﬁmo BO
5sWo Co
%SﬁyO Dy
- - Hsd | : (35
ssWn An
SS/B.’ZN BN
SSWN C'N
SsﬁyN DN
SSFzO AO
§5 Mo By
SSFZO CO
%SMyO Dy
= [Gss] | : (3.53)
sstN AN
SsMan By
SSFZN CN
ssMyn Dy

La matrice de rigidité dynamique pour la contribution symétrique-symétrique est
obtenue alors en éliminant les constantes d’intégration : c’est 1'objectif de la derniére

étape. Cette matrice, notée Kgg, se présente comme suit :

Kss(w) = Ggs(w)Hgs(w) ™!

Cas antisymétrique-antisymétrique

(3.54)

Les équations ({3.3), (3.32) permettent de déterminer les champs de déplacements
sur les bords du quart de la plaque. L’équation (B.32) peut étre écrite sous la forme
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maftricielle suivante :

Ay

By

G
WAA(Ln) Dl
ﬁxAA(l,U) _ ( [H10AA(77)} [HINAA(n)] ) . (3 55)
Waa(€,1) [Hzoaa)] -+ [Hanaa) ' '
ﬁyAA (57 1) AN

By

Cy

Dy

De méme pour les équations (B.16) et (8.32), le champ des efforts peut étre écrit sous
la forme matricielle suivante :

Ay

By

Ch
FzAA(1777) Dl
Maa(1,7) :([GloAA(m] [GlNAA(n)]) : (3.56)
F.a4(&,1) [G2oaa@)] - [Ganaae) ’ .
My4a(€,1) o

By

Cn

Dy

Les fonctions de base pour la contribution antisymétrique-antisymétrique sont pré-
sentées dans le tableau ([3.3).

Waa(l,n) | Waa§,1) | Beaa(l,n) | Byaa(§ 1)
sin( (2n—21)7r7] ) sin( (2n—21)7r§) sin( (2n—21)7r7] ) sin( (2n—21)7r§)

Foaa(Ln) | Foaa(§1) | Meaa(l,n) | Myaa(§,1)
sin( (2n—21)7r77 ) sin( (2n—21)7r§) sin( (2n—21)7r77 ) sin( (2n—21)7r§)

TABLE 3.3 — Fonctions de base pour la contribution antisymétrique-antisymétrique

L’équation (3.46) pour la contribution antisymétrique-antisymétrique :

Waa(l,m) S oy Ga W sing (%_21)7”7)

61‘1414(1’ 77) _ Zi:f:l %Aﬁzn Sin( (2n;1)ﬁn) (3 57)
Waal& 1) | | SN 8, W, sin( (2";1)ﬂ€) '
Byaal&,1) et aByn sin(Z15TE)
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avec :
AAW1 f bWAA(lan) Sln(an)dn
AAB:BI f bﬁxAA Sin(%)(lan)dn
b Wi [ Waa(€,1) sin(gﬂ)dg
1m
Byt f 5yAA §,1)sin (Tg)df
= : (3.58)
AaWn f_bb Waa(1, 1) sin( (2n—21)7r17)d77
g‘A%;N J2y Beaa(1,m) sin( G50 dy
e J2, Waa(€,1) sin( 2 2 dg
M S Byaa(€,1) sin( P57 de
A partir des expressions (8.32) et (3.58), on obtient :
aaWi
?4,4611 b o b o
bW, SO P o] sin(F)dn -+ [ A4 Hy] sin(5)dn
A Ju MM Bl sin(F)ds o (AN o sin (5 ) dg
4@ Wy _bb [AAHIO] sin((2”‘21)“’7)dn f—bb [AAHIM] Sin((2"_21)7”7)d77
a a . 2n—1)r a . 2n—1)m
?A%N [ [AAH] sin(Zmyge L [ [AAH ) sin(2nShrE) e
i
AAB?JN
(3.59)
De méme pour les efforts :
Foaa(1,n) Zj\; 1 Aafn Sin(%)
Foaa(§,1) anl baFlo sm(%)
Myaal&,1) Zivzl GaMyn Sin(%)
avec :
W f F.44(1,n)sin(5)dn
a My J2y Maaa(1,m) sin(5)dn
b Fo f FzAA (&, 1) sm(%&)df
haMiy Ji M (5}1 sin(%)d¢
: = (3.61)
Aalin fb F.aa(1,7m) sm(%)dn
ZAAMxN f Myaa(1,7) Sm((%;l)wn)dn
fA]\F/Z[N f F.a4(§,1) sm((%_;)ﬂg)dﬁ’
AAVEYN fia MyAA(ﬁ, 1) SlIl( (2n;1)ﬂ§>d€
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A partir des expressions (3.16) et (3.61) on obtient :

2n—1)mw
( 2) n)d

U

%Ale

a M.

AA zl b

hal % f—ab [iiGlo] sin(

AAMyl 5 f—a [ G20] sm(

ZAFZN % f_bb [AAGlo sin(

Z4AM33N % fja [AAGzo] sm(%)dé
g}AFzN

AAMyN

Les expressions (3.59) et (3.62) s’écrivent :

aAAle
aAAMxl

b
AAle
b
AAMy1

%AFzN
YM N
b

AAFZN

b
AAMyN

N =N —=
m

fbb [AAGam] st in(7)dn
J2 o A2 Gam] sin(5)dg

a

_bb [AAGim sin(w)dn

[ [AAGam] sin(Z1078) de

(3.62)

(3.63)

(3.64)

La matrice de raideur dynamique pour la contribution antisymétrique-antisymétrique

s’obtient ensuite par :

KAA((,O) =

Cas symétrique-antisymétrique

GAA(M)HAA<(U)_1

(3.65)
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D’aprés les équations ([3.3) et (3.36), on écrit :
Co
Dy
Ay
By
WSA(17 7]) Cl
Busa(Lim) | _ ( [Hiosa ()] [Hinsam)) ) D, (3.66)
Wsa(€,1) Hzos4(6)] Hansao) :
. '
ﬁySA(g ) Ay
Bx
Cn
Dy

[Ginsawm)] ) D,
[Gansa(e)]

(3.67)

Le tableau (3.1) devient alors : Les projections sur ces bases sont obtenues par un

Wsa(L,n) | Wea(§1) | Besa(l,m) | Bysa(§,1)
sin(w) cos(nmg) | sin( w cos(nmé)

Fosa(l,n) | Fasa(§,1) | Musa(l,m) | Mysa(&, 1)
sin( M cos(nm&) | sin( w cos(nmf)

TABLE 3.4 — Fonction de base pour la contribution symétrique-antisymétrique

développement en série de Fourier pour des périodes 2a et 2b. On écrit :

2.

N 4 .
et GaWy sin(

(2n—1)7r17)

S im0
NS SRS
%AﬁyO + Zn:l %Aﬁyn cos(nm§)

(3.68)
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avec :

- L W (6, 1)
b ﬁ 2 f_a BySA(ga 1)d§
SAFY0 b . an
o, W JZ p Wasall,n) sin(5)dn
GaPn J7, Basa(1,m) sin(Z)dn
51 fa Wsa(&, 1) cos(mg)dg
saBp | = Joa Bysal€, 1) cos(m)d¢ (3.69)
%AWN fbb WSA ,n s1n((2N71)m)d77
i f “ WSA@, cos(wa)df
SAEN J2, Bysa(€, 1) cos(Nm&)dé
A partir des expressions (3.36) et (3.69), on obtient :
n
SAﬁyO
Y
gjmﬁ fab [:in] SID(TW) e fab [:iHlM] sin(5!)dn
0 J2 . [B4Hyo] cos(m&)déE [2, [B*Ham] cos(m€)dé
SAFyl = . . .
2 W S b[SP;I;I oJsin(@m gy [ ,,[SASE i sin(2Y571) g
a Bon [° [FAHge) cos(Nm&)de - [* [F*Ham] cos(Nwﬁ)dﬁ
5AW
SAByN ( )
3.70
De méme pour les efforts
F.sa(1,m) ot $aFen sin(%)
MzSA( ,77) — Zn:l aSA]]\gxn Sln(%) (371)
Fosa(§,1) baFo+ > LuF o cos(nmé)
Mysa(€,1) b Mo+ SN b M, cos(nmé)
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3.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE POUR UNE PLAQUE

ORTHOTROPE
avec :
%AFZO 1% f;a FzS’A(gv 1)d€
b My 2 JZu Mysa(€,1)dg
a F. - Fisa(1,m)sin(5)dn
aSAMxl f,%MxSA(Ln) sin(%)dn
saF 3 )" Frsa(§, 1) cos(m€)d€
§a My = 3 J 0 Mysa(€,1) cos(m&)dé (3.72)
%AJ\F;N f_bb F.s4(1,7m) sm(M)dn
a b 7-(-
e 2y Masa(1,m) sin(Z¥5H) diy
bSA]\;N w Fng(f,l)cos(wa)d§
SATYN ffa MySA(§7 1) COS(N?T&)CZ&
A partir des expressions(3.16) et (B.72), on obtient :
ZSAFZO
saMyo
gAj\Fjl 3 L[ [SAGa)de . 3 L[ [SAGyp]de
b o Iy [SAGlo] sin( 5! )dn ah L [SAGIM] sin( 75! )dn
S J2, B4 Go] cos(m€)dE e [ [BAGam] cos(m€)dé
sa My = “ ‘ . a :
¢ F.n I [SI:Glo] sin((2N — )mn2)dn - [*, [S‘:‘GlM] sin((2N — 1)7n2)dn
LaM.n I°, BAGao] cos(NmE)dE - I2 B2 Gam] cos(Nmn)dE
ZS'AFZN
SAMyN
(3.73)
Les expressions (3.70) et (3.73) s’écrivent :
5aWo Co
4By Dy
§aW1 Ay
S4B B;
saW C
$aBn | = [Hgsal | D (3.74)
§aAWn An
SaBen By
saWn Cn
SAﬁyN Dy
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bSAon
%AMyO
aSAle
aSAMxl
gAle
%AMyl

aSAFzN
aSAMacN
gAFzN
gAMyN

(3.75)

La matrice de raideur dynamique pour la contribution symétrique-antisymétrique,

notée Kga, est :

Ksa(w) = Gsa(w)Hsa (w) ™!

(3.76)
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3.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE POUR UNE PLAQUE

ORTHOTROPE
Cas antisymétrique-symétrique
D’apres les équations (B.3) et (8.40), on écrit :
Ao
By
Ay
By
WAS(17 7]) CI
BxAS(lv 77) — [H10AS(77)] T [HlNAS(n)] Dl (377)
Was(€,1) [Hzoase)] -~ [Hanas(o) :
1 '
ﬁyAS(g ) AN
By
Cn
Dy
De méme pour les équations (3.16) et (3.40), le champ des efforts s’écrit :
Ao
By
Ay
By
F.as(1,m) Cy
Maas(Ln) | _ ( [Gioasm) -+ [Ginas() D, (3.78)
F.as(€,1) [G20AS(§)] T [G2NAS(£)] .
M 1 '
yAS(g ) AN
By
Cn
Dy

Le tableau (3.1) devient alors :

Was(L,n) | Was(§,1) | Boas(l,m) | Byas(€,1)
cos(nmn) Sin(%) cos(nmmn) sin(%

F.as(1,m) | F.oas(§,1) | Myas(1,n) | Myas(€,1)

cos(nrn) | sin(Z55) [ cos(nmy) | sin( 2

TABLE 3.5 — Fonctions de base pour la contribution antisymétrique-symétrique

Les projections sur ces bases sont obtenues par un développement en série de
Fourier pour des périodes 2a et 2b. On écrit :

Was(1,7) 4sWo + Yony 4s W cos(nan)

ﬁwAS(lv 77) _ aASﬁxO + Zivzl %Sﬁdfn COS(WTU) (3 79)
Was(€,1) Zﬁle bW sin(%) '
Byas(€,1) Yooy b Byn sin (215U
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avec :

W %fi;b Was(&,1)dn
Asﬁxo % f_b Bras(§,1)dn
i S, Weas(L,m) cos(mn)ds
s D1 f_bb Bras(1,n) cos(mn)dn
%swl [ Was(€,1) sm(%f)df
Ayt = f 5yAS' f, 1)s n( )dg (3.80)
ash J2, Was(1,m) ain N D) g
?Sﬁ”}x 1%, Beas(1,m) sin(ZYZ2™)dp
B [ Was(e, 1) sin( 2050

[ Byas(€, 1) sin( B ¢

A partir des expressions (3.40) et (3.80), on obtient :

4sWo

?45/8560

asWi 2f [ASH 0]dn 2f [ASHo]dy
?Sﬁ? f_bb [ASHIO] COS(W?)d?? f_bb [ASHlM] COS(TM])dn
ajﬁm fia [ASH2O] sin(%&)df fia [ASH2M] Sin(%é)dg
équN fb [4SH;0) COS(NWU)dU fb [ASH ] cos(Nmy)dn
‘s S, ASHgo] sin(BR5HE)dg oo [, [ASHaw] sin( M) dg
bW

ot

AsByN

De méme pour les efforts :

(3.81)

F.as(1,m) Asto + erjzl %5 F=n cos(nmn)

Mzas(1,m) | asMao + erjzl 45 Mzn cos(nn) (3.82)
Foas(61) |~ SN b g Fosin( 50 '
Myas(€,1) SV b nsin(%)

48



3.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE POUR UNE PLAQUE

ORTHOTROPE
avec :
b
« Fo 3 [y Foas(Lm)dn
z 1
4 Mo b§f bMyAS(laW)dU
aoFy [y Feas (L) cos(mn)dn
s M J=y Maas(L,m) cos(mn)dn
?stl %fga FLas(&, 1)Sin(ﬂ£)d§
ashlu | =5 2 Myas(&.1) (%) d¢ (3.83)
a b
C?S%N fgb F.as(1, 17) cos(Nmn)dn
Sl
b Moy J° Foas(§,1) sin(~—5""= 7 )d€
[ Myas(&, 1)sm(( D7) qe
A partir des expressions (3.16) et (| , on obtient :
As 0
s Mao
fS]\Ff 3 245Gl dny e . L [P [ASGauldn
T b
b F JL 5G] cos(mmdn e [ [5G cos(mn)dy
o, | - SO [5Gl sin(F)de - S48 Gong] sin(5)dg
: . . :
% Fun . f_bb[ASGlo] cos(Nmn)dn SR J2 A5G a] cos(Nan)dn
a M,y J2 [A9Gao) sin((2N — 1)7€2)de -+ [ [A9Gan]sin((2N — 1)7E2)dE
b
F,
st
ASHyN
(3.84)
Les expressions (3.81) et (3.84) s’écrivent :
asWo Ao
?455960 By
asWi Ay
aASﬁxl Bl
Wi Gy
YsBp | = [Has] | D (3.85)
AsWn An
sBen By
25 W Cn
AsﬁyN Dy

49




CHAPITRE 3. PLAQUE ORTHOTROPE EN FLEXION

%sFo Ay

ZsMxO BO

%Sle Al

%SMxl Bl

I;]SFZI Cl

YsMy | =[Gas] | D (3.86)
ZSFzN AN

%SMOCN BN

IASFzN CN

bisMyn Dy

La matrice de raideur dynamique pour la contribution antisymétrique-symétrique,
notée Kas, est :

KAs(w) = GAs(w)HAs<w)—1 (387)

3.3.3 Matrice de raideur dynamique de flexion

A partir des matrices de raideurs dynamiques de chaque contribution, la matrice
de raideur dynamique de flexion est définie par :

S b3 () (B
o 0 Ksal [0 || Oss | 7| Fea (3.:89)
0] (0] 0] [Kas] Uas Fas

Les champs inconmus W (&, ), 8.(,m), ,(€,m), F+(€,m), Ma(€,n) et My(€, ), obtenus
par superposition des contributions, sont exprimés sur les quatre bords de la plaque.

Les vecteurs de déplacement sont définis sur les quatre bords comme suit :

2
Up Byso (3.89)




3.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE POUR UNE PLAQUE
ORTHOTROPE

Dans le cas général :

2
U= | Puso (3.90)

De méme pour les forces :

Fo = (3.91)

Dans le cas général :

(3.92)




CHAPITRE 3. PLAQUE ORTHOTROPE EN FLEXION

les nombres 1, 2, 3 et 4 présentent les bords de la plaque comme c’est indiqué dans
la figure (3.3) :

Coté 2
A

i
. /

Coté 1

v

/

FIGURE 3.3 — Cotes de la plaque

Coté 4

Les efforts extérieurs des cotés (3) et (4) sont opposés aux efforts internes du fait
de l'orientation des normales & ces bords.
D’aprés la décomposition de Gorman, le déplacement Wsg s’écrit comme suit :

Wis(&.0) = W (Em) + W(-€,—n) + W(-En) +W(E,—n)]  (399)

De méme pour les autres déplacements :

Waa(€m) = {0V (En) + W€, —n) - W(-&0) = W(E—n)]  (3:99)
Waal€,n) = V(&) = W(=& =) + W(-&m) - W(E )] (3.99
Was(6,m) = {W(En) = W€ —n) — (~Em) + W(E—m)]  (3.96)
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3.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE POUR UNE PLAQUE
ORTHOTROPE

Le champs de déplacement Wsg au coté 1 est défini par :

Was(1,m) = 3 [W(1,0) + W (=1, =) + W(=1,1) + W(1,—n
= 1We + Zivzl "Wy, cos(kmn) + Z],Ll YV g sin( (2’“_21)7”7
SWeo + Zivzl Wy cos(kmn) — fozl STV g sin( (Zk;1
SWao + Son, 3 Wy, cos(kmn) + Son | 3Way sin( (2’“_21)7”7
"Wso + fo:l "Wy cos(kmn) — Z]kvzl YW 45 sin(
= %[IWSO + 3VVSO + Z]kvzl(1W5k + 3W5k + COS(/WT?]

Par identification, on peut écrire :

(3.97)

+ + +
NG TN NG T
— — ——

[\

Z
3
=

N’ N e e N N

1
ssWo = 5(1WSO + W) (3.98)

Et :
1
ssWik = §(IWSI<: + W) (3.99)

La relation qui relie les composantes U7’ (avec J étant S ou A) et les composantes
U, s’écrit :

Us® [Tsso] [0] - [0]

Uy [0] [Tss1] -+ [0]

Uﬁs .[0] .[0] . ‘[TSSN]

Ut [0] [Taai] -+ [0]
[75s SAA : : R U,
S e e e | ()
sa | = UOSA =5 | [Tsaol [0] - [0] 1N = 5Tl
SN I R

Uz‘\ng .[0] .[0] e ‘[TSAN]

Ug'® [Taso] [0] 0]

U [0] [Tasa] -+ [0]

Ugs o [0) - [Tasy)

(3.100)

Les expressions (3.21)), (3.22),(8.23),(B.24) et (B.25) permettent de déterminer la re-
lation qui relie F'77 et F. Par exemple pour la réaction T} (1,7) située sur le coté 1,
on a:

T.(1,n) = Tpss(1,n) + Toaa(l,n) + Tosa(l,n) + Tras(1,m)

= gL + Zi\[zl §51en cos(nmn)

+ 27]:7:1 9alin SiD(%)

+ 3N 6T, sin(22 ) (3.101)
+45To0 + Yoney 45 Ton cOS(nmn)

= 46To0 + 46Te0 + Yooy (4 Ton + 45Ten) cos(narn)

3 one1 (4aTon + G5 Ton) sin( 227

23

Uy

Un
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Par identification :

"Too = 45 Tw0 + 45T0 (3.102)
lTxSn = g‘STxn + ZSTmn (3103)
1TxAn = ?4AT:cn + %ATxn (3104)

Sous la forme matricielle, on obtient :

[Tsso] [0] o [0] T FSS RS

0] [Tssa] -+ [0] Fss Fss

0] 0] - [Tse Fss Fss

[0] [Taai] --- [0] FAA FAA
F, : : o : :
B 0] [0] -+ [Taan] i . Fit T
: = | [Tsaol [0] -+ [0] ESA | =T FsA | =1
: 0] [Tsa1] --- [0] FS4 F3a
Fy . : S : E

0] [0] -+ [Tsan] FA FSa

[Taso] (0] e (0] Fs Fs

[0] [Tasi] --- [0] F{S FAS

-[0] [0] - -[TASN] F a9 ij\‘}s

(3.105)
Les relations ((3.88)), (3.100) et (3.105) permettent de déterminer la matrice de raideur
dynamique de flexion qui relie les vecteurs Uy et Fj.

) [Kss]  [0] [0] [0]
oo B Y
0] [0] 0]  [Kas]

La matrice d’expansion |T] est donnée dans I'annexe A.

3.4 Validation numérique du modéle

3.4.1 Propriétés matérielles et géométriques

Dans ce paragraphe, la méthode des éléments continus (MEC) sera validée numé-
riquement en comparant les résultats obtenus par cette approche avec ceux obtenus
par la méthode des éléments finis (MEF), suite a 'utilisant du code de calcul Ideas.
La réponse harmonique est validée pour une plaque orthotrope pour des conditions
aux limites libres pour différents types de chargement. Le tableau suivant présente
les propriétés de matériaux utilisées :
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3.4. VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE

TABLE 3.6 — Propriétés matérielles et géométriques de la plaque orthotrope

Module d’Young suivant x  E, = 18.1 GPa
Module d’Young suivant y ~ E, = 50.9 GPa

Module de cisaillement Guy = 11 GPa
Coefficient de poisson Vgy = 0.5
Masse volumique p = 1526kg/m3

Longueur de la plaque (2a¢) L = 1m
Largeur de la plaque (2b) [ =0.5m
L’épaisseur h = 0.002m

3.4.2 Chargement symétrique-symétrique

Le chargement symétrique-symétrique utilisé est constitué d’une force répartie le
long des bords définis par £ =1 et £ = —1 ( voir figure :

F1GURE 3.4 — Chargement suivant z pour la contribution symétrique-symétrique

Le développement en série de Fourier de cette force est donné par I’expression (B.107) :

Fy 1
N-1 Il 0
F(n)=Fo+ Y F,cos(nmn) = | . =| . (3.107)
n=1 . .
Fy_y 0
La réponse harmonique au point A(1,0) est :
N-1
W(1,0) = §sWo + Y &sWh (3.108)
n=1

La figure (3.5) présente les résultats obtenus par la MEC pour différents nombre de
termes (n = 4 et n = 11), ainsi que les résultats obtenus par la MEF pour une bande
de fréquences qui varie entre |0, 200| Hz.
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50 I
—— EF 100x100
EC n4
EC ni1
ol i
N
=)
©
o -50 i
o
|
o
[sV)
-100}- g
-150 I | I l I ! I l I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fréquance(Hz)

FIGURE 3.5 — Réponse harmonique pour un chargement symétrique-symétrique

Une bonne convergence est constatée pour les résultats obtenus par la MEC pour
n = 11 avec ceux obtenus par la MEF pour un maillage 100 x 100.

3.4.3 Chargement antisymétrique-antisymétrique

D’apreés le tableau (, dans le cas ou le déplacement W est antisymétrique-
antisymétrique, U'effort tranchant suivant x (7,) est symétrique-antisymétrique. Donc,
les efforts externes sont définis dans ’expression (B.109)

Femt(_lan) = _Tx(_lan) = _TI<1777) = _Fext<_1>77) (3109)

Cet effort est présenté par I’expression suivante :

Fext(lan) =1, 1n>0
{ (L) = —1, 1< 0 (8.110)

La figure ci-dessous présente le chargement antisymétrique-antisymétrique utilisé :
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3.4. VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE

==

F1GURE 3.6 — Chargement antisymétrique-antisymétrique

Les projections des efforts sont données par un développement en série de Fourier

sous la forme :

F 4
= i\f: E, sin(@) = :Fz = :3%
n=1 P ﬁ
La réponse obtenue en point A(1,1) s’exprime par :
al 2n — 1 7rn (2n — 1)
Z‘AAW sin( —I—ZAAW sin T)

La réponse obtenue au point A est présentée par la ﬁgure( :

(3.111)

(3.112)
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— ECn11

EC n4
.20 EF 100x100
-40 i
_60 .
iN
o
% -80 ]
(o]
-
o
[aV]
-100 .
-120 /
-140 §
_1 60 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Fréquence(Hz)
FIGURE 3.7 — Réponse harmonique pour un chargement antisymétrique-
antisymétrique

Pour un chargement antisymétrique-antisymétrique, on constante une excellente
convergence entre les résultats obtenus par la méthode des éléments finis pour un
maillage 100 x 100 avec ceux obtenus par la méthode des éléments continus pour
n=11.

3.4.4 Chargement symétrique-antisymétrique

D’aprés le tableau (, Peffort interne 7}, est dans ce cas antisymétrique-antisymétrique.
Alors, l'effort externe s’écrit :

Fea:t(_1>77) = _Tx(_lan) = Tx(1777) = Femt(1777> (3'113)

Cet effort est présenté par I’éxpression suivante :

Femt(l;n) = 1, n > 0
{ Feact(lan) = —]_, n < 0 (31]_4_)

La figure ci-dessous représente le chargement symétrique-antisymétrique utilisé :
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FIGURE 3.8 — Chargement symétrique-antisymétrique

Les projections des efforts sont données par un développement en série de Fourier

(B3-115) :

) 2
N 4
o2n —1 F: 3
F(n) = ZFnsin(—( nbOLU} N L ’ (3.115)
n=1 ) 4
Fy (2n—1)w
La réponse obtenue au point B(1, %) est :
N
1 2n —1
(2n = Ly, (3.116)

W1, 5) = 3 sin( P

La réponse obtenue au point B est représentée sur la figure (B.9) :
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— ECnM1

EC n3

o0 : : : |
—— EF 100x100

-40

-60

|

-80

20Log10|U

-100
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-140

-160 - -
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FIGURE 3.9 — Réponse harmonique pour un chargement symétrique-antisymétrique

3.4.5 Chargement antisymétrique-symétrique

Leffort externe est donné par 1’expression (B.117) :
Fou(=1,n) = -T,(-1,n) = =T,(1,n) = —Feus(1,7) (3.117)

Donc, il est exprimé par :
Fezt(la 77) =1 (3118)

La figure ci-dessous présente le chargement antisymétrique-symétrique utilisé :
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FI1GURE 3.10 — Chargement antisymétrique-symétrique

Les projections des efforts sont données par :

Fy 1
N P 0
F(n)=Fy+ Y Fyeos(nmy) = [ .~ | =] | (3.119)
n=1 . .
Fy 0
La réponse obtenue au point A(1, 1) est :
N
W(1,1) = %Wo+ > 4sWa (3.120)

n=1

La réponse obtenue au point A est représentée sur la figure (B.11) :
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0 I

EC n11
EC n3
EF 100x100 | |

-20

-40

-60

|

-80

20Log, ,IU

-100
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-140

-160
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FIGURE 3.11 — Réponse harmonique pour un chargement antisymétrique-symétrique

3.4.6 Chargement réparti unilatéral

On présente ici un chargement qui permet de solliciter plusieurs contributions
simultanément. On définit ainsi un chargement réparti sur un seul coté, par exemple :

Fow = F(1,7) =1 (3.121)

Le chargement réparti pour £ = 1 est représenté par la figure (3.12) :
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FIGURE 3.12 — Chargement réparti unilatéral

La projection de cette force donne :

M M
F(l,7) = Fo+ Y FScosmmy+ Y Fasin(2m — 1)gn (3.122)

m=1 m=1

avec : [y =1let FS = F4 =0.

La réponse harmonique au point C (1,1) est donné par :

+oo
W(1,1) :}S*S W +,145 Wo + Z (}S*SWm +,14S W _114A W _}S‘A Wm) (=)™ (3.123)

m=1

La réponse harmonique obtenue en ce point est représentée sur la figure (B.13) :
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—ECN9
EF 50x25
20 EF 75x35 f
—— EF 100x50

-40

-60

-80

20Log10|Uz|

-100

-120 -

140 : : ' .

-160 | .

| | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Fréquence(Hz)

FIGURE 3.13 — Réponse harmonique pour une force répartie

Une excellente convergence entre les résultats obtenus par la MEC avec ceux ob-
tenus par la MEF pour une bande de fréquences qui varie entre |0, 150] Hz. Au-dela
de la fréquence 150 Hz, une divergence entre les deux méthodes commence & étre
observée.

La figure (3.14) suivante présente un détail d’une plage de fréquence qui varie
entre 140, 200] Hz.
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-20
EC N9
EF 50x25
40+
0 EF 75x35
EF 100x50
-60
-80
N
2
o
o -100
o
)
o
8V
-120
-140
-160
-180 1 1 1 1
140 150 160 170 180 190 200

Fréquence (Hz)

FIGURE 3.14 — Réponse harmonique pour une force répartie pour une plage de fré-
quence [160 200]

L’affinage du maillage EF augmente la précision pour le modéle éléments finis.
Au niveau de 160 Hz, une excellente convergence entre la courbe de maillage 100 x 50
avec celle obtenue par notre formulation est observée, ce qui permet d’apporter un
élément de validation supplémentaire. Par ailleurs, cette figure met en évidence la
nécessité d’affiner le maillage EF lorsque la fréquence augmente.

Les deux figures (3.13) et (3.14) sont obtenues pour un nombre de termes n = 5.

La figure 3.15| représente la convergence du modéle lorsque le nombre de termes de

la série de Lévy augmente.
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FIGURE 3.15 — Convergence avec le nombre de termes de la série de Levy

3.4.7 Chargement ponctuel

Un chargement ponctuel permet de solliciter la totalité des contributions. Une
force ponctuelle localisée au point C de coordonnées (1, 1) est utilisée (voir Figure
3.16|) :
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3.4. VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE

FIGURE 3.16 — Chargement ponctuel

La projection de cette force est donnée par I’équation (B.124) :

Fo - %

FS = <—%>"1) (3.124)
A o _ n

FA=-=

La réponse harmonique obtenue pour ce chargement est représentée sur une plage de

fréquence [0 200 Hz] (3.17) :
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FIGURE 3.17 — Réponse harmonique pour un chargement ponctuel

Une bonne convergence entre les résultats obtenus par les deux méthodes est
observée. La nécessité d'un maillage suffisamment fin pour le modéle EF est également

mise en évidence.

3.4.8 Réponse harmonique amortie

Toutes les courbes de réponse harmonique présentées jusqu’a présent ont été ob-
tenues sans introduire d’amortissement dans les caractéristiques du matériau. Les
réponses non amorties sont trés utiles pour obtenir des comparaisons précises entre
la MEF et la MEC. La figure ( présente un amortissement structural pour une
force ponctuelle au point C pour une gamme de fréquence étendue a [1000 Hz, 2000

Hz|.

Deux matériaux ont été utilisés avec un rapport o = }EE—I; différent. E'r présente la
partie réelle et E; présente la partie imaginaire des modules d’Young du matériau.
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FIGURE 3.18 — Réponse harmonique amorties

3.5 Conclusion

Ce chapitre présente le développement d'un élément continu pour une plaque or-
thotrope de Kirchhoff. L’objectif est de construire des matrices de raideur dynamique
en utilisant la décomposition de Gorman et les séries de Levy pour une plaque sous
des conditions aux limites libres. Quelques types de chargement ont été présentés et
validés par des résultats obtenus en utilisant une modélisation éléments finis. Le troi-
siéme chapitre de cette thése expliquera le principe de développement d’une plaque

orthotrope sous effet de membrane.
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4 Elément continu de plaque ortho-
trope sous effet de membrane

4.1 Introduction

Le présent chapitre s’intéresse au développement d’un élément continu d’une
plaque orthotrope sous effet de membrane. L’approche utilisée est une extension de
celle présentée au chapitre précédent concernant la flexion. Elle a déja été mise en
ceuvre avec succés pour les comportements isotropes (Casimir et al.[89]).

Nous nous intéressons en premier lieu a présenter la géométrie et la théorie des
plaques orthotropes vibrant dans leur plan, ce qu’on dénomme de maniére classique
les effets de membrane. Dans un second temps, les procédures de la formulation élé-
mentaire sont développées. Enfin, nous terminons ce chapitre par une validation du
modeéle par comparaison des résultats obtenus pour différents types de chargement
avec ceux issus de modélisations éléments finis sous ANSYS.

L’objectif principal est de définir une procédure de construction de la matrice de
rigidité dynamique d’une plaque orthotrope libre représentative du comportement
vibratoire dans son plan. L’approche est semblable au cas des mouvements de flexion
hors du plan. Les équations du mouvement pour des conditions aux limites naturelles
sont résolues a partir de développement en séries de Levy et une décomposition de
Gorman des conditions aux limites. Les champs inconnus sur les frontiéres de la
plaque sont, quant a eux, décrits par des développements en série de Fourier.

4.2 Vibrations dans le plan des plaques orthotropes

4.2.1 Définition de la géométrie

On considére une plaque orthotrope de dimensions 2a x 2b et d’épaisseur h. On
note Ox and Oy les axes de symétrie de la plaque qui permettent de repérer un point
du feuillet moyen par ses coordonnées cartésiennes = et y. En I’absence de flexion,
le déplacement dans le plan de tout point M du volume est identique a celui de sa
projection P sur le feuillet moyen. On note u et v les déplacements selon = et y
respectivement (voir figure [L.1).
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2a

FIGURE 4.1 — Plaque orthotrope

4.2.2 Définition de 'orthotropie matérielle

Le matériau constitutif de la plaque est orthotrope. Il est fait 'hypothése que les
axes principaux d’orthotropie sont confondus avec les axes de symétrie de la plaque.
Cette hypothése conduit a un découplage des mouvements de flexion et de membrane.
Ainsi, les propriétés élastodynamiques intervenant dans les équations du mouvement
dans le plan sont limitées a :

un module de Young longitudinal selon la direction x noté E,,
— un module de Young transversal selon la direction y noté F,,

— un module de Coulomb dans le plan (z,y) noté Gy,

— des coefficients de Poisson dans le plan (x,y) notés v,, et vy,
— et une masse volumique notée p.

4.2.3 Relations contraintes-déformations

La relation entre les composantes des tenseurs de contraintes de Cauchy et de
petites déformations est exprimée par :

0 = Dye, + Diey
oy = Diey + Dye, (4.1)
Oy = Dayyay

0z, 0y et 0, sont les composantes de tenseur de contraintes. €, €,, €;, sont les com-
posantes de tenseur de déformation. Elles sont elle-méme définies par :

€p = -
€y = oy (4.2)
o= (2+2)

D,, D, et D,, ne sont fonctions que des constantes élastiques du matériau. Ces

72
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quantités sont données par :

_ Ey
Dw - 1—1/33%1/%
D — Vey Ly — VyzEz
1 1—veyvye 1—veyvya (4 3)
D, = '
Y 1—vaylyz
Dyy = Gyy

4.2.4 Efforts internes

En tout point P(x,y) du feuillet moyen sont définis des efforts internes obtenus
par intégration sur I’épaisseur du champ des contraintes. Ces efforts sont les suivants :

h/2 h/2 h/2
N, :/ oydz, N, = / oy, dz, Ngy :/ Oy dz (4.4)

—h/2 h/2 —h/2

A partir des équations ({.1), et ({.4), les relations efforts-déplacement deviennent :

ou ov

No=hx (Dege+Dig) (4.5)
ou ov

N, = h x (Dla +Dy5) (4.6)
ou ov

4.2.5 Equations de mouvement

Le principe d’Hamilton permet d’obtenir les équations de I'équilibre dynamique
dans le plan de la plaque :

2, 4.8
aNm,+6 v _ (4.8)

o2

aNz any _ 0%u
{ oz + h8t2

Les équations ({.1), ({£.3), (£.4) et ({.8) permettent ensuite d’obtenir les équations du
mouvement ([1.9).

d2 32’11
{ D, 5% + Dlaxﬁy + Dy 58 + Dwyaxay —Por (4.9)

D6U+D18xay+D 8’U+D p&

Y 9x2 TY Hy? Yy 3zay ot?
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Le probléme de la réponse harmonique qui nous intéresse limite la dépendance tem-
porelle du champ de déplacement a la forme suivante :

u(z,y,t) = Ulz,y)et
{ U(Q%z, t) = V(x,z)ejwt (4.10)

U(z,y) et V(z,y) présentent les amplitudes dans le plan du déplacement harmonique.
Le systéeme d’équations ( est alors réécrit conformément au systéme d’équations
(4.11]) -

D 822 + Dlamay +D,,2Y + Dwyaxay = —prU

o g y (4.11)
Dy %?2/ + Dl g;gy + Dwy Oy? + Dify 8183/ - _pw2v

Il s’agit d’'un systéme d’équations aux dérivées partielles couplé satisfait par les
champs inconnus U et V. Des dérivations successives de ce systéme permettent néan-
moins un découplage des équations satisfaites par chacune des inconnues de déplace-
ment. On obtient ainsi les équations de mouvement (4.11) suivantes :

Al 8:54 + A2 84U + A3 8&:283/2 + A4 (9:v2 + A5 82U + AU =0 (4.12)
B2Y + B2 Y +B%W@+BEW+B5 + BV =0 '

ozt 220y Ox2

Les constantes A; et B; sont données ci-dessous pour i = {1..6} :

Al - 1—150;1’1490

Ay = 1—I£zyym

Ay = Gy + iy — Calltatisaly
As = (e — )

—E pw?
As = —(qoig— — po?)

1—vayvya)Gay

2, ,4
Ag = £
6 Gy
Bl = ny

E,
Bg — GIZJE_:

veyE
B. — Ey Ggy(l—uzyyyz) . (1 jzy,};z +Ge ) (1—vayvya)
3 T T—vayvys Ex Ex
B4 _ _(szypu,;QE(ifyzyl/yz) . IOCUQ)
B: = _(—Eypr _ GwyPWQ(l—nyVyx))
5 Eq Ey
By = P4t
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4.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE

4.3 Matrice de raideur dynamique d’une plaque or-
thotrope sous effet de membrane

4.3.1 Décomposition de la solution

Le probléme se décompose en quatre sous problémes de la méme facon que pour
le cas de flexion. Les différentes contributions de cette décomposition sont symétrique-
symétrique (SS), antisymétrique-antisymétrique (AA), symétrique-antisymétrique (SA)
et antisymétrique-symétrique (AS). Les conditions aux limites varient pour chaque
contribution. La solution globale en déplacement est alors décrite par :

U(£7 77) = USS(&? 77) + UAA(€7 ?7) + USA(£> 7]) + UAS(&; 77) (413)

& et n représentent ici des coordonnées adimensionnées dans le repére local de la

plaque. Ils sont définis par :

_Z _Y
= 1= (4.14)

Le premier indice S ou A indique si le déplacement est symétrique ou antisymétrique
par rapport a &. Le deuxiéme indice donne la propriété de symétrie selon 7).

Le systéme couplé permet aussi de déterminer les propriétés respectives de
symétrie de chacun des champs inconnus U et V. Il s’aveére ainsi les régles suivantes. Si
le champ U est symétrique par rapport a l’axe (£) alors le champ V' est antisymétrique
par rapport a cet axe et vice versa. On convient d’indicer les expressions qui suivront
vis & vis des propriétés de symétrie du champ U. Ainsi, le déplacement V s’écrit de
la méme facon :

V(ga 77) = Vss(f, 77) + VAA(&? 77) + VSA(€7 77) + VAS(gv 77) (415)

mais les indices sont relatifs aux propriétés de symétrie de U. V44 est alors la contribu-
tion symétrique-symétrique de V' puisque pour cette contribution U est symétrique-
symétrique.

S’agissant des efforts internes, les deux équations ([1.1) et (l.4) permettent d’éta-
blir les relations entre les efforts internes et les déplacements. Ces efforts sont décom-
posés de la méme facon que les champs de déplacement. On écrit :

No(&,m) = Nass(§,m) + Naaa(§,n) + Nesa(§,n) + Naas(€,n) (4.16)

Ny(&,m) = Nyss(§;m) + Nyaa(€,m) + Nysa(€,m) + Nyas(€,m) (4.17)
Nay(€,m) = Nayss(§,m) + Nayaa(§,n) + Naysa(&,n) + Nayas(E,n) (4.18)

L’indice SS, AS, SA et AA de ces contributions représentent toujours la propriété
de symétrie du champ inconnu U. Le tableau suivant récapitule les propriétés de
symétrie pour chacune de ces contributions. Il est obtenu par analyse des relations
efforts /déplacement.
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CHAPITRE 4. EFFETS DE MEMBRANE

U V Nx Ny Nzy
SS | AA | AS | AS | SA
AA | AA | SA | SA | AS
SA | AS | SS | SS | AA
AS | SA | AAAA| SS

TABLE 4.1 — Propriétés de symétrie pour chaque contribution

4.3.2 Solutions en déplacement

Contribution symétrique-symétrique

Pour chaque contribution, les déplacements U et V vérifient ’équation dynamique
du régime harmonique. Dans le cas symétrique-symétrique, on choisit un déve-
loppement similaire a celui des séries de Lévy pour la flexion. Les développements
retenus pour les déplacements Ugg et Vg sont :

Uss(6.m) = 3 $sU(€) cos 22mn + 3 35U(n) cos “2tms

= (4.19)
VSS(€777) = ;1 Als*SVn( )Sln 7”7 + Z SSV ( )Sln 4n4 3 5

Le choix du facteur 4’37’3 est lié a 'ordre de dérivation de ces fonctions qui permet

d’obtenir les efforts. Les conditions aux limites libres doivent autoriser 1’annulation
de ces efforts sur les frontiéres de la plaque. Les fonctions §4U,(§) et £5U,(n) sont
des fonctions paires et les fonctions 44V, (€) et 25V, (n) sont des fonctions impaires.
En intégrant ’équation ( dans le systéme découplé (, on obtient un systéeme
différentiel satisfait par les fonctions §5U,(€), 25Un(n), 55Va(€) etZsVi(n) (4.20) :

21
d* siUn <_¢2k%nﬁ_z _|_b2i_z> d SSUn + <k2n¢4 - k2nb2¢2A4 +b4£g %SUn -0
d*L Vi Vi
o' i + (—o%ht B + aﬁ?bzg—;) S (B KPS 4 095) LT =0
22
\ d3;4Vn (_¢2kgng_:; "‘ng—Z) dgiQVn + <k§n¢43_4 . k%nb2¢2% 4 b4g_(1)- ?S‘Svn =0
(4.20)
avec ¢ = g et ki, = ko, = @,

Les solutions de ces équations différentielles sont alors :

AlgsUn(g) — len elﬁné + e_lﬁnﬁ) lfn (€I'Yn§ + e_l’Ynf)
ssUn(n) = e, (€ Bl 4 e~ ﬁnﬂ) 126, EPmT 4 =

SSVn(n) = gn (6 B — e~ B"”) +2h, e mn — = %SVn(n) = an <e27"’7 _ e—%m) 1 2p, <€2mm i}
(4.21)
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4.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE

18, 28,, v, et 24, sont des nombres complexes dont les expressions sont données
ci-dessous :

k;27(B1+A1A2+ 3) (Alb pW) —b2pw?
I/Bn: in B¢2 + /—/¢4

2
k2, (B1 +A1A2+ ) (A1b pw) _p2

pw?
o = — VAo (4.22)
k%n<Bl+Ag‘2+A3> o) 22 '
lfyn — 1 1¢2 + / /2
k2n(B1+A1A2+A3) (A1a29w ) _ g2 pw?
[ P = 7 — V&2
avec
(= Ay
€ = kilnAg - bzk'ilnA5 + A6b4 '
[ A1 = d? — 4ce
( 0= A2
q = kgnAl — kagnA‘l + A6b4 )
| Ay = o* — 4pq

En utilisant les expressions - dans le systeme couple ( , on obtient des rela-
tions entre les constantes d’intégration ‘e, ' fy,, ‘g, et ‘h, pour 2:1 ou 2. Pour le cas
SS qui nous intéresse ici, on obtient :

1‘SnLln = _1gn¢15n
1fnL2n = _1hnk1n

%€, Lign = 2gnkan (4.25)
2fnL4n = 2hn27n
les constantes L;, sont données en annexe Bl.
Le systéme (4.21) devient :
( A15'SUH<£) n61n¢ <€16n€ + e—lﬁnﬁ) + Bnkln 617”5 -+ 6_1%@)
$sUn(n) = Crkand (625”’7 + 6*26’”7) + D2y, (€7 + 6*2%17) (126
4.26
ESVn(ﬁ) _ATLLln (elﬁnf _ e_lﬁng) _ BnLQn (el’Ynf _ e—l’\/n§>
%SVn(n) C L3n <625n77 _ 6_2ﬂn77) + DnL4n (62'\/”17 . 6_2')’7177)

\

Contribution antisymétrique-antisymétrique

La solution pour la contribution antisymétrique-antisymétrique est écrite sous la
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CHAPITRE 4. EFFETS DE MEMBRANE

forme du développement suivant :
Uaa(€,m) = ZlhAUn( )sm In37n+ Z 2 Uy (n) sin 423 dn=3 ¢

= (4.27)
Vaa(&,n) = ;1 LaVa(€) cos =2 + Z %aVa(n) cos 2 mg

Pour ce cas, les fonctions Y ,U,,(€) et 44U, (n) sont des fonctions impaires et les fonc-
tions 4 4V, (&) et 4 ,V,,(n) sont paires.

En intégrant 1’équation - 4.27) dans le systéme découplé ( , on obtient le systéme
différentiel satisfait par les fonctions Y ,U,(€), 4 ,Un(n), 14 Ve (f) et? 4 Vo (n) (4.28)

.

d*l U, 2L U,
P 1~ ) Dl (A - I3 4 b)) LU, =0
d42 Un A A d22 Un A A
—2;;‘ (—¢2k§nA3 1 bQA—g) ad <k§n¢4A—4 — k3, bP¢% 4 + b*4e) 2, U, = 0
d*l Vn d2l , Vn
P 1~ B ) Caat g (b, B BB ) V=0
d*2 ,Vn d?2 \V,
| St (B 0 E) S (M0t B - B R 0B AV =0
(4.28)

Les solutions de ces équations s’écrivent :

1 1 1 1
}4AU71(€) = 1671 (& € _ e B”£> + 1fn (e mE _ e ’Yn§>
?4AU1’L(77> - Zen 6257”7 — 6_26"77 —|— 2f7’L (62')%77 _ 6—2’yn7]
LaVa(&) =g e Bt 4 6_1Bn§> T+, (el%5 n 6_1%5>
,24AVn(77) =2g, eBnm efzﬁnn> 12, <62’7n71 n 6*2%”>

(

(4.29)

\

Les nombres complexes '3,,, 28,, v, et 27, sont identiques & ceux du cas symétrique-
symétrique.

En utilisant les expressions (4.29) dans le systéme couplé (1.11), on obtient des
relations entre les constantes d’intégration ‘e, f,, ‘g, et ‘h, pour i=1 ou 2 :

1enL1n - 1gn¢1ﬁn
1fnL2n = 1hnkln

2enLan = —2gndhay, (4.30)
2fnL4n = _2hn2’}/n
Les constantes L;, sont données en annexe B1.
Le systéme (4.29) devient alors :
(W aUa(€) = A, B0 (615"5 - 6715”5) + Bk (elm - e*%)
< iAUn(,r]> _C 1n¢ (626"77 — 6_2/3n77> _ D 271’11 <€2'Yn77 _ 6_2'Yn77> (4 31)
}4AV’H<€) A Lln e 5n§ + 6 ﬂng) + B LQTL (6 77’15 + e 'Yng) ’
\ 124Avn<77) CyLsy, (€ *Bn +e B’”’) + D, Ly, (e ™ e~ %m)
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4.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE

Contribution symétrique-antisymétrique

Pour la contribution symétrique-antisymétrique, le développement choisi est :

Usa(&,n) = il}gAUn( ) sin =370 + Z 2 \Un(n) cos =3¢

5 (4.32)
Vsa(&,n) = ;1 54V (&) sin =27y + Z 54 Va(n) cos 2 7¢

Pour ce cas, les fonctions §,U, (&) et %4V, (n) sont des fonctions paires et les fonctions
V(&) et 2,U,(n) sont impaires.

En intégrant I’équation (4.32) dans le systéme (1.12), le systéme différentiel satis-
fait par ces fonctions s’écrit :

-

[ 10+ (—oth3, A 20 ) T (K42 — BB 0148 LT, =

det 1n Ay dg? 1n Ay
d*% ,U 21.2 A 2A d?% ,U 4 14 A 2 12 12A 4 Ag \ 2
SAZ™ — a3 A5 ) 2 sA-™ _1 _ A4 46
iy ( o°k3, L+ b e iy + (k5 qb k35,09 T T b e s4U, =0

adisaVn | 2,2 B 2281 ) Ps5aVn | 2 128 1Bg ) 1 —
e+ (—oth3, B 1 gt ) o (klnB — 2B ) LY, = 0

dsAVn 212 Bs 2Bs \ %4 Va 4 4B 2 12 12 Bs 4B\ 2 _
| DB (PR32 0 ) a o (k0B — PP E 4+ 61 ) 3, = 0

dn dn?
(4.33)
Les solutions de ce systéme s’écrivent :
(
}S‘AUn(f) =le, e Pné 4 = Pnk ) +1 (6 mE | 6—1%6)
gAU"(n) = 2671 € “Bn e Bnn) + n <€ RAC/ V”n) (4 34)
§aVa(€) = Tgn (€€ — o€ ) 1, (o€ — o) |
L GaVn(n) = 20n e’ on 4 6_2Bnn> ’h,, (6 Va4 e‘%ﬂ?)

Les nombres complexes '3,, 28,, 17, et 27, restent les mémes que pour les deux
précédentes contributions.

Dans le cas présent S A, les relations entre les constantes d’intégrations sont don-

nées par :

lenLln = lgn(blﬁn
lfnLQn = 1hnkln
26nL3n = 29n¢k2n
anLéln = 2hn27n

(4.35)

Les constantes L;, sont données en annexe Bl.
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Le systéme (4.34) s’écrit alors :
(
§AUn(n) Crk1no <62ﬁ”’7 — e Bam) 4 D%, (eQ’W? B 672%”>

-1 1 1 (436)
5aVal8) = AuLay (€790 = €7'808) 4 B, Ly, (1106 — e~
L %Avn(n) C?’LL37L € 57177 +e Bnﬂ) + D’nL4n (eQW”n —+ e_Z'Yn"]>
Contribution antisymétrique-symétrique
La solution pour de cette contribution est définie par le développement :
Uas(&n) = > LU (&) cos 2 7r77—|— Z 2 sUn (1)) sin 422 dn=3 ¢
=) (4.37)
Vas(§,m) = 21 LV (&) cos =37 + Z 2 sVi(n) sin 4"4 S€

Les fonctions 44U, (€) et %4V, (n) sont des fonctions impaires et les fonctions 4V}, (€)
et 45U, (n) sont paires.

Le

;

\

systéme différentiel satisfait par ces fonctions est défini par :

d41 Un A d21 Un A
oM (ot o) S (R — K 0 ) Bl = 0

dg* InAa, pre
e (S ) T+ (Kot - B 1) 5T =0
¢4d 354‘/” (—(b?k%n% + ¢2bz%> d%g/n (kiln? s ng_f i b4§—f LV, =0
S+ (-5 V) S+ (Ko B - B R+ 0 ) AV =0
(4.38)

Les solutions de ce systéme s’écrivent :

(

AsUn() = "en (€7F — e ms) +1 (6 mE e %ﬁ)
2sUn(n) =€, (€71 + ™ 5“") +2fn (e M e I 39
hsVa(€) = "gn (e Pnl s ) +1 (6 R e‘anf) |

| ZsValn) = 2ga (€700 — 70m) 42, (P — ¢~

Les nombre complexes 3, 23,, v, et 2, restent les mémes que pour les contribu-
tions précédentes.

Les relations entre les constantes d’intégrations sont ici :

1enL1n = _1gn¢16n
1fnL2n = _1hnk1n
26nL3n = _2gn¢k2n
anL4n = _th27n

(4.40)
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4.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE

Les constantes L;, sont données en annexe Bl.

Finalement, on obtient :

(

) = —A,!Bad («815"5 — e 'B€) — Bk (@lm _ 6—1%5)
) = —Chkan¢ (625”’7 + e ) — D, 2, <62%n + 672%77)

€)= ALy, (7€ + e‘lﬁnf> + B, Ly, (el'Ynf 4 6—1%§>

n) = CnlLsy, e B — 6_2'8’“7> + D, Ly, (5%77 - e—%m) k

4sUn(§
1245Un (77
4sVa

(
AsVa(

(4.41)

Pour chacune des quatre contributions présentées, les constantes d’intégration A,
B, C, et D, seront déterminées a partir des conditions aux limites naturelles appli-
quées sur la frontiére de la plaque.

4.3.3 Procédé de construction de la matrice de raideur

La méthode présentée permet de construire la matrice de raideur dynamique pour
chacune des quatre contributions. Elle s’effectue en trois étapes.

— La premiére étape consiste a introduire les expressions des équations ({.16),
et dans les équations ([L.5), ([1.6) et (.7) pour obtenir les champs
des efforts internes N,, N, et N,, en fonction des constantes d’intégration A,,
B,, C, et D,.

— La deuxiéme étape consiste a projeter le champ de déplacements et les efforts
internes apparaissant sur les frontiéres de la plaque sur une base de fonctions
propre a chacun des bords.

— La derniére étape permet d’éliminer les constantes A,, B,, C, et D, pour ob-
tenir une forme matricielle qui relie les projections sur la base précédente des
efforts internes et les déplacements.

4.3.4 Bases fonctionnelles

Les forces extérieures et les déplacements sont projetés sur une base de fonctions.
Ces fonctions sont définies pour chaque bord de la plaque et pour chaque contribu-
tion. Par exemple pour la contribution symétrique-symétrique, la fonction de base
pour le bord £ =1 est cosmmn pour m € {1,.., N}.

Le tableau (4.2)) présente les fonctions de base utilisées pour chaque contribution
et pour chaque bord.
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SS AA SA AS
U(l,n) | cos(mmn) Sin(w) sin(w) cos(mmn)
V(1,n) sin(%) cos(mmn) cos(mmn) | sin(Zmztm
U 1) | costmme) | sin(B22) | cos(mr) | sin(B D)
V(1) sin(w) cos(mmé) sin(w) cos(mmf)

TABLE 4.2 — Fonctions de base pour les déplacements

De la méme facon, les efforts extérieurs, qui s’identifient aux efforts internes sur

les bord définis par £ = 1 et n = 1, sont projetées sur ces bases fonctionnelles.

SS AA SA AS
N.(1,7n) cos(mmn) sin(w) cos(mmn) sin(w)
Nyy(1,1m) sin(w) cos(mmn) sin(w cos(mmn)
Noy(€,1) | cos(mmé) | sin(P2207) | sin(B2 ™) | cos(ma)
Ny (€, 1) sin(w) cos(mmé) cos(mm¢) sin(w)

TABLE 4.3 — Fonctions de base pour les efforts

Ces bases respectent les propriétés de symétrie de chaque inconnue pour chacune

des contributions.

4.3.5 Matrices de raideur des quatre contributions

Contribution symétrique-symétrique

Efforts et déplacements définis sur les frontiéres sont développés sur les bases
indiquées précédemment selon :

N-1

N

_ n=1

¢V sin(

N 2n—1
S 0oV sin( 22
n=1

LsUo + Y. 4sU, cos(nmn)
n=1

(2n—1)mn)
2

N-1
b sUo + 21 b U, cos(nm€)

2

(4.42)
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avec :

N — 1)mn)dn
(2N—-3)7n )

2
2

J', Uss(1,m) OS((
in(~—
(N — )Wf)df
(-
(

ffb Vss(1,n) si
fa USS 57 ) S(

f VSS f 1) sin

f Vss(1,m) sin >

f_a Vss(€,1) sm(<2N_1)7T )d€

2N —-3)m&
( $)d¢

(2N—1)7n )

(4.43)

En factorisant ces développements par chacune des constantes d’intégrations, on ob-

tient :

ssUo
%500
ssUn
sV

N =D = N

N-1
55 Nzo + Z &5Nan cos(nmn)

S a N sin(2n=Dm)
n; §5Nayn sin(=——"
N-1
$5Nayno + 25 §5Nayn cos(nmé)

n=1

. 2n—1)m
Zl f’gsNyn sm(%

b
ffb[SSHlM] sin
ffa[SSHQM} cos
ffa [SSHQM] sin

o~~~

—~

— 1)mn)d
— 1)w&)d¢]
“)df

3

) 59 Hoyg (255176 g

(4.44)

(4.45)
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avec :

puis par factorisation, on obtient :

2

55 Nzo %bfaa [99Gan](1,€)dE
%5 Nayo f,bb[SSGn] cos(mn)dn
fsle f_b[SSGH] sin(%!)dn
Esxxyl [2 [99Ga1] cos(m€)dE
fsnyl S 55 Gan] sin(Z2)d¢
SS5+Vyl
%SNxN—l b g9 . d
% Noyy1 f_bb[ Gl COS((Z\;N— 1)n)dn
%5 NayN -1 ;lf [5G sin( RS0 dy
b Nyn_1 ffa[SSGgl] cos((N — 1)m&)d¢
%SNmyN f;a[SSGm] Sin((QN;B)wE)dg
b Ny [°, 155G ] sin(BESN™) g

S [5Gy sin(BE5H ) dg

(2«N—1)7& )df'

4N, L [?, Nauss(1,m)dn
bSSNwO %ffa waSS(l,f)df
* b
giN Z1/0 f—b NmSS(L 77) Cos(ﬂ-n)dn
xr b ) "
%Snyl fEb nyss(l,n) Sm(?n)dﬁ
%Snyl f—a N$ySS(€, 1) COS(’]Tg)dg
55N [* Nyss(&,1)sin(%)d¢
S B E (4.46)
S5sNen—1 f,bb N.ss(1,m) cos((N — 1)mn)dn
?SnyN—l f_bb nySS(l”]]) SIH(W)dn
gS%xyN—l J2, Nayss(€,1) cos((NN_ 1)7€)de
(ziNyN]\;l J;a Nyss(§,1) Sin(%)df
Ty ' ) >
bSSNyN f,b nySS(l,?]) Sln(Tn)d77

2

N0 N =

* [5G ] sin(ESUT)
[ [55Gaps sin(BY5H™) dg
(4.47)
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Les deux expressions (4.44) et (4.47) s’écrivent sous les formes matricielles suivantes :

4sUo
%500
ssUn
sV
55U
5sV1

ssUn-1
GsVN-1
%SUN—I
bSSVN—l
ssVn
55V

%SNxO

b
SsNryO
%SN:BI

a
SSNmyl

b
bSSN:r:yl
SSNyl

%’SNJ:N—I
s NzynN—1
%snyN—1
%SNyN—l
%SnyN
%SN@/N

Ay
By
Cy
D,

An
By
Cn
Dy

An
By
Cn
Dy

(4.48)

(4.49)

D’aprés les deux expressions (4.48) et (1.49) la matrice de raideur relative a la contri-

bution symétrique-symétrique s’écrit :
[Kss] =

[Hss].[Gss] ™

Contribution antisymétrique-antisymétrique :

(4.50)

Pour la contribution antisymétrique-antisymétrique, I’équation ( devient :

al . (2n—1)mn)
21 YaUn sm(T77

N—1
9aV0 + > %4aVacos(nmn)

n=1

b 17 i (2rmDmo)
aUn sin(-==
n=1
N-1

haVo + Zl b4V cos(nm§)

(4.51)
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avec :

- 5 /=y Vaa(1,m)dn
jalt LI, Vaal1, €)de
ngz 0, Uaa(L,m) sin(52)dn
a Vi J2y Vaa(1,m) cos(mn)dy
AU [, Uaa(6: 1) sin(5 ) de
bW JZ, Vaa(§,1) cos(m§)dg
: : (4.52)
GaUn-1 {,bb Uaa(1,n) sin(ZE52m)ap
gtAgN—l S Vaa(d,m) cos(N — Dmn)di
A J2u Unal€, 1) sin( 2552 dg
Al [ Vanle, 1) cos(N — 1)m€)de
N ) D
glA f,bb UAA(lan) Sln((2N 21) n)dn
aaUn a . (2NZ1)re
f_a UAA(f) 1) Sln( 2 )dg
En intégrant les constantes d’intégrations, on obtient :
% _b [AAHn]d?? %f_bb[AAH1M]d77
240 % ffa (44 Hy (1, €)d¢ % I a[AAH2M]d§
% aVo ffb[AAHH sin(%)dn %ffb[AAHlM] sin(75)dn
gm‘[il f_bb[AAHH] cos(mn)dn %f_bb[AAHlM] cos(mn)dn
g‘AUl [ A4 Ho] sin( %) d¢ L[ A4 Hopg sin(5)dé
i;‘AVI J2 A4 Hon ] cos(m€)d 1" [ Hong) cos(m€)dg
AAV1
a4 N-1 f_bb[AAHH 51n((2N 23) Tdn %f_bb[AAH1M] Sln((2N23) DYdn
AaVN-1 b rAA 1 b 144
b Uyt J2 A H] cos((N — 1)mn)dn 5 /2 [ Hy] cos((N — 1)mn)dn
o [0t sin( S L Py sin 50 e
@ Un f_ab[AAHgl cos((N — 1)w&)d¢ %f_a[;‘AHQM cos((N — 1)mw&)d¢
AaUn S A H ) sin(CESER dy L [P AAH ] sin(2N50m)
[ A4 Hyy ] sin (251 dg L[ A4 Hopy sin( @078 ge
(4.53)
De méme pour les forces :
% ((2 L)mn)
a N, sin(~ =21
AAtVzn
n=1
Noaa(l, . N1
N aa( 177) 9alNzyo + D2 4aNeyn cos(nmn)
:EyAA( 777) n=1 (454)
Na:yAA(gv ]-) % b N, Sin(@”*l)ﬂf)
N-1

%ANynO + 21 %ANyn cos(nm§)
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avec :

N. %,Lbb nyAA( ;n)dn
i Ny 5 J 0 Nyaa(1,€)de
sz? f—bb Nyaa(l %”)dn

r b
ZAnyl f_ab N:cyAA(l (7T7’])d77
ZANmyl f_aa Nﬂ?yAA(ga ) (%)dé.
%ANyl f—a Nyaa(§, 1) cos(m&)dE
: = : (4.55)
AalNan -1 fbb Niaa(1,m) sm( 7r")dn
Aaaloyn—1 J2y Nayaa(1,m) cos((N = 1)mn)dy
fA%xyN_l S Noyaa(€,1) sin( B2 qe
SN S Nyaa(€, 1) cos( 2N1””§>d§
ANy Ly Naaa(1, ) sin( 255 dy
S Nayaa(é, 1) sin(BE5H%)de

En intégrant les constantes d’intégrations pour le vecteur force, on obtient :

5 f_bb [44G14]dn

AANzyO %bffa [AAG21]<17 g)df
SaNyo fgb[AAGn] sin(5!)dn
gm%xl f_ab[AAGH] cos(mn)dn
zf‘Anyl [ [AAGa] sin(%)d¢
pa ot J2 A4 Gan] cos(m)dé
AANyl ¢
@ N,on_ : L
ngxNN_ll fb [*4G ] sin(Z 23) *)dn
b N ! f [AAG1] cos((N — 1)7n)dn
g‘A wyN -1 AA (2N— 3)7r§ d
AaNyn-1 LC[ [ Ga ( S
9alNen f_a[ AGy] COS(( - 1)7T§)d§
b ANy N f , [AAG ] n( (2N— 1)7r17)
f a AAG21 Sln( s Uwg)df

L0, A4 G dn
5 [0 [ Gande
[AAGlM] sin(%ldn

AAG M) COS(’/T??)CZ?]
a[AAGQM] sin(%: £)de
[A4Gam] COS(Wf)df

l\?l»—tl\-”,_.[\')h—lMhi
¢ \
Sl plr@‘ >
.—.@

h

a

7, [44G ) Sm(wv QP

(
" [AAGoy sin(E5UT) de]
(N = 1)m&)d§
P [AAG ] sin(ZXSHmy
L[ [AGany sin(ZE5UT ) de
(4.56)
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Les deux expressions (4.53) et (4.56) s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

44 V0
5aVo
4aUn Ay
4aV1 By
bl Cy
haVi Dy
: = [Haal | (4.57)
GaUn—1 An
GaVn_1 By
baUn—1 Cn
baVN-1 Dy
aaUn
haUn
%ANryO
ZANyO
ANz Ay
aAAwal By
ZANzyl Cy
ZANyl D,
' = [Gaal | (4.58)
9aNzN—1 An
GalNzyN—1 By
AIZ\AnyNfl Cn
haNyN -1 Dy
%ANJEN
ZANWN

La matrice de rigidité pour la contribution antisymétrique-antisymétrique s’écrit :
[Kaa] = [Haal[Gaa] ™ (4.59)

Contribution antisymétrique-symétrique :
Les équations (4.42) pour le cas antisymétrique-symétrique deviennent :

N-1
4sUo+ > 45U, cos(nmn)
n=1
Uas(1,n M . (2n—Dr
VAS(<1 )) > sV sin(Zr=
astLn) f _ = (4.60)
UAS(S?D Z b U Sin((anl)ﬂf)
VAS(gvl) n:lAS " 2
N-1

bsVo + 21 b5V cos(nmé)
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avec :

4sUo
bV
st
sV
bt
hsVi

%SUN—I
%SVN—l
hsUn1
ZSVNfl
sV
hisUn

f VAS 1 ;1) sin(&
[ Uas(€, 1)sm(<2N21>”5)d§

En intégrant les constantes d’intégrations, on obtient :

asUo
o5 Vo
st
sV
b

b
asV1

%SUN—l
AsVN-1
bsUn—1
bV
sV
hisUn

N

—

Ry

b

b

@hh

—a

ASHH Jdn

I [ASH21](1 §)d¢
ASH 1] cos(m
AS H, 1] sin(
[45 Hyy] sin(
[4% Ho1] cos(m€)dg

b

a

)dn

1
2
1
)dn 1
1
2
1
2

=

t\"If»LwIS1

)d§

CO.S((N - 1)7T77)d77

(4.61)

b
f_bbb[ASHu] COS((N_ 1)7”7)d77 % _bb[ASHlM] -
2,148 Hy sin(BX22m ) L[ 1A Hypg] sin( B2 dyy
[ [AS Hay ) sin( BX5278) ge L[ [A8 Hypy sin(Z527 23”5 )dé]
[ 1A% Ho] cos((N — 1)m€)dE s, [bASHzM cos((N — 1)m§)d§
b 1) N—-1)«
f_b[ASHu] Il((2N 21) )i % _b[ASH1M] Sm(%)
a . —1)m a . 2N—1)m
f_a[ASH2 ]Sln((QN 21) E)df L %f_a[ASHQM sm(( - ) §)d§
(4.62)
N
21 % s Nan Sin(—(%_;)m’)
Nx S 1777 a Nﬁla
N 4 <(1 ) 45 Nzyo + 2 %s
xyAS(é.a n n;l . (463)
Ngyas(§,1 -
N s Neyun + 3 s Ny cos(rn)
N
21 b s Nyn sin(—(%_;)”g)
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avec :

o S Nyas (1, €)dé
ézNzg fb_bb Noas(1,n) sin(7)dn

%5 Ny Iy Nayas(1,m) cos(mn)dn

b s Ney1 J% Nuyas(€,1) cos(m€)dé
hsNyi I Nyas(€, 1) sin(ZE)dg

5 - : (4.64)
s Nan—1 f,bb Nzas(1,m) sin((2N’23)’”7)d77
ZAS%WN_l fi;b Nayas(1,n) cos((N — 1)mn)dn
?SnyN—l f_aanyAS(é‘, 1) cos((JQVstl)yrg)dg
SNy [7a Nyas (€ sin( 2507 dg
IASNmyN f*b N"BAS(LT]) Sl'n(( g_)m)dﬁ

En intégrant les constantes d’intégrations pour le vecteur force, on obtient :

%SwaO
%SNyO
45Nz
?4SN zyl
ZSN zyl
ZsNyl

s Nen—1
ZSnyNfl
ZsnyNfl
ZSNyN—l
asVan
sznyN

J
ffb[ASGll] cos(mn)dn
ffa[ASGm] cos(m&)d¢

3 f_bb[ASGlM]dﬁ
5 J2 [ Gande
bb[ASGlM] sin(Gdn
fgb[ASGlM] cos(mn)dn

245G sin(BR52) ay

2
ASG ) cos((N — 1)7n)dn
[A5Gops cos((N — 1)7€)dE]
a [ASGQM Sin((2N53)r§)d£
ASGlM] Sin((zN;Um?)

SR

b
L% [AS Gy sin(EZH) g

(4.65)
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Les deux expressions (4.62) et (4.62) s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

asUo
asVo
st Ay
245‘/1 By
asU Ch
sV D,
= [Has] | (4.66)
AsUn—-1 An
ZqSVN—l By
g\SUN—l Cn
asVn-1 Dy
asVn
ASUN
ASNa:yO
%SNyO
ZSle Al
ASnyl B,
A5 NVay1 Ch
25Ny D,
= [Gas] | (4.67)
%SN:EN—I AN
%snyN—l By
ngnyNfl C’N
asNyn-1 Dy
ASN$N
%SN:vyN

La matrice de rigidité pour la contribution antisymeétrique-symétrique s’écrit :
[Kas] = [Has] [Gas] ' (4.68)

Contribution symétrique-antisymétrique :
L’équation (4.42)) pour le cas symétrique-antisymétrique s’écrit :

N - (2n—1)mn)

Zl AU, sm(T”
U 1’ N-1
UsalLn) SAVot 3 54V cos(nm)
sa(lm) | _ n=1 (4.69)
Usa(&, 1) b U Nz_lb Uy, cos(nmé) ‘
Vsa(§,1) SATO o SATn

N b 1w @n—D)mE)

Zl G4 Vo sin(~=—
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avec :

a v %fébVSA(lﬂl)dn
" 3 J%a Usa(l,€)dg
i J7, Usa(L,n) sin(Z)dn
Vi J=4 Vsa(1,m) cos(m)dn
b Un J%, Usa(€,1) cos(m€)dé
2 aVa [, Vsa(€,1) sin(Z)dé
: = : (4.70)
SaUn-1 ffb Usa(1,7) Sin((zN;3)7rn)d77
bSAZN—l f;b Vsa(l,m)cos((N — 1)mn)dn
fAval S5 Usa(§,1) cos((N — 1)m&)d§
e f Vsa(€,1) sin(Z2557) dg
ngN f Usa(1,7) sm((mgl)m)dn
f Vsal(€, 1)51n((2N51)”£)d§
En intégrant les constantes d’intégrations, on obtient
L[, [SAH)dn L [*, (54 Hyaldn
$aVo - [SAH21](1 §)d§ 5 [° P Honglde
24l L[5 H sin(3)dy L Hua]sin()dy
gAgl ‘[Eb[sA cos(m]) %fab[SAHlM] cos(mn)dn
EAUl S, [54 Hyy] cos(m€)dE §f_aa[SAH2M] cos(m&)dE
gjvll [2 54 Hy] sm(%g) s [ A Ho ] sin(%g)df
gjgjjj [, H] sin( 52 dy 3[4 [5 g sin(23525) dny
b Uyt J2 A Hy  cos((N — D)an)dn -+ & [, [54 Hipg] cos((N — 1)mn)dn
b V-1 JE A ] cos((N = )m&)dg -+ 5 [° [P Hanr cos((N — 1)7€)d¢]
5aUn S A ) sin(2558)dg oG [ [ Hayg sin( SR g
%AVN f_bb[SAHH] sin((2N‘21)’”’)dn %f SAH1 Sm((2N—21)7rn>
[ [SAHy ) sin(B0myge ... L (54 an(%)dg
(4.71)

N—-1
5aNzo > 5aNzn cos(nmn)
n=1

NxSA(LU) N a : (2n—1)7n)
SIN( ——-—"
NmySA(L 77) — n=1 54 ( 2 (472)
NacySA<§’ 1) % b N Sin(@n*l)ﬂf)
NySA 57 1) n=1 saTmm

g‘ yo T Z SA nCOS<mT€)
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avec :

a N %fbe&?SA(lan)dT/
by 5 Nysa(1,€)dg
b

ngzi fEb N,sa(1,n) cos(mn)dn
g‘Anyl f—aa Niysa(§,1) Sin(%g)df
gANyl f—a Nysa(§,1) cos(m€)d§
f = : (4.73)
%ANxN—1 f,szxSAﬂ,T]) COS((]\/;N— i)ﬂn)dn
Saaun 2y Neysa(1Ln) sin( 520 d
iy % Naysa(€, 1) sin( B2 de
SNy J° Nysa(€. 1) cos((N — L)me)de
gAnyz f,bb nySA(L 77) Sin( (2N;1)ﬂn>d7]
SA- YT a D

' S, Noysa(€, 1) sin(E¥5058) g

En intégrant les constantes d’intégrations pour le vecteur force, on obtient :

f_bb [SAGIM

5 bb [*4Gu]dn 3 Jdn

¢ Nyo s [0 [FAGa](1, €)dg 5 [0 [FAGandE
%ANyO f;b[SAGH] cos(mn)dn 3 i;b[SAGlM] cos(mn)dn
fA‘xxl JZ PAG ] sin(5)dn 2 PAG ] sin( ) dn
sA° ayl [* [SAG] sin(5)d¢ L [SAGqn] sin(ZE)d¢
5 N a4 2 £ ra%sa 2
sA-tayl J2 [74Gan] cos(m&)dé 5 J2 [PAGan] cos(m€)dE
SANyl
a N, n_ : ’
ngz;VN_ll f_bbb[SAGn] COS((]\;N— 31)7”7)d77 T % f_bbb[SAGlM] COS((]ZN— 31)7T77)d77
Do || Gy G 2,
b alNyN—1 {fa[SAGzl] sin(Z50%) e . %[;JSAGW sin(ZY5278) 4]
¢ Nayn [° [FAGa] cos(N — )w&)dE -+ 5 [ [F4Gans cos((N — 1)w€)dE
gAnyN f_bb[SAGH] sin(@N;l)m)dn % _bb[SAGlM] Sin((2Nfl)7rn)

ffa[SAGm] s1n((2N;1)”5)d§ %ffa[SAGzM sin(%)df

(4.74)
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Les deux expressions (.71) et (4.74) s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

5aVo
saUo
$alh A
a1 B,
saUh Cy
saV1 D,
= [Hgal | : (4.75)
%AUN—I AN
saVn-1 By
b AUNn_1 Cn
b AV Dy
aUn
sAVN
SANxO
SANyO
%AN:EI Al
SalNzy1 B,
%Anyl Cy
%ANyl D,
: = [Gsal | (4.76)
SalNzn—1 An
§aNzyn -1 By
b ANy N1 Cn
SaNyn -1 Dy
SAN:vyN
%AwaN

La matrice de rigidité pour la contribution symétrique-antisymétrique s’écrit :

[Ksa] = [Hsa].[Gsa] ™' (4.77)

4.3.6 Matrice de rigidité globale

Aprés avoir déterminé les matrices de rigidité pour chaque contribution, la matrice
de rigidité globale est construite comme suit :

R () (&
o 0 el (0] || vsa | T e (475)
o 0 0 Kasl ) \ Uns Fre

La dimension de la matrice de raideur dynamique de membrane est 16 N x 16./V.
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Lors de la validation de la méthode des éléments continus avec la méthode des élé-
ments finis, les champs inconnus U(&,n), V(§,1), Nu(§,1), Ny(&,n) et Nyy(€,n) pré-
sentent la superposition des contributions exprimées sur les quatre bords de la plaque.
En outre, les efforts des cotés (1) et (2) sont opposés par rapport des cotés (3) et (4).
Les projections du vecteur déplacement sont définies, ainsi, par :

(4.79)

Pour les efforts :

1
NxSO
1
N:cySO
2
nySO

Fo=| 4 Nig (4.80)
3N:cySO
4]Va:yO
4NySO

Pour le cas général :

(4.81)
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Et :

(4.82)

1, 2, 3 et 4 présentent les bords de la plaque comme indiqué sur la figure (B.5).
En suivant la démarche décrite pour la flexion, on peut déterminer la relation qui

relie les composantes des vecteurs U”7 avec celles des vecteurs U :

USS
UAA
USA

SS
Uo s
Ui

SS
Uy,
Yo',
Ul

DO | —

[Tsso] [0]
[0] [Tssu]
o [0
[Taai1] [0]
[0] [Tan]
o [
[Tsao] [0]
0] [Tsai]
o [
[Taso] [0]
[0] [T asa]
o [0

Uo
Uy

Un

(4.83)
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De méme, pour les forces :

[Tsso] [0] o [0] T ( FEsSs FSs
[0] [Tss1] -+ [0] FSS FS9
iO] [0] N '_ ‘[TSSN] Fj\sfs F 5
[Taa1] [0] o [0] Fpa i
[0] [Taai] --- [0] FAA FAA
FY : : S : :
P 0] 0] oo [Taan] FA L | F
: ~ | [Tsao)] [0] - [0] A |~ [T] R4
N [0] [Tsa1] -+ [0] FS4 Fs4
iO] [0] 3 '. .[TSAN] FJ@A F o
Tasol O - [0 e R
0] [Tas] -+~ [0] FAS s
iO] '[0] N '[TASN] F]és F]és
(4.84)

Les relations (4.83) et (4.84) permettent de déterminer la matrice de raideur dyna-
mique de membrane qui relie les vecteurs Uy et F,.

(s oo
k@)= | e 2 m ey
ol 0 (R

La matrice d’expansion |T| est présentée dans ’annexe B2.

4.4 Validation par la méthode des éléments finis
Aprés avoir fait une étude analytique de la réponse harmonique d’une plaque

orthotrope, une comparaison a été effectuée entre les résultats issus de notre modéle

et ceux obtenus par la méthode des éléments finis. Le tableau ([l.4) présente les

propriétés matérielles et géométriques choisies pour les cas tests.

La validation est menée pour différents types de chargement. Ce sont successive-
ment :

— un chargement symétrique-symétrique ;
— un chargement réparti sur le bord défini par £ = 1;

— un chargement ponctuel.
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TABLE 4.4 — Propriétés matérielles et géométriques de la plaque orthotrope

Module d’Young suivant x  E, = 18.1 GPa
Module d’Young suivant y ~ E, = 50.9 GPa

Module de cisaillement Guy = 11 GPa
Coefficient de Poisson Vgy = 0.8
Masse volumique p = 1526kg/m3

Longueur de la plaque (2a¢) L = 1m
Largeur de la plaque (2b) [ =0.5m
L’épaisseur h = 0.002m

4.4.1 Chargement symétrique-symétrique

Pour la contribution symétrique-symétrique, la force symétrique-symeétrique est
présentée dans le plan pour £ =1 et £ = —1, elle est définie comme suit :

F.(1,m) = F.(-=1,n7) =1 (4.86)

La figure ci-dessous présente la localisation de cet effort dans ce cas pour des condi-
tions aux limites convenables.

FIGURE 4.2 — Chargement symétrique-symétrique
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La projection de ce chargement sur les fonctions de base permet d’obtenir :

Ey 1
N—-1 Fl 0
F(n) = Fy+ Y _ F,cos(nmn) = | . =1 . (4.87)
n=1 . .
Fyy 0

La réponse est calculée pour n = 9 au point A de coordonnées (1,0) comme suit :

N-—1
U(1,0) =%Us+ > _ 45U

n=1

(4.88)

La réponse obtenue pour un chargement symétrique-symétrique par la méthode des
éléments continus est validée avec la méthode des éléments finis pour différents
maillages et pour une bande de fréquences [0 10000] Hz. Cette structure est maillée a
I'aide d’un élément a 4 nceuds (Shell 63) et six degrés de libertés par nceud. La figure
suivante présente la comparaison des courbes de réponse obtenues par la méthode
des éléments finis et par celle des éléments continus.

-60

-80 |

-100

-120 |

140+

20 Log10|U|

-160 |

-180

-200 -

T
—— EF 40x40
—— EF 80x80
EC N9 i

-220
0

| | | | | | | | |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Fréquence(Hz)

FIGURE 4.3 — Réponse harmonique pour un chargement symétrique-symétrique
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Les résultats obtenus par la méthode des éléments continus convergent avec ceux
obtenus par la méthode des éléments finis pour une plage de fréquences qui varie
entre |0, 6000] Hz. Au-dela de 6000 Hz, la précision de la méthode des éléments
finis diminue du fait d’'un maillage trop grossier. La figure ({1.4) présente la réponse
harmonique pour une bande de fréquences [8000, 9000] Hz en utilisant un maillage
de plus en plus fin. La convergence des deux méthodes est ainsi mise en évidence.

-120
EF 40x40
\‘ EF 80x80
140l , , 5 EF 100x100 |
5 EC N9

-160

-180

20 Log10|U|

-200

-220 - n

-240 | | | | | | | | |
8000 8100 8200 8300 8400 8500 8600 8700 8800 8900 9000
Fréquence(Hz)

FIGURE 4.4 — Réponse harmonique pour une bande de fréquences [8000 Hz, 9000 Hz|
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Le temps de calcul joue un role important dans un contexte industriel. Le tableau
suivant présente les performances de la méthode des éléments continus vis a vis de la
méthode des éléments finis.

Modéle Temps calculé pour 1 frequence
1 MEC 0.014 s

20 x 20 MEF 0.015 s

40 x 40 MEF 0.069 s

80 x 80 MEF 0.45 s

100 x 100 MEF 1.2s

TABLE 4.5 — Temps calculé

4.4.2 Réponse harmonique pour un chargement réparti unila-
téral

La figure (4.5) présente le cas d’une force répartie sur le coté défini par € = 1.

FIGURE 4.5 — Force répartie unilatérale
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Le développement en série de Fourier est donné par :

Ey 1
N—-1 }:a 0
F(n) = Fy+ Y _ F,cos(nmn) = | . =1 . (4.89)
n=1 . .
Fyy 0

La réponse est calculée pour n = 9 au point A de coordonnées (1,0) comme suit :

N-1

U(17 0) = 1USO + Z lUSn (490)

n=1

La figure présente une comparaison des résultats obtenus par la méthode des
éléments continus avec ceux obtenus par la méthode des éléments finis pour différents
maillages et pour une plage de fréquences de [0, 10000] Hz. Le maillage utilisé est
quadratique selon différentes finesses de maillage.

-80 I
——— EF 20x20
EF 40x40
-100 —ECN9

-120

-140

-160

20Log, |U|

-180

-200

-220

_240 | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Fréquence(Hz)

FIGURE 4.6 — Réponse harmonique pour un chargement réparti unilatéral
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On observe sur la figure ( une convergence entre la méthode des éléments finis
et celle des éléments continus. Cependant, la convergence au-dela de la fréquence 5000
Hz n’est plus assurée du fait d’un maillage EF trop grossier. La figure ( présente
la réponse sur la plage de fréquences [8000 Hz, 9000 Hz| avec des maillages EF plus
fins.

T
100l EC N9 _ 1
EF 50x50
EF 100x100
EF 200x200
-120
140} i
} A
=) f
= -160| \ .
e /
(o]
-
o
[aV]
-180F -
-200 B
-220 - =

_240 | | | | | | | | |
8000 8100 8200 8300 8400 8500 8600 8700 8800 8900 9000
Fréquence(Hz)

FIGURE 4.7 — Réponse harmonique sur [8000 Hz, 9000 Hz|

D’aprés la figure (, on remarque que la courbe obtenue pour un maillage
200 x 200 converge vers celle obtenue par la méthode des éléments continus.

4.4.3 Réponse harmonique pour un chargement ponctuel

La prochaine étape consiste a valider la méthode des éléments continus avec celle
des éléments finis pour une force ponctuelle localisée en point B (1,1). L'intérét d’un
tel chargement est de solliciter tous les harmoniques et toutes les contributions.
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FIGURE 4.8 — Chargement ponctuel en point B(1,1)

La projection de la force ponctuelle sur les bases de fonction est définie par 1’équa-

tion (4.91)).

1
FO = % e
FS = ﬁ() . (4.91)
A - _ n
Fa=-U

La réponse harmonique au point B (1,1) est exprimée par :

N-—1
U(L,1) ="Uso+ > _(~=1)"'Usn (4.92)
n=1

La figure présente une comparaison entre des résultats obtenus par la méthode
analytique et la méthode numérique pour des maillages (20x20) et (40x40) et pour
une plage de fréquences de [0, 10000] Hz.
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-60
— EF 20x20
—— EF 40x40
801 EC N9
-100

-120

-140

20 Log1O|U|

-160

-180

-200

-220 | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Fréquence (Hz)

FIGURE 4.9 — Réponse harmonique pour un chargement ponctuel

Cette figure montre une convergence entre la méthode des éléments finis pour
un maillage (40x40) et celle des éléments continus. Cepandant, les deux coubes se
divergent au dela de la fréquence 6000 Hz.

La figure (4.10) présente la réponse harmonique pour un chargement ponctuel au
point B pour la plage de fréquences [7000, 8000] Hz :
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-80
EF 50x50
-100 |- EF 100x100
EF 200x200
EC N9

-120

-140

160F

20 Log10|U|

-180

-200

-220

_240 | | | | | | | | |
7000 7100 7200 7300 7400 7500 7600 7700 7800 7900 8000
Fréquence(Hz)

FIGURE 4.10 — Réponse harmonique sur [7000 8000|

Les courbes obtenues par la méthode des éléments finis convergent vers la courbe
obtenue par la méthode des éléments continus. La nécessité d’affiner le maillage EF
pour atteindre un niveau de précision équivalent est mise en évidence.

4.5 Conclusion

Ce chapitre présente le développement de la méthode des éléments continus dans
le cas d’une plaque orthotrope relativement aux effets de membrane. L’approche est
validée par comparaison des réponses harmoniques obtenues avec celles issues de mo-
délisations éléments finis et ceci pour plusieurs cas de chargement.

L’élément de plaque orthotrope membrane/flexion non couplé est ainsi établi. I
servira de base a la construction d’un élément multicouche : c’est 'objectif du chapitre

suivant.
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5 Elément continu de plaque sand-
wich et multicouche

5.1 Introduction

Ce chapitre présente le travail principal de la thése, a savoir, la formulation d’un
élément continu de plaque multicouche et de plaque sandwich symétrique. Deux théo-
ries sont présentées :

— la théorie des plaques multicouches et sandwichs symétriques sous effet de
flexion de Kirchhoff.

— la théorie des plaques multicouches et sandwichs symétriques sous effet de mem-
brane.

Ce chapitre se décompose en deux parties distinctes :

- La premiére partie présente tout d’abord la procédure de construction de la
matrice de raideur dynamique pour une plaque multicouche en utilisant, de la
méme facon qu’au deuxiéme chapitre, les équations de mouvement et le prin-
cipe de superposition de Gorman pour le cas de la flexion de Kirchhoff. Enfin,
elle se terminera par une validation de la méthode par comparaison de réponses
harmoniques éléments finis. Le code de calcul Abaqus est utilisé pour cette va-
lidation.

- La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée a une construction de la matrice
de raideur dynamique pour une plaque multicouche sous effet membranaire. La
validation est réalisée par comparaison de réponses harmoniques éléments finis
obtenues par le code de calcul Ansys pour différents types de chargements.

5.2 Plaque sandwich et multicouche

5.2.1 Définition géométrique

[’élément présenté dans ce chapitre est un élément de plaque multicouche et
sandwich symétrique. Ce type de plaque est caractérisé par un matériau constitué
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d’un ensemble de plis. Le pli ¢ a pour épaisseur h; (voir figure p.1)). Le plan (O, z,y)
est un plan de symétrie vis a vis de ces plis qui sont par ailleurs supposés parfaitement
collés. Par ailleurs, on fera I’hypothése que les directions d’orthotropie de chaque pli

Couche 1
Couche 2

75

Couche i

h,
hy

e N

rd

2a

FIGURE 5.1 — Plaque multicouche

sont paralléles aux cotés de la plaque, c’est a dire confondus avec les axes x et y.

5.2.2 Relations contraintes-déformations

Les hypothéses cinématiques de la plaque multicouche en flexion sont les iden-
tiques a celles qui ont été présentées au chapitre 2. Les relations contraintes-déformations
pour le cas d’une plaque multicouche symétrique de flexion s’écrivent :

_’w
, , Ox2
o, QY QY 0 .
o |=]@" @’ o — o (5.1)
Oy 0 0 5,;2
_*W
0xdy

0z, 0y et 0y, représentent les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy. ng),
§”, Q?(f) et Qg(c@ sont des constantes matérielles du pli 7. Elles sont définies par les
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équations suivantes :

(i) _ __Bj
QZ IR 2P
(i) _ _ B}
Qy Iz
(5.2)
(i) _ _vieBy v B
@ = oL T
Qi@ = 32
5.2.3 Effort internes
Les efforts internes d’une plaque multicouche s’écrivent :
_ow
Oz?
82
M = [Hy] _8_;3/ (5.3)
_owW
0xdy
avec :
nc 1
Hel =) 3 (2 — 2 H; (5.4)
i=1
[H]; représente la matrice [H| du pli i.
T
[H] = [T]" [Hy][T] (5.5)

Les matrices [T], [Hj] et [H] sont présentées en annexe C.

5.2.4 Equations du mouvement

Le principe de Hamilton permet de déterminer I’équation du mouvement d’une
plaque multicouche ou sandwich sous l'effet de flexion, de la méme facon qu’une
plaque orthotrope en flexion. Cette équation dépend tout d’abord du nombre de plis
et de leur matériau constitutif. Elle s’exprime comme suit :

M, M, O*M,  O*W

92 omoy o o (56)
avec :
Nc
Py = Z (zit1 — zi)pi (5.7)
=1

p; représente la masse volumique du pli .
Les moments fléchissant M, M, et M,, sont définis par I'équation ([5.3).
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A partir des équations (B.3) et (5.6), 'équation de mouvement d’une plaque multi-
couche est donnée par ’expression p.8|:

4 4 4 2
pOW e OW oW oW

v ot T Cwagge v g T P o (58)

avec : DY, D} et D}, constantes qui dépendent des propriétés des matériaux du pli
'i". Elles sont définies par :

7 Nc i
D’? - Z}'\?l (2 — Z?)Hl;
Dy == 50 — =) Hj, (5.9)

D;y = - Zi:l %(Z{al - Z?)Hlit - 421']161 %(zi‘gﬂ - Zz3> %t
En régime harmonique, le déplacement W s’écrit :
Wiz, y,t) = Wo(x,y)e™ (5.10)
D’aprés les équations (.8) et (.10), on obtient :
0, Wy 0,

D'L 4 A 4 7
z 81’4 IyaxZayQ Y ay4

= —w?p;Wo (5.11)

5.2.5 Conditions aux limites

Les plis sont supposés parfaitement collés, ainsi, il y a absence de glissement
entre les différents plis. Les conditions aux limites pour ce type de plaque en flexion
en régime harmonique permettent d’imposer des efforts verticaux ou des moments
fléchissant sur les bords de la plaque pour obtenir des conditions aux limites dites
libre, c’est a dire libres de tout déplacement. Ces conditions définies dans le deuxiéme
chapitre restent les mémes que dans le cas présent.

5.3 Matrice de raideur dynamique pour une plaque
multicouche

En se référant au paragraphe (2.3), la formulation de la méthode des éléments
continus est basée sur la résolution de I’équation de mouvement ( pour chaque
fréquence.

5.3.1 Décomposition de Gorman

La premiére étape de résolution consiste a décomposer le probléme en quatre
contributions. Ces contributions sont nommeées symétrique-symétrique, antisymétrique-
antisymétrique, antisymétrique-symétrique et symétrique-antisymétrique. Le champ
de déplacement de la plaque multicouche W,, est décomposé comme indiqué dans
Pexpression suivante :

Wm(éa 77) = WmSS(£7 77) + WmAA(§7 77) + WmAS(€7 77) + WmSA(fa 77) (512)
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Les fonctions Wi,s5(&,1), Winaa(&,m), Winsa (&, n)etW,,as(€, 1) représentent le dépla-
cement pour chaque contribution. De méme pour les rotations f,,, et 3, :

Winss(§n) — OWmaa(§n)  OWisa(§n)  OWnas( 1)

Bam(§:m) = — o o o 5% (5.13)
3 m s a m. y a m 5 a m )
Bum(Erm) = — W gf}(é n) oW, gf](ﬁ n) oW, gf;](ﬁ n) oW, 32(5 n) (5.14)

La méthode des éléments continus est ensuite menée par résolution de I’équation de
mouvement (5.6) a 'aide de séries de Levy adaptées a chaque contribution.

Contribution symétrique-symétrique (SS)

Pour la contribution SS, le champ de déplacement W,,s5 est symétrique par rap-
port & et . Ce champ s’écrit alors :

+oo
Winss(€,m) Z mssWn(§) cosnan + Z s Wa(n) cosnmé (5.15)

n=0

En introduisant I’équation (p.15) dans I’équation (p.11), on obtient :

}nssWn(f) = An e'oné 4 emmnl) 4 B, (62%5 + 6*2%5)

2 3 I3 _3 ¢ 4 ¢ 4 (516)
mssWa(n) = Cp (€7 + €77 ) + D, (6 s te wn£>
Les racines complexes 'z, 2z, 3z, et 4z, sont données par :
4 D'L
= 2¢>21)1 (nm)?m? + %1
gl e B 6.17)
3.2 _ 4 D :
Tn = 2D1 ?(nm)?m? D
|t = gped?(nm)n \/_
Avec : |
D74
A= 4Dz2 ¢4(n7r)4 ¢t (D_Z(TL?T)47T4 + ¢4)\4)
(nr)intet [ Di2 ; ' (5.18)
AQ = . y _ Dy

DY, aD;,

Contribution antisymétrique-antisymétrique

Comme pour le cas de la contribution SS, le probléme se décompose aussi en
deux sous problémes a partir de la décomposition de Gorman. Le déplacement W, 44
s’écrit alors :

Winaa(§,m) Z mAaaWn(§ Sln(( Z mAaaWn(n sm(%)
(5.19)
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L aWn et 2 W, sont deux fonctions impaires. Elles sont définies par :

}nAAWn(é) = A, e'tné — g~ wnt + B, <62x”£ — 6_2%5)

(5.20)
2 aaWa(n) = Cy, (€06 —e~"=¢) + D, <€4x"5 — 674‘%6)
avec :
(1,2 — 252&5 ((2n—21)7rn)27r2+# /A,
n 7
Dy n—1)m
2x721 = 2¢21%;((2 21) n)27r2 - ¢4VA1
3.2 _ Diy, j2/(2n—1)mn\2_2 D, (521)
xn_ﬁ ( 2 )77 +D§1VA2
D:i 2n—1)m D;
\ 12 = 202 2(( 2) Y272 _ D;\/A_Q
et :
A= 5 2¢4((2n 21)7”7)4 4 g (g (@0 21)71'77) 4 ¢4)\4>
(M)4 444 D12 ; ! (5.22)
AQ:—D; <4D;—Dy)——¢)\

Le paragraphe suivant présente la matrice de rigidité d’une plaque multicouche pour
la contribution symétrique-antisymétrique.

Contribution symétrique-antisymétrique
Dans le cas symétrique-antisymétrique I'équation ( devient :

2n — 1mn

“+o00
o+ > 2 6aWaln) cosnmé (5.23)

n=0

Winsa(§,m) ZmSAW ) sin(

L saW,, est une fonction paire et 2 ¢, W, est une fonction impaire. Elles s’écrivent
alors :
1 1$n£ _lmng 2$n5 _ang
b saWn(§) = Ap e ™ + e + B, e +e

(5.24)
gnSAWnO?) = Cn €3xn§ - 6731715 + D” (641715 N 674171{)
Les racines complexes sont définies par I'expression (.25) :
( D -
ta) = 2¢2%¢ (2n )72 ¢4\/_
2.2 _ _Diy (2n—1x 1
LB AP 5.29
3.2 _ Doy 42 :
x2 = FpLd? (nm) 24+ D0 bi : /A
| 2% = 253 2(nm)?m? — —JE
avec :
A = =2 ¢4(2n 17rn)47r4 _ ¢4 (D_%(Qn—lfrn)zlﬂzl + ¢4)\4>
D2 2 D\ 2 (5.26)

Ay = et (B i) Dy

DI 4D;,
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5.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE POUR UNE PLAQUE
MULTICOUCHE

Contribution antisymétrique-symétrique
Le déplacement W,,4¢ pour le cas antisymétrique-symétrique s’écrit :

2n — 1€

+o0o
Winas(§:m) Z masWn (&) cosnarn + Z masWa (1) sin ) (5.27)

n=0

! 1sWh est une fonction impaire, par contre 2 ,sW,, est une fonction paire, 'équation

(5.15)) s’écrit alors :

"}nASWn<€) = An elxnf _ 6_1xn£ + Bn <€2l‘n§ B e_Ql’nﬁ

(5.28)
2asWa(n) = C, (€778 + e77=¢) + D, (‘9496“£ + et
avec :
(1,2 D3, /A,
xn = 2¢2DL ( ) + ¢)4
DZ
) 2p? = T (nm)*m? — —\/ (5.29)
3$i: 2Dz¢22n 17r§)2 2+ Dz\/—
| 42 = By - VR,
et :
A1 = gkt (nm)int - ot (g (mr>47r4+¢4A4)
2n— 17r§)4 4¢4 D,Q (530)
Ag=—2"% (Iy—D;>

Dl 4D,

5.3.2 Procédure de construction de la matrice de rigidité d’une
plagque multicouche

Les procédures de construction de la matrice de rigidité d’une plaque ont été
détaillées dans le paragraphe (3.3.2) du deuxiéme chapitre. Dans ce paragraphe, on
présente une plaque constituée de 'n’ plis comme étant une seule plaque orthotrope.
Kuss, Kmaa, Kimas et Kiusa sont les matrices de raideurs dynamiques pour une
plaque multicouche sous effet de flexion. Elles sont définies par les expressions sui-
vantes :

ngs<w) = GmSS(W)HmSS(CU)_l

) = Graa(w)Hyaa(w )_1
Kpas(w) = Guas(w)Hpas(w) ™
(w) = Ginsa(w)Hpsa(w) ™

(5.31)

5.3.3 Matrice de rigidité de plaque multicouche en flexion

Le principe de la construction de la matrice de rigidité d'une plaque multicouche
sous effet de flexion est le méme que dans le cas d’une simple plaque orthotrope
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présenté au paragraphe (3.3.3) du deuxiéme chapitre. Cette matrice est définie comme
suit :

[K[IS]SS] [K[O] | % % gss gss
O 0 Kusal 0 || vs |7 Fea | O
[0] [0] 0] [Kmas] Uas Fas
L’équation (B.106) devient alors dans le cas d’une plaque multicouche :
(" B8
Kl I=5T o 0 Kl o] | T Y
[0] [0] 0] [Kmas]

La matrice d’expansion [T] est donnée dans 'annexe A.

5.4 Validation numérique

Aprés avoir déterminé la matrice de raideur dynamique pour une plaque mul-
ticouche, la validation de cet élément s’effectue par une comparaison des résultats
obtenus par la méthode des éléments continus avec ceux obtenus avec la méthode des
éléments finis. La validation de cette plaque s’effectue pour trois types de chargement :

- Chargement symétrique ;
- Chargement réparti;

- Chargement ponctuel.

5.4.1 Propriétés géométriques et matérielles

Les structures étudiées dans ce chapitre sont des plaques multicouches. Les plis
sont constitué d’'un Carbone/Epoxy orthotrope, d’un acier isotrope et d’'un matériau
léger constitutif du cceur du matériau sandwich décrit dans |90]. Les propriétés de
ces matériaux sont présentées dans le tableau ci-dessous.

114



5.4. VALIDATION NUMERIQUE

Matériaux E, (GPa) | E,(GPa) | Gy, (GPa) | vy | p
Carbone/Epoxy | 18.1 50.9 11 0.5 | 1526
Acier 2.1.10° 2.1.10? 0.8077.10% | 0.3 | 7800
Matériau léger | 6.89.107% | 6.89.1073 | 3.45.10~3 | 0.01 | 97

TABLE 5.1 — Propriétés des matériaux

La géométrie est celle décrite sur la figure (p.1). Les dimensions sont rassemblées
dans le tableau ci-dessous.

Longueur de la plaque (2a) L = 1m
Largeur de la plaque (20) [ =0.5m
L’épaisseur h = 0.002m

TABLE 5.2 — Propriétés géométriques des plaques multicouches

5.4.2 Chargement symétrique

Un chargement symétrique transverse est appliqué sur une plaque sandwich consti-
tuée d’un ceeur en acier et de deux peaux en Carbone/Epoxy orientée a 90°. Le coeur
est deux fois plus épais que chacune des peaux. Le développement en série de Fourier
pour ce type de chargement est donné par I'expression (5.34) :

Ey 1
N—-1 Fl 0
F(n) = Fy+ Y _ F,cos(nmn) = | . = . (5.34)
n=1 . .
Fy-1 0

Ce chargement est celui représenté sur la figure

La réponse harmonique transversale au point A (1,0) est donnée par I’expression
(5.35) -
N-1
W(l, 0) - %SWO + Z %SWn

n=1

(5.35)

et est représentée sur la figure ( Cette figure permet de comparer cette réponse
avec les réponses harmoniques obtenues pour les modéles éléments finis pour diffé-
rentes finesses de maillage (20x20), (50x50) et (100x100). Les résultats sont présentés
pour la bande de fréquences [1, 1000] Hz.
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FIGURE 5.2 — Réponse harmonique pour une plaque sandwich sous chargement sy-

métrique

On observe une excellente convergence des réponses EF vers celle obtenue par
notre modéle. Cette observation est d’une part un élément de validation de la formu-
lation et d’autre part met en évidence la nécessité d’affiner les maillages EF lorsque
la fréquence augmente.

La rapidité de traitement numérique est également un point clé dans un contexte
industriel d’avant-projet. Le tableau (p.3) permet de comparer les temps de calcul

des formulations mises en ceuvre.

Modéle Temps de calcul pour 1 fréquence
1 MEC 0,03 s
20 x 20 MEF 0,06 s
50 x 50 MEF 0,6 s
100 x 100 MEF 1,58

TABLE 5.3 — Temps de calcul (chargement symétrique)
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5.4. VALIDATION NUMERIQUE

Ce tableau montre clairement le gain en temps de calcul obtenu par la formulation
élément continu. A ce titre, le temps de calcul est 0,03 s pour la méthode des éléments
continus contre 1,5 s pour la méthode des éléments finis.

5.4.3 Chargement réparti

Le deuxiéme cas traité est celui d’'un chargement réparti sur le coté situé en
¢ = 1. Le sandwich soumis & ce chargement est identique & celui du cas précédent.
L’expression ([5.36]) donne le développement en série de Fourier de ce chargement.

M M
F(l,n) = Fy+ Z FS cosmmn + Z F2sin (2m — 1)%7} (5.36)

m=1 m=1

avec : Fy =1let FY = F4 =0.
Ce chargement est représenté sur la figure

La réponse harmonique est calculée au point de coordonnée (1,1). Elle est donnée
par l'expression (.37) :

+oo
W<1a 1) :}GS Wo +,145 Wo + Z (}S‘SWm +,145 W _114,4 W _}S”A Wm) (_1)m (5-37)

m=1

La réponse harmonique obtenue par les modélisations éléments finis sont issues d’une
résolution compléte afin de maximiser la précision des résultats. La figure ( pré-
sente les réponses harmoniques pour diverses modélisations EF et pour notre formu-
lation. Plusieurs maillages EF ont été réalisés (20, 50, 100 éléments finis) de maniére
a observer la convergence des résultats.
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FIGURE 5.3 — Réponse harmonique pour une plaque multicouche pour un chargement

réparti

La figure ci-dessus permet d’observer une bonne convergence des résultats EF vers
ceux de notre modéle. En termes de temps de calcul, le gain est également significatif.
Le tableau présente les temps de calcul mesurés pour chaque approche. Ces
temps ont été mesurés pour la plage de fréquences [1, 1000] Hz discrétisée par 300
pas fréquentiels sur un PC Pentium cadencé a 2.53 GHz.

Modéle Temps de calcul pour 300 fréquences
1 MEC 61.5 s
20 x 20 MEF 1.62 s
50 x 50 MEF 90 s
100 x 100 MEF 468 s

TABLE 5.4 — Temps de calcul pour 300 pas fréquentiels (chargement réparti)
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5.4.4 Chargement ponctuel

Pour ce chargement, la plaque étudiée est un multicouche symétrique constitué de
5 plis superposés selon l'ordre suivant : carbone/époxy, acier, matériau léger, acier,
carbone/époxy. L’épaisseur du pli en matériau léger est le double des quatre autres.
Le pli en carbone/époxy est orienté & 90°.

Cette plaque est soumise a un chargement ponctuel appliqué au point C (1,1).
Ce chargement est représenté mathématiquement par le développement en série de

Fourier donné par 'expression (/5.38) :
p p

FZO =1
s 2?—1)"

Fzy = l(; y (5.38)
A . _ n

Fz, = ——

Ce chargement est représenté sur la figure La validation est menée en comparant
la réponse harmonique avec celle obtenue par la méthode des éléments finis. Cette
courbe de réponse est donnée pour la plage de fréquences [0, 1000] Hz. La figure (p.4)
présente ces réponses.

-20 T

— ECN9
——— EF 100x100
— EF 50x50

40

im

-80 M & \
1
| ‘ ‘ |

20Log, |Uz]

A

|

1

I
-100
|

-120 \\

140+

-1 60 1 | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fréquence (Hz)

FIGURE 5.4 — Réponse harmonique de la plaque multicouche pour un chargement
ponctuel
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Une excellente convergence des résultats est encore observée lorsque le maillage

EF s’affine.

5.5 Plaque multicouche sous effet de membrane

5.5.1 Définition géométrique et matérielle

La géométrie de la plaque multicouche est celle décrite dans la premiére partie de
ce chapitre. Quatre matériaux seront utilisés pour la validation qui suivra. Ils sont

définis dans le tableau (5.5) ci-dessous.

Matériaux E, (GPa) | E,(GPa) | Gy (GPa) | vy | p
Matériau 1 (Carbone/Epoxy) | 18.1 50.9 11 0.5 | 1526
Matériau 2 (acier) 2.1.107 2.1.10? 0.8077.10% | 0.3 | 7800
Matériau 3 (Graphite/Epoxy) | 10.34 131 6.985 0.22 | 1627
Matériau léger 6.89.1073 | 6.89.1072 | 3.45.10~% | 0.01 | 97

TABLE 5.5 — Propriétés des matériaux

5.5.2 Relations contraintes-déformations

La relation entre les composantes du tenseur des contraintes et des déformations
est exprimée par :
Oy = Diex + Diey
oy = D€z + Diey
Opy = Di€ay

(5.39)

0z, 0y €t o, sont les composantes du tenseur des contraintes. ¢, €,, €, sont les
composantes du tenseur des déformations. D;, D; et D, sont les constantes des
matériaux. Elles sont définies par :

i _ Bl
o=
. X2 El V’L E'L
Di = Yty Mz
1 l—yEb}m{y;m 1—vi, Vi, (540)
i
by=tnm
Dy, = Gyy
5.5.3 Efforts internes
Les efforts résultants pour le cas d’'une plaque multicouche s’écrivent :
Nc
N, = Z (ziz1 — 2i) 02dz, (5.41)
i=1
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N, = Z Ziy1 — 2;) oydz, (5.42)
Nc
Nyy = Z (zig1 — 2i) Ozydz (5.43)

La relation efforts-déplacements devient :

; Ou - Ov
N, Z (2ip1 = 20) (D5 + Di 13y =) (5.44)
;ou ;, Ov
N Z Zit1l — D a— + Dyay) (545)
Nc
ou ov
Nay = Z(Zi—irl )(D;:ya_ + Dy, 895) (5.46)

5.5.4 Equations de mouvement

Les équations de I'équilibre dynamique pour une plaque multicouche sous effet de
membrane sont données par expression (.47) :

ONg ON _ Nc 0%u
5. T %y = i1 Pigp
8N;Cy 8 y Nc 827_)
Ox + oy Zi:l Pigez

(5.47)

Par développement des efforts internes, I’équation de mouvement ( devient :

(5.48)

z@u i 9%v i 0%u i 2y Nc¢ 9%y
1 0%v ) u ) % — ¢ o%v
D?J(?:):Q +D18x8y +Dzyay +Dwyaxay dim Pi a2

Dans le cas du régime harmonique, le temps est éliminé. D’aprés les équations (p.48)
et (4.10), on peut écrire le systéme d’équations suivant :

T Qx2 1 0z0y %; Ty Oxdy

i 0%V i 02U 92U 2
Dy8z2 +D +D .2 +nyaxay—_pw V

(5.49)

{D182U+D18V +Dz 8212]+Di 9%V :—pw2U

1 9z0y Ty 8y
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5.6 Validation numérique de I’élément de plaque mul-
ticouche sous effet de membrane
La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée a la validation de I’élément continu
de plaque multicouche et sandwich sous effet de membrane. Cette validation a été
menée pour les chargements suivants :
- Chargement symétrique;

- Chargement réparti;

- Chargement ponctuel.

5.6.1 Chargement symétrique

Un chargement symétrique est appliqué sur une plaque sandwich constituée d’un
ceeur carbone/époxy orienté a 90° et de deux peaux en acier. L’épaisseur du coeur est
double de celle des peaux (Figure p.5).

4 ;
h/a ¢ «——— Matériau 2
l«——— Matériau 1 X
v [ 1383335338 *
e 3

FIGURE 5.5 - Plaque sandwich acier/Carbone-Epoxy/acier
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MULTICOUCHE SOUS EFFET DE MEMBRANE

Les conditions aux limites pour cette plaque sont libres. La réponse harmonique de
cette structure est déterminée au point A(1, 0) sur la plage de fréquences [0, 10000] Hz.

Le modeéle des éléments finis exploite un élément de 8 nceuds a 4 degrés de liberté
(shell 281). La courbe de réponse de ce modéle est obtenue par une résolution compléte
afin de maximiser la précision des résultats pour différents maillages (figure .

0
EC N9
~ EF 20x20
——— EF 40x40
50+ .
-100 -
=)
S
S -150f
-
o
[3\)
-200|
-250 |-
_300 | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Fréquence (Hz)

FIGURE 5.6 — Réponse harmonique de la plaque sandwich dans son plan pour un
chargement symétrique

En comparant les deux courbes de la figure ( obtenues par la MEC et la MEF
pour un maillage (40x40), on constate une excellente convergence, ce qui conforte la

validation de cet élément.
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5.6.2 Chargement réparti

Pour le chargement réparti qui suit, on charge une plaque multicouche constituée
de cinq plis et trois matériaux différents (deux matériaux orthotropes et un matériau
isotrope). L’orientation des matériaux par rapport a 'axe x est (90 0 90 0 90). Les
épaisseurs des plis sont égales sauf pour le pli central qui est d’épaisseur double (figure

5.7).

h/6

OO OO OO OO<—Matériau3

<«——— Matériau 2

QO OO O0Q QO
OO0 0000 00

OO0 OO0 OO0 OO0

h/6

Matériau 1 X
h/3

4

h/6

O —> >

h/6

FIGURE 5.7 — Plaque multicouche a 5 plis et 3 matériaux
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MULTICOUCHE SOUS EFFET DE MEMBRANE

La figure suivante ( présente les courbes des réponses obtenues par la méthode
des éléments continus et la méthode des éléments finis.

-50
— ECN9
EF 20x20
—— EF 40x40
-100 .
-150
=)
° I
g
o A
8 ‘
o \
(8] ‘\“
-200 i
-250
_300 | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Fréquence (Hz)

FIGURE 5.8 — Réponse harmonique du multicouche dans son plan pour un chargement

réparti

Une bonne convergence des résultats est observée pour un maillage EF (40x40),
ce qui conforte la validation de la formulation.

5.6.3 Chargement ponctuel

Pour le chargement ponctuel testé, on charge une plaque multicouche constituée
de sept plis et quatre matériaux différents (deux matériaux orthotropes et deux ma-
tériaux isotropes). L’orientation des matériaux par rapport a 'axe x est (090 00 0
90 0). Les épaisseurs des plis sont égales sauf pour le pli central qui est d’épaisseur

double (figure [5.9).
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A ;

h/8 ¢ <«—— Matériau3

h/8¢ OO OOOO OO<—Matériau2
<«——— Matériau 1

h/8
<«———Matériau léger

h/a p

o}

. A[000000 00

h/8

FI1GURE 5.9 — Plaque multicouche a 7 plis et 4 matériaux

La courbe de réponse obtenue par la méthode des éléments continus est présentée
sur la figure (5.10)). Cette courbe est comparée avec les courbes de réponse obtenues
par la méthode des éléments finis pour différents maillages.
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FIGURE 5.10 — Réponse harmonique pour une plaque multicouche & 7 plis dans son
plan sous chargement ponctuel

La figure (5.10) présente une excellente convergence des résultats obtenus par EF
avec ceux obtenus par EC. Ici encore, la nécessité de maillage est mise en évidence
pour la méthode EF.

Le temps de calcul est aussi un critére de performance important. Le tableau ci-
dessous détaille les temps de calcul nécessaires pour chaque méthode et pour chaque
maillage.

Modéle Temps calculé pour 1 fréquence
1 MEC 0.024 s

20 x 20 MEF 0.0328 s

40 x 40 MEF 0.12 s

80 x 80 MEF 0.444 s

TABLE 5.6 — Temps de calcul
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5.7 Conclusion

Ce chapitre permet de fournir une présentation détaillée de la formulation de la
matrice de rigidité dynamique de plaque multicouche et sandwich. La validation de la
formulation présentée est faite en déterminant la réponse harmonique obtenue suite a
I’application de différents types de chargements et en la comparant avec celle obtenue
par la MEF.
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6 Conclusion et perpectives

Jusqu’a aujourd’hui la méthode des éléments finis est la méthode la plus connue
et la plus utilisée pour ’analyse vibratoire des structures simples ou complexes. Ce-
pendant, la précision des résultats obtenus par cette approche dépend de la finesse de
maillage et du choix des fonctions d’interpolation. Ceci présente un probléme puisque
la discrétisation est corrélée a la gamme de fréquence d’étude. Dans ce cadre, nous
avons présenté dans cette thése de recherche un nouveau développement d’une mé-
thode analytique de type meshless dénommée méthode des éléments continus. Cette
approche est basée sur la résolution des équations d’équilibre de maniére a construire
une matrice de raideur dynamique dépendant de la fréquence du régime harmonique.
Cette matrice relie le vecteur d’efforts généralisés au vecteur des déplacements géné-
ralisés. La précision de cette méthode ne dépend que du nombre de termes pris en
compte dans le développement des solutions de 1’équation du mouvement. Pour les
éléments de plaques développés, il s’agit du nombre de termes dans des développe-
ments en série de Lévy.

Dans cette thése, la méthode des éléments continus a été appliquée aux plaques
sandwichs et multicouches symétriques. Deux matrices de raideurs dynamiques ont
été établies : la premiére concerne I'élément de plaque multicouche de type Kirchhoff
qui néglige les effets du cisaillement transversal et la seconde concerne ’élément de
plaque multicouche ou sandwich sous effet de membrane. Ainsi, les courbes de ré-
ponses harmoniques obtenues par cette méthode analytique ont été confrontées avec
celles obtenues par la méthode des éléments finis. Ces comparaisons ont pu montrer
que la méthode développée permet de s’affranchir les problémes de discrétisation. On
a ainsi pu conclure que la méthode des éléments continus appliquée aux plaques sand-
wichs et multicouches constitue une approche efficace pour I’étude du comportement
dynamique de ce type de structure.

Perpectives

Dans le cadre de cette recherche, les perspectives de développement de la méthode
des éléments continus sont :

- L’application de cette approche a des structures plus complexes telles que les

plaques multicouches non-symétriques et les plaques raidies, les coques multi-
couches ...
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- L’utilisation des nos modéles dans des processus d’optimisation pour lesquels le
nombre de pas de calcul est important. Le gain espéré en termes de temps de
calcul présenterait un avantage éminent pour la diffusion de cette méthode.
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e1(gS — 20 (S — ¢
CID(48 — D)

1D (g8 — D)

(g2)
D) + (22HSO — TTHSD)SO — (BTHSO + TTHSD)SO

0t + (SCH ;0 + eTH8)S0O — (BTH 0 + VTH,5)SO

0t — (BCH S + 2TH :0)SD — (PTH ;S + "TH ;0)SD

(S — ¢0)S0T + (CHSO — CTHSD) ;0 + (FTHSO — TTHSD) ;S
1D .S 07 + ((CH ;O + CTH ;8) ;0 + (STH ;0 + TTH ;S) ;S

1D S0V + (BCH ;S + ETH ;0) ;0 + (STH .S + 1TH ;D) .S

(g)s00 = O 3 (g)ws = g 0oAY

(S — ¢0)S0T — (BCHSD + CTHSD) ;S + (FTHSO — VTHSD) ;O
el .5 .07 — (CH D + CTH ;8) ;0 + (CTH 0 + TTH 8) ;0 | = [H]

1D S0V + (BCH ;S + CTH ;0) S + (CTH ;S + TTH ;D) ;O
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