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1.1 Présentation des équations de Navier-Stokes

Dans ces travaux, nous considérons un fluide incompressible F qui remplit un domaine fixé
2 de R™ (ici, n sera égal a 2 ou 3). On sait que le mouvement de ce fluide est donné par les
équations suivantes :

Ou+ (u-Vyu=divT(u,p)+ f dans (0; +00) x €2
divu =0 dans (0; +o0) x Q.

Dans ces équations, les inconnues sont u(x,t), la vitesse moyenne des particules en un point z
de © a U'instant ¢ et p(z,t) qui est la pression dans le fluide au point x et a I'instant ¢. La donnée
est f qui désigne les forces volumiques extérieures s’exercant sur le fluide. Par ailleurs, u et f
sont des fonctions a valeurs vectorielles (dans R™) et p est une fonction & valeurs réelles. Ces
équations traduisent la seconde loi de Newton appliquée a ’ensemble des particules constituant
le fluide, le membre de gauche provenant de leur accélération et le membre de droite provenant
des forces exercées sur ces particules. T est ainsi le tenseur des contraintes, ¢’est une fonction
a valeurs matricielles dont la divergence donne les forces internes s’exercant dans le fluide.

Enfin, la seconde équation traduit la conservation de la masse dans le cadre d’un fluide
incompressible, c’est-a-dire si on considere que la masse volumique du fluide est uniforme et
constante.

Il nous faut ensuite une loi qui nous donne T'(u,p) afin d’avoir une équation totalement
explicite. Dans le cadre d’un fluide newtonien classique, on a la formule suivante :

T(u,p) = v(Vu+"Vu) — pld
ou Id désigne la matrice identité de R" et v est la viscosité du fluide. On obtient donc le systeme

Ou+ (u-Viu—vAu+Vp=f
divu =0



car le terme *Vu est de divergence nulle.

Ce systeme a été introduit tout d’abord par Navier dans son mémoire, puis a été retravaillé
par Poisson, De Saint Venant et Stokes ([42], [9], [45], [49]) qui ont amélioré la dérivation des
équations a partir des lois de la physique.

Pour résoudre cette équation, il nous manque certaines données. Comme c’est une équation
d’évolution, on est amené a résoudre le probleme de Cauchy associé, pour lequel il nous faut
donc une donnée initiale u(-,0) = uy. Ensuite, suivant le type de domaine {2 considéré, il faut
imposer des conditions au bord (que ce soit dans le cas d’un vrai bord ou a Uinfini).

Pour un domaine borné, on imposera des conditions au bord wu(t, z) = u*(z) pour z € 9.

Pour le cas ou 2 = R”, on imposera simplement une condition a I'infini du type u(t, ) — uqo
quand |x| — 00 Ol Uy est un vecteur constant.

Dans le cas d'un domaine non borné mais pourvu d’un bord, comme par exemple un domaine
extérieur (le complémentaire d'un compact) ou le demi-espace 2 = R = {(1,...,z,)[z, > 0},
on imposera a la fois une condition au bord u(¢,z) = u*(x) et une condition a Uinfini u(¢, z) —
Us quand |z| — oo.

Concernant les aspects mathématiques, on voit déja que la pression est une inconnue auxi-
liaire : si on connait U et f, alors on connait Vp et donc p a une constante pres. On voit
notamment qu’en prenant la divergence de I’équation, on obtient :

Ap =div f — div((u - V)u)

qui est une équation elliptique pour laquelle les théories de résolution sont tres avancées
(d’ailleurs, cette équation ne dépend pas explicitement du temps, c’est pour cela qu'on n’a
pas besoin de condition initiale pour p).

Par ailleurs, on verra dans la suite qu’on peut en fait se débarrasser de la pression pour
obtenir des équations portant uniquement sur u. Dans cette these, lorsqu’on parlera d’une
solution de I’équation de Navier-Stokes, on parlera donc d’une fonction u telle qu’il existe une
fonction p telle que le couple (u, p) vérifie I'’équation de Navier-Stokes.

On peut remarquer que ce cas est tres différent du cas compressible, pour lequel on a une
inconnue de plus (la masse volumique), et dans lequel on doit alors avoir une loi donnant la
pression en fonction de la masse volumique, ce qui fait que la pression joue un role totalement
différent dans I’équation.

Dans nos travaux nous nous intéresserons au cas stationnaire de cette équation, c¢’est-a-dire
qu’on cherche des solutions ne dépendant pas du temps u(t,z) = U(x). Il faut pour cela bien
entendu supposer que les données ne dépendent pas non plus du temps, et cette étude peut
avoir différentes applications. Ces solutions stationnaires peuvent notamment étre de bonnes
candidates pour le comportement en temps long des solutions d’évolution (par exemple quand
le terme de force admet une limite quand ¢t — 00). Par exemple, dans Uarticle [4], apres avoir
prouvé l'existence et I'unicité de solutions petites dans R? au probleme stationnaire, les auteurs
prouvent que les solutions de I’équation d’évolution convergent vers ces solutions stationnaires.

Enfin, nous effectuerons une derniere réduction en prenant la viscosité égale a 1, ce qui n’est
pas restrictif car il suffit, pour s’y ramener, de dilater ’espace. On étudiera donc dans cette
these ’équation suivante :

~AU+(U-V)U+Vp=f, divU =0, (1.1.1)



Nous nous intéresserons tout particulierement au comportement asymptotique des solutions
de cette équation quand |z| — co. Nous considérerons donc toujours des domaines non bornés
(lespace entier R, des domaines extérieurs ou le demi-espace). Il nous faudra donc choisir une
condition a I'infini, et nous étudierons dans ces travaux le cas Uy, = 0. C’est un cas tres différent
de Uy, # 0 car les systemes linéarisés correspondants ont des propriétés tres différentes. Dans
le cas Uy, = 0, le systeme linéarisé est le systeme de Stokes suivant :

—AU+Vp=f, divU=0
tandis que dans le cas Uy, # 0 c’est le systeme d’Oseen suivant :
—AU+ (U - V)U+Vp=0, divU =0.

Pour ce qui est des conditions au bord, nous les considérerons aussi générales que possible, en
nous restreignant quand nécessaire au cas d'une donné a flux nul au bord (c’est-a-dire vérifiant
i) oo U™ - v =10 ou v est la normale au bord Q) et en faisant ’hypothese que ces données sont
petites lorsque nous faisons des raisonnements par perturbation.

1.2 Précédents travaux

Faisons maintenant le tour des résultats déja obtenus dans la littérature sur le sujet.

1.2.1 Les solutions de Leray

Les travaux fondateurs sur la résolution de ce probleme ont été ceux de Leray [39], prolongés
par Ladyzhenskaya et Hopf ([37], [30]) dans lesquels les auteurs parviennent a prouver l'existence
de solutions vérifiant I'estimation suivante

/ VU < M (1.2.1)
Q

ou M > 0 est une constante ne dépendant que des données du probleme. En réalité, ces auteurs
prouvent d’abord l'existence de solutions dans un domaine borné, puis ils les étendent a un
domaine extérieur (ou a l'espace tout entier avec la méme procédure). On va supposer dans
cette partie que le domaine €2 est borné. L’estimation a priori (1.2.1) vient de (1.1.1) que 'on
multiplie par U et que 'on intégre sur €2 (au moins formellement dans un premier temps). On
a alors

/[—U-AU+((U~V)U)-U+U—Vp]:/U-f.

On effectue ensuite une intégration par parties. On supposera dans ces calculs une condition
de Dirichlet homogene au bord (U* = 0). On étendra ensuite le résultat au cas U* # 0. En
utilisant le fait que divU = 0, le terme avec la pression disparait, et en remarquant (toujours
en utilisant divU = 0) que 2(U - V)U - U = div(|U|*U) on en déduit que le terme non linéaire
s’annule également. On obtient donc

/QVU:VU:/Qf-U.



Etant dans un domaine borné, on peut ensuite utiliser I'inégalité de Poincaré U2 <
C(Q)|IVU||12(2)- On obtient alors, avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

/Q\VUP < C(Q)Q/Q|f\2. (1.2.2)

Cette inégalité est fondamentale et elle nous pousse a travailler avec des champs de vecteurs
de W, ?(Q) & divergence nulle. L'idée est ensuite de reformuler I’équation (1.1.1) au sens faible
dans cet espace, puis de trouver des problemes approchés que ’on va pouvoir résoudre et enfin
de passer a la limite par compacité grace a 'inégalité (1.2.2). C’est la méthode de Galerkine.
La formulation faible est la suivante : on dit que U est solution faible de (1.1.1) si U € VVO1 2(Q)
et si pour tout champ de vecteurs 1) € D(Q2) vérifiant divy) = 0 on a

/QVU:vw+<<U-V)U>-¢=/Qf-w.

On peut ensuite étendre cette formulation faible & toutes les fonctions 1 € W,*(Q) par den-
sité, sachant que, d’apres les inégalités de Sobolev et de Holder, Papplication A : (U, V, W)
Jo(U-V)V-W est continue sur Wy® x W2 x Wy, On considere ensuite une suite de problemes
approchés en considérant une base hilbertienne convenable de W,*(€) et en projetant le
probleme sur une partie croissante mais finie de cette base. Cette suite de problemes en di-
mension finie se résout facilement et, en utilisant I'estimation (1.2.2), on en déduit l'existence
d’une solution comme limite faible de la suite de solutions approchées obtenues.

Ce résultat peut ensuite se généraliser a des conditions au bord non nulles (U* # 0) en
considérant un probleme un peu différent : en écrivant U = u+V avec V un champ de vecteurs
de divergence nulle prolongeant U*, on se ramene a résoudre

—Au+u-Vu+V -Vut+u-VV+V.-VV +Vp=f+AV
divu =0

’u|3Q =0.

Ce probleme se résout de la méme facon et assez facilement, la seule difficulté résidant dans le
fait que, pour conserver l'inégalité (1.2.1), il faut majorer A(u, V,u) par a||Vul|2, avec o < 1.
Il faut pour cela construire V' de facon subtile. Il faut déja avoir que 0 = |, oo U™ - v car cela est
une conséquence directe de la relation divV = 0 intégrée sur €). Sous cette hypothese de flux
nul, dans le cas ou le bord de €2 est connexe on parvient a construire facilement V' satisfaisant
I'inégalité voulue en prenant W telle que curl W = U* sur 902 (ici, 'opérateur curl désigne le
rotationnel) et en posant V' = curl(¢.1W) ou 9. est une fonction de troncature valant 1 pres
du bord de € et permettant de rendre la norme de VV aussi petite que voulu. Dans le cas ou
0f) est constitué d’un nombre fini de composantes connexes, Leray avait traité le cas ou le flux
sur chacune de ces composantes est nul. Dans un cas plus général, des travaux ont été effectués
en supposant que le domaine et les données (f et b) vérifient des conditions de symétrie ou
bien en supposant que les flux a travers les différentes composantes de 9€) sont suffisamment
petits. Dans le cas général, on peut citer 'article récent de Korobkov, Pileckas et Russo ([35])
qui traitent le cas général en dimension 2 et le cas avec symétries en dimension 3.

On a donc bien 'existence d'une solution sur tout domaine borné.

Enfin, le probleme des solutions obtenues est qu’elles sont solutions dans un sens tres faible,
leur régularité n’est donc pas évidente. Cependant, comme 1’équation linéarisée (I’équation de

4



Stokes) est elliptique, elle a un effet régularisant sur la solution, et ainsi, si les données (f et
U*) sont régulieres; alors la solution sera réguliere également. Nous appliquerons ce genre de
raisonnement pour étendre nos résultats dans R? au cas d’'un domaine extérieur.

On peut également mentionner des travaux effectués avec des conditions au bord plus
générales, et qui permettent de modéliser un corps tombant dans un fluide visqueux de fagon
stationnaire (le mouvement est toujours invariant au cours du temps). Ce sujet a notamment
été abordé par Weinberger [53], Hillairet et Serre ([48], [25], [24]).

Il convient ensuite, pour le cas des domaines extérieurs, de distinguer suivant les différentes
dimensions. Commencons par le cas n = 3.

1.2.2 La dimension 3

Pour le cas d'un domaine extérieur en dimension 3, (c’est-a-dire sur le complémentaire d'un
compact de bord régulier), la construction se généralise, la seule différence résidant dans la
construction de V. La condition sur le flux est alors moins évidente car si on integre divV = 0
sur QN B(0, R) avec R > 0, on obtient

/ V-y—/ U*-v=0,
dB(0,R) o0

la premiere intégrale pouvant compenser la seconde quand on fait tendre R vers 400 si V' ne
décroit pas trop vite a 'infini. En réalité, la construction est plus complexe mais, a condition
que le flux ne soit pas trop grand sur chaque composante connexe de 9€), on parvient a nouveau
a construire V' et a démontrer 1’existence d’une solution U.

Une autre notion de solution a également été introduite par Finn et Smith [14], celle de
solutions physiquement raisonnables. Ces solutions doivent vérifient les conditions suivantes :

1
|U(z) — Us| = O (W) pour Uy, #0, € >0

1
|U(x)| =0 <m> pour U,, = 0.

On les appelle physiquement raisonnables car elles vérifient notamment 1’égalité d’énergie sui-
vante qui doit étre vérifiée par toute solution physique (obtenue en multipliant les équations
par (U — Uy) et en les intégrant) :

/Q[VU:VUH-(U—UOO)]—/

1
(U* = Us) - T(U,p) = U = Un2U"] v = 0. (1:23)
[J9)

A propos de ces solutions, Finn et Smith parvinrent a montrer qu’elles existent et sont uniques
dans le cadre de données petites (c’est-a-dire que si U* et f sont petits dans un certain espace
fonctionnel, alors il existe une unique solution petite) en utilisant un théoreme de point fixe
(c’est la méthode que nous utiliserons dans tous les résultats de cette these). Leur démarche
est de considérer I’équation linéarisée (soit le systeme de Stokes soit le systeme d’Oseen suivant
la valeur de Uy,) et de faire un raisonnement par perturbation autour de cette solution. Or,
pour voir la différence qui se fait entre le systeme de Stokes et le systeme d’Oseen, on peut
regarder les solutions fondamentales de ces solutions dans R®. On obtient alors, pour le systéme
de Stokes (le cas U, = 0) la solution fondamentale (aussi appelée fonction de Green) suivante :

—1[1Id z®z}

66 =5 |1+




Pour le systeme d’Oseen, on suppose que Uy, = A(1,0,0) avec A # 0 et on obtient alors, en
posant s = A(|z| — z1), la solution fondamentale suivante :

1 1 —z
o} _ __—s NS P —s
Glyl(z)‘4w|z|[ Y {|z| (=)t se H

—e 1 1 2] 1—e® N(se®—1+e%)
GOz) = " 4 || = - Zi i {23
2= g e |~ ) ] pewic 29
—2; 1—e
GO.(2) =GO (2) = — 2 |e=s 2 "€
l,z(z) z,l(z) 87T’Z|2 € )\‘Z|
0 0 ozmzg [et =1 Mzl(se™® —1+e77)
G273(z) = G3,2(Z) = 87|23 [ S + 52 .

On remarque que pour A — 0, on retrouve la solution fondamentale de Stokes, mais on a des
majorations différentes a 'infini pour ces deux solutions fondamentales. En effet, on a

G <

E
C(1 — eMa-lzhy

NS ==

Ainsi, alors que la solution fondamentale de Stokes se comporte de la méme maniere a l'infini
quelle que soit la direction, on note que pour la solution fondamentale d’Oseen, au voisinage de la
direction de Uy, on a une décroissance en |71‘ mais si on s’en éloigne, on a une décroissance qui se

rapproche de # Ces solutions fondamentales permettent d’obtenir les solutions des équations
linéarisées par convolution, ces dernieres présentent donc a peu pres le méme comportement a
I’infini. On effectue ensuite un raisonnement par perturbation autour de ces solutions linéarisées
afin d’obtenir les solutions des équations de Navier-Stokes (cette méthode sera développée dans
les différents chapitres de la these). Ceci explique pourquoi on obtient des comportements si
différents dans les cas Uy, = 0 et Uy, # 0.

On se pose alors la question de connaitre le lien entre ces deux types de solutions (les
solutions de Leray et les solutions physiquement raisonnables) notamment afin de savoir si les
solutions de Leray convergent bien vers U, quand |z| — oo.

A ce sujet, Babenko et Galdi ([3], [15]) ont démontré que si f est & support compact et
Us # 0, alors les solutions de Leray sont physiquement raisonnables. Ils sont méme parvenus
a démontrer que ces solutions admettaient un développement asymptotique a l'infini dont le
premier terme est donné par la solution du systeme linéarisé (le systeme d’Oseen décrit plus
haut).

Dans le cas Uy, = 0 qui, comme on I'a vu, est plus difficile, Galdi dans [15] est parvenu a
montrer que les solutions de Leray sont physiquement raisonnables, mais il doit supposer en
plus que les données sont petites et que l'on a I’égalité d’énergie (1.2.3). On ne sait donc pas
encore si ’égalité d’énergie est vraie quelles que soient les données.

Il reste donc encore de nombreuses questions ouvertes, notamment celle de savoir si I'égalité
d’énergie et la décroissance a 'infini sont satisfaites par les solutions de Leray dans le cas de
données grandes et de connaitre le développement asymptotique des solutions dans ce cas. On
peut aussi se demander si on peut prouver 'existence de solutions (de type Leray) quel que soit
le flux (c’est-a-dire se débarrasser de la condition de petitesse).
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On s’intéresse maintenant particulierement au comportement asymptotique lorsque U,, = 0,
qui est le sujet que nous aborderons dans cette these. A ce propos, il faut évoquer plusieurs
travaux. On peut citer d’abord Bjorland, Brandolese, Iftimie et Schonbek [4] qui ont prouvé que
si on suppose que la solution du systéme linéaire décroit en 1/|x|?, alors on a le développement
asymptotique en 1/|x|? suivant pour la solution de ’équation de Navier-Stokes :

1
Ueuso (o8l
| ]?

U@ﬁdﬂ@+m@y/

RB

ou Up est la solution du systeme linéarisé et m est une fonction homogene de degré —2 que
I’on connait explicitement. L’hypothese faite implique notamment que f est d’intégrale nulle,
ce qui est assez restrictif.

Dans le cas général, Deuring et Galdi ont tout d’abord prouvé dans [11] que le comportement
asymptotique de U ne pouvait pas étre donné par la solution de I’équation linéarisée car, dans
le cas de solutions physiquement raisonnables, ¢’est-a-dire se comportant en 1/|z|, le terme non
linéaire est du méme ordre que le terme linéaire.

En fait, il est bien connu qu’un sujet important pour déterminer le comportement asympto-
tique des solutions est I’étude des solutions invariantes par le scaling de I’équation considérée. Le
scaling se définit ainsi : si U est solution de (1.1.1) dans le cas 2 = R™ alors Uy = AU(\-) pour
A > 0 est également solution du systeme pour le terme de force f = A3 f(\-) et avec la pression
pa = A?p(\-). Les solutions invariantes par le scaling (c’est-a-dire vérifiant Uy = U pour tout
A > 0) sont donc les fonctions homogenes de degré —1 satisfaisant (1.1.1) dans 2 = R™\{0}.
Les fonctions homogenes de degré —1 sont a la fois celles qui permettent de décrire le com-
portement asymptotique des solutions physiquement raisonnables (c’est-a-dire se comportant
en 1/|z| a l'infini) et aussi celles qui sont invariantes par le scaling de 1’équation. De ce fait,
les solutions homogenes de degré —1 de I’équation sont particulierement importantes, ce qui se
vérifiera aussi dans la suite.

A propos de la caractérisation de ces solutions particulieres, Landau [38] a découvert, des
1944, une famille a un parametre de solutions homogenes de degré —1 aux équations de Navier-
Stokes. Cannone et Karch ainsi que Tian et Xin ([7], [52]) ont également étudié les solutions
singulieres des équations de Navier-Stokes (incluant des solutions homogenes de degré —1) et ont
prouvé leur existence et leur unicité dans le cadre de données petites. Pour Cannone et Karch,
ils y parviennent en se placant dans le cadre de pseudo-mesures, c’est-a-dire des distributions
tempérées dont la transformée de Fourier est majorée par 1/|z|* (ce qui inclut des fonctions
homogenes de degré —1 régulieres en-dehors de l'origine). On a également un résultat de ce
type dans [4] puisque les auteurs étudient, en plus du comportement asymptotique en 1/|z|?,
des solutions dans I'espace de Lorentz L3*° qui inclut les solutions homogenes de degré —1.

Sverék [50] prouva ensuite que les solutions de Landau sont les seules solutions homogenes
de degré -1 vérifiant (1.1.1) sur Q = R3*\{0} avec f = 0. On peut méme aller plus loin en
disant que la solution de Landau avec parametre ¢ est la seule qui vérifie (1.1.1) au sens des
distributions dans Q = R? avec f = [(c)dy ou B(c) est un vecteur de R? explicite. On peut
ensuite citer Uarticle de Nazarov et Pileckas [43] dans lequel ces auteurs démontrent que le
comportement asymptotique des solutions physiquement raisonnables est bien donné par une
fonction homogene de degré —1, dans le cas de données petites. Enfin, Korolev et Sverdk [36]
ont prouvé que dans le cas ou {2 est un domaine extérieur avec des données au bord petites et
f =0 (ou de facon équivalente Q = R3 avec f & support compact et petite), le comportement
asymptotique des solutions physiquement raisonnables est donné par une solution de Landau
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telle que 5(c) = [os [ = [5o T (u,p). Ceci acheve I'étude du probleme dans le cas d’un terme
de force a support compact.

Enfin, pour clore sur la dimension 3, on peut également mentionner deux travaux effectués
sur une variante du probléme. Premitrement, en extension du résultat de Korolev et Sverdk,
dans les travaux de Farwig et Hishida [13], voir aussi Farwig et Galdi [12], les auteurs démontrent
que, dans le cas d'un corps en rotation dans un fluide stationnaire, ce qui modifie quelque peu
I’équation, on a également un comportement asymptotique a l'infini donné par une solution
de Landau (pourvu que la vitesse de rotation ne soit pas trop grande). Ensuite, dans Particle
[34], les auteurs prouvent que dans le cas de solutions périodiques (dans le cas de I’équation
d’évolution) et sous de bonnes hypotheses (notamment un terme de force décroissant fortement
a I'infini), les solutions tendent également vers une solution de Landau quand |z| — oo.

1.2.3 La dimension 2

Dans le cas de la dimension 2, la situation est tres différente. Il faut distinguer entre les cas
Q = R? et Q) domaine extérieur.

Si 0 = R?, le probléme est que le passage a la limite n’est plus possible dans le terme non
linéaire car la convergence d'une suite de gradient borné dans L? n’implique aucune convergence
dans L7 . On n’a en fait aucun résultat d’existence connu dans le cas général dans R?.

Dans le cas d’'un domaine extérieur nous avons des résultats partiels. La construction de V'
dans le cas d'un domaine extérieur ne fonctionne plus, notamment car l'injection de Sobolev
W12 — L% ne fonctionne plus, alors qu’elle était essentielle dans Iestimation du terme bilinéaire
en dimension 3. Il nous faut donc supposer que le flux | a0 U™ - v est nul. Sous cette hypothese,
en s’appuyant sur l'inégalité de Poincaré et en utilisant la donnée au bord, il est possible de
construire des solutions sur QN B(0, R) et de passer a la limite quand R — oo pour trouver une
solution sur 2, ¢’est notamment ce qui a été fait par Leray dans [39]. Malheureusement, on ne
parvient pas a montrer que cette solution vérifie bien la condition a l'infini. Remarquons que
I'inégalité (1.2.1) n’implique pas la convergence de U vers un vecteur constant Uy a U'infini. On
peut le voir notamment en considérant la fonction W (zx) = (log |z|)* avec a € (0,1/2) définie
sur Q = R?\B(0,2). On a bien alors [, [VIW[* < +00 mais W croit de fagon logarithmique &
I’infini.

On peut cependant citer quelques résultats partiels relatifs a la validité de la condition a
I'infini. On sait notamment d’apres les travaux de Gilbarg et Weinberger [18] et les travaux
d’Amick [2] que si U* = f = 0, alors il existe Uy tel que

— ou bien Uy # 0 et dans ce cas nous avons

lim / U(z) — Uy = 0:
R=00 Jjz|=R
— ou bien Uy = 0 et dans ce cas nous avons
U — 0 uniformément.
Malheureusement, rien ne permet d’affirmer que Uy = Uy, il est donc tres difficile de savoir

s'il existe une solution vérifiant les équations de Navier-Stokes tout en satisfaisant la condition
a 'infini.



Se pose ensuite la question du développement asymptotique des solutions. Cependant, cette
question est tres difficile. Notamment dans le cas Uy = 0, Hamel [23] a construit des solutions
décroissant plus vite que toute puissance de |z| a Uinfini. Il parait donc difficile de faire un
développement en puissances de |z| a I'infini. Cela dit, ces solutions ayant un flux non nul, on
pourrait s’intéresser au cadre des solutions avec flux nul.

Il reste donc encore de nombreuses questions ouvertes que nous décrivons maintenant. On
aimerait tout d’abord prouver que l'on a bien Uy = U, ce qui semble tres difficile. Si Uy # 0,
on aimerait savoir si on peut obtenir la convergence au moins ponctuelle de U vers Uy et non
pas seulement en moyenne. On remarque donc qu’il n’y a pas en général d’existence de solutions
de (1.1.1) quand on impose une condition a l'infini particuliere, par exemple dans le cas qui
nous intéressera U, = 0.

Toutefois, des résultats sur le comportement asymptotique ont été trouvés pour U, fixé.
Tout d’abord, Amick [1] dans le cas Uy # 0, trouve un développement asymptotique de la
solution dont le premier terme décroit en |x|+/2, sous une hypothese de symétrie des données

qui s’avere assez restrictive. Galdi et Sohr [17] ont prouvé le méme résultat avec I'hypothese
f|z|> R U - Ug|Pde < +o0 avec s > 1 et R suffisamment grand. Cette condition signifie que la
composante orthogonale a Uy de la vitesse ne croit pas trop (est suffisamment intégrable) a
I'infini.

Dans le cas Uy = 0, on peut commencer par citer Hamel [23], voir aussi [50], qui détermina
une famille de solutions homogenes de degré —1 des équations de Navier-Stokes, leur importance
étant tout aussi grande qu’en dimension 3. Cette famille de solutions est donnée en coordonnées
polaires par

—1
Ug (1, 0) = Tgacpm(@ + 6o)e,
et

ug,,(r,0) = %er + geg.
Ici, (e,,eg) est la base orthonormée mobile associée aux coordonnées polaires (r,6), ® = [, u -
e, est intégrale sur le cercle unité de la composante radiale de u, p est un parametre réel
quelconque et n est un entier non nul vérifiant 4 + % < n? La fonction ¢ est alors une
fonction 27”—périodique. La seconde famille de solution ug, correspond au cas n = 0 de la
premiere famille, et dans ce cas le parametre p apparait en plus. Ces solutions sont intéressantes
mais, malheureusement, on ne peut pas appliquer les raisonnements par perturbation autour
de cette solution qui permettraient de démontrer qu’elle donne le comportement asymptotique
des solutions générales (comme c’était le cas en dimension 3 par exemple) car les parametres
ne suffisent pas a annuler les termes apparaissant dans le développement asymptotique de la
solution de I’équation linéarisée.
On peut citer également I'article de Guillod et Wittwer [20] dans lequel les auteurs généralisent

ces solutions de Hamel en considérant cette fois-ci des solutions invariantes par le scaling ”a
rotation pres”, c’est-a-dire vérifiant : pour tout A > 0, il existe R, une rotation dont I’angle
dépend continfiment de lambda telle que AU(\-) = R, 'Uo R,. Ils découvrent alors des solutions
de la forme

1
Un,a,a(r,0) = ;[—90(9 + 6y + alogr)e, + a(w(f + 0o + alogr) — 4)eq],



avec une condition sur les trois parametres (a, ®,n) € RxRxN* pour que ces solutions existent.
Nous avons repris ici les mémes notations que plus haut, et ¢ est toujours une fonction 27”—
périodique dépendant des trois parametres.

Cependant, ces solutions, que ce soit celles d’'Hamel ou les solutions plus générales de Guillod
et Wittwer ne permettent pas de faire un raisonnement par perturbation autour de ces solutions
et d’en déduire l'existence de solutions petites physiquement raisonnables. On a cependant le
résultat de Hillairet et Wittwer [29] dans lequel les auteurs parviennent a effectuer un argument
par perturbation autour de la solution peg/r mais ils doivent pour cela supposer p suffisamment

grand. On obtient ainsi toute une classe de solutions mais pas de solutions petites.

Le seul cadre dans lequel on a des résultats est, comme on I’a vu, celui dans lequel on se
restreint a des données symétriques et qu’on recherche des solutions également symétriques.
Dans ce cadre, on a les premiers résultats découverts par Pileckas et Russo ([44], [46], [47]).
Dans le second article, les auteurs démontrent 1’existence de solutions de Leray symétriques
par rapport aux coordonnées pour des valeurs arbitraires du flux ®. Dans les articles de Russo,
I’auteur démontre tout d’abord une décroissance sur les dérivées des solutions de Leray a I'infini

en O (W) pour tout € > 0. Puis il démontre que, si le flux des données au bord du domaine
extérieur est suffisamment petit, alors I’équation de Navier-Stokes admet une solution de Leray,
et que les dérivées de cette solution décroissent en O (W) pour tout € > 0 a l'infini. En
revanche, dans ces deux cas, il ne parvient pas a démontrer la convergence de la vitesse elle-
meéme vers 0.

Citons maintenant le résultat d’existence de solutions décroissant & 'infini en 1/|x|? sur

lequel nous reviendrons beaucoup, celui de Yamazaki [54]. Dans cet article, 'auteur suppose
les symétries suivantes sur la vitesse et le champ de force :

filwy, —x2) = fi(wy,22),  fa(z1, —22) = —fal1,22),  fi(w2,21) = folw1, 72).

Alors, en supposant que le terme de force décroit suffisamment a 'infini et est de norme petite,
il parvient & démontrer I'existence et 1'unicité de solutions décroissant a U'infini en 1/|z|, sans
toutefois expliciter le comportement asymptotique de ces solutions.

Un autre probleme intéressant qui a été étudié ces dernieres années est I’étude en dimension
2 d’un obstacle se déplacant a vitesse constante dans un fluide pres d’un mur, ce qui correspond
a un domaine 2 = R%\ B ot B est une boule et R% = {(z1,22) € R?*|z5 > 0}. Dans ce cas de la
dimension 2, un outil intéressant est le tourbillon, qui permet de caractériser la solution (U, p)
par un unique champ scalaire w = —0U; + 01Us. En effet, un champ U de divergence nulle
est uniquement déterminé par son tourbillon w, et dans le cas 0 = R?, on peut le retrouver a
partir de cette fonction grace a la loi de Biot-Savart :

Ulx) = /R @D )y,

2 27| — y|?

Dans ce cadre, Hillairet et Wittwer ont étudié, dans Iarticle [26], le cas de I’équation d’Oseen
qui, apres simplifications, s’écrit

—O\w + Aw = p dans Q, w(x,0) = wy(x),

ou la fonction wy provient de la donnée ¢ et des conditions au bord sur la vitesse U(x1,0) =0
et U(x) = —ey sur 0B. Cette équation modélise la linéarisation de I’équation de Navier-Stokes
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lorsque l'obstacle B se déplace a une vitesse constante le long d’'un mur représenté ici par
le plan x5 = 0. Ils démontrent alors que si ¢ est C™° a support compact, alors il existe une
unique solution w de classe C'*° et continue jusqu’au bord du domaine. De plus, ils donnent
Iintégrabilité de telles solutions si ¢ est une dérivée : si p = 0y f alors i “— est dans L? pour

(IHy)™==
p suffisamment grand, et si ¢ = 0y f alors est dans LP pour p suffisamment grand.

w
(1T4y)3—=

Dans la suite de ce résultat, ces mémes auteurs étudient dans [27] et [28] le systeme de
Navier-Stokes complet associé a ce probleme, cette fois-ci avec la formulation en vitesse et non

pas en tourbillon :

—AU+ (U -V U+ 0,U+Vp=0, divU =0 dans Q
U= —e surdB, U(z,0)=0, lim U(x)=0.
|z| =00
Pour ce faire, les auteurs commencent par appliquer a 1’équation la transformée de Fourier dans
la coordonnée z; puis, en considérant la seconde variable zo comme un temps et en considérant
I’équation obtenue comme une famille d’équations différentielles ordinaires, ils parviennent a
démontrer leurs résultats.

Dans le premier article, ils se débarrassent de I'obstacle (la méthode ne pouvant s’appliquer
que dans tout R? ) en faisant un prolongement de U régulier & tout R2 et en résolvant I’équation
avec un terme de force a support compact qui apparait. Ils prouvent alors que si ce terme est
suffisamment petit dans une certaine norme, alors il existe une unique solution petite avec une
décroissance a l'infini donnée par

Ui(a)] < <L
Lo
Dans le second article, ils ne se débarrassent plus de I'obstacle en le remplagant par un terme de
force et ils résolvent le probleme en combinant la technique décrite avec une approximation du
domaine par des domaines plus petits, selon la méthode de Leray pour obtenir I'existence des
solutions par compacité. Ils en déduisent alors ’existence et 'unicité d’une solution pourvu que
le diametre de I'obstacle soit suffisamment petit, avec la méme décroissance a l'infini que dans
le premier article. De plus, ils obtiennent un comportement asymptotique explicite a 'infini.
Dans l'article [21], Guillod et Wittwer poursuivent 1'étude de ce probleme, cette fois-ci
sans obstacle et avec une vitesse nulle a l'infini, et toujours en voyant la deuxieme variable xo
comme un temps et en résolvant une famille d’équations différentielles ordinaires. Cette fois-ci,
les auteurs partent de solutions particulieres Uy découvertes par Hamel [23] et Jeffery [33],
identiques aux solutions de Hamel décrites plus haut a I’exception de la condition d’annulation
sur le bord 0. Ils démontrent alors que ’équation de Navier-Stokes dans le demi-plan avec
pour condition au bord U = U,y + U, ou U, est une correction petite permettant de régulariser
le probleme. En particulier, ils supposent que son flux a travers le bord du domaine est nul. Ils
démontrent alors I'existence dune solution U vérifiant

1
sup |U — Uyg]| :0(—) :
€2

r1ER

Enfin, dans l'article [22], ces mémes auteurs considérent a nouveau 1’équation de Navier-
Stokes avec une vitesse non nulle & l'infini, mais cette fois-ci dans Q = R?\B ot B est un
compact de bord lisse, c¢’est-a-dire qu’on est a nouveau dans le cas d’'un domaine extérieur. En
considérant que la vitesse a l'infini est e; = (1,0), ils parviennent a donner un comportement
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asymptotique qui est valide dans toutes les directions et pas seulement pres de e; comme dans
les travaux antérieurs. La formule qu’ils trouvent alors, portant sur le tourbillon, est

w(r, 0) _ TA(l*COSH)#’BSiH@ |:,LL(9) +0 ( 1 >:| efr(l,cose)’

ri/2 rl/2+e

en coordonnées polaires et avec A et B des constantes dépendant du terme de force et p une
fonction 2m-périodique dépendant des données.

1.3 Résultats de la theése

Nous détaillons maintenant les résultats obtenus dans la these en distinguant les différents
cas étudiés et en donnant une idée des méthodes utilisées.

1.3.1 La dimension 3

Dans le cas de la dimension 3 nous commencons, dans le chapitre 3, par étudier le cas de
I'espace entier (Q = R?) et nous généralisons le résultat de Korolev et Sverdk (voir [36] ot
les auteurs montrent que dans un domaine extérieur avec une condition au bord quelconque,
les solutions de (1.1.1) se comportent a I'infini comme des solutions de Landau (voir dans le
chapitre 3 pour la formule des solutions de Landau).

Le comportement asymptotique pertinent des solutions est donc en 1/|z| a l'infini. Or si la
solution décroit en 1/|z| a l'infini, on s’attend & ce que le terme de force décroisse en 1/|z|?
a l'infini. Nous considérons de fagon naturelle un terme de force pouvant se décomposer (a
I'infini) comme la somme d’une fonction homogene de degré —3 et d’un reste décroissant un
peu plus vite a I'infini. Nous obtenons alors le résultat suivant :

~ Si f = fo+ vy avec fy une fonction homogene de degré -3 et v € R3, alors on a une

condition nécessaire fSQ fo = 0 pour 'obtention de solutions homogenes. Si cette condition
est vérifiée et fy et v sont suffisamment petits, alors il existe une unique solution petite
homogene de degré -1 a 1’équation de Navier-Stokes.

- Sif=fo+0 (W) avec fo homogene de degré -3 et ¢ € (0,1), et si la condition
nécessaire fSQ fo = 0 est vérifiée et que f est suffisamment petite, alors il existe une

unique solution petite U a I’équation de Navier-Stokes qui a le comportement suivant a
I'infini :

U(x) = Up(z) + O <|93|++E) )

ou Uj est la solution homogene de degré -1 de ’équation de Navier-Stokes avec terme de
force fo + fR3 fdo donnée par le résultat d’avant.

Pour démontrer ces résultats, on commence par dégager la condition nécessaire fSQ fo=0.
Dans le cas de I’équation homogene, on voit tout de suite qu’elle est nécessaire car sinon fy ne
définit pas une distribution homogene sur R? (avec cette condition elle en définit une au sens
de la valeur principale) alors que le membre de gauche —AU + div(U ® U) 4+ Vp en définit
bien une puisque U, U ® U et p sont localement intégrables (et homogenes). Pour montrer
cette condition d’intégrale nulle, on integre I’équation de Navier-Stokes sur une boule de rayon
tendant vers l'infini et on identifie les comportements asymptotiques des différents termes.
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Nous démontrons ensuite les deux résultats mentionnés ci-dessus en étudiant le terme PA~! f
qui est défini au sens de la valeur principale. On parvient a démontrer le comportement asymp-
totique voulu pour ce terme, puis en appliquant un théoreme de point fixe dans des espaces
de fonction décroissantes a l'infini mais pouvant avoir une singularité en 0 (ce qui inclut les
fonctions homogenes), on parvient au résultat général.

Nous étendons ensuite ce résultat au cas d'un domaine extérieur 0 = R3*\B out B est une
boule fermée. Nous démontrons alors que si on a une solution de Navier-Stokes U avec f qui

est de la forme f = fy+O (W) comme ci-dessus, ces termes étant suffisamment petits, alors

U a le comportement asymptotique donné par U(z) = Up(x) + O (ﬁ) avec Uy la solution

homogene de 1’équation de Navier-Stokes avec pour terme de force fy + mdy. La seule chose
qui change est qu’ici 'expression de m est beaucoup moins explicite (celle que nous obtenons
dépend de la solution elle-méme). Pour le prouver, nous étendons la solution U a l'espace entier
de fagon réguliere, ce qui fait apparaitre un terme de force supplémentaire a support compact,
auquel on peut appliquer le résultat précédent.

Nous examinons ensuite dans le chapitre 4 le cas du demi-espace Q = {(x1, z9, v3) € R3|z3 >

0}. Dans ce cas le résultat est assez différent car la fonction de Green ne se comporte pas de la
méme facon. Nous démontrons alors plusieurs choses.

— Dans le cas d'un terme de force et d’'un terme de bord décroissant suffisamment a l'in-

fini (un terme de force en O m%ﬁ et un terme de bord en O ‘m'++€ ) et de normes

suffisamment petites, on obtient 'existence et 'unicité d’une solution de la forme

. 1
U= 20 et 0 (|—> quand |z| — oo

I|2+5

ou C est un vecteur constant. Le terme dominant est en général non nul (on peut toujours
trouver des données, soit un terme de force, soit un terme de bord, aussi petites que I’'on
veut, telles que ce terme soit non nul).

— Dans le cas d'un terme de force du méme type que dans le cas de 'espace entier : f =

fo+ O (=%=) et un terme de bord similaire, on trouve des résultats analogues mais
|23+ g

avec des conditions modifiées. Plus précisément, on démontre que si fy est homogene de
degré -3 et by définie sur 92 homogene de degré -1, de normes suffisamment petites, alors
I’équation avec pour terme de force f = fy et pour terme de bord b = by admet une

unique solution petite homogene de degré -1. Enfin, supposons que f = f, + O (W)

avec fo homogene de degré -3 et f suffisamment petite et b = by + O (ﬁ) avec by
homogene de degré -1 et b petite. Alors on a l'existence et 'unicité d’une solution petite

U décroissant en 1/|z|, avec le comportement asymptotique U = Uy + O (ﬁ) ou Uy
est solution de I’équation de Navier-Stokes avec pour terme de force f; et pour terme de
bord by. En comparant avec le théoréme correspondant dans R?, on remarque que dans
le cas du demi-plan non seulement nous n’avons plus la condition d’intégrale nulle sur la
sphere (ou un analogue) mais en plus nous n’avons plus de masse de Dirac additionnelle
dans I'équation vérifiée par Uy. C’est pour cela que si les données décroissent plus vite,
on se retrouve avec une décroissance a l'infini plus forte que 1/|z|, contrairement au cas
de ’espace entier.

Pour démontrer le premier résultat, on utilise les fonctions de Green associées a I’'équation
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de Stokes (une pour le terme de force et une autre pour la donnée au bord) qui nous permettent
de mettre I’équation sous forme intégrale. On démontre ensuite que les termes provenant des
données donnent bien des fonctions décroissant en ﬁ a I'infini avec le développement asymp-
totique voulu. Puis on montre que la forme bilinéaire obtenue est bien continue dans l’espace
de ces fonctions, ce qui nous permet d’appliquer un théoreme de point fixe. On utilise ensuite
les développements asymptotiques démontrés lors des estimations sur les différents termes, et
on en déduit le résultat. Enfin, un calcul sur les fonctions de Green nous permet de déterminer
que le terme dominant dans le comportement asymptotique obtenu est en général non nul.

Pour démontrer le second résultat, on procede essentiellement comme dans le cas de ’espace
entier, en se placant dans des espaces de fonctions pouvant admettre une singularité en 0, et en
utilisant les nouvelles fonctions de Green, on trouve les résultats annoncés. La disparition de la
condition d’intégrale nulle sur la sphere provient du fait que la fonction de Green associée au
terme de force s’annule sur le bord de €2 donc en 0, et comme elle est réguliere, elle compense
la singularité de fy en 0 (voir le chapitre 4 pour les détails).

1.3.2 La dimension 2

Dans le cas de la dimension 2, les résultats sont plus compliqués a obtenir, ce qui se voit
déja dans I'état de la recherche a ce sujet. Il y a alors plusieurs choses a étudier : d'une part,
trouver des solutions particulieres comme les solutions homogenes décrites plus haut, certains
auteurs essayant méme de trouver des familles de solutions plus générales pour essayer de faire
un argument de point fixe en linéarisant I’équation autour de ces solutions. D’autre part, comme
la découverte de solutions dans le cas général n’est pas encore accessible, on les recherche dans
des cas particuliers, par exemple avec des conditions de symétrie.

Dans le chapitre 5, nous apportons une contribution au premier probleme. En effet, jusqu’ici
les solutions homogenes de degré -1 avaient essentiellement été recherchées pour un terme de
force nul, et dans ce chapitre nous montrons leur existence pour tout terme de force homogene
de degré -3 petit dans une certaine norme. Plus précisément, nous démontrons que pour un
terme de force f homogene de degré -3 de circulation nulle sur le cercle unité (c’est-a-dire
vérifiant [, f - rt = 0 avec 2t = (—x9, 7)) et avec un tourbillon de norme suffisamment
petite, il existe une famille de solutions a deux parametres U, avec a@ = fsl U-xt #0ety
un parametre proche du flux de f, fSl f - x. Ces solutions décrivent ’ensemble des solutions
homogenes de degré -1 de circulation non nulle avec un terme de force de tourbillon petit par
rapport a cette circulation et avec v proche du flux de f.

Pour démontrer cela, les fonctions étant homogenes on se ramene a une équation sur le cercle
avec les deux parametres mentionnés portant sur la seule inconnue v = U - z. On résout alors
la partie linéaire de cette équation pour a # 0 (c’est une condition nécessaire pour que cette
partie linéaire admette une unique solution périodique). Enfin, on résout I’équation globale a
I’aide du théoreme de point fixe qui permet de dégager les hypotheses de petitesse mentionnées.

Enfin, nous isolons une sous-famille de solutions constituée de celles vérifiant fgl U-x=0.
Ces solutions sont celles qui vérifient 1’équation divU = 0 au sens des distributions jusqu’en
0 et ce sont les seules pouvant décrire le comportement asymptotique a l'infini de champs de
vecteurs réguliers de divergence nulle. Nous montrons alors que si f est de tourbillon petit
et de circulation nulle sur le cercle unité, il existe une famille de solutions U a un parametre
o= [, U-x* vérifiant [, U -z = 0. Ces solutions décrivent toutes les solutions de circulation
non nulle sur le cercle, avec un terme de force et une composante normale petits par rapport a
cette circulation.
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Pour finir, dans le chapitre 6 nous nous intéressons au comportement asymptotique des
solutions petites dans le domaine 2 = R? avec des conditions de symétrie. Plus précisément,
dans le cas de la dimension 2, comme on ’a vu auparavant, on peut s’intéresser a 1’équation
sur le tourbillon de U, w, qui vérifie

—Aw+ (U-Vw=curl f, U(z)= / (z—y)* w(y) dy. (1.3.1)

R2 2”’95 - y|2

On recherchera alors une solution de (1.3.1) qui vérifie les propriétés de symétrie utilisées par
Yamazaki [54] :

w(zy, —x2) = w(wg, 1) = —w(x1, 2).
Pour le terme de force, nous supposerons qu’il vérifie des conditions de symétrie, données par

fil=z1,20) = = fi(71,72),  fa(=21,72) = fa(21,22), fr(w2,71) = fol21,72). (1.3.2)

Remarquons que, avec ces conditions de symétrie, toutes les quantités introduites sont uni-
quement déterminées par leurs valeurs dans le secteur S = {pe? ; p >0, 0 < § < w/4}. De
plus, on peut aisément vérifier que la vitesse est tangente au bord de S et le tourbillon s’annule
au bord de S. Et réciproquement, si on se donne un champ de vitesse et un tourbillon définis sur
S et vérifiant ces conditions au bord ainsi que I’équation sur S, on peut les prolonger a R? tout
entier en des solutions des équations de Navier-Stokes stationnaires qui vérifient ces conditions
de symétrie. Ces conditions au bord sont aussi connues sous le nom de conditions au bord de
glissement parfait (sans friction), ou encore conditions de Navier. On peut les trouver dans des
nombreux travaux sur les équations de Navier-Stokes, citons par exemple le livre fondamental
de Lions [40, pages 87-98]. Résoudre les équations de Navier-Stokes dans R? avec ces conditions
de symétrie revient donc a résoudre les équations de Navier-Stokes dans S avec les conditions
au bord de Navier sans friction.

Nous montrons alors les résultats suivants.

— Si un terme de force f vérifie ces conditions et décroit a l'infini comme ﬁ, alors il

existe une unique solution petite w de (1.3.1) vérifiant les conditions de symétrie sur
w et décroissant en ﬁ De plus, on prouve que cette solution admet le développement
asymptotique suivant

2 .2 1
w(z) = mw +0 | — quand |z| — oo.
|z[® ][>

On a une expression explicite pour cette constante m et on peut prouver qu’en général
elle est non nulle.

Par ailleurs, nous parvenons a étendre ce résultat au cas d'un domaine extérieur. En effet,
si U est solution de I’équation de Navier-Stokes dans le complémentaire d'un disque avec
une norme petite, décroissant en # avec un tourbillon décroissant en ﬁ et un terme
de force en %, toutes ces fonctions vérifiant les bonnes conditions de symétrie, alors w
admet bien {e méme développement asymptotique que dans le cas du plan tout entier.

— Enfin, nous prouvons un résultat similaire au cas de la dimension 3 : Si fy est une fonction

homogene de degré -3 vérifiant les conditions de symétrie (1.3.2) et de norme petite, alors
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il existe une unique solution homogene de degré -1 et petite Uy des équations de Navier-
Stokes vérifiant ces mémes conditions de symétrie. De plus, si on a f = fo + O (va|++5)

avec fo homogene de degré -3, fy et f satisfaisant les conditions (1.3.2) et étant de normes
petites, alors I’équation de Navier-Stokes admet une unique solution petite U vérifiant
les conditions (1.3.2) et décroissant comme ﬁ a I'infini. De plus, U a le comportement
asymptotique suivant :

Ulz) = Up(z) + O (ﬁ)

out Uy est la solution homogene associée au terme de force fy.

Pour prouver le premier résultat, on procede comme dans le cas du demi-espace : on met
I’équation sous forme intégrale, on prouve que les termes sont bien continus a valeurs dans
les fonctions en ﬁ a l'infini, et on calcule leurs développements asymptotiques. On applique
ensuite un théoreme de point fixe pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution, et on
utilise les développements asymptotiques montrés pour en déduire celui de w.

Pour I’étendre au cas d’'un domaine extérieur, on procede exactement comme dans le cas de
la dimension 3, en étendant une solution U sur le complémentaire d’'un disque en une solution
sur le plan entier. On veille simplement a ce que cette extension et le terme de force qui s’ajoute
vérifient les conditions de symétrie.

Enfin, dans le cas du dernier résultat ou le terme de force est homogene de degré -3, nous
avons une difficulté supplémentaire par rapport a la dimension 3. Si Uy est homogene de degré
-1, le terme (Uy - V)Uy = div(Up ® Uy) n’est pas bien défini au sens des distributions (méme au
sens de la valeur principale). On arrive cependant a donner un sens aux équations de Navier-
Stokes en les écrivant sous une forme intégrale. Sous cette forme, les intégrales qui apparaissent
sont bien définies au sens de la valeur principale grace aux conditions de symétrie, méme si le
terme d’origine Uy ® Uy ne l'est pas. Ensuite la démarche est assez proche de ce qui a été fait
en dimension trois, avec cependant des estimations spécifiques a la dimension 2.
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Chapitre 2

Généralités

Sommaire
2.1 Unlemmedepointfixe. .. ... .. ... ... 0000, 17
2.2 Opérateursde Bogovskii . . ... ... ... ... .. 0000 19
2.3 Solutions fondamentales de 'opérateur de Stokes . . . . ... ... 23

Ce chapitre ne contient pas de résultat original. Le lecteur pressé pourra passer sans diffi-
culté au chapitre suivant. Nous avons choisi de souligner ici quelques résultats classiques mais
essentiels pour notre travail car utilisés a des nombreuses reprises. Nous avons inclus les preuves
(en oubliant certains détails trop techniques) par souci de complétude. De plus, dans le cas de la
formule de Green pour 'opérateur de Stokes dans le demi-espace avec des conditions homogenes
au bord donnée dans la relation (2.3.3), nous avons eu du mal a trouver ’expression correcte qui
est en fait la transposée de ce qui est annoncé dans [16, Section IV.3]. Or la formule exacte est
tres importante pour nous, avec une formule méme légerement inexacte une partie des résultats
que nous démontrerons dans le chapitre 4 seraient faux. Il est donc donc tres important d’avoir
la bonne formule, nous avons donc choisi de la montrer en détail. C’est la seule preuve qui est
indispensable dans ce chapitre.

Nous commencerons par démontrer un lemme de point fixe qui est bien connu. Puis, dans
I'optique du prolongement de champs de vecteurs de divergence nulle d'un domaine extérieur a
I’espace entier, nous démontrerons un résultat de Bogovskii permettant de résoudre 1’équation
divV = g, d’inconnue V et de donnée g, dans des espaces de Sobolev avec une continuité de
l'opérateur solution. Enfin, nous déduirons les formules des fonctions de Green associées au
probleme de Stokes en dimension trois.

2.1 Un lemme de point fixe

Nous démontrons dans cette section le lemme de point fixe suivant, qui est bien connu et
que nous utiliserons dans tous les chapitres pour démontrer ’existence et I'unicité des solutions
petites des équations étudiées :

Lemme 2.1.1 ([6]). Soit X un espace de Banach et B : X x X — X une application bilinéaire.
Supposons que pour tout x1,r9 € X on a

| By, 22) || x < o x||72 x-
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Alors pour tout y € X satisfaisant 4nly||x < 1, I"équation

r=y+ B(x,x), (2.1.1)

1

5-). Par ailleurs, cette solution vérifie la
"

admet une unique solution x € X dans la boule Bx (0,
Proprieteé :
zllx < 2[lyllx

Preuve. On construit la solution de 'équation (2.1.1) comme la limite de la suite suivante :
To =Y, Tr1 =y + Blak, zy) VE.

Pour montrer que cette suite converge vers une solution de (2.1.1), commengons par montrer
qu’elle est bornée. Pour cela, introduisons ¢ la plus petite solution de I'équation ¢ = ||y|| + n¢>.

On a donc ¢ = oyl W > 0 étant donné que 4n||y|| < 1. On va alors montrer que ||zx|| < ¢

pour tout k. Pour £ = 0, on remarque que ||zq|| = ||y|| et

- (L —dnllyl) _ A4nllyll _

¢ = >
2n(1+ /1 —4nllyll) = 4n

Pour k quelconque, par récurrence on a :

[[o]l-

ksl < Myl +nllzell® < lyll +0¢* = ¢.

Par ailleurs, on voit facilement que ¢ < 2||y|| < %7
On va ensuite montrer que cette suite est de Cauchy. Pour cela, on considere pour k£ > 1

zr1 — il = (| B(xr, 1) — B(wp—1, 1) ]|
= [|B(zr — Tp—1, 1) + B(Tp—1, 7% — Tp_1) ||
< 2nCllwe — w1 .
Or, comme ( < ﬁ, la somme Y (2n¢ )k converge, ce qui garantit que la suite (z;,) est de Cauchy.

Comme X est un espace de Banach, on en déduit qu’il existe z,, tel que limy_,o T = Too, €t
par continuité de B on a :

Too =Y+ B(Too, Too).

I1 ne nous reste plus qu’a prouver l'unicité. Soient z;, x5 deux solutions de (2.1.1) telles que
|1, ||| < % On a alors

2o — 21| = | B(21, 21) — B(2, 25)||
= ||B(z1, 21 — x2) + B(x1 — 23, 22) |
< ([l || + llz2l)l|ze — 1],

et comme |lx1] + |lxe] < %, ceci n’est possible que si x9 = 1. Ceci acheve la preuve du

lemme. ]
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2.2 Opérateurs de Bogovskii

Un outil important pour I’étude des équations de Navier-Stokes est la résolution de I’équation
suivante

divV =f dansQ, V =0 sur 0,

ou () est un domaine de R™ étoilé par rapport a une boule B. La résolution de ce type de
probleme est particulierement importante, notamment lorsque ’'on veut prolonger ou perturber
des fonctions tout en préservant la propriété de divergence nulle. Tout d’abord, on constate
qu’on peut se ramener tres facilement au cas b = 0. En effet, si on suppose que €2 a un bord
lisse, on sait que si b a la bonne régularité alors il existe une extension V de b avec la bonne
régularité. Il suffit ensuite de résoudre

divV =f—divly dansQ, V =0 sur 0f).

Par exemple, si on cherche a résoudre I’équation dans des espaces de Sobolev comme on va le
faire dans la suite, si on a f € W*P(Q) et b € WrH1=1/PP(9Q) alors on aura Vy € WHP(Q)
avec ||Vollks1p < Cllbllk+1-1/pp et div Vg € WHP(Q) est dans le méme espace que f.

On introduit alors, pour résoudre cette équation, les opérateurs de Bogovskii, qui donnent
une solution a cette équation avec une continuité dans les espaces de Sobolev. Cette solution
n’est évidemment pas unique, et on a d’ailleurs dans la construction suivante une grande liberté
de choix.

On a le théoreme suivant (voir [5] et [16]) :

Théoréme 2.2.1 ([5]). Soit f € WFU(B) ot B est une boule et k € N, 1 < q < co. Suppo-
sons que fo = 0. Alors il existe une solution V € Wé€+1’q(B) de l’équation divV = f avec
lestimation suivante :

IV lwrirasy < C(q, k, B)|| fllwras)-

Preuve. Ces solutions sont définies de la fagon suivante : soit x € C5°(B) une fonction vérifiant
fBX =1, alors on pose pour x € B

Viz) = /B H(z,9)f(y) dy.

1
Y r—y\ dt
H(x,y)z/ x(y+ )—-
o 1 t )t

Commencons par déterminer la divergence de V. Déja, remarquons que si z,y € B, alors pour
tel0,1], y+5¥ = (1 — %) y+ %x appartient a la droite passant par x et y, et est situé entre x
et 'infini. On en déduit donc que si z est sur le bord de B ou a 'extérieur de B, cet élément ne
peut pas étre dans B, or comme Y est a support dans B, on en déduit que I'intégrale est nulle.
D’ou V est a support dans B. De plus, on a ’y + x—;y‘ — oo quand ¢t — 0 et on en déduit, si R

est le rayon de B et x4 son centre,

|z — 9
—R=>t> )
2R

|z —y lz —yl

t

L=y

R}‘y—i‘T—l’o = R>

—ly—xo| = R >
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On a donc

1
x—y x—uy\ dt
2=yl t t t

qui est bien définie. Par ailleurs, on peut faire la majoration suivante sur H :

1

z—y 2R)" ¢
|H($,y)| < ||X||L°° /z_y ‘tn+l ‘ C|l'—y| |: ( ) - ]':| |ZL'— |n 1

= |z =yl

ce qui nous donne que H € L]  pour ¢ < —. Et comme
/()]
C/ —— dy
BT =yl

1
V <Cf|l——
Vlioiey < € s

on a d’apres l'inégalité de Young

1/l e By,
LY(B')

ou B’ est la boule de centre 0 et de rayon 2R. On en déduit que I'application qui a f associe
V est continue de LP(B) dans LP(B). On cherche ensuite a vérifier la relation divV = g. Pour
cela, on écrit V' de la fagon suivante :

—hm//

e—0
—Y r—Y -y

dlvV—hm// (tn+1x<y+ . )+tn+2 ~Vx(y+7>)f(y)dtdy-

Or, on remarque que

d (1 x—y . -n x—y T —y T —y
dt( X(y+ / ))_tn+1x<y+ ! )_t”+2 Vx(y—i— A

pr=s) Uy (y + Ty> f(y)dtdy,

d’ou

d’ou

car [, f =0.On a donc
div V(z) = lim . ginx (y + %) fW)1s(y)dy
K (Tt —e0) 1n (- ) d

=1
50 Jon (1 — )
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A présent, supposons que f soit uniformément continue sur B. Etant donné que

1 € 2Re
_ _ = — < <
‘1_6(90 ey) —x ‘1_6(90 y)‘\l_g\C’e
on en déduit que
1
(- - )| < ice

ol w est le module de continuité de f. On a alors la majoration

o) (¢ (12— 10 (Tt e0) = @ (e = 2n)) )| < hacca)

et donce

| divV(z) = f(z)] =

i (e ) ()

~ f@s (1 -an) )

. 1
< lim . mb((y)w(C&ﬂ

=0

car y est intégrable et on a

1
) =tin [ fantn (=) ) dy
par le théoréme de convergence dominée et en se rappelant que |, s X(y)dy = 1. On a donc
bien divV = f pourvu que f soit uniformément continue. Or, les fonctions continues a support
compact (qui sont en particulier uniformément continues) sont denses dans LP(B). Donc, si
f € LP(B), il existe une suite fj de fonctions uniformément continues qui approchent f dans
LP(B). Par continuité, la suite Vj, de fonctions associées par 'opérateur de Bogovskii converge
vers V dans L”(B). Or, pour tout k, on a div Vj, = fi, d’ou par convergence dans D’(B), on en
déduit que divV = f.

Il ne reste plus qu’a démontrer la majoration sur les normes de Sobolev. Pour cela, on va
utiliser le théoreme de Calderén-Zygmund. En effet, on a vu la majoration |H(z,y)| < #

et on a le méme type de majoration sur V,H (z,y) :

! 1, T — T — T — dt
VxH(w,y)Z/m_y [7X(?J+ ty>+ t2y®Vx(y+—t y)}t—n

2R

d’ou

1 1 o
{ L2 yth< ¢

tnt+l {n+2 =~ ’x _ y’n

V. H )] < s [

lz—yl
2R
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On a donc bien affaire ici a une intégrale singuliere et il suffit, pour que I'application f
V.V = [, V.H(z,y)f(y) dy soit continue de L?(B) dans lui-méme, que pour tous =,y € B et
' € R™ tel que |z — 2'| < |z — y|/2 on ait

Clz — 2|
Vol (2,y) = Vo H (@ y)| < 7

|z —y]

Clz — 2|
IVoH (y, ) — Vo H(y, 2')] < =g

voir le livre de Grafakos [19].
Ces estimations se font assez facilement, en utilisant le fait que pour un tel 2’ on a

=y =y
XY+ —X|y+
t t
Yy

Vx (x—i—?) ~ Vx <x’+ y_t:”) = V2x(G) - (1 - %) (@ — ')

d’apres la formule de Taylor-Lagrange, ou les (; sont des éléments de B. On doit également
estimer les bornes sur lesquelles on integre, en effet on sait que l'intégrale qui définit H(z,y)
peut étre prise sur [%, 1]. Or,on a |2/ —y| > |z —y| — |x — 2| = |z — y|/2, on peut donc

prendre toutes les intégrales sur [%, 1]. On obtient alors

et [ [ (0o 2) (5

4R

_ _ I_ _ / /_ dt
xt2y®(VX(y+—mty)—Vx(y+—x r y)>+_xt2x ®Vx<y—|—m ; y)] e

P e o] —allr —y]
|V$H(l‘7y) - va(xlvy” < C1||X||VV2°° /Ifcy |: nt2 + {nt3 :| dt
iR

- Clz — 2|
=~ |x_y|n+1'

De la méme facon on obtient

A=t -] A=tz -z -yl |z—2
’vIH<yax) - va(yvx/)‘ < CHX”WQ’OO /zyl |i n+2 + tn+3 + tn+2 :| dt
4R

Clz — 2|
< -—

Donc V,H est bien un noyau d’intégrale singuliere et on a
VIllwee < CIF e

Pour les dérivées d’ordre supérieur, il suffit de remarquer que si a € N" alors divd,V = 0, f et
on peut donc appliquer le résultat a 9,V , ce qui nous donne le résultat du théoreme 2.2.1. [
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2.3 Solutions fondamentales de 'opérateur de Stokes

Dans cette section nous allons étudier les fonctions de Green qui apparaissent dans la
résolution des EDP linéaires (essentiellement I’équation de Stokes ici) dans les différents cas
qui nous intéressent. Apres quelques considérations générales sur les fonctions et distributions
homogenes et leurs transformées de Fourier, nous montrerons les expressions explicites des fonc-
tions de Green associées au probleme de Stokes en dimension 3, dans I'espace entier puis dans
le demi-espace.

Par ailleurs, nous précisons les notations employées dans cette these : si V' est un champ
a valeurs vectorielles et M un champ a valeurs matricielles, alors on notera tout d’abord les
opérateurs différentiels de la fagon suivante :

(VV)Z'J‘ = 6]"/;, (le M)z = Z@MM.
J

De plus, si N est un autre champ a valeurs matricielles, on définit comme suit les produits de
matrices et de vecteurs ou les produits de matrices entre elles :

(M-V); =Y MpVi, (M-N)ij=> MiNe;.
k k

Considérons donc tout d’abord I’équation de Stokes sur R3 :
AU —-Vp=f, divU =0.

On introduit alors le projecteur de Leray P, qui est le projecteur orthogonal dans L?(R?) sur
les champs de vecteurs de divergence nulle. Cette projection se fait parallelement aux champs
de gradient, et on peut trouver assez facilement son expression en Fourier : si V € L*(R? R3)
alors on a V =PV 4 Vp, dott V(€) = F(PV)(£) +i€H(€) et done, en prenant le produit scalaire

par &, on obtient i|¢[%p = & - V d’ott p(€) = =¥ et enfin

HE
FEv) =i - & "ﬂvf _ M(e) -V,
ol
B §®E
Mg - 1- 2L

En repassant dans le domaine réel, on en déduit que
PV = F (M) * V.

Ici, F~1(M) est une fonction singuliere qui fait intervenir des transformations de Riesz, mais
nous n’en aurons pas besoin ici. Nous allons plutot appliquer cet opérateur et son expression
en Fourier a notre équation. On obtient alors

PAU = Pf.
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Or, PAU = AU car div AU = AdivU = 0. On est donc ramené a résoudre AU = Pf, ce qui

en Fourier donne

Tey— (1, §®E f = Cf = -1 *
() = (g + 58 ) - = MO F = F ) )

ou I oy
N(E) = 3
© =T ™ T

est une fonction a valeurs matricielles homogene de degré —2 et de classe C'*° en-dehors de 0.
Or on a le théoreme suivant :

Théoreme 2.3.1. Soit g une fonction homogéne de degré —a ot 0 < o < 3 sur R3\{0} qui
soit C'° sur ce domaine, alors g est une fonction homogene de degré —3 + o qui est également
C> sur R3\{0}.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que la condition sur « garantit que g et § sont dans L}, si
celle-ci a bien 'homogénéité souhaitée, et on peut alors les considérer indifféremment comme
des fonctions ou des distributions sur R®. Prouvons I'’homogénéité de § : par définition, g est
homogene de degré —a si et seulement si, pour tout ¢ € D(R?), A > 0,

(g, 0(A)) = A7 (g, )

donc

Or on a

done on en déduit

= A7 g, 9)
=A""(g, ).
Ceci prouve bien le degré d’homogénéité de g, et il nous reste a prouver sa régularité en-dehors

de 0. Pour ce faire, multiplions ¢ par une grande puissance de || pour avoir, par dérivation,
une décroissance a l'infini suffisante dans ’espace réel :

€17 3(6) = F(A™™g).

Nous séparons ensuite ce qui se passe au voisinage de 0 du reste, ¢’est pourquoi nous introduisons
1 € C(R3) une fonction a valeurs positives telle que 1(z) = 1 pour |z| < 1 et ¢¥(x) = 0 pour
|z| > 2. On écrit alors

(€17 3(6) = F(A™™(vg)) + F(A™((1 —1)g))-
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Ici, le premier terme est la transformée de Fourier d’une distribution a support compact, il est
donc dans C™ et le second est la transformée de Fourier d’'une fonction C* dans R? tout entier,
et qui décroit comme |z|~*2™ car g est homogene, donc si 2m est suffisamment grand, il sera
dans L' et cette transformée de Fourier sera continue. Donc, apres avoir divisé par |£[*™, on
en déduit que ¢ est une fonction continue sur R*\{0}. Pour les dérivées d’ordre supérieur, on
procede de la méme fagon. Soit v € N® tel que |y| = k, alors on a :

([0 g(8) = F(A™((iz)"g))
= F(A™((iz)"vg)) + F(A"™((iz) (1 - ¥)g)).

Ici encore, le premier terme est la transformée de Fourier d'une distribution a support compact
et le second d'une fonction C* qui décroit en |z|*~*~2™ d’of1, pour m suffisamment grand,
cette fonction est dans L' et 97g est continue en-dehors de 0. Ce qui acheve la preuve du
théoreme. m

On peut donc éerire N = G avec G une fonction & valeurs matricielles, homogene de degré
—1 et C'*° en-dehors de 0.

En réalité, on peut méme trouver une expression explicite pour GG. On suivra pour cela la
démarche de Galdi dans [16]. On va alors considérer également la solution fondamentale pour
la pression, appelons-la ¢q. C’est une fonction homogene de degré —2 a valeurs vectorielles, C'*°
en-dehors de 0 également. L’idée est de prendre G et ¢ sous la forme suivante :

G(z) = (—A + V?)®(x), q(r) = VAD(z),

ou P est une fonction homogene de degré 1, de classe C'° en-dehors de 0 également. Cette
forme permet d’avoir une compensation entre AG et Vq. En effet, on obtient

AG —Vq=—-A’®I;+ AV?D — V2AD = —A*PJ;
divG = —VA® + AV = 0.
Il suffit donc de choisir pour ® la solution fondamentale de I'opérateur —A? et on obtiendra

AG — Vq = 0gl3. Pour cela, il suffit de trouver une fonction dont le laplacien soit la solution
fondamentale de —A lui-méme. Cette solution fondamentale est donnée par

1
Ax) = :
(@) = Tl
On peut donc chercher ® sous la forme ®(z) = % On obtient alors V& (z) = alay €t enfin
3 z]? 2

Ad(x) =

Cale] o ala]

Il suffit donc de prendre o« = 87. On a alors la formule suivante pour G la fonction de Green
de l'opérateur de Stokes dans R? :

G(z) = —A(x) L5 + V° (M) S {13 + @} | (2.3.1)

81 8t x| T |zP
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La solution du probleme
AU —-Vp=f divU=0 dansR?

est donnée par la formule

U) = [ Gl =ty

Maintenant que nous connaissons le tenseur de Green pour le systéme de Stokes dans R3,
nous allons montrer 'expression du méme tenseur mais dans le demi-espace Q = {(x1, o, z3) €
R®|z3 > 0}. Pour cela, on va commencer par introduire le tenseur associé au probleme

AU — Vp=0dans Q, divU =0dans ), U = b sur 0. (2.3.2)

Ce tenseur est donné dans [16] et [8] par la formule suivante :

3x3T @ T
K@) = =

La solution U du systéme (2.3.2) est alors donnée par la formule suivante, a condition que b
satisfasse de bonnes propriétés :

Ur) = K(z—y')-b(y)dy pour x € Q.
o0
En particulier, ceci sera vrai si b est bornée. En effet, on aura alors

33 bl ) [ = y?
Ulx)] € dy’.
@l s = fale—yr+a2 ¥

On remarque alors que cette intégrale est uniformément convergente pour z3 > a > 0 car la
1

fonction intégrée est réguliere et décroit en e quand [y'| = oco. Pour que ce tenseur soit la
fonction de Green associée au systeme (2.3.2), il faut vérifier trois choses :

~diviK =32 0, K = 0.

=l foo Ko —y) - b(y) dy' = b1, 22,0).

— AK ='Vq avec ¢ un champ a valeurs vectorielles.
La premiere condition vient simplement du fait qu’on souhaite que U soit de divergence nulle,
on tombe alors naturellement, vues nos définitions, sur le fait que la transposée de K doive
étre de divergence nulle. Pour montrer que cette condition est vérifiée, on utilisera les formules
suivantes : pour ¢ un champ a valeurs scalaires, V' et W des champs a valeurs vectorielles et

M un champ a valeurs matricielles, on a
div(a'M) = adiv!M +'M - Va, div(V@W) = (diviW)V +VV - W.
On obtient alors la divergence suivante pour K :

2r .., rT@x 1 T3 o
?dlv K:W-ng—i-xgx@x-V(W) +W((dlvx)x+Vx~x).
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Considérant que Vag =e3, dive =3, Ve = I3 et V (#) = %, on en déduit :

2_7TdinK T3X 5x3x+3x3x T3X

3 2F P Pl

On considere ensuite la deuxieme condition. Pour cela, on va considérer x = (x1, 29, x3) € ,
et on notera dans la suite @’ = (x, z2,0). On fait alors le calcul suivant :

3 r3(x —y) @ (x —y)
K(z—y)-b(y)dy = —
o @) ) A =5 | g+ a2
3wl ® (2 a)
T e (Pt 2

-b(y') dy’

b(x — 2" dY,

ol on a fait le changement de variables 2’ = (z1 — y;, 12 — y2) € R?, le vecteur (2/, z3) est donc
bien un vecteur de R?. On a alors, en posant 2’ = xst,

3 3t 1) ® (¢,1)
K(r—1) b)) dy = — 3\ )
[ Ky = 5 [ SR

3 (t,1) @ (t1)
27 Jge (Jt|2 4 1)5/2

-b(x' — wat) x3dt

~b(x’ — xst) dt.

On suppose ensuite que b est bornée et continue, et I'intégrale fRQ ((t’l)®(t’1) dt étant convergente,

[t]2+1)>/2
on peut appliquer le théoreme de convergence dominée, et on déduit la convergence suivante

Ka—y) b)dy — — [ EDOCED o

o0 w50 2m g ([t +1)52

Il ne reste plus alors qu’a calculer cette intégrale a valeurs matricielles. On commence par
remarquer que les coefficients non diagonaux sont nuls :

tity t lo
2t = | o dt= [ 2 dt =0
/R2 (1+[t[2)>/2 /R (14 [t[?)>/2 /R (14 [t[?)5/2 ’

car chaque intégrande est impaire par rapport a au moins une des coordonnées. Pour les termes
. .1 . . . 12 _ t3
diagonaux, on va utiliser les coordonnées polaires : comme fRQ 2572 dt = fRQ RETEHE dt par

symétrie, on a

t ! ik
— 1 agt== | —
w (LHIPP2 T 7 2 J (T PP
+oo r3
= —_d
" /0 (T+r2p2 "
(14 1?) oo r
= —dr — —
A e i A e

7r/+°° 2r 4 7r/+°° 2r J

—— S /SR —_dr

2 )y WY T2, QR
2
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De la méme facon, on trouve que

/ dt 5 /+°° rdr 27
— =97 —_— = —.
Rz (14 [t[?)5/2 o (14722 3

/ tyety o

g (JH2+1)52 7 377

ce qui est exactement le résultat voulu.

On en déduit que

I1 ne nous reste plus qu’a vérifier la troisiéme condition, & savoir AK = V¢ avec ¢ un champ
a valeurs vectorielles. Cette condition vient naturellement quand on demande que AU = Vp
avec p un champ a valeurs scalaires. Pour cela, on effectue le calcul suivant :

AK(z) = = [M+A <| 1|5) 2 @ 7+ 2V (257 @ 7) - V (iﬂ |

2m |z [° |z[°

OronaV (g) = 5, don & () = div (g ) = 5 + =20 = .

3Ty T 1Tox3 T1TE

De plus avec la formule x3x ® © = | z10923 w33 X922 | on trouve
rxi  wexi 1
2[E3 0 21‘1
Alzgzr@x)=| 0 2x5 2x9 | =213l3+ 22 R e3+ 2e3 ® x.

21’1 21‘2 6[133

Enfin, on écrit terme a terme 0,, (v3x;x;) = 03x2T;x; + 0;,237; + ;,x37; que l'on doit
appliquer a x, ce qui nous donne ), Oy, (¥37;7;)x) = 3z32;2;. Au final, on obtient

AK(x) =

3 |2x3l34+2xr ®es+2e3r 1030 @ x
27 |z ||

Cette matrice étant symétrique, AK = 'Vq équivaut & AK = Vg, on cherchera donc plutot
un champ ¢ vérifiant la deuxieme forme. Pour trouver cette fonction a valeurs vectorielles, on
peut par exemple chercher sous la forme d’un polynome de degré 2 divisé par |z|°, et ce qui

parait le plus naturel dans notre situation est de regarder V(x) = ‘fﬁ dont un rapide calcul

|5
nous donne : VV(z) = (“L"’glﬁ@)% 5m?|’”®‘r> d'on AK(z) = 2VV(z)+ 363@?51 Pour le dernier

terme, on remarque que V <‘x|3> = —36&‘%’3 et on en déduit

k) v (22 )

wlzl> wlaf?

ce qui acheve la preuve que K est bien la fonction de Green associée au systeme voulu.

On veut maintenant déterminer la fonction de Green F associée au systeme

AU —Vp= fdans 2, divU =0dans 2, U =0 sur 0f).
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Cette fonction nous permettra d’exprimer U sous la forme

U(x) = / E(x,y) - f(y) dy.

Pour cela, on va utiliser les tenseurs précédents en nous basant sur les travaux [8], [16] et [41].
Le premier auteur fait une analyse des propriétés de ce tenseur a partir d’une formule faisant
intervenir G et K, et les deux suivants, en plus de cette analyse, parviennent a déterminer une
expression explicite de cette fonction.

Pour déterminer ce tenseur £, on peut commencer par regarder ce qu’il doit vérifier. Il doit
étre de divergence nulle (dans le méme sens que pour K), s’annuler sur le bord 0f2 et satisfaire
AFE +'Vq = §yl3. Comme on sait que 'on a déja AG — V¢ = dpls, il suffit alors de prendre

E(x,y) =Gz —y) — BQG(x—z’)‘K(y—z')dz'.

A partir de 13, on peut trouver une expression explicite que on prendra de [41] ou [16] et sur
laquelle on vérifiera les conditions voulues. On obtient alors :

1 1
E(x,y):G(x—y)—G(x—y*)-I§+% 2 @ Vy (m) _ﬁvz (—) ® e3

4 47 |z — y*|
LAY Loy, ! ®es, (2.3.3)
— e es®e 3.
ar T P\ e =) Ame -y
10 0
ou on a utilisé la notation y* = (y1,92,—y3) et I = [0 1 0 |. Cette expression nous
00 -1

permet tout d’abord de vérifier facilement la divergence de E, qui doit étre testée par rapport
a la variable x. On obtient apres quelques calculs

divz tE(xv y) - d1V$<G(x - y)) - I;’: le(G(I - y*))

1 1
o <Vy®vf (|x—y*|) Val@a) +za divs (Vwa (u—m)))
1 1 , 1
—— | es®V, T ) vz(l‘g) + T3 lez e3 ® V, [
4 |z — | |z — |

Y3 .. 1 1
— L giv, (v, [ —— Y, (——
1 ( y(|x—y*|)®e3)”3®€3 (4w|w—y*|>

On rappelle que divG = 0 et Aw(\z——ly|) = 0. On peut donc simplifier I'expression ci-dessus en

1 1
wv.lE _B = ). A ——
div, "E(x,y) pm (Vy ® Vg < y*|> es + a3V, A, (|x - y*|))

1 1 1
__<eg®vx (—)+A <_> )
4 |z — y*| |z — y*|
Y3 1 x—y"
BV, — ) = =
4 y(|x—y*|) e (4w|x—y*|3>

Y3 1 1 1
=29V, [ —— ) - =8, [ ——
4z y(|x—y*|> ir 3(|x—y*|)e3



Y3 1 T3+ Y3
— 229,.V _
4z y<|x—y*|> drlr — y PP

Le critere sur la divergence est donc bien vérifié. On va maintenant vérifier que ce tenseur
s’annule bien pour x3 = 0. Pour cela, on va calculer les dérivées qui apparaissent dans la formule

2.3.3). On remarque que V, ( —= | =V L = Z=Y_ et on a alors :
Y\ Jz—y*| Y \

ly—z*| ) la—y

*

E(z,y) =G(r —y) =Gz —y") - [; + wg_igtvx (u) + 2w

i o\ yF) ey P
R 47r\x1— R
~Gla—9) = Glo—y) I+ 5 (A IO )
o= O O oy a0

Avec cette expression, on peut maintenant faire x3 = 0, ce qui implique notamment que z* = x

et |z —y*| = |z — y|. On a alors, avec la formule (2.3.1)
Y3 r—y

BE(z,y) =Gz —y) — Gz —y*) - It — L

(z,y) =G(z —y) (x—y") I3 47re3®|x—y|3+47r|x—y|63®63
_—_1{ Iy +($—y)®(=’r—y)] i{ I3 +(l‘—y*)®(iﬁ—y)}
o 3 3
8 ||z —yl |z —y] 8m |z -yl |z — |

Y3 rT—y 1

B Ty =y

On écrit ensuite r — y* = = — y + 2yses et on remarque que I3 — I3 = 2e3 ® ez, ce qui nous
donne :

E@ﬂ”::l U?_@)+(x—y%®@Fﬂﬁ_(x—yﬂaw—y)+mmg®(x_m
81 | |z —yl |z — g3 = — g
Y3 T —y 1
e P ERr= R
—1 [2e3®e3 ez ® (z —y) Us T —y 1
S i A e S 2 R
= R A G

=0.

Par ailleurs, on remarque que notre tenseur possede la symétrie suivante : E(y,z) = "E(z,y),
on aura donc automatiquement E(z,y) = 0 si y3 = 0.

Pour finir, il reste a démontrer que A, F(x,y) —'V.q(z,y) = I360(z —y). On peut pour cela
trouver une formulation équivalente plus agréable en I'appliquant a un vecteur C' quelconque :
il faut que pour tout C' € R3, on ait

AE(z,y) - C = Vau(C-q)(x,y) = Céo(x — y). (2.3.4)
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On va pour cela utiliser la relation suivante sur G :

AG — V2A(I) + (50]3
= V?A+ 613

—X
= - Y
V<4w|x|3) ool

En particulier, si C' est un vecteur constant, on a

C-x

47 |x|3

AG - C——V< )+50C.

On applique A, a (2.3.3). En utilisant la relation ci-dessus, en se rappelant que A, (‘x " |)
et la formule A(fg) = gAf + fAg+ 2V f - Vg on obtient

1
-V (x
|x—y*|) (z2)
1

_ %((] -e3) V2 (m) ®es - Va(zs)
v, ((y—x).0> b Coolz —y) + Vs <w>

At|x — y]3 Am|z — y*[?
e
— v 2m |z — |

z* —y)
Y <47T!93 —y \3)
G ( (=) =% (e oz )
27|z — y*|
d’ou la relation (2.3.4) avec

y—x =y ys 1 es
) = 200V () = e
W) = Gy T Irle =y P | 2n0® (|x—y*r> e pr—

ALE(z,y) - C=AGx—y) - C—AGlx—y")-I;-C+ 2y3(C v, V2 (

s Vy

Ceci acheve la preuve que E est bien le tenseur que I'on recherchait sur le demi-espace.
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Chapitre 3

Solutions dans R? tout entier
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3.6 Le cas dudomaine extérieur . . . . . . . . v o v v v vttt 000 47

3.1 Introduction

Nous considérons ici les équations de Navier-Stokes stationnaires incompressibles avec terme

de force dans R? :
— AU+ (U -VYU+Vp=f, divU=0 dans R’ |h\gloU(x) = 0. (3.1.1)
x
Le terme de force f est donné et les inconnues sont le champ de vitesse U et la pression scalaire
p. Il est clair que p est uniquement déterminé (a une constante pres) par f et U. Pour cette
raison, lorsque nous parlons d’une solution de (3.1.1) il s’agit uniquement du champ de vitesse
U. En d’autres mots, tout au long de ce chapitre une solution de (3.1.1) est un champ de
vecteurs U tel qu’il existe p tel que (3.1.1) est satisfaite.

Le but de ce chapitre est de déterminer le comportement asymptotique des solutions a
Iinfini sous des hypotheses raisonnables sur le terme de force f. Différents auteurs ont effectué
des travaux sur ce probleme.

Dans [4] les auteurs étudient I'existence et 1'unicité des solutions dans I’espace critique L>>
sous une hypothese de petitesse. De plus, cet article trouve un comportement asymptotique
explicite des solutions avec une décroissance en O(#) en supposant que PA~!f est majoré par

C/(1+ |x]?), ot P est le projecteur de Leray. Plus précisément, ils prouvent le développement
suivant de la solution :

Uz) = PA T f(z) +m(z) : / UxU+0 ( ) quand |z| — oo (3.1.2)

ou m(x) est une fonction explicite homogene de degré —2 et réguliere en dehors de 0. On peut
remarquer que PA~! est un opérateur de convolution dont le noyau est une fonction homogene

33



de degré —1. En conséquence, si f décroit suffisamment & linfini, la condition [PA™!f| <
C/(1+ |z|?) imposée dans [4] est vraie si et seulement si [, f = 0.

Mais comme tous les termes du développement dans (3.1.2) sont en O(‘#), cela exclut toutes
les solutions qui sont homogenes de degré —1. En particulier cela exclut le cas particulier tres
important des solutions de Landau. Ces solutions ont été introduites par Landau dans [38] et
elles sont données par les formules explicites suivantes :
x3(cxy — |x])

clx|* — 2xy|z| + ca? xo(cxy — |2)

c —9
- ) = A =

vs(z) =2

vi(w) = 2 ~ el(cla] = 212

|z |(clz| = 1)

avec la pression
cxy — |z

P) = A = e

Elles vérifient (3.1.1) avec le terme de force f = 6 ou

8

e <2+6c2 —3c(c” — 1) log (EJ_F 1))

et 0 est la masse de Dirac en 0 (voir [7]). Il a méme été prouvé par Sverdk [50] que toutes
les solutions homogenes de (3.1.1) sur R? \ {0} avec terme de force nul sont des solutions de
Landau.

Il apparait alors que le comportement asymptotique pertinent a l'infini pour les solutions
de (3.1.1) est plutdt en O(1/|z]). Et il a effectivement été prouvé dans [43] que les solutions
petites des équations de Navier-Stokes stationnaires incompressibles dans un domaine extérieur
de R? se comportent comme v(x)+o0(1/|x]) ot v est un champ de vecteur inconnu homogene de
degré —1. De plus, Korolev et Sverdk [36] ont montré que le profil asymptotique de v doit étre
une solution de Landau. Plus précisément, ils ont prouvé que si U est petite et vérifie (3.1.1)
dans I'extérieur d’une boule sans condition au bord, alors il existe a tel que U = v* + o(1/|z])
quand |z| — oo.

Mentionnons aussi [12] ou les auteurs étudient le probleme de Navier-Stokes stationnaire
autour d’un obstacle en rotation. Ils obtiennent une nouvelle fois que le comportement asymp-
totique de la solution est donné par une solution de Landau quand la vitesse de rotation de
I'obstacle est suffisamment petite.

Comme le comportement asymptotique a l'infini le plus pertinent est homogene de degré
—1 et comme le terme de force correspondant a un champ de vitesse homogene de degré —1 est
homogene de degré —3, il est intéressant d’étudier le comportement asymptotique des solutions
de (3.1.1) avec un terme de force dont le comportement asymptotique a l'infini est homogene
de degré —3.

Soit a € (0, 1) fixé une fois pour toutes. Nous supposerons dans le reste de ce chapitre que
le terme de force est de la forme

8=

f=wvfo+ hi (3.1.3)

ol
— fo est homogene de degré —3, localement bornée sur R3 \ {0} ;
—ona |fi(z)] < C/(1+ |z])** pour une certaine constante C';
— ¢ € C*™(R?; 0, 1]) est une fonction de troncature radiale telle que ¢(x) = 0 pour |z| < 1/2
et p(z) =1 pour |z| > 1.
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Les questions que nous nous posons sont les suivantes. Sous quelles hypotheses sur fj et f;
peut-on trouver une solution U de (3.1.1) telle que |U(z)| < C/|z| pour une certaine constante
C'? Quand une telle solution existe, comment se comporte-t-elle a I'infini ? Tres rapidement,
nous y apportons les réponses suivantes. Si une telle solution U existe alors nécessairement

fo=0.
S2

Et réciproquement, si la condition ci-dessus est vérifiée et si fy, fi sont suffisamment petites,
alors il existe une unique solution U qui soit petite et majorée comme O(1/|z|). De plus, nous
avons le comportement asymptotique suivant a l'infini pour la solution :

U(z) = Up(z) + O(Jz|~7%),

ou Uy est I'unique solution petite de I’équation de Navier-Stokes avec terme de force fo+( ng f1)o
qui est homogene de degré —1.

Les résultats précis et les notations sont donnés dans la prochaine section. Dans la section 3
nous démontrons une condition nécessaire pour I'existence de solutions en O(1/|z|). Nous prou-
vons ensuite dans la section 4 l'existence et 1'unicité des solutions homogenes. Nous prouvons
le résultat principal dans la section 5. Pour finir, dans la section 6 nous étendons notre résultat
au cas d'un domaine extérieur.

3.2 Principaux résultats et notations

Nous introduisons I’espace fonctionnel suivant pour a > 0 :

. et e €
X = {7 e t@ o s e < S

muni de la norme
Ifllg, = suwp |zlf)]
z€R3\{0}
Nous rappelons maintenant certains résultats sur les distributions homogenes que 1'on peut
trouver dans le livre d’Hormander [31, Section 3.2]. Soit v € Z'(R? \ {0}) une distribution
homogene de degré —3. Il existe une constante S(v) telle que la relation suivante soit vérifiée :

(v, ) = S(v)/ Mdr (3.2.1)
o T
pour toute fonction test radiale p € C5°(R3\ {0}). On définit alors 'intégrale de v sur la sphere
unité comme étant la constante S(v) :
/ v=S(v).
S2

Cette définition est justifiée par le fait que la relation ci-dessus est vérifiée lorsque v est une
fonction continue d’apres le théoreme de Fubini en coordonnées polaires.

Le résultat suivant sur 'extension des distributions homogenes est énoncé dans [31, Theorem
3.2.4].
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Proposition 3.2.1 ([31]). Soit g € Z'(R3\ {0}) une distribution homogéne de degré —3. Il
existe une distribution h € 2'(R®) homogéne de degré —3 telle que h rov(0y = 9 si et seulement
St fSQ g = 0. De plus, si on ajoute que g est une fonction localement bornée et que fSQ g=20

alors toutes les distributions h correspondantes sont données par
h=pv(g)+Cé

ou C est une constante arbitraire et la valeur principale de g est définie par

pv(g) € 7R (pv(9), ) =}jgg/| gp Ve € DR,
x|>€e
Dans la suite nous travaillerons avec des intégrales de fonctions ayant une décroissance en
1/|z|* & Pinfini ou ayant des singularités en 1/|x|* & lorigine. Ces intégrales sont définies au
sens de la valeur principale de la fagon suivante :

pv / h = lim h
R3 ﬁj)go e<|z|<R
lorsque cette limite existe.

On notera dans ce chapitre P le projecteur de Leray, i.e. la projection orthogonale dans L?
sur le sous-espace des champs de vecteurs de divergence nulle. En appliquant P & (3.1.1) et en
inversant le laplacien, on obtient la formulation équivalente suivante de (3.1.1) dans laquelle on
a éliminé la pression :

U=PA 'div(U @ U) — PA'f. (3.2.2)

Pour énoncer notre principal résultat, nous devons d’abord établir un résultat d’existence
et d’unicité pour les solutions homogenes.

Théoréme 3.2.2. Soit f, € X3 une fonction homogéne de degré —3. Si les équations (3.1.1)
sur R3\ {0} avec terme de force fy admettent une solution Uy telle que Uy € X et Uy est
homogeéne de degré —1, alors nécessairement

Jo=0 (3.2.3)
S?

et il existe un vecteur constant v € R3 tel que Uy verifie (3.1.1) sur R® avec terme de force
pv(fo) + 0. ,

Réciproquement, supposons que v € R?® et fy € X3 est homogéne de degré —3 et que la
condition (3.2.3) est vérifiée. Alors PA™pv(fy) est bien défini au sens de la valeur principale
et 1l existe €1 telle que si

| foll oo (s2) + || < &1

alors il existe une unique solution Uy € X, de (3.2.2) sur R® avec terme de force pv(fy) + 70
telle que ||Uo||x, < €1. De plus, Uy est homogéne de degré —1.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de ce chapitre :

Théoréme 3.2.3. Soit f une fonction telle que décrite dans (3.1.3). Si il existe une solution
U de (3.1.1) qui appartient a X1, alors (3.2.3) doit étre vraie.
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Réciproquement, supposons que (3.2.3) soit vraie. Il existe eo > 0 tel que si
[ foll oos2) + | fill xonsts,. < €2

alors léquation (3.2.2) admet une unique solution petite U € X,. De plus, cette solution a le
comportement asymptotique suivant a ['infing :

U(z) =Uy(z) + O(|:E|_1_O‘) quand |x| — oo

ou Uy est l'unique solution homogéne de degré —1 de [’équation de Nawvier-Stokes avec terme
de force pv(fo) + (pv [gs [)0 obtenue dans le théoréme 3.2.2.

3.3 Une condition nécessaire

Le but de cette section est de montrer que si le comportement asymptotique a l'infini du
terme de force est homogene de degré —3, alors une condition nécessaire pour l'existence de
solutions en O(1/|x|) est que la partie asymptotique du terme de force ait une intégrale nulle
sur la sphere unité. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. Soit Ry > 0 et U un champ de vecteurs de divergence nulle défini sur
Qo ={z; |z| > Ro} tel que |U(x)| < Cy/|x| pour une certaine constante Cy. Soient fy et fi
des distributions a valeurs vectorielles telles que fo € 2'(R3\ {0}) est homogéne de degré —3
et f1 est une mesure de Radon finie (d valeurs vectorielles) sur . Si il existe p € P'(Qp) tel
que

~AU + (U -V)U+Vp=fo+ fi dans 2'() (3.3.1)

alors
Jfo=0.
§2

Preuve. Prenons deux fonctions radiales ¢; et ¢y vérifiant :
~ 1 € C=(R3;[0,1]) telle que ¢;(z) = 0 pour tout |z| < Ry + 1 et ¢;(z) = 1 pour tout
— 9 € C5°(R3; [0, 1]), @o(z) = 1 pour tout |z| < 1 et py(x) = 0 pour tout |x| > 2.
On définit ¢ (x) = @a(x/R)p1(x) et on observe que ¢ € C°(Bg, ). On applique Popérateur
0
curl & (3.3.1) et on y applique le champ de vecteurs test Vp = o' | 23 | pour obtenir
2

—(AcurlU, Vi) + (curl div(U @ U), Vi) = (curl(fo + f1), V)

ce qui implique que

—(U,curl AVR) — (U @ U,V curl Vi) = (fo + f1, curl V). (3.3.2)
Notons
0 1
X = XT3 et €1 = 0
—XT9 0
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On a alors

curl AVz = AV x X + ¢ curl X)
= AV x X —2p%%))

3
= VA" x X +2) " 0,Vp x 0,X — 2Ap"e,
=1

= VAR x X 420,V — 4ApTe,.

On observe ensuite que

VR(2) = = Vieala/ Ror (1) + eala/ R)V i () = 1Voale/ B) + Vior(2)

si R > Ro+ 2. En conséquence, si R > Ry + 2,

1
R3

4

curl AVyz = IE

VAps(z/R) x X + %81V902(x/R) Aps(xz/R)ey

(3.3.3)

+ VA(,Ol x X + 281V(,01 — 4Ag0161.

Il est clair que

1

U, 2

C
VApy(z/R) x X)| < ﬁ/!VAw(x/R)! = C[[VAg, ||
et de facon similaire

4
O Ves(a/R) — -5 Apa(z/R)er)| < ClIViga /|1

2
’<U 2 R2

’RQ

On en déduit que
(U,curl AV5) = O(1) as R — oo.

On peut prouver de la méme fagon que

(U U,Vcurl Vi) =0O(1) as R — 0.

On déduit de (3.3.2) que (fo + f1,curl Vi) doit également étre borné quand R — oco. Mais

on a

(fo+ fr,curl Vi) = (fo + f1, —2¢pfe; + V't x X)

= =2((fo)1. ") = 2((f)1, 0" + {fo. V' x X) + (f1, Vo' x X))

E]1+IQ+I3+I4.

Rappelons que V! peut s’écrire comme dans (3.3.3). Par homogénéité, on remarque que
I3 ne dépend pas de R. Comme ¢ et V¥ x X sont uniformément bornées et comme f; est
une mesure de Radon finie, on sait que I et I4 sont bornées. On en déduit que [ doit étre
bornée quand R — oco. Comme fy est homogene de degré —3 et ¢’ est radiale, en appliquant

(3.2.1) on obtient :

/Rg(fo)WR = /OOO SDR:T) dr /Sz(fﬂ)l.
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Mais o est positive et ¢®(r) = 1 pour tout r € [Ry + 2, R], on a donc

/0°° (1) 4 /R o) 4y s /R Lir = n(R) — In(Ry +2).

r Ro+2 T Ro+2 T

On en conclut que pour que ((f)1, ™) soit bornée, il est nécessaire d’avoir Jo2(fo)1 = 0. Le
méme argument peut étre appliqué aux autres composantes de fy, et on en déduit finalement
que la condition

fo=0
§2

doit étre vérifiée. Ceci complete la preuve de la proposition. O]

3.4 Solutions homogénes
Dans cette section, nous démontrons le théoreme 3.2.2.

Supposons d’abord qu’il existe Uy € X; un champ de vitesse homogene de degré —1 et un
scalaire pqg tel que

— AUy + div(Uy ® Up) + Vpo = fo  dans R?*\ {0}.

La proposition 3.3.1 implique immédiatement que la condition (3.2.3) doit étre vérifiée.

Nous prouvons maintenant qu’il existe un vecteur v € R? tel que Uy vérifie (3.1.1) sur R?
avec terme de force pv(fy) + 9.

Comme |Uy| < C/|z|, on remarque que Uy € L},.(R*). En conséquence, U définit une
distribution homogene de degré —1 de 2'(R?). En prenant le laplacien de cette distribution, on
obtient que AUy s’étend en une distribution sur R? tout entier qui est homogene de degré —3.
De la méme fagon, Uy ® Uy est majoré par C/|z|* donc il appartient & Lj, (R?) C 2'(R?) et

donc div(Uy ® Upy) admet également une extension en une distribution sur R? qui est homogene
de degré —3. Définissons f, de la facon suivante :

— AUy + div(Uy @ Up) = f,. (3.4.1)
On sait donc que f, est une distribution sur R® qui est homogene de degré —3. Clairement,

curl fo = curl(—=AUy + div(Uy ® Up)) = curl fy  dans 2'(R*\ {0})

donc curl f, — curl pv(fy) est une distribution dans 2’'(R?), homogene de degré —4 et dont le
support est a I'origine. Il existe donc trois vecteurs Aq, Ay, A3 tels que

curl(fo — pv(fo)) = A1010 + A026 + A3056  dans Z'(R?). (3.4.2)
On déduit de I'identité div curl = 0 que
diV(A181(5 + A2825 + A3835) =0

et donc
3

Z J~

ij=1
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ou a;; sont les coefficients de la matrice A dont les colonnes sont A;, Ay, As. Les dérivées de
la masse de Dirac étant linéairement indépendantes, on en déduit que la matrice A doit étre

T
antisymétrique. 11 existe donc un vecteur v = | 75 | tel que
73
0 Y3 T2
A= |- 0 71
Y2 —mn 0

On peut alors vérifier facilement que
A1010 + Ag0:0 + A3056 = curl(v9)
et on déduit de (3.4.2) que
curl(fo — pv(fo) —70) =0 in Z'(R?).
En conséquence, il existe une distribution p € 2'(R?) telle que
fo—pv(fo) =76 =Vp
et donc ’équation (3.4.1) peut se réécrire sous la forme
— AUy + div(Uy @ Up) = pv(fo) + 70+ Vp dans Z'(R?).
Ce qui signifie que Uy vérifie I'équation de Navier-Stokes dans R? avec terme de force pv(fo)+7d.

Supposons maintenant que sz fo = 0. Alors par la proposition 3.2.1 on sait que pv(fy) est
bien définie et est une distribution homogene de degré —3.

Il n’est pas difficile de montrer que F(pv(fo)) est une fonction bornée, et alors PA™! pv(fy)
peut étre facilement défini dans I'espace de Fourier. Toutefois, il nous faut des estimations
sur PA~! pv(fy) dans l'espace X, nous allons done préférer le produit de convolution a la
transformée de Fourier et prouver directement que PA~! pv(fy) est bien défini, et I'estimer
dans Despace X;.

Comme on I'a vu dans la section 2.3, Popérateur PA~!, qui ne fait que donner la solution
linéaire du systeme de Stokes, est un opérateur a noyau dont I’expression est :

G(z) =

! (I?’ m) (3.4.3)

C8r\Ja|  Jaf

ou I3 est la matrice identité.
On démontre ensuite que la convolution G * fy est bien définie.

Lemme 3.4.1. Le produit de convolution G x fq est bien défini au sens de la valeur principale
swivante :

G s folz) = pv / G(x — y)foly) dy

R3
et on a la majoration

1G * follx, < Cllfollx, = Cllfollzoe(s2)

pour une constante universelle C.
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Preuve. L’existence de G * fy au sens de la valeur principale vient des majorations ci-dessous.
On décompose

o [ Gl —wpwdy= [ Gt | Gl = 1) oly) dy

2[zx[>|y[>|=|/2

+pv/ Gz —vy)foly) dy
|z]/2>y

_ /| Gy / Glx — ) foly) dy

2[a|>[y|>|x|/2
s [ (G- ) - Gl dy
|z[/2> [yl
= Il + IQ + 13

ol on a utilisé le fait que fy est de moyenne nulle sur la sphere unité et donc

pV/ Joly)dy = 0.
] /2> |y]

On majore maintenant chacun de ces termes. Observons d’abord que

|| = ‘/ Gz —y)foly) dy’
ly|>2J2|
</ Cl| foll Lo (s2) dy
|

y|>2]x [z —yllyl?

1
< CHfoHLoo(s%/ T dy

ly|>2|z| ‘y’4
- CHfoHLoo(S?)_

S al

Ensuite,

[Io| =

/ Gz — 9 folw) dy]
2|z|>|y[>]x|/2
C ') 2
</ il
2

]| >]y|>|x|/2 |z —yllyl®
C o0 1
< ||f0||L3 (SQ)/ dy
|{L‘| |z—y|<3|z| |x - y|
- C||fo||L°°(SZ).

S

On majore maintenant [3. L’égalité des accroissements finis nous donne que G(x — y) —
G(z) = y-VG(§) pour un certain £ € [z,x —y]. Si |y| < |z|/2 alors on peut faire la majoration

1
Gla—y) - G@)| <lyl swp [VGE <Clyl swp — <cld

€[z, x—y] €[z,x—y) |€|2 - |$|2
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D’ou

L] = \ [ (G- - G@ntdy
|| /2>]y]
. CHfoHLoo(S?)/ 1
|

|z ]2 x| /2>yl ly|?
o CHfoHLoo(S?)'

~
|z
En réunissant les majorations précédentes, on obtient I’énoncé du lemme. O

Une fois ce lemme prouvé, il n’est pas difficile de terminer la preuve du théoreme 3.2.2. En
effet, on a G+ = G € X, et donc G (pv(fo) +79) € X;. On en déduit que PA~(pv(fy) +79)
est bien défini, appartient a X; et on a la majoration

IPA™ (pv(fo) + 10)|x, < Cllfollimen) + Cll (3.4.4)

Pour montrer I'exsitence et 'unicité d'une solution petite Uy, il suffit d’appliquer le résultat
suivant, extrait de [4, Théoremes 2.2 et 3.1] :

Théoréme 3.4.2 ([4]). I existe une constante unverselle ¢ > 0 ayant la propriété suivante.
Si f est tel que PAT1f € X, et
IPA™ flx, <o

alors il existe une unique solution U € X, de (3.2.2) telle que
1Ull%, < 2IPA™ fllx,.

En utilisant (3.4.4), on peut appliquer le théoreéme ci-dessus et et en déduire que si || fo | oo (s2)+
7| est suffisamment petit, alors il existe une unique solution petite Uy de (3.2.2) avec terme de
force pv(fo) + 7. De plus, on a

||U0||X1 < C| follpees2) + Cll- (3.4.5)

Il reste a prouver que U, est homogene de degré —1. Ceci vient d'un argument de scaling assez
classique. Par homogénéité, pv(fo) +79 est invariant par le changement d’échelle f +— A3 f(\x).
De plus, la norme X; de PA~!f est également invariante par ce changement d’échelle. Mais si
Up est solution de I’équation de Navier-Stokes avec terme de force f alors Up(x) = AUp(Ax)
est également solution de I'équation de Navier-Stokes, avec pour terme de force A\*f(Az). Par
unicité des solutions, on doit avoir que Uy x = Uy pour tout A > 0. En conséquence, la solution
Uy est homogene de degré —1.

3.5 Comportement asymptotique pour les solutions gé-
nérales

Dans cette section nous prouvons le théoreme 3.2.3. '
La condition nécessaire (3.2.3) pour l'existence de U € X est une conséquence de la pro-
position 3.3.1.

42



On suppose maintenant que la condition (3.2.3) est vérifiée. Le terme PA™ (¢ fy) = Gx(pfo)
est bien défini car ¢ fy est majoré par ﬁ et on peut donc le convoluer au sens classique

avec G. De plus, on peut, comme dans le lemme 3.4.1 montrer qu’il appartient & X; et qu’on
a la majoration suivante

IPA™ (0fo) 15, < Cllfoll=(s)

pour une certaine constante universelle C'. La preuve s’applique intégralement, elle est juste
simplifiée du fait que les intégrales ne sont plus définies au sens de la valeur principale mais au
sens classique.

Pour f; € Xy N X3+a C X3, on sait d’apres [4, relation (3.1)] que PA™f; € X, et

IPA™ fillz, < CllAill o

Cela vient de la décomposition suivante :

G* fi(x) = Gz — 1(y)d Gz — 1(y)d
fi(z) / G Dhw / (z — 9)fuly) dy

y>[z|/2
= [1 —+ IQ.

On a alors

|

yl<lal/2 1 = Y]

C

<
|z Jiyi<tal2
Cllfill

< fille

|

[f1(w)] dy

C||f1HX0r1X3+a

N ||

Pour le deuxieme terme on a

dy
Bl <ClAly, [

— = o I(2).
ly|>|z|/2 lz —yllyl* Hf1HX3 (v)

Or on voit facilement que I(x) définit une fonction radiale et homogene de degré -1, elle est
donc de la forme I(x) = C/|z|. Ceci donne immédiatement

]l

L] <C
|z

On en déduit que PA~!f € X, et
[BA7 5, < Cllfollzes) + Mfillgonss..) < Oz
Rappelons le résultat suivant, notamment démontré dans [4, Lemma 3.6] :

Lemme 3.5.1 ([4]). Soit U, € Xiyp et Uy € X141 avec B,y = 0 et B+~ < 1. On a alors
PA—! le(Ul & UQ) c X1+7+5 et

IPA~" div(U; @ Us) < O, 1Uell 5,

||X1+v+5
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Preuve. Pour prouver ce résultat, on commence par écrire PA~! div(U; @ U;) comme une convo-
lution. En effet, si A est un champ a valeurs matricielles qui décroit suffisamment a I'infini, on
peut écrire, comme on 1’a vu avant,

PA'divA=G*divA=VG*xA=mx A,

ou on appelle m la fonction VG qui a chaque point de 'espace associe une application linéaire
sur les matrices a valeurs vectorielles. En utilisant le fait que m, est de classe C* en dehors de
0 et homogene de degré -2, on en déduit que |m(z)| < # On a alors les estimations suivantes :

m (1@ )@ < | e =)0 d

1
<0, 2, [ | e o

mme avant, si on introdui T) = T n peut voir qu un nction
Comme avant, si on introduit J RSMWP‘;'HBHCZ,O eut vo e c’est une fonctio

bien définie sur R*\{0} car 3+~ < 1, qu’elle est radiale et homogene de degré —1 — 3 — . On
en déduit alors

Cltillx, 10l
muﬁﬂ

[m * (Uy @ Us)(z)| <

ce qui donne le résultat du lemme. O

On en déduit alors que Dapplication X; x X; 3 (U, Us) = PA N div(U; @ Us) € X, est
bilinéaire et continue. En appliquant le lemme 2.1.1 on trouve que si €5 est suffisamment petit,
alors il existe une unique solution U de (3.2.2) qui soit petite dans X,. Par ailleurs, d’apres la
preuve du lemme 2.1.1 la solution U est obtenue comme limite des solutions approchées définies
par

U° = —PA'f, UM = PA div(U* @ UF) — PATLf.

De plus, on sait que ||[U¥|y, < Cey pour tout k.

Soit Uy 'unique solution homogene de degré —1 de 1’équation de Navier-Stokes avec terme
de force pv(fo) + (pv [zs )0 que nous donne le théoreme 3.2.2. On définit alors v = U — U,
Pour achever la preuve du théoréme 3.2.3 nous devons démontrer que v € X 31q- On sait que v
satisfait I’équation suivante :

v=PA divo@v+v @ Uy + Uy ®v) — PATLf,
ou

f2=(¢—1)f0+f1—(/RSf1>§.

Nous avons utilisé plus haut que fSQ fo = 0 et que @ est radiale pour déduire que pv fR3 wfo=0
et donc fRS fi=pv fRB f. Comme U est la limite des solutions approchées U*, on sait que v est
la limite des solutions approchées v, = U* — U, qui vérifient

vg = —PA7 £y, Vps1 = PAT div(ve @ v, + v @ U + Uy @ vg,) — PATL fy.

On sait que

okl ¢, < Cea V. (3.5.1)
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En effet, nous avons observé plus haut que [[U¥|| ;. < Cey pour tout k et nous savons également,
d’apres la preuve du théoreme 3.2.2 que [|Up| 5, < Cey (voir la relation (3.4.5)).

Nous allons montrer par récurrence qu’il existe €3 > 0 tel que si g5 est suffisamment petit,
alors v, € X1,, pour tout k et

[orll ., < €5 (3.5.2)

Nous commencons par prouver ce résultat pour £ = 0.
Lemme 3.5.2. On a
IPA™ foll 5, < Ol follze) + 1 fill %o,

Preuve. Rappelons tout d’abord que PA™! est un opérateur de convolution de noyau G défini
dans (3.4.3). On écrit alors

PA™ (pfo+ £i)(o) = [ Gl =) (o) olo) + o) d
=pv | Gle=yfly)dy+G)- | f
+pv /Rg Gz —y) - (o =) foly) dy
+ [ (Gla =) =Gl fi) dy
=G (for [ £0) @+ [ (Gle=1) =6 (o= DGy
+ [ (6la =)= Gla)- )y

On en déduit que

[PAT(f2)(2)] <

/ (6 =)~ G- (o= Dy dy\

+

/R3(G(I —y) — G(x)) - fi(y) dy‘

<

/[ (G(x—y)—G(w))-(so—l)fo(y)dy'
ly|<min(|z[/2,1)

+

/ (6=~ G (- D) dy\

+

/ 669 - 6E) - 1) dy]

+

/ 669 - 6E) - £0) dy‘

=0+ 1L+ 13+ 14,
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ou on suppose que Iy = 0 si || > 2. On estime maintenant chacun de ces termes. Tout d’abord,

I < / Gz — y) — G(@)||(p — 1) foly)| dy
ly|<min(|z[/2,1)

VG(((x,y)) -y
<Ol foll e / VGl ol
|y|<min(|z|/2,1) |yl

ot ¢(z,y) est sur le segment reliant z et = —y, d’ott 1/[¢]? < C/|z|?

1

< Ol follze SZ/ dy
b & ly|<min(|z|/2,1) |x|2|y|2

Cllfoll Loe(s2) .
< T;mwvm)

- C|| foll oo (s2)

RETCEE)
- C|| foll Lo (s2)
|Q3‘1+0‘

Ensuite, si |z| < 2 alors on peut borner I exactement comme dans le lemme 3.4.1 pour obtenir
nl=|[ G- DAy
|| /2<]yl
1

1
<Ol folli~ / Lyt O foll / L
|z]/2<]y|<2|z| [z — yllyl 2|z |<|y| [z — yllyl

C| foll z 1 1
< Sl | dy+Olpllm [
‘I| |z —y|<3]|z] |$ - y| 2|z|<y| |y|
< Cllfoll s

S al

< Cllfollz=n
’x‘1+a
On peut ensuite estimer I3 de la facon suivante :
L[ 6=y~ GElh)]dy
lyl<|z]/2

IVG(C) -
< Cllfillx,,. /y|<x|/2|y|T

ot {(z,y) est entre x et & — y, d’ott 1/|¢]* < C/|x|?

C .
Ml 1
|| wi<lal/2 [Y1*T

Cll Al s

|x|1+a
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Finalement,
he [ (6t - GWlIAGy
ly|=]x|/2
S Gle = d Gz - d G 1(y)| d
[ el [ ae @l [ @A)

ly|>|z|/2
1 1 1 1 1
<ClAlls,. (e | ey [ g )
Aore \ 2P oy jacpyi<alal 12— Yl wiz2lal [y ] Sy sl [P
Cll fill %5,
|x’1+a
Ce qui acheve la preuve du lemme. m

Nous revenons maintenant a la preuve de la relation (3.5.2). D’apres le lemme 3.5.2 on en
déduit que
leoll,,. < Ce.
On impose la condition Cey < €3 de telle sorte que (3.5.2) soit vérifiée pour & = 0. En supposant

que l'on ait prouvé (3.5.2) pour vy, on veut la montrer pour vgy;. On utilise la relation (3.5.1)
et le lemme 3.5.1 pour majorer

lorll o lorll s, + llowll 5, 1ol %,) + llvollx,

C
Ceallvillx,,, + Ce2
Cey(1 + €3).

[ors1ll %,

NN N

Clairement si g9 est suffisamment petit, on peut choisir 3 such that Cey(1 4 e3) < €3. Pour un
tel choix de €, et €3, la relation (3.5.2) est vraie pour tout k. Elle doit donc étre vérifiée pour
la limite v. D’'ou v € X1, ce qui acheve la preuve du théoreme 3.2.3.

3.6 Le cas du domaine extérieur

Dans cette section, nous prouvons l'extension suivante du théoreme 3.2.3 au cas des do-
maines extérieurs.

Théoréme 3.6.1. Soit R > 0 et considérons f, U et p définis pour |z| > R. Supposons que
Ue X etf=fo+fi avec fo € X3 homogéne de degré —3 et fi € Xsiw. Supposons également
que

AU+ (U-VYU+Vp=f, divU=0 in {|z|> R},

que la condition (3.2.3) est vérifiée et que

/|R U-z=0 (3.6.1)

pour tout Ry > R. Alors il existe ¢ > 0 tel que, si

[ follx + I1f1llxge + 1Ullx, <€
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alors il existe un vecteur constant mg petit tel que U admette le développement asymptotique
sutvant :

U(x):Uo(a:)—l—O< = ) quand |z| — 0o

‘xlera

ou Uy est l'unique solution homogeéne de degré —1 de I’équation de Navier-Stokes avec terme de
force pv(fo) + mod obtenue dans le théoréme 3.2.2. De plus, on peut écrire mg sous la forme
sutvante :

my = / fi +/ [—0,U + (U -v)U +pv]do VR, >R (3.6.2)
|z|>Ry |z|=Ry
ol v =uz/|x|

Remarque 3.6.2. La condition (3.6.1) est assez naturelle. Elle est automatiquement vérifiée si U
vérifie I’équation de Navier-Stokes associée a une condition au bord de Dirichlet homogene dans
un domaine extérieur 2. Cela peut étre aisément vérifié en intégrant la relation divU = 0 sur
QN {|x] < Ri}. De plus, une intégration similaire nous montre que l'intégrale dans la relation
(3.6.1) est proportionnelle a R;. Il suffit donc de supposer la relation (3.6.1) vraie pour un seul
R;.

Pour prouver le théoréme 3.6.1, nous suivons le procédé de [36]. Nous étendons U a ’espace
tout entier, nous étudions le terme de force supplémentaire qui apparait et nous appliquons le
théoreme 3.2.3.

Soit Q = {|z| > R}. Tout d’abord, observons que U et p sont plus régulieres que ce que
nous avons énoncé avant :

Lemme 3.6.3. On a : (U,p) € W2I(Q) x W) pour tout 1 < q < oo. De plus, pour tout

loc
K ouvert connezxe relativement compact dans €, il existe une constante C' = C'(K) telle que

1Ullw2agxy + [[Pllwraey < CUU %, + 1f1x,)
quitte a soustraire une constante (qui dépend de K ) de la pression p.

Preuve du lemme. La preuve découle du théoreme de régularité intérieure suivant pour I’équation
de Stokes stationnaire, démontré dans [51] :

Théoréme 3.6.4 ([51]). Soient Q un domaine de R®, et B; C By deux boules concentriques
de rayons R et 2R, strictement incluses dans §2. Soient 1 < q < oo et f € I/Vlgclq(Q) Si
(U,p) € WEQ) x LL (Q) sont solutions du systéme de Stokes stationnaire avec un terme de
force f dans Q (sans condition au bord), alors

U llwracy + 10k |[p = el pamy < CUU @80 + 1 fllw-10(82))-

Ce théoreme implique le résultat de régularité suivant :

SiU € LL(Q),peD(Q) et feW_ Q) vérifient divU =0 et —AU + Vp = f dans Q,

loc

alors U € W,2(Q).

Pour le prouver, considérons B; une boule incluse dans 2 de rayon R, By la boule concen-
trique de rayon R/2 et Bs la boule concentrique de rayon R/4. Considérons alors 1 une fonction
de troncature, n € C§°(By; [0, 1]) telle que n = 1 au voisinage de By et 7 = 0 dans B{. Prenons
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également p une approximation de l'unité, c’est-a-dire une fonction dans C§°(B(0, 1), R") telle
que [ p = 1. Notons enfin, pour € > 0, p.(z) = e 3p(x/e) et
Us = Pec* (UU% Pe = Pe * (77?), ?5 = P * (777)
Pour ¢ suffisamment petit on sait que Us, p. et 75 sont C'*° & support compact dans By et on a
~AU. +Vp. = f. dans B,
divU, =0 dans Bs.

On peut alors appliquer le théoreme 3.6.4 dans Bs :

1T wrass) < CUTell 2 @a\5y) + F cllw-ra(52))- (3.6.3)

Comme ||p-||zr = 1, on sait que
TN 22 mavmay < NUellia(may < NlpelllnUllcisy < MU py-

Pour ce qui est de f., considérons ¢ € I/VO1 ’ql(BQ) et prolongeons-le par 0 en dehors de B;. On
a alors

(for @) = (pex (nf), 0) = (nf, pe % ©) = (f,npe * )
ou p.(z) = p.(—x). Et donc

[(fes @) < N Fllw-rasylnfe = ellwre s,

<
< N Fllw-ragzo 4= * ollwr s,
< Ol Fllw-rasolloell e lellwra g,
= C”THW*W(Bl)HQOHWL(I'(BQ)‘
D’ou on en déduit que _ B
| fellw-ray) < Ol fllw-ras,)-

La relation (3.6.3) implique maintenant l'inégalité suivante :
|1Tellwrassy < CUTN Ly + 1 Fllw-1as,) (3.6.4)

pour tout e sufﬁsammegt petit. Enfin, on sait que U, — nU, donc par passage a la limite dans
(3.6.4) on obtient que U € W4(Bs) avec les estimations voulues.

Revenons maintenant & la preuve du lemme. On observe que f € W, () et div(U @ U) €
W, 19(Q) pour tout 1 < ¢ < oo. Comme on a

loc
AU +Vp=f—div{U®U)
divU =0

dans €2, on peut appliquer le résultat de régularité précédent pour déduire que U € Wl’q(Q)

loc
pour tout 1 < ¢ < oo. On peut ensuite dériver I’équation par rapport a une variable et on

obtient :
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pour tout j € {1,2,3}. Encore une fois 0, f € I/Vfl (Q) pour tout 1 < ¢ < co. De plus, comme
U € L2 (Q) N WEQ), on sait que 0; (U @U)=0,UU+U®d;U € Ll () pour tout
1<q<oo. Doudivo,(UaU)eW,! ’q(Q) pour tout 1 < ¢ < co. En apphquant a nouveau le
résultat de régularité, on en déduit que U € VVZQOCq(Q) pour tout 1 < g < oo et que sa norme est
controlée par les quantités voulues.

Pour la pression, 'équation nous donne directement Vp = f + AU — (U - V)U € L} ()
avec une borne pour ||Vp||pax). Nous avons donc que p € WH4(K). Si on suppose que p est
de moyenne nulle sur K (ce qui est toujours possible en ajoutant une certaine constante a p),
I'inégalité de Poincaré nous dit que ||p||ze(x) < C||Vp||La(x)- On a donc une borne sur la norme
Whta de p et ceci conclut la preuve du lemme. O

Soit R < Ry < R; et considérons une fonction de troncature radiale n € C>(R?, [0, 1]) telle
que n = 0 sur B(0, Ry) et n = 1 sur B(0, R;)°. Nous définissons les prolongements suivants de

(U,p)

U= U, p=p sur B(0, Ry)°
U =nU +v, p=np sur B(0, Ry)

oll nous avons prolonge 17U et np par 0 pour |z| < R. Le champ de vecteurs v est construit de
telle sorte que UeL*nX 1 et div U = 0 dans tout I’ espace. En conséquence, v doit vérifier le
probleme suivant :

dive = =U - Vn dans B(0, R;)

3.6.5
v =0 sur 0B(0, Ry). ( )

Ce probleme a de nombreuses solutions, et on peut en construire avec des estimations sur les
normes de Sobolev grace aux opérateurs de Bogovskii, comme détaillé dans la section 2.2 (voir
le théoreme 2.2.1). Or, on a

/ U~V77:/ U-wy—/ ndivU:/ U-v=0
B(O,Rl) S(Ole) B(Ole) S(O7R1)

olt nous avons utilisé la condition (3.6.1). De plus, comme U € W2%(2) pour tout 1 < ¢ < oo
on sait que U - Vn € W24 pour tout 1 < ¢ < co. En utilisant le théoréme 2.2.1 on en déduit
quil existe v € W9(B(0, Ry)) pour tout 1 < ¢ < oo solution de (3.6.5). On prolonge v &
I'espace tout entier R® en posant v = 0 pour |z| > R; et on obtient alors v € W34(RR3).

On observe ensuite que le prolongement ([7 ,p) vérifie 'équation de Navier-Stokes suivante
dans 'espace entier :

AU+ (U -VNU+Vp=nf+F,  divU =0 (3.6.6)
ou on a posé
F=—-Av—AnU—2VU-Vn+divinU @v+nv@U+v@v+n*UU) —ndiv(UQU) +pVny

qui est & support compact dans B(0, Rl)

Etant donné que U € VVlOc7 p € VVZ 4 et v € W3 pour tout 1 < ¢ < oo, on déduit des
injections de Sobolev que F' est bornée. D’apres les estimations des théoremes 3.6.4 et 2.2.1 on
sait que la norme VVZ de U et la norme W34 de v peuvent étre bornées par les normes X; et
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X5 de U et J. Ces normes étant supposées petites, on en déduit que F' est bornée, petite et a
support compact. De plus, U est également petit dans X;. On peut donc appliquer le théoréme
3.2.3 a I’équation (3.6.6) pour en déduire que U a le comportement asymptotique suivant :

(7:U0+O<;>

|x|1+a

ou Uy est I'unique solution homogene de degré —1 des équations de Navier-Stokes avec terme
de force pv(fy) + mod obtenue par le théoreme 3.2.2 avec

mo_/ 77f1+/ F.
R3 R3

Il ne reste donc plus qu’a prouver la relation (3.6.2). Pour cela, on integre la relation (3.6.6)
sur la boule B(0, R;) et on utilise la formule de Stokes pour trouver :

/ (nfy + F) = / div(—VT + U ® U + pId) = / 0,0 + (U - )U + pv].
B(0,R1) B(0,Ry1) S(0,R1)

Comme F' est a support compact dans B(0, R;) on en déduit que

Jroms " L7
B(0,Ry) R3

et la relation (3.6.2) en découle immédiatement.

o1



52



Chapitre 4

Le cas du demi-espace
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudierons le probleme suivant, analogue a celui du chapitre précédent
mais dans un demi-espace :

— AU +(U-V)U +Vp = f, divU = 0 dans Q
U=b sur 09, lim U(x) =0 (41.1)
|z|—o0

ot Q = {(x1,79,73) € R¥z3 > 0} désigne le demi-espace et 9 est le bord de Q, le plan
d’équation x3 = 0. Les inconnues sont a nouveau U et p et les données sont f le terme de
force et b la condition au bord. Encore une fois, la pression peut étre aisément déterminée en
fonction du reste et nous appellerons solution de (4.1.1) une fonction U telle qu’il existe p telle
que (U, p) vérifie ce systeme.

Ce probleme a notamment été étudié dans [8], dans lequel auteur étudie (4.1.1) pour un
faible nombre de Reynolds (ce qui revient & dire que les données sont petites), pour f = 0 et
pour b € C5°(09). L’auteur démontre qu'il existe une solution U € C=(2) N C() telle que
U et son gradient soient majorés par ﬁ De plus, il montre que cette solution est unique
dans I'espace des fonctions suffisamment petites appartenant a W12(Q) et décroissant en 1/|z|
a 'infini.

Dans ce chapitre, nous allons étudier cette équation pour b décroissant a 'infini un peu plus
vite que 1/|z|* (c’est-a-dire en 1/]z|*¢ avec 0 < € < 1) et f décroissant a l'infini un peu mieux
que 1/|z|* (en 1/|z|**¢). On obtient alors I'existence et 'unicité de solutions petites décroissant

a linfini en 1/|x]? et on trouve une expression explicite de leur comportement asymptotique,
x3C - x

qui est donné par x ou C est un vecteur constant. Pour finir, nous démontrerons que

| ]?
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si on prend un terme de force analogue au cas étudié¢ dans Q = R3, alors on retrouve bien
un comportement en 1/|z| dont le premier terme du développement asymptotique est solution
d’une équation homogene. En revanche, les conditions d’intégrale nulle qui apparaissaient ne
sont plus la et I'équation homogene obtenue est plus simple.

Dans ce chapitre, nous introduirons les notations utilisées et le théoreme principal dans
la section 4.2, nous démontrerons ce théoreme dans la section 4.3 et nous expliciterons le
comportement asymptotique trouvé dans la section 4.4. Enfin, dans la derniere section, nous
démontrerons le comportement asymptotique des solutions dans le cas d'un terme de force qui
decroit en 1/|z]* & Uinfini.

4.2 Notations et résultat principal

Nous allons d’abord préciser nos notations sur les multiplications de scalaires, de vecteurs
et de matrices afin que tout soit clair. Le produit d’un scalaire et d’un autre élément sera noté
sans symbole car il n’y a aucune ambiguité sur la définition d'un tel produit. Le symbole ”- sera
utilisé pour désigner le produit standard entre deux vecteurs, entre une matrice et un vecteur,
entre deux matrices ou entre un tenseur et une matrice. Plus précisément, si on a deux vecteurs
v = (Ui)lgigg, w = (wi)lgigg et deux matrices M = (miyj)lgingg, N = (niyj)lgiﬂ'gg, alors on
utilisera la notation

3

3 3
VW = Zviwi, (M . U)i = Zmi’kyk’ (M . N)i,j — Zmi,k:nk,j-
k=1 k=1

i=1
Nous utiliserons également les notations suivantes :
(a X b)@j = aibj, M:N = E mg T ;-
1<i,j<3

Ces conventions introduites, nous allons définir les espaces fonctionnels utilisés dans ce probleme.
Si a > 0, on introduit 'espace suivant.

Définition 4.2.1. Soit X,, (resp. Y, ) l'ensemble des fonctions f € L, () (resp. f € L}, (02))
telles que

I7llx. = sup(1+ [o])°](@)] < oc
resp. | fllv = sup (1+ [a])"|f(a)] < o0

muni de la norme introduite dans le membre de gauche.

On utilisera cette notation pour désigner des fonctions a valeurs dans différents espaces :
fonctions a valeurs scalaires, vectorielles ou a valeurs dans ’espace des matrices carrées 3 x 3.
On rappelle les formules pour les fonctions de Green du probleme de Stokes :

AV 4+Vp=f divV =0 dans, V=0 surdf, V(r)— 0 quand |z| — o0

ou f e X,etbeY, ,pour a > 3. On a vu dans le chapitre 2 que ce probleme admet une
unique solution donnée par la formule suivante

Viz) = / Bla)- fydy+ [ K —y)- o)) dy (4.2.1)

o4



ou le noyau

3r3T X T
K(r)= —/—— 4.2.2
(@) = (122)
correspond au probleme de Stokes a force nulle et le noyau
E(,y)=Ga—y) —Gla—y) I+ 28y, 0V ! By S
x,y)=Gx—y)— Gz — . —=V, — | ==V, | ——— e
Y ! YT Nle—yl) an " \Je—y) 77

Y3 1 1
&l \V4 + 4.2.3
47r63® y<|w—y*|> 47T|$—y*|63(g)63 ( )

correspond au probleme de Stokes a donnée au bord nulle. Ici

-1/ r®«x
Gm‘g(m+mw>

est la fonction de Green dans l'espace R3 tout entier et on a utilisé les notations suivantes :

63:(0,0,1)
10 0

=101 0
00 —1

2* =I5z = (21, 20, —23).

La proposition suivante regroupe quelques propriétés de E qui nous seront utiles dans la
suite.

Proposition 4.2.2 ([8], [16]). Nous avons
— Eij(z,y) = E;i(y, x) pour tous x,y € Q eti,j € {1,2,3}.
- lim F(z,y) = lim E(z,y) =0.
x3—0 y3—0
- E(z,y) = 0 quand |y| — oo a x fizé.
— Pour tout k € N il existe une constante Cy, telle que

Ch

k k
IVEE(z,y)| + |VEE(z,y)| < [z —y[+*

Vo #y € Q.

Nous allons maintenant reformuler les équations (4.1.1) en utilisant cette fonction de Green
associée au probleme linéaire. Sous des hypotheses de régularité convenables et en utilisant la
formule (4.2.1), les équations (4.1.1) s’écrivent sous la forme

U = | K@—yﬁb@U@“i/E@wﬁ%—mWU®Uﬂw+f@D®
¢ 2 (4.2.4)
:=mKw—wwwmy14WEmm«ww®ww—1ﬁuwﬂw@

Précisons la notation : si A = (a;;)1<i,j<3 est une matrice, alors on définit V,E(z,y) - A comme
étant le vecteur donné par

3

(VyE(z,y)- A), = > 0y Eij(x,y)a

Jk=1
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Par ailleurs, la relation de symétrie E(z,y) = "E(y, ) nous donne que V,E(z,y) = V,'E(y, x)
il est donc facile de passer de la différentielle par rapport a une variable a ’autre.
Justifions 'intégration par parties faite dans (4.2.4) :

/QE(Ly) ~div(U @ U)(y) dy

= lim/
520 Jon{le—y|>e ly/<R}

R—o0

= — lim {/ V,E(z,y)-U®U(y)dy
Qn{lz—y[>e,|ly[<R}

e—0
R—oc0

E(z,y) - div(U @ U)(y) dy

' /{Iy=R,y3>0} <U(y) ' %) E(z,y)-Uly)do(y)

- / Us(y)Ee.y) - Uly') dy
y3=0,|y/|<R

n /S(m) (U(y) S y) E(z,y)-Uy) da(y)}

3

ou do(y) désigne la mesure de Hausdorff sur la sphere. Or, si on suppose U € X, avec a > %,
on a pour tout |y| = R

’(U(y) : %) E(z,y) - U(y)‘ < z _Z’RQG < R;l

quand R — oo. On en déduit que I'intégrale sur la demi-sphere de rayon R tend vers 0 quand
R — oo puisque sa surface est en O(R?). Par ailleurs, I'intégrale sur le plan y3 = 0 est nulle car
E s’annule en y3 = 0. Enfin, il est facile de voir que si U est localement bornée alors I'intégrale
sur S(z,¢) est en O(e).

Comme nous travaillerons dans la suite avec des solutions qui sont au moins dans Xi, on
peut considérer que les équations (4.1.1) sont équivalentes a la formulation suivante :

Ua) = [ Ko=) ) dy - / V,E(x.y) - (U(y) ® Uly)) - / E(e.y)f(y)dy. (4.25)

C’est sur cette formulation équivalente que nous allons travailler dans la suite.
On peut maintenant énoncer le résultat qui sera démontré dans ce chapitre.

Théoreme 4.2.3. Soit 4 < a < 5. Il existe ¢ > 0 et Cy > 0 deux constantes telles que, pour
tout f € X, et b € Y, o vérifiant

1bllvee + 1fllxa <€

il existe une unique solution U € Xy de (4.2.5) satisfaisant ||U||x, < Coe. De plus, U admet le
développement asymptotique suivant :

U) = K@) [ 01ty = 9,00 [ (1) 93+ U6 0 Uw)dy+0 (ﬁ)
quand |z| — oo.
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Remarque 4.2.4. Nous verrons dans la section 4.4 que le terme dominant trouvé ci-dessus peut
s’écrire sous la forme plus simple suivante :

r3C - x
ki
ou C' est le vecteur de composantes :
3 N
Oy = 2_</ bi(y) dy + / lysJ1(y) + Ur(y)Us(y)] dy)
T NJo0 Q
3 N
Cy = 2-(/ ba(y') dy' + / [ys f2(y) + Ua(y)Us(y)] dy>
™ 0N Q

3
= — bs(y) dy .
27T/{m 3(3/) Y

Nous finissons avec un résultat d'unicité dans la classe plus grande de solutions majorée par

C/(1+ |x|).

Cs

Théoreme 4.2.5. Les solutions obtenues dans le théoreme précédent sont uniques dans la
classe des solutions petites dans X,. Plus précisément, il existe € > 0 tel que, si f,b et «
vérifient les hypothéses du théoréme 4.2.8 avec € = &' et Uy est la solution dans Xs correspon-
dante, alors c’est l'unique solution de (4.2.5) dans Xy vérifiant |U]|x, < €.

4.3 Preuve du résultat principal

Nous allons d’abord montrer trois lemmes.

Lemme 4.3.1. Pour f une fonction a valeurs vectorielles on définit

mp: Q=R my(r) = / E(z,y) - f(y) dy.
Q
Nous avons :
- 512 < <4 alors Uopérateur f +— my est continu de X, dans X,—o.

- Si4 < o < 5 alors Uopérateur f — my est continu de X, dans Xy et on a de plus le
comportement asymptotique suivant :

my(z) = V,E(x,0) - /Qf(y) ®ydy+ O (W’%) : (4.3.1)

quand |z| — oo.

Preuve. On décompose l'intégrale définissant ms(z) pour z € Q de la fagon suivante :
mw) = [ By @y [ B(e,y) - f(0) dy
an{ly>2le(} Qn{lel/2<|yl<2l«l}

4 / E(a,y)- f(y) dy
Qn{ly|<|z]/2}

E]l—{-jg—l—lg.
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On a alors

1| =

/ E(%y)-f(y)dy’
Q{|y|>2]x[}

1
<wm&/

anflyl=21zy 17— yl(1+y])

1
<mm%/

-y
anlylz2l= [YI(1+ [y])*

. dy dy
<l min ([ v )
h wiz2lel YO Jo [yl (1 + Jy])e

. 1
< Ol min (i)

]
Cll.f lx.
= (L ]

2 dy

car o > 2.
Ensuite

[Io] =

Emwﬂw@]

1
<wma/

dy
anflzl/2<lyl<2ay 1T — YL+ y])=
C 1
< £l x. / dy
(L + |z Jiy—sj<sep 17— ¥l
Cl fl x, '
(14 faf)e?

/Qﬂ{lrl/2<|y<2x|}

On considere enfin

@—/ Bz y)f(y) dy.
Qn{|y|<|z|/2}

Ici, on va utiliser le fait que F(z,0) = 0. D’apres la formule de Taylor-Lagrange, on a F(z,y) =
V,E(x,0)-y+ %VzE(l‘, O)(y,y) avec ¢ € [0,y]. En effet, d’apres la formule (4.2.3) E(z,y) est
C*> si o # y et comme |y| < |z|/2, le point x ne peut pas appartenir au segment [0,y]. On a
en plus la majoration, pour |y| < |z]/2,

C C
°E < < —.
On a alors
C 2
L= V,B(0) reya| < B | WP,
Qn{lyl<|e]/2} || anflyl<izl/2} |Vl (432)
< Cllfllx.
||=2

ol on a utilisé que o < 5. Pour obtenir le résultat final, on fait la distinction suivante :
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Cas «a € (2,4). Nous avons

Cll fllxa dy
\%E@O) gl fy) e ydy\ < Wl [ _dy_
onflyl<lzl/2} 1> Jangyl<ial2y Y]
_ Clfllx.
’I|a—2

car, comme o < 4, y — IW% est intégrable en 0.

Cas a € (4,5). Remarquons d’abord que 'on a 'inégalité suivante :

ClIflx.
|I3] < B Vx| > 1. (4.3.3)
En effet, nous avons que
C
IVyE(z,0)] < P

Y|
() ®ydy| < CIf] / W < cpfin,
|/Qﬂ{|y<|z|/2} | T Jo W+ yl)e *

car o > 4. L’inégalité (4.3.3) découle maintenant de (4.3.2). Il nous reste & montrer que I3 est
borné lorsque |z| < 1 :

1
Bl < Ol | dy
h on{lyl<izl2y 17— yl(L + y])=
1
<clflx, | dy
|lz—y|<3/2 ’fl] - yl

< Ol fllxa-

Pour obtenir le comportement asymptotique énoncé dans (4.3.1), nous remarquons que nous
avons déja montré le comportement asymptotique suivant :

my(z) = 9, E(w,0) - [ () ®ydy+0 (H#)

Qn{lyl<[=[/2}

quand |z| — oo. On doit controler le terme suivant

V,E(z,0) / fly) @ ydy.

Qn{ly[>|x|/2}

On fait alors 'estimation suivante :

Cllfllx. 1
w560 | @y <« Wl |
an{lylzlel/2} 22 Jangyilal2y Y]
_ Cllfls
|x|a72
car a > 4. Ceci acheve la preuve du lemme. O
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Il nous faut ensuite une estimation sur l'intégrale contre V,£. On a le résultat suivant :

Lemme 4.3.2. Pour tout V' a valeurs matricielles on introduit
My : Q — R3, My (x) = / V,E(x,y)-V(y)dy.
Q

Nous avons
- 511 < B <3 alors Uopérateur V +— My est continu de Xg dans Xg_;.
~ 813 < B <4 alors Uopérateur V +— My est continu de Xg dans X et nous avons de plus
le comportement asymptotique suivant :

My (z) = V,E(z,0) - /

QV(y)dyw(m%).

quand |x| — oco.

Remarque 4.3.3. Ce lemme est une généralisation du théoreme 1 prouvé par Chang dans [8],
qui prouve uniquement que V +— My est continu de X, dans Xos.

Preuve. On décompose a nouveau l'intégrale définissant My en trois parties :

My (x) Z/m{ly|>2x|}VyE($,y)-V(y) dy+/Q VyE(x,y) - V(y)dy

N{lz|/2<|y|<2|z|}
+ / Y, E(e.y) - V(y) dy
Qn{ly|<|x|/2}

E[1+[2+[3.

On a alors la premiere estimation suivante :

1
Bl < Vs, |
h ? Jongyiz21en 17— yl2(1+ [y])

1 dy
<OV min(/ —dy,/—)
Vil yiz2la| [Y[PT o lylP(1+ [y|)?

ClIV I x,

S (L[]t

5y

On traite ensuite le cas de I :

1
Bl < Vs, |
h ? Jangiel2<iyl<2ep [T — Y121+ |y])

Cl|V
< Wl | L,
(1 + |x|)ﬁ ly—z| <3|z |ZL’ - y|

ClVlix,
S (L =Dt

5y
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Pour ce qui est de I3, on commence par traiter le cas 1 < § < 3. On fait alors 'estimation
suivante :

dy
IEl < ClVx, / R
_ ClIVilx, / dy
o I
IV,
S et

Pour le cas 3 < 8 < 4, on va comme dans le lemme précédent faire un développement de
VyE(x,y). On a en effet V, E(x,y) = V,E(x,0) + V2 E(z,() -y ot ¢ € [0,y]. On a toujours la
majoration |V} E(z, ()| < % pour |y| < |z|/2. On en déduit donc 'estimation suivante :

ClIVx 1
=V, 5.0) - | Vi < S | o dy
an{ly|<|l/2} Z1* Jangui<iay2y 1Y

ClViix,
|7
On estime ensuite l'intégrale suivante
c|\\v 1
n{lyl>|x|/2} > Jiyizer/2 1]
ClVix,
i

car 8 > 3.
Pour terminer la preuve il reste a montrer que si > 1 alors le terme I3 est borné pour
|z| < 1. On majore I3 pour |z| < 1 de la maniere suivante :

I5] <

[ ) vy
Qn{ly|<|z|/2}

1
<V, [

dy
wi<lzl/2 17— Y21+ [y])?

1
<OV, /

lz—y|<3/2 [z —y]?
< CVx,

dy

ce qui acheve la preuve du lemme 4.3.2. O

Il nous faut ensuite un dernier résultat pour estimer 'intégrale de b contre K. On a le lemme
suivant :

Lemme 4.3.4. Pour toute fonction b a valeurs vectorielles on définit

my: Q=R my(a) = ., K(z—y) - b(y)dy'.

Nous avons
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- 8510 < v <2 alors lopérateur b — my est continu de Y, dans X, .
- 812 < v < 3 alors Uopérateur b — my est continu de Y, dans Xs et on a de plus le
comportement asymptotique

ml(z) = K (x) - /m b)) dy + O (L) |

|z
quand |x| — oco.

Preuve. On effectue la décomposition suivante :

Kz =)o) df = [

on{ly’|>|=|/2}
= Il + _[2

K(x—yf) - by) dy + / K(x— ) by) dy.

o0 oQn{ly'|<|=|/2}

Pour estimer [;, on remarque que la formule explicite de K donnée dans (4.2.2) implique
I'estimation |K(x)| < % donc

Cl|b 1
Bl < Clply, | _m g Clblvs / W
1o}

oan{y>l=/2) 1T — ¥ Ply[? || olr—y?

Puis, en notant ¢’ = (2,0) et = (2/,z3) on a

1 , 1 1 1
/ | _"de:/ P 2§dz—— 2 Tl
a0 |t —Y r2 (|2' — 2|2 + 23)2 T3 Jrz (|n]? +1)2

ot on a fait le changement de variables z = 2’ + x31. On conclut que

Cliolly,

I| <
N

Pour v € [0,2), on estime

/

1
Bl < Clpls, | dy
h " Joanqy <z [T = VP + Y)Y

Cl|b 1
< A, | R
|| oondly|<|zl/2r [V

_ Cllblx,

R

Dans le cas 7 € (2,3), on effectue la décomposition suivante :
=K@ [ )iy (K (e~ o) = K()) by dy
o0 oan{ly’|<|x|/2}

K@) / by') dyf
on{ly’|>|x|/2}

=01+ 1+ I
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Nous avons

Cllo b
< Sl | 4y Ol
7]

|| onfly >z W |z

car v > 2. Enfin, pour le deuxiéme terme on a

1= / y - VE(Q) - by) dy
on{ly’|<|x|/2}

ou ¢ € [z;x —y'] et donc || = |z|/2. D’ou

Cllblln/ dy' _ Clblly,
0

|z f? Pt e

|1I5] <
n{ly|<al/2) 1Y
out on a utilisé le fait que v < 3.

Enfin, K étant une fonction singuliere en 0, il reste a montrer que my est borné pour v > 0.
Pour cela, on fait I'estimation suivante :

dy’
K(x—1v)- by dy" < Cuasllb W/
., ( ) b(y) 3l[blly MR e
dy/
< Cuasllb —_—
< OHbHY"f
Ceci conclut la preuve du lemme. O

On dispose a présent de tous les éléments pour appliquer le théoreme de point fixe énoncé
dans le lemme 2.1.1, et trouver le comportement asymptotique de notre solution. Introduisons
tout d’abord l'application bilinéaire

B(U,V)(z) = / V,E(,y) - (Uly) ® V(y)) dy (4.3.4)

et la quantité

F(m)z—/E(x,y)-f(y)der K(z —y) - bly)dy.
Q o0

Il faut résoudre 'équation (4.2.5) qui s’écrit sous la forme
U=F+B(UU).

Le lemme 4.3.2 nous montre que B est bien continue de X, x X5 dans X, car si (U, V') est dans
I'espace de départ, alors U @ V' € Xy C X7y et, d’apres le lemme 4.3.2, B(U,V) € X, avec la
majoration suivante sur les normes :

I1B(U,V)lx, <CIU@V]x,, <CIUV]x, <CU|x[VIlx.-
De plus, pour ce qui est de F, les lemmes 4.3.1 et 4.3.4 nous donnent

1Elx, < CUIbllvas + ([ f]]xa)-
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On peut donc appliquer le lemme 2.1.1 et on en déduit qu’il existe € > 0 et C' > 0 telles que, si
|| fllx.+110lly,_, < ¢, alors ils existe une unique solution U € X, de (4.2.5) telle que ||U]|x, < Ce.
De plus, U vérifie ||U||x, < C(||fllx, +11bllv,_,). On remarque ensuite que U U € Xy C X,
et on peut donc appliquer les lemmes 4.3.1, 4.3.4 et 4.3.2 pour déduire que

1
U0) = K@) [ 0=9,Bw0)- [ () ©u+ U0 @ 0w dr+0 (i)
quand |z| — oo. Ceci acheve la preuve du théoreme 4.2.3.

On prouve a présent le théoreme 4.2.5. Soit Uy la solution petite dans X5 donnée par le
théoreme 4.2.3 et une solution U € X de (4.2.5) vérifiant ||U||x, < ¢’. On pose W = U — U,
qui vérifie

W(z) = —/QVE(x,y) - (WeUy+U®W)(y)dy.

D’apres le lemme 4.3.2, on a

Wllx, < CW @ Ullx, +[|U @ Wx,)

<C
< CIWix, ([Uollx, + 11U x,)
< CWx, (Coe +€).

D’ou, si on prend &’ et € telles que C'(Cpe +¢’) < 1 alors on en déduit que W = 0, ce qui prouve
le théoreme 4.2.5.

4.4 Etude du terme dominant dans le développement
asymptotique

Le but de cette section va étre, dans un premier temps, de calculer V,E(xz,0) afin d’avoir
une expression simple pour le terme dominant du développement de U. Cette expression nous
permettra aussi de déterminer a quelle condition ce terme est non nul (et donc pertinent pour
décrire le comportement de U a l'infini). En particulier, nous montrerons que si b = 0 il existe f
tel que le terme dominant dans le développement de U a l'infini est non nul. Nous montrerons
aussi que si f = 0 il existe b tel que le terme dominant dans le développement de U a l'infini
est non nul.

Nous commengons donc par calculer V,E(x,0). Pour cela, on rappelle I'expression des
coordonnées de E(z,y) a partir de la formule (4.2.3). On introduit donc un troisieme indice
k € {1,2,3} et la notation suivante : 6;; = 1 sii=j #3,0;;, = —1sii=j=3etd; =0si
i j.

On a alors la formule suivante :

Bj(a,y) = -1 ( Oij (@i yi)(z; —?/j)> L1 < O, @iy _yj)>

87 \ |z — |z —yl? 87 \ |z — y*| 7 —y*?
T3Ys 52} S(Ii - yf)(% - x}k) " 2303 (2, — y7) 1/353,z'(yj - x}k) 0303 ;
dr \ |z —y*[? [z — y*[° dr|z —y* Amle —y PP Amlz — |
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On va a présent calculer la dérivée de cette matrice par rapport a y,, ce qui nous donnera
le tenseur voulu. On obtient alors la formule suivante :

aykEi,j(x7y) -
-1 <_5i,j(yk — ) Oin(wy — ;) Oiw(wi—wy) 3w —yi) (w5 — yp) (e — ﬂﬂk))

8 |z —yf? |z —yf? [z —yf? |z =y
1 (—5Zj(yk —ap)  Gami—yp) 0@ =) 3w — i) (@) —y) (ue — x?@))
8\ |z —y |z =y |z —y*f? |z =y
n 03 kT3 ( 523' 3(xi —yi )y — xj))
dr N\ |z —y*? |z =y
T3Ys3 <_35;j(yk —xy) B 35&(%’ - 1’;) 35j,k(33'z' — ;) B 15(z; — yi)(y; — x;)(yk - xZ))
A |z =y |z =y |z =y |z =y
L 03473 ( —0iy 3w — )y — 1’2)) L 0303 1(y; — 5)
dr \|z —y*P |z — yrf? Arle —y
n 03,13 ( O 3y — 7)Yk — xi)) 034035 (yx — 23)
dr \ |z =y |z =y [? Arlz — y*[?
Ot on a notamment, pour dériver plus facilement, utilisé le fait que |z — y*| = |y — z*| donc
Vylr —y*| =V, |y — 2| = IZ:;II' Pour ce qui nous intéresse, nous allons nous contenter de la

restriction de cette expression a y = 0, ce qui nous donne :

—1 (0 0ikTj | 3TiT; 1 [0 xp Of .  Bwiaiay
aykEi,j(J?,O): < 3Tk 7kx]_|_ :L‘:E]:Ek> ( J7k TRk + J Ic)

8r \ |z 2P |z[> 8 \ |z*  |z[? |z
n O3 s [ 0F; B 3] N 0303 [ —0i 4, n 3wiry\ 03,i03 kT 53,i53,j33]t‘
A \|z|3 || A7 || |x|? 47 |x|? 47|x|?

Il faut a présent voir ce que donne ce tenseur appliqué a une matrice, ce qui déterminera la
forme du terme V,E(x,0)- [,(f®y+U®U). Considérons donc A = (a;x);keq1,2,3) une matrice,
on a alors pour i € {1, 2,3},

(VyE(iL‘, 0) ) A)% = Z aykEm'(x, O)Gj,k‘

j7k

Avant de remplacer par I'expression explicite de V, E(z,0), nous allons simplifier les notations.
Dans les calculs qui suivent, par défaut les produits seront des produits de matrice classiques ou
des produits de matrice par des vecteurs classiques, nous omettrons les ”-”. Par ailleurs, nous uti-
liserons la notation ‘v Mw classique en algebre bilinéaire pour désigner le scalaire ZZ ;M jOW; .
On obtient alors

VyE($, O) A= —87T’$‘3 (_Al’ -+ tA[L’ + I;Agj* o [éktA:v* + 21’3[;;1463 _ 2$3I§tA€3
— 2('z" Aes)es + 2(*es Az )es)
87T|1:|5 <_(txA$)!L‘ + (t;(;*A:L’*)x — 2x3(t1‘*1463)33 + 25E3(t€3AZL‘*)x),

Pour simplifier cette expression, on va écrire z* = x — 2x3e3, ce qui permettra de réduire le
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nombre de termes. On obtient donc

V,E(z,0) - A= m((l; — I3)Ax — 22305 Aes + (Is — I3)' Az + 22315 Aes + 2x315 Aes
|
—2x315" Aes — 2(*wAes)es + 4xz(esAes)es + 2(fes Ax)es — 4xs(tesAes)es
+8 E (—("zAx)z + (‘v Ar)r — 223("wAes)x — 223("es Ax)x + 425 ("es Aes)xr — 2x3('w Aes)x
7|

+4x3("es Aes)r + 2x3("es Ax)x — da3(‘ezAes)r).
On effectue ensuite quelques simplifications et on a

1

8rr|z[?

V,E(x,0)- A= ——((I; — 3)Az + (I3 — I})' Az — 2(*z Aez)es + 2(*e3 Ax)es

——(—4as(*wvAes)x + 423 (*es Aes)w).
(A (rden)s + da3(fes ey
Puis, en remarquant que (I3 — I3)z = 2z3e3, on voit que toute la premiere ligne se simplifie. Il
ne reste donc plus que

—3x3x
27|z |5

V,E(x,0)- A= ((A-e3)- (z— z3€3)). (4.4.1)

Nous allons maintenant simplifier le terme principal que nous avons trouvé dans le dé-
veloppement asymptotique de la solution. Rappelons que ce terme s’écrit sous la forme

Uo(x):K(x)-/aQb—VyE(x,O)-/Q(f®y+U®U).

En utilisant la formule du noyau K donnée dans (4.2.2) et la relation (4.4.1), nous pouvons
simplifier 'expression de Uj :
3x3T

Slal <x . /59 b+ x; /Q [ys f1(y) + Ur(y)Us(y)] dy + x2 /Q [ys.f2(y) + Ua(y)Us(y)] dy).

On conclut a partir de cette formule que la condition nécessaire et suffisante pour que U
s’annule est la suivante :

/ bz =0, /(y3f1+U1U3 / by, /y3f2+U2U3 / bs.
o0 o0

Il suffit donc que faQ bs # 0 pour obtenir que U est non nul. De plus, si b = 0 on peut
construire un terme de force f aussi petit qu'on veut tel que Uy # 0. En effet, soit f tel que
fﬂ ysf1 # 0. Pour € suffisamment petit, soit U la solution associée au terme de force ef et au
terme de bord €b. Supposons par ’absurde que le U§ associé est nul. Alors nous avons que

/Q(ygfl + UiUg): 0. (4.4.2)

/ Uil _ o).
Q £

En passant a la limite ¢ — 0 dans (4.4.2) on trouve fQ ys3f1 = 0 ce qui constitue une contradic-
tion.

U(](.T) =

Or ||U¢||x, = O(e) d’ou
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4.5 Autres comportements asymptotiques

Nous avons étudié dans ce qui précede le comportement a l'infini des solutions lorsque les
données sont suffisamment décroissantes a 'infini. C’est le cas le plus pertinent puisque souvent
(notamment pour le cas des domaines extérieurs) on se ramene au cas des données a support
compact. Cela dit, on peut aussi considérer des données qui décroissent “lentement” & l'infini
comme on l’a fait dans le cas de I'espace entier dans le chapitre 3. Ce sera aussi I'occasion de
souligner les différences entre le comportement asymptotique dans le cas de 'espace entier et
le comportement asymptotique dans le cas du demi-espace. On a déja eu un avant-gotut de ces
différences puisqu’on a vu que dans le cas des données a support compact, le comportement
asymptotique dans l’espace entier est homogene de degré -1 (donné par les solutions de Landau)
tandis que dans le demi-espace ce comportement asymptotique est homogene de degré -2. Nous
allons maintenant voir comment se traduisent ces différences dans le cas ou la force admet la
décroissance critique 1/|x|* & I'infini.

Tout d’abord, remarquons qu’on peut facilement construire des solutions dans le demi-
espace qui sont O(1/|z|) a I'infini dés lors que les données ont la bonne décroissance a U'infini.
Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.5.1. Il existe e > 0 et C > 0 tel que si f € X3 et b € Yy vérifient ||b|ly, + || [ x5 <
e, alors il existe exactement une solution de (4.2.5) telle que ||U||x, < Ce.

Preuve. Pour prouver ce théoreme, on peut tout d’abord remarquer que le point fixe qui nous
a permis de déterminer I'existence d’une solution dans X, peut également se faire dans X;. En
effet, si on considere f € X3 et b € Y, d’apres les lemmes 4.3.1 et 4.3.4, on a que

F@%:j/EWWWf@ﬁ@+ K(x—y) - by)dy
Q o)
vérifie F' € X, et

1Flx < C1 s + 1Bll1)-

Qui plus est, application B introduite dans (4.3.4) est continue de X; x X; dans X; d’apres
le lemme 4.3.2 car si U,V € Xy alors U®V € Xy et B(U,V) = —Mygy € X;. On en déduit
que si f et b sont petits dans X3 et Y] respectivement, alors il existe une unique solution de
(4.2.5) qui soit petite dans X;. O

Maintenant, nous aimerions montrer comme dans le chapitre 3, que si les données ont un
comportement asymptotique homogene a l'infini, alors ce sera aussi le cas pour la solution.
Montrons d’abord 'existence des solutions homogenes.

Théoreme 4.5.2. Soit fo une fonction a valeurs vectorielles, homogéne de degré -3 et bornée
sur 8 = {x € §* ; x3 > 0}. Soit by : I — R* une fonction homogéne de degré —1 et bornée
sur St = {a’ € 90 ; |2'| = 1}. Il existe ¢ > 0 et C > 0 indépendants de fo et by tels que
si ||bol|zoo(st) + 1 foll e (s2) < € alors il existe un unique Uy homogéne de degré —1 solution de
[’équation

Unta) = [ Ko=) bl ' = [ 9B, W) 9 Valo) = [ Bl folwdy (451)

telle que ||Up||poo(s2) < Ce.
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Remarque 4.5.3. Dans la formulation (4.5.1) toutes les intégrales sont bien convergente. La
question se pose notamment pour la derniere intégrale ou f; admet une singularité en 0 de
1/]y|? qui est non intégrale. Mais F(x,y) s’annule lorsque y3 = 0, en particulier quand y = 0.
Donc, par le théoreme des accroissements finis E(x,y) = O(y) quand y — 0 ce qui atténue la
singularité de f en 0.

Remarque 4.5.4. Dans ce cas du demi-espace, on n’a pas de condition supplémentaire du type
fSi fo =0 comme on en avait dans le cas de I’espace entier. Ceci est dii a nouveau au fait que,
comme observé ci-dessus, I’annulation du noyau de la fonction de Green a l'origine atténue la
singularité de fo.

Preuve. On remarque que le point fixe dans X; présenté dans le théoréme précédent peut se
faire dans les espaces homogenes X, et Y, définis par

11, = sup|z|*|f(z)| < oo,
zef)

1b]ly,, = sup |z|*|b(z)] < oco.
€00

En effet, on peut remarquer que les lemmes 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.4 se généralisent partiellement
(en excluant les comportements asymptotiques) aux espaces X et Y de la facon suivante :

Lemme 4.5.5. Soit a € (2,4), alors lapplication m introduite dans le lemme 4.5.1 est continue
de X dans Xa 2.

Lemme 4.5.6. Soit § € (1, 3), alors Uapplication M introduite dans le lemme 4.3.2 est continue
de Xg dans Xg_;.

Lemme 4.5.7. Soit~y € (0,2), alors l’application m’ introduite dans le lemme 4.3.4 est continue
de Y, dans X,.

Ces trois lemmes se démontrent exactement de la méme facon que dans le cas des espaces
X et Y en remplacant dans les estimations 1 + |y| par |y|.

Il suffit donc, pour montrer 'existence d'une solution petite Uy € X1, de montrer que
Fy = —my, + mb € X, et que lapplication bilinéaire B(U,V) = —Mygy est bicontinue de
X, x X1 dans Xl Le premier fait vient de I'application directe des lemmes 4.5.5 et 4.5.7 a
fo€ X5 et by € V7. Le second vient du fait que, si U,V € X;, alors

IBU V)%, < ClIU @V, <CIU[x IV,

On obtient donc qu'il existe une unique Uy € X; solution de (4.5.1) telle que 0ol 5, <
Ce. Enfin, grace a cette unicité et a l'invariance de l’équation par le changement d’échelle
Ux(z) = AU(Az) qui est toujours valide dans le demi-espace, on en déduit que cette solution
est homogene de degré —1. Ceci conclut la preuve. m

Enfin, nous pouvons énoncer un théoreme sur des solutions avec un comportement asymp-
totique homogene de degré -1. Soit ¢ € C§°(€2,[0,1]) une fonction radiale telle que p(z) = 0 si
lz| < 1et p(x) =1si|x| > 2. Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.5.8. Soit 3 < a < 4. Soit f € X3 a valeurs vectorielles de la forme f = pfo+ f1
avec fo une fonction homogene de degré —3 définie sur €2 et fi € X,. Soit b € Y| une fonction
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a valeurs vectorielles de la forme b = pby + by avec by une fonction homogeéne de degré —1
définie sur 0S) et by € Y, _o. Il existe € > 0 et C' > 0 qui ne dépendent pas de f et b tels que si

1Bolly, + Lol + Ioallva + 1 A1llx. <€

alors l'unique solution U de (4.2.5) fournie par le théoréme 4.5.1 admet le comportement asymp-

totique suivant :
1
U=Uy+0 (_>

|x|a—2

quand |z| — oo, ot Uy est l'unique solution homogéne de degré -1 de (4.5.1) fournie par le
théoreme 4.5.2.

Remarque 4.5.9. En comparant avec le théoreme correspondant dans I’espace entier (théoreme
3.2.3) on constate que dans le demi-espace nous n’avons pas besoin de corriger par une masse
de Dirac I’équation homogene qui donne le terme dominant.

Preuve. On pose V = U — Uy et on montre que V € X,_». Le champ de vecteurs V' satisfait
I’équation suivante :

J— /
V = —=Muyygvivete+vev = Mie=1)fo+fi T Mo—1)bo+b; -

Comme U est trouvé en appliquant le lemme de point fixe 2.1.1, il est la limite de la suite
récurrente construite dans la preuve de ce lemme :

U’ = —my+my, U= —Myrgpe +U°,
D’ou V est la limite de la suite récurrente suivante :
0 __ k+1 _ 0
V5= —m-1)forpn + ml(cp—l)bo+b1’ VI = —=Myevrsviauy+vieve T V.

Nous allons montrer par récurrence que pour tout k, V¥ € X,_, avec une borne uniforme en k
sur la norme dans cet espace. Ceci permet, par passage a la limite, d’en déduire que V &€ X, _o.

On sait déja, par les preuves d’existence et d'unicité de U et Uy, que V¥ € X, pour tout k,
et comme la suite (U*) est majorée par O(e) dans cet espace, on sait que pour tout k

IV¥lx, < Ce.

Or, comme par hypothése (o —1) fo+ f1 € Xa, d’apres le lemme 4.5.5, on sait que M(o—1)fot+fr €

Xa-2 avee ||me-1pnllx,, < Cllfollz=ez) + [fillx.). Par ailleurs, comme (¢ — 1)by +
<
~

/

by € Ya_g, on sait d’apres le lemme 4.5.7 que T o 1)+,

C(|[bo|| e (sty + [[b1]] x._2)- On a donc l'estimation

S XOC_Q avec ||m/(<p71)b0+b1||Xa—2

0 "
||V ”XQ_Q g C 67
ce qui acheve l'initialisation. Supposons que

V¥, , <207
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et montrons que cela reste vrai pour k£ + 1. En appliquant le lemme 4.5.6 on a

IVl -, < CQITI IV, + IVE L IVE L, ) + 1V,
< Csel|VH| g, +C"
< 20"Cse* + e
<207¢
pourvu que € < ﬁ Ceci conclut la preuve du théoreme.
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Chapitre 5

Solutions homogenes en dimension 2
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5.1 Introduction

On va étudier maintenant le cas de la dimension 2. Comme on I’a vu auparavant, une partie
du probleme consiste a trouver des solutions particulieres qui soient de bonnes candidates pour
décrire le comportement asymptotique des solutions (comme les solutions de Landau dans le cas
de la dimension 3). Plusieurs types de solutions particulieres ont déja été étudiés. Notamment
dans [23] (voir aussi [50]), Hamel trouve toutes les solutions homogenes de degré -1 lorsque le
terme de force est nul. Il prouve que ce sont soit les solutions triviales U(z) = /m% —i—/Lzﬁ avec
111, fio constantes, soit une famille discrete de solutions qu’il explicite avec la formule suivante
en coordonnées polaires :

U o) = H0=%)
r
ou @ désigne I'argument, r la distance a l'origine, e, = (cos#,sinf) et e, = (—sin6, cosf). Ici,
By est un nombre arbitraire et f; s’exprime a partir des fonctions elliptiques classique et a une
période de 27 /k.
Dans [20], Guillod et Wittwer ont trouvé des solutions invariantes par changement d’échelle
a une rotation pres, c’est-a-dire que pour tout A > 0,

MU (\z) = R'U(Ryz).

ou R, est une rotation dont I'angle dépend de A. Ils prouvent que ces solutions forment une
famille a deux parametres continus et un parametre discret, qui sont une généralisation des
solutions de Sverdk.
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Dans ce chapitre, nous allons généraliser le travail de Hamel et Sverdk (la recherche de
solutions homogenes de degré -1) en introduisant un terme de force non nécessairement nul. On
consideére donc les équations de Navier-Stokes suivantes dans I'espace R?\{0}

~AU+ (U -VYU+Vp=F, divU=0 dansR?\0, 11
MNU(A\z) =U(z) YA >0, € R%\{0} (5.1.1)
ot on recherche U homogene de degré —1, p homogene de degré —2 et ou on suppose F' homogene
de degré —3. On suppose également que ces fonctions sont suffisamment régulieres (U de classe
C?, p de classe C! et f de classe C°). Ces solutions sont les analogues bidimensionnelles des
solutions trouvées dans la section 3.4. Nous montrerons ici que dans le cas ou la composante
orthoradiale de U est non nulle (ce qui dans le cas de la force nulle étudié par Hamel et Sverdk
donne les solutions triviales), on a I'existence et 1'unicité d’une solution homogene qui dépend
de deux parametres.

I1 n’est pas difficile de voir qu'une condition nécessaire pour que le probleme (5.1.1) admette
une solution est que

/ F-at=0 (5.1.2)
Sl

(cf. les calculs de la section suivante). Nous ferons cette hypothese dans la suite. De plus, cette
condition nous assure l'existence d’une primitive périodique de la restriction de curl F a St vue
comme une fonction périodique de période 27 (cf. relation (5.2.4)). On désigne par F 'unique
primitive périodique de moyenne nulle de curl F’ |Sl'

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 5.1.1. On se donne
- a € R\{0};
- veR;
- F € C°%(R*\{0},R?) continue et homogéne de degré —3 telle que la condition (5.1.2) soit
satisfaite.
Supposons de plus la condition de petitesse suivante :

2v/16—a?

<ela) =
4 si o] >4

(5.1.3)

4tanh2( rlof ) si0 < |a| < 4
2w

— 1
Pl + ot 3 [ Foo
St

ou F est Uunique primitive périodique de moyenne nulle de curlF‘SI.
Alors il existe ezactement un champ de vecteurs U = U, , € C*(R*\{0},R?) dépendant de
a, v et F', homogene de degré —1, solution de (5.1.1) vérifiant

1
— | U-zt=aq, /U'I(U'$+4):—/F-ZE—27T’)/, (U - x| Loo(s1y < V()
St 1

2T st S '

(

Remarque 5.1.2. Les deux premieres égalités de la relation (5.1.4) impliquent, a F' fixé, I'injec-
tivité de I'application (o, ) — U, 4. AF donné, on a donc toute une famille de solutions U,
de (5.1.1) a deux parametres. Il n’est pas difficile de voir que, quitte a renforcer un petit peu
les conditions de petitesse, toutes les solutions de (5.1.1) de composante orthoradiale non nulle
et de composante radiale petite par rapport a la composante orthoradiale sont forcément de la

ot

1.4)
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forme U, trouvée dans le théoreme 5.1.1. Plus précisément, si I'on suppose que U est solution
de (5.1.1) et que

1 — e(a)
— U-zt=a#0, Fllrem <ela)/2, et ||U-x| oy <& =
o7 ) # | F'][ oo (r) < e(a)/ | || oo (s1) 1t /161 2:(0)

alors U est de la forme U = U, pour un certain ~. En effet, il suffit de poser

1
Y=o Sl(F-x+U-x(U-m+4)).

Alors

1
:—‘/ U-x(U-x—l—él)‘ <5’(e’+4):@.
2w st 2

1
’7+—/ F-z
27 st

Les conditions (5.1.3) et (5.1.4) sont vérifiées et le théoreme 5.1.1 s’applique : on a U = U, .

Remarque 5.1.3. Nous verrons a la fin de la preuve du théoreme que, pour avoir la norme L de
F petite, il suffit que la norme L de F sur le cercle unité soit petite. La condition de petitesse
du théoreme est donc impliquée par une condition de petitesse sur v et F' (avec une constante
de petitesse qui dépend de ). Il n’y a pas de condition de taille sur la constante «. Enfin,

la condition de petitesse sur F' est équivalente a une condition de petitesse sur 'amplitude de

curl F'| o, mais F' peut néanmoins étre grande.

Remarque 5.1.4. Un résultat similaire au théoreme 5.1.1 ne saurait étre vrai si a = 0. En effet,
si o =0 et F =0, Hamel [23] a trouvé toutes les solutions homogenes et celles-ci forment une
famille discrete.

Dans la section 5.2 nous réduirons I’'équation dans le plan a une équation sur le cercle.
Dans la section 5.3 nous résoudrons la partie linéaire de 1’équation. Dans la section 5.4 nous
acheverons la résolution de ’équation générale par un argument de point fixe. Nous terminons ce
chapitre par une derniere section ou on cherche les solutions homogenes qui sont de divergence
nulle jusqu’en 0.

5.2 Simplification de 1’équation

Pour écrire un systéme d’équations sur S' équivalent & (5.1.1), nous utilisons les coordonnées
polaires (r,0) telles que (z,y) = (rcos#,rsinf). On notera notamment

e, = (cosf,sinf) et ey = (—sinb, cosb).

On posera alors

u(®) . v(0) q(0) f0) . 90)
U(r,0) = —=e, + —=ey, r,0)==—%~ et F(r,0)="—"2e.+ "¢
o) =" 0 by =4 )= e, 1 20,
On rappelle maintenant les formules en coordonnées polaires pour les principaux opérateurs
différentiels : 'opérateur nabla s’écrit maintenant V = ¢,.0, + 69%, etsia: (r,0)—a(rb), A:
(r,0) — A.(r,0)e,. + Ay(r,0)eq, est une fonction a valeurs scalaires, respectivement vectorielles,
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alors on a

Va(r,0) = O,ae, + %69
r

Aa(r,0) = 18,,(7“8,,(1) + %aga
r r

div A(r, 0) = %&(rAT) + %89/19
1 1

curl A(r, 0) = ;8,~(7‘Ag) — ;%AT

AA(r,0) = <AA - A— - —89A9> (AAH - ﬁ 2 : S A, )
T

Les équations (5.1.1) s’écrivent alors de la fagon suivante :

1 u 1 u u 2 v u? v 0P q f
Lo n ()~ 5 ()¢ 5+ 2 () -5+ S e (2) -
RN r r2 0 \r +r3+r26 r 7"+ 7"3+ r? r3

1 v 1 v v 2 U v’ q g
ol G) =t () s e ) ()=

P\ r r2 0 \r + r3 2! s e r3

o (r (“)) #on () =0

r r r
et ce pour tous 0 € T = [0, 27] et r > 0. Apres simplifications, on en déduit le systéme suivant :

" 20— -0 —2q=f
—v”—2u’+v’v+q':g
v = 0.

D’oti, en utilisant la troisieme équation, on obtient

— =+ —v*—2=f
' +4q =g
v = 0.

On en déduit immédiatement que l'on doit avoir fT g = 0 ce qui équivaut a (5.1.2). Si l'on
considere h la primitive de g vérifiant elle-méme fT h =0, on aura

—u" +o'u —du—u? = f+2h+ (5.2.1)
g=2u+h+p
v=a (5.2.2)

ot (o/,8,7') € R? sont des constantes liées par la relation 7/ = o’ + 2. Supposons que pour
un couple (¢/,7') on trouve une unique solution u, , de la premiere équation. Avec la valeur
de B = (7 — a’?)/2 découlant des 2 premiers parametres, on trouve la pression ¢ grace a la
deuxieme équation qui ne joue aucun autre role. Puis on constate que les deux égalités de la
relation (5.1.4) impliquent o = « et 7/ = ~. Et réciproquement, toute solution de (5.2.1) et
(5.2.2) vérifie les deux égalités de la relation (5.1.4) avec o/ = a et 7/ = . En effet,

1

— | U-x+=
2 * “
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revient a dire que

1
- V=
2T T

d’olt @ = ' puisque v = . Puis, en intégrant 1’équation (5.2.1) on obtient

2m 2
— / (4u +u?) = f+2ny
0 0

ce qui, en comparant avec (5.1.4), entraine v = v/.
Tout le probléeme consiste maintenant a résoudre sur le tore T I'équation (5.2.1) avec o/ = «
et v =~
—u" + au' —4du —uP = f+2h + 7. (5.2.3)

Par ailleurs, on remarque que

29(0) + 1'(0)

curl F(r,0) = — I
,

(5.2.4)

donc — f —2h est une primitive de la restriction de curl F' au cercle unité, de moyenne —% fT f.
La primitive F de la restriction de curl F au cercle unité qui est de moyenne nulle est donnée
par

F:—f—2h+%/?rf.

On pose alors f: [+ 2h + v de sorte que f: —F 4+ % fT f. C’est sur cette fonction que
I’on devra imposer une condition de petitesse pour appliquer le lemme 2.1.1, et c’est donc de
la que vient 'hypothese de petitesse dans I’'énoncé du théoreme 5.1.1.

5.3 Résolution de I’équation linéaire

On va chercher & présent a déterminer, pour z € C%(T) et a # 0, toutes les solutions
périodiques de I’équation

—u" 4+ au' — du = 2. (5.3.1)

Montrons d’abord qu’il y a au plus une solution périodique. S’il y avait deux solutions périodiques
a I'équation (5.3.1), alors leur différence serait une solution périodique de I’équation homogene
(le cas z = 0). Nous montrons que toutes les solutions homogenes et périodiques de (5.3.1) sont
nulles.

Supposons d’abord que a # +4. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme

Ae+? + Bet-? avec (4 = 5 T/ (%)2 — 4 les racines du polynome caractéristique. On aurait
alors pour tout 6,
AeSHO12m) | BoC-(0+2m) _ £ G0 | B oo

ce qui implique

AesH0(eP+ — 1) = Bet-(1 — ¥,
Si €26+ =1 ou €2 = 1 alors on déduit que (4 = ik avec k € Z, ce qui n’est possible que si
a = 0, cas que nous avons exclu de notre théoreme. On trouve donc que

)2 . 27T<_
ae(8)' = _ gl

e2r+ — 1’
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On observe que le membre de droite ne dépendant pas de 6, le membre de gauche doit donc
étre constant, ce qui n’est vérifié que si A = B =0 ou 4/ (%)2 —4 =0 et donc o = 44, ce que

nous avons exclu temporairement.
Dans le cas a = +4, les solutions sont de la forme (A6 + B)e*?, la périodicité équivaut
donc a : pour tout 6 € T,

(A(0 + 27) + B)e*20+2m) — (AQ + B)e*?
donc
Af(eF™ — 1) = B(1 — ') — 2w Ae™.

Le membre de gauche ne doit plus dépendre de 6, ce qui implique nécessairement que A = 0,
et I'égalité B = 0 s’en déduit immédiatement.

Nous avons donc montré que dans le cas o # 0, il y a au plus une solution périodique a
I’équation. Nous allons maintenant en déterminer une en utilisant la méthode de la variation
de la constante.

Les racines du polynome caractéristiques étant (. = §+ (%)2 — 4, on obtient pour o # +4
des solutions de la forme

u(f) = A(0)es? + B(0)es?
ou A et B sont solutions du systeme :
Aet? + Bl =0
C A 4 ¢ Betf = —2.
D’ou on obtient, si o # +4,

1

TG
1

G -C
En intégrant de 0y a 0 (avec 0y a déterminer ultérieurement), on trouve la solution parti-
culiere suivante :

pe—

A'(0)

2760,

B'(9)

_ ' C(0-7) _ oo (6-1)
u(f) = N /00 z(1)le e | dr.

Pour le cas o = £4, on obtient une racine double ( = «/2, et des solutions de la forme
u(f) = A(0)0e’ + B(0)e’
avec

A'9es? + B'et? =0
A'(e? +¢0e?) + ¢(Be? = —2.

A) = —2(0)e?
B'(6) = 02(0)e .
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On cherchera alors la solution périodique sous la forme

u(f) = / (1 —0)z(1)es =) dr.

0o

Il faut a présent trouver 6y pour que la solution u obtenue ci-dessus soit 2w-périodique. Or, il
se trouve que si #y = 00, on a bien la périodicité au moins formellement. En effet, si 6y = —o0
par exemple, on a formellement (plus précisément a condition que I'intégrale converge) :

1 0427
w0 = ﬁ/ 2(7) [+ 02n—) _ (GO gy
L ' C+(0—s) ¢_(0—s)
== z(s — 2m)[eStVTY — 5V ds
@—g/w( ) ]
= u(0)

en utilisant la périodicité de z. Et on obtient la méme chose si 6y = +00. Pour savoir s’il faut
choisir 6y = 400 ou 0y = —o0, il faut s’intéresser a la partie réelle de (; et (_ afin de savoir
quelle intégrale va converger. On a plusieurs cas :

Sia e (—4,4), alors on a 4/ (%)2 —4 € iR, d’ou Re((+) = a/2 d’'ou, si o € (0,4) on prendra
0p = +00 et si a € (—4,0) on prendra 0y = —o0.

Si |a| > 4, alors (1 € R. Mais dans ce cas, on remarque que 0 < 4/ (%)2 —4< %‘, donc (4
est du signe de a. D’ot1, si o > 4, on prendra 6y = 400 et si & < —4 on prendra 6, = —oc.
On peut donc écrire, pour a ¢ {—4,0,4},

u(f) = _ /9 2(7)[es+ 0= — =07 g7 (5.3.2)

g— - C-l— gn(a)oo

et, dans le cas ou o = +4,

u(f) = / (1 — 0)z()e3 dr. (5.3.3)

+o0

Par ailleurs, on remarque que cette formule est la limite de la précédente quand o — =+4,
on n’écrira donc dans la suite que la premiere et la seconde vérifiera les mémes propriétés
automatiquement.

Pour conclure sur ’équation linéaire, on doit déterminer la régularité de u. En effet, si on
regarde les formules (5.3.2) et (5.3.3), on peut voir que si z est continue, alors u est de classe
C2. Par exemple, pour la premiere formule on a

1 0 0
u(l) = —— {e<+9/ e 2(1) dr — GCQ/ e S Tz(T)dr
g— - C-l— sgn(a)oo sgn(a)oo

ol il est clair que u est de classe C'' comme somme et produits de fonctions de classe C* et de
primitives de fonctions continues. Enfin, en utilisant I’équation on trouve que v’ = au’ —4u—z
est continue, donc u est de classe C2.

On a montré le résultat suivant :
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Proposition 5.3.1. Soient o # 0 et z € C°(T). Alors I’équation (5.3.1) admet une unique
solution u € C*(T) donnée par la formule :

0 o a 2 o o 2
u6) = —\M/ (@) {6(0_7)(2_ (37=0) — o (5+(8)"-) z(1)dr sia ¢ {—4,0,4}
- sgn(a)oo
0
u(f) = / (1 —0)e2 Oz (r)dr si oo = 4.
sgn(a)oo

Remarque 5.3.2. Dans le cas a = 0, les solutions de I’équation homogene sont les fonctions de
la forme u(f) = Acos(20) + Bsin(20), elles sont donc toutes périodiques. On déduit que soit
toutes les solutions de 1’équation non homogene sont périodiques, soit aucune ne 'est. Il n’est
pas difficile de voir que la condition nécessaire et suffisante sur z pour que ’équation admette
des solutions périodiques est la suivante :

/2(9) cos(20)do = /2(9) sin(20)do = 0.

Ce cas est donc totalement différent, a la fois du point de vue de l'existence et de 1'unicité,
du cas a # 0 et nous ne le traiterons pas ici. On peut se douter que les résultats seraient tres
différents, car on voit que dans le cas des solutions de Hamel [23]) qui correspond au cas f = 0,
on obtient dans le cas @ = 0 une famille de solutions a un parametre discret.

5.4 Reésolution de ’équation complete

En se rappelant que nous avons posé fv = f + 2h + v, I'équation (5.2.3) que nous devons
résoudre s’écrit sous la forme suivante :

—u’ —au —4du= f+u’

On supposera dans ce qui suit que o < 0 pour plus de simplicité (il suffit de changer les
signes pour avoir le cas @ > 0). En appliquant la proposition 5.3.1 et en supposant u et f
continues, 1’équation ci-dessus est équivalente a

(F+u?)( >[e(g‘ (oo _ (5 (3)2_4)(9_7)] dr

u =

ﬁ/
=g+ B(u,u)

avec

On a ici un probleme de point fixe, et on va essayer d’appliquer le lemme 2.1.1 dans l'es-
pace C°(T). Pour ce faire, il faut montrer que I'application bilinéaire B définie par la formule
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précédente est continue sur CO(T) x C°(T) et que le terme ¢ est suffisamment petit avec les
hypotheses du théoréme 5.1.1. On munira ici lespace C°(T) de la norme infinie.

On commence par faire le changement de variables 7 = 6 + s pour réécrire B(u,v) sous la
forme suivante :

D’ou
U, V)| Lo=(T Ul|Loo(T) || V|| Loo (T \/? m -
1B, 0) | ey < [l e 1o <Hvr___w/ ]

= I(0)[ull = llo 2=

On peut alors calculer I'intégrale I(«) afin d’avoir une borne précise sur la norme de B. Pour
cela, on va distinguer les différents cas.

Si a € (—4,0), alors on pose 0 = /4 — (%)2 et on a

25/ ]22s1n ot)| dr
1 / /3 ol

= — 27| sin(d7)| dT
0 kz:: (k+1)7r/5

I
ST
Mg

—2km /6 o] —(2k+1)7/d Lo
— / e2 "sin(or)dr + / e2 "sin(or)dr
—(2k+1) /6 —(2k4+2)m/8

k=

[en]

1 “2kmfs e 2RSS
= - Z —/ e2"sin(0r)dr —e 2 / e2"sin(o7)dr
0 o —(2k+1)m /8 —(2k+1)m /8
Slelny oo okn/s
_ Mz/ (e(‘—z'm)f _ (5-is)r ) dr
2i0 o0 ¥ —(2k+1)m/6
lalr - « o . —2km /8
(1 e i) S o(lgheit)r 6(2_25)1 !
- ol | .5 ol _,
o | 3 T 5 — 10 —(2k+1)n/8
(1 + €7|20(;\7r i B efkgr\od efk:gda\ + 67(2k<2k;)7r|a\ 67(2k<§;)7r|a\
N M_';“—'ﬂ'é bl s by ks
—(1 + 67'27“” = “lalx . —2i0
—_ € + (& 26 )a2—2
k=0 (5) +9o
(e ‘z‘fs'“)Q 1
4 1— e_léw
1+ eilzofshr
A1 — e 57)
1
4tanh ('a‘”>
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Pour o < —4, on pose § = (%)2 — 4 et on obtient

I(a) = -1 0 (6(\%%)7 _ e(‘%'—é)r) dr

20 ) o
B __1 [e(gl-i-é)T 6(3"—6)7]0
I e L
o1
20 (12

(5 -

B 1
4

Pour a = +4, comme l'intégrale est la limite quand § — 0 des expressions précédentes, on

obtient /(a) = 1.

Ceci acheve la preuve de la continuité de B.
On peut majorer ||g|ze(r) de la méme facon que ||B(u, v)|| g
191l oo (my < ()| f ]| o ()
Enfin

Il = |-F 4+ 5 [1]

< | F oo (ry + b+—— ﬂ

On peut alors appliquer le lemme 2.1.1 avec n = I(a). On obtient que si [|g]| o () < m,

alors il existe une unique solution u € C°(T) de I’équation (5.4.1) dans la boule de centre 0 et

de rayon 2[(a) = y/e(a). On a de plus I'inégalité ||u||ze(r) < 2[[g]| Lo (). Pour avoir HgHLoo T)
—a, il suffit que ||f||Loo < 412( ;= e(a). En partlcuher si ||F||Loo + "y+ ng f} ),
on obtient le résultat voulu L’hypothese || F|| || zoe(m) + v+ 5= [; f| < e(a) pourrait sembler plus

forte que ce qui est nécessaire puisque seul f doit étre majoré par 5( ) En fait ce n’est pas le
cas puisque si f est petit, sa moyenne l'est également donc v + % fT f doit étre petit aussi. On

remarque enfin que, comme u et donc u? et fsont continues, la proposition 5.3.1 implique que
u est de classe C2. Ceci conclut la preuve du théoreme 5.1.1.

Nous concluons ce chapitre par une justification de la remarque 5.1.3. Si la norme infinie de
F sur le cercle unité est suffisamment petite, la norme de F' sera également petite car

< 2| fllzeo(ry + 20Al oo ry
Lo (T)

— 1
HHLW)‘P 2WAf+

Or, comme h est la primitive de moyenne nulle de g nous avons

e ([e)e
/Oeg nar—5- [l (/ dT)ds
/Og d7+/0 (55 —1) 9(s) ds

80



donc
|h(0)] < 37llgllLos(r) VO € T,
D’ou

[F | ooy < (67 + 2)[1F || oo s1).-

5.5 Solutions homogenes “pertinentes”

Une des motivations de la recherche de solutions homogenes est 1’espoir que ces solutions
puissent caractériser le comportement asymptotique a l'infini de solutions non homogenes,
comme on l’a fait dans le cas de l'espace entier et du demi-espace. Or, pour que le champ
de vecteur homogene U soit le terme dominant a l'infini d’'un champ de vecteurs régulier de
divergence nulle il faut que sa composante radiale soit de moyenne nulle sur S'. En effet, soit
V un champ de vecteurs régulier de divergence nulle tel que

V(z) =U(x) + o(1/|x|) (5.5.1)

quand |z| — oco. En intégrant la relation div V' = 0 sur le disque D(0, R) on trouve
[ vdes) =0
— - V(x)do(xz) = 0.
wl=r B

Or la relation (5.5.1) implique

0= /| V(z) do(z) = / L U(e) do(x) + o(1) (5.5.2)

o=r B le|=R

quand R — oo. Or on voit tout de suite que

/MR% -U(x)do(x) = /027r u(6)do.

Cette quantité ne dépend pas de R et doit donc s’annuler si on veut que la relation (5.5.2) soit
vérifiée.

Remarquons aussi que fo% u = 0 si et seulement si la relation divU = 0 a lieu jusqu'en 0
(cf. [50]).

Il serait donc pertinent de rechercher les solutions de (5.1.1) dont la composante radiale est
de moyenne nulle sur S!. Nous appelons ces solutions des solutions homogenes “pertinentes”.
Revenons a I’équation a résoudre donnée dans la relation (5.2.3) et intégrons la de 0 & 27. En
se rappelant que la fonction h est de moyenne nulle, on trouve

2 2 2
—4/ u—/ u? = f+ 2.
0 0 0

Si on suppose u de moyenne nulle, ceci permet de déterminer la constante
s

1= 5 ; (u® + f).
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En insérant cette valeur de y dans (5.2.3), on trouve ’équation suivante pour u :

2

2m
—u" + au' — 4u — u? —|——/ u—f—— f+2hn=—F. (5.5.3)
0

Réciproquement, en intégrant cette équation on trouve que toute solution doit étre de moyenne
nulle. Résoudre ’équation (5.2.3) dans la classe des fonctions de moyenne nulle équivaut donc
a résoudre 1'équation (5.5.3).

L’argument de point fixe qu'on a appliqué sur ’équation (5.1.1) peut aussi étre appliqué
sur 'équation (5.5.3). Soit 7' 'opérateur solution de (5.3.1), T'(z) = u. L’équation (5.5.3) peut
s’écrire sous la forme équivalente

u= g1+ Bi(u,u)

ou B
g1 = —T(F)

et

1 2m
Bi(u,v) =T (uv — %/0 u).

La formule pour I'opérateur T' est donnée dans la proposition 5.3.1 et nous avons montré
dans la section 5.4 que 'opérateur T' est borné de CY(T) dans C°(T) avec une norme majorée
par I(«). Donc on peut estimer

lgll () < T(@)[[F | ey

et
2m
151 (. 0)llery < H(@ffuv = 5 |+ v oy < 2 (@) oy [0l v
On peut donc appliquer a nouveau le lemme de point fixe 2.1.1 avec nn = 21 (). Si ||g1| oo () <
ﬁ = 3 1% j on a l'existence et I'unicité d’une solution u de (5.5.3) de norme uniforme majorée
par % = 41( 5 En se rappelant la formule de I(«) trouvée dans la section précédente, nous

obtenons le résultat suivant sur I'existence de solutions homogenes “pertinentes”

Théoreme 5.5.1. On se donne
- ac R\{O} ;
- F € C°%(R?\{0},R?) continue et homogéne de degré —3 telle que la condition (5.1.2) soit
satisfaite.
Supposons de plus la condition de petitesse suivante :

2v/16—a?

_ 2 tanh? (ﬂ) 5i 0 < |a| <4
[E| 2o (my < €1(e) = .
2 sila| =4

ou F est Uunique primitive périodique de moyenne nulle de curlF’ L
Alors il existe exactement un champ de vecteurs U = U, € C*(R*\{0},R?) dépendant de o
et F', homogéne de degré —1, solution de (5.1.1) vérifiant

1

61((1)
o '

2

U zt =a, /U~x:0, (U - 2| poogst) <
Sl
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Chapitre 6

Solutions symétriques en dimension 2

Sommaire
6.1 Introduction . .. ... ... ... i e e e e 83
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6.4 Le cas d’un domaine extérieur. . . . . . . . . . .. 0000w 96
6.5 Comportement asymptotiqueen 1/[z| .. ... ... ... ...... 98

6.1 Introduction
Nous considérons ici ’équation de Navier-Stokes avec terme de force dans R? :

~AU+ (U-VYU+Vp=Ff, divU =0 dans R*>, lim U(x)=0. (6.1.1)

|x]—o00

On peut se débarrasser de la pression en prenant le curl de cette équation. Un champ de
vecteurs U tendant vers 0 a l'infini est uniquement déterminé par divU et curlU = —0,U; +
01Us. En particulier, si divU = 0, curlU = w et w décroit suffisamment a l'infini, alors on
al = ﬁ * w. Donc, en prenant le curl de la premiere équation dans (6.1.1) on obtient le
systeme équivalent suivant :

~Aw + (U - V)w = curl f dans R?
v = [ D)y 012

2 27|z — y|?

La premiere équation est I’équation de Navier-Stokes classique sur le tourbillon et la seconde
est la loi de Biot-Savart. Désormais, nous appellerons solution de ’équation de Navier-Stokes
une fonction w qui vérifie (6.1.2).

Le but de ce chapitre est de déterminer le comportement asymptotique des solutions a
Iinfini lorsque f décroit suffisamment et vérifie certaines conditions de symétrie.

Ce probleme a été étudié dans de nombreux cas différents. Nous en avons parlé dans I'in-

troduction. Il n’y a pas lieu de tout rappeler ici. Nous ne mentionnerons que les résultats dont
la donnée a l'infini est nulle.
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L’idée que nous privilégions pour trouver le comportement asymptotique en dimension 2
est, comme en dimension 3, de procéder par perturbation autour d’une solution particuliere
(comme par exemple les solutions homogenes obtenues dans le chapitre 5), permettant ainsi
de supprimer les premiers termes du développement asymptotique de la solution de I’équation
linéarisée. Malheureusement, cette procédure ne fonctionne pas en dimension 2 et on n’a que
des résultats tres partiels dans ce cadre.

Dans Darticle [29], Hillairet et Wittwer se placent dans le complémentaire d’une boule et
prouvent que, si la donnée au bord de la boule est proche de la solution triviale Uy(x) = ,uo%ll,
alors il existe une unique solution a ’équation de Navier-Stokes dont le comportement a l'infini
est donné par Uy (x) = % avec i proche de pg. Cependant, ce résultat n’est vrai que pour
de grandes valeurs de . Pour des données et des solutions petites, il n’y a donc encore aucun
résultat. Le comportement asymptotique des solutions de (6.1.1) est donc encore ouvert en
dimension 2.

En fait, il n’a pas été possible pour I'instant de construire des solutions de (6.1.1) en utilisant
un argument de point fixe dans un cadre général comme cela a pu étre fait en dimension 3. Ce
n’est que sous des hypotheses de symétrie que Yamazaki [54] a prouvé, par un argument de
point fixe, que pour un terme de force f suffisamment petit et décroissant a I'infini, il existe une
unique solution a (6.1.1) satisfaisant certaines conditions de symétrie. Cette solution décroit
comme 1/|z| pour le champ de vitesse, 1/|x|* pour le tourbillon.

Notre but dans ce chapitre est de trouver le comportement asymptotique des solutions de
Yamazaki si on suppose que le terme de force décroit suffisamment. On trouve que, si le terme
de force vérifie les conditions de symétrie de Yamazaki et décroit en 1/|x[% on obtient que w
décroit en 1/|z|* et on a le développement asymptotique suivant :

w(x):mw+0( 1)

EE 2P

pour une certaine constante m qui est en général non nulle. De plus, la vitesse admet le com-
portement asymptotique :

1
U(x) (z1 (2] + 325 — 8xi3), 22 (327 + 25 — 8x7a3)) + O (—) :

1208 | [*

Les notations, les espaces fonctionnels, les conditions de symétrie et 1’énoncé précis de notre
principal résultat seront présentés dans la section 2. La preuve sera donnée dans la section 3.
Nous étendrons ce résultat au cas d’'un domaine extérieur dans la section 4. Dans la derniere
section de ce travail, nous nous intéressons aux solutions qui décroissent comme 1/|z| & I'infini,
assocides & des termes de force qui décroissent comme 1/[x[* & I'infini.

6.2 Notations et résultat principal
Introduisons tout d’abord les espaces fonctionnels dont nous avons besoin dans notre théoreme.
Nous considérons des termes de force avec les mémes conditions de symétrie que dans [54],
et on recherche des solutions avec les symétries correspondantes :

w(=x1,29) = w(wg, 21) = —w(z1,T2) V(21,72) € R (6.2.1)
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On remarque que ces conditions impliquent les propriétés suivantes :

w(zy, —x9) = —w(x1, 3)

w(—z1, —x2) = w(z1, T2).

Nos espaces fonctionnels sont constitués de fonctions bornées avec une certaine décroissance a
I'infini. Dans [54] les auteurs considérent des tourbillons w qui décroissent en 1/|z|?, mais ici nous
verrons que, si la fonction f décroit suffisamment (par exemple si on considere f € C°(R?)),
w décroit en 1/|z|*. Ce qui nous conduit & la définition suivante :

Définition 6.2.1. Pour a > 0, l'espace X, est l’ensemble des fonctions w € Lj,.(R?) telles que
les conditions (6.2.1) soient satisfaites et telles que :

lwllxe = sup(1 + [z])*w(@)] < oo.

Nous introduisons maintenant les espace associés pour les champs de vecteurs. Si w appar-
tient a X, pour a > 1 alors la loi de Biot-Savart a un sens et on peut définir

U(x):/R Mw(y) dy. (6.2.2)

2 27|z — y?
On peut en déduire facilement les propriétés de symétrie de U :

(w2 + Y2, 21 — Y1)
Utar, =) = [ g ey ay
_/ (T2 — Yo, 21 — Y1)
 Jre 27| (21 — Y1, — 22 + o
- (—(=22 +y2), 21 — 1)
T /Rg 27|z — y|?
= (Ui(z), —Us(2)).

)Pw(yl, —y2) dy

w(y) dy

Donc U; est paire et U; est impaire par rapport a zo. On peut montrer de la méme fagon que
U, est impaire et Uy est paire par rapport a xy, et que Uy (29, x1) = Us(x1, x2). Réciproquement,
si U : R? — R? vérifie :

U1($1, —xz) = Ul(bez)

Uz(z1, —22) = —Us(z1, 22) (6.2.3)
Ui (x2, 1) = Uz(1, 9)
alors on en déduit que w = curl U vérifie les conditions (6.2.1). On introduit alors les espaces

fonctionnels pour U :

Définition 6.2.2. Soit Y l'ensemble des champs de vecteurs U : R* — R? tels que les condi-
tions (6.2.3) soient vérifiées et

1Ullvs = Sﬂ;}g(l +[2])°|U ()| < oo.

Enfin, nous allons devoir considérer des champs de vecteurs tels que wU ou f* qui satisfont
des propriétés de symétrie différentes. Les espaces correspondants sont presque les mémes que
les espaces Y3 avec des conditions de symétrie différentes.
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Définition 6.2.3. Soit Zs 'ensemble des champs de vecteurs V : R* — R? tels que

IVlzs = Sﬂlg}(zp(l +[a])?|[V ()] < o0

et qui vérifient
Vl(Il, —952) = —V1($1,$2)
V2(SL’1, —552) = ‘/2(551,132)
‘/1(552,961) = —Vz(fﬂhfw)-

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de ce chapitre.

Théoréeme 6.2.4. [l existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que, pour tout f € Yg vérifiant || f|ly, < e, il
existe un unique w € Xy solution de (6.1.2) dans la boule B(0,2¢) de Xy. De plus, on a

lwllxs < Cllfllvs

et w a le développement asymptotique suivant quand |z| — oo :

w@):mMm( 1 )

EE R

ot la constante m est donnée par :

m= / (3295 — v (Uno — fo)(y) dy.
R2

™

Enfin, la constante m est généralement non nulle.

6.3 Preuve du résultat principal

Nous étudions d’abord la loi de Biot-Savart dans les espaces X, et Y3.

Lemme 6.3.1. Soitw € X, avec 1 < o < 6. Le champ de vitesse associé U défini par (6.2.2)
appartient a Y,_1, et on a l'inégalité suivante :

1Ullvar < Cllwllxa
pour une certaine constante C' = C(«).

Preuve. Soit w € X, pour 1 < a < 6. Alors on peut écrire

(z —y)* (z —y)* (z —y)*
U(x) = ——w(y) dy + ——w(y)dy + ——w(y)d
() /| (y) dy /I (y) dy / (y) dy

yl<lal/2 27|z — y[? ol /2<ly|<2lz| 27|T — y|? wiz2le) 277 — y[?

= Il + ]2 + [3.
Nous commencons par estimer les intégrales les plus faciles :
1
BI<Clelly, [y
ly|=2|z| [z —ylly|
1
<Clol, [ oy
yi=2e| 1Y
Cllwl x,
E
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ot on utilise que o > 1 pour déduire que 1/|y|*"" est intégrable & l'infini.
On considere ensuite I :

1
L] < Cllwllx. /

wl/2<lyl<2le 1T — Ylly|*

< el L
7] lz]/2<|y|<2|x| [z — |

C 1
< HW—HXVO‘/ _dz
1z Jii<sia 12

Cllwllx.

|x|a—1 '

dy

~

Il reste a traiter I'intégrale I;. Pour cela, on utilise les propriétés de symétrie de w. Observons

d’abord que
1 Cllw 1
nlslly, [y Dl [ Ly,
wi<laly2 [T = ylly] 2] Jiyi<els2 Y]

Donce, si a < 2, on a :

Cllwllx.

|| < =

Si 2 < o < 3, on utilise le fait que les symétries de w impliquent que [ pw(y)dy =0 ou B est
une boule quelconque centrée en 0 dans R2. On a alors

(x —y)* xt )
I —/ < - w(y) dy
wi<lel/2 \ 27|z —y[?  2w[z[?

B —y |z + 2(z - y)at — |yPat
- 2 2 U)(y) dy
lyl<|z)/2 27|z — y|?|x|

donc

2
1
|Il| < CHWHXQ/ (|y| + |y| > dy < CHWHXQ

wi<ial2 \ |22 [z fyle T T fajet
ol on a utilisé que, pour a < 3, 1/]y|*! est intégrable en 0.

Ensuite, si 3 < a < 4, on utilise le fait que, pour i € {1,2}, fB yw(y) dy = 0 pour toute
boule B centrée en 0, ce qui est une conséquence du fait que w est impaire par rapport a ys_;.
On a donc :

_ —ytx]? +2(x - y)at — |yPet —ytz)? +2(z )2t
Il - 2012 - 4 W(y) dy
lul<lel/2 27|z — y[?|z] 2]
/ (—2(:1: Yyl + PPy + A y)Pat =2y y)at — JyPefPat
lyl<lzl/2 27|z — y[?[z|*

) w(y) dy

donc

2 3 1
L] < cuwuxa/ ('y|3 + |y|4> _ dy
wi<zl2 \z2 |zt (Yl

Cllwlx,

‘I|a—1 ’
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Supposons maintenant que 4 < o < 5. On observe que tous les moments d’ordre 2 de w sont
nuls. En effet, si i € {1,2}, on voit que [, y?w(y)dy = 0 car w est impaire par rapport & y;. Et
S t1yew(y) dy = 0 car w change de signe quand on échange y; et . On remarque que dans le
calcul précédent, on a écrit I; sous la forme

" 4/|<|w/2 (Pl(x, ’ +2¢?1(%y)) Sy

|z — y[?|z[*

ou P est un polynome homogene de degré 3 en x et de degré 2 en y. Et (1 est un polynome
homogene de degré 3 en y et de degré 2 en x. Comme tous les moments d’ordre 2 de w s’annulent,
on en déduit que [, Pi(x,y)w(y)dy =0, et on a alors :

e /MW (Pl(x’y) (|x — |x1|6> ! |xQ—1(ygj|’2y|€|4> “lv) dy
_ / (2<x y)Pi(x,y) + 2Qu (z,y) — |y|2P1<w7y>) wly) dy
ly|<|z]/2

| — y[*[x]°

NG = R

ou P, est homogene de degré 4 en x et de degré 3 en y, et ()5 est homogene de degré 3 en z et
de degré 4 en y. Par conséquent

3 4\ 1 Cllw
nl<clly, [ () oy < el
\%mp|ﬂ lz[5 ) |y ||

car, pour a < 5, 1/|y|*™3 est intégrable en 0. Ensuite, pour atteindre la borne optimale a < 6,
nous devons répéter la méme opération sur les polynomes de degré 3 en y, c’est-a-dire sur
Ps. On observe encore une fois que les moments d’ordre 3 de w s’annulent. En effet, on a
fB yiw(y) dy = 0 car w est impaire par rapport a yz_; et fB yrys_iw(y) dy = 0 car w est impaire
par rapport a y;. D’ou

P2 '17 y ‘l’QQ(z y) PQ(:L‘?y))(U(y)

|y\<|x|/z |z — y|?|z|® |z [®

1 1 Qs(z,y) >
P2 . J
|y<|x|/z( (|:c—y| |x|6 |x|8> + iz — y2[z[° w(y) dy

) / (P“Tfi )

ou Pj est homogene de degré 5 en x et de degré 4 en y, et ()3 est homogene de degré 4 en z et
de degré 5 en y. On en déduit que

! °\ 1 c
ni<clly, [ () ey < el
wi<telz \ |2 [21°/ [yl |z
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car, pour a < 6, 1/|y|*~*

Il ne reste plus qu’a démontrer le caractere borné de U afin de garantir qu’il soit bien dans
Y, 1. Pour cela, on suppose que |z| < 1 (pour le reste, les estimations d’avant conviennent), on
décompose

est intégrable en 0.

U(SU)—/| Mww)dw/ Mw(y)dy

yl<2 27|z — y|? ly|>2 27|z — y|?

et on majore

1 1
U(@)| < Cllwx. / gy O, / L gy
lyl<2 |z — y| ly|>2 |y[ett
< Ollwllx,
ce qui acheve la preuve du lemme. O

Remarque 6.3.2. On ne peut pas pousser cet argument plus loin car pour cela il faudrait
avoir [, Ps(z,y)w(y)dy = 0. Mais dans ce polynéme, on a des termes y7ys, et lintégrale
Il B yiyow(y) dy ne s’annule pas forcément. En particulier, Papplication w + U n’est pas conti-
nue de X4 dans Y.

L’équation (6.1.2) peut s’écrire sous la forme suivante :
Aw=U- Vw—curl f =div(Uw + f) =divV

o V =Uw+ f est dans Zyo_; si 1 < a < 6 et f est suffisamment décroissante a l'infini.
On sait que I'inverse du laplacien dans R? est la convolution par % In |z|, donc si a > 3/2,
on peut écrire la solution de 1’équation ci-dessus sous la forme suivante :

In |x| 2Lz
divV =) ——=xV,.
or zzl 27| z|? i

D’apres le résultat démontré dans [54], on sait qu’il existe une unique solution petite w € Xo.
Pour trouver son comportement asymptotique a 'infini, on suppose que V' appartient a Zz pour
3 suffisamment grand, et on fait un développement asymptotique de A=t divV = ﬁ x 1/ dans
le lemme suivant.

Lemme 6.3.3. Soit V € Zg avec 1 < 8 < 7, B # 5. Alors A~ ldivV € Xrin(g—1,4) €t
Uapplication V + A~1divV est continue de Zs dans Xin(g—1,4)- De plus, s15 < 3 < T nous
avons le comportement asymptotique

1 g - r119(2] — 13) 1
AT divVi(xy, z) =m FE + O<1x|5—1)
quand |z| — oo et
4
m = —/ (3y1y2 — y2)Va(y) dy.
™ JRr2
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Preuve. On commence par décomposer

A7t divVi(z) = ! / LY V(g dy

S o R [ =yl
- Il + IQ + 13
ou
1 T =y
L = — — 5 V(y)dy
21 Jiyi<pals2 12 = yI?
1 r—y
I = Gy 5 (y) dy
T J\z|/2<|y|<2|x] |z — y|
1 rT—y
Iy Vy) dy.

S on wi=2l| 17— Y

Comme dans la preuve du lemme 6.3.1, on s’occupe d’abord de I, et I3 :

1
BI<CWVlz, [ o dy
? ly|>2|z| [z —yllyl?
1
<CWVlz, [y
h e
ClIVl|z,
]t
et
1
L] < C|IV], s dy
x| /2<|y|<2|x| [z —yllyl
c\|\v
< H HZﬁ/ idz
|z|? |z|<3|z] |2
ClIVl|z,
et

Pour majorer l'intégrale I, il nous faut les propriétés d’annulation des moments de V. Soit
B une boule centrée en 0 et 7 € {1,2}. On étudie les moments de V; jusqu’a l'ordre 4.

Moments d’ordre 0. Comme V; est impaire par rapport a xz_;, on a fB V;=0.

Moments d’ordre 1. Comme V; est impaire par rapport & z3_;, on a [, x1Vy = [pa5Vs = 0.
Comme Vi (w2, 21) = —Va(x1,22), on a également [, 2,V) = — [ 2, V5.

Moments d’ordre 2. Tous les moments d’ordre 2 sont nuls. En effet, comme V; est impaire
par rapport a z3_;, on sait que fB x%Vi = fB m%l/g = 0 et comme V; est paire par rapport a z;,
on sait que [, z125V; = 0.

Moments d’ordre 3. En utilisant l'imparité de V; par rapport a xs_;, on obtient que
mez{’Vl = melgil = fBa:%VQ = fBI’%xQ% = 0. Le fait que Vi(zq, 1) = —Va(z1,22) im-
plique que [, 2iVo = — [pa3V) et [paa3Va = — [, 2l V).
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Moments d’ordre 4. Comme V; est impaire par rapport & x3_;, on a [y a1V, = [pa3V; =
[ xia3V; = 0. Comme V; est paire par rapport a x;, on obtient [, xfz,V; = [, 2123V, = 0.
Ainsi, tous les moments d’ordre 4 de V' sont nuls.

Pour trouver le développement asymptotique de I;, on applique la formule de Taylor a
application H : z — . Pour x #0et |y| < |z|/2, on a:

H(w —y) = H(x) = VH(z) -y + 5VH() (,) — sV H() 3, ,)+

Pa—t)!

1
ﬂVA‘H(w)(y,y,y,y)—/ TV5H($—ty)(y7y,y,y,y)dt- (6.3.1)
0

Comme V°H est homogene de degré -6 et |y| < |z|/2, on sait que |V H(x — ty)| < % pour

tout ¢ € [0; 1] et on peut en conclure que le reste intégral est majoré par Cffl/f

Rappelons maintenant que

1

I = —
27 Jiyi<iels2

H(x —vy)-V(y)dy.

On remplace H(x — y) ci-dessus par la formule donnée dans (6.3.1). Comme tous les moments
d’ordre 0, 2 ou 4 de V sont nuls, on en déduit que

! ! yf?
" VH(z) y+ gV H O(Z5)) viyd
= ]4 + ]5 + [6‘

On calcule ensuite successivement les différentes dérivées de H : pour x # 0, ¢, 5, k,l € {1,2}
on a

67L,' T;Tj
(VH ) = BH() = e = P
(V2H (z))ijx = Op0;Hi(z) = —2 gLk T Jﬂ? + 0j kT n g® m]g:k
0;,j0k + 051051 + 010
(VPH(2))ijr1 = 010x0;Hi(z) = —2-2 kil |£|Zvl jk0il
8(5i,jl’kl’l + 03,k @521 + 0 ki1 + 000T;Tp + 00Ty + O 4o BT
2[5 EE
D’ou
VH(z) y= 2 oy
|2 ||
et
2 )2 2. 3
VEAH (2)(y,y.y) = N AP G Tk | G L G )
|x|4 |x|6 |$|8
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On prouve alors que I, =0 :

1
Iy=—o (VH(z)-y) - V(y)dy
T Jyl<|z|/2
1 .V . .V
_ L (y gy) ol y)(%‘4 (y))> dy
27 Jiyi<talsz \ 12| ||
1 1
=5 (V1 +y2Vo) dy + —— (191 + @2y2) (01 V1 + 22V2) dy
2712 % J iy <l 2 Tzt Jiyi<iol/2
1
= 1 (w1291 Vo + 212092 V1) dy
Tl Jyi<per
T1T9

=—03 (1 Va + 32V4) dy
et Jiy<tal2

=0

ou on a utilisé 'annulation de (certains) moments d’ordre 1 de V.
On majore ensuite Ig :

1 ly|° ClV |z, 1 ClIV|z,
= [ o() v < D= _ay <V
21 iyt \J2[° 26 Jyi<pal2 19l ]

ol on a utilisé que 5 < 7.
Il reste enfin a calculer I5 pour g > 7 :

1
Iy = ——— VPH(2)(y.y.y) - V(y) dy
T Jyistal/2
_ 1 (_6 (- y)*(y- V) + 3yl (z - y)(x - V)
127 Jyyi<pal 2 Jf* =

ez ey V)
48 o )dy.

Comme dans le calcul de I, et grace a 'annulation de (certains) moments d’ordre 3 de V' on
observe que le terme contenant |y|?(y - V) est nul. On a également

/B W ) V) = 22 /B (6 + ) Vily) dy + 22 / (P92 + ¥)Valy) dy

+ T2 / [yiVa(y) + vaVi(y) + 13 Va(y) + yiveVi(y)] dy
B

On en déduit que

™

I, = 2/ 20z - y)P(x- V) — |2[(z - y)*(y - V) dy.
l<lal/2
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En utilisant les propriétés d’annulation des moments d’ordre 3 de V' on obtient de plus que

/ (z-y)*(z-V)dy = / (Y} + 3z123y195 + 3w aaytys + 25y5) (1 Vi + 22V5) dy
B B

= / (BxiwayiyaVi + mrsys Vi + aiway Va + 312315 Va) dy
B

— [ na(3(a? — Rt + (0 — D) dy
B

=/¢wmﬁ—ﬁmwwm—QWMy
B
et

/(fv )y V)dy = /(ﬁyf + 221Z211 Y2 + 23Y5) (11 V1 + 12 Va) dy
B B

Z/lexg(y5y2%+y1y§%)dy
B

On en conclut que

4
L= —5 / w1 (2t — 23) (3ytye — ¥5)Vily) dy.
|21 Jyi<tal2
On a donc prouvé que
. 4 x129(2? — 23) IV ||x
A 1le V(aj) _ —oimEml 2] (3y2y2 _ y3)‘/1(/y) dy +0 5
T [P wi<ll/2 ’ [P

Pour terminer la preuve, il reste & montrer que A=t divV est borné et que I'on peut remplacer
le domaine d’intégration de I'intégrale dans la relation ci-dessus par R2.

Or, A=t div est un opérateur de convolution avec un noyau majoré par % Dans ce cadre, le
caractére borné de A~ divV est classique (voir par exemple [32]), on en rappelle rapidement
I'idée : pour |z| > 1, I'inégalité précédente nous fournit I'estimation voulue. Pour |z| < 1 on a

A-ldivV(z) = C / LY vy dy
R2 |7 — Y|

:C/| - -V(y)dy+0/ Y V(y) dy.

y|<2 |z —y|? ly|>2 [z — yl?

D’ou

. dy dy
AT v V(a)| < Vs, [ HCVlz, [ i dy
’ ly|<2 |z — y| ? ly|>2 |y|P

< C|Vlz
A présent, supposons [ > 5 et définissons

4wy (2? — 23)
I; =

/| | |/2(3yfsz1 —y3Vi)(y) dy.
y|>|x

mlz[®
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On peut majorer

Ll < C”VHZﬁ/ dy _ ClIVz,
wl>lal/2 Y

[t B

On en déduit que

2 .2 Vv
A div V(@) = PO g <—” ”Z")

|=[® |z~
ce qui conclut la preuve du lemme. O

On continue maintenant la preuve du théoreme 6.2.4. On écrit (6.1.2) sous la forme
w=A"div(Uw+ f+) = B(w,w) + F (6.3.2)
ou
B(w,w) = A div(Uw) et F=A"tdivf*-.

Comme f € Y, on sait que f+ € Zs donc par le lemme 6.3.3 on a que F € X,. On applique
maintenant le lemme de point fixe 2.1.1 a lespace Xy et a la forme bilinéaire B(wq,wy) =
A=t div(U,,ws). On remarque que B est continue sur X,. En effet, si wy, wy € Xy alors d’apres
le lemme 6.3.1 on sait que U,,, € Y5 et donc U,,wy € Z7. D’apres le lemme 6.3.3, il s’ensuit que
B(wy,ws) € Xy4. Le lemme 2.1.1 implique donc qu’il existe g et C; > 0 tels que, si || f|lv; < €0
alors il existe un unique w dans la boule B(0,2¢) de X, solution de (6.3.2). De plus,

lwllxs < ClIFlxs < Cullfllvs-

Pour obtenir le développement asymptotique voulu pour w, on observe que Uw appartient a
Z7 C Zg et on a ||Uwl 7z, < Cllw|%k,. D’apres le lemme 6.3.3 appliqué & V = Uw + f* on déduit
que

a:lxg(m% — x%) 1
) ===+ 0 )
ou
4 4
m = —/ Byiye — y5)Vily) dy = —/ (3ytys — v3) (Uww — f2)(y) dy.
T R2 T R2

Nous construisons maintenant un exemple de terme de force f aussi petit qu’on veux et tel
que m # 0. Introduisons la fonction

(V) == [ o= iVi)dy

™

Nous voulons trouver un f tel que m = U(Uw + f+) # 0. Soit f € Ys et € > 0 suffisamment
petit tel qu’il existe une solution w, associée au terme de force €f. On a alors

lwellx, < Cllefllvs < Ce
donc

[T (Vewe)| < CllUzwelz; < ClIUelya lwllx, < C*.

94



Comme ¥ est linéaire, on en déduit que
€
[W(ef + Uawo)| = [eU(f7) + O(7)] = S ¥ ()]

si € est assez petit et si U(f*) # 0. Il suffit donc de trouver une fonction f € Yy telle que
W(fL) # 0, ce qui est assez facile & obtenir. Prenons une fonction h € Cg°(R™, [0, 1]) telle que
Jgs 7Th(r)dr = 1 et telle que h = 1 au voisinage de 0. Soit f(x1,22) = (%, 23)h(|z]). Alors
[ € C5°(R?) et satisfait les conditions de symétrie voulues, donc f € Y5. On a alors

(=2 / (3225 — o3 fol) da

= —/ (32225 — 25)h(|z|) dv

2
= — r7h(r) dr/ (3 cos® fsin* § — sin® 0)do
0

T Jo
—4 2 1

= — 8( 1+ 3cos(20) — 3 cos(40) + cos(60))db
T Jo

=1.

Ceci conclut la preuve du théoreme.

Remarque 6.3.4. Une fois que I'on connait le comportement asymptotique du tourbillon, il est
facile de déterminer le comportement asymptotique de la vitesse. Si w vérifie les conditions de
symétrie (6.2.1) et

o) = m P22 = 13) | (L)

|z [* |z[>

quand || — oo, alors la vitesse U a le comportement asymptotique suivant :

m 1
Ux) = 2 (21 (2] + 323 — 8i3), 2o (327 + 25 — 8xia3)) + O (|x’4> (6.3.3)
En effet, on peut vérifier que
1 )
curl | —— (z1 (2] + 325 — 8xi3), 22(32] + 25 — 8zia3)) | = Mlg%).
12|z |z
De plus, on observe que
A x125(2] — 73) _ _12%1’2(%% — 3)
[ | [®

et

2 2
(z1 (2] + 333 — 8x123); 22 (32} + x5 — 8afad)) = -V (M> :

12|28 120

Donc, si on définit

I 2125 (21 — 73)
W =—-mV (go(x) 12]a]0
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on sait que W est de divergence nulle et

2 _ .2
curl W = —mA <¢($)%)

xll‘z(fﬁf - x%)
|z [®

2

1120 (23 — 23) r120(x] — x3)
CmA(z) AP 1) g g,y (020 T 12) )
mAe(@) =5 vy 12[2 [0

On en déduit que curl(W —U) = O(1/|z|?) donc d’aprés le lemme 6.3.1 on obtient que W —U =
O(1/|z|*). Mais on a également

T17o(23 — 23)

—23) .
—)‘mv LS

1
(z1(2] 4 3a3 — 8zi3); 22 (327 + 25 — 8x7a3)) + O (—)

. m
12z [t

et la relation (6.3.3) en découle.

6.4 Le cas d’un domaine extérieur

Dans cette section, on prouve I'extension suivante du théoreme 6.2.4 aux domaines extérieurs.
Les conditions de symétrie que nous devons supposer sur p sont : pour tout (xy, zs),

p(x1, —22) = p(—x1, x2) = p(x2, 21) = p(T7, T2). (6.4.1)

Théoréme 6.4.1. Soit R > 0 et considérons f, U et p définis pour |x| > R. Supposons que
UeYs, curlU € Xy, f €Yy et que p satisfasse (6.4.1). On suppose également que

AU+ U -V U+Vp=f, divU=0 pour {|lz|> R},
et que
/ U-xzdo(z)=0 (6.4.2)
|lz|=R1
pour tout Ry > R. Il existe ¢ = e(R) > 0 tel que, si
1Ully; + [[fllvs + [[eurl Ullx, <€

alors il existe une constante m telle que w = curlU admette le comportement asymptotique
sutvant :

2 .2 1
w(zr) = mM +0 (W) quand || — oo.
T

Remarque 6.4.2. Comme dans la section 3.6, le fait que U soit de divergence nulle implique
que U'intégrale de la relation (6.4.2) est proportionnelle a R;. La condition (6.4.2) elle-méme ne
dépend donc pas du choix de Ry : si (6.4.2) est vraie pour un Ry, elle est vraie pour tous les Rj.
De plus, elle sera automatiquement vérifiée si U vérifie des conditions de Dirichlet homogenes
dans un domaine extérieur.
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Pour prouver le théoreme 6.4.1, on procede comme dans la section 3.6 ou dans l'article
[36]. On étend U au plan tout entier, on étudie le terme de force qui apparait et on applique
le théoreme 6.2.4. La seule différence avec la preuve de la section 3.6 est que nous devons
nous assurer que la solution étendue vérifie bien les conditions de symétrie introduites dans le
théoreme 6.2.4. Nous rappelons donc rapidement ’extension obtenue.

Soient R < Ry < Ry et considérons n € Cg°(R?, [0, 1]) une fonction de troncature telle que
n =0 sur B(0, Ry) et n = 1 sur la boule B(0, R;)¢. On définit alors les extensions suivantes de
la solution (U, p) :

U="U, p=7p sur B(0, Ry)°
U=nU +w, p=mnp sur B(0, Ry)
ou on a étendu nU et np par zéro pour |z| < R. Le champ de vecteurs v est construit de telle

sorte que U € L®(R?), divU = 0 partout et que les symétries (6.2.3) restent vraies pour U. Il
doit donc étre solution du probleme

divv = —=U - Vn dans B(0, R;)
v =0sur 0B(0, Ry).
Comme dans la section 3.6, la condition (6.4.2) implique que U - V7 est d’intégrale nulle sur

B(0, Ry). Une solution pour I’équation de v sera donné par les opérateurs de Bogovskii rappelés
dans la section 2.2 :

o)== [ [y ) S vty

t )
olt x est une fonction arbitraire dans C§°(B(0, Ry)) telle que [ x = 1. Ici nous faisons 'hypothese

supplémentaire que x est radiale. Avec cette hypothese, on peut prouver que v vérifie les
conditions (6.2.3). En effet, on peut reformuler ces conditions par

U(z*) = (U(x))*-
U@) =U(r)

ou z désigne le complexe conjugué de z (ici, on identifie R? et C). Or on a

ety == [ (e ) Gt Ty

t n

[ oo, ((w - y)) POt - Vayt)dy.

Le fait que 7 soit radiale implique V75 (y+) = (Vn(y))*. Ensuite, en utilisant le fait que x est
radiale et les propriétés de symétrie de U on déduit

ey == [ [ (e ) S O dy

t )

[ [ (v ) v Vet
(o))"
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Ensuite, on a de méme que Vn(7) = Vn(y) donc

ww=-[ [ Mx (y + ) L) Vi) dy
- /3(031)/ )

fron ]

/B(0R1 /0

()

On en conclut que v vérifie bien les conditions (6.2.3).

|
S

On observe alors que l'extension (U, p) vérifie I’équation de Navier-Stokes suivante dans le
plan tout entier : B B _ B
—AU+ (U -VYU+Vp=nf+F,  divU=0 (6.4.3)

ou
F=—-Av—AnU—-2VU -Vn+divinU @v+neU +ve@v+n*UU) —ndiv(U@U) +pVn

est a support compact dans B(0, R;) et on a prolongé v par 0 sur B(0, Ry)°. Il nous faut
alors vérifier que F' et curl U sont petits afin de pouvoir appliquer le théoreme 6.2.4. Or, on
acurlU = neurlU + V+n - U + curlv, et par hypothese on sait que U et curl U sont petits.
Par ailleurs, comme on controle U dans L>, d’apres le lemme 3.6.3 de la section 3.6, que 1’'on
peut & nouveau appliquer dans ce cas, on sait que I'on contréle U dans W24(B(0, Ry)) pour
1 < g < oo. Par le résultat de Bogovskii, on a v € Wg’q(B(O,Rl)) avec un controle sur sa
norme. Par les injections de Sobolev, nous avons une estimation de v dans W2*(B(0, R;)).
On conclut que curl U est bien controlé dans L®(B(0, Ry )). Par ailleurs, ces estimations ainsi
que le controle de p dans VVlOc nous permettent d’affirmer que F' sera également controlée dans
L>(B(0, Ry)) par les normes ||Ul|y, et || f]|ys- Enfin, on peut vérifier tres facilement que comme
v et U vérifient les conditions (6.2.3), p vérifie (6.4.1) et comme 7 est radiale, on en déduit que
F satisfait (6.2.3). Donc F' € Y, Ue Y3 et ces fonctions sont petites dans ces espaces. On peut

alors appliquer le théoreme 6.2.4 a (6.4.3) et on en déduit que w = curl U a le comportement
asymptotique suivant :
2 2
~ r1x2(2] — @ 1
o= mm L0 (_)
| z[* [

ol m est une certaine constante. Comme & = w = curlU pour |z| > R, c’est également le
développement asymptotique a l'infini de w = curl U. Ceci acheve la preuve du théoreme 6.4.1.
6.5 Comportement asymptotique en 1/|z|

Une fois le comportement asymptotique déterminé dans le cas ou le terme de force est bien
décroissant a l'infini, on peut étudier comme dans les chapitres précédents des solutions dont
le comportement asymptotique a l'infini est homogene de degré -1. Ces solutions doivent étre
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associées a des termes de force qui ont eux-mémes un comportement asymptotique a l'infini
homogene de degré -3. C’est le but de cette section, toujours en supposant les conditions de
symétrie de Yamazaki.

Il y a cependant une différence de taille entre la dimension deux et la dimension trois. L’ap-
proche que nous avons eue jusqu’a présent a été en deux temps : d’abord on résout 'équation
homogene puis on déduit le comportement asymptotique par un argument de perturbation.
En dimension trois, si le champ de vitesse U est homogene de degré -1 le produit u ® u est
localement intégrable. Donc le terme U - VU = div(U @ U) est bien défini au sens des distri-
butions. En dimension deux, cela n’est plus le cas. Le produit © ® u n’est pas bien défini au
sens des distributions, ni méme au sens de la valeur principale. En effet, une des composantes
de U@ U est U? et U? ne peut pas étre défini au sens de la valeur principale puisque c’est une
fonction homogene positive et son intégrale sur le cercle unité est donc non nulle. Il y a d’autres
moyens de prolonger une fonction homogene en une distribution mais le résultat ne sera pas
une distribution homogene, propriété cruciale dans nos arguments. A premiere vue, I’approche
utilisée en dimension trois ne peut pas marcher en dimension deux. En fait, on sait depuis les
travaux de Delort [10] sur les nappes de tourbillon que pour donner un sens au terme U - VU,
il suffit de définir U? — U7 et U U, au sens des distributions. Et il se trouve que les conditions
de symétrie de Yamazaki impliquent que ces deux fonctions sont de moyenne nulle sur le cercle
unité, leur valeur principale est donc bien définie.

Nous allons d’abord réécrire ’équation (6.1.1) sous la forme d’une équation intégrale pour
la vitesse. Pour cela, rappelons que le noyau de la fonction de Green de l'opérateur PA~! dans
R? est donné par la formule suivante (voir [16, Section IV.2]) :

1 TR
Go(x) = ——( log |x |15 + )
2( ) A g‘ ’ 2 ‘ |2
En appliquant le projecteur de Leray P a (6.1.1) et en inversant le laplacien, on trouve la
relation équivalente suivante :

U=PA (U -VU)-PA ' f =PA ' div(U @ U) — PA™'f.

L’opérateur PA~! div est un opérateur de convolution de noyau VG,. En utilisant la formule
explicite de Gi9, on trouve la formulation équivalente suivante pour (6.1.1) :

U@ = 3= | (=R -2 = y)-U<y>}2> y

__/ log |z = yl/ (y) - |z($—y)-f(y))dy. (6.5.1)

|

Remarquons dans un premier temps que si U est homogene de degré -1 et vérifie les condi-
tions de symétrie (6.2.3), alors la premiere intégrale dans le terme de droite est bien définie au
sens de la valeur principale. En effet, lorsque y — 0 I'intégrande est équivalente a

T

B (5 —23) (Ut (y) — Uz (y)) — dx122U1 (y) Ua(y)].

On voit immédiatement & partir de (6.2.3) que U7 — U3 et U,Uy sont de moyenne nulle sur le
cercle unité, donc l'intégrale est bien définie au sens de la valeur principale. On peut de méme
vérifier que si f est homogene de degré -3 et vérifie les relations de symétrie (6.2.3), alors la
derniere intégrale de (6.5.1) est elle aussi bien définie au sens de la valeur principale.

99



Avant d’aller plus loin, introduisons la notation suivante. Si g est une fonction intégrable a
I'infini mais avec une singularité en 0, nous définissons la valeur principale de I'intégrale de g

par
pv/ dr = hm/ g(x)dx
. 9(x) = (z)

pourvu que cette limite existe. .
On introduit maintenant les espaces homogenes a poids Y3 comme dans la définition 6.2.2
en remplacant 1 + |z| par |z| :

Vs = {U : R* = R? qui vérifie (6.2.3) et tel que [U]ly, = sup l2]°|U(z)| < oc}.
R2

On définit la forme bilinéaire
x—y T —

BU.V)e) = ~=vv [ (F=0w) - V)~ 2= =) - U] [l =) - V)] ) dy
(6.5.2)

et le champ de vecteurs

F(z) = —ﬁ pv /RQ (10g |z —ylf(y) — H(w —y)- f(y)> dy. (6.5.3)

Nous avons défini les intégrales au sens de la valeur principale car nous utiliserons ces quantités
pour des U,V et f ayant des singularités. Evidemment, si U,V et f n’ont pas de singularités
alors les intégrales convergent au sens usuel.
D’apres la relation (6.5.1), les équations de Navier-Stokes stationnaires peuvent s’écrire sous
la forme équivalente _ _
U=BUU)+F. (6.5.4)

Montrons maintenant une estimation sur F'.

Lemme 6.5.1. Si f € Y, avec 2 < o < 4 alors F est bien défini et lapplication f F est
continue de Y, dans Yo_o. De plus, si f est homogéne de degré —a alors F est homogéne de
degré 2 — .

Preuve. Soit f € Y,,. Montrons d’abord que F est bien défini, c’est-a-dire que l'intégrale
définissant F' dans (6.5.3) converge au sens de la valeur principale. Pour cela, nous devons
développer I'intégrande en 0 jusqu’a ce qu’on trouve un reste intégrable en 0. La formule de
Taylor appliquée aux fonctions log|z| et x% nous donne

log |z — y| = log|z| — W +O(lyl*)
et
Co Sl L TR A et R v Ol
quand y — 0. D’ou
log 2 — | f(y)——— 25 (x — ) - (1)

! —yl?
= log o1 £(4) ~ T F0) — [ S) + gy F0) + - )

|z ]

— 2z -y f(y) + O(lyl*) f(v)

(6.5.5)

W
= H(z,y) + O(ly|*) f ().
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Soit a € (0, |z|). Montrons que I'intégrale

v [ (gl —31f )~ 9 S dy

converge au sens de la valeur principale. Nous écrivons

/€<|y<a (1og]2 = yl/(y) |;__yy|2 (2= y)- J(y)) dy = / H(z,y) dy

e<|y|<a

n /Kyl@O(lylz)f(y)dy. (6.5.6)

Comme f € Y, nous avons que O(|y|?)f(y) = O(|y|*~®) est intégrable en 0. Donc la limite

lim O(lyl*) f(y) dy

€20 Jeclyl<a

existe. Rappelons maintenant que f vérifie les relations de symétrie (6.2.3). L'imparité de f;
par rapport a x; et celle de f5 par rapport a x, impliquent que fe<‘y|<a f(y)dy = 0 donc

x-y x Y x
| Hegd= [ (T S s+ e )~ 20y ) dy
e<lyl<a e<|y|<a |$| |$| |£B| |£B|
Un calcul immédiat nous montre que la premiere composante de l'intégrande a droite est égale
a

(2] — 73)

yaf1(y) + T(yzﬁ(@) —yfi(y)).

(w3 — xf)

29(322 + 22
Tylﬁ(y) _ M

[t

On a que y;1f2(y) et yofi(y) sont impaires par rapport a y; (et ya) et yafo(y) — y1fi(y) est
impaire par rapport a la permutation de y; et y, donc

/ Hy(z,y)dy = 0.
e<lyl<a

On peut montrer de méme que

/ Hy(z,y)dy =0
e<|y|<a

donc I'intégrale de (6.5.6) admet bien une limite quand £ — 0. Nous avons montré que 'intégrale
définissant F converge bien au sens de la valeur principale.

Pour estimer F', nous allons d’abord rendre I'intégrande dans (6.5.3) homogene. En remar-
quant que

pv [ fly)dy=0
RQ

nous pouvons écrire F' sous la forme

Flo)=—gow [ (e (2 2) 100 - 22050 ) o

e —yf?
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ou

|z —y| T —y
Lx,y:log( fly) — x—1vy)- fy). 6.5.7
(z,3) e EO R SR 0) (65.7)
On décompose maintenant I'intégrale définissant F en deux régions :
~ 1 1 ~ ~
Fa)=—p [ Lawdy= v [ Ly)dy = R + P,
AT Syt A Syt

On majore F; de la maniere suivante :

Fio) < Y /| [+ frog (
y|>12l

A7

Y|

‘ ;| )ﬂ ly|=® dy. (6.5.8)

L’intégrale

I(z) = /|y>'z' 1+ [log (‘””|;|y‘)\] lyl = dy

définit une fonction de x qui est radiale et homogene de degré 2 — . En effet, si A est une
matrice orthogonale on a

_ ‘ALC _ y’ —«
I(Az) = /|yl>|A2x| [1 + ‘log (W)u ly| ™ dy

= |Az — Az| .
__/L4>;P_%“Og(__ﬂaﬂ——)ulAZI dz
_ |x — Z| .

=I(x

ot on a fait le changement de variables y = Az. Puis, si A > 0 nous avons
Az —y| -
I)\a::/ [1+10g’—]yady
0w = [ [re o (Bt o
:g/' [1+—Mog(kt_-d)”|A4_aA2dz
‘Z|>\T\ |IL'|

i
=\ (z)
Il existe donc une constante Cy telle que I(z) = Cplz|*™®, et la relation (6.5.8) implique
I'inégalité
Hﬂme\ Hﬂm

Afin d’estimer le terme Fy, nous rappelons la relation (6.5.5) pour écrire

Lir.9) = =T ) = g F0)+ gy F)+ T2 F0) =20y £0)+ O/ ),

]2 ] ]

Or, le terme O(|y|*) qui apparait ci-dessus provient de I'application de la formule de Taylor

aux fonctions log|z| et Tﬁ;” Il se majore donc par |y|*> multiplié par la norme uniforme sur
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le segment [z, x — y| des dérivées secondes de ces deux fonctions. Ces dérivées secondes sont
homogenes de degré -2 et si |y| < |z|/2 tout point £ € [z, x — y| vérifie |x]/2 < |€] < 3|z|/2. On
peut donc majorer ces dérivées secondes par C'/|x|?* et on conclut que le terme O(|y|?) f(y) se
majore par

ol

o)) < ¢ 1wl < M.

Nous avons de plus montré que

pV/|<IE[_Mf<y)+#x-f(y) r Py fly) - |y|2x f(y)+2x.yﬁx.f(y) dy

of
—pv [ (Hay) = log el f(0) dy

= 0.

Par conséquent

Bl =gl [ p

— 2| [ owPrwla
lyl<l3t

1 flly,, o
S
|z[> Sy <zl

< CIflly, l=*.

On a donc bien

12]ly, , < ||f||ya

et ceci conclut la preuve de la continuité de I’ apphcatlon f— F de Y, dans Y,_».

Enfin, si f est homogene de degré —« alors on voit immédiatement que la fonction L(z,y)
définie dans (6.5.7) vérifie L(Az, \y) = A"*L(z,y). Donc

- 1
F(Ar) = ——pv /RQ L(Az,y) dy

™

1
= ——pv/ LAz, A\2)\* dz
4 R2

1
— N\ L d
47TPV/R2 (z,2)dz

— \F(x)
ce qui veut dire que F est homogene de degré 2 — a. Ceci conclut la preuve du lemme. O

Le lemme suivant nous donne une estimation pour la forme bilinéaire B.

Lemme 6.5.2. Soient aq, oo deux réels tels que 1 < ag +ay < 3. St U € Yal etV e YOQ alors
B(U, V) est bien défini et appartient a Yy, ya,—1. De plus, nous avons l'inégalité

IBU.V)l,

aytag—1

<C|Ully, V.,
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Preuve. Montrons d’abord que B est bien défini, c’est-a-dire que lintégrale qui définit B
converge bien au sens de la valeur principale. On remarque d’abord que I'intégrande se majore

C

par
|z — yly|oto:
singularité non intégrable. Quand y — 0, 'intégrande de (6.5.2) s’écrit sous la forme

qui est une fonction intégrable en = et a l'infini. Seule 0 est une possible

|§__yy|2U(y) V(y) -2 ;:54 [(x=y) - UWw)][(x—y) - V(y)]
= %U(y) V(y) - 2‘9%(9: Uy)(@-V(y) + O(ly] =)
= ) ) - VaVal)] - 2T V() + Ca) Vi)

+O(Jy ),

Comme a; + ay < 3, le reste O(|y['™*1722) est intégrable en 0. Les conditions de symétrie
(6.2.3) vérifiées par U et V' impliquent que Uy (y)Va(y) + Ua(y)Vi(y) est impair par rapport a
y1 et yo et que Uy (y)Vi(y) — Us(y)Va(y) est impair par rapport a la permutation de y; et ys.
L’intégrale en y du terme

x(xrx|4xl) [Ul(y)%(y) _ UQ(y)Vé(y)] — 2%[(]1(?])‘/2(9) + UQ(iU)‘/i(y)]

est donc nulle sur toute couronne circulaire centrée en 0 et cela suffit pour conclure a I'existence
de la valeur principale de I'intégrale définissant B(U, V).

On estime maintenant B(U, V) en décomposant

BOY) =~ [ (F=5000) Vi) — 2= (@ =) - U] [ =) - V)] ) d

47 |z — y|? |z — y[t
1 z—y vy
- _EPV/?JK;,(,@, —,FV O V) - 20— Gl =) V) [(r —y) V(y)]) dy

lz — y|? lz —y|*

Y I G R R e o R RN
= B,(U, V) + By (U, V).

Le terme Bj se majore tres facilement

|Bo(U, V)| < 0/ IV,
ly|>12l |z — 9|

—Q]—Q2
|y

<ClUl, IV, [ dy

izl T =yl
= C'|[Ully,, IV, |7
ol on a utilisé, comme dans le lemme précédent, que 'intégrale
—p—an
/ vl d
izl [ =yl

104



définit une fonction radiale et homogene de degré 1 — a; — a. On a donc
1B2(U Ny, o,y < CllUly,, IV ],

Pour estimer le terme Bj, on se souvient que

X

ngK;(——U@»vun 25 VW) e V)= 0

|z

pour déduire que

B = [ Apmpt e ve - ppue Ve

rT—Yy
[T (=) - U]z —y) V(y)] + 2@(35 Uy))(z - V(y))} dy.
uand 2l nous avons ue x —y est de meéme taille que x : |x|/2 < |z — 3lz|/2. Il est
Q lyl < aue s~y q |z /2 < |z —y| < 3zl/
facile de voir que pour |y| < £, nous avons la majoration suivante pour l'intégrande ci-dessus :
x—y x T —y
I . _ . —92 " 7 [(r—u1)- — ) -
T y|2U(y> V(y) WU(y) V(y) p— [(z—y)- U]z —y) V(y)]
x
F2 e U) V)|
oyl
, |2!U( yIIV(y)l
]
<CIUl,, Wi,

On peut donc majorer By de la facon suivante

N 1015, IV]s., — -
|B(U, V)| <C 5 ] dy < Cl[U]ly, [V, =]
|| i<zl
Par conséquent
1BU(UV)ly, o, < CllUly, 1V,
et ceci conclut la preuve du lemme. O

Nous pouvons maintenant expliciter le comportement asymptotique des solutions de (6.5.4)
selon le schéma habituel. On montre d’abord 'existence et I'unicité des solutions homogenes.

Théoreme 6.5.3. [l existe g > 0 tel que si fo est un champ de vecteurs homogene de degré
-3 qui vérifie || folly, < €, alors il existe evactement une solution Uy € Yy homogéne de degré -1

de Iéquation Uy = B(Uy, Uy) + Fy telle que 1 Uolly, < Ceo.
Dans ce théoreme, Fy est donné par (6.5.3) en remplagant f par f.

Preuve. Le lemme 6.5.2 montre que 'opérateur B est bicontinu de Yl X Y1 a valeurs dans Y1 Le
lemme 6.5.1 implique que Fy est homogene de degré -1 et de plus ||F0||Y1 < Ol folly, - Lexistence
et 'unicité d’une solution petite Uy € Y; découle du lemme de point fixe 2.1.1. L’homogénéité
de Uy est une conséquence immédiate de I’homogénéité de Fj, de 'homogénéité de B et de
I'unicité des solutions. O]
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Le dernier résultat de ce travail montre que si f est majorée par C/(1 + |z|)?, vérifie les
conditions de symétrie (6.2.3) et admet un comportement asymptotique a 'infini homogene de
degré -3, alors la solution U admet aussi un comportement asymptotique a I'infini homogene de
degré -1. Introduisons une fonction ¢ € C*(R?;[0,1]) telle que 0 < p(z) < 1, p(z) = 0 quand
|z] <1/2 et p(x) =1 quand |z| > 1.

Théoreme 6.5.4. Soit f € Y3 un champ de vecteurs qui admet une décomposition de la forme

f=wvfo+ hi

ot fo est homogene de degré -3 et fi € Y, pour un certain o € (3,4). Il existe une constante
e = e(a) telle que si || folly, + | fillv. <€, alors Uéquation (6.5.4) admet une unique solution U
petite dans Y. De plus, U admet le comportement asymptotique suivant :

U(z) = Up(z) + O(|z]*~%) (6.5.9)
quand |x| — oo, ou Uy est l'unique solution homogéne associée a fo donnée par le théoréme

6.5.5.

Preuve. Les lemmes 6.5.1 et 6.5.2 s’étendent sans difficulté au cas des espaces inhomogenes Y,
comme nous 'avons fait a plusieurs reprises dans des situations similaires. Comme f est petite
dans Y3, 'existence et 'unicité d’une solution petite dans Y; se montre comme dans le théoreme
6.5.3.

Montrons maintenant le comportement asymptotique énoncé dans (6.5.9). Nous avons que
I1Ully, < IUllyy < Ce et [[Uplly, < Ce. Le champ de vecteurs V' = U — Uy vérifie I'équation

V =B(V,U)+ B(Up, V) + F — Fy

et il est limite de la suite récurrente

Vo=F—Fy,  Vip=B(Vi,U)+ B(Uy, Vi) + F — R,

Le champ de vecteurs F — Fj est associé a f—fo=(p—1)fo+ fi qui est petit dans Y,.
Par le lemme 6.5.1, il existe une constante C} telle que

IF = Flly, , < Cie. (6.5.10)
Montrons par récurrence sur k l'inégalité suivante :
IVelly, _, < 2Che. (6.5.11)

La relation (6.5.10) nous montre cette inégalité pour & = 0. Supposons-la vraie pour k et
montrons-la pour k£ + 1. Grace au lemme 6.5.1 nous pouvons estimer

WVenlly, ., < BV, Ully,, + 1B, Vi)lly, ., + I1F' = Folly,_,
Welly,, (U, + [1Uolly,) + [1F = Folly, _,

0162 + 016
2016

/

C
C

INCININ

sie <1/C.

La relation (6.5.11) est donc vérifiée pour tout k. Par passage a la limite k& — oo, elle
est vérifiée pour V. En particulier, V € Y, o ce qui implique le comportement asymptotique
(6.5.9). Le théoreme 6.5.4 est completement démontré. O
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Asymptotic behavior of solutions of the steady incom-
pressible Navier-Stokes equations

Abstract : This thesis deals with the steady incompressible Navier-Stokes equations,
more precisely with the asymptotic behavior of its solutions when |z| — co. We consider several
types of unbounded domains and we assume that the velocity vanishes at infinity:.

We first look at the three dimensional case, for which we know that if the forcing term
decays fast enough at infinity, the asymptotic behavior of the solutions is given by the Landau
solutions that are homogeneous of degree -1. We generalize this result to small forcing terms
whose asymptotic behavior at infinity is homogeneous of degree -3. To obtain solutions with
an asymptotic behavior at infinity homogeneous of degree -1 we find a necessary and sufficient
condition on the forcing : the homogeneous part of the forcing term must have zero mean over
the unit sphere. Finally, we generalize this result to the case of an exterior domain.

In the case of a half space, we prove that if the forcing term decays sufficiently fast at
infinity, then we obtain solutions that decay as 1/|z|? at infinity and we find an explicit formula
for the dominant term in the expansion at infinity of the solution. We can also prove the same
type of result as in the full space with forcing terms decaying like 1/|z|® but the condition of
zero mean over the sphere is not required any more.

The case of the dimension two is much more difficult. We study first homogeneous solutions
and find a family indexed on two real parameters. Imposing the restriction of having zero flux
through the unit circle, we get a family of solutions with only one parameter.

Finally we deal with non homogeneous solutions, but to do this we need to assume some
symmetry conditions on the data. If the forcing term is small and decays sufficiently fast at
infinity, we find solutions that decay like 1/|x|? at infinity and we also obtain an explicit formula
for the main term in their asymptotic expansion. We generalize this result to the case of an
exterior domain and we also obtain, again under symmetry assumptions, an analogous result
to the three dimensional case for forcing terms that decay like 1/|z|* at infinity.
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Résumé :

Cette these traite de 1'étude des équations de Navier-Stokes stationnaires incompressibles et, plus
précisément, le comportement quand x — oo de ses solutions. On étudie la situation dans différents types
de domaines non bornés en supposant une condition de nullité a 'infini.

On regarde d’abord la dimension 3, dans lequel on sait que si le terme de force décroit tres vite a
I'infini, le comportement asymptotique est donné par les solutions de Landau, qui sont homogenes de
degré -1. On généralise donc ce résultat a des termes de force petits dont le comportement asymptotique
est donné par un terme avec 'homogénéité correspondante, c’est-a-dire de degré -3. Pour cela, on trouve
une condition nécessaire et suffisante qui est que la partie homogene du terme de force soit de moyenne
nulle sur la sphere. Pour finir, on généralise ce résultat au cas d’'un domaine extérieur.

Dans le cas d’'un demi-espace, on va plus loin en montrant que si le terme de force décroit assez a
l'infini on obtient des solutions décroissant comme 1/|z|? & I'infini et on trouve une expression explicite
du terme dominant. On peut aussi montrer le méme type de résultat que dans ’espace entier avec un
terme de force en 1/|x|*> mais la condition de moyenne nulle sur la sphere disparait.

Dans 'étude de la dimension 2 dans le plan tout entier, on se rend compte que les choses sont plus
compliquées. D’abord, pour les solutions homogenes, on arrive a trouver les conditions pour que, si le
terme de force est suffisamment petit, on obtienne 'existence de solution qui forment alors une famille a
deux parametres. Mais en leur imposant la restriction d’avoir un flux nul sur le cercle unité, on obtient
une famille avec un parametre seulement.

Enfin on étudie les solutions non homogenes, mais pour cela on doit supposer certaines conditions de
symétrie sur les données. On trouve alors, pour des termes de force décroissant tres vite a I'infini, des solu-
tions en 1/|z|® et on obtient une formule explicite pour le terme principal de leur développement asympto-
tique. Ce résultat se généralise aussi au cas d’'un domaine extérieur et pour finir, dans ce cadre symétrique,
on trouve un résultat analogue au cas de la dimension 3 pour des termes de force qui décroissent en 1/|x|3
a l'infini.

Mots clés : Navier-Stokes stationnaire ; Equations aux dérivées partielles ; Comportement asymptotique ;
Solutions homogenes.

Asymptotic behavior of solutions of the steady incompressible Navier-
Stokes equations

Keywords : Steady Navier-Stokes ; Partial Differential Equations; Asymptotic behavior ; Homogeneous
solutions.
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