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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au lieu orbifold de la variété des
caracteres. En effet, il a été remarqué, par exemple dans [Sik12], que si 'on
restreint la variété des caracteres d’un groupe fuchsien dans un groupe de
Lie complexe semi-simple aux représentations irréductibles alors elle admet
naturellement une structure orbifolde.

On construit cette orbifolde en quotientant 1’ensemble des représenta-
tions irréductibles du groupe fuchsien vers le groupe de Lie semi-simple
par I'action de conjugaison du groupe de Lie. Apres avoir montré que cet
ensemble des représentations irréductibles du groupe fuchsien vers un groupe
de Lie semi-simple est une variété complexe, on en conclut que la partie
irréductible de la variété des caracteres est une orbifolde.

Les groupes d’isotropie locale de cette orbifolde s’interprétent comme des
centralisateurs de représentations irréductibles modulo le centre du groupe
de Lie considéré. Le lieu orbifold est alors, I’ensemble des classes de conju-
gaison dont le groupe d’isotropie local n’est pas trivial.

L’objet du chapitre 1 est de justifier que cette construction est cohérente.
Meéme si le résultat a déja été démontré, nous avons choisi, vu que c’est le
sujet principal de la these d’en rappeler les grandes lignes. Nous en profitons
pour rappeler des résultats sur la variété des représentations comme variété
algébrique ainsi que les fondamentaux sur les orbifoldes.

Dans les trois chapitres suivants (ce qui fait le corps de la thése), nous
fixons un groupe de Lie G et nous cherchons a comprendre le lieu orbifold de
la variété des caracteres. Le principe général a 'oeuvre dans ce mémoire est
que pour étudier le lieu orbifold, il nous faut comprendre les centralisateurs
non-triviaux des représentations irréductibles. Dans chacun des cas, nous de-
vons, avant méme de pouvoir considérer ’aspect géométrique de description
du lieu orbifold, classifier ces centralisateurs a conjugaison pres.

Ce sont donc les représentations irréductibles a centralisateur non-trivial
qui ont une importance particuliere. On dit qu’elles sont exceptionnelles
(traduction assez libre de bad representations dans [Sik12]). Par extension,



on dit qu’'un sous-groupe d’un groupe de Lie complexe semi-simple est ex-
ceptionnel sg’il est irréductible et son centralisateur n’est pas réduit au
centre du groupe de Lie. Si I' est un groupe de type fini et G un groupe de
Lie complexe, le lieu singulier de la variété des caractéres est défini comme
Pensemble des classes de conjugaison de représentations exceptionnelles (si
I' est fuchsien, c’est le lieu orbifold).

Il est alors naturel de donner un nom aux groupes de Lie qui n’ont pas de
sous-groupes exceptionnels. On dira qu'ils sont CI (terminologie de [Sik12]).
Une conséquence direct du lemme de Schur est que SL(n,C) est CI. Sikora
pose la question suivante <« est-ce que ce sont les seuls groupes CI, parmi les
groupes semi-simples 7 > Dans cette these, nous allons aussi nous intéresser
a cette question. L’intérét, par rapport au lieu orbifold, est que si un groupe
de Lie G est CI alors pour tout groupe fuchsien, la partie irréductible de la
variété des caracteres est non-seulement une orbifolde mais est, en fait, une
variété.

Dans le chapitre 2, nous nous intéressons au cas ou GG est égal au groupe
PSL(p,C). Nous démontrons, dans ce chapitre, qu’il n’existe, & conjugaison
pres, que deux centralisateurs de sous-groupes exceptionnels : les groupes

Z/p et Z/p x Z/p.

Dans la suite, nous décrivons ’ensemble des classes de conjugaison de
représentations exceptionnelles d’un groupe de type fini I' vers PSL(p,C).
L’idée est la suivante, si ’on fixe un sous-groupe G de PSL(p, C) isomorphe
a Z/p qui est le centralisateur d’un sous-groupe exceptionnel de PSL(p, C)
alors toute représentation exceptionnelle est conjuguée a une représentation
de I' dans Zpgy(p,c)(G).

Nous décrivons la variété des caracteres de I' dans le groupe Zpgy,,.c)(G)
et nous en déduisons le lieu singulier de la variété des caracteres de I'" dans

PSL(p,C).

Nous constatons en fait que le lieu orbifold est la réunion de certains
sous-espaces homéomorphes a des groupes de cohomologie et que les in-
tersections de ces sous-espaces sont donnés par des classes de conjugaison
de représentations exceptionnelles dont le centralisateur est isomorphe a
Z/p x Z/p. Cela est décrit par le théoréme 2.3.

Si 'on ajoute 'hypothese que T' est fuchsien (libre & [ générateurs ou le
groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de genre g > 2) alors
on en donne une description plus précise.



Dans le cas ou I est libre de rang [ > 2, on montre, par exemple, que le
lieu orbifold est connexe de dimension (p — 1)(! — 1). Dans le cas ou I est
le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de genre g > 2, on
montre que le lieu orbifold a exactement p composantes connexes et que sa
dimension est 2(p — 1)(I — 1).

Dans ce chapitre, le fait que p est premier est utilisé a plusieurs reprises.
Tout d’abord dans la proposition 5, ou ’on montre que tout sous-groupe ex-
ceptionnel de PSL(p,C) commute avec un élément régulier. Ensuite, dans
les discussions sur les groupes de cohomologie on utilise a nouveau que p est
premier. Enfin, dans la sous-section 2.4.2, ot ’on introduit I'invariant d’Eu-
ler, on utilise & nouveau le fait que la dimension est premiere. Si la primalité
de la dimension semble importante dans cette étude, nous constatons dans le
chapitre 3 que 'on peut généraliser des résultats en dimension quelconque.

Dans les chapitres 3 a 4, nous nous restreignons a la détermination des
centralisateurs de sous-groupes irréductibles.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons au cas ou G est PSL(n,C). On
montre un théoréme de caractérisation (théoreme 3.3) : si n > 1 alors un
groupe G est le centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C)
si et seulement si G est n-compatible (une des maniéres de définir un groupe
n-compatible est de dire que ce groupe est contenu dans B x B ou B est un
groupe abélien d’ordre n).

Ensuite, nous cherchons a déterminer les classes de conjugaison de cen-
tralisateurs dans PSL(n,C). Par le théoréme de caractérisation, le centrali-
sateur est abélien. Pour caractériser sa classe de conjugaison, nous justifions
qu’il suffit de rajouter une structure de n-module alterné sur ce centrali-
sateur. Bien que ces résultats n’aboutissent pas encore & une classification
complete des centralisateurs dans PSL(n, C) (essentiellement car il est diffi-
cile de caractériser les structures de n-modules alternés « issus » de centrali-
sateurs dans PSL(n,C)), les résultats partiels obtenus & la fin du chapitre 3
permettent d’entrevoir une généralisation de ce qui a été fait pour PSL(p, C)
au cas ou la dimension n n’est plus un nombre premier, au moins quand n
est sans facteur carré.

Dans le chapitre 4, on se place dans le cas ot G est Spin(n,C) ou un de
ses quotients. On arrive rapidement a la conclusion que tous les centralisa-
teurs d’irréductibles dans SO(n, C) sont 2-abéliens élémentaires.



Dans le cas ou G = Spin(n,C) on montre d’abord que Spin(n,C) n’est
jamais un groupe CI si n > 7. Une conséquence du travail que nous avons fait
ici (et d’un résultat de Florentino et Lawton dans [FL12]) est que les groupes
simples qui sont CI mais pas isomorphes & SL(n,C) sont nécessairement de
type Go, Fy, Eg, E7, Eg. On ne sait pas si, parmi ces groupes la, certains sont
CI ou pas.

Ensuite, toujours quand G = Spin(n, C), on caractérise les groupes appa-
raissant comme les centralisateurs de sous-groupes irréductibles du groupe
Spin(n,C) (c’est le théoreme 4.4). On remarque qu'’il est assez simple de
donner la liste de tous les centralisateurs a conjugaison pres dans le groupe
des Spin fondamentaux (corollaire 18).

Le cas G = PSO(2n,C) est partiellement abordé. On remarquera tou-
tefois que si I' est un groupe fuchsien de rang > 2 alors x*(I', PSO(8,C))
est une orbifolde contenant un point dont le groupe d’isotropie locale est
non-abélien (c’est le contre-exemple 7).

Par ailleurs, il semblerait que 1’on puisse généraliser cette approche au
cas ou G est un groupe de Lie semi-simple complexe. En effet, dans le cas
ot G = PSL(p,C), les sous-groupes exceptionnels sont tous contenus dans
le normalisateur d’un tore maximal (le produit semi-direct entre un tore
maximal et son groupe de Weyl). Ceci est lié au fait qu’un sous-groupe
exceptionnel centralise un élément régulier (voir proposition 5).

Dans le cas on G = PSL(n,C), la situation n’est pas aussi générale.
La condition pour qu’un centralisateur d’irréductible ait un centralisateur
inclus dans le normalisateur d’un tore maximal est que ses lagrangiens soient
de taille n (par des résultats postérieurs a cette these).

Ces deux exemples justifient que la généralisation de cette étude devrait
passer par les normalisateurs de tores maximaux. Pour une discussion sur les
n-uplets d’éléments commutant dans les groupes de Lie compacts qui utilise
les tores maximaux, on peut se reporter au travail de Borel, Friedman et
Morgan : [BFMO02].

Quelques mots sur ’organisation du papier. Nous avons fait le choix,
dans ce mémoire, d’écrire des preuves les plus détaillées possibles. Ainsi que
d’articuler notre raisonnement autour de nombreux lemmes, propositions,
exemples. .. Ceci explique la longueur de ce mémoire.



La premiere section du chapitre 1 contient un certain nombre de défini-
tions utiles pour lire le mémoire. Les deux autres sections du chapitre 1 sont
entierement dédiés a la preuve du corollaire 4. Si 'on admet ce corollaire,
on peut passer directement a la lecture des chapitres 2, 3 et 4.

Chacun de ces trois chapitres débute par une section < résultats > qui
est un résumé non exhaustif des résultats contenus dans le chapitre. Il a
pour but de guider la lecture du chapitre correspondant.

Dans leur quasi-totalité, les différent chapitres sont indépendants les uns
des autres. Néanmoins, I’'étude géométrique effectuée sur le lieu orbifold au
chapitre 2 est facilitée par la lecture du chapitre 1 et le lemme 6 du chapitre
2 est utilisé a plusieurs reprises dans les chapitres 3 et 4.

La fin du chapitre 3 contient un certain nombre de questions et de conjec-
tures en lien avec ce que nous avons démontré. Il en va de méme pour
la fin des sous-sections 4.3.2 et 4.4.2. La recherche est ainsi faite qu’elle
évolue tout le temps. Depuis la rédaction de cette these, nous avons pu
établir que la réponse a la question 2 était positive et donc la réponse a
la question 3 est négative. En particulier, on peut classifier les centralisa-
teurs d’irréductibles dans PSL(n,C) & conjugaison pres. Il est donc possible
d’améliorer le théoreme 3.3 du chapitre 3. Ce résultat et sa preuve seront
publiés prochainement.
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Chapitre 1

Variété des
représentations/caracteres

1.1 Définitions et propriétés

Soit I' un groupe de type fini et G un groupe algébrique sur C (dans la
plupart des applications, le groupe algébrique sera remplacé par G := G(C)
le groupe de Lie de ses points complexes). On peut définir un foncteur des
C-algebres vers les ensembles en associant a chaque C-algebre A ’ensemble
Hom(T',G(A)) i.e. 'ensemble des morphismes de groupes de I" vers G(A).

Ce foncteur noté R(I', G) est représentable (cf. [LM85]) et définit donc
une variété algébrique appelée variété des représentations schématique
de T vers G.

En effet, si I' admet une partie génératrice finie avec r éléments et
C[G] est anneau de coordonnées de G alors on peut associer & R(I', G) un
idéal annulateur Z dans C[G]®". Dans [LM85], Lubotzky et Magid montrent
alors qu’il existe une représentation universelle pyy : I' = G(A(T, G)) (avec
I'anneau A(T,G) défini comme étant C[G]®"/Z) vérifiant que pour tout
C-algebre A et toute représentation p € Hom(I',G(A)), il existe un mor-
phisme de C-algebres f : A(T',G) — A induisant une représentation G(f) :
G(AT, G)) — G(A) et vérifiant p = G(f)py. Ce que montrent Lubotzky et
Magid est que A(T', G) et py existent et sont essentiellement uniques.

Remarquons que la variété des représentations schématique n’est pas
nécessairement réduite car 'anneau A(T', G) peut contenir des nilpotents
non-triviaux. Si ’on considere 'anneau réduit associé :



6 CHAPITRE 1. VARIETE DES CARACTERES

AT, G) = A(T, G)/\/@

on obtient une nouvelle variété algébrique notée R(I',G) et appelée
variété des représentations réduite.

Dans la suite, nous sommes principalement conduits a étudier les C-
points de la variété des représentations schématique Hom(I',G(C)). Par
abus de notation, nous noterons simplement Hom(T', G) cette variété. C’est
cet objet qui nous intéresse dans cette these. Remarquons qu’étudier les C-
points de la variété des représentations schématique ou de sa réduction est
rigoureusement la méme chose. On remarque facilement que cet ensemble
s’identifie & un sous-ensemble de G(C)" ou r est le cardinal d’une partie
génératrice de I'. La topologie induite par cette inclusion sur l’ensemble
ne dépend pas du systeme de générateurs fini choisi. Cela permet alors de
définir une topologie sur Hom(T', G) appelée la topologie transcendante.

On verra plus loin que dans certains cas, une certaine partie de l’en-
semble Hom(T', G) n’est pas seulement 1’ensemble des C-points d’une variété
algébrique, mais aussi une variété complexe. Il y aura donc deux points
de vue sur la variété des représentations. Le premier est le point de vue
algébrique qui permet de calculer les espaces tangents, mais aussi d’étudier
les problemes de singularité. Le second est un point de vue complexe qui ne
voit que les C-points de la variété des représentations et qui est ’ensemble
qui nous intéresse.

On se propose de donner quelques définitions classiques ici (on peut
aussi les lire dans [Sik12]). Le but est de définir la notion de représentation
irréductible.

Soit G’ un groupe de Lie réductif et P un sous-groupe de G. On dit que
P est parabolique si G/P est une variété compleéte. Par exemple, dans le
cas ou G = SL(n,C) on peut montrer que P est parabolique si et seulement
si P est le stabilisateur d’un drapeau non-trivial de C" ou SL(n,C) agit de
maniere naturelle sur C" (c.f. [Bor91]).

Soit G un groupe de Lie réductif et H un sous-groupe de G. On dit que
H est irréductible si aucun sous-groupe parabolique de G ne contient H.
De la méme facon, une représentation p : I' — G est dite irréductible si
p(T) Dest.



1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES 7

Soit G un groupe de Lie réductif et H un sous-groupe de G. On dit que
H est compléetement réductible si pour chaque sous-groupe parabolique
P de G contenant H, il existe un sous-groupe de Levi L de P contenant H.
De la méme fagon, une représentation p : I' — G est dite completement
réductible si p(T") Vest.

Si H est un sous-groupe de G, le centralisateur Zg(H) de H dans G
est P'ensemble des éléments de G commutant avec tous les éléments de H.
Le centralisateur Zg(p) (ou Z(p) si le groupe G est sous-entendu) d’une
représentation p : I' — G est défini comme étant Zg(p(I")).

Dans [Sik12] (corollaire 17), Sikora donne une caractérisation tres utile
des groupes irréductibles. Dans un groupe de Lie réductif G, un sous-groupe
H de G est irréductible si et seulement s’il est completement réductible
et [Zg(H) : Z(G)] est fini. De plus, tout groupe fini est complétement
réductible et toute extension finie d’un sous-groupe completement réductible
est complétement réductible. Finalement, si G est inclus dans GL(n,C),
alors tout sous-groupe H diagonal via cette inclusion est completement
réductible.

Soit G un groupe de Lie réductif et H un sous-groupe irréductible de G.
On dit que H est ordinaire si son centralisateur est réduit au centre de G.
De la méme fagon, une représentation irréductible p : I' — G est dite or-
dinaire si p(I") est. Si un sous-groupe (ou une représentation) irréductible
n’est pas ordinaire alors on dira qu'il (elle) est exceptionnel(le). Remar-
quons que dans [Sik12], ordinaire correspond & < good > et exceptionnel
correspond a < bad >.

Si I est un groupe de type fini et G un groupe de Lie complexe, le groupe
G agit algébriquement sur la variété des représentations par conjugaison.
Cette action sera simplement appelée 'action de conjugaison de G sur
R(T,G).Sige Getpe Hom(T,G), on notera g - p le conjugué de p par g
et G - p Uorbite de p pour cette action.

La partie complétement réductible de Hom(T',G) est I'ensemble
des représentations compléetement réductible p : I' — G. Elle sera notée
Hom (T, G).

De la méme fagon, la partie irréductible de Hom(I', G) est I’'ensemble
des représentations irréductible p : I' — G. Elle sera notée Hom!(T', Q).
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Les inclusions suivantes sont conséquences directes des définitions :

Hom!(T',G) € Hom*"(I',G) C Hom(T', G)

Les ensembles Hom!(T', G) et Hom® (T',G) sont stables par I’action de
conjugaison. Un résultat plus difficile, quand G est réductif, 'action de G
sur Hom!(T', G) est propre (voir la proposition 1.1 de [JM87]).

L’ensemble quotient Hom(I',G)/G est bien connu pour n’avoir aucune
structure particuliere. Néanmoins, quand G est un groupe de Lie réductif
complexe, il existe un quotient ”GIT” pour 'action de conjugaison de G
sur R(T", G) noté x(T', G) := R(I',G)//G. Par définition, il s’agit & nouveau
d’une variété algébrique appelée la variété des caracteres. Remarquons
que 'anneau de coordonnées de la variété des caracteres est défini comme
étant A(T, G)Y. Les points complexes de cette variété sont I’ensemble des
classes de conjugaisons des représentations complétement réductibles (en
effet, on peut montrer , e.g. dans [Sik12], que ce sont exactement les classes
de conjugaisons fermées). Il existe alors une projection naturelle :

Hom((,G) — x(T,G)

TG .
pra D s G per

ol per est l'unique (& conjugaison pres) représentation complétement
réductible dont l'orbite est contenue dans ’adhérence de G - p. Nous ne
chercherons pas ici a démontrer 1’existence ou 'unicité d’une telle projection.
En ce qui nous concerne, nous voyons que si prg est restreinte a la partie
completement réductible alors il y a une identification naturelle entre le
quotient Hom (', G)/G et x(T', G). Cela permet alors de définir la partie
irréductible de la variété des caracteres comme :

Xi(F, G):= Homi(I‘, G)/G

L’action de G sur Hom!(T', G) étant propre, la correspondance ci-dessus
est un homéomorphisme. Le lieu singulier de x*(I',G) est I'ensemble des
G- p € X(T,G) pour lesquels p est une représentation exceptionnelle. Le
lieu singulier sera noté Xi,mg(F, Q).

La raison pour laquelle nous nous intéressons au lieu singulier est que,
sous certaines conditions (cf section 1.3), ce lieu singulier est le lieu orbifold
d’une certaine orbifolde. On se propose dans cette these de nous intéresser au
lieu singulier de la variété des caracteres. Un cas important ol cette approche
se révelera fructueuse est le cas ou le groupe représenté est fuchsien.
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On dit qu’un groupe I' est fuchsien s’il est un sous-groupe discret de
PSL(2,R) de co-volume fini. On peut vérifier (cf [Kat92]) quun groupe
fuchsien I'' admet toujours une présentation de la forme :

g r
I'=(ai,bi,...,aq4,bg,€1,...€ | H[ai,bi]Hei =1,pour 1 <i<re=1)
i=1 i=1

ol 0; est un entier > 2 ou oo (la relation e® = 1 est, par définition, la
relation triviale). Les générateurs ay, b, ..., a4, b, sont dits hyperboliques.
Les éléments ey, ..., e, sont dits paraboliques si 0; = oo et elliptiques si
0; < 0o. De plus, on sait que tout groupe de la forme ci-dessus est fuchsien
pourvu qu’il vérifie :

\
1
29-2+) 1-=>0

0
i=1 v
Parmi les groupes fuchsiens, on peut donner quelques exemples :

Exemple 1

Sil > 2. On note que [y, le groupe libre sur | éléments est fuchsien
puisqu'’il correspond au choix g := 0, r := 1+ 1 et pour tout 1 <i <I[l+1
0; ‘= OQ.

Si g > 2. On remarque que le groupe défini par g := g et r := 0
est un groupe fuchsien. Il s’agit du groupe fondamental d’une surface de
Riemann fermée de genre g. On les appelle parfois simplement ”groupes
de surface”.

Si 'on prend g :== 0, r :== 3 et 01 := a, 02 :== b et 03 := ¢ avec a,b, ¢
trois entiers vérifiant é + % + % < 1 alors on définit ce que I'on appelle
un groupe triangulaire T, ; .. Ce groupe apparait naturellement comme
le groupe fondamental orbifold d’une sphére a trois points coniques.

S’il y a un outil dont nous aurons souvent besoin dans ce mémoire, c’est
la cohomologie des groupes. On rappelle ici quelques définitions et notations.

Soit G un groupe et A un G-module multiplicatif (i.e. groupe abélien
muni d’une G-action compatible). La G-action sera notée avec un < - >.
Pour n > 0, 'ensemble des n-cochaines de GG dans A est :

C"(G,A) ={f:G"— A}
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Ceci est clairement un G-module par action au but. Il existe un mor-
phisme de groupes 0, :

5 .| CUG A — (G A)
v [ Oulf)

o, pour (go, ..., gn) € G" nous définissons :

90 fl(gh---,gn)
8n(f)(90avgn) = X H?:_O f(gOa"'7gi—1;,?igi+17gi+27~"aan)
X f(907"'7gn—1)(71)

Pour n > 1, on note Z,(G,A) := ker(9,), par définition, c’est 1’en-
semble des n-cocycles et B,, := Im(9,—1) 'ensemble des n-cobords. Par
définition, By(G,A) := {1} et Zy := ker(dy) = A® I'ensemble des points
fixes de A pour I'action de G.

(~1yi+1

Un calcul direct montre que 9,41 09, = 0 et donc B, (G, A) C Z,(G, A).
Ainsi on peut définir H"(G, A) := Z,(G, A)/B,(G, A) le n-iéme groupe
de cohomologie pour G agissant sur A.

Par exemple, un 1-cocycle dans Z!(G, A) est une fonction f : G — A
vérifiant pour tout g,h € G :

flgh) = (g- f(h)f(g)

Un 1-cobord dans B'(G, A) est une fonction f : G — A pour laquelle on
peut trouver a € A vérifiant pour tout g € G :

flg)=(g-a)a™"

Pour n > 0 un élément © € H"(G, A) est une classe de n-cocycles, si x
est la classe de z € Z"(G, A), 'élément x sera noté [z].

Les résultats que nous allons maintenant énoncer sont relativement clas-
sique et peuvent étre retrouvés dans [Bro82] ou [AMO04], par exemple.

Le premier de ces résultats est la suite inflation-restriction, si N <G et A
est un G-module, cette suite spectrale relie les groupes de cohomologie de G
agissant sur A, N agissant sur A et G/N agissant sur A"V (voir sous-section
2.3.1).
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Nous utiliserons également un résultat sur la cohomologie cyclique, i.e.
si G agit sur A avec GG cyclique, alors on peut trouver une formule explicite
pour H'(G, A) (voir sous-section 2.3.1).

On remarquera aussi que si A est un G-module divisible (e.g. si A est
un Q-espace vectoriel) alors H"(G, A) lest aussi pour tout n. De plus si G
est un groupe fini alors H"(G, A) est de |G|-torsion pour n > 1.

Dans la section 1.2, nous verrons des modules notés additivement alors
que dans la section 2.3 nous étudierons des modules notés multiplicative-
ment. Les deux notations sont naturelles. Avant la définition d’'un module
nous nous assurerons de savoir quelle notation on utilise.

1.2 Espace tangent a la variété des représentations

Le but de cette sous-section est de justifier que quand T" est fuchsien, la
partie irréductible de la variété des représentations est non-singuliere en cha-
cun de ses C-points. Le résultat a déja été remarqué par [Sik12] (proposition
37). On se propose, ici d’en donner une démonstration différente.

Apres avoir rappelé comment calculer 1’espace tangent de Zariski a la
variété des représentations en une représentation donnée, nous décrirons
une méthode pour construire, a partir d’'un vecteur tangent, une courbe
formelle passant par la représentation et tangente & ce vecteur tangent. On
ne peut pas toujours effectuer ce relevement, nous verrons que I'obstruction
s’exprime dans un groupe de cohomologie. Dans le cas ou le groupe est
fuchsien et p irréductible, on verra alors que ce groupe de cohomologie est
trivial et qu’il n’y a pas d’obstruction. Dans [Sik12], 'auteur utilise la méme
annulation cohomologique.

Dans toute cette section les modules seront notés additivement. En effet
si G est un groupe algébrique complexe, on note g son algebre de Lie. Si
p : I' = G est une représentation alors g est naturellement un I'-module
additif via Paction adjointe (notée Ad) de G sur g. On a pour tout v € T
et X €g,v-X :=Adop(vy)(X) = Ad o p(7y) - X. Le I'-module g sera noté

9Adop-

On rappelle que si une variété algébrique X a pour anneau de coor-
données A (i.e. X = Spec(A)), alors un point x € Spec(A) est dit non-
singulier (ou simple) si z appartient & une unique composante irréductible
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de X et dim T, X coincide avec la dimension de la composante irréductible
contenant x. On dit que x est réduit si 'anneau local A, ne contient pas
d’éléments nilpotents non-trivial.

Soit I un groupe de type fini et G un groupe algébrique complexe. On
dit que p € Hom(I', G) est lisse (resp. schématiquement lisse) si p est
un point non-singulier de R(I', G) (resp. R(T', G)). On remarquera que, par
les définitions, si p € Hom([,G) alors p est schématiquement lisse si et
seulement s’il est a la fois lisse et réduit.

Nous commencons donc par calculer 'espace tangent de Zariski a la
variété des représentations (ceci est une proposition démontrée par Weil
dans [Wei64], voir aussi [LM85] ou [Sik12]) :

Proposition 1

Soient I" un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe et
p € Hom(T',G). Alors

TZR(T,G) = ZM (T, 9 adop)

Démonstration : Pour montrer cette proposition, nous définissons ’algebre
des nombre duaux : la C-algebre Cle] ot € vérifie €2 = 0. Cette C-algebre
est définie avec une projection naturelle :

¢ :Clg = C

Cette application induit une projection de I’ensemble Hom/(I', G(C[e]))
sur 'ensemble Hom(T, G) également notée gi. Par un résultat bien connu
de géométrie algébrique (e.g. dans [Bor91]) :

T7"R(T,G) = (45)~" (p) € R(T, G(Ce]))

Une fois que l'on a remarqué ceci, on utilise le fait que (Ad désignant
la représentation adjointe d’un groupe de Lie sur son algebre de Lie) :

G(Cle]) = g 144 G(C)

Ainsi, toute représentation p de R(I', G(Cle])) s’écrit p = (u,qy(p))
avec u fonction de I' dans g. On se demande maintenant, p € Hom(T', G)
étant fixé, & quelle condition sur u la fonction définie par p := (u, p) est un

morphisme de groupes. C’est un morphisme de groupes si et seulement si :
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V(71,72) € 2, (u(1172), p(m172)) = (w(n), p(1)) (w(v2), p(12)) <

Y(71,72) € T2, (u(r172), p(1172)) = (w(n1)+Adop(v1)-u(y2), p(11)p(12)) <

V(m,72) € T2, u(miv2) = u(n) + Ad o p(m) - u(y2) &

u < Zl (F7 gAdop)

Ainsi si Pon fixe p € Hom(I',G) alors I'espace tangent de Zariski a
la variété des représentations schématique en p s’identifie naturellement a

Zl(r7gAdop)~ ]

Via cette identification de ’espace tangent a un espace de 1-cocycles, les
1-cobords bénificient également d’une interprétation intéressante :

Proposition 2

Soient T' un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe
et p € Hom(T',G). Alors, l'inclusion de TpZ‘””G -p C TPZ‘”R(F, G) est
donnée par :

Bl (Fa gAdop) g Zl (Fa gAdop)

En d’autres termes, sous l'identification vu en proposition 1, de I'es-
pace tangent de Zariski TpZ‘“"R(F, G) avec ZY(T, gadop) I'espace tangent
a la G-orbite de p en p est exactement I’ensemble des 1-cobords.

Démonstration: Tout d’abord, si p € Hom(I',G) alors G - p est une variété
algébrique homogene (G agit transitivement dessus, c.f. [Bor91]), elle est
non-singuli¢re. Ainsi l'inclusion de G - p dans R(I', G) descend en une in-
clusion au niveau des espaces tangents :

T,G-p C T/ R(T,G)

11 suffit donc de calculer I'application tangente a ’application suivante
en l'identité :

f G — RT,G)
g — gpg!
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On étudie f. I'application étendue aux nombres duaux :

r..| Gl — R({I,G(Cl)
(X, Id) — X-p

L’espace tangent T,G - p recherché s’identifie alors & Im(f).

Soit X € gety eI alors :

X - p(y) = (X, 1d)(0, p(7)) (=X, Id) = (X — Ad o p(7) - X, p(7))

On voit donc que le 1-cocycle associé & X - p est v — X — Ado p() - X.
Clairement c’est un 1-cobord dans B*(T, g Adop) de plus quand X parcourt
g on obtient tous les 1-cobords par définition. Ainsi on a I'identification
T[JG P = Bl(Fa gAdop) - zt (F7 gAdop) = TPZGTR(F7 G) u

Dans [Wei64], Weil utilise cette identification pour donner un critére de
rigidité locale pour une représentation (une représentation est dite locale-
ment rigide §’il existe un voisinage de p dans Hom(I', G) constitué unique-
ment de conjugués de p). Cela aboutit au corollaire suivant (c.f. [LM85]) :

Corollaire 1

Soient I' un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe
et p € Hom(I',G). Le premier groupe de cohomologie H*(T', g adop) €st
trivial si et seulement si la représentation p est localement rigide et p est
schématiquement lisse.

Démonstration : Supposons que H*(T, 0Adop) Soit trivial. Par la proposition
2, cela implique que, en p l'espace tangent a G - p et celui de la variété des
représentations schématique (i.e. 'espace tangent de Zariski) coincident en
p. Vu que G - p est non-singuliere, cela implique que l'on peut trouver un
voisinage de p inclus dans G - p. Par définition, p est localement rigide, et p
est schématiquement lisse puisque G - p l'est.

Réciproquement si p est schématiquement lisse alors pour tout v €
TPZ’"R(F,G) = ZY (T, gadop) tangent & la variété des représentations, on
peut trouver une courbe f :] —¢€,¢[— Hom(I',G) vérifiant f(0) = p et
f'(p) = v. Comme p est localement rigide, on peut supposer que f est
constitué de conjugués de p. Le vecteur tangent f’(p) est alors inclus dans
T,G - p.

Avec les identifications des propositions 1 et 2, on obtient l'inclusion
ZY (T, gadop) € BY(T, gadop), ainsi on a bien H' (T, gaqop) est trivial. |
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On remarquera que 'assertion ”schématiquement lisse” est nécessaire,
en effet, Lubotzky et Magid dans [LM85] exhibent une représentation lo-
calement rigide dont le premier groupe de cohomologie associé n’est pas
trivial.

Ainsi, annulation du premier groupe de cohomologie H'(T, g Adop) im-
plique que p est schématiquement lisse. Ce que nous allons montrer dans la
suite est que de I’annulation du second groupe de cohomologie H?(T', g Adop)
on peut également en déduire que p est un point schématiquement lisse.

Le probléeme qui se pose ici est qu’en une représentation singuliere 1’es-
pace tangent de Zariski contient trop de vecteurs. Nous allons maintenant
définir un autre type d’espace tangent. Soient I' un groupe de type fini, G un
groupe algébrique complexe et p € Hom(I', G). On dit que v € T,R(T', G)
est un vecteur tangent formel (terminologie non-standard) & la variété des
représentations en p. D'un autre coté, on dit que v € T,R(I', G) est un vec-
teur tangent analytique a la variété des représentations en p s’il existe € > 0
et f:] —e,e[— Hom(T',G) une application analytique telle que f(0) = p et
f'(0) = v. On note C, leur ensemble appelé le tangent de courbes.

Par définition, tous les vecteurs tangents analytiques sont des vecteurs
tangents formels, toutefois la réciproque n’est pas forcément vraie. On peut
voir qu'un point p € Hom(T',G) est non-singulier si et seulement si son
tangent de courbes est égal a son espace tangent de Zariski.

C’est un probleme tres difficile de construire des courbes analytiques
dans Hom(T',G). On utilise donc un théoreme d’Artin (cf théoreme 1.2
dans [Art68]) qui stipule que tout élément dans Hom(T', G[[t]]) i.e. toute
courbe infinitésimale dans Hom(T', G) peut-étre localement approximée
a tout ordre par une courbe analytique. Ou encore, I’ensemble des courbes
analytiques est dense pour la topologie m-adique dans I’ensemble des courbes
infinitésimales.

En résumé, pour montrer qu'un point est non-singulier, il suffit de mon-
trer que tout vecteur tangent formel est analytique, et en vertu du théoreme
cité ci-dessus, il suffit de trouver une courbe infinitésimale tangente a ce
vecteur tangent. Expliquons maintenant la démarche pour construire une
courbe infinitésimale.
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Pour n > 0, on note A,, := C[t]/(#"™!). On peut remarquer que Ay = C
et A; = Cl[e¢] anneau des nombres duaux. Nous allons étudier G(A,,) pour
n > 0. En un certain sens, étudier G(A,,), c’est étudier les déformations de
G(C) a l'ordre n. Si j > 4, il est clair que I'on a une application mod ¢! :

qg:Aj*)Ai

Cette application induit une application de projection au niveau des
représentations toujours notée ¢/ : Hom(I', G(A;)) = Hom(I',G(4;)). On
remarquera que q(l) correspond a l'application liée aux nombres duaux ex-
hibée dans la démonstration de la proposition 1.

On utilise maintenant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (formule
BCH) pour décrire le groupe G(A,+1). Soit e I'exponentielle des matrices.
On dispose, pour tout n > 0 d’une suite exacte scindée :

n+1
do
1 " G(Ap+1)) ———— G(C) ——— 1
2 . .
(041, ey an) —y pattazt®ttant™ inclusion
2 . .
eurttat®totant g o0 projection

2 n ]
OXEFOXEFtOXt™ g 4 g section

Il faut noter que g” n’est pas un groupe muni de la loi produit, la loi de
groupe est compliquée et est donnée par la formule BCH. En ce qui nous
concerne, nous noterons simplement que 1’on a une décomposition simple de
G(Ap41) sous la forme d’un produit semi-direct. Cela aboutit alors & une
nouvelle extension qui n’est plus scindée :
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qTL
l——g——G(Apt1) G(An) !
XXt inclusion
n n—1 . :
earttotant™ gy partteban—1t" Tl g projection

On remarque alors que la loi de groupe sur g est I’addition. En effet, par

n n n n+1 . . .
la formule BCH eXt"eYt" = (XAY)" O™ qingi. modulo "1 on a bien
XU Y _ (XY

. n—1
De plus si g = em - FTan—1""" g0 alors :

Xtn X" _ ,Ad(go)- Xt

g-e =go-e€ X" ot O

car e commutent modulo t"

Ainsi, 'action de G(A,) sur g dans la suite exacte ci-dessus se factorise
par q.

Sil’on considére maintenant Ay, := C|[[t]], on peut définir une application
modulo t" :

@ Cl[t)] = An
Et on a une application induite ¢5° : R(T', G(C[[t]])) — R(T, G(Ap)).

Munis de leurs projections, les anneaux du systéme (A,), forment un
syteme projectif dont la limite projective est A.,. Autrement dit, si 'on
souhaite construire une courbe infinitésimale passant par p € Hom(T,G),
ayant pour vecteur tangent v € T,R(I', G), il suffit de trouver une suite (p,)
de représentations telles que pour tout n > 0 on ait p, € Hom(I', G(4,)) et

po = p, p1 = (v, p) et pour tout j > i, g/(p;) = p;

Dans ce cas, la limite inductive po, des (py,) existe et définit une courbe
infinitésimale passant par p et tangente a v. En vertu du théoreme d’Artin,
cela permet de construire une courbe analytique passant par p et tangente
a v et donc v sera dans le tangent de courbe.

On peut résumer ce que l'on vient de voir en une proposition :
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Proposition 3

Soient I' un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe,
p€ Hom(T',G) et v € T,R(I',G) un vecteur tangent formel.

Alors v est un vecteur tangent analytique en p si et seulement s’il
existe une suite (p,) telle que pour tout n > 0, p, € Hom(T',G(Ay)),
po = p, p1 = (v,p) et pour tout n > 0, le diagramme suivant est com-
mutatif :

n+1
1—g—— G(Ap41) KUBN G(

Pn
Pn+1

n) —1

H—

Démonstration: D’apres, ce que 'on a vu v est tangent analytique, si et

seulement si v est tangent & une courbe infinitésimale. Si v est tangent a
une courbe infinitésimale po, = (py,) alors il est clair que (p,) va convenir.

Réciproquement si (p,,) est telle que pour tout n > 0 on ait p, €
Hom(T',G(A,)), po = p, p1 = (v,p) et pour tout n > 0, le diagramme
suivant est commutatif :

n+1

1——g——G(Ant1) LN G(4,) —1

Pn
Pn+1

r

alors par récurrence triviale sur j —i on a que qf (p;) = pi, ainsi la suite
(pn) définit un élément po, du systéme inductif (A,,).

De plus ¢§°(pso) = p €t ¢°(poo) = (v, p) donc v est bien tangent a une
courbe infinitésimale. |

Cette proposition nous montre un procédé de construction par récurrence

pour déterminer si un vecteur tangent formel est analytique. En effet, étant
donnée une représentation et un vecteur tangent formel, on définit p; grace
a ces deux éléments. On cherche alors & construire py qui doit faire com-
muter le diagramme de la proposition. Si 'on peut en trouver un, alors on
cherche a construire ps,. .. et ainsi de suite. Ce que nous dit la proposition est
que si 'on peut toujours "monter d’un cran” alors on construit une courbe
infinitésimale (et donc analytique) tangente.
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Bien siur, il s’agit maintenant de déterminer sous quelles conditions, on
peut toujours "monter d’un cran”. Le lemme suivant est classique en théorie
des groupes. On utilisera le lien (e.g. dans [AMO4]) entre extensions de
groupes et cohomologie des groupes. Rappelons que si A est un sous-groupe
abélien normal de B et C' := B/A alors C agit naturellement sur A par conju-
gaison. On note alors ¢ : C' — Aut(A) laction correspondante. De plus, on
peut associer & cette extension de C' par A un 2-cocycle z € Z2(C, A) en
choisissant une section. On sait que la classe de cohomologie de z ne dépend
pas de la section choisie.

Lemme 1

Soient A, B, C' et D quatres groupes avec A abelien tels que 'on
ait une extension 1 - A - B — C — 1. On note ¢ : C — Aut(A)
I’action correspondante, [2] € H?(C, A) représentant l'extension et 7 la
projection de A sur C.

Soit v : D — C un morphisme de groupes, alors il existe ¥ : D — B
relevant 1 (i.e. un morphisme de groupes vérifiant w o = W) si et
seulement si [tp*z] = 0 dans H%(D,A) ot A est considéré comme un
D-module via ¢ o) et :

DxD — A

L N 2(¥(g1),¥(g2))

Démonstration: Le point essentiel est le suivant (que l'on retrouve dans
[AMO4]) si I'on a B extension de C par A via les objets ¢ et [z] alors
on peut identifier ensemblistement B & A x C avec la loi de groupe donnée
par :

(a1,c1)(az, c2) = (a1 + ¢(c1)(az) + 2(c1, c2), crc2)

Avec 7(a,c) = c et inclusion de A dans B donnée par a — (a, 1¢).

Dans ce cadre, supposons par exemple qu’'un relevé ¥ de 1) existe. Alors
il existe pour tout d € D un élément a(d) € A tel que :

U(d) = (a(d),(d))

Si di,ds € D alors par un calcul direct :

U(dyda) = (a(dida),y(d1d2))
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W(d1)¥(d2) = (a(dr) + ¢(¥(d1))(a(d2)) + ¥"2(dy, d2),Y(d1dy))
L’égalité W(d;)W(da) = ¥(dydz) implique alors que :

P*z(dr, d2) = aldidz) = a(d) — $(1p(d1))(a(dz))

Ce qui est exactement dire que ¥*z est un 2-cobord et donc que sa
classe de cohomologie est nulle.

Réciproquement si ¥*z est un 2-cobord alors, par définition, il existe
(aq)aep tel que pour tout dy,ds € D on ait :

Y z(d1, d2) = a(didz) — a(d1) — ¢(¥(d1))(a(d2))

On peut alors vérifier (avec les mémes calculs que ceux donnés plus
haut) :

o D — B
d o (a(d),¥(d))
est un morphisme de groupes de D vers B relevant 1. |

Cela permet alors d’avoir une condition suffisante de non-singularité pour
les représentations de groupe. Ce résultat a déja été démontré dans [Gol].

Corollaire 2

Soient T" un groupe de type fini, G un groupe algébrique complexe et
p € Hom(T',G) si H*(T',gaqop) est trivial alors p est schématiquement
lisse.

Démonstration: On suppose donc que H%(T, g.aq0,) = 0. Soit v € T,R(T, G)
un vecteur tangent formel. On souhaite montrer que v est un vecteur tangent
analytique. En vertu de la proposition 3, il suffit de construire une suite (p;,)
telle que pour tout n > 0 on ait p, € Hom(I', G(A,)), po = p, p1 = (v, p)
et pour tout n > 0, le diagramme suivant est commutatif :

1
at

l—g—G(An1) — G(A4,) — 1

pn
Pnt1

r

Montrons par récurrence sur n > 1 que l'on peut construire (pg)o<i<n
tels que pour tout 1 <k <n, ¢¥ | (pr) = pr—1 et p1 = (v, p).
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Clairement (po, p1) := (p, (v, p)) convient pour n = 1.

Supposons avoir construit (px)o<k<n tels que pour tout 1 < k < n,
a1 (pk) = pr—1 et pr = (v, p).

On considere I’extension :

qrtt

11— g—— G(Ap41) — G(4,) — 1

Cette extension est donnée par 'action ¢, = Adogqy : G(A,) — Aut(g)
et la classe d’'un 2-cocycle [z,] € H?(G(A,), g4, ) représentant extension.
On souhaite trouver p,1 faisant commuter le diagramme suivant :

qnt!
11— g——G(Ap1) —— G(A,) —— 1
<
]
Pl
T

Par le lemme 1, un tel élément existe si et seulement si [p}; z,] = 0 dans
H?(T, g Adogzop,, )- OF q§ © pn = p donc on a :

Hz(l“7gAdoqgopn) = H*(T', g 4d0p) = 0 par hypothese

Ainsi, on peut construire p,41. Par récurrence, on peut construire une
suite (p,) compatible. La proposition 3 nous permet alors d’affirmer que
v est effectivement un vecteur tangent analytique. On obtient que I'espace
tangent de Zariski coincide avec le tangent de courbes, ce qui montre que
p est non-singulier, par définition schématiquement lisse puisque c’est un
point de la variété des représentations. |

Remarquons que ce critére est suffisant mais n’a aucune raison d’étre
nécessaire. On peut par exemple remarquer quelques cas ou le second groupe
de cohomologie s’annule clairement :

Exemple 2

Si I' est un groupe fini ou un groupe libre et G un groupe algébrique
complexe alors pour tout p € Hom(I',G), p est schématiquement lisse.

Démonstration: SiT est un groupe fini alors H*(T', ga40,) est de |I'|-torsion.
Vu que g est un C-espace vectoriel, il est également uniquement divisible.
Ces deux propriétés combinées impliquent en fait que H?(T, g.ado ») =0.En
appliquant le corollaire 2 on obtient le résultat.
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Si T" est un groupe libre, il est connu que sa dimension cohomologique
est 1. Autrement dit, pour tout I'-module A et n > 2 on a H"(I', A) = 0.
En particulier, H2(T', g Adop) = 0. En appliquant le corollaire 2 on obtient
le résultat. |

Ces exemples auraient pu étre traités de maniere beaucoup plus simple.
En effet, si ' est un groupe fini, on sait que toute représentation est loca-
lement rigide (c’est une conséquence de la classification des représentations
de groupes finis) ou encore en utilisant le fait que H'(I', gadop) = 0 pour les
mémes raisons que dans ’exemple et en utilisant le corollaire 1. De méme si
I' = IF;, un groupe libre de rang [ > 1 alors Hom(T', G) = G', il est alors clair
(vu que G est un groupe algébrique sur un corps de caractéristique 0) que
G! est non singulier. Nous allons maintenant voir un cas plus intéressant :

Théoréme 1.1

Soient T" un groupe fuchsien, G un groupe algébrique complexe semi-
simple et p € Hom'(I',G) une représentation irréductible, alors p est
schématiquement lisse.

Démonstration: Les groupes fuchsiens satisfont la dualité de Poincaré, en
particulier H%(T, g Adop) €st isomorphe en tant qu’espace vectoriel a 'espace
HO(F,g’;‘dop)* qui est isomorphe & gU. Par définition, ce dernier espace
vectoriel est I’algebre de Lie du centralisateur de la représentation Zg(p).
Vu que p est irréductible et en vertu du corollaire 17 de [Sik12], le centre de
G est d’indice fini dans Zg(p). Comme G est un groupe semi-simple, son
centre est fini. Ainsi Zg(p) est fini également, ce qui implique que g" est
trivial.

L’annulation du second groupe de cohomologie H?(T, g Adop) implique
alors le résultat par le corollaire 2. |

Remarquons que ce résultat est généralisable au cas G réductif (comme
pour la proposition 37 de [Sik12]). En particulier, on obtient le résultat
suivant, que nous allons utiliser plus tard :

Corollaire 3

Soit I' un groupe fuchsien, G un groupe de Lie complexe semi-simple.
L’espace topologique Hom'(I',G) a une structure naturelle de variété
complexe.

Démonstration : Cela vient du fait que Hom*(T', G) est un ouvert de Zariski
de Hom(T", G) donc une sous-variété et que, d’apres le théoreme 1.1, la sous-
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variété Hom'(I', G) est non-singuliere. On peut donc construire un atlas de
cartes donnant une structure de variété analytique complexe a cet ensemble
qui est compatible a la structure algébrique. |

Dans la sous-section suivante, nous donnons la définition d’une orbifolde
et nous justifions que la partie irréductible de la variété des caracteres de
I', un groupe fuchsien dans G un groupe algébrique complexe admet une
structure orbifolde.

1.3 Notion de structure orbifolde

Nous allons maintenant définir une structure orbifolde. Une structure
orbifolde sur un espace topologique se définit a ’aide de cartes, comme pour
les variétés classiques. L’intérét de cette structure est qu’elle a beaucoup de
choses en commun avec les variétés tout en étant une véritable généralisation
du concept. Si un groupe discret G agit proprement discontinuement sur une
variété X alors I'ensemble X/G est naturellement une orbifolde. I1 s’agit de
la maniere la plus naturelle de construire une orbifolde.

Bien que les orbifoldes soient localement de ce type, il est bien connu
(cf [Thu80] par exemple) qu’il existe des orbifoldes qui ne sont pas quotient
d’une variété par 'action d’un groupe discret agissant proprement disconti-
nuement.

Notre but, ici, est de justifier que dans le cas fuchsien, la partie irré-
ductible de la variété des caracteres a une structure orbifolde. Nous allons
construire cette structure. Dans la suite, nous construirons des orbifoldes
lisses (sur R avec des fonctions lisses, i.e. C°).

Avant de définir une orbifolde, nous allons définir des cartes orbifoldes.
Soit U un espace topologique connexe, une carte orbifolde (de dimension
n) est un triplet (V, S, ) avec V un ouvert connexe de R™, S un groupe fini
agissant de maniere lisse sur V et 7 : V' — U une application continue telle
que 7 induise un homéomorphisme entre V/S et U :

V—"=U
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Le noyau de la carte ker(V,S,m) est ’ensemble des s € S agissant
trivialement sur V' (il sera aussi noté ker(U)). Une carte est dite effective
si son noyau est trivial. En pratique, ’hypothese d’effectivité est importante.
Notons le lemme technique suivant :

Lemme 2

Soit U un espace topologique connexe et (V, S, ) une carte effective
de U. L’ensemble des points de V dont le stabilisateur n’est pas trivial
est un fermé de codimension > 1.

Démonstration: Remarquons que si V' a une structure riemanienne pour
laquelle tous les points de V' sont reliés par des géodésiques (possible car V'
est connexe) et que s est une isométrie non-triviale de V' alors I’ensemble
des points fixes de s est un fermé de co-dimension > 1. En effet, supposons
que 'on ait une isométrie s de V et v € V tel que s fixe point par point
un voisinage W de v. Alors s fixe non-seulement v mais aussi tout I’espace
tangent de v (puisqu’elle agit comme 'identité au voisinage de v).

1l s’ensuit que s (puisque s est une isométrie) fixe toute géodésique
partant de v. Si I'on se donne alors une géodésique allant de v & v’, on voit
que v’ est également fixe. Ainsi s fixe tout élément de V' et s trivial.

Comme S est fini, on peut toujours trouver une telle structure riema-
nienne qui soit S-invariante (autrement dit pour laquelle S est un groupe
d’isométries). Ainsi pour tout s € S (non trivial), ’ensemble des points fixes
de s est un fermé de codimension > 1 donc leur réunion (finie) est aussi
un fermé de codimension > 1. On conclut en constatant que la réunion de
ces ensembles de points fixes est exactement 1’ensemble des points avec un
stabilisateur non-trivial. |

Définissons la notion d’isomorphisme et d’automorphisme de carte. Soit
U un espace topologique connexe avec deux cartes (V;,S;, m;) pour i = 1,2.
On dit que les deux cartes sont isomorphes s’il existe ¢ : Vi — Vo un
difféomorphisme et un isomorphisme de groupes A : S7 — S5 tel que 9 soit
A-équivariante, i.e. pour tout s € Sy et v € V; on a ¢(s.v) = A(s).¥(v).
On demande finalement que w9 0 b = w1, i.e. que le diagramme suivant soit
commutatif :

vi— 1

N\
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Dans ce cas, on dit que (¢, \) est un isomorphisme entre (V1,5 71)
et (Va,S2,m2). Un automorphisme pour une carte (V,S,7) de U est un
isomorphisme entre (V, S, 7) et (V, .S, 7). Ils forment un groupe (vérification
immédiate) que l'on note Aut(V, S, 7).

Proposition 4

Soit U un espace topologique connexe et (V, S, ) une carte effective
sur U. Pour tout automorphisme (1, \) de la carte (V,S, ), il existe
sp € S tel que :

pour tout v € V : 1h(v) = sg - v et pour tout s € S : \(v) = spss; "

Autrement dit, tout automorphisme est intérieur (un tel automor-
phisme sera noté (s, As,))-

Démonstration: Pour tout v € V, on a 7(¢(v)) = m(v), par conséquent, il
existe s, € S tel que ¥(v) = s, - v. Notons F' le fermé de codimension > 1
des points a stabilisateur non-trivial (par le lemme 2). Pour tout v ¢ F, s,
est uniquement défini. Si V’ est une composante connexe de V — F alors par
continuité, il existe un unique sy tel que pour tout v € V', ¥(v) = sy - v.

Soit V7 et Vo deux composantes connexes de V telles que 1’adhérence
de Vi et V; s’intersectent. Nous allons montrer que sy, = sy,. Notons L
Iintersection des adhérences de V; et V5. Il s’agit d’un espace de codimen-
sion 1 (sinon Vj et Vs seraient dans une méme composante connexe). Soit
x € L tel que, localement en x, L soit une sous-variété de codimension 1.
Alors si lon voit Stabg(x) comme un sous-groupe d’isométries de V, les
éléments de Stabg(z) sont des isométries dont ’ensemble de points fixes est
un hyperplan. Il vient alors qu’il ne peut y avoir que deux éléments dans
Stabg(x), 'identité et une symétrie hyperplane échangeant V; et V5.

D’autre part, par continuité de sy, et sy, on a sy,& = « donc svls‘jzl €
Stabg(x). Supposons que svls;; ne soit pas l'identité alors elle envoie un
élément vy € Va sur vy € Vi puisque Stabs(z) n’a que deux éléments. Or
Sy, 5;211)2 = v implique 5‘721112 = s(,llvl et donc Vo NV; # B ce qui contredit
le fait que Vi et V5 soient deux composantes connexes différentes de V' — F.
Ainsi sy, = sy,.

Comme V est connexe, on en déduit que sy est constant égal a so pour
V' composante connexe de V — F. Par densité de V — F on en déduit que
Y(v) =s¢-v pour v € V.
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Par définition de (1, X), pour tout s € S, v € Vonay(s-v) = A(s)-¢(v),
en remplagant (v) par so - v on obtient sg - (s-v) = A(s) - (so - v) i.e.:

(s08) - v = (A(8)s0) v
En appliquant cette égalité pour v € V — F on obtient A(s) = sgss; . W

Cette proposition technique implique qu’il n’y a que des automorphismes
triviaux pour une carte. Autrement dit, modulo un automorphisme intérieur,
une carte est unique. Cette propriété d’unicité des cartes est importante
pour la définition des orbifoldes globales (en effet cette propriété intervient
de maniere essentielle dans la compatibilité des cartes). C’est pourquoi,
dorénavant, toutes les cartes seront considérées comme effectives.

Définissons maintenant I'injection de carte. Soit U un espace topolo-
gique connexe de carte (V,S,7) et ¢ : U’ — U une injection continue
avec U’ connexe (i.e. U’ est un ouvert connexe de U). Si l'on se donne
une carte (V', S, 7’) de U’ alors (¢, \) est appelée injection de (V', 5", 1)
dans (V,S,7) si ¢ : V' — V est une immersion ouverte, A : S — S un
morphisme injectif tels que ¢ soit A-invariante et que l'on ait :

iomr=10¢

Prenons (¢;, A\;) une injection de (V;, S;, m;) carte au-dessus de U’ dans
(V, S, 7) alors on dit que les deux injections sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de cartes entre Vi et Va, (o, po) et s € S tels que :

G2 =5 P11 et Ao = shipg s

Dans le cas ot 'on a une injection on dira que la petite carte est induite
par la grande.

La notion d’injection de carte est triviale dans le cas des variétés clas-
siques. Nous allons maintenant voir, dans un nouveau lemme que toutes les
inclusions de cartes sont isomorphes.

Lemme 3

Soient U un espace topologique connexe de carte (V, S, ) et U' un ouvert
connexe de U alors il existe une carte (V',S',7') de U’ incluse dans
(V, S, 7). De plus si (V{,S],n) est une seconde injection de cartes dans
(V, S, ) alors les injections de (V', ', 7’) dans (V, S, ) et de (V{, S}, 7})
dans (V, S, ) sont isomorphes.
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Démonstration: Montrons tout d’abord l'existence. L’ouvert 7=1(U’) est une
réunion d’un certain nombre de translatés par S d’ouverts connexes. Soit
V' une de ces composantes connexes. On pose S’ := Stabg(V) et 7’ :=
7. Il est clair que (V7, S8, 7") est une carte de U’. De plus, les injections
canoniques de V' dans V et S’ dans S fournissent une injection de carte.

Montrons I'unicité. Prenons (V7,S7, ;) une carte au-dessus de U’ in-
cluse dans (V, S, ) alors il existe ¢ : V/ — V une immersion ouverte et
A: 81 — S définissant 'injection. Alors ¢(V]) est inclus dans une compo-
sante connexe et A(S7) est inclus dans le stabilisateur de cette composante
connexe. Par suite, quitte & composer par un automorphisme de (V, S, )
qui est nécessairement intérieur par la proposition 4 (le groupe S agit tran-
sitivement sur les composantes connexes de 71 (U’)) on peut supposer que

o(V]) CV’ et A(S7) C 5.

Maintenant, ¢(VY') est ouvert dans V' car ¢ est une immersion ouverte.
Montrons que c’est aussi fermé. Si y, = ¢(z,) une suite déléments de
o(V)) telle que (y,) tend vers y € V'. On sait que z, := 7(y,) € U’ tend
vers z := w(y) € U’. Ainsi, il existe z € V{ tel que 7f(x) = 2. De plus,
w1 (xy) = 2z,. 1l existe alors une suite s, € 5] tels que s,.z, tend vers z.
Quitte a extraire, on peut supposer que s, est constant. De telle sorte que z,,
tend vers s~1.z. Mais alors on a ¥(s~!.z) = lim((z,)) = y. Ceci montre
que y € ¢p(V7) et donc ¢(VY) est fermé. Par connexité de V' : ¢(V{) = V".

Comme, (¢, \) est une injection, A\(S]) = Stabs(¢(Vy)) et ainsi, A est
un isomorphisme de groupes entre S et S.

Maintenant vu la compatibilité de (¢, A) avec (V, S, 7) et la construction
de (V', S8’ 7"), il est clair que (¢, \) est compatible avec (V’, S’,7) ainsi les
injections de cartes sont isomorphes. |

On peut maintenant définir les germes orbifoldes et les orbifoldes.

Prenons U un espace topologique connexe et p € U. On considere C(U, p)
I’ensemble des cartes orbifoldes au-dessus de voisinages ouverts connexes
de p dans U quotienté par la relation suivante : soit U; un voisinage de p
avec une carte (V;,5;, m;) pour ¢ = 1,2, alors (V4, S, m) et (Va, S2,m) sont
équivalentes s’il existe U3 C Uy NUs un voisinage ouvert connexe de p tels
que les cartes (V1,51,71) et (Va,S2,m) induisent une méme carte sur Us.
Les éléments de C(U, p) sont appelés germes orbifoldes en p sur U.

Soit X un espace topologique Hausdorff, localement connexe et dén-
ombrable a I'infini. On appelle structure orbifolde sur X la donnée pour
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tout p € X d’un voisinage U, de p ainsi que d'une carte (V,, Sy, m,) sur U,
telle que pour tout g € Up, (V},Sp, mp) définisse le méme germe orbifolde
que (Vy, Sq,mq) en g.

Deux structures orbifoldes {(V}, Sp, mp)lp € X} et {(V}, 5, m,)|[p € X}
sont équivalentes si pour tout p, (V;, Sy, m,) et (V, 5}, m,) définissent un
méme germe orbifolde.

Remarquons que la définition ci-dessus est équivalente a la définition de
[ALRO7] par les atlas maximaux (tout atlas maximal en leur sens définit une
unique structure orbifolde et réciproquement).

Avant de rentrer dans le vif du sujet on va montrer que ’on peut choisir
les cartes de manieéres optimales (quitte & réduire les cartes) :

Lemme 4

Soit X une orbifolde avec la structure {(V,, Sy, mp)|p € X}. Alors il
existe une structure équivalente sur X : {(V,S,,m,)|p € X} telle que
pour tout p € P et pour tout voisinage ouvert connexe N de p inclus
dans Uy, := m,(V,) la carte induite par (V,,S,,,) soit (W,T,u) avec T
isomorphe a S,,. De plus, quitte a réduire U}, on peut supposer que V,
est simplement connexe.

Démonstration: Prenons p € X. On considere une suite de voisinages ouverts
connexes N, de p inclus dans U, := 7(V},) dont l'intersection est {p}. Alors
chacun de ces voisinages admet une carte induite par (Vj,Sp,7p), on la
notera (W,,, T, uy,). Ceci constitue une suite de cartes décroissante (i.e.
si n < m alors (Wi, Tin, i) est inclus dans (W,,, T,,, pi,)). Ainsi la suite
d’entiers naturels |T,,| est elle aussi décroissante, elle est donc constante &
partir d’un certain rang ng. On en déduit que pour tout n > ng, T, et Tp,,
sont isomorphes (le premier est inclus dans le deuxieme et les cardinaux
sont égaux). Posons (V,,.5,,m,) := (W, Tng, fin)-

Par construction, les systemes

{(Vp, Spmp)lp € X} et {(V, 5, m))|p € X}

sont équivalents. De plus si IV est un voisinage ouvert connexe de p
inclus dans 7'(V})) alors on peut trouver n tel que N, C N (vu que ces
voisinages sont de plus en plus petits). Maintenant si (W, T, 1) est la carte
induite par (V}, S, m,) sur N alors on sait que 75, est inclus dans 7' qui est
inclus dans S;, = T}, (& isomorphisme prés) mais vu que |T},,| = |T}| ces
inclusions sont des égalités donc 7' est bien isomorphe a Sx’).
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La derniére assertion découle du fait simple que Vp’ est localement sim-
plement connexe (c’est un ouvert de R? pour un certain d). |

De ce lemme, on voit qu’il apparait pour x € X un groupe minimal S,.
Ce groupe est défini comme le groupe pour lequel toute carte (V, S, 7) sur U

un voisinage de x, si v € V est au-dessus de z alors Stabg(z) est isomorphe
a Sy.

Ce groupe n’est bien défini qu’a automorphisme de cartes pres et d’apres
la proposition 4, a conjugaison pres. On I’appelera le groupe d’isotropie
ou isotropie locale de z € X.

Si X est une orbifolde, alors on note X4 'ensemble des points de v € X
dont l’isotropie locale est triviale. Ce sont les points réguliers de 1’orbi-

folde. L’ensemble des points non-réguliers est appelé le lieu orbifold de
I'orbifolde X.

Il existe un moyen naturel de construire une orbifolde. C’est ’objet du
prochain théoreme.

Théoréme 1.2

Soit M une variété classique. Si I' est un sous-groupe de Dif f(M)
muni de la topologie discréte. On suppose de plus que Iaction de T" sur
M est propre, i.e. pour tout K compact de M I'ensemble des v € T' tels
que v.K N K # () est fini.

Dans ce cas X := M/T admet une structure naturelle d’orbifolde.
En particulier si x = I'.p € X alors une carte locale en x est donné par
(Vi, Sz, ) avec Sy = Stabr(p) (a conjugaison prés) et V,, un voisinage
de p dans M.

L’orbifolde X ainsi construite est effective. Le fait que la structure
orbifolde soit naturelle se traduit en particulier par le fait que la projec-
tion naturelle pr de M sur X est un revétement de ’ensemble des points
de M au-dessus des points réguliers de X sur ’ensemble X,q.

Démonstration: Montrons d’abord que X est un espace topologique Haus-
dorff, connexe, localement connexe et dénombrable & I'infini.

Tout d’abord les propriétés connexe, localement connexe et dénombr-
able & l'infini viennent automatiquement car M vérifie ces propriétés et
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que 'application pr de projection de M sur X est ouverte. Il s’agit donc
seulement de montrer que X est séparé. Prenons p et ¢ deux points de
M tel que Tp N Tq = 0, on cherche deux voisinages W, et W, de p et
q respectivement tels que W, NT.W, = § (dans ce cas U, := T.W, et
U, :=T.W, séparent p et q).

Supposons que ce ne soit pas le cas, alors pour tout W,,, W, voisinages de
p et ¢ respectivement : T.W,, "W, # 0. Il existe alors une suite (p,,) tendant
vers p de M et une suite (7,,) de I telles que v, p,, tende vers ¢. On consideére
alors le compact K := {(pn),p, (YnPn), ¢}, clairement v,p, € 7, K N K. Vu
que l'action est propre, 'ensemble {(7,,)} est fini. Quitte & prendre une
sous-suite, on peut supposer que 7y, = vy pour tout n. Dans ce cas, on a p,
tend vers p et v.p, tend vers g or ~.p, tend vers ~.p puisque I'action est
continue donc v.p = ¢ (M est séparé) ceci contredit le fait que T'pNTq = 0.

Ainsi il existe bien deux voisinages W, et W, tels que I.W, NT.W, = 0
et X est Hausdorff.

Il s’agit maintenant de définir un systeme de cartes locales sur X.
Prenons donc ¢ = I''p € X. On notera S, := Stabr(p) (on choisit un
représentant particulier de x pour cela, on montrera que différents choix
donnent des cartes isomorphes). Clairement, S, est fini car si W), est un
voisinage compact de p on a :

Sp C {y € T}y W, N W, # 0} fini car action est propre.

D’autre part si W, est un ouvert (connexe) de carte de variété autour
de p alors on peut restreindre W‘; de maniere a ce que WI’) soit stable par
Sp. En effet on choisit :

W), := la composante connexe de ﬂ V.W; contenant p
YESp

L’ensemble W), est la composante connexe dune intersection finie d’ou-
verts voisinages de p contenant p, il est donc un voisinage ouvert connexe
de p. De plus c’est un ouvert de carte car il est inclus dans WZQ qui en est
un. Posons V, un ouvert de R™ et ¢ un homéomorphisme de V,, sur W,
Il est alors clair que (V},, Sy, mp) est une carte orbifolde aux voisinage de x
avec m, := ¢ o pr. Deux choix différents d’ouverts de carte W, ne change
pas le germe construit.

Finalement, comme V, et V., sont localement difféomorphe (quitte
a restreindre les voisinages, ¢ +— .q est un difféomorphisme de I'un sur
lautre) et que S, = 'ySpy*l, les cartes de x issues de représentants p et
~.p sont les mémes a isomorphisme prés.
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La derniére chose & montrer est que ces différents germes de cartes sont
compatibles les uns aux autres. Prenons x = I''p € X muni d’une carte
(Vs Sp,mp), Uy := mp(V}), et y = I'.q¢ € U, montrons que les germes de
cartes en y issus de (Vj, Sp, mp) et (Vy, Sq, mq) sont les mémes. On pose W),
un voisinage de p tel que V), soit difféomorphe a W), et I''W,, = U,. Dans
ce cas, on sait que ’on peut trouver ¢ € W), tel que I'.q = y.

Dans ce cas W, est un voisinage de carte de g, quitte a le restreindre
en W, stable par S, on peut alors construire comme ci-dessus une carte
(Vg, Sq,mq) de y. Par construction, cette carte est compatible & (V},, Sy, mp)
mais elle définit également le germe de cartes pour y sur X.

Il reste a justifier que les cartes sont effectives. Prenons ¢ = I'p € X
et (Vp, Sp, mp) une carte locale en z. Soit v € S, CT' C Dif f(M) tel que
~ agisse trivialement sur V,, alors v est un difféomorphisme d’ordre fini (S,
est fini) qui agit trivialement sur un ouvert de M. Montrons que v = Id,,.

Pour faire cela on considere le groupe I'y :=< v > ce groupe est un
groupe fini, il existe donc une métrique riemannienne g de M invariante par
I'y. Maintenant I'y C Isom (M, go), si W), est un voisinage de p constitué
de points fixes de 7 alors v(p) = p et D,(y) = Id. Vu que ~y est d’ordre
fini v vérifie une équation différentielle ordinaire, dont la seule solution est
I'identité de M. Par unicité de la solution on a v = Idy;. |

Le théoréme 1.2 définit un certain type d’orbifoldes. Suivant Thurston,
on dit qu’une orbifolde X est bonne s’il existe une variété M et I' un sous-
groupe discret de difféomorphismes de M agissant proprement discontinue-
ment sur M tel que M/T' = X en tant qu’orbifolde. Une orbifolde est dite
mauvaise si elle n’est pas bonne. Un exemple typique de bonne orbifolde
est alors :

Exemple 3

Soit a, b, ¢ trois entiers > 3 tels que %—l—%—i—% < 1. On peut alors définir
un groupe fuchsien triangulaire T, ; . qui est un sous-groupe discret de
PSL(2,R) (cf exemple 1) agissant proprement discontinuement sur H,
le demi-plan de Poincaré.

Par conséquent, H /T, . est une orbifolde par le théoréme 1.2. Topo-
logiquement, on peut montrer que H /Tg . est une sphere. D’un point de
vue orbifold, le lieu orbifold est constitué de trois points dont l'isotropie
locale est donnée respectivement par Z/a, Z/b et Z/c.
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Alors que le théoreme 1.2 fournit un grand nombre de bonnes orbifoldes,
il n’est pas évident qu’il existe méme une seule mauvaise orbifolde. Thurston
a démontré qu’il existait de telles orbifoldes (cf [Thu80]).

Alors que ce théoreme est classique, ce que nous allons montrer mainte-
nant ’est un peu moins. On utilisera un lemme dans la prochaine démon-
stration :

Lemme 5

Soient M une variété et G un groupe de Lie agissant proprement, de
maniére lisse sur M alors M admet une métrique G-invariante.

Démonstration: On retrouvera la démonstration de ce lemme dans [Kos65]. l
Théoréme 1.3

Soient M une variété et G un groupe de Lie agissant fidélement,
proprement et de maniére lisse sur M avec stabilisateurs finis. Alors le
quotient M /G admet une structure orbifolde naturelle.

Démonstration: Par le lemme 5, il existe (-,-) une métrique riemanienne
G-invariante sur M.

Remarquons que, topologiquement M /G a une topologie Hausdorff car
laction de G sur M est propre. Nous devons maintenant construire une
carte orbifolde en tout point G -« de M/G. Fixons € M et notons G, le
stabilisateur Stabg(z).

L’espace tangent & G -z en x est un sous-espace de T, M qui est claire-
ment G -invariant. On note H, son orthogonal dans T, M pour la métrique
G-invariante. L’espace tangent se décompose donc sous la forme :

.M =T,G -z & H, (1.1)

Si g € G alors en différenciant I'application  — ¢ - x, on obtient une
application T, Ry : Tu M — T4., M. 1l est clair que :

ToRy(ToG - 2) =T4.,G - x

Vu que chaque H, est défini comme étant I’'orthogonal pour un produit
scalaire G-invariant, on obtient :

T,Ry(Hy) = Hyy
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Autrement dit, Paction de G respecte la décomposition (1.1) de chaque
espace tangent. On fixe maintenant v € M et 'on définit g - H, := H,.,.
On remarque qu’il y a un isomorphisme entre H et g- H donné par I’action
de G. Nous définissons deux fibrés vectoriels :

H:= U g-HetGxg, H
g-x€G-x

Ce sont deux fibrés vectoriels de fibre H au-dessus de G - z. Ces deux
fibrés vectoriels sont isomorphes. En effet le diagramme suivant est com-
mutatif :

[gl,v] f g-v

Gxg, H————H

Ed

G/Gy— 2 G

gG b g-x

Soit V' un voisinage ouvert de 0 dans H tel que 'exponentielle (pour
la métrique G-invariante) réalise un difféomorphisme de V' sur son image
dans M (on peut toujours le faire quitte & restreindre V). En prenant la
composante connexe de 0 dans :

N gV

9€Gs

On garde un voisinage ouvert de 0 (car G, est fini) qui est en plus G-
invariant. On peut donc supposer (quitte & remplacer V' par ce voisinage)
que V est G -invariant. Soit

V= U g-V
g-zeG-x

Alors I'exponentielle exp réalise un difféomorphisme de V sur son image
dans M en envoyant g - v sur exp, ., (g-v) = g - exp,(v) (cette égalité vient
du fait que G agit par isométries).
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On note alors T := exp(V'). L’ouvert T est un voisinage ouvert tubulaire
de G - . Nous allons construire une carte orbifolde pour 7'/G voisinage de
G -z dans M/G.

Clairement, exp o® induit un difféomorphisme G-invariant de G X¢g,
V sur T. En passant au quotient par l'action de G, expo® induit un
homéomorphisme de (G xq, V)/G sur T/G.

Précisément, si 'on note ¢ 'inclusion de V dans G x¢g, V envoyant v
sur [1g,v] alors (V,Gg,pg o expo® o 1) est une carte pour T/G. Notons
T = pg o exp o® o 1. Supposons que v, w soient deux éléments de V tels
que 75 (v) = m,(w) alors il existe g € G tel que g - [e, w] = [e,v] et donc
[g, w] = [e,v] ainsi g € G,. On en déduit qu’il existe une application f, :
V/Gy — T/G faisant commuter le diagramme suivant :

V/G,

De plus, on peut voir que f, est injective. Vu que f, est continue et
ouverte, on en déduit que f, est un homéomorphisme. Ceci montre que
(V,Gy, ) est une carte pour T/G.

Pour pouvoir définir la structure orbifolde sur M/G, il suffit alors de
montrer que deux cartes différentes définissent le méme germe orbifold. Soit
G- x1,G - 29 € M/G ayant pour carte respective (V;, G;,m;) (i = 1,2) telle
que 71 (V1)Nma (V) # 0. On prend alors z € M tel que G-z € w1 (V1) N2 (V2)
et v; € V; vérifiant m;(v;) = G - x pour i = 1,2.

Par définition, il existe g1, g2 € G et (v1,v2) € V4 x V4 tels que

XDy, o, (91 - V1) = T = expy, 4, (92 - v2)

Quitte & considérer x := gfl - x1 on peut supposer g1 = lg. Soit N un
voisinage de = dans M inclus dans I'image de G X g, V; via exp o®;. Alors il
existe des difféomorphismes ¥; d’un voisinage N; de [e,v1] (dans G x g, V1)
sur N et ¥y d’un voisinage Ny de [go, v2] (dans G x g, Vo) sur N induits
respectivement par exp o®; et exp o®s.

Ces difféomorphismes sont clairement G-équivariants, ainsi l’application
T := U, 'oW; est un difféomorphisme G-équivariant d’un voisinage de [e, v1]
sur [g2, ve]. Pour i = 1,2, notons 7} := m;n, et G} := Stabg(Vi[lg, vi]).
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Par les définitions on a Wy(vy) = go - Uy(vy) ainsi goGhgs ' = Gb.
Posons \ : G} — GY% l'application envoyant g € Gy sur gagg, = € Ga. On
peut vérifier que (¥, \) est un isomorphisme d’injections de cartes entre
(N1, G, ) et (Noy Gh, 7). 1 est clair que 75 o U = 7 par la définition de
¥ de plus via ces définitions I'injection de G dans G et G} dans G sont
données respectivement par l'inclusion de G} := Stabg(¥;[1q,v;]) dans G.
On en déduit donc que (¥, \) est bien un isomorphisme d’injections de
carte. Par conséquent M /G a bien une structure orbifolde. u

Il convient de faire quelques remarques sur cette construction. Tout
d’abord, la structure orbifolde ne dépend pas du choix de la métrique du
lemme 5. C’est une vérification un peu fastidieuse. L’argument étant que la
métrique sert uniquement a choisir en chaque point un sous-espace vectoriel
horizontal dans I’espace tangent de maniere lisse. Chacun de ces sous-espaces
horizontaux permettant alors d’obtenir une tranche (< slice ») pour 'action
de G sur M. Insistons sur le fait que cette tranche est loin d’étre unique.

Une autre remarque, dans [Buc99], 'auteur démontre que toute orbifolde
X peut s’écrire comme M/G avec M une variété et G un groupe de Lie
compact méme si lorbifolde n’est pas bonne (i.e. quotient d’une variété
par 'action d’un groupe discret agissant proprement discontinuement par
difféomorphismes).

Finalement, on a le corollaire souhaité sur la partie irréductible de la
variété des caracteres :

Corollaire 4

Soit I' un groupe fuchsien et G un groupe de Lie semi-simple alors
X'(T',G) admet une structure orbifolde. En particulier I'isotropie locale
d’une classe de conjugaison de représentation G - p est défini (a conju-
gaison prés) comme étant le centralisateur de p quotienté par le centre
de G.

Démonstration: Par le corollaire 3, I'ensemble Hom®(T, G) admet naturelle-
ment une structure de variété complexe.

Par définition, on a ! (I',G) = Hom‘(I',G)/G. Quitte & agir via le
groupe quotient G/Z(G) plutoét que G (cela ne change rien car G agit par
conjugaison), on a :

X'(1,G) = Hom'(T',G)/(G/Z(G))
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Le groupe G/Z(G) est alors un groupe de Lie agissant fidélement et
proprement (proposition 1.1 de [JM87]). En vertu du corollaire 17 de [Sik12],
les centralisateurs des représentations irréductibles sont finis, on peut donc
appliquer le théoréme 1.3 pour avoir une structure orbifolde sur x*(T, G).
Par définition, l'isotropie de G - p € x*(I', G) est donnée (& conjugaison
pres) par le stabilisateur de p dans G/Z(G), ainsi I'isotropie de G - p est, &
conjugaison pres, Za(p)/Z(G). |

Ceci est le résultat auquel nous voulions aboutir dans ce premier chapitre.
Dans la suite, nous cherchons & décrire le lieu orbifold de I’orbifolde x*(T, G).
D’apres ce corollaire, un point G - p de x*(I',G) est dans le lieu orbifold
si et seulement si p est une représentation exceptionnelle (i.e. irréductible
avec un centralisateur non-trivial). Si G = SL(n, C) alors le lemme de Schur
implique que toute représentation irréductible a pour centralisateur le centre
de SL(n,C). Autrement dit, le lieu orbifold est vide dans ce cas.

Pour décrire le lieu orbifold de x*(I',G) en général, nous adoptons la
méthode suivante. On commence par identifier quels sont les centralisateurs
de sous-groupes irréductibles de G. Ensuite, on cherche a les classifier a
conjugaison pres.

Le lieu orbifold est alors constitué de la réunion pour toutes les classes
de conjugaisons de centralisateurs possibles, des classes de conjugaison de
représentations commutant avec un centralisateur donné. Cela aboutit a une
sorte de stratification du lieu orbifold.

Dans le cas ou G := PSL(p,C) (chapitre 2), nous avons réalisé ce travail.

Dans le cas ou G := PSL(n,C) (chapitre 3), ou Spin(n,C), SO(n,C)
(chapitre 4) nous avons seulement commencé a donner la classification des
centralisateurs (essentiellement & isomorphisme prés et quelques pistes pour
la classification & conjugaison pres).



Chapitre 2

PSL(p,C) : sous-groupes
exceptionnels et lieu singulier
de la variété des caracteres

2.1 Résultats

Dans cette partie, on se propose d’étudier les sous-groupes exception-
nels de PSL(p,C) ainsi que le lieu singulier de la variété des caracteres
X!(T', PSL(p,C)) quand T est un groupe de type fini, et en particulier, quand
I" est un groupe fuchsien. Dans la section 2.2, nous prouvons le théoréeme 2.1,
qui peut se résumer ainsi :

Résultat 1 (Centralisateurs des sous-groupes exceptionnels)

Soit H un sous-groupe irréductible exceptionnel de PSL(p,C). Il y
a deux cas possibles :
~ Cas 1 : Zpgpp,c)(H) est isomorphe & Z/p x Z/p. Dans ce cas, le
groupe H est son propre centralisateur, il est donc, en particulier,
abélien.
~ Cas 2 : Zpgppc)(H) est isomorphe a Z/p. Dans ce cas, H est
conjugué a la projection dans PSL(p,C) d’un sous-groupe contenu
dans SL(p,C) qui est engendré par des matrices diagonales et la
matrice d’une permutation cyclique d’ordre p.
Si Hy et Hy sont deux sous-groupes irréductibles de PSL(p,C) dont
les centralisateurs sont isomorphes (de maniére abstraite) alors les cen-
tralisateurs sont conjugués dans PSL(p,C).
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Le théoreme 2.1 est démontré en utilisant de ’algebre linéaire. Ce théo-
reme ne donne pas seulement la liste des centralisateurs possibles, mais
décrit aussi les sous-groupes exceptionnels associés. Finalement, il classifie
les classes de conjugaison des centralisateurs des sous-groupes exceptionnels
dans le groupe PSL(p,C). Les sous-groupes irréductibles dont le centralisa-
teur est isomorphe & Z/p x Z/p (il y en a une unique classe & conjugaison
prés) auront un réle important & jouer dans la suite, ¢’est pourquoi nous les
qualifierons de trés exceptionnels. De la méme facon toute représentation
dont I'image est un sous-groupe tres exceptionnel sera dite trés exception-
nelle. A cette étude préliminaire, succede ’étude des représentations.

Dans la section 2.3, nous utilisons le théoréme 2.1 pour décrire le lieu sin-
gulier de la partie irréductible de la variété des caracteres x*(I', PSL(p, C)).
La sous-section 2.3.1 décrit une autre variété des caracteres qui se pro-
jette naturellement sur x%,, (T, PSL(p, C)). En effet, si D désigne le sous-
groupes des matrices diagonales modulo Z(SL(p,C)) dans PSL(p,C), alors
le théoréme 2.1 implique que tout sous-groupe exceptionnel de PSL(p, C)
est conjugué & un sous-groupe de D x (M,.) ot M, désigne I'image dans
PSL(p,C) de la matrice de permutation associée & un p-cycle. En particu-
lier :

Xi(r7ﬁ><] <ﬁc>) — Ximg(F,PSL(p,(C))

v Dx(My-p — G-p

est bien définie et surjective. Si I'on définit la projection naturelle :

| DX (M) — (M)
a (x,8) — s
alors pour p € Hom(T', (M,)) on définit :

Hy = {PSL(p.C)-pe X'(T.D » (3L)) | g0 p = 7}

Dans la proposition 11 de la section 2.3.1, nous décrivons chaque ?{7; en
utilisant des groupes de cohomologie de I' agissant sur D via p. Remarquons
que l'union de tous les H,' est exactement la variété x*(I', D x (M.)). Les
ensembles ap(?Tﬁz) seront appelés composantes. Nous démontrons alors,
dans la sous-section 2.3.2, le théoreme 2.2 :

Résultat 2 (Géométrie d’une composante)

Soit p un morphisme de groupes non-trivial dans H om(T, (M.)) alors

. N , . .
¢ restreinte a H; est un homéomorphisme sur son image.
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Par ce qui a été dit plus haut, le lieu singulier est une union finie
de composantes, chacune étant homéomorphe a 7—[75Z dont la géométrie est
décrite dans la sous-section 2.3.1. Ce qui vient ensuite est 'intersection des
différentes composantes, permettant alors de comprendre globalement le lieu
singulier. C’est ’objet du théoreme 2.3 :

Résultat 3 (Combinatoire du lieu singulier)

Soit T' un groupe de type fini de p-rang r (i.e. la dimension sur Z/p
de T4 /pT4%),

Le lieu singu]?er X' (T, PSL(p,C)) est la réunion de 1;:%11 composantes
différentes 90(7-[752) ol p est un morphisme de groupes non-trivial dans
Hom(T', (M.)).

Deux composantes différentes s’intersectent en p— 1 classes de conju-
gaison de représentations, chacune étant la classe de conjugaison d’une
représentation trés exceptionnelle.

Réciproquement, chaque classe de conjugaison de représentations trés
exceptionnelles appartient a exactement p + 1 composantes.

Le nombre de classes de conjugaison de représentations trés excep-
tionnelles dans x*(I'y PSL(p,C)) est :

P -1 -1)
p?—1

En particulier, si r = 0, le lieu singulier est vide et si r = 1, le lieu
singulier est une seule composante sans la moindre représentation tres ex-
ceptionnelle.

Dans la sous-section 2.3.3 , nous décrivons la correspondance ¢ en terme
de géométrie différentielle quand x*(I', PSL(p,C)) est une orbifolde. (e.g.
quand T' est un groupe fuchsien). En particulier, le théoréme 2.4 implique
que la correspondance entre cp(?—TﬁZ) et Hipl est un difféomorphisme en dehors
des classes de conjugaison tres exceptionnelles.

Dans la section 2.4, nous utilisons la description en terme de cohomologie
des groupes pour expliciter le lieu orbifold quand I = [F; est un groupe libre
de rang [ > 2 (c.f. théoréme 2.5). En particulier, nous avons le corollaire 6 :
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Résultat 4 (lieu orbifold pour les groupes libres (1))

Soit I > 2. Le lieu orbifold de x*(F;, PSL(p,C)) est connexe de di-
mension (p—1)(I —1).

Quand T" est le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de
genre g > 2, nous définissons l'invariant d’Euler e(p) dans Z(SL(p,C))
d’une représentation p : I' — PSL(p,C). En effet, si I" est engendré par
2g éléments ay,bi, ..., a4,by vérifiant 'unique relation [ai,b]...[ag,by] =
1, linvariant d’Euler peut étre calculé en prenant n’importe quel relevé
p(v) € SL(p,C) pour chaque p() et en prenant :

e(p) := [par), p(b1)] - .. [p(ay), p(by)] € Z(SL(p,C))

L’invariant d’Euler est bien défini (il ne dépend pas du relevé) et est
dans le centre de SL(p,C). On peut remarquer que l'invariant d’Euler est
en fait, 'obstruction au relevement de p & un morphisme de groupes vers
SL(p,C). Le corollaire 8 stipule alors :

Résultat 5 (lieu orbifold pour les groupes de surfaces)

Soient g > 2 et ¥, une surface de Riemann fermée de genre g. Pour
tout e € Z(SL(p,C)) P'ensemble des éléments Xgmg(m(EQ), PSL(p,C))
dont linvariant d’Euler est e est connexe. Ainsi le lieu singulier de
XSing(m1(Eg), PSL(p,C)) a p composantes connexes, leur dimension est

2(9—-1(p—1).

Dans [Li93], Pauteur démontre que la partie irréductible de la variété
des caracteres d’un goupe de surface I' vers un groupe de Lie simple G a
exactement |7 (G)| composantes connexes (également données par l'inva-
riant d’Euler). En vertu de ce résultat, chacune des composantes connexes
de x'(m1(Xy), PSL(p,C)) contient une unique composante connexe du lieu
orbifold. Nous terminons avec une considération algébrique (dans le cas du
groupe libre) avec la proposition 26 :

Résultat 6 (lieu orbifold pour les groupes libres (2))

Soit I' un groupe libre de rang | > 2, alors les composantes cp(’l-T;)
(pour p € Hom(T, (M.)) non-trivial) sont les composantes irréductibles
du lieu orbifold x*(T", PSL(p,C)) pour la topologie de Zariski.

Si I'on sait que x*(I', PSL(p,C)) est une orbifolde quand T est fuchsien,
il n’est pas évident que ses composantes connexes soient de bonnes orbi-
foldes (i.e. quotient d’une variété par un groupe discret agissant proprement
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discontinuement). La réponse & cette question n’est toujours pas connue.
Dans le corollaire 2.8 de [FL12], les auteurs décrivent une telle variété
dans le cas ou I' est un groupe libre. En effet on peut voir, dans ce cas,
que (T, SL(n,C)) — x*(T', PSL(n,C)) envoyant une représentation dans
SL(n,C) sur son projeté dans PSL(n,C) est surjective. Etant donné que
X' (T, SL(n,C)) est une variété complexe, nous obtenons un recouvrement
par une variété complexe et le groupe qui agit proprement discontinuement
est alors (Z/n)! ot [ est le rang du groupe libre.

Une conséquence du travail effectué dans la section 2.4 est que la partie
irréductible de la variété des caracteres pour I' un groupe de surface de
Riemann fermée de genre g > 2 a p composantes (classifiées par 'invariant
d’Euler). La variété x*(T', SL(p,C)) est une variété qui est un revétement sur
la composante dont 'invariant d’Euler est trivial. Dans le cas ou l'invariant
d’Euler est non-trivial, il reste encore a trouver le revétement correspondant.

Deés la section 2.2, la condition que p soit premier apparait nécessaire.
L’étude correspondante des sous-groupes exceptionnels de PSL(n,C) et de
leur centralisateur est un travail qui sera abordé dans le chapitre 3. Pour ce
qui est de SO(n,C) et Spin(n,C), on abordera cela dans le chapitre 4.

2.2 Sous-groupes exceptionnels de PSL(p,C)

Ici p désignera un nombre premier. On note la projection :

m:SL(p,C) — PSL(p,C)

Pour simplifier, pour tout g € SL(p,C), on note g := 7w(g). Il nous sera
également utile dans certains calculs de considérer les matrices de SL(p, C)
comme des applications linéaires de l’espace vectoriel V := CZ/? dont la
base canonique (fixée une fois pour toute) est notée (e, ..., ep—1) et indexée
par Z/p. On peut alors construire des matrices de permutations :

.l Sz — GLO.O)
o (MU e d eg(i))
A chaque permutation de Z/p , nous associons la transformation linéaire

de V' qui permute les vecteurs de base conformément a cette permutation.

L’ensemble D désignera le sous-groupe des matrices diagonales dans
SL(p,C). Si & est une racine primitive p-éme de I'unité, nous noterons D(&)
la matrice diagonale définie par :
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50
D(§) :=
gt

Autrement dit, D(€) est 'application linéaire envoyant e; sur £%e;.

Si ¢ est la permutation (0,...,p— 1) de Z/p (envoyant i sur i + 1) alors
on voit que det(M.) = 1 sauf si p = 2. De la méme fagon, det(D(&)) = 1 sauf
sip=2.Sip=2on définit M, et D(§) comme avant mais en multipliant
par v/—1 pour obtenir des matrices de déterminant 1 :

= (57 ) e ()

Avec cette convention, nous pourrons énoncer d’une maniere uniforme
le théoréme pour p =2 et p > 2.

Les matrices M, et D(§) que nous venons de définir (ou plutét leurs
images dans le groupe quotient PSL(p,C)) seront importantes pour nous.
Nous verrons dans la proposition 5 que tout sous-groupe exceptionnel de
PSL(p,C) commute (& conjugaison pres) avec D(§) := w(D(£)). De plus,
nous verrons également que tout sous-groupe exceptionnel contient (a conju-

gaison pres) M, := w(M,).

Notons que dans la suite, une barre au-dessus d’une matrice désigne
toujours sa projection dans PSL(p, C) et pas la conjugaison complexe. Nous
démontrerons, dans cette section le théoréeme suivant :

Théoréme 2.1 (Sous-groupes exceptionnels de PSL(p,C))

Soit H un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C), alors le groupe
H est conjugué a un groupe de la forme H = Hy x (M.) ou Hy < D
est non-trivial et globalement fixe par I’action naturelle de M, sur D
(rappelons que D est I'ensemble des matrices diagonales de SL(p,C) et
D son projeté dans PSL(p,C)).

De plus, si Hy = (D(€)) alors Zpg,p,c)(H) est isomorphe a Z/pxZ/p

engendré par D(€) et M.,.

Sinon Zpgy,.c)(H) est isomorphe & Z/p engendré par D(€).
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L’idée est de travailler dans SL(p,C) plutét que dans PSL(p,C). Ainsi
on définira H := 7~ *(H) et U := 7Y (Zpgp(pcy(H)). On étudiera alors H
et U. En effet, de par leur définition, pour tout u € U et h € H, il existe
A € C tel que [u,h] = uhu~th™t = Al,. Le prochain lemme utilisera cette
relation. Pour le lemme on donne quelques notations, sin > 1, A € GL(n,C)
et peC:

E (A):={x e C"| Az = px} et Sp(A) :={peC" | E,(A) # 0}

qui sont respectivement le sous-espace propre pour A associé a p et le
spectre de A.

Lemme 6
Soient n > 1, A, B deux matrices dans GL(n,C) et A\ € C* vérifiant

[A,B] = Al,. Alors pour tout u € C*, A(E,(B)) = Ey-1,(B) and
B(E.(A)) = Exu(A).

En particulier B agit sur Sp(A) en multipliant par A et A agit sur
Sp(B) en multipliant par A\~

Démonstration: La preuve est élémentaire, si AB = ABA, alors pour x €
E,(B), on a ABx = pAz et A\BA.x = AB(Az) et donc B(Azx) = A~ uA.

Ainsi, Az € Ey-1,(B) et donc :

A(EL(B)) € Ex-1,(B)

De plus, si ¢ € E,(A) alors A(Bz) = AupBz et donc :

B(EL(A)) € Exu(4)

Nous avons également BA~1B~1A = AI,,. En appliquant ce que l'on
vient de faire avec p remplacé par A"'u et (A4, B) par (B,A™!) dans le
premier cas on a :

A(E,(B)) 2 Ex-1,(B)

Nous avons également B~'ABA~! = MI,,. En appliquant ce que l'on
vient de faire & u remplacé par Ay et (A, B) par (B~1, A) dans le premier
cason a :
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B(EH(A)) 2 E)\;L(A) |

Dans le contexte des centralisateurs de groupes exceptionnels cela im-
plique :

Proposition 5

U

Soit H un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C). Si 'on définit

= wil(ZpSL(p@(H)), le groupe U contient un élément conjugué a

D(§).

Démonstration : Soit H le groupe m—(H), puisque H est irréductible, H
Pest également (c.f. [Sik12]).

Le groupe Zgp(p,c)(H) est exactement Z(SL(p,C)) par le lemme de

Schur. Soit 2 € U ¢ Z(SL(p,C)) (ceci est possible car m(U) n’est pas
trivial puisque H est exceptionnel) alors z ne commute pas avec H. On
peut donc trouver h, € H tel que zh,z 7 h; ! # I,.

De plus, puisque z € U, zh,z7th;t € Z(SL(p,C)). Ainsi, il existe
0 <k <ptel que:

zh,ztht = €F,

En prenant p une valeur propre de z, le lemme 6 implique que &%
est une valeur propre. En appliquant le lemme p fois, € * 4 est une valeur
propre pour [ allant de 0 & p — 1. Ces valeurs propres sont deux a deux
différentes (car £* est primitif, vu que p est premier). Nous obtenons alors au
moins p valeurs propres pour z, et nous les avons donc toutes. En choisissant
une base de diagonalisation pour z nous obtenons que z est conjugué a :

&u
£ *u
eke-1
Or z est de déterminant 1 donc (S_kp(p;l) 1P doit étre égal a 1.
Soit p > 2, auquel cas §_kp(p;1> = 1 (comme p — 1 est pair) et alors

#P = 1 impliquant que p est une racine p-eme de l'unité et z est alors
conjuguée a D(€).
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-1
kp(p2 )

Soit p = 2, auquel cas £ = —1 et &~ = —1, cela implique que p
est égal & ++/—1, et Pon voit que z est également conjuguée a D(E). |

Au vu de cette proposition (et puisque l'on travaille essentiellement &
conjugaison preés), nous pourrons toujours supposer que U contient D(€).
Une conséquence intéressante :

Proposition 6

Soit F' un sous-groupe de SL(p,C) tel que pour tout f € F, [f, D(£)]
appartient & Z(SL(p,C)), alors F est un sous-groupe de (D, M.).

Démonstration: Vu que D(§) est toujours (que p soit impair ou non) diago-
nale a valeurs propres distinctes, il vient que son centralisateur est exacte-
ment D. Si p = 2, alors :

M. oD(€)o-e0=V—1Mcg-eg = —e1, McoD(§)o-e1=—V—1Mcg-e1 =€
D(f)oMc,o €0 =V —1D(€)0 s €1 = €1, D(f)oMc,o €1 =V —1D(§)0 c€o0 = —€o
Ainsi M, oD (€)oM g D(€)y" = —I1 et donc

MFDEMFD(E)™! = (=1)F I, pour k= 0,1

Sip>2,0<k<petie{0,....p—1}:
MED(€) - e; = €'eirr and D(E)ME - e; = € er

Ainsi
MED(E)M;"D() " = €41,

Cette relation est donc vraie quelque soit p premier. Autrement dit :
D(MED(E) ™ M =",

et en conjugant par M *D(¢) :
D)™ M D(E)MF =",

Soit f dans SL(p,C) tel que fD(&)f1D(&)~! = &*1,, alors :
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I, = fDEOEF D!
= FDE(DE) M DE)ME) F D)™
= (fMF)DE)(fMF) D)
= [fM;*, D(6)]

Ainsi fM;* commute avec D(£) et donc fM* est diagonale. Par
conséquent f € (D, M.). |

On aimerait en conclure que H est de la forme Hy x (M.) avec Hy
diagonal. En général, tout sous-groupe de X; x Xs se projetant sur Xo
n’est pas nécessairement de la forme Y x X5 (on peut penser aux groupes
dihédraux). Par contre, dans notre cas, c’est vrai (& conjugaison pres) :

Proposition 7
Soit H := n~'(H) avec H un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C),

alors H est conjugué a (Hy, M.) ot Hy est un sous-groupe de D globa-
lement fixe par I'action de M.,.

Démonstration : Les propositions 5 et 6 impliquent que H est conjugué & un
sous-groupe de (D, M.). Pour simplifier, on identifie H au sous-groupe de
(D, M) auquel il est conjugué.

Si q désigne la projection (bien définie car M¥ € D implique que MPF
est une matrice scalaire) :

(D, M) — (M)
AM* s ML

alors on notera Hy := ker(q) N H, i.e. les matrices de H qui sont diago-
nales.

Le groupe irréductible H n’est pas inclus dans D (il ne serait pas
irréductible). Ainsi, on peut trouver z € H tel que :

Ao
MF avec 0 <k <p

8
Il

Ap1

Puisque 0 < k < p, quitte & considérer z! ot Ik = 1 mod p, on peut
supposer k = 1. Si p = 2, alors :
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(e )

1
. X 0
En conjugant x par 1 |, il vient :

0 X
1 1 -1 1 1
A0 (A0 ([} 0 ( 0 1 \/—1A0> Ag 0
0 A 0 A 0 ) \W1Ag 0 0 A°
=M.

-3
Puisque la conjugaison de Hy par ()\0 )\Ol ) ne change pas Hyp, on

0 A

1
—3
voit que </\0 Ol ) transforme H par conjugaison en le groupe :
0 A§
<H07 MC>

Sip > 2, on définit s la matrice diagonale envoyant e; sur Aal . A;lei.

Un calcul direct montre que :

ses™t= M,

Siosg = det(s)_%s alors s € SL(p,C) et sorsy ' = M. également, (so
et s different d’une matrice scalaire). Finalement, so fixe Hy (il commute
avec) donc :

soHsy ' = (Hy, M,)

Une fois de plus, H est conjugué avec (Hy, M.). |

De cette derniere proposition, on déduit que tout sous-groupe H de
SL(p,C) se projetant sur un sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C) via
m est conjugué a H := (Hy, M,.) ou Hj est un groupe diagonal globale-
ment invariant par I’action de M.. Réciproquement, on cherche maintenant
a savoir, quels groupes parmi ceux de cette forme sont irréductibles.

Puisque Hy est un groupe diagonal, il est completement réductible, et
donc H extension finie de Hy I’est aussi. Ainsi 7(H) est complétement reduc-
tible. Il est alors facile de caractériser U'irréductibilité : w(H) est irréductible
si et seulement si son centralisateur Zpgyp,,c)(m(H)) est fini. On démontre
un lemme pour calculer ce centralisateur :
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Lemme 7
Soit f € GL(p,C) vérifiant [f, M.] = €1, alors :

f = D(g)_kv(a’(h reey a’p—l)

ot (V(ao,...,ap-1))ij = @j—i mod p €St Une matrice circulante. Au-
trement dit chaque diagonal torique est constante :

ag ail N [P Gp—1
ap—1 aq al e ap—2
V(ao,...7ap_1) = ap—2
ai
aq N N ap—1 a

Ou encore, si f vérifie [f, M.] = &¥1, alors f = D(£)"*P(M,) ou P
est un polynéme quelconque a coefficients complexes.

Démonstration: Si fM.f 1M1 = ¢8I, alors fM. = *M,f. Dans le cas
oup=2:

pour 0 <d,j <1:(fMe)ij=V—1f; -1 et (€"Mcf)i;=V—1E" fiy1;

Dans le cas o p > 2 :

pour 0 <i,j <p—1:(fMe)ij = fij—1 et ("Mcf)ij =& firr

Dans les deux cas f; j_1 = §kfi+17j. Cela implique :

ag aq . ... ap—1
EFap 1 EFag R e & Fap o
F=1| €%a, s
: ] . g2k,
g-=Dkg, . o 5—(17—1)kap_1 E-=Dkg,

En posant a; := fo ;. Ainsi :

f:D(g)_kV(U’Oa"‘aap*l) [ ]

Un corollaire maintenant évident est que (Ho, M) est irréductible sauf
si Hy est central.
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Proposition 8

Soit H un groupe de la forme (Hy, M.) (avec Hy < D) alors H est
irréductible si et seulement si Hy n’est pas contenu dans Z(SL(p,C)).

Démonstration: Clairement, si Hy est contenu dans Z(SL(p,C)) alors H ne
peut étre irréductible.

D’autre part, H étant complétement réductible, I'irréductibilité de H
équivaut a la finitude de son centralisateur. Supposons que hg dans Hy
n’est pas central et f commute avec H, alors le lemme 7 implique que (f

commute avec M, i.e. k =0 dans le lemme) f =V (ao,...,ap—1). Soit hg :
Zo
ho :==
$p71
Pour 0 <i4,j <p—1ona (hgV(ag,... ,ap_l)hgl)m = xi.z‘j*laj_i mod p-
Si hg commute avec V(ao, ..., a,—1) alors pour tout 4,7 :
(IiI;1 - 1)CL]'_Z' mod p — 0

Siap # 0 avec k > 0 alors g = 2k, T1 = Tk41,. . Tp—1 = Tpik—1. Le
nombre p étant premier, cela aboutit & xg = x; = --- = x,_1 et donc hg
est central. Puisque hg ne 1’était pas par hypothese, il vient que a; = --- =
ap—1 =0 et donc f =V(aop,0,...,0) € Z(SL(p,C)).

Si Hy n’est pas central, alors tout élément commutant a la fois avec Hy
et M, est central, ceci implique que le centralisateur de H est réduit au
centre SL(p,C) et donc H est irréductible. |

Nous avons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que
le groupe H := (Hy, M) soit irréductible. Il ne nous reste plus qu’a calculer
le centralisateur de 7(H) dans PSL(p,C).

Proposition 9
Supposons que Hy < D ne soit pas inclus dans Z(SL(p,C)). Nous
notons H := (Hy, M.) et U := Tl'il(ZpSL(nc)(ﬂ'(H))).

Si Hy est inclus dans (£1,, D(§)) alors U = (€1,, D(§), M.) et sinon :
U = {1y, D(E))-
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Démonstration: Soit u € U, alors le lemme 7 implique que u est de la forme
D(¢*)V (ag, ... ,ap—1). Si hg = Diag(zo,...,zp—1) n'est pas central alors :

pour 0 <4,j <p—1: (hoV(ao,... ,ap_l)hgl)m = ;1 1aj_i mod p
De plus, la relation hou = &'uhg implique :

hoV(CLQ, ey ap_l)hgl = flV(ao, e ,G,p_l)
Sil =0 cela donne :

pour 0 <4,j<p-—1: Lil; Aj—imod p = Aj—i mod p

S’il existe r # 0, alors a, # 0 impliquerait 2; = x; pour tout 7, j et hg
serait une matrice scalaire. Comme hg ne l’est pas, a, = 0 pour r # 0 et
V(ao,...,ap—1) est diagonale et donc une matrice scalaire.

Si 1 0.

_ ¢l
xixj Aj—i mod p = ‘S @j—i mod p

En particulier ap = 0 (car ¢ # 1). Supposons qu'’il existe deux indices
s et t avec as # 0 and a; # 0, on va montrer que s = t.

11 vient z, = Elay, ... T (p—1)s = fl;r(p,z)s et donc :
Tps = %20 pour v=0,...,p—1
De la méme facon x4 = €%z pour v =0,...,p — 1. Ainsi :
Toys :§”lx0 = T pour tout v =0,...,p—1

En appliquant cette égalité & s et v = 1 : 2, = &'axg. De plus, on
peut trouver v’ vérifiant vt = s mod p, donc z, = zyy = £z et alors
zoll = 1:06”/[. Comme p est premier et [ non-nul, v’ = 1. Ainsi ¢ = s mod p
et donc s =t.

Si ay # 0 alors hg = 29 Diag(¢&!) et u = Diag(£¥)asM?, en regardant les
déterminants, ho doit alors étre dans ({1, D(€), M) et uw € (£1,,, D(€), M,).

Nous avons montré que si U contient un élément non-diagonal alors

Hyj est inclus dans ({1, D(€)) et U contenu dans (¢1,, D(€), M,). Récipro-
quement, si Hy n’est pas central et contenu dans ({1, D(§)), puisque :

M.D(§)M;'D(&)~" =¢I,
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il est clair que M, € U.

D’autre part, U contient ({I,, D(€)) (ils conjuguent M, en un multiple
de M, et commutent avec D). Si Hy contient un élément qui n’est pas
contenu dans (£I,,D(€)), ces calculs montrent que u est nécessairement
diagonal, contenu dans (£1,, D()). |

Le théoreme 2.1 est maintenant une conséquence directe.

Démonstration du théoréme 2.1: Si H est un sous-groupe exceptionnel
de PSL(p,C) alors H := 7~ 1(H) est conjugué & (par la proposition 7)
(Hg, M.) avec Hy sous-groupe diagonal globalement fixe par Paction de
M.. Le groupe Hj contient strictement le centre de SL(p,C) (en vertu de
la proposition 8).

Si Hy = (£1,,D(€)) alors H = w(H) est abélien et est son propre
centralisateur (proposition 9).

Sinon H commute avec (D(£))) (proposition 6) et seulement avec ces
éléments (proposition 9).

Comme MPF est diagonal si et seulement si c’est une matrice scalaire,
on en déduit que H = Hy x (M,). |

La principale raison de notre étude des sous-groupes exceptionnels de
PSL(p,C) est ’étude du lieu singulier de la variété des caractéres pour des
groupes de type fini (voir section 1.1 pour les définitions). La description
que nous allons effectuer maintenant sera une description topologique avec
quelques éléments de géométrie différentielle (orbifolde) quand cela s’ap-
plique (dans le cas ot le groupe représenté est fuchsien).

2.3 Lieu singulier de la variété des caracteres

Il nous faut dorénavant étudier les représentations exceptionnelles d’un
groupe de type fini I" dans PSL(p, C). Si la représentation p est irréductible,
alors elle est exceptionnelle si et seulement si I'm(p) lest, si et seulement si
(en vertu du théoréme 2.1) Im(p) est conjugué & Hy x (M.) ott Hy est un
sous-groupe non-trivial de D(= 7(D)), on peut alors trouver g € PSL(p, C)
vérifiant :

gpg~" € Hom(T', D x (M,))

Notons Hom! (I, D x (M.)) les représentations irréductibles (en tant que
représentations dans PSL(p,C)) de I dans D x (M,) < PSL(p,C).
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Le diagramme commutatif suivant sera central dans notre raisonnement :

Hom'(T, D x (M_))“————— Hom!(I', PSL(p,C))
mod Dx(M¢) mod PSL(p,C)

X', D x (M) —————X'(T', PSL(p, C))

Les ensembles sur la ligne du dessus désignent des ensembles de représen-
tiationsiirréductibles, I’inclusion ¢ est simplement donnée par ’inclusion de
D x (M.) dans PSL(p,C).

Sur chaque colonne, la projection est la projection de I’action par conju-
gaison du groupe ambient. Finalement, la fonction ¢ envoie D x (M) - p sur
PSL(p,C)-u(p) est clairement bien définie, mais contrairement & ¢, n’est pas
forcément injective.

Une conséquence immédiate du théoréeme 2.1 est que I'm(p) est exacte-
ment le lieu singulier de x*(T', PSL(p,C)). Par conséquent, pour décrire le
lieu singulier dans x*(I', PSL(p,C)), il suffit de comprendre les propriétés
de ¢ (non-injectivité, lissité,...) et de décrire (I, D x (M.)).

Nous avons rappelé quelques notions de cohomologie des groupes dans
la section 1.1. Nous allons les utiliser dans la suite.

2.3.1 La géométrie de \(I', D x (M,))

Ce qui suit est une étude relativement classique. En vertu de la discus-
sion en introduction de la section 2.3, il nous faut commencer par étudier
les représentations de I dans D x (M,). Ce groupe est une extension scindée
d’un groupe cyclique par un groupe abélien. Rappelons que (M.) agit natu-
rellement D par conjugaison. A partir de maintenant, D est considéré comme
un (M,.)-module multiplicatif pour cette action. La projection naturelle de
D x (M_) sur (M.) sera notée q.

L’élément le plus général du groupe D x (M,) est un couple (d, M ).
Si X est un ensemble quelconque et f une fonction de X vers D x (M,) se

décompose alors comme un couple de fonctions (f1, f2) :

fyX—)ﬁandfyX—)(E)
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avec f(z) = (fi(z), f2(z)) pour z € X. Cette décomposition va nous

permettre de paramétrer Hom(I', D x (M.)) puis x(T, D x (M.)).

Si p est un élément de Hom(T, (M.)), on voit que cela donne naturelle-
ment a D une structure de I'-module définie par y e T"et d € D :

v-d:=p(y)-d
L’action dans le membre de droite est I’action naturelle de (M,) sur D.

Les deux propositions suivantes décrivent respectivement la variété des
représentations et la variété des caractéres.

Proposition 10

Soit p dans Hom(T', (M,)), on définit :

Hp:={p € Hom(T, D x (M) | go p =7}
La réunion suivante est disjointe :
Hom(T',D x (M,)) = U Hy
peHom(T',(Mc))

De plus, chaque ensemble Hj; s’identifie naturellement a Z 1(F,ﬁﬁ)
via Hz = {(u,p) | u € Z'(T', D5)}.

Démonstration: Pour tout p dans Hom(I', D x (M,)) on définit (u,p) par :

pour v € I' : p(7) == (u(v),p(7))

ol p := g o p est un morphisme de groupes de I' dans (M.) et u est, &
priori, une fonction de I dans D. Il est alors clair que 'on a une réunion
disjointe :

Hom(D, D x (M,)) = U Hy
BEHom(T,(M.))

De plus, si p est dans Hom(L, (M.)), p = (u,p) € Hz et 71,72 € T,
alors :



54 CHAPITRE 2. LE CAS DE PSL(P,C)

Ainsi u(1172) = u(y1)p(n) - u(r2) et p(y172) = P(71)p(72) pour tout

71,72 € I'. Ceci montre que u € Z'(I', D5) ot action de I sur D est induite
par p (c.f. sous-section 1.1). Réciproquement, si p est un morphisme de I’
vers (M.) et u € Z'(I', D5) alors la fonction suivante p := (u,p) est dans
Hom(T', D x (M._)) (par les mémes égalités que ci-dessus). Ainsi

Hy = {(u,p) | ue Z'(T', Dp)}
On remarque également que l'identification de Hy a Z I(F,ﬁﬁ) est un

homéomorphisme. |

On fait un travail similaire pour la variété des caracteres :

Proposition 11

Soit p dans Hom(T, (M.)) alors si :

Hp:={D x (Mc)-pex(T,D x (M) | gop=p}

Cet ensemble est bien défini (p ne dépend que de la classe de conju-
gaison de p). De plus on a une réunion disjointe :

XO,Dx (M) = | H
pEHom(T,(M.))

Chaque Hy est naturellement identifié & H (T, D5)/(M.) (I'action
est définie a la fin de la section 1.1). L’identification se fait de la maniére
suivante :

HI(F7E5)/<E> %Hiﬁ

(M,) - [u] = la classe de conjugaison de v+ (u(y),p(7))

Démonstration: Soit g = (a,s) € D x (M) et p = (u,p) dans Hz avec
u € Z1(T', D5) (en utilisant la proposition 10), alors :
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Ainsi (u,p) et (u/,p") sont conjugués si et seulement si :

p=7p et u=s-u' mod B (T, D;) pour un certain s € (M)

La premiere condition assure que ’z‘-Tp est bien défini (le morphisme induit
dans (M.) ne dépend pas du conjugué choisi).

stabilise B'(T', Dp), il existe une action de groupe de
D) donnée par s € (Mc) agissant sur [u] € H*(T, D5) par
(s w)() = 5 - (u(7)) pour tout 5 € T.

Puisque (M,
(M_) sur Hl(
s-[u] = s

)
D

Ainsi (u,p) et (u/,p') sont conjugués si et seulement si :

p=7 et u=1u dans H (T, Dﬁ)/< )
On peut donc bien identifier H!(I', D5)/(M,.) & |

La variété des caracteres x(I', D x (M.)) a donc été exprimée comme la
réunion finie disjointe d’ensembles (clairement) fermés, ils sont donc ouverts.
Toutefois, il ne sont pas forcément connexes (voir le cas ou I' est un groupe
de surface dans la sous-section 2.4.2, par exemple).

Maintenant nous allons restreindre la description aux représentations
irréductibles. Par le théoréme 2.1, (u,p) est irréductible si et seulement si
p est surjectif (i.e. non-trivial, puisque le groupe d’arrivée est de cardinal
premier) et il existe v € ker(p) tel que u(y) # I,. Cette derniére condition
est équivalente au fait que u n’appartienne pas a Bl(F,ﬁp). Ainsi :

XTCDx ()= |J  H-{{o)}
peHom(T,(Mc))
p non-trivial

Pour tout élément non-trivial 5 € Hom(T', (M,)), on définit :

s = Hz N (0, D % (M) = Hz — {(1],7)}

L’action de (M) sur H'(T', D5) — {[1]} étant libre, la correspondance
de la proposition 11 se restreint a un homéomorphisme sur les classes de
conjugaison de représentations irréductibles.

Pour aller plus loin dans la description de cette variété des caracteres
. 71 ;.
il faut donc comprendre H; et, en vertu de ce que nous venons d’écrire,
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HY(T',D3)/(M,) quand p n’est pas le morphisme trivial. Soit K le noyau de
p. De la suite exacte :

1 K r—2 () 1
on déduit une suite exacte longue d’inflation-restriction a coefficients
dans D :

2 YD, Dy) 2 1 (K, D)) L 12((MLL), D)

H'((M), D)
Puisque I'action de K sur D est via p, 'action est triviale. Ainsi I'on a
HY(K,D) = Hom(K, D) et la suite exacte devient :

f Res

HY((M,), Dy) L BHY(T, D) — 5% Hom(K, D)™ Ly H2((ML), D)

Afin d’expliciter cette suite exacte, nous fixons arbitrairement ~yy € I" tel
que p(v9) = M,. Les objets que nous allons définir maintenant ne dépendent
pas du ~g choisi.

L’action de (M.). La suite d’inflation-restriction utilise naturellement
que Hom (K, D) est un (M.)-module. Si f € Hom(K, D) et M e (M)
alors :

pour tout 7 € K (A" - f)(v) == M" - (£ (5 "))
Bien que (M,) n’agisse pas par conjugaison sur K, cela aboutit & une
action de (M.) sur Hom(K, D). De plus si 7, est aussi envoyé sur M,
remplacer vy par v dans la formule ci-dessus ne change pas ’action.

Le noyau du morphisme de transgression 7. Une fois que vy est
choisi, on peut écrire explicitement le morphisme de transgression (voir
[DHW12] paragraphe 9). En appliquant leur formule, nous avons que pour
tout f € Hom(K,D)Me) T(f) est la classe de cohomologie de tr(f), un
élément de Z2((M.), D5) défini par :

) — M fp) =T, si0O<kl<p—letk+l<p
Ckﬂfp-(f(wg)) siO<kl<p—letk+l>p

Nous aurons besoin d’une caractérisation simple du noyau de la trans-
gression.
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Proposition 12
Sous les conditions ci-dessus, si f € Hom(K, D)) alors f € Ker(T)

si et seulement si f(~))) est trivial.

Démonstration: Clairement, si f(vy) est trivial alors tr(f) est constante donc
dans B2((M.), D5).

Réciproquement, si tr(f) est dans B?((M.), D5) alors on peut trouver
g : (M.) — D tel que pour tout k,! dans {0,...,p—1}:

tr(f)(MF, M) = g(MF)MF . g(MV)g(M+F)~!

Ainsi, pour k=1letl <p—1:

g(M1) = g(M)M - g(M?)

Par récurrence triviale, g(M!) = g(M)M - g(M) ... M'=1 . g(M). Pour
k=letl=p—1:

SIS

f(8) =g(M)M - g
=g(M)M - g(M) ... MP=1. g(M)

si z € D tel que g(M) =7 alors

f(Vg):xM-x.,.Mp*l.x

or les coefficients diagonaux de M-z ... MP~1.2 sont tous égaux au produit
des éléments diagonaux de z, donc :

f(g) = det(z)I,
-7,

Ainsi f(78) est trivial. |

Cette caractérisation relativement simple sera utilisée dans la section 2.4.

Une autre description pour H 1(F,Eﬁ). Le lemme suivant nous permet
d’identifier H'(I", D5) au noyau de la transgression.

Lemme 8

Sip e Hom(T, (M.)) n’est pas trivial alors H*((M.), D5) = 1.
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Démonstration: On rappelle un résultat de [Bro82] sur la cohomologie cy-
clique. Soit G un groupe cyclique de cardinal n, g un générateur de G et A
un G-module multiplicatif. Nous définissons la norme :

A — AC
n—1 ;4

NO:‘ a — Jlig 9" a

Et la trace :

A — A

Tr . 1
a — g-aa

Alors Im(No) < ker(Tr) = A% et Im(Tr) C ker(No). De plus :

_ ker(No)
- Im(Tr)

HY(G, A)

On applique ce résultat & G := (M,), A = D et g € G tel que p(g) = M..
Un élément quelconque dans Im(Tr) s’écrit :

bc—l(g)bgl bpflbal

be-1 (pfl)bz;ll bp—Zb;jl

C’est un calcul direct de voir que quand b parcourt les matrices dia-
gonales de déterminant 1, cela donne toutes les matrices de déterminant
1, ainsi Im(Tr) = D, et en particulier Im(Tr) = ker(No). Finalement
H'((M.), D) = 1 est bien trivial. [ ]

L’exactitude de la suite d’inflation-restriction implique que :

Res(H' (T, D5)) = ker(T).
De plus ker(Res) = Inf(H'((M.), D5)). Par le lemme ci-dessus, le noyau
)

de la restriction est trivial, ainsi H 1(F,D§ s’identifie & son image via la
restriction et donc HY(I', D;) = ker(T).

Une autre action de (M.). Il existe une autre action de (M.) sur
HY(K,D)™e) donnée par (M,) agissant sur H Y(I', D5) et le morphisme
de restriction. Cette action est 'action de (M.) au but uniquement, i.e.
si Ek € (M) et [f] € HY(K,D)™e) alors :

Vv e K, (Ek#f)(*y) = Ek#(f(*y)) au niveau des 1-cocycles
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ME#1f] = (M 4]

Cette action n’est pas triviale. Au final :

H'(T, Dp)/(Me) = ker(T) /{Me)put

L’indice "but” pour (M), est un rappel que cette seconde action
(notée #) de (M.) est sur le but uniquement et ne doit pas étre confon-
due avec la précédente (notée - qui agissait simultanément au départ et au
but). En résumé :

Proposition 13

Soit p un élément non-trivial de Hom(T',(M.)). Si I'on fixe 79 € T’
vérifiant p(yo) = M. L'ensemble 75 s’identifie &

ker(T) /(Me)pur — {[1]}.

De plus, ker(T) est le sous-groupe des morphismes f € Hom(K, D),
fixes par Paction de (M) pour lesquels f(}) est trivial.

Démonstration: Nous avons déja montré que la correspondance (voir propo-
sition 11 et ses conséquences) entre :

Hz = Hy — {([11,9)} et H'(T, D7)/ (M) - {[1]}

est un homéomorphisme, puisque la correspondance entre

H'(T, Dy)/(Mc) — {[1]} et ker(T)/(Mc)pur — {[1]}

est donnée par le morphisme de restriction, c’est également un homéo-
morphisme. D’apres la proposition 12, un morphisme de groupes f apparte-
nant & Hom(K, D){Me) est dans ker(T') si et seulement si f(7}) est trivial. B

Remarquons d’abord que le morphisme de transgression T ne dépend
pas du 7y choisi.

Remarquons aussi qu’il semble difficile d’exploiter cette proposition en
toute généralité (sans un bon choix 7g, cette proposition reste trop abs-
traite). Néanmoins pour certains I' et p (dans la section 2.4), il apparaitra
un choix naturel pour yg nous permettant d’avancer dans le calcul du noyau
de la transgression.
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2.3.2 Sur le comportement de ¢

Nous allons faire deux choses dans cette sous-section, décrire le com-
portement de ¢ restreinte a I’ensemble H; . Cela permettra de décrire ce
que nous avons appelé dans 'introduction les composantes du lieu sin-

. A7 L . , . . . (s
gulier : ¢(Hp ). Ensuite nous décrirons les intersections entre différentes
composantes.

Identification entre certaines composantes via ¢. Il existe une action
naturelle de (Z/p)* sur Hom(T', (M.)) donnée par :

pour | € (Z/p)* et p € Hom(T, (M), (I-p)(7) := p(7)"
Proposition 14

Soient | € (Z/p)* et p € Hom(T, (M,)) alors o(H5') = o(Hiz).

Démonstration: Soit ¢ la permutation de Z/p envoyant ¢ sur ¢ + 1. Si 'on
définit pour | € Zy, la permutation o; de Z/p envoyant ¢ sur | X i. Nous
avons :

oroc(i)=1xi+1=cooli)

chol_l =c

Ainsi My, M M;' = M. On rappelle que M,, désigne la matrice de
permutation associée & o;. En vertu de I’égalité au-dessus, si 'on définit f
par :

) Hﬁ — Hlﬁ

f S
p > M pMs,

1

Cela identifie les composantes de la variété des représentations modulo
conjugaison dans PSL(p,C). Cela donne donc une égalité au niveau de la
variété des caracteres. |

Le fait que p et p’ dans Hom(T', (M..)) soient dans la méme (Z/p)*-orbite
est facilement caractérisé par les noyaux respectifs de ces morphismes :

Lemme 9

Soient p et o € Hom(T', (M.)), alors p =1 - p' avec | € (Z/p)* si et
seulement si ker(p) = ker(p').
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Démonstration: Sip =17, on aura ker(p) = ker(p’). Réciproquement :

si ker(p) = ker(p)

On remarque :

Hom/(T', (M,)) = Hom(T'®*, (M_.)) ~ Hom(I'** /pI"**, Z./p)

Ce dernier groupe est le dual de ’espace vectoriel T'®? /pI'®®  ainsi, deux
éléments de cet espace vectoriel Hom(I'* /pI'®, Z/p) ayant le méme noyau
sont proportionnels. En particulier, p et 7’ sont proportionnels et donc dans
la méme orbite modulo (Z/p)*. |

Le comportement de ¢ sur une composante. Nous allons montrer que
 restreinte a chaque composante est un homéomorphisme sur son image.
La prochaine proposition justifie que ¢ est injective sur chaque composante.

Proposition 15

Soient p un élément non-trivial de Hom(T', (M..)) et p, p’ deux repré-
sentations irréductibles appartenant a Hgp. S'il existe g € PSL(p,C) tel
que g-p=p alors g € D x (M.).

En particulier P est injective.
P

Démonstration: Soit vy € T tel que p(vy) = M. Vu que p, p’ sont dans Hz
on peut trouver dp,dy, . .., dp—1,d,_; tels que :

do dy
p(v0) = M. et p'(70) = M,
dy s d_,

En utilisant la méme méthode que dans la preuve de la proposition 7,
il existe g1, g2 € D tels que :

91p(70)97 " = M, et g2p'(70)g5 ' = M,
Vu que g+ p=p’, on a donc :

M, = (97" 929) M. (g7 ' g29) "

Soit h := gflggg. nous venons de voir que & commute avec M,. Par le
lemme 7, cela implique que h est, & une puissance preés de D(£), un polynome
en M., écrivons donc :
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p—1
h = D(&)* Zakok avec ag,...,ap—1 € Cet s >0
k=0
Vu que ¢; - p est irréductible, il existe un élément g; - p(y) dans g - p(T")
diagonal et non-trivial (par la proposition 8). Soit :

Ao
g1 p(y) = avec Ag,...,Ap—1 € C”
Ap—1
Comme g; - p(7y) est diagonal, on a v € ker(p) et donc go - p'(7) est aussi
diagonal.
Ho
g2 -0 (7) = avec fio, - -, p—1 € C*

Hp—1

Par définition de h, il existe [ > 0 vérifiant :

/\0 Ho
h ht=¢ .
Ap—1 Hp—1
Ainsi :
p—1 Ao p—1 Ho
D(&)* > arM} =& D(&)* M
k=0 )\p—l k=0 Hp—1
Ho
Comme D(£*) commute avec , nous obtenons :
Hp—1
p—1 Ao p—1 Ho
S| |=eSa| |
k=0 )\p—l k=0 Hp—1
Ainsi :

pour tout 0 < 4,5 <p—1: X\jaij4; = [iGiyj

Et doncsi k:=i+j:
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arMo—i = ap€p; = ar(N—i — &) =0
Supposons qu’il existe 0 < k1 < ko < p—1 avec ax, # 0 et ag, # 0
alors :
pour tout ¢ : A\p,—; = flui et A\p,—i = flm

Ainsi Ak, —; = Ag,—; pour tout 0 < ¢ < p—1, ce qui se traduit par :

Aiths—ky = A pour tout ¢

La fonction ¢ — \; étant simultanément (kg — kj)-périodique et p-
périodique avec p premier, nous en déduisons que A est 1-periodique. Cela
est contradictoire avec le choix de «y (il était choisi de telle sorte que p(7)
soit non-trivial). Ainsi il existe un unique k tel que ay # 0 et :

h = apMF ceci implique h € D x (M)

Par définition de h , g = g5 'g1h € D x (M.), ainsi P est bien
=

injective. |

Dans le théoreéme qui suit, on vérifie que Caci respecte également la

Hp
topologie :

Théoréme 2.2

i est un

Soit p un morphisme non-trivial de Hom(T, (M.)) alors P
3

homéomorphisme sur son image.

Démonstration: Rappelons le diagramme commutatif :
Hom*(T, D x (M,))———— Hom!(T', PSL(p, C))
1 | mod Dx(M.) 2 | mod PSL(p,C)

XL, D » (M) —————— x¥(I', PSL(p, C))

L’application ¢ étant induite par I'inclusion de D x (M) dans PSL(p,C)
qui est un homéomorphisme sur son image fermée, ¢ est un homéomorphisme
sur son image et I'm(¢) est un fermé de Hom*(I', PSL(p, C)).
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Soit 11 la projection de gauche et 1o la projection de droite sur le
diagramme. Il est clair que 11 et 1o sont continues et ouvertes (elles sont
induites par l'action d’un groupe par homéomorphismes).

Si V est un ouvert de x*(I', PSL(p,C)) alors U := o~ }(V) vérifie

(' (U) =U

car 1) est surjective. Par commutativité du diagramme, 1, 1(U )=1""to
Y51 (V) qui est ouvert par continuité de ¢ et 1)5. Comme 11 est ouverte,
U = 1 (17 H(U)) est un ouvert. Ainsi ¢ est continue et, en particulier, P
est continue. ’

Montrons que P est ouverte. On restreint le diagramme & ’H% :

Hp
) i )
HiC Hom! (T, PSL(p,C))
wl\H% P2
i Pyt )
Hy x'(I', PSL(p, C))

Chaque ’H% est un ouvert de Hom!(T', D x (M..)). Cela implique que v
restreinte a ’H% est toujours continue et ouverte et ¢ restreinte a ’H% reste
un homéomorphisme sur son image.

L’action de PSL(p,C) sur Hom!(I', PSL(p,C)) est propre, la fonction
suivante est donc propre :

PSL(p,C) x Hom! (T, PSL(p,C)) — Hom*(T', PSL(p,C))?
(9,0) —> (9-p,p)

Les espaces PSL(p,C) et Hom!(T', PSL(p,C)) sont Hausdorff, locale-
ment compacts donc la fonction ¢ est fermée, i.e. si F' est un fermé de
Hom‘ (T, PSL(p,C)), (G x F) est fermé. En particulier, sa projection sur
le premier facteur est fermé :

PSL(p,C)- F := U g - F est fermé dans Hom'(T', PSL(p, C))
gePSL(p,C)

Soit U un ouvert de ’le et Up := (wlmi)*l(U) inclus dans H%. Clest
P
un ouvert par continuité de 9y 5. Comme ¢ est un homéomorphisme
P 7
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sur son image, ¢(Up) est ouvert dans L(H%)7 et I'on peut donc trouver un
ouvert V dans Hom®(T', PSL(p,C)) tel que :
VN u(HE) = (V)
Soit F:= VN u(Hy) (V¢ désigne le complémentaire de V). Comme V¢
est fermé et L(H%) est fermé, I’ensemble F est fermé. Par suite, PSL(p,C)-F
est fermé. Notons

Vo:=V —-PSL(p,C)- F
qui est donc un ouvert de Hom!(I', PSL(p,C)). Clairement :

Vo Nu(Hy) SV Nu(Hy)

De plus, si p est dans «(Up) = V N u(H%), nous allons montrer que p
n’est pas conjugué a un élément de F', on le fait par 'absurde.

Supposons p € PSL(p,C) - F alors il existe ¢ € PSL(p,C) tel que
g-p € F. Ainsi p € 1(Up) et un conjugué de p est dans ((U§). Par la
proposition 15, g est en fait un élément de D x (M,) et donc Uy n’est pas
stable par I’action de D x (M.,), ce qui contredit la définition de Uy, ainsi :

W(Uo) =V Nu(Hy) € (PSL(p,C) - F)° = Vo Nu(Hy) =V Nu(HY)
Par la commutativité du diagramme :

@(U) = 2 (u(Us)) = 2(Vo N u(HY))

Nous allons maintenant montrer, grace a la définition de V4 que :

Yo (Vo N u(Hy)) = Pa(Vo) Na(e(Hy))

Clairement, le membre de gauche est contenu dans le membre de droite.
Soit PSL(p,C) - p dans ¢2(Vo) N ¢2(c(H;)) alors p est conjugué a g - p un
élément de L(H%), vu que p est aussi conjugué a un élément de Vj, cela
implique que g - p est dans V' N «(H;)) = Vo N ¢(H;). Ainsi nous avons bien
I’égalité. Au final :

Q(U) = 1h2(Vo) Ntha (L(HE))
=o(Hz)

Ainsi p(U) est un ouvert relatif de ¢(H; ). La fonction ¢z~ est donc

ouvert

continue et ouverte sur son image, puisqu’elle est également injective par la
proposition 15, ¢’est un homéomorphisme sur son image. |
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En un certain sens, ce premier théoreme montre que ¢ ne déforme pas les
composantes. En particulier, la correspondance de la proposition 13 permet
de décrire les composantes du lieu singulier de la variété des caracteres. Le
prochain travail pour nous est ’étude du lien entre les différentes compo-
santes.

L’intersection des composantes. On commence avec un lemme sur l'in-

tersection de deux noyaux de morphismes de groupes de I" vers (M.).
Lemme 10
Soit p et p' deux morphismes non-triviaux de Hom(T, (M.)) avec la

condition supplémentaire qu’ils ne soient pas proportionnels. Si K (resp.
K') est le noyau de p (resp. p') alors ﬁ est isomorphe & Z/p x Z/p.

Démonstration : En utilisant le lemme 9, les groupesK et K’ sont distincts.
Au niveau des indices, [': KNK'|=[: K|[K: KNK'] =p[K : KNK'],
vique K#K' et [I': K'l=p,ona[K: KNK']=p.

Ainsi KN K’ est un sous-groupe normal d’indice p? dans I'. Finalement,
pour v € T', /P appartient & K et K’ (chacun est d’indice p), i.e. 77 est
dans K N K’ pour tout v € I'. Ainsi ﬁ est bien isomorphe & Z/p x Z/p. B

Nous nous intéressons maintenant a l'intersection de deux composantes
différentes.

Proposition 16

Soient p et p' deux éléments non-triviaux de Hom(T', (M.)) qui ne sont
pas dans la méme (Z/p)*-orbite, on note K := ker(p) et K’ := ker(p').

Si p est irréductible dans Hom®(T', PSL(p,C)) vérifiant :

— -

PSL(p,C) - p € o(Hz ) Np(Hy")
alors ker(p) contient K N K.

Démonstration: A conjugaison pres, on peut supposer que p appartient a
Hp, de plus, par la proposition 7, quitte a conjuguer & nouveau p, on peut
supposer que I'm(p) (sous-groupe exceptionnel de PSL(p,C)), contient M..

On peut donc trouver v € T tel que p(y) = M,.. Vu que K # K’ (en

utilisant le lemme 9) on peut méme supposer que v € K’ et p(y) = M,
(sinon K¢ C (K')¢ et alors K’ C K en contradiction avec K # K').
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Soit g tel que p’ = gpg

est dans Hz/, on peut trouver un tel g car
PSL(p,C) - p € o(Hz) N@(Hp ) par hypothese. Nous allons montrer qu'il y
a tres peu de choix pour un tel g. Ensuite, on en concluera que si g envoie
un élément diagonal sur un autre élément diagonal alors ces deux éléments

sont triviaux.

Comme v € K’ := ker(p') 'élément gp(7)g~" est diagonal. Soit U une
matrice diagonale telle que U = gp(v)g .

Si p = 2, le polynéme caractéristique de U est égal & celui de g~'M,.g

ie. X2+ 1. Ainsi U = + ( 0_1 7\27—1>, il existe alors une permutation

T € &gy vérifiant

U=M,D(EM"

Si p > 2, le polynéme caractéristique de Uest égal & celui de g~ M.g
i.e. XP — 1. Ainsi ses valeurs propres sont 1,¢,..., &P~ Vu que D(€) est
diagonale avec les mémes p valeurs propres 1,¢,...,6P~1 | il existe une
permutation 7 € Gz, telle que :

U= M,D(E)M!

On définit la matrice de Vandermonde Vg := (£¥)g<; j<p—1, un calcul
direct montre que :

VoM. = D(§)Vo

Comme gM.g~! =U = M,D(&)M! :

gVy 'D(E)Vog™' = M, D(§)M?

Ainsi MT_lgV(f1 commute avec D(&) et est donc diagonale. En résumé :

Ao
=M, Vo
Ap—1
Soit o dans K N K’. On peut écrire p(yo) = X. Vu que o est dans le

noyau de 7 et p', les matrices X et g~'Xg sont diagonales.

Soit :
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)\0 )\0
Y = (M, VX (M, )
)\p,1 )\pfl
Ao
La matrice Y est diagonale car X l'est et M, fixe
Ap—1
globalement I’ensemble des matrices diagonales. Aussi :
Y =Vog ' XgVy !
On explicite les coefficients diagonaux de g~*Xget Y :
Lo Yo
g Xg = et Y =:
Tp—1 Yp—1

alors :

Vog ' Xg =YV,

implique que pour tout 0 <4, <p—1:

(@i —y;) =0

Ainsi L pour tout 4,5 z; = y; et en particulier, X est central et donc
p(70) = X est trivial. C’est donc que K N K’ est contenu dans le noyau
de p. |

Les points dans l'intersection de deux composantes sont alors faciles a
caractériser :

Corollaire 5

Soient p et p' deux éléments non-triviaux de Hom(T',(M.)) qui ne
sont pas dans la méme orbite modulo (Z/p)*. Soit p une représentation
irréductible dont la classe de conjugaison est dans ap(?—Tﬁz)ﬂgﬁ(Hﬁ ), alors,
a conjugaison prés Im(p) = (D(€)) x (M) = (D(£)) x (M,).

En particulier p est trés exceptionnelle.
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Démonstration: En vertu de la proposition 16 p se factorise par K N K’ (via
les définitions K := ker(p) et K’ :=ker(p')) :

PSL(p,C)
KOK’
Nous avons déja remarqué que ﬁ est isomorphe a
Z/pxZ[p

Ainsi I'm(p) est un groupe abélien. C’est aussi un groupe irréductible.
La classification du théoréme 2.1 assure que Im(p) est conjugué a (D(§)) x
(VT.). m

Remarquons (on aura un résultat plus précis apres) que le nombre d’élé-

ments dans ¢(H5' )N (Hy *) est fini (les points dans cette intersection s’iden-
tifient aux classes de conjugaison de représentations de Z/p x Z/p). Ce qui
suit donne un nombre précis pour cette intersection :

Proposition 17

Soient p et p' deux éléments non-triviaux de Hom(T', (M.)) qui ne sont
pas dans la méme (Z/p)*-orbite.

Soit K := ker(p) et K' := ker(p'). L’ensemble p(Hy,' ) N p(Hp /i) est
fini de cardinal p — 1.

De plus, le normalisateur N du groupe (D(€)) x (M) dans PSL(p,C)
se projette sur SL(2,Z/p) < GL(2,Z/p) ~ Aut((D(§)) x (M)) par
Paction de conjugaison.

Démonstration: A conjugaison pres, toute représentation irréductible p telle
que sa classe de conjugaison soit dans l'intersection des deux composantes

o(H;) N o(Hy ") se factorise par I/K N K’ :

r " (D(€)) x (M.

=

Notons :
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r
KNnK’

X:={¢: — (D(€)) x (M) | 1 est un isomorphisme}

A chaque ¥ dans X, nous pouvons associer un morphisme p, comme
dans le diagramme ci-dessus. De plus :

{PSL(p,C) - py | ¢ € X} = o(H) N p(Hy)

L’égalité de ces deux ensembles étant conséquence de la factorisation
décrite ci-dessus.

Ainsi, pour calculer le cardinal de p(H, ) N ¢(Hy ' ),il suffit de com-
prendre & quelle condition, si ¥1,12 € X, les représentations py, et py,
sont conjuguées.

Tout d’abord si ¥1,¢2 € X alors 99, ! est un automorphisme de

(D(&)) x (M), i.e. un élément de GL(2,Z/p).

On voit alors que X est une orbite GL(2,Z/p) - ¥ ot ¢ € X. D’autre
part, la condition que 11 et ¥y soient conjuguées est alors équivalente au
fait que v et o soient dans une méme orbite sous ’action de :

N := Npsp(p.0)((D(€)) x (M)

N est le normalisateur de (D(£)) x (M.) dans PSL(p,C)

L’application naturelle allant de N dans Aut((D(€)) x (M.)) s’iden-
tifie (en identifiant (D(&)) x (M.) & Z/p x Z/p) a une application de N
dans GL(2,Z/p). Nous allons montrer que I'image de cette application est
SL(2,Z/p).

Soit Vi := AVp olt Vg := (€¥)o<s j<p—1 est la matrice de Vandermonde
et A = det(VO)fi. Onapour0<i,j<p—1:

(VoD(€))i,; = €67 = €I = (Vo)iq1,5 = (M Vo)is

Ainsi :

VoD(€) = M.Vy et ViD(€)Vy™" = M, et donc Vi D(€)V; ' = M,
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De la méme maniére, VchVl_l = Dig_l, Ainsi V; normalise le groupe
(D(¢)) x (M,) et de plus :

V1 induit Pautomorphisme ((1) _01) sur (D(§)) x (M)

Soit p premier impair (pour p = 2, on fait la méme chose mais il faut
multiplier par un scalaire pour obtenir une matrice unimodulaire). Si S
. . . . . i(it1) .
est la matrice diagonale avec le i-eme coefficient diagonal £~ 2 pour i =
0,...,p—1alors:

(p—1)p(2p+2) (p—1)p(p+1)
12 = 6

det(S) = €575 152 =

Si p=1mod 3 alors (p—1)(p+ 1) est divisible par 6, si p = —1 mod 3

(p—D)p(p+1)
6

alors p+ 1 est divisible par 6, dans tous les cas p divise et donc

det(S) = 1.

Comme S est diagonale, S commute avec D(¢), donc SyD(£)Sy ! =
D(¢). Ainsi :

(1) (i+2) PRRICESY)
2

(M7'SMe)is = Siv1,i1 =& 2 =¢¢ = (D(£)S)i.i

Comme M71SM, et D(£)S sont diagonales, cela implique :

M;*SM,. = D(£)S et donc SM.S™" = M_.D(¢)

ainsi SM,S | = M.D(€)

(&3
En premier lieu, S normalise (D(€)) x (M,) et :

S induit 'automorphisme (é D sur (D(&)) x (M,)

Comme les matrices ((1) i) et ((1) _01) engendrent SL(2,Z/p) nous

voyons que N se projette sur un groupe contenant SL(2,7Z/p).

Si M € GL(2,Z/p) est induit par conjugaison par N alors, en multi-
pliant M par :
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. 1 0 o L , .
la matrice (0 det( M)) est induite par la conjugaison d’un certain

412 M, i i 1 0
élément My € N. Vu que My induit (0 det(M)

D(¢), c’est donc dans D x (M,) par la proposition 6. On obtient :

>, My commute avec

My=dM, ondeDet0<k<p—1

Ainsi :

MoD(E)M, ' = D(€) et MoM. M, ' = dM,d '

Il vient donc en particulier que :

My induit ’automorphisme (é i) sur (D(€)) x (M)

Cela implique s = 0 et det(M) = 1. En particulier, X = GL(2,Z/p) - ¢
est divisé en :

|GL(2,Z/p)|

— " 177 —pn—1 N- orbites
ISL2.z/p)| ¥

Par ce qui a été dit au début de cette preuve, on obtient exactement
p — 1 représentations irréductibles dans go(?-TpL) N w(Hiﬁ/Z). [ |

Le corollaire 5, implique que les classes de conjugaison de représen-
tations de T' dans PSL(p,C) dans l'intersection de composantes sont des
représentations tres exceptionnelles (i.e. leur centralisateur est isomorphe &

Z/px Z/p).

Afin de comprendre entierement ce probleme combinatoire des intersec-
tions entre les composantes, il ne nous reste plus qu’a comprendre le nombre
de composantes contenant une unique représentation tres exceptionnelle.

Proposition 18

Soit p : T' — (D(€)) x (M,) une représentation trés exceptionnelle.
Alors le nombre de composantes go(?-TpZ) (modulo 'identification conte-
nue dans le lemme 9) contenant la classe de conjugaison de cette représen-

tation est p + 1.

Démonstration: En vertu du lemme 9, les composantes sont données par K5
le noyau de p.
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Soit Ky le noyau de p. On montre d’abord que PSL(p,C) - p € ¢(Hy) si
et seulement si Ky C K. Le fait que ce soit nécessaire est clair. Supposons
que Ko C K5.

Soit K’ := ker(q o p) (rappelons que g est la projection de (D) x (M.)
sur (M.)).

Alors K’ et K5 sont deux sous-groupes d’indice p contenant Ko, on a
donc K'/Ky et Kz/Kj deux sous-groupes de cardinal p de T'/ K.

Par la proposition 17, le normalisateur de (D(€)) x (M) dans PSL(p, C)
agit via SL(2,Z/p) qui agit transitivement sur les sous-groupes de cardinal
p de T'/Ky = Z/p x Z/p, quitte & conjuguer par g € PSL(p,C) on peut
envoyer K'/Ky sur K5/ K.

Ainsi K = ker(qog- p), donc PSL(p,C) - p = PSL(p,C) - (g p) est
dans o(H5).

Il s’ensuit que le nombre de composantes @(7-[751‘) contenant PSL(p,C)-p
est donné par le nombre de sous-groupes d’indice p dans I' contenant Ky,
i.e. le nombre de sous-groupes de cardinal p dans KLO = (Z/p)® quiest p+1. A
Les différents résultats obtenus ici peuvent étre résumés en un théoreme.
Rappelons que le p-rang d’un groupe I est la dimension sur Z/p de I'® /pI"?.

Théoréme 2.3 (Combinatoire du lieu singulier)

Soit T un groupe de type fini de p-rang r.

Le lieu sjnguljer X{T, PSL(p,C)) est la réunion de ’;:%1 composantes
dﬁTérente&(?-Tﬁz) ou p est un morphisme de groupes non-trivial dans

Hom(T, (M.)).

Deux composantes différentes s’intersectent en p— 1 classes de conju-
gaison de représentations, chacune étant la classe de conjugaison d’une
représentation trés exceptionnelle.

Réciproquement, chaque classe de conjugaison de représentations trés
exceptionnelles appartient a exactement p + 1 composantes.

Le nombre de classes de conjugaison de représentations trés excep-

tionnelles dans x*(I', PSL(p,C)) est %‘
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Démonstration: Pour le premier fait, nous avons déja vu qu’il y a autant

de composantes que d’éléments dans Hom(T', (M.))/(Z/p)* privé du mor-
phisme trivial.

Cet ensemble est en bijection avec I’ensemble des sous-groupes normaux
d’indice p dans I" (en envoyant chaque morphisme de groupes sur son noyau)
qui s’identifie & I’ensemble des sous groupes d’indice p dans I'®/pI'?®. Ce

pT—1
p—1

groupe étant isomorphe & (Z/p)” ou r est le p-rang de I". On a donc
éléments dans cet ensemble.

Les deuxieme et troisieme faits sont respectivement conséquences des
propositions 17 et 18.
p”

. 1 e 1s . .
DansI'yily a ;=T sous-groupes normaux d’indice p, il y a donc :

p"—1
< pgl ) ensembles de deux sous-groupes normaux différents d’indice p

Ainsi (en utilisant le deuxie¢me fait) :

{{{K,K"}, PSL(p,C) - p) | p se factorise via K N K’}

p =1
est de cardinal < P; > (p — 1). D’autre part, en utilisant le troisieme

fait, ce cardinal est également :
1
{PSL(p,C) - p| p est tres exceptionnelle}|w

Soit N, := [{PSL(p,C) - p | p est tres exceptionnelle}|

le nombre recherché, alors :

2 1pi—1,p—1
= s C—-Dk-1)
pp+1)2p—-1"p-1
_p-lp—p
pp+1) p—1

r r—1_ . .
Ainsi, il y a exactement IV, = % classes de conjugaison de

représentations tres exceptionnelles. |

Nous avons étudié en détail le défaut d’injectivité de ¢. On voit en parti-
culier, que le comportement combinatoire de ¢ ne dépend que de ’abélianisé
de T' (ou plus exactement de son p-rang).
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2.3.3 Différentiabilité de ¢

Le théoreme 2.2 montre que ¢ restreinte a chaque composante est un
homéomorphisme sur son image. On souhaite étudier la différentiabilité de
@ en un point PSL(p,C)-p € 7—[751. Par la proposition 18, les classes de conju-
gaison de représentations tres exceptionnelles seront des valeurs singulieres
pour ¢ car elles sont des points d’intersection de différentes composantes.
Nous allons montrer que hors de ces classes tres exceptionnelles, la fonction
 est une immersion. Rappelons que pour étudier la différentiabilité de ¢,
nous avons besoin d’une structure d’orbifolde sur la variété des caracteres
(c’est le cas pour les groupes fuchsiens par le corollaire 4). Nous commengons
par décrire les espaces tangents.

Proposition 19

Soit PSL(p,C)-p € 7—Tpi alors TPSL(p’(C).p’Hip s’identifie naturellement
au groupe de cohomologie H'(T', (Ch)5) ot (Ch); est le I'-module des
matrices de trace nulle, de taille p dont I’action est donnée par p.

Démonstration: Nous avons déja vu que H, = H'(T,D;)/(M.) — {[1]},
en utilisant ’exponentielle de matrice, il est alors clair qu’en tout point,
l'espace tangent de H' (T, D) est H'(T', (Ch)5) car l'action du groupe fini
(M) est libre sur HY(T, D5) — {[1]}, on en déduit le résultat. ]

L’espace tangent du coté de 7-[75 est donc bien compris. Pour ce qui est
de I'espace tangent dans la variété des caracteres de PSL(p,C), il faut avoir
une hypotheése supplémentaire pour le définir (il ne suffit pas d’avoir une
bonne topologie). Pourvue que cette hypothése supplémentaire soit vérifiée
la correspondance sera lisse (cf théoreme 2.4).

Proposition 20

Si T' est fuchsien alors la variété des caractéres x*(I', PSL(p,C))
admet une structure d’orbifolde (I'isotropie est donnée par les centra-
lisateurs). De plus, si p est une représentation irréductible de T' dans
PSL(p,C) alors :

TR ey, X (U, PSL(p,C)) = H'(T,sl(p, C),) /Z(p)

Démonstration : Nous avons vu, par le théoreme 1.3, la variété des caracteres
X (T, PSL(p,C)) = Hom*(T', PSL(p,C))/PSL(p,C) est une orbifolde. De
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plus listropie locale de PSL(p,C) - p est alors donnée par Z(p) vu que le
centre de PSL(p,C) est trivial.

En vertu de la proposition 1, I'espace tangent & Hom!(I', PSL(p,C))
en p € Hom'(I', PSL(p,C)) s’identifie & Z1(T, sl(p, C) adop)-

Dans la construction de I'orbifolde du théoreme 1.3, nous avons décom-
posé I'espace tangent & M := Hom*(I', PSL(p,C)) en p, en un espace tan-
gent vertical correspondant & T, PSL(p, C)-p et un espace tangent horizontal
complémentaire a ’espace tangent vertical.

Ici, on sait par la proposition 2 que T, PSL(p, C) - p s’identifie & 'espace
BY(T,sl(p, C) adop). Ainsi, on a décomposé :

Zl (Faﬁ[(p7 (C)Adop) = Bl(rvﬁ[(]% (C)Adop) @ Hp

Il est alors clair que H, s’identifie (en tant qu’espace vectoriel) au groupe
de cohomologie H'(T', sl(p, C) adop)-

De plus la définition de l'espace tangent orbifold permet d’identifier

ng%(p_rc),pxi(l", PSL(p,C)) au complémentaire du sous-espace tangent ver-
tical quotienté par I’action du groupe d’isotropie locale : H,/Z(p). Autre-

ment dit :

TR3} v,y (T PSL(p, C)) = H (T, 1(p, C) asey) /Z(p) .

Sous les mémes hypotheses, nous pouvons calculer la différentielle de ¢
en un point PSL(p,C) - p o p est une représentation exceptionnelle mais
pas trés exceptionnelle (i.e. son centralisateur est isomorphe & Z/p).

Lemme 11

Soit p dans Hom'(I', D x (M.)) une représentation exceptionnelle
dans PSL(p,C) dont le centralisateur est isomorphe a Z/p. Alors :

Dpsrpc)pp : HY (T, (Cy)5) — HYT,sl(p,C),)/Z(p) est injective
En particulier ¢ restreinte a I'ensemble des représentations excep-

tionnelles mais pas trés exceptionnelles est un difféomorphisme sur son
image.
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Démonstration: Avec la définition de ¢, il est clair que sa différentielle est
donnée par I’application naturelle suivante :

H'(T, (C)p) — H'(L,sl(p, ©),)/Z(p)

induite par Iinclusion de Cj dans sl(p,C),. Nous allons montrer que
cette application a un noyau trivial. Par hypothese, p est dans H;. En
particulier, son centralisateur Z(p) est le groupe (D(§)).

Soient z1, z2 deux fonctions Z!(T, (Cf)5) telles que

21 = 2 dans H*(T,sl(p,C),)/Z(p)
Il existe alors k > 0 et u € BY(T,sl(p,C),) (i.e. a € D) tel que pour
tout v € I" on ait u(y) =~v-a — a avec :
——k
21— D(§) ~z2=u

On a utilisé ici que Z(p) = (D()). Comme 20 € Z (T, (Cy)5), cela
implique que D(f)k - 29 = 29. Ainsi 21 — z» = u. Nous devons donc montrer
que z1 — 22 € BT, (C})5).

Définissons b € D avec b; ; = a;; pour i =0,...,p—1. OnaTr(a) =0
donc T'r(b) = 0, on peut donc considérer :

So(b) iy y-b—be BYT, (C8)p)

Pour0<i<p—letyel:

(00(@)(7)ii = (v-a)is — @iy = (v~ a)is — bi

Ecrivons :

p(’Y) = Diag(A(% e Ap—l)ﬁcj
Alors :

(’Y : a)i,i = Qi—ji—j = bi—j,i—j = (’Y : b)”

Nous avons donc pour 0 <i<p-—1:

(do(a)(7))i,i = (0(b) (7)1,

De plus, puisque z; et zo ont leur image dans les matrices diagonales,
dp(a) = z1 — 2z a également son image dans les matrices diagonales. Il est
alors évident que les matrices dg(a)(7y) et do(b)(y) sont égales (toutes deux
étant diagonales et avec les mémes coefficients diagonaux).
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21 — 2z = 0(a) = 6(b) € BY(T, (C1),)

Ainsi application :

H'(T, (Cf)z) — H' (T, sl(p,C),)/Z(p)

est une inclusion. Par définition ¢ est une immersion en dehors des
représentations tres exceptionnelles.

Puisque les points d’intersections de go(?-Tpl) sont seulement donnés par
les représentations trés exceptionnelles (proposition 17) et ¢ restreinte a
chaque composante est un homéomorphisme (théoréme 2.2), si 'on restreint
¢ a l'ensemble des représentations qui ne sont pas tres exceptionnelles, on
garde un homéomorphisme. Puisque cet homéomorphisme est également
une immersion nous en déduisons que la fonction ¢ est un difféomorphisme
sur son image par le théoreme des fonctions implicites. |

Théoréme 2.4

Soit I' un groupe fuchsien, alors la fonction ¢ induit un difféomor-
phisme de :

U %~ {PSL®.C)-pavee |2(p) = p*}

peHom(T,(M,)
P non-trivial

sur le lieu singulier des représentations de PSL(p,C) dont le centra-
lisateur est isomorphe & Z/p.

Démonstration: Par le lemme 11, ¢ est bien un difféomorphisme sur son
image, en dehors des classes de conjugaison de représentations tres excep-
tionnelles. Il est alors clair que cela va se surjecter sur le lieu singulier des
représentations de PSL(p,C) dont le centralisateur est isomorphe & Z/p. W

En résumé, la correspondance ¢ se comporte tres bien du point de
vue topologique mais aussi du point de vue de la géométrie différentielle,
pourvu que l'on ait une telle structure. Dans la prochaine section, nous
allons déterminer completement ce lieu orbifold quand I" est fuchsien.
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2.4 Quand I' est un groupe fuchsien

Dans la section 1.3, nous avons montré que x*(I', PSL(p, C)) a une struc-
ture orbifolde quand T est fuchsien. Le lieu orbifold est exactement 1’en-
semble des représentations exceptionnelles. Nous nous intéresserons a deux
cas. Le premier, quand I' est un groupe libre de rang [ > 2 sera relative-
ment simple. Le second, quand T" est le groupe fondamental d’une surface
de Riemann de genre g > 2 sera un peu plus complexe. Rappelons que
la seule chose qui nous manque pour décrire completement le lieu orbifold
est la géométrie des composantes <p(7-Tﬁl). On verra rapidement que dans
ces cas particuliers, toutes les composantes sont isomorphes deux a deux.
Dans le cas du groupe libre, les composantes go(’}-sz) seront les composantes
irréductibles du lieu singulier.

Par le théoreme 2.2, cp(?-TpL) et ’;’-TﬁZ sont homéomorphes. Par la proposi-
tion 13, ce dernier espace est homéomorphe & ker(T)/(M:)pu — {[1]} ou T
est le morphisme de transgression et K le noyau de p. Les différentes actions
de (M,) ont été décrites & la fin de la sous-section 2.3.1. De plus, par le
théoreme 2.4, ces correspondances respectent la structure différentielle.

2.4.1 T est un groupe libre

Soit I' := F; un groupe libre de rang I. Rappelons que nous étudions (cf
sous-section 2.3.1) :

ker(T") /{(Mc)pur — {[1]}

Nous justifions qu’il suffit de décrire I'espace ci-dessus pour un unique
K d’indice p dans F;.
Proposition 21

Le groupe Aut(F;) agit transitivement sur les sous-groupes normaux
d’indice p dans ;.

En particulier, pour tous p et o’ morphismes de groupes non-triviaux
de Hom(F,, (My)), les composantes (Hy ) et p(Hy ') sont difféomorphes
les unes aux autres.

Démonstration: L’ensemble des sous-groupes normaux K d’indice p dans I'
est en bijection avec I’ensemble des sous-groupes d’indice p dans (IF;)4 =
7Z'. Clairement Aut((F;)4®) = GL(I,Z) agit transitivement sur ces en-
sembles, puisque 'application canonique de Out(FF;) dans Aut((F;)4?) est
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surjective (c.f. [LS12]), nous obtenons que Out(F;) agit transitivement sur
les sous-groupes normaux d’indice p dans [F;.

=1

Soient deux composantes p(H, ) et p(H, ), définissons les noyaux res-
pectifs K := ker(p) et K’ := ker(p’). Par ce que l'on vient de voir, on peut
trouver ¢ € Aut(IF;) tel que ¢(K) = K'. Ainsi, les compositions par ¢ et
¢~1 fournissent des difféomorphismes réciproques 'un de l'autre entre les
composantes @(W) et @(Tyl) du lieu singulier. |

Une conséquence immédiate est qu’il suffit de s’intéresser a une com-
posante particuliere, autrement dit, un seul sous-groupe normal d’indice p.
Afin d’en construire un qui soit adapté a notre étude, nous utiliserons les
revétements d’espaces topologiques.

Soit D un disque. On enleve de ce disque un plus petit disque de méme
centre. On enléve alors, le long d’un rayon [ — 1 disques, puis on tourne d’un
angle 2?” et on enleve a nouveau [ — 1 disques le long d’un rayon. En faisant
cela p fois, nous construisons alors une surface 39 avec (I — 1)p + 1 trous.
Puisque, par construction, cette surface est invariante par une rotation r
d’ordre p nous pouvons quotienter Xy par l'action de (r) pour obtenir une
nouvelle surface ¥ ayant exactement [ trous. Voir la figure 2.1.

Définissons 9 : Y9 — X1 la projection identifiant les points de Y5 modulo
(r). C’est un revétement galoisien de ¥; d’ordre p. Ainsi m(X2) est un
sous-groupe normal d’indice p dans m1(31). Puisque X est un disque avec [
trous, le groupe 1 (21) est librement généré par les boucles simples autour
de chacun des trous. Soit x; la boucle autour du trou central et xo,...,z;
les boucles autour des I — 1 trous restants. Il est alors clair que le groupe
fondamental de 31 est librement généré par xq, ..., x;.

D’autre part, un systéme libre de générateurs de m1(X2) est donné par
les (I —1)p+1 boucles simples autour de chacun des trous que l'on peut
identifier & 2} et xll_lxjx}_l avec 1 <i <pet?2<j<I (voir la figure 2.1).
on définit :

- — (P -1 p—1 1-p p—1 1-p
K :=m(22) = (2, wo, miwazy ..., &) waxy * ... Tp,..., T Tpxy )
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2r
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p lignes .
de trous™,

L
.
e,
-------
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projection v

Surface X1

T

{ — 1 trous

F1cURE 2.1 — Construction d’un sous-groupe normal d’indice p dans un
groupe libre a [ générateurs
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On donne maintenant un nom aux générateurs de K. Soit X := zf et
Y; ;= ajxjz]" (I'index i parcourt 0 < ¢ < p—1i.e. Z/p). Les deux ensembles
suivants sont clairement égaux car K est librement généré par ces éléments :

a f € Hom(K, D), on associe (f(X),(f(Yo)s---, F(Yp-1,))j<2<t)

Sous cette identification, nous pourrons calculer le noyau de la transgres-
sion ker(T') (rappelons que la proposition 13 donne des conditions relative-
ment simples pour étre dans le noyau de la transgression).

Proposition 22

Soit K défini comme ci-dessus. Soit p € Hom(I', (M.)) de noyau K.
Alors, si T' désigne le morphisme de transgression associé (voir la dis-
cussion précédant la proposition 12), le noyau de la transgression ker(T')
s’identifie 4 D"

La correspondance associe a chaque élément f € ker(T) le (I — 1)-
uplet (f(Yoz), -, (Vo).

Démonstration: D’apres que nous avons vu en section 2.3.1, il nous faut
choisir une section ensembliste pour la suite exacte :

1-K—>T— (M) —1

Quitte a multiplier p par | € (Z/p)* (I'action de Z/p* be change pas la
composante par la proposition 14), on peut supposer que p(z1) = M,.

L’action de (M,) sur Hom(K, D) est alors décrite par :

Si M,' € (ML) et f € Hom(K, D) alors (M, - f)(k) = M, - f(a7'ka!)

Sous l'identification vue plus haut :

(ME-f) = (MF - f(X), (MF - f(Y_pg)s s ME - f(Ypoi-nj))j<2<t)

~ Sif €ker(T) alors, par la proposition 13, f(x7) est trivial, donc f(X) =
I,. De plus, M. - f = f, ainsi pour tout j :
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FVo ) =M f(Yp14)s- s f(Yp2y) = Me- f(Ypo15)

Ceci implique que f(Yy;) = MF - f(Yo;) et donc f est uniquement
déterminé par les valeurs f(Y ;) pour 2 < j <I. On alors :
ker(T) s’injecte dans D' en envoyant f sur (f(Yo2)...f(Yo,))

Cette inclusion est également surjective car si (Za,...,Z;) est dans
—l-1 —
D ", le morphisme de groupes f de K vers D défini par :

FX) =T, f(Yey):=MF- f(Yo;)pour 2<j<let0<k<p—1

est clairement fixe par l'action de (M.). D’otl la surjectivité puisque
f €ker(T) (car f(vh) = f(X) est trivial). [ |

Au final :
Théoréme 2.5

Pour chaque élément non-trivial p € Hom(Fy, (M.)), la composante
¢(H5') est homéomorphe a :

(D7 —{,....0}) /0T)

ot l'action de (M.) est donnée par équiconjugaison, i.e. si s € (M)
—i-1
et (x1,...,2-1) € D' alors :

5 (@1, @ii) = (521, 21)

Démonstration: Par la proposition 21, toute composante ga(’;’-lpz) sera diffé-
omorphe a celle, particuliere, que nous avons déterminée a partir de ce
groupe normal K d’indice p. Nous avons vu que la transgression associée T'
vérifiait alors :

ker(T') = D

L’action de (M.)py: sur le membre de gauche, se transforme clairement
en 'action d’équiconjugaison sur le membre de droite via la correspondance
de la proposition 22. Ainsi :
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4

©(Hz ) est homéomorphe & ker(T)/(Mc)pur — {[1]}

qui est homéomorphe & (ﬁl_l -{@,..., 1)}) /(M) -

En particulier :

Corollaire 6

Soit | > 2, le lieu orbifold de x*(F;, PSL(p,C)) est connexe de di-
mension (p —1)(I —1).

Démonstration: En utilisant le théoréme 2.1 et la proposition 11, le lieu
orbifold est la réunion des composantes w(Hipl). Vu que chacune de ces

composantes est connexe par le théoreme 2.5 et que chaque paire de com-
posantes a une intersection non-vide par la proposition 17, leur réunion, i.e.
le lieu orbifold, est connexe.

De plus, la correspondance ¢ étant un difféomorphisme en les classes de
conjugaison de représentations qui ne sont pas tres exceptionnelles et toutes
les composantes étant difféomorphes les unes aux autres par la proposition
21, on obtient finalement que la dimension d’une composante est :

dim(D)(I=1) = (p—-1)( - 1)
le théoreme 2.3 nous indique qu’il y a un nombre fini de classes de
conjugaison de représentations tres exceptionnelles. Par ce qui est écrit au-
dessus, le lieu singulier a pour dimension (p — 1)(I — 1) en chaque point
qui n’est pas tres exceptionnel, ainsi, le lieu singulier a pour dimension
(p—1)(I = 1) en faisant un léger abus de notation. |

Le p-rang de FF; est [, en combinant ce corollaire aux résultats contenus
dans le théoreme 2.3, nous obtenons une paramétrisation précise du lieu
orbifold pour la variété des caracteres x'(F;, PSL(p, C)).

2.4.2 T est un groupe de surface

Soit I' le groupe fondamental de ¥, une surface de Riemann fermée de
genre g > 2. Nous allons effectuer une étude similaire a celle que nous avons
faite pour les groupes libres. Par le théoréme de Dehn-Nielsen-Baer (voir
[FM11] théoréme 8.1), nous savons que le mapping class group s’identifie &
un sous-groupe d’indice 2 dans Out(T"). Nous notons Out™ (") ce sous-groupe
d’indice 2 dans T' et Aut™(T") les automorphismes correspondants.
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Proposition 23

Soit I' le groupe fondamental de ¥, une surface de Riemann fermée de
genre g > 2. Le groupe Aut™(T') agit transitivement sur les sous-groupes
normaux d’indice p de T'.

Pour tous p et p' des morphismes non-triviaux de Hom(T', (M.)), les
i i

composantes ¢(Hp ) et o(Hy ) sont difféomorphes I'une a I'autre.

Démonstration: L’ensemble des sous-groupes normaux K d’indice p dans I’
est en correspondance bijective avec ’ensemble des sous-groupes d’indice p
dans T4 = 729, De plus, on sait que Aut™(I'4?) = Sp(2g, Z) agit transiti-
viement sur ces ensembles, puisque 'application canonique de Out™ (') sur
Sp(2g,7) est surjective (c.f. [FM11], théoreme 6.4). Le groupe Aut™(I'4?)
agit donc transitivement sur les sous-groupe normaux d’indice p dans I'. Le
reste est identique a la preuve de la proposition 21. |

Tout comme dans le cas du groupe libre, le moyen le plus simple de
construire un sous-groupe normal d’indice p dans I' est la topologie. Soit
T un tore. Sur ce tore, nous creusons g — 1 trous le long d’une ligne, on
effectue une rotation r d’angle 27”, puis on creuse a nouveau g — 1 trous le
long d’une ligne, ainsi de suite jusqu’a avoir creusé p(g— 1) trous. Notons ¥y
la surface obtenue a partir de cette construction. On définit alors 31 I’espace
Y5 quotienté par l'action du groupe (r). La construction est similaire au cas
du groupe libre (voir la figure 2.2).

La surface ¥ est alors une surface de genre g et Yo est une surface de
genre 1+ (g — 1)p. De plus X9 — X3/(r) = ¥ un revétement galoisien de
Y1 de telle sorte que m(X2) <71 (21).

La surface ¥; est une surface dont le groupe fondamental est généré

par 2g éléments a1, b; autour du trou central, et ao, ba,. . .,aq4, b, autour des
autres trous. Le groupe fondamental de 3 est facilement décrit par :

g
m(31) =T = (a1,b1,...,a4,by | H[aiabi] =1)
i=1

Dans ce cas m1(X2) s’identifie & (voir la figure 2.2) :

m1(02) = (a}, b1, alaja; " albja;’ |0<i<p—let2<j<g)
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De plus, ceci est un < bon > systéme de générateurs du groupe fonda-
mental de la surface Y au sens ou :

g p—1
si K o= (XY, X5, Vi, | (X Y]] [ ][0, Yigl = 1)
j=21i=0

alors le morphisme de groupes 1 défini par :

K — 7'('1(22)

X — d
1/} Y — bl
X;; — alaja;"pour2<j<get0<i<p-—1

Yi; ailbjafipour2§j§get0§i§p—1

est un isomorphisme de groupes.
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F1GURE 2.2 — Construction d’un sous-goupe normal d’indice p dans un
groupe de surface de genre g
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Ainsi :
PR— PR— JR— g JR— PR—
Hom(K,D) =D x D x [[(D x D)*/
j=2
A f, on associe (f(X), fF(Y), (f(Xk;), F(Yi;))o<h<p—1)-

2<j<yg

Sous cette identification, nous pourrons calculer le noyau de la transgres-
sion ker(T) (rappelons que la proposition 13 donne des conditions relative-
ment simples pour étre dans le noyau de la transgression).

Proposition 24

Soit K défini comme ci-dessus. Soit p dans Hom(T', (M.)) avec K =

ker(p). Soit T la transgression (voir la discussion précédant la proposition
12).

ker(T) = (D(€)) x (D*)9~"

La correspondancg est donnée en associant a chaque morphisme de
groupes f € Hom(K, D)™} le g-uplet (f(Y'), (f(Xo.), f(Yo:))2<i<g)-

Démonstration: On sait que a; ¢ K. Quitte & multiplier p par [ € (Z/p)*
(ce qui ne change pas la composante grace a la proposition 14), on peut
supposer que p(ay) = M,.

L’action de (M,) sur Hom(K, D) peut étre décrite par :

Si ML e (M.) et f € Hom(K, D) alors (ﬁcl - )(k) =17 flar'kab)

Si f € ker(T) alors f(a}) doit étre trivial par la proposition 13, et donc
F(X) est trivial.

Il nous reste a comprendre fla;*Zay) quand Z = Y, X;; ou Yi; et
f € Hom(K, D). Clairement :

{ flay'X; ja1) = f(Xi—1;) pour tout 2 < j < g, 0<i<p—1

fla7'Yija1) = f(Yi_1 ) pour tout 2< j < g, 0<i<p-—1

Pour ce qui est de Y :
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g
GIIYal = al_lblal = bl(albl)fl[bl,al](albl) = bl(a1b1)71 H[ai,bi}albl
j=2

g
Puisque [] [as,b] € (K, K]) et ([K, K]) est caractéristique dans K :
j=2

j=

g
(albl)flﬂ[ai,bi]albl S <[K, K]>
j=2
Ainsi, f(a;'Ya1) = f(Y) si f € Hom(K,D). Finalement, si f €

Hom(K,D)™e) alors f(Y) commute avec M, et donc f(Y) € (D(€)) .
L’application v définie par :

ker(T) — (D(€)) x (D x D)9~}

1/)1‘ fo— (f(Y), f(Xo,), f(Yo,5))2<i<g

est une inclusion. Montrer qu’elle est surjective est (comme dans le cas
du groupe libre) évident. |

On obtient alors le théoreme :
Théoréme 2.6
Soit T' le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée de genre
goug>2.

Pour tout élément non-trivial dans p € Hom(T, (M..)), la composante

©(H;') est homéomorphe a :

(DE©) x (D7) /0L) —{(1..... 1)}

L’action de {(M,) étant donnée par I'équiconjugaison sur :

DX )

=1

Démonstration: Par la proposition 23, toute composante p(H; ) est difféo-
morphe a celle, particuliere que nous avons obtenue avec K. Pour ce K, si
T est le morphisme de transgression associé :

ker(T) = (D(€)) x D°¥ "
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La correspondance entre ker(7') et 4,0(7-751.) est un homéomorphisme par
la proposition 13 et le théoreme 2.2.

L’action de (E)but se traduit, comme dans le cas du groupe libre par
I’équiconjugaison sur le membre de droite. Ainsi, on obtient :

tp(?—[ipi) est homéomorphe & ker(T")/{M.)pur — {[1]}

qui est homéomorphe a ((W) x DY {(1,..., 1)}) /(M) -

Contrairement au cas du groupe libre, les composantes ne sont pas
connexes. Afin de calculer exactement le nombre de composantes connexes
du lieu orbifold de la variété des caracteres, nous introduisons un invariant.

Rappelons que I' est le groupe fondamental d’une surface de Riemann
fermée de genre g > 2 qui est engendré par ay,bi,...,aq,by vérifiant une
unique relation :

g
H[ai, bl] =1
i=1
Si p est une représentation de I" dans PSL(p,C), on choisit arbitraire-
ment pour chaque v € T', un relevé p(y) € SL(p,C) tel que p(y) = p(v).
Puisque p est une représentation dans PSL(p,C), nous avons :

g

e(p) = [ [1p(a:), p(0i)] € Z(SL(n,C))

i=1
De plus, si p et p' sont deux relevés différents de p, pour tout v € I, on
sait que p(7)(#'(7))~" € Z(SL(n,C)) , d'ou :

g g
H[ﬁ(%%ﬁ(@)] = H[ﬁ/(ai>7 7' (bi)]
i=1 i=1
En particulier e(p) ne dépend que de p et pas du relevé p choisi. On
le note e(p). Ce sera I'invariant d’Euler associé a p. Remarquons que si
g € PSL(p,C) et § est un relevé quelconque de g dans SL(p, C) alors :

e(g-p) = g-e(p) = e(p) puisque e(p) € Z(SL(n,C))
L’invariant d’Euler est donc invariant par conjugaison. Dans le prochain
lemme, on montre qu’il est également invariant par I’action de Aut™(T).
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Lemme 12

Soit I' le groupe fondamental d’une surface de Riemann fermée ¥, de
genre g > 2. Si ¢ € Aut™(T') et p € Hom(T', PSL(p,C)) alors e(po ¢) =

e(p)-

Démonstration: Soit ¢ un élément de Aut™(T) et p € Hom(T, PSL(p,C)).

La suite exacte définissant PSL(p,C) est :

1—— Z(SL(p,C)) —— SL(p,C) —— PSL(p,C) —— 1

Soit [2] € H2(PSL(p,C), Z(SL(p,C))) représentant cette suite exacte.
L’invariant d’Euler e(p) s’identifie alors & :

e(p) = [p*z] € H*(T', Z(SL(p,C))) = Z(SL(p,C))

Ainsi e(p o @) = ¢p*e(p) = e(p), action du mapping class group étant
triviale sur H2(I',Z) (les éléments de Aut™(I') laissent invariant la forme
volume engendrant H2(T', Z)), action est triviale sur le groupe de cohomo-
logie H2(T', Z(SL(p,C))) = H?*(T',Z/p). En particulier, e(p) est invariant
par 'action de Aut™(T). [ |

Corollaire 7

Soit p un morphisme non-trivial de Hom(T', (M.)). La composante

A7 L .
©(Hp ) contient exactement p composantes connexes, chaque composante
connexe est donnée par une valeur de l'invariant d’Euler. De plus :

e~ (I,) est homéomorphe a ﬁz(g_l)/<m> —{(,...,1)}
etpourl <k<p-—1:

6*1(€klp) est hOméomOrphe A E2(g_1)/<ﬁc>

Démonstration: Par la proposition 23 qui stipule que Aut*(T) agit tran-

sitivement sur les composantes et le lemme 12 qui stipule que I'invariant
d’Euler est invariant par I'action de Aut™(T), il suffit de montrer 1’asser-
tion du corollaire pour les K, p que nous avons défini via la figure 2.2. Pour
0 <k <p-—1, on définit un morphisme de groupes :
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r — D x (M,.)
ay — M,
P : —
b1 — D(é)
ai,b; — D(§) pour2<i<yg

Chaque py, est un morphisme de groupes irréductible (parce que p(a;) et
p(az) engendrent un sous-groupe irréductible de PSL(p, C)) et appartient &
H. D’une part, on remarque que pg(aq) := M., pr(b1) :== D(E)¥, pr(a;) ==
D(&) et pg(b;) := D(&) pour ¢ > 2 fournit un relevé de pg. Le calcul de
Iinvariant d’Euler donne alors :

e(pr) = £_kIp
1l s’ensuit que e : ap(?—T;) — Z(SL(p,C)) est surjectif. Par conséquent
cp(?-Tﬁl) est la réunion de p ensembles fermés et ouverts (les p fibres de cette
application).

Par la proposition 24, ’Hipi a exactement p composantes connexes, par
le théoreéme 2.2, il en va de méme pour @(Hiﬁz).Ainsi, les fibres de @(EZ)

1
au-dessus de e sont exactement les p composantes connexes de p(Hz ).

Via l'identification de la proposition 24, la classe de conjugaison de pg
(dont I'invariant d’Euler est I,,) est dans la composante connexe de :

(LY <DV /L) — {(1,..., 1}

qui est homéomorphe & ﬁ2(g71)/<ﬁc> —{(@,...,1}

Alors que py, pour 1 <k < p—1 est dans la composante connexe :

{D(§)k} X 52(9_1)/<m> homéomorphe & 52(9_1)/(ﬁc)

Comme e(py) = £ I, nous avons le résultat. |

Au théoréme 2.3, nous avons vu que pour p et p° deux morphismes de
groupes non multiples I'un de l'autre dans Hom(T, (M.)), I'intersection entre
go(?Tﬁz) et @(Tﬁl) est finie de cardinal p — 1. Nous allons voir dans la suite
que, suivant la "nature” du couple (p,p'), soit ces p— 1 points d’intersection
ont un invariant d’Euler égal a I,,, soit pour chaque 1 < k < p — 1 il existe
un unique point dans l'intersection d’invariant d’Euler §k1p (et aucun point
dans la composante pour l'invariant d’Euler trivial).
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Soit w la forme symplectique naturelle sur I'4? = Z29 (voir [FM11] cha-
pitre 5) pour laquelle Aut™(T') agit par symplectomorphisme. Nous rappe-
lons que I'image du 2g-uplet (a1,b1,...,a4,by) dans 729 est une base sym-
plectique pour w.

Notons w, la forme symplectique correspondante sur (Z/p)29 . Sur cet
espace vectoriel symplectique, il existe deux types différents de sous-espaces
E de codimension 2. En effet, soit w,p est non-dégénérée, soit wyp est
dégénérée avec un noyau de dimension 2 (clair avec des considérations de
dimension). Notons ¢ le morphisme de projection de I' sur (Z/p)%9.

Si ’on se donne deux sous-espaces E et F' de codimension 2 pour les-
quels w, est non-dégénérée alors on peut compléter les bases symplectiques
respectives de E et F' en des bases symplectiques de l’espace total. Il va
alors exister deux bases symplectiques de ’espace total, I'une respectant F,
I’autre respectant F'. Il va donc exister un symplectomorphisme de ’espace
total envoyant E sur F. Ainsi, le groupe Sp(2g,7Z/p) va agir transitivement
sur I’ensemble de ces sous-espaces de codimension 2.

Si I’on se donne deux sous-espaces E et F' de codimension 2 pour lesquels
wp a un noyau non-trivial. En décomposant :

1 1
E = ker(wp‘E) G F et F= ker(wp|F) @ I

avec Ep et F} non-dégénérés. Si 'on se donne une base (eq,es) (resp.
(f1, f2)) de ker(wp ) (resp. de ker(wyr)), alors (vu que 'espace total est
symplectique) on peut trouver (e}, e5) (resp. (f1, f4)) tels que (e1, ez, €], €h)
et (f1, fa, f1, f4) forment une famille symplectique.

En particulier, si I'on complete ces familles symplectiques avec une base
symplectique de Ey (resp. F}), il existe & nouveau une base symplectique de
lespace total adaptée & E (resp. & F'). On peut donc trouver un symplec-
tomorphisme de l’espace total envoyant F sur F'. Pareillement, le groupe
Sp(2g,7Z/p) va agir transitivement sur 'ensemble de ces sous-espaces de co-
dimension 2.

Ainsi, nous obtenons exactement deux classes de sous-espaces de co-
dimension 2 modulo Sp(2g,Z) dans (Z/p)?, les non-dégénérés (ceux pour
lesquels wy, est non-dégénérée) et les dégénérés (ceux pour lesquels w, est
non-dégénérée).
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Proposition 25

Soient p et p' deux morphismes de Hom(T, (M,)) non-proportionnels
I'un & lautre. Soient K := ker(p) et K’ := ker(p’). On rappelle que ¢
désigne la projection de T' sur (Z/p)?9.

Si p(KNK') est non-dégénéré, alors pour tout 1 < k < p—1, il existe
une unique classe de conjugaison de représentation py, dans I'intersection
o) N (') telle que e(py,) = 7,

Si p(K N K') est dégénéré, alors Iintersection o(Hy') N o(Hy ') est
contenue dans e~ 1(I,).

Démonstration : En vertu de la discussion précédente ou nous avons montré
que Aut™(T') a deux orbites pour son action sur les sous-espaces de codi-
mension 2 de (Z/p)?9 et le lemme 12 stipulant que I'invariant d’Euler est
invariant par son action, pour montrer la proposition, il suffit de faire un
exemple dans chaque cas.

Le cas non-dégénéré

On peut choisir ces sous-groupes d’indice p dans I :

K := ({al,b1,a2,bs,...,a4,by))

K’ = <<a1,bf7a27b2, .. .7ag,bg>>

Clairement ¢(K NK') = Vect(¢(az), p(ba), ..., d(ag), p(by)), ainsi dans
'espace vectoriel (Z/p)?9, le sous-espace ¢(K N K') est engendré par les
vecteurs ¢(as), ¢(b2), ..., ¢(ag), d(by) qui forment une base symplectique
pour wp|¢(knk), nous sommes donc dans le cas non-dégénéré.

Pour 1 <k <p-—1, on définit :

r — D x (M,)

aq — ]\4C

b1 — D(§)

a;,bj — IL,pour2<i<yg

Pk

Le noyau de ker(py) est K N K’. De plus, Uinvariant d’Euler de py
est ffklp. Ainsi les pj définissent p — 1 classes de conjugaison différentes,
chacune ayant un invariant d’Euler différent. L’intersection @(Ez)ﬂ@(ﬂp/l)
contient exactement p—1 éléments, nous avons donc construit tous les points

dans l'intersection.
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Le cas dégénéré

On peut choisir ces sous-groupes normaux d’indice p dans I :

L :={(a},b1,a2,bs,.. ., Gg,04))
L/ = <<al7blaa‘g7b27a37b37 . '7agvbg>>

On a ¢(L N L) = Vect(¢(br), d(b2), ..., d(ay), ¢(by)), il s’ensuit que
dans l'espace vectoriel (Z/p)?9, le sous-espace ¢(L N L'), est engendré par
les vecteurs ¢(b1), ¢(b2), ..., d(ay), d(by), ainsi ¢(b1) est dans le noyau de
Wp|¢(LNL’),et nous nous trouvons en présence d'un cas dégénéré.

Soit 1 < k < p—1, on définit :

I — Dx (M)
a, +—— D(é};)
Prt| az E
b, — Q pour 1 <i¢<yg
a; — I,pour3<i<g
Le noyau ker(py) est L N L’. De plus, 'invariant d’Euler de p), est I,
pour 1 <k <p-1.

S’il y avait un g € PSL(p, C) conjugant p), et p), avec k # k' alors cette
application induirait nécessairement sur (D(€)) x (M,) un automorphisme
de (D(§)) x (M.) dont le déterminant n’est pas 1, ceci est impossible (par
la proposition 17, le normalisateur de (D(&)) x (M,.) induit des automor-
phismes de déterminant 1). On a donc construit p — 1 éléments différents
d’invariant d’Euler trivial dans Uintersection p(H, ) N o(Hy ') qui est de
cardinal p — 1. |

Avant d’obtenir notre résultat final, on démontre un lemme.

Lemme 13

Soient K et K' deux hyperplans différents de V := (Z/p)*9 avec
g > 2. Soit w une forme symplectique sur V. 1l y a deux cas :

— Si K N K’ est non-dégénéré, alors il existe Ky tel que K N Ky et
K' N Ky soient dégénérés.

— Si KNK' est dégénéré, alors il existe K tel que KNKy et K'NK
soient non-dégénérés.
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Démonstration :
Si K N K’ est non-dégénéré

Soit F':= KN K'. Comme F est non-dégénéré de dimension 2g — 2, on
peut prendre u € F-NK et v’ € FLNK’, tels que ni u, ni v/ ne sont dans
F'| ainsi :

1 1
K=Vect(u) ®F et K' = Vect(u') ® F

1
Si Ky := Vect(u,u') & Fy ou Fy est un hyperplan quelconque de F
alors :

dim(Kp) = dim(Vect(u,u)) + dim(Fp) = dim(Vect(u,u’)) + 2g — 3
Puisque K # K', Vect(u,u’) doit étre de dimension 2 et la dimension
de Ky est 2g — 1. De plus :
1 L
KoNK =Vect(u) ® Fy et KoNK' = Vect(u') & Fy

Puisque u (resp. u’) est un vecteur dégénéré de KoNK (resp. KoNK'),
nous avons que Ky est un hyperplan vérifiant que K N Ky et K’ N Ky sont
dégénérés.

Si K N K’ est dégénéré

Soit F' := K N K’. Puisque F est de dimension 2g — 2, F- est de
dimension 2. L’espace I étant dégénéré, N FL est non-trivial. De plus,
tout supplémentaire Fy de F'N F+ dans F est non-dégénéré et donc de
dimension paire, ainsi dim(F N FL) est paire également. Il s’ensuit que
dim(F N F+) = 2, finalement F* C F. Notons :

1
F=F'®F

ol Fy est non dégénéré. Soit x dans K tel que z ¢ F. Comme Fy est
non-dégénéré, il existe v € Fy tel que pour tout f € Fj :

w(z, f) = w(v, f)

Définissons y := z —v € K. Vu que z ¢ F et v € F, il s’ensuit que
y & F et donc

K :=Vect(y)® F

Remarquons que y est orthogonal & Fy. De la méme maniére soit ¢y’ € K’
tel que
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K':=Vect(y)®F ety € Fy

On définit alors deux formes linéaires sur F- :

b Ft — Z/p
N o= wy f)

& Ft — Z/p
o= w )

L’orthogonal de Ft est F et y,4 ¢ F, nous en déduisons donc que ¢
et ¢’ ne sont pas triviaux. On fait une dichotomie suivant que ker(¢) soit
égal a ker(¢’) ou pas.

Si ker(¢) = ker(¢') et fo € FL n’est pas dans le noyau de ¢ alors
o(fo) # 0 et ¢'(fo) # 0.

Comme K # K', l'espace Vect(y,y') est de dimension 2. Supposons
que fo € Vect(y,y') alors fo = Ay + Ny/, comme fo ¢ Vect(y) et fo ¢
Vect(y'), A et X ne sont nuls ni 'un ni autre. Cela implique donc que
y € Vect(y) ® F = K ce qui est impossible. Ainsi Vect(y,y’, fo) est de
dimension 3. Il s’ensuit :

1
Ko :=Vect(y,y', fo) ® Fy

est un hyperplan de V' (la somme est orthogonale car y, ¢’ et fo sont
orthogonaux a Fp). Clairement :
L , , L
KN Ky=Vect(y, fo) ® Fo et K' N Ky = Vect(y', fo) @ Fy

Comme Vect(y, fo), Vect(y', fo) et Fo sont non-dégénérés et les sommes
orthogonales, les deux espaces K N Ky et K’ N Ky sont non-dégénérés.

Supposons que ker(¢) # ker(¢') alors on peut trouver f’ € ker(¢) qui
n’est pas dans ker(¢') et f € ker(¢’) qui n’est pas dans ker(¢). On définit
fo:=f—f"#0. Comme dans le cas précédent :

€1
KO = VeCt(:% yl7 fO) D FO

est un hyperplan de V. Clairement :

€L €L
Kn KO = Vect(y, fo) @ FO et K, N KO = V@Ct(y/, fo) (S5) Fo
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De plus w(y, fo) = w(y, f) = ¢(f) # 0 ainsi Vect(y, fo) est non-
dégénéré. Comme w(y’, fo) = —w(y/, f') = —¢'(f') # 0, Vect(y', fo) est
non-dégénéré. Puisque Fy n’est pas dégénéré et que les sommes sont ortho-
gonales, les deux espaces K N Ky et K’ N Ky sont non-dégénérés. |

On en conclut :

Corollaire 8

Soient g > 2 et ¥, une surface de Riemann fermée de genre g. Le
lieu orbifold de x*(m1(X,), PSL(p,C)) ap composantes connexes chacune
étant une fibre au-dessus de I'invariant d’Euler et sa dimension est 2(g —

D(p—1).

Démonstration: Montrons que les fibres au-dessus de 'invariant d’Euler du

lieu orbifold de Xgmg(m(Eg), PSL(p,C)) sont connexes.

Soient PSL(p,C)-p et PSL(p,C) - p’ deux classes de conjugaison dans
la variété des caracteres xk;,,(m1(2,), PSL(p,C)) avec un méme invariant
d’Euler ¢¥1,,. Soient p et p’ deux morphismes non-triviaux de Hom(T', (M.))
tels que PSL(p,C) - p € p(Hp ) et PSL(p,C) - p' € p(Hp').

Soient K := ker(p) et K’ := ker(p’).

Invariant d’Euler trivial : £ =0

- S8i K = K', alors PSL(p,C) - p et PSL(p,C) - p’ sont dans une
meéme composante 90(7{7;) au-dessus d’'un invariant d’Euler identique.
1l existe donc un chemin reliant ces deux représentations par le corol-
laire 7. Ainsi PSL(p,C)-p et PSL(p,C)-p’ appartiennent & une méme

composante connexe du lieu orbifold Ximg(m(Eg), PSL(p,C)).

— Si KNK' est dégénéré, la proposition 25 stipule que I’on peut trouver
PSL(p,C) - po € o(Hp ) N o(Hy ') N e ().

Vu que p(H, ) Ne Y(I,) et p(Hy ') Ne ' (I,) sont chacun connexe
par le corollaire 7, il s’ensuit que PSL(p,C) - p et PSL(p,C) - p’
appartiennent tous les deux a une méme composante connexe du lieu
orbifold Ximg (m1(Xg), PSL(p,C)).

— Si K N K’ est non-dégénéré alors il existe Ky tels que K N Ky et
K' N Ky soient dégénérés par le lemme 13. Soit p, un morphisme de
groupes Hom(T', (M.)) dont le noyau est K. Soit PSL(p,C) - po un

)

élément de p(Hp, ) Ne (1)
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En appliquant le cas dégénéré, on sait que PSL(p,C)-pet PSL(p,C)-
po d’'une part, et PSL(p,C) - p’ et PSL(p,C) - py d’autre part, ap-
partiennent & une méme composante connexe du lieu singulier de
la variété x*(m1(X,), PSL(p,C)). En particulier, PSL(p,C) - p et
PSL(p,C) - p/ appartiennent & une méme composante connexe de
X;ing(ﬂl (29)7 PSL(p7 C))

Dans tous les cas, PSL(p,C) - p et PSL(p,C) - p’ sont dans une méme
composante connexe du lieu orbifold x%;,,(m1(%,), PSL(p,C)) tant qu’ils
vérifient e(p) = I, = e(p). La fibre de x%;,,(m1(2,), PSL(p,C)) au-dessus
de I, est donc connexe.

Invariant d’Euler non-trivial : k£ # 0

- Si K = K', alors PSL(p,C) - p et PSL(p,C) - p’ sont dans une
méme composante go(’;’-Tﬁz) au-dessus d’un invariant d’Euler identique.
Il existe donc un chemin reliant ces deux représentations par le corol-
laire 7. Ainsi PSL(p,C)-p et PSL(p,C)-p’ appartiennent & une méme

composante connexe du lieu orbifold x%;,,(m1(3,), PSL(p, C)).

— Si KN K’ est non-dégénéré, la proposition 25 stipule que I'on peut
trouver PSL(p,C) - po € ¢(Hy ) Np(Hy') Ne H(EF ).

Vu que p(H, )Ne (€4 1,) et p(Hy )Ne™ ' (¢¥1,) sont chacun connexe
par le corollaire 7, il s’ensuit que PSL(p,C) - p et PSL(p,C) - p/
appartiennent tous les deux a une méme composante connexe du lieu
orbifold x%;,,,(11(2,), PSL(p,C)).

— Si KN K’ est dégénéré alors il existe Ky tels que K N Ky et K' N
Ky soient non-dégénérés par le lemme 13. Soit p, un morphisme de
groupes Hom/(T', (M.)) dont le noyau est Ky. Soit PSL(p,C) - po un

élément de p(Hp, ) Ne (€ 1,).

En appliquant le cas non-dégénéré, on sait que PSL(p,C) - p et
PSL(p,C) - po d’une part, et PSL(p,C)-p’ et PSL(p,C)- pg d’autre
part, appartiennent & une méme composante connexe du lieu orbi-
fold x%;,,,(m1(2g), PSL(p, C)). En particulier, les classes de conjugai-
son PSL(p,C)-p et PSL(p,C) - p’ sont dans une méme composante
connexe de x%;,,,(11(2,), PSL(p, C)).

Dans tous les cas, PSL(p,C) - p et PSL(p,C) - p’ sont dans une méme
composante connexe du lieu orbifold xj;,,(m1(2,), PSL(p,C)) tant qu'ils
vérifient e(p) = &*I, = e(p'). La fibre de x%;, (71 (%), PSL(p,C)) au-
dessus de fkfp est donc connexe.
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L’affirmation sur la dimension se déduit (comme dans le cas du groupe
libre) du théoreme 2.4 et du fait que la dimension de D2 et 2(g —

D(p—1). ]

Le p-rang de I' = m1(X,) est 2g, en combinant ce corollaire au théoreme
2.3, nous obtenons une description précise du lieu orbifold de la variété des
caracteres x*(m1(2,), PSL(p, C)).

2.4.3 Le point de vue algébrique pour les groupes libres

Ici T' est un groupe libre de rang I > 2. Dans ce que nous avons fait
jusqu’ici nous avons étudié le lieu orbifold sous le point de vue de la topologie
transcendante. Nous choisissons maintenant de voir cela avec la topologie de
Zariski.

Remarquons que les correspondances obtenues jusqu’ici sont algébriques
puisqu’elles viennent de l'inclusion de D x (M,) dans PSL(p,C) et d'un
morphisme de restriction. En particulier, pour tout morphisme non-trivial
p de Hom(T', (M.)), en définissant K := ker(p), la correspondance entre :

H,' et Hom(K, D)™Me) /(M) — {[1]}

est un isomorphisme de variétés algébriques.

Lemme 14

Soit s > 1 un entier. Si (M,) agit par équiconjugaison sur D’ alors :

(bé - {(1’ ) 1)}) /<E>

est une variété algébrique irréductible.

Démonstration: L’ensemble D est irréductible car c’est un groupe algébrique
sur les complexes qui est connexe pour la topologie transcendante. Ainsi :
D’ est irréductible
On remarque que D" —{(1,...,1)} est un ouvert de D” pour la topologie

de Zariski, il est donc irréductible également.

Finalement, puisque (M.) est fini, (ES —{(1,..., 1)}) /(M.) est une
variété algébrique bien définie. La projection :

D —{(1,..., 0} = (D= {(,...,0}) /(L)
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est algébrique. Puisqu'elle est surjective et que D’ — {(1,...,1)} est
irréductible, le quotient est irréductible. |

La décomposition donnée précédément de Ximg(F, PSL(p,C)) comme
réunion de composantes a un sens algébrique :

Proposition 26

Soit I un groupe libre de rang | > 2. Soit p un morphisme de groupes
non-trivial de Hom(T', (M.)) alors ¢(H5 ) est irréductible. De plus, les
composantes irréductibles du lieu orbifold sont exactement les compo-

7L
santes ¢(Hp ).

Démonstration: Le premier point est purement topologique. Soit F; et Fj
i

deux fermés de Zariski de p(H5 ) tels que :

o(H,') = FLUF,

Alors :
%Z = (,071 1(F1 @] F2)
[Hz
Comme P est injectif par la proposition 15 et surjective sur 4,0(7-751)

Hp
par définition :

s = o (F) UL ()

Comme ¢ est algébrique, elle est continue pour la topologie de Zariski,
ainsi, nous avons décomposé H; comme une union de fermés de Zariski.

Puisque Hipl est algébriquement isomorphe a :

(D" {0y /B0

ol s > 1 et que ce dernier espace est irréductible grace au lemme 12,
la décomposition est nécessairement triviale, i.e. un des fermés est vide et

lautre 7-751. Quitte a échanger les roles de I} et Fy, on peut supposer que :

1 o 1 o ii
P F) =0 et gL (F) = Ty

L’application P étant surjective sur Hiﬁl, pour tout X contenu dans
P

%

T

1 _
P (w‘gi (X)) =X
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ainsi :

%

Hﬁi(@) = @ et Fg = gﬁlH—T)l(’Hip)

Flzgo‘

Toute décomposition de P (Hp ) comme réunion de fermés de Zariski
3 .
1

doit étre triviale, ainsi P (Hz ) est irréductible par définition.
P

Finalement le lieu orbifold est réunion de

i
—1 Lo
"= composantes (théoreme
2.3), chacune est irréductible et aucune n’est contenue l'une dans l'autre.
Par unicité de la décomposition d'un espace topologique en une réunion de

composante irréductible, les composantes sont les composantes irréductibles
du lieu orbifold. |

Pour généraliser un peu, si I'on restreint le groupe de Lie PSL(p,C) a
un de ses sous-groupes maximaux (e.g. K := PSU(p,C)), on peut constater
que les résultats énoncés ci-dessus restent vrais. En particulier, la variété
des caractéres Hom' (T, K)/K admet une décomposition similaire pour son
lieu singulier (essentiellement car K contient des sous-groupes exceptionnels
de centralisateurs isomorphes & Z/p x Z/p et Z/p).



Chapitre 3

Centralisateurs des
irréductibles dans PSL(n,C)

3.1 Reésultats

Dans ce chapitre on se propose de généraliser 'approche développée
dans la section 2.2. Il s’agit de classifier les centralisateurs des sous-groupes
irréductibles de PSL(n,C).

Dans la section 3.2, on montre la chose suivante (voir théoreme 3.1 et
corollaire 9) :

Résultat 7 (commutativité, exposant et ordre)

Soient n > 1 etﬁ un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) alors
le centralisateur de H est abélien, d’exposant divisant n et d’ordre divi-
sant n>.

Des généralisations sont données en ce qui concerne les centralisateurs
de sous-groupes irréductibles de quotients partiels de SL(n,C).

Dans la section 3.3, on remarque que les conditions nécessaires ci-dessus
ne sont pas suffisantes pour étre centralisateur d’un sous-groupe irréductible
de PSL(n,C), autrement dit, on met en évidence un groupe abélien d’expo-
sant divisant n et d’ordre divisant n? qui n’est isomorphe & aucun centrali-
sateur de sous-groupe irréductible de PSL(n,C).

Apres avoir défini la notion de groupe n-compatible dans la sous-section
3.3.1, nous montrons qu’'un groupe A est n-compatible si et seulement s’il

103
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existe un groupe abélien B d’ordre n tel que A soit isomorphe & un sous-
groupe de B x B (cf proposition 35). On montre ensuite le théoréme 3.3 :

Résultat 8 (Théoréme de caractérisation)

Soient n un entier > 1 et A un groupe abélien fini. 1l existe un sous-
groupe irréductible H < PSL(n,C) tel que A soit isomorphe au centra-
lisateur de H dans PSL(n,C) si et seulement si A est n-compatible.

Autrement dit ce théoreme classifie les classes d’isomorphismes de centra-
lisateurs de groupe irréductible de PSL(n,C). Une fois de plus, on généralise
quelque peu le résultat aux centralisateurs de sous-groupes irréductibles de
quotients partiels de SL(n,C). On donne notamment une caractérisation
des groupes d’isotropies de la variété des caracteres dans la proposition 40.

Dans la section 3.4, on cherche a déterminer les classes de conjugaisons
de centralisateurs de groupes irréductibles de PSL(n,C). On commence par
définir la notion de n-module alterné dans la sous-section 3.4.1. On montre
ensuite comment associer de maniere univoque un n-module alterné a un
centralisateur de sous-groupe irréductible (cf proposition 46). La correspon-
dance est alors injective (proposition 47).

Il est pour Iinstant difficile de caractériser les n-modules alternés issus
d’un centralisateur de sous-groupe irréductible (cf questions 1, 2 et 3).

On montre toutefois que si n est sans facteur carré alors on peut classifier
les classes de conjugaisons des centralisateurs des sous-groupes irréductibles
de PSL(n,C) (cf corollaire 16) :

Résultat 9 (Le cas sans facteur carré)

Soit n un entier > 1. L’ensemble des centralisateurs de sous-groupes
irréductibles de PSL(n,C) modulo conjugaison est en bijection avec ’en-
semble des classes d’isomorphisme de groupes n-compatibles.

En particulier, on conjecture (cf question 4) qu’il est possible d’obtenir,
quand n est sans facteur carré, des résultats analogues a ceux obtenus au
chapitre 2 dans le cas n premier en ce qui concerne le lieu singulier de la
variété des caracteres.

Dans le cas général, on ne sait pas donner une caractérisation intrinseque
des n-modules alternés issus d’un centralisateur de sous-groupe irréductible.
Toutefois si 'on s’intéresse uniquement aux groupes n-compatibles saturés
(i.e. de cardinal n?) on obtient le résultat suivant (cf proposition 48) :
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Résultat 10 (Sur les groupes n-compatibles saturés)

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le groupe H est abélien.

2. Le sous-groupe H de PSL(n,C) est son propre centralisateur.
3. Le groupe Zpgr,n,c) (H) est saturé.

4. Le sous-groupe Zpg(n,c) (H) de PSL(n,C) est irréductible.

Si I'une de ces assertions est vérifiée alors a conjugaison preés, le sous-
groupe Zpgr,m,c)(H) est 'unique sous-groupe irréductible de PSL(n,C)

dont le centralisateur est isomorphe & Zpgp,n,c) (H).

On conjecture que les groupes n-compatibles saturés jouent un role ana-
logue & celui de Z/p x Z/p dans le théoréme 2.1 du chapitre 2 (voir la
question 3).

3.2 Quelques propriétés sur les centralisateurs

Dans cette section, on se propose de démontrer quelques résultats sur
les centralisateurs des sous-groupes irréductibles des quotients de SL(n,C)
(et pas seulement de PSL(n,C)). On rappelle que, en utilisant le lemme
de Schur, le centralisateur d’un sous-groupe irréductible de SL(n,C) est le
centre de SL(n,C).

Parmi les propriétés que nous allons voir, nous démontrerons que les
centralisateurs des sous-groupes irréductibles de SL(n,C) sont abéliens. De
plus, on peut borner leur exposant et leur cardinal. Tout comme au chapitre
2, il sera parfois plus commode, pour les calculs, de considérer SL(n,C)
comme un sous-groupe des automorphismes linéaires du C-espace vectoriel
C%/™ dont la base canonique (e, . .., e,_1) sera indexée par Z/n.

Le lemme suivant sera central dans la suite. En quelques mots, si G est
un groupe quelconque et N est un sous-groupe central de G, il permet de
faire un lien entre le centralisateur d’un sous-groupe de G et le centralisateur
de son projeté dans G/N.
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Lemme 15

Soient G un groupe et N un sous-groupe du centre Z(G) de G. On
note 7 : G — G /N Dapplication quotient.

Si H est un sous-groupe de G/N, on lui associe :

H:=n"'(H), ZN(H) := Zg/n(H) et Uy(H) == 7' (Zn(H))
Alors Papplication :

Uny(H) — Mor(H,N)

ONt u — (b [uh)

est bien définie, c’est, de plus, un morphisme de groupes dont le
noyau est Zg(H) le centralisateur de H dans G.

Démonstration: Pour montrer que ¢, g est bien définie, il suffit de montrer
que pour tout u € Uy (H), I'application de H dans G définie par h +— [u, h]
est un morphisme de groupes a valeurs dans N.

Comme 7 est un morphisme de groupes, 7([u, h]) = [7(w),7(h)]. De
plus 7(u) commute avec 7(h). On en déduit donc que [u, h] € ker(r) = N
Soient hi,ho € H alors :

[u, hihg] = uhihou™ hy thit
= why(u u)hou " hy thy!
= uhjuu, hg}hl_l
= whyu'hy Mu, ho] car [u,ho] € N < Z(G)
= [u, h1][u, ha]

Ainsi ¢ g est bien & valeurs dans Mor(H, N). Si maintenant ’on choi-
sit uy,us € Uy(H) et h € H alors :

on i (uruz) - h = [ugug, h]
= uyughuy 'uy th™!
= ulughugl(hflh)ul_lhfl
=y [ug,h] huy'h?
——

EN<Z(G)
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On peut alors déplacer [ug, h] qui est central pour obtenir :

on,m(u1ug) - h = ulhuflh_l[w, h]
= [ul’ h} [uQv h’]
= énu(u1) - hon m(uz) - h

On obtient donc que I'application ¢y g est un morphisme de groupes.
Finalement u € ker(¢n, ) si et seulement si ¢y, i (u) est trivial, si et seule-
ment si pour tout h € H on a [u, h] trivial si et seulement si v € Zg(H). W

Nous allons maintenant définir quelques objets nécessaires pour com-
prendre les centralisateurs de groupes irréductibles de quotients de SL(n, C).

Soient n > 1 et d divisant n. Une fois que n est donné, nous noterons tou-
2=

jours & le nombre complexe e~ »  qui est une racine primitive n-eme de
I'unité. Nous définissons alors la projection :

74 : SL(n,C) = SL(n,C)/(¢1,)

Remarquons que tout quotient fini de SL(n, C) est un m4(SL(n,C)) pour
d divisant n. En particulier, PSL(n,C) = m,(SL(n,C)). Comme dans le
chapitre 2, nous préférerons toujours travailler dans SL(n,C) plutét que
dans ses quotients afin de pouvoir exploiter des propriétés d’algebre linéaire.

Si H est un sous-groupe de SL(n,C) nous définissons son d-centrali-
sateur Zy(H) par Zy(H) := Z,(s1(n,c))(7a(H)) < 74(SL(n,C)).

Si H est un sous-groupe irréductible de m4(SL(n,C)) et H := 7, (H)
alors H est , un sous-groupe irréductible de SL(n, (C).Pe plus, le projeté via
7q de W;l(H) est H. De telle sorte que Z (sr(n,c))(H) = Za(H).

Ainsi, on voit qu’étudier les d-centralisateurs des groupes irréductibles de
SL(n,C) ou les centralisateurs des groupes irréductibles de m4(SL(n,C)) est
rigoureusement équivalent. Comme nous ’avons rappelé, nous travaillerons
plutét dans SL(n,C). On définit donc également, si H est un sous-groupe
irréductible de SL(n,C), le d-centralisateur étendu Uy(H) de H par :

Ua(H) = 7y (Za(H))
Par la définition directe de Uy(H) :

Uy(H) = {g € SL(n,C) | VYh € H,3k € Z/d tel que [g, h] = £1°1,,}
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De plus, si 'on prend n > 1, d divisant n et H un sous-groupe de
SL(n,C). En appliquant le lemme 15 on peut définir un morphisme de
groupes :

®d

dont le noyau est le centralisateur de H dans SL(n,C). On vérifiera que
si d divise d’ divisant n alors :

. Ud(H) — MOT(H3<§%I71>)
' u —  (h— [u,h])

Ua(H) < Uy (H) et pour tout u € Ug(H), on a ¢q(u) = dpg(u)
Dans la suite, nous utiliserons les centralisateurs étendus et les ¢, as-
sociés pour comprendre les centralisateurs.
3.2.1 Commutativité et exposant

La proposition qui suit va permettre de comprendre immédiatement le
cas des n-centralisateurs de sous-groupes irréductibles.

Proposition 27

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Alors le
n-centralisateur Z,(H) de H est abélien d’exposant divisant n.

Démonstration : Suivant le lemme 15, on définit :

U.,(H) — Mor(H,(&I,))
u +—  (h— [u,h])

bn

Le noyau de ce morphisme de groupes est alors Zgy,,c)(H) le centra-
lisateur de H dans SL(n,C). Le groupe H étant irréductible, le lemme de
Schur implique que Zgy(n,c)(H) = Z(SL(n,C)) = (£1,).

Il s’ensuit :

Un(H)/ker(¢n) = Un(H)/(E1n) = Wrzl(Zn(H))/@In) ~ Z,(H)

D’autre part, par passage au quotient :

U, (H)/ker(¢y,) s’identifie & un sous-groupe de Mor(H, (£1,))

Ainsi, Z,,(H) est isomorphe & un sous-groupe de Mor(H, ((1,,)). Comme
ce groupe est abélien d’exposant divisant n, cela implique que Z,(H) est
également abélien d’exposant divisant n. |
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Nous verrons, a la fin de cette sous-section que ce résultat se généralise
aux d-centralisateurs pour d divisant n. Avant de faire cela, nous devons
diagonaliser les éléments de U, (H). Cette proposition est une généralisation
de la proposition 5.

Proposition 28

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Si u €
Un(H) et m,(u) est d’ordre d dans Z,(H) alors il existe A € C* tel que :

In
d n

fﬁfﬁ

u Soit conjuguée a A ¢
n(d-1)7,
gHa-v I,

De plus :
(&1,) si d est impair

re !l &) si d est pair et n/d pair

n(d—1)

& a (¢I,) sid est pair et n/d impair

Démonstration: Commengons par remarquer que m,(H) est irréductible (car
H Vest) donc Z,,(H) est fini et donc U, (H) est fini également. Ainsi, u est
nécessairement d’ordre fini. En particulier, il est diagonalisable.

Pour tout h € H, il existe s, € Z/n tel que :

[h,u] = &°" 1,

Vu que pour hi, hy € H, nous avons :

g%t [ = [hyha,u]
= hihguhy 'hytu™!
= hl[hg,u]uhflufl
= [hlvu} [hg, u]
= gmigtal,

On en déduit que 'application :

| H — Z/n

s: est un morphisme de groupes.
h sh p group
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Notons alors £¢ un générateur du groupe cyclique s(H).

Le lemme 6 implique que H agit sur le spectre Sp(u) de u (i.e. 'ensemble
de ses valeurs propres) de la fagon suivante :

si h € H et u € Sp(u) alors h.u =&

Soit X une orbite dans Sp(u) pour Paction de H. Il est alors évident
que Pespace vectoriel de C%/™ suivant est stable par H :

EB E, (U)

peX

Comme H est irréductible, cet espace (non-trivial) est I’espace tout
entier C%/™, En particulier, action de H sur Sp(u) est transitive et tous
les espaces propres associés ont une méme dimension v > 0. Remarquant
que H agit via le morphisme s dont I’image est engendrée par &%, on peut
affirmer (en prenant A une valeur propre quelconque de u) que :

Sp(u) = {(€)* A | k > 0}
= N¢Y)
Le spectre de u est donc bien compris et puisque u est diagonalisable :
I,

',
u est conjuguée a A

¢,

En utilisant les dimensions, n = |Sp(u)| x v = 2w, ainsi t = v. En
rajoutant la condition que m,(u) est d’ordre d, cela implique que t = 5k
avec 0 < k < d premier avec d. Ainsi :

In
d

I
a3
~

a3

u est conjuguée a A

n(d—1
€d( )]%

La condition sur A est alors simplement donnée par le fait que u doit
étre unimodulaire.

1 = det(u)
= A"§<%>27m{1)

n n(d—1)
2

= AT T
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Si d est impair alors 2 divise d — 1 et on obtient alors A™ = 1.

Si d est pair et 2 divise % alors A" = 5—3% = (¢)zald=1) =1,

. . .. n n(d—1) .
Si d est pair et 2 ne divise pas % alors A" = {7 d > 1l vient donc

A= 5_%‘;” =4/& “ mod (&1y,). |

On remarquera, comme dans le chapitre 2 qu’il faut avoir une certaine

précaution avec les matrices que 'on manipule car elles ne sont pas forcément
de déterminant 1. On pourrait choisir de travailler dans PGL(n,C) mais
cette approche ne permettant pas de récupérer tous les quotients de SL(n, C)
nous resterons dans SL(n,C).

Contrairement a ce que I'on obtient dans la proposition 5, les matrices ne
sont pas nécessairement diagonalisables a valeurs propres simples. Mainte-
nant, on calcule le centralisateur des matrices obtenues dans la proposition
28.

Proposition 29

Soient n > 1, d divisant n et

IS
Il
>
s

2@,
§d Ig’
avec \ défini comme dans la proposition 28 tel que det(u) = 1. Soit :

In
d

Alors Uy ({u)) = Ug({u)). De plus :

GL(n/d,C)
Un((u)) = < ,M> N SL(n,C)

GL(n/d,C)
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Démonstration: Commengons par démontrer que U, ((u)) = Ug((u)). Par les
définitions, on a clairement :

Ua((w)) < Un((w))

D’autre part si f € U, ({(u)) alors :

[f,u] = €1, avec l € Z/n

En vertu du lemme 15, on a :

[f? ud} = [fv u]d = gldjn

Comme u? est une matrice scalaire, [f,u?] = I,,. Ainsi Id est congru a
0 modulo n et | = 5§k avec k un entier. Ainsi :

[f,u] = €3%, = f € Ua((u))

Montrons maintenant la seconde partie de la proposition. Soit f €
U, (1)) = Ug({u)) et k un entier tel que [f,u] = £4*. Commencons par
décomposer I'espace CZ/™ via la base canonique (egy---,€n—1). Vu la forme
de la matrice u, pour 0 < i < d — 1, on voit que :

Fi:=Vect(ezj,enit1,...,enp1y-1) = E)\fgf,(u)

La matrice f agit sur ces sous-espaces propres en multipliant la valeur
propre associée par 4. Il vient donc :

J(F:) = Fiqy

Comme MF envoie également F; sur Fi1k, nous avons que fM —k fixe
globalement chaque F; :

GL(n/d,C)
M~ e
GL(n/d,C)

Réciproquement, il est clair que toute matrice se décomposant en d
blocs de taille n/d commute avec u. Un calcul direct montre que :

[Mkvu} = fgk

Ainsi toute matrice
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GL(n/d,C)
e <

,M>
GL(n/d,C)

vérifie que [f,u] = £€4F pour un certain k. |

On peut donc trouver une généralisation a la proposition 27 pour les
d-centralisateurs.

Théoréme 3.1

Soient n > 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de

SL(n,C). Le d-centralisateur Z4(H) de H est alors abélien d’exposant
divisant ppem(%,d).

Démonstration: Soient u et v deux éléments de Uq(H). Notons d,, ordre de
mn(u). On a :

H < Ua({u)) < Un((u)) = Ua, ((u))

proposition 29

Comme 7, (u) = ¢ (u) est d’ordre d,,, on peut trouver h € H tel que :

[u, h] = € I,,

D’autre part u € Uy(H) donc :

gﬁln = [uvh} € <£%In> (31)

Remarquons que u,v € Uy(H) < U, (H) et que Z,(H) est abélien par
la proposition 27. Ainsi [u,v] € ker(m,) = (€I,,). En particulier, la matrice
v est dans U, ({u)) = Uy, ((u)) et en particulier, [u,v] € (% I},).

Par I’équation 3.1, nous obtenons également (€@ I,,) < (€ 1,,). Ainsi :

[u,v] € (€9) donc [m4(u), 7q(v)] est trivial.

11 s’ensuit que Zy(H) = mq(Uq(H)) est abélien.

Démontrons maintenant lassertion sur l'exposant. Si v € Uy(H) <
U,(H) est d’ordre d,, dans Z, (H) alors, en utilisant la proposition 28 :
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I

du n
EH In
du

u est conjuguée a A

gﬁ(du—l)jl

dy

Si d est impair ou d, pair et 2 divise 7= alors A € (£1,,) et (a conju-

gaison pres), mq(u) est le produit de m4(Al,) d’ordre divisant Tet:

In

. .
§luln

Ty v d’ordre d,, divisant d
éﬁ(du_l)jl

du

Comme 74(AI,,) est central, ordre du produit divise le plus petit com-
mun multiple des deux et I'ordre de mq(u) divise ppem(%, d).

n(dy—1)
Si d,, est pair et 2 ne divise pas 7~ alors A € \/£™ " 4w (£1,,). On éerit

_n(dy—1)

A=y

A conjugaison prés, mg(u)? est le produit de mg(€21,,) (d’ordre divisant
n(da —

%) de mg(§~ 4w I,) qui est trivial car d, divise d et de

In
du 2n

fhlp d d
T4 © d’ordre ?“ divisant 5

5‘? (du 1)1 n
Aoy
n d).

a2
). Par hypothese, 2 ne divise

Tous les éléments commutent donc 1'ordre de 74(u)? divise ppem(
L’ordre de m4(u) va alors diviser 2ppcm (%, g
pas 7~ donc 2 ne divise pas 7, ainsi :

ﬁd

d’ 2

n

n _d
) =ppem(=,25) = ppcm(dvd)

2ppem( 725

Dans tous les cas, on obtient la borne voulue pour ’exposant. |
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On remarquera qu’il faut quand méme faire attention au scalaire A. Nous
avions besoin d’en avoir une définition précise pour pouvoir calculer I'expo-
sant. On pourra remarquer que les centralisateurs obtenus au théoreme 2.1
du chapitre 2 vérifient cette condition.

Dans la suite, nous allons nous intéresser & une représentation parti-
culiere qui se révelera particulierement utile dans la suite.

3.2.2 Représentation standard, cardinal des centralisateurs

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) on définit
la représentation standard de U, (H) comme l'inclusion naturelle ¢ de
U,(H) dans SL(n,C). On notera également xp := tr oty son caractere.
L’intérét de cette représentation est que son caractere va s’avérer étre par-
ticulierement simple a calculer.

Proposition 30

Soient n > 1, H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) et u € Uy, (H),
alors :

i (w) = { 0 siu ¢ (E1,)

ngk siu=¢&R, ok € Z/n

Démonstration: Soit u € U,(H), si u = ¢*I,, € (¢I,) alors il est clair que
xu (W) = tr(eg(u)) = tr(€F1,) = nek.

Supposons que u ne soit pas central, alors u est non-trivial dans le
groupe U, (H)/(&I,) qui est isomorphe & Z,(H). Soit d > 1 l'ordre de u
dans Z,,(H). Par la proposition 28, il existe A € C* tel que

Iz
d n
Ealx
u soit conjuguée a A
n(d—1
fd( )I%
Ainsi :
_\n o n(d—1)
xa () = A2(1+ €8 4o gBD)

Comme £ est une racine primitive d-eme de 'unité pour d > 1, la
somme 1+ £ 4 -+ + £ = 0 et donc xp(u) = 0. [ ]
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Cette proposition simple sera utilisée a plusieurs reprises. Remarquons
que 'on pourra utiliser les résultats de la représentation des groupes finis
appliqués au groupe U, (H).

Corollaire 9

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors
|Z,(H)| divise n?. De plus :

Z,(H) est irréductible si et seulement si | Z,(H)| = n*

Démonstration: Par la théorie de la représentation des groupes finis (cf
[Ser7T7]), si 'on a une représentation p : G — GL(n,C) d’un groupe fini
G et que 'on note x := tr o p alors on peut définir la norme de x par :

1

Ix)1? == @ > xto)xg™)
geG
On sait alors que [x||* est un entier naturel et que |x||*> = 1 si et

seulement si la représentation p est irréductible.

Appliquons cela & la représentation standard g de U,(H). On a :

Y x(wx(™)

weU, (H)

Ixml* =
|Un(H))

En vertu de la proposition 30 cela donne :

X(ka7L)X(€7kIn)

Ixul? =

n&knek

D’apres ce que l'on a dit sur la représentation des groupes finis, |U,,(H)|
divise n®. Comme |U, (H)| = n|Z,(H)|, on en conclut que le cardinal de
Zn(H) divise n?.
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De plus Z,,(H) est irréductible si et seulement si 7, 1 (Z,,(H)) = U, (H)
Lest si et seulement si |U,(H)| = n si et seulement si |Z (H)| = n? [ |

Avant de généraliser cela & tous les quotients de SL(n,C) on remarque
que la borne est toujours atteinte :

Exemple 4

Soit n > 1. Rappelons que £ = e 2 . On définit :

1
U= A et M := \M,
gn—l
ol M, est défini (cf chapitre 2) comme la matrice de permutation
associée au cycle (0,...,n — 1) et A\ =1 si n impair et \/€ si n est pair.

Le groupe H := (u, M) est un sous-groupe fini irréductible d’ordre
n® de SL(n,C). Son n-centralisateur Z,(H) est fini de cardinal n?.

Démonstration: En appliquant la proposition 29, tout élément de U, ({u))
s’écrit comme le produit d’une matrice diagonale et d’une certaine puissance
de M. Avec un peu de calcul, on en déduit que U,({M)) N U,({u)) =
(u, M) = H. Ainsi, U, (H) = H. En particulier, le centralisateur de H est
fini et donc (le groupe H étant complétement réductible) H est irréductible.

On remarque alors que Z,(H) est engendré par m,(u) et m, (M) qui
commutent. Il est alors clair que Z,,(H) est isomorphe & Z/n X Z/n. |

Si H est le sous-groupe irréductible de SL(n,C) construit dans cet
exemple, on voit facilement que pour tout d divisant n, Z;(H) contient
74(u)d qui n’est pas dans le centre de q(SL(n,C)). Par conséquent, mq(H)
est un sous-groupe exceptionnel de mg(SL(n,C)) (il est irréductible car H
lest et son centre n’est pas réduit au centre de 74(SL(n,C))). En particu-
lier :

Corollaire 10

Sin > 2, tout quotient non-trivial de SL(n,C) contient un sous-groupe

exceptionnel i.e., aucun quotient non-trivial de SL(n,C) n’est CI au sens
de [Sik12].

On peut facilement généraliser le corollaire 9 aux quotients de SL(n,C) :
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Corollaire 11

Soient n > 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C), alors le cardinal de Zy(H) divise .

Démonstration: On sait que Ug(H) < U,(H). De plus, on a wg(Ug(H)) =
Zy(H). Ainsi :

|Za(H)| = |ma(Ua(H))|

_ [Ua()

d

n(H

divise |Un(H)] car Uy(H) < U,(H)
divise @ car mp,(Un(H)) = Z,,(H)

n3
divise — par le corollaire 9

d u

Dans cette démonstration, nous avons utilisé une inclusion, a priori, as-
sez faible : Uy(H) < U,(H). Nous allons voir, avec 'exemple suivant que
I'inégalité sur le cardinal ne peut pas étre améliorée en général.

Exemple 5

On se propose d’étudier le cas n := 4 et d := 2. On sait qu’il existe
un isomorphisme exceptionnel entre SL(4,C) et Spin(6,C). Ceci fait de
SL(4,C) le revétement universel de SO(6,C). En particulier, on voit que
7 (SL(4,C)) sidentifie & SO(6, C). Notons 2 : SL(4,C) — SO(6,C) Ia
projection induite.

Notons H < SO(6,C), le sous-groupe des matrices diagonales (dans
une base orthonormale) de SO(6,C). Alors H est un sous-groupe fini,
qui est son propre centralisateur dans SO(6,C) et il est de cardinal 32.

Si 'on note H := 7y *(H) alors | Zy(H)| = 32 = % = "g.

Démonstration: Voir la proposition 51 du chapitre 4 ou le sous-groupe des
matrices diagonales de SO(6,C) est noté SDO(6,C). |

Bien que la borne obtenue au corollaire 11 soit généralement atteinte,
nous verrons que l'on peut 'améliorer dans certains cas. Rappelons que si
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d est un entier et A un groupe abélien, on note A, la d-torsion de A, i.e.
I’ensemble des éléments d’ordre divisant d.
Lemme 16

Soient n > 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C), on rappelle que I'on a définit :

Un(H) — Mor(H,({In))
u — (h— [u,h])

On

alors Ug(H) = ¢, (¢n(Un(H))(qy). Via Iidentification de la proposi-
tion 27, Ua(H) = &, (Zn(H) (@)

Démonstration: Soit uw € Uy(H) alors pour tout h € H on a ¢,(u)(h) =
[u, h] € (¢4 1,) donc ¢, (u)(h) est d’ordre divisant d. Ainsi ¢,,(u) I’est aussi
et donc Uq(H) < ¢ (¢n (Un(H))(a))-

Réciproquement, si u € ¢, (¢n(Un(H))(q)) alors pour tout h € H,
[u, h] = ¢n(u)(h) € (£4) et donc u € Uy(H).

Ainsi on a bien Uyg(H) = ¢Zl(¢’n(Un(H))(d))- =

Cela aboutit & la proposition suivante qui résume ce que nous avons
obtenu pour les d-centralisateurs en général :

Proposition 31

Soient n > 1, d divisant n et H un sous-groupe irréductible de
SL(n,C). Alors le cardinal de Zq(H) divise ";-. Si, de plus, les entiers d
et n/d sont premiers entre eux, alors le cardinal de Zy(H) divise nd.

Démonstration: Le fait que le cardinal de Z;(H) divise "73 est T'objet du

corollaire 11.

Supposons de plus que pged(d,n/d) = 1. On sait que le cardinal de
Z,(H) divise n? par le corollaire 9. Notons n = p{*...p% comme produit
de nombres premiers. Quitte & échanger les p; et puisque pged(d,n/d) = 1,
on peut supposer que :

d=p{*...p% et n/d:p’sl_jfrl1 SoLpir

Vu que Z,(H) est abélien par la proposition 27 d’ordre divisant n2, il
existe, pour tout 1 < ¢ < r un unique groupe S; < Z,(H) d’ordre une
puissance de p; tel que Z,(H) = S; X -+ x S,. On voit alors clairement
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que (Zn(H))@@ = S1 x --- x Ss. De plus, vu que |Z,(H)| divise n?, on
en conclut que |(Z,(H))q)| divise d?. Le lemme 16 stipule que Uq(H) =
O ((Zn(H))(ay)- Ainsi :

|Za(H)| = [ma(Ua(HD)|
_ |UaH)|
d
163 (Za(H)) )]

d
n|(Zy(H))(a)l
d
2
divise % =nd

Une autre conséquence du résultat sur le caractere de la représentation
standard :
Théoréme 3.2

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C).

Pour tout sous-groupe A de Z,(H), Zpsrm,c)(Zpsrn,c)(4)) = A.
En particulier tout sous-groupe de Z,(H) est centralisateur d’un sous-
groupe irréductible de PSL(n,C).

Démonstration: Notons B := Zpgr(n,c)(Zpsr(n,c)(4)). L'inclusion A < B
est évidente.

Comme 7, (H) < Zpgrn,c)(A4) on en déduit que B < Z,,(H). Ainsi

A< B<Z,(H)

Montrons que ZPSL(n,(C)(B) = ZPSL(n,(C)(A)' Comme A < B, il est
clair que Zpgy,(n,c)(B) < Zpsin,c)(A). De plus, si z commute avec A alors
tout élément de b € B := Zpsrn,c)(Zpsr(n,c)(4)) commute avec z par
définition. Ainsi z € Zpgp(n,c)(B). Donc on a bien :

Zpsrnc)(B) = Zpsrn,c)(A) (3.2)

Si Ay (resp. By) désigne 7, 1(A) (resp. 7, 1(B)) alors on a Ay < By,
on note alors Z;(Ag) (resp. Z1(Bo)) le centralisateur de Ay (resp. By) dans
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SL(n,C), il vient donc Z1(By) < Z1(Ap). De plus, en appliquant le lemme
15, [Un(Ao) : Z1(Ao)] et [Un(Bo) : Z1(By)] sont finis. De plus :

Un(Ag) = wgl(ZPSL(n,(C)(A)) par définition
=, (Zpsrnc)(B)) par ’équation 3.2
= Unh(Bo) par définition

Vu que Z1(By) < Z1(Ao) :

[Un(Bo) : Z1(Bo)] = [Un(Ao) : Z1(Bo)]
= [Un(Ao) : Z1(Ao)][Z1(Ao) = Z1(Bo)]

En particulier :

[Zl(Ao) : Zl (Bo)] < 0 (33)

On raisonne par 'absurde, supposons que A # B alors U'inclusion de
Ap dans By est stricte. Notons pa, (resp. pp,) 'inclusion de Ag (resp. By)
dans SL(n,C) de caractére x4, (resp. XB,)-

Comme Ay < By < 7, (Z,(H)) = U,(H) ces représentations sont
des représentations restreintes de la représentation standard tgy dont le
caractere a été calculé dans la proposition 30. En particulier, on constate
que :

n3 TLB
Eaol? = —— et €, |I> = =
€4, o] €5, |l Bo]

Or |Ap| < |Bo| donc ||€4,ll > |I€B, |- En terme de représentations de
groupes finis (cf. [Ser77]), cela signifie qu’il existe un By-module irréductible
de V := CZ%™ qui se décompose en somme non-triviale de sous-modules
sous l'action de Ag. En particulier, cela implique que le centralisateur de
la représentation pp, est d’indice infini dans le centralisateur de la repré-
sentation p4,. Cela contredit clairement I'assertion 3.3. Par conséquent,
nous avions A = B et donc :

A= Zpsrm,c)(ZpsLinc)(A))

Or Zpgr(n,c)(A) contient m, (H) car A est inclus dans Z,,(H). Comme
7n(H) est irréductible, Zpgy,(n,c)(A) U'est aussi et on a donc montré que A
est centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C). u
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Dans cette section préliminaire, nous avons pu donner des conditions
nécessaires pour étre centralisateur d’un sous-groupe irréductible d’un quo-
tient de SL(n,C). Le but de la prochaine section est de donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour cela, autrement dit nous allons classifier les
centralisateurs des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C) a isomorphisme
pres.

3.3 Le théoréme de caractérisation

Nous venons de voir quelques conditions nécessaires pour étre centrali-
sateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C). Nous souhaitons donner
une condition nécessaire et suffisante sur un groupe abstrait pour qu’il appa-
raisse comme le centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C).

Soit n > 1 et A un groupe abélien. On dit que A est n-compatible
s’il existe un entier f et un 2f-uplet d’entiers (ef,dy,...,e1,dy1) tels que les
quatre conditions suivantes soient réunies :

— Le groupe A est isomorphe & Z/ey x Z/dy x --- x Z/e1 x Z/d;.
pour tout 1 < < f — 1, lentier d;41 divise d;.

— pour tout 1 <17 < f, lentier e; divise d;.

— le produit des d; : dy ...d; divise n.

Ni f, ni le 2f-uplet (ef,dy,...,e1,d;) n’a de raison d’étre unique. Un
2f-uplet (ef,dy,. .., e, dy) vérifiant ces conditions ci-dessus est appelé suite
de n-compatibilité pour A.

Dans la premiere sous-section, nous démontrerons quelques propositions
sur les groupes n-compatibles. En particulier, on montrera qu’un groupe A
est n-compatible si et seulement s’il existe un groupe B d’ordre n tel que
A < B x B. Le but de cette sous-section est, plus généralement, de mon-
trer quelques propositions nécessaires a I’établissement du théoreme de ca-
ractérisation. L’énoncé du théoreme de caractérisation est alors assez simple :

Théoréme 3.3 (Théoréme de caractérisation)

Soient n un entier > 1 et A un groupe abélien fini. Il existe un sous-
groupe irréductible H < PSL(n,C) tel que A soit isomorphe au centra-
lisateur de H dans PSL(n,C) si et seulement si A est n-compatible.
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Notons en particulier qu’il ne suffit pas & un groupe A d’étre abélien
d’exposant divisant n et d’ordre divisant n? pour étre centralisateur d’un
sous-groupe irréductible de PSL(n,C) :

Contre-exemple 1

Définissons le groupe abélien A := 7Z/2 x Z/2 x Z/4. Alors A est
abélien d’ordre 42, d’exposant 4, pourtant, A n’est pas 4-compatible. En
vertu du théoréeme de caractérisation ci-dessus, le groupe A n’est pas
centralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(4,C).

Démonstration: On raisonne par I’absurde, si A est 4-compatible alors on
peut trouver (ef,dy, ..., e1,d;) une suite de 4-compatibilité pour A.

Comme dy . .. d; divise 4, on voit que (quitte & enlever les d; = 1 qui ne
changent rien) 'on peut supposer f = 1ou2.Si f = lalors A =Z/e1 XZ/d,y
et alors le rang de A est plus petit que 2, ce qui contredit le fait que le rang
de A soit clairement 3.

Ainsi, f =2 et A = Z/ea x Z/dy x ZJey x Z/dy avec 1 < dg < dj.
Vu que dad; = 4 on a donc dy = dy = 2. Ainsi (comme e; divise d; pour
i =1,2) l'exposant de A est égal & 2, ce qui contredit le fait que ’exposant
de A soit clairement 4. |

La derniere sous-section sera consacrée a ce que l’on peut en déduire
sur les centralisateurs des sous-groupes irréductibles de m4(SL(n,C)) pour
d divisant n et pas seulement PSL(n,C). On donnera en particulier une
conséquence sur la variété des caracteres a valeurs dans 74(SL(n,C)).

3.3.1 Sur la notion de groupe n-compatible

Dans cette sous-section nous utiliserons la notion de type d’un groupe
abélien fini. Rappelons que si A est un groupe abélien fini, la classification
de ces groupes stipule qu’il existe un unique entier r et un r-uplet d’entiers
(dp,...,d1) tels que A soit isomorphe & Z/d,x---xZ/dj et pour 1 < i < r—1,
Ientier d;;1 divise d;. Un tel r-uplet est alors appelé le type de A et r est,
par définition, son rang.

On rappelle sans démonstration que le rang d’un groupe abélien A peut
également se caractériser de la maniére suivante, c’est le cardinal minimal
d’une partie génératrice pour A.
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Finalement si p est un nombre premier et A un groupe abélien, on appelle
p-composante de A le sous-groupe de A constitué des éléments dont ’ordre
est une puissance de p. Si S,(A) désigne la p-composante de A pour tout
nombre premier p, on pourra vérifier que A se décompose comme somme
directe de ses p-composantes. On commence avec une proposition tout a fait
élémentaire :

Proposition 32

Soit A un groupe abélien fini et n un entier. Alors :

— Le groupe A est |A|-compatible.

— Si A est n-compatible alors A est abélien, 'exposant de A divise n
et son ordre n?.

— Si A est n-compatible alors A est nk-compatible pour tout entier

k> 0.

Démonstration : — Soit (d,...,d1) le type de A alors A est isomorphe &
Z/d, x -+ X Z/dy avec d;y;1 divisant d; pour tout 1 <i <r —1. On
constate que (1,d,,1,d,—1,...,1,d1) est une suite de |A|-compati-

bilité pour A. En effet :

A est isomorphe & HZ/I x 7.]d;
=7/d;
De plus, pour tout 1 <7 <r—1, d;4; divise d;. Pour tout 1 <1 <r,
1 divise d; et d,....dy = |A| divise |A|.

Par définition, A est donc | A|-compatible.

— Soient A un groupe n-compatible et (ey,dy,...,e1,d;) une suite de
n-compatibilité pour A. Alors, clairement A est abélien. De plus, pour
tout i, e; divise d; qui divise dy qui divise d,. ...d; divisant n. Ainsi :

A isomorphe & Z/ey X Z/dg % ---xZ[e1 X Z/d1 d’exposant divisant n

De plus |[A| = ef...eidys...dy divisant (dy ...d;)?* divisant n?. Donc

le cardinal de A divise n2.

— Soient A un groupe n-compatible, (e, dy, ..., e1,d;) une suite de n-
compatibilité pour A et k > 1. Alors dy ...d; divise n qui divise nk,
on vérifie alors que (ey, dy, ..., e1,d;) est une suite de nk compatibi-

lité pour A. |
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Cette proposition permet d’affirmer que tout groupe fini abélien est n-
compatible pour un certain n (en 'occurence n = |A|). De plus, tout groupe
n-compatible vérifie les conditions nécessaires pour étre centralisateur d’un
sous-groupe irréductible de PSL(n,C) données dans la section 3.2.

Tout ce qui suit dans cette sous-section a pour but de reformuler la
définition d’un groupe n-compatible. Enongons d’abord un lemme tiré de
larticle de Garrett Birkhoff [Bir35].

Lemme 17

Soient A un groupe abélien de type (d,,...,dy) et B un sous-groupe
de A. Alors il existe (hy, ..., h1) tels que pour tout 1 <i <r —1, on ait
h; divisant h;_1, pour tout 1 <1 < r, on ait h; divisant d; et :

H isomorphe & Z/h, X -+ X Z/hy

Démonstration: Voir la preuve du théoréme de [Bir35]. Le théoréme est
seulement énoncé pour les p-groupes abéliens mais il se généralise facile-
ment aux groupes abéliens finis quelconques car ils sont le produit de leurs
p-composantes. |

Remarquons que la condition de ce lemme est clairement suffisante. C’est
donc une équivalence (nous n’utiliserons que le fait que ce soit une condition
nécessaire dans la suite).

Nous pouvons maintenant montrer une proposition qui stipule qu’étre
un groupe n-compatible est stable par passage aux sous-groupes.

Proposition 33

Soient n > 1 et A un groupe n-compatible, alors tout sous-groupe de
A est n-compatible.

Démonstration: Notons B un sous-groupe de A. Puisque A est n-compatible,
on peut choisir (ef,dy,...,e1,d;) une suite de n-compatibilité pour A.
Quitte a enlever les d; triviaux (i.e. égaux a 1), on peut supposer que d; > 1
pour tout i. Notons :

f
A= []2/di x Z/d;

i=1
Alors A est clairement un sous-groupe de Ag. Ainsi B est un sous-groupe
de Ag. Silon note pour 1 < <2f :
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b= dj Sil’:z]'*l
PT d; osii=2j
Alors on remarque que (toy,...,t1) est le type de Ag. En appliquant le
lemme 17, il existe des entiers (kay, ..., k1) tels que pour tout 1 < i < 2f—1,
ki+1 divise k;, pour tout 1 <i < 2f k; divise ¢; et :

2f f
B est isomorphe a HZ/kl = HZ/km X Z[kai—1
i=1 i=1

Notons pour 1 < i < f, v; := ko1 et w; := ko;. Alors w; divise k; pour
tout 1 <4 < f. De plus pour tout 1 < i < f — 1, v;41 divise w; qui divise
v;. Il est clair que :

f
B est isomorphe & HZ/wi X Z[v;
i=1
Finalement, vy ... vy divise tof_1...t1 = df...dy qui divise n car A
est n-compatible via (ef,dyf,...,e1,d1). Ainsi, on vient de montrer que
(wf,vf,...,wi,v1) est une suite de n-compatibilité pour B, le groupe B
est donc, par définition, n-compatible. |

Dans ce qui suit, nous allons voir qu’étre n-compatible est particuliere-
ment restrictif dans certains cas :

Proposition 34

Soient n > 1 et A un groupe abélien d’ordre n?. Le groupe A est
n-compatible si et seulement s’il existe un groupe abélien B d’ordre n
tel que A soit isomorphe a B x B.

Démonstration : Supposons d’abord que A soit isomorphe a B x B ou B est
d’ordre n. On pose (d,,...,d;) le type de B. Le groupe B étant de cardinal
n, le produit d,. ...d; est égal a n. Par hypothese :

.,
A est isomorphe & B x B = [[ Z/d; x Z/d;
i=1

11 est alors clair que (dyf,dy, ..., d1,d1) est une suite de n-compatibilité
pour A qui est donc n-compatible.

Réciproquement, supposons que A soit n-compatible d’ordre n2. Pre-
nons (ef,dy,...,e1,d;) une suite de n-compatibilité pour A. Alors on a :
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i=1
I e n
H j = (m)2 en divisant par d?c Ll
i=1 " )
! Ci n .
Z log(d—) =2 log(ﬁ) en passant au logarithme
Py i fo--dy
0 >0

f
Ainsi on obtient : Z; log(&) =0 = 2log(ﬁ). Vu que pour tout i,
log(z—:) <0onae; =d;et, de plus dy ...dy = n. Maintenant :
f
A est isomorphe a HZ/ei x Z/d; .

=7Z/d; xXZ/d;

Donc A est isomorphe & B x B avec B = Z/dy x --- x Z/dy qui est
d’ordre n. |

On peut alors retrouver le contre-exemple 1 avec une preuve plus simple :

Contre-exemple 2

Le groupe A =Z/2 x /2 x Z/4 est abélien d’exposant divisant 4 et
d’ordre divisant 4> mais n’est pas 4-compatible.

Démonstration: Supposons que le groupe A soit 4-compatible alors A, qui
est d’ordre 42 serait isomorphe & B x B par la proposition 34. Mais ceci est
impossible car le rang de B x B est pair alors que le rang de A est 3. |

On finit cette sous-section en donnant une caractérisation plus simple
pour les groupes n-compatibles.

Proposition 35

Soient n > 1 et A un groupe abélien fini. Alors A est n-compatible
si et seulement s’il existe un groupe abélien B d’ordre n tel que A soit
isomorphe a un sous-groupe de B x B.
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Démonstration: Supposons que A soit n-compatible. Soit (e, dy, ..., e1,d1)
une suite de n-compatibilité pour A alors :

f f
A est isomorphe & [[Z/e; x Z/d; < [[ Z/d; x Z/d;
i=1 i=1
Ainsi A est isomorphe a un sous-groupe de By X By ou le groupe By =
Z/ds x --- x Z]dy. Le cardinal de By est égal a d := dy...d; qui divise n
par hypothese. Notons B := By x Z/(n/d) alors B est de cardinal n et de
plus :

ASB()XBQSBXB

Ainsi, on a pu construire B abélien d’ordre n tel que A < B x B.

Réciproquement si A < B x B avec B de cardinal n. En appliquant
la proposition 34, le groupe B x B est n-compatible. En appliquant la
proposition 33, A est n-compatible. |

Au travers de cette sous-section, nous avons pu donner deux définitions
équivalentes pour la n-compatibilité. La définition initiale par les suites de
n-compatibilité et la proposition 35 en incluant A dans B x B. Chacune
de ces définitions nous permettra de donner un sens pour 1’équivalence du
théoreme de caractérisation de la page 122.

3.3.2 Preuve du théoréme de caractérisation

L’objectif de cette sous-section est de montrer le théoreme de caractéri-
sation. Etant donnés n > 1 et A un groupe abélien fini, A est centralisa-
teur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) si et seulement si A est
n-compatible.

Nous commencerons par montrer que la n-compatibilité de A est une
condition suffisante. Nous utiliserons la définition de la n-compatibilité par
les suites de compatibilité. Nous montrerons ensuite que la n-compatibilité
de A est une condition nécessaire. Nous utiliserons alors I’équivalence donnée
dans la proposition 35.

La n-compatibilité est suffisante. L’idée est que si A est n-compatible
et (ef,dy,...,e1,dr) est une suite de n-compatibilité pour A alors le 2(f—1)-
uplet (ef,dy,...,e2,d2) est une suite de n/d;-compatibilité pour le groupe
B:=17Z/es x L/ds x ---ZL]ea x Z]dy sous-groupe de A.
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Autrement dit si, pour tout Ky < SL(n/d,C) on peut construire un
sous-groupe H < SL(n,C) tel que le n-centralisateur de H soit isomorphe
a Znq(Ko) x Z/e x Z/d pour tout e divisant d divisant n alors on peut
construire un sous-groupe irréductible de SL(n,C) dont le n-centralisateur
est isomorphe & A pour tout A n-compatible par récurrence.

Si I'idée reste relativement simple, la construction effective est un peu
plus compliquée. Nous la divisons donc en plusieurs parties pour en faciliter
la compréhension. Le premier lemme construit un sous-groupe Hy dont le
n-centralisateur sera isomorphe au groupe 7, /4(Ko) x Z/d x Z/d. Ensuite,
dans une nouvelle proposition, on montrera comment 1’on peut réduire un
des facteurs égal & Z/d. La conclusion sera une récurrence.

Lemme 18

Soient n > 1 et d un diviseur non-trivial de n. Rappelons que £ :=
2\’ —1m . . o, . N . 7’ Ve . .
e~ n  racine primitive n-eme de l'unité. On définit des matrices de

tailles n par blocs de taille n/d :

I Iy
d In
= A et M:=X| *
2(d-1)7,
g IE In
d
ol A\ est choisi tel que det(u) = 1 (remarquons que u et M sont

conjugués). Soit Ky un sous-groupe irréductible de SL(n/d,C) tel que
Pexposant de Zx(Ko) divise d et :

g
K = |g€K0

g

Alors si Hy := (K, M,u), le groupe Hy est irréductible et son n-
centralisateur étendu U, (Hy) est égal a :

Yo
L M" | g€ (€L,), yo € Un(Ko) et s,k € Z

Yo
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Démonstration: Le groupe (u, M) est fini et normalise le groupe K qui est
complétement réductible (essentiellement car Ky est completement réduc-
tible en tant que sous-groupe de SL(n/d, C) et car 'isomorphisme de K sur
K se fait via l'injection diagonale de SL(n/d,C) dans SL(n,C)). Ainsi, Hy,
engendré par u, M et K est une extension finie de K et est complétement
réductible. Par [Sik12], pour montrer que Hy est irréductible, il suffit de
montrer que son centralisateur est fini, ou encore que U, (Hp) est fini. Soit
v dans U, (Hp). Comme u € Hy, on en déduit que v € U,(u) et par la
proposition 29, on obtient :

Vo
Mot s,k>0etvg,...,v9_1 € GL(n/d,C)

S
Il

Vd—1

De plus, M € Hy donc v € U, (M) et il existe un entier [ tel que [v, M] =
&'1,. En remarquant que M est d’ordre d modulo le centre de SL(n,C),
'ordre de &' doit diviser d (vu que I’application [v,-] est un morphisme).
Ainsi | = %s oll s est un entier. D’autre part :

-1

Vo Vo
[v, M] = MMM M~!
Vd—1 Vd—1
-1
Vo Vo
= M M—l

Vd—1 Vd—1

UOU:%
-1
Vd—1Vq_2

Ainsi, pour tout 0 < ¢ < d — 1, on obtient :

V; = flvi—l

Par récurrence immédiate, pour tout 0 <i<d—1:

v = £y

Cela implique donc :

Zo
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avec Tg = A *vg € GL(n/d,C). Comme det(v) = 1 et det(u) =
det(M) = 1, on obtient det(zo)® = 1. Si p est une racine Z-tme de
det(zo) ™!, alors ™ = (det(x)?) ™! =1 et det(uzo) = 1 donc :

Yo

v = pu’ M avec y ESL(%,(C).
Yo
ko
Prenons maintenant k = dans K (autrement dit kg € Kp),

ko
comme K < Hy et v € U,(Hp), on en déduit que v € U, (K) et il existe
donc un entier r tel que :

[Ua k] = fTIn (34)
Yo
On voit facilement que pu®M! commute avec k et y =
Yo
L’équation 3.4 revient donc a écrire :
[y07 k’o]
[y, k’] = ngn i.e. = é'TIn

[0, ko]

Nous venons donc de voir que pour tout kg € Ko, [yo, ko] doit étre
central. Ceci implique que yo € U= (Kj), vu que I'on s’était ramené au cas
ol yp était de déterminant 1. En particulier, U, (Hy) est nécessairement fini.
Cela implique que Hj est irréductible. Nous avons montré que la forme la
plus générale d’un élément v de U,,(Hy) est

Yo
s . k
o . M
Yo
avec k et s des entiers, p une racine n-eme de l'unité est yo dans
Uy yd(Ko). Réciproquement il est trivial de voir que tout élément de cette

forme la sera dans U, (Hp) (ce sont rigoureusement les mémes calculs que
ceux que l'on vient de faire). Ainsi le groupe U, (Hy) est égal &

Yo
pu® M’“|u€<§[n>,y0€U%(Ko) et s,k e’

Yo |
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Nous allons utiliser cette construction explicite dans la prochaine propo-
sition qui est essentiellement I’hérédité de notre récurrence.

Proposition 36

Soient n > 2 , d un diviseur non-trivial de n et e un diviseur n.
Si Ky est un sous-groupe irréductible de SL(n/d,C) tel que Z,(Ky) est
d’exposant divisant d, il existe un sous-groupe irréductible H de SL(n,C)
tel que :

Zn(H) soit isomorphe & Zn(Ko) X Z/e x Z]d

’ . ’ . 2V —1ir . . o . N
Démonstration : Rappelons que £ désigne e™ = une racine primitive n-éme

de l'unité. Par hypothese, Z=» (Ky) est d’exposant divisant d, on peut donc
définir u, M, K, Hy comme dans le lemme 18, on obtient alors que :
Hy := (K, M, u)
est un sous-groupe irréductible et si v € SL(n,C) alors
Yo
v € Up(Hp) © v =pu’ M*
Yo
ot s,k € Z, p € ({1,) et yo € Un (Ky). Définissons :

Yo
V.= <§In,u, | ?JOGU%(KO) >
Yo

Comme V N (M) est inclus dans le centre dans de SL(n,C) et que
[V, M] < Z(SL(n,C)) -
Zn(Hp) = 7n(Upn(Hyp)) est isomorphe & 7, (V) x (7, (M))

De plus si :

Yo
W= <£In, | o € Uz (Ko) >
Yo

en remarquant que W N (u) est inclus dans le centre de SL(n,C) et que
u commute avec tous les éléments de W, nous obtenons :
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7 (V') est isomorphe & m, (W) x (m,(u))
Au final :

Z,(Hyp) est isomorphe & (7, (W) x (m(u))) X (m,(M))

En remarquant que ’application :

Zn/d(KO) - ﬂ—n(W)
Yo
7Tn/d(y0) — Tp
Yo

est un morphisme de groupes bien défini et bijectif, on obtient que :
Zn(Ho) est isomorphe & (Zu/a(Ko) X (mn())) X (ma(M))
Si e =1 on définit :
Aolz
X = |)\0,...,>\d_1G(C*et)\o...Ad_lzl
Ag—11zn

Soit H := (Hp, X). Comme Hj est irréductible et contenu dans H, H
est également irréductible. De plus, tout élément de X étant diagonal par
blocs scalaires de taille 7, on obtient que X commute avec tous les éléments
de W et (u). Ainsi :

U,(H) >V et donc Z,(H) > mp(W) x (7, (u))

Montrons que c’est une égalité. Si v est dans U, (H) alors v € U, (Hp)
et donc v = wu*M'! ol 5,1 sont entiers et w € W. Prenons :

2In
d

Si v € U, (H) alors il doit exister un entier r tel que :

[U7 l] = ‘fTIn

Comme w et u° commutent avec z et v = wu®M!, cela implique que :
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[Ml7x} = [U,l‘] =1,

Or [M!,z] est une matrice diagonale & coefficients réels strictement
positif donc £” = 1 et 7 = 0. On en conclut que M commute avec x, par
suite, M' est scalaire. Ainsi :

Zn(H) N (mp(M)) est trivial
et donc Z,,(H) = w1, (W) x (m,(u)) qui est isomorphe & 7, (W) x Z/d.
Cela couvre le cas ou (e, d) = (1,d).

Supposons maintenant que e divisant d soit non-trivial. On définit la
matrice  de taille n par blocs de taille Z :

In

e

gele=D],

On définit H := (x, Hp). Comme x est diagonale par blocs scalaires de
taille 2 et e divise d, x est également diagonale par blocs scalaires de taille
o, ainsi elle commute avec V' = (W, u). Nous avons donc :

Un(H) 2V

On voit facilement que [M <, x] = €% I,, de telle sorte que M < € U, (H)
et donc :
U, (H) contient (V, M*) et donc Z,(H) > m,(V) x (m,(M)*)

Nous allons montrer que c¢’est une égalité. Soit 1 < s < % Nous identi-
fierons ici les matrices & des endomorphismes linéaires de C%/™ en utilisant
sa base canonique (eg,...,e,—1) indexée par Z/n. Nous avons :

M?z-eg=M?-eqg=e,
n
aM?® - eg=x-e5=¢€5car s < —
e
Ainsi, [M*,z] - eg = eg. D’autre part :

S S
M3z - e%,l =M -6%,1 = G%,prs

s n
M En_| =T -€n_jts = Ee en_i4s
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Ainsi [M® 2] - en_1 = 5%6%,1+5. 11 s’ensuit que [M?,z] ne peut étre
une matrice scalaire. En particulier M* ¢ Uy, (H). On en conclut que M* €
U, (H) si et seulement si M* € (M=) et donc :

Zn(H) N (mp (M) = <7Tn(M)%>

Finalement, on a bien :

o3

Zn(H) = ma(V) % (w0 (M) #) = ma(W) x (m(u)) x (ma(M)*)

Autrement dit :
Zy(H) est isomorphe & Z» (Ko) x Z/e x Z/d.
Nous pouvons maintenant conclure :

Corollaire 12

Soient n > 1 et A un groupe n-compatible, alors il existe un sous-
groupe irréductible H de SL(n,C) tel que Z,(H) soit isomorphe & A.

Démonstration : Il s’agit maintenant d’une récurrence faible. Supposons que
le résultat soit vrai pour tout entier < m, montrons-le pour n. Soit A un
groupe n-compatible. Si le cardinal de A est égal a 1 alors le groupe A est
trivial est dans ce cas H := SL(n,C) convient.

Si le cardinal de A n’est pas égal a 1 alors on note d > 1 son exposant.
Prenons (ef,dy, ..., e1,d1, e, d) une suite de n-compatibilité pour A. Soit :

B:=Z/ef xL/df x --- X L]ex X Z/dy

Il est clair que (ef,dy,...,e1,d1) est une suite de n/d-compatibilité
pour B, comme n/d < n, on peut appliquer 'hypothese de récurrence et
trouver un sous-groupe irréductible Ky de SL(n/d,C) dont le centralisateur
est isomorphe a B. De plus, par construction, ’exposant d; de B divise d.
On est donc dans les conditions d’application de la proposition 36 appliquée
a Ko, e et d. On peut trouver H un sous-groupe irréductible de SL(n,C)
tel que :

Zy(H) soit isomorphe & Z,,/4(Ko) X Z/e x Z/d = B x Z/e x Z/d

On voit alors que Z,(H) est isomorphe & A et on peut conclure par
récurrence. u
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Ceci montre qu’étre un groupe n-compatible est suffisant pour étre le cen-
tralisateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C) (il suffit de prendre
le sous-groupe H := 7, (H) de PSL(n,C)).

La n-compatibilité est nécessaire. Contrairement a ce qu’il se passait
au chapitre 2, il semble difficile de décomposer un sous-groupe exceptionnel
de PSL(n,C). Nous verrons toutefois (modulo un lemme abstrait) que la
n-compatibilité des centralisateurs de sous-groupes irréductibles se transmet
par récurrence.

La premiere étape (la plus importante) est de décomposer le centrali-
sateur d’un sous-groupe irréductible de PSL(n,C). La remarque sur e sera
utilisée dans la section 3.4.2.

Lemme 19

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors
Zn(H) est abélien par la proposition 27. Si d est I'exposant de Z,,(H), il
existe un sous-groupe irréductible L de SL(n/d, C) et e divisant d tel que
Zn(H) soit isomorphe &'V x Z/d ot1 V est un groupe abélien d’exposant
divisant d qui se décompose selon une suite exacte :

1= Zu(L) >V > Z/e—1

De plus, il existe u € U, (H) tel que m,(u) soit d’ordre d et tel que e
soit I'indice du centralisateur de u dans U, (H).

Démonstration : En utilisant la proposition 27 :

Z,(H) est abélien d’exposant divisant n

Soit d exposant de Z,,(H) et u € U, (H) dont I'image dans Z,,(H) est
d’ordre d. Par la proposition 28, on peut supposer (quitte a conjuguer) que :

In
d

2(d-1
éd( )I%

avec A donné dans la proposition 28. Comme H < U, ((u)), la proposi-
tion 29 implique que :

H < (GL(n/d,C)%/* M)
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avec M défini par blocs de taille % :

Soit K := H N GL(n/d,C)%/? i.e. le sous-groupe des matrices de H
qui sont diagonales par blocs. Si k € K est défini par les blocs diagonaux
ko,...,kq—1, on définit p; : K — GL(n/d,C) lapplication envoyant k sur
k;. On définit finalement K; := p;(K).

Soit ¢ la projection (bien définie car M* est diagonale par blocs si et
seulement si elle est scalaire) :

H < (GL(n/d,C)*4 M)) — (m,(M))

Si q(H) # (m,(M)) alors H n’agit pas transitivement sur les espaces
propres de u, en particulier H ne peut étre irréductible. Cela implique que
q(H) = (M) (on ne peut toutefois pas affirmer, méme & conjugaison pres,
que la matrice M est dans H, on peut le comparer a la proposition 7).

ho

Soit v = M dans H. Sil’on conjugue H par :
ha—1
hyt
(hoh1) ™"
T =
(ho - hd,1)71
Par calcul direct :
Yo
. Iy . 4
TyrT = . M oty :=(ho...ha-1)

In
d

Comme z commute avec u, quitte & conjuguer par z, on peut supposer
que u € Uy, (H) et que H contient la matrice suivante :
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Le groupe K étant normal dans H (c’est le noyau de g ), IOUS avons :
vKvTl =K
Cela implique :
YKoy ' =K_jetpour 1 <i<d—1, K; =K,

En particulier :

Ko=---= Ky_1 et 7 normalise K

Montrons que Ky est un sous-groupe irréductible de GL(n/d,C). Soit
E un sous-espace invariant de Ky (écrit comme un sous-espace vectoriel de

Vect(eg,...,en_1)) définissons :
d—1
F .= v B
j=0
La somme est directe car si V; := Vect(ez;,enit1,...,en(;11)-1) alors:
v .ECV;
De plus Vg, ..., Vg_1 sont clairement en somme directe. Montrons que

F' est stable par H. Tout d’abord, v - F = F car :

d—1
7.F2@7j+1.E
0

Jj=
d—1
- @71 E® ~*E
Jj=1
=F car y9€K
d—1
— fy7 B
=0
=F

Montrons que F' est également stable par K :
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ko
si eK
ka—1
vu que 7y normalise K, on a :
ko k)
v =l
ka1 k:ifl
ou kg, ...,k};_, € Ko, on obtient :
ko k{,
(v.E) =~( E) =+ .(ko.E) =+ .E
ka—1 kz/i—l

L’espace F ainsi construit est donc stable par H qui est irréductible par
hypothése. On en déduit que F' est soit trivial soit tout I'espace. Si F' est
trivial alors en particulier E l'est. Si F' est tout I'espace alors FFNVy =V}
or FNVy = FE donc E = V. Autrement dit tout sous-espace propre de Vj
stable par Ky est trivial, ceci justifie que Kq soit irréductible.

Comme u € U, (H), on en déduit que U, (H) < U, (u). On définit un
morphisme de groupes (comme dans le lemme 15) :

U,(H) — Mor({y),Z(SL(n,C)))
v o= (e o)

Remarquons que f; se factorise en une application (toujours notée f1)
partant de Z, (H). Son image est nécessairement d’exposant divisant d car
Zn(H) Pest. Ainsi :

Zy(H) — Mor((y), (1))
() — (= [v,9])

‘!

Soit V := ker(f1). Comme u € U, (H) vérifie [u,~] = £41,, et u d’ordre
d, le morphisme f; admet une section :

Zn(H) =V x (mn(u))

Notons V; := m;}(V). Soit v dans V3. Comme v € U, (H), on sait que :
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v = M ol vg,...,v4—1 € GL(n/d,C) et | > 0.

Vd—1
On définit un nouveau morphisme de groupes :

A Mor((u), (§41,))
2w — (ube [u,dd])

Soit Vi := ker(fs). Comme Mor({(u), (¢4 1,)) est cyclique d’ordre d, il
est clair que I'm(f3) est engendré par un élément d’ordre e divisant d, ainsi
on obtient une suite exacte :

1=Voe—oVi—=Z/e—1 (3.5)

On remarque que le centralisateur de u dans U, (H) est le groupe en-
gendré par V5 et u, ainsi :

Vil Vild (U]
e=— = = =Un(H): Zy, u
Vol = Wald ~ Zowmy(w] )= Zonan ()]

La suite exacte (3.5) (méme quand on la regarde dans PSL(n,C)) n’a
aucune raison d’étre scindée. Cependant, en utilisant les inclusions suivantes
(€l,) <Va<Vi,ona:

{ Zn(H) = Upn(H)/{€1n) = (Vi/(§1n)) X (T (u)) =V X (70 (u))
1—=W/El,) =V =5Z/e—1

Soit W := Vo /(¢1,) = m,(V2). Siv € V; alors :

Vo
v= M ot vy € GL(n/d,C) et 1 > 0
Vd—1

On voit alors que v € V5 implique :

v = ol vy, ...,v4—1 € GL(n/d,C) (i.e. 1 =0)

Vd—1

Comme [y, v] = I, (car v € Vo < V1) nous avons en plus que vg = - -- =
vq—1 et vg commute avec 7. En particulier :



3.3. LE THEOREME DE CARACTERISATION

v= ol vy € GL(n/d,C)

Vo

De plus, si v € V5 alors pour tout k € K, il existe & € (€1,) tel que :

[v,k] = €1 = 7 (v) € Za (Ko)
Remarquons que 7, (v) étant d’ordre divisant d, on a & € (€41,). On
définit maintenant une application :

Vo — Zn (K())
f3: ¢
v — )
Cette application est bien définie. C’est clairement un morphisme de
groupes de noyau (£I,). Ainsi W = V5 /(€I,,) est isomorphe & un sous-
groupe de Z= (Ko).

Remarquons que nous avons fait ici un leger abus de notation. En effet
Ky n’est, & priori, pas un sous-groupe de SL(n/d,C) mais de GL(n/d,C).
Dans ce cas Z=(Ko) désigne le centralisateur de I'image de Ko dans le
groupe quotient PGL(n/d,C).

Nous avons vu que W est isomorphe & un sous-groupe du centralisa-
teur de I'image de K¢ dans PGL(n/d,C). Si I'on définit Ly comme l'image
réciproque dans SL(n/d,C) de I'image de Ky dans PGL(n/d,C) qui est
égal & PSL(n/d,C), alors par définition W est isomorphe & un sous-groupe
de Z,,,4(Lo) et de plus Lg est irréductible car 7, /4(Lo) I'est car Ko 'est. Par
le théoreme 3.2, il existe L irréductible de SL(n/d, C) tel que W = Z,, ,4(L).
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Nous allons maintenant démontrer un lemme sur la décomposition de
certains groupes abéliens (il faut le mettre en lien avec la décomposition vue
dans le lemme 19).

Lemme 20

Soient d un entier et A un groupe abélien d’exposant divisant d.

Supposons que 'on ait une suite exacte :

1-B—o>A—=Z/e—1

alors A est isomorphe & un sous-groupe de B x Z,/d.




142 CHAPITRE 3. LE CAS DE PSL(N,C)

Démonstration: Comme A se décompose comme le produit de ses compo-
santes p-primaires et que la suite exacte se décompose sur chaque compo-
sante p-primaire, il suffit de démontrer le lemme quand d est une puissance
de p est A un p-groupe d’exposant divisant d pour tout p premier.

Notons d = p*, A un p-groupe d’exposant divisant d et e = p* avec
k < «. Dans la suite exacte :

1B A-=Z/p" =1

on note 7 : A — 7Z/p* la projection.

Soient (p®s,...,p%1) le type de A et (pPr,...,p") le type de B. En
appliquant le lemme 17, on a s > r. De plus A est clairement engendré par
les r générateurs de B et un élément x envoyé sur le générateur de Z/p*
via 7. Ainsi A est engendré par r + 1 éléments et donc s < r + 1.

Si s = r, on définit 41 := 0. Dans tous les cas :

A est isomorphe & Z/p*mtt X -+ X Z/p™!

Le groupe A est d’exposant divisant p® par hypothése, le groupe B
est donc également d’exposant divisant p®, ainsi le type de B x Z/d est
(pPr,...,p%,p®). En utilisant & nouveau le lemme 17, le groupe A est iso-
morphe & un sous-groupe de B x Z/p® si et seulement si a1 < ... 0 <
B1,00 < a.

Par hypothese, la condition a; < a est toujours vérifiée car A est d’ex-
posant divisant p®. Par conséquent, le groupe A est isomorphe & un sous-
groupe de B x Z/p® si et seulement si a1 < B ... a2 < fy.

On raisonne par I’absurde et on suppose que A n’est pas isomorphe a
un sous-groupe de B x Z/p® alors il existe un entier j tel que 2 < j <r+1
et oy > 5j,1.

On rappelle que si C' est un groupe abélien, Cqy désigne sa d-torsion.
D’une part :

A/A(p(xfl) contient p® ~1Z/p% x -+ x p¥~LZ/p™ comme facteur direct

Ainsi :

rg(A Ay 1)) 2 J (36)
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D’autre part, comme B ) < A(pa_,fl)7 I’application de projection
f:A— A/A(pajq) se factorise par A/B(pajfl) :
f
\ /

A/B ;1)

A

AJA s,

Comme f est surjective, g est nécessairement surjective. Puisque 8;_1 <
a; — 1, nous avons :

B/B(p,,],,l) :pa]—lz/pﬁjfz X e X paj—lz/pﬁl

Par conséquent, B/ B(pajfl) est engendré par j — 2 éléments. De plus,
A/B(parl) est engendré par les j — 2 éléments générant B/B(par1) et
I’élément = mod B< poi 1) (rappelons que z est défini comme étant un
élément de A tel que 7(x) engendre Z/p").

Le groupe A/B(parl) est donc engendré par j — 1 éléments, et donc
I'image de A/B(p(xj—l) par g est également engendrée par j — 1 éléments.

Il s’ensuit que le rang de g(A/B 0;-1)) = A/A( ;-1 est strictement plus
petit que j ce qui contredit 'inégalité 3.6.

Par conséquent A est isomorphe & un sous-groupe de B x Z/d. Nous
I’avons démontré dans le cas des p-groupes. Rappelons que cela se généralise
a tout groupe abélien fini en décomposant un groupe abélien fini comme
produit de ses composantes p-primaires. |

Méme si le lemme va nous permettre de conclure (cf proposition sui-
vante), il est nécessaire de remarquer que l'inclusion n’est absolument pas
canonique et, en particulier, donne assez peu de conditions sur le type de A.
On verra que pour aborder le probleme (plus difficile) de la classification
des classes de conjugaison, il faudra préciser les choses. Pour I'instant nous
allons pouvoir montrer que la condition de n-compatibilité est nécessaire.

Proposition 37

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors
Z,(H) est n-compatible.

Démonstration: On démontre ce résultat par récurrence forte. Soit n > 1 tel
que pour tout m < n le résultat soit vrai. Soit H un sous-groupe irréductible
de SL(n,C) et Z,(H) son n-centralisateur.
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Si I'exposant de Z,,(H) est 1 alors Z,,(H) est le groupe trivial et Z,,(H)
est clairement n-compatible.

Sinon, l'exposant d de Z,,(H) est strictement plus grand que 1. En ap-
pliquant le lemme 19, il existe un sous-groupe irréductible L de SL(n/d,C)
et e divisant d tel que Z,,(H) soit isomorphe & V X Z/d ot V est un groupe
abélien d’exposant d qui se décompose selon une suite exacte :

1= Za(L) =V = Z/e—1 (3.7

En appliquant le lemme 20 & la suite exacte 3.7 (on peut le faire car V'
est d’exposant divisant d), on en conclut que V est isomorphe & un sous-
groupe de Zx (L) x Z/d.

Par hypothese de récurrence, Z» (L) est n/d-compatible, par conséquent
(cf proposition 35), il existe C' un groupe abélien d’ordre n/d tel que Z= (L)
soit isomorphe a un sous-groupe de C' x C.

Ainsi V est isomorphe & un sous-groupe de C' x C' x Z/d.

Vu que Z,,(H) est isomorphe & V X Z/d, le groupe Z,,(H) est isomorphe
a un sous-groupe de C'x C' x Z/d x Z/d. En posant B := C' x Z/d qui est un
groupe abélien d’ordre n, on a montré que Z, (H) est isomorphe & un sous-
groupe de B X B ou B est abélien d’ordre n. En appliquant, a nouveau, la
proposition 35, le groupe Z,, (H) est n-compatible. Ceci permet de conclure
la récurrence. |

Conclusion sur le théoréme de caractérisation. On commence par
démontrer le théoréeme de caractérisation (ce qui est une formalité vu le
travail que nous avons effectué) :

Démonstration du théoréme 3.3: Si A est n-compatible, alors il existe un
sous-groupe irréductible H de SL(n,C) tel que Z,(H) soit isomorphe & A
par le corollaire 12. Ainsi A est isomorphe, par définition, au centralisateur
de H := 7, (H) dans PSL(n,C). Comme H irréductible, H l'est également
et A est donc isomorphe au centralisateur d’un sous-groupe irréductible de
PSL(n,C).

Réciproquement si H < PSL(n,C) est un sous-groupe irréductible,
alors son centralisateur dans PSL(n,C) est clairement égal au n-centra-
lisateur de H := ;' (H). Comme H est irréductible (car H l'est), on peut
appliquer la proposition 37 pour avoir que Zpgr(n,c)(H) = Zn(H) est n-
compatible. |
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S’il est relativement satisfaisant de pouvoir caractériser les classes d’iso-
morphisme des centralisateurs des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C),
le théoreme de caractérisation ne donne pas vraiment de renseignement sur
les classes de conjugaison sur ces centralisateurs. Cette étude sera entreprise
dans la section 3.4.

Avant de faire ce travail, nous allons dire quelques mots sur ’étude ana-
logue dans les quotients arbitraires de SL(n,C) i.e. les m4(SL(n,C)) pour d
divisant n.

3.3.3 Conséquences pour les quotients arbitraires de SL(n, C)

Tout comme dans la section 3.2, nous allons voir que les résultats ob-
tenus sur les centralisateurs des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C) se
généralisent partiellement aux centralisateurs partiels. La proposition sui-
vante va permettre de relier les d-centralisateurs aux n-centralisateurs :

Proposition 38

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Si I'on
décompose n en produit de facteurs premiers n = p{* ... p%", alors pour
tout 1 < i <, il existe un unique p;-sous-groupe Sy, de Z,(H) tel que :

Zn(H) = Sp, X +++ X Sp,

et pour tout 1 < i < r, en notant n; := 1%, nous avons :
(3

Zp?i (H) = Spi X Z/nl

Démonstration: Par la proposition 27, le groupe Z,(H) est abélien. Il est
donc produit de ses composantes p-primaires. Vu que Z,,(H) est d’exposant
n, seules les composantes p;-primaires de Z,,(H) sont potentiellement non-
triviales. Si I'on note S, la composante p;-primaire de Z,,(H) pour 1 <14 <
r,ona:

Zn(H) = Sp, x -+ X Sp,

Fixons maintenant 1 <7 < r. On sait que :

Gpei  Upos (H) = (Zn(H)) i) = 5,

(»;

est surjective sur S, par le lemme 16. Cette application se factorise clai-
rement via U, (H)/<§"/P?1In> = Z,e:(H). Ainsi, il existe un morphisme
de groupes surjectif :
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fiZei(H)— Sp,

p;

dont le noyau est ker(qbpai)/(f"/p?i I,) = (§In>/<§"/p?iln> qui est iso-
morphe au groupe cyclique Z/n;.

Le groupe Z,: (H) étant également abélien d’exposant divisant n par
le théoreme 3.1, on peut I'écrire comme produit de ses composantes p;-
primaires Tp, pour 1 < j <7 :

Zyoi(H) =T, x [[ T, (3.8)
=1
i
Nous avons vu que | ker(f)| = p% est premier avec p; donc ker(f)NT),

est trivial.

D’autre part, puisque pour j # i, |Tp]\ est premier avec p;, T), est
contenu dans ker(f).

Le noyau de f est un sous-groupe de Z o (H) contenant chaque T},
pour j # i et d’intersection triviale avec T, . 'Vu la décomposition donnée
a I’équation 3.8, on en déduit que :

-
ker(f) = H ij
=1,
Par conséquent, au vu de la décomposition donnée a 1’équation 3.8,
Z e (H)/ker(f) est isomorphe & T),. D’autre part, vu que f est surjectif
sur Sp,, on en déduit que Z,«: (H)/ ker(f) est isomorphe & S, . Finalement :
Zp:l‘ (H) = Tpi X ker(f) = Tpi X Z/n,

Et on en déduit donc que Z,2: (H) est isomorphe & S, x Z/n;. |

Il aurait été plus simple d’obtenir Z,(H) = Zpizl(H) X oo X Zyor (H)
mais cette décomposition est fausse. Ce que nous dit la proposition est que,
a Pimage du centre de SL(n,C) pres, cette décomposition est vraie.

En particulier, nous voyons que si p divise n alors Z ,u,x)H est iso-
) P p(n)

morphe au produit d’'un groupe cyclique d’ordre n/p”alp(”) et de I'unique
p-Sylow de Z,(H). En particulier, on obtient :
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Proposition 39

Soit n > 1, on note n = pi*...p%" sa décomposition en produit de
facteurs premiers. Fixons 1 < i <r.

Un groupe abélien A est isomorphe a Z:(H) ou H est un sous-
groupe irréductible de SL(n,C) si et seulement si A est isomorphe au
produit de S, un groupe p}*-compatible, avec un groupe cyclique d’ordre

Démonstration: Supposons que A soit isomorphe a Zp?i (H) ou H est un
sous-groupe irréductible de SL(n,C). D’aprés la proposition 38, le groupe
A se décompose comme le produit de Sp,, la p;-composante de Z,, (H), avec
un groupe cyclique d’ordre n/p;".

Il nous suffit donc de justifier que S, est pj-compatible. Le groupe
Z,(H) est n-compatible par le théoréme 3.3. La proposition 35 implique
alors qu’il existe B un groupe abélien de cardinal n tel que :

S, < Z,(H)< B x B

Comme S, est un p;-groupe par définition, il est inclus dans la compo-
sante p;-primaire de B x B. Si 'on note B; la composante p;-primaire de
B, il est clair que la composante primaire de B x B est B; x B;. Ainsi :

Spi < Bl X Bz

Or le cardinal de B est n donc le cardinal de B; est égal a la plus haute
puissance de p; divisant n : i.e. p{*. Ainsi, par la proposition 35, le groupe
B, est p;-compatible.

Réciproquement soit S un groupe p;*-compatible, par la proposition 32,
le groupe S est n-compatible. Le théoreme 3.3 implique alors qu’il existe
H < SL(n,C) tel que Z,(H) soit isomorphe a S.

En appliquant la proposition 38, le groupe sz"i (H) est isomorphe au
produit de la composante p;-primaire de Z, (H) avec un groupe cyclique
d’ordre n/pi*. Or S étant p;’-compatible, il est d’exposant une puissance
de p; par la proposition 32, donc Z,(H) = S est égal & sa composante
pi-primaire. En particulier, Z o: (H) est isomorphe & S x Z/(n/p{"). [ |

Pour finir cette sous-section, nous parlons de la variété des caracteres,
plus précisément, dans le cas fuchsien, on donne une condition nécessaire
sur les groupes d’isotropie :
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Proposition 40

G :=m4(SL(n,C)) et p une représentation irréductible de I dans G.

compatible d’exposant divisant d.

Démonstration : En vertu du corollaire 4, le groupe d’isotropie en G- p s’iden-
tifie & Z(p)/Z(G) (on rappelle que Z(p) est le centralisateur dans G du
sous-groupe p(I")).

Notons H := 7;'(p(T)). Comme p est irréductible, son image I’est
et donc H lest aussi. Avec cette notation Z(p) s’identifie & Z4(H), le d-
centralisateur de H. On définit le morphisme de groupes suivant (comme
au lemme 15) :

Un(H) — Mor(H,({l5))
u +—  (h [u,h])

On
Le lemme 16 implique que Ug(H) = ¢, (Zy(H)(a))- Or, par définition :

Za(H) = Ug(H) /(€7 I.)

Finalement ¢q(Uq(H)) = ¢n(Ug(H)) = Zn(H)(ay par ce qui est écrit
mais aussi Uy(H)/(¢1,). Or ce quotient est :

Ua(H)/(€Ln) = (Ua(H) /(€4 1)) /(€ 1) = Za(H) | Z(G)

Autrement dit, on a montré que Z, (H)(q) est isomorphe & Z4(H)/Z(G)
qui s’identifie au groupe d’isotropie de G - p.

Par définition, le groupe Z,(H)q) est d’exposant divisant d, de plus
Z,(H) étant n-compatible par le théoreme 3.3, le groupe (Z,(H))q) I'est
aussi en appliquant la proposition 33.

©)

Soient I" un groupe fuchsien, n > 1 et d divisant n. Si I'on note

Alors le groupe d’isotropie de G - p dans I'orbifolde (T, G) est n-

Ceci conclut cette section sur le théoreme de caractérisation qui avait

pour but de caractériser les classes d’isomorphismes apparaissant comme
centralisateur des sous-groupes irréductibles de PSL(n,C). Dans la suite,
nous allons nous intéresser aux classes de conjugaisons de ces centralisateurs.

3.4 Classes de conjugaison des centralisateurs

Dans le théoreme 2.1 du chapitre 2 nous n’avons pas seulement donné
les classes d’isomorphisme potentielles de centralisateurs des sous-groupes



3.4. CLASSES DE CONJUGAISON DES CENTRALISATEURS 149

irréductibles de PSL(p,C) mais aussi montré que pour chaque classe d’iso-
morphisme, il n’existait qu’'une seule classe de conjugaison de centralisateurs.
Commencons par donner un contre-exemple a cette assertion quand p n’est
pas premier. Autrement dit, pour un certain n, on va trouver deux sous-
groupes irréductibles Hy et Hy de SL(n,C) tels que Z,,(H1) soit isomorphe
a Z,(Hy) mais Z,(Hy) ne soit pas conjugué a Z,,(Hs).

Contre-exemple 3

Soient n =4 et A =17/2 x Z/2. Définissons :

ma={(p o) leeszeoya((p ©)
0 VI
VT 0

groupe des matrices diagonales de SL(2,C) et :

(kO (AL 0 . 0 I
HQ._{<O k><0 )\_112>|keKet)\e(C}>4<<12 0>>

Alors Z4(H) et Z4(Hs) sont isomorphes & A mais Z4(Hy) et Zy(H2)
ne sont pas des groupes conjugués dans PSL(4,C).

Soit K := D x << >> dans SL(2,C) ot D désigne le sous-

Démonstration: On peut remarquer que H; est un groupe construit comme
dans la construction de la proposition 36, avec le groupe abélien A = Z/2 x
Z/2 muni de la suite de 4-compatibilité (2,2) alors que Hs est un groupe
construit comme dans la construction de la proposition 36, avec le groupe
abélien A =7Z/2 x Z/2 muni de la suite de 4-compatibilité (1,2,1,2).

Par un calcul direct, Uy(H1) est engendré par ces trois éléments :

L0 0 I
Vs, <0 —12> et <12 0>

et Uy(H2) est engendré par ces trois éléments :

1 0 0 0
I 0 0 -1 0 0

Vo1, (o 712> ®“lo 0o 1 o0
0 0 0 -1

Il est clair que pour i = 1,2 le groupe Z4(H;) = Us(H;)/{(v/—114) est
engendré par deux éléments qui commutent et qui sont d’ordre 2. Ainsi
Z4(H;) est isomorphe & Z/2 x Z/2.



150 CHAPITRE 3. LE CAS DE PSL(N,C)

Si Z4(H1) et Z4(Hs) étaient conjugués, il est clair que Us(H1) et Us(Hz)
seraient alors conjugués. Mais ceci est impossible car Uy(H;) n’est pas com-
mutatif alors que Uy(Hs) Vest. [ |

Outre le fait de motiver I’étude qui va suivre, a savoir que la classification
des classes de conjugaison des centralisateurs est strictement plus complexe
que celle de leurs classes d’isomorphisme, ce contre-exemple a la vertu de
nous donner une indication sur 'outil que 'on doit utiliser pour le faire.

En effet, ce qui interdit la conjugaison entre deux centralisateurs iso-
morphes est la différence entre leurs relevés respectifs par rapport a la com-
mutation. On verra que 'on peut définir le crochet de deux éléments de
Zyn(H) en prenant le relevé de chacun de ces deux éléments et en le calcu-
lant dans U, (H). Par le méme genre de technique élémentaire que dans le
lemme 15, cela définit un morphisme de groupes de Z,(H) x Z,(H) vers Z/n
(sile groupe abélien Z,,(H) est vu comme un Z/n-module alors application
est bilinéaire).

Autrement dit, pour distinguer les différentes classes de conjugaisons,
nous allons rajouter une structure supplémentaire sur le groupe abélien (n-
compatible) Z,(H), celle de module alterné. Dans une premiére sous-section,
nous allons démontrer quelques propriétés sur les modules alternés, avec
quelques exemples. Le sujet ayant été assez peu traité (celui des modules
symplectiques 1’a été beaucoup plus), nous allons montrer les propositions
spécifiques aux modules alternés dont nous aurons besoin par la suite (es-
sentiellement sur la notion de lagrangien).

Dans une seconde sous-section, nous ferons correspondre a chaque classe
de conjugaison de centralisateurs de sous-groupes irréductibles de PSL(n, C)
une unique classe de modules alternés. Nous montrerons alors que la corres-
pondance est injective. Cela nous permettra d’en déduire un certain nombre
de conséquences sur des cas particuliers.

Dans la derniere sous-section, nous donnerons quelques pistes sur la ca-
ractérisation des modules alternés apparaissant de cette maniere. En effet
la correspondance injective évoquée ci-dessus n’a pas encore d’image bien
définie (on ne sait pas exactement quelles propriétés nécessaires et suffi-
santes doivent vérifier les modules alternés pour étre issus d’un centralisa-
teur d’irréductible de PSL(n,C)).
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3.4.1 Sur les modules alternés

Dans cette sous-section, nous définissons la notion de module alterné.
Le concept est défini par Wall dans [Wal64] et par Tignol et Amitsur dans
[AT86]. Parmi les résultats que nous allons établir, un certain nombre pour-
ront étre retrouvés dans ces références. Nous rappelons ici les définitions
(classiques) ainsi que quelques propriétés immédiates.

Soient n > 1 et A un groupe abélien d’exposant divisant n (i.e. un Z/n-
module). Si ’on se donne une application ¢ : A x A — Z/n, alors on dit que
(A, ¢) est un n-module bilinéaire si ¢ est une application Z/n-bilinéaire.
Par définition, le groupe sous-jacent au module bilinéaire (A, ¢) est A et
la forme bilinéaire associée a (A, ¢) est Papplication ¢.

Dans toute la suite, on fixe n un entier supérieur ou égal a 1. De plus,
les modules bilinéaires que nous allons considérer dans la suite seront tous
supposés finis.

Soit (A, ) un n-module bilinéaire, on dit que (A, ¢) est un n-module
alterné si ¢(a,a) = 0 pour tout a € A. Si (4, ) est un n-module alterné
alors pour tout a,b € A, on a :

0=¢(a+b,a+b) car (A, @) est alterné

= ¢(a,a) + ¢(a,b) + ¢(b,a) + ¢(b,b) par ”bilinéarité”

= ¢(a,b) + ¢(b,a) car (A, @) est alterné
Ainsi, pour tout a,b € A, on a ¢(a,b) = —¢p(b,a). On résumera cela

en disant que si (A, ¢) est un n-module alterné alors, en particulier ¢ est
antisymétrique (la réciproque est vraie si 2 est inversible modulo n).

Soient (A, ¢) un n-module alterné et a,b € A, on dit que a est orthogo-
nal a b si ¢(a,b) = 0. Comme A est alterné, tout élément de A est orthogonal
a lui-méme et la relation d’orthogonalité est symétrique par antisymétrie de
la forme bilinéaire ¢.

Soient (A, ¢) un n-module alterné et S un sous-ensemble de A. On définit
S+ I'orthogonal de S comme I’ensemble des éléments de A orthogonaux a
S. On peut directement vérifier que S+ est un sous-groupe de A.

Soient (A, ¢) un n-module alterné et B un sous-groupe de A alors le
n-module bilinéaire (B, ?|Bx B) est également un n-module alterné appelé le
n-sous-module induit sur B par A.
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Soient (A1, ¢1) et (Az, ¢2) deux n-modules alternés, on définit la somme
orthogonale de ces modules par :

(A1, 1) Gé (A2, ¢2) = (A, 9)

Avec A := AP Ay et gi)((al, (Lg), (bl, bg)) = ¢1<a1, bl)-‘rqj)g(ag, bQ) 11 s’agit
d’une vérification immédiate de voir que (A, ¢) est un n-module alterné, que
Ay < Az ainsi que Ay < Af- et que le n-sous-module induit par A sur A4;
est (Ai, ¢i).

Réciproquement si (A, ¢) est un n-module alterné et B,C sont deux
sous-groupes de A tels que A = B& C avec B < C*, on peut vérifier que le
module (A, ¢) est somme des deux sous-modules induits sur B et C par A.

Soit A un Z/n-module fini, on définit A*, le dual de A comme le groupe
A* := Mor(A,Z/n). Un résultat pas tout a fait trivial (cela utilise la classi-
fication des groupes abéliens finis) montre que A est isomorphe & A* en tant
que groupe. Remarquons que l'isomorphisme entre ces deux groupes n’est
pas canonique.

Soit (A, ¢) un n-module alterné, nous définissons 'application duale
associée a (A, ¢) comme étant Papplication :

ot A — A*
I a — b ¢(a,b)

Le noyau K de (A, ¢) est, par définition, le noyau ker(¢') de I'applica-
tion ¢'. Autrement dit K; = AL i.e. I'ensemble des éléments de A qui sont
orthogonaux a tout élément de A.

Soit (A, ¢) un n-module alterné, on dit que (A4, ¢) est un n-module sym-
plectique si son noyau K est trivial (i.e. 'application ¢ est non-dégénérée).

On remarque que I'on peut associer & tout n-module alterné (A, ¢) un
n-module symplectique (B, ¢p) en posant B := A/Ky et :

¢p(a1 mod Ky, az mod Ky) := ¢(ai,as)

Le fait que (B, ¢p) soit bien défini et constitue un n-module symplectique
est clair. Ce module symplectique sera toujours noté (A/Ky, ¢) et appelé le
n-module symplectique associé a (A, @).
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Un exemple particulierement important de n-module symplectique (et
classique) est construit de la maniére suivante :

Exemple 6

Soit B be un groupe abélien d’exposant divisant n, on le considére
donc comme un Z/n-module. On définit A := B x B* et :

AxA — Z/n
((a1,91), (a2, 2)) = b2(a1) — Y1(az)
Alors (A, ¢) est n-module symplectique. Dans la suite on notera un tel

module symplectique B x B* (la forme bilinéaire alternée sous-entendue
est la forme ¢ ci-dessus).

¢ :

Soient (A, ¢) un n-module alterné et S un sous-ensemble de A. On dit
que S est isotrope si S C S*. Si de plus S = S+ alors S est un sous-groupe
de A appelé lagrangien de (A, ¢).

Dans ’exemple 6 ci-dessus, les sous-groupes B et B* de A sont tous les
deux des lagrangiens de (A, ¢).

Soient (A, ¢) un n-module alterné et (A’,¢’) un n’-module alterné, on
dit que (A,¢) et (A’,¢’) sont isométriques s’il existe un isomorphisme
de groupes g : A — A’ vérifiant ¢ = g*¢' oll l'on voit ¢ et ¢’ comme
deux applications & valeurs dans Q/Z (ce groupe contient un unique sous-
groupe cyclique de cardinal donné). La relation d’isométrie entre les modules
alternés est clairement une relation d’équivalence.

La nécessité d’avoir une liberté sur le n vient de la remarque suivante, si
I'on donne & Z/2 x Z/2 deux structures de module alterné donnée respective-
ment par 'application nulle dans Z/2 et dans Z /4, on veut pouvoir identifier
ces deux modules. Cette définition est d’ailleurs cohérente avec [Wal64], ot
les modules bilinéaires finis sont définis avec une forme bilinéaire allant dans
Q/Z. Dans le cadre ou cela va s’appliquer pour nous, on préfere conserver
la donnée de n.

Par abus de notations, a chaque fois que cela ne posera pas d’ambiguité,
nous désignerons un module (A, ¢) par son groupe sous-jacent A.

Avant de passer aux propositions qui vont nous servir dans la suite, on
définit une notation qui nous servira essentiellement dans les exemples. Si A
est un groupe abélien fini de type (d,, ...,d;) muni d’'une n-forme bilinéaire
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alternée ¢, cela signifie que A est isomorphe au produit de Z/d; pour ¢ allant
de 1 a r. Si l'on fixe, pour tout 1 < i < r, un générateur e; de Z/d; alors il
est clair que pour donner ¢, il suffit de donner les valeurs de ¢ en les (e;, €;).
On associe donc a tout ¢, n-forme bilinéaire alternée la matrice :

My € M,(Z/n) définie par (My); ; := ¢(es,ej) pour 1 <i,5 <r

Il est évident que My est alors antisymétrique. Réciproquement, tout
matrice antisymétrique M de M,(Z/n) vérifiant que I'ordre de M; ; divise
celui de e; et e; définit une n-forme bilinéaire alternée sur A.

Dans les exemples, on prendra généralement un groupe abélien sous sa
forme donnée par la classification des groupes abéliens finis, avec sa base
évidente et 'on écrira une matrice antisymétrique pour décrire la forme
alternée associée. On commence avec une proposition élémentaire :

Proposition 41

Soient n > 1, (A, ¢) un n-module symplectique et B un sous-groupe
de A alors :

1. |B||B*| = |A| et B+t = B.

2. Si le sous-module induit sur B par (A, ¢) est un n-module symplec-
tique alors le sous module induit sur B+ par (A, ¢) est un n-module

L
symplectique, de plus A = B & B+.

Démonstration: Voir la proposition 2.2 de [AT86] ou le lemme 1 de [Wal64]. H

Alors que les modules alternés, en général, sont assez différents les uns
des autres, la proposition suivante implique que tout module symplectique
est isométrique a un construit comme dans ’exemple 6. En particulier ’en-
semble des modules symplectiques est assez rigide.

Corollaire 13

Soient n > 1 et (A, ¢) un n-module symplectique. Il existe B < A tel
que (A, @) soit isométrique & B x B*.

Démonstration: Voir le lemme 7 de [Wal64] ou le théoréme 4.1 dans [AT86]. B
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Cette construction peut étre vue comme ’analogue d’une base symplec-
tique pour (A, ¢) (i.e. une "base” de B en tant que groupe abélien fini et la
"base duale” dans B*). Une conséquence directe de ce corollaire est que deux
modules symplectiques (A, ¢) et (A’, ¢’) sont isométriques si et seulement si
A et A’ sont isomorphes en tant que groupe.

Il est remarquable qu’une telle base symplectique existe pour ces modules
finis (comme pour le cas des formes bilinéaires sur les K -espaces vectoriels).
Alors que les K-espaces vectoriels munis d’une forme alternée (pas forcément
symplectique) sont toujours somme du noyau et d’un complémentaire non-
dégénéré, ce n’est pas le cas pour les modules alternés généraux tels que nous
les avons définis. En effet, on peut considérer le contre-exemple suivant :

Contre-exemple 4

Soit A:=17/2 x Z]4 x Z/8 vu comme un Z/8-module. Notons e :=
(1,0,0), ea := (0,1,0) et eg := (0,0,1). Alors dans la base e1, ea, €3, on
définit la forme alternée ¢ sur A par sa matrice :

0 4 4
My:=1{4 0 -2
4 2 0

Alors le noyau Ky de (A, ¢) n’est pas facteur direct de A, en parti-
culier, A n’est pas somme de son noyau et d’un module non-dégénéré.

Démonstration: Par un calcul direct, on peut vérifier que Ky = (e1 + 2e2 +
2e3) isomorphe & Z/4. On remarque que 2(ey + 2ez + 2e3) = 4eg € K. De
plus si (z,y,2) € A alors 4(x,y,2) = (0,0,42) donc tout élément a € A
d’ordre 8 vérifie que 4a = 4e3 € Ky4. En particulier, K4 n’est pas facteur
direct de A. |

Cet exemple simple permet de justifier qu’il n’existe pas caractérisation
simple des modules alternés indécomposables (en effet s’il 1’était alors le
noyau serait facteur direct). Notons un autre corollaire de la proposition 41 :

Corollaire 14

Soient n > 1 et (A, ¢) un n-module symplectique, alors tout lagran-
gien L de A est de cardinal \/|A]|.

Démonstration: Par définition d’un lagrangien, L = L', en appliquant le
point (1) de la proposition 41, on a |L|? = |A]. ]
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Dans leur papier [AT86], J.-P. Tignol et S.A. Amitsur se sont intéressés
aux lagrangiens des modules symplectiques, ils appliquent cela aux algebres
a divisions (cf [AT85]). En ce qui nous concerne, nous allons plutét nous
intéresser aux lagrangiens des modules alternés. On rappelle donc quelques
résultats sur les lagrangiens :

Proposition 42

Soient n > 1 et (A, ) un n-module alterné. Les lagrangiens de A sont
exactement les éléments maximaux pour l'inclusion parmi les groupes
isotropes. Autrement dit, un sous-groupe isotrope L de A est un lagran-
gien de A si et seulement si pour tout K’ isotrope contenant L on ait
K =1L.

Démonstration : Soit L un sous-groupe isotrope de A. Supposons que L soit
un lagrangien, alors si K’ est un isotrope de A contenant L, L+ D K’ car
K’ est orthogonal & K’ donc & L. Or L est lagrangien donc L = L+ ainsi
K’ C L, or K/ O L par hypothese donc L = K’ et L est donc maximal
parmi les isotropes de A.

Supposons que L ne soit pas lagrangien. Comme L est isotrope, nous
avons que L < L+ et il existe a € L+ qui n’est pas dans L. Définissons
K' := (L,a), clairement L < K’ et K’ # L, de plus L étant isotrope et
orthogonal & a par hypothese, K’ est un groupe isotrope. Ainsi L n’est pas
maximal parmi les sous-groupes isotropes de A. |

Soit (A, ¢) un n-module alterné alors I’ensemble des sous-groupes iso-
tropes de A est non-vide (il contient le groupe trivial) et fini (car A est fini).
Il existe donc un élément maximal pour 'inclusion. En vertu de cette propo-
sition tout module alterné admet ’existence d’un lagrangien. De plus si K
est un sous-groupe isotrope, il va toujours exister un sous-groupe isotrope
maximal contenant K, ainsi tout sous-groupe isotrope est contenu dans un
lagrangien. En particulier, pour tout a € A, il existe un lagrangien contenant
a (en appliquant ce que l'on vient de faire & K = (a)).

La proposition qui suit est une généralisation simple du corollaire 14 :
Proposition 43

Soient n > 1 et (A, ¢) un n-module alterné. Pour tout lagrangien L de
A le cardinal de L est égal a \/|A||Kg|.

Démonstration: Notons :

[ a mod Ky
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Par la proposition 42 les lagrangiens de A sont les isotropes maximaux
de A et les lagrangiens de A/K, sont les isotropes maximaux de A/ K.

L’application 7 envoie un isotrope de A sur un isotrope de A/K, (par
définition de la forme symplectique sur A/Ky) et I'image réciproque par
7 d'un isotrope de A/K, est un isotrope de A. De plus, les applications
définies sur les ensembles isotropes 7 et m~! sont croissantes pour l'inclu-
sion. On en déduit qu'un isotrope de A est maximal si et seulement si son
image via w ’est. En particulier, par la proposition 42, un isotrope de A est
un lagrangien si et seulement si sa projection dans A/Ky lest.

Prenons L un lagrangien de A alors m(L) est un lagrangien de A/Ky.

Par le corollaire 14 :
[m(L)| = +/IAl/| K| (3.9)

Comme L est un lagrangien, L contient le noyau Ky de A, par suite :

L] = [Kg[[m(L)|
= |Ky|\/|A|/| Ky| par Péquation (3.9)
= /Al K.
]

On retiendra donc que le cardinal des lagrangiens des modules alternés
est constant. Ce n’est pas le cas de la classe d’isomorphisme des lagrangiens.

Exemple 7
Soit (A, ¢) le module alterné défini dans le contre-exemple 4. Alors
A=17/2x7Z/4x1Z/8, si 'on note e; := (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 =

(0,0,1) dans A alors les sous-groupes Li := (e3,e; + 2e9) et Lo :=
(e1,2eq,2e3) sont des lagrangiens de A et :

L est isomorphe a Z/2 x Z/8
Ly est isomorphe a Z/2 x /2 x Z]4

En particulier, L1 n’est pas isomorphe a Ls.

Démonstration: D’apres le contre-exemple 4, |K 4| = 4 donc le cardinal d’un
lagrangien de (A, ¢) est v/2-4-8-4 = 16 par la proposition 43.
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On vérifie directement que Lq et Lo sont isotropes.

De plus ey + 2e5 est d’ordre 2 et n’est pas dans (e3) ainsi Ly est iso-
morphe & (e; + 2e3) X (es). Donc L est isomorphe & Z/2 x Z /8. En parti-
culier, L; est isotrope et a le cardinal d’un lagrangien donc il est lagrangien
(par maximalité des lagrangiens).

Finalement, il est clair que Ly est isomorphe & Z/2 x Z/2 x Z/4. Le
groupe Lo est donc isotrope de cardinal, le cardinal d’un lagrangien, il est
donc lagrangien par maximalité des lagrangiens. |

Parmi les n-modules alternés, nous distinguons une classe particuliere.
On dit qu'un n-module alterné (A, ¢) est n-sous-symplectique s’il existe
un groupe abélien B d’ordre n tel que, en tant que n-module alterné, (A, ¢) <
B x B* (ou B x B* est muni de sa structure symplectique canonique).

La fagon dont vont apparaitre ces modules alternés sera toujours de la
maniere suivante :
Proposition 44

Soit n > 1 et G un groupe fini tel que G se décompose comme
une extension centrale d’un groupe abélien A par un groupe cyclique C
engendré par ¢y isomorphe a Z/n :

15C->G5 A1

Alors 'application :

AxA — Z/n

oG a7 o) [ A€G|T(a)=a
(a,b) — ¢g(a,b) ot [a,b] = ¢, be G| () =b

est bien définie (ne dépend pas des relevés a et b choisis). De plus,
(A, ¢c) est un module alterné.

Démonstration: Si a,b € A, @, sont deux relevés de a dans G et b, b sont
deux relevés de b dans G alors, @ et @’ different par un élément de C' qui
est central, par suite :

[@,0] = [a,b]

De la méme facon :
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[@,0'] = [a,b]

Ainsi on a [@,b'] = [@,b]. De plus 7([@,b]) = [a,b] = 0 car A est ablien.
Ainsi ¢ est bien défini & valeurs dans C' = Z/n.

En appliquant le lemme 15 (par définition C' est inclus dans le centre
de G), l'application ¢¢ est bilinéaire. Cela implique, en particulier, que
(4, ¢¢) est un module bilinéaire. Comme il est clair que @ commute avec a
pour tout a € A, on a ¢g(a,a) = 0. Ainsi (4, ¢g) est un module alterné. MW

En général, les extensions de A par Z/n ne sont pas uniquement détermi-
nées par ¢¢g. Toutefois, dans le lemme suivant, nous allons constater que,
en rajoutant quelques conditions (sur ordre des relevés des éléments d’une
partie génératrice bien choisie de A), on obtient unicité. Ce lemme sera
utilisé dans la sous-section suivante et dans le chapitre 4.

Lemme 21

Soit n > 1, C' un groupe cyclique d’ordre n (noté multiplicativement,
généré par cy) et A un groupe abélien fini. Notons (d,,...,d;) le type
de A, alors A est isomorphe a Z/d, X - --7Z/dy, on note e; I’élément de A
envoyé sur (0,...,0, \L/,O...,O).

place i

Prenons G et H deux extensions centrales de A par C, on note 7
(resp. mpr) la projection de G (resp. H) sur A. Si ¢ = ¢ et pour tout
1 <i < ilexiste g € G (resp. h; € H) tel que wg(g;) = e; (resp.
i (hi) = e;) et Pordre de g; est égal a I'ordre de h; qui est d; ou 2d;
alors il existe un isomorphisme f entre G et H tel que f envoie ¢y € G
sur co € H.

Démonstration: On définit une section ensembliste u pour g et v pour 7.
Pour tout élément a € A, par définition des (e;), il existe un unique r-uplet
(ar,...,a1) d’entiers vérifiant :

T
a:ZaieietOSQi<di

i=1
On définit alors u(a) := g% ...g7" et v(a) := AY" ... h{". Il est clair
que u et v sont respectivement des sections ensemblistes des morphismes
mg et mg. Tout élément de G s’écrit de maniere unique comme le produit
d’un élément ¢ de C' et d’un élément de la forme u(a) ot @ € A. On définit

Papplication f de la maniére suivante :
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G — H
cu(a) +— cv(a)

f:

Ensemblistement, on voit que f est une application bijective. De plus,
f fixe point par point les éléments de C. Il ne reste donc plus qu’a montrer
que f est un morphisme de groupes.

Soit k1, ke € G, on écrit k1 = ciu(ay), ko = cau(ag) alors :

f(kikz) = f(k1) f(k2)
< f(ercau(ar)u(az)) = clcgu(al)u(ag)
Yu(ag)u(araz) ™t u(araz)) = crcov(ar)v(as)

cC

& f(ercau(ay

@clcgu(al)u(ag)u(alag)flv(alag) = c1cov(ag)v(az)

—1

su(ar)u(az)ularas) ™t = v(ar)v(ag)v(aias) ™"

Autrement dit, il nous faut vérifier que pour tout a;,as € A :

u(ar)u(az)u(araz) ™ = v(ay)v(az)v(aiaz) (3.10)

Pour ¢ = 1,2, on note :

,
a; ;= Zv;ej avec 0 <; < d;
j=1

On écrit également pour 1 < j <r:

P B siyj +7 <d
J v} +7; —d;  sinon

Clairement :

T
ay +az = Z(Sjej avec 0 <9, < d;
=1

Par définition de u et les expressions données plus haut :

1 1 2 2

Y Rt ¥

u(ar)u(az) = gr" ...gllgrr cgft
1 2
" v2 ’Yl ’Y1’Y ¢G(P17Pr) v? 1 V1
=g .9 ng91 " 99 0

On a utilisé I’égalité g,.g; = cgc“’"*“)

centre de GG. Par récurrence immédiate :

g19- et le fait que cg est dans le
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u(ar)u(az) =g "9 7 90090 gy

r—1
Y2 va T vi HC¢G(61-,6T)%173
0

2 2
o2 Yr—1 s
On peut répéter le processus de g,” 7" & g?l :

u(ar)u(az) = g;wrw y 'h+71 H H b (eie;)riy?

j=1li=1

On remarque maintenant que pour 1 <i <7 :

Vi i =6

i est dans C donc central

Aussi :

1 2 1
Yo tYr MR vt i+ =61 5
gr gt =g gr...g1 gt
Vi trE =0 AT =01 5, s
:g R KA

Au final, on vient de montrer :

e)yin?
u(ar)u(az)u(ar +az)” 1_[91#%7(S HH polenesn;

j=1i=1

Par les mémes arguments appliqués a H :

a b (ai,a;)v;
v(ar)v(az)v(ar + az)” Hh”i"'% HH u(as,a;)v 7]

j=14i=1

Par hypothese, ¢ et ¢ sont égaux, ainsi :

H da(eie)viv: H S (eies)Viv;

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Soit 1 <4 < r, par hypothese g; et h; sont du méme ordre qui est soit
d; soit 2d;. Si 'ordre de gt est d; alors, comme «} +~? — §; = 0 ou d;, on

-5,
h” +7P =8 _ =1¢ Vi = )

en déduit que =g

161
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Si g; et h; sont d’ordre 2d; alors si v} + 72 — &; = 0, il est clair que

1,2 1,2 Vi i —
Vi i —0i B T T — oy —d
h; =lg=y, , slnon *yz-l + 712 — 6; = d;, auquel cas h;

B e it ]

et g;" sont deux éléments d’ordre 2 dans C', comme C' est cyclique il

1i~2_5, 1ia2_5,
en admet au plus un donc hz" s = g:* R

1

2 1 2
5 + log CpYe T it
Dans tous les cas h; =g,

8 pour tout 1 <7 < r donc :

a T
H w(a;) "0 = H v(b;) v
i=1

i=1

En combinant cette égalité avec les équations 3.11,3.12 et 3.13 nous
obtenons :

u(ar)u(az)u(a; + az) ™' = v(ay)v(az)v(a + az) ™"

Nous avons vu au début de la preuve (voir page 160) qu’il suffisait de
vérifier cela pour tout ai,as € A pour en déduire que f est un morphisme
de groupes. D’aprés ce que l'on avait dit, le fait que f soit bijectif est
automatique. |

Dans la suite, nous utilisons ces résultats pour aller vers une classification
des classes de conjugaison des centralisateurs de sous-groupes irréductibles
de PSL(n,C). En particulier, nous verrons que les n-modules alternés sous-
symplectiques auront un réle particulier.

3.4.2 Classe de conjugaison des centralisateurs comme mo-
dule alterné

Pour faire apparaitre les modules alternés, nous allons reformuler le
probleme. Soit n > 1, on note Z, I'’ensemble formé par les centralisateurs
d’irréductibles dans PSL(n, C) et U,, I'ensemble de leurs tirés en arriere dans
SL(n,C). De plus, si A est un groupe n-compatible, alors on note Z,(A)
I’ensemble des éléments de Z,, qui sont isomorphes a A et U, (A) Pensemble
de leurs tirés en arriere dans SL(n, C). Le théoréme de caractérisation assure
que :

Z, = U Z,(A) et si A est n-compatible alors Z,,(A) # 0

A n-compatible

Il est clair que PSL(n,C) agit par conjugaison sur Z, et Z,(A). Ce
que nous souhaitons déterminer est Z,/PSL(n,C). Pour cela nous allons
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plutot chercher a classifier U,,. Si U est un élément de U,, on remarque
que Z(SL(n,C)) est inclus dans U. Nous dirons que U; et Us dans U, sont
équivalents s’il existe un isomorphisme ¢ : Uy — U fixant Z(SL(n,C))
point par point. Autrement dit 8’il existe ¢ faisant commuter le diagramme
suivant :

1—— Z(SL(n,C)) Uy o mn(Uy) —— 1
| |
1—— Z(SL(n,C)) Us o T (U) —— 1

Si Uy et Uy sont équivalents alors on écrira U; ~ Uy. Cette relation
est bien sur une relation d’équivalence. Vu le diagramme commutatif plus
haut, si U; et Uy sont équivalents alors ¢ descend en un isomorphisme de
groupes entre m,(U1) et m,(Uz), ainsi si Uy et Uy sont équivalents alors ils
appartiennent au méme U, (A).

Le premier résultat, stipule que la classification des m-centralisateurs
(Z,,) modulo conjugaison ou la classification des n-centralisateurs étendus
(Uy,) modulo équivalence est la méme chose.

Proposition 45

Soient n > 1, Hy et Hy deux sous-groupes irréductibles de SL(n,C).
Alors Z,(H1) et Z,(Hz) sont conjugués si et seulement si U,(H1) et
U, (Hz2) sont équivalents.

En particulier, nous obtenons une bijection entre Z,/PSL(n,C) et
U,/ =~ via Papplication my,.

Démonstration: Supposons que Z,,(Hy) et Z,,(Hz) soient conjugués. Prenons
g € PSL(n,C) tel que gZ,(H1)g~! = Z,(Hs). Soit § un relevé de g dans
SL(n,C), on a gU,(H;)§~! = U,(Hs). La conjugaison par § restreinte a
U, (H7) induit alors un isomorphisme entre U, (H;) et U, (Hz) fixant point
par point Z(SL(n,C)).

Réciproquement s’il existe un isomorphisme ) faisant commuter le dia-
gramme suivant :

1—— Z(SL(n,C)) U, (H,) Zn(Hy) — 1
| |
1 —— Z(SL(n,C)) U, (Ho) i Zn(Hy) —— 1
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Pour ¢ = 1,2, notons ¢y, la représentation standard de U, (H;) dans
SL(n,C) et xu, son caractere (cf début de la sous-section 3.2.2). Notons
de plus p :=tp, 09 et x :=tr o p le caractere de p.

Alors vp, et p sont deux représentations de U, (H;) dans SL(n,C). Par
la proposition 30, pour u € U, (H;) :

o0 siu ¢ (€ln)
X, (u) = { né* siu=¢€8I, otk € Z/n

De plus, si u € Uy, (H;) et u n’est pas central alors ¥ (u) € U, (Ha) n’est

pas central et si u = £¥1,, alors ¢(u) = £¥I,,, en appliquant la proposition
30 & U, (H2), on obtient que pour tout u € U, (H;) :

() = { 0 siu ¢ (E1,)

nék siu=¢r, otk € Z/n

Les deux représentations de U,,(H1), tp, et p ont méme caractere, elles
sont donc conjuguées par la théorie de la représentation des groupes finis (cf
[Ser77]). En particulier, il existe § € SL(n,C) tel que § conjugue U, (Hy)
(Pimage de ¢p,) en U, (Hz) (image de p). Il est alors clair que g := m,(g)
conjugue Z,(Hy) en Z,(Hz). [ |

Cette proposition reformule le probleme de la classification des éléments
de Z,,/PSL(n,C) en un probléeme sur la classification des éléments de U,/ ~.
Nous allons faire correspondre a ces objets des modules alternés.

Proposition 46

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C). Pour
tout x € Z,(H) on choisit un relevé & de x dans U, (H). On définit une
forme alternée (comme dans la proposition 44) :

Zny(H) X Zy(H) — Z/n

o (a,b) ~— ¢mla,b) vérifiant [a,b] = o@D,

Le noyau Kg,, du module alterné (Z,(H), ¢g) est I'image du centre
de U, (H) par m,.

Si Up(H1) et U,(Hz) sont deux éléments équivalents de U, alors
(Zn(H1), ¢m,) et (Zn(Ha), ¢m,) sont isométriques.

Démonstration : L’existence de cette forme alternée est ’objet de la propo-
sition 44.
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Soit a € Z,,(H) alors a € Ky, si et seulement si [a,b] = I,, pour tout
be Z,(H), siet seulement sia € Z(U,(H)). Ainsi le noyau de (Z,,(H), ¢
correspond bien au centre de U, (H).

Si ¢ est un isomorphisme entre U, (H;) et U, (H2) fixant point par point
le centre de SL(n,C) alors ¢ passe au quotient par Z(SL(n,C)) et induit
un isomorphisme ¢ entre Z,(H;) et Z,,(Hs). Si a,b € Z,,(Hy) :

—

Or, (P(a), P(b)) = [1h(a), (b))

= ¢([a,b]) par définition de v
= Y(¢m, (a,b)) par définition de ¢p,
= ¢m,(a,b) car 1) fixe le centre de SL(n,C)

En particulier, on voit que le module (Z,(H1), ¢x,) est isométrique au
module (Z,,(Hz), ¢u,) avec le fait que 1 soit un isomorphisme de groupes. W

La proposition suivante stipule que deux éléments de U, dont les n-
modules alternés sont isométriques sont équivalents.

Proposition 47

Soient n > 1, Hy et Hy deux sous-groupes irréductibles de SL(n,C)
tels que (Z,(H1), ¢m,) et (Zn(Hs),¢m,) soient isométriques, alors les
éléments U, (H1) et Uy, (Hz) de U,, sont équivalents.

Démonstration: Prenons H; et Hy deux sous-groupes irréductibles contenus
dans SL(n,C) tels que Z,(H;) soient isomorphes au méme groupe abélien
A pour i = 1,2. On suppose de plus que (Z,,(H1),du,) et (Z,(Hz), pm,)
sont isométriques. Notons g : Z,(H) — Z,(Hz) I'isomorphisme de groupes
tel que ¢p, = g*dm,. Soit m; : Uy (H;) — Z,(H;) la projection canonique.

Quitte a remplacer mo par g o me, on peut supposer que les groupes
U, (Hy) et U, (Hs) sont deux extensions centrales d’un méme groupe abélien
A (égal & Z,,(Hy)) par un groupe cyclique d’ordre n (Z(SL(n,C))) et in-
duisent la méme forme alternée ¢ via la construction de la proposition 44.

Si (dr,...,d;) désigne le type de A alors A est isomorphe & Z/d,. X
- X Z/dy et T'on fixe pour 1 < i < r, e; € A tel que e; est envoyé sur
(0,...,0, 1 ,0...,0) via I'isomorphisme.

place

Comme e; € Z,(H;) est d’ordre d;, on sait qu’il va exister (par la
proposition 28) g; € U, (H;) et A; € C tels que m,(g;) = €; :
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In
d; N

€81y

gi soit conjuguée a \; ‘
2 (di—1)

£ Iy
De plus :
(&L,) si d; est impair

A € (&1,) si d; est pair et n/d; pair

n(dg—1)
V& T4 (€l,) sid; est pair et n/d; impair

Ainsi, on en déduit que, quitte & multiplier g; par un élément de (£1,,) :

2d; sid; est pair et n/d; impair

. )
g; est d’ordre { d, sinon.

Pour les mémes raisons, pour tout 1 <4 < r, il existe h; € U, (Hz) tel
que 7, (h;) =e; et :

2d; sid; est pair et n/d; impair
d; sinon.

h; est d’ordre {

En particulier, on peut toujours choisir les relevés de e; dans U, (H;)
et U,(Hs3) de telle sorte qu’ils soient de méme ordre d; ou 2d;. On est
donc dans les conditions d’application du lemme 21. Par suite, il existe un
isomorphisme entre U, (H;) et U, (H>) fixant point par point le centre de
SL(n,C), ceci montre que U, (H;) et U,(Hsz) sont équivalents. |

La proposition 47 a deux corollaires intéressants. Le premier concerne
les centralisateurs d’irréductibles de PSL(n,C) dont le cardinal est n?.

Corollaire 15
Soient n > 1 et A un groupe n-compatible d’ordre n?. Alors I'en-

semble Z,,(A)/PSL(n,C) est réduit & un élément qui est la classe d’iso-
meétrie d’un n-module symplectique.

Démonstration: Le théoréme de caractérisation (théoréeme 3.3) assure que
Z,(A)/PSL(n,C) contient au moins un élément car A est n-compatible.

Supposons maintenant que A soit isomorphe a Z,(H), le corollaire 9
implique alors que Z, (H) est irréductible (vu que |Zn(H)| = |A| = n? par
hypothese). Par suite, U, (H) est irréductible et son centralisateur (par le



3.4. CLASSES DE CONJUGAISON DES CENTRALISATEURS 167

lemme de Schur) est réduit au centre de SL(n,C). En particulier le centre
de U, (H) est réduit au groupe Z(SL(n,C)).

La proposition 46 stipule que le radical Ky, de (Z,(H), ¢rr) est 'image
du centre de U, (H) dans Z,(H) or, on vient de justifier que ce centre est
réduit au groupe Z(SL(n,C)). Par conséquent, K4 est trivial et le module
(Zn(H), ¢pr) est un n-module symplectique.

Si Pon choisit maintenant Z,(H;) et Z,(Hz) dans Z,(A) alors les
n-modules alternés associés (Z,(H1),dmn,) et (Zn,(Hsa), ¢pn,) sont deux n-
modules symplectiques (par ce que I'on vient de faire) vérifiant que Z,,(H;)
est isomorphe & Z,(Hz2) (par définition ils sont tous les deux isomorphes
a A), nous avons vu dans la sous-section 3.4.1 que l'on pouvait alors en
déduire que (Z,(H1), ¢m,) et (Zn(Hz), du,) étaient isométriques.

En appliquant la proposition 47, U, (H;) = U,(Hz2) et en appliquant la
proposition 45 Z,,(Hy) et Z,(Hz) sont conjugués 'un & l'autre. En parti-
culier Z,(A)/PSL(n,C) a au plus un élément. |

Le second corollaire va concerner le cas ou n est sans facteur carré.
Corollaire 16

Soient n > 1 sans facteur carré et A un groupe n-compatible. Alors
lensemble Z,(A)/PSL(n,C) est réduit & un élément.

Démonstration: Le théoréeme de caractérisation (théoreme 3.3) assure que
Z,(A)/PSL(n,C) contient au moins un élément car A est n-compatible.

Soit Z,(H) € Z,(A), notons d l'exposant de Z,(H). Le lemme 19
implique que 1’on peut trouver un sous-groupe irréductible L de SL(n/d,C)
et e divisant d tel que Z,,(H) soit isomorphe & V x Z/d ou V est un groupe
abélien d’exposant divisant d qui se décompose selon une suite exacte :

1= Zn(L) =V =Z/e—1 (3.14)

Dans Z,(H) =V x Z/d on choisit a un élément d’ordre d. Raisonnons
par I'absurde. Supposons que Z= (L) n’est pas trivial.

On peut alors choisir b € Z= (L) d’ordre d’ > 1 divisant . L’ordre de
a + b est alors dd’' car pgcd(d,d’) divise pged(d,n/d) = 1 car n est sans
facteur carré. Cela contredit le fait que Z,,(H) soit d’exposant d.

Par suite Z= (L) est trivial et donc Z,,(H) est isomorphe a Z/e x Z/d.
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Par le lemme 19, il existe u € Uy, (H) tel que 2 := m,(u) € Z,(H) soit
d’ordre d et tel que :

e=[Un(H) : Zy,m)(u)] (3.15)

Silon écrit Z,(H) = (y) x (x) avec y d’ordre e alors le n-module alterné
(Zn(H), dm) est uniquement déterminé par la valeur de ¢ g (2, y). Supposons
que lordre de ¢ (z,y) divise strictement e alors le groupe B := () x (z)
d’ordre 9 est exactement I'orthogonal de = dans Z,,(H).

Par suite m;}(A) < U, (H) est exactement le centralisateur de u dans
U,.(H) (cf proposition 46) et donc :

[Un(H) : Zys, (11 ()] = [Zo(H) : A] = %e’ —¢<e

Ce qui contredit I’égalité 3.15 et donc ¢y (x,y) est d’ordre exactement
e. Quitte & remplacer y par y*, on peut supposer ¢g(x,y) = . 0n a
donc montré que le module (Z,,(H), ¢x) est nécessairement isométrique au
module :

(Z/e % Z/d, 6+ ((a1,b1), (a2, b2)) = =(arba = bra))

En particulier, si Z,(H1) et Z,(Hs) sont deux éléments de Z,,(A) alors
les m-modules alternés associés sont isométriques. Par la proposition 47,
U,(Hy) = U,(H3) et en appliquant la proposition 45 Z,(H;) et Z,(H>3)
sont conjugués I'un & 'autre. En particulier Z,(A4)/PSL(n,C) a au plus un
élément. |

Ce dernier corollaire implique en particulier que dans le cas sans facteur
carré, deux centralisateurs de sous-groupes irréductibles dans PSL(n,C)
sont isomorphes si et seulement s’ils sont conjugués. Remarquons que si n
admet un facteur carré alors cela devient automatiquement faux (on peut
toujours construire un contre-exemple comme le contre-exemple 3).

En particulier, quand n est sans facteur carré, on a une généralisation
du théoreme 2.1. Cela semble suggérer que ’approche du chapitre 2 pour
étudier la variété des caracteres se généralise au cas sans facteur carré.

Les groupes n-compatibles d’ordre n? auront un role particulier dans la
derniére sous-section.
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3.4.3 Sur une classification possible des classes de conjugai-
son des centralisateurs

On explique ici comment ce qui a été démontré dans la sous-section
3.4.2 permet d’envisager une classification des classes de conjugaison des
centralisateurs.

Soient n > 1 et A un groupe n-compatible. On définit A,,(A) Pensemble
des n-modules alternés de groupe sous-jacent A et A, (A) 'ensemble A, (A)
quotienté par la relation d’isométrie. Si (A, ¢) € A,(A), on notera (A, ¢) sa
classe dans A, (A).

Soit Up(H) € Un(A) et f: Z,(H) — A un isomorphisme de groupes
abstrait entre Z,(H) et A alors on peut associer a Up(H) un n-module
alterné (A, fiéy) par la proposition 46. De plus, il est clair que si f,g :
Zn(H) — A sont deux isomorphismes, alors (A, fidr) = (A, g«0pm). On

note alors la classe associée (indépendante de I'isomorphisme choisi) (A, ¢gr).
Autrement dit, il existe une application :

: Un(A)) = An(A

_>

~—

Ay

La proposition 47 assure alors que A 4 est une application injective. Dans
de nombreux cas (e.g. si A est n-compatible d’ordre n? ou n sans facteur
carré) nous avons vu que l'application A4 ne sera pas surjective, autrement
dit, il existe certaines contraintes sur les n-modules alternés construits a par-
tir d’un centralisateur de sous-groupe irréductible de PSL(n,C). Toutefois,
nous n’avons pas pu mettre en évidence de telles contraintes :

Question 1

Soient n > 1 et A un groupe n-compatible, a quoi est égale I'image
de Ay ?

On peut répondre partiellement a cette question en considérant certains
groupes n-compatibles. Soient n > 1 et A un groupe n-compatible, on dit
que A est saturé si |[A| = n?. Si les groupes n-compatibles saturés nous
intéressent, c’est parce que nous allons voir dans la proposition suivante
qu’ils vérifient des propriétés intéressantes relativement a la classification
des centralisateurs d’irréductibles.
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Proposition 48

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SL(n,C) alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le groupe m,(H) est abélien.

2. Le sous-groupe mp(H) de PSL(n,C) est son propre centralisateur.
3. Le groupe Z,(H) est saturé.

4. Le sous-groupe Z,(H) de PSL(n,C) est irréductible.

Si I'une de ces assertions est vérifiée alors a conjugaison prés, Z,(H)
est 'unique sous-groupe irréductible de PSL(n,C) dont le centralisateur
est isomorphe & Z,(H).

Démonstration: 3 < 4. Nous avons vu dans le corollaire 9 que Z,,(H) était
irréductible si et seulement si Z, (H) était de cardinal n? (on utilisait la
représentation standard de Uy, (H)) vu que Z,,(H) est toujours n-compatible
par le théoreme de caractérisation, on a ’équivalence.

1 = 4. Si 7, (H) est abélien alors m,(H) est contenu dans Z,(H) or
7 (H) est irréductible donc Z, (H) l'est aussi.

4 = 2. Si Z,(H) est irréductible alors Z,(H) est abélien (par la pro-
position 27), de plus on (4 = 3) Z,(H) est de cardinal n%. De cela on en
déduit que Z,,(H) est contenu dans son centralisateur. Or le centralisateur
de Z,(H) est d’ordre divisant n? (par le corollaire 9) donc Z,,(H) est son
propre centralisateur. Vu que 7, (H) commute avec Z,(H), on en déduit
que 7, (H) est inclus dans le centralisateur de Z,,(H) qui est Z,(H).

Si on avait m,(H) < Z,(H) alors H serait un sous-groupe de U, (H)
de cardinal < n3, en utilisant le caractere de la représentation standard
(proposition 30), le caractére de l'inclusion de H dans SL(n,C) serait de
norme > 1, ce qui contredirait I'irréductibilité de H. Ainsi m,(H) = Z,(H)
et, par définition 7, (H) est son propre centralisateur dans PSL(n,C).

2 = 1. Si m,(H) est son propre centralisateur alors, en particulier,
mn(H) est abélien.

Pour finir si K est un sous-groupe irréductible de SL(n,C) tel que
Z,(K) est isomorphe & Z,,(H) saturé alors Z, (H) est saturé implique que
Zn(K) est conjugué a Z,(H) (par le corollaire 15). De plus on vient de
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voir que dans ce cas m,(K) = Z,(K) et n,(H) = Z,(H) donc les groupes
mn(H) et 7, (K) sont conjugués eux aussi. |

Ces groupes n-compatibles sont intéressants car ils permettent de ré-
pondre partiellement a la question 1 :

Proposition 49

Soient n > 1 et (A, ¢) un n-module alterné n-sous-symplectique alors
A est n-compatible et (A, ¢) est dans I'image de A 4.

Démonstration: Rappelons que nous avons défini (& la fin de la section
3.4.1) la notion de n-module alterné n-sous-symplectique en disant qu’'un n-
module alterné (A, @) est n-sous-symplectique s’il existe un groupe abélien
B d’ordre n tel que (A, ¢) soit un sous-module de B x B* (muni de la forme
symplectique canonique).

Si (A, ¢) est un n-module alterné sous-symplectique alors on choisit B
un groupe abélien d’ordre n tel que (4, ¢) soit un sous-module de B x B*
qui est isomorphe (en tant que groupe) a B x B. En particulier A est n-
compatible.

Soit H le sous-groupe de PSL(n,C) dont le centralisateur est iso-
morphe a B x B, il est unique a conjugaison pres en vertu de la proposition
48. De plus la structure de module sur son centralisateur (qui est H) est
nécessairement une structure symplectique par le corollaire 15.

Soit A le sous-groupe de H via l'inclusion de A dans B x B*. Alors
le théoréme 3.2 implique que A est le n-centralisateur d’un sous-groupe
irréductible K de SL(n,C). De plus, la structure de n-module alternée
(A, ¢k ) associée (via la proposition 46) est clairement isométrique a celle
induite par (A, ¢) dans B x B*. Ainsi, on vient de montrer que I'image de
Un(K) par A est (4, ¢). |

Jusqu’ici, nous n’avons pas trouvé d’éléments dans l'image de Ay qui
ne soit pas sous-symplectique. Nous conjecturons en réponse a la question
1 que I'image de A4 est exactement I’ensemble des classes d’isométries de
n-module alternés (A, ¢) sous-symplectiques.

Indépendamment du fait que cette conjecture puisse étre vraie ou fausse,
il se pose la question de reconnaitre les n-modules sous-symplectiques. En
effet, si l’on se donne un n-module alterné quelconque, il semble difficile (sans
faire un grand nombre de calculs) de déterminer si ce n-module est sous-
symplectique ou non. Dans cette question, nous proposons une équivalence :
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Question 2

Soit n > 1. Est-ce qu’un n-module alterné est sous-symplectique si
et seulement si le cardinal d’un de ses lagrangiens divise n ?

S’il est évident que pour tout lagrangien L d’un n-module alterné sous-
symplectique, le cardinal de L divise n, la réciproque est loin d’étre évidente.

L’intérét de cette équivalence (si elle est vraie) est qu’il est trés simple
de calculer le cardinal d’un lagrangien d’un n-module alterné quelconque (cf
proposition 43), ainsi il serait facile de reconnaitre si un n-module alterné
est sous-symplectique ou non.

On aimerait que les groupes n-compatibles saturés aient un role analogue
a celui joué par Z/p x Z/p dans le théoréeme 2.1. En effet, les groupes n-
compatibles saturés sont maximaux pour l'inclusion dans Z,, (cela est une
conséquence immédiate du fait que leur cardinal est exactement n?). On
aimerait alors savoir si ce sont les seuls éléments maximaux de Z,.
Question 3

Soit n > 1, est-ce que 'on peut trouver, parmi les éléments de Z, un

élément maximal pour I'inclusion qui ne soit pas irréductible ?

En effet, on sait qu'un élément de Z,, est irréductible si et seulement
s'il est de cardinal n? (cf proposition 48) auquel cas il est nécessairement
maximal. Si, réciproquement, tout élément maximal de Z, pour l'inclusion
est irréductible (i.e. la réponse a la question 3 est non) alors on en déduit
que le n-module alterné associé a tout élément de Z,, est sous-symplectique.

Un des arguments les plus en faveur du fait que les n-modules alternés
associés aux éléments de Z,, soient sous-symplectiques est que le théoreme de
caractérisation (théoreme 3.3) nous dit que tout centralisateur d’irréductible
de PSL(n,C) est isomorphe & un groupe n-compatible et donc (proposition
35) isomorphe & un sous-groupe de B x B = B X B* en tant que groupe.
Bien str, cette inclusion ne dit absolument rien sur la structure de module
alterné sous-jacente.

Par le corollaire 16, si n est sans facteur carré, il est immédiat que tout
élément de Z,, est inclus dans le module Z/n x (Z/n)*. Cette conjecture se
révele donc exacte dans le cas ou n est sans facteur carré.

Nous allons maintenant expliquer en quoi la connaissance des n-modules
alternés construits comme centralisateurs d’irréductibles de PSL(n,C) per-
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met de paramétriser le lieu singulier de x*(I", PSL(n,C)) ou I est un groupe
de type fini. En effet, si I'on note X D’ensemble de ces n-modules alternés,
alors on peut associer a tout x € X construit a partir d’'un centralisateur
Z une sous-variété de x(I', PSL(n,C)) contenant I’ensemble des classes de
conjugaisons de représentations irréductibles dont le centralisateur contient
Zy. 11 suffit en effet de prendre x(I', Zpgr(n,c)(Zz)) plongé dans la variété
des caracteres x(I', PSL(n,C)).

S'il est possible de caractériser les éléments de x(I', Zpgr,(n,c)(Zs)) irré-
ductibles dans PSL(n,C) alors on dispose de I'analogue des composantes
du chapitre 2. On conjecture alors qu’il est possible de comprendre la combi-
natoire du lieu singulier de la variété des caracteres en utilisant la structure
d’espace ordonné de X (dans une sorte de généralisation du théoréme 2.3).

En particulier, si X est réduit aux classes d’isométrie de n-modules al-
ternés sous-symplectiques, les composantes associées aux maximaux de X
sont des réunions finies de points dans x*(T', PSL(n,C)) qui apparaissent
alors comme les sommets d’une structure simpliciale gouvernée par X (les
faces de ce simplexe étant données, en général par les composantes) sur le
lieu singulier de x*(I", PSL(n,C)).

On finit en donnant une question qui semble étre intermédiaire entre le
cas ou n est premier du chapitre 2 et le cas général :

Question 4
Soient n > 1 sans facteur carré et I' un groupe de type fini. Est-

il possible de paramétrer le lieu singulier de la variété des caractéres
X(T, PSL(n,C)) ?

Ce qui suggere que cette analyse est possible est, bien sir, le corollaire 16
classifiant Z,/PSL(n,C) via une bijection avec I’ensemble des sous-groupes
de Z/n x Z/n.
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Chapitre 4

Centralisateurs des
irréductibles dans Spin(n, C)
et ses quotients

4.1 Résultats

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux centralisateurs des groupes
irréductibles de Spin(n,C) et de ses quotients (SO(n,C) et PSO(n,C) si
n est pair). On rappelle qu’il existe des isomorphismes exceptionnels entre
le groupe Spin(n,C) pour 3 < n < 6 et d’autres groupes de Lie (on peut
voir cela en utilisant, par exemple, le fait que les diagrammes de Dynkin
coincident pour les deux groupes de Lie considérés, cf [Kna02]) :

‘ Groupe de Spin ‘ Groupe de Lie

Spin(3,C) SL(2,C)
Spin(4,C) SL(2,C) x SL(2,C)
Spin(5,C) Sp(4,C)
Spin(6,C) SL(4,C)

TABLE 4.1.1 — Isomorphismes exceptionnels entre certains groupes de Spin
et certains groupes de Lie

Dans la section 4.2, on étudie le cas de SO(n, C) et nous montrons (voir
propositions 50, 51 et 53) la chose suivante :

175
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Résultat 11 (Le cas de SO(n,C))

Soient n > 3 et H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) alors
le centralisateur de H dans SO(n,C) est 2-abélien élémentaire et est
conjugué a un sous-groupe du groupe des matrices diagonales (dans une
base orthonormale) contenues dans SO(n, C) (que I'on note SDO(n, C)).

De plus, le sous-groupe SDO(n, C) est abélien irréductible et est son
propre centralisateur dans SO(n,C).

La proposition 54 donne, en particulier, une description précise des cen-
tralisateurs d’irréductibles que I'on obtient & conjugaison pres.

Dans la section 4.3, nous cherchons a déterminer pour quels n > 3, le
groupe Spin(n,C) contient un sous-groupe exceptionnel (i.e. irréductible &
centralisateur non-trivial).

Pour cela, on fait quelques rappels sur I’algebre de Clifford associée
a un espace complexe muni d’une forme quadratique non-dégénérée dans
la sous-section 4.3.1. Cela permet de donner une construction explicite de
Spin(n,C) comme revétement connexe, simplement connexe & deux feuillets
de SO(n, C). On introduit, en particulier le groupe G,, < Spin(n,C) des spin
fondamentaux (voir page 195) qui, & conjugaison pres, contient le centrali-
sateur de tout sous-groupe irréductible de Spin(n,C).

Dans la sous-section 4.3.2, aprés avoir donné (cf lemmes 23 et 24) deux
criteres d’irréductibilité, on montre le théoreme 4.1 :

Résultat 12 (Sous-groupes exceptionnels dans Spin(n,C))

Si n > 7 alors Spin(n,C) contient un sous-groupe irréductible a
centralisateur non-trivial.

De plus, au vu de la table 4.1 et en utilisant le lemme de Schur, les
groupes Spin(3,C) = SL(2,C) et Spin(6,C) = SL(4,C) ne peuvent conte-
nir de sous-groupes exceptionnels. Pour le cas n = 5, ’exemple 8 montre que
Spin(5,C) contient un sous-groupe exceptionnel. Mais pour le cas n = 4
(voir proposition 58), on justifie que ce groupe ne contient pas de sous-
groupe exceptionnel. On remarque toutefois, via la table 4.1 que le groupe
Spin(4,C) = SL(2,C) x SL(2,C) n’est pas simple (sous cette forme il est
d’ailleurs clair qu’il ne contient aucun sous-groupe exceptionnel).

Dans [Sik12], Sikora définit un groupe de Lie complexe G CI, comme un
groupe de Lie complexe ne contenant aucun sous-groupe exceptionnel. Il pose
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alors une question (la question 19) : est-ce que SL(n,C) et GL(n,C) sont les
seuls groupes de Lie complexes CI 7 Clairement si G n’est pas simple alors la
réponse est non (n’importe quel produit non-trivial de SL(n,C) convient).
Toutefois, si I'on impose que G est simple, la réponse n’est pas connue.

Dans la proposition 61, nous montrons que si G est un groupe de Lie
complexe simple et CI alors G est isomorphe & SL(n,C) ou G est isomorphe
a un groupe de Lie de type Ga, Fy, Fg, E7 ou Eg. Relativement a la question
19 de [Sik12], on pose alors une nouvelle question (cf question 5) : existe-t-il,
parmi les groupes de Lie de type Go, Fy, Eg, F7 ou Eg, un groupe CI?

Dans la section 4.4, on s’intéresse a la classification des centralisateurs
dans Spin(n,C). Pour ce faire, nous introduisons dans la sous-section 4.4.1,
les Z/2-modules quadratiques. Le théoreme 4.2 classifie ces Z/2-modules
quadratiques.

D’un c6té, on voit avec 'exemple 9 que tout sous-groupe de G, admet
une structure naturelle de Z/2-module quadratique.

D’autre part, si G est un 2-groupe quasiment élémentaire (on dit qu’un
2-groupe G est quasiment élémentaire s’il existe un élément z central d’ordre
2 dans G tel que G/(z) soit 2-abélien élémentaire) alors on peut lui associer,
naturellement, un Z/2-module quadratique.

Le théoreme 4.3 stipule que I'application induite entre les classes d’iso-
morphismes de 2-groupes quasiment élémentaires et les classes d’isométrie
de Z/2-modules quadratiques est une bijection.

On montre alors dans la sous-section 4.4.2, le théoreme 4.4 :

Résultat 13 (Centralisateurs de Spin(n,C))
Soit G un groupe fini.

Alors il existe n > 3 et H un sous-groupe irréductible de Spin(n, C)
tel que G soit isomorphe au centralisateur de H dans Spin(n,C) si et
seulement si G est un 2-groupe quasiment élémentaire.

Ce théoreme est plus faible que le théoreme de caractérisation du chapitre
3. En effet, il n’y a pas d’indication ici sur le n pour lequel le 2-groupe quasi-
ment élémentaire est isomorphe a centralisateur de sous-groupe irréductible
de Spin(n,C).
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A la fin de la sous-section 4.4.2, nous complétons ce théoreme avec
quelques pistes pour classifier (& n fixé) les centralisateurs d’irréductibles
de Spin(n,C) (voir e.g. la question 6).

La section 4.5 contient quelques indications sur les centralisateurs des
irréductibles de PSO(2n,C). On montre, dans cette section, qu’il n’existe
pas dans PSO(4,C) et PSO(6,C) (voir respectivement proposition 69 et
exemple 13) de sous-groupes irréductibles a centralisateur non-abélien.

On constate toutefois (contre-exemple 6) que PSO(8,C) contient un
sous-groupe irréductible dont le centralisateur est non-abélien. Ceci permet
alors de justifier que la variété des caracteres x*(I', G) n’est pas nécessaire-
ment une orbifolde abélienne quand I' est fuchsien et G un groupe de Lie
réductif complexe (voir contre-exemple 7).

4.2 Centralisateurs des irréductibles dans SO(n, C)

Par définition, ici, SO(n,C) est ’ensemble des matrices carrées A de
déterminant 1, de taille n, vérifiant AA! = I,,.

Dans la suite, il sera parfois utile de considérer SO(n,C) comme les
transformations linéaires de V := CZ/™ conservant la forme quadratique
canonique ¢ (celle pour laquelle (eq,...,e,—1), la base canonique de V est
orthonormée). Rappelons qu’il n’existe (& conjugaison pres) qu’une seule
forme quadratique non dégénérée sur V car V est un C-espace vectoriel de
dimension finie. On notera By la forme polaire associée :

Byl v) = 3 gl +v) ~ a(u) — q(v))

Par définition d'une forme quadratique g, B, est bilinéaire. On peut
montrer que SO(n,C) stabilise également B,.

On rappelle qu’un sous-espace vectoriel W de V est dit isotrope si pour
tout w € W, q(w) = 0. On peut montrer que tout pour tout sous-groupe
P de SO(n,C), P est inclus dans un sous-groupe parabolique de SO(n, C)
si et seulement si P stabilise un sous-espace isotrope non-trivial de V. En
particulier, un sous-groupe H de SO(n,C) est irréductible si et seulement
s’il ne stabilise aucun sous-espace isotrope non-trivial.

Nous allons voir que lirréductibilité d’un sous-groupe de SO(n,C) im-
pose des conditions assez fortes sur son centralisateur.
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Proposition 50

Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) alors
tout élément de Zgo,c)(H) est diagonalisable. De plus son spectre est
contenu dans {£1}.

Tous les éléments de Z So(n,C)(H ) sont d’ordre divisant 2 et le groupe
Zs0(n,c)(H) est donc abélien.

Démonstration: Dans cette preuve on utilisera l'interprétation de SO(n, C)
comme les transformations de l'espace (V, q).

Comme H est irréductible, le centre de SO(n,C) est d’indice fini dans
Z30(n,c)(H). Ainsi, le centre de SO(n, C) étant de cardinal fini (c’est soit 1
soit 2 suivant la parité de n), le groupe Zgo(n,c)(H) est fini. En particulier,
tous ses éléments sont diagonalisables.

Soit A € Sp(u) ’ensemble des valeurs propres de u et x € Ey(u), 'espace
propre associé a la valeur propre A pour u.

Nq(z) = q(Az)
(u(zx)) car x € Ex(u)

=4q
= ¢(z) car u € SO(n,C)

Ainsi g(z)(A\2 — 1) = 0. Autrement dit si A2 # 1 (i.e. A # %1) alors
q(z) = 0 pour tout z € E)(u). On vient de voir que si A # +1 alors E)(u)
est un sous-espace isotrope de V non-trivial par définition.

Comme H commute avec u, le groupe H stabilise chaque sous-espace
propre de u (conséquence du lemme 6). Si le spectre de u n’était pas contenu
dans {£1} alors I’espace propre pour u associé a une valeur propre différente
de +1 fournirait un sous-espace isotrope non-trivial et stable par ’action
de H et contredirait I'irréductibilité de H. Par conséquent, le spectre de u
est contenu dans +1.

La matrice u est diagonalisable, vu que Sp(u) C {£1}, u est diagonali-
sable avec des éléments +1 sur la diagonale, en particulier u? = I,,.

Le groupe Zgo(n,c)(H) est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre
divisant 2, ¢’est donc un groupe abélien. |
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Nous allons vérifier que ’on peut diagonaliser simultanément les éléments
de Zso(n,c)(H) dans SO(n, C). Il apparaitra alors un sous-groupe particulier
de SO(n,C) auquel nous donnons maintenant un nom.

On notera SDO(n,C) le sous-groupe des matrices de SO(n,C) qui sont
diagonales. Ce groupe vérifie les propriétés élémentaires suivantes :

Proposition 51

Soit n > 3. Ensemblistement, le groupe SDO(n,C) est I'ensemble

des matrices diagonales avec des 1 sur la diagonale.

Le groupe SDO(n,C) est isomorphe & (Z/2)" 1.

Le groupe SDO(n,C) est son propre centralisateur dans SO(n,C),

on en déduit que SDO(n, C) est un sous-groupe irréductible de SO(n, C).

Démonstration: Soit d € SDO(n,C) alors il existe des nombres complexes

do, . .

,dn—1 € C™ tels que :

do
d =
d'n -1

Comme d est orthogonale, 'inverse de d est sa transposée d'. Vu que

d est diagonale, d* = d. Ainsi d®> = I,,. Cela revient & imposer pour tout
0<i<n-—1d?=1,1ie d; ==l

De plus, 'application suivante :

5| sPOMT) — 1y
' d — (di)o<i<n—1

est clairement un morphisme de groupes injectif. De plus (zg, ..., Zp—1)

est dans I'image de ¢ si et seulement si zg...2,-1 = 1.

L’image de ¢ est donc un sous-groupe d’indice 2 dans {£1}". Ce der-

nier groupe étant abélien 2-élémentaire de dimension n, tout sous-groupe
d’indice 2 est abélien 2-élémentaire de dimension n — 1. Autrement dit
SDO(n,C) est isomorphe & (Z/2)"1.

Soit Z le centralisateur de SDO(n,C) dans SO(n,C). Etant donné que

SDO(n,C) est abélien, le groupe Z contient SDO(n,C). Réciproquement,
si Pon identifie SO(n,C) aux transformations de (V,¢) muni de sa base
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canonique (e, ...,e,—1) alors on note pour tout 0 < i # j < n—1, d;;
Pélément de SDO(n,C) vérifiant pour tout 0 < k <n—1:

| —ex sik=iouj
di.j(er) = { en sinon

Prenons maintenant z € Z et 0 < kg < n — 1. Comme n > 3, il existe
k1, ko tel que kg, k1 et ko soit deux a deux différents.

Pour i = 1,2, z commute avec d, ,, donc z stabilise I’espace propre
E_1(dky k) = Vect(ek,, ex;). En particulier :

z(ek,) € Vect(ery, ery) N Vect(eg,, ery) = Vect(eg,)
Ainsi z(ex,) = Aiy€hy- Cecl étant vrai pour tout ko, z est diagonale est

donc z € SDO(n,C).

Nous avons donc montré que SDO(n,C) est son propre centralisa-
teur. Le sous-groupe SDO(n,C) de SO(n,C) est fini donc compléetement
réductible, puisque son centralisateur est également fini, il est irréductible
(cf corollaire 17 [Sik12]). |

Si A est un ensemble, on notera P(A) 'ensemble des parties de A. L’en-
semble P(A) est muni d’une loi de groupe A, la différence symétrique
définie par :

BAC :=(BUC)N(BNC)=(BNC)U((B°NC)
Le fait que (P(A), A) soit un groupe peut-étre directement vérifié.

Dans le groupe (P(A), A), I'élément neutre est 'ensemble vide ) et 1'in-
verse de B est B (tous les éléments sont d’ordre divisant 2).

On notera également Py(A) le sous-ensemble de P(A) dont les ensembles

sont de cardinal (fini) pair. On pourra vérifier que Py(A) est un sous-groupe
de P(A) (cela vient de la formule |AAB| = |A| + |B| — 2|A N BY).

Proposition 52

Sin >3 alors I'application f de SDO(n,C) dans Py(Z/n) envoyant
dsur {0 <i<n-—1]|d(e;) =—e;} est un isomorphisme de groupes.
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Démonstration: Soient dy et ds dans SDO(n,C). Soit 0 < k < n—1 alors il
existe €1, ez € {£1} tels que

dj(ek) = €;€eg pour J = 1,2

C’est une conséquence de la proposition 51. On en déduit que :

(dvd2)(ex) = er€ee;,

Ainsi, k € f(didz) := {0 <i<n—1]dida(e;) = —e;} si et seulement
si €165 = —1, si et seulement si :

k€ f(di) N f(d2) ou f(d2) N f(d1)°

si et seulement si k € f(d1)Af(dz2). Comme il est clair que f(I,) = 0,
l’application f est un morphisme de groupes.

Un élément d € SDO(n,C) est dans le noyau de f si et seulement si
d(e;) # —e; pour tout 0 <4 < n—1, comme d(e;) = te;, on en conclut que
d(e;) = e; pour tout 0 < i < n—1 et donc d = I,,. Ainsi l'application est
injective.

Finalement SDO(n, C) et Py(Z/n) étant tous les deux de cardinal 271
I’application f est aussi surjective. |

L’identification de SDO(n,C) & Pyo(Z/n) est une identification relati-
vement naturelle dont 'intérét va devenir clair quand nous étudierons les
centralisateurs du groupe Spin(n,C). Dans la suite le groupe Py(Z/n) sera
noté P,.

La prochaine proposition stipule que SDO(n, C) est, & conjugaison pres,
le plus grand élément parmi les centralisateurs des groupes irréductibles de

SO(n,C).
Proposition 53

Soient n > 3 et H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) alors
Z30(n,c)(H) est simultanément diagonalisable dans SO(n,C). En parti-
culier, Zgo(n,c)(H) est conjugué a un sous-groupe de SDO(n,C).

Démonstration : Nous allons montrer la chose suivante par récurrence forte
sur n > 1. Tout sous-groupe A de SO(n,C) tel que A est abélien et dont
tous les éléments sont diagonalisables & valeurs propres dans +1 admet une
base orthonormale de diagonalisation dans (V).
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Supposons que le résultat soit vrai pour tout k& < n. Soit A un sous-
groupe A de SO(n,C) tel que A soit abélien et dont tous les éléments sont
diagonalisables & valeurs propres dans 41. Si tous les éléments de A sont
scalaires alors A < {£I,} et il n’y a rien & démontrer.

Sinon, il existe ag € A tel que Ei(ag) et E_1(ap) sont non-triviaux.
Comme ag est diagonalisable :

V=F (ao) © Efl(ao) (4.1)
De plus, si (z,y) € E1(ag) X E_1(ap) alors :

car ap€SO(n,C)
—

—B(z,y) = By(ao(x),a0(y)) = Bq(z,y)
—_——
car (z,y)€EE1(ag)xE_1(ao)

Ainsi By(z,y) = 0 et donc la décomposition 4.1 est orthogonale. De
cela, on déduit que Porthogonal de E;(ag) dans V est exactement E_1(ag)
(car By est non dégénérée) et donc (Eq(ap),q) et (E—1(ao),q) sont tous les
deux non-dégénérés.

D’autre part, comme A est abélien tout élément a de A stabilise F;(agp)
d’une part et E_;(ag) d’autre part. Par hypotheése de récurrence appliqué a
(E1(ag),q) et (E_1(ao),q) il existe une base orthonormale de diagonalisa-
tion pour A : §; dans (E;(ag),q) pour i = £1. On en déduit que (51,5-1)
est également une base orthonormale de diagonalisation pour A.

Prenons maintenant H un sous-groupe irréductible de SO(n,C). La
proposition 50 implique que Z,(H) est un groupe abélien dont tous les
éléments sont diagonalisables a valeurs propres dans £1. Il existe donc une
base orthonormale de diagonalisation 8 pour Z,(H). Si C désigne la base
canonique de V' alors la matrice de passage Pg ¢ est dans O(n,C) car les
bases 8 et C sont orthonormées. De plus :

Pyt Zn(H)Ps e < SDO(n,C)

Quitte a multiplier Pg ¢ a droite par la matrice diagonale d_ avec des 1
sur la diagonale sauf sur la premiere ligne ou il y a un —1, on peut supposer
Psc € SO(n,C). |

Le groupe SDO(n,C) prend donc le rdle de Z/p x Z/p au théoréme 2.1
du chapitre 2. C’est & dire c’est le plus grand élément (& conjugaison pres)
parmi les centralisateurs de SO(n, C).

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 22

Soit n > 1, le groupe &z, agit sur SDO(n,C) en permutant les
éléments diagonaux. Alors pour tout o € &z, il existe g, € SO(n,C)
tel que pour tout d € SDO(n,C) :

0'~al=gc,dg;1

Démonstration: On définit :

&zm — O(n,C)

M ‘ g (Mg e = eam)

Par définition, I'action de &z, sur SDO(n, C) est donnée par o - d =
MydM,-1. De plus, on sait que det(M,) = e(co) on € est la signature de
Sz/n-

Notons g, := <€((()j) IO ) M, alors d'une part det(g,) = ¢(0)? = 1
n—1

donc g, est dans SO(n, C). De plus <6(g) I 0 > est dans le commutateur
n—1

du groupe SDO(n,C) ainsi g,dg;* = MydM, 1 = o - d. |

Avec ce lemme, on pourra permuter les vecteurs de base eg,...,e,_1

quitte a conjuguer.

Proposition 54

Soient n > 3, H un sous-groupe irréductible de SO(n,C) et A son
centralisateur. Alors, il existe r (peut-étre 0), dy,...,d, > 0 et k > 0 tels
que le groupe A soit conjugué au groupe :

arly,

T
ar,....ar € {£1} et Hafi =1
arly, i=1
Iy

Sin pair, ou un des d; est impair alors k = 0. Sinon, k = 0 ou k est im-
pair. Les dy, ..., d,, k sont uniques a l’ordre des d; prés. Réciproquement,
tout groupe de la forme ci-dessus est le centralisateur d’un sous-groupe
irréductible de SO(n, C).
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Démonstration: Quitte & conjuguer (proposition 53), on peut supposer que
A est un sous-groupe de SDO(n,C). Pour tout i € Z/n, on définit :

A7 ={ac Alale;)) = —e;}

Pour tout i,j € Z/n, on note i ~ j si A; = A;. La relation ~ est
clairement une relation d’équivalence.

Notons Ly, ..., Ls ses classes d’équivalence avec s > 1. On voit que,
parmi ces classes, au plus une vérifie que pour ¢ € L, A, = @. Quitte &
renuméroter les partitions (et éventuellement rajouter 'ensemble vide a la
partition), on peut supposer que les classes d’équivalences pour = sont :

Lq,...,L;,Lavecpourie L, A7 =1

Notons pour 1 < ¢ < r, d; := |L;| et k := |L|. Quitte & faire agir
une permutation sur SDO(n,C) (qui correspond & une conjugaison dans
SO(n,C) par le lemme 22) on peut supposer :

Li={0,....d—1}
Ly={dy,...,dy+dy—1}

Lr:{d1+"'+d7’*1"“’d1+"'+d,~—1}
L={n—k...,n—1}

Par définition de =, si i,j € L, alors pour tout a € A, a(e;) = —e; si et
seulement si a € A7 = A} si et seulement si a(e;) = —e;. De plus si i € L
alors a(e;) = e; pour tout a € A. Par conséquent, aprés permutation des
vecteurs de base, le groupe A est inclus dans le groupe :

aylq,

.
|a1,.ap € {£1} et [Jafi =1} (4.2)
arlq i=1

-

Iy,

Le groupe (4.2) sera noté Z, 4, .. 4,5 dans la suite.
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On pose maintenant F, := Vect(e; | i € L,) et F := Vect(e; | 1 € L).
Nous allons montrer que chacun de ces sous-espaces est l'intersection d’un
certain nombre de sous-espaces propres associés a des éléments de A. Par
définition :

V=&  -&F&F (4.3)

Pour 1 < v <r, on note :

E, := N Ei(a)N N E_1(a)

“E(A;1+,,.+dv—1>c “EA;1+...+dU—1
et :
E:= () E(a)
a€A
Nous allons montrer que F, = E, pour tout 1 < v < ret F' = E.

Pour cela, on commence par montrer que F), est contenu dans E, et F est
contenu dans E. On montre ensuite que F, N Fy, est trivial si v # w ainsi
que F, N F est trivial.

Soit ¢ € L, alors pour tout a € A, = A(;1+...+dv—17 a(e;) = —e; et pour
tout a € (A;l+"'+dv_1)c, a(e;) # e; donc a(e;) = e;. Ainsi, e; € E, et donc
E/ S EU'

De méme, si i € L, alors pour tout a € A, a(e;) = e;. Ainsi F' < E. Soit
x € F, vue la décomposition 4.3, on peut écrire :

T
w:=> fo+ I
v=1
T EFR, EF
Soit 1 < v < r, on choisit a € A;lJr'__errl, vu que F, < FE,, on a

a(fy) = —fv, de plus pour tout 1 < w < r, a(fy) € Fy, ainsi :

——
=f—f=0 car feF

CL‘*&(CL‘): ffa(f) + Z fwfa'(fw)+2fv
w=1,w;ﬁvT

Ainsi f, = 0. Ceci étant vrai pour tout v € V, on en déduit que x € F
et donc E = F.

De la méme facon si z € E, et :
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r
w=1
€Fy EF

Alors on peut montrer que = appartient a F, (vu que A;+"'+dv_1 +

Agy 14,1 St v # w, en calculant z — a(z) pour @ un élément dans la
différence symétrique de ces deux ensembles, on voit que f,, = 0 si w # v,
de méme en calculant « 4 a(z) pour a € A _1 , on voit que f =0).

Par suite, x € F, et donc E, = F,.

di+...+d,

En conclusion, chaque F, et F est une intersection de sous-espaces
propres d’éléments de A.

Soit H le groupe dont A est le centralisateur dans SO(n,C). Vu que
H commute avec tout élément de A, il stabilise tous les espaces propres de
chaque élément de A. Ainsi H stabilise F,, et F. On en déduit que :

0(d,C)
H< o) NSOn,C)  (4.4)
O(k,C)

Maintenant il est clair que chaque élément du groupe Z, 4,,. 4, du
type (4.2) commute avec les éléments dans le groupe (4.4). Ainsi :

Zsom,c)H) < Zn,,....dvk < Zso(n,c)(H)

donc le centralisateur de H dans SO(n,C) est exactement Z, 4,,... d, k-

T

Remarquons que si n pair alors —1I,, € Zgom,c)(H) et donc L défini
plus haut est vide (et donc son cardinal % est nul).

Si k& > 0 est impair et s’il existe d; impair alors ’élément :

arlq,
1 sii#k
i, € Zso(n,c)(H) avec a; = { -1 sii=k

I
ce qui contredit la définition de L.

Finalement, si k > 0 est pair alors :
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Ig,
€ Zsom,c)(H)
_I,

ce qui contredit & nouveau la définition de L.

On a donc bien les conditions nécessaires données dans la proposition.
Remarquons que dy, ..., d,, k sont invariants par conjugaison a ’ordre des
entiers prés.

Réciproquement, si lon associe & tout (n,ds,...,d,, k) vérifiant les
conditions données ci-dessus le groupe :
O(dy)

Hyay,o o dok i= ) N SO(n,C)

Alors, le groupe Z,, 4, ... d,.x est clairement contenu dans le centralisa-
teur du groupe H,, g, .4, k- On peut alors vérifier que le centralisateur de
H,, q, .4, doit fixer chaque F, et F.. On en conclut que :

Zsom,c)Hn,dy,....dp k) = Zndy.....dy k

De par sa définition, Hy, 4, ,....q,, est completement réductible, comme
son centralisateur est fini, il est irréductible. Ainsi, tout groupe de la forme
Zndy,....d % €St centralisateur d'un sous-groupe irréductible de SO(n,C). R

Tout sous-groupe de SDO(n,C) contenant le centre de SO(n,C) n’est
pas nécessairement centralisateur d’un groupe irréductible :

Contre-exemple 5

On se place dans le cas oun = 7. A tout sous-ensemble de cardinal
pair P de Z/7, on associe la matrice diagonale dp dont le i-éme élément
diagonal est 1 si i ¢ P et —1 sinon.

Considérons le sous-groupe A de SDO(7,C) engendré par dy; 2343
et dgs 456) alors A n’est pas centralisateur d’un sous-groupe irréductible

de SO(7,C).
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Démonstration: La preuve est assez simple, elle provient de la remarque
suivante, si dans un groupe G on prend un sous-groupe G de G et que 'on
applique trois fois le centralisateur alors on retrouve Zg(G1) i.e. :

Z26(Zc(Zc(Gh))) = Za(Gh)

Si I'on suppose maintenant que A = Zgo(7,c)(H) pour H un groupe
alors Zgo(7,c)(Zsor,c)(A)) = A. Or, en calculant les classes d’équivalence
de ~ (cf la preuve précédente) pour A, di» € Zgo(r,c)(H) mais dy o nest
pas dans A donc A n’est pas centralisateur d’un groupe irréductible. |

Cette décomposition n’a donc rien d’évident et nous 1'utiliserons dans
létude du cas de Spin(n,C). Avant d’expliquer ce qu’il se passe dans le
groupe Spin(n,C), nous évoquons une conséquence intéressante sur la varié-
té des caracteres.

Corollaire 17

Soient n > 3, ' un groupe fuchsien et G := SO(n,C) ou Spin(n,C).
Le groupe d’isotropie locale en chaque point de I'orbifolde x*(T',G) est
2-abélien élémentaire.

Démonstration: Soit p une représentation irréductible de I dans G.

Si G = SO(n,C) alors la proposition 50 implique que le centralisateur
Z(p) de p est 2-abélien élémentaire. Le groupe d’isotropie étant le quotient
de Z(p) par le centre de G, il est également 2-abélien élémentaire.

Si G = Spin(n,C) alors on note 7 : Spin(n,C) — SO(n,C) la projec-
tion naturelle. Si K := ker(w) alors K < Z(G) ainsi :

Z(p)/2(G) = (Z(p)/ K)/m(Z(G))

Autrement dit le groupe d’isotropie locale de G - p est un quotient de
Z(p)/K. D’une part Z(p)/K est contenu dans Z(r o p).

D’autre part 7o p étant une représentation irréductible (car p l’est) son
centralisateur est 2-abélien élémentaire. Le groupe d’isotropie locale de G- p
étant quotient d’un groupe 2-abélien élémentaire, il est également 2-abélien
élémentaire. |

Les groupes d’isotropie locale sur la variété des caracteres dans SO(n, C)
et Spin(n,C) sont donc treés bien compris. Si 'on veut toutefois classifier les
centralisateurs & conjugaison pres dans Spin(n, C), nous devons étudier plus
en avant le groupe Spin(n,C).
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4.3 Sous-groupes exceptionnels de Spin(n,C)

L’objectif de cette section est de déterminer pour quels n on peut trouver
un sous-groupe exceptionnel (irréductible & centralisateur non-trivial) dans
Spin(n,C). Pour faire cela, nous allons commencer par rappeler la constru-
ction de l'algebre de Clifford associée & un espace quadratique (V,q) ol ¢
est non-dégénérée dans la sous-section 4.3.1. Dans la sous-section 4.3.2, nous
donnons quelques criteres d’irréductibilité en rapport avec le groupe G,, des
spin fondamentaux. On en tire quelques conséquences sur les centralisateurs
d’irréductibles. En particulier nous obtenons le tableau 4.3.2.

On rappelle la définition suivante de Sikora (cf [Sik12]), un groupe de Lie
complexe G est dit CI si le centralisateur de chaque sous-groupe irréductible
de G est réduit au centre de G. En substance, la question 19 de [Sik12],
demande si SL(n,C) et GL(n,C) sont les seuls groupes de Lie réductifs
complexes et CI.

Une des conséquences (voir aussi la discussion & la fin de la section 4.3.2)
de ce que l'on a fait est que parmi tous les groupes de Lie connexes classiques
(i.e. quotients de SL(n,C), Spin(n,C) ou Sp(2n,C)) seul Spin(4,C) est CI
sans étre égal & SL(n,C) pour un certain n. En particulier la réponse & la
question de Sikora est "non”. Nous posons une nouvelle question relative-
ment & ce probléme (cf question 5) .

On introduit, dans cette section des notations et résultats que ’on uti-
lisera également dans la section 4.4.

4.3.1 Rappels sur ’algebre de Clifford

Dans toute la suite, on considére un C-espace vectoriel V := CZ/™ muni
de sa base canonique (ep, ..., en—1). Sur cette espace vectoriel on définit une
forme quadratique q :

. Vv — C°
e Nwie; — Ya?
Cette forme quadratique est non-dégénérée. De plus (eg,...,en—1) est

une base orthonormale pour cet espace. On définit tout d’abord 'algebre
tensorielle T'(V') par :

T(V)=CaVae(VeV)e --oVeg...
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L’algebre de Clifford C(V, q) associée & (V,q) est alors définie par :

V)
(u@u—q(u)|ueV)
On remarquera que C(V,q) est une C-algebre (le produit de deux élé-

ments venant du produit tensoriel dans I’algebre tensorielle). Si s,t € C(V, q)
alors on notera st := s ®t.

C(V,q) =

La proposition suivante est une proposition classique sur les algebres de
Clifford, on peut par exemple la retrouver dans [M-T86] :

Proposition 55

Soient n > 1 et (V, q) un C-espace vectoriel quadratique non-dégénéré
muni d’une base orthonormale (e, . . ., e,—1). On note By la forme polaire
associée a q. Alors :

— L’algébre de Clifford C(V, q) contient C et V.
— En tant qu’algébre, C(V,q) est engendrée par eq, ..., €n_1.

— En tant que C-espace vectoriel, C(V, q) est de dimension finie 2" et
admet pour base :

{eil...eik|k20€t0§i1<~~~ik§n—1}

— Siwu,v €V alors By(u,v) =uv € C(V,q).

Les éléments de la base donnée dans cette proposition auront une certaine
importance dans les calculs qui suivent. Nous allons leur donner une notation
spécifique. Pour tout A C {0,...,n—1}:

o, e ) Car--Ca siA={a1 <---<ag}aveck:=]A|>0
471 sid=0

On voit alors qu'une base de C(V, q) est indexée par P(Z/n), on retrouve
le fait que sa dimension est 2™.

Pour calculer le produit de deux éléments C(V, q), on remarque :

pour 0 < i,j <n—1eej+eje; =2By(e;,e))

Vu que (e, ...,en—1) est une base orthonormale pour ¢, on en déduit :
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cies — —€56; Sii;ﬁj
I sii=j

Par conséquent, si A et B sont contenus dans {0,...,n — 1} alors :

eaep = (—1)"@Pespp ot r(A,B) =Y [{ke A|k > j} (4.5)
jeB
Le nombre entier r(A, B) est congru modulo 2 au nombre d’échanges

entre e; et e; nécessaire pour ranger les éléments de la base (eg,...,en—1)
dans e4ep d’une fagon croissante.

Il existe une graduation naturelle par N de algebre tensorielle T'(V)
qui descend naturellement (vu la forme de ’idéal par lequel on quotiente
lalgebre tensorielle) en une graduation par Z/2 dans Ialgebre de Clifford
C(V,q). On peut alors expliciter :

le sous-espace de degré 0 : C(V,q)" := Vect(ea | |A] pair)
le sous-espace de degré 1 : C(V,q)™ := Vect(es | |A| impair)

Un élément contenu dans C(V,q)" (resp. C(V,q)”) sera dit pair (resp.
impair). La proposition suivante est alors conséquence des regles de calcul
données plus haut (cf [M-T86]).

Proposition 56

Soient n > 1 et (V, q) un C-espace vectoriel de dimension quadratique
de base orthonormale (e, ...,en—_1).

Sin est impair alors le centre de C(V,q)" est réduit a C et le centre
de C(V,q) est C® Ceyq,. 13-

Sin est pair alors le centre de C(V, q)" est CeoCey,... .n—1) et le centre
de C(V,q) est réduit a C.

Nous allons maintenant construire le groupe Spin(V, ¢). Tout d’abord, si
u € V est un vecteur non-isotrope alors la reflexion orthogonale s,, de V' par
rapport a ut (fixant point par point ut et envoyant u sur —u) est donnée
par :
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B
su(x) =2 —2 o2, u)u
q(u)
Dans ’algebre de Clifford :
B
T — 2Mu =2 — (zu+ ur)u?u = —uzu"
q(u)

Ainsi, tout reflexion orthogonale s, est induite, dans I'algebre de Clifford
par Sy : x+ —uzu~touz € V C C(V,q). Comme tout élément de SO(V, q)
s’écrit comme un produit d’un nombre pair de telles reflexions, pour tout
g € SO(V,q), il existe un élément u € C(V,q)* inversible tel que S, = g.
Réciproquement si u € C(V,q)*" est inversible et vérifie uVu=t C V alors
I'application S, : x — uzu~! induit un élément de SO(V, q) sur V.

Notons I't le groupe de Clifford pair défini par :

't :={ueC(V,q)" | uinversible et uVu~' C V}

On en déduit une application surjective :

v r- — SO(V,q)
’ u — Sy

Le groupe I'" n’est pas tout & fait le groupe de Spin. Notons que ’anti-
automorphisme .J de (V) défini sur les tenseurs purs par (v; ®- - ®@wvy)” 1=
v ®- - -®@u1 descend en un anti-automorphisme (toujours noté J) de C(V, q).

On définit alors la norme spinorielle sur I't par Q(z) := zz”. On peut
vérifier que Q(z) est un scalaire. Or I'" est constitué d’éléments inversibles
donc Q(x) € C*. L’application @ est alors un morphisme de groupes de I'"
vers C*. Son noyau est, par définition, le groupe Spin(V,¢). On note :

| Spin(V,q) — SO(V,q)
T u — Sy

On peut vérifier que cette application est toujours surjective car pour
-1
ue T, (y/Q(u) u)=1(u) et ¢ est surjective.

Le noyau de 7 est contenu dans le centre de C(V,q) (car les éléments
dans ce noyau commutent avec tous les éléments de V) et dans C(V,q) ™, ils
sont done scalaires (cf proposition 56). Or il n’y a que deux scalaires dont
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la norme spinorielle est 1 : +1. Nous avons donc construit un revétement
d’ordre 2 de SO(V, q).

Dans la suite, nous noterons (comme avant) SO(n, C) le groupe SO(V, q)
et Spin(n, C) le groupe Spin(V, q) en fixant sur (V, ¢) une base orthonormale
(eo, ..., en—1). Le morphisme de projection de Spin(n,C) sur SO(n,C) sera
toujours noté w. Nous donnons maintenant quelques éléments de calcul dans
Spin(n,C) pour ensuite les utiliser dans la sous-section 4.3.2.

Proposition 57

Soient n > 1 et A, B deux sous-ensembles de {0,...,n — 1} :

|A1(|A|=1)
lea,e] = (—1)\AHB|+\AQB|

(71)|AQB‘

i |A B i
Explicitement [e4,eg| = { s si |A| ou |B| est pair

si |A| et | B| sont impairs

Démonstration: D’apres I’équation 4.5 :

eh = (—1)" M Veynu
(1) Dey

_ (_1)T(A,A)

Si A =0 alors r(A,A) =0 = W sinon, |A] = k > 0 et on note
A={a; <---<ay}. Dans ce cas :

k
r(A,A) =) {be Alb>a}|
=1
k
=Y Ham < <ap}
i=1

k
:§:k—¢
=1

_ k(k—1)

T2

_lAIdA[=1)
2
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[A[(JA[=1)
2

On vient donc de montrer que €% = (—1) . En particulier e,* =

(71) \A\(Iflfl)

Si A, B sont deux parties de {0,...,n — 1} alors :

[ea,eB] = eAeBe:xleE,l

1Al(AI=1) IBI(IB|=1)
2 2

63(—1)
(71) \B\(\f\fl)

lAldAI=1)
2

LAl AL=1)
cacp)’(=1) " 2

)QT(A,B)(GAAB)2(_1)
|AAB|(JAAB|—1)

2 (=1) (=1
Maintenant, on utilise la formule sur le cardinal de AAB (vu que l'on

va diviser le nombre par 2 et regarder la congruence modulo 2, il nous suffit
de regarder la congruence modulo 4) :

(_1) \B\(\f\fl)

IBI(IB|=1)
2

I

—~ o~~~
|
—

[A[(A]=1)
2

|AAB|(JAAB| — 1) = (|A| + |B| — 2|AN B|)(|A| + |B| — 2|An B| — 1)
= |Al(1A] = 1) +[BI(B| = 1) + 2(|A[|B] = |[AN B|) mod 4

Ainsi [ea, ep] = (=1)AIBI=IANB] — (_1)IAIIBI+IANBI En particulier si
|A| ou | B| est pair alors |A||B|] = 0 mod 2 et [eq,ep] = (—1)47Bl. Si |A]
et | B| sont impairs alors |A||B| =1 mod 2 et [e4,ep] = —(—1)4"Bl ]

Dans la prochaine sous-section nous allons essentiellement nous intéresser
au groupe G, = (*e;ej | 0 < i < j < n —1). Ce groupe sera appelé le
groupe des spin fondamentaux a l’ordre n. En remarquant que le groupe
SDO(n,C) est engendré par les Se;Se; avec 0 <1 < j <n —1, nous voyons
que G, = 7 1(SDO(n,C)). A conjugaison pres, tous les centralisateurs de
groupes irréductibles de Spin(n,C) se trouvent dans G,. C’est pourquoi,
dans la prochaine sous-section, nous allons travailler sur les sous-groupes de

G,

4.3.2 Groupe des spin fondamentaux et irréductibilité

Dans cette sous-section nous cherchons & donner des criteres d’irré-
ductibilité en lien avec G,,. Comme nous ’avons déja remarqué, tout sous-
groupe irréductible de Spin(n,C) peut-étre conjugué de telle sorte que son
centralisateur dans Spin(n,C) soit contenu dans le groupe des spin fonda-
mentaux G,.
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Irréductibilité. Le premier lemme que 'on démontre est une condition
nécessaire et suffisante d’irréductibilité pour un sous-groupe de G,.

Lemme 23

Soient n > 3 et H un sous-groupe de G, alors H est irréductible si
et seulement si pour tout 0 <i < j <n—1, eq; v & Zspinn,c)(H).

De plus, si H < G, est irréductible alors Z gy n,c)(H) < Gy.

Démonstration : On remarquera que H est irréductible si et seulement si son
projeté w(H) dans SO(n,C) Dest.

Supposons qu’il existe 0 < ¢ < j < n — 1 tel que H commute avec
efi,;}- Pour tout h € H, il existe A un sous-ensemble de cardinal pair de
{0,...,n —1} tel que h = fe,. Par hypothese, [h, ef; ;3] = 1, on en déduit,
en vertu de la proposition 57, que :

|AN{i,j}| = 0 mod 2

Comme il est clair que cette intersection est de cardinal 0,1 ou 2 on en
déduit qu’il existe B sous-ensemble de cardinal pair de {0,...,n—1}—{i,j}
tel que :

A=BouA=BU{ij}

Ainsi, si I'on regarde l'image de e; et e; par la matrice w(h) :

4 N (ei,€5) siA=B
(W(h)(ez)7ﬂ(h)(€,7)) - { (_62_7_6]_) siA=BU {Z,j}

Dans les deux cas, on remarque que pour tout h € H, m(h)(e; +
v—1le;) = £(e; ++v/—1e;). Autrement dit 7(H) stabilise la droite engendrée
par e;++/—1le; qui est un vecteur isotrope non-trivial, cela montre que 7(H)
n’est pas irréductible et donc H n’est pas irréductible.

Réciproquement, supposons qu’aucun eg; ;3 ne centralise H. Pour mon-
trer que H est irréductible, nous allons montrer que le centralisateur de
w(H) dans SO(n,C) est contenu dans SDO(n,C).

Pour tout 0 <@ < j <n—1, il existe h; ; € H tel que h; ; ne commute
pas avec e; ;1 (ie. [h,eq ;3] = —1). Comme chaque élément de h de H
s’écrit h = tey avec A de cardinal pair dans {0,...,n—1}, on peut trouver
(par la proposition 57) B de cardinal impair dans A, ne contenant ni ¢ ni j
tel que :
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hi,j = :I:eieB ou hi,j + €jen

Par conséquent, pour tout 0 < i < j < n — 1, le groupe w(H) contient
un élément 7(h; ;) tel que e; et e; appartiennent & des sous-espaces propres
différents pour w(h; ;).

Fixons 0 < i < n—1. Soit z commutant avec 7(H) alors pour tout j # ¢,
z stabilise les deux sous-espaces propres (orthogonaux 'un & lautre) de
m(h;,;). En particulier z(e;) appartient au sous-espace propre pour 7(h; ;)
contenant e;. Vu que e; est dans un sous-espace propre différent, e; est
orthogonal & z(e;).

Par suite, z(e;) € Vect(e; | j # i)t = Vect(e;). On en déduit que
z(e;) = Ae;. On vient de montrer que pour tout z commutant avec w(H) et
0<i<mn-—1, z(e;) € Vect(e;) on en déduit que z est diagonale et donc
z € SDO(n,C). Ceci justifie que Zso(n,c)(n(H)) < SDO(n,C) est fini et
donc w(H) est irréductible. Finalement, cela implique que H Vest.

Finalement, si H < G,, est irréductible alors w(H) < SDO(n,C) Dest.
Dans ce cas Zgo(n,c)(m(H)) contient SDO(n, C). Or ce groupe est maximal
& conjugaison prés parmi les centralisateurs d’irréductibles (par la proposi-
tion 53). Ainsi on a Zgom,c)(n(H)) = SDO(n,C). Comme il est clair que
T(Zspin(n.c)(H)) < Zso(n,c)(m(H)) on en déduit que Zsyin(n,c)(H) < Gn. B

On fait une remarque d’ordre algorithmique. Il est assez simple (pour des
valeurs raisonnables de n) de faire la liste de tous les éléments de G,,. Si ’on
se donne g1, ..., gr € Gy, la proposition 57 permet de déterminer facilement
si un élément de G, commute ou non avec tous les g1, ..., gr. En vertu du
lemme 23, nous avons un critere d’irréductibilité pour les sous-groupes de
G, exprimé uniquement en terme de centralisateur dans G,,.

Autrement dit on peut programmer une fonction (nous avons fait sur
GAP : [GAP]) prenant en entrée n > 3 et une liste d’éléments {g1,..., 9%}
de Gy, et renvoyant le centralisateur de {g1, ..., gr} dans G,,. En parcourant
les éléments de cette liste, on peut rapidement dire si le groupe engendré
par gi,...,gx est irréductible ou non. S’il est irréductible, le centralisateur
calculé est en fait le centralisateur dans Spin(n, C). Nous utiliserons de tels
calculs plus tard.

Le lemme qui suit donne un critere suffisant de réductibilité pour les
sous-groupes généraux de Spin(n,C) :
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Lemme 24

J <n—1 tels que ey; j, centralise H alors H n’est pas irréductible.

Démonstration: Quitte & remplacer H par 7~ !(7(H)) (ce qui ne change ni
son irréductibilité, ni son centralisateur) on peut supposer que H contient
le centre de Spin(n,C).

On choisit donc 0 <4 < j < n —1 tels que ey; ;1 centralise H. Quitte
a conjuguer (cf lemme 22 qui stipule que le normalisateur de SDO(n,C)
contient les permutations de Z/n), on peut supposer ¢ =0, j = 1.

Ainsi ego 1) est contenu dans le centralisateur de H. Par suite :

—I 0
F(e{o’l}) - < 02 In—2)

est contenu dans le centralisateur de 7(H). On en déduit que :
0(2,C) 0
”(H)S( 0 O(an,(C)>

Dans C(V, q), l’algebre de Clifford dans laquelle on a construit le groupe
Spin(n,C), on construit deux sous-algebres :

S := la sous-algebre engendrée par eq, €1

T := la sous-algebre engendrée par es,...,e,—1

Par la décomposition de 7(H), on en déduit que tout élément de h € H
s’écrit h = s(h)t(h) avec s(h) € S, t(h) € T et s(h) et t(h) sont uniques &
multiplication par un scalaire pres.

Soit 2 < k < n — 1 alors [eqo,1},¢ex] = 1 par la proposition 57. Donc
€{o0,1} commute avec tout élément de T'. Ainsi, comme efg 1) commute avec
tout élément de h (par hypothese) et tout élément de T (on vient de le
montrer), on en déduit que pour tout h € H, [efo1},5(h)] = 1.

Calculons le centralisateur de efg 1y dans S. On sait que :

S=C®Cey®Ce; ®Ceyp,1y

Soit s = A+ Ageo + Arer + Ago13eq0,1} 'élément le plus général de S
alors :

Soient n > 1 et H un sous-groupe de Spin(n,C), s’il existe 0 < i <
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€0,1}5¢0 1y = A T A0€{0,1}€0€ 0.1y T A1€{o13€1€ 751y + A{0,1}€{0,11€{0,1}€ (0.1
=X — Aoeg — A1e1 + Afo,11€40,1}

Ainsi [6{011}, s] = 1 si et seulement si 6{071}86{_011} = s si et seulement
si:

A =
—/\0 =X Ao =0
A { A =0
A1y = Aoy
Par conséquent [efo.1},5] = 1 si et seulement si s € Vect(1,e01y) =

ST lensemble des éléments pairs de S. Il s’ensuit que pour tout h € H,
h = s(h)t(h) avec s(h) € ST et t(h) € TT donc pour tout h € H :

m(h) = (”(Séh)) 10> (f) w(t(gh»)

avec m(s(h)) € SO(2,C) or SO(2,C) est un groupe abélien infini. On
en déduit que si :

g(A) = (‘g N ) avec A € SO(2,C)
n—2

alors g(A) commute avec w(H). Le centralisateur de m(H) dans le
groupe SO(n,C) contient donc un sous-groupe infini. On en déduit que
m(H) n’est pas irréductible et donc H ne 'est pas non-plus. ]

Quelques conséquences pour n < 6. Pour le cas n = 2, on sait que
SO(2,C) est abélien, on laisse donc ce cas de coté.

n = 3. Le groupe Spin(3, C) est isomorphe & SL(2,C). On en déduit (par
le lemme de Schur) que tout centralisateur d’irréductible dans Spin(3,C) est
réduit au centre de Spin(3,C).

n = 4. Le groupe Spin(4,C) est isomorphe (cf table 4.1) au groupe
semi-simple SL(2,C) x SL(2,C). La proposition est la suivante :

Proposition 58

Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(4,C) alors le centralisa-
teur de H est réduit au centre de Spin(4,C).
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Démonstration : Quitte a conjuguer H, on peut supposer Zgpin4,c)(H) < Gy
(vient de la proposition 53). Prenons +e4 € Zgpinw,c)(H) < G4 avec A un
sous-ensemble de cardinal pair contenu dans {0, 1,2, 3}.

Si A est de cardinal 2 alors on contredit l'irréductibilité de H par
le lemme 24. Donc |A| # 2, vu que |A] est pair et inférieur a 4, on en

conclut que |[A] = 0 ou |A| = 4 auquel cas +ey est un élément dans le
centre de Spin(4,C). On en déduit que Zgpipn(a,c)(H) est réduit au centre
de Spin(4,C). |

n = 5. Le groupe Spin(5,C) est isomorphe & Sp(4,C) (cf table 4.1). La
proposition est la suivante :

Proposition 59

Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(5,C) alors le centralisa-
teur de H dans Spin(5,C) est d’exposant 2 et donc abélien. De plus, le
centralisateur de H est soit isomorphe a Z,/2 (dans ce cas c’est le centre
de Spin(5,C)), soit isomorphe a Z/2 x 7/2.

Démonstration : Quitte a conjuguer H, on peut supposer Zg,n(s,c)(H) < Gs
(vient de la proposition 53). Prenons ea € Zgpin(s,c)(H) < G5 avec A un
sous-ensemble de cardinal pair contenu dans {0,...,4}.

Le cardinal de A est 0,2 ou 4. Si |A| = 2 alors £e4 commute avec H
et cela contredit l'irréductibilité de H par le lemme 24. Ainsi |A| = 0 ou
|A| =4 or (proposition 57) :

(xea)® =€

= (-1)
=1 car |A| =0 mod 4

1Al(AI=1)
2

On vient donc de montrer que tout élément de Zgy;n(5,c)(H) est d’ordre
divisant 2, comme il contient —1, il est d’exposant 2 et en particulier (on
la déja vu), il est abélien.

Supposons qu’il existe deux sous-ensembles de cardinal 4, A et B, de
{0,...,4} tels que A # B et tey,tep centralisent H. Alors :

|AAB| = |A| +|B|-2|AN B|
——
=8

Ainsi 2|AN B| =8 — |AAB|.
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Or |AUB| = |A|+|B|—|ANB|, vu que A et B sont de cardinal 4 dans
un ensemble de cardinal 5 et que A # B, on a [AUB| =5 et donc :

|ANB| =3 = |[AAB| = 2

Or eanp = tegep qui commute avec H car es, eg et +1 commutent
avec H. Ceci contredit l'irréductiblité de H par le lemme 24. Par suite,
le centralisateur de H ne peut contenir plus de 4 éléments. Comme il est
d’exposant 2, on a la conclusion. |

Remarquons que l'on peut effectivement trouver un sous-groupe excep-
tionnel de Spin(5,C) (irréductible et a centralisateur non-trivial) :

Exemple 8
Le sous-groupe H de G5 engendré par {efo1y,€{12},€{2,3}} est un

sous-groupe exceptionnel de Spin(5,C). Le centralisateur de H dans le
groupe Spin(5,C) est isomorphe a Z/2 x Z/2.

Démonstration: En utilisant un logiciel de calcul, le centralisateur de H
dans G5 est {+1,%eq,1,2,33}- Par le lemme 23, H est irréductible, de plus
ce centralisateur est d’ordre 4 et d’exposant 2, donc isomorphe 4 Z/2x Z/2. B

n = 6. Dans ce cas le groupe Spin(6,C) est isomorphe & SL(4,C) et
donc tout centralisateur d’irréductible dans Spin(6, C) est réduit au centre
de Spin(6,C).

Conséquences pour n > 7. Dans le cas ou n > 7, nous allons voir que les
centralisateurs d’irréductibles peuvent avoir une structure plus compliquée.

Théoréme 4.1

Soit n > 7. Alors il existe H un sous-groupe irréductible du groupe
Spin(n,C) tel que le centralisateur de Spin(n,C) ne soit pas réduit au
centre de Spin(n,C). De plus, si n # 8 on peut méme choisir H de telle
sorte que Zgpin(n,c)(H) ne soit pas abélien.

Démonstration: Pour n = 7, on considere le groupe suivant :

Hy = <i176{3,4,5,6}76{1,2,4,5}76{1,2,3,5}76{2,3,4,6}> <Gy

En calculant le centralisateur de H; dans G7 avec GAP, on obtient :

ZG7 (H7) = {iL i6{0,2,5,6}7 i€{1,2,3,4,5,6}7 16{0,1,3,4}}
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En particulier, par le lemme 23, H7 est un sous-groupe irréductible de
Spin(7,C), de plus, dans ce cas :

Zspin(r,c)(Hr) = Zg, (Hr) = {£1,%e(0.256}, £€{1,2,3.4,5,6)» T€{0,1,3,4} }

Remarquons finalement que le centralisateur de H; dans Spin(7,C) est
engendré par eg; 234,56} d’ordre 4 et egg 25,6y d’ordre 2, on en déduit que :

ZSpin(7,(C)(H7) = (6{1,2,3,4,5,6}> X <@{0,2,5,6}> (4.6)
En utilisant la proposition 57, comme {1,2,3,4,5,6} N {0,2,5,6} =
{2,5,6} de cardinal 3 impair :
le(1.2,3.4,5.6)> €{0,2,5,6}] = —1

Ainsi, vu la décomposition (4.6) de Zgpin(7,c)(H7) on en déduit que
Zspin(r,c)(Hr) est isomorphe au groupe dihédral Dy d’ordre 8, en particu-
lier, il n’est pas commutatif.

Pour n = 8, on considere le groupe suivant :

Hg := (£1,e456,7},€{2,3,6,7}> €{1,3,5,7}) < Gs

En calculant le centralisateur de Hg dans Gg avec GAP, on obtient :

+1, *eqss,6,7), T€{236,7), L€{1,3,57)
ZGg(HS) _ i@{2,3,4,5}» i€{1,3,4,6}7 i€{1,2,5,6}7 i€{1,2,4,7}

te(0,35,6)s T€{03.4,7), T€{0,2,57), T€{0,24,6}

i@{0,1,6,7}» i€{0,1,4,5}7 i€{0,1,2,3}, i@{0,1,2,3,4,5,6,7}

En particulier, par le lemme 23, Hg est un sous-groupe irréductible de
Spin(8,C), de plus, dans ce cas :

Zspin(s,c)(Hs) = Zg(Hs)

Le centralisateur de Zgpn(s,c)(Hs) est constitué d’éléments d’ordre di-
visant 2 (ils sont de la forme +e avec |A| = 0 mod 4). Ainsi Zgpins,c)(Hs)
est isomorphe & (Z/2)5.

Pour n =9, on considere le groupe suivant :

Hy := (£1,e45,6,7,8),€{1,3,5,7}> €{2,3,6,7} €{0,1}) < G

En calculant le centralisateur de Hg dans Gg avec GAP, on obtient :
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+1, te(s5,6,7,8) te(3.4,7,8}
te(3,4.5,6), te(2,4,6.8), te(a457)
ch(Hg) _ i€{2,3,6,7}, i€{2,3,5,8}7 i€{0,1,6,7}
teq0,1,5.8) te(0,1,3,4,6,8)s T€{0,1,3,4,5,7)
i€{0,1,2,4,7,8}7 i€{0,1,2,4,5,6}7 i€{0,1,2,3}

+€0,1,2,3,5,6,7,8}

En particulier, par le lemme 23, Hy est un sous-groupe irréductible de

Spin(9,C), de plus, dans ce cas :
Zspin(9,c)(Ho) = Za,(Ho)
Le groupe Zgyin(o,c)(Ho) est de cardinal 32, si  := efg1,3,4,6,8) alors :
[e0,1,3,4.6,8): €(3,4,7,8)] = (=1 {OH34OHNEATSY
=—1

En particulier, on constate que Zgpin(o,c)(Ho) n’est pas abélien.

On suppose maintenant n > 10. On consideére le sous-groupe K, _7 de
G, engendré par eg; ;3 avec 7 < i < j <n — 1. Notons alors :

H:= <H77Kn77> < Gn

Calculons le centralisateur de H dans G,,. Soit e4 € G, si AN{7,...,n}
n’est ni vide ni égal 4 {7,...,n} alors on peut trouver 7 < i < j < n vérifiant
1€ Aet j¢ A On en déduit [AN{i,j}| =1 et donc ey ne commute pas
avec eg; 53 € Kp_7. En particulier :

tes € Zg,(H)=ACH{0,...,6} ou AD{7,...,n}

Si A C{0,...,6} alors il est clair (vu que e4 commute avec K,,_7 dans
ce cas) que teyq € Zg, (H) si et seulement si ey € Zg, (H7).

Si A contient {7,...,n} alors £es € Zg, (H) si et seulement si 1’élément
€A—{7,..,.n} st dans Zg, (Hq7).

En particulier, Z¢, (H) ne contient jamais d’éléments +e 4 avec |A4| = 2
donc par le lemme 23, H est irréductible dans Spin(n,C) et :
Zsz'n(nA,C) (H) =Za, (H)

De plus Zgpinmn,c)(H) contient le sous-groupe Zg,(Hr) qui est non
abélien donc Z¢, (H) n’est pas abélien. |
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Une conséquence immédiate de ce théoreme est que Spin(n,C) n’est
jamais CI (au sens de Sikora, cf question 19 dans [Sik12]) pour n > 7. De
plus, nous avons construit (pour n # 8) des centralisateurs d’irréductibles
non-abéliens. Une question naturelle est alors, est-ce que ’on peut faire cela
pour n =8 :

Proposition 60

Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(8,C), alors le groupe
Zspin(s,c)(H) est d’exposant 2, en particulier il est abélien.

Démonstration: Soit H un sous-groupe irréductible de Spin(8,C). Quitte
a conjuguer, on peut supposer que Zgyins,c)(H) est contenu dans Gg en
vertu de la la proposition 53.

Soit ea € Zgpin(s,c)(H) < Gg avec A un sous-ensemble de cardinal
pair de {0,...,7}. Si |A| = 0,4 ou 8 alors +e4 est d’ordre 2.

Supposons que |A| = 2 alors H est centralisé par e4 avec |A| d’ordre 2,
cela contredit l'irréductibilité de H par le lemme 24.

Supposons que |A| = 6 alors *eaeyo, .. 7} = Fea- donc H étant centra-
lisé par —1, e4 et ego,.. 7} est centralisé par eqe avec |A°| = 8 — |A] = 2.
Cela contredit l'irréductibilité de H par le lemme 24.

D’apres ce que nous avons vu, si £e4 € Zgpins,c)(H) alors [A] = 0,4
ou 8 et donc tout élément de Zgpins,c)(H) est d’ordre divisant 2, comme
—1 centralise H est d’ordre 2, le groupe Zgpins,c)(H) est d’exposant 2 et
donc (on l’a déja vu) abélien. |

Nous résumons maintenant ce que nous avons montré pour n > 3 dans
un tableau. La premiere colonne donne le groupe de spin considéré. Dans la
deuxiéme colonne on répond & la question ”peut-on trouver un centralisa-
teur d’irréductible non-trivial 7”. Dans la troisiéeme colonne, on répond a la
question ”peut-on trouver un centralisateur d’irréductible non-abélien 7”.

Remarque sur les groupes CI. On rappelle (cf [Sik12]) qu'un groupe
de Lie complexe G est dit CI s’il n’existe aucun sous-groupe exceptionnel
dans G, autrement dit, si le centralisateur de tout sous-groupe irréductible
dans G est réduit au centre de G.
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‘ Groupe de Spin H non-trivial ‘ non-abélien ‘

Spin(3,C) = SL(3,C) non non
Spin(4,C) = SL(2,C) x SL(2,C) non non
Spin(5,C) = Sp(4,C) oui non
Spin(6,C) = SL(4,C) non non
Spin(7,C) oui oui

Spin(8, C) oui non

Spin(n,C) avec n > 9 oui oui

TABLE 4.3.1 — Centralisateurs d’irréductibles pour les groupes de Spin

On remarquera que la réponse & la question 19 (< est-ce que SL(n,C)
et GL(n,C) sont les seuls groupes CI? ») de [Sik12] posée par Sikora est
< non > puisque Spin(4,C) = SL(2,C) x SL(2,C) est un contre-exemple.
Si toutefois on impose que G soit simple (ce qui est sous-entendu dans le
papier de Sikora) alors la réponse n’est pas connue (puisque Spin(4,C) n’est
pas simple). Toutefois, on peut commencer a y répondre :

Proposition 61

Soit G un groupe de Lie connexe sur C, simple et CI alors il existe
n > 2 tel que G soit isomorphe a SL(n,C) ou G est isomorphe & un
groupe de Lie de type Ga, Fy, Eg, E7 ou FEs.

Démonstration: Par la classification des algebres de Lie simple, que l'on
peut, par exemple, retrouver dans [Kna02], il y a quatre types d’algebres de
Lie simple classiques et 5 types exceptionnels (ici les adjectifs ” classiques”
et 7exceptionnels” qualifient des groupes de Lie et pas des sous-groupes
irréductibles de groupes de Lie). On donne dans ce tableau les types clas-
siques ainsi que I'unique groupe de Lie simple, connexe, simplement connexe
qui leur est associé.

] Type H valeur de n ‘ Groupe de Lie associé ‘

Ay n>1 SL(n+1,C)
By n>2 Spin(2n +1,C)
Ch n>3 Sp(2n,C)
D, n>4 Spin(2n,C)

TABLE 4.3.2 — Classification des groupes de Lie simples, connexes et simple-
ment connexes classiques
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Dans la table 4.3.2, nous avons enlevé les doublons issus d’isomor-
phismes exceptionnels.

Pour ce qui est du type A,, nous avons vu au chapitre 3 qu’aucun
quotient non-trivial de SL(n 4 1,C) n’est C1.

Pour le type B,, nous avons vu au théoreme 4.1 que si n > 3, alors
le groupe Spin(2n + 1,C) n’est jamais CI. En utilisant la proposition 23
de [Sik12] aucun quotient de Spin(2n + 1,C) n’est CI. Si n = 2, le groupe
Spin(2n + 1,C) = Spin(5,C) et nous avons vu, dans Uexemple 8, qu’il
existait un sous-groupe irréductible exceptionnel dans Spin(5, C). Par suite,
Spin(5,C) n’est pas CI et donc ses quotients non-plus.

Pour le type C,, la proposition 3.32 de [FL12] montre qu'’il existe tou-
jours un sous-groupe exceptionnel de Sp(2n, C) pour n > 3. Ainsi Sp(2n, C)
n’est pas CI et aucun de ses quotients ne peut 1’étre non-plus.

Pour le type D,,, nous avons vu au théoreme 4.1 que si n > 4, le groupe
Spin(2n, C) n’est jamais CI. En utilisant la proposition 23 de [Sik12] aucun
quotient de Spin(2n,C) n’est CI non-plus. |

Nous posons donc une nouvelle question :
Question 5

Parmi les groupes de Lie complexes de type Go, Fy, Eg, F7 ou Eg,
est-ce que 'un d’entre eux est CI?

Dans cette sous-section, nous avons vu apparaitre des centralisateurs
plus compliqués que ceux du chapitre 3 (certains ne sont pas commutatifs).

Le but de la prochaine section est de donner les classes d’isomorphismes

de groupes qui apparaissent comme un centralisateur d’irréductibles dans
Spin(n,C).

4.4 Les centralisateurs dans Spin(n,C)

Dans la sous-section 4.4.1, on définit les Z/2-modules quadratiques et on
les classifie. Ensuite, on montre que ces Z/2-modules quadratiques sont na-
turellement reliés a une classe de 2-groupes, les 2-groupes quasi-élémentaires.
Par définition, un tel groupe G (voir aussi la sous-section 4.4.1) contient un
élément central z d’ordre 2 tel que le groupe quotient G/(z) soit 2-abélien
élémentaire.
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Dans la seconde sous-section, on utilise ce que l'on a fait avant pour
montrer qu'un groupe G est isomorphe au centralisateur d’un sous-groupe
irréductible de Spin(n,C) (pour un certain n) si et seulement si G est un
2-groupe quasiment élémentaire. On propose aussi quelques remarques et
prolongements sur la classification de ces centralisateurs.

4.4.1 Modules quadratiques sur les Z/2-espaces vectoriels

Définitions et premiéres propriétés. Un Z/2-module quadratique
(de dimension finie) est la donnée (F,q) d'un Z/2-espace vectoriel E de
dimension finie d et d’une application ¢ : E — Z/2 vérifiant que la forme
polaire B, associée est bilinéaire ol :

| ExE — Z/2
T (y) — q(x+y) —qx) —qly)

On remarquera que dans le cadre restreint dans lequel on travaille (les
Z/2-modules quadratiques), la notion de forme polaire est différente de celle
que 'on donne quand ’on travaille sur les corps de caractéristique différente
de 2.

Si (E, q) est un Z/2-module quadratique, le radical R(E, q) de (F, q) est,
par définition, le noyau du module (nécessairement) alterné (E, By) (cf sous-
section 3.4.1 pour les définitions sur les modules alternés). Autrement dit,
il s’agit de I’ensemble des éléments orthogonaux (pour By) a tout élément
de E.

On dit qu’un Z/2-module quadratique (E, q) est non-singulier si son
radical R(E, q) est trivial (autrement dit si (£, By) est un 2-module symplec-
tique). Deux Z/2-modules quadratiques (E, q) et (E’, ¢') sont isométriques
s’il existe un isomorphisme de groupes ¢ : E — F tel que g = ¢’ 0 9.

Contrairement au cas de la caractéristique # 2, il ne suffit pas de classifier
les modules symétriques pour classifier les modules quadratiques (ceci vient
du fait que la forme quadratique associée & B, est nécessairement triviale).

Ce genre de structure apparait naturellement dans notre étude. En effet,
Pexemple suivant montre que le groupe P, (voir la section 4.2) des sous-
ensembles pairs de {0,...,n — 1} est muni d’une structure quadratique.
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Exemple 9

Soit n > 3, rappelons que P, désigne le groupe des sous-ensembles
de {0,...,n—1} dont le cardinal est pair, muni de la loi A de différence
symétrique. On définit :

| P — Z)2
1A — %mod?

Alors By(A,B) = |AN B| mod 2 pour A, B € P,. En particulier B,
est bilinéaire. Donc (P, q) est un Z/2-module quadratique de dimension
n—1. De plus, le radical R(P,,q) est trivial si n est impair et de cardinal
2 sinon.

Démonstration: Soient A, B deux parties de {0,...,n — 1} alors :
|AAB| [A] |B]
B,(A,B) = 281 1AL 1B g9
(4, B) 5 5 5 mod

_ A+ [B[-2(AnB| [A] |B|

= 7 > 5 mod 2
-2

_ 2ANBl o

2
=|AN B| mod 2

Si A, B, C sont trois parties de {0,...,n — 1} alors :

B,(AAB,C) = |(AAB)N C| mod 2
=|(ANC)A(BNC)| mod 2
=|ANC|+|BNC|—-2[ANBNC| mod 2

—_— =\
B4(A,C)  By(B,C) =0 mod 2
= By(A,C) + By(B,C)

Vu que By est symétrique par définition, on obtient que B, est bilinéaire.
Comme l'on a vu que |P,| = 2”71, on obtient que (P,, ) est un Z/2-module
quadratique de dimension n — 1.

Soit B un sous-ensemble de {0, ...,n—1} de cardinal pair tel que B # ()
et B#{0,...,n—1}alorsilexiste 0 <i<j<n—1telquei€ Betj¢ B
donc By(B,{i,j}) =1 et B n'est pas dans la radical de (P,,q).

Par contre-apposition, le radical de (P,, ¢) est contenu dans I’ensemble :
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{0,{0,...,n—1}}

Si n est impair alors {0,...,n — 1} n’est pas dans P, donc le radical
est trivial, sinon {0,...,n — 1} est dans P, et est clairement orthogonal &
tout le monde car By(A,{0,...,n—1}) = |A| = 0 mod 2. Ainsi le radical
est d’ordre 2 dans ce cas. |

Bien str, c’est cet exemple qui justifie I'intérét de notre étude des mo-
dules quadratiques (rappelons que tout centralisateur d’irréductible dans
Spin(n,C) se projette, & conjugaison pres, sur SDO(n,C) qui est canoni-
quement isomorphe & (P,, A)). En particulier, vue Pexpression simple de ¢
et de B, dans ce cas, il nous sera assez facile de trouver des bases dans des
sous-modules de P, (voir la sous-section 4.4.2).

Avant de passer a la classification des modules quadratiques, on classifie
les modules alternés associés.

Proposition 62

Soit (E,q) un module quadratique de dimension n avec un radical
de dimension r. Alors il existe une base (T1,Y1, ..., Tk, Yk, 21, - - -5 2r) de
E telle que (z1,...,2r) soit une base de Rad(q) et telle que la famille
(z1,91,...,%k, yi) Soit symplectique, i.e. :

By(zi,25) =0 pour1<4,j<k
By(yi,yj) =0 pour 1 <i,j <k
By(zi,y;) =0 pour 1l <i#£j<k
By(xi,yi) =1 pour 1 <i<k

Démonstration: Si (E,q) est non-singulier alors (par définition) (E, By) est
un 2-module symplectique donc, par le lemme 13, il existe une base sym-
plectique pour (E, By).

Sinon on choisit un supplémentaire vectoriel F' & R(E,q) dans E :

E:=F®R(E,q)

Prenons f € R(F,qr) alors f est orthogonal a tout F', comme f est
aussi orthogonal & R(FE, q), on en déduit que f est orthogonal & tout E donc
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f € R(E,q). Autrement dit R(F, qp) < FNR(E, q) or ces deux espaces sont
supplémentaires donc R(F, qp) est trivial. Ainsi (F,q ) est non-singulier,
par ce qui précede on peut y choisir une base symplectique. La conjonction
de cette base symplectique avec n’importe quelle base vectorielle de R(E, q)
vérifie alors les conditions demandées dans la proposition. |

Dans la suite, si (E, q) est un module quadratique, une base comme dans
la proposition ci-dessus pour (E, q) sera appelée base adaptée de (E, q).

En particulier, les Z/2-modules alternés sont classifiés par leur dimension
et la dimension de leur radical. Dans ce qui suit, nous verrons qu’il n’en va
pas de méme pour les Z/2-modules quadratiques.

Classification des Z/2-modules quadratiques. Rappelons que les Z/2-
modules quadratiques non-singuliers sont completement classifiés par leur
invariant de Arf. Nous choisissons de revoir la classification complete des
Z/2-modules quadratiques (pas nécessairement singulier) car nous en aurons
besoin par la suite.

On commence avec les Z/2-modules quadratiques dont la forme bilinéaire
associée est triviale.

Proposition 63

Soit (E,q) un Z/2-module quadratique de dimension d dont le radical
est E. Alors soit ¢ = 0 soit il existe une base e1,...,eq de E telle que
q(er) =1 et q(e;) = 0 pour i > 2.

En particulier, il y a, a isométrie pres, exactement deux Z/2-modules
quadratiques de dimension d dont le radical est tout I’espace.

Démonstration: On remarque que comme Rad(E,q) = E, pour tout u,v €
E, q(u+v) = q(u) + g(v). Ainsi, donner une forme quadratique sur F
pour laquelle Rad(FE,q) = E est équivalent & donner une forme linéaire
q:E — Z/2. Comme GL(E) agit sur le dual de E* avec deux orbites :

{0} et E* — {0}

on en déduit qu’il y a exactement deux Z/2-modules quadratiques de
dimension d dont le radical est ’espace entier a isométrie pres, celui pour
lequel ¢ = 0 et celui pour lequel ¢ # 0. Dans le cas ou ¢ # 0 on choisit
e1 ¢ ker(q) et (ea,...,eq) une base de ker(q), cela fournit alors une base de
FE satisfaisant les conditions ci-dessus. |
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Dans la suite, on notera [[d]]p un Z/2-module quadratique de dimension
d dont le radical est I’espace entier et la forme quadratique triviale et [[d]]1
un Z/2-module quadratique de dimension d dont le radical est l’espace entier
et la forme quadratique non-triviale.

Ensuite, on classifie les Z/2-modules quadratiques non-singuliers de di-
mension 2.
Proposition 64

Soit (E,q) un Z/2-module quadratique non-singulier de dimension 2
alors (E, q) est isométrique a 'un de ces deux modules :

(Z/27Z/2,(a,b) — ab)

(Z/2®Z)2,(a,b) — a+ ab+b)

De plus ces deux modules ne sont pas isométriques I'un a autre.

Démonstration: D’apres la proposition 62, on peut choisir une base adaptée
(z,y) pour (E,q). Dans la base (z,y) on a alors :

glaz + by) = a’q(z) + b*q(y) + abBqy(z,y) = ag(x) + bg(y) + ab

Si g(z) = g(y) = 0 alors on a trouvé une base de E dans laquelle ¢ est
donnée par (a,b) — ab.

Si g(z) = 0et q(y) = 1 alors 2/ := z et ¥ := x + y est une base
symplectique de E, en effet By(z',y') = By(z,z) + By(z,y) =0+ 1 = 1.
De plus g(2') = q(z) = 0 et q(y') = q(z) + q(y) + By(z,y) =0+1+1=0
mod 2.

Ainsi (E, q) admet une base dans laquelle ¢ est donnée par (a, b) — ab.
Sig(z) =1 et q(y) = 0 alors, quitte & prendre la base 2’ ==y et ¢/ :=x
on est dans le deuxiéme cas et (F,q) admet une base dans laquelle ¢ est

donnée par (a,b) — ab.

Dans le dernier cas q(x) = ¢(y) = 1, la forme quadratique est donnée
par (a,b) — a + b+ ab.

Remarquons de plus que si la forme quadratique sur E est donnée par
(a,b) — ab alors (1,0) est un vecteur isotrope non-trivial, alors que si la
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forme quadratique sur F est donnée par (a,b) — a + b+ ab, il n’y a qu'un
seul vecteur isotrope & savoir (0,0).

Par cette remarque, les deux Z/2-modules quadratiques de la proposi-
tion n’ont pas le méme nombre de vecteurs isotropes, ils ne peuvent donc
pas étre isométriques. |

Un Z/2-module quadratique isométrique a

(Z/)2307Z/2,(a,b) — ab)

est appelé plan hyperbolique et on le notera H. Un Z/2-module qua-
dratique isométrique a

(Z)2®7/2,(a,b) — a+ ab+b)

est appelé plan métaplectique et on le notera M.

Au vu de la proposition 62, il est clair que tout Z/2-module quadratique
se décompose une somme orthogonale de Z/2-modules quadratiques de di-
mension 2 non-singuliers et de son radical. Comme nous venons de classifier
tous ces objets, nous pourrions en conclure que nous avons classifier les 7, /2-
modules quadratiques. Si I’on obtient bien tous les modules quadratiques de
cette maniere la, la description n’est pas optimale. Nous allons maintenant
montrer deux lemmes qui vont permettre d’optimiser cette description.

Lemme 25

. 1 1
A isométrie prés, H® H = M & M.

Démonstration : Définissons une base adaptée =1, y1, T2, y2 de

1
(E,q) =HoH

avec q(z1) = q(y1) = q(x2) = q(y2) = 0. Alors on construit :

xh=xy +xa oy
Y1 =y1 + T2 + Y2
zH =9 + T1 + Y1

Yo :=y2 + T1 + 11

La famille (2, y], 25, y5) est une base de E car application envoyant
e; sur e} et f; sur f/ a pour matrice :
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1 01 1

0 1 1 1 . , .

11 1 ol au est de déterminant 1
1 1 0 1

Ainsi la famille (2, v}, 25, v5) est une base de E.

Remarquons de plus que c’est une base symplectique :

Bq(xllvyll) = By(z1,91) = 1
By(ah,25) = By(x1,y1) + By(a2,y2) =1+ 1=0
By(#',y5) = By(22,y2) + By(2,52) =14+1=0
By(y1,25) = By(y1,21) + By(y2,72) =1+1=0
By(y1,y2) = By(y1,21) + By(w2,92) =1+1=0
By(5,y5) = By(w2,y2) = 1

q(z)) = q(z1) + gz +y2) =0+1=1
q(h) = qyr) +qlea +y2) =0+ 1=
q(xh) = q(x2) +q(z1 + 1) =0+1=1
q(ys) = q(y2) + qlz1 +y1) =0+ 1=

On en déduit donc que Vect(z],y]) et Vect(zh,ys) sont tous les deux

1 1
métaplectiques. Par suite, on a bien montré que HOH = M@ M a isométrie
pres. |

Le second lemme stipule qu'un phénomeéne identique se produit quand
I’on associe un radical avec un métaplectique :
Lemme 26

1 1
Soit d > 1, a isométrie prés, on a M & [[d]]; = H® [[d]]:.

1
Démonstration: Soit (F,q) = M @ [[d]];. Prenons une base (z1,...,zq) de
[[d]]1 telle que g(z1) = 1 et g(z;) = 0 pour ¢ > 2 et (x,y) une base canonique
pour M. Définissons 2’ := x + 21 et 3y := y + 21 alors :

(2',y, 21,...,24) est une base de E
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De plus B,(2',y") = By(z,y) = 1, donc c’est une base symplectique de
FE. Finalement :

Ainsi (E, q) = Veet(z',') ® [[d]} = H [[d]].. m

Dans la suite nous noterons la somme orthogonale de k£ plans hyperbo-
liques (resp. métaboliques) kKH (resp. kM). Pour distinguer, certains types
de modules quadratiques, nous allons devoir compter des vecteurs isotropes,
pour faire cela nous aurons besoin d’un lemme de dénombrement :
Lemme 27

Soit [ > 1, on note

l
up = |{(a1,b1,...,a1,b) € (Z/Q)l | Zajbj =0}
j=1
On a uy = 3 et la suite (u;) vérifie la relation de récurrence suivante :

sil>2, u =2u_q+ 2%

En particulier, pour tout | > 1, u; > 22~1,

Démonstration : Clairement, pour [ = 1 ’équation ab = 0 a trois solutions
dans Z/2 x Z/2 qui sont (0,0), (1,0) et (0,1) d’ott uy = 3.

Pour I'équation de récurrence, on remarque que :

l -1 -1
- aib; =0 > _jab; =1
D=0 < ngl% j j=1959;
j;a] J { albl =0 ou { albl =1

L’équation Zé;ll a;b; = 0 a u—; solutions et I'’équation a;b; = 0 a 3

. . St ah; =0 .
solutions donc le systeme bJ:1 O] J a 3u;_1 solutions.
a0 =

L’équation 22;11 ajb; = 1a 222 —y;_; solutions et 'équation a;b, = 1

. St ah =1 .
a 1 solution donc le systéme bj:1 1] J a 220=2 _ 4,4 solutions.
arby =
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Au final :

21-2
u—1 = 3u_1 +2 —U—1

=2uy_y +2%72
Montrons que u; > 2%~! par récurrence sur [ > 1. Le résultat est vrai

pour I =1 car uy =3 > 2. Si u;_1 > 2%73 alors :

212
w1 =2u_1+2

> 9%=2 4 92122 oy hypothese de récurrence
> 221—1

Ainsi on a 'inégalité souhaitée par récurrence. |

Le théoréeme de classification est le suivant :
Théoréme 4.2

Soit (E,q) un Z/2-module quadratique alors, si la dimension de
Rad(E,q) est d et dim(E) — d = 2k, le Z/2-module quadratique est
isométrique a I'un de ces trois Z/2-modules quadratiques :

1
KH @ [[d]]o
(k— 1)H &M & [[d]]o
1
KH & [[d]]1

De plus, aucun de ces trois modules ci-dessus n’est isométrique a
Pautre.

Démonstration: D’apres la proposition 62, il existe k-sous-espaces de dimen-
sion 2 Ey,..., E; de E non-singuliers tels que :

i i i
E=F & & E, ® Rad(E, q)

En utilisant la proposition 63, il existe e € {0,1} tel que Rad(E,q) =
[[d]]e, de plus, chaque F; est isomorphe & H ou & M par la proposition 64.
Ainsi :
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E=aH® (k —a)M & ([d]]e

avec a le nombre de plans hyperboliques parmi les F;. En utilisant le
lemme 25 :

(h— ) (k—a)H si k — a est pair
—a)M = 1
(k—a—1H®M sik—a est impair

Au final, si k — a est pair alors :

i
E =kH & [[d]]

ce qui donne les cas 1 et 3 (pour € = 0 ou 1). Si k — a est impair alors :

E=(k—1)H&M [[d].

Si e =1 alors le lemme 26 implique que

E=(k-1)HSMS [[d], = KH [d)):

On est donc dans le cas 3 & nouveau. Si k — a est impair et ¢ = 0 alors
on est dans le deuxiéme cas.

Remarquons que la classe du radical est un invariant par isométrie donc
1 11 1
KH @ [[d]]; est différent de (k — 1)H & M & [[d]]o et kH @ [[d]]o.

11 1
11 ne reste plus qu’a justifier que (kK — 1)H & M & [[d]]o et kH & [[d]]o
sont différents.

Tout d’abord, on remarque que q|rad(z,q) st trivial dans chacun de ces
cas, ainsi on peut considérer le module quotient E/Rad(E, q) non-singulier

11 1
dans chacun des cas. Ainsi les deux modules (k—1)H®Ma[[d]]o et kHD[[d]]o

i
sont isométriques si et seulement si (kK — 1)H & M et kH sont isométriques.

1L
Si (F1,q1) = (k—1)H& M et (F2,q2) = kH. Comptons le nombre de
vecteurs isotropes dans (E1,q1) et (Fa,q2). On choisit (x%,yi,... 2t y?)
une base symplectique de (E;, ;). Alors pour a € F; on éerit :

k k

a= agz; +by; = qi(a) =) ajbj +aj +by
j=1 j=1

De la méme facon, si a € Fs alors :
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k

a—Zajm +bjy]:>q2 ZGJ i

j=1
Pour [ > 1, on a noté dans le lemme 27 :

l
up = {(ay,by,...,a1,b) € (Z/2)" | Y azb; = 0}

j=1
En écrivant :
k—1
a1 ( Za]b + (ak + b + arbi) et ga(a Zajb + (akbk)

Jj=1
On obtient (comme dans le lemme 27 pour ’équation de récurrence) :
({0}
({0}

) = up-1 43277 —ug_y)
) =3up_1 + (2272 —up )

lar
gy

Ainsi :

a2 ({0 = lar 1 ({0})] = 2(up—r — (2272 —wp—1))
=2(2up_ — 2%F72)

> 0 par l'inégalité stricte du lemme 27

1
On voit que (F1,q1) = (k— 1)H® M et (Es,q2) = kH n’ont jamais le
méme nombre de vecteurs isotropes, ils sont donc différents. |

Dans cette preuve, nous aurions pu utiliser 'invariant de Arf pour justi-

fier que (E1,q1) = (k:—l)]H[GLBM et (Ea, g2) = kH sont différents. Dans la suite,
nous n’utiliserons, dans la sous-section 4.4.2, que le fait que chaque Z/2-
module quadratique est isométrique a 'un de ceux que nous avons donnés
plus haut, nous n’utiliserons pas que chacun de ces modules est différent de
I’autre.

Les 2-groupes quasiment élémentaires. On se propose ici de mon-
trer que les Z/2-modules quadratiques classifient un ensemble particulier de
2-groupes a isomorphisme pres. On dit qu'un 2-groupe G est quasiment
élémentaire s'il existe un élément z € G central d’ordre 2 tel que G/(z)
soit 2-abélien élémentaire (i.e. isomorphe & un produit de groupes cycliques
d’ordre 2). On peut facilement faire le cas des groupes d’ordre 8 :
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Exemple 10

Parmi les 5 classes de groupes d’ordre 8, 7./8, 7./4 x 7./2, (7./2)3,
Dy Ie groupe diédral d’ordre 8 et Qg le groupe quaternionique d’ordre 8,
seuls les quatre derniers sont des 2-groupes quasiment élémentaires.

Peut-étre plus intéressant pour nous, il est possible de construire de
nombreux exemples via :

Exemple 11
Soient n > 1 et H un sous-groupe irréductible de Spin(n,C) alors

le centralisateur de H dans Spin(n,C) est un 2-groupe quasiment élé-
mentaire.

Démonstration: Il est clair que 7(Zgpin(n,c)(H)) < Zgom,c)(m(H)). Dune
part, T(Zgpin(n,c)(H)) est isomorphe & Zgyp(n,c)(H)/(—1). D’autre part,
on sait (proposition 50) que Zgo(n,c)(m(H)) est 2-abélien élémentaire donc,
par définition, Zgpin(n,c)(H) est un 2-groupe quasiment élémentaire. |

Dans la définition d’un 2-groupe quasiment élémentaire, il n’y a pas, a
priori, d’unicité imposée a I’élément z d’ordre 2 par lequel on quotiente,
toutefois, nous allons voir que, excepté dans un cas, il est unique :

Lemme 28

Soit G un 2-groupe quasi-élémentaire tel que G ne soit pas 2-abélien
élémentaire.

Alors il existe un unique z € G d'ordre 2, tel que G/(z) soit 2-
abélien élémentaire. L’élément z est défini comme le carré de n’importe
quel élément d’ordre 4 de G. En particulier, (z) est un sous-groupe ca-
ractéristique de G.

Démonstration: Par définition, il existe z € G d’ordre 2 tel que G/(z) soit
2-abélien élémentaire. Comme G est un 2-groupe qui n’est pas 2-abélien
élémentaire, il existe un élément d’ordre 4. Prenons x un élément d’ordre
4. Alors x2 € (z) car G/{z) est d’exposant 2.

Ainsi 22 = 2z ou 22 = 1¢ or ce dernier n’est pas possible car I’on a choisi

x d’ordre 4. Ainsi 22 = z. Il s’ensuit que pour tout « € G d’ordre 4, 22 = z.
Cela montre que si z € G d’ordre 2 tel que G/(z) soit 2-abélien élémentaire
alors z est le carré de tout élément d’ordre 4 dans G. En particulier, s’il
existe un élément d’ordre 4 alors z est unique.
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Clairement (z) est le groupe engendré par lensemble des carrés des
éléments de G, ce groupe est caractéristique dans G. |

En vertu de ce lemme, on peut associer, a tout 2-groupe, une classe
d’isométrie de Z/2-modules quadratiques. En effet, si G est un 2-groupe
quasi-élémentaire qui n’est pas 2-abélien élémentaire, on peut lui associer (cf
lemme 28) un unique élément z d’ordre 2 tel que le quotient Eg := G/(z)
soit 2-abélien élémentaire (remarquons que cela définit alors un Z/2-espace
vectoriel).

Si pour x € Eg, on choisit un relevé & € G, on définit alors une applica-
EG — Z/2

r — qg(x) on &2 = 296(*)
du relevé choisi. De plus :

tion qg : . Clairement, gg ne dépend pas

Lemme 29

Soit G un 2-groupe quasi-élémentaire qui n’est pas 2-abélien élé-
mentaire, alors (Eq, qg) est un Z/2-module quadratique et By, la forme
polaire associée vérifie pour tout x,y € Eg avec des relevés & et § dans
G vérifie : [z, 7] = 2Ba(@y),

Démonstration: Soit z,y € Eg avec des relevés Z et g dans G :

(9] = &g2~ 1§~
= &gEa T
1

1

2 2

car T~
2

i.,
2

— ajag € (2)

= ijigi i
= 296(@HY) ;706(2) ;=16 (W) car 74 est un relevé de x +y

= zBac(®Y) par définition de By,

On a donc 'expression voulue pour By, (+,-). Le fait que By, soit bi-
linéaire est alors une simple application du lemme 15 au vu de cette expres-
sion. |

Dans le cas ot G est 2-abélien élémentaire, on définit le module (Eg, q¢)
de la maniére suivante, Eq = G/(z) ou z est n’importe quel élément d’ordre
2 et g := 0. Charge au lecteur de réaliser que le lemme ci-dessus s’accorde
avec ce cas-la.
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Il existe une analogie entre la méthode utilisée au chapitre 3 pour clas-
sifier les centralisateurs d’irréductibles par les n-modules alternés et ce que
Pon fait ici pour les Z/2-modules quadratiques. En effet, la forme bilinéaire
associée est toujours un commutateur des relevés. Toutefois, il y a quelques
différences. Alors que dans le chapitre 3, on contrélait completement 'ordre
d’un relevé, ici ce n’est pas le cas. C’est la raison pour laquelle, on doit
conserver la forme quadratique associée.

Dans la suite, il est bien évident que nous aurons besoin de comparer les
modules (Eg, qa), pour cela il faut associer & G non pas (Fg, qg) mais plutot
sa classe d’isométrie. On fera cet abus de notation qui consiste a toujours
parler du module (Eg, g¢) bien que ce que l'on ait en téte soit plutot sa
classe d’isométrie.

Reprenons quelques exemples de groupes d’ordre 8 qui sont quasiment
élémentaire :
Exemple 12

Les module associés a (Z,/2)%, Z.J4 x Z./2, Dy et Qg sont respective-
ment [[2]]o, [[2]]1, H et M.

Démonstration: Clairement si G abélien (avec le lemme 29) alors la forme
polaire associée a qg est triviale. De plus, gg = 0 si et seulement si tous les
éléments sont d’ordre 2. Vu qu’il n’y a que deux Z/2-modules quadratiques
dont la forme polaire associée est triviale de dimension 2 : [[2]]; et [[2]]o par
la proposition 63, on en déduit que le module associé & (Z/2)% est [[2]]o et
le module associé & Z/4 x Z/2 est [[2]];.

Le groupe Qg contient 6 éléments d’ordre 4, 1 élément d’ordre 2 et 1
élément d’ordre 1. On en déduit que le module qui lui est associé contient
3 vecteurs non-isotropes ainsi ce module est un Z/2-module quadratique,
dont le radical est trivial, contenant 3 vecteurs non-isotropes donc c’est le
module M.

Le groupe Dy contient 2 éléments d’ordre 4, 5 éléments d’ordre 2 et
1 élément d’ordre 1. On en déduit que le module qui lui est associé est
de dimension 2, dont le radical est trivial, contenant au moins 2 vecteurs
isotropes donc c’est le module H. |

Nous constatons donc qu’il y a une bijection entre les classes d’isomor-
phismes de 2-groupes quasiment élémentaires de cardinal 23 et les classes
d’isométrie de Z/2-modules quadratiques de dimension 3 — 1 = 2. Nous
allons montrer que cette bijection se généralise en remplagant 3 par d > 1.
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Notons QE; 'ensemble des classes d’isomorphismes de 2-groupes quasi-
ment élémentaires de cardinal 2¢. Supposons que G soit un 2-groupe qua-
siment élémentaire de cardinal 2¢, on lui associe la classe d’isométrie de
Z/2-modules quadratiques de (Eq, q¢). En tant que groupe, il est clair que
Eg est isomorphe & (Z/2)%"!. Cela permet donc de définir une structure
quadratique sur (Z/2)%"!. Cette structure est unique & isométrie pres.

Dans la suite on note F; := (Z/2)?. On vient de voir que l'on peut
associer & G, de maniére univoque, la classe d’isométrie de (E4_1, q¢) (pour
calculer g, on aura besoin de fixer un isomorphisme abstrait quelconque f
de Eg vers Eq_1).

Lemme 30

Soit d > 1. L’application qui, & un 2-groupe quasiment élémentaire
G de cardinal 2¢ associe la classe de (Eq-1,q¢) est invariant modulo
isomorphisme sur G. De plus, si Gy et Gy sont deux 2-groupes quasiment
élémentaires tels que (Eq_1, qq, ) soit isométrique a (Eq_1,qq,) alors Gy
et Go sont isomorphes.

Démonstration: Soient G; et G5 deux 2-groupes quasiment élémentaires et
1) un isomorphisme de G; vers Gy. Si G1 et G5 sont tous les deux 2-
élémentaires alors clairement (Eq—1,q¢,) = 0= (F4-1,49a,)-

Sinon, aucun des deux n’est abélien élémentaire, auquel cas on note z;
(cf lemme 28) l'unique élément de G; qui est le carré d’un élément d’ordre
4 dans G;. Vu que 9¥(z1) est clairement le carré d'un élément d’ordre 4,
on a, par unicité, zo = t(z1). Ainsi l'isomorphisme ¢ : G; — G2 des-
cend en un isomorphisme v : G1/(z1) — Ga/(22). Il est alors clair, vue la
définition de g, que qg, = qg, 09 et donc (G1/(21),qc,) et (G2/(22),qa.,)
sont isométriques via 1. On en déduit que (E4—1,qqg,) est isométrique a

(Ea-1,49G,)-

Supposons maintenant (Fq_1,qq,) soit isométrique & (E4—1,q9q,) via
1) (comme avant, le cas ou le module est [[d — 1]]p est relié de maniére
univoque au cas ol G est 2-abélien élémentaire). On écrit les suites exactes

correspondantes :
1 <Zl> Gl G Ed—l 1
P
1 <ZQ> GQ T Ed—l 1

Quitte a remplacer m; par m 01, on peut supposer :
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1 <Zl> G1

2

1 <22> G2

Au niveau des formes quadratiques, cela aboutit & ¢¢, = qg,-

Prenons ey,...,eq4—1 une base de E4—1 et g1, ..., ga—1 (resp. hy, ...,
hg—1) des relevés dans G (resp. G2). On voit que l'ordre de g; est égal &
2 si g, (e;) = 0 et 4 sinon (resp. 'ordre de h; est égal & 2 si g, (e;) = 0
et 4 sinon). Comme ¢g, = g, par hypotheése, on voit que l'on est dans les
conditions d’application du lemme 21 (remarquons que d; = - -+ = dg—1 = 2
dans ce cas) et il existe donc un isomorphisme entre G; et Ga. |

Ce lemme implique que 1'on peut associer, a tout élément de Q& (I'en-
semble des classes d’isomorphismes de 2-groupes quasiment élémentaires de
cardinal 2%), une unique classe de Z/2-module quadratique de dimension
d—1. Notons Q41 I’ensemble des classe d’isométrie de Z/2-module quadra-
tique de dimension d — 1.

On reformule le lemme en disant que 'application :

A Q8 — Q4
Gl v [Ei-1,46]
est bien définie et injective. Il ne nous reste plus a montrer qu’elle est
surjective.

Lemme 31

Soit d > 1 et (E4_1,q) un Z/2-module quadratique de dimension
d—1, il existe un 2-groupe G quasiment élémentaire de cardinal 2¢ dont
le Z/2-module quadratique est isométrique a (FEg4_1,q).

Démonstration: Si (E4_1,q) = (Eq4_1,0) alors G = (Z/2)¢ convient. Sinon,
on peut supposer g # 0. Nous allons définir le groupe G par générateurs et

relations.
[z,9:) =1 pour 1 <i<d-—1
2 _ 1
G:=(z g1y---59d—1 o
) ) ) - gi2:ZQ(.‘?z) POurlg’LSd—l

[9i:95) = 2P(99) pour 1 < j <d—1
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Il est clair que z est central dans G car il commute avec tous les
générateurs de G. Ainsi, on peut considérer le groupe G/(z). On voit alors :

e?zl pour 1 <i<d-1
lei,ej] =1 pourl<ij<d—1
Autrement dit, G/(z) est clairement 2-abélien élémentaire de dimension
d — 1. Comme z est central d’ordre 2 dans G, on en déduit que G est un
2-groupe quasi-élémentaire. Il nous reste & justifier que (E4_1, ¢g) est bien

isométrique & (Eq_1,q).

Prenons donc a € G/(z) avec :

d—1
a = E a;€j
j=1

Alors un relevé de a est @ := g{*...g;";". Pour calculer gc(a), nous
allons donc calculer a2 :
=g . gy el gt (4.7)
Soit 1 < j < d—1, on sait que :
95" 91" = g5, 1] g1 g}
= Za]a1Bq(€j,€1)g{l1g;j
Ainsi, si 'on applique cela & j =d —1,...,2, on obtient :

2 2a1 a2 ad—1 a2 ad—1 _ay Z?;; ajBq(ej,e1)

a =97 929721927 9421 %

En appliquant cela de nouveau pour i = 2 jusqu’a d — 1, on obtient :

d—1 d—1
dZ — g%al . gza_dlflzzrizl @i 225741 @5 Ba(ej,eq)

d—1
d—1 d—1
= H Z“%Q(ei)zzi:1 ai Z]‘:i a;Bq(ej.ei)
i=1
— »4(a)
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Ainsi, gg(a) qui est, par définition 'unique entier & modulo 2 tel que

a? = z*, est égal & g(a). On en conclut que le module associé &4 G est bien

(F4-1,q) et on peut conclure. |

Au final nous avons montré le théoréme suivant :
Théoréme 4.3

L’application A associant a toute classe d’isomorphisme [G] dans Q&€ 4
la classe d’isométrie de Z/2-modules quadratiques [E4_1,qg] dans Q41
est une bijection.

Dans la suite, nous allons utiliser ce théoreme et le théoreme de classifi-
cation des Z/2-modules quadratiques (théoreme 4.2).

4.4.2 Caractérisation des centralisateurs dans Spin(n,C)

Dans cette sous-section, nous voulons donner la liste des groupes finis qui
peuvent apparaitre comme un centralisateur d’irréductible dans Spin(n, C)
pour un certain n. Précisément, nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.4

Soit G un groupe fini. Alors il existe n > 3 et H un sous-groupe
irréductible de Spin(n,C) tel que G soit isomorphe au centralisateur
dans Spin(n,C) de H si et seulement si G est un 2-groupe quasiment
élémentaire.

Démonstration du théoreme 4.4. L’exemple 11, justifie que tout cen-
tralisateur d’irréductible dans un certain Spin(n,C) est un 2-groupe qua-
siment élémentaire. Nous allons montrer la réciproque de cette affirmation
(ce qui démontrera le théoreme) :

Proposition 65

Soit G un 2-groupe quasiment élémentaire alors il existe n > 3 et
H un sous-groupe irréductible de Spin(n,C) tel que Zgyipnn,c)(H) soit
isomorphe a G.

Démonstration : Par le théoreme 4.3, G est uniquement déterminé par le
Z/2-module quadratique qu’il induit. Par le théoreme 4.2, le Z/2-module
quadratique associé a G est isométrique a 'un des trois modules suivants
pour k> 0etd>0:
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type 1 : kHGLB [[d]]o
type 2 : (k— 1)H QJéM é [[d]]o

type 3 : kHGLB [[d]]1

11 suffit donc, pour montrer la proposition, de trouver pour tout choix
de k et d et pour chaque type un groupe H dont le centralisateur aura pour
Z/2-module quadratique induit le module correspondant. Dans la suite,
nous allons completement décrire la construction pour le type 1. Pour les
types 2 et 3, nous décrirons seulement le groupe H (laissant au lecteur le
soin de se convaincre que les calculs pour le type 1, 1égérement modifiés,
permettent de conclure pour les type 2 et 3).

Pour le type 1, on choisit £ > 0 et d > 0. Définissons :

K (50(5,«:)

SO(37(C)>

et H := SO(5,C)
S0(4,C)

SO(4,C)

Il'y a k copies de K et d copies de SO(4,C). Le groupe H est alors un
sous-groupe de SO(n,C) avec n = 8k + 5 + 4d. On note

(607 <o+ €8k44, 00, - - -,a4d—1)

la base canonique de ’espace vectoriel sous-jacent (i.e. la base dans
laquelle H a la forme ci-dessus). On définit :

L;:={8 —8,...,8i —4}, gi :=er, € Spin(n,C) pour 1 <i<k+1
R; :={8 — 3,8 — 2,8/ — 1}, h; :=ep, € Spin(n,C) pour 1 <i<k
Uj :={4j —4,...,4j — 1}, uj := ay; € Spin(n,C) pour 1 < j <d
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Clairement, le centralisateur de H dans O(n, C) est le groupe :

<7T(gi)7ﬂ(hi)m(gkﬂ)m(w)

1<i<k
1<j<d

Le groupe A suivant est alors inclus dans SO(n,C) et est d’indice 2
dans le groupe ci-dessus :

A= <7T(gihi)77T(higi+1)a7r(uj)

1<i<k
l<j<d

On en déduit que ce groupe A est exactement le centralisateur de H
dans SO(n,C). Nous en déduisons que H a un centralisateur fini, comme
H est completement réductible, H est irréductible.

Notons H := 71 (H), c’est un sous-groupe irréductible de Spin(n,C)
car H l’est. De plus :

Zspin(nc)(H) <771 (A) = <*1>gihi, higit1,u;

1<i<k
1§j§d> (4.8)

Nous allons voir que I'inclusion (4.8) est une égalité. En rappelant que
le groupe Spin(n, C) est construit comme un sous-groupe multiplicatif dans
l'algebre de Clifford engendrée par les e; et les a; on définit :

la sous-algebre Sj engendrée par eg;_g,...,egi—4 pour 1 < < k+1
la sous-algebre Tf engendrée par eg;_3, €g;—2,€8,—1 pour 1 <i <k

la sous-algebre Vj+ engendrée par a4;_4,...,e45—1 pour 1 <j<d

De par la décomposition de H, il est clair que tout élément h de H
s’écrit :

sieS;' pour 1 <i<k+1
h=s1t1...5KktkSKk+1V1 - .., Vg AVec t; ETZ-+ pour 1 <<k
vZ-GVj+ pour 1 <j <d

Pour tout 1 < i < k, g;h;, commute avec S;r et TZ-*, de plus si l # i
g;:h; commute avec Sl"’ et Tl"' car g;h; est un élément pair dans l’algebre de
Clifford. De méme g¢;h; commute avec U f . Ainsi g;h; commute avec H.

On montre de méme que h;g;y1 pour 1 <4 < ket u; pour 1 <j<d
sont dans le centralisateur de H. Au vu de I'inclusion 4.8, on en déduit que :
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Zspin(n,c)(H) = <—1, gili, higiv1, uy

1<i<k
1<j<d

Pour déterminer le module quadratique associé & Zgpin(n,c)(H ), nous al-
lons maintenant construire une nouvelle base pour A = Zgpiy(n,c)(H)/{—1).
On note ¢ la forme quadratique associée au 2-groupe quasiment élémentaire
Zgpin(n,c)(H). On définit dans A :

Xi = W(glhl .. gzhz) pour 1 S 7 S k
Y; :==m(higiy1) pour 1 <i <k
Aj :=m7(u;) pour 1 <j<d

Il est clair que (X1, Y1,..., Xk, Yi, A1, ..., Ag) est une base de A (essen-

tiellement car (m(gih1),m(h1g2),...,7(gehi), T(hkgp+1), m(u1), ..., m(uq))
en est une). Nous allons montrer que c¢’est une base symplectique au sens
de la proposition 62.

Auparavant, on remarque (cf exemple 9) que si E, Ea sont deux sous-

ensembles de {0,...,n — 1} alors :
_ Bl _
a(m(er,)) = - et By(n(e, ), m(er,)) = [E1 N By

On en déduit :

pour1§i1<i2§kB(X“, 12) |U LZURZ|:87,1:0H10(12
pour1§i1<i2§k8(YZI,YM):W—OmOdQ

pour 1 < iy < iy <k By(X;,,Y;,) = |0] =0 mod 2
pOUI‘l<i1<i2<kB(Y;,XZ):‘RiIULi1+1|=8=OmOd2
pour 1 < ji < jo <d By(4j,,4,,) = 0] =0 mod 2

pour 1 <i<ketl<j<dByX;A;)=]|0=0mod 2
pour1<z<ket1<j<qu(Yz,AJ) |#] = 0 mod 2

pour 1 <i <k By(X;,Y;) =|L;] =5=1 mod 2

Ceci permet d’affirmer que (X1,Y1,. .., Xk, Yk, A1, ..., Ag) est une base
symplectique. En particulier, si pouri = 1, ..., k, on note P, := Vect(X;,Y;)
le plan dans A engendré par X; et Y; alors :

L L L
A:P1@"'@Pk@V@Ct(Al,...,Ad)

On en déduit que le radical de (A4, q) est exactement Vect(Ay,..., Ag).
Il s’agit maintenant de déterminer quels sont les types des P; (hyperbolique



228 CHAPITRE 4. LE CAS DE SPIN(N,C) ET SES QUOTIENTS

ou métaplectique) et quel est le type de Vect(Ay,...,Aq) ([[d]]o ou [[d]]1).
Pour cela on remarque :

pour1§i§kq(Xi):M:4i1:0mod2
pourlgigkq(yi):M:4:0mod2

On en déduit que P; est hyperbolique pour 1 <4 < k. De plus :

pour 1 <j<kq(4;) = ‘gj|:2:0mod2

On en déduit que Vect(Aq, ..., Aq) est isométrique a [[d]]o. Au final, le

i
module (A, q) est de la forme : kH @ [[d]]o. On vient donc de montrer que
tout module du type 1 est associé a un centralisateur d’irréductible pour
un certain Spin(n,C).

Pour le type 3, il suffit de modifier légérement H pour construire le
module voulu. Il devrait sembler clair que (prenant le méme K) on doit
définir :

SO(5,C)
S0(6,C)
S0(4,C)

SO(4,C)

Avec k copies de K et d—1 copies de SO(4, C). Clairement, le centralisa-
teur obtenu va coincider avec celui que l'on a construit pour le premier type
sur la partie K, ..., K, SO(5,C). Il aura le méme nombre de générateurs et
I’on pourra construire, sur le module quadratique associé, une base symplec-
tique de maniere similaire. La seule chose qui va changer est que le premier

générateur A; de la partie radicale de A : Vect(A4y,...,Aq) va vérifier :
U 6
q(Al):%ziz?):lmod?

1 1
Ainsi on aura kH & [[d]]; au lieu de kH & [[d]]o. On notera que ce cen-
tralisateur est alors construit dans Spin(n,C) avec n = 8k + 7 + 4d.
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Pour le type 2, c’est un tout petit peu plus compliqué. Prenons le méme
groupe K < SO(8,C), définissons :

SO(5,C)
K = S0O(5,C)
SO(5,C)
Alors le groupe H qui va convenir est :
K
K
H = K’
S0O(4,C)
SO(4,C)

Avec k —1 copies de K et d copies de SO(4,C). Par rapport au type 1,
le centralisateur de H aura le méme nombre de générateurs et ’on pourra
construire, sur le module quadratique associé, une base symplectique de
maniere similaire. Il est clair que la partie radicale va rester identique. Les
k — 1 copies de K vont aboutir (comme dans le cas du type 1) & (k — 1)H.
Finalement le remplacement de :

50(5,C)

K
< 50(57(@) par S0(5,C) 506.C)

aboutit a un plan métaplectique. En effet, ’analogue de Ly, L1 et Ry
dans ce cas sont trois sous-ensembles de cardinal 5 (alors que dans le cas
de type 1, seul Li41 et Li sont de cardinal 5). On a alors :

(X)) = LR OLUR () 1) 45 = 1 mod 2
q(Yy) = LNZLH” =5=1mod 2

Autrement dit Py := Vect(Xy,Yy) est métaplectique. On obtient fina-
11 1L
lement (k — 1)H @& M @ [[d]]o au lieu de kH & [[d]]o. |

Le théoreme 4.4 a une (relative) faiblesse par rapport au théoréme de
caractérisation donné au chapitre 3. En effet, ce dernier théoreme donnait
une condition nécessaire et suffisante a n fixé alors que le théoreme de ca-
ractérisation de ce chapitre ne donne pas de condition sur n.
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En regardant de plus pres pour D4, nous avons vu dans le théoreme 4.1
que D4 apparaissait comme le centralisateur d’un irréductible de Spin(7,C)
alors que dans la preuve de la proposition 65, pour D4 (qui est associé & H,
voir exemple 12) de type 1 avec k = 1, d = 0, nous le réalisons comme le
centralisateur d’un irréductible dans Spin(13,C).

On voit donc que la proposition 65 ne donne aucun renseignement sur
ce qui se passe a n fixé.

Perspectives d’amélioration. Nous allons ici donner quelques pistes
pour classifier les centralisateurs d’irréductibles dans Spin(n,C) & n donné.

Rappelons que G,, est le groupe des spin fondamentaux et qu’il se pro-
jette naturellement sur P, Uensemble des parties paires de {0,...,n—1}. De
plus P, est naturellement muni d’une structure de Z/2-module quadratique
(cf exemple 9). Explicitement, la projection (toujours notée m par abus de
notation) est définie par :

- G, — P,
':|:€AI—>A

Tout comme pour le chapitre 3, la notion d’orthogonalité dans P, ca-
ractérise une commutation dans Gy, (ceci vient de la forme polaire associée).
Ainsi, on obtient facilement :

Proposition 66

Soient n > 1 et H un sous-groupe de G, alors

Zg,(H) =~} ((n(H))")

Démonstration: En effet, soit +ep € G,,. Alors +ep € Zg, (H) si et seule-
ment si [ea, eg] = 1 pour tout e4 € H si et seulement si By(A, B) = 0 pour
tout A € w(H) si et seulement si B € (w(H))*. |

Il est maintenant simple de caractériser géométriquement les groupes
H < @G, irréductibles dans Spin(n,C), au vu du lemme 23 et de cette
proposition, c’est équivalent au fait que (7(H))* ne contienne aucun élément
de la forme m(e;e;).

Dans ce qui suit, on utilisera un lemme géométrique dans le module
quadratique P, :
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Lemme 32

Soient n > 3 et A un sous-espace de P, contenant le radical de P,
alors (A+)+ = A.

Démonstration: Notons R(P,) leradicalde P, et p: P, — P, := P,,/R(P,).

Alors P, /R(P,) muni de la projection de la forme polaire de P, sur P, est
un espace symplectique. Par la proposition 41 :

(p(A)) ] = [p(A)] (4.9)

Comme, ensemblistement, on a p((A+)%) = ((p(A))+)*+ on en conclut,
avec ’égalité 4.9 que :

p((A)5)] = p(4)] (4.10)

Vu que (A1)+ et A contiennent tous les deux le radical de P, = ker(p)
(le premier car c’est un orthogonal, le second par hypothése) on en déduit :

ey DY )
A= TR = TR

En utilisant I'égalité 4.10, A et (A+)L ont méme cardinal, comme A est
contenu dans (A+)+ on en déduit I'égalité de ces deux sous-espaces. ]

Le corollaire que 'on en tire est le suivant :
Corollaire 18
Soit n > 1. Tout sous-groupe de G,, contenant le centre de Spin(n,C)

et aucun élément de la forme ey; jy est centralisateur d’un sous-groupe
irréductible dans Spin(n,C) inclus dans Gy,.

Démonstration: Soit Z un tel sous-groupe, notons Hy := Zg, (Z). Montrons
tout d’abord que Zg,, (Ho) = Z. En effet :

7(Zg, (Hp)) = m(Ho)* par la proposition 66
(7(Za, (2))*
= (m(Z)*)* par la proposition 66

~@){

car H contient le centre de G,,
et a cause du lemme 32
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On vient de montrer que 7(Zg, (Ho)) = 7(Z), comme Zg, (Hp) et Z
contiennent le noyau de 7, on en déduit Zg, (Hy) = Z.

Le centralisateur du groupe Hy < G, dans G, est Z qui ne contient
aucun élément de la forme ey, ;1, par conséquent (lemme 23), le sous-groupe
Hy de Spin(n,C) est irréductible et son centralisateur dans Spin(n,C) est
égal & son centralisateur dans G,, qui est Z. |

A conjugaison pres, tout centralisateur d’irréductible de Spin(n,C) est
inclus dans G,,, contient le centre de Spin(n,C) et ne peut contenir aucun
élément de la forme ey; ;1 (lemme 24). On en conclut (par ce corollaire) que
le centralisateur de ce groupe irréductible quelconque est en fait le centrali-
sateur d’un groupe irréductible inclus dans G,,. Le probleme de classification
des centralisateurs de sous-groupes irréductibles de Spin(n,C) devient donc
un probléme beaucoup plus combinatoire de classification des centralisateurs
d’irréductibles dans G,,. En particulier on en arrive a la question suivante :

Question 6

Soit n > 3, peut-on caractériser les classes d’isomorphismes de sous-
groupes de G,, contenant le centre de Spin(n,C) et aucun élément de la
forme eg; ;1 7

On remarquera que ce probleme peut étre aussi vu dans P, via la projec-
tion . Il est évident que cette question peut se reformuler en une question
plus fine sur les classes de conjugaisons dans Spin(n,C).

4.5 Remarques sur le cas de PSO(2n,C)

Si n est impair alors SO(n,C) est de centre trivial, on en déduit que le
groupe PSO(n,C) est égal au groupe SO(n,C).

En revanche, si n est pair alors —I;, est un élément central de SO(n,C) et
donc PSO(n,C) # SO(n,C). On suppose donc que n est pair. On changera
alors n en 2n.

En un certain sens, nous allons voir dans la suite, a travers quelques
exemples que le groupe de Lie PSO(2n,C) a le comportement le plus com-
pliqué vis-a-vis des centralisateurs parmi tous les groupes que nous avons
considérés (PSL(n,C) et ses quotients, SO(n,C), Spin(n,C)).

Si l'on note wp : SO(2n,C) — PSO(2n,C) la projection naturelle, on
peut montrer la proposition suivante :
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Proposition 67

Soient n > 2 et E un sous-groupe irréductible de PSO(2n,C) alors le
centralisateur de H dans PSO(2n,C) est d’exposant divisant 4.

Démonstration : Notons H := 75" (H) qui est un sous-groupe irréductible de
SO(2n,C),

U:= ﬂIZl(Zpso(Qn,C) (H))

Alors pour tout u € U, h € H on a [u,h] = +1I5,, on en déduit que
[u?,h] = I, ie. u? centralise H. Par la proposition 50, u? est d’ordre
divisant 2. On en déduit que u est d’ordre divisant 4. |

Cette proposition est tout ce que 'on peut dire en général sur le centra-
lisateur d’'un irréductible dans PSO(2n,C). Une question naturelle :

Question 7

Soit n > 1. Peut-on borner le cardinal des centralisateurs de sous-
groupes irréductibles de PSO(2n,C) en fonction de n ?

Si I'on s’intéresse spécifiquement a la structure de groupe des centralisa-
teurs d’irréductibles dans PSO(2n, C), on obtient pour n = 3 :

Exemple 13

Tout H sous-groupe irréductible de PSO(6,C) vérifie que son cen-
tralisateur dans PSO(6,C) est abélien.

Démonstration: Il s’agit simplement de voir que PSO(6,C) s’identifie &
PSL(4,C) et d’appliquer les résultats du chapitre 3. |

Nous avons un autre exemple :
Exemple 14

La projection du groupe SDO(4,C) dans PSO(4,C) est un groupe
abélien irréductible dont le centralisateur est abélien.

Démonstration: Soient :
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Il est clair que SDO(4,C) est engendré par di 2, da 3 et —I4. Prenons
les deux éléments suivants dans SO(4,C) :

0 1 1
1o . 1
uy = 0 1 et ug ‘= 1
1 0 1
Par un calcul direct :
[u1,di2) = 14 [ur,dos) = =1y [ui,—I) =14
[ug,di o] = =14 [ug,dos] =1y [ui,—I4) =14

Chaque ligne implique que 7p(u;) commute avec le projeté du groupe
SDO(4,C) dans PSO(4,C). D’autre part , on a [ug, us] = Iy.

Posons H := SDO(4,C) et U := W;l(Zpso(2n,C)(7Tp(H))). Alors par
le lemme 15 on peut construire un morphisme de groupes :

U — Mor(H,(—14))
u — (h[u,h])

o:

L’image d’un élément de U via ¢ ne peut envoyer —I, sur —I car —I
est scalaire. On en déduit que I'image de ¢ est au plus de cardinal 4, vu que
u1 et ug sont différents via ¢, on en déduit que |¢(U)| = 4. En particulier,
on en déduit que U est engendré par uy,uz et Zgom,c)(H) = H dans ce
cas. Ainsi wp(U) est abélien. On peut méme voir que tous les éléments sont
d’ordre 2 donc Zpgso,c)(mp(SDO(4,C))) est isomorphe & (Z/2)°. |

Si 'on regarde pour de plus grands n :

Proposition 68

Soit n > 2 alors le projeté de SDO(2n,C) dans PSO(2n,C) est son
propre centralisateur, en particulier, il est abélien.

Démonstration: Soient I := SDO(2n,C) et U := 15" (Zpso(anc)(mp(H))).
Alors, il est clair que U est inclus dans le normalisateur de SDO(2n,C).
Rappelons que tout élément de SDO(2n, C) est identifié & un élément de P,.
Si A € P,, on note d4 I’élément correspondant (rappelons que d4 désigne
la matrice diagonale avec (d4);; =1sii ¢ A et —1 sinon).

Soit w € U. Si u n’est pas dans le centralisateur de SDO(2n,C) alors
il existe 0 < ¢ < j < 2n —1 tels que [2,d(; ;3] = —I2n. Le lemme 6
implique alors que les espaces propres associés a 1 et —1 pour dy, ;3 ont la
méme dimension, or I’espace propre associé a 1 a pour dimension 2n — 2 et
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I’espace propre associé a —1 a pour dimension 2. Si les dimensions étaient
égales, on aurait n = 4. Comme n > 4, c’est impossible et donc :

U= ZSO(Qn,(C) (SDO(Q?’L7 (C)) = SDO(Q’H,, (C)

Par suite, le projeté de SDO(2n,C) est donc bien son propre centrali-
sateur dans PSO(2n,C). |

Nous étudions completement le cas de PSO(4,C) :
Proposition 69

Soit H un sous-groupe irréductible de PSO(4,C) alors le centralisa-
teur de H dans PSO(4,C) est abélien.

Démonstration : Dans cette preuve, on note H := W;l(ﬁ)7 Z = Zso,c)(H)
et U := WEI(ZPSO(4,C)(F))- Par le lemme 15 on peut construire un mor-
phisme de groupes :

| U — Mor(H,{—14))
Ol w s (hes [uh)

De plus le noyau de ¢ est exactement Z. Nous allons faire une disjonc-
tion de cas selon le cardinal de Z.

Si |Z] = 2 alors Z = (—14), dans ce cas U/ ker(¢) qui est inclus dans
le groupe abélien Mor(H, (—1I4)) s'identifie & U/(—14) = Zpso(a,c)(H). Ce
dernier groupe est donc abélien.

Si |Z| = 8 alors, par la proposition 51, le groupe H est SDO(4,C) donc

(cf exemple 14) Zpgo(a,c)(H) est abélien.
Si |Z| = 4 alors, quitte & conjuguer, on peut supposer :

Z = (d1,2y, —14)

Soit  un élément de SO(4, C) normalisant Z alors x-(—1I4) = —I4 donc
x - dy1,2y = £dy1 2y. En particulier, on en déduit que I'indice du centralisa-
teur de Z dans le normalisateur de Z est 2. Vu que U normalise ker(¢) = Z,
on en déduit que l'indice de Z dans U est soit 2 soit 1.

Si[U:Z] =1alors U= Z et donc Zpgou,cy(H) = np(U) = 7p(Z)
est abélien.
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Si [U : Z] = 2 alors on choisit + € U qui n’est pas dans Z. Deux
éléments les plus généraux x€ z1, x22z9 dans U vérifient alors :

[ 21, 2% 20) = [21, 2] [m, 20]" € (—14)

En particulier, Zpgo,c)(H) = mp(U) est abélien. [ |

Alors que les cas de PSO(4,C) et PSO(6,C) semblent suggérer que
les centralisateurs dans PSO(2n,C) sont toujours abéliens on a le contre-
exemple suivant pour n = 8 :

Contre-exemple 6

On définit dans SO(8,C) le groupe :

H:= <d{475,6,7}7 d{273,6,7}7 d{1,3,5,7}>

Alors I'image de H dans PSO(8,C) est un groupe irréductible de
centralisateur non-abélien.

Démonstration: Remarquons pour commencer que 'image réciproque de H
dans Spin(8, C) est le groupe Hg considéré dans le théoréme 4.1. En particu-
lier, Hg est irréductible donc H 1’est aussi et sa projection dans PSO(8,C)
Pest aussi. Définissons :

")
: I

[u,da5.67)) = —1s, [u,d{2367y] = Is, [u,dg13573] = Is

De plus SDO(8,C) commute clairement avec H. De cela, on en déduit
que le projeté du groupe engendré par SDO(8,C) et u est dans le centrali-
sateur du projeté de H dans PSO(8,C). On remarque toutefois que :

Par un calcul direct :

[u,dp12y] = d1 256y & (—1s)
ainsi le projeté du groupe engendré par SDO(8,C) et u n’est pas com-
mutatif, en particulier, le centralisateur du projeté de H n’est pas commu-
tatif. |

Nous déduisons du contre-exemple 6, un contre-exemple sur la variété
des caracteres : toutes les orbifoldes construites comme la partie irréductible
d’une variété des caracteres de I' un groupe fuchsien dans un groupe de Lie
simple complexe ne sont pas nécessairement des orbifoldes abéliennes (i.e.
dont tous les groupes d’isotropies sont abéliens).
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Contre-exemple 7

Soit I' un groupe fuchsien dont le 2-rang est strictement supérieur a
2. Alors I'orbifolde x*(T', PSO(8,C)) est une orbifolde non-abélienne.

Démonstration: L’hypothese sur le 2-rang de I' assure qu’il existe un mor-
phisme de groupes surjectif ¢; de I’ vers (Z/2)3. On note alors ¢ I'isomor-
phisme de (Z/2)3 vers np(H) ot :

H:= <d{4,5,6,7} ) d{2,3,6,7} , d{1,3,5,7}>

est le groupe du contre-exemple 6. Alors on note p := ¢o 0 ¢ :

p

r—»(2/2) ————» mp(H)

Le morphisme de groupes p est surjectif sur 7p(H), mp(H) étant un
sous-groupe irréductible de PSO(8,C), la représentation p est irréductible.
De plus le groupe d’isotropie locale en la classe de conjugaison de p s’identifie
a Z(p)/Z(PSO(8,C)). Or :

Z(p)/Z(PSO(8,C)) = Z(p) car le centre de PSO(8,C) est trivial
= Zpsos,c)(mp(H)) par définition

On a montré, dans le contre-exemple 6, que Zpgos,c)(mp(H)) n’était
pas abélien, on en déduit que le groupe d’isotropie en la classe de conjugai-
son de p vu comme un point de Porbifolde x*(T', PSO(8,C)) est un groupe
non-abélien. |
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al Singularités orbifoldes de la
variété des caracteres

Résume :

Dans cette thése, nous nous intéressons a des singularités particulieres dans les variétés de
caracteres. Dans le premier chapitre, on justifie que les caractéres de représentations irréductibles
d'un groupe fuchsien vers un groupe de Lie complexe semi-simple forment une orbifolde. Le lieu
orbifold (i.e. I'ensemble des points dont l'isotropie n'est pas triviale) est constitué des caracteres de
représentations exceptionnelles. Dans le second chapitre, nous décrivons précisément le lieu
orbifold quand le groupe de Lie est PSL(p,C) avec p premier. Dans le troisiéme et le quatriéme
chapitre nous cherchons a classifier les groupes d'isotropies possibles a conjugaison prés
apparaissant quand le groupe de Lie est respectivement un quotient de SL(n,C) dans le troisiéme

chapitre et un quotient de Spin(n,C) dans le quatriéme chapitre.
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modules alternés.

Summary :

In this thesis, we want to understand some singularities in the character variety. In a first chapter,
we justify that the characters of irreducible representations from a Fuchsian group to a complex
semi-simple Lie group is an orbifold. The orbifold locus is, then, the characters of bad
representations. In the second chapter, we focus on the case where the Lie group is PSL(p,C)
with p a prime number. In particular we give an explicit description of this locus. In the third and
fourth chapter, we describe the isotropy groups (i.e. the centralizers of bad subgroups) arising in the
cases when the Lie group is a quotient SL(n,C) (third chapter) and when the Lie group is a

quotient of Spin(n,C) in the fourth chapter.
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