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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
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recherche français ou étrangers, des laboratoires
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 ����� �	�� �� ���
����� ������� ������ ������ ���� � �! "� �������� #� �����$� #%��� ����� �����
��� �&������� ' ���� ���� (��� )�� ����� �� ����� )���������� #� ���*���� #� �����
��&������ ��� ������ ��� ���&����� ��� ���������! "� +�, #� ���&����� ��� ����� ��)�-&
)��� ��� �������� ���� �� )�#� �������� .∼ �����! "� ����� ������� ��/�� ����� 0
���� �� �������� �� �� �#������� ��� ���&����� #� $�1 #��� �� 2��� ����� &��������� '
�� �%&������ �� ������� ������� ��������� #� �����$� #� �%��#�� #� ����� ���/��
���� ��� ������� #� �������� 3��� ����� �������&� ����� ��������� ������� #� �%��#��
#� ������/���!

"�� ������ ����� �� ���� ������&�� ��%���/� ��� ���� 0 �%��� ��������� �� �����/��
#� �-��/��! "��� ����������� ��� ������&� 0 ��� &���� #%&��)�$� #�� ������ #� �-��/��
.� �◦4� �� #� �� ����� ������� ���#��� ��� #�1���� #%����� �� ������� ���/�
��� ���� 0 �%��� �����/�� #� �-��/��! 4���� ����&#��� ������ #%������� �� )�#�
56� #��� �� ������� .��−9 ��−10 �����! 4���� ��� ������ ����� �����7���� #��
)��������� �&�������� ���������8 �� ��� �&�������� #%�������� �� ����� �������! "������
����� �� ����� ������� ��� �� ������ �� ��� �������� #� ��������� �� )�#� 56� #���
�� ������� ���#��� ��������� ����! 4���� #����/�� ������ &$������� �� ���)� #�
)�#� ��� �� &�������$� ��&��9& ��� �� ������������ ����� �� ������� ������� �� ��
�������� #��� �%�������� .�-��������� � μ	 ���� ��−9 �����!

"�� ������� �� 2��� ��� �� ����� &���������� #��� �� ������� �� ����)� �� ������
#� �� ������� ����������! "� ������� #� ����� &���������� ���� (��� #&����& #��� ��
���� ����1����� ��� #�� ������� ���
0
��� �� #��� �� #�������� )�������� ��� ��� )��
������&������ ����&� ���� �� �� #����� #� �� �������! 5�� �&��� #� : ������� ������
��� )������������ #������ #��� �� ������� ����������! "� ����$����� #�� &�����������
�� 2��� �� ��������� �� �	�! ���� ����8 ���� ��������� �� ����� &���������� ���)����
.;�$! �!<� ��� ��� #&����& #��� �� ������� 0 �%��#� #%��� ����� #� �����2���! =��,
���$&�� #� > ������ �����)����� #%�� �� ����)��� ���� �� ����� &���������� �� ����������
#%&������ �� ������� &��������� ��� 2��� ��� �� ����� &���������� ��� �� ����� ��� ���
������� #��� �� ������� ����������!
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"� �&��'�� �(���������� ������� �!�� �&��'�� �!�������� ��� ����������� ����)
�����*��  ����&��� �+,-� .���&/�&���� ,������ �0��% �%1�% "� �������� �!���������
�������� ���
���� �!��� ������� ������ �� ������ �� �� ������� ���������� �� �� ���)
��� ���������� �� ����� ������  *���*��� ������'���� �� ���� �� ����� �����������%
2��( ������ ����*��� ���� ���������� ��� �� ������� ���� ������� �� 
��� 345 ����
�� ������� �!�������� �� �������% 3� ��������� �!�������� ���������� ��,2� ���
��������� �������� ��� ��� ��� ������ �� �� ������� �� ������ �!������� ��� �������
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� �
 ���'����
 ���� ��������� 
� ��(� $���
 �����&������� ���

� ��	�����

� '������%

 ������ )

ÿspot +
ω0

Q
ẏspot + ω0

2yspot = fpz cosωet ���  �

�* ω0 
�� �� �
������� �����
 
� Q �
 ��	�

� �
 %
����� �
 �� �������	
 	��������
� fpz
�
����
��
 ��������
�
 �
 ���+��
 ��������
 ���,���
	���%

 
� yspot 
�� �
 �����	
�
��
�
 ������ �
 ����� �
 ��	��������� �
 ����	
�
� �� ������������ �
 ���'����
 �

�
 ��������
�
 ����
 ��
� �� ���%

�	
 �����
 f0 = ω0/(2π) = 7201, 04 ± 0, 02 -,

� Q = 11000 ± 1000� .�� �� �
��
 
� ��
� �
����� 
&���	��
/ �
 �
��
 ����	�����

�
'������%

 �
�� 
������ ��
� ��	���
 
� ��	�����

� '������%

 �����������

����� ���� �� �	
��
	�� ��������
��

0� ������ �����
���� ���$���
� �� �
�	������� ���'�����%

 �
 �� �������	
 ��
�
������� �� 1�$������ �
� ������� 
�� ��	���
 ��� �� ��	���%

 1�$������
 �
� ��
��
�
���� �
 	���
 �
 �� �2����%

 �
� ����

& 	�����
�� .�
� 	
� ��1
����
�
��� ���#
�
��/ �
 �����	
�
�� �����1
���� ��
� ������ 
�� ���� Y (x, t) �* ψ(x) 
�� �� �����

�������
 �
 �����
 ��	���%

 �����������
�
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	 ���� �������

��
��	
	�� 	�
�����

������� ��� �	
�� ��
� �	��	���	�


�� ������ 	�
�� ���
���
� ���������� 	�����
	
��� ���

��
������ �� �
��
� 	�
�
	� 	� �������
�� �� 	���������� ����������� ��� ���� ��� ����
���
� 	�
�	� �����
	�
 �� ��������� �� !" #

μ
∂2Y (x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Y (x, t)

∂x4
= 0 �$��$"


% Y (x, t) ��� �� 	���������� ����������� 	�
�� �

��� 	� �
��
�
� L� ������ ���
���������� x �� �
����
� 	
 ����� t� μ ��� �� ����� ������
� 	
 ���
����
�� E ��� ��
�
	
�� 	� &

�� 	
 �������
 �� I �� �
���� �
�	�����
� ���
��� �
 	����������
������������ ��� �
�
��
�� �����
������� �
�� 	� �� �
��� Y (x, t) = ψ(x) cosωt #

ψ(x) = A cosh kx+B sinh kx+ C cos kx+D sin kx �$��'"

�� �� ������
� 	� 	�������
� 
����
� ��� #

μω2 = EIk4 �$��("


% ω ��� ���� �� �
�����
�	 ) �� �
�����
� 	� �������
� ���� 	��������
��
*��� �� ��� ����� ���� 	��������
�� ��� + 	����� 	� ������� �
�� ��� �
��������

A,B,C �� D 	�,������� �� �
��� 	� ��
��������
� �� ω �� �
�����
� 	� ���
������
-�����
�� �
 ������� �
� �� ����
� 	� ω ,.� �� �����
� 	�
�	� k �.����� 	��� ���
�
�
��
�� ψ(x)�

��� �
�	���
�� �
. ������� ,.��� ( �
��������� �
� ��� + 	����� 	� ������� �����
���� 
� �����/��� ����� �
� ��� ��������
	� 	� �������
�� ��� �
�	���
�� �
. �������
�
�� �������������� ������� 	
 ���
����
� �0��� $��+ �� $��!" �� ��������� 	� �
���
�0�� $��1" �� 	� �

��� �0�� $�� " ) ���.������� ����� #

ψ(0) = 0 �$��+"
dψ

dx
(0) = 0 �$��!"

d2ψ

dx2
(L) = 0 �$��1"

d3ψ

dx3
(L) = 0 �$�� "

��� �
�	���
�� $��+ �� $��! �����2����

ψ(x) = A(cosh kx− cos kx) +B(sinh kx− sin kx) �$���"

��� �
�	���
�� $��1 �� $�� ���������� ��
��(
cosh kL+ cos kL sinh kL+ sin kL
sinh kL− sin kL cosh kL+ cos kL

)(
A
B

)
= 0 �$�$3"

��� �
�
��
�� �
� �
���� ��
��������� �
���
� �� 	���������� 	� �� ������� ��� �
�

(cosh2 kL+ 2 cos kL cosh kL+ cos2 kL)− (sinh2 kL− sin2 kL) = 0 �$�$�"



��

��������	
��
2 cos kL cosh kL+ 2 = 0 �
�

�

�� ����
��� ���
�� 	� �������
�� 
�

 ��� 	�����
��� �����
������� �� 	����
kf = 1, 875/L� ���� ����� ������ 	� ������� 	���	� kf � �� ����� 	� ��	� 	� �
����
��
���

ψ(x) = A

[
(cosh kfx− cos kfx) +

sin kfL− sinh kfL

cos kfL+ cosh kfL
(sinh kfx− sin kfx)

]
�
�
 �

������ ���� ������	�
�
	� 
� �� �
����
	� � �� �� 
����
���
	� � �� ��������� 
����
���
	�


� ����  ! �� 
� �	
� 
� �
����
	� �	�
������� 
�"�
 ��� �������
	� �����

�� ��������� 	� ��������� ���	�������� ff ��� 	����� ��� �� �����
�� 	� 	
�����
�
�� ���� ���!�����
�� 	� ������� 	���	� kf

ff =
1, 8752

2πL2

√
EI
ρS

�
�
"�

�# I = πd4/64 ��� �� ������ ���	���
��� 	� 	�������
�� ����������� ���� ���
������ 	� ����
�� �
�����
�� 	� 	
������ d� ρ �� ����� �����
��� �� S �� ������� 	�
�� ����
�� 	� �����������

$��� ��� �������

L = 220 μ�

d = 220 ��

E = 410 %��

ρ = 3210 &'��−3

�� ��������� ������� ��� 
�
" ��� ff = 7, 19 &()� ��� ���������� '������
���� L ��
d ���� ������� ��� ��
��'��
� *+, �� ��� �����
���� �-.�
���� ���	��� 	� /���'
E �� ����� �����
��� ρ� ���� ��������� �� ��������� ���	�������� �� �� ����� 	�
��	� 	� ��������� ���� ������������ 	���
��� ��� �� ��	��
���
�� 	���� ������ �
���
���� 	
��
���
���
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	 ���� �������

��
��	
	�� 	�
�����

������� �����	
 ��� �
����
�� �� �������

�� ������	
��� �
��� 	��
�� ������ 	�� �� ��	�������
 �� ��� ����� ��
����
���
�� 	��
 	�� �� ����� �������������
 �� �
������
 ��� �		����� ������ 	������ �� 	���
��
��� ��
 ��

� ���� �� ��	���� 	�� �
����
�
���� �
�		����� ������		�� 	��� 
���
��
�� ��������� �� ������ 	�� �� �����
��� �� ��		��
 ��
 �
��
������� �����
����
 ����
��� �����
���� ��� ����
�� �� ������� 	��������� �
 �� ���������� ����� ��� ����
����
������� � �� 	����
��� ωe ��������� ��������

���� �
��
���
�� �� ����
��� �� ���	������  �!" �
����
 ���� �� ��� �����

μω2
e = EIk4e � � #�

�$ �� ���
��� �
���� ke ��
 ����
����
 ��	��� �
 ��� " ������ �� �����
� ���
 ���
���%����
� A&B&C �
 D ��	����� ���� ��� �����
���� ��� ����
��

ψ(0) = a � � '�
dψ

dx
(0) = 0 � � (�

d2ψ

dx2
(L) = 0 � � )�

d3ψ

dx3
(L) = 0 � � *�

�$ Y (0, t) = a cosωet ��
 �� ��	�������
 	��������� ��	��� 	�� �� ��		��
 ������
�
+��� ��� ����
��� 
��,���� �� �� �����  �!-& ��� �����
���� ��� ����
�� ������


A+ C = a

B +D = 0

A cosh keL+B sinh keL− C cos keL−D sin keL = 0

A sinh keL+B cosh keL+ C sin keL−D cos keL = 0

�� ��������
 C �
 D 	�� ����
�
�
���& ��� �����
���� ��� ����
�� 	�����
 �
������
��
�����������


M

(
A
B

)
=

(
a cos keL
a sin keL

)
� �-.�

�$ �� ��
���� M ����� �� ����
��� ��
�� A,B �
 �
��	��
��� a �� �� �����
��� ��
��		��


M =

(
cos keL+ cosh keL sinh keL+ sin keL
sin keL− sinh keL − cosh keL− cos keL

)
� �-!�

/ �
���� �� �� ��
���� �������

M−1 =
1

detM

( − cosh keL− cos keL − sinh keL− sin keL
sinh keL− sin keL cos keL+ cosh keL

)
� �- �



��

��� ��������	� A �	 B �
����
��	(
A
B

)
=M−1

(
a cos keL
a sin keL

)
������

��� ��������	� A �	 B �
��	������	 ���������	 ��� �
��
������ �
��� ��	����
2× 2 ��������� � �� 
��	��� ������	������ �� �������� �� ��	 � �������� ��� �������
�� ��������� �
� ��	�	��� ωe/(2π) ���������� � �� ��������� �� ��������� ��!��� ���
�
����	��� ���"� �� ������	
�
� �� �� ����	�� M �
� 
�� �� �
 ����
�
�� �� �	

	���	�
�
������	���� ��
 
����	�

 ������
 � �� ��
�
�
�� �	������

���� ������	
��� �
� ��
	��� ��	
�����	�� �� �	

	���	�
 ��

 �� �	����	�
 ��
�� ������ �
� ��	
�����	�� �
 ����� �� �	

	���	�
 �	
����
� ����� ��

 �������	�

���
�� ����

μ
∂2Y (x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Y (x, t)

∂x4
= −Γ

∂Y (x, t)

∂t
���� !

�" Γ �
� �
 ���#�	�
� �������	

���
� �	
�	����
$� �����	�
 �� �	
���
	�
 ���	�
� ����


μω2
e − iΓωe = EIk4e,d ����%!

�" ωe ��
�� �
� ���
���� ������ 	���
�� ��� ���&�	������ �� ke,d �
� ���
 ��
  �������

���
�� �
 ���	�� ����� �
 ���
�
�� �� �	

	���	�
�

$�
  �������
 ���
�� 
����	�

�
� ����� ��
  ���	
�
 �����	���
 ���
� ���
'
���� ������ ����
��
� �� ωe

ke,d =
(
ω2
e − iΓωe

)1/4
����(!


�	� �
 ��	�	
�
� �� ����	�� Md ���� �	

	���	�


Md =

(
cos ke,dL+ cosh ke,dL sinh ke,dL+ sin ke,dL
sin ke,dL− sinh ke,dL − cosh ke,dL− cos ke,dL

)
����)!

$� ����	�� 	
���
� 
����	� ����


Md
−1 =

1

detMd

( − cosh ke,dL− cos ke,dL − sinh ke,dL− sin ke,dL
sinh ke,dL− sin ke,dL cos ke,dL+ cosh ke,dL

)
����*!

�� ��
 ���#�	�
�
 �
 ���
�
�� �� �	

	���	�
 
�
�(
A
B

)
=Md

−1

(
a cos ke,dL
a sin ke,dL

)
����+!

$� ���� �� �	����	�
 ����� ���	� 
��
 �� ����� Y (x, t) = ψR(x) cosωt+ψI(x) sinωt

��&��	�� ����
 ���� ke,d ��

� ��� �� �����	�
 �� �	
���
	�
 ���� �	

	���	�
 ���%

ψR(x) = Re{A} cosh ke,dx+Re{B} sinh ke,dx+(a−Re{A}) cos ke,dx−Re{B} sin ke,dx
��� ,!

�� �� �����	 �
�	���
� ��
 M 
�
 �	 �	
���
 �
 �����	
��� ���� ���� k = ke



��
�� ������	
���
�
�����	 �������	 � �������
	 ���� �������

��
��	
	�� 	�
�����

���� �� ���	
� �� �
��� ���� �����
	�	
�� �	

ψI(x) = Im{A} cosh ke,dx+ Im{B} sinh ke,dx−Im{A} cos ke,dx−Im{B} sin ke,dx
������

���� �� ����������	 �� ������	��� �� �
���� Re. �	 Im. ���	 ��� �����	���� ����
	
� ������ �	 ���	
� 
���
��
��� ������
	��� �� �
 ��	
�� ���������� �� ������ ��
ψR+iψI � !��� ��	 �������� �"
�� ����� ���� ������
	��� �� �
 ��	
�� ���� �� ���#��
�����
���	��� 
�����
��� �	
�
�� ���� �� 	��
	����	 ��� ���������� � 	����� �����
�
���	������	 ���� �� ���	
� ��$���$�

������ ���� �����	
�� �� 
����	��� �� ����	��� �� �� ����
���� ������	�	��� ��
� 
�
�������	�
� ��������
� ����	� ����� ���� ����� �	 
�� ��
	�� �
�� �������	��� ������ ���

����	��� �� ��� �
����	 ���� ������  �������� 
��	����� ��	 ��!���	����
��

����� �����	��
� �
����
��	�����

%� ��	 ����
 �� ��������� ��� &���� ����	���	�	
��� ��� �� ������	��� �� �������	
�� &���� ����	���	�	
��� 
�	����
	� ���� �� ���	
� ����� ��� �� ��'��	
�� �	�	
��� ���
����(��� )�� ������
� �
�������� ����
�	���
	 * 
�	����� �� &���� ������ �� �
����
��
�	 �� ������	���� +��� �� ����� ����� ������
� �
���
(��, �� ����
������ ��
��� �
�
	� �- �� &���� ����	���	�	
��� ��	 ����
���� ����	��������	 * ����	���
	� ��
����(� ya�
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 VDC �
� �� �����
 ��
�����
 
�

�
 �
����� ���
������
 VAC(t) �VAC(t) � VDC� �
� �
 �������

�� �� ����
�� 
�

����
 ��
���������	

 ���
��
 ���� �
 �
��� 	
� �������

F��
� =
1

2
C ′(ya)(VDC − VAC(t))

2 ������

���� �
 ��
��
� ����
 ��
� �
 �
��
 ���
����� �
 �
���

F��
� = −C ′(ya)VDCVAC(t) ������

 ��� �
 ��� �!� ��
��������� �
 ����
�� ! ��
�
�
 �
 ���
�
 �
� ���������� �
�
�����
� ���� �
��
 ����"�� �
� �� ��������� ����
����� �� ����
 ������
����
 ! ��
��������
ψ(L)

ψ(0) = 0 ������

dψ

dx
(0) = 0 ������

d2ψ

dx2
(L) = 0 ����#�

d3ψ

dx3
(L) = −F��
�

EI ����$�

�% F��
� 
�� ��������
�
 �
 �� ����
 ��
����	

 ���
������
 �����	
�
 ! ����
� �

�������

��

����� ����	 �
����� 	�
������

&�����
��
��� �
 ���
 ������
���� �
 ��
� ����
 ���	

��
 � ��� ������
��

������
����
�
�� ������
 �������� 
� ��� �� ������������ ������	

 �
� ��
��
�
������
 ������� '���
 ��
� 
�
 ����
 �������
� 
�
 ��
��
 �������
 ����(�
 ��
"
��

�� ���
� �
 ���������� �� �
)�
����� �� ���	

��
 ��
��������� �
 �
�! �
 ��
���	

��
 �
 ��������
 �
 ���
 ������
����� �� ���
��
 �
� ���
� �
 ���������
������
 �
����

� ��������� ��
� �*�	

 ��
�
�
 ���
 
� �+
� �
 ��������� �
�"
����
�����
 �,�)� ������

-�
����
��
 �
� ���
� ������
 �
����

� 
�� ����

 ��� �� ������������ ��
�

��
��
 ����
 ���� ����������� ������
 �������� ���� �� �
�
�
 �% ��
��

�� �
��

��
�����
 ���
�
�� �
 ���
������� �
 �� ������
 ����
����� �
� ���������� �
� �����
��
-� �����
���� �
����	

 �
 ���	
����� ���� ���
���� �
 ���
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 f2 = (k2/kf )ff

� f3 = (k3/kf )ff �
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� ���
���	����� 	� ����� �� 	� 	�������� ��������� �� ����� 	� ��������� 	�
���������� �������� �� ����  !! "�

������� ����	� 
� �� 
	������� 
� 	�������� �� 
������� 
� ��	��� �����

�	����

�� ������ �������	� �� �� ��� ������ # ���$����� 	� ����������� %�� �������
���������� �������� ��� ��������� # ���������	� �� ��� 
����� ������� ����������� ���
��������� �� ���������� 	� ����� ��� VAC � VDC � ��� 
��������� 	� ��������� ����
	���������� ��� �� ����&�
� ������ 	� �� 
�������� 	��$�������� �� ��� �������������
	� �� ��������� ��� ���
���� '()� %�� ��
��������� 	� �� 
�������� 	� ���������
	� ��	� 	� ��������� 
��	������� ��� �������� # ������ ����� ��
����� �� ���
���� ������� �� ������� ���������� �������� ����� �� ���������� �� �� ������ �������	�
�*�
�  �+,"�

%�� �������� 	���������� ���� ��� 
���������� ��������� 	� �������	�
� �� 
���
������ ��� ���������

���� ��� ������ 	��� �� ������ 	�� 
����� �������� ����������� �� ���	��� ��� ����
������������ # �� ������� ���������� ���� -����.� �������	������ 	���� ���	��� 	�� #
�� ������� ���������� ����� �� ������� ��������� ��� 	����
��� ���������������� ��
���� �����	���� ��� �� ������� ��������� �����	��� �� ����� 	� ���	��� ����������
����� ������������� # �� ������� ���������� �� ������ �� ���	��� ������� 	��� ����� ��
����� 	� �� ���	��� ��������� �� ��������� 	� ������� ���������� k0 �� 	� �� ���	���
	/� # �� ������� ����������

kt = k0 +mαV 2

�0 m ��� ��� ����� �� α ��� �� ���1����� 	� ����
� ����������������

�� 
�������� 	� ��������� �� 
������� 	� �� ������� ���������� ������� �����

f =

√
f0

2 + α2(V − V0)
2 � �23"

�0 f0 ���������	 # �� 
�������� 
��	�������� 	� ����������� %� ����� ����������
����� V0 ��� �����	��� ���� ���	�� ������ 	��� �������� 	�����
� �� ������� ����������
����� �� 	�4������ 	� ��������� ��������� �� �� 	�4������ 	� ��������� �4����������
���5���
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f0 = 6, 7 ���

V0 = −6, 85 �

α = 136, 7 ����−1

 � ���� �������
 !�� �� ��
�� �� �	������ �� �����
� V0 ��� ��
������"
����� ��#
�

����� V0 ���� $�
� ���
���	 % �&��'����� �&�� �
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μ
∂2Y (x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Y (x, t)

∂x4
− T

∂2Y (x, t)

∂x2
= 0 ��	
��


� T ��� �� �����
� ��������� ��	�−1� ����
����� ��� �� �
��� ������
�������� �
��
����������	 �
��� �
�� ����������
� ��� �
���� ������
��������� ����� ������� �����
��� �	�	��! �� �
��� ������
�������� �� ������ �
����������� ���� ��������

T = F‖���� =
1

2
C ′(z)VDC

2 ��	�"�


� z ��� �� �
������ �� ���
#�	
$� �������� ������! �����
������� �� ���
#� ��� ����� % �� �
��� �� ������	 $�

����� ����&�� �� ������� �����
������� �
���������� ������� �� ���
#�! 
� �
������
����������������� ���������� ����������� �� �� �
��� �� ������ ����� ����������� ��
�
�������� �� ������� �� ��������� �� �
� �� '

(�	

)� ������
� �� ��������
� �� ���� ��
�� �
�� ��� �
����
�� Y (x, t) = eiωtekx

μω2 = EIk4 − Tk2 ��	�*�


� ω ��� �� �������
� ��� �
�� ��������� �� �����+��� ��&�� ����	
, ������ �� ω! 
  ������� ��
��� �
�� �
����
�� �� ����������� �� ���������

K2 − T

EIK − μ

EIω
2 = 0 ��	���


� K = k2	 )�� � ������� �� ��������
� ���������� �
��

K+ =
T

2EI +

√(
T

2EI
)2

+
μω2

EI > 0 ��	�-�

K− =
T

2EI −
√(

T

2EI
)2

+
μω2

EI < 0 ��	�
�

.� ����
���� ��
�� ��� 
 ������� �
����
�� �� ��������
� �	�*

ki = ±

√√√√√( T

2EI
)2

+
μω2

EI − T

2EI ��	���

kr = ±

√√√√ T

2EI +

√(
T

2EI
)2

+
μω2

EI ��	�/�


� kr �� iki �
�� ��� �
����
� ������� �� ����������� ����� �� �	�*	 0
�� ��� �
����
��
��&��� Y (x, t) = ψ(x) cosωt! �� ������ �������� ��������� ��
��

ψ(x) = A cosh kr(ω)x+B sinh kr(ω)x+ C cos ki(ω)x+D sin ki(ω)x ��	�1�

�� ���� �� 	��
�� ��
�� 	��� ��� ���
����
��� �� �� ����� ��
����
���� �� 
���� �� 
������
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ψ(0) = 0 !"��#$
dψ

dx
(0) = 0 !"��%$

d2ψ

dx2
(L) = 0 !"��&$

−EI d
3ψ

dx3
(L) = T

dψ

dx
(L) !"��'$

(
 	
� ��������� �	 
����
	� ��	 
� �	�����	 ��������� !)�� "��'$ ������� 
�����
���	
	���	 
� ����	 �

����	 �� ����
	 �	 *	���� �	 
� �����	 !�	���	 �	 ����+	$ ��	�

� ���,	����� �	 
� ����	 �	 �	�
��� T 
�� 
� ���	����� ����
�	�
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 !�	���	
�	 �����	$�
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 ���	
 �	 ��������� 
��
 �	�
��� 
�����	��	�� ��� 
�����
����� �� ���	�������
�	 
� ������	(

k2r CH + k2i C kik
2
r SH + krk

2
i S

EIk2r−T
ki

SH − EIk2i+T

kr
S (EIk2r − T ) CH + (EIk2i + T ) C

)
!"��"$

��	� 
	
 ��������
 C = cos kiL� S = sin kiL� CH = cosh krL 	� SH = sinh krL�
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 ��
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μ
∂2Y (x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Y (x, t)

∂x4
=

1

2

δC(Y (x, t))

δY
VDC

2 ������

�� �� ������
� C(Y (x, t)) ��
 ��	�
 �
 ������ ��
� �� ���
	
 ��
�
	��
 
�
 ��
	����


���	 �� �	��� Y (x, t)� �� ��	�
 ������
��
 ��� 
� ������
 ��
��	��
 ����
 ��

��	���
 ����
����
��
 �
 C(Y (x, t))� ������
��� �
�
  
	
 �	�!

�
 ��	 �
 �	
��
	
���
 �
 ��� �
	�

 ��
��	��
	 �� ��	���
 ����
����
��
 ����
 ��
 ��	���
 ������	

���	 ����
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Mÿ +Ky =
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������ �� ������� ���� ��
���� ���� �� ����	
 �� ������ ����� � ���

� �
�� 
��� �L1 = 220 μ�! d = 230 ��! f1 = 7, 2 "�# �� ��
�
 �� ���
�� ����� $ ���
�
�� ����� �L2 = 56 μ�! d = 350 ��! f2 = 96 "�# � ��� ���� ����	
� ���� ����
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 ��
�


�	�
�	�����	����
 �� �
�� ����� �� �	����� �� �
�� ����� �� ��
��� � !	 ��
� 	� �
���

�
� "	��� 
�� �� �	�
�� �� ��
��� �� �� ��
� � �
� ��
 �� �
�#����� �
�� 
������ �	 ��
� 	�

�
��� �� �	�
�� �� �	����� $	��� �%������� &' μ��

����� �� 
���� ����
��� '���
��
 ���� ����
����! 
�� ���� ����	
� ���� ���,
������� �'�� ��� �
-������ �� ������
�
 �� �� 
&����� �� $� � ���� .�'��
��� 
���
���������� ��� .�
� /�� 
�� ����	
� ������� �� �������! 

� .������ ��� ��������� �'��
�� ������� ��� �

����� �� �� �0�� �� 
&������� �� ����
�� �� ���

/��� �)
�� *�1!
�� ���� � �� ���
������ �
����
/�� ��� ����	
� �� ���
� ��� �(�
/������ �� 
&����� ��
2Ω �� 3Ω�

��� ���������� �� 
� ��������� ���'��� 0��� �������� ��� ���
���
�� �
��������,
�
/��� ��� ��� ��
���� ��� ������ 4 ��� ����
�� �� �� 
&����� 4 ��� ����
�� 5�
���������� ��� ���������� ���� ����
��
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�� *��� �



��

������ ��� �� ���	 
 ���
 ������� �� ��� �� ���	��	 ���� ��� ����	�� ������	� ����� � ��

������ �������	��� �� ���������� ��� �
��	�	��� ����	���	�	����  VDC = 5 !" VAC = 10 !#

���� ��� $��������� �� %�"&& '()  �� ������# �	 %*"+& '()  �� ���#� ,���� �-������� +. μ��
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��� ��� ����� ��� ��� 	��� ��� ���� ������ 
�
� ������	������������ !"��� #���$� %�� 	� ��������� ��
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�	��
�� �VDC = 5 �� VAC = 10 �� ���	 ��� �	�������� �� �����  !" ���

#���� �� �$�%�  !" ��� ����� &�		� �'��#���� �� μ(� )�� ���� �	�������� �� 	���������

����	
��� ��		��������� * ���� ����	
���
��� 	�(�	������(��� ����	��� �� �	������� ��

��
� �� �'��+(��	
� 
(��	����� �� �� ��	����	��

f2 =
√
K/M/2π� �� ����	� 
��� ��
� �����
�
� ���� 	�
 ������
��
 ��

������


�
��������
 � 	� ������
�� 	����� fl �����
��
��
� �� �������� ���� �� �	 �����
�f2 = 96 �����

������ ���� )� ����,� ��	 �� �����	� �� ����#� ��� ��� (����
�� ��	 ��� ����	� �- ��

�������(��� ����� Z ��� ���� Yi(x, t) �- i = g �� d ���	 �� ��	�
� ����#� �� �	�
��� )� ��
��

�� ������� ��� ���� xc� ��(��� * ��	�
	 �� �'������	�(��� �� ,� �� ����#�� )� ����,� . ���
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 ��
�	�	�� �	 �
 ��
��	 ������� 	� ���
�
�� �
 ������ �

��	 
�
��

�	 ����
�� Yg(x, t) 	� �
 ������ �����	 
���� Yd(x, t)

μ
∂2Yg(x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Yg(x, t)

∂x4
− T

∂2Yg(x, t)

∂x2
= 0 ���� !

μ
∂2Yd(x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Yd(x, t)

∂x4
= 0 �����!

�" μ 	�� �
 �
��	 ������
	� E �	 ���
�	 �	 #�
��� I �	 ���	�� �

��
���
	 �
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����� �
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���� ��
�� ' 	�� ����
�� �
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 ���	����� (� ��
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�	 �	����� ���
���
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	 �
�� �
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��	 �
 �
���� ��

*�	� �	� ���
����� �	 �
 +���	 Yi(x, t) = Yi0e
iωtekix� �	� �	�
����� �	 ����	�����


������	� 

( ��

����� ��� 	� ���� ����

μω2 = EIkg4 − Tkg
2 ����'!

μω2 = EIkd4 �����!

�	� ���
����� �	 ����

���� �����	 ��	(����	��

ψg(x) = A cosh kRx+BkI sinh kRx+ A′ cos kIx+B′kR sin kIx ����,!

ψd(x) = C cosh kx+D sinh kx+ E cos kx+ F sin kx ����-!

�" ψi 	�� �
 �
���	 ��
��
�	 �	� ���
����� �	 Yi(x, t) �" i = g �
 d� kR 	� kI ���� �����
����	 �
�� �
 �
���	 '�,�� �
� ��
�����
�	 	� +���
	��	

kI =

√√√√√( T

2EI
)2

+
μω2

EI − T

2EI ����.!

kR =

√√√√ T

2EI +

√(
T

2EI
)2

+
μω2

EI ����/!

	� ��
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���	 ��0�	

k =

√
μω2

EI ����1!

2���
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 ���0�	 �	 4 �
�
���� �	� ��	5��	��� A,A′, B,B′ ��
� �	 +���	 �	 �����	 � �

��	� �	� ��	5��	���
C,D,E, F ��
� �����	 � �����	 	� 	��� �
 �
��
���� ω� �	� ���������� 

( �����	�
���� 

 ���0�	 �	 1 	� �	���� 	(�������	� �
� �
 �
��	

� ' ��
� �
 ��������� ��	��
���	�	�� �
 �
���� �	 �

��	 	� x = 0�
� , ��
� �	 �
�����	�	�� �	 �����	 �	 �

��	 	� �	 �����	 �	 �����	
� ' ��
� ��
0�	��	 �	 ��
��	 	� �	 +���	 � ��	(������� ��0�	 � �����	 	� x = L�
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��� ����	
	��� ��
 �	�	
�� ���
 �������
�����
 �����	
 �� x = 0

ψg(0) = 0 ������

ψg
′(0) = 0 ������

������

����� �����

��
 ���
��	��� A′ �
 B′ �� ����
	�� �� A �
 B

ψg(x) = A(cosh kRx− cos kIx) +B(kI sinh kRx− kR sin kIx) ������

�� ��	�
 �� ���
��
 ��� ���
 ���� �� ������� �� ���
��
 �	 �
 �����	
 !�	 �
����
��	!�����
 ��� ����� ������ ���� ������ � ��∣∣ψg = ψd

∣∣
xc

������∣∣∣∣dψg

dx
=

dψd

dx

∣∣∣∣
xc

������∣∣∣∣d2ψg

dx2
=

d2ψd

dx2

∣∣∣∣
xc

������∣∣∣∣− EI d
3ψg

dx3
− T

dψg

dx
= −EI d

3ψd

dx3
− T

dψd

dx
−Mω2

nψg +Kψg

∣∣∣∣
xc

������
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�	����	� �� �	����� ψg(xc) = ψd(xc)� ��������	� ���� ������� �� �	�������� �� ���	 �

���
 �� �����
 !���"
 
� �� �����
 ��	��
# ��������	� ���� ������� �� �	��
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# ��������	� ���� �������
��������$�
 �� �	���
 �� �	��� �
 �	����� 
� ��������	� ���� ������� ��������$�
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d2ψd

dx2
(L1) = 0 ����)�

d3ψd

dx3
(L1) = 0 ����*�

����+�

,��-� ��	�� ������� �
� �����$�
� A′ 
� B′# ��
��
�$�
 �
� �	�����	�� �����
� �
�.
����
 �������

M

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A
B
C
D
E
F

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0 ����/�
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 �
� �
 ����� �
 	
���
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���� ������ 
���
�� "
��� 
����
���� �� �����	��
�� �� M 
��������� 
�� 
��#
����� A,B,C,D,E, F
��� ���
 A′ �� B′� ����
�� �
 ���	� ��� 	���� �� ��!�
���� �� �
���� $� %����
���
����� ���
 	�� �� &���� �
�� ��� �
�����  �� ������� ���� �
 ���������� ���
	���� �� ��!�
���� 
��
 �� �
�� ������� 	�

�� �� ������� �
� �� ����

�	��� ��
�
���� '�

������� �����	�
� �
 �
����
�� �� ��
�	�


(� ��
!���
� �� ������� T ������� �
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�
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μω2 = EIk4 �*�*$�
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�
)� �� " ������ �� ����� �� 
���
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��	�� {x(s, t), y(s, t), z(s, t)} 
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������ ��� �������'�� �� 
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z( �� ��� ��	����

L

⎛
⎝ x(s)

y(s)
z(s)

⎞
⎠ = L

⎛
⎝ 0

0
s

⎞
⎠ �+�,!
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�����	 
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L =
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0

[EC(s) + EK(s)]ds

=

∫ 1

0

[
μL2

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)− EIL4

2

(
x′′2 + y′′2 + z′′2

)]
Lds �+� !
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0

[
μ

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)− EI
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(
x′′2 + y′′2 + z′′2

)]
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1− 1
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 ż �� z′ ��

 �������

��
 ��
��$��
$��
 �'�� ��(! " ������ �� �������

��
 ���% )

LNL =

∫ 1

0

[
μ

8

(∫ s

0

∂

∂t

(
x′(s̃)2 + y′(s̃)2

)
ds̃
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− EI
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∂
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 ���� ������
����

�(
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L =
m1,n

2

(
Ẋ2 + Ẏ 2

)
+
m2,n

2
(ẊX

2
+ Ẏ Y

2
)
2 − k1,n

2

(
X2 + Y 2

)− k2,n
2

(
X2 + Y 2

)2
������

���� ��� ������ �� �������� � ������� ��������� �� �
� ��������� ��!���� 	�� ���������"
��
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��� xn(s, t) �� yn(s, t)

m1,n = μ

∫ 1

0

fn(s)
2ds ����#�

k1,n = EI

∫ 1

0

fn(s)
′′2ds ����$�

m2,n =
μ

2

∫ 1

0

[∫ s

0

fn
′(s̃)2ds̃

]
ds ����%�

k2,n =
EI

2

∫ 1

0

f ′
n(s)

2
f ′′
n(s)

2
ds ���&'�
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�� �
�� ��� �
��� ���� �����
� m1,n = 0, 25μ�
)�������
� �� �
������� ��
������ 	��

d

dt

[
∂L
∂Ẋ

]
=
∂L
∂X ���&��


( X = X, Y � *��� ���+	�����
� ���� �� L� ��� ������
�� �� �
������� ����������(
m1 +m2

(
X2 + Y 2

))
Ẍ +

(
k1 + 2k2

(
X2 + Y 2

)
+m2

(
Ẋ2 + Ẏ 2

))
X = 0(

m1 +m2

(
X2 + Y 2

))
Ÿ +

(
k1 + 2k2

(
X2 + Y 2

)
+m2

(
Ẋ2 + Ẏ 2

))
Y = 0
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3

4
m2A|2

)
ω2 = k1 +

3

2
k2A|2 +

1

4
m2ω

2A|2 ������

����

ω2 =
k1
m1

(
1 +

1

2

(
3k2
k1

− m2

m1

)
A|2
)
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��� �	� 
����������	 ���������� �������		�	� �	 �	���
����	� ���
��������� �R, φ�

X = R cosφ ������

Y = R sinφ ������

�� ���� �� ����� 
� ����� 
�� �������	� 
� �������	�

(
m1 +m2R

2
)
(R̈−Rφ̇2) +

(
k1 + 2k2R

2 +m2(Ṙ
2 +R2φ̇2)

)
R = 0 ������

��� �������	� 
��������� ������������	� ��	� 
� �� ����� R = A◦, φ̇ = ω� �	 �

�	� (

m1 +m2A◦2
)
ω2 = k1 + 2k2A◦2 +m2A◦2ω2 ���� �

����

ω2 =
k1
m1

(
1 +

2k2
k1
A◦2

)
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����	
��

����	������� &��� �	� �������	 
�������� �������#	���	� X = AR cosωet

−ωe
2

(
m1 +

1

2
m2AR

2

)
AR +

(
k1 +

3

2
k2AR

2

)
AR = f cosϕ ����'�

ω0

Q
ωAR = f sinϕ ����(�

�) F ��� �� ����� �#����	� ��� �� ��
� 
������� �������#	���	� �� Q �� ������� 
� �������
��	������ &��� �� 
����������	 ���������� 
���
����
� AC �� 
� ������� �	#������ ωe*
�	 ������

−m1ωe
2AC +

(
k1 + 2k2AC

2
)
AC = f cosϕ ������

ω0

Q
ωAC = f sinϕ ������

�) �	 � ��

��� ��� �� �+�� ����� f �#������ ��� �� 
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L =

∫ 1

0

[
μ

2

(
ẋ2 + ẏ2

)− EI

2

(
x′′2 + y′′2

)]
ds+ T (z − 1) %����(
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L =

∫ 1

0

[
μ

2

(
ẋ2 + ẏ2

)− EI

2

(
x′′2 + y′′2

)
ds− T

2

(
x′2 + y′2

)]
ds ������
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�����
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 ��
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μ
∂2x

∂t2
+ EI

∂4x

∂s4
− T

∂2x

∂s2
= 0 ������

μ
∂2y

∂t2
+ EI

∂4y

∂s4
− T

∂2y

∂s2
= 0 ������
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x = X(t)fn(T, s) ����(�

x = Y (t)fn(T, s) ����)�
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z(s) =

∫ s

0

(
1− 1

2

(
x′2 + y′2

)
+

1

8

(
x′2 + y′2

)2)
ds̃ ����-�
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L = K − VT + LNL(T ) ������
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LNL(T ) =

∫ 1

0

[
μ

8

(∫ s

0

∂

∂t

(
x′2 + y′2

)
ds̃

)2

− EI

8

(
∂

∂s

(
x′2 + y′2

))2

+
T

8

(
x′2 + y′2

)2]
ds
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L =
m1,n

2

(
Ẋ2 + Ẏ 2

)
+
m2,n

2
(ẊX

2
+ Ẏ Y

2
)
2 − k1,n

2

(
X2 + Y 2

)− k2,n
2

(
X2 + Y 2
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m1,n = μ

∫ 1

0

fn(T, s)
2ds ������

k1,n = EI

∫ 1

0

fn
′′(T, s)2ds ������

m2,n =
μ

2

∫ 1

0

[∫ s

0

fn
′(T, s̃)2ds̃

]
ds ������

k2,n =
EI

2

∫ 1

0

fn
′(T, s)2fn

′′(T, s)2ds− T

4

∫ 1

0

fn
′(T, s)4ds ������
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F���� =
1

2

dC

dX
(VDC − VAC)

2 $%�%&'

���� 
����� �� �
 �������� �������� �� X = x0+x ���� ��� ���
�� 
��� ��� ������
���
��������� �� ��
��

F���� = −VDCVAC(t)

(
dC

dX
(x0) + x

d2C

dX2
(x0)

)
$%�%('
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mẍ+ Γẋ+ [k +Δk(t)]x = fe $%�+�'
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�
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�� �� �
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�� ���������
��� �� ��
��
Δk(t) = VDCVACd

2C/dX2 �� fe = −VDCVACdC/dX�

������� ����	
���
�� ��� !��� ��� ���
����� ����� ��� dC/dX = 0" �����
-
���� %�+� �������

ẍ+
ω0

Q
ẋ+ ω0

2(1 + λ(t))x = 0 $%�+�'


��� ω0
2 = k/m" ω0/Q = Γ/m �� ω0

2λ(t) = Δk(t)� .� ����
�������
�� �� ��
��
�
� 1/ω0" �� � ����� �
 ���
� �����
�����

ẍ+
1

Q
ẋ+ (1 + λ(t))x = 0 $%�+�'

�
 �������� �������� �� �� �����
���� %�+� x = 0 ���� #��� ������ ����
 �� ������� 
���
λ(t) = λ0 cos(2ωt+φ) 
��� ω ∼ ω0 �� λ0 ��/�
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�
������� x = x1 cosωt �����-�-����

(1− ω2) cosωt− ω

Q
sinωt+ λ0 cos(2ωt+ φ) cos(ωt) = 0 $%�+0'

���� �� ������
�� cos(2ωt+ φ) cos(ωt) = (cos(3ωt+ φ) + cos(ωt+ φ))/2

(1− ω2) +
λ0
2
cosφ = 0 $%�+%'

−ω

Q
+
λ0
2
sinφ = 0 $%�++'

�� φ ��� �� ��	
����� �
��� �����������
 � 2ω �� x� �� ��� �
������� ��
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λ0 = 2

√
(1− ω2)2 +

(
ω

Q

)2
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����� ���������� ����� ���������������� �λ(t) =
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��������� ω �� ��� ���������� ������������ � �� ��������� 2ω

ẍ+
1

Q
ẋ+ x = cos(ωt) + λx cos(2ωt+ ϕ) �	
�6


� �� ��� ��������� �� �� ����� x = x0 cos(ωt+φ)� ��� �����7���� ������ ����� x0 �� φ

0� ���,���/� ����� ��� ���� ����������� ��� δϕ
 +� ������������ x ���� �%��������
�� ��� ����� 	
�6� �� ������� ���� cosωt �� sinωt

−ω2x0 cosφ− ωx0
Q

sinφ+ x0 cosφ− λx0
2

cos(ϕ− φ) = 1 �	
�)


ω2x0 sinφ− ωx0
Q

cosφ− x0 sinφ+
λx0
2

sin(ϕ− φ) = 0 �	
��
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λ

2
sinϕ− ω

Q

)
cosφ+

(
ω2 − 1− λ

2
cosϕ

)
sinφ = 0 ������

�� ��	�	���� �� �����	�� cos2 +sin2 = 1� �� ������ ���� ��� ������

cosφ =
1 + λ

2
cosϕ− ω2√(

λ
2
sinϕ− ω

Q

)2
+
(
1 + λ

2
cosϕ− ω2

)2 ������

sinφ =

λ
2
sinϕ− ω

Q√(
λ
2
sinϕ− ω

Q

)2
+
(
1 + λ

2
cosϕ− ω2

)2 ���� �

!
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x0

[(
1− λ

2
cosϕ− ω2

)
cosφ− (

ω

Q
+
λ

2
sinϕ) sinφ

]
= 1

��	�

x0 =

√(
λ
2
sinϕ− ω

Q

)2
+
(
1 + λ

2
cosϕ− ω2

)2
(1− ω2)2 − λ2

4
+ ( ω

Q
)2
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dVNW

dt
� �$"

��� �����	
�� �����	���� �%��  �&" �� ������	���� �%��  �$" ���
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T

ω0

d3x

dt3
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d2x

dt2
+ ω0T (1 + β)

dx

dt
+ ω0

2x = 0 � �)"
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T = RCω0

β =
(C ′VDC)

2k−1

C

�� ��������� T ���* � �� ������� 2π ����* �� ����
�� ����� �� ����� ������	���
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iβT
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Q
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) ���� T � 1

ΓLT = βω0T =
R(C ′VDC)

2

m
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ωLT = ω0 +R2ω0C(C
′VDC)

2

2m
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) ���� T � 1

ΓHT =
βω0

T
=
G(C ′VDC)

2

mω0
2C2
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ωHT = ω0

√
1 + β −G2 (C

′VDC)
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2mω0
3C3
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ΔV = VNW − VW = R iEC ������
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 �� �����	� ���������� &� �
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+ 160V < VDC < 200V � �� ��, � ��� ���
����	� �� ���
� 
��� �� �����	� *�
��� ��-��

��� �
�	
����� �	�
 ��� �� �
������� �	�� �-�� � �� �� �����	�
*� �αVDC � f0��

+ VDC > 210V � �� �	�
��� ���
����	� �� ���
� ���
���� ��� ����� �� �	�������
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���	���� τ = RC �� 	
�������	 ���� ���� ���� ��� ����	
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���� �� ! ��� " ���# ∼ $%�
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���	���� &� ������ ���� �	
����# 
� ��������
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�������	 ������ ��	 �� ����� 	����� �∼ ��� �� 
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������� �� ����� REC ������ 
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 RNW � ��� ���( 	
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���� �� ��	�

+
� ���	 
� ������ �� ���	��� �� 
����( ��	� 
� �����# �� �

τ =
(
RNW

−1 +REC
−1
)−1

C ����,�

���� ���� 
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����� RNW � REC

τ = RNWC ����-�
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 �
���� �� �
 ��	��� 	��	 
��		��� �� ��
��� �� ������ τ = 23 μ	� 	��� C =
10−15 !� "
� �
 	���� ��	 ��	���	 �� ��		��
���� ��� 
�
 �

��	
�	 ���� ��	 �
	�	�
���	
���
������	 � # $Ω� %� ����	 
		���
 τexp ����� T = 0, 2 �� ��� ������ �������	�� �

������ �� ��		��
���� 
������	�
����� � �
		� ��
������ &'�� ��(()� �
�	 �
 ��	��� �* �

���������� � ������� �� ���	 �
	 &��� '�� ��+) �	� �� ������� T 2 = 0, 04 �
�	���
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������ ���
�� (�

����� ������	� 
� �� 
�������� ��� �� 
���������� ���	�������

�����

,�� �����-�� 	
��� �� ��	��� �	� �����	
� �* �
 ���	��� .� �	� �
������� � (/ 0
�� �* �
 ��	����� �� �
	��
���� �
� �
����� � �
 ������ 
�������� �� �� �	� �
��
��
%� �
	��
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����	 ����� �� �
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���� �� �
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	� "��� ��
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�
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ẍ+
ω0

Q
ẋ+ ω0

2x = fpze
iωet ������

�� ω0/Q ��
 �� ��������
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x =
1

ω0
2 − ω2 + iω ω0

Q

fpze
iωet ����&�

�
 �� ��

��
 �� !��
��� �� ����� 	� x

x =
1√

(ω0
2 − ω2)2 +

(
ω ω0

Q

)2 (cosφ+ i sinφ)fpze
iωet ������
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�����
� 	� φ ���'����� * ���
�� 	� ������
 	�� ���
��� ����������� �
 �������
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φ = − arctan

(
ff0

Q
(
f0

2 − f 2
)
)
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�
�� f �
 f0 ��� !��������� 	��'��
�
��� �
 	� ����������
�� !�������� 	� ��������� �� !���
��� 	� ������� θ ��
 
����� ��� �� +���� ��&��

�������	��� �� !�������� ����
���
�
���� ����� 	��� ������ 	� 
����� �����
�	����
�θ > 50◦� �
�� ��� ������
�
��� 	� �� !�������� * �� ������ 	� !���� ����
���
�
����

����
������ �θ < 50◦� �
�� 	�����
��� 	� �� !�������� ��� ������
 * �� !��������
���� ��
����
��� ����
���
�
�����
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Q
= Γ0 +

R(C ′VDC)
2

m
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����

−mω0
2xb +

1

2
C ′VDC

2 = 0 ������

��
�
ω0

Q
= Γ0 + 4mR

(
ω0

2xb
VDC

)2

������

��� ������� �����
����	
�� ���� 	������� ���� 1, 6 �Ω < R < 2, 2 �Ω �� �� 	����
�
������� ���
���
 Γ0 = 5 �−1�

����� ���� 	� 
� ���
��� ��

������� ��� 	
 �
���
� 	
 
�������

 ���

��� �������� �� �����	��� ���� ������� ���� ��� ���
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xb =
C2

2k

1 + C2

2k
V 2
DC

x

�V
2
DC ����%�

	#�� C2 = 2, 8 �&��−2 
	 ���
#�� ������� �� 
	 �	�	�
�� �� C ′ = C2(xlim − x) 	#��
xlim = 78, 5 μ��
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�� �� �����
�� �� 
	 ����
�� ��
� ���� ��$
��� �&
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( ) * �+ ) 
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,�� ��	��	�
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����� ���#� �	� 
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	 ������ �. C ′ �� #	�
� �	�
( ) / �+ ) 
	 �
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�� �	���� �� �
�
��� �	� �	
$�� 
�	�$����	�
�� �� VDC

�	�� 
����	�
�� ���-0 
� ����� C ′ ���� #��� + �	� x ���� #��� xlim ���� 1��
����� �. ω0

Q
∼ 1/VDC

2��
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�� ���������� ���������

2�� ����
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INT = G(Cg(xi), Vg)Vs "��*%
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μ
∂2Y (x, t)

∂t2
+ EI ∂

4Y (x, t)

∂x4
= 0 �����

�� 
� ����
����� ��� �� ��� 
��!�������� ��� ���������� ��! 
������ ��������������
�������

ψ(0) = 0 ���"�

dψ

dx
(0) = 0 ���#�

ψ(L) = 0 ���$�

dψ

dx
(L) = 0 �����

��� ���������� ��" �� ��# �����%����

ψ(x) = A(cosh kx− cos kx) +B(sinh kx− sin kx) ���&�

��� ���������� ��$ �� ��� ������	���(
cosh kL− cos kL sinh kL− sin kL
sinh kL+ sin kL cosh kL− cos kL

)(
A
B

)
= 0 �����

��� ��
������ ��� ��

�� ������������ 
������ 
� ����������� �� 
� ������� ��� ��


(cosh2 kL− 2 cos kL cosh kL+ cos2 kL)− (sinh2 kL− sin2 kL) = 0 ���'�

������(�����
cos kL cosh kL− 1 = 0 ���)*�

�� ��� ����� 
�� ������� k = 4, 730/L+ k = 7, 853/L �� k = 10, 996/L ���� 
�� "
�������� ����� �� 	�������� �,�-� �����

.��� �� �������� �� ������� ���������+ 
� ��������� �� 	�������� ���� 
� ����
����������
 ����������������� ��� f = 32 /01 �	��

μ = 4, 8 10−15 2-��−1

L = 1 μ�

D = 2 ��

E = 1 3.�

I = 7, 9 10−37�4
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 �� ��������� �� ������ Vg ������� �� �� ��������� Vs(t) =
VAC cosωt ����������� �� ��������� �� ������ ������ Vs(t) � Vg�
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 ������ �� ���������� ��� ���� �� ����
i �� ��	������ �����

INT =
∂G(Cg(xi), Vg)

∂xi
xiVs(t) ������

�� �� �������� Cg ����� �� ������	� �� �� ������ ��������� �� ����������� xi �� ����
�� ��	������ i� �� ��������� Vs(t) �
� �������� �� ������� �� ���� � �� ������	�
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�� �� ���� i �� ������	� �
� ������ ��� ���������
�������
������� Ei �� �� �������� Cg,i

Ei = 1

2
Cg,i

(
Vg − Vs(t)

2

)2

����$�

�� ����� ��
 ��������
 �� �� �������� Cg,i �
� �� ������ �� ��������� Vg �� ������� �
�
�� ������	� �� ��������� ��%�� Vs(t)/2�
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A3

4
sinωet+ A cosωet = F cos(ωet+ φ)

	��


−Aωe
2 + A = F cosφ ���#�

αAωe − ωe
A3

4
= −F sinφ ���$�

�� "�� ����� ��� �"��
��� �!����� � 	�� 
� �����%
� Y = A2

ωe
2Y3 − 2αωe

2Y2 +
[
(1− ωe

2)2 + α2ωe
2
]Y − F 2 = 0 �����

&!���
�
��� �!�	��

�
��� �	
 ��
��
�� ������"�����
 �� ����
��� �� F �
 ω ����

�	 ���� ��	 ' 	���(����	� �)"� ���� �
 ��� 	���(����	�� �)"� �� �� &�	 ���
�
���	
�� ��%��
��� 	��
 	������	��	 	�� 
� *���� ��+�

,��� �(�"�� ��
��� �� F �
 ωe- 
!���
�
��� �� ��%��
��� ������
� �	
 �(��	��
����� �����	��
��
 
!�
�
 �!�	��

�
��� �.��� ��+- �� %�	�� &!��
��	��
��� ��	 ����
�����	 ��*��
 ��� ����
���� �!������(��� "�� �	
 �� %�� ������ ���� ��

� �%
����
���� 
� 
���
����
 �� 
� ���
�� ����/ ����� *���� ��# ���� 
� ���� ������
 �!�	���
��
&� ����� 
������
���� �%
���� �	
 �����
���	
�"�� �!��� 
����� �!0���
�� 1���� 
�
2��� �� 	���(����	�
��� �����	���� � ��� �	��

�
��� � 
� ���� ��
	�
��� �ω = ωe�-
�� ��	���� ��

� 2��� �!������(� ��� �1 : 1��
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��� ��	� ��� ���	
���� ������������� �
 ��� ����

���������� �� ����	�
��� ��� �� ����
��� �� �� �	���
��� ωe �
 ���
���
	�� F �	 ����� �� ���

���� !�"�
	
 ���
���
	�� �� ����
��� �� ωe �
 F � #� $��� �� �����������
��� 
���� 	�����

��
 �� ��� 	� �������� �1 : 1�� α = 1�
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��� �� ��� ���������
 ��� 
��	��� �� �
��
����
��� ����
�
��� 
���
��	
�
���� �	
 �������
� �� �
	���
��� ��
���	������
 ��� ���

��	��� 	���	������ 	�� �� ���
�� 
���
����� �� 
���� �� ������� F ��
�����
 ���	 ��
���
�� �� � �	
 ����
 ! �� 
��	��� ��
����
��� ��� ��� ����
��� �� �� �����

F = KVAC

�" K �	
 �� �����#
�� ��� �� 	��� ��	 
����
 ��� �� 	��
�� ���	 �� 	��
�$ �� �
	������
�� ��
������ �	
 �
��� ��� δ = (ωe − ω0)/2π = fe − f0 �" fe �	
 �� ��
������
�%����
�
��� �
 f0 �� ��
������ �%��
���	�����
��� 	��	 ����
�
��� �� 	&��'����	�
����
�� ������
����
 �� �� �'�	� ������
� φc ()�� ���* ���	 �� ��	 	&��'����	
 �
 ���
	&��'����	
 �	
 ����
	��

 	�� �� ����� �� �

������ ��� ����� 	� 
���
������

�
��� �������� ��� 
� ����� 	� �����
 	� �����������
��� φc

�� ����
��� 	� 
���� �∼ ���� ���
�� 	�����

�
��� ���	��
 �� ����  � 	�������	 	� ���!�����

��
 δ " ���� #$�  � ����� �������� φc ��
 �%������ �� ���&�� 	� 
���� ����
��� 1/2π� 	�
����'�� ( �� !�� 
� ���
� ������� ���������	� ( 
� 	�)������ 	� ���!����� Δf � ���� 
� ���
��� ����������� �VAC = 100 �*�+ 
� ���
� ��
 ������ 	� � 
��� ��� ��

������	� ����� #$�
���
 Δf ∼ δ� ���� 
� ��� ����������� �VAC = 4, 2 *�+ Δf ∼ 0 �
 
� 	�������� φc ���
�

������ 	� � ������������
��� 	� 
� ���!����� �
 	� 
� �������  � ������
����
 	� φc ����

�
�	�� �� 	�
��
 	��� 
� ���
�� ����
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������ ��� ��� ������ 	
��
������� �������	�� ���������� ���� ����� 	
��� 
���� ���
 � !" μ�

��� ������ �#���$!�� �������� ��� %������ ����&��
������ ���
������� ��� �� ������ 	
��
���&

���� �VAC = 5 ' f = 65736, 8 ()*�� �
� %�� 	
�� ������ ���� ������� 	� ���
�����������

�������� 	� �� +���� ,�!���

�� �����
 �� ��
����
������
 ���� )��� �������
�� ��������
������
� �
 ��
����

�� ��������� �
 ������
�� δ �� �� �����������
 �����
����� F �
 ������
� �� ��*���
��
�
��� �� ������
�� ����

� �����������������
 �� �� ������
�� �� ���+���
 �� ��*���
��
�� ������
�� ��� ��

�� ���

Δf =
1

2π

〈
dφc

dt

〉
"	
,&

�' φc ��� �� ����� �������� "-�
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����
 �� ��������� �	 
����	
�	 δ �� �� ������	�
�� �
 ��
���� F �

���� �� ���� �� �����
��	���	��� ���
������	�����

 �� �� ��
���� ���� � �� ���� �
��
�����

�� ���� �� �����
��	���	�� ��

������ � 
�� ����
� ���
����  1 : 1!� �� ���� �" Δf ���

�
� ��� ��
�
�� ��
 
�� ��	��� ���	
�� �����
������ ��� ��	�� ���#�� ���� �� ���� δ > 0  ���

��
�	� $�%�&�&!�

��������� ��	�� δ 
�� ��	 �� 
�����	��� ����� ����� �� ��������� ��	�� �� ���
�����
����	���������	��� ����� �	 �� ���
����� �� ������ �� �����������	��� �	 Δf 
�� ��	 ���
�������� ��
������	��� ��	���� � 
��	�� ��� 
����� ���
��	���� �� ����	���������	���
�	 �� ������ �� �����������	����  �� �� ���	� �� �����������	��� !"��� #�$%� 
��� ���
������� F � ����	���������	��� �	 �� ������ �� �����������	��� ���	 �����
��� �	 ����
��������� �� ���
����� ��
������	��� Δf ������
��� ����	����	 � ���� ���������
�� ���
����� δ� &���
�� �� ����� �� �����������	��� F ������	�� �� ���
����� ��
����	���������	��� �������� �� ���
����� �� �����������	��� Δf = 0�
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�� �������� 	� �� ����

�� ��� �� ����
�
�� φc ���� &��� ����
� �
�

dφc

dt
= Ω+K sinφc ����-�

�2 Ω ��� 	� ���
����� �� #�������� 
���	
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�������
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φc = Ωt+ φ0 ������

�2 t ��� 	� �� �� �� φ0 	� ����
�
�� 4 t = 0� "���� �%�	��
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�� ���
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������ ����������� ���� �� �����	��� ������������ �� ���
����� φc

���� �������	�������� �� �������	� �� ���	
���������� �K = 0� ���	 ����		��� �� �������	�
�δ �= 0�� �� ������� �� ��� �� �� �����	��� ��� Ω 	� ��� 	��������� � �� ������ �� �
��� ��
���������	�������� �� �� ������ �� ���	
����������� �� ������� 
������ ����������� ���� ��

�����	��� ���	 ���	
���������� �K > δ� �� ���	 �� ����		��� �� �������	� �δ �= 0��
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 ��� ��� ��� ���� ��������
���
�� � ��� 
�����
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�
� ������ �� ��
	���
������ �� ��	�� ��� ω0 �� ���� 
�� �����
�� �	
��
����������
����
��
�� �� ��� ��� ��� ���� ��������
���
�� �����
�

ẍ− ε(1− x2)ẋ+ ω0
2x = εF cos(ω̃et)  ��!�"

�# ε = α/ω0 �� F = F/εω0
2 �� ω̃e = ωe/ω0 = 1 + εΩ� �� ���������	��� �

 �

�

�
����� ε � 1 �# T = εt ��$�
� 
�� ��
����� ������� �� ��	�� ���%
� �# ε &�
� ��
�'�� ��
�� �
����
�� ��
	���
����� ������ �� �����
��
�� ����
�(��
�� �
� ��� ��
)
�������� �� ��	�� �����
� x(t) = x0(t, T )+εx1(t, T )+O(ε2) �� ��� ���
���� ��� �������
�
 ��	�� ���)��
	��� ��		�

d

dt
=

∂

∂t
+
∂T

∂t

∂

∂T
d

dt
=

∂

∂t
+ ε

∂

∂T
d2

dt2
=

∂2

∂t2
+ 2ε

∂2

∂T∂t
+O(ε2)

* ������� + �� ε ��� ���
�
��� �� ����
��
�� ��!� ����

x0 = A(T )eit + c.c.  ��!,"

�# c.c. ���
%�� �� -��	� ��	���)� ���&
%
���
* ������� ! �� ε� �� �(�
��� 
�� ��
��
�� ��
� ���	��
�
�� A(T )

2i
dA

dT
− i(A− |A|2A) = F

2
ei(ω̃e−1)t  ��!."
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2i
dA

dT
− i(1− |A|2)A =

F
2
eiΩT ���	
�

�� Ω 
�� �
 ��������� �
 �����
��
 ��������
 ����
������� ��� ω0�
�� ��������� �� �������� �����
�����
 A(T ) = R(T )eiΘ(T )� ���������� ��	
 ��
��

�� ����


2Ṙ− (1−R2)R =
F
2
sin(ΩT −Θ)

−2Θ̇R =
F
2
cos(ΩT −Θ)

���� ����� �� �������������� Φc = ΩT −Θ

2Ṙ = (1−R2)R +
F
2
sinΦc ���	��

2RΦ̇c = 2RΩ +
F
2
cosΦc ���	 �

! ������� �
� "����#�
� R 
� Φc ���� ������
�� $��� ��%&���%��
 �� R = R0� �� 
��
�����
����� �
 �������
� ��
 ���������� ��	 ����
����� ' ���������� ��	( �����"���
�� �&������
 �
 �� �%��
 ����
 ��
 ��������
 ����������


Φ̇c = Ω+
F
4R0

cosΦc ���	��

)�
 ������%
 ���� ������
��
 �������
 ' ��������
� �
 �&����
 ����������� ��	�

� ��	 � *
� ��������� ��������#�
� �������
��
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��� ���� �
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−(1−R2
0)R0 =

F
2
sinΦ0 ���	,�

−2R0Ω =
F
2
cosΦ0 ���-(�

*
 �������
�
�� �
 ����������
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�� ��.�� ���

R = R0 + R̃

Φ = Φ0 + Φ̃
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sinΦ0Φ̃
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PΓ(t) = Γẋ2 �6!"8-

�9 PΓ ��� �� �	
���
�� �
��
��� 

���
��
�� ���� Γ �� ���:�
�
� �� �
��
���
�
 �� ẋ
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ψg(x) = A(cosh krx− cos kix) + B(ki sinh krx− kr sin kix) �����

ψd(x) = C cosh kx+D sinh kx+ E cos kx+ F sin kx �����
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M

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A
B
C
D
E
F

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0 �����

��

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ch− C kiSh− krS −Ch0 −Sh0 −C0 −S0

krSh+ kiS krkiCh− krkiC −kSh0 −kCh0 kS0 −kC0
k2i C + k2rCh krk

2
i S + kik

2
rSh −k2Ch0 −k2Sh0 k2C0 k2S0

M41 M42 M43 M44 M45 M46

cosh k sinh k − cos k − sin k
sinh k cosh k sin k − cos k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

	���

Ch = cosh krxc

Sh = sinh krxc

C = cos kixc

S = sin kixc

Ch0 = cosh kxc

Sh0 = sinh kxc

C0 = cos kxc

S0 = sin kxc

�� �	 ����� � ����� ��	�� ���� �	� ����� �� ��	��

M41 = EI(k3rSh− k3i S)− T (kiS + krSh)− δ(Ch− C)
M42 = EI(krk

3
i C + k3rkiCh) + T (krkiC − krkiCh)− δ(kiSh− krS)

M43 = −EIk3Sh0 + TkSh0
M44 = −EIk3Ch0 + TkCh0
M45 = −EIk3S0 − TkS0

M46 = EIk3C0 + TkC0
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V+ − Vs = Rni ���!�

V− = V+ =
Vs
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Ẋ +X = −fac cosωHF t+ βXx ���,�
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� �
���
������ 
� �� ��
�� �������� �� β
�� μ 
��� 	�
��'�
�� 
�.��� 	�


β =
1

2K

∂3K

∂x∂X2

μ =
M

2mK

∂3K

∂x∂X2

/�������� !�� ��� �!������� ��, �� ��- 	��

����� 0�
� 	
���� ����� �� 	���� 
�

�	�
� 
�� 
�����		������ !�� ���� ����
�� �� 
����� 
�� 
�����		������ 	
���
����
��� !����� 
������ �� �1��'�� 	+1��!�� 	�
������� 
����$��
 �� ��
�� 
�� �!�������

� ���	�����

2���� 
� 	
�	���
 ��� 
��������� ����1��!�� 	�
��
$����� 
� �1��'�� 
��!�������
���	���� ��, �� ��-� ��� �		
��+� !���������� ��� 	
��������

3� �� 	���� 
��� �� ��� �� �� 
��������
 & +���� �
�!����� ��� ��
�� �� ����� 
���� 
� �� �
�!����� 
� 
�������� �1/2π �� ����� ��
��������� �� 
��������
 +����
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�������	� 
 ���	 ��� 
���
���� �� �������	� Xr(t)� �
��������� ��� ����	� ��� ���	�
�� �������	� ������� μ < Xr

2 > ��� �� �����
���� �
��� �������	� ������ �
� �



��
��� x�

������� �
 �������� x �� �����
���� � �
��� �������	� 	�
��� �� δx� �
 ����
����
�� �����
�	� ���	��
� 	���������
�� � ωHF

2 = 1+βx ��� ������� �� δωHF = βδx/2�
����� �����	
���� �� �������	� �� �����
�	� �� ��
���� �
� �� 	�
������� �
��

� 
�������� �� ������� Xr + δX ������� � ��	��
���� �
� Vac cosωHF t � ��� �
� ��!
������ �
 ���	� �
�� � ���
���� ��" ��
���� 
���� μ(Xr+δX)2� 	� ��� ������ �
 ���	�
������� ��������� �
� �� �����
���� � �
��� �������	��

#� ������� �� ����
	����� δx �� �����
���� � �
��� �������	� ����
$�� ���
���	� ��������������� � δx 
�
 �� 	����
�� 

�	 �� �����
���� �
��� �������	� ���	��
���
 ������� ��� �� 	����
�� ��� ����
��� ��������� ��� �
����� ����������
��� �
��
� ���
���� �� ���
����� �� �����
���� � �
��� �������	��

�� �
���������� 	���
����� ������� ��� ������� ��
���
��� % �
 ���	� �� �
�����
����������
��� ����� �� ���
�� � 	
��� �� ����� �� ������� �� �����
���� � �
���
�������	�� �� ���
�� ����
$�� ���	 �� ����
�
�� �� �
 ���	� �� �
���� ��
������ ��
��
����
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� ��� 	�����
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�� ����)�� � ���
���� ��� ����
������� 	������ ��( �� ��" ���� ������ ���� �
��� �����	
���� �� �
 �
����� ω0

2 �� �� �
 ������
���� ω0/Q �� �����
���� � �
���
�������	�� *��� ������� 	�� ����� �� �)�� �� ��
���������� ��� ��������� X ��
� ���
���� ��( �� ������� � �
 �������
���� ���������� �
� �� ����
	����� x ��
�����
���� � �
��� �������	��

��� �������� �� � ���
���� ��( ���� 	���	���� ���� �
 ����� X = X0+εX1+O(ε2)
�+ ε ��� � 
�������� �� �
 �������
���� x = ε cosωt 	���������
�� � ��� ��	���
����
,����- �� �����
���� � �
��� �������	��

����� ����� 	

.� 	�����)�� ��� � ��
� ��� �������� 	��������� 
� �����
���� � �
��� �������	�
� ��� ��
� � ��������� /ε = 00 �� �� �����
���� � �
��� �������	� ���	� 
� 
�����
��
�� �
 �������	� �� �����
�	�

Ẍ0 +
1

QHF

Ẋ0 +X0 = −αVac cosωHF t



���

�� ������	�
��� �� 
������� �� �����
� H �� ���
�������	� � ��	�� 
���	����

H =
1

1− ωHF
2 + i ωHF

QHF

�� �����
� X0 
������ �� ������ ��������	� 
����

X0 = −αVac(Re(H) cosωHF t+ Im(H) sinωHF t) �����


���
X0 = X0R cosωHF t+X0I sinωHF t

���� ��
 ��������
 X0R = −αVacRe(H) �� X0I = −αVacIm(H)�

����� ����� �

�� ������	�� 	�� ����	������� 
�	
 
���� ��	� ����������� �	 ��
�����	� � ��
�� 
���� x = ε cosωt�

 ������� � �� ε! ����	����� ��" �����

Ẍ1 +
1

QHF

Ẋ1 +X1 = βX0 cosωt


��� �� ������	�
��� X0 �#�� ����

Ẍ1 +
1

QHF

Ẋ1 +X1 = βX0R cosωHF t cosωt+ βX0I sinωHF t cosωt

�� ����������� ��
 ����	��
 �� 
��	
 �� ��
��	
 ����� 
����
 �� 
�������

��������	�
! �� �������

Ẍ1 +
1

QHF

Ẋ1 +X1 = A(cosω+ + cosω−) + B(sinω+ + sinω−)

�$ ��
 ��������
 ω± = ωHF t± ωt �� A = βX0R/2 �� B = βX0I/2 ��� ��� 	����
��
�
�� 	����
��� � ��	���	 �� 
������� �� �����
� H ��	� ����	� �����
���� ���%&

�������� ��������	�

X1 = A(Re
[H(ω+)

]
cosω+ +Re

[H(ω−)
]
cosω− + Im

[H(ω+)
]
sinω+ + Im

[H(ω−)
]
sinω−)

+B(Re
[H(ω+)

]
sinω+ +Re

[H(ω−)
]
sinω− − Im

[H(ω+)
]
cosω+ − Im

[H(ω−)
]
cosω−)


��� �� �����	���� ��
 
�������
 
��	
 �� ��
��	


X1 =
(
ARe

[H(ω+)
]− BIm

[H(ω+)
])

cosω+ +
(
(ARe

[H(ω−)
]− BIm

[H(ω−)
])

cosω−
+
(
AIm

[H(ω+)
]
+BRe

[H(ω+)
])

sinω+ +
(
AIm

[H(ω−)
]
+BRe

[H(ω−)
])

sinω−
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F (ω±) = ARe
[H(ω±)

]− BIm
[H(ω±)

]
G(ω±) = AIm

[H(ω±)
]
+BRe

[H(ω±)
]

�	 ���
�
	 � �	 ��	 ���� ��
��	 ��


	

X1 = F (ω+) cosω+ + F (ω−) cosω− +G(ω+) sinω+ +G(ω−) sinω−

�� ���	������� �	� �
��� 	� ���
���� �� ���
	��

X1 = (F (ω+) + F (ω−)) cosωHF cosω + (F (ω−)− F (ω+)) sinωHF sinω

+ (G(ω+) +G(ω−)) sinωHF cosω + (G(ω+)−G(ω−)) cosωHF sinω

�	 �	
�	 �	 ��
�	 ���� �������
�� ��� ����

�

X2 = X2
0 + 2εX0X1 + ...

��	� �� �����
�� ��� �	
��
��	

X0 = X0R cosωHF t+X0I sinωHF t

�� ���
	�� �	� �	
�	� � ����	 �
���	��	 �

X2 = εX0R

[
(F (ω+) + F (ω−)) cosωt+ (G(ω+)−G(ω−)) sinωt

]
+ εX0I

[
(F (ω−)− F (ω+)) sinωt+ (G(ω+) +G(ω−)) cosωt

]
��
� 	� 
	 
������ �
��� 	� ���
���

X2 = ε
[
X0R(F (ω+) + F (ω−)) +X0I(G(ω+) +G(ω−))

]
cosωt

+ ε
[
X0R(G(ω+)−G(ω−)) +X0I((F (ω−)− F (ω+))

]
sinωt

�� ��
�
���� �� �
�
�	 ω � ωHF

X2 = ε
[
2X0RF (ωHF ) + 2X0IG(ωHF )

]
cosωt

+ 2ε

[
X0I

∂F

∂ω
−X0R

∂G

∂ω

]
(−ω sinωt)

�	 �	
�	 �	 ��
�	 �
	�� �� ��
�	

μX2 = Kx+ Γeẋ

��
���	 x = ε cosωt 	� ẋ = −ω sinωt� �	� �
�����	�
� ���� ��!�
� ��


K = 2μ
[
X0RF +X0IG

]
Γe = 2μ

[
X0I

∂F

∂ω
−X0R

∂G

∂ω

]
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Ẍ +
1

QHF

Ẋ +X = −fac cosωHF t+ βXx �����

ẍ+
ω0

Q
ẋ+ ω0

2x = μX2 �����

�� ������������ 
� ���������� � ����� ��������� ��� 
���
� ��� �������
��

ẍ+

(
ω0

Q
+ Γe

)
ẋ+

(
ω0

2 +K) x = 0 ���� �

�! K ��� ��� ��

��� �


�
������� �
���
�� �� Γe �� ����� 
� 
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�� �


�
�������
�
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����� �� !� ��� "� "� #������� $� !� �� %������� &� '����� �� '� ���(���� �		� � ���
)���*��� *���� � � ��*��� ������(* +�� �,�������-����� �����*���� ���� �	��
����� ��� .
/�
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