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Introduction

De tout temps, les hommes ont révé de réaliser des systémes nanoélectroméca-
niques auto-oscillants. Historiquement, on peut dire sans prendre trop de risques
que ce sont les égyptiens qui furent les premiers a tenter de relever ce défi a ceci
prés que, d'une part il ne s’agissait pas de systémes nanoélectromécaniques mais
de gigantesques constructions de pierre et d’autre part il était question de I’(auto-)
excitation de I'imaginaire des gens et non du mouvement !. Il a fallu attendre 1’an-
née 1959 pour que le célébre savant Richard Feynman produise son fameux discours
“There’s Plenty of Room at the Bottom” marquant le lancement du domaine des
micro- et nanotechnologies. Malheureusement, les derniéres dynasties égyptiennes
étaient éteintes depuis longtemps et ne virent jamais leurs réves se réaliser.

En regardant autour de vous, vous pourrez constater qu'un grand nombre de
systémes en mouvement sont en oscillation périodique. S’il y a un peu de vent et
que vous regardez par la fenétre, vous verrez les feuilles des arbres en mouvement
de va-et-vient a un certain rythme. Si la machine & coudre électrique de votre grand
mére se trouve pas loin, vous n’aurez pas de peine a imaginer qu’une fois en marche,
I’aiguille décrira des mouvements d’oscillation avec quelques aller-retour par seconde.
[’alimentation de la machine a coudre elle aussi est oscillante puisqu’elle provient
du courant électrique du secteur qui est alternatif avec, par ailleurs, une oscillation &
une fréquence différente de 'oscillation de la machine a coudre. Si vous entendez des
bruits ou quelqu’un qui vous parle, la aussi il s’agit d’une oscillation correspondant a
un mouvement d’aller retour des couches d’air propagenant ’onde sonore. Si c¢’était
votre grand meére qui venait vous servir un verre d’eau, il est trés certain qu’en
remplissant le verre elle ait, sans le savoir et sans le vouloir, vidé la carafe par un
“glou-glou” correspondant a une oscillation de ’eau au niveau du goulot. D’ailleurs,
si vous vous apprétez a boire le verre d’eau, je vous mets au défi de le boire sans
gorgées périodiques. Si le robinet ayant servi a remplir la carafe est mal fermé, vous
entendrez le “plic-ploc” des gouttes d’eau qui tombent périodiquement dans I’évier...
Ces égarements dans le monde des phénoménes périodiques pourraient s’éterniser
tant les phénoménes d’oscillations sont observés dans de nombreuses situations.

1. “De tout temps, ces gigantesques constructions de pierre ont excité l'imaginaire des gens.”
(page Wikipédia Pyramides d’Egypte)




4 INTRODUCTION

Le théme général de ce travail de thése repose sur la notion d’auto-oscillation.
Cette notion peut étre introduite lorsque 1’on quitte le point de vue d’un observa-
teur qui constate un mouvement périodique comme ceux décrits précédemment et
que I'on adopte la position d'un physicien qui se pose la question de [’origine des
mouvements oscillants d’un systéme. De cette maniére, on est amené a définir une
auto-oscillation comme la capacité pour un systéme particulier, que ’on nommera
auto-oscillateur, a générer un mouvement oscillant, a en étre la source.

En réalite, beaucoup des systémes oscillants présentés précédemment sont en fait
des systémes auto-oscillants ¢’est-a-dire que les systémes considérés sont eux mémes
les générateurs du mouvement périodique. Ainsi, lorsque le vent souffle réguliére-
ment sur un arbre, ¢’est-a-dire sans oscillation du flux d’air, les feuilles se mettent
spontanément a osciller de maniére réguliére a une fréquence qui est une caractéris-
tique de chaque feuille et non une propriété préexistante du vent. Pour 'exemple de
la machine & coudre, c’est le moteur de la machine qui génére lui aussi son signal
oscillant sans lien avec la fréquence de 'alimentation électrique puisque la fréquence
de I'aiguille, c’est-a-dire du moteur, est variable selon la pression du couturier sur la
pédale. Le son, méme §’il se propage de proche en proche, provient lui aussi d'un gé-
nérateur d’oscillation que seraient les cordes vocales lorsqu’il s’agit de la voix. Pour
les “glou-glou” et les “plic-ploc”, il s’agit d’instabilités hydrodynamiques traduisant
la tendance de ’eau a ne pas vouloir s’écouler uniformément.

Au dela de la synthése d’un mouvement oscillant souhaité pour une application
technique ou biologique notamment, 1'aspect ludique et intriguant d’un systéme
auto-oscillant est précisement son aptitude a générer spontanément un signal pério-
dique dans le temps & partir d'une situation immobile, sans mouvement. Il s’agit
également d’un phénoméne avec un caractére universel puisque les auto-oscillations
sont observées pour des systémes remarquablement variés.

Au début de ce travail de thése dans I’équipe Physique des Nanostructures et
Emission de Champ, le domaine li¢ 4 I'étude des mécanismes d’auto-oscillation
pour les systémes vibrants a petite échelle constituait un domaine relativement neuf
puisque seuls les premiers travaux de ’équipe avaient fait I’'objet d’une publication.
La motivation premiére pour ce travail de cette thése peut donc étre présenté comme
une étude d’un mécanisme universel de mise en oscillation spontanée dans un cadre
original qui est celui du domaine des nanosciences.
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Introduction générale

Introduction

De tout temps, les hommes ont révé de réaliser des systémes nanoélectroméca-
niques auto-oscillants. Historiquement, on peut dire sans prendre trop de risques
que ce sont les égyptiens qui furent les premiers a tenter de relever ce défi a ceci
prés que, d’une part il ne s’agissait pas de systémes nanoélectromécaniques mais de
gigantesques constructions de pierre et d’autre part il était question de I'excitation
de I'imaginaire des gens et non du mouvement 2. 11 a fallu attendre I'année 1959
pour que le célébre savant Richard Feynman produise son fameux discours “The-
re’s Plenty of Room at the Bottom” marquant le lancement du domaine des micro-
et, nanotechnologies. Malheureusement, les derniéres dynasties égyptiennes étaient
éteintes depuis longtemps et ne virent jamais leurs réves se réaliser.

Avant de détailler le contexte et les motivations de mon travail de thése dans le
domaine de la nanomécanique, je donne ce qui a été ma premiére motivation pour
I’étude des nanofils auto-oscillants.

Les phénoménes d’auto-oscillations sont observés pour des systémes remarqua-
blement variés. I.’émergence d’une onde oscillante électromagnétique dans un laser,
les oscillations d’un tuyau d’arrosage parcouru par de I’eau ou les flashes périodiques
d’une luciole male d’Asie tropicale sont des exemples de systémes auto-oscillants.
Dans un contexte mécanique, une auto-oscillation correspond a I'apparition sponta-
née d’une vibration a partir d’une situation statique.

L’aspect qui m’intéresse plus particuliérement est ’approche d’un systéme dyna-
mique autonome qui va étre amené a développer une dynamique propre en I’absence
d’excitation externe au sens ol seules les propriétés du systéme auto-oscillant vont
étre l'origine du mouvement spontané.

A mon arrivée dans I’équipe Physique des Nanostructures et Emission de Champ,
I’étude d’un systéme nanoélectromécanique auto-oscillant était tout & fait innovante
puisqu’a ma connaissance seuls les premiers résultats de ’équipe avaient été publiés
sur cette thématique. Les résultats qui avaient été obtenus m’ont amené & penser

2. “De tout temps, ces gigantesques constructions de pierre ont excité l'imaginaire des gens.”
(page Wikipédia Pyramides d’Egypte)
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qu’une étude des mécanismes d’auto-oscillation dans un domaine des nanosciences
serait un travail original du point des systémes auto-oscillants d’une part et des
systémes nanomécaniques d’autre part.

Le premier chapitre est une description du systéme expérimental utilisé pour
la grande majorité des expériences. Il s’agit d'un chapitre court qui n’a pas une
importance centrale pour la suite de 'exposé. Il permet néanmoins d’introduire la
confrontation des échantillons aux contraintes expérimentales liés & 'ultra haut vide
notamment.

La suite du mémoire est constituée de 8 chapitres de longueurs variables séparés
en une premiére partie décrivant la mécanique de résonateurs dissipatifs (chapitres
2 a 6) et une deuxiéme partie décrivant les résonateurs dans des régimes d’auto-
oscillations (chapitres 7 & 9).

Le deuxiéme chapitre est relativement long et constitue une introduction a la
mécanique vibratoire des nanofils simplement encastrés. La nature des échantillons
y est briévement introduite. Une approche expérimentale est utilisée pour illustrer
les forces pouvant s’exercer de maniére statique et dynamique sur les résonateurs.
La mécanique vibratoire des milieux continus est ensuite considérée pour rendre
compte des fréquences et des modes de vibration observés. La derniére partie décrit
I’accordage vers les hautes et les basses fréquences sous l'influence des forces élec-
triques statiques.

Le troisiéme chapitre est dédié a une étude du couplage entre deux résonateurs.
Ce chapitre est plutot court. La partie sur le couplage par la force électrostatique
est indépendante du reste du rapport. La partie sur le couplage par collage de deux
résonateurs a été motivée par I’'observation d’un régime d’auto-oscillation pour cette
configuration qui sera décrit dans le dernier chapitre.
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Le quatriéme chapitre introduit les premiers éléments de mécanique non linéaire.
Une approche analytique pour le traitement des non linéarités est présentée pour
Poscillateur de Duffing. Cette approche est mise a profit pour décrire la vibration
non linéaire circulaire de nanofils et de nanotubes de carbone dans le méme cha-
pitre, mais également la dynamique singuliére de la phase d’un auto-oscillateur dans
le chapitre sur la synchronisation. La derniére partie du chapitre est consacrée a un
traitement analytique de amplification paramétrique.

Le cinquiéme chapitre s’intéresse aux effets dissipatifs liés au couplage entre les
propriétés électriques et mécaniques des résonateurs résistifs. Une partie introduc-
tive situe le contexte de I'étude de la dissipation électrostatique.

Le sixiéme chapitre rend compte d’un travail que j’ai effectué au début de la
these sur la vibration des nanotubes de carbone doublement encastrés. Ce chapitre
est le dernier de la partie des résonateurs passifs et est indépendant des autres.
Une introduction aux nanotubes de carbone en tant que résonateurs nanométriques
pourra étre trouvée. Dans la suite du chapitre, la technique de détection par un
signal d’excitation modulé en fréquence est présentée.

Le septiéme chapitre est le premier chapitre dédié aux auto-oscillations. Il s’agit
du chapitre le plus long du rapport. Il introduit la notion d’auto-oscillateur a 'aide
de nombreux exemples et propose une liste aussi compléte que possible des auto-
oscillateurs rencontrés dans les domaines des systémes nanoélectromécaniques. Le
modéle prévoyant le seuil d’instabilité pour un résonateur soumis & un courant
d’émission de champ est dérivé et les coefficients entrant en jeu dans le modéle
sont mesurés indépendamment pour la validation du modéle. Quelques manifesta-
tions du résonateur auto-oscillant sont présentées dans la derniére partie.

Le huitiéme chapitre est dédié a la synchronisation d’un résonateur auto-oscillant
par l'excitation provenant d'une force électrique alternative. Ce chapitre s’intéresse
notamment & la description de la phase de l'auto-oscillateur traitée comme une
variable dynamique. Les observations de la phase synchronisée d’un nanofil auto-
oscillant feront état d’une propriété surprenante qui est I’existence d’une inertie de
la phase.

Le dernier chapitre est une présentation d’un régime d’auto-oscillation observé
lorsque deux résonateurs sont collés I'un a 'autre. La condition de mise en oscillation
spontanée est utilisée pour dégager les propriétés du contact a I’échelle nanométrique
entre les deux résonateurs.
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Contexte et motivations

Le domaine de la nanoélectronique est une branche des nanosciences qui vise a ti-
rer un profit technologique de la miniaturisation des composants pour 1’électronique.
La problématique de I'’encombrement est notamment au coeur du développement des
microprocesseurs ol la densité en transistors connait une augmentation quasi expo-
nentielle depuis 40 ans (Loi de Moore, Fig. 1).

2,000,000,000 — e iz 8 $208C0r o Tkt
GT200
1,000,000,000 —| PoweRs,_ g oo
Itanium 2 with SMB cache @ .
Core 2 Quad”™ , Ao
tanum2e - BEgP 2w
100,000,000 — l,ika
pa .,’ . @ Barton ®Atom
— 85T,
% Curve shows ‘Moore’s Law’: R o
o 10,000,000 — transistor count doubling RO 1R
8 every two years L exs
9 ’/'.Psnlium
(2] .
g 1,000,000 — wne
<
|_ 386 ”,
100,000 — wee s
/.’éuas
10,000 — ,
L 8080
2,300 — <004 @ 8 BO0B
1971 1980 1990 2000 2008

Date of introduction

F1GURE 1 Nombre de transistors par microprocesseur en fonction de ’année d’introduction
sur le marché (échelle verticale logarithmique).

La micro- et nanoélectromécanique s’intéresse a l'introduction des propriétés
mécaniques et notamment des propriétés résonantes pour développer de nouveaux
composants. Le développement des dispositifs nanoélectromécanique (NEMS) est
relié au succes des systémes microélectromécaniques (MEMS) dont les applications
les plus souvent citées sont les dispositifs piézoélectriques a jet d’encre pour les
imprimantes ou encore les accélérométres (Fig. 2).
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Upper electrode

I Piezo element (film thickness of approx. 1 pm) ]

Oscillating plate
(film thickness of
approx. 1 um)

E Beam Spol Magn WOBES
500KV 30 500X

FIGURE 2 (& gauche) Schéma de fonctionnement d’une téte d’impression pour imprimante.
(a droite) Imagerie par microscopie électronique d'un dispositif micromécanique inertiel
3D.

Une introduction aux NEMS peut étre trouvée dans les travaux de Craighead
(2000); Roukes (2001); Ekinci et Roukes (2005) (voir Fig. 3).

Si le domaine des MEMS est pleinement rentré dans le champ des applications
technologiques, le passage a une technologie nano n’est pas d’actualité. Les prin-
cipales utilisations de résonateurs NEMS restent dans le domaine de la recherche
fondamentale avec par exemple la fabrication de dispositifs & mesure de masse (Wag-
goner et Craighead, 2007; Naik et al., 2009; Li et al., 2007). Le principe de tels
dispositifs est de mesurer le changement de fréquence de résonance associé a un trés
faible dépot de masse sur un résonateur. Le record est attribué a Chaste et al. (2012)
avec un dispositif possédant une sensibilité en masse de 'ordre de celle d’un proton.

Avec la réduction aux dimensions nano, la question de la description quantique
des systémes est abordée (LaHaye et al., 2004; Schwab et Roukes, 2005; Poot et
van der Zant, 2012). Un résultat marquant du domaine est la mesure de I'état de
vibration quantique fondamental d’un objet mécanique par O’Connell et al. (2010);
Teufel et al. (2011) et Chan et al. (2011). D’autres applications fondamentales ont
été proposées comme la mesure de charge électrique (Cleland et Roukes, 1998) avec
une résolution d'un électron pour Steele et al. (2009) et Lassagne et al. (2009),
la mesure de masse d’un fluide dans un résonateur (Barton et al., 2010) ou des
dispositifs démodulateurs radio (Jensen et al., 2007).
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FIGURE 3 (d’aprés Schwab et Roukes (2005)) (a) A 20-MHz nanomechanical resonator
capacitively coupled to a single-electron transistor (Keith Schwab, Laboratory for Physi-
cal Sciences). (b) An ultrasensitive magnetic force detector that has been used to detect
a single electron spin (Dan Rugar, IBM). (c¢) A torsional resonator used to study Ca-
simir forces and look for possible corrections to Newtonian gravitation at short length
scales (Ricardo Decca, Indiana University - Purdue University Indianapolis). (d) A para-
metric radio-frequency mechanical amplifier that provides a thousandfold boost of signal
displacements at 17 MHz (Michael Roukes, Caltech). (e) A 116-MHz nanomechanical re-
sonator coupled to a single-electron transistor (Andrew Cleland, University of California,
Santa Barbara). (f) A tunable carbon nanotube resonator operating at 3-300 MHz (Paul
McEuen, Cornell University).
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Dans un contexte d’application d’éléments résonants NEMS, une des probléma-
tiques est liée a 'excitation et & la détection de résonances mécaniques souvent a
hautes fréquences (kHz-GHz) pour des objets nanométriques. Si des techniques d’ex-
citation et de détection dédiées ont été proposées pour des résonateurs individuels
spécifiques (Sazonova et al., 2004; Gouttenoire et al., 2010), le probléme se pose
lorsqu’il s’agit d’exciter un ensemble de résonateurs NEMS avec des fréquences de
résonance a priori différente. Ce point est d’autant plus délicat que les fréquences de
résonance NEMS sont sélectives, c’est-a-dire que la largeur de la plage d’excitation
résonante d’'un dispositif nanomécanique est typiquement de 'ordre du milliéme de
la fréquence de vibration. Cela signifie que

L’utilisation de résonateurs incluant un mécanisme d’auto-oscillation est une voie
prometteuse pour contourner la difficulté liée a la dispersion et la sélectivité des ré-
sonances rencontré dans les NEMS. Pour de tels dispositifs, il suffit d’appliquer une
source d’alimentation stationnaire pour que la dynamique du couplage électromeéca-
nique entraine la mise en vibration spontanée des résonateurs avec I’émergence de
fréquences reliées aux propriétés physiques des résonateurs.

Ainsi, disposer d’un résonateur nanomécanique permettrait par exemple un suivi
en temps direct de la fréquence de résonance. Ce point est particuliérement intéres-
sant dans la mesure ot il fournirait des informations résolues en temps sur un objet
nanométrique sensible & son environnement (masse ajoutée, température, charge
¢lectrique instantanée, ...).

La premiére publication liée a I'observation d’une oscillation mécanique sponta-
née d'un dispositif NEMS ? est & mettre a I’actif de I’équipe Physique des Nanostruc-
tures et Emission de Champ (Ayari et al., 2007) *. Les résonateurs utilisés étaient des
nanofils de carbure de silicium (voir partie 2.1) qui avaient la propriété d’entrer en
oscillation spontanée lorsqu’ils étaient parcourus par un courant électrique continu
d’émission de champ (voir la partie 7.2 pour une illustration expérimentale).

Un complément d’introduction du point de vue des auto-oscillations pour des
systémes macro et nano est présentée au début de la partie du mémoire concernant
les auto-oscillations (voir la partie 7.1) avec notamment une liste aussi compléte que
possible de références pour les systémes expérimentaux dans le domaine des NEMS
auto-oscillants.

3. Tl s’agit en fait de la premiére observation d’une mise en mouvement spontanée d’un dispositif
a I’échelle nanométrique avec un mécanisme de rétroaction lui aussi a 1’échelle nanométrique.

4. L’article de Park et al. (2000) pourrait étre cité comme précurseur du domaine puisqu’il
traite des oscillations spontanées d’une molécule Cgg entre deux électrodes.
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Les objectifs de ce travail de thése du point de vue des auto-oscillations peuvent
étre listés comme

e étude expérimentale de I'auto-oscillation d’un nanofil de carbure de silicium
dans un environnement contrélé. Les auto-oscillations de nanofils avaient été
jusque la observées soit dans un microscope électronique avec un vide mé-
diocre pour les contraintes expérimentales de I’émission de champ (cf. partie
7.2.1) soit dans un systéme sous ultra haut vide mais sans possibilité d’ima-
gerie par microscopie électronique. Le travail de cette thése repose sur 'uti-
lisation d’un dispositif expérimental combinant microscopie électronique et
ultra haut vide (voir chapitre 1).

e validation du modéle électromécanique proposé dans la premiére publication
de I'équipe sur les auto-oscillations. Il s’agit de tenter une approche expéri-
mentale ou les coefficients physiques, électriques et mécaniques, mis en jeu
dans le mécanisme d’auto-oscillation pourraient étre mesurés indépendam-
ment les uns des autres afin de prévoir le seuil de mise en oscillation.

e comportement dynamique et statistique autour du seuil d’auto-oscillation.
e ¢étude des régimes collectifs pour deux auto-oscillateurs (synchronisation).
e recherche de nouveaux mécanismes d’auto-oscillations.

Du point de vue des objectifs listés dans la liste ci-dessus, on pourrait considérer
que le mémoire de thése pourrait commencer avec la deuxiéme partie et les premiers
développements liés aux auto-oscillations. En réalité, une grande partie du travail de
theése a concerné 'étude des nanofils en tant que résonateurs forcés (chapitre 2 a 5).
Le chapitre 6 concerne également la notion de résonateur forcé mais il peut éstre
mis & part du reste du mémoire puisqu’il concerne un travail antérieur sur ’étude
de nanotubes de carbone.
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Ce rapport de thése est rédigé sous une forme assez inhabituelle qui refléte ma
maniére d’aborder I’étude d’un systéme expérimental.

Si le fil directeur de la thése est I'étude d’un auto-oscillateur nanoélectroméca-
nique, les développements liés a cette étude commencent relativement tard dans le
rapport (p. 153). Une grande partie de ce qui précéde est en fait relié a4 un certain
nombre d’aspects relativement indépendants concernant la mécanique a 1’échelle
nanométrique.

La grande majorité des travaux que j’ai effectué sont le résultat, que ce soit
pour leurs points de départ ou leurs développements, de discussions avec les autres
membres de I’équipe. Ce point rend délicat une tracabilité des avancées que contient
ce rapport mais il raisonnable d’affirmer que le contenu des chapitres correspond &
des développements, au moins dans leur forme, qui n’existait pas avant mon arrivée
dans I'équipe.

Pour l'écriture du rapport, je me suis basé sur tous les aspects que j'ai été
amené & développer. Si cette démarche permet un compte rendu assez complet de
mon apport au sein de 'équipe, elle a pour inconvénient d’agglomérer une quantité
de développements sans lien direct si ce n’est la description et la compréhension
des systémes nanoélectromécaniques. Pour cette raison, ce rapport de thése peut
étre considéré comme une description hétéroclite en terme de nanoélectromécanique
avec un grande variété de modéles ad hoc pour rendre compte des comportements
observeés.
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Chapitre 1
Dispositif expérimental

Les études des vibrations mécaniques de résonateurs aux dimensions micro- ou
nanométriques ont été menées pour la plupart au sein d’un dispositif expérimental
original dédié. Dans ce premier chapitre, le dispositif sera présenté en donnant un
apercu des types de mesures réalisables.

1.1 Présentation du dispositif

1.1.1 Un systéme pour 'ultra haut vide

Le dispositif expérimental que nous utilisons est une chambre sous Ultra Haut
Vide (UHV, Fig. 1.1).

.

=

Vers pompe
primaire Vers pompe
primaire
Chambre
principale
Pompe Porte
ionique échantillon
canne de
transfert

Mesures
de pression

FIGURE 1.1 Schéma du testeur sous pointe UHV

L’ensemble du systéme est supporté par une table flottante a air comprimé. Les
systémes de pompage présents sont deux pompes turbo-moléculaires Varian (une
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pour le SAS - TV81-M - et une pour la chambre principale - TV301 NAV) et une
pompe ionique Varian Vaclon Plus 150. Le principe de pompage d’une pompe turbo
est mécanique : elle peut étre vue comme un petit ventilateur de soufflerie de haute
précision qui chasse les molécules par collision. Le flux de molécules est alors envoyé
vers une enceinte sous un vide primaire (~ mbar). La pompe ionique opére quant a
elle en ionisant et en adsorbant les molécules de gaz dans un fort champ électrique :
il s’établit un courant ionique permanent de pompage de 'ordre du micro ampére
pour une tension de quelques kilo Volts appliquée entre armatures proches de 'ordre
du centimétre.

Les pompes turbo ne sont utilisées qu’aprés une mise a l'air partielle ou compléte
du systéme. Leur utilisation est associée a une étape d’étuvage des parois du systéme
(150°C) et de la pompe ionique pendant une dizaine d’heure au minimum aprés
une mise a 'air compléte du systéme. Cette procédure permet d’obtenir un vide
UHV dans la chambre (107 107! Torr). Comme les pompes turbo entrainent des
vibrations mécaniques parasites, il est nécessaire d’utiliser la pompe ionique. Lorsque
seule la pompe ionique est en marche il est possible de maintenir le vide UHV dans
la chambre pendant plusieurs mois. Cette derniére permet également un suivi du
vide par un étalonnage spécifié par le constructeur entre le courant ionique et la
pression dans Penceinte (typiquement 1 pA pour 1079 Torr).

Les mesures se font sur un porte échantillon dont le support se trouve au milieu
de la chambre principale. Le support du porte échantillon peut étre déplacé dans le
plan horizontal par des moteurs pas-a-pas et dans la direction verticale par une vis
micrométrique située sous et en dehors de la chambre. Une série de 6 hublots permet
une visualisation directe dans la chambre principale. Le changement des échantillons
se fait en utilisant le SAS. Pour cela, nous utilisons un porte échantillon amovible
(Fig. 1.2) qui est déplacé dans la chambre a 1'aide d'une canne de transfert. Deux
rangées de 7 billes recouvertes d’or se trouvent sous le porte échantillon et permettent
d’établir un contact électrique une fois que le porte échantillon est en place sur son
support dans la chambre principale.

(a)

-_— e e e e - -

FIGURE 1.2 (a) Support du porte échantillon, (b) porte échantillon vide. Deux rangées de
7 billes plaquées or se trouvent sous la partie amovible du porte échantillon et viennent
faire un contact électrique avec les connecteurs du support. Ces connections seront utilisées
pour appliquer un signal électrique a 1’échantillon ou controler les nanomanipulateurs.

Lorsque la chambre est sous UHV, la procédure pour un changement d’échan-
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tillon est :

— étuvage du SAS (=~ 1 h, vanne SAS/Chambre fermée)

— ouverture de la vanne SAS/Chambre (pompe turbo SAS allumée)

— récupération du porte échantillon avec la canne de transfert

— fermeture de la vanne et mise a 'air du SAS

— ouverture de la porte du SAS et changement d’échantillon

— étuvage du SAS avec le nouvel échantillon (= 1 h)

— ouverture de la vanne SAS /chambre, transfert de ’échantillon dans la chambre
La durée effective pour un changement d’échantillon est d’une journée.

1.1.2 Adaptation d’un microscope électronique & balayage

Le systéme expérimental dispose d'un systéme d’imagerie par microscopie élec-
tronique a balayage (MEB) OrsayPhysics Eclipse (Fig. 1.3). Le faisceau d’électrons
focalisé provient d’une colonne située au dessus de la chambre principale et la par-
tie inférieure du canon pointe & quelques millimétres du haut du porte échantillon.
Deux pompes ioniques sont installées sur la colonne pour assurer un vide UHV dans
la chambre d’émission du courant. Un détecteur d’électron secondaire (SED) est
également installé sur une des brides de la chambre et permet d’obtenir une tension
électrique qui dépend du courant collecté par une électrode portée a 500 Volts et
située a quelques centimétres de 1’échantillon dans la chambre. Le signal électrique
du SED est utilisé par 'ordinateur de controle du microscope pour reconstruire une
image lorsque le faisceau électronique balaye une portion de I’échantillon. La relation
entre le courant collecté est la tension délivrée par le SED est affine :

VSED = jSollecté +0 (1.1)

ol G et O sont respectivement le gain et I'offset. Ces deux paramétres peuvent étre
modifiés par un contréleur analogique. Le signal électrique du détecteur sera éga-
lement utilisé pour des mesures de déplacements fins (cf. détection par focalisation
du faisceau partie 2.3.1.2) ou lorsque I’échantillon lui méme émet un courant élec-
trique (cf. émission de champ). Le SED permet une résolution du courant collecté
de Pordre de la micro seconde.
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FIGURE 1.3 Vue d’ensemble du testeur sous pointe UHV/MEB
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1.2 Configurations du porte échantillon

Le porte échantillon amovible peut étre utilisé en configuration testeur sous
pointes pour I'étude d’échantillon avec des contacts de microélectronique ou en confi-
guration pour la nanomanipulation.

1.2.1 Testeur sous pointes

Trois bras mobiles sont installés sur la chambre principale et permettent d’ame-
ner des pointes connectées aux instruments de mesures. Les pointes ont des rayons
de courbure de quelques microns et permettent de contacter les échantillons mi-
croélectroniques, c’est-a-dire ou les contacts se font par des électrodes conductrices
lithographiés d’une centaine de microns typiquement (Fig. 1.4 et 1.5). Une petite
table métallique est fixée par des vis sur le porte échantillon et les échantillons ont la
forme de puces de silicium lithographiées et sont maintenues par des languettes mé-
talliques (cf. Fig 1.6). Les contacts électriques avec le support du porte échantillon
ne sont pas utilisés.

(a)

(b)

[N
I | | |

FIGURE 1.4 Schéma (a) du support du porte échantillon en vue du dessus et (b) du porte
échantillon avec une puce lithographiée

Les pointes du testeur sont positionnées sur les pistes des échantillons a ’aide de
vis micrométriques et en utilisant une lunette optique interfacée sur un ordinateur.
Les pointes se reflétent sur le substrat en silicium. La position relative entre la
pointe et son reflet est utilisée pour juger du contact de la pointe avec les pistes de
conduction du substrat (Fig. 1.6).

Cette configuration sera utilisée pour I’étude des nanotubes de carbone suspendus
sur des pistes lithographiées (chap. 6).
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FIGURE 1.5 Exemple puce micro électronique lithographiée.

FIGURE 1.6 Deux pointes se trouvent en contact avec un substrat lithographié (électrode
en or). Les pointes sont en contact avec leur reflet par le substrat de silicium.




29

1.2.2 Nanomanipulation

Un systéme de déplacement contrélés nanométriques Attocube est adapté sur
le porte échantillon. Il s’agit de deux blocs placés en vis-a-vis assurant un déplace-
ment relatif selon les trois directions de I'espace. Le bloc situé en haut sur la photo
(Fig. 1.8) dispose d’un déplacement bidimensionnel dans le plan horizontal. Une
électrode en or se terminant par une boule de 100 ym de diamétre environ est fixée
par une plaque sur le haut du bloc nanomanipulateur (Fig. 1.8).

Le contact électrique de I'électrode se fait par un des 14 connecteurs du porte
échantillon (Fig. 1.7). Le bloc situé en bas dispose d’un déplacement selon Iaxe
vertical et porte cette fois-ci deux connecteurs reliés a deux des connecteurs de la
table. Les deux connecteurs servent a contacter la boucle en tantale qui supporte un
tube métallique ol est inséré un fil en tungsténe servant de support aux échantillons
(diamétre = 125 pm). L’intérét d’une boucle en tantale et de pouvoir chauffer la
pointe en tungsténe par passage d'un courant en utilisant les deux connecteurs.
Pour appliquer simplement un potentiel électrique au résonateur, un seul des deux
connecteurs est, utilisé.

(a) o (b) = :

INERE B

F1GURE 1.7 Schéma (a) du support du porte échantillon en vue du dessus et (b) du porte
échantillon avec les deux nanomanipulateurs.
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FIGURE 1.8 (en haut) Photographie des blocs nanomanipulateurs. Barre d’échelle 500 pm.
(en bas) Photographie de la pointe en tungsténe sur son support (en bas) et face a la contre
électrode d’or. Barre d’échelle 200 pm.
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Premiére partie

Résonateurs nanoélectromécaniques
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Chapitre 2

Nanoélectromécanique linéaire :
résonance d’un nanofil simplement
encastré

Ce chapitre introduit les bases de la mécanique vibratoire. Les résonateurs étu-
diés y sont présentés succinctement. Les effets des forces agissant sur les résonateurs
sont illustrés en statique et en dynamique. Enfin, une premiére approche du com-
portement mécanique et électrique des résonateurs est détaillée avec les propriétés
d’accordage en fréquence par les forces électrostatiques.

2.1 Echantillons

Les échantillons sont des nanofils de carbure de silicium (SiC) montés individuel-
lement sur des pointes en tungsténe. Les nanofils SiC sont étudiés depuis plusieurs
années dans 1'équipe PNEC pour leurs propriétés mécaniques caractérisées par des
facteurs de qualité élevés (cf. partie 2.3.1.3 et Perisanu et al. (2007), Perisanu et al.
(2008)).

2.1.1 Support en tungsténe

Le support du nanofil résonateur est une pointe en tungsténe formée par 'attaque
électrochimique d’un fil en tungsténe de diamétre 125 um. Le principe de la taille
repose sur la réaction chimique d’oxydation du tungsténe en présence de soude. Pour
cela, une réaction électrolytique est mise en place ou la pointe en tungsténe est I'une
des électrodes plongées dans une solution de soude a 2 mol.L~! (Fig. 2.1).

Les réactions chimiques ayant lieu aux électrodes sont :

W+4H0+2e = WO +4H,
1
20H = H20+§OQ+26_
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FiGURE 2.1

Les deux réactions s’accompagnent d’un dégagement gazeux qui peut étre utilisé
comme controle qualitatif de la vitesse de réaction. La source de tension est utilisée
dans un premier temps en continu puis par impulsions bréves pour une fin de la
taille précise. Les pointes obtenues ont des rayons de courbure de 'ordre de quelques
centaines de nanométres.

Le tungsténe est utilisé notamment parce que sa température de fusion est élevée,
proche de 3400 °C. Il peut donc étre chauffé dans le vide a I’aide de la boucle support
en tantale fixée sur le nanomanipulateur (cf. partie 1.2.2). Cette étape a pour but
de chauffer et nettoyer par recuit les nanofils se trouvant en bout de pointes (& 1000

°C).

2.1.2 Nanofil sur pointes

Les résonateurs utilisés sont des nanofils de carbure de silicium (SiC). Le SiC
a une rigidit¢ dans la méme gamme que celle du diamant '. Tl a P’avantage par
rapport au diamant de pouvoir étre obtenu par croissance chimique. Les nanofils sont
produits par le Laboratoire des Multimatériaux et Interfaces et se présentent sous
forme d’une mousse friable ou ils sont mélangés en plus ou moins grande quantité
a des résidus de composés de croissance. La poudre de nanofils est déposée sur un
petit morceau de scotch carbone et les nanofils sont collés sur une pointe tungsténe
sous un microscope optique binoculaire a ’aide d’un bras fixé sur un manipulateur
micromeétrique manuel.

1. Le module de Young est de 450 GPa pour le carbure de silicium contre 1000 GPa pour le
diamant,.
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Les nanofils proéminent sont plus facilement récupérés et les forces de contact
aux échelles considérées sont suffisantes pour maintenir dans un vide UHV un nanofil
de carbure de silicium collé sur une pointe de tungsténe (Fig. 2.3 pour une image a
Iair libre sous microscope et Fig. 2.2 pour une image MEB dans un vide UHV).

FicURE 2.2 Tmage par microscopie optique d’un nanofil de carbure de silicium collé sur
une pointe en tungsténe. Les couleurs sont inversées. Barre d’échelle 50 pm.

F1GURE 2.3 Image par microscopie électronique & balayage d’un nanofil de carbure de
silicium collé sur une pointe en tungsténe. Les couleurs sont inversées (les pixels sombres
correspondent a une forte collection d’électrons rétrodiffusés). Barre d’échelle 50 pm.

Les échantillons a étudier sont alors montés sur le support d'un des deux blocs
nanomanipulateurs en face de la contre électrode sur I'autre bloc.
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2.2 Forces quasistatiques

Il y a deux maniéres pour déplacer les nanofils : 'actionnement des blocs piézo-
électriques et I'action de forces électrostatiques.

2.2.1 Déplacement par les blocs piézoélectriques inertiels

Les blocs piezoélectriques inertiels permettent de déplacer finement la pointe en
tungsténe supportant le résonateur dans son environnement proche. Ils sont congus
pour étre utilisés en régime de stick-slip, pilotés par une alimentation dédiée. Tls per-
mettent des déplacements controlés nanométriques dans les 3 directions de 1’espace
de la pointe relativement a la contre électrode sur une plage de 3 mm. Cette liberté
sera utilisée pour étudier finement les propriétés électromécaniques d’un nanofil ré-
sonant vis-a-vis de son environnement géométrique proche.

Les blocs piézoélectriques peuvent également étre alimentés par un générateur
basse fréquence dans un régime de déplacement, c¢’est-a-dire de déformation du maté-
riau piézoélectrique, proportionnel a la tension électrique appliquée (1 V correspond
a 100 nm environ). I ’alimentation se fait sur une plage + 10 V et la fréquence de
coupure est estimée a quelques centaines de kilo Hertz.

FIGURE 2.4 (a) contre électrode en or statique et (b) en mouvement oscillant. Le balayage
de I'image se fait lignes par lignes de haut en bas et I’électrode est déplacée horizontalement
par 'application au bloc piézoélectrique d’une tension sinusoidale de 10 V pics & pics a
une fréquence de 2,123 Hz. Le balayage de 'image est suffisamment lent pour résoudre le
déplacement horizontal de I’électrode. Barre d’échelle 2 pm.
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2.2.2 Deéflection des nanofils par force électrostatique

Il est possible de défléchir le nanofil en appliquant une tension électrique DC
entre le support du nanofil et la contre électrode (Fig. 2.5). Un article de référence
pour la déflection d’'un NEMS est I’étude de Poncharal et al. (1999) portant sur la
déflection de nanotubes de carbone simplement encastrés.

F1GURE 2.5 Déflection statique d’un nanofil de SiC pour une tension DC appliquée entre le
support en tungsténe et la contre électrode. La contre électrode est une boule partiellement
visible en haut, a droite sur chaque image.

La position du nanofil pour ses différentes déflections (0 V a 120 V par pas de
10 V) a été relevée en appliquant un seuillage sur I'image pour extraire les pixels
correspondant au nanofil des pixels du fond sombre. On peut remarquer que la

A

100

50

position pm

o =
0 50 100 150 200

position ym

F1GURE 2.6 Déflection statique relevée par un traitement des images. Les deux axes ont la
méme échelle.
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différence de déflection est de plus en plus importante pour les faibles valeurs de
tension et que la déflection semble saturer pour les fortes tensions vers une position
qui correspond géométriquement au point d’approche minimum du nanofil avec la
contre électrode.

Pour analyser quantitativement la déflection en fonction de la tension appliquée,
il est nécessaire de détailler la nature électrostatique des forces agissantes sur le
nanofil. Les deux surfaces, du nanofil d'une part et de la contre électrode d’autre
part, peuvent étre vues comme les armatures d’'un condensateur électrique. Lorsque
les armatures de ce condensateur sont portées a une différence de potentiel, elles se
chargent électrostatiquement et les surfaces ainsi chargées s’attirent.

Dans les développements qui vont suivre, £(X) désignera Iénergie électrosta-
tique du condensateur ayant pour armatures le nanofil et la contre électrode ot un
paramétre physique X a été explicité. Pour lever toute ambiguité, insistons sur le
fait qu’il s’agit de la variable au sens physique, c’est-a-dire qui représente la quan-
tité physique correspondant a I’énergie électrostatique. Ainsi £(X) n’est pas une
unique fonction mathématique de X mais pourra prendre une forme mathématique
différente selon que X représente la charge ou la tension électrique par exemple.
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Le point de départ du raisonnement est I’écriture de I’énergie électrostatique du
condensateur a charge fixée

1 Q?

2C(y(x))
Il s’agirait d’une situation expérimentale ou la charge Q serait imposée sur 1’élec-
trode positive et la charge —Q serait imposée sur l'électrode négative. C est la
capacité électrique dépendant de toute la forme du nanofil y(x)2. Pour simplifier la
description, il est commode de considérer le mode de déformation statique repéré
par son amplitude, la position de 'apex du nanofil y,. Dans ce cas 1a, 'expression de
la capacité fait apparaitre une seule variable qui est la position de ’apex. La force
agissant sur le mode de déformation statique est obtenue par le gradient de 1’énergie
potentielle :

£(Q) (2.1)

C"(ya) 2
Felge = —VE = 9 (2

(2.2)

Dans notre situation expérimentale, le condensateur formé par le nanofil et la
contre électrode est un systéme ouvert au sens ou il n’évolue pas avec une charge
fixée mais & une différence de potentiel fixe Vpe?. Pour se ramener & un systéme
fermé, il est donc nécessaire de considérer 1'énergie potentielle du condensateur et
de la source en tenant compte du travail que doit fournir la source de tension pour
amener une charge au potentiel Vpe :

1 Q2
5(Q){VDC fixéy = 200 QVpe (2.3)

ot Q est la charge sur I'armature positive, imposée par la capacité via le potentiel
fixt @ = C(y,)Vpe. L'énergie électrostatique a potentiel imposé Vpe est donc

1
E(Vpe) = —§C(ya)VD02 (2.4)
et alors la force & Vpe fixé s’écrit :
1
Feloe = 5C'(4a) Ve (2.5)
Il est alors possible d’écrire I’équilibre statique du nanofil comme :
1
— kya -+ 50'(ya)VDC2 =0 (26)

ou k est la constante de raideur associée a la déflection du mode statique de défor-
mation.

2. Mathématiquement, la capacité est une fonctionnelle de la forme du nanofil et de la position
de la contre électrode

3. La démarche pour établir I'expression de la force capacitive a potentiel électrique imposé
peut sembler fastidieuse. Ceci est lié au fait que la force capacitive n’est pas la méme selon que le
condensateur est a charge imposée ou & une différence de potentiel imposée (voir le développement
sur les forces capacitives a haute fréquence de la partie 5.2.2 )
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Une premiére approche consiste a considérer que la dérivée de la capacité formée
par le nanofil et la contre électrode est indépendante de la position du nanofil y,.
Dans ce cas 13, la position est reliée de maniére quadratique a la tension Vpe

- 1C(ya)
Ya = 5 k‘

Vpe? (2.7)

et il est assez clair que cette formulation rend compte de la déflection aux petites
tensions mais pas sur toute la plage de mesure.

La saturation de la déflection est reliée au fait qu’une force électrostatique ar-
bitrairement grande va entrainer une déflection asymptotique finie pour laquelle la
distance entre I'apex et la contre électrode est minimale. Ceci se traduit mathéma-
tiquement par le fait que la capacité C est maximale pour la position d’approche
minimale y entre le nanofil et la contre électrode. Avec un développement limité
autour de cette valeur :

1
C(Ya) = Cmax — 502(% — Yiim )’ (2.8)

ot Cy est la dérivée seconde de la capacité C' au voisinage de la position d’approche
minimale.
Alors I'équilibre statique du nanofil s’écrit :

1
ky, = —502(% — Yiim) Ve (2.9)

soit, en exprimant la déflection en fonction de Vpo

e

2k 2
P S — zm[/ 2.10
Y 1 g}iv Cle DC ( )

A partir de la modélisation de la courbe de déflection (Fig. 2.7) il est possible
d’obtenir v, = 78,5 pm et la quantité /2k/Cy = 66 V, qui peut s’interpréter
comme la tension électrique caractéristique pour passer au régime de saturation de
la déflection statique.




41

707

60—_

w B w
[=] o o
1 1 P |

Déflection a I'apex (um)

107

-

60 80 I I I 1(|)0 I I I 1|20
Tension DC (V)

F1GURE 2.7 Déflection statique en fonction de la tension DC. La modélisation correspond
a Pexpression de I'équation 2.10
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2.3 Reésonances mécaniques

2.3.1 Reésonance mécanique fondamentale d’un nanofil sim-
plement encastré

Dans cette premiére partie, une approche expérimentale de la résonance d’un
nanofil simplement encastré est présentée.

2.3.1.1 Visualisation MEB d’une résonance fondamentale

F1GURE 2.8 Vibration du mode fondamental d'un nanofil de SiC par imagerie MEB. La
fréquence d’excitation piézoélectrique est de 7248 Hz. Barre d’échelle 50 pm.

Les blocs piézoélectriques sont utilisés pour mettre en mouvement oscillant le
support en tungsténe du nanofil (2.2.1). La fréquence d’excitation est augmentée
continiment sur le générateur basse fréquence et sur une petite plage de fréquence
la position du nanofil s’élargit, marquant la mise en oscillation du résonateur entre
deux positions extrémes (Fig. 2.8). La fréquence d’excitation peut étre ajustée quali-
tativement pour donner la plus grande amplitude de vibration. Lorsque la fréquence
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est fixée dans la plage de résonance, pour les tensions d’excitation faibles, 'ampli-
tude de vibration est qualitativement proportionnelle a l'excitation. Il est & noter
que, pour les tensions d’excitation mises en jeu, le déplacement oscillant du support
en tungsténe entrainant le mouvement résonant est imperceptible, méme a trés basse
fréquence (=~ Hz).

2.3.1.2 Détection fine d’une résonance : focalisation du faisceau MEB

La visualisation des résonances mécaniques sous MEB permet de déterminer la
fréquence d’excitation optimale et éventuellement une plage de fréquence caracté-
ristique de résonance mais ne permet pas une résolution quantitative de la vibration
du résonateur. Pour résoudre en temps direct la position du résonateur pendant la
vibration, le faisceau électronique du MEB est focalisé sur un flan du nanofil au
voisinage du point d’accroche. La quantité d’électrons rétrodiffusés collectés par le
SED est reliée a la portion du faisceau intercepté par le nanofil. Une détection syn-
chrone avec un lock-in est utilisée pour corréler le signal d’excitation alternatif et le
signal électrique du SED, image de la position du nanofil (Fig. 2.9).

Les capacités de résolution de la détection par focalisation sur le fil ont été
estimées en focalisant le faisceau sur le bord de I’électrode d’or et pour une oscillation
de tension de modulation. La relation entre le déplacement de 1’électrode et la tension
appliquée est établie a basse fréquence (2,123 Hz) pour une tension alternative de
+10 V ou le déplacement de I'électrode est observable par imagerie MEB (Fig. 2.4).
La calibration obtenue est de 100 nm.V ~!. La mesure de déplacement de la contre
électrode est alors menée pour une modulation de 170 Hz en supposant que la
calibration a trés basse fréquence reste valable (Fig. 2.9, en bas).

La technique de détection permet une résolution en dessous du nanométre a
170 Hz. En pratique, la bande passante de détection est limitée par la plage de
fonctionnement du lock-in utilisé (SRS830, f < 100 kHz). Pour un dispositif de
mesure plus rapide, la détection serait limitée par la fréquence de coupure du SED
(=~ MHz).

Une méthode comparable a été utilisée par Buks et Roukes (2001) mais sans
possibilité de mesurer la phase puisqu’un analyseur de spectre était utilisé a la place
du lock-in.

La méthode de détection par focalisation du faisceau MEB permet la mesure de
I’amplitude et de la phase du mouvement. Cette partie est l'occasion de signaler
d’autres mécanismes de détection permettant une résolution de la phase de 1'oscil-
lation. La diffraction dans le régime de Mie est utilisée pour résoudre le mouvement
d’un nanofil par Sanii et Ashby (2010). Une méthode stroboscopique est également
proposée par Hessman et al. (2007). Enfin I'interférence induite par un résonateur
est utilisée par Belov et al. (2008) pour un nanofil au voisinage du substrat comme
paroi réfléchissante ou dans des cavités optiques résonantes pour Favero et al. (2007).
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)
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50 100
tension (mV)
1 nm déplacement 10 nm

FI1GURE 2.9 (en haut) Schéma du montage expérimental pour la mesure par focalisation
du faisceau MEB. (en bas) Tension du SED en fonction de la tension de modulation des
blocs piézoélectrique pour le montage de la figure 2.9. La fréquence de modulation est de

170 Hz.
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2.3.1.3 Spectre d’une résonance : modélisation par un oscillateur har-
monique amorti

La résonance d’un nanofil (Fig. 2.8) est mesurée a l'aide de la détection par
focalisation du faisceau MEB (Fig. 2.10). Le lock-in permet a la fois d’obtenir I'am-
plitude du signal alternatif a la fréquence d’excitation mais également le déphasage
entre le signal d’excitation et le déplacement du résonateur. Les points expérimen-

_1
: £
g i
= [-%
= 1]
= .
Q (]
= L
%. a -90- ."' .‘. +® oo d
£ o0® *
<
0™ 195 7200 7205 7195 7200 7205
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

Fi1GurE 2.10 Amplitude de vibration et différence de phase entre 'excitation et le dépla-
cement du nanofil autour de sa fréquence de résonance fondamentale.

taux d’amplitude et de déphasage sont modélisés en trés bonne approximation par
un oscillateur harmonique amorti :

. Wo .
Yspot + ayspot + W()zyspot - fpz COS Wt (211)

oll wy est la pulsation propre et () le facteur de qualité de la résonance considérée. f,,
représente 'amplitude du for¢age d’origine piézoélectrique et y,,, est le déplacement
du nanofil au point de focalisation du faisceau. La modélisation du déphasage ou
de 'amplitude donne pour la fréquence propre fy = wo/(2m) = 7201,04 £+ 0,02 Hz
et () = 11000 £ 1000. Par la suite et sauf mention explicite, le terme d’oscillateur
harmonique sera utilisé pour décrire un oscillateur harmonique dissipatif.

2.3.2 Mode de vibration fondamental

Il s’agit maintenant d’aborder la description mathématique de la résonance d’un
nanofil. La vibration des nanofils est décrite par la mécanique vibratoire des poutres
dans le cadre de la dynamique des milieux continus. Pour ces développements for-
mels, le déplacement transversal d’un nanofil est noté Y (x,t) ou ¢(x) est la partie
spatiale de 'onde mécanique stationnaire.
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2.3.2.1 Cas libre sans dissipation

Il s’agit d’une situation permettant d’introduire rigoureusement la notion de
mode de vibration. Le déplacement transversal est régi par 1’équation d’onde (Lan-
dau et Lifshitz, 1986) :

0%Y (z,t 0y (x,t
@.0) | gY@
ot? ox4
ou Y(z,t) est le déplacement transversal d’une poutre de longueur L, repéré par
I’abscisse x en fonction du temps ¢. i est la masse linéique du résonateur, E est le

module de Young du matériau et Z le moment quadratique associé au déplacement
transversal. Les solutions stationnaires sont de la forme Y (x,t) = ¢(z) coswt :

=0 (2.12)

(x) = Acosh kx + Bsinh kx + C cos kx + D sin kz (2.13)
et la relation de dispersion obtenue est :
pw? = BTk (2.14)

ol w est réel et correspond a la pulsation de vibration sans dissipation.

Dans le cas libre sans dissipation, les 5 degrés de liberté sont les constantes
A, B,C et D définissant la forme de l'oscillation et w la pulsation de résonance.
Signalons au passage que la valeur de w fixe le vecteur d’onde k exprimé dans les
solutions ¥ (z).

Les conditions aux limites fixent 4 contraintes sur les 5 degrés de liberté lais-
sant un paramétre libre qui est I'amplitude de vibration. Les conditions aux limites
sont I'encastrement parfait du résonateur (Eqs. 2.15 et 2.16) et I'absence de force
(Eq. 2.17) et de couple (Eq. 2.18) a I'extrémité libre :

»(0) = 0 (2.15)
j—f(o) -0 (2.16)
‘%(L) = 0 (2.17)
C%’(L) =0 (2.18)

Les conditions 2.15 et 2.16 entrainent
(x) = A(cosh kx — cos kx) + B(sinh kz — sin kx) (2.19)

Les conditions 2.17 et 2.18 s’écrivent alors

(coshkL+cosk:L sinh kL + sin kL ) ( A ) _ 0

sinh kL —sinkL coshkL + coskL B (2.20)

Les solutions non nulles s’obtiennent lorsque le déterminant de la matrice est nul

(cosh? kL + 2 cos kL cosh kL 4 cos? kL) — (sinh® kL — sin? kL) = 0 (2.21)
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c¢’est-a-dire
2coskLcoshkL +2 =0 (2.22)

La premiére racine de I'équation 2.22 est déterminée numériquement et donne
ky = 1,875/L. Pour cette valeur du vecteur d’onde k¢, la forme du mode de vibration
est

sin ka — sinh ka
coskyL + coshkyL

P(x) =A {(cosh kpx — coskyx) + (sinh kpr —sinksx)| (2.23)

F1GURE 2.11 superposition de la vibration & 30 mV d’excitation & la fréquence d’excitation
de 7248 Hz et du mode de vibration fondamental défini par I’équation 2.23.

La fréquence de résonance fondamentale f; est donnée par la relation de disper-
sion pour I'expression du vecteur d’onde ky

1,875 |ET
= == 9.24
fr=5 T 5 (2.24)

ot T = wd*/64 est le moment quadratique de déformation transversal pour une
poutre de section circulaire de diameétre d, p la masse volumique et S la surface de
la section du résonateur.

Avec les valeurs

220 pm

= 220 nm

410 GPa

= 3210 kgm™®

> @ ot~
|

la fréquence obtenue par 2.24 est fy = 7,19 kHz. Les parameétres géométriques L et
d sont mesurés par I'imagerie MEB et les propriétés physiques (module de Young
E et masse volumique p) sont tabulées. La fréquence fondamentale et la forme du
mode de résonance sont correctement décrites par la modélisation d’une poutre libre
sans dissipation.
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2.3.2.2 Forgage par vibration du support

La description d’une poutre forcée par un déplacement ou une force alternative
ne peut pas se faire rigoureusement en utilisant une approche modale puisque la pul-
sation est cette fois ci imposée par I'excitateur. L’approche développée pour traiter
la résonance du nanofil par la vibration du support est d’introduire directement dans
les conditions aux limites le forcage périodique et de considérer alors les solutions
forcées a la pulsation w, (grandeur réelle).

Sans dissipation La relation de dispersion 2.14 s’écrit dans le cas forcé
2 4
pw, = ETk, (2.25)

ot le vecteur d’onde k. est maintenant imposé et les 4 degrés de liberté sont les
coefficients A,B,C et D exprimés dans les conditions aux limites

W) = a (2.26)
%(0) =0 (2.27)
‘%’(L) =0 (2.28)
%(L) =0 (2.29)

ou Y (0,t) = acoswet est le déplacement périodique imposé par le support vibrant.
Avec une solution toujours de la forme 2.13, les conditions aux limites donnent

A+C =
B+D =
Acoshk.L + Bsinhk.L — Ccosk.L — Dsink.,L =
Asinh k. L + Bcoshk.L + Csink,L — D cosk,L =

o O O 2

en éliminant C' et D par substitution, ces conditions aux limites peuvent s’écrire

matriciellement
A acosk.L
M( B ) - ( asink.L ) (2.30)

ou la matrice M donne la relation entre A, B et 'amplitude a de la vibration du
support

[ cosk.L 4+ coshk.L  sinhk.L 4+ sink.L (2.31)
~ \ sink.L —sinhk.L. —coshk.L — cosk.L ‘
A T’aide de la matrice inverse
I —cosh k,L — cosk.L —sinhk,L — sink.L (2.32)
 det M sinh k. L —sink.L  cosk.L + coshk.L ’
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les coefficients A et B s’écrivent
A acos k. L
=M e 2.
( B ) ( asink.L ) (2.33)
Les coefficients A et B s’obtiennent simplement par l'inversion d’une matrice
2 x 2 appliquée a un vecteur proportionnel au forgage. Il est a signaler que lorsque
la fréquence d’excitation w,/(27) correspond a la fréquence de résonance définie par

I'équation 2.24, le déterminant de la matrice M est nul*. En I'absence de dissipation,
Pamplitude des solutions forcées a la résonance diverge.

Avec dissipation Une maniére d’introduire la dissipation dans la vibration de
la poutre est d’introduire un terme de dissipation visqueuse local dans I'équation
d’onde 2.12

O?Y (x,t) 'Y (x,t) Y (x,t)
— 2+t =T — 2.34
o T o o (2:34)
ou I' est un coefficient d’amortissement linéique.
La relation de dispersion devient alors
pw? — iTw, = Eka,d (2.35)

ol w, reste une grandeur réelle imposée par I'excitateur et k. 4 est I'un des 4 vecteurs
d’onde en régime forcé en présence de dissipation.

Les 4 vecteurs d’onde s’obtiennent comme les 4 racines quatriémes d’une gran-
deur réelle dépendant de w,

Fea = (w2 —iTw,) (2.36)
soit en utilisant la matrice My avec dissipation

M= (Gl T el Sl psnial ) ean)

sin ke 4L — sinh k. 4L — coshk, gL — cos ke 4L
La matrice inverse s’écrit, alors

41 —cosh ke gL — coskeqgL —sinhk, 4L —sink, 4L (2.38)
~ det My sinh k. 4L —sink. 4L  cosk.qL + cosh k. 4L '

d

et les coefficients en présence de dissipation sont
AN 1 acoskeql
( B ) = My < asin ke gL ) (2.39)

Le mode de vibration forcé écrit sous la forme Y (x,t) = ¥g(x) cos wt+;(x) sinwt
s’exprime alors pour k.4 donné par la relation de dispersion avec dissipation 2.35

Yr(x) = Re{A} cosh k. gqx+Re{B} sinh k. jo+(a—Re{A}) cos ke gqr—Re{ B} sin k, 4
(2.40)

4. On pourra reparquer que M est la matrice de ’équation 2.20 pour k = k.
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pour la partie en phase avec 'excitation et

Yr(x) = Im{A} cosh ke qx +Zm{B} sinh k. g0 — Im{A} cos ke gqv — Im{B} sin k. 4

(2.41)
pour le déplacement en quadrature de phase. Re. et Zm. sont les opérateurs par-
tie réelle et partie imaginaire. L’amplitude de vibration correspond au module de
r+11;. Elle est comparée (Fig. 2.12) avec 'amplitude de vibration pour un modéle
d’oscillateur harmonique utilisé pour le traitement des résonances obtenues expéri-
mentalement dans la partie 2.3.1.3.

0r

-1 k| == Oscillateur harmonique forcé

- Poutre forcée par vibration
-2+ du support

Amplitude normalisée (log)

| |
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 1.5
fréequence normalisée

Ficurg 2.12 Amplitude de vibration en fonction de la fréquence d’excitation pour un
oscillateur harmonique amorti forcé (Eq. 2.11) et une poutre avec dissipation forcée par
vibration de son support (Eq. 2.39). L’échelle verticale est logarithmique.

2.3.3 Excitation électrostatique

Il est possible d’exercer une force électrostatique sur le résonateur en modulant
la force électrostatique introduite dans la partie 2.2.2 sur la déflection statique des
nanofils. Une approche rigoureuse consisterait a intégrer la force locale en chaque
point du résonateur. Dans le cadre d’une approche simplifiée, on considérera un
cas limite ou la force électrostatique est appliquée ponctuellement & I'extrémité du
nanofil y,.




o1

En appliquant par exemple une tension continue Vpe sur la contre électrode et
une tension alternative Vic(t) (Vac(t) < Vpe) sur le résonateur, on obtient une
force électrostatique modulée dans le temps qui s’écrit

Felec = %C/@a)(VDC — Vac(t))? (2.42)

soit au premier ordre pour le terme dépendant du temps
Felee = —C'(¥a)VpcVac(t) (2.43)

Dans ce cas la, 'excitation se traduit & nouveau au niveau des conditions aux
limites mais cette fois-ci sur la condition traduisant la force transversale a 'extrémité

(L)

P(0) = 0 (2.44)
dip
%(0) = 0 (2.45)
d*)
d3y F
b = B (2.47)
ol Fylae est I'amplitude de la force électrique alternative appliquée a I'apex du
résonateur.

2.3.4 Modes d’ordre supérieur

Précédemment, le mode fondamental de plus basse fréquence a été introduit
expérimentalement (partie 2.3.1.1) et par la modélisation mécanique des poutres
(partie 2.3.2). Comme pour une corde vibrante, une poutre vibrante posséde plu-
sieurs modes de vibration. En augmentant la fréquence d’excitation au dela de la
fréquence de résonance du mode fondamental, on observe des modes de vibration
d’ordre supérieur possédant pour chaque nouveau mode un nceud de vibration sup-
plémentaire (Fig. 2.13).

L’existence des modes d’ordre supérieur est prévue par la modélisation d’une
poutre libre sans dissipation (partie 2.3.2.1) dans la mesure ou plusieurs vecteurs
d’onde annulent le déterminant de la matrice traduisant les conditions aux limites.
La résolution numérique de I'équation 2.22 annulant le déterminant donne pour les
modes d’ordre supérieur ky = 4,694/L, ks = 7.855/L, ky = 10.996/L, ...

Les fréquences de résonance obtenues par la modélisation mécanique de la poutre
sont comparées aux trois fréquences obtenues expérimentalement en ajustant la fré-
quence du mode fondamental et en utilisant les rapports de fréquence fo = (ka/ky) ff

et fs = (ks/ks) [y
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F1GURE 2.13 Deuxiéme et troisiéme mode de vibration obtenu par forcage électrostatique.

F1GURE 2.14 Profil des trois premiers modes de vibration obtenus pour les trois premiéres
racines de I'équation 2.22.

| mode | résonance expérimentale (kHz) | modélisation (kHz) |

1 7.2 7.2
2 39,5 45,1
3 107,6 126,4

Ficurg 2.15 Comparaison entre les fréquences mesurées expérimentalement et les fré-
quences prévues par le modeéle en faisant correspondre les fréquences des premiers modes.
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2.4 Accordage en fréquence électrostatique

L’accordage en fréquence électrostatique désigne 'intervention du couplage élec-
trostatique dans la vibration mécanique et particulierement les fréquences propres
de résonance.

2.4.1 Accordage en fréquence par tirage électrostatique

Cette partie concerne la variation de fréquence occasionnée par une force de
tirage longitudinale de norme et de direction constante au cours du mouvement du
résonateur (Purcell et al., 2002).

2.4.1.1 Mesure de la fréquence de résonance en fonction du tirage élec-
trique

La contre électrode en or est placée a proximité du résonateur. Une tension
électrique continue est appliquée a 1’électrode et une faible tension alternative est
appliquée au résonateur de sorte que Vyo < Vpe. Les fréquences de résonance sont
déterminées par un balayage manuel de la fréquence d’excitation et une visualisation
de la vibration par imagerie MEB. Une augmentation de la fréquence de résonance
du mode de vibration fondamental est observée a mesure qu'on augmente en va-
leur absolue la tension électrique continue entre le résonateur et la contre électrode
(Fig. 2.16).

Une premiére description avec une formulation empirique de I'accordage en fré-
quence est proposée.

Pour une poutre dans la limite des fortes tensions mécaniques, la raideur est pro-
portionnelle & la tension mécanique. Cela justifie I'introduction d’une raideur due a
la tension mécanique. Comme la tension mécanique est d’origine électrostatique, on
peut considérer que la tension mécanique introduit un terme de raideur supplémen-
taire proportionnel a la tension électrique au carré. La raideur s’écrit dont comme la
somme de la raideur élastique en ’absence de tension électrique kg et de la raideur
die a la tension mécanique.

k, = ko + mal?

ot m est une masse et « est le coefficient de tirage électrostatique.
La fréquence de résonance en fonction de la tension électrique s’écrit comme

f= \/f02 +a2(V = Vp)? (2.48)

ou fy correspond a la fréquence fondamentale du résonateur. Un terme supplémen-
taire Vj est introduit pour rendre compte d’un éventuel décalage en tension électrique
entre la différence de potentiel appliquée et la différence de potentiel effectivement
perque.
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FicURE 2.16 Fréquence de résonance du mode fondamental en fonction de la tension élec-
trique appliquée a la contre électrode.

Dans la géométrie choisie pour les données de la figure 2.16, on obtient

fo = 6,7 kHz
Vo = —6,85V
a = 136,7Hz V™!

On peut signaler que le terme de décalage en tension V} est particuliérement im-
portant. Vg peut étre attribué a I'influence d’un troisiéme potentiel comme I’electrode
du SED ou encore a une troisiéme électrode flottante au voisinage de 1’échantillon
qui pourrait étre chargée a cause du faisceau d’électron du MEB.

2.4.1.2 Modélisation du tirage dans la mécanique vibratoire des poutres

Cette partie a pour but de traiter rigoureusement l'introduction d’une tension
mécanique de tirage électrostatique dans 1'équation du mouvement d’une poutre
décrivant un nanofil. Pour cela, on considére que le nanofil est parfaitement perpen-
diculaire a la contre électrode de sorte que la force de tirage statique soit purement
longitudinale.

En présence de tension mécanique longitudinale, ’équation différentielle régissant
la dynamique d’une poutre sans tirage (Eq. 2.12) s’enrichie d’un terme supplémen-




%)

taire

0*Y (z,1) N EIa4Y(x,t) B TGQY(x,t)
ot? Ox? Ox?
ot T est la tension mécanique (N.m™!) introduite par la force électrostatique lon-
gitudinale. Comme pour 'expression des forces électrostatiques transversales (par-
tie 2.2.2), la force électrostatique de tirage longitudinale peut s’écrire

=0 (2.49)

1
T = Figlec = 3C'(2)Vbc” (2.50)

ol z est la longueur du nanofil.

En d’autres termes, I'allongement du nanofil est relié a la force de tirage. En
étant capable de mesurer ’allongement longitudinal relatif du nanofil, on pourrait
expérimentalement déterminer l'intensité de la force de tirage (plus précisément la
contrainte de tirage) en utilisant la loi de Hooke.

La relation de dispersion devient alors pour les solutions Y (z,t) = e™!ef®

pw? = ETK* — Tk (2.51)

ol w est la pulsation qui pour I'instant un paramétre libre réel.
A partir de w, 4 vecteurs d’onde sont solutions et s’expriment en utilisant

T Iz
K?— —K— —uw = 2.52
gz "B Y (2:52)
ou K = k2. Les 2 racines de 'équation précédente sont
T T\ pw?
K, = — — — 2.
S Yor A \/(QEI) gz 7Y (2.53)
T T \° w?
= — - — — <0 2.54
2T \/<2EI) TEL S (2:54)
On introduit alors les 4 racines solutions de 1’équation 2.51
ki = + T\t T (2.55)
oo\ V\eez EI  2ET ‘
T T\  w?
k, = 4+5|— — — 2.56
\ 2E7 - \/(2EI> BT (2:56)

ou k, et ik; sont les solution réelles et imaginaires pures de 2.51. Pour les solutions
libres Y (x,t) = () coswt, la partie spatiale s’exprime alors

(x) = Acoshk,(w)x + Bsinhk,(w)x + C cos k;j(w)z + D sin k;(w)x (2.57)

5. Voir la partie 4.2.4 pour une justification de la forme mathématique du terme de tension
mécanique
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ou on rappelle que les 5 degrés de liberté sont A, B,C, D et w. Comme pour la
partie sans tirage, les 4 conditions aux limites laissent un paramétre libre qui est
I’amplitude du mode de vibration. Les conditions aux limites s’écrivent en tenant
compte de la force de tirage a l'extrémité libre du résonateur

B(O0) = 0 (2.58)
%(0) = 0 (2.59)
%(L) =0 (2.60)
d*p dy

~EI=5(L) = T (L) (2.61)

1l est important de signaler que la derniére condition (Eq. 2.61) traduit I’équilibre
entre la force associée au module de flexion de la poutre (membre de gauche) avec
la projection de la force de tension T sur la direction transverse du nanofil (membre
de droite).

Les modes de vibration sous tension s’obtiennent par I’annulation du déterminant
de la matrice

K2CH+ k2 C kik? SH + k,k2 S
(2.62)

EIET gp — PO (ETK? —T) CH + (EIK +T) C
avec les notations C' = cosk; L, S = sink;L, CH = coshk,L et SH = sinh k, L.

Les résultats numériques sont comparés au modéle empirique utilisé dans la par-
tie 2.4.1.1 lors du traitement des mesures. Les fréquences de résonance sont tracées
en fonction de la tension électrique et la tension mécanique est supposée proportion-
nelle au carré de la tension électrique (Eq. 2.50).

On peut remarquer que le modéle rigoureux de poutres avec tension mécanique
et le modéle empirique (Eq. 2.48) sont qualitativement semblables (Fig. 2.17). Il est
néanmoins surprenant de constater que le modéle empirique décrit particuliérement
bien les relevés expérimentaux (Fig. 2.16).

2.4.2 Accordage capacitif vers les basses fréquences

Cette partie concerne le changement de fréquence entrainé par une force électro-
statique avec une composante latérale par rapport au fil. (Seeger et Boser, 2002; Wu
et Zhong, 2011).

2.4.2.1 Mesure de diminution de fréquence de résonance par force élec-
trostatique

La résonance du premier mode de vibration est maintenant étudiée en présence
d’une force électrostatique latérale en disposant le nanofil parallélement & la contre
électrode. La longueur du fil utilisée est L = 59 pm. Les fréquences de résonance
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FIGURE 2.17 Fréquence de résonance normalisée du mode fondamental en fonction de la
tension électrique appliquée a la contre électrode. Le modéle empirique est celui utilisé
pour modéliser les données expérimentales (Eq. 2.48 et Fig. 2.16). Le modéle de poutres
avec tension mécanique suppose une relation ou la tension mécanique est proportionnelle
au carré de la tension électrique.
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20 um

F1GURE 2.18 Image MEB en configuration paralléle a la contre électrode o 'image du
nanofil de SiC est superposée pour 3 positions.
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en fonction de la tension DC sont mesurées pour 3 positions présentées avec la
figure 2.18.

Les distances sont exprimées par rapport a I'extrémité du nanofil sans déflection
(Vbe = 0 V). Pour la position la plus éloignée (83 um), la fréquence de résonance
augmente avec la tension électrique. Lorsque le fil est rapproché (45 pm) en dessous
d’une distance comparable & sa longueur, il voit sa fréquence de résonance diminuer
avec l'application de la force électrostatique DC. En rapprochant davantage le réso-

nateur, la fréquence de résonance diminue encore plus fortement et s’effondre vers
225 V (Fig. 2.19).
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Tension DC (V)

FicUure 2.19 Fréquence de résonance du nanofil pour les 3 positions de la figure 2.19 en
fonction de la tension DC appliquée au résonateur. Les résonances sont excitées par une
faible tension alternative sur la contre électrode.

Pour les positions du résonateur suffisamment proches de la contre électrode,
I’effondrement de la fréquence de résonance est accompagné d’une instabilité de la
position d’équilibre du nanofil qui peut étre amené & venir se coller sur la contre
électrode (Fig. 2.20). Il s’agit de I'instabilité de “pull-in” électrostatique.

2.4.2.2 Modélisation : développement non linéaire de la capacité

Développement a partir du modéle mécanique continu Une tension méca-
nique par tirage dans ’axe du fil au repos ne peut entrainer qu’une augmentation de
fréquence. Pour obtenir une diminution de la fréquence de résonance, il faut considé-
rer une force électrostatique latérale dont l'intensité varie avec la position du mode
du résonateur. Dans un premier temps, I'équation du mouvement du résonateur est
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considérée sans force de tirage longitudinale

PV (@,) | O (1) 160 (2,1)

2
o2 Ozt 5 5y pe (2.63)

ou la capacité C(Y (z,t)) que forme le nanofil avec la contre électrode est introduite
pour un profil Y (z,t). La force capacitive qui en découle s’exprime comme une
dérivée fonctionnelle de C(Y (z,t)). L’équation peut étre projetée sur le premier
mode ce qui permet d’exprimer la dérivée fonctionnelle comme une dérivée scalaire
pour donner

1
mij + ky = §C’(y)VDC2 (2.64)

ou y est 'amplitude du mode a I'extrémité libre et C'(y) 'expression de la capacité
en fonction de y. Le terme de flexion se traduit par une force de rappel de raideur
k et une masse effective m.

1051
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F1GURE 2.20 Fréquence de résonance du nanofil en fonction de la tension DC pour une
distance de 46 um. L’effondrement de la fréquence s’accompagne d’une instabilité de pull-in
et le résonateur va au contact de la contre électrode.

Résolution analytique dans un cas simple On considére un systéme de type
masse ressort ol la masse ponctuelle est en interaction électrostatique avec une
charge localisée (Fig. 2.21). Afin de décrire correctement l'interaction du nanofil
avec la contre électrode, 'expression de la capacité formée par un fil paralléle & un
plan sera utilisée pour exprimer la force entre les deux charges ponctuelles.
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FI1GURE 2.21 Schéma du résonateur masse-ressort en interaction avec une charge localisée.

L’équation du mouvement est analogue a celle décrite par ’équation 2.64
1
Mij+ Ky = 5(J(y)’VDC2 (2.65)

La formule pour la capacité d’un fil de longueur L, de rayon a et a la distance
d — y d’un plan est donnée par

megL
C) =~y (2.66)
Les équations normalisées utilisées pour la résolution numérique sont
- 1 / 2
y+y = 50(9) Vbe
1
C = —
) In4(1—y)
L’énergie potentielle de la masse est donnée par
Loy, 1, 2
&= §y + 50 Vbe (2.67)

La carte de la figure 2.22 présente I’énergie potentielle en fonction de la position y
du résonateur et la tension électrique Vpeo. En I'absence de tension électrique, le
minimum de I’énergie potentielle est pour y = 0. Lorsque la tension est augmentée,
le minimum d’énergie potentielle se déplace vers la contre charge jusqu’a la position
limite y. = 0,254 pour la tension normalisée V. = 0,673. Au dela de cette valeur
V' > 0,673, il n’y a plus de minimum local et la masse est attirée jusqu’au contact
avec la contre charge localisée (instabilité de pull-in).

A partir des positions d’équilibre données par les minima locaux de I’énergie
potentielle en fonction de la position, la raideur effective est calculée comme la
dérivée seconde de I'énergie autour du point d’équilibre et la fréquence prise comme
la racine carrée de la raideur pour une masse normalisée est tracée sur la figure 2.23.
La fonction normalisée de pull-in obtenue est notée Fp;.

Les résultats expérimentaux peuvent étre modélisés en utilisant la fonction nor-

malisée Fp; donnée en figure 2.23
v
L (_) (2.68)

fo Ve
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FIGURE 2.22 Energie potentielle totale de la masse en fonction de la position et de la tension
en unités normalisées. La courbe parabolique correspond a I’énergie potentielle du ressort
(V' = 0) et 'autre courbe insérée est 1’énergie potentielle pour la tension critique V, = 0,673
pour laquelle le minimum local d’équilibre disparait. Le minimum local d’énergie potentielle
est repéré par une ligne noire pour V < V.. La contre électrode est a ’abscisse y = 1.
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Ficure 2.23 Fréquence de résonance en fonction de la tension DC en unités normalisées.
L’effondrement de la fréquence correspond au point d’instabilité statique pour V = 0,673.
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F1GURE 2.24 Modélisation de la fréquence de résonance en fonction de la tension DC
pour un modeéle prenant en compte le pull-in (représenté par la fonction Fpy) et la forme
empirique du tirage (Eq. 2.48) simultanément.
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Le modéle prenant en compte le pull-in électrostatique et le tirage mécanique
donne un meilleur accord avec les données expérimentales. Les paramétres de mo-
délisation sont

V., = 431V
fo = 100,5 kHz
a = 89,4 Hz V™!

Il est intéressant de constater que la valeur du coefficient de tirage « est compa-
rable a celle obtenue pour la contre électrode face au résonateur dans la partie 2.4.1.1
consacrée au tirage pur. Cette propriété est a rapprocher au fait que la géométrie
des lignes de champ électriques autour du résonateur est fortement dominée par le
rapport d’aspect longueur sur rayon du nanofil et peu par la position de la contre
électrode.

2.4.3 Vue d’ensemble des deux mécanismes d’accordage en
fréquence

Les deux mécanismes d’accordage en fréquence ont été traités comme provenant
de
une force de tirage longitudinale constante
— une force transversale d’amplitude dépendant du déplacement transversal pur
Un schéma du principe des deux mécanismes est proposé sur la figure 2.25.
———>

14

>

N

—)

| tirage longitudinal

y I a force constante

1

force transversale
d'amplitude variable

FicURE 2.25 Schéma des deux mécanismes d’accordage en fréquence.

L’accordage en fréquence par la force de tirage longitudinale est un effet géomé-
trique de projection de la force longitudinale et ne dépend donc pas de la direction
de vibration considérée (voir partie 2.4.4 sur la polarisation des vibrations). Il peut
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étre vu comme le déplacement quadratique du nanofil selon x dans un champ de
force uniforme selon cette méme direction.

En revanche, I'accordage en fréquence par une force transversale est fortement lié
a Iasymétrie de I'environnement électrostatique du résonateur ou de 'asymétrie du
résonateur lui méme. Il peut s’interpréter comme le déplacement transversal linéaire
du nanofil selon la direction de polarisation. Selon cette direction, le champ de force
est linéaire et entraine donc une raideur supplémentaire, négative dans le cas d'une
force qui augmente pour le rapprochement de I'extrémité libre de la contre électrode.

2.4.4 Polarisation

Lors de I'établissement du mode de vibration fondamental d’un résonateur sim-
plement encastré (partie 2.3.2), le mouvement résonant du nanofil a été considéré
selon une direction transversale arbitraire. En réalité, le résonateur dispose d’'un
espace a deux dimensions pour la vibration transversale. Dans un cas idéal ou le fil
obéi a une symétrie de révolution, on peut considérer que toutes les directions de
vibration dans le plan perpendiculaire a ’axe du fil sont équivalentes. En présence
d’un environnement électrostatique introduisant une asymétrie dans le mouvement
du nanofil, deux fréquences de vibration transversale sont systématiquement obser-
vées. Leur existence peut étre attribuée au terme d’accordage en fréquence par une
force latérale. Afin d’illustrer cet effet, le nanofil résonateur est placé sur un des
blocs nanomanipulateurs avec cette fois-ci un autre nanofil comme contre électrode
(Fig. 2.26).

FIGURE 2.26 Le nanofil utilisé comme résonateur est celui placé a droite. Le nanofil de
gauche est statique pendant la vibration du résonateur et sert de contre électrode.

La résonance fondamentale du résonateur est de 7,2 kHz et le nanofil servant de
contre électrode a son premier mode a la fréquence de 95 kHz approximativement.
On peut donc considérer que le nanofil en tant que contre électrode est statique
pendant la vibration du résonateur.

L’excitation du résonateur se fait par vibration piézoélectrique du support du
résonateur. En I'absence de tension DC, deux modes de vibration sont mesurables
traduisant une asymétrie intrinséque du résonateur. Avec 'augmentation de la ten-
sion DC en valeur absolue, les deux modes de vibrations, qu’il convient de nommer




2. NANOELECTROMECANIQUE LINEAIRE : RESONANCE D'UN NANOFIL
66 SIMPLEMENT ENCASTRE

“polarisations”; se séparent clairement (Fig. 2.27). Comme le plan défini par les
deux fils est proche du plan d’observation, le mouvement de vibration sera décom-
posé comme un déplacement paralléle au plan d’observation y) et un déplacement
perpendiculaire y, . Il apparait que la polarisation perpendiculaire voit sa fréquence
augmenter avec la valeur absolue de la tension DC alors que la polarisation paralléle
diminue avec la tension DC.
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FI1GURE 2.27 Fréquence de résonance en fonction de la tension DC pour les deux polarisa-
tions de vibration du résonateur.

La décomposition de la vibration en deux directions orthogonales est pertinente
dans le cas d'un environnement électrostatique asymétrique dans la mesure ou la
polarisation paralléle module la distance de 'extrémité libre a la contre électrode
alors que le mouvement perpendiculaire se fait & distance constante. Cela se traduit
dans I'expression de la fréquence en fonction de 'environnement électrostatique

9 Vit 02C
JL \/fOJ_ p— (2.69)
2 VdCQ 820
pu— — 2'
f” \/f0| 4dmm 8y||2 ( 70)

ot for et fo sont les fréquences des polarisations perpendiculaires et paralleles
sans tirage, m la masse effective du mode fondamental, 9*C/dy,? et 820/8y||2 les
dérivées secondes de la capacité pour des déplacements perpendiculaires et paralléles
du résonateur. Pour la polarisation perpendiculaire (Eq. 2.70), le terme capacitif est
a rapprocher au tirage longitudinal de la partie 2.4.1 qui entraine une augmentation
de fréquence avec la tension DC.
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Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, il a été montré comment des nanofils de carbure de silicium
pouvaient étre utilisés en configuration simplement encastrée pour réaliser des ré-
sonateurs a hauts facteurs de qualité. Une technique de détection originale a été
utilisée pour une mesure résolue en phase de la résonance pour laquelle une mo-
délisation par un oscillateur harmonique amorti est pertinente. La mécanique des
milieux continus est mise & profit pour la description des modes de vibration.

Les mécanismes d’accordage en fréquence ont été présentés expérimentalement et
traités théoriquement en dégageant deux comportements limites d’accordage vers les
hautes et les basses fréquences. La notion de polarisation dans un régime linéaire a
également été abordée en lien avec 'asymétrie de 'environnement électromécanique
des résonateurs.
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2. NANOELECTROMECANIQUE LINEAIRE : RESONANCE D'UN NANOFIL
SIMPLEMENT ENCASTRE
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Chapitre 3

Nanoélectromécanique linéaire :
couplage de deux résonateurs
simplement encastrés

Le couplage linéaire de deux résonateurs par des forces non dissipatives va étre
présenté pour deux types de forces : les forces capacitives électrostatiques et les
forces d’adhésion par contact.

3.1 Couplage électrostatique de deux résonateurs
simplement encastré

L’origine du développement, des travaux sur le couplage électrostatique provient
de T'observation dans 1’équipe de vibrations collectives de deux ou plusieurs nano-
tubes de carbone dans le cadre d’une collection de nanotubes sur une pointe support.
Il avait été observé notamment que les fréquences de résonance n’avaient pas leurs
valeurs attendues lorsque deux résonateurs vibraient simultanément.

3.1.1 Mesures de couplage de deux nanofils
3.1.1.1 Géomeétries

Les mesures de couplage entre nanorésonateurs ont été observées pour deux types
d’échantillons ! (Fig. 3.1) :
— collection de nanotubes de carbone sur une pointe observés par microscopie
électronique a transmission (TEM) en face d’une contre électrode
— deux nanofils de SiC montés individuellement sur deux pointes distinctes
rapprochées sous microscope électronique a balayage (MEB)

1. Perisanu, S., T. Barois, P. Poncharal, T. Gaillard, A. Ayari, S. T. Purcell et P. Vincent
(2011) : The mechanical resonances of electrostatically coupled nanocantilevers.
Appl. Phys. Lett. 98, 063110.
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FIGURE 3.1 A gauche : image TEM a transmission de nanotubes de carbone sur une pointe.
Barre d’échelle 500 nm. A droite : image MEB de deux fils SiC sur deux pointes. Barre
d’échelle 20 pm.
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3.1.1.2 Courbes fréquence en fonction de la tension électrique

Les résonances fondamentales des deux résonateurs sont relevées par observa-
tion par microscopie électronique (TEM ou MEB). Les deux résonateurs se trouvant
approximativement dans le plan d’observation, la polarisation paralléle au plan d’ob-
servation est souvent la seule observée et sera la seule relevée par la suite. Les paires
de résonateurs considérées correspondent a des résonateurs avec des fréquences fon-
damentales sans tension DC proche (f; < f2). Les effets de couplage seront obser-
vables lorsque l'accordage en fréquence électrostatique est tel que la fréquence de
résonance la plus basse augmente plus fortement avec la tension DC que la fréquence
de résonance la plus haute.

Nanotubes de carbone sur une pointe Les fréquences fondamentales des deux
nanotubes sans tension appliquée sont f; = 2.7 MHz pour le nanotube du bas (1) et
f2 = 11.4 MHz pour le nanotube du haut (2). Avec I'application de la tension DC, les
fréquences des deux nanotubes augmentent. La fréquence du nanotube 1 augmente
plus fortement que celle du nanotube 2. Cependant les fréquences de résonance ne se
chevauchent pas et forment une structure d’anti-croisement autour de V = 1400 V
et f = 40 MHz. Pendant I'anti-croisement, chacune des résonances met en jeu la
vibration des deux résonateurs avec cependant une prédominance de la vibration du
nanotube le plus long. Au dela de la zone d’anti-croisement, les deux résonateurs
vibrent a nouveau séparément pour des fréquences bien distinctes 3.2.
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Ficure 3.2 Fréquence de résonance en fonction de la tension DC.

Les résultats de couplage pour deux résonateurs sur le méme support ne per-
mettent pas d’affirmer si le couplage est dominé par un couplage mécanique par le
support ou par un couplage électrostatique.
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Nanofils SiC sur deux pointes Les mesures de couplage avec deux pointes
distinctes permettent d’écarter le possible couplage mécanique par le support et
surtout de modifier le positionnement relatif des deux résonateurs. Les mesures ont
été fait sur un microscope électronique avec un nanomanipulateur comparable & celui
utilisé dans le testeur sous pointes UHV (partie 1). Les fréquences fondamentales
des nanofils utilisés sont f; = 171 kHz pour le nanofil du bas (1) et fo = 231 kHz
pour le nanofil du haut (2). Les mesures présentées sur la figure 3.3 montrent un
anti-croisement analogue a celui observé pour les nanotubes de carbone sur support
unique. Il est clairement observé une vibration collective des deux résonateurs au
voisinage de l'anti-croisement (Fig. 3.4).
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F1GURE 3.3 Fréquence de résonance en fonction de la tension DC pour deux résonateurs
sur deux pointes distinctes. La marque a 170 V sur I’image en haut a gauche correspond &
I'image de la figure 3.4.

La tension nécessaire pour observer I’anti-croisement, augmente avec la distance
entre les nanofils. A I'anti-croisement, la différence de fréquence est de plus en plus
faible & mesure que les deux nanofils sont éloignés. Comme les nanofils se déflé-
chissent avec la tension DC, les résultats sont présentés en fonction de la distance
des points d’encastrement des résonateurs (Fig. 3.5).

3.1.2 Modélisation

Les modes fondamentaux des deux résonateurs sont considérés avec la dépen-
dance empirique pour l'accordage en fréquence de la partie 2.4.1.1. Pour I’établisse-
ment des modes de vibration, on considére une situation sans dissipation.

F _
51.7'1 + (w12 + 471'20{12‘/2)1'1 = M (31)
m
F! _
J:"Q + (WQ2 + 471'20522‘/2).1'2 = ——V(‘r;n $2) (32)

ol wy et wy sont les pulsations propres des nanofils 1 et 2 sans tension DC, ay et ap
leurs coefficients de tirage électrostatique pour chaque résonateur et F(x; — z3) la
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F1GURE 3.4 Image MEB du mode couplé a 170 V a la fréquence de 196,3 kHz. La barre
d’échelle représente 20 pm.
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FIGURE 3.5 A gauche : tension d’anti-croisement en fonction de la distance entre les points

d’encastrement des supports. A droite : Différence de fréquence a ’anti-croisement en
fonction de la distance.
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force de couplage d’origine électrostatique entre les deux fils. Cette force de couplage
dérive de 'expression de la force capacitive agissant entre les deux nanofils. Si u =
T1 — X9 et pour C la capacité entre les deux nanofils
1 2 1 2

ot C, = 9C/du (resp. Cy,, = 0*C/Ou?) est la dérivée premiére (resp. seconde) de la
capacité formée par les deux nanofils en fonction de wu.

La linéarisation des équations du mouvement des résonateurs couplés prend la
forme

Cuu

i+ (w2 +4r?a 2Viz, = . V2(x1 — 25) (3.4)
m
Cuu

iy + (wo? + 4m2a?V)zy = 5 V2(2y — 21) (3.5)
m

Ce systéeme d’équations couplées s’écrit matriciellement

2 2212 Cuut/s2 Cun 172
% wi” F 4t "V — SV TV _
X+ ( g—%“ﬂ wo? + Am20n2V? — 62‘_%‘/2 X=0 (3.6)

ou les composante de X sont x; et x5. [’équation 3.6 s’écrit en notant la matrice de
couplage avec les coefficients Fq, Ey, K

. E, K B
X+(K E2>X_O (3.7)

Etant symétrique réelle elle est diagonalisable avec les valeurs propres

_ Ei+ By £ /(B — E»)? + 4K?

A 3.8
= 39

La différence entre les deux valeurs propres est
A= /(B — Ey)? + 4K (3.9)

et atteint un minimum lorsque E; = F5 donné par \,,;, = 2K.

Les paramétres d’accordage en fréquence et de couplage sont ajustés pour mo-
déliser le couplage des résonances pour la distance de 96,6 pm (Fig. 3.6).

Les modes de vibrations sont obtenus pour chaque valeur de tension DC par les
vecteurs propres associés aux valeurs propres (Eq. 3.8). Ils sont représentés sur la
figure 3.7 pour 3 valeurs de tensions DC : une avant la zone d’anti-croisement, (50 V),
une a la zone d’anti-croisement (196 V) et une aprés la zone d’anti-croisement. Avant
I’anti-croisement, I’écart en fréquence entre les deux résonateurs est important et les
modes couplés sont dominés par le déplacement de I'un ou 'autre des résonateurs.
Dans la zone d’anti-croisement les modes couplés correspondent a des déplacements
collectifs ou la distance des extrémités libres varie peu pour 'un et fortement pour
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Ficure 3.6 Fréquence de résonance en fonction de la tension DC et modélisation par
le systéme d’oscillateurs couplés. Les parameétres de la modélisation sont f; = 171 kHz,
fo =231 kHz, oy =810 Hz.V~1, ap = 100 Hz.V~! et Cyy/m = —7,2 rad2.s72. V=2,

l'autre. Comme P'accordage en fréquence est dominé par le tirage (Cy, < 0), le mode
symétrique est & plus haute fréquence.

La modélisation du couplage des deux résonateurs prévoit I'existence d'un mode
symétrique et d'un mode antisymétrique lors de I’anticroisement. Si I’anticroisement
est observé expérimentalement, il n’a pas été possible de caractériser la nature sy-
métrique ou anti-symétrique des modes de résonance.




79

290V —
305,1 kHz
320 | e —
300}
280 —
————————
2601 50V
ﬁ 231.6 kHz
2 = / _
o 240 %
2
m f
g— 220
=
L

200 196 V —
232.4 kHz
_ﬂ’

180

50V
160 176,3 kHz
| | | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Tension DC (V)

FicuRre 3.7 Mode de vibration pour le modéle de couplage des deux résonances fondamen-
tales.

3.2 Couplage par contact de deux résonateurs

Cette partie décrit un autre mécanisme de couplage qui a été étudié suite a
I’observation accidentelle d’une auto-oscillation pour deux nanofils contactés 'un
avec l'autre.

Nous nous intéresserons a une situation particuliére liée a I'observation d’oscil-
lations spontanées ? oil les nanofils sont collés de telle maniére & ce que seulement
un des deux résonateurs collés puisse vibrer seul car ayant un nceud de vibration
précisément au point de contact des deux nanofils (voir Fig. 3.9).

2. voir le chapitre 9 pour la description du régime d’auto-oscillation dans cette géométrie
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3.2.1 Obtention d’un couplage fort par contact

Deux nanofils SiC simplement encastrés sont placés chacun sur un des blocs
nanomanipulateurs du testeur sous pointes UHV. Le nanofil de gauche (noté 1) est
le plus long (L; = 220 pm, d = 230 nm, f; = 7,2 kHz) et celui de droite (noté 2) est
plus court (Ls = 56 pum, d = 350 nm, fo = 96 kHz). Les deux nanofils sont paralléles
au plan d’observation (xy) et leur distance verticale (z) est minimisée en utilisant la
mise au point simultanée des deux résonateurs (Fig. 3.8).

F1GURE 3.8 Deux nanofils de SiC sur deux pointes disposées chacunes sur un des blocs
nanomanipulateurs (Z pour celui de gauche, XY pour celui de droite). La mise au point
est faite sur le nanofil de droite et le bloc Z est mis en mouvement pour obtenir la mise au
point du nanofil de gauche. Barre d’échelle 50 pm.

Comme un léger décalage vertical peut persister, les deux nanofils sont rap-
prochés avec une différence de potentiel DC de I'ordre de 20 V pour favoriser leur
rencontre. Une fois que les nanofils entrent en contact, ils forment une structure avec
un contact non glissant et ce méme en l'absence de tension DC appliquée (Fig. 3.9,
en haut). La résistance électrique des nanofils en série est typiquement de l'ordre du
G au TCQ.

Les résonances de la structure peuvent étre obtenues par excitation électrosta-
tique. Une des pointes est portée & une tension DC et I'autre a une tension AC
résonante. Les résonances sont particuliérement marquées lorsqu’un neceud du fil le
plus long se trouve proche du point de contact. Pour ces résonances, deux polarisa-
tions sont observées et montrent un contact sans glissement (Fig. 3.10).
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F1GURE 3.9 En haut : Deux nanofils de SiC en contact avec les pointes supports mises a la
masse. Observation de résonances par excitation électrostatique (Vpo =5V, Vac =10V)
pour les fréquences de 43,11 kHz (au milieu) et 48,51 kHz (en bas). Barre d’échelle 50 pm.

3.2.2 Fréquences et modes propres

Cette partie décrit mathématiquement la vibration couplée des deux nanofils
collés. La description des modes et fréquences de vibration se fait en ’absence de
potentiel électrostatique et donc d’accordage en fréquence électrostatique. Il s’agit
donc d’un probléme de couplage purement mécanique.

3.2.2.1 Modéle simplifié du couplage

La résolution des modes de polarisation transversale au plan d’observation est
proposée dans cette partie. L’hypothése est faite que les deux fils sont contac-
tés perpendiculairement (Fig. 3.11). Afin de simplifier I'écriture des équations du
mouvement des résonateurs couplées, on modélise le résonateur court par un sys-
téeme & un degré de liberté masse ressort. La fréquence de résonance associée est
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Ficure 3.10 Observation des résonances par excitation électrostatique au voisinage du
nceud de vibration (Vpe = 5 V, Vao = 10 V) pour les fréquences de 43,11 kHz (en
haut) et 48,51 kHz (en bas). Barre d’échelle 10 pm. Les deux fréquences de résonances
observées correspondent & deux polarisations remarquablement séparées en fréquence du
fait de ’asymétrie importante de la structure.

fo = v/ K/M/2mw. Le modéle sera donc pertinent pour les fréquences considérées
inférieures a la fréquence limite f; correspondant au deuxiéme mode du fil court
(f2 = 96 kHz).

4
g T P () z
v v

alx)

X

FIGURE 3.11 Le nanofil sur le support de gauche (1) est modélisé par une poutre ou le
déplacement selon Z est noté Y;(x,t) ot i = g ou d pour la partie gauche ou droite. Le point
de contact est noté x., compté a partir de I’encastrement du fil de gauche. Le nanofil 2 est
modélisé par un systéme masse ressort a un degré de liberté.

Un point important pour le systéme des deux nanofils contactés est la possibi-
lité d’induire une tension mécanique transversale 7' dans nanofil 1 en déplacant le
support du nanofil 2 selon la direction x (cf. Fig. 3.11). Pour décrire I’équation du
mouvement du nanofil 1, il est donc nécessaire de séparer 'onde mécanique en deux
parties

1, & gauche du contact, c’est-a-dire entre le début du nanofil 1 et le contact
avec tension mécanique.
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— 14 a droite du contact, c’est-a-dire pour la portion sans tension mécanique
du nanofil 1.
[’équation du mouvement de la poutre s’écrit en séparant la région gauche avant
le contact Y,(x,t) et la région droite apres Yy(x,t)

0?Y,(x,t) 0Y,(x,t) 0?Y,(x,t)
S g2 7 = 1
oz P T o e ! (3.10)
82Yd(9c, t) 84Yd<{£, t)
_ _— = 11
BIE + ET Dl 0 (3.11)

ou p est la masse linéique, E le module de Young, Z le moment quadratique du fil 1.
On remarque que le terme de tension mécanique 7' n’est que dans I’équation 3.10.
En effet, lorsque le support du nanofil court 2 est déplacé dans la direction x, il
n’entraine une tension mécanique 7" que dans la portion de gauche du nanofil 1.

Avec des solutions de la forme Y;(x,t) = Yipetek®  les relations de dispersion
associées aux équations 3.10 et 3.11 sont

pw? = ETk,* — Tk, (3.12)
pw? = ETky (3.13)

Les solutions de I'équation d’onde s’expriment

Yy(x) = Acoshkrx+ Bkrsinhkgx + A’ coskjx + B'krsinkiz  (3.14)
Ya(xr) = Ccoshkr + Dsinh ke + E coskx + Fsinkx (3.15)

ol 1; est la partie spatiale des solutions de Y;(x,t) ou ¢ = g ou d. kg et k; sont défini
comme dans la partie 2.4.1 sur 'accordage en fréquence

T\ pw? T

kr = — = 3.16
T \/(ZEI) BT T 2mT (3.16)

T T\ pw?
kp = A| —— — — 3.17
f 0BT \/(2EI> BT (8:17)

et pour la partie libre
frw?

k=" 3.18
ET (3.18)

Signalons que les degrés de libertés du systéme couplé sont au nombre de 9 a
savoir les coefficients A, A’, B, B’ pour le forme de I'onde & gauche, les coefficients
C,D, E, F pour 'onde a droite et enfin la pulsation w. Les conditions aux limites
sont au nombre de 8 et seront explicitées par la suite

— 2 pour la condition d’encastrement du nanofil de gauche en z = 0,

4 pour le raccordement de 'onde de gauche et de 'onde de droite
— 2 pour l'absence de couple et de force a 'extrémité libre a droite en z = L.
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Les conditions aux limites sont I’encastrement parfait en x =0

Yg(0) = 0 (3.19)
g (0) = 0 (3.20)
(3.21)

Elles permettent d’exprimer A’ et B’ en fonction de A et B
Yy(x) = A(cosh krx — cos krx) + B(kysinh kpx — kg sin k;x) (3.22)

Au point de contact des deux fils, on suppose un contact pivot parfait qui exerce
uniquement une force locale sans couple avec

vy = vl (3.23)
‘% _ % ) (3.24)
‘ - EICS);%’ - % - —EICS;éd — T% — MW, + Kb, (3.26)

Te
ol toutes les fonctions 1; sont prises a la position du contact x.. K et M sont
la raideur et la masse effective du résonateur 2 calculées pour un déplacement a la
position du contact 1, (z.) = ¥4(z.). L’équation 3.23 traduit la continuité du nanofil
entre la partie gauche et la partie droite, I'équation 3.24 traduit la conservation de
I’angle au contact de la partie de gauche a la partie de droite, I’équation 3.25 traduit
I’équilibre du couple au point de contact et I’équation 3.26 traduit 1’équilibre des
forces au point de contact. Pour cette équation, on peut signaler un terme lié¢ a la
force qu’exerce la partie gauche sur le contact, un terme lié a la partie de droite et
un point lié a la force de rappel et a 'inertie puisque le point de contact correspond
également & la position du nanofil 2.

Il faut rajouter la condition de I'extrémité libre du résonateur a la partie droite

d2
djj( L) = 0 (3.27)
3
Cil;/;d(Ll) = 0 (3.28)

(3.29)

Aprés avoir éliminé les variables A’ et B’, I'ensemble des conditions limites res-
tante s’écrit

—=0 (3.30)

SO QW e
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ol M est une matrice 6 X6 définie en annexe A provenant directement de I’expression
des conditions aux limites énoncées précédemment en utilisant les fonctions v, et 1,.
La matrice M fait notamment apparaitre les vecteurs d’onde kg, k; et k& dépendant
de w (on notera par la suite la matrice M (w) pour souligner cette dépendance).

Pour la suite, les fréquences propres de vibration seront obtenues pour les valeurs
de w annulant le déterminant de la matrice M(w). Le vecteur propre associé a
une annulation du déterminant de M correspond aux coefficients A, B,C, D, E, F
(et donc A’ et B’) donnant la forme des modes de vibration du nanofil 1. Cette
procédure sera mis en ceuvre dans les parties qui suivent pour la résolution des
modes de vibration avec en sans tension mécanique induite par le déplacement du
nanofil 2.

3.2.2.2 Solutions en ’absence de tension

En D'absence de tension 7' induite par le déplacement du fil court, les relations
de dispersion pour la partie gauche et droite 3.10 et 3.11 prennent la méme forme

pw? = ETK? (3.31)

définissant le méme vecteur d’onde a gauche et a droite du point de contact. Les
solutions non nulles du systéme couplé vérifiant les conditions aux limites (Eq. 3.30)
s’obtiennent pour 'annulation du déterminant de M(w). Les fréquences de résonance
du systéme couplé sont présentées pour la fréquence normalisée par la fréquence
fondamentale du fil 1 (Fig.3.12). La position du contact est rapportée a la longueur
du fil. Lorsque le contact est a la position 0, les modes de vibration sont ceux du
résonateur 1 libre.
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F1GuRE 3.12 Fréquence de résonance des deux modes de plus basse fréquence en fonction
de la position du contact sur le fil 1. Quatre valeurs de fréquence sont choisies. Le trait
pointillé correspond a la fréequence fondamentale du fil 2 non couplé. (a) fo/f1 = 3,5. (b)

fg/fl = 7,3. ((‘) fg/fl = 7.841. (d) fg/fl =0.

Quatre valeurs de fréquence pour le fil 2 ont été choisies pour illustrer les régimes
de couplage sans tension en fonction de la position de contact

(a) fo = 3,5f1 en Pabsence de couplage, la fréquence du résonateur 2 se trouve
entre les fréquences de résonance des deux premiers modes du résonateur 1.
Pour le mode de plus basse fréquence (K > Mw?), la raideur domine dans
le couplage et entraine une augmentation de la fréquence de résonance, pour
I'autre mode dominé par linertie (M > K/w3) la fréquence diminue. T1 est
intéressant de remarquer que pour une position de contact xz ~ 0,785Lq, la
fréquence haute retrouve sa valeur non couplée. Cela était attendu puisqu’il
s’agit précisément de la position du nceud du deuxiéme mode de vibration du
fil 1 libre.

— (b) fo = 7,3f1 la fréquence du résonateur 2 est supérieure au deuxiéme
mode du résonateur 1. En dehors du collage sur le nceud du deuxiéme mode,
le couplage entraine systématiquement une augmentation de fréquence. Le
mode de plus basse fréquence présente un maximum pour une position de
collage proche du noeud du deuxiéme mode libre
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— (¢) fo = 7,841 f les fréquences des deux premiers modes couplés sont confon-
dues en z ~ 0,785L;. Un mode posséde un nceud la position du contact et
pas l'autre.

— (d) f2/f1 = 9les modes se sont “croisés”, ce qui veut dire que le mode de plus
basse fréquence posséde un nceud alors que le suivant n’en posséde pas.

3.2.2.3 Solutions avec tension mécanique

11 est possible de déplacer le fil 2 selon la direction x pour induire une tension dans
la partie gauche du fil 1. Les fréquences obtenues sont représentée sur la figure 3.13.

La figure 3.14 est une représentation de I'amplitude de vibration au point de
contact en fonction du point de contact et de la tension mécanique pour le mode
normalisé.

A partir de la carte de la figure 3.14, on peut dire que lorsque le contact a lieu
en un point x. > 0, 7814, il existe toujours un tirage qui permet de changer la forme
du mode de vibration tel qu’un mode de vibration posséde un nceud au point de
contact x..

Conclusion du chapitre

Le couplage de deux résonateurs par une force électrostatique permet d’observer
la vibration collective de résonateurs de fréquences proches. Grace aux accordages
en fréquence propres a chaque résonateur, il est possible d’observer ’anticroisement
des résonances en fonction de la tension électrique.

Une structure élémentaire a base de deux résonateurs collés par les forces de
contact a été étudiée. Les fréquences et les modes de vibration des résonateurs cou-
plés sont décrits par la mécanique des milieux continus en introduisant les conditions
aux limites associées au collage. Il a été vu qu’il existe une continuité des positions
de collage pour lesquelles seul un des deux résonateurs peut étre mis en vibration.
Ce phénomeéne est lié & la dépendance de la forme des modes de vibration avec la
tension mécanique induite par la déformation statique de la structure.
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FIGURE 3.13 Fréquence de vibration des deux modes de plus basse fréquence (mode 1 en
haut, mode 2 en bas) en fonction de la position du contact normalisée par la longueur L; et
la tension normalisée T, = TL;%/ET. La zone de compression (T < 0) pour une position
de contact proche de I'extrémité du fil 1 donne une instabilité de pull-in (la fréquence du
mode fondamentale tend vers 0 & mesure qu’on s’approche de la zone de pull-in).
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amplitucle de vibration au contact

r 10.07

r -10.06

r ~0.05

tension

r ~0.04
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F1GURE 3.14 Amplitude de vibration au point de contact en fonction de la position du
contact normalisée par la longueur L; et la tension normalisée T), = TL12/EI. La ligne
blanche marque un noeud au point de contact pour la tension associée. Pour T" = 0, on
retrouve la valeur x = 0, 7851, trouvé dans la partie 3.2.2.2 sans tension.
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Chapitre 4

Nanoélectromécanique non linéaire
des résonateurs simplement encastrés

Les premiers travaux sur la vibration non linéaire des nanofils simplement encas-
trés proviennent d’une technique d’observation originale en terme de nanomécanique
qui se trouve étre la microscopie par émission de champ (voir la partie 4.2.1.1). Cette
méthode d’observation permet d’obtenir dans tout le plan perpendiculaire & un na-
nofil la trajectoire lors de la vibration. Cette capacité expérimentale a permis la
caractérisation d’une vibration non planaire pour des nanofils, plus difficilement ob-
servable par une méthode d’imagerie de type MEB avec un résonateur dans le plan
d’observation.

Les effets non linéaires dans la vibration des nanofils sont abordés dans ce cha-
pitre & dominante théorique. Un traitement générique de forces non linéaires cu-
biques est présenté dans la premiére partie avec une application dans la deuxiéme
partie du chapitre au couplage non linéaire des polarisations en un mouvement circu-
laire de vibration. La fin du chapitre est un traitement analytique de ’amplification
paramétrique c’est-a-dire de l'effet d’un forcage paramétrique sur la résonance d’un
oscillateur harmonique amorti.

4.1 Non linéarité pour un oscillateur a4 une dimen-
sion

4.1.1 Termes non linéaires pour la vibration sur une polari-
sation de vibration

La description des résonances mécaniques des nanofils a été proposée dans un
cadre linéaire dans la partie 2.3. Cette approche n’est valable que pour les faibles
amplitudes de vibrations et des termes non linéaires doivent étre introduits pour
rendre compte des vibrations de plus large amplitude. L’origine des non linéarités
peut étre attribuée a deux types de mécanismes.
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Non linéarités géométriques On considére la vibration transversale d’un nanofil
orienté selon 'axe z. Comme le fil est supposé inextensible, le mouvement selon la
direction de vibration entraine un déplacement du nanofil selon z au deuxiéme ordre.
La mise en équation de cet effet sera détaillée dans la partie 4.2.2 et méne, a I'ordre
le plus bas, a un terme cubique inertiel et & un terme cubique dans la force de rappel.

Non linéarités par I’environnement électrostatique En présence d’'une ten-
sion DC entre le résonateur et une contre électrode, la force électrostatique entraine
au premier ordre une variation de la fréquence de résonance des modes de vibration.
En développant la force de rappel & des ordres supérieurs, on peut également faire
apparaitre des termes non linéaires d’ordres supérieurs.

4.1.2 Oscillateur de Duffing forcé

L’objet de cette partie est de présenter une méthode de traitement analytique
de l'oscillateur de Duffing rendant compte d’une non linéarité cubique sur la force
de rappel d’un oscillateur harmonique.

On consideére le modéle de Duffing avec une non linéarité sous forme d’une force
de rappel additive cubique

T+ %i + wo’x + WOZ%x?’ = [coswet (4.1)

ou x est la variable de position, wy la pulsation propre et @) le facteur de qualité
du mode de vibration considéré. Le forcage est d’amplitude f a la pulsation w,. Le
terme a3 traduit une non linéarité sur la force de rappel qui peut s’interpréter a
I’aide d’une amplitude caractéristique sous la forme

2

wWo? <1 + %ﬁ) T = wpy? (1 + * ) x = kyrw (4.2)
3 T2
avec Pamplitude caractéristique z. = 1/3/as. Qualitativement, on peut dire que la
pulsation associée a la raideur effective kn, est wy pourvu que x soit suffisamment
petit devant z..
Plus précisément, le décalage en pulsation associé a une amplitude caractéristique
7 est dw = wo(1/2)x?/x.2. Ce décalage fait entrer le résonateur dans un régime non
linéaire lorsqu’il devient comparable & la largeur de la résonance wy/@. En d’autres
termes, la condition de linéarité s’écrit 2? < 2.2/Q.
En adimensionnant le temps par 1/wg, on obtient

1 o
P+ —i+x+ —a® = feoset (4.3)
Q 3
ol € = we/w ~ 1 est la pulsation normalisée.
Les solutions forcées en régime faiblement non linéaire sont de la forme =z =
Acos(et — ) ou de maniére équivalent de la forme x = A coset, en translatant dans
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le temps de /e avec une excitation fcos(et + ¢). L’équation du mouvement 4.3
s’écrit en ne gardant que les termes a la pulsation normalisée €

(1—62)144—}10[3/13 = fcosp (4.4)
éA = fsingp (4.5)

ou sont séparés les termes en phase (Eq. 4.4) et en quadrature de phase (Eq. 4.5)
avec la solution A coset. L’expression pour 'amplitude A des solutions est obtenue
en ajoutant le carré des deux lignes
iafy?’ + 1043(1 -V + ((1 — )+ i) YV-f2=0 (4.6)
16 2 Q?
ou Y = A?. Les solutions analytiques de 4.6 peuvent étre obtenues par la méthode de
Cardan. Une résolution numérique est utilisée pour présenter I’'amplitude en fonction
de la fréquence d’excitation pour 3 amplitudes d’excitation (Fig. 4.1). On choisi le
cas o« = &1' et 3 valeurs de fQ ont été choisie pour illustrer le comportement
Poscillateur de Duffing.

0.16
0.14
0.12

0.1

Amplitude
o
o
Qo

0 0,03

] T T l T T
&99 0992 0994 099 0.998 1 1.002 1.004 1.006 1.008 1.01
Pulsation normalisée (m/mo)

FicUure 4.1 Amplitude de vibration pour un oscillateur de Duffing en fonction de la pul-
sation normalisée. a3 = 1, () = 1000.

— f@Q = 0,03 forcage quasi linéaire. L’amplitude a la résonance xmax est faible.
Le terme non linéaire modifie peu la forme de la résonance lorsque le décalage

1. Dans un cas plus général, il est possible de renormaliser x et f pour se ramener & o = 1




4. NANOELECTROMECANIQUE NON LINEAIRE DES RESONATEURS SIMPLEMENT
94 ENCASTRES

en fréquence non linéaire est petit devant la largeur linéaire de la résonance
(:EmaXZ < 1/Q 1. €. Tmax K ZEC/?)\/@)

— fQ = 0,07 forcage dans un régime faiblement non linéaire. La courbe de
résonance devient asymétrique vers les hautes fréquences (vers les basses fré-
quences pour o = —1). Cet effet s'interpréte par une raideur non linéaire
augmentant en moyenne avec l'amplitude de vibration et qui a pour consé-
quence un décalage a forte amplitude vers les hautes fréquences.

— f@Q = 0,16 forcage en régime non linéaire. Il apparait une plage de fréquence
pour laquelle 3 solutions d’amplitude coexistent. La solution intermédiaire est
instable. Les deux autres solutions stables se traduisent en un cycle d’hysté-
résis qui peut étre observé en augmentant puis en descendant continiiment
la fréquence d’excitation. Pour les plus fortes excitations, la plage de vibra-
tion peut étre trés grande devant la largeur linéaire de résonance (Cho et al.,
2010).

4.2 Couplage a deux dimensions : vibration en cercle

L’introduction de termes non linéaires dans le mouvement d’un résonateur peut
entrainer Papparition d’un mouvement non planaire (Conley et al., 2008) voire chao-
tique (Chen et al., 2010; Karabalin et al., 2009). Dans cette partie, 'observation d’un
mouvement circulaire est considérée (Perisanu et al., 2010).

4.2.1 Observation de polarisation circulaire
4.2.1.1 Microscopie a émission de champ

La microscopie par émission de champ permet d’observer le mouvement d’un na-
nofil dans tout le plan de vibration. Les nanofils sont placés dans une enceinte UHV
dédiée (Fig. 4.2) et la position du nanofil est observée par émission de champ électro-
nique ot les électrons émis par 'extrémité du nanofil sont observés en projection sur
un écran de détection photomultiplicateur MCP (Micro-Channel Plate). L’émission
d’électron par le nanofil est obtenue en appliquant une différence de potentiel entre
le nanofil et une électrode extractrice placé proche. Le fort champ électrique régnant
a I'apex du nanofil est suffisant pour arracher des électrons au nanofil et générer un
courant électrique a travers le vide séparant le nanofil de I’écran de projection.

Les résonances mécaniques des nanofils sous émission de champ se traduisent
pour les vibrations transversales par un élargissement de la tache électronique sur
I’écran de projection 4.3.

4.2.1.2 Microscopie électronique a transmission

Les résonateurs a base de nanotubes de carbone ont montré des mouvements de
vibration circulaire sous TEM. Une observation partielle du plan de vibration est
possible pour les résonateurs qui ne sont pas dans le plan d’observation (Fig. 4.4).
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F1GURE 4.2 Le nanofil est dans une enceinte UHV. Une tension négative de quelque cen-
taines de Volts est appliquée au support du nanofil et les électrons sont émis en projection
sur un écran d’observation. Une tension alternative est ajoutée sur l'extractrice pour exciter

les résonances du nanofil.

FIGURE 4.3 (a) Tache électronique d’émission de champ sur 'écran de projection. (b)
Nanofil en résonance selon une polarisation rectiligne horizontale. (c¢) résonance avec une

polarisation en cercle.
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FIGURE 4.4 Résonance mécanique d’un nanotube de carbone.

4.2.2 Couplage non linéaire des polarisations

Cette partie théorique décrit 1'établissement de I’équation du mouvement non
linéaire couplant deux polarisations dans le plan de vibration. L’approche utilisée
provient de la description de Nayfeh et Pai (1989); Pai et Nayfeh (1990).

Les deux polarisations d’'un mode de vibration ne sont pas par définition linéai-
rement couplées. Pour faire apparaitre des termes de couplage entre polarisations, il
faut faire intervenir un développement non linéaire de I’équation du mouvement. La
méthode utilisée pour faire apparaitre ces termes non linéaires est de considérer la
densité de lagrangien du résonateur. Le résonateur de longueur L est orienté selon
z et il est défini par ses coordonnées {z(s,t),y(s,t),z(s,t)} ou s est 'abscisse cur-
viligne, s € [0 1]. Au repos, le résonateur est rectiligne et orienté selon la direction
z, ce qui s’écrit

x(s) 0
L{ y(s) | =L 0 (4.7)
z(s) s

La densité de lagrangien s’écrit comme l'intégrale de 1'énergie cinétique linéique
Ec(s) et de I’énergie de courbure linéique Ek(s) le long du résonateur

L = /O[Ec(s)+EK(s)]ds

Yrur? EIL*
_ / |:M_(.2+y2+2-,2) o 5 (x”2+y"2+z”2>] Lds (4.8)
0

2

ol ¢ = 0q/dt et ¢ = Dq/0s, ¢ = z,y ou z. Si lécriture de I'énergie cinétique d'un
élément ds du nanofil dans I'équation 4.8 est évidente, I’établissement du terme de
courbure est plus fastidieux. On pourra néanmoins se convaincre que ’expression
donne le bon résultat lorsque y” = 0 et z” = 0, c’est-a-dire pour un repére x,y, z
orienté de telle sorte que la courbure du nanofil est seulement dans la direction =x.

Une normalisation appropriée de L, pu et EI permet d’écrire 1'équation 4.8 avec
les variables d’espace normalisées

1
i 9 . EI
L= /0 {5 (* +9* + 2°) — 5 (x”2 +y" + z”2)} ds (4.9)
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L’hypothése centrale pour I’établissement de I’équation du mouvement non li-
néaire est la condition d’inextensibilité du fil. Le vecteur élémentaire localement
paralléle au fil est

U=y |ds (4.10)

Z/

La condition d’inextensibilité locale correspond a la conservation de la norme de
oU /ds

(x’2 oy 4 z’2> ~1 (4.11)

ou la valeur de la constante est 1 puisque I'intégration de I’équation 4.11 de 0 a 1

donne la longueur normalisée 1 du fil.
La condition 4.11 permet d’exprimer la variable z comme

o(s) = /0 -2 - (53 (4.12)

Les termes non linéaires d’ordre le plus bas seront donnés pour un développement
de la racine carré a ’ordre 2 en déplacement

2(s) = /O S (1 . % <x’(§)2 + y’(§)2)) d3 (4.13)

La composante du lagrangien £y, donnant les termes non linéaires dans 1'équa-
tion du mouvement s’obtient en exprimant les variables Z et 2z’ dans I’expression du
lagrangien (Eq. 4.9) a 'aide de 'expression 4.12 :

1 s 2 2
Lyp= /0 [g (/0 % (¢ +y67) d§) - % (% (#/5% + y’(§)2>) ] ds
(4.14)
ou le lagrangien est £ = K(i,y) — V(z,y) + Ly, ou K et V sont les énergies
cinétiques et potentielles quadratiques habituelles (c’est-a-dire provenant de 'équa-
tion 4.9 ou les termes non linéaires 22 et 2’? ne sont pas pris en compte).

Pour expliciter Ly, on utilise I’hypothése d’'un mouvement faiblement non li-
néaire c’est-a-dire quand la forme des modes de vibration est celle du modéle linéaire.
Dans la suite, n désigne I'ordre du mode de vibration considéré.

Le déplacement du nanofil est sous la forme d’une onde stationnaire, ¢’est-a-dire
exprimé comme la forme du mode f,(s) dépendant de I'abscisse curviligne s multi-
pliée par "amplitude dépendant du temps X () et Y (¢) pour les deux polarisations.

Tn(s,t) X(t)fn(s) )
= 4.15
( TACK) ) ( V(1) fals) (4.15)
ol on précise que les fonctions f,, sont normalisée f,,(1) = 1, de sorte que "amplitude
a lapex (s = 1) corresponde a X (t) et Y (¢) pour les deux directions de vibration.
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En utilisant pour z et y la forme de I'équation 4.15, le lagrangien s’obtient a
partir de I’équation 4.14 en intégrant selon s

VU oo 22k .
L= T (X2+Y2)+—m2’ (XX*+VY?) = 2 (X2 4 y?) —%(XQJrYQ)Q

2 2 2
(4.16)

avec les masses et raideurs effectives linéaires et non linéaires définies par I'intégra-
tion selon s de la partie spatiale des modes x,,(s,t) et y,(s,t)

1

mi, = u/ fn(s)?ds (4.17)
’ 1

ki, = EI / Fals)ds (4.18)
0

Moy = g/o [/0 fn'(§)2d§} ds (4.19)
EI (!

b = 5 [ S (1.20)

ot pour tous les modes sans tension m; , = 0,254.
L’équation du mouvement s’obtient par
d [oL oL
— = === (4.21)
dt |ox oX

ou X = X, Y. Avec 'expression 4.16 de L, les équations du mouvement s’écrivent
(ma+ma (X2 Y2)) X+ (b + 20 (X2 4Y2) +my (X2 472)) X = 0

(ma+mz (X2 4 V)V 4 (ki + 2% (X2472) +mp (X2472)) Y = 0

4.2.3 Solutions de polarisations rectilignes et circulaires

Dans cette partie, deux types de solutions non linéaires limites sont considérées :
une de polarisation rectiligne et I'autre de polarisation circulaire ?. La dynamique de
chacune des polarisations prises séparément de I'autre sera considérée et les domaines
d’existence des deux solutions seront confrontés.

4.2.3.1 Solutions libres sans dissipation

A partir des équations du mouvement dans le plan XY, I'équation du mouvement
pour une polarisation rectiligne s’écrit

(ma +maX?) X 4 (ki + 26X + maX?) X =0 (4.22)

2. Le terme de polarisation sera employé dans une description non linéaire méme s’il peut porter
a confusion : il ne s’agit pas d’'un mode linéaire au sens des polarisations d’une onde électromagné-
tique par exemple.
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Les solutions périodiques libres X = A| coswt donnent la relation

1
(m1 + §m2A2) w® = ky + gk2A|2 + 17”'12(A)2A|2 (4.23)
soit i 1 /3K
2 1 2 M2 2

Les solutions pour une polarisation circulaire s’obtiennent en introduisant les

variables (R, ¢)

X = Recos¢ (4.25)
Y = Rsing (4.26)

et avec la somme du carré des équations du mouvement

(my +moR?) (R — R$?) + (kl + 2ky R? + mo(R? + qu's?)) R=0 (4.27)

Les solutions polarisées circulairement sont de la forme R = A, ¢ = w. On a
donc

(m1 -+ mngz) CU2 = k’l —+ Qk’QAOQ -+ m2A02w2 (428)
soit N o
2 1 2 2
= — |1+ —A, 4.29
R AGE (1.29)

4.2.3.2 Solutions forcées avec dissipation

On considére les équations du mouvement pour des polarisations rectilignes
(Eq. 4.22) et circulaires (Eq. 4.27) avec des termes de forcage et de dissipation
supplémentaires. Pour une solution polarisée rectilignement X = Ay cosw,t

1 3
—wez <m1 + §m2A32) AR + (]{71 + 5]4321432) AR = fCOS(,O (4.30)

W
2wAr = fsing (4.31)

Q
ol F'est la force agissant sur le mode polarisé rectilignement et () le facteur de qualité
linéaire. Pour la polarisation circulaire d’amplitude Ac et de vitesse angulaire w,
on trouve

—m1w€2AC + (k’l + 2]{321402) AC = f COS ¢ (432)
%wAc — fsing (4.33)

ol on a supposé que la méme force f agissait sur la polarisation circulaire que sur
la polarisation rectiligne.
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En sommant les carrés des lignes 4.30 et 4.31 pour les polarisations rectilignes
et des lignes 4.32 et 4.33 pour les polarisations circulaires, on obtient une équation
de degré 3 comparable a 'équation 4.6 pour le modéle de Duffing avec cette fois
ci les variables Vg = Agr® et Yo = Ac? La résolution numérique de 1'équation
obtenue donne 'amplitude des deux modes de vibration non linéaires en fonction de
la pulsation normalisée (Fig. 4.5). On considére le premier mode de vibration pour
lequel mo1 = 1, 1492 mi et k’g,l = 0, 409 kl,l-

0.7r rectiligne
cercle
0.6r
Qf=0.175
0.5
]
504
£ Qf=0.15
£
< o3t
of=0.125
Qf=0.1
0.1F A Qf = 0.075
A Qf = 0.05
0 s ‘ ‘ ‘ ‘ Of=0.025_,
1 1.005 1.01 1.015 1.02 1.025 1.03 1.035

Fréquence normalisée

F1GURE 4.5 Amplitude de vibration en fonction de la fréquence normalisée pour les modes
de vibration non linéaires polarisés rectilignement et circulairement. Le facteur de qualité
linéaire est (Q = 1000 et ’excitation est f. Les courbes correspondent & un balayage de la
fréequence d’excitation montant.

Les solutions polarisées rectilignement et circulairement ont chacune un coef-
ficient de raideur non linéaire positif. Ce coefficient est néanmoins beaucoup plus
important dans le cas de la polarisation circulaire. Au voisinage de la fréquence
naturelle, il existe une zone ot les deux solutions coexistent a priori mais pour les
fréquences suffisamment importantes, seules les solutions polarisées circulairement
dominent.

4.2.4 Tension mécanique

Le formalisme développé précédemment permet d’établir I’équation du mouve-
ment linéaire et non linéaire en présence de tension mécanique.

Les effets d’'une tension mécanique peuvent étre pris en compte en considérant
un champ de force uniforme selon Z. Le lagrangien s’écrit

Z/Ol {g('uy?) — % (z”2+y’/2)] ds+T(z—1) (4.34)
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soit en utilisant 'expression 4.13

! EI T
L= / {g (:1':2 + y'2) -y (1:"2 + y"2) ds — ) (1:’2 + y’2>] ds (4.35)
0
Les équations du mouvement sont
0%z o 0%z
2 4 2
Oy Ela— - Ta— = 0 (4.37)

W+ Bl T
ou pour les petits mouvements, la variable s se confond avec z. On peut remar-
quer que l’équation du mouvement obtenue pour la tension est celle utilisée sans
justification dans la partie 2.4.1.2.
Les solutions linéaires de ce systéme sont notées

r = X@)fu(T,s) (4.38)
r = Y()fu(T,s) (4.39)

et coincident avec les solutions sans tension (Eq. 4.15) pour T = 0.
Le développement de la racine carré a 'ordre 4 en déplacement est

2(s) = /0 (1 . % ($’2 + y’2) + % <x’2 + y’2>2> d3 (4.40)

Le lagrangien d’ordre 4 est

L=K Vit Lao(T) (4.41)
Lni(T) = /01 [H</S gt ( +y )d~>2 - E(i <x’2+y/2>)2+ g (a:’2+y’2)2] ds
(4.42)

et K et Vr les énergies cinétiques et potentielles quadratiques avec tension.
On obtient alors pour le mode n

,n n /-y y 2 k n k n
L= m21 (X2 + YQ) + —m22 (XX +vy?h) - (X4 Y?) - (X2 v?)
(4.43)
avec les masses et raideurs effectives linéaires et non linéaires définies par
1
mi, = ,u/ fulT, s)st (4.44)
0
1
k. = EI / £ (T, s)ds (4.45)
0

May = b / 1 { / 8 fn’(T,é)ng} ds (4.46)

kom = /fn (T, s)*1," (T, s ds——/ £(T, s) ds (4.47)
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4.3 Forcage paramétrique

Le forcage paramétrique d'un oscillateur correspond & une situation o un ou
plusieurs paramétres de l'oscillateur est dépendant du temps. C’est par exemple le
cas pour un oscillateur dont la raideur est variable dans le temps.

Pour un résonateur forcé électrostatiquement, la dépendance en temps de la
raideur peut étre introduite par un développement limité de la force capacitive

1dC
Flee = §d_X(

soit autour de la position d’équilibre X = xg+x pour les termes avec une dépendance
explicite en temps

Vbe — Vac)? (4.48)

dc d*C
Falee = —VpcVac(t) (d_X(xO) + de2 (170)) (4.49)
avec I'hypothése Vi o < Vpe.
L’équation du mouvement s’écrit alors
mi + 't + [k + Ak(t)|x = fe (4.50)

ou on a fait apparaitre les termes de raideur dépendant explicitement du temps
A/{?(t) = VpchchC/dXQ et fe = —VDchch/dX.

Forgage paramétrique pur Pour une géométrie telle que dC'/dX = 0, 'équa-
tion 4.50 s’écrit w

i+ 5% +wl(1+ A1)z =0 (4.51)
avec wp? = k/m, wo/Q = T'/m et wy?(t) = Ak(t). En redimensionnant le temps
par 1/wp, on obtient la forme équivalente

1
T+ éx +(14+At)z=0 (4.52)
La solution d’équilibre de I'équation 4.52 x = 0 peut étre rendue instable lorsque avec
A(t) = Ao cos(2wt + @) avec w ~ wy et Ay suffisamment grand . Le seuil d’instabilité
correspond a des solutions harmoniques z = x1 coswt c’est-a-dire

(1 — w?) coswt — % sinwt 4+ Ao cos(2wt + ¢) cos(wt) = 0 (4.53)
soit en utilisant cos(2wt + @) cos(wt) = (cos(3wt + @) + cos(wt + ¢))/2
A
(1—w?) + 70 cos¢p = 0 (4.54)
—% + %Sincb =0 (4.55)

3. ¢ est le déphasage entre l'excitation & 2w et x. Il est introduit dans le terme d’excitation
plutot que dans 'amplitude du mouvement pour simplifier 'obtention des équations 4.54 et 4.55.
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Ao = 2\/(1 — W2 (%)2 (4.56)

soit

0.2

Instable

0.1F

Forgage A

Stable

L I
0.96 097 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04
Fréquence normalisée

FIGURE 4.6 Carte de stabilité d'un oscillateur harmonique forcé paramétriquement (A(t) =
Ao cos(2wt 4 ¢)). La fréquence est normalisée & la fréquence de résonance et @ = 100.

Dans la limite ¢) > 1, le seuil minimal est obtenu pour une excitation a deux
fois la fréquence de résonance avec

Nos — = (4.57)

Forcage paramétrique et excitation résonante Cette partie concerne le trai-
tement analytique du mécanisme d’amplification paramétrique (Karabalin et al.,
2009; Eichler et al., 2011; Wu et Zhong, 2011).

Le forcage paramétrique peut étre interprété comme une compensation effective
de la dissipation. On doit donc s’attendre a une évolution de la dissipation effective
d’un oscillateur forcé paramétriquement méme pour une excitation paramétrique
en dessous du seuil. Pour sonder la résonance il faut introduire une excitation a la
pulsation w et une excitation paramétrique a la pulsation 2w

1
T+ ax + x = cos(wt) + Az cos(2wt + @) (4.58)

avec les solutions de la forme z = xy cos(wt + ¢), les paramétres libres étant z et ¢.
Le déphasage entre les deux excitations est dp. En introduisant x dans 1’équation
du mouvement 4.58, on obtient pour coswt et sinwt

A
—w?xy cos ¢ — 220 gin ¢+ xocos o — % cos(p—¢) = 1 (4.59)

Q
A
w?zgsin ¢ — % CoS ¢ — Tosin ¢ + % sinfp —¢) = 0 (4.60)
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A partir de I’équation 4.60, on peut mettre en facteur cos ¢ et sin ¢

(%sin@—%) cos ¢ + <w2—1—%coscp) sing =0 (4.61)

En utilisant la relation cos? +sin? = 1, on trouve pour les phases

1+ 2 cos p — w?

cosp = - (4.62)
: w 2
\/<%smg0—§> +(1+%COS¢—UJ2)
Ao w
2sing — £
sing = 2 @ (4.63)

2
\/@sin@— %) + (1+%cosg0—w2)2

L’amplitude est donnée a partir de I'équation 4.59

A 9 wooA ) B
Zo [(1—§cos<p—w)cos¢—(a+§sm¢)sm¢ =1

soit

2
A A 2
\/(551ng0— %) + (1 + §Cos¢_w2)
A2
(1-w?)? =5 +(5)?
[’amplitude de vibration en fonction de la fréquence est représentée en unités
normalisées pour plusieurs valeurs d’excitation paramétrique sur la figure 4.7

Conclusion du chapitre

La notion de non linéarité d’un oscillateur amorti a été présentée avec le traite-
ment générique d’une non linéarité cubique appliquée au modéle de Duffing. Pour
les nanofils simplement encastrés, les termes non linéaires liés a 'inextensivité des
résonateurs en mouvement donnent lieu & un couplage non linéaire entre les polari-
sations linéaires de vibration. En lien avec les observations expérimentales, la notion
de polarisation non linéaire est utilisée pour décrire une vibration en cercles des
résonateurs. La derniére partie du chapitre est consacrée & la notion d’amplification
paramétrique ou il est montré qu'une excitation a la fréquence double de 1'oscillation
permet de modifier les fréquences de résonance et dissipations effectives.
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FIGURE 4.7 (en haut) Amplitude de vibration en fonction de la fréquence d’excitation (Q =
100) pour 5 valeurs d’excitation paramétrique (normalisées par la valeur Ay ;, = 0.02).
(en bas) Carte de stabilité avec I'amplitude de vibration dans la région stable.
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Chapitre 5

Dissipation électrostatique

Ce chapitre concerne le couplage de résonateurs résistifs avec leur environnement
par une capacité chargée électriquement par une tension statique. Nous verrons
notamment que ce type de couplage est universel puisqu’il traduit 'existence d’'un
amortissement vibratoire causé par un déplacement de charges électriques associé
au mouvement d’un résonateur.

5.1 Contexte de I’étude

Ce travail a notamment été motivé par des mesures effectué dans I’équipe inspi-
rées par le phénomeéne de “shear force” (Karrai et Tiemann, 2000). La shear force *
est observée lorsqu’un résonateur vibre parallélement & une surface pour des dis-
tances de 'ordre de quelques nanomeétres dans un vide suffisamment poussé pour
que la friction visqueuse soit assurément négligeable (voir Fig. 5.1).

pZ thher 50 T T 7T g T v rrrr 1 171 14
D e -

[
-|l|_‘>% 20

@ 10 ‘
7z piezo rani i A
S 0

32550 32600 32650 32700
Dither excitation (Hz)

30

x peak to peak (pm)

FIGURE 5.1 (d’apres Karrai et Tiemann (2000)) schematic experimental setup. The micro-
scope is operated in vacuum (81077 mbar). The tip is a cut 25-pm gold wire ; the sample is
atomically flat graphite or cleaved n-doped GaAs. The piezoelectric dither excites the me-
chanical resonance of the quartz tuning fork. The corresponding piezoelectric signal from
the fork is shown in the left panel as a function of the tip-sample distance.

1. Force de cisaillement
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Dans larticle de Karrai, la dissipation shear force est attribué a l'intervention
d'un troisiéme corps, c’est-a-dire de molécules de gaz transportant de la quantité
de mouvement entre I'apex du résonateur et la surface proche. Les mesures de Siria
et al. (2012) sur un nanofil beaucoup plus léger que le résonateur millimétrique de
Karrai ont montré que le terme de viscosité proposé est bien trop important puisqu’il
aurait pour conséquence de tuer complétement la résonance du nanofil.

Une des premiéres pistes qui a été proposé était que la dissipation supplémentaire
occasionnée par la proximité de la surface n’était un mécanisme lié a un fluide
mais un effet 1lié au couplage entre la vibration mécanique et un courant électrique
dissipatif par effet Joule. Si cette voie a été rapidement écartée en utilisant un
résonateur recouvert d’or conducteur afin de limiter les pertes électriques, la notion
de dissipation par un couplage mécanique électrique a été approfondie comme elle
n’avait pas fait 'objet d’un travail dédié dans la littérature bien que souvent évoqué
comme source de dissipation.

Ainsi, Moheimani (2003); Choi et al. (2006) considérent le couplage occasionné
par un matériau piézoélectrique pour des résonateurs MEMS, Sazonova (2006) fait
intervenir le premier modéle ou le couplage provient de la capacité électrique fai-
sant intervenir le résonateur, Jourdan et al. (2007) proposent une premiére étude
expérimentale ol ce que nous désignerons par la dissipation électrostatique est uti-
lisé pour la modélisation de la dissipation, un terme de dissipation électrostatique
est également utilisé dans les informations supplémentaires des articles de Lassagne
et al. (2009); Eichler et al. (2011), Gotsmann (2011) introduit la dissipation électro-
statique de la charge image déja proposée par Karrai et Tiemann (2000).

5.2 Couplage capacitif d’un résonateur résistif

5.2.1 Equations électromécaniques couplées

Dans le chapitre 2, le potentiel électrique du résonateur a été pris comme égal
a la tension appliquée au support en tungsténe. Cette hypothése n’étant valide
que pour des résonateurs métalliques, il est nécessaire de tenir compte dans un
cas général de la résistance locale et de la capacité locale du résonateur avec son
environnement sur toute sa longueur. Afin de décrire de la maniére la plus simple
le comportement du potentiel électrique le long du nanofil, un seul potentiel sera
introduit étant le potentiel a I'apex Vyyw . L'introduction de Vyy permet d’établir
une représentation simplifiée du comportement électrique comme montré sur la figure
5.2. La résistance totale du nanofil est notée R et la capacité formée avec la contre
électrode environnante est C, ou C dépend de 'amplitude du mode de vibration
considéré par une loi propre a chaque mode.

L’équation du mouvement du premier mode de vibration sans dissipation intrin-

seque est
d*x ,
mﬁ + k(VDc)Z' =C VDCVNW (51)

ot m et k sont les masses et raideurs effectives du premier mode de vibration. C’
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FI1GURE 5.2 Représentation électrique pour I'introduction d’une dissipation électrostatique.
Le potentiel électrique Vi est introduit a I'extrémité libre. La résistance du nanofil est R
ce qui signifie que les charges électriques peuvent s’écouler le long du nanofil en entrainant
une chute de potentiel donné par la loi d’Ohm entre les potentiels Viy (pointe en tungsténe)
et Vw (apex du nanofil). La capacité C' traduit qu'un courant électrique capacitif peut
s’établir entre 'apex et la contre électrode uniquement par stockage de charges sur les
surfaces associées aux potentiels Vi et Vyy. En d’autres termes il n’y a pas de charge
électrique qui traverse physiquement le vide entre I’apex du nanofil et la contre électrode.
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est la dérivée de la capacité par rapport a 'amplitude du premier mode prise a
I’extrémité libre.

Le résonateur est soumis a une différence de potentiel via Papplication d’une
tension Vpo sur la contre électrode et la mise a la masse du support en tungsténe.
De cette maniére Vi correspond a la chute de potentiel le long du résonateur. La
loi des nceuds exprimant 1'équilibre entre le courant résistif et le courant capacitif
est

o dQ(xt)  0Q . 0Q
ST T
ou @ est la charge a I'extrémiteé libre et est donnée par Q(z,t) = C(z)(Vaw (t)—Vbe).

[’équation électrique qui régit la circulation du courant électrique est

VNW dx dVNW

- = [iag
i VpeC dt+0 pn

(5.2)

(5.3)

Les équations mécaniques (Eq. 5.1) et électriques (Eq. 5.3) peuvent étre combi-
nées pour donner une équation d’ordre 3

T &Pz d*x dx
T (1 - 20 = 5.4
o dF + e + woT (1 + P) dt+w0x 0 (5.4)

ou deux parameétres sans dimension ont été introduits

T = RCuwy
(C/VD0>21€_1
p C
Le paramétre T est, a un facteur 27 prés, le rapport entre le temps électrique

RC du circuit électrique et la période 27 /wy. Le paramétre /3 est le rapport entre la
capacité motionnelle C,, = (C"Vpc)?/k et la capacité électrique C'.

5.2.2 Dissipation électrostatique

L’équation électromécanique 5.4 s’écrit pour des solutions de la forme x(t) = e*

T
w—z3+22+w0T(1+6)z+w02 =0 (5.5)
0

Dans la limite des faibles couplages (5 < 1), les solutions sont a chercher per-
turbativement sous la forme z = jwyt + et ou |[e]| < wy. On trouve a l'ordre 1

€ (2jWO - QWQT) = —,BT‘W()2 (56)
soit 8T
1
=g oD

Pour un oscillateur harmonique amorti décrit par

Pt %x + Wi =0 (5.8)
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wp/@ est le taux d’amortissement et apparait dans les solutions libres (Q > 1)
comme T = Foe “0?Q coswyt. D’aprés la forme des solutions z(t) = e+ et par
analogie avec les solutions pour un oscillateur harmonique, le coefficient d’amortis-
sement peut étre pris comme deux fois la partie réelle de z, soit & l'ordre le plus
bas

T

i1 (5.9)

Fes = 5(4‘)0
La variation de fréquence est donnée par la partie imaginaire de z, soit a l'ordre
le plus bas

_ fuy T

A =TT (5.10)

Le comportement asymptotique peut étre exprimé en fonction des grandeurs
physiques pour les régimes basse fréquence et haute fréquence

— pour T'K 1
Tpr = Bon:w (5.11)
wir = w0+R2%:L/DC>2 (5.12)

— pour T'> 1
Tur = /8;0 = ang?é?z (5.13)
wgr = WOM—GQ% (5.14)

ou a été introduite la conductivité G = 1/R.

On peut signaler que 'expression de la fréquence est différente selon que la
fréquence d’excitation est petite ou grande devant la fréquence de coupure. Insistons
sur le fait que le temps RC correspond au temps caractéristique de déplacement des
charges sur le nanofil.

Pour les basses fréquences (w < 1/RC), la force capacitive en fonction de la
tension alternative est la méme que pour une tension continue. Il s’agit de ’approxi-
mation d’une force quasi statique & potentiel imposé.

Pour les hautes fréquences (w > 1/RC), l'effet du filtrage par le circuit électrique
RC entraine que les charges n’ont plus le temps de se déplacer. Cela se traduit donc
par une force capacitive a charge imposée.

L’écart de fréquence entre le régime a basse fréquence (potentiel imposé) et a
haute fréquence (charge imposée) est

WHT ZWBT _ . <\/1+5—1) >0 (5.15)

2T
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5.2.3 Représentation électrique équivalente

Il est possible de donner une équivalence du systéme électromécanique couplé par
un systéme purement électrique ot le résonateur mécanique est représenté par une
inductance, résistance et capacité mutuelle {L,,, R,,, C,} (Fig. 5.3 et TAB. 5.1).

R Vivw

Rm

Lm
Cm

Re

FI1GURE 5.3 Schéma électrique équivalent pour la composante alternative d’un résonateur
mécanique { Ly, Ry, Cp, }, de résistance R et couplé par la capacité C' a une contre électrode
porté & un potentiel Vpe. Les valeurs des dipoles équivalents font intervenir la tension V¢,
la dérivée de la capacité C’ par rapport au mode considéré et les propriétés mécaniques du
résonateur (TAB. 5.1). Le potentiel a Papex du résonateur est représenté par V.

Grandeurs mécaniques équivalent électrique

C'Vpex qc
m/a? Ly,
I'/a? R,
a?/k Cm

TABLE 5.1 Expression des dipoles équivalents en fonction des propriétés mécaniques du
résonateur.

5.3 Validation expérimentale

Le résonateur utilisé est un nanofil SiC avec la fréquence du premier mode
f = 7,2 kHz et un facteur de qualité () = 11000 £+ 1000. Toutes les mesures de
spectres de résonance dans cette partie sont réalisées avec la méthode de détection
par focalisation du faisceau électronique pour une excitation piézomotive du sup-
port du résonateur (voir partie 2.3.1.2). A I'exception de la partie sur la dissipation
anisotrope ol les deux polarisations sont observées, la vibration mesurée est dans le
plan d’observation.
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5.3.1 Reésistance des résonateurs SiC

Les nanofils SiC utilisés ont des résistances qui peuvent aller du M Q2 au T2. Dans
toute la partie expérimentale, le méme résonateur est utilisé mais suite a des étapes
de dégazage par chauffage du support, la valeur de sa résistance a progressivement
diminué. Les valeurs de résistance électrique de 1'échantillon ont été mesurées a
plusieurs reprises selon deux méthodes.

Contact du résonateur avec la contre électrode Le résonateur est déplacé
relativement a la contre électrode jusqu’au contact de 'extrémité libre. La résistance
est estimée a I'aide de la caractéristique courant-tension. La relation courant-tension

3.5t g

Courant (nA)
- N
[8)] N [8)] [
)
1}
N
o
o
o g
B 0
m

=y
T
=]

R=5GQ

- | | | | | | | | | |
! -1 -08 06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

' Tension (V) '

FI1GURE 5.4 Caractéristique courant tension pour le résonateur en contact avec la contre
électrode.

pour la mesure en contact est non linéaire et permet d’établir une fourchette pour la
résistance linéaire locale 200 M < Ryw < 5 GS). On peut signaler que cette mé-
thode est particuliérement imprécise, notamment par la nature médiocre du contact
électrique entre le fil de SiC et la contre électrode en or.

Accordage en fréquence du résonateur sous émission de champ Lorsque
le résonateur est porté a un potentiel négatif important avec la contre électrode mise
a la masse, le fort champ électrique a 'apex du résonateur est suffisamment intense
pour arracher des électrons et entrainer un courant moyen au travers de I'émetteur,
c’est-a-dire le nanofil résonateur. Une présentation plus détaillée de I’émission de
champ sera proposée dans le chapitre 7 consacré aux auto-oscillations (partie 7.2.1).
Pour I'instant, on retiendra que I’émission de champ se traduit par un courant moyen
mesurable entrainant une chute de potentiel le long de la résistance du résonateur
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R (Fig. 5.5). Comme le résonateur est résistif, le courant d’émission de champ igc

e-
-
// Vw
Vw
R e-
—{ — )
Vw Vaw

F1GUrE 5.5 Chute de potentiel DC associée a un courant d’émission de champ.

entraine une chute de potentiel

Cette chute de potentiel peut étre mesurée par le comportement en fréquence du
résonateur avec la tension Vpo = Vg —Vjy dans la mesure ot I'accordage en fréquence
fait apparaitre la différence de potentiel entre 'extrémité libre du résonateur et la
contre électrode

f= \/f02 + a2(Vpe — AV)? (5.17)
La fréquence de résonance du premier mode de vibration est mesurée par imagerie
MEB pour des valeurs de tension DC croissante. Le courant électrique d’émission de
champ est relevé pour chaque valeur de tension appliquée. La fréquence de résonance
suit deux régimes d’évolution
— 160V < Vpe < 200V, il n’y a pas d’émission de champ mais la tension DC
est suffisamment importante pour que la fréquence soit affine avec la tension
DC (CYVDC > fo)
Vbe > 210V, le courant d’émission de champ entraine une chute de potentiel
AV le long du fil qui se lit comme la distance horizontale (en Volts) entre les
points relevés expérimentalement et 'extrapolation de la courbe d’accordage
en fréquence sans émission de champ (en trait continu).
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FicURE 5.6 Fréquence de résonance et courant d’émission de champ en fonction de la
tension DC appliquée.

5.3.2 Mesure de la capacité par mesure du temps de réponse
électrique

Le temps de réponse électrique 7 = RC' du résonateur (cf. Fig. 5.2) est mesuré
lorsque le résonateur est en émission de champ. Une tension d’émission de champ
négative est appliquée sur le résonateur et une tension créneau (10 V pic a pic, ~ Hz)
est modulée sur la contre électrode. Au moment d’un créneau, le potentiel a la base
du résonateur change sur un temps rapide (~ ns) et le potentiel & I'apex change
lui avec le temps caractéristique RC'. Le détecteur d’électron permet de résoudre
en temps I’évolution du courant d’émission de champ qui est 'image du potentiel
instantané a I'apex. La mesure se fait dans un régime ot la résistance équivalente par
I’émission de champ Rgc domine la résistance du nanofil Ryyy. Les deux résistances
étant en paralléle pour le chemin du courant de I'apex vers la masse, on a

T = (RNwil + REcil)il C (5.18)
soit dans la limite Ryw < Rec

La résistance du nanofil a été mesuré par analyse I'accordage en fréquences sous
émission de champ (partie 5.3.1) et il a été trouvé R = 21 GQ.

Les mesures obtenues sont pour plusieurs valeurs de tension d’émission de champ
(Fig. 5.7). L’é¢talonnage du courant utilise le courant moyen mesuré par la source
de tension. Chaque courbe est obtenue par un moyennage (N — 64) de plusieurs
acquisitions synchronisées sur les sauts de créneau.
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= Vdc =160V
= Vdc =180V
— Vdc =200V

Vdc =220V
— Vdc =240V

courant (nA)
[->]

kS
T

-250 -200 -150 -100 -50 50 100 150 200 250
F1GURE 5.7 Courant d’émission de champ mesuré par le détecteur d’électron en fonction
du temps. La tension DC est la tension moyenne modulée & -5 V/+5 V a basse fréquence.

On peut constater un décrochage vers le bas avant ’amortissement exponentiel
du courant liée au créneau de tension sur la figure 5.7. Ce décrochage signifie que le
résonateur ne se comporte pas uniquement comme un filtre RC au temps cours avec,
notamment, une contribution possible des termes mécaniques dans la réponse au
créneau électrique. Ce point n’a pas été étudié en détail et la modélisation du courant
a été faite sur la partie correspondant a ’amortissement exponentiel seulement.

A partir de la mesure sous émission de champ, on trouve 7 = 23 us, soit C' =
10~° F. Par la suite les mesures de dissipation ont été réalisées pour des résistances
inférieures a 4 G(2. Le temps associé 7., donne 1" = 0,2 ce qui permet d’utiliser la
limite de dissipation électrostatique a basse fréquence (Eq. 5.11), dans la mesure ot la
correction a l'ordre le plus bas (cf. Eq. 5.9) est de I'ordre 7% = 0, 04 raisonnablement
petite devant 1.

5.3.3 Influence de la géométrie sur la dissipation électrosta-
tique

Une premiére série de mesure est proposée ot la tension DC est maintenue & 10 V
et ou la position du résonateur par rapport a la contre électrode en or est variée.
Le résonateur est déplacé pour 9 positions avec des angles entre le résonateur et la
surface variant de 0 & 90 degrés. Pour chaque position, la distance entre le fil et la
contre électrode est ajustée autour d’une valeur de référence (Fig. 5.9). La distance
moyenne est d = 39,3 um avec un écart type de 0,3 pm.
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FIGURE 5.8 Le résonateur est placé a plusieurs positions avec la distance d maintenue
constante. L’angle entre le résonateur et la surface défini un angle proche de 0°pour la
géométrie paralléle & gauche et proche de 90°pour la géométrie perpendiculaire & droite.

Barre d’échelle 50 pm.
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F1GURE 5.9 Distance mesurée par imagerie MEB pour les 9 positions en fonction des angles
formés entre le résonateur et la surface de la contre électrode.
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Le premier mode de vibration est modélisé par un oscillateur harmonique

T+ %x + W02x = fpzeiwet (520)

ol wp/Q est le coefficient d’amortissement (résonant) du mode. Pour chaque position
d’angle, la détection par focalisation du faisceau MEB est utilisée (cf. partie 2.3.1.2)
et le déphasage du mouvement oscillant avec I’excitation est utilisé pour extraire la
fréquence de résonance et le facteur de qualité ou de maniére équivalente I’amortis-
sement. [.’expression du déphasage pour la modélisation s’obtient en introduisant la
relation entre I'excitation et le déplacement autour de la résonance sous la forme

1 oot
_ e 5.21
v on—wQ—Hw%fpe (5-21)

et en mettant en facteur la norme de z

1 ,
T = = (cos @ + isin ) f.e™" (5.22)

Jor=+ ()

ol la tangente de ¢ s’exprime a partir du rapport des parties imaginaires et réelles

normalisées
¢ = — arctan # (5.23)
Q (fo* = f?)
avec f et fy les fréquences d’excitation et de résonance.

La fréquence de résonance en fonction de 'angle 6 est tracée sur la figure 5.10.
L’accordage en fréquence électrostatique passe d’'un régime de tirage longitudinal
(0 > 50°) avec une augmentation de la fréquence a un régime de force électrostatique
transversale (f < 50°) avec diminution de la fréquence par rapport a la fréquence
sans interaction électrostatique.

[’amortissement en fonction de angle est présenté sur la figure 5.11

Le coefficient d’amortissement est le plus faible pour une position du résonateur
perpendiculaire & la surface, lorsque les vibrations du résonateur sont paralléles a
la surface, et il augmente jusqu’a la position paralléle ot la vibration du résonateur
entraine la plus forte modulation de la distance de I'extrémité libre avec la surface.

Les données expérimentales sont modélisées par

R(C'Vpe)?
%:FO—FM

ou I'y est la dissipation du résonateur en 'absence de tension DC. La dérivée de la
capacité C” est déterminée expérimentalement a partir des images MEB de la déflec-
tion statique du résonateur et avec I’hypothése que le mode de vibration et le mode
de déformation statique sont identiques. La formule reliant la déflection statique x

(5.24)
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FiGURE 5.10 Fréquence de résonance du premier mode de vibration dans le plan d’ob-
servation en fonction de ’angle entre le résonateur et la contre électrode. La tension DC
appliquée entre le résonateur et la contre électrode est 10 V. La ligne horizontale marque la
fréquence du résonateur sans tension et pour une position éloignée de la contre électrode.
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FIGURE 5.11 (carré) Amortissement mesuré par la modélisation du déphasage autour de
la résonance mécanique en fonction de 'angle 6. Les barres d’erreur superposées corres-
pondent au modéle de dissipation électrostatique avec une estimation de C’ par analyse de
la déflection statique.
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a ' est donnée dans la partie 2.2.2 comme ’équilibre des forces électrostatiques et
de raideur

1
— mwozy, + 5C’VDC? =0 (5.25)
soit
wo woay \ 2
Q 0 Vbe (5.26)

Les données expérimentales sont ajustées pour 1,6 GQ2 < R < 2,2 G2 et un amor-

tissement résiduel I'y = 5 s~ 1.

5.3.4 Effet de la tension DC
5.3.4.1 Cas du support du résonateur fixe

Les spectres de résonance sont mesurés pour une position du support fixe et
pour une tension DC variable. La dérivée de la capacité est estimée en utilisant un
développement analogue a celui de la partie 2.2.2

Cy

2k 2
Tp = ———Tim V) 5.27
b7 T3 g, lim e 21

avec Cy = 2,8 nF.m~2 la dérivée seconde de la capacité et C" = Cy(zym — ) avec
Llim — 78, 5 JUIIL.
La dissipation en fonction de la tension suit deux régimes (Fig. 5.12)
V < 50 V la dissipation augmente de maniére quadratique avec la tension
comme prévu par 1'équation 5.24 dans la mesure ou C’ ne varie pas
V > 50 V la dissipation sature et diminue car malgré I'augmentation de Vpe
dans 'équation 5.24, le terme C” tend vers 0 car x tend vers xy, (cf. Eq.

5.26) ot £ ~ 1/Vpe?),

5.3.4.2 Géométrie capacitive constante

Une deuxiéme série de mesures avec Vpe variable a été réalisée en fixant les autres
paramétres dans I’équation 5.24. Cette mesure est rendue difficile par le fait qu’un
changement de Vpe entraine un déplacement statique du résonateur, entrainant alors
une variation de C’ (une diminution en général). Pour contourner ce probléme, pour
chaque valeur de tension Vp¢, le support du résonateur était déplacé par rapport
a la contre électrode pour permettre de conserver une géométrie de I'extrémité du
nanofil avec la contre électrode constante (Fig. 5.13, distance d et angle 6).

Les données expérimentales sont ajustées en utilisant le modéle de dissipation
avec la déflection statique (Eq. 5.24) pour 1,32 GQ < R < 1,47 GQ et un amortis-
sement résiduel I'y = 3,7 s71.
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F1GURE 5.12 Amortissement mesuré par la largeur de la résonance en fonction de la tension

Ve pour une position du support du résonateur fixe. Les deux courbes en traits continus
correspondent a deux valeurs de résistance.
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F1GURE 5.13 Amortissement en fonction de la tension DC. La géométrie locale de I'extré-
mité du résonateur avec la contre électrode (angle et distance) est maintenue constante en
déplacant pour chaque valeur de tension le support du résonateur par rapport a la contre
électrode. Le modéle utilisé est quadratique en tension (cf. Eq. 5.24).
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5.3.4.3 Dissipation anisotrope

Une derniére série de mesure est proposée avec un second nanofil SiC comme
contre électrode. Les deux nanofils sont quasi paralléles au plan d’observation mais
un léger décalage sur 1'axe vertical permet I'observation des deux polarisations. Le
comportement en fréquence de cette géométrie a déja été présenté dans la partie 2.4.4
concernant les polarisations (Fig. 2.27). Il a été montré notamment que la polarisa-
tion parallele x) correspond a une modulation maximale de la distance avec la contre
électrode et que la polarisation x; correspond a une vibration & distance constante
de la contre électrode. Il est observé que seule la polarisation qui correspond a une

modulation de la distance avec la vibration voit une dissipation liée a 'augmentation

10
. polarisation perpendiculaire
o O polarisation paralléle
3l modélisation
R=11GQT =1.1s"
\7:; r R=09GQ T =05¢!
£ 9
=
g
3
g 4
£
< 3 I ;[
27 l §
1

0 0’090§$1$$I§000’0’¢

-20 - 10 15 20

Tension (V)

Fi1GURE 5.14 Amortissement des deux polarisations paralléles et perpendiculaires au plan
d’observation en fonction de la tension DC.

L’accord avec le modéle pour C’ constant (Eq. 5.24) donne 0,9 GQ < R <
1,L1GQet05s t<Ty<1,1s7h

5.3.5 Evolutions de la résistance

Plusieurs étapes de dégazage du résonateur par chauffage de son support ont été
réalisées. Ces étapes ont eu pour effet de faire progressivement diminuer la résistance
de I'échantillon. Chaque chauffage dure 1 a 3 minutes. Les premiers chauffages ont
eu lieu pour des températures de 600 °C et la température était graduellement
augmentée a chaque chauffage pour atteindre 800 °C pour le dernier dégazage.
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TaBLE 5.2 Evolution de la résistance du résonateur avec les étapes de dégazage. EC :
émission de champ.

# chauffage R (GQ) mesure
0 22 accordage en fréquence (EC)
3 6.5 accordage en fréquence (EC)
12 1.9 dissipation dépendant de R
13 1.4 dissipation dépendant de R
14 <1 accordage en fréquence (EC)
14 0,2-5  contact avec la contre électrode
14 1 dissipation dépendant de R

(R série nanofil/électrode)

Pour les résistances les plus faibles correspondant a 14 étapes de chauffage, il
est a remarquer que la mesure par accordage sous émission de champ n’est plus
assez sensible pour mesurer la chute du potentiel inférieure au volt, notamment par
la faute des changements de fréquence de résonance liés a Pinstabilité du courant
d’émission de champ. La mesure par contact est également imprécise pour donner
une valeur de résistance appréciable. La mesure a deux fils permet d’évaluer une
résistance en série des deux fils avec une incertitude de I'ordre de 10%.
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5.4 Courbe universelle de la dissipation électrosta-
tique

Dans la limite § < 1 la dissipation électrostatique d’un résonateur peut étre
décrite par I’'équation 5.9

T
I = —_— 5.28
Buo 1+ 72 ( )
ou S fixe la valeur de dissipation maximale électrostatique
max 1
Fes = 550)0 (529)
donnant le facteur de qualité minimal
2
Qmin = 7 5.30
5 (5.30)

De maniére générale la dissipation d’un résonateur peut étre décrite par

Pt:ﬂzrex_‘_ﬁwﬂ

T
o T (5.31)

ou I',, représente toute les sources de dissipation autre que la dissipation électrosta-
tique. L’équation 5.32 se traduit par

1 _rm+ T
BQ  Pwy 1+T?

ou l'expression des deux grandeurs adimensionnées est rappelée

(5.32)

T = RCWO
ﬁ - (C/VDc)Qk_l
N C

A partir de cette formulation, il existe une courbe universelle f(T) = T/(1+T?)
qui représente la dissipation minimale accessible pour le résonateur. Pour les données
expérimentales provenant d’études publiées par plusieurs groupes, il est possible de
situer un point sur un graphe d’abscisse T et d’ordonnée 1/(5@Q) afin de vérifier la
validité de la limite de dissipation minimale (Fig. 5.15).
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FIGURE 5.15 Dissipation normalisée Q™' /3 en fonction du rapport des temps électriques
et mécaniques T pour plusieurs travaux publiés. Les losanges correspondent & des échan-
tillons top-down et les carrés/triangles a des échantillons bottom-up. Les facteurs de qualité
expérimentaux () ainsi que les paramétres servant & obtenir 7" et 8 sont donnés dans le
tableau 5.3. Les axes sont en échelles logarithmiques. Les deux données ON correspondent
aux états passants pour les mesures de Lassagne et al. (2009) et Steele et al. (2009)

Conclusion du chapitre

Lorsqu’un résonateur est résistif, il a été montré que la vibration mécanique pou-
vait étre associée a un courant électrique entrainant une augmentation de la dissipa-
tion mécanique. L’existence d’une capacité électrique impliquant le résonateur est
le point central de la dissipation électrostatique dans la mesure ot elle permet d’as-
surer un couplage entre variables électriques et mécaniques. En ce sens, un modéle
électromécanique a été utilisé pour rendre compte des mesures pour plusieurs confi-
gurations ou la dissipation peut étre controlée par une tension électrique continue.
L’établissement d’une formulation universelle permet de quantifier la contribution
de la dissipation électrostatique dans une variété de situations expérimentales tirées
de travaux publiés.

En faisant un retour sur la notion de shear force qui avait été l'origine de ce
travail de dissipation électrostatique, on peut dire que 'effet d’un couplage capacitif
pour un résonateur résistif induit un terme de dissipation qui présente une certaine
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analogie avec une dissipation du type cisaillement visqueux :

— pour un cisaillement visqueux, l'intensité de la force dissipative augmente a
mesure que I'on déplace un objet & proximité d’une surface.

— pour une force de dissipation électrostatique, lorsque la distance du résona-
teur avec la contre électrode diminue, la capacité électrique augmente, ce qui
augmente la quantité de charge électrique participant au courant augmentant
alors la force de dissipation.
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Chapitre 6

Nano radio : détection de résonances
de nanotubes de carbone

Ce chapitre est le seul portant sur les résonateurs doublement encastrés a nano-
tubes de carbone. Il correspond & un travail effectué a mon arrivée dans 1’équipe.

Une introduction des résonateurs a base de nanotubes de carbone est proposée
suivie d’une présentation des échantillons avec une présentation des propriétés élec-
triques et mécaniques. La technique de détection par modulation de fréquence et
ensuite montrée dans la derniére partie du chapitre.

6.1 Introduction aux nanotubes de carbone comme
résonateurs électromécaniques

L’engouement pour les nanotubes de carbone a commencé avec la publication
de Tijima (1991) ! et leur observation au microscope électronique a transmission. La
premiére observation de nanotubes de carbone est probablement & mettre a 'actif
de Radushkevich et Lukyanovich (1952), rapportée dans un article publié en russe,
ce qui n’a pas aidé & une large propagation dans la communauté occidentale 2.

L’utilisation de nanotubes de carbone a notamment été suivie pour la réalisation
de transistor Tans et al. (1998); Martel et al. (1998); Tarakanov et Kinaret (2007).
Si les performances des transistors a nanotubes ne concurrencent pas le marché des
semi-conducteurs, I'utilisation de la géométrie transistor a permis le développement
et la détection de résonateur a base de nanotubes Sazonova et al. (2004); Sazonova
(2006).

Les applications originales de résonateurs a base de nanotubes de carbone ont
permis la mesure de masse vers 1’échelle atomique Jensen et al. (2008); Chaste et al.
(2012), 'observation des effets de couplage liés au blocage de Coulomb Steele et al.

1. La barre des 13 000 citations est franchie début 2012 selon Web of Knowledge
2. Walker Jr. et al. (1959) de 'université de Pennsylvania State ont sportivement cité leurs
travaux en pleine guerre froide.
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(2009); Lassagne et al. (2009) et la fabrication de dispositif démodulateurs radio
Jensen et al. (2007); Rutherglen et Burke (2007); Vincent et al. (2011, 2012).

Dans la suite de ce chapitre, I'utilisation de nanotubes résonants en configuration
transistor va étre présentée en lien avec la notion de démodulation radio pour un
signal d’excitation modulé en fréquence (Gouttenoire et al., 2010).

6.2 Les résonateurs a base de nanotubes de carbone
suspendus

Des nanotubes de carbone mono feuillet sont utilisés comme élément résonant
dans une géométrie de type encastré-encastré.

6.2.1 Fabrication des échantillons

Croissance des nanotubes La technique de synthése des nanotubes est une
croissance catalysée & partir de gaz d’hydrocarbures portés a haute température
(CVD pour Chemical Vapor Deposition). La croissance se fait directement sur le
substrat ot sont déposées des particules catalytiques métalliques. Le substrat est
composé d’'une couche de silicium fortement dopé et recouverte d’une fine couche
isolante de silicium oxydé. La mesure par AFM apreés croissance permet de controler
la présence des nanotubes (Fig. 6.1).

FIGURE 6.1 Nanotubes de carbone observés par AFM. Barre d’échelle 100 nm.




135

Dépot des électrodes Les électrodes sont déposées sous forme d’un motif répé-
titif sur le substrat et les nanotubes forment un réseau aléatoire entre les électrodes
lithographiées. Le substrat en silicium est couvert d’une couche superficielle d’oxyde
de silicium suffisante pour isoler électriquement les électrodes du substrat conducteur
dans le volume.

F1GURE 6.2 Image MEB. Chaque motif est constitué de huit électrodes d’or suffisamment
larges pour pouvoir y déposer les pointes qui serviront de contacts électriques. Les élec-
trodes convergent vers un réseau de pistes interdigitées avec un écart entre les pistes de
I'ordre du micromeétre. Certains nanotubes forment un contact entre deux pistes voisines.

Obtention de nanotubes suspendus La couche superficielle du substrat com-
posée de silicium oxydé est gravée chimiquement pour libérer les nanotubes entre
les électrodes.
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F1GURE 6.3 Image MEB avec des nanotubes de carbone traversant une tranchée entre
deux électrodes voisines. Sur I'image de droite, certains nanotubes sont en contact avec le
substrat.

Ce procédé permet de graver une vingtaine de motifs par centimétres carré avec
une population de nanotubes répartis aléatoirement entre les huit électrodes de
chaque motif. La distance des nanotubes au substrat conducteur est de 'ordre de
300 nm.

6.2.2 Caractérisation électrique comme transistor a effet de
champ

La caractérisation des échantillons est réalisée a 'aide du testeur sous pointes
UHYV. Deux des pointes du testeur sont utilisées pour contacter deux pistes voisines
et la troisiéme pointe est utilisée pour contacter le substrat (Fig. 6.4).

Le potentiel du substrat sera appelé le potentiel de grille. Une des électrodes
connectée est mise a la masse et 'autre est porté a une tension source V; = 10 mV.
Le courant traversant les nanotubes connectant les deux électrodes est mesuré pour
plusieurs valeurs de la tension de grille V;, sur une plage ou V, > V; (Fig. 6.5).

La conduction des nanotubes de carbone est sensible a 'effet du champ électrique
induit par la différence de potentiel entre le nanotube et la grille (V, > V). Il s’agit
du comportement d’un transistor a effet de champ. Le courant électrique traversant
un nanotube de carbone peut s’écrire

Int = G(Cy(:), Vi)V (6.1)

ol G est la transconductance du nanotube dépendant de la capacité formé par le
nanotube et la grille Cy(x;) et de la tension de la grille V. La capacitée Cy(z;)
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source

FIGURE 6.4 Les deux électrodes connectées sont appelées conventionnellement la source
ou la tension est appliquée et le drain pour I’électrode de mesure de courant. Un troisieme

potentiel est appliqué & la grille. La couche d’oxyde de silicium isole électriquement la grille
des électrodes de mesure.

5007
4007

3001
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2001

1001

-10 -5 0 10
Tension de grille (V)

FIGURE 6.5 Mesure du courant traversant les nanotubes entre deux électrodes voisine pour

une tension entre les deux électrodes de 10 mV. Le courant traversant les nanotubes est
fortement dépendant de la tension de grille.
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fait intervenir le profil z; du mode de vibration puisque 'une des armatures est le
nanotube.

6.2.3 Résonance mécanique
6.2.3.1 Résonances en configuration encastré-encastré

La résonance d’un nanotube de carbone encastré-encastré est décrite par 1’équa-
tion d’onde définie dans le chapitre 2

O?Y (x,t 0y (x,t
(@.8) | O (@)

ot? ox4
et la résolution différe par 'expression des conditions aux limites d’encastrement
parfait

=0 (6.2)

Y(0) = 0 (6.3)
dy
—(0) = 0 6.4
0 (6.4
Y(L) = 0 (6.5)
dv
—(L) = 6.6
() = 0 (6.6
Les conditions 6.3 et 6.4 entrainent
Y(x) = A(cosh kx — cos kx) + B(sinh kz — sin kx) (6.7)
Les conditions 6.5 et 6.6 s’écrivent
cosh kL —coskL sinhkL —sinkL AN 0 (6.9)
sinhkL +sinkL coshkL — coskL B ) '

Les solutions non nulles s’obtiennent lorsque le déterminant de la matrice est nul
(cosh? kL — 2cos kL cosh kL + cos® kL) — (sinh® kL — sin? kL) = 0 (6.9)

c’est-a-dire
coskLcoshkL —1=0 (6.10)

ce qui donne les racines k = 4,730/L, k = 7,853/L et k = 10,996/L pour les 3
premiers modes de vibration (Fig. 6.6).

Pour un nanotube de carbone monoparoi, la fréquence de vibration pour le mode
fondamental encastré-encastré est f = 32 MHz avec

p = 4,810 kgm™*
L = 1pm

D = 2nm

E = 1TPa

z

— 7,910 %m*
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FIGURE 6.6 Modes de vibration (n = 1,2 et 3) pour un résonateur encastré-encastré.

6.2.3.2 Résonance par le redressement non linéaire du transistor

Le nanotube est soumis a un potentiel de grille V;, continu et un potentiel V() =
Ve coswt alternatif. Le potentiel de grille vérifie Vi(t) < V.

La mesure des résonances des nanotubes de carbone suspendus est obtenue par
la mesure de courant In7 qui se développe a partir de I’équation 6.1 pour le mode
1 de vibration comme

Inr = aG(Cgafi%%)%Vs(t) (6.11)

ou la capacité C, entre le nanotube et la grille dépendant de "'amplitude z; du mode
de vibration i. Le potentiel V() est appliqué au contact de gauche du nanotube
(source) et le contact de droite est a la masse (drain, voir Fig. 6.4).

La force capacitive agissant sur le mode ¢ du nanotube est donnée via I’énergie
électrostatique &; de la capacité Cy;

g =1c, (Vg - Vs(t)>2 (6.12)

2 2

ot I'une des armatures de la capacité C,; est la grille au potentiel V, et 'autre est
le nanotube au potentiel moyen Vi(t)/2.
La force capacitive s’obtient comme (voir la partie 2.2.2 pour les détails tech-

niques)
1 >
F=-0,/ <Vg A >) (6.13)

2 2

ot V;/2 est le potentiel moyen du nanotube et C, ;" la deérivée® de C,, par rapport a
I’amplitude du mode 1.

3. comme le montre la position du symbole ’ de la dérivation en fin de cortége pour Cy ;' il
s’agit bien de la dérivée de la capacité formée avec la grille C, ; par rapport & = et non de la dérivée
de la capacité de I'univers au sens large C’ que l'on projetterait ensuite sur 'espace des grilles (que
I'on noterai alors Cy ;).
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L’équation du mouvement pour le mode 7 est obtenue en considérant la partie
dépendant du temps & l'ordre le plus bas dans 'expression de la force capacitive
(Eq. 6.13)

/

:L'l + %xz + WO2$2' = _%CT%L’Z

avec wy est la pulsation du mode de vibration, @ le facteur de qualité et m; la masse

équivalente du mode de vibration 7. L’expression de la masse effective s’obtient par

I’équation 4.17 avec la forme f, appropriée aux conditions aux limites encastré-

encastré. Dans le cas bien précis d’une configuration encastré-encastré, on peut

montrer que la masse effective de tout les modes est m/4 ot m est la masse totale
du résonateur entre les deux points d’encastrement.

Vit (6.14)

-

F— Re(H])
— Im(H)

Amplitude

095 1 105
Fréquence normalisée

F1GURE 6.7 Fonction de réponse complexe d’'un oscillateur harmonique forcé. La fréquence
est normalisée par la fréquence de résonance et () = 100.

En introduisant H la fonction de réponse mécanique de l'oscillateur harmonique
a la pulsation d’excitation w (cf. Fig. 6.7)

1
= 6.15
H (wo? — w?) Jﬂ-wg)w ( )
on peut écrire I’équation du mouvement 6.14 sous la forme
1C,)
= —H-—"L"V V. 6.16
* HZ m; 7 ( )

Le courant traversant le nanotube s’exprime a partir de I’équation 6.11 pour une
tension V(t) = Vac coswt en utilisant la relation 6.16

Int = Iowo® (Re(H) coswt + Im(H) sinwt) cos wt (6.17)

oit le préfacteur de courant est Iy = V,Vac?/2 x 0G(Cy(z;), V,)/0x; x Cy' | (miwo?).




141

La fréquence associée a w est supérieure & 10 MHz puisqu’elle correspond a la fré-
quence de résonance caractéristique des nanotubes de carbone suspendus (voir 'ap-
plication numérique dans la partie 6.2.3.1). L’ampéremétre utilisé a une fréquence
de coupure bien plus petite, ce qui signifie que seul un terme a basse fréquence
peut étre expérimentalement observable dans ’expression du courant mesuré 6.17.
Pour une excitation harmonique a w, il provient de la valeur moyenne du produit
coswt X coswt :

1
IDC’ = 5]0W02R6(H) (618)

On peut rappeler que la fonction Re(H) est tracée sur la figure 6.7.
La mesure de la résonance s’obtient en appliquant une tension de grille DC
Vy = 7,8 V et une tension a la source d’amplitude Vo = 15 mV.

Courant DC (nA)

| | | | | | |
102 103 104 105 106 107 108 109 110
Fréquence (MHz)

F1GURE 6.8 Courant DC traversant les deux pistes connectées en fonction de la fréquence
d’excitation. V; = 7,2 V, V4o = 15 mV. Le signal de courant mesuré correspond a l'une
des résonances d'un des nanotubes entre les deux pistes. Le courant DC a bien 'allure de
la fonction Re(H) tracée sur la figure 6.7. Cette fonction sert de modélisation et est donnée
par I'équation 6.18 (fo = 102.695 et Q = 106, 6).

Le courant DC est modélisé par I’équation 6.18 avec la fréquence de résonance
fo = 102.695 MHz et le facteur de qualité Q = 106,6 dans I'expression H. Il est a
noter que 'amplitude du courant DC résonant (10 nA) est faible devant le courant
moyen (60 nA). Cela signifie qu’il existe des mécanismes de redressement du courant
non résonant comme par exemple les non linéarités d’origine purement électriques
du transistor & nanotube.
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On peut également remarquer que la fréquence de résonance est plus élevée que la
valeur attendue (voir I'application numeérique dans la partie 6.2.3.1). Cette différence
provient de I'accordage en fréquence par la tension de grille qui va maintenant étre
discuté.

6.2.3.3 Accordage en fréquence par la tension de grille

Dans le cas des nanotubes suspendus, 1’électrode de grille paralléle aux nanotubes
entraine une force électrostatique latérale. Ce type de situation a déja été vu dans la
partie sur 'accordage vers les basses fréquences par une force capacitive latérale pour
un résonateur simplement encastré (partie 2.4.2). La situation est différente ici car
le résonateur est en configuration encastré-encastré. En réalité, la force capacitive
latérale a pour effet d’induire une tension mécanique dans le nanotube & cause des
deux contraintes géométriques d’encastrement *.

L’influence de la tension de grille sur la fréquence de résonance du mode de
vibration du nanotube résonant est tracées sur la figure 6.9.

8V
7.8V

76V

-8

Courant DC (nA)

7T /
TV
-8
| 1 |
70 75 80 85 90 95 100 105 110
Fréquence (MHz)

FIGURE 6.9 Courant DC en fonction de la fréquence d’excitation (Vac = 15 mV) pour 6
valeurs de tension de grille.

Deux modes de vibration sont observés sur la figure 6.9 avec une évolution de
la fréquence avec la tension de 'ordre de 8 MHz.V~! pour le mode de plus basse
fréquence et de 9 MHz.V~! pour l'autre. Il est possible que les deux résonances

4. Cet effet est bien connu des guitaristes car il est utilisé dans de nombreux solos. Il s’agit
du bend qui consiste a écarter une corde pincée de sa position d’équilibre pour en augmenter la
tension mécanique. L’augmentation de la tension se traduit par une augmentation de la fréquence
de vibration c’est-a-dire la hauteur de la note.
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correspondent a deux nanotubes distincts tous les deux en contact avec les deux
électrodes de mesure. Il est également possible que les deux résonances soient les
deux polarisations d’un méme nanotube.
— la polarisation paralléle a la grille est faiblement excitée et I'accordage en
fréquence provient uniquement de I’augmentation de la tension mécanique
— la polarisation dans la direction perpendiculaire a la grille est la plus forte-
ment excitée par la force capacitive et avec la plus basse fréquence puisqu’elle
subit la méme augmentation de tension mécanique avec en plus une force ca-
pacitive latérale

6.3 Mesure de résonances par modulation de fré-
quence

6.3.1 Définitions et approximation de la fréquence lentement
variable

6.3.1.1 Définitions

Pour un signal pouvant s’écrire sous la forme V(t) = Vjcoso(t), la fréquence
instantanée est définie par

I
mdt

Cette définition coincide avec la fréquence du signal pour un signal harmonique
V(t) = Vpcoswt. La fréquence instantanée d’un signal modulé en fréquence (FM)
par la fonction fyop(t) est défini par

fi = fp+ fuop(t) (6.20)

ou f, est la fréquence porteuse, c’est-a-dire la fréquence du signal sans modulation.
Par la suite, le signal de modulation sera harmonique avec les notations

fi(t) = fp + facoswrt (6.21)

ou fa est la déviation en fréquence et wy /27 la fréquence de modulation. La forme
du signal s’obtient en intégrant la fréquence instantanée

(6.19)

Vi (t) = Vae cos (27Tfpt + Ja sin th) (6.22)
wr,

6.3.1.2 Approximation de la fréquence lentement variable

Le spectre de Fourier d’un signal modulé en fréquence comporte une infinité de
composante. Pour étudier la réponse mécanique d’un résonateur a une excitation
FM, il faut considérer I’équation du mouvement dans 'espace de Fourier

v — / H(w) 12 (6.23)

Me
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ou H est la fonction de réponse définie dans la partie 6.2.3.2 et f 'amplitude de la
composante a w du signal FM et m, la masse effective du résonateur.

Pour simplifier la résolution, la fréquence va étre considérée comme lentement
variable, c’est-a-dire que, & un instant ¢ la réponse du résonateur a la pulsation
instantanée w;(t) sera la méme que la réponse a une pulsation indépendante du temps
w = w;(t). Pour cela, il faut que le temps caractéristique de variation de la fréquence
d’excitation FM ATrj; soit grand devant le temps de réponse du résonateur

Ty = Q (6.24)
Wo
ol wy est la pulsation de résonance et @) le facteur de qualité du résonateur. T3
représente le temps caractéristique des régimes transitoires mécaniques. Pendant le
temps 1%, la pulsation instantanée a varié au maximum de

Aw; = wAwLQ (6.25)
Wo

La fréquence est considérée comme lentement variable si la variation de pulsation
est petite devant la largeur wy/@Q de la résonance soit la condition

2
wawr K (%) (6.26)

6.3.2 Spectre de résonance FM pour une faible déviation en
fréquence

Dans le cadre d’une fréquence de modulation lentement variable, la réponse mé-
canique a un signal FM s’écrit

x(t) = H(fi(t)f (6.27)

avec f; correspondant a une modulation FM harmonique (Eq. 6.21). Le courant
parcourant le nanotube est alors

Int = Gowy” (Re(H(w;)) coswit + Im(H(wy)) sinw;t) Vac cos w;t (6.28)

soit pour les termes & basse fréquence avec une fréquence petite devant w; /27

1
]BF = §G0VAcw02R€(H<wi)) (629)

avec
w;(t) = wy + wa coswyt (6.30)

Un développement limité de la pulsation instantanée autour la pulsation porteuse
donne

dRe(H)

Re(H(w;)) = Re(H(wy)) + wa coswyt T

(6.31)
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Lorsque la déviation en fréquence est faible, elle vérifie

Wo
wp K — (6.32)
Q
la premiére harmonique du courant démodulé a basse fréquence s’obtient comme

dRe(H) coswrt (6.33)

1
Ippi = §G0VACWO WA
cela signifie que pour une modulation FM du signal d’excitation a la pulsation wy,
avec la condition 6.32, le courant a basse fréquence est proportionnel a la modulation
coswyt. On parle alors de démodulation du signal par le résonateur. Les fonctions
Re(H) et dRe(H)/dw sont tracées en unité arbitraire sur la figure 6.10

Amplitude (u.a.)

| |
0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04
Fréguence normalisée

FIGURE 6.10 Partie réelle (en haut) et dérivée de la partie réelle (en bas) de la fonction
de réponse mécanique H d’un oscillateur harmonique. La fréquence est rapportée a la
fréquence de résonance et ) = 100.

Le courant démodulé est proportionnel & dRe(H)/dw et est maximal en valeur
absolue a la résonance lorsque la pente de la partie réelle de la fonction de réponse
mécanique est maximale. Le signe négatif provient de la pente négative de la fonction
de réponse a la résonance. Deux annulations du courant démodulé sont attendues
pour le maximum et le minimum de Re(H). La distance en fréquence entre les deux
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zéros correspond a la largeur de la résonance Af, reliée au facteur de qualité par

Q=f/Af.

Le schéma de la mesure est donné par la figure 6.11

77

FIGURE 6.11 Schéma de la mesure d’excitation FM. Le signal de modulation a la pulsation
wr, est fourni par le lock-in. Un générateur RF est utilisé pour générer un signal FM qui est
appliqué a la source du transistor a nanotubes. Une source délivrant une tension continue
est utilisée pour polariser la grille.

Une résonance est présentée en figure 6.12 pour un balayage de la fréquence por-
teuse f,, autour d’une fréquence de résonance mécanique d’'un nanotube de carbone.

La détection des résonances par modulation en fréquence est trés sélective vis-a-
vis de la nature mécanique des résonances et contrairement & la mesure du courant
redressé (partie 6.2.3.2) ou la mesure en “down-mixing” il n’y a pas de courants a
basse fréquence liés a une démodulation purement électrique du transistor a nano-
tubes.




147

Courant (pA)
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F1GURE 6.12 Spectre de résonance d’'un nanotube de carbone pour un signal d’excitation
FM. L’amplitude du courant a la fréquence de modulation wy, /27 est tracée en fonction
de la fréquence de la porteuse (Af = 150 kHz, fr = 616,3 Hz pour une excitation V, =

—9,5 V, Vac = 15mV.). La modélisation utilise le courant Ipr (Eq. 6.29) avec fo =
111.642 MHz et Q = 140.

L’approximation de la fréquence lentement variable (Eq. 6.26) est validée par les
valeurs

fo/Q = 800 kHz (6.34)
fa = 150 kHz (6.35)
fo = 0,6 kHz (6.36)
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L’accordage en fréquence des nanotubes est observé en mesurant des spectres de
résonance pour plusieurs valeurs de tension de grille (Fig. 6.13).

350

Fréquence porteuse (MHz)
S
o

-10 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
Tension de grille (V)

FIGURE 6.13 Spectre de résonance par excitation FM en fonction de la fréquence de la
porteuse pour plusieurs valeurs de tension de grille DC.

Plusieurs modes de vibrations sont observés signalant la présence de plusieurs
nanotubes résonants entre les deux pistes contactées. L'augmentation de la tension
de grille en valeur absolue entraine I’augmentation des fréquences de résonance. Une
asymeétrie de l'ordre du volt est observée et peut étre la cause de charges piégées
dans l'oxyde de silicium affectant le champ électrique sur les résonateurs.
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6.3.3 Distorsion du signal démodulé
6.3.3.1 Distorsion avec la déviation en fréquence

Les spectres de résonances sont superposés pour plusieurs valeurs de fa sur la
figure 6.14.

Les graphes de la figure 6.14 permettent d’établir deux régimes

— faible déviation en fréquence fa < fo/Q : le courant démodulé est décrit par

I’équation 6.33 et est proportionnel & fa. Dans ce régime la distance entre
les annulations de courant ne dépend pas de fa (fa < 400 kHz sur la carte).

— forte déviation en fréquence fa > fo/Q : le courant démodulé subit des

distorsions a cause du développement de la fréquence instantanée autour de
la fréquence porteuse qui fait intervenir des non linéarités de la fonction
Re(H).

Lorsque la déviation en fréquence devient comparable a la largeur de la résonance,
le développement limité 6.29 requiert la prise en compte des dérivées de Re(H) et
la dérivée d’ordre n fait apparaitre un terme de la forme coswypt. La résolution
analytique du courant est rendue difficile par la complexité croissante des dérivées
successives de Re(#H). Une résolution numérique a été utilisée pour obtenir le courant
démodulé pour des grand fa. Elle consiste a calculer la réponse du signal f(¢) =
fi+fa coswpt pour la fonction Re(H(f(t))) et a extraire par une détection synchrone
numérique la composante a la pulsation wy, en prenant la moyenne du signal obtenu
multiplié par coswrt. Avec cette résolution numérique, il est possible de modéliser
I’amplitude maximale du courant démodulé en fonction de fa (Fig. 6.15)

La figure 6.15 permet de retrouver les deux régimes fa < fo/Q et fa > fo/Q et le
maximum de courant démodulé s’interpréte comme un balayage de la fréquence entre
le maximum et le minimum de la partie réelle de la fonction de réponse mécanique.

6.3.3.2 Enrichissement en harmonique d’ordre supérieur

Lorsque la déviation en fréquence est comparable a la largeur de la résonance,
le développement limité en fonction de la pulsation instantanée 6.29 d’ordre n fait
également apparaitre un préfacteur de la forme cos™ wrt. Il y a donc une distorsion
anharmonique du signal de modulation ~ coswyt. Pour une déviation en fréquence
de l'ordre de fy/Q, le terme dominant dans le courant a la pulsation nwy, provient de

la dérivée n€M€ de la fonction Re(H). Plus précisément si Igp = Io+ Y I,, cosnwt

n

1 d"
_ n
1, = _n!wA coS nthdw”

Re(H) (6.37)
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FIGURE 6.14 (en haut) Spectres de résonance pour un signal d’excitation FM pour plu-
sieurs valeurs de déviation en fréquence fa (fr = 616,3 Hz, V, = —9,5 V). (en bas)
Représentation des spectres sous forme cartographique de la valeur absolue du courant en
fonction de la fréquence porteuse et de la déviation en fréquence.
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FIGURE 6.15 Amplitude maximale (i.e. & la résonance) du courant démodulé a wy en
fonction de la déviation en fréquence. La résolution numérique du courant & basse fréquence
(Eq. 6.29) pour une modulation FM est utilisée comme modéle.
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FIGURE 6.16 Spectre de résonance en fonction de f, pour la mesure du courant démodulé
aux pulsations nwy, (fr, = 616,3 Hz, V, = —9,5 V). Les courbes modéles insérées sont les
dérivées d’ordre n de Re(H).
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Conclusion du chapitre

Une technique originale d’excitation par un signal modulé en fréquence a été pré-
sentée a destination des résonateurs nanométriques. Dans ce chapitre, des nanotubes
de carbone doublement encastrés sont utilisés comme résonateurs. L’excitation par
modulation de fréquence permet une détection uniquement électrique et sélective du
point de vue de leur nature mécanique des résonances de nanotubes de carbone.
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Deuxiéme partie
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nanoélectromécaniques
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Chapitre 7

Auto-oscillation sous émission de
champ

7.1 Introduction aux auto-oscillateurs

L’auto-oscillateur qui sera présenté en détail par la suite est un nanofil de carbure
de silicium. Lorsqu’il est soumis & un courant électrique d’émission de champ, il sera
montré que ce type de résonateur peut présenter une oscillation spontanée autour
de sa position d’équilibre. En premier lieu, une introduction aux auto-oscillateurs
est proposée en lien avec la notion d’instabilité.

7.1.1 Présentation générale
7.1.1.1 Définition

Un auto-oscillateur, ou oscillateur auto-entretenu, désigne un systéme qui géneére
par sa dynamique un signal périodique propre. Dans une situation expérimentale
ou il y a de la dissipation, une auto-oscillation requiert une source d’énergie : un
cycle d’oscillation peut étre vu comme une utilisation de I’énergie de la source pour
compenser les pertes dissipatives du cycle d’oscillation.

7.1.1.2 Exemples de systéme auto-oscillants

Systémes liés au développement technologique

L’intérét pour les auto-oscillateurs a débuté avec le développement des horloges
et la recherche de précision dans la mesure du temps. Les travaux de Huygens
au XVII® sur la mécanique des horloges sont souvent cités notamment car ils ont
mis en évidence un comportement singulier des auto-oscillateurs couplés qui est la
synchronisation (voir le chapitre 8). Au cours du XX¢ siécle, les travaux de van
der Pol sur les oscillateurs électriques peuvent étre introduits comme le début de
travaux quantitatifs sur les auto-oscillateurs. Les oscillations spontanées de courant
pour des composants semi-conducteurs ont été montrées par Gunn (1963). Pour ce
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type d’oscillateur, la source d’énergie provient d’un courant continu traversant le
matériau entrainant un régime de résistance différentielle négative, comparable a
loscillateur électrique de van der Pol qui sera détaillé dans la suite (partie 7.1.4).

En optique, le principe de fonctionnement du laser, ou de maniére équivalente du
maser (Gordon et al., 1955), utilise un milieu actif pour amplifier et auto-entretenir
une onde électromagnétique. Le mécanisme d’auto-oscillation est 'expression di-
recte de I’émission stimulée ou la probabilité d’ajouter un photon a la cavité est
proportionnel au nombre de photons présent dans la cavité. Lorsque I'inversion de
population atteint un seuil correspondant aux pertes des modes non résonants, le
champ électromagnétique croit d’abord exponentiellement avant d’atteindre un ré-
gime de saturation.

En électronique, un grand nombre de systémes auto-oscillants ont été proposés
en utilisant notamment un amplificateur opérationnel (résistance négative, systéme
a bascule). Les systémes a résistances négatives sont alors couplés a un systéme réso-
nant comme un circuit RLC ou mieux un résonateur a quartz. Ce type d’oscillateur
sera détaillé dans la partie 7.1.4.1.

Mécanique des fluides

La convection de Rayleigh-Bénard (Rayleigh, 1916; Bénard, 1900) se produit
lorsque une couche de fluide est confinée entre deux parois , 'une chaude en bas
et 'autre froide en haut. Le moteur de I'instabilité est la poussée d’Archiméde qui
entraine la mise en mouvement du fluide par recirculation.

L’instabilité décrite par von Karman (von Karman et Rubach, 1912) est un
autre exemple d’auto-oscillation lorsqu’un écoulement de fluide rencontre un obstacle
comme un fil par exemple. Les recirculations entrainées par le fil prennent la forme
d’une succession de tourbillons de sens de rotation alternés.

L’instabilité du tuyau d’arrosage est un exemple d’auto-oscillation aux consé-
quences désagréables. Lorsqu’un tuyau d’arrosage est pendant ou posé sur le sol,
pour un débit d’eau suffisant, le tuyau peut se mettre a osciller spontanément et
projeter de I'eau dans toutes les directions. Ce type d’instabilité est décrite par une
“confusion de fréquence” (Rocard, 1943). Il s’agit d’'une dynamique instable & deux
oscillateurs ou il n’y a pas a proprement parler un terme de dissipation négative
irréversible (de Langre, 2001; Vandenberghe, 2002). Un exemple célébre attribué a
une instabilité par confusion de fréquence est donné par le cas du pont de Tacoma
qui s’est effondré en 1940 & cause d’'un mécanisme d’auto-oscillation. Contrairement
a ce qui est parfois rencontré, il ne s’agissait pas de l'effet d’une résonance méca-
nique, c’est-a-dire d’une excitation par une composante pré-existante du vent a la
fréquence de résonance du pont, mais plutdot d’un couplage aéroélastique (Billah et
Scanlan, 1991).

Acoustique

Un grand nombre d’instrument de musique & vent utilise une auto-oscillation
pour générer une onde acoustique (Silva, 2009). C’est le cas par exemple du saxo-
phone ot la position de I’'anche est mécaniquement instable et se met a vibrer lorsque
le saxophoniste cherche & imposer un écoulement d’air dans le bec.
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La voix et la mise en mouvement des cordes vocales est aussi une auto-oscillation
(Titze, 1988) dont le mécanisme est a rapprocher de celui des instruments a vents.

L’effet Larsen (Larsen, 1911) peut se produire lorsqu'un récepteur, un micro-
phone ou un instrument par exemple, est rapproché trop prés d’une enceinte émet-
tant le son du récepteur. Un son aigu tout a fait désagréable se produit a cause du
passage en boucle amplifié du son entre 'enceinte et le récepteur.

L’instabilité thermoacoustique de Rijke se produit lorsqu’une conduite est sou-
mise & une différence de température (Matveev, 2003). Sous 'effet du gradient ther-
mique, les ondes acoustiques, qui correspondent également a un cycle thermique,
sont instables le tube se met a siffler.

Systémes biologiques

Les cycles de sommeil sont un exemple d’auto-oscillation ot la période est proche
de 24 heures (Czeisler et al., 1999) et ou entrent en jeu des processus d’oscillations
chimiques et physiologiques complexes (Dunlap, 1999).

Le principe des mécanismes d’audition est également attribué a la présence dans
Poreille interne de cellules ciliées dans des régimes d’auto-oscillations rendant la
détection treés sensible (Jiilicher, 2001).

L’étude de systémes proie-prédateurs a également montré des régimes d’oscilla-
tion spontanée des populations dans le modéle développé par Lotka et Volterra.

Les lucioles males d’Asie tropicale (Buck, 1988) utilisent un mécanisme d’auto-
oscillation par flashes de lumiére pour se faire identifier des femelles intéressées par
de nouvelles rencontres.

On peut également citer le cas des réactions chimiques oscillantes (Belousov,
1959; Zhabotinsky, 1964; Nicolis et Portnow, 1973) qui ont notamment suscité 1'in-
térét pour leurs liens avec des processus biochimiques équivalents tels que les bat-
tements du ceeur.

7.1.2 Quelques notions autour des auto-oscillations
7.1.2.1 Instabilités auto-oscillantes

Nous nous intéresserons aux auto-oscillations qui naissent d’une instabilité.

On parle d’instabilité lorsqu’un systéme posséde une situation d’équilibre que
toute infime perturbation peut amener a quitter. Pour le cas d’un pendule simple
avec un fil rigide contraint a se déplacer dans un plan, il existe deux positions
d’équilibre, une position stable en bas et une position instable en haut. Lorsque le
pendule est placé & son position d’équilibre instable, la dynamique est face a une
indétermination au sens ou il y a deux trajectoires équivalentes d’évolution possible,
une emmenant le pendule & gauche du point instable et une autre vers la droite. Dans
le cas des auto-oscillations, nous verrons que l'indétermination se traduit par une
liberté dans la phase de l'oscillation (partie 7.1.2.5).

Pour les systémes qui présentent une instabilité oscillante, on définit un para-
metre de controle qui représente I'énergie injectée pour un cycle d’oscillation : la
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différence de température pour la convection de Rayleigh-Bénard, la vitesse d’un
fluide pour instabilité de von Karman ou l'instabilité d'un tuyau d’arrosage, le gain
d’un amplificateur pour leffet Larsen, 'inversion de population pour Ieffet ma-
ser/laser, ... L’apparition des oscillations spontanées est alors reliée pour chaque
systéme a une valeur seuil d’un paramétre de controle de 'auto-oscillation. En aug-
mentant le paramétre de controle de maniére a traverser la valeur seuil, on obtient
a partir d’une situation d’équilibre que, si une petite perturbation intervient, le sys-
téme va étre amené a osciller autour de sa position d’équilibre. Au dela du seuil, la
dynamique du systéme sera telle que les oscillations vont générer une rétroaction sur
le systéme qui va progressivement amplifier le signal perturbatif jusqu’a atteindre
un régime de saturation non linéaire.

7.1.2.2 Oscillateurs a relaxation

Les oscillateurs a relaxation se comportent également comme des systémes gé-
nérant des oscillations sans qu’il soit possible d’établir un état d’équilibre qui se dé-
stabilise vers un cycle d’oscillation. Tls sont caractérisé par une succession d’étapes
cycliques avec un passage a l'é¢tape N + 1 lorsque I'étape N est terminée, ce qui
correspondrait sur un exemple a je-remplis-mon-verre-de-biére / je-vais-devant-la-
télé-dans-le-salon / je-bois-la-biére / je-vais-dans-la~cuisine / je-remplis-mon-verre-
de-biére / ... Dans ce cas 14, il n’existe pas vraiment d’état d’équilibre instable ou
je serai entre la cuisine et le salon avec un verre de biére & moitié vide et ou je ferai
des petits mouvements d’oscillations entre la cuisine et le salon en remplissant et en
buvant de plus en plus dans mon verre.

Un exemple plus sérieux est celui du shishi odoshi dans les jardins japonais (Acco,
2003). Il s’agit d’une fontaine disposant d’un réceptacle a bascule, un bambou creux
le plus souvent, qui se vide périodiquement en produisant un son ayant pour but
d’effrayer les éventuels animaux sauvages qui chercheraient a déposséder le jardinier
de ses salades.

Un exemple encore plus sérieux est celui de l'oscillateur de van der Pol dans la
limite forte résistance négative (voir annexe B).

7.1.2.3 Auto-oscillateurs et oscillateurs harmoniques amortis

Un systéme auto-oscillant est parfois appelé simplement “oscillateur”, en élec-
tronique notamment. Cette appellation peut porter & confusion dans la mesure ou
un oscillateur harmonique amorti n’est précisément pas un oscillateur. En effet, un
oscillateur harmonique amorti ne génére pas spontanément un signal alternatif, il
est seulement un filtre avec une réponse plus ou moins marquée selon la fréquence
d’excitation. Ainsi, pour 'exemple d’'un systéme masse-ressort déplacé faiblement
autour de sa position d’équilibre, les oscillations amorties obtenues sont la superpo-
sition des réponses de la décomposition spectrale de 'excitation par une forme en
marche d’escalier (Fig. 7.1).
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F1GURE 7.1 Réponse (numérique) d’un pendule simple amorti pour une consigne en posi-
tion de type marche correspondant expérimentalement & un lacher autour de la position
d’équilibre. Le signal périodique obtenu n’est pas généré par le pendule et correspond au
filtrage de la consigne.

Le cas limite de 'oscillateur rigoureusement harmonique, c’est-a-dire sans amor-
tissement, il ne s’agit pas non plus d'un auto-oscillateur dans la mesure ot il n’y a
pas de cycle limite d’oscillation (Pikovsky et al., 2001).

7.1.2.4 Oscillateurs paramétriques : peut-on parler d’auto-oscillation ?

Un traitement analytique d’un oscillateur paramétrique par un forcage externe a
déja été proposé dans la partie 4.3. Il a été vu que l'oscillation paramétrique était une
instabilité de la solution d’équilibre £ = 0 pour un oscillateur harmonique de raideur
dépendant du temps. Il a été vu également que les oscillations instables gardaient
exactement la méme fréquence que la fréquence moitié de 'excitation. En ce sens,
un oscillateur harmonique forcé paramétriquement n’est pas un auto-oscillateur.

Il convient alors de préciser la définition d'un auto-oscillateur : il s’agit d’un
systéme qui géneére spontanément un signal périodique sans contrainte sur la phase
inatiale d’oscillation.

Il peut exister une confusion entre un oscillateur paramétrique et un oscillateur
auto-entretenu. Cette confusion est en partie due au fait qu’il existe des systémes
auto-oscillants qui utilisent une rétroaction avec un forcage paramétrique. Le ta-
bleau 7.1 montre qu'’il existe toutes les situations et illustre la différence entre oscil-
lation paramétrique et auto-oscillation.

Détaillons les exemples tirés du tableau 7.1.

Pour les exemples d’auto-oscillations paramétriques, le mécanisme d’auto-oscillation
est lié & un couplage paramétrique au sens ot la position du résonateur se traduit
par une modification d'un parameétre du systéme optique a savoir la longueur de la
cavité résonante. Comme la cavité est forcé a la fréquence (longueur d’onde) fixée
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H Auto-oscillation ‘ oscillation amortie ‘

paramétrique Cavité optique pendule de
(annexe C) Mathieu
non paramétrique oscillateur de pendule
van der Pol

TABLE 7.1 Exemples de systémes liés & la notion d’oscillation paramétrique et d’auto-
oscillation.

d’un laser, la modification de la longueur de la cavité entraine une modification de la
condition de résonance. Cette modification change I'intensité du champ résonant qui
modifie & son tour la force optique ! agissant sur le résonateur. Un traitement appro-
prié au couplage optique/mécanique est proposée en annexe C et montre que la force
peut étre une force de dissipation négative entrainant une oscillation spontanée.

Le cas du pendule de Mathieu forcé est exemple d’excitation paramétrique sans
auto-oscillation. 1.’instabilité de la position d’équilibre du pendule est décrite par
I'équation d’un oscillateur harmonique forcé paramétriquement (partie 4.3).

L’oscillateur de van der Pol est un exemple d’auto-oscillateur & résistance néga-
tive au sens ou la dissipation visqueuse & un coefficient négatif. On remarquera au
passage que l'exemple des cavités optiques instables peut se ramener a une auto-
oscillation a résistance négative (voir annexe C).

7.1.2.5 Phase d’un auto-oscillateur

Lorsqu’un systéme auto-oscille, il produit un signal périodique qu’il est commode
de repérer par sa phase. Considérons un signal auto-oscillant quasi-sinusoidal ? de
période T : C'(t) = Acos2nt/T. On peut définir la fonction

F(t) = C(t) +iS(t) (7.1)

avec S(t) = Asin2nt/T, de sorte que dans le plan complexe, le signal auto-oscillant
est “complété”? par sa partie imaginaire et représenté par un cycle limite (Fig. 7.2).

Pour un systéme auto-oscillant, 'approche de Kuramoto consiste & définir la
phase ¢ comme une grandeur dynamique pertinente décrivant 1’évolution au cours
du temps. Le cycle d’oscillation est donné a partir de la phase II(¢(¢)). La phase de

1. Il peut s’agir d’une force de pression de radiation optique ou encore d’effets liés au chauffage
par le champ optique entrainant la dilatation et le déplacement du résonateur (voir 'introduction
de 'annexe C).

2. Un cycle limite d’auto-oscillation n’est jamais strictement, harmonique & cause des termes
non linéaires nécessaires a la saturation de la vibration (cf. partie 7.1.4.1).

3. la fonction complément s’obtient mathématiquement par la transformée de Hilbert. La trans-
formée de Hilbert de la fonction cost est donc sint.
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temps 0 c

F1GURE 7.2 Cycle limite d’une auto-oscillation quasi-sinusoidale. Le cycle d’oscillation est
représenté comme une phase tournante dans le sens trigonométrique avec la période T dans
le plan complexe. Dans ce cas 14, la phase est ¢ = 27t /T

'auto-oscillateur évolue sur un intervalle périodique [0 27] et la fréquence d’auto-
oscillation f,, est une propriété du systéme qui impose une contrainte sur la dérivée
de la phase
o _ s o
dt 2T

Pour un systéme déterministe, la contrainte sur la dérivée de la phase est égale-
ment une contrainte sur la phase puisque elle s’obtient par intégration de la pulsation
faa/2m avec la phase initiale comme référence.

C’est dans un cadre statistique que la phase prend son sens comme degré de li-
berté. Si en présence de bruit la valeur moyenne de la dérivée de la phase est toujours
faa/2m, la valeur moyenne de la phase est indéterminée. En effet, si une fluctuation
déphase instantanément le signal de ’auto-oscillateur, il n’y a aucune force qui tend
a ramener la phase a sa valeur initiale. En d’autres termes, I'auto-oscillateur a envie
d’avoir une phase qui tourne a une certaine vitesse sans préoccupation sur la valeur
de la phase elle-méme.

7.1.3 Les auto-oscillateurs nanoélectromécaniques

Dans les années 2000, le domaine de la micro- et nanoélectromécanique a vu
I’apparition et le développement de plusieurs dispositifs auto-oscillants qui vont étre
présentés selon le mécanisme responsable de la vibration spontanée.

Emission de champ Les résonateurs sont parcourus par un courant d’émission de
champ avec une rétroaction de type résistance négative liée notamment a la dépen-
dance du courant émis avec la position du résonateur vis-a-vis d’une contre électrode
environnante (Ayari et al., 2007; Kleshch et al., 2009). Dans le cas de Weldon et al.
(2010), il s’agit de nanotubes de carbone semble-t-il dans un régime d’oscillation a
relaxation (cf. partie 7.1.2.2) avec néanmoins un traitement contradictoire du mé-
canisme d’auto-oscillation.
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Rétroaction externe Un résonateur passif peut étre rendu auto-oscillant (Villa-
nueva et al., 2011; Feng et al., 2008) en utilisant un amplificateur externe électrique
de maniére comparable & ce qui est obtenu avec un microphone, un amplificateur
et une enceinte pour l'effet Larsen. Ramos et al. (2008) utilisent une excitation
photothermique pour leur systéme de rétroaction.

Transconductance d’un transistor résonant La transconductance relie la con-
ductivité d’'une poutre en configuration transistor en fonction d’un potentiel de grille.
Dans certaines situations, la transconductance dépend significativement de la posi-
tion de la poutre et peut entrainer un couplage électromécanique vers une instabilité
auto-oscillante. Ainsi, Grogg et al. (2009) ont observé des auto-oscillations pour des
poutres en silicium fortement dopés. Steele et al. (2009) ont également mesuré une
excitation spontanée de nanotubes de carbone dans des régimes de blocage de Cou-
lomb.

Nano cloche de Franklin La cloche utilisée par Franklin pour avertir de I'immi-
nence d’un éclair se composait d’une paire de pendules isolés électriquement pouvant
osciller et toucher deux électrodes, 'une reliée a la terre et autre a un paratonnerre.
Lorsque le pendule se trouvait entre les deux électrodes portés a deux potentiels élec-
triques suffisamment différents, le pendule se mettait a osciller et transporter des
charges a chaque cycle entre les deux électrodes. Ce type d’expérience a été minia-
turisée jusqu’a utiliser une molécule de Cgy comme élément mécanique (Park et al.,
2000) ou un nanopilier (Kim et al., 2010).

Les auto-oscillations obtenues par focalisation d'un faisceau électronique (Vincent
et al., 2007) peuvent également étre rapprochées des oscillations a transfert de
charge.

Couplage thermique Un couplage électro-thermo-mécanique est utilisé par Stee-
neken et al. (2011) pour mettre en mouvement une structure piézorésistive.

Couplage optique Le couplage d’un résonateur avec une cavité optique a été
utilisé par plusieurs groupes pour obtenir un amortissement supplémentaire ou une
auto-oscillation (Metzger et Karrai, 2004; Pandey et al., 2006; Gigan et al., 2006;
Teufel et al., 2008; Metzger et al., 2008; Favero et al., 2009; Okamoto et al., 2011).
Un analogue purement mécanique du couplage optique est présenté en annexe C.

7.1.4 L’oscillateur de van der Pol

Le modéle introduit par van der Pol est le modéle dynamique le plus simple pour
décrire un auto-oscillateur instable a résistance négative.
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7.1.4.1 Un modéle d’auto-oscillateur instable

L’équation de van der Pol est celle d’un oscillateur harmonique avec une dissi-
pation linéaire accordable o et une dissipation positive non linéaire ax?

i—a(l —2%)i+w’r =0 (7.3)

ol wy est la pulsation de résonance de l'oscillateur.

Quelle que soit la valeur de «, I'équation 7.3 admet x(t) = 0 comme solution
évidente. En revanche cette solution est instable lorsque o > 0. En effet, les solutions
linéaires sont de la forme

2
x = zoe™ sin ( wo? — (%) t) (7.4)

ce qui signifie que pour la solution z = 0 se déstabilise lorsque o 2 0 et donne nais-
sance a des oscillations dans une enveloppe exponentielle croissante. Cette croissance
exponentielle est interrompue par le terme de saturation non linéaire qui devient
comparable a « pour z ~ 1 (Fig. 7.3, courbes centrales).

7.1.4.2 Limite de dissipation fortement négative : oscillation a relaxation

van der Pol et van der Mark (1928) proposérent 'équation 7.3 non pas comme
un modeéle d’auto-oscillateur instable a résistance négative mais comme un exemple
d’oscillateur a relaxation pour modéliser les battements cardiaques. En effet, lorsque
a > 1 dans I'équation 7.3, le terme Z est négligeable, sauf en quelques instants et le
signal d’oscillation est alors composé de portions d’évolutions a relaxation (Fig. 7.3,
courbe de droite).

Un traitement de I'auto-oscillateur de van der Pol dans la limite de relaxation
est proposé en annexe B.
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F1GURE 7.3 Simulation numérique par intégration de 1’équation de van der Pol 7.3. La
trajectoire est représentée pour 3 valeurs du coefficient de dissipation (o = —0.05, dissi-
pation positive, o = 0.1, dissipation faiblement positive et o = 10, dissipation fortement
positive). Les portraits de phase sont tracés en dessous de chaque trajectoire ou ’on peut
voir les cycles limites faiblement (o = 0.1) et fortement non linéaires (o = 10).
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7.2 Instabilité auto-oscillantes d’un résonateur sous
émission de champ

Lorsqu’ils sont soumis a un courant d’émission de champ, les résonateurs SiC
sont susceptibles de présenter des auto-oscillations mécaniques par conséquence du
couplage électromécanique. Avant de proposer un modéle décrivant I'instabilité li-
néaire de tels systémes, une introduction a I’émission de champ est proposée.

7.2.1 Quelques mots sur I’émission de champ
7.2.1.1 Un application de ’effet tunnel

Lorsque deux électrodes meétalliques sont placées proches I'une de l'autre dans
le vide, il est envisageable de pouvoir faire circuler un courant électronique entre
ces deux électrodes, c’est-a-dire a travers le vide, lorsque le champ électrique autour
de I'électrode négative est suffisamment intense pour permettre de lui arracher des
électrons. En I'absence de champ électrique, les électrons de 1’électrode négative
n’auraient aucune envie de s’échapper dans le vide puisqu’ils devraient surmonter
un travail de sortie correspondant a la différence d’énergie entre le niveau de Fermi
dans le matériau et un niveau qui correspondrait & un électron libre dans le vide
et sans vitesse. La présence du champ électrique intense permet de déformer le
potentiel électrique a I'extérieur du matériau en une barriére de potentiel triangulaire
(Fig. 7.4). Lorsque le champ électrique est suffisamment fort, la barriére triangulaire

niveau de Fermi niveau de Fermi e -
T — rd
Bandede Bande de -
. . tunneling
conduction conduction
métal vide métal vide

FIGURE 7.4 A gauche : profil du potentiel électrique pour un métal en ’absence de champ
électrique. Le potentiel de Fermi introduit une marche ® définissant le travail de sortie. A
droite profil du potentiel électrique en présence d'un fort champ électrique. La barriére de
potentielle est triangulaire et les électrons peuvent s’échapper par effet tunnel.

devient perméable aux électrons par effet tunnel. Le travail de sortie ® est I'énergie
nécessaire a fournir & un électron pour le libérer de sa bande de conduction depuis
le niveau de Fermi. Le travail de sortie des matériaux se situe généralement entre
3 et 5 eV. Comme les largeurs typiques de barriére tunnel mesurables en termes de
courants électriques sont de I’ordre du nanométre, le champ électrique caractéristique
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nécessaire a I’émission de champ est de I'ordre de 10° V.m~!. Une géométrie plaque-
plaque pour I’émission de champ n’est jamais utilisée en pratique car le champ
électrique nécessaire correspondrait a une tension de 1000 Volts entre deux plaques
distantes d’un micromeétre.

7.2.1.2 Mise en pratique pour des émetteurs pointus

Le champ électrique nécessaire & 1’émission d’électrons par une surface est re-
marquablement élevé. Expérimentalement, les émetteurs de courant d’émission de
champ seront toujours des objets pointus ou il existe une amplification du champ
électrique localement a 'apex. L’amplification du champ électrique est causée par
la modification de la géométrie des lignes de champ électrique avec notamment un
resserrement des lignes équipotentielles autour de 'apex. 11 s’agit de I'effet de pointe
qui est notamment mis en pratique pour le fonctionnement des paratonnerres.

Les résonateurs nanomécaniques sont particuliérement propices a une utilisation
en tant qu’émetteur de champ. En considérant la longueur L d’un résonateur et le
rayon a, on obtient des rapports d’aspect L/a ~ 1000, ce qui veut dire qualitati-
vement que ’on amplifie le champ électrique d’un facteur 1000 lorsque 'on dispose
un tel émetteur entre deux électrode (Fig. 7.5). Edgcombe et Valdre (2001) pro-
posent une formule d’amplification du champ électrique v = 1,2 [L/a + 2.15]0’9 qui
est simplifiée par Minoux (2006) sous la forme v = 0,67L/a pour les grand rapports
d’aspects.

L / VL /

Yy N 7

FIGURE 7.5 A gauche : Champ électrique entre deux plaques paralléles avec une différence
de potentiel V. A droite : Champ électrique amplifié par un fil de longueur L et de rayon a.

L’utilisation d’un résonateur avec un grand rapport d’aspect permet une émission
de champ pour une distance a une contre électrode de l'ordre de la centaine de
micrométres pour une tension appliquée de quelques centaines de volts. Le résonateur
utilisé est celui présenté au chapitre 2 pour une position correspondant aux mesures
de déflections statiques (partie 2.2). Un courant d’émission de champ est mesuré
pour une tension positive sur la contre électrode a partir de 200 V (Fig. 7.6).

Pour les mesures d’émission de champ, la relation entre le courant et la tension
est souvent représentée avec sur I’axe des abscisses 1/V en et sur I’axe des ordonnées
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FIGURE 7.6 A gauche : Relation courant tension d’un nanofil SiC (cf. Fig 2.5 ) sous émission
de champ. La tension positive est appliquée a la contre électrode. A droite : Représentation
Fowler-Nordheim du courant d’émission de champ. Sur 'axe des abscisses, on trace 1/V
en fonction de i/V? sur 'axe des ordonnées avec une échelle logarithmique.

I/V? en échelle logarithmique. Cette représentation provient du modéle de Fowler
et Nordheim (1928) qui donne la relation entre le courant et la tension pour un

émetteur métallique
L V)? byt 7.5
v a(B(x)V)” exp BV (7.5)

oll ¢ est le travail de sortie, a et b sont deux constantes et 3(z) [m™| est le facteur
d’amplification du champ électrique F' = V. La dépendance en x de (3 signale que
le facteur d’amplification de champ du résonateur dépend de la position relative
du résonateur par rapport a la contre électrode. Cette dépendance sera primordiale
pour le couplage entre la vibration et le courant d’émission pour mener a un régime
d’auto-oscillation.

Signalons que le modéle de Fowler-Nordheim n’est pas parfaitement vérifié, no-
tamment pour les basses tensions. De maniére générale, un écart au comportement
prévu par la loi de Fowler-Nordheim peut étre causé par

un couplage entre la tension électrique et la déflection statique du résonateur
qui se rapproche de la contre électrode et voit donc une augmentation du
facteur d’amplification de champ S(z).

— un comportement résistif et/ou semi-conducteur du résonateur SiC comme
émetteur de champ (Choueib et al., 2009).

7.2.2 Observation d’oscillations spontanées d’un résonateur
SiC sous émission de champ

Un nanofil de SiC est placé sur une pointe en tungsténe en face d’une contre
électrode en or sur le nanomanipulateur du testeur UHV/MEB. Une tension élec-
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trique positive est appliquée a la contre électrode et entraine dans un premier temps
la déflection statique du nanofil (Fig. 7.7).

FIGURE 7.7 A gauche : nanofil en SiC avec une contre électrode au voisinage mise & la masse.
A droite : une tension de 120 V est appliquée sur la contre électrode et le résonateur peut
se défléchir en direction de la contre électrode.

Le générateur de tension DC connecté a la contre électrode dispose d'un am-
péremétre en série permettant une mesure du courant moyen collecté par la contre
électrode.

Lorsque la tension atteint 150 V environ, le champ électrique est suffisant pour
entrainer un courant d’émission du champ émis par 'apex du résonateur. Ce courant
est mesuré par 'ampéremétre et se traduit aussi par un brouillage de I'imagerie
du microscope électronique car une partie des électrons émis par le résonateur est
collectée par I'électrode du SED portée a un potentiel positif.

Pour une valeur de tension seuil, le résonateur SiC se met spontanément en vibra-
tion autour de sa position d’équilibre. L’auto-oscillation du résonateur se traduit par
une vibration mécanique observable par imagerie MEB mais également par une os-
cillation spontanée du courant d’émission de champ. Selon le temps de moyennage
utilisé par l'imagerie MEB, il est possible d’observer I'une ou 'autre des preuves
d’auto-oscillation (Fig. 7.8).

Il est possible d’estimer la fréquence fondamentale f,,. du courant auto-oscillant
a partir de I'image de gauche de la figure 7.8. Il y a 23 cycles d’oscillation sur une
ligne de 684 pixels. On obtient donc une période de 29,7 us ce qui donne une fré-
quence f,s. = 47 kHz. Cette valeur de fréquence est tout a fait compatible avec la
fréquence de vibration du premier mode de vibration avec un forte tension d’accor-
dage en fréquence par tirage. On pourra se référer a la figure 2.16 correspondant a
un accordage en fréquence sur la plage de tension sans émission de champ.
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i

F1GURE 7.8 Les deux images sont obtenues par imagerie du logiciel du MEB & partir
du courant collecté par le SED. Le balayage de 'image se fait lignes par lignes et de
haut en bas. A gauche : Imagerie du MEB lors d'une auto-oscillation du résonateur SiC
(Vbe =300V, Ipc = 1,9 nA). Le faisceau électronique du MEB est coupé de maniére &
observer uniquement les électrons collectés émis par le résonateur. Le temps par pixel est
de 1 ps (image 684x515 pixels). A droite : Imagerie MEB avec le faisceau en marche et
un temps par pixel de 60 ps. Le moyennage est suffisant pour observer le fil en vibration
spontanée (Vpo =190 DC, Ipc = 0,5 nA).

7.2.3 Modélisation électromécanique de ’auto-oscillation

La description de I'instabilité auto-oscillante d’un résonateur SiC sous émission
de champ est donnée par une prise en compte d’un couplage électromécanique com-
parable a celle utilisée dans la chapitre 5 sur la dissipation électrostatique avec
comme considération supplémentaire le courant d’émission de champ (Fig. 7.9).
Cette approche est présentée dans les travaux de Lazarus et al. (2010) (article 1) et
Lazarus et al. (2010) (article 2).

On considére que la différence de potentiel entre le support en tungsténe du réso-
nateur et la contre électrode est Vpo (Viy = 0 et Vg = Vpe). L’équation mécanique
est considérée pour le premier mode de vibration autour de sa position d’équilibre

Wo
Q

L’équation électrique s’obtient par la loi des nceuds pour le point correspondant
au potentiel V'

1
P4+ =t +w?’r=——CVpcV (7.6)
m

Vv

— =ic+1 7.7
¥ —iotise (r.1)
ou igc est le courant d’émission de champ et i¢ le courant capacitif a travers la
capacité C' formée par le fil et la contre électrode. Ce courant s’exprime en fonction

de la charge () sur 'armature positive

dQ  d[C(x)(Vbe = V(1))]

—at dt (7.8)

ic




172 7. AUTO-OSCILLATION SOUS EMISSION DE CHAMP

\ v

]
=
R
——
o V< )

F1GURE 7.9 Résonateur SiC face a une contre électrode. Le support du résonateur est au
potentiel Vi, la contre électrode au potentiel Vg. Le potentiel & 'apex V est introduit
et le déplacement du mode de vibration est repéré par 'amplitude a I'apex z. Le courant
d’émission de champ est introduit par la branche igc et dépend de la tension entre 'apex
et la contre électrode et la position du résonateur.

Le courant d’émission de champ est de la forme ipc(x, Vpe — V). L’équation
électrique linéarisée donne

o 25w+ RVpeC'i (7.9)

ou le point marque une dérivation par rapport au temps et le prime une dériva-
tion par rapport a la position du mode de vibration a I'apex. En combinant les
équations 7.6 et 7.9, on obtient une équation de la forme

dPx d*x dz

TV+O+R&M)V=RQEQQQ

avec
A = 7 (7.11)
digc | wo
Ay = 1+R — 7.12
2 R+, (7.12)
w i R
Al = 60 (1 + R a‘E/C) + 7'(,()02 + E(C/VDC>2 (713)

aiEC R a7;EC
2 4+ 'V 14
Ao “o (1 o oV > mC DO (7.14)
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avec 7 = RC. On peut remarquer qu’en ’absence d’une variation du courant d’émis-
sion de champ Jigc/0x = 0, 'équation électromécanique se raméne a I’équation 5.4
décrivant la dissipation électrostatique pure.

Les solutions de I’équation dynamique 7.10 sont a chercher sous la forme x =
xoe*! avec z complexe. Le polynome caractéristique associé obtenu est

A323 + A222 + Alz + AO =0 (715)

Il existe toujours une solution réelle a I'équation 7.15, ce qui signifie qu’il y a
toujours une solution exponentielle réelle z, = zge*’. Les deux autres solutions
sont complexes conjuguées marquant des solutions oscillantes avec amortissement
positif ou négatif. La stabilité de ces solutions est donnée par le signe négatif de
leurs parties réelles. Le critére de Routh-Hurwitz permet de prédire la stabilité des
solutions oscillantes en fonction des valeurs des coefficients A;. Ainsi les résonateurs
sera stable si

A A1 > AzAg (7.16)

Le seuil d’auto-oscillation Ay A; = A3Ag peut s’interpréter comme 'existence de
solutions harmoniques pures z = iw

— w3 Ag — w?Ay +iwA + Ay =0 (7.17)

soit en séparant les parties réelles et imaginaires

A
2 0
W= (7.18)
Ag A
- - = 1
1 1, (7.19)

ce qui donne la fréquence d’auto-oscillation w/27 au voisinage du seuil et le cas
limite pour le critére de Routh-Hurwitz en dimension 3 (Eq. 7.16).

7.3 Vérification du modéle électromécanique du seuil
d’auto-oscillation

Le modéle électromécanique établi dans la partie 7.2.3 va étre considéré pour
confronter les résultats expérimentaux d’auto-oscillation et plus précisément la va-
leur de tension seuil d’instabilité.

7.3.1 Position du résonateur

Le résonateur SiC est disposé au voisinage de la contre électrode (Fig. 7.10).
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F1GuRE 7.10 Position du résonateur SiC pour la validation du modéle du seuil d’entrée en
auto-oscillation. Barre d’échelle 100 pm.

7.3.2 Mesure des préfacteurs du modéle

Une série de mesures est utilisée pour déterminer les valeurs des préfacteurs A;
(Egs. 7.11, 7.12, 7.13, 7.14) du modéle donnant le seuil d’entrée en auto-oscillation.
La liste des préfacteurs a déterminer est présentée dans la table 7.2

‘ Variable ‘ définition
Q facteur de qualité sans tension électrique
fov) accordage en fréquence

m masse effective du premier mode
T temps électrique RC

C'(Vpe dérivée de la capacité par rapport a x

Ipc(V) relation courant tension en émission de champ

ipc' (V) | dérivée du courant d’émission de champ par rapport a x

TABLE 7.2 Coefficients du modéle & déterminer pour la prévision du seuil d’auto-oscillation.
Les termes qui varient avec la tension moyenne entre I’apex et la contre électrode sont suivis
de la variable V = Vpo— <V >.

On peut signaler que le paramétre de controle adapté est la tension DC entre
'apex et la contre électrode V qui n’est pas nécessairement égal a la tension DC a
cause de la chute de potentiel résistive le long du résonateur parcouru par le courant
d’émission de champ. On a

V=Vpe—<V > (720)
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ou on a pris la valeur moyenne de V' correspondant a la différence de potentiel le
long du résonateur (voir Fig. 7.9).

Pour la mesure des termes du tableau 7.2, on supposera que la chute de potentiel
le long du résonateur est petite devant la différence de potentiel appliquée. Cette
hypothése est valide lorsque la résistance du résonateur est petite devant la résistance
équivalente de I’émission de champ

R < YpC (7.21)

LEC

On a R ~ 210 Q. Pour Vpe ~ 300 V, on a typiquement irc = 1 nA soit
Vpe/ige ~ 3101 Q. On pourra considérer que 'hypothése < V >< Vpe est valide
pour igc S nA. On rappelle que Vpe est appliqué & la contre électrode avec le
résonateur mis a la masse.

7.3.2.1 Reésonance mécanique et accordage en fréquence

La masse du résonateur est estimée par la mesure des dimensions du résonateur
(L = 220 pm, d = 230 nm) et la masse volumique du SiC p = 3210 kg.m 3. La
masse du résonateur est de 3 107! kg. La masse effective du mode de vibration est
assimilée & la masse effective des modes sans tirage * soit m = 7107 kg. Le facteur
de qualité sans tension électrique se situe autour de ) = 5000.

Les tensions électriques caractéristiques de I’émission de champ sont suffisam-
ment élevées pour pouvoir considérer que le régime d’accordage en fréquence du
résonateur est dominé par la tension mécanique, ce qui signifie que la fréquence est
linéaire avec la tension électrique a 'apex (Fig. 7.11).

La relation entre la fréquence de résonance et la tension Vpo est

f=fi+aVpe?® (7.22)

avec les deux paramétres empiriques f; = 2,9 kHz et o = 102 Hz. V1.
L’accordage en fréquence du résonateur sous émission de champ présenté sur la
figure permet d’estimer la résistance du résonateur (cf. partie 5.3.1 et Fig. 7.12).

4. La masse effective est la masse qu’il faudrait associer & une particule ponctuelle située a
P’apex du résonateur pour avoir la méme énergie cinétique que celle obtenue par intégration des
énergies cinétiques de chaques éléments de masse sur toute la longueur du résonateur en vibration.
Pour tous les modes de vibration sans tirage, la masse effective est égale au quart de la masse
totale du résonateur.
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F1GURE 7.11 Accordage en fréquence électrostatique du premier mode de vibration du
résonateur pour des tensions Vpo en dessous du seuil d’émission de champ.

7.3.2.2 Mesure de la capacité

La capacité formée par le résonateur peut étre déterminée par la mesure du
temps de réponse électrique RC' (cf. partie 5.3.2). La valeur de capacité obtenue est
C = 1 fF. Comme les valeurs typiques de C’ sont de I'ordre du pF.m~!, on peut
raisonnablement considérer que les variations de capacité pour les déplacements
considérés sont petites devant la valeur de C (il faudrait un déplacement de 100 pm
pour que la variation de capacité soit égale a un dixiéme de la valeur de C).

La détermination de la dépendance en tension DC et en position x pour la capa-
cité formée par un nanofil et la contre électrode a été présentée dans la partie 2.2.2
sur la déflection statique d’un résonateur. Une mesure de déflection comparable &
celle de la figure 2.7 a été réalisée pour la position du nanofil de la figure 7.10. La
relation entre la dérivée de la capacité et la tension Vpe est donnée par dérivation
de I'équation 2.8 en remplacant la position d’équilibre z, par sa valeur (Eq. 2.10)

Cleim

C'(Vpe) = (7.23)

CaVpc?
1 + 2k

ol Tym est la déflection a 'apex pour une tension Vpe infinie, Cs la dérivée seconde
de la capacité autour de la position zy,. L.es paramétres sont ajustés pour

Cy = 2,210 F.m™ (7.24)
Tiim = 60 pm (7.25)
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FicURrE 7.12 Accordage en fréquence électrostatique du premier mode de vibration du
résonateur pour des tensions Vpco en dessous et au dessus du seuil d’émission de champ
(carrés). Le courant d’émission de champ (triangles) introduit une chute de potentiel le
long du résonateur qui diminue la tension entre ’apex et la contre électrode. Le décalage en
tension est compensé (diamants) pour ajuster les portions de courbe avec et sans courant
d’émission de champ. La résistance optimale est R = 22 £ 3 GQ.

7.3.2.3 Relation courant tension pour I’émission de champ

Le modéle de Fowler-Nordheim est utilisé pour modéliser la dépendance du cou-
rant avec la tension appliquée entre le résonateur et la contre électrode. La relation
courant tension de la figure 7.13 est en représentation Fowler-Nordheim avec la
modélisation

[ _
In (W) =a+bV ! (7.26)
avec
a = —7.0 (7.27)
b = —8810°V (7.28)

7.3.2.4 Variation du courant d’émission de champ avec la position

La dépendance du courant d’émission de champ avec la position du résonateur
est indispensable pour obtenir un régime d’auto-oscillation. En effet, si la position
du résonateur n’a aucune influence sur le courant d’émission de champ ou plus
simplement s’il n y’a pas d’émission de champ, le couplage électromécanique est
celui décrit au chapitre 5 sur la dissipation électrostatique.

La mesure de la dépendance du courant d’émission de champ avec la position du
résonateur est délicate.
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F1GURE 7.13 Courant d’émission de champ en fonction de la tension appliquée entre le
résonateur et la contre électrode. La représentation Fowler-Nordheim utilise le logarithme
du rapport entre le courant et la tension au carré en fonction de l'inverse de la tension.
Le coefficient directeur de la droite modéle est b = —8.8 102 V et I'ordonnée & l'origine
a=—"7.0.

La

la mesure doit étre faite a tension Vpeo constante.

le déplacement du résonateur ne peut pas étre obtenu par un forcage élec-
trostatique par modulation de la tension électrique. En effet, une modulation
de la tension AV entre le résonateur et la contre électrode entraine une va-
riation du courant par la résistance d’émission de champ Ai = Jige/0AV.
Il donc est nécessaire d’utiliser les blocs nanomanipulateurs pour déplacer le
résonateur sans en changer le potentiel électrique.

la mesure du courant modulé est pertinente mais plus délicate pour une
modulation de la position du résonateur selon son mode de vibration. Il sera
présenté une mesure non résonante a basse fréquence (~ Hz).

a cause des courants capacitifs, il faut mesurer le courant réellement émis par
le résonateur en émission de champ a l'aide du SED.

procédure de la mesure est illustrée sur la figure 7.14.

Une tension alternative a basse fréquence (~ Hz) d’amplitude 10 V pic a pic est
appliquée aux blocs nanomanipulateurs. Le déplacement du résonateur par rapport
a la contre électrode est mesuré avec 'imagerie MEB en 'absence de tension Vpe.
Pour la méme modulation de la position des blocs nanomanipulateurs, une tension
DC d’émission de champ est appliquée et la modulation du courant est mesurée a
basse fréquence, c¢’est-a-dire pour un déplacement sans déformation du résonateur.
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FI1GURE 7.14 Principe de la mesure de la variation du courant d’émission de champ avec la
position. Une tension DC est appliquée entre le résonateur et la contre électrode afin d’éta-
blir un courant d’émission de champ. La position du résonateur est modulée & ’aide des
blocs nanomanipulateurs & basse fréquence ou a la fréquence de résonance du premier mode
de vibration. Le courant d’émission de champ est mesuré par le SED en utilisant un éta-
lonnage & partir de deux valeurs de courants DC pour deux tensions d’émission de champ.
Une détection synchrone est utilisée pour mesurer la variation du courant d’émission de
champ a la fréquence de modulation de la position.

La dérivée du courant d’émission de champ est mesurée pour deux valeurs de
courant DC (table 7.3).

’ Courant DC (EC) ‘ ipc ‘
0,45 nA 1,4 pA.um~!
1,2 nA 2.1 pA.ym™!

TABLE 7.3 Dérivée du courant d’émission de champ en fonction de la position pour deux
valeurs de courants d’émission de champ.

Pour tenir compte de la dépendance de igc’ avec la valeur du courant moyen,
on utilise une loi empirique de la forme

iEC, = IQIDC (729)

otl la valeur du coefficient x [L7!] est estimé a partir des résultats du tableau 7.3
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soit
k=2,010"% ym™* (7.30)

ce qui signifie que pour un courant de 1 nA, le terme igc’ vaut 2 pA.um—!,

7.3.3 Seuil d’instabilité

A partir des parties précédentes, les valeurs des termes du tableau 7.2 sont dé-
terminées comme

‘ Variable ‘ définition
Q 5000

f(V) Eq. 7.22
m 71071 kg

T R=22GQ, C=1fF
C"(Vpe Eq. 7.23
Ipo(V) Eq. 7.26
inc’ (V) Eq. 7.29

TABLE 7.4 Coefficients du modéle déterminés dans la limite V ~ Vpc.

Les termes A; de I'équation 7.10 correspondant au modéle électromécanique de
I’auto-oscillation sont définis & partir des données du tableau 7.4. Les solutions de
I’équation 7.10 prennent la forme x = z9e’e™! ol w est la pulsation et o le taux de
croissance, négatif pour un oscillateur amorti et positif pour un auto-oscillateur. Le
taux de croissance est représenté sur la figure 7.15 en fonction de la tension entre
’apex et la contre électrode V et en fonction de la tension appliquée, c’est-a-dire en
tenant compte de la chute de potentiel < V' > le long du résonateur.

La tension seuil de mise en auto-oscillation prévue par le modéle est 198 V
(igc = 320 pA) pour la position de la figure 7.10. La tension appliquée expérimenta-
lement pour observer I'oscillation spontanée du courant est 240 & 10 V (igc ~ 1 nA).
L’incertitude sur la détermination du seuil d’auto-oscillation peut étre reliée a I'in-
stabilité du courant d’émission de champ a tension Vpo fixe. Cette instabilité est
lice au fait que le champ électrique au bout du résonateur dépend fortement de
I’état de surface au niveau atomique de la zone d’émission. Il est possible d’obser-
ver des sauts du courant moyen d’émission d’'un facteur 2. Afin de limiter de telles
évolutions, il est nécessaire de nettoyer par chauffage sous ultra vide la surface du
résonateur. L’intensité du chauffage doit étre suffisante pour nettoyer efficacement
le résonateur mais pas trop importante afin d’éviter une évolution irréversible des
propriétés physiques du résonateur et notamment une diminution de la résistance
(tableau 5.2).

L’écart entre la tension seuil prévue par le modéle et la tension requise expéri-
mentalement peut étre expliquée par plusieurs faits :
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— la mesure de igc’ utilise un déplacement uniforme du résonateur alors qu’il
aurait fallu un déplacement selon le mode de vibration

— il y a eu une étape de nettoyage par chauffage entre la mesure de la résistance
et la mesure du seuil d’auto-oscillation. La résistance peut donc avoir diminué.
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F1GURE 7.15 Taux de croissance o des solutions du modéle électromécanique de 1’auto-
oscillation (z = zge’’e™?). La courbe en pointillée est obtenue & partir des coefficients
du tableau 7.4 en prenant la tension V entre l’apex et la contre électrode selon l'axe
des abscisses. La courbe en trait plein est le taux de croissance en fonction de la tension
Vpe qu'il faut appliquer entre le résonateur et la contre électrode. Le décalage horizontal
entre les deux courbes est la chute de potentiel le long du résonateur Ripc(V). Le seuil
de linstabilité correspond au passage de o positif, c’est-a-dire Vpo = 198 V. La tension

obtenue expérimentalement est de 240 4+ 10 V.

Si on considére que la différence de tension mesurée provient de la mesure de
ipc’, on peut évaluer quel devrait étre la valeur de s, dans 1’équation

ipc' = kilpo (7.31)

pour avoir la bonne valeur de seuil. On trouve &, = 0,9107% pum~! ce qui correspond

a un facteur 2 par rapport a la valeur mesurée x = 2,0 1072 pym~1.
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7.4 Comportement autour du seuil

Cette partie décrit la dynamique du résonateur auto-oscillant autour du seuil
d’auto-oscillation. Les résultats qui vont étre présentés sont pour des positions du
résonateur et des valeurs de résistances différentes d’'une mesure a une autre. En
particulier, les seuils de mise en auto-oscillation et les fréquences d’oscillations ne
coincident pas nécessairement.

7.4.1 Distribution du courant autour de sa valeur moyenne

Le courant d’émission de champ est mesuré a I'aide du SED et enregistré par un
oscilloscope numérique. La période d’échantillonnage de 1'oscilloscope est de ordre
de quelques centaines de nanoseconde, c’est-a-dire comparable au temps de coupure
du détecteur SED. Le courant Ipe est également mesuré pendant "acquisition du si-
gnal avec I'amperemeétre de la source de tension. Cette mesure permet un étalonnage
du courant émis par le résonateur avec la tension mesurée par le SED.

La durée d’une acquisition de courant pour obtenir les histogrammes de la fi-
gure 7.17 est de 2 secondes environ. Le signal est découpé en 300 échantillonnages
de 6 ms et I'histogramme est représenté sous forme d'une carte (Fig. 7.16) ou l'axe
horizontal est le courant et 'axe vertical le temps.

FIGURE 7.16 Probabilité de présence du courant pour les valeurs de tensions de la fi-
gure 7.17. Une ligne horizontale correspond a un histogramme sur une acquisition de 6 ms
(150 cycles d’oscillation). L’axe vertical est le temps, du haut vers le bas.
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FIGURE 7.17 (en haut) Courant d’émission de champ mesuré par 'ampéremétre en fonction
de la tension DC appliquée. Le résonateur est placé au voisinage de la contre électrode et
le seuil d’auto-oscillation est autour de 145 V. (en bas) Probabilité de présence du courant
a la fréquence de vibration du résonateur. Ce dernier est obtenu par un filtrage numérique
du courant sur la plage 15-25 kHz. Lorsque le maximum du spectre se trouve dans la plage
de filtrage, la fréquence associée est relevée.
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Le courant d’émission de champ en fonction de la tension est tracé sur la fi-
gure 7.17. Il ne suit pas la loi habituelle de Fowler-Nordheim avec une croissance de
type exponentielle. Cet écart peut étre attribué notamment aux propriétés isolantes
ou semi-conductrice du résonateur (Choueib et al., 2009) ou encore aux oscillations
mécaniques et électriques qui peuvent conduire a une variation du courant moyen.

Le courant d’émission de champ est mesuré par le SED pour les valeurs de ten-
sion DC de la figure 7.17. Le signal est filtré autour de la fréquence d’oscillation du
résonateur (~ 20 kHz) en ne conservant dans le spectre de Fourier que les compo-
santes de fréquence de 15 kHz a 25 kHz. I’histogramme du courant est tracé pour
chaque valeur de tension DC (Fig. 7.17).

7.4.2 Stabilité en fréquence
7.4.2.1 Représentation dans le référentiel tournant

Pour un auto-oscillateur sans aucunes fluctuations, la fréquence d’auto-oscillation
est fixée par les paramétres physiques du systéme. Dans ce cas la, la phase ¢(t)
de loscillation, ou de maniére équivalente le nombre de cycles II(t) = ¢(t)/27 en
fonction du temps, est directement obtenu par intégration de la pulsation w d’auto-
oscillation

t'=t
o(t) = ¢(0) +/ wdt’ (7.32)
/=0
ou de la fréquence selon que 'on parle de la phase ou du nombre de cycles
t'=t
I1(¢) = T1(0) + fdt’ (7.33)
#'=0

ou II(¢) est le nombre de cycles en fonction du temps et f la fréquence de 1'auto-
oscillation.

Pour un systéme soumis a des fluctuations d’origines diverses, la phase ou le
nombre de cycles n’évolue pas exactement linéairement. Afin de visualiser ce déca-
lage, il est commode de représenter le nombre de cycle de auto-oscillateur dans le
référentiel tournant. Cette représentation revient a retrancher au nombre de cycles
son évolution linéaire moyenne

Hpp(t) =11(t)— < f >t (7.34)

ou II(t) est le nombre de cycles en fonction du temps, < f > désigne la fréquence
d’auto-oscillation moyenne et I1gr(t) est le nombre de cycles dans le référentiel tour-
nant. Cette représentation est utilisée pour les deux tracés en bas de la figure 7.18.
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FIGURE 7.18 (en haut, a gauche) Signal du SED proportionnel au courant d’émission de
champ. L’amplitude 0 correspond au courant moyen (1,95 nA, 153 V). Le signal filtré
sur la fenétre 15 kHz - 25 kHz est superposé au signal brut. (en haut, a droite) Portrait
de phase du courant obtenue par la transformée de Hilbert en représentation dans le plan
complexe. (en bas a gauche) Phase de I'auto-oscillateur exprimée en nombre de tours (I1(¢))
en fonction du temps. (en bas, a droite) Phase obtenue en retranchant la pente moyenne,
exprimée en nombre de tours (IIgp(t)).

7.4.2.2 Phase de ’auto-oscillateur

Les acquisitions de la partie 7.4.1 peuvent étre utilisées pour extraire la phase
du signal auto-oscillant (Fig. 7.18). Pour cela, une transformation de Hilbert est
appliquée au signal filtré spectralement entre 15 et 25 kHz. La fonction obtenue
correspond au signal complexe Ae’. Le principe de I'extraction numérique de la

phase est résumé par
i oo A
At) cos (1) THSTE gy gio) 218 gy (7.35)

La transformée de Fourier de la phase exprimée en radian est représentée sur la
figure 7.19 avec un signal en temps rapporté a une durée de 1 seconde de maniére
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a ce que I'amplitude du mode dans l'espace de Fourier corresponde a 'amplitude
réelle du signal.

10°

Amplitude (rad)

1 3

10 10° 10
Fréquence (Hz)

FIGURE 7.19 Amplitude de la transformée de Fourier de la phase (Fig. 7.18, en bas a
gauche) autour de la pente moyenne (rad).

Sur la figure 7.19, la pente négative pour les fréquences inférieures a quelques
centaines de hertz marque une dérive de la phase sur une échelle de temps de la
dizaine de millisecondes. Sur des temps plus courts, la phase est dans un régime de
bruit blanc. Un pic est également observé vers 85 Hz. Il peut étre interprété comme
une modulation de la phase a basse fréquence.

La phase obtenue en retranchant la pente moyenne (Fig. 7.18, en bas) correspond
a la phase de l'auto-oscillateur dans le référentiel tournant a la vitesse angulaire
moyenne. Il est intéressant de constater que cette phase peut dériver de plus d'un
tour (Fig. 7.20).
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F1GUuRE 7.20 Carte obtenue a partir du signal de SED (courant d’émission de champ).
Chacune des 2000 lignes horizontales correspond a 1 ms du signal d’acquisition de durée
totale 2 s. Tl est déconseillé de regarder cette carte pendant plus de 10 s.

7.4.2.3 Variance d’Allan

Lorsqu’un auto-oscillateur génére un signal périodique, le signal produit peut
étre considéré comme un signal d’horloge. Il est possible de quantifier la notion de
stabilité d’une horloge en utilisant la variance d’Allan. Il s’agit d’une mesure compa-
rant une variance associée a des fréquences instantanées successives. L’'intérét de cet
outil est de pouvoir quantifier la stabilité d’horloges dérivant dans le temps, c¢’est-
a-dire pour lesquelles la variance usuelle utilisant la valeur moyenne de la fréquence
ne converge pas.

A partir d’un systéme fournissant une liste de temps via un événement mesurable,
comme par exemple les maxima de courant pour un nanofil auto-oscillant, il est
possible de former la liste de temps

T - [tl tz t3 t4 ]
oil ¢; est le temps de I'événement périodique indicé par i. A cette liste de temps, on
fait correspondre une série de fréquences instantanées

1 1 1
to—ty t3—tg ta — 1ty

F =
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La variance d’Allan pour un intervalle de temps est alors calculée & partir des

fréquences successives
. 1

oAl =5 < (fis1— fi)* >

ol < . > est la valeur moyenne sur l'indice . Cette définition peut s’étendre a n
intervalles de temps
1
Oan’ = 5 < (fisn— fi)* >
La représentation de la variance d’Allan est sous forme d’un graphe (Fig. 7.21)
avec en abscisse le choix de la base de temps c¢’est-a-dire I'indice n et en ordonnée
la variance d’Allan 04,,.
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F1GURE 7.21 Variance d’Allan en fonction du nombre de cycles d’oscillation choisis comme
base de temps pour des valeurs de tensions DC croissantes (échelles logarithmiques). Les
courbes & 132 V et 135 V correspondent a un traitement du signal de bruit de fond et
définissent une zone grisée de limite de détection en haut de la figure.

Lorsque le résonateur génére un courant auto-oscillant (Vpe > 144 V), la va-
riance d’Allan décroit avec le nombre de cycles pris comme base de temps. Cette
décroissance s’interpréte comme le moyennage des fluctuations rapides de la fré-
quence. La variance d’Allan atteint un minimum de 10~* pour une base de temps
de 1000 cycles. Cela signifie que les fluctuations de la fréquence correspondant a
1000 cycles d’oscillations sont de I'ordre de 0,01%. En augmentant davantage le
nombre de cycles, le moyennage des fluctuations rapides entre en compétition avec
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les dérives aux temps longs de la fréquence que ’on pourrait rapprocher a un bruit en
1/f. La nature de ces dérives aux temps longs sera discutée dans la partie suivante.

Lorsque le résonateur n’auto-oscille pas la variance d’Allan est plus importante
d'un ordre de grandeur au moins. Pour les deux courbes & 132 V et 135 V, il n’y
a pas de signal autour de la fréquence d’auto-oscillation attendue, ce qui veut dire
que les courbes correspondent & un traitement du bruit de fond.

7.4.2.4 Corrélation entre I’amplitude et la fréquence d’auto-oscillation

La phase représentée sur la Fig. 7.18 est remarquablement stable. Il a été observé
des courants auto-oscillants avec une dérive de la phase plus importante comme par
exemple celle présentée sur la figure 7.22.

01 015 02
Temps (ms)

FIGURE 7.22 Carte obtenue a partir du signal de SED (courant d’émission de champ) pour
Vbe — 310 Vet I — 3,75 nA. Les dimensions de la carte sont 1100x903 pixels avec un
temps de 1 us par pixel. Le signal brut du SED pour 3 périodes d’auto-oscillations est en
insert en haut a droite.

En comparaison avec la carte de la figure 7.20, la phase dérive de plusieurs tours
sur un temps 2 fois plus court. Les deux acquisitions ont été réalisées a plusieurs
mois d’intervalle avec 5 nettoyages de la surface du résonateur par chauffage du
support. D’autre part le régime d’auto-oscillation est différent puisque le signal de
la figure 7.18 est au voisinage du seuil avec un filtrage autour de la fréquence d’auto-
oscillation alors que le signal de la carte 7.22 est fortement non linéaire.

Sur la figure 7.23 la fréquence instantanée obtenue par dérivation de la phase est
représentée en fonction du temps avec la fréquence 0 correspondant a la fréquence
moyenne d’auto-oscillation (16,3 kHz). En utilisant une mise a I'échelle, le courant

moyen et 'amplitude du courant auto-oscillant sont également représentés.
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FIGURE 7.23 Fréquence instantanée obtenue par dérivation de la phase en fonction du

temps. Le courant et P'amplitude d’auto-oscillation sont superposés aprés une mise &
I’échelle.

La corrélation des courbes est mesurée en utilisant la formule

. S AG)B() — Y AG) Y B)
VI AG? - (X AW X B2 - (X BG)

ot A et B sont les deux signaux a corréler et ou les sommes portent sur I'indice
temporel correspondant a 'échantillonnage du signal. Le résultat d’une mesure de
corrélation donne un résultat entre 0 et 1. La valeur 0 correspond a deux signaux
sans corrélation et la valeur 1 correspond a deux signaux égaux a une constante
multiplicative ou additive prés.

La corrélation est C = 52% entre 'amplitude du courant alternatif et la fré-
quence, C = 68% entre le courant moyen et amplitude du courant et C = 95%
entre la fréquence et 'amplitude. Cette corrélation des fluctuations laisse suppo-
ser que le courant, ’amplitude et la fréquence d’auto-oscillation sont tous fonctions
d’une méme grandeur physique qui dérive sur une échelle de temps de lordre de la
milliseconde. Parmi les sources de dérive possible, on peut proposer le terme d’am-
plification de champ S qui donne l'intensité du courant, le seuil d’auto-oscillation
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via le terme de dérivé du courant iy et I'accordage en fréquence lié a la chute de
potentiel le long du résonateur résistif.

7.4.3 Auto-oscillation des modes d’ordres supérieurs

Lorsque le résonateur était disposé en face et proche de la contre électrode, la
mise en oscillation spontanée a été observée pour des modes de vibration d’ordres
supérieurs 2 et 4 (Fig. 7.24 ).

FIGURE 7.24 Mode de vibration d’ordre 2 (en haut, Vpc =170 V, I = 1 nA) et 4 (en bas,
Vpe =160 V, I = 2 nA).

Ces observations ont été faites pour des résistances de 'ordre de 1 G€2. Cette
résistance donne une fréquence caractéristique électrique 1/27 RC' = 160 kHz pour
C =1 fF. La fréquence du mode 2 est de 67 kHz du mode 4 est de 260 kHz aux
tensions DC indiquées dans la légende de la figure 7.24, ce qui justifierai que les
modes d’ordres supérieurs soient plus instables (Lazarus et al., 2010).

Conclusion du chapitre

La notion d’auto-oscillateur a été présentée pour des systémes expérimentaux
trés variés. Une liste aussi compléte que possible de systémes nanoélectromécaniques
auto-oscillants a été proposée parmi lesquels figurent les nanofils de carbure de sili-
cium sous émission de champ.

Un modéle électromécanique a été développé pour lequel la dépendance du cou-
rant d’émission de champ avec la position du nanofil est la condition indispensable
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pour obtenir un régime de dissipation négative pouvant entrainer une oscillation
spontanée. Les coefficients entrant en jeu dans le modéle ont été mesurés indépen-
damment et sont compatibles avec le seuil d’auto-oscillation observé expérimentale-
ment.

Quelques aspects du comportement du résonateur auto-oscillant ont été présentés
a la fin du chapitre.
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Chapitre 8

Synchronisation d’un nanofil
auto-oscillant sous émission de
champ

8.1 Introduction

La synchronisation est une propriété remarquable observée en présence de plu-
sieurs auto-oscillateurs. La paternité de la synchronisation est attribuée a Huygens
(1665) qui décrivait le mouvement a un méme rythme de deux horloges sur un
support commun comme “un phénomeéne de sympathie” entre elles.

L’intérét pour la synchronisation a notamment été motivé par I'étude des sys-
témes biologiques. Les travaux de Czeisler et al. (1999) décrivent I'adaptation des
cycles circadiens (environ 24 heures) sur la durée du jour (exactement 24 heures)
comme un exemple de synchronisation . La synchronisation des battements du coeur
avec le rythme respiratoire a également été observée sur des cycles de quelques mi-
nutes durant le sommeil (Bartsch et al., 2007). Un dernier exemple tiré des systémes
biologiques est celui des lucioles de type “flashantes” qui permettent I'étude de la
synchronisation pour un grand nombres d’auto-oscillateurs (Buck, 1988).

Pour ce qui est du développement des auto-oscillateurs micromécaniques, on
pourra citer les travaux de Zalalutdinov et al. (2003) et Pandey et al. (2006) qui
montrent la synchronisation de la fréquence pour un résonateur auto-oscillant dans
le domaine du MHz et ceux de Naik et al. (2011) dans un régime de fréquence
du kHz, permettant une résolution de la phase de I'auto-oscillateur.

L’article de Shim et al. (2007) portant sur le couplage synchronisé de deux oscil-
lateurs nanomécaniques ne devrait pas étre cité ici. Dans cet article, les auteurs se
placent dans un contexte de synchronisation d’auto-oscillateurs et étudient un cou-
plage non linéaire par excitation de deux poutres, décrites comme des oscillateurs,

1. Tl s’agit de synchronisation “externe”, au sens ot I'un des oscillateurs est remplacé par une
systéme arbitrairement stable. Ici, il s’agit du signal périodique du jour terrestre oii, par ailleurs,
la terre en rotation n’étant pas un auto-oscillateur.
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mais qui manifestement n’auto-oscillent pas (voir partie 7.1.2.3 pour la confusion
associée a la notion d’oscillateur). La mauvaise interprétation des résultats, voire la
mauvaise foi des auteurs, est résumée dans un passage de Particle (p. 98) lorsqu’il
est écrit que sont envisagés de futurs travaux sur un ensemble de résonateurs qui
cette fois auto-oscillent 2.

8.2 Synchronisation externe

8.2.1 Définitions

La synchronisation externe désigne le forcage d’un auto-oscillateur par un signal
périodique.

Dans tout ce qui suit, le terme de synchronisation désignera une synchronisation
externe. Expérimentalement, la synchronisation externe d’un nanofil auto-oscillant
sera étudiée en utilisant un générateur basse fréquence pouvant étre vu par ’auto-
oscillateur comme un auto-oscillateur arbitrairement stable.

[’étude de la synchronisation se limitera également a une excitation par un signal
a une fréquence proche de la fréquence d’auto-oscillation (synchronisation 1 : 1).
Signalons qu’il existe des régimes de synchronisation notés n : m ou il est possible
de synchroniser n périodes d’un auto-oscillateur avec m périodes d’un autre auto-
oscillateur ou forgage externe.

Pour un signal auto-oscillant de phase ¢ et une excitation externe de pulsa-
tion w,, 'étude de la synchronisation utilise la phase de I'auto-oscillateur exprimée
par rapport & la phase du forcage externe

¢c = Qb_wet (81)

ol ¢. désigne la phase corrigée par la phase w.t du forcage externe. ¢. est plus
communément appelé le déphasage.

8.2.2 Synchronisation de Iauto-oscillateur de van der Pol

Dans cette partie, le forcage de 'oscillateur de van der Pol va étre traité par-
tiellement pour dégager le comportement caractéristique d’un auto-oscillateur lors
d’une synchronisation.

La synchronisation de l'oscillateur de van der Pol peut étre étudiée analytique-
ment en introduisant une excitation périodique a I’équation 7.3

& — ai + 225 + wolr = F cos(wet + ) (8.2)

ou la variable z dans 1'équation de van der Pol 7.3 a été renormalisée par /a. Les
deux pulsations introduites sont wy, la fréquence propre de I'auto-oscillateur et w,

2. “Future work would involve an array of mechanically coupled nanomechanical oscillators with
the ability to self-oscillate.”




199

la pulsation de synchronisation. On introduit une troisiéme pulsation w qui est la
pulsation d’auto-oscillation et qui peut prendre la valeur w, dans un cas synchronisé
ou une valeur proche de wy dans un cas non synchronisé.

Dans un cas faiblement non linéaire o < 1, les solutions de la forme x = A cos wt
peuvent étre introduite dans I’équation 8.2 et donnent en négligeant les termes a 3wt

A3
— Aw? cos wt + aAw sin wt — W sinwt + A coswt = F cos(wet + ¢) (8.3)

A partir de équation 8.3 deux cas limites peuvent étre envisagés

Non synchronisé le systéme auto-oscille & sa pulsation propre w # w, et le
forcage est négligé car non résonant
3
— Aw? cos wt + aAw sin wt — W sinwt + Acoswt =0

soit

S

—_

W~
~

= (8.
A = 2Ja (8.5)
Synchronisé l'auto-oscillateur est a la fréquence de I'excitation avec

3
—Aw,? cos wet + acAw, sin wet — We sinwet + A cosw.t = F cos(wet + ¢)

soit
~Aw?+ A = Fcos¢ (8.6)
A3
aAw, — Wer = —F'sin¢ (8.7)
ce qui donne une équation d’ordre 3 sur la variable )) = A2
wlY? — 20w Y + [(1 — w?)? + a’w 2]y — F2 =0 (8.8)

L’amplitude d’oscillation est calculée numériquement en fonction de F' et w pour
les deux cas : synchronisé¢ (Eq. 8.8) et non synchronisée (Eq. 8.5). Les amplitudes
de vibration sont superposées sur la figure 8.1.

Pour chaque valeur de F et w,, 'amplitude de vibration maximale est choisie
comme représentant I’état d’oscillation (Fig. 8.1, en bas). L’intersection des deux
nappes définit une frontiére d’accrochage qui est en bon accord avec celle obtenue
pour le traitement de la partie 8.3.2 (voir figure 8.6 avec le méme rapport d’aspect).
La forme triangulaire obtenue est caractéristique d’une langue d’Arnold. Comme la
zone de synchronisation correspond a une oscillation & la méme pulsation (w = w,),
on désigne cette zone d’accroche par (1 : 1).
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FIGURE 8.1 (en haut) Amplitudes de vibration pour les solutions synchronisées et non syn-
chronisées de I’équation 8.3 en fonction de la pulsation w, et Pamplitude F' du forgage. (en
bas) Maximum d’amplitude en fonction de w, et F'. La zone de synchronisation triangulaire
est la langue d’Arnold (1:1). a = 1.
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8.2.3 Synchronisation d’un nanofil auto-oscillant sous émis-
sion de champ

Le nanofil est porté en auto-oscillation en lui appliquant une tension DC négative.
Une excitation électrostatique est appliquée au résonateur auto-oscillant par une
tension sinusoidale sur la contre électrode. Le terme de forcage F' introduit dans la
partie 8.2.2 est relié a la tension alternative par une relation de la forme

F= ’CVAC

otl IC est un paramétre qui ne sera pas évalué par la suite. Dans la suite, le désaccord
de fréquence est défini par 6 = (w. — wp)/2m = fo — fo ou f. est la fréquence
d’excitation et fj la fréquence d’auto-oscillation sans excitation de synchronisation.
Le comportement de la phase corrigée ¢, (Eq. 8.1) dans un cas synchronisé et non
synchronisé est représenté sur la figure 8.2.

35r
30r 100 mV

251 non synchronisé

| ~1000 s~

20r

c

Phase corrigée ¢ _ (tours)
o

10
5,
0 42V
synchronisé
_5 I I 1 I I |
0 5 10 15 20 25 30

Temps (ms)

F1GURE 8.2 Phase de 'auto-oscillateur corrigée par la phase du signal de synchronisation ¢,
en fonction du temps (~ 1500 cycles d’oscillation pendant 30 ms). Le désaccord de fréquence
est = 1000 Hz. La phase corrigée ¢. est exprimée en nombre de tours (facteur 1/27) de
maniére a ce que la pente moyenne corresponde a la différence de fréquence A f. Pour le cas
non synchronisé (Vi = 100 mV), la pente est proche de 1 tour par milliseconde (1000 Hz)
soit Af ~ 0. Pour le cas synchronisé (Vac = 4,2 V), Af ~ 0 et le déphasage ¢. reste
proche de 0 (synchronisation de la fréquence et de la phase). Le comportement de ¢, sera
étudié en détail dans la partie 8.3.
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La figure 8.2 montre que lorsque I'excitation électrostatique est suffisamment
intense, ’auto-oscillateur se synchronise en fréquence et en phase. Le courant émis
par le fil visualisé sous forme d’une carte posséde l'allure caractéristique d’un si-
gnal auto-oscillant avec une dérive de la fréquence a I'échelle de la milliseconde
(Fig. 7.20). La synchronisation de la phase se traduit par un changement d’allure
caractéristique pour la représentation du courant sous forme d’une carte ou le cycle
d’auto-oscillation se cale sur le signal d’excitation (Fig. 8.3).

B

(b) (c) Signal sans excitation
Signal d exc1tat10n Signal synchronisé de synchronisation

FIGURE 8.3 (a) Signal d’excitation sinusoidal représenté sous forme d’une carte avec 0,25 us
par pixels (608x1203 pixels). (b) Courant auto-oscillant synchronisé sur le signal d’excita-
tion (Vac =5V, f =65736,8 kHz). (c) Cas d’un signal sans tension de synchronisation
(extrait de la figure 7.20).

La région de synchronisation peut étre déterminée expérimentalement en fonction
du désaccord en fréquence ¢ et de 'excitation alternative F' en mesurant la différence
entre la fréquence moyenne d’auto-oscillation et la fréquence du forcage. La différence

de fréquence est donnée par
1 /do.
Af = 8.9
r=g (%) (89)

oil ¢, est la phase corrigée (Eq. 8.1).
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Une carte de synchronisation expérimentale est présentée sur la figure 8.4 en
fonction du désaccord de fréquence § et de 'amplitude du forcage F'. Signalons la

AFf (H2)
3000

-6 T T T

- 71000
S - 10
Y
- +-1000
-2000
-3000

| | |
-3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000

d(Hz)

F1GURE 8.4 Différence de fréequence A f entre le nanofil auto-oscillant et le signal de syn-
chronisation externe en fonction du désaccord de fréquence § et de 'amplitude du forcage F'.
Dans la zone de synchronisation, ’auto-oscillateur et le forcage sont a la méme fréquence.
La zone de synchronisation correspond & une langue d’Arnold (1 : 1). La zone ot Af est
nul est marquée par une teinte claire. L’accrochage est moins stable dans la zone § > 0 (cf.
partie 8.3.5.5).

différence entre d qui est un paramétre, défini comme la différence entre la fréquence
d’auto-oscillation libre et la fréquence du signal de synchronisation et A f qui est une
grandeur expérimentale obtenue a partir des phases respectives de 1'auto-oscillateur
et du signal de synchronisation. Sur la carte de synchronisation (Fig. 8.4), pour les
faibles F', 'auto-oscillateur et le signal de synchronisation sont découplés et leur
différence de fréquence expérimentale Af correspond exactement a leur désaccord
de fréquence 6. Lorsque la force de synchronisation F augmente, la fréquence de
lauto-oscillateur accroche la fréquence de synchronisation Af = 0.
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8.3 Dynamique de la phase lors d’une synchronisa-
tion : effets inertiels

Lorsque la notion de synchronisation externe d'un auto-oscillateur a été intro-
duite dans la partie 8.2.1, la phase corrigé ¢, a été introduite (Eq. 8.1) comme la
différence entre la phase de I'auto-oscillateur et la phase du signal de synchronisation.
Contrairement au cas d’un oscillateur forcé, ce déphasage posséde une dynamique
riche qui va étre présentée dans cette partie.

8.3.1 La phase synchronisée : une particule comme les autres

L’approche développée par Kuramoto consiste en décrire ’évolution d’un auto-
oscillateur sur son cycle limite par sa phase (Kuramoto, 1984; Acebrén et al., 2005;
Dorfler et Bullo, 2011).

Dans le cadre d’un auto-oscillateur avec une synchronisation externe, le compor-
tement du déphasage ¢. peut étre décrit par

do.
dt
ou () est le désaccord en fréquence angulaire entre 'auto-oscillateur et le signal
de synchronisation et K un coefficient proportionnel a 'amplitude du signal de
la synchronisation. Le déphasage d’un auto-oscillateur est ici décrit comme une
particule sans masse sur-amortie dans un champ de force uniforme €2, modulé par le
signal de synchronisation d’amplitude K. La particule est définie sur un intervalle
périodique [027], correspondant a I'état instantané de I'auto-oscillateur sur son cycle
limite (Fig. 7.2) dans le référentiel tournant a w.
Lorsque K = 0 le comportement d’un auto-oscillateur libre est vérifié. La loi
pour le déphasage est donnée par

= Q+ K sing, (8.10)

P = QU+ ¢o (8.11)

ou t est le temps et ¢y le déphasage a t = 0. Cette évolution de la phase est
celle qui a été observée pour les états non synchronisés (Fig. 8.2 ou 0 = Q/27) et
correspond effectivement a une particule sur-amortie a la vitesse limite €2 traduisant
la dérive propre des deux fréquences angulaires de 'auto-oscillateur et du signal de
synchronisation (Fig. 8.5, a gauche).

Lorsque le signal de synchronisation est suffisamment intense pour faire appa-
raitre des minima dans le paysage énergétique de la particule (K > ), le déphasage
relaxe vers un minimum local (Fig. 8.5, a droite).

8.3.2 Dynamique du déphasage pour un oscillateur de van
der Pol

Cette partie poursuit le développement de I'oscillateur de van der Pol et permet
d’introduire analytiquement la dynamique de la phase (Eq. 8.10) a partir d’une
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0 27 Zl)c 0 271 Zi)c

F1GURE 8.5 (& gauche) Paysage énergétique pour la particule représentant le déphasage ¢,
d’un auto-oscillateur en I’absence de synchronisation (K = 0) avec désaccord de fréquence
(6 # 0). La vitesse limite de la particule est Q ce qui correspond a la dérive en phase de
Iauto-oscillateur et du signal de synchronisation. (a droite) Paysage énergétique pour la
particule avec synchronisation (K > §) et avec un désaccord de fréquence (§ # 0).

approche multi-échelle.

L’équation du van der Pol avec synchronisation a été introduite dans la par-
tie 8.2.2. En adimensionnant le temps par wy et avec une notation “multi-échelle”,
I’équation de van der Pol avec synchronisation s’écrit

i — (1 —2*)i + wo’r = eF cos(@et) (8.12)

oll € = afwy et F = Flewy? et @, = we/wp = 1+ €. Le développement qui suit
suppose € < 1 ou T = et définit une nouvelle échelle de temps longue oul € joue le
role d’une pulsation adimensionnée lente. La description perturbative sur les deux
échelles de temps s’écrit z(t) = zo(t, T) +exy(t, T)+O(?) et les dérivées par rapport
au temps s’expriment comine

d _ 9 a9
dt ot Ot oT

i _ 9. 0

a ot ‘or

&2 02 02 ,
E - @4—26—81_,8154—0(6)

A Tordre 0 en € les solutions de I'équation 8.12 sont
zo = A(T)e" + c.c. (8.13)

oll c.c. désigne la forme complexe conjuguée.
A Tordre 1 en €, on obtient une équation pour 'amplitude A(T")

dA F o
2i— — i(A — |A]PA) = Z¢ilwe Dt 14
o — (A= [APA) = e (8.14)
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soit JA F
2i— —i(1 — |A]H)A = =T

i i1 AP A = S

ot €2 est le désaccord de fréquence angulaire adimensionné par wy.
En utilisant la notation module-angle A(T') = R(T)e®"), 'équation 8.15 prend

la forme

(8.15)

2h—(1— )R — gsin(QT o)
—20R = gcos(QT - 0)
soit apres la transformation ®. = Q7T — ©
2R = (1-R*)R+ gsin d, (8.16)
2Rd, = 2RO+ gcos d, (8.17)

A priori, les variables R et ®, sont couplées. Dans I'hypothése ot R = Ry, il est
intéressant de constater que I’'équation 8.17 correspond a I'équation 8.10 décrivant
la dynamique de la phase comme une particule sur-amortie

D, =0+ 4—]1;0 cos @, (8.18)

Une approche plus rigoureuse consiste a considérer le systéme d’équations 8.16
et 8.17. Les solutions d’équilibre, lorsqu’elles existent, sont de la forme

—(1-R)Ry, = ]E:sintbo (8.19)
—2RyQ) = gcosq)g (8.20)

Le comportement de 'amplitude et de la phase autour des positions d’équilibre
est défini par

R = Ry+R
P = P+ P

A partir des équations 8.16 et 8.17, on obtient en introduisant R et & définis
précédemment

2— = (1-3R)R+ gcos Do

QR()— = 2}?—§sin®0§>
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soit en utilisant les relations pour les positions d’équilibres (Egs. 8.19 et 8.20)

2— = (1 —3R%)R — 2R,N® (8.21)
dd - o =
2Ry = 20R+ (1= R ReD (8.22)

En utilisant la notation ~
R

Y = - 8.23

() (523

le systéme d’équation 8.21 et 8.22 se met sous la forme

: 18R
— 2
Y = ( 0 172123 ) Y (8.24)

ol Ry peut étre obtenu en élevant au carré les équations 8.19 et 8.20 puis par
sommation 2
(1 — R3)*Ro* + 4Ry*Q* — 4 =0 (8.25)

La résolution numérique de 1'équation 8.25 d’ordre 3 en R,? permet d’obtenir
une solution réelle Ry pour chaque valeur de A et F. La condition de validité des
solutions est établie en vérifiant si les valeurs absolues de cos @y (Eq. 8.20) et sin ®
(Eq. 8.19) sont inférieures & 1. La région de synchronisation est représentée sur la
figure 8.6.

Les résultats de la figure 8.6 montrent que le régime de synchronisation domi-
nant pour un oscillateur de van der Pol est celui ol le déphasage est décrit par une
équation de type relaxation (Eq. 8.10). En revanche, il existe une zone de synchroni-
sation marginale o1l la dynamique couplée de la phase et de 'amplitude d’oscillation
donne lieu a une relaxation oscillante amortie (Pikovsky et al., 2000). La fréquence
d’oscillation des états relaxant par une oscillation amortie est représentée sur la
figure 8.7. La description d’'une telle dynamique peut étre interprétée comme I'in-
troduction d’'une inertie du déphasage pour justifier d’une oscillation amortie de la
phase autour de sa position d’équilibre.
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F1GURE 8.6 Région de synchronisation de ’auto-oscillateur de van der Pol faiblement non
linéaire en fonction du désaccord en fréquence angulaire 2 et de 'amplitude du forcage F'.
La région de synchronisation comporte deux types de zones. La partie ot §2 est proche
de 1 correspond & une amplitude R et une phase ¢ qui relaxe de maniére sur-amortie vers
les valeurs d’équilibre Ry et ®¢. Le deuxiéme type de zone de synchronisation correspond
a un forgage et & un désaccord en fréquence plus important pour lequel 'amplitude et la
phase de l'oscillateur relaxent avec une oscillation amortie vers leurs valeurs d’équilibre Ry

et Pg.




209

2nAf
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F1GURE 8.7 Région de synchronisation de I'auto-oscillateur de van der Pol faiblement non
linéaire en fonction du désaccord de fréquence angulaire €2 et de 'amplitude du forcage F.
La fréquence d’oscillation du déphasage est représentée dans la région de synchronisation

avec relaxation par oscillation amortie. Les lignes horizontales marquent le tracé de le
figure 8.8.
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£-08¢ 1 -08f E 1
a

1 L L L 1 I I I

- 05 0 05 1 05 0 05 1
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FIGURE 8.8 F' =1 et F' = 2 correspondent aux lignes sur la carte 8.7. La courbe & F' = 2
correspond & une coupe comprenant les deux régions de synchronisation. La partie A est la
zone ol la phase est synchronisée avec une relaxation sur-amortie. Les parties entre B et C
correspondent & une phase synchronisée avec cette fois-ci une relaxation oscillante amortie.
Les fréquences d’oscillation de la relaxation amortie peuvent étre lues sur les branches B’
et C’. Les branches E et F ne sont pas synchronisées.
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8.3.3 Valeur moyenne du déphasage pour la synchronisation
d’un nanofil auto-oscillant

Le comportement du déphasage moyen est étudié pour un nanofil auto-oscillant
en fonction de la tension V4o de synchronisation par forgage électrostatique. Les
phases instantanées du courant auto-oscillant et du signal de synchronisation sont ex-
traits par filtrage et transformée de Hilbert. La moyenne de la différence de phase ¢.
est représentée sur la figure 8.9 en fonction de la tension V,¢. Pour chaque mesure,
la fréquence d’auto-oscillation f,, est mesurée en I’absence de synchronisation. La
tension de synchronisation est appliquée avec un désaccord en fréquence § = f, — fo.

0.45F N

0.35/ & .
0.3f .
0.25} .
0.2F " .

¢ (tours)

C

0.15F .
O1r o 4

0.05} T N
=]

-0.05 2 4 6 ) 10

Tension DC (V)

F1GURE 8.9 Déphasage moyen exprimé en cycles d’oscillation entre ’auto-oscillateur et le
signal de synchronisation en fonction de la tension de synchronisation Vyo. Le désaccord
en fréquence est 6 = —200 Hz.

Le déphasage moyen est modélisé sur la figure 8.9 en utilisant la relation d’équi-
libre de la phase (Eq. 8.10)
= —Ksin ¢, (8.26)

Hormis pour la premiére valeur (Vic = 600 mV), I'accord avec les données
expérimentales est remarquable.
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8.3.4 Accrochage de la phase en présence de bruit

Dans cette partie, une étude expérimentale de la frontiére d’accrochage en fré-
quence va étre présentée. Lorsque le nanofil auto-oscille sous émission de champ,
une tension de synchronisation d’amplitude V¢ croissante est appliquée avec un
désaccord en fréquence § = 600 Hz établi en fonction de la mesure de la fréquence
moyenne d’auto-oscillation. Pour chaque acquisition, le déphasage ¢. est déterminé
expérimentalement par traitement du signal (cf. partie 8.3.3). Le déphasage en fonc-
tion du temps est représenté sur la figure 8.10

0 481V
|
-10F \‘———'\-—\\
241V
_20 |
0
3 30
_e_O
-40|
600 Hz
-20r
-60[ 061V
0 20 40 60 80 100

Temps (ms)

F1GURE 8.10 Déphasage ¢, en fonction du temps pour plusieurs tensions de synchronisation
Vac. Le désaccord en fréquence est fixé & 600 Hz. La dérive de 600 tours par seconde est
représentée sur la figure et correspond a la dérive observée pour une trés faible tension de
synchronisation Vo = 10 mV. L’acquisition correspond a 5000 cycles d’oscillation.

Lorsque la tension de synchronisation V¢ augmente, la phase exprimée en
tours se stabilise sur des paliers entiers. Pour les valeurs de tensions intermédiaires
1.81 V< Vye < 4.21 V, la phase décroche entre les paliers et traduit le fait que
I’auto-oscillateur prend un nombre entier de tour de décalage avec la consigne de
synchronisation. Plus la tension de synchronisation est importante plus les décro-
chages de phase sont rares et les paliers longs (Fig. 8.11).
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F1GURE 8.11 Déphasage pour deux valeurs de tensions de la figure 8.10.

Le saut entre paliers entiers est expliqué par I'existence de fluctuations qui font
glisser la phase (phase slips) d’un nombre entier de tours (Fig. 8.12).

F

Ep
fluctuation
K
0 2 ¢,

F1GURE 8.12 Paysage énergétique pour la particule associée au déphasage ¢.. Lorsque
I’amplitude de la synchronisation devient comparable au désaccord en fréquence (K ~ 9),
une fluctuation peut suffire a faire décrocher la phase d’'un tour vers le minimum local

suivant.
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8.3.5 [Effets inertiels : le déphasage d’un nanofil auto-oscillant
décrit comme ’angle d’un pendule

Dans cette partie, nous allons montrer comment le déphasage d’un nanofil auto-
oscillant sous émission avec une synchronisation externe peut se comporter comme
I’angle d’un pendule simple. La premiére sous partie est une introduction bibliogra-
phique a la notion d’inertie pour la phase d’un auto-oscillateur synchronisé.

8.3.5.1 Introduction

Pour de nombreux systémes auto-oscillants, la description de la dynamique du
déphasage est donnée par une relaxation sur-amortie (Eq. 8.10). Néanmoins, certains
travaux font état d’'une dynamique du déphasage avec des effets inertiels c¢’est-a-dire
une masse associée a la relaxation du déphasage ¢, vers sa valeur d’équilibre (voir
I'introduction de Acebron et al. (2005) ou Dorfler et Bullo (2011)). Dans le cadre
d’un auto-oscillateur avec une inertie du déphasage et un forcage de synchronisation,
la dynamique du déphasage est décrite par

mo. + Lo, + K sin ¢, = (8.27)

ou m désigne I'inertie du déphasage (ou inertie de la phase), I' le coefficient d’amor-
tissement, K la constance de couplage avec le signal de synchronisation et 2 le
désaccord en fréquence entre I’auto-oscillateur et le signal de synchronisation.

La notion d’inertie du déphasage est utilisée notamment pour des systémes bio-
logiques d’ensemble d’auto-oscillateurs comme par exemple pour la synchronisation
des lucioles (Ermentrout, 1991). Un modéle de fréquence “adaptative” y est intro-
duit (voir aussi Acebron et Spigler (1998)) pour lequel un temps de relaxation de la
fréquence instantanée améne un terme d’inertie de la phase. Un autre exemple est
celui des systémes de neurones (Dolan et al., 2005; Majtanik et al., 2006; Sakyte et
Ragulskis, 2011) ot 14 encore il s’agit d’un grand nombre d’auto-oscillateurs couplés.

Les effets de 'introduction d’une inertie du déphasage ont été étudiés par Tanaka
et al. (1997) et Hong et al. (1999). Ces auteurs ont montré un comportement plus
complexe des mécanismes de synchronisation avec inertie et notamment 'existence
d’oscillations spontanées du déphasage (Hong et al., 2002).

Enfin citons les systémes qui présentent une analogie avec les auto-oscillateurs
synchronisés pour lesquels la dynamique d’une phase est décrite par une équation
avec inertie analogue a ’équation 8.27. De tels systémes sont par exemple les jonc-
tions Josephson couplées (Watanabe et Strogatz, 1994; Trees et al., 2005) ou les
machines tournantes (Leonov, 2006).
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8.3.5.2 Mise en évidence de ’inertie du déphasage : réponse & un saut
de phase

Un nanofil est mis en auto-oscillation sous émission de champ et synchronisé a
I’aide d’une tension alternative de la forme

V' = Ve cos(wet + ¢p) (8.28)

oll w, est la pulsation de synchronisation et ¢ l'origine de la phase & ¢ = 0 du
signal de synchronisation. Jusqu’a présent ce terme n’avait pas été considéré dans
la mesure ot le choix de ¢y est une définition de 'origine des phases. Dans cette
partie, le signal de synchronisation est généré par un générateur basse fréquence qui
permet de réaliser un saut de phase au temps tg

bolt <0) = 0
¢0(t>0> = (5¢

ol d¢ est amplitude du saut de phase. Le résultat d’'un changement de phase du
signal de synchronisation sur le courant auto-oscillant est présenté sur la figure 8.13

Les résultats de la figure 8.13 permettent d’observer les oscillations amorties du
déphasage de I'auto-oscillateur autour du déphasage d’équilibre. Le saut de phase
du signal de synchronisation se traduit dans I’équation dynamique du déphasage par

Mo + Tde + K sin(de — do(t)) = Q (8.29)

ot I'équation 8.27 a été modifiée pour tenir compte d’un changement de l'origine
des phases ¢g(t).
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F1GURE 8.13 (en haut) Signal de synchronisation avec un saut de phase correspondant &
un tiers de la période T' (§¢ = 27/3). Le signal est représenté par colonnes de haut en bas
puis de gauche a droite. (en bas) Courant auto-oscillant pour un saut de phase d¢ = 27/3.
Le signal représenté correspond a 135 ms (3600 cycles : 6 cycles d’oscillation par colonnes
pour 600 colonnes).
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8.3.5.3 Résonance du déphasage lors d’une synchronisation

Dans la partie qui précéde, il a été vu que le déphasage ¢, se comportait qualita-
tivement comme un résonateur amorti. Une étude quantitative peut étre menée en
utilisant une excitation harmonique du déphasage, c’est-a-dire a 'aide d’un signal
d’excitation modulé en phase sinusoidalement

V' = Vo cos(wet + ¢ppar coswpt) (8.30)

ol ¢pys est la déviation en phase et wpys la fréquence angulaire de la modulation
de la phase. Ce signal a pour effet de synchroniser I’auto-oscillateur et d’exercer un
forcage périodique sur le déphasage ¢.. Cette excitation périodique se traduit sur
I’équation du déphasage par

mo. + Lo + K sin(¢, — dppar) = Q (8.31)
Dans la limite 2 < K, on a une équation d’un pendule forcé

moe + L. + K sin(¢.) = Kopy sinwppt (8.32)

Cette équation indique qu'une synchronisation par un signal modulé en phase
peut amener a une résonance de la phase. Cette résonance est représentée sur la
figure 8.14

|

FIGURE 8.14 (a gauche) Signal de synchronisation avec modulation de phase sinusoidale.
(a droite) Signal auto-oscillant synchronisé avec résonance du déphasage a la fréquence de
modulation.
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La figure 8.15 montre une mesure de résonance du déphasage en fonction de la
fréquence de modulation wpy, /27 pour plusieurs valeurs d’amplitude de modulation
de phase ¢pys

90
80/ = OPM
i - 5°
70 o
B8 — 10°

[8)]
o
T

&)
o
T

B
(=)
T

w
o
T

=

N

Amplitude de la modulation de phase (°)

—
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F1aure 8.15 Amplitude de modulation du déphasage ¢. (en degrés) en fonction de la
fréquence de modulation en phase (cf. Eq. 8.30). La modélisation utilise un oscillateur de
Duffing avec un coefficient non linéaire négatif correspondant au développement & 1’ordre 3
de sin(¢.) . Les parametres libres de la modélisation sont f, = 170 Hz et @ = 6.9 (cf. texte
pour plus de détails).

Lorsque le signal est synchronisé par un signal modulé en phase sinusoidalement
(Eq. 8.30), le déphasage de I'auto-oscillateur oscille a la fréquence de modulation et
présente une résonance autour de f, = 170 Hz. Cette résonance est linéaire pour les
faibles excitations lorsque les valeurs d’angle ¢. sont petites devant 90 °. Lorsque
I’amplitude de la modulation de phase est plus importante, la résonance devient non
linéaire et présente le comportement d’un oscillateur de Duffing avec un terme non
linéaire négatif (partie 4.1.2).

Les courbes de résonance sont modélisées en utilisant un développement au pre-
mier ordre non linéaire de I’équation 8.32

%éc + %Qﬁc + ¢c - %¢03 = (bpM SiH(WPMt) (833)

ou les deux paramétres libres sont f, = /K/m/2m, la fréquence résonance du




8. SYNCHRONISATION D’UN NANOFIL AUTO-OSCILLANT SOUS EMISSION DE
218 CHAMP

déphasage et le facteur de qualité @, défini par /K /m/Q = T'/m. La modélisation
donne les valeurs f;, =170 Hz et ) = 6, 9.

8.3.5.4 Excitation du déphasage par le bruit

En poursuivant la description du déphasage ¢. comme 'angle d’un pendule, la
dynamique du déphasage peut s’écrire en présence de bruit sous la forme

mo. + Lo, + K sin(¢,) = n(t) (8.34)

ou le terme n(t) rend compte d’une force fluctuante agissant sur le déphasage de
Pauto-oscillateur synchronisé. En supposant que le spectre du bruit 7 est uniforme
sur la plage de fréquence, la mesure du spectre de ¢. permet de déterminer la valeur
de la fréquence de résonance de la phase

fo =V K/m/2m (8.35)

Deux acquisitions de déphasage ¢. pour des tensions de synchronisation de 1,6 et
2,6 V sont représentées sur la figure 8.16. L’amplitude de la transformée de Fourier
est représentée en utilisant une normalisation afin que 'amplitude du signal réel (en
tours) corresponde a "amplitude du mode (en tours).

La mesure de la fréquence de résonance de la phase montre une dépendance avec
la tension de synchronisation. Une mesure plus compléte sous forme d’une carte est
présentée sur la figure 8.17.

Une fréquence de résonance de la phase est observée sur la figure 8.17 sur toute
la zone de synchronisation. Cette observation traduit un comportement inertiel du
déphasage (Eq. 8.35). Dans la représentation de la figure 8.17 (en bas), la dépen-
dance pour la fréquence de résonance de la phase est dominée par la variation de
tension de synchronisation et montre un comportement de la forme f; ~ /V4c. Une
formulation empirique est établie a partir de la modélisation des courbes de la fi-
gure 8.17. Les courbes de modélisation sont représentées pour 3 valeurs de désaccord
en fréquence sur la figure 8.18.

La modélisation des courbes de la figure 8.18 est faite a I'aide de la fonction

Fod = \ £ + (V= V) (8.36)

ou est fo = 810 Hz est une fréquence de résonance asymptotique a tension de
synchronisation nulle, ax un coefficient de couplage pour la synchronisation et V,
une tension qui peut étre interprétée comme une tension seuil de synchronisation a
0 fixé.

La modélisation des courbes des figures 8.18 et 8.19 permet d’établir une formu-
lation empirique

f5(8,V) = /810 + (703 — 0.092 6)2(Vac — V..(6)) (8.37)
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FIGURE 8.16 (a, c¢) Déphasage ¢. entre I'auto-oscillateur et le signal de synchronisation. Le
désaccord en fréquence est 6 = —400 Hz et la tension de synchronisation est V4o =1.6 V
(a) et Vac =2.6 V (c). (b, d) Amplitude des modes dans l'espace de Fourier rapportés a
un temps d’acquisition de 1 s. Les maxima d’amplitude sont & 670 Hz (b) et 1000 Hz (d)
et correspondent aux oscillations de ¢, dans les tracés a et ¢ respectivement.
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FIGURE 8.17 (en haut, a gauche) Différence de fréquence A f entre le nanofil auto-oscillant
et le signal de synchronisation en fonction du désaccord de fréquence ¢ et de amplitude
du signal de synchronisation Vac. (en haut, a droite et en bas) Fréquence de résonance f
du déphasage ¢. en fonction de § et V4. Lorsque la phase est synchronisée, la fréquence
de résonance fy4 est définie comme le maximum du spectre de ¢.. En dehors de la zone de
synchronisation, fg = 0.
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F1GURE 8.18 Fréquence de résonance du déphasage en fonction de la tension de synchro-
nisation corrigée par V. (cf. texte). Les courbes de modélisation sont une fonction racine

carrée (cf. texte également).
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FIGURE 8.19 Coefficient de couplage pour la synchronisation en fonction (Eq. 8.36) en
fonction du désaccord en fréquence 9. La relation affine est ax = 703 + —0.092 6.
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ot Vyc et V. sont exprimées en Volts. Le résultat fy est en Hertz.

La dépendance de la fréquence de résonance du déphasage en racine de la tension
de synchronisation provient de la relation f, = \/K/m/2m. ce qui signifie que le
terme de couplage K est proportionnel I'amplitude de la tension de synchronisation
Vac.

K =4mn® (fo> + ax*(V — V.(6))) (8.38)

ot ag =703 —0.0926 et fy =810 Hz.

8.3.5.5 Entrainement de phase : observation d’une auto-oscillation du
déphasage

L’entrainement de phase désigne un régime de synchronisation ot la différence de
phase entre I'auto-oscillateur et le signal de synchronisation n’est pas constante mais
néanmoins bornée. Ce régime signifie que la fréquence moyenne des deux oscillations
est la méme mais qu’il n’y a pas de verrouillage en phase. Ce type de régime a été
prédit par Chakraborty et Rand (1988) pour deux oscillateurs de van der Pol couplés
et observé récemment par Thévenin et al. (2011) pour deux lasers couplés.

D’autre part Hong et al. (2002) ont prédit un régime d’oscillation spontanée du
déphasage pour deux auto-oscillateurs synchronisés dans le cas d'un couplage retardé
avec une inertie du déphasage. Dans cet article, il est notamment mentionné que
Poscillation spontanée de la phase peut étre responsable d’une désynchronisation.
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Les résultats qui vont étre présentés sont extraits de la carte de synchronisation
de la figure 8.4. Sur cette carte, on peut signaler que la plage de synchronisation
pour les désaccords en fréquence positifs est moins stable que pour les négatifs. Une
acquisition du déphasage dans la zone de désaccord en fréquence positif est donnée
sur la figure 8.20.

o

Phase corrigée ¢ _ (tours)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Temps (ms)

F1GURE 8.20 Déphasage en fonction du temps pour un désaccord en fréquence § = 2000 Hz
et une tension de synchronisation Vao = 3,7 V. L’acquisition correspond & 4500 cycles
d’auto-oscillation. Lorsque le déphasage se stabilise autour d’'une valeur entiére, celui-ci
auto-oscille avec une amplitude inférieure & un tour autour de sa position d’équilibre a une
fréquence fy = 730 Hz.
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Dans la plage d’accrochage pour des désaccords en fréquence positifs, la phase
auto-oscille autour d'une valeur d’équilibre. Cette auto-oscillation rend la synchro-
nisation plus sensible aux fluctuations et peut amener 'auto-oscillateur a décrocher
du signal de synchronisation. Ces décrochages se traduisent par une zone d’accroche
pour 0 > 0 moins prononcée sur la figure 8.4. Lorsque la tension de synchronisa-
tion est plus importante, la force de synchronisation est suffisante pour empécher le
décrochage et permet d’observer le signal d’entrainement de phase (Fig. 8.21)
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FicURre 8.21 Déphasage en fonction du temps pour un désaccord en fréquence § = 2000 Hz
et une tension de synchronisation Vao = 5,2 V. L’acquisition correspond & 1700 cycles
d’auto-oscillation. Lorsque le déphasage se stabilise autour d'une valeur entiére, les oscil-
lations spontanées du déphasage ont une amplitude inférieure a un tour. La fréquence de
modulation spontanée de la phase est a une fréquence fy, = 857 Hz. La probabilité de
présence normalisée du déphasage est représentée en insert.
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Conclusion du chapitre

L’observation d'un régime de synchronisation d’un résonateur auto-oscillant a
été présentée dans ce chapitre. La synchronisation a été obtenue par une excitation
externe & une fréquence proche de la fréquence d’auto-oscillation. De nombreuses
propriétés liées a la synchronisation on été observées telles que la région de syn-
chronisation associée & la premiére langue d’Arnold ou le glissement de la phase
synchronisé d’un nombre entier de cycles.

Une propriété remarquable d’inertie de la phase a été observée permettant de
considérer que lors de la synchronisation, le déphasage avec la consigne externe
se comporte comme l'angle d’un pendule simple. [’existence d'une inertie de la
phase a permit 'observation d'une oscillation spontanée du déphasage traduisant
un régime de synchronisation sans synchronisation de la phase ou pouvant entrainer
une désynchronisation dans la langue d’Arnold.
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Chapitre 9

Auto-oscillation de deux nanofils mis
en contact

Ce chapitre porte sur un mécanisme d’auto-oscillation observé accidentellement
lors de la manipulation de deux nanofils.

Deux résonateurs électromécaniques en carbure de silicium sont mis en contact
pour former une structure avec un point de contact rigide. Le couplage des deux
résonateurs entraine une modification des fréquences et des modes de vibration qui
a déja été présentée dans la partie 3.2. Dans cette partie, le comportement auto-
oscillant d’une telle structure va étre présenté.

9.1 Introduction

Dans l'introduction du chapitre 7 sur les auto-oscillations, une liste de systéme
nanoélectromécanique (NEMS) auto-oscillants a été proposée dans la partie 7.1.3.
Il a été vu notamment qu’un auto-oscillateur était un systéme actif (partie 7.1.1.1).
Ainsi, les NEMS auto-oscillants peuvent étre classés en deux catégories selon que
le mécanisme actif de rétroaction responsable de l'oscillation spontanée est & une
échelle macroscopique ou nano.
Parmi les NEMS auto-oscillants avec une rétroaction externe, on peut citer les
systémes
— avec une détection électrique associée & une amplification du signal bouclé
sur excitation (Feng et al., 2008; Villanueva et al., 2011; Ramos et al., 2008)

— avec un couplage optique, c¢’est-a-dire en pratique pour un couplage avec le
champ électromagnétique d’une cavité résonante pompé par un laser (Metzger
et Karrai, 2004; Gigan et al., 2006; Teufel et al., 2008; Metzger et al., 2008;
Favero et al., 2009)

La deuxiéme catégorie de NEMS auto-oscillants est celle des systémes avec un
mécanisme de rétroaction a I’échelle du résonateur mécanique. La premiére observa-
tion d’'une auto-oscillation avec une rétroaction a I’échelle nano est celle de I'équipe
(Ayari et al., 2007) pour les nanofils de SiC sous émission de champ. Les nanotubes
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de carbone ont également été utilisés comme émetteurs de champ pour obtenir des
auto-oscillations d’un résonateur millimétrique pour Kleshch et al. (2010) ou dans
une situation ot un nanotube de carbone lui méme est la partie résonante pour Wel-
don et al. (2010). L’exploitation du mécanisme de la navette de charge a donné lieu
a des auto-oscillations pour des molécules (Park et al., 2000) et pour des nano-piliers
(Kim et al., 2010). Certains transistors comme ceux de Grogg et al. (2009); Steele
et al. (2009) ont montré une dynamique d’auto-oscillation tout comme des systémes
avec un couplage thermo-électromécanique Steeneken et al. (2011) ou une excitation
optique des porteurs de charge Okamoto et al. (2011).

Une des problématiques quant a l'utilisation d’'un mécanisme auto-oscillant en
vue d’une application est 'aptitude a pouvoir transfert efficacement I’énergie prove-
nant de la source stationnaire vers le résonateur de maniére & compenser les pertes
dissipatives et entretenir le mouvement. Dans cette optique, les systémes avec une
rétroaction a I’échelle macroscopique sont trés peu efficaces du point de vue énergé-
tique. Pour de tels systémes, on s’attend a ce que la puissance nécessaire a I’alimen-
tation de la rétroaction externe macroscopique soit de plusieurs ordres de grandeurs
supérieure a celle consommé par le résonateur nanométrique. Si le rendement éner-
gétique optimal est donc a rechercher parmi les systémes a rétroaction, nous verrons
dans ce chapitre que le mécanisme d’auto-oscillation utilisant deux nanofils mis en
contact a montré la meilleure efficacité énergétique comparée aux autres NEMS
auto-oscillants cités précédemment.
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9.2 Observation d’une auto-oscillation de deux na-
nofils mis en contact

La procédure de mise en contact de deux résonateurs SiC a été décrite dans la
partie 3.2.1.

9.2.1 Visualisation par imagerie d’une oscillation spontanée

Les deux blocs nanomanipulateurs sont utilisés pour contacter les deux nanofils
supportés par les pointes en tungsténe (voir Fig. 9.1). Une tension DC peut étre
appliquée entre les deux supports des nanofils et le courant peut étre mesuré par un
ampéremétre en série.

d

FIGURE 9.1 (a) Schéma représentant les deux nanofils sur leurs pointes supports avec les
deux blocs nanomanipulateurs. Une source de tension incluant un ampéremétre en série
est disposée entre les deux supports des nanofils. Le nanofil le plus long (& gauche sur le
schéma) a été représenté en vibration puisque nous verrons que c’est lui qui est susceptible
d’auto-osciller. (b) Imagerie MEB des deux nanofils collés en I’absence de tension électrique
appliquée.
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Les deux nanofils sont contactés avec un point de contact proche du nceud
du deuxiéme mode de vibration du fil le plus long (Fig. 3.9). Lorsqu'une tension
électrique continue est appliquée entre les deux pointes supports des deux nano-
fils contactés, un courant électrique parcourt les deux résonateurs. A partir d’une
tension électrique suffisante, le nanofil le plus long se met en vibration (Fig. 9.2).

15V

0 ¥ [E—

F1GURE 9.2 Imagerie MEB d’une oscillation spontanée de deux nanofils SiC collés par
contact. Une tension de 15 V est appliquée et le courant DC est de l'ordre 15 pA. L’image
en insert correspond aux deux nanofils a la masse. Echelle 50 pm.

Lorsque la tension est augmentée davantage, un régime d’auto-oscillation plus
complexe avec un couplage avec le résonateur court peut étre observé (Fig. 9.3).

F1GURE 9.3 Oscillation spontanée de deux nanofils SiC collés par contact. Vpo =40 V et
Ipc = 60 pA. Barre d’échelle 50 pm.
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9.2.2 Caractérisation électrique de I’auto-oscillation

La mise en auto-oscillation des résonateurs couplés s’accompagne d’une variation
parfois marquée du courant DC mesurable sur une courbe courant-tension (Fig. 9.4)

307
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o
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Tension DC (V)
F1GURE 9.4 Courant DC parcourant les deux nanofils contactés en fonction de la tension

DC appliquée entre les pointes supports. Une zone d’hystérésis est observée et est associée
a l'auto-oscillation (imagerie MEB pendant le cycle de tension).

Sur la figure 9.4, un cycle d’hystérésis est observé. Les résonateurs sont visualisés
pendant le cycle de tension a I'aide du MEB et il est observé que le saut de courant
vers le haut (resp. vers le bas) correspond a la mise en oscillation spontanée (resp la
fin de l'oscillation). Afin d’écarter U'influence du faisceau d’électron sur le mécanisme
d’auto-oscillation, la courbe courant-tension est également mesurée sans le faisceau
du MEB et présente le méme cycle d’hystérésis.
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9.2.3 Fréquence d’auto-oscillation

La détection du courant auto-oscillant est plus difficile que dans le cas de 'auto-
oscillation sous émission de champ. Pour obtenir un signal avec une résolution en
temps de I'auto-oscillation, la détection par focalisation du faisceau du MEB est
utilisée (cf. partie 2.3.1.2).

Le faisceau d’électron est focalisé sur le résonateur long au voisinage du point
d’accroche sur la pointe support. Le signal détecté permet d’obtenir un signal relié
au déplacement auto-oscillant du résonateur (Fig. 9.5).

(|

1 cycle

Signal SED (u. a.)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
temps (ms)

F1GURE 9.5 Signal du SED lorsque le faisceau d’électrons est focalisé sur le nanofil en
auto-oscillation. Vpo = 33 V, Ipc = 15 pA.

La procédure pour I'extraction de la phase ' lors de I'auto-oscillation revient &
compter le nombre de paires d’impulsions en fonction du temps. En effet, comme le
nanofil intercepte deux fois la position de focalisation du faisceau pendant I’oscilla-
tion, un cycle d’oscillation correspond & 2 impulsions dans le signal de la figure 9.5.
Le nombre de cycle en fonction du temps est tracé en insert dans la figure 9.6. Le
nombre de cycles par seconde, c¢’est-a-dire la pente dans la représentation de la figure

1. Revenir a la partie 7.4.2.2 pour plus de détails.
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insérée, correspond a la fréquence de l'oscillation spontanée. En retranchant la pente
moyenne (la fréquence moyenne) a la courbe insérée, on obtient la courbe principale
de la figure 9.6 qui correspond au nombre de cycles dans le référentiel tournant de
la partie 7.4.2.1.

2 40
(2]
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520
@
Qo

14 £10 1
S | 36.4 kHz

00 05 1

tempé (ms)

IIgT (cycles)
o
o

9 50 100 150 200

temps (ms)

FIGURE 9.6 (en insert) Nombre de cycles d’oscillation spontanée en fonction du temps. La
pente moyenne correspond au nombre de cycles par seconde c’est-a-dire a la fréquence. Le
tracé principal correspond au nombre de cycles dans le référentiel tournant Izp (cf. partie
9.6) exprimé en nombre de cycles.

La valeur de la fréquence moyenne d’auto-oscillation est mesurée a partir du
calcul numérique de la transformée de Fourier du signal 9.5. La fréquence moyenne
d’auto-oscillation est représentée sur la figure 9.7 en fonction de la tension DC.

Une prédiction de la fréquence d’auto-oscillation de la figure 9.7 est difficile.
[’intérét de la mesure présentée est de confirmer que le résonateur est a 1’origine de
la génération spontanée d’un signal alternatif et qu’il ne s’agit pas d’une excitation
d’un résonateur par un signal parasite.

9.3 Modélisation électromécanique du seuil d’insta-
bilité linéaire

Dans cette partie, un modeéle électromécanique analogue & celui décrivant les
auto-oscillations sous émission de champ est proposé. Il permettra notamment d’éva-
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FI1GURE 9.7 Fréquence moyenne d’auto-oscillation en fonction de la tension DC entre les
deux résonateurs.

luer la valeur de la dépendance de la résistance vis-a-vis de la position du nanofil
long en mouvement lors de "auto-oscillation.

9.3.1 Seuil d’auto-oscillation pour le nceud de vibration au
point de contact

9.3.1.1 Equation mécanique

Lorsque le nceud de vibration du deuxiéme mode du fil long correspond au point
d’accroche, la partie dynamique mécanique ne fait intervenir que le déplacement du
résonateur long et ’équation du mouvement est

. Wo .
)+ 60:1:1 + wolr = Félec (9.1)

ou z; est 'amplitude de 'extrémité libre du résonateur long, wy la pulsation propre
du deuxiéme mode de vibration, @) le facteur de qualité du mode de vibration et
Filec une force électrostatique provenant de I'intégration des forces capacitives élé-
mentaires entre les deux fils soumis & une chute de potentiel Vpe.
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9.3.1.2 Equation électrique

Il est & noter que la résistance du fil court est dominante devant celle du fil
long. Cette différence est due aux nombreuses étapes de chauffage subies par le fil
long. Pour une approche simplifiée, un seul potentiel électrique intermédiaire V est
introduit a la moitié de la résistance R; du fil court. Ce potentiel intermédiaire se
décompose en

Vi=Vi+V;

ot V; est la composante continue du potentiel intermédiaire et V; sa composante
alternative. Comme le potentiel se trouve a la moitié¢ de la résistance totale, on a
Vi = Vpe/2. Cette tension DC moyenne entre en jeu dans I'expression de la force
électrique
Cr
Felec = VeV

ou O est la dérivée de la capacité par rapport au déplacement du résonateur au
potentiel intermédiaire V;. m est la masse effective du mode de vibration sans tirage.

Le schéma électrique pour la composante alternative du résonateur est représenté
sur la figure 9.8.

fi|1l -
Vo “PUL Rtpey
AW IV
|
' 1 =
Rt
2

a2l =

L~

FI1GURE 9.8 Schéma électrique des deux résonateurs en contact. La résistance du fil R; du
fil 2 est dominante devant la résistance du fil 1. Le potentiel intermédiaire V7 est introduit
au milieu de la résistance R;.

L’équation électrique pour le potentiel V; est

Voo =V d v 2y
ey T [Crlen) (Voo = V)] = O + (9.2)

ou R, est la résistance totale du fil court, V le potentiel intermédiaire, C' la capacité
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avec 'environnement. A I'ordre 0 et 1, on obtient

v = ¢ (9.3)
. V V
OVi+4-L = 2220 Rg, 4 CI Voot (9.4)
R; Rt
soit pour I'équation 9.4 ‘
TV[ + V} = AIL’l + B.%'l (95)
avec
R,C
T = (9.6)
VDC’ /
A = —/R 9.7
oR, (9.7)
R
B = ZCr'Vpe (9.8)

9.3.1.3 Equations couplées

Les équations 9.1 et 9.5 sont les mémes que celles pour la modélisation de I'auto-
oscillation sous émission de champ (Egs. 7.6 et 7.9). L’équation obtenue est

A3z Pz dx

Add +A2d —|—A1d +A0£C—0 (99)
avec
Ay = 7 (9.10)
W
Ay = 1+T§0 (9.11)
W cy
Al = 50+TWO2—BEIVDC (912)
Ay = wp? —ACI Ve (9.13)

9.3.2 Détermination de R’ par le seuil d’auto-oscillation

Le paramétre le plus difficile a évaluer pour la prévision du seuil d’auto-oscillation
est R’ et sera déterminé a partir du seuil de mise en oscillation spontanée. Les autres
parameétres mesurés sont

Wo
- 9.14
2T

(
m = 610" kg (9.15
R, = 1TQ (9.16
(9.17

= 45 kHz

)
)
)
)
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Les paramétres estimés sont

Q = 5000 (9.18)
C/ = 1pFm™! (9.19)
C = 1fF (9.20)

ot le facteur de qualité ) est celui du résonateur non contacté. C;’ est un invariant
d’échelle et correspond a la valeur estimée pour le cas non contacté avec une contre
électrode proche. La valeur de C est également la méme que pour le cas non contacté.

Le seuil de mise en oscillation pour le collage de la figure 9.2 est Vpe =20 V. A
partir des équations 9.6 a 9.13, on obtient

R =3,310"° Qm™! (9.21)

La valeur de R’ rapportée a une amplitude de vibration de dz = 5 pym donne
une variation relative de résistance AR = R'0x/R, = 16 %.

9.4 Auto-oscillation et rendement énergétique

La mise en auto-oscillation du systéme de nanofils contactés a été observée pour
plusieurs valeur de tension DC et notamment pour un seuil de 2 V pour un courant
moyen mesuré de 450 fA. Ces valeurs permettent de calculer une puissance injectée
P, = 0,9pW. Du fait de celle valeur vraisemblablement faible, la question de la
puissance injectée et de la puissance consommeée pour un auto-oscillateur NEMS se
pose.

Pour un résonateur mécanique passif, entretenir un cycle d’oscillation revient a
fournir une puissance moyenne Py, égale a la puissance dissipée en moyenne sur
un cycle par I'oscillation mécanique.

Dans le cadre d’une auto-oscillation avec ’alimentation d’un systéme de rétroac-
tion, la puissance P, nécessaire pour entretenir un cycle d’oscillation spontanée doit
étre au moins égale a la puissance Py, dissipée mécaniquement pendant le cycle
d’oscillation.

1Din < Pdiss (922)

ou la situation P;, = P, correspond au cas optimal ol le systéme d’alimenta-
tion consomme exactement I’énergie nécessaire au maintient du cycle d’oscillation
spontanée.

Afin d’évaluer les performances du mécanisme d’auto-oscillation par contact de
deux nanofils SiC, nous proposons une étude comparative utilisant les systémes
auto-oscillants NEMS existants (Fig. 9.9 et Tab. 9.1).
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FIGURE 9.9 Cartographie de la puissance injectée (Pj;,) et du rendement énergétique
(Pyiss/ Pin) ot Pyiss est la puissance dissipée mécaniquement par I’auto-oscillateur (échelles
logarithmiques). Les données expérimentales sont calculées a partir du tableau 9.1. La ligne
en pointillés horizontale correspond & un rendement optimal de 1 (0 en échelle logarith-
mique).

Le terme de puissance injectée P, est calculé en fonction du type de mécanisme
de rétroaction en utilisant la consommation énergétique pour l'alimentation des
dispositifs

— pour les systémes avec une cavité laser/micro-ondes, la puissance du la-
ser/source ou éventuellement la puissance arrivant a la cavité est utilisée
(Gigan et al., 2006; Teufel et al., 2008; Metzger et al., 2008; Ramos et al.,
2008; Okamoto et al., 2011)

— pour les systémes avec alimentation électrique, le courant et la tension DC
sont utilisées (Feng et al., 2008; Villanueva et al., 2011; Ayari et al., 2007;
Weldon et al., 2010; Kim et al., 2010; Grogg et al., 2009; Steeneken et al.,
2011)

La puissance dissipée mécaniquement Py, est calculé a partir du terme d’amor-

tissement

Pp(t) =T (9.23)

ou Pr est la puissance dissipée instantanée avec I' le coefficient de dissipation et &
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la vitesse instantanée. Le coefficient d’amortissement s’exprime

wo
ot m est la masse effective, wy la pulsation de résonance et @ le facteur de qualité.
Ces trois termes sont tirés des informations données dans les articles.
Le terme correspondant & la vitesse est explicité en faisant 'approximation d’un
cycle d’oscillation quasi-harmonique ot

r = Acoswt (9.25)

ou A est 'amplitude d’auto-oscillation et w la pulsation d’auto-oscillation. Pour les
données tirées des articles, on considére que la pulsation de I'auto-oscillation est la
pulsation de résonance w = wy. On trouve alors pour la puissance moyenne dissipée
mécaniquement

Piss =< Pr(t) —m—A? (9.26)

La représentation de la figure 9.9 montre que les auto-oscillateurs NEMS a ré-
troaction externe sont les plus gourmands en énergie injectée avec des puissances de
l'ordre du mW au pW. Les auto-oscillateurs a rétroaction nano occupent un domaine
sub-mW avec la plus petite puissance injectée (pW) pour les nanofils contactés qui
sont, parmi les auto-oscillateurs considérés, les plus petits consommateurs en termes
de puissances d’alimentation.

Du point de vue du rendement 1 = Py;ss/ Py, on constate que la grande majorité
des dispositifs consomme plus de 10? fois la puissance nécessaire a la compensation
des pertes mécaniques. En plus d’avoir la plus basse consommation, les nanofils
contactés ont également le meilleur rendement puisque 2,5 % de I'énergie d’alimen-
tation est utilisée pour compenser effectivement les pertes mécaniques associées a la
vibration auto-oscillante du nanofil.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, il a été montré que deux résonateurs dissipatifs peuvent étre
utilisés pour former une structure auto-oscillante lors du passage d’un courant élec-
trique. Le collage des nanofils est obtenu lors du contact par nanomanipulation sous
microscope électronique.

Un modéle électromécanique de l'auto-oscillation est développé permettant de
déterminer les propriétés piézoélectriques du contact nanométrique entre les deux
nanofils.
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f Q m A P Piiss | Référence

39 kHz | 5000 51071 3pm | 0.9 pW 23 tW

428 MHz | 2500 |5.810717 I nm | 10 mW | 225 pW | Feng et al. (2008)

280 kHz | 9000 | 2.2107? | 500 nm | 1 mW | 166 nW | Gigan et al. (2006)
1.5 MHz | 300000 | 6.2 107'® | 100 nm | 900 nW 87 fW | Teufel et al. (2008)
8.7kHz | 1822 |33107 | 2pum | 1.3mW | 600 fW | Metzger et al. (2008)

39.4kHz | 25 |581071 2 pum | 5 mW | 640 nW | Ramos et al. (2008)

14.3 MHz | 1220 |1.3107* | 10 nm 1 mW | 396 pW | Villanueva et al. (2011)

42 kHz | 4000 | 110 ™| 10 um | 128 nW | 2.3 pW | Ayari et al. (2007)
4 MHz | 1260 51071 1 pum | 64 uW | 3.2 pW | Weldon et al. (2010)
10.5 MHz 2.5 41107 | 20 nm 1 oW | 9.5 pW | Kim et al. (2010)
3.6 MHz | 6500 |3.1107% | 60nm | 70 uW 1 pW | Grogg et al. (2009)
1.26 MHz | 10000 | 4.1107*2 | 100 nm | 1.1 mW 1 nW | Steeneken et al. (2011)
239 kHz | 6500 |3.6107*2 | 1 um | 12 yW | 924 pW | Okamoto et al. (2011)

TABLE 9.1 Puissance mécanique dissipée (Py;ss) et puissance injectée (Pj,) pour une liste
de NEMS auto-oscillants. L’expression de la puissance dissipée est Pyss = m%BAQ/Z
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Conclusion

Les systémes nanoélectromécaniques, et principalement les nanofils de carbure de
silicium, ont été utilisés dans deux situations a savoir comme résonateurs et comme
auto-oscillateurs.

L’idée générale que je retiendrai des nanofils que j'ai étudié est la diversité et
la richesse des expériences pouvant étre menée en n’utilisant seulement que deux
types de controles expérimentaux que sont les tensions électriques et les positions.
En agissant sur la position du nanofil dans son environnement et sur les potentiels
électriques il a été possible d’observer des effets aussi variées que les modes et les
résonances mécaniques, 'accordage en fréquence, le couplage linéaire, les vibrations
non linéaires circulaires, la dissipation électrostatique, les auto-oscillations ou la syn-
chronisation.

Les résultats que je trouve les plus marquants sont ceux sur la synchronisation ot
les auto-oscillateurs a base de nanofils de carbure de silicium ont montré une grande
variété de comportements propres a la synchronisation. En ce sens, 1'observation
d’une inertie de la phase synchronisée pourrait étre mis en avant pour son originalité.
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(Glossaire

accordage en fréquence modification d’une fréquence de résonance mécanique
par une forcé d’origine mécanique ou électrique. 58, 59, 65, 67, 69, 70

Duffing (Oscillateur de) Modéle d’un oscillateur amorti avec une force de rappel
non linéaire d’ordre le plus bas respectant une symétrie autour de la position
d’équilibre. 84, 85, 92, 199

émission de champ Mécanisme d’émission d’électron par effet tunnel via I’ap-
plication d’un fort champ électrique. 105, 107, 108, 114, 115

facteur de qualité Nombre, noté (), caractérisant les pertes dissipatives d’un
oscillateur harmonique. Lorsqu’il est grand devant 1, il peut s’interpréter
comine le rapport entre un temps d’amortissement et la période d’oscillation.
39, 91, 92, 115, 128, 129, 132, 134, 160

FM Modulation de Fréquence, signal utilisé en radiotélécommunication pour le
stockage d’information autour d’une fréquence porteuse. 131 136, 138, 139

MEB Microscope Electronique a Balayage. 19, 20, 29, 36-39, 41, 47, 48, 52, 64,
65, 68, 83, 106, 123, 124, 154 156, 164, 211 214

pull-in Instabilité mécanique causée par une force électrostatique latérale. 53—
55, 57, 58, 80

SED Détecteur d’Electrons Secondaires. Electrode portée a4 un potentiel positif
destinée a collecter les électrons issus de la diffusion inélastique du faisceau
MEB par I’échantillon ou éventuellement une partie du courant d’émission
de champ. 19, 37, 38, 48, 155, 156, 164, 165, 168, 170, 171, 173, 175, 214

SiC Carbure de Silicium. 27, 28, 72, 73, 104, 105, 113, 211, 212

synchronisation Comportement entre auto-oscillateurs correspondant a une
fréquence d’oscillation commune et une phase relative bornée et le plus sou-
vent constante. 179 182, 184 187, 189 198, 200 206

TEM Microscope Electronique a Transmission. 64, 65

UHYV Ultra Haut Vide, désigne un environnement ou la pression est de 'ordre
de 1079 torr. 17-20, 66, 72, 154
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Annexe A

Conditions aux limites pour le
couplage par collage

Le couplage des deux fils est modélisé par le contact parfait entre le fil 1 décrit
comme une poutre et le fil 2 décrit comme un oscillateur harmonique a une dimension

(Fig. A.1).
¥, (x) ¥(x) ¥ q(x)
1" a i)
v v

FiGURE A.1 Le nanofil de gauche est modélisée par une poutre ou le déplacement selon Z
est noté Yj(z,t) o i = g ou d pour la partie gauche ou droite. Le point de contact est z,.
compté a partir de 'encastrement du fil de gauche.

Les conditions aux limites sont proposées pour les solutions

Yg(x) = A(coshk,x — coskjz) + B(k;sinh k,x — k, sin k;x) (A1)
Ya(r) = Ccoshkr + Dsinhkz + E coskx + Fsinkx (A.2)

ol x est la position normalisée par la longueur du fil. Les conditions d’encastrement
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en x = 0, de contact en x = x. et d’extrémité libre en x = 1 s’écrivent

A
B
C
M D |= 0
E
F
ol
Ch—-C k;Sh — k.S —Chyg
k.Sh+ k;S k. .k,Ch — k.k,C —kShy
M= ka + kah krk?S + kikESh —k2Chy
My My Mys
cosh k
sinh k
avec

Ch = coshk,z,
Sh = sinhk,z,

C = cosk;x.

S = sink;x.

Chy = coshkzx,
Shy = sinhkz,

Co = coskx,

Sy = sinkzx,

—Shyg
—kChyg
—k2Shy
My
sinh &
cosh k

ol la ligne 4 prend quand méme vachement de place

—C
kSo
k2C,
Mys
—cosk
sin k

My = EI(BSh—kS) — T(k;S + k,Sh) — 6(Ch — C)
My = EI(kKC + Kk Ch) + T(kkiC — kokiCh) — 6(kiSh — k,S)

My = —FEIK*Shy+ TkShy
My = —FEIK*Chy+ TkChy
My = —FEIKS, — TkS,

My = EIKCy+ TkC,

(A.3)

—kCy

k%S,

My
—gink
—cosk

avec 6 = K — Mw?. Les fréquences de résonance s’obtiennent lorsque w est tel
que det M(w) = 0. Les modes de vibrations de coefficients A, B,C, D, E et F sont
donnés pour les vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles.
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Annexe B

Oscillateur de van der Pol :
réalisation analogique et limite
comme oscilateur a relaxation

L’équation de van der Pol introduite dans la partie 7.1.4 est

i—a(l—1)i+wlr=0 (B.1)

B.1 Circuit électrique équivalent

Il est possible de réaliser un circuit électrique analogique dont un des potentiels
est décrit par 1'équation de van der Pol. van der Pol et van der Mark (1928)"'
proposérent un circuit utilisant une triode. Le circuit sur la figure qui est présenté
utilise une résistance négative comme composant actif

La relation entre le courant et la tension pour le dipole a résistance négative
s’obtient a partir des équations

qui sont respectivement, la loi d’ohm pour la résistance R, et la conservation du
courant entre les deux résistances Ry. En remplagant V; dans 1’équation B.2, on
obtient la relation

Vi=—-R, (B.4)

On peut alors écrire la tension aux bornes de la résistance négative comme la
somme des tensions aux bornes des dipoles de 'oscillateur dissipatif RLC

Ve =V +Va+ Vo (B.5)

1. van der Pol, B. et J. van der Mark, 1928 : The heartbeat considered as a relaxation oscillation
and an electrical model of the heart. Philos. Mag., 6, 763.
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Fi1cURE B.1 Circuit électrique oscillateur a résistance négative. Le dipéle encadré en traits
discontinus se comporte comme une résistance négative V; = —Ri.

soit pour les dioles du RLC en convention générateur

di

Vi=—L——Ri+ Vg (B.6)
dt
La relation aux bornes du condensateur est 1 = —C'dV/dt, ce qui permet d’ex-
primer I’équation B.6 aprés dérivation comme
d*Ve dVe
LC R—R,)C—+ V=0 B.7

En posant wy = 1/v/LC, o = (R, — R)/L, I'équation B.7 prend la forme de

I’équation de van der Pol linéaire pour la variable Vi
2
ddz‘;c — a% +wo?Ve =0 (B.8)

Le circuit électrique permet de simuler analogiquement I'instabilité linéaire au-
tour de la tension d’équilibre Vi = 0. Pour o 2 0, les oscillations a la pulsation
wp voient, leur amplitude augmenter exponentiellement avec un taux de croissance
o = a. Cette croissance est interrompue par la saturation de I’amplificateur opéra-
tionnel, par exemple la tension d’alimentation ou le courant de sortie limite.

Une modélisation de I'équation de van der Pol non linéaire plus adaptée est
obtenue en utilisant deux diodes pour remplacer la résistance R (Fig. B.2). Cette
modification va permettre d’introduire dans une limite faiblement non linéaire un
terme de saturation quadratique.

En supposant une relation courant-tension pour les diodes D; de la forme

1 =1 (exp% - 1) (B.9)
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ANRH

! U E> N o,

F1GURE B.2 La non linéarité de ’oscillateur de van der Pol est obtenue en remplacant la
résistance R par deux diodes identiques en série et en sens contraire.

Dans la limite faiblement non linéaire ¢ < iy, pour imposer un courant a travers les
deux diodes, il faut une tension Vp donnée par

v (D) (- 1)) 10

soit a I'ordre non linéaire le plus bas

Ve, Vifi\’
Vp =284 (L B.11
D z’oz+3(z’0) (B.11)

L’équation B.6 s’écrit dans la limite faiblement non linéaire

i Vi Vi/i\®
“Ryi=—L— —22i4+ 235~ Ve B.12
7 7 i02+ 3 <i0) + Vo ( )

soit aprés dérivation par rapport au temps

2 . . .2 d.
ety (20& - Rn0> &y oy
)

Ll ii=o B.13
a2 dt ! (B-13)

que 'on peut mettre sous la forme de I’équation de van der Pol non linéaire B.1 avec

R, CV;
a=—7- 2 7 (B.14)
et en redimensionnant le courant ¢ par I avec
LR (B.15)
CVy

de maniére a faire apparaitre le coefficient o devant i?di/dt.
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B.2 Limite comme oscillateur a relaxation

Dans la limite a > 1, 'oscillateur de van der Pol se comporte comme un oscil-
lateur & relaxation. Ce changement de comportement peut s’interpréter comme le
passage du régime linéairement oscillant avec amortissement négatif (0 < a < 1)
au régime sur-amorti “négativement” (o > 1). Le cycle d’oscillation peut étre traité
analytiquement en considérant une condition initiale y(0) = —2 pour une équation
de van der Pol dans la limite de relaxation et adimensionnée en temps par 1/wy

—a(l-2)i+x=0 (B.16)

lorsque le terme Z est négligeable. L’équation du mouvement s’obtient par intégra-
tion de I'équation différentielle B.16

x(t) 1 t B
/ a(— —x)dr = / dt (B.17)
-2 z 0

soit en exprimant le temps en fonction de la position

=2 (G-

lorsque x atteint la valeur —1, la vitesse de 'oscillateur devient infinie (Eq. B.16 et
Fig. B.3). Cela signifie que les termes inertiels doivent étre pris en compte lorsque
x ~ 1. Le temps que met 'oscillateur pour parcourir x = —1 a x = 2 pouvant étre
négligé, la demi-période s’exprime dans la limite de relaxation

1 1\ 3
Tip=—(In(=)+2
nea(n(3)3)
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FicUure B.3 Cycle limite d’oscillation de 'oscillateur de van der Pol avec a = 100. L’équa-
tion du mouvement en traits plein est obtenue par intégration numérique de I’équation de
van der Pol B.1 et représenté en fonction du temps exprimé en périodes propres T' = 1/27
pour wg = 1. La solution analytique de 1’équation de van der Pol dans la limite de relaxa-
tion B.16 est tracée comme une expression du temps en fonction de la position en pointillés.
Le point de rebroussement en temps correspond a une accélération infinie, nécessitant la
prise en compte de I'inertie.
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Annexe C

Couplage non linéaire pour deux
résonateurs de fréquences éloignées
correction linéaire pour le résonateur
de plus basse fréquence

L’étude du couplage de deux résonateurs de fréquences de résonance distantes
provient de 'étude de systéme couplés optique (haute fréquence) et mécanique (basse
fréquence). Pour ce type de systéme, des régimes d’auto-oscillation ont été observé.

Le couplage optique/mécanique a été observé dans une situation ou une cavité
optique est couplée a la position d'un de ses miroirs ' 2 ou a la position d’un résona-
teur placé dans la cavité 2. Pour ce type de systéme, le résonateur a haute fréquence
correspond au champ électromagnétique dans la cavité optique et la largeur de la
résonance est associée a la finesse de la cavité. Le résonateur a basse fréquence, un
miroir mobile par exemple, subit une force radiative moyenne de la part du champ
électromagnétique et agit par sa position sur ce dernier en changeant la condition
de résonance de la cavité optique.

Ce type de systémes est étudié par les communautés des basses températures car
le couplage peut entrainer une composante dans la force de rappel du miroir mobile
mais également une force dissipative pouvant s’interpréter comme un refroidissement
du mode de vibration mécanique. La raison pour laquelle nous nous sommes intéressé
A ces systémes est qu’il peuvent également étre le siége d’une oscillation spontanée .

1. C. Metzger et K. Karrai : Cavity cooling of a microlever, Nature 432, 1002 (2004)

2. S. Gigan, H. R. Béhm, M. Paternostro, F. Blaser, G. Langer, J. B. Hertzberg, K. C. Schwab,
D. Baiierle, M. Aspelmeyer et A. Zeilinger : Self-cooling of a micromirror by radiation pressure,
Nature 444, 67 (2006)

3. L. Favero, C. Metzger, S. Camerer, D. Konig, H. Lorenz, J. P. Kotthaus et K. Karrai : Optical
cooling of a micromirror of wavelength size, Appl. Phys. Lett. 90, 104101 (2007)

4. C. Metzger, M. Ludwig, C. Neuenhahn, A. Ortlieb, 1. Favero, Khaled Karrai et Florian
Marquardt : Self-induced oscillations in an optomechanical system driven by bolometric backaction,
Phys. Rev. Lett. 101, 133903 (2008)
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Avec un principe assez proche du couplage optique/mécanique, I'observation
d'une dissipation supplémentaire a également été rapportée par ® dans le cas d'un
résonateur couplé a une cavité électrique, c¢’est-a-dire un circuit résonant.

De maniére générale, l'origine de la nature dissipative, positive ou négative, de
la force de couplage est attribuée a un temps de réponse retardé de la cavité mais
n’a pas l'objet d'une dérivation rigoureuse.

C.1 Modéle de couplage non linéaire entre deux ré-
sonateurs simplement encastrés

Dans ce qui va suivre, un développement du couplage de deux oscillateurs clas-
sique est proposé. Pour cela, le résonateur haute fréquence est excité harmonique-
ment au voisinage de sa fréquence de résonance. Le comportement linéaire du réso-
nateur basse fréquence couplé au résonateur haute fréquence va étre dérivé par une
approche perturbative. Une dérivation des équations couplées est proposée a partir
des termes de couplage électrostatique entre deux nanofils simplement encastrés.

Lorsque deux résonateurs 1 et 2 ont des fréquences de résonance qui différent de
plusieurs ordres de grandeurs, les termes de couplage linéaires n’ont aucun effet sur
leur comportement collectif et les deux résonances peuvent étre traitées indépen-
damment. Afin d’obtenir des effets de couplage, il est nécessaire de faire intervenir
des termes de couplage non linéaire. Le régime de couplage étudié suppose que le
résonateur 2 de plus haute fréquence est constamment excité autour de sa fréquence
de résonance. Le comportement linéaire de 'autre résonateur est alors modifié par
I’environnement du fil résonant.

Ficure C.1 Deux résonateurs avec les fréquences de résonance f; < fo et un terme de
couplage d’origine électrostatique K qui dépend de la différence X — x.

Le déplacement du résonateur 1 basse fréquence autour de sa position d’équilibre
est x. Le déplacement du résonateur 2 haute fréquence est X. Les équations du

5. K. R. Brown, J. Britton, R. J. Epstein, J. Chiaverini, D. Leibfried et D. J. Wineland : Passive
cooling of a micromechanical oscillator with a resonant electric circuit, Phys. Rev. Lett. 99, 137205
(2007)
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mouvement pour les deux résonateurs couplés sont

MX +TX + KX = F,+ Fyy(z — X) (C.1)

ou m (resp. M) est la masse, v (resp. I') le coefficient d’amortissement et k (resp.
K) la raideur pour le résonateur 1 (resp. 2). La force d’excitation d’origine électro-
statique ou piezomotive est F,. Fy est la force de couplage qui dérive de I'énergie
potentielle K.

Le développement limité de la force d’interaction va laisser apparaitre un en-
semble de termes non linéaires de couplage. Nous nous restreindrons a un modéle
minimal de couplage non linéaire qui n’étudie que 'influence de deux termes dans
le développement limité

1 PK
1 PK
Fnp(X = 1) = §ax8X2X2 (C.4)

ce qui donne aprés dimensionnement du temps par /M /K et pour une excitation
a haute fréquence harmonique

3} 1 .

X+—X+X = —ficoswypt+ pXx (C.5)
Qur

T+ %:t +wolr = pX? (C.6)

ou () est le facteur de qualité du résonateur a basse fréquence, QQyr celui du résona-
teur a haute fréquence, wy = y/kM/mK la pulsation normalisée pour le résonateur
a basse fréquence, wypr ~ 1 la pulsation normalisée de I'excitation, fic 'amplitude
de la force d’excitation, « est le coefficient de transduction de la force utilisée et 3
et u deux paramétres définis par

1 PK

2K 0x0X2
M PK
= 9mK 020X?

Signalons que les équations C.5 et C.6 pourraient étre prises comme un point de
départ des développements qui vont suivre. La raison des développements précédents
est qu’ils donnent un systéme physique permettant d’établir la forme des équations
de couplage.

Avant de proposer une résolution analytique perturbative du systéme d’équations
couplées C.5 et C.6, une approche qualitative est présentée.

On se place dans un cas ou le résonateur & haute fréquence est forcé au voisi-
nage de sa fréquence de résonance (1/27 en unité normalisée). Le résonateur haute

b =
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fréquence a donc une vibration de référence X,.(t), harmonique, qui exerce une force
de référence moyenne pu < X,% > sur le résonateur basse fréquence repéré par la
variable x.

Lorsque la position x du résonateur a basse fréquence change de dx, la pulsation
de résonance effective correspondant & wyp? = 1+ Bz est modifiée de dwyp = Bz /2.

Cette modification de fréquence de résonance se traduit par un changement dans
Pamplitude de réponse X, + 6 X puisque I'excitation par V,.coswgyprt n’est pas mo-
difiée. La force dans I'équation C.6 devient alors u(X, +0X)?, ce qui modifie la force
moyenne ressentie par le résonateur a basse fréquence.

En résumé, un déplacement dx du résonateur a basse fréquence entraine une
force proportionnelle & dx via le couplage avec le résonateur haute fréquence forcé.
Cela signifie que le couplage non linéaire introduit une raideur supplémentaire dans
I’équation du mouvement du résonateur a basse fréquence.

Le raisonnement couramment utilisé est ensuite qualitatif : la force de raideur
supplémentaire subit un retard a cause du temps de réponse du résonateur a haute
fréquence. Ce retard entraine donc un déphasage de la force de rappel élastique se
traduisant par une composante dissipative dans la force.

Si ce raisonnement permet une approche qualitative du mécanisme introduisant
une raideur et une dissipation dans I’équation du mouvement C.6, I'objet de la partie
qui suit est I’établissement des termes de raideur et de dissipation par un traitement
perturbatif des équations couplées C.5 et C.6.

C.2 Modification de la raideur et de la dissipation
linéaire

Le systéme d’équation non linéairement couplés C.5 et C.6 peut donner lieu a
une modification de la raideur wy? et de la dissipation wy/Q du résonateur a basse
fréquence. Pour montrer cet effet, on méne un développement des solutions X de
I’équation C.5 en réponse a la perturbation introduite par le déplacement x du
résonateur a basse fréquence.

Les solution de I'équation C.5 sont cherchées sous la forme X = Xy+eX; +O(€?)
ou € est 'amplitude de la perturbation x = e coswt correspondant a une oscillation
“test” du résonateur & basse fréquence.

C.2.1 Ordre 0O

On considére que I'état non perturbé correspond au résonateur & basse fréquence
a son état d’équilibre (e = 0) et le résonateur a haute fréquence forcé au voisinage
de sa fréquence de résonance

Xo + Xo -+ Xo = —Oé‘/;lc coswypt

1
Qur
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En introduisant la fonction de réponse H de l'oscillateur & haute fréquence

1

= _ 2 FWHE
1 —wyrp?+ Uy

H

la réponse X s’écrit en régime harmonique forcé
Xo = —aVye(Re(H) coswyrt + Im(H) sinwy pt) (C.7)
soit
Xo = Xopcoswypt + Xorsinwy gt

avec les notations Xop = —aV,.Re(H) et Xo; = —aV, Im(H).

C.2.2 Ordre 1

On introduit une perturbation sous forme d’'un déplacement du résonateur 1 de
la forme x = € coswt.
A lordre 1 en ¢, 'équation C.5 donne

} 1 .
X1+ —X1+ X1 = pBXycoswt
Qur

soit en introduisant X, (Eq. C.7)

. 1 .
X, + Q—Xl + X1 = BXggr coswypt coswt + S Xgr sinwypt coswt
HF

En développant les produits de sinus et cosinus comme sommes de fonctions

harmoniques, on obtient

. 1 .
X, + Q—Xl + X = A(coswy + cosw_) + B(sinw, + sinw_)
HF

ou les notations wy = wypt +wt et A = fXor/2 et B = Xo;/2 ont été utilisées.
En utilisant a nouveau la fonction de réponse H pour chaque composante d’ex-
citation harmonique

X1 = A(Re[H(wy)] coswy + Re|[H(w-)] cosw_ + Im[H(w)] sinw, + Im[H(w-)] sinw_)
+B(Re[H(w+)] sinwy + Re[H(w_)] sinw_ — Im[H(w;)] cosws — Im[H(w_)] cosw_)

soit en regroupant les fonctions sinus et cosinus

X1 = (ARe[H(wy)] — BIm[H(wy)]) coswy + ((ARe[H(w-)] — BIm[H(w_)]) cosw_
+ (AIm[H(wy)] + BRe[H(wy)]) sinwy + (AIm[H(w_)] + BRe[H(w-)]) sinw_
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On va poser

Flwy) = ARe[H(wy)] — BIm[H(wy)]
Glwy) = Alm[H(wi)] + BRe[H(wy)]

de maniére a ce que 'on puisse écrire
X1 = F(wy)coswy + F(w-) cosw_ + G(wy) sinwy + G(w-) sinw_
En développant les sinus et cosinus, on obtient

X1 = (F(wy)+ F(w-))coswgpcosw + (F(w_) — F(wy)) sinwyp sinw
+ (G(wy) + G(w-))sinwgpcosw + (G(wy) — G(w-)) coswyp sinw

Le terme de force dans I'équation C.6 s’écrit
X% = X7 +2eXoX; + ...
avec la solution non perturbée
Xy = Xorcoswyrt + Xorsinwypt
on obtient les termes & basse fréquence :

X? = eXor[(F(wy) + F(w-)) coswt + (G(wy) — G(w_)) sinwt]
+  eXor[(F(w-) = F(wy)) sinwt + (G(wy) + G(w-)) cos wt]

soit en regroupant sinus et cosinus

X? = €[ Xop(F(ws) 4+ F(w_)) + Xor(Glwy) + G(w-))] coswt
+ €[ Xor(Glwy) — Gw-)) + Xor((F(w-) — F(wy))] sinwt

En utilisant la limite w < wyp

X2 = E[ZXORF((UHF) + 2X0]G(CL)HF>] coswt
oF oG .
+ 2¢ XOI% - XOR% (-(JJ S111 wt)

le terme de force prend la forme
uX? =Ko +T.i
puisque x = ecoswt et & = —wsinwt. Les préfacteurs sont, définis par

K = QM[XORF+X0[G]

oF 0G
e = 2p XOIa__XOR_
w




263

En résumé, si on consideére le couple d’équations de départ

. 1 .
X+—X+X = —fcoswypt+ pXx (C.8)
Qur
i D wolr = pX? (C.9)
Q
le comportement du résonateur a basse fréquence est décrit par I’équation
.. Wo . 2
x+(§+f'e>x+(wo +K)z=0 (C.10)

ot K est une raideur additionnelle linéaire et I', un terme de dissipation additionnelle
linéaire, tous deux une conséquence du couplage non linéaire.
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