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Introduction

Les milieux bulleux ont des propriétés acoustiques surprenantes. Par exemple, il suffit
d’une infime quantité de bulles d’air dans de 'eau pour que la vitesse effective du son dans
le milieu soit grandement modifiée : ainsi, avec une fraction volumique d’air de 0,4%, la
vitesse est de ordre de 200 m/s, c’est & dire non seulement inférieure a la vitesse du son dans
I'eau (1500 m/s) mais également plus basse que la vitesse du son dans lair (340m/s). On a
donc affaire a un milieu dont les propriétés sont tres différentes de celles de ses constituants!
Chacun peut d’ailleurs quotidiennement apprécier 'ampleur du phénomene grace a l'effet
chocolat chaud [1].

Mais les bulles ont une autre particularité acoustique marquante : leur résonance basse
fréquence (la résonance de Minnaert [2]). D’ordinaire, une onde est trés peu diffusée par un
objet petit par rapport & sa longueur d’onde (diffusion dite de Rayleigh). Pour les bulles et
les ondes acoustiques, 1'histoire est différente : une bulle d’air de 1 mm de rayon dans de I’eau
interagit de maniere résonnante avec une onde acoustique de fréquence 3 kHz, soit une longueur
d’onde de 50 cm, c’est-a-dire 500 fois la taille de la bulle. Dans ces circonstances, on comprend
que la présence de bulles dans un liquide affecte énormément la propagation acoustique :
a résonance, non seulement chaque bulle engendre un champ acoustique important, mais
comme de nombreuses bulles sont potentiellement excitées en phase, leurs contributions sont
constructives et constituent donc une part majeure du champ acoustique total. Pour faire
simple : les bulles font beaucoup de bruit (résonance), et elles le font collectivement (grande
longueur d’onde).

Ce manuscrit propose, au travers de 8 articles et 2 actes de congres, un tour d’horizon de
mes recherches expérimentales sur ’acoustique des bulles depuis le 1°" octobre 2005. On verra,
au fil des pages, se dessiner 3 motivations principales a 1’étude des milieux bulleux :

e D’un point de vue fondamental, le milieu bulleux est un systéeme modele pour la pro-
pagation des ondes en milieu complexe. Il permet en particulier d’aborder, dans un
cadre formel simple, les problemes de propagation d’ondes en régime de forte diffusion
multiple.

e Les bulles interviennent dans de nombreuses applications pratiques. Que I'on cherche
a les éliminer (industrie verriere) ou a les favoriser (boulangerie), étre capable de les
détecter et de les caractériser (taille, concentration) est un enjeu important. Comme
les bulles ont une signature acoustique forte, les méthodes ultrasonores constituent un
outil de choix pour déterminer, par exemple, la distribution en taille de bulles dans un

milieu visco-élastique opaque.


http://www.msc.univ-paris-diderot.fr/spip.php?article94&lang=fr
http://www.msc.univ-paris-diderot.fr/spip.php?article94&lang=fr
http://www.msc.univ-paris-diderot.fr/spip.php?article323&lang=fr

6 INTRODUCTION

e Les propriétés acoustiques extraordinaires des milieux bulleux peuvent étre mises a
profit pour créer de nouveaux matériaux acoustiques. Un atout majeur pour cette
recherche est la persistance de la résonance basse fréquence des bulles lorsqu’elles ne
sont plus dans un liquide, mais dans un milieu élastique mou (i.e., avec un module
élastique relativement faible, inférieur & 10 MPa). On peut donc obtenir des matériaux

bulleux stables ayant des propriétés acoustiques inédites.

Plutot qu’un découpage selon ces 3 motivations,
on a préféré une organisation par type de milieu. Le
chapitre 2 abordera spécifiquement ’acoustique des
milieux bulleux. Le chapitre 3 montrera ce que la
géométrie particuliere du plan de bulles peut nous ap-
prendre sur la diffusion multiple. Et le chapitre 4 explo-

rera le cas du milieu bulleux trés concentré : la mousse

liquide. Chacun de ces 3 chapitres contient une intro-
duction générale, suivie par 3 ou 4 articles. Les articles sont en général précédés d’un résumé
des principaux résultats qu’ils contiennent, de sorte que leur lecture n’est en principe pas
strictement nécessaire a la compréhension de I’ensemble du manuscrit. Il est toutefois souvent
fait référence aux figures des articles. On ne s’épargnera donc pas la peine de devoir navi-
guer d’une page a l'autre (pour la version électronique, des liens hypertextes permettent en
principe une lecture plus fluide). En préambule aux 3 chapitres sur mes recherches, on trouve
un chapitre d’introduction générale permettant de donner quelques outils qui serviront par la
suite, notamment sur la notion de milieu effectif et sur la dynamique d’une bulle.

Le dessin est chez moi un bon moyen de lutter contre le syndrome de la page blanche :
avec un petit schéma, le texte vient plus facilement. Les blocages étant fréquents, on trouvera
de nombreuses figures dans ce manuscrit. J’ai emprunté 'idée de faire des aquarelles & Simon
Raffy, mais les miennes ne m’ont pas taché les doigts puisqu’elles ont été réalisées sur tablette
(Paper by FiftyThree).



Chapitre 1

Préambulle

Before I speak, I have something

important to say.

G. Marx

Ce premier chapitre a pour but d’introduire quelques notions et équations qui seront utiles
tout au long du manuscrit. Pour rendre la lecture plus fluide, certains détails techniques seront

traités en annexe.

1.1 A propos de la notion de milieu effectif

Dans un milieu homogene, une onde se propage “balistiquement”, avec des fronts d’onde
réguliers, comme illustré sur la figure 1.1 de gauche. Pour une onde de compression dans un
fluide, par exemple, connaitre la masse volumique pg et la compressibilité yo du fluide suffit
a déterminer la vitesse de propagation de I'onde v = 1/,/poxo et, pour une fréquence donnée,

la longueur d’onde.
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FIGURE 1.1 — Dans un milieu homogene (& gauche), une onde se propage avec des fronts d’onde
réguliers et une longueur d’onde A. En général, la présence d’hétérogénéités (au milieu) déforme les
fronts d’onde, rendant le systeme d’ondes a priori complexe. Cependant, & la limite des grandes lon-
gueurs d’onde (a droite), on montre que la propagation se fait comme dans un milieu homogene
équivalent, avec une longueur d’onde effective, qui dépend de la composition et de la structure du
milieu hétérogene.

Si le milieu est hétérogene, du fait par exemple de la présence d’inclusions d'un autre
matériau, comme sur le dessin central de la figure 1.1, les fronts d’onde vont se déformer et un
systeme complexe d’ondes va se développer. A priori, le champ va alors dépendre de la position
exacte des inclusions qui vont agir comme autant de diffuseurs répartissant 1’énergie dans
toutes les directions. A I'approximation de ’acoustique géométrique, pour une longueur d’onde
petite devant la taille des inclusions, on peut avoir I'image de rayons acoustiques subissant des
déflections pour chaque inclusion rencontrée, provoquant ansi un véritable “mélange” de rayons
dans toutes les directions au lieu de la trajectoire rectiligne obtenue dans un milieu homogene.
Mais c’est a l'autre régime extréme que l’'on va s’intéresser ici, celui des grandes longueurs
d’onde. Lorsque la longueur d’onde est grande devant la taille typique des hétérogénéités, ces
derniéres ne perturbent en général que tres peu la propagation de 'onde. On peut montrer
que l'onde se propage alors comme si elle était dans un milieu homogene, une sorte de “milieu
moyen” entre le matériau 0 (en jaune sur la figure) et le matériau 1 (le brun). On est donc
ramené a une situation particulierement simple : une propagation “balistique”, mais avec
une masse volumique peg et une compressibilité effectives yog. Ces parametres effectifs vont
bien entendu dépendre des matériaux et de la structure du milieu (quantité et tailles des
inclusions, et ordre éventuel de leur disposition spatiale). Notons que la longueur d’onde étant
inversement proportionnelle a la fréquence, c’est a basse fréquence que 'approximation de
milieu effectif est valable. Tout au long de ce manuscrit, on utilisera fréquemment 1’expression
“basses fréquences” avec le sens de “suffisamment basses fréquences pour que la longueur

d’onde soit grande comparée a la taille typique des inhomogénéités du milieu”.

1.1.1 Spectroscopie

La présence d’inclusions plus petites que la longueur d’onde se manifeste souvent principa-

lement par une atténuation accrue de ’onde lors de sa propagation. Le milieu effectif est alors
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FIGURE 1.2 — Un exemple de spectroscopie acoustique. Mesurer I’atténuation acoustique en fonction
de la fréquence (& gauche) permet de déterminer la distribution en taille des particules (& droite).
Trois suspensions, avec une fraction volumique de particules de 5% & chaque fois, sont présentées :
des particules de dioxyde de zirconium (zirconia), des particules d’oxyde d’aluminium (alumina), ainsi

qu'un mélange des deux & proportion égale (mixture). Figures extraites de [3] (Fig. 13).

tres proche du milieu homogene sans inclusion, mais avec une atténuation plus importante. De
nombreuses techniques de spectroscopie reposent sur la mesure de cet exces d’atténuation.
On peut ainsi déterminer la taille de gouttes dans une émulsion, ou la taille de particules dans
une suspension [3, 4], comme illustré sur la figure 1.2. Le concept de milieu effectif est donc
intéressant pour des applications de sondes acoustiques : la mesure des propriétés acoustiques

effectives d’un milieu complexe permet d’en déduire des informations sur sa composition.

1.1.2 Métamatériaux

On peut également faire ’opération inverse : plutot que de caractériser un milieu hétérogene
grace aux ondes, on peut se demander comment il faut fabriquer le milieu hétérogene pour qu’il
transporte les ondes comme on le désire. On peut par exemple avoir besoin d’un milieu dans
lequel le son se propage & 500 m/s. Un milieu homogene possedant les bonnes compressibilité et
masse volumique correspondant & cette vitesse n’est pas facile a trouver. Mais en mélangeant
plusieurs constituants, on peut facilement obtenir une telle vitesse effective. On entre la dans
le domaine de ce que l'on appelle les métamatériaux : des matériaux structurés a 1’échelle
sub-longueur d’onde qui posseédent des propriétés effectives introuvables dans les matériaux
usuels. C’est un champ de recherche en pleine activité ces dernieres années, et il n’est pas
limité aux ondes acoustiques; toutes les formes d’ondes sont a priori concernées. L’exemple
d’un matériau avec une vitesse du son de 500 m/s que l'on a choisi précédemment est en fait
assez terne par rapport a ce qui se développe en ce moment. On peut aller beaucoup plus loin.
On peut structurer le matériau de maniere a avoir des propriétés qui varient dans I'espace,
ce qui permet d’obtenir par exemple des gradients d’indice pour dévier les ondes. Dans cette

veine, de nombreux travaux se sont penchés sur la faisabilité d’'une cape d’invisibilité. Le
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développement de I'optique transformationnelle a en effet permis de déterminer quel champ
d’indice il fallait dessiner pour que les ondes contournent un volume de I’espace puis reforment
un front non déformé derriere le volume en question, rendant le dit volume invisible. Il reste
ensuite a créer le métamatériau ayant le champ d’indice désiré. Le figure 1.3 présente une des

plus belles réussites expérimentales dans ce domaine, pour des micro-ondes [5].

V. e v

o g
FIGURE 1.3 — Un exemple de cape d’invisibilité — !'l 1“ i ] ~
pour des micro-ondes (8-12 GHz). L’expérience s = - y,,’
consiste dans un premier temps a envoyer une “ ﬂ l ' K :
onde sur un cylindre de cuivre (figure du haut). :-: : : '. \'} i "
On constate que les fronts d’onde sont déformés "} l|.= ; } d .‘ .
par la présence du cylindre, avec notamment i_ & g > .‘; ." : T »
I'apparition d’'une ombre derriere celui-ci : un <15 ]0 % 0 3 10 15
observateur derriere le cylindre ne verra plus la x-position (cm)

source d’onde. Dans un second temps (figure du
bas), le cylindre est entouré d’une “cape”, qui
consiste en un anneau avec une structure sub-
longueur d’onde qui oblige 'onde & contourner
le cylindre et fait disparaitre l’ombre : un obser-
vateur placé derriere le cylindre recoit ’énergie
de la source presque comme si le cylindre n’était
pas 1a (figures extraites de [0]).

x=position (cm)

Une autre application des méta-matériaux est le domaine des matériaux doublement
négatifs. Rien ne s’oppose en effet & ce que la micro-strucutre soit telle que les parameétres du
matériaux deviennent négatifs, pour une plage de fréquences donnée. Par exemple, on verra
que les milieux bulleux présentent une compressibilité négative sur une tres large gamme de
fréquences : ils se dilatent lorsqu’on les comprime! En 1968, Veselago a prédit que dans des
matériaux dont & la fois la compressibilité et la masse volumique étaient négatives, ' on devait
avoir propagation avec une vitesse de phase négative. Cela donne lieu a des milieux pour les-
quels la loi de Snell-Descartes conduit & un angle de réfraction négatif [6]. Pendry est allé plus
loin en 2000 [7] en montrant qu'un autre phénomene intervenait dans ces milieux doublement
négatifs : ’évanescence y change également de signe, et les ondes évanescentes sont donc am-
plifiées! Comme l'information que 1'on perd a cause des ondes évanescentes est a I'origine de
la limite de résolution d’un appareil d’imagerie, on congoit que cette découverte a apporté un
regain d’intérét pour les matériaux doublement négatifs. La quéte pour une lentille parfaite
est en cours, y compris en acoustique [3].

1. Historiquement, les effets ont plutot été considérés pour ’électromagnétisme, auquel cas la permittivité
joue le méme role que la compressibilité, et la perméabilité celui de la masse volumique.
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1.2 Modeéles de milieu effectif

Comment calculer peg et Yeg? On a dit plus haut que cela dépendait de la nature des
matériaux et de la structure du milieu, mais reste a donner une forme plus quantitative a

cette affirmation.

1.2.1 Le modéle de Wood

Commencons par une premiere approche simple qui donne une bonne image physique de
ce qu’il se passe. Il s’agit de revenir aux deux équations dans lesquelles interviennent la masse

volumique et la compressibilité :

div(d) = —xP, (1.1a)
o*u -
P = —gradP, (1.1b)

ou # désigne le déplacement et P la pression. C’est a partir de ces deux équations que 'on
retrouve, dans les fluides, 1’équation de propagation des ondes acoustiques 92 P/0t? — v2AP =
0, avec la vitesse de phase v = 1/,/px. La figure 1.4 propose deux schémas permettant de

visualiser ces équations pour une tranche (sub-longueur d’onde) de milieu.

= =
v[’_\_ - i% .
—2i < - | \'—>
FIGURE 1.4 - A Gauche, un schéma visuel [ ! |
de léquation (1.1a) : la compressibilité cor- p ! ‘ \ 6 o | ‘
respond a la propension du milieu a changer | ® I ' o

I
de volume quand il est soumis & une variation ; l K > | J L—>

de pression. A droite, un schéma visuel de

2 T

Iéquation (1.1b) : la masse volumique corres- | |

pond a la propension du milieu a se déplacer l . I | . |
< |

quand il est soumis & un gradient de pression. > | |
L | - | — J"->

D’apres 'équation (1.1a) on détermine donc la compressibilité d’un milieu en mesurant
sa variation de volume quand on le soumet & une surpression. On retrouve la définition de la
compressibilité x = —(1/V)0V /0P, V désignant le volume. Si on note Vj et V; les volumes
occupés par les phases 0 et 1 (V = Vp + V1), on trouve facilement que la compressibilité

effective va s’écrire :

—10Vy, —-10V; W 1%
= 4= —x1=(1-9® P 1.2
Xeff T ep TV ap - 0T X ( )Xo + ®x1, (1.2)
en notant @ la fraction volumique du milieu 1.
On peut faire le méme raisonnement pour la masse volumique. Si on suppose que toutes

les parties de la tranche de matériau ont le méme déplacement, on trouve que

peft = (1 = @)po + Pp1. (1.3)
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Les deux équations (1.2) et (1.3) donnent le résultat, assez intuitif, que les propriétés du
milieu effectif sont données par la moyenne des propriétés de ses constituants. C’est ce qu’on
appelle la loi de Wood, ou loi des mélanges (mizture law). Avant d’aborder des modeles plus
sophistiqués, on peut légitimement se demander si c’est vraiment nécessaire : la loi de Wood
parailt raisonnable, et sa démonstration convaincante. Elle est d’ailleurs tres souvent vérifiée
expérimentalement. Mais elle contient deux hypothéses fortes : la réponse a la variation de
pression est purement élastique, et la réponse au gradient de pression est purement inertielle.
On verra que ce n’est pas toujours vrai. Par exemple, lorsque les inclusions sont des bulles de
gaz, leur réponse a la compression est en fait dominée par I'inertie pour certaines fréquences.
Il faut donc avoir une idée un peu plus précise de la fagon dont les inclusions répondent au

champ de pression, et des modeles plus complets que celui de Wood sont nécessaires.

1.2.2 Les modeles de diffusion

Il existe dans la littérature deux grandes familles de modeles pour décrire la propagation
d’une onde dans un milieu complexe : les théories de phases couplées (coupled phase theo-
ries) et les théories de diffusion (scattering theories). Les premieéres reposent sur une approche
hydrodynamique des systéemes diphasiques, tandis que les secondes privilégient une approche
acoustique, qui décrit les inclusions comme des diffuseurs. Les deux approches ont leurs avan-
tages et leurs inconvénients selon les effets que 1'on veut aborder (voir par exemple [9, 10]).
Selon sa sensibilité, chacun privilégie I'une ou l'autre parce qu’elle lui parait plus simple et
plus élégante. On fera ici le choix de 'approche acoustique. Dans cette famille des modeles
de diffusion, il existe une grande diversité de modeles et on ne les abordera pas tous ici. Le
lecteur intéressé se reportera avec profit au travail de synthese dans [11]. On abordera dans
le chapitre 2 quelques modeles plus élaborés, mais on va ici surtout s’attacher a présenter des
calculs les plus simples possibles permettant d’aller au dela du modele de Wood.

Une premiere idée de systeme simple est représentée sur la figure 1.5. Une succession de
couches fines d’un matériau 1 séparées de couches, également fines, d’un matériau 0 constitue
un systeme unidimensionnel dont il est assez facile de calculer les coefficients de transmission
et de réflexion. On peut alors étudier les conditions dans lesquelles ce systeme est équivalent
a un milieu homogene effectif. En fait, malgré sa géométrie simple, ce probleme donne lieu a

des calculs assez longs, que 'on détaille dans 'annexe A.

DB AR
FIGURE 1.5 — Quel est le
R 5 milieu effectif équivalent d’une
Q—' e P succession de couches fines de
_> matériau 1 dans un matériau 07
La réponse n’est pas aussi simple

qu’il y parait (voir annexe A).

Nous allons plutét nous pencher ici sur le cas d’un milieu comportant des inclusions
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sphériques, comme dans la figure 1.6. Dans le cas général, le champ diffusé par une inclu-
sion prend une forme compliquée, avec une dépendance angulaire non triviale. Cependant,
a grande longueur d’onde, chaque diffuseur ressent principalement une pression homogene
et c’est l'ordre de diffusion monopolaire qui domine? (voir Annexe B). Supposons donc que
chaque inclusion se comporte comme un diffuseur isotrope : excitée par une pression complexe
p, elle engendre un champ de pression pfexp(ikor)/r & une distance r, avec une fonction de
diffusion f qui dépend a priori de la fréquence et du diffuseur. On se trouve alors dans la
situation qu’a analysée Foldy [12] dans son article historique sur la diffusion multiple. Tou-
tefois, plutdt que de reprendre les calculs de Foldy, on propose ici une approche plus simple,
bien que mathématiquement moins rigoureuse. Considérons, comme illustré dans la figure 1.6,
un milieu comportant n diffuseurs par unité de volume s’étendant de z = 0 a +o0o. Une onde
plane ppexp(ikoz) arrive de —oo et on désire calculer comment elle se propage dans le milieu.
Le diffuseur i, en z;, est sujet non seulement au champ incident mais également & la somme

des champs engendrés par tous les autres diffuseurs. On obtient alors un champ total

tot ik tot etfodin
o ikoz; o
p;”" = poe'™® +§ Py fn T (1.4)

n#i wm

ou d;, est la distance entre les diffuseurs i et n, et f,, la fonction de diffusion du diffuseur n.

L’équation (1.4) est exacte du point de vue de la diffusion multiple : tous les ordres de diffusion

sont inclus. Remarquons que cette équation est sous forme implicite puisque les pt°*

;00 que l'on

cherche a déterminer apparaissent a gauche et a droite du signe égal. Dans le cas d’un nombre
fini de diffuseurs, la résoudre se ramene a un simple exercice d’inversion de matrice. Mais pour
tot

un nombre infini de diffuseurs, déterminer p}

;°" n'est pas facile, du fait des couplages longue

portée. En effet, le champ de pression généré par chaque diffuseur est en 1/r, ce qui signifie
qu’il y a une interaction longue portée entre les diffuseurs, et aucun couple (i,n) ne peut étre
a priori négligé dans la somme.

La solution que ’on propose ici s’inspire du calcul classique de la chaine de masses et de
ressorts, souvent utilisée pour introduire les ondes mécaniques en premier cycle universitaire.
Une grande différence est que les couplages ne se limitent pas ici aux plus proches voisins. Etant
donnée la symétrie du probleme, tous les diffuseurs a la méme profondeur z voient en moyenne
le méme champ de pression, et on cherche une solution de la forme pf°* = p x exp(ikz;), avec
une amplitude p et un nombre d’onde k a déterminer. Pour rendre le calcul plus simple, et
sans véritable perte de généralité, on va supposer que les inclusions sont toutes identiques :
fi = f. On obtient donc I’équation

ikodin

. _— -
pelt® = poe™ - pf Y et ——. (15)
i in

Une ultime simplification est de passer a la limite continue : la somme discrete, qui dépend

a priori de la position exacte de chacun des diffuseurs, va étre évaluée en considérant qu’on a

2. Pour les bulles, c’est effectivement la diffusion monopolaire qui domine largement & basse fréquence, mais
pour la plupart des diffuseurs, l'ordre dipolaire est quasiment du méme ordre de grandeur (voir figure B.2).
Le calcul que I'on présente ici n’est donc pas suffisant dans le cas général. Il permet toutefois de présenter la

démarche simplement. Et le calcul détaillé, en Annexe C, suit la méme procédure.
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une répartition homogene de diffuseurs, avec une densité volumique n. C’est une étape assez
délicate a justifier proprement, et c’est sans doute le prix a payer pour notre calcul simple.
Grossierement, il s’agit de I’équivalent de la moyenne sur les réalisations du désordre que 1’on
trouve dans les calculs de Foldy et de ses successeurs. Sommer sur tous les diffuseurs revient
donc a intégrer sur tout le demi-espace positif, ce qui donne (en coordonnées cylindriques,
comme illustré sur la figure 1.6)

,)eikow

oo oo
ikz __ ikoz / ik(z+z
pe'™® = pge!™* + pf B dz /0 2mnrdre Wk (1.6)

En intégrant d’abord sur r puis sur 2/, on obtient

. ) . o) 2 ' ) /
pelkz — poelkoz _|_pe1kz dzll’ﬂ':fel(kz Fhol2']) (17)
—z
= poeikoz + pelkz 27Tnf 1 - e_i(ki—ko)z - 1
kO k— k?o k+ kO ’

équation qui peut se mettre sous la forme simple

Amnf o2 ike—k)e _
p<k2—k8 1>—|—<p0 pko(k_k0)>e =0. (1.8)

Puisque cette égalité doit étre vraie pour tout z, cela impose que le terme constant et le

préfacteur devant le terme qui dépend de z soient tous deux nuls. On obtient alors

k> = k24 4nnf, (1.9a)
2ko
N (1.9b)

L’équation (1.9a) détermine donc le nombre d’onde effectif avec lequel 'onde plane se propage
dans le milieu hétérogene. Il suffit de connaitre le nombre de diffuseurs par unité de volume,
n, et la fonction de diffusion d’un diffuseur unique f. Quant a 1’équation (1.9b), elle donne le

coefficient de transmission. Notons que comme k = pw/Z, on retrouve, en supposant que la
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masse volumique du milieu effectif n’est pas affectée par la présence des diffuseurs monopo-
laires, le coefficient de transmission classique 27/(Z + Z) pour une onde de pression passant
d’un milieu d’impédance Zy a un milieu d’impédance Z. La description en terme de milieu
effectif est donc cohérente vis & vis de la notion de rupture d’impédance.? On peut aussi
s’intéresser au champ rayonné par tous les diffuseurs dans le demi-espace gauche :
p(z<0) = pe / N dz’%;i”feﬂk%o)z’
0

0

ko — k —ikz

= 1.10
Ro+ kO (1.10)

et on retrouve donc bien le coefficient de réflexion classique (Z — Zy)/(Z + Zp). Le calcul
se généralise facilement a une tranche d’épaisseur finie, auquel cas on cherche une solution
sous la forme Aexp(ikz) + Bexp(—ikz). On trouve alors la méme relation de dispersion et des
conditions sur A et B permettent de retrouver les coefficients de réflexion et de transmission.

La formule (1.9a) correspond a celle établie par Foldy, et elle est trés proche de celle
que donne le modele connu sous 'acronyme ISA, pour Independent Scattering Approximation
(approximation des diffusions indépendantes). L'ISA va plus loin que Foldy en ce sens que
les diffuseurs n’y sont pas forcément purement monopolaires, avec pour conséquence que f ne
désigne alors pas la fonction de diffusion isotrope, mais la fonction de diffusion vers ’avant.
L’TSA reste toutefois un modele de milieu dilué, au premier ordre en n (le nombre de diffuseurs
par unité de volume).

Un modele plus complet est di & Waterman et Truell [15]. Le résultat majeur de leur

article réside dans leur équation (3.25) que l'on peut écrire sous la forme (voir Annexe C)
E* = k2(1 + 4mnfo/k2) (1 + dmnfi /k2), (1.11)

ou fy désigne la fonction de diffusion monopolaire (i.e. le f des formules précédentes) et f;

la fonction de diffusion dipolaire. En notant que k? = w?Xcgpefr, on peut montrer que (1.11)

conduit a
Xel 1 4+ donfy /K2 (1.12a)
X0
Pl — 14 dmnfy /2. (1.12b)
Po

On retrouve les éléments de la vision simple de Wood : la compressibilité effective est donnée
par la diffusion monopolaire, qui traduit les changements de volumes de 'inclusion; et la
masse volumique effective est donnée par la diffusion dipolaire, qui traduit les déplacements
de l'inclusion. Le milieu effectif suit d’ailleurs bien la formule de Wood dans la plupart des
cas, quand fy et fi se comportent de facon purement élastique et inertielle, respectivement
(voir Annexe C).

Mais les équations (1.12) sont plus riches que celle du modele de Wood puisque qu’elles per-
mettent de tenir compte des cas plus complexes, notamment lorsque les inclusions présentent
des résonances. Notons a ce propos que les modeles de diffusion permettent d’étendre la no-

tion de milieu effectif a des fréquences allant au dela de la limite de grande longueur d’onde.

3. Voir les articles d’Aristegui et Angel [13] et [14].
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En effet, le nombre d’onde effectif calculé s’entend comme provenant d’une moyenne sur les
réalisations du désordre (si mal justifiée dans notre approche simple ci-dessus). Cela signi-
fie que méme a haute fréquence, on peut mesurer un nombre d’onde effectif dans un mi-
lieu hétérogene. Reprenons par exemple le cas du milieu central de la figure 1.1. A hautes
fréquences, le front d’onde est tres déformé par la présence des inhomogénéités, et I’onde que
I’on mesure en sortie ne s’est clairement pas propagée dans un milieu homogene. Mais on peut
s’'intéresser a la propagation dans des milieux différents bien que statistiquement équivalents,
en déplacant les inclusions par exemple. Ce que disent les modeles de diffusion, c’est que le
champ moyen aura alors les caractéristiques d’un champ effectif qui se serait propagé dans
un milieu homogene effectif. On parle du champ cohérent pour désigner ce champ issu d’une
moyenne sur les réalisations du désordre. Expérimentalement, on peut faire ce genre de mesure
soit en profitant du déplacement des inclusions [1], soit en mesurant la transmission en divers
points d’un grand échantillon [11]. Il est intéressant de noter qu’en toute rigueur la condition
de “longueur d’onde grande devant la taille typique des inhomogénéités du milieu” que 1’on
a invoquée pour introduire la notion de milieu effectif n’apparait en fait nulle part dans les
modeles de diffusion. Ce qui est établi, c’est que le champ cohérent se comporte comme s’il
avait traversé un milieu effectif. Mais il se trouve qu’a grandes longueurs d’onde, en pratique,
le champ que 'on mesure a partir d’'une seule réalisation du désordre est trés souvent une

bonne estimation du champ cohérent.

1.3 Diffusion acoustique par une bulle

Les modeles de diffusion reposent sur la connaissance de la diffusion par une seule inclusion :
il faut connaitre les fonctions fy et fi. L’annexe B détaille les calculs pour une inclusion
sphérique d’un matériau quelconque. On va ici s’attacher au diffuseur qui nous intéresse plus

particulierement : la bulle.

1.3.1 Une bulle est un oscillateur harmonique

Une expérience tres simple permet d’appréhender la particularité d’une bulle d’un point de
vue acoustique. Cette expérience est d’ailleurs réalisée spontanément par les enfants lorsqu’ils
dégustent leur boisson favorite a 1’aide d’une paille : au lieu d’aspirer, ils soufflent, et les
bulles qui en résultent font du bruit (au grand désagrément des parents, la plupart du temps).
Le bruit que 'on entend correspond a une note caractéristique, de fréquence inversement
proportionnelle au rayon de la bulle (essayez avec des pailles de diametres différents). L’ordre
de grandeur est surprenant : pour une bulle de 3mm de rayon, la fréquence est de 'ordre de
1kHz. Or, a cette fréquence, les longueurs d’onde dans I’air et dans ’eau sont respectivement
de 34cm et 1,5m, c’est-a-dire bien plus grandes que la taille de la bulle. C’est une surprise
parce qu'un résonateur est généralement d’une taille commensurable avec la longueur d’onde *
qui correspond a sa fréquence de résonance. La bulle présente ce qu’on va appeler une résonance

basse fréquence, que ’on nomme fréquence de Minnaert, du nom de son découvreur [2].

4. Avec le quart de la longueur d’onde, pour étre plus exact.
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Cette résonance basse fréquence a une explication simple si I'on songe & la bulle comme
a un oscillateur harmonique. Comme illustré dans la figure 1.7, une bulle de gaz entourée de
liquide a un comportement analogue a celui d’un systéme masse ressort, ’exemple classique
d’oscillateur harmonique. Si 'on comprime une bulle puis qu’on la relache, elle va osciller
autour de sa position d’équilibre & sa fréquence propre, tout comme une masselotte accrochée
a un ressort que 'on écarte et qu’on relache. La pulsation propre est donnée par la célebre
formule \/k/m ou k est la raideur du ressort et m la masse de la masselotte. Dans le cas de la
bulle, cette méme formule s’applique avec une raideur donnée par la compressibilité de Iair,
et une masse par U'inertie de I’eau [10]. La fréquence de la résonance est donc particuliérement

basse parce que le ressort est mou tandis que la masse est grande.

FIGURE 1.7 — La respiration d’une e "‘}\E(E) o PT
bulle de gaz dans un liquide est ana- f'\ R : <—f> : .
logue aux oscillations d’un systeme S P\ L
masse ressort. m

Revenons a notre expérience de bulles avec une paille. Pour peu que 'on injecte l'air un
peu rapidement, la bulle ne sera pas a son volume d’équilibre quand elle arrivera dans ’eau.
Tout en remontant, elle oscille donc a sa fréquence de résonance, ce qui engendre le son que
I’'on entend. Ce son est d’ailleurs une des sources d’amortissement pour la bulle : une partie
de I’énergie d’oscillation est convertie en énergie de rayonnement. Les deux autres sources
d’amortissement des oscillations de la bulles sont les frottements visqueux dans ’eau et les

échanges thermiques entre I’air et 1’eau.

1.3.2 Fonction de diffusion d’une bulle

Les expressions détaillées sont établies en annexe (voir B.2.4). On se contente ici de rap-
peler les principales formules s’appliquant pour le rayonnement d’une bulle. A la limite basses
fréquences, une bulle de rayon Ry excitée par une surpression p X exp[—iwt] génére une onde
sphérique p x foexpli(kor — wt)]/r avec une fonction de diffusion monopolaire fy donnée par

Ry
() —1-i5’

w

folw) = (1.13)

expression dans laquelle on reconnait la fonction de réponse d’un oscillateur harmonique de

pulsation propre wy et de taux d’amortissement ¢.
La fréquence de Minnaert est donnée par

3Py + 4/

: (1.14)
PR3

wg =
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ol k désigne I'exposant polytropique du gaz, Py sa pression, i’ la partie réelle du module de
cisaillement du milieu hote, et p sa masse volumique. On retrouve dans cette expression le
\/% de Doscillateur harmonique, avec un ressort donné par la pression du gaz et 1’élasticité
du milieu hote, et une masse donnée par la masse volumique du milieu hote. Dans un fluide
(1 = 0) la fréquence de résonance d’une bulle de 0.1 mm de rayon est de l'ordre de 30kHz (la
valeur précise dépend notamment de la nature du gaz, et de la masse volumique du liquide
bien sur). La longueur d’onde a résonance est donc de l'ordre de 5cm, soit 500 fois plus
grande que le rayon de la bulle, raison pour laquelle on parle de résonance “basse fréquence”.
Pour un milieu élastique, la fréquence de résonance va étre augmentée du fait de la raideur
supplémentaire, mais restera “basse fréquence” pour un matériau mou, c’est-a-dire pour p’

comparable ou inférieur a Fj.

FiGure 1.8 — Contributions radia-
tive, thermique et visqueuse au taux
d’amortissement, en fonction de la
fréquence, pour une bulle d’air dans
I’eau de 0.1 mm de rayon. Les pointillés
verticaux marquent la position de la

résonance.

0 100 200 300 400 500
f (kHz)

Le taux d’amortissement d de la bulle se décompose en trois contributions : une radia-
tive raqa = koRo et deux de dissipation, thermique e et visqueuse dyis dont les expressions
sont données dans l’annexe B (page 175). Comme le montre la figure 1.8, les pertes radia-
tives deviennent de plus en plus importantes a mesure que la fréquence augmente. A basses
fréquences, par contre, c’est surtout la dissipation qui domine. Pour une bulle d’air dans I’eau
de 0.1 mm de rayon, le taux d’amortissement a résonance est de I'ordre de 0.1, et ce sont les
pertes thermiques qui dominent.

La figure 1.9 permet d’apprécier l'efficacité d’une bulle en tant que diffuseur acoustique :
la fonction de diffusion vers ’avant d’une bulle de 0.1 mm de rayon est plusieurs ordres de
grandeur plus grande que celle d’'une bille d’acier de méme rayon. A résonance (30kHz), le
rapport est de plus de 5 ordres de grandeur ! Il faut bien voir ici que la bille d’acier n’est pas une
exception, elle a un comportement de diffuseur standard, avec un bon contraste d’impédance
certes, mais qui suit la loi de la diffusion de Rayleigh, selon laquelle un diffuseur de petite
taille (par rapport a la longueur d’onde) est peu efficace. C’est bien la bulle qui fait figure
d’exception, capable de diffuser fortement une onde acoustique alors méme qu’elle est petite.

Mais le plus important est que la forte diffusion de la bulle ne se limite pas a la fréquence
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de résonance. On voit d’ailleurs sur la figure 1.9 que le pic de résonance fait presque figure
de détail, comparé a la grande plage de fréquences sur laquelle la bulle reste un diffuseur tres
fort. La fonction de diffusion de la bulle prend en effet une valeur constante, que I’on retrouve
dans I'équation (1.13) qui prédit fo = —Rp pour w > wp. Ainsi, méme a 300kHz, la bulle
diffuse 1000 fois plus que la bille d’acier. Le signe négatif de la fonction de diffusion sur ce
plateau appelle d’ailleurs un commentaire. Pour le comprendre, on peut regarder 1’équation

canonique d’un oscillateur harmonique de masse m excitée par une force F(t) :

£t)

waT + i =
m

(1.15)

Pour le cas d’un forcage harmonique a une pulsation w, 'oscillateur a un comportement tres
différent selon qu’il est forcé en dessous au au dessus de sa pulsation propre. En effet, pour
w < wp le terme inertiel dans (1.15) est plus petit que le terme élastique, et 'oscillateur
a un comportement élastique, en phase avec ’excitation. Par contre, pour w > wy, c’est le
terme inertiel qui domine; l'oscillateur adopte un mouvement en opposition de phase avec
I’excitation. Pour une bulle, cela se traduit de la fagon suivante. Pour une sollicitation a une
fréquence inférieure a sa fréquence de résonance, la bulle voit son volume décroitre quand elle
subit une surpression, suivant un comportement “normal”, quasi-statique. Mais au dela de la
fréquence de Minnaert, la bulle est en opposition de phase et son volume croit en réponse a
une surpression. Autrement dit, la bulle a une compressibilité négative. On verra que, sur une
certaine gamme de fréquences, cette caractéristique étonnante se retrouve a 1’échelle de tout

le milieu bulleux.
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Chapitre 2

Milieux bulleux

One likes the bread that one was

raised on.

R. Carl Hoseney

Ce chapitre est consacré a la propagation d’ondes acoustiques dans les milieux bulleux,
c’est a dire dans des suspensions de bulles de concentration relativement faible (fraction volu-
mique de gaz de moins de 1%). Il s’agit d’une activité initiée & 1'université du Manitoba, au
Canada, avec une motivation a la fois appliquée (spectroscopie ultrasonore de la péate a pain)
et fondamentale (correction a I'ISA). Le chapitre reprend trois articles, publiés entre 2008 et
2011.

Les milieux bulleux sont des systémes exceptionnels pour étudier la propagation des ondes
en régime de diffusion multiple. En effet, comme les bulles résonnent, elles diffusent fortement ;
et comme cette résonance est a basse fréquence, la notion de milieu effectif a un sens. Une
illustration des propriétés acoustiques d’un milieu bulleux est donnée par la figure 2.1. On y
présente la vitesse et 'atténuation effectives d’une onde acoustique, en fonction de la fréquence,
pour une eau bulleuse contenant une fraction volumique de 0,4% de bulles d’air de 100 um
de rayon. On constate que, malgré la tres faible concentration en bulles, le milieu n’a plus
du tout les caractéristiques acoustiques de ’eau pure. La propagation est tres dispersive :
vitesse et atténuation dépendent fortement de la fréquence. Les courbes correspondent ici aux
prédictions des modeles de Foldy (trait plein) et de 'ISA (tirets). Remarquons que les deux
modeles donnent des prédictions identiques jusqu’a des fréquences élevées. ' Cela s’explique
par la réponse majoritairement monopolaire des bulles & basse fréquence (voir par exemple la

figure B.2 en annexe).

On peut identifier 3 régimes de propagation sur la figure 2.1. Comprendre 'origine et les

caractéristiques de ces 3 régimes est facilité par la ré-écriture de 1’équation de Foldy k? =

1. Le modele de Foldy est tellement populaire chez les acousticiens, qu’on oublie parfois que ce n’est qu’une
approximation de 'ISA. Ando et al. en ont fait la démonstration en apportant & Foldy une correction qui

existait déja [17].

21
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vitesse de phase (m/s)
atténuation (1/m)
=

10° 10 10° 10° 10* 10° 10 10° 10° 10*
fréquence (kHz) fréquence (kHz)
FIGURE 2.1 — Vitesse de phase (gauche) et atténuation (droite) d’une onde acoustique dans de I'eau

contenant 0,4% de fraction volumique d’air, sous forme de bulles de 100 um de rayon. Le trait plein

correspond a la prédiction du modele de Foldy, les tirets a celle de 'ISA.

k3 + 4mnf (voir eq. (1.9a)) sous la forme :

k* = k2 <1 + ng) : (2.1)

wd3

ot d désigne la distance typique entre bulles (n = 1/d3) et A\g = 27/ko la longueur d’onde
dans le milieu hote.

e Pour des fréquences inférieures a 30kHz, c’est-a-dire la fréquence de Minnaert des
bulles, la vitesse de phase est tres basse, ici de l'ordre de 160m/s. On peut qualifier
cette gamme de fréquence de régime de Wood (prendre 1’équation (1.13) & la limite
w < wp pour s’en convaincre), parce que la loi de Wood s’y applique bien : le milieu
bulleux se comporte comme un liquide rendu compressible du fait de la présence des
bulles. C’est ce régime de Wood qu’on peut mettre en évidence avec 'effet “chocolat
chaud”. Dans ce régime, l'atténuation est principalement due & la dissipation (d’origine
essentiellement thermique pour des bulles d’air dans ’eau).

e Ala résonance, la propagation devient tres dispersive, avec une vitesse de phase qui
décroit brusquement et une attenuation qui passe par un pic. Ce pic est suivi d’'un
plateau sur lequel 'atténuation reste a une valeur considérable. Dans notre exemple,

Patténuation est de Pordre de 1 mm—1!

, ce qui signifie qu'une épaisseur d’a peine 2, 3 mm
suffit & diviser 'amplitude de I'onde par un facteur 10 (& comparer a la longueur d’onde
dans l'eau & 100kHz, qui est de 1,5cm). Cette forte atténuation n’est pas d’origine
dissipative, mais la manifestation d’un régime évanescent, parce que la compressibilité
effective du milieu est négative. En effet, apres leur fréquence de résonance, les bulles
répondent en opposition de phase au champ qui les excite, ce qui se traduit pas une
fonction de diffusion qui vaut f ~ —Ry (voir (1.13)). En insérant cette valeur dans
I'équation (2.1), on constate que, sur une grande plage de fréquences, RoA\3/(md?) >

1, ce qui conduit & k? < 0 et donc & un régime évanescent. C’est une conséquence
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du caractére basse fréquence de la résonance de Minnaert ; rappelons que pour une
bulle d’air dans 'eau, la longueur d’onde a résonance est 500 fois plus grande que
le rayon de la bulle. Il est intéressant de remarquer que ce régime évanescent existe
meéme si la résonance des bulles n’est pas tres marquée. Un mauvais facteur de qualité
ou une polydispersité trop grande sont par exemple connus pour masquer les effets
résonants. Sur la figure 2.1, ces deux effets supprimeraient effectivement le petit pic
d’atténuation autour de la fréquence de résonance. Mais le régime évanescent n’est lui
que peu affecté parce qu’il provient de la phase de la réponse des bulles, pas de son
amplitude. Remarquons enfin que, puisqu’il s’agit d’un régime évanescent, ’atténuation
est dominée par les caractéristiques “réelles” du milieu, tandis que la vitesse dépend
des caractéristiques “imaginaires”. Cela donne des effets qui peuvent paraitre contre-
intuitifs, comme par exemple le fait que 'atténuation ne dépende pas de la viscosité
du milieu. En 'occurence, changer la viscosité va surtout affecter la vitesse de phase.
e On sort du régime évanescent lorsque \g = d\/m, c’est-a-dire a peu pres lorsque la
longueur d’onde devient de 'ordre de la distance moyenne entre bulles. Le déphasage
lié a la propagation dans ’eau d’une bulle a ’autre est alors suffisant pour compenser la
phase négative des bulles. Ou, pour le dire autrement, la compressibilité de I’eau ne peut
plus étre négligée. Les bulles n’ont alors que peu d’effet sur la vitesse de propagation :
on retrouve la vitesse de propagation dans le liquide pur. Et I’atténuation est dominée

par le rayonnement des bulles (voir figure 1.8).

FIGURE 2.2 — Vision schématique d’un chemin
de diffusion multiple. A chaque diffuseur est as-

f socié une fonction de diffusion f et les fleches sym-

\ /——> bolisent une propagation en exp(ikor)/r dans le
milieu héte. En rouge, on représente une boucle,

un processus négligé dans le modele de Foldy.

Le modele de Foldy est un modele de diffusion multiple : I'onde qui traverse le milieu a
été diffusée un grand nombre de fois. Mais cela reste un modele approché.? Une premiere
approximation consiste a considérer que les diffuseurs sont ponctuels, et qu’ils peuvent donc
étre aussi proches que 1'on veut les uns des autres.® On traite alors une sorte de gaz parfait
de diffuseurs ponctuels. Nous reviendrons sur cette approximation au cours du chapitre, mais
nous allons la supposer justifiée dans un premier temps.

Une seconde approximation concerne 'hypothese que le champ total ressenti par un dif-
fuseur en un point est le méme que celui qui regnerait en ce point en I'absence de diffuseur.
On associe souvent a cette phrase I'image d’une boucle de diffusion, comme illustré sur la

figure 2.2. Le modele de Foldy néglige donc les boucles, c¢’est-a-dire les processus de diffusion

2. Précisons ici qu’on parlera du modele de Foldy tout au long de ce chapitre, mais qu’il est équivalent
a P'ISA ou au modele de Waterman et Truell dans le cas qui nous intéresse (un milieu dilué de bulles). Les

corrections que I'on évoque ne sont donc pas a chercher dans 'ISA ou WT.
3. Cela se voit dans la borne inférieure de la seconde intégration dans (1.6), que l'on a prise égale & 0.
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qui passent plusieurs fois par le méme diffuseur. Comme le modele est établi dans la limite
diluée, les diffuseurs sont en moyenne loin les uns des autres, et 'approximation parait légitime.
Mais pour les bulles, la diffusion a résonance devient si grande que négliger les boucles parait
impossible. Waterman et Truell ont proposé un critere simple pour évaluer 'importance de
ces boucles négligées (voir page 518 dans [15]). Si on a calculé que le champ de pression au
niveau d’une bulle était p;, on a négligé notamment le champ en p; f? exp(i2kor)/r? fourni
par la boucle avec une autre bulle & une distance r (voir la figure 2.2). Le critére consiste
alors a comparer p; a la contribution d’une “boucle moyenne”. On trouve que les boucles sont

négligeables si

e?iko’!‘
fQ/nd% 5| < 1 = nog/k <1, (2.2)

ott n est le nombre moyen de diffuseurs par unité de volume et o5 = 47| f|? est la section efficace

de diffusion du diffuseur.* Pour un diffuseur de type Rayleigh de rayon R, o, ~ (koR)*R?
et on trouve que, méme & la limite de concentration extréme (n ~ 1/R3), nog/ko ~ (koR)?,
bien petit par rapport & 1 a la limite basses fréquences qui nous intéresse ici. En revanche
pour des bulles a résonance, le critere n’est pas du tout rempli, comme le montre la figure 2.3.
On attend donc un écart au modele de diffusions indépendantes a résonance, méme a faible

concentration.

FIGURE 2.3 — Le critere de Waterman et Truell
nos/ko = 1/(kols) (s est le libre parcours moyen
élastique) en fonction de la fréquence, pour le milieu
bulleux de la figure 2.1. On constate que, méme pour
une faible concentration en bulles (ici @ = 0,4%), le

critere n’est pas du tout rempli a résonance puisque
1/(kols) est de Pordre de 100.

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
fréquence (kHz)

Dans leur article de synthese de 1989, Commander et Prosperetti [158] arrivent effective-
ment a la conclusion qu’a résonance le modele de Foldy n’est pas adapté. Cela a donné lieu a de
nombreuses propositions théoriques de correction [19-22] et & des controverses sur I'ordre en f
que devait avoir ce terme de correction [23-26]. Du c6té des expériences, en revanche, on trouve
tres peu d’articles. La plupart des travaux théoriques se reposent d’ailleurs sur les données
expérimentales de Silberman [27], assez anciennes et acquises dans des conditions plutot discu-

tables. A 'université du Manitoba, nous avons entrepris de monter une expérience permettant

4. Waterman et Truell limitent leur intégration & la boule de rayon A\/4, parce que les pellicules suivantes
sont d’amplitudes comparables, mais de signes alternativement négatifs et positifs. En invoquant une petite
partie imaginaire de ko, on peut intégrer jusqu’a I'infini. On trouve alors le méme résultat que WT, a un facteur

1/2 pres, ce qui ne change pas l'ordre de grandeur du critere.
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d’acquérir des données fiables sur des systéemes bulleux monodisperses bien caractérisés. C’est
cette expérience que décrit le premier article reproduit dans la partie 2.1. Notre motivation
était d’apporter des données expérimentales plus completes sur 'inadéquation du modele de
Foldy pour décrire les liquides bulleux a résonance, permettant a terme de déterminer quel
était le meilleur modele. La motivation n’était pas que d’ordre fondamental. Une application
de 'acoustique des milieux bulleux est en effet de développer une technique de spectroscopie
permettant de déterminer la taille des bulles dans un milieu optiquement opaque. La figure 2.1
est une bonne illustration de I'idée : si la mesure de ’atténuation acoustique dans un milieu
fait apparaitre un pic marqué a une certaine fréquence, on peut en déduire la taille des bulles
a lorigine de ce pic. Pour cela, il faut bien entendu disposer du bon modele pour interpréter

les données.

2.1 Bulles dans un fluide a seuil [Article 1]

On reproduit ci-dessous un article paru dans

le Journal of the Acoustical Society of Ame-

rica en 2008 [28].° L’originalité de la démarche 4 =) o9 e
expérimentale est de piéger les bulles dans un @9 9 g @ 9.
fluide & seuil (du gel coiffant). On échappe ainsi : . : " Qi :
au probleme du mouvement des bulles qui rend - @ o % fa
la détermination de la distribution en taille diffi- @ " °0Q °eQ

cile, tout en bénéficiant d’un milieu hote aux ca-
FIGURE 2.4 — Dans un fluide & seuil, on

ractéristiques acoustiques tres proches de celles de
peut placer des bulles a 'emplacement de son

I’eau. Une technique d’injection originale nous a

choix. Cela permet d’obtenir des milieux bul-
permis d’obtenir des échantillons d’une excellente

leux bien controlés. Ici les bulles font de 1'ordre
monodispersité, un parametre essentiel pour bien de 100 ym de rayon.
apprécier les effets résonants.

Du point de vue acoustique, les expériences sont compliquées par le fait que la résonance
d’une bulle se produit a trés basse fréquence. Pour les bulles stables que nous avons obtenues,
le rayon était de l'ordre de 100 pm, soit une résonance a 30kHz, ce qui ne correspond pas
a une fréquence standard pour les expériences ultrasonores. La principale difficulté est que
la longueur d’onde est grande & ces fréquences (5cm & 30kHz), ce qui impose de travailler
avec des échantillons de grandes tailles pour limiter les effets de diffraction et de réflexions
multiples.

Le résultat de notre étude, assez inattendu, est que le modele de Foldy prédit tres bien
le pic d’atténuation a résonance dans nos échantillons (voir la figure 8 de Darticle 1), et ce
pour des fractions volumiques de gaz allant jusqu’a 1%.° Remarquons que la mesure de la
vitesse de phase est délicate dans le régime évanescent parce que mesurer des vitesses de 'ordre

de 1000 m/s sur une épaisseur de milieu de 0,5 mm nécessite d’étre sensible a de tres petits

5. Une erreur est a signaler dans l’article (non corrigée dans la version reproduite ici) : dans ’équation (9),
il faut lire —i au dénominateur.
6. Une telle fraction volumique de gaz fait presque figure de milieu concentré pour un liquide bulleux, les

études dans le domaine étant généralement pour des fractions volumiques de quelques centiemes de pourcent.


http://scitation.aip.org/content/asa/journal/jasa/123/4/10.1121/1.2875420
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déphasages. Ainsi, le pic de vitesse mesuré en sortie de régime évanescent sur la figure figure 8
n’est sans doute pas significatif. D’autant qu’a cette fréquence une moyenne sur les réalisations
du désordre aurait peut-étre été nécessaire pour réduire la contribution du champ incohérent.

Les expériences rapportées dans cet article démontrent également que la mesure acoustique
est sensible a la polydispersité du milieu (figures 9 et 10), un parametre intéressant pour la
spectroscopie. Enfin, pour un milieu bulleux de fraction volumique de gaz de 5%, les mesures
ont montré existence d’une coda, signature d’une forte diffusion multiple incohérente (figure
11).
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Sound velocity and attenuation in bubbly gels measured by

transmission experiments
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Measurements of the phase velocity and attenuation of sound in concentrated samples of bubbly
gels are presented. Hair gel was used as a matrix material to obtain well characterized distributions
of bubbles. Ultrasonic measurements were conducted over a large range of frequencies, including
the resonance frequencies of the bubbles. Surprisingly good agreement with Foldy’s prediction was
found, even for monodisperse samples at resonance frequencies, up to volume fraction of 1 %. Beyond
this concentration, the effects of high-order multiple scattering were observed. These results support
the feasability of ultrasonic techniques to investigate the size distribution of bubbles in a weak gel

or liquid.

PACS numbers: 43.30.Es, 43.35.Bf

I. INTRODUCTION

It is well known that the presence of bubbles in a lig-
uid has a tremendous impact on its acoustic properties.
For example, the injection of air in water with a volume
fraction of ® = 0.4 % is enough to reduce the velocity of
sound at low frequencies to roughly 0.2mm/us, a value
which is even lower than the velocity of sound in the air
that comprises the bubbles. This property, strange as it
may seem, is well established! and has been thoroughly
checked experimentally.>#* On the other hand, the be-
havior of ultrasonic velocity and attenuation at higher
frequencies is still not fully understood. According to
Foldy’s model,® the effective wave vector k for a monodis-
perse population of bubbles is given by

2

w o w
= — +4mnf(w,7),
Yo

E* = (— Jri—)2
v 2

where vy is the velocity of sound in the pure medium,
n the number of bubbles per unit volume, and f(w,r)
the scattering function at angular frequency w for a bub-
ble of radius r. Figure 1 shows the attenuation o and
phase velocity v in water for a 0.4% volume fraction
of 100 ym-radius bubbles, as calculated by Eq. (1). As
the frequency gets close to the resonance frequency of
the bubbles (~ 30kHz in this case), the dispersion and
the attenuation dramatically increase. Few experiments
have been done to check the validity of Foldy’s expression
around the resonances of bubbles. In 1957, Silberman®
acquired data by measuring standing waves in pipes filled
with bubbly water. Unfortunately, the method was not
very accurate for high attenuation regimes, because the
requisite standing waves could not develop. Only a rough
estimation of the attenuation was possible and results ex-
hibited a strong discrepancy with the model in the pres-
ence of resonant effects, even at volume fractions as low
as a few hundredths of 1 %, as pointed out by Commander
and Prosperetti.” More recently, Wilson et al. reported
significant progress* by developing an impedance tube
specifically designed for exploring the high attenuation
regime in bubbly liquids.® They found good agreement

(1)
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with Foldy’s model, but their bubbly liquids were very
dilute (0.054 % at most) and the exact distribution of the
bubble radii was not known.

In contrast to the lack of experimental investigations
on this subject, the number of theoretical discussions of
Foldy’s model is striking.” '3 In 1961, Waterman and
Truell® published a criterion for the validity of Foldy’s
equation, demonstrating that an improvement of the
model was needed when resonant effects were to be con-
sidered. The failure of Foldy’s model is usually attributed
to its inability to take into account the coupling between
bubbles. Indeed, in Eq. (1), the scattering function f
is that of an individual bubble. When the response of
the bubbles to the acoustic energy input is so strong
that interactions between them cannot be neglected, f
should be replaced by a “collective” scattering function
F. Several authors, using different approaches to the
problem, proposed expressions for this new scattering
function.'¥ But none of these corrections'® to Foldy’s
model has been able to fit Silberman’s historical data
better than Foldy’s original model.

The aim of the present article is to fill the gap in re-
liable experimental data on the propagation of sound in
a bubbly medium at frequencies close to the resonance
frequency of the bubbles. Wilson’s work* represented a
significant advance on Silberman’s experiments, but re-
sults for higher concentrations of bubbles (& > 0.1 %)
and for accurately known size distributions are critically
needed. In section II, we present the experimental set-
up we developed to produce well-characterized bubbly
media, and to investigate their acoustic properties. Sec-
tion IIT briefly introduces Foldy’s model, and the correc-
tion proposed by Henyey.!'2 Section IV is devoted to the
results for four different samples, with volume fractions
of bubbles ranging from 0.15% to 5%. These new re-
sults will be compared with Foldy’s prediction, as well
as with Henyey’s model. Finally, section V examines the
conclusions that can be drawn from our analysis of these
experiments.

It is worth noting that this question of knowing how
sound propagates in a bubbly liquid when resonant ef-

Velocity and attenuation in bubbly gels 1
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FIG. 1. Prediction of Foldy’s model for the phase velocity and
attenuation of sound in water with a 0.4 % volume fraction of
100 pm-radius bubbles.

fects are strong is not only of academic interest. From
a practical point of view, acoustic methods are a very
promising tool for investigating the size distribution of
bubbles in a medium.'®'¢ Since such methods rely pre-
cisely on the resonances of bubbles, a reliable model, valid
for resonance frequencies, is necessary.

Il. EXPERIMENTAL SET-UP

To bring something new to the subject matter, experi-
ments on propagation of sound in bubbly liquids have to
satisfy three criteria: (1) media with a range of bubble
concentrations, going from very dilute to volume frac-
tions of several percent, should be investigated; (2) the
population of bubbles should be well characterized; (3)
the range of frequencies should include the resonance fre-
quencies of the bubbles. With these stipulations, several
experimental difficulties are apparent.

Standard techniques to measure the acoustic proper-
ties of a material involve propagating an acoustic pulse
of short duration through a sample of the material. The
time taken for each monochromatic wave component of
the pulse to traverse the sample gives the phase veloc-
ity of sound in the material v(w) (more precisely, v(w)
is the speed at which a surface of constant phase prop-
agates at each frequency), and the change in the wave
amplitude gives the attenuation. In practice, a precise
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analysis with Fourier transforms is used, and comparison
with propagation in a reference medium (usually water)
is necessary. Such an experiment gives accurate mea-
surements provided that the wavelength of the acoustic
wave is small compared with two length scales: the lat-
eral dimension of the sample, and the distance between
the sample and the sound source. If this condition is
not respected, diffraction and multiple reflections jeop-
ardize the success of the technique. For bubbly liquids,
this restriction has been a major impediment to experi-
mental success. Indeed, the resonance of a bubble occurs
at a very low frequency. As a rule of the thumb, a 1-
mm-radius air bubble resonates in water at 3 kHz, which
corresponds to a wavelength of 50 cm. Wilson et al. by-
passed this difficulty by using the confined geometry of
an impedance tube.® This solution necessitated the use
of very thick stiff walls for the tube, so that the waves
propagating in the tube were well approximated as plane
waves. But the approximation is correct only for a nar-
row range of frequencies (specially designed to include
the resonances of the bubbles in Wilson’s case), and the
use of thick walls makes in situ imaging of bubbles im-
possible. We used a different approach. As the resonance
frequency of a bubble is inversely proportional to its ra-
dius, smaller bubbles make the experiment easier. In our
samples, the bubble radius was typically 80 yum. The res-
onance frequency for bubbles of such a radius is 50 kHz,
decreasing the wavelength to the more manageable scale
of 3cm.

A second experimental difficulty comes from the huge
attenuation of sound in bubbly liquids. The consequence
is that, in a transmission experiment, signals are of very
small amplitude. A potential solution is to use a reflec-
tion configuration instead of a transmission one. But
when the wavelength is large, so that it is not totally
negligible compared with the dimensions of the set-up,
many complications arise in a reflection set-up. Wilson
et al. took advantages of their confined geometry to solve
this problem. In our case, we used very thin samples, to
insure a sufficiently large signal in transmission despite
the huge attenuation.

Lastly, the question of obtaining a well-characterized
medium is not a trivial one. Standard techniques of injec-
tion of gas in water, with needles and a pump or with an
electrolysis device, are known to be capricious.*'” The
production of bubbles is usually not repeatable from one
experiment to the next or even during a single experi-
ment. Moreover, the experimental sample cell is more
difficult to design because a bubble generator has to be
included. Our solution to this problem was to build sta-
ble samples of bubbly media by trapping bubbles in a gel
whose yield stress was large enough to compensate for
the buoyancy of the bubbles. This approach allowed us
to work with samples whose bubble content was precisely
known.

A. Sample preparation

A commercial hair gel'®, diluted with water and de-
gassed, was used as the liquid in which bubbles were

Velocity and attenuation in bubbly gels 2



injected. The benefit of hair gel for this experiment is
that it flows only if the applied stress is larger than a
threshold value (the yield stress). Hence if bubbles are
sufficiently small, they remain trapped in the gel, at the
exact place that they have been injected. In addition,
from the acoustic point of view, the hair gel is very sim-
ilar to water, at least for the frequencies considered in
these experiments.

The samples were produced by a method developed in
our laboratory and depicted in Fig. 2. A thin capillary
(inner diameter of 20 ym), connected to a syringe with
air at pressure P, is moved at constant speed V in the gel.
With a well-controlled flow of gas through the capillary,
as set by the pressure P, the movement generated an ar-
ray of equally spaced bubbles of the same size. Although
a discussion of the exact mechanisms involved in this pro-
cess is outside the scope of this article, we note that by
varying the two parameters P and V, different bubble
radii and distances between bubbles could be obtained.
For our samples, we used a typical speed of V' = 1cm/s
and a pressure of P = 1.7bar, generating 80 um bub-
bles separated by 500 um. Thanks to a 3D displacement
stage, the vertical and lateral distance between successive
rows of bubbles could be pre-programmed, depending on
the desired total concentration. Once enough bubbles
had been created, a sample of the bubbly medium was
extracted with a syringe and injected into the cell de-
signed for the ultrasonic device. Note that this last stage
destroyed the ordered state of the bubbly medium. Fu-
ture work is underway to investigate the acoustic proper-
ties of these crystals of bubbles. However, in the frame-
work of an experimental test of Foldy’s model, random
collections of bubbles were needed. An important issue
is the stability of the sample: if the degassed gel was
under-saturated with air, bubbles dissolved in a matter
of minutes. To prevent this, an interval of several days
was required between the degassing of the gel and the
injection, so that the hair gel was saturated.

3D positioning equipment

Syringe

/E—I

Gel

Capillary

Air bubble |

N\ -

FIG. 2. Injection of bubbles: a capillary is moved in a pre-
programmed pattern of positions within the gel, delivering
rows of equally sized bubbles. Capillary speed V and pres-
sure in the syringe P are the two parameters governing the
bubble size and the distance between bubbles.
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Once the cell was filled with the bubbly gel and sealed,
it was placed on a light box and images of the bubbles
were taken with a digital camera connected to a micro-
scope (2x magnification). Figure 3 shows examples of
images taken for samples 2 and 3. The quality and con-
trast of the images were excellent, allowing an estimation
of the diameter of the bubbles, with a resolution better
than 2 pixels, by measuring the outer diameter of the
dark ring appearing in the bubbles. Given the resolution
of the images (438 px/mm), the uncertainty in the radii
measurements was thus 2 um. A dozen images, acquired
at different positions within the samples, were analyzed
with the “analyze particle” function of NIH ImageJ.'?
Furthermore, to check that the size of the bubbles re-
mained stable during the experiment, images were taken
both before and after the ultrasonic measurements. No
significant evolution was noted. To avoid biased mea-
surements of big bubbles, overlayed bubbles (such as the
one marked with arrows in Fig. 3) were excluded from
the size analysis. However, those bubbles were counted
for the determination of the void fraction. Because the
depth of field (> 3mm) was larger than the thickness of
the cell (1.01 mm), the volume of one image was known
and the number of bubbles per unit volume could be pre-
cisely determined (note that the darker grey marks in the
background of the left image in Fig. 3 are not bubbles but
are likely dust or dirt on the back wall of the cell). The
resulting distributions n(r) of radii r, as shown in Fig. 4,
were well fitted by a lognormal distribution:

Ntot

T {_(m/ro)?] |

2¢2
with a median radius rg, a logarithmic standard deviation
€ and a total number of bubbles per unit volume of nqy.
Uncertainty in volume fraction was estimated from the
uncertainty in the radius measurement and uncertainty
in the thickness of the cell.
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FIG. 3. Images of Sample 2 (monodisperse with a median
radius of 86 um) and Sample 3 (polydisperse). Arrows indi-
cate clusters of bubbles ignored for the image analysis of the
samples. The scale is the same on both images. Note that the
dark spots in the background are not bubbles but dust on the
back wall of the cell.

The results of the image analysis procedure for the
four samples we are presenting in this article are given
in Table I. The main parameter we varied was the vol-
ume fraction ®, which ranged from 0.15 % to almost 5 %.
Samples 1, 2 and 4 were very monodisperse. Sample 3
was obtained by letting Sample 2 evolve for 24 hours.
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On this long time scale, there is a clear evolution of the
size distribution: larger bubbles grew at the expense of
the smaller ones due to their different Laplace pressures,
a process called Ostwald ripening.2’ The distribution of
bubbles became polydisperse, as is evident from Fig. 3.
Interestingly, the total volume fraction of air remained
almost constant, indicating that the main mechanism of
radius evolution was indeed ripening. Note that testing
Foldy’s model on a polydisperse sample is crucial for the
goal of developing an acoustic bubble counting and sizing
technique.

TABLE 1. Measured parameters of the bubble size distributions
for each sample. We indicate the number N of bubbles counted
for the size analysis.

Sample| N (0] 0 €
1 50 [0.15 £ 0.01%| 81 &2 um [0.05 + 0.01
2 288(0.94 +0.06 %| 86 & 2 um |0.07 £ 0.01
3 186(0.91 4+ 0.05 % {100 + 2 um | 0.2 £ 0.02
4 141 494+0.3% | 80+ 2um [0.08 +0.01
250
2001
¥ 150t
€
£
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FIG. 4. Measured radius distributions for samples 2 (top) and
3 (bottom) and best-fitted lognormal distributions.
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B. Ultrasonic measurements

The acoustic properties of the samples were measured
with the set-up of Fig. 5. In a large tank (60 x 60 x
120 cm?) filled with reverse osmosis water, a piezoelectric
transducer generated a pulse that propagated through
water, traversed the sample and reached the hydrophone.
The amplitude of the acoustic signal was small enough
(~ 103 Pa) to prevent non-linear response of the bub-
bles. Because the attenuation in the sample was large,
and because the divergence of the beam was not negligi-
ble (especially at low frequencies), the use of a screen (a
plastic ring wrapped with Teflon tape) was essential for
reducing spurious signals. The aperture, D, of the screen
had to be larger than the wavelength of the pulse, to limit
diffraction effects, but smaller than the diameter of the
cell. In our experiments, D was 6.cm, the cell diameter
was 7cm, and the maximum wavelength was 5cm (for
the lowest frequency of 30 kHz).

wall

medium 1 \

2
NI
4
5

gel+
hydrophone bubbles

10 cm

cell

screen

10 cm

transducer

FIG. 5. Sketch of the set-up for ultrasonic measurements. A
piezoelectric transducer emits an acoustic pulse that traverses
the cell containing the bubbly medium.

Gaussian pulses, with central frequencies ranging from
30 to 400kHz, were generated by an Arbitrary Wave
Generator, and two different transducers, having central
frequencies of 100 and 250kHz, were used to cover the
range of frequencies. The pulses were recorded, with a
hydrophone, in two different cases: when the cell was
mounted on the screen (s1(t)), and when the cell was
absent (s3(t)). The signals were averaged over 100 ac-
quisitions when the attenuation was low (for reference
measurements, for example), and up to 5000 acquisitions
for highly attenuated signals. Signals s;(t) and so(t) were
then Fourier transformed into S;(w) and S;(w) respec-
tively, and z(w), the ratio of the transmission with and
without the cell in the path of the acoustic beam at a
given angular frequency, was calculated.

The data processing was complicated by the multi-
layer aspect of the cell. Indeed, the pulse did not prop-
agate only through the bubbly medium but through

Velocity and attenuation in bubbly gels 4



five media (see Fig. 5): water (1), plastic (2), sam-
ple (3), plastic (4) and water again (5). Follow-
ing Brekhovskikh,?! when a plane monochromatic wave
exp(ikz — iwt) propagates through the multi-layered cell,
it results in a transmitted plane wave Texp(ikx — iwt),
where the complex transmission 7T is given by:

T =Ts4 X Tyg x T30 x Tpy
in in
2yt 2 oikads o Z3' + 23 oikads

IR+ Zs Zin+ 7y
BBt Doy, 20 3)
Zin+ 7 v+ 7y

where d; is the thickness of layer i, Z; = p;w/k;, k; stands
for the impedance and the wave vector in medium ¢ re-
spectively, and Z;" is the input impedance, which is given
by

Z;rll — 1Z1tan(kldl)

A : g
¢ Zz — 1Zl“iltan(kldz)

for 7> 1.

(4)

The unknown quantity in Eq. (3) is k3. In the following,
index 3 will be omitted: d = d3, k = k3. The ratio z(w)
is related to T by:

z=T(k) x e~ ks (datdtds) (5)
As T'(k) is a complicated function, inversion of Eq. (5)
to extract k is not analytically possible. Note that the
complication not only arises from the multiple reflections
existing within the system, but also from the huge atten-
uation of sound in the bubbly medium. Indeed, as « and
v are large, the wave vector in the sample k = w/v+ia/2
has a non negligible imaginary part. It follows that the
phase shift of the pulse traversing the sample is not only
due to propagation (as in standard cases) but also to the
crossing of the interfaces 4-3 and 3-2. In other words,
one cannot consider that the phase of the pulse is only
dictated by the velocity in the sample, and that the am-
plitude of the pulse is only related to attenuation, which
is a good approximation only when the term exp(ikd)
dominates in Eq. (3). To address this issue, an itera-
tive method can be set up. Let us define T such that
T =T x e*¢ Equation (5) can then be expressed as

olkd — oy eik5(d4+d+d2)/f(k)7

(6)

and with this equation we can define the iteration:
Elit1 — _éln (x % eiks(d4+d+dz)/f(k[j])) T

The iteration can be initialized with k%) = w/vg. Tt was
tested with other initial values of k% and found to con-
verge to the same final values of k£ even when the starting
values were quite far from the final ones, indicating the
robustness of the iteration procedure. Parameters of the
cell are given in Table II. The uncertainty of the cal-
culated wave vector k was evaluated by taking into ac-
count the uncertainty in the parameters (see Table IT). It
is worth noting that our experimental set-up is adapted
only for measurements in hugely attenuating materials.
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Filling the cell with water to measure the velocity of
sound in water, for example, does not yield very accurate
results (namely, the precision is 0.5 mm/us). The reason
for this is that fully developed multiple reflections, as
they exist when the cell is thin compared with the wave-
length, make the inversion technique very sensitive to the
exact parameters of the walls (density, velocity of sound,
thickness). But when attenuation is large, the influence
of multiple reflection within the cell is less pronounced,
and reliable results can be obtained using a sufficiently
thin sample that the transmitted pulse is of measurable
amplitude.

TABLE II. Characteristics of the cell containing the bubbly
medium. The walls were made of clear polycarbonate: our
measured values in this table for density and phase velocity of
sound are in agreement with values in the literature.**

d=dsz =1.01 £0.05mm

ds = ds = 1.63 = 0.0l mm

velocity in walls: 2.28 + 0.01 mm/us
density of walls: 1.19 =+ 0.05 g/cm®

Il. THEORY

In this section we give a brief description of the two
models that are compared with our experimental results.
Equation (1) of Foldy’s original model needs to be gen-
eralized to the polydisperse case:

UJ2

k2 = e + /47Tn(r)drf(w,r). (8)

The scattering function at angular frequency w for a bub-
ble of radius r is given by:

f(wvr) =

r
(wo/w)2 — 1 +i(gthe 4 §vis 4 jrad)’

9)

where wy is the resonance frequency of the bubbles and
the three § terms are the damping constants due to ther-
mal, viscous and radiative losses, respectively. A detailed
model of the thermodynamic behavior of the oscillating
bubble is due to Prosperetti.?> A complex polytropic in-
dex can be defined as a function of the radius and the
frequency:

gl

Klw,r) = , 10a

(o) 1-3(y—-1)ilyB (102)

with B=1—+v/—ir,/—— coth(v—ir,/——) (10b)
th Dy,

where + is the ratio of specific heat capacities for air, Dyy,
the thermal diffusivity of air, and where v/—1 stands for
elT. Moreover, because our bubbles are in a gel, we also
include the effect of the shear modulus, following Alexeev
and Rybak.?* The resonance angular frequency and the
damping constants are then:

o 3Re(r) x (Py+2A/r)+4p  2A
wg = e -

S (0
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where ko = w/vp is the wave vector in the gel, p = p/+ip”
the shear modulus of the gel, A its surface tension, p its
density and Py the ambient pressure. Values of the phys-
ical parameters we used for evaluating the equations are
given in Table ITI. For the surface tension of the gel, we
assumed it to be the same value as for water, which is
probably an over-estimation. In any case, surface tension
effects are almost negligible for the bubble size considered
in our experiments. Estimation of the shear modulus was
obtained via standard measurements with a rheometer,
which gave the frequency dependence of p up to 100 Hz.
Extrapolation of this frequency dependence to 400 kHz
is certainly a crude approximation. However, as u' re-
mains small compared with atmospheric pressure, its in-
fluence on the resonance frequencies of bubbles is weak
(see Eq. (10c)), a fact that we experimentally checked by
measuring the resonance frequency of individual bubbles
in gel. Moreover, because thermal and radiative losses
dominate, the effect of p” is not crucial: it changes, by
20 % at most, the maximum of the attenuation of sound
in the bubbly medium. As a result, the acoustic behav-
ior of the bubbly gel is expected to be almost identical
to what it would be for bubbly water.

TABLE III. Values of the physical parameters used for the
model. The phase velocity of sound in the gel was measured
by propagating an acoustic pulse through a known thickness of
gel. Shear moduli were obtained by standard rheological tech-
niques. Density was measured with a specific gravity bottle.

Dy =2 x 107°m?/s
Py =10° Pa
p=1g/em®

vo = 1.49 mm/us

vy=14

A =T70mJ/m*

u' = 60Pa x (w/2rHz)!
' = 13Pa x (w/27Hz)%°

In 1999, Henyey proposed a diagrammatic approach for
the problem of propagation in a bubbly medium.'? His
result has a simple interpretation: it amounts to consid-
ering that the bubble does not radiate in the pure liquid,
but in the effective medium. As a consequence, the ra-
diative damping term in Eq. (10d) has to be modified,
namely, ko in the formula of 6™¢ has to be substituted by
the effective wave vector k. We calculated Henyey’s pre-
dictions by an iterative process, with twenty iterations.
Note that Kargl, in 2002, obtained the same expression as
Henyey, but with a different approach to the problem.'3

IV. EXPERIMENTAL RESULTS

We present the experimental measurements of the at-
tenuation and the phase velocity in four different samples
of bubbly gels, with the parameters that characterize the
bubble size distributions being given in Table I. For each
sample, a comparison with Foldy’s and Henyey’s predic-
tions is performed.
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FIG. 6. Top: the reference pulse for a central frequency
of 0.05 MHz. Bottom: the corresponding pulse transmitted

through Sample 1.

The first sample we investigated had a volume fraction
of 0.15% with a monodisperse distribution of bubbles.
Figure 6 compares an example of the pulse transmitted
through the sample with the reference pulse through wa-
ter, for a Gaussian pulse centered at 50kHz. To mea-
sure the phase velocity and attenuation as a function
of frequency, the Fourier transforms of the signals were
computed. Figure 7 shows the magnitude of the Fourier
transforms (top plot) and the difference between the
phase of the reference signal and the phase of the sample
signal (bottom plot), as functions of frequency. The dis-
persive character of the bubbly medium is clearly visible:
both the magnitude and the phase changed significantly
with frequency, particularly around 40 kHz, which is the
resonance frequency of the bubbles.

From these calculations, the ratio z defined in sec-
tion II.B was calculated and the attenuation and phase
velocity were then determined using the procedure that
was also described in this section (section I1.B). Figure 8
displays the attenuation and velocity as a function of fre-
quency for Sample 1. It is worth emphasizing that the
entire regime of high attenuation is covered. For compar-
ison, Wilson et al.* measured only the first part of the
peak, and this was done for samples with a smaller con-
centration of bubbles. The error bars in the plots were
calculated from the uncertainties in the different param-
eters needed for the inversion procedure (see Table II).
Error bars are bigger when the phase velocity is large,
because high values of velocity required measurement of
small phase shifts. Note that the overlap in frequency be-
tween the different runs of data (with different Gaussian

Velocity and attenuation in bubbly gels 6
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FIG. 7. Top: magnitude of the Fourier transform of the ref-
erence signal of Fig. 6 (solid line) and of the sample signal of
Fig. 6 (dashed line). Bottom: the phase of the Fourier trans-
form of the reference signal minus the phase of the Fourier
transform of the sample signal.

pulses) is satisfactory: one obtains more or less smooth
curves. When differences are visible, they give indica-
tions about the uncertainty of the measurement.

Figure 8 also gives the predictions of Foldy’s and
Henyey’s models for the bubble size distribution that
was measured in the sample. In other words, there are
no adjustable parameters in this treatment. For atten-
uation, there is good agreement with Foldy’s model. A
huge sharp peak of attenuation, due to resonance of the
bubbles, is followed by a high attenuation regime (up
to 200kHz). The Henyey result (in dashed line) is not
very different from Foldy’s predictions for this sample, in
which the concentration of bubbles is low. Nevertheless,
the position of the attenuation peak is distinct from one
model to the other, and Foldy’s peak position is in bet-
ter agreement with the measurements. Measurements of
the velocity are more difficult to interpret. If only the
rising and the decrease of the peak of velocity are exam-
ined, the agreement between Foldy’s prediction and the
experimental values is excellent. On the other hand, mea-
surements from 100kHz to 200 kHz display a large dis-
crepancy with Foldy’s model (note the logarithmic scale).

This discrepancy in the velocity may be a consequence
of performing the experiments on well characterized sam-
ples with fixed distributions of bubbles. Indeed, because
our bubbles are trapped in the gel matrix — allowing us
to take good and reliable images of them — our measure-
ments are made with a particular realization, whereas the
models calculate the properties of an average medium. In
practice, it means that the signal acquired after passage
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FIG. 8. Attenuation and velocity measured in Sample 1

(® = 0.15%, ro = 81um, € = 0.05). Predictions from the
Foldy (continuous lines) and Henyey (dashed lines) models
are shown.

through Sample 1 might be different from that measured
through another sample with the same concentration of
bubbles of the same size, but with bubbles in different
positions. The signal obtained by averaging over the
different configurations of the sample is usually called
the coherent signal. The other part, which is related to
a particular configuration, is called the incoherent sig-
nal. In our experiments, the incoherent part is expected
to be very small, because the acoustic wavelength is so
large compared with the typical distance between bub-
bles. It is therefore usually considered that the exact
positions of the scatterers are not of crucial importance.
However, a slight difference can exist and become non-
negligible when one has to measure high values of o and
v. Indeed, the relative magnitude of the incoherent part
will increase as the coherent part is attenuated.?® Fur-
thermore, high velocities necessitate the measurement of
small phase shifts, which may become blurred by the in-
coherent signal. This effect may explain the discrepancy
between the models and our measurements of velocities
larger than 10 mm/us.

B. Intermediate volume fraction

The volume fraction of bubbles in Sample 2 was al-
most 1%. As displayed in Fig. 9, the measured atten-
uation shows a similar frequency dependence to that of
Sample 1. The sharp peak of large attenuation is still

Velocity and attenuation in bubbly gels 7



at the same position (as expected, since the bubbles had
the same radius), but of significantly larger magnitude.
It is also apparent that the regime of large attenuation is
broader: « is still larger than 2mm~" at 0.4 MHz. The
comparison with Foldy’s prediction is not as good as for
Sample 1. Although the magnitude of the sharp peak is
well depicted, its position is not perfect. Furthermore,
Foldy predicts an attenuation on the plateau which is
10 % higher than what is measured. Henyey’s model is in
even worse agreement with the measurements. As for the
velocity, its initial low frequency rise is well depicted by
Foldy’s model. On the other hand, above 100 kHz, agree-
ment deteriorates, and Foldy’s model predicts a larger ve-
locity of sound than is found in the experiment. Velocity
predictions from Henyey’s model are in worse agreement.
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FIG. 9. Attenuation and velocity measured in Sample 2

(® = 0.94%, ro = 86 um, e = 0.07). Predictions from the
Foldy (continuous lines) and Henyey (dashed lines) models
are shown.

C. Effect of polydispersity

Sample 3 had almost the same concentration of bub-
bles as Sample 2, but with a much more polydisperse
distribution (see Fig. 4). Such well defined samples pro-
vide a good opportunity to test the accuracy of ultrasonic
measurements for obtaining details about the size distri-
bution of bubbles in a sample. Comparison of Figs. 9
and 10 shows that a polydisperse sample can clearly be
distinguished from a monodisperse one: the sharp peak

in attenuation is shifted to a lower frequency and the
general level of attenuation is substantially lower. The
effect on velocity is less dramatic, the only clear difference
being a less pronounced slope around bubble resonance
for the polydisperse sample. All these features are well
depicted by Foldy’s model, which is again in better agree-
ment with the experimental data than Henyey’s model.

01 015 02 025 03 035 04
frequency (MHz)

0 0.05

0 005 01 015 02 025 03 035 04
frequency (MHz)

FIG. 10. Attenuation and velocity measured in Sample 3
(® = 0.91%, ro = 100pum, € = 0.2). Predictions from the
Foldy (continuous lines) and Henyey (dashed lines) models
are shown.

D. High concentration

With the high concentration (almost 5 %) of monodis-
perse bubbles in Sample 4, we observed high-order mul-
tiple scattering. Figure 11 gives an example of the sig-
nal transmitted through Sample 4 (bottom plot) for a
pulse of central frequency 0.25 MHz. For comparison,
the pulses at the same frequency propagating through
only water, as well as through Sample 1, are presented in
Fig. 11 (top plot and middle plot respectively). It is clear
from the top and bottom pulses in Fig. 11 that Sample 4
highly attenuates sound (by a factor 500), and also gives
rise to high-order multiple scattering that is manifest as
a tail of oscillations that follow the initial arrival of the
signal.?® By contrast, the pulses through the other sam-
ples, which have lower bubble concentrations, show no
measurable signs of high-order multiple scattering (e.g.,
see middle plot in Fig. 11). To check that this multiply

Velocity and attenuation in bubbly gels 8
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scattered signal is due to the bubbly sample — and not to
reflections in the water tank or around the screen — we
also measured the transmitted signal when the aperture
of the screen was closed (grey curve in Fig. 11). The pulse
that has travelled through the bubbly medium is clearly
much larger than this background signal, confirming the
presence of high-order multiple scattering and revealing
that incoherent scattering is competing with the coherent
field at this high concentration of bubbles.
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FIG. 11. Top: the reference pulse for a central frequency of
0.25 MHz. Middle: the corresponding pulse traversing Sam-
plel (& =0.15%, ro = 81 um, e = 0.05). Bottom: the corre-
sponding pulse traversing Sample 4 (® = 4.9%, ro = 80 um,
€ =0.08). Note factor of 10° reduction in amplitude. Data in
light grey correspond to the signal acquired when the aperture
of the screen is closed.

For low frequencies, the presence of high-order multi-
ple scattering was much less clear. Indeed, because the
screen is less opaque to low frequency ultrasound, and
because Sample 4 strongly attenuates the incident pulse,
only the very first part of the acquired signal was dif-
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ferent when the pulse was going through the sample or
through the screen. We found that 0.15 MHz was the low-
est frequency at which the existence of high-order multi-
ple scattering could be clearly seen.
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FIG. 12. Approximate measurements of the attenuation in
Sample 4, and comparison with the Foldy (solid line) and
Henyey (dashed line) models.

With a signal such as the one of Fig. 11, the analysis de-
scribed in section I1.B cannot be used because the coher-
ent pulse cannot be clearly distinguished from the total
measured field. However, a crude estimation of the atten-
uation can be performed by taking only the 3 first cycles
of the signal, which likely consist mostly of the coherent
component of the field, and by considering that the loss
in transmission in Eq. (3) is dominated by exp(—ad/2).
The result of such a procedure is given in Fig. 12. The
order of magnitude of the result is comparable to that of
the theoretical models. But, due to the crudeness of the
measurements, it is not possible to discern which model
is better at predicting experimental results for samples
with such high concentrations of bubbles.

V. CONCLUSIONS

We have measured the phase velocity and the attenu-
ation in monodisperse bubbly media over a large range
of frequencies that include the resonance frequency of
the bubbles. For concentrations of 0.15% and 1%, we
find that Foldy’s model gives an imperfect but satisfac-
tory description of the attenuation and phase velocity in
our samples. In particular, the attenuation is well pre-
dicted by Foldy’s model, but the phase velocity is over-
estimated for frequencies corresponding to the higher fre-
quency part of the large attenuation regime. It is impor-
tant to note that this range of frequencies over which the
agreement between theory and experiment deteriorates
did not include the resonant frequencies of the bubbles.
This is a surprising result, as there is a general consen-
sus in the literature about the inability of Foldy’s model
to describe the propagation of sound in a bubbly liquid
in the presence of resonant effects. In that sense, our
results confirm what Wilson et al.* obtained, but with
better characterized samples that contain higher concen-
trations of bubbles.

Velocity and attenuation in bubbly gels 9



However, the question of knowing whether Foldy’s
model needs corrections or not, and what this correc-
tion should be, is still open. Indeed, our measurements
with a small number of quenched samples did not allow
us to unambiguously separate the coherent part of the
signal from the incoherent scattering, even though each
sample contained a large number of bubbles; thus, for
this range of bubble concentrations, a definitive compar-
ison of experimental data with theories for ensemble aver-
age properties, such as Foldy’s or Henyey’s models, must
await additional experiments with a larger number of well
characterized samples. Also, our samples were thin, and,
even though the samples were sufficiently dilute that sig-
nificant short range correlations in the positions of the
bubbles due the sample boundaries are unlikely, most
of the bubbles were still near a boundary, and therefore
may not have experienced the same effective field as in
the idealized infinite sample assumed in the models. In
future work, this question will be addressed though mea-
surements on samples of different thickness, as has been
done for other strongly scattering media, where the abil-
ity of effective medium theories to accurately describe
velocity and attenuation data in thin samples has been
demonstrated.?6:2” Despite the limited number of sam-
ples investigated in the current experiments, it is still
interesting to note that better agreement with the data
was found with Foldy’s model than with Henyey’s model.

Nevertheless, from a practical point of view, the results
reported in this article are encouraging for achieving the
objective of measuring the bubble size distribution in a
medium using ultrasonic techniques. In many such ap-
plications, the bubble sizes in a particular sample are
needed. For concentrations of bubbles up to 1 %, measur-
ing the position, height and shape of the peak of attenua-
tion should give enough information to determine the dis-
tribution of bubble radii using Foldy’s model. A demon-
stration of the feasibility of this approach was made with
Samples 2 and 3, whose different polydispersity could
be differentiated using attenuation measurements. Note
that for higher volume fractions, when high-order mul-
tiple scattering is directly observable, it becomes more
difficult to measure the velocity and attenuation; how-
ever, in this regime, useful information can still be ob-
tained with techniques based on Diffusing Acoustic Wave
Spectroscopy,?®2? which can be applied to investigate the
dynamics of the bubbles (e.g., Ostwald ripening) with ex-
cellent sensitivity.
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2.2. BULLES DANS UNE PATE A PAIN [ARTICLE 2] 38
2.2 Bulles dans une pate a pain [Article 2]

Les bulles sont des ingrédients tres prisés par I'industrie
agro-alimentaire. Pas uniquement parce qu’elles permettent
d’augmenter le volume des aliments a peu de frais. Leur
contribution a la texture des produits est également pri-
mordiale ; que I'on songe par exemple au peu d’attrait d’un
pain compact, sans bulles. C’est justement sur le pain que se
penchait notre étude, a 'université du Manitoba. La fabri-
cation du pain peut étre vue comme une succession d’étapes
d’aération [29], & commencer par le pétrissage qui permet
d’introduire les premieres bulles qui seront nécessaires a
la levée de la pate sous l'effet des levures. Connaitre la
distribution en taille des bulles lors du pétrissage présente piaypgE 2.5 Aprés pétrissage, en-
donc un grand intérét en boulangerie industrielle, puisque  viron 10% du volume d’une péte a
cela permet de s’assurer, tres to6t dans la production, que pain est sous forme de bulles d’air.
la texture finale du produit sera conforme & ce qu'on at- Peut-on déterminer la taille de ces
tend. C’est & ce besoin que nous souhaitions répondre en bulles grace aux ultrasons?

développant une technique ultrasonore.

Devant le succes du modele de Foldy pour décrire la propagation acoustique dans un milieu
bulleux, y compris a résonance, nous avons développé la mesure de 'atténuation des ultrasons
pour déterminer la taille des bulles dans un milieu visco-élastique. Avant de passer a la pate
a pain, nous avons fait des essais avec un gel d’agar, un premier pas vers l’agro-alimentaire
puisque 'agar est comestible. C’est aussi un systéme plus simple parce que transparent, ce
qui permet de mesurer la tailles des bulles par une méthode optique, et peu élastique, ce
qui le rend rhéologiquement plus proche des liquides et du fluide a seuil pour lesquels Foldy
s’était avéré utilisable. Nos mesures, publiées dans la revue Soft Matter [30], ont confirmé la
validité de la méthode. Nous avons en outre montré que la méthode acoustique permettait
de caractériser un milieu contenant a la fois des bulles et des billes solides, impossibles a
discriminer optiquement.

L’application de la méthode a la pate a pain a connu moins de succes, comme rapporté
dans Darticle reproduit ci-dessous, paru dans les actes de la conférence “Bubbles in Food
2”7 [31]. Le principal résultat est dans la figure 6 : on mesure bien des pics d’atténuation et de
vitesse, mais si I’on ajuste les données en appliquant le modele de Foldy, on trouve des bulles
bien plus petites que celles mesurées par rayons X.

Pas moins de 7 hypotheses ont été envisagées pour expliquer ce désaccord :

H1- Foldy a raison. Les bulles dans la pate soumise aux ultrasons sont effectivement
plus petites, parce que la mesure implique d’écraser la pate entre deux plaques (voir
la figure 3 de Darticle 2), afin d’avoir une épaisseur controlée. En outre, les mesures de
tomographie ont été faites sur une pate, certes obtenue avec la méme recette, mais a
une date différente et en un lieu différent (Calgary).

H2- & est trop élevé. La pate a pain contient une fraction volumique d’air importante,
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de l'ordre de 12% dans 'article ci-dessous. On peut se demander si un modele de milieu
dilué peut encore s’appliquer.

H3- On ne mesure pas bien u. Pour appliquer le modele de Foldy, il faut connaitre
le module de cisaillement du milieu héte, qui a un effet sur la fréquence de résonance
des bulles. Or ce module n’est pas bien connu & des fréquences de 'ordre du MHz,
les méthodes standards de rhéologie étant limitées a 100 Hz. Dans I’étude rapportée
ci-dessous, nous avons extrapolé les lois de puissance trouvées a basse fréquence, ce qui
parait audacieux.

H4- Le u qu’il faut utiliser n’est pas celui qu’on mesure macroscopiquement. Les
bulles ressentent un module de cisaillement local, qui pourrait étre différent du module
global mesuré par d’autres techniques. En effet, la pate a pain est un milieu complexe,
dont on sonde généralement la rhéologie a 1’échelle macroscopique. Les bulles, elles,
voient un milieu a I’échelle de la centaine de microns. Il ne parait pas inconcevable que
le module de cisaillement local, a I’échelle de la bulle, soit différent du module global.
Par ailleurs, la pate a pain contient des granules d’amidon (de quelques dizaines de
microns de rayon) susceptibles d’influer sur la rhéologie locale, ainsi que sur la réponse
ultrasonore du milieu.

H5- Le milieu est trop élastique pour que Foldy s’applique. On a supposé que le
seul effet de la visco-élasticité était de changer la réponse des bulles, sans interaction
entre les ondes longitudinales et les ondes transverses. Cela simplifie énormément les
calculs puisqu’on évite ainsi d’avoir a considérer des effets de conversion de mode.
Etant donné la grande séparation des longueurs d’ondes longitudinales et transverses,
I’approximation parait légitime. Dans les cas du fluide a seuil et du gel d’agar, le
module de cisaillement était tres faible (u = 0 et 50 kPa respectivement). Mais pour la
pate & pain, on trouve plutét u = 3MPa (a 2 MHz) et lapproximation est peut-étre
moins légitime. Un modele plus complet, prenant plus proprement en compte les effets
élastiques, apporterait alors une solution a notre probléme.

H6- La polydisersité est trop forte. Le modele de Foldy n’a pas été testé pour des
polydispersités aussi extrémes que celle a laquelle on a affaire dans la pate a pain. Les
mesures par rayon X montrent en effet une distribution lognormale avec une largeur
de € = 0.6, alors que nos tests dans le fluide a seuil étaient pour ¢ = 0.2 au plus.
La prise en compte de la polydispersité repose sur un simple argument de principe de
superposition, qui parait 1égitime en régime linéaire. Mais on pourrait imaginer que des
couplages subtils existent entre bulles de rayons tres différents.

H7- Les bulles ne sont pas réparties de facon homogéne dans la pate. Une
hypothese de Foldy est que ’assemblée de diffuseurs peut étre décrite comme un gaz
parfait, sans corrélation sur leurs positions. On peut imaginer que dans la pate, les
bulles ne soient pas completement désordonnées, mais qu’il y ait une structuration. Les
corrélations de position sont connues pour avoir un effet sur la propagation effective
dans le milieu. Le modele de Keller propose une extension de Foldy pour en tenir

compte [32].
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Les trois premieres hypotheses ont pu étre évacuées assez rapidement. H1- En passant a
une mesure ultrasonore par réflexion, il n’était plus nécessaire d’écraser la pate, et pourtant le
désaccord persistait (voir figure 2.6). H2- En pétrissant la pate sous pression réduite, on peut
entrainer moins d’air tout en gardant la taille des bulles & peu prés constante (voir figure 2.7) ;
on vérifie ainsi que méme pour ® = 1,4%, appliquer le modele de Foldy conduit & une sous-
estimation du rayon des bulles (voir figure 2.6). H3- Nous avons fait des mesures de vitesse
d’ondes de cisaillement a haute fréquence dans la pate, ce qui a confirmé les ordres de grandeur

pour le module de cisaillement [34].

On verra que les hypotheses H4 et H5 sont mises & mal par les résultats présentés dans la
partie 2.3. En effet, les mesures acoustiques avec un élastomere bulleux, pour lequel la question
de la micro-rhéologie est moins pertinente, montrent un désaccord semblable a celui observé
avec la pate a pain. Par ailleurs, les résultats du chapitre 3 montrent que dans le cas d’une
assemblée monodisperse de bulles avec une corrélation de positions bien contrélée, on reproduit
trés bien les comportements acoustiques observés dans un élastomere d’élasticité élevé. Cela
valide notre fagon simple de tenir compte de 1’élasticité. Il reste donc les hypotheses concernant

la polydispersité et la corrélation, qui sont I'objet de la troisieme partie de ce chapitre.

Notons que méme si la technique ne permet pas (encore) de déterminer la taille des bulles

dans une pate a pain, mesurer I'atténuation et la vitesse des ultrasons reste intéressant.
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Connaitre la fréquence du pic d’atténuation en fonction du temps, par exemple, apporte une

information (qualitative) sur la dynamique de grossissement des bulles dans la pate.

FIGURE 2.7 — On peut faire varier le volume de gaz in-

corporé dans la pate a pain en pétrissant sous différentes
conditions de pression. Comme attendu, pétrir sous at-
mosphere réduite augmente la densité de la pate obte-
nue, comme le montre la courbe ci-contre. Ce qui est
moins intuitif, c’est que la taille des bulles ne changent
pas, contrairement a ce que suggere le dessin. Camp-
bell et al. ont montré que c’est le nombre de bulles
qui était réduit par un pétrissage sous atmosphere

réduite [29]. Cela s’explique par ’apparition, sous 'effet

du pétrissage, d’une contrainte normale 7 dans le fluide

0 20 40 60 80 100 visco-elastique qu’est la pate. On a alors un volume final
mixing pressure (kPa)

moyen des bulles donné par vg, = (o + 7/Patm)v, oL v

1 ' %bm est le volume moyen sélectionné par la physique du pro-

Q&M cessus de fragmentation. Pour une contrainte normale
suffisamment grande, on trouve effectivement que « joue
peu sur vg,. En observant la relaxation des bulles apres
pétrissage, Cambpell et al. ont mesuré 7 = 1,65 bars
VR N pour leur pate. Avec une telle valeur, on prévoit que

passer de Patm & Patm/5 conduit & une réduction de

moins de 12% du rayon des bulles.
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Abstract
The feasibility of using ultrasound to investigate the bubble size distribution in dough
is addressed. A model for the propagation of ultrasound in a bubbly viscoelastic medium is
presented and its relevant parameters are discussed, with a particular emphasis on how
changes in the shear modulus and the bubble size distribution affect the ultrasonic velocity
and attenuation. The model, experimentally verified with two well-characterized bubbly gels,
is used to estimate the mean radius and distribution of bubbles in a sample of dough.

1. Introduction

Air bubbles incorporated in dough during mixing are fundamental to breadmaking.
They are crucial for the final texture of the bread (Campbell et al., 1998) and might even
substantially affect the rheology of the dough (Chin et al., 2005). Even though the total
volume fraction of gas is easy to determine from density measurements, the precise size
distribution of bubbles in the dough is much more difficult to obtain. A technique consisting
of analysing thin slices of frozen dough was used by Campbell et al. (1991) to determine
bubble size distributions, and one can also obtain a detailed picture of the bubbles in the
dough by x-ray tomography (Babin et al., 2005; Bellido et al., 2006). However, both
methods are time consuming and impossible to use in a process plant.

A promising new approach for analyzing bubble size distributions is to use ultrasound
(Elmehdi et al., 2005). The presence of bubbles in a liquid is known to dramatically modify
the propagation of ultrasonic waves. In particular, the velocity and attenuation as a function
of frequency exhibit peaks whose shape and position are related to the distribution of bubble
radii (Commander and Prosperetti, 1989). For Newtonian liquids with a volume fraction of
gas bubbles much lower than 1%, a reliable model exists, and it can therefore be used to
extract the dispersion in bubble sizes from ultrasonic measurements (Duraiswami et al., 1998).
Most bubbly materials of practical interest, however, are viscoelastic and have a
concentration of bubbles significantly higher than 1%. The aim of this paper is to show that,
by providing an improvement to the model, ultrasound can be used to probe the bubble
characteristics in a concentrated bubbly viscoelastic medium: wheat flour dough.

2. Model

The model used in this article to describe the propagation of ultrasonic waves in a
bubbly viscoelastic medium is a synthesis of ideas from three previous publications. The
pioneering formula of Foldy (1945) is modified by Prosperetti (1977) to attain a better
description of thermodynamic changes of the gas in the bubbles, and viscoelastic effects are
included according to the work of Alekseev and Rybak (1999).
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2.1. Governing equations
Let us consider a monochromatic pressure plane-wave, with angular frequency @,
travelling through a bubbly medium, along the z direction. The pressure field is then of the
type expli(kz — wt)] with an effective wave vector k given by:
k> =(ofv,)’ +b, (1)
where v, is the velocity of waves in the matrix, and b is a term accounting for the effect of
bubbles:
b= 47zj N(r)drf(r, o), 2)
with N(r)dr the number of bubbles whose radius is between r and r + dr per unit volume,
and f(r,®) is the scattering function of a bubble with radius r at frequency /27 .

In line with experimental results for the bubble size distribution in dough (Bellido et
al., 2006; Campbell et al., 1991), we consider a log-normal distribution of bubble radii:

N(r)= %exp{— M} 3)

2rer 287

with a total number of bubbles per unit volume, N,,, a median radius, 7,, and a logarithmic

tot 2
standard deviation & . It is usually more convenient to use the total volume fraction of
bubbles ® rather than N, :
30
N, = . 4

) x exp(952/2) )
When a bubble is excited by a pressure wave whose wavelength is much larger than its radius
(a)r/ v, << 1), it undergoes radial oscillations and behaves like a harmonic oscillator, with a

scattering function given by

ro’

fr,0)=— )
a

e - —iol’
where @, and I" are the resonance angular frequency and the damping rate of the harmonic

oscillator, respectively. A good approximation for @, is (Alekseev and Rybak, 1999):

1 /3P+4 '
@, ~— M’ (6)
r P

where y is the ratio of the specific heat capacities of the gas in the bubble, P, is the static
pressure of the gas, p the mass density of the matrix, and g’ the real part of its shear
modulus. When the matrix is not elastic (x#'=0), ®, is known as the Minnaert angular

frequency and its order of magnitude is 30 kHz for a 100 pm bubble in water at atmospheric
pressure (Minnaert, 1933). The damping rate of the bubble involves three different loss
mechanisms (I'=1",, +T',, +I,): the bubble loses energy by radiating ultrasonic waves

(T, = @’r/v,); viscous losses occur at the interface of the bubble (I, = 4"/ par’®, where

Vis
4

(" is the imaginary part of the shear modulus); and finally, thermal dissipation contributes to
the damping (T, ).

In the aim of not obscuring the main physical mechanisms involved in the theory, the
complete set of exact equations we used for our calculations is not given here. More
precisely, equation (6) should include a fuller description of the thermodynamics of the gas,
along with effects due to surface tension. Those corrections, and the complete expression for
I, , can be found in Leighton (1994), pages 172 to 188.
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It should be noted that the model presented here has been experimentally checked
only for dilute bubbly liquids (Commander and Prosperetti, 1989; Wilson et al., 2005), but its
validity for @ larger than 1% is still questionable (Commander and Prosperetti, 1989; Kargl,
2002). Furthermore, to the authors’ knowledge, no experimental results demonstrating the
effects of bubbles in viscoelastic media on ultrasonic velocity and attenuation have been
presented in the literature.

2.2. Description of the different regimes

Equations (1) to (6) give a good general picture of the propagation of ultrasonic waves
in a bubbly medium. In particular, they show why bubbles have such a dramatic influence on
the propagation of ultrasound. Bubbles exhibit a resonance at low frequency, i.e., at a
frequency for which the wavelength is much larger than the radius of the bubbles. As a
consequence, the scattering function f can make the term b in equation (1) large even though

(a)/ Vo )2 remains small. It follows that the propagation of ultrasound in a bubbly medium can

usually be divided into three different frequency regimes (Figure 1), where the phase velocity
(v=w/Re(k)) and the attenuation (a =23Im(k)) are plotted as a function of frequency for

an inelastic medium.

10_;5 e Eaant L B B A | T Al AR

phase velocity (mmiis)

attenuation l:mm"I )

10° 107 10 10° 10
frequency (MHz)

Figure 1: Behaviour of the phase velocity (top) and attenuation (bottom) as a function of frequency illustrating
the three different frequency regimes and the influence of @. The bubble distribution is almost monodisperse

(¢ = 0.1) with a mean radius of 50 um. Vertical bars correspond to f, and f, at the lower and higher

[frequencies, respectively, for the @ = 0.1% case.

At low frequencies, i.e., below the typical Minnaert frequency f, = @,/27 of the

bubbles (see equation 6), the bubbly medium behaves like an effective medium in which
ultrasound propagates with a low velocity, v, , that is determined by:

3P, +4u
vy = [P taH (7)
3pD
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When the elasticity is null, equation 7 is equivalent to Wood’s approximation. Note that v,

does not depend on the way the gas is divided up into bubbles within the medium, but solely
on the total volume fraction of bubbles, @ .

Near and above fy, the attenuation and phase velocity of ultrasound in the medium
undergo changes as a function of frequency that will be referred to as “peaks” in this article.
The reason for these peaks is that bubbles respond in phase opposition to the incoming wave,
yielding a large negative b term in equation 1, and consequently a negative k°. The upper
frequency limit of the peak is given by

30

N0 7 8
' 2w, exp(2e?) )
As a rule of thumb, f; corresponds to the frequency for which the wavelength is of the same
order of magnitude as the typical distance between bubbles.

At high frequencies, the phase velocity of ultrasound in the bubbly medium becomes

close to the velocity of sound in the matrix v,, and the attenuation attains much lower values
than in the previous regime.

2.3. Relevant parameters

The position and shape of phase velocity and attenuation peaks are strongly related to
the size distribution of bubbles incorporated in the medium. One can thus consider using
ultrasonic measurements to accurately determine 7, and ¢ in an aerated sample. To do this,

it is of course necessary to know the other parameters that affect the position and shape of the
peaks. Among the complete list of the most relevant parameters (®,r,,&,u', 1", vy, 0, F,)),
three are usually well known (®, p,F,), two are more difficult to determine but have a
second-order effect (1",v,), and three have a huge influence and are difficult to determine
(ry,€,1"). We shall discuss in detail the influence of some of these parameters.

Figure 1 emphasises the dramatic effect of the total volume fraction of bubbles on the
acoustic parameters. At low frequency, increasing @ decreases the phase velocity (in
accordance with equation 7). Experimental verification of this result in dough mixed at
different headspace pressures has been reported by Elmehdi et al. (2004). The peaks are also
affected by @: they are broader with an increase in @ because f, increases and f, does not
change (see equations 6 and 8), and the attenuation is larger and the phase velocity is lower
with an increase in @ . The higher attenuation is attributable to the larger number of
scatterers.

Figure 2 illustrates the influence of bubble polydispersity and the shear modulus of
the matrix on the phase velocity and attenuation of the bubbly medium. Each line of the
figure represents a distribution of bubble radii and the effect that this has on the phase
velocity and attenuation for a matrix with three different values of the real part of its shear
modulus.

From the first row to the second, the influence of 7, is displayed. A decreasing

median radius shifts f, to higher frequency (because it affects the Minnaert frequency, see

equation 6). A smaller median radius also increases f, as well as the maximum in the

attenuation (because for a given volume fraction, smaller bubbles mean more bubbles).
On going from row 2 to row 3 of Figure 2, the median size is maintained but the
polydispersity of the distribution is significantly increased. As a result, f, is not changed
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much, but both f; and the maximum of attenuation are lowered (because —still for a given
@ - a more polydisperse distribution means fewer bubbles).
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Figure 2: Influence of bubble polydispersity (volume fraction of 1%) and shear modulus of the matrix on the
attenuation and phase velocity of ultrasound in a bubbly medium. First line, ry = 50 um and £ = 0. ;
second line, ry = 25 ym and € = 0.1, third line, ry = 25 pum and & = 0.6.

The influence of elasticity of the matrix is also shown in Figure 2. An increasing real
part of the shear modulus makes f, larger (in accordance with equation 7). It should be

noted that 4" has a significant influence only when its value is comparable with P, .

A point of particular interest in Figure 2 is that the high frequency parts of the peaks
in both velocity and attenuation are not much affected by variation in values of the shear
modulus. It means that even if x4’ is unknown, 7, and & can be estimated from ultrasonic

measurements in the high frequency region. However, a multiplicity of solutions involving
r, and ¢ are possible (Equation 8), and as illustrated in Figure 2, the high frequency

behaviour of row 1 is the same as that of row 3 because the term 7, exp(2&”) of Equation 8 is

identical in both cases.

3. Material and method
3.1. Experimental setup and sample preparation
The ultrasonic velocity and attenuation were measured with a pulsed transmission
technique, using the equipment shown in Figure 3. A short Gaussian pulse, emitted by
transducer 1, propagates through a three-layer system made of the sample sandwiched
between two reference materials, and is recorded by transducer 2. Different pairs of
transducers were used in order to cover a wide range of frequency (from 50 kHz to 5 MHz).
Three different bubbly viscoelastic media were investigated. First, two types of
transparent gels with known distributions of bubbles were used in order to validate the model.
The first material was a commercial hair gel, with a negligible shear modulus, in which a
fairly monodisperse distribution of air bubbles was injected with a 20 um (i.d.) capillary
connected to a syringe. The second transparent material was an agar gel (2% w/v) aerated by
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bubbles entrained when the liquid sol is injected at high speed with a syringe, and the bubbles
are then entrapped as the sol gels. For both transparent materials, the bubble size
distributions were measured by image analysis. Ultrasonic measurements for these samples
were performed in a tank of water (p, =1 g/em’, v, =1.5 mm/ps).

transducer 1

output (emission)
Arbitrary
Wave .
Generator reference medium

i (pr:Vr)
trig out

d T ——

sample (p,v, o0 )
frig in
Oscilloscope

input transducer 2

{reception)

Figure 3: Sketch of the experimental device. An ultrasonic pulse is transmitted through a reference material

(density p_, velocity v, ) and sample (density p, velocity v, attenuation ., thickness d ).

The third material was unyeasted wheat flour dough (100g of CWRS flour, 61mL of
distilled water and 2.4g of salt, mixed for 5.5 minutes). Since water can modify the
properties of the dough, measurements were performed by sandwiching the sample between
two acrylic plates (p, =1.19 glem’, v, =2.74 mm/us). Ultrasonic measurements were taken

over a period of time for each transducer.

3.2. Signal processing
The procedure used to measure v and « relied on a comparison between the pulse

S, (1) , transmitted through reference material only, and the pulse s, (¢) , transmitted

through the reference materials plus sample. Let us denote R as the ratio of their Fourier

transforms:
FT
FT(s,,) 2 v
where the transmission coefficient 7 is given by:
47 7
=—, (10)
(Z,+2)

provided that multiple reflections in the sample can be neglected. Here, Z, = p v, is the
impedance of the reference material, and Z = pv/ (l +iav/ 2(0) is the complex impedance of

the sample. Note that Z has to be considered as complex because the attenuation in a bubbly
medium can become very high. There is no analytical solution to extract & and v directly
from equation 9, but one can use an iterative solution, starting with an initial iteration value
of T=1.
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4. Results and discussion
4.1. Hair gel

For the hair gel sample, almost all of the eight relevant parameters defined in Part 2
were known. Parameters F,, p and v, do not differ much from the value they would have
in water. The real part of the shear modulus was estimated by measuring the Minnaert
frequency of bubbles in the hair gel, and was found to be negligible (' ~0 Pa). The
distribution of bubbles was determined by analysing images such as the one in Figure 4a.
Figure 4b shows the histogram of measured radii and the corresponding bubble distribution
(7, =79 pm, & =0.06). The total volume fraction of bubbles was also estimated from image
analysis as @ =0.068% . The only parameter that remained adjustable was the imaginary
part of the shear modulus #", which is determined by the (dynamic) viscosity of the gel.
Figures 4(c) and 4(d) compare the experimental measurements with the prediction of the
model for the attenuation and the phase velocity. The agreement is good when " is set to a
value corresponding to 80 times the viscosity of water.
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Figure 4: Bubbles in hair gel. (a) Sample image. (b) Size distribution measured from images. (c) and (d)
Comparison between experiment and theory for attenuation and phase velocity as a function of frequency.

4.2. Agar gel
The same approach was taken to analyse the properties of the agar gel sample.
Optical imaging of the distribution of bubbles showed it to be characterized by: r, =140 um,

=02 and ®=1.3%. In the literature, a typical shear modulus for a 2% agar gel is
4’ ~50kPa and " ~ 2.5kPa for frequencies of 100 Hz and lower (Hamhaber et al., 2003).

Furthermore, our measurement with a 400 um single bubble trapped in the agar gel yielded a
Minnaert frequency f, of 10 kHz, a result that is consistent with a value of x'~ 50 kPa

(Equation 6). We consequently considered that the shear modulus was frequency
independent for agar gel, and took values found in the literature.

A comparison between the experimental data and the model is shown in Figures 5c
and 5d. The agreement is good for attenuation. For the phase velocity, the beginning of the
peak at low frequency and the end at high frequency, as predicted by the model, are found to
agree well with experimental velocities. However the agreement significantly deteriorates at
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the peak maximum. This deviation can be explained by a limitation of the experimental
method, since high velocities cannot be precisely measured because they necessitate
measurement of very small phase shifts. This explains the behavior of experimental points in
figures 4d and 5d for values of phase velocity greater than 5 mm/us (corresponding to
frequencies between 0.07 and 0.13 MHz in figure 4d, and between 0.07 and 0.3 MHz in
figure 5d).
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Figure 5: Bubbles in agar gel. (a) Sample image. (b) Size distribution measured from images. (c) and (d)
Comparison between experiment and theory for attenuation and phase velocity as a function of frequency.

4.3. Dough

For dough, opacity means that images of the bubbles were not available and the
parameters of the distribution (7, and &) had to be inferred from acoustic measurements.
The volume fraction of air was obtained from density measurements (Elmehdi et al., 2004):
@ =12%(£1%). Density measurements made as a function of headspace pressure in the
mixer also allowed the value of the density of the bubble free dough to be determined:
p=129g/em’. The velocity of sound in bubble-free dough was determined from high
frequency measurements (20 MHz): v, =1.6 mm/ps. The shear modulus of dough was more
difficult to estimate, especially for the high frequencies used in the experiments (Létang et al.
2001). From measurement of the phase velocity at low frequency (40 kHz), the real part of
the shear modulus could be obtained (see equation 7): u' = 860kPa at 40 kHz. According to

low frequency rheological measurements (0.01-100 Hz), the shear modulus of dough scales
with frequency as f'*, and u"/u’ roughly equals 0.7 (Keentok et al., 2002). With an

audacious extrapolation to high frequencies, the following expressions were used to estimate
the real and imaginary parts of the shear modulus in the dough samples:

1’ =860kPax (f /40kHz)" (11a)
and u" = 600kPax (f/40kHz)" (11b)
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Figure 6 displays the attenuation and phase velocity measured in dough samples at
two different times after mixing. Theoretical curves are also shown, for values of 7, and ¢
that give a satisfactory fit using equations 1 to 6, and the corresponding distributions derived
from the ultrasound data are plotted in the third column. The fitting procedure was guided by
the remarks in Section 2.3 concerning the sensitivity to the unknown parameters. The first
step consisted in assuming null elasticity and adjusting 7, and ¢ to obtain a good agreement
for the high frequency part of the peaks. Then ' and 4" were set according to equations 11
and the distribution slightly modified to fit the low frequency part of the peaks. As a result,
the following parameters were found: r, =14 um, & =0.46 for 53 minutes after mixing;
r, =18 pm, & = 0.44 for 96 minutes after mixing. It is noteworthy that these results show the

effects of disproportionation occurring in the dough, namely an increasing size of the bubbles
with time (van Vliet, 1999).
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Figure 6: Measurements in dough. Attenuation (a), phase velocity (b) and inferred size distribution of bubbles(c)
obtained from a sample of dough analysed 53 minutes after mixing (1) and 96 minutes after mixing (2). The
dotted curve in (2¢c) corresponds to the size distribution measured by x-ray tomography for a sample of dough
rested for 90 minutes after mixing (Bellido et al., 2006)

An independent measurement of the size distribution of bubbles in dough was
attempted with x-ray tomography. The result is displayed in figure 6(c2) (dotted curve) for a
sample rested for 90 minutes after mixing. There is a significant discrepancy between this
result and the distribution inferred from ultrasonic measurements. However, comparison
between results is not straightforward because the conditions of sample preparation were not
the same in both cases: ultrasound samples were compressed to obtain 0.3 mm slices
(because attenuation is high, thickness has to be small enough for the transmitted pulse to be
measurable), whereas samples analysed by tomography were not compressed to the same
extent. Compression effects might therefore explain why the distribution of smaller bubbles
obtained with the ultrasonic technique is different to that obtained tomographically. To
clarify this point, future work is underway investigating the influence of compression on
bubble sizes during the ultrasonic experiments.

5. Conclusion

We have presented a model for the propagation of ultrasonic waves in a bubbly
viscoelastic medium and shown how the effect of the shear modulus on the acoustic
signatures could be discriminated from the effect of the bubble size distribution. The validity
of the model has been experimentally checked for two well-characterized bubbly gels.
Experiments with dough were also performed, and, as expected, peaks in the velocity and
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attenuation as a function of frequency were observed, and peak position evolved with time
after mixing, consistent with changes in the bubble size distribution arising from
disproportionation. An attempt to infer the size distribution of bubbles from the ultrasonic
results was made using the modified Foldy model. The model successfully predicted the
increase in median bubble size and the narrowing of the distribution, but a comparison with
the bubble distribution obtained from x-ray tomography indicated that median size and the
degree of dispersion in bubble sizes were underpredicted. The discrepancy might be related
to different experimental conditions for sample preparation, or to a deficiency of this model
in coping with a high concentration of bubbles. Nevertheless, refinement of the Foldy model
has the potential to predict bubble sizes from the strong signature on the frequency dependent
response of velocity and attenuation that are manifest in dough.
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2.3 Bulles dans un élastomere [Article 3]

La pate a pain est un milieu opaque, dont les

propriétés rhéologiques et le contenu en bulles va-
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de l'ordre de 0.6 MPa. Pour limiter la remontée des
bulles, I’échantillon était mis en rotation lente pendant Fiqurg 2.8 — Photo dun échantillon
la solidification (voir figure 2.9). d’élastomere bulleux. Le rayon moyen des

Les résultats des mesures ultrasonores sur des bulles est de 150 pum.
échantillons de PDMS bulleux ont fait I’objet d’un ar-
ticle dans Physical Review E en 2011 [35], reproduit ci-dessous. ’

On constate (voir figure 5) qu’on trouve le méme désaccord que dans le cas de la pate a
pain : les pics sont & plus hautes fréquences que prévu par le modele de Foldy. Ajuster les
données avec le modele est possible, mais donne une distribution en taille de bulles incompa-
tible avec la réalité (sans qu'il soit possible ici d’invoquer un écrasement de 1’échantillon).
Ce résultat, confirmé avec d’autres échantillons non présentés dans l’article, permet déja
d’éliminer I’hypothese d’un role des granules d’amidon dans la pate a pain, puisqu’il n’y a
pas de particules solides dans le PDMS. Par ailleurs, nous connaissons le module de cisaille-
ment du PDMS, y compris a haute fréquence. L’hypothese d’une micro-rhéologie différente de
la rhéologie globale est mise a mal par la figure 6 qui montre que pour ajuster les courbes aux
données, en prenant la vraie distribution en taille des bulles, il faut invoquer des valeurs de u
totalement irréalistes. L’effet de la stratification de 1’échantillon a également pu étre analysé
puisque des tomographies aux rayons X de plusieurs parties de ’échantillon ont été réalisées,
donnant acces a la répartition en 3D des bulles. On constate (voir figure 7) que I’échantillon
n’est pas homogene dans son épaisseur : il y a plus de bulles sur une face, et une absence
de bulle sur les 500 premiers microns de I’échantillon, probablement la signature d’un début
de crémage lors du remplissage de la cellule de PDMS, qui se faisait a ’horizontale, avant le
montage sur le moteur. Tenir compte de cette stratification de I’échantillon ne change rien au
désaccord, comme le montre la figure 8.

Les mesures de tomographie par rayons X permettaient aussi d’avoir une idée de la
corrélation de positions des bulles, en estimant la fonction de corrélation de paire g(r), c’est-
a~dire la probabilité de trouver une bulle & une distance r d’une autre bulle. En traitant
indifféremment toutes les bulles, quel que soit leur rayon, on trouvait une fonction g proche de

ce qu'on attend pour une assemblée, polydisperse, de spheres rigides (voir figure 9). On peut

7. La méme erreur de signe que dans 'article 1 est & signaler : devant le § de ’équation (4), il faut lire —i.
Il y a également une erreur dans 1’équation (A5) : le terme fs(R) ne doit a priori pas sortir de 'intégrale. Mais

cela ne change pas les résultats de la discussion qui suit.


http://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.83.046605
http://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.83.046605
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MiLIEU
BULLEUX

CcwE FIGURE 2.9 — Schéma du montage utilisé pour éviter la remontée
MOTEUR des bulles (crémage) pendant la solidification de I’élastomere. En

tournant lentement la cuve qui contient le milieu bulleux, on
|~ limite les effets de la gravité. Mais cette rotation a sans doute
un effet sur la structure du milieu. En effet, lors des premiers
essais de fabrication, la vitesse de rotation était trop lente et
donnait des milieux bulleux trop hétérogenes. Les corrélations de
positions révélées par la tomographie par rayons X s’expliquent
sans doute par une vitesse de rotation encore trop faible, bien

que suffisante pour que la structure ait I'air homogene a 1’ceil.

incorporer cette information sur la corrélation au modele, en utilisant le modele de Keller [32],
et la figure 10 montre que 'effet va dans le bon sens (les pics sont décalés vers les plus hautes
fréquences) mais est tres nettement insuffisant.

On peut tenir compte de la polydispersité dans la corrélation en définissant une fonction
g(R,7) qui s’intéresse aux bulles & une distance r d’une bulle centrale de rayon R. En étudiant
3 catégories de taille de bulles, on trouve (voir la figure 11) que les petites bulles ont tendance
a former des amas, tandis que les plus grosses sont isolées. Tenir compte de cet effet sur la
propagation, a l'aide d’une généralisation de Keller proposée en annexe de l'article 3, amplifie
le décalage constaté précédemment. On peut méme obtenir un accord raisonnable (voir la
figure 12), en poussant la fonction de corrélation jusqu’a 'extréme de ses barres d’erreur.

Les corrélations de positions sont donc peut-étre une des clefs du “mystere de la pate a
pain”. Mais la réponse n’est pas encore complete. En particulier, dans le cas du PDMS, pour
obtenir ’accord de la figure 12 on doit invoquer une incertitude assez grande sur la fonction de
corrélation de paire, due a une statistique insuffisante. Mais, pour cet échantillon, quasiment
tout le volume avait été tomographié et analysé. Cela signifie que I'onde acoustique qui a
traversé le milieu n’avait pas plus de “statistique” que nous...

En conclusion de 'article figure une discussion sur 'effet possible des corrélations pour
expliquer d’autres résultats expérimentaux de la littérature. Les données de Silberman, par
exemple, avaient été tres bien ajustées par un modele proposé par Feuillade [19]. Mais ce
modele comportait une distance maximale d’interaction entre les bulles, mal définie, qui jouait
le role de parametre d’ajustement supplémentaire. Il est intéressant de constater que notre
équation (A4) pour tenir compte de la corrélation est trés proche de la formule proposée
par Feuillade. Le désaccord entre les mesures de Silberman et le modéle de Foldy pourrait
donc venir d’une corrélation de positions non triviale dans le milieu bulleux, ce qui a déja été

observée dans les écoulements de bulles [30].
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We present experimental results on a model system for studying wave propagation in a complex
medium exhibiting low frequency resonances. These experiments enable us to investigate a funda-
mental question that is relevant for many materials, such as metamaterials, where low-frequency
scattering resonances strongly influence the effective medium properties. This question concerns the
effect of correlations in the positions of the scatterers on the coupling between their resonances, and
hence on wave transport through the medium. To examine this question experimentally, we measure
the effective medium wave number of acoustic waves in a sample made of bubbles embedded in an
elastic matrix over a frequency range that includes the resonance frequency of the bubbles. The
effective medium is highly dispersive, showing peaks in the attenuation and the phase velocity as
functions of the frequency, which cannot be accurately described using the Independent Scattering
Approximation (ISA). This discrepancy may be explained by the effects of the positional correla-
tions of the scatterers, which we show to be dependent on the size of the scatterers. We propose a
self-consistent approach for taking this “polydisperse correlation” into account and show that our
model better describes the experimental results than the ISA.

PACS numbers: 43.35.+d, 43.20.+g

I. INTRODUCTION

Propagation of waves in complex media continues to be
a very active subject of research. Of particular interest
are complex media containing scatterers with resonances
at low frequencies. Indeed, when the wavelength is large
compared to the typical size of the inhomogeneities, one
can use an effective medium approach, i.e., consider that
the wave propagates as it would do in a homogeneous
medium with an effective wavevector whose value is re-
lated to the composition and the structure of the mate-
rial. In most cases, the effective medium has properties
that are close to the average of that of its components.
But when there are resonant scatterers, their contribu-
tion to the wave field can be strong enough to signifi-
cantly alter the propagation. In some cases, the effective
media show intriguing properties, such as a negative re-
fractive index, which are not encountered in nature; such
materials are called metamaterials [1-4].

One of the key issues for wave propagation in strongly
scattering materials is the effect of coupling between the
scatterers near resonance, an effect that makes the tradi-
tional independent scattering approximation (ISA) inad-
equate. Indeed, when the resonances are strong and/or
the concentration of scatterers high, positional corre-

*Electronic address: valentin.leroy@univ-paris-diderot.fr

55

lations and multiple scattering loops may have a non-
negligible contribution. To gain a better understand-
ing of the underlying physics, experiments on a well-
controlled system with strong resonances are needed.
One such system can be found in acoustics, where bubbly
liquids are often regarded as model systems for the study
of wave propagation with low frequency resonances. In-
deed, air bubbles in a liquid have a particularly low reso-
nance, known as the Minnaert resonance, with an angular
frequency given by

v1y/3p1/po

WM = T’
where R is the bubble radius, vy is the velocity of longi-
tudinal waves in air, and p; and pg are the mass densities
of the air and the liquid, respectively. As the ratios of
the densities and the velocities are small, it is easy to see
that this resonance is at very low frequency:

wm R v
M= \/&h/ﬂoi < L

Vo

Here, vg is the longitudinal sound velocity in the liquid.
This equation shows that, at resonance, the wavelength
is large compared to the bubble size. This is important
because, then, at the resonance frequency, not only is the
response of the bubble strong, but several bubbles (and
potentially many) can be driven in phase, thus yielding a
collective constructive contribution to the pressure field.
This explains why a minute quantity of gas bubbles can




dramatically change the effective acoustic properties of a
liquid.

If the bubble is no longer in a liquid, but in an elastic
medium with shear velocity ug, its resonance frequency
becomes [5, 6]:

V/307p1/po + 4dug

wp = ;

R

(1)

so the same condition of small radius with respect to
wavelength persists as long as the elastic medium is a
soft solid in which uy <« vg. As a result, elastic bub-
bly media are also good candidates as model systems for
investigating wave propagation in the presence of low fre-
quency resonances. In addition, they offer two practical
advantages compared to bubbly liquids: (1) bubbles do
not move, which means that a precise knowledge of their
positions can be obtained; (2) the frequency of the reso-
nance can be shifted by tuning the shear velocity in the
elastic matrix. Bubbly soft media with negligible shear
velocity have already been studied [7-9], and the ISA
was found to reliably predict the experimental results,
at least for concentrations of bubbles up to 1%. The
present article focuses on a bubbly polydimethylsiloxane
(PDMS) sample, in which the shear modulus is expected
to significantly change the bubble’s response to the inci-
dent ultrasonic field and the propagation of waves in the
medium. Our aim is to see if the ISA is still relevant in
this case. Beyond the fundamental aspect of the study,
and the potential applications for design of metamateri-
als, it should be noted that a better understanding of the
acoustic properties of bubbly elastic media is interesting
per se, since many practical applications, in the medical
or the food science fields for instance, involve the pres-
ence of bubbles in a soft elastic matrix.

The present paper is organized as follows. The next
section gives a brief overview of the ISA, with a focus on
its application to acoustic propagation in bubbly media.
Then we describe how our bubbly samples were made
and characterized. Section IV reports the experimental
measurements of velocity and attenuation in one typi-
cal sample, and compares the experimental results with
the ISA. Two main limitations of the model are also dis-
cussed: the assumption of sample homogeneity on length
scales larger than the scatterer size (e.g., gradients in the
concentration of the scatterers) and the neglect of cor-
relations in the positions of the scatterers. Methods for
overcoming these limitations are proposed.

II. THE INDEPENDENT SCATTERING
APPROXIMATION

Based on a diagrammatic representation of scatter-
ing events [10], the ISA predicts the following effective
wavenumber k for a medium with n scatterers per unit
volume defined by their scattering function f;:

k? = k2 +4mnfs, (2)
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where ko is the wavenumber in the pure medium (ma-
trix). The ISA is actually equivalent to the model de-
veloped, with another approach, by Foldy in 1945 [11].
In the following, we will use equally “ISA” or “Foldy’s
model” when refering to equation (2).

In eq. (2), the effect of the scatterers on propagation
in the pure medium is described by a term proportional
to nfs, i.e., a simple addition of the individual scattering
events, which are assumed to be independent. Models
have been proposed for incorporating either the correla-
tions between the scatterings [12] or the loops, i.e., the
events in which the same scatterer or spot inside the sam-
ple is visited more than once by the wave [13, 14]. We
discuss only the ISA in this section, since it is the sim-
plest model and it gives reasonable predictions of wave
transport in many cases. We will introduce later, in sec-
tion IV C and the appendix, extensions to the ISA for
dealing with the positional correlations of the scatterers.

Equation (2) considers a monodisperse assembly of
scatterers. In practical applications, one is often dealing
with polydisperse media, in which case the ISA predicts
that

k? = k2 + / 4rn(R)ARf(R), (3)

where n(R)dR is the number of bubbles per unit volume
whose radius is between R and R+ dR, and fs(R) is the
scattering function for a scatterer of radius R.

Let us apply the ISA to a bubbly medium. When the
scatterer is a bubble, its isotropic scattering function is
given by

R
(war/w)2 — 1 +i6’

fs(w, R) = (4)
where ¢ is the damping constant due to thermal, viscous
and radiative losses [15] and wys the resonance angular
frequency given by Eq. (1), which can be written

2 3HP1+4[1,/
WM—i,

S (5)

with x the polytropic index for the transformations un-
dergone by the gas [15] (k = 1.4 for air), P; the pres-
sure of the gas in the bubbles, pg the mass density of
the matrix, and p’ the real part of the shear modulus of
the matrix. Surface tension effects are negligible for the
bubble size considered in our experiments. Mode con-
version is not considered in this model since it has been
shown to be negligible for this system on account of the
large difference between the shear modulus of the ma-
trix and the longitudinal one (ug < vg) [16]. Hence the
only significant contribution of the nonzero shear modu-
lus is its effect on the resonance frequency of the bubble,
which is increased by the stiffness of the matrix. Another
approximation we make is to reduce the scattering func-
tion to its isotropic component, neglecting the dipolar
and higher contributions. This approximation is gener-
ally good when the wavelength is large compared to the




size of the scatterers, and it will be shown to be accurate
for describing our experiments.

In figure 1, we give two examples of the effective at-
tenuation and velocity as functions of the frequency, as
calculated by Foldy’s model. For the sake of generality,
we consider log-normal distributions of bubble size:

- (1nR/R0)2) |

2¢2

)

) = 2o ©)
where Ry is the median radius, € the width of the distri-
bution, and ng the bubble concentration. Note that for
distributions that are not too broad (e < 0.2), log-normal
distributions are close to normal distributions: then Ry
and e can be viewed as the mean radius and coefficient of
variation (i.e., standard deviation divided by the mean),
respectively. The latter quantity, which we will refer to
as the polydispersity factor, measures the range of bub-
ble sizes in the distribution. The bubble concentration
ng is related to the gas volume fraction ® by

3P

B 4 R3exp(9e2/2) (M)

no
The bubble size distribution in Fig. 1 is described by
Ry = 150pum, ¢ = 25% and ® = 2%. Two host me-
dia are considered: water (dashed lines), and an elastic
matrix with ¢/ = 0.7MPa, 1 = 0.4 MPa (solid lines).
For both media, very dispersive behavior is predicted:
the attenuation and velocity show peaks, which occur at
higher frequencies in the elastic medium.

At low frequencies (w < wys), sound propagation in
the bubbly medium is weakly attenuated, and its very
low phase velocity is accurately predicted by Wood’s re-
lation [17], modified to account for the elastic effects. For
5x107* < ® < 1071, this relation can be approximated
(within 5 %) as

[Py + 440 /3
VIt EZ\ | —— >
po®

where P is the pressure of the gas in the bubbles and pg
the density of the matrix. Eq. (8) gives, in our example,
vy = 122 and 248 m/s in water and the elastic matrix,
respectively.

Near the Minnaert frequencies of the bubbles, the
acoustic waves are highly attenuated by the bubbly
medium: the attenuation reaches a peak amax at fre-
quency fmax, corresponding to the resonance frequency
for a monodisperse distribution. In water, the peak is
very sharp and associated with the bubble resonances
(fmax = 22kHz as expected by Eq. (5) for a 150-pm-
radius bubble). Egs. (2) and (4) give the physical origin
of this sharp peak: at resonance, the scattering function
fs is large and imaginary, which leads to a large imag-
inary part of the effective wave number k. This sharp
resonant effect is followed by a broader regime (roughly
60-400 kHz in our example) in which the attenuation is
still large. This is explained by the negative response of

(8)
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FIG. 1: (Color online) Predictions of the ISA for the atten-
uation « (top) and phase velocity v (bottom) as functions of
frequency for bubbles in water (dashed lines) and in an elas-
tic matriz (solid lines) with y' = 0.7 MPa, u” = 0.4 MPa; the
bubble concentration is 2% and the mean radius is taken to be
150 pm with a 25 % polydispersity. The characteristic features
(fmazs Cmaz, g, Vi, and vpg) are indicated.

the bubbles. Indeed, when driven at a frequency higher
than its resonance frequency, a bubble has a scattering
function which reduces approximately to fs = —R when
0 < 1(see Eq. (4)). Even though the bubble is not res-
onating, its contribution is far from negligible. Indeed,
one can rewrite Eq. (2) as

R)?
2 2
b :ko(l—ﬁ)

where d is the typical distance between bubbles. As
long as the wavelength is large compared to this dis-
tance (A/d > 1), the square of the effective wavenum-
ber is negative: waves are evanescent. In our example of
2 % bubbly water with 150 pm-radius bubbles, the typ-
ical distance between bubbles is 0.9 mm, which means
that RA\?/(wd?) > 1 for f < 380 kHz.

In our example of an elastic medium, the high viscos-
ity (" of 0.4 MPa corresponds, at 0.1 MHz, to a viscosity
640 times larger than that of water) tends to damp the

(9)




oscillations of the bubbles at resonance, so the attenu-
ation peak is lower and less sharp (see figure 1). As a
paradoxical consequence, the more viscous the medium
in which bubbles are embeded, the lower the maximum of
attenuation of sound. Note that the sharp peak of atten-
uation also dissapears when the bubble size distribution
is too broad. Interestingly, even if the resonant effects are
too weak to give rise to significant resonant attenuation,
they still lead to an evanescent regime. In this case, the
position of the attenuation peak does not correspond to
the resonance of the average size bubbles, but rather to
a frequency that is just above the resonance frequency of
the small bubbles of the distribution, as it corresponds to
all the bubbles being driven at a frequency higher than
their resonance frequencies. For instance, in our exam-
ple fmax = 90kHz for the bubbly elastic medium, which
corresponds to a radius of 100 um according to Eq. (5).

When the resonances are smoothed out, an approxi-
mate formula can be established for the maximum of the
attenuation:

2v/3®
Ropexp(2¢2)’

Qmax = (10)
which has the benefit of depending only on the bubble
concentration and size distribution (not on either the
damping constant of the bubbles or the shear modulus of
the matrix).

At higher frequencies, the evanescent regime disap-
pears: the attenuation and velocity reach constant val-
ues, which can be approximated by:

3
Rpexp(5e2/2)’

Vnht = 7vg-.

(11)
(12)

Qhf =

Interestingly, if Foldy’s model applies, one can deter-
mine the 5 parameters ®, Ry, ¢, i/, and vy from the
measurement of the 5 quantities vif, fmax, Qmax, @nf, and
vpt in a bubbly medium.

III. MATERIALS AND METHODS

A. Sample preparation

Samples were prepared by mixing 100g of RTV 615
(GE Silicones, 90 g monomers and 10g hardener) in a
600 mL beaker with a Sorvall Omni Mixer (Ivan Sorvall,
Inc., Norwalk, CT; nominal operating speed 16,000 rpm)
for 1 minute to incorporate bubbles. Then, after waiting
for an interval of 10-20 minutes for the biggest bubbles
to rise and disappear, the bubbly liquid was poured into
a cell (thickness 2.6 mm, diameter 11 cm), which was ro-
tated at S5rpm to prevent creaming (bubbles rising to
the top of the container). At room temperature, a solid
sample was obtained in 1 day.
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FIG. 2: (Color online) Exzample of an image taken for the
bubble size analysis (optical characterization).

B. Sample characterization

Testing of Foldy’s model requires that some of the pa-
rameters of the sample are known: the bubble size distri-
bution (n(R)), the matrix rheology (1) and the velocity
of sound in the matrix (vp).

a. Optical characterization was made by taking pic-
tures at different positions in the sample. The depth of
field was larger than the thickness of the sample, which
means that the total volume of the image was known
(16 x 11 x 2.6mm3). A typical image is shown in fig-
ure 2; the contrast was good enough for an automatic size
analysis to be performed (ImagelJ). The radius measure-
ment was possible with a one pixel accuracy, i.e., 5 pm.
A total of 839 bubbles was analyzed. To avoid biased
measurements of big bubbles, overlaid bubbles were ex-
cluded from the size analysis. However, the total number
of bubbles was determined (1098) for a correct estima-
tion of the bubble volume 