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Introduction

La conception de structures mécaniques complexes s’appuie de fagon grandissante sur les
simulations numériques. Elles sont utilisées pour la prédiction du comportement mécanique
d’une piéce ou d’un assemblage, pour I’évaluation de la durée de vie de composants ou encore
pour le dimensionnement d’essais permettant de valider et certifier une conception. Dans un
contexte de grande concurrence internationale, la simulation numérique du comportement
joue un roéle primordial dans le domaine aéronautique, permettant de réduire les délais et
les cotits de conception, d’évaluer la pertinence de nouvelles solutions technologiques avant
de se lancer dans les investissements qu’elles imposent.
Les simulations numériques couvrent un large spectre d’application dont les objectifs va-
rient le long du cycle de conception. Ainsi lors des phases de prédimensionnement, 1’objectif
principal est d’obtenir des bornes sur les quantités macroscopiques liées a la performance,
comme une masse. Ce sont généralement des modeéles simplifiés basés sur I'expérience qui
sont mis en ceuvre. Le manque de données d’entrée fiables et ’aspect global des quantités
recherchées autorisent donc des temps de simulation faibles. Lors des phases de dimen-
sionnement ou de certification, les données d’entrée & disposition sont plus nombreuses.
Les données matériau sont définies et les interfaces de la piéce ou de ’assemblage étudié
avec son entourage sont fixées. Il est attendu des simulations de comportement mécanique
qu’elles soient d’une précision supérieure sur des quantités plus locales.
Ainsi le choix d’une méthode de simulation et des algorithmes de résolution associés varient
en fonction de la phase de dimensionnement. Il tient compte des évolutions au cours de ces
phases des données disponibles, de la précision recherchée et des temps de calcul acceptables.
Les travaux présentés dans ce document visent les phases de développement, venant apres le
pré-dimensionnement, et les phases de certification. Lors des phases de développement, on
cherche a évaluer les performances obtenues par des boucles courtes de dessin-simulation-
évaluation de critéres qui imposent un temps de calcul réduit. En terme de précision re-
cherchée, 'objectif est double :

— Pouvoir valider une conception selon les critéres fonctionnels et de performance ;

— Faciliter le travail suivant de certification de cette conception.
Les méthodes employées a ces étapes de la conception reposent sur de la modélisation en
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trois dimensions et contiennent généralement un voire plusieurs types de non-linéarités :
comportement non linéaire du matériau, interface de type contact avec frottement, etc..
Elles présentent généralement des compromis précision/temps de calcul adaptables a la
phase dans laquelle elles sont employées. Typiquement, une modélisation 3D par la méthode
des éléments finis aura un maillage plus fin lors de simulations visant la certification que
lors des boucles courtes de tests de solutions techniques.

C’est dans le but d’améliorer ce compromis, pilier du choix d’une méthode de simulation,
que se sont développées au cours des 20 derniéres années plusieurs approches pour les calculs
mécaniques non-linéaires.

Sans prétention a I’exhaustivité et en plagant dans le cadre restreint des éléments finis, on
peut distinguer :

— Meéthodes de décomposition de domaine : partition du probléme en sous-ensemble
afin de tirer profit des nouvelles architectures matérielles en informatique [Gosselet
et Rey, 2006; Toselli et Widlund, 2005; Maday et Rgnquist, 2008] ;

— Méthodes de réduction de modeles : résolution du probléme par la recherche d’une

solution sous une forme particuliére ne conservant que les informations jugées néces-
saires [Nouy, 2010; Ryckelynck et Missoum B., 2010];
Méthodes d’enrichissement local de la modélisation : résolution d’un probléme gros-
sier enrichi localement soit par superposition ou remplacement de solutions de pro-
blémes plus fins [Tranquart, 2012; Touzeau et al., 2011; Gendre, 2009] soit par ajout
de fonctions de forme dans les éléments finis [Moés et al., 1999];

— Diverses méthodes numériques avancées : remaillage adaptatif fonction d’un critére
d’erreur, couplage de modéles adapté au comportement local de la structure étudiée
[Marchais et al., 2014; Wyart et al., 2008], etc.

Le travail présenté dans les pages qui suivent porte sur une méthode de type décomposi-
tion de domaine. Ces méthodes ont pour origine les travaux mathématiques de Schwarz
[Schwarz, 1870] et connaissent un essor dans le cadre de leurs applications aux problémes
de mécanique depuis 'apparition des nouvelles architectures informatiques distribuées. En
effet, l'augmentation des capacités de calcul des ordinateurs par accumulation de proces-
seurs s’est démocratisée pendant la derniére décennie, au point d’atteindre les ordinateurs
personnels grand public. Les améliorations des performances des méthodes de simulation
passant nécessairement par leur adaptation aux matériels sur lesquels elles vont étre mises
en ceuvre, le principe de découper la structure étudiée en sous-problémes traités chacun
par un processeur est une approche naturelle. On peut distinguer deux catégories dans les
méthodes de décomposition de domaine :

— Décomposition en sous-domaines aprés avoir discrétisé le probléme & résoudre ;
Décomposition en sous-domaines avant la discrétisation.

Le premier cas est le plus répandu dans les applications de la décomposition de domaine a
la mécanique. La décomposition n’apparait qu’une fois que le probléme a été exprimé sous
la forme matricielle classique :

Ku-=f

La méthode est alors plus un moyen de résolution efficace du probléme qu’un cadre de
modélisation. Les approches sont multiples, les plus classiques se basent sur une résolution
par élimination des inconnues de type déplacement ou de type effort & 'interface des sous-
domaines.

La deuxiéme possibilité consiste & décomposer le probléme dés sa formulation continue. La
discrétisation sur chaque sous-domaine peut alors se faire de facon indépendante et peut
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FIiGURE 1 Traitement du probleme par discrétisation puis décomposition en sous-
domaines.

conduire, contrairement au cas précédent, a des incompatibilités.
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FIGURE 2 — Traitement inverse, la décomposition en sous-domaines précéde la discrétisation.

Ces méthodes présentent ’avantage de permettre une formulation au niveau continu des
liens aux interfaces autorisant plus de liberté dans la modélisation.

La méthode développée dans le cadre de cette thése fait partie de la deuxiéme catégorie.
Elle vise le traitement de simulations de grandes structures assemblées. Ces structures sont
constituées de larges panneaux, métalliques ou en matériaux composites, assemblés par
diverses solutions technologiques comme le collage, le rivetage ou le boulonnage. L’écriture
au niveau continu des équations d’interfaces permet de traiter a la fois les comportements
de colle, éventuellement endommageable, et de contact frottant pour les interactions entre
panneaux et rivets ou boulons. Afin de gagner en efficacité et en précision, la méthode se base
sur une discrétisation originale des quantités d’effort a l'interface entre les sous-domaines.
Par ailleurs, 1’écart entre les longueurs caractéristiques des panneaux le métre voire la
dizaine de métres — et les technologies de jonction — le millimétre — impose une méthode
adaptée au traitement de plusieurs échelles.

Ficure 3 Exemple de structures boulonnées : jonction entre le caisson central et les ailes
de ’A400M (source : EADS).

Un élément de la méthode développée, le probleme grossier, permet une mise en ceuvre
efficace d’'une décomposition avec un grand nombre de sous-domaines ou avec des sous-
domaines de tailles variées.
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Le premier chapitre de ce document dresse un bilan sur la modélisation de structures
mécaniques par les méthodes de décomposition de domaine. Aprés avoir posé le probléme
type qu’on se propose de résoudre, les méthodes permettant de traiter les interfaces parfaites
et de type contact sont présentées dans leurs formulations continues et discrétes. Puis les
variantes pour la modélisation d’interfaces & comportement plus complexes sont détaillées.
Le deuxiéme chapitre présente la méthode développée, dans le cadre continu et dans le cadre
discrétisé. Les différents ingrédients sont abordés, le traitement des interfaces de contact y
est détaillé.

Le troisiéme chapitre a pour objet le calcul du produit scalaire de ’espace H/? (T") nécessaire
a la mise en ceuvre de la méthode. Une méthode de calcul approchée est proposée et validée
pour le traitement de maillages réguliers et irréguliers.

Enfin le quatriéme chapitre démontre les performances de la méthode sur des cas tests
académiques et sur un cas représentatif d’une structure industrielle. Dans un premier temps,
les paramétres optimaux de la méthode sont déterminés afin de valider, dans un second
temps, les apports de la méthode proposée.
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CHAPITRE

1

Représentation des quantités
d’interface dans les méthodes
de décomposition de domaines

Contents

1.1 Probléme type de mécanique traité dans cette étude ... ... 5
1.1.1 Probléme type visé . . . . .. ... ... ... L
1.1.2 Cadre formel pour les méthodes de décomposition de domaine . .

1.2 Traitement des interfaces de conditions cinématiques . . . ... 11
1.2.1 Interfaces de lien parfait . . . .. .. .. ... ... ... ... ..., 11
1.2.2 Interfaces de contact . . ... ... ... ... . ... ... 24

1.3 Traitement continu et discrétisé des interfaces de comportement 26
1.3.1 Principe et utilisation de quantités d’interface spécifiques . . . . . 26
1.3.2  Algorithme de résolution . . . . . ... ... ... ... ... ..... 27
1.3.3 Choix des champs de discrétisation. . . . . .. ... ... ...... 28
1.3.4 Probléme grossier et quantités macro . . ... ............ 31

Dans ce premier chapitre, le probléme type visé par ces travaux est introduit. Un cadre
formel pour la description des méthodes de décomposition de domaine est posé afin, dans
un second temps, d’exposer ces méthodes en fonction de leurs capacités a traiter le probléme
type ou une partie de ce probléme. Ainsi, les méthodes primales et leurs traitements des
interfaces parfaites précédent ’exposition des méthodes duales et de leurs variantes dont le
formalisme est adapté au contact. Les méthodes mortar sont abordées pour le traitement
des interfaces non-conformes et pour la liberté qu’elles offrent dans la définition d’espaces
fonctionnels pour les quantités d’interface. Enfin, les méthodes mixtes et le traitement
d’interface de comportements complexes sont détaillés dans la derniére partie.

1.1 Probléme type de mécanique traité dans cette étude

Les travaux présentés dans ce document visent le dimensionnement de structures indus-
trielles, éventuellement constituées de plusieurs pieéces. Le probléme de mécanique com-
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CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D’INTERFACE DANS LES
METHODES DE DECOMPOSITION DE DOMAINES

prend la modélisation d’interfaces rencontrées dans le cadre de grandes structures assem-
blées comme :

— Les jonctions mécaniques entre piéces : collage, rivetage ou boulonnage. La modélisa-
tion de ces solutions technologiques passe par la représentation des interactions de
contact éventuellement frottant.

Matériaux composites : stratifiés ou tissés. Leur modélisation & I’échelle fine impose
la mise en ceuvre de comportement de type collage entre constituants voire des in-
terfaces au comportement endommageant, pour représenter les mécanismes de ruine
de ces matériaux (délaminage, etc.).
Les modéles de comportement choisis pour décrire I’évolution des constituants des structures
étudiées sont éventuellement non-linéaires de sorte a prendre en compte, par exemple, la
plasticité, les phénomeénes visqueux ou l’endommagement.

1.1.1 Probléme type visé

On se place dans le cadre de I’hypothese des petites perturbations et on suppose que 1’évo-
lution thermique au sein de la structure est indépendante de son évolution mécanique.
Le probléme type est représenté figure 1.1.

W

Q ‘ Qo

—— Parfait
/ id o Qs Q Contact

—— Collage

Q4

J
0,0 ///// Ug

FIGURE 1.1 — Probléme type étudié.

Il s’agit d’une structure composée de plusieurs constituants mécaniques Q° ¢ R% ou o *cor-
respond a la numérotation du constituant et d est la dimension spatiale du probléme dans
{1,2,3}. La structure est soumise, sur les bords 9Q° n 98 de ses constituants a deux type
de conditions :

— Condition de Dirichlet : un déplacement u, est imposé sur des parties 0,,2° de 9Q°;
Condition de Neumann : un effort F; est imposé sur 9;Q°, partie de 9€Q0° complé-
mentaire de 9,0°;

On considére également la présence éventuelle d’une sollicitation par un effort volumique
Id imposé sur €.

Dans la modélisation des interfaces entre constituants de la structure, deux types d’inter-
actions sont & différencier : les interfaces de contraintes cinématiques et les interfaces de
comportement. Elles sont détaillées dans les paragraphes suivants.

6 Geoffrey DESMEURE - Theése de Doctorat



1.1. PROBLEME TYPE DE MECANIQUE TRAITE DANS CETTE ETUDE

N

Interfaces a conditions cinématiques : Cette catégorie regroupe les interfaces dont
le comportement est piloté par une condition sur le saut de déplacement entre les deux
constituants en vis-a-vis. Les efforts a 'interface sont alors définis comme étant les quantités
duales de ces déplacements permettant d’imposer la condition & vérifier, et ne peuvent étre
obtenus indépendamment de 1’équilibre des sous-structures. Typiquement, les interfaces de
collage parfait, apparaissant le plus souvent lors de la décomposition d’'une méme piece
en plusieurs sous-structures, et les interfaces de contact, sont toutes deux des interfaces a
conditions cinématiques.

Interfaces & comportement : Le lien entre des constituants partageant une interface
a comportement est défini par une relation, éventuellement non-linéaire, entre le saut de
déplacement en chaque point de cette interface et les efforts en résultant. Leurs expression
et mise en ceuvre passent classiquement par I'introduction de quantités mécaniques propres
a l'interface. Les interfaces a comportement élastique, plastique ou & comportement endom-
mageant font partie de cette catégorie.

La structure type étudiée ici est composée de quatre constituants reliés par trois interfaces :
un collage parfait, un contact et une interface & comportement. La modélisation n’impose
a priori aucune restriction sur le comportement des constituants.
Dans le cadre des hypothéses posées, le probléme de mécanique est décrit par 1’évolution
des différents constituants de la structures et des interfaces :
— Sur chaque constituant, I’équilibre mécanique et la relation décrivant le comporte-
ment du matériau sont complétés par les conditions aux limites :

div(g)+f, = 0 dans Q°
o = K:e(u) dans Q°
g L=
ew) = 5 (vu+ vu”) dans Q° (1.1.1)
an = Fy sur 0p§)°
u = Uy sur 0,0°

Afin que le probléme soit bien posé, on suppose que Mmes (U 8uQS) > 0 et que le
S

tenseur K définit une forme bilinéaire symétrique définie positive sur l'espace des
tenseurs symétriques d’ordre 2. En effet, afin de se focaliser sur les difficultés liées
aux interfaces, le comportement des sous-domaines est choisi linéaire élastique.
Pour les interfaces, les déplacements u, doivent correspondre & la restriction aux
bords des déplacements internes des constituants adjacents u. Une relation supplé-
mentaire impose des conditions sur le saut de déplacement (noté avec I'opérateur
[-]]) et ’équilibre des efforts engendrés. Dans le cas d’une interface parfaite, le saut
de déplacement est nul et les efforts doivent étre équilibrés :

up, = Tr(u®) sur les interfaces internes
Mwll = 0 sur les interfaces internes (1.1.2)
Zg-@ =0 sur les interfaces internes

Dans le cas d'un contact, elle comprend la condition de non-interpénétration des
deux constituants. Pour un comportement de type élastique, plastique, avec ou sans
endommagement, le lien évolue en fonction de 'amplitude du saut de déplacement :

Geoffrey DESMEURE - Theése de Doctorat 7



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D'INTERFACE DANS LES
METHODES DE DECOMPOSITION DE DOMAINES

les efforts engendrés sont équilibrés en fonction de ’amplitude du saut & la maniére
d’une relation de comportement classique écrite entre déformations et contraintes :

Tr(u®) sur les interfaces internes

uy

-ﬁs b*([[up1]) sur les interfaces internes (1.1.3)

s

IS}

Pour la résolution du probléme qui vient d’étre présenté, on privilégiera dans la suite I'uti-
lisation de la méthode des éléments finis [Zienkiewicz et Taylor, 1989; Bonnet et Frangi,
2006] qui est largement utilisée pour le dimensionnement de structures industrielles. Le
traitement des assemblages de piéces, ou plus généralement de structures décomposées, par
cette méthode introduit une possibilité de non-conformité des discrétisations entre les com-
posants de la structures. Dans les travaux présentés dans la suite de ce document, on ne
présuppose d’aucun type de discrétisation particuliére.

Classiquement, la résolution de ce probléme type & plusieurs constituants mécaniques se
fait par une approche monolithique. Aprés discrétisation par éléments finis, les conditions
d’interfaces sont intégrées au probléme global par substitution afin de n’avoir qu'un seul
systéme d’équations a résoudre.
On s’intéresse ici a la résolution par une méthode de décomposition de domaine, alternative
pertinente & ’approche monolithique dans les cas ou :
— Au niveau continu des équations, les constituants ne sont pas décrits par les mémes
modeles physiques ;
Au niveau des équations discrétisées, la résolution des équations n’est pas traitée
par la méme méthode sur chaque constituant ;
— Au niveau de la résolution du probléme discret, il est avantageux de traiter plusieurs
sous-problémes de fagon itérative par rapport au probléme global d’un seul bloc.
Dans la suite du chapitre, plusieurs méthodes de décomposition de domaine visant a ré-
soudre ce probléme type sont présentées. Leur écriture nécessite l'introduction d’entités
spécifiques & ces méthodes et de notations adaptées & I'écriture par sous-domaines. Ces
aspects formels font ’objet des deux paragraphes qui suivent.

1.1.2 Cadre formel pour les méthodes de décomposition de domaine

1.1.2.1 Entités topologiques spécifiques

Dans les paragraphes qui suivent, les sous-domaines et leurs bords sont respectivement
désignés par 2° et 0Q2°. Les interfaces entre sous-domaines sont définies ainsi :

~(@9) = 4G = 9@y M o9’ (1.1.4)

Le bord 99 d’un sous-domaine est constitué de I’ensemble de ses interfaces avec les sous-
domaines adjacents et des parties subissant des efforts ou des déplacements imposés :

o0 =J"" U 0.2° U o5 (1.1.5)

On définit une interface interne au domaine décomposé comme 'union des interfaces entre
sous-structures :

T=J A0 (1.1.6)

i#]
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1.1. PROBLEME TYPE DE MECANIQUE TRAITE DANS CETTE ETUDE

Pour rappel, les constituants de la structures sont notés €2°. Le domaine complet de la
structure est défini comme 1’ensemble des sous-domaines qui la composent et de l'interface
qui les lie :

Q=Joyr (1.1.7)

1.1.2.2 Espaces fonctionnels pour les interfaces

Les quantités mécaniques jouant un role dans le probléme a traiter évoluent dans des espaces
fonctionnels définis sur les entités topologiques introduites au paragraphe précédent.
D’une maniére générale dans les problémes de mécanique, on privilégie les espaces d’évolu-
tion des quantités cinématiques. Les déplacements étant les seules quantités mesurables, on
souhaite conserver leur continuité. Aprés avoir fixé la régularité des déplacements, on définit
une forme d’énergie dont dérive un travail. C’est cette définition qui introduit les quantités
duales des quantités cinématiques : les contraintes o, flux associé aux déformations par la
relation de comportement. La composante normale du flux sur un bord définit les efforts
d’interface qui seront notés \.

X =o' (1.1.8)

La résolution des équations régissant ’équilibre d’une structure se fait communément en
les formulant de facon faible. On aboutit typiquement a la formulation suivante :

Vo* €Uy, /QTr[g:g(y*)]:fQid.y* dQ+f8fQEd-y* dr (1.1.9)

ou U, est 'espace des déplacements cinématiquement admissibles défini par des conditions
de régularité. Communément, les composantes des déplacements a l'intérieur des sous-
structures seront recherchées dans H! (). Les déplacements sur le bord 9Q° des sous-
structures correspondent au prolongement par continuité du champ de déplacements interne
a °. On introduit I'application Trace qui permet d’effectuer le passage des quantités du
sous-domaine a son bord.

Définition : L’application Trace associe & une fonction évoluant a l'intérieur d’un do-

maine ° son prolongement par continuité sur son bord 9Q° [Dautray et Lions, 1987|[Adams,

2003], — que l'on s’autorise parfois & noter comme une restriction — :
Hl (QS) N H1/2 (aQS)

S .
Tre: 5

1.1.1
u' e g =Tr (W) =y (1.1.10)

Les déplacements sur le bord d'un domaine, notés u,, étant la trace d’une fonction de dépla-
cements dans H' (€°), appartiennent a Uespace HY? (9Q°). Par dualité stricte au niveau
des équations continues, les efforts d’interface correspondant & la composante normale du
flux qui leur est associé doivent étre dans H~'/? (092°). Plus précisément, c’est la forme de
travail associée aux efforts d’interface qui appartient a H~/2 (99°), dual de H'/? (99°).
Sur le bord des sous-domaines, efforts et déplacements sont reliés par un opérateur.

Définition : L’opérateur de Steklov-Poincaré défini par sous-domaine permet de faire le
lien entre les déplacements sur le bord de ce sous-domaine uj et les efforts dus a la réaction
de la structure :

55 H1/2 (898) N H71/2 (aQS)

1.1.11
p Qi = Sggg =As ( )
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CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D'INTERFACE DANS LES
METHODES DE DECOMPOSITION DE DOMAINES

Ou u® est le déplacement a l'interface et A® est la réaction associée.

Cet opérateur pseudo-différentiel linéaire elliptique est défini par la résolution d’un probléme
homogéne avec des conditions aux limites de Dirichlet. En introduisant la dérivée conormale
des déplacements sur le bord du domaine, le probléme est réécrit sous forme variationnelle
couplée. Sa résolution méne & la définition de 'opérateur et I’établissement de diverses
propriétés comme l'ellipticité [Steinbach, 2003].

La formulation variationnelle du probléme d’équilibre des sous-structures conduit & recher-
cher les composantes du tenseur des contraintes dans L2(02°).

1.1.2.3 Notations pour les systémes par bloc

Les équations écrites pour chacun des sous-domaines ou par couple de sous-domaines per-
mettent de reconstituer I’équilibre global lorsqu’elles sont écrites comme un ensemble. Aprés
discrétisation, le vecteur inconnu des déplacements discrétisés u s’écrit également comme
la concaténation des vecteurs déplacement inconnus de chacun des sous-domaines :

u=u®=| v (1.1.12)

Une quantité dont 'exposant est un losange traversé d'une verticale désigne, dans la suite
du document, une quantité constituée par blocs verticalement. De méme, la concaténation
de matrices sur une diagonale sera représentée par un losange traversé d’une diagonale :

K0 ... 0
K-k Y ; (1.1.13)
0 ... 0 K"

Enfin, selon le méme principe, une quantité dont 'exposant est un losange contenant une
barre horizontale sera constituée de ces quantités pour chacun des sous-domaines concaté-
nées par colonnes :

A=A®=( A" ... A") (1.1.14)

1.1.2.4 Opérateurs d’assemblages

Afin de simplifier les passages de quantités internes aux sous-domaines a des quantités ap-
partenant aux interfaces et vice-versa, on introduit deux opérateurs d’assemblages définis
par sous-domaines. L’opérateur A® est strictement booléen, 'opérateur B® est une version
signée de I'opérateur précédent. Ils permettent une écriture simplifiée des conditions d’as-
semblages entre quantités en vis-a-vis sur une interface. A titre d’illustration, on considére
les équations d’une interface parfaite entre deux sous-domaines :

Continuité des déplacements :

ui —u? =B'u} + B%u? = 0 (1.1.15)
— Equilibre des réactions :

AL+ AZ= AN £ AN =0 (1.1.16)
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1.2. TRAITEMENT DES INTERFACES DE CONDITIONS CINEMATIQUES

D’une maniére générale et en utilisant les notations pour les systémes par blocs introduites
au paragraphe précédent, les équations de lien parfait s’écrivent :
Continuité des déplacements :

> B°uj=B®ul =0 (1.1.17)
S

— Equilibre des réactions :
STAN =A®AY =0 (1.1.18)
S

La figure 1.2 présente un exemple de numérotation des nceuds et les opérateurs en résultant.
Les opérateurs d’assemblages présentent des propriétés connues, en particulier, ils sont
orthogonaux. En utilisant des vecteurs de réels x,y et z de la taille du nombre de nceuds
de l'interface a laquelle ils ont trait :

Orthogonalité : B°A*T-B®A® -0 1.1.19a
g
S
Décomposition unique : vx 3! (y,z) tel que x¥ = BeTy +A®" 2 (1.1.19b)
Existence de quantités duales : A®x =0 — x= BeTy (1.1.19¢)
Jeu avec les transposeées : xo" = xT? x0T = X7 (1.1.19d)

Le cadre formel étant posé, les paragraphes qui suivent abordent les possibilités de résolution
du probléme type amenées par différentes méthodes de décomposition de domaine. Les
méthodes sont décrites en fonction du type d’interface qu’elles permettent de traiter.

1.2 Traitement des interfaces de conditions cinématiques

Les interfaces de conditions cinématiques sont des interfaces dont le comportement est
piloté par une condition sur le saut de déplacement. Il s’agit des interfaces de comportement
parfait, qui apparaissent quand on sépare virtuellement deux parties d’un méme solide, et
des interfaces de contact.

1.2.1 Interfaces de lien parfait

On considére dans un premier temps le traitement d’'une version simplifiée du probléme
type ne comportant que des interfaces de lien parfait, représentée par la figure 1.3.
Le probléme monolithique qu’on souhaite résoudre s’exprime par :

div(g) + id =0 dans 2
g = K:g(u) dans (2
e(u) = %(zmyuT) dans Q (1.2.1)
agn = Fy sur 0f€)
u = Uy sur O0,€)

Au niveau continu, le probléme décomposé équivalent s’obtient par la combinaison des
équations du comportement des sous-domaines complétées par les deux équations régissant

Geoffrey DESMEURE - Theése de Doctorat 11



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D'INTERFACE DANS LES
METHODES DE DECOMPOSITION DE DOMAINES

1 20 3D 1
b
41 A 43 zél 23
42) 22
5(2) 3(tZ)
QR
(3) (3)
3 3
17 X2 3(2) 1L2)
(a) Subdomains (b) Local interface

r
P!
(c) Interface nodes
0 0 1 O
0 0 0 1
0 0 0 O
0 0 O 1 0 O 0 0 1
AS = 0 1 0 0 0 1 0 0 O
1 0 O 0 0 O 1 0 O
0 0 1 0 1 0 0O 1 0
0 0 O 1 0 0 0 0 -1
0 1 O 0 0 -1 0 0 0
B® 1 0 O 0 0 0 -1 0 0
0 0 O 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 -1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 -1 0

FIGURE 1.2 — Exemple de numérotations locales et d’interface, opérateur trace et opérateurs
d’assemblage associés [Gosselet et Rey, 2006].

le comportement aux interfaces internes :

div(g) + f, =0 dans Q°
g = K:e(u) dans Q°
g e
g(g) = 3 (Zg + ng) dans O° (1.2.2a)
an = Fy sur 970
U = Uy sur 0,0°
up—ul =0 sur () (1.2.2)
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1.2. TRAITEMENT DES INTERFACES DE CONDITIONS CINEMATIQUES

L N

Q Qs

/ fq I 4 Q3 2 —— Parfait

Q4

J
0,0 ////i Ug

Ficure 1.3 Version simplifiée du probléme ne contenant que des interfaces parfaites.

Ai +Aj =0 sur 'y(i’j) (122(‘)

Au niveau discret, on fera I’hypothése d’'une décomposition conforme avec la discrétisation
éléments finis. Chaque élément appartient a une seule sous-structure et il y a, de part et
d’autre de l'interface, correspondance des nceuds, égalité des espaces d’approximation et
des types de modeles (barre, poutre, etc.). Cette hypothése correspond a la majorité des
cas dans lesquels les interfaces entre sous-domaines sont a comportement parfait. En effet,
plus qu’au niveau continu, la décomposition menant a des interfaces internes parfaites a
généralement lieu au niveau discret. Ce cas de figure correspond, la plupart du temps,
a ’étude d’une seule piéce mécanique pour laquelle on souhaite profiter des capacités de
résolution d’une architecture informatique a plusieurs processeurs.

Ainsi le probléme (1.2.1) s’écrivant apres discrétisation :

Ku-=f (1.2.3)

est équivalent, dans le cadre de la décomposition envisagée, au systéme matriciel décomposé
suivant [Gosselet et Rey, 2006; Toselli et Widlund, 2005] :

T
Equilibre des sous-structures : Ku® =f°+t> A\° (1.2.4a)

Continuité des déplacements a l'interface : Beug> =0 (1.2.4b)
Equilibre a interface : A°A® =0 (1.2.4c¢)

Dans les paragraphes qui suivent, le traitement de ce probléme type par les méthodes
de décomposition de domaine classique est abordé. L’analyse s’engage avec 1’écriture du
probléme discret pour ’approche primale.

1.2.1.1 Formulation discrétisée de Iapproche primale

On introduit une discrétisation du domaine étudié par la méthode des éléments finis. Ce-
pendant, les raisonnements qui suivent sont valables pour tout type de discrétisation par la
méthode de Galerkin [Gosselet et Rey, 2006].
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CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D'INTERFACE DANS LES
METHODES DE DECOMPOSITION DE DOMAINES

La décomposition du domaine discrétisé est telle qu’aucun élément n’est coupé par la fron-
tiere entre deux sous-domaines. Autrement dit, un sous-domaine est constitué d’une union
d’éléments finis. A I'interface entre deux sous-domaines, les noeuds de la discrétisation sont
ainsi coincidents. Dans une telle configuration, le probléme (1.2.3) peut étre réécrit sur
chaque sous-domaine en séparant les inconnues de déplacement en deux groupes :

— les degrés de liberté internes au sous-domaine notés uj
— les degrés de liberté liés a I'interface entre les sous-domaines notés uj.
Le systéme (1.2.2) s’écrit ainsi :

K i u; ) ( £ ) ( 0 )
K B L= '+ . 1.2.5
( bi bb )( u, £, A ( )

La premiére ligne du systéme permet d’exprimer les déplacements internes :
uf =K (P - K3, ) (1.2.)
grace auxquels, par élimination, on obtient le systéme condensé a I'interface :
( b~ iiniileb) uj = (flf - iiniilfis) (1.2.7)
On définit alors le complément de Schur primal S, par :
S; = K}, - K3 KK, (1.2.8)
et on introduit le second membre condensé :
b} = f; - Kj, K5 '] (1.2.9)
Pour chaque sous-domaine, I’'équilibre s’écrit alors sous forme discréte condensée :

SSuj = b+ A° (1.2.10)

Le complément de Schur primal est une approximation discréte de 'opérateur de Steklov-
Poincaré. 11 fait le lien entre déplacements et efforts de réaction au niveau des quantités
nodales.

La continuité des déplacements (1.2.4b) est assurée en introduisant une unique inconnue
de déplacement a 'interface ul? = AeTu_b. En assemblant les systémes (1.2.1.1), on élimine
Iinconnue A® et on obtient la formulation condensée du probléme (1.2.2) :

A°SSAC" = A%DY (1.2.11)

La résolution de ce systéme permet d’obtenir les déplacements sur les interfaces ug, puis
d’en déduire les déplacements internes uj grace a l'équation (1.2.6). L’inversion de K,
correspondant a la résolution d’un probléme de Dirichlet bien posé sur le sous-domaine,
I'obtention de uj par cette équation est valable.
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1.2. TRAITEMENT DES INTERFACES DE CONDITIONS CINEMATIQUES

1.2.1.2 A propos des efforts d’interface

I’approche primale privilégiant la continuité des déplacements, les efforts d’interface ne
sont introduits que dans la formulation du probléme. Concrétement, le systéme a résoudre
obtenu par 'approche primale ne fait pas intervenir ces quantités, leur calcul n’étant pas
nécessaire a la résolution du probléme.

Pour le calcul de structure , cette situation est cohérente avec 'utilisation de ces méthodes
principalement dans les cas d’étude d’une seule piéce. Elle est discrétisée, matrices de raideur
et efforts sont assemblés, puis la résolution est menée en profitant de la parallélisation des
calculs sur chaque sous-domaine. L’étude des charges au sein de la structure se faisant sur
les contraintes, les efforts sur les interfaces virtuelles & 'intérieur de la piéce ne représentent
pas un enjeu fondamental au dimensionnement d’une structure.

L’approche primale offre la possibilité, si nécessaire, de reconstituer des efforts d’interface
par plusieurs approches, par exemple : utilisation d’une approximation de 'opérateur de
dérivation normale du flux ou bien réinjection de la solution en déplacement dans une
équation discrétisée d’équilibre aux interfaces obtenue en isolant les sous-domaines. Ces
efforts d’interface sont calculés a posteriori.

Si les efforts ne sont pas au coeur des méthodes primales, ils apparaissent au premier rang
dans la formulation des méthodes faisant l'objet des paragraphes suivants. Par continuité
dans la présentation, le principe de ces méthodes privilégiant I’équilibre aux interfaces aura
pour point de départ leur formulation discréte.

1.2.1.3 Formulation discrétisée de I’approche duale

L’approche duale consiste a vérifier a priori I’équilibre aux interfaces. Elle a été développée
dans [Farhat et Roux, 2000] et est communément appelée méthode FETI pour « Finite
Element Tearing and Interconnecting ». Initialement appelée « Dual Schur Complement
Method », son développement a été motivé par la nécessité de traiter des problémes de
calculs de structures a grand nombre de degrés de liberté et mal conditionnés. La méthode
consiste & minimiser la somme des énergies des sous-domaines sous la contrainte de saut
nul & linterface entre deux sous-domaines. Cette contrainte est imposée sous la forme
d’un lagrangien dont le multiplicateur est communément désigné par A. S’il est maintenant
interprété comme la discrétisation d’une réaction a l'interface, il n’a pas été introduit dans le
but d’obtenir les quantités duales au déplacement entre deux sous-domaines. L’idée était de
contourner la difficulté présentée par le manque de consistance des problémes de continuité
a 'interface en les traitant de maniére discréte. [.’équivalence des formulations a été établie
dans un premier lieu au niveau discrétisé : il y a équivalence entre le probléme monolithique
discrétisé et le probléme sous-structuré obtenu par application de I'approche duale.

Pour obtenir la formulation duale du probléme, on repart de (1.2.4a). La méthode consiste
a vérifier a priori I’équilibre des réactions a l'interface en recherchant une unique inconnue

X sur Uinterface T telle que A® = B .

& poT < s
K. B ) f (1.2.12)
-B 0 A 0
Exprimer u avant de l'injecter dans (1.2.4b) revient & résoudre un probléme de Neumann

local sur chaque sous-domaine. En I’absence de conditions de Dirichlet suffisantes, ce pro-
bléme est mal posé. C’est le cas en particulier pour les sous-structures dites flottantes,

Geoffrey DESMEURE - Theése de Doctorat 15



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D'INTERFACE DANS LES
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n’ayant aucune partie de leur frontiére coincidente avec le bord de 2. On utilise alors une
pseudo-inverse de K* qui sera notée K* et on introduit les déplacements uy, correspondant
aux modes rigides. Ils ne font pas travailler la sous-structure : uj € ker(K*). En introdui-
sant R® une base de ker(K?®), on écrit uj = R°a® avec a® 'amplitude des déplacements de
solide rigide. L’équation d’équilibre devient :

u' =K (£ +B7X) + R’ (1.2.13)

Elle est complétée par la condition de non-excitation des déplacements de solides rigides
par le chargement ou condition d’admissibilité du multiplicateur de Lagrange :

R (£ +BX) = 0 (1.2.14)
Le systéeme obtenu est alors :
u' = K (£ +B7X)+ R’
> Bu® = 0 (1.2.15)
R (f° +SBsTX) 0

Et ’élimination des déplacements donne :

0

0 (1.2.16)

B°K* f* + B°’K* B*' X+ B'R’a’
R (£ + B*'X)

De méme que pour les méthodes primales, il est possible de condenser le probléeme aux
interfaces. Sous forme matricielle, on pose :

by = B°K*f® ot  S,-B°K*BT®
G=B°R® a=a® e=R®"f®

Le systéeme a résoudre s’écrit alors :

(e S)(2)-(2) (1.217)

Dans cette méthode, les multiplicateurs de Lagrange sont porteurs d’une information nodale
sur les efforts a l'interface. La reconstruction d’'un intereffort peut se faire en recherchant
une fonction sur U'interface dont le travail dans les déplacements est égal a celui obtenu au
niveau discrétisé par les multiplicateurs.

1.2.1.4 Formulation continue de I’approche duale

Plusieurs formulations au niveau continu sont possibles. Par exemple, on pourra écrire
I’approche duale sous la forme d’une minimisation d’énergie sous-contrainte :

S S 1 S S S S S
E (yb)=5f95g(2b)=/C=g(yb)—f95idub—fafﬂsﬂd-ub (1.2.18)

pour laquelle on dualise la condition restrictive en introduisant un multiplicateur de La-
grange :
L(ub o uid) = X B () - S, [y ) (1.2.19)
S S
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1.2. TRAITEMENT DES INTERFACES DE CONDITIONS CINEMATIQUES

Cette formulation est issue d’'une remontée depuis les équations discrétisées vers les équa-
tions continues. La problématique du choix de projection pour 'opérateur d’effort peut-étre
résolue par l'introduction d’un raccord faible. Avant d’aborder d’autres possibilités d’écri-
ture du raccord, en particulier dans le cadre de la méthode FETI, les paragraphes suivants
présentent briévement les méthodes itératives utilisées pour la résolution des problémes
matriciels condensés obtenus par les approches primales et duales.

1.2.1.5 Meéthodes de résolution classiques

Pour des raisons d’efficacité, pour des grands nombres de sous-domaines, la résolution des
problémes discrétisés obtenus par ces méthodes passe par l'utilisation de solveur itératifs.
On citera en particulier les solveurs de Krylov décrits dans le détail dans [Saad, 2003].

Si la matrice de raideur du systéme non-décomposé est symétrique définie positive, alors
Popérateur discrétisé du complément de Schur V'est également (opérateur dual peut étre
semi-défini mais le second membre reste dans son image). Ainsi les algorithmes classiques
de gradient conjugué peuvent étre utilisés pour résoudre le probleme globalement écrit sur
I'interface. Dans le cas contraire, le solveur GMRes [Saad et Schultz, 1986] est un choix
populaire pour sa robustesse.

1.2.1.6 Préconditionneurs et problémes globaux pour ces approches

La résolution itérative par des solveurs de Krylov peut bénéficier d’'un préconditionnement
afin d’en améliorer les performances. Une matrice de pré-conditionnement, pour étre efficace,
vise & approcher I'inverse de la matrice itérative du probléme sur l'interface. Cette derniére
étant constituée d’un assemblage de contribution locale, ’approche la plus classique consiste
a construire le préconditionneur par une somme pondérée des inverses des contributions
locales. . o

S, =W,A®SYAT W] (1.2.20)

S =W,BSSBT WY (1.2.21)

Les matrices de pondérations W, et W sont telles que W,A® = (VV]?T)Jr et WyB® =
(W?T)Jf. Elles permettent, en fonction de leurs constructions, de renouer le lien avec des
considérations mécaniques, notamment les différences de rigidité au sein de structures hé-
térogeénes. Le choix d’une approximation de l'inverse de la matrice du systéme reléve d’un
compromis entre sa précision - plus le préconditionneur est proche de I'inverse de la matrice,
plus il est efficace - et son cotit de calcul, qu’on souhaite minimal et aussi bien distribué en
paralléle que possible.

Dans le cas de la méthode primale, les contributions locales sont obtenues pas la résolution
d’un probléme de Neumann. A l'inverse, ce sont des problémes de Dirichlet qui permettent
d’assembler une matrice de préconditionnement pour les méthodes duales. Le premier est
ainsi appelé préconditionneur de Neumann-Neumann, le second est le préconditionneur de
Dirichlet.

Les problémes locaux de Neumann peuvent s’avérer mal posés. Typiquement, lorsque les
conditions aux limites ne sont pas suffisantes pour bloquer les mouvements de solide rigide
de toutes les sous-structures, le probléme de Neumann sur ces sous-structures flottantes
est mal posé. La définition de conditions supplémentaires, dites conditions d’optimalité,
évitant I’excitation des modes problématiques conduit généralement & la mise en place d’un
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probléme grossier. De taille réduite, il apparait comme une condition de restriction ou de
projection dans l'algorithme itératif, une augmentation dans le solveur de Krylov.
Lorsque la contrainte d’optimalité est associée & un préconditionnement de 'approche pri-
male par une approximation de son inverse, la méthode obtenue est appelée “Balanced
Domain Decomposition” (BDD) [Mandel, 1993]. Le méme genre d’approche, avec différents
problémes grossiers, a été développée pour la méthode FETT [Farhat et Roux, 1994; Farhat
et al., 1994, 2000, 2001].

1.2.1.7 Utilisation d’une dualité dans H'? (99Q°) sur les quantités d’interfaces

La méthode FETI a été développée a partir du probléme de mécanique dans sa version
discrétisée. Ce paragraphe concerne une méthode de type FETI présentée dans [Bernardi
et al., 2008] développée au niveau continu.

L’idée introduite, basée sur les travaux de [Raviart et Thomas, 1977] et de [Grisvard, 1992],
consiste a obtenir une identification de H} () mieux adaptée a une application de FETI.
Combinée a un calcul explicite du produit scalaire de H'/? (092), elle autorise une discré-
tisation traitant naturellement les points multiples et offrant des conditions de stabilité de
la résolution et de convergence indépendantes du pas du maillage.

Afin d’en présenter les grandes lignes, on introduit Ny le nombre de sous-domaines, N, le
nombre d’interfaces composant la frontiére de Q" ; et 9€)[, frontiére de 2" commune avec

I _
la frontiére de €. On introduit I tel que S = J 0" est le squelette de 2, décomposition

r=1
en sous-domaines sans recouvrement de Q. Sy =S N Q est celui de 2. On définit ensuite la
restriction de H} () a chaque Q" :

Hy () ={u" e H'(Q"); u" =0 sur 90" noN},
et I'espace de Hilbert X des déplacements sur (2 :
X ={ue LX(Q); u =uy, € Hy (), 7 <Ny, [uli € Ho” (70) Vi 7, VOO € T
Ou [E]w(m) =u" —u/. Le produit scalaire sur Hl}(QT) est donné par :
(u",0")y g = (W, 0 )gr + (VU VU )gr (1.2.22)
Ot (¢,9)g = o ¢(2)¥(z) dz est le produit scalaire de L*(§2). De méme, le produit scalaire

sur X est donné par :

Ns
(Q7Q)X: Z 'LL 'UT)+ Z ( F )1/2001’\, VE,QEX (1223)
r=1

i= IO+1
Il en découle la norme suivante :

lvl% = Z Pak ot Z vlr; 12,000 Yo € X (1.2.24)
i= I()+1

Le produit scalaire de HééQ(FT), qui sera calculé explicitement par la méthode, est défini
par :

(w, 2)1/2,00,1“ = (w, Q)l/Q,F + UC;((LS(;)) dz, Yo,we Hl/Q(F) (1.2.25)
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Avec :

(w,2)1/2,r=frw(x)y(x) d$+L[F (w(w)—w(’i)_)gﬁl(x)—y(y)) dz dy, Yo,we H'*(T)
(1.2.26)

La méthode consiste alors a identifier H} (), espace de solutions et des fonctions test de
la formulation variationnelle du probléme de mécanique,

1
HY®) = {ve X b(A0) =0, VAM} ot b(Aw)= > (A [ele)ymoor: (12:27
i:IQJrl
et ’espace de multiplicateurs de Lagrange est défini par :
AEE 1/2
M=Spel]Il Ho_o/ (I'v5); prj =1m, 5 -q, pour certains ¢ € H(div,) (1.2.28)
T or=lj=l - -

Avec n,;, opérateur de trace normale sur la jéme facette du sous-domaine €, et
H(div, Q) ={q € [L*(Q)]%, div(q) € L*(Q))}.

Les multiplicateurs p sont des éléments de Hgol / 2(Fm‘) et le probléme a résoudre peut alors
étre reformulé comme suit :

Mz

a(u,v) + b(u, \) (frv)a,, VveX
1

b(u, 1) , ViueM
(1.2.29)
On peut démontrer que la condition de stabilité inf-sup suivante, assurant aussi une qualité
de la solution, est vérifice [Bernardi et al., 2008] :
b(p, )

b(p, v) :
supsup ———— = inf sup———— =0 (1.2.30)
pebt vexX | pellar 2l x weM yex |l o x

Trouver (u,\) € X x M tel que :

<
Il

Ou « et 3 sont des constantes positives. Cette condition est également vérifiée dans le cas
discrétisé, c’est-a-dire dans le cas ou les espaces sur lesquels portent les inf et sup sont les
espaces discrétisés : My, et Xp,.

Le probléme de mécanique de départ peut, apres les développements du paragraphe précé-
dent, s’écrire comme suit :

R'wu+B*A = F sur X*

Trouver (u,\) € X x M tel que : Bu = 0 sur M

(1.2.31)
Ou R est l'isomorphisme de Riesz associé a la forme bilinéaire a(.,.) : R: X* —» X, (R‘@,Q} =
a(u,v), Yu,ve X, et B est défini par : B: X » M, Bv = ([Q]Fi)leo_H. Bv donne donc le
saut de v sur linterface I';, B* est 'opérateur transposé de B et b(.,.) se traduit par :

I
b(p,w) = D (uis[wlr)yja0or, = (1 Bu),, YoeX (1.2.32)

i:Io+1

2
Enfin F est défini par : F: X » R (F,v) = Z(f,gr)gr =(f,v)a-
r=1 -
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Pour terminer, le déplacement est exprimé par :
w = R(F-B*)\) i.e. Bu=BRF-BRB"), (1.2.33)
et la continuité aux interfaces Bu = 0 fournit le probléme final & résoudre itérativement :
(BRB*)A = BRF sur M. (1.2.34)

En introduisant le produit scalaire adéquat impliquant la modification de B, cette méthode
permet d’arriver & une formulation du probléme analogue a celle obtenue par FETI mais
formulée au niveau continu. Les régularités impliquées sont & l'origine des propriétés de
stabilité et d’indépendance de la convergence au pas du maillage démontrées dans [Bernardi
et al., 2008].

1.2.1.8 Utilisation d’un raccord faible générique

D’autres approches aménent naturellement la formulation d'un probléme décomposé au
niveau continu.

La méthode des éléments joints, ou méthode Mortar, |Bernardi et al., 2005; Ben Belgacem
et Maday, 1997], est une technique de décomposition de domaine qui permet d’exploiter la
présence des sous-domaines pour choisir la discrétisation la plus appropriée au comporte-
ment local & modéliser. Elle s’inscrit dans le cadre ou le probléme (1.1.1) est tout d’abord
écrit sous forme faible, puis la discrétisation des espaces fonctionnels et la décomposition
du domaine €2 en sous-domaines se font en fonction des comportements locaux.

Basée sur la formulation faible d’un raccord entre les sous-domaines, elle permet notamment
de traiter plusieurs types de non-conformités :

— Non-conformités fonctionnelles (au sens de Hodge) : lorsque les conditions de cou-
plage des sous-domaines adjacents sont trop faibles pour assurer la conformité, dans
le cas de dicrétisations de types différents d’un sous-domaine a 'autre.
Non-conformités géométriques : la géométrie des sous-domaines n’est pas sur-con-
trainte par la méthode dans le cas des discrétisations éléments finis. Une décompo-
sition est dite géométriquement conforme si 'intersection de deux sous-domaines 2°
est soit vide, soit un sommet, une aréte, une face, ou une aréte et une face [Bernardi
et al., 2005];

— Non-conformités de type recouvrement : les décompositions en sous-domaines se
chevauchant et ayant des dicrétisations différentes peuvent également étre traitées

La méthode des éléments joints repose principalement sur la définition et les propriétés des
espaces fonctionnels les mieux adaptés pour le probléme traité, non pas sur une meilleure
représentation des opérateurs.

Le point de départ est la formulation variationnelle en déplacement traditionnelle dont
la solution est un élément appartenant a H&(Q) Dans le méme esprit que dans le para-
graphe précédent, le but est de construire une famille discréte d’espaces de dimension finie
approchant H&(Q) Pour les développements suivants, on se place dans le cas ot la dé-
composition est sans recouvrement et géométriquement conforme. La méthode consiste a
introduire deux partitions sans recrouvrement du squelette S de la structure décomposée.
La premiére partition est constituée d’éléments joints :

e

E:kuﬁ;n avec Y, NV =9, 1l<m<m'<M~
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Ot chaque 7, est une aréte, respectivement une face, si Q est un domaine de R?, respec-
tivement de R?, d’un sous-domaine que 'on renomme €,,,—. Cette décomposition n’est pas
unique mais elle est conservée pour le reste de I'étude.
La seconde partition du squelette est en éléments non-joints :
< _M_, + + l +
S=kL:Jlfym avec ¥, NV =@, 1<m<m <M

Ou chaque 4, est une aréte ou une face d’un sous-domaine que l’on renomme 2, +.
Ces deux décompositions ont la propriété suivante :

— Soit 4;" ne correspond & aucune v,

— Soit ;5 =~/ et dans ce cas Q) est différent de Q.
Une fois la décomposition en sous-structures réalisée, on effectue une discrétisation. L’ordre
de ces opérations peut étre inversé, il s’agit ici d'un choix pour la présentation de la méthode.
Soit §; le paramétre de discrétisation associé au i™¢ sous-domaine. Dans le cas des éléments
finis, ce paramétre correspond au diamétre maximal des éléments de €; (diamétre du plus
grand cercle circonscrit par exemple). Pour chaque k, 1 < k < N, on définit I'espace X
par :

Xow = {vy, € H () ; VK € Tip, vpp,e € Pi(K)}
Ou :
Tir est une triangulation de 2y ;

— K est un élément de Tip, ;

Pi(K) est la restriction & K de l'espace des polynomes de degré [ (I >1).
Typiquement, on pourra choisir un degré [; différent pour chaque sous-domaine §2;. On
suppose ici que Xy, est inclus dans H'(€;,) dans un souci de simplicité de I'explication, ce
n’est pas le cas lorsqu’on utilise des éléments finis non-conformes sur les sous-domaines. On
introduit alors les espaces suivants :

Wi = {on € H (1) VK € T 0. € PL(K 077}

’W/(;rm = {QDh € ng7 VK € %Tzha (ph|Kﬁ’y;'n € Pl*l (K 07;7,)}

Ou ltth représente ’ensemble des deux éléments qui contiennent les extrémités de ~;).
L’espace Wy est I'espace des traces sur v, des fonctions de X
On introduit alors 'opérateur joint ® défini par :

Vu v, €H'(Q).1<k<N, @) =Tr, (y‘%), l<m<M" (1.2.35)

Et on appelle X 'espace discret des éléments joints. C’est I’'ensemble des fonctions v, telles
que :
T Y, € Xok s
— v, s’annulent sur 0€2;
on a pour chaque élément non-joint ;5,1 <m < M* :

0 W [ (175 (2, ) - 0(09)) (Dis(r) ar =0

L’objectif est de rendre I’erreur Ls-orthogonale a W(;“m Le probléme décomposé et discrétisé
peut alors s’écrire pour des inconnues et des quantités virtuelles appartenant a X.

La mise en ceuvre numeérique de la méthode peut se faire de deux fagons différentes |[Bernardi
et al., 2005] :

Geoffrey DESMEURE - Theése de Doctorat 21



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES QUANTITES D'INTERFACE DANS LES
METHODES DE DECOMPOSITION DE DOMAINES

— en construisant une base de l'espace Xy a partir des bases des Xy ;
en introduisant des multiplicateurs de Lagrange pour assurer les conditions de cou-
plages.
La premiére méthode ne donnant pas un accés a priori aux quantités de type effort et
pour conserver un lien avec 'approche FETI, la suite de la présentation se concentre sur la
méthode consistant & introduire des multiplicateurs de Lagrange.
On introduit les espaces :
M+
Ws = [T Wan
m=1

X& = {25 tel que Qé\nk € Xok, L <k <K et Ysloa = 0}

On définit de plus la forme bilinéaire suivante :

M+
wpv)= % [ (Tr (e, ) = ) (T8, (T AT, 6, = (e tare)

(1.2.36)
On peut maintenant écrire le probléme (1.1.1)
N ~
- o~ ap(us,vs) +c(vs, A = l(vs), VuseX
Trouver (ug,A5) € X5 x Ws tel que : ,,;1 b(ug 25) + ¢ (U5, 25) (L) b
c(g(s,gé) = 0, Vip, e W
(1.2.37)

Ou : ag(u,v) = / e(v) : Ke(u) dx. Ce probléme peut s’écrire au niveau discrétisé sous la
Q

forme d’un systéme carré qu’on peut résoudre, par exemple, par un algorithme d’Uzawa :

L& TJ(R)-(F)

Ou les sous-matrices sont définies de la fagon suivante :

— A est la matrice de 'équation aux dérivées partielles discrétisée. Elle est diagonale

par bloc, chacun des blocs correspondant & la discrétisation sur un sous-domaine.

— F est le vecteur des efforts généralisés.

— C est la matrice de discrétisation des conditions de liaisons.
A nouveau, ce probléme est du méme type que celui rencontré dans le cadre de la méthode
FETI. De la méme fagon que pour 'approche du paragraphe précédent, la principale diffé-
rence réside dans la définition de I'opérateur de conditions de liaison. Le cadre formel offert
par la méthode des éléments joints permet notamment d’en définir un capable de traiter
les non-conformités de maillage.

Traitement des non-conformités Le cas des interfaces non-conformes appliqué a 1’élas-
ticité est présenté dans [Hauret et Le Tallec, 2007]. Les modifications concernent particu-
liérement la définition des espaces d’approximation. Ainsi, on redéfinit :

Xok = {v, € Hy (%) VE € Ty, vy, € PL(K) } @ By

Avec HL(Q) = {ye HY(Q), U, o = 0} et ou Bs, est un enrichissement possible sur les
frontiéres des sous-domaines. Les fonctions supplémentaires permettent de gérer les points
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de rencontres entre trois sous-domaines et plus mais aussi les interfaces courbes. L’espace
complet d’approximation non-conforme Xy est défini par le produit : X5 = Hi\fjl X5k

Le cas des interfaces non-conformes n’apparait que lorsque la dicrétisation des sous-domaines
est choise a priori. On suppose donc que chaque sous-domaine a déja sa propre triangulation.
On effectue alors la décomposition en éléments joints et non-joints comme précédemment.
Les interfaces ~,, héritent du maillage surfacique imposé par le sous-domaine qualifié non-
joint. Le maillage de l'interface est en fait la trace du maillage de ce sous-domaine. On
impose également que 'hypothése de conformité géométrique soit vérifiée.

Hypothése de conformité géométrique : Chaque élément de la dicrétisation d’une
interface est une face compléte d’un élément du maillage du sous-domaine non-joint associé
a cette interface.

FIGURE 1.4 — Exemple de décomposition non-conforme. La vérification de I’hypothése de
conformité géomeétrique impose le choix des sous-domaines non-joints du coté de leur nu-
meérotation pour les interfaces 5 a 8. [Hauret et Ortiz, 2006]

La solution en déplacement est alors approchée sur ’espace contraint suivant :

V5={256X5,f [gg]-u5=0vuéeM5m,13msM*}
Tm - -

L’espace des multiplicateurs de Lagrange Ms,, est ensuite choisi selon plusieurs critéres qui
varient en fonction des études :

— coercivité de a(u,v) = Zgjl ar(ug, v ;

vérification de la condition inf-sup (comportement uniforme et stabilité) ;

— prise en compte des mouvements de solides rigides.
Dans la formulation originale, Ms,, = ’ng et Bsi. = @, V1 < k < N,. Mais ce choix présentant
des difficultés dans 'implémentation de la méthode, on citera ’espace proposé dans [Hauret
et Le Tallec, 2007] :

My, = {E ¢ L*(ym; RY); VK € T, € [P (K rw;b)]d}

Les multiplicateurs de Lagrange sont alors discontinus. Dans ce cas, une stabilisation sur les
déplacements d’interfaces est requise : Bsg # @, V1 <k < Ng. L’enrichissement se fait par des
“fonctions bulles” sur les interfaces. Le choix de I'espace de discrétisation des multiplicateurs
de Lagrange est, dans cette méthode, tout aussi délicat que fondamental pour assurer une
bonne qualité des résultats.
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La décomposition d'une structure faisant apparaitre des interfaces de type parfait ouvre un
large éventail de méthodes permettant de résoudre le probléme décomposé. Les approches
peuvent étre introduites aprés une discrétisation du probléme de départ ou bien dés sa
formulation continue. La liste des méthodes candidates est plus courte dans le cas ol une
des interfaces, au moins, est une interface de contact entre deux piéces.

1.2.2 Interfaces de contact

On s’intéresse au cas général de la présence d’une interface comme, par exemple, proposé

L N

04 Qs
0 —— Parfait
/ i_d, -¥ Q3 Contact

Q4

J
0,0 ////I Ug

Ficure 1.5 Version simplifiée du probléme contenant une interface de type contact.

1.2.2.1 Mise en équation a I’interface

Aux équations présentées au début du chapitre, (1.1.2) et (1.1.3), s’ajoute le comportement
d’un contact :

(up—ug) n'+g > 0 Condition de non-pénétration
Nt = )\Z > 0 Effort normaux uniquement en compression

(up, —up, +9) A= 0 Condition de complémentarité
AT+ = 0 Equilibre des efforts

Avec n, la normale a l'interface, g un représentant du jeu entre les deux piéces en contact,
i € {r,s} et la notation v > 0 désignant que toutes les composantes du vecteurs v sont

positives ot nulles.

La formulation de ce comportement d’interface fait nécessairement intervenir deux dépla-
cements disjoints et un représentant des efforts d’interface. Ainsi, les méthodes primales de
décomposition de domaine ne fournissent pas le cadre nécessaire a la résolution de I’équilibre
d’interface.
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1.2.2.2 Approches autour du cadre FETI

Le traitement dans le cadre des méthodes duales a été abordé autour de FETI dans |[Dureis-
seix et Farhat, 2001]. Les multiplicateurs de Lagrange imposant la condition de continuité
sont utilisés pour résoudre le probléme de contact.

L’approche présentée dans [Dostal et al., 2005, 2010; Dobias et al., 2010] est basée sur une
variante de la méthode FETI appelée TFETI pour Total-FETI. Elle consiste a considérer
tous les sous-domaines comme flottants, en forcant ceux dont la frontiére ou une partie ont
des conditions aux limites de Dirichlet & étre en lien avec l'extérieur comme s’il s’agissait
d’un autre sous-domaine. L’avantage principal réside dans la simplification de la définition
du probléme grossier en utilisant I’espace des mouvements de solides rigides applicable, dés
lors, a tous les sous-domaines.

Le systéme a résoudre est alors ramené & un probléme d’optimisation sous contrainte formulé
avec des conditions de Karush-Kuhn-Tucker :

Ku = f

Ae 20

A (Beu.-g.) = 0
Byu, = 0

(1.2.38)

Ou la séparation est faite entre les inconnues des interfaces de type parfait marquées par
0, et celles des interfaces de contact marquées par O, :

T pTT _ T.\T71T
B-[B;BY]”  A=-[AT;2\T] (1.2.39)

A nouveau, la matrice d’assemblage B est clé dans la formulation de ce probléme particu-
lier. La sous-matrice correspondant aux inconnues de contact B, est souvent obtenue par
une description nodale des conditions. Mais elle peut également découler d’une description
Mortar, au sens de formulation faible du lien, de l'interface de contact.

1.2.2.3 Approche de type mortar

Le cadre offert par la méthode des éléments joints a été exploité pour formuler de maniére
faible le probléme de contact. Sans rentrer dans le détail, on notera qu’un choix particu-
lier d’espace pour les multiplicateurs de Lagrange [Wohlmuth, 2000; Lamichhane et al.,
2005] permet de traiter les interfaces de contact dans le cadre de méthodes multi-grilles
[Wohlmuth, 2001].

Dans les méthodes présentées jusqu’a présent, la décomposition du probléme est abordée
d’un point de vue mathématique. Il s’agit de poser le probléeme de mécanique puis, hor-
mis pour les éléments joints, de trouver aprés discrétisation les outils de mathématique
et d’algorithmie permettant de le résoudre efficacement. On remarque tout de méme que
I'utilisation de techniques pour 'accélération ou la scalabilité des méthodes renoue le lien
avec les aspects physiques du probléme : les préconditionneurs et autres problémes globaux
sont intimement liés au comportement mécanique de la structure étudiée. Les méthodes
détaillées dans la section suivante abordent la mise en ceuvre d’un probléme décomposé en
considérant dés le départ la physique simulée. La décomposition du probléme étudié tient
compte de la structure et de son comportement. Cette analyse et les choix qui en découlent
sont menés avant la discrétisation du probléme pour sa résolution numérique.
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1.3 Traitement continu et discrétisé des interfaces de compor-
tement

Le traitement des interfaces de comportement requiert un cadre formel plus souple que celui
des méthodes présentées dans les sections précédentes, notamment parce que le probléme
est difficilement condensable. Afin de résoudre le probléme type rappelé figure 1.6, un acceés
aux quantités de déplacement et d’effort au niveau de l'interface est nécessaire dés le niveau
continu. Le collage de l'interface du probléme type englobe une catégorie vaste de liens

s
0 ‘ Qo
/ id v Qs Q - giﬁiﬁt

-

. —— Collage

Qy

J
0u ///// Ug

FIiGURE 1.6 — Probléme type étudié.

entre sous-domaines : lien élastique, lien parfait endommageable, interface cohésive, etc.
Chacun impose un traitement bien particulier des équations régissant ce comportement.
Les paragraphes qui suivent présentent une méthode de décomposition de domaine basée
sur une méthode de Schwarz |Lions, 1988, 1989 sans recouvrement [Lions, 1990].

1.3.1 Principe et utilisation de quantités d’interface spécifiques

La méthode LaTIn, pour Large Time Increment, présentée dans [Ladevéze et Dureisseix,
1999] consiste & modéliser le domaine 2 comme un assemblage de constituants simples :
les sous-structures et les interfaces. Chacun d’entre eux posséde ses propres variables et ses
propres équations. La frontiére 02 d’une sous-structure Qg.g est soumise a la distribution
d’efforts F'f; et de déplacements W . L’interface I'ggr géneére le lien entre les composantes
respectives des couples (W, Fp) et (W g, Fpi).

La solution s = {sg, E€E} ou sp = (QE,EE,QE,EE) doit alors vérifier les deux groupes
d’équations suivants :

— Le groupe d’équations Ay qui traduit l'admissibilité du comportement des sous-
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FIGURE 1.7 — Sous-structures et interfaces.|Ladevéze et Dureisseix, 1999]

structures :

Equations de liaison :

QE € uEa

tp= E(QE) ’ QE|8QE =Wg
Equations d’équilibre :

g€ Sk,

VU*GU,/ Trlo :e(U” =f -U*dQ+f F..U*dr

U els, | Trlg,:e)]= [ 1,'U oo, LoU
(1.3.1)

— Le groupe d’équations I' qui traduit le comportement des matériaux et des interfaces :

Relation de Comportement :

Comportement des interfaces :
EE = EE/
Fp+Fp =0
C.L. sur 05 et 9,8

Dans le cas de la dimension 3, les ensembles sont définis de la fagon suivante :

(1.3.2)

Up = [H'(2p)] Sp = [L()]

Ainsi, tous les sous-domaines sont entiérement enveloppés par des interfaces. Ceux ayant une
partie de leur frontiére en commun avec la frontiére du domaine complet, 7.e. éventuellement
soumis & des conditions aux limites, le sont également. Les équations d’interface présentées
ci-dessus correspondent a un comportement parfait. Il est possible d’écrire de maniére plus
générale une équation reliant les interefforts au saut de déplacement (contact, élasticité,
etc.). Le cadre formel de la méthode est celui d'une méthode de Schwarz sans recouvrement
avec des conditions de raccord de type Robin.

1.3.2 Algorithme de résolution

La résolution est basée sur un algorithme itératif caractéristique de la méthode LaTlIn.
— Les champs d’interface s = (W, Fp) vérifiant (1.3.1) sont cherchés dans I'espace
d’admissibilité A .
— Les champs 5 = (EE,EE) vérifiant (1.3.2) sont cherchés dans 'espace I' des com-
portements.
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La solution exacte Sepqcr €st & I'intersection de ces deux espaces : Sezact = Ag NI, Elle est
recherchée itérativement dans ces deux espaces comme montré figure (1.8).

s, I

'n-I-IT

Sn41

FiGure 1.8  Algorithme de résolution LaTIn [Kerfriden, 2008].

La résolution se fait donc successivement en deux étapes :

Etape locale : trouver fs\m% eT tel que (fs\m% - sn) cE*
(1.3.3)
Etape linéaire : trouver 5,11 € Ay tel que (5n+1 —’§n+1) eE™
2
Les deux directions de recherche E* et E™ sont définies par :
E" Entout point de Tp, (Fp-Fp) -k (Wp-Wg)=0 (1.3.4)
E~ En tout point de I'fg, (EE—EE)+I<:E (EE—EE)=O o

Ou kf, et kj, sont des paramétres de la méthode.
Cette méthode originellement appelée MaGIT pour Méthode & Grand Incrément de Temps,
visait la résolution non-incrémentale de problémes avec des comportements non-linéaires.
La convergence de la version décomposition de domaine qui vient d’étre présentée a été
démontrée dans le cadre des comportements & écrouissages positifs [Ladeveze, 1999] avec
une relaxation de la solution a chaque itération.

1.3.3 Choix des champs de discrétisation

Apres avoir décomposé la structure en sous-domaines et interfaces, on introduit une discréti-
sation en éléments finis de chacun de ces constituants. On discrétise les quantités suivantes :

— Le déplacement a l'intérieur des sous-domaines u ;

le déplacement sur les interfaces W ;

— les interefforts F'.
Pour les déplacements internes aux sous-domaines, les choix habituels en mécanique sont
conservés. Fn revanche, la discrétisation des quantités d’interface introduit une difficulté de
cohérence imposée par la mise en ceuvre numérique de la méthode : les problémes discrets
d’interfaces font intervenir des quantités de déplacement et d’effort n’ayant pas les mémes
propriétés de régularité. Elles devraient donc évoluer dans des espaces discrets différents,
moins contraignants pour les quantités d’efforts a titre d’illustration.
Le passage de la formulation continue des équations d’interface & la version discrétisée
impose ainsi un choix au niveau de l'interface qui est appliqué a la fois & des quantités de
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déplacement W et a des quantités d’effort F' [Dureisseix, 1997]. Les deux choix classiques
de discrétisation sont présentés ci-apres.

1.3.3.1 Approche nodale

La premiére approche de discrétisation, utilisée dans [Champaney, 2012|, consiste a traiter
toutes les quantités d’interfaces aux nceuds. Cette approche privilégie une bonne représen-
tation des déplacements et a été exploitée dans le traitement paralléle de grands problémes
impliquant des interfaces de contact.

La résolution du probléme de contact est réalisée trés localement, nceud par noeud. Elle
implique le calcul d’un indicateur scalaire permettant de statuer sur ’état décollé ou en
contact du neeud, puis traite séparément les composantes normales a la surface des quantités
nodales et les composantes tangentielles. Les algorithmes sont présentés en détail dans
[Champaney, 1996].

Ce type de discrétisation est a rapprocher des choix habituels faits dans les méthodes présen-
tées pour le traitement des interfaces parfaites. Fortement guidés par I’aspect numérique du
probléme, les interefforts sont proches des multiplicateurs de Lagrange utilisés couramment
pour imposer une condition de continuité.

1.3.3.2 Approche aux points d’intégration

La deuxiéme approche de discrétisation consiste a privilégier la discrétisation des efforts
sur les interfaces. C’est I'approche choisie dans [Loiseau, 2001; Ladevéze et al., 2001; Nouy,
2003; Ladevéze et Nouy, 2003]. Ces efforts étant homogénes a des contraintes, ils sont
représentés avec un degré de moins que les déplacements & l'intérieur des sous-domaines.
Cette discrétisation appliquée aux déplacements implique des sauts aux bords des sous-
structures qui sont interprétés comme des déformations associées a l'intereffort.

Les choix suivants sont ainsi classiques :

(M)

o Type P1 (degré 1) pour l'intérieur des
sous-domaines ;
o Type PO (degré 0) pour les bords des
sous-domaines ;

FIGURE 1.9 — Discrétisations choisies [Dureis-
seix, 1997].

La figure 1.9 illustre les fonctions de formes en découlant. Une incompatibilité de discré-
tisation apparait ainsi entre les déplacements des sous-domaines et ceux des interfaces.

Théoriquement reliés par la relation de trace, celle-ci n’est vérifiée qu’au sens faible pour le
passage a la discrétisation via un raccord de type Mortar [Bernardi et al., 2005] :

fF (uy- W) -F* =0 VF* ¢ T (1.3.5)

Ou Fy, est Uespace discrétisé des efforts d’interface.
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1.3.3.3 Anomalies et sur-discrétisation

Le choix des discrétisations présentées au paragraphe précédent pose probléme, comme
montré dans [Nouy, 2003]. Selon les choix de I'approche aux points d’intégration, il est
impossible de définir a posteriori des interefforts discrétisés a partir d’une solution éléments
finis en déplacement classique sur la sous-structure considérée. De plus, lorsqu’on choisit
une discrétisation des quantités d’interface aux points d’intégration, 1’énergie des modes
trés oscillants est mal prise en compte, ainsi :

Perreur commise sur I’énergie est non-négligeable dans les zones & fort gradient ou

de dicontinuité d’effort et peut engendrer 'amplification de modes parasites;

— le probléme discrétisé est mal conditionné, ce qui pénalise la convergence des algo-
rithmes itératifs.

Une approche remeéde a été développée afin de pallier ce probléme. Elle consiste & modifier
les espaces de discrétisation sur l'interface et au voisinage de Uinterface. On distingue deux
versions :

— Solution de type “h” : on choisit de raffiner le maillage des sous-structures localement
et prés des bords;

— Solution de type “p” : on choisit d’augmenter le degré d’interpolation des fonctions
de forme des éléments de bord, ce qui revient & une sous-intégration des quantités
d’interface.

Ces modifications sont illustrées figure 1.10.

DISCRETISATION INITIALE

INTERFACE
Intereffort m=0
Interdéplacement m=0

—
\ SOUS-STRUCTURE

Intereffort m=0
Déplacement p=1

SUR-
DISCRETISATION

h-version p-version

v—v ’\1-\1
7% LA FA) 7%

SOUS-STRUCTURE SOUS-STRUCTURE
Intereffort m=0 Intereffort m=0
Déplacement p=1 Déplacement p=2

FIGURE 1.10 — Représentation de la méthode de sur-discrétisation. [Kerfriden, 2008|

Grace a cette méthode, la solution discrétisée obtenue est de meilleure qualité et les per-
formances des algorithmes itératifs de résolution sont améliorés par I’obtention d’un meilleur
conditionnement du probléme discrétisé. La figure (1.11) présente Veffet de la sur-discrétisation
dans le cas de I'é¢tude d’un demi-portique.

Si ces modifications apportent une amélioration indéniable, elle n’en font pas pour autant
disparaitre l'origine du probléme. Ainsi, les performances de la méthode et la précision
des quantités d’interface restent affectées par l'incompatibilité intrinséque aux choix de
discrétisation de type point de Gauss sur Uinterface. L’approche proposée au chapitre 2
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FiGURE 1.11 — Ilustration de I'application de la sur-discrétisation de type h sur le bord
d’une structure décomposée.

a pour ambition d’éliminer le besoin de ces modifications de discrétisation en évitant les
incompatibilités de discrétisation.

Les travaux de développement de la méthode LaTIn basés sur la discrétisation des interfaces
privilégiant les interefforts sont nombreux. S’assurer un traitement simple des interefforts
présente des avantages lorsqu’est défini un probléme grossier, comme présenté dans les
paragraphes qui suivent.

1.3.4 Probléme grossier et quantités macro

La méthode présentée jusqu’ici est la version dite monoéchelle de la méthode LaTIn. Lors de
la résolution d’un probléme mécanique avec la version monoéchelle, 'information de charge-
ment des constituants est transmise de sous-structure en sous-structure a chaque itération
via les interfaces. En conséquence, dans le cas ou la décomposition met en jeu un grand
nombre de sous-domaines ou dans le cas ol la structure est élancée, beaucoup d’itérations
sont nécessaires a une bonne transmission des informations et le taux de convergence se
dégrade.
Pour pallier cela, on introduit un probléme grossier, dit probléme macroscopique, qui peut
étre interprété comme |[Violeau, 2007] :

— un probléme global ayant pour objet de fournir un bon préconditionneur pour la

stratégie itérative;

— une technique d’homogénéisation de sous-structures hétérogenes.

Les paragraphes qui suivent en décrivent les ingrédients principaux.
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1.3.4.1 Séparation d’échelle

La définition du probléme grossier repose sur la séparation des quantités d’interface en
composantes macros et micros :

V(E,W) e Fppr x Wgpgr, en tout point de I'gpr, - (1.3.6)
Ou les quantités X™ sont dites macros et celles notées X™ micros.
La méthode de séparation consiste, dans un premier temps, a définir des sous-espaces de
dimensions finies F g[E, et Wg/fE,dans lesquels évoluent les quantités macroscopiques. Ce sont
des sous-espaces de ceux dans lesquels évoluent les quantités de déplacement et d’efforts
d’interface. Pour cela, on choisit leurs vecteurs de base. Les quantités microscopiques sont,

ensuite, recherchées dans les espaces supplémentaires au sens des travaux d’interface notés
(s m 3 -
Fim et Wgp. On a donc les relations :

Fow = Fip ® Fip et Wop = Wik @ Wik (1.3.7)

V(E,W) e Fgr x WgEr,
(FpWelr,, = [ Fp-WgdS=(FgWe)y,  +(FY W)

e

(1.3.8)
I'pr
Ainsi, les parties macroscopiques des efforts d’interface ne travaillent pas avec les parties
microscopiques des déplacements. De méme pour les parties microscopiques des efforts et
macroscopiques des déplacements.

1.3.4.2 Bases et projecteurs macroscopiques

De maniére générale, le probléme grossier doit étre suffisamment riche pour transmettre des
informations assurant I’extensibilité de la méthode sans pour autant étre trop cotiteux afin
de ne pas porter préjudice aux performances numériques. L’extraction des parties linéaires
des quantités d’interface est le compromis généralement adopté pour la version multi-échelle
de la méthode LaTIn. La construction des opérateurs de projection et des bases est détaillée
dans [Loiseau, 2001; Violeau, 2007]. Les vecteurs de la base macroscopique sont définis a
partir des vecteurs propres de la matrice d’inertie de I'interface. Ils permettent d’extraire
des interefforts les résultantes et moments & interface, respectivement les translations et
rotations des déplacements d’interface. A ces vecteurs sont ajoutés des vecteurs permettant
d’extraire la partie linéaire des champs d’interface : les modes d’extension et de cisaillement.
La base est construite orthogonale, au sens des travaux d’interface, normée lors d’une pro-
cédure de Schmidt. Une représentation de la base obtenue ainsi pour une interface plane
d’un probléme 3D est présentée figure 1.12.

Les vecteurs Q%E,’i de la base macroscopique B%/[E, permettent de définir H%E, le projecteur
des champs de l'interface I'gpr dans les espaces macroscopiques. On a alors :

V(E,w) e Fepr x WEgE et en tout point de TI'gpr:

Ny
FM =Ty F = > (erm i F) e (1.3.9)
Ny
WM =T W = Z; (QJ\E/[E’,i7w> QJ\E/[E’,i
i
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Translations

M
€EE"

M
CEE"2

M
€EE'3

Rotations

M
CEE")

M
€EE's

M
€EE'6

Extensions

M
EEE'T

Cisaillement

M
fEE'9

e

FIGURE 1.12 — Base macroscopique linéaire en 3D pour une interface plane. [Kerfriden,

2008]
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1.3.4.3 Stratégie de résolution

La mise en place du probléme grossier impose une modification de la résolution de la
méthode LaTIn. La stratégie consiste & imposer que les champs vérifient leur admissibilité,
un équilibre global sur la structure, et & modifier ’étape linéaire de sorte a imposer cet
équilibre macroscopique.

Définition de I’admissibilité macroscopique des champs d’interface La relation
de découplage (1.3.7) contraint la définition du comportement macroscopique. En effet,
dans le cas d’une interface élastique non-homogéne par exemple, 'orthogonalité au sens du
comportement d’interface n’est pas vérifiée et la projection dans ’espace macroscopique n’a
pas forcément de sens mécanique (|Kerfriden, 2008]). Aussi, dans [Nouy, 2003], il est proposé
de n’imposer aux interfaces que la vérification de I'équilibre des efforts macroscopiques.
Cette condition est vraie pour tous les types d’interfaces et permet d’atteindre I’extensibilité
dans les cas linéaires. Pour les problémes non linéaires, une modification de ’approche
actualisant les directions de recherches dans le cas d’interfaces décrivant 'endommagement
des matériaux composites est proposée dans [Kerfriden, 2008].

Il découle, de n’imposer que I'équilibre des efforts macroscopiques, un espace .7:(% d’admis-
sibilité en statique suivant :

VE,EVE, sur FEE’, E%+EAE4’:0
FM = EM e[ FH | VE, et
SiTpndQ; 20, sur T, FA + I} F, =0

Modification de 1’étape linéaire Les conditions d’admissibilité macroscopique sont
traduites par la mise en place d'un Lagrangien dont il faut chercher le point selle dans

(Mg FE) x WM.

——M 1 _-1 —
O(EnWi) = 35 ) ke (Ep-Ep)*dr
E E
+ %frE(EE—EE)(EE—EE) dr’ (1.3.10)

——M ——M
- r. v ar- f F.-F )T ar
S Eely ar-3 [ (Fp-E)T

Il implique I'introduction d'un multiplicateur de Lagrange W 5, qui évolue dans I’espace des
déplacements macro admissibles Wé\g défini par :

VE' e Vg, sur g, WH -W¥ =0
WM WM e [IWH¥ | VE, et
SiTpndQ, #0, sur g, Wi =0

La recherche d’extremum du Lagrangien entraine la modification de ’équation locale de di-
rection de recherche et ’équation d’admissibilité macroscopique suivantes, respectivement :

Trouver (W, Fp) € [[(We x Fg) tel que, VE, YW, € WY, :
E
—~ _ — _—~M .
S (@ F) s k(W - W) - kW) W ar =0 (1.3.11)
ViWy WM. Y [ FpiWp" ar-y [ p W ar
E e B Y%
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L’objectif de la stratégie de résolution habituelle est d’obtenir un probléme macroscopique

formulé en variable primale. Pour cela, on calcule une relation couplant E%I et EE .
On part de I’équation :

fr ((EE ~Fp)+kp(We-Wp) - kEEM) Wi dl'=0
E
de laquelle on tire :
_/ FpWpdl = _[ (EE + kZC/_WE + kEEM) Wi dl - f kpW g Wp dT
I'e I'g I'e

Par ailleurs, I’équation d’équilibre des sous-domaines de (1.3.1), en utilisant la relation de
comportement de ces sous-domaines et la relation de trace, s’écrit :

f rrle)re@d]= [ tewt o [ ppewar

En remplacant le dernier terme de I’équation précédente on obtient :
f Tre(u") Ke (u")]+ f kW g Wi dl = [ £ u” dQ+ [ (Bp+ kel + kz@M) Wi dl
Qg = = I'g Qp g

La linéarité de cette équation, permet d’obtenir la relation suivante qui lie la trace du
déplacement solution aux efforts d’interface :

Wi ews, [ WpWpdr= [ (He(Fg+ bplWe+ kgl ) + W) W dr
) ) (1.3.12)
Ouon a :
— L’opérateur Hp est le complément de Schur dual de la sous-structure E augmenté
par la direction de recherche.
— Le champs d’interface W, résulte de la condensation duale des efforts volumiques
de E sur I'g.
Les interefforts sont ensuite obtenus grace a la partie locale de la direction de recherche et
a une projection dans ’espace macroscopique :

vy ewi”, [ Epwilar= [ (LYW Fy) wl ar (1.3.13)

avec !
LY = kp-kpHgkg

Iy = EE + k;EEE - kg (H(EE + kEEE) + w%d)

La version décomposition de domaine de la méthode LaTIn présente un cadre avantageux
pour la modélisation d’interfaces aux comportements autres que parfait. Elle est extensible
et a été éprouvée sur le traitements de plusieurs problémes industriels, dont la simulation de
grands assemblages (boulonnés) ou la simulation du comportement de matériaux compo-
sites, représentant des phénomeénes de délaminage. Cependant, les choix de discrétisations
habituels pénalisent la précision et l'efficacité du solveur itératif. Le chapitre suivant pro-
pose de reprendre certains ingrédients de cette méthode, appropriés pour les applications
visées, et de changer les choix de dualité afin d’éliminer les problématiques d’incompatibilité
des discrétisations.
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CHAPITRE

2

Une méthode de décomposition
de domaine mixte pour le
calcul des assemblages
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2.1 Ecriture de la méthode sous forme continue . ........... 38
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interfaces parfaites . . .. . ... ... L. 41
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2.2.1 Choix de discrétisation . . . . .. ... .o 42
2.2.2 Opérateurs discrétisés de la méthode . . . .. ... ... ... ... 42
2.2.3 Formulation discréte d’une itération de la méthode sur un exemple
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2.4.1 Formulation du probléme de contact dans le cadre de la méthode
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2.4.2 Reésolution du probléme discret . . . . ... ... ..o 55

L’objectif principal de la méthode développée dans ce chapitre est la simulation d’assem-
blages complexes. Afin de couvrir un éventail le plus large possible de comportements d’in-
terface, le cadre d’une méthode de décomposition de domaine de type mixte a été retenu
pour la liberté de modélisation qu’il offre.

Par souci d’efficacité, on s’assurera que la méthode est extensible & un nombre impor-
tant de sous-domaines. Enfin, envisager une exploitation des quantités d’interface pour le
dimensionnement d’une structure impose d’en obtenir une bonne représentation.
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Ce chapitre présente la méthode développée en partant de la formulation continue géné-
ralisée de la méthode LaTIn. L’utilisation du théoréeme de représentation de Riesz permet
d’introduire un nouveau représentant dual de l'intereffort. La deuxiéme partie montre l'in-
fluence de ce choix sur la formulation discrétisée de la méthode itérative ainsi obtenue.
Les aspects extensibilité sont abordés dans la troisiéme partie. Le chapitre se clot sur la
formulation et le traitement du probléme mécanique sur les interfaces de contact.

2.1 Ecriture de la méthode sous forme continue

La méthode proposée se base sur 'utilisation de liens entre sous-domaines formulés de ma-
niére mixte, portant sur les déplacements et les efforts d’interface. Elle reprend 1’algorithme
de résolution de la méthode LaTIn impliquant la séparation des équations en deux groupes.
Dans un premier temps, et pour des raisons de clarté, la méthode est décrite dans sa version
monoéchelle 7.e. sans probléeme grossier.

2.1.1 Ecriture continue du probléme décomposé

On se place dans le cadre d’un comportement de la sous-structure linéaire élastique sous
I’hypothése des petites perturbations pour simplifier les écritures et les analyses.

2.1.1.1 Décomposition du domaine en constituants simples

On repart de la décomposition du domaine & étudier §2 en constituants simples de la méthode
LaTIn (Cf. 1.3.1) :
Les sous-domaines 27 ;

— Les interfaces I'°.
Chaque constituant posséde son propre jeu de variables reliées entre elles par des équations
décrivant leur comportement :

— Déplacements, déformations et contraintes pour les sous-domaines;

— Déplacements et interefforts pour les interfaces.
Cette décomposition est illustrée figure 2.1.

Interface I';5

Sous-domaine €2, | (C6té 1 Coté 2 Sous-domaine {2
°© o W, o W, o U,
o o E o Ky o
£ 6tg, g, etg,

FIGURE 2.1 — Sous-structuration sur un cas a deux sous-domaines.
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Une interface entre deux sous-domaines est constituée de deux faces, chacune en correspon-
dance avec un seul sous-domaine.

2.1.1.2 Séparation des équations

Les équations de comportement des constituants sont séparées en deux groupes : un premier
pour les sous-domaines et un second pour les interfaces.
La solution S = {(gs,ws,gs,ﬂs), s€ [I;Ns]} doit ainsi vérifier :
Le groupe d’équations G qui traduit 'admissibilité du comportement des sous-
structures :

Equations de liaison :

u’ e H(Q)

W =T () ™)
Equations d’équilibre :

vu' e HY(Q) [ otie(ut) d0= [

Qs

Joow dQ+(Fu”)

— Le groupe d’équations G qui traduit le comportement des matériaux et des inter-
faces :
Relation de Comportement :

gS — IC :§8
Compor?ement des interfaces :
Cas général : FP=b(W"-W?)
Cas interface parfaite : W*®=W", F°’+F" =0,
Conditions aux limites :  sur 9;Q et 0,2.

(G")

La formulation de I’équilibre des sous-domaines ne fait aucune hypothése sur la régularité
des efforts £'° sur le bord des sous-domaines. Les travaux de ces efforts sont pris en compte
par la dualité générique qui apparait dans ’application stricte de la formule de Green-
Lagrange [Brezzi et Fortin, 1991].

On notera également que chaque sous-structure est en fait enveloppée par des interfaces
sur tous ses bords. Les sous-domaines ayant une frontiére commune avec une frontiére de
Q) soumise & des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann seront soumis & ces
sollicitations via une interface avec ’extérieur. Les équations de conditions aux limites sont
ainsi classées dans le groupe d’équations d’interface. Les équations de comportement de
I'interface permettront de faire le lien entre les deux cotés.

2.1.2 Choix d’un représentant de I’effort d’interface

La formulation continue de I’équilibre présentée ci-dessus ne privilégie ni les déplacements
ni les efforts dans le calcul du travail.
L’originalité de la méthode proposée dans ce chapitre repose sur le choix d'un cadre ma-
thématique ayant pour objectif :
de s’affranchir des difficultés habituelles de discrétisation et des procédures visant a
corriger les approximations introduites : éviter d’avoir a privilégier effort (souvent
par une discrétisation P0) ou déplacements (souvent par une discrétisation P1) et
d’avoir a mettre en ceuvre des artifices de discrétisation (sur-discrétisation ou sous-
intégration) ;
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— de vérifier exactement la relation de trace sans avoir a représenter les efforts d’inter-
face comme des réactions nodales : lorsqu’une discrétisation PO est choisie pour les
quantités d’interface, les déplacements sont décrits au points de Gauss de 'interface.
Sur le bord des sous-domaines, ils sont calculés aux neeuds. L'incompatibilité de dis-
crétisation impose, méme dans le cas de nceuds coincidents, de vérifier la relation de
trace de maniére faible par une formulation de type Mortar ;

— d’avoir une bonne précision dans la description des interefforts : afin de gérer au
mieux un maximum de comportement physique des interfaces, on souhaite éviter de
réduire leur représentation & des réactions nodales.

On s’appuie sur les travaux de [Bernardi et al., 2008] présentés au paragraphe 1.2.1.7 et
on applique le théoréme de représentation de Riesz a la forme de travail bp(-) associée a
Iintereffort F :

bp(W) = (E(z); W(z))" (2.1.1)

Les crochets < -;- >* représentent la dualité entre déplacement d’interface et intereffort.

Les déplacements d’interface W appartenant a HY2(T) et bp(-) a U'espace HV/2(T), le
théoréme de représentation de Riesz appliqué & ces quantités s’écrit :

Vbp(-) € HY2(T), 31T € HY(T) tel que :
(2.1.2)
VIV e HYA(T),  bp(W) = (F,W)* = (T, W)

ou le produit scalaire de H'/?(T') est donné par [Adams, 2003] :

Wi(x)-W T(x)-T
(W.1) e = [ W@)T() s [ () —ff)_);;(‘) ) gy 213

L’application du théoréme permet d’introduire un représentant T de lintereffort F qui
appartient au méme espace que W, le déplacement sur l'interface. La méthode développée
dans le cadre de ces travaux se base sur 'utilisation de ce représentant des interefforts pour
écrire les équations régissant le comportement des sous-domaines et des interfaces.

Dans les équations qui décrivent le comportement des sous-domaines, tout calcul de tra-
vail impliquant un intereffort est remplacé par un produit scalaire de H/? (T*) avec le
nouveau représentant 7'. Au niveau des interfaces, I’écriture faible des équations servant a
leur discrétisation ouvre la porte de la reformulation des comportements d’interface avec ce
représentant appartenant a H'/2 (I'®).

2.1.3 La fermeture du systéme : équations de directions de recherche

Le solveur itératif de la méthode LaTIn est adapté a la dualité choisie. Les directions
recherche fermant le systéme complet et dont le role est de permettre le passage d'un
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groupe d’équations & l'autre sont réécrites sur les 7.

Etape d’interface :
Connaissant (W, T%) vérifiant (G") trouver (Ei+%,zi+%) vérifiant (G) tel que :

En tout point de I'®, (I‘:H% —I;Z) + k3 (M% —E‘;) =0

Etape de sous-domaines :

Connaissant (W?® , 17 ) vérifiant (G trouver (W2 |, T .,) vérifiant (G*) tel que :
2 2

En tout point deFS,( N —I;;)Jrkf( s EZ%):O

= n+l ! X+l T
(2.1.4)
On introduit ainsi deux paramétres de la méthode k5 et k. A priori matriciels, ces opéra-
teurs sont en pratique choisis scalaires et égaux pour les deux étapes. Leur définition par
interface est en revanche conservée.

2.1.4 Formulation continue d’une itération sur un exemple linéaire a
interfaces parfaites

Sous ’hypothése d’un comportement linéaire élastique et d’une interface parfaite entre deux
sous-domaines, on se propose de réécrire les équations continues avec le représentant 7' de
I'intereffort. Une itération compléte de la méthode est composée de la succession des deux
résolutions des problémes sur les interfaces et sur les sous-domaines. Chacun des problémes
constituant les demi-itérations est défini par le comportement du constituant enrichi de
I’équation de direction de recherche.

Etape d’interface Pour le cas d'une interface parfaite, le comportement est complété
par la direction de recherche pour obtenir le couple (W;;’I;;) vérifiant (G!)
2 2

II 7S N II 7T 0
—n+§ —n+

_js 1 _jr =0
n+ 5 n+

(1) o
n 3 mn

(z; —z:;;) VK (m; W

|
)

2
1
2 2

————l Nl
| I
o

s

W, T5.,) vérifiant (G) en résolvant

Etape de sous-domaine On cherche le couple (
le probléme en u € H! (%) suivant :

g e Ak (W W e = (WS 4+ T, ) W)+ [ fr 4R (216)
Les itérations ainsi définies se poursuivent jusqu’a convergence sur les quantités des sous-
domaines et des interfaces. La convergence de cet algorithme a été démontrée dans [Lade-
veze, 1999] moyennant l'introduction d’un parameétre de relaxation de la solution & chaque
itération compléte. Ce paramétre est habituellement choisi égal & 0.8. D’une maniére géné-
rale, on s’autorisera a le prendre au plus proche de 1 pour des raisons d’efficacité.

La méthode ainsi réécrite ne fait intervenir sur 'interface que des quantités homogénes a
des déplacements. Le passage a la formulation discréte s’en trouve simplifié.
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2.2 Formulation discrétisée de la méthode proposée

L’utilisation d’un représentant de l'intereffort appartenant a H/?2 (I'*) permet de simplifier
les choix de discrétisation. Les déplacements et les efforts d’interface évoluent dans le méme
espace, la discrétisation choisie pour les quantités d’interface est donc applicable aux deux
quantités. Les problémes sur les interfaces et les sous-domaines sont traités, dans la suite
de cette section, par la méthode des éléments finis.

2.2.1 Choix de discrétisation

Les déplacements & l'intérieur des sous-domaines sont discrétisés de maniére standard par la
méthode des éléments finis. On prend pour discrétisation des quantités d’interfaces, toutes
deux homogénes a des déplacements, la trace de la discrétisation des sous-domaines. Le
formalisme permet ainsi d’éviter les incompatibilités entre le bord des sous-domaines et
les interfaces. Grace a ce choix, on s’affranchit de la nécessité d’utiliser des artifices de
discrétisations supplémentaires (Cf. 1.3.3.3).

A titre d’exemple, une discrétisation P1 (de degré 1) sera choisie dans les applications
traitées au chapitre 4, & la fois pour les déplacements & l'intérieur des sous-domaines et
pour les quantités d’interfaces.

2.2.2 Opérateurs discrétisés de la méthode

Avant de décrire les étapes de mise en ceuvre de la méthode au niveau discret, les para-
graphes suivants introduisent les différents opérateurs nécessaires.

2.2.2.1 Matrice de masse M

La matrice de masse apparait lors du calcul des travaux. Elle est la discrétisation de la
dualité choisie entre quantités cinématiques et quantités d’effort. En exploitant le fait que
les fonctions de forme sont les mémes pour les déplacements et les représentants de 1’effort
d’interface introduits, on obtient :

(W Thpya={ D Wit ; Y, Tjo; -wimMT (2.2.1)
( J H1/2

Apparaissant a plusieurs reprises dans Palgorithme de la méthode, elle implique la capacité
a calculer explicitement le produit scalaire de la dualité choisie, dans le cas présent, celui
de H'?(I*). La matrice obtenue pour cette dualité est pleine, son calcul fait Uobjet du
chapitre 3. Son coit de calcul sera nécessairement supérieur a celui requis pour calculer
la matrice tridiagonale, plus courante, lorsque les travaux d’interface sont calculés par un
produit scalaire de L? (I'%).

Or le lien exact au niveau discrétisé entre les déplacements du bord d’un sous-domaine
et les interefforts est le complément de Schur. Matrice également pleine qui traduit le fait
qu’on ne peut dissocier I’évolution d’une partie de I'interface d'une autre, aussi spatialement
distante soit-elle. Dans le cas d’une matrice tridiagonale ou diagonale (lumpée), I'influence
du comportement & un noeud de Uinterface est restreinte, au mieux, & ses voisins immédiats.
L’utilisation d’une matrice de masse pleine introduit l'influence globale du comportement
local, naturellement pondérée par la formulation du produit scalaire.
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On verra dans le chapitre 4 que le surcotit de calcul de la matrice, réalisé une seule fois a
I'initialisation, est récompensé par une amélioration de la précision et de la convergence de
la méthode.

2.2.2.2 Matrice de passage sous-domaines - interface N

La matrice de passage N est introduite initialement dans la version multi-échelle de la
méthode LaTIn pour traiter les incompatibilités de discrétisations entre sous-domaines et
interfaces.

Elle est obtenue par la discrétisation de la formulation faible de ’égalité des déplacements
dans un lien de type Mortar.

((wy - W) E*) =0 VE* e H 2 (T%) (2.2.2)

La convention adoptée pour N est le sens sous-structure vers interface.

Nu, = W (2.2.3)

;;;;;

On se place dans le cadre discrétisé éléments finis, interface a Nt nceuds, le bord de la
sous-structure traitée lui correspondant en a Nyq.

Le lien faible entre déplacements s’écrit en introduisant un représentant T de l'intereffort
test F'* :

Noq Np
YAk Tr(es)) wy; = Y. (drid;) W;  Vke[l,Np] (2.2.4)
-1 ps

Ou < +;- > représente la dualité choisie a I'interface. En introduisant une matrice Mortar G,
on obtient sous forme algébrique :

Gub =MW
(2.2.5)
M !'Gu =W

Et au final, la matrice de passage IN utilisée initialiement dans la méthode LaTIn est :
N=-M"'G (2.2.6)

La discrétisation compatible obtenue par le choix de dualité proposé dans les paragraphes
précédents ne nécessite pas l'utilisation d’une telle matrice : le vecteur de déplacements
éléments finis de l'interface est strictement égal & celui des déplacements du bord du sous-
domaine. En effet, dans le cas de maillages compatibles entre deux sous-domaines, et par
conséquent l'interface qui les relie, on aura la vérification de la relation de trace :

Vie [1,Nag] TT(QOi) = ¢z dou G=M (2.2.7)
Ainsi, la relation (2.2.4) devient alors :
Mu, = MW d'ott up = W (2.2.8)

Pour le traitement de maillages incompatibles, l'incompatibilité est conservée dans le lien
entre sous-domaines et interface. Les deux cotés de l'interface ont ainsi un maillage com-
patible, facilitant la gestion des comportements. Une possibilité est de désigner un des
maillages des bords des sous-structures en vis-a-vis comme « maitre » et de I'utiliser comme
patron pour mailler les interfaces.
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2.2.2.3 La direction de recherche k

Les opérateurs de direction de recherche permettent de passer du jeu d’équations des in-
terfaces & celui des sous-domaines, et inversement. Liant un saut de déplacement & un
déséquilibre des efforts d’interface, elles sont interprétées comme des ressorts entre les sous-
domaines et les interfaces.

Méme si leurs valeurs optimales sont liées au complément de Schur du complément de la
sous-structure considérée, elles sont souvent prises scalaires pour des raisons de simplicité
d’implémentation et de coiit de calcul.

La valeur approchée retenue pour un comportement élastique des sous-structures s’appuie
sur le module d’Young E et sur la longueur d’interface Lp :

E
k=Fkfget X — (2.2.9)
Ly
ol kfqct €St un parameétre qu’il conviendra d’ajuster.

Impact de la dualité proposée : Les équations de directions de recherches sont écrites
au niveau continu. Leur passage au niveau discret passe également par une formulation
faible. En posant :

§A= A" - A"z (2.2.10)
On T’écrit sous forme faible de la fagon suivante :
(W* 5 k6W )ypp + (W" 5 0T )ynp=0  VW" e H*(T) (2.2.11)

qui permet d’obtenir :
0T +kdW =0 (2.2.12)

En multipliant cette équation (2.2.12) par Mpy, ,, et utilisant le lien fourni par le théoréme

de Riesz entre la représentation des efforts F par la dualité L? (0Q°) et la représentation
visée T est : F = M12T, on obtient :

MH1/26T + MHl/Qk(SW

Il
o

(2.2.13)
6F + MHl/Qk(SW

1l
o

En comparaison avec la version traditionnelle de la méthode LaTIn, on constate que la
matrice de masse vient ainsi jouer le réle d’un préconditionneur de la direction de recherche.
M ;12 étant une matrice pleine, la direction de recherche du groupe d’équations régissant
le comportement d’interface vient ainsi coupler les efforts en un ncoeud de l'interface aux
déplacements sur toute U'interface. Cette non-localité sera retrouvée dans les formulations
plus élaborées des comportements d’interfaces. Elle complexifie parfois 'implémentation de
leurs résolutions mais elle est également essentielle aux bonnes performances de la méthode
proposée.

Les ingrédients principaux étant réunis, on est en mesure d’écrire une itération de la méthode
proposée au niveau discret.
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2.2.3 Formulation discréte d’une itération de la méthode sur un exemple
linéaire a interface parfaite

On se propose d’écrire les deux demi-itérations sous la forme discrétisée de la méthode
proposée. L’initialisation de l'algorithme se fait par une pseudo-étape sur les interfaces
dans laquelle on fixe déplacements et efforts d’interfaces :

— a 0 pour les interfaces internes au domaines étudiées ;

— & la valeur imposée pour les interfaces de conditions aux limites.
On enchaine ensuite avec la premiére étape sur les équations des sous-structures.

2.2.3.1 Etape de sous-domaines

L’étape de sous-domaines consiste & résoudre I’ensemble des équations d’équilibre, de trace
et de direction de recherche. Ceci peut-étre écrit en substituant la deuxiéme dans la pre-
miére, de la fagon suivante :

SYW® | =b®+M®T? |
n+y p n+y
(2.2.14)

(T® | -T®) + k?(Wf;% ~-W2) =0

l_
n+2

Ou on utilise le complément de Schur primal S, (voir (1.2.8)) et le second membre condensé
b, (voir (1.2.9)).
Sous forme matricielle globale on obtient :

s o\ (WS o o
G ) - (5) (e ) (%) (2215)
k® 1 T 0 k® 1¢)\ T¢
D’ou :
wo & o\ ! & o\ !
nit|_ (S -M 0 0)(Wp) (S -M b (2.2.16)
T, k¥ I° k® 1)\ 12 ) k& 1° 0 -

2

2.2.3.2 Etape d’interfaces

Dans le cas d’'un comportement parfait, I’étape d’interface consiste & assurer la continuité
des déplacements de part et d’autre de 'interface, I’équilibre des interefforts sous la condi-
tion de la direction de recherche. Sous forme discréte, cet ensemble s’écrit :

AZW§+1 =0
. . B T;ml :®0 . (2.2.17)
(Tm% -T® ) +k$ (Wm% -W® )=0

Les deux premiéres équations impliquent (voir (1.1.19¢)) :

T
Wf;—l =A® Wi
T (2.2.18)
T;{;l =B* Tri
Il est alors possible de réécrire I’équation de direction de recherche comme suit :
T T
(T3, =B Tot) + kS (WP, —A® Wii1) =0 (2.2.19)
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Sous forme matricielle par blocs on obtient :

T N W1 Wf;l
(k$AS B® )(T”+ ):(k? )| po” (2.2.20)
n+1 n+%

Et au final, en exploitant 'orthogonalité des opérateurs d’assemblages (1.1.19a) :

W1 Aek? ! ® n+i
= k® I® 2 2.2.21
(T”+1 ) ( B® ( : ) Tj;—l ( )

2.2.3.3 Itération compléte

On dispose désormais des expressions des étapes de la méthode sous la forme algébrique :

. ;?+l [ 1(wo
Etape de sous-domaines : 7o 2 = |Kgssp Tg +| bssp
n+t L A n
2
W [ N
Etape d’interfaces : R I *g $+§
Tn+l T 1
- n+s
(2.2.22)
On rappelle les équations de réorganisation des degrés de liberté par interface :
Opérateurs d’assemblages : wo = AQTWn
T
T = BT,
(2.2.23)

On choisit alors d’initialiser la méthode par des quantités définies sur les interfaces WéI> et
T§>. Ces quantités vérifient les équations de I’étape d’interfaces ainsi :

W\ (A®T 0 \ (W
0 )= 0 2.2.24
()% we) 2220

La résolution commence donc par une étape de sous-domaines :

wY AT 0 (W

5| _ 0
Tf = [KSSD] ( 0 BQT) ( T[) ) + (stD) (2.2.25)

2

Et se poursuit par une étape locale qui s’écrit, en substituant avec le résultat précédent :

(‘;711) - [Km] [[Kssp] (As T B(;T) (‘;700) . (bssD)] (2.2.26)
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D’ou :
W AT 0 W
[ AKS T e
K = oS T
fnt B® )( v Ie) (2.2.27)
\ s MO\ '[0 0
on Kssp = {6 I®) (k?’ 1o
s¢ -MS\ ! (b?
_ p p
i bssp = (o o ) (0

Sous la forme ainsi obtenue, le lien entre la méthode proposée avec son solveur itératif de
type LaTIn et un probléme condensé classique résolu par un solveur itératif est manifeste.

Remarque sur la mise en ceuvre : Caché sous une présentation des équations en
interface par interface, le traitement des points multiples ne nécessite pas de précaution
particuliére. La formulation de la méthode par paire de sous-domaines permet de gérer na-
turellement la multiplicité : chaque coin d’un sous-domaine donné n’appartient qu’a deux
interfaces au maximum. Pour le post-traitement ou ’exploitation des interefforts au voi-
sinage de ces points multiples en dehors de l’algorithme de résolution, il est cependant
préconisé, pour éviter tout probléme de définition, de s’intéresser a une reconstruction sur
la base des contraintes issues des sous-domaines.

2.2.3.4 Variations introduites pour une interface de comportement élastique

Dans le cas des interfaces élastiques les relations de continuité des déplacements et d’équi-
libre des interefforts sont remplacées par un lien de proportionnalité entre le saut de dé-
placement [W] = B®W® et Dintereffort résultant. L'équation de direction de recherche
s’écrit de la méme facon. On a donc :

T® -B° KB®W?

n+1 n+1
o o S ® >y (2.2.28)
(Tm% -T, ) +k? (Wm% -W7.,)=0
Sous forme matricielle par blocs, on obtient :
T W<]>
(Be KB® ‘I®) (W§+1) _ ( 0 %) s (2.2.29)
kY ¢ J\ T2, kY 1 T
Finalement : o
-1
<o - S (g e
T, kS ¢ kY I T,

On choisit également d’initialiser la méthode par des quantités définies sur les interfaces
W§> et TSD. L’aspect non parfait des interfaces permet, par exemple, d’initialiser avec un
jeu. Pour la suite, on procéde dans le méme ordre que pour le cas des interfaces parfaites :
une étape de sous-domaines puis une étape d’interfaces emboitées par substitution.
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L’expression générique de l'itération est inchangée, seule Ky,; est modifiée :

B¢ KB® —1®)1(0 0)

S o K 10 (2.2.31)

Klnt = (

2.3 Ajout d’une deuxiéme échelle pour I’extensibilité

Telle que décrite jusqu’ici, la méthode est sensible & une augmentation du nombre de sous-
domaines. Dans ce paragraphe, on se propose d’ajouter un probléme grossier, ou probléme
macroscopique avec pour objectif de conférer de bonnes propriétés d’extensibilité a la mé-
thode.

2.3.1 Principe général

L’approche adoptée consiste a enrichir les équations sur les sous-domaines par un probléme
global sur les interfaces dont le but est de transmettre & toute la structure les informations a
grandes longueurs d’onde. Ces informations grossiéres sont qualifiées de macroscopiques, par
opposition aux grandeurs microscopiques. Ces derniéres, beaucoup plus riches, contiennent
le reste de 'information au niveau local.

I’approche classique, rappelée en 1.3.4.3, consiste & affaiblir la direction de recherche pour
permettre de satisfaire un équilibre macroscopique.

On propose ici une réécriture de ce principe a ’aide d'un changement de bases tel qu’il peut
étre employé dans [Klawonn et Rheinbach, 2005] pour la définition de degrés de libertés
primaux complexes dans FETI-DP. L’objectif est, d’une part, d’offrir une nouvelle lecture
de la méthode classique. D’autre part, il s’agit de voir dans quelle mesure il est possible
d’imposer directement le comportement macroscopique de l'interface qui est connu dans
le cas parfait (continuité des déplacements), en se passant de la direction de recherche
macroscopique.

2.3.2 Ecriture sur-condensée du probléme macroscopique

Cette approche est similaire & ce qui est fait habituellement dans la méthode LaTIn dans
le sens ou elle consiste a introduire des bases pour les espaces macroscopiques a la fois des
quantités de déplacement et d’effort.

Dans cette partie, I'indice - , est omis car on ne travaille plus que sur 'interface. On considére
deux sous-structures adjacentes s et 7.

Dans le cas des interfaces a comportement parfait, les quantités d’interfaces doivent vérifier :

Equilibre des efforts macroscopiques : Ty +Ty = 0

. . 2.3.1
Continuité des déplacements macroscopiques : Wiy = Wy ( )

Apres discrétisation, on introduit les matrices de changement de base BCAF/[ et BT pour les
efforts et B% et Bnmf pour les déplacements de sorte & ce qu’on puisse écrire :

T- (B, Bg)(?‘nf) w - (BY, BK)(‘xZ) 2:3.2)

Les quantités dans les nouvelles bases seront notées X, et un changement de base pourra
étre écrit de maniére condensée :

x = (B, Bg)(’;M) - B*X (2.3.3)

m

48 Geoffrey DESMEURE - Thése de Doctorat



2.3. AJOUT D’UNE DEUXIEME ECHELLE POUR LEXTENSIBILITE

De ce changement de base sur les interfaces, on peut déduire un changement de base au
niveau des sous-structures :

mI\ W, (2.34)
\)\% u
w 0% M) _ M
Bl B (W) -~y B ()
Les matrices BY, et BY, sont choisies telles que : NBY, = B} -1,,. On a donc :
w-l u 1p 0 N
= = 2. .

B NB ( 0 Nm) N (2.3.5)
Remarque : La matrice N de passage bord / interface peut étre rectangulaire puisque

qu’aucune contrainte n’est a priori imposée sur la correspondance des nceuds des sous-
domaines avec ceux de 'interface.
L’écriture du probléme discret commence par introduire un changement de base des équa-
tions déja rencontrées dans les paragraphes précédents. Le probléme macroscopique est
formulé et résolu a I’étape de sous-domaines. On part du systéme (2.2.14) et on Iécrit dans
les nouvelles bases : _

S,B“l = b, + N'MB’T

MBTT + kBYW =T (2.3.6)

W = Nu
Avec T = MT, 1 +kW__1, ot les quantités issue de la demi-itérations précédentes vérifient
2 2

le groupe des équations constituant une étape d’interface.
En multipliant la premieére équation par B*T a gauche, on obtient :

(B""'S,B")ii - B""b, + B*'N"MB' T (2.3.7)

Or, B*I'NT = (NB“)T = (BWN)T -NTBVT, Ainsi, en posant B; = B“pr :

(B*"s,B")d = b, + N"B" MB'T (2.3.8)
Concernant la matrice de masse, d’une part le changement de base améne :
By, T
T T T M
W'MT = (Wy W,) (B%T)M(BM B}) (Tm) (2.3.9)
D’autre part, par propriété d’orthogonalité, on obtient :
T
\)\% M 0 T
T _ M M M 2.3.10
wor = () (% s (32) 2o
Donc, en posant :
— (BWT
M = (B%T)M(Bfw Bl) (2.3.11)
m
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'hypotheése de séparation d’échelle équivaut a supposer M bloc-diagonale. En multipliant

la deuxiéme équation du systéme (2.3.6) par B"" gauche on obtient :
MT +B" kBYW=B"'T (2.3.12)

Au final, on obtient le systéme suivant :

MT+kW =T (2.3.13)
W = N1
Ou : s B . . .
S,-B“"s,B* k=B"'kBY T=-B"'T (2.3.14)

En choisissant alors des bases de sorte & ce que k soit diagonale par bloc, il est possible
d’écrire le systéeme précédent de maniére décomposée :

Spyvnr Spmar | (UM g5, (Mu 0 Ty
SpMm S U P 0 NmTMm T

Pmm

M, 0 T ks 0 W o~
Po V() (i ) () pass

(W)= () ()

Dans la suite, on qualifie de macoscopique, ou macro les lignes des systémes ci-dessus
faisant intervenir les parties macro des déplacements et efforts d’interface. De méme, on
désignera par microscopique, ou micro, celles qui font intervenir les parties micro de ces
mémes quantités.

On dispose par ailleurs des équations macroscopiques d’interfaces :

v+Ty =0
Wi, = Wi,

(2.3.16)

La surcondensation macro consiste alors a utiliser la direction de recherche micro pour
¢liminer les degrés de liberté micro de l'équilibre interne. Etant donné que les espaces
macro sont choisis contenant les mouvements de solides rigides et qu’il y a augmentation
par la direction de recherche, il n’y a pas de doute sur l'inversibilité du probléme micro.
L’approche se base sur la partie micro de I’équation de trace qui est injectée dans I’équation
de direction de recherche micro. La relation obtenue permet de substituer M, T,, dans la
partie micro de I’équilibre par une expression qui dépend de u,,. On obtient :

52 s Bt 2o )47
Sprrm Spoum + N’ kN J\w )~ \by, + N, 7T, 0
MMTM + kMWM = TM
Wy =upy

(2.3.17)

On élimine alors les degrés de liberté micro en travaillant sur la partie micro de I’'équilibre
et en remplagant uy; par Wy :

Sp MmW Mt (S

u,, = (S

oo+ Nim” kN ) = b, + N, T T

_ g 2.3.1
+ NmTkmNm) 1 (bpm + NmTTm - SPMmWM) ( ’ 8)

Pmm
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La partie macro de I’équilibre devient alors :

-1 o
SPMMWM+SpmM (Spmm + NmTkmNm) (bpm + NmTTm - SpMmWM) = bpM+MMTM

(2.3.19)
D’oti le nouveau systéme :
SWM = lv)va +MMTM
MMTM + kMWM = TM
(2.3.20)
T -1
Avec : S = Sprar—Spmar (Spym + N kmNrri)l Sprrm }
Doy = byas = Spons (Spm + N kN ) (bp,,, + Ny T
Le systéme macro complet pour une interface I'"™® g’écrit donc :
S*Wi = bpi, + My Ty,
T T _ T T
S"W)y, = by, +MyT), (2.3.21)

Ty +Ty = 0
Wi, = Wy

Ce systéme est fermé sans besoin d’introduire les directions de recherche macro.

2.3.3 Résolution du probléme macroscopique

Deux approches de résolution sont envisageables. La premiére présente l'avantage d’étre
simple et de ne pas utiliser de direction de recherche macroscopique, elle n’est cependant
applicable qu’au cas des interfaces parfaites. La seconde, plus générique, est plus proche de
la résolution habituelle.

Résolution 1 :  Ce type de résolution n’est applicable qu’au cas des interfaces parfaites.
On fait la somme des deux premiéres équations de (2.3.21) en prenant en compte 1'égalité
des déplacements :

(S*+S") Wy =byj, +by), (2.3.22)

Le systéme a résoudre est simple et ne nécessite pas de multiplicateurs de Lagrange ou de
méthodes plus élaborées que de I'inversion de matrice ou de l'itératif.

Reésolution 2 :  Ce type de résolution,version discréte de 1.3.4.3, est applicable a tous
les types d’interface. On I’applique ici a 'exemple de l'interface parfaite. Le systéme macro

en effort s’écrit :
S S S S
S UbM:bpM'i_MMTM

S"Wi =by), + My T, (2.3.23)
v+Ty =0
Ce systéme n’est pas fermé mais avec les directions de recherche macro il serait surdéterminé.
En effet, les directions de recherche s’écrivent :

My T, + kWi = Ty

9 2.3.24
MMTM"‘kMW;\/[:T?]q\/[ ’ ( )

] A N 3 A 3 3 S S T T
ce qui donne au total un systéme a cinq équations pour quatre inconnues (W3, T%,, W7, T ).
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La direction de recherche macro est donc imposée sous contraintes. Pour cela, on minimise
le potentiel de direction de recherche sous la contrainte d’équilibre macro. On introduit
alors le multiplicateur macro W, dans le lagrangien suivant :

LT3, Th, W) = I5(T5,) + I'(Th,) + (T3, + Thy) " My, "Wy,

I*(T5,) = 5T34T1\4]\4T1<j4‘1MMT§W+T§WTMMTWS -5, My Tk, T,
(2.3.25)
Le systeme complet s’écrit en conséquence :
(1) S*Wi, = by, + My Ty,
(2) S"Wi, = by, + My Ty,
(3) MuyTi +kiy (Wi +Wy) = T (2.3.26)
(4) MyThy +ky (Wi + Wy ) = T
(5) v+Ty =0
Puis on fait :
— (3) dans (1) :
S*W3, = by, +[Th -k (Wi + Way)]
(2.3.27)
(S*+ky ) Wiy = by, + Ty +kiyy Wiy
— (4) dans (2) :
S"Wih, = by, +[Th - Ky (Wi + W)
(2.3.28)

(S"+Ki ) Wi, = by, +Th +k}, Wy

et
— (5) dans (3)+(4) :

My (T + Thr ) + Ky (Wi + W) + Ky (Why+ W) = T3+ T,

e —
=0 (5)
(2.3.29)
et on obtient :
(S*+K5,) W3, = b“M+kMWM
(S"+Ky )W, = bpM+k W (2.3.30)
Ky (Wi + W) + Ky (Wi + Wyy) = T5+ Ty
D’ou
Wi = (S"+ki) " (b + K3 W)
Wi = (S +Ky) ™ (b, + Ky W) - (23.31)

ki, (Wi +\7VM) + Kk, (WM-FWM) = T35, +TY,

Puis : -
8 (S5 +k5,) pM+k WM+WM)
+ Ky (ST KG) T (b, + Ky WM+WM). (2.3.32)
= M+T’;\4
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En définitif, on a le probléme homogénisé suivant :

(K5, + K3y (ST +K5) 7 Ky + Ky + Ky (S™+Khy) T K, [ War
= (2.3.33)
TS5, - K3y (85 +K5) by, + Ty Ky (8" +K5) by,

Ces deux types de résolutions de sont pas équivalents. En effet, la continuité des déplace-
ments est affaiblie dans le cas de la deuxiéme méthode et n’est vérifiée qu’a convergence.

Remarque : Le probléme résolu (2.3.26) ne fait pas intervenir la relation de continuité des
déplacements macro d’interface. On peut montrer qu’il est possible de formuler le probléme
macroscopique en n’introduisant qu’une seule base macro pour les déplacements d’interface,
en se passant de celle des interefforts. Pour étre fermé, le probléme ainsi écrit doit com-
prendre les parties micro et macro des équations de direction de recherche. Souvent hérités
des choix faits pour les déplacements, les projecteurs pour les efforts ne sont alors plus a
définir. Seul le travail des déplacements macro dans les efforts est & spécifier.

2.4 Traitement des interfaces de contact

Le traitement des interfaces de contact comporte quelques spécificités dues notamment a
la non-localité introduite par la dualité choisie. Aprés avoir formulé le probléme au niveau
continu, en utilisant le représentant 1 de l'intereffort introduit au début du chapitre, on
traitera de sa résolution au niveau discret.

2.4.1 Formulation du probléme de contact dans le cadre de la méthode
développée

Afin de formuler le probleme de contact avec le représentant T’ de I'intereffort, on repart
de la formulation forte des équations continues écrites avec un intereffort traditionnel. Pour
une interface de contact entre un sous-domaine Q! et un sous-domaine 2, le probléme en
T s’écrit :

(W' -W*)-n'+g > 0 Condition de non-pénétration
T'n'= IZ > 0 Effort normaux uniquement en compression

(E; -W)+g ) 'IZ =0 Condition de complémentarité
T"+7° = 0 Equilibre des efforts

Avec n, la normale & l'interface, g un représentant du jeu entre les deux piéces en contact,
i € {r,s} et la notation v > 0 d_ésignant que toutes les composantes du vecteurs v sont
positives ou nulles. Résolues au niveau discret, ces équations sont vérifiées au sens faible.
On profite de leur formulation sous forme variationnelle pour introduire le représentant 7.
Dans les lignes qui suivent, les équations sont reprises une par une.

m Condition de non-pénétration : Ne portant que sur des quantités cinématiques, la
formulation continue de cette équation reste inchangée.
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m Condition sur les efforts normaux uniquement en compression : La formu-
lation du probléme unilatéral de contact impose que les efforts normaux soient nuls en
traction (les sous-structures ne sont pas collées). En la passant sous forme faible il vient :

VI e H'2(I7) tel que W*>0  (T% 3 W2 ), 20 (2.4.1)
Pour une discrétisation linéaire (fonction positive), on arrive & la forme discrétisée suivante :

W MTE >0 avee W >0 (2.4.2)

pour aboutir & la condition qui sera retenue :

M 12 T% > 0 (2.4.3)

m Condition de complémentarité : Cette condition traduit ’exclusivité des statuts
“en contact” et “ouvert”. En un point donné, nécessairement :
— Soit il y a contact, auquel cas le jeu a été rattrapé et les deux bords des sous-domaines
son confondus :

W, -W; +g=0 (2.4.4)
— Soit les deux surfaces ne sont pas en contact et l'effort normal ne transite pas :
T, =0 (2.4.5)

La condition de complémentarité peut étre écrite de fagon équivalente sous forme intégrale
sur l'interface :

fr(wﬁ—msﬁg)-l’n dl'=0 (2.4.6)
En appliquant le théoréme de représentation de Riesz, il vient :

(W, -W5+g5 T5)

e =0 (2.4.7)

et la condition retenue s’écrit :

(W! =W + g)M 12T =0 (2.4.8)

m Condition d’équilibre des efforts : En passant cette condition d’équilibre sous forme
faible puis en introduisant le représentant 7' de 'intereffort, on retombe sur la formulation
directe en T" obtenue pour le cas des interfaces parfaites :

VW e BV, W@ AL = (W T T e =0 (249)
r
ce qui meéne a la formulation discréte :

T +T*=0 (2.4.10)

Pour obtenir le probléme complet d’interface, on ajoute a ces équations la direction de
recherche réécrite sur les T.

(T'-T%,p) - k. (W' - Wi,p) =0 (2.4.11)

54 Geoffrey DESMEURE - Thése de Doctorat



2.4. TRAITEMENT DES INTERFACES DE CONTACT

ou Tgsp et Wgsp sont les quantités issues de I'étape de sous-domaines.
Au final, le probléme de contact a résoudre est le suivant :

W, -W; + g 2 0
s MH1/2T% % 0
(W, - W, +g)Mp. T, = 0 (2.4.12)
T+T° = 0
(TZ - fS'sD) - ki— (Wz - ZSSD) 0

Cette formulation discréte du probléme de contact, adaptée au cadre de la méthode pro-
posée, fait apparaitre les liens entre chaque point de l'interface introduits par la dualité
proposée. La matrice de masse, pleine, présente dans 1’équation de positivité des efforts
normaux, impose de traiter le probléme globalement sur I'interface. Cette contrainte n’est
pas sans conséquence sur le choix de 'algorithme de résolution.

2.4.2 Résolution du probléme discret

Dans I'impossibilité de résoudre le probléme de contact nceud par neeud, la résolution passe
par une formulation de type probléme de complémentarité linéaire. Sous sa forme générique,
un probléme de complémentarité linéaire consiste & chercher un vecteur z de R", pour une
matrice Ml de R™" et un vecteur ¢ de R", solution de :

z > 0
g+Mz > 0 (2.4.13)
A(g+Mz) = 0

Ces problémes sont rencontrés dans plusieurs domaines dont optimisation quadratique, les
simulations d’apparition et disparition de phases dans les écoulements ou, pour la mécanique
des solides, la modélisation du contact. La théorie mathématique autour de ces problémes,
les conditions d’existence d'une solution et les principaux algorithmes de résolution sont
décrits en détail dans les ouvrages de référence [Cottle et al., 2009] et [Murty, 2010].

Sous une forme plus spécifique a 'application visée, un probléme de complémentarité li-
néaire peut étre écrit en introduisant un vecteur w comme suit :

w>0 , 220
w = q+Mz (2.4.14)
Zdw o= 0

Le probléme de contact écrit dans le cadre du formalisme de la méthode proposée peut étre
reformulé de cette fagon.
La premiére étape consiste a exprimer le déplacement d’interface inconnu par les directions
de recherche : )

W'=k! (T'-Ty,p) +Wg.p (2.4.15)

L’écart de déplacement des deux cotés de l'interface s’écrit alors :
-1 —-1 -1 -1
W W =k T -k T (K T - K Thp + Whyp - Wiip)  (24.16)
Puis en utilisant la relation d’équilibre T" + T = 0 et en posant

T S

-1 -1
q=k, Tgp-ki Tsp+Wip-Wip (2.4.17)
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on écrit le saut de déplacement comme suit :
W= W= (K + kD )T+ g (2.4.18)

En utilisant la relation d’équilibre, on obtient le systéme :

T = MHl/QTT
T>0 , W>0 W = W' -W?
W = MT+g¢q Avec : -1 -1 -1
w0 M = (k_’;1 + kS ) i
q = k:_ g‘sD_ki T%3D+WgsD_W§sD

(2.4.19)

2.4.2.1 Algorithme de résolution

Pour la résolution de ce probléme de complémentarité linéaire, il est possible d’utiliser
un algorithme de Lemke. Démontré robuste, il présente 'avantage de la simplicité et de
performances adaptées aux tailles de problémes visées. Au-dela de quelques centaines de
degrés de liberté, des algorithmes itératifs seraient plus performants mais ce sera rarement
le cas pour les problémes de contact formulés uniquement sur les interfaces, en particulier
pour les premiéres applications visées par ces travaux. Une variante connue de la résolution
type Lemke consiste a augmenter le probléme de complémentarité linéaire initial.

En reprenant la définition (2.4.13) on désigne un probléme de complémentarité linéaire
par le couple (¢, M). L'objectif de Paugmentation est de définir un probléme noté (G, M)
en ajoutant une variable et une contrainte, de sorte a ce que ce probléme augmenté ait
toujours une solution. La solution au probléme original peut ensuite étre déduite de celle
du probléme augmenté.

Sur la base du probléme (¢, M), on introduit un scalaire A > 0 et un vecteur d > 0 afin de

poser le probléme :
~ M d
q:[i] et M:[_dT 0] (2.4.20)

Résoudre ce systéme revient alors a trouver un vecteur z et un scalaire 6 solutions de :

w=qg+Mz+6>0, T

z20, w
o=X-d'z>0, 0>0 o

> z=0

R ’ 2.4.21
> -0=0. ( )
Si (z,6) est solution de (g, M) avec 0 = 0 alors z est solution de (g, M). On remarquera que
6 =0 est vrai si A > d”z. L’algorithme emploie des techniques de pivotage pour déterminer

la solution au probléme initial.

Les ingrédients théoriques étant réunis, la formulation discréte de la méthode introduisant
un nouveau représentant de l'intereffort est posée. Afin de la mettre en ceuvre, il est ce-
pendant nécessaire de savoir calculer la matrice de produit scalaire associée a la dualité
choisie.

Avant d’illustrer les performances de la méthode dans le chapitre 4, le chapitre suivant
détaille une proposition de calcul approché de cette matrice et sa validation.
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CHAPITRE
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Calcul du produit scalaire de
H1/2
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Afin de mettre en ceuvre la méthode présentée au chapitre précédent, il est nécessaire de
pouvoir calculer le produit scalaire choisi pour la dualité des quantités d’interface. Présenté
ponctuellement dans les chapitres précédents, le produit scalaire de 'espace H/2 (092°) est
composé de deux termes :

— le produit scalaire de L? (992°);

— un terme pseudo-singulier de double intégrale sur 9Q2°.
Les matrices de masse (Cf. 2.2.2.1) issues de cette dualité sont pleines. Pour des interfaces
de grandes tailles, elles seront non seulement chéres & calculer mais aussi & inverser. Elles
perturberont également le remplissage des matrices de raideurs quand elles interviendront
dans la condition de Robin. Dans un souci d’efficacité et de simplicité de mise en ceuvre de
la méthode, ce chapitre propose un calcul approché de ce produit scalaire dont I’équivalence
avec la version exacte a été vérifiée numériquement. Ce calcul approché est applicable aussi
bien aux interfaces dont toutes les mailles ont la méme taille, maillage appelé régulier, qu’au
cas des interfaces & maillage irrégulier, i.e. dont les mailles sont de taille variable.
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3.1 Le produit scalaire de H/2 (9Q*)

H'2 (99°) est un espace trace dont la construction meéne au produit scalaire détaillé dans
les paragraphes suivants (Cf. A.2).

3.1.1 Ecriture continue du produit scalaire

Le produit scalaire de H1/2(F), pour I' ¢ R" un domaine de longueur caractéristique uni-
taire, est donné par I'expression suivante :

(u’v)l/Z,F:fFU(-T)U(I) d:c+frfr(u(x)_“(y))(v(x)_”(y)) de dy, Vu,ve HY2(I)

|z -y
(3.1.1)
Le premier terme est le produit scalaire de L? (0Q°) complété par une double intégrale sur
le domaine de calcul. Dans le cas d’applications aux calculs de structures, le domaine de
calcul sera une interface I' entre sous-domaines :

[ est 1D (un segment) dans le cas d’'une étude mécanique 2D ;
— I est 2D (une surface) dans le cas d’une étude mécanique 3D.
Dans la formulation (3.1.1), le second terme présente une pseudo-singularité. Pour x — y, le
terme sous l'intégrale double tend vers l'infini. Les paragraphes suivants montreront qu’un
changement de variable adapté permet de lever la singularité.

Remarque : Dans le cas de H&?(F), un terme supplémentaire est & calculer :

u(z)v(x) 1/2
(u,v)12,00,0 = (U, V)1/2,0 + " d(z, ar) dz, Vv,ue Hoé (I

Ou d(z,0T") est la distance de z a OI.

3.1.2 Propriétés

Dans un souci d’application de ce produit scalaire & un calcul de travaux en mécanique,
une analyse d’homogénéité de la formulation (3.1.1) montre un écart entre les deux termes.
Le deuxiéme terme doit étre multiplié par une longueur pour assurer son homogénéité avec
le produit scalaire de L? (99°).

Par ailleurs, des premiers calculs rapides sur une interface 1D montrent que le terme sous
la forme d’une double intégrale présente la particularité d’étre invariant par homothétie
géométrique de T

Ces propriétés ont guidé une légere modification de la formulation (3.1.1) pour l'utilisation
de ce produit scalaire dans la méthode proposée au chapitre précédent. Un paramétre
supplémentaire o sans unité est introduit et le produit scalaire utilisé sera :

(u,0)1j2r = fr u(@)v(e) de+a Ly fF (ulz) ~uw)(olz) ~v(y) 4, ds,, Yu,ve HY*(T)

r |z —y|”
(3.1.2)
Ou LL est une longueur caractéristique de I'interface. Typiquement, pour une interface 1D,
on prendra la longueur de cette interface.
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3.1.3 Approches existantes

Si 'utilisation de ce produit scalaire plus adapté aux quantités traitées sur I'interface vise
a capter d’avantage d’informations, son calcul est délicat & cause de la pseudo-singularité
et peut s’avérer coiiteux.

3.1.3.1 Approche par un calcul exact

Lutilisation de ce produit scalaire dans les méthodes des éléments de frontiére a mené au
développement de méthodologies d’intégration adaptées a des domaines 2D. Ainsi, dans
[Frangi et al., 2002], une approche par changements de variables successifs est détaillée.
Visant une application sur une surface discrétisée, I’approche distingue pour la double in-
tégrale, les cas ou les variables appartiennent & des éléments adjacents, coincidents ou
dissociés. L’exhaustivité des cas traités permet un calcul exact du produit scalaire en éli-
minant systématiquement les singularités mais présente l'inconvénient d’imposer un effort
d’implémentation numérique important.

3.1.3.2 Norme discrétisée de H'/2(9)

Une approche visant les applications & des domaines 1D a également été proposée dans
[Casas et Raymond, 2006]. Elle se base sur une approximation de I'espace a balayer.

En supposant que £ est un sous-ensemble borné de R? et en se placant dans le cas 0 < s < 1
et 1 <p< oo, la norme de W9P(9RQ) est alors définie par :

l
u(z) —u(y)P v
lullys.p(ry = [U||LP(F)p + fr . W ds, ds, pour p < 0o

u(z) —uy
[uligocery = [t gory + sup AR,
z,yel x+y |33 - y|

On introduit une version discrétisée de cette norme définie dans un espace éléments finis
U}, de fonctions affines par morceaux et continues sur I'interface I' :

1/p
|un,;
”p:(hgth'p*hQZ ]—mp pour p < oo
1¥] 7,
u
N( ) % j |:Bj — $Z|s
Ou hj =|zjs1—z;| et h= max . On notera que la somme se fait sur le nombre d’éléments

1<j<N(h)
contenus dans le domaine support de I'intégration N,. Il est prouvé dans [Casas et Raymond,
2006]| que ces deux normes sont équivalentes pour un maillage uniformément régulier i.e. :

3p > 0 tel que h < ph; pour chaque 1< j < N(h)

Dans [Bernardi et al., 2009] les auteurs avancent que I’équivalence doit pouvoir étre étendue
a une catégorie plus large de maillages en se basant sur plusieurs essais allant dans ce sens
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pour la norme HSéQ avec la méthode de pénalité. Le produit scalaire associé qui est adopté
est :
Ne Ne Ne IRy (I = ok
o uw —u”) (v —v
[u,v]] = Z|90j+1 - zjlw’ 07+ Z Z T4 = 2] w1 —$k|( N D) )
j=1 j=1 k=1,k=j (zj - zk)

Plus simple & implémenter que la version exacte, ce calcul approché constitue la base de
I’approche détaillée dans les paragraphes qui suivent.

3.2 Proposition de calcul approché

Bien qu'il soit efficace, le calcul approché tel que proposé dans [Bernardi et al., 2009] est
dédié a HééQ. Il présente certaines approximations dont il souhaitable de se passer afin
d’assurer une richesse spectrale suffisante a la matrice de masse pour rendre compte au
mieux des comportements & I'interface. Dans cette section, un nouveau calcul approché du
produit scalaire est proposé et validé pour des problémes en 2 dimensions spatiales.

3.2.1 Formulation
3.2.1.1 Analyse d’une premiére approximation

Le schéma d’intégration approché proposé pour Hé(/f par [Bernardi et al., 2009] utilise les
valeurs “a la gauche" de I’élément support de I'intégration. Dans un souci de simplicité des
illustrations, les paragraphes suivants se basent sur un exemple d’'une interface & 4 éléments
et 5 noeuds. Le schéma d’intégration approché est présenté figure 3.1. Plus précisément,

|

©
o
®

le terme pseudo-singulier du produit scalaire étant une double intégrale, le schéma d’inté-
gration choisi s’imbrique pour chaque évaluation, concaténant ainsi les approximations. En
prenant en compte la condition d’élimination pour le cas ou le dénominateur s’annule, le
schéma d’intégration discréte proposé dans [Bernardi et al., 2009] est représenté figure 3.2.
La double-intégration représentée correspond au calcul d’un seul coefficient de la matrice
de masse.

Proposé pour HééQ, ce schéma n’implique pas la valeur au dernier noeud des fonctions
dont on calcule le produit scalaire Un schéma adapté au calcul de travail dans H 172 qoit
nécessairement prendre en compte tous les noeuds de Uinterface.

Intégration par Lo sauche x
Valeur hodale de la fonction
Numiére du hoeud x

Numéro de L'élément

FIGURE 3.1 — Schéma d’intégration & gauche.
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Intégration par Lo gauche 1
Voleur nedale de Lo fonction ‘ ]
Numiére de L'élément x ] i l
LI_LL_] !

QO

0% e e ?®e

FIGURE 3.2 — Schéma complet d’intégration approchée, [Bernardi et al., 2009].

3.2.1.2 Proposition d’un schéma approché

Afin de s’affranchir de la non-prise prise en compte d’une des valeurs du bord de l'interface,
le schéma d’intégration proposé distingue le traitement des noeuds extrema de celui des
neeuds internes. En repartant de ’exemple simple du paragraphe précédent, le principe est
de prolonger l'intégration au dernier noeud de Uinterface en utilisant I’élément a sa gauche
comme support, comme représenté figure 3.3. Ce schéma peut également étre vu comme
Tnkégration par La gaucke
Tnkégration par La dreite

=
¥ Valeur nodale de La fonction
@

i) Numére du noeud

® Numére de U'élément b ¢

o0 e %6 ?®e

FIGURE 3.3 Schéma d’intégration a gauche prolongé.

une intégration sur des éléments équivalents dont le centre est confondu avec les nceuds
de l'interface, voir figure 3.4. L’approximation ne porte ainsi plus sur les valeurs a intégrer
mais sur le domaine sur lequel l'intégration est effectuée.

La prise en compte de la longueur d’intégration locale spécifique aux cas extrema permet
alors de faire porter la double boucle non pas sur le nombre d’éléments a 'interface mais
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Intégration au miliew

i Numére du noeud

=3
¥ Valeur nodele de la fonction
©

® Numéro de Uélément

%0 %0 %6 ®0e

FiGURE 3.4 Schéma d’intégration équivalent a la prolongation avec élément virtuels.

bien sur le nombre de nceuds. Toutes les valeurs des fonctions & intégrer sont ainsi atteintes.
Le second terme pseudo-singulier du produit scalaire est donc approché par :

N, N, h (fi(xk) —fi(xl)) (fj(xk) _fj(xl))
!

% Lk |og, — 2y
ot P = |Xm — Tm-1] sim=N,
hon = |Tme1 — T sinon
(3.2.1)
Soit, de maniére détaillée :
(fi P )Hl/z N < Py fj)w
Nas1 Nps1 (i, (@) = 2,(@) (12, (21) — 2, ()
= Z Z |Tks1 = pllTien — 2 3
ko Lk vk —
A (i,(z0) = 2,(x0)) (2, (20) — 2, (x0)) |
+ Z | k1 — k|| — 211 5 sil=N,
k |z — 71
Ny (i, (z0) = 2,(x0)) (0, (20) = 0, () |
+ Z |.%'k - xk_1||:):l+1 - $l| 5 sik= Nn
7 |21 —
(3.2.2)

La contribution provenant du premier terme L? peut, quant a elle, étre calculée de maniére
exacte dans la majeure partie des cas.

3.2.2 Mise en ceuvre numérique

L’implémentation numérique de ce calcul approché se fait en deux étapes :
Etape 1 : calcul de la matrice de masse du produit scalaire de L?;
— Etape 2 : calcul de la matrice complémentaire correspondant au terme pseudo-
singulier.
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La mise en ceuvre du produit scalaire de L? est classique et ne présente pas de difficulté
particuliére. On notera malgré tout qu’un calcul complet de cette matrice est réalisé, elle
n'est pas lumpée.

Le calcul de la matrice complémentaire sur une interface discrétisée par éléments finis
repose sur I'imbrication de deux boucles du schéma proposé. Les deux boucles balayent la
liste des noeuds du domaine & intégrer. Pour des raisons de clarté dans les écritures, les
expressions & venir sont celles & appliquer dans le cas général. Les versions pour les extrema
du domaine sont volontairement omises. En se placant a 'intérieur de ces boucles, i.e. a
k et [ fixés, la contribution m,lf a la matrice de masse finale est calculée sur la base de
matrices élémentaires d’intégration :

(2, n) = 2,620 (2, () = 0, ()

1/2
mk{ - |5Uk+1 - 5Uk||$l+1 - xl| |xk — xl|2
12 _ |Tk1 — || e1 — 2]
mkl - |-Tk:_l'l|2 (fz(xk) _fz(xl)) (fl(xk)—gz(a:l)) (3_2.3)
12 _ ok = Bl - o) 1 -1 ]| o)
= (z (z
e oar La) w ] | w)

Une fois la contribution locale effectuée, on distribue les contributions dans la matrice M1/2
finale :

MY2[k; k) m,lc{Q[l; 1]
M [lv k] kl [27 1]
MY2[i;1] W [2:2]

3.3 Validation de I’approche proposée

La validation du calcul approché du produit scalaire est une étape essentielle & son utilisa-
tion dans la méthode de décomposition de domaine proposée. Elle repose sur une compa-
raison avec un calcul exact qui fait ’objet des paragraphes suivants.

3.3.1 Démarche

L’approche proposée est a valider pour des discrétisations réguliéres et irréguliéres du do-
maine d’intégration. L’objectif est que la matrice obtenue par calcul approché M, défi-
nisse une norme équivalente a la matrice calculée exactement M., au sens ol les constantes
impliquées dans la relation d’équivalence dépendent faiblement de la discrétisation. Cette
propriété revient & montrer que les valeurs propres extrémales A et A\jqe du probléme
généralisé det (AMypp — Mey) = 0 ne dépendent pas du maillage.

La démarche de validation numérique adoptée est illustrée figure 3.5. Elle consiste & au-
tomatiser les calculs exacts sous Maple et approchés sous Scilab pour obtenir les bornes
recherchées. Les calculs sont menés sur plusieurs discrétisations pour des fonctions de formes
éléments finis linéaires. Les calculs des contributions des deux termes du produit scalaire
sont dissociés. La partie L? est traitée directement dans Scilab. La partie pseudo-singuliére
est calculée de maniére exacte dans Maple et de maniére approchée, selon le schéma proposé,
dans Scilab. La contribution exacte issue de Maple est ensuite importée dans Scilab pour la
détermination des bornes \pin et Apae. Les diverses implémentations ont été validées par
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.sh

Fichiers de calcul Fichier texte
.mpl # @ MeIil/z

1 - ; N

4 1
Jeu c!e paramétres Import
maillage (ir)régulier ) H/?

ex

[ Scripts bash

\ 4

. . j
Scripts Scilab »| scilab Calcul
.sce ML

Lo

A 4
[det (AMpp — Myy) = 0]
A

1

\_ J

FiGure 3.5  Structure du code de validation de ’approche

comparaison a des calculs & la main pour des produits scalaires entre fonctions linéaires et
quadratiques.

Le calcul formel direct sous Maple du second terme du produit scalaire échoue dans certaines
situations a cause de la pseudo-singularité. Le calcul robuste et exact de la partie pseudo-
singuliére dans Maple fait ’objet du paragraphe suivant.

3.3.2 Calcul de référence

L’approche adoptée est inspirée de |[Frangi et al., 2002] : elle distingue les cas de singularités
rencontrées et les traite séparément pour les éliminer par changement de variable.
Le terme pseudo-singulier faisant ’objet d’une approche de calcul particuliére est le suivant :

(uvv)l/Z,F - (U7U)L2,F

[ [ E@ =@ )
rJr

|z —y|"

Neoro Neor (u(z) - u(y) (v(@) - o(y)) (3:3.1)
zi: LeEi %: ]y-eEj dz dy

|z —y|"

Ne
Pour une discrétisation de I’ = | J E; par éléments finis, le balayage des éléments dans la

double intégration présente une Slingularité dans deux cas :
— Le cas des éléments coincidents : E; = Fj ;
— Le cas des éléments adjacents : F; et I; sont consécutifs et partagent un neceud de
leur bord.
Ces cas sont traités de facon distincte. En effet, dans le premier cas, la singularité porte
sur une droite du domaine d’intégration alors que dans le second, elle n’apparait qu’en
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un seul point. Les tracés des figures 3.6 et 3.7, obtenus pour les fonctions tests arbitraires
u(z) = 1222 —5x+3 et v(x) = 2 —45, illustrent ces singularités : la diagonale dans le premier
cas, le point extremité dans le second.

2400
2200

2000
Valeur

de
Intégrand
1800

1600

1400

05

0
Variable d'intégration 2

FIGURE 3.6 — Tracé de la fonction a intégrer ~ FIGURE 3.7 — Tracé de la fonction & intégrer
dans le cas éléments coincidents. dans le cas des éléments adjacents.

Dans le cas des éléments coincidents figure 3.6, on constate une symétrie de tracé par raport
a la diagonale de singularité contrairement au cas des éléments adjacents figure 3.7 ou la
singularité en un point apparait hors diagonale.

Le but de la transformation par introduction d’'un changement de variable est, dans un
premier temps, de concentrer la singularité dans une seule nouvelle variable qu’on qualifie
de “porteuse de la singularité”. L'intégrale est singuliére lorsque cette variable s’annule, elle
remplacera ici le dénominateur. Le changement de variable doit ensuite faire apparaitre la
porteuse de la singularité dans le jacobien sous une forme permettant d’éliminer son effet.

3.3.2.1 Cas des éléments coincidents

On décrit la position sur ces deux mémes éléments par les variables i et 77 (Cf. figure 3.8) qui
évoluent dans l'intervalle [-1; 1], ce qui revient & travailler sur des éléments de références.

FI1GURE 3.8 — Elément zone de double intégration surfacique et paramétrage par les variables
n et 7.

Afin de se libérer de la singularité qui se situe sur la premiére bissectrice, on profite de la
symétrie par rapport a la diagonale. Le choix est fait de n’intégrer que sur une moitié du
carré (n,7) € [-1;1] x [-1;1] délimitée par la droite de singularité, puis de multiplier par
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deux le résultat obtenu. On effectue alors le changement de variables suivant :

e

Le nouveau domaine d’intégration est représenté par le domaine 1 sur la figure 3.9. Sur cette
figure ainsi que sur la figure 3.10, on observe le nouveau balayage du domaine d’intégration
par les variables u € [-1;1] et v € [0;1].

"Visualisation" du changment de variable

Balayage de v dans [0,1] pour différentes valeurs de u fixées

D u=1

eta tilde

05

FicGure 3.9  Représentation du change- FIGURE 3.10 Visualisation du balayage :
ment de variable et modification du do- v varie pour certaines valeurs fixées de u.
maine d’intégration.

La variable v est porteuse de la singularité, elle est nulle quand 7 = 7. Enfin, on calcule le
Jacobien de ce changement de variables : dn dij=2(1-v) du dv.

On peut montrer que la singularité s’efface pour des cas plus généraux que ces types de
fonctions de forme grace au jacobien. Le calcul final est alors mené sans difficulté par les
méthodes de quadrature usuelles ou par les méthodes intégrées dans les codes de calculs.

3.3.2.2 Cas des éléments adjacents

La singularité est ici localisée en un seul point. En effet, en passant & des éléments de
référence paramétrés par (n,7) € [-1;1] x [-1;1] (Cf figure 3.11), la singularité apparait
lorsque n =1 et 77=-1.

L’abscence de symétrie particuliére mise en évidence par la figure 3.7 contraint & intégrer
sur la totalité du carré (n,7) € [-1;1]x[-1;1]. On adopte alors une stratégie a deux étapes :

1. Une intégration classique sur le triangle [(-1,-1);(=1,1);(1;1)] qui ne présente pas
de difficultés particuliéres ;

2. Un changement de variable permettant d’intégrer sur I’autre triangle [(-1,-1); (1,-1) ;
(1;1)] contenant la singularité en (1,-1).

Pour la deuxiéme étape, le changement de variable & utiliser est :

v(u-1)+1

{ ; vu+1)-1 (3.3.3)
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FiGURE 3.11 — Elément zone de double intégration surfacique et paramétrage par les va-
riables n et 7.

Le nouveau balayage du triangle inférieur est représenté sur les figures 3.12 et 3.13.

Wi lisation" du ch t de variable

Balayage de v dans [0,1] pour différentes valeurs de u fixées

© D u=1

eta tilde

v=1 @

FiGure 3.12  Représentation du change- FIGURE 3.13  Visualisation du balayage :
ment de variable et modification du do- v varie pour certaines valeurs fixées de u.
maine d’intégration.

La variable v est & nouveau porteuse de la singularité, elle s’annule quand n =1 et 77=—1.
Le calcul du jacobien donne dn d7i =2v du dwv.

De méme, on peut montrer la généralité de la simplification qu’apporte ce changement de
variable. D'un point de vue implémentation numérique dans la mesure ou la procédure
existe déja, il semble avantageux de calculer I; par la méme méthode que celle exposée au
paragraphe précédent.

Ayant les moyens de calculer la partie singuliére du produit scalaire de H 12 hour des fone-
tions de forme de type polynomial dans le cas des études en 2D, la procédure de validation
du calcul approché peut étre déroulée. Ces calculs exacts via changements de variables ont
été implémentés dans Maple. La seule implémentation viable d'un point de vue temps de
calcul et utilisation de mémoire vive est de séparer le calcul de chaque contribution & la ma-
trice de masse. Pour ces contributions, les temps de calcul varient avec le nombre de noeuds
sur I'interface : de trois secondes & environ trois minutes entre des interfaces respectivement
de trois élements et d'une cinquantaine, telles que celles présentées ci-dessous.
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3.3.3 Reésultats de la validation

Deux ensembles d’interfaces sont étudiés pour valider le calcul approché proposé, toutes les
interfaces sont d’une longueur de 1 :
— Interfaces & maillages réguliers : de 3 a 45 éléments de la méme taille donnée par

1 ,
h = — ou N, est le nombre d’éléments.

— Tnterfaces a maillages irréguliers : de 3 a 45 éléments dont la taille varie de sorte a
former les éléments d’une suite géométrique de raison 1.1 et dont la valeur initiale
est fixée de sorte que la taille du domaine étudié (concaténation des éléments) soit
de 1.

Les interfaces a maillages irréguliers balayent un intervalle de rapport entre la taille maxi-
mum et la taille minimum d’environ 1 a 65. Ces interfaces sont représentées figure 3.14.

Iy
Le graphique figure 3.15 représente 1’évolution de ( )m[ax o (—Z) en fonction du nombre
i,7)€[1,Ne j
d’éléments sur I'interface.

La plage balayée est choisie pour atteindre les cas extrémes de maillages irréguliers constatés
dans les études mécaniques (au dela de cette irrégularité, voire pour un rapport supérieur a
30, il est avantageux pour la qualité du résultat et les temps de calcul de mailler autrement).

T T T T T T

45

L R e I e e | N
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WP 00— ———¢——+—¢
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Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position des nceuds

FIGURE 3.14 Interfaces irréguliéres testées.

La mise en ceuvre du processus illustré figure 3.5 fournit les résultats tracés dans les figures
3.16. La comparaison simple des coefficients des matrices de masses obtenues permet dans
un premier temps de s’assurer de la pertinence du calcul approché. L’évolution des bornes
présentée est considérée suffisamment indépendante de la taille de maille pour valider I'uti-
lisation du calcul approché a la place du calcul exact.
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T T T T T
£ 60| |
.4'?,.34
z
T a0l |
o)
o,
[oN
s
= 20 |
"
fa]
=
0, |
Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40

Nombre de nceuds sur interface

FI1GURE 3.15 — Evolution du rapport maximal entre les tailles d’éléments en fonction du
nombre d’éléments.

3.4 Extension du calcul approché aux problémes 3D

Sans qu’'une démarche de validation analogue a celle menée pour la proposition de calcul
visant les interfaces des problémes 2D n’ait été menée, la piste d’'une extension du calcul
approché aux problémes 3D a été explorée. Le calcul proposé est proche de celui validé dans
les paragraphes précédents. Il repose également sur le principe d’une approximation de la
surface sur laquelle la double intégrale pseudo-singuliére est a évaluer.

Ny (e @) e, @) (o)) g, (@)
( Pir ¥ >H1/2 B ( L2t fj)LQ = zk:l%k Sk S 2 —a:lj|3 ? (3.4.1)

Ou S; est la mesure du premier élément de la table de connectivité auquel le nceud ¢
appartient.

Si le choix du premier élément peut sembler arbitraire, il est favorable & une meilleure
approximation de la surface I'. Une alternative naturelle consisterait & prendre une moyenne
de la taille des éléments auxquels le noceud considéré appartient. Dés lors que le maillage
n’a pas une régularité exemplaire, ce qui est souvent le cas, cette évaluation par moyenne
devient néfaste au calcul de 'intégrale (phénomeéne également constaté pour une variante
du calcul approché proposé sur interface a 1 dimension spatiale).

D’autres approximations, un peu plus fines ont été envisagées sans étre appliquées (Cf.
A.3). Le calcul approché présenté ci-dessus est utilisé avec succés sur un cas test 3D dans
le chapitre qui suit.

Plus simple de mise en ceuvre, moins cotiteux en temps de calcul et en mémoire vive, le
calcul approché proposé est également suffisamment précis pour ne pas introduire de biais
supplémentaire dans la méthode de décomposition de domaine proposée. Fort de cet outil, le
chapitre suivant expose les travaux de validation de la méthode utilisant ce calcul approché.
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Tracés des bornes pour les interfaces réguliéres

T T T T T
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FiGURE 3.16 Evolution des bornes en fonction de la finesse de discrétisation de Uinterface.
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Ce chapitre présente les mises en ceuvre, les études d’optimisation des paramétres et de
validation de la méthodologie. Dans un premier temps, les résultats portent sur les interfaces
de type parfait. L’étude de multiples tailles et maillages permet de mettre en avant un couple
de paramétres optimaux pour la méthode développée. L’'indépendance de la convergence au
pas du maillage est mise en évidence et comparée aux performances obtenues par d’autres
représentations des interefforts. L’extensibilité de la méthode est démontrée avant de valider
que les parameétres déterminés pour les interfaces parfaites sont applicables aux interfaces
de contact. Aprés des cas tests visant a démontrer la possibilité de prendre en compte des
hétérogénéités dans la structure étudiée, la validation de I'implémentation par comparaison
a la théorie de Hertz conclut le paragraphe sur les interfaces de contact. Enfin, une premiére
mise en ceuvre de la méthode sur un cas représentatif d’une structure industrielle conclut
le chapitre.
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4.1 Mise en ceuvre numérique de la méthode

4.1.1 Implémentation dans un code de calcul

Le méthode a été implémentée en C++ sur les bases de la librairie éléments finis LMTpp
développée au LMT Cachan pour la simulation de problémes de mécanique. Le code Mul-
tiNodaLaTIn (environ 50 000 lignes) reprend les bases posées par les premiers codes im-
plémentant la méthode LaTIn dans sa version multiéchelle [Caignot, 2009] [Nouy, 2003]
[Kerfriden, 2008|. Comme explicité figure 4.1, I’éxécutable MultiNodal.aTIn prend comme
entrée un fichier de configuration du calcul en XML. Les maillages, fournis par le code du
CEA Cast3M, sont générés par l'exécution de scripts dgibi spécifiant la géomeétrie et les
options de maillages. Seul le mailleur de Cast3M est utilisé pour fournir des fichiers de des-
cription du maillage au format avs. Le logiciel fournit en sortie des résultats sur les maillages
exploitables d’un point de vue mécanique : déplacements, contraintes, déformations, etc.
utilisables dans des logiciels de visualisation (Paraview ici). Il produit également des sor-
ties aux formats texte permettant d’analyser le déroulement du calcul. En particulier, les
données de convergence sont ensuite exploitables pour des tracés dans Matlab.

Cast3M
.dgibi
r 3\ l
LMTpp Maillages Options de calcul
C++ \ .avs xml

\ J

v \
[ MultiNodaLaTin ) Compilation Scripts bash

Executable —

L C++ ) make, scons, gcc .sh

y e/ \e

Doxygen ) Résultats du calcul Résultats de

L Génération .html J mécanique convergence

v v
Paraview Matlab
Affichages maillages Scripts de tracés

FIGURE 4.1 — Probléme type étudié.

L’écriture des données d’entrées, ’enchainement des calculs et la production des tracés
sont automatisés par des scripts bash simplifiant les études d’optimisation et les analyses
d’influence.

4.1.2 Evaluation de la convergence

Les méthodes de décomposition de domaine primales et duales, reposant sur des résolutions
itératives de systémes matriciels, évaluent la convergence du calcul par le biais du résidu
en cours de minimisation. Dans le cas de la méthode mixte développée dans ces travaux,
la notion de convergence est plus difficile & caractériser. S’il est simple, quand cela est
possible, de comparer la solution des itérations a une solution de référence pour en évaluer
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I’écart et en déduire une convergence, cette solution de référence n’est pas accessible avant
la résolution du probléme décomposé. Les travaux basés sur la méthode LaTIn utilisent
généralement une erreur dite “en relation de comportement” pour évaluer I’évolution d’un
itéré par rapport au précédent. La convergence est évaluée de maniére relative et, le plus
souvent, uniquement sur les quantités d’interface. Le critére d’erreur classique s’exprime
par :

S (02 = W2, e + 1T, = T, 1y )
S (02 4 W2, e + 2%, + T, 1y )

o= [k ar
I

Bien que simple & calculer et fournissant une indication sur 'avancée du calcul vers une
solution stabilisée, ce critére présente I'inconvénient de ne pas nécessairement rendre compte
des problémes de discontinuité au niveau des sous-domaines. Typiquement, dans le cas
des problémes que la sur-discrétisation cherche & résoudre, les déplacements d’interfaces
W convergent alors que les déplacements sur les bords des sous-structures w;, continuent
d’osciller.

Afin d’évaluer de maniére objective les performances de la méthode, on se donne deux cri-
téres de convergence se basant sur une vérification absolue de la continuité des déplacements
aux bords des sous-domaines et de 1’équilibre des interefforts. Ces deux critéres s’écrivent :

E2= > ((up—up)- (u - up)) Ep= 3 |T° =17 | e (4.1.2)
(s,m) (s,m)

Pour une application au pilotage d’un calcul, une normalisation par une valeur caractéris-
tique est essentielle afin de ne pas détecter de fausse convergence.

Dans la suite de ce chapitre, les tracés de convergence utiliseront les logarithmes de ces
critéres.

2 —
ERdC -

(4.1.1)

4.2 Interfaces parfaites

Les premiéres validations de la méthode proposée portent sur des problémes avec des in-
terfaces de comportement parfait.
Plusieurs cas tests simples de tailles maitrisées ont été définis de sorte & déterminer numé-
riquement les valeurs optimales des paramétres de la méthode :

— kjfqet : parametre de la direction de recherche, supposé identique sur toutes les in-

terfaces ;
— Qg : Parametre devant la double intégrale pseudo-singuliere du produit scalaire de
H1/2

Les paragraphes qui suivent présentent les tests effectués sur la géométrie décrite figure 4.2.
Ce demi-portique en 2D est composé de trois sous-domaines. Il est encastré & sa base et
sollicité par un déplacement sur le bord terminant la branche du I'. L’interface 1 présente
I'intérét de passer par le point de singularité géométrique a I’angle interne du demi-portique.
Sur cette interface, les méthodes de sur-discrétisation des bords des sous-domaines ne sont
pas suffisantes pour éliminer les oscillations des déplacements aux bords des deux sous-
domaines.

On se place dans le cadre des hypothéses de déformations planes et d’un matériau au
comportement linéaire élastique dont le module d’Young est choisi £ = 1 et le coefficient
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Depl = 1

w1

i

n'o

Encastrement

FIGURE 4.2 — “Gamma-shaped structure” : demi-portique avec conditions aux limites de
type déplacement.

de poisson v = 0.3. Sauf mention contraire, ces hypothéses et valeurs sont conservées pour
tous les cas tests.
Les domaines sont discrétisés par des éléments triangles de degré 1.

4.2.1 Optimisation des paramétres

On profite de la taille maitrisée du probléme discrétisé pour optimiser les valeurs des deux
paramétres de la méthode. Les travaux portent dans un premier temps sur la version mono-
échelle de la méthode. L’ajout de I’échelle grossiére a un impact négligeable sur la conver-
gence dans le cas d’une structure a 3 sous-domaines.

La démarche d’optimisation est exhaustive. Plusieurs valeurs pour les deux paramétres sont
fixées dans une plage de variation large. Tous les couples de paramétres sont testés et, le
cas échéant, la liste de valeurs est affinée.

Les valeurs optimales recherchées portent sur des quantités faisant intervenir la discréti-
sation et des longueurs de la structure. Aussi, les plages de valeurs des paramétres seront
balayées sur des variantes du cas test : 4 finesses de maillage h et 4 tailles caractéristiques
H de la structure obtenues par homothéties. Les valeurs sont choisies de sorte & balayer une
large plage du rapport h/H afin de capter les éventuels effets d’échelle sur les paramétres
a optimiser. Le tableau 4.3 résume les cas testés : A titre d’illustration, les 4 tailles de la
structure étudiées sont représentées pour la taille de maille 0.1 figure 4.4. A l'inverse, les 4
tailles de mailles testées sont représentées pour la géométrie initiale figure 4.5.

Pour chaque facteur d’échelle, chaque maillage, et chaque couple de parameétres, la résolution
du probléme mécanique avec la méthode proposée est lancée. Le nombre d’itérations est
limité & 40. La valeur des deux critéres de convergence, en saut de déplacement et en effort,
est relevée a la fin de ces 40 itérations. Le couple de paramétres optimal est celui qui
minimise les deux critéres.

Les résultats sont présentés sur des surfaces de réponse. A titre d’illustration, les surfaces
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h|H H=02 H=05 H=1 H=2
h=0.05 0.2 0.1 0.056  0.025
h=0.1 0.4 0.2 0.1 0.05
h=0.2 0.8 0.4 0.2 0.1
h=0.35 1.4 0.7 0.35 0.175

h
FIGURE 4.3 — Valeurs du rapport T balayées par les géométries et maillages utilisés pour

I’optimisation des parameétres

FIGURE 4.4 — Ensemble des géométries étudiées, maillage de taille caractéristique 0.1. De
gauche a droite, les facteurs d’échelles sont : 2, 1, 0.5, 0.25

pour les sauts de déplacements obtenus pour le facteur d’échelle 1 sont présentés figure 4.6.
Les résultats en effort pour ce méme facteur d’échelle sont exposés figure 4.7.
Les valeurs optimales obtenues sont :

Qfact = 0.1 et kfact =0.75 (421)

Ces valeurs optimales ont été retrouvées pour toutes les tailles de mailles & chaque facteur
d’échelle. Les résultats complémentaires sont en annexe B. Elles ont été confirmées sur des
géométries différentes (poutre a plusieurs sous-domaines, telles que celles des cas tests des
paragraphes suivants).

Sauf mention contraire, ces valeurs sont conservées pour tous les calculs suivants.
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FIGURE 4.5 — Maillages pour le facteur d’échelle 1. De gauche a droite, les tailles caracté-

ristiques sont : 0.35, 0.2, 0.1, 0.05.

Densité 0.35

0
1074102 1072 107! 10° 10!
A fact

Densité 0.1

kfact

0
1074 102 1072 107! 10° 10!
fact

Densité 0.2

kfact

107 1072 1072 107* 10° 10!
A fact

Densité 0.05

kfact

1071072 1072 107* 10° 10!
Afact

FIGURE 4.6 — Résultats de ’étude paramétrique en saut pour le facteur d’échelle 1.

4.2.2 Etude des convergences optimales

Les paramétres optimaux de la méthode étant fixés, on s’intéresse a l'influence de la taille
de maille et du facteur d’échelle sur la vitesse de convergence de la méthode.
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T
Densité 0.35 Densité 0.2 Ey

8 8
S =
4 4
-4 10-3 10-2 1n-1 0 1 10 -4 10-3 10-2 10-1 0 1
107* 1072 107 10" 10" 10 107* 1072 107 10~ 10Y 10
Afact Afact
Densité 0.1 Densité 0.05
100
g 10
S S
-~ -~
1072
107 4 3 2 1 0 1 107 4 3 2 1 0 1
107 1072 10™= 10" 10 10 107 107 107 10~ 10Y 10
U fact Afact

FIGURE 4.7 — Résultats de I’étude paramétrique en effort pour le facteur d’échelle 1.

Les figures qui suivent présentent les courbes d’évolutions des logarithmes des deux critéres
de convergence pour l'interface 1. La figure 4.8 donne la convergence de la méthode sur 40
itérations pour chacun des maillages dans le cas d'un facteur d’échelle de 1. La figure 4.9
superpose les tracés de convergence pour chaque facteur d’échelle dans le cas d’un maillage
de taille caractéristique 0.1.

Ces tracés mettent en évidence une des propriétés majeures de la méthode proposée : la
convergence de la méthode est indépendante du pas du maillage. En effet, quelle
que soit la finesse du maillage, de maniére absolue & facteur de forme fixe ou relativement
a la taille de la structure, les courbes de convergence sont quasiment superposées.

Un autre élément important de cette étude est le niveau élevé de précision qu’il est pos-
sible d’atteindre en terme de continuité des déplacements et d’équilibre des efforts. Outre
le faible nombre d’itérations nécessaires a atteindre une valeur des critéres de convergence
permettant de considérer le calcul convergé, la saturation de ces critéres n’est constatée
qu’en atteignant des niveaux proches de la précision machine (environ 10_15). Cette préci-
sion sur une interface comprenant une singularité géométrique montre une forte tolérance de
la méthode a la sous-structuration. Cette propriété peut s’avérer fondamentale au moment
de confier la décomposition en sous-domaines & un découpeur automatique.

Les propriétés fondamentales de la méthode proposée ont été démontrées sur un faible
nombre de sous-domaines pour la version mono-échelle. Le paragraphe qui suit s’attache a
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Convergence en saut Convergence en effort

Itérations Itérations
—a—h=0.35-+-h=02——h=0.1e~h=0.05

FIGURE 4.8 — Comparaison des convergences pour H =1 et h variable

Convergence en saut Convergence en effort

Itérations Itérations

—=—H=025---H=05——H=1+0-H=2

Ficure 4.9 Comparaison des convergences pour h = 0.1 et H variable

montrer le bon comportement de la méthode quand le nombre de sous-domaines croit.

4.2.3 Extensibilité de la méthode

Les études d’extensibilité de la version multi-échelle de la méthode sont illustrées sur deux
cas tests : une poutre élancée, et une variante d’un cas classique d’étude d’extensibilité, un
carré sous-structuré en carrés de méme taille.
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4.2.3.1 Etude d’extensibilité sur une poutre

On se donne une poutre élancée en 2 dimensions, encastrée & une extrémité et sollicitée
en déplacement a l'autre extrémité de sorte qu’elle travaille globalement en flexion. La
poutre est décomposée en un nombre de sous-domaines H croissant : 2, 3, 4 6 et 12. Etant
tous identiques, la longueur caractéristique de ces sous-domaines varie donc pour chaque
décomposition. IIs sont concaténés pour former la poutre et reliés deux a deux par des
interfaces de comportement parfait. Toutes les décompositions sont testées avec trois tailles
de maille A : 0.1, 0.2 et 0.35.
Dans le méme esprit que pour les études sur le demi-portique, la résolution du probléme
tourne sur un nombre fixé d’itérations au bout desquelles on constate la valeur atteinte par
les critéres de convergence en saut de déplacement et en équilibre des efforts. Pour ces cas
a plus grand nombre de sous-domaines, le nombre d’itérations avant d’arréter le calcul est
fixé a 100.
Le logarithme des valeurs du critére de saut de déplacement pour chaque couple (H,h) est
présenté sous forme de surface 4.10 :

— a gauche, les résultats pour la version mono-échelle de la méthode;;

a droite, ceux pour la version multi-échelle ;

Mono-échelle Esqut Multi-échelle

—_
[N]
—_
[\]

—_
S oo O

—_
S o O

W
W

2
0.1 015 0.2 025 0.3 %.1 0.15 0.2 025 0.3
Densité du maillage h Densité du maillage h

Nombre de sous-domaines H
Nombre de sous-domaines H

Ficure 4.10 Résultats de I’étude paramétrique en effort pour le facteur d’échelle 1.

Pour plus de lisibilité, les deux surfaces sont superposées dans un tracé 3D figure 4.11

Les sous-domaines étant concaténés et la sollicitation en déplacement n’excitant qu’un seul
sous-domaine, le nombre croissant de sous-structures pénalise largement la convergence de
la version mono-échelle. En effet, sans probléme global, I'information doit se propager de
proche en proche, sous-structure par sous-structure, & chaque itération. Ainsi, & partir de
4 sous-domaines, le saut de déplacement aux interfaces n’atteint des valeurs faibles qu’a
partir d'un nombre d’itérations supérieur a 100.

A Tinverse, quel que soit le nombre de sous-domaines, on constate que la version multi-
échelle atteint en 100 itérations des valeurs de saut de l'ordre de la précision machine.
Cette convergence rapide est vérifiée pour tous les maillages. Ces études permettent de
s’assurer que la propriété d’indépendance de la convergence vis-a-vis du pas du
maillage est conservée avec ’ajout d’un probléme grossier. Ces calculs enrichissent
les propriétés en démontrant qu’en introduisant le probléme grossier, la convergence
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Monoéchelle

Multiéchelle

Densité du maillage Nombre de sous-domaines

FIGURE 4.11 — Résultats des convergences obtenues pour les approches mono et multi-
échelle en balayant une plage de densité de maillage pour plusieurs nombres de sous-
domaines.

de la résolution est également indépendante du nombre de sous-structures.

4.2.3.2 Comparaison des convergences avec un travail calculé par le produit
scalaire L*(T")

Les études présentées dans ce paragraphe ont pour double objectif de comparer I'utilisation
des produits scalaires de L?, choix classique, et de H'/2 dans une méthode de décomposition
de domaine mixte, et de valider 1'utilisation du calcul approché du produit scalaire de H/2
sur des interfaces au maillage non régulier.

La géométrie utilisée est présentée figures 4.12 et 4.13. 1l s’agit d’'un domaine carré décom-
posé en 16 sous-domaines. Encastré a son bord gauche, il est sollicité dans les 2 directions
de l'espace par des déplacements imposés sur son bord droit.

Deux calculs de travaux sont comparés : P'utilisation classique du produit scalaire L? et
la nouvelle méthode avec représentant dual. Pour chacun, la méthode est déroulée avec et
sans probleme global.

Dans les deux implémentations, les paramétres sont optimisés pour fournir les meilleurs
résultats selon les critéres de saut de déplacement aux interfaces et d’équilibre des inter-
efforts. Dans le cas de 'utilisation du produit scalaire de H1/2, les optimaux déterminés
précédemment sont repris.

Les évolutions des logarithmes des critéres de convergence sur 50 itérations sont tracées
pour les quatre cas d’études figure 4.14.
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; dep Magnitude
dep M itud
P Y 414214
b
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1.53¢e-17 1 53e-17

FIGURE 4.12 — Déformée finale du deuxieme  FIGURE 4.13 — Décomposition en sous-
cas test pour la validation de I’approche  domaines.
multi-échelle.

Convergence en saut Convergence en effort
T T T T T T T T T T T T
ol ]
9l i
H— ]
=
AR |
-8 i
| | | | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Itérations Itérations

—=—Mono & T € L?-+-Mono & T € HY/2 ——Multi & T € L? o~ Multi & T ¢ H/?

FI1GURE 4.14 — Comparaison des convergences pour les versions monoéchelle et multiéchelle,
chacune avec interefforts classiques et par représentation dans H 1/2 ().

Tout d’abord, on constate que pour un probléme avec autant de sous-domaines, les calculs
sans probléme grossier peinent a atteindre une valeur acceptable des critéres de convergence
en 50 itérations. Sur les quantités propres aux interfaces, les efforts, aucune différence n’est
constatée entre les calculs des travaux. Sur les quantités des sous-domaines, représentées ici
par les sauts de déplacements, une légére amélioration est visible & partir de 25 itérations.
L’utilisation du produit scalaire de H/? (I'*) conserve une pente constante alors que la
version avec calcul dans L2 (I'*) a tendance & saturer.

En ce qui concerne les versions multiéchelles, I'utilisation de quantités dans H/2 (T%) est
notablement plus efficace. Dés la dixiéme itération, la version avec un calcul dans L? (T'®)
perd de la rapidité de convergence en équilibre. En ce qui concerne les quantités sur les
sous-structures, cette méme version tend vers la méme valeur de saturation que pour le
calcul monoéchelle.

Ainsi, Putilisation d'un représentant des quantités d’effort dans HY? (I'*) couplée avec un
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probléme grossier rend la méthode plus précise (non saturante) et plus rapide que les choix
classiques. Le calcul approché du produit scalaire de H1/2 (T*) pour les interfaces a maillage
irréguliers est validé sur application mécanique par ces calculs.

Sur ces cas tests a interfaces parfaites, les applications ont montré que la méthode proposée
dans ce document est :
a taux de convergence indépendante du pas du maillage;
— extensible : & convergence indépendante du nombre de sous domaines ;
— plus rapide et plus précise que les versions mixtes de décomposition de domaine
utilisant des quantités dans L? (I'®) ;
— robuste vis-a-vis du découpage en sous domaines.
Avant de valider 'approche proposée pour les interface de contact, le paragraphe suivant
ouvre le champ des applications aux problémes en trois dimensions.

4.2.4 Vers une mise en ceuvre tridimensionnelle

Le cas test utilisé pour cette validation en 3D est une version extrudée sur une longueur
unitaire du cas “Gamma-shaped structure” présenté pour 'optimisation des paramétres.
La déformée résultat et la décomposition en sous-domaines et interfaces font 1’objet des
figures 4.15, 4.16 et 4.17.

W Magnitude
087376
dep Magnitude 1
é.1092828 7 0.75
-0.75 05

05 0.25
o2 i
5.616-18 1.03e-13

FIGURE 4.15 — Présentation FIGURE 4.16 — Déformée ré- FIGURE 4.17 — Résultat en

de la décomposition du cas sultat (échelle 1). déplacement sur les inter-
3D : sous-domaines et inter- faces.
faces.

Les interfaces de conditions aux limites apparaissent comme des interfaces entre sous-
domaines.La valeur de la direction de recherche associée a ces interfaces de conditions aux
limites est adaptée pour traiter les cas des déplacements et efforts imposés.

Les évolutions du saut de déplacement & 'interface 1 passant par la singularité géométrique
sont tracées figure 4.18.

La vitesse de convergence semble dégradée par rapport au cas équivalent en 2D. On notera
cependant que les critéres utilisés n’étant pas normés, une comparaison de leurs évolutions
au fil des itérations entre 2D et 3D est délicate.

Ces résultats permettent de constater le bon comportement de la méthode avec la version
3D du calcul approché du produit scalaire de H/? (I'®). Tls valident également que 'utilisa-
tion d’un représentant des interefforts dans H/? (I'*) permet de s’affranchir des problémes
d’oscillations parasites sur ce cas ou l’approche de sur-discrétisation n’est pas suffisante.
La précision et la vitesse de convergence sont meilleures qu’avec les choix classiques de
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Convergence en saut

T T T T
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FIGURE 4.18 — Evolution du critére d’erreur en saut pour l'interface n°1

discrétisation. En outre, on ne constate pas de stagnation du critére. Enfin, on retrouve la
robustesse vis-a-vis de la décomposition en sous-domaines qui avait été constatée sur les
applications 2D.

4.3 Interface de contact

Apres avoir constaté les avantages et les bonnes propriétés de la méthode proposée sur les
interfaces parfaites, cette section présente les études portant sur les interfaces de contact.
Le critére de convergence en saut de déplacement aux bords des sous-domaines a été adapté
pour prendre en compte 1’éventualité d’'un décollement. Les écarts ne sont comptabilisés
qu’aux nceuds pour lesquels un contact est avéré. Le critére en équilibre des efforts est
inchangé puisqu’en cas de décollement, les efforts sont nuls.

4.3.1 Comparaison par rapport a la méthode de sous-discrétisation

La comparaison des résultats obtenus par la méthode proposée a ceux obtenus par une
discrétisation classique est menée sur la géométrie décrite figure 4.19. Un petit bloc de
matiére est poussé en contact contre un bloc encastré a sa base. Les deux sous-domaines
sont en matériau a comportement élastique linéaire avec ¥ =1 et v = 0.3. La condition de
symétrie assure le blocage des mouvements de solide rigide.

La petite taille du probléme autorise & vérifier que les parameétres optimaux o rqes et Kyqer
déterminés sur des interfaces parfaites sont pertinents pour les interfaces de contact. La
surface de réponse figure 4.20, obtenue aprés un balayage exhaustif d’une large plage de va-
leurs des paramétres, confirme les choix précédents. Les valeurs optimales seront conservées
pour les études de cette section.

Pour le calcul avec la discrétisation classique dans L? (I'*), la sur-discrétisation du bord des
sous-domaines introduit des noeuds et éléments supplémentaires comme illustré figure 4.21.
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FIGURE 4.20 — Validation des paramétres
pour les interfaces de contact : arrét du cal-
FIGURE 4.19 — Géométrie et conditions aux  cul pour un saut inférieur & 1078 ou au bout
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FiGURE 4.21 — Résultats en déplacement du probléme convergé et comparaison des maillages
a l'interface.

Le calcul est mené sur 150 itérations ou est arrété dés que le critére de saut de déplacement
est inférieur & 1078, Les évolutions des critéres & chaque itération sont tracées pour les deux
méthodes sur les graphes figure 4.22.

La résolution du probléme de contact sur la globalité de l'interface, imposée par le forma-
lisme de la méthode, est contraignante, en particulier d'un point de vue implémentation.
Mais I'effort supplémentaire requis est récompensé par une vitesse de convergence largement
supérieure a celle obtenue par la sur-discrétisation et le calcul des travaux dans L2 (T'®).
Que ce soit pour le saut de déplacement ou pour 1’équilibre des efforts, I'utilisation d’un
représentant dual dans H'/2 (I'*) permet d’atteindre une bonne précision en moins d’une
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vingtaine d’itérations et élimine la stagnation des critéres.

Convergence en saut Convergence en effort
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Ficure 4.22 Comparaison des convergences entre discrétisation traditionelle et représen-
tation des efforts par dualité dans HY? (I'%)

4.3.2 Prise en compte d’hétérogénéités dans la structure

Les structures mécaniques assemblées présentent des hétérogénéités, notamment dans les
caractéristiques des matériaux qui composent les piéces. L’intérét de la méthode proposée
étant avéré pour les surfaces de contact dans les cas simples, les tests suivants ont pour
objectif d’évaluer sa robustesse. Trois variantes du cas test précédent sont calculées :
— Cas 0 : cas test présenté pour I’étude précédente.
— Cas 1 : matériaux identiques, maillage irrégulier de I'interface ;
— Cas 2 : rapport des modules d’Young des deux sous-domaines égal a 1000, maillage
irrégulier de 'interface ;
— Cas 3 : maillage identique au cas initial (régulier), rapport des modules d"Young
des deux sous-domaines égal a 1000.
Les maillages et les résultats en déplacement pour chacun des cas sont présentés figure 4.23.
Les directions de recherche de l'interface de contact sont adaptées & 'hétérogénéité des
matériaux en choisissant le module d’Young du sous-domaine voisin (approximation de la
raideur du sous-domaine adjacent). En numérotant les sous-domaines 1 et 2 :

E®) 1) _ EM

k(l) = kfact X = kfact x
Ly

(4.3.1)

Les calculs sont menés jusqu’a ce que le critére en saut de déplacement passe en dessous
de 107°. Les convergences sont tracées figure 4.24. Aux résultats obtenus est superposée la
courbe du cas 0 issue de ’étude présentée au paragraphe précédent.

Tout d’abord, on observe dans les trois cas un taux de convergence du méme ordre de
grandeur que celui constaté pour le cas de base. La rapidité de convergence et la précision
obtenue sont des éléments robustes vis-a-vis des changements de régularité de maillage et
des hétérogénéités dans la structure.
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FIGURE 4.23 Présentation des trois configurations testées.
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FiGURE 4.24 Evolution du critére d’erreur en saut pour linterface de contact dans les
trois configurations

Ensuite, on observe une légére perte de vitesse de convergence pour les cas 2 et 3 dans
lesquels les matériaux ne sont pas identiques. Cet écart peut étre attribué & I’exacerbation,
dans ce cas d’un rapport de 1000 sur les modules d’Young, de 'approximation qui est faite
au niveau de 'estimation de la raideur de la structure en vis-a-vis. Une approximation plus
précise, mais aussi plus cotiteuse, du complément de Schur de la sous-structure pourrait
lisser ces variations de vitesse de convergence.

Enfin, le calcul approché du produit scalaire de H/? (T'*) pour les maillages irréguliers est
également validé sur une interface de contact. L'indépendance de la convergence vis-a-vis
de la finesse du maillage est retrouvée pour ces cas avec une interface autre que parfaite : a
probléme mécanique identique, les cas 0 et 1 d’un coté, et 2 et 3 de 'autre ont des courbes
de convergences quasiment superposées.
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4.3.3 Essai Brinell : comparaison a la théorie de Hertz

Ayant validé les aspects numériques liés aux interfaces de contact, les travaux présentés
dans ce paragraphe visent & valider I’approche d’un point de vue physique. Le calcul porte
sur un contact ponctuel (ou linéique) entre une bille (ou un cylindre) et un bloc de méme
matériau : E = 216000M Pa, v = 0.3. La géométrie, les conditions aux limites et le maillage
de la zone de contact sont présentés figure 4.25. Afin d’assurer un maillage coincident, le
maillage du bloc est basé sur une projection des nceuds du maillage de la bille dans la zone
de contact. Une surface plane, de petite taille par rapport au reste de la structure, est créée
sur le haut de la bille, de sorte & pouvoir y appliquer une pression.

ul Pression

S-jméh'i.e
dep Magnitude
E,OO465

0.004

tact :
Cowntacl 0,003

-0.002
E0.00T
1.24e-14
S‘Jmé&rie

FIGURE 4.25 — Géométrie et maillage pour la simulation de 1’essai Brinell.

Le modéle de Hertz [Hertz, 1881] sera pris comme référence :

4PR
2
a® = 4.3.2
TE* ( )
ou :

— a est la demi-surface de contact ;

— P est la pression appliquée;

R est défini par : — = + —. Dans le cas présent, Ry — +00

"R Ry Ry
1 1-v2 1-v2
E* est défini par : — = —L + —2
E* Ey Es
Les calculs sont menés pour des valeurs croissantes de pression appliquée en sommet de la

bille et les résultats sont comparés aux calculs par la théorie de Hertz figure 4.26.
Les résultats sont jugés suffisamment proches de la référence pour valider 'approche pro-
posée dans une situation mélant interface de contact et maillage irrégulier.

Les éléments nécessaires a une application sur un cas complexe, plus proche de la probléma-
tique industrielle sont tous validés. La section suivante ouvre le champ de ces applications.

4.4 Premiéres applications au calcul d’une jonction boulonnée

Cette section présente la premiére mise en application de la méthode proposée dans ce do-
cument & un probléme représentatif d’une application industrielle. Il s’agit d’un assemblage
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FIGURE 4.26 — Evolution du carré de la demi-surface de contact en fonction de la pression
appliquée : comparaison de la méthode a la théorie de Hertz

de deux plaques par deux boulons sollicités en traction compression. L’étude est menée en
2D. Afin de représenter au mieux les interactions entre les pi¢ces, une modélisation par
superposition de maillage est mise en ceuvre.

4.4.1 Principe de modélisation 2D

Le principe de l'approche de la modélisation est de transposer en 2D le comportement
d’une jonction boulonnée. La difficulté principale résulte dans la capacité a relier une plaque
traversée par une vis tout en modélisant le contact entre la vis et le fat.

A VAVARNAVAYY Y
e
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v

2

<+ Parfait
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CARPEEE ‘ ‘

) ) e
Vis (1/2) Vis (2/2) 'ﬁ"ﬁﬁﬁ ‘ iy ‘ {iﬁw

s | B | BN

FIGURE 4.27 — llustration du principe dela ~ FIGURE 4.28 — Zoom de la version éclatée
modélisation sur une géométrie simplifiée. sur un boulon.

La plaque est alors découpée en trois parties :
— une partie en amont de la vis;
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— une partie en aval;
une partie superposée avec la vis représentant la zone trouée de la plaque.

Afin de simplifier la mise en données des interactions entre sous-structures, la vis est dé-
composée en 2 parties. Une premiére moitié interagissant avec les parties amont et le coté
amont de la zone trouée de la plaque. Une deuxiéme moitié en interaction avec la partie
aval et le coté aval de la partie trouée. Ce principe de modélisation est schématisé figure
4.27. Le maillage en éclaté avec les interfaces pour un boulon complet (vis et écrou) est
fourni figure 4.28.

En appliquant cette modélisation aux deux boulons, ’assemblage est composé de 22 sous-
structures interagissant via 41 interfaces. L’éclaté de la modélisation est présenté figure
4.29.

EE
[y
Ei8E

FIGURE 4.29 — Présentation d’une version éclatée de la modélisation d’une jonction a 2
boulons.

Sur 'interface située a l'extréme gauche de ’éclaté, une condition d’encastrement est im-
posée. A linterface opposée de I'assemblage, sur la plaque supérieure, un déplacement est
imposé. Deux calculs sont menés en changeant le signe du déplacement imposé de sorte a
faire travailler I’ensemble une fois en traction, puis en compression.

La prétension dans la vis correspondant au serrage du boulon est prise en compte en im-
posant un jeu négatif dans l'interface de contact entre I’écrou et la plaque inférieure. Dans
le but d’éprouver la robustesse de la méthode, et puisqu’il s’agit d’'un probléme linéaire,
I’étape de serrage ne fait pas ’objet d’une premiére résolution servant d’initialisation & une
étape de charge de la structure. La totalité des conditions est imposée en méme temps.

4.4.2 Résultats de la simulation

S’agissant d’un cas de preuve de concept, le calcul est arrété arbitrairement au bout de 100
itérations. Les déformées a I’échelle 1 des deux cas de chargement sont fournies figures 4.30
pour la traction et 4.31 pour la compression.

Au bout de 100 itérations, les critéres en saut de déplacement et en équilibre des efforts
d’une grande majorité des interfaces sont en dessous de 10~ pour les deux chargements.
La modélisation 2D de I’assemblage permet de rendre compte des phénoménes connus des
jonctions boulonnées. Les déformées suggérent que les vis travaillent en cisaillement. Bien
qu’exagérée par une sollicitation sans doute trop importante, la déformée est cohérente
avec les observations expérimentales sur coupons de jonctions. On retrouve par exemple le
décollement des plaques en amont et en aval des vis pour le cas de la traction. Enfin les
interfaces de contact se comportent comme attendu dans les deux cas de sollicitations.
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Fi1GURE 4.30 — Résultats pour une sollicitation de type traction.

FiGURE 4.31 Résultats pour une sollicitation de type compression.

Ces résultats encourageants soulignent une nouvelle fois l'intérét d’utiliser une représenta-
tion des interefforts dans H'/2 (I'*). La robustesse de la méthode, la polyvalence offerte par
son cadre formel, sa vitesse de convergence et sa précision sont des atouts indéniables pour
le traitement de grands problémes de simulation d’assemblages industriels.
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Conclusion

L’augmentation du nombre de simulations numériques du comportement de structures pour
la conception et la certification des piéces aéronautiques impose le développement de nou-
velles stratégies de modélisation robustes et efficaces. Les derniéres années ont vu le dévelop-
pement de méthodes de résolution des problémes de mécanique basées sur les méthodes de
décomposition de domaine. Elles ouvrent la porte a la résolution plus rapide de probléemes
a grand nombre de degrés de liberté, en exploitant les nouvelles architectures informatiques
des super-calculateurs.

Basées sur une résolution en déplacement ou sur l'introduction d’un multiplicateur de La-
grange pour imposer la continuité de déplacement & l'interface, les premiéres méthodes
utilisées permettent de traiter efficacement un probléme déja discrétisé. Les sous-domaines
sont alors reliés par des interfaces au comportement parfait. L’application de ces méthodes
a la modélisation du comportement d’une seule piéce, sans étre courante dans l'industrie,
est atteignable par les calculateurs avancés. Leur maturité a en effet permis aux éditeurs
de logiciels de modélisation par éléments finis de les mettre & disposition. Dés lors qu’on
souhaite traiter des incompatibilités de discrétisation ou bien un lien entre sous-domaines
plus complexe, on est contraint de se tourner vers des méthodes plus récentes introduisant
des raccords exprimés sous forme faible au niveau continu. Plus délicates dans leur implé-
mentation, ces méthodes offrent 1’avantage de pouvoir traiter des problémes qui ont été
décomposés au niveau continu, avant d’avoir été discrétisés. Parmi ces méthodes, plusieurs
ingrédients ont été empruntés pour proposer une nouvelle approche visant la simulation de
grands assemblages.

La méthode proposée est une méthode mixte, exprimant les raccords & l'interface par une
condition faisant intervenir des quantités cinématiques et des quantités duales. L’utilisation
de la dualite H?(T") —H‘l/Q(F) sur les quantités d’interface permet, en appliquant le théo-
réme de Riesz, de ne traiter que des quantités homogénes & des déplacements sur 'interface.
Le cadre mathématique ainsi obtenu est avantageux pour la discrétisation du probléme : les
mémes espaces discrets sont utilisés pour les quantités cinématiques et pour les quantités
d’effort. Ces derniers étant obtenus par trace des espaces utilisés pour les déplacements
des sous-domaines, aucune incompatibilité n’est introduite dans le cas de discrétisations
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conformes entre sous-domaines. Les comportements d’interfaces sont reformulés en utilisant
le représentant de U'intereffort introduit par le choix de dualité. Les formulations obtenues
(parfait, élastique, contact) sont globales par interface. Leur résolution est ainsi plus déli-
cate & implémenter mais bénéficie d’une meilleure prise en compte du comportement des
interfaces comme entités mécaniques. A la maniére d’un préconditionneur pour I'interface,
la dualité choisie offre donc un cadre bénéfique pour la résolution des problémes régissant
le lien entre les sous-domaines. Afin d’assurer I'extensibilité de la méthode, un probléme
grossier, sur I’ensemble des interfaces, est introduit. Il ne porte que sur les composantes a
grandes longueurs d’onde des quantités d’interface. Sa formulation et sa résolution offrent
un compromis bénéfique entre cotit de calcul supplémentaire di & sa résolution, et gain en
terme de performance globale de la méthode.

Bénéficier des avantages présentés par la méthode proposée impose de calculer explicitement
le produit scalaire de H'/2(T") qui présente une pseudo-singularité. Elle peut étre levée par
des changements de variables sophistiqués alourdissant I'implémentation. Un compromis
entre temps de calcul et précision a été proposé et validé pour I'approximation de ce produit
scalaire. Simple & coder et a calculer, il est également valable pour des discrétisations non-
uniformes sur l'interface. L’expression proposée pour les problémes 2D a été étendue au
probléme 3D et testée avec succes sur un des cas de mise en ceuvre de la méthode.

Les performances de ’approche proposée ont été mesurées sur une batterie de cas tests
choisis pour mettre a I’épreuve sa robustesse. De l'interface parfaite traversant une sin-
gularité géométrique au probléme a grand nombre de sous-domaines, en passant par les
discrétisations irréguliéres de l'interface, le bon comportement de la méthode est mis en
évidence. Pour un jeu de paramétres déterminé comme optimal et applicable & plusieurs
types de modélisation, le taux de convergence a été démontré indépendant de la finesse
de la discrétisation grace a la dualité choisie. Il est également indépendant du nombre de
sous-domaines grace au probléme grossier. Le traitement des interfaces de contact a per-
mis, aprés confrontation & des solutions analytiques, d’aboutir & la simulation d’un modéle
d’assemblage complexe illustrant la robustesse et la polyvalence de la méthode proposée.

Les développements présentés dans ce document ont permis d’amener la méthode & un
niveau de maturité suffisant pour démontrer l'intérét et la possibilité de Iappliquer sur
des problémes industriels de grands assemblages complexes. Ils pourraient étre complétés
sur plusieurs aspects. D’un point de vue théorique, d’abord, les démonstrations génériques
s’inspirant de travaux issus de la communauté des mathématiques appliquées concernant
la stabilité et la convergence, notamment leur indépendance au pas du maillage, feraient
s’évanouir tout doute pouvant subsister aprés les mises en évidence sur cas d’applications
présentées dans ce document. D’un point de vue plus pratique, un test de performance
détaillé sur des cas a grands nombres de degrés de liberté permettrait d’avoir une estimation
précise des temps de calculs. Méme s’il n’y a que trés peu de place pour le doute suite aux
mises en ceuvre présentées dans ce document, I'intérét serait en particulier de chiffrer le ratio
entre surcotit du calcul initial des matrices de masse de H1/2(F) et gain en itérations par
rapport aux approches plus traditionnelles. A titre d’exemple, un cas industriel d’assemblage
complexe, mélant non-linéarités matériaux et interfaces de contact, serait bénéfique pour
la présentation des performances et de la robustesse de la méthode.

Enfin, pour un transfert facilité vers une utilisation dans l'industrie par les calculateurs
des bureaux d’études, un travail de simplification et d’automatisation des mises en don-
nées et choix des paramétres sera nécessaire. En ce qui concerne le cas des sous-domaines
dont les maillages sont incompatibles, il serait possible d’adapter un lien de type Mortar a
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la dualité proposée. Entre sous-domaines et interface, aucune difficulté théorique majeure
n’empéche d’explorer cette piste. En revanche, nous soulignons que pour ces probléma-
tiques, I’approche consistant a se donner les moyens d’avoir un maillage & la hauteur des
ambitions de modélisations est plus efficace que le développement de rustine palliant des
choix parfois trop guidés par la pratique. Ainsi, remailler une structure sur la base uni-
quement d'un maillage existant et selon un critére de calcul d’erreur éléments finis est une
pratique de plus en plus courante dans les travaux de recherche développant des méthodes
numeériques pour les applications industrielles. De la méme facon, les problématiques d’éva-
luation de la convergence de la méthode pourraient bénéficier de I'estimation d’erreur sur
la quantité d’intérét recherchée par la modélisation. Enfin, en s’inspirant des derniéres ar-
chitectures informatiques hétérogénes auxquelles les méthodes numériques sont intimement
lies, le spectre et la taille des problémes non-linéaires pour les applications industrielles se
retrouveraient élargis en imbriquant, a I’échelle maximisant 'efficacité de chacune, diverses
méthodes numériques adaptées aux problémes de mécanique.
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ANNEXE

A

Eléments d’analyse sur H 1/2 et
le produit scalaire associé

A.1 Espaces de Sobolev fractionnaires H'/2(0Q) et H-1/2(00)

Le dual topologique X’ d'un espace vectoriel X est ’ensemble des fonctions continues a
valeurs scalaires définies sur X, appelées fonctionnelles ou formes.

Théoréme de représentation de Riesz : Soit X un espace de Hilbert. Une fonction-
nelle 7’ linéaire sur X appartient & X’ si et seulement s’il existe x € X tel que :

VyEX, x’(y)=<y7x)X

Dans ce cas, = est unique et déterminé par 2’ € X', et : |2'|x = |z]x.

Définition plus générale d’un espace de Sobolev Adams [2003] :
WP (Q)={ue L’(Q): D e LP(Q) pour 0 < |a| <m} (A.1.1)

avec (m,p) € N2 et D% dérivée partielle au sens des distributions.
L’espace dual de W™P(Q) est W™ (Q) ou :

00 sip=1

p .
=] — sil<p<o
P p—1 p

1 Sip=oo

A.1.1 Espaces d’ordre fractionnaire :

Les espaces d’ordre fractionnaire sont les espaces WP ot m n’est pas un entier (mais un
rationnel a priori). Afin de les définir, on construit par interpolation des échelles d’espaces
intermediaires entre deux espaces extrémes comme LP(Q) = WOP(Q) et W™P(Q).

Les espaces de Besov constituent une de ces échelles. Ils se prétent a la caractérisation des
espaces de traces de fonctions de W"P(Q) sur les frontiéres suffisamment réguliéres des
domaines Q. Ces espaces sont notés B*P9() avec 0 < s < oo, 1 <p<oo et 1<q< oo.
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ANNEXE A. ELEMENTS D’ANALYSE SUR H'? ET LE PRODUIT SCALAIRE
ASSOCIE

Définition de D’application trace : wu, trace de U définie sur €2, est le prolongement
par continuité de U a 0f).
u=Tr(U)=U,,

Théoréme de Trace : Soient 1 < p < oo et u fonction mesurable sur R"™.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) 3U e W™P(R™!) telle que u est la trace de U .
(ii) uwe Bm-(/Phipp(R™).

Application a la mécanique : Dans les applications & la mécanique, on travaille avec
les espaces L2(Q2) et HY(Q), clest A direm=1et p=2:

HY Q) =w'?(Q) = {ue L*(Q) : Du e L*(Q) pour 0 < |a| < 1}.
HYQ) =W 2(Q)
nel,2,3, u trace de U e W?(R™) appartient a B1/2‘2’2(R”)

Lemme : Pour 2 =R" et Vg, B™P9(Q) + WP sauf dans le cas p = q = 2.
On en déduit :

Les traces des fonctions de W 2(R™!) = H'(Q) sont dans BY%22(R™) = W/22(5Q) = H'/?(69).

A.2 Normes et produits scalaires des espaces de Sobolev et
les espaces fractionnaires

Définition de la norme des espaces W™P(Q), m e N Adams [2003] :

lulmp

1/p
( > ||D°‘u£) pour 1 <p< oo

0<|a<m

(A2.1)

maz | Du| e
0<|a<m

[wlm, o0
Définition de la norme des espaces WP (), m ¢ N Adams [1975] :  La construc-
tion alternative des espaces d’ordre fractionnaire par la méthode des traces fait intervenir
la norme intrinséque suivante :

Pour s=m+o

1
DOc _Doc P P
EN HU”?np + Z [D%u(z) n+0u(y)| dz dy avec meN
aJa  |r-yrror
laf=m et 0<o<l1.

(A.2.2)

[u

Application a la mécanique Steinbach [2003] :  On fixe p = 2. Pour m = k € N, on
a:

1/2
lull ey = ( > ||Dau||%z(g)) : (A.2.3)

le|<k
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A.3. CALCUL APPROCHE DU PRODUIT SCALAIRE DE H'/2 POUR LES
PROBLEMES 3D

Pour m=s, 0<seR" s¢N, on utilise la norme de Sobolev-Slobodeckii :

1/2
[l = (Iules 0y + [l )

ulx) = D% 2 % . (A24)
|U|HS(Q):|: Z [QfQ|D () = D*u(y) dz dy

jolTs] o -y

On travaille également sur la frontiére fermée de Q : I = 9€2. Dans le cas ot m=s¢€[0,1] :

/2
[l ey = (1l 3ty + [l )

2 Ju(@) - u(y)l? |
|u|HS(F)_fF r oz — gy dss dsy

(A.2.5)

Produit scalaire associé Bernardi et al. [2008] : Le produit scalaire de H'/?(T") est
donné par 'expression suivante :

(. 0)1or = [Lul@)o(e) do+ [ F(“(x)_“(é)f(jix)_”(y)) dz dy, Yu,u e HVA(D)
(A.2.6)

1/2 ) . X
Dans le cas de Hoé (T"), un terme supplémentaire est a calculer :

u(z)o(x)

r d(z.00) dz, Yv,u € Hé(/]2(f‘) d(z,0T") est la distance de x a OT'.

(va)l/Q,OO,F = (Uav)l/Q,F"'

A.3 Calcul approché du produit scalaire de H'/? pour les pro-
blémes 3D

On s’intéresse ici a cette double intégrale sur la frontiére dans le cas 3D. Afin, donc, de cal-
culer : (EE,IE)I/Q r,,+ on introduit la discrétisation des quantités Wy et Ty, en choisissant
les mémes fonctions de formes ¢;(z) pour les deux :

We.Te)ijpr, = ( ZWm(z) ; ZTjéf)j@) )1/27FE = ZZWzT] (0i(2), ¢(2))1 /21,

J
I' est discrétisée en Np éléments triangulaires 7;, 1 < m; < Np. Dans le cas d’une étude en
3D, ce sont des éléments de surface.

A.3.1 Traitement des termes du produit scalaire de L?((2)

La partie correspondant au produit scalaire de L*(Q) s’écrit :

[ éi@)o(@) dz
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ASSOCIE

En prenant en compte la discrétisation de I :

Nr
i\ Z|mry, ALy, d—Wk
3 [, a0 dz

En utilisant les formules traditionnelles d’intégration par points de Gauss sur des triangles,

on obtient :
Nr Ng

2. 2 wii(wd, w3) ¢, (], 43)

k=1g=1

A.3.2 Traitement des termes singuliers

Les termes singuliers qu’on est amené a calculer sont de la forme :

[ / (pi(z) = ¢i(y))(#5(z) - ¢ (y)) &
rJr

dy
|z —y|? =

En prenant en compte la discrétisation de I :

Nr N
l;ll:Zl [rk fm fij(&lﬂz’g\ﬂk) dz, dﬂm’
ou :
Fii(2m 9, ) = [ _@(g‘”k)] [ _qb"(glm)]
AT Ly, d :
| |£|7Tl _Q\ﬂk|

Puis on utilise l'intégration par point de Gauss :

Nr NrNg Ng

Yoo D wlw iy (2, 29), (vl v5))
k=1l=1g=1h=1
N NrNg Ng [¢i (29, 29) — @i (v ys) | [ 5 (2], 25) — &5 (1, vh)]

DI

g h
k=1l=1g=1h=1 ‘( Ty )_( y}L )

g

Lo Yo

On distingue alors quatre cas :

3

7y, et m sont les mémes ;
g et m ont une aréte commune

T et m; ont un sommet commun ;

- W D=

7 et m; sont complétement disjoints.

La seule configuration pour laquelle le dénominateur s’annule est la numéro 1. Dans ce cas
et lorsque les points de Gauss considérés pour l'intégration en z et celle en y sont les mémes
(Cf. figures A 4, cas A).
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A.3. CALCUL APPROCHE DU PRODUIT SCALAIRE DE H'/2 POUR LES
PROBLEMES 3D

m
Variant

Tk
fixe

FiGURE A.1 — Présentation de la situation, variation sur les éléments

FIGURE A.2 Les 4 cas

yh

Variant

F1GURE A.3 — Présentation de la situation, variation sur les points de Gauss
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FIGURE A4 Les 3 cas

A.3.3 Bilan et approximation

Au final, le calcul du produit scalaire s’exprime par :

(0i(2),05(2)) 11 = Z Z w? ¢i(x],25)¢; (], 23)
NF NF Ng Ne wgwh [¢Z($gamg) _¢’L(y?7y3)] [d)](ivgaxg) _(b](y{l’yél)]
()
3 yb

On propose, sur la base du produit scalaire présenté pour les études en 2D dans Bernardi
et al. [2009], 'approximation pour les études en 3D suivante :

Np Ng
(0i(2),95(2)1jor = kzl 21 w? gi(],29)¢; (21, 23)
g
+ Jf If % Z wgwh [¢z($€7$g) - (bl(y?ayh)] [¢](x{7:1’;g) - (b](y{layg)]

1121 g=1 h=T,h+g ‘(az-‘l’) (yl)
5Ug y2
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ANNEXE

Etudes paramétriques sur la
gamma-shaped structure

Cette annexe présente les résultats complémentaires de I’étude paramétrique sur la famille
de cas test en forme de demi-portique. Les valeurs optimales pour la convergence de la
méthode sont retrouvées indépendamment du facteur d’échelle de la stucture et de la densité
du maillage.

B.1 Facteur d’échelle 0.25

AV VAVAVAVAVAVAN,
15é§ggmum‘v‘
SRS
: SRK] 1 BREERRERR
T\

F1GURE B.1 — Maillages pour le facteur d’échelle 0.25. De gauche a droite, les tailles carac-
téristiques sont : 0.35, 0.2, 0.1, 0.05.
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T
Densité 0.35 Densité 0.2 E put

k fact

1073 107! 10!
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FI1GURE B.2 — Résultats de I’étude paramétrique en saut pour le facteur d’échelle 0.25

T

Densité 0.35 Densité 0.2 By
0
-1
:
:
I _g
-10

IN

Densité 0.05 ER’
0
|
3
3 ~q
& =
—7
=5
10

FiGURrE B.3 — Résultats de I'étude paramétrique en effort pour le facteur d’échelle 0.25.
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B.2. FACTEUR D’ECHELLE 0.5

B.2 Facteur d’échelle 0.5

FiGURE B.4 — Maillages pour le facteur d’échelle 0.5. De gauche a droite, les tailles carac-
téristiques sont : 0.35, 0.2, 0.1, 0.05.
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ANNEXE B. ETUDES PARAMETRIQUES SUR LA GAMMA-SHAPED STRUCTURE
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FI1GURE B.5 — Résultats de I’étude paramétrique en saut pour le facteur d’échelle 0.5.
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F1GURE B.6 — Résultats de I’'é¢tude paramétrique en effort pour le facteur d’échelle 0.5

112 Geoffrey DESMEURE - Thése de Doctorat



B.3. FACTEUR D’ECHELLE 2

B.3 Facteur d’échelle 2

F1GURE B.7 — Maillages pour le facteur d’échelle 2. De gauche & droite, les tailles caracté-
ristiques sont : 0.35, 0.2, 0.1, 0.05.
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ANNEXE B. ETUDES PARAMETRIQUES SUR LA GAMMA-SHAPED STRUCTURE
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F1GURE B.8 — Résultats de 1’étude paramétrique en saut pour le facteur d’échelle 2.
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F1GURE B.9 — Résultats de I’étude paramétrique en effort pour le facteur d’échelle 2.
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