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❝❤❡+❝❤❡ E .✈❛❧✉❡+ ❧❡* ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡* ♦❜'❡♥✉❡* ♣❛+ ❞❡* ❜♦✉❝❧❡* ❝♦✉+'❡* ❞❡ ❞❡**✐♥✲*✐♠✉❧❛'✐♦♥✲

.✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❝+✐'8+❡* /✉✐ ✐♠♣♦*❡♥' ✉♥ '❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ +.❞✉✐'✳ ❊♥ '❡+♠❡ ❞❡ ♣+.❝✐*✐♦♥ +❡✲

❝❤❡+❝❤.❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❡*' ❞♦✉❜❧❡ ✿

✖ K♦✉✈♦✐+ ✈❛❧✐❞❡+ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ *❡❧♦♥ ❧❡* ❝+✐'8+❡* ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧* ❡' ❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❀

✖ ❋❛❝✐❧✐'❡+ ❧❡ '+❛✈❛✐❧ *✉✐✈❛♥' ❞❡ ❝❡+'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥✳

▲❡* ♠.'❤♦❞❡* ❡♠♣❧♦②.❡* E ❝❡* .'❛♣❡* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ +❡♣♦*❡♥' *✉+ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞.❧✐*❛'✐♦♥ ❡♥

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✶



 !♦✐$ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❡ ❝♦♥ ✐❡♥♥❡♥ ❣+♥+!❛❧❡♠❡♥ ✉♥ ✈♦✐!❡ ♣❧✉$✐❡✉!$  ②♣❡$ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥+❛!✐ +$ ✿

❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ♥♦♥ ❧✐♥+❛✐!❡ ❞✉ ♠❛ +!✐❛✉✱ ✐♥ ❡!❢❛❝❡ ❞❡  ②♣❡ ❝♦♥ ❛❝ ❛✈❡❝ ❢!♦  ❡♠❡♥ ✱ ❡ ❝✳✳

❊❧❧❡$ ♣!+$❡♥ ❡♥ ❣+♥+!❛❧❡♠❡♥ ❞❡$ ❝♦♠♣!♦♠✐$ ♣!+❝✐$✐♦♥✴ ❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❞❛♣ ❛❜❧❡$ : ❧❛

♣❤❛$❡ ❞❛♥$ ❧❛<✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡$ $♦♥ ❡♠♣❧♦②+❡$✳ ❚②♣✐<✉❡♠❡♥ ✱ ✉♥❡ ♠♦❞+❧✐$❛ ✐♦♥ ✸❉ ♣❛! ❧❛ ♠+ ❤♦❞❡

❞❡$ +❧+♠❡♥ $ ✜♥✐$ ❛✉!❛ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉$ ✜♥ ❧♦!$ ❞❡ $✐♠✉❧❛ ✐♦♥$ ✈✐$❛♥ ❧❛ ❝❡! ✐✜❝❛ ✐♦♥ <✉❡

❧♦!$ ❞❡$ ❜♦✉❝❧❡$ ❝♦✉! ❡$ ❞❡  ❡$ $ ❞❡ $♦❧✉ ✐♦♥$  ❡❝❤♥✐<✉❡$✳

❈✬❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ❜✉ ❞✬❛♠+❧✐♦!❡! ❝❡ ❝♦♠♣!♦♠✐$✱ ♣✐❧✐❡! ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♠+ ❤♦❞❡ ❞❡ $✐♠✉❧❛ ✐♦♥✱

<✉❡ $❡ $♦♥ ❞+✈❡❧♦♣♣+❡$ ❛✉ ❝♦✉!$ ❞❡$ ✷✵ ❞❡!♥✐F!❡$ ❛♥♥+❡$ ♣❧✉$✐❡✉!$ ❛♣♣!♦❝❤❡$ ♣♦✉! ❧❡$ ❝❛❧❝✉❧$

♠+❝❛♥✐<✉❡$ ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐!❡$✳

❙❛♥$ ♣!+ ❡♥ ✐♦♥ : ❧✬❡①❤❛✉$ ✐✈✐ + ❡ ❡♥ ♣❧❛H❛♥ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞!❡ !❡$ !❡✐♥ ❞❡$ +❧+♠❡♥ $ ✜♥✐$✱ ♦♥

♣❡✉ ❞✐$ ✐♥❣✉❡! ✿

✖ ▼+ ❤♦❞❡$ ❞❡ ❞+❝♦♠♣♦$✐ ✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ♣❛! ✐ ✐♦♥ ❞✉ ♣!♦❜❧F♠❡ ❡♥ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡

❛✜♥ ❞❡  ✐!❡! ♣!♦✜ ❞❡$ ♥♦✉✈❡❧❧❡$ ❛!❝❤✐ ❡❝ ✉!❡$ ♠❛ +!✐❡❧❧❡$ ❡♥ ✐♥❢♦!♠❛ ✐<✉❡ ❬●♦$$❡❧❡ 

❡ ❘❡②✱ ✷✵✵✻❀ ❚♦$❡❧❧✐ ❡ ❲✐❞❧✉♥❞✱ ✷✵✵✺❀ ▼❛❞❛② ❡ ❘R♥<✉✐$ ✱ ✷✵✵✽❪ ❀

✖ ▼+ ❤♦❞❡$ ❞❡ !+❞✉❝ ✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞F❧❡$ ✿ !+$♦❧✉ ✐♦♥ ❞✉ ♣!♦❜❧F♠❡ ♣❛! ❧❛ !❡❝❤❡!❝❤❡ ❞✬✉♥❡

$♦❧✉ ✐♦♥ $♦✉$ ✉♥❡ ❢♦!♠❡ ♣❛! ✐❝✉❧✐F!❡ ♥❡ ❝♦♥$❡!✈❛♥ <✉❡ ❧❡$ ✐♥❢♦!♠❛ ✐♦♥$ ❥✉❣+❡$ ♥+❝❡$✲

$❛✐!❡$ ❬◆♦✉②✱ ✷✵✶✵❀ ❘②❝❦❡❧②♥❝❦ ❡ ▼✐$$♦✉♠ ❇✳✱ ✷✵✶✵❪ ❀

✖ ▼+ ❤♦❞❡$ ❞✬❡♥!✐❝❤✐$$❡♠❡♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞+❧✐$❛ ✐♦♥ ✿ !+$♦❧✉ ✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣!♦❜❧F♠❡ ❣!♦$✲

$✐❡! ❡♥!✐❝❤✐ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥ $♦✐ ♣❛! $✉♣❡!♣♦$✐ ✐♦♥ ♦✉ !❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ ❞❡ $♦❧✉ ✐♦♥$ ❞❡ ♣!♦✲

❜❧F♠❡$ ♣❧✉$ ✜♥$ ❬❚!❛♥<✉❛! ✱ ✷✵✶✷❀ ❚♦✉③❡❛✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ●❡♥❞!❡✱ ✷✵✵✾❪ $♦✐ ♣❛! ❛❥♦✉ 

❞❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥$ ❞❡ ❢♦!♠❡ ❞❛♥$ ❧❡$ +❧+♠❡♥ $ ✜♥✐$ ❬▼♦\$ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❀

✖ ❉✐✈❡!$❡$ ♠+ ❤♦❞❡$ ♥✉♠+!✐<✉❡$ ❛✈❛♥❝+❡$ ✿ !❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐❢ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝!✐ F!❡

❞✬❡!!❡✉!✱ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞F❧❡$ ❛❞❛♣ + ❛✉ ❝♦♠♣♦! ❡♠❡♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ $ !✉❝ ✉!❡ + ✉❞✐+❡

❬▼❛!❝❤❛✐$ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❲②❛! ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❡ ❝✳

▲❡  !❛✈❛✐❧ ♣!+$❡♥ + ❞❛♥$ ❧❡$ ♣❛❣❡$ <✉✐ $✉✐✈❡♥ ♣♦! ❡ $✉! ✉♥❡ ♠+ ❤♦❞❡ ❞❡  ②♣❡ ❞+❝♦♠♣♦$✐✲

 ✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡$ ♠+ ❤♦❞❡$ ♦♥ ♣♦✉! ♦!✐❣✐♥❡ ❧❡$  !❛✈❛✉① ♠❛ ❤+♠❛ ✐<✉❡$ ❞❡ ❙❝❤✇❛!③

❬❙❝❤✇❛!③✱ ✶✽✼✵❪ ❡ ❝♦♥♥❛✐$$❡♥ ✉♥ ❡$$♦! ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞!❡ ❞❡ ❧❡✉!$ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥$ ❛✉① ♣!♦❜❧F♠❡$

❞❡ ♠+❝❛♥✐<✉❡ ❞❡♣✉✐$ ❧✬❛♣♣❛!✐ ✐♦♥ ❞❡$ ♥♦✉✈❡❧❧❡$ ❛!❝❤✐ ❡❝ ✉!❡$ ✐♥❢♦!♠❛ ✐<✉❡$ ❞✐$ !✐❜✉+❡$✳ ❊♥

❡✛❡ ✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ❞❡$ ❝❛♣❛❝✐ +$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ♦!❞✐♥❛ ❡✉!$ ♣❛! ❛❝❝✉♠✉❧❛ ✐♦♥ ❞❡ ♣!♦❝❡$✲

$❡✉!$ $✬❡$ ❞+♠♦❝!❛ ✐$+❡ ♣❡♥❞❛♥ ❧❛ ❞❡!♥✐F!❡ ❞+❝❡♥♥✐❡✱ ❛✉ ♣♦✐♥ ❞✬❛  ❡✐♥❞!❡ ❧❡$ ♦!❞✐♥❛ ❡✉!$

♣❡!$♦♥♥❡❧$ ❣!❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳ ▲❡$ ❛♠+❧✐♦!❛ ✐♦♥$ ❞❡$ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡$ ❞❡$ ♠+ ❤♦❞❡$ ❞❡ $✐♠✉❧❛ ✐♦♥

♣❛$$❛♥ ♥+❝❡$$❛✐!❡♠❡♥ ♣❛! ❧❡✉! ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛✉① ♠❛ +!✐❡❧$ $✉! ❧❡$<✉❡❧$ ❡❧❧❡$ ✈♦♥ b !❡ ♠✐$❡$

❡♥ c✉✈!❡✱ ❧❡ ♣!✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞+❝♦✉♣❡! ❧❛ $ !✉❝ ✉!❡ + ✉❞✐+❡ ❡♥ $♦✉$✲♣!♦❜❧F♠❡$  !❛✐ +$ ❝❤❛❝✉♥

♣❛! ✉♥ ♣!♦❝❡$$❡✉! ❡$ ✉♥❡ ❛♣♣!♦❝❤❡ ♥❛ ✉!❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉ ❞✐$ ✐♥❣✉❡! ❞❡✉① ❝❛ +❣♦!✐❡$ ❞❛♥$ ❧❡$

♠+ ❤♦❞❡$ ❞❡ ❞+❝♦♠♣♦$✐ ✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿

✖ ❉+❝♦♠♣♦$✐ ✐♦♥ ❡♥ $♦✉$✲❞♦♠❛✐♥❡$ ❛♣!F$ ❛✈♦✐! ❞✐$❝!+ ✐$+ ❧❡ ♣!♦❜❧F♠❡ : !+$♦✉❞!❡ ❀

✖ ❉+❝♦♠♣♦$✐ ✐♦♥ ❡♥ $♦✉$✲❞♦♠❛✐♥❡$ ❛✈❛♥ ❧❛ ❞✐$❝!+ ✐$❛ ✐♦♥✳

▲❡ ♣!❡♠✐❡! ❝❛$ ❡$ ❧❡ ♣❧✉$ !+♣❛♥❞✉ ❞❛♥$ ❧❡$ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥$ ❞❡ ❧❛ ❞+❝♦♠♣♦$✐ ✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ :

❧❛ ♠+❝❛♥✐<✉❡✳ ▲❛ ❞+❝♦♠♣♦$✐ ✐♦♥ ♥✬❛♣♣❛!❛e <✉✬✉♥❡ ❢♦✐$ <✉❡ ❧❡ ♣!♦❜❧F♠❡ ❛ + + ❡①♣!✐♠+ $♦✉$

❧❛ ❢♦!♠❡ ♠❛ !✐❝✐❡❧❧❡ ❝❧❛$$✐<✉❡ ✿

Ku = f

▲❛ ♠+ ❤♦❞❡ ❡$ ❛❧♦!$ ♣❧✉$ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ !+$♦❧✉ ✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✉ ♣!♦❜❧F♠❡ <✉✬✉♥ ❝❛❞!❡ ❞❡

♠♦❞+❧✐$❛ ✐♦♥✳ ▲❡$ ❛♣♣!♦❝❤❡$ $♦♥ ♠✉❧ ✐♣❧❡$✱ ❧❡$ ♣❧✉$ ❝❧❛$$✐<✉❡$ $❡ ❜❛$❡♥ $✉! ✉♥❡ !+$♦❧✉ ✐♦♥

♣❛! +❧✐♠✐♥❛ ✐♦♥ ❞❡$ ✐♥❝♦♥♥✉❡$ ❞❡  ②♣❡ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥ ♦✉ ❞❡  ②♣❡ ❡✛♦! : ❧✬✐♥ ❡!❢❛❝❡ ❞❡$ $♦✉$✲

❞♦♠❛✐♥❡$✳

▲❛ ❞❡✉①✐F♠❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐ + ❝♦♥$✐$ ❡ : ❞+❝♦♠♣♦$❡! ❧❡ ♣!♦❜❧F♠❡ ❞F$ $❛ ❢♦!♠✉❧❛ ✐♦♥ ❝♦♥ ✐♥✉❡✳ ▲❛

❞✐$❝!+ ✐$❛ ✐♦♥ $✉! ❝❤❛<✉❡ $♦✉$✲❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉ ❛❧♦!$ $❡ ❢❛✐!❡ ❞❡ ❢❛H♦♥ ✐♥❞+♣❡♥❞❛♥ ❡ ❡ ♣❡✉ 

✷ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



❋✐❣✉$❡ ✶ ✕ ❚#❛✐&❡♠❡♥& ❞✉ ♣#♦❜❧0♠❡ ♣❛# ❞✐1❝#3&✐1❛&✐♦♥ ♣✉✐1 ❞3❝♦♠♣♦1✐&✐♦♥ ❡♥ 1♦✉1✲
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+②♣❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣❛'+✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣'♦❜❧0♠❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❧❡# ♠3+❤♦❞❡# ♣'✐♠❛❧❡# ❡+ ❧❡✉'# +'❛✐+❡♠❡♥+# ❞❡#

✐♥+❡'❢❛❝❡# ♣❛'❢❛✐+❡# ♣'3❝0❞❡♥+ ❧✬❡①♣♦#✐+✐♦♥ ❞❡# ♠3+❤♦❞❡# ❞✉❛❧❡# ❡+ ❞❡ ❧❡✉'# ✈❛'✐❛♥+❡# ❞♦♥+ ❧❡

❢♦'♠❛❧✐#♠❡ ❡#+ ❛❞❛♣+3 ❛✉ ❝♦♥+❛❝+✳ ▲❡# ♠3+❤♦❞❡# ♠♦'+❛' #♦♥+ ❛❜♦'❞3❡# ♣♦✉' ❧❡ +'❛✐+❡♠❡♥+

❞❡# ✐♥+❡'❢❛❝❡# ♥♦♥✲❝♦♥❢♦'♠❡# ❡+ ♣♦✉' ❧❛ ❧✐❜❡'+3 @✉✬❡❧❧❡# ♦✛'❡♥+ ❞❛♥# ❧❛ ❞3✜♥✐+✐♦♥ ❞✬❡#♣❛❝❡#

❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧# ♣♦✉' ❧❡# @✉❛♥+✐+3# ❞✬✐♥+❡'❢❛❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡# ♠3+❤♦❞❡# ♠✐①+❡# ❡+ ❧❡ +'❛✐+❡♠❡♥+

❞✬✐♥+❡'❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦'+❡♠❡♥+# ❝♦♠♣❧❡①❡# #♦♥+ ❞3+❛✐❧❧3# ❞❛♥# ❧❛ ❞❡'♥✐0'❡ ♣❛'+✐❡✳

✶✳✶ "#♦❜❧'♠❡ *②♣❡ ❞❡ ♠.❝❛♥✐3✉❡ *#❛✐*. ❞❛♥5 ❝❡**❡ .*✉❞❡

▲❡# +'❛✈❛✉① ♣'3#❡♥+3# ❞❛♥# ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥+ ✈✐#❡♥+ ❧❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞❡ #+'✉❝+✉'❡# ✐♥❞✉#✲

+'✐❡❧❧❡#✱ 3✈❡♥+✉❡❧❧❡♠❡♥+ ❝♦♥#+✐+✉3❡# ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉'# ♣✐0❝❡#✳ ▲❡ ♣'♦❜❧0♠❡ ❞❡ ♠3❝❛♥✐@✉❡ ❝♦♠✲

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✺



Ωs
⊂ R

d
◻

s

d{1,2,3} ∂Ωs
∩ ∂Ω

ud ∂uΩ
s ∂Ωs

F d ∂fΩ
s ∂Ωs

∂uΩ
s

f
d

Ω



✶✳✶✳ "❘❖❇▲➮▼❊ ❚❨"❊ ❉❊ ▼➱❈❆◆■◗❯❊ ❚❘❆■❚➱ ❉❆◆❙ ❈❊❚❚❊ ➱❚❯❉❊

■♥"❡$❢❛❝❡( ) ❝♦♥❞✐"✐♦♥( ❝✐♥-♠❛"✐/✉❡( ✿ ❈❡66❡ ❝❛69❣♦<✐❡ <❡❣<♦✉♣❡ ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ❞♦♥6

❧❡ ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 ❡A6 ♣✐❧♦69 ♣❛< ✉♥❡ ❝♦♥❞✐6✐♦♥ A✉< ❧❡ A❛✉6 ❞❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6 ❡♥6<❡ ❧❡A ❞❡✉①

❝♦♥A6✐6✉❛♥6A ❡♥ ✈✐A✲I✲✈✐A✳ ▲❡A ❡✛♦<6A I ❧✬✐♥6❡<❢❛❝❡ A♦♥6 ❛❧♦<A ❞9✜♥✐A ❝♦♠♠❡ 96❛♥6 ❧❡A M✉❛♥6✐69A

❞✉❛❧❡A ❞❡ ❝❡A ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6A ♣❡<♠❡66❛♥6 ❞✬✐♠♣♦A❡< ❧❛ ❝♦♥❞✐6✐♦♥ I ✈9<✐✜❡<✱ ❡6 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥6 O6<❡

♦❜6❡♥✉A ✐♥❞9♣❡♥❞❛♠♠❡♥6 ❞❡ ❧✬9M✉✐❧✐❜<❡ ❞❡A A♦✉A✲A6<✉❝6✉<❡A✳ ❚②♣✐M✉❡♠❡♥6✱ ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ❞❡

❝♦❧❧❛❣❡ ♣❛<❢❛✐6✱ ❛♣♣❛<❛✐AA❛♥6 ❧❡ ♣❧✉A A♦✉✈❡♥6 ❧♦<A ❞❡ ❧❛ ❞9❝♦♠♣♦A✐6✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠O♠❡ ♣✐R❝❡

❡♥ ♣❧✉A✐❡✉<A A♦✉A✲A6<✉❝6✉<❡A✱ ❡6 ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ❞❡ ❝♦♥6❛❝6✱ A♦♥6 6♦✉6❡A ❞❡✉① ❞❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A I

❝♦♥❞✐6✐♦♥A ❝✐♥9♠❛6✐M✉❡A✳

■♥"❡$❢❛❝❡( ) ❝♦♠♣♦$"❡♠❡♥" ✿ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥6<❡ ❞❡A ❝♦♥A6✐6✉❛♥6A ♣❛<6❛❣❡❛♥6 ✉♥❡ ✐♥6❡<❢❛❝❡

I ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 ❡A6 ❞9✜♥✐ ♣❛< ✉♥❡ <❡❧❛6✐♦♥✱ 9✈❡♥6✉❡❧❧❡♠❡♥6 ♥♦♥✲❧✐♥9❛✐<❡✱ ❡♥6<❡ ❧❡ A❛✉6 ❞❡

❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6 ❡♥ ❝❤❛M✉❡ ♣♦✐♥6 ❞❡ ❝❡66❡ ✐♥6❡<❢❛❝❡ ❡6 ❧❡A ❡✛♦<6A ❡♥ <9A✉❧6❛♥6✳ ▲❡✉<A ❡①♣<❡AA✐♦♥

❡6 ♠✐A❡ ❡♥ T✉✈<❡ ♣❛AA❡♥6 ❝❧❛AA✐M✉❡♠❡♥6 ♣❛< ❧✬✐♥6<♦❞✉❝6✐♦♥ ❞❡ M✉❛♥6✐69A ♠9❝❛♥✐M✉❡A ♣<♦♣<❡A

I ❧✬✐♥6❡<❢❛❝❡✳ ▲❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A I ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 9❧❛A6✐M✉❡✱ ♣❧❛A6✐M✉❡ ♦✉ I ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 ❡♥❞♦♠✲

♠❛❣❡❛♥6 ❢♦♥6 ♣❛<6✐❡ ❞❡ ❝❡66❡ ❝❛69❣♦<✐❡✳

▲❛ A6<✉❝6✉<❡ 6②♣❡ 96✉❞✐9❡ ✐❝✐ ❡A6 ❝♦♠♣♦A9❡ ❞❡ M✉❛6<❡ ❝♦♥A6✐6✉❛♥6A <❡❧✐9A ♣❛< 6<♦✐A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ✿

✉♥ ❝♦❧❧❛❣❡ ♣❛<❢❛✐6✱ ✉♥ ❝♦♥6❛❝6 ❡6 ✉♥❡ ✐♥6❡<❢❛❝❡ I ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6✳ ▲❛ ♠♦❞9❧✐A❛6✐♦♥ ♥✬✐♠♣♦A❡

❛ ♣"✐♦"✐ ❛✉❝✉♥❡ <❡A6<✐❝6✐♦♥ A✉< ❧❡ ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 ❞❡A ❝♦♥A6✐6✉❛♥6A✳

❉❛♥A ❧❡ ❝❛❞<❡ ❞❡A ❤②♣♦6❤RA❡A ♣♦A9❡A✱ ❧❡ ♣<♦❜❧R♠❡ ❞❡ ♠9❝❛♥✐M✉❡ ❡A6 ❞9❝<✐6 ♣❛< ❧✬9✈♦❧✉6✐♦♥

❞❡A ❞✐✛9<❡♥6A ❝♦♥A6✐6✉❛♥6A ❞❡ ❧❛ A6<✉❝6✉<❡A ❡6 ❞❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ✿

✖ ❙✉< ❝❤❛M✉❡ ❝♦♥A6✐6✉❛♥6✱ ❧✬9M✉✐❧✐❜<❡ ♠9❝❛♥✐M✉❡ ❡6 ❧❛ <❡❧❛6✐♦♥ ❞9❝<✐✈❛♥6 ❧❡ ❝♦♠♣♦<6❡✲

♠❡♥6 ❞✉ ♠❛69<✐❛✉ A♦♥6 ❝♦♠♣❧969A ♣❛< ❧❡A ❝♦♥❞✐6✐♦♥A ❛✉① ❧✐♠✐6❡A ✿

div(σ) + f
d
= 0 ❞❛♥A Ωs

σ = K ∶ ε(u) ❞❛♥A Ωs

ε(u) = 1

2
(∇u +∇uT ) ❞❛♥A Ωs

σ ⋅ n = F d A✉< ∂fΩ
s

u = ud A✉< ∂uΩ
s

✭✶✳✶✳✶✮

❆✜♥ M✉❡ ❧❡ ♣<♦❜❧R♠❡ A♦✐6 ❜✐❡♥ ♣♦A9✱ ♦♥ A✉♣♣♦A❡ M✉❡ mes(⋃
s

∂uΩ
s) > 0 ❡6 M✉❡ ❧❡

6❡♥A❡✉< K ❞9✜♥✐6 ✉♥❡ ❢♦<♠❡ ❜✐❧✐♥9❛✐<❡ A②♠96<✐M✉❡ ❞9✜♥✐❡ ♣♦A✐6✐✈❡ A✉< ❧✬❡A♣❛❝❡ ❞❡A

6❡♥A❡✉<A A②♠96<✐M✉❡A ❞✬♦<❞<❡ ✷✳ ❊♥ ❡✛❡6✱ ❛✜♥ ❞❡ A❡ ❢♦❝❛❧✐A❡< A✉< ❧❡A ❞✐✣❝✉❧69A ❧✐9❡A

❛✉① ✐♥6❡<❢❛❝❡A✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 ❞❡A A♦✉A✲❞♦♠❛✐♥❡A ❡A6 ❝❤♦✐A✐ ❧✐♥9❛✐<❡ 9❧❛A6✐M✉❡✳

✖ "♦✉< ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A✱ ❧❡A ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6A ub ❞♦✐✈❡♥6 ❝♦<<❡A♣♦♥❞<❡ I ❧❛ <❡A6<✐❝6✐♦♥ ❛✉①

❜♦<❞A ❞❡A ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6A ✐♥6❡<♥❡A ❞❡A ❝♦♥A6✐6✉❛♥6A ❛❞❥❛❝❡♥6A u✳ ❯♥❡ <❡❧❛6✐♦♥ A✉♣♣❧9✲

♠❡♥6❛✐<❡ ✐♠♣♦A❡ ❞❡A ❝♦♥❞✐6✐♦♥A A✉< ❧❡ A❛✉6 ❞❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6 ✭♥♦69 ❛✈❡❝ ❧✬♦♣9<❛6❡✉<[[⋅]]✮ ❡6 ❧✬9M✉✐❧✐❜<❡ ❞❡A ❡✛♦<6A ❡♥❣❡♥❞<9A✳ ❉❛♥A ❧❡ ❝❛A ❞✬✉♥❡ ✐♥6❡<❢❛❝❡ ♣❛<❢❛✐6❡✱ ❧❡ A❛✉6

❞❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6 ❡A6 ♥✉❧ ❡6 ❧❡A ❡✛♦<6A ❞♦✐✈❡♥6 O6<❡ 9M✉✐❧✐❜<9A ✿

usb = Tr(us) A✉< ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ✐♥6❡<♥❡A[[ub]] = 0 A✉< ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ✐♥6❡<♥❡A

∑σ ⋅ n = 0 A✉< ❧❡A ✐♥6❡<❢❛❝❡A ✐♥6❡<♥❡A

✭✶✳✶✳✷✮

❉❛♥A ❧❡ ❝❛A ❞✬✉♥ ❝♦♥6❛❝6✱ ❡❧❧❡ ❝♦♠♣<❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥❞✐6✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲✐♥6❡<♣9♥96<❛6✐♦♥ ❞❡A

❞❡✉① ❝♦♥A6✐6✉❛♥6A✳ "♦✉< ✉♥ ❝♦♠♣♦<6❡♠❡♥6 ❞❡ 6②♣❡ 9❧❛A6✐M✉❡✱ ♣❧❛A6✐M✉❡✱ ❛✈❡❝ ♦✉ A❛♥A

❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥6✱ ❧❡ ❧✐❡♥ 9✈♦❧✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐6✉❞❡ ❞✉ A❛✉6 ❞❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥6 ✿

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✼



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◗❯❆◆❚■❚➱❙ ❉✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙

▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

❧❡7 ❡✛♦:;7 ❡♥❣❡♥❞:?7 7♦♥; ?@✉✐❧✐❜:?7 ❡♥ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐;✉❞❡ ❞✉ 7❛✉; I ❧❛ ♠❛♥✐J:❡

❞✬✉♥❡ :❡❧❛;✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦:;❡♠❡♥; ❝❧❛77✐@✉❡ ?❝:✐;❡ ❡♥;:❡ ❞?❢♦:♠❛;✐♦♥7 ❡; ❝♦♥;:❛✐♥;❡7 ✿

usb = Tr(us) 7✉: ❧❡7 ✐♥;❡:❢❛❝❡7 ✐♥;❡:♥❡7

σs ⋅ ns = bs([[ub]]) 7✉: ❧❡7 ✐♥;❡:❢❛❝❡7 ✐♥;❡:♥❡7

✭✶✳✶✳✸✮

#♦✉: ❧❛ :?7♦❧✉;✐♦♥ ❞✉ ♣:♦❜❧J♠❡ @✉✐ ✈✐❡♥; ❞✬P;:❡ ♣:?7❡♥;?✱ ♦♥ ♣:✐✈✐❧?❣✐❡:❛ ❞❛♥7 ❧❛ 7✉✐;❡ ❧✬✉;✐✲

❧✐7❛;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠?;❤♦❞❡ ❞❡7 ?❧?♠❡♥;7 ✜♥✐7 ❬❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❡; ❚❛②❧♦:✱ ✶✾✽✾❀ ❇♦♥♥❡; ❡; ❋:❛♥❣✐✱

✷✵✵✻❪ @✉✐ ❡7; ❧❛:❣❡♠❡♥; ✉;✐❧✐7?❡ ♣♦✉: ❧❡ ❞✐♠❡♥7✐♦♥♥❡♠❡♥; ❞❡ 7;:✉❝;✉:❡7 ✐♥❞✉7;:✐❡❧❧❡7✳ ▲❡

;:❛✐;❡♠❡♥; ❞❡7 ❛77❡♠❜❧❛❣❡7 ❞❡ ♣✐J❝❡7✱ ♦✉ ♣❧✉7 ❣?♥?:❛❧❡♠❡♥; ❞❡ 7;:✉❝;✉:❡7 ❞?❝♦♠♣♦7?❡7✱ ♣❛:

❝❡;;❡ ♠?;❤♦❞❡ ✐♥;:♦❞✉✐; ✉♥❡ ♣♦77✐❜✐❧✐;? ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢♦:♠✐;? ❞❡7 ❞✐7❝:?;✐7❛;✐♦♥7 ❡♥;:❡ ❧❡7 ❝♦♠✲

♣♦7❛♥;7 ❞❡ ❧❛ 7;:✉❝;✉:❡7✳ ❉❛♥7 ❧❡7 ;:❛✈❛✉① ♣:?7❡♥;?7 ❞❛♥7 ❧❛ 7✉✐;❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥;✱ ♦♥ ♥❡

♣:?7✉♣♣♦7❡ ❞✬❛✉❝✉♥ ;②♣❡ ❞❡ ❞✐7❝:?;✐7❛;✐♦♥ ♣❛:;✐❝✉❧✐J:❡✳

❈❧❛77✐@✉❡♠❡♥;✱ ❧❛ :?7♦❧✉;✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣:♦❜❧J♠❡ ;②♣❡ I ♣❧✉7✐❡✉:7 ❝♦♥7;✐;✉❛♥;7 ♠?❝❛♥✐@✉❡7 7❡

❢❛✐; ♣❛: ✉♥❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ♠♦♥♦❧✐;❤✐@✉❡✳ ❆♣:J7 ❞✐7❝:?;✐7❛;✐♦♥ ♣❛: ?❧?♠❡♥;7 ✜♥✐7✱ ❧❡7 ❝♦♥❞✐;✐♦♥7

❞✬✐♥;❡:❢❛❝❡7 7♦♥; ✐♥;?❣:?❡7 ❛✉ ♣:♦❜❧J♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛: 7✉❜7;✐;✉;✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐: @✉✬✉♥ 7❡✉❧

7②7;J♠❡ ❞✬?@✉❛;✐♦♥7 I :?7♦✉❞:❡✳

❖♥ 7✬✐♥;?:❡77❡ ✐❝✐ I ❧❛ :?7♦❧✉;✐♦♥ ♣❛: ✉♥❡ ♠?;❤♦❞❡ ❞❡ ❞?❝♦♠♣♦7✐;✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❛❧;❡:♥❛;✐✈❡

♣❡:;✐♥❡♥;❡ I ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡ ♠♦♥♦❧✐;❤✐@✉❡ ❞❛♥7 ❧❡7 ❝❛7 ♦d ✿

✖ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥;✐♥✉ ❞❡7 ?@✉❛;✐♦♥7✱ ❧❡7 ❝♦♥7;✐;✉❛♥;7 ♥❡ 7♦♥; ♣❛7 ❞?❝:✐;7 ♣❛: ❧❡7 ♠P♠❡7

♠♦❞J❧❡7 ♣❤②7✐@✉❡7 ❀

✖ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡7 ?@✉❛;✐♦♥7 ❞✐7❝:?;✐7?❡7✱ ❧❛ :?7♦❧✉;✐♦♥ ❞❡7 ?@✉❛;✐♦♥7 ♥✬❡7; ♣❛7 ;:❛✐;?❡

♣❛: ❧❛ ♠P♠❡ ♠?;❤♦❞❡ 7✉: ❝❤❛@✉❡ ❝♦♥7;✐;✉❛♥; ❀

✖ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ :?7♦❧✉;✐♦♥ ❞✉ ♣:♦❜❧J♠❡ ❞✐7❝:❡;✱ ✐❧ ❡7; ❛✈❛♥;❛❣❡✉① ❞❡ ;:❛✐;❡: ♣❧✉7✐❡✉:7

7♦✉7✲♣:♦❜❧J♠❡7 ❞❡ ❢❛f♦♥ ✐;?:❛;✐✈❡ ♣❛: :❛♣♣♦:; ❛✉ ♣:♦❜❧J♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥ 7❡✉❧ ❜❧♦❝✳

❉❛♥7 ❧❛ 7✉✐;❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐;:❡✱ ♣❧✉7✐❡✉:7 ♠?;❤♦❞❡7 ❞❡ ❞?❝♦♠♣♦7✐;✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈✐7❛♥; I :?✲

7♦✉❞:❡ ❝❡ ♣:♦❜❧J♠❡ ;②♣❡ 7♦♥; ♣:?7❡♥;?❡7✳ ▲❡✉: ?❝:✐;✉:❡ ♥?❝❡77✐;❡ ❧✬✐♥;:♦❞✉❝;✐♦♥ ❞✬❡♥;✐;?7

7♣?❝✐✜@✉❡7 I ❝❡7 ♠?;❤♦❞❡7 ❡; ❞❡ ♥♦;❛;✐♦♥7 ❛❞❛♣;?❡7 I ❧✬?❝:✐;✉:❡ ♣❛: 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7✳ ❈❡7

❛7♣❡❝;7 ❢♦:♠❡❧7 ❢♦♥; ❧✬♦❜❥❡; ❞❡7 ❞❡✉① ♣❛:❛❣:❛♣❤❡7 @✉✐ 7✉✐✈❡♥;✳

✶✳✶✳✷ ❈❛❞&❡ ❢♦&♠❡❧ ♣♦✉& ❧❡. ♠/0❤♦❞❡. ❞❡ ❞/❝♦♠♣♦.✐0✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡

✶✳✶✳✷✳✶ ❊♥%✐%'( %♦♣♦❧♦❣✐-✉❡( (♣'❝✐✜-✉❡(

❉❛♥7 ❧❡7 ♣❛:❛❣:❛♣❤❡7 @✉✐ 7✉✐✈❡♥;✱ ❧❡7 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 ❡; ❧❡✉:7 ❜♦:❞7 7♦♥; :❡7♣❡❝;✐✈❡♠❡♥;

❞?7✐❣♥?7 ♣❛: Ωs
❡; ∂Ωs

✳ ▲❡7 ✐♥;❡:❢❛❝❡7 ❡♥;:❡ 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 7♦♥; ❞?✜♥✐❡7 ❛✐♥7✐ ✿

γ(i,j) = γ(j,i) = ∂Ωi⋂ ∂Ωj
✭✶✳✶✳✹✮

▲❡ ❜♦:❞ ∂Ω ❞✬✉♥ 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡ ❡7; ❝♦♥7;✐;✉? ❞❡ ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ 7❡7 ✐♥;❡:❢❛❝❡7 ❛✈❡❝ ❧❡7 7♦✉7✲

❞♦♠❛✐♥❡7 ❛❞❥❛❝❡♥;7 ❡; ❞❡7 ♣❛:;✐❡7 7✉❜✐77❛♥; ❞❡7 ❡✛♦:;7 ♦✉ ❞❡7 ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥;7 ✐♠♣♦7?7 ✿

∂Ωs
=⋃

i

γ(s,i) ⋃ ∂uΩ
s ⋃ ∂fΩ

s
✭✶✳✶✳✺✮

❖♥ ❞?✜♥✐; ✉♥❡ ✐♥;❡:❢❛❝❡ ✐♥;❡:♥❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞?❝♦♠♣♦7? ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡7 ✐♥;❡:❢❛❝❡7 ❡♥;:❡

7♦✉7✲7;:✉❝;✉:❡7 ✿

Υ =⋃
i≠j

γ(i,j) ✭✶✳✶✳✻✮

✽ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✶✳ "❘❖❇▲➮▼❊ ❚❨"❊ ❉❊ ▼➱❈❆◆■◗❯❊ ❚❘❆■❚➱ ❉❆◆❙ ❈❊❚❚❊ ➱❚❯❉❊

"♦✉7 7❛♣♣❡❧✱ ❧❡= ❝♦♥=@✐@✉❛♥@= ❞❡ ❧❛ =@7✉❝@✉7❡= =♦♥@ ♥♦@C= Ωs
✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡@ ❞❡ ❧❛

=@7✉❝@✉7❡ ❡=@ ❞C✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥=❡♠❜❧❡ ❞❡= =♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡= I✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦=❡♥@ ❡@ ❞❡ ❧✬✐♥@❡7❢❛❝❡

I✉✐ ❧❡= ❧✐❡ ✿

Ω =⋃
s

Ωs⋃Υ ✭✶✳✶✳✼✮

✶✳✶✳✷✳✷ ❊$♣❛❝❡$ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧$ ♣♦✉0 ❧❡$ ✐♥,❡0❢❛❝❡$

▲❡= I✉❛♥@✐@C= ♠C❝❛♥✐I✉❡= ❥♦✉❛♥@ ✉♥ 7P❧❡ ❞❛♥= ❧❡ ♣7♦❜❧Q♠❡ R @7❛✐@❡7 C✈♦❧✉❡♥@ ❞❛♥= ❞❡= ❡=♣❛❝❡=

❢♦♥❝@✐♦♥♥❡❧= ❞C✜♥✐= =✉7 ❧❡= ❡♥@✐@C= @♦♣♦❧♦❣✐I✉❡= ✐♥@7♦❞✉✐@❡= ❛✉ ♣❛7❛❣7❛♣❤❡ ♣7C❝C❞❡♥@✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐Q7❡ ❣C♥C7❛❧❡ ❞❛♥= ❧❡= ♣7♦❜❧Q♠❡= ❞❡ ♠C❝❛♥✐I✉❡✱ ♦♥ ♣7✐✈✐❧C❣✐❡ ❧❡= ❡=♣❛❝❡= ❞✬C✈♦❧✉✲

@✐♦♥ ❞❡= I✉❛♥@✐@C= ❝✐♥C♠❛@✐I✉❡=✳ ▲❡= ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥@= C@❛♥@ ❧❡= =❡✉❧❡= I✉❛♥@✐@C= ♠❡=✉7❛❜❧❡=✱ ♦♥

=♦✉❤❛✐@❡ ❝♦♥=❡7✈❡7 ❧❡✉7 ❝♦♥@✐♥✉✐@C✳ ❆♣7Q= ❛✈♦✐7 ✜①C ❧❛ 7C❣✉❧❛7✐@C ❞❡= ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥@=✱ ♦♥ ❞C✜♥✐@

✉♥❡ ❢♦7♠❡ ❞✬C♥❡7❣✐❡ ❞♦♥@ ❞C7✐✈❡ ✉♥ @7❛✈❛✐❧✳ ❈✬❡=@ ❝❡@@❡ ❞C✜♥✐@✐♦♥ I✉✐ ✐♥@7♦❞✉✐@ ❧❡= I✉❛♥@✐@C=

❞✉❛❧❡= ❞❡= I✉❛♥@✐@C= ❝✐♥C♠❛@✐I✉❡= ✿ ❧❡= ❝♦♥@7❛✐♥@❡= σ✱ ✢✉① ❛==♦❝✐C ❛✉① ❞C❢♦7♠❛@✐♦♥= ♣❛7 ❧❛

7❡❧❛@✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦7@❡♠❡♥@✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦=❛♥@❡ ♥♦7♠❛❧❡ ❞✉ ✢✉① =✉7 ✉♥ ❜♦7❞ ❞C✜♥✐@ ❧❡= ❡✛♦7@=

❞✬✐♥@❡7❢❛❝❡ I✉✐ =❡7♦♥@ ♥♦@C= λ✳

λs = σs.ns ✭✶✳✶✳✽✮

▲❛ 7C=♦❧✉@✐♦♥ ❞❡= CI✉❛@✐♦♥= 7C❣✐==❛♥@ ❧✬CI✉✐❧✐❜7❡ ❞✬✉♥❡ =@7✉❝@✉7❡ =❡ ❢❛✐@ ❝♦♠♠✉♥C♠❡♥@ ❡♥

❧❡= ❢♦7♠✉❧❛♥@ ❞❡ ❢❛Z♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❖♥ ❛❜♦✉@✐@ @②♣✐I✉❡♠❡♥@ R ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛@✐♦♥ =✉✐✈❛♥@❡ ✿

∀v⋆ ∈ Uad, ∫
Ω
Tr [σ ∶ ε (v⋆)] = ∫

Ω
f
d
⋅ v⋆ dΩ +∫

∂fΩ
F d ⋅ v

⋆ dΓ ✭✶✳✶✳✾✮

♦] Uad ❡=@ ❧✬❡=♣❛❝❡ ❞❡= ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥@= ❝✐♥C♠❛@✐I✉❡♠❡♥@ ❛❞♠✐==✐❜❧❡= ❞C✜♥✐ ♣❛7 ❞❡= ❝♦♥❞✐@✐♦♥=

❞❡ 7C❣✉❧❛7✐@C✳ ❈♦♠♠✉♥C♠❡♥@✱ ❧❡= ❝♦♠♣♦=❛♥@❡= ❞❡= ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥@= R ❧✬✐♥@C7✐❡✉7 ❞❡= =♦✉=✲

=@7✉❝@✉7❡= =❡7♦♥@ 7❡❝❤❡7❝❤C❡= ❞❛♥= H1 (Ωs)✳ ▲❡= ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥@= =✉7 ❧❡ ❜♦7❞ ∂Ωs
❞❡= =♦✉=✲

=@7✉❝@✉7❡= ❝♦77❡=♣♦♥❞❡♥@ ❛✉ ♣7♦❧♦♥❣❡♠❡♥@ ♣❛7 ❝♦♥@✐♥✉✐@C ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥@= ✐♥@❡7♥❡

R Ωs
✳ ❖♥ ✐♥@7♦❞✉✐@ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛@✐♦♥ ❚7❛❝❡ I✉✐ ♣❡7♠❡@ ❞✬❡✛❡❝@✉❡7 ❧❡ ♣❛==❛❣❡ ❞❡= I✉❛♥@✐@C= ❞✉

=♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡ R =♦♥ ❜♦7❞✳

❉2✜♥✐,✐♦♥ ✿ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛@✐♦♥ ❚7❛❝❡ ❛==♦❝✐❡ R ✉♥❡ ❢♦♥❝@✐♦♥ C✈♦❧✉❛♥@ R ❧✬✐♥@C7✐❡✉7 ❞✬✉♥ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ Ωs
=♦♥ ♣7♦❧♦♥❣❡♠❡♥@ ♣❛7 ❝♦♥@✐♥✉✐@C =✉7 =♦♥ ❜♦7❞ ∂Ωs

❬❉❛✉@7❛② ❡@ ▲✐♦♥=✱ ✶✾✽✼❪❬❆❞❛♠=✱

✷✵✵✸❪✱ ✕ I✉❡ ❧✬♦♥ =✬❛✉@♦7✐=❡ ♣❛7❢♦✐= R ♥♦@❡7 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ 7❡=@7✐❝@✐♦♥ ✕ ✿

Trs ∶
H1 (Ωs) → H1/2 (∂Ωs)

us ↦ usb = Tr
s(us) = us∣∂Ωs

✭✶✳✶✳✶✵✮

▲❡' ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥0' '✉2 ❧❡ ❜♦2❞ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦0)' ub✱ )0❛♥0 ❧❛ 02❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❞)♣❧❛✲

❝❡♠❡♥0' ❞❛♥' H1 (Ωs)✱ ❛♣♣❛20✐❡♥♥❡♥0 : ❧✬❡'♣❛❝❡ H1/2 (∂Ωs)✳ ;❛2 ❞✉❛❧✐0) '02✐❝0❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡' )=✉❛0✐♦♥' ❝♦♥0✐♥✉❡'✱ ❧❡' ❡✛♦20' ❞✬✐♥0❡2❢❛❝❡ ❝♦22❡'♣♦♥❞❛♥0 : ❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥0❡ ♥♦2♠❛❧❡ ❞✉

✢✉① =✉✐ ❧❡✉2 ❡'0 ❛''♦❝✐) ❞♦✐✈❡♥0 A02❡ ❞❛♥' H−1/2 (∂Ωs)✳ ;❧✉' ♣2)❝✐')♠❡♥0✱ ❝✬❡'0 ❧❛ ❢♦2♠❡ ❞❡

02❛✈❛✐❧ ❛''♦❝✐)❡ ❛✉① ❡✛♦20' ❞✬✐♥0❡2❢❛❝❡ =✉✐ ❛♣♣❛20✐❡♥0 : H−1/2 (∂Ωs)✱ ❞✉❛❧ ❞❡ H1/2 (∂Ωs)✳
❙✉2 ❧❡ ❜♦2❞ ❞❡' '♦✉'✲❞♦♠❛✐♥❡'✱ ❡✛♦20' ❡0 ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥0' '♦♥0 2❡❧✐)' ♣❛2 ✉♥ ♦♣)2❛0❡✉2✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✿ ▲✬♦♣)2❛0❡✉2 ❞❡ ❙0❡❦❧♦✈✲;♦✐♥❝❛2) ❞)✜♥✐ ♣❛2 '♦✉'✲❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡2♠❡0 ❞❡ ❢❛✐2❡ ❧❡

❧✐❡♥ ❡♥02❡ ❧❡' ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥0' '✉2 ❧❡ ❜♦2❞ ❞❡ ❝❡ '♦✉'✲❞♦♠❛✐♥❡ usb ❡0 ❧❡' ❡✛♦20' ❞✉' : ❧❛ 2)❛❝0✐♦♥

❞❡ ❧❛ '02✉❝0✉2❡ ✿

S
s
p ∶

H1/2 (∂Ωs) → H−1/2 (∂Ωs)
usb ↦ S

s
pu

s
b = λ

s ✭✶✳✶✳✶✶✮

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✾



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◗❯❆◆❚■❚➱❙ ❉✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙

▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

❖5 us ❡78 ❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥8 A ❧✬✐♥8❡C❢❛❝❡ ❡8 λs ❡78 ❧❛ C;❛❝8✐♦♥ ❛77♦❝✐;❡✳

❈❡8 ♦♣;C❛8❡✉C ♣7❡✉❞♦✲❞✐✛;C❡♥8✐❡❧ ❧✐♥;❛✐C❡ ❡❧❧✐♣8✐I✉❡ ❡78 ❞;✜♥✐ ♣❛C ❧❛ C;7♦❧✉8✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣C♦❜❧L♠❡

❤♦♠♦❣L♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡7 ❝♦♥❞✐8✐♦♥7 ❛✉① ❧✐♠✐8❡7 ❞❡ ❉✐C✐❝❤❧❡8✳ ❊♥ ✐♥8C♦❞✉✐7❛♥8 ❧❛ ❞;C✐✈;❡ ❝♦♥♦C♠❛❧❡

❞❡7 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥87 7✉C ❧❡ ❜♦C❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ♣C♦❜❧L♠❡ ❡78 C;;❝C✐8 7♦✉7 ❢♦C♠❡ ✈❛C✐❛8✐♦♥♥❡❧❧❡

❝♦✉♣❧;❡✳ ❙❛ C;7♦❧✉8✐♦♥ ♠L♥❡ A ❧❛ ❞;✜♥✐8✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣;C❛8❡✉C ❡8 ❧✬;8❛❜❧✐77❡♠❡♥8 ❞❡ ❞✐✈❡C7❡7

♣C♦♣C✐;8;7 ❝♦♠♠❡ ❧✬❡❧❧✐♣8✐❝✐8; ❬❙8❡✐♥❜❛❝❤✱ ✷✵✵✸❪✳

▲❛ ❢♦C♠✉❧❛8✐♦♥ ✈❛C✐❛8✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣C♦❜❧L♠❡ ❞✬;I✉✐❧✐❜C❡ ❞❡7 7♦✉7✲78C✉❝8✉C❡7 ❝♦♥❞✉✐8 A C❡❝❤❡C✲

❝❤❡C ❧❡7 ❝♦♠♣♦7❛♥8❡7 ❞✉ 8❡♥7❡✉C ❞❡7 ❝♦♥8C❛✐♥8❡7 ❞❛♥7 L2(Ωs)✳
✶✳✶✳✷✳✸ ◆♦&❛&✐♦♥* ♣♦✉- ❧❡* *②*&1♠❡* ♣❛- ❜❧♦❝

▲❡7 ;I✉❛8✐♦♥7 ;❝C✐8❡7 ♣♦✉C ❝❤❛❝✉♥ ❞❡7 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 ♦✉ ♣❛C ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 ♣❡C✲

♠❡88❡♥8 ❞❡ C❡❝♦♥78✐8✉❡C ❧✬;I✉✐❧✐❜C❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦C7I✉✬❡❧❧❡7 7♦♥8 ;❝C✐8❡7 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥7❡♠❜❧❡✳ ❆♣CL7

❞✐7❝C;8✐7❛8✐♦♥✱ ❧❡ ✈❡❝8❡✉C ✐♥❝♦♥♥✉ ❞❡7 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥87 ❞✐7❝C;8✐7;7 u 7✬;❝C✐8 ;❣❛❧❡♠❡♥8 ❝♦♠♠❡

❧❛ ❝♦♥❝❛8;♥❛8✐♦♥ ❞❡7 ✈❡❝8❡✉C7 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥8 ✐♥❝♦♥♥✉7 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡7 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 ✿

u = u =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1

⋮

us

⋮

un

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
✭✶✳✶✳✶✷✮

❯♥❡ I✉❛♥8✐8; ❞♦♥8 ❧✬❡①♣♦7❛♥8 ❡78 ✉♥ ❧♦7❛♥❣❡ 8C❛✈❡C7; ❞✬✉♥❡ ✈❡C8✐❝❛❧❡ ❞;7✐❣♥❡✱ ❞❛♥7 ❧❛ 7✉✐8❡

❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥8✱ ✉♥❡ I✉❛♥8✐8; ❝♦♥78✐8✉;❡ ♣❛C ❜❧♦❝7 ✈❡C8✐❝❛❧❡♠❡♥8✳ ❉❡ ♠Z♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❛8;♥❛8✐♦♥

❞❡ ♠❛8C✐❝❡7 7✉C ✉♥❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ 7❡C❛ C❡♣C;7❡♥8;❡ ♣❛C ✉♥ ❧♦7❛♥❣❡ 8C❛✈❡C7; ❞✬✉♥❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿

K =K! =

⎛⎜⎜⎜⎝

K1 0 . . . 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0

0 . . . 0 Kn

⎞⎟⎟⎟⎠
✭✶✳✶✳✶✸✮

❊♥✜♥✱ 7❡❧♦♥ ❧❡ ♠Z♠❡ ♣C✐♥❝✐♣❡✱ ✉♥❡ I✉❛♥8✐8; ❞♦♥8 ❧✬❡①♣♦7❛♥8 ❡78 ✉♥ ❧♦7❛♥❣❡ ❝♦♥8❡♥❛♥8 ✉♥❡

❜❛CC❡ ❤♦C✐③♦♥8❛❧❡ 7❡C❛ ❝♦♥78✐8✉;❡ ❞❡ ❝❡7 I✉❛♥8✐8;7 ♣♦✉C ❝❤❛❝✉♥ ❞❡7 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 ❝♦♥❝❛8;✲

♥;❡7 ♣❛C ❝♦❧♦♥♥❡7 ✿

A =A" = ( A1 . . . An )
✭✶✳✶✳✶✹✮

✶✳✶✳✷✳✹ ❖♣7-❛&❡✉-* ❞✬❛**❡♠❜❧❛❣❡*

❆✜♥ ❞❡ 7✐♠♣❧✐✜❡C ❧❡7 ♣❛77❛❣❡7 ❞❡ I✉❛♥8✐8;7 ✐♥8❡C♥❡7 ❛✉① 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 A ❞❡7 I✉❛♥8✐8;7 ❛♣✲

♣❛C8❡♥❛♥8 ❛✉① ✐♥8❡C❢❛❝❡7 ❡8 ✈✐❝❡✲✈❡C7❛✱ ♦♥ ✐♥8C♦❞✉✐8 ❞❡✉① ♦♣;C❛8❡✉C7 ❞✬❛77❡♠❜❧❛❣❡7 ❞;✜♥✐7

♣❛C 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7✳ ▲✬♦♣;C❛8❡✉C As
❡78 78C✐❝8❡♠❡♥8 ❜♦♦❧;❡♥✱ ❧✬♦♣;C❛8❡✉C Bs

❡78 ✉♥❡ ✈❡C7✐♦♥

7✐❣♥;❡ ❞❡ ❧✬♦♣;C❛8❡✉C ♣C;❝;❞❡♥8✳ ■❧7 ♣❡C♠❡88❡♥8 ✉♥❡ ;❝C✐8✉C❡ 7✐♠♣❧✐✜;❡ ❞❡7 ❝♦♥❞✐8✐♦♥7 ❞✬❛7✲

7❡♠❜❧❛❣❡7 ❡♥8C❡ I✉❛♥8✐8;7 ❡♥ ✈✐7✲A✲✈✐7 7✉C ✉♥❡ ✐♥8❡C❢❛❝❡✳ ❆ 8✐8C❡ ❞✬✐❧❧✉78C❛8✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥7✐❞LC❡

❧❡7 ;I✉❛8✐♦♥7 ❞✬✉♥❡ ✐♥8❡C❢❛❝❡ ♣❛C❢❛✐8❡ ❡♥8C❡ ❞❡✉① 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 ✿

✖ ❈♦♥8✐♥✉✐8; ❞❡7 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥87 ✿

u1b − u2b =B
1u1b +B2u2b = 0 ✭✶✳✶✳✶✺✮

✖ ❊I✉✐❧✐❜C❡ ❞❡7 C;❛❝8✐♦♥7 ✿

λ
1

+ λ
2
=A1

λ
1

+A2
λ
2
= 0 ✭✶✳✶✳✶✻✮

✶✵ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✷✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❉■❚■❖◆❙ ❈■◆➱▼❆❚■◗❯❊❙

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐9:❡ ❣<♥<:❛❧❡ ❡> ❡♥ ✉>✐❧✐?❛♥> ❧❡? ♥♦>❛>✐♦♥? ♣♦✉: ❧❡? ?②?>9♠❡? ♣❛: ❜❧♦❝? ✐♥>:♦❞✉✐>❡?

❛✉ ♣❛:❛❣:❛♣❤❡ ♣:<❝<❞❡♥>✱ ❧❡? <H✉❛>✐♦♥? ❞❡ ❧✐❡♥ ♣❛:❢❛✐> ?✬<❝:✐✈❡♥> ✿

✖ ❈♦♥>✐♥✉✐>< ❞❡? ❞<♣❧❛❝❡♠❡♥>? ✿

∑
s

Bsus
b =B

"u 
b
= 0 ✭✶✳✶✳✶✼✮

✖ ❊H✉✐❧✐❜:❡ ❞❡? :<❛❝>✐♦♥? ✿

∑
s

As
λ
s
=A"λ = 0 ✭✶✳✶✳✶✽✮

▲❛ ✜❣✉:❡ ✶✳✷ ♣:<?❡♥>❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥✉♠<:♦>❛>✐♦♥ ❞❡? ♥T✉❞? ❡> ❧❡? ♦♣<:❛>❡✉:? ❡♥ :<?✉❧>❛♥>✳

▲❡? ♦♣<:❛>❡✉:? ❞✬❛??❡♠❜❧❛❣❡? ♣:<?❡♥>❡♥> ❞❡? ♣:♦♣:✐<><? ❝♦♥♥✉❡?✱ ❡♥ ♣❛:>✐❝✉❧✐❡:✱ ✐❧? ?♦♥>
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✭✶✳✶✳✶✾❞✮
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σ ⋅ n = F d ?✉: ∂fΩ

u = ud ?✉: ∂uΩ
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div(σ) + f
d
= 0 ❞❛♥E Ωs

σ = K ∶ ε(u) ❞❛♥E Ωs

ε(u) = 1

2
(∇u + ∇uT ) ❞❛♥E Ωs

σ ⋅ n = F d E✉@ ∂fΩ
s

u = ud E✉@ ∂uΩ
s

✭✶✳✷✳✷❛✮

uib − u
j
b
= 0 E✉@ γ(i,j) ✭✶✳✷✳✷❜✮
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λi + λj = 0 γ(i,j)

Ku = f

Ksus
= f s + ts

T

λ
s

B"u 
b
= 0

A"λ = 0
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❞❡ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥> W ❧✬✐♥>❡B❢❛❝❡ u 
b
=A"

T

ub✳ ❊♥ ❛<<❡♠❜❧❛♥> ❧❡< <②<>G♠❡< ✭✶✳✷✳✶✳✶✮✱ ♦♥ 7❧✐♠✐♥❡

❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ λ
s
❡> ♦♥ ♦❜>✐❡♥> ❧❛ ❢♦B♠✉❧❛>✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥<7❡ ❞✉ ♣B♦❜❧G♠❡ ✭✶✳✷✳✷✮ ✿

A"S!p A
"T

ub =A
"b p ✭✶✳✷✳✶✶✮

▲❛ B7<♦❧✉>✐♦♥ ❞❡ ❝❡ <②<>G♠❡ ♣❡B♠❡> ❞✬♦❜>❡♥✐B ❧❡< ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥>< <✉B ❧❡< ✐♥>❡B❢❛❝❡< us
b✱ ♣✉✐<

❞✬❡♥ ❞7❞✉✐B❡ ❧❡< ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥>< ✐♥>❡B♥❡< us
i ❣B[❝❡ W ❧✬7D✉❛>✐♦♥ ✭✶✳✷✳✻✮✳ ▲✬✐♥✈❡B<✐♦♥ ❞❡ K

s
ii

❝♦BB❡<♣♦♥❞❛♥> W ❧❛ B7<♦❧✉>✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣B♦❜❧G♠❡ ❞❡ ❉✐B✐❝❤❧❡> ❜✐❡♥ ♣♦<7 <✉B ❧❡ <♦✉<✲❞♦♠❛✐♥❡✱

❧✬♦❜>❡♥>✐♦♥ ❞❡ us
i ♣❛B ❝❡>>❡ 7D✉❛>✐♦♥ ❡<> ✈❛❧❛❜❧❡✳

✶✹ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✷✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❉■❚■❖◆❙ ❈■◆➱▼❆❚■◗❯❊❙

✶✳✷✳✶✳✷ ❆ ♣%♦♣♦' ❞❡' ❡✛♦%+' ❞✬✐♥+❡%❢❛❝❡

▲✬❛♣♣6♦❝❤❡ ♣6✐♠❛❧❡ ♣6✐✈✐❧?❣✐❛♥B ❧❛ ❝♦♥B✐♥✉✐B? ❞❡E ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥BE✱ ❧❡E ❡✛♦6BE ❞✬✐♥B❡6❢❛❝❡ ♥❡

E♦♥B ✐♥B6♦❞✉✐BE I✉❡ ❞❛♥E ❧❛ ❢♦6♠✉❧❛B✐♦♥ ❞✉ ♣6♦❜❧K♠❡✳ ❈♦♥❝6KB❡♠❡♥B✱ ❧❡ E②EBK♠❡ M 6?E♦✉❞6❡

♦❜B❡♥✉ ♣❛6 ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ♣6✐♠❛❧❡ ♥❡ ❢❛✐B ♣❛E ✐♥B❡6✈❡♥✐6 ❝❡E I✉❛♥B✐B?E✱ ❧❡✉6 ❝❛❧❝✉❧ ♥✬?B❛♥B ♣❛E

♥?❝❡EE❛✐6❡ M ❧❛ 6?E♦❧✉B✐♦♥ ❞✉ ♣6♦❜❧K♠❡✳

N♦✉6 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ EB6✉❝B✉6❡ ✱ ❝❡BB❡ E✐B✉❛B✐♦♥ ❡EB ❝♦❤?6❡♥B❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉B✐❧✐E❛B✐♦♥ ❞❡ ❝❡E ♠?B❤♦❞❡E

♣6✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥B ❞❛♥E ❧❡E ❝❛E ❞✬?B✉❞❡ ❞✬✉♥❡ E❡✉❧❡ ♣✐K❝❡✳ ❊❧❧❡ ❡EB ❞✐E❝6?B✐E?❡✱ ♠❛B6✐❝❡E ❞❡ 6❛✐❞❡✉6

❡B ❡✛♦6BE E♦♥B ❛EE❡♠❜❧?E✱ ♣✉✐E ❧❛ 6?E♦❧✉B✐♦♥ ❡EB ♠❡♥?❡ ❡♥ ♣6♦✜B❛♥B ❞❡ ❧❛ ♣❛6❛❧❧?❧✐E❛B✐♦♥ ❞❡E

❝❛❧❝✉❧E E✉6 ❝❤❛I✉❡ E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬?B✉❞❡ ❞❡E ❝❤❛6❣❡E ❛✉ E❡✐♥ ❞❡ ❧❛ EB6✉❝B✉6❡ E❡ ❢❛✐E❛♥B E✉6

❧❡E ❝♦♥B6❛✐♥B❡E✱ ❧❡E ❡✛♦6BE E✉6 ❧❡E ✐♥B❡6❢❛❝❡E ✈✐6B✉❡❧❧❡E M ❧✬✐♥B?6✐❡✉6 ❞❡ ❧❛ ♣✐K❝❡ ♥❡ 6❡♣6?E❡♥B❡♥B

♣❛E ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥B❛❧ ❛✉ ❞✐♠❡♥E✐♦♥♥❡♠❡♥B ❞✬✉♥❡ EB6✉❝B✉6❡✳

▲✬❛♣♣6♦❝❤❡ ♣6✐♠❛❧❡ ♦✛6❡ ❧❛ ♣♦EE✐❜✐❧✐B?✱ E✐ ♥?❝❡EE❛✐6❡✱ ❞❡ 6❡❝♦♥EB✐B✉❡6 ❞❡E ❡✛♦6BE ❞✬✐♥B❡6❢❛❝❡

♣❛6 ♣❧✉E✐❡✉6E ❛♣♣6♦❝❤❡E✱ ♣❛6 ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✉B✐❧✐E❛B✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣6♦①✐♠❛B✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣?6❛B❡✉6 ❞❡

❞?6✐✈❛B✐♦♥ ♥♦6♠❛❧❡ ❞✉ ✢✉① ♦✉ ❜✐❡♥ 6?✐♥❥❡❝B✐♦♥ ❞❡ ❧❛ E♦❧✉B✐♦♥ ❡♥ ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥B ❞❛♥E ✉♥❡

?I✉❛B✐♦♥ ❞✐E❝6?B✐E?❡ ❞✬?I✉✐❧✐❜6❡ ❛✉① ✐♥B❡6❢❛❝❡E ♦❜B❡♥✉❡ ❡♥ ✐E♦❧❛♥B ❧❡E E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E✳ ❈❡E

❡✛♦6BE ❞✬✐♥B❡6❢❛❝❡ E♦♥B ❝❛❧❝✉❧?E ❛ ♣♦EB❡6✐♦6✐✳

❙✐ ❧❡E ❡✛♦6BE ♥❡ E♦♥B ♣❛E ❛✉ ❝U✉6 ❞❡E ♠?B❤♦❞❡E ♣6✐♠❛❧❡E✱ ✐❧E ❛♣♣❛6❛✐EE❡♥B ❛✉ ♣6❡♠✐❡6 6❛♥❣

❞❛♥E ❧❛ ❢♦6♠✉❧❛B✐♦♥ ❞❡E ♠?B❤♦❞❡E ❢❛✐E❛♥B ❧✬♦❜❥❡B ❞❡E ♣❛6❛❣6❛♣❤❡E E✉✐✈❛♥BE✳ N❛6 ❝♦♥B✐♥✉✐B?

❞❛♥E ❧❛ ♣6?E❡♥B❛B✐♦♥✱ ❧❡ ♣6✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡E ♠?B❤♦❞❡E ♣6✐✈✐❧?❣✐❛♥B ❧✬?I✉✐❧✐❜6❡ ❛✉① ✐♥B❡6❢❛❝❡E ❛✉6❛

♣♦✉6 ♣♦✐♥B ❞❡ ❞?♣❛6B ❧❡✉6 ❢♦6♠✉❧❛B✐♦♥ ❞✐E❝6KB❡✳

✶✳✷✳✶✳✸ ❋♦%♠✉❧❛+✐♦♥ ❞✐'❝%7+✐'7❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣%♦❝❤❡ ❞✉❛❧❡

▲✬❛♣♣6♦❝❤❡ ❞✉❛❧❡ ❝♦♥E✐EB❡ M ✈?6✐✜❡6 ❛ ♣6✐♦6✐ ❧✬?I✉✐❧✐❜6❡ ❛✉① ✐♥B❡6❢❛❝❡E✳ ❊❧❧❡ ❛ ?B? ❞?✈❡❧♦♣♣?❡

❞❛♥E ❬❋❛6❤❛B ❡B ❘♦✉①✱ ✷✵✵✵❪ ❡B ❡EB ❝♦♠♠✉♥?♠❡♥B ❛♣♣❡❧?❡ ♠?B❤♦❞❡ ❋❊❚■ ♣♦✉6 ✓ ❋✐♥✐B❡

❊❧❡♠❡♥B ❚❡❛6✐♥❣ ❛♥❞ ■♥B❡6❝♦♥♥❡❝B✐♥❣ ✔✳ ■♥✐B✐❛❧❡♠❡♥B ❛♣♣❡❧?❡ ✓ ❉✉❛❧ ❙❝❤✉6 ❈♦♠♣❧❡♠❡♥B

▼❡B❤♦❞ ✔✱ E♦♥ ❞?✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥B ❛ ?B? ♠♦B✐✈? ♣❛6 ❧❛ ♥?❝❡EE✐B? ❞❡ B6❛✐B❡6 ❞❡E ♣6♦❜❧K♠❡E ❞❡

❝❛❧❝✉❧E ❞❡ EB6✉❝B✉6❡E M ❣6❛♥❞ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ❞❡❣6?E ❞❡ ❧✐❜❡6B? ❡B ♠❛❧ ❝♦♥❞✐B✐♦♥♥?E✳ ▲❛ ♠?B❤♦❞❡

❝♦♥E✐EB❡ M ♠✐♥✐♠✐E❡6 ❧❛ E♦♠♠❡ ❞❡E ?♥❡6❣✐❡E ❞❡E E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E E♦✉E ❧❛ ❝♦♥B6❛✐♥B❡ ❞❡ E❛✉B

♥✉❧ M ❧✬✐♥B❡6❢❛❝❡ ❡♥B6❡ ❞❡✉① E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E✳ ❈❡BB❡ ❝♦♥B6❛✐♥B❡ ❡EB ✐♠♣♦E?❡ E♦✉E ❧❛ ❢♦6♠❡

❞✬✉♥ ❧❛❣6❛♥❣✐❡♥ ❞♦♥B ❧❡ ♠✉❧B✐♣❧✐❝❛B❡✉6 ❡EB ❝♦♠♠✉♥?♠❡♥B ❞?E✐❣♥? ♣❛6 λ✳ ❙✬✐❧ ❡EB ♠❛✐♥B❡♥❛♥B

✐♥B❡6♣6?B? ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐E❝6?B✐E❛B✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 6?❛❝B✐♦♥ M ❧✬✐♥B❡6❢❛❝❡✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛E ?B? ✐♥B6♦❞✉✐B ❞❛♥E ❧❡

❜✉B ❞✬♦❜B❡♥✐6 ❧❡E I✉❛♥B✐B?E ❞✉❛❧❡E ❛✉ ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥B ❡♥B6❡ ❞❡✉① E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E✳ ▲✬✐❞?❡ ?B❛✐B ❞❡

❝♦♥B♦✉6♥❡6 ❧❛ ❞✐✣❝✉❧B? ♣6?E❡♥B?❡ ♣❛6 ❧❡ ♠❛♥I✉❡ ❞❡ ❝♦♥E✐EB❛♥❝❡ ❞❡E ♣6♦❜❧K♠❡E ❞❡ ❝♦♥B✐♥✉✐B?

M ❧✬✐♥B❡6❢❛❝❡ ❡♥ ❧❡E B6❛✐B❛♥B ❞❡ ♠❛♥✐K6❡ ❞✐E❝6KB❡✳ ▲✬?I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡E ❢♦6♠✉❧❛B✐♦♥E ❛ ?B? ?B❛❜❧✐❡

❞❛♥E ✉♥ ♣6❡♠✐❡6 ❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐E❝6?B✐E? ✿ ✐❧ ② ❛ ?I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥B6❡ ❧❡ ♣6♦❜❧K♠❡ ♠♦♥♦❧✐B❤✐I✉❡

❞✐E❝6?B✐E? ❡B ❧❡ ♣6♦❜❧K♠❡ E♦✉E✲EB6✉❝B✉6? ♦❜B❡♥✉ ♣❛6 ❛♣♣❧✐❝❛B✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ❞✉❛❧❡✳

N♦✉6 ♦❜B❡♥✐6 ❧❛ ❢♦6♠✉❧❛B✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✉ ♣6♦❜❧K♠❡✱ ♦♥ 6❡♣❛6B ❞❡ ✭✶✳✷✳✹❛✮✳ ▲❛ ♠?B❤♦❞❡ ❝♦♥E✐EB❡

M ✈?6✐✜❡6 ❛ ♣6✐♦6✐ ❧✬?I✉✐❧✐❜6❡ ❞❡E 6?❛❝B✐♦♥E M ❧✬✐♥B❡6❢❛❝❡ ❡♥ 6❡❝❤❡6❝❤❛♥B ✉♥❡ ✉♥✐I✉❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡
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❧♦❝❛❧ E✉6 ❝❤❛I✉❡ E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❧✬❛❜E❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐B✐♦♥E ❞❡ ❉✐6✐❝❤❧❡B E✉✣E❛♥B❡E✱ ❝❡ ♣6♦✲

❜❧K♠❡ ❡EB ♠❛❧ ♣♦E?✳ ❈✬❡EB ❧❡ ❝❛E ❡♥ ♣❛6B✐❝✉❧✐❡6 ♣♦✉6 ❧❡E E♦✉E✲EB6✉❝B✉6❡E ❞✐B❡E ✢♦BB❛♥B❡E✱

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✶✺



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◗❯❆◆❚■❚➱❙ ❉✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙

▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

♥✬❛②❛♥8 ❛✉❝✉♥❡ ♣❛=8✐❡ ❞❡ ❧❡✉= ❢=♦♥8✐C=❡ ❝♦D♥❝✐❞❡♥8❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦=❞ ❞❡ Ω✳ ❖♥ ✉8✐❧✐G❡ ❛❧♦=G ✉♥❡

♣G❡✉❞♦✲✐♥✈❡=G❡ ❞❡Ks
I✉✐ G❡=❛ ♥♦8J❡Ks+

❡8 ♦♥ ✐♥8=♦❞✉✐8 ❧❡G ❞J♣❧❛❝❡♠❡♥8G us
R ❝♦==❡G♣♦♥❞❛♥8

❛✉① ♠♦❞❡G =✐❣✐❞❡G✳ ■❧G ♥❡ ❢♦♥8 ♣❛G 8=❛✈❛✐❧❧❡= ❧❛ G♦✉G✲G8=✉❝8✉=❡ ✿ us
R ∈ ker(Ks)✳ ❊♥ ✐♥8=♦❞✉✐✲

G❛♥8 Rs
✉♥❡ ❜❛G❡ ❞❡ ker(Ks)✱ ♦♥ J❝=✐8 us

R =R
s
α

s
❛✈❡❝ α

s
❧✬❛♠♣❧✐8✉❞❡ ❞❡G ❞J♣❧❛❝❡♠❡♥8G ❞❡

G♦❧✐❞❡ =✐❣✐❞❡✳ ▲✬JI✉❛8✐♦♥ ❞✬JI✉✐❧✐❜=❡ ❞❡✈✐❡♥8 ✿

us
=Ks+ (f s +BsT

λ) +Rs
α

s
✭✶✳✷✳✶✸✮

❊❧❧❡ ❡G8 ❝♦♠♣❧J8J❡ ♣❛= ❧❛ ❝♦♥❞✐8✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❡①❝✐8❛8✐♦♥ ❞❡G ❞J♣❧❛❝❡♠❡♥8G ❞❡ G♦❧✐❞❡G =✐❣✐❞❡G

♣❛= ❧❡ ❝❤❛=❣❡♠❡♥8 ♦✉ ❝♦♥❞✐8✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐GG✐❜✐❧✐8J ❞✉ ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉= ❞❡ ▲❛❣=❛♥❣❡ ✿

RsT (f s +BsT
λ) = 0 ✭✶✳✷✳✶✹✮

▲❡ G②G8C♠❡ ♦❜8❡♥✉ ❡G8 ❛❧♦=G ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

us
= Ks+ (f s +BsT

λ) +Rs
α

s

∑
s

Bsus
= 0

RsT (f s +BsT
λ) = 0

✭✶✳✷✳✶✺✮

❊8 ❧✬J❧✐♠✐♥❛8✐♦♥ ❞❡G ❞J♣❧❛❝❡♠❡♥8G ❞♦♥♥❡ ✿

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
BsKs+f s +BsKs+BsT

λ +BsRs
α

s
= 0

RsT (f s +BsT
λ) = 0

✭✶✳✷✳✶✻✮

❉❡ ♠X♠❡ I✉❡ ♣♦✉= ❧❡G ♠J8❤♦❞❡G ♣=✐♠❛❧❡G✱ ✐❧ ❡G8 ♣♦GG✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥G❡= ❧❡ ♣=♦❜❧C♠❡ ❛✉①

✐♥8❡=❢❛❝❡G✳ ❙♦✉G ❢♦=♠❡ ♠❛8=✐❝✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣♦G❡ ✿

❜d =B
"K+

!
f ❡8 ❙d =B

"K+
!
BT 

● =B"R! α = α ❡ =R!T f 

▲❡ G②G8C♠❡ Y =JG♦✉❞=❡ G✬J❝=✐8 ❛❧♦=G ✿

( ❙d ●

●

T 0
)( λ

α
) = ( −❜d

−❡
) ✭✶✳✷✳✶✼✮

❉❛♥G ❝❡88❡ ♠J8❤♦❞❡✱ ❧❡G ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉=G ❞❡ ▲❛❣=❛♥❣❡ G♦♥8 ♣♦=8❡✉=G ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦=♠❛8✐♦♥ ♥♦❞❛❧❡

G✉= ❧❡G ❡✛♦=8G Y ❧✬✐♥8❡=❢❛❝❡✳ ▲❛ =❡❝♦♥G8=✉❝8✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥8❡=❡✛♦=8 ♣❡✉8 G❡ ❢❛✐=❡ ❡♥ =❡❝❤❡=❝❤❛♥8

✉♥❡ ❢♦♥❝8✐♦♥ G✉= ❧✬✐♥8❡=❢❛❝❡ ❞♦♥8 ❧❡ 8=❛✈❛✐❧ ❞❛♥G ❧❡G ❞J♣❧❛❝❡♠❡♥8G ❡G8 J❣❛❧ Y ❝❡❧✉✐ ♦❜8❡♥✉ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞✐G❝=J8✐GJ ♣❛= ❧❡G ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉=G✳

✶✳✷✳✶✳✹ ❋♦*♠✉❧❛/✐♦♥ ❝♦♥/✐♥✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣*♦❝❤❡ ❞✉❛❧❡

#❧✉G✐❡✉=G ❢♦=♠✉❧❛8✐♦♥G ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥8✐♥✉ G♦♥8 ♣♦GG✐❜❧❡G✳ #❛= ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉==❛ J❝=✐=❡

❧✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❞✉❛❧❡ G♦✉G ❧❛ ❢♦=♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐G❛8✐♦♥ ❞✬J♥❡=❣✐❡ G♦✉G✲❝♦♥8=❛✐♥8❡ ✿

Es(usb) = 12 ∫Ωs
ε(usb) ∶ K ∶ ε(usb) −∫

Ωs
f s
d
ub −∫

∂fΩs
F s

d.u
s
b ✭✶✳✷✳✶✽✮

♣♦✉= ❧❛I✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞✉❛❧✐G❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐8✐♦♥ =❡G8=✐❝8✐✈❡ ❡♥ ✐♥8=♦❞✉✐G❛♥8 ✉♥ ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉= ❞❡ ▲❛✲

❣=❛♥❣❡ ✿

L (u1b , . . . , usb, λ) =∑
s

Es(usb) −∑
s

⟨λs, [[ub]]s⟩ ✭✶✳✷✳✶✾✮

✶✻ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✷✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❉■❚■❖◆❙ ❈■◆➱▼❆❚■◗❯❊❙

❈❡33❡ ❢♦6♠✉❧❛3✐♦♥ ❡=3 ✐==✉❡ ❞✬✉♥❡ 6❡♠♦♥3@❡ ❞❡♣✉✐= ❧❡= @B✉❛3✐♦♥= ❞✐=❝6@3✐=@❡= ✈❡6= ❧❡= @B✉❛✲

3✐♦♥= ❝♦♥3✐♥✉❡=✳ ▲❛ ♣6♦❜❧@♠❛3✐B✉❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣6♦❥❡❝3✐♦♥ ♣♦✉6 ❧✬♦♣@6❛3❡✉6 ❞✬❡✛♦63 ♣❡✉3✲L36❡

6@=♦❧✉❡ ♣❛6 ❧✬✐♥36♦❞✉❝3✐♦♥ ❞✬✉♥ 6❛❝❝♦6❞ ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✈❛♥3 ❞✬❛❜♦6❞❡6 ❞✬❛✉36❡= ♣♦==✐❜✐❧✐3@= ❞✬@❝6✐✲

3✉6❡ ❞✉ 6❛❝❝♦6❞✱ ❡♥ ♣❛63✐❝✉❧✐❡6 ❞❛♥= ❧❡ ❝❛❞6❡ ❞❡ ❧❛ ♠@3❤♦❞❡ ❋❊❚■✱ ❧❡= ♣❛6❛❣6❛♣❤❡= =✉✐✈❛♥3=

♣6@=❡♥3❡♥3 ❜6✐O✈❡♠❡♥3 ❧❡= ♠@3❤♦❞❡= ✐3@6❛3✐✈❡= ✉3✐❧✐=@❡= ♣♦✉6 ❧❛ 6@=♦❧✉3✐♦♥ ❞❡= ♣6♦❜❧O♠❡=

♠❛36✐❝✐❡❧= ❝♦♥❞❡♥=@= ♦❜3❡♥✉= ♣❛6 ❧❡= ❛♣♣6♦❝❤❡= ♣6✐♠❛❧❡= ❡3 ❞✉❛❧❡=✳

✶✳✷✳✶✳✺ ▼%&❤♦❞❡+ ❞❡ ,%+♦❧✉&✐♦♥ ❝❧❛++✐3✉❡+

P♦✉6 ❞❡= 6❛✐=♦♥= ❞✬❡✣❝❛❝✐3@✱ ♣♦✉6 ❞❡= ❣6❛♥❞= ♥♦♠❜6❡= ❞❡ =♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡=✱ ❧❛ 6@=♦❧✉3✐♦♥ ❞❡=

♣6♦❜❧O♠❡= ❞✐=❝6@3✐=@= ♦❜3❡♥✉= ♣❛6 ❝❡= ♠@3❤♦❞❡= ♣❛==❡ ♣❛6 ❧✬✉3✐❧✐=❛3✐♦♥ ❞❡ =♦❧✈❡✉6 ✐3@6❛3✐❢=✳

❖♥ ❝✐3❡6❛ ❡♥ ♣❛63✐❝✉❧✐❡6 ❧❡= =♦❧✈❡✉6= ❞❡ ❑6②❧♦✈ ❞@❝6✐3= ❞❛♥= ❧❡ ❞@3❛✐❧ ❞❛♥= ❬❙❛❛❞✱ ✷✵✵✸❪✳

❙✐ ❧❛ ♠❛36✐❝❡ ❞❡ 6❛✐❞❡✉6 ❞✉ =②=3O♠❡ ♥♦♥✲❞@❝♦♠♣♦=@ ❡=3 =②♠@36✐B✉❡ ❞@✜♥✐❡ ♣♦=✐3✐✈❡✱ ❛❧♦6=

❧✬♦♣@6❛3❡✉6 ❞✐=❝6@3✐=@ ❞✉ ❝♦♠♣❧@♠❡♥3 ❞❡ ❙❝❤✉6 ❧✬❡=3 @❣❛❧❡♠❡♥3 ✭❧✬♦♣@6❛3❡✉6 ❞✉❛❧ ♣❡✉3 L36❡

=❡♠✐✲❞@✜♥✐ ♠❛✐= ❧❡ =❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜6❡ 6❡=3❡ ❞❛♥= =♦♥ ✐♠❛❣❡✮✳ ❆✐♥=✐ ❧❡= ❛❧❣♦6✐3❤♠❡= ❝❧❛==✐B✉❡=

❞❡ ❣6❛❞✐❡♥3 ❝♦♥❥✉❣✉@ ♣❡✉✈❡♥3 L36❡ ✉3✐❧✐=@= ♣♦✉6 6@=♦✉❞6❡ ❧❡ ♣6♦❜❧O♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥3 @❝6✐3 =✉6

❧✬✐♥3❡6❢❛❝❡✳ ❉❛♥= ❧❡ ❝❛= ❝♦♥36❛✐6❡✱ ❧❡ =♦❧✈❡✉6 ●▼❘❡= ❬❙❛❛❞ ❡3 ❙❝❤✉❧3③✱ ✶✾✽✻❪ ❡=3 ✉♥ ❝❤♦✐①

♣♦♣✉❧❛✐6❡ ♣♦✉6 =❛ 6♦❜✉=3❡==❡✳

✶✳✷✳✶✳✻ 5,%❝♦♥❞✐&✐♦♥♥❡✉,+ ❡& ♣,♦❜❧8♠❡+ ❣❧♦❜❛✉① ♣♦✉, ❝❡+ ❛♣♣,♦❝❤❡+

▲❛ 6@=♦❧✉3✐♦♥ ✐3@6❛3✐✈❡ ♣❛6 ❞❡= =♦❧✈❡✉6= ❞❡ ❑6②❧♦✈ ♣❡✉3 ❜@♥@✜❝✐❡6 ❞✬✉♥ ♣6@❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡♠❡♥3

❛✜♥ ❞✬❡♥ ❛♠@❧✐♦6❡6 ❧❡= ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡=✳ ❯♥❡ ♠❛36✐❝❡ ❞❡ ♣6@✲❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡♠❡♥3✱ ♣♦✉6 L36❡ ❡✣❝❛❝❡✱

✈✐=❡ ` ❛♣♣6♦❝❤❡6 ❧✬✐♥✈❡6=❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛36✐❝❡ ✐3@6❛3✐✈❡ ❞✉ ♣6♦❜❧O♠❡ =✉6 ❧✬✐♥3❡6❢❛❝❡✳ ❈❡33❡ ❞❡6♥✐O6❡

@3❛♥3 ❝♦♥=3✐3✉@❡ ❞✬✉♥ ❛==❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥36✐❜✉3✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉= ❝❧❛==✐B✉❡ ❝♦♥=✐=3❡

` ❝♦♥=36✉✐6❡ ❧❡ ♣6@❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡✉6 ♣❛6 ✉♥❡ =♦♠♠❡ ♣♦♥❞@6@❡ ❞❡= ✐♥✈❡6=❡= ❞❡= ❝♦♥36✐❜✉3✐♦♥=

❧♦❝❛❧❡=✳

S̃p
−1
=WpA

"
S
!

d
AT WT

p ✭✶✳✷✳✷✵✮

S̃d
−1
=WdB

"
S
!
p B

T WT
d ✭✶✳✷✳✷✶✮

▲❡= ♠❛36✐❝❡= ❞❡ ♣♦♥❞@6❛3✐♦♥= Wp ❡3 Wd =♦♥3 3❡❧❧❡= B✉❡ WpA
"
= (W"

p
T )+ ❡3 WdB

"
=

(W"

d
T )+✳ ❊❧❧❡= ♣❡6♠❡33❡♥3✱ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉6= ❝♦♥=36✉❝3✐♦♥=✱ ❞❡ 6❡♥♦✉❡6 ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡=

❝♦♥=✐❞@6❛3✐♦♥= ♠@❝❛♥✐B✉❡=✱ ♥♦3❛♠♠❡♥3 ❧❡= ❞✐✛@6❡♥❝❡= ❞❡ 6✐❣✐❞✐3@ ❛✉ =❡✐♥ ❞❡ =36✉❝3✉6❡= ❤@✲

3@6♦❣O♥❡=✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛♣♣6♦①✐♠❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡6=❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛36✐❝❡ ❞✉ =②=3O♠❡ 6❡❧O✈❡ ❞✬✉♥

❝♦♠♣6♦♠✐= ❡♥36❡ =❛ ♣6@❝✐=✐♦♥ ✲ ♣❧✉= ❧❡ ♣6@❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡✉6 ❡=3 ♣6♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡6=❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛36✐❝❡✱

♣❧✉= ✐❧ ❡=3 ❡✣❝❛❝❡ ✲ ❡3 =♦♥ ❝♦a3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ B✉✬♦♥ =♦✉❤❛✐3❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡3 ❛✉==✐ ❜✐❡♥ ❞✐=36✐❜✉@ ❡♥

♣❛6❛❧❧O❧❡ B✉❡ ♣♦==✐❜❧❡✳

❉❛♥= ❧❡ ❝❛= ❞❡ ❧❛ ♠@3❤♦❞❡ ♣6✐♠❛❧❡✱ ❧❡= ❝♦♥36✐❜✉3✐♦♥= ❧♦❝❛❧❡= =♦♥3 ♦❜3❡♥✉❡= ♣❛= ❧❛ 6@=♦❧✉3✐♦♥

❞✬✉♥ ♣6♦❜❧O♠❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡6=❡✱ ❝❡ =♦♥3 ❞❡= ♣6♦❜❧O♠❡= ❞❡ ❉✐6✐❝❤❧❡3 B✉✐ ♣❡6♠❡33❡♥3

❞✬❛==❡♠❜❧❡6 ✉♥❡ ♠❛36✐❝❡ ❞❡ ♣6@❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡♠❡♥3 ♣♦✉6 ❧❡= ♠@3❤♦❞❡= ❞✉❛❧❡=✳ ▲❡ ♣6❡♠✐❡6 ❡=3

❛✐♥=✐ ❛♣♣❡❧@ ♣6@❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡✉6 ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✲◆❡✉♠❛♥♥✱ ❧❡ =❡❝♦♥❞ ❡=3 ❧❡ ♣6@❝♦♥❞✐3✐♦♥♥❡✉6 ❞❡

❉✐6✐❝❤❧❡3✳

▲❡= ♣6♦❜❧O♠❡= ❧♦❝❛✉① ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣❡✉✈❡♥3 =✬❛✈@6❡6 ♠❛❧ ♣♦=@=✳ ❚②♣✐B✉❡♠❡♥3✱ ❧♦6=B✉❡ ❧❡=

❝♦♥❞✐3✐♦♥= ❛✉① ❧✐♠✐3❡= ♥❡ =♦♥3 ♣❛= =✉✣=❛♥3❡= ♣♦✉6 ❜❧♦B✉❡6 ❧❡= ♠♦✉✈❡♠❡♥3= ❞❡ =♦❧✐❞❡ 6✐❣✐❞❡

❞❡ 3♦✉3❡= ❧❡= =♦✉=✲=36✉❝3✉6❡=✱ ❧❡ ♣6♦❜❧O♠❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ =✉6 ❝❡= =♦✉=✲=36✉❝3✉6❡= ✢♦33❛♥3❡=

❡=3 ♠❛❧ ♣♦=@✳ ▲❛ ❞@✜♥✐3✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐3✐♦♥= =✉♣♣❧@♠❡♥3❛✐6❡=✱ ❞✐3❡= ❝♦♥❞✐3✐♦♥= ❞✬♦♣3✐♠❛❧✐3@✱

@✈✐3❛♥3 ❧✬❡①❝✐3❛3✐♦♥ ❞❡= ♠♦❞❡= ♣6♦❜❧@♠❛3✐B✉❡= ❝♦♥❞✉✐3 ❣@♥@6❛❧❡♠❡♥3 ` ❧❛ ♠✐=❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✶✼
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▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

♣6♦❜❧:♠❡ ❣6♦>>✐❡6✳ ❉❡ @❛✐❧❧❡ 6B❞✉✐@❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛6❛F@ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐@✐♦♥ ❞❡ 6❡>@6✐❝@✐♦♥ ♦✉ ❞❡

♣6♦❥❡❝@✐♦♥ ❞❛♥> ❧✬❛❧❣♦6✐@❤♠❡ ✐@B6❛@✐❢✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥@❛@✐♦♥ ❞❛♥> ❧❡ >♦❧✈❡✉6 ❞❡ ❑6②❧♦✈✳

▲♦6>O✉❡ ❧❛ ❝♦♥@6❛✐♥@❡ ❞✬♦♣@✐♠❛❧✐@B ❡>@ ❛>>♦❝✐B❡ P ✉♥ ♣6B❝♦♥❞✐@✐♦♥♥❡♠❡♥@ ❞❡ ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ♣6✐✲

♠❛❧❡ ♣❛6 ✉♥❡ ❛♣♣6♦①✐♠❛@✐♦♥ ❞❡ >♦♥ ✐♥✈❡6>❡✱ ❧❛ ♠B@❤♦❞❡ ♦❜@❡♥✉❡ ❡>@ ❛♣♣❡❧B❡ ✏❇❛❧❛♥❝❡❞

❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦>✐@✐♦♥✑ ✭❇❉❉✮ ❬▼❛♥❞❡❧✱ ✶✾✾✸❪✳ ▲❡ ♠\♠❡ ❣❡♥6❡ ❞✬❛♣♣6♦❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛B6❡♥@>

♣6♦❜❧:♠❡> ❣6♦>>✐❡6>✱ ❛ B@B ❞B✈❡❧♦♣♣B❡ ♣♦✉6 ❧❛ ♠B@❤♦❞❡ ❋❊❚■ ❬❋❛6❤❛@ ❡@ ❘♦✉①✱ ✶✾✾✹❀ ❋❛6❤❛@

❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✱ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❪✳

✶✳✷✳✶✳✼ ❯%✐❧✐(❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✉❛❧✐%0 ❞❛♥( H1/2 (∂Ωs) (✉1 ❧❡( 2✉❛♥%✐%0( ❞✬✐♥%❡1❢❛❝❡(
▲❛ ♠B@❤♦❞❡ ❋❊❚■ ❛ B@B ❞B✈❡❧♦♣♣B❡ P ♣❛6@✐6 ❞✉ ♣6♦❜❧:♠❡ ❞❡ ♠B❝❛♥✐O✉❡ ❞❛♥> >❛ ✈❡6>✐♦♥

❞✐>❝6B@✐>B❡✳ ❈❡ ♣❛6❛❣6❛♣❤❡ ❝♦♥❝❡6♥❡ ✉♥❡ ♠B@❤♦❞❡ ❞❡ @②♣❡ ❋❊❚■ ♣6B>❡♥@B❡ ❞❛♥> ❬❇❡6♥❛6❞✐

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❞B✈❡❧♦♣♣B❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥@✐♥✉✳

▲✬✐❞B❡ ✐♥@6♦❞✉✐@❡✱ ❜❛>B❡ >✉6 ❧❡> @6❛✈❛✉① ❞❡ ❬❘❛✈✐❛6@ ❡@ ❚❤♦♠❛>✱ ✶✾✼✼❪ ❡@ ❞❡ ❬●6✐>✈❛6❞✱ ✶✾✾✷❪✱

❝♦♥>✐>@❡ P ♦❜@❡♥✐6 ✉♥❡ ✐❞❡♥@✐✜❝❛@✐♦♥ ❞❡ H1
0(Ω) ♠✐❡✉① ❛❞❛♣()❡ * ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡ ❋❊❚■✳

❈♦♠❜✐♥)❡ * ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐(❡ ❞✉ ♣6♦❞✉✐( 7❝❛❧❛✐6❡ ❞❡ H1/2 (∂Ω)✱ ❡❧❧❡ ❛✉(♦6✐7❡ ✉♥❡ ❞✐7❝6)✲
(✐7❛(✐♦♥ (6❛✐(❛♥( ♥❛(✉6❡❧❧❡♠❡♥( ❧❡7 ♣♦✐♥(7 ♠✉❧(✐♣❧❡7 ❡( ♦✛6❛♥( ❞❡7 ❝♦♥❞✐(✐♦♥7 ❞❡ 7(❛❜✐❧✐() ❞❡

❧❛ 6)7♦❧✉(✐♦♥ ❡( ❞❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ✐♥❞)♣❡♥❞❛♥(❡7 ❞✉ ♣❛7 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❆✜♥ ❞✬❡♥ ♣6)7❡♥(❡6 ❧❡7 ❣6❛♥❞❡7 ❧✐❣♥❡7✱ ♦♥ ✐♥(6♦❞✉✐( Ns ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7✱ Nr ❧❡

♥♦♠❜6❡ ❞✬✐♥(❡6❢❛❝❡7 ❝♦♠♣♦7❛♥( ❧❛ ❢6♦♥(✐A6❡ ❞❡ Ωr
❀ ❡( ∂Ωr

0✱ ❢6♦♥(✐A6❡ ❞❡ Ω
r
❝♦♠♠✉♥❡ ❛✈❡❝

❧❛ ❢6♦♥(✐A6❡ ❞❡ Ω✳ ❖♥ ✐♥(6♦❞✉✐( I (❡❧ D✉❡ S =
I⋃

r=1
∂Ωr

❡7( ❧❡ 7D✉❡❧❡((❡ ❞❡ Ω✱ ❞)❝♦♠♣♦7✐(✐♦♥

❡♥ 7♦✉7✲❞♦♠❛✐♥❡7 7❛♥7 6❡❝♦✉✈6❡♠❡♥( ❞❡ Ω✳ S0 = S ∩Ω ❡7( ❝❡❧✉✐ ❞❡ Ω✳ ❖♥ ❞)✜♥✐( ❡♥7✉✐(❡ ❧❛

6❡7(6✐❝(✐♦♥ ❞❡ H1
0(Ω) * ❝❤❛D✉❡ Ωr

✿

H1
b (Ωr) = {ur ∈H1(Ωr); ur = 0 7✉6 ∂Ωr

∩ ∂Ω} ,
❡( ❧✬❡7♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡6( X ❞❡7 ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥(7 7✉6 Ω ✿

X = {u ∈ L2(Ω); ur = u∣Ωr
∈H1

b (Ωr), r ≤ Ns, [u]γ(i,j) ∈H1/2
00 (γ(r,j))∀j ≠ r, ∀∂Ωr

∈ Υ}
❖H [u]γ(r,j) = ur − uj ✳ ▲❡ ♣6♦❞✉✐( 7❝❛❧❛✐6❡ 7✉6 H1

b (Ωr) ❡7( ❞♦♥♥) ♣❛6 ✿
(ur, vr)1,Ωr = (ur, vr)Ωr + (∇ur,∇vr)Ωr ✭✶✳✷✳✷✷✮

❖H (φ,ψ)Ω = ∫Ω φ(x)ψ(x) dx ❡7( ❧❡ ♣6♦❞✉✐( 7❝❛❧❛✐6❡ ❞❡ L2(Ω)✳ ❉❡ ♠O♠❡✱ ❧❡ ♣6♦❞✉✐( 7❝❛❧❛✐6❡
7✉6 X ❡7( ❞♦♥♥) ♣❛6 ✿

(u, v)X =
Ns

∑
r=1

(ur, vr) + I

∑
i=I0+1

([u]Γi
, [v]Γi

)1/2,00,Γ , ∀u, v ∈X ✭✶✳✷✳✷✸✮

■❧ ❡♥ ❞)❝♦✉❧❡ ❧❛ ♥♦6♠❡ 7✉✐✈❛♥(❡ ✿

∥v∥2X =
R

∑
r=1

∥vr∥21,Ωr +

I

∑
i=I0+1

∥[v]Γi
∥1/2,00,Γ ∀v ∈X ✭✶✳✷✳✷✹✮

▲❡ ♣6♦❞✉✐( 7❝❛❧❛✐6❡ ❞❡ H
1/2
00 (Γr)✱ D✉✐ 7❡6❛ ❝❛❧❝✉❧) ❡①♣❧✐❝✐(❡♠❡♥( ♣❛6 ❧❛ ♠)(❤♦❞❡✱ ❡7( ❞)✜♥✐

♣❛6 ✿

(w, v)1/2,00,Γ = (w, v)1/2,Γ +∫
Γ

w(x)v(x)
d(x, ∂Γ) dx, ∀v,w ∈H

1/2
00 (Γ) ✭✶✳✷✳✷✺✮

✶✽ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)
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❆✈❡❝ ✿

(w, v)1/2,Γ = ∫
Γ
w(x)v(x) dx +∫

Γ
∫
Γ

(w(x) −w(y))(v(x) − v(y))
∣x − y∣d dx dy, ∀v,w ∈H1/2(Γ)

✭✶✳✷✳✷✻✮

▲❛ ♠<=❤♦❞❡ ❝♦♥B✐B=❡ ❛❧♦EB F ✐❞❡♥=✐✜❡E H1
0(Ω)✱ ❡B♣❛❝❡ ❞❡ B♦❧✉=✐♦♥B ❡= ❞❡B ❢♦♥❝=✐♦♥B =❡B= ❞❡

❧❛ ❢♦E♠✉❧❛=✐♦♥ ✈❛E✐❛=✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣E♦❜❧M♠❡ ❞❡ ♠<❝❛♥✐N✉❡✱

H1
0(Ω) = {v ∈X; b(λ, v) = 0, ∀λ ∈M} ♦O b(λ, v) = I

∑
i=I0+1

⟨λi, [v]Γi⟩
−1/2,00,Γi , ✭✶✳✷✳✷✼✮

❡= ❧✬❡B♣❛❝❡ ❞❡ ♠✉❧=✐♣❧✐❝❛=❡✉EB ❞❡ ▲❛❣E❛♥❣❡ ❡B= ❞<✜♥✐ ♣❛E ✿

M =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
µ ∈

Ns

∏
r=1

Nr

∏
j=1

H
−1/2
00 (Γr,j); µr,j = ♥r,j ⋅ q, ♣♦✉E ❝❡E=❛✐♥B q ∈H(div,Ω)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
✭✶✳✷✳✷✽✮

❆✈❡❝ ♥r,j ✱ ♦♣<E❛=❡✉E ❞❡ =E❛❝❡ ♥♦E♠❛❧❡ B✉E ❧❛ j ♠❡

❢❛❝❡==❡ ❞✉ B♦✉B✲❞♦♠❛✐♥❡ Ωr ❡=

H(div,Ω) = {q ∈ [L2(Ω)]2, div(q) ∈ L2(Ω))}✳
▲❡B ♠✉❧=✐♣❧✐❝❛=❡✉EB µ B♦♥= ❞❡B <❧<♠❡♥=B ❞❡ H

−1/2
00 (Γr,j) ❡= ❧❡ ♣E♦❜❧M♠❡ F E<B♦✉❞E❡ ♣❡✉= ❛❧♦EB

U=E❡ E❡❢♦E♠✉❧< ❝♦♠♠❡ B✉✐= ✿

❚E♦✉✈❡E (u,λ) ∈X ×M =❡❧ N✉❡ ✿

a(u, v) + b(u,λ) = Ns

∑
r=1

(f, vr)Ωr , ∀v ∈X

b(u,µ) = 0, ∀µ ∈M

✭✶✳✷✳✷✾✮

❖♥ ♣❡✉= ❞<♠♦♥=E❡E N✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ ❞❡ B=❛❜✐❧✐=< ✐♥❢✲$✉♣ B✉✐✈❛♥=❡✱ ❛BB✉E❛♥= ❛✉BB✐ ✉♥❡ N✉❛❧✐=<

❞❡ ❧❛ B♦❧✉=✐♦♥✱ ❡B= ✈<E✐✜<❡ ❬❇❡E♥❛E❞✐ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✿

sup
µ∈M

sup
v∈X

b(µ, v)
∥µ∥M∥v∥X = α inf

µ∈M
sup
v∈X

b(µ, v)
∥µ∥M∥v∥X = β ✭✶✳✷✳✸✵✮

❖O α ❡= β B♦♥= ❞❡B ❝♦♥B=❛♥=❡B ♣♦B✐=✐✈❡B✳ ❈❡==❡ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ ❡B= <❣❛❧❡♠❡♥= ✈<E✐✜<❡ ❞❛♥B ❧❡ ❝❛B

❞✐B❝E<=✐B<✱ ❝✬❡B=✲F✲❞✐E❡ ❞❛♥B ❧❡ ❝❛B ♦O ❧❡B ❡B♣❛❝❡B B✉E ❧❡BN✉❡❧B ♣♦E=❡♥= ❧❡B ✐♥❢ ❡= $✉♣ B♦♥= ❧❡B

❡B♣❛❝❡B ❞✐B❝E<=✐B<B ✿ Mh ❡= Xh✳

▲❡ ♣E♦❜❧M♠❡ ❞❡ ♠<❝❛♥✐N✉❡ ❞❡ ❞<♣❛E= ♣❡✉=✱ ❛♣EMB ❧❡B ❞<✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥=B ❞✉ ♣❛E❛❣E❛♣❤❡ ♣E<❝<✲

❞❡♥=✱ B✬<❝E✐E❡ ❝♦♠♠❡ B✉✐= ✿

❚E♦✉✈❡E (u,λ) ∈X ×M =❡❧ N✉❡ ✿

R−1u +B⋆λ = F B✉E X⋆

Bu = 0 B✉E M
✭✶✳✷✳✸✶✮

❖OR ❡B= ❧✬✐B♦♠♦E♣❤✐B♠❡ ❞❡ ❘✐❡B③ ❛BB♦❝✐< F ❧❛ ❢♦E♠❡ ❜✐❧✐♥<❛✐E❡ a(., .) ✿R ∶X⋆
↦X, ⟨R−1u, v⟩ =

a(u, v), ∀u, v ∈ X✱ ❡= ❇ ❡B= ❞<✜♥✐ ♣❛E ✿ B ∶ X ↦M, Bv = ([v]Γi
)Ii=I0+1✳ Bv ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡

B❛✉= ❞❡ v B✉E ❧✬✐♥=❡E❢❛❝❡ Γi✱ B
⋆
❡B= ❧✬♦♣<E❛=❡✉E =E❛♥B♣♦B< ❞❡ B ❡= b(., .) B❡ =E❛❞✉✐= ♣❛E ✿

b(µ, v) = I

∑
i=I0+1

(µi, [v]Γi
)1/2,00,Γi

= (µ,Bv)
M

∀v ∈X ✭✶✳✷✳✸✷✮

❊♥✜♥ F ❡B= ❞<✜♥✐ ♣❛E ✿ F ∶X ↦ R ⟨F, v⟩ = 2

∑
r=1

(f, vr)Ωr = (f, v)Ω✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤%&❡ ❞❡ ❉♦❝+♦,❛+ ✶✾
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▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

#♦✉7 8❡7♠✐♥❡7✱ ❧❡ ❞@♣❧❛❝❡♠❡♥8 ❡D8 ❡①♣7✐♠@ ♣❛7 ✿

u = R (F −B⋆λ) i.e. Bu = BRF −BRB⋆λ, ✭✶✳✷✳✸✸✮

❡8 ❧❛ ❝♦♥8✐♥✉✐8@ ❛✉① ✐♥8❡7❢❛❝❡D Bu = 0 ❢♦✉7♥✐8 ❧❡ ♣7♦❜❧M♠❡ ✜♥❛❧ O 7@D♦✉❞7❡ ✐8@7❛8✐✈❡♠❡♥8 ✿

(BRB⋆)λ = BRF D✉7 M. ✭✶✳✷✳✸✹✮

❊♥ ✐♥87♦❞✉✐D❛♥8 ❧❡ ♣7♦❞✉✐8 D❝❛❧❛✐7❡ ❛❞@R✉❛8 ✐♠♣❧✐R✉❛♥8 ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛8✐♦♥ ❞❡ B✱ ❝❡88❡ ♠@8❤♦❞❡

♣❡7♠❡8 ❞✬❛77✐✈❡7 O ✉♥❡ ❢♦7♠✉❧❛8✐♦♥ ❞✉ ♣7♦❜❧M♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ O ❝❡❧❧❡ ♦❜8❡♥✉❡ ♣❛7 ❋❊❚■ ♠❛✐D

❢♦7♠✉❧@❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥8✐♥✉✳ ▲❡D 7@❣✉❧❛7✐8@D ✐♠♣❧✐R✉@❡D D♦♥8 O ❧✬♦7✐❣✐♥❡ ❞❡D ♣7♦♣7✐@8@D ❞❡

D8❛❜✐❧✐8@ ❡8 ❞✬✐♥❞@♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❛✉ ♣❛D ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞@♠♦♥87@❡D ❞❛♥D ❬❇❡7♥❛7❞✐

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

✶✳✷✳✶✳✽ ❯%✐❧✐(❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ /❛❝❝♦/❞ ❢❛✐❜❧❡ ❣5♥5/✐6✉❡

❉✬❛✉87❡D ❛♣♣7♦❝❤❡D ❛♠M♥❡♥8 ♥❛8✉7❡❧❧❡♠❡♥8 ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛8✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣7♦❜❧M♠❡ ❞@❝♦♠♣♦D@ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥8✐♥✉✳

▲❛ ♠@8❤♦❞❡ ❞❡D @❧@♠❡♥8D ❥♦✐♥8D✱ ♦✉ ♠@8❤♦❞❡ ▼♦78❛7✱ ❬❇❡7♥❛7❞✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❇❡♥ ❇❡❧❣❛❝❡♠

❡8 ▼❛❞❛②✱ ✶✾✾✼❪✱ ❡D8 ✉♥❡ 8❡❝❤♥✐R✉❡ ❞❡ ❞@❝♦♠♣♦D✐8✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ R✉✐ ♣❡7♠❡8 ❞✬❡①♣❧♦✐8❡7 ❧❛

♣7@D❡♥❝❡ ❞❡D D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D ♣♦✉7 ❝❤♦✐D✐7 ❧❛ ❞✐D❝7@8✐D❛8✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉D ❛♣♣7♦♣7✐@❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦78❡✲

♠❡♥8 ❧♦❝❛❧ O ♠♦❞@❧✐D❡7✳ ❊❧❧❡ D✬✐♥D❝7✐8 ❞❛♥D ❧❡ ❝❛❞7❡ ♦a ❧❡ ♣7♦❜❧M♠❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❡D8 8♦✉8 ❞✬❛❜♦7❞

@❝7✐8 D♦✉D ❢♦7♠❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣✉✐D ❧❛ ❞✐D❝7@8✐D❛8✐♦♥ ❞❡D ❡D♣❛❝❡D ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡❧D ❡8 ❧❛ ❞@❝♦♠♣♦D✐8✐♦♥

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡♥ D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D D❡ ❢♦♥8 ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡D ❝♦♠♣♦78❡♠❡♥8D ❧♦❝❛✉①✳

❇❛D@❡ D✉7 ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛8✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥ 7❛❝❝♦7❞ ❡♥87❡ ❧❡D D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D✱ ❡❧❧❡ ♣❡7♠❡8 ♥♦8❛♠♠❡♥8

❞❡ 87❛✐8❡7 ♣❧✉D✐❡✉7D 8②♣❡D ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢♦7♠✐8@D ✿

✖ ◆♦♥✲❝♦♥❢♦7♠✐8@D ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡❧❧❡D ✭❛✉ D❡♥D ❞❡ ❍♦❞❣❡✮ ✿ ❧♦7DR✉❡ ❧❡D ❝♦♥❞✐8✐♦♥D ❞❡ ❝♦✉✲

♣❧❛❣❡ ❞❡D D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D ❛❞❥❛❝❡♥8D D♦♥8 87♦♣ ❢❛✐❜❧❡D ♣♦✉7 ❛DD✉7❡7 ❧❛ ❝♦♥❢♦7♠✐8@✱ ❞❛♥D

❧❡ ❝❛D ❞❡ ❞✐❝7@8✐D❛8✐♦♥D ❞❡ 8②♣❡D ❞✐✛@7❡♥8D ❞✬✉♥ D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡ O ❧✬❛✉87❡✳

✖ ◆♦♥✲❝♦♥❢♦7♠✐8@D ❣@♦♠@87✐R✉❡D ✿ ❧❛ ❣@♦♠@87✐❡ ❞❡D D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D ♥✬❡D8 ♣❛D D✉7✲❝♦♥✲

87❛✐♥8❡ ♣❛7 ❧❛ ♠@8❤♦❞❡ ❞❛♥D ❧❡ ❝❛D ❞❡D ❞✐D❝7@8✐D❛8✐♦♥D @❧@♠❡♥8D ✜♥✐D✳ ❯♥❡ ❞@❝♦♠♣♦✲

D✐8✐♦♥ ❡D8 ❞✐8❡ ❣@♦♠@87✐R✉❡♠❡♥8 ❝♦♥❢♦7♠❡ D✐ ❧✬✐♥8❡7D❡❝8✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D Ωs

❡D8 D♦✐8 ✈✐❞❡✱ D♦✐8 ✉♥ D♦♠♠❡8✱ ✉♥❡ ❛7d8❡✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ♦✉ ✉♥❡ ❛7d8❡ ❡8 ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❬❇❡7♥❛7❞✐

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❀

✖ ◆♦♥✲❝♦♥❢♦7♠✐8@D ❞❡ 8②♣❡ 7❡❝♦✉✈7❡♠❡♥8 ✿ ❧❡D ❞@❝♦♠♣♦D✐8✐♦♥D ❡♥ D♦✉D✲❞♦♠❛✐♥❡D D❡

❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥8 ❡8 ❛②❛♥8 ❞❡D ❞✐❝7@8✐D❛8✐♦♥D ❞✐✛@7❡♥8❡D ♣❡✉✈❡♥8 @❣❛❧❡♠❡♥8 d87❡ 87❛✐8@❡D

♣❛7 ❝❡88❡ ♠@8❤♦❞❡✳

▲❛ ♠@8❤♦❞❡ ❞❡D @❧@♠❡♥8D ❥♦✐♥8D 7❡♣♦D❡ ♣7✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥8 D✉7 ❧❛ ❞@✜♥✐8✐♦♥ ❡8 ❧❡D ♣7♦♣7✐@8@D ❞❡D

❡D♣❛❝❡D ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡❧D ❧❡D ♠✐❡✉① ❛❞❛♣8@D ♣♦✉7 ❧❡ ♣7♦❜❧M♠❡ 87❛✐8@✱ ♥♦♥ ♣❛D D✉7 ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉7❡

7❡♣7@D❡♥8❛8✐♦♥ ❞❡D ♦♣@7❛8❡✉7D✳

▲❡ ♣♦✐♥8 ❞❡ ❞@♣❛78 ❡D8 ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛8✐♦♥ ✈❛7✐❛8✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❞@♣❧❛❝❡♠❡♥8 87❛❞✐8✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥8

❧❛ D♦❧✉8✐♦♥ ❡D8 ✉♥ @❧@♠❡♥8 ❛♣♣❛78❡♥❛♥8 O H1
0(Ω)✳ ❉❛♥D ❧❡ ♠d♠❡ ❡D♣7✐8 R✉❡ ❞❛♥D ❧❡ ♣❛7❛✲

❣7❛♣❤❡ ♣7@❝@❞❡♥8✱ ❧❡ ❜✉8 ❡D8 ❞❡ ❝♦♥D87✉✐7❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐D❝7M8❡ ❞✬❡D♣❛❝❡D ❞❡ ❞✐♠❡♥D✐♦♥ ✜♥✐❡

❛♣♣7♦❝❤❛♥8 H1
0(Ω)✳ #♦✉7 ❧❡D ❞@✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥8D D✉✐✈❛♥8D✱ ♦♥ D❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥D ❧❡ ❝❛D ♦a ❧❛ ❞@✲

❝♦♠♣♦D✐8✐♦♥ ❡D8 D❛♥D 7❡❝♦✉✈7❡♠❡♥8 ❡8 ❣@♦♠@87✐R✉❡♠❡♥8 ❝♦♥❢♦7♠❡✳ ▲❛ ♠@8❤♦❞❡ ❝♦♥D✐D8❡ O

✐♥87♦❞✉✐7❡ ❞❡✉① ♣❛78✐8✐♦♥D D❛♥D 7❡❝7♦✉✈7❡♠❡♥8 ❞✉ DR✉❡❧❡88❡ S ❞❡ ❧❛ D87✉❝8✉7❡ ❞@❝♦♠♣♦D@❡✳

▲❛ ♣7❡♠✐M7❡ ♣❛78✐8✐♦♥ ❡D8 ❝♦♥D8✐8✉@❡ ❞✬@❧@♠❡♥8D ❥♦✐♥8D ✿

S =
M−

∪
k=1
γ−m ❛✈❡❝ γ−m ∩ γ−m′ = ∅, 1 ≤m ≤m′

≤M−

✷✵ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✷✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❉■❚■❖◆❙ ❈■◆➱▼❆❚■◗❯❊❙

❖2 ❝❤❛6✉❡ γ−m ❡9: ✉♥❡ ❛<=:❡✱ <❡9♣❡❝:✐✈❡♠❡♥: ✉♥❡ ❢❛❝❡✱ 9✐ Ω ❡9: ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R
2
✱ <❡9♣❡❝✲

:✐✈❡♠❡♥: ❞❡ R
3
✱ ❞✬✉♥ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ 6✉❡ ❧✬♦♥ <❡♥♦♠♠❡ Ωm−✳ ❈❡::❡ ❞I❝♦♠♣♦9✐:✐♦♥ ♥✬❡9: ♣❛9

✉♥✐6✉❡ ♠❛✐9 ❡❧❧❡ ❡9: ❝♦♥9❡<✈I❡ ♣♦✉< ❧❡ <❡9:❡ ❞❡ ❧✬I:✉❞❡✳

▲❛ 9❡❝♦♥❞❡ ♣❛<:✐:✐♦♥ ❞✉ 96✉❡❧❡::❡ ❡9: ❡♥ I❧I♠❡♥:9 ♥♦♥✲❥♦✐♥:9 ✿

S =
M+

∪
k=1
γ+m ❛✈❡❝ γ+m ∩ γ+m′ = ∅, 1 ≤m ≤m′

≤M+

❖2 ❝❤❛6✉❡ γ+m ❡9: ✉♥❡ ❛<=:❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ 6✉❡ ❧✬♦♥ <❡♥♦♠♠❡ Ωm+✳

❈❡9 ❞❡✉① ❞I❝♦♠♣♦9✐:✐♦♥9 ♦♥: ❧❛ ♣<♦♣<✐I:I 9✉✐✈❛♥:❡ ✿

✖ ❙♦✐: γ+m ♥❡ ❝♦<<❡9♣♦♥❞ O ❛✉❝✉♥❡ γ′−m
✖ ❙♦✐: γ+m = γ

′−

m ❡: ❞❛♥9 ❝❡ ❝❛9 Ω+m ❡9: ❞✐✛I<❡♥: ❞❡ Ω′−m✳

❯♥❡ ❢♦✐9 ❧❛ ❞I❝♦♠♣♦9✐:✐♦♥ ❡♥ 9♦✉9✲9:<✉❝:✉<❡9 <I❛❧✐9I❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝:✉❡ ✉♥❡ ❞✐9❝<I:✐9❛:✐♦♥✳ ▲✬♦<❞<❡

❞❡ ❝❡9 ♦♣I<❛:✐♦♥9 ♣❡✉: =:<❡ ✐♥✈❡<9I✱ ✐❧ 9✬❛❣✐: ✐❝✐ ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉< ❧❛ ♣<I9❡♥:❛:✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠I:❤♦❞❡✳

❙♦✐: δi ❧❡ ♣❛<❛♠R:<❡ ❞❡ ❞✐9❝<I:✐9❛:✐♦♥ ❛99♦❝✐I ❛✉ i ♠❡

9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥9 ❧❡ ❝❛9 ❞❡9 I❧I♠❡♥:9

✜♥✐9✱ ❝❡ ♣❛<❛♠R:<❡ ❝♦<<❡9♣♦♥❞ ❛✉ ❞✐❛♠R:<❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡9 I❧I♠❡♥:9 ❞❡ Ωi ✭❞✐❛♠R:<❡ ❞✉ ♣❧✉9

❣<❛♥❞ ❝❡<❝❧❡ ❝✐<❝♦♥9❝<✐: ♣❛< ❡①❡♠♣❧❡✮✳ V♦✉< ❝❤❛6✉❡ ❦✱ 1 ≤ k ≤ Ns✱ ♦♥ ❞I✜♥✐: ❧✬❡9♣❛❝❡ Xδk

♣❛< ✿

Xδk = {vh ∈H1 (Ωk) ;∀K ∈ Tkh, vh∣K ∈ Pl(K)}
❖2 ✿

✖ Tkh ❡9: ✉♥❡ :<✐❛♥❣✉❧❛:✐♦♥ ❞❡ Ωk ❀

✖ K ❡9: ✉♥ I❧I♠❡♥: ❞❡ Tkh ❀

✖ Pl(K) ❡9: ❧❛ <❡9:<✐❝:✐♦♥ O K ❞❡ ❧✬❡9♣❛❝❡ ❞❡9 ♣♦❧②♥Z♠❡9 ❞❡ ❞❡❣<I l ✭l ≥ 1✮✳

❚②♣✐6✉❡♠❡♥:✱ ♦♥ ♣♦✉<<❛ ❝❤♦✐9✐< ✉♥ ❞❡❣<I li ❞✐✛I<❡♥: ♣♦✉< ❝❤❛6✉❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ Ωi✳ ❖♥

9✉♣♣♦9❡ ✐❝✐ 6✉❡ Xδk ❡9: ✐♥❝❧✉9 ❞❛♥9 H1(Ωk) ❞❛♥9 ✉♥ 9♦✉❝✐ ❞❡ 9✐♠♣❧✐❝✐:I ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛:✐♦♥✱ ❝❡

♥✬❡9: ♣❛9 ❧❡ ❝❛9 ❧♦<96✉✬♦♥ ✉:✐❧✐9❡ ❞❡9 I❧I♠❡♥:9 ✜♥✐9 ♥♦♥✲❝♦♥❢♦<♠❡9 9✉< ❧❡9 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9✳ ❖♥

✐♥:<♦❞✉✐: ❛❧♦<9 ❧❡9 ❡9♣❛❝❡9 9✉✐✈❛♥:9 ✿

W +

δm = {ϕh ∈H
1(γ+m);∀K ∈ T +mh, ϕh∣K∩γ+

m
∈ Pl (K ∩ γ+m)}

W̃+

δm = {ϕh ∈W
+

δm;∀K ∈ T̃
+

mh, ϕh∣K∩γ+
m
∈ Pl−1 (K ∩ γ+m)}

❖2 T̃ +mh <❡♣<I9❡♥:❡ ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 ❞❡✉① I❧I♠❡♥:9 6✉✐ ❝♦♥:✐❡♥♥❡♥: ❧❡9 ❡①:<I♠✐:I9 ❞❡ γ+m✳

▲✬❡9♣❛❝❡ W +

δm ❡9: ❧✬❡9♣❛❝❡ ❞❡9 :<❛❝❡9 9✉< γ+m ❞❡9 ❢♦♥❝:✐♦♥9 ❞❡ Xδk✳

❖♥ ✐♥:<♦❞✉✐: ❛❧♦<9 ❧✬♦♣I<❛:❡✉< ❥♦✐♥: Φ ❞I✜♥✐ ♣❛< ✿

∀v / v∣Ωk
∈H1(Ωk),1 ≤ k ≤ Ns, Φ(v)∣γ−

m
= Tr−m (v∣

Ω−
m

) , 1 ≤m ≤M−
✭✶✳✷✳✸✺✮

❊: ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Xδ ❧✬❡9♣❛❝❡ ❞✐9❝<❡: ❞❡9 I❧I♠❡♥:9 ❥♦✐♥:9✳ ❈✬❡9: ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 ❢♦♥❝:✐♦♥9 vd :❡❧❧❡9

6✉❡ ✿

✖ vδ∣Ωk
∈Xδk ❀

✖ vd 9✬❛♥♥✉❧❡♥: 9✉< ∂Ω ❀

✖ ♦♥ ❛ ♣♦✉< ❝❤❛6✉❡ I❧I♠❡♥: ♥♦♥✲❥♦✐♥: γ+m,1 ≤m ≤M
+
✿

∀ψd ∈ W̃
+

δm,∫
γ+

m

(Tr+m (vd∣
Ω+
m

) −Φ(vδ)) (τ)ψδ(τ) dτ = 0
▲✬♦❜❥❡❝:✐❢ ❡9: ❞❡ <❡♥❞<❡ ❧✬❡<<❡✉< L2✲♦<:❤♦❣♦♥❛❧❡ O W̃

+

δm✳ ▲❡ ♣<♦❜❧R♠❡ ❞I❝♦♠♣♦9I ❡: ❞✐9❝<I:✐9I

♣❡✉: ❛❧♦<9 9✬I❝<✐<❡ ♣♦✉< ❞❡9 ✐♥❝♦♥♥✉❡9 ❡: ❞❡9 6✉❛♥:✐:I9 ✈✐<:✉❡❧❧❡9 ❛♣♣❛<:❡♥❛♥: O Xδ✳

▲❛ ♠✐9❡ ❡♥ ^✉✈<❡ ♥✉♠I<✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠I:❤♦❞❡ ♣❡✉: 9❡ ❢❛✐<❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛_♦♥9 ❞✐✛I<❡♥:❡9 ❬❇❡<♥❛<❞✐

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✿

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤ %❡ ❞❡ ❉♦❝*♦+❛* ✷✶
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▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

✖ ❡♥ ❝♦♥:;<✉✐:❛♥; ✉♥❡ ❜❛:❡ ❞❡ ❧✬❡:♣❛❝❡ Xδ D ♣❛<;✐< ❞❡: ❜❛:❡: ❞❡: Xδk ❀

✖ ❡♥ ✐♥;<♦❞✉✐:❛♥; ❞❡: ♠✉❧;✐♣❧✐❝❛;❡✉<: ❞❡ ▲❛❣<❛♥❣❡ ♣♦✉< ❛::✉<❡< ❧❡: ❝♦♥❞✐;✐♦♥: ❞❡ ❝♦✉✲

♣❧❛❣❡:✳

▲❛ ♣<❡♠✐I<❡ ♠J;❤♦❞❡ ♥❡ ❞♦♥♥❛♥; ♣❛: ✉♥ ❛❝❝I: ❛ ♣<✐♦<✐ ❛✉① M✉❛♥;✐;J: ❞❡ ;②♣❡ ❡✛♦<; ❡;

♣♦✉< ❝♦♥:❡<✈❡< ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣<♦❝❤❡ ❋❊❚■✱ ❧❛ :✉✐;❡ ❞❡ ❧❛ ♣<J:❡♥;❛;✐♦♥ :❡ ❝♦♥❝❡♥;<❡ :✉< ❧❛

♠J;❤♦❞❡ ❝♦♥:✐:;❛♥; D ✐♥;<♦❞✉✐<❡ ❞❡: ♠✉❧;✐♣❧✐❝❛;❡✉<: ❞❡ ▲❛❣<❛♥❣❡✳

❖♥ ✐♥;<♦❞✉✐; ❧❡: ❡:♣❛❝❡: ✿

W̃δ =

M+

∏
m=1

W̃+
δm

X̃δ = {vδ ;❡❧ M✉❡ vδ∣Ωk
∈Xδk,1 ≤ k ≤K ❡; vδ∣∂Ω = 0}

❖♥ ❞J✜♥✐; ❞❡ ♣❧✉: ❧❛ ❢♦<♠❡ ❜✐❧✐♥J❛✐<❡ :✉✐✈❛♥;❡ ✿

c(vδ, ψδ
) = M+

∑
m=1
∫
γ+

m

(Tr+m(vδ∣
Ω+
m

) −Φ(vδ)) (T )ψm
(T ) dT , ψ

δ
= (ψ1, . . . , ψM+)

✭✶✳✷✳✸✻✮

❖♥ ♣❡✉; ♠❛✐♥;❡♥❛♥; J❝<✐<❡ ❧❡ ♣<♦❜❧I♠❡ ✭✶✳✶✳✶✮

❚<♦✉✈❡< (uδ, λδ) ∈ X̃δ × W̃δ ;❡❧ M✉❡ ✿

Ns

∑
k=1

ak(uδ, vδ) + c (vδ, λδ) = l(vδ), ∀vδ ∈ X̃δ

c (uδ, ψδ
) = 0, ∀ψ

δ
∈ W̃δ

✭✶✳✷✳✸✼✮

❖[ ✿ ak(u, v) = ∫
Ωk

ε(v) ∶ Kε(u) dx✳ ❈❡ ♣<♦❜❧I♠❡ ♣❡✉; :✬J❝<✐<❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐:❝<J;✐:J :♦✉: ❧❛
❢♦<♠❡ ❞✬✉♥ :②:;I♠❡ ❝❛<<J M✉✬♦♥ ♣❡✉; <J:♦✉❞<❡✱ ♣❛< ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛< ✉♥ ❛❧❣♦<✐;❤♠❡ ❞✬❯③❛✇❛ ✿

[ A C

C
T 0

]( Ũ

Λ
) = ( F

0
)

❖[ ❧❡: :♦✉:✲♠❛;<✐❝❡: :♦♥; ❞J✜♥✐❡: ❞❡ ❧❛ ❢❛^♦♥ :✉✐✈❛♥;❡ ✿

✖ A ❡:; ❧❛ ♠❛;<✐❝❡ ❞❡ ❧✬JM✉❛;✐♦♥ ❛✉① ❞J<✐✈J❡: ♣❛<;✐❡❧❧❡: ❞✐:❝<J;✐:J❡✳ ❊❧❧❡ ❡:; ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

♣❛< ❜❧♦❝✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡: ❜❧♦❝: ❝♦<<❡:♣♦♥❞❛♥; D ❧❛ ❞✐:❝<J;✐:❛;✐♦♥ :✉< ✉♥ :♦✉:✲❞♦♠❛✐♥❡✳

✖ F ❡:; ❧❡ ✈❡❝;❡✉< ❞❡: ❡✛♦<;: ❣J♥J<❛❧✐:J:✳

✖ C ❡:; ❧❛ ♠❛;<✐❝❡ ❞❡ ❞✐:❝<J;✐:❛;✐♦♥ ❞❡: ❝♦♥❞✐;✐♦♥: ❞❡ ❧✐❛✐:♦♥:✳

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡ ♣<♦❜❧I♠❡ ❡:; ❞✉ ♠_♠❡ ;②♣❡ M✉❡ ❝❡❧✉✐ <❡♥❝♦♥;<J ❞❛♥: ❧❡ ❝❛❞<❡ ❞❡ ❧❛ ♠J;❤♦❞❡

❋❊❚■✳ ❉❡ ❧❛ ♠_♠❡ ❢❛^♦♥ M✉❡ ♣♦✉< ❧✬❛♣♣<♦❝❤❡ ❞✉ ♣❛<❛❣<❛♣❤❡ ♣<J❝J❞❡♥;✱ ❧❛ ♣<✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛J✲

<❡♥❝❡ <J:✐❞❡ ❞❛♥: ❧❛ ❞J✜♥✐;✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣J<❛;❡✉< ❞❡ ❝♦♥❞✐;✐♦♥: ❞❡ ❧✐❛✐:♦♥✳ ▲❡ ❝❛❞<❡ ❢♦<♠❡❧ ♦✛❡<;

♣❛< ❧❛ ♠J;❤♦❞❡ ❞❡: J❧J♠❡♥;: ❥♦✐♥;: ♣❡<♠❡; ♥♦;❛♠♠❡♥; ❞✬❡♥ ❞J✜♥✐< ✉♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ;<❛✐;❡<

❧❡: ♥♦♥✲❝♦♥❢♦<♠✐;J: ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❚!❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡) ♥♦♥✲❝♦♥❢♦!♠✐$.) ▲❡ ❝❛: ❞❡: ✐♥;❡<❢❛❝❡: ♥♦♥✲❝♦♥❢♦<♠❡: ❛♣♣❧✐M✉J D ❧✬J❧❛:✲

;✐❝✐;J ❡:; ♣<J:❡♥;J ❞❛♥: ❬❍❛✉<❡; ❡; ▲❡ ❚❛❧❧❡❝✱ ✷✵✵✼❪✳ ▲❡: ♠♦❞✐✜❝❛;✐♦♥: ❝♦♥❝❡<♥❡♥; ♣❛<;✐❝✉✲

❧✐I<❡♠❡♥; ❧❛ ❞J✜♥✐;✐♦♥ ❞❡: ❡:♣❛❝❡: ❞✬❛♣♣<♦①✐♠❛;✐♦♥✳ ❆✐♥:✐✱ ♦♥ <❡❞J✜♥✐; ✿

Xδk = {vh ∈H1
∗
(Ωk) ; ∀K ∈ Tkh, vh∣K ∈ Pl(K)}⊕Bδk

❆✈❡❝ H1
∗
(Ω) = {v ∈H1(Ω), v∣∂uΩ = 0} ❡; ♦[ Bδk ❡:; ✉♥ ❡♥<✐❝❤✐::❡♠❡♥; ♣♦::✐❜❧❡ :✉< ❧❡:

❢<♦♥;✐I<❡: ❞❡: :♦✉:✲❞♦♠❛✐♥❡:✳ ▲❡: ❢♦♥❝;✐♦♥: :✉♣♣❧J♠❡♥;❛✐<❡: ♣❡<♠❡;;❡♥; ❞❡ ❣J<❡< ❧❡: ♣♦✐♥;:

✷✷ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✷✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❉■❚■❖◆❙ ❈■◆➱▼❆❚■◗❯❊❙

❞❡ 4❡♥❝♦♥84❡9 ❡♥84❡ 84♦✐9 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 ❡8 ♣❧✉9 ♠❛✐9 ❛✉99✐ ❧❡9 ✐♥8❡4❢❛❝❡9 ❝♦✉4❜❡9✳ ▲✬❡9♣❛❝❡

❝♦♠♣❧❡8 ❞✬❛♣♣4♦①✐♠❛8✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥❢♦4♠❡ Xδ ❡98 ❞F✜♥✐ ♣❛4 ❧❡ ♣4♦❞✉✐8 ✿ Xδ =∏Ns

k=1
Xδk✳

▲❡ ❝❛9 ❞❡9 ✐♥8❡4❢❛❝❡9 ♥♦♥✲❝♦♥❢♦4♠❡9 ♥✬❛♣♣❛4❛I8 J✉❡ ❧♦49J✉❡ ❧❛ ❞✐❝4F8✐9❛8✐♦♥ ❞❡9 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9

❡98 ❝❤♦✐9❡ ❛ ♣4✐♦4✐✳ ❖♥ 9✉♣♣♦9❡ ❞♦♥❝ J✉❡ ❝❤❛J✉❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ ❛ ❞F❥M 9❛ ♣4♦♣4❡ 84✐❛♥❣✉❧❛8✐♦♥✳

❖♥ ❡✛❡❝8✉❡ ❛❧♦49 ❧❛ ❞F❝♦♠♣♦9✐8✐♦♥ ❡♥ F❧F♠❡♥89 ❥♦✐♥89 ❡8 ♥♦♥✲❥♦✐♥89 ❝♦♠♠❡ ♣4F❝F❞❡♠♠❡♥8✳

▲❡9 ✐♥8❡4❢❛❝❡9 γm ❤F4✐8❡♥8 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 9✉4❢❛❝✐J✉❡ ✐♠♣♦9F ♣❛4 ❧❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ J✉❛❧✐✜F ♥♦♥✲

❥♦✐♥8✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥8❡4❢❛❝❡ ❡98 ❡♥ ❢❛✐8 ❧❛ 84❛❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡✳ ❖♥

✐♠♣♦9❡ F❣❛❧❡♠❡♥8 J✉❡ ❧✬❤②♣♦8❤Q9❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦4♠✐8F ❣F♦♠F84✐J✉❡ 9♦✐8 ✈F4✐✜F❡✳

❍②♣♦$❤&'❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦-♠✐$0 ❣0♦♠0$-✐2✉❡ ✿ ❈❤❛#✉❡ &❧&♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❞✐❝.&*✐/❛*✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✐♥*❡.❢❛❝❡ ❡/* ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧4*❡ ❞✬✉♥ &❧&♠❡♥* ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ /♦✉/✲❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥✲❥♦✐♥* ❛//♦❝✐&

8 ❝❡**❡ ✐♥*❡.❢❛❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞F❝♦♠♣♦9✐8✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥❢♦4♠❡✳ ▲❛ ✈F4✐✜❝❛8✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦8❤Q9❡ ❞❡

❝♦♥❢♦4♠✐8F ❣F♦♠F84✐J✉❡ ✐♠♣♦9❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡9 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 ♥♦♥✲❥♦✐♥89 ❞✉ ❝U8F ❞❡ ❧❡✉4 ♥✉✲

♠F4♦8❛8✐♦♥ ♣♦✉4 ❧❡9 ✐♥8❡4❢❛❝❡9 ✺ M ✽✳ ❬❍❛✉4❡8 ❡8 ❖48✐③✱ ✷✵✵✻❪

▲❛ 9♦❧✉8✐♦♥ ❡♥ ❞F♣❧❛❝❡♠❡♥8 ❡98 ❛❧♦49 ❛♣♣4♦❝❤F❡ 9✉4 ❧✬❡9♣❛❝❡ ❝♦♥84❛✐♥8 9✉✐✈❛♥8 ✿

Vδ = {uδ ∈Xδ, ∫
γm
[uδ] ⋅ µδ = 0 ∀µδ ∈Mδm, 1 ≤m ≤M

+}
▲✬❡9♣❛❝❡ ❞❡9 ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉49 ❞❡ ▲❛❣4❛♥❣❡ Mδm ❡98 ❡♥9✉✐8❡ ❝❤♦✐9✐ 9❡❧♦♥ ♣❧✉9✐❡✉49 ❝4✐8Q4❡9 J✉✐

✈❛4✐❡♥8 ❡♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡9 F8✉❞❡9 ✿

✖ ❝♦❡4❝✐✈✐8F ❞❡ ã(u, v) = ∑Ns

k=1
ak(uk, vk) ❀

✖ ✈F4✐✜❝❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐8✐♦♥ ✐♥❢✲/✉♣ ✭❝♦♠♣♦48❡♠❡♥8 ✉♥✐❢♦4♠❡ ❡8 98❛❜✐❧✐8F✮ ❀

✖ ♣4✐9❡ ❡♥ ❝♦♠♣8❡ ❞❡9 ♠♦✉✈❡♠❡♥89 ❞❡ 9♦❧✐❞❡9 4✐❣✐❞❡9✳

❉❛♥9 ❧❛ ❢♦4♠✉❧❛8✐♦♥ ♦4✐❣✐♥❛❧❡✱Mδm = W̃
+

δm ❡8 Bδk = ∅, ∀1 ≤ k ≤ Ns✳ ▼❛✐9 ❝❡ ❝❤♦✐① ♣4F9❡♥8❛♥8

❞❡9 ❞✐✣❝✉❧8F9 ❞❛♥9 ❧✬✐♠♣❧F♠❡♥8❛8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠F8❤♦❞❡✱ ♦♥ ❝✐8❡4❛ ❧✬❡9♣❛❝❡ ♣4♦♣♦9F ❞❛♥9 ❬❍❛✉4❡8

❡8 ▲❡ ❚❛❧❧❡❝✱ ✷✵✵✼❪ ✿

Mδk = {µ ∈ L2(γm;Rd); ∀K ∈ T̃ +

mh, µ∣F
∈ [Pl−1(K ∩ γ+m)]d}

▲❡9 ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉49 ❞❡ ▲❛❣4❛♥❣❡ 9♦♥8 ❛❧♦49 ❞✐9❝♦♥8✐♥✉9✳ ❉❛♥9 ❝❡ ❝❛9✱ ✉♥❡ 98❛❜✐❧✐9❛8✐♦♥ 9✉4 ❧❡9

❞F♣❧❛❝❡♠❡♥89 ❞✬✐♥8❡4❢❛❝❡9 ❡98 4❡J✉✐9❡ ✿ Bδk ≠ ∅, ∀1 ≤ k ≤ Ns✳ ▲✬❡♥4✐❝❤✐99❡♠❡♥8 9❡ ❢❛✐8 ♣❛4 ❞❡9

✏❢♦♥❝8✐♦♥9 ❜✉❧❧❡9✑ 9✉4 ❧❡9 ✐♥8❡4❢❛❝❡9✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡9♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐9❝4F8✐9❛8✐♦♥ ❞❡9 ♠✉❧8✐♣❧✐❝❛8❡✉49

❞❡ ▲❛❣4❛♥❣❡ ❡98✱ ❞❛♥9 ❝❡88❡ ♠F8❤♦❞❡✱ 8♦✉8 ❛✉99✐ ❞F❧✐❝❛8 J✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥8❛❧ ♣♦✉4 ❛99✉4❡4 ✉♥❡

❜♦♥♥❡ J✉❛❧✐8F ❞❡9 4F9✉❧8❛89✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✷✸



(urb − usb) ⋅ ni + g ≥ 0

λi.ni = λin ≥ 0

(urbn − usbn + g) ⋅ λin = 0

λr + λs = 0

n g

i ∈ {r, s} v ≥ 0 v
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✶✳✷✳✷✳✷ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❛✉-♦✉% ❞✉ ❝❛❞%❡ ❋❊❚■

▲❡ 45❛✐4❡♠❡♥4 ❞❛♥; ❧❡ ❝❛❞5❡ ❞❡; ♠>4❤♦❞❡; ❞✉❛❧❡; ❛ >4> ❛❜♦5❞> ❛✉4♦✉5 ❞❡ ❋❊❚■ ❞❛♥; ❬❉✉5❡✐;✲

;❡✐① ❡4 ❋❛5❤❛4✱ ✷✵✵✶❪✳ ▲❡; ♠✉❧4✐♣❧✐❝❛4❡✉5; ❞❡ ▲❛❣5❛♥❣❡ ✐♠♣♦;❛♥4 ❧❛ ❝♦♥❞✐4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥4✐♥✉✐4>

;♦♥4 ✉4✐❧✐;>; ♣♦✉5 5>;♦✉❞5❡ ❧❡ ♣5♦❜❧K♠❡ ❞❡ ❝♦♥4❛❝4✳

▲✬❛♣♣5♦❝❤❡ ♣5>;❡♥4>❡ ❞❛♥; ❬❉♦;4M❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✶✵❀ ❉♦❜✐M➨ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❡;4 ❜❛;>❡ ;✉5 ✉♥❡

✈❛5✐❛♥4❡ ❞❡ ❧❛ ♠>4❤♦❞❡ ❋❊❚■ ❛♣♣❡❧>❡ ❚❋❊❚■ ♣♦✉5 ❚♦4❛❧✲❋❊❚■✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥;✐;4❡ R ❝♦♥;✐❞>5❡5

4♦✉; ❧❡; ;♦✉;✲❞♦♠❛✐♥❡; ❝♦♠♠❡ ✢♦44❛♥4;✱ ❡♥ ❢♦5U❛♥4 ❝❡✉① ❞♦♥4 ❧❛ ❢5♦♥4✐K5❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣❛54✐❡ ♦♥4

❞❡; ❝♦♥❞✐4✐♦♥; ❛✉① ❧✐♠✐4❡; ❞❡ ❉✐5✐❝❤❧❡4 R V45❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①4>5✐❡✉5 ❝♦♠♠❡ ;✬✐❧ ;✬❛❣✐;;❛✐4

❞✬✉♥ ❛✉45❡ ;♦✉;✲❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬❛✈❛♥4❛❣❡ ♣5✐♥❝✐♣❛❧ 5>;✐❞❡ ❞❛♥; ❧❛ ;✐♠♣❧✐✜❝❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞>✜♥✐4✐♦♥

❞✉ ♣5♦❜❧K♠❡ ❣5♦;;✐❡5 ❡♥ ✉4✐❧✐;❛♥4 ❧✬❡;♣❛❝❡ ❞❡; ♠♦✉✈❡♠❡♥4; ❞❡ ;♦❧✐❞❡; 5✐❣✐❞❡; ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❞K;

❧♦5;✱ R 4♦✉; ❧❡; ;♦✉;✲❞♦♠❛✐♥❡;✳

▲❡ ;②;4K♠❡ R 5>;♦✉❞5❡ ❡;4 ❛❧♦5; 5❛♠❡♥> R ✉♥ ♣5♦❜❧K♠❡ ❞✬♦♣4✐♠✐;❛4✐♦♥ ;♦✉; ❝♦♥45❛✐♥4❡ ❢♦5♠✉❧>

❛✈❡❝ ❞❡; ❝♦♥❞✐4✐♦♥; ❞❡ ❑❛5✉;❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡5 ✿

Ku = f −BT
λ

λc ≥ 0

λ
T
c (Bcuc − gc) = 0

Bpup = 0

✭✶✳✷✳✸✽✮

❖` ❧❛ ;>♣❛5❛4✐♦♥ ❡;4 ❢❛✐4❡ ❡♥45❡ ❧❡; ✐♥❝♦♥♥✉❡; ❞❡; ✐♥4❡5❢❛❝❡; ❞❡ 4②♣❡ ♣❛5❢❛✐4 ♠❛5a✉>❡; ♣❛5

◻p ❡4 ❝❡❧❧❡; ❞❡; ✐♥4❡5❢❛❝❡; ❞❡ ❝♦♥4❛❝4 ♠❛5a✉>❡; ♣❛5 ◻c ✿

B = [BT
c ;B

T
p ]T λ = [λT

c ;λ
T
p ]T ✭✶✳✷✳✸✾✮

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❛ ♠❛45✐❝❡ ❞✬❛;;❡♠❜❧❛❣❡ B ❡;4 ❝❧> ❞❛♥; ❧❛ ❢♦5♠✉❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣5♦❜❧K♠❡ ♣❛54✐❝✉✲

❧✐❡5✳ ▲❛ ;♦✉;✲♠❛45✐❝❡ ❝♦55❡;♣♦♥❞❛♥4 ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡; ❞❡ ❝♦♥4❛❝4 Bc ❡;4 ;♦✉✈❡♥4 ♦❜4❡♥✉❡ ♣❛5

✉♥❡ ❞❡;❝5✐♣4✐♦♥ ♥♦❞❛❧❡ ❞❡; ❝♦♥❞✐4✐♦♥;✳ ▼❛✐; ❡❧❧❡ ♣❡✉4 >❣❛❧❡♠❡♥4 ❞>❝♦✉❧❡5 ❞✬✉♥❡ ❞❡;❝5✐♣4✐♦♥

▼♦54❛5✱ ❛✉ ;❡♥; ❞❡ ❢♦5♠✉❧❛4✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ❧✐❡♥✱ ❞❡ ❧✬✐♥4❡5❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥4❛❝4✳

✶✳✷✳✷✳✸ ❆♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ -②♣❡ ♠♦%-❛%

▲❡ ❝❛❞5❡ ♦✛❡54 ♣❛5 ❧❛ ♠>4❤♦❞❡ ❞❡; >❧>♠❡♥4; ❥♦✐♥4; ❛ >4> ❡①♣❧♦✐4> ♣♦✉5 ❢♦5♠✉❧❡5 ❞❡ ♠❛♥✐K5❡

❢❛✐❜❧❡ ❧❡ ♣5♦❜❧K♠❡ ❞❡ ❝♦♥4❛❝4✳ ❙❛♥; 5❡♥45❡5 ❞❛♥; ❧❡ ❞>4❛✐❧✱ ♦♥ ♥♦4❡5❛ a✉✬✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛54✐❝✉✲

❧✐❡5 ❞✬❡;♣❛❝❡ ♣♦✉5 ❧❡; ♠✉❧4✐♣❧✐❝❛4❡✉5; ❞❡ ▲❛❣5❛♥❣❡ ❬❲♦❤❧♠✉4❤✱ ✷✵✵✵❀ ▲❛♠✐❝❤❤❛♥❡ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✺❪ ♣❡5♠❡4 ❞❡ 45❛✐4❡5 ❧❡; ✐♥4❡5❢❛❝❡; ❞❡ ❝♦♥4❛❝4 ❞❛♥; ❧❡ ❝❛❞5❡ ❞❡ ♠>4❤♦❞❡; ♠✉❧4✐✲❣5✐❧❧❡;

❬❲♦❤❧♠✉4❤✱ ✷✵✵✶❪✳

❉❛♥; ❧❡; ♠>4❤♦❞❡; ♣5>;❡♥4>❡; ❥✉;a✉✬R ♣5>;❡♥4✱ ❧❛ ❞>❝♦♠♣♦;✐4✐♦♥ ❞✉ ♣5♦❜❧K♠❡ ❡;4 ❛❜♦5❞>❡

❞✬✉♥ ♣♦✐♥4 ❞❡ ✈✉❡ ♠❛4❤>♠❛4✐a✉❡✳ ■❧ ;✬❛❣✐4 ❞❡ ♣♦;❡5 ❧❡ ♣5♦❜❧K♠❡ ❞❡ ♠>❝❛♥✐a✉❡ ♣✉✐;✱ ❤♦5✲

♠✐; ♣♦✉5 ❧❡; >❧>♠❡♥4; ❥♦✐♥4;✱ ❞❡ 45♦✉✈❡5 ❛♣5K; ❞✐;❝5>4✐;❛4✐♦♥ ❧❡; ♦✉4✐❧; ❞❡ ♠❛4❤>♠❛4✐a✉❡

❡4 ❞✬❛❧❣♦5✐4❤♠✐❡ ♣❡5♠❡44❛♥4 ❞❡ ❧❡ 5>;♦✉❞5❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥4✳ ❖♥ 5❡♠❛5a✉❡ 4♦✉4 ❞❡ ♠V♠❡ a✉❡

❧✬✉4✐❧✐;❛4✐♦♥ ❞❡ 4❡❝❤♥✐a✉❡; ♣♦✉5 ❧✬❛❝❝>❧>5❛4✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ;❝❛❧❛❜✐❧✐4> ❞❡; ♠>4❤♦❞❡; 5❡♥♦✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥

❛✈❡❝ ❧❡; ❛;♣❡❝4; ♣❤②;✐a✉❡; ❞✉ ♣5♦❜❧K♠❡ ✿ ❧❡; ♣5>❝♦♥❞✐4✐♦♥♥❡✉5; ❡4 ❛✉45❡; ♣5♦❜❧K♠❡; ❣❧♦❜❛✉①

;♦♥4 ✐♥4✐♠❡♠❡♥4 ❧✐>; ❛✉ ❝♦♠♣♦54❡♠❡♥4 ♠>❝❛♥✐a✉❡ ❞❡ ❧❛ ;45✉❝4✉5❡ >4✉❞✐>❡✳ ▲❡; ♠>4❤♦❞❡;

❞>4❛✐❧❧>❡; ❞❛♥; ❧❛ ;❡❝4✐♦♥ ;✉✐✈❛♥4❡ ❛❜♦5❞❡♥4 ❧❛ ♠✐;❡ ❡♥ g✉✈5❡ ❞✬✉♥ ♣5♦❜❧K♠❡ ❞>❝♦♠♣♦;> ❡♥

❝♦♥;✐❞>5❛♥4 ❞K; ❧❡ ❞>♣❛54 ❧❛ ♣❤②;✐a✉❡ ;✐♠✉❧>❡✳ ▲❛ ❞>❝♦♠♣♦;✐4✐♦♥ ❞✉ ♣5♦❜❧K♠❡ >4✉❞✐> 4✐❡♥4

❝♦♠♣4❡ ❞❡ ❧❛ ;45✉❝4✉5❡ ❡4 ❞❡ ;♦♥ ❝♦♠♣♦54❡♠❡♥4✳ ❈❡44❡ ❛♥❛❧②;❡ ❡4 ❧❡; ❝❤♦✐① a✉✐ ❡♥ ❞>❝♦✉❧❡♥4

;♦♥4 ♠❡♥>; ❛✈❛♥4 ❧❛ ❞✐;❝5>4✐;❛4✐♦♥ ❞✉ ♣5♦❜❧K♠❡ ♣♦✉5 ;❛ 5>;♦❧✉4✐♦♥ ♥✉♠>5✐a✉❡✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✷✺



Ω

∂ΩE ΩE∈

FE WE ΓEE′

(WE , FE) (WE′ , FE′)
s = {sE , E ∈ } sE = (UE ,WE , σE

, FE)

d



✶✳✸✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❈❖◆❚■◆❯ ❊❚ ❉■❙❈❘➱❚■❙➱ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊

❈❖▼1❖❘❚❊▼❊◆❚

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❙♦✉6✲689✉❝8✉9❡6 ❡8 ✐♥8❡9❢❛❝❡6✳❬▲❛❞❡✈D③❡ ❡8 ❉✉9❡✐66❡✐①✱ ✶✾✾✾❪

689✉❝8✉9❡6 ✿

❊K✉❛8✐♦♥6 ❞❡ ❧✐❛✐6♦♥ ✿

UE ∈ UE ,

ε
E
= ε (UE) , UE∣∂ΩE

=WE

❊K✉❛8✐♦♥6 ❞✬NK✉✐❧✐❜9❡ ✿

σ
E
∈ SE ,

∀U⋆
∈ UE , ∫

ΩE

Tr [σ
E
∶ ε (U⋆)] = ∫

ΩE

f
d
⋅U⋆ dΩ +∫

∂ΩE

FE ⋅U⋆ dΓ

✭✶✳✸✳✶✮

✖ ▲❡ ❣9♦✉♣❡ ❞✬NK✉❛8✐♦♥6 Γ K✉✐ 89❛❞✉✐8 ❧❡ ❝♦♠♣♦98❡♠❡♥8 ❞❡6 ♠❛8N9✐❛✉① ❡8 ❞❡6 ✐♥8❡9❢❛❝❡6 ✿

❘❡❧❛8✐♦♥ ❞❡ ❈♦♠♣♦98❡♠❡♥8 ✿

σ
E
= Kε

E

❈♦♠♣♦98❡♠❡♥8 ❞❡6 ✐♥8❡9❢❛❝❡6 ✿

WE =WE′

FE + FE′ = 0

❈✳▲✳ 6✉9 ∂fΩ ❡8 ∂uΩ.

✭✶✳✸✳✷✮

❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥6✐♦♥ ✸✱ ❧❡6 ❡♥6❡♠❜❧❡6 6♦♥8 ❞N✜♥✐6 ❞❡ ❧❛ ❢❛X♦♥ 6✉✐✈❛♥8❡ ✿

UE = [H1(ΩE)]3 SE = [L2(ΩE)]6
❆✐♥6✐✱ 8♦✉6 ❧❡6 6♦✉6✲❞♦♠❛✐♥❡6 6♦♥8 ❡♥8✐D9❡♠❡♥8 ❡♥✈❡❧♦♣♣N6 ♣❛9 ❞❡6 ✐♥8❡9❢❛❝❡6✳ ❈❡✉① ❛②❛♥8 ✉♥❡

♣❛98✐❡ ❞❡ ❧❡✉9 ❢9♦♥8✐D9❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢9♦♥8✐D9❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡8✱ ✐✳❡✳ N✈❡♥8✉❡❧❧❡♠❡♥8

6♦✉♠✐6 Z ❞❡6 ❝♦♥❞✐8✐♦♥6 ❛✉① ❧✐♠✐8❡6✱ ❧❡ 6♦♥8 N❣❛❧❡♠❡♥8✳ ▲❡6 NK✉❛8✐♦♥6 ❞✬✐♥8❡9❢❛❝❡ ♣9N6❡♥8N❡6

❝✐✲❞❡66✉6 ❝♦99❡6♣♦♥❞❡♥8 Z ✉♥ ❝♦♠♣♦98❡♠❡♥8 ♣❛9❢❛✐8✳ ■❧ ❡68 ♣♦66✐❜❧❡ ❞✬N❝9✐9❡ ❞❡ ♠❛♥✐D9❡ ♣❧✉6

❣N♥N9❛❧❡ ✉♥❡ NK✉❛8✐♦♥ 9❡❧✐❛♥8 ❧❡6 ✐♥8❡9❡✛♦986 ❛✉ 6❛✉8 ❞❡ ❞N♣❧❛❝❡♠❡♥8 ✭❝♦♥8❛❝8✱ N❧❛68✐❝✐8N✱

❡8❝✳✮✳ ▲❡ ❝❛❞9❡ ❢♦9♠❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠N8❤♦❞❡ ❡68 ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ♠N8❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛9③ 6❛♥6 9❡❝♦✉✈9❡♠❡♥8

❛✈❡❝ ❞❡6 ❝♦♥❞✐8✐♦♥6 ❞❡ 9❛❝❝♦9❞ ❞❡ 8②♣❡ ❘♦❜✐♥✳

✶✳✸✳✷ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡ ❞❡ (/0♦❧✉*✐♦♥

▲❛ 9N6♦❧✉8✐♦♥ ❡68 ❜❛6N❡ 6✉9 ✉♥ ❛❧❣♦9✐8❤♠❡ ✐8N9❛8✐❢ ❝❛9❛❝8N9✐68✐K✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠N8❤♦❞❡ ▲❛❚■♥✳

✖ ▲❡6 ❝❤❛♠♣6 ❞✬✐♥8❡9❢❛❝❡ s = (WE , FE) ✈N9✐✜❛♥8 ✭✶✳✸✳✶✮ 6♦♥8 ❝❤❡9❝❤N6 ❞❛♥6 ❧✬❡6♣❛❝❡

❞✬❛❞♠✐66✐❜✐❧✐8N ❆d✳

✖ ▲❡6 ❝❤❛♠♣6 ŝ = (ŴE , F̂E) ✈N9✐✜❛♥8 ✭✶✳✸✳✷✮ 6♦♥8 ❝❤❡9❝❤N6 ❞❛♥6 ❧✬❡6♣❛❝❡ Γ ❞❡6 ❝♦♠✲

♣♦98❡♠❡♥86✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✷✼



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◗❯❆◆❚■❚➱❙ ❉✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙

▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

▲❛ 6♦❧✉:✐♦♥ ❡①❛❝:❡ sexact ❡6: @ ❧✬✐♥:❡A6❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝❡6 ❞❡✉① ❡6♣❛❝❡6 ✿ sexact = ❆d ∩ Γ✳ ❊❧❧❡ ❡6:

A❡❝❤❡A❝❤F❡ ✐:FA❛:✐✈❡♠❡♥: ❞❛♥6 ❝❡6 ❞❡✉① ❡6♣❛❝❡6 ❝♦♠♠❡ ♠♦♥:AF ✜❣✉A❡ ✭✶✳✽✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ❆❧❣♦A✐:❤♠❡ ❞❡ AF6♦❧✉:✐♦♥ ▲❛❚■♥ ❬❑❡A❢A✐❞❡♥✱ ✷✵✵✽❪✳

▲❛ AF6♦❧✉:✐♦♥ 6❡ ❢❛✐: ❞♦♥❝ 6✉❝❝❡66✐✈❡♠❡♥: ❡♥ ❞❡✉① F:❛♣❡6 ✿

❊"❛♣❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ :A♦✉✈❡A ŝn+ 1
2

∈ Γ :❡❧ V✉❡ (ŝn+ 1
2

− sn) ∈ ❊+

❊"❛♣❡ ❧✐♥,❛✐-❡ ✿ :A♦✉✈❡A ŝn+1 ∈❆d :❡❧ V✉❡ (sn+1 − ŝn+ 1
2

) ∈ ❊−
✭✶✳✸✳✸✮

▲❡6 ❞❡✉① ❞✐A❡❝:✐♦♥6 ❞❡ A❡❝❤❡A❝❤❡ ❊

+
❡: ❊

−
6♦♥: ❞F✜♥✐❡6 ♣❛A ✿

❊

+
❊♥ :♦✉: ♣♦✐♥: ❞❡ ΓE , (F̂E − FE) − k+E (ŴE −WE) = 0

❊

−
❊♥ :♦✉: ♣♦✐♥: ❞❡ ΓE , (FE − F̂E) + k−E (WE − ŴE) = 0

✭✶✳✸✳✹✮

❖Y k+E ❡: k
−

E 6♦♥: ❞❡6 ♣❛A❛♠Z:A❡6 ❞❡ ❧❛ ♠F:❤♦❞❡✳

❈❡::❡ ♠F:❤♦❞❡ ♦A✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥: ❛♣♣❡❧F❡ ▼❛●■❚ ♣♦✉A ▼F:❤♦❞❡ @ ●A❛♥❞ ■♥❝AF♠❡♥: ❞❡ ❚❡♠♣6✱

✈✐6❛✐: ❧❛ AF6♦❧✉:✐♦♥ ♥♦♥✲✐♥❝AF♠❡♥:❛❧❡ ❞❡ ♣A♦❜❧Z♠❡6 ❛✈❡❝ ❞❡6 ❝♦♠♣♦A:❡♠❡♥:6 ♥♦♥✲❧✐♥F❛✐A❡6✳

▲❛ ❝♦♥✈❡A❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡A6✐♦♥ ❞F❝♦♠♣♦6✐:✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ V✉✐ ✈✐❡♥: ❞✬^:A❡ ♣AF6❡♥:F❡ ❛ F:F

❞F♠♦♥:AF❡ ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛❞A❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦A:❡♠❡♥:6 @ F❝A♦✉✐66❛❣❡6 ♣♦6✐:✐❢6 ❬▲❛❞❡✈Z③❡✱ ✶✾✾✾❪ ❛✈❡❝

✉♥❡ A❡❧❛①❛:✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 6♦❧✉:✐♦♥ @ ❝❤❛V✉❡ ✐:FA❛:✐♦♥✳

✶✳✸✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡* ❝❤❛♠♣* ❞❡ ❞✐*❝/01✐*❛1✐♦♥

❆♣AZ6 ❛✈♦✐A ❞F❝♦♠♣♦6F ❧❛ 6:A✉❝:✉A❡ ❡♥ 6♦✉6✲❞♦♠❛✐♥❡6 ❡: ✐♥:❡A❢❛❝❡6✱ ♦♥ ✐♥:A♦❞✉✐: ✉♥❡ ❞✐6❝AF:✐✲

6❛:✐♦♥ ❡♥ F❧F♠❡♥:6 ✜♥✐6 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡6 ❝♦♥6:✐:✉❛♥:6✳ ❖♥ ❞✐6❝AF:✐6❡ ❧❡6 V✉❛♥:✐:F6 6✉✐✈❛♥:❡6 ✿

✖ ▲❡ ❞F♣❧❛❝❡♠❡♥: @ ❧✬✐♥:FA✐❡✉A ❞❡6 6♦✉6✲❞♦♠❛✐♥❡6 u ❀

✖ ❧❡ ❞F♣❧❛❝❡♠❡♥: 6✉A ❧❡6 ✐♥:❡A❢❛❝❡6 W ❀

✖ ❧❡6 ✐♥:❡A❡✛♦A:6 F ✳

#♦✉A ❧❡6 ❞F♣❧❛❝❡♠❡♥:6 ✐♥:❡A♥❡6 ❛✉① 6♦✉6✲❞♦♠❛✐♥❡6✱ ❧❡6 ❝❤♦✐① ❤❛❜✐:✉❡❧6 ❡♥ ♠F❝❛♥✐V✉❡ 6♦♥:

❝♦♥6❡A✈F6✳ ❊♥ A❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞✐6❝AF:✐6❛:✐♦♥ ❞❡6 V✉❛♥:✐:F6 ❞✬✐♥:❡A❢❛❝❡ ✐♥:A♦❞✉✐: ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧:F ❞❡

❝♦❤FA❡♥❝❡ ✐♠♣♦6F❡ ♣❛A ❧❛ ♠✐6❡ ❡♥ e✉✈A❡ ♥✉♠FA✐V✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠F:❤♦❞❡ ✿ ❧❡6 ♣A♦❜❧Z♠❡6 ❞✐6❝A❡:6

❞✬✐♥:❡A❢❛❝❡6 ❢♦♥: ✐♥:❡A✈❡♥✐A ❞❡6 V✉❛♥:✐:F6 ❞❡ ❞F♣❧❛❝❡♠❡♥: ❡: ❞✬❡✛♦A: ♥✬❛②❛♥: ♣❛6 ❧❡6 ♠^♠❡6

♣A♦♣A✐F:F6 ❞❡ AF❣✉❧❛A✐:F✳ ❊❧❧❡6 ❞❡✈A❛✐❡♥: ❞♦♥❝ F✈♦❧✉❡A ❞❛♥6 ❞❡6 ❡6♣❛❝❡6 ❞✐6❝A❡:6 ❞✐✛FA❡♥:6✱

♠♦✐♥6 ❝♦♥:A❛✐❣♥❛♥:6 ♣♦✉A ❧❡6 V✉❛♥:✐:F6 ❞✬❡✛♦A:6 @ :✐:A❡ ❞✬✐❧❧✉6:A❛:✐♦♥✳

▲❡ ♣❛66❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦A♠✉❧❛:✐♦♥ ❝♦♥:✐♥✉❡ ❞❡6 FV✉❛:✐♦♥6 ❞✬✐♥:❡A❢❛❝❡ @ ❧❛ ✈❡A6✐♦♥ ❞✐6❝AF:✐6F❡

✐♠♣♦6❡ ❛✐♥6✐ ✉♥ ❝❤♦✐① ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥:❡A❢❛❝❡ V✉✐ ❡6: ❛♣♣❧✐V✉F @ ❧❛ ❢♦✐6 @ ❞❡6 V✉❛♥:✐:F6 ❞❡

✷✽ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✶✳✸✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❈❖◆❚■◆❯ ❊❚ ❉■❙❈❘➱❚■❙➱ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊

❈❖▼1❖❘❚❊▼❊◆❚

❞3♣❧❛❝❡♠❡♥; W ❡; < ❞❡= >✉❛♥;✐;3= ❞✬❡✛♦D; F ❬❉✉D❡✐==❡✐①✱ ✶✾✾✼❪✳ ▲❡= ❞❡✉① ❝❤♦✐① ❝❧❛==✐>✉❡=

❞❡ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥ =♦♥; ♣D3=❡♥;3= ❝✐✲❛♣DN=✳

✶✳✸✳✸✳✶ ❆♣♣%♦❝❤❡ ♥♦❞❛❧❡

▲❛ ♣D❡♠✐ND❡ ❛♣♣D♦❝❤❡ ❞❡ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥✱ ✉;✐❧✐=3❡ ❞❛♥= ❬❈❤❛♠♣❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❪✱ ❝♦♥=✐=;❡ < ;D❛✐;❡D

;♦✉;❡= ❧❡= >✉❛♥;✐;3= ❞✬✐♥;❡D❢❛❝❡= ❛✉① ♥S✉❞=✳ ❈❡;;❡ ❛♣♣D♦❝❤❡ ♣D✐✈✐❧3❣✐❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ D❡♣D3=❡♥✲

;❛;✐♦♥ ❞❡= ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥;= ❡; ❛ 3;3 ❡①♣❧♦✐;3❡ ❞❛♥= ❧❡ ;D❛✐;❡♠❡♥; ♣❛D❛❧❧N❧❡ ❞❡ ❣D❛♥❞= ♣D♦❜❧N♠❡=

✐♠♣❧✐>✉❛♥; ❞❡= ✐♥;❡D❢❛❝❡= ❞❡ ❝♦♥;❛❝;✳

▲❛ D3=♦❧✉;✐♦♥ ❞✉ ♣D♦❜❧N♠❡ ❞❡ ❝♦♥;❛❝; ❡=; D3❛❧✐=3❡ ;DN= ❧♦❝❛❧❡♠❡♥;✱ ♥S✉❞ ♣❛D ♥S✉❞✳ ❊❧❧❡

✐♠♣❧✐>✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛;❡✉D =❝❛❧❛✐D❡ ♣❡D♠❡;;❛♥; ❞❡ =;❛;✉❡D =✉D ❧✬3;❛; ❞3❝♦❧❧3 ♦✉ ❡♥

❝♦♥;❛❝; ❞✉ ♥S✉❞✱ ♣✉✐= ;D❛✐;❡ =3♣❛D3♠❡♥; ❧❡= ❝♦♠♣♦=❛♥;❡= ♥♦D♠❛❧❡= < ❧❛ =✉D❢❛❝❡ ❞❡= >✉❛♥;✐;3=

♥♦❞❛❧❡= ❡; ❧❡= ❝♦♠♣♦=❛♥;❡= ;❛♥❣❡♥;✐❡❧❧❡=✳ ▲❡= ❛❧❣♦D✐;❤♠❡= =♦♥; ♣D3=❡♥;3= ❡♥ ❞3;❛✐❧ ❞❛♥=

❬❈❤❛♠♣❛♥❡②✱ ✶✾✾✻❪✳

❈❡ ;②♣❡ ❞❡ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥ ❡=; < D❛♣♣D♦❝❤❡D ❞❡= ❝❤♦✐① ❤❛❜✐;✉❡❧= ❢❛✐;= ❞❛♥= ❧❡= ♠3;❤♦❞❡= ♣D3=❡♥✲

;3❡= ♣♦✉D ❧❡ ;D❛✐;❡♠❡♥; ❞❡= ✐♥;❡D❢❛❝❡= ♣❛D❢❛✐;❡=✳ ❋♦D;❡♠❡♥; ❣✉✐❞3= ♣❛D ❧✬❛=♣❡❝; ♥✉♠3D✐>✉❡ ❞✉

♣D♦❜❧N♠❡✱ ❧❡= ✐♥;❡D❡✛♦D;= =♦♥; ♣D♦❝❤❡= ❞❡= ♠✉❧;✐♣❧✐❝❛;❡✉D= ❞❡ ▲❛❣D❛♥❣❡ ✉;✐❧✐=3= ❝♦✉D❛♠♠❡♥;

♣♦✉D ✐♠♣♦=❡D ✉♥❡ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥;✐♥✉✐;3✳

✶✳✸✳✸✳✷ ❆♣♣%♦❝❤❡ ❛✉① ♣♦✐♥23 ❞✬✐♥25❣%❛2✐♦♥

▲❛ ❞❡✉①✐N♠❡ ❛♣♣D♦❝❤❡ ❞❡ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥ ❝♦♥=✐=;❡ < ♣D✐✈✐❧3❣✐❡D ❧❛ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥ ❞❡= ❡✛♦D;=

=✉D ❧❡= ✐♥;❡D❢❛❝❡=✳ ❈✬❡=; ❧✬❛♣♣D♦❝❤❡ ❝❤♦✐=✐❡ ❞❛♥= ❬▲♦✐=❡❛✉✱ ✷✵✵✶❀ ▲❛❞❡✈N③❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ◆♦✉②✱

✷✵✵✸❀ ▲❛❞❡✈N③❡ ❡; ◆♦✉②✱ ✷✵✵✸❪✳ ❈❡= ❡✛♦D;= 3;❛♥; ❤♦♠♦❣N♥❡= < ❞❡= ❝♦♥;D❛✐♥;❡=✱ ✐❧= =♦♥;

D❡♣D3=❡♥;3= ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣D3 ❞❡ ♠♦✐♥= >✉❡ ❧❡= ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥;= < ❧✬✐♥;3D✐❡✉D ❞❡= =♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡=✳

❈❡;;❡ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥ ❛♣♣❧✐>✉3❡ ❛✉① ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥;= ✐♠♣❧✐>✉❡ ❞❡= =❛✉;= ❛✉① ❜♦D❞= ❞❡= =♦✉=✲

=;D✉❝;✉D❡= >✉✐ =♦♥; ✐♥;❡D♣D3;3= ❝♦♠♠❡ ❞❡= ❞3❢♦D♠❛;✐♦♥= ❛==♦❝✐3❡= < ❧✬✐♥;❡D❡✛♦D;✳

▲❡= ❝❤♦✐① =✉✐✈❛♥;= =♦♥; ❛✐♥=✐ ❝❧❛==✐>✉❡= ✿

○ ❚②♣❡ 1✶ ✭❞❡❣D3 ✶✮ ♣♦✉D ❧✬✐♥;3D✐❡✉D ❞❡=

=♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡= ❀

○ ❚②♣❡ 1✵ ✭❞❡❣D3 ✵✮ ♣♦✉D ❧❡= ❜♦D❞= ❞❡=

=♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡= ❀

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❉✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥= ❝❤♦✐=✐❡= ❬❉✉D❡✐=✲

=❡✐①✱ ✶✾✾✼❪✳

▲❛ ✜❣✉D❡ ✶✳✾ ✐❧❧✉=;D❡ ❧❡= ❢♦♥❝;✐♦♥= ❞❡ ❢♦D♠❡= ❡♥ ❞3❝♦✉❧❛♥;✳ ❯♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛;✐❜✐❧✐;3 ❞❡ ❞✐=❝D3✲

;✐=❛;✐♦♥ ❛♣♣❛D❛_; ❛✐♥=✐ ❡♥;D❡ ❧❡= ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥;= ❞❡= =♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡= ❡; ❝❡✉① ❞❡= ✐♥;❡D❢❛❝❡=✳

❚❤3♦D✐>✉❡♠❡♥; D❡❧✐3= ♣❛D ❧❛ D❡❧❛;✐♦♥ ❞❡ ;D❛❝❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡=; ✈3D✐✜3❡ >✉✬❛✉ =❡♥= ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉D ❧❡

♣❛==❛❣❡ < ❧❛ ❞✐=❝D3;✐=❛;✐♦♥ ✈✐❛ ✉♥ D❛❝❝♦D❞ ❞❡ ;②♣❡ ▼♦D;❛D ❬❇❡D♥❛D❞✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✿

∫
Γ
(ub −W) ⋅F⋆ = 0 ∀F⋆ ∈ Fh ✭✶✳✸✳✺✮

❖b Fh ❡=; ❧✬❡=♣❛❝❡ ❞✐=❝D3;✐=3 ❞❡= ❡✛♦D;= ❞✬✐♥;❡D❢❛❝❡✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✷✾



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◗❯❆◆❚■❚➱❙ ❉✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙

▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

✶✳✸✳✸✳✸ ❆♥♦♠❛❧✐❡+ ❡, +✉.✲❞✐+❝.2,✐+❛,✐♦♥

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡< ❞✐<❝=>?✐<❛?✐♦♥< ♣=><❡♥?>❡< ❛✉ ♣❛=❛❣=❛♣❤❡ ♣=>❝>❞❡♥? ♣♦<❡ ♣=♦❜❧G♠❡✱ ❝♦♠♠❡

♠♦♥?=> ❞❛♥< ❬◆♦✉②✱ ✷✵✵✸❪✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡< ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣=♦❝❤❡ ❛✉① ♣♦✐♥?< ❞✬✐♥?>❣=❛?✐♦♥✱ ✐❧ ❡<?

✐♠♣♦<<✐❜❧❡ ❞❡ ❞>✜♥✐= ❛ ♣♦<?❡=✐♦=✐ ❞❡< ✐♥?❡=❡✛♦=?< ❞✐<❝=>?✐<>< R ♣❛=?✐= ❞✬✉♥❡ <♦❧✉?✐♦♥ >❧>♠❡♥?<

✜♥✐< ❡♥ ❞>♣❧❛❝❡♠❡♥? ❝❧❛<<✐S✉❡ <✉= ❧❛ <♦✉<✲<?=✉❝?✉=❡ ❝♦♥<✐❞>=>❡✳ ❉❡ ♣❧✉<✱ ❧♦=<S✉✬♦♥ ❝❤♦✐<✐?

✉♥❡ ❞✐<❝=>?✐<❛?✐♦♥ ❞❡< S✉❛♥?✐?>< ❞✬✐♥?❡=❢❛❝❡ ❛✉① ♣♦✐♥?< ❞✬✐♥?>❣=❛?✐♦♥✱ ❧✬>♥❡=❣✐❡ ❞❡< ♠♦❞❡<

?=G< ♦<❝✐❧❧❛♥?< ❡<? ♠❛❧ ♣=✐<❡ ❡♥ ❝♦♠♣?❡✱ ❛✐♥<✐ ✿

✖ ❧✬❡==❡✉= ❝♦♠♠✐<❡ <✉= ❧✬>♥❡=❣✐❡ ❡<? ♥♦♥✲♥>❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥< ❧❡< ③♦♥❡< R ❢♦=? ❣=❛❞✐❡♥? ♦✉

❞❡ ❞✐❝♦♥?✐♥✉✐?> ❞✬❡✛♦=? ❡? ♣❡✉? ❡♥❣❡♥❞=❡= ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛?✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡< ♣❛=❛<✐?❡< ❀

✖ ❧❡ ♣=♦❜❧G♠❡ ❞✐<❝=>?✐<> ❡<? ♠❛❧ ❝♦♥❞✐?✐♦♥♥>✱ ❝❡ S✉✐ ♣>♥❛❧✐<❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡=❣❡♥❝❡ ❞❡< ❛❧❣♦✲

=✐?❤♠❡< ✐?>=❛?✐❢<✳

❯♥❡ ❛♣♣=♦❝❤❡ =❡♠G❞❡ ❛ >?> ❞>✈❡❧♦♣♣>❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡= ❝❡ ♣=♦❜❧G♠❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥<✐<?❡ R ♠♦❞✐✜❡=

❧❡< ❡<♣❛❝❡< ❞❡ ❞✐<❝=>?✐<❛?✐♦♥ <✉= ❧✬✐♥?❡=❢❛❝❡ ❡? ❛✉ ✈♦✐<✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥?❡=❢❛❝❡✳ ❖♥ ❞✐<?✐♥❣✉❡ ❞❡✉①

✈❡=<✐♦♥< ✿

✖ ❙♦❧✉?✐♦♥ ❞❡ ?②♣❡ ✏❤✑ ✿ ♦♥ ❝❤♦✐<✐? ❞❡ =❛✣♥❡= ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡< <♦✉<✲<?=✉❝?✉=❡< ❧♦❝❛❧❡♠❡♥?

❡? ♣=G< ❞❡< ❜♦=❞< ❀

✖ ❙♦❧✉?✐♦♥ ❞❡ ?②♣❡ ✏♣✑ ✿ ♦♥ ❝❤♦✐<✐? ❞✬❛✉❣♠❡♥?❡= ❧❡ ❞❡❣=> ❞✬✐♥?❡=♣♦❧❛?✐♦♥ ❞❡< ❢♦♥❝?✐♦♥<

❞❡ ❢♦=♠❡ ❞❡< >❧>♠❡♥?< ❞❡ ❜♦=❞✱ ❝❡ S✉✐ =❡✈✐❡♥? R ✉♥❡ <♦✉<✲✐♥?>❣=❛?✐♦♥ ❞❡< S✉❛♥?✐?><

❞✬✐♥?❡=❢❛❝❡✳

❈❡< ♠♦❞✐✜❝❛?✐♦♥< <♦♥? ✐❧❧✉<?=>❡< ✜❣✉=❡ ✶✳✶✵✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✕ ❘❡♣=><❡♥?❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠>?❤♦❞❡ ❞❡ <✉=✲❞✐<❝=>?✐<❛?✐♦♥✳ ❬❑❡=❢=✐❞❡♥✱ ✷✵✵✽❪

●=b❝❡ R ❝❡??❡ ♠>?❤♦❞❡✱ ❧❛ <♦❧✉?✐♦♥ ❞✐<❝=>?✐<>❡ ♦❜?❡♥✉❡ ❡<? ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉=❡ S✉❛❧✐?> ❡? ❧❡< ♣❡=✲

❢♦=♠❛♥❝❡< ❞❡< ❛❧❣♦=✐?❤♠❡< ✐?>=❛?✐❢< ❞❡ =><♦❧✉?✐♦♥ <♦♥? ❛♠>❧✐♦=>< ♣❛= ❧✬♦❜?❡♥?✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉=

❝♦♥❞✐?✐♦♥♥❡♠❡♥? ❞✉ ♣=♦❜❧G♠❡ ❞✐<❝=>?✐<>✳ ▲❛ ✜❣✉=❡ ✭✶✳✶✶✮ ♣=><❡♥?❡ ❧✬❡✛❡? ❞❡ ❧❛ <✉=✲❞✐<❝=>?✐<❛?✐♦♥

❞❛♥< ❧❡ ❝❛< ❞❡ ❧✬>?✉❞❡ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲♣♦=?✐S✉❡✳

❙✐ ❝❡< ♠♦❞✐✜❝❛?✐♦♥< ❛♣♣♦=?❡♥? ✉♥❡ ❛♠>❧✐♦=❛?✐♦♥ ✐♥❞>♥✐❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡♥ ❢♦♥? ♣❛< ♣♦✉= ❛✉?❛♥?

❞✐<♣❛=❛e?=❡ ❧✬♦=✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣=♦❜❧G♠❡✳ ❆✐♥<✐✱ ❧❡< ♣❡=❢♦=♠❛♥❝❡< ❞❡ ❧❛ ♠>?❤♦❞❡ ❡? ❧❛ ♣=>❝✐<✐♦♥

❞❡< S✉❛♥?✐?>< ❞✬✐♥?❡=❢❛❝❡ =❡<?❡♥? ❛✛❡❝?>❡< ♣❛= ❧✬✐♥❝♦♠♣❛?✐❜✐❧✐?> ✐♥?=✐♥<GS✉❡ ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡

❞✐<❝=>?✐<❛?✐♦♥ ❞❡ ?②♣❡ ♣♦✐♥? ❞❡ ●❛✉<< <✉= ❧✬✐♥?❡=❢❛❝❡✳ ▲✬❛♣♣=♦❝❤❡ ♣=♦♣♦<>❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐?=❡ ✷

✸✵ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)
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▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

✶✳✸✳✹✳✶ ❙%♣❛(❛)✐♦♥ ❞✬%❝❤❡❧❧❡

▲❛ ❞7✜♥✐;✐♦♥ ❞✉ ♣?♦❜❧B♠❡ ❣?♦FF✐❡? ?❡♣♦F❡ F✉? ❧❛ F7♣❛?❛;✐♦♥ ❞❡F G✉❛♥;✐;7F ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡ ❡♥

❝♦♠♣♦F❛♥;❡F ♠❛❝?♦F ❡; ♠✐❝?♦F ✿

∀(F ,W ) ∈ FEE′ ×WEE′ , ❡♥ ;♦✉; ♣♦✐♥; ❞❡ ΓEE′ ,
F = FM

+ Fm

W =WM
+Wm ✭✶✳✸✳✻✮

❖O ❧❡F G✉❛♥;✐;7F XM
F♦♥; ❞✐;❡F ♠❛❝?♦F ❡; ❝❡❧❧❡F ♥♦;7❡F Xm

♠✐❝?♦F✳

▲❛ ♠7;❤♦❞❡ ❞❡ F7♣❛?❛;✐♦♥ ❝♦♥F✐F;❡✱ ❞❛♥F ✉♥ ♣?❡♠✐❡? ;❡♠♣F✱ R ❞7✜♥✐? ❞❡F F♦✉F✲❡F♣❛❝❡F ❞❡

❞✐♠❡♥F✐♦♥F ✜♥✐❡F FM
EE′ ❡;W

M
EE′❞❛♥F ❧❡FG✉❡❧F 7✈♦❧✉❡♥; ❧❡F G✉❛♥;✐;7F ♠❛❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F✳ ❈❡ F♦♥;

❞❡F F♦✉F✲❡F♣❛❝❡F ❞❡ ❝❡✉① ❞❛♥F ❧❡FG✉❡❧F 7✈♦❧✉❡♥; ❧❡F G✉❛♥;✐;7F ❞❡ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥; ❡; ❞✬❡✛♦?;F

❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡✳ #♦✉? ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❤♦✐F✐; ❧❡✉?F ✈❡❝;❡✉?F ❞❡ ❜❛F❡✳ ▲❡F G✉❛♥;✐;7F ♠✐❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F F♦♥;✱

❡♥F✉✐;❡✱ ?❡❝❤❡?❝❤7❡F ❞❛♥F ❧❡F ❡F♣❛❝❡F F✉♣♣❧7♠❡♥;❛✐?❡F ❛✉ F❡♥F ❞❡F ;?❛✈❛✉① ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡ ♥♦;7F

Fm
EE′ ❡; W

m
EE′ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡F ?❡❧❛;✐♦♥F ✿

FEE′ = F
M
EE′ ⊕F

m
EE′ ❡; WEE′ =W

M
EE′ ⊕W

m
EE′ ✭✶✳✸✳✼✮

∀(F ,W ) ∈ FEE′ ×WEE′ ,

(FE ,WE)ΓEE′
= ∫

ΓEE′

FE ⋅WE dS = (Fm
E ,W

m
E )ΓEE′

+ (FM
E ,W

M
E )ΓEE′

✭✶✳✸✳✽✮

❆✐♥F✐✱ ❧❡F ♣❛?;✐❡F ♠❛❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F ❞❡F ❡✛♦?;F ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡ ♥❡ ;?❛✈❛✐❧❧❡♥; ♣❛F ❛✈❡❝ ❧❡F ♣❛?;✐❡F

♠✐❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F ❞❡F ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥;F✳ ❉❡ ♠Y♠❡ ♣♦✉? ❧❡F ♣❛?;✐❡F ♠✐❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F ❞❡F ❡✛♦?;F ❡;

♠❛❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F ❞❡F ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥;F✳

✶✳✸✳✹✳✷ ❇❛5❡5 ❡) ♣(♦❥❡❝)❡✉(5 ♠❛❝(♦5❝♦♣✐9✉❡5

❉❡ ♠❛♥✐B?❡ ❣7♥7?❛❧❡✱ ❧❡ ♣?♦❜❧B♠❡ ❣?♦FF✐❡? ❞♦✐; Y;?❡ F✉✣F❛♠♠❡♥; ?✐❝❤❡ ♣♦✉? ;?❛♥F♠❡;;?❡ ❞❡F

✐♥❢♦?♠❛;✐♦♥F ❛FF✉?❛♥; ❧✬❡①;❡♥F✐❜✐❧✐;7 ❞❡ ❧❛ ♠7;❤♦❞❡ F❛♥F ♣♦✉? ❛✉;❛♥; Y;?❡ ;?♦♣ ❝♦[;❡✉① ❛✜♥

❞❡ ♥❡ ♣❛F ♣♦?;❡? ♣?7❥✉❞✐❝❡ ❛✉① ♣❡?❢♦?♠❛♥❝❡F ♥✉♠7?✐G✉❡F✳ ▲✬❡①;?❛❝;✐♦♥ ❞❡F ♣❛?;✐❡F ❧✐♥7❛✐?❡F

❞❡F G✉❛♥;✐;7F ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡ ❡F; ❧❡ ❝♦♠♣?♦♠✐F ❣7♥7?❛❧❡♠❡♥; ❛❞♦♣;7 ♣♦✉? ❧❛ ✈❡?F✐♦♥ ♠✉❧;✐✲7❝❤❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ♠7;❤♦❞❡ ▲❛❚■♥✳ ▲❛ ❝♦♥F;?✉❝;✐♦♥ ❞❡F ♦♣7?❛;❡✉?F ❞❡ ♣?♦❥❡❝;✐♦♥ ❡; ❞❡F ❜❛F❡F ❡F; ❞7;❛✐❧❧7❡

❞❛♥F ❬▲♦✐F❡❛✉✱ ✷✵✵✶❀ ❱✐♦❧❡❛✉✱ ✷✵✵✼❪✳ ▲❡F ✈❡❝;❡✉?F ❞❡ ❧❛ ❜❛F❡ ♠❛❝?♦F❝♦♣✐G✉❡ F♦♥; ❞7✜♥✐F R

♣❛?;✐? ❞❡F ✈❡❝;❡✉?F ♣?♦♣?❡F ❞❡ ❧❛ ♠❛;?✐❝❡ ❞✬✐♥❡?;✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥;❡?❢❛❝❡✳ ■❧F ♣❡?♠❡;;❡♥; ❞✬❡①;?❛✐?❡

❞❡F ✐♥;❡?❡✛♦?;F ❧❡F ?7F✉❧;❛♥;❡F ❡; ♠♦♠❡♥;F R ❧✬✐♥;❡?❢❛❝❡✱ ?❡F♣❡❝;✐✈❡♠❡♥; ❧❡F ;?❛♥F❧❛;✐♦♥F ❡;

?♦;❛;✐♦♥F ❞❡F ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥;F ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡✳ ❆ ❝❡F ✈❡❝;❡✉?F F♦♥; ❛❥♦✉;7F ❞❡F ✈❡❝;❡✉?F ♣❡?♠❡;;❛♥;

❞✬❡①;?❛✐?❡ ❧❛ ♣❛?;✐❡ ❧✐♥7❛✐?❡ ❞❡F ❝❤❛♠♣F ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡ ✿ ❧❡F ♠♦❞❡F ❞✬❡①;❡♥F✐♦♥ ❡; ❞❡ ❝✐F❛✐❧❧❡♠❡♥;✳

▲❛ ❜❛F❡ ❡F; ❝♦♥F;?✉✐;❡ ♦?;❤♦❣♦♥❛❧❡✱ ❛✉ F❡♥F ❞❡F ;?❛✈❛✉① ❞✬✐♥;❡?❢❛❝❡✱ ♥♦?♠7❡ ❧♦?F ❞✬✉♥❡ ♣?♦✲

❝7❞✉?❡ ❞❡ ❙❝❤♠✐❞;✳ ❯♥❡ ?❡♣?7F❡♥;❛;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛F❡ ♦❜;❡♥✉❡ ❛✐♥F✐ ♣♦✉? ✉♥❡ ✐♥;❡?❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡

❞✬✉♥ ♣?♦❜❧B♠❡ ✸❉ ❡F; ♣?7F❡♥;7❡ ✜❣✉?❡ ✶✳✶✷✳

▲❡F ✈❡❝;❡✉?F eMEE′,i ❞❡ ❧❛ ❜❛F❡ ♠❛❝?♦F❝♦♣✐G✉❡ B
M
EE′ ♣❡?♠❡;;❡♥; ❞❡ ❞7✜♥✐? Π

M
EE′ ❧❡ ♣?♦❥❡❝;❡✉?

❞❡F ❝❤❛♠♣F ❞❡ ❧✬✐♥;❡?❢❛❝❡ ΓEE′
❞❛♥F ❧❡F ❡F♣❛❝❡F ♠❛❝?♦F❝♦♣✐G✉❡F✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦?F ✿

∀(F ,W ) ∈ FEE′ ×WEE′
❡; ❡♥ ;♦✉; ♣♦✐♥; ❞❡ ΓEE′ ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

FM
= ΠM

EE′F =
NM

∑
i=1

⟨eMEE′,i, F ⟩ eMEE′,i

WM
= ΠM

EE′W =
NM

∑
i=1

⟨eMEE′,i,W ⟩ eMEE′,i

✭✶✳✸✳✾✮

✸✷ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷ ✕ ❇❛6❡ ♠❛❝:♦6❝♦♣✐>✉❡ ❧✐♥B❛✐:❡ ❡♥ ✸❉ ♣♦✉: ✉♥❡ ✐♥C❡:❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❬❑❡:❢:✐❞❡♥✱

✷✵✵✽❪
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❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ❘❊#❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◗❯❆◆❚■❚➱❙ ❉✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙

▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊❙

✶✳✸✳✹✳✸ ❙%&❛%(❣✐❡ ❞❡ &(-♦❧✉%✐♦♥

▲❛ ♠✐8❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣@♦❜❧C♠❡ ❣@♦88✐❡@ ✐♠♣♦8❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛F✐♦♥ ❞❡ ❧❛ @G8♦❧✉F✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠GF❤♦❞❡ ▲❛❚■♥✳ ▲❛ 8F@❛FG❣✐❡ ❝♦♥8✐8F❡ I ✐♠♣♦8❡@ J✉❡ ❧❡8 ❝❤❛♠♣8 ✈G@✐✜❡♥F ❧❡✉@ ❛❞♠✐88✐❜✐❧✐FG✱

✉♥ GJ✉✐❧✐❜@❡ ❣❧♦❜❛❧ 8✉@ ❧❛ 8F@✉❝F✉@❡✱ ❡F I ♠♦❞✐✜❡@ ❧✬GF❛♣❡ ❧✐♥G❛✐@❡ ❞❡ 8♦@F❡ I ✐♠♣♦8❡@ ❝❡F

GJ✉✐❧✐❜@❡ ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡✳

❉(✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞♠✐--✐❜✐❧✐%( ♠❛❝&♦-❝♦♣✐9✉❡ ❞❡- ❝❤❛♠♣- ❞✬✐♥%❡&❢❛❝❡ ▲❛ @❡❧❛F✐♦♥

❞❡ ❞G❝♦✉♣❧❛❣❡ ✭✶✳✸✳✼✮ ❝♦♥F@❛✐♥F ❧❛ ❞G✜♥✐F✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦@F❡♠❡♥F ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡F✱

❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞✬✉♥❡ ✐♥F❡@❢❛❝❡ G❧❛8F✐J✉❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣C♥❡ ♣❛@ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬♦@F❤♦❣♦♥❛❧✐FG ❛✉ 8❡♥8 ❞✉

❝♦♠♣♦@F❡♠❡♥F ❞✬✐♥F❡@❢❛❝❡ ♥✬❡8F ♣❛8 ✈G@✐✜G❡ ❡F ❧❛ ♣@♦❥❡❝F✐♦♥ ❞❛♥8 ❧✬❡8♣❛❝❡ ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡ ♥✬❛

♣❛8 ❢♦@❝G♠❡♥F ❞❡ 8❡♥8 ♠G❝❛♥✐J✉❡ ✭❬❑❡@❢@✐❞❡♥✱ ✷✵✵✽❪✮✳ ❆✉88✐✱ ❞❛♥8 ❬◆♦✉②✱ ✷✵✵✸❪✱ ✐❧ ❡8F ♣@♦♣♦8G

❞❡ ♥✬✐♠♣♦8❡@ ❛✉① ✐♥F❡@❢❛❝❡8 J✉❡ ❧❛ ✈G@✐✜❝❛F✐♦♥ ❞❡ ❧✬GJ✉✐❧✐❜@❡ ❞❡8 ❡✛♦@F8 ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡8✳

❈❡FF❡ ❝♦♥❞✐F✐♦♥ ❡8F ✈@❛✐❡ ♣♦✉@ F♦✉8 ❧❡8 F②♣❡8 ❞✬✐♥F❡@❢❛❝❡8 ❡F ♣❡@♠❡F ❞✬❛FF❡✐♥❞@❡ ❧✬❡①F❡♥8✐❜✐❧✐FG

❞❛♥8 ❧❡8 ❝❛8 ❧✐♥G❛✐@❡8✳ #♦✉@ ❧❡8 ♣@♦❜❧C♠❡8 ♥♦♥ ❧✐♥G❛✐@❡8✱ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛F✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣@♦❝❤❡

❛❝F✉❛❧✐8❛♥F ❧❡8 ❞✐@❡❝F✐♦♥8 ❞❡ @❡❝❤❡@❝❤❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞✬✐♥F❡@❢❛❝❡8 ❞G❝@✐✈❛♥F ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥F

❞❡8 ♠❛FG@✐❛✉① ❝♦♠♣♦8✐F❡8 ❡8F ♣@♦♣♦8G❡ ❞❛♥8 ❬❑❡@❢@✐❞❡♥✱ ✷✵✵✽❪✳

■❧ ❞G❝♦✉❧❡✱ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦8❡@ J✉❡ ❧✬GJ✉✐❧✐❜@❡ ❞❡8 ❡✛♦@F8 ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡8✱ ✉♥ ❡8♣❛❝❡ FM
ad ❞✬❛❞♠✐8✲

8✐❜✐❧✐FG ❡♥ 8F❛F✐J✉❡ 8✉✐✈❛♥F ✿

F
M
ad =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
FM

E ∈∏FM
E ∣ ∀E,

∀E′
∈ VE , 8✉@ ΓEE′ , FM

E + FM
E′ = 0

❡F

❙✐ ΓE ∩ ∂Ωf ≠ 0, 8✉@ ΓEd
, FM

E +ΠM
E F d = 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

▼♦❞✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬(%❛♣❡ ❧✐♥(❛✐&❡ ▲❡8 ❝♦♥❞✐F✐♦♥8 ❞✬❛❞♠✐88✐❜✐❧✐FG ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡ 8♦♥F

F@❛❞✉✐F❡8 ♣❛@ ❧❛ ♠✐8❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ▲❛❣@❛♥❣✐❡♥ ❞♦♥F ✐❧ ❢❛✉F ❝❤❡@❝❤❡@ ❧❡ ♣♦✐♥F 8❡❧❧❡ ❞❛♥8

(∏E FE) ×WM
ad ✳

φ (FE , W̃
M

E ) = ∑
E

1

2
∫
ΓE

k−
−1

E (FE − F̂E)2 dΓ

+ ∑
E
∫
ΓE

(WE − ŴE)(FE − F̂E) dΓ

− ∑
E
∫
ΓE

FE .W̃
M

E dΓ −∑
E
∫
ΓE∩∂ΩF

(FE − F d).W̃
M

E dΓ

✭✶✳✸✳✶✵✮

■❧ ✐♠♣❧✐J✉❡ ❧✬✐♥F@♦❞✉❝F✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧F✐♣❧✐❝❛F❡✉@ ❞❡ ▲❛❣@❛♥❣❡ W̃
M

E J✉✐ G✈♦❧✉❡ ❞❛♥8 ❧✬❡8♣❛❝❡ ❞❡8

❞G♣❧❛❝❡♠❡♥F8 ♠❛❝@♦ ❛❞♠✐88✐❜❧❡8 WM
ad ❞G✜♥✐ ♣❛@ ✿

W
M
ad =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
WM

E ∈∏WM
E ∣ ∀E,

∀E′
∈ VE , 8✉@ ΓEE′ , WM

E −WM
E′ = 0

❡F

❙✐ ΓE ∩ ∂Ωu ≠ 0, 8✉@ ΓEd
,WM

E = 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
▲❛ @❡❝❤❡@❝❤❡ ❞✬❡①F@❡♠✉♠ ❞✉ ▲❛❣@❛♥❣✐❡♥ ❡♥F@❛^♥❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛F✐♦♥ ❞❡ ❧✬GJ✉❛F✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❞✐✲

@❡❝F✐♦♥ ❞❡ @❡❝❤❡@❝❤❡ ❡F ❧✬GJ✉❛F✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐88✐❜✐❧✐FG ♠❛❝@♦8❝♦♣✐J✉❡ 8✉✐✈❛♥F❡8✱ @❡8♣❡❝F✐✈❡♠❡♥F ✿

❚@♦✉✈❡@ (WE , FE) ∈∏
E

(WE ×FE) F❡❧ J✉❡✱ ∀E,∀W ⋆

E ∈W
0
E ∶

∫
ΓE

((FE − F̂E) + k−E(WE − ŴE) − k−EW̃
M) .W ⋆

E dΓ = 0

∀W̃
M⋆

E ∈W
M
ad ,∑

E
∫
ΓE

FE .W̃E

M⋆

dΓ =∑
E
∫
∂Ωf

F d.W̃E

M⋆

dΓ

✭✶✳✸✳✶✶✮
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❈❖▼1❖❘❚❊▼❊◆❚

▲✬♦❜❥❡❝9✐❢ ❞❡ ❧❛ ?9@❛9A❣✐❡ ❞❡ @A?♦❧✉9✐♦♥ ❤❛❜✐9✉❡❧❧❡ ❡?9 ❞✬♦❜9❡♥✐@ ✉♥ ♣@♦❜❧G♠❡ ♠❛❝@♦?❝♦♣✐I✉❡

❢♦@♠✉❧A ❡♥ ✈❛@✐❛❜❧❡ ♣@✐♠❛❧❡✳ 1♦✉@ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ @❡❧❛9✐♦♥ ❝♦✉♣❧❛♥9 FM
E ❡9 W̃

M

E ✳

❖♥ ♣❛@9 ❞❡ ❧✬AI✉❛9✐♦♥ ✿

∫
ΓE

((FE − F̂E) + k−E(WE − ŴE) − k−EW̃M) .W ⋆

E dΓ = 0

❞❡ ❧❛I✉❡❧❧❡ ♦♥ 9✐@❡ ✿

∫
ΓE

FE .W
⋆

E dΓ = ∫
ΓE

(F̂E + k−EŴE + k+EW̃
M) .W ⋆

E dΓ −∫
ΓE

k−EWE .W
⋆

E dΓ

1❛@ ❛✐❧❧❡✉@?✱ ❧✬AI✉❛9✐♦♥ ❞✬AI✉✐❧✐❜@❡ ❞❡? ?♦✉?✲❞♦♠❛✐♥❡? ❞❡ ✭✶✳✸✳✶✮✱ ❡♥ ✉9✐❧✐?❛♥9 ❧❛ @❡❧❛9✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♣♦@9❡♠❡♥9 ❞❡ ❝❡? ?♦✉?✲❞♦♠❛✐♥❡? ❡9 ❧❛ @❡❧❛9✐♦♥ ❞❡ 9@❛❝❡✱ ?✬A❝@✐9 ✿

∫
ΩE

Tr [ε (u⋆)Kε (u⋆)] = ∫
ΩE

fd ⋅ u⋆ dΩ +∫
ΓE

FE ⋅W ⋆

E dΓ

❊♥ @❡♠♣❧❛P❛♥9 ❧❡ ❞❡@♥✐❡@ 9❡@♠❡ ❞❡ ❧✬AI✉❛9✐♦♥ ♣@A❝A❞❡♥9❡ ♦♥ ♦❜9✐❡♥9 ✿

∫
ΩE

Tr [ε (u⋆)Kε (u⋆)]+∫
ΓE

k−EWE .W
⋆

E dΓ = ∫
ΩE

fd⋅u⋆ dΩ+∫
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ΓE

(HE (F̂E + k−EŴE + k+EW̃
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▲❡> BH✉❛6✐♦♥> ❞❡ ❝♦♠♣♦76❡♠❡♥6 ❞❡> ❝♦♥>6✐6✉❛♥6> >♦♥6 >B♣❛7B❡> ❡♥ ❞❡✉① ❣7♦✉♣❡> ✿ ✉♥ ♣7❡♠✐❡7

♣♦✉7 ❧❡> >♦✉>✲❞♦♠❛✐♥❡> ❡6 ✉♥ >❡❝♦♥❞ ♣♦✉7 ❧❡> ✐♥6❡7❢❛❝❡>✳

▲❛ >♦❧✉6✐♦♥ S = {(us,W s, σs, F s), s ∈ [1;Ns]} ❞♦✐6 ❛✐♥>✐ ✈B7✐✜❡7 ✿
✖ ▲❡ ❣7♦✉♣❡ ❞✬BH✉❛6✐♦♥> ●

Ωs

H✉✐ 67❛❞✉✐6 ❧✬❛❞♠✐>>✐❜✐❧✐6B ❞✉ ❝♦♠♣♦76❡♠❡♥6 ❞❡> >♦✉>✲

>67✉❝6✉7❡> ✿

❊H✉❛6✐♦♥> ❞❡ ❧✐❛✐>♦♥ ✿

us ∈H1(Ωs)
W s
= Trs(us)

❊H✉❛6✐♦♥> ❞✬BH✉✐❧✐❜7❡ ✿

∀u⋆ ∈H1
0(Ωs)∫

Ωs
σs ∶ ε (u⋆) dΩ = ∫

Ωs
f
d

⋅ u⋆ dΩ + ⟨F s;u⋆⟩
✭●

Ωs

✮

✖ ▲❡ ❣7♦✉♣❡ ❞✬BH✉❛6✐♦♥> ●

Γs

H✉✐ 67❛❞✉✐6 ❧❡ ❝♦♠♣♦76❡♠❡♥6 ❞❡> ♠❛6B7✐❛✉① ❡6 ❞❡> ✐♥6❡7✲

❢❛❝❡> ✿

❘❡❧❛6✐♦♥ ❞❡ ❈♦♠♣♦76❡♠❡♥6 ✿

σs = K ∶ εs

❈♦♠♣♦76❡♠❡♥6 ❞❡> ✐♥6❡7❢❛❝❡> ✿

❈❛> ❣B♥B7❛❧ ✿ F s
= b (W r

−W s)
❈❛> ✐♥6❡7❢❛❝❡ ♣❛7❢❛✐6❡ ✿ W s

=W r, F s
+ F r

= 0,

❈♦♥❞✐6✐♦♥> ❛✉① ❧✐♠✐6❡> ✿ >✉7 ∂fΩ ❡6 ∂uΩ.

✭●

Γs

✮

▲❛ ❢♦7♠✉❧❛6✐♦♥ ❞❡ ❧✬BH✉✐❧✐❜7❡ ❞❡> >♦✉>✲❞♦♠❛✐♥❡> ♥❡ ❢❛✐6 ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦6❤R>❡ >✉7 ❧❛ 7B❣✉❧❛7✐6B

❞❡> ❡✛♦76> F s
>✉7 ❧❡ ❜♦7❞ ❞❡> >♦✉>✲❞♦♠❛✐♥❡>✳ ▲❡> 67❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡> ❡✛♦76> >♦♥6 ♣7✐> ❡♥ ❝♦♠♣6❡

♣❛7 ❧❛ ❞✉❛❧✐6B ❣B♥B7✐H✉❡ H✉✐ ❛♣♣❛7❛T6 ❞❛♥> ❧✬❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ >67✐❝6❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦7♠✉❧❡ ❞❡ ●7❡❡♥✲

▲❛❣7❛♥❣❡ ❬❇7❡③③✐ ❡6 ❋♦76✐♥✱ ✶✾✾✶❪✳

❖♥ ♥♦6❡7❛ B❣❛❧❡♠❡♥6 H✉❡ ❝❤❛H✉❡ >♦✉>✲>67✉❝6✉7❡ ❡>6 ❡♥ ❢❛✐6 ❡♥✈❡❧♦♣♣B❡ ♣❛7 ❞❡> ✐♥6❡7❢❛❝❡>

>✉7 6♦✉> >❡> ❜♦7❞>✳ ▲❡> >♦✉>✲❞♦♠❛✐♥❡> ❛②❛♥6 ✉♥❡ ❢7♦♥6✐R7❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢7♦♥6✐R7❡ ❞❡

Ω >♦✉♠✐>❡ [ ❞❡> ❝♦♥❞✐6✐♦♥> ❛✉① ❧✐♠✐6❡> ❞❡ ❉✐7✐❝❤❧❡6 ♦✉ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ >❡7♦♥6 >♦✉♠✐> [ ❝❡>

>♦❧❧✐❝✐6❛6✐♦♥> ✈✐❛ ✉♥❡ ✐♥6❡7❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①6B7✐❡✉7✳ ▲❡> BH✉❛6✐♦♥> ❞❡ ❝♦♥❞✐6✐♦♥> ❛✉① ❧✐♠✐6❡> >♦♥6

❛✐♥>✐ ❝❧❛>>B❡> ❞❛♥> ❧❡ ❣7♦✉♣❡ ❞✬BH✉❛6✐♦♥> ❞✬✐♥6❡7❢❛❝❡✳ ▲❡> BH✉❛6✐♦♥> ❞❡ ❝♦♠♣♦76❡♠❡♥6 ❞❡

❧✬✐♥6❡7❢❛❝❡ ♣❡7♠❡667♦♥6 ❞❡ ❢❛✐7❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥67❡ ❧❡> ❞❡✉① ❝\6B>✳

✷✳✶✳✷ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ,❡♣,/0❡♥1❛♥1 ❞❡ ❧✬❡✛♦,1 ❞✬✐♥1❡,❢❛❝❡

▲❛ ❢♦7♠✉❧❛6✐♦♥ ❝♦♥6✐♥✉❡ ❞❡ ❧✬BH✉✐❧✐❜7❡ ♣7B>❡♥6B❡ ❝✐✲❞❡>>✉> ♥❡ ♣7✐✈✐❧B❣✐❡ ♥✐ ❧❡> ❞B♣❧❛❝❡♠❡♥6>

♥✐ ❧❡> ❡✛♦76> ❞❛♥> ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ 67❛✈❛✐❧✳

▲✬♦7✐❣✐♥❛❧✐6B ❞❡ ❧❛ ♠B6❤♦❞❡ ♣7♦♣♦>B❡ ❞❛♥> ❝❡ ❝❤❛♣✐67❡ 7❡♣♦>❡ >✉7 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝❛❞7❡ ♠❛✲

6❤B♠❛6✐H✉❡ ❛②❛♥6 ♣♦✉7 ♦❜❥❡❝6✐❢ ✿

✖ ❞❡ >✬❛✛7❛♥❝❤✐7 ❞❡> ❞✐✣❝✉❧6B> ❤❛❜✐6✉❡❧❧❡> ❞❡ ❞✐>❝7B6✐>❛6✐♦♥ ❡6 ❞❡> ♣7♦❝B❞✉7❡> ✈✐>❛♥6 [

❝♦77✐❣❡7 ❧❡> ❛♣♣7♦①✐♠❛6✐♦♥> ✐♥67♦❞✉✐6❡> ✿ B✈✐6❡7 ❞✬❛✈♦✐7 [ ♣7✐✈✐❧B❣✐❡7 ❡✛♦76 ✭>♦✉✈❡♥6

♣❛7 ✉♥❡ ❞✐>❝7B6✐>❛6✐♦♥ _✵✮ ♦✉ ❞B♣❧❛❝❡♠❡♥6> ✭>♦✉✈❡♥6 ♣❛7 ✉♥❡ ❞✐>❝7B6✐>❛6✐♦♥ _✶✮ ❡6

❞✬❛✈♦✐7 [ ♠❡667❡ ❡♥ a✉✈7❡ ❞❡> ❛76✐✜❝❡> ❞❡ ❞✐>❝7B6✐>❛6✐♦♥ ✭>✉7✲❞✐>❝7B6✐>❛6✐♦♥ ♦✉ >♦✉>✲

✐♥6B❣7❛6✐♦♥✮ ❀

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✸✾



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❯◆❊ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊ ▼■❳❚❊

#❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊❙ ❆❙❙❊▼❇▲❆●❊❙

✖ ❞❡ ✈9:✐✜❡: ❡①❛❝@❡♠❡♥@ ❧❛ :❡❧❛@✐♦♥ ❞❡ @:❛❝❡ E❛♥E ❛✈♦✐: F :❡♣:9E❡♥@❡: ❧❡E ❡✛♦:@E ❞✬✐♥@❡:✲

❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡E :9❛❝@✐♦♥E ♥♦❞❛❧❡E ✿ ❧♦:EM✉✬✉♥❡ ❞✐E❝:9@✐E❛@✐♦♥ #✵ ❡E@ ❝❤♦✐E✐❡ ♣♦✉: ❧❡E

M✉❛♥@✐@9E ❞✬✐♥@❡:❢❛❝❡✱ ❧❡E ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥@E E♦♥@ ❞9❝:✐@E ❛✉ ♣♦✐♥@E ❞❡ ●❛✉EE ❞❡ ❧✬✐♥@❡:❢❛❝❡✳

❙✉: ❧❡ ❜♦:❞ ❞❡E E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E✱ ✐❧E E♦♥@ ❝❛❧❝✉❧9E ❛✉① ♥S✉❞E✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣❛@✐❜✐❧✐@9 ❞❡ ❞✐E✲

❝:9@✐E❛@✐♦♥ ✐♠♣♦E❡✱ ♠T♠❡ ❞❛♥E ❧❡ ❝❛E ❞❡ ♥S✉❞E ❝♦U♥❝✐❞❡♥@E✱ ❞❡ ✈9:✐✜❡: ❧❛ :❡❧❛@✐♦♥ ❞❡

@:❛❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐V:❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛: ✉♥❡ ❢♦:♠✉❧❛@✐♦♥ ❞❡ @②♣❡ ▼♦:@❛: ❀

✖ ❞✬❛✈♦✐: ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣:9❝✐E✐♦♥ ❞❛♥E ❧❛ ❞❡E❝:✐♣@✐♦♥ ❞❡E ✐♥@❡:❡✛♦:@E ✿ ❛✜♥ ❞❡ ❣9:❡: ❛✉

♠✐❡✉① ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♠♣♦:@❡♠❡♥@ ♣❤②E✐M✉❡ ❞❡E ✐♥@❡:❢❛❝❡E✱ ♦♥ E♦✉❤❛✐@❡ 9✈✐@❡: ❞❡

:9❞✉✐:❡ ❧❡✉: :❡♣:9E❡♥@❛@✐♦♥ F ❞❡E :9❛❝@✐♦♥E ♥♦❞❛❧❡E✳

❖♥ E✬❛♣♣✉✐❡ E✉: ❧❡E @:❛✈❛✉① ❞❡ ❬❇❡:♥❛:❞✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣:9E❡♥@9E ❛✉ ♣❛:❛❣:❛♣❤❡ ✶✳✷✳✶✳✼ ❡@

♦♥ ❛♣♣❧✐M✉❡ ❧❡ @❤9♦:V♠❡ ❞❡ :❡♣:9E❡♥@❛@✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡E③ F ❧❛ ❢♦:♠❡ ❞❡ @:❛✈❛✐❧ bF (⋅) ❛EE♦❝✐9❡ F
❧✬✐♥@❡:❡✛♦:@ F ✿

bF (W ) = ⟨F (x);W (x)⟩∗ ✭✷✳✶✳✶✮

▲❡E ❝:♦❝❤❡@E < ⋅; ⋅ >∗ :❡♣:9E❡♥@❡♥@ ❧❛ ❞✉❛❧✐@9 ❡♥@:❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥@ ❞✬✐♥@❡:❢❛❝❡ ❡@ ✐♥@❡:❡✛♦:@✳

▲❡E ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥@E ❞✬✐♥@❡:❢❛❝❡ W ❛♣♣❛:@❡♥❛♥@ F H1/2(Γ) ❡@ bF (⋅) F ❧✬❡E♣❛❝❡ H−1/2(Γ)✱ ❧❡
@❤9♦:V♠❡ ❞❡ :❡♣:9E❡♥@❛@✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡E③ ❛♣♣❧✐M✉9 F ❝❡E M✉❛♥@✐@9E E✬9❝:✐@ ✿

∀bF (⋅) ∈H−1/2(Γ), ∃!T ∈H1/2(Γ) @❡❧ M✉❡ ✿
∀W ∈H1/2(Γ), bF (W ) = ⟨F ,W ⟩∗ = ⟨T ,W ⟩H1/2

✭✷✳✶✳✷✮

♦b ❧❡ ♣:♦❞✉✐@ E❝❛❧❛✐:❡ ❞❡ H1/2(Γ) ❡E@ ❞♦♥♥9 ♣❛: ❬❆❞❛♠E✱ ✷✵✵✸❪ ✿

⟨W,T ⟩H1/2 = ∫
Γ
W (x)T (x) dx +∫

Γ
∫
Γ

(W (x) −W (y))(T (x) − T (y))
∣x − y∣d dx dy ✭✷✳✶✳✸✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛@✐♦♥ ❞✉ @❤9♦:V♠❡ ♣❡:♠❡@ ❞✬✐♥@:♦❞✉✐:❡ ✉♥ :❡♣:9E❡♥@❛♥@ T ❞❡ ❧✬✐♥@❡:❡✛♦:@ F M✉✐

❛♣♣❛:@✐❡♥@ ❛✉ ♠T♠❡ ❡E♣❛❝❡ M✉❡ W ✱ ❧❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥@ E✉: ❧✬✐♥@❡:❢❛❝❡✳ ▲❛ ♠9@❤♦❞❡ ❞9✈❡❧♦♣♣9❡

❞❛♥E ❧❡ ❝❛❞:❡ ❞❡ ❝❡E @:❛✈❛✉① E❡ ❜❛E❡ E✉: ❧✬✉@✐❧✐E❛@✐♦♥ ❞❡ ❝❡ :❡♣:9E❡♥@❛♥@ ❞❡E ✐♥@❡:❡✛♦:@E ♣♦✉:

9❝:✐:❡ ❧❡E 9M✉❛@✐♦♥E :9❣✐EE❛♥@ ❧❡ ❝♦♠♣♦:@❡♠❡♥@ ❞❡E E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E ❡@ ❞❡E ✐♥@❡:❢❛❝❡E✳

❉❛♥E ❧❡E 9M✉❛@✐♦♥E M✉✐ ❞9❝:✐✈❡♥@ ❧❡ ❝♦♠♣♦:@❡♠❡♥@ ❞❡E E♦✉E✲❞♦♠❛✐♥❡E✱ @♦✉@ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ @:❛✲

✈❛✐❧ ✐♠♣❧✐M✉❛♥@ ✉♥ ✐♥@❡:❡✛♦:@ ❡E@ :❡♠♣❧❛❝9 ♣❛: ✉♥ ♣:♦❞✉✐@ E❝❛❧❛✐:❡ ❞❡ H1/2 (Γs) ❛✈❡❝ ❧❡
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✷✳✷✳✷ ❖♣$%❛'❡✉%* ❞✐*❝%$'✐*$* ❞❡ ❧❛ ♠$'❤♦❞❡

❆✈❛♥# ❞❡ ❞2❝%✐%❡ ❧❡0 2#❛♣❡0 ❞❡ ♠✐0❡ ❡♥ ?✉✈%❡ ❞❡ ❧❛ ♠2#❤♦❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐0❝%❡#✱ ❧❡0 ♣❛%❛✲

❣%❛♣❤❡0 0✉✐✈❛♥#0 ✐♥#%♦❞✉✐0❡♥# ❧❡0 ❞✐✛2%❡♥#0 ♦♣2%❛#❡✉%0 ♥2❝❡00❛✐%❡0✳

✷✳✷✳✷✳✶ ▼❛%&✐❝❡ ❞❡ ♠❛,,❡ M

▲❛ ♠❛#%✐❝❡ ❞❡ ♠❛00❡ ❛♣♣❛%❛B# ❧♦%0 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡0 #%❛✈❛✉①✳ ❊❧❧❡ ❡0# ❧❛ ❞✐0❝%2#✐0❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞✉❛❧✐#2 ❝❤♦✐0✐❡ ❡♥#%❡ =✉❛♥#✐#20 ❝✐♥2♠❛#✐=✉❡0 ❡# =✉❛♥#✐#20 ❞✬❡✛♦%#✳ ❊♥ ❡①♣❧♦✐#❛♥# ❧❡ ❢❛✐# =✉❡

❧❡0 ❢♦♥❝#✐♦♥0 ❞❡ ❢♦%♠❡ 0♦♥# ❧❡0 ♠D♠❡0 ♣♦✉% ❧❡0 ❞2♣❧❛❝❡♠❡♥#0 ❡# ❧❡0 %❡♣%20❡♥#❛♥#0 ❞❡ ❧✬❡✛♦%#

❞✬✐♥#❡%❢❛❝❡ ✐♥#%♦❞✉✐#0✱ ♦♥ ♦❜#✐❡♥# ✿

⟨ W ; T ⟩H1/2 = ⟨ ∑
i

Wiφi ; ∑
j

Tjφj ⟩
H1/2

=WTMT ✭✷✳✷✳✶✮

❆♣♣❛%❛✐00❛♥# : ♣❧✉0✐❡✉%0 %❡♣%✐0❡0 ❞❛♥0 ❧✬❛❧❣♦%✐#❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠2#❤♦❞❡✱ ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐=✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐#2

: ❝❛❧❝✉❧❡% ❡①♣❧✐❝✐#❡♠❡♥# ❧❡ ♣%♦❞✉✐# 0❝❛❧❛✐%❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐#2 ❝❤♦✐0✐❡✱ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ♣%20❡♥#✱ ❝❡❧✉✐

❞❡ H1/2 (Γs)✳ ▲❛ ♠❛#%✐❝❡ ♦❜#❡♥✉❡ ♣♦✉% ❝❡##❡ ❞✉❛❧✐#2 ❡0# ♣❧❡✐♥❡✱ 0♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐# ❧✬♦❜❥❡# ❞✉

❝❤❛♣✐#%❡ ✸✳ ❙♦♥ ❝♦K# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 0❡%❛ ♥2❝❡00❛✐%❡♠❡♥# 0✉♣2%✐❡✉% : ❝❡❧✉✐ %❡=✉✐0 ♣♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡%

❧❛ ♠❛#%✐❝❡ #%✐❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♣❧✉0 ❝♦✉%❛♥#❡✱ ❧♦%0=✉❡ ❧❡0 #%❛✈❛✉① ❞✬✐♥#❡%❢❛❝❡ 0♦♥# ❝❛❧❝✉❧20 ♣❛% ✉♥

♣%♦❞✉✐# 0❝❛❧❛✐%❡ ❞❡ L2 (Γs)✳
❖% ❧❡ ❧✐❡♥ ❡①❛❝# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐0❝%2#✐02 ❡♥#%❡ ❧❡0 ❞2♣❧❛❝❡♠❡♥#0 ❞✉ ❜♦%❞ ❞✬✉♥ 0♦✉0✲❞♦♠❛✐♥❡

❡# ❧❡0 ✐♥#❡%❡✛♦%#0 ❡0# ❧❡ ❝♦♠♣❧2♠❡♥# ❞❡ ❙❝❤✉%✳ ▼❛#%✐❝❡ 2❣❛❧❡♠❡♥# ♣❧❡✐♥❡ =✉✐ #%❛❞✉✐# ❧❡ ❢❛✐#

=✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉# ❞✐00♦❝✐❡% ❧✬2✈♦❧✉#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛%#✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥#❡%❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉#%❡✱ ❛✉00✐ 0♣❛#✐❛❧❡♠❡♥#

❞✐0#❛♥#❡ 0♦✐#✲❡❧❧❡✳ ❉❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞✬✉♥❡ ♠❛#%✐❝❡ #%✐❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♦✉ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭❧✉♠♣$❡✮✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞✉ ❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥# : ✉♥ ♥?✉❞ ❞❡ ❧✬✐♥#❡%❢❛❝❡ ❡0# %❡0#%❡✐♥#❡✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ : 0❡0 ✈♦✐0✐♥0 ✐♠♠2❞✐❛#0✳

▲✬✉#✐❧✐0❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛#%✐❝❡ ❞❡ ♠❛00❡ ♣❧❡✐♥❡ ✐♥#%♦❞✉✐# ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥#

❧♦❝❛❧✱ ♥❛#✉%❡❧❧❡♠❡♥# ♣♦♥❞2%2❡ ♣❛% ❧❛ ❢♦%♠✉❧❛#✐♦♥ ❞✉ ♣%♦❞✉✐# 0❝❛❧❛✐%❡✳

✹✷ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✷✳✷✳ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆ ❉■❙❈❘➱❚■❙➱❊ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ 2❘❖2❖❙➱❊

❖♥ ✈❡66❛ ❞❛♥9 ❧❡ ❝❤❛♣✐?6❡ ✹ A✉❡ ❧❡ 9✉6❝♦D? ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛?6✐❝❡✱ 6G❛❧✐9G ✉♥❡ 9❡✉❧❡ ❢♦✐9 I

❧✬✐♥✐?✐❛❧✐9❛?✐♦♥✱ ❡9? 6G❝♦♠♣❡♥9G ♣❛6 ✉♥❡ ❛♠G❧✐♦6❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣6G❝✐9✐♦♥ ❡? ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ♠G?❤♦❞❡✳

✷✳✷✳✷✳✷ ▼❛$%✐❝❡ ❞❡ ♣❛++❛❣❡ +♦✉+✲❞♦♠❛✐♥❡+ ✲ ✐♥$❡%❢❛❝❡ N

▲❛ ♠❛?6✐❝❡ ❞❡ ♣❛99❛❣❡ N ❡9? ✐♥?6♦❞✉✐?❡ ✐♥✐?✐❛❧❡♠❡♥? ❞❛♥9 ❧❛ ✈❡69✐♦♥ ♠✉❧?✐✲G❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

♠G?❤♦❞❡ ▲❛❚■♥ ♣♦✉6 ?6❛✐?❡6 ❧❡9 ✐♥❝♦♠♣❛?✐❜✐❧✐?G9 ❞❡ ❞✐9❝6G?✐9❛?✐♦♥9 ❡♥?6❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 ❡?

✐♥?❡6❢❛❝❡9✳

❊❧❧❡ ❡9? ♦❜?❡♥✉❡ ♣❛6 ❧❛ ❞✐9❝6G?✐9❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦6♠✉❧❛?✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬G❣❛❧✐?G ❞❡9 ❞G♣❧❛❝❡♠❡♥?9

❞❛♥9 ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ?②♣❡ ▼♦6?❛6✳

⟨(ub −W ) ;F ⋆⟩ = 0 ∀F ⋆
∈H−1/2 (Γs) ✭✷✳✷✳✷✮

▲❛ ❝♦♥✈❡♥?✐♦♥ ❛❞♦♣?G❡ ♣♦✉6 N ❡9? ❧❡ 9❡♥9 9♦✉9✲9?6✉❝?✉6❡ ✈❡69 ✐♥?❡6❢❛❝❡✳

Nub =W ✭✷✳✷✳✸✮

❖♥ 9❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥9 ❧❡ ❝❛❞6❡ ❞✐9❝6G?✐9G G❧G♠❡♥?9 ✜♥✐9✱ ❧✬✐♥?❡6❢❛❝❡ ❛ NΓ ♥S✉❞9✱ ❧❡ ❜♦6❞ ❞❡ ❧❛

9♦✉9✲9?6✉❝?✉6❡ ?6❛✐?G❡ ❧✉✐ ❝♦66❡9♣♦♥❞❛♥? ❡♥ ❛ N∂Ω✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥?6❡ ❞G♣❧❛❝❡♠❡♥?9 9✬G❝6✐? ❡♥ ✐♥?6♦❞✉✐9❛♥? ✉♥ 6❡♣6G9❡♥?❛♥? T ⋆ ❞❡ ❧✬✐♥?❡6❡✛♦6?

?❡9? F ⋆
✿

N∂Ω

∑
i=1

⟨φk;Tr(ϕi)⟩ ubi =

NΓ

∑
j=1

⟨φk;φj⟩ Wj ∀k ∈ [∣1,NΓ∣] ✭✷✳✷✳✹✮

❖V < ⋅; ⋅ > 6❡♣6G9❡♥?❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐?G ❝❤♦✐9✐❡ I ❧✬✐♥?❡6❢❛❝❡✳ ❊♥ ✐♥?6♦❞✉✐9❛♥? ✉♥❡ ♠❛?6✐❝❡ ▼♦6?❛6 G✱

♦♥ ♦❜?✐❡♥? 9♦✉9 ❢♦6♠❡ ❛❧❣G❜6✐A✉❡ ✿

Gub =MW

M−1Gub =W

✭✷✳✷✳✺✮

❊? ❛✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ♠❛?6✐❝❡ ❞❡ ♣❛99❛❣❡ N ✉?✐❧✐9G❡ ✐♥✐?✐❛❧✐❡♠❡♥? ❞❛♥9 ❧❛ ♠G?❤♦❞❡ ▲❛❚■♥ ❡9? ✿

N =M−1G ✭✷✳✷✳✻✮

▲❛ ❞✐9❝6G?✐9❛?✐♦♥ ❝♦♠♣❛?✐❜❧❡ ♦❜?❡♥✉❡ ♣❛6 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞✉❛❧✐?G ♣6♦♣♦9G ❞❛♥9 ❧❡9 ♣❛6❛❣6❛♣❤❡9

♣6G❝G❞❡♥?9 ♥❡ ♥G❝❡99✐?❡ ♣❛9 ❧✬✉?✐❧✐9❛?✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ?❡❧❧❡ ♠❛?6✐❝❡ ✿ ❧❡ ✈❡❝?❡✉6 ❞❡ ❞G♣❧❛❝❡♠❡♥?9

G❧G♠❡♥?9 ✜♥✐9 ❞❡ ❧✬✐♥?❡6❢❛❝❡ ❡9? 9?6✐❝?❡♠❡♥? G❣❛❧ I ❝❡❧✉✐ ❞❡9 ❞G♣❧❛❝❡♠❡♥?9 ❞✉ ❜♦6❞ ❞✉ 9♦✉9✲

❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡?✱ ❞❛♥9 ❧❡ ❝❛9 ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡9 ❝♦♠♣❛?✐❜❧❡9 ❡♥?6❡ ❞❡✉① 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9✱ ❡? ♣❛6

❝♦♥9GA✉❡♥? ❧✬✐♥?❡6❢❛❝❡ A✉✐ ❧❡9 6❡❧✐❡✱ ♦♥ ❛✉6❛ ❧❛ ✈G6✐✜❝❛?✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 6❡❧❛?✐♦♥ ❞❡ ?6❛❝❡ ✿

∀i ∈ [∣1,N∂Ω∣] Tr(ϕi) = φi ❞✬♦V G =M ✭✷✳✷✳✼✮

❆✐♥9✐✱ ❧❛ 6❡❧❛?✐♦♥ ✭✷✳✷✳✹✮ ❞❡✈✐❡♥? ❛❧♦69 ✿

Mub =MW ❞✬♦V ub =W ✭✷✳✷✳✽✮

2♦✉6 ❧❡ ?6❛✐?❡♠❡♥? ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡9 ✐♥❝♦♠♣❛?✐❜❧❡9✱ ❧✬✐♥❝♦♠♣❛?✐❜✐❧✐?G ❡9? ❝♦♥9❡6✈G❡ ❞❛♥9 ❧❡ ❧✐❡♥

❡♥?6❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 ❡? ✐♥?❡6❢❛❝❡✳ ▲❡9 ❞❡✉① ❝\?G9 ❞❡ ❧✬✐♥?❡6❢❛❝❡ ♦♥? ❛✐♥9✐ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠✲

♣❛?✐❜❧❡✱ ❢❛❝✐❧✐?❛♥? ❧❛ ❣❡9?✐♦♥ ❞❡9 ❝♦♠♣♦6?❡♠❡♥?9✳ ❯♥❡ ♣♦99✐❜✐❧✐?G ❡9? ❞❡ ❞G9✐❣♥❡6 ✉♥ ❞❡9

♠❛✐❧❧❛❣❡9 ❞❡9 ❜♦6❞9 ❞❡9 9♦✉9✲9?6✉❝?✉6❡9 ❡♥ ✈✐9✲I✲✈✐9 ❝♦♠♠❡ ✓ ♠❛^?6❡ ✔ ❡? ❞❡ ❧✬✉?✐❧✐9❡6 ❝♦♠♠❡

♣❛?6♦♥ ♣♦✉6 ♠❛✐❧❧❡6 ❧❡9 ✐♥?❡6❢❛❝❡9✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✹✸
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✷✳✷✳✷✳✸ ▲❛ ❞✐'❡❝*✐♦♥ ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ k

▲❡6 ♦♣9:❛<❡✉:6 ❞❡ ❞✐:❡❝<✐♦♥ ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡ ♣❡:♠❡<<❡♥< ❞❡ ♣❛66❡: ❞✉ ❥❡✉ ❞✬9F✉❛<✐♦♥6 ❞❡6 ✐♥✲

<❡:❢❛❝❡6 I ❝❡❧✉✐ ❞❡6 6♦✉6✲❞♦♠❛✐♥❡6✱ ❡< ✐♥✈❡:6❡♠❡♥<✳ ▲✐❛♥< ✉♥ 6❛✉< ❞❡ ❞9♣❧❛❝❡♠❡♥< I ✉♥

❞969F✉✐❧✐❜:❡ ❞❡6 ❡✛♦:<6 ❞✬✐♥<❡:❢❛❝❡✱ ❡❧❧❡6 6♦♥< ✐♥<❡:♣:9<9❡6 ❝♦♠♠❡ ❞❡6 :❡66♦:<6 ❡♥<:❡ ❧❡6 6♦✉6✲

❞♦♠❛✐♥❡6 ❡< ❧❡6 ✐♥<❡:❢❛❝❡6✳

▼O♠❡ 6✐ ❧❡✉:6 ✈❛❧❡✉:6 ♦♣<✐♠❛❧❡6 6♦♥< ❧✐9❡6 ❛✉ ❝♦♠♣❧9♠❡♥< ❞❡ ❙❝❤✉: ❞✉ ❝♦♠♣❧9♠❡♥< ❞❡ ❧❛

6♦✉6✲6<:✉❝<✉:❡ ❝♦♥6✐❞9:9❡✱ ❡❧❧❡6 6♦♥< 6♦✉✈❡♥< ♣:✐6❡6 6❝❛❧❛✐:❡6 ♣♦✉: ❞❡6 :❛✐6♦♥6 ❞❡ 6✐♠♣❧✐❝✐<9

❞✬✐♠♣❧9♠❡♥<❛<✐♦♥ ❡< ❞❡ ❝♦P< ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❛ ✈❛❧❡✉: ❛♣♣:♦❝❤9❡ :❡<❡♥✉❡ ♣♦✉: ✉♥ ❝♦♠♣♦:<❡♠❡♥< 9❧❛6<✐F✉❡ ❞❡6 6♦✉6✲6<:✉❝<✉:❡6 6✬❛♣♣✉✐❡

6✉: ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ E ❡< 6✉: ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉: ❞✬✐♥<❡:❢❛❝❡ LΓ ✿

k = kfact ×
E

LΓ
✭✷✳✷✳✾✮

♦W kfact ❡6< ✉♥ ♣❛:❛♠X<:❡ F✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞:❛ ❞✬❛❥✉6<❡:✳

■♠♣❛❝* ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐*3 ♣'♦♣♦43❡ ✿ ▲❡6 9F✉❛<✐♦♥6 ❞❡ ❞✐:❡❝<✐♦♥6 ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡6 6♦♥< 9❝:✐<❡6

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥<✐♥✉✳ ▲❡✉: ♣❛66❛❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐6❝:❡< ♣❛66❡ 9❣❛❧❡♠❡♥< ♣❛: ✉♥❡ ❢♦:♠✉❧❛<✐♦♥

❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣♦6❛♥< ✿

δA = An
−An− 1

2
✭✷✳✷✳✶✵✮

❖♥ ❧✬9❝:✐< 6♦✉6 ❢♦:♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛[♦♥ 6✉✐✈❛♥<❡ ✿

⟨ W ⋆ ; kδW ⟩H1/2 + ⟨ W ⋆ ; δT ⟩H1/2 = 0 ∀W ⋆
∈H1/2(Γ) ✭✷✳✷✳✶✶✮

F✉✐ ♣❡:♠❡< ❞✬♦❜<❡♥✐: ✿

δT + kδW = 0 ✭✷✳✷✳✶✷✮

❊♥ ♠✉❧<✐♣❧✐❛♥< ❝❡<<❡ 9F✉❛<✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✷✮ ♣❛:MH1/2
❡< ✉<✐❧✐6❛♥< ❧❡ ❧✐❡♥ ❢♦✉:♥✐ ♣❛: ❧❡ <❤9♦:X♠❡

❞❡ ❘✐❡6③ ❡♥<:❡ ❧❛ :❡♣:96❡♥<❛<✐♦♥ ❞❡6 ❡✛♦:<6 F ♣❛: ❧❛ ❞✉❛❧✐<9 L2 (∂Ωs) ❡< ❧❛ :❡♣:96❡♥<❛<✐♦♥
✈✐69❡ T ❡6< ✿ F =MH1/2T✱ ♦♥ ♦❜<✐❡♥< ✿

MH1/2δT +MH1/2kδW = 0

δF +MH1/2kδW = 0

✭✷✳✷✳✶✸✮

❊♥ ❝♦♠♣❛:❛✐6♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡:6✐♦♥ <:❛❞✐<✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠9<❤♦❞❡ ▲❛❚■♥✱ ♦♥ ❝♦♥6<❛<❡ F✉❡ ❧❛

♠❛<:✐❝❡ ❞❡ ♠❛66❡ ✈✐❡♥< ❛✐♥6✐ ❥♦✉❡: ❧❡ :^❧❡ ❞✬✉♥ ♣:9❝♦♥❞✐<✐♦♥♥❡✉: ❞❡ ❧❛ ❞✐:❡❝<✐♦♥ ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡✳

MH1/2 9<❛♥< ✉♥❡ ♠❛<:✐❝❡ ♣❧❡✐♥❡✱ ❧❛ ❞✐:❡❝<✐♦♥ ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡ ❞✉ ❣:♦✉♣❡ ❞✬9F✉❛<✐♦♥6 :9❣✐66❛♥<

❧❡ ❝♦♠♣♦:<❡♠❡♥< ❞✬✐♥<❡:❢❛❝❡ ✈✐❡♥< ❛✐♥6✐ ❝♦✉♣❧❡: ❧❡6 ❡✛♦:<6 ❡♥ ✉♥ ♥_✉❞ ❞❡ ❧✬✐♥<❡:❢❛❝❡ ❛✉①

❞9♣❧❛❝❡♠❡♥<6 6✉: <♦✉<❡ ❧✬✐♥<❡:❢❛❝❡✳ ❈❡<<❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐<9 6❡:❛ :❡<:♦✉✈9❡ ❞❛♥6 ❧❡6 ❢♦:♠✉❧❛<✐♦♥6

♣❧✉6 9❧❛❜♦:9❡6 ❞❡6 ❝♦♠♣♦:<❡♠❡♥<6 ❞✬✐♥<❡:❢❛❝❡6✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ♣❛:❢♦✐6 ❧✬✐♠♣❧9♠❡♥<❛<✐♦♥ ❞❡

❧❡✉:6 :96♦❧✉<✐♦♥6 ♠❛✐6 ❡❧❧❡ ❡6< 9❣❛❧❡♠❡♥< ❡66❡♥<✐❡❧❧❡ ❛✉① ❜♦♥♥❡6 ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡6 ❞❡ ❧❛ ♠9<❤♦❞❡

♣:♦♣♦69❡✳

▲❡6 ✐♥❣:9❞✐❡♥<6 ♣:✐♥❝✐♣❛✉① 9<❛♥< :9✉♥✐6✱ ♦♥ ❡6< ❡♥ ♠❡6✉:❡ ❞✬9❝:✐:❡ ✉♥❡ ✐<9:❛<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠9<❤♦❞❡

♣:♦♣♦69❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐6❝:❡<✳
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❧✐♥3❛✐%❡ 7 ✐♥*❡%❢❛❝❡ ♣❛%❢❛✐*❡

❖♥ 4❡ ♣7♦♣♦4❡ ❞✬;❝7✐7❡ ❧❡4 ❞❡✉① ❞❡♠✐✲✐C;7❛C✐♦♥4 4♦✉4 ❧❛ ❢♦7♠❡ ❞✐4❝7;C✐4;❡ ❞❡ ❧❛ ♠;C❤♦❞❡

♣7♦♣♦4;❡✳ ▲✬✐♥✐C✐❛❧✐4❛C✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦7✐C❤♠❡ 4❡ ❢❛✐C ♣❛7 ✉♥❡ ♣4❡✉❞♦✲;C❛♣❡ 4✉7 ❧❡4 ✐♥C❡7❢❛❝❡4

❞❛♥4 ❧❛H✉❡❧❧❡ ♦♥ ✜①❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥C4 ❡C ❡✛♦7C4 ❞✬✐♥C❡7❢❛❝❡4 ✿

✖ M ✵ ♣♦✉7 ❧❡4 ✐♥C❡7❢❛❝❡4 ✐♥C❡7♥❡4 ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡4 ;C✉❞✐;❡4 ❀

✖ M ❧❛ ✈❛❧❡✉7 ✐♠♣♦4;❡ ♣♦✉7 ❧❡4 ✐♥C❡7❢❛❝❡4 ❞❡ ❝♦♥❞✐C✐♦♥4 ❛✉① ❧✐♠✐C❡4✳

❖♥ ❡♥❝❤❛Q♥❡ ❡♥4✉✐C❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣7❡♠✐R7❡ ;C❛♣❡ 4✉7 ❧❡4 ;H✉❛C✐♦♥4 ❞❡4 4♦✉4✲4C7✉❝C✉7❡4✳

✷✳✷✳✸✳✶ ➱%❛♣❡ ❞❡ *♦✉*✲❞♦♠❛✐♥❡*

▲✬;C❛♣❡ ❞❡ 4♦✉4✲❞♦♠❛✐♥❡4 ❝♦♥4✐4C❡ M 7;4♦✉❞7❡ ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡4 ;H✉❛C✐♦♥4 ❞✬;H✉✐❧✐❜7❡✱ ❞❡ C7❛❝❡

❡C ❞❡ ❞✐7❡❝C✐♦♥ ❞❡ 7❡❝❤❡7❝❤❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉C✲UC7❡ ;❝7✐C ❡♥ 4✉❜4C✐C✉❛♥C ❧❛ ❞❡✉①✐R♠❡ ❞❛♥4 ❧❛ ♣7❡✲

♠✐R7❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛V♦♥ 4✉✐✈❛♥C❡ ✿

S!p W
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n+ 1
2

= b"p +M
!T"

n+ 1
2

(T"

n+ 1
2

−T"
n ) + k!− (W"

n+ 1
2

−W"
n ) = 0 ✭✷✳✷✳✶✹✮

❖[ ♦♥ ✉C✐❧✐4❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧;♠❡♥C ❞❡ ❙❝❤✉7 ♣7✐♠❛❧ Sp ✭✈♦✐7 ✭✶✳✷✳✽✮✮ ❡C ❧❡ 4❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜7❡ ❝♦♥❞❡♥4;

bp ✭✈♦✐7 ✭✶✳✷✳✾✮✮✳

❙♦✉4 ❢♦7♠❡ ♠❛C7✐❝✐❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦♥ ♦❜C✐❡♥C ✿

(S!p −M!

k!
−
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W"
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0
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−
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n
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n

) ✭✷✳✷✳✶✺✮

❉✬♦[ ✿

⎛⎜⎝
W"

n+ 1
2

T"

n+ 1
2
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)(W"

n
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n
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k!
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)−1 (b"p

0
) ✭✷✳✷✳✶✻✮

✷✳✷✳✸✳✷ ❊%❛♣❡ ❞✬✐♥%❡3❢❛❝❡*

❉❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦7C❡♠❡♥C ♣❛7❢❛✐C✱ ❧✬;C❛♣❡ ❞✬✐♥C❡7❢❛❝❡ ❝♦♥4✐4C❡ M ❛44✉7❡7 ❧❛ ❝♦♥C✐♥✉✐C;

❞❡4 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥C4 ❞❡ ♣❛7C ❡C ❞✬❛✉C7❡ ❞❡ ❧✬✐♥C❡7❢❛❝❡✱ ❧✬;H✉✐❧✐❜7❡ ❞❡4 ✐♥C❡7❡✛♦7C4 4♦✉4 ❧❛ ❝♦♥❞✐✲

C✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐7❡❝C✐♦♥ ❞❡ 7❡❝❤❡7❝❤❡✳ ❙♦✉4 ❢♦7♠❡ ❞✐4❝7RC❡✱ ❝❡C ❡♥4❡♠❜❧❡ 4✬;❝7✐C ✿

A#W"

n+1 = 0

B#T"

n+1 = 0(T"

n+ 1
2

−T"

n+1) + k!+ (W"

n+ 1
2

−W"

n+1) = 0
✭✷✳✷✳✶✼✮

▲❡4 ❞❡✉① ♣7❡♠✐R7❡4 ;H✉❛C✐♦♥4 ✐♠♣❧✐H✉❡♥C ✭✈♦✐7 ✭✶✳✶✳✶✾❝✮✮ ✿

W"

n+1 =A
#T

Wn+1

T"

n+1 =B
#T

Tn+1

✭✷✳✷✳✶✽✮

■❧ ❡4C ❛❧♦74 ♣♦44✐❜❧❡ ❞❡ 7;;❝7✐7❡ ❧✬;H✉❛C✐♦♥ ❞❡ ❞✐7❡❝C✐♦♥ ❞❡ 7❡❝❤❡7❝❤❡ ❝♦♠♠❡ 4✉✐C ✿

(T"

n+ 1
2

−B#T

Tn+1) + k!+ (W"

n+ 1
2

−A#T

Wn+1) = 0 ✭✷✳✷✳✶✾✮
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♦♣♣♦:✐D✐♦♥ ❛✉① ❣9❛♥❞❡✉9: ♠✐❝9♦:❝♦♣✐@✉❡:✳ ❈❡: ❞❡9♥✐T9❡:✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉: 9✐❝❤❡:✱ ❝♦♥D✐❡♥♥❡♥D

❧❡ 9❡:D❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦9♠❛D✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❝❛❧✳

▲✬❛♣♣9♦❝❤❡ ❝❧❛::✐@✉❡✱ 9❛♣♣❡❧?❡ ❡♥ ✶✳✸✳✹✳✸✱ ❝♦♥:✐:D❡ R ❛✛❛✐❜❧✐9 ❧❛ ❞✐9❡❝D✐♦♥ ❞❡ 9❡❝❤❡9❝❤❡ ♣♦✉9

♣❡9♠❡DD9❡ ❞❡ :❛D✐:❢❛✐9❡ ✉♥ ?@✉✐❧✐❜9❡ ♠❛❝9♦:❝♦♣✐@✉❡✳

❖♥ ♣9♦♣♦:❡ ✐❝✐ ✉♥❡ 9??❝9✐D✉9❡ ❞❡ ❝❡ ♣9✐♥❝✐♣❡ R ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥D ❞❡ ❜❛:❡: D❡❧ @✉✬✐❧ ♣❡✉D

YD9❡ ❡♠♣❧♦②? ❞❛♥: ❬❑❧❛✇♦♥♥ ❡D ❘❤❡✐♥❜❛❝❤✱ ✷✵✵✺❪ ♣♦✉9 ❧❛ ❞?✜♥✐D✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣9?: ❞❡ ❧✐❜❡9D?:

♣9✐♠❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡: ❞❛♥: ❋❊❚■✲❉#✳ ▲✬♦❜❥❡❝D✐❢ ❡:D✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛9D✱ ❞✬♦✛9✐9 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧❡❝D✉9❡

❞❡ ❧❛ ♠?D❤♦❞❡ ❝❧❛::✐@✉❡✳ ❉✬❛✉D9❡ ♣❛9D✱ ✐❧ :✬❛❣✐D ❞❡ ✈♦✐9 ❞❛♥: @✉❡❧❧❡ ♠❡:✉9❡ ✐❧ ❡:D ♣♦::✐❜❧❡

❞✬✐♠♣♦:❡9 ❞✐9❡❝D❡♠❡♥D ❧❡ ❝♦♠♣♦9D❡♠❡♥D ♠❛❝9♦:❝♦♣✐@✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥D❡9❢❛❝❡ @✉✐ ❡:D ❝♦♥♥✉ ❞❛♥:

❧❡ ❝❛: ♣❛9❢❛✐D ✭❝♦♥D✐♥✉✐D? ❞❡: ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥D:✮✱ ❡♥ :❡ ♣❛::❛♥D ❞❡ ❧❛ ❞✐9❡❝D✐♦♥ ❞❡ 9❡❝❤❡9❝❤❡

♠❛❝9♦:❝♦♣✐@✉❡✳

✷✳✸✳✷ ❊❝%✐0✉%❡ 2✉%✲❝♦♥❞❡♥2,❡ ❞✉ ♣%♦❜❧7♠❡ ♠❛❝%♦2❝♦♣✐9✉❡

❈❡DD❡ ❛♣♣9♦❝❤❡ ❡:D :✐♠✐❧❛✐9❡ R ❝❡ @✉✐ ❡:D ❢❛✐D ❤❛❜✐D✉❡❧❧❡♠❡♥D ❞❛♥: ❧❛ ♠?D❤♦❞❡ ▲❛❚■♥ ❞❛♥:

❧❡ :❡♥: ♦b ❡❧❧❡ ❝♦♥:✐:D❡ R ✐♥D9♦❞✉✐9❡ ❞❡: ❜❛:❡: ♣♦✉9 ❧❡: ❡:♣❛❝❡: ♠❛❝9♦:❝♦♣✐@✉❡: R ❧❛ ❢♦✐: ❞❡:

@✉❛♥D✐D?: ❞❡ ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥D ❡D ❞✬❡✛♦9D✳

❉❛♥: ❝❡DD❡ ♣❛9D✐❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ⋅ b ❡:D ♦♠✐: ❝❛9 ♦♥ ♥❡ D9❛✈❛✐❧❧❡ ♣❧✉: @✉❡ :✉9 ❧✬✐♥D❡9❢❛❝❡✳ ❖♥ ❝♦♥:✐❞T9❡

❞❡✉① :♦✉:✲:D9✉❝D✉9❡: ❛❞❥❛❝❡♥D❡: s ❡D r✳

❉❛♥: ❧❡ ❝❛: ❞❡: ✐♥D❡9❢❛❝❡: R ❝♦♠♣♦9D❡♠❡♥D ♣❛9❢❛✐D✱ ❧❡: @✉❛♥D✐D?: ❞✬✐♥D❡9❢❛❝❡: ❞♦✐✈❡♥D ✈?9✐✜❡9 ✿

❊@✉✐❧✐❜9❡ ❞❡: ❡✛♦9D: ♠❛❝9♦:❝♦♣✐@✉❡: ✿ T s
M + T r

M = 0

❈♦♥D✐♥✉✐D? ❞❡: ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥D: ♠❛❝9♦:❝♦♣✐@✉❡: ✿ W s
M = W r

M

✭✷✳✸✳✶✮

❆♣9T: ❞✐:❝9?D✐:❛D✐♦♥✱ ♦♥ ✐♥D9♦❞✉✐D ❧❡: ♠❛D9✐❝❡: ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥D ❞❡ ❜❛:❡ BT
M ❡D BT

m ♣♦✉9 ❧❡:

❡✛♦9D: ❡D BW
M ❡D BW

m ♣♦✉9 ❧❡: ❞?♣❧❛❝❡♠❡♥D: ❞❡ :♦9D❡ R ❝❡ @✉✬♦♥ ♣✉✐::❡ ?❝9✐9❡ ✿

T = (BT
M BT

m)(TM

Tm
) W = (BW

M BW
m )(WM

Wm
) ✭✷✳✸✳✷✮

▲❡: @✉❛♥D✐D?: ❞❛♥: ❧❡: ♥♦✉✈❡❧❧❡: ❜❛:❡: :❡9♦♥D ♥♦D?❡: x̃✱ ❡D ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥D ❞❡ ❜❛:❡ ♣♦✉99❛

YD9❡ ?❝9✐D ❞❡ ♠❛♥✐T9❡ ❝♦♥❞❡♥:?❡ ✿

x = (Bx

M Bx
m)(xMxm) =Bxx̃ ✭✷✳✸✳✸✮
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❉❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥? ❞❡ ❜❛B❡ B✉D ❧❡B ✐♥?❡D❢❛❝❡B✱ ♦♥ ♣❡✉? ❞K❞✉✐D❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥? ❞❡ ❜❛B❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡B B♦✉B✲B?D✉❝?✉D❡B ✿

W =Nu

(BW
M BW

m )(WM

Wm
) =Nu

(BW
M BW

m )(WM

Wm
) =N (Bu

M Bu
m)(uM

um
)

✭✷✳✸✳✹✮

▲❡B ♠❛?D✐❝❡B Bu
M ❡? Bu

m B♦♥? ❝❤♦✐B✐❡B ?❡❧❧❡B R✉❡ ✿ NBu
M =B

W
M ⋅ 1M ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

BW −1
N Bu

= (1M 0

0 Nm
) = Ñ ✭✷✳✸✳✺✮

❘❡♠❛$%✉❡ ✿ ▲❛ ♠❛?D✐❝❡ N ❞❡ ♣❛BB❛❣❡ ❜♦D❞ ✴ ✐♥?❡D❢❛❝❡ ♣❡✉? U?D❡ D❡❝?❛♥❣✉❧❛✐D❡ ♣✉✐BR✉❡

R✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥?D❛✐♥?❡ ♥✬❡B? ❛ ♣D✐♦D✐ ✐♠♣♦BK❡ B✉D ❧❛ ❝♦DD❡B♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡B ♥V✉❞B ❞❡B B♦✉B✲

❞♦♠❛✐♥❡B ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬✐♥?❡D❢❛❝❡✳

▲✬K❝D✐?✉D❡ ❞✉ ♣D♦❜❧X♠❡ ❞✐B❝D❡? ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛D ✐♥?D♦❞✉✐D❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥? ❞❡ ❜❛B❡ ❞❡B KR✉❛✲

?✐♦♥B ❞K❥Z D❡♥❝♦♥?DK❡B ❞❛♥B ❧❡B ♣❛D❛❣D❛♣❤❡B ♣DK❝K❞❡♥?B✳ ▲❡ ♣D♦❜❧X♠❡ ♠❛❝D♦B❝♦♣✐R✉❡ ❡B?

❢♦D♠✉❧K ❡? DKB♦❧✉ Z ❧✬K?❛♣❡ ❞❡ B♦✉B✲❞♦♠❛✐♥❡B✳ ❖♥ ♣❛D? ❞✉ B②B?X♠❡ ✭✷✳✷✳✶✹✮ ❡? ♦♥ ❧✬K❝D✐? ❞❛♥B

❧❡B ♥♦✉✈❡❧❧❡B ❜❛B❡B ✿ ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

SpB
uũ = bp +N

TMBT T̃

MBT T̃ + kBWW̃ = T̆

W̃ = Ñũ

✭✷✳✸✳✻✮

❆✈❡❝ T̆ =MTn− 1
2

+kWn− 1
2

✱ ♦^ ❧❡B R✉❛♥?✐?KB ✐BB✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠✐✲✐?KD❛?✐♦♥B ♣DK❝K❞❡♥?❡B ✈KD✐✜❡♥?

❧❡ ❣D♦✉♣❡ ❞❡B KR✉❛?✐♦♥B ❝♦♥B?✐?✉❛♥? ✉♥❡ K?❛♣❡ ❞✬✐♥?❡D❢❛❝❡✳

❊♥ ♠✉❧?✐♣❧✐❛♥? ❧❛ ♣D❡♠✐XD❡ KR✉❛?✐♦♥ ♣❛D BuT
Z ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜?✐❡♥? ✿

(BuTSpB
u) ũ =BuTbp +B

uTNTMBT T̃ ✭✷✳✸✳✼✮

❖D✱ BuTNT
= (NBu)T = (BW Ñ)T = ÑTBWT

✳ ❆✐♥B✐✱ ❡♥ ♣♦B❛♥? b̃p =B
uTbp ✿

(BuTSpB
u) ũ = b̃p + Ñ

TBWT
MBT T̃ ✭✷✳✸✳✽✮

❈♦♥❝❡D♥❛♥? ❧❛ ♠❛?D✐❝❡ ❞❡ ♠❛BB❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛D? ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥? ❞❡ ❜❛B❡ ❛♠X♥❡ ✿

WTMT = (WM Wm)⎛⎝
BW

M

T

BW
m

T

⎞
⎠M (BT

M BT
m)(TM

Tm
) ✭✷✳✸✳✾✮

❉✬❛✉?D❡ ♣❛D?✱ ♣❛D ♣D♦♣D✐K?K ❞✬♦D?❤♦❣♦♥❛❧✐?K✱ ♦♥ ♦❜?✐❡♥? ✿

WTMT = (WM

Wm
)T (MM 0

0 Mm
)(TM

Tm
) ✭✷✳✸✳✶✵✮

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣♦B❛♥? ✿

M̃ =
⎛
⎝
BW

M

T

BW
m

T

⎞
⎠M (BT

M BT
m) ✭✷✳✸✳✶✶✮
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#❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊❙ ❆❙❙❊▼❇▲❆●❊❙

❧✬❤②♣♦;❤<=❡ ❞❡ =@♣❛B❛;✐♦♥ ❞✬@❝❤❡❧❧❡ @F✉✐✈❛✉; I =✉♣♣♦=❡B M̃ ❜❧♦❝✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ♠✉❧;✐♣❧✐❛♥;

❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡ @F✉❛;✐♦♥ ❞✉ =②=;<♠❡ ✭✷✳✸✳✻✮ ♣❛B BWT
I ❣❛✉❝❤❡ ♦♥ ♦❜;✐❡♥; ✿

M̃T̃ +BWT
kBWW̃ =BWT

T̆ ✭✷✳✸✳✶✷✮

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜;✐❡♥; ❧❡ =②=;<♠❡ =✉✐✈❛♥; ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S̃pũ = b̃p + Ñ
TM̃T̃

M̃T̃ + k̃W̃ =
̃̆
T

W̃ = Ñũ

✭✷✳✸✳✶✸✮

❖W ✿

S̃p =B
uTSpB

u k̃ =BWT
kBW ̃̆

T =BWT
T̆ ✭✷✳✸✳✶✹✮

❊♥ ❝❤♦✐=✐==❛♥; ❛❧♦B= ❞❡= ❜❛=❡= ❞❡ =♦B;❡ I ❝❡ F✉❡ k̃ =♦✐; ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛B ❜❧♦❝✱ ✐❧ ❡=; ♣♦==✐❜❧❡

❞✬@❝B✐B❡ ❧❡ =②=;<♠❡ ♣B@❝@❞❡♥; ❞❡ ♠❛♥✐<B❡ ❞@❝♦♠♣♦=@❡ ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(SpMM SpmM

SpMm Spmm
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)(TM
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)
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)(WM

Wm
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Wm
) = (1M 0

0 Nm
)(uM

um
)

✭✷✳✸✳✶✺✮

❉❛♥= ❧❛ =✉✐;❡✱ ♦♥ F✉❛❧✐✜❡ ❞❡ ♠❛❝♦=❝♦♣✐F✉❡✱ ♦✉ ♠❛❝B♦ ❧❡= ❧✐❣♥❡= ❞❡= =②=;<♠❡= ❝✐✲❞❡==✉=

❢❛✐=❛♥; ✐♥;❡B✈❡♥✐B ❧❡= ♣❛B;✐❡= ♠❛❝B♦ ❞❡= ❞@♣❧❛❝❡♠❡♥;= ❡; ❡✛♦B;= ❞✬✐♥;❡B❢❛❝❡✳ ❉❡ ♠\♠❡✱ ♦♥

❞@=✐❣♥❡B❛ ♣❛B ♠✐❝B♦=❝♦♣✐F✉❡✱ ♦✉ ♠✐❝B♦✱ ❝❡❧❧❡= F✉✐ ❢♦♥; ✐♥;❡B✈❡♥✐B ❧❡= ♣❛B;✐❡= ♠✐❝B♦ ❞❡ ❝❡=

♠\♠❡= F✉❛♥;✐;@=✳

❖♥ ❞✐=♣♦=❡ ♣❛B ❛✐❧❧❡✉B= ❞❡= @F✉❛;✐♦♥= ♠❛❝B♦=❝♦♣✐F✉❡= ❞✬✐♥;❡B❢❛❝❡= ✿

∣Ts
M +Tr

M = 0

Ws
M =W

r
M

✭✷✳✸✳✶✻✮

▲❛ =✉B❝♦♥❞❡♥=❛;✐♦♥ ♠❛❝B♦ ❝♦♥=✐=;❡ ❛❧♦B= I ✉;✐❧✐=❡B ❧❛ ❞✐B❡❝;✐♦♥ ❞❡ B❡❝❤❡B❝❤❡ ♠✐❝B♦ ♣♦✉B

@❧✐♠✐♥❡B ❧❡= ❞❡❣B@= ❞❡ ❧✐❜❡B;@ ♠✐❝B♦ ❞❡ ❧✬@F✉✐❧✐❜B❡ ✐♥;❡B♥❡✳ ❊;❛♥; ❞♦♥♥@ F✉❡ ❧❡= ❡=♣❛❝❡=

♠❛❝B♦ =♦♥; ❝❤♦✐=✐= ❝♦♥;❡♥❛♥; ❧❡= ♠♦✉✈❡♠❡♥;= ❞❡ =♦❧✐❞❡= B✐❣✐❞❡= ❡; F✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉❣♠❡♥;❛;✐♦♥

♣❛B ❧❛ ❞✐B❡❝;✐♦♥ ❞❡ B❡❝❤❡B❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛= ❞❡ ❞♦✉;❡ =✉B ❧✬✐♥✈❡B=✐❜✐❧✐;@ ❞✉ ♣B♦❜❧<♠❡ ♠✐❝B♦✳

▲✬❛♣♣B♦❝❤❡ =❡ ❜❛=❡ =✉B ❧❛ ♣❛B;✐❡ ♠✐❝B♦ ❞❡ ❧✬@F✉❛;✐♦♥ ❞❡ ;B❛❝❡ F✉✐ ❡=; ✐♥❥❡❝;@❡ ❞❛♥= ❧✬@F✉❛;✐♦♥

❞❡ ❞✐B❡❝;✐♦♥ ❞❡ B❡❝❤❡B❝❤❡ ♠✐❝B♦✳ ▲❛ B❡❧❛;✐♦♥ ♦❜;❡♥✉❡ ♣❡B♠❡; ❞❡ =✉❜=;✐;✉❡B MmTm ❞❛♥= ❧❛

♣❛B;✐❡ ♠✐❝B♦ ❞❡ ❧✬@F✉✐❧✐❜B❡ ♣❛B ✉♥❡ ❡①♣B❡==✐♦♥ F✉✐ ❞@♣❡♥❞ ❞❡ um✳ ❖♥ ♦❜;✐❡♥; ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(SpMM SpmM

SpMm Spmm +Nm
TkmNm

)(uM

um
) = ( bpM

bpm +Nm
T T̆m

) + (MMTM

0
)

MMTM + kMWM = T̆M

WM = uM

✭✷✳✸✳✶✼✮

❖♥ @❧✐♠✐♥❡ ❛❧♦B= ❧❡= ❞❡❣B@= ❞❡ ❧✐❜❡B;@ ♠✐❝B♦ ❡♥ ;B❛✈❛✐❧❧❛♥; =✉B ❧❛ ♣❛B;✐❡ ♠✐❝B♦ ❞❡ ❧✬@F✉✐❧✐❜B❡

❡; ❡♥ B❡♠♣❧❛_❛♥; uM ♣❛BWM ✿

SpMmWM + (Spmm +Nm
TkmNm)um = bpm +Nm

T T̆m

um = (Spmm +Nm
TkmNm)−1 (bpm +Nm

T T̆m − SpMmWM) ✭✷✳✸✳✶✽✮

✺✵ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)
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▲❛ ♣❛:;✐❡ ♠❛❝:♦ ❞❡ ❧✬CD✉✐❧✐❜:❡ ❞❡✈✐❡♥; ❛❧♦:I ✿

SpMMWM+SpmM
(Spmm +Nm

TkmNm)−1 (bpm +Nm
T T̆m − SpMmWM) = bpM+MMTM

✭✷✳✸✳✶✾✮

❉✬♦O ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ I②I;Q♠❡ ✿

{ SWM = b̌pM +MMTM

MMTM + kMWM = T̆M

❆✈❡❝ ✿

S = SpMM − SpmM
(Spmm +Nm

TkmNm)−1 SpMm

b̌pM = bpM − SpmM
(Spmm +Nm

TkmNm)−1 (bpm +Nm
T T̆m)

✭✷✳✸✳✷✵✮

▲❡ I②I;Q♠❡ ♠❛❝:♦ ❝♦♠♣❧❡; ♣♦✉: ✉♥❡ ✐♥;❡:❢❛❝❡ Γrs
I✬C❝:✐; ❞♦♥❝ ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S
sWs

M = bp
s
M +MMT

s
M

S
rWr

M = bp
r
M +MMT

r
M

Ts
M +Tr

M = 0

Ws
M = Wr

M

✭✷✳✸✳✷✶✮

❈❡ I②I;Q♠❡ ❡I; ❢❡:♠C I❛♥I ❜❡I♦✐♥ ❞✬✐♥;:♦❞✉✐:❡ ❧❡I ❞✐:❡❝;✐♦♥I ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡ ♠❛❝:♦✳

✷✳✸✳✸ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❞✉ ♣.♦❜❧0♠❡ ♠❛❝.♦%❝♦♣✐5✉❡

❉❡✉① ❛♣♣:♦❝❤❡I ❞❡ :CI♦❧✉;✐♦♥ I♦♥; ❡♥✈✐I❛❣❡❛❜❧❡I✳ ▲❛ ♣:❡♠✐Q:❡ ♣:CI❡♥;❡ ❧✬❛✈❛♥;❛❣❡ ❞✬W;:❡

I✐♠♣❧❡ ❡; ❞❡ ♥❡ ♣❛I ✉;✐❧✐I❡: ❞❡ ❞✐:❡❝;✐♦♥ ❞❡ :❡❝❤❡:❝❤❡ ♠❛❝:♦I❝♦♣✐D✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡I; ❝❡♣❡♥❞❛♥;

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ D✉✬❛✉ ❝❛I ❞❡I ✐♥;❡:❢❛❝❡I ♣❛:❢❛✐;❡I✳ ▲❛ I❡❝♦♥❞❡✱ ♣❧✉I ❣C♥C:✐D✉❡✱ ❡I; ♣❧✉I ♣:♦❝❤❡ ❞❡

❧❛ :CI♦❧✉;✐♦♥ ❤❛❜✐;✉❡❧❧❡✳

❘!"♦❧✉&✐♦♥ ✶ ✿ ❈❡ ;②♣❡ ❞❡ :CI♦❧✉;✐♦♥ ♥✬❡I; ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ D✉✬❛✉ ❝❛I ❞❡I ✐♥;❡:❢❛❝❡I ♣❛:❢❛✐;❡I✳

❖♥ ❢❛✐; ❧❛ I♦♠♠❡ ❞❡I ❞❡✉① ♣:❡♠✐Q:❡I CD✉❛;✐♦♥I ❞❡ ✭✷✳✸✳✷✶✮ ❡♥ ♣:❡♥❛♥; ❡♥ ❝♦♠♣;❡ ❧✬C❣❛❧✐;C

❞❡I ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥;I ✿ (Ss + Sr)WM = bp
s
M + bp

r
M ✭✷✳✸✳✷✷✮

▲❡ I②I;Q♠❡ ❛ :CI♦✉❞:❡ ❡I; I✐♠♣❧❡ ❡; ♥❡ ♥C❝❡II✐;❡ ♣❛I ❞❡ ♠✉❧;✐♣❧✐❝❛;❡✉:I ❞❡ ▲❛❣:❛♥❣❡ ♦✉ ❞❡

♠C;❤♦❞❡I ♣❧✉I C❧❛❜♦:C❡I D✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡:I✐♦♥ ❞❡ ♠❛;:✐❝❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐;C:❛;✐❢✳

❘!"♦❧✉&✐♦♥ ✷ ✿ ❈❡ ;②♣❡ ❞❡ :CI♦❧✉;✐♦♥✱✈❡:I✐♦♥ ❞✐I❝:Q;❡ ❞❡ ✶✳✸✳✹✳✸✱ ❡"# ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ * #♦✉"

❧❡" #②♣❡" ❞✬✐♥#❡1❢❛❝❡✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❧✐5✉❡ ✐❝✐ * ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥#❡1❢❛❝❡ ♣❛1❢❛✐#❡✳ ▲❡ "②"#9♠❡ ♠❛❝1♦

❡♥ ❡✛♦1# "✬;❝1✐# ✿ ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

S
sWs

M = bp
s
M +MMT

s
M

S
rWr

M = bp
r
M +MMT

r
M

Ts
M +Tr

M = 0

✭✷✳✸✳✷✸✮

❈❡ "②"#9♠❡ ♥✬❡"# ♣❛" ❢❡1♠; ♠❛✐" ❛✈❡❝ ❧❡" ❞✐1❡❝#✐♦♥" ❞❡ 1❡❝❤❡1❝❤❡ ♠❛❝1♦ ✐❧ "❡1❛✐# "✉1❞;#❡1♠✐♥;✳

❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡" ❞✐1❡❝#✐♦♥" ❞❡ 1❡❝❤❡1❝❤❡ "✬;❝1✐✈❡♥# ✿

MMT
s
M + kMW

s
M = T̆

s
M

MMT
r
M + kMW

r
M = T̆

r
M

, ✭✷✳✸✳✷✹✮

❝❡ 5✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ #♦#❛❧ ✉♥ "②"#9♠❡ * ❝✐♥5 ;5✉❛#✐♦♥" ♣♦✉1 5✉❛#1❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡" (Ws
M ,T

s
M ,W

r
M ,T

r
M)✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✺✶
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#❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊❙ ❆❙❙❊▼❇▲❆●❊❙

▲❛ ❞✐8❡❝;✐♦♥ ❞❡ 8❡❝❤❡8❝❤❡ ♠❛❝8♦ ❡@; ❞♦♥❝ ✐♠♣♦@B❡ @♦✉@ ❝♦♥;8❛✐♥;❡@✳ #♦✉8 ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐@❡

❧❡ ♣♦;❡♥;✐❡❧ ❞❡ ❞✐8❡❝;✐♦♥ ❞❡ 8❡❝❤❡8❝❤❡ @♦✉@ ❧❛ ❝♦♥;8❛✐♥;❡ ❞✬BG✉✐❧✐❜8❡ ♠❛❝8♦✳ ❖♥ ✐♥;8♦❞✉✐;

❛❧♦8@ ❧❡ ♠✉❧;✐♣❧✐❝❛;❡✉8 ♠❛❝8♦ W̃M ❞❛♥@ ❧❡ ❧❛❣8❛♥❣✐❡♥ @✉✐✈❛♥; ✿

L(Ts
M ,T

r
M ,W̃M) = Is(Ts

M) + Ir(Tr
M) + (Ts

M +Tr
M)T MM

TW̃M

Is(Ts
M) = 1

2
Ts

M
T
MM

TksM
−1
MMT

s
M +Ts

M
T
MM

TWs
M −Ts

M
T
MM

TksM
−1
T̆s

M

✭✷✳✸✳✷✺✮

▲❡ @②@;Q♠❡ ❝♦♠♣❧❡; @✬B❝8✐; ❡♥ ❝♦♥@BG✉❡♥❝❡ ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1) S
sWs

M = bp
s
M +MMT

s
M(2) S

rWr
M = bp

r
M +MMT

r
M(3) MMT

s
M + ksM (Ws

M + W̃M) = T̆s
M(4) MMT

r
M + krM (Wr

M + W̃M) = T̆r
M(5) Ts

M +Tr
M = 0

✭✷✳✸✳✷✻✮

#✉✐@ ♦♥ ❢❛✐; ✿

✖ ✭✸✮ ❞❛♥@ ✭✶✮ ✿

S
sWs

M = bp
s
M + [T̆s

M − ksM (Ws
M + W̃M)]

(Ss + ksM)Ws
M = bp

s
M + T̆s

M + ksMW̃M

✭✷✳✸✳✷✼✮

✖ ✭✹✮ ❞❛♥@ ✭✷✮ ✿

S
rWr

M = bp
r
M + [T̆r

M − krM (Wr
M + W̃M)]

(Sr + krM)Wr
M = bp

r
M + T̆r

M + krMW̃M

✭✷✳✸✳✷✽✮

❡;

✖ ✭✺✮ ❞❛♥@ ✭✸✮✰✭✹✮ ✿

MM(Ts
M +Tr

M&''''''''''''''''''''*''''''''''''''''''''+
= 0 (5)

) + ksM (Ws
M + W̃M) + krM (Wr

M + W̃M) = T̆s
M + T̆r

M

✭✷✳✸✳✷✾✮

❡; ♦♥ ♦❜;✐❡♥; ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(Ss + ksM)Ws

M = b̆p
s

M + ksMW̃M(Sr + krM)Wr
M = b̆p

r

M + krMW̃M

ksM (Ws
M + W̃M) + krM (Wr

M + W̃M) = T̆s
M + T̆r

M

✭✷✳✸✳✸✵✮

❉✬♦\ ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ws
M = (Ss + ksM)−1 (b̆p

s

M + ksMW̃M)
Wr

M = (Sr + krM)−1 (b̆p
r

M + krMW̃M)
ksM (Ws

M + W̃M) + krM (Wr
M + W̃M) = T̆s

M + T̆r
M

. ✭✷✳✸✳✸✶✮

#✉✐@ ✿

ksM (Ss + ksM)−1 (b̆p
s

M + ksMW̃M + W̃M)
+ krM (Sr + krM)−1 (b̆p

r

M + krMW̃M + W̃M)
= T̆s

M + T̆r
M

. ✭✷✳✸✳✸✷✮
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✷✳✹✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❚❆❈❚

❊♥ ❞1✜♥✐4✐❢✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♣<♦❜❧>♠❡ ❤♦♠♦❣1♥✐B1 B✉✐✈❛♥4 ✿

[ksM + ksM (Ss + ksM)−1 ksM + krM + krM (Sr + krM)−1 krM ]W̃M

=

T̆s
M − ksM (Ss + ksM)−1 b̆p

s

M + T̆r
M − krM (Sr + krM)−1 b̆p

r

M

✭✷✳✸✳✸✸✮

❈❡B ❞❡✉① 4②♣❡B ❞❡ <1B♦❧✉4✐♦♥B ❞❡ B♦♥4 ♣❛B 1K✉✐✈❛❧❡♥4B✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❧❛ ❝♦♥4✐♥✉✐41 ❞❡B ❞1♣❧❛❝❡✲

♠❡♥4B ❡B4 ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❞❛♥B ❧❡ ❝❛B ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡ ♠14❤♦❞❡ ❡4 ♥✬❡B4 ✈1<✐✜1❡ K✉✬P ❝♦♥✈❡<❣❡♥❝❡✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✿ ▲❡ ♣<♦❜❧>♠❡ <1B♦❧✉ ✭✷✳✸✳✷✻✮ ♥❡ ❢❛✐4 ♣❛B ✐♥4❡<✈❡♥✐< ❧❛ <❡❧❛4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥4✐♥✉✐41 ❞❡B

❞1♣❧❛❝❡♠❡♥4B ♠❛❝<♦ ❞✬✐♥4❡<❢❛❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉4 ♠♦♥4<❡< K✉✬✐❧ ❡B4 ♣♦BB✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦<♠✉❧❡< ❧❡ ♣<♦❜❧>♠❡

♠❛❝<♦B❝♦♣✐K✉❡ ❡♥ ♥✬✐♥4<♦❞✉✐B❛♥4 K✉✬✉♥❡ B❡✉❧❡ ❜❛B❡ ♠❛❝<♦ ♣♦✉< ❧❡B ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥4B ❞✬✐♥4❡<❢❛❝❡✱

❡♥ B❡ ♣❛BB❛♥4 ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡B ✐♥4❡<❡✛♦<4B✳ S♦✉< T4<❡ ❢❡<♠1✱ ❧❡ ♣<♦❜❧>♠❡ ❛✐♥B✐ 1❝<✐4 ❞♦✐4 ❝♦♠✲

♣<❡♥❞<❡ ❧❡B ♣❛<4✐❡B ♠✐❝<♦ ❡4 ♠❛❝<♦ ❞❡B 1K✉❛4✐♦♥B ❞❡ ❞✐<❡❝4✐♦♥ ❞❡ <❡❝❤❡<❝❤❡✳ ❙♦✉✈❡♥4 ❤1<✐41B

❞❡B ❝❤♦✐① ❢❛✐4B ♣♦✉< ❧❡B ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥4B✱ ❧❡B ♣<♦❥❡❝4❡✉<B ♣♦✉< ❧❡B ❡✛♦<4B ♥❡ B♦♥4 ❛❧♦<B ♣❧✉B P

❞1✜♥✐<✳ ❙❡✉❧ ❧❡ 4<❛✈❛✐❧ ❞❡B ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥4B ♠❛❝<♦ ❞❛♥B ❧❡B ❡✛♦<4B ❡B4 P B♣1❝✐✜❡<✳

✷✳✹ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡, ✐♥'❡$❢❛❝❡, ❞❡ ❝♦♥'❛❝'

▲❡ 4<❛✐4❡♠❡♥4 ❞❡B ✐♥4❡<❢❛❝❡B ❞❡ ❝♦♥4❛❝4 ❝♦♠♣♦<4❡ K✉❡❧K✉❡B B♣1❝✐✜❝✐41B ❞✉❡B ♥♦4❛♠♠❡♥4 P

❧❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐41 ✐♥4<♦❞✉✐4❡ ♣❛< ❧❛ ❞✉❛❧✐41 ❝❤♦✐B✐❡✳ ❆♣<>B ❛✈♦✐< ❢♦<♠✉❧1 ❧❡ ♣<♦❜❧>♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❝♦♥4✐♥✉✱ ❡♥ ✉4✐❧✐B❛♥4 ❧❡ <❡♣<1B❡♥4❛♥4 T ❞❡ ❧✬✐♥4❡<❡✛♦<4 ✐♥4<♦❞✉✐4 ❛✉ ❞1❜✉4 ❞✉ ❝❤❛♣✐4<❡✱ ♦♥

4<❛✐4❡<❛ ❞❡ B❛ <1B♦❧✉4✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐B❝<❡4✳

✷✳✹✳✶ ❋♦&♠✉❧❛+✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧1♠❡ ❞❡ ❝♦♥+❛❝+ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❧❛ ♠5+❤♦❞❡

❞5✈❡❧♦♣♣5❡

❆✜♥ ❞❡ ❢♦<♠✉❧❡< ❧❡ ♣<♦❜❧>♠❡ ❞❡ ❝♦♥4❛❝4 ❛✈❡❝ ❧❡ <❡♣<1B❡♥4❛♥4 T ❞❡ ❧✬✐♥4❡<❡✛♦<4✱ ♦♥ <❡♣❛<4

❞❡ ❧❛ ❢♦<♠✉❧❛4✐♦♥ ❢♦<4❡ ❞❡B 1K✉❛4✐♦♥B ❝♦♥4✐♥✉❡B 1❝<✐4❡B ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥4❡<❡✛♦<4 4<❛❞✐4✐♦♥♥❡❧✳ S♦✉<

✉♥❡ ✐♥4❡<❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥4❛❝4 ❡♥4<❡ ✉♥ B♦✉B✲❞♦♠❛✐♥❡ Ω1 ❡4 ✉♥ B♦✉B✲❞♦♠❛✐♥❡ Ω2✱ ❧❡ ♣<♦❜❧>♠❡ ❡♥

T B✬1❝<✐4 ✿

(W r
−W s) ⋅ ni + g ≥ 0 ❈♦♥❞✐4✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲♣1♥14<❛4✐♦♥

T i.ni = T i
n ≥ 0 ❊✛♦<4 ♥♦<♠❛✉① ✉♥✐K✉❡♠❡♥4 ❡♥ ❝♦♠♣<❡BB✐♦♥

(W r
n −W

s
n + g) ⋅ T i

n = 0 ❈♦♥❞✐4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧1♠❡♥4❛<✐41

T r
+ T s

= 0 ❊K✉✐❧✐❜<❡ ❞❡B ❡✛♦<4B

❆✈❡❝ n✱ ❧❛ ♥♦<♠❛❧❡ P ❧✬✐♥4❡<❢❛❝❡✱ g ✉♥ <❡♣<1B❡♥4❛♥4 ❞✉ ❥❡✉ ❡♥4<❡ ❧❡B ❞❡✉① ♣✐>❝❡B ❡♥ ❝♦♥4❛❝4✱

i ∈ {r, s} ❡4 ❧❛ ♥♦4❛4✐♦♥ v ≥ 0 ❞1B✐❣♥❛♥4 K✉❡ 4♦✉4❡B ❧❡B ❝♦♠♣♦B❛♥4❡B ❞✉ ✈❡❝4❡✉<B v B♦♥4

♣♦B✐4✐✈❡B ♦V ♥✉❧❧❡B✳ ❘1B♦❧✉❡B ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐B❝<❡4✱ ❝❡B 1K✉❛4✐♦♥B B♦♥4 ✈1<✐✜1❡B ❛✉ B❡♥B ❢❛✐❜❧❡✳

❖♥ ♣<♦✜4❡ ❞❡ ❧❡✉< ❢♦<♠✉❧❛4✐♦♥ B♦✉B ❢♦<♠❡ ✈❛<✐❛4✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉< ✐♥4<♦❞✉✐<❡ ❧❡ <❡♣<1B❡♥4❛♥4 T ✳

❉❛♥B ❧❡B ❧✐❣♥❡B K✉✐ B✉✐✈❡♥4✱ ❧❡B 1K✉❛4✐♦♥B B♦♥4 <❡♣<✐B❡B ✉♥❡ ♣❛< ✉♥❡✳

∎ ❈♦♥❞✐-✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲♣0♥0-$❛-✐♦♥ ✿ ◆❡ ♣♦<4❛♥4 K✉❡ B✉< ❞❡B K✉❛♥4✐41B ❝✐♥1♠❛4✐K✉❡B✱ ❧❛

❢♦<♠✉❧❛4✐♦♥ ❝♦♥4✐♥✉❡ ❞❡ ❝❡44❡ 1K✉❛4✐♦♥ <❡B4❡ ✐♥❝❤❛♥❣1❡✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✺✸



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ❯◆❊ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊ ❉➱❈❖▼#❖❙■❚■❖◆ ❉❊ ❉❖▼❆■◆❊ ▼■❳❚❊

#❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊❙ ❆❙❙❊▼❇▲❆●❊❙

∎ ❈♦♥❞✐%✐♦♥ &✉( ❧❡& ❡✛♦(%& ♥♦(♠❛✉① ✉♥✐/✉❡♠❡♥% ❡♥ ❝♦♠♣(❡&&✐♦♥ ✿ ▲❛ ❢♦8♠✉✲

❧❛=✐♦♥ ❞✉ ♣8♦❜❧C♠❡ ✉♥✐❧❛=E8❛❧ ❞❡ ❝♦♥=❛❝= ✐♠♣♦G❡ H✉❡ ❧❡G ❡✛♦8=G ♥♦8♠❛✉① G♦✐❡♥= ♥✉❧G ❡♥

=8❛❝=✐♦♥ ✭❧❡G G♦✉G✲G=8✉❝=✉8❡G ♥❡ G♦♥= ♣❛G ❝♦❧❧E❡G✮✳ ❊♥ ❧❛ ♣❛GG❛♥= G♦✉G ❢♦8♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐❧ ✈✐❡♥= ✿

∀W ∗
∈H1/2(Γi) =❡❧ H✉❡ W ∗

≥ 0 ⟨ T i
n ; W

∗

n ⟩H1/2 ≥ 0 ✭✷✳✹✳✶✮

#♦✉8 ✉♥❡ ❞✐G❝8E=✐G❛=✐♦♥ ❧✐♥E❛✐8❡ ✭❢♦♥❝=✐♦♥ ♣♦G✐=✐✈❡✮✱ ♦♥ ❛88✐✈❡ R ❧❛ ❢♦8♠❡ ❞✐G❝8E=✐GE❡ G✉✐✈❛♥=❡ ✿

W∗
T

n MH1/2T
i
n ≥ 0 ❛✈❡❝ W∗

n ≥ 0 ✭✷✳✹✳✷✮

♣♦✉8 ❛❜♦✉=✐8 R ❧❛ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ H✉✐ G❡8❛ 8❡=❡♥✉❡ ✿

MH1/2T
i
n ≥ 0 ✭✷✳✹✳✸✮

∎ ❈♦♥❞✐%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧3♠❡♥%❛(✐%3 ✿ ❈❡==❡ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ =8❛❞✉✐= ❧✬❡①❝❧✉G✐✈✐=E ❞❡G G=❛=✉=G

✏❡♥ ❝♦♥=❛❝=✑ ❡= ✏♦✉✈❡8=✑✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥= ❞♦♥♥E✱ ♥E❝❡GG❛✐8❡♠❡♥= ✿

✖ ❙♦✐= ✐❧ ② ❛ ❝♦♥=❛❝=✱ ❛✉H✉❡❧ ❝❛G ❧❡ ❥❡✉ ❛ E=E 8❛==8❛♣E ❡= ❧❡G ❞❡✉① ❜♦8❞G ❞❡G G♦✉G✲❞♦♠❛✐♥❡G

G♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞✉G ✿

W r
n −W

s
n + g = 0 ✭✷✳✹✳✹✮

✖ ❙♦✐= ❧❡G ❞❡✉① G✉8❢❛❝❡G ♥❡ G♦♥= ♣❛G ❡♥ ❝♦♥=❛❝= ❡= ❧✬❡✛♦8= ♥♦8♠❛❧ ♥❡ =8❛♥G✐=❡ ♣❛G ✿

T i
n = 0 ✭✷✳✹✳✺✮

▲❛ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧E♠❡♥=❛8✐=E ♣❡✉= [=8❡ E❝8✐=❡ ❞❡ ❢❛\♦♥ EH✉✐✈❛❧❡♥=❡ G♦✉G ❢♦8♠❡ ✐♥=E❣8❛❧❡

G✉8 ❧✬✐♥=❡8❢❛❝❡ ✿

∫
Γ
(W r

n −W
s
n + g) ⋅ T i

n dΓ = 0 ✭✷✳✹✳✻✮

❊♥ ❛♣♣❧✐H✉❛♥= ❧❡ =❤E♦8C♠❡ ❞❡ 8❡♣8EG❡♥=❛=✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡G③✱ ✐❧ ✈✐❡♥= ✿

⟨ W r
n −W

s
n + g ; T

i
n ⟩H1/2 = 0 ✭✷✳✹✳✼✮

❡= ❧❛ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ 8❡=❡♥✉❡ G✬E❝8✐= ✿

(Wr
n −W

s
n + g)MH1/2T

i
n = 0 ✭✷✳✹✳✽✮

∎ ❈♦♥❞✐%✐♦♥ ❞✬3/✉✐❧✐❜(❡ ❞❡& ❡✛♦(%& ✿ ❊♥ ♣❛GG❛♥= ❝❡==❡ ❝♦♥❞✐=✐♦♥ ❞✬EH✉✐❧✐❜8❡ G♦✉G ❢♦8♠❡

❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐G ❡♥ ✐♥=8♦❞✉✐G❛♥= ❧❡ 8❡♣8EG❡♥=❛♥= T ❞❡ ❧✬✐♥=❡8❡✛♦8=✱ ♦♥ 8❡=♦♠❜❡ G✉8 ❧❛ ❢♦8♠✉❧❛=✐♦♥

❞✐8❡❝=❡ ❡♥ T ♦❜=❡♥✉❡ ♣♦✉8 ❧❡ ❝❛G ❞❡G ✐♥=❡8❢❛❝❡G ♣❛8❢❛✐=❡G ✿

∀ W ∗
∈H1/2(Γi), ∫

Γ
W ∗.(T r

+ T s) dΓ = ⟨ W ∗ ; T r
+ T s ⟩H1/2 = 0 ✭✷✳✹✳✾✮

❝❡ H✉✐ ♠C♥❡ R ❧❛ ❢♦8♠✉❧❛=✐♦♥ ❞✐G❝8C=❡ ✿

Tr
+Ts

= 0 ✭✷✳✹✳✶✵✮

#♦✉8 ♦❜=❡♥✐8 ❧❡ ♣8♦❜❧C♠❡ ❝♦♠♣❧❡= ❞✬✐♥=❡8❢❛❝❡✱ ♦♥ ❛❥♦✉=❡ R ❝❡G EH✉❛=✐♦♥G ❧❛ ❞✐8❡❝=✐♦♥ ❞❡

8❡❝❤❡8❝❤❡ 8EE❝8✐=❡ G✉8 ❧❡G T✳

(Ti
−Ti

SsD) − ki+ (Wi
−Wi

SsD) = 0 ✭✷✳✹✳✶✶✮

✺✹ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



✷✳✹✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■◆❚❊❘❋❆❈❊❙ ❉❊ ❈❖◆❚❆❈❚

♦0 TSsD ❡2 WSsD 3♦♥2 ❧❡3 6✉❛♥2✐2:3 ✐33✉❡3 ❞❡ ❧✬:2❛♣❡ ❞❡ 3♦✉3✲❞♦♠❛✐♥❡3✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♥2❛❝2 F B:3♦✉❞B❡ ❡32 ❧❡ 3✉✐✈❛♥2 ✿

Wr
n −W

s
n + g ≥ 0

MH1/2T
i
n ≥ 0

(Wr
n −W

s
n + g)MH1/2T

i
n = 0

Tr
+Ts

= 0

(Ti
−Ti

SsD) − ki+ (Wi
−Wi

SsD) = 0

✭✷✳✹✳✶✷✮

❈❡22❡ ❢♦B♠✉❧❛2✐♦♥ ❞✐3❝BD2❡ ❞✉ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♥2❛❝2✱ ❛❞❛♣2:❡ ❛✉ ❝❛❞B❡ ❞❡ ❧❛ ♠:2❤♦❞❡ ♣B♦✲

♣♦3:❡✱ ❢❛✐2 ❛♣♣❛B❛N2B❡ ❧❡3 ❧✐❡♥3 ❡♥2B❡ ❝❤❛6✉❡ ♣♦✐♥2 ❞❡ ❧✬✐♥2❡B❢❛❝❡ ✐♥2B♦❞✉✐23 ♣❛B ❧❛ ❞✉❛❧✐2:

♣B♦♣♦3:❡✳ ▲❛ ♠❛2B✐❝❡ ❞❡ ♠❛33❡✱ ♣❧❡✐♥❡✱ ♣B:3❡♥2❡ ❞❛♥3 ❧✬:6✉❛2✐♦♥ ❞❡ ♣♦3✐2✐✈✐2: ❞❡3 ❡✛♦B23

♥♦B♠❛✉①✱ ✐♠♣♦3❡ ❞❡ 2B❛✐2❡B ❧❡ ♣B♦❜❧D♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥2 3✉B ❧✬✐♥2❡B❢❛❝❡✳ ❈❡22❡ ❝♦♥2B❛✐♥2❡ ♥✬❡32

♣❛3 3❛♥3 ❝♦♥3:6✉❡♥❝❡ 3✉B ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦B✐2❤♠❡ ❞❡ B:3♦❧✉2✐♦♥✳

✷✳✹✳✷ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❞✉ ♣.♦❜❧0♠❡ ❞✐%❝.❡)

❉❛♥3 ❧✬✐♠♣♦33✐❜✐❧✐2: ❞❡ B:3♦✉❞B❡ ❧❡ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♥2❛❝2 ♥S✉❞ ♣❛B ♥S✉❞✱ ❧❛ B:3♦❧✉2✐♦♥ ♣❛33❡

♣❛B ✉♥❡ ❢♦B♠✉❧❛2✐♦♥ ❞❡ 2②♣❡ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧:♠❡♥2❛B✐2: ❧✐♥:❛✐B❡✳ ❙♦✉3 3❛ ❢♦B♠❡ ❣:♥:B✐6✉❡✱

✉♥ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧:♠❡♥2❛B✐2: ❧✐♥:❛✐B❡ ❝♦♥3✐32❡ F ❝❤❡B❝❤❡B ✉♥ ✈❡❝2❡✉B z ❞❡ R
n
✱ ♣♦✉B ✉♥❡

♠❛2B✐❝❡ M ❞❡ R
n×n

❡2 ✉♥ ✈❡❝2❡✉B q ❞❡ R
n
✱ 3♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ ✿

z ≥ 0

q +Mz ≥ 0

zT (q +Mz) = 0

✭✷✳✹✳✶✸✮

❈❡3 ♣B♦❜❧D♠❡3 3♦♥2 B❡♥❝♦♥2B:3 ❞❛♥3 ♣❧✉3✐❡✉B3 ❞♦♠❛✐♥❡3 ❞♦♥2 ❧✬♦♣2✐♠✐3❛2✐♦♥ 6✉❛❞B❛2✐6✉❡✱ ❧❡3

3✐♠✉❧❛2✐♦♥3 ❞✬❛♣♣❛B✐2✐♦♥ ❡2 ❞✐3♣❛B✐2✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛3❡3 ❞❛♥3 ❧❡3 :❝♦✉❧❡♠❡♥23 ♦✉✱ ♣♦✉B ❧❛ ♠:❝❛♥✐6✉❡

❞❡3 3♦❧✐❞❡3✱ ❧❛ ♠♦❞:❧✐3❛2✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥2❛❝2✳ ▲❛ 2❤:♦B✐❡ ♠❛2❤:♠❛2✐6✉❡ ❛✉2♦✉B ❞❡ ❝❡3 ♣B♦❜❧D♠❡3✱

❧❡3 ❝♦♥❞✐2✐♦♥3 ❞✬❡①✐32❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 3♦❧✉2✐♦♥ ❡2 ❧❡3 ♣B✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦B✐2❤♠❡3 ❞❡ B:3♦❧✉2✐♦♥ 3♦♥2

❞:❝B✐23 ❡♥ ❞:2❛✐❧ ❞❛♥3 ❧❡3 ♦✉✈B❛❣❡3 ❞❡ B:❢:B❡♥❝❡ ❬❈♦22❧❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❡2 ❬▼✉B2②✱ ✷✵✶✵❪✳

❙♦✉3 ✉♥❡ ❢♦B♠❡ ♣❧✉3 3♣:❝✐✜6✉❡ F ❧✬❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ ✈✐3:❡✱ ✉♥ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧:♠❡♥2❛B✐2: ❧✐✲

♥:❛✐B❡ ♣❡✉2 Z2B❡ :❝B✐2 ❡♥ ✐♥2B♦❞✉✐3❛♥2 ✉♥ ✈❡❝2❡✉B w ❝♦♠♠❡ 3✉✐2 ✿

w ≥ 0 , z ≥ 0

w = q +Mz

zTw = 0

✭✷✳✹✳✶✹✮

▲❡ ♣B♦❜❧D♠❡ ❞❡ ❝♦♥2❛❝2 :❝B✐2 ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛❞B❡ ❞✉ ❢♦B♠❛❧✐3♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠:2❤♦❞❡ ♣B♦♣♦3:❡ ♣❡✉2 Z2B❡

B❡❢♦B♠✉❧: ❞❡ ❝❡22❡ ❢❛[♦♥✳

▲❛ ♣B❡♠✐DB❡ :2❛♣❡ ❝♦♥3✐32❡ F ❡①♣B✐♠❡B ❧❡ ❞:♣❧❛❝❡♠❡♥2 ❞✬✐♥2❡B❢❛❝❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ♣❛B ❧❡3 ❞✐B❡❝2✐♦♥3

❞❡ B❡❝❤❡B❝❤❡ ✿

Wi
= ki

−1

+
(Ti

−Ti
SsD) +Wi

SsD ✭✷✳✹✳✶✺✮

▲✬:❝❛B2 ❞❡ ❞:♣❧❛❝❡♠❡♥2 ❞❡3 ❞❡✉① ❝]2:3 ❞❡ ❧✬✐♥2❡B❢❛❝❡ 3✬:❝B✐2 ❛❧♦B3 ✿

Wr
−Ws

= kr
−1

+
Tr

− ks
−1

+
Ts

+ (kr−1

+
Tr

SsD − ks
−1

+
Ts

SsD +Wr
SsD −Ws

SsD) ✭✷✳✹✳✶✻✮

_✉✐3 ❡♥ ✉2✐❧✐3❛♥2 ❧❛ B❡❧❛2✐♦♥ ❞✬:6✉✐❧✐❜B❡ Tr
+Ts

= 0 ❡2 ❡♥ ♣♦3❛♥2

q = kr
−1

+
Tr

SsD − ks
−1

+
Ts

SsD +Wr
SsD −Ws

SsD ✭✷✳✹✳✶✼✮

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✺✺
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#❖❯❘ ▲❊ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊❙ ❆❙❙❊▼❇▲❆●❊❙

♦♥ 7❝9✐; ❧❡ >❛✉; ❞❡ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥; ❝♦♠♠❡ >✉✐; ✿

Wr
−Ws

= (kr−1

+
+ ks

−1

+
)Tr

+ q ✭✷✳✹✳✶✽✮

❊♥ ✉;✐❧✐>❛♥; ❧❛ 9❡❧❛;✐♦♥ ❞✬7K✉✐❧✐❜9❡✱ ♦♥ ♦❜;✐❡♥; ❧❡ >②>;O♠❡ ✿

T ≥ 0 , W ≥ 0

W = MT + q

T
T
W = 0

❆✈❡❝ ✿

T = MH1/2T
r

W = Wr
−Ws

M = (kr−1

+
+ ks

−1

+
)M−1

H1/2

q = kr
−1

+
Tr

SsD − ks
−1

+
Ts

SsD +Wr
SsD −Ws

SsD

✭✷✳✹✳✶✾✮

✷✳✹✳✷✳✶ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡ ❞❡ (/0♦❧✉*✐♦♥

#♦✉9 ❧❛ 97>♦❧✉;✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣9♦❜❧O♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧7♠❡♥;❛9✐;7 ❧✐♥7❛✐9❡✱ ✐❧ ❡>; ♣♦>>✐❜❧❡ ❞✬✉;✐❧✐>❡9

✉♥ ❛❧❣♦9✐;❤♠❡ ❞❡ ▲❡♠❦❡✳ ❉7♠♦♥;97 9♦❜✉>;❡✱ ✐❧ ♣97>❡♥;❡ ❧✬❛✈❛♥;❛❣❡ ❞❡ ❧❛ >✐♠♣❧✐❝✐;7 ❡; ❞❡

♣❡9❢♦9♠❛♥❝❡> ❛❞❛♣;7❡> ❛✉① ;❛✐❧❧❡> ❞❡ ♣9♦❜❧O♠❡> ✈✐>7❡>✳ ❆✉✲❞❡❧X ❞❡ K✉❡❧K✉❡> ❝❡♥;❛✐♥❡> ❞❡

❞❡❣97> ❞❡ ❧✐❜❡9;7✱ ❞❡> ❛❧❣♦9✐;❤♠❡> ✐;79❛;✐❢> >❡9❛✐❡♥; ♣❧✉> ♣❡9❢♦9♠❛♥;> ♠❛✐> ❝❡ >❡9❛ 9❛9❡♠❡♥;

❧❡ ❝❛> ♣♦✉9 ❧❡> ♣9♦❜❧O♠❡> ❞❡ ❝♦♥;❛❝; ❢♦9♠✉❧7> ✉♥✐K✉❡♠❡♥; >✉9 ❧❡> ✐♥;❡9❢❛❝❡>✱ ❡♥ ♣❛9;✐❝✉❧✐❡9

♣♦✉9 ❧❡> ♣9❡♠✐O9❡> ❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥> ✈✐>7❡> ♣❛9 ❝❡> ;9❛✈❛✉①✳ ❯♥❡ ✈❛9✐❛♥;❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ 97>♦❧✉;✐♦♥

;②♣❡ ▲❡♠❦❡ ❝♦♥>✐>;❡ X ❛✉❣♠❡♥;❡9 ❧❡ ♣9♦❜❧O♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧7♠❡♥;❛9✐;7 ❧✐♥7❛✐9❡ ✐♥✐;✐❛❧✳

❊♥ 9❡♣9❡♥❛♥; ❧❛ ❞7✜♥✐;✐♦♥ ✭✷✳✹✳✶✸✮ ♦♥ ❞7>✐❣♥❡ ✉♥ ♣9♦❜❧O♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧7♠❡♥;❛9✐;7 ❧✐♥7❛✐9❡

♣❛9 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (q,M)✳ ▲✬♦❜❥❡❝;✐❢ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥;❛;✐♦♥ ❡>; ❞❡ ❞7✜♥✐9 ✉♥ ♣9♦❜❧O♠❡ ♥♦;7 (q̃, M̃)
❡♥ ❛❥♦✉;❛♥; ✉♥❡ ✈❛9✐❛❜❧❡ ❡; ✉♥❡ ❝♦♥;9❛✐♥;❡✱ ❞❡ >♦9;❡ X ❝❡ K✉❡ ❝❡ ♣9♦❜❧O♠❡ ❛✉❣♠❡♥;7 ❛✐;

;♦✉❥♦✉9> ✉♥❡ >♦❧✉;✐♦♥✳ ▲❛ >♦❧✉;✐♦♥ ❛✉ ♣9♦❜❧O♠❡ ♦9✐❣✐♥❛❧ ♣❡✉; ❡♥>✉✐;❡ \;9❡ ❞7❞✉✐;❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞✉ ♣9♦❜❧O♠❡ ❛✉❣♠❡♥;7✳

❙✉9 ❧❛ ❜❛>❡ ❞✉ ♣9♦❜❧O♠❡ (q,M)✱ ♦♥ ✐♥;9♦❞✉✐; ✉♥ >❝❛❧❛✐9❡ λ ≥ 0 ❡; ✉♥ ✈❡❝;❡✉9 d > 0 ❛✜♥ ❞❡
♣♦>❡9 ❧❡ ♣9♦❜❧O♠❡ ✿

q̃ = [ q
λ
] ❡; M̃ = [ M d

−dT 0
] ✭✷✳✹✳✷✵✮

❘7>♦✉❞9❡ ❝❡ >②>;O♠❡ 9❡✈✐❡♥; ❛❧♦9> X ;9♦✉✈❡9 ✉♥ ✈❡❝;❡✉9 z ❡; ✉♥ >❝❛❧❛✐9❡ θ >♦❧✉;✐♦♥> ❞❡ ✿

w = q +Mz + θ ≥ 0, z ≥ 0, wT z = 0,

σ = λ − dT z ≥ 0, θ ≥ 0 σ ⋅ θ = 0.
✭✷✳✹✳✷✶✮

❙✐ (z, θ) ❡>; >♦❧✉;✐♦♥ ❞❡ (q̃, M̃) ❛✈❡❝ θ = 0 ❛❧♦9> z ❡>; >♦❧✉;✐♦♥ ❞❡ (q,M)✳ ❖♥ 9❡♠❛9K✉❡9❛ K✉❡
θ = 0 ❡>; ✈9❛✐ >✐ λ > dT z✳ ▲✬❛❧❣♦9✐;❤♠❡ ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡> ;❡❝❤♥✐K✉❡> ❞❡ ♣✐✈♦;❛❣❡ ♣♦✉9 ❞7;❡9♠✐♥❡9

❧❛ >♦❧✉;✐♦♥ ❛✉ ♣9♦❜❧O♠❡ ✐♥✐;✐❛❧✳

▲❡> ✐♥❣97❞✐❡♥;> ;❤7♦9✐K✉❡> 7;❛♥; 97✉♥✐>✱ ❧❛ ❢♦9♠✉❧❛;✐♦♥ ❞✐>❝9O;❡ ❞❡ ❧❛ ♠7;❤♦❞❡ ✐♥;9♦❞✉✐>❛♥;

✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ 9❡♣97>❡♥;❛♥; ❞❡ ❧✬✐♥;❡9❡✛♦9; ❡>; ♣♦>7❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡;;9❡ ❡♥ _✉✈9❡✱ ✐❧ ❡>; ❝❡✲

♣❡♥❞❛♥; ♥7❝❡>>❛✐9❡ ❞❡ >❛✈♦✐9 ❝❛❧❝✉❧❡9 ❧❛ ♠❛;9✐❝❡ ❞❡ ♣9♦❞✉✐; >❝❛❧❛✐9❡ ❛>>♦❝✐7❡ X ❧❛ ❞✉❛❧✐;7

❝❤♦✐>✐❡✳

❆✈❛♥; ❞✬✐❧❧✉>;9❡9 ❧❡> ♣❡9❢♦9♠❛♥❝❡> ❞❡ ❧❛ ♠7;❤♦❞❡ ❞❛♥> ❧❡ ❝❤❛♣✐;9❡ ✹✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐;9❡ >✉✐✈❛♥;

❞7;❛✐❧❧❡ ✉♥❡ ♣9♦♣♦>✐;✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣9♦❝❤7 ❞❡ ❝❡;;❡ ♠❛;9✐❝❡ ❡; >❛ ✈❛❧✐❞❛;✐♦♥✳

✺✻ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



❈❤❛♣✐%&❡

✸

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣'♦❞✉✐* +❝❛❧❛✐'❡ ❞❡

H1/2

❈♦♥#❡♥#%

✸✳✶ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ,❝❛❧❛✐&❡ ❞❡ H1/2 (∂Ωs) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✶✳✶ ❊❝%✐'✉%❡ ❝♦♥'✐♥✉❡ ❞✉ ♣%♦❞✉✐' .❝❛❧❛✐%❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✶✳✷ 4%♦♣%✐5'5. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✶✳✸ ❆♣♣%♦❝❤❡. ❡①✐.'❛♥'❡. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✷ 3&♦♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣&♦❝❤6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✷✳✶ ❋♦%♠✉❧❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✷✳✷ ▼✐.❡ ❡♥ ?✉✈%❡ ♥✉♠5%✐A✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ♣&♦♣♦,6❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸✳✶ ❉5♠❛%❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ %5❢5%❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸✳✸ ❘5.✉❧'❛'. ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✹ ❊①+❡♥,✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣&♦❝❤6 ❛✉① ♣&♦❜❧?♠❡, ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

❆✜♥ ❞❡ ♠❡&&'❡ ❡♥ (✉✈'❡ ❧❛ ♠-&❤♦❞❡ ♣'-1❡♥&-❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐&'❡ ♣'-❝-❞❡♥&✱ ✐❧ ❡1& ♥-❝❡11❛✐'❡ ❞❡

♣♦✉✈♦✐' ❝❛❧❝✉❧❡' ❧❡ ♣'♦❞✉✐& 1❝❛❧❛✐'❡ ❝❤♦✐1✐ ♣♦✉' ❧❛ ❞✉❛❧✐&- ❞❡1 5✉❛♥&✐&-1 ❞✬✐♥&❡'❢❛❝❡✳ 9'-1❡♥&-

♣♦♥❝&✉❡❧❧❡♠❡♥& ❞❛♥1 ❧❡1 ❝❤❛♣✐&'❡1 ♣'-❝-❞❡♥&1✱ ❧❡ ♣'♦❞✉✐& 1❝❛❧❛✐'❡ ❞❡ ❧✬❡1♣❛❝❡ H1/2 (∂Ωs) ❡1&
❝♦♠♣♦1- ❞❡ ❞❡✉① &❡'♠❡1 ✿

✖ ❧❡ ♣'♦❞✉✐& 1❝❛❧❛✐'❡ ❞❡ L2 (∂Ωs) ❀
✖ ✉♥ &❡'♠❡ ♣1❡✉❞♦✲1✐♥❣✉❧✐❡' ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥&-❣'❛❧❡ 1✉' ∂Ωs

✳

▲❡1 ♠❛&'✐❝❡1 ❞❡ ♠❛11❡ ✭❈❢✳ ✷✳✷✳✷✳✶✮ ✐11✉❡1 ❞❡ ❝❡&&❡ ❞✉❛❧✐&- 1♦♥& ♣❧❡✐♥❡1✳ 9♦✉' ❞❡1 ✐♥&❡'❢❛❝❡1

❞❡ ❣'❛♥❞❡1 &❛✐❧❧❡1✱ ❡❧❧❡1 1❡'♦♥& ♥♦♥ 1❡✉❧❡♠❡♥& ❝❤G'❡1 H ❝❛❧❝✉❧❡' ♠❛✐1 ❛✉11✐ H ✐♥✈❡'1❡'✳ ❊❧❧❡1

♣❡'&✉'❜❡'♦♥& -❣❛❧❡♠❡♥& ❧❡ '❡♠♣❧✐11❛❣❡ ❞❡1 ♠❛&'✐❝❡1 ❞❡ '❛✐❞❡✉'1 5✉❛♥❞ ❡❧❧❡1 ✐♥&❡'✈✐❡♥❞'♦♥&

❞❛♥1 ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❞❡ ❘♦❜✐♥✳ ❉❛♥1 ✉♥ 1♦✉❝✐ ❞✬❡✣❝❛❝✐&- ❡& ❞❡ 1✐♠♣❧✐❝✐&- ❞❡ ♠✐1❡ ❡♥ (✉✈'❡ ❞❡

❧❛ ♠-&❤♦❞❡✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ♣'♦♣♦1❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣'♦❝❤- ❞❡ ❝❡ ♣'♦❞✉✐& 1❝❛❧❛✐'❡ ❞♦♥& ❧✬-5✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡'1✐♦♥ ❡①❛❝&❡ ❛ -&- ✈-'✐✜-❡ ♥✉♠-'✐5✉❡♠❡♥&✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣'♦❝❤- ❡1& ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉11✐

❜✐❡♥ ❛✉① ✐♥&❡'❢❛❝❡1 ❞♦♥& &♦✉&❡1 ❧❡1 ♠❛✐❧❧❡1 ♦♥& ❧❛ ♠M♠❡ &❛✐❧❧❡✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♣♣❡❧- '-❣✉❧✐❡'✱ 5✉✬❛✉

❝❛1 ❞❡1 ✐♥&❡'❢❛❝❡1 H ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐''-❣✉❧✐❡'✱ ✐✳❡✳ ❞♦♥& ❧❡1 ♠❛✐❧❧❡1 1♦♥& ❞❡ &❛✐❧❧❡ ✈❛'✐❛❜❧❡✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✺✼



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉❯ #❘❖❉❯■❚ ❙❈❆▲❆■❘❊ ❉❊ H1/2

✸✳✶ ▲❡ ♣&♦❞✉✐+ ,❝❛❧❛✐&❡ ❞❡ H1/2 (∂Ωs)

H1/2 (∂Ωs) ❡01 ✉♥ ❡0♣❛❝❡ 17❛❝❡ ❞♦♥1 ❧❛ ❝♦♥017✉❝1✐♦♥ ♠=♥❡ ❛✉ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ ❞>1❛✐❧❧> ❞❛♥0
❧❡0 ♣❛7❛❣7❛♣❤❡0 0✉✐✈❛♥10 ✭❈❢✳ ❆✳✷✮✳

✸✳✶✳✶ ❊❝%✐'✉%❡ ❝♦♥'✐♥✉❡ ❞✉ ♣%♦❞✉✐' .❝❛❧❛✐%❡

▲❡ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ ❞❡ H1/2(Γ)✱ ♣♦✉7 Γ ∈ Rn
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉7 ❝❛7❛❝1>7✐01✐G✉❡ ✉♥✐✲

1❛✐7❡✱ ❡01 ❞♦♥♥> ♣❛7 ❧✬❡①♣7❡00✐♦♥ 0✉✐✈❛♥1❡ ✿

(u, v)1/2,Γ = ∫
Γ
u(x)v(x) dx +∫

Γ
∫
Γ

(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
∣x − y∣n dx dy, ∀u, v ∈H1/2(Γ)

✭✸✳✶✳✶✮

▲❡ ♣7❡♠✐❡7 1❡7♠❡ ❡01 ❧❡ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ ❞❡ L2 (∂Ωs) ❝♦♠♣❧>1> ♣❛7 ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥1>❣7❛❧❡ 0✉7
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥0 ❛✉① ❝❛❧❝✉❧0 ❞❡ 017✉❝1✉7❡0✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ 0❡7❛ ✉♥❡ ✐♥1❡7❢❛❝❡ Γ ❡♥17❡ 0♦✉0✲❞♦♠❛✐♥❡0 ✿

✖ Γ ❡01 ✶❉ ✭✉♥ 0❡❣♠❡♥1✮ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞✬✉♥❡ >1✉❞❡ ♠>❝❛♥✐G✉❡ ✷❉ ❀

✖ Γ ❡01 ✷❉ ✭✉♥❡ 0✉7❢❛❝❡✮ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞✬✉♥❡ >1✉❞❡ ♠>❝❛♥✐G✉❡ ✸❉✳

❉❛♥0 ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛1✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮✱ ❧❡ 0❡❝♦♥❞ 1❡7♠❡ ♣7>0❡♥1❡ ✉♥❡ ♣0❡✉❞♦✲0✐♥❣✉❧❛7✐1>✳ #♦✉7 x→ y✱ ❧❡

1❡7♠❡ 0♦✉0 ❧✬✐♥1>❣7❛❧❡ ❞♦✉❜❧❡ 1❡♥❞ ✈❡70 ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❡0 ♣❛7❛❣7❛♣❤❡0 0✉✐✈❛♥10 ♠♦♥17❡7♦♥1 G✉✬✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥1 ❞❡ ✈❛7✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣1> ♣❡7♠❡1 ❞❡ ❧❡✈❡7 ❧❛ 0✐♥❣✉❧❛7✐1>✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✿ ❉❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ❞❡ H
1/2
00 (Γ)✱ ✉♥ 1❡7♠❡ 0✉♣♣❧>♠❡♥1❛✐7❡ ❡01 Q ❝❛❧❝✉❧❡7 ✿

(u, v)1/2,00,Γ = (u, v)1/2,Γ +∫
Γ

u(x)v(x)
d(x, ∂Γ) dx, ∀v, u ∈H

1/2
00 (Γ)

❖R d(x, ∂Γ) ❡01 ❧❛ ❞✐01❛♥❝❡ ❞❡ x Q ∂Γ✳
✸✳✶✳✷ 2%♦♣%✐3'3.

❉❛♥0 ✉♥ 0♦✉❝✐ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ Q ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 17❛✈❛✉① ❡♥ ♠>❝❛♥✐G✉❡✱

✉♥❡ ❛♥❛❧②0❡ ❞✬❤♦♠♦❣>♥>✐1> ❞❡ ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛1✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ♠♦♥17❡ ✉♥ >❝❛71 ❡♥17❡ ❧❡0 ❞❡✉① 1❡7♠❡0✳

▲❡ ❞❡✉①✐=♠❡ 1❡7♠❡ ❞♦✐1 T17❡ ♠✉❧1✐♣❧✐> ♣❛7 ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉7 ♣♦✉7 ❛00✉7❡7 0♦♥ ❤♦♠♦❣>♥>✐1> ❛✈❡❝

❧❡ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ ❞❡ L2 (∂Ωs)✳
#❛7 ❛✐❧❧❡✉70✱ ❞❡0 ♣7❡♠✐❡70 ❝❛❧❝✉❧0 7❛♣✐❞❡0 0✉7 ✉♥❡ ✐♥1❡7❢❛❝❡ ✶❉ ♠♦♥17❡♥1 G✉❡ ❧❡ 1❡7♠❡ 0♦✉0

❧❛ ❢♦7♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥1>❣7❛❧❡ ♣7>0❡♥1❡ ❧❛ ♣❛71✐❝✉❧❛7✐1> ❞✬T17❡ ✐♥✈❛7✐❛♥1 ♣❛7 ❤♦♠♦1❤>1✐❡

❣>♦♠>17✐G✉❡ ❞❡ Γ✳

❈❡0 ♣7♦♣7✐>1>0 ♦♥1 ❣✉✐❞> ✉♥❡ ❧>❣=7❡ ♠♦❞✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦7♠✉❧❛1✐♦♥ (3.1.1) ♣♦✉7 ❧✬✉1✐❧✐0❛1✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ ❞❛♥0 ❧❛ ♠>1❤♦❞❡ ♣7♦♣♦0>❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐17❡ ♣7>❝>❞❡♥1✳ ❯♥ ♣❛7❛♠=17❡

0✉♣♣❧>♠❡♥1❛✐7❡ α 0❛♥0 ✉♥✐1> ❡01 ✐♥17♦❞✉✐1 ❡1 ❧❡ ♣7♦❞✉✐1 0❝❛❧❛✐7❡ ✉1✐❧✐0> 0❡7❛ ✿

(u, v)1/2,Γ = ∫
Γ
u(x)v(x) dx+α LΓc ∫

Γ
∫
Γ

(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
∣x − y∣n dSx dSy, ∀u, v ∈H

1/2(Γ)
✭✸✳✶✳✷✮

❖R LΓc ❡01 ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉7 ❝❛7❛❝1>7✐01✐G✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥1❡7❢❛❝❡✳ ❚②♣✐G✉❡♠❡♥1✱ ♣♦✉7 ✉♥❡ ✐♥1❡7❢❛❝❡ ✶❉✱

♦♥ ♣7❡♥❞7❛ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉7 ❞❡ ❝❡11❡ ✐♥1❡7❢❛❝❡✳

✺✽ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)
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✸✳✶✳✸ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❡①✐*-❛♥-❡*

❙✐ ❧✬✉%✐❧✐&❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣.♦❞✉✐% &❝❛❧❛✐.❡ ♣❧✉& ❛❞❛♣%/ ❛✉① 1✉❛♥%✐%/& %.❛✐%/❡& &✉. ❧✬✐♥%❡.❢❛❝❡ ✈✐&❡

4 ❝❛♣%❡. ❞✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦.♠❛%✐♦♥&✱ &♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡&% ❞/❧✐❝❛% 4 ❝❛✉&❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡✉❞♦✲&✐♥❣✉❧❛.✐%/

❡% ♣❡✉% &✬❛✈/.❡. ❝♦9%❡✉①✳

✸✳✶✳✸✳✶ ❆♣♣%♦❝❤❡ ♣❛% ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝/

▲✬✉%✐❧✐&❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣.♦❞✉✐% &❝❛❧❛✐.❡ ❞❛♥& ❧❡& ♠/%❤♦❞❡& ❞❡& /❧/♠❡♥%& ❞❡ ❢.♦♥%✐=.❡ ❛ ♠❡♥/ ❛✉

❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡ ♠/%❤♦❞♦❧♦❣✐❡& ❞✬✐♥%/❣.❛%✐♦♥ ❛❞❛♣%/❡& 4 ❞❡& ❞♦♠❛✐♥❡& ✷❉✳ ❆✐♥&✐✱ ❞❛♥&

❬❋.❛♥❣✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ✉♥❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ♣❛. ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%& ❞❡ ✈❛.✐❛❜❧❡& &✉❝❝❡&&✐❢& ❡&% ❞/%❛✐❧❧/❡✳

❱✐&❛♥% ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ &✉. ✉♥❡ &✉.❢❛❝❡ ❞✐&❝./%✐&/❡✱ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❞✐&%✐♥❣✉❡ ♣♦✉. ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✲

%/❣.❛❧❡✱ ❧❡& ❝❛& ♦G ❧❡& ✈❛.✐❛❜❧❡& ❛♣♣❛.%✐❡♥♥❡♥% 4 ❞❡& /❧/♠❡♥%& ❛❞❥❛❝❡♥%&✱ ❝♦I♥❝✐❞❡♥%& ♦✉

❞✐&&♦❝✐/&✳ ▲✬❡①❤❛✉&%✐✈✐%/ ❞❡& ❝❛& %.❛✐%/& ♣❡.♠❡% ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝% ❞✉ ♣.♦❞✉✐% &❝❛❧❛✐.❡ ❡♥ /❧✐✲

♠✐♥❛♥% &②&%/♠❛%✐1✉❡♠❡♥% ❧❡& &✐♥❣✉❧❛.✐%/& ♠❛✐& ♣./&❡♥%❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈/♥✐❡♥% ❞✬✐♠♣♦&❡. ✉♥ ❡✛♦.%

❞✬✐♠♣❧/♠❡♥%❛%✐♦♥ ♥✉♠/.✐1✉❡ ✐♠♣♦.%❛♥%✳

✸✳✶✳✸✳✷ ◆♦%♠❡ ❞✐5❝%6/✐56❡ ❞❡ H1/2(∂Ω)
❯♥❡ ❛♣♣.♦❝❤❡ ✈✐&❛♥% ❧❡& ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥& 4 ❞❡& ❞♦♠❛✐♥❡& ✶❉ ❛ /❣❛❧❡♠❡♥% /%/ ♣.♦♣♦&/❡ ❞❛♥&

❬❈❛&❛& ❡% ❘❛②♠♦♥❞✱ ✷✵✵✻❪✳ ❊❧❧❡ &❡ ❜❛&❡ &✉. ✉♥❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ 4 ❜❛❧❛②❡.✳

❊♥ &✉♣♣♦&❛♥% 1✉❡ Ω ❡&% ✉♥ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡ ❜♦.♥/ ❞❡ R
2
❡% ❡♥ &❡ ♣❧❛R❛♥% ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& 0 < s < 1

❡% 1 ≤ p ≤∞✱ ❧❛ ♥♦.♠❡ ❞❡ W s,p(∂Ω) ❡&% ❛❧♦.& ❞/✜♥✐❡ ♣❛. ✿

∥u∥W s,p(Γ) = [∥u∥Lp(Γ)p +∫
Γ
∫
Γ

∣u(x) − u(y)∣p
∣x − y∣1+sp dSx dSy]

1

p

♣♦✉. p <∞

∥u∥W s,∞(Γ) = ∥u∥L∞(Γ) + sup
x,y∈Γ,x≠y

∣u(x) − u(y)∣
∣x − y∣s .

❖♥ ✐♥%.♦❞✉✐% ✉♥❡ ✈❡.&✐♦♥ ❞✐&❝./%✐&/❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ♥♦.♠❡ ❞/✜♥✐❡ ❞❛♥& ✉♥ ❡&♣❛❝❡ /❧/♠❡♥%& ✜♥✐&

Uh ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥& ❛✣♥❡& ♣❛. ♠♦.❝❡❛✉① ❡% ❝♦♥%✐♥✉❡& &✉. ❧✬✐♥%❡.❢❛❝❡ Γ ✿

∥uh∥h,s,p = ⎛⎝h
Ne

∑
j=1

∣uh,j ∣p + h2∑
i≠j

∣uh,j − uh,i∣(xj − xi)1+sp
⎞
⎠
1/p

♣♦✉. p <∞

∥uh∥h,s,∞ = max
1≤j≤N(h)

∣uh,j ∣ +max
i≠j

∣uh,j − uh,i∣∣xj − xi∣s
❖G hj = ∣xj+1 −xj ∣ ❡% h = max

1≤j≤N(h)
✳ ❖♥ ♥♦%❡.❛ 1✉❡ ❧❛ &♦♠♠❡ &❡ ❢❛✐% &✉. ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬/❧/♠❡♥%&

❝♦♥%❡♥✉& ❞❛♥& ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ &✉♣♣♦.% ❞❡ ❧✬✐♥%/❣.❛%✐♦♥Ne✳ ■❧ ❡&% ♣.♦✉✈/ ❞❛♥& ❬❈❛&❛& ❡% ❘❛②♠♦♥❞✱

✷✵✵✻❪ 1✉❡ ❝❡& ❞❡✉① ♥♦.♠❡& &♦♥% /1✉✐✈❛❧❡♥%❡& ♣♦✉. ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦.♠/♠❡♥% ./❣✉❧✐❡. ✐✳❡✳ ✿

∃ρ > 0 %❡❧ 1✉❡ h ≤ ρhj ♣♦✉. ❝❤❛1✉❡ 1 ≤ j ≤ N(h)
❉❛♥& ❬❇❡.♥❛.❞✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❧❡& ❛✉%❡✉.& ❛✈❛♥❝❡♥% 1✉❡ ❧✬/1✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦✐% ♣♦✉✈♦✐. Z%.❡ /%❡♥❞✉❡

4 ✉♥❡ ❝❛%/❣♦.✐❡ ♣❧✉& ❧❛.❣❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡& ❡♥ &❡ ❜❛&❛♥% &✉. ♣❧✉&✐❡✉.& ❡&&❛✐& ❛❧❧❛♥% ❞❛♥& ❝❡ &❡♥&

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✺✾



H1/2

H
1/2
00

[[u, v]] = Ne

∑
j=1

∣xj+1 − xj ∣.uj .vj + Ne

∑
j=1

Ne

∑
k=1,k≠j

∣xj+1 − xj ∣.∣xk+1 − xk∣.(uj − uk)(vj − vk)(xj − xk)2

H
1/2
00

H
1/2
00

H
1/2
00

H1/2





H1/2

⟨ ϕ
i
; ϕ

j
⟩
H1/2

− ⟨ ϕ
i
; ϕ

j
⟩
L2
=

Nn

∑
k

Nn

∑
l,l≠k

hk hl

(ϕ
i
(xk) −ϕi

(xl)) (ϕj
(xk) −ϕj

(xl))
∣xk − xl∣2

hm = ∣xm − xm−1∣ m = Nn

hm = ∣xm+1 − xm∣

⟨ ϕ
i
; ϕ

j
⟩
H1/2

− ⟨ ϕ
i
; ϕ

j
⟩
L2

=

Nn−1

∑
k

Nn−1

∑
l,l≠k

∣xk+1 − xk∣∣xl+1 − xl∣ (ϕi
(xk) −ϕi

(xl)) (ϕj
(xk) −ϕj

(xl))
∣xk − xl∣2

+

Nn

∑
k

∣xk+1 − xk∣∣xl − xl−1∣ (ϕi
(xk) −ϕi

(xl)) (ϕj
(xk) −ϕj

(xl))
∣xk − xl∣2 l = Nn

+

Nn

∑
l

∣xk − xk−1∣∣xl+1 − xl∣ (ϕi
(xk) −ϕi

(xl)) (ϕj
(xk) −ϕj

(xl))
∣xk − xl∣2 k = Nn

L2

L2
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▲❛ ♠✐5❡ ❡♥ 8✉✈;❡ ❞✉ ♣;♦❞✉✐? 5❝❛❧❛✐;❡ ❞❡ L2 ❡5? ❝❧❛55✐B✉❡ ❡? ♥❡ ♣;C5❡♥?❡ ♣❛5 ❞❡ ❞✐✣❝✉❧?C

♣❛;?✐❝✉❧✐E;❡✳ ❖♥ ♥♦?❡;❛ ♠❛❧❣;C ?♦✉? B✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡? ❞❡ ❝❡??❡ ♠❛?;✐❝❡ ❡5? ;C❛❧✐5C✱ ❡❧❧❡

♥✬❡5? ♣❛5 ❧✉♠♣$❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛?;✐❝❡ ❝♦♠♣❧C♠❡♥?❛✐;❡ 5✉; ✉♥❡ ✐♥?❡;❢❛❝❡ ❞✐5❝;C?✐5C❡ ♣❛; C❧C♠❡♥?5 ✜♥✐5

;❡♣♦5❡ 5✉; ❧✬✐♠❜;✐❝❛?✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡5 ❞✉ 5❝❤C♠❛ ♣;♦♣♦5C✳ ▲❡5 ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡5 ❜❛❧❛②❡♥? ❧❛

❧✐5?❡ ❞❡5 ♥8✉❞5 ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ N ✐♥?C❣;❡;✳ ,♦✉; ❞❡5 ;❛✐5♦♥5 ❞❡ ❝❧❛;?C ❞❛♥5 ❧❡5 C❝;✐?✉;❡5✱ ❧❡5

❡①♣;❡55✐♦♥5 N ✈❡♥✐; 5♦♥? ❝❡❧❧❡5 N ❛♣♣❧✐B✉❡; ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❣C♥C;❛❧✳ ▲❡5 ✈❡;5✐♦♥5 ♣♦✉; ❧❡5 ❡①?;❡♠❛

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ 5♦♥? ✈♦❧♦♥?❛✐;❡♠❡♥? ♦♠✐5❡5✳ ❊♥ 5❡ ♣❧❛O❛♥? N ❧✬✐♥?C;✐❡✉; ❞❡ ❝❡5 ❜♦✉❝❧❡5✱ ✐✳❡✳ N

k ❡? l ✜①C5✱ ❧❛ ❝♦♥?;✐❜✉?✐♦♥ m
1/2
kl

N ❧❛ ♠❛?;✐❝❡ ❞❡ ♠❛55❡ ✜♥❛❧❡ ❡5? ❝❛❧❝✉❧C❡ 5✉; ❧❛ ❜❛5❡ ❞❡

♠❛?;✐❝❡5 C❧C♠❡♥?❛✐;❡5 ❞✬✐♥?C❣;❛?✐♦♥ ✿

m
1/2
kl

= ∣xk+1 − xk∣∣xl+1 − xl∣ (ϕi
(xk) −ϕi

(xl)) (ϕi
(xk) −ϕi

(xl))
∣xk − xl∣2

m
1/2
kl

=
∣xk+1 − xk∣∣xl+1 − xl∣∣xk − xl∣2 (ϕ

i
(xk) −ϕi

(xl)) (ϕi
(xk) −ϕi

(xl))
m
1/2
kl

=
∣xk+1 − xk∣∣xl+1 − xl∣∣xk − xl∣2 [ ϕ

i
(xk) ϕ

i
(xl) ] [ 1 −1

−1 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ϕ
j
(xk)

ϕ
j
(xl)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

✭✸✳✷✳✸✮

❯♥❡ ❢♦✐5 ❧❛ ❝♦♥?;✐❜✉?✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡✛❡❝?✉C❡✱ ♦♥ ❞✐5?;✐❜✉❡ ❧❡5 ❝♦♥?;✐❜✉?✐♦♥5 ❞❛♥5 ❧❛ ♠❛?;✐❝❡M1/2

✜♥❛❧❡ ✿

M1/2[k;k] = m
1/2
kl
[1; 1]

M1/2[k; l] = m
1/2
kl
[1; 2]

M1/2[l;k] = m
1/2
kl
[2; 1]

M1/2[l; l] = m
1/2
kl
[2; 2]

✭✸✳✷✳✹✮

✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣-♦❝❤❡ ♣-♦♣♦01❡

▲❛ ✈❛❧✐❞❛?✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣;♦❝❤C ❞✉ ♣;♦❞✉✐? 5❝❛❧❛✐;❡ ❡5? ✉♥❡ C?❛♣❡ ❡55❡♥?✐❡❧❧❡ N 5♦♥ ✉?✐❧✐5❛✲

?✐♦♥ ❞❛♥5 ❧❛ ♠C?❤♦❞❡ ❞❡ ❞C❝♦♠♣♦5✐?✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣;♦♣♦5C❡✳ ❊❧❧❡ ;❡♣♦5❡ 5✉; ✉♥❡ ❝♦♠♣❛✲

;❛✐5♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝? B✉✐ ❢❛✐? ❧✬♦❜❥❡? ❞❡5 ♣❛;❛❣;❛♣❤❡5 5✉✐✈❛♥?5✳

✸✳✸✳✶ ❉$♠❛'❝❤❡

▲✬❛♣♣;♦❝❤❡ ♣;♦♣♦5C❡ ❡5? N ✈❛❧✐❞❡; ♣♦✉; ❞❡5 ❞✐5❝;C?✐5❛?✐♦♥5 ;C❣✉❧✐E;❡5 ❡? ✐;;C❣✉❧✐E;❡5 ❞✉ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥?C❣;❛?✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝?✐❢ ❡5? B✉❡ ❧❛ ♠❛?;✐❝❡ ♦❜?❡♥✉❡ ♣❛; ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣;♦❝❤C Mapp ❞C✜✲

♥✐55❡ ✉♥❡ ♥♦;♠❡ CB✉✐✈❛❧❡♥?❡ N ❧❛ ♠❛?;✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧C❡ ❡①❛❝?❡♠❡♥?Mex✱ ❛✉ 5❡♥5 ♦Y ❧❡5 ❝♦♥5?❛♥?❡5

✐♠♣❧✐B✉C❡5 ❞❛♥5 ❧❛ ;❡❧❛?✐♦♥ ❞✬CB✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞C♣❡♥❞❡♥? ❢❛✐❜❧❡♠❡♥? ❞❡ ❧❛ ❞✐5❝;C?✐5❛?✐♦♥✳ ❈❡??❡

♣;♦♣;✐C?C ;❡✈✐❡♥? N ♠♦♥?;❡; B✉❡ ❧❡5 ✈❛❧❡✉;5 ♣;♦♣;❡5 ❡①?;C♠❛❧❡5 λmin ❡? λmax ❞✉ ♣;♦❜❧E♠❡

❣C♥C;❛❧✐5C det (λMapp −Mex) = 0 ♥❡ ❞C♣❡♥❞❡♥? ♣❛5 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

▲❛ ❞C♠❛;❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛?✐♦♥ ♥✉♠C;✐B✉❡ ❛❞♦♣?C❡ ❡5? ✐❧❧✉5?;C❡ ✜❣✉;❡ ✸✳✺✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥5✐5?❡ N ❛✉✲

?♦♠❛?✐5❡; ❧❡5 ❝❛❧❝✉❧5 ❡①❛❝?5 5♦✉5 ▼❛♣❧❡ ❡? ❛♣♣;♦❝❤C5 5♦✉5 ❙❝✐❧❛❜ ♣♦✉; ♦❜?❡♥✐; ❧❡5 ❜♦;♥❡5

;❡❝❤❡;❝❤C❡5✳ ▲❡5 ❝❛❧❝✉❧5 5♦♥? ♠❡♥C5 5✉; ♣❧✉5✐❡✉;5 ❞✐5❝;C?✐5❛?✐♦♥5 ♣♦✉; ❞❡5 ❢♦♥❝?✐♦♥5 ❞❡ ❢♦;♠❡5

C❧C♠❡♥?5 ✜♥✐5 ❧✐♥C❛✐;❡5✳ ▲❡5 ❝❛❧❝✉❧5 ❞❡5 ❝♦♥?;✐❜✉?✐♦♥5 ❞❡5 ❞❡✉① ?❡;♠❡5 ❞✉ ♣;♦❞✉✐? 5❝❛❧❛✐;❡

5♦♥? ❞✐55♦❝✐C5✳ ▲❛ ♣❛;?✐❡ L2 ❡5? ?;❛✐?C❡ ❞✐;❡❝?❡♠❡♥? ❞❛♥5 ❙❝✐❧❛❜✳ ▲❛ ♣❛;?✐❡ ♣5❡✉❞♦✲5✐♥❣✉❧✐E;❡

❡5? ❝❛❧❝✉❧C❡ ❞❡ ♠❛♥✐E;❡ ❡①❛❝?❡ ❞❛♥5 ▼❛♣❧❡ ❡? ❞❡ ♠❛♥✐E;❡ ❛♣♣;♦❝❤C❡✱ 5❡❧♦♥ ❧❡ 5❝❤C♠❛ ♣;♦♣♦5C✱

❞❛♥5 ❙❝✐❧❛❜✳ ▲❛ ❝♦♥?;✐❜✉?✐♦♥ ❡①❛❝?❡ ✐55✉❡ ❞❡ ▼❛♣❧❡ ❡5? ❡♥5✉✐?❡ ✐♠♣♦;?C❡ ❞❛♥5 ❙❝✐❧❛❜ ♣♦✉; ❧❛

❞C?❡;♠✐♥❛?✐♦♥ ❞❡5 ❜♦;♥❡5 λmin ❡? λmax✳ ▲❡5 ❞✐✈❡;5❡5 ✐♠♣❧C♠❡♥?❛?✐♦♥5 ♦♥? C?C ✈❛❧✐❞C❡5 ♣❛;

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✻✸



H1/2

(u, v)1/2,Γ − (u, v)L2,Γ = ∫
Γ
∫
Γ

(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
∣x − y∣n dx dy

=

Ne

∑
i
∫
x∈Ei

Ne

∑
j
∫
y∈Ej

(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
∣x − y∣n dx dy

Γ =
Ne

⋃
i

Ei

Ei = Ej

Ei Ej



✸✳✸✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬❆,,❘❖❈❍❊ ,❘❖,❖❙➱❊

✉♥ 4❡✉❧ ♣♦✐♥:✳ ▲❡4 :;❛❝>4 ❞❡4 ✜❣✉;❡4 ✸✳✻ ❡: ✸✳✼✱ ♦❜:❡♥✉4 ♣♦✉; ❧❡4 ❢♦♥❝:✐♦♥4 :❡4:4 ❛;❜✐:;❛✐;❡4

u(x) = 12x2−5x+3 ❡: v(x) = x−45✱ ✐❧❧✉4:;❡♥: ❝❡4 4✐♥❣✉❧❛;✐:>4 ✿ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥4 ❧❡ ♣;❡♠✐❡;

❝❛4✱ ❧❡ ♣♦✐♥: ❡①:;❡♠✐:> ❞❛♥4 ❧❡ 4❡❝♦♥❞✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❚;❛❝> ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝:✐♦♥ K ✐♥:>❣;❡;

❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 >❧>♠❡♥:4 ❝♦L♥❝✐❞❡♥:4✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❚;❛❝> ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝:✐♦♥ K ✐♥:>❣;❡;

❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞❡4 >❧>♠❡♥:4 ❛❞❥❛❝❡♥:4✳

❉❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞❡4 >❧>♠❡♥:4 ❝♦L♥❝✐❞❡♥:4 ✜❣✉;❡ ✸✳✻✱ ♦♥ ❝♦♥4:❛:❡ ✉♥❡ 4②♠>:;✐❡ ❞❡ :;❛❝> ♣❛; ;❛♣♦;:

K ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ 4✐♥❣✉❧❛;✐:> ❝♦♥:;❛✐;❡♠❡♥: ❛✉ ❝❛4 ❞❡4 >❧>♠❡♥:4 ❛❞❥❛❝❡♥:4 ✜❣✉;❡ ✸✳✼ ♦O ❧❛

4✐♥❣✉❧❛;✐:> ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥: ❛♣♣❛;❛P: ❤♦;4 ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

▲❡ ❜✉: ❞❡ ❧❛ :;❛♥4❢♦;♠❛:✐♦♥ ♣❛; ✐♥:;♦❞✉❝:✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥: ❞❡ ✈❛;✐❛❜❧❡ ❡4:✱ ❞❛♥4 ✉♥

♣;❡♠✐❡; :❡♠♣4✱ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥:;❡; ❧❛ 4✐♥❣✉❧❛;✐:> ❞❛♥4 ✉♥❡ 4❡✉❧❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛;✐❛❜❧❡ S✉✬♦♥ S✉❛❧✐✜❡

❞❡ ✏♣♦;:❡✉4❡ ❞❡ ❧❛ 4✐♥❣✉❧❛;✐:>✑✳ ▲✬✐♥:>❣;❛❧❡ ❡4: 4✐♥❣✉❧✐V;❡ ❧♦;4S✉❡ ❝❡::❡ ✈❛;✐❛❜❧❡ 4✬❛♥♥✉❧❡✱ ❡❧❧❡

;❡♠♣❧❛❝❡;❛ ✐❝✐ ❧❡ ❞>♥♦♠✐♥❛:❡✉;✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥: ❞❡ ✈❛;✐❛❜❧❡ ❞♦✐: ❡♥4✉✐:❡ ❢❛✐;❡ ❛♣♣❛;❛P:;❡ ❧❛

♣♦;:❡✉4❡ ❞❡ ❧❛ 4✐♥❣✉❧❛;✐:> ❞❛♥4 ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ 4♦✉4 ✉♥❡ ❢♦;♠❡ ♣❡;♠❡::❛♥: ❞✬>❧✐♠✐♥❡; 4♦♥ ❡✛❡:✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❈❛& ❞❡& )❧)♠❡♥-& ❝♦0♥❝✐❞❡♥-&

❖♥ ❞>❝;✐: ❧❛ ♣♦4✐:✐♦♥ 4✉; ❝❡4 ❞❡✉① ♠X♠❡4 >❧>♠❡♥:4 ♣❛; ❧❡4 ✈❛;✐❛❜❧❡4 η ❡: η̃ ✭❈❢✳ ✜❣✉;❡ ✸✳✽✮ S✉✐

>✈♦❧✉❡♥: ❞❛♥4 ❧✬✐♥:❡;✈❛❧❧❡ [−1; 1]✱ ❝❡ S✉✐ ;❡✈✐❡♥: K :;❛✈❛✐❧❧❡; 4✉; ❞❡4 >❧>♠❡♥:4 ❞❡ ;>❢>;❡♥❝❡4✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❊❧>♠❡♥: ③♦♥❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥:>❣;❛:✐♦♥ 4✉;❢❛❝✐S✉❡ ❡: ♣❛;❛♠>:;❛❣❡ ♣❛; ❧❡4 ✈❛;✐❛❜❧❡4

η ❡: η̃✳

❆✜♥ ❞❡ 4❡ ❧✐❜>;❡; ❞❡ ❧❛ 4✐♥❣✉❧❛;✐:> S✉✐ 4❡ 4✐:✉❡ 4✉; ❧❛ ♣;❡♠✐V;❡ ❜✐44❡❝:;✐❝❡✱ ♦♥ ♣;♦✜:❡ ❞❡ ❧❛

4②♠>:;✐❡ ♣❛; ;❛♣♣♦;: K ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❡4: ❢❛✐: ❞❡ ♥✬✐♥:>❣;❡; S✉❡ 4✉; ✉♥❡ ♠♦✐:✐> ❞✉

❝❛;;> (η, η̃) ∈ [−1; 1] × [−1; 1] ❞>❧✐♠✐:>❡ ♣❛; ❧❛ ❞;♦✐:❡ ❞❡ 4✐♥❣✉❧❛;✐:>✱ ♣✉✐4 ❞❡ ♠✉❧:✐♣❧✐❡; ♣❛;

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✻✺



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉❯ #❘❖❉❯■❚ ❙❈❆▲❆■❘❊ ❉❊ H1/2

❞❡✉① ❧❡ 456✉❧7❛7 ♦❜7❡♥✉✳ ❖♥ ❡✛❡❝7✉❡ ❛❧♦46 ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈❛4✐❛❜❧❡6 6✉✐✈❛♥7 ✿

{ η = u(1 − v) − v
η̃ = u(1 − v) + v ✭✸✳✸✳✷✮

▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥75❣4❛7✐♦♥ ❡67 4❡♣456❡♥75 ♣❛4 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶ 6✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✾✳ ❙✉4 ❝❡77❡

✜❣✉4❡ ❛✐♥6✐ L✉❡ 6✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✶✵✱ ♦♥ ♦❜6❡4✈❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥75❣4❛7✐♦♥

♣❛4 ❧❡6 ✈❛4✐❛❜❧❡6 u ∈ [−1; 1] ❡7 v ∈ [0; 1]✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❘❡♣456❡♥7❛7✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥7 ❞❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ❡7 ♠♦❞✐✜❝❛7✐♦♥ ❞✉ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥75❣4❛7✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❱✐6✉❛❧✐6❛7✐♦♥ ❞✉ ❜❛❧❛②❛❣❡ ✿

✈ ✈❛4✐❡ ♣♦✉4 ❝❡47❛✐♥❡6 ✈❛❧❡✉46 ✜①5❡6 ❞❡ ✉✳

▲❛ ✈❛4✐❛❜❧❡ ✈ ❡67 ♣♦47❡✉6❡ ❞❡ ❧❛ 6✐♥❣✉❧❛4✐75✱ ❡❧❧❡ ❡67 ♥✉❧❧❡ L✉❛♥❞ η = η̃✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡

❏❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈❛4✐❛❜❧❡6 ✿ dη dη̃ = 2(1 − v) du dv✳
❖♥ ♣❡✉7 ♠♦♥74❡4 L✉❡ ❧❛ 6✐♥❣✉❧❛4✐75 6✬❡✛❛❝❡ ♣♦✉4 ❞❡6 ❝❛6 ♣❧✉6 ❣5♥54❛✉① L✉❡ ❝❡6 7②♣❡6 ❞❡

❢♦♥❝7✐♦♥6 ❞❡ ❢♦4♠❡ ❣4U❝❡ ❛✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ✜♥❛❧ ❡67 ❛❧♦46 ♠❡♥5 6❛♥6 ❞✐✣❝✉❧75 ♣❛4 ❧❡6

♠57❤♦❞❡6 ❞❡ L✉❛❞4❛7✉4❡ ✉6✉❡❧❧❡6 ♦✉ ♣❛4 ❧❡6 ♠57❤♦❞❡6 ✐♥75❣45❡6 ❞❛♥6 ❧❡6 ❝♦❞❡6 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧6✳

✸✳✸✳✷✳✷ ❈❛% ❞❡% (❧(♠❡♥,% ❛❞❥❛❝❡♥,%

▲❛ 6✐♥❣✉❧❛4✐75 ❡67 ✐❝✐ ❧♦❝❛❧✐65❡ ❡♥ ✉♥ 6❡✉❧ ♣♦✐♥7✳ ❊♥ ❡✛❡7✱ ❡♥ ♣❛66❛♥7 X ❞❡6 5❧5♠❡♥76 ❞❡

45❢54❡♥❝❡ ♣❛4❛♠57456 ♣❛4 (η, η̃) ∈ [−1; 1] × [−1; 1] ✭❈❢ ✜❣✉4❡ ✸✳✶✶✮✱ ❧❛ 6✐♥❣✉❧❛4✐75 ❛♣♣❛4❛Y7
❧♦46L✉❡ η = 1 ❡7 η̃ = −1✳

▲✬❛❜6❝❡♥❝❡ ❞❡ 6②♠574✐❡ ♣❛47✐❝✉❧✐Z4❡ ♠✐6❡ ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✼ ❝♦♥74❛✐♥7 X ✐♥75❣4❡4

6✉4 ❧❛ 7♦7❛❧✐75 ❞✉ ❝❛445 (η, η̃) ∈ [−1; 1]×[−1; 1]✳ ❖♥ ❛❞♦♣7❡ ❛❧♦46 ✉♥❡ 674❛75❣✐❡ X ❞❡✉① 57❛♣❡6 ✿
✶✳ ❯♥❡ ✐♥75❣4❛7✐♦♥ ❝❧❛66✐L✉❡ 6✉4 ❧❡ 74✐❛♥❣❧❡ [(−1,−1); (−1,1); (1; 1)] L✉✐ ♥❡ ♣456❡♥7❡ ♣❛6
❞❡ ❞✐✣❝✉❧756 ♣❛47✐❝✉❧✐Z4❡6 ❀

✷✳ ❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ ♣❡4♠❡77❛♥7 ❞✬✐♥75❣4❡4 6✉4 ❧✬❛✉74❡ 74✐❛♥❣❧❡ [(−1,−1); (1,−1) ❀(1; 1)] ❝♦♥7❡♥❛♥7 ❧❛ 6✐♥❣✉❧❛4✐75 ❡♥ (1,−1)✳
#♦✉4 ❧❛ ❞❡✉①✐Z♠❡ 57❛♣❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈❛4✐❛❜❧❡ X ✉7✐❧✐6❡4 ❡67 ✿

{ η = v(u − 1) + 1
η̃ = v(u + 1) − 1 ✭✸✳✸✳✸✮

✻✻ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ❊❧5♠❡♥9 ③♦♥❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥95❣A❛9✐♦♥ C✉A❢❛❝✐F✉❡ ❡9 ♣❛A❛♠59A❛❣❡ ♣❛A ❧❡C ✈❛✲

A✐❛❜❧❡C η ❡9 η̃✳

▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞✉ 9A✐❛♥❣❧❡ ✐♥❢5A✐❡✉A ❡C9 A❡♣A5C❡♥95 C✉A ❧❡C ✜❣✉A❡C ✸✳✶✷ ❡9 ✸✳✶✸✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ✕ ❘❡♣A5C❡♥9❛9✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥9 ❞❡ ✈❛A✐❛❜❧❡ ❡9 ♠♦❞✐✜❝❛9✐♦♥ ❞✉ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥95❣A❛9✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❱✐C✉❛❧✐C❛9✐♦♥ ❞✉ ❜❛❧❛②❛❣❡ ✿

✈ ✈❛A✐❡ ♣♦✉A ❝❡A9❛✐♥❡C ✈❛❧❡✉AC ✜①5❡C ❞❡ ✉✳

▲❛ ✈❛A✐❛❜❧❡ ✈ ❡C9 P ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦A9❡✉C❡ ❞❡ ❧❛ C✐♥❣✉❧❛A✐95✱ ❡❧❧❡ C✬❛♥♥✉❧❡ F✉❛♥❞ η = 1 ❡9 η̃ = −1✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞♦♥♥❡ dη dη̃ = 2v du dv✳

❉❡ ♠S♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉9 ♠♦♥9A❡A ❧❛ ❣5♥5A❛❧✐95 ❞❡ ❧❛ C✐♠♣❧✐✜❝❛9✐♦♥ F✉✬❛♣♣♦A9❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥9 ❞❡

✈❛A✐❛❜❧❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥9 ❞❡ ✈✉❡ ✐♠♣❧5♠❡♥9❛9✐♦♥ ♥✉♠5A✐F✉❡ ❞❛♥C ❧❛ ♠❡C✉A❡ ♦T ❧❛ ♣A♦❝5❞✉A❡

❡①✐C9❡ ❞5❥P✱ ✐❧ C❡♠❜❧❡ ❛✈❛♥9❛❣❡✉① ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡A I1 ♣❛A ❧❛ ♠S♠❡ ♠59❤♦❞❡ F✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡①♣♦C5❡ ❛✉

♣❛A❛❣A❛♣❤❡ ♣A5❝5❞❡♥9✳

❆②❛♥9 ❧❡C ♠♦②❡♥C ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡A ❧❛ ♣❛A9✐❡ C✐♥❣✉❧✐UA❡ ❞✉ ♣A♦❞✉✐9 C❝❛❧❛✐A❡ ❞❡ H1/2
♣♦✉A ❞❡C ❢♦♥❝✲

9✐♦♥C ❞❡ ❢♦A♠❡ ❞❡ 9②♣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥C ❧❡ ❝❛C ❞❡C 59✉❞❡C ❡♥ ✷❉✱ ❧❛ ♣A♦❝5❞✉A❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛9✐♦♥

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣A♦❝❤5 ♣❡✉9 S9A❡ ❞5A♦✉❧5❡✳ ❈❡C ❝❛❧❝✉❧C ❡①❛❝9C ✈✐❛ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥9C ❞❡ ✈❛A✐❛❜❧❡C ♦♥9

595 ✐♠♣❧5♠❡♥95C ❞❛♥C ▼❛♣❧❡✳ ▲❛ C❡✉❧❡ ✐♠♣❧5♠❡♥9❛9✐♦♥ ✈✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥9 ❞❡ ✈✉❡ 9❡♠♣C ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❡9 ✉9✐❧✐C❛9✐♦♥ ❞❡ ♠5♠♦✐A❡ ✈✐✈❡ ❡C9 ❞❡ C5♣❛A❡A ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❝♦♥9A✐❜✉9✐♦♥ P ❧❛ ♠❛✲

9A✐❝❡ ❞❡ ♠❛CC❡✳ ,♦✉A ❝❡C ❝♦♥9A✐❜✉9✐♦♥C✱ ❧❡C 9❡♠♣C ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❛A✐❡♥9 ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜A❡ ❞❡ ♥W✉❞C

C✉A ❧✬✐♥9❡A❢❛❝❡ ✿ ❞❡ 9A♦✐C C❡❝♦♥❞❡C P ❡♥✈✐A♦♥ 9A♦✐C ♠✐♥✉9❡C ❡♥9A❡ ❞❡C ✐♥9❡A❢❛❝❡C A❡C♣❡❝9✐✈❡♠❡♥9

❞❡ 9A♦✐C 5❧❡♠❡♥9C ❡9 ❞✬✉♥❡ ❝✐♥F✉❛♥9❛✐♥❡✱ 9❡❧❧❡C F✉❡ ❝❡❧❧❡C ♣A5C❡♥95❡C ❝✐✲❞❡CC♦✉C✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✻✼



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉❯ #❘❖❉❯■❚ ❙❈❆▲❆■❘❊ ❉❊ H1/2

✸✳✸✳✸ ❘#$✉❧'❛'$ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥

❉❡✉① ❡♥3❡♠❜❧❡3 ❞✬✐♥:❡;❢❛❝❡3 3♦♥: @:✉❞✐@3 ♣♦✉; ✈❛❧✐❞❡; ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣;♦❝❤@ ♣;♦♣♦3@✱ :♦✉:❡3 ❧❡3

✐♥:❡;❢❛❝❡3 3♦♥: ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉; ❞❡ 1 ✿

✖ ■♥:❡;❢❛❝❡3 H ♠❛✐❧❧❛❣❡3 ;@❣✉❧✐❡;3 ✿ ❞❡ ✸ H ✹✺ @❧@♠❡♥:3 ❞❡ ❧❛ ♠K♠❡ :❛✐❧❧❡ ❞♦♥♥@❡ ♣❛;

h =
1

Ne

♦L Ne ❡3: ❧❡ ♥♦♠❜;❡ ❞✬@❧@♠❡♥:3✳

✖ ■♥:❡;❢❛❝❡3 H ♠❛✐❧❧❛❣❡3 ✐;;@❣✉❧✐❡;3 ✿ ❞❡ ✸ H ✹✺ @❧@♠❡♥:3 ❞♦♥: ❧❛ :❛✐❧❧❡ ✈❛;✐❡ ❞❡ 3♦;:❡ H

❢♦;♠❡; ❧❡3 @❧@♠❡♥:3 ❞✬✉♥❡ 3✉✐:❡ ❣@♦♠@:;✐M✉❡ ❞❡ ;❛✐3♦♥ 1.1 ❡: ❞♦♥: ❧❛ ✈❛❧❡✉; ✐♥✐:✐❛❧❡

❡3: ✜①@❡ ❞❡ 3♦;:❡ M✉❡ ❧❛ :❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ @:✉❞✐@ ✭❝♦♥❝❛:@♥❛:✐♦♥ ❞❡3 @❧@♠❡♥:3✮ 3♦✐:

❞❡ 1✳

▲❡3 ✐♥:❡;❢❛❝❡3 H ♠❛✐❧❧❛❣❡3 ✐;;@❣✉❧✐❡;3 ❜❛❧❛②❡♥: ✉♥ ✐♥:❡;✈❛❧❧❡ ❞❡ ;❛♣♣♦;: ❡♥:;❡ ❧❛ :❛✐❧❧❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❡: ❧❛ :❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡♥✈✐;♦♥ ✶ H ✻✺✳ ❈❡3 ✐♥:❡;❢❛❝❡3 3♦♥: ;❡♣;@3❡♥:@❡3 ✜❣✉;❡ ✸✳✶✹✳

▲❡ ❣;❛♣❤✐M✉❡ ✜❣✉;❡ ✸✳✶✺ ;❡♣;@3❡♥:❡ ❧✬@✈♦❧✉:✐♦♥ ❞❡ max
(i,j)∈[1,Ne]2

(hi
hj
) ❡♥ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜;❡

❞✬@❧@♠❡♥:3 3✉; ❧✬✐♥:❡;❢❛❝❡✳

▲❛ ♣❧❛❣❡ ❜❛❧❛②@❡ ❡3: ❝❤♦✐3✐❡ ♣♦✉; ❛::❡✐♥❞;❡ ❧❡3 ❝❛3 ❡①:;K♠❡3 ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡3 ✐;;@❣✉❧✐❡;3 ❝♦♥3:❛:@3

❞❛♥3 ❧❡3 @:✉❞❡3 ♠@❝❛♥✐M✉❡3 ✭❛✉ ❞❡❧H ❞❡ ❝❡::❡ ✐;;@❣✉❧❛;✐:@✱ ✈♦✐;❡ ♣♦✉; ✉♥ ;❛♣♣♦;: 3✉♣@;✐❡✉; H

✸✵✱ ✐❧ ❡3: ❛✈❛♥:❛❣❡✉① ♣♦✉; ❧❛ M✉❛❧✐:@ ❞✉ ;@3✉❧:❛: ❡: ❧❡3 :❡♠♣3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡; ❛✉:;❡♠❡♥:✮✳
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❇✐❡♥ H✉❡ =✐♠♣❧❡ N ❝❛❧❝✉❧❡2 ❡3 ❢♦✉2♥✐==❛♥3 ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛3✐♦♥ =✉2 ❧✬❛✈❛♥❝/❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡2= ✉♥❡
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❞❡= ♣2♦❜❧A♠❡= ❞❡ ❞✐=❝♦♥3✐♥✉✐3/ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡= =♦✉=✲❞♦♠❛✐♥❡=✳ ❚②♣✐H✉❡♠❡♥3✱ ❞❛♥= ❧❡ ❝❛=
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♣B4❝4❞❡♠♠❡♥: <♦♥: B❡♣B✐<✳
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✐♥❝❤❛♥❣. ♣✉✐4I✉✬❡♥ ❝❛4 ❞❡ ❞.❝♦❧❧❡♠❡♥-✱ ❧❡4 ❡✛♦/-4 4♦♥- ♥✉❧4✳

✹✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ♣❛) )❛♣♣♦)- . ❧❛ ♠0-❤♦❞❡ ❞❡ +♦✉+✲❞✐+❝)0-✐+❛-✐♦♥

▲❛ ❝♦♠♣❛/❛✐4♦♥ ❞❡4 /.4✉❧-❛-4 ♦❜-❡♥✉4 ♣❛/ ❧❛ ♠.-❤♦❞❡ ♣/♦♣♦4.❡ G ❝❡✉① ♦❜-❡♥✉4 ♣❛/ ✉♥❡

❞✐4❝/.-✐4❛-✐♦♥ ❝❧❛44✐I✉❡ ❡4- ♠❡♥.❡ 4✉/ ❧❛ ❣.♦♠.-/✐❡ ❞.❝/✐-❡ ✜❣✉/❡ ✹✳✶✾✳ ❯♥ ♣❡-✐- ❜❧♦❝ ❞❡

♠❛-✐?/❡ ❡4- ♣♦✉44. ❡♥ ❝♦♥-❛❝- ❝♦♥-/❡ ✉♥ ❜❧♦❝ ❡♥❝❛4-/. G 4❛ ❜❛4❡✳ ▲❡4 ❞❡✉① 4♦✉4✲❞♦♠❛✐♥❡4

4♦♥- ❡♥ ♠❛-./✐❛✉ G ❝♦♠♣♦/-❡♠❡♥- .❧❛4-✐I✉❡ ❧✐♥.❛✐/❡ ❛✈❡❝ E = 1 ❡- ν = 0.3✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❞❡

4②♠.-/✐❡ ❛44✉/❡ ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡4 ♠♦✉✈❡♠❡♥-4 ❞❡ 4♦❧✐❞❡ /✐❣✐❞❡✳

▲❛ ♣❡-✐-❡ -❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣/♦❜❧?♠❡ ❛✉-♦/✐4❡ G ✈./✐✜❡/ I✉❡ ❧❡4 ♣❛/❛♠?-/❡4 ♦♣-✐♠❛✉① αfact ❡- kfact
❞.-❡/♠✐♥.4 4✉/ ❞❡4 ✐♥-❡/❢❛❝❡4 ♣❛/❢❛✐-❡4 4♦♥- ♣❡/-✐♥❡♥-4 ♣♦✉/ ❧❡4 ✐♥-❡/❢❛❝❡4 ❞❡ ❝♦♥-❛❝-✳ ▲❛

4✉/❢❛❝❡ ❞❡ /.♣♦♥4❡ ✜❣✉/❡ ✹✳✷✵✱ ♦❜-❡♥✉❡ ❛♣/?4 ✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❡①❤❛✉4-✐❢ ❞✬✉♥❡ ❧❛/❣❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛✲

❧❡✉/4 ❞❡4 ♣❛/❛♠?-/❡4✱ ❝♦♥✜/♠❡ ❧❡4 ❝❤♦✐① ♣/.❝.❞❡♥-4✳ ▲❡4 ✈❛❧❡✉/4 ♦♣-✐♠❛❧❡4 4❡/♦♥- ❝♦♥4❡/✈.❡4

♣♦✉/ ❧❡4 .-✉❞❡4 ❞❡ ❝❡--❡ 4❡❝-✐♦♥✳

T♦✉/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐4❝/.-✐4❛-✐♦♥ ❝❧❛44✐I✉❡ ❞❛♥4 L2 (Γs)✱ ❧❛ 4✉/✲❞✐4❝/.-✐4❛-✐♦♥ ❞✉ ❜♦/❞ ❞❡4

4♦✉4✲❞♦♠❛✐♥❡4 ✐♥-/♦❞✉✐- ❞❡4 ♥N✉❞4 ❡- .❧.♠❡♥-4 4✉♣♣❧.♠❡♥-❛✐/❡4 ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉4-/. ✜❣✉/❡ ✹✳✷✶✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✽✸
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✷ ✕ ❈♦♠♣❛7❛✐9♦♥ ❞❡9 ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡9 ❡♥17❡ ❞✐9❝761✐9❛1✐♦♥ 17❛❞✐1✐♦♥❡❧❧❡ ❡1 7❡♣769❡♥✲

1❛1✐♦♥ ❞❡9 ❡✛♦719 ♣❛7 ❞✉❛❧✐16 ❞❛♥9 H1/2 (Γs)

✹✳✸✳✷ $%✐'❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞✬❤2.2%♦❣2♥2✐.2' ❞❛♥' ❧❛ '.%✉❝.✉%❡

▲❡9 917✉❝1✉7❡9 ♠6❝❛♥✐E✉❡9 ❛99❡♠❜❧6❡9 ♣769❡♥1❡♥1 ❞❡9 ❤6167♦❣6♥6✐169✱ ♥♦1❛♠♠❡♥1 ❞❛♥9 ❧❡9

❝❛7❛❝167✐91✐E✉❡9 ❞❡9 ♠❛167✐❛✉① E✉✐ ❝♦♠♣♦9❡♥1 ❧❡9 ♣✐=❝❡9✳ ▲✬✐♥167J1 ❞❡ ❧❛ ♠61❤♦❞❡ ♣7♦♣♦96❡

61❛♥1 ❛✈676 ♣♦✉7 ❧❡9 9✉7❢❛❝❡9 ❞❡ ❝♦♥1❛❝1 ❞❛♥9 ❧❡9 ❝❛9 9✐♠♣❧❡9✱ ❧❡9 1❡919 9✉✐✈❛♥19 ♦♥1 ♣♦✉7

♦❜❥❡❝1✐❢ ❞✬6✈❛❧✉❡7 9❛ 7♦❜✉91❡99❡✳ ❚7♦✐9 ✈❛7✐❛♥1❡9 ❞✉ ❝❛9 1❡91 ♣76❝6❞❡♥1 9♦♥1 ❝❛❧❝✉❧6❡9 ✿

✖ ❈❛" ✵ ✿ ❝❛9 1❡91 ♣769❡♥16 ♣♦✉7 ❧✬61✉❞❡ ♣76❝6❞❡♥1❡✳

✖ ❈❛" ✶ ✿ ♠❛167✐❛✉① ✐❞❡♥1✐E✉❡9✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐776❣✉❧✐❡7 ❞❡ ❧✬✐♥1❡7❢❛❝❡ ❀

✖ ❈❛" ✷ ✿ 7❛♣♣♦71 ❞❡9 ♠♦❞✉❧❡9 ❞✬❨♦✉♥❣ ❞❡9 ❞❡✉① 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 6❣❛❧ Q ✶✵✵✵✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✐776❣✉❧✐❡7 ❞❡ ❧✬✐♥1❡7❢❛❝❡ ❀

✖ ❈❛" ✸ ✿ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐❞❡♥1✐E✉❡ ❛✉ ❝❛9 ✐♥✐1✐❛❧ ✭76❣✉❧✐❡7✮✱ 7❛♣♣♦71 ❞❡9 ♠♦❞✉❧❡9 ❞✬❨♦✉♥❣

❞❡9 ❞❡✉① 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 6❣❛❧ Q ✶✵✵✵✳

▲❡9 ♠❛✐❧❧❛❣❡9 ❡1 ❧❡9 769✉❧1❛19 ❡♥ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥1 ♣♦✉7 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡9 ❝❛9 9♦♥1 ♣769❡♥169 ✜❣✉7❡ ✹✳✷✸✳

▲❡9 ❞✐7❡❝1✐♦♥9 ❞❡ 7❡❝❤❡7❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥1❡7❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥1❛❝1 9♦♥1 ❛❞❛♣16❡9 Q ❧✬❤6167♦❣6♥6✐16 ❞❡9

♠❛167✐❛✉① ❡♥ ❝❤♦✐9✐99❛♥1 ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ❞✉ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ ✈♦✐9✐♥ ✭❛♣♣7♦①✐♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛

7❛✐❞❡✉7 ❞✉ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥1✮✳ ❊♥ ♥✉♠67♦1❛♥1 ❧❡9 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 ✶ ❡1 ✷ ✿

k(1) = kfact ×
E(2)

LΓ
k(2) = kfact ×

E(1)

LΓ
✭✹✳✸✳✶✮

▲❡9 ❝❛❧❝✉❧9 9♦♥1 ♠❡♥69 ❥✉9E✉✬Q ❝❡ E✉❡ ❧❡ ❝7✐1=7❡ ❡♥ 9❛✉1 ❞❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥1 ♣❛99❡ ❡♥ ❞❡99♦✉9

❞❡ 10−9✳ ▲❡9 ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡9 9♦♥1 17❛❝6❡9 ✜❣✉7❡ ✹✳✷✹✳ ❆✉① 769✉❧1❛19 ♦❜1❡♥✉9 ❡91 9✉♣❡7♣♦96❡ ❧❛

❝♦✉7❜❡ ❞✉ ❝❛9 ✵ ✐99✉❡ ❞❡ ❧✬61✉❞❡ ♣769❡♥16❡ ❛✉ ♣❛7❛❣7❛♣❤❡ ♣76❝6❞❡♥1✳

❚♦✉1 ❞✬❛❜♦7❞✱ ♦♥ ♦❜9❡7✈❡ ❞❛♥9 ❧❡9 17♦✐9 ❝❛9 ✉♥ 1❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠J♠❡ ♦7❞7❡ ❞❡

❣7❛♥❞❡✉7 E✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥91❛16 ♣♦✉7 ❧❡ ❝❛9 ❞❡ ❜❛9❡✳ ▲❛ 7❛♣✐❞✐16 ❞❡ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❡1 ❧❛ ♣76❝✐9✐♦♥

♦❜1❡♥✉❡ 9♦♥1 ❞❡9 6❧6♠❡♥19 7♦❜✉91❡9 ✈✐9✲Q✲✈✐9 ❞❡9 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥19 ❞❡ 76❣✉❧❛7✐16 ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡1

❞❡9 ❤6167♦❣6♥6✐169 ❞❛♥9 ❧❛ 917✉❝1✉7❡✳
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▲✬❛✉❣♠❡♥;❛;✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜@❡ ❞❡ A✐♠✉❧❛;✐♦♥A ♥✉♠C@✐D✉❡A ❞✉ ❝♦♠♣♦@;❡♠❡♥; ❞❡ A;@✉❝;✉@❡A ♣♦✉@

❧❛ ❝♦♥❝❡♣;✐♦♥ ❡; ❧❛ ❝❡@;✐✜❝❛;✐♦♥ ❞❡A ♣✐H❝❡A ❛C@♦♥❛✉;✐D✉❡A ✐♠♣♦A❡ ❧❡ ❞C✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥; ❞❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡A A;@❛;C❣✐❡A ❞❡ ♠♦❞C❧✐A❛;✐♦♥ @♦❜✉A;❡A ❡; ❡✣❝❛❝❡A✳ ▲❡A ❞❡@♥✐H@❡A ❛♥♥C❡A ♦♥; ✈✉ ❧❡ ❞C✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥; ❞❡ ♠C;❤♦❞❡A ❞❡ @CA♦❧✉;✐♦♥ ❞❡A ♣@♦❜❧H♠❡A ❞❡ ♠C❝❛♥✐D✉❡ ❜❛AC❡A A✉@ ❧❡A ♠C;❤♦❞❡A ❞❡

❞C❝♦♠♣♦A✐;✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊❧❧❡A ♦✉✈@❡♥; ❧❛ ♣♦@;❡ M ❧❛ @CA♦❧✉;✐♦♥ ♣❧✉A @❛♣✐❞❡ ❞❡ ♣@♦❜❧H♠❡A

M ❣@❛♥❞ ♥♦♠❜@❡ ❞❡ ❞❡❣@CA ❞❡ ❧✐❜❡@;C✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐;❛♥; ❧❡A ♥♦✉✈❡❧❧❡A ❛@❝❤✐;❡❝;✉@❡A ✐♥❢♦@♠❛;✐D✉❡A

❞❡A A✉♣❡@✲❝❛❧❝✉❧❛;❡✉@A✳

❇❛AC❡A A✉@ ✉♥❡ @CA♦❧✉;✐♦♥ ❡♥ ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥; ♦✉ A✉@ ❧✬✐♥;@♦❞✉❝;✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧;✐♣❧✐❝❛;❡✉@ ❞❡ ▲❛✲

❣@❛♥❣❡ ♣♦✉@ ✐♠♣♦A❡@ ❧❛ ❝♦♥;✐♥✉✐;C ❞❡ ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥; M ❧✬✐♥;❡@❢❛❝❡✱ ❧❡A ♣@❡♠✐H@❡A ♠C;❤♦❞❡A

✉;✐❧✐AC❡A ♣❡@♠❡;;❡♥; ❞❡ ;@❛✐;❡@ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥; ✉♥ ♣@♦❜❧H♠❡ ❞C❥M ❞✐A❝@C;✐AC✳ ▲❡A A♦✉A✲❞♦♠❛✐♥❡A

A♦♥; ❛❧♦@A @❡❧✐CA ♣❛@ ❞❡A ✐♥;❡@❢❛❝❡A ❛✉ ❝♦♠♣♦@;❡♠❡♥; ♣❛@❢❛✐;✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ❞❡ ❝❡A ♠C;❤♦❞❡A

M ❧❛ ♠♦❞C❧✐A❛;✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦@;❡♠❡♥; ❞✬✉♥❡ A❡✉❧❡ ♣✐H❝❡✱ A❛♥A R;@❡ ❝♦✉@❛♥;❡ ❞❛♥A ❧✬✐♥❞✉A;@✐❡✱

❡A; ❛;;❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣❛@ ❧❡A ❝❛❧❝✉❧❛;❡✉@A ❛✈❛♥❝CA✳ ▲❡✉@ ♠❛;✉@✐;C ❛ ❡♥ ❡✛❡; ♣❡@♠✐A ❛✉① C❞✐;❡✉@A

❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧A ❞❡ ♠♦❞C❧✐A❛;✐♦♥ ♣❛@ C❧C♠❡♥;A ✜♥✐A ❞❡ ❧❡A ♠❡;;@❡ M ❞✐A♣♦A✐;✐♦♥✳ ❉HA ❧♦@A D✉✬♦♥

A♦✉❤❛✐;❡ ;@❛✐;❡@ ❞❡A ✐♥❝♦♠♣❛;✐❜✐❧✐;CA ❞❡ ❞✐A❝@C;✐A❛;✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥;@❡ A♦✉A✲❞♦♠❛✐♥❡A

♣❧✉A ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ❡A; ❝♦♥;@❛✐♥; ❞❡ A❡ ;♦✉@♥❡@ ✈❡@A ❞❡A ♠C;❤♦❞❡A ♣❧✉A @C❝❡♥;❡A ✐♥;@♦❞✉✐A❛♥;

❞❡A @❛❝❝♦@❞A ❡①♣@✐♠CA A♦✉A ❢♦@♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥;✐♥✉✳ "❧✉A ❞C❧✐❝❛;❡A ❞❛♥A ❧❡✉@ ✐♠♣❧C✲

♠❡♥;❛;✐♦♥✱ ❝❡A ♠C;❤♦❞❡A ♦✛@❡♥; ❧✬❛✈❛♥;❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐@ ;@❛✐;❡@ ❞❡A ♣@♦❜❧H♠❡A D✉✐ ♦♥; C;C

❞C❝♦♠♣♦ACA ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥;✐♥✉✱ ❛✈❛♥; ❞✬❛✈♦✐@ C;C ❞✐A❝@C;✐ACA✳ "❛@♠✐ ❝❡A ♠C;❤♦❞❡A✱ ♣❧✉A✐❡✉@A

✐♥❣@C❞✐❡♥;A ♦♥; C;C ❡♠♣@✉♥;CA ♣♦✉@ ♣@♦♣♦A❡@ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣@♦❝❤❡ ✈✐A❛♥; ❧❛ A✐♠✉❧❛;✐♦♥ ❞❡

❣@❛♥❞A ❛AA❡♠❜❧❛❣❡A✳

▲❛ ♠C;❤♦❞❡ ♣@♦♣♦AC❡ ❡A; ✉♥❡ ♠C;❤♦❞❡ ♠✐①;❡✱ ❡①♣@✐♠❛♥; ❧❡A @❛❝❝♦@❞A M ❧✬✐♥;❡@❢❛❝❡ ♣❛@ ✉♥❡

❝♦♥❞✐;✐♦♥ ❢❛✐A❛♥; ✐♥;❡@✈❡♥✐@ ❞❡A D✉❛♥;✐;CA ❝✐♥C♠❛;✐D✉❡A ❡; ❞❡A D✉❛♥;✐;CA ❞✉❛❧❡A✳ ▲✬✉;✐❧✐A❛;✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐;C H1/2(Γ)−H−1/2(Γ) A✉@ ❧❡A D✉❛♥;✐;CA ❞✬✐♥;❡@❢❛❝❡ ♣❡@♠❡;✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐D✉❛♥; ❧❡ ;❤C♦✲

@H♠❡ ❞❡ ❘✐❡A③✱ ❞❡ ♥❡ ;@❛✐;❡@ D✉❡ ❞❡A D✉❛♥;✐;CA ❤♦♠♦❣H♥❡A M ❞❡A ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥;A A✉@ ❧✬✐♥;❡@❢❛❝❡✳

▲❡ ❝❛❞@❡ ♠❛;❤C♠❛;✐D✉❡ ❛✐♥A✐ ♦❜;❡♥✉ ❡A; ❛✈❛♥;❛❣❡✉① ♣♦✉@ ❧❛ ❞✐A❝@C;✐A❛;✐♦♥ ❞✉ ♣@♦❜❧H♠❡ ✿ ❧❡A

♠R♠❡A ❡A♣❛❝❡A ❞✐A❝@❡;A A♦♥; ✉;✐❧✐ACA ♣♦✉@ ❧❡A D✉❛♥;✐;CA ❝✐♥C♠❛;✐D✉❡A ❡; ♣♦✉@ ❧❡A D✉❛♥;✐;CA

❞✬❡✛♦@;✳ ❈❡A ❞❡@♥✐❡@A C;❛♥; ♦❜;❡♥✉A ♣❛@ ;@❛❝❡ ❞❡A ❡A♣❛❝❡A ✉;✐❧✐ACA ♣♦✉@ ❧❡A ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥;A

❞❡A A♦✉A✲❞♦♠❛✐♥❡A✱ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛;✐❜✐❧✐;C ♥✬❡A; ✐♥;@♦❞✉✐;❡ ❞❛♥A ❧❡ ❝❛A ❞❡ ❞✐A❝@C;✐A❛;✐♦♥A

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✾✶



❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ #❘❖#❖❙➱❊

❝♦♥❢♦6♠❡9 ❡♥:6❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9✳ ▲❡9 ❝♦♠♣♦6:❡♠❡♥:9 ❞✬✐♥:❡6❢❛❝❡9 9♦♥: 6❡❢♦6♠✉❧C9 ❡♥ ✉:✐❧✐9❛♥:

❧❡ 6❡♣6C9❡♥:❛♥: ❞❡ ❧✬✐♥:❡6❡✛♦6: ✐♥:6♦❞✉✐: ♣❛6 ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞✉❛❧✐:C✳ ▲❡9 ❢♦6♠✉❧❛:✐♦♥9 ♦❜:❡♥✉❡9

✭♣❛6❢❛✐:✱ C❧❛9:✐J✉❡✱ ❝♦♥:❛❝:✮ 9♦♥: ❣❧♦❜❛❧❡9 ♣❛6 ✐♥:❡6❢❛❝❡✳ ▲❡✉6 6C9♦❧✉:✐♦♥ ❡9: ❛✐♥9✐ ♣❧✉9 ❞C❧✐✲

❝❛:❡ M ✐♠♣❧C♠❡♥:❡6 ♠❛✐9 ❜C♥C✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉6❡ ♣6✐9❡ ❡♥ ❝♦♠♣:❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦6:❡♠❡♥: ❞❡9

✐♥:❡6❢❛❝❡9 ❝♦♠♠❡ ❡♥:✐:C9 ♠C❝❛♥✐J✉❡9✳ ➚ ❧❛ ♠❛♥✐P6❡ ❞✬✉♥ ♣6C❝♦♥❞✐:✐♦♥♥❡✉6 ♣♦✉6 ❧✬✐♥:❡6❢❛❝❡✱

❧❛ ❞✉❛❧✐:C ❝❤♦✐9✐❡ ♦✛6❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛❞6❡ ❜C♥C✜J✉❡ ♣♦✉6 ❧❛ 6C9♦❧✉:✐♦♥ ❞❡9 ♣6♦❜❧P♠❡9 6C❣✐99❛♥:

❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥:6❡ ❧❡9 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9✳ ❆✜♥ ❞✬❛99✉6❡6 ❧✬❡①:❡♥9✐❜✐❧✐:C ❞❡ ❧❛ ♠C:❤♦❞❡✱ ✉♥ ♣6♦❜❧P♠❡

❣6♦99✐❡6✱ 9✉6 ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 ✐♥:❡6❢❛❝❡9✱ ❡9: ✐♥:6♦❞✉✐:✳ ■❧ ♥❡ ♣♦6:❡ J✉❡ 9✉6 ❧❡9 ❝♦♠♣♦9❛♥:❡9 M

❣6❛♥❞❡9 ❧♦♥❣✉❡✉69 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡9 J✉❛♥:✐:C9 ❞✬✐♥:❡6❢❛❝❡✳ ❙❛ ❢♦6♠✉❧❛:✐♦♥ ❡: 9❛ 6C9♦❧✉:✐♦♥ ♦✛6❡♥:

✉♥ ❝♦♠♣6♦♠✐9 ❜C♥C✜J✉❡ ❡♥:6❡ ❝♦Q: ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 9✉♣♣❧C♠❡♥:❛✐6❡ ❞Q M 9❛ 6C9♦❧✉:✐♦♥✱ ❡: ❣❛✐♥ ❡♥

:❡6♠❡ ❞❡ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠C:❤♦❞❡✳

❇C♥C✜❝✐❡6 ❞❡9 ❛✈❛♥:❛❣❡9 ♣6C9❡♥:C9 ♣❛6 ❧❛ ♠C:❤♦❞❡ ♣6♦♣♦9C❡ ✐♠♣♦9❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡6 ❡①♣❧✐❝✐:❡♠❡♥:

❧❡ ♣6♦❞✉✐: 9❝❛❧❛✐6❡ ❞❡ H1/2(Γ) J✉✐ ♣6C9❡♥:❡ ✉♥❡ ♣9❡✉❞♦✲9✐♥❣✉❧❛6✐:C✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉: T:6❡ ❧❡✈C❡ ♣❛6
❞❡9 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥:9 ❞❡ ✈❛6✐❛❜❧❡9 9♦♣❤✐9:✐J✉C9 ❛❧♦✉6❞✐99❛♥: ❧✬✐♠♣❧C♠❡♥:❛:✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦♠♣6♦♠✐9

❡♥:6❡ :❡♠♣9 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡: ♣6C❝✐9✐♦♥ ❛ C:C ♣6♦♣♦9C ❡: ✈❛❧✐❞C ♣♦✉6 ❧✬❛♣♣6♦①✐♠❛:✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣6♦❞✉✐:

9❝❛❧❛✐6❡✳ ❙✐♠♣❧❡ M ❝♦❞❡6 ❡: M ❝❛❧❝✉❧❡6✱ ✐❧ ❡9: C❣❛❧❡♠❡♥: ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉6 ❞❡9 ❞✐9❝6C:✐9❛:✐♦♥9 ♥♦♥✲

✉♥✐❢♦6♠❡9 9✉6 ❧✬✐♥:❡6❢❛❝❡✳ ▲✬❡①♣6❡99✐♦♥ ♣6♦♣♦9C❡ ♣♦✉6 ❧❡9 ♣6♦❜❧P♠❡9 ✷❉ ❛ C:C C:❡♥❞✉❡ ❛✉

♣6♦❜❧P♠❡ ✸❉ ❡: :❡9:C❡ ❛✈❡❝ 9✉❝❝P9 9✉6 ✉♥ ❞❡9 ❝❛9 ❞❡ ♠✐9❡ ❡♥ X✉✈6❡ ❞❡ ❧❛ ♠C:❤♦❞❡✳

▲❡9 ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡9 ❞❡ ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ♣6♦♣♦9C❡ ♦♥: C:C ♠❡9✉6C❡9 9✉6 ✉♥❡ ❜❛::❡6✐❡ ❞❡ ❝❛9 :❡9:9

❝❤♦✐9✐9 ♣♦✉6 ♠❡::6❡ M ❧✬C♣6❡✉✈❡ 9❛ 6♦❜✉9:❡99❡✳ ❉❡ ❧✬✐♥:❡6❢❛❝❡ ♣❛6❢❛✐:❡ :6❛✈❡69❛♥: ✉♥❡ 9✐♥✲

❣✉❧❛6✐:C ❣C♦♠C:6✐J✉❡ ❛✉ ♣6♦❜❧P♠❡ M ❣6❛♥❞ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ 9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9✱ ❡♥ ♣❛99❛♥: ♣❛6 ❧❡9

❞✐9❝6C:✐9❛:✐♦♥9 ✐66C❣✉❧✐P6❡9 ❞❡ ❧✬✐♥:❡6❢❛❝❡✱ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦6:❡♠❡♥: ❞❡ ❧❛ ♠C:❤♦❞❡ ❡9: ♠✐9 ❡♥

C✈✐❞❡♥❝❡✳ #♦✉6 ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛6❛♠P:6❡9 ❞C:❡6♠✐♥C ❝♦♠♠❡ ♦♣:✐♠❛❧ ❡: ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ M ♣❧✉9✐❡✉69

:②♣❡9 ❞❡ ♠♦❞C❧✐9❛:✐♦♥✱ ❧❡ :❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ ❛ C:C ❞C♠♦♥:6C ✐♥❞C♣❡♥❞❛♥: ❞❡ ❧❛ ✜♥❡99❡

❞❡ ❧❛ ❞✐9❝6C:✐9❛:✐♦♥ ❣6[❝❡ M ❧❛ ❞✉❛❧✐:C ❝❤♦✐9✐❡✳ ■❧ ❡9: C❣❛❧❡♠❡♥: ✐♥❞C♣❡♥❞❛♥: ❞✉ ♥♦♠❜6❡ ❞❡

9♦✉9✲❞♦♠❛✐♥❡9 ❣6[❝❡ ❛✉ ♣6♦❜❧P♠❡ ❣6♦99✐❡6✳ ▲❡ :6❛✐:❡♠❡♥: ❞❡9 ✐♥:❡6❢❛❝❡9 ❞❡ ❝♦♥:❛❝: ❛ ♣❡6✲
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✈❛8✐❛♥& ♦❢ &❤❡ ❢❡&✐ ♠❡&❤♦❞ ❢♦8 ♥✉♠❡8✐❝❛❧ 5♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣&✐❝ ♣❞❡✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥' ✐♥

◆✉♠❡+✐❝❛❧ ▼❡/❤♦❞' ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡+✐♥❣✱ ✷✷✭✶✷✮✿✶✶✺✺✕✶✶✻✷✳

❉♦)'$❧✱ ❩✳✱ ❍♦.$❦✱ ❉✳✱❑✉↔❡.❛✱ ❘✳✱ ❱♦♥❞.$❦✱ ❱✳✱ ❍❛)❧✐♥❣❡.✱ ❏✳✱ ❉♦❜✐$➨✱ ❏✳ ❡& &'$❦✱

❙✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋❊❚■ ❜❛5❡❞ ❛❧❣♦8✐&❤♠5 ❢♦8 ❝♦♥&❛❝& ♣8♦❜❧❡♠5 ✿ 5❝❛❧❛❜✐❧✐&②✱ ❧❛8❣❡ ❞✐5♣❧❛❝❡♠❡♥&5

❛♥❞ ✸❞ ❝♦✉❧♦♠❜ ❢8✐❝&✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉/❡+ ▼❡/❤♦❞' ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝' ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡+✐♥❣✱

✶✾✹✭✷✕✺✮✿✸✾✺ ✕ ✹✵✾✳

❉♦)'$❧✱ ❩✳✱ ❑♦③✉❜❡❦✱ ❚✳✱ ❍♦.②❧✱ O✳✱ ❇.③♦❜♦❤❛':✱ ❚✳ ❡& ▼❛.❦♦♣♦✉❧♦)✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆

5❝❛❧❛❜❧❡ ❚❋❊❚■ ❛❧❣♦8✐&❤♠ ❢♦8 &✇♦✲❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ♠✉❧&✐❜♦❞② ❝♦♥&❛❝& ♣8♦❜❧❡♠5 ✇✐&❤ ❢8✐❝&✐♦♥✳

❏♦✉+♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛/❤❡♠❛/✐❝'✱ ✷✸✺✭✷✮✿✹✵✸ ✕ ✹✶✽✳

❉✉❢❢②✱ ▼✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ◗✉❛❞8❛&✉8❡ ♦✈❡8 ❛ ♣②8❛♠✐❞ ♦8 ❝✉❜❡ ♦❢ ✐♥&❡❣8❛♥❞5 ✇✐&❤ ❛ 5✐♥❣✉❧❛8✐&② ❛&

❛ ✈❡8&❡①✳ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡+✳ ❆♥❛❧✳✱ ✶✾✿✶✷✻✵✕✶✷✻✷✳

❉✉.❡✐))❡✐①✱ ❉✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❯♥❡ ❆♣♣+♦❝❝❤❡ ▼✉❧/✐✲>❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉+ ❧❡' ❈❛❧❝✉❧' ❞❡ ❙/+✉❝/✉+❡' '✉+

❖+❞✐♥❛/❡✉+ @ ❆+❝❤✐/❡❝/✉+❡ A❛+❛❧❧B❧❧❡✳ ❚❤V5❡ ❞❡ ❞♦❝&♦8❛&✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦8♠❛❧❡ ❙✉♣X8✐❡✉8❡ ❞❡

❈❛❝❤❛♥✳

❉✉.❡✐))❡✐①✱ ❉✳ ❡& ❋❛.❤❛'✱ ❈✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆ ♥✉♠❡8✐❝❛❧❧② 5❝❛❧❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦5✐&✐♦♥ ♠❡✲

&❤♦❞ ❢♦8 &❤❡ 5♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ❢8✐❝&✐♦♥❧❡55 ❝♦♥&❛❝& ♣8♦❜❧❡♠5✳ ■♥/❡+♥❛/✐♦♥❛❧ ❏♦✉+♥❛❧ ❢♦+ ◆✉♠❡+✐❝❛❧

▼❡/❤♦❞' ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡+✐♥❣✱ ✺✵✭✶✷✮✿✷✻✹✸✕✷✻✻✻✳

❊.✐❝❤)❡♥✱ ❙✳ ❡& ❙❛✉'❡.✱ ❙✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊✣❝✐❡♥& ❛✉&♦♠❛&✐❝ [✉❛❞8❛&✉8❡ ✐♥ ✸✲❉ ❣❛❧❡8❦✐♥ ❇❊▼✳

❈♦♠♣✉/✳ ▼❡/❤♦❞' ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤ ❛♥❞ ❊♥❣+❣✳✱ ✶✺✼✿✷✶✺✕✷✷✹✳

❋❛.❤❛'✱ ❈✳✱ ▲❡)♦✐♥♥❡✱ ▼✳✱ ▲❡ ❚❛❧❧❡❝✱ O✳✱ &✐❡.)♦♥✱ ❑✳ ❡& ❘✐①❡♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❋❊❚■✲❉O ✿

❛ ❞✉❛❧✲♣8✐♠❛❧ ✉♥✐✜❡❞ ❋❊❚■ ♠❡&❤♦❞ ✲ ♣❛8& ✐ ✿ ❛ ❢❛5&❡8 ❛❧&❡8♥❛&✐✈❡ &♦ &❤❡ &✇♦✲❧❡✈❡❧ ❢❡&✐

♠❡&❤♦❞✳ ■♥/✳ ❏✳ ◆✉♠✳ ▼❡/❤✳ ❊♥❣✳✱ ✺✵✿✶✺✷✸✕✶✺✹✹✳

❋❛.❤❛'✱ ❈✳✱ ▲❡)♦✐♥♥❡✱ ▼✳ ❡& &✐❡.)♦♥✱ ❑✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ 5❝❛❧❛❜❧❡ ❞✉❛❧✲♣8✐♠❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠✲

♣♦5✐&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞✳ ◆✉♠❡+✳ ▲✐♥❡❛+ ❆❧❣❡❜+❛ ❆♣♣❧✳✱ ✼✿✻✽✼✕✼✶✹✳

❋❛.❤❛'✱ ❈✳✱ ▼❛♥❞❡❧✱ ❏✳ ❡& ❘♦✉①✱ ❋✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❖♣&✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡8❣❡♥❝❡ ♣8♦♣❡8&✐❡5 ♦❢ &❤❡ ❋❊❚■

❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦5✐&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞✳ ❈♦♠♣✉/✳ ▼❡/❤♦❞' ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤ ❛♥❞ ❊♥❣+❣✳✱ ✶✶✺✿✸✻✺✕✸✽✺✳

❋❛.❤❛'✱ ❈✳ ❡& ❘♦✉①✱ ❋✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ 5❝❤✉8 ❝♦♠♣❧❡♠❡♥& ♠❡&❤♦❞ ✇✐&❤ ✇❡❧❧✲♣♦5❡❞ ❧♦❝❛❧

♥❡✉♠❛♥♥ ♣8♦❜❧❡♠5✳ ❈♦♥/❡♠♣♦+❛+② ▼❛/❤❡♠❛/✐❝'✱ ✶✺✼✿✶✾✸✕✷✵✶✳

❋❛.❤❛'✱ ❈✳ ❡& ❘♦✉①✱ ❋✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ♠❡&❤♦❞ ♦❢ ✜♥✐&❡ &❡❛8✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥&❡8❝♦♥♥❡❝&✐♥❣ ❛♥❞ ✐&5

♣❛8❛❧❧❡❧ 5♦❧✉&✐♦♥ ❛❧❣♦8✐&❤♠✳ ■♥/✳ ❏✳ ◆✉♠✳ ▼❡/❤✳ ❊♥❣✳✱ ✶✽✹✿✸✸✸✕✸✼✹✳

❋.❛♥❣✐✱ ❆✳✱ ◆♦✈❛'✐✱ ●✳✱ ❙♣.✐♥❣❤❡''✐✱ ❘✳ ❡& ❘♦✈✐③③✐✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✸❉ ❢8❛❝&✉8❡ ❛♥❛❧②5✐5

❜② &❤❡ 5②♠♠❡&8✐❝ ❣❛❧❡8❦✐♥ ❇❊▼✳ ❈♦♠♣✉/✳ ▼❡❝❤✳✱ ✷✽✿✷✷✵✕✷✸✷✳

●❛♥❞❡.✱ ▼✳✲❏✳✱ ❏❛♣❤❡'✱ ❈✳✱ ▼❛❞❛②✱ ❨✳ ❡& ◆❛'❛❢✱ ❋✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ♥❡✇ ❝❡♠❡♥& &♦ ❣❧✉❡

♥♦♥❝♦♥❢♦8♠✐♥❣ ❣8✐❞5 ✇✐&❤ ❘♦❜✐♥ ✐♥&❡8❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥5 ✿ ❚❤❡ ✜♥✐&❡ ❡❧❡♠❡♥& ❝❛5❡✳ ■♥ ❉♦✲

♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦'✐/✐♦♥ ▼❡/❤♦❞' ✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡+✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✵ ❞❡ ▲❡❝/✉+❡ ◆♦/❡' ✐♥

❈♦♠♣✉/❛/✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡+✐♥❣✱ ♣❛❣❡5 ✷✺✾✕✷✻✻✳ ❙♣8✐♥❣❡8 ❇❡8❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡8❣✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✾✼



●❡♥❞$❡✱ ▲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆♣♣"♦❝❤❡ ●❧♦❜❛❧❡✴▲♦❝❛❧❡ ♥♦♥✲✐♥0"✉2✐✈❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ❛✉① 20"✉❝0✉"❡2

❛✈❡❝ ♣❧❛20✐❝✐06 ❧♦❝❛❧❡✳ ❚❤*+❡ ❞❡ ❞♦❝0♦1❛0✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦1♠❛❧❡ ❙✉♣:1✐❡✉1❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳

●❧♦✇✐♥)❦✐✱ ❘✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ◆✉♠❡"✐❝❛❧ ▼❡0❤♦❞2 ♦" ◆♦♥❧✐❡❛" ❱❛"✐❛0✐♦♥❛❧ <"♦❜❧❡♠2✳ ❙♣1✐♥❣❡1

❙❡1✐❡+ ✐♥ ❈♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ C❤②+✐❝+✳ ❙♣1✐♥❣❡1✳

●♦))❡❧❡+✱ C✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▼60❤♦❞❡2 ❞❡ ❞6❝♦♠♣♦2✐0✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡0 ♠60❤♦❞❡2 ❞✬❛❝❝6❧6"❛0✐♦♥

♣♦✉" ❧❡2 ♣"♦❜❧>♠❡2 ♠✉❧0✐❝❤❛♠♣2 ❡♥ ♠6❝❛♥✐?✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥6❛✐"❡✳ ❚❤*+❡ ❞❡ ❞♦❝0♦1❛0✱ ❯♥✐✈❡1+✐0:

C✐❡11❡ ❡0 ▼❛1✐❡ ❈✉1✐❡✳

●♦))❡❧❡+✱ C✳ ❡0 ❘❡②✱ ❈✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦♥✲♦✈❡1❧❛♣♣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦+0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞+ ✐♥ +01✉❝✲

0✉1❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝+✳ ❆"❝❤✳ ❈♦♠♣✉0✳ ▼❡0❤✳ ❊♥❣♥❣✳✱ ✶✸✿✺✶✺✕✺✼✷✳

●$✐)✈❛$❞✱ C✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❙✐♥❣✉❧❛"✐0✐❡2 ✐♥ ❇♦✉♥❞❛"② ❱❛❧✉❡ <"♦❜❧❡♠2✳ ❘❡❝❤❡1❝❤❡+ ❡♥ ♠❛0❤:♠❛✲

0✐O✉❡+ ❛♣♣❧✐O✉:❡+✳ ▼❛++♦♥✳

❍❛✉$❡+✱ C✳ ❡0 ▲❡ ❚❛❧❧❡❝✱ C✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ❞✐+❝♦♥0✐♥✉♦✉+ +0❛❜✐❧✐③❡❞ ♠♦10❛1 ♠❡0❤♦❞ ❢♦1 ❣❡♥❡1❛❧

✸❉ ❡❧❛+0✐❝ ♣1♦❜❧❡♠+✳ ❈♦♠♣✉0✳ ▼❡0❤♦❞2 ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤ ❛♥❞ ❊♥❣"❣✳✱ ✶✾✻✿✹✽✽✶✕✹✾✵✵✳

❍❛✉$❡+✱ C✳ ❡0 ❖$+✐③✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❇❱ ❡+0✐♠❛0❡+ ❢♦1 ♠♦10❛1 ♠❡0❤♦❞+ ✐♥ ❧✐♥❡❛1 ❡❧❛+0✐❝✐0②✳

❈♦♠♣✉0✳ ▼❡0❤♦❞2 ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❛♥❞ ❊♥❣"❣✳✱ ✶✾✺✿✹✼✽✸✕✹✼✾✸✳
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▲❧♦②❞✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋❛4% ■♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠❦❡✬4 ❆❧❣♦@✐%❤♠ ❢♦@ ❘✐❣✐❞ ❇♦❞② ❈♦♥%❛❝%

❙✐♠✉❧❛%✐♦♥✳ ■♥ ■♥%❡2♥❛%✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡2❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦%✐❝+ ❛♥❞ ❆✉%♦♠❛%✐♦♥✱ ♣❛❣❡4 ✹✺✸✽✕✹✺✹✸✳

▲♦✐-❡❛✉✱ ❖✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❯♥❡ +%2❛%F❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧%✐F❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉2 ❧❡+ %2✉❝%✉2❡+ ❤F%F2♦❣G♥❡+✳

❚❤_4❡ ❞❡ ❞♦❝%♦@❛%✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦@♠❛❧❡ ❙✉♣X@✐❡✉@❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳

▼❛❞❛②✱ ❨✳ ❡% ▼❛❣♦✉❧%-✱ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❖♣%✐♠✐③❡❞ 4❝❤✇❛@③ ♠❡%❤♦❞4 ✇✐%❤♦✉% ♦✈❡@❧❛♣ ❢♦@

❤✐❣❤❧② ❤❡%❡@♦❣❡♥❡♦✉4 ♠❡❞✐❛✳ ❈♦♠♣✉%❡2 ▼❡%❤♦❞+ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝+ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡2✐♥❣✱

✶✾✻✭✽✮✿✶✺✹✶ ✕ ✶✺✺✸✳

▼❛❞❛②✱ ❨✳ ❡% ❘A♥B✉✐-/✱ ❊✳ ✭✷✵✵✽✮✳ !❛@❛❧❧❡❧✐③❛%✐♦♥ ✐♥ %✐♠❡ %❤@♦✉❣❤ %❡♥4♦@✲♣@♦❞✉❝%

4♣❛❝❡✕%✐♠❡ 4♦❧✈❡@4✳ ❈♦♠♣%❡+ ❘❡♥❞✉+ ▼❛%❤❡♠❛%✐B✉❡✱ ✸✹✻✭✶✕✷✮✿✶✶✸ ✕ ✶✶✽✳

▼❛♥❞❡❧✱ ❏✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦4✐%✐♦♥✳ ❈♦♠♠✳ ❆♣♣❧✳ ◆✉♠✳ ▼❡%❤✳ ❊♥❣2❣✳✱

✾✿✷✸✸✕✷✹✶✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✾✾



▼❛"❝❤❛✐&✱ ❏✳✱ ❘❡②✱ ❈✳ ❡% ❈❤❛♠♦✐♥✱ ▲✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ●❡♦♠❡%0✐❝❛❧❧② ❝♦♥7✐7%❡♥% ❛♣♣0♦①✐♠❛%✐♦♥7 ♦❢

%❤❡ ❡♥❡0❣② ❢♦0 %❤❡ %0❛♥7✐%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞✐7❝0❡%❡ ♠♦❞❡❧7✳ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧

▼❛%❡,✐❛❧- ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✽✺✿✷✽✵ ✕ ✷✾✹✳

▼♦.&✱ ◆✳✱ ❉♦❧❜♦✇✱ ❏✳ ❡% ❇❡❧②4&❝❤❦♦✱ ❚✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ ✜♥✐%❡ ❡❧❡♠❡♥% ♠❡%❤♦❞ ❢♦0 ❝0❛❝❦

❣0♦✇%❤ ✇✐%❤♦✉% 0❡♠❡7❤✐♥❣✳ ■♥%✳ ❏✳ ◆✉♠❡,✳ ▼❡%❤✳ ❊♥❣♥❣✱ ✹✻✿✶✸✶✕✶✺✵✳

▼✉"4②✱ ❑✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲✐♥❡❛, ❈♦♠♣❧❡♠❡♥%❛,✐%②✱ ▲✐♥❡❛, ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛, ;,♦❣,❛♠♠✐♥❣✳ ■♥%❡0♥❡%

❊❞✐%✐♦♥✳

◆♦✉②✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❯♥❡ -%,❛%=❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧%✐=❝❤❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❤♦♠♦❣=♥=✐-❛%✐♦♥ ❡♥ %❡♠♣- ❡%

❡♥ ❡-♣❛❝❡ ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ -%,✉❝%✉,❡- ❢♦,%❡♠❡♥% ❤=%=,♦❣@♥❡-✳ ❚❤P7❡ ❞❡ ❞♦❝%♦0❛%✱ ❊❝♦❧❡

◆♦0♠❛❧❡ ❙✉♣R0✐❡✉0❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳

◆♦✉②✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆ ♣0✐♦0✐ ♠♦❞❡❧ 0❡❞✉❝%✐♦♥ %❤0♦✉❣❤ ♣0♦♣❡0 ❣❡♥❡0❛❧✐③❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦7✐%✐♦♥

❢♦0 7♦❧✈✐♥❣ %✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥% ♣❛0%✐❛❧ ❞✐✛❡0❡♥%✐❛❧ ❡W✉❛%✐♦♥7✳ ❈♦♠♣✉%❡, ▼❡%❤♦❞- ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞

▼❊❝❤❛♥✐❝- ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣✱ ✶✾✾✭✷✸✮✿✶✻✵✸✕✶✻✷✻✳

❖44♦✱ ❋✳✲❈✳ ❡% ▲✉❜❡✱ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ ♣♦7%❡0✐♦0✐ ❡7%✐♠❛%❡7 ❢♦0 ❛ ♥♦♥✲♦✈❡0❧❛♣♣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥

❞❡❝♦♠♣♦7✐%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞✳ ❈♦♠♣✉%✐♥❣✱ ✻✷✿✷✼✕✹✸✳

❘❛✈✐❛"4✱ Z✳ ❆✳ ❡% ❚❤♦♠❛&✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✼✼✮✳ Z0✐♠❛❧ ❤②❜0✐❞ ✜♥✐%❡ ❡❧❡♠❡♥% ♠❡%❤♦❞7 ❢♦0 ✷♥❞

♦0❞❡0 ❡❧❧✐♣%✐❝ ❡W✉❛%✐♦♥7✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝- ♦❢ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥✱ ✸✶✭✶✸✽✮✿♣♣✳ ✸✾✶✕✹✶✸✳

❘✐①❡♥✱ ❉✳ ❡% ❋❛"❤❛4✱ ❈✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ 7✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥% ❡①%❡♥7✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛77 ♦❢ 7✉❜7%0✉❝%✉0❡

❜❛7❡❞ ♣0❡❝♦♥❞✐%✐♦♥❡07 %♦ ❤❡%❡0♦❣❡♥❡♦✉7 7%0✉❝%✉0❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝7 ♣0♦❜❧❡♠7✳ ■♥%❡,♥❛%✐♦♥❛❧

❏♦✉,♥❛❧ ❢♦, ◆✉♠❡,✐❝❛❧ ▼❡%❤♦❞- ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣✱ ✹✹✭✹✮✿✹✽✾✕✺✶✻✳

❘✐①❡♥✱ ❉✳✱ ❋❛"❤❛4✱ ❈✳ ❡% ●?"❛"❞✐♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ %✇♦✲7%❡♣✱ %✇♦✲✜❡❧❞ ❤②❜0✐❞ ♠❡%❤♦❞ ❢♦0

%❤❡ 7%❛%✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②7✐7 ♦❢ 7✉❜7%0✉❝%✉0❡ ♣0♦❜❧❡♠7 ✇✐%❤ ♥♦♥✲❝♦♥❢♦0♠✐♥❣ ✐♥%❡0❢❛❝❡7✳

❈♦♠♣✉%✳ ▼❡%❤♦❞- ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣,❣✳✱ ✶✺✹✿✷✷✾✕✷✻✹✳

❘②❝❦❡❧②♥❝❦✱ ❉✳ ❡%▼✐&&♦✉♠ ❇✳✱ ❉✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▼✉❧%✐✲❧❡✈❡❧ ❛ ♣0✐♦0✐ ❤②♣❡0✲0❡❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛✲

♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧7 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥%❡0♥❛❧ ✈❛0✐❛❜❧❡7✳ ❈♦♠♣✉%✳ ▼❡%❤♦❞- ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣,❣✳✱ ✶✾✾✿✶✶✸✹✕

✶✶✹✷✳

❙❛❛❞✱ ❨✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ■%❡,❛%✐✈❡ ▼❡%❤♦❞- ❢♦, ❙♣❛,-❡ ▲✐♥❡❛, ❙②-%❡♠-✳ ❙♦❝✐❡%② ❢♦0 ■♥❞✉7%0✐❛❧ ❛♥❞

❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝7✱ 7❡❝♦♥❞ R❞✐%✐♦♥✳

❙❛❛❞✱ ❨✳ ❡% ❙❝❤✉❧4③✱ ▼✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ●♠0❡7 ✿ ❆ ❣❡♥❡0❛❧✐③❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ 0❡7✐❞✉❛❧ ❛❧❣♦0✐%❤♠ ❢♦0

7♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥7②♠♠❡%0✐❝ ❧✐♥❡❛0 7②7%❡♠7✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❙%❛%✳ ❈♦♠♣✉%✳✱ ✼✭✸✮✿✽✺✻✕✽✻✾✳

❙❛✉4❡"✱ ❙✳ ❡% ❙❝❤✇❛❜✱ ❈✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ◗✉❛❞0❛%✉0❡ ❢♦0 ❤♣✲●❛❧❡0❦✐♥ ❇❊▼ ✐♥ ✸✲❞✳ ◆✉♠❡,✳ ▼❛%❤✳✱

✼✽✿✷✶✶✕✷✺✽✳

❙❝❤✇❛"③✱ ❍✳ ❆✳ ✭✶✽✼✵✮✳ ■■✳ ❯❡❜❡0 ❡✐♥❡♥ ●0❡♥③c❜❡0❣❛♥❣ ❞✉0❝❤ ❛❧%❡0♥✐0❡♥❞❡7 ❱❡0❢❛❤0❡♥✳

❲♦❧❢ ❏✳ ❳❱✳ ✷✼✷✲✷✽✻✳ ✶✽✼✵ ✭✶✽✼✵✮✳

❙4❡✐♥❜❛❝❤✱ ❖✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙%❛❜✐❧✐%② ❊-%✐♠❛%❡- ❢♦, ❍②❜,✐❞ ❈♦✉♣❧❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦-✐%✐♦♥

▼❡%❤♦❞-✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✵✾ ❞❡ ▲❡❝%✉,❡ ◆♦%❡- ✐♥ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝-✳ ❙♣0✐♥❣❡0✳

❚♦♠❧✐♥✱ ❏✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❘♦❜✉-% ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠❦❡✬- ♠❡%❤♦❞ ❢♦, %❤❡ ❧✐♥❡❛, ❝♦♠♣❧❡♠❡♥✲

%❛,✐%② ♣,♦❜❧❡♠✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼ ❞❡ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ;,♦❣,❛♠♠✐♥❣ ❙%✉❞✐❡-✱ ♣❛❣❡7 ✺✺✕✻✵✳ ❙♣0✐♥❣❡0

❇❡0❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡0❣✳

✶✵✵ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



❚♦"❡❧❧✐✱ ❆✳ ❡$ ❲✐❞❧✉♥❞✱ ❖✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❉♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞* ✲ ❆❧❣♦1✐+❤♠* ❛♥❞

❚❤❡♦1②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✹ ❞❡ ❙♣1✐♥❣❡1 ❙❡1✐❡* ✐♥ ❈♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ▼❛+❤❡♠❛+✐❝*✳ ❙♣5✐♥❣❡5✳

❚♦✉③❡❛✉✱ ❏✳✱ ❈❤✐❛.✉//✐♥✐✱ ❱✳✱ ❋❡②❡❧✱ ❋✳ ❡$ ❇❡♥ ❉❤✐❛✱ ❍✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♣♣5♦❝❤❡ ♠✉❧$✐@❝❤❡❧❧❡

❆5❧❡A✉✐♥ ♣♦✉5 ❧✬@$✉❞❡ ❞❡C C$5✉❝$✉5❡C ❝♦♠♣♦C✐$❡C C$5❛$✐✜@❡C✳ ■♥ ✶✵❡ ❝♦❧❧♦;✉❡ ♥❛+✐♦♥❛❧ ❡♥

❝❛❧❝✉❧ ❞❡* *+1✉❝+✉1❡*✱ ●✐❡♥C✱ ❋5❛♥❝❡✳

❚.❛♥4✉❛./✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❱❡1* ✉♥ ♠❛+=1✐❛✉① ✈✐1+✉❡❧ ✈✐1+✉❡❧ ♣♦✉1 ❧✬♦♣+✐♠✐*❛+✐♦♥ ;✉❛❧✐+❛+✐✈❡

❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❈▼❈*✳ ❚❤IC❡ ❞❡ ❞♦❝$♦5❛$✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦5♠❛❧❡ ❙✉♣@5✐❡✉5❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳

❱✐♦❧❡❛✉✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❯♥❡ *+1❛+=❣✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉1 ❧✬❛♥❛❧②*❡ D ❧✬=❝❤❡❧❧❡ ✏♠✐❝1♦✑ ❞❡* ❡♥❞♦♠✲

♠❛❣❡♠❡♥+* ❥✉*;✉✬D 1✉♣+✉1❡ ❞❡* ❝♦♠♣♦*✐+❡* *+1❛+✐✜=*✳ ❚❤IC❡ ❞❡ ❞♦❝$♦5❛$✱ ❊❝♦❧❡ ♥♦5♠❛❧❡

C✉♣@5✐❡✉5❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳

❲♦❤❧♠✉/❤✱ ❇✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ♠♦5$❛5 ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠❡$❤♦❞ ✉C✐♥❣ ❞✉❛❧ C♣❛❝❡C ❢♦5 $❤❡ ❧❛❣5❛♥❣❡

♠✉❧$✐♣❧✐❡5✳ ❙■❆▼ ❏♦✉1♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡1✐❝❛❧ ❆♥❛❧②*✐*✱ ✸✽✭✸✮✿✾✽✾✕✶✵✶✷✳

❲♦❤❧♠✉/❤✱ ❇✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❉✐*❝1❡+✐③❛+✐♦♥ ▼❡+❤♦❞* ❛♥❞ ■+❡1❛+✐✈❡ ❙♦❧✈❡1* ❇❛*❡❞ ♦♥ ❉♦♠❛✐♥

❉❡❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥✳ ❙♣5✐♥❣❡5✳

❲②❛./✱ ❊✳✱ ❉✉❢❧♦/✱ ▼✳✱ ❈♦✉❧♦♥✱ ❉✳✱ ▼❛./✐♥②✱ U✳✱ 9❛.❞♦❡♥✱ ❚✳✱ ❘❡♠❛❝❧❡✱ ❏✳✲❋✳ ❡$

▲❛♥✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❙✉❜C$5✉❝$✉5✐♥❣ ❢❡✕①❢❡ ❛♣♣5♦❛❝❤❡C ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ $❤5❡❡✲❞✐♠❡♥C✐♦♥❛❧ ❝5❛❝❦

♣5♦♣❛❣❛$✐♦♥✳ ❏♦✉1♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛+❤❡♠❛+✐❝*✱ ✷✶✺✭✷✮✿✻✷✻ ✕ ✻✸✽✳

❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✱ ❖✳ ❡$ ❚❛②❧♦.✱ ❘✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡ ✜♥✐+❡ ❡❧❡♠❡♥+ ♠❡+❤♦❞✳ ▼❝ ●5❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦♦❦

❈♦♠♣❛❣♥②✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✶✵✶





❆♥♥❡①❡

❆

❊❧"♠❡♥&' ❞✬❛♥❛❧②'❡ '✉- H1/2
❡&

❧❡ ♣-♦❞✉✐& '❝❛❧❛✐-❡ ❛''♦❝✐"

❆✳✶ ❊$♣❛❝❡$ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❢0❛❝1✐♦♥♥❛✐0❡$ H1/2(∂Ω) ❡1 H−1/2(∂Ω)

▲❡ ❞✉❛❧ &♦♣♦❧♦❣✐+✉❡ X ′
❞✬✉♥ ❡.♣❛❝❡ ✈❡❝&♦1✐❡❧ X ❡.& ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❢♦♥❝&✐♦♥. ❝♦♥&✐♥✉❡. 5

✈❛❧❡✉1. .❝❛❧❛✐1❡. ❞6✜♥✐❡. .✉1 X✱ ❛♣♣❡❧6❡. ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡. ♦✉ ❢♦1♠❡.✳

❚❤"♦$%♠❡ ❞❡ $❡♣$"*❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡*③ ✿ ❙♦✐& X ✉♥ ❡.♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡1&✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ x′ ❧✐♥6❛✐1❡ .✉1 X ❛♣♣❛1&✐❡♥& 5 X ′
.✐ ❡& .❡✉❧❡♠❡♥& .✬✐❧ ❡①✐.&❡ x ∈X &❡❧ +✉❡ ✿

∀y ∈X, x′(y) = ⟨y, x⟩X .
❉❛♥. ❝❡ ❝❛.✱ x ❡.& ✉♥✐+✉❡ ❡& ❞6&❡1♠✐♥6 ♣❛1 x′ ∈X ′

✱ ❡& ✿ ∥x′∥X′ = ∥x∥X ✳

❉"✜♥✐,✐♦♥ ♣❧✉* ❣"♥"$❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡*♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❆❞❛♠* ❬✷✵✵✸❪ ✿

Wm,p (Ω) ≡ {u ∈ Lp(Ω) ∶Dαu ∈ Lp(Ω) ♣♦✉1 0 ≤ ∣α∣ ≤m} ✭❆✳✶✳✶✮

❛✈❡❝ (m,p) ∈ N2 ❡& Dαu ❞61✐✈6❡ ♣❛1&✐❡❧❧❡ ❛✉ .❡♥. ❞❡. ❞✐.&1✐❜✉&✐♦♥.✳

▲✬❡.♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ Wm,p(Ω) ❡.& W−m,p′(Ω) ♦E ✿

p′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∞ .✐ p = 1
p

p − 1
.✐ 1 < p <∞

1 .✐ p =∞

❆✳✶✳✶ ❊$♣❛❝❡$ ❞✬♦,❞,❡ ❢,❛❝.✐♦♥♥❛✐,❡ ✿

▲❡. ❡.♣❛❝❡. ❞✬♦1❞1❡ ❢1❛❝&✐♦♥♥❛✐1❡ .♦♥& ❧❡. ❡.♣❛❝❡. Wm,p
♦E m ♥✬❡.& ♣❛. ✉♥ ❡♥&✐❡1 ✭♠❛✐. ✉♥

1❛&✐♦♥♥❡❧ ❛ ♣1✐♦1✐✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧❡. ❞6✜♥✐1✱ ♦♥ ❝♦♥.&1✉✐& ♣❛1 ✐♥&❡1♣♦❧❛&✐♦♥ ❞❡. 6❝❤❡❧❧❡. ❞✬❡.♣❛❝❡.

✐♥&❡1♠❡❞✐❛✐1❡. ❡♥&1❡ ❞❡✉① ❡.♣❛❝❡. ❡①&1G♠❡. ❝♦♠♠❡ Lp(Ω) =W 0,p(Ω) ❡& Wm,p(Ω)✳
▲❡. ❡.♣❛❝❡. ❞❡ ❇❡.♦✈ ❝♦♥.&✐&✉❡♥& ✉♥❡ ❞❡ ❝❡. 6❝❤❡❧❧❡.✳ ■❧. .❡ ♣1G&❡♥& 5 ❧❛ ❝❛1❛❝&61✐.❛&✐♦♥ ❞❡.

❡.♣❛❝❡. ❞❡ &1❛❝❡. ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥. ❞❡ Wm,p(Ω) .✉1 ❧❡. ❢1♦♥&✐J1❡. .✉✣.❛♠♠❡♥& 16❣✉❧✐J1❡. ❞❡.
❞♦♠❛✐♥❡. Ω✳ ❈❡. ❡.♣❛❝❡. .♦♥& ♥♦&6. Bs;p,q(Ω) ❛✈❡❝ 0 < s <∞✱ 1 ≤ p <∞ ❡& 1 ≤ q ≤∞✳

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✶✵✸



❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❊▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❯❘ H1/2
❊❚ ▲❊ /❘❖❉❯■❚ ❙❈❆▲❆■❘❊

❆❙❙❖❈■➱

❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ %.❛❝❡ ✿ u✱ 45❛❝❡ ❞❡ U ❞:✜♥✐❡ >✉5 Ω✱ ❡>4 ❧❡ ♣5♦❧♦♥❣❡♠❡♥4

♣❛5 ❝♦♥4✐♥✉✐4: ❞❡ U E ∂Ω✳

u = Tr(U) = U∣∂Ω

❚❤!♦.2♠❡ ❞❡ ❚.❛❝❡ ✿ ❙♦✐❡♥4 1 < p <∞ ❡4 u ❢♦♥❝4✐♦♥ ♠❡>✉5❛❜❧❡ >✉5 Rn
✳

▲❡> ♣5♦♣♦>✐4✐♦♥> >✉✐✈❛♥4❡> >♦♥4 :I✉✐✈❛❧❡♥4❡> ✿

✭✐✮ ∃U ∈Wm,p(Rn+1) 4❡❧❧❡ I✉❡ u ❡>4 ❧❛ 45❛❝❡ ❞❡ U ✳

✭✐✐✮ u ∈ Bm−(1/p);p,p(Rn)✳

❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ 7 ❧❛ ♠!❝❛♥✐8✉❡ ✿ ❉❛♥> ❧❡> ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥> E ❧❛ ♠:❝❛♥✐I✉❡✱ ♦♥ 45❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝

❧❡> ❡>♣❛❝❡> L2(Ω) ❡4 H1(Ω)✱ ❝✬❡>4 E ❞✐5❡ m = 1 ❡4 p = 2 ✿

H1(Ω) ≡W 1,2(Ω) ≡ {u ∈ L2(Ω) ∶Dαu ∈ L2(Ω) ♣♦✉5 0 ≤ ∣α∣ ≤ 1} .

H−1(Ω) ≡W−1,2(Ω)

n ∈ 1,2,3, u 45❛❝❡ ❞❡ U ∈W 1,2(Rn+1) ❛♣♣❛54✐❡♥4 E B1/2;2,2(Rn)

▲❡♠♠❡ ✿ /♦✉5 Ω = Rn
❡4 ∀q✱ Bm;p,q(Ω) ≠Wm,p

>❛✉❢ ❞❛♥> ❧❡ ❝❛> p = q = 2✳

❖♥ ❡♥ ❞:❞✉✐4 ✿

▲❡> 45❛❝❡> ❞❡> ❢♦♥❝4✐♦♥> ❞❡ W 1,2(Rn+1) =H1(Ω) >♦♥4 ❞❛♥> B1/2;2,2(Rn) =W 1/2,2(∂Ω) =H1/2(∂Ω).

❆✳✷ ◆♦%♠❡( ❡) ♣%♦❞✉✐)( (❝❛❧❛✐%❡( ❞❡( ❡(♣❛❝❡( ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡)

❧❡( ❡(♣❛❝❡( ❢%❛❝)✐♦♥♥❛✐%❡(

❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦.♠❡ ❞❡; ❡;♣❛❝❡; Wm,p(Ω)✱ m ∈ N ❆❞❛♠; ❬✷✵✵✸❪ ✿

∥u∥m,p =
⎛
⎝ ∑
0≤∣α∣≤m

∥Dαu∥pp
⎞
⎠

1/p

♣♦✉5 1 ≤ p <∞

∥u∥m,∞ = max
0≤∣α∣≤m

∥Dαu∥∞
✭❆✳✷✳✶✮

❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦.♠❡ ❞❡; ❡;♣❛❝❡; Wm,p(Ω)✱ m ∉ N ❆❞❛♠; ❬✶✾✼✺❪ ✿ ▲❛ ❝♦♥>45✉❝✲

4✐♦♥ ❛❧4❡5♥❛4✐✈❡ ❞❡> ❡>♣❛❝❡> ❞✬♦5❞5❡ ❢5❛❝4✐♦♥♥❛✐5❡ ♣❛5 ❧❛ ♠:4❤♦❞❡ ❞❡> 45❛❝❡> ❢❛✐4 ✐♥4❡5✈❡♥✐5

❧❛ ♥♦5♠❡ ✐♥45✐♥>QI✉❡ >✉✐✈❛♥4❡ ✿

∥u∥s,p =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∥u∥2m,p + ∑

∣α∣=m
∫
Ω
∫
Ω

∣Dαu(x) −Dαu(y)∣p
∣x − y∣n+σp dx dy

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1

p
/♦✉5 s =m + σ

❛✈❡❝ m ∈ N

❡4 0 < σ < 1.

✭❆✳✷✳✷✮

❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ 7 ❧❛ ♠!❝❛♥✐8✉❡ ❙%❡✐♥❜❛❝❤ ❬✷✵✵✸❪ ✿ ❖♥ ✜①❡ p = 2✳ /♦✉5 m = k ∈ N✱ ♦♥

❛ ✿

∥u∥Hk(Ω) =
⎛
⎝∑∣α∣≤k

∥Dαu∥2L2(Ω)
⎞
⎠

1/2

. ✭❆✳✷✳✸✮

✶✵✹ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



❆✳✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❆&&❘❖❈❍➱ ❉❯ &❘❖❉❯■❚ ❙❈❆▲❆■❘❊ ❉❊ H1/2
&❖❯❘ ▲❊❙

&❘❖❇▲➮▼❊❙ ✸❉

&♦✉5 m = s, 0 < s ∈ Rn
✱ s /∈ N✱ ♦♥ ✉8✐❧✐;❡ ❧❛ ♥♦5♠❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✲❙❧♦❜♦❞❡❝❦✐✐ ✿

∥u∥Hs(Ω) = (∥u∥2H[s](Ω) + ∣u∣2Hs(Ω))
1/2

∣u∣Hs(Ω) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
∣α∣=[s]

∫
Ω
∫
Ω

∣Dαu(x) −Dαu(y)∣2
∣x − y∣n+2s dx dy

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1

2 . ✭❆✳✷✳✹✮

❖♥ 85❛✈❛✐❧❧❡ J❣❛❧❡♠❡♥8 ;✉5 ❧❛ ❢5♦♥8✐M5❡ ❢❡5♠J❡ ❞❡ Ω ✿ Γ = ∂Ω✳ ❉❛♥; ❧❡ ❝❛; ♦N m = s ∈ [0,1] ✿

∥u∥Hs(Γ) = (∥u∥2H[s](Γ) + ∣u∣2Hs(Γ))
1/2

∣u∣2Hs(Γ) = ∫
Γ
∫
Γ

∣u(x) − u(y)∣2
∣x − y∣n−1+2s dsx dsy

. ✭❆✳✷✳✺✮

 !♦❞✉✐& '❝❛❧❛✐!❡ ❛''♦❝✐, ❇❡!♥❛!❞✐ ❡! ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ✿ ▲❡ ♣5♦❞✉✐8 ;❝❛❧❛✐5❡ ❞❡ H1/2(Γ) ❡;8
❞♦♥♥J ♣❛5 ❧✬❡①♣5❡;;✐♦♥ ;✉✐✈❛♥8❡ ✿

(u, v)1/2,Γ = ∫
Γ
u(x)v(x) dx +∫

Γ
∫
Γ

(u(x) − u(y))(v(x) − v(y))
∣x − y∣n dx dy, ∀u,u ∈H1/2(Γ)

✭❆✳✷✳✻✮

❉❛♥; ❧❡ ❝❛; ❞❡ H
1/2
00 (Γ)✱ ✉♥ 8❡5♠❡ ;✉♣♣❧J♠❡♥8❛✐5❡ ❡;8 T ❝❛❧❝✉❧❡5 ✿

(u, v)1/2,00,Γ = (u, v)1/2,Γ+∫
Γ

u(x)v(x)
d(x, ∂Γ) dx, ∀v, u ∈H

1/2
00 (Γ) d(x, ∂Γ) ❡;8 ❧❛ ❞✐;8❛♥❝❡ ❞❡ x T ∂Γ.

❆✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❛♣♣)♦❝❤, ❞✉ ♣)♦❞✉✐/ 0❝❛❧❛✐)❡ ❞❡H1/2
♣♦✉) ❧❡0 ♣)♦✲

❜❧4♠❡0 ✸❉

❖♥ ;✬✐♥8J5❡;;❡ ✐❝✐ T ❝❡88❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥8J❣5❛❧❡ ;✉5 ❧❛ ❢5♦♥8✐M5❡ ❞❛♥; ❧❡ ❝❛; ✸❉✳ ❆✜♥✱ ❞♦♥❝✱ ❞❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❡5 ✿ (WE , TE)1/2,ΓE
✱ ♦♥ ✐♥85♦❞✉✐8 ❧❛ ❞✐;❝5J8✐;❛8✐♦♥ ❞❡; V✉❛♥8✐8J;WE ❡8 TE ❡♥ ❝❤♦✐;✐;;❛♥8

❧❡; ♠6♠❡' ❢♦♥❝&✐♦♥' ❞❡ ❢♦!♠❡' φi(x) ♣♦✉5 ❧❡; ❞❡✉① ✿

(WE , TE)1/2,ΓE
= ( ∑

i

Wiφi(x) , ∑
j

Tjφj(x) )1/2,ΓE
=∑

j

∑
j

WiTj (φi(x), φj(x))1/2,ΓE

Γ ❡;8 ❞✐;❝5J8✐;J❡ ❡♥ NΓ J❧J♠❡♥8; 85✐❛♥❣✉❧❛✐5❡; πi✱ 1 ≤ πi ≤ NΓ✳ ❉❛♥; ❧❡ ❝❛; ❞✬✉♥❡ J8✉❞❡ ❡♥

✸❉✱ ❝❡ ;♦♥8 ❞❡; J❧J♠❡♥8; ❞❡ ;✉5❢❛❝❡✳

❆✳✸✳✶ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡- (❡%♠❡- ❞✉ ♣%♦❞✉✐( -❝❛❧❛✐%❡ ❞❡ L2(Ω)

▲❛ ♣❛58✐❡ ❝♦55❡;♣♦♥❞❛♥8 ❛✉ ♣5♦❞✉✐8 ;❝❛❧❛✐5❡ ❞❡ L2(Ω) ;✬J❝5✐8 ✿

∫
Γ
φi(x)φj(x) dx

●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛) ✶✵✺



❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❊▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❯❘ H1/2
❊❚ ▲❊ /❘❖❉❯■❚ ❙❈❆▲❆■❘❊

❆❙❙❖❈■➱

❊♥ ♣5❡♥❛♥8 ❡♥ ❝♦♠♣8❡ ❧❛ ❞✐?❝5@8✐?❛8✐♦♥ ❞❡ Γ ✿

NΓ

∑
k=1

∫
πk

φi(x∣πk
)φj(x∣πk

) dx∣πk

❊♥ ✉8✐❧✐?❛♥8 ❧❡? ❢♦5♠✉❧❡? 85❛❞✐8✐♦♥♥❡❧❧❡? ❞✬✐♥8@❣5❛8✐♦♥ ♣❛5 ♣♦✐♥8? ❞❡ ●❛✉?? ?✉5 ❞❡? 85✐❛♥❣❧❡?✱

♦♥ ♦❜8✐❡♥8 ✿

NΓ

∑
k=1

NG

∑
g=1

ωgφi(xg1, xg2)φj(xg1, xg2)

❆✳✸✳✷ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡- (❡%♠❡- -✐♥❣✉❧✐❡%-

▲❡? 8❡5♠❡? ?✐♥❣✉❧✐❡5? H✉✬♦♥ ❡?8 ❛♠❡♥@ I ❝❛❧❝✉❧❡5 ?♦♥8 ❞❡ ❧❛ ❢♦5♠❡ ✿

∫
Γ
∫
Γ

(φi(x) − φi(y))(φj(x) − φj(y))
∣x − y∣d dx dy

❊♥ ♣5❡♥❛♥8 ❡♥ ❝♦♠♣8❡ ❧❛ ❞✐?❝5@8✐?❛8✐♦♥ ❞❡ Γ ✿

NΓ

∑
k=1

NΓ

∑
l=1
∫
πk
∫
πl

fij(x∣πl
, y∣πk

) dx∣πl
dy∣πk

,

♦J ✿

fij(x∣πl
, y∣πk

) = [φi(x∣πl
) − φi(y∣πk

)] [φj(x∣πl
) − φj(y∣πk

)]
∣x∣πl

− y∣πk
∣d .

/✉✐? ♦♥ ✉8✐❧✐?❡ ❧✬✐♥8@❣5❛8✐♦♥ ♣❛5 ♣♦✐♥8 ❞❡ ●❛✉?? ✿

NΓ

∑
k=1

NΓ

∑
l=1

NG

∑
g=1

NG

∑
h=1

ωgωhfij((xg1, xg2), (yh1 , yh2 ))

NΓ

∑
k=1

NΓ

∑
l=1

NG

∑
g=1

NG

∑
h=1

ωgωh
[φi(xg1, xg2) − φi(yh1 , yh2 )] [φj(xg1, xg2) − φj(yh1 , yh2 )]

∣( xg1
x
g
2

) − ( yh1
yh2
)∣
3

❖♥ ❞✐?8✐♥❣✉❡ ❛❧♦5? H✉❛85❡ ❝❛? ✿

✶✳ πk ❡8 πl ?♦♥8 ❧❡? ♠L♠❡? ❀

✷✳ πk ❡8 πl ♦♥8 ✉♥❡ ❛5L8❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❀

✸✳ πk ❡8 πl ♦♥8 ✉♥ ?♦♠♠❡8 ❝♦♠♠✉♥ ❀

✹✳ πk ❡8 πl ?♦♥8 ❝♦♠♣❧Q8❡♠❡♥8 ❞✐?❥♦✐♥8?✳

▲❛ ?❡✉❧❡ ❝♦♥✜❣✉5❛8✐♦♥ ♣♦✉5 ❧❛H✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞@♥♦♠✐♥❛8❡✉5 ?✬❛♥♥✉❧❡ ❡?8 ❧❛ ♥✉♠@5♦ ✶✳ ❉❛♥? ❝❡ ❝❛?

❡8 ❧♦5?H✉❡ ❧❡? ♣♦✐♥8? ❞❡ ●❛✉?? ❝♦♥?✐❞@5@? ♣♦✉5 ❧✬✐♥8@❣5❛8✐♦♥ ❡♥ x ❡8 ❝❡❧❧❡ ❡♥ y ?♦♥8 ❧❡? ♠L♠❡?

✭❈❢✳ ✜❣✉5❡? ❆✳✹✱ ❝❛? ❆✮✳

✶✵✻ ●❡♦✛$❡② ❉❡!♠❡✉$❡ ✲ ❚❤"#❡ ❞❡ ❉♦❝)♦*❛)



H1/2



H1/2

(φi(x), φj(x))1/2,Γ =

NΓ

∑
k=1

NG

∑
g=1

ωg φi(xg1, xg2)φj(xg1, xg2)
+

NΓ

∑
k=1

NΓ

∑
l=1

NG

∑
g=1

NG

∑
h=1

ωgωh
[φi(xg1, xg2) − φi(yh1 , yh2 )] [φj(xg1, xg2) − φj(yh1 , yh2 )]

∣( xg1
x
g
2

) − ( yh1
yh2
)∣
3

(φi(x), φj(x))1/2,Γ =

NΓ

∑
k=1

NG

∑
g=1

ωg φi(xg1, xg2)φj(xg1, xg2)
+

NΓ

∑
k=1

NΓ

∑
l=1

NG

∑
g=1

NG

∑
h=1,h≠g

ωgωh
[φi(xg1, xg2) − φi(yh1 , yh2 )] [φj(xg1, xg2) − φj(yh1 , yh2 )]

∣( xg1
x
g
2

) − ( yh1
yh2
)∣
3
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Titre : Une stratégie de décomposition de domaine mixte et multiéchelle pour le calcul des 

assemblages. 

Mots clés : Décomposition de domaine, Multiéchelle, Méthode LaTIn. 

Résumé : Dans un contexte de grande 

concurrence internationale, la simulation 

numérique du comportement joue un rôle 

primordial dans le domaine aéronautique, 

permettant de réduire les délais et les coûts de 

conception, d'évaluer la pertinence de nouvelles 

solutions technologiques avant de se lancer dans 

les investissements qu'elles imposent. Visant la 

simulation de structures assemblées, ce travail de 

thèse a consisté a développer une méthode de 

décomposition de domaine mixte, multiéchelle, 

s'appuyant sur le solveur LaTIn. Afin de 

simplifier le traitement discret des quantités 

d'interface, la méthode proposée utilise un 

représentant des interefforts qui évolue dans le 

même espace que les déplacements d'interface 

(H^1/2).  

Elle s'appuie sur le produit scalaire associé à ces 

quantités pour le calcul des travaux d'interface. 

Délicat à calculer, ce produit scalaire est traité 

par une approximation validée numériquement. 

Le calcul de la matrice de masse pleine en 

découlant est récompensé par un taux de 

convergence montré indépendant du pas du 

maillage et de la taille des sous-domaines sur 

plusieurs cas-tests faisant intervenir notamment 

du contact.. 

Title : A mixed multiscale decomposition method for assemblies. 

Keywords : Domain decomposition, Multiscale, Méthode LaTIn 

Abstract : Mechanical industries' need of 

liability in numerical simulations leads to 

evermore fine and complex models taking into 

account complicated physical behaviours. With 

the aim of modelling large complex structures, a 

non-overlapping mixed domain decomposition 

method based on a LaTIn-type iterative solver is 

proposed. 

The method relies on splitting the studied 

domain into substructures and interfaces which 

can both bear mechanical behaviors so that 

perfect cohesion, contact, delamination can be 

modelled by the interfaces. The associated 

solver enables to treat at small scales nonlinear 

phenomena and, as commonly done, scalabilty 

is ensured by a coarse problem.  

The method presented uses the Riesz 

representation theorem to represent interface 

tractions in H^1/2 in order to discretize them 

accordingly to the displacements. Independence 

of convergence and search direction's optimal 

value from mesh size is evidenced and high 

precision can be reached in few iterations. 

Different test-cases assess the method for 

perfect and contact interfaces. 
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