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Résumé

Le théme central de cette thése porte sur des partitions en n parties de I'intervalle
entier [1, N] = {1,2,..., N} excluant la présence, dans chaque partie, de solutions
de I'équation = + y = z dans le cas classique, ou seulement de telles solutions avec
x # y dans le cas faible. Pour n donné, le plus grand N admissible dans le cas
classique se note S(n) et s’appelle le n-éme nombre de Schur; dans le cas faible, il
se note WS(n) et s’appelle le n-éme nombre de Schur faible. Bien qu’introduits il
y a plusieurs décennies déja, et méme il y a un siecle dans le cas classique, on ne
sait encore que trés peu de choses au sujet de ces nombres. En particulier, S(n) et
WS(n) ne sont exactement connus que pour n < 4.

Cette these est composée de deux chapitres : le premier revisite des encadrements
connus sur les nombres de Schur classiques et faibles, et le second est consacré a
la construction de nouveaux minorants des nombres de Schur faibles WS(n) pour
n="7,8et9.

Nous introduisons, dans le premier chapitre, les ensembles t-libres de sommes,
t € N, dont I'utilisation permet de généraliser et d'unifier diverses démonstrations de
majorants des S(n) et WS (n). Nous obtenons également une relation entre WS(n+1)
et WS(n).

Dans le deuxiéme chapitre, nous initions I’étude de certaines partitions haute-
ment structurées présentant un potentiel intéressant pour le probléme de minorer les
nombres WS (n). Effectivement, avec des algorithmes de recherche ne portant que
sur ces partitions, nous retrouvons les meilleurs minorants connus sur WS(n) pour
1 <n <6, et nous améliorons significativement ceux pour 7 < n < 9.
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Introduction

En combinatoire, on est souvent amené & déterminer combien d’éléments d’une
certaine structure doivent étre considérés pour qu’une propriété particuliere se vé-
rifie. Dans cette thése, nous utilisons principalement les intervalles d’entiers comme
structure. Nous allons étudier quelques exemples de propriétés qui définissent des
nombres particuliers.

Pour un entier positif k, le nombre de Schur S(k) est défini comme étant le plus
grand entier n tel qu’il existe un k-coloriage de 'intervalle entier [n] = {1,2,...,n}
qui n’a pas de solution monochromatique de I’équation (E}) : z + y = z. Présentés
par Schur dans [18] en 1916, ces nombres sont exactement connus jusqu’a k = 4.
Nous avons

S(1) =1, S(2) =4, S(3) =13, S(4) = 44.

En 1965, L.D. Baumert [9] a montré par ordinateur la valeur de S(4). Pour & = 5,6
et 7, on sait seulement que

160 < S(5) < 305, S(6) > 536 et S(7) > 1680.

Ce minorant de S(5) est donné dans [7| par G.Exoo0 et le majorant est une application
pour k =5 d’une relation dans [15]. Puis les minorants de S(6) et S(7) sont établis
par Harold Fredricksen et Melvin M. Sweet dans [8]. Et en général pour k € N,
Schur a donné l'encadrement de S(k) suivant pour tout k :

3k —1
2

< S(k) < [k - ¢].

Nous pouvons aussi considérer les S(k) comme minorants des nombres de Ramsey.
Le nombre de Ramsey R(t; k) pour ¢,k € N, est le plus petit entier n tel que pour
tout k-coloriage de tous les sous-ensembles de [n] de cardinal deux, il existe un sous-
ensemble T' C [n] de cardinal ¢ tel que tous les sous-ensembles de cardinal deux de
T ont la méme couleur. S.P. Radziszowski a donné dans [15], voir aussi [10] :

S(k) < R(3;k) — 2,

c’est-a-dire, le nombre de Ramsey R(3;k) est supérieur a S(k).

Le nombre de Schur faible WS(k), pour un k € N*, est défini comme le plus grand
entier n tel qu’il existe un k-coloriage de [n] qui n’a pas de solution monochromatique
de I'équation (Es) : x +y = z avec & # y.

La encore, ces nombres ne sont connus que pour k < 4 :

WS(1) =2, WS(2) =8, WS(3) =23, WS(4) = 66.
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La valeur de WS(4) est donnée dans [3|. Voir aussi [12], [14]. De méme que sur S(k),
pour k =5 et 6, on sait seulement que

WS(5) > 196 et WS(6) > 582.

Ces deux minorants sont donnés respectivement dans [5] et [6]. Notons que pour
k € N* en général, nous avons

WS(k) = S(k),

puisque toutes les solutions de (FE3) sont des solutions de (E;). P. Bornsztein a

montré dans [4] que
WS(k) < k! -k - e.

Nous avons aussi, voir par exemple [19], comme majorants de WS(k), k € N* :
WS(k) < R(4; k) — 2.

Nous introduisons le nombre Sy(k), pour ¢,k € N, k > 1, qui est le plus grand entier
n tel quil existe un k-coloriage de [n] qui a au plus ¢ solutions de (E,) : z+a = y de
méme couleur que a, pour tout a € [n]. Ce nombre S;(k) permet de redémontrer et
unifier les majorants de S(k) et WS(k) mais aussi donner des nouveaux minorants
des nombres de Ramsey R(t; k) pour t, k € N. Nous avons

Si(k) < R(t+3;k) =2,

avec So(k) = S(k) et Si(k) > WS(k).

Concernant les minorants de WS(k), nous ne connaissons actuellement que ceux
indiqués précédemment. Notre principale contribution dans cette thése est de fournir
de meilleurs minorants de WS(k), 7 < k < 9. Explicitement, nous obtiendrons les
minorants suivants :

WS(7) > 1740, WS(8) > 5201, WS(9) > 15596.

Ceci est réalisé en se concentrant sur des intervalles entiers trés spéciaux, qui
sont ensuite implémentés dans un algorithme de recherche spécialisé.

Cette thése est composée de deux chapitres : le premier revisite des encadrements
connus des nombres de Schur classiques et faibles, et le second est consacré a la
construction de nouveaux minorants des 7,8 et 9 ieme nombres de Schur faibles.

Dans le premier chapitre, nous rappelons dans la section 1, quelques propriétés
des nombres de Ramsey. Dans la section 2, nous étudions les nombres de Schur clas-
siques en rappelant quelques encadrements les plus connus ainsi qu’une amélioration
des minorants dans le cas général. Dans la section 3, nous nous focalisons sur les
nombres de Schur faibles en faisant aussi des rappels sur les relations connues. Dans
la section 4, nous donnons une nouvelle relation entre WS(k) et WS(k+ 1). Et dans
la derniére section 5 de cette partie, nous étudions les ensembles t-libres de sommes
et les majorants de S;(k) pour redémontrer simultanément quelques majorants de
S(k) et WS(k).

Voici le contenu du second chapitre. Dans la section 1, nous décrivons une struc-
ture tres particuliére des parties pour former nos partitions. Dans la section 2, nous

10 INTRODUCTION
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donnons quelques formules pour les sommes restreintes de ces parties spéciales. Dans
la section 3, nous donnons des restrictions globales sur la forme recherchée des parti-
tions. Ces restrictions sont ensuite assemblées dans la section 4 dans des algorithmes
de recherche. Enfin, dans la section 5, nous présentons des partitions obtenues par
ces algorithmes et qui établissent les minorants de WS(k) mentionnés ci-dessus pour
k=T7,8¢et9.

Notation 1. Soit x,y € N, on écrit [z,y| Uintervalle d’entiers
[z,y] ={2eN|z<z<y}

Notons que [x,y] =0 siz>y. Siz=1cety=n €N on écrit
n] =[1,n] ={1,2,...,n}.

Soient X C N et k € N, nous écrivons [X[F ={Y C X | |Y|=k}. Si X = [n],
n € N, on enléve le second crochet, c’est-a-dire

() = [[n))* ={Y C [n] | Y] = k}.

INTRODUCTION 11
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Chapitre 1

Encadrements des nombres S(k) et

WS(k)

Le nombre de Schur classique S(k), kK € N*, est le plus grand entier n tel qu’il
existe une partition de [n] en k parties ne contenant pas une solution de (Ej) :
r +y = z, si de plus on accepte (on ne compte pas) les solutions x = y alors ce
plus grand entier n est le nombre de Schur faible WS(k). Le probléme général est
alors de déterminer ce nombre. Une autre fagon de reformuler ce probléme de Schur
c’est : & partir de quel entier n toute partition de [n + 1] en k parties contient une
partie contenant au moins une solution de (E).

Cela nous rappelle le principe des tiroirs de Dirichlet, qui affirme que si n chaus-
settes occupent r tiroirs d’'une commode, et si n > r, alors au moins un tiroir doit
contenir strictement plus d’une chaussette. Nous allons étudier d’abord quelques
propriétés d'une généralisation de ce principe des tiroirs qui est la théorie de Ram-
sey. Puis nous étudions les nombres de Schur et quelques autres versions de ces
nombres. En donnant des majorants des nombres de Ramsey puis de S(k), WS(k),
nous démontrerons leurs existences.

Il y a une correspondance entre commodes, coloriages et partitions. Soient r,n €
N*. Une commode C = {Ti,...,T,} a r tiroirs ol nous rangeons n chaussettes
(supposons X = {ensemble des n chaussettes}, | X| = n), correspond & la partition
P ={A,..., A} de X en r parties tel que A; = T; pour 1 < ¢ < r. Pareillement,
nous pouvons supposer que les chaussettes dans un tiroir sont de méme couleur (ou
étiquette) et de couleur différente de celles des autres tiroirs, alors nous définissons
X un r-coloriage de X, qui est une application de X dans [r], par

X: X — [r]
r— x(x)=1 st € A =T,
1 Nombres de Ramsey
Nous définissons d’abord une notation :
Définition 2. Soient n,r € N*, et r entiers naturels ly,ls, ..., l.. On écrit

n — (ll,lg, c.. >l7‘)7
13



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

si pour tout r-coloriage de [n]?, il existe un entier i, 1 <i <r, et un sous-ensemble
d’entiers naturels T C [n], |T| = I; tel que [T]* est coloré en i.
Sily=1ly=---=1, =1, nous écrivons

n—(:r).

Rappelons que [n)* = [[n]]* = {{z,y} C [n] | + # y}. Plus généralement nous
avons la définition suivante pour k € N :

n — (ll,l?,...7lr)k

si pour tout r-coloriage de [n]*, il existe un entier 4, 1 < i < r, et un sous-ensemble
d’entiers naturels T' C [n], |T| = I; tel que [T]* est coloré en i. Puisque nous n’étu-
dions que la dimension & = 2, nous avons choisi la notation de la Définition 2 au
lieu de

n — (ll, . ,lT)Q.

Nous remarquons dans cette définition aussi qu’on peut changer ’ensemble [n] par
un autre de méme cardinal.

Par exemple
6 — (3,3).

En effet, soit x : [6]*> — [2], pour z,y € [6], z # y nous avons
x({z,y}) = x(z,y) € [2].
Nous définissons
Ty = {ze[5][x(6,z) =1},
T, = {ze[5][x(6 ) =2}
Alors T1 U T, = [5] et donc il existe j € [2] tel que |T}| > 3.

— S'il existe aq, ay € T} tel que x(a1,a2) = j alors nous avons trouvé
T = {67 ay, a2}

tel que x([T]*) = j.

— Sinon il existe au moins ay, as, az € T tel que

X(&haz) = X(al,a:z) = X(a27a3) =3—7#J

et nous avons aussi trouvé T' = {ay, as, a3} de couleur 3 — j € [2].

Ceci peut se traduire par cet exemple : si 6 personnes sont inscrites sur le réseau
social facebook, 3 parmi elles sont amies entre elles ou 3 parmi elles ne sont pas
amies entre elles. Nous définissons la couleur de deux personnes par 1 si elles sont
amies et 2 sinon.

Propriétés 1. Nous avons les triviales propriétés suivantes :
1. Sil; <U,1<i<retn—(l,...,1.), alors

n—(l3,...,0).
14 1. NOMBRES DE RAMSEY



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

2. Sin<metn— (ly,..., 1) alors
m = (ly,...,1).
3. Si o est une permutation de [r|, alors
n— (l,.... L) & n—= (), - low)).

4. Nous avons
n— (l,....) e n—=(,...,0,2).

En particulier, l; — (11, 2).

Démonstration. Soient r,n,m € N* et ly,... [, l},...,ll e Naveecn <met [; <]
pour 1 < <r.
1 Soit x un r-coloriage de [n]. Par hypotheése, il existe i € [r| et T' C [n] tel que
IT| = I; et [T)? est de couleur i. Nous choisissons un sous-ensemble 7" C T
tel que |T'| = I, alors [T"]* est de couleur 7, c’est-a-dire,

n— (I3,...,0).
2 Soit x un r-coloriage de [m], alors sa restriction y; , sur [n] est un r-coloriage
de [n]. Par hypotheése, il existe i € [r] et T C [n| C [m] tel que |T| = ; et
X([TP) = X, ([T]?) = i. D’ont
m— (ly,...,1).
3 Soit ¢ une permutation de [r]. Supposons que

n— (l,..., 1),

c’est-a-dire, par définition

Vx [ = [, 3 € [, T C 0] | T] =i, x([T]) = i.
Ce qui est équivalent a
V[ = [r], 35 € [, o(j) =i € [T S [n] | IT] = loyy, x((TT?) = o (5).
En d’autres termes,

4 (=) Soit x : [n]* — [r +1].

— Si x}r+1) =0, alors x est un r-coloriage de [n]?. Par hypothese, il
existe i € [r] et T C [n], tel que |T| =1; et x([T]?) = i.

— Six7Hr+1) #0, alors il existe z,y € [n],z # y tel que

X({z.y}) = x(@,y) =r + L.

Il suffit de prendre T' = {z,y} C [n]. Donc nous avons |T| = 2 et
X(T]?) =r+1.
1. NOMBRES DE RAMSEY 15



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

D’ou,
n — (ll,...,lr,Q).

(<) Soit x : [n]> — [r]. Nous pouvons considérer y comme un 7+ 1-coloriage
avec Y~ !(r + 1) = 0. Par hypothese, il existe i € [r] et T C [n], tel que
IT| =1; et x([T]?) =i. D’ou

n—>(l1,...,lr).

En particulier, nous avons l; — (I) (car il n’y a quun 1-coloriage de [[;] et
nous prenons 7' = [[;] qui est de couleur 1), c’est-a-dire, I; — (11, 2).
]

Théoréme 3. (Ramsey) Soient r € N* et ly,...,l, € N, alors il existe n € N* tel
que
n — (ll,...,lr).

Définition 4. Soient r € N* et ly,...,l. € N. Le Nombre de Ramsey R(l4,...,[,)
est le plus petit entier naturel n tel que

n — (ll,...,lr).

En d’autres termes, R(ly,...,[,) est le plus petit entier n tel que pour tout 7-
coloriage de [n]?, il existe 4, 1 <4 < r, et un ensemble d’entiers T' C [n], |T| = I; tel
que [T]? est coloré en i.

Sily =10y, =---=1, =1 nous notons

R(l;7m) = R(ly,...,l,) = R(l,...,1).

——
D’aprés la Propriété 1, R(ly,...,1.) est croissante sur chaque variable [;, 1 <i <r
et aussi symétrique, c’est-a-dire R(ly,..., ) = R(l5q), - -, ls(r)), pour toute permu-

tation o de [r].
Nous remarquons que le principe des tiroirs de Dirichlet est une version a une
dimension de cette définition, c’est-a-dire, si n > r, alors

En particulier, le plus petit entier qui vérifie cette relation est r + 1, c’est-a-dire,
r+1— (2,...,2)!, car r tiroirs ne peuvent contenir strictement plus de r chaussettes
——

T
avec une seule chaussette par tiroir; ajouter une autre chaussette nous obligera a
réutiliser I'un des tiroirs.

Démonstration du Théoréme 3. Soient r € N et [y,...,l, € N. Nous utilisons la
récurrence sur les ;, 1 < ¢ < r. D’aprés la Propriété 1, nous avons pour tout i € [r],

R(;,2,....2) = R(2,.. . 1i,....2) =1,
16 1. NOMBRES DE RAMSEY



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

Nous supposons que pour ¢ = 1,...,7, le nombre de Ramsey R(ly,...,l; —1,...,1,)
existe. Puis nous allons montrer que

n_2+2 (oo —1,...,0,)=1)

vérifie le théoréme, c’est-a-dire : pour tout r-coloriage de [n]?, nous cherchons i € [r]
et T C [n], tel que |T| =1; et x(T) =

Soit x un r-coloriage de [n]?.
x:  [f— ]
{z,y} — x({z,y}) = x(@,y)-

Nous choisissons un élément arbitraire x € [n]. Puis nous définissons pour chaque
t=1,...,7, I'ensemble

Xi=A{y € [n]\ {z} [ x(z,y) = i}.
Nous avons | J;_, X; = [n] \ {z}, c’est-a-dire,

dIxi|l = n—1
=1
= 1+Z (ool —1,..,0) — 1), (1.1)

Si pour tout ¢ = 1,...,7, nous avons |X;| < R(ly,...,l; —1,...,1.) — 1 alors

Z|X|<Z (I, =1, 0) — 1),

qui est en contradiction avec (1.1). Donc il existe 7, 1 <i < r, tel que
| Xi| > R(lh, ..., L —1,...1).

o S’il existe j € [r] \ {i} et un ensemble d’entiers 7' C X; C [n] tel que |T'| = [,
et x([T]?) = j alors nous avons le théoréme.

e Sinon, par définition, il existe un ensemble d’entiers T C X tel que |T| = [;—1
et X([T]?) = 4. Par construction, pour tout y € T' C X; nous avons x(z,y) = i.
En prenant

T"=TU{z} C [n]

nous avons |T*| = [; et x([T*]?) = i.
En résumé, il existe k € [r] et T C [n] tel que |T| =1, et [T]? est coloré en k. [

Nous allons voirlecas {; =l =--- =1, = L.
Proposition 5. Soient r,l € N, avec r,l > 1. Nous avons
P+l _y (l:7).
1. NOMBRES DE RAMSEY 17



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

Démonstration. Nous allons construire une suite d’ensembles (S;)1<i<(g—1)r+1 €t une
suite d’entiers (7;)1<i<@—1)r+1 avec x; € S; pour ¢ = 1,...,r. Soit S; un ensemble
d’entiers naturels avec

|Sll > r(l*l)’l”‘i’l'

Remarquons que nous pouvons choisir S; = [r(¢=Dr+1],
Soit y : [S1]? = [r], un r-coloriage de [S;]?. Rappelons que nous allons montrer
qu’il existe un sous-ensemble 7' C S tel que |T'| =1 et [T]*> monochromatique.

Pour chaque 1 <4 < (I — 1)r + 1 nous définissons S; et z; € S; comme suit :
1. Ayant choisi S;, nous choisissons z; € S; arbitrairement.
2. Ayant choisi x; € 5;, nous définissons

T = {y € Si\{zi} | x(@i,u) = j}, pour j =1,....7.
Nous avons, Uj_, T} = S; \ {z;}, d’ou, 37, |Tj| = |Si| — 1.
3. Nous choisissons Si 1 = T}, k € [r] si |T{| > |T}|, pour tout j € [r]. Alors

nous avons
X(75, Siy1) =k
Siri © S
|1Si| =1
Sipal =2 ——.
”
Comme |S;]| est assez grand nous pouvons choisir z1, s, ..., Zq_1),41 avant que le

processus s’arréte (c’est-a-dire, S; = )). Nous définissons un nouveau r-coloriage x*
de {z1,...,2q-1)r+1} par
X0 A{zn iy ) — 7]
zi— X" (@) = x(@i, Sipr).
Nous avons
{1, rgeye ) = U;=1X*_1(j)a (1.2)

comme les x7'(j) sont deux a deux disjoints, par le principe des tiroirs, il existe
7 € [r] tel que |x*71(4)| =1 (sinon Vj € [r], |[x* (j)| <1 —1 alors

S < -1

qui est en contradiction avec (1.2)).
Ainsi, nous pouvons trouver

{ziy,m ) SXTHO),
avec 1 <ip < -+ <4 < (I —1)r+1, tel que
X'(xi) = j= x(#i,,Si+1), pour 1 <s<1.
Par construction, pour chaque 1 < s <t <[, nous avons

Ty, € Sy, € Siy1 © Sin

et donc

X(wig, i) = xX(@i,, Si1) = x(@i, Siia) = Jo
Alors, nous obtenons T' = {z,,...,x; } € S tel que x([T]?) = J. O
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2 Nombres de Schur

Définition 6. Un ensemble libre de somme est un ensemble d’entiers naturels qui
ne contient pas 3 éléments x1,x9, x3 tel que x1 + 9 = 3.

En d’autres termes, un ensemble A est libre de somme s’il ne contient pas une
solution de I’équation
(Ey):x+y ==z (2.1)

Soient deux ensembles A, B C N. Rappelons que la somme A + B est définie par
A+B={a+0b]|(a,b) € Ax B}.

et leur différence

A—B={a—-b|(a,b) € Ax B}.

Notons que si A = {z} est un singleton, nous écrivons =+ B (resp. z — B) a la place
de {z} + B (resp. {z} — B).
Par définition, un ensemble S est libre de somme si

(S+S)NS=0.
Ceci est équivalent a (S —S)N S = 0.

Exemples 7. S; = {1,3,5} est libre de somme, mais Sy = {1,3,6} n'est pas libre
de somme, car 3 et 3+ 3 = 6 sont contenus dans Ss.

Définition 8. Soit r un entier positif. Le nombre de Schur S(r) est le plus grand
entier m tel qu’il existe une partition (resp. coloriage) de [m] en r parties (resp.
ensembles monochromatiques) libres de sommes.

Une telle partition est aussi appelée r-partition libre de somme. Nous montrerons
'existence de ces nombres de Schur S(r) dans la section 5. Parfois, nous disons aussi
que S(r) est le nombre de Schur classique de r. Nous avons alors

S(r) =max{m € N | JA,,..., A, libres de sommes tels que [m| = A; U---U A, }.
Nous pouvons le définir aussi comme suit :
S(r)y=min{m e N |Vx:[m+1] = [r], Jic[r]|x @) ) +x () #0}).

Les valeurs connues sont

car {1,2} n’est pas libre de somme et
S(2) =2
car la seule partition de [1,4] en deux parties libres de sommes est
[1,4] = {1,4} U {2,3}.

Pour r = 3,
S(3) =13,
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CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

par exemple voici une partition de [1, 13] en trois parties A;, Ay, Az libres de sommes
qui montre que S(3) > 13 avec

A = {1,4,10,13)
Ay = {2,3,11,12}
As = {5,6,7,8,9}.
En 1965, L.D. Baumert [9] a montré par ordinateur que
S(4) = 44,

Voici un exemple de partition de [44] en quatre parties Ay, Ay, Ag, Ay libres de
sommes qui montre que S(4) > 44 :

A; = {1,4,9,12,19,26, 33,36, 39, 41,44}
Ay = {2,3,10,11,15, 16,29, 34, 35, 42, 43}
A; = {5,6,7,8,17,18,27, 28,37, 38,40}
A, = {13,15,20, 21, 22, 23,24, 30, 31, 32}.

En 1916, I.Schur a introduit dans [18] cette notion pour montrer l'existence de
solutions non triviales de I’équation diophantienne modulo p

"4+ ym=2" (mod p),

pour tout nombre premier p assez grand par rapport a m. Il a donné des minorants
de S(r), r € N* mais aussi des majorants qui montrent I'existence des nombres de

Schur.
Théoréme 9 (I.Schur, 1916). Soit r € N*. Nous avons

3" —1
2

<S(r) < |rl-e] -1
Ici [z] est la partie entiére inférieure de z, |z] < x < |[z] + 1. Pour avoir ce

minorant, Schur a montré I'inégalité du Lemme suivante :

Lemme 10. Soit r € N*. Nous avons
S(r+1)>3-S(r)+1.

Démonstration. Pour montrer ce lemme il suffit de construire une r + 1-partition
libre de somme de [3 - S(r) + 1]. Soient Ay,..., A, C N* tels que pour chaque
t=1,...,7r, A; est libre de somme et

[S(r)]=AU---UA,.

Nous notons n = 35(r) + 2.
Nous considérons r 4 1 ensembles By, ..., B, B,,1 C N* définis par

By = [S()+1,25(7) + 1],
B, = A;U(n—A4;), pouri=1,...,r.
20 2. NOMBRES DE SCHUR



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

Nous avons pour 1 < <r

Bi+B;=(AU(n—A))+ (A U(Mn—A))
= (A +A)UMm+ (4 — A4))U(2n— (A4 + 4A)).

Avec
n+ (A; —A;) C [25(r)+3,45(r) + 1] 2.2)
2n — (A, + A;) C [4S(r) +4,65(r) + 2] (2.3)
(A +A;) € [2,25(r)]. 2.4)

D’ou

(Bi+Bi)NA; = ((Ai+A)NA)U((n+ (A —A4)) NA4)U((2n — (A4 + 4)) N A4)

(
0,

car

A € [1,5(r)]

est libre de somme et nous le comparons avec (2.2) et (2.3). Nous avons aussi

(Bi + Bi) N (n— Ai) = (A + Ai) N (n — A;)) U ((n+ (A — 4)) N (n — Ay))
U(@2n— (A +A4))N(n—4;))
=((A+A)Nn—A4) U+ ((A —A4A)N-=A4)))
U(2n— (A +A))N(n—4;))

=0,
car

(n—A;) C[25(r)+2,35(r) + 1]

et nous le comparons avec (2.3) et (2.4), et comme A; libre de somme alors
(A, — A)N—A; =0.
En résumé, B; est libre de somme pour 1 < ¢ < r. Nous avons aussi
By =[S(r)+1,25(r) + 1]

est libre de somme. Par construction, les B; sont deux a deux disjoints. Comme

TCJBZ' = O(AiU(n—Ai)) U [S(r)+1,25(r) + 1],
- U v =g 0 I+ 1.250) 1L
— 1,50 UPS <_)+2 3S(r) 4+ 1] U [S(r) +1,25(r) + 1],
— BS() +1].
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Corollaire 11. Soit r € N*. Nous avons

S(r) > 3T2_ S (2.5)

Démonstration. Ce corollaire découle du lemme précédent. Pour » = 1, nous avons

3t—1
1)=1= .
S(1) :

Supposons que (2.5) soit vraie pour r > 1, montrons que c’est encore le cas pour
r 4+ 1. D’apres le Lemme 10,

3 —1 _3r+1_3+2_3r+1_1

S(r+1)>3S(r)+1>3-( 5 )+1 5 -

En 1972, Abbott et Hanson [1] ont donné une généralisation du Lemme 10.

Théoréme 12 (Abbott et Hanson, 1972). Soient r,u € N*. Nous avons
Sr+u)>2-5(r)-S(u)+ S(r)+ S(u).

Démonstration. Il suffit de construire une partition en r+wu parties libres de sommes
de [2-S(r) - S(u) + S(r) + S(u)]. Nous notons

n=2-S(r)+1,

m=2-5(r)-S(u)+ S(r)+ S(u).

Soient Aq,...,A,, By,...,B, C N* des ensembles libres de sommes tel que

[S(r)])=A1U---UA,,
[S(u)] =B U---UB,.

Nous considérons les » + u ensembles D; C N*, 1 < i < r + u définis par

Di=n-[0,Su)]+A4 sil1<i<r,
D, j=n-B;—1[0,5(r)] sil<j<u,(i=r+}).

Avec [A={la|a€ A} sileNet ACN.
Nous allons montrer que les (D;)1<i<y+ forment une partition de [m| en r + u
parties libres de sommes.
e Nous montrons d’abord que les D; sont libres de sommes pour 1 <17 < r+u.
o Soit 1 <1 < r, supposons que D; n’est pas libre de somme, c’est-a-dire,
il existe x1, o, x3 € Dy, tels que x1 + x5 = x3. il existe aq,as,a3 € A; et
b1, ba, by € [0, S(u)] tels que

Tk :n-bk+ak, k= 1,2,3.
Par hypothése, nous avons n- (by +bg) + (a1 +az) = n-bs+ag, c’est-a-dire,

n- (b1 + b2 — bg) = ag — (a1 + CLQ). (26)
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Or pour k =1,2,3, a, € A;, ce qui implique, 1 < a; < S(r), donc
—2.5(r)+1<az— (a1 +az) <S(r)—2. (2.7)

Comme n = 25(r)+1, les deux membres de I'égalité (2.6) sont nuls. Alors
NOUS avons
a; + az = as,

qui est en contradiction avec A; libre de somme. D’ou D; est libre de
somme pour 1 <1 <.

o Soit 1 < j < w, supposons que D, ; ne soit pas libre de somme, c’est-
a-dire, il existe x1, 29,23 € D,y;, tels que 1 + xo = 3. Alors il existe
ar,az, az € [0, 5(r)] et by, by, by € B; tels que

rr=n-bpy—ag, k=1,23.
Par hypothése, nous avons n- (by +by) — (a1 +as) = n-bs —as, c’est-a-dire,
n-(by+by —b3) = a; + az — az. (2.8)
Or pour k =1,2,3, 0 < a, < S(r), donc
—S(r) <a;+ay—azg <25(r). (2.9)

Comme n = 25(r) 41, les deux membres de I’égalité (2.8) sont nuls. Nous
avons alors
by + by = b3,

qui est en contradiction avec B; libre de somme. D’ot D, ; est libre de
somme pour 1 < j < u.
Donc, pour 1 < i <r 4 u, D; est libre de somme.

e Soient 1 <7 < j <7+ u. Nous allons montrer que D; N D; = 0.

o Sij <r, alors
D;=n-[0,S(u)]+ A et D;=mn-[0,S(u)]+ Aj.
Nous avons

D;ND; = (n-[0,S(u)]+ A) N (n-[0,Su)] + A;)
0,9

(n-
(n- (w)]) + (AN Ay)

:n[

0,

car A;, A; sont disjoints.

o0Sil1<i<r<j<r+u, alors
Di =n- [O, S('LL)] +Az et Dj :?”L'B];T— [0,5(7’)]
Supposons que D; N D; # () et soit

reD,NDj=(n-[0,Su)]+A4;)N(n-Bj_, —[0,5(r)]),
2. NOMBRES DE SCHUR 23



CHAPITRE 1. ENCADREMENTS DES NOMBRES S(K) ET WS(K)

alors il existe a; € A;,b; € [0, S(u)] et a; € [0,5(r)],b; € Bj_, tels que
r=n-b+a;

et

r=mn-b; —aj.

Nous avons

Comme 1 < a; +a; < 25(r), et n = 25(r) + 1, les deux membres de
'égalité (2.10) sont nuls, ce qui n’est pas possible car a; +a; > 1. D’ot

D;,ND; =0.
o Sir<i<j<r+u,alors
D;,=n-B;_, —[0,5(r)] et Dj=mn-B;_,—10,5(r).
Nous avons
D,AD; = (n-Be, — 0.5 N (n-Bj_, — [0.5(r))

n-(Bi—r N Bj—y) — [0,5(r)]
=

car B;_, et B;_, sont disjoints.
Dot les D;, 1 <i < r + u sont deux a deux disjoints.

e Maintenant, nous montrons que

r+u

UD,.: [1,m)]

avec m = 25(r)S(u) + S(r) + S(u). Nous avons

D; = n-[0,Sw)]+A < [I,m], sil<i<m,
D, ; = n-B;—[0,5(r)] <€ [I,m], sil<j<u,(i=r+j).
Alors
r+u
i=1
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Comme les D; sont deux a deux disjoints,

r+u

Jn
=1

r+u

= > IDi
i=1

= D IDil+ ) 1Dl
i=1 j=1

_ Z In - [0, 5(u)] + A + Z In- B; —[0,5(r)]]

r

= > (1+Su) - A + Z(l +5(r)) - |Bj]

i=1

= (14 S(u Z|A|+ +5(r) - 3_ 1B
(14 S(u)) - S(T) (1+S(r)) - S(u)

D'ou U1} D; = [1,m].

Remarquons que si u = 1, puisque S(1) = 1, nous avons le Lemme 10 :
S(r+1)>3-5(r)+1

Utilisant le Théoréme 12, Abbott et Hanson ont donné des minorants de S(r) dans
le cas général qui améliorent et généralisent ceux donnés par Schur.

Corollaire 13. Soit r € N, r > 4. Nous avons

a4,
> = .89%, 2.11
S(r) > o5 89 (2.11)

Notons que 891 ~ 3,07147 > 3.

Démonstration. Pour r = 4, 'inégalité 2.11 est vraie, de méme pour
44
r=>5, 5(5)>160 > oo - 891 ~ 135, 14,
44 6
r=26, S(6)>3-160+1=481> @-894 ~ 415,09
44
r=7, S(7)>3-481+1 = 1444 > @-89% ~ 1274, 95

Supposons que l'inégalité (2.11) soit vraie pour 7 — 1 > 7, montrons que c’est aussi
le cas pour r. En appliquant le Théoréme 12, avec u = 4 et S(4) = 44, nous avons

S(r)y>2-44-S(r—4)+S(r—4)+44=289-S(r —4) + 44,

44 r—
>89-S(r—4)>89- ol 8974, car r — 4 > 4 (hypothése de récurrence),

> W ogorst = 1 gy
— 89 EYS) '
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D’ou pour tout r > 4, nous avons

]

En utilisant les minorants connus de S(k), nous pouvons encore améliorer ce
résultat.

Corollaire 14. Soit r € N, r > 6 alors

r 15142
S(r) > C 10736 avec C = 073 ~ (), 4308.

6

Nous remarquons que 10735 ~ 3,1996 > 891 ~ 3,0715 > 3.

Démonstration. Par récurrence sur r. Pour r = 6, nous avons dans [8|
S(6) > 536 > C - 1073 ~ 462, 25.
Pour r = 7, d’aprés Fredricksen et Sweet [8], nous avons
S(7) > 1680 > C - 10736 ~ 1479, 05.
Pour r = 8, nous avons d’apreés le Lemme 10
S(8) >3-(1680) +1 =5041 > C - 10736 ~ 4732, 42.
Pour r =9, par le Lemme de Schur 10
S(9) >3- (5041) + 1 = 15124 = C' - 10735.

Pour r = 10, le meilleur minorant connu de S(10) est obtenu en utilisant le Théoréme
12 d’Abbott et Hanson avec

S(10) > 2-5(5)-S(5) + S(5) + S(5).
Nous avons
S(10) > 2160 - 160 + 160 4+ 160 = 51520 > C' - 10737 ~ 48448, 81.
Et enfin pour r = 11, nous avons par le Théoréme 12,
S(11) > 2-5(5) - S(6) + S(5) + S(6),
alors
S(11) > 2-160 - 536 + 160 4 536 = 172216 > C' - 1073% ~ 155018, 36.

Supposons que le Corollaire soit vrai pour r — 1 > 11; montrons que c’est encore le
cas pour r. D’aprés le Théoréme 12 nous avons

S(ry > (2-5(6)4+1)-S(r—=6)+ 5(6)
> (2-536+1)S(r—6)=1073-S(r — 6)
> 1073-C - 107375 .
Car, par hypothése de récurrence, r — 1 > 11, c’est-a-dire, r — 6 > 6. D’ou
S(r) > C - 1073s pour tout r > 6.
O
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Nous montrerons les majorants de S(k) donnés par le Théoréme 9 dans la section
5 de ce chapitre, ot nous étudions aussi une relation entre les nombres de Schur et
les nombres de Ramsey dans le Théoréme cité dans [15] suivant. Voir aussi [10].

Théoréme 15. Soit k un entier positif. Nous avons
S(k) < R(3;k) — 2.

Nous allons voir une version faible des nombres de Schur.

3 Nombres de Schur faibles

Définition 16. Un ensemble faiblement libre de somme est un ensemble d’entiers
naturels qui ne contient pas 3 éléments différents x1, xo, x3 tels que x1 + x9 = 3.

En d’autres termes, un ensemble A est faiblement libre de somme s’il ne contient
pas une solution de I’équation

(By):x+y=2z |xz#uy. (3.1)

Soient deux ensembles A, B C N. Rappelons que la somme restreinte A+B est
définie par
A+B={a+b]|(a,b) € Ax B, a#b}.

Comme dans le cas classique, si A = {z} un singleton, nous écrivons z+B & la place
de {z}+B.
En utilisant la somme restreinte, un ensemble S est faiblement libre de somme si

(S+S)NS=0.

Exemples 17. S; = {1,2,4, 7} est faiblement libre de somme, mais Sy = {1,2,4,6}
n’est pas faiblement libre de somme, car 2 et 4 sont dans Sy ainsi que leur somme
6.

Propriété 1. Un ensemble libre de somme est faiblement libre de somme.

Démonstration. Par définition, un ensemble S libre de somme ne contient pas de
solutions & I’équation x + y = z, alors S ne contient pas aussi 3 éléments différents
x1, To, x3 tels que z1 + 19 = x3. O

Définition 18. Soit r un entier positif. Le nombre de Schur faible WS(r) (Weak
Schur number) est le plus grand entier m tel qu’il existe une partition de [m| en r
parties faiblement libres de sommes.

Une telle partition est aussi appelée r-partition faiblement libre de somme. Nous
montrerons ’existence de ces nombres de Schur faibles dans la section 5 de ce cha-
pitre. Nous avons alors

WS(r) = max{m € N | 3A;, ..., A, faiblement libres de sommes | [m] = A;U---LUA,}.
Ce qui est équivalent a

WS(r) =min{m € N |Vx : [m+1] = [r], Jier]|x @)n(x " G)+x 1)) # 0.
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Les valeurs connues sur WS(r) sont
WS(1) =2, WS(2)=38, WS(3) =23, WS(4) = 66.

Pour r = 1, comme [1, 3] n’est pas faiblement libre de somme alors P = {[2]} la
seule 1-partition faible de [2], d’ou

WS(1) = 2.

Pour r = 2, voici une partition de [8] en deux parties A, Ay faiblement libres de
sommes qui montre que

WS(2) > 8. (3.2)

Ay = {1,2,4,8}
Ay = {3,5,6,7}.
Rado a donné une démonstration sur W.S(2) < 9 dans [14] que nous présentons main-

tenant. Supposons qu'il existe une partition de [9] en deux parties A, B faiblement
libres de sommes. Posons

A1:AH[5,9] et Bl :Bﬂ[5,9],

alors Ay, By est une partition en deux parties de {5,6,7,8,9}. Donc une des deux
parties contient plus de trois éléments. Supposons que

Alg{avbvc}a
avec b <a<b<c<9, dou
b—a,c—a€B,

sinon b —a = a ou ¢ — a = a, c’est-a~dire, b = 2a > 9 ou ¢ = 2a > 9 ce qui sont
impossibles. Alors
(c—a)—(b—a)=c—beA

avec b # ¢ — b sinon ¢ = 2b > 10, alors A n’est pas faiblement libre de somme. Donc
WS(2) < 9.

Ainsi, avec l'inégalité (3.2) nous avons
WS(2) =8.

Pour r = 3, nous completons la 2-partition ci-dessus et nous obtenons une 3-partition
de [1,23] en trois parties By, By, Bs faiblement libres de sommes avec

B, = {1,2,4,8,11,22}
B, = {3,5,6,7,19,21,23}
Bs; = {9,10,12,13,14,15,16,17,18,20},
ce qui montre, par exemple, I'inégalité WS(3) > 23. Pour r = 4, nous étudierons un
exemple de 4-partition faiblement libre de somme de [1,66] dans le chapitre 2.
D’apres la Propriété 1, nous avons pour tout r € N*
S(r) < WS(r).
En 2002, Bornsztein [4] a donné un majorant de W.S(r), qui montre son existence,

pour tout entier positif r.
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Théoréme 19 (P.Bornsztein, 2002). Soit r € N. Nous avons
WS(r) < |rl-r-e].

Comme sur S(r), nous avons une relation entre nombres de Schur faibles et
nombres de Ramsey dans le théoréme donné dans [19] suivant :

Théoréme 20. Soit r € N. Nous avons
WS(r) < R(4;r) — 2.
Nous donnerons les démonstrations des Théorémes 19 et 20 dans la section 5 de

ce chapitre.

En 1952, Walker a donné dans [12] des résultats sur les nombres de Schur faibles,
il a utilisé la définition
Ny =WS(k)+1, keN.
Il a affirmé que

Ny =WS(4)+1=67, Ns=WS(5)+1=197,

sans donner de preuve méme pas de partitions pour montrer les inégalités. Il a aussi
donné deux inégalités sur les nombres de Schur faibles :

2WS(k) + 1) < WS(k + 1) + 1. (3.3)

et
WS(k+1)+1 <3 (WS(k) + 1), (3.4)

Mais, 'inégalité (3.4) est fausse pour tout k € N*; sinon nous aurions
WS(k) < C, - 3"

pour une constante C'; € R et pour tout £ € N* qui contredit le Corollaire 13
d’Abbott et Hanson, qui montre pour tout k£ € N* que

44
WS(k) > S(k) > @893 > Oy - 3k,

avec Cy € R une constante. Ici nous allons montrer une amélioration de 'inégalité
(3.3). Néanmoins, asymptotiquement, la relation d’Abbott et Hanson donne des
meilleurs résultats.

4 Comparaison entre WS(k+1) et WS(k)

Dans cette petite section, nous établissons un majorant de WS (k+1) en fonction
de WS(k). Bien que cet encadrement ne soit pas particuliérement puissant, son
intérét principal réside dans la simplicité de la construction ci-dessous.

Proposition 21. Pour tout entier r > 1, nous avons

)
WS(r+1) > §WS(T) + 2. (4.1)
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Démonstration. Posons n = WS(r) et soient r ensembles Aj,..., A, faiblement
libres de sommes tels que

n]=AU...UA,.

Posons [ = 3n+ 3 et k = gn + 2. Nous allons construire r 4+ 1 sous-ensembles
faiblement libres de sommes de [k] qui le couvriront.
Posons, pour 1 < <r
Ci =AUl —A,).

Alors C; n’est pas nécessairement faiblement libre de somme, puisque nous pouvons
avoir
r,2x € A; C C;

pour quelques x, ce qui implique
l—2x,l—x€C;
avec
l—z=(1-2zx)+x et x#I[—2z.

Maintenant, si nous enlevons tous les éléments de C; de la forme [ — x tel que
x,2r € A;, alors

C\{l—z|z2zxe A}

est faiblement libre de somme, pour tout 1 < i < n. Posons
d; = max{z € [n] | z,2z € A;}.
Alors C; N [l — d; — 1] est faiblement libre de somme car
(Cinll—d;, —1]) CC\{l —x | z,2z € A;}.

Pour tout 4, nous avons d;,2d; € A; C [1,n] donc 2d; < n, c’est-a-dire, d; < %n
Ainsi, nous avons

1 1 5
l—di—lzl—5n—1:3n+3—§n—1:§n+2:k‘.

Puisque

(Cink) € (@GNl —d;i —1])

pour 1 < i < r, il en résulte que C; N [k] est faiblement libre de somme pour
1 =1,...,r. Maintenant, nous avons

r

U G = JAui-4)

i=1

= U A U U(l - 4;)
i=1 i=1
= [1,n]U(l—[1,n])
= [n]U[2n+ 3,3n + 2].
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Ainsi, en prenant B; = C; N [k] pour 1 <i < r, nous avons

T

Uz = U@nim

i=1
= Ui
= (Z[;i U[2n + 3,3n + 2]) N [k]
= [n]U[2n+ 3,k],
car2n+3<k=2n+2+ %n < 3n + 2. L’ensemble
B.ii=[n+1,2n+ 2]
est aussi faiblement libre de somme. Comme

BiU---UB,UB,s1 = ([Ln]U2n+3,k)Un+1,2n+ 2]
(],

nous obtenons r + 1 parties, By, ..., B,11, faiblement libres de sommes, deux a deux
disjointes et qui couvrent [k]. O

5 Les ensembles t-libres de sommes

Dans cette section, nous introduisons un ensemble particulier, qui nous aidera a
unifier les démonstrations des majorants de S(k) et WS(k), k € N*.

Définition 22. Soit t € N. Un ensemble t-libre de somme A est un ensemble
d’entiers naturels tel que pour chaque a € A nous avons :

[(A+a)NA|l <t (5.1)
Nous remarquons que la condition en (5.1) est équivalente a
(A—a)N Al <t, (5.2)
car
(A—a)NA=((A4+a)NA) —a.

Cette définition peut se traduire par : A est t-libre de somme s’il contient au plus ¢
solutions de I’équation
(Ea) rta=y

pour tout a € A.

Exemple 23. S = {1,3,4,5,7} est 2-libre de somme mais S n’est pas 1-libre de
somme car

(S—1)NS={34}, (S—3)NS =114},
(S—4)NS={1,3}, (S-5NS=(S—7)NS=0.
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Propriété 2. Soitt € N. Tout ensemble t-libre de somme est t + 1-libre de somme.
La réciproque est fausse, voir Exemple 23.

Démonstration. Soit t € N. Soit A C N un ensemble ¢-libre de somme. Soit a € A,
d’aprés la définition,
(A—a)NAl <t<t+1.

Alors pour tout a € A, nous avons [(A—a)NA| <t+1, c’est-a-dire, A est t+ 1-libre
de somme. O

Nous allons donner une propriété des ensembles t-libres de sommes que nous
utiliserons souvent dans cette thése.

Propriété 3. Soit t € N. Un ensemble d’entiers naturels A, |A| > t, est t-libre de
somme si pour tout a € A il existe t entiers b{,... b} € A tels que

(A—a)NACH{b],... b}
Démonstration. Soit a € A, comme A est un ensemble ¢-libre de somme, nous avons
(A—a)N Al <t.

Listons les éléments de
(A_a)ﬂA: {b?a"wb?(a)}

ou I(a) < t. Nous pouvons choisir ¢ — [(a) entiers

Biayass - b0 € AN{DS, . Bt s
car |A| > t. Alors nous avons :
(A—a)NAC{b],... b7}
[

Définition 24. Soit k un entier positif. Le nombre S;(k) est le plus grand entier n
tel qu’il existe un k-coloriage de [n] tel que chaque ensemble monochromatique est
t-libre de somme.

Si(k) = max{n € N|3JA;,..., Ay t-libres de sommes | [n] = Ay U--- L Ag}
= max{n € N|3y:[n] = [k] | Vi€ [k], Vac x (@), |x '@)N(a+x ') <t}

En d’autres termes, Sy(k) est le plus petit entier naturel n tel que pour tout
k-coloriage de [n + 1] il existe un ensemble monochromatique qui n’est pas t-libre
de somme. Nous remarquons qu’'un ensemble A n’est pas t-libre de somme s’il existe
ae Atel que [(A—a)NA| >t

Nous montrerons I'existence de ces nombres S;(k) dans les Propositions 29 et 31.

Affirmation 25. Soit un ensemble non vide A C N. L’ensemble A est libre de
somme si et seulement st A est 0-libre de somme.
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Démonstration. Par définition, I’ensemble d’entiers A est 0-libre de somme si et
seulement si pour tout a € A,

[(A—a)NA|l=0.
En d’autres termes, (A —a) N A = () pour tout a € A. Ceci signifie que

(A-AnA=JA-a)na=0,

acA
c’est-a-dire, A est libre de somme. O
Cette Affirmation 25 entraine ce qui suit :
Affirmation 26. Soit k € N*, nous avons
S(k) = So(k). (5.3)

Nous avons aussi une relation sur les ensembles faiblement libres de sommes et
les ensembles 1-libres de sommes.

Affirmation 27. Soit un ensemble non vide A C N. Si l’ensemble A est faiblement
libre de somme alors A est 1-libre de somme.

Démonstration. Par définition, ’ensemble A est faiblement libre de somme si pour
tout a € Aet be A\ {a}, nous avons a + b ¢ A, c’est-a-dire, b ¢ A — a, alors

(A—a)n(A\ {a}) =0.
En d’autres termes, (A —a) N A C {a}, ce qui implique
(A—a)NA|l <1.

Donc A est 1-libre de somme. O

D’ou Affirmation suivante :
Affirmation 28. Soit k € N*, nous avons
WS (k) < Si(k). (5.4)

Nous avons introduit cette notion pour démontrer les majorants de S(k) et
WS(k) donnés précédemment, car les Si(k) sont aussi des majorants de S(k) et
WS (k) pour t = 0 et 1 respectivement.

Dans cette section, nous allons donner deux majorants de S;(k) pour ¢t € N et

k e N*.
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5.1 Majorants de S;(k)

Dans cette sous-section, nous majorons S;(k) ce qui montre directement son
existence.

Proposition 29. Soient k,t deux entiers naturels tels que k > 1. Nous avons

N

-1

tk—i)+1 P41
<SS RETYT L g .
Silk) < & i U DYy

I
o

i r=1

Démonstration. Soit n un entier naturel tel que il existe une partition de [n] en k
parties t-libres de sommes Aq, ..., A;. Nous avons

n] =AU A
Puisque A; est t-libre de somme, pour 1 < ¢ < k, alors pour tout a € A;,
|(A; —a)NA| <t
Pour chaque sous-ensemble E C [n] nous définissons
D(E)=(F —minE) \ {0}.

Nous allons construire deux suites de sous-ensembles (E,)o<,<k €t (F.)o<r<k. Nous
obtenons une suite d’entiers (n,)o<,<; définie pour 0 < r < k par

n, = |E,|.

Nous posons

— FO = [77/]7
- EO = (Z)7
— Ng = 0.

Supposons que |A;| > |A;| pour 1 < i < k, c’est-a-dire, |A;| = max{|A4;| | 1 <i <k}
et nous définissons

7 El :A17
— a; = min E,
— N1 = |E1|

Comme Fy = [n] = A; U--- U Ag nous avons

Par construction, nous avons D(E;) = (E; — a;) \ {0}. Puisque A; = FE; est un
ensemble t-libre de somme, par la Propriété 3, il existe b*, ..., b € Ay tels que

(Al —al) ﬂAl Q {bclbl,...,bgl}.

Nous définissons
— I = D<E1)\{b(1117"-7b:€11} = (El _al)\{()?b(llla"-vb(tll}'
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Affirmation 1. Fi N A; = 0.

Démonstration de I’Affirmation 1 Nous avons D(E;) C (Ey — ay) = (A1 — ay) alors
D(Ey)NA; C (A1 —a) VA C{bY", .. b )

Ainsi

F1 ﬂAl == (D(El) mAl) \ {btflw c 76?1} = @
D’Ol\l, BN A1 = @

Fin de démonstration de I’Affirmation 1
Comme F} = (Ey —aq) \ {0,b7,...,b{*} nous avons
B > By —ap| = (t+1) =ny — (t+ 1), (5.6)

et aussi F; C Usz A;, car F1NA; = 0. Alors

k

F = JrnA).

i=2
Nous supposons que |F} N Ay| > |F1 N A;| pour tout 1 < ¢ < k. Puis nous définissons
— FEy = FiN A,
— a9 = min Es,
— ng = |Ey.
Alors nous avons

[Pl < (k=1)-[FiNAs| = (k—1)|Ea| = (k—1)no. (5.7)

Puisque ay € By C F; C Ay — aq, alors ay € Ay — aq, c’est-a-dire, a; + ao € A;.
Comme A; est t-libre de somme, alors il existe b7 7%, ..., b5 € A; tels que

(Al — (a1 + (12)) N Al Q {bfll1+a2, e 7b?1+0b2}'
Nous avons aussi, as € Fy C A,, alors il existe b2, ..., 0% € Ay tels que
(EQ — CL2> N AQ Q (A2 - ag) N A2 Q {b?Q, e ,b?Z}.

Nous définissons

— Fy = D(Ey) \ {b2, ..., b2 b2 brtez)

Affirmation 2. F5 N (A; U A;) = 0.

Démonstration de I’Affirmation 2. Nous avons D(FEs) C (Ey — ay) C (Ay — ag) car
E2 Q AQ. Ainsi

D(E2) N Ay C (A —az) N Ay C{b7%,.... 0%} (5.8)
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Comme E2 Q F1 Q (Al - CL1> alors D(EQ) Q (EQ - CLQ) Q (Al — (a1 + ag)) donc nous
avons

D(E))N A, C(Ey—ag)N A C (A — (ag +ap)) N A C {92 bt (5.9)
En combinant (5.8) et (5.9) nous avons
D(E) N (AU Ap) C b2, ... b2 b5 ez by tee)
ainsi,
FyN (AU Ay) = (D(Ey) N (A U A)) \ {52, ... b2, btez o pitez) = ().
Fin de démonstration de I’Affirmation 2.

D’aprés la définition de F5, nous avons

Soit 3 < r < k, et nous supposons que nous avons défini Ey, Ey,..., E,._q et
o, Fy, ..., F._1. Pour 1 <7 <r — 1 nous avons :

— By =F,_1NA; ou
Fin 0 Al = max{|F 1 0 A4g] |12 < K}

— a; = min F;.
- Fi _ D(EZ) \ {b?j+"'+aifl+ai’ o 7b;lj+---+a¢71+ai

1 <j <i}, avec
Fin(AjU...UA) =0,
et

Alors nous avons
F,1 C(A U---UA)

car F,_1N(AiUAyU---UA,_1) = (. Nous supposons que
’FT,1 N Ar‘ = max{\Fr,l N AJ‘ ’ 1 S j S ]f},
et nous définissons
— Er =11 N Ar7

— a, = min F,,

— n, = |E,|
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D’on
\F_y| < (k—7r+1) n,, (5.11)
car F,_1 = (A, NF_1)U---U(AyNF._y).
Affirmation 3. Soit 2 <i<r.
(B —d) C (BEio1 — (aj-1 +d)),

deFE, —
{d—i—ai_l e Fk;_4.

Démonstration de I’Affirmation 3. Soient i € [2,7] et
de B CF 1 CEi1—aia

alors
E,—dCE_1—a_1—d=E_;— (a1 +4d).
etd+a; 1€ FE,_qycarde E;, CFE,_{—a;_.

Fin de démonstration de I’Affirmation 3.

Alors, nous définissons

R, = D(E,)\ {plrervter  aitetaratar g ooy
Donc nous obtenons :

|F.| > |D(E,)| —rt =n, — (rt +1). (5.12)

Affirmation 4. F, N (A;U---UA,) =10.

Démonstration de I’Affirmation 4. Par définition,

D(E,) = (E, —a,) \ {0}.
Soit 1 < j <r, par I’Affirmation 3, nous avons
D) € E.—a € By —(ap1+a,) €---C Ej—(a;+--+a_1+a,)
avec a; + - -+ a,_1 + a, € E;. Par construction F; C A;, alors nous avons
D(E,) € (Aj—(a; +---+a,—1+a,)),

et d’aprés la Propriété 3, il existe by? T 1t pl et ¢ AL tels que
(D(E)NA;) € AN (4 —(aj+-+a1+a,))

aj++ar—1+ar aj+-tar—1+ar
c {b N R }

D’autre part, F, C (D(E,)\{by" " T4 b T pour tour 1 < j <
Ainsi,

Fr M Aj C <D<E7") \ {b‘ll.7+"'+ar71+ar’ ce ’b;lj‘f"'"*‘arfl'i'a’”}) n4; = (Z)

<

Alors, F, N A; = () pour tout 1 < j <r.D’ou, F,N (A U...UA,) =0.
Fin de démonstration de I’Affirmation 4.
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e Si =k, nous avons F, N (A3 U---UA,) =0, avec
Fi = D(Ey) \ B e gt et | << gy € )

Donc, F, =0 (car Ay U---U Ay = [n]). Ainsi,
0 = |Ful = [D(Ey) \ {B ot gttt |1 < < gy

alors e @idotan_1ta
0> [D(B)| — {1 < < gy

> (ngp—1)—(k-1),

car |D(Ey)| = nx, — 1. D’on,
np—1<k-t. (5.13)

e Si r+1 <k, par 'Affirmation 4, F,. C (4,41 U...U Ay) alors nous avons
k

F,= ] (F,nA)).

j=r+1
Nous supposons que |F. N A,11| > |F,. N A;| pour tout 1 < i < k. Nous définissons
T Er-i—l =F.N Ar—&-l,
— N = |Erpl.
D’ou
|\Fo < (k—7r)-|EN A =(k—7r) neq. (5.14)
En résumé, nous avons, pour tout 1 <r < k
|D(E)| —rt=mn,—(rt+1) <|F| < (k—71) npp1. (5.15)
Alors n, — (rt +1) < (k —r) - ny41, c’est-a-dire, pour tout 1 <r < k
ne < (k—r) -np1+ (rt+1).
Pour 1 < r < k, nous divisons chaque membre par (k — r)! et nous obtenons

n, (k—7r) ne1+ (rt+1) Nyy1 rt+1

k—r) = (k—r)! IS AN

En sommant membre & membre pour tout 1 < r < k nous avons

n, ! Nyt rt+1
o) = Z((k—(r++1))!+(k—r)!)
n, rt+1
(k—r)!

T
A
e

IN

Donc nous avons

nq — rt+1
=1 = mt ) (=)
Par I'inégalité (5.5) : |Fy| =n < k- nq, alors
n k-n n 2t
! 1
Z < = < e — 5.16
M TH = 1) —”’“*Z(k—r)! (5.16)
r=1
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Ainsi, par 'inégalité (5.13) : ny < kt + 1, avec (5.16) nous obtenons

k-1

n rt+1
o< kt+1+2—>',
c’est-a-dire,
k
n rt+1
[ ;(k—r)'

Donc, si n est un entier naturel tel qu’il existe une partition de [n] en k parties
t-libres de sommes alors

k
rt+1
n < k!;(k—r)!'

En particulier pour
Si(k) = max{n € N|3JA,,..., Ay : t —libres de sommes | [n] = A; U--- U Ax},

nous avons

k .
rt+1 k—i)t+1
Si(k) < k! E = = kl %

]

Cette Proposition 29 redémontre les majorants donnés par Schur sur S(k) et par
Bornsztein sur WS(k) dans le Corollaire suivant.

Corollaire 30. Soit k un entier positif. Nous avons

1

S(k) < k!zOﬁ = |kl-e]—1.
k-1

WS(k) < k1Y g = |kl k-e].

Rappelons que |z| € N est la partie entiére inférieure de x, c’est-a-dire,
lz] <z < |z]+ 1.

Démonstration. Nous appliquons simplement 1’Affirmation 26 et la Proposition 29,
ainsi :
k

K
S(k) = So(k) < k!Z(k_lr)! - k'Z%

r=1 r=0
ou
k—1 1 00 1 o) 1
| =kl — . — _ — _
k! ZO o k! e—k!- R avec Ry, Z o et e Z mE
r= r=k r=0
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Mais
Ry = = (It .
Tk k+1 (k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)(k+3)
1< R, < L (1+ ! + ! + ! +---)
k! g k! k+1 " (E+1)2 " (k+1)3 ’
1 JR— 1 1 k+1 1 1
— R — . L &
MO S T ;(mw Wk )
d’ou |
Alors
1 1
le—1—= 1y = le—1
ke k<:k;;H < kl-e
donc
kll
Sk) < |kl-e]—1 = k:'z;r'

Nous avons aussi par I’Affirmation 28 et la Proposition 29,

k— .
— 1
W) < Sk < MY

=0
c’est-a-dire
k—1 k—1 k-1 . k-1
k—i1+1 k ) 1
. A i 2 -
k.E: g __k.< S at ﬂ>
=0 1=0 =0 =0
k—1 k-1
k 1
1 i - . L. -
= k. w+ >! —k.k§:ﬂ+k
=0 =0
= k! - k- (6 Rk
Puisque % < Rp < %—l—ﬁ, alors
1 1 k—it1 1
k'k‘(@—ﬁ—m)—Fk < k';T < k'k(e—g)—i‘k
k-1 )
k—i+1
Eloke—1 < k!ZT < k! ke
i=0
d’ou,
Uy S
WS(k) < |kl ke| = K'Y g
1=0

]

En résumé, nous avons montré que Sy(k), t € N et k € N*, existe ainsi que S(k)

et WS(k). Nous allons faire la méme chose en utilisant les nombres de Ramsey.
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5.2 Si(k) et les nombres de Ramsey

Dans cette section, nous allons majorer S;(k) par des nombres de Ramsey. La
Proposition suivante généralise

S(k)
WS (k)

IAIA

Rappelons que le nombre de Ramsey R(t; k), t,k € N, est le plus petit entier n tel
que pour tout k-coloriage de [n]? il existe un sous ensemble T C [n], tel que |T'| =t
et [T]? est monochromatique.

Nous avons aussi défini S;(k) comme le plus grand entier m tel qu’il existe un
k-coloriage de [m] tel que tous les sous-ensembles monochromatiques sont t-libres de
sommes. En d’autres termes, c’est le plus petit m tel que pour tout k-coloriage de
[m + 1] il existe au moins un sous-ensemble monochromatique qui n’est pas t¢-libre
de somme. Rappelons qu’un ensemble A n’est pas t-libre de somme §’il existe a € A
tel que [(A—a)NA| > t.

Proposition 31. Soient t € N et k € N*, nous avons :
Si(k) < R(t+3;k)—2.

Démonstration. Nous allons montrer que Sy(k) < R(t + 3;k) — 1, avec t,k € N,
k > 1. Il suffit de montrer que pour tout k-coloriage de [R(t + 3; k) — 1] il existe un
sous-ensemble monochromatique non t-libre de somme, c’est-a-dire, nous cherchons
un sous-ensemble monochromatique A C [R(t 4 3;k) — 1] et un élément a € A tel
que [(A—a)NAl >t+1.
Soit x un k-coloriage de [R(t + 3, k) — 1].
X [R(t+3,k) — 1] — [k]
x —> x(x).

Nous définissons x* un k-coloriage de
[R(t+3:K)* = {{z,y} C [R(t+3:k)] | © # y}

- RO+ 3R — K
{z,y} — x"({z,y}) = X" (z,9) = x(|lz — y|).
Notons que

{2,y} € [R(t+ 3,k))? = |z —y| € [R(t + 3; k) — 1].

D’aprés la définition des nombres de Ramsey, il existe T C [R(t + 3; k)] tel que
|T| =t + 3 et [T]? est monochromatique. Nous supposons que

T:{bl<b2<-~~<bt+3}§[R(t—i—?);k)]

et
X ([T) = r € [k].
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Ainsi, pour 4, j € [t + 3|, i < j, nous avons
X" (b, bi) = k= x(bj — by).
Soit b € T, nous définissons un sous-ensemble Ay(7") de [R(t + 3; k) — 1] par
A(T)={z—blzeT, v >b}.
D’aprés la définition de T', pour tout i € [t 4 2],
ANy, (T)={bj—b;|i<j<t+3}
est monochromatique et de couleur r, c¢’est-a-dire, pour 1 < i < t + 3, nous avons
X(Ay,(T)) =,

et
1A, (T)] =t 43 —i.

Nous prenons

A = {bj—b|1<i<j<t+3} C[R(t+3;k)—1],
t+2

= AL (T)UAL(T)U...UA,(T) = A (D).
=1

Alors x(A) = r, c’est-a-dire, A est monochromatique, car
X(Ay, (T)) =71, pour 1 <i<t+2.

Nous posons ag = by — b; € A. Donc d’une part

A—CLO = A—(bg—bl)

t+2
= (U Ay, (T)) — (b2 — b1)
i=1
2 Ay (T) = (b2 — by).
D’autre part,
Ay (T) = (b2 —=b1) = {(bj =b1) = (b2—b1) [ 1 <j <t+3}
= {bj—hl2<j<t+3}
= {O}U{b]—b2|2<j§t+3}
= {0} U A, (T).
Ainsi, Ay, (T) € A — ag. Par construction, A,,(T) C A alors nous avons
Ay, (T) C (A —ag)NA,
avec |Ay, (T)|=t+3—-2=t+1,dou
|[(A—ag) NA|l >t+1.

En résumé, nous avons un ensemble monochromatique A C [1, R(t + 3;k) — 1] et
un élément ag € A tel que |[(A —ag) N A] > t + 1, c’est-a-dire, A est un ensemble
monochromatique qui n’est pas t-libre de somme.

0
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Nous avons le Corollaire suivant :

Corollaire 32. Pour k € N*, nous avons

S(k)
WS (k)

R(3;k) —2
R(4; k) — 2.

IAIA

Démonstration. D’aprés les Affirmations 26 et 28, nous avons pour tout k € N*
So(k) = S(k) et WS(k) < Si(k). En utilisant la Proposition 31 nous avons

S(k) = So(k) )

WS(k) < Si(k)

R(3

k) —2
R(4; k) — 2.

IA A

]

Puisque nous avons montré l’existence des nombres de Ramsey dans la section
1, ce corollaire montre l'existence des nombres de Schur classiques S(k) et faibles
WS(k) et la Proposition 31 montre aussi l'existence des nombres S;(k).
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Chapitre 2

Minorants de WS(k) pour k =7,8,9

Nous avons vu précédemment des majorants des nombres de Schur. Par exemple,
le majorant de WS(k), k € N* donné par Bornsztein est

WS(k) < |kl k-e.

Pour £ = 4, nous avons WS(4) < [4!-4-e] = 260. Or nous savons que WS(4) = 66,
cette valeur est largement plus petite que I'encadrement fourni par cette formule.
Donc pour avoir une meilleure estimation d’un de ces nombres, il est préférable de
donner des minorants que nous pouvons améliorer jusqu’a obtenir la limite.
Rappelons d’abord qu’un ensemble d’entiers naturels S est libre de somme si

a,beS=a+b¢Ss,
c’est-a~dire (S +.5) NS est vide. L’ensemble S est faiblement libre de somme si
a,beSa#tb=a+b¢ S5,

qui est équivalent a (S+S) N S est vide avec S+S ={a+0b |a,be S |a #b}.

Soit k € N*. Le nombre de Schur S(k) est défini comme étant le plus grand entier
n tel que l'ensemble [n] = {1,2,...,n} peut étre partitionné en k parties libres de
sommes.

De méme, le nombre de Schur faible WS(k) est le plus grand entier m tel que
[m] peut étre partitionné en k parties faiblement libres de sommes.

Un entier n est un minorant de S(k) s’il existe une partition de [n] en k parties
libres de sommes. De méme, nous avons une inégalité de la forme m < WS(k) si nous
pouvons construire une partition de [m] en k parties faiblement libres de sommes.

Pour tout £ > 1, nous avons vu que S(k) < WS(k), ainsi tout minorant de S(k),
en particulier S(k) lui-méme, est automatiquement un minorant de WS(k).

Dans cette partie, nous allons surtout chercher des minorants des nombres de
Schur faibles WS(k).

Il est connu que
WS(1) =2, WS(2) =8, WS(3) =23, WS(4) = 66,

la valeur de WS(4) ayant été obtenu par ordinateur dans [3]. Voir aussi [12], [14].
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Exemple 33. Voici une partition [1,66] = A; U Ay L) A3 LI Ay de [66] en 4 parties
faiblement libres de sommes A;, i = 1,2,3,4, donnant ainsi le minorant WS(4) >
66 :

Ay ={1,2,4,8,11,22,25,50, 63}

Ay = {3} U[5,7] U {19,21,23} U [51,53] U [64, 66]
As = {9,10} U[12,18] U {20} U [54, 62]

Ay = {24} U [26,49].

Pour k = 5, I'égalite WS(5) = 196 est affirmée sans preuve dans [12], méme
pas avec une partition montrant W.S(5) > 196. Ce minorant a été établi plus tard
dans [5], en fournissant une partition explicite de [196] en 5 parties faiblement libres
de sommes. Il reste un probléme ouvert de démontrer que 196 est la valeur exacte
de WS(5).

Pour k = 6 et 7, les minorants S(6) > 536 et S(7) > 1680 ont été établis en 2000
par H. Fredricksen et M. Sweet dans [8], ce qui donne automatiquement les mémes
minorants de WS(6) et WS(7).

Plus tard, des améliorations des minorants de WS(6) ont été obtenues, a savoir
WS(6) > 572 dans [5], et WS(6) > 582 dans [6], le record actuel.

Pour k& = 7, le minorant WS(7) > S(7) > 1680 était le meilleur disponible a ce
jour. Dans cette thése, nous améliorons ce minorant en montrant que

WS(7) > 1740.

Enfin, nous fournissons également des bons minorants de WS(8) et WS(9), cas
pour lesquelles les seuls minorants disponibles jusqu’a présent étaient ceux donnés
par l'inégalité de Schur, a savoir

WS(8) > S(8) > 5041, WS(9) > S(9) > 15124.
Dans cette thése, nous obtenons
WS(8) > 5201, WS(9) > 15596.

Notre but ici est de donner de meilleures minorants des nombres de Schur faibles
WS(k), k < 9. Bien qu'une recherche exhaustive ait été réalisée dans [3] pour WS(4),
faire de méme pour k > 5 est actuellement impossible en raison de la taille de I’espace
de recherche.

Devant cet obstacle, une approche évidente consiste a restreindre la recherche a
seulement une infime proportion de toutes les partitions possibles faiblement libres
de sommes d’un intervalle [1,n] = [n]|. La difficulté, bien str, consiste & deviner
quelles partitions ont le potentiel de produire de bons encadrements de WS(k).

Telle est précisément notre approche dans cette thése. Nous allons proposer
des partitions faites avec des parties trés spéciales exclusivement,qui sont haute-
ment structurées, et qui permettent d’atteindre les meilleurs minorants actuellement
connus sur WS(k) pour tout 1 < k <9.

1 Structure des parties

Nous commengons par une description des ingrédients essentiels qui composent
les parties de notre partition.
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1.1 Intervalles troués spéciaux

Définition 34. Un Intervalle troué est un ensemble d’entiers de la forme
I=[z,y]\C,

ot x < y sont des entiers positifs et C' est un sous-ensemble de [z + 1,y — 1] avec
|C| < 2. Les éléments de C' seront appelés trous de lintervalle troué I. Ils sont
entierement déterminés par I, ainsi x = minl, y = max[ et C' = [z,y] \ I.

Exemples 35. I = {1,2,4,7,8} n'est pas un intervalle troué car I = [1,8]\{3,5,6}
par contre J = {4,7,8} = [4,8] \ {5,6} est un intervalle troué.

La motivation pour les intervalles troués sera abordée spécialement dans le Re-
marque 56 de la Section 2 de ce chapitre.

Dans certains cas ci-dessous, il est plus pratique de considérer des sous-ensembles
de N de la forme [z, y] \ C sans imposer des restrictions sur C'. Bien str, tout sous-
ensemble fini de N peut étre représenté sous cette forme.

Notation 36. Comme d’habitude, le symbole delta de Kronecker est défini par
5 — 1 siz=y
Y10 six Ay

Nous ['utiliserons quand x,y sont tous les deux des entiers ou des sous-ensembles
de N.

Définition 37. Un intervalle troué spécial I,,(a,h), ou m < a sont des entiers
positifs et h € {0m.q,2}, est un intervalle troué a h trous de la forme :

I,(m,1) = [m,2m+ 1]\ {m+ 1} sia=m
I(a.h) = I,(m,2) = [m2m+2]\{m+2,2m+1} sia=m
e I,(a,0) = J[a,a+m —1] sia>m
I,(a,2) = [a,a+m+1\{a+1,a+m} sia>m.

Nous écrirons souvent sp-intervalle et nous disons aussi intervalle spécial a la place
de “intervalle troué spécial”.

Exemples 38.
— Pourm =3, a=19 et h = 2, nous avons

I3(19,2) = [19,23]\ {20, 22}
= {19,21,23}.
— Pourm=a=9 et h=1, nous avons
[y(9,1) = 19,19]\ {10}
= {9,11,12,13,14,15,16,17,18,19}.
Notons que
1. a =min I, (a, h),
2. pour tout m > 2, I'ensemble I,,(a, h) a h trous comme indiqué ci-dessus, et
O A

Pour m = 1 < a, nous avons : |[I1(1,1)] = 2, |1(1,2)| = 3, |[1(a,2)| = 2,
|11(CL,0)| =1.
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Propriétés des sp-intervalles

Nous allons montrer ici que les ensembles I,,(a,h) sont libres de sommes et
maximaux dans un sens approprié. Premiérement une définition :

Définition 39. Soient m < a < b trois entiers positifs. L’ensemble Weak,,[a,b] est
défini comme étant ’ensemble de tous les sous-ensembles F C [a,b] tels que

1 {a,b} C F C a1,
2. FU{m} est libre de somme,
3. F' est maximal par rapport aux conditions 1 et 2 ci-dessus.

Un ensemble F' qui satisfait les conditions 1,2 et 3 sera appelé ensemble m-maximal
faiblement libre de somme ou m-maximal.

Weak,,[a,b] = {F C N | min F' = a, max F' = b | ' m — maximal.}

Exemples 40.

— Weaky[4,9] = { [4,9]\ {5} },
— Weak3[4,9] { [479} \ {5’677} }7
— Weaky[9,12] = { [9,13] \ {10, 11}, [9,13]\ {11,12} }. L’ensemble

I=19,13]\ {11} = {9, 10,12, 13}
n'est pas dans Weaky[9,12] car I U {2} n’est pas libre de somme.

Soit I € Weak,,[min F, max F|, si I est un ensemble tel que min/ = min F' et
max [ = max F', avec I U {m} faiblement libre de somme et F' C I, alors [ = F..

Proposition 41. Soient m,a deux entiers positifs tels que m < a. Nous avons :

I,(a,0) € Weaky|a,a+ m—1], (1.1)
In(a,2) € Weakyla,a+ m+ 1], (1.2)
I,(m,1) € Weak,[m,2m + 1], (1.3)
I,(m,2) € Weak,,[m,2m + 2]. (1.4)

Démonstration. Nous prouvons seulement (1.2). Les autres preuves sont similaires
et laissées au lecteur.
Soient z,y € I,(a,2) = [a,a+m+ 1]\ {a+ 1l,a+m}, avec m < a <z < y.
Nous avons
r4+y>2a+2>a+m+1,

par conséquent I,,(a,2) est faiblement libre de somme. Nous avons aussi
m+z,m+y€la+m,a+2m+1]\{a+m+1,a+2m}

dov m+x,m+y ¢ I,(a,2) U{m}. Ainsi I,,(a,2) U {m} est faiblement libre de
somme.
Soit I C [a,a+ m+ 1] un ensemble d’entiers tel que a,a+m+1 € I et I U{m}
est faiblement libre de somme. D’ol
a+mél
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et
(a+m+1)—m=a+1¢1,
c’est-a-dire
ICla,a+m+1\{a+1,a+m}=1,(a,2).
Donc I,,(a,2) est m-maximal, tel que
{a,a+m+1} C I,,(a,2) C [a,a+m + 1],
alors I,,(a,2) € Weaky,[a,a +m + 1].

O

En d’autres termes, cette proposition donne les propriétés de I,,,(a, h) qui sont :
[m, 2m + 1] sim=aeth=1

m, 2m + 2] sim=aeth=2

[
1. Im(a'7h)g[a7a+m+h_<1_5m’a>}: [CL a+m—1] sim<aeth=2
[

a,a+m+1] sim<aeth=2.
2. a,a+m+h—(1—=06y4) € In(a,h).
3. Ln(a,h) U{m} est faiblement libre de somme.
4. Et I,,(a, h) est maximal par rapport aux propriétés précédentes.

Nous remarquons aussi que nous pouvons écrire I,,(a, h) sur une ligne comme

Ly(a,h) =[a,a+m~+h—(1—=06ma)] \{a+h—(1—0ma),a+m+00,.3—h)}

1.2 Ensembles semi-spéciaux

Nous aurons besoin de réunions des sp-intervalles.

Définition 42. Un ensemble semi-spécial est une réunion finie d’intervalles spé-
ciauz. En d’autres termes, c’est un ensemble A de la forme

A= Im1 (al, hl) @) ImQ((Ig, hg) U...U Iml(al, hl),
ot les a; sont des entiers positifs deux a deux distincts.

Exemple 43. Les quatre parties Ay, Ag, As, Ay de I’Exzemple 33 sont des ensembles
semi-spéciaux. En effet, une simple comparaison montre que

Ay =1L(1,2) UL(8,0) U I1(11,0) U [1(22,0) U I1(25,0) U 1;(50,0) U I1(63,0)

Ay = 15(3,1) U I3(19,2) U I3(51,0) U I3(64,0)

Az = 14(9,2) U I4(54,0)

A4 = I24(247 1)

Etant donné un entier positif k, comme dans I’Exemple 43, nous proposons
d’utiliser des ensembles semi-spéciaux pour construire k£ parties faiblement libres

de sommes A;,..., A de [1,n], c’est-a-dire, pour 1 < i < k, A; est un ensemble
semi-spécial tel que

et a; < ay < --- < a,,. Nous avons vu dans la Proposition 41 que Im;_(aj, h}) est
faiblement libre de somme pour chaque 7, j, mais ce n’est pas nécessairement le cas
pour leur réunion. Nous aurons besoin de conditions sur une réunion de sp-intervalles

assurant qu’elle est faiblement libre de somme.
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Critére pour étre faiblement libre de somme

Les assertions suivantes donnent quelques conditions nécessaires sur un ensemble
semi-spécial pour qu’il soit faiblement libre de somme.

Affirmation 44. Soit A = I,,, (a1, h1) U Iy, (ag, he) U---U L, (an, hy,) un ensemble
semi-spécial avec my = a1 < @y < -+ < Q.

Si A est faiblement libre de somme, alors m; < a; pour 2 < j < n.

Démonstration. Rappelons que m; < a; pour tout j par définition des sp-intervalles.
Supposons qu’il existe un entier j avec 2 < j < n tel que m; = a;. Nous allons
montrer que A n’est pas un ensemble faiblement libre de somme.

Par hypothése, m; = a; > a1 = my, nous avons m; — 1 > m; parce que j > 2 et
my € A.

— Simy > 2, nous avons 2 < m; < m; — 1, c’est-a-dire

mj+2<mj+m1§2mj—1.

Alors
m;,mj +my € Imj(mj, h]) CcCA
et
my € [m1 (ml, hl) g A,

donc A n’est pas faiblement libre de somme.
— Simy; = 2, nous avons :
— Si hj =1, alors
m; +2 € I, (mj,1) C A

j
par conséquent A n’est pas faiblement libre de somme car
myp = 2,mj,mj +2€ A.
— Si hj = 2, alors
m; +1,m; +3 € I, (m;,2) C A,

donc A n’est pas faiblement libre de somme puisque
2,mj+ l,mj—l-?) e A

— Simy; = 1, nous avons :
— Si hj =1, alors
d’ou
1,2m;,2m; +1€ A
en d’autres termes A n’est pas faiblement libre de somme.
— Si hj = 2 par conséquent m; + 1 € I,;(m;,2) C A et alors A n’est pas
faiblement libre de somme car
1,mj,mj +1e A
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Nous concluons que si A est faiblement libre de somme alors pour tout 2 < j < n
nous avons m; < a;, ¢’'est-a-dire, h; € {0,2}. O

Affirmation 45. Soit A = I,,,, (a1, h1) U I, (ag, he) U---U L, (an, hy,) un ensemble
semi-spécial tel que 2 < my =a1 < as < -+ < Q.

Si A est faiblement libre de somme, alors m; < my pour 2 < j < n.

Démonstration. Supposons qu’il existe un entier j € [2,n] tel que m; > my, c’est-
a-dire, m; — 1 > my. Par I’Affirmation 44, nous avons m; < a; alors h; € {0,2},
c’est-a-dire, soit
In,(a;,0) = laj, a; + m; — 1],
soit
I (a,2) = ({a;} U [a; +2,a; +m; — 1)U {a; +m; + 1})
est inclus dans A.
Par hypothese m; > 2, alors 2 < m; < m; — 1, c’est-a-dire,

aj+2§aj—|—m1§aj+mj—1.

Donc
a; +my € Imj (aj, hj) C A,

par conséquent A n’est pas faiblement libre de somme car
my,a;,a; +my € (Im1 (my, h1) U Iy, (ay, hj)) C A.
Ainsi, si A est faiblement libre de somme alors m; < my, pourtout1 <j <n. [
En résumé, si un ensemble semi-spécial
A= 1, (a1, hy) Uy, (as, he) U--- UL, (an, hy),
avec 2 <my = a1 < as < -+ < ay,, est faiblement libre de somme, alors, pour i > 2

m; <a; et m; < my.

1.3 Ensemble spécial

Maintenant, nous nous concentrons sur un ensemble semi-spécial particulier qui
vérifie les conditions nécessaires pour étre faiblement libre de somme.

Définition 46. Un ensemble spécial A est un ensemble semi-spécial tel que tous
ses sp-intervalles I, (a;, h;) ont les mémes indices m; = min A.

En d’autres termes, un ensemble semi-spécial
A =TI, (a1, hy) ULy, (ag, ho) U--- UL, (an, hy)
est un ensemble spécial si
m=mg=--=my=m=a; < ay << ay.
Par conséquent A est de la forme :
A= 1In(m,hy)UL(ag, he) U---ULy(an, hy).
Nous allons utiliser une notation spécifique pour les ensembles spéciaux.
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Notation 47. Soit A = I,,,(m, h1)UI(ag, ho)U-- Ul (an, hy,) un ensemble spécial,
avec m = a; < ag < -+ < a,. Alors nous dénotons A comme suit :

A = (m,hi){ag, ha) -+ (an, hn)-

Par conséquent I,,(a;, h;) = (a;, h;) pour 1 < i < n, l'indice des (a;, h;) est
m = min A.

Exemple 48. Réécrivons les parties Ay, Ag, Az, Ay de [66], de I’Exemple 43, avec
cette nouvelle notation :

Ay = (1,2)(8,0)(11,0)(22,0)(25,0)(50, 0)(63, 0)
Ay = (3,1)(19,2)(51,0)(64, 0)

As = (9,2)(54,0)

Ay = (24,1).

Ici, nous avons
(19,2) = I5(19,2) = [19,23] \ {20,22} = {19, 21, 23}.

Si a > 1 nous avons I,(a,0) = (a,0) = {a}. Par commodité pour m = 1, au lieu
d’utiliser la nouvelle notation nous énumérons simplement

Ay ={1,2,4,8,11,22,25,50,63}.
Rappelons qu'un ensemble spécial
A= Iml (mly hl) U Img (a27 hQ) U---u Imn (an7 hn)a

avec my; = aj < ag < - -+ < a,, remplit les conditions

m;=m<m;=m
pour tout j et m; < a; si j > 2, qui sont des conditions nécessaires sur un ensemble
semi-spécial pour qu’il soit faiblement libre de somme. Voir Affirmation 45 et 44.
Critére pour étre faiblement libre de somme

Ici, nous donnons des conditions nécessaires pour qu’un ensemble spécial soit
faiblement libre de somme.

Affirmation 49. Soit A = I,,,(m,hy) U I,(ag, ho) U -+ U L, (an, hy) un ensemble
spécial tel que 3<m=a; < as < -+ < ay,.

Si A est faiblement libre de somme, alors pour 1 < i < n nous avons

;41 > INax Im(az-, hl)
ou
L (a;, hi) D Inp(@ia, hiv).

Remarquons que : (a;11 > max I, (a;, hi)) = (Ln(a;, hi) O Lp(aie1, hiv) = 0).
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Démonstration. Supposons qu’il existe un entier ¢ € [1,n — 1] tel que
a;y1 < max I, (ag, hy).

Nous allons montrer que soit I,,(a;, hi) 2 Ln(ai+1, hit1) soit A n’est pas faiblement
libre de somme.

1. Si Im(ai, hz) N Im<ai+1, hi+1) = Q) alors
air1 & Im(ai, hi).

Puisque
a; < a;p1 < max Ly, (a;, hy)

nous avons, par la Proposition 41 que
I(ai, hi) U{aisa}

n‘est pas faiblement libre de somme. Cela est dt a la Propriété 1.1 : I,,,(a;, h;)

est un sous-ensemble [a;, max I,,,(a;, h;)] m-maximal, ¢’est-a-dire, le plus grand
ensemble maximal inclus dans [a;, max I,,,(a;, h;)] et contenant a; et max I,,,(a;, h;).
Ainsi A n’est pas faiblement libre de somme.

2. Si I,(a;, hy) N Ip(aigq, hivr) # 0 : Puisque a; < a;41, nous avons :
soit a1 — 1€ Ly(ai, hy), soit a1 —2 € Ly(ag,hy).
Par hypothese m > 3, nous avons
a1 +1<a1+m—2<a;1+m-—1
et
a1 +m—1¢€ A
eSi a;y — 1€ I,(a;h;) nous avons :

oSi a;41 — 1 %# m, alors A n’est pas faiblement libre de somme, car
m, a1 — l,a;01 +m—1¢€ A

0oSi a1 —1=m,alorsi=1et ap =m+ 1, nous avons :

xS as+m = 2m + 1 € A, alors A n’est pas faiblement libre de
somme, car
m,m+1,2m+1 € A.

* Si 2m+1¢ A, cest-a-dire, ap+m+1=2m+2 € A, nous avons :
*Si m+2=ay+1€ A, alors

m,m-+2,2m+2 € A,

donc A n’est pas libre de somme.
*Si m+2=ay+1¢ A, alorsm+2¢ I,,(m,hy) ainsi hy =2, et
as + 1 ¢ I,(az, hy) d’ott hy = 2, nous obtenons le cas
I,(m,2) D I,(m+1,2).
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e Si ;41 — 1 ¢ Im(ai, hl), alors i1 — 2 € Im(ai, hz) .
oSi a;y1 — 2 # m, nous avons :

* Si a1 +m —2 € A, alors A n’est pas faiblement libre de somme,
car
m, ;41 —2,ai+1 +m-—-2€A

 Si a1 +m—2¢ A, alors a;y1 +m — 2 =a;41 + 1 ainsi
m =3
et
a1 +m+1=a;1+4 € I3(a;41,2) = {ai1, a1 +2,a;1+4} C A.
Pour h; = 1,2 nous avons
2m =6 € I3(3,hy) C A.
*Si a;41 — 2 # 6, alors A n’est pas faiblement libre de somme car
6,a;11 —2,a;11 +4 € A.
*Si a;41 — 2 =6, c’est-a-dire, a;,1 = 8, alors
I3(3,2) = {3,4,6,8} C A
donc A n’est pas faiblement libre de somme, car
4,a;11,0;41 +4 € A
oSi a;y1 —2=m,alorsi=1et a; =m ainsi
as—1=m+1¢ IL,(m,hy),
donc nous avons hy =1 et I,,(m,1) C A.

xS 2m+3=ay+m+ 1€ A, alors A n’est pas faiblement libre de
somme, car
ar=m,m+3,2m+ 3 € A.

* Si as+m+1¢ A, alors hy = 0 donc nous avons
I,(m,1) D I,,(m+2,0).
O

Notons que I'’hypothése m > 3 est essentielle dans 1’Affirmation 49. Voici des
contre-exemples pour m < 2.
Pour m = 2, pour tout entier a; > 7, ’ensemble spécial

A=1,2,1)U Ix(a;,2) U Iy(a; + 3,2) = {2,4,5,a;,a;, + 3,a; + 6}

est faiblement libre de somme alors que

a; +3 € Iy(a;,2) N Is(a; +3,2) et  a;+6 € I(a; +3,2) \ Iz(a;, 2).
De méme, pour m = 1, pour tout entier a; > 4, I’ensemble spécial

A=1L(1,1)UL(a;,2)U(a; +2,2) ={1,3,a;,a; + 2,a; + 4}

est faiblement libre de somme alors que

a;+2 € Li(a;,2)NL(a; +2,2) et a;+4€(a;+2,2)\ [1(a;,2).
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1.4 Partitions spéciales

Nous introduisons quelques définitions en relation avec les partitions qui utilisent
exclusivement les ensembles spéciaux.

Définition 50. Soient k,m deux entiers positifs. Une k-partition spéciale P de
[m] est une partition de [m] en k parties faiblement libres de sommes qui sont des
ensembles spéciau.

Définition 51. Soit k un entier positif. Nous définissons le nombre N (k) comme le
plus grand entier m tel qu’il existe une k-partition spéciale de [m)].

Nous avons
N(k) = max{m € N | 3P k-partition spéciale de [m]}.
Bien str, pour tout entier n € N, nous avons
N(k) < WS(k).

Une k-partition spéciale mazimale est une k-partition spéciale de [N (k)]. Un entier
m est un minorant de N (k) sl existe une k-partition spéciale de [m].
— Nous avons

]1(172) = {17274} 2 [172]7

ainsi
N(1) =2,
car WS(1) = 2.
— Soient
A1 = [1(1,2) U 11(8,0) et A2 = [3(3, 1),
nous avons

[8] - Al U Ag
d’ot N(2) > 8. Comme WS(2) = 8, alors

N(2) = 8.
— Nous avons aussi
N(3) = 23,
car WS(3) = 23 et nous avons une partition spéciale de [23] en 3 parties
A17 A27 A3 :
Al = [1(1, 2) U 11(8, O) U 13(11, 0) U [1(22, O),
Ay = 13(3,1) U I3(19,2),
A3 == 19(9, 2)

Nous remarquons que, pour 1 < k < 3, il n’y a qu’une seule k-partition spéciale
maximale de [N (k)].
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— Nous savons que WS (4) = 66. Par I'Exemple 43, nous avons 66 < N(4), d’ou
N(4) = 66.

Notons qu’il y a quatre 4-partitions spéciales maximales de [66] (Voir [16],
[17]).
En résumé, pour k < 4, nous avons WS (k) = N (k). Pour n = 5, nous allons voir
que N(5) = 196 (Par ordinateur).
Nous donnerons des minorants de N (k), et donc aussi de WS(k), pour 6 < k < 9.

2 Formules de quelques sommes restreintes

Dans cette section nous étudions les sommes restreintes de deux ensembles fi-
nis, lorsqu’ils sont écrits sous la forme [z,y] \ C, et de deux intervalles spéciaux.
Les formules obtenues ont été utilisées dans notre algorithme de recherche afin de
I’accélérer considérablement.

2.1 Sommes restreintes de deux ensembles finis
Etant donné deux ensembles finis
I=[a,y]\C et J=I[rs]\H

avec C C [z + 1L,y — 1] et K C [r+ 1,s — 1] tels que |C] et |K| ne sont pas
nécessairement plus petits que deux (remarquons que si max(|C|, |K|) < 2 alors [
et J sont des intervalles troués).

Par définition, I U J est faiblement libre de somme si

(ITuJ + TUJ)N{IUJ)=0.

Nous supposons que I NJ = 0, car si L = I NJ # 0, nous pouvons considérer
I'ensemble fini I’ =1\ L = [2/,y]\ C" avec C' C [2' + 1,y — 1] et

ITUJ={I\L)UuJ=IUJavecI'NJ=0.
Alors ici nous supposons que I N J = () et nous avons :
(ITUJ)4+ (TuUJ) = (I+I) U (I+J) U (J+J).

Donc I U J est faiblement libre de somme si pour chaque somme restreinte S =
I+1, J+J, I+J nous avons
SNn(IuJ)=0.
Nous allons donner la forme de I+.J quand I = JouINJ =0 :
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Proposition 52. Soient deur ensembles finis d’entiers positifs
I=[z,y]\C e J=|rs]\K
tels que C Clx+1,y—1] et K C[r+1,s —1] avec
I=J ou INJ=0.
Alors il eviste H C (x+ K U C+s) tel que
I+J=[z+r+dr,y+s—1054\ H

Démonstration. Puisque
r el C [z,y

et
s €J C rsl,

NOUS avons :
(x+] U Its) © I4+J C ([, y]+rs]).

D’abord nous étudions le cas I = J, puis le cas I N J = (.

— Cas I = J, c’est-a-~dire, x =1,y = s et C' = K. Nous avons

v+J = [z+r+1La+s\(z+0),
I+s = [z4+s,y+s—1]\ (K + s).

Alors nous obtenons

r+J U I+s = [z4+r+1Ly+s—1\(z+C U K +s),

[z, y]+[r,s] = [x+r+1,y+s—1].

En appliquant (2.1), nous avons

z+r+ly+s—1\(@+C U K+s) C I+J C [z+r+1y+s—1].

Dou, il existe H C (x+C U K + s) tel que
I+J=[z+r+1,y+s—1]\ H.

— (Cas I'NJ =0, nous avons :

z+J = [z+rz+s\(z+0),
I+s = [z +s,y+s]\(K+s).
Alors,
z+J U I+s = [z+nry+s]\(@z+C U K +s),
[yl +[rs] = [z+71y+s].

En appliquant (2.1), nous avons

[+ry+s]\(z+C U K+s) C I+J C [z +ry+s]

D'ou, il existe H C (z+C U K + s) tel que

I+J =z +ry+s|\H
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En résumé, si I =JoulNnJ =10 ilexiste H C (x+C U K + s) tel que
I+J=[z+r+dr,y+s—1054\ H.

avec 077 = 1 si I = J et 0 sinon. O

Par la définition de H dans cette Proposition 52, nous avons pour tout entier
t e [ZL'+T+5]7J,y+S_6]7J] :

te Hetd¢ I+

Puisque H C (z + K U C + s), alors pour déterminer /4. nous devons connaitre
quand un élément de (z + K U C + s) appartient a H.
Nous allons d’abord introduire une définition :

Définition 53. Soient z,c € N et I,J C N. Nous définissons [’ensemble d’entiers
B(1,z,¢,J) par

B(l,z,e,J) =T -2 N c—J)\{

}.

Exemple 54. Soient I = {1,3,5} et J ={2,3,7} et z=1 et ¢ =5 alors

c—z
2

B(I,1,5,J) = (I—-1nN 5—J)\{5—;1}
(

{1,3,5) -1 n 5-{2,3,7})\ {2}
= ({0,2,4} N {-2,2,3})\ {2}
— 0.

D’aprés la Proposition 52, pour déterminer I+J il suffit de donner H qui lui
correspond. Tel est 'objet de la proposition suivante. Remarquons que

(z,e)e {z}x K U Cx{s}) = z+ce(xz+K U C+s).
Proposition 55. Soient deuzr sous-ensembles finis non vides
I'=[z,y]\C, J=][rs]\K
tels que INJ =0 ou I=J avecC Clz+1,y—1] et K C[r+1,s—1]. Notons
I+J =z +r+6r5,y+s—20dry) \ H,

ou HC (x+ K U C+s).
Soit (z,¢) € {z} x K U C x {s}), alors nous avons :

z+ceH & B(,z.cJ)=0.
Démonstration. Soit
(z,¢) € ({z} x K)U(C x{s}) C [z,y = 1] x [r+1,5].
Nous savons, par définition de H, que

z+c€e€l+J sietseulementsi z+4c¢ H.
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En d’autres termes, il existe un entier ¢ tel que z+i € [ et c—1 € J car
z4+c=(z41) + (c—1).

Sil=Jetz+i=c—i,alors (2+1i)+(c—1i) ¢ [+J. Donc,si [ = J et z+c € [+,
nous devons ajouter la condition

z2+1F#c—1.

Remarquons que nous n’avons pas besoin d’ajouter cette derniére condition quand
InJ=40.
En récapitulant, z + ¢ € I+J si et seulement si : il existe i tel que

1
iEI—z,iGc—Jeti¢{§(c—z)}.
Cela veut dire que
1
ie(l—znN c—J)\{§(c—z)}:B([,z,c,J),

qui se traduit par

B(I,z,¢,J) # 0.

Nous remarquons que ici nous avons
B(I,z,¢,J)=[x—z,y—z]Nc—s,c—r]\(C—2z Uc—K U{%(C—Z)}).
Notons aussi que si I NJ = (), nous avons
B(I,z,c,J) =[x —z,y—z]N[c—s,c—7]\(C—2z U ¢c— K).
Remarque 56. Etant donné un entier mo > 2. Soient
I=[z,y]\C, J=][rs]\K
deux ensembles finis d’entiers, tels que C C [x+1,y—1] et K C [r+1,s—1] avec
|IC| < myg, |K|<myg.
Par la Proposition 52, il existe
HC(z+K U C+s)

tel que
I+J=[z+r+dr,y+s—2054\ H

Alors
H| < |C] + K] < 2my.

Donc pour connaitre I+J, nous appliquons av plus 2mq fois la Proposition 55 sur
les éléments de (x + K U C + s). D’ou, le cott de l'implémentation de la somme
restreinte de I4+.J dépend seulement de mq, mais ne dépend pas du cardinal de I et
J. Voila pourquot nous avons choisi mg = 2, donnant lieu auz intervalles troués et
sp-intervalles.
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2.2 Sommes restreintes de deux intervalles spéciaux dans un
ensemble spécial

Ici nous considérons un ensemble spécial A, c’est-a-dire,

n

A = Tpn(m, ha) U I (ag, ha) U -+ - U I (an, h) = | I (@i, s)

=1

tel quem =a; < ag < -+ < ap et h; € {4;1,2} pour 1 < i < n avec I,(a;, hi) N
Ln(aj, hj) =0sii#j.

La somme restreinte de A avec lui méme est :

n

A+A = LnJIm(CLi, h,) —|— U Im((lj, h])

7=1
_UU az, i ] (aj,hj)).
i=1j5=1
Alors

(A+A)N A= UU m(ai, h m(aj, h ﬂU[ (ak, hi)

lel

- UU U < (ai, hi)+Im(aj, hy)) N fm(ak,hk)> :

i=1j=i k=j

Affirmation 57. L’ensemble spécial A = \J;_, Im(a;, h;) est faiblement libre de

somme si et seulement si pour tous entiers 1 < i < j <k <n, nous avons :
(Im(az,hz)—l—fm(aj,h])) ﬂ[m(ak,hk) = @ (24)

En d’autres termes, A n’est pas faiblement libre de somme s’il existe 1 < i <
j <k <n tel que

(Ln(ai, hi)+ 1 (aj, hy)) N I (ak, hy) # 0. (2.5)

Alors nous devons savoir I,(a;, h;)+1n(a;, h;) pour tout 1 < i < j < n. Cette
somme restreinte est de la forme :

Lo(a;, hi)+1n(ai, hy)  pour 1 <i<n,

Ln(ai, hi)+1n(aj, hy)  pour i # j,

avec I, (a;, hi) N I (aj, hy) =0 sii # j.

En utilisant les Propositions 52 et 55, nous donnons les formules sur les sommes
restreintes de deux intervalles spéciaux. Premiérement, nous donnons la somme
restreinte de I,,(a,h) avec lui méme. Ensuite, nous déterminons la somme res-
treinte de deux intervalles spéciaux disjoints. Rappelons que l'intervalle spécial
I,(a,h) = (a, h) est défini par

In,(m,1) = [m,2m+ 1]\ {m + 1} sia=m
I,(m,2) = [m,2m+2]\{m+2,2m+1} sia=m
I,(a,0) = [a,a+m —1] sia>m
In(a,2) = [a,a+m+1]\{a+1,a+m} sia>m.
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Proposition 58. Soient m,a deux entiers positifs avec m < a. Nous avons :

In(a,0)4+1,(a,0) = [2a+1,2a +2m — 3], pour tout m € N

. 2a 4 2,2a + 2m 2a +m tm < 4,
(0.2 Hn(0,2) = { | e 26
[2a + 2,2a + 2m)| sim > 5.
({4} sim=1
Ln(m, 1)+1,,(m,1) =< {6,7,9} sim =2
| 2m+2,4m +1] sim > 3.
({3,5,6} sim=1,
. 5,8,9 sim =2,
L(m, 2)4+1,(m,2) = { ’ :
2m +1,4m + 2]\ {2m +2,3m + 4} sim = 3,4,
[ 2m + 1,4m + 2]\ {2m + 2} sim > 5.

Démonstration. Nous choisissons de montrer seulement (2.6). Les preuves des autres
cas sont similaires.
D’apreés la Proposition 52, il existe un ensemble

H C{2a+1,2a+m,2a+m+2,2a +2m + 1},

tel que
In(a,2)+1,(a,2) =[2a+1,2a + 2m + 1] \ H.

Soit
(z,¢) € ({a} x {a+1,a+m}) U ({a+1,a+m} x {a+m+1}).
Par la Proposition 55 nous avons z + ¢ € H si et seulement si :
B(In(a,2), z,¢,I,(a,2)) = 0.
Rappelons que

cC—Zz

2}'

e Pour z =aetc=a+1, nous avons z+c = 2a-+1, en appliquant la Proposition
55 nous avons :

B(In(a,2), z,¢,In(a,2)) = (Ih(a,2) —2 U ¢—1In(a,2))\{

B(In(a,2), 2, ¢ In(a,2)) = [0,m +1]0 [=m, 1]\ {1,m + 1,0, —m, %}
= 0,
pour tout entier m. Alors
2a+1 € H pour tout entier m.

e Pour z =a et ¢ = a+ m, nous avons z + ¢ = 2a + m. Nous avons
B(In(a,2), 2,0, In(a,2)) = [0,m + 1] 0 [=1,m] \ {1,m,0,m — 1, 2},
Puisque B(I,,(a,2),z,¢,I,(a,2)) = () si m < 4, alors par la Proposition 55

2a +m € H sim < 4.
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e Pour z=a+1etc=a+m+1, c’est-a-dire, z+c = 2a +m + 2. Nous avons :
B(In(a,2), z,¢, In(a,2)) = [—=1,m] N [0,m + 1]\ {0,m — 1,m, 1, %}.
Comme B(I,(a,2),z,c¢,1,(a,2)) =0 si m <4, alors
20+ m+2¢€ Hsim<4.

e Pour z=a+metc=a+m+1, c’est-a-dire, 2+ ¢ = 2a+m+ 1. Nous avons :

B(In(a,2),z,¢,In(a,2)) = [-m,1]N[0,m+ 1]\ {1l —m,0,m,1}
= 0,
pour tout entier m. Alors, nous avons

2a + 2m + 1 € H pour tout m € N.

En récapitulant, nous avons

e {2a 4+ 1,2a+m,2a+m +1,2a+2m + 2} sim <4
| {2a+1,2a +2m + 1} sim > 4.

Dou I,,(a,2)+1,(a,?2) est de la forme

[2a+1,2a +2m + 1]\ {2a+ 1,2a + m,2a + m+ 1,2a+2m +2} sim <4
[2a+1,2a +2m + 1]\ {2a + 1,2a + 2m + 1} sim > 5.

En simplifiant, nous obtenons (2.6). O

Maintenant, nous allons déterminer les sommes restreintes de I,,,(a, h) et I,,(a’, h')
onm < a,d et I,(a,h) # I,(a’,h), c’est-a-dire, d’aprés I’Affirmation 49

Ln(a,h) N Ly (a',h') = 0.

Puisque a € I,(a,dmq) N In(a,2) pour m < a, alors nous avons sept sommes
restreintes de deux sp-intervalles disjoints possibles.
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Proposition 59. Soient m,a,d’ trois entiers positifs tels que m < a,a’ et a # a'.
Nous avons :

a+l,a+3|\{a+2} sim=1

Ly (m, 1 Im ,0) = .
(m, 1)+1n(a, 0) {a+m,a+3m] sim > 1

a+m,a+3m+2\{a+m+1Lla+2m+2} sim<2
a+m,a+3m+2]\{a+m+1} sim >3
(2.7)

[
[
I,(m,1)+1,(a,2) = { {

hﬂmm+%mﬁy_{M+mﬂ+ﬁm+ﬂ\ﬂﬁﬂm+ﬂ} sim <2
[a+m,a+3m+ 1] sim >3
[a+1,a+10]\{a+5,a+7,a+9} sim=1
[a+2,a+9\{a+4,a+7a+8 sim=2
[a+3,a+12]\ {a+9,a+ 11} sim=3
[a+m,a+3m+3]\{fa+3m+2}  sim>4

In(a,0)+1,(d',0) = [a+d,a+d +2m—2] pour tout m € N

Ln(m,2)+1,(a,2) =

(@, 0) 41 (d 2):{[a+a/,&+a’+2m~|—2]\{a—l—a’+m} sim <2

la+d',a+d +2m+ 2] sim >3
(la+d,a+d +4\{a+d +1a+d +3} sim =1
a+ad +1,a+ad +2,
a+ad,a+ad +6 sim =2
(0. 2)41(d.2) | ]\{a+a'+4,a+a’+5}
In(a,2)+1,(a',2) =
sim =3

a+ad+1,a+d+3,
[a+a’,a+a'+8]\{ }

a+a +5a+ad +7
| latd,a+d +2m+2]\{a+d +1a+d +2m+1} sim>4.

Démonstration. Ici, nous montrons seulement 1‘égalité (2.7). Les preuves des autres
cas sont similaires. D’apres la Proposition 52, il existe un ensemble

HC{a+m+1,a+2m,a+2m+ 2}

tel que
Lo(m,)+1,(a,2) = [a +m,2a+ 3m + 2]\ H.

Soit
(z,¢) € ({m} x{a+1L,a+m})U({m+1} x {a+m+1}).

D’apres la Proposition 55, nous avons z + ¢ € H si et seulement si
B(]m(ma 1)7 z, C, ]m(a’ 2)) = ®7
avec B(I,(m,1),z,¢,1,(a,2)) = I,(m,1) — 2z N c¢—I,(a,2)).
e Pour z=m et c =a+1, c’est-a-dire, z + ¢ =a + m + 1, nous avons :

B(I,,(m,1),2,¢,1,(a,2)) = [0,m+1]N[-m,1]\{1,0,1 —m}
= 0,
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pour tout entier m. Donc
m+a+ 1 € H pour tout entier m.
e Pour z =m et ¢ = a + m, c’est-a-dire, z + ¢ = a + 2m, nous avons :
B(IL,(m,1),z,¢,1,(a,2)) = [0,m + 1] N[—=1,m]\ {1,m — 1,0}.
Alors, B(I,,(m,1),z,¢,I,(a,2)) =0 si m < 1. D’ou
a+2me Hsim=1.
( Le méme que le cas précédent quand m = 1).
e Pour z=m+1 et ¢c=a+ m, c’est-a-dire, 2 + ¢ = a + 2m + 2. Nous avons :
B(I,,(m,1),z,¢, I,(a,2)) = [-1,m] N [0,m + 1] \ {0,1,m}.
Alors B(I,,(m,1),z2,¢,I,,(a,2)) =0 si m < 2. Done
a+2m—+2¢e€ H sim < 2.
En récapitulant, nous avons
- {{a+m—|—1,a+2m—|—2} sim <2
) {a+m+1} sim > 2.
Donc, I,(m,1)+1,,(a,2) = [a +m,2a + 3m + 2]\ H est de la forme

[a+m,2a+3m+2]\{a+m+1,a+2m+2} sim<2
la+m,2a+3m+ 2]\ {a+m+1} sim > 3.

3 Structure globale

Dans cette section, nous allons construire un mot correspondant a une partition
dont les parties sont des ensembles spéciaux faiblement libres de sommes. Nous allons
utiliser cette correspondance pour restreindre le champ de recherche de partitions.

3.1 Combinatoire des mots

Voici quelques rappels sur la combinatoire des mots. Voir, par exemple le livre [13]
pour plus d’information. Soit L un ensemble fini. Nous considérons L comme un
alphabet et référons & ses éléments comme des lettres. Une suite finie d’éléments de
L est appelée un mot sur L (mot fini). Nous notons par juxtaposition

ajag . ..any
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la suite (a1, as, ..., a,) avec a; € L pour 1 < i < n. Fixons € le mot vide (suite vide).
La longueur de
W= a1ag ...0ay

est définie par
jw| =n

et |e] = 0. Nous notons L* I'ensemble de tous les mots sur L :
L* ={mots sur L} = {w=a1as...a,, | mE€N,a; € L,1 <i<m}.
Il y a un produit naturel sur L* défini par concaténation. Etant donnés deux mots
W= aiasy...0, et v=>bby...b,,
leur produit est le mot

WU = A1G3 . . . Aypbiby ... by,

Cette opération est associative et € est ’élément neutre.
Pour w,v € L*, nous disons que w est un facteur a gauche de v s’il existe un mot
u € L* tel que

v = wu.

La relation “étre facteur a gauche de” est un ordre partiel et on le note <. Ainsi,
par exemple, nous avons

e <w <wu < wuu < WUUW (avec W, U € L*)
€ < a < aab < aabbab (‘avec a,b € L).

3.2 Une application de contraction sur les mots

Soit R C L. Nous définissons une application

Ag:L— L*

r+— Ag(z) = {

€ siz € R,
x sizx ¢ R.

Son image est Im(Ag) = (L \ R)U{¢e}. Nous définissons une extension de Ag sur L*
par :

PR LY — (L\ R)’

w=ajay... a,+—> pr(w)= Ag(a1)Ar(az)...Ag(a,) | a; € L pouri € [1,n].

En d’autres termes, pr(w) est un mot que nous obtenons quand nous supprimons
toutes les lettres de R dans w. Par exemple, si

w = 124367162523 € [1,7]",

alors
P[1,3] (w) = 46765,
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3.3 Le palindrome s(a,b)

Un mot w € L* est un palindrome si
w=uw",
ott wf dénote le retournement de w (ou image miroir). Autrement dit, si
w=aay...a, € L"

alors

U}R = Qp ...0207.

En d’autres termes, un mot
w = a1ay...ay

est un palindrome si pour tout 1 < i < n nous avons

a; = p41—4-

Nous introduisons maintenant un palindrome particulier qui va jouer un role
important dans nos constructions. Etant donné un entier n, nous considérons 1’al-
phabet L = [n]. Pour a,b € [n] tels que a < b, nous définissons le palindrome s(a,b)
de maniére récursive par :

s(a,a) =a sib=a,
s(a,b) = s(a,b—1)bs(a,b—1) sib>a.
Remarquons que |s(a, b)| = 207t — 1.
Par exemples,
s(2,5) = s(2,4) 5 s(2,4)
= 2324232 5 2324232,
et s(4,6) = 4546454.

3.4 Suite de couleurs d’une partition

Soit k£ € N*. Ici, nous allons introduire le mot correspondant a une k-partition
spéciale.
Soit P une partition de [n] en k parties Ay, Ay, ..., Ay qui sont tous des ensembles
spéciaux faiblement libres de sommes. Nous avons pour 1 <i < k:
A= <mi7 h11><a’227 hz2> T <aiw h;)v
- ]mi<mi7 h;) ULy (ag’ hZZ) U---u ]mi(ailﬂ h;z),

i

avec m; = ay < ay < -+ < a

. et h; € {6;1,2} pour 1 < j < n;. Nous supposons
aussi que

min A; = m; < min Ay = my < --- < min A = my.

Nous identifions chaque sp-intervalle I,,(a, k) par son minimum a. Alors nous
considérons 1’ensemble

S={a|1<i<ketl<j<n}
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des minima de tous les sp-intervalles dans P. Puis, nous définissons la suite croissante
(b)1<i<m

des éléments de cet ensemble S, ot m = Y., n;, c’est-a-dire, nous avons :

) = U T (e, 1),

i=1j=1
1 1 2 2 k
{b, ..., b} = Hay,...,a,,01,...,0,,,...,af,...,a, },
= {d[1<i<ketl<j<n},
by <by < - <bp.

En attribuant la couleur 7 a tous les éléments de A;, nous définissons un k-coloriage

X : [n] — [K]
xr— x(x)=isix € A,.

Nous considérons la suite de couleur

(x (b)) 1<1<m

avec x(b;) € [k] pour 1 <[ < m. Nous sommes maintenant préts a introduire le mot
associé a la partition P :

Définition 60. Le mot w(P) associé a la k-partition spéciale P est défini par
w(P) = x(01)x(b2) - -~ x(bm).
Ainsi w(P) € [k]* et |lw(P)|=m = Zle n;.
Dans I’Exemple 43, nous avons une 4-partition spéciale P’ de [66],

Ay = I(1,2) U I,(8,0) U I;(11,0) U I;(22,0) U [;(25,0) U I, (50, 0) U I(63, 0)
Ay = I5(3,1) U I5(19, 2) U I3(51,0) U I5(64, 0)

As = 15(9,2) U Iy(54, 0)

Ay = Iy(24,1).

alors le mot w(P’) € [4]* associé & P’ est
w(P') = 12131214112312.
Par définition, la contraction de w(P’) sur [2, 4] est
py(P') = 2324232,
Remarquons que le palindrome s(2,4) est égal & 2324232, donc

puy(P') = 5(2,4).
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3.5 Partition contrainte

Maintenant, nous proposons de faire le processus inverse. Nous introduisons une
nouvelle définition sur les partitions liées & un palindrome s(a,n) donné.

Définition 61. Soient k,a € N avec a € [k|. Une k-partition spéciale P est
contrainte par le palindrome s(a, k) si

p[a71}<w(7))) < 5(a> k)

Nous utilisons un algorithme spécifique pour rechercher les k-partitions spéciales
contraintes par s(a, k).

4 Algorithmes de recherche de partitions

Dans cette section, nous donnons deux méthodes de recherche de partitions. La
premiére consiste a trouver des k-partitions spéciales de [n]|. La seconde cherche
seulement des k-partitions spéciales contraintes par s(a, k), pour un a € [k] donné.

4.1 Recouvrements et partitions

Fixons un entier k£ > 1. Soit n un entier positif. Rappelons que
{Ay,..., A},
avec A; C N pour 1 < i < k, est un recouvrement C de [n] si
[n] C A U--- U Ay.

Remarquons que pour tout recouvrement C, nous pouvons extraire une partition P
en supprimant les éléments dupliqués, par exemple comme suit :

B1 = A1 N [n],
i—1
B, = (Aiﬂ[n])\UAj pour 2 < i < k.

i=1
Dans cette section, nous cherchons des recouvrements et ensuite nous obtenons des

partitions correspondantes par les formules ci-dessus.
Soient P;, Py deux partitions (resp. recouvrements). Nous notons :
Y

P1 =X Py si VAGPl,E]BEPQ tel queAgB.

Soit k € N*. Une k-partition spéciale extremum Py est une k-partition spéciale
telle que s’il existe une k-partition spéciale Py avec P; =< P, alors nous avons

P2 == Pl.

Rappelons qu’une k-partition (resp. un k-recouvrement) spéciale P de [n] est de
la forme

P={A,... A}
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telle que pour 1 < ¢ < k nous avons

Ai = L, (a3, B) U Iy (0, hY) U -+ U Ly, (a1, )

%

avec m; = af < ay < --- < ap, et a’; > maxIn, (al, h%) pour 1 < j < n;. Puisque

d’aprés I’Affirmation 49, c’est une condition pour étre faiblement libre de somme.
Nous supposons aussi que

minA; =m; =1<minAy =my < --- < min A, = my,.

Nous avons vu que nous pouvons écrire I,(a,h) = (a,h) ou l'index m est le
minimum de la partie. Ainsi, avec 'ordinateur, nous optimisons la mémoire parce
que le programme informatique correspondant a notre algorithme utilise seulement
deux entiers a, h pour définir I'entrée (a, h), méme si

Card({a,h)) = m + 0ma

pour tout m > 2.

4.2 Initialisation

Nous introduisons quelques définitions relatives aux partitions en k parties fai-
blement libres de sommes.

Définition 62. Soit k un entier positif. Nous définissons le nombre K(k) comme
le plus grand entier connu a ce jour tel qu’il existe une k-partition de [K (k)| en k
parties faiblement libres de sommes.

Maintenant, nous nous tournons vers les partitions spéciales.

Définition 63. Soit un entier positif k. Nous définissons le nombre K,(k) comme
le plus grand entier connu a ce jour tel qu’il existe une k-partition spéciale (ou
k-recouvrement spécial) de [K (k).

Par ces définitions, pour tout entier positif k, nous avons :

Kop(K)
Kyp(K)

K(k)
N(k)

S(k)
WS(k).

VANVAN
IA A

Fixons k € N*. Soit un entier (k) > 0. Nous construisons un k + l-recouvrement
spécial Py41 de [n], en complétant un k-recouvrement spécial Py de [n'] tel que

Kop(k) —r(k) <n' < Kop(k).

En d’autres termes, nous initialisons notre recherche de k+1-recouvrements spéciaux
de [n] & partir de tous les k-recouvrements spéciaux Py connus de [n’], avec

n' € [Kyp(k) = r(k), Ky(k)]

Le choix de r(k) est important, car un k+ 1-recouvrement spécial de [K,(k+1)]
n’est pas nécessairement une extension d’'un k-recouvrement spécial de [Kj,(k)]. Par
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exemple, pour k = 5, nous avons Kj,(5) = 196. Tous les 6-recouvrements spéciaux
de [n] qui sont des extensions des 5-recouvrements spéciaux de [196] satisfont

n < 575.

Cependant, les 6-recouvrements de [582] sont obtenus par extensions des 5-recouvrements
spéciaux de [195]. Cela montre que nous avons besoin de prendre r(5) > 1 dans notre
algorithme de recherche pour obtenir le meilleur minorant de WS(6).

Si nous choisissons

r(i) = Kgp(i), pour 1 <i <k,

nous obtiendrons tous les k + 1-recouvrements spéciaux, dans ce cas, nous disons
que nous initialisons la recherche avec le recouvrement vide. Pour 2 < k < 5, pour
obtenir tous les k-recouvrements spéciaux, nous avons choisi

r(k—1) = Ky(k—1).
Nous remarquons que si Prrq = {A1,..., Axi1} avec
min A; < min Ay < --+ < min Ag,q,
alors pour 1 < i < k nous avons
r(i) > Kgp(i) —min A, 44 + 1. (4.1)

A posteriori, pour 6 < k < 9, pour avoir les meilleurs k-recouvrements, utilisant
I'Inégalité (4.1), il aurait suffi de prendre

Nous avons exploré jusqu’a
r(5) =11, r(6) = 12, »(7) = 15, r(8) = 12,

mais aucune amélioration n’apparait.

4.3 Algorithme de recherche de partitions spéciales

Dans cet algorithme, nous cherchons des k-recouvrements spéciaux (sans contraintes
supplémentaires). Soient k,n € N*, et supposons que nous avons un k-recouvrement
spécial C de [n] obtenu préalablement, nous allons donner un algorithme qui cherche
les k-recouvrements spéciaux contenant C.

Début: Soit C un k-recouvrement spécial de [n| en k parties Ay,..., Ag. Pour
1 =1,...,k, nous avons :

A = [mz'(alf hll) U Imi(aéa hZQ) Uu---u Imz'(afn? h:%)

= <ailv h11><al2> h22> T <aiziv h;»
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avec aj = m; < ay < ... < al (car a’,, > max Iy, (a},h)), et b} € {01;,2} pour
tout 4, j. Supposons que n est l'entier tel que

k

i=1
et

k
i=1

En d’autres termes, n est le plus grand entier (qui dépend de C) tel que [n] est
couvert par C et donc n + 1 est le plus petit trou positif de C que nous essaierons
de combler pour former un autre recouvrement contenant C.

Pour chaque r € [k] et h(r) € {d4,0,2}, nous considérons le recouvrement

C(rh(r) — {A(nh(r)) 11<i<k}

tel que pour 1 <17 <k :

ey _ ) A sii#r,
! A UL, (n+1,h(r)) sii=r,

oum, =n+1si A, = 0. Nous avons
{CTMD | (r, h(r)) € [K] X {0a,.0,2}}] = 2k

Puisque n + 1 € A" il existe n™h() > + 1, le plus grand entier, qui dépend
de CM) | tel que

k
[n(r,h(r))] C UA'ET,h(r))'
i=1

Par construction, Agr’h(r)) = A, est faiblement libre de somme pour ¢ # r. Alors le
recouvrement C"") est un k-recouvrement spécial de [n(™"")] si et seulement si
AT oot faiblement libre de somme. En appliquant I’ Affirmation 57, nous détermi-
nons si A" est faiblement libre de somme. Mais, nous avons supposé que A, est
faiblement libre de somme (s’il n’est pas vide), ¢’est-a-dire, pour 1 < i < j < g < n,

17770

Donc, A" = A, U1, (n+1,h(r)) est faiblement libre de somme si et seulement

r

si, pour 1 <17 < j <n, + 1 nous avons

(L, (a7 b))+ L, (ag, 1)) O Ly, (0 + 1, 1(r)) = 0,

77777
ottay, ., =n+1leth), ,=h(r). Soit

Ly = {(r,h(r)) € [k] x {04, 0,2} | A""™) faiblement libre de somme}.
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cas 1:Si L, # 0. Nous avons

Ly, = {(7’1, h<Tl))> (TQ’ h(r2))> R (TILw|7 h(r\Lw\))}'

Nous obtenons |L,| nouveaux k-recouvrements spéciaux
COMOD . ) € {COMOD | (1, h(r)) € [K] X {5,0,2}}

tels que pour i = 1,...,|L,| nous avons :
(a) C = Clrah(r),
(b) Alrehtr) glroh(ra) - ,Ag"’h(”)) sont faiblement libres de sommes.

Nous revenons au Début avec le k-recouvrement spécial C = C#"")) de [n],
n = namr)) pour 1 < i < |Ly|.
cAs 2 :Si L, = (0. Alors le k-recouvrement C est extremum. Et nous arrétons la

recherche de k-recouvrement contenant C.

Remarque 64. Si a linitialisation, le recouvrement de départ est vide, cette mé-
thode répertorie tous les k-recouvrements.

4.4 Algorithme de recherche de k-partitions spéciales contraintes
par le palindrome s(a, k)

Nous présentons maintenant notre méthode pour construire un k-recouvrement
spécial P dont le mot correspondant w(P) est un facteur a gauche d’un palindrome
donné sur s(a, k) avec a € [2,k — 1].

Soient k,n € N*. De méme que la méthode précédente, nous supposons que nous
avons un k-recouvrement C spécial de [n] dont le mot correspondant est un facteur
a gauche sur s(a, k), a € [k — 1]. Nous allons chercher les k-recouvrements vérifiant
les mémes propriétés et contenant C.

Début: Soit C un k-recouvrement spécial de [n] en k parties A;, ..., Ay et contraint
par s(a, k). En d’autres termes, nous avons

Pla—1)(w(C)) < s(a, k).

Pour 1 < i < k nous avons

7 T

Ai =1, (a’ilv hll) UL, (a’é: th) U---u Imz(a:h’ hilz)

avec ay =m; < ay < ...<aj et h’ € {d,;,2} pour tout i, ;.
Supposons que n est 'entier le plus grand tel que

k
i=1
et alors
k
i=1
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Comme dans la méthode précédente, nous essaierons de combler ce plus petit trou
n + 1 de C pour construire un autre recouvrement contenant C.
Rappelons que le mot w(C), qui correspond a C, est défini par

w(C) = x(b1)x(b2) ... x(bm),
oum=>3" net
{bi|1<i<m}=A{a [1<i<k, 1<j<n}

tels que
by < by < -+- < by

Nous avons supposé que :
Pla—1)(w(C)) < s(a, k) = caycp) - - - C(2k—a+1_1),
c’est-a-dire, il existe [ < 28721 — 1 tel que

Pl (w(C)) = cayc@) - co,
L= |pa-1(w(C))]-

Selon la longueur [ de pj,—1j(w(C)), nous définissons 'entier

f(l) C(1+1) sil < 2keft 1,
Cla—1 sil=2F0atl_1,

Pour r € [a — 1] U{f(I)} et h(r) € {4, 9,2}, nous considérons le recouvrement
CRRE) — {AKRKD |1 < <

tel que pour 1 <<k :

gl _ ) A sii#r,
! A, UL, (n+1,h(r) sii=r,

oum, =n+1si A, = 0. Nous avons

2a sil < kel _q

Hc(r,h(v’)) | (r,h(r)) € ([a—1JU{f(D}) x {5A,.,@,2}}| = {2(a 1) sil=2ketl g
= 2(a— 6[72k—a+1_1).

Puisque n + 1 € Al(f’h(r)), il existe n""") > n 4 1 le plus grand entier, qui dépend
de CM(M) | tel que

k
[n(r,h(r))] C UAl(T»h(?"))‘
i=1

Par construction, r» € [a — 1] U {f(l)} avec f(I) = cqy1y = a ou f(l) = a — 1,
c’est-a-dire, r = c(41) ou r < a. Nous avons

x(n+1) =x(ay, 1) =r
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et
w(CM)Y = w(C)x(n+ 1) = w(C)r.
Comme
Pla—1] (w(C)) =c)Ce) ---cq) < S(CL, k),
alors
Pla—(w(C)) = pra1) (w(C)) Ay (1)
_ C1)C@2) - - - C) sir < a,
0(1)6(2) c. C(l)c(l+1) sir Z a.
Donc

Pla—(w (€M) < s(a, k).

Par hypothése, AgT’h(r)) = A, est faiblement libre de somme pour ¢ # r. Alors le
k-recouvrement C™"") est un k-recouvrement spécial de [n("")] si et seulement si

AL

est faiblement libre de somme. Comme dans la méthode précédente, I'en-

semble A" = A, U I, (n+1,h(r)) est libre de somme si et seulement si pour

1 <7< 5 <n,.+ 1 nous avons

(L, (a7, b))+ L, (a5, 15)) O L, (0 + 1, 1(r)) = 0,

37770

otay, ., =n+1leth], ,=h(r). Soit

Ly =A{(r,h(r)) € ([a—1JU{f()}) x{d4,0,2} | AT faiblement libre de somme}.

Ici, nous réduisons le domaine de recherche de recouvrements, car
|L,| < 2(a — 5[72k7a+1_1) < 2a.
cas 1:Si L, # (. Nous avons

Ly = {(r1, h(r1)), (r2, h(r2)), - - (L) R(rp))) }-

Alors nous obtenons |L,,| nouveaux k-recouvrements spéciaux

Clrih(r))
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-+, Crbal b)) e {CUM O | (1, b(r)) € ([a=1JU{f(D)})x{da,0.2}}

tels que pour i = 1,...,|L,| nous avons :
(a) C = Clrahri))]

(b)

ri,h(r; ri,h(r;
AT 4(rih(r)

A,(:"’h(”)) sont faiblement libres de sommes,

g e ey

(©) Pray(w(CTHDN)) < s(a, k).

Nous revenons au Début avec le k-recouvrement spécial C = CU#"")) de [n],
n = naPr)) pour 1 < i < | Ly

cas 2:Si L, = 0. Alors le k-recouvrement C est extremum sur les k-recouvrements

contraint par le palindrome s(a, k). Et nous arrétons la recherche de k-
recouvrement contenant C avec la contrainte s(a, k).
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5 Meilleures partitions obtenues

Dans cette section, nous allons donner les partitions que nous avons trouvées
en appliquant les méthodes de recherches précédentes. Nous remarquons que pour
1 < k <9 nous avons

K (k) = Ko(k) < N(k).

Nous présentons les résultats avec la Notation 47. Pour k£ = 5 et 6, nous avons
utilisé la premiére méthode de recherche 4.3 pour retrouver les meilleurs minorants
de WS(5) et WS(6) dans [5] et [6] respectivement. Pour £ = 7,8 et 9, nous avons
appliqué le second algorithme de recherche 4.4 avec la contrainte s(2, k) pour obtenir
les meilleurs minorants, jusqu’a ce jour, sur WS(k), 7 < k < 9 a savoir :

WS(7) > 1740, WS(8) > 5201, WS(9) > 15596.

Nous donnons les liens vers les fichiers contenant toutes les meilleures n-partitions
spéciales que nous avons trouvées pour 5 < n < 9 dans deux formats différents
dans [16] et [17].

5.1 5 et 6-coloriages

Les minorants

WS(5) > 196 et WS(6) > 582

ont été obtenus dans [5| et [6], respectivement. Méme si nous ne les avons pas
ameéliorés, nous avons trouvé des partitions spéciales de [196] et [582] en 5 et 6
parties, respectivement, utilisant le premier algorithme 4.3.
Pour k& = 5, nous avons initialisé la recherche a partir de la partition vide. Nous
avons enregistré
913337131

5-recouvrements spéciaux extremums. Une recherche exhaustive a révélé qu’il n’existe
pas de recouvrement de [197] en 5 parties qui sont des ensembles spéciaux faiblement
libres de sommes, et nous avons trois 5-recouvrements spéciaux de [196] d’ou

N(5) = 196.

Le programme C ++ correspondant a l’algorithme a pris 26 heures pour obtenir
tous les résultats, en utilisant un coeur d’un processeur i7-2,6 Ghz, d’'un ordinateur
portable. La taille du fichier contenant tous les 5-recouvrements spéciaux extremums
dépasse 190 Go.

Proposition 65. Nous avons WS(5) > N(5) = 196.
Démonstration. Ici, nous montrons que WS(5) > 196 en donnant une 5-partition
spéciale de [196] :

Ay = {1,2,4,8,11,22,25,53,63,69, 135, 140, 150, 155, 178, 183, 196}

Ay = (3,1)(19,2)(50,0)(64, 0)(137,0)(151, 0)(180, 0)(193, 0)

Ay = (9,2)(54,0)(141,0)(184,0)

1)(154,2)

)

Ay = (24,1
Ay = (67,2
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Comme nous l'avons dit plus haut, nous avons trouvé trois 5-partitions spéciales
de [196] ( [16], [17]). L'une d’elles a déja été donnée dans [5]. Il reste un probléme
ouvert de montrer que WS(5) = 196.

Nous passons maintenant aux 6-coloriages. En 2012, les auteurs de [5] ont montré
que

WS(6) > 572,

et puis en 2013, une amélioration de ce minorant de WS(6) est donné dans [6]. Tel
est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 66. Nous avons WS(6) > 582.

Démonstration. 1l suffit de donner une 6-partition spéciale de [582].

o [41.2,4.8,11,22,25.53,63,68, 136,149, 154, 177, 182, 192, 198, 303, 407, 412, 435, 440, 450, 455,
"7 | 521,526, 536, 541, 564, 569, 582}

4, [(3:1)(19.2)(50,0)(64.0)(137,0)(150,0)(179,0){193, 0)(395, 0} (408, 0) (437, 0) (451, 0) (523, 0)
>~ | (537,0)(566,0) (579, 0)

A3 — (9,2)(54,0)(140, 0)(183,0) (398, 0) (441, 0) (527, 0) (570, 0)

67,1)(454, 2)

9,
(24,1)(153,2) (411, 2) (540, 2)
=
= (196,2).

[

Nous avons trouvé treize 6-partitions spéciales de [582] ( [16], [17]). Nous obser-
vons que la 6-partition établissant WS(6) > 582 donnée dans [6] n’est pas composée
d’ensembles spéciaux. Par exemple, sa sixiéme partie est

Bg = [196,392] \ {197, 252,292,304, 342, 368,370}
qui n’est pas un ensemble spécial, alors que notre sixiéme partie est I’ensemble spécial
Ag = (196,2) = [196,394] \ {198,393}.

Remarque 67. Pour r < 6, le mot correspondant a une r-partition spéciale P, de
[1, K(r)] que nous avons trouvée vérifie :

puy(w(Py)) = s(2,r).
Dans les résultats suivants, nous avons utilisé 1’algorithme de recherche 4.4 utili-
sant comme contrainte le palindrome s(2, k) pour restreindre le champ de recherche.

5.2 T-coloriages

Le meilleur minorant connu actuellement publié est
WS(7) > S(7) > 1680

établi par Fredricksen et Sweet dans [8]. Ici nous améliorons ce minorant comme
suit.
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Proposition 68. Nous avons WS(7) > 1740.

Démonstration. 11 suffit de donner une 7-partition spéciale de [1740] :

[{1,2,4,8,11,22, 25,50, 63, 68, 136, 149, 154, 177, 182, 192, 197, 397, 407, 412, 435, 440, 450, 455,
521,526,536, 541, 564, 569, 582, 585, 1170, 1180, 1185, 1208, 1213, 1223, 1228, 1294, 1299, 1309, 1314,
| 1337,1351, 1356, 1551, 1565, 1570, 1593, 1598, 1608, 1613, 1679, 1684, 1694, 1699, 1722, 1727, 1737}
[(3,1)(19,2)(51,0)(64, 0)(137, 0)(150, 0)(179, 0)(193, 0) (394, 0) (408, 0) (437, 0) (451, 0) (523, 0)
(537,0)(566,0)(579, 0) (1167, 0)(1181, 0)(1210, 0)(1224, 0) (1296, 0) (1310, 0) (1339, 0) (1352, 0)

| (1553,0) (1566, 0) (1595, 0) (1609, 0) (1681, 0)(1695, 0) (1724, 0) (1738, 0)

~ [(9,2)(54,0)(140, 0)(183,0) (398, 0) (441, 0) (527, 0)(570, 0) (1171, 0)(1214, 0) (1300, 0) (1342, 0)
(

1556, 0) (1599, 0) (1685, 0) (1728, 0)

= <_24, 1)(153,2)(411, 2) (540, 2) (1184, 2) (1313, 2) (1569, 2) (1698, 2)

= (67,1)(454,2)(1227,2)(1612,2)

= (196,1)(1355,2)
( )

583,2).

Remarquons que nous avons trouvé quatre 7-partitions spéciales différentes de
[1740] (voir [16], [17]). Nous constatons que ces quatre 7-partitions spéciales P;,
1 <i <4, de [1740] vérifient aussi

ppj(w(P;)) = s(2,7), pour i€ [l,4]

Nous remarquons également que nous obtenons ces 7-partitions spéciales de [1740]
a partir des 6-partitions spéciales de [582], obtenues précédemment.

5.3 8-coloriages

Le meilleur minorant jusqu’a présent sur WS(8) est celui sur S(8) obtenu en
utilisant I'inégalité de Schur dans le Lemme 10 du Chapitre 1, nous avons

WS(8) > S(8) > 3-S(7)+1
3 (1680) + 1
5041.

AVAR VARV

Ici nous améliorons cet encadrement.

Proposition 69. Nous avons WS(8) > 5201.
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Démonstration. Voici une 8-partition spéciale de [5201].

r{1,2,4,8,11,22,25,50, 63,68, 139, 149, 154, 177, 182, 192, 197, 397, 407, 412, 435, 440, 453, 524, 534, 539,
562,567, 577, 582, 1167, 1177, 1182, 1205, 1210, 1223, 1294, 1304, 1309, 1332, 1337, 1347, 1352, 1547, 1552,
1562, 1567, 1590, 1595, 1605, 1679, 1689, 1694, 1717, 1722, 1732, 1738, 3473, 3478, 3488, 3493, 3516, 3521
3534, 3605, 3615, 3620, 3643, 3648, 3658, 3663, 3858, 3863, 3873, 3878, 3901, 3906, 3916, 3990, 4000, 4005,
4028, 4033, 4043, 4048, 4628, 4633, 4643, 4648, 4671, 4676, 4686, 4760, 4770, 4775, 4798, 4803, 4813, 4818,
| 5013, 5018, 5028, 5033, 5056, 5061, 5071, 5145, 5155, 5160, 5183, 5188, 5198}

7(3,1)(19,2)(51,0)(64, 0)(136, 0) (150, 0) (179, 0)(193, 0) (394, 0) (408, 0) (437, 0) (450, 0) (521, 0)

(535, 0)(564, 0)(578, 0)(1164, 0) (1178, 0)(1207, 0)(1220, 0)(1291, 0) (1305, 0) (1334, 0) (1348, 0)

(1549, 0) (1563, 0)(1592, 0)(1606, 0) (1676, 0) (1690, 0) (1719, 0)(1733, 0)(3475, 0) (3489, 0) (3518, 0)

(3531, 0)(3602, 0)(3616, 0) (3645, 0) (3659, 0) (3860, 0) (3874, 0) (3903, 0) (3917, 0)(3987, 0) (4001, 0)

(4030, 0) (4044, 0) (4630, 0) (4644, 0) (4673, 0) (4687, 0) (4757, 0) (4771, 0) (4800, 0) (4814, 0) (5015, 0)

(5029, 0)(5058, 0)(5072, 0)(5142, 0) (5156, 0) (5185, 0) (5199, 0)

(
(
| (
K
(4

Ay

9,2)(54,0)(140, 0)(183, 0)(398, 0) (441, 0) (525, 0) (568, 0) (1168, 0) (1211, 0)(1295, 0) (1338, 0)
1553, 0)(1596, 0) (1680, 0) (1723, 0)(3479, 0)(3522, 0)(3606, 0) (3649, 0) (3864, 0) (3907, 0) (3991, 0)
4034, 0) (4634, 0) (4677, 0) (4761, 0) (4804, 0) (5019, 0) (5062, 0) (5146, 0) (5189, 0)

24,1)(153,2) (411, 2) (538, 2) (1181, 2) (1308, 2) (1566, 2) (1693, 2) (3492, 2) (3619, 2) (3877, 2)

004, 2) (4647, 2) (4774, 2) (5032, 2) (5159, 2)

Ay

As = (67,1)(454,0)(1224,0)(1609, 0) (3535, 0)(3920, 0) (4690, 0) (5075, 0)
Ag = (196,1)(1351, 2)(3662, 2) (4817, 2)

A7 = (581,1)(4047,2)
Ag = (1736,2).

Notre programme, en C+-+ correspondant a 'algorithme 4.4, a trouvé six 8-
partitions spéciales P;, 1 < i < 6, de [5201] (voir [16], [17]). Comme pour r < 7,
nous avons aussi

ppj(w(P;)) = s(2,8), pour 1<i<6.

Chaque partition contient une 7-partition spéciale de [1735] mais pas de [1740].

5.4 9-coloriages

Comme sur WS(8), le meilleur minorant connu jusqu’a présent sur WS(9) est
celui donné par le Lemme de Schur sur S(9), a savoir

WS(9) > 5(9)

> 3-(5041) +1
> 15124.
La proposition suivante améliore ce minorant de WS(9).

Proposition 70. Nous avons WS(9) > 15596.
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Démonstration. Nous avons trouvé une 9-partition spéciale de [15596] ( [16], [17]) :

r{1,2,4,8,11,22, 25,50, 63,68, 139, 149, 154, 177, 182, 192, 197, 397, 407, 412, 435, 440, 453, 524, 534, 539,
562, 567, 577, 582, 1167, 1177, 1182, 1205, 1210, 1223, 1294, 1304, 1309, 1332, 1337, 1347, 1352, 1547, 1552,
1562, 1567, 1590, 1595, 1605, 1679, 1689, 1694, 1717, 1722, 1732, 1737, 3477, 3487, 3492, 3515, 3520, 3533,
3604, 3614, 3619, 3642, 3647, 3657, 3662, 3857, 3862, 3872, 3877, 3900, 3905, 3915, 3989, 3999, 4004, 4027
4032, 4042, 4047, 4627, 4632, 4642, 4647, 4670, 4675, 4685, 4759, 4769, 4774, 4797, 4802, 4812, 4817, 5012,
5017, 5027, 5032, 5055, 5060, 5070, 5144, 5154, 5159, 5182, 5187, 5197, 5203, 10403, 10408, 10418, 10423,
10446, 10451, 10464, 10535, 10545, 10550, 10573, 10578, 10588, 10593, 10788, 10793, 10803, 10808, 10831
10836, 10846, 10920, 10930, 10935, 10958, 10963, 10973, 10978, 11558, 11563, 11573, 11578, 11601, 11606,
11616, 11690, 11700, 11705, 11728, 11733, 11743, 11748, 11943, 11948, 11958, 11963, 11986, 11991, 12001,
12075, 12085, 12090, 12113, 12118, 12128, 12133, 13868, 13873, 13883, 13888, 13911, 13916, 13926, 14000,
14010, 14015, 14038, 14043, 14053, 14058, 14253, 14258, 14268, 14273, 14296, 14301, 14311, 14385, 14395,
14400, 14423, 14428, 14438, 14443, 15023, 15028, 15038, 15043, 15066, 15071, 15081, 15155, 15165, 15170,
15193, 15198, 15208, 15213, 15408, 15413, 15423, 15428, 15451, 15456, 15466, 15537, 15550, 15555, 15578,
| 15583, 15593}

1)(19, 2) (51, 0)(64, 0)(136,0) (150, 0) (179, 0) (193, 0) (394, 0) (408, 0) (437, 0) (450, 0) (521, 0)
535 ><564,0><578,0><1164,0><1178,0)(1207,0)(1220,0><1291,0><1305,0><1334,0><1348,0>
1549 ,0)(1563, 0)(1592, 0)(1606, 0) (1676, 0) (1690, 0)(1719, 0)(1733, 0) (3474, 0) (3488, 0) (3517, 0)
3530,0)(3601, 0) (3615, 0) (3644, 0) (3658, 0)(3859, 0)(3873, 0)(3902, 0) (3916, 0) (3986, 0) (4000, 0)
4029, 0)(4043, 0)(4629, 0) (4643, 0) (4672, 0) (4686, 0) (4756, 0) (4770, 0) (4799, 0) (4813, 0) (5014, 0)
5028, 0)(5057, 0) (5071, 0) (5141, 0) (5155, 0)(5184, 0) (5198, 0) (10405, 0) (10419, 0) (10448, 0)

0)(10532, 0)(10546, 0)(10575, 0) (10589, 0) (10790, 0) (10804, 0)(10833, 0) (10847, 0) (10917, 0
10960, 0) (10974, 0) (11560, 0) (11574, 0)(11603, 0) (11617, 0)(11687, 0) (11701, 0)(11730, 0
11945, 0)(11959, 0) (11988, 0) (12002, 0) (12072, 0) (12086, 0) (12115, 0) (12129, 0) (13870, 0
13913, 0)(13927, 0)(13997, 0) (14011, 0) (14040, 0) (14054, 0) (14255, 0) (14269, 0) (14298, 0

) ] ) ) ) ( ( (
X ) ) ) X ( ( (

10461,

11744,0
13884, 0
14312, 0) (14382, 0) (14396, 0) (14425, 0) (14439, 0) (15025, 0) (15039, 0) (15068, 0) (15082, 0) (15152, 0

{
{
{
{
{
(15195,0)(15209, 0) (15410, 0) (15424, 0

(
(
(
(
(
(

NG NG NN Ny
RN NG NNy
T O =

)
)
)
)
)
)

15453, 0)(15467,0) (15538, 0) (15551, 0

{
{
{
{
)

10931, 0)
)
)
)
) 15580, 0
)

15594, 0

9,2)(54,0)(140, 0) (183, 0)(398, 0) (441, 0) (525, 0)(568, 0) (1168, 0) (1211, 0) (1295, 0) (1338, 0)
1553, 0)(1596, 0) (1680, 0) (1723, 0) (3478, 0) (3521, 0) (3605, 0) (3648, 0) (3863, 0) (3906, 0) (3990, 0)
4033,0)(4633,0) (4676, 0) (4760, 0) (4803, 0) (5018, 0) (5061, 0) (5145, 0) (5188, 0) (10409, 0) (10452, 0)

As

Ay

As

11949, 0)(11992, 0)(12076, 0)(12119, 0) (13874, 0)(13917, 0) (14001, 0) (14044, 0) (14259, 0) (14302, 0)
14386, 0) (14429, 0) (15029, 0) (15072, 0) (15156, 0) (15199, 0) (15414, 0) (15457, 0) (15541, 0) (15584, 0)
24,1)(153,2)(411, 2)(538,2) (1181, 2) (1308, 2) (1566, 2) (1693, 2) (3491, 2) (3618, 2) (3876, 2)

4003, 2) (4646, 2) (4773, 2) (5031, 2) (5158, 2) (10422, 2) (10549, 2) (10807, 2) (10934, 2) (11577, 2)
11704, 2) (11962, 2) (12089, 2) (13887, 2) (14014, 2) (14272, 2) (14399, 2) (15042, 2) (15169, 2) (15427, 2)
15554, 2)

67,1)(454,0)(1224, 0) (1609, 0) (3534, 0)(3919, 0) (4689, 0) (5074, 0) (10465, 0) (10850, 0) (11620, 0)
2005, 0)(13930, 0) (14315, 0) (15085, 0) (15470, 0)

196, 1)(1351,2) (3661, 2) (4816, 2) (10592, 2) (11747, 2) (14057, 2) (15212, 2)

[ (3,

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(
(15166, 0
| (

[(

( (

( (

(10536, 0) (10579, 0) (10794, 0) (10837, 0) (10921, 0) (10964, 0) (11564, 0) (11607, 0) (11691, 0) (11734, 0)
( ) )

L( )

[(
(
(
(

K
(1

a

= (581, 1)(4046,2)(10977, 2)(14442, 2)
(
(

(
1736,1)(12132, 2)
5201,2).
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Nous remarquons que cette partition P est une extension d’une 8-partition spé-
ciale de [5200] et vérifie aussi

puy(w(P)) = s(2,9).

Rappelons que nous avons une 8-partition de [1,5201].

5.5 Lecas k=10
Pour k£ = 10, L’Inégalité (12) d’Abbott et Hanson

S(k+m)>2-S(k)-S(m)+ S(k)+ S(m),
avec k =m =5 et S(5) > 160 donne :

S(10) > 2-5(5)-S(5)+ S(5) + S(5)
> 2 x 160 x 160 + 160 + 160
>

51520.

Ce minorant
WS(10) > S(10) > 51520

est actuellement le meilleur disponible pour les deux nombres WS(10) et S(10).

6 Récapitulation

Pour notre recherche, nous avons utilisé un ordinateur portable avec CPU i7-2,6
Ghz, mais notre programme C++ utilise seulement un coeur (canal) du proces-
seur. Nous rappelons que les temps d’exécutions dépendent de l'initialisation des
recherches r(k — 1) dans la section 4.2.

Nous avons vu aussi que pour 2 < k < 9, le mot correspondant a chaque meilleure
k-partition spéciale de [/, (k)] que nous avons trouvée est exactement le palindrome
s(2, k) si nous supprimons 1 dans ce mot.

nombre initialisation

de partition temps
k| WS (/{:) maiimal T(/{: — 1) a partir des Contrainte . RAM

trouvées (k — 1)-partitions de d’exécution
41 =66 4 23 [1] — [23] — ~ 1s ~ 12Mo
5| =196 3 66 [1] — [66] — ~ 26h ~ 12Mo
6| > 582 13 11 [185] — [196] — ~ 37 :bh ~ 12Mo
7| > 1740 4 12 [570] — [582] s(2,7) ~ 27mn ~ 15Mo
8| > 5201 7 15 [1725] — [1740] 5(2,8) ~ 46mn ~ 30Mo
9 | > 15596 1 12 [5189] — [5201] $(2,9) | ~ 1h: 156mn | ~ 150Mo

Nous avons utilisé des intervalles spéciaux pour construire des partitions faible-
ment libres de sommes. Ces intervalles spéciaux sont des intervalles troués avec au
plus deux trous, et ce sont aussi des ensembles faiblement libres de sommes maxi-
maux inclus dans des intervalles particuliers. Comme tous les ensembles finis peuvent
étre écrits sous la forme [z, y]\ C, et peuvent étre aussi considérés comme réunion de
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ces derniers, nous pouvons construire d’autres intervalles spéciaux faiblement libres
de sommes avec plus de trois ou quatre trous pour élargir le champ de recherche des
partitions avec les méthodes précédentes. Ainsi, nous retrouverons ces résultats et
peut-étre aussi d’autres meilleurs résultats.
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