
HAL Id: tel-01347806
https://theses.hal.science/tel-01347806

Submitted on 21 Jul 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Propriété (T) de Kazhdan relative à l’espace
Mohamed Bouljihad

To cite this version:
Mohamed Bouljihad. Propriété (T) de Kazhdan relative à l’espace. Systèmes dynamiques [math.DS].
Université de Lyon, 2016. Français. �NNT : 2016LYSEN010�. �tel-01347806�

https://theses.hal.science/tel-01347806
https://hal.archives-ouvertes.fr


Numéro National de Thèse : 2016LYSEN010

THESE de DOCTORAT DE L’UNIVERSITE DE LYON
opérée par

l’Ecole Normale Supérieure de Lyon

Ecole Doctorale Infomaths N°512 

Discipline : Mathématiques

Soutenue publiquement le 28 juin 2016, par :

Mohamed BOULJIHAD

Propriété (T) de Kazhdan relative à l'espace

Composition du jury

Directeurs : BEKKA Bachir Université de Rennes 1

GABORIAU Damien École Normale Supérieure de Lyon

Rapporteurs : SKANDALIS, Georges Université Paris Diderot

VALETTE, Alain Université de Neuchâtel

Examinateurs : BEKKA, Bachir Université de Rennes 1

GABORIAU, Damien  École Normale Supérieure de Lyon

HOUDAYER, Cyril Université Paris Sud

SKANDALIS, Georges Université Paris Diderot

VAES, Stefaan  Université KU Leuven

VALETTE, Alain Université de Neuchâtel



Mis en page avec la classe thesul.



Sommaire

Introduction 1

1 Cadre de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Présentation des résultats et contenu des chapitres . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1 Stabilité de la propriété (T) relative à l’espace . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Critère de rigidité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 Groupes linéaires de type fini non-moyennables . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 Contenu des chapitres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Chapitre 1

De la propriété (T) à la propriété (T) relative à l’espace

1.1 Propriété (T) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Algèbres de von Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Vers la propriété (T) relative à l’espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Chapitre 2

Propriété (T) relative à l’espace

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.2 Premiers exemples : actions sur le tore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2.1 Mesures invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.2 Propriété (T) relative à l’espace et ergodicité forte . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2.3 Produits de sous-groupes de SLn(Z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3 Stabilité de la propriété (T) relative à l’espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3.1 Action diagonale sur un produit fini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3.2 Co-moyennabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3.3 Co-induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.3.4 Induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4 Critère de rigidité pour les actions sur des espaces homogènes . . . . . . . . . . 47

2.4.1 Rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

i



Sommaire

2.4.2 Lemmes préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.4.3 Démonstration du Théorème 2.32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Chapitre 3

Groupes linéaires

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2 Étude de groupes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Étude de la liberté de certaines actions préservant une mesure de proba-

bilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2.2 Dé-compactification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.2.3 Construction d’actions ayant la propriété (T) relative à l’espace . . . . . . 65

3.3 Étude de cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Chapitre 4

Nilvariétés

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2 Nilvariétés définies par des graphes finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2.2 Étude du groupe d’automorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.3 Étude de la propriété (T) relative à l’espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3.1 Deux critères de rigidité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3.2 Quelques exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Bibliographie 85

ii



Introduction

Chacun est familier avec l’expérience d’évolution dans le temps d’un phénomène : les mou-
vements des étoiles, des nuages, les fluctuations de la bourse ou des battements du cœur
en sont autant de témoin. Ces systèmes évoluant sont des objets de première importance en
mathématiques, où ils portent le nom de systèmes dynamiques.

Le fameux « effet papillon », qui veut qu’une modification infime de l’état initial d’un système
puisse entraîner des comportements totalement différents, indique que, pour de nombreux
systèmes, il est impossible en pratique de prédire l’état qu’il aura au bout d’un certain temps.
Il n’en est pas moins possible de fournir quelques informations sur le comportement à long
terme de tels systèmes dynamiques.

Initiée à la fin du 19ème siècle par Poincaré, l’étude qualitative des systèmes dynamiques
s’attache à décrire l’évolution en temps long de systèmes plus ou moins complexes, issus de
domaines aussi variés que l’astronomie, la météorologie, l’économie, la biologie, etc.

Avant de donner une définition précise de ce qu’est un système dynamique, voici deux
exemples permettant d’illustrer la diversité des comportements et des applications possibles.

Le premier provient d’un phénomène observé dans la mer Adriatique après la grande guerre :
bien que de nombreux pêcheurs étaient partis combattre, on a remarqué que la population
de sardines avait diminué. Pour expliquer ce phénomène, on commence par s’intéresser à
l’évolution au cours du temps de deux espèces : les sardines, qui jouent le rôle de proies,
et les requins, les prédateurs. On introduit pour cela un système d’équations (différentielles)
relativement simple : les équations de Lotka-Volterra (voir par exemple [Mur02]). Dans ce
modèle, le nombre de prédateurs augmente tant que les proies sont en nombre suffisant, puis
diminue quand il n’y a plus assez de proies. A ce moment, les proies peuvent se reproduire
jusqu’à atteindre un certain nombre, permettant aux prédateurs de proliférer à nouveau. Une
étude qualitative de ce système montre que l’on obtient une évolution cyclique : on parle de
de système dynamique périodique.

C’est alors que les pêcheurs entrent en scène en tant que prédateur commun aux deux es-
pèces. L’étude du nouveau système montre que le nombre moyen des sardines augmente
alors que la moyenne des requins diminue. Ainsi, l’étude de ce modèle permet d’expliquer le
« paradoxe »de la mer Adriatique.

Passons maintenant au second exemple, qui se trouve être bien plus imprévisible. Encore
une fois, il s’agit d’un système que l’on trouve dans la nature. Il est composé des trois corps
suivant : la planète Saturne et deux de ses satellites, Titan et Hypérion. Bien que les équations
décrivant le mouvement de Hypérion soient relativement simples, la dynamique de ces trois
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Introduction

corps est telle qu’il n’est pas possible en pratique de prédire le comportement de son axe de
rotation : on parle de système chaotique.

Ainsi, un système composé de trois objets peut donner lieu à des systèmes aussi bien réguliers,
comme le premier exemple périodique, que complexes, chaotiques. Il se trouve d’ailleurs
que pour un certain nombre de systèmes, il est impossible en pratique de prédire l’état du
système après un temps conséquent. Pourtant, pour une bonne quantité de tels systèmes, la
fréquence asymptotique d’occurrence des événements est d’une part bien définie et d’autre
part ne dépend essentiellement pas du point de départ du système. Ces propriétés permettent
de passer au formalisme mathématique sur lequel se fonde l’étude des systèmes dynamiques.
Elles sont à l’origine de ce que l’on appelle la théorie ergodique.

L’objet de la théorie ergodique est l’étude d’un système dynamique du point de vue mesuré,
i.e. du point de vue de la théorie de la mesure [Rud80]. On considère un espace mesuré
(X, µ) et une bijection mesurable T : X → X qui préserve la mesure µ : pour tout sous-
ensemble mesurable A ⊂ X, on a µ(T−1(A)) = µ(A). On s’intéresse alors au comportement
asymptotique de cette transformation, i.e. aux itérés Tn quand n tend vers l’infini, relativement
à la mesure µ.

Pour lier ce formalisme aux exemples précédents, nous pouvons, pour simplifier, voir X
comme l’ensemble des états possibles d’un système dynamique, T comme l’évolution, disons
au bout d’un an, d’un état du système à un autre, et enfin µ comme une fonction mesurant la
fréquence d’occurrence de certains états du système.

Un exemple simple et intéressant de tel système est donné par une rotation irrationnelle du
cercle. Attardons-nous sur celui-ci. Soit θ ∈ R un nombre réel fixé et (X, µ) = (R/Z, λ) le
cercle muni de la mesure de Lebesgue. La transformation T est donnée par T(x) = x + θ pour
tout x ∈ X. On peut montrer que θ est irrationnel si et seulement si la propriété suivante est
vérifiée : pour tout sous-ensemble mesurable A ⊂ X, la mesure de

⋃

n∈Z Tn(A) vaut 0 ou 1.

On dit qu’une transformation est ergodique dès que cette propriété est satisfaite : le sys-
tème dynamique ne peut pas être décomposé en sous-systèmes stricts, et joue ainsi le rôle de
« brique de base ». Nous renvoyons le lecteur à [Sil08] pour une invitation à la théorie ergo-
dique. Nous portons à présent notre attention sur la théorie ergodique dans la perspective des
actions de groupes sur des espaces de probabilité standards sans atome 1 (X, µ) : on parle de
théorie ergodique des actions de groupes.

La donnée d’une bijection bimesurable T : (X, µ)→ (X, µ) préservant la mesure de probabilité
µ engendre une action de Z sur (X, µ) définie par :

n · x = Tn(x), pour tous n ∈ Z, x ∈ X.

Supposons maintenant que l’on dispose d’un système plus complexe formé de plusieurs bi-
jections mesurables de (X, µ) préservant la mesure µ. On note ces transformations (Ti)i∈I , où
I est un ensemble dénombrable. Pour étudier ce système, il est naturel de regarder comment
« s’agencent » ces transformations et donc de s’intéresser au groupe Γ qu’elles engendrent.
Suivant l’exemple de Z, on obtient ainsi une action de Γ sur (X, µ) préservant la mesure. On
note cette action Γ y (X , µ).

1. e.g. l’intervalle [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue

2



1. Cadre de la thèse

Considérons par exemple le cas où Γ = SLn(Z). Ce groupe agit naturellement sur Rn tout
en stabilisant le sous-groupe Zn. On obtient ainsi une action de Γ sur le tore (Tn, λ) =

(Rn/Zn, λ) muni de la mesure de Lebesgue λ, elle-même préservée par l’action de Γ.

Plus généralement, pour tout groupe dénombrable Γ, il existe des actions ergodiques Γ y

(X, µ) préservant une mesure de probabilité µ. Mieux, nous pouvons construire des actions
ergodiques telles que pour tout γ ∈ Γ différent de l’élément neutre, l’ensemble des points fixe
soit de mesure nulle : on dit que l’action est (essentiellement) libre. Pour de telles actions,
l’orbite de presque tout point x ∈ X est donc une copie de Γ. Par l’étude d’actions libres et
ergodiques d’un groupe Γ, nous pouvons donc espérer obtenir des informations sur ce même
groupe.

Ainsi, la théorie ergodique des actions de groupes s’intéresse aux propriétés du duo : groupe/action.

La très grande diversité des objets considérés fait que la théorie ergodique des actions de
groupes est à l’interface de nombreux domaines : théorie des groupes, théorie des nombres,
géométrie, marches aléatoires, algèbres d’opérateurs, etc.

Nous nous intéressons dans cette thèse à l’interface théorie des groupes/algèbres d’opéra-
teurs. Plus précisément, nous nous focalisons sur une propriété de rigidité 2 des actions de
groupes : la propriété (T) de Kazhdan relative à l’espace.

La propriété (T) relative à l’espace prolonge au cadre des actions de groupes la propriété (T)
relative de certaines paires de groupes. On renvoie le lecteur au Chapitre 1 pour les différentes
définitions.

Nous commençons par introduire plus précisément le contexte dans lequel s’inscrit ce manus-
crit. Nous présentons ensuite les principaux résultats obtenus dans cette thèse et le contenu
des chapitres.

1 Cadre de la thèse

Soient Γ un groupe dénombrable infini et (X, µ) un espace de probabilité standard sans atome.
A toute action de Γ sur (X, µ) par bijections biboréliennes préservant la mesure de probabilité
(p.m.p.), on associe une algèbre de von Neumann : le produit croisé L∞(X, µ)⋊ Γ à travers la
célèbre group measure space construction de Murray et von Neumann [MVN36].

Si l’action est libre et ergodique, le produit croisé L∞(X, µ)⋊ Γ est un facteur de type II1 : une
algèbre non commutative de dimension infinie. Un problème central de la théorie des algèbres
de von Neumann est de classifier ces facteurs à travers les propriétés de Γ ou de son action
sur (X, µ).

Murray et von Neumann démontrent dans leur article [MVN36] que les facteurs hyperfinis de
type II1 sont tous isomorphes : ils s’obtiennent par exemple à l’aide d’actions libres ergodiques
de Z. On parle ainsi du facteur hyperfini de type II1.

2. Nous entendons par propriété de rigidité toute propriété qui permet d’identifier un objet par moins d’in-
formations que ce qui devrait a priori être nécessaire. Un excellent exemple pour illustrer ce propos est « être un
polynôme réel de degré n » : il suffit de connaître les valeurs d’un tel polynôme en n + 1 points pour connaître les
valeurs de ce polynôme sur la droite réelle tout entière.
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Introduction

Ils démontrent par ailleurs que les facteurs de type II1 ne sont pas tous hyperfinis. Pour cela, ils
considèrent l’algèbre de von Neumann que l’on associe canoniquement à un groupe : l’algèbre
de von Neumann L(F2) du groupe libre à deux générateurs F2 n’est pas hyperfinie.

La question qui se pose alors est de distinguer les facteurs de type II1 non hyperfinis. Pour ce
faire, Murray et von Neumann introduisent le groupe fondamental d’un facteur M de type II1

de trace fidèle τ : il s’agit du sous-groupe F(M) de R∗
+ engendré par les τ(p) où p parcourt

les projections de M telles que M ∼= pMp.

Ils démontrent que le groupe fondamental du facteur de type II1 associé au groupe des permu-
tations de N à support fini est R∗

+ [MvN43]. Convaincus qu’il existe des facteurs de groupe
fondamental différent de R∗

+, les outils à leur disposition ne leur permettent cependant pas
de le prouver.

Il faut attendre une trentaine d’années pour que Connes démontre que des facteurs de type
II1 ont des groupes fondamentaux différents de R∗

+ ; les algèbres de von Neumann associées à
des groupes dénombrables à classes de conjugaison infini ayant la propriété (T) de Kazhdan
[Con80a]. Connes introduit pour cela la propriété (T) pour les facteurs de type II1 et démontre
que les facteurs possédant cette propriété ont tous un groupe fondamental dénombrable.

Inspiré par les travaux de Connes et par la propriété (T) relative de Kazhdan-Margulis, Popa
introduit quelques années plus tard la propriété (T) relative pour des inclusions B ⊂ M d’al-
gèbres de von Neumann finies dans le cadre de sa théorie de la déformation/rigidité [Pop06a].
Il parvient ainsi à répondre à un certain nombre de questions ouvertes concernant la théorie
des algèbres de von Neumann.

Dans le cadre des actions de groupes p.m.p., Popa définit la notion de rigidité, dite propriété
(T) relative à l’espace : une action p.m.p. Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace si
l’inclusion d’algèbres L∞(X, µ) ⊂ L∞(X, µ)⋊ Γ a la propriété (T) relative.

Considérons l’exemple où Γ est un sous-groupe de SLn(Z), n > 2 qui agit naturellement par
automorphismes sur le tore X = Tn muni de la mesure de Haar normalisée µ. La propriété
(T) relative à l’espace pour cette action équivaut à la propriété (T) relative pour la paire de
groupes (Zn ⋊ Γ, Zn). Cette paire est d’ailleurs bien étudiée [Bur91].

Popa utilise, entre autres, la propriété (T) relative à l’espace de l’action SL2(Z) y (Tn, µ)

pour montrer que le groupe fondamental du facteur L(Z2⋊ SL2(Z)) de type II1 est réduit
à l’élément neutre [Pop06a]. La propriété (T) relative à l’espace est aussi utilisée comme
ingrédient-clé pour produire des exemples de facteurs de type II1 de groupe fondamental
prescrit [PV10a, Hou09].

Notons par ailleurs que si d’une part Γ a la propriété (T), et que d’autre part l’action Γ y

(X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace, alors l’algèbre L∞(X)⋊ Γ a la propriété (T). Cela
permet d’obtenir de nouveaux exemples d’algèbres de von Neumann ayant la propriété (T).
L’algèbre produit croisé L∞(SLn(R)/ SLn(Z))⋊ SLn(Z) est ainsi le premier exemple d’al-
gèbre de von Neumann ayant la propriété (T) qui n’est pas construit comme algèbre de von
Neumann d’un groupe dénombrable [IS13].

La propriété (T) relative à l’espace joue un rôle crucial dans l’étude des algèbres de von
Neumann mais aussi dans la théorie ergodique des actions de groupes. En effet, on remarque
dans les années 1950 que l’algèbre produit croisé L∞(X) ⋊ Γ ne dépend que de la relation
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1. Cadre de la thèse

d’équivalence mesurée sur X donnée par sa partition en orbites de Γ [Sin55]. L’étude des
actions de groupes à équivalence orbitale près, initiée par Dye dans les années 1950-1960
[Dye59, Dye63], se développe depuis en parallèle avec la théorie des algèbres de von Neumann
[FM77a, FM77b].

Soient Γ et Λ des groupes dénombrables agissant sur un espace de probabilité standard (X, µ)
en préservant la mesure de probabilité. Nous disposons de plusieurs manières de comparer
ces actions.

Les actions Γ y (X, µ) et Λ y (X, µ) sont conjuguées s’il existe un isomorphisme de groupes
δ : Γ → Λ et un automorphisme d’espace mesuré f : (X, µ)→ (X, µ) qui entrelace les actions :
pour tout γ ∈ γ et pour presque tout x ∈ X,

f (γx) = δ(γ) f (x).

Les actions Γ y (X, µ) et Λ y (X, µ) sont orbitalement équivalentes s’il existe un auto-
morphisme d’espace mesuré f : (X, µ) → (X, µ) qui envoie orbite sur orbite à un ensemble
négligeable près :

f (Γx) = Λ f (x), pour presque tout x ∈ X.

Les actions Γ y (X, µ) et Λ y (X, µ) sont von Neumann équivalentes si les algèbres de von
Neumann produits croisés sont isomorphes :

L∞(X)⋊ Γ ∼= L∞(X)⋊ Λ.

Notons que les actions Γ y (X, µ) et Λ y (X, µ) sont orbitalement équivalentes si et seule-
ment si on a un isomorphisme de paires (voir [Sin55, FM77b]) :

(L∞(X) ⊂ L∞ ⋊ Γ) ∼= (L∞(X) ⊂ L∞(X)⋊ Λ).

Les implications suivantes sont directement vérifiées

conjugaison ⇒ équivalence orbitale ⇒ équivalence de von Neumann.

Qu’en est-il des réciproques ?

On dit qu’une action Γ y (X, µ) est OE-superrigide si toute action orbitalement équivalente
à Γ y (X, µ) est en fait conjuguée à cette action. De même, on dira que l’action Γ y (X, µ) est
W∗-superrigide si toute action von Neumann équivalente à Γ y (X, µ) est en fait conjuguée
à cette action.

En ce qui concerne les groupes dénombrables moyennables, Ornstein et Weiss démontrent
que les actions ergodiques p.m.p. de ces groupes sont deux à deux orbitalement équivalentes
[OW80] : on ne peut donc pas avoir de réciproque à la première implication pour des actions
de groupes moyennables.

Pour ce qui est des groupes non-moyennables, la situation est bien différente. En effet, Be-
zuglyı̆ et Golodets exhibent un exemple de groupe non-moyennable admettant une quantité
indénombrable d’actions libres ergodiques pmp deux à deux non orbitalement équivalentes
[BG81]. Quelques années plus tard, Gaboriau et Popa démontrent que c’est aussi le cas pour
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Introduction

les groupes libres, en s’aidant de la propriété (T) relative à l’espace [GP05]. Enfin, la solution
mesurable du problème de Day-von Neumann 3 [GL09] permet à Epstein et Ioana de dé-
montrer que tout groupe dénombrable non-moyennable admet une quantité indénombrable
d’actions libres ergodiques p.m.p. deux à deux non orbitalement équivalentes [Ioa11a, Eps08].
Ils utilisent pour cela de manière fondamentale la propriété (T) relative à l’espace de l’action
F2 y (T2, µ), le groupe F2 étant vu comme un sous-groupe d’indice fini de SL2(Z). On peut
ainsi espérer démontrer des résultats de superrigidité pour des groupes non-moyennables.

Cela est bien le cas, et d’ailleurs, des résultats d’OE-superrigidité et de W∗-superrigidté sont
obtenus à l’aide de la propriété (T) relative à l’espace de certaines actions de groupes [Pop07,
HPV13, Pop06b] ; Ioana montre par exemple que toute action de Bernoulli d’un groupe à
classes de conjugaison infinies avec la propriété (T) est W∗-superrigide [Ioa11b]. En outre, pour
n > 3 et Γ = PSLn(Z)∗Tn PSLn(Z), où Tn désigne le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures dans PSLn(Z), Popa et Vaes montrent que toute action libre et ergodique de Γ est
W∗-superrigide [PV10b].

Ces différents résultats soulignent la diversité des applications de la propriété (T) relative à
l’espace : étude des facteurs de type II1, existence d’un continuum d’actions non-orbitalement
équivalentes pour les groupes non-moyennables, OE et W∗-superrigidité.

Néanmoins, certains aspects théoriques de cette notion restent largement mystérieux. Une
question toujours ouverte concerne d’ailleurs l’existence de telles actions pour tous les groupes
non-moyennables (voir Problème 5.10.2 [Pop06a]). Nous proposons dans cette thèse d’appor-
ter quelques éclaircissements à ce sujet.

2 Présentation des résultats et contenu des chapitres

Nous nous intéressons aux problèmes suivants :

1. étudier la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace par des constructions stan-
dards 4 ;

2. donner un critère pratique pour qu’une action ait la propriété (T) relative à l’espace ;

3. construire des actions p.m.p. libres et ergodiques ayant la propriété (T) relative à l’es-
pace pour des groupes discrets non-moyennables.

Notre angle d’attaque repose en partie sur la construction suivante, qui fournit une vaste
classe d’actions p.m.p..

Soit G un groupe localement compact et soit Λ un réseau 5 de G. On note Aut(G) le groupe
des automorphismes continus de G et Aff(G) = G⋊Aut(G) le groupe des transformations

3. i.e. pour tout groupe dénombrable non-moyennable Γ, il existe des actions libres ergodiques p.m.p. Γ y

(X, µ) et F2 y (X, µ) sur un espace de probabilité standard (X, µ) telles que pour presque tout x ∈ X on ait
F2x ⊂ Γx

4. produit, restriction, co-induction, induction
5. Rappelons qu’un réseau est un sous-groupe discret de co-volume fini.
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2. Présentation des résultats et contenu des chapitres

affines de G. On note AutΛ(G) le sous-groupe de Aut(G) formé des σ ∈Aut(G) tels que
σ(Λ) = Λ.

Le groupe des transformations affines de G/Λ

AffΛ(G) = G ⋊AutΛ(G)

agit de manière naturelle sur G/Λ. Soit µ la mesure de probabilité G-invariante sur G/Λ. La
mesure de probabilité µ est invariante par tout élément de AffΛ(G).

On obtient ainsi une action p.m.p. Γ y (G/Λ, µ) pour tout sous-groupe dénombrable Γ de
AffΛ(G). Les exemples que nous considérons dans ce manuscrit s’inscrivent en grande partie
dans ce cadre.

2.1 Stabilité de la propriété (T) relative à l’espace

Nous commençons par nous intéresser aux propriétés de stabilité de la propriété (T) relative
à l’espace par diverses constructions naturelles.

Parmi les résultats que nous obtenons, celui qui attire le plus notre attention est le suivant. Soit
Γ un groupe dénombrable agissant sur un espace de probabilité standard (X, µ) en préservant
la mesure. Soit Λ un sous-groupe de Γ. Si l’action restreinte Λ y (X, µ) a la propriété (T)
relative à l’espace, alors, de manière évidente, il en est de même de Γ y (X, µ). Nous montrons
que la réciproque est vérifiée lorsque Λ est un sous-groupe co-moyennable Γ.

Proposition 0.1 (Proposition 2.18). Soit Γ un groupe dénombrable et soit Λ un sous-groupe co-
moyennable.
Une action préservant la mesure de probabilité Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace si et
seulement si l’action restreinte Λ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace.

Bien que très naturel, ce résultat n’avait pas encore été démontré. Nous utilisons à de multiples
reprises cette proposition, notamment dans la démonstration du Théorème 2.32. Cet énoncé
soulève d’ailleurs la question suivante, ouverte à notre connaissance.

Question 0.2. Qu’en est-il des inclusions co-moyennables d’algèbres de von Neumann ? Plus préci-
sément, pour B ⊂ M ⊂ N des algèbres de von Neumann telles que M ⊂ N soit co-moyennable et
B ⊂ N ait la propriété (T) relative, est-ce que B ⊂ M possède aussi la propriété (T) relative ?

Par ailleurs, nous étudions la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace d’une action p.m.p.
d’un groupe Γ0 par co-induction à un sur-groupe Γ. Nous démontrons le résultat suivant dont
nous ferons grandement usage.

Proposition 0.3 (Proposition 2.20). Soient Γ0 ⊂ Γ des groupes dénombrables. Soit Γ0 y (X, µ)

une action préservant la mesure de probabilité ayant la propriété (T) relative à l’espace. Les assertions
suivantes sont équivalentes ;

(i) l’action co-induite Γ y (Y, η) a la propriété (T) relative à l’espace,
(ii) [Γ : Γ0] < ∞.

Notons qu’une action de Bernoulli de Γ de base (X, µ) correspond à la co-induction de l’action
du groupe réduit à l’élément neutre sur cette base, i.e. Γ0 = {e}, à Γ.

Nous étudions aussi dans la section 2.3 la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace par
produit, Proposition 2.15, et par induction, Proposition 2.26.
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2.2 Critère de rigidité

De nombreux critères pour qu’une paire de groupes ait la propriété (T) relative ont été obtenus
(voir [BdlHV08] pour une monographie sur le sujet). Parmi eux, le critère de Burger obtenu
dans le cadre de paires de la forme (Zn ⋊ Γ, Zn), où Γ est un sous-groupe de SLn(Z), est à
l’origine de nombreux développements [Bur91, Sha99, dC06, Fer06]. Burger démontre que la
paire (Zn ⋊ Γ, Zn) a la propriété (T) relative si et seulement s’il n’existe pas de mesure de
probabilité invariante sur P(Rn) par l’action de tΓ.

Cette caractérisation de la propriété (T) relative de la paire (Zn ⋊ Γ, Zn), qui équivaut à la
propriété (T) relative à l’espace de l’action Γ y (Tn, µ), donne une idée de la direction à
suivre pour obtenir une expression purement ergodique de la propriété (T) relative à l’espace.

C’est en s’inspirant de ce résultat que Ioana répond affirmativement à une question soulevée
par Popa [Pop] : peut-on donner une caractérisation de la propriété (T) relative à l’espace ne
faisant pas intervenir la notion d’algèbre de von Neumann ?

Proposition 0.4 ([Ioa10, IS13]). Une action préservant la mesure de probabilité Γ y (X, µ) d’un
groupe dénombrable Γ sur un espace de probabilité standard (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace
si et seulement si pour toute suite de mesures de probabilité (νn) définies sur X× X et vérifiant 6 :

1. pi
∗νn = µ pour tout n et i = 1, 2, où pi : X × X → X est la projection sur la i-ème coordonnée,

2.
∫

X×X ϕ(x)ψ(y)dνn(x, y) −→
n→∞

∫

X ϕ(x)ψ(x)dµ(x), pour toutes fonctions boréliennes bornées

ϕ, ψ de X vers C,

3. ||(γ× γ)∗νn − νn|| −→
n→∞

0, pour tout γ ∈ Γ,

on a νn(∆X) −→
n→∞

1, où ∆X est la diagonale dans X × X.

A l’aide de ce résultat, Ioana et Shalom obtiennent ensuite une caractérisation assez simple
de la propriété (T) relative à l’espace dans le cas d’actions par translations sur des espaces
homogènes de groupes algébriques réels.

Théorème 0.5 ([IS13], Théorème D). Soit G un groupe algébrique réel et Λ un réseau de G. Soit Γ

un sous-groupe dénombrable de G, dont on note H l’adhérence de Zariski. Supposons que H n’ait pas
de sous-groupe algébrique distingué co-compact propre, ni de morphisme non-trivial à valeurs dans R∗.
Soit η une mesure de probabilité sur G/Λ qui est Γ-invariante.
Si le centre de Γ,ou de manière équivalente de H, dans G est fini, alors l’action par translations de Γ

sur (G/Λ, η) a la propriété (T) relative à l’espace.
Dans le cas où η = mG/Λ, la réciproque est vérifiée : si l’action Γ y (G/Λ, η) a la propriété (T)
relative à l’espace, alors le centre de Γ dans G est fini.

Nous nous proposons de préciser et généraliser ce critère à plusieurs titres :
— G est un produit G = ∏p∈S Gp de groupes de Lie p-adiques et réels, où S est un sous-

ensemble fini de l’union de {∞} avec l’ensemble des nombres premiers et pour chaque
p ∈ S, Gp est un groupe de Lie p-adique, le cas ∞-adique correspondant à un groupe
de Lie réel,

6. On munit l’espace des mesures M(X) de la norme ||ν|| = supφ∈B(X),||φ||∞=1 |ν(η)| pour tout ν ∈ M(X), où
B(X) désigne l’ensemble des fonctions boréliennes bornées.
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— Γ est un sous-groupe dénombrable arbitraire du produit des groupes des transforma-
tions affines de Gp/Λp, où Λp est un réseau dans Gp,

— on donne une condition nécessaire et suffisante pour que l’action Γ y (G/Λ, µ) ait la
propriété (T) relative à l’espace, où Λ = ∏p∈S Λp et µ est le produit des mesures de
probabilité Gp invariante sur Gp/Λp.

Précisons que l’algèbre de Lie de G
g := ⊕p∈Sgp

est la somme directe des algèbres de Lie gp de Gp. Le groupe des transformations affines
Aff(Gp) agit linéairement sur gp. Cela donne lieu à une action de Aff(Gp) sur l’espace projectif
P(gp).

Énonçons maintenant notre résultat, inspiré des travaux de Ioana et Shalom. Il implique no-
tamment que la caractérisation de Burger s’étend à ce cadre.

Théorème 0.6 (Théorème 2.33). Soit Γ un sous-groupe dénombrable de ∏p∈S AffΛp(Gp).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Γ y (G/Λ, µ) a la propriété (T) relative à l’espace ;
(ii) pour tout p ∈ S, il n’existe pas de mesure de probabilité Γ-invariante sur P(gp).

Signalons que pour obtenir ce théorème, nous utilisons de manière fondamentale la Proposi-
tion 2.18 sur la co-moyennabilité.

Ce résultat nous permet d’exhiber de nouveaux exemples d’actions de groupes p.m.p. ayant
la propriété (T) relative à l’espace.

Nous donnons en outre des critères plus simples dans le cas d’actions p.m.p. par automor-
phismes sur une large classe de nilvariétés, voir les Théorèmes 4.12 et 4.14.

2.3 Groupes linéaires de type fini non-moyennables

Dans l’article introduisant la propriété (T) relative à l’espace, Popa soulève la question na-
turelle suivante : quels groupes dénombrables admettent une action p.m.p. libre ergodique
ayant la propriété (T) relative à l’espace ? Puisque les actions p.m.p. de groupes moyennables
n’ont jamais la propriété (T) relative à l’espace, nous pouvons reformuler cette question ainsi.

Question 0.7. Est-ce que tout groupe dénombrable non-moyennable admet une action p.m.p. libre et
ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace ?

Bien que toujours ouvert, ce problème a reçu quelques éléments de réponse. Gaboriau dé-
montre dans [Gab11], Théorème 1.3, que tout produit libre non trivial et non-moyennable de
groupes admet une action libre et ergodique p.m.p. ayant la propriété (T) relative à l’espace 7.
D’autre part, Ioana prouve dans [Ioa11a], Théorème 4.3, que tout groupe non-moyennable ad-
met une action p.m.p. libre et ergodique vérifiant une forme faible de la propriété (T) relative
à l’espace.

Par ailleurs, il découle du Théorème 1.1 dans [Fer06] que tout groupe de type fini Γ pour
lequel il existe un morphisme ϕ : Γ → SLn(R) tel que la fermeture de Zariski de l’image est

7. Il démontre plus présicément que ces groupes admettent un continuum d’actions libres et ergodiques ayant
la propriété (T) relative à l’espace.
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non-moyennable admet une action p.m.p. Γ y (X, µ) ayant la propriété (T) relative à l’espace.
Notons néanmoins que cette action n’est pas nécessairement libre ou ergodique.

Nous apportons à notre tour un éclaircissement à la question de Popa en construisant de telles
actions dans le cadre des groupes linéaires.

Théorème 0.8 (Théorème 3.1). Tout groupe Γ linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type
fini et non-moyennable admet une action ergodique Γ y (X, µ) ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Les actions que nous obtenons ne sont pas nécessairement fidèles et ne sont donc pas néces-
sairement libres. Ceci étant, dans le cas où Γ n’admet pas de sous-groupe distingué propre
résoluble, nous sommes capable de produire des actions p.m.p. libres et ergodiques ayant la
propriété (T) relative à l’espace.

Théorème 0.9 (Théorème 3.2). Tout groupe Γ linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type
fini, non-moyennable et à radical résoluble trivial admet une action libre ergodique Γ y (X, µ) ayant
la propriété (T) relative à l’espace.

Bien que permettant d’élargir la classe des groupes connus admettant une action p.m.p. libre et
ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace, la question concernant l’existence de telles
actions pour tout groupe linéaire dénombrable non-moyennable reste ouverte. D’ailleurs, les
techniques que nous introduisons nous amènent à penser que si nous voulions infirmer la
question de Popa dans le cadre linéaire, un contre-exemple à considérer serait le suivant.

Question 0.10. Soit Γ un réseau de SLn(Qp), n > 3. Est-ce que Γ × Z admet une action libre
ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace ?

2.4 Contenu des chapitres

Nous commençons par introduire dans le premier chapitre les différentes définitions nécessaires
à la compréhension de la suite du manuscrit. Nous présentons les notions de propriété (T)
relative pour une paire de groupes, ainsi que les notions de théorie des algèbres de von
Neumann. Nous nous évertuons à mettre en perspective ces objets afin d’arriver naturellement
à la propriété (T) relative à l’espace et à certaines de ses applications. A cette fin, nous donnons
des exemples fondamentaux permettant de relier ces différentes notions.

Dans le second chapitre, nous étudions plus précisément la propriété (T) relative à l’espace.
Nous nous focalisons dans un premier temps sur le cas particulier d’actions Γ y (Tn, µ)
p.m.p. par automorphismes sur des tores, où Γ ⊂ SLn(Z). La propriété (T) relative à l’espace
de ces actions est équivalente à la propriété (T) relative des paires (Zn ⋊ Γ, Zn). Puisque ces
paires de groupes sont par ailleurs l’objet de nombreuses études, cela nous permet d’obte-
nir les premières intuitions sur la propriété (T) relative à l’espace. Nous décrivons ainsi un
premier critère pour que ces actions aient la propriété (T) relative à l’espace.

Toujours dans le cadre d’actions p.m.p. sur des tores, nous nous intéressons à une question
soulevée par Popa. Est-ce que les actions p.m.p. libres et ergodiques ayant la propriété (T)
relative à l’espace sont fortement ergodiques ? Ioana et Vaes montrent que ce n’est pas le cas
[IV12]. Néanmoins, nous précisons leur réponse et explicitons un lien positif entre propriété
(T) relative à l’espace et ergodicité forte.
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Puis nous étudions la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace vis-à-vis de constructions
standards : produit, restriction, co-induction, induction.

Enfin, nous donnons une caractérisation de la propriété (T) relative à l’espace pour des actions
par transformations affines sur des espaces homogènes de groupes de Lie p-adiques. Nous
en profitons pour préciser ce critère dans le cas particulier de groupes algébriques réels, et
mentionnons les différences avec le cas non-archimédien.

Nous montrons dans le troisième chapitre que tout groupe linéaire sur un corps de caracté-
ristique nulle, de type fini, non-moyennable et à radical résoluble trivial admet une action
p.m.p. libre et ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace. Pour cela, nous étudions
la structure de ces groupes et montrons dans ce cadre un résultat de dé-compactification : ils
s’injectent dans un produit de groupes linéaires simples non-compacts sur des corps éven-
tuellement distincts de caractéristique nulle, de sorte que la projection de l’image sur chaque
facteur est non-bornée et Zariski-dense.

Puis nous construisons des actions p.m.p. libres et ergodiques ayant la propriété (T) relative
à l’espace pour certains cas particuliers de groupes ne satisfaisant plus les hypothèses précé-
dentes, i.e. qui ne sont pas à radical résoluble trivial.

Dans le dernier chapitre, nous étudions la propriété (T) relative à l’espace d’actions de groupes
p.m.p. par automorphismes sur une large de classe de nilvariétés modelées sur des groupes
de Lie nilpotent de rang 2. Ces nilvariétés sont obtenues comme quotient N/Λ d’un groupe
de Lie nilpotent N de rang 2 défini à l’aide d’un graphe fini, par un réseau Λ de N. Nous
commençons par définir ces nilvariétés et étudier leurs groupes d’automorphismes. Nous
montrons ensuite que la propriété (T) relative à l’espace de telles actions se lit très simplement
via l’action sur le commutateur de l’algèbre de Lie de N. Ceci nous permet d’obtenir de
nouveaux exemples d’actions p.m.p. ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Certaines parties des chapitres 2 et 4 se retrouvent dans la publication [Bou15]. Par ailleurs,
une partie du chapitre 2 ainsi que le chapitre 3 sont l’objet de la prépublicatoin [Bou16].
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Chapitre 1

De la propriété (T) à la propriété (T)
relative à l’espace

Dans ce chapitre, nous donnons brièvement les définitions et résultats nécessaires à la
compréhension des chapitres suivants.
Nous rappelons les définitions d’algèbres de von Neumann, de propriété (T) relative
pour une paire de groupes ou d’algèbres de von Neumann.
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Chapitre 1. De la propriété (T) à la propriété (T) relative à l’espace

Sommaire
1.1 Propriété (T) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Algèbres de von Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Vers la propriété (T) relative à l’espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.1 Propriété (T)

Dans son célèbre article [Kaz67], Kazhdan introduit la notion de propriété (T) pour des
groupes localement compacts. Cette propriété, vérifiée notamment par les groupes de Lie
simples de rang supérieur, lui permet de montrer que les réseaux de ces mêmes groupes sont
de type fini, et que leurs abélianisés sont finis.

Dès lors, elle trouve de nombreux développements dans des domaines aussi variés que la
théorie des groupes, la théorie ergodique et les algèbres de von Neumann, pour ne citer que
ceux qui nous intéressent plus particulièrement dans ce manuscrit. Nous verrons d’ailleurs
dans la section suivante que la propriété (T) s’étend naturellement des groupes aux algèbres
de von Neumann de groupes.

Les premiers exemples de groupes non-compacts ayant la propriété (T) sont les groupes spé-
ciaux linéaires SLn(R), pour n > 3. Puisque cette propriété a la particularité d’être héritée par
les réseaux, les réseaux de SLn(R) sont aussi des exemples de groupes dénombrables ayant la
propriété (T).

Kazhdan définit cette notion de rigidité en termes de représentations unitaires de groupes : un
groupe a la propriété (T) si lorsqu’une représentation unitaire de ce groupe admet des vecteurs
presque invariants, alors, elle admet nécessairement des vecteurs invariants non triviaux.

Cette notion peut paraître à première vue assez surprenante, pourtant, elle s’avère très utile
en pratique. Voici une première application.

Considérons une action d’un groupe dénombrable Γ sur un espace borélien standard (X, µ)
qui préserve la mesure de probabilité (p.m.p.) µ. Cette action est ergodique si et seulement si
la représentation unitaire associée sur L2(X, µ)⊖C n’admet pas de vecteur invariant (voir les
Définitions 1.3 et 1.26).

Par ailleurs, le fait que cette action ait un trou spectral (voir Définition 2.7), qui implique en
particulier que l’action est fortement ergodique (voir Définition 2.8), s’exprime en disant que
cette même représentation n’admet pas de vecteur presque invariant.

Ainsi, une action p.m.p. ergodique d’un groupe ayant la propriété (T) a nécessairement un
trou spectral, et est donc fortement ergodique.

Passons maintenant aux définitions. Nous nous restreignons pour cela au cadre des groupes
dénombrables.

Soit H un espace de Hilbert complexe. On note U(H) le groupe des opérateurs unitaires sur
H.
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1.1. Propriété (T)

Définition 1.1. Soit Γ un groupe dénombrable.
Une représentation unitaire (π,H) de Γ sur H est un morphisme de groupes π : Γ → U(H).

Définition 1.2. Soit Γ un groupe dénombrable. Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ. Soit
F ⊂ Γ une partie finie. Soit ε > 0.

Un vecteur ξ ∈ H est dit π(Γ)-invariant si pour tout γ ∈ Γ, on a π(γ)ξ = ξ.

Un vecteur unitaire ξ ∈ H est dit (F, ε)-invariant si pour tout γ ∈ F,

||π(γ)ξ − ξ|| < ε.

Rappelons maintenant la notion de vecteur presque invariant.

Définition 1.3. Soit Γ un groupe dénombrable. Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ.

On dit que la représentation π admet des vecteurs presque invariants si pour tout sous-ensemble fini
F ⊂ Γ, pour tout ε > 0, π admet des vecteurs (F, ε)-invariants.

Nous pouvons aussi mentionner la notion de suite de vecteurs presque invariants.

Définition 1.4. Soit Γ un groupe dénombrable. Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ.
Soit (ξn) une suite de vecteurs unitaires de H. On dit que (ξn) est une suite de vecteurs presque
invariants si

lim
n
||π(γ)ξn − ξn|| = 0, pour tout γ ∈ Γ.

Nous pouvons à présent donner la définition de propriété (T), et plus généralement celle de
propriété (T) relative pour une paire de groupes.

Définition 1.5. Soient Γ un groupe dénombrable et Λ un sous-groupe de Γ.

On dit que la paire (Γ, Λ) a la propriété (T) relative s’il existe une partie finie F ⊂ Γ et ε > 0 tels
que toute représentation unitaire (π,H) admettant des vecteurs (F, ε)-invariants admet un vecteur
π(Λ)-invariant non nul.
En d’autres termes, la paire (Γ, Λ) a la propriété (T) relative si toute représentation unitaire de Γ

admettant une suite de vecteurs presque invariants admet un vecteur Λ-invariant non-nul.

On dit que Γ a la propriété (T) si la paire (Γ, Γ) a la propriété (T) relative.

Exemple 1.6.

1. (Zn⋊ SLn(Z), Zn) a la propriété (T) relative pour n > 2 ;

2. SLn(Z) a la propriété (T) pour n > 3 ;

3. les réseaux de groupes de Lie simples de rang supérieur ont la propriété (T).

Bien qu’elle soit implicite dans l’article original de Kazhdan, c’est Margulis qui introduit
quelques années plus tard la notion de propriété (T) relative pour une paire de groupes (G, H)
où G est un groupe localement compact et H un sous-groupe de G [Mar82].

Elle est d’ailleurs à l’origine d’une des premières applications hors de la théorie des groupes
puisque Margulis utilise la propriété (T) relative de la paire (Z2⋊ SL2(Z), Z2) pour donner
les premiers exemples explicites de graphes expanseurs [Mar73].
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Nous pouvons aussi citer la résolution du problème de Ruziewicz pour Sn−1, n > 5, à l’aide
de la propriété (T) de SLn(Z), comme exemple supplémentaire d’application de la propriété
(T) [Mar80].

Enfin, comme nous l’avons mentionné plus tôt, puisque SLn(Z) a la propriété (T) pour n > 3,
les actions p.m.p. ergodiques de ce groupe sur un espace de probabilité standard (X, µ) sont
nécessairement fortement ergodiques [Sch81].

Donnons maintenant quelques propriétés remarquables des groupes ayant la propriété (T).

Proposition 1.7. Soit Γ un groupe dénombrable ayant la propriété (T). Alors Γ a les propriétés sui-
vantes :

(i) Γ est de type fini ;
(ii) l’abélianisé Γ/[Γ, Γ] est fini ;
(iii) si Γ est moyennable, alors Γ est fini.

Rappelons qu’un groupe dénombrable est moyennable s’il admet une moyenne Γ-invariante.
Autrement dit, on demande qu’il existe une fonction m définie sur les parties de Γ, finiment
additive, telle que m(Γ) = 1 et m(γ.A) = m(A) pour toute partie A ⊂ Γ et tout γ ∈ Γ.

Exemple 1.8. Les groupes suivants sont moyennables 8 :

1. les groupes finis ;

2. Z, les groupes abéliens et plus généralement les groupes résolubles ;

3. les sous-groupes de groupes moyennables sont moyennables.

Von Neumann introduit la notion de moyennabilité en 1929 [vN29] et affine ainsi notre com-
préhension du paradoxe de Banach-Tarski qui veut qu’une sphère de l’espace R3 admette une
décomposition paradoxale 9 : ce paradoxe est dû aux propriétés des groupes et non de l’espace
(nous renvoyons à [dlH04] pour une introduction à ce sujet).

Dès lors, cette notion fait l’objet de nombreuses recherches.

Parmi les questions restées ouvertes un certain temps, nous pouvons mentionner le problème
de Day-von Neumann. Le groupe F2 n’étant pas moyennable, tout groupe le contenant comme
sous-groupe n’est pas moyennable. Qu’en est-il de la réciproque ; est-ce que tout groupe non-
moyennable admet F2 comme sous-groupe ?

Ol’Shanski exhibe un exemple qui démontre que ce n’est pas le cas [Ol′80]. Néanmoins, faisons
remarquer (ce qui aura une importance dans cette thèse), que Tits donne une réponse positive
dans le cadre des groupes linéaires : un groupe linéaire est non-moyennable si et seulement
s’il admet le groupe libre à 2 générateurs F2 comme sous-groupe [Tit72].

D’autre part, Gaboriau et Lyons apportent une réponse positive à ce problème dans le cadre
de la théorie mesurée des groupes : un groupe est non-moyennable s’il admet le groupe libre
à 2 générateurs F2 comme sous-groupe mesurable [GL09].

Nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage [BdlHV08] pour une étude détaillée de la propriété (T)
et de certaines de ses applications.

8. Profitons de ces exemples pour signaler que nous utilisons l’axiome du choix tout au long des pages de ce
manuscrit.

9. i.e. il existe une partition de la sphère en deux parties que l’on peut couper et rassembler de sorte à former
deux sphères identiques à la sphère initiale, à déplacements près.
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1.2. Algèbres de von Neumann

1.2 Algèbres de von Neumann

Les algèbres de von Neumann sont des algèbres d’opérateurs linéaires bornés définis sur un
espace de Hilbert possédant une structure très riche. Elles peuvent être définies d’après leur
structure topologique, algébrique ou analytique.

Introduites initialement pour fournir un cadre mathématique à la mécanique quantique et
généraliser la théorie des représentations unitaires de groupes, la théorie des algèbres de von
Neumann s’appliquent à bien d’autres domaines.

Elles constituent une théorie non-commutative de l’intégration puisque les algèbres de von
Neumann abéliennes sont toutes isomorphes à un certain L∞(X, µ), où (X, µ) est un espace
mesuré.

En outre, nous pouvons mentionner les travaux de Jones qui ont permis de résoudre de nom-
breux problèmes en théorie des noeuds. Il introduit pour cela un polynôme défini à l’aide
d’algèbres de von Neumann [Jon85].

Parmi les propriétés les plus intéressantes que possèdent ces algèbres, se trouve le fait qu’elles
contiennent les projections spectrales associées à leurs opérateurs adjoints et qu’elles sont
engendrées par ces projections.

Une étude des projections des algèbres de von Neumann permet de distinguer en type les
blocs élémentaires des algèbres de von Neumann, les facteurs, et de manière plus générale,
les algèbres de von Neumann elles-mêmes.

Néanmoins, une fois cette distinction obtenue, subsiste la question de classifier des facteurs
d’un même type. Cette question fait l’objet encore aujourd’hui de nombreuses recherches.

Enfin, et c’est ce qui retiendra notre attention, les algèbres de von Neumann présentent de
nombreuses interactions avec la théorie des groupes et plus particulièrement avec la théo-
rie ergodique des actions de groupes ; certaines propriétés de ces actions de groupes nous
donnent des informations sur les algèbres de von Neumann associées et réciproquement (voir
Proposition 1.28).

Passons maintenant aux définitions et voyons quelques exemples.

Soit H un espace de Hilbert complexe. On note (., .) le produit scalaire sur H.

Soit B(H) l’algèbre des applications linéaires bornées T : H → H, munie de la norme uni-
forme :

||T||∞ = sup
||ξ||=1

||Tξ||.

Cette algèbre est munie de l’involution ∗ : B(H)→ B(H) de passage à l’adjoint T 7→ T∗, qui
en fait une C∗-algèbre, i.e. une algèbre de Banach munie d’une involution liée à la norme par
l’identité ||T||2 = ||T∗T||.

Rappelons que la topologie forte est la topologie la moins fine rendant continues les applica-
tions T 7→ ||Tξ||, pour tout ξ ∈ H.
De même, la topologie faible est la topologie la moins fine rendant continues les applications
T 7→ (Tξ, η), pour tout ξ, η ∈ H.
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Chapitre 1. De la propriété (T) à la propriété (T) relative à l’espace

Définition 1.9. Soit M ⊂ B(H) une sous-∗-algèbre unitaire.

On dit que M est une algèbre de von Neumann si M est fermée pour la topologie faible sur B(H).

Exemple 1.10. 1. De manière évidente, B(H) est une algèbre de von Neumann.

2. Soit (X, µ) un espace mesuré. Alors L∞(X, µ) est une algèbre de von Neumann, identifiée à une
sous-algèbre de B(L2(X, µ)) à l’aide des opérateurs de multiplication :

π : L∞(X, µ)→ B(L2(X, µ))

f 7→ (π( f ) : ξ 7→ f ξ)

Toute algèbre de von Neumann abélienne est d’ailleurs isomorphe à une telle algèbre de von
Neumann.

Pour un sous-ensemble S ⊂ B(H), on note S ′ son commutant défini comme l’ensemble des
opérateurs commutant avec S , i.e.

S ′ := {T ∈ B(H) : ST = TS pour tout S ∈ S}.

De manière évidente, on a S ⊂ (S ′)′. On appelle bicommutant et note S ′′ le commutant de
S ′.

Les algèbres de von Neumann ont la particularité d’être égales à leur bicommutant. Mieux,
le fameux théorème du bicommutant de von Neumann, dont voici l’énoncé, établit que les
algèbres de von Neumann sont exactement les algèbres d’opérateurs qui sont égales à leur
bicommutant.

Théorème 1.11 ([MVN36]). Soit M ⊂ B(H) une sous-∗-algèbre unitaire. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) M est fermée pour la topologie faible ;
(ii) M est fermée pour la topologie forte ;
(iii) M = M′′.

Ainsi, dans le monde des algèbres de von Neumann, une première correspondance s’établit
entre propriétés topologiques et algébriques.

Un autre point de vue permet de voir les algèbres de von Neumann plus abstraitement et
de se défaire de l’espace ambiant B(H). Il est donné par un théorème de Sakai [Sak98] qui
affirme qu’une algèbre de von Neumann M est précisément une C∗-algèbre admettant un pré-
dual M∗, i.e., M est isométriquement isomorphe à l’espace de Banach dual (M∗)∗, ce pré-dual
étant par ailleurs unique à isomorphisme isométrique près.

Ce point de vue permet de révéler les propriétés analytiques de ces algèbres et laisse deviner,
une fois encore, la richesse de ces algèbres.

Nous avons vu que la question concernant la classification des algèbres de von Neumann
se pose naturellement. Murray et von Neumann démontrent qu’on peut les classer en quatre
familles distinctes. Rappelons que toute algèbre de von Neumann peut s’écrire comme somme
directe généralisée (intégrale) de facteurs.
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1.2. Algèbres de von Neumann

Définition 1.12. Un facteur est une algèbre de von Neumann M dont le centre est réduit aux multiples
de l’identité, i.e. Z(M) := M ∩M′ = CId.

Exemple 1.13. 1. B(H) est un facteur.

2. Les algèbres de von Neumann de groupes à classes de conjugaison infinis sont des facteurs (voir
Définition 1.16 pour la définition d’algèbre de von Neumann associée à un groupe).

L’étude des algèbres de von Neumann peut donc se ramener à l’étude des facteurs, qui eux-
mêmes se répartissent en plusieurs familles distinctes.

Théorème 1.14. Soit M un facteur. M est de l’un des types suivants :

— de type I s’il est isomorphe à B(H), H désignant un espace de Hilbert de dimension finie ou
infinie ;

— de type II1 s’il possède une unique trace fidèle, i.e. une forme linéaire τ définie sur M telle que
τ(x∗x) = τ(xx∗) > 0 avec égalité si et seulement si x = 0 ;

— de type II∞ s’il s’écrit comme produit tensoriel M = N ⊗B(H), où N est un facteur de type II1
et H un espace de Hilbert de dimension infinie ;

— de type III s’il s’écrit comme produit croisé d’un facteur de type II par une action de R.

Remarque 1.15. Les algèbres de von Neumann associées à des actions de groupes permettent d’obtenir
des exemples de chacun des facteurs précédents.

Donnons maintenant quelques exemples qui sont l’objet de ce manuscrit : les algèbres de von
Neumann associées à des groupes et à des actions de groupes.

Définition 1.16. Soit Γ un groupe dénombrable. Notons λ la représentation régulière définie par :

λ : Γ → U(ℓ2(Γ))

γ 7→ λγ : f (.) 7→ f (γ−1.)

L’algèbre de von Neumann du groupe Γ, que l’on note L(Γ) est l’algèbre engendrée par les λγ ∈
B(ℓ2(Γ)), i.e.

L(Γ) = {λγ : γ ∈ Γ}′′.

Exemple 1.17. Dans le cas où Γ = Zn, la transformée de Fourier nous donne l’isomorphisme L(Zn) ∼=
L∞(Tn, µ), où Tn désigne le n-tore muni de la mesure de Haar normalisée µ.

Les questions qui se posent naturellement sont de savoir quelles informations tirer du groupe
à partir de son algèbre de von Neumann, et réciproquement. Une question toujours ouverte
est d’ailleurs la suivante :

Question 1.18. Soient n, m > 2 des entiers naturels distincts. Notons Fn et Fm les groupes libres à n
et m générateurs.
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Chapitre 1. De la propriété (T) à la propriété (T) relative à l’espace

A-t-on toujours L(Fn) 6= L(Fm) ?

De même, nous pouvons construire des algèbres de von Neumann à partir d’actions de
groupes sur des espaces de probabilité standards sans atome. Des questions identiques se
posent alors quant à l’interdépendance entre algèbres de von Neumann et actions de groupes.

Avant de détailler cette construction, commençons par rappeler ce qu’est un espace de proba-
bilité standard.

Définition 1.19. Un espace borélien standard est un espace isomorphe, en tant qu’espace mesuré, à
une partie borélienne d’un espace métrique complet séparable.

Un espace de probabilité standard est un espace borélien standard muni d’une mesure de
probabilité. Ces espaces se présentent sous une des formes données par le théorème suivant.

Théorème 1.20. Tout espace borélien standard de probabilité est isomorphe à l’intervalle [0, 1] muni
de la mesure de Lebesgue, à un ensemble fini ou dénombrable d’atomes, ou une réunion des deux.

Prenons maintenant Γ un groupe dénombrable discret et (X, µ) un espace de probabilité stan-
dard, que l’on supposera sans atome 10.

Définition 1.21. On note Aut(X, µ) le groupe des bijections bi-mesurables T : X → X qui préservent
la mesure µ, i.e.

µ(T(A)) = µ(A), pour tout ensemble mesurable A.

Définition 1.22. Une action préservant la mesure de probabilité (p.m.p.) σ : Γ y (X, µ) est un
morphisme de groupes :

σ : Γ → Aut(X, µ).

Exemple 1.23. 1. Z y (T1, µ) action sur le cercle muni de la mesure de Haar normalisée µ par
rotations irrationnelles définie pour tout γ ∈ Z, z ∈ T1 par γ.z = e2iπγαz avec α ∈ R\Q.

2. SLn(Z) y (Tn, µ) , n > 2, action naturelle de SLn(Z) sur le tore Tn, muni de la mesure de
Haar normalisée µ.

3. Γ y (XΓ, µ⊗Γ) action par décalage de Bernoulli de base (X, µ), pour tout groupe dénombrable
infini Γ. Cette action est donnée pour tous γ ∈ Γ, (xγ′)γ′∈Γ par : γ.(xγ′)γ′∈Γ = (xγ−1γ′)γ′∈Γ.

Nous définissons maintenant la version mesurée de la liberté et de la transitivité d’une action.

Définition 1.24. Soit Γ y (X, µ) une action p.m.p. d’un groupe dénombrable Γ sur un espace de
probabilité standard sans atome. On dit que l’action est :

— (essentiellement) libre si pour tout γ ∈ Γ\{e}, on a µ({x ∈ X : γ.x = x}) = 0 ;
— ergodique si pour tout ensemble mesurable A ⊂ X tel que Γ.A = A, on a µ(A) = 0 ou 1 11.

Exemple 1.25. Les actions présentées en 1.23 sont des exemples d’actions libres et ergodiques.

Une action p.m.p. donne naturellement lieu à une action sur L∞(X, µ), et à une représentation
unitaire sur L2(X, µ) :

10. (X, µ) désignera toujours un espace de probabilité standard sans atome.
11. Les égalités entre ensembles mesurables sont prises à ensemble de mesure nulle près. Ce qui vaut pour la

suite du manuscrit.
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1.2. Algèbres de von Neumann

Définition 1.26. Soit Γ y (X, µ) une action p.m.p. d’un groupe dénombrable. On définit la représen-
tation de Koopman comme :

κ : Γ → U(L2(X, µ))

γ 7→ κ(γ) : ξ(.) 7→ ξ(γ−1.)

Nous sommes maintenant en mesure de définir l’algèbre de von Neumann associée à une
action de groupe p.m.p. : le produit croisé ou "group measure space construction", défini sur
l’espace de Hilbert H = L2(X, µ)⊗ ℓ2(Γ).

Considérons les opérateurs unitaires définis sur cet espace par :

uγ = Id⊗ λγ, pour tout γ ∈ Γ,

ainsi que la représentation définie sur des vecteurs élémentaires par :

π : L∞(X, µ)→ B(H)

f 7→ π( f ) : ξ(.)⊗ δγ 7→ f (γ−1.)ξ(.)⊗ δγ

où δγ : Γ → C, γ′ 7→ 1 si γ′ = γ et 0 sinon.

Définition 1.27 ([MVN36]). On appelle produit croisé l’algèbre de von Neumann engendrée par
π(L∞(X, µ)) et les uγ, γ ∈ Γ. On la note

L∞(X, µ)⋊ Γ = {π( f )uγ, f ∈ L∞(X, µ), γ ∈ Γ}′′.

Nous pouvons d’ores et déjà lire certaines propriétés de l’action sur le produit croisé à l’aide
du résultat suivant.

Théorème 1.28. Soit Γ y (X, µ) une action p.m.p. d’un groupe dénombrable Γ sur un espace de
probabilité standard. Notons A = L∞(X, µ) ⊂ L∞(X, µ)⋊ Γ = M.

(i) L’action Γ y (X, µ) est libre si et seulement si A = A′ ∩M 12.
(ii) Si Γ y (X, µ) est libre, M est un facteur si et seulement si l’action Γ y (X, µ) est ergodique .

Exemple 1.29. Les exemples cités en 1.23 donnent tous lieu à des facteurs de type II1. La trace est
définie sur L∞(X)⋊ Γ par

τ(a) := (a(1X ⊗ δe),1X ⊗ δe), pour tout a ∈ L∞(X)⋊ Γ.

Les exemples précédents soulèvent naturellement une question : quand est-ce que les facteurs
obtenus sont distincts ?

Plus généralement, peut-on distinguer deux facteurs d’un même type ?

C’est ce que proposent de faire Murray et von Neumann dans le cas de facteurs de type II1,
avec l’introduction du groupe fondamental.

12. La sous-algèbre A est alors une sous-algèbre abélienne maximale.
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Définition 1.30. Soit M un facteur de type II1 de trace fidèle τ. Le groupe fondamental de M est le
sous-groupe de R∗

+ défini par :

F(M) =

{

τ(p)
τ(q)

: p, q projectionq telleq que pMp ∼= qMq
}

.

Le groupe fondamental est un sous-groupe de R∗
+. Murray et von Neumann montrent que le

groupe fondamental du facteur de type II1 associé au groupe des permutations de N à support
fini est R∗

+ [MvN43].

Le calcul des groupes fondamentaux est un problème difficile, à tel point que Murray et von
Neumann, bien que convaincus qu’il existe des facteurs de groupe fondamental différent de
R∗

+, n’ont pas réussi le démontrer.

Ce n’est que quelques années plus tard que Connes démontre qu’il existe des groupes fonda-
mentaux qui ne sont pas R∗

+. Il utilise pour cela la fameuse propriété (T).

En effet, Connes montre que l’algèbre de von Neumann d’un groupe dénombrable à classes
de conjugaison infinies et qui a la propriété (T) de Kazhdan est de groupe fondamental dé-
nombrable.

Plus généralement, il introduit la notion de propriété (T) pour un facteur de type II1 et dé-
montre que ces facteurs sont de groupe fondamental dénombrable. Néanmoins, ce résultat ne
permet toujours pas de calculer explicitement un groupe fondamental distinct de R∗

+.

Théorème 1.31 ([Con80b]). Soit M un facteur de type II1 ayant la propriété (T). Alors le groupe
fondamental F(M) de M est dénombrable.

Ainsi, l’extension de la propriété (T) aux algèbres de von Neumann a permis de préciser notre
compréhension de celles-ci.

Quelques années plus tard, Popa étend la notion de propriété (T) relative à des inclusions
d’algèbres de von Neumann dans le cadre de sa théorie de déformation/rigidité [Pop06a].

Il introduit en particulier la notion de propriété (T) relative à l’espace pour une action de
groupe p.m.p. 13, ce qui lui permet d’exhiber les premiers exemples de facteurs de type II1

dont le groupe fondamental est réduit à l’élément neutre.

La propriété (T) relative à l’espace est ensuite utilisée comme ingrédient clé pour produire
des exemples de facteurs de type II1 à groupe fondamental prescrit [PV10a, Hou09], nous
permettant ainsi d’affiner notre compréhension de ces algèbres

Nous nous attardons sur cette notion de propriété (T) relative à l’espace dans la prochaine
section, celle-ci constituant l’objet principal des chapitres suivants.

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [Tak02, Tak03a, Tak03b] pour une étude avancée des
algèbres de von Neumann.

13. Popa emploie l’expression : action de groupe p.m.p. rigide.
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1.3 Vers la propriété (T) relative à l’espace

Comme nous l’avons vu, c’est Popa qui a introduit la notion de propriété (T) relative pour des
paires d’algèbres de von Neumann dans le cadre de sa théorie de déformation/rigidité.

L’idée de cette théorie est de faire jouer l’une contre l’autre des propriétés de rigidité (la
propriété (T) relative à l’espace) contre des propriétés de déformation (propriété (H) de Haa-
gerup) d’algèbres de von Neumann. Cela permet de déduire des résultats d’unicité de sous-
∗-algèbres maximales abéliennes. En particulier, comme nous l’avons remarqué dans l’Intro-
duction après avoir défini l’équivalence orbitale, on peut ainsi démontrer que des actions von
Neumann équivalentes sont en fait orbitalement équivalentes.

Pour étendre la propriété (T) relative aux algèbres de von Neumann, il convient tout d’abord
de définir l’analogue pour les algèbres de von Neumann des représentations unitaires de
groupes. Comme l’avait déjà relevé Connes [CJ85], ce sont les bimodules qui vont jouer ce
rôle.

Définition 1.32. Soient M, N des algèbres de von Neumann admettant une trace normale 14 fidèle.
On dit qu’un espace de Hilbert H est un M − N-bimodule s’il est muni de deux ∗-représentations
normales 15 commutant π : M → B(H) et ρ : Nop → B(H).

On écrira x.ξ.y := π(x)ρ(yop)ξ, pour tous x ∈ M, y ∈ N, ξ ∈ H.

Soit M une algèbre de von Neumann munie d’une trace normale fidèle τ. On munit M d’une
forme sesquilinéaire en posant

(x, y)τ = τ(y∗x), pour tous x, y ∈ M.

On obtient une norme sur M en posant ||x||2 =
√

τ(x∗x) et on note L2(M) le complété de M
vis-à-vis de cette norme. Notons i : M → L2(M) l’injection dense associée.

On obtient ainsi une représentation de M sur L2(M)

π : M → B(L2(M))

x 7→ π(x)

où π(x) est définie par π(x)i(y) = i(xy) pour tous x, y ∈ M. On appelle cela la construction
GNS.

Exemple 1.33. Soient M, N des algèbres de von Neumann admettant une trace normale fidèle.
(i) L2(M) est un M− M-bimodule défini par x.ξ.y = xξy, pour tous x, y ∈ M, ξ ∈ L2(M).
(ii) L2(M) ⊗ L2(N) est un M − N-bimodule défini par x.(ξ ⊗ η).y = (xξ) ⊗ (ηy) pour tous

x, y ∈ M, ξ ∈ L2(M), η ∈ L2(N).

Comme nous l’avons annoncé, les bimodules sont aux algèbres de von Neumann ce que les
représentations unitaires sont aux groupes.

14. Une trace τ : M → C est normale si elle est faiblement continue sur la boule unité de M.
15. i.e. faiblement continues sur les boules unités (M)1 et (N)1 respectivement
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En effet, prenons Γ un groupe dénombrable et π : Γ → U(H) une représentation unitaire.
Notons M = L(Γ) l’algèbre de von Neumann associée et (uγ)γ∈Γ les unitaires canoniques de
M.

L’espace de Hilbert qui nous servira de bimodule est K = H⊗ ℓ2(Γ). On pose pour tout ξ ∈ H
et tous g, h ∈ Γ :

ug.(ξ ⊗ δh) = π(g)(ξ) ⊗ δgh

(ξ ⊗ δh).ug = ξ ⊗ δhg

On vérifie alors que ces produits font de K un M−M-bimodule.

Remarque 1.34. Dans le cas où π est la représentation régulière de Γ, le bimodule K construit précé-
demment n’est rien d’autre que L2(M)⊗ L2(M).

Définition 1.35 ([Pop06a]). Soient B ⊂ M des algèbres de von Neumann et soit τ une trace normale
fidèle sur M.
On dit que l’inclusion B ⊂ M a la propriété (T) relative si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 et un
sous-ensemble fini F ⊂ M tel que pour tout M− M-bimodule H et pour tout vecteur unitaire ξ ∈ H
pour lequel

(i) (xξ, ξ) = (ξx, ξ) = τ(x), pour tout x ∈ M,
(ii) ||xξ − ξx|| 6 δ, pour tout x ∈ F, i.e. ξ est un vecteur (F, δ)−central,

il existe un vecteur η ∈ H tel que bη = ηb pour tout b ∈ B, i.e. η est B-central et ||η − ξ|| 6 ε.

On dit que M a la propriété (T) si l’inclusion M ⊂ M a la propriété (T) relative.

Remarque 1.36. L’analogue pour les algèbres de von Neumann des vecteurs invariants (presque in-
variants) pour des représentations unitaires de groupes sont les vecteurs centraux (presque centraux).
De même qu’avec les paires de groupes, on peut définir de manière équivalente la propriété (T) relative
pour des inclusions d’algèbres de von Neumann à l’aide de suites de vecteurs presque centraux.

L’inclusion B ⊂ M a la propriété (T) relative si et seulement si pour tout M−M-bimodule H et toute
suite de vecteurs unitaires (ξn) de H vérifiant

(i) (xξn, ξn) = (ξnx, ξn) = τ(x), pour tout x ∈ M et pour tout n > 1 ;
(ii) ||xξn − ξnx|| −→

n→∞
0, pour tout x ∈ M ;

il existe une suite de vecteurs (ηn) de H telle que bηn = ηnb, pour tout b ∈ B et tout n > 1, et avec
||ηn − ξn|| −→

n→∞
0.

Le résultat suivant montre que la définition que nous venons de donner pour une inclu-
sion d’algèbres de von Neumann étend bien celle de propriété (T) relative pour une paire de
groupes.

Théorème 1.37 ([Pop06a]). Soit Λ ⊂ Γ des groupes dénombrables. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) la paire (Γ, Λ) a la propriété (T) relative ;
(ii) l’inclusion L(Λ) ⊂ L(Γ) a la propriété (T) relative.

Exemple 1.38. On déduit du Théorème 1.37 et de l’Exemple 1.6 que pour n > 2, l’inclusion

L∞(Tn) ∼= L(Zn) ⊂ L(Zn ⋊ SLn(Z)) ∼= L∞(Tn)⋊ SLn(Z)

a la propriété (T) relative.
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1.3. Vers la propriété (T) relative à l’espace

Nous pouvons maintenant définir la propriété (T) relative à l’espace pour des actions p.m.p.
de groupes dénombrables.

Définition 1.39. Soit Γ y (X, µ) une action p.m.p. d’un groupe dénombrable Γ sur un espace de
probabilité standard sans atome (X, µ).

On dit que l’action Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace si l’inclusion d’algèbres de von
Neumann L∞(X) ⊂ L∞(X)⋊ Γ a la propriété (T) relative.

Exemple 1.40. On déduit de l’Exemple 1.38 que l’action SL2(Z) y (T2, µ) a la propriété (T) relative
à l’espace.

Nous pouvons maintenant revenir au problème qui a motivé l’introduction de la propriété (T)
relative à l’espace : la classification des facteurs de type II1. La propriété (T) relative à l’espace
permet à Popa de donner les premiers exemples de facteurs de type II1 à groupe fondamental
trivial. Il utilise pour cela de manière fondamental la propriété (T) relative à l’espace de l’action
SL2(Z) y (T2, µ).

Théorème 1.41 ([Pop06a]). Le groupe fondamental de l’algèbre de von Neumann L(Z2⋊ SL2(Z)),
donnée par l’action naturelle de SL2(Z) sur Z2, est réduit à l’élément neutre.

En outre, Popa, Vaes et Houdayer mettent à profit la propriété (T) relative à l’espace de
certaines actions pour produire des exemples de facteurs II1 à groupe fondamental prescrit
[PV10a, Hou09].

Remarque 1.42. On peut démontrer que l’algèbre de von Neumann L∞(X)⋊ Γ a la propriété (T) si
et seulement si Γ a la propriété (T) et l’action Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace. Ceci
permet notamment d’obtenir de nouveaux exemples d’algèbres de von Neumann ayant la propriété (T).

Remarque 1.43. Lors de l’introduction de la propriété (T) relative à l’espace pour les actions de
groupes, Popa emploie le terme de rigidité. Suivant [Gab10], nous lui préférons l’expression de pro-
priété (T) relative à l’espace puisque cette propriété dépend étroitement de l’action et que l’on demande
que le produit croisé L∞(X)⋊ Γ ait la propriété (T) relativement à L∞(X).

Dans le cas des actions de groupes par automorphismes sur des groupes abéliens, nous pou-
vons relier propriété (T) relative de paires de groupes et propriété (T) relative à l’espace.

Soit A un groupe dénombrable abélien infini et soit Γ un sous-groupe dénombrable de Aut(A).
Notons Â le groupe dual de A, compact puisque A est discret. Soit µ la mesure de Haar
normalisée sur Â. Alors, l’action Γ y (Â, µ) a la propriété (T) relative à l’espace si et seulement
si la paire de groupe (A ⋊ Γ, A) a la propriété (T) relative (voir la Proposition 5.1 [Pop06a]).

La propriété (T) relative de telles paires de groupes est l’objet de nombreuses recherches
[Bur91, CT11] et nous permet d’orienter les nôtres. Par exemple, nous obtenons une carac-
térisation simple de la propriété (T) relative à l’espace généralisant celle obtenue par Burger
[Bur91] (voir Théorème 2.32).

Incarnons maintenant les concepts introduits au moyen de quelques exemples-clé ce qui nous
permet de mieux saisir le vocabulaire adopté et de soulever plusieurs questions.
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Chapitre 1. De la propriété (T) à la propriété (T) relative à l’espace

Exemple 1.44. 1. Les actions p.m.p. de groupes moyennables n’ont jamais la propriété (T) relative
à l’espace, voir Remarque 2.19.

2. Les actions de Bernoulli de groupes dénombrables n’ont jamais la propriété (T) relative à l’espace,
voir Remarque 2.21.

Le fait que les actions de Bernoulli n’aient jamais la propriété (T) relative à l’espace montre
que cette propriété ne dépend pas seulement du groupe, mais aussi de l’action considérée.

La propriété (T) relative à l’espace est ainsi une propriété ergodique, i.e. propre à la dyna-
mique de l’action. Elle est d’ailleurs invariante par orbite équivalence. Il parait donc naturel
de donner une caractérisation purement ergodique de la propriété (T) relative à l’espace pour
des actions de groupes p.m.p.. C’est ce que Ioana a fait dans un premier temps, voir Proposi-
tion 2.1.

Nous donnons pour notre part une caractérisation ergodique plus simple de la propriété
(T) relative à l’espace dans le cadre d’actions par transformations affines sur des espaces
homogènes de groupes de Lie p-adiques G quotientés par des réseaux Λ : le Théorème 2.32.

Par ailleurs, le fait que les actions de groupes moyennables n’aient pas la propriété (T) relative
à l’espace soulève naturellement la question suivante (voir Problème 5.10.2 [Pop06a]) : est-ce
que tout groupe dénombrable non-moyennable admet une action libre ergodique p.m.p. ayant
la propriété (T) relative à l’espace ?

Cette question est encore ouverte. Nous apportons une réponse affirmative à ce problème
pour une large classe de groupes dénombrables : les groupes linéaires sur un corps de ca-
ractéristique nulle, de type fini, non-moyennables et à radical résoluble trivial (voir Théorème
3.2). La démonstration de ce résultat fait intervenir de nouvelles constructions présentées dans
la section 2.3.
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Chapitre 2

Propriété (T) relative à l’espace

On s’intéresse dans ce chapitre aux aspects théoriques de la propriété (T) relative à
l’espace.

On étudie le comportement de cette notion vis-à-vis de plusieurs constructions : pro-
duit d’actions pmp, restriction, co-induction, induction. On montre en particulier que
la propriété (T) relative à l’espace est préservée par restriction d’une action aux sous-
groupes co-moyennables.

On donne par ailleurs un critère pour qu’une action de groupe par transformations
affines sur un espace homogène d’un groupe de Lie S-adique ait la propriété (T) rela-
tive à l’espace : soient G un groupe de Lie S-adique, Λ un réseau de G, µ la mesure de
probabilité G-invariante sur G/Λ et Γ un sous-groupe dénombrable du groupe affine
Aff(G) stabilisant Λ. L’action Γ y (G/Λ, µ) a la propriété (T) relative à l’espace si
et seulement si l’action induite de Γ sur P(g) n’admet pas de mesure de probabilité
Γ-invariante, où g est l’algèbre de Lie de G.
Ce critère généralise des résultats de Burger [Bur91], et Ioana-Shalom [IS13].
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Chapitre 2. Propriété (T) relative à l’espace
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2.1 Introduction

Nous avons vu précédemment de quelles manières la propriété (T) relative à l’espace a été uti-
lisée en pratique. Nous nous focalisons maintenant sur les aspects théoriques de cette notion,
à savoir :

— donner des critères de rigidité plus maniables que la définition initiale donnée en
termes de paires d’algèbres de von Neumann ;

— étudier la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace vis-à-vis de diverses construc-
tions : produit d’actions p.m.p., restriction, co-induction et induction ;

— construire de nouveaux exemples d’actions ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Pour ce qui est du premier point, Ioana donne une caractérisation purement ergodique de la
propriété (T) relative à l’espace des actions de groupes [Ioa10, IS13]. Nous prenons d’ailleurs
cette caractérisation comme point de départ dans la suite de ce manuscrit.

Proposition 2.1 ([Ioa10, IS13]). Une action préservant la mesure de probabilité Γ y (X, µ) d’un
groupe dénombrable Γ sur un espace de probabilité standard (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace
si et seulement si pour toute suite de mesures de probabilité (νn) définies sur X× X et vérifiant 16 :

1. pi
∗νn = µ pour tout n et i = 1, 2, où pi : X × X → X est la projection sur la i-ème coordonnée,

2.
∫

X×X φ(x)ψ(y)dνn(x, y) −→
n→∞

∫

X φ(x)ψ(x)dµ(x), pour toutes fonctions boréliennes bornées

φ, ψ sur X,

3. ||(γ× γ)∗νn − νn|| −→
n→∞

0, pour tout γ ∈ Γ,

on a νn(∆X) −→
n→∞

1, où ∆X est la diagonale dans X × X.

16. On munit l’espace des mesures M(X) de la norme ||ν|| = supφ∈B(X),||φ||∞=1 |ν(η)| pour tout ν ∈ M(X), où
B(X) désigne l’ensemble des fonctions boréliennes bornées.
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2.2. Premiers exemples : actions sur le tore

Faisons remarquer qu’une caractérisation semblable est obtenue indépendamment par de Cor-
nulier et Tessera dans leur étude de la propriété (T) relative de paires de groupes de la forme
(A ⋊ H, A) où H et A sont des groupes localement compacts, σ-compacts, A étant de plus
abélien [CT11].

Cette caractérisation repose principalement sur le théorème spectral. Partant d’un bi-module
H pour le produit croisé d’une action p.m.p. Γ y (X, µ) admettant une suite de vecteurs
unitaires traciaux presque-centraux (ξn) ∈ H, Ioana considère la représentation de C(X × X)

sur ce bi-module. Le théorème spectral permet alors de construire une suite de mesures de
probabilité sur l’espace produit (X × X, µ⊗ µ) à l’aide de la suite (ξn) ∈ H. C’est cette suite
de mesures de probabilité qui permet d’obtenir une caractérisation purement ergodique de la
propriété (T) relative à l’espace.

Cette idée trouve son origine dans l’étude de la paire (Rn ⋊ Γ, Rn), pour Γ sous-groupe de
SLn(R) (voir section 2.2.1).

A l’aide de cette caractérisation, nous sommes capables de donner un critère de rigidité fort
pratique pour une large classe d’actions de groupes : les actions par transformations affines sur
des espaces homogènes de groupes de Lie p-adiques, p ∈ P ∪ {∞}. C’est l’objet du Théorème
2.32.

Pour ce qui est du deuxième axe d’étude, nous obtenons des résultats de stabilité pour cha-
cune des constructions citées. Concernant la stabilité par restriction, nous montrons que la pro-
priété (T) relative à l’espace d’une action de groupe passe à tout sous-groupe co-moyennable
(voir Définition 2.17 et Proposition 2.18).

Ce résultat, dont nous ferons grandement usage, soulève d’ailleurs la question ouverte sui-
vante.

Question 2.2. Pour B ⊂ M ⊂ N des algèbres de von Neumann tels que M ⊂ N soit co-moyennable et
B ⊂ N ait la propriété (T) relative, est-ce que B ⊂ N possède aussi la propriété (T) relative à l’espace ?

Enfin, nous obtenons de nouveaux exemples d’actions de groupes ayant la propriété (T) re-
lative à l’espace à l’aide de ces différents résultats (voir sections 2.2.3 et 2.4.3). Le prochain
chapitre est d’ailleurs l’objet du troisième axe d’étude, puisque nous sommes capables de
produire des actions ayant la propriété (T) relative à l’espace pour tout groupe linéaire sur un
corps de caractéristique nulle, de type fini et non-moyennable.

2.2 Premiers exemples : actions sur le tore

Dans cette section, on s’intéresse aux premiers exemples introduits dans la littérature d’actions
de groupe ayant la propriété (T) relative à l’espace ; les actions de groupes Γ ⊂ SLn(Z) sur les
tores Tn, n > 2.

Ce sont d’ailleurs ces actions, et plus particulièrement l’action SL2(Z) y (T2, µ), qui sont à
l’origine des applications les plus remarquables.

Ces exemples présentent en outre l’avantage d’être directement liés à la propriété (T) relative
des paires (Zn ⋊ Γ, Zn), qui sont l’objet de nombreuses études.
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Chapitre 2. Propriété (T) relative à l’espace

Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 4 pour une étude d’une large classe d’actions de
groupes par automorphismes, cette fois-ci sur des nilvariétés de groupes de Lie nilpotents
de rang 2.

2.2.1 Mesures invariantes

On cherche ici à établir un critère pour que les actions par automorphismes d’un groupe Γ sur
les tores Tn aient la propriété (T) relative à l’espace. Nous savons déjà que celle-ci équivaut
à la propriété (T) relative pour la paire (Zn ⋊ Γ, Zn). On se restreint donc dans cette partie à
l’étude de paires de cette forme.

Nous commençons par donner quelques critères obtenus jusqu’à présent et qui orienteront
nos prochains résultats, notamment le Théorème 2.32, résultat principal de ce chapitre.

L’outil principal de ces critères repose sur le théorème spectral, que nous rappelons. On note
B(X) la tribu borélienne d’un espace X, et Â le groupe dual d’un groupe abélien localement
compact A.

Théorème 2.3. Soit (π,H) une représentation unitaire d’un groupe localement compact abélien A. Il
existe une unique mesure spectrale régulière Eπ : B(Â)→ Proj(H) sur Â telle que

π(a) =
∫

χ∈Â
χ(a)dEπ(χ), pour tout a ∈ A.

De plus, un opérateur T ∈ B(H) commute avec π(a) pour tout a ∈ A si et seulement si T commute
avec Eπ(B) pour tout B ∈ B(Â).

L’idée est la suivante. Prenons une paire (A ⋊ Γ, A) où A est un groupe discret abélien. La
restriction à A d’une représentation unitaire de A⋊ Γ donne lieu à une représentation unitaire
d’un groupe abélien. Le théorème spectral nous permet alors de décomposer cette représen-
tation en intégrale sur l’espace dual de A.

On lie ainsi la propriété (T) relative d’une telle paire de groupe à l’action de Γ sur le groupe
dual Â. Plus précisément, Burger a démontré le résultat suivant.

Théorème 2.4 ([Bur91], Prop. 7). Soit k un corps local. Soit Γ ⊂ GLn(k) un sous-groupe dénom-
brable. Supposons qu’il n’existe pas de mesure de probabilité Γ-invariante sur P(k̂n). Alors la paire
(kn ⋊ Γ, kn) a la propriété (T) relative.

Démonstration :

Procédons par l’absurde et supposons que la paire (kn ⋊ Γ, kn) n’ait pas la propriété (T) rela-
tive.
Prenons alors π : kn ⋊ Γ → U(H) une représentation unitaire de kn ⋊ Γ admettant des vecteurs
presque invariants, mais pas de vecteurs invariants.
Soit E : B(k̂n)→ Proj(H) la mesure spectrale associée à la représentation restreinte π|kn .
Notons (ξm) ∈ H une suite de vecteurs unitaires presque invariants. On définit une suite de
mesure de probabilité (µm) sur k̂n par µm(B) = (E(B)ξm, ξm).
Puisque π n’admet pas de vecteur invariant, on a µm({0}) = 0 pour tout m ∈ N. On peut
alors voir cette mesure sur l’espace projectif P(k̂n), qui possède la bonne propriété d’être un
espace métrique compact. On note encore cette mesure µm.
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2.2. Premiers exemples : actions sur le tore

On vérifie que l’on a alors pour tout γ ∈ Γ,

||γ∗µm − µm|| −→
m→∞

0. (∗)

Puisque P(k̂n) est un espace métrique compact, l’espaceM(P(k̂n)) des mesures de probabilité
sur P(k̂n), muni de la topologie faible-∗, est un espace compact métrisable. Ainsi, quitte à
considérer une sous-suite, on peut supposer que (µm) converge vers une mesure de probabilité
µ sur P(k̂n).
Enfin, (∗) nous permet d’affirmer que µ est γ-invariant. Puisque cela est vérifié pour tout γ ∈
Γ, on obtient une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(k̂n), ce qui contredit l’hypothèse
de départ.
La paire (kn ⋊ Γ, kn) a donc la propriété (T) relative.

�

La réciproque de ce résultat a été démontrée plus tard par de Cornulier. Il utilise pour cela le
fameux Lemme de Furstenberg [Fur76], voir Lemme 2.6.

Théorème 2.5 ([dC06], Prop. 3.1.9). Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
local k. Soient G un groupe localement compact et ρ : G → GL(V) une représentation continue. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il n’existe pas de mesure de probabilité G-invariante sur P(V∗),
(ii) la paire (V ⋊ G, V) a la propriété (T) relative.

Nous aurons nous aussi à invoquer le Lemme de Furstenberg à plusieurs reprises, notamment
dans la démonstration de notre Théorème 2.32. Nous en faisons d’ailleurs une utilisation
semblable. Nous rappelons donc ci-dessous ce résultat.

Lemme 2.6 ([Fur76]). Soit k un corps local. Soit V un k-espace vectoriel. Soit Γ ⊂ SL(V) un sous-
groupe dénombrable. Soit µ une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(V).
Si Γ ⊂ SL(V) n’est pas bornée, alors il existe un sous-groupe d’indice fini Γ0 ⊂ Γ et un sous-espace
propre Γ-invariant W ⊂ V tel que supp(µ) ⊂ [W] ⊂ P(V), où [W] désigne l’image de W dans P(V).

2.2.2 Propriété (T) relative à l’espace et ergodicité forte

On s’intéresse maintenant à une question soulevée par Popa : est-ce que les actions libres,
ergodiques et ayant la propriété (T) relative à l’espace sont nécessairement fortement ergo-
diques ?

En considérant des actions sur les tores, Ioana et Vaes montrent que ce n’est pas le cas [IV12].

Nous souhaitons préciser leur réponse et montrer qu’il existe effectivement un lien entre pro-
priété (T) relative à l’espace et ergodicité forte.

Commençons par rappeler quelques définitions et ce qui a motivé cette question.

Définition 2.7. On dit qu’une action Γ y (X, µ) préservant la mesure de probabilité d’un groupe
dénombrable est fortement ergodique s’il n’existe pas de sous-ensembles de X non triviaux et asympto-
tiquement Γ-invariants, i.e. pour toute suite de sous-ensembles mesurables (Xn) ⊂ X on a

µ(Xn∆γ.Xn) −→
n→∞

0, ∀γ ∈ Γ ⇒ µ(Xn)(1− µ(Xn)) −→
n→∞

0.
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Chapitre 2. Propriété (T) relative à l’espace

Cette notion d’ergodicité forte est étroitement liée à celle de trou spectral, que nous rappelons.

Définition 2.8. On dit qu’une action Γ y (X, µ) préservant la mesure de probabilité d’un groupe
dénombrable Γ a trou spectral si la représentation de Koopman associée

π : Γ → U(L2(X)⊖ C)

ne contient pas faiblement la représentation triviale, i.e. n’admet pas de vecteurs presque invariants.

On vérifie facilement que toute action ayant trou spectral est fortement ergodique. Dans le
cas d’actions par automorphismes sur des tores (et plus généralement sur des nilvariétés, voir
Chapitre 4), il se trouve que l’on a même équivalence.

Par ailleurs, si le groupe Γ a la propriété (T) alors toute action p.m.p. ergodique de Γ est
nécessairement fortement ergodique (puisqu’elle a alors un trou spectral). C’est dans cette
optique que Popa souleva cette question.

Nous apportons un éclairage positif à cette question. Pour cela, nous rappelons un résultat
obtenu par Bekka et Guivarc’h dans le cadre de leur étude d’actions de groupes par transfor-
mations affines sur des nilvariétés compactes.

Théorème 2.9 ([BG15]). Soit Γ un sous-groupe de SLn(Z). On a les équivalences :

1. l’action de Γ sur Tn n’a pas de trou spectral,

2. l’action de Γ sur Tn n’est pas fortement ergodique,

3. il existe un sous-espace rationnel non nul W de Rn invariant par le sous-groupe tΓ de SLn(Z)

et tel que l’image de tΓ dans GL(W) est moyennable,

4. il existe un sous-espace rationnel non nul W de Rn invariant par tΓ et tel que l’image de tΓ dans
GL(W) est virtuellement abélien.

Le Lemme de Furstenberg et le Théorème 2.4 nous permettent alors d’établir le lien entre
propriété (T) relative à l’espace et ergodicité forte dans le cadre d’actions sur les tores.

Proposition 2.10. Soit Γ un sous-groupe de SLn(Z). Supposons que l’action Γ y (Tn, µ) ait la
propriété (T) relative à l’espace, alors l’action transposée tΓ y (Tn, µ) est fortement ergodique.

Démonstration :

Procédons par l’absurde et supposons que l’action transposée tΓ y (Tn, µ) ne soit pas for-
tement ergodique. D’après le Théorème 2.9, il existe un sous-espace rationnel non trivial W
de Rn invariant par le sous-groupe Γ de SLn(Z) et tel que l’image de Γ dans GL(W) est
moyennable.
Par moyennabilité de Γ dans GL(W), on obtient une mesure de probabilité Γ-invariante sur
P(W). Mais alors, on obtient aussi une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(Rn). Ce qui
contredit la propriété (T) relative à l’espace de l’action Γ y (Tn, µ).
L’action tΓ y (Tn, µ) est donc fortement ergodique.

�

On en déduit en particulier le résultat suivant.
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2.2. Premiers exemples : actions sur le tore

Proposition 2.11. Soit Γ un sous-groupe de SLn(Z) stable par transposée, i.e. tΓ = Γ. Supposons que
l’action Γ y (Tn, µ) ait la propriété (T) relative à l’espace, alors cette action est fortement ergodique.

Remarque 2.12. Les contre-exemples donnés par Ioana et Vaes montrent justement qu’ils ont dû éviter
de tels groupes afin d’obtenir des actions non fortement ergodiques et ayant la propriété (T) relative à
l’espace.

2.2.3 Produits de sous-groupes de SLn(Z)

Dans leur article [IS13], Ioana-Shalom ont posé la question suivante : est-ce que le groupe
F2 × Z admet une action libre ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace ? Nous
renvoyons à la section 2.4.3 et à la Remarque 2.43 pour les motivations d’un tel problème.

Plus généralement, nous pouvons poser la question suivante. Soient Γ, Λ deux groupes dé-
nombrables. Est-ce que le produit Γ×Λ admet une action libre ergodique ayant la propriété
(T) relative à l’espace ?

Nous montrons que dans le cas de sous-groupes de SLn(Z), il suffit que l’un de ces deux
groupes admette une action libre ergodique avec la propriété (T) relative à l’espace sur le tore
Tn.

Proposition 2.13. Soient n, m ∈ N.
Soit Γ ⊂ SLn(Z) un sous-groupe tel que l’action Γ y (Tn, µ) sur le tore muni de la mesure de
Lebesgue soit libre, ergodique et ait la propriété (T) relative à l’espace.
Alors, pour tout sous-groupe Λ ⊂ SLm(Z), Γ×Λ admet une action libre et ergodique ayant la propriété
(T) relative à l’espace.

Démonstration :

Considérons le produit tensoriel Rn ⊗Rm. Le groupe Γ×Λ agit sur cet espace vectoriel par :

(γ, λ).(u⊗ v) = γ(u)⊗ λ(v), pour tout γ ∈ Γ, λ ∈ Λ, u ∈ Rn, w ∈ Rm.

Par ailleurs, en identifiant Rn ⊗Rm à Rnm, on obtient une action de Γ × Λ sur le tore Tnm,
puisque cette action préserve Znm. Montrons que cette action est libre, ergodique et qu’elle a
la propriété (T) relative à l’espace.

Pour ce qui est de la liberté, il suffit de remarquer que l’on a identifié Γ×Λ à un sous-groupe
de SLnm(Z) et que celui-ci agit librement sur Tnm.
Quant à l’ergodicité, elle découle de l’ergodicité de l’action Γ y (Tn, µ). En effet, il suffit de
noter que Γ agit diagonalement sur (Tn)m.
Enfin, pour ce qui est de la propriété (T) relative à l’espace, elle découle directement de la
Proposition 2.15, puisque Γ agit diagonalement sur (Tn)m et que l’action Γ y (Tn, µ) a la
propriété (T) relative à l’espace.
Ce qui achève la démonstration.

�

On répond donc en particulier à la question de Ioana et Shalom en considérant des injections
F2, Z →֒ SL2(Z).

Remarque 2.14. Nous le verrons dans la Remarque 3.14 que cette proposition est encore valable lorsque
l’on considère des actions sur des solénoïdes, i.e. des espaces de la forme (R×∏p∈S Qp)n/Z[S−1]n.
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Chapitre 2. Propriété (T) relative à l’espace

2.3 Stabilité de la propriété (T) relative à l’espace

Dans cette section, on étudie la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace vis-à-vis de
certaines constructions standards.

La première, élémentaire, consiste à considérer le produit d’actions p.m.p. ayant la propriété
(T) relative à l’espace d’un groupe Γ. On se demande si la propriété (T) relative à l’espace est
préservée pour l’action diagonale de Γ sur l’espace produit. On montre que tel est bien le cas.

Ensuite, on s’intéresse à la restriction d’une action p.m.p. d’un groupe Γ à un sous-groupe Λ.
On donne une condition suffisante pour que la propriété (T) relative à l’espace de l’action de
Γ soit préservée par restriction à Λ : la co-moyennabilité.

Enfin, on s’intéresse au problème inverse. Partant d’un groupe Γ admettant une action p.m.p.
ayant la propriété (T) relative à l’espace, comment peut-on passer à un sur-groupe de Γ ? On
étudie pour cela deux constructions : la co-induction et l’induction.

2.3.1 Action diagonale sur un produit fini

Plaçons-nous dans le cadre suivant. Soient n ∈ N et Γ un groupe dénombrable. Pour i =

1, . . . , n, soit (Xi, µi) un espace de probabilité standard sur lequel Γ agit en préservant la
mesure µi.

On s’intéresse à la dépendance de la propriété (T) relative à l’espace de l’action diagonale
Γ y ∏

n
i=1(Xi, µi) par rapport aux actions sur chaque facteur Γ y (Xi, µi). Celle-ci est naturelle,

voir Proposition 2.15 : l’action diagonale a la propriété (T) relative à l’espace si et seulement si
l’action sur chaque facteur a la propriété (T) relative à l’espace.

Nous utilisons ce résultat afin de construire des actions libres à partir d’actions qui ne le sont
pas nécessairement au départ, notamment dans la démonstration du Théorème 3.2. Rappe-
lons que l’on note Aut(X, µ) l’ensemble des bijections boréliennes qui préserve la mesure µ,
identifiées à mesure nulle prés.

Proposition 2.15. Soit n ∈ N. Soit (Xi, µi)i=1,...,n des espaces de probabilité standards. Posons
(X, µ) = ∏i(Xi, µi). Soit Γ ⊂ ∏i Aut(Xi, µi) un groupe dénombrable.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace,
(ii) pour i = 1, . . . , n, l’action πi(Γ) y (Xi, µi) a la propriété (T) relative à l’espace, où πi désigne

la projection de ∏
n
j=1 Aut(Xj, µj) sur Aut(Xi, µi).

Démonstration :
(i) ⇒ (ii) :
Soit i ∈ {1, . . . , n}. Soit (νn) une suite de mesures de probabilité définies sur Xi × Xi satisfai-
sant les propriétés suivantes :

1. pk
∗νn = µi, pour tout n ∈ N et k = 1, 2, où pk désigne la projection de Xi × Xi sur la

k-ème coordonnée,

2.
∫

Xi×Xi
φ(x)ψ(y)dνn(x, y) −→

n→∞

∫

Xi
φ(x)ψ(x)dµi, pour tous φ, ψ ∈ B(Xi),

3. ‖ (πi(γ)× πi(γ))∗νn − νn ‖−→
n→∞

0, pour tout γ ∈ Γ.
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2.3. Stabilité de la propriété (T) relative à l’espace

Nous souhaitons montrer que lim
n→∞

νn(∆Xi) = 1. Considérons (ηn) ∈ M(X × X) la suite de

mesures de probabilité définies par :

ηn = νn ⊗ (
⊗

j 6=i

qj
∗µj),

où qj : Xj → Xj × Xj, x 7→ (x, x). Cette suite vérifie les conditions 1. 2. et 3. de la Proposition
2.1 pour l’action Γ y (X, µ).
Puisque l’action Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace, on obtient :

ηn(∆X) = νn(∆Xi) −→n→∞
1.

Par conséquent, l’action πi(Γ) y (Xi, µi) a la propriété (T) relative à l’espace.

(ii) ⇒ (i) :
Supposons maintenant que pour i = 1, . . . , n, les actions πi(Γ) y (Xi, µi) aient la propriété (T)
relative à l’espace. Soit (ηn) une suite de mesures de probabilité définies sur X × X vérifiant
les trois conditions de la Proposition 2.1. Nous devons montrer que lim

n→∞
ηn(∆X) = 1.

Pour i = 1, . . . , n, considérons (νi
n) la suite de mesures de probabilité définies sur (Xi×Xi, µi⊗

µi) par :

νi
n = pi

∗ηn, où pi
∗ est la projection pi : X × X → Xi × Xi.

Pour tout i = 1, . . . , n, la suite (νi
n) satisfait les propriétés de la Proposition 2.1 pour l’action

πi(Γ) y (Xi, µi). Ainsi, pour tout i = 1, . . . , n, on a :

νi
n(∆Xi) = ηn(∏

j 6=i

(Xj × Xj)× ∆Xi) −→n→∞
1.

De sorte que

ηn(∆X) −→
n→∞

1,

et l’action Γ y (X, µ) a donc la propriété (T) relative à l’espace.

�

Remarque 2.16. La proposition n’est plus vraie lorsque l’on considère l’action diagonale sur un pro-
duit infini. En effet, pour (X, µ) = ∏

∞
i=1(Xi, µi) un produit infini d’espaces de probabilité standards,

considérons la suite de mesures de probabilité (ηn) définie par :

ηn = (
n

⊗

i=1

q∗µ)⊗ (
∞
⊗

i=n+1

µ⊗ µ)

où q : X → X × X, x 7→ (x, x). Cette suite satisfait les propriétés 1., 2. et 3. de la Proposition 2.1
pour toute action diagonale Γ y (X, µ). Puisque ηn(∆X) = 0 pour tout n ∈ N, on en déduit que les
actions diagonales sur un produit infini n’ont pas la propriété (T) relative à l’espace.
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2.3.2 Co-moyennabilité

Soit Γ un groupe dénombrable agissant sur un espace de probabilité standard (X, µ) en pré-
servant la mesure. Soit Λ un sous-groupe de Γ. Si l’action restreinte Λ y (X, µ) a la propriété
(T) relative à l’espace, alors, de manière évidente, il en est de même de Γ y (X, µ). Qu’en
est-il de la réciproque ?

Nous montrons que celle-ci est vérifiée lorsque Λ est un sous-groupe co-moyennable de Γ.

Commençons par rappeler la définition suivante.

Définition 2.17. Soit Γ un groupe dénombrable et soit Λ un sous-groupe de Γ. On dit que Λ est un
sous-groupe co-moyennable de Γ (ou que l’espace homogène Γ/Λ est moyennable au sens d’Eymard
[Eym72]) s’il existe une suite ( fn) d’éléments de l1(Γ/Λ) telle que :

1. fn > 0, pour tout n ∈ N,

2. || fn||1 = 1, pour tout n ∈ N,

3. ||π(γ) fn − fn||1 −→
n→∞

0 pour tout γ ∈ Γ, où π(γ) fn(x) = fn(γ−1x), pour tout x ∈ Γ/Λ.

On se propose de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.18. Soit Γ un groupe dénombrable et soit Λ un sous-groupe.
Une action préservant la mesure de probabilité Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace si et
seulement si l’action restreinte Λ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace.

Démonstration :

Soit D ⊂ Γ un domaine fondamental pour l’action à droite de Λ sur Γ, de sorte que

Γ = ⊔λ∈ΛDλ.

On transfert l’action par translations de Γ sur Γ/Λ en une action (γ, h) 7→ γ.̃h, de Γ sur D ;
pour tous γ ∈ Γ, h ∈ D, celle-ci est définie par :

γ.̃h := γhc(γ, h)−1,

où c( , ) : Γ× D → Λ est le cocycle tel que γhc(γ, h)−1 ∈ D.
Puisque Γ/Λ moyennable au sens d’Eymard, il existe une suite de fonctions positives ( f̃n) ∈
l1(Γ/Λ) telle que

1. || f̃n||1 = 1, pour tout n ∈ N,

2. pour tout γ ∈ Γ, ||π(γ) f̃n − f̃n||1 −→
n→∞

0.

Introduisons la suite de fonctions ( fn) ∈ l1(D) définies par :

fn(h) = f̃n(hΛ), ∀h ∈ D.

Procédons maintenant par contraposée et supposons que l’action de Λ sur (X, µ) n’ait pas la
propriété (T) relative à l’espace.
Soit (νn) une suite de mesures de probabilité définies sur X × X et vérifiant :

1. pi
∗νn = µ pour tout n ∈ N et i = 1, 2,
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2.
∫

X×X φ(x)ψ(y)dνn(x, y) −→
n→∞

∫

X φ(x)ψ(x)dµ(x), pour tout φ, ψ ∈ B(X),

3. ||(λ× λ)∗νn − νn|| −→
n→∞

0, pour tout λ ∈ Λ,

4. lim inf
n→∞

νn(∆X) < 1.

Considérons l’ensemble de mesures de probabilité ηn,m définies sur X × X par :

ηn,m = ∑
h∈D

fm(h)(h× h)∗νn

Montrons que l’on peut extraire une suite de mesures de probabilité (ηm) de l’ensemble des
mesures ηn,m qui satisfait les quatre propriétés précédentes pour l’action de Γ sur (X, µ).

Pour ce qui est du premier point, on vérifie directement que pour tout n, m ∈ N et pour
i = 1, 2 on a pi

∗ηn,m = µ.
En effet, pour tout sous-ensemble borélien B ⊂ X :

ηn,m(B× X) = ∑
h∈D

∫

x∈X×X
fm(h)1B×X(x, x)dνn(x)

= ∑
h∈D

fm(h)µ(B)

= µ(B).

On s’intéresse maintenant à la deuxième propriété.
Prenons alors φ, ψ ∈ B(X) deux fonctions boréliennes bornées.

∫

X×X
φ(x)ψ(y)dηn,m(x, y) = ∑

h∈D

fm(h)
∫

X×X
φ(hx)ψ(hy)dνn(x, y).

Mais pour tout h ∈ D ⊂ Γ, on a :
∫

X×X
φ(hx)ψ(hy)dνn(x, y) −→

n→∞

∫

X
φ(x)ψ(x)dµ(x),

par Γ-invariance de la mesure µ.
Ainsi, on obtient pour tout m ∈ N

∫

X×X
φ(x)ψ(y)dηn,m(x, y) −→

n→∞

∫

X
φ(x)ψ(x)dµ(x).

Ainsi, la seconde propriété est vérifiée dès que n tend vers l’infini, à m fixé.

Concentrons-nous maintenant sur la troisième propriété. Soit γ ∈ Γ. Pour tout φ ∈ B(X × X)

avec ||φ||∞ = 1, on a :

|
∫

x∈X×X
φ(γ.x)− φ(x)dηn,m(x)| = |

∫

x∈X×X
∑

h∈D

(φ(γ.(h.x))− φ(h.x)) fm(h)dνn(x)|.

Mais on peut écrire :

∑
h∈D

φ(γ.(h.x)) fm(h) = ∑
h∈D

φ((γ.̃h).(c(γ, h).x)) fm(h)

où c(γ, h) ∈ Λ. Ainsi, on obtient :
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∑
h∈D

φ(γ.(h.x)) fm(h) = ∑
h∈D

φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(γ
−1 .̃h).

On arrive finalement à :

|
∫

x∈X×X
φ(γ.x)− φ(x)dηn,m(x)|

=|
∫

x∈X×X
∑

h∈D

φ(hc(γ, γ.̃h).x) fm(γ
−1 .̃h)− φ(h.x) fm(h)dνn(x)|.

Ce qui nous donne :

|
∫

x∈X×X
φ(γ.x)− φ(x)dηn,m(x)|

6|
∫

x∈X×X
∑

h∈D

(φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(γ
−1 .̃h)− φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(h))dνn(x)|

+ |
∫

x∈X×X
∑

h∈D

(φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(h)− φ(h.x) fm(h))dνn(x)|,

où le premier terme de la somme est :

|
∫

x∈X×X
∑

h∈D

(φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(γ
−1 .̃h)− φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(h))dνn(x)|

6||π(γ) fn − fn||1,

et le second :

|
∫

x∈X×X
∑

h∈D

(φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x) fm(h)− φ(h.x) fm(h))dνn(x)|

=|
∫

x∈X×X
∑

h∈D

(φ(hc(γ, γ−1 .̃h).x)− φ(h.x)) fm(h)dνn(x)|

6 ∑
h∈D

||(kγ,h × kγ,h)∗νn − νn|| fm(h),

avec kγ,h = c(γ, γ−1 .̃h) ∈ Λ. On obtient alors :

||(γ× γ)∗ηn,m − ηn,m|| 6 ||π(γ) fm − fm||1 + ∑
h∈D

||(kγ,h × kγ,h)∗νn − νn|| fm(h).

Le premier terme de droite tend vers zero lorsque m tend vers l’infini. De plus, à m fixé, le
second terme tend vers zero quand n tend vers l’infini.

On construit alors une suite (ηm) de mesures de probabilité satisfaisant les deuxième et troi-
sième propriétés.

Enfin, puisque pour tout n, m ∈ N on a ηn,m(∆X) = νn(∆X), la dernière propriété est aussi
vérifiée pour la suite (ηm).

Nous obtenons ainsi une suite de mesures de probabilité (ηm) sur X × X nous permettant
d’affirmer que l’action de Γ sur (X, µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.
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�

Remarque 2.19. On retrouve le fait que les actions de groupes moyennables n’ont jamais la propriété
(T) relative à l’espace dans le cas où Γ est un groupe moyennable et Λ est réduit à l’identité.

2.3.3 Co-induction

Soient Γ0 ⊂ Γ des groupes dénombrables. Soit Γ0 y (X, µ) une action préservant la mesure
de probabilité ayant la propriété (T) relative à l’espace. Nous pouvons construire une action
de Γ dont la restriction à Γ0 admet l’action initiale comme quotient : l’action co-induite.

Nous procédons de la manière suivante. Soit D un domaine fondamental pour l’action à droite
de Γ0 sur Γ. Sans perdre de généralité, on suppose que l’élément neutre appartient à D. Posons
(Y, η) = ∏D(X, µ) et considérons l’action de Γ sur (Y, η) donnée par :

γy = γ(xd)d = (σ(γ−1, d)−1xγ−1.d)d

où l’action de Γ sur D donnée par Γ× D → D, (γ, d) 7→ γ.d provient du cocycle σ : Γ× D →
Γ0.

Proposition 2.20. Soient Γ0 ⊂ Γ des groupes dénombrables. Soit Γ0 y (X, µ) une action préservant
la mesure de probabilité ayant la propriété (T) relative à l’espace.
Les assertions suivantes sont équivalentes ;

(i) l’action co-induite Γ y (Y, η) a la propriété (T) relative à l’espace,
(ii) Γ0 est d’indice fini dans Γ.

(i) ⇒ (ii) :

On procède par contraposée ; supposons que [Γ : Γ0] = ∞.

Commençons par introduire la suite de mesures (νn) définie sur X × X par :

νn := (1−
1
n
)q∗µ +

1
n

µ⊗ µ,

où q : X 7→ X × X, x 7→ (x, x).
Cette mesure est invariante par l’action diagonale de Γ0 et vérifie νn(∆X) = 1− 1

n .
On considère alors sur Y ×Y la suite de mesures de probabilité (ζn) définie par :

ζn = ⊗Dνn.

Cette suite de mesures vérifie immédiatement les conditions de la Proposition 2.1 pour l’action
Γ y (Y, η). Pourtant, le produit étant infini, on a :

ζn(∆Y) = 0, pour tout n ∈ N.

Ainsi, l’action co-induite Γ y (Y, η) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.

(ii) ⇒ (i) :

Supposons que l’action Γ0 y (X, µ) ait la propriété (T) relative à l’espace.
Notons m = [Γ : Γ0] ∈ N et D = {d1, . . . , dm}.
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Soit (ηn) ∈ M(Y × Y) une suite de mesure de probabilités vérifiant les propriétés de la
Proposition 2.1 pour l’action Γ y (Y, η).
Pour conclure, il suffit de montrer que pour i = 1, . . . , m, on a

qi
∗ηn(∆X)→ 1,

où qi : Y ×Y −→
n→∞

X × X est la projection sur la coordonnée di.

La suite de mesures (qi
∗ηn) ∈ M(X × X) vérifie de manière évidente les deux premières

propriétés de la Proposition 2.1. Puisque Γ0 y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace, il
nous reste à vérifier que cette suite vérifie aussi la troisième propriété.

Prenons alors γ0 ∈ Γ0. Soit ϕ ∈ B(X × X). Pour tout n ∈ N, on a :

(γ0× γ0)∗(qi
∗ηn)(ϕ)− qi

∗ηn(ϕ) =
∫

x∈X×X
(ϕ(γ0.x)− ϕ(x))dqi

∗ηn(x)

=
∫

(x1,...,x,...,xm)∈Y×Y
(ϕ(γ0.x)− ϕ(x))dηn(x1, . . . , x, . . . , xq)

=
∫

y∈Y×Y
ψ(γ.y)− ψ(y)dηn(y)

où ψ(y) = ψ(x1, . . . , x, . . . , xm) = ϕ(x) et γ = diγ
−1
0 d−1

i . De la sorte, nous obtenons :

|(γ0 × γ0)∗(qi
∗ηn)(ϕ)− qi

∗ηn(ϕ)| = |(γ× γ)∗ηn(ψ)− ηn(ψ)|

6 ||(γ× γ)∗ηn − ηn||.

Ainsi, la suite de mesures de probabilité (qi
∗ηn) vérifie les propriétés de la Proposition 2.1

pour l’action Γ0 y (X, µ), et on a alors qi
∗ηn(∆X) −→

n→∞
1 pour i = 1, . . . , m. L’action co-induite

a donc la propriété (T) relative à l’espace.

�

Remarque 2.21. La première implication nous permet de retrouver le fait que les actions de Bernoulli
n’ont pas la propriété (T) relative à l’espace, dans le cas où Γ0 est réduit à l’élément neutre.

2.3.4 Induction

Une autre manière de passer d’une action p.m.p. d’un groupe Γ à un sur-groupe est de pro-
céder de la manière suivante.

Soit G un groupe localement compact, à base dénombrable. Soit Γ un réseau de G (de sorte
que G/Γ admet une mesure de probabilité G-invariante λ̄). Donnons-nous une action sur un
espace de probabilité standard Γ y (X, µ) qui préserve la mesure de probabilité. On induit
une action de G de la manière suivante.

Posons IndG
Γ (X) = (G× X)/Γ l’espace des classes d’équivalence dans G× X pour la relation

d’équivalence (g, x) ∼ (gγ, γ−1x), ∀g ∈ G, x ∈ X, γ ∈ Γ. L’action de G sur IndG
Γ (X) est donnée

par g.[g′, x] = [gg′, x].

On identifie IndG
Γ (X) comme espace mesuré avec G/Γ × X que l’on munit de la mesure de

probabilité λ̄⊗ µ. Cette mesure est alors préservée par l’action G.
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Plus précisément, soit D un domaine fondamental pour l’action à droite de Γ sur G. L’espace
(IndG

Γ (X), η) peut être identifié à (X × D, µ ⊗ λ), où λ est la mesure de probabilité sur D
obtenue à partir de la mesure λ̄ sur G/Γ. L’action est alors donnée par :

g.(x, k) = (σ(g, k)x, g.̃k), for all g ∈ G, x ∈ X, k ∈ D,

où σ : G× D → Γ est le cocycle donné par g.̃k := gkσ(g, k)−1 ∈ D.

On définit la propriété (T) relative à l’espace dans le cadre d’actions de groupes localement
compacts, à base dénombrable. Pour cela, on adapte la caractérisation purement ergodique
donnée par Ioana à ce contexte.

Définition 2.22. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable. Une action préservant
la mesure de probabilité G y (X, µ) sur un espace de probabilité standard sans atome (X, µ) a la
propriété (T) relative à l’espace si et seulement si pour toute suite de mesures de probabilité boréliennes
(νn) sur X × X satisfaisant :

1. pi
∗νn = µ pour tout n ∈ N et i = 1, 2, où pi : X × X → X désigne la projection sur la i-ème

coordonnée,

2.
∫

X×X ϕ(x)ψ(y)dνn(x, y) −→
n→∞

∫

X ϕ(x)ψ(x)dµ(x), pour toute fonction borélienne bornée ϕ, ψ

sur X,

3. ||(g× g)∗νn − νn|| −→
n→∞

0 pour tout g ∈ G,

on a νn(∆X) −→
n→∞

1 où ∆X désigne la diagonale dans X × X.

Remarque 2.23. On vérifie que la Proposition 2.18 reste valable dans le contexte de groupes localement
compacts à base dénombrable en suivant mutadis mutandis les étapes de la démonstration. Rappelons
que dans le cadre non dénombrable, la co-moyennabilité est définie de la manière suivante.

Définition 2.24. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable. Soit H un sous-groupe
fermé de G. Soit λ̄ une mesure quasi-G-invariante sur G/H.
On dit que H est un sous-groupe co-moyennable s’il existe une suite ( fn) d’éléments de L1(G/H, λ̄)

telles que

1. fn > 0, pour tout n ∈ N,

2. || fn||1 = 1, pour tout n ∈ N,

3. ||π(g) fn − fn||1 −→
n→∞

0 pour tout g ∈ G, où π(g) fn(ḡ) = dg∗λ̄

dλ̄
fn(g−1 ḡ), pour tout ḡ ∈ G/H.

Remarque 2.25. De manière plus naturelle, la troisième propriété de la Définition 2.22 aurait pu être
remplacée par

sup
g∈K

||(g× g)∗νn − νn|| −→
n→∞

0 pour toute partie compacte K ⊂ G.

On vérifie que cette définition est équivalente à la précédente.

En effet, d’après la Remarque 2.23, la propriété (T) relative à l’espace pour l’action de G est équivalente
à celle d’un réseau Γ. Mais pour les groupes discrets, les définitions sont clairement identiques.

De quelle manière lier la propriété (T) relative à l’espace de l’action initiale à l’action induite ?
Nous donnons une réponse dans la proposition suivante.
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Proposition 2.26. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable. Soit Γ un réseau de G.
Soit Γ y (X, µ) une action préservant la mesure de probabilité. Considérons G y (IndG

Γ (X), η)
l’action induite.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) l’action induite G y (IndG
Γ (X), η) a la propriété (T) relative à l’espace,

(ii) les actions Γ y (X, µ) et G y (G/Γ, λ̄) ont la propriété (T) relative à l’espace.

Remarque 2.27. La propriété (T) relative à l’espace de l’action G y (G/Γ, λ̄) est étudiée dans le
Théorème 2.38.

Démonstration :

(i) ⇒ (ii) :
Supposons que l’action induite ait la propriété (T) relative à l’espace.
Commençons par montrer que l’action initiale Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace.
Soit (µn) une suite de mesures de probabilité définies sur X × X et vérifiant :

1. pi
∗µn = µ pour tout n ∈ N et i = 1, 2, où pi : X × X → X désigne la projection sur la

i-ème coordonnée,

2.
∫

X×X φ(x)ψ(y)dµn(x, y) −→
n→∞

∫

X φ(x)ψ(x)dµ(x), pour toutes fonctions boréliennes bor-

nées φ, ψ sur X

3. ||(γ× γ)∗µn − µn|| −→
n→∞

0, pour tout γ ∈ Γ

Introduisons la suite de mesures de probabilité (νn) définies sur (X × D)2 par

νn := µn ⊗ q∗λ,

où q : D → D × D, k 7→ (k, k). Cette suite vérifie les propriétés de la Définition 2.22 pour
l’action induite de G.
En effet, pour le premier point, on vérifie directement que pour tout n ∈ N et pour tout
sous-ensemble borélien A ⊂ X × D on a :

pi
∗νn(A) = µ⊗ λ(A), i = 1, 2.

Pour la seconde propriété, soient φ, ψ ∈ B(X × D).

∫

(X×D)2
φ(x, k)ψ(y, l)dνn(x, k, y, l) =

∫

X2×D
φ(x, k)ψ(y, k)dµn(x, y)dλ(k)

=
∫

D

∫

X2
φ(x, k)ψ(y, k)dµn(x, y)dλ(k),

où pour tout k ∈ D,
∫

X2
φ(x, k)ψ(y, k)dµn(x, y) −→

n→∞

∫

X
φ(x, k)ψ(x, k)dµ(x).

Puis, on obtient à l’aide du théorème de convergence dominée :
∫

(X×D)2
φ(x, k)ψ(y, l)dνn(x, k, y, l) −→

n→∞

∫

X×D
φ(x, k)ψ(x, k)dµ(x)dλ(k).
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Enfin pour le dernier point, prenons g ∈ G et φ ∈ B((X × D)2) avec ||φ||∞ = 1. On écrit :

|
∫

(x,k)∈(X×D)2
φ(g.(x, k))−φ(x, k)dνn(x, k)| = |

∫

x∈X2, k∈D
φ(σ(g, k)x, g.̃k)−φ(x, k)dµn(x)dλ(k)|.

Pour g ∈ G fixé, on dispose d’une application borélienne σg : D → Γ, k 7→ σ(g, g−1 .̃k) dans un
groupe dénombrable. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe un sous-ensemble fini F ⊂ Γ tel que

λ(
⊔

γ/∈F

{k ∈ D : σg(k) = γ}) < ε.

Soient ε > 0 et F ⊂ Γ le sous-ensemble fini associé à ε. Par G-invariance de λ, on a :

|
∫

x∈X2, k∈D
φ(σ(g, k)x, g.k) − φ(x, k)dµn(x)dλ(k)|

= |
∫

x∈X2, k∈D
φ(σ(g, g−1 .̃k)x, k) − φ(x, k)dλ(k)dµn(x)|

Ainsi, en décomposant D à l’aide de notre sous-ensemble fini F, on obtient l’inégalité suivante :

|
∫

x∈X2, k∈D
φ(σ(g, g−1 .̃k)x, k)− φ(x, k)dλ(k)dµn(x)|

62ε + ∑
γ∈F

∫

x∈X2
|
∫

σg−1 ({γ})
φ(σ(g, g−1 .̃k)x, k) − φ(x, k)dλ(k)|dµn(x)

62ε + ∑
γ∈F

∫

x∈X2
|ψ(γx)− ψ(x)|dµn(x),

où ψ(x) =
∫

σg−1 ({γ}) φ(x, k)dλ(k),

6ε + |F| sup
γ∈F

||(γ× γ)∗µn − µn||

et le second terme tend vers zero quand n tend vers l’infini. Par conséquent, le troisième point
de la Définition 2.22 est vérifié.
Ainsi νn(∆X×D) −→

n→∞
1, puisque l’action induite de G a la propriété (T) relative à l’espace.

Finalement, on a µn(∆X) −→
n→∞

1, et l’action Γ y (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace.

Montrons maintenant que l’action G y (D, λ) a aussi la propriété (T) relative à l’espace.
Soit (λn) une suite de mesures de probabilité définies sur D× D satisfaisant les conditions de
la Définition 2.22 pour l’action G y (D, λ).
Considérons la suite de mesures de probabilité (νn) définies sur (X × D)2 par

νn := p∗µ⊗ λn,

où p : X → X × X, x 7→ (x, x).
On vérifie immédiatement que cette suite satisfait les deux premières propriétés de la Défini-
tion 2.22 pour l’action induite de G sur X × D.
Pour ce qui est de la dernière, prenons g ∈ G et φ ∈ B((X× D)2) avec ||φ||∞ = 1. On écrit :
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|
∫

(x,k,x′,k′)∈(X×D)2
φ(g.(x, k, x′, k′))− φ(x, k, x′, k′)dνn(x, k)|

= |
∫

x∈X, (k,k′)∈D×D
φ(σ(g, k)x, g.̃k, σ(g, k′)x, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|.

Pour g ∈ G fixé, on dispose d’une application borélienne σg : D → Γ, k 7→ σ(g, g−1 .̃k) dans un
groupe dénombrable. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe un sous-ensemble fini F ⊂ Γ tel que

λ(
⊔

γ/∈F

{k ∈ D : σg(k) = γ}) < ε.

Soient ε > 0 et F ⊂ Γ le sous-ensemble fini associé à ε. On dispose des inégalités suivantes

|
∫

x∈X, (k,k′)∈D×D
φ(σ(g, k)x, g.̃k, σ(g, k′)x, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

66ε + ∑
γ∈F
|
∫

x∈X, (k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ})
φ(σ(g, k)x, g.̃k, σ(g, k′)x, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

+ ∑
γ 6=γ′∈F

|
∫

x∈X, (k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ′})
φ(σ(g, k)x, g.̃k, σ(g, k′)x, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

66ε + ∑
γ∈F
|
∫

(k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ})

∫

x∈X
φ(γx, g.̃k, γx, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

+ ∑
γ 6=γ′∈F

|
∫

(k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ′})

∫

x∈X
φ(γx, g.̃k, γ′x, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

Il nous suffit de montrer que lorsque n tend vers l’infini, chacun des termes à droite de
l’inégalité tend vers 0.
L’invariance de la mesure µ permet d’écrire

∑
γ∈F
|
∫

(k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ})

∫

x∈X
φ(γx, g.̃k, γx, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

= ∑
γ∈F
|
∫

(k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ})
ψ(g.̃k, g.̃k′)− ψ(k, k′)dλn(k, k′)|

où ψ(k, k′) =
∫

x∈X φ(x, k, x, k′)dµ(x). Puisque l’on a une somme fini, ce terme tend vers 0
quand n tend vers l’infini d’après les propriétés vérifiées par la suite (λn). Quant au dernier
terme, on dispose de la majoration suivante

∑
γ 6=γ′∈F

|
∫

(k,k′)∈σ−1
g ({γ})×σ−1

g ({γ′})

∫

x∈X
φ(γx, g.̃k, γ′x, g.̃k′)− φ(x, k, x, k′)dµ(x)dλn(k, k′)|

6 ∑
γ 6=γ′∈F

2|
∫

(k,k′)∈D×D
1σ−1

g ({γ})(k)1σ−1
g ({γ′})(k

′)dλn(k, k′)|

De même, puisque l’on considère une somme finie, ce terme tend vers 0 quand n tend vers
l’infini d’après les propriétés vérifiées par la suite (λn).
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La troisième propriété de la Définition 2.22 est ainsi satisfaite pour l’action induite de G sur
X × D. Par conséquent, νn(∆X×D) −→

n→∞
1. Ainsi, λn(∆D) −→

n→∞
1, et l’action G y (D, λ) a la

propriété (T) relative à l’espace.

(ii) ⇒ (i) :
Supposons maintenant que les actions Γ y (X, µ) et G y (D, λ) aient la propriété (T) relative
à l’espace.
Nous souhaitons montrer que l’action induite G y (X× D, µ⊗ λ) a la propriété (T) relative à
l’espace.

Soit (νn) une suite de mesures de probabilité définies sur (X × D)2 vérifiant les propriétés de
la Définition 2.22 pour l’action induite.
Commençons par considérer la suite de mesures de probabilité (λn) = (pD

∗ νn) dans M(D×
D), où pD : (X × D)2 → D× D est la projection sur les coordonnées D× D.
On vérifie immédiatement que cette suite de mesures satisfait les propriétés de la Définition
2.22 pour l’action de G sur (D, λ). Puisque cette action a la propriété (T) relative à l’espace,
on a λn(∆D) = νn(X × X × ∆D) −→

n→∞
1.

D’autre part, introduisons la suite de mesures de probabilité (µn) = (pX
∗ νn) dans M(X × X),

où pX : (X × D)2 → X × X est la projection sur les coordonnées X × X.
Les deux premières propriétés de la Définition 2.22 pour l’action de Γ sur X sont immédiate-
ment vérifiées.
Pour ce qui est de la troisième propriété de cette définition, soient γ ∈ Γ et φ ∈ B(X×X) avec
||φ||∞ = 1.
On écrit :

|
∫

x∈X×X
φ(γx)− φ(x)dµn(x)| = |

∫

(x,k)∈(X×D)2
φ(γx)− φ(x)dνn(x, k)|.

Puisque G est séparable, il existe une suite dense (gn) d’éléments de G. A un ensemble de
mesure nulle près, on peut écrire

D =
⋃

i

Dgi

où Dgi = {d ∈ D : σ(gi, d) = γ}. On utilise pour obtenir cette expression le fait que Γ est
discret, et donc que D et Dgi sont d’intérieurs non vide pour tout i.
On construit alors par récurrence une partition mesurable D =

⊔

i∈N∗ Ui, où U1 = D1 et pour
tout i > 2, Ui = Di\

⋃

j<i Dj.
Soit ε > 0. Il existe un ensemble fini F ⊂ N∗ tel que

λ(
⊔

i/∈F

Ui) < ǫ.

On pose ψ(x) = φ(γx)− φ(x), A =
⊔

i∈F Ui et B =
⊔

i/∈F Ui. Nous obtenons alors :

|
∫

(X×D)2
ψ(x)dνn(x, k)| 6

∫

X2×A×A
|ψ(x)|dνn(x, k) +

∫

X2×A×B
2 dνn(x, k)

+
∫

X2×B×A
2 dνn(x, k) +

∫

X2×B×B
2 dνn(x, k)

6

∫

X2×A×A
|ψ(x)|dνn(x, k) + 6ε.
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De plus, on dispose des inégalités suivantes :

∫

X2×A×A
|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k)

= ∑
i∈F

∫

X2×Ui×Ui

|φ(σ(gi , k)x)− φ(x)|dνn(x, k) + ∑
i 6=j∈F

∫

X2×Ui×Uj

|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k)

6 ∑
i∈F

∫

(X×D)2
|φ(σ(gi , k)x)1U2

i
(k)− φ(x)1U2

i
(k)|dνn(x, k) + ∑

i 6=j∈F

∫

X2×Ui×Uj

|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k),

puis en écrivant :

φ(σ(gi, k)x)1U2
i
(k)− φ(x)1U2

i
(k)

=φ(σ(gi, k)x)1U2
i
(k)− φ(σ(gi, k)x)1U2

i
(gi .̃k) + φ(σ(gi, k)x)1U2

i
(gi .̃k)− φ(x)1U2

i
(k),

on obtient les inégalités suivantes :

6 ∑
i∈F

∫

(X×D)2
|φ(σ(gi , k)x)1U2

i
(gi .̃k)− φ(x)1U2

i
(k)|dνn(x, k)

+ ∑
i∈F

∫

(X×D)2
|φ(σ(gi , k)x)||1U2

i
(gi .̃k)− 1U2

i
(k)|dνn(x, k) + ∑

i 6=j∈F

∫

X2×Ui×Uj

|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k)

6 ∑
i∈F

∫

(X×D)2
|φ(σ(gi , k)x)1U2

i
(gi .̃k)− φ(x)1U2

i
(k)|dνn(x, k)

+ ∑
i∈F

∫

(X×D)2
|1U2

i
(gi .̃k)− 1U2

i
(k)|dνn(x, k) + ∑

i 6=j∈F

∫

X2×Ui×Uj

|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k)

62|F| sup
i∈F
||(gi × gi)∗νn − νn||+ ∑

i 6=j∈F

∫

X2×Ui×Uj

|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k)

Montrons que les termes à droite de l’inégalité tendent vers zero quand n tend vers l’infini.
Concernant le premier terme, c’est une conséquence directe de la troisième propriété de la
Définition 2.22 vérifiée par νn.
Pour ce qui est du second terme, la deuxième propriété vérifiée par νn nous donne :

∑
i 6=j∈F

∫

X2×Ui×Uj

|φ(γx)− φ(x)|dνn(x, k) 62 ∑
i 6=j∈F

∫

(x,k,y,l)∈(X×D)2
1X×Ui(x, k)1X×Uj(y, l)dνn(x, k, y, l)

−→
n→∞

2
∫

X×D
1X×Ui(x, k)1X×Uj(x, k)dµ⊗ λ(x, k) = 0

Par conséquent, ||(γ× γ)∗µn − µn|| −→
n→∞

0.

A l’aide de la propriété (T) relative à l’espace de l’action Γ y (X, µ), on obtient

µn(∆X) = νn(∆X × D× D) −→
n→∞

1.

Finalement, puisque νn(∆X × D× D) −→
n→∞

1 et νn(X × X × ∆D) −→
n→∞

1, on arrive à

νn(∆X×D) −→
n→∞

1.
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L’action induite G y (X × D, µ⊗ λ) a donc la propriété (T) relative à l’espace. Ce qui achève
la démonstration.

�

Considérons maintenant la situation plus générale suivante, liée à la notion d’équivalence
mesurable.

Soit (E, λ) un espace mesuré. Soient Γ et ∆ des groupes dénombrables. Supposons que l’on
dispose d’actions libres commutant de Γ et ∆ sur (E, λ) qui préservent la mesure λ. Supposons
qu’il existe un domaine fondamental de mesure finie Ω pour l’action de ∆ sur E tel que l’on
ait de plus E = ΓΩ. On définit une action de Γ sur (Ω, λ̄) ∼= (E/∆, λ) à l’aide du cocycle
σ : Γ×Ω → ∆.

Soit (X, µ) un espace de probabilité standard et soit ∆ y (X, µ) une action p.m.p.. On peut
définir une action de Γ sur (X ×Ω, µ× λ̄) par :

γ.(x, ω) = (σ(γ, ω).x, γ.ω), pour tous γ ∈ Γ, x ∈ X, ω ∈ Ω.

Notons cette action Γ y (IndE
∆(X), η).

On dispose du résultat suivant dont la démonstration est similaire à celle de la Proposition
2.26.

Proposition 2.28. Soit ∆ y (X, µ) une action p.m.p. libre ayant la propriété (T) relative à l’espace.
Supposons que l’action Γ y (Ω, λ̄) ait la propriété (T) relative à l’espace.
Alors, l’action induite Γ y (IndE

∆(X), η) est libre et a la propriété (T) relative à l’espace.

Remarque 2.29. Cette induction nous permet alors de construire des actions libres de Γ.

2.4 Critère de rigidité pour les actions sur des espaces homogènes

Dans cette section, on étudie les actions par transformations affines sur des espaces homo-
gènes G/Λ de groupes de Lie p-adiques G quotientés par un réseau Λ.

Nous donnons un critère simple pour que de telles actions aient la propriété (T) relative à
l’espace. Ce critère s’avérera fort pratique pour les applications que nous avons en vue dans
le chapitre suivant. Il prolonge les travaux de Burger sur les actions par automorphismes
[Bur91], et ceux de Ioana et Shalom sur les actions par translations [IS13].

Nous commençons par rappeler quelques résultats qui ont orienté nos recherches, ainsi que
quelques définitions nécessaires à la compréhension du résultat principal de cette section : le
Théorème 2.32.

2.4.1 Rappels

Comme nous l’avons déjà énoncé, Burger étudie dans son article [Bur91] la propriété (T)
relative pour des paires de groupes de la forme (A⋊ Γ, A), où A est un groupe discret abélien
et Γ est un sous-groupe de Aut(A). Il donne une condition suffisante sur l’action duale de Γ

sur Â pour que la paire (A ⋊ Γ, A) ait la propriété (T) relative. Dans le cas où A = Zn et Γ

est un sous-groupe de SLn(Z), on obtient une action sur le n-tore Tn = Rn/Zn. Son résultat
s’écrit alors :
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Théorème 2.30 ([Bur91]). La paire (Zn ⋊ Γ, Zn) a la propriété (T) relative à l’espace si et seulement
s’il n’existe pas de mesure de probabilité Γ-invariante sur l’espace projectif P((Rn)∗).

Le fait que la condition ci-dessus soit nécessaire est démontré dans la Proposition 3.1.9 [dC06],
qui repose elle-même sur le Lemme de Furstenberg [Fur76].

Par conséquent, l’action par automorphismes Γ y (Tn, µ) d’un sous-groupe de SLn(Z) a
la propriété (T) relative à l’espace si et seulement s’il n’existe pas de mesure de probabilité
Γ-invariante sur P(Rn).

D’autre part, Ioana et Shalom étudient dans [IS13] la propriété (T) relative à l’espace pour des
actions par translations sur un espace homogène d’un groupe algébrique réel.

Voici l’un de leurs résultats qui donne des conditions simples pour que de telles actions aient
la propriété (T) relative à l’espace.

Théorème 2.31 ([IS13], Théorème D). Soit G un groupe algébrique réel et Λ un réseau de G. Soit
Γ ⊂ G un sous-groupe dénombrable. Notons H l’adhérence de Zariski de Γ. Supposons que H n’ait ni
de sous-groupe algébrique distingué co-compact propre, ni de morphisme non-trivial à valeurs dans R∗.
Soit η une mesure de probabilité sur G/Λ invariante par Γ.
Si le centre de Γ (ou de manière équivalente, de H) dans G est fini, alors l’action par translations de Γ

sur (G/Λ, η) a la propriété (T) relative à l’espace.
Dans le cas où η = mG/Λ, la réciproque est vérifiée : si l’action Γ y (G/Λ, η) a la propriété (T)
relative à l’espace, alors le centre de Γ dans G est fini.

Nous nous proposons de prolonger ces deux résultats au cadre d’actions par transformations
affines sur des espaces homogènes de groupes de Lie p-adiques, p ∈ P , où P désigne l’en-
semble des nombres premiers. Rappelons quelques définitions (voir [Bou72]).

On adopte les notations suivantes. Soit G un groupe de Lie p-adique et soit Λ un réseau de
G. Notons Aut(G) le groupe des automorphismes continus de G et AutΛ(G) le sous-groupe
des éléments σ ∈Aut(G) vérifiant σ(Λ) = Λ. Posons Aff(G) = G⋊Aut(G) et

AffΛ(G) = G ⋊AutΛ(G).

Le groupe des transformations affines de G/Λ, AffΛ(G), agit naturellement sur G/Λ. De plus,
toute mesure de probabilité G-invariante sur G/Λ est aussi invariante par AffΛ(G).

Enfin, l’action linéaire de Aff(G) sur g induit une action sur l’espace projectif P(g).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal, démontré à la section 2.4.3.

Théorème 2.32. Soit G un groupe de Lie p-adique ou réel, p ∈ P . Soit Λ ⊂ G un réseau et soit µ la
mesure de probabilité G-invariante sur l’espace homogène correspondant G/Λ. Soit Γ un sous-groupe
dénombrable de AffΛ(G). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Γ y (G/Λ, µ) a la propriété (T) relative à l’espace ;
(ii) il n’existe pas de mesure de probabilité Γ-invariante sur P(g) ;
(iii) la paire de groupes (g∗ ⋊ Γ, g∗) a la propriété (T) relative.
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Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin d’établir quelques résultats nous permettant
de lier l’action sur G/Λ à celle sur l’espace projectif P(g).

Notons que nous pouvons élargir le cadre d’application de ce critère à des produits de groupes
de Lie p-adiques.

Soit S un sous-ensemble fini de l’union de {∞} avec l’ensemble des nombres premiers. Soit G
un groupe de la forme :

∏
p∈S

Gp

où pour chaque p ∈ S, Gp est un groupe de Lie p-adique, le cas ∞-adique correspondant à un
groupe de Lie réel. L’algèbre de Lie de G

g := ⊕p∈Sgp

est la somme directe des algèbres de Lie gp de Gp. Soit Λ ⊂ G un réseau de la forme

∏
p∈S

Λ

où pour chaque p ∈ S, Λp est un réseau de Gp. On note µ la mesure de probabilité G-invariante
sur l’espace homogène correspondant G/Λ.

On déduit le résultat suivant du Théorème 2.32 et de la Proposition 2.15.

Théorème 2.33. Soit Γ un sous-groupe dénombrable de ∏p∈S AffΛp(Gp).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Γ y (G/Λ, µ) a la propriété (T) relative à l’espace ;
(ii) pour tout p ∈ S, il n’existe pas de mesure de probabilité Γ-invariante sur P(gp).

2.4.2 Lemmes préliminaires

Commençons par rappeler le lemme suivant qui apparaît dans [IS13].

Lemme 2.34 ([IS13]). Soit (X, µ) un espace de probabilité standard.
Soit c > 0 et soit (ηn) une suite de mesures de probabilité définies sur X×X et vérifiant les propriétés :

— pi
∗(ηn) 6 cµ, pour i = 1, 2, où pi : X × X → X est la projection sur la i-ème coordonnée

— ηn(∆X) = 0, pour tout n ∈ N,

— ηn(A× (X\A)) −→
n→∞

0, pour tout sous-ensemble borélien A de X.

Alors, pour toute partition borélienne (Ai)
∞
i=1 de X, on a

ηn(
∞
⋃

i=1

(Ai × Ai)) −→n→∞
1.
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Démonstration :

Pour k > 1, posons Xk = ∪
k
i=1Ai. On remarque que

(X × X)\ ∪∞
i=1 (Ai × Ai) ⊂ ∪

k
i=1(Ai × (X\Ai)) ∪ ((X\Xk)× X).

Par ailleurs pour i = 1, 2, on a ηn(Ai × (X\Ai)) −→
n→∞

0, et p1
∗(ηn) 6 cµ. On en déduit que

lim sup
n→∞

ηn((X × X)\ ∪∞
i=1 (Ai × Ai)) 6 cµ(X\Xk) , ∀k > 1.

Puisque les (Ai)
∞
i=1 forment une partition de X, on a µ(Xk) −→n→∞

1, ce qui achève la démons-
tration.

�

Notre deuxième Lemme est une généralisation du Lemme F [IS13].

Le cadre pour ce résultat et le reste de cette section est le suivant. Soit G un groupe de Lie
p-adique ou réel. Notons g l’algèbre de Lie de G et p : g\{0} → P(g) la projection canonique
sur l’espace projectif P(g) de g.

Soit q : G → g une application borélienne égale au logarithme sur un voisinage U de l’identité.
Définissons r : (G× G)\∆ → G, (x, y) 7→ xy−1.

De même que dans [IS13], nous introduisons l’application

ρ : (G× G)\∆ → P(g), ρ(x, y) = p(q(r(x, y))).

On note Ad: G → GL(g) la représentation adjointe de G sur g de même que l’action associée
G →Aut(P(g)) de G sur P(g).

Rappelons que le groupe affine Aff(G) est le produit semi-direct G⋊ Aut(G). L’action associée
de Aff(G) sur P(g) est donnée pour tout γ = (g, σ) ∈ Aff(G) et pour tout Y ∈ P(g) par :

γ.Ȳ = Ad(g) ◦ dσe(Ȳ),

où dσe est l’automorphisme dérivé en l’identité de σ.

Le Lemme F de [IS13] s’adapte à ce contexte sous la forme suivante.

Lemme 2.35. Soit X un sous-ensemble borélien de G, et soit µ une mesure de probabilité sur X.
Soit c > 0, et soit (ηn) une suite de mesures de probabilité définies sur X × X satisfaisant :

— p1
∗(ηn) 6 cµ, pour tout n ∈ N,

— ηn(∆X) = 0, pour tout n ∈ N,
— ηn(A× (X\A)) −→

n→∞
0, pour tout sous-ensemble borélien A de X.

Soient Λ un sous-groupe dénombrable de G, ϕ : X → Λ une application borélienne et γ = (g, σ) ∈Aff(G)

où g ∈ G et σ ∈ Aut(G).
Posons

Dγ = {(x, y) ∈ (X × X)\∆X | ρ(γ(x)ϕ(x), γ(y)ϕ(y)) = γ.(ρ(x, y))}.

Alors
lim
n→∞

ηn(Dγ) = 1.
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Démonstration :

Par définition de q et de la représentation adjointe Ad de G, on peut trouver un voisinage V
de l’identité e dans G tel que :

q(gσ(x)g−1) = Ad(g) ◦ dσe(q(x)), pour tout x ∈ V.

Posons A = {(x, y) ∈ X × X | xy−1 ∈ V}.

Soit W un voisinage de l’identité tel que WW−1 ⊂ V. Puisque G est séparable, il existe une
suite (hi) d’éléments de G telle que

G = ∪∞
i=1Whi.

Pour tout i > 1, notons

Ai = (Whi\(
i−1
⋃

j=1

Whj)) ∩ X.

Alors (Ai)
∞
i=1 est une partition borélienne de X. Puisque

⋃∞
i=1(Ai × Ai) ⊂ A, le Lemme 2.34

implique que ηn(A) −→
n→∞

1.

Posons B = {(x, y) ∈ X × X | ϕ(x) = ϕ(y)}.
On écrit X comme partition dénombrable

X =
⋃

λ∈Λ

{x | ϕ(x) = λ}.

Le Lemme précédent nous donne encore une fois

ηn(B) −→
n→∞

1.

Montrons que l’on a A ∩ B ⊂ Dγ ∪ ∆X .
Pour cela, prenons (x, y) ∈ A ∩ B avec x 6= y. Puisque (x, y) ∈ B, on a par définition de ρ

ρ(γ(x)ϕ(x), γ(y)ϕ(y)) = ρ(γ(x)ϕ(x), γ(y)ϕ(x))

= p(q(γ(x)ϕ(x)ϕ(x)−1γ(y)−1))

= p(q(γ(xy−1)))

= p(q(gσ(xy−1)g−1)).

Puisque (x, y) ∈ A, on a xy−1 ∈ V et il s’ensuit que

ρ(γ(x)ϕ(x), γ(y)ϕ(y)) = p(Ad(g)dσe(q((xy−1)))

= Ad(g) ◦ dσe(ρ(x, y))

= γ.ρ(x, y).

Comme on a ηn(A ∩ B) −→
n→∞

1 et ηn(∆X) = 0, on obtient finalement ηn(Dγ) −→
n→∞

1. Ce qui

achève la démonstration.

�

Remarque 2.36. Ce Lemme nous permet de faire le lien entre l’action double d’un groupe Γ par
transformations affines sur l’espace G/Λ × G/Λ et l’action sur l’espace projectif de l’algèbre de Lie
associé P(g). On démontre ainsi que l’absence de mesure de probabilité Γ-invariante sur P(g) implique
la propriété (T) relative à l’espace de l’action Γ y (G/Λ, µ).
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2.4.3 Démonstration du Théorème 2.32

Nous pouvons maintenant démontrer le Théorème 2.32, dont l’approche nous a été inspirée
par [IS13]. L’équivalence entre (ii) et (iii) découle de la Proposition 3.1.9 de [dC06]. On se
concentre donc sur l’équivalence entre (i) et (ii).

On procède par contraposée, et l’on va donc s’intéresser à l’équivalence entre les deux asser-
tions suivantes.

(i’) Γ y (G/Λ, µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace,
(ii’) il existe une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(g).

Démonstration de (i’) ⇔ (ii’) :

(i’) ⇒ (ii’) : Supposons que l’action Γ y (G/Λ, µ) n’ait pas la propriété (T) relative à l’espace.

Soit X ⊂ G un domaine fondamental pour l’action à droite de Λ sur G.
Comme indiqué précédemment, AffΛ(G) agit de manière naturelle sur G/Λ. Ceci nous per-
met de définir une action de AffΛ(G) sur X en posant :

γ.x = gσ(x)ω(γ, x) pour x ∈ X, γ = (g, σ) ∈ Aff(G/Λ),

où ω(γ, x) est l’unique élément de Λ vérifiant gσ(x)ω(γ, x) ∈ X.
Rappelons que B(X) désigne l’algèbre des fonctions mesurables bornées sur X.

Puisque l’action Γ y (X, µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace, il existe une suite de
mesures de probabilité (νn) définies sur X × X avec les propriétés suivantes :

1. pi
∗νn = µ, pour tout n et i = 1, 2,

2.
∫

X×X f (x)g(y)dνn(x, y) −→
n→∞

∫

X f (x)g(x)dµ, pour tout f , g ∈ B(X),

3. ‖ (γ× γ)∗νn − νn ‖−→
n→∞

0, pour tout γ ∈ Γ,

4. lim inf
n→∞

νn(∆X) < 1.

Quitte à considérer une sous-suite, on peut supposer que c = infn∈N cn > 0, où cn = 1−
νn(∆X).
On définit une suite de mesures de probabilité (ηn) sur X × X par :

ηn(A) =
1
cn

νn(A\∆X), pour tout sous-ensemble borélien A ⊂ X × X.

La première propriété implique que :

p1
∗ηn 6

1
c

µ, pour tout n.

Quant à la limite ηn(A× (X\A)) −→
n→∞

0 pour tout sous-ensemble borélien A ⊂ X, elle découle

de propriété 2. appliquée à f ≡ 1A et g ≡ 1X\A.
Soit γ ∈ Γ. Posons ϕ ≡ ω(γ, .) où ω(γ, .) : X → Λ, x 7→ ω(γ, x) est la cocycle borélien défini
plus haut. Le lemme précédent nous donne :

ηn({(x, y) ∈ (X × X)\∆X | ρ(γ.x, γ.y) = γ.(ρ(x, y))}) −→
n→∞

1. (∗)

52



2.4. Critère de rigidité pour les actions sur des espaces homogènes

D’autre part, la troisième propriété nous permet d’affirmer que :

‖ (γ× γ)∗ηn − ηn ‖−→
n→∞

0.

Considérons la suite de mesures de probabilité définies sur P(g) par (ζn) = (ρ∗ηn). On déduit
de (∗) que l’on a :

‖ γ∗ζn − ζn ‖−→
n→∞

0. (∗∗)

De plus, puisque P(g) est un espace métrique compact, l’espace M(P(g)) des mesures de
probabilité sur P(g), muni de la topologie faible-∗, est un espace compact métrisable. Ainsi,
quitte à considérer une sous-suite, on peut supposer que (ζn) converge vers une mesure de
probabilité ζ définie sur P(g).
Enfin, (∗∗) nous permet d’affirmer que ζ est γ-invariant. Puisque cela est vérifié pour tout
γ ∈ Γ, on a bien trouvé une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(g).

(ii’) ⇒ (i’) : Supposons maintenant qu’il existe une mesure de probabilité Γ-invariante ζ défi-
nie sur P(g).

D’après la Proposition 2.18, on sait que l’action de Γ sur (X, µ) a la propriété (T) relative à
l’espace si et seulement si l’action de [Γ, Γ] sur (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace. Par
conséquent, on peut supposer que Γ ⊂ SL(g).
Nous allons maintenant distinguer deux cas, suivant la compacité de l’adhérence de Hausdorff
de Γ dans SL(g).

Premier cas : Supposons que K := Γ soit compacte.
Soit λ la mesure de Haar normalisée sur K. Soit Y ∈ g\{0} pris dans un voisinage de 0 de
sorte que xn = exp(Y/n) est bien défini pour tout n ∈ N∗.
Considérons la suite de mesures de probabilité (ηn) définies sur X × X par :

ηn(ϕ) =
∫

K

∫

X
ϕ(x, k(xn)x)dµ(x)dλ(k), ∀ϕ ∈ B(X × X),

où pour tout n ∈ N∗, on pose k(xn) := exp(k(Y/n)) et on a limn→∞ k(xn) = e avec k(xn) 6= e
pour tout n > 1.
On vérifie immédiatement que la suite (ηn) satisfait les trois propriétés de la Proposition 2.1
(elle est même Γ-invariante). D’autre part, ηn(∆X) = 0 pour tout n > 1. Ainsi, l’action n’a pas
la propriété (T) relative à l’espace.

Deuxième cas : Supposons que l’image de Γ dans SL(g) ne soit pas bornée.
Puisque ζ est une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(g), on peut affirmer d’après le
Lemme de Furstenberg qu’il existe un sous-groupe d’indice fini Γ0 de Γ qui fixe un sous-
espace propre V0 ⊂ g.

Une fois encore, nous distinguons deux cas. Si Γ0 ⊂ GL(V0) est bornée, on applique notre
premier cas avec K0 := Γ0 ⊂ GL(V0) ; l’action de Γ0 sur X n’a pas la propriété (T) relative à
l’espace. La Proposition 2.18 montre alors que l’action de Γ sur (X, µ) n’a pas la propriété (T)
relative à l’espace non plus.

Supposons maintenant que W1 soit une droite. Alors, [Γ1, Γ1] a un point fixe non trivial Y dans
g, et l’action [Γ1, Γ1] y (X, µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.
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En effet, quitte à considérer des entiers suffisamment grands, on peut considérer que la suite
(xn) = (exp(Y/n)) est définie pour n > 1. Alors, xn ∈ G est fixé par [Γ1, Γ1] pour tout n > 1.
Puisque xn → e et xn 6= e pour n suffisamment grand, et comme Λ est discret, on peut
supposer que xn /∈ Λ pour tout n > 1.
Introduisons l’application

pn : G/Λ → G/Λ× G/Λ

x 7→ (x, xnx)

pour tout n > 1 et posons ηn = p∗nµ, où on rappelle que µ est la mesure de probabilité G-
invariante sur G/Λ provenant de la mesure de Haar de G. Alors ηn est une suite de mesures
de probabilité sur G/Λ × G/Λ qui satisfait les trois propriétés de la Proposition 2.1 (ηn est
même Γ-invariante). Néanmoins, ηn(∆X) = 0 pour tout n > 1. Ainsi, l’action [Γ1, Γ1] y (X, µ)
n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.
Mais puisque [Γ1, Γ1] est un sous-groupe co-moyennable de Γ, l’action de Γ sur (X, µ) n’a pas
la propriété (T) relative à l’espace non plus.

Dans tous les cas, l’action Γ y (X, µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.

�

Remarque 2.37. 1. La démonstration de l’implication (ii) ⇒ (i) du Théorème 2.32 montre que
cette implication est vérifiée lorsque l’on remplace µ par toute mesure de probabilité sans atome
Γ-invariante sur l’espace homogène G/Λ.

2. Dans le cadre d’actions par translations, la propriété (T) relative à l’espace de l’action de Γ sur
G/Λ est indépendante du réseau Λ.

Concentrons-nous maintenant sur le cas particulier des actions par translations, et commen-
çons par étudier le cas des groupes algébriques réels.

Soit G un groupe algébrique réel connexe. Soit Γ ⊂ G un sous-groupe dénombrable. Notons

H = Γ
Zar

l’adhérence de Zariski réelle de Γ dans G.

Soit R le radical moyennable de H. Il existe un groupe semi-simple sans facteur compact
S tel que H = SR. Le groupe H agit sur son algèbre de Lie par la représentation adjointe
H × h→ h, (h, X) 7→Ad(h)(X). On la notera plus simplement (h, X) 7→ h.X.

Le cadre réel a ceci de particulier que toute mesure de probabilité Γ-invariante sur l’espace
projectif P(h) est aussi H-invariante, puisque les stabilisateurs de mesures sont alors algé-
briques [Zim84]. Cette particularité va nous permettre de préciser le Théorème précédent.

Théorème 2.38. Soit Λ un réseau de H et µ la mesure de probabilité H-invariante sur H/Λ. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) l’action Γ y (H/Λ, µ) a la propriété (T) relative à l’espace ;
(ii)

⋂

h∈H hhSh−1
:= {X ∈ h : hsh−1.X = X pour tout s ∈ S et pour tout h ∈ H} = {0} ;

(iii) le plus grand sous-groupe distingué connexe de H contenu dans R et centralisant S est trivial.
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Démonstration :

Commençons par remarquer que
⋂

h∈H hhSh−1
est le plus grand idéal de h contenu dans

ker ad(s) où s est l’algèbre de Lie de S.
Le sous-groupe de Lie correspondant à

⋂

h∈H hhSh−1
est le plus grand sous-groupe distingué

connexe de H contenant R et centralisant S. Ce qui démontre que les deux derniers points
sont équivalents.

D’après le Théorème 2.32, la condition (i) est équivalente à l’absence de mesure de probabilité
Γ-invariante sur l’espace projectif.

On procède par contraposée, et l’on va donc s’intéresser à l’équivalence
(i’) il existe une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(g),
(ii’)

⋂

h∈H hhSh−1
6= {0}.

(i’) ⇒ (ii’) : Supposons qu’il existe une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(h). Elle est
aussi H-invariante.

Soit h ∈ H. Puisque hSh−1 est semi-simple et sans facteur compact, et comme µ est hSh−1-
invariante, son support supp(µ) est contenu dans P(hhSh−1

). Mais alors, supp(µ) est contenu
dans P(

⋂

h∈H hhSh−1
) et ainsi

⋂

h∈H

hhSh−1
6= {0}.

(ii’) ⇒ (i’) : Supposons maintenant que
⋂

h∈H

hhSh−1
6= {0}.

Commençons par observer que
⋂

h∈H hhSh−1
est H-invariant. Ainsi, puisque R est moyennable,

il existe une mesure de probabilité R-invariante sur l’espace projectif P(
⋂

h∈H hhSh−1
). Mais S

agissant trivialement sur
⋂

h∈H hhSh−1
, cette mesure de probabilité est H-invariante et a fortiori

Γ-invariante.

�

Donnons maintenant quelques exemples d’applications directes de ce dernier résultat. On se
place dans le même cadre et on garde les mêmes notations.

Exemple 2.39. Si H est semi-simple et sans facteur compact, alors, pour tout réseau Λ dans H, l’action
Γ y H/Λ a la propriété (T) relative à l’espace.

Exemple 2.40. Pour n > 2, soient H = Rn⋊ SLn(R) et Λ un réseau de H. Alors, pour tout sous-
groupe Γ Zariski-dense de H, l’action Γ y H/Λ a la propriété (T) relative à l’espace.

Exemple 2.41. Pour n > 2, soit H = Mn(R) ⋊ (SLn(R)×SOn(R)), où l’action de SLn(R)×
SOn(R) sur Mn(R) est donnée par ((s, k), A) 7→ sAk−1. Soit Λ un réseau de H. Alors, pour tout
sous-groupe Γ Zariski-dense de H, l’action Γ y H/Λ a la propriété (T) relative à l’espace.

Exemple 2.42. Si maintenant H = S× R avec S simple non compact et R groupe de Lie moyennable
non discret, alors pour tout sous-groupe Γ de H et et pour tout réseau Λ de H, l’action Γ y H/Λ n’a
pas la propriété (T) relative à l’espace.
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Remarque 2.43. Dans leur article [IS13], Ioana et Shalom notent la difficulté que représente le dernier
exemple : ils soulèvent ainsi la question de savoir si le groupe F2 ×Z admet une action libre ergodique
ayant la propriété (T) relative à l’espace. On a déjà vu que tel est bien le cas, et que celle-ci s’obtient en
considérant des actions par automorphismes sur des espaces homogènes.

Remarque 2.44. Dans le cas de groupes de Lie p-adiques, le Théorème 2.38 n’est plus valable. En
effet, il suffit de considérer le cas où Γ = SLn(Z) et H = SLn(Qp). Puisque Γ est un sous-groupe
de SLn(Zp), qui lui-même est compact, il existe une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(h), et
pourtant hH = {0}.
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On montre dans ce chapitre que tout groupe linéaire de type fini non-moyennable sur
un corps de caractéristique nulle admet une action ergodique ayant la propriété (T)
relative à l’espace. Si ce groupe est à radical résoluble trivial, on démontre que l’on
obtient alors des actions libres.
Par ailleurs, on répond affirmativement à une question soulevée par Ioana et Shalom
concernant l’existence d’une action libre et ergodique ayant la propriété (T) relative à
l’espace pour F2 ×Z. On démontre plus généralement que pour les groupes Γ consi-
dérés par Fernos dans [Fer06], e.g. des sous-groupes Zariski-denses dans PSLn(R),
le groupe produit Γ × N admet une action libre, ergodique et ayant la propriété (T)
relative à l’espace pour tout groupe nilpotent de type fini N.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la question soulevée par Popa, Problème 5.10.2 de
[Pop06a] : quels groupes admettent une action p.m.p. libre ergodique ayant la propriété (T)
relative à l’espace ?

Comme nous l’avons vu dans la section 2.3 de l’Introduction de ce manuscrit, des réponses
partielles ont été données. A notre tour, nous nous proposons de contribuer à la résolution de
ce problème dans le cadre des groupes linéaires sur un corps de caractéristique nulle, de type
fini et non-moyennables.

Théorème 3.1. Tout groupe Γ linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type fini et non-
moyennable admet une action ergodique Γ y (X, µ) ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Les actions que l’on construit ne sont pas nécessairement fidèles et ne sont, a fortiori, pas
nécessairement libres. Ceci étant, dans le cas où Γ est à radical résoluble trivial, nous sommes
en mesure de produire des actions libres.

Rappelons qu’un groupe dénombrable est à radical résoluble trivial s’il n’admet pas de sous-
groupe distingué résoluble propre.

Théorème 3.2. Tout groupe Γ linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type fini non-moyennable
et à radical résoluble trivial admet une action libre ergodique Γ y (X, µ) ayant la propriété (T) relative
à l’espace.

Valette [Val05] et Fernos [Fer06] étudient la propriété (T) relative à l’espace de paires de
groupes de la forme (A ⋊ Γ, A), où Γ est un groupe de type fini et non-moyennable agis-
sant par automorphismes sur un groupe abélien discret infini A.

Théorème 3.3 ([Fer06]). Soit Γ un groupe de type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe un morphisme ϕ : Γ → SLn(R) tel que l’adhérence de Zariski de l’image est non-

moyennable,
(ii) il existe un groupe abélien A de Q-rang fini non nul et un morphisme ϕ′ : Γ → Aut(A) tels

que la pair correspondante (A ⋊ϕ′ Γ, A) ait la propriété (T) relative.

Ce résultat ne permet malheureusement pas d’atteindre tous les groupes linéaires sur un corps
de caractéristique nulle, de type fini et non-moyennables.
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En effet, d’après le théorème de superrigidité de Margulis, les réseaux Γ de SLn(Qp), n > 3,
n’admettent pas de morphisme ϕ : Γ → SLn(R) tel que l’adhérence de Zariski de l’image soit
non-moyennable. Ils ne peuvent donc pas satisfaire aux hypothèses du Théorème 3.3.

Par ailleurs, dans la représentation obtenue ϕ′ : Γ → Aut(A), il se peut qu’il y ait un noyau
non trivial ; l’action Γ y (Â, µ) ne sera pas libre dans ce cas.

Notre résultat permet de s’affranchir de ces deux difficultés, la liberté des actions étant condi-
tionnée, dans notre construction, par la trivialité du radical résoluble du groupe Γ. Nous
obtenons ainsi une large classe de nouveaux exemples d’actions p.m.p. libres et ergodiques
ayant la propriété (T) relative à l’espace, ne serait-ce qu’en considérant les réseaux des groupes
de Lie simples p-adiques.

Dans la dernière section de ce chapitre, nous montrons que nous sommes capables d’élargir
encore notre classe de groupes admettant une action libre et ergodique ayant la propriété (T)
relative à l’espace. Nous considérons pour cela des produits de groupes de la forme Γ× N où
N est un groupe nilpotent de type fini et Γ satisfait les hypothèses des Théorèmes 3.2 et 3.3,
voir Proposition 3.15.

3.2 Étude de groupes linéaires

Dans cette section, nous nous proposons de démontrer qu’une large classe de groupes li-
néaires non-moyennables admettent une action libre ergodique ayant la propriété (T) relative
à l’espace. Plus précisément, nous nous intéressons à la classe des groupes linéaires sur un
corps de caractéristique nulle, de type fini, non-moyennables et à radical résoluble trivial.

Nous pouvons facilement déduire de ce résultat que tout groupe linéaire sur un corps de
caractéristique nulle, de type fini et non-moyennable admet une action ergodique ayant la
propriété (T) relative (pas nécessairement libre).

Pour ce faire, nous nous intéressons aux actions par translations sur des espaces homogènes.
Il nous faut ainsi étudier la liberté, l’ergodicité et la propriété (T) relative à l’espace de telles
actions.

Pour établir la propriété (T) relative à l’espace, l’idée est de se ramener au cas suivant. Prenons
un groupe Γ linéaire sur un corps k de caractéristique nulle, de type fini, non-moyennable et à
radical résoluble trivial. Supposons de plus qu’on puisse représenter Γ de manière non bornée
et Zariski-dense dans un groupe de Lie simple G.

Le Théorème 2.32 nous permet d’affirmer que l’action de Γ sur G/Λ a la propriété (T) relative
à l’espace pour tout réseau Λ de G, dès lors qu’il n’existe pas de mesure de probabilité Γ-
invariante sur P(g).

Or, c’est bien le cas sous nos hypothèses de travail. En effet, si tel n’était pas le cas, d’après
le Lemme de Furstenberg, Γ admettrait un sous-groupe d’indice fini Γ0 qui stabiliserait un
sous-espace vectoriel propre V0 de g. On obtiendrait ainsi un idéal propre de g, contredisant
la simplicité de G.

Nous sommes donc amenés à démontrer que tout groupe linéaire sur un corps de caracté-
ristique nulle, de type fini, non-moyennable et à radical résoluble admet une représentation
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nous permettant de suivre cet argument. Nous sommes ainsi conduits à étudier la structure
des groupes linéaires, de type fini et non-moyennables.

Plus précisément, nous démontrons un résultat de "dé-compactification" qui est l’objet de
la Proposition 3.11 : tout groupe linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type fini,
non-moyennable et à radical résoluble trivial s’injecte dans un produit de groupes de Lie
simples de telle sorte que la projection dans chaque facteur soit non bornée et Zariski-dense.
Ce fait qui, à notre connaissance, n’était pas encore établi, trouve toute son importance dans
l’application que l’on en fait.

L’étude de la liberté des actions par translations sur des espaces homogènes fait l’objet du
Lemme 3.5. Ce Lemme nous dit qu’une action par translations sur un espace homogène d’un
groupe de Lie Zariski-connexe G est libre dès que le groupe agissant intersecte trivialement
le centre de G.

Ainsi, une manière de s’assurer que l’on obtient des actions libres est de considérer des actions
sur des espaces homogènes obtenus à partir de groupes Zariski-connexes.

Pour cela, supposons que Γ agisse par translations sur G/Λ, où G est un groupe algébrique
qui n’est pas Zariski-connexe. Il suffit alors de considérer la composante Zariski-connexe du
groupe G0. Celle-ci est d’indice fini dans le groupe ambiant G. Ainsi, Γ0 = Γ ∩ G0 est aussi
d’indice fini dans Γ.

Si l’action de Γ0 sur G0/Λ0 est libre et a la propriété (T) relative à l’espace, l’action obtenue par
co-induction nous permet alors d’obtenir une action libre de Γ qui a la propriété (T) relative à
l’espace.

Il nous suffit juste de nous assurer que la liberté d’une action est préservée par co-induction,
ce que vient affirmer le Lemme 3.8.

Enfin, en ce qui concerne l’ergodicité de ces actions, nous la déduisons du Théorème de Howe-
Moore.

Théorème 3.4 ([HM79]). Soit S un groupe algébrique sur un corps local, simple, non compact,
Zariski-connexe. Soit Λ un réseau de S.
Pour tout Γ ⊂ S sous-groupe non compact et fermé, l’action Γ y S/Λ est ergodique.

Rappelons qu’un groupe algébrique sur un corps local est simple si son algèbre de Lie ne
possède pas d’idéal non trivial.

3.2.1 Étude de la liberté de certaines actions préservant une mesure de probabilité

Nous nous intéressons tout au long des pages qui suivent aux actions de groupes p.m.p.
obtenues de la manière suivante :

1. actions par translations ;

2. actions par automorphismes ;

3. actions obtenues par co-induction.
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Dans ce qui suit, nous étudions donc la liberté de chacune de ces actions.

Commençons par nous concentrer sur le cas des actions par translations. Nous nous propo-
sons de démontrer le résultat suivant.

Lemme 3.5. Soit G un groupe algébrique sur un corps local Zariski-connexe. Soient Λ ⊂ G un réseau
et µG/Λ la mesure de probabilité G-invariante sur G/Λ.
Soit g ∈ G tel que

µG/Λ({h ∈ G/Λ : gh = h}) > 0.

Alors g appartient au centre Z(G) de G.

Démonstration :

Soit X un domaine fondamental pour l’action de Λ sur G par translations à droite. Soit µ la
mesure de Haar invariante à gauche sur G associée à µG/Λ et telle que µ(X) = 1.
Il suffit de démontrer que µ({h ∈ X : h−1gh ∈ Λ}) > 0 ⇒ g ∈ Z(G).
Puisque Λ est dénombrable, il existe λ ∈ Λ tel que :

µ({h ∈ X : h−1gh = λ}) > 0.

Posons A := {h ∈ X : h−1gh = λ}) ⊂ G. Par ailleurs, A est un sous-ensemble mesurable G
de mesure positive, et par conséquent, AA−1 contient un voisinage de l’identité dans G.

On remarque de plus que AA−1 est contenu dans le stabilisateur stabG(g) de g dans G. En
effet, pour tous a, b ∈ A on a :

ab−1gba−1 = aλa−1 = g.

Ainsi, stabG(g) contient un voisinage non-vide de l’identité. D’autre part, stabG(g) est Zariski-
fermé. On en déduit que stabG(g) = G, ce qui équivaut à dire que g ∈ Z(G).

�

Une action de groupe par translations sur un espace homogène G/Λ d’un groupe Zariski-
connexe G (non nécessairement connexe) dont le centre est trivial est donc libre.

Remarque 3.6. Ioana démontre un résultat similaire dans le cadre de groupes localement compacts, à
base dénombrable et connexe (Lemme 8.2 [Ioa14]).

Pour ce qui est des actions par automorphismes, on obtient un résultat semblable en adaptant
simplement la démonstration.

Lemme 3.7. Soit k un corps local de caractéristique nulle. Soit G un k-groupe Zariski-connexe. Soient
Λ ⊂ G un réseau et µG/Λ la mesure de probabilité G-invariante sur G/Λ.
Soit γ ∈ AutΛ(G) tel que

µG/Λ({h ∈ G/Λ : γ(h) = h}) > 0.

Alors γ = e.

En particulier, les actions de groupes par automorphismes sur des espaces homogènes sont
toujours libres.

Intéressons-nous maintenant aux actions obtenues par co-induction que nous avons construites
au Chapitre 2, section 2.3.3 et dont on reprend les notations.
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Lemme 3.8. Soit Γ0 ⊂ Γ deux groupes dénombrables. Soit Γ0 y (X, µ) une action libre préservant la
mesure de probabilité sur un espace de probabilité standard sans atome.
Alors, l’action co-induite Γ y (Y, η) est libre.

Démonstration :

Soit γ ∈ Γ\{e}. Notons A := {y ∈ Y : γ.y = y} et p : Y → X, y 7→ xe la projection sur la
coordonnée associée à l’identité. Rappelons que dans la construction de l’action co-induite,
section 2.3.3, le domaine fondamental est tel que e ∈ D.
Il existe un unique d ∈ D et un unique γ0 ∈ Γ0 tels que γ−1.e = d = γ−1γ−1

0 . On a alors

p−1(p(A)) = {y ∈ Y : γ−1
0 xd = xe}.

On distingue deux cas.

Si d 6= e, la diagonale étant de mesure nulle pour la mesure produit, on a

η(p−1(p(A))) 6 µ⊗ µ(∆Xγ0
) = 0,

où ∆Xγ0
= {(x1, x2) ∈ X × X : γ−1

0 x1 = x2}. Ainsi, puisque A ⊂ p−1(p(A)), on a η(A) = 0.
Si d = e, la liberté de l’action de Γ0 y (X, µ) nous permet de déduire encore une fois que
η(A) = 0.

Dans tous les cas, on a bien η(A) = 0. L’action co-induite est libre.

�

3.2.2 Dé-compactification

Comme nous l’avons vu dans le préambule de cette section, nous sommes amenés à démontrer
que tout groupe Γ linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type-fini, non-moyennable
et à radical résoluble trivial admet une représentation linéaire satisfaisante. On cherche une
représentation linéaire dans un produit de groupes simples non-compacts, et telle que la
projection sur chaque facteur soit non-bornée et Zariski-dense.

Une des difficultés que nous pouvons rencontrer est donnée par l’exemple suivant : Γ = F2 ⊂
SO3(R). En effet, dans ce cas, l’action de Γ sur son adhérence de Zariski SO3(R) ne peut avoir
la propriété (T) relative à l’espace ; on peut aisément construire une mesure de probabilité
Γ-invariante sur P(so3).

De même, le cas où Γ est un groupe Zariski-dense dans SLn(R)× SOn(R) est à éviter. Les ac-
tions par translations sur des espaces homogènes obtenus à partir de tels groupes ne peuvent
avoir la propriété (T) relative à l’espace comme nous l’avons vu dans le Théorème 2.38.

Plus généralement, partant d’un groupe Γ ⊂ GLn(k) de type fini, à radical résoluble trivial,
sur un corps local k, son adhérence de Zariski est de la forme Snc × Sc, où Snc est un groupe
semi-simple sans facteur compact et Sc est un groupe semi-simple compact. Les difficultés
sont alors les suivantes :

1. "décompactifier" la projection de Γ sur Sc,

2. s’assurer que la projection de Γ sur chaque facteur non-compact n’est pas bornée.
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Tits rencontre une difficulté similaire lorsqu’il répond par l’affirmative au problème de Day-
von Neumann dans le cas des groupes linéaires [Tit72].

En effet, partant d’un groupe non-moyennable linaire, Tits essaye d’obtenir deux éléments de
ce groupe vérifiant les hypothèses du Lemme du ping-pong. Pour cela, il cherche un espace
projectif sur lequel agissent ces deux éléments de sorte que chacun ait une unique valeur
propre de module maximal et une unique valeur propre de module minimal. Les points
associés aux droites propres dans l’espace projectif jouent alors le rôle de point d’attraction et
de point de répulsion, permettant ainsi de vérifier les hypothèses du Lemme du ping-pong.

Seulement, ici aussi, il se peut que notre groupe de départ soit un sous-groupe de SOn(R),
auquel cas toutes les valeurs propres sont de module 1. C’est ainsi qu’apparaît l’idée clé de
Tits : changer de corps de base afin d’obtenir une valeur propre de module strictement plus
grand que 1.

Plus précisément, Tits démontre le résultat suivant.

Lemme 3.9 ([Tit72], Lemme 4.1). Soient k un corps de type fini et t ∈ k∗ un élément d’ordre infini.
Alors, il existe un corps local k′ muni d’une valeur absolue |.| et d’un morphisme σ : k → k′ tel que
|σ(t)| 6= 1.

Ce Lemme nous permet d’injecter notre groupe Γ de type fini, à radical résoluble trivial dans
un nouveau groupe linéaire défini sur un autre corps qui est local et tel que l’image de Γ ne
soit plus bornée. Le quotient d’un groupe linéaire par un sous-groupe fermé restant linéaire
(voir par exemple [Hum75]), on peut de plus supposer que l’adhérence de Zariski de l’image
est semi-simple.

Deux difficultés subsistent néanmoins :

1. s’assurer que l’on peut obtenir une injection Zariski-dense dans un groupe semi-simple
sans facteur compact,

2. s’assurer que l’image de cette injection est non-bornée sur chaque facteur.

Le Lemme suivant répond à ces interrogations.

Lemme 3.10. Soit Γ ⊂ GLn(k) un groupe de type fini, non-moyennable sur un corps de caractéristique
nulle k. Notons G l’adhérence de Zariski de Γ. Supposons que le radical résoluble de Γ soit trivial et que
G soit simple.
Alors, il existe un corps local k̃ de caractéristique nulle et un morphisme injectif

j : Γ → GLn(k̃)

d’image non bornée tel que l’adhérence de Zariski j(Γ) est simple.

Démonstration :
Commençons par remarquer que quitte à remplacer G par G/Z(G), on peut supposer que le
centre de G est trivial puisque Γ est à radical résoluble trivial et donc que G est simple comme
groupe abstrait (voir 29.5 [Hum75]). Ainsi, Γ s’injecte dans le groupe linéaire à centre trivial
G/Z(G).
D’après le Lemme de Tits, il existe un corps local k̃ de caractéristique nulle et un morphisme
injectif

i : Γ → GLn(k̃)
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d’image non bornée.
Notons G̃ l’adhérence de Zariski de i(Γ) dans GLn(k̃) et Rad(G̃) le radical résoluble de G̃. La
projection Γ → G̃/Rad(G̃) est injective puisque Γ∩Rad(G̃) est triviale. Ainsi, comme précé-
demment, on peut supposer que G̃ est semi-simple.
On écrit alors G̃ = Snc,1 × · · · × Snc,r × Sc,1 · · · × Sc,q comme produit direct, car le centre de
Γ est trivial, où les Snc,l sont des groupes simples non-compacts pour l = 1, . . . , r, et les Sc,l

sont des groupes simples compacts pour l = 1, . . . , q. Par construction, i(Γ) n’est pas bornée.
Il existe donc l ∈ {1, . . . , r} tel que la projection de i(Γ) dans Snc,l ne soit pas bornée. Nous
pouvons supposer que l = 1.
Montrons qu’alors la projection

π1 : Γ → Snc,1

est injective.

Procédons par l’absurde et supposons que ker π1 = Γ0 ⊂ Γ ne soit pas trivial. Soit Γ0
Zar,k

l’adhérence de Zariski de Γ0 dans GLn(k). Alors Γ0
Zar,k

est un sous-groupe distingué non

trivial de G. Par conséquent Γ0
Zar,k

= G.
Soit k0 le corps engendré par les coefficients matriciels représentant une partie génératrice de
Γ dans GLn(k). Puisque k est une extension de corps de k0, Γ0 et Γ ont la même adhérence de

Zariski dans GLn(k0) ; Γ0
Zar,k0 = Γ

Zar,k0 .
Mais alors, puisque k̃ est une extension de corps de k0, les adhérences de Zariski dans GLn(k̃)
de Γ et Γ0 sont égales ;

Γ0
Zar,k̃

= Γ
Zar,k̃

= G̃ = Snc,1× · · · × Snc,r × Sc,1× Sc,q.

D’autre part Γ0 ⊂ Snc,2 × · · · × Snc,r × Sc,1 × Sc,q, donc les adhérences de Zariski de Γ0 et Γ

doivent être distinctes. On obtient une contradiction et ainsi Γ0 = {e}.
Nous obtenons de la sorte un morphisme injectif

j : Γ → Snc,1

d’image non bornée et Zariski-dense.

�

Proposition 3.11. Soit Γ ⊂ GLn(k) un groupe de type fini, non moyennable, sur un corps de caracté-
ristique nulle k. Supposons que Γ soit à radical résoluble trivial.
Alors, il existe des corps locaux de caractéristique nulles k1, . . . , kr et des groupes de Lie simples
S1, . . . , Sr définis sur k1, . . . , kr ainsi qu’un morphisme injectif

j : Γ →֒ S1 × · · · × Sr

tel que la projection de j(Γ) sur chaque facteur Si est non bornée et Zariski-dense.

Démonstration :
Soit G ⊂ GLn(k) l’adhérence de Zariski-dense de Γ dans GLn(k). Une fois encore, on peut
supposer que G est semi-simple.
On peut écrire G = S̃1 × · · · × S̃r, comme produit direct de groupes simples abstraits S̃i,
i = 1, . . . , r, puisque le centre de G est trivial. Pour tout i = 1, . . . , r, la projection Γi de Γ dans
S̃i vérifie les conditions du lemme précédent.
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Par conséquent, pour i = 1, . . . , r, il existe un corps local de caractéristique nulle ki et un
morphisme injectif ji : Γi → GLn(ki) dont l’image est non bornée et d’adhérence de Zariski Si.
Ainsi, le morphisme

j : Γ → S1 × · · · × Sr

est injectif, d’image non bornée et la projection de j(Γ) sur chaque facteur Si est Zariski-dense.

�

3.2.3 Construction d’actions ayant la propriété (T) relative à l’espace

Soit Γ un groupe linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type fini, non-moyennable et
à radical résoluble trivial. A l’aide de la Proposition 3.11 nous sommes maintenant en mesure
de démontrer le Théorème 3.2 : Γ admet une action p.m.p. libre, ergodique ayant la propriété
(T) relative à l’espace.

Démonstration du Théorème 3.2 :

Soit Γ ⊂ GLn(k) un groupe de type fini, non-moyennable, sur un corps k de caractéristique
nulle. Supposons de plus que le radical résoluble de Γ soit trivial. D’après la Proposition 3.11,
il existe des corps locaux de caractéristique nulles k1, . . . , kr et des groupes de Lie simples
S1, . . . , Sr sur k1, . . . , kr, respectivement, tels que le morphisme injectif

j : Γ →֒ S1 × · · · × Sr

soit d’image non bornée sur chaque facteur et Zariski-dense.
Pour chaque i = 1, . . . , r, soit Λi un réseau de Si (voir [BH78] pour l’existence de réseaux dans
de tels groupes Si) et notons µi la mesure de probabilité Si-invariante sur Si/Λ. Considérons
l’action naturelle de Γ par translations sur (X, µ) = (∏r

i=1 Si/Λi,⊗r
i=1µi).

Supposons dans un premier temps que pour i = 1, . . . , r, Si est Zariski-connexe. On déduit du
Lemme 3.5 que l’action de Γ sur (X, µ) est libre.
Montrons à présent que cette action possède la propriété (T) relative à l’espace. Pour cela,
d’après la Proposition 2.15, il suffit de montrer que pour i = 1, . . . , n l’action Γi y (Si/Λ, µi)

a la propriété (T) relative à l’espace.
Procédons par l’absurde. Supposons qu’il existe un i ∈ {1, . . . , n} tel que l’action Γi y

(Si/Λi, µi) n’ait pas la propriété (T) relative à l’espace. D’après le Théorème 2.32, il existe
une mesure de probabilité Γ-invariante sur P(si), où si désigne l’algèbre de Lie de Si.
Mais Γ ⊂ GL(si) est non bornée car Ad: S →Aut(si)0 est un isomorphisme d’image non-
compacte (voir par exemple le chapitre 14.1 dans [Hum75]). Ainsi, d’après le Lemme de Furs-
tenberg, il existe un sous-groupe d’indice fini Γ0 ⊂ Γ et un sous-espace V0 ⊂ si propre et
Γ0-invariant .
Puisque Γ est Zariski-dense dans Si, il en est de même de Γ0, et alors V0 est Ad(Si)-invariant.
Par conséquent, V0 est un idéal propre de si. Ce qui contredit la simplicité de Si.
L’action Γ y (Si/Λ, µi) a donc la propriété (T) relative à l’espace.
Enfin, pour ce qui est de l’ergodicité de cette action, c’est une simple application du Théorème
de Howe-Moore ([HM79]).

Si maintenant l’un des Si n’est pas Zariski connexe, il suffit alors de considérer la composante
Zariski-connexe S0

i . Celle-ci est d’indice fini dans Si. Ainsi, Γ0
i = pi(Γ) ∩ S0

i est aussi d’indice
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fini dans pi(Γ). Les étapes précédentes s’appliquent alors à l’action de Γ0
i sur S0

i /Λ0
i qui est

donc ergodique avec la propriété (T) relative à l’espace. Enfin, la combinaison des Proposition
2.20 et Lemme 3.8, nous permet de construire par co-induction une action de Γ p.m.p. libre et
ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Dans tous les cas, on obtient bien une action p.m.p. libre et ergodique ayant la propriété (T)
relative à l’espace.

�

Supposons maintenant que Γ ne soit pas à radical résoluble trivial.
Démonstration du Théorème 3.1
Il suffit de considérer la projection

π : Γ → Γ/Rad(Γ).

En effet, puisque π(Γ) satisfait les hypothèses du Théorème 3.2, Γ a bien une action ergodique
ayant la propriété (T) relative à l’espace.

�

3.3 Étude de cas particuliers

Nous permettant d’atteindre une large classe de groupes, le Théorème 3.2 est néanmoins
insuffisant pour obtenir des actions p.m.p. libres, ergodiques et ayant la propriété (T) relative
à l’espace pour tout groupe linéaire dénombrable non-moyennable.

La difficulté principale vient du fait que les actions p.m.p. libres par translations de groupes
de la forme Γ× R, où R est un groupe dénombrable résoluble, n’ont jamais la propriété (T)
relative à l’espace.

C’est une difficulté déjà soulevée par Ioana et Shalom [IS13], et qui les amène à demander si
le groupe F2 ×Z admet une action libre ergodique avec la propriété (T) relative à l’espace.

Pour répondre à cette question, il convient donc de considérer d’autres actions de groupes :
les actions par automorphismes d’espaces homogènes.

Nous avons déjà vu qu’une application directe de la Proposition 2.15 permettait de répondre
à la question de Ioana et Shalom : F2 ×Z possède bien des actions libres ergodiques ayant la
propriété (T) relative à l’espace.

Au vu de notre Théorème 3.2, pour tout groupe Γ linéaire sur un corps de caractéristique
nulle, de type fini et à radical résoluble trivial, les questions que l’on peut soulever sont les
suivantes.

Question 3.12. Est-ce que Γ×Z admet une action libre et ergodique ayant la propriété (T) relative à
l’espace ? Plus généralement, est-ce pour tout groupe linéaire résoluble de type fini R, le groupe Γ× R
admet une action libre et ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace ?
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Nous apportons une réponse affirmative mais partielle sous des conditions supplémentaires
portant sur le groupe Γ.

Le Théorème 3.3 de Fernos nous fournit les conditions à imposer sur le groupe Γ pour obtenir
des actions par automorphismes ayant la propriété (T) relative à l’espace.

En effet, le groupe abélien discret A donné par ce théorème est de la forme Z[S−1]N où S
est un ensemble fini de nombres premiers, et comme nous l’avons vu, l’action Γ y (Â, µ) a
la propriété (T) relative à l’espace. Néanmoins, il se peut que cette action ne soit pas libre.
Partant de cette action, nous devons donc adapter notre construction.

Nous pouvons maintenant montrer que pour tout groupe Γ à radical résoluble trivial et satis-
faisant les conditions du Théorème 3.3, Γ×Z admet bien une action libre ergodique ayant la
propriété (T) relative à l’espace.

Proposition 3.13. Soit Γ un groupe linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type fini, non-
moyennable et à radical résoluble trivial. Supposons qu’il existe un morphisme ϕ : Γ → SLn(R) tel
que l’adhérence de Zariski de l’image soit non-moyennable.
Alors Γ×Z admet une action libre ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Démonstration :

D’après le Théorème 3.3, il existe un morphisme ϕ′ : Γ → SLN(Z[S−1]) tel que la paire
(A ⋊ ϕ′(Γ), A) ait la propriété (T) relative, où A = Z[S−1]N . L’action associée Γ y (Â, λ) sur
le groupe dual Â muni de la mesure de Haar normalisée a la propriété (T) relative à l’espace.
D’après la Remarque 2.37, quitte à remplacer λ par ses composantes ergodiques, on peut
supposer que µ est sans atome et ergodique pour l’action de Γ.

D’après la Proposition 2.15 l’action diagonale de Γ sur (Â× Â, λ⊗λ) a la propriété (T) relative
à l’espace.
D’autres part, Z agit librement sur (Â× Â, λ⊗ λ) par :

m.(a, b) = (a + mb, b),

où la loi de groupe dans Â est notée additivement. L’action Γ×Z y (Â× Â, λ⊗ λ), donnée
par (γ, m).(a, b) = (γ(a + mb), γ(b)) a la propriété (T) relative à l’espace.
Le Théorème 3.2 nous permet d’affirmer que Γ admet une action libre ergodique Γ y (X, µ)

ayant la propriété (T) relative à l’espace.
Enfin l’action Γ×Z y (X× Â× Â, µ⊗ λ⊗ λ) donnée pour tous γ ∈ Γ, m ∈ Z, x ∈ X, (a, b) ∈
Â× Â par :

(γ, m).(x, a, b) = (γ.x, γ(a + mb), γ(b))

est libre, ergodique et a la propriété (T) relative à l’espace.

�

Remarque 3.14. On démontre en fait le résultat plus général suivant. Soit Γ1 ⊂ SLn(Z[S−1]) tel que
Γ1 y ((R×∏p∈S Qp)n/Z[S−1]n, λ) soit libre, ergodique et ait la propriété (T) relative à l’espace, où
S est un ensemble fini de rationnel. Alors, pour tout Γ2 ⊂ SLm(Z[S−1]), le groupe produit Γ1 × Γ2

admet une action libre ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace. Il suffit pour cela de reprendre
mutatis mutandis la démonstration de la Proposition 2.13.
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La remarque précédente nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Proposition 3.15. Soit Γ un groupe linéaire sur un corps de caractéristique nulle, de type fini, non-
moyennable et à radical résoluble trivial. Soit N un groupe nilpotent de type fini.
Supposons qu’il existe un morphisme ϕ : Γ → SLn(R) tel que l’adhérence de Zariski de l’image soit
non-moyennable. Alors Γ×N admet une action libre ergodique ayant la propriété (T) relative à l’espace.

Démonstration :

Tout groupe nilpotent de type fini admet un sous-groupe d’indice fini qui s’injecte dans l’en-
semble des matrices triangulaires à coefficients entiers (voir par exemple le Chapitre 17 dans
[KM79]). On peut donc supposer, d’après la Proposition 2.20, que N est un sous-groupe de
UTn(Z), l’ensemble des matrices unipotentes à coefficients entiers.
En particulier, N ⊂ SLn(Z). Ainsi, en reprenant les lignes de démonstration de la Proposition
3.13 ainsi que la Remarque 3.14, on obtient une action p.m.p. de Γ × N libre, ergodique et
ayant la propriété (T) relative à l’espace.

�

En vue de répondre à la question de Popa dans le cadre des groupes linéaires, il nous reste
encore à répondre aux questions suivantes.

Question 3.16. 1. Soit Γ un groupe linéaire, dénombrable et à radical résoluble trivial tel qu’il
existe un morphisme ϕ : Γ → SLn(R) dont l’adhérence de Zariski de l’image est non-moyennable.
Soit R un groupe linéaire résoluble et de type fini. Est-ce que Γ × R admet une action libre,
ergodique et ayant la propriété (T) relative à l’espace ?

2. Si Γ est à radical résoluble trivial et ne vérifie plus la condition introduite par le Théorème 3.3 de
Fernos, par exemple un réseau de SLn(Qp), est-ce que Γ×Z admet une action libre ergodique
ayant la propriété (T) relative ?

Nous pouvons reformuler cette dernière question de la manière suivante :

Question 3.17. Soit Γ un groupe linéaire, de type fini à radical résoluble trivial. Est-ce qu’il existe une
action p.m.p. Γ y (X, µ) libre, ergodique et ayant la propriété (T) à l’espace telle que le commutant de
Γ dans Aut(X, µ) ait un élément d’ordre infini ?

Achevons ce chapitre en notant que nos résultats et les questions précédentes sont posées
dans le cadre de groupe de type fini. Il convient donc de se demander aussi ce qu’il en est
dans le cas où Γ n’est pas de type fini.
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Chapitre 4

Nilvariétés

On étudie dans ce chapitre la propriété (T) relative à l’espace d’actions de groupes
Γ par automorphismes sur une large classe de nilvariétés : des nilvariétés compactes
obtenues à partir de groupes de Lie nilpotents N de rang 2. Ces groupes de Lie sont
eux-mêmes définis à l’aide de graphes finis.
On donne des critères pour que de telles actions aient la propriété (T) relative à l’es-
pace. On montre dans un premier temps que l’étude de la propriété (T) relative à
l’espace peut se ramener à l’étude d’actions sur des tores. Puis on démontre que, dans
le cas d’action de groupes Zariski-denses dans le groupe des automorphismes d’une
nilvariété, la propriété (T) relative à l’espace équivaut à l’absence de point fixe sur le
commutateur [N ,N ] de l’algèbre de Lie de N.
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4.1 Introduction

Prolongement naturel de l’étude des actions par automorphismes sur des tores, les actions par
automorphismes sur des nilvariétés sont l’objet d’étude de ce chapitre. Nous intéressons plus
particulièrement à une classe de nilvariétés définies à l’aide de graphes finis. Ces exemples
fournissent une large classe de nilvariétés modelées sur des groupes de Lie nilpotents de rang
2.

La section 2 introduit ces nilvariétés en reprenant la présentation donnée par Dani et Main-
kar [DM05]. On commence par introduire les notions utiles sur ces graphes finis, ce qui nous
permet de définir les groupes de Lie nilpotents associés et de décrire leurs groupes d’auto-
morphismes, voir Théorème 4.9.

On s’intéresse dans la section 3 à la propriété (T) relative à l’espace d’actions de groupes
par automorphismes sur ces nilvariétés. On montre dans un premier temps que l’on peut se
ramener à l’étude d’actions sur des tores, voir Théorème 4.12.

Puis, on précise le Théorème 2.32 dans ce cadre-là. On démontre que pour des sous-groupes
dénombrables Γ Zariski-denses du groupe d’automorphismes d’une nilvariété, l’action de Γ

sur cette nilvariété a la propriété (T) relative à l’espace si et seulement si l’action de Γ sur le
commutateur de l’algèbre de Lie du groupe nilpotent associé n’admet pas de point fixe non
trivial, voir Théorème 4.14.

A l’aide de ces résultats, on déduit le fait surprenant suivant. Soient HR le groupe de Hei-
senberg réel et HZ son réseau standard. Malgré les similarités avec l’action de SLn(Z) ⊂
AutZn(Rn) sur le tore Rn/Zn, l’action AutHZ

(HR) y HR/HZ n’a pas la propriété (T) relative
à l’espace, voir Proposition 4.15. En particulier, toute sous-relation d’équivalence de la relation
d’équivalence induite par l’action de AutHZ

(HR) sur HR/HZ n’a pas la propriété (T) relative
à l’espace.

On exhibe enfin de nouveaux exemples d’actions ayant la propriété (T) relative à l’espace.

4.2 Nilvariétés définies par des graphes finis

4.2.1 Définitions

Soit (S, E) un graphe fini, non orienté, sans boucle ni arête multiple, où S désigne l’ensemble
des sommets et E l’ensemble des arêtes. On notera αβ ∈ E une arête, avec α, β ∈ S.
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Définition 4.1. Un sous-ensemble S′ ⊂ S est dit cohérent si pour tout α, β ∈ S′ on a la propriété
suivante :
si γ ∈ S est tel que αγ ∈ E, alors soit γ = β ou bien βγ ∈ E.

Autrement dit, une partie S′ est cohérente si pour toute paire d’éléments de S′, un voisin de
l’un est à distance au plus un de l’autre.

La cohérence est stable par union entre parties ayant au moins un élément en commun. Ainsi
on peut partitionner S en parties cohérentes maximales, qu’on appellera composantes cohé-
rentes.

Exemple 4.2. Considérons le graphe suivant

  

 

 

123

4

On vérifie que les composantes cohérentes sont {1}, {2} et {3, 4}.

On obtient ainsi une relation d’équivalence sur S × S définie par la propriété d’être dans la
même composante cohérente. On définit alors une relation d’ordre partielle sur les classes
d’équivalence de cette relation, i.e. sur les composantes cohérentes de S que l’on note [S] par :

Θ := {([α], [β]) ∈ [S]× [S] : les voisins de tous α ∈ [α] sont à distance au plus 1 de tous β ∈ [β]}

Proposition 4.3. La relation Θ définit une relation d’ordre sur [S]× [S].

Démonstration :
Introduisons les notations suivantes :

Ω(α) := {β ∈ S : αβ ∈ E}

Ω(α) := Ω(α) ∪ {α}

Θ devient alors :

Θ = {([α], [β]) ∈ [S]× [S] : Ω(α) ⊂ Ω(β), pour tous α ∈ [α], β ∈ [β]}

Commençons par vérifier que cet ensemble est bien indépendant du choix des éléments dans
chaque classe.

Soient α1, α2 ∈ [α] distincts et β ∈ [β] tels que (α1, β) ∈ Θ. Montrons que (α2, β) ∈ Θ. On
suppose que [α] 6= [β], sinon il n’y a rien à montrer (il suffit d’appliquer les définitions).

On a Ω(α1) ⊂ Ω(β) et on veut Ω(α2) ⊂ Ω(β). Mais α1 et α2 sont dans la même classe, donc
Ω(α1) ⊂ Ω(α2) et Ω(α2) ⊂ Ω(α1) donc Ω(α2) ⊂ Ω(β) ∪ {α1}.

Ainsi, ou bien α1 /∈ Ω(α2) et alors on a (α2, β) ∈ Θ, ou bien α1 ∈ Ω(α2) et alors α2 et α1 sont
voisins, et tous les voisins de α2 sont voisins de α1, donc α1 ∈ Ω(β).
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Dans tous les cas, on a (α2, β) ∈ Θ. On procède de même lorsque l’on regarde β ∈ [β]. On
identifiera α et [α] pour tout α ∈ S.

Réflexivité
C’est direct.

Transitivité
Soient (α, β), (β, γ) ∈ Θ. Alors Ω(α) ⊂ Ω(β) et Ω(β) ⊂ Ω(γ). Ainsi, si β /∈ Ω(α) on a
directement (α, β) ∈ Θ.

Il suffit de considérer le cas où β ∈ Ω(α). Alors α est un voisin de β donc ; ou bien α est un
voisin de γ, ou bien α = γ. Dans tous les cas, on a (α, γ) ∈ Θ.

Anti-symétrie
Soient (α, β), (β, α) ∈ Θ. Alors les voisins de α sont voisins de β ou β et réciproquement. Ce
qui revient à dire que α et β sont dans la même composante cohérente. Donc α = β.

�

On donne maintenant la définition d’un groupe de Lie nilpotent associé à un graphe fini.

Pour cela, on commence par définir une algèbre de Lie. Soit V un R-espace vectoriel engendré
par une base indexée par S. Soit W un R-espace vectoriel engendré par une base indexée par
E. Posons N = V ⊕W.

On définit une unique structure d’algèbre de Lie sur N en posant pour tout vecteur de base

[uα, uβ] =

{

uαβ ∈ W si α, β ∈ S et αβ ∈ E

= 0 sinon
(4.1)

Cette structure fait de N une algèbre de Lie nilpotente de rang 2. Soit N le groupe de Lie
simplement connexe ayant N pour algèbre de Lie. Le groupe N peut être réalisé comme étant
N muni de la multiplication

(v1, w1).(v2, w2) = (v1 + v2, w1 + w2 + [v1, v2]), pour tous v1, v2 ∈ V, w1, w2 ∈ W.

Par ailleurs, l’application exponentielle permettant de passer de N à N est l’identité. En effet,
on définit des groupes à un paramètre sur N par

γv,w(t) = (tv, tw), pour tous v ∈ V, w ∈ W

et alors exp(v ⊕ w) = γv,w(1) = (v, w) nous donne l’exponentielle que l’on identifiera à
l’identité. Ainsi, on identifie N à N .

Exemple 4.4. Si l’on considère le graphe à deux sommets reliés par une arête, le groupe de Lie nilpotent
obtenu à partir de ce graphe est le groupe de Heisenberg.

Terminons cette partie par la définition de nilvariété associée au graphe (S, E).

Soit NZ le sous-groupe dénombrable de N engendré par {uα ∈ N : α ∈ S}. On vérifie que
N/NZ est compact, donc NZ est un réseau et N/NZ est une nilvariété compacte.
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Définition 4.5 ([DM05]). On appelle nilvariété associée au graphe (S, E) la nilvariété compacte
(N/NZ , µ) où µ est la mesure de probabilité invariante par translation induite par une mesure de
Haar sur N.

Notons que l’on n’a pas unicité de réseau dans N à automorphisme du groupe N près. En
effet, considérons le groupe de Heisenberg HR donné par le graphe à deux sommets et une
arête. Notons HZ le réseau de HR défini comme précédemment. Si l’on regarde Γ := {(v, w

2 ) ∈
H/v ∈ Z2, w ∈ Z}, on obtient un autre réseau de H.

Proposition 4.6. Il n’existe pas d’automorphisme de HR envoyant Γ sur HZ.

Démonstration :

Notons Z = [HR , HR] le centre de HR. On vérifie alors que tous les éléments de [HZ, HZ]

s’écrivent comme des carrés de Z ∩ HZ. Par contre, certains carrés de Z ∩ Γ ne sont pas dans
[Γ, Γ].

Ainsi, s’il existait un automorphisme de HR envoyant Γ sur HZ, cet automorphisme enverrait
[Γ, Γ] sur [HZ, HZ] et Z sur Z. Il enverrait donc Z ∩ Γ sur Z ∩ HZ.

Mais si l’on prend un carré de Z ∩ Γ qui n’est pas un élément de [Γ, Γ], il est envoyé sur le
carré d’un élément de Z ∩ HZ qui est un élément de [HZ, HZ]. Ce qui n’est pas possible, car
[Γ, Γ] et [HZ, HZ] sont en bijection.

Il n’existe donc pas d’automorphisme de HR envoyant Γ sur HZ.

�

4.2.2 Étude du groupe d’automorphismes

On garde les notations du paragraphe précédent. Pour étudier le groupe des automorphismes
de N, on se ramène à étudier les automorphismes de l’algèbre de Lie N . En effet, puisque N
est simplement connexe, on a une correspondance bijective entre Aut(N ) et Aut(N).

On commence par décrire de manière générale le groupe des automorphismes d’une algèbre
de Lie nilpotente de rang 2. Soit N une algèbre de Lie nilpotente de rang 2. Alors N peut
s’écrire

N = V ⊕ [N ,N ]

où V est un espace vectoriel supplémentaire de [N ,N ], que l’on se fixe pour la suite. Notons
π : N → V l’application de projection.

A chaque application θ ∈ Hom(V, [N ,N ]), on associe un automorphisme de N :

τθ : N → N

ξ 7→ ξ + θ(π(ξ))

Notons T l’ensemble des automorphismes de N obtenus de cette manière. Alors

T ∼= Hom(N/[N ,N ], [N ,N ]) ∼= Hom(V, [N ,N ]),
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et on vérifie que T est distingué dans Aut(N ).

D’autre part, notons U = {τ ∈ Aut(N ) / τ(V) = V}. On remarque que T ∩U est trivial, et
mieux :

Proposition 4.7. Aut(N ) est le produit semi-direct des groupes T et U.

Démonstration :

Soit τ ∈ Aut(N ). On définit de manière unique deux applications linéaires φ : V → V et
ψ : V → [N ,N ] telles que pour tout v ∈ V on ait τ(v) = φ(v) + ψ(v).

Puisque [N ,N ] est τ-invariant et puisque τ est inversible, il s’ensuit que φ est inversible.

Considérons maintenant l’application θ ∈ Hom(V, [N ,N ]) définie par θ(v) = ψ(φ−1(v)) pour
tout v ∈ V.

Alors, pour tout v ∈ V on a τ−1
θ (τ(v)) = τ−1

θ (φ(v) + ψ(v)) = φ(v) + ψ(v) − θ(φ(v)) = φ(v)
car θ(φ(v)) = ψ(v). Ce qui montre que τ−1

θ (τ(v)) ∈ V pour tout v ∈ V. Ainsi, τ−1
θ τ ∈ U, et

donc τ ∈ TU. Ce qui achève la démonstration.

�

Notons G le sous-groupe de GL(V) donné par la restriction à V des éléments de U. Puisqu’un
automorphisme de N est complètement déterminé sur V, on a G ∼= U. Ainsi, pour étudier
Aut(N ), il suffit de déterminer G.

On remarque tout d’abord que G est un groupe de Lie, puisque U est un sous-groupe fermé
de Aut(N ), et que l’application de restriction est continue.

On obtient par ailleurs une expression matricielle de Aut(N ) exprimé selon V ⊕ [N ,N ] par :

Aut(N ) ∼= {

(

Id 0
t Id

)

⋊

(

g 0
0 P(g)

)

: g ∈ G , t ∈ T}

où P(g) désigne des éléments de GL([N ,N ]) dont les coefficients matriciels sont polynomiaux
en ceux de g.

Focalisons-nous maintenant sur le cas des groupes et algèbres de Lie nilpotents définis par
des graphes finis. On dispose d’une caractérisation de ces algèbres de Lie.

Proposition 4.8. Soit N une algèbre de Lie nilpotente que l’on écrit N = V ⊕ [N ,N ]. Soit G le
sous-groupe de GL(V) formé des restrictions à V des automorphismes de N laissant V invariant.
Pour toute base S de V, on note DS le sous-groupe de GL(V) formé des éléments représentés par des
matrices diagonales dans la base S.
Alors, il existe une base S telle que G contient DS si et seulement si N est l’algèbre de Lie (à isomor-
phisme près) associé à un graphe (S, E).

Démonstration :

Supposons que l’algèbre de Lie N soit donnée par un graphe fini. Alors, les applications dont
les matrices dans la base associée à S sont diagonales s’étendent naturellement en automor-
phismes de l’algèbre de Lie N : le groupe DS est bien contenu dans G.
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Réciproquement, supposons que G contienne DS. Il existe alors une base S dans laquelle
les applications associées aux matrices diagonales sont dans G. Indexons cette base par S :
(vα)α∈S) éléments de V. Soient {λs}s∈S des réels tels que pour ξ, η, µ, ν ∈ S, λξλη 6= λµλν dès
que la paire {ξ, η} est différente de la paire {µ, ν}. Notons d ∈ DS l’application définie par
d(vα) = λαvα pour tout α ∈ S.

On a d ∈ G et il existe donc τ ∈ Aut(N ) tel que τ(vα) = λαvα pour tout α ∈ S. Aussi, pour
tous α, β ∈ S, [vα, vβ] est soit nul, soit un vecteur propre de τ avec λαλβ comme valeur propre.
Mais étant donné notre choix de d, ces valeurs propres sont distinctes et les vecteurs propres
sont linéairement indépendants.

On pose alors E l’ensemble des arêtes dont les sommets sont dans S, défini par : αβ ∈ E si
[vα, vβ] 6= 0. On vérifie alors que N est isomorphe à l’algèbre de Lie associée au graphe (S, E).

En effet, on passe de l’algèbre de Lie N(S,E) définie par ce graphe à N via l’isomorphisme
d’algèbre de Lie (en reprenant les notations (4.1) pour définir N(S,E)) :

Φ : N(S,E) → N

us 7→ vs

uαβ 7→ [vα, vβ]

�

A partir de maintenant, on suppose fixé un graphe (S, E) et on noteN l’algèbre de lie associée.

Notons G la sous-algèbre de Lie de G dans End(V). On rappelle que l’on a défini une relation
d’ordre sur les composantes cohérentes du graphe (S, E) :

Θ := {([α], [β]) ∈ [S]× [S] : les voisins de tous α ∈ [α] sont à distance au plus 1 de tous β ∈ [β]}

où [S] désigne l’ensemble des composantes cohérentes. Pour chaque [α] ∈ [S], notons V[α] le
sous-espace vectoriel de V engendré par les éléments de [α].

La décomposition ⊕[α]∈[S]V[α] est appelée la décomposition de V suivant la partition de S en
composantes cohérentes.

On dispose du résultat suivant :

Théorème 4.9. Soit (S, E) un graphe fini, N l’algèbre de Lie nilpotente de rang 2 associée. Soit V un
supplémentaire de [N ,N ] dans N . Soit V = ⊕[α]∈[S]V[α] la décomposition de V suivant la partition
de S en composantes cohérentes.
Le sous-groupe de Lie G = {τ|V : τ ∈ U} de GL(V) vérifie les propriétés suivantes :

1. la sous-algèbre de lie G de G dans End(V) est donnée par

G =
⊕

(α,β)∈Θ

Hom(V[β], V[α])

où les Hom(V[β], V[α]) sont vus comme sous-algèbres de Lie de End(V) via l’injection canonique ;

2. les éléments de [S] peuvent être arrangés sous la forme [α1], . . . , [αk] de manière à ce que les
⊕i6jV[αi] soient invariants sous l’action de G, pour tout j = 1, . . . , k ;
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3. la composante connexe de l’identité de G s’exprime comme produit

( ∏
α∈[S]

GL+(Vα)).M

où, M est le sous-groupe nilpotent distingué connexe fermé maximal de G.

Démonstration :

On procède en plusieurs étapes. Commençons par introduire les applications élémentaires
suivantes

Eα,β : V → V

uβ 7→ uα

uγ 7→ 0 si γ 6= β

1ère étape : Montrons que ([α], [β]) ∈ Θ si et seulement si Eα,β ∈ G pour tout α ∈ [α] et tout
β ∈ [β].

Par définition de l’algèbre de Lie, cela revient à montrer que ([α], [β]) ∈ Θ si et seulement si
pour tout t ∈ R, I + tEα,β ∈ G, pour tous α ∈ [α], β ∈ [β]. Il suffit d’ailleurs de le vérifier pour
deux éléments quelconques de chaque classe de [S].

⇐ Soit τ = I + tEα,β ∈ G, avec α ∈ [α], et β ∈ [β]. Alors τ(uγ) = uγ pour γ 6= β, et

τ(uβ) = uα + tuβ. Prenons γ ∈ Ω(β)
c
.

Alors [uβ, uγ] = 0. Comme τ ∈ G, c’est la restriction d’un automorphisme de N et donc

[τ(uβ), τ(uγ)] = 0. C’est-à-dire [uβ + tuα, uγ] = 0. Mais γ ∈ Ω(β)
c
, donc [uα, uγ] = 0.

Ainsi γ et α ne sont pas voisins, donc γ /∈ Ω(α). Ce qui montre que Ω(α) ⊂ Ω(β), et donc
([α], [β]) ∈ Θ.

⇒ Réciproquement, soit ([α], [β]) ∈ Θ. Soient t ∈ R, α ∈ [α], β ∈ [β]. Considérons I + tEα,β ∈
GL(V). On veut montrer que l’on peut étendre cet élément en un automorphisme de N .

Posons

˜I + tEα,β : N → N

uγ 7→ (I + tEα,β)uγ

[uγ, uδ] 7→ [(I + tEα,β)uγ, (I + tEα,β)uδ]

Montrons que de cette manière, on définit un automorphisme de N . Il suffit pour cela de

vérifier que ˜I + tEα,β est bien défini sur [V, V].

Deux cas sont à considérer : [uγ, uδ] 6= 0 et [uγ, uδ] = 0.

Si [uγ, uδ] 6= 0, alors γ et δ sont voisins. Si γ et δ sont différents de β, alors ˜I + tEα,β agit

comme l’identité. Si γ = β alors ˜I + tEα,β([uγ, uδ]) = [uγ + tuα, uδ] = [uγ, uδ] + t[uα, uδ] 6= 0.

Alors ˜I + tEα,β admet ˜I − tEα,β comme inverse.
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Si [uγ, uδ] = 0, alors γ et δ ne sont pas voisins. Si γ et δ sont différents de β, alors ˜I + tEα,β

envoie [uγ, uδ] = 0 sur [uγ, uδ] = 0. Si γ = β, alors ˜I + tEα,β([uγ, uδ]) = [uγ + tuα, uδ] =
t[uα, uδ].

Mais Ω(α) ⊂ Ω(β), donc les voisins de α sont voisins de β ou β. Et comme δ n’est pas voisin
de β, cela implique que α et δ ne sont pas voisins, i.e. [uα, uδ] = 0.

Ainsi, ˜I + tEα,β préserve bien [V, V] de manière bijective, tout en respectant les crochets. On a
donc trouvé un automorphisme de N tel que sa restriction à V soit I + tEα,β, i.e. I + tEα,β ∈ G.

2ème étape : Montrons que pour tous α, β ∈ S, si Eα,β ∈ G alors Hom(V[β], V[α]) ⊂ G vu comme
sous-algèbre de Lie de End(V) via l’injection canonique.

D’après la proposition 1.2 et la première étape de cette démonstration : s’il existe α, β ∈ S
tels que Eα,β ∈ G, alors ([α], [β]) ∈ Θ et donc pour tous α′ ∈ [α], β′ ∈ [β] on a Eα′,β′ ∈ G.
Donc, on a bien Hom(V[β], V[α]) ⊂ G comme sous-algèbre de Lie de End(V) (on vérifie que les
applications élémentaires de Hom(V[β], V[α]) restent dans Hom(V[β], V[α]) par crochet).

3ème étape : Montrons que G =
⊕

(α,β)∈Θ Hom(V[β], V[α])

L’inclusion
⊕

(α,β)∈Θ Hom(V[β], V[α]) ⊂ G découle des étapes précédentes. Pour ce qui est de
l’inclusion réciproque, prenons X ∈ G.

Alors X = X0 + ∑α,β∈S,α 6=β λα,βEα,β, où λα,β ∈ R et X0 = ∑α∈S λα,αEα,α appartient à l’espace
⊕

(α,β)∈Θ Hom(V[β], V[α]) (car ([α], [α]) ∈ Θ, pour tout α ∈ S).

Soient α, β ∈ S tels que λα,β 6= 0. Comme G contient les applications qui s’expriment diagona-
lement dans la base S, il s’ensuit que [Eα,α, [Eβ,β, X]] = λβ,αEβ,α + λα,βEα,β ∈ G. Mais on a aussi
[Eβ,β, λβ,αEβ,α + λα,βEα,β] = λβ,αEβ,α − λα,βEα,β ∈ G.

Ainsi λα,βEα,β ∈ G et puisque λα,β 6= 0, on obtient que Eα,β ∈ G. Ce qui démontre la seconde
inclusion.

4ème étape : Montrons que l’on peut arranger les éléments de [S] de manière à ce que les
espaces ⊕i6jV[αi] soient invariants sous l’action de G, pour tout j = 1, . . . , k.

Pour cela, il suffit de considérer l’ordre partiel défini par Θ. On écrit les éléments de [S],
{[α1], . . . , [αk]} de sorte que pour i = 1, . . . , k, [αi] est un élément minimal de {[αi], . . . , [αk]}.
Alors, pour j = 1, . . . , k, ⊕i6jV[αi] est invariant sous l’action de G. En effet, soient Eα,β ∈ G et
uγ ∈ ⊕i6jV[αi] pour un certain j ∈ {1, . . .}. Le couple ([α], [β]) ∈ Θ donc α est plus petit que β

pour l’ordre Θ et ainsi, ou bien Eα,β(uγ) = 0, ou bien Eα,β(uγ) = uα. Dans tous les cas Eα,β(uγ)

appartient à l’espace ⊕i6jV[αi]. Ce qui démontre la stabilité.

5ème étape : Conclusion.

Notons M = ⊕([α],[β])∈Θ,[α] 6=[β]Hom(V[β], V[α]) la sous-algèbre de Lie de G. Le calcul nous
montre que c’est un idéal de G. Soit M le sous-groupe de Lie de G correspondant à M. Alors
la composante connexe de l’identité de G est donnée par (∏α∈[S] GL+(Vα)).M.

�
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Remarque 4.10. Matriciellement on obtient l’expression :

G →֒











Hom(V[α1], V[α1]) Hom(V[α2], V[α1]) . . . Hom(V[αk], V[α1])

0 Hom(V[α2], V[α2]) . . . Hom(V[αk], V[α2])

0 0
. . .

...
0 0 . . . Hom(V[αk], V[αk])











où certains Hom(V[αi], V[αj]) peuvent ne pas apparaître dans G.

Remarque 4.11. Il nous arrive de considérer dans la suite le sous-groupe de Aut(N ) donné par T ⋊ L
où L ∼ ∏[α]∈[S] SL(V[α]). Ceci pour simplifier les calculs et parce qu’alors, l’action de L sur T est stable
par transposée, ce que nous utilisons dans la démonstration du Théorème 4.14.

On souhaite étudier les actions par automorphismes sur la nilvariété X = N/NZ . Aussi, on
se restreint à l’étude de l’action de AutNZ

(N) qui n’est rien d’autre que Hom(Zn, Zm)⋊ (G ∩
GLn(Z)) où n désigne le nombre de sommets, et m le nombre d’arêtes.

En effet, l’action de Aut(N) sur N est donnée de la manière suivante. Pour tout (v, w) ∈ N =

V ⊕ [V, V], et pour tout (t, g) ∈ Aut(N) = T ⋊ G, on a

(t, g).(v, w) = (g(v), P(g)(w) + t ◦ g(v)),

où P(g) est l’élément de GL([V, V]) donné par g. Ainsi, pour fixer NZ on doit avoir dans un
premier temps g ∈ G ∩ GLn(Z), puis t ∈ Hom(Zn, Zm). Ainsi AutNZ

(N) ⊂ Hom(Zn, Zm)⋊

(G ∩ GLn(Z)), et l’inclusion réciproque est aussi vérifiée.

4.3 Étude de la propriété (T) relative à l’espace

4.3.1 Deux critères de rigidité

On garde les mêmes notations que précédemment. On se propose de commencer par démon-
trer le résultat suivant qui permet de se ramener à l’étude d’actions sur des tores :

Théorème 4.12. Soit N groupe de Lie nilpotent simplement connexe associé à un graphe fini (S, E).
Soit NZ un réseau, et notons (X, µ) = (N/NZ , µ) la nilvariété associée.
Notons X1 = (N/[N, N])/(NZ /[NZ, NZ]) le tore maximal associé à X et X2 = [N, N]/[NZ , NZ],
espaces de probabilité standards.
Soit Γ un sous-groupe de AutNZ

(N).
On dispose d’une action naturelle de Γ sur (X, µ), (X1, µ1) et (X2, µ2).
Supposons que les actions induites de Γ sur X1 et X2 aient la propriété (T) relative à l’espace, alors
l’action de Γ sur X a aussi la propriété (T) relative à l’espace.

Démonstration du Théorème 4.12 :
Commençons par rappeler que l’on identifie N à N .

On procède par l’absurde, et on suppose que l’action de Γ sur (X, µ) n’ait pas la propriété (T)
relative à l’espace.
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D’après le Théorème 2.32, on peut trouver une mesure de probabilité Γ
Zar

-invariante, ξ ∈

P(N ). Ainsi, Γ
Zar

admet un sous-groupe distingué cocompact H laissant chaque point du
support de ξ fixe ([Sha99], Théorème 3.11). En particulier Γ0 = Γ ∩ H est un sous-groupe
distingué de Γ d’indice fini, qui fixe chaque point du support de ξ.

Prenons Y dans ce support. On dispose alors d’une droite RY ⊂ N fixée par Γ0. On distingue
alors deux cas :

1er cas : Y ∈ [N ,N ]
Rappelons que l’on a l’équivalence suivante :

Γ y (X2, µ2) a la propriété (T) relative à l’espace

ssi Γ0 ne préserve pas de mesure de probabilité sur P([N ,N ]).

Cependant, Γ0.RY = RY. On prend alors la mesure de Dirac sur la droite associée dans
P([N ,N ]).

On obtient alors une mesure de probabilité Γ0-invariante dans P([N ,N ]). D’après ce qui
précède, ceci nous dit que Γ y (X2, µ2) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace, ce qui n’est
pas possible.

2ème cas : Y /∈ [N ,N ]

Notons q : N → N/[N ,N ] l’application de projection. L’image q(Y) = Ỹ est non nul. Puisque
N/[N ,N ] reste un espace vectoriel, on procède de même qu’à l’étape précédente pour arriver
à une contradiction.

Dans tous les cas, on obtient une contradiction. L’action Γ y X a donc bien la propriété (T)
relative à l’espace.

�

Ce théorème soulève la question suivante.

Question 4.13. Soit N un groupe de Lie nilpotent de rang n. Notons Ck+1(N) = [N, Ck(N)] la suite
centrale descendante de N où k > 1 et C1(N) = N. Soit Λ un réseau de N. Soit Γ un sous-groupe
dénombrable de Aut(N) stabilisant Λ.
Si les actions induites Γ y ((Ck(N)/Ck+1(N))/(Ck(Λ)/Ck+1(N)), µk) ont la propriété (T) relative
à l’espace, pour k = 1, . . . , n, est-ce que l’action Γ y (N/Λ, µ) a nécessairement la propriété (T)
relative à l’espace ?

Si tel était le cas, on pourrait se ramener simplement à l’étude des actions sur des tores.

Donnons maintenant un critère permettant de simplifier et préciser le Théorème 2.32 dans le
cadre d’actions par automorphismes sur des nilvariétés définies par des graphes finis.

Précisons à nouveau les notations. Soit (S, E) un graphe fini. SoitN l’algèbre de Lie nilpotente
associée à (S, E). Soit N le groupe de Lie nilpotent simplement connexe associé et N/NZ la
nilvariété correspondante.

NotonsN = V⊕ [N ,N ], où V est un supplémentaire de [N ,N ] dans N et rappelons qu’avec
les notations de la section 4.2.2. on a T ∼= Hom(V, [N ,N ]) et L ∼= ∏[α]∈[S] SL(V[α]).
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Remarquons que L ∼= ∏[α]∈[S] SL(V[α]) n’a pas de morphisme non trivial vers R∗, pas plus
qu’il n’a de sous-groupe distingué cocompact non trivial.

Rappelons aussi que T ⋊ L agit sur N identifié à N par :

(t, g).(Y1, Y2) = (g(Y1), P(g)(Y2) + t(g(Y1))) (∗)

pour tout (t, g) ∈ T ⋊ L et tout (Y1, Y2)N suivant la décomposition en somme directe V ⊕
[N ,N ].

Théorème 4.14. Soit Γ un sous-groupe dénombrable de T ⋊ L ⊂ Aut(N) stabilisant NZ. Supposons
que Γ soit Zariski-dense dans T ⋊ L. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) l’action Γ y (N/NZ , µ) a la propriété (T) relative à l’espace, où µ est la mesure de probabilité
N-invariante sur N/NZ ,

(ii) l’action linéaire de Γ sur [N ,N ] n’a pas de point fixe, où N désigne l’algèbre de Lie de N.

Démonstration :

On procède par contraposée pour démontrer ce théorème. On démontre l’équivalence sui-
vante :

(i’) Γ fixe un vecteur non nul Y ∈ [N ,N ],
(ii’) l’action de Γ sur (N/NZ , µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.

(i’) ⇒ (ii’) : Supposons que Γ fixe un vecteur non nul Y ∈ [N ,N ].

La mesure de Dirac correspondante à l’image de Y dans P(N ) est alors fixée par Γ. Ainsi,
Γ y (N/NZ , µ) n’a pas la propriété (T) relative à l’espace d’après le Théorème 2.32.

(ii’) ⇒ (i’) : Supposons que l’action de Γ sur (N/NZ , µ) n’ait pas la propriété (T) relative à
l’espace. D’après le Théorème 2.32, Γ fixe une mesure de probabilité ξ sur P(N ). Le stabilisa-
teur de ξ dans Γ

Zar
= T ⋊ L est un groupe algèbrique, et contient un sous-groupe distingué

cocompact H qui fixe chaque point du support de ξ, supp(ξ) ([Sha99], Théorème 3.11).

Prenons Y ∈ N tel que son image dans P(N ) appartienne à supp(ξ), et écrivons Y = (Y1, Y2)

avec Y1 ∈ V, Y2 ∈ [N ,N ]. Alors,

(t, g).Y = λ(t, g)Y, pour tout (t, g) ∈ H (∗∗)

où λ : H → R∗ est un morphisme. Nous affirmons que Y1 = 0.

En effet, commençons par rappeler que suivant la décomposition V =
⊕

[α]∈[S] V[α], on a :

L =























SL(V[α1])
. . .

SL(V[αk])

I[αk+1]

. . .
I[αr]























,

puisque certains des V[α] peuvent être de dimension 1.
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Écrivons Y1 = (Y1,1, . . . , Y1,r) avec Y1,i la composante de Y1 dans V[αi], pour i = 1, . . . , r.

Commençons par supposer que Y1,i 6= 0 pour un certain 1 6 i 6 k. Puisque SL(V[αi]) est simple
et H∩SL(V[αi]) 6= {e}, on a SL(V[αi]) ⊂ H. Ce qui est impossible puisque SLn(R) ne stabilise
pas de droite dans Rn. Donc

Y1,1 = · · · = Y1,k = 0.

Il est à montrer que

Y1,k+1 = · · · = Y1,r = 0.

Par l’absurde, supposons que Y1,i 6= 0 pour un certain k + 1 6 i 6 r. Alors, en nous focalisant
sur la i-ème composante dans l’équation (∗∗), on voit que λ : H → R∗ est trivial. Il suit de
(∗) et (∗∗) que :

Y2 = P(g)Y2 + tY1, pour tout (t, g) ∈ T ⋊ L.

C’est une équation polynomiale en les coefficients matriciels de t et g. Puisque cette équation
est vérifiée pour H, elle l’est aussi pour son adhérence de Zariski que l’on notera Z.

Y2 = P(g)Y2 + tY1, pour tout (t, g) ∈ Z (∗ ∗ ∗).

Remarquons que Z est un sous-groupe distingué cocompact de T ⋊ L. Montrons que Z =

T ⋊ L. Une fois cette égalité démontrée, il nous suffira d’appliquer (∗ ∗ ∗) à g = e pour obtenir

Y2 = Y2 + tY1, pour tout t ∈ T,

et ainsi, on aura Y1 = 0.

La projection de Z sur L est L, puisque L n’admet pas de sous-groupe distingué cocompact
non trivial. Ainsi, il suffit de démontrer que T ⊂ Z.

Pour cela, considérons le morphisme de groupe ϕ : T/T ∩ Z → TZ/Z. Puisque TZ = T ⋊ L,
et puisque T/T ∩ Z et (T ⋊ L)/Z sont des groupes localement compacts σ-compacts, l’iso-
morphisme de groupes ϕ, qui est continu, est un homéomorphisme.

Le groupe T/T ∩ Z ∼= TZ/Z est compact puisque Z est cocompact dans TZ. On en déduit
que T ∩ Z est un sous-groupe distingué cocompact Zariski-fermé de T =Hom(V, [N ,N ]) qui
lui-même est isomorphe à un certain Rm, m > 1. Ainsi, T ⊂ Z.
Nous avons donc bien démontré que Y1 = 0.

Nous affirmons maintenant que Y2 est fixé par Γ. Puisque Y2 ∈ [N ,N ], ceci permet d’achever
la démonstration.

Notons p2 : T ⋊ L → L la projection canonique. Rappelons que L n’admet pas de morphisme
non-trivial à valeurs dans R∗ et qu’il n’a pas de sous-groupe distingué cocompact non-trivial.
Il s’ensuit que p2(H) = L. Ceci démontre que Y2 est fixé par L et donc par Γ.

�
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4.3.2 Quelques exemples

Groupe de Heisenberg

Le groupe de Heisenberg HR s’obtient à partir du graphe à 2 sommets et une arête. Son
groupe d’automorphisme fixant HZ est donné, à indice fini près, par T ⋊ L ⊂ AutHZ

(HR),
voir [BH11], où

T ∼= Hom(Z2, Z), L ∼= SL2(Z),

et pour t ∈ Hom(Z2, Z), g ∈ SL2(Z), l’action de (t, g) ∈ Aut(HR) sur HR est donnée par :

(t, g).(x, y, z) = (g(x, y), z + t(x, y)), pour (x, y, z) ∈ HR.

On remarque que tout élément g de T⋊ L fixe les points images du centre de HR dans HR/HZ.
On déduit donc du Théorème 4.14 le résultat suivant :

Proposition 4.15. Pour tout sous-groupe Γ de AutHZ
(HR), l’action Γ y (HR/HZ, µ) n’a pas la

propriété (T) relative à l’espace.

En particulier, toute sous-relation d’équivalence de la relation d’équivalence induite par l’ac-
tion de AutHZ

(HR) sur HR/HZ n’a pas la propriété (T) relative à l’espace.

Graphes complets à n > 3 sommets

En ce qui concerne les graphes complets, on dispose du résultat suivant :

Proposition 4.16. Soit (S, E) un graphe complet à n > 3 sommets. Soit N le groupe de Lie nilpotent
associé, et notons (X, µ) = (N/NZ , µ) la nilvariété associée.
Alors, l’action de AutNZ

(N) sur (X, µ) a la propriété (T) relative à l’espace.

Démonstration :

On applique le Théorème 4.12 pour démontrer ce résultat.

Soit (S, E) un graphe complet à n > 3 sommets. Le nombre d’arête est égal à m = n(n−1)
2 .

Notons N le groupe nilpotent et X la nilvariété associée à ce graphe. Les automorphismes de
la nilvariété sont de la forme

AutNZ
(N) = {

(

Id 0
t Id

)

⋊

(

g 0
0 ϕ(g)

)

: g ∈ SLn(Z) , t ∈ Hom(Zn, Zm)}

où les coefficients de ϕ(g) ∈ SLm(Z) dépendent de manière polynomiale de ceux de g. En
fait, ϕ : SLn(Z)→ SLm(Z) est un morphisme de groupe injectif qui vérifie l’équation :

ϕ(g)[vi,vj],[vk,vl ] = gvk,vi gvl ,vj − gvl ,vi gvk,vj .

où les vi, i = 1, . . . , n désignent des vecteurs de base de V dans la décomposition N = V ⊕
[N, N]. On a donc ϕ(SLn(Z)) ∼ SLn(Z).

On sait déjà que l’action de SLn(Z) sur le tore Tn a la propriété (T) relative à l’espace. Aussi,
pour avoir pour avoir propriété (T) relative à l’espace de AutNZ

(N) sur (X, µ), il suffit de
montrer que l’action naturelle de ϕ(SLn(Z)) sur Tm a la propriété (T) relative à l’espace, ceci
d’après le Théorème 4.12.

82



4.3. Étude de la propriété (T) relative à l’espace

Pour montrer que l’action de ϕ(SLn(Z)) sur le tore Tm a la propriété (T) relative à l’espace, il
suffit de vérifier que ϕ(SLn(Z)) agit sur Rm sans point fixe.

Par l’absurde, supposons qu’il existe un point fixe non trivial x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm. Il existe
un i ∈ {1, . . . m} tel que xi est non nul. On obtient alors pour tout g ∈ SLn(Z) :

xi =
n

∑
j=1

ϕ(g)[vi,vj],[vk,vl ]xj =
n

∑
j=1

(gk,igl,j − gl,igk,j)xj

On en déduit l’existence d’un polynôme P de degré 2 en les coefficients de g ∈ SLn(Z), nul sur
SLn(Z). Mais SLn(Z) est Zariski dense dans SLn(R). On aurait l’inclusion d’idéaux suivante

(P) ⊂ (det− 1)

ce qui n’est pas possible. Ainsi ϕ(SLn(Z)) agit sur Rm sans point fixe.

Finalement, l’action de AutNZ
(N) sur (X, λ) a la propriété (T) relative à l’espace.

�

Remarque 4.17. La démonstration de la proposition précédente reste bien évidemment valable si l’on
prend un sous-groupe de SLn(Z) Zariski-dense dans SLn(R).

Les étoiles

Soit N le groupe de Lie nilpotent associé à un graphe "étoilé" ; on désigne ainsi tout graphe
donné par un sommet central lié à n autres sommets, n > 2, sans arête supplémentaire.
Considérons le sous-groupe de Aut(N) suivant :

T ⋊ L ∼= {
(

Id 0
t Id

)

⋊





g 0 0
0 1 0
0 0 ϕ(g)



 : g ∈ SLn(R), t ∈ Hom(Rn+1, Rn)}

où SLn(R) agit sur [N ,N ].

De manière évidente, il n’y a pas de point fixe dans [N ,N ]. Ainsi, d’après le Théorème 4.14 :

Proposition 4.18. L’action de (T ⋊ L)Z sur N/NZ a la propriété (T) relative à l’espace.
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Chapitre 4. Nilvariétés
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Abstract

The purpose of this thesis is to study the Kazhdan’s property (T) relative to the space (also
called rigidity in the sense of Popa) of probability measure preserving actions of countable
groups on standard probability measure spaces (p.m.p.).
This last decade, some problems in the theory of ergodic theory and von Neumann algebras
were solved using the property (T) relative to the space. However, the theoretical aspects of its
study remain largely mysterious.
An open question asks which groups admit a p.m.p. free and ergodic action which has the
property (T) relative to the space. We show in this dissertation that every finitely-generated
non-amenable linear groups over a field of characteristic zero admits a p.m.p. ergodic action
which has this property. If this group has trivial solvable radical, we prove that these actions
can be chosen to be free.
In order to obtain these results, we start by investigating natural questions concerning the
stability of the property (T) relative to the space through standard constructions : products,
restriction, co-induction, induction. Then, we give a criterion for the property (T) relative to
the space to hold in the case of p.m.p. actions on homogeneous space G/Λ of a p-adic Lie
group for a countable subgroup Γ of affine transformations of G stabilizing the lattice Λ. The
action of Γ on G/Λ has the property (T) relative to the space if and only if the induced action
of Γ on the projective space of the Lie algebra of G admits no invariant probability measure.
Moreover, we study the case of actions by automorphims on nilvarietes defined by finite
graphs.

Keywords: Property (T) relative to the space, Ergodic theory of group actions, von Neumann
algebras.
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Résumé

L’objet de cette thèse est l’étude de la propriété (T) de Kazhdan relative à l’espace (ou rigidité
au sens de Popa) d’actions de groupes dénombrables sur des espaces de probabilité standards
préservant une mesure de probabilité (p.m.p.).
Ces dix dernières années, la propriété (T) relative à l’espace a permis de résoudre de nom-
breux problèmes dans le cadre de la théorie ergodique des actions de groupes et des algèbres
de von Neumann. Néanmoins, certains aspects théoriques de cette notion restent largement
mystérieux.
Une question encore ouverte consiste à déterminer les groupes admettant une action libre
ergodique p.m.p. ayant la propriété (T) relative à l’espace. Nous montrons dans cette thèse
que les groupes de type fini non-moyennables linéaires sur un corps de caractéristique nulle
admettent une action ergodique p.m.p. possédant cette propriété. Si le groupe est à radical
résoluble trivial, l’action que nous construisons est aussi libre.
Pour ce faire, nous commençons par étudier la stabilité de la propriété (T) relative à l’espace
vis-à-vis de différentes constructions d’actions p.m.p. : produit, restriction, co-induction, in-
duction. Puis, nous donnons une caractérisation de la propriété (T) relative à l’espace dans
le cas d’actions p.m.p. sur un espace homogène G/Λ de groupe de Lie p-adique d’un sous-
groupe dénombrable Γ du groupe des transformations affines de G stabilisant le réseau Λ.
L’action de Γ sur G/Λ a la propriété (T) relative à l’espace si et seulement s’il n’existe pas de
mesure de probabilité Γ-invariante sur l’espace projectif de l’algèbre de Lie de G.
Par ailleurs, nous étudions le cas d’actions de groupes par automorphismes sur des nilvariétés
définies par des graphes finis.

Mots-clés: Propriété (T) relative à l’espace, Théorie ergodique des actions de groupes, Al-
gèbres de von Neumann.
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