N

N

Méthode locale de type mortar pour le contact dans le
cas de maillages incompatibles de degré élevé

Guillaume Drouet

» To cite this version:

Guillaume Drouet. Méthode locale de type mortar pour le contact dans le cas de maillages incompat-
ibles de degré élevé. Equations aux dérivées partielles [math.AP]. Université Paul Sabatier - Toulouse
IT1, 2015. Francais. NNT: 2015TOU30142 . tel-01356080

HAL Id: tel-01356080
https://theses.hal.science/tel-01356080
Submitted on 24 Aug 2016

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01356080
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

En vue de 'obtention du

DOCTORAT DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE

Université
de Toulouse

Délivré par : I’Université Toulouse 8 Paul Sabatier (UT3 Paul Sabatier)

Présentée et soutenue le 25/09/2015 par :
GuiLLAUME DROUET

Méthode locale de type mortar pour le contact dans le cas de maillages
incompatibles de degré élevé

JURY
MickAEL ABBAS Docteur EDF R&D
FAKER BEN BELGACEM Professeur Université de Technologie de Compiegne
Davip DUREISSEIX Professeur INSA Lyon
ALEXANDRE ERN Professeur Ecole des Ponts, ParisTech
PaTtricE HAURET Docteur, HDR ~ Manufacture des Pneumatiques Michelin
PaTtrick HILD Professeur Université Paul Sabatier
PaTrICK MASSIN Docteur, HDR EDF R&D
YvEs RENARD Professeur INSA Lyon

Ecole doctorale et spécialité :

MITT : Domaine Mathématiques : Mathématiques appliquées
Unité de Recherche :

Institut de Mathématiques de Toulouse (UMR 5219)
Directeur de These :

Patrick HILD
Rapporteurs :

Faker BEN BELGACEM et Patricc HAURET




B st &
de MATHEMATIQUES & =*aDF
de TOULOUSE i \
Institut de Mathématiques de Toulouse, EDF R&D
Université Paul Sabatier, 1 avenue du général de Gaulle,
118, Route de Narbonne, 92141 CLAMART Cedex 05.

31062 TOULOUSE Cedex 9.



Remerciements

Je tiens a remercier tout d’abord mon directeur de theése Patrick Hild, pour ses compé-
tences scientifiques et pédagogiques ainsi que pour ses grandes qualités humaines qui m’ont
permis de m’approprier le sujet de cette these de maniere efficace et enrichissante. Je re-
mercie également mon encadrant industriel Mickaél Abbas. Ses compétences scientifiques,
sa connaissance hors du commun de Code__Aster et sa grande disponibilité m’ont permis
de mener a bien le volet numérique de cette these. Je suis sincerement reconnaissant envers
ce duo d’encadrement qui m’a clairement permis de réaliser ce travail de these dans les
meilleures conditions imaginables, tant sur le plan scientifique que sur le plan humain.

Mes remerciements vont également a tous les membres de la “secte” du contact du dépar-
tement AMA et de 'IMSIA pour toutes les discussions constructives et le soutien qu’ils
m’ont apportés durant ces trois années de these. Je remercie également toute I’équipe
de développement qui m’a accueilli et intégré dans leur groupe au sein du département
d’Analyse Mécanique et Acoustique d’EDF R&D. Leur aide pour la prise en main des
outils de développement et de simulation numérique m’a été tres précieuse.

Je remercie Faker Ben Belgacem et Patrice Hauret d’avoir accepté la charge de rappor-
teur durant 1’été et d’avoir porté autant d’attention et d’intérét envers mes travaux de
recherche.

David Dureisseix, Alexandre Ern, Patrick Massin et Yves Renard m’ont fait I'honneur de
faire parti de mon jury. Je leur en suis tres reconnaissant.

Finalement, je remercie mon co-bureau et collegue doctorant pour m’avoir supporté durant
nos deux années de cohabitation dans le bureau V124, je remercie chaleureusement ma
famille et mes amis qui ont été des soutiens permanents tout au long de mes études et de
cette aventure doctorale.






Résumé

Dans cette these, nous développons une méthode locale de type “mortar” pour traiter le
probleme de contact avec maillages incompatibles de maniere optimale dans un code de
calcul par éléments finis de niveau industriel. Dans la premiére partie de la theése, nous
introduisons le cadre mathématique de la méthode intitulée “Local Average Contact”
(LAC). Cette approche consiste a imposer la condition de non-interpénétration en moyenne
sur chaque élément d’un macro-maillage défini de maniére idoine. Nous commencons par
développer une nouvelle technique de preuve pour démontrer 'optimalité des approches
de type inéquation variationnelle discrétisée par éléments finis standards pour le probléme
de Signorini, sans hypothese autre que la régularité Sobolev de la solution du probléme
continu. Puis nous définissons la méthode LAC et démontrons, & ’aide des nouveaux outils
techniques, 'optimalité de cette approche locale modélisant le contact unilatéral dans le
cas général des maillages incompatibles. Pour finir, nous introduisons la formulation mixte
équivalente et démontrons son optimalité et sa stabilité. Dans la seconde partie de la
thése, nous nous intéressons a 1’étude numérique de la méthode LAC. Nous confirmons
sa capacité a gérer numériquement le contact unilatéral avec maillages incompatibles de
maniére optimale a 'instar des méthodes “mortar” classiques, tout en restant facilement
implémentable dans un code de calcul industriel. On montre ainsi, entre autres, que la
méthode passe avec succes le patch test de Taylor. Finalement, nous montrons son apport
en terme de robustesse et au niveau de la qualité des pressions de contact sur une étude
de type industrielle.

Mots-clefs : Mécanique du contact, Méthode mortar, Eléments finis, Contact en moyenne
locale

Abstract

In this thesis, we develop a local “mortar” kind method to deal with the problem of contact
with non-matching meshes in an optimal way into a finite element code of industrial level.
In the first part of the thesis, we introduce the mathematical framework of the Local Aver-
age Contact method (LAC). This approach consists in satisfying the non-interpenetration
condition in average on each element of a macro-mesh defined in a suitable way. We
start by developing a new technique for proving the optimality of variational inequality
approaches discretized by finite elements modeling Signorini problem without other hy-
pothesis than the Sobolev regularity of the solution of the continuous problem. Then
we define the LAC method and prove, using the new technical tools, the optimality of
this local approach modeling the unilateral contact in the general case of non-matching
meshes. Finally, we introduce the equivalent mixed formulation and prove its optimality
and stability. In the second part of the thesis, we are interested in the numerical study
of the LAC method. We confirm its ability to optimally treat the contact problem when
considering non-matching meshes like standard “mortar” methods, while remaining eas-
ily implementable in an industrial finite element code. We show, for example, that the
method successfully passes the Taylor patch test. Finally, we show its contribution in
terms of robustness and at the quality of the contact pressures on an industrial study.

Keywords: Contact mechanics, Mortar methods, Finite element, Local Average Contact
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Introduction

Le probleme de contact fait partie des plus grandes difficultés auxquelles on peut étre
confronté lors de simulations numériques non-linéaires en mécanique des structures dans
les codes de calcul par éléments finis industriels. Ce probléeme d’apparence simple (on doit
a la fois interdire 'interpénetration et respecter le principe d’action réaction a travers la
surface de contact active) est en fait un probléme réellement non-trivial et complexe aussi
bien mathématiquement que numériquement. On est en fait confronté a une condition
limite non linéaire. On doit imposer sur une partie du bord du domaine I', notée I, les
conditions de complémentarité suivantes :

1. Un saut de déplacement a travers I', ou “jeu”, noté [u,] inférieur au jeu initial,
[uy] <0 (dans le cas d’un jeu initial nul)

N\

FIGURE 1 — Condition de non interpénétration, “jeu” initial nul

2. Une condition de signe (ici la négativité) sur les pressions de contact, o, <0,
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[t ]

N\

FI1GURE 2 — Convention de signe sur les pressions de contact

3. Et finalement, soit le contact est établi et donc [u, | = 0; soit il n’y a pas contact et
alors o, = 0, ce qui peut se traduire par o, [u,]| = 0.

L’espace des solutions peut donc étre décrit comme dans la Figure 3.

oy

FRSIGR)

FIGURE 3 — Solution du probleme de contact

La prise en compte de maniere précise, robuste et performante de ce phénomene dans les
outils de simulation numérique d’EDF représente un réel besoin pour les unités d’ingénierie
du groupe. En effet, EDF fait aujourd’hui face a des enjeux de plus en plus pointus dans
sa démarche d’assurance de la sécurité, de la fiabilité et de 'intégrité de ses différentes
installations de production électrique et notamment au niveau des moyens de production
nucléaire. La modélisation numérique est 'un des moyens, voire le seul dans certains cas
de figure, pour répondre a cette problématique. Les ingénieurs sont donc confrontés a
des modélisations toujours plus complexes, faisant intervenir un grand nombre de degrés
de liberté et couplant tous types de non-linéarité, et qui doivent étre étudiées avec une
précision de plus en plus importante. Le probleme de contact est tres présent dans de
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nombreuses études a fort enjeu. On peut citer par exemple, ’étude de nocivité de défauts
sur les attaches des ailettes terminales des rotors BP100.

Dans cette étude, les outils de simulation numérique sont utilisés pour répondre a la
problématique de maintenance des attaches des ailettes terminales des rotors BP100 (voir
Figure 4 et 5).

FIGURE 4 — Rotor avec ses ailettes. FIGURE 5 — Zoom sur les attaches.

En effet, des fissures en fond de cran ont été détectées sur le parc francais et a l'internatio-
nal. Ces défauts peuvent représenter un risque majeur pour les turbo-alternateurs (risque
de départ d’ailette). Afin d’optimiser la maintenance et la disponibilité des matériels de
production, I'ingénierie a fait remonter le besoin de disposer d’un outil de diagnostic ra-
pide et fiable. Pour répondre a cette demande, la division R&D d’EDF a développé un
modele complet sain modélisant une ailette et son attache (voir Figures 6 et 7), validé
par rapport aux données constructeurs, avec, ensuite, insertion d’un défaut de type fissure
dans le modele sain et finalement développement d’un modele simplifié a destination de
Iingénierie. La modélisation du contact intervient fortement dans le modele complet.

FIGURE 6 — Modele CAO de 'attache de FIGURE 7 — Modele CAO de Pailette.
Dailette.
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On doit alors prendre en compte précisément le contact entre 'ailette et son attache en
“pied de sapin”, ce qui représente 10 zones de contact de profil curviligne (correspondant
aux 10 attaches), pour a la fois valider le modele et réutiliser les pressions de contact
obtenues sur ce dernier pour imposer les conditions d’effort de contact sur le modele
simplifié qui prend seulement en compte le pied de Iailette. On percoit, des lors, la nécessité
de disposer d’un outil de gestion du contact précis et robuste vis-a-vis de I'incompatibilité
des maillages (on veut disposer de flexibilité dans la génération des maillages) et d’étre
capable d’utiliser des éléments finis d’ordre deux pour approcher la géométrie le plus
finement possible.

Les besoins en recherche dans le domaine de la simulation numérique du contact sont
donc importants pour EDF. Depuis une quinzaine d’années, le département d’Analyse
Mécanique et Acoustique (AMA) de la R&D d’EDF répond & ce besoin en menant des
projets de recherche dans ce domaine et capitalise les résultats dans son code de calcul
par éléments finis Code__Aster en lien avec la plateforme de simulation en mécanique
des structures Salome-Meca. D’un point de vue historique, la résolution du contact était
basée sur des approches dites discretes qui découplaient la résolution du probleme mé-
canique et la résolution du contact. Des formulations plus précises (de type point-selle)
ont été introduites a partir 2002 avec de la these de M. Zarroug [86]. Cette formulation
de type point selle est basée sur la loi de Signorini-Coulomb discrétisée par une approche
Noeud/Facette couplée a une formulation en Lagrangien stabilisé. Le probléme discret ob-
tenu est alors résolu par une triple boucle de points fixes (géométrie, frottement, contact).
Cette méthodologie a été perfectionnée au cours d’une série de theses :

— C. Zammali, 2005, voir [85], extension a la dynamique, utilisation d’un Lagrangien
stabilisé complet,

— M. Torkhani, 2008, voir [78], traitement des problémes d’usure, d’incompatibilité de
conditions limites, et introduction d’un champ de signe pour le pilotage de 'intégra-
tion numérique,

— D. Kudawoo, 2012, voir [55], introduction d’une formulation de type Lagrangien aug-
menté et d’'un algorithme de résolution full-Newton gérant toutes les non-linéarités
dans la méme boucle de Newton.

Les efforts ont principalement été portés sur la formulation utilisée et sur ’algorithme
de résolution du probleme. Tous ces travaux ont permis d’obtenir un outil de gestion
du contact généralement précis, robuste et performant. Cependant, un probleme de qua-
lité et précision des résultats locaux au niveau de la surface de contact subsiste dans
certains cas, notamment au niveau des pressions de contact qui peuvent présenter des
oscillations importantes. Ce probleme est connu pour provenir du choix de discrétisation
adopté (Noeud/Facette). En effet, ce type d’approche ne peut pas gérer facilement et de
maniere optimale le cas général des maillages incompatibles. On entend par maillage in-
compatible le cas de figure ou les nceuds des maillages des deux surfaces de contact sont
non-coincidents. Or ce cas de figure apparait de maniere récurrente lorsque les propriétés
des objets obligent a les mailler différemment ou lors de simulations numériques faisant
intervenir des grands déplacements, déformations ou rotations. Certains besoins de 'ingé-
nierie en lien avec ce probleme sont remontés ces dernieres années tels qu’une meilleure
qualité des pressions de contact, suppression des oscillations en pression de contact (lors
de la prise en compte d’interface de contact courbe maillée avec des éléments de degrés
élevés) et une plus grande robustesse des algorithmes vis-a-vis des non-linéarités géomé-
triques affectant le contact.

Le probleme de gestion optimale du probléme contact dans le cas général des maillages
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incompatibles est un sujet trés largement abordé ces 15 dernieres années dans le monde
académique, parallelement en mathématiques appliquées et en mécanique numérique. Une
famille de méthodes, provenant de 'adaptation au probleme de contact des méthodes
“mortar” [14] pour la décomposition de domaine, a émergé et s’est imposée comme le
moyen le plus pertinent pour traiter ce cas général, premiers travaux [5, 9, 10, 44, 45].
Ces méthodes consistent & utiliser une simple projection L? sur un espace joint, i.e., es-
pace d’éléments finis définis entre les deux objets. Les différents choix d’espaces joints
engendrent toute une famille de méthodes de type “mortar”. On peut citer certains choix,
de maniére non-exhaustive, dans le cas d’un probléme tridimensionnel (les définitions sont
transposables au cas bidimensionnel).

Dans le cas des éléments finis linéaires et bilinéaires (TETRA 4 et HEXA 8 dans le vo-
lume, TRIA 3 et QUAD 4 sur les surfaces de contact), on peut citer trois choix d’espace
d’approximation joint principaux :

— Mortar “P*=17 . Pespace d’approximation est défini comme l’espace P° ou Q° basé
sur la discrétisation de la surface esclave, [40, 41] (cette formulation nécessite une
stabilisation dans ce cas).

— Mortar “Standard” : on choisit I'espace d’approximation de la surface esclave, [45,
56, 66, 83].

— Mortar “Dual” : ’espace d’approximation est défini comme 'espace dual de ’espace
d’approximation de la surface esclave, [49, 62].

Dans le cas des éléments finis quadratiques et bi-quadratiques (TETRA 6, HEXA 20 et
HEXA 27 dans le volume, TRIA 6, QUAD 8 et QUAD 9 sur les surfaces de contact),
le choix est plus compliqué (il est possible d’obtenir des valeurs “jeu” non physiques, si
Pespace joint ne répond pas a certaines propriétés). On note quand méme deux choix
existant dans la littérature :

— Mortar “P*=17 : 'espace d’approximation est défini comme ’espace P! ou Q' basé
sur la discrétisation de la surface esclave, [41, 67].

— Mortar “Dual bi-quadratique” : I'espace d’approximation est défini comme ’espace
dual de l'espace d’approximation de la surface esclave, [62, 64] (HEXA 27 princi-
palement, les autres cas demandent des stratégies de transformation des fonctions
de base assez complexes).

Une fois I'espace joint choisi, il reste a définir la formulation et I’algorithme de résolution
du probleme de contact.

Chacune de ces méthodes possede différents avantages. Par exemple, les méthodes “Dual”
et “Dual bi-quadratique” permettent une condensation facile des Lagrangiens de contact
(due & une matrice de couplage égale & 'identité), les méthodes “standard” et “P*~1” font
intervenir des espaces d’approximation simples et définis analytiquement. Cependant, ces
méthodes présentent d’importants désavantages lorsque ’on considére leur implémentation
de maniere générique dans un code industriel. Les deux principaux inconvénients dans
notre cas sont la non-localité de la méthode (méthodes “mortar standards” [10, 44, 66,
67]) et la définition non-analytique des espaces éléments finis joints pour certains types
d’éléments (méthode “mortar dual” [49, 64]). Un travail de recherche est donc nécessaire
pour définir, une méthode simple, locale et efficace implémentable a moindre colit dans
l'outil de simulation existant et cela tout en apportant des résultats de qualité et de
précision comparables a ceux obtenus par les méthodes de type “mortar”.

Le travail réalisé dans le cadre de cette theése répond a cette problématique industrielle
en proposant une approche de gestion des conditions de contact en moyenne sur chaque
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macro-élément d’un macro-maillage défini de maniere idoine. La méthode proposée répond
donc a deux impératifs, a savoir :
1. Disposer d’un socle mathématique rigoureux.
On souhaite démontrer mathématiquement 'optimalité en terme de taux de conver-
gence de la méthode dans le cas général des maillages incompatibles, et vérifier la
stabilité de la méthode lorsqu’elle est écrite sous une formulation mixte.

2. Proposer une architecture compatible avec les outils de simulations nu-
mériques d’EDF.
On désire s’insérer dans le cadre algorithmique développé précédemment et “unique-
ment” impacter la partie discrétisation du probleme de contact tout en conservant
les propriétés nécessaires a une implémentation aisée et efficace.

Pour répondre aux deux objectifs principaux, cette thése est scindée en deux parties auto-
portantes. La premiere traitant le cadre mathématique et la seconde abordant la mise en
ceuvre numérique. Chaque partie est constituée de 3 chapitres.

Le Chapitre 1 aborde un nouveau schéma de preuve pour démontrer 'optimalité en terme
de taux de convergence des approches de type inéquation variationnelle discrétisées par
éléments finis du probleme de Signorini. Cette nouvelle technique de preuve permet de
s’abstenir d’utiliser des hypothéses autres que la régularité Sobolev de la solution du pro-
bléme continue en 2D et 3D. Des hypotheses portant sur la zone de transition contact/non-
contact sont en effet couramment utilisées dans la littérature [7, 49, 82] pour obtenir des
résultats optimaux. Sans 'utilisation de ces dernieres, le probleme de convergence optimale
restait un probléme ouvert dans certains cas, voir [48]. Dans ce chapitre, on considére un
probleme de contact entre un objet déformable (élastique linéaire) et un socle rigide. On
y traite les conditions de contact discretes les plus connues et utilisées pour approcher le
probléme de contact de Signorini. Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait I’objet
d’une publication, [27].

Le Chapitre 2 introduit la méthode Local Average Contact (LAC), en traitant le probleme
du contact unilatéral sans frottement entre deux objets élastiques dans le cas général
des maillages incompatibles. Cette méthode interdit I'interpénétration en moyenne entre
les deux objets au niveau de la zone de contact potentielle de chaque objet considéré;
on autorise le décollement, et le glissement en moyenne sur chaque macro-élément d’un
macro-maillage construit a partir d’un des maillages traces des deux objets considérés. On
démontre I'optimalité de I'approche dans le cas 2D et 3D pour des éléments finis linéaires et
quadratiques en utilisant les outils de démonstration introduits dans le chapitre précédent.
Le prix a payer pour obtenir la stabilité et 'optimalité des taux de convergence est une
hypothése sur le maillage de la zone de contact. Cette hypothese peut étre facilement
respectée en effectuant une étape de pré-traitement sur le maillage.

Le Chapitre 3 se consacre a I’étude du probleme mixte associé¢ a la discrétisation de
linéquation variationnelle introduite dans le chapitre précédent (méthode LAC). En effet,
on sera amené, pour s’inscrire dans le cadre algorithmique existant, a implémenter la
méthode LAC avec cette formulation. Il convient donc de vérifier I'equivalence, la stabilité
et les taux de convergence de cette formulation de la méthode LAC. Dans un second temps,
on abordera le cas des estimations d’erreur en norme L? ainsi que ’étude de convergence
sur le cas pathologique des mailles de contact en vis a vis partiel.

Le Chapitre 4 présente les clefs de I'implémentation de la méthode dans Code__Aster, le
logiciel de calcul des structures par éléments finis de référence I’EDF. On y présente les
différentes étapes de programmation nécessaires pour respecter I’hypothese sur le maillage
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de calcul, définir les espaces fonctionnels discrets en jeu et pour résoudre le probleme
de contact. On y détaillera les choix algorithmiques et de formulation établis ainsi que la
procédure d’appariement entre les mailles des deux surfaces de contact. Bien que technique,
ce chapitre permet de répondre a des réponses non-triviales sur I'implémentation de la
méthode, et présente des outils plus ou moins complexes nécessaires au bon fonctionnement
des méthodes de type “mortar”.

Le Chapitre 5 concerne la validation numérique de la méthode LAC sur une série de cas
tests dits “académiques”. On procédera a une vérification qualitative, quantitative et com-
parative avec une méthode de type “collocation” (approche Noeud/Facette dégradée) sur
des problemes simples faisant intervenir des zones de contact planes, courbes avec tran-
sition contact/non-contact, dans le cas général des maillages incompatibles. Cependant,
on se restreindra a des comportements élastiques linéaires pour les matériaux considérés,
en restant dans le cadre des petites perturbations. La derniere section de ce chapitre sera
consacrée a la validation des taux de convergence théoriques.

Le Chapitre 6 aborde des cas tests plus complexes et représentatifs des études des divisions
d’ingénierie. On y traite le probléeme du multi-contact, des grands déplacements, et des
grandes déformations, on finira par exhiber les résultats obtenus sur le modele de 'ailette
terminale de rotor BP100 et son attache en utilisant la méthode proposée pour modéliser
le contact.






Notations

Nous allons spécifier certaines notations concernant les normes que 'on utilisera dans ce
manuscrit. Soit w un sous-ensemble de R? Lebesgue-mesurable possédant un intérieur non
vide. On dénote par x un point générique de w. On commence par définir les espaces de
Lebesgue standard, notés LP, avec 1 < p < oo. On associe a ces espaces la norme usuelle

suivante :
1/p
9] ey = (/ [ (z)|P dm) )

Pour p = 0o, on définit la norme comme suit :

19l ooy = ess sup {[P(z)|:x € w}.

Dans la premiere partie de ce travail, on utilisera de maniére récurrente les espaces de
Sobolev standard ainsi que les espaces de Sobolev fractionnaires.
Les espaces de Sobolev standard, notés H™(w), avec m € N sont dotés de la norme

1/2
2
[llme =1 > 10°%lZew |
0<|er|<m
oit a = (a,...,q) est un multi-indice de N, |a| = oy + - - - + g et le symbole 0% désigne

les dérivées partielles. On adopte la convention H’(w) = L?(w). Il sera donc possible de
rencontrer deux notations différentes pour la norme L?(w), & savoir :

1] 2wy = I

Finalement, on définit les espaces de Sobolev fractionnaires, H™ (w),7 € R4 \ N avec
T =m + v, m étant la partie entiére de 7 et v € (0,1) par la norme suivante (voir [1]) :

‘070.1-

1/2

[l = | 1lme + D 1070

|a|=m

2
v,w )

ou pour v € (0,1) la semi norme |- |, est définie comme suit :

o) — 9 1/2
e ([L5 )”






Premiere partie

Etude théorique de la méthode
Local Average Contact



Table des matieres

1 Revisite du probleme de Signorini

1.1 Introduction . . . . . . . . . . ..
1.2 Le probleme de Signorini et sa discrétisation par éléments finis . . . . . . .
1.2.1  Configuration du probleme . . . . . . . .. ... ...
1.2.2  Approximation du probleme par éléments finis . . . . ... ... ..

1.2.2.1 Les cones convexes des déplacements admissibles dans le
cas linéaire (k=1). . . . . . . . ... ...

1.2.2.2  Les cones convexes des déplacements admissibles dans le
cas quadratique (k=2) . . . ... .. ... L.

1.2.2.3 Le probléme de Signorini discret . . . . . .. .. .. .. ..
1.3 Estimations clefs L' et L2 sur o, et YV, . . o oo oo i i
1.4 Analyse d’erreur dans le cas bidimensionnel (d =2). . . .. ... ... ...
1.5 Analyse d’erreur dans le cas tridimensionnel (d=3) . ... ... ... ...
1.6 Conclusion . . .. .. .. ... ..

Le probléme du contact unilatéral avec maillages incompatibles

2.1 Introduction et configuration du probleme . . . . . . . ... ...,

2.2 La méthode LAC dans le cas bidimensionnel (d=2) . ... ... ... ...
2.2.1 Un opérateur conservant la moyenne sur les macro-mailles . . . . . .
2.2.2  Analyse d’erreur dans le cas bidimensionnel . . . . . .. ... ...

2.3 La méthode LAC dans le cas tridimensionnel (d=3) . . . ... . ... ...
2.3.1 Extension de I'opérateur 7 au cas tridimensionnel . . . . . . . . ..
2.3.2  Analyse d’erreur dans le cas tridimensionnel . . . . . . . .. ... ..

2.4 Conclusion . . . . . . .,

Etude théorique complémentaire
3.1 La formulation mixte de la méthode LAC . . . . .. ... .. ... .....

3.1.1 La formulation mixte équivalente du probleme de contact unilatéral
utilisant la condition contact en moyenne locale . . . . . . . ... ..

3.1.2 Lacondition inf-sup . . . . . . ... ... . L
3.1.3 Estimation d’erreur H' . . . . ... ...
3.2 Recherche d’estimation d’erreur en norme L? . . . . . . .. .. .. ... ..
3.2.1 Le probléme auxiliaire . . . . . . .. ... Lo



TABLE DES MATIERES 21

3.3

3.2.2 Analyse d'erreur . . . ... L 65
Problématique des macro-mailles semi-intersectées en contact, “dropping

edges” . .. 66
3.3.1 Définition du cas particulier . . . . . . .. ... oL 67

3.3.2  Analyse de convergence . . . . . ... ... 68




22

TABLE DES MATIERES




Chapitre 1

Revisite du probléeme de Signorini

1.1 Introduction

En mécanique des objets déformables, les éléments finis sont couramment utilisés pour
modéliser le probléme de Signorini (ou le probléme scalaire équivalent), voir [39, 51, 56, 81,
83]. Ce modele appelé aussi probléme contact unilatéral est non-linéaire étant donné que
le champ de déplacements (noté u) satisfait une condition limite non-linéaire. A savoir,
on impose qu'une composante de la solution u est négative sur une partie du bord du
domaine noté I', (voir [71]). La formulation faible correspondante est une inéquation
variationnelle admettant une unique solution, voir [31]. L’approximation par éléments finis
u” est généralement la solution de la version discréte de 'inéquation variationnelle ou d’un
probléme mixte (multiplicateur de Lagrange) équivalent. La régularité de la solution u a
ce type de probléeme présente des singularités quelle que soit la régularité des données (voir
[60]), et généralement la solution ne peut pas étre plus réguliere que H°/2. Cette limitation
implique que seuls les éléments finis d’ordre 1 ou 2 peuvent étre réellement utiles pour
approcher ce probléme. Les résultats de convergence optimaux en norme H!(Q2) établis
jusqu’a présent nécessitent généralement ’emploi d’hypotheses techniques supplémentaires
sur la zone de contact (sinon, on peut uniquement obtenir des résultats sous optimaux
[48]). Nous allons décrire les hypotheses couramment utilisées :

e Cas linéaire bidimensionnel :
L’analyse d’erreur dans [8] suppose que la solution exacte u admet un nombre fini de
points de transition contact/non-contact (on obtient I'optimalité quand u appartient
a (H7(Q))?, 3/2 < 7 < 2). Sous le méme type d’hypotheses, 'analyse dans [49)
obtient I'optimalité pour le cas 7 = 2 (un terme logarithmique légérement sous-
optimal était présent dans [8] et légérement amélioré dans [11]),

e Cas quadratique bidimensionnel :
L’analyse d’erreur dans [7] n’utilise pas d’hypothéses supplémentaires pour 2 < 7 <
5/2. Cependant, dans le cas 3/2 < 7 < 2 une hypothese similaire au cas linéaire
bidimensionnel est nécessaire,

e Cas linéaire tridimensionnel :
L’analyse d’erreur dans [49] (pour u appartenant a (H™(2))3, 3/2 < 7 < 2) se base
sur les nceuds dans la zone de non-contact possédant une partie du support de leur
fonction de base dans la zone de contact effective. Pour résumer, on suppose qu’il
existe pour ces nceuds un rectangle en contact d’aire ah? dans un voisinage de rayon
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Bh (avec a, 5 fixés),

e Cas quadratique tridimensionnel :
L’analyse d’erreur dans [82] quand 2 < 7 < 5/2 utilise une estimation (“Assumption
4" p. 739) de la norme L? du déplacement normal sur un tube de section h centré
sur la frontiere ou la transition contact/non-contact a lieu.

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’analyse d’erreur dans le cadre de la formulation par
inéquation variationnelle dans le cas des éléments finis linéaires et quadratiques en 2D
et 3D. Le résultat principal, énoncé dans les Théoremes 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 (voir (1.13),
(1.14),(1.32), (1.33)) utilise uniquement la régularité Sobolev de la solution du probléme
continu. On met en ceuvre une nouvelle technique de preuve permettant de lever les hypo-
theses additionnelles couramment utilisées dans tous les cas de figures considérés, grace a
deux lemmes clefs présentés dans la section 1.3. On peut résumer les résultats de conver-
gence de la maniere suivante.

Soit d = 2,3 la dimension du probleme considéré, k = 1,2 le degré de 'approximation
par éléments finis et h le diamétre caractéristique du maillage. Soient u et u” les solu-
tions du probléme continu et discret respectivement. On suppose que u € (H7(Q))?
3/2 <1 <3/2+k/2. Alors

avec

lu —u"10 < CATlull-0.

Remarque 1.1. Dans ce chapitre et dans la suite de I’analyse théorique de cette theése on
s’intéressera uniquement a des régularités 3/2 < 7 < 5/2. L’analyse pour des régularités
plus faibles 1 < 7 < 3/2 fait intervenir d’autres méthodes de preuve introduites dans [§]
et donne déja des résultats optimaux sans hypotheéses techniques supplémentaires sur la
zone de contact.

Pour des raisons de simplicité des démonstrations, et afin de ne pas avoir a considérer la
non-conformité provenant de ’approximation du domaine, on considere dans ce chapitre
des domaines polygonaux notés Q C R? d = 2,3. Le bord 9 est donc composé dun
nombre fini de segments (ou polygones) I'j, 0 < j < J. Dans ce cas, l'espace H7(2) défini
précédemment ne coincide pas uniquement avec la restriction a €2 de toutes les fonctions de
HT(R?) (voir [35]) mais aussi avec I'espace de Sobolev défini par interpolation hilbertienne
des espaces de Sobolev standard (H™(2))men. On a équivalence des normes provenant
des différentes définitions de H™(f2) (voir [75]). Finalement on peut introduire I'opérateur
de trace T': ¢ — (Y1, )1<j<s, envoyant de maniere continue H(§2) sur H}]:1 H™1/2(T;)
pour 7 > 1/2 (voir, [59]).

1.2 Le probleme de Signorini et sa discrétisation par élé-
ments finis

1.2.1 Configuration du probleme

Soit © € R%, avec d = 2,3, un domaine polygonal représentant la configuration de réfé-
rence d’un corps linéairement élastique dont le bord est composé de trois parties ouvertes
disjointes I',, I, et I', telles que I', UT', UT', = 09Q. On suppose que I', et I',, sont
de mesures non nulles dans R%~! et, dans un souci de simplicité, que I’ est un segment
quand d = 2 ou un polygone quand d = 3. Le corps élastique est soumis a une condition
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I

C

N - TN
N NN
- __Rigid foundation

FIGURE 1.1 — Corps é€lastique §) en contact avec un socle rigide sur I',,.

limite de Neumann sur T, de densité F' € (L*(I',))%, & une condition limite de Dirichlet
sur I' ) (pour simplifier, on suppose que le corps est encastré), et a une force interne dans
Q (surfacique ou volumique) notée f € (L*(02))?. Pour finir, on ajoute une condition de
contact sans frottement entre le corps élastique et une base rigide sur I' , (voir Figure 1.1).
Le probléme consiste & trouver le champ de déplacement u : Q — R? vérifiant (1.1)-(1.5) :

—divo(u)=f dans €, (1.1)
oluyn=F sur I,
u=0 sur I' ),

ot o(u) = Ae(u) représente le tenseur des contraintes, e(u) = (Vu + (Vu)T)/2 est le
tenseur linéarisé des déformations, n désigne la normale unitaire sortante a €2 sur 02, et
A est le tenseur d’ordre 4 possédant les propriétés usuelles de symétrie et d’ellipticité et
dont les composantes sont dans L (€2).

Sur I',,, on décompose les champs vectoriels de déplacement et de contrainte selon les
composantes normale et tangentielle :

Uy =Un, U, =1U— UyN,

oy = (o(un)n, o, =oc(u)n—oyn.

La condition de contact unilatéral sur I' , est exprimée par les conditions de complémen-
tarité suivantes :
uy <0, oy <0, uyo, =0. (1.4)

Dans cette configuration, on a choisi un jeu nul sur la configuration de référence du pro-
bleme. L’absence de frottement sur I',, se traduit par :

o, =0. (1.5)

Remarque 1.2. Le probléme de contact (1.1)—(1.5) est la version vectorielle du probléme
de Signorini scalaire qui consiste a trouver le champ wu : 2 — R vérfiant :

ou ou
—Au+u=fdans Q, ©u<0,— <0,u—— =0 sur 9.
on on
Tous les résultats démontrés dans ce chapitre, en particulier les taux de convergence des
Théoremes 1.1 a 1.4, peuvent étre étendus de maniére immédiate au probleme de Signorini
scalaire.
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Remarque 1.3. Le probleme de contact unilatéral présente différents types de limita-
tions de régularité causées en particulier par la régularité des données, la transition de
conditions aux limites (i.e., Neumann-Dirichlet), les coins des domaines polygonaux, et
la condition de contact de Signorini qui génere des singularités au niveau des zones de
transition contact/non-contact. Les trois premiers types de non-régularité ne dépendent
pas des conditions de Signorini (voir, [35, 68]). Dans la littérature traitant les singularités
du probléme de Signorini, les auteurs étudient généralement les singularités provenant des
conditions de contact : le travail dans [60] restreint au cas 2D et considérant 'opérateur
de Laplace sur un domaine polygonal permet de montrer que la solution du probleme de
Signorini est de régularité H%/2~¢ au voisinage de I',. SiT', n’est pas un segment, mais une
union de segments, alors des singularités supplémentaires apparaissent (voir sous-section
2.3 dans [4] pour le cas 2D). Dans le cas 3D, les références [3, 2] démontrent un résultat
de régularité locale C11/2 avec les opérateurs de Laplace et Lamé dans le cas particulier
d’une demi boule en contact avec une surface plane I',, et la référence [36] s’intéresse au
cas d’une zone de contact non plane et avec un obstacle & distance non-nulle. Dans la suite
de cette analyse théorique on supposera donc disposer d’une régularité maximum pour u
de 7 =5/2 pour les cas bidimensionnel et tridimensionnel.

Nous introduisons ’espace de Hilbert suivant :
V= {v e (H*(Q)4:v=0sur FD}.

L’ensemble des déplacements admissibles satisfaisant la condition de non interpénétration
sur la zone de contact I', est alors :

K={veV:v,=vn<0 sur,}.

Soient a(-,-) et b(-) les formes bilinéaire et linéaire définies pour tout u et v dans V' :
a(u,v) = / Az (u) : e(v) dQ, [(v) :/ fodQ +/ Fudl,
Q Q I'n

et qui représentent le travail virtuel des forces élastiques et celui des forces externes. Grace
aux hypotheses de régularité sur A, f et F, il vient que a(-,-) est une forme bilinéaire
symétrique, V-elliptique et continue sur V' x V' et que I(+) est une forme linéaire et continue
sur V.

La formulation faible du Probléme (1.1)—(1.5) (du point de vue inéquation variationnelle),
introduite dans [31] (voir aussi, [39, 51]) est :
Trouver u € K vérifiant :
(1.6)
a(u,v —u) > l(v—u), YveK.

Le Probleme (1.6) admet une unique solution conformément au théoreme de Stampacchia.

1.2.2 Approximation du probleme par éléments finis

Soit th’ C V une famille d’espaces de dimension finie indexés par h associée a une famille
réguliere T" de triangulations ou tétraédrisations du domaine Q (voir [15, 20, 28]). La
notation h représente le plus grand diameétre parmi les éléments fermés T € T". On choisit
I'approximation continue par polynéme de degré k avec k = 1,2, par morceaux, i.e. :

V= {ot e (@) o e (PHD) VT e T v" =0 on I},
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ot P¥(T) représente l'espace des polyndémes de degré < k. Dans le cas 3D (d = 3), on
utilisera des inégalités inverses sur I' , et nous supposons donc que la trace du maillage Th
sur I' , est quasiuniforme de diametre caractéristique hc < h. On va maintenant rappeler
quelques conditions de non-interpénétration classiques pour les éléments finis linéaires et
quadratiques dans le cas 2D et 3D.

1.2.2.1 Les cbones convexes des déplacements admissibles dans le cas linéaire
(k=1)

La plus simple des conditions de contact discretes est la suivante :
K{‘ = {Uhevlh:v]}\lf <0 surFC},

cette condition impose la non-interpénétration de maniere ponctuelle au niveau des noeuds
du maillage. Nous allons aussi considérer une condition de non-interpénétration en moyenne
sur chaque élément de contact TN T, (un segment quand d = 2 ou un triangle quand

d=3):
K- {Uhevlh,/m

On remarque de suite que K} C K, K ¢ K et K c K. On est donc en présence de
méthodes conformes et non-conformes, on devra donc traiter lors de 'analyse d’erreur un
terme d’erreur d’approximation et un terme d’erreur de consistance supplémentaire pour
les méthodes non-conformes, correspondante au “crime variationnel”.

ol dl < O,VTeTh}.

C

1.2.2.2 Les cOnes convexes des déplacements admissibles dans le cas quadra-
tique (k = 2)

Dans la suite de ce chapitre, on note x;, 0 < ¢ < I les sommets de la triangulation ou
tetradrisation situés dans i et mj, 0 < j < J les noeuds milieux des éléments de contact
lorsque d = 2 (i.e., les noeuds milieux des segments de T',). Lorsque d = 3 les points
mj, (0 <j <.J),sont les nceuds milieux des cotés des éléments de contact (i.e., les nceuds
milieux des cotés des triangles de T',.).

Le premier cone des déplacements admissibles vérifie la condition de non-interpénétration
a la fois aux sommets et aux noeuds milieux :

Ky = {o" eV (@) <0,V 0<i < Loh(m) <0,¥0< <},

le second impose la condition de non-interpénétration en moyenne sur chaque élément de
contact (segment en 2D ou triangle en 3D) :

K - {vh vt |
TN

et le dernier est une combinaison des deux cas précédents (spécifique au cas quadratique) :

Kél = ’Uh S Vzh,/
nr

ol dl < O,VTeTh},

C

o dl < 0,97 € TV, v" (2;) <0,¥0 < < I}.

C
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On remarque qu’aucun de ces cones convexes n’est inclus dans K. On est donc en présence

de méthodes non-conformes. De plus la propriété d’inclusion suivante K§ C Kgb C Kg est
vérifiée. Dans le cas d = 3, on va considérer une quatriéme condition de contact :

Kb = {o"evdohmy) <ov0<j< ),

qui vérifie K} ¢ Kb Kig‘ (la définition similaire pour d = 2 ne mene pas a des résultats
de convergence intéressants).

Remarque 1.4. Etant donné que 'on consideére uniquement dans ce chapltre des tétra-

drisations du domaine 2 (dans le cas 3D), les inclusions précédentes K} C KJ et K2 - K2
peuvent étre démontrées en utilisant un schéma d’intégration d’ordre 2 (voir, [20, 28]) :

Vol € Vi
h \Tﬁl“]
/Tmr v dl = ——= Z (my;),
C

ou |[I'NI",| représente la surface T'NI", et m1, mg, m3 désignent les trois nceuds milieux des
cOtés du triangle considéré. Une conséquence de ce schéma d’intégration est que 'intégrale
des fonctions de base associées aux noeuds sommets sur 7'N 1T, est nulle.

1.2.2.3 Le probléme de Signorini discret

Soit K un des onze cones convexes de déplacements admissibles (cing pour le cas d = 2
et six pour d = 3), alors la version discrete de I'inégalité variationnelle (1.6) est

Trouver u" € K" vérifiant :
(1.7)

a(ut, vh —ul) > 1(h —uh), Vol e K

D’apres le théoréeme de Stampacchia, le probléme (1.7) admet une unique solution.

1.3 Estimations clefs L! et L? sur o, et Vu,

Les quatre estimations suivantes représentent le point clef de la nouvelle analyse d’er-
reur optimale proposée dans ce chapitre. L’avantage de ces estimations réside dans le fait
qu’elles ne font pas intervenir d’autres hypotheses que la régularité Sobolev de u. C’est
donc leur utilisation astucieuse dans les preuves des sections suivantes qui nous permettra
de relacher les hypothéses nécessaires jusqu’a présent pour obtenir les taux de convergence
optimaux pour les différents problemes discrets approchant le probleme de Signorini.

Lemme 1.1. Soit d =2 oud =3, et 3/2 < 7 < 5/2. Soit h. le diamétre des éléments
traces TNT, de dimension d—1 et |Z.|,|Z .| les mesures dans R¥~1 des zones effectives
de contact et non-contact Z,,Z . dans T NT . Supposons que |Z,| > 0 et |Z,.| > 0.
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Les estimations L' et L? suivante sont vérifiées pour o, et Vu,

|Z|M? B2/

loyllzizar,) < 2,2 loxlr—3/2, 701, 5 (1.8)
1 _
lonllorar, < th 2+d/2|UN|r—3/2,TmFC, (1.9)
NC
1 Z oV,
IVuyllrrar,) < |ZN|1/2h PRIy | s e, (1.10)
C
1 _
HVUNHO,TmFC < Z |1/2hz 2+d/2|VuN\T,3/2,TmFC. (1.11)
C

Remarque 1.5. Par souci de simplicité, on considere que Vu, est une fonction de Ra-1
dans R~ en supposant que I’ est inclus dans l'axe Oz pour le cas bidimensionnel ou
dans le plan Oa:Oy pour le cas trldlmenswnnel

Démonstration. Nous commengons la preuve avec I'estimation (1.9). Etant donné que u
est solution de (1.6), la condition de contact unilatéral (1.4) est vérifiée au sens faible; on
en déduit que o, = 0 p.p. sur Z,,,. On obtient donc

lowlBrmr, = [ ow)?ds
c ZC
= el [, [, (o) = on@) de ds
t 2
= |Zyol” 1/ / |d01ﬂ(2u)) s — t|971T2 dt ds
—1 |12y —oy(t)?
< |Zycl CS;IPNCOS | / / |$—t|d 11\;21/ dt ds
A e A ‘VTHF

—1;2(r—2+d/2)
= [Zycl he(T +a/2) ’UN|T—3/2,TQFC

ce qui démontre (1.9). En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre (1.8).

Les deux estimations suivantes (1.10) et (1.11) portent sur Vu, (i.e., v/ si d = 2). En
premier lieu, nous devons utiliser un résultat non trivial (voir [58]) qui affirme que si v
appartient & H'(w), alors Vv = 0 p.p. sur toute “ligne de niveau” (pour toute dimension
d). Quand v est continue, ce qui est le cas pour v = u, sur w = I'.,, alors la notion de
ligne de niveau peut étre interprétée au sens classique (autrement une définition appropriée
devrait étre utilisée). Etant donné que Z, correspond a la ligne de niveau 0, on a donc
Vu, = 0 p.p. sur Z,. Les estimations (1.10) and (1.11) peuvent alors étre démontrées
de la méme maniere que (1.8) and (1.9) en changeant o, par v, (resp. les deux dérivées
partielles de u, si d = 3) et en inversant les roles de Z, et Z,,. O

Les quatre estimations suivantes sont les extensions au cas 7 = 5/2, d = 3 des estimations
clefs précédentes.

Lemme 1.2. On pose d = 3 et 7 = 5/2. Soit he le diamétre du triangle T N T et
|Z.|,|Z | représentent les mesures dans R? des zones effectives de contact et non-contact
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ZeyZye dans T N T . Supposons que |Z.| > 0 et |Z,.| > 0. Les estimations L' et L?
suivantes pour o, et Vu, sont alors vérifiées :

2|/
HO-NHLl(TﬂFC) < \/>’Z ‘1/2 eHVUNHOTﬂF
V2
loxllorar, < Z. ’1/2h2"VUN||O,TﬁFCa (1.12)

| Z e |2
IVuyllyzar,) < \f|ZNC|1/2 h2HHUNHO,TﬁFC7

\f
|Z |1/2

IN

— " h%|Hu,

IVuyllorar,,

ou H est la matrice hessienne.

Démonstration. La preuve est différente de celle du lemme précédent et suit les mémes
étapes que celles utilisées dans la preuve originale par H. Poincaré de I'inégalité de Poincaré-
Wirtinger. Commencons par démontrer (1.12). Etant donné que oy =0p.p.sur Z,, on
peut écrire :

lowlBror, = 1Zucl™ [ | (0u(9) = 0u(0)? dt ds
ZC ZNC

= |Zyo|? /ZC /ZNC </01(s—t)-VUN(us+(1 —u)t) du)2 dt ds

1
| Z el 1hE /Tmr /TﬂF /0 Vo, (us + (1 —u)t)|? du ds dt
C C

1
- Q\ZNC\—lhg/ / / Vo (us + (1 — w)t)[? du ds dt,
Tr,, Jrar, J1/2

IN

ou la symétrie entre ¢ et s a été utilisée dans la derniére égalité. En posant v = us+(1—u)t,
on obtient

_ 1
loxlBaar, < 21Zyl 1h§/ / 7/ Vo, (0)[? dv du dt
Tnr, 1/2u Tnr,

< 20Zyc |7 eV

ce qui démontre (1.12). Pour démontrer les trois inégalités restantes, on suit le méme
déroulement que celui de la preuve du lemme précédent. O

1.4 Analyse d’erreur dans le cas bidimensionnel (d = 2)

Les deux théoremes suivants donnent des taux de convergence optimaux dans le cas bidi-
mensionnel en utilisant soit des éléments finis linéaires ou quadratiques. Contrairement a la
plupart des résultats de convergence optimaux disponibles pour les approximations stan-
dard (inéquation variationnelle, probléme mixte...) par élément finis, les deux théorémes
utilisent seulement la régularité Sobolev de la solution du probléme continu w.
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Théoréme 1.1. On pose d = 2,k = 1, K" = K{l ou K" = K7{L Soient u et u" les
solutions des Problemes (1.6) et (1.7) respectivement. On suppose que u € (HT(2))? avec
3/2 <1 < 2. Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de h et u telle que :

lu = w10 < OB |ullr,0- (1.13)

Théoréme 1.2. On pose d =2,k =2, K" = K} ou K" = K% ou Kh = Kig Soient u et
ul les solutions des Problemes (1.6) et (1.7) respectivement. On suppose que u € (H(Q))?
avec 3/2 < 7 < 5/2. Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de h et u tel que :

lu — w10 < CHT |lull-0. (1.14)

Remarque 1.6. Dans le cas k = 2 et d = 2, la convergence optimale/ians hypothese
additionnelle pour 2 < 7 < 5/2 a déja été prouvée dans [7], pour K" = Kl et K" = K}.
Dans ce cas, I'apport de la nouvelle technique de preuve porte donc principalement sur le
cas 3/2 <1< 2.

Démonstration. (du Théoréme 1.1, i.e., cas linéaire en dimension 2). Le Lemme de Falk
(voir, [29, 39, 69]) nous donne la borne d’erreur suivante :

allu —ul|2g < inf | |u—2o"3, +/0’N(1}h —u)y dl'| + inf [ oy (v —u"), dr,
’ vheKh ’ T'a

veK FC
(1.15)
ou « est une constante positive qui dépend uniquement des coefficients de continuité et
d’ellipticité de a(-,-). Le choix usuel pour v" (on utilisera le méme dans cette analyse
d’erreur) est v® = Tlu ott I} est P'opérateur d’interpolation de Lagrange sur V{*. On

rappelle que Zhu € KI' C K7{L et |lu — Ztull10 < Ch™Y||ul|,q pour tout 1 < 7 < 2.

(i) : Dans un premier temps, nous allons traiter le cas K" = K. Dans ce cas, I’erreur de
consistance, le second terme dans (1.15) est nulle car K} C K. Pour démontrer le théoréme
dans ce cas, il suffit donc de majorer le premier terme de (1.15) de maniére optimale

[ on@u—u), dr.
I

c
pour u € (H™(Q))?, 3/2 <1 < 2.

En utilisant le théoréme de trace, on déduit que u,, € H™"'/2(T'.) (u, est donc continue),
oy € H32(T,) et ul, € HT™3/2(T,) ou u', représente la dérivée de u, sur I';. Soit
T € T" avec TN I',, # (. Dans la preuve qui suit, nous allons majorer le terme suivant

/ oy (Tt —u), dr, (1.16)
T,

ou h, représente la longueur du segment 7'N1T',. Soient Z_, and Z, ., les zones effectives
de contact et non-contact dans T'N T, i.e. :

Iok)
Z, = {xeTnl, u,(x)=0},
Zyo, = {xeTnl,uy(x)<0}.

|Z.| et |Z,| représentent leurs mesures dans R (on a donc |Z, |+ |Z.| = he).
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Remarque 1.7. Comme u,, appartient a HTfl/z(FC) quand 3/2 < 7 < 2, les injections
de Sobolev nous assurent que u, € C(I',). On peut donc en déduire que Z, et Z,,,
sont mesurables comme images inverses d’'un borélien par une fonction continue. Cette
propriété reste vraie dans le cas tridimensionnel.

Si|Z.| ou |Z,,| est nulle alors il est facile de montrer que le terme intégral dans (1.16)
est égal a zéro. On suppose donc que |Z,| > 0 et |Z,,,| > 0 dans la majoration de (1.16).
Nous allons commencer par obtenir deux estimations d’erreur sur (1.16) : une premiére
dépendant de |Z, |, et une seconde dépendant de |Z_|.

Magjoration de (1.16) en fonction de Z .
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'estimation (1.9) du Lemme 1.1 et les estima-
tions d’erreur standard sur Z}' de maniére conjointe, on obtient la majoration suivante

/ oy (Tiu—u)y dU' < Joylozar, I(Ziw = u)llorar,,
nr,,

1 — —
Cilzhz 1|‘7N‘773/2,TﬁF he 1/2‘U§v|773/2,TmI‘
|ZNC| / ¢ c

27=3/2

€

< 07‘2 172 ‘O-N|72'—3/2,THFC+’u;\]|72'—3/2,TﬂFC>‘ (1.17)
NC

Magjoration de (1.16) en fonction de Z,,.

Cette estimation est obtenue de maniere différente de la précédente. Ici, on va utiliser
conjointement les estimations d’erreur standard sur ZJ (see [20]) et les estimations (1.10),
(1.9) du Lemme 1.1 pour obtenir la seconde majoration

/ oy (Ttu—u)y dU < loyllozar, |(Ztw —u)ylloznr,,
7T,

< Cllog o W, lscrorg)
2r—3/2
e 9 -
= W (|UN|773/2,TOFC + ‘uN|T—3/27T[‘]FC) . (1.18)

On peut maintenant majorer de maniére optimale (1.16) en remarquant que soit |Z, |

soit |Z,| est plus grande que h./2 et en utilisant alors l'estimation appropriée (1.17) ou
(1.18). On obtient donc

h 2(r—1 2 2
/ oy(Tiu—u)y dI' < Che(T ) <|0-N|7'73/2,T|’1FC + |UZV|773/2,T0FC) :
Tnr,,
On conclut en sommant sur les segments 7'N 1T, et en utilisant le théoréme de trace
h 2(r—1 2 2 2(r—1 2
/F oy (Tiu —u)y dI' < Ch (r=1) <|UN|T—3/2,FC + |U$V‘r—3/2,rc) <Ch r )||UHT,Q7
(@]
On obtient donc bien l'estimation d’erreur (1.13) pour le cas K" = K.

(ii) : On consideére maintenant le cas K = KJ'. Comme précédemment, on choisit v = Zf'u

car IPu € Kifl Le premier infimum dans (1.15) est donc majoré de maniere optimale comme
dans le cas K" = K. Le second infimum dans (1.15) est alors traité en prenant v = 0.
Pour conclure la preuve du théoreme, il reste donc a majorer le terme

h
—/F oyuy dl,

C
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ouul e K {L est la solution du probleme discret. Par la suite, on va considérer ’espace X(’}
des fonctions constantes par morceaux sur le maillage trace T" N r.:

xXp = {X" € ’(To) : x| € P(TNT) VT e T"},

ﬂFC
et la projection L2(T',.) classique 74 : L?(T',) — X} définie pour tout ¢ € L?(I',,) par
/ (o —mho)x" dl' =0, vx"e xh.
FC

L’opérateur de projection m} satisfait alors les estimations standard suivantes pour tout
0<r<l1,oeH(I,) (voir, 6, 38]) :

le —mhellorar, < ChL|olrrar,,,

1.19
llp — W&@”l/z*,rc < Ch" ’<P|T,Fca ( )

le = mfllor,, +h/2

ou ||.[[1/2,4,r,, représente la norme duale de [|.||12,r . Sir =0 (resp. 7 = 1) les estimations

précédentes restent valides en changeant |¢l,. par ||¢llo. (resp. |[¢|lo..). Etant donné que
h

Ty 0, est une fonction négative et constante par morceaux sur I',, on a :

—/F aNu};, ar < —/F (oy —FSLUN)UZ ar

C C
/F

Le premier terme dans (1.20) est majoré de maniére optimale en utilisant (1.19), le théo-
reme de trace et I'inégalité de Young :

(UN —71'80’1\,)(71};] - U’N) drl’ _/F (UN _W(})LUN)UN drl’
c

(1.20)

C

h h h h
~ [ oy = ol —ug) < oy = mhoylyser, I —uylier,
C
< ChT_l’UN\r—?)/z,rc [u" — ul|1,0
_ (6] h
< Cnr" 1)|0-N|72'73/2,FC ‘|’§HU—U H%Q

Remarque 1.8. Les majorations faisant intervenir I'opérateur m} sur I', sont unique-

ment optimales pour 3/2 < 7 < 5/2. En effet, I'utilisation de l'opérateur de projection,
77(}} , implique d’utiliser les estimations (1.19) qui sont sous-optimales pour des régularités
supérieures a 5/2. Dans le cas linéaire ces termes ne sont pas limitants mais ils le de-
viendront dans le cas quadratique limitant ainsi la validité de l'analyse au cas 7 < 5/2.
Cependant cette limitation coincide avec la limite de régularité des solutions d’un probleme
de contact général (voir Remarque 1.3).

Il reste alors a majorer de manieére optimale le second terme dans (1.20). Nous allons
traiter ce terme de deux manieres différentes pour tout élément dans TN T, :

_ / (0 — 7ho )uy, dT = (0y — 7ho ) (whu, —uy) dT. (1.21)
T, T,

Si|Z.| ou |Z,.]| est nul alors le terme intégrale dans (1.21) disparait. On suppose donc
que |Z,| > 0 et |Z,,| > 0 dans le reste de la majoration de (1.21).
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Magjoration de (1.21) en fonction de Z ...
Pour obtenir cette estimation, nous utilisons les estimations standard sur 776‘ ainsi que les
inégalités (1.11), (1.8) du Lemme 1.1.

/ (UN - WSUN)(W(]}UN - UN) dr / O—N(ﬂ—(})luN - uN) dl’
T 7T,

ar,,
h

< Moy lleraar)lluy = mouy |l Lo (rar,,)

< HUNHLl(TmFC)hel;/zHUINHo,Ter
27-3/2
e 2 2

< CZ 172 (|UN|773/2,TQFC+ |U§V|773/2,Tmrc)~
1 Zyel

(1.22)

Magjoration de (1.21) en fonction de Z,,.
Cette fois-ci, nous utilisons les estimations d’erreur L? sur ! dans (2.22) ainsi que (1.11) :

h h h h
/T (UN - TrOUN)(TrOuN - U’N) di' < HUN - 7TOUNHO,TFWFC HuN — Moy ‘QTQFC

nr,,

< Ch 7o, lr—3/2,70r, ||
27—-3/2

0.7NT,

e 2 2
< C |Z ’1/2 (|UN |T*3/2,T0FC+ |U;V |T*3/2,TF‘IFC) :
c

(1.23)

De la méme maniere que précédemment, on conclut en remarquant que soit |Z, .| soit
|Z| est supérieur & h./2. Ainsi en choisissant de fagon appropriée 'estimation (1.22) ou
Pestimation (1.23), en sommant sur tous les éléments de contact et en utilisant le théoréme
de trace, on arrive a :

_/F(O.N —wlo Ju, dI < CRTD (|UN|3*3/27FC+ |u;]$73/2$c) < Ch2(7—1)||u||319,

C

ce qui démontre (1.13) dans le cas K" = K7{L O

Démonstration. (du Théoreme 1.2, i.e., cas quadratique 2D). La preuve est séparée en
deux parties, une premiére concernant le cas 3/2 < 7 < 5/2 et une seconde traitant le cas
T=>5/2.

(i) : 3/2 <7 < 5/2. Etant donné que la suite d’inclusions suivante est vérifiée,

K ¢ Kb ¢ KT, (1.24)

il nous suffit de démontrer la majoration d’erreur d’approximation optimale pour le cas
Kh = K;L et la majoration d’erreur de consistance optimale pour le cas K = Kg

— Erreur d’approximation (cas K" = K :
On pose v = Thu ot IV est I'opérateur d’interpolation de Lagrange sur V§'. On a
donc v" € K%. En utilisant conjointement les estimations standard d’erreur sur Z
(voir [15, 20, 28]) et le Lemme 1.1 de la méme maniére que pour le cas linéaire, on
obtient une majoration optimale de I’erreur d’approximation.
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— Erreur de consistance (cas K" = KF) :
Pour cette partie de l'analyse d’erreur on pose v = 0. En utilisant (encore) les
estimations standard d’erreur sur 7r6L et le Lemme 1.1 de la méme maniére que pour
le cas linéaire (pour le cas K" = K7'), on obtient une majoration optimale de I’erreur
de consistance.

En combinant ces deux majorations on montre que (1.14) est vérifié quand 3/2 < 7 < 5/2
pour K" = Kl ou K" = K} ou K" = K[

(ii) : 7 =5/2. Dans ce cas on doit démontrer (voir (1.14)) que
lu — a0 < CH*2|lulls s 0- (1.25)

Tout d’abord, on peut supposer que la fonction continue o, (et aussi ugv) est nulle quelque
part sur 7'N 1T, (sinon les intégrales dans (1.26) et (1.27) sont nulles) ce qui nous per-
met d’obtenir les estimations classiques [loy|lorar, < helloy [lorar, et [[u) llorar, <
hel[u lo,rar,,- En utilisant (1.24), il nous reste uniquement a majorer de manitre opti-
male les termes suivants :

— Erreur d’approximation pour K" = Ké’ :
On pose v"* = Thu. Le premier terme ||u—Zhul|; o est directement borné de maniére
optimale en utilisant les estimations standard d’erreur sur Z¥. Il reste donc unique-
ment & majorer le terme intégral. En utilisant les estimations standard sur Z} ainsi
9 . . / .
que estimation o [lo,rnr, < hel|o’ [lo,rnr,,, on obtient

| o@u—wy dr < oy lorer, @ =0, o,
TNT,

Chello|

IN

o,rrr,, 1wy llorar,, - (1.26)

— Erreur de consistance pour K" = K} :
A partir des estimations d’erreur standard sur 7 et de V'inégalité |[u’ ||orar. <
p 0 g N ) C

heHUgH 0,7, > ON obtient
(oy — ﬂgaN)(ﬁguN —uy)dl' < oy — WgUNHO,TﬁF u, — WguN| 07T
T, c c
< CRZ|lo% llorr,, 1)y lloer,,
< ChiHU;\;HO,TﬂFCHU;H 0,77, - (1.27)

En sommant les quantités locales précédentes (1.26) et (1.27) (de la méme facon que
précédemment), on démontre (1.25). O

Remarque 1.9. Etant donné quaucun des cones convexes discrets quadratiques n’est
inclus dans K, l'erreur de consistance devient limitante dans le cas quadratique pour
des régularités Sobolev supérieures a 5/2. Les estimations sont uniquement valides pour
7 < 5/2 comme expliqué dans la Remarque 1.8.

1.5 Analyse d’erreur dans le cas tridimensionnel (d = 3)

Avant de donner les résultats de convergence dans ce cas, on va expliquer pourquoi la
preuve du cas bidimensionnel ne peut pas s’étendre directement aux cas tridimensionnel
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bien que le Lemme clef 1.1 de la preuve soit bien vérifié dans le cas tridimensionnel. Pour
pouvoir étendre directement les résultats de convergence, il serait nécéssaire que toutes les
estimations intermédiaires utilisées dans la preuve du Théoreme 1.1 restent vérifiées quand
d = 3. Etant donné que les estimations standard sur Z}" et 778 sont toujours vérifiées pour
d = 3 (voir, [6] and [15]), il reste & statuer sur la validité pour d = 3 des deux estimations
suivantes :

— pour l'analyse de Perreur d’approximation (quand K" = K} et K" = K7{1) :

”uN _I{LUNHO,TQFC < CHVUNHLl(TﬂFC)? (1.28)

— pour I'analyse de I'erreur de consistance (quand K" = K7{L) :

luy = mouy |l oo rar,,) < ClIVuy llozar, - (1.29)
En fait, les estimations (1.28) et (1.29) ne sont plus valides pour le cas d = 3. En effet,
(1.29) est le cas limite pour d = 3 de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, elle n’est
donc pas satisfaite car H'(I',,) n’est pas inclus dans C(T'.) quand I', C R?. De méme,
I'inégalité (1.28) n’est pas satisfaite pour d = 3, ceci étant di au fait que les fonctions
de lel(I’C) ne sont pas continues lorsque I', est un sous-espace de R2. Pour ces deux
raisons, un travail spécifique est nécessaire pour pouvoir utiliser un schéma de preuve
similaire & celui du cas bidimensionnel dans le cas tridimensionnel. On va donc éviter ces
deux limitations de la maniére suivante :

— Pour contourner (1.28), I'idée principale est de changer 1'opérateur d’interpolation
de Lagrange par un opérateur de quasi-interpolation adapté aux fonctions non-
régulieres (voir, [22, 43, 70, 73]) en gardant & l’esprit que nous avons besoin de
conserver le signe, et d’avoir des propriétés d’approximation d’ordre supérieur a 1
(pour simplifier, nous avons besoin que les fonctions affines soient reproduites a
Iidentique). Etant donné que les fonctions considérées ne sont pas forcément nulles
sur les bords de I',, il y a un résultat de non existence d'un tel opérateur pour les
neeuds extrémes, ce qui nous oblige a légerement retoucher aux cones convexes des
déplacements admissibles introduits précédemment. En premier lieu, nous rappelons
la définition d’un neeud extréme, voir [61] : e € OT, est un nceud extréme de T, s’
existe une fonction affine a. tel que

ac(e) =0 et ac(z)>0,Vzel,, x#e.

De maniére plus géométrique, e € T, est un nceud extréme de ', 8’il n’appartient
a aucun segment ouvert reliant deux points de i De ce fait, un carré possede 4
nceuds extrémes (les 4 sommets), un domaine en L contient 5 noeuds extrémes (voir
Figure 1.2).

Soit N, I’ensemble des nceuds extrémes de T'.. Si e € N, soit A, C T, 'union des
triangles (7.e., le patch) ayant e comme sommet et posons E = Ugen, Ae. On peut
donc définir :

KM = {Uh eV vz <0 swl,\E, / v]]f/ dl’ <0,Ve € Ne} (1.30)
Ae

K?e:{vhevlh,/ Wb dl < 0T €T, TNT. CT,.\E,
T,

/A ot dl < O,VeENe}. (1.31)
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i) I3

/&\(/S
X1 Te

xIs T4

FIGURE 1.2 — Ezemple de neeuds extrémes dans un domaine en forme de L, I',,. les som-
mets 1 @ T5 sont des neeuds extrémes alors que x¢ est uniquement un point du bord de I,
(en effet, on peut construire un segment ouvert § reliant deux points de I, et contenant

£6.)

On remarque qu’aucun de ces cones convexes n’est inclus dans K. Mais, la série
. . . Y ees Toh R, he Toh h,

d’inclusions suivante est vérifiee K" C K", KI' ¢ K", K} ¢ K{"°. De plus, on

remarque que dans le cas ot tous les noeuds extrémes de I' , appartiennent unique-

ment & un élément de contact alors K = K¢,

— Pour contourner (1.29), on prouve en utilisant le Lemme 1.3, un résultat un peu plus
faible que (1.29) (voir (1.37)) qui néanmoins nous permet d’utiliser le Lemme 1.1
pour obtenir les mémes taux de convergence que dans le cas bidimensionnel.

Théoréme 1.3. Posons d = 3,k = 1, K" = K{L’e ou K" = K{L’e. Soient u et u" les

solutions des Problémes (1.6) et (1.7) respectivement. Supposons que u € (H™(Q))? avec
3/2 < 1 < 2. Alors, 1l existe une constante C > 0 indépendante de h et u telle que
lu — w10 < CHT |lull-0. (1.32)

Avant de s’attaquer a la preuve du Théoreme 1.3, nous allons donner les résultats de
convergence dans le cas quadratique. Comme dans le cas linéaire, voir (1.30), (1.31), on

peut définir des cones convexes modifiés Ky’ e KD e , Ky e , K¢ en gardant la méme défi-
nition que pour K2 , K2 , K2 , K2 (voir sous-section 1 2.2. 2) pour les triangles appartenant
.\ E (i.e., sauf pour les patchs A, ol e est un nceud extréme de T', voir Figure

1.3). Sur les patchs, la condition de non-pénétration devient, comme dans le cas linéaire,
fA hdl <0.

Théoréme 1.4. Posons d = 3,k = 2, K" = KI'® ou K = K" ou K" = KI'® ou
Kh = Kg’e. Soient u et ul les solutions des Problémes (1.6) et (1.7) respectivement. On

suppose que u € (HT(Q))? avec 3/2 < 7 < 5/2. Alors, Il existe une constante C' > 0
indépendante de h et u telle que

lu—u"[10 < ChT ! |ull 0. (1.33)
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€1 €2

€4 €3

FIGURE 1.3 — Les quatre neuds extrémes d’un carré et leur patch associé (surface hachurée)

Ag, d Ae,.

Démonstration. (du Théoreme 1.3, i.e., cas linéaire tridimensionnel). Comme pour les
cas de figure précédents, l'inclusion des cones convexes des déplacements admissibles nous
permet de prouver uniquement la majoration optimale de ’erreur d’approximation pour le

cas K" = K f” et la majoration optimale de I’erreur de consistance pour le cas K" = K {1 -,

Erreur d’approximation (cas K" = Kfe) :
On pose
ot = I{Lu + R}IL (thuN - I{luN)

ot BRI est un opérateur de relévement discret de W/ dans V{* (W] est 'espace de trace
normal de Vlh sur I' ). Cet opérateur peut étre obtenu en combinant un opérateur de rele-
vement continu standard avec un opérateur de régularisation (voir, [70, 13]). L opérateur
de quasi-interpolation J7* : Wh1(T',) = W{* est défini de la maniére suivante pour une
fonction v :

— Pour les nceuds intérieurs = dans I',, on opte pour la définition de l'opérateur de
Chen-Nochetto (qui est un opérateur de Clément utilisant des fonctions polynomiales
de degré 0 [22]). Cet opérateur préserve les fonctions affines et conserve le signe :

1
(jlhv)(x) = meas(B)/Bv’

ou B est la plus grande boule ouverte centrée en x tel que B est contenue par 'union
d’éléments contenant x.

— On considére maintenant les noeuds du bord T'..
e Pour les nceuds z appartenant a T', N T, on pose (J{v)(x) = 0.

e Pour les autres nceuds = qui ne sont pas des points extrémes, on pose (voir
[61]) :

(T () = |L1|) [

ou |L| = ah est la longueur du segment ouvert L (« est fixé), centré en = et
inclus dans I' ;. Il est évident que cette définition préserve a la fois les fonctions
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affines et le signe. Finalement, il reste & définir J{* pour les nceuds extrémes.
On considére donc un nceud extréme e de I', et 'union des triangles de T’
admettant e comme sommet, notée A.. Sur A., on impose que 'opérateur de
quasi interpolation conserve la moyenne, c’est a dire :

Trouver Jfw € Pi(A,) tel que

/ U—thvzo.

e

Il est facile de voir que cette définition permet
- d’obtenir une unique valeur de (J{v)(e) (qui ne préserve par forcément le signe),
- de préserver localement les fonctions affines.

De part la construction de J{*, on déduit que v" € K{L’e. Soit v € WLP(T,) avec p > 1, on
peut prouver en utilisant une inégalité de trace "a 1’échelle" que pour tout nceud z sur T'
qui n’est pas extréme, on a |(J{v)(x)| < C(haz/p\|v]\Lp(Az) + hlcf_Q/p”vaLp(Az)) ou A,
est le patch entourant x. Si z est un noeud extréme on obtient le méme type d’inégalité ou
A, doit étre remplacé par le patch étendu noté également A, pour simplifier. On a donc
pour tout triangle T'N T, I'estimation de stabilité suivante :

2—

1-2 2
|7 vllo,ror, < Clhg P Wllzo(arer, ) +he IVl Lo(arar, )

ot Apnr,, est le patch entourant "N T',. En choisissant p = 1 et en utilisant la propriété
de préservation locale des fonctions constantes de 'opérateur J{* (les triangles contenant
un neeud dans T, N T, sont traités comme dans [18]) conjointement avec la propriété
l|lv— W(GLUHO,ATer < C”VUHLl(ATer) (voir Corollaire 4.2.3 dans [87]) on obtient

luy = FHuyllozor, < CllVuy i agar,)- (1.34)

Cette inégalité est le type d’estimation que 'on ne pouvait pas obtenir avec 'opérateur
d’interpolation de Lagrange. De plus, en utilisant ’estimation de stabilité précédente sur
JI" avec p = 2 conjointement avec la propriété de préservation locale des fonctions affines
de jlh, on déduit que jlh satisfait les mémes estimations d’erreur que 'opérateur d’inter-
polation de Lagrange linéaire. En utilisant la continuité de 'opérateur de relevement et
une inégalité inverse, il vient que :

lu—v"lie < llu—Tiullie + ClFHuy — Tiuylijr,
< lu—Tulle
+Che*(|luy — Thuy llor, + luy — Tuyllor,)
< Ch Ml (1.35)

pour tout 1 < 7 < 2. En combinant ces estimations avec le Lemme 1.1 (on utilise ATQFC
a la place de TNT',, dans le Lemme) on obtient une majoration locale optimale de l'erreur
d’approximation :

/T UN(jth —u)y dl' < Chg(T_l) <|O-N‘?'3/2,ATQFC + |VUN|72'3/2,ATQFC) :

nr,,
Pour conclure la majoration de I’erreur d’approximation, il suffit d’effectuer une sommation
sur les éléments TN T,

| ovet—uydr= [ o (Fu-w,y dr < OBl (130)
C

C
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ce qui conclut la preuve pour ce cas.

Erreur de consistance (cas K" = K{L’e) :
Dans un premier temps, nous allons utiliser un résultat d’approximation issu de [87], on
rappelle ce résultat dans le Lemme suivant :

Lemme 1.3. Soit X, un espace linéaire normé ||.||, et X C X, un espace de Banach de
norme ||.||. On suppose ||.|| = ||-lla + |||l ot ||-||p est une semi-norme et que les ensembles
bornés dans X sont précompacts dans X,. On poseY = XN {zx : ||z|, =0}. SiL: X =Y
est une projection, alors il existe une constante C indépendante de L telle que :

Iz = L(z)[la < CILz[ls

pour tout x € X.

Soit 7" un triangle de référence. On pose X, = L>(T) et X = H™~Y/2(T). Comme 7 > 3/2
ona X C X,. Il est facile de vérifier que [|5]| = [|0[| o () + [Vl 7 + [V, _3 /5 7 est une
norme sur H™~Y/2(T) (en utilisant I'inclusion X C X,) étant donné qu’elle est équivalente
a la norme usuelle [[0[|y 7+ [|V3|[g 7+ V], _3 5 7 De plus, [[V[|g 7+ VD] _3/5 7 est une

semi-norme sur H™~/2(T'). L’inclusion X C X, est compacte, donc I'ensemble borné X est
précompact dans X,. On remarque facilement que Y est 'espace des fonctions constantes
sur T. Si L représente 'opérateur de projection L2 (T) sur les fonctions constantes sur T,
on obtient

5~ Ll gy < CIEN (198l 7 + V8], gj7) . Vo € HTVA(D).
(1) /

On note maintenant v(n()) = #(#) ot n : T — TNT, est une transformation affine.

Grace & un argument de mise a I'échelle, on obtient que |Jv — ]| oo (rar o) = 1o =
. _ 3/2—
L’UHLOO(Ty o = IIVollg 7 et ‘VUIT—S/Q,TWF =1/ vl 3/2,7 Donc

v — WQ”HLOO(TmFC) <C (HV’UHQTOFC + h2_3/2WU’r—3/2,TmFC) . (1.37)

Le reste de I'analyse de 'erreur de consistance est alors similaire au cas bidimensionnel
N . h .

en changeant X{)L avec l'espace légérement plus petit X" des fonctions constantes par

morceaux sur le maillage trace sur I', et sur les patchs entourant les noeuds extrémes de

—

c
T

;Qﬂ:{ﬁeL%QQ: X‘eP%TﬂF)VTETﬂTﬂFCCQAE,

xﬂeﬁ@&%em}
Ae

et en considérant I'opérateur de projection L? classique 7Tg “. L2 r,) — Xg “. Les termes
supplémentaires dans (1.37) ne changent pas les estimations (1.22) et (1.23) qui deviennent
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respectivement

/TﬁF (UN - TF(})heO-N)(W(})L’euN - uN) dl’
c
h7
||0'N||L1(Tmrc)||uN — T eUNHLoo(TmFC)

h2T—1 9 9
e
Ci‘ZNCP/g (’UN|T—3/2,Ter + ’VU‘N|T—3/2,TF‘IFC)

IN

IN

’Z ‘1/2h2772 ) )
+CW (\UN|773/2,Ter + ’VUN|773/2,Ter>

h2T—1
e
|Z o |2

IN

¢ (’O—N |72-—3/2,T0FO + [Vuy |3—3/2,T0FC> (1.38)

et

/ (JN - 7T(])l’eUN)(7"-(})%6“1\7 - uN) dr’
TNl

h,e h.e
< ||GN_7TO O-N||07TOFC||UN_7TO Uy

0,7l
h2‘rfl ) ,
< CW (|UN|773/2,THFC + |VUN|773/27T|’]FC) . (1‘39)
c

Alors, étant donné que soit |Z,,.| soit |Z,| est plus grand que Ch2, on choisit (1.38) ou
(1.39) respectivement et I'on conclut par sommation que

h,e —
—/F (0y —m on)uy dI' < Cr*Y (|O-N|3'—3/2,FC +‘VUN|3'—3/2,FC)

C

IN

S /=

ce qui finit la preuve du théoreme. OJ

Démonstration. (du Théoreme 1.4, i.e., cas quadratique 3D). Comme dans le cas bidimen-
sionnel, la preuve est scindée en deux parties, la premiére concernant le cas 3/2 < 7 < 5/2
et la seconde concernant le cas 7 = 5/2.

(i) : 3/2 <7 < 5/2. En utilisant la suite d’inclusions

K¢ c Kb c K ot KD ¢ K¢ ¢ KI®,

il suffit de démontrer la majoration optimale de I'erreur d’approximation dans le cas K" =

Kél *“ et de 'erreur de consistance dans le cas K" = Kg *“ pour obtenir I'estimation (1.33).
Erreur d’approximation (cas K" = KI°) :
On pose

ot = Igu + RS (jlhuzv - ISUN)

ot RY est un opérateur de relévement discret de W4 dans VJ* (W5 est 'espace de trace
normale VJ' on ') et T est 'opérateur d’interpolation de Lagrange sur V4. On remarque
que 'on utilise I'opérateur de quasi-interpolation d’ordrel jlh : ce choix est suffisant pour
notre majoration d’erreur étant donné que l'on utilise cet opérateur uniquement sur ',
ou u, n’est pas plus réguliere que H 2 (1 < 5/2). Bien sur, par définition, v]}f, est linéaire
par morceaux et égal & J'u, sur I',. En utilisant la définition de K{L “ et Kg “, on
peut alors facilement vérifier que v" € Kg “. Lestimation (1.35) reste alors valide dans
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le cas 3/2 < 7 < 5/2 car ||u, — jlhuNHgypc < Chg_l/zﬂuNHT,l/Q’FC < Chg_l/QHuH.,,Q et

Pestimation (1.36) est traitée similairement a la preuve du Théoréme 1.3.

. h
Erreur de consistance (cas K" = K;°) :
L’erreur de consistance est majorée en suivant la preuve du Théoreme 1.3.

(ii) : 7 = 5/2. Contrairement au cas bidimensionnel, o, et Vu, ne sont pas continus
sur I' . En analysant en détail la preuve du théoréme précédent, on remarque que pour
conclure la preuve il nous manque uniquement l’extension du Lemme 1.1 pour le cas d = 3
et 7 =5/2. C’est le but du Lemme 1.2 qui nous permet de conclure cette preuve. O

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau schéma de preuve pour démontrer
Poptimalité (sans hypotheése autre que la régularité Sobolev de la solution du probleme
continu) des approches éléments finis standard du probléme de Signorini. On apporte donc
une réponse au cas encore non traité sans ajout d’hypothese (a savoir, les cas 2D linéaire
et quadratique pour 3/2 < 7 < 2 et les cas 3D). On remarque qu’il reste tout de méme
une légere limitation dans le cas 3D ou l'on a été obligé pour des raisons techniques de
modifier légerement la définition du plus petit cone convexe. L’introduction de ces nou-
velles techniques de preuve permet aussi de se dispenser des hypotheses supplémentaires
utilisées dans le cadre des méthodes “mortar” en 2D. Le cas 3D reste plus complexe,
car il nécessiterait une définition particuliere de K" (similaire & celle introduite dans ce
chapitre) pour traiter correctement le probléeme des nceuds extrémes. Dans le cas qui va
nous intéresser dans le chapitre a venir, ces méthodes de preuve pourront étre réutilisées
directement pour démontrer les résultats optimaux de convergence pour la méthode locale
proposée.



Chapitre 2

Le probleme du contact unilatéral
avec maillages incompatibles

2.1 Introduction et configuration du probleme

Ce chapitre se concentre sur le probléeme de contact entre deux objets élastiques dont les
maillages ne coincident pas forcement, i.e., le cas de figure des maillages incompatibles.
Cette situation est fréquemment rencontrée dans les études industrielles et a été beaucoup
étudiée du point de vue théorique ces vingt dernieres années. On sait que les conditions de
contact locales de type nceud-segment en 2D et I’équivalent noeud-facette en 3D génerent
des solutions montrant des oscillations pouvant dégrader la qualité et la précision des
résultats et ralentir le temps de calcul nécessaire pour atteindre les criteres de convergence.
Au contraire, les approches “mortar” pour la décomposition de domaine [14] geérent de
maniere optimale le cas des maillages incompatibles et leur adaptation au probleme de
contact a donné des résultats intéressants a la fin des années 90 (voir [5, 9, 10, 44, 45]). Pour
résumer, 'approche initiale inspirée directement de [14], consiste & utiliser une projection
L? d’un espace d’éléments finis linéaires vers ’autre au niveau de la zone de contact dans
le cas bidimensionnel. D’un point de vue numérique, le concept des méthodes “mortar” a
été étendu a de multiples configurations de contact comme le frottement, les éléments finis
quadratiques, les grandes déformations, le contact tridimensionnel ... (voir [19, 21, 26, 30,
38, 53, 57, 64, 66, 67, 76, 77, 80, 82]).

On va introduire dans ce chapitre la méthode proposée, intitulée méthode “Local Ave-
rage Contact” (LAC), pour répondre a la problématique de cette thése. On propose une
condition de contact simple qui d’un c6té nous permet d’obtenir des taux de convergence
théoriques optimaux en norme H' et de I'autre coté reste facilement implémentable dans
un code de calcul par éléments finis industriel pour les tous les types d’éléments finis cou-
ramment utilisés (& savoir les triangles a 3 et 6 nceuds, les quadrangles a 4 et 8 nceuds pour
les cas 2D et les tétraedres a 4 et 10 nceuds, les hexaedres a 8, 20 ou 27 nceuds pour le cas
3D). On va donc considérer une condition de non-interpénétration discréete dans laquelle
le saut de déplacement [u};]] doit étre négatif en moyenne sur une famille de macro-mailles
(constitués d’unions d’éléments d’un des maillages traces sur la zone de contact) qui forme
un macro-maillage de la zone de contact potentielle I' . Le plus grand avantage de cette
formulation est qu’elle mene naturellement a une méthode locale ce qui rendra I'implé-
mentation numérique générique plus aisée, en particulier dans le code calcul par éléments
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finis industriel qui sera utilisé par la suite, & savoir Code__Aster [25]. Ce chapitre sera
consacré a la définition et a 1’étude mathématique de convergence de la méthode LAC
dans le cas bidimensionnel et tridimensionnel.

Soient Q' et Q2 deux domaines polygonaux ou polyhédriques dans R?, d = 2, 3 représentant
la configuration initiale de deux objets élastiques (voir Figure 2.1). Le bord de chaque
domaine 9O, ¢ = 1,2 est composé de trois ouverts disjoints Ffv, Ff; et ', avec I, UTY U
r,= 99Q¢. On suppose que les mesures dans R~ de I, et I‘f; sont strictement positives
et, pour simplifier, que I' , est un segment quand d = 2 ou un polygone quand d = 3. Les
objets sont soumis a une condition limite de Neumann sur Ffv avec une densité de charge
F, e (LQ(Ff\,))d, a une condition limite de Dirichlet sur Ff; (pour simplifier on suppose
qu’ils sont encastrés sur Ffv) et & une charge volumique notée f;, € (L?(92))? dans Q.
Finalement, on impose une condition de contact unilatéral sans frottement entre les deux
objets sur I',,.

forces imposees

D
déplacements imposes

FIGURE 2.1 — Deux corps élastiques en contact.

Le probléme consiste & trouver le champ de déplacement u = (u1,ug) : QL x Q2 — R?
vérifiant (2.1)—(2.6) avec £ = 1,2 :

— div oy(ug) = fo dans 9, (2.1)
o(ug) = Age(uyp) dans Q°, (2.2)
oe(ug)ng = Fy sur Ffv, (2.3)

u =0 sur T, (2.4)

ol ny désigne la normale sortante a Qf sur 9Q¢. Sur I'.,, on décompose les champs de
déplacement et de contrainte selon la direction normale et tangentielle

qu = Ug.Ty, UZT :uZ_UZNn57

ooy = (oe(ug)ng).ne, oo = oe(ug)ng — oeyny,
et on désigne par

[UN] = Uly T U2y
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le saut de déplacement normal a travers 'interface de contact.

La condition de contact unilatéral sur I',, est exprimée par les conditions de complémen-
tarité suivantes :

[uy] <0, o1y =02y =0, <0, [uylo, =0, (2.5)
ou un jeu nul a été choisi sur la configuration de référence.
L’absence de frottement sur I', se traduit par : pour £ = 1,2
o¢p = 0. (2.6)
On introduit I'espace de Hilbert suivant :
Ve = {vg e (HY Q)% : vy =0 sur Fi},

V:V1><VQ.

L’ensemble des déplacements admissibles satisfaisant la condition de non-interpénétration
sur I, est :
K={veV:v,]<0 suwl,}.

On introduit maintenant les formes linéaire et bilinéaire suivantes, pour tous u = (u1, u2)
et v = (v1,v2) dans V :

2 2
a(u,v) = ;:1/(2@ Age(ug) = e(vg) dQ,  1(v) = ;:1/92 fovg dQF + /Ffv Fyvpdl”.

Des hypothéses précédentes, on déduit que a(-,-) est une forme bilinéaire symétrique, V-
elliptique et continue sur V x V et [ est une forme linéaire continue sur V. La formulation
faible du Probleme (2.1)—(2.6) est alors :

Trouver v € K vérifiant :
(2.7)

a(u,v —u) >l(v—u), YvekK.

D’apres le théoréeme de Stampacchia, le Probléeme (2.7) admet une unique solution.

2.2 La méthode LAC dans le cas bidimensionnel (d = 2)

Soit Vgh C Vy une famille d’espaces de dimension finie indexée par hy et associé a une famille
Teh de triangulations ou quadrangulations du domaine Qf, ¢ = 1,2 (voir [15, 20, 28]). La
notation hy désigne le plus grand diametre des éléments (fermés) T' € Téh. On utilise une
approche par éléments finis continus de degré k =1 ou k = 2, i.e. :

v = {vé‘ € (C’(ﬁe))2 : v?|T€ PH(T),NT € T}', v = 0 sur FD} :

On pose

Vh = vl < vk
Le coéne convexe discret des déplacements admissibles, satisfaisant la condition de non-
interpénétration en moyenne locale est décrit de la maniere suivante :

Kh:{vhevh:/ ("] dl <0 \ﬂmeIM}.
I'm
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Si k =1 alors I est un macro-maillage de dimension 1 constitué par des macro-éléments
I™ regroupant (voir Définition 2.1 ci-aprés) deux segments contigiis de 70 N T, (i.e.,
le maillage de dimension 1 sur I', obtenu a partir de TI). Dans le cas k = 2, IM est
simplement le maillage trace sur I',, provenant de Tlh. Le seul prérequis (quand k =1 ou
k = 2) est que tout élément I™ € I'™ possede un degré de liberté dont le support est
interne au macro-élément. Nous avons choisi de définir le macro-maillage sur T mais une
définition symétrique de I™ en utilisant T4 peut étre aussi envisagée. La version discréte
de I'inéquation variationnelle (2.7) est

Trouver u" € K" vérifiant :
(2.8)

a(ul, v —ul) > 1(W" —ul), Vo e K"
D’apres le théoreme de Stampacchia, le Probleme (2.8) admet une unique solution.

Remarque 2.1. Etant donné que K" ¢ K, 'approximation utilisant la condition de
contact en moyenne locale est non-conforme, on sera donc confronté a deux termes d’erreur,
I’erreur d’approximation et ’erreur de consistance.

Remarque 2.2. Cette remarque apporte des éléments de réponse a la question : “Pourquoi
définir cette méthode ?”. Dans le cas particulier des maillages compatibles, la méthode
proposée se résume a

/ W] dl <0, vI™ e M.

En fait, cette condition a déja été étudiée dans le cas d = 2 et kK = 2 dans le cas du
contact avec un socle rigide, dans le chapitre précédent. Cependant dans les cas linéaire
bidimensionnel, et dans les cas linéaire et quadratique tridimensionnels (excepté le cas
maillé en hexaedres & 27 noeuds), la condition de contact a la base de la méthode LAC
differe des conditions de non-interpénétration usuelles :

[UZ] <OsurT,, (2.9)
et

/Tmr [vg] dI' < 0 pour tous éléments de contact TNT,. (2.10)
C

La question a laquelle I’'on doit répondre est donc : pourquoi cette méthode dans le cas
particulier des maillages compatibles ne se réduit-elle pas systématiquement a I'une des
conditions de contact classiques étudiées dans le chapitre précédent ?

La premiere condition (2.9) dans le cas des maillages compatibles [vl}\‘]] = v’fN —|—v§N < 0 sur
I', peut étre étendue de manieres multiples au cas général des maillages incompatibles.
On sait que garder une approche symétrique ne mene a aucune analyse de convergence
concluante dans ce cas général. En fait, les discrétisations symétriques ne sont pas adaptées
aux outils de démonstration dont on dispose actuellement. Une des manieres possibles pour
imposer la symétrie est d’utiliser des méthodes mixtes stabilisées (voir [47]). Mais dans ce
cas de figure, la condition de contact n’est plus donnée de maniere explicite sur la zone de
contact.

Néanmoins, les extensions non-symétriques du type U{LN +Oi‘(v£‘N) < Osur ', ott O est un
opérateur & valeurs dans W} (I’espace de traces normales de V" sur I',.) permet de générer
les deux familles d’approche les plus connues pour gérer I'incompatibilité de maillages dans
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le cadre du contact : si C’){’ est 'opérateur d’interpolation de Lagrange, alors la méthode est
locale (on est alors en présence des méthodes de type nceud-segment en 2D et noeud-facette
en 3D qui sont connues pour étre sous optimales dans notre cadre général d’étude). Si OF
est un opérateur de projection L2(Fc), alors on est en présence d'une méthode de type
“mortar”. Ce type de méthode est global et possede des taux de convergence optimaux.
Sachant que nous cherchons une méthode simple pour pouvoir réaliser I'implémentation
numérique le plus facilement possible, les méthodes “mortar” modifiées et performantes
comme la méthode “dual mortar”(voir [50, 54, 64, 82]) ne sont pas une solution dans
notre cas. Actuellement, ces méthodes sont soit non-locales soit trop complexes pour étre
implémentées de maniere générique et simple dans un code de calcul par éléments finis
industriel. Malheureusement, nous n’avons pas trouvé un troisieme opérateur menant a la
fois a une méthode locale et a une analyse de convergence optimale.

On considére maintenant la seconde condition de contact (2.10) dont l'extension la plus
évidente au cas des maillages incompatibles serait

/ [v]}f,] dI' < 0 sur tout élément de contact 7, NI,
T,_;ml“c

ou I'on doit choisir £ =1 ou £ = 2. Si 'on adopte cette définition quand k =1 et d = 2 ou
d = 3, alors on ne peut pas réaliser 'analyse de convergence (contrairement au cas k = 2
et d = 2 et au cas maillé en hexaedres a 27 noeuds) ; en particulier, on ne peut pas définir
de candidat pour majorer de maniére optimale 'erreur d’approximation. En fait, on ne
peut pas définir d’opérateur a valeurs dans W{* conservant la moyenne sur chaque élément
de contact. Mais si on élargit un peu le support d’intégration, en particulier si I’on choisit
un macro-maillage possédant un degré de liberté interne dans chaque macro-élément alors
on peut mener & bien 'analyse de convergence tout en conservant le caractere local de la
méthode. La méthode LAC a été définie pour traiter le contact en maillage incompatible
en utilisant cette approche, c’est pourquoi elle ne s’apparente pas en général (dans le cas
particulier des maillages compatibles) aux méthodes usuelles de gestion du contact.

2.2.1 Un opérateur conservant la moyenne sur les macro-mailles

Avant de s’attaquer a 'analyse d’erreur, nous allons définir un opérateur, noté W{L. Cet
opérateur nous permettra de construire le candidat pour majorer de maniere optimale
Perreur d’approximation. On commence par fixer £k = 1, le cas k = 2 sera traité de
maniere triviale ensuite. On va montrer que cet opérateur préserve la moyenne sur tout
macro-segment [™, qu’il est H*(I',,) stable pour s € [0,1] et satisfait d’autres propriétés
utiles.

Soit W I’espace de traces normales de Vlh sur I' .. On désigne par x;, 7 = 1, ..., n les noceuds
de la triangulation Tlh situés sur T', et par ¢; les fonctions de base de Wlh correspondantes.
Le support de ¢; (dans T',) est noté A;. On suppose aussi que le maillage trace T{* N T,
est quasi-uniforme (bien qu'’il existe des hypothéses moins restrictives, voir [24]). On note
respectivement h., h; et hym la plus grande longueur d’élément de I',, la longueur du
segment A; et la longueur du segment I™. On note C' une constante positive ne dépendant
ni de la taille du maillage ni de la fonction v.

Définition 2.1. Supposons que I',, N @ = 0.
1. On suppose que n = 2p + 1. Soit IM = {[x1, 23], [x3,25],- - , [Tn_2, T,]}. L'opérateur

s LN, — W
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est défini de la maniére suivante : pour tout v € L'(T',), 7fv est défini localement sur

I™ = [z, xi42] € IM par
i+2

T = aj(v)é;,
j=i

ou
/ v dl’
a3(v) = =i+ 2
(2.11)
/m vdl — /m a;(v)p; dI' — /m @i+2(V)Pito dI’
ai-‘,—l(v) _ JI I I .
/ Giy1 dl
Im
2. On suppose que n = 2p. Soit IM = {[x1, 23], [x3,25],- -, [Tn_5, Tn_3], [Tn_3,7s]}. La

définition de 7fv sur tous macro-segments I"™ est la méme que (2.11) sauf pour I'™ =
[$n—37$n]0ﬁ

j=n—3
avec
/ v dl’
aj(v) = 2 j=n—-3,n—-2n
J |A]’ 9 ) )
/ v dl f/ an—3(v)pp—3 dl’ 7/ ap—2(V)pp—o dl' — / an (V) dT’
an—l dr
[m
I o) I3 Iy T3 Tg Tn-2 Tn-1 In
—_— - ——+—— 101,
____________ [M
I g It

FIGURE 2.2 — Un maillage trace T} N I', et le macro-maillage I M associé.

Remarque 2.3. Si T, N @ £ (), la définition de I™ est la méme que précédemment. La
seule différence (avec le cas précédent) est la définition de 7fv au niveau de la condition
limite de Dirichlet sur les noeuds du bord x; (et/ou z,). Dans ce cas, il nous suffit de
définir a1 (v) = 0 (et/ou ay,(v) = 0) de tel sorte que 7} préserve les conditions aux limites
(i.e., Tfv(x1) = 0 et/ou whv(z,) = 0).

Proposition 2.1. L’opérateur wh est linéaire et satisfait

/ mhy —v dl =0, Yo e LYT,), VI™ e 1M,
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Démonstration. La linéarité de 7r{1 est évidente, et la propriété de préservation de la
moyenne sur I™ vient directement de la définition de 7} O

Proposition 2.2. Soit T,NT, = (). Pour tout s € [0, 1], l'opérateur 7} est H*(T,) stable,
i.e., il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v e H*(T',)

h
I ollsr, < Cllollsr, -
Démonstration. Tout d’abord on montre que pour v € L*(T) :

_1
|i(v)] < Che *[[vllg s Vi=1,---,n, (2.12)

ott I'™ est le patch entourant I : [ = Uiiz,erm Ai (voir Figure 2.2). Soit z; € I™, on a
soit

_1 _1
s (v)] = ’ /. vvdr‘|Aj|-1<h;1 [ Tl dr < h3 P ollo., < Che ol 1o (2:13)
J J

soit
-1
¢; dI’

oy (0)] = [

/ vdl — > / o (V) Py dl“‘

k#jxpel™

1 1 1
< Chz (Wullollom + Bl rm + B ol )

1

S Ch;§||UHU,I~m7
ou l'on utilise (2.13) conjointement avec |¢;| < 1 sur I, et I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Ensuite, on démontre la stabilité L? locale (sur I'.,) de 7}.

1
N 1
Imfollom = || Y aj(v); < Y delllsllogm < Chin > |ay(v)]
Jixyel™ 0,/m™ Jixyel™ Jixyel™
< Clolgm.  (214)
Par sommation, on déduit de (2.14) :
h h
Ietolde, = 3 Irbeldm <C 3 ol < Cllolir, . (2.15)

ImerM ImeM

ce qui démontre la stabilité L?(T'.) de 7.
On démontre maintenant la stabilit¢ H*(T',) de 7. On suppose que v € H*(T'.,) et on
montre que

I(x10) lloxr,, < Cllv'llor,.,

ou la notation v" désigne la dérivée de v. On remarque que

=a Vo€ PO(I™), vI™ e M,
]m

h
(7] a)|1m

En utilisant la définition de ||(7{v)/||o.sm, une inégalité inverse et la stabilité L?(I™) locale
(2.14) de 7 on obtient, pour tout I™ € I™ et tout a € P°(I™) :

h h — h -
1t w) llo.rm = (1 (v = @) llo.om < Chipallwt (v = @)lo.m < Chiallv — allg -
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On pose
a= ]fm|_1/ v dl.
En utilisant I'inégalité standard

lv = allg fm < Chml[v'llg 7 (2.16)

on déduit que
17 10) llo,rm < CllV"llg 7ms

et par sommation

I(miv) llor,. < Cllef

0r,- (2.17)

Gréce a (2.15) et (2.17), on obtient

h, (12 _ h, (12 h, N2 2 /
Il e, = bl + Nk Br, < CllolEr, + v

2r)=Clolip,. (218)

En utilisant la derniére estimation conjointement avec (2.15) et un argument d’inter-
polation hilbertienne (voir [59, 79]), on démontre la stabilité H*(I'.) de 7} pour tout
s € (0,1). O

Remarque 2.4. Si T, N @ # (), on peut étendre facilement le résultat précédent. Bien
str, les estimations (2.12), (2.14) et (2.15) sont toujours vérifiées. Tout d’abord, on sup-
pose que I, N ﬁ = { (donc ai(v) = ap(v) = 0) . Dans ce cas, on doit montrer que
”(W{LU)/HO,FC < C|[v'llo,r,, pour v € H}(T,). 1l reste donc uniquement & montrer 'estima-

tion locale [|(fv)'|jo,rm < C||v'||y = Pour les deux segments extrémes I™ contenant x1 et

Xy, (ici W{‘ ne préserve pas les constante sur les segments extrémes). Etant donné que v

s’annule sur I, on peut écrire

h —1y_h -1
(w1 0) llo.rm < Chipmllmyvllo.m < Chipml[vllg 7m < CllVllg -
Cette inégalité nous permet d’obtenir 'estimation (2.17) et donc (2.18) pour tout v €
H& (I',.). On obtient alors facilement le résultat de stabilité pour tout espace d’interpolation
entre L*(T,) et H}(T'..). Le cas ot seulement une des extrémités de I', est soumise & une
condition de Dirichlet est traité de maniere similaire.

L’extension au cas quadratique (k = 2) est triviale. En effet, le macro-maillage dans ce cas
se réduit simplement au maillage trace et 7} est défini sur chaque segment quadratique
I'"™ = [z;, x;12] comme dans la Definition 2.1 dans laquelle le nceud milieu z; 1 nous permet
de conserver la moyenne sur le segment. Il est alors facile de montrer que les Propositions
2.1, 2.2 et Remarques 2.3 et 2.4 sont encore vérifiées.

Remarque 2.5. L’opérateur 7} ne préserve pas les fonctions de Wi : si v® € W/ alors

W{Lvh + v" en général. Par conséquent, W{‘ n’est pas un opérateur de projection. De plus,
il est facile de vérifier que 7% ne préserve pas le signe. Cependant on remarque que cet
opérateur posséde des similitudes avec celui étudié dans [18] (bien que 7' préserve la

moyenne alors que 'opérateur dans [18] préserve les fonctions affines).
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2.2.2 Analyse d’erreur dans le cas bidimensionnel

Le théoréme & venir montre que I’approche “Local Average Contact” (i.e., la condition de
contact discréte décrite dans K”*) donne des taux de convergence optimaux dans le cas du
contact unilatéral entre deux objets élastiques avec (ou sans) maillages incompatibles sur
la zone de contact I ,. On désigne par u = (u1, uz) avec uy = ul, le champ de déplacement,

on pose Hu||§791792 = Hu1||3Ql + Hu2||§792. On désigne par hj et hy la longueur maximum
des éléments de TJ et T

Théoréme 2.1. Soient u et u" les solutions des Problémes (2.7) et (2.8) respectivement.
On suppose que u € (H™(QY))? x (H™(Q?))? avec 3/2 < 7 < min(k + 1,5/2), k = 1,2.
Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de hi,ho et u telle que

lu— "y 02 < OB + 15~ fullro1 2. (2.19)

Remarque 2.6. On rappelle qu’il est possible d’obtenir les méme taux de convergence
sous les mémes hypotheses pour les méthodes de type “mortar” dans le cas du contact bidi-
mensionnel entre deux objets élastiques en considérant des maillages incompatibles. Pour
ce faire, il suffit d’utiliser les techniques de preuve introduites dans le chapitre précédent.

Démonstration. Le lemme de Falk dans le cas K ¢ K nous donne (voir, [29]) :

hy 2 : h 2 h
allu— gy < nf (Hu—v 12 000+ |, onleh df)

+ inf o

h
— r 2.2
veK Jr, B uyld (2.20)

N[N

avec « > 0. Premiérement, on va montrer que l'erreur d’approximation, i.e., le premier
infimum dans (2.20) est majoré de maniére optimale. On prend v" € V" défini comme suit

o = Iuy + RN (Juy ] — Tuyng — Thug.ny)),

vg = IéL’UQ,
ot I}' est I'opérateur d’interpolation de Lagrange & valeurs dans V2, «t : LY(T',) — W
est 'opérateur défini dans la section précédente et R} est un relévement discret de W7
dans V{*. On peut obtenir un tel opérateur de relévement en combinant un opérateur

de relevement continue standard avec un opérateur de régularisation (voir, [70, 13]). On
commence par vérifier que v" appartient & K". Soit I € IM

/m [’U]]H ar = /m vy + vl ng dl
= / Ity g — 7l (I ng) dU —I—/ Iuy.ny — T (IBug.ng) dT
Im m

+/ ] dU

_ /m[uN] dr <0,

on a donc bien v" € K.
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Alors, grace a la stabilité H'/2(T',,) de 7} (voir Proposition 2.2), au théoréme de trace,
et aux estimations d’erreur standard d’interpolation de Lagrange, le terme sous forme de
norme dans le premier infimum est majoré de maniere optimale :

|u — Uh”l,ﬂl,m

< = Ruallygr + lluz — Busllyge + [|RY () ([uy] = Hurng — Bugng))|ly o

< lu = o + [lus = Busll o2 + Cllnt (fuy] = Furn — Buzns)llyar,

< lur = Fua |y + lug — Buzll oo + Cllfuy] — [urng — Buzms|yjor,

< C(lur — Bually o1 + [lug = T3usll; o2)

< CT '+ W5 Ylulogr e, 3/2<7<k+1. (2.21)

Pour pouvoir traiter le terme intégral de I’erreur d’approximation, on va introduire I’espace
X7 des fonctions constantes par morceaux sur le macro-maillage I :

xt={\"e (o) i) € PP, vIm e 1M,
Im
et Popérateur de projection L% usuel 7 : L2(T,) — X} défini pour tout ¢ € L*(T,) par
/ (o = 7o)X dl =0, vx" e X7
1—‘C'
Cet opérateur 7} satisfait les estimations standard suivantes pour tout 0 < r < 1 et tout
pe H'(T',) (voir [6]) :

1/2

lo =7t ellor, +he 2o = 7@l zur, < Chilelr,, (2.22)

ou ||.]|1 /2,7, Teprésente la norme duale de II-1l1 j2r, €t he est la longueur maximale des
segments du maillage trace sur I' ,. Quand = 0 (respectivement r = 1) les estimations
précédentes restent vérifiées en changeant |p|,. par [|¢lo,. (respectivement [|¢|o..).

Etant donné que pour tout I € IM
/ ([uy] — I{Lul.nl - Igu2.n2) — W{L([u]\,] — I{Lul.nl — I§u2.n2) dI' =0,

on peut écrire :

[ ou (o] = luy]) ar

C

= —/F o ([uN] — IMuyng — ug.ng — 7l (Juy] — uyng — Igug.ng)) dr
C

— —/F (JN - 7‘?{"(%) ([UN] — Iuyng — ugng — il ([uy] — Hugng — Igu2-n2)) dr.

Finalement, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, la stabilité L2(T'.) de 7}, le théo-
reme de trace, les estimations d’erreur d’interpolation de Lagrange et une inégalité de
Young on arrive & :

[ onlih) = fuy) ar

C

< oy —7Thoy llo,r IIfun] — Mgy — Bug.ng — m([uy] — Hugng — ug.ng) lo,r,.
< Clloy — ﬁ{’UNHO,pCH[uN] — IMuyng — IéluQ.ngHOIC

< OnPloglreagor, (0T + 057l g2

< BTV R uf2 g ey 3/2 <7 < 5/2. (2.23)
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Pour conclure, on doit majorer de maniere optimale I'erreur de consistance, le second
infimum dans (2.20). On prend alors v = 0. La preuve est technique et suit exactement
celle de l'erreur de consistance des Théoremes 1.1 et 1.2. On va donc simplement résumer
le schéma de preuve en quelques lignes. Sachant que ﬁ?aN est une fonction constante
négative sur I' , il vient que :

_/F oyluh] dr < _/F (0 — 7oy )[ul] dr

C

= — [ v = Ao - ) i = [ (o 7o)y dF
r r.

C

(2.24)

le premier terme dans (2.24) est majoré de maniére optimale en utilisant (2.22), le théoréme
de trace et I'inégalité de Young :

IN

~ [ oy = mo (Wl ~luy)) 48 < oy = 7ol ] = oyl e,

C

IN

2(r—1 « h
O™ lull2 g1 02 + S llu = "R 0, 0,0

3/2 <1 <5/2. (2.25)

Le second terme dans (2.24) est majorer sur tout macro-éléments 1™ € I'™. Comme
précédemment 7, et Z, . désignent les zones de contact et de non-contact effectives dans
I respectivement, i.e., Z, = {z € I, [u,](x) =0}, et Z,, = {x € I"™,[u,](z) <0}, et
|Z.|, |Zye| représentent leurs mesures dans R (on a donc |Z,| + |Z,.| = hrm). Quand
|Z.| > 0et|Z,.| >0 (autrement le terme intégral disparait) on obtient (voir Chapitre 1
et [27]) :

21—-3/2
[ (o o M ol £ 10 )
N B max(’ZNcP/Qa’Zc‘l/Q)

En remarquant que soit |Z, .| ou |Z,| est plus grand que hym /2, en sommant sur tous les
macro-éléments 1™, et en utilisant le théoreme de trace, on arrive a la conclusion que :

‘/F (o = 7ro)uy dl < CH{T Vul2 g0, 3/2<7<5/2.  (2.26)

C

En combinant dans (2.20) les estimations sur l'erreur d’approximation (2.21), (2.23) avec
celles sur l'erreur de consistance (2.25), (2.26) on obtient une estimation d’erreur globale
optimale (2.19). O

2.3 La méthode LAC dans le cas tridimensionnel (d = 3)

Dans cette section, on étend ’approche LAC au cas tridimensionnel. On considere deux
domaines polyhédriques Q' et Q2 admettant une zone candidate au contact commune r.,
qui est un polygone. On note par ’7}’1 une famille réguliere de tétraedres ou hexaedres
discrétisant le domaine Q et par hy le diamétre maximum des éléments du maillage. Par
la suite, on considérera des tétraedres lineaires a 4 nceuds (TETRA 4), quadratiques a 10
nceuds (TETRA 10), des hexaeédres linéaires a 8 nceuds (HEXA 8), quadratiques a 20 et
27 noeuds (HEXA 20 et HEXA 27).
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Pour pouvoir réaliser I'analyse d’erreur, on doit étendre la définition de I'opérateur W{‘

(voir Definition 2.1) au cas tridimensionnel. On doit aussi s’assurer que les propriétés
principales de cet opérateur 7% (linéarité, conservation de la moyenne, stabilité H*(T.))
restent satisfaites dans ce cas de figure. Pour ce faire, on doit introduire une hypothese,
I'hypotheése du degré de liberté interne qui est nécessaire pour pouvoir construire 77 et

mener a bien I'analyse de l'erreur d’approximation.

Hypothése 2.1. (DDL interne) Il existe un macro-maillage TM de T, dont les éléments
sont des unions d’éléments de 771 NI, tels que pour chaque macro-élément T™ € ™
existe (au moins) un degré de liberté z; de V' tel que supp(¢;) C T™, ot ¢; est la fonction
de base associée a x;. De plus il existe une constante C' telle que le diamétre mazximum du
macro-maillage soit plus petit que Chy (ce dernier point nous assure que le macro-maillage
ne soit pas trop grossier).

D’un point de vue théorique, on pourrait essayer de montrer que cette hypothese sur le
maillage peut étre en général toujours satisfaite a partir d’'un maillage quelconque, mais
une telle stratégie est moins intéressante du point de vue numérique. On opte donc pour
une autre approche consistant a raffiner localement le maillage de la zone de contact
T/ NT, de sorte que le maillage avant raffinement devienne le macro-maillage. Pour les
hexaedres a 27 noeuds, il n’'y a pas besoin de raffiner la zone de contact étant donné que
le maillage trace sur I', répond déja a I’hypothese du degré de liberté interne. Pour les
autres éléments, on présente une stratégie de raffinement local dans la Figure 2.3.

! L
& L --";f
L] -'L"-V ?
-
w ™ i 1
L ] 1l -
. .
L
- s - i F-_I. I.
4 IL_- o
[ -
- s & -
- s i - L i L
- o - - d E
*. - & *i W
" L] L] L L]
- $ % & Tl— ‘ .
. - E [ -
| - | -
1 - L

FIGURE 2.3 — Image supérieure : stratégie de raffinement pour les tétraedres linéaire et
quadratique (TETRA 4 et TETRA 10). Image centrale : stratégie de raffinement pour les
hexaedres linéaire et quadratique (HEXA 8 et HEXA 20). Image inférieure : définition du
pseudo macro-élément pour le cas HEXA 27.
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Remarque 2.7. 1. La stratégie de raffinement proposée est locale et concerne unique-
ment les éléments ayant une face sur la zone de contact potentielle (voir Figure 2.4
ot un maillage en tétracdres est raffiné).

2. On peut choisir d’appliquer le raffinement a 'un ou 'autre des objets.

3. Le raffinement n’affecte pas la régularité et la propriété de quasi-uniformité du
maillage.

FIGURE 2.4 — Un exemple de raffinement sur la face O_’:cO_’y d’un cube : le maillage original
a gauche et le maillage raffiné a droite.

2.3.1 Extension de 'opérateur 7' au cas tridimensionnel

Par la suite on suppose que T™ est un macro-maillage de I’ vérifiant 'Hypothese 2.1
et construit a partir d’'un maillage 7'1h NI,. Soit Weh I'espace de traces normales de
Vh={v} e (C(ﬁz))?’ : v?‘ € PKT)VT € T),v} =0sur T} sur T, € R? avec k = 1, 2.
Soit ¢; les fonctions de base associées aux degrés de liberté de W{'. On note z;, i = 1,..,n
les noeuds correspondant dans 7" N T, et A; = supp(¢;).

Définition 2.2. On suppose que I’ Hypothese 2.1 est vérifiée. L’opérateur
- LNT.) — wh

est défini comme suit pour tout v € L1(T'.). Si z; est un nceud de iﬂ@, alors v (x;) =
0. Autrement, 7}v est défini localement sur chaque macro-élément 7™ € TM ayant pour
neeuds z;,i =1,...,m (x; €', N F}D) et pour DDL interne z,,+1 de la maniere suivante
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ou
/ v dl
A
aj(v)=—"L——j=1,...m
’ |41
m
/m vdl — Z/ a;(v)g; dT
=1
amy1(v) = ! .
/ Pm1 dl’
Tm
Remarque 2.8. 1. Si TM contient plus d’'un degré de liberté interne alors on fixe I'un

d’eux, noté ,, 11 et choisi tel que [;m ¢m1 dI' > 0, et les autres sont traités comme
des noeuds standard.

2. Si I'on adopte la procédure décrite dans la Figure 2.3 lorsque 'on considére des
TETRA 4, TETRA 10, HEXA 8, HEXA 20, HEXA 27, on a respectivement m =
3m=9 m="7,m=19,m = 8.

Proposition 2.3. 1. L'opérateur © est linéaire et vérifie
/ v —v dl =0, Yo € LY(T,), vI™ e TM.

2. Pour tout s € [0,1], Uopérateur 7} est H*(T.) stable, i.e., il existe C > 0 telle que pour
tout v € H%(T',)
7o llsr,, < Cllvllsr,-

Démonstration. Comme dans le cas bidimensionnel, la linéarité de 7} est évidente et la
propriété de conservation de la moyenne sur 7" vient directement de la définition de
7. Quand r,n @ = (), la preuve de stabilité suit le méme schéma que dans le cas
bidimensionnel. Il est facile de voir que pour tout j, on a

| ()] < CIA 2 [[0llg 7 < Ch [0l 7o (2.27)

ot T = Uiz, erm A Ainsi, on obtient la stabilité L? locale : ||7fv[jorm < Cllvllg pm

puis la stabilité L? globale || 7fv|jor . < C [v]lo,r,,- Comme dans le cas bidimensionnel, la

bl C -
stabilité L? locale du gradient :

IVatollorn < ClIVollgfm (2.28)

est une conséquence directe de la propriété Vafa = 0 sur 7™ pour tout a € PO(T™) et de
I'estimation d’erreur (2.16) dans le cas 2D (voir [6]).

Quand T', N @ # (), V'inégalité (2.27) reste vérifiée pour tout j. Il est alors suffisant de
montrer que (2.28) reste vraie quand 7" possede au moins un nceud dans ﬁ (dans ce cas
les fonctions constantes ne sont pas préservées sur 7). On a donc

IVt ollogm < Chetlmtollogm < CheHlvllg pm < ClIVOllg 7
ou la derniere majoration vient de I'inégalité de Poincaré et du fait que v s’annule sur un

ensemble de mesure strictement positive sur 97™. En notant par Hé r1 () les fonctions
D

de HY(T',) s’annulant sur T';, N @, on déduit que 7} est stable sur tous les espaces

d’interpolation entre L?(T'.) et H& r (Lo O
)
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2.3.2 Analyse d’erreur dans le cas tridimensionnel

Le prochain résultat montre que l'utilisation de la condition de contact LAC dans le
cas tridimensionnel (voir définition & venir) méne & des taux de convergence en norme H'
optimaux. Comme précédemment, on pose HUH?le = Hu1||§91 +HU2”§792 o u = (uy,uz)
et ug =uy, . On rappelle que V" = V" x V! et on définit K" comme suit :

Kh:{vhevh:/ W] dl <0 VTmeTM}.

Soit u” 1"unique solution du probléme tridimensionnel discret

Trouver u" € K" vérifiant :
(2.29)

a(ul, o —ul) > 1(" —ul), Vol e K"

Théoréme 2.2. Soient u et u" les solutions des Problemes (2.7) et (2.29) respectivement.
On suppose que I’Hypothése 2.1 est vérifiée et que u € (HT(21))3 x (HT(Q?))3 avec 3/2 <
7 <min(k+1,5/2), k = 1,2. Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de hy,hs
et u telle que

lu = u"lly 01,00 < C(RT™H + W) [lull 01 02

Remarque 2.9. Pour les approches de type “mortar standard”, il nous faudrait traiter
le cas des noeuds extrémes de I', afin d’obtenir les mémes de taux de convergence sous
les mémes types d’hypotheéses sur v dans le cas des maillages incompatibles. En fait, les
résultats introduits dans le Chapitre 1 ne peuvent pas étre étendus de maniere directe au
cadre “mortar standard” tridimensionnel (contrairement au cas bidimensionnel).

Démonstration. A partir du Lemme de Falk, on obtient 'estimation d’erreur abstraite
(2.20). Grace aux propriétés de 77,11, on peut majorer de maniere optimale I'erreur d’ap-
proximation de la méme facon que dans la section précédente en prenant v" € V" tel
que

o = Iuy + R (Juy ] — Tuyng — Thug.ny)),

h h
’U2 — 12 ug.

Comme dans le cas bidimensionnel, on peut facilement montrer que v € K" et obtenir la
majoration d’erreur, pour 3/2 < 7 < min(k + 1,5/2), suivante :

inf (= o Fgnge + [ onlth —uyl dr) < O 4 BT ul2 g g
vheKh n r, Al
L’erreur de consistance est a nouveau traitée en suivant le méme schéma de preuve que
dans le Chapitre 1 (voir aussi [27]). On obtient pour 3/2 <7 <5/2:

. h 2(t—1 2 o hy2
Inf ) owloy —up) dh <ORT Nl o g2+ 5 llu = w1 0, 0,

En combinant les deux estimations précédentes dans (2.20) on conclut la démonstration.
O
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2.4 Conclusion

La méthode LAC posséde donc des taux de convergence théoriques optimaux en 2D et 3D
avec ou sans maillages incompatibles pour tous les éléments couramment utilisés dans les
études industrielles a I'instar des méthodes de type “mortar”. De plus, de par sa définition,
la méthode proposée conserve un caractére local qui facilitera grandement I'implémenta-
tion dans un code de calcul par éléments finis industriel. Le principal prix a payer pour
conserver cet aspect local de la méthode est une description du contact de type P°. Pour
un maillage fixé, cette description peut-étre moins fine que celle obtenue par des approches
plus standard de type P!. Cependant le gain en terme de qualité des résultats attendus
devrait compenser ce “défaut”. On note que la nouvelle technique de preuve introduite
dans le Chapitre 1 nous a permis de relaxer les hypotheses couramment utilisées pour
mener & bien les analyses de convergence dans le cas des méthodes de type “mortar”. En
effet, on utilise uniquement la régularité Sobolev de la solution du probléme continu en
2D ainsi qu'une hypothese supplémentaire faible sur le maillage de calcul pour le cas 3D.



Chapitre 3

Etude théorique complémentaire

Dans ce dernier chapitre d’analyse théorique, on va démontrer plusieurs résultats utiles
pour compléter 'analyse théorique de la méthode LAC et préparer I'expérimentation nu-
mérique. Dans un premier temps, on va introduire la formulation mixte équivalente uti-
lisant un espace de multiplicateurs de Lagrange constants par morceaux sur le macro-
maillage, P°(T™). Ensuite, on démontre la stabilité (i.e., validation de la condition inf-
sup) de cette formulation de la méthode et on étend les taux de convergence optimaux
a cette formulation. Cette étape est utile pour justifier des choix d’implémentation et de
validation numérique de la méthode LAC. En effet, on souhaite s’inscrire dans le cadre
algorithmique de gestion du contact déja existant. Sachant que la méthode sur laquelle on
va s’appuyer utilise une formulation mixte, il est nécessaire de disposer d’une telle formu-
lation pour la méthode LAC. La deuxiéme section de ce chapitre concerne la validation des
taux de convergence théoriques de la méthode. Etant donné qu’il nous sera plus facile de
disposer numériquement des erreurs en norme L2, cette section propose une piste d’ana-
lyse, utilisant une hypothese restrictive, qui permet d’obtenir les taux de convergence en
norme L? & partir de ceux déja démontrés pour la norme H'. Finalement, une derniére
section sera consacrée au probléme des macro-mailles semi-intersectées en contact.

3.1 La formulation mixte de la méthode LAC

Pour commencer, on va introduire la formulation mixte équivalente du probléme sous forme
d’inéquation variationnelle utilisant la condition de contact en moyenne locale. Ensuite,
on va mettre en avant le lien existant entre la définition du macro-maillage de la zone de
contact (en particulier I'Hypothese 2.1) et les conditions inf-sup.

3.1.1 La formulation mixte équivalente du probleme de contact unilaté-
ral utilisant la condition contact en moyenne locale

On va démontrer ’équivalence entre la formulation inéquation variationnelle de la méthode
(2.8) pour d = 2 (et (2.29) pour d = 3) utilisant la condition de contact en moyenne
locale et une formulation mixte du probléme de contact unilatéral utilisant un espace
particulier de multiplicateurs de Lagrange constants par morceaux. On adopte les notations
introduites lors de I’analyse tridimensionnelle de la méthode LAC, en particulier 77, 7™
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Bien siir, les résultats sont aussi valides dans le cas bidimensionnel en notant 1™, I™ pour
le macro-maillage.

Définition 3.1. On rappelle que V" = V" x Vi ott pour d = 2,3 et k = 1,2 :
Vi = {vf € (@) :of) € PHT)VT € Tfof =0sur T, ).

On choisit un espace de multiplicateurs de Lagrange constants et négatifs par morceaux

sur le macro-maillage 7™ sur I'., i.e., appartenant au cone convexe M h .

m

MM = {uh e Xyt <0 sur T} ou X' = {u" € L(T,) : ,uh| e PY(T™),vT™ € TM}.
T

On introduit aussi la forme bilinéaire b sur X' x V" définie par
b o) = [ uPfofy] dr
FC

Proposition 3.1. On suppose que I’Hypothése 2.1 est vérifiée. Le probleme (2.29) (ou
(2.8) pour d = 2) et le probléme : trouver u™ € V" et \* € M" tels que

b h hoohy _ g(ah h h
{a(u,v)—b()\,v)—l(” ), Vo' e V?®, (3.1)

b — A" uly >0, vu e MM,

sont bien posés et équivalents, i.e., la solution u" de (2.29) (ou (2.8) pour d = 2) coincide
avec la premiére composante de la solution de (3.1).

Avant de se consacrer a la démonstration de 1’équivalence entre les deux formulations de
la méthode LAC, on va introduire un lemme technique utile pour cette derniere.

Lemme 3.1. On suppose que I’Hypothése 2.1 est vérifiée. Soit " appartenant a X{‘. Alors
limplication suivante est satisfaite

/ uh[vZ] dl' =0, Yo e Vi =y =0,
r

C

Démonstration. (Lemme 3.1) Soit p € XP'. 11 est suffisant de démontrer que pour tout
™ eTM

Mh‘ = 0. (3.2)
Tm

Soit T™ appartenant & T™. De I’Hypothése 2.1, on déduit qu’il existe ¢; tel que supp(¢;) C
T™ et [rm ¢; dI' > 0. Alors, on choisit v" de sorte que [vg] = ¢;. Etant donné que pu”
appartient a X! on a

0=/ ut ol dT:/ Wi dF:uh/ ¢; dr.
r ™ ™

C

On obtient donc bien (3.2) O

Démonstration. (Proposition 3.1) Tout d’abord, nous supposons que le Probleme (3.1) est
bien posé et nous démontrons 1’équivalence entre (2.29) (ou (2.8) pour d = 2) et (3.1).
Soit (u, \*) € V" x M" la solution de (3.1). On a,

b(p — N uy >0, vuh e ™
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En prenant " = 0 et u* = 2\" on arrive a :

b\ uh) = 0, (3.3)
bph,u™y > 0, vu' e M". (3.4)
En choisissant dans (3.4) p = —1 sur 7™ et p” = 0 sur le reste du macro-maillage, on

arrive & la conclusion que u € K. De (3.1) et (3.3), on déduit que
a(ul, u) = 1(uM), (3.5)
et pour tout v"* € K", on a
a(u, o) = 1(v") = b(A", 0" > 0. (3.6)
En combinant u” € K", (3.5) et (3.6) on déduit que u” est une solution du Probleme (2.29).

Etant donné que les Problémes (2.29) et (3.1) sont bien posés, il sont alors équivalents.

Pour conclure, on montre que le Probleme (3.1) est bien posé. L’existence de la solution
(ul, A\?) € VP x M" de (3.1) et 1'unicité de u” viennent des résultats standard déja existants
(voir [39]). Il nous reste donc & démonter 1'unicité du multiplicateur de Lagrange A" en
utilisant le Lemme 3.1. Soient (u”, \}) € V" x M" et (u, \}) € VP x M" deux solutions
de (3.1). 1l vient que

a(u, ") — bR, W) = 1), Yot e VI (3.7)
a(ul, v") —b(\b, 0™ = 1), Yol e VI (3.8)
Par soustraction de (3.7) a (3.8), on obtient

/ (A} = X)) dr = 0,v" € V.
r

C

Comme A} — A appartient & X!, on déduit du Lemme 3.1 que A} = \4. On a donc bien
unicité de A" et le Probléme (3.1) est bien posé. O

3.1.2 La condition inf-sup

On va maintenant montrer que satisfaire ’Hypothese 2.1 permet d’assurer que la méthode
mixte utilisant des multiplicateurs de Lagrange constants par morceaux sur le macro-
maillage TM (ou I en 2D) vérifie la condition inf-sup.

La condition inf-sup en jeu dans notre formulation est la suivante : il existe une constante
Bh telle que

h ,h
inf sup bk, v")

> B >0
prext yneyn [ lwr |01 01 02 ’

ou W est l'espace de traces normales de V; sur I',, et W' désigne son espace dual. Il est
facile de vérifier que le Lemme 3.1 implique Iexistence d’une telle constante 3. De plus,
on sait que cette condition inf-sup, & travers la constante 3", entre en jeu dans ’analyse
d’erreur de la formulation mixte (3.1). Pour pouvoir obtenir des taux de convergence
optimaux, on doit montrer que 5" est indépendante de la taille du maillage h = (h1, h2).
On va mettre en évidence, dans la propriété a venir, le lien existant entre 'Hypothese 2.1,
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l'opérateur w{l et la condition inf-sup indépendante du maillage : il existe une constante 3
telle que :

b(p", o)
1nf sup - -
urext pneyn [[1* [[we 101,01 02

> p>0. (3.9)

Proposition 3.2. [l existe une constante positive B ne dépendant pas de la taille du
maillage telle que : pour tout p" € Xl , il existe v € VI, ol £ 0 tel que

b(u ") = Bl w10 1,01 2 (3.10)

Démonstration. On commence par remarquer que (3.10) et (3.9) sont équivalentes. Soit
u" appartenant & X {L Etant donné que X {L C W', on peut utiliser la condition inf-sup du
probléme continu (voir, [39]) : il existe une constante /3 telle que

b, v) >G> 0. (3.11)

inf sup
neW’ vev [lullw vl 02

Donc, pour tout u € X! il existe v € V tel que :

b(u,v) = Blu" [l

1791792.

Pour démontrer (3.10), il suffit alors de montrer qu’il existe v" € V" vérifiant les deux
conditions suivantes :

b, 0" = (", v), (3.12)
0" ar0: < Clvllioros. (3.13)

En fait, si (3.12) et (3.13) sont vérifiées alors on obtient (3.10) avec § = 5/C, i.e.,

B
b(p", o) = b, v) > Bl [ llvll1 a0z > HN e [v™ 1111 02-

h = (vh, %) de sorte que

Pour montrer que (3.12) est satisfaite, on pose v
of = Rirtfvy], vy =0,
ot R} est un opérateur de relévement discret. Comme 7} préserve la moyenne sur tout
T e TM ot vérifie :
/ Whidr = [ alfv,] dT = / [v,] dT, VT™ € TM.
m Tm m

Par sommation sur les macro-mailles et sachant que p” est constant sur tout macro-élément
T™, on obtient (3.12) :

b o) = [tk dr = [ o) dE = bt o).

C C

1
Pour conclure la preuve, il reste & montrer que v" vérifie (3.13). Grace a la stabilité H2(T'.)
de 77 et au théoreme de trace, on a

th”LQl,Q? = HR17T1[ ]Hl,ﬂl < CHW{L[UN]HI/Q,FC < CH[UN]”l/Q,FC < CHUHl,Ql,Q2~
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Remarque 3.1. On remarque donc que la recherche des conditions sur le maillage pour
pouvoir construire le 'opérateur 77{‘ est quelque peu similaire & la recherche d’un espace
discret d’approximation satisfaisant la condition inf-sup. On peut voir ici des similitudes
(dans le cas linéaire, k = 1) avec les approches a trois champs stabilisées introduites dans
[16]. En effet, on peut considérer la méthode LAC comme voisine aux méthodes a deux
champs issues des approches a trois champs de Brezzi et Marini comme la méthode “mortar
discontinue stabilisée” (P*/P*~1) pour la décomposition de domaine, étudiée dans [40, 41]
ou la méthode de décomposition de domaine stabilisée introduite dans [12], lorsque 'on
considere leurs adaptations aux problemes de contact. La différence principale réside dans
le fait que l'approche LAC est automatiquement stable grace a la définition du macro-
maillage TM (enrichissement avec une bulle "pointue") alors que les approches de type
Brezzi Marini utilisent un enrichissement de type bulle sur I'un des espaces d’approxima-
tion VZ‘ pour satisfaire la condition inf-sup.

3.1.3 Estimation d’erreur H'

Dans le théoreme a venir, on montre que 1’on peut obtenir les mémes taux de convergence
pour la solution du probléeme (3.1) que ceux annoncés dans les Théoremes 2.1 et 2.2
concernant la formulation par inéquation variationnelle de la méthode LAC.

Théoréme 3.1. Soient (u, A = o) et (u", \?) les solutions des Problémes (2.7) et (3.1)
respectivement. Soient d = 2,3 et k = 1,2. On suppose que I’Hypothése 2.1 est vérifiée
quand d = 3 et que u € (HT(Q)) x (H™(Q%))? avec 3/2 < 7 < min(k + 1,5/2). Alors, il
existe une constante C > 0 indépendante de h = (h1, h2) et u telle que

A - /\h||1/2,*,rc +lu—u"ly 102 < COT "+ 03 Ylull 002,

ot H’”1/2:*7Fc désigne la norme duale de H.Hl/lpc.

Démonstration. La preuve est immédiate et standard. En effet, la condition inf-sup (3.9)
étant vérifiée il suffit de majorer des termes similaires a ceux traités dans les démonstrations
des Théorémes 2.1 et 2.2 (voir [46]). O

Corollaire 3.1. Soient (u,\ = o) et (u",\*) les solutions des Problémes (2.7) et
(8.1) respectivement. On suppose que I’Hypothése 2.1 est satisfaite. On suppose que u €
(HT(QY))9 x (HT(22))? avec T = 2 pour k = 1 et avec 2 < 17 < 5/2 pour k = 2. Alors, il
existe une constante C > 0 indépendante de h et u telle que

IN = Mgz, < Chy 2T + hE Y |l 2

3.2 Recherche d’estimation d’erreur en norme 2

Ici on va proposer une piste de démonstration permettant d’établir les taux de convergence
théoriques en norme L?(Q2' U Q2) pour les déplacements issus de la méthode LAC. Cette
étude est nécessaire étant donné qu’il nous sera plus facile d’accéder a ’erreur en norme
L? lors de la validation numérique des taux de convergence théoriques. Cependant, ce
probléme reste ouvert complexe, voir [23, 72]. Le résultat présenté dans cette section est
encore & un stade embryonnaire et mériterait d’étre approfondi.



64 CHAPITRE 3. ETUDE TH}:ZORIQUE COMPLEMENTAIRE

3.2.1 Le probléme auxiliaire

En tout premier lieu, on doit introduire un probleme auxiliaire. Soient (u, A\ = o) et
(ul, \") les solutions des Problemes (2.7) et (3.1) respectivement. On considére la méme
configuration géométrique que celle introduite dans le Chapitre 2. Le probléeme auxiliaire
consiste & trouver un champ z = (z1, z9) : QL x Q2 — RY, d = 2, 3, vérifiant (3.14)(3.19) :

— div oy(2) = (u—u™), dans 9, (3.14)
oe(ze) = Apee(zp) dans QF, (3.15)
oe(ze)ng =0 sur Ffv, (3.16)

20 =10 sur Fi). (3.17)

Sur I' ,, on décompose le champ z et le champ vectoriel de contrainte selon la normale et
la tangente de la maniére suivante :

Ry = =¢-1y, ZET = 2 — 2NNy,

Oun = (00(ze)ng) g, 020 = 0g(2e)0y — 0201y,

et on note

[ZN] = %y + 22N
le saut normal du champ z a travers la zone de contact.

La condition supplémentaire sur I', est exprimée comme suit :

/F V" = Nza] = 0o1 (4 — w1y — 022y (4 — uP)a dT < 0. (3.18)

C

On doit aussi respecter une condition de type non-frottement sur I' , qui se traduit, pour
{=1,2, par:

oy = 0. (3.19)

Hypothése 3.1. Il existe une solution z du Probléme (3.14)-(3.19) appartenant a (H?(Q'))?x
(H?(2)? et satisfaisant,

201,02 < Cllu—u|oa1 g2 (3.20)

Iz
ot C ne dépend pas des données f; et Fy introduites dans le Probleme (2.7).

Remarque 3.2. On note que I'Hypothese 3.1 est tres forte et potentiellement abusive.
Cependant, elle nous permet d’établir une méthodologie de preuve élémentaire et générale
pour obtenir des estimations de convergence en norme L?. Une premiére piste pour aborder
le probléme plus rigoureusement serait d’établir une formulation variationnelle bien posée
du Probleme (3.14)-(3.19), quitte a le modifier légérement mais en conservant la condition
(3.18) sur I',,.
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3.2.2 Analyse d’erreur

Proposition 3.3. Soient d = 2,3 et (u,\ = o) et (u", \*) les solutions des Problémes
(2.7) et (3.1) respectivement. On suppose que les Hypothéses 2.1 (pour d=3) et 3.1 sont
vérifiées. On suppose que u € (H™(QM))? x (H™(Q%))? avec 3/2 < 7 < 2 pour k = 1 ou
3/2 < 1 <5/2 pour k = 2. Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de h et u
telle que

it = w21 00 < COBT + B3l g (321)

Démonstration. Soient v € V, et z une solution du Probleme (3.14)-(3.19),
2
— . 14
a(zv) = ;—1: /Q Ae(zr) - e(vp) 9

2
— Z/Ql(u—uh)g.w dQé —l—/F Oz NUIN + 02 NV2N dr.
/=1 le}

On pose v = u — u”, on obtient alors
o= = a(zu—u") = [ oun(u—ut)y+ onn(u— )y dT
C
= alz—TI"z,u—ul) — /F o nN(u— u) N+ 0N (U — uM)on dl
+a(I"z,u —u™), C (3.22)

ott I'z = (Ifz, I} 2) et Ié‘ est opérateur d’interpolation de Lagrange sur Veh. On va
maintenant travailler sur le dernier terme de I’égalité (3.22). Comme V" C V, on déduit
du Probleme (3.1) et de sa version continue que :

a(u,v™) +/ A dr = 10"
FC
a(ul, o) +/ Nl dr = 1(oh)
FC
Par soustraction des deux égalités précédentes et en posant v = Iz, on a
au —u, T2) + / (A= A [I"z, ] dT = 0. (3.23)
FC
En utilisant (3.23) et la continuité de la forme bilinéaire a dans (3.22) on obtient
lu — uhHg,nl,m < Mz - IhZHl,Ql,Q2”U - uhHl,Ql,Q2 + /1“ (A" = N[(I"z - z)y] drl
C
[0 = Vi) = o= ua = o (u = ua dr. (3.24)
(@]

Comme z vérifie (3.18), le dernier terme intégral dans (3.24) est négatif. En utilisant un
argument de dualité et le théoreme de trace on arrive a

lu — u"l[g g1 g2 < Cllz = Izl 01 g2 (lu = u* 1 01,02 + IA" = Al jour,,)-
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Finalement, en utilisant I’'Hypothése 3.1 et les estimations d’erreur sur 'opérateur d’in-
terpolation de Lagrange, on arrive & Iestimation d’erreur L? suivante :

i =l g0.00 < Clha +ho)(lu =l o o + N = Az ) (3.25)
Pour conclure la preuve, on utilise les résultats du Théoreme 3.1 dans (3.25). O

Corollaire 3.2. Soient u et u” les solutions des Problémes (2.7) et (2.8) respectivement.
Alors, sous les mémes hypotheses, 'estimation de la Proposition 3.3 est vérifiée.

Démonstration. La preuve est immédiate, en effet, la solution u” (respectivement u) de
(2.8) (respectivement (2.7)) coincide avec la premiére composante des solutions de (3.1)
(respectivement la formulation mixte équivalente de (2.7)). O

3.3 Problématique des macro-mailles semi-intersectées en
contact, “dropping edges”

Ici, on va introduire une analyse de convergence dans le cas particulier ou il existe des
macro-mailles en contact non totalement intersectées. On considére donc le cas “patho-
logique” ou I' , n’est pas géométriquement compatible avec une des discrétisations de Fé
ou FQC, voir Figure 3.1. Ce cas est récurrent dans les études industrielles ou dans les tests
complexes. Le but de cette section est de s’assurer de la convergence de la méthode (pour
les cas bidimensionnels) et de justifier un choix numérique qui consiste & ne prendre en
compte que les macro-mailles suffisamment intersectées pour évaluer le contact.

Ql

1
Fc

e

Q2

FIGURE 3.1 — Exzemple de configuration ou l'on ne peut pas définir de macro-maillage tel
que tous les macro-éléments en contact soient totalement intersectés par I .
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3.3.1 Définition du cas particulier

De maniére semblable aux cas traités précédemment, on considere Veh C Vp une famille
d’espaces vectoriels de dimension finie indexés par hy, associée a une famille de triangula-
tions, quadrangulations, tétraédrisations ou hexaédrisations 7}h du domaine Qf, ¢ = 1,2
(voir [15, 20, 28]). On suppose que les parties du bord du domaines Ffv, Ff; et Féc sont
consistants avec la discrétisation de Qf. Cependant contrairement au cas précédent, on ne
suppose pas que
r,=T.nI?

est consistant avec une des discrétisations Fé ou I’g . En d’autres termes, I' , n’est pas une
union d’éléments d’un des maillages traces provenant de Q' ou Q2. On rappelle la forme
des espaces de discrétisation considérés pour approcher le probleme :

V= {v? € (C(ﬁg))d : vé‘|T€ PH(T), YT € T, v} = 0 sur I‘f;},
oud=23et k=1,2. On a alors,
Vh = vl x vk

Comme dans les cas 3D précédents, on doit supposer que I’'Hypothese 2.1 est vérifiée pour
mener a bien 'analyse de convergence. Dans la suite de cette section, on supposera que
TM est un macro-maillage de I’é, construit & partir de 7{* N I' ., satisfaisant 'Hypothese
2.1.

Avant de procéder a I'analyse de convergence, une redéfinition de la condition de non-
interpénétration est nécessaire pour prendre en compte le fait que I' , = Fé ﬂl% ne coincide
pas avec une union d’éléments d’un des maillages traces. On va uniquement imposer la
condition de contact en moyenne locale sur les macro-éléments possédant une intersection
assez grande avec I', et simplement “omettre” les autres. Le poids de I'intersection est
évalué en utilisant un parametre ¢ € (0,1] qui est introduit dans la définition suivante.

Définition 3.2. Soit, § > 0 un petit parametre fixe. On suppose que I’'Hypothese 2.1 est
vérifiée. Un macro-élément T est dit admissible si

/ st dT > 6y/|T7 AT ||T™|
TmAr,
ou ¢mt1 est la fonction de base associée au degré de liberté interne.

Il est facile de voir que si § est assez petit, alors tout macro-élément inclus dans T', est
admissible. Réciproquement, tout macro-element 7™ ayant une intersection vide avec I ,
est non admissible. Pour les cas restants (i.e., 7™ intersecte partiellement I ,) on remarque
que T™ est admissible si et seulement si

T AT,

1)
.

¢m+1
ol @41 désigne la moyenne de ¢p,41 sur 7™ N I'. De plus, pour tout 7™ on note ¢ le
coefficient d’intersection du macro-éléments avec I,

_ T,
7
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Remarque 3.3. 1l existe toujours un degré de liberté interne tel que meﬁFc Om+1 > 0dl.
En effet, dans les cas bidimensionnel et linéaire tridimensionnel, toutes les fonctions de
base des degrés de liberté internes sont positives. Par contre dans le cas tridimensionnel
quadratique (TETRA 10, HEXA 20), le choix du DDL interne n’est pas libre. Cependant,
on remarque qu’il existe toujours une fonction de base d’un nceud milieu d’une arréte
interne, qui est a valeurs positives, et telle que son support posséde une intersection non-
vide avec I',.

La nouvelle version du cone convexe des déplacements admissibles est alors
Kh = {vh evh: / [vf\l[] dl' <0, vI™ e TM, T™ admissible } :
TmAr,,

On remarque immédiatement que dans le cas ou I' , est consistant avec le macro-maillage,
ona Kh=K g‘.
L’inéquation variationnelle discrete de (2.7) devient alors

Trouver u" € K g‘ vérifiant :
(3.26)

a(ul, vh —ut) > (" —uh), Vol e Kb

D’apres le théoréeme de Stampacchia, le Probléeme (3.26) admet aussi une unique solution.

3.3.2 Analyse de convergence

La proposition a venir montre que méme dans ce cas particulier, on arrive a obtenir
des taux de convergence, dans le cas bidimensionnel, pour la méthode LAC utilisant la
condition adaptée K gl Le cas tridimensionnel est encore en cours d’investigation.

Proposition 3.4. Soient u et u” les solutions des Problémes (2.7) et (3.26) respecti-
vement. On fize le paramétre d’admissibilité § > 0 assez petit. On suppose que u €
(HT(QY))% x (HT(22))? avec 3/2 < 7 < 2 et k = 1,2 et qu’il existe une constante Cy
telle que ha < Cihy. Alors il existe une constante C' > 0 indépendante de (hy,hs), u et o
telle que

lu— [y 02 < CRT /= n(62/3h1)5 [l 01 - (3.27)

Démonstration. Dans cette preuve, on se focalisera uniquement sur les aspects en lien avec
la non conformité géométrique des discrétisations de la zone de contact I' , qui est le coeur
du probleme de cette section (i.e., I', = Fé N Fi n’est pas une union d’éléments d’une des
discrétisations). Pour les autres ingrédients entrant en jeu dans la démonstration, on se
reporte aux résultats présentés dans les deux premiers chapitres de ce travail. L’utilisation
du lemme de Falk dans le cas K? ¢ K nous donne (voir, [11]) :

_hy2 . k2 ho
allu—u ||1,Ql,Q2 < vhlélff{gl <Hu v ||1,(21,Q2 +/Fc JN[UN UN] dF)

+ inf o

h
— dr 3.28
e ) (328)

N [vN

avec o > 0.
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Avant de considérer la démonstration en elle-méme, on doit adapter la définition de W{‘
pour d = 2,3 et k = 1,2 dans le cas de figure ou l'on utilise la condition Kg. Soit th
I’espace de traces normales de Veh sur Fé. Soient ¢; les fonctions de base associées aux
degrés de liberté de Wlh On note z;, 1 = 1,..,n les nceuds correspondant de ’Tlh N Flc et
w; est 'union des éléments (fermés) contenant x;.

Définition 3.3. On suppose que I'Hypothese 2.1 est vérifiée. L’opérateur
mh . Ll(f‘c) — Wh

est défini pour tout v € LY(T,). Si z; est un noeud appartenant a @ﬁ@, alors v (z;) = 0.
L’opérateur est alors défini localement sur chaque macro-élément T € T' M ayant comme
neeuds ;,4 = 1,...,m (z; 'L NT'L) et un degré de liberté interne noté x,, 11 par

m+1

v =Y a;(v)e;,

J=1

ou

/ v dl’
wiﬂI‘C

\wi N FC|

sinon «;(v) =0, 1 <i <m,

a;(v) = si w; contient au moins un macro-élément admissible,

vdl — / a;(v)e; dI’
/Tmmrc ]; AT,

/ Gm1 dl’
AT,

sinon ,41(v) = 0.

amy1(v) = si T™ est admissible,

Proposition 3.5. 1. L'opérateur © est linéaire et satisfait

/ v —v dl =0, Yo € LNT), vI™ € TM | TM admissible .
TmAr,,

2. L’opérateur T} est L? stable, i.e., il existe une constante C > 0 telle que pour tout
veL*(T,)

h _
lm1v org, = o 1HUH0IC-

Démonstration. (Proposition 3.5) La linéarité de 77 est évidente. La propriété de conser-
vation de la moyenne sur 7" NI, pour les macro-¢léments admissibles découle directement
de la définition de 7.

Soit v € L*(T'.) et T™ € TM. On note par T™ le patch englobant T™ dans T', : T™ =
Uiszierm (@i NT6).

Soit ; € T™,1 < i < m, on a soit a;(v) = 0 ou

1
@@l <l NTol™ [ ol dl < fwi NTel Folownr,

wj c

IN

A M 1
[T O[> [vllg 7m
T _1

0 Gt [TM 72 [vllg 7om

< UM olly o (3.29)

IN



70 CHAPITRE 3. ETUDE THEORIQUE COMPLEMENTAIRE

o TM désigne un macro-élément contenant x;.
Alors, en utilisant conjointement (3.29) avec |¢;| < 1 sur I', et I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, il vient que

-1

|am+1(v)] =

/ v dl — > / o (V)b dPH / Gmy1 dT
T™NC ™l TNl

k#m+1l:xeT™

NI
lo,rmAr,, + Z ‘761"|UH0,T”1 '/ Pm+1 dI
k#m+1l:x€T™ |Wk N Fc | 2 rmnle

-1

IN

(\Tm NT,|7|fv

-1

IN

IT™ ATl
k#m+1l:x,eT™

1
‘07Tmr]1"c + Z |Tm mFC‘2 ||U||O’T7n) ‘/ ¢m+1 dr
TmAr,,

— \—1
<C($m1) 1T AT 72 ]o]lg 7

< CTHT™ T2 ]l g -

Lorsque T™ n’est pas admissible, le résultat est trivial.

Ensuite, on va montrer la stabilité L? locale de w{‘. Gréace a I'uniformité locale du maillage,
on peut écrire

Imollozm = | > ai(v)es < > lallillogm
Qi €T™ 0,7m x; €T™
1
< TmE Y ()
ix, €T™
< C5H[v]lg gm- (3.30)
De (3.30), on déduit la stabilité L2 de 7/ :
h h - -
Imiollgrs, = D0 Imivlgem <C672 D7 ollf e < CO?|0l3r, - (3:31)
TmerM TmeTM

On peut maintenant commencer la preuve de la Proposition 3.4. On commence par majorer
le premier infimum dans (3.28). On pose v" € V" tel que

v? = I{lul + R}f(w?([u]\,] — I{‘ul.nl — IéluQ.ng)),

h h
Vy = IQ ua,

ou [ é’ est 'opérateur d’interpolation de Lagrange sur Veh, o L(r,) — Wlh est 'opéra-
teur défini précédemment et R} est un opérateur de rélévement discret de W/ dans V.
En premier lieu, on montre que v appartient & K g‘. Soit T un macro-élément admissible
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de TM,

/ [UZ] al = / oy + vl ng dl

TmAr, TmAr,
= / Mgy — o (Mg ng) dT + Iug.ny — 7 (IBug.ny) dl
™A, TmAr,
+ ] d0
TmAT

= [ llular
™Al

_ / [u, ] dT <0,
AT,

on a v" € K. Alors, en utilisant la stabilité L? de 7 (Proposition 3.5), le théoréme
de trace, une inégalité inverse et les estimations d’erreur d’interpolation de Lagrange
standard, le terme sous forme de norme est majoré de la maniére suivante :

lu ="l o102 < llur = Funllyor + lluz — Buz|ly o2

HIRY () ([uy] = urng — Buzna)) |1 o1,
en notant, pour simplifier, 6 = [u,] — I!u1.ny — I§ug.n2, on obtient :

IR} (710) 1,00 < CH”%Hl/z,Fé

< Chylrt6llory

< ¢ 'y ?6llor,

< 67 Y (urmn = Hurmalloper + usne — Bupnsllo a2 )
< 05_%1_1/2(%_1/2”“1”7—1/2,891 + h2_1/2||U2HT—1/2,691)

< O AT b PRy ull e, 3/2 <7 <k +3/2.

Finalement

lu—o"liorge < CE YR 40 PRy 2 4 B Y ull e, 3/2<T<k+ 1
(3.32)

Pour pouvoir traiter le terme intégral dans ’erreur d’approximation, on introduit I'espace
X1 des fonctions constantes par morceaux sur les macro-éléments intersectés 7™ N T..
Soit
ad __ m nonad __ ad
I = (UTmadmissible T ) Nl et I =T A\TE

Xh = {Xh e L3(1r) . Xh‘Te PY(T™NT,),YT™ € TM, T™ admissible },

m ml"c

et l'opérateur de projection L*(T.) classique 7% : LQ(F‘éd) — X]' défini pour tout ¢ €
LZ(F‘éd) par

/Fad(so — X" dl =0, V"€ X
C
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L’opérateur 7‘?? satisfait les estimations standard suivantes pour tout 0 < r < 1 et tout
p e HT(ng) (voir, [6]) :

o — ﬁ{lcpHQTmmpc < Ch;, ’@‘T,TmmFC,VTm admissible € TM, (3.33)

—-1/2
C

—h
e o = 7l 200 < OB il o, (3:34)

ot ||-[l4 /2,5,rea désigne la norme duale de |[.|[1 /o paa €t he le plus grand diametre des éléments
bA c k) C

du maillage trace sur F‘éd. Quand r = 0 (respectivement r = 1) les estimations précédentes
restent valides en remplagant |¢|.. par [|¢l|lo,. (respectivement |¢'[|o,.).

Etant donné que pour tout 7™ admissible appartenant & T
/T . ([uy] = ug.ng — IHug.ng) — 7l ([uy] — Huyng — IHug.ng) dU = 0,
mA

on a, en notant & nouveau 0 = [u,] — IMuy.ny — Ifug.n, on a pour 3/2 < 7 < 5/2 :

| on () = luy]) ar

C

= /FCUN (0 - x}o) ar
_ /T . v~ o) (0 —te) dr

™ adm1551ble

_ 3 /T o, (0~ i6) ar

7™ non admissible

_ T7—3/2
< ot Y Pogdespmeer, 10l om + CT Moy llo penea19llor,,
7m admissible
3/2 1/2 1/2
< O (W Ploylesarg, + loyllopgna) (B2 4557 ull o0 g2

(3.35)
I1 reste alors & majorer ||, HOJ—VrCL’onad.
On suppose alors que d = 2. Dans ce cas, il est facile de voir que ¢,,41 est équivalent &
une constante pré a e, la condition d’admissibilité devient alors :
32>
et un macro-élément est non-admissible si e < §2/3.

Remarque 3.4. Pour pouvoir étendre la démonstration au cas tridimensionnel, on aurait
besoin de minorer ¢,,+1 en fonction de €.

De plus, comme J est choisi assez petit, il existe un nombre fini, ne dépendant pas du
maillage, de macro-éléments non admissibles : si I' , est un segment, il existe au plus deux
macro-éléments non-admissibles. Par conséquent si 3/2 < 7 <2 on a

|| ”LT 1(Fnonad)

< FnonadT 1
< ol gt TE

Clloyllz-3/2,r,[2eh I

Cs@D) g l7-3/2,r,, hi!

||O-N H07Fg’onad S HO-N ||Lﬁ Fnonad

IN

IN
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On en déduit que

/ o (bR = fua]) ar
< 6P lloyllrosjar,, (148 HER2) (W2 4 b5 ul o g2
< O P ny T g e 3/2 <7 <2
En supposant que ho < Ch; L’erreur d’approximation est majorée par
05_1h1_1||u|]ﬂ91’92, 3/2<T1<2.

On pourrait étendre le résultat au cas 3/2 < 7 < 5/2 mais cela n’améliorerait pas le
résultat de convergence présenté dans le Théoréme 3.4 car on est limité par 'erreur de
consistance comme on va le voir maintenant.

Pour conclure, il nous reste a majorer 'erreur de consistance, le second infimum dans

(3.28). Pour ce faire, on choisit v = 0. Sachant que 7l'o,, est une fonction constante et
4 : ad .

négative sur 'l :

- f ot s - [ oy -rtotdlar- [ otd)ar

C

= — [ oy —mo )W) = luy) dU - [ (0, 7hoy)luy] dr
e e
~ / oy [ul —u,] dl. (3.36)
['nonad

Le premier terme (3.36) est majoré en utilisant (3.34), le théoréeme de trace et l'inégalité
de Young pour 3/2 <17 <5/2:

~ [ (o = Ao ) (k] = fuy]) dr

IN

—h h
oy — 771<7NH1/2,*,F%dH[UN] - [UN]||1/2,Facd

IN

CRIT V2 1 2 + *Ilu —u"[[F g, 0,(3.37)

Le second terme dans (3.36) est majoré pour tout macro-élément admissible 7™ € T™ en
utilisant les techniques de preuve introduites précédemment :

—h 272 2 2
_/Tmml“c (0y = T1oy)[uy] dl < ChTTmmFC (‘O—N’T—3/2,Tmﬂrc + HUN]/‘T—3/2,TWQFC) :

On arrive a

‘/ oy —mo ] db < ORTVul2 e 3/2<7<5/2. (3.38)
Fa

Le dernier terme dans (3.36) (qui est le terme limitant dans cette analyse) est majoré de

la maniere suivante pour 3/2 < 7 <2 et ¢ > 1/(7 — 1) et en choisissant ¢ = —In(ehy) :
h h
-/ e £ T RN | [z
djr—1-1

< ||UNHLﬁ(FC)!F7éOM TV e,

< C\/a‘|O-N||T—3/2,FC (25h1)T_1_1/qH[U}; - uN]Hl/Q,FC

< Cy/=In(eh)|oyllr—sar,, (2eh1)"Hu — uP{|y g1 02

« h 2(r—1) cd(r—
< §Hu —u H%,Ql,Q? + C(—ln(52/3h1))”01vHi—s/z,rcfh(T Jgtr=/3
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Résumé théorique de la méthode

LAC

Dans cette seconde partie, on aborde I'expérimentation numérique de la méthode LAC
dans le logiciel de calcul par éléments finis industriel Code__Aster, développé au sein du
département d’Analyse Mécanique et Acoustique I’EDF R&D. Depuis plus de vingt ans,
ce code de calcul par éléments finis est a la fois un code de recherche, ou sont capitalisés
les résultats de la recherche d’EDF en mécanique des structures ; mais aussi un des outils
de simulation numérique mis a la disposition des divisions d’ingénierie. Il est notamment
utilisé pour réaliser différentes études sur les composants des moyens de production élec-
trique (nucléaire, hydraulique...) ainsi que pour justifier de la sécurité des installations
aupres de 1’Autorité de Sureté Nucléaire (ASN).

Dans un premier temps, on présentera les choix techniques qui ont été pris pour implé-
menter une premiere version de la méthode. Ensuite on réalisera une premieére analyse
numérique sur une batterie de cas tests “élémentaires” en comparant les résultats obte-
nus avec la méthode LAC a ceux obtenus par une méthode de collocation. Finalement,
on abordera des tests plus complexes faisant intervenir des grands déplacements, grandes
déformations et rotations. Pour conclure la partie, on confrontera la méthode & un mo-
dele réaliste d’étude, simulant la relation de contact entre une ailette soumise a une force
centrifuge et son attache.

Afin que cette partie soit auto-portante, on va rappeler succinctement les principaux ré-
sultats présentés dans la premiere partie de ce manuscrit. Dans ce travail, on s’intéresse
a la modélisation des problemes de contact dans un code éléments finis industriel. Les
méthodes les plus utilisées dans le milieu industriel sont basées sur des algorithmes de
type nocud-segment en 2D et de type nceud-facette en 3D. Ces méthodes sont connues
pour échouer au patch test de Taylor dans le cas général des maillages incompatibles
(voir partie 5.1.1.1) et pour mener a des analyses mathématiques sous optimales. D’autre
part, le milieu académique a été tres productif dans ce domaine ces quinze dernieres an-
nées. Les méthodes les plus abouties sont les méthodes “mortar” (voir [14]) adaptées au
contact (premiers travaux [10, 44, 49, 66]). Ces méthodes consistent a utiliser une simple
projection L? sur un espace joint, i.e., espace d’éléments finis entre les deux objets au
niveau de la zone de contact I' . Les différents choix d’espaces joints engendrent toute une
famille de méthodes de type “mortar”. Cependant ces méthodes possedent d’importants
désavantages lorsque 1’on considere leur implémentation de maniere générique dans un
code industriel. Les deux principaux inconvénients dans notre cas sont la non-localité de
la méthode (méthodes “mortar” standard [10, 44, 66, 67]) et la définition non analytique
des espaces éléments finis joints pour certains types d’éléments (méthode “dual mortar”
[49, 64]).
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Le but de ce travail de these est donc de définir une méthode donnant des résultats
numériques et mathématiques d’aussi bonne qualité que ceux obtenus par les méthodes
“mortar” tout en gardant les aspects (localité, définition analytique des espaces joints,
etc...) rendant I'implémentation dans Code__Aster plus aisée en préservant l'architecture
actuelle du code, ce qui permettra en particulier de bénéficier des améliorations génériques
comme la parallélisation et cela lorsque l'on consideére tous les types d’éléments utilisés
(tétraedres a 4 et 10 noeuds, hexaedres a 8, 20 et 27 nceuds pour les cas 3D ; triangles a 3
et 6 noeuds, quadrangles a 4 et 8 nceuds pour les cas 2D). Pour ce faire, on va définir une
condition de contact simple qui consiste a satisfaire les conditions de contact en moyenne
sur chaque macro-élément d’'un macro-maillage défini de maniere idoine. Cette méthode
est intitulée méthode Local Average Contact (LAC).

Le probléme de contact :

Formulation forte

On cherche le champ de déplacement u = forces imposees
(ul,u2):leQ2—>Rd(d:2oud:3)
tel que (3.39)-(3.46) soient satisfaites pour
(=1,2:

—div o(ug) = fo dans QF,(3.39)
o(ug) = Ape(ug) dans Q°, (3.40)
o(ug)ne = Fy sur I‘fv, (3.41)
up =0 sur Ff;, (3.42)
[uy] <0 sur I',,, (3.43)

oy <0 sur I',, (3.44) 5

oyluy] =0 sur I, (3.45) déeplacements imposes

o, =0 sur I',.  (3.46)

ot [vy] = S22, ve.ny.

Les équations (3.39) & (3.42) correspondent au probléme mécanique considéré (pour sim-
plifier, on se place dans le cadre d’un probléme d’élasticité linéaire) ol A est un tenseur de
quatrieme ordre elliptique, symétrique et a composantes dans L provenant de la loi de
comportement associée au solide Q¢ avec condition de Dirichlet sur le bord Ff) et condition
de Neumann sur le bord I‘fv. A ces équations, on ajoute les conditions de contact sur I' ,, a
savoir une condition de non interpénétration pour le saut de déplacement [u, ] (3.43), une
condition de signe pour la pression normale o, la zone de contact (3.44) et une condition
de complémentarité entre ces deux derniers champs (3.45). La derniére équation vient du
fait que ’on considere le contact sans frottement dans ce travail.
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Formulation faible

A partir des équations (3.39) a (3.46), on peut introduire une formulation faible du pro-
bleme de contact sous la forme de I'inéquation variationnelle suivante :

{ Trouver v € K tel que, Vv e K :

S22 1 Joe Ave(ug) : e(ve — ug) A > 521 [o fo-(ve — ug) dQE + Jre, Fr-(ve =), drt.
(3.47)
o K C V est le cone convexe des déplacements admissibles (K contient la condition de
non-interpenetration). On a alors :

Vi = {vg e (HY(Q))?:v=0sur Ff)},

V=V xV,

K={veV:[v,]<0 surI',}.

On notera par la suite :

2
a(u,v) = Z:Zl /Q Age(ug) - <(vg) S,

2
l(?}) = Z/ fo.vp dot +/ Fyuy drt.
=1 7% Iy

On introduit le probleme mixte équivalent : Trouver u € V et A € M tels que :

a(u,v) = b(A,v) =1(v), Yo €V (3.48)
b(p— N u) >0, Vu € M,
avec
b(p,v) :/ plvy] dr,
1—‘C
et

M = {u e HYV4(r,): / ppdl <0V € HY2(T ), 4 > o} :
1—‘C‘

Remarque 3.5. Les problémes (3.47) et (3.48) sont bien posés. On a donc existence et
unicité des solutions (u, A). De plus, les solutions v du Probleme (3.48) et u du Probleme
(3.47) sont identiques.

Problémes discrets

Dans ce paragraphe, on va introduire le probleme discret et se concentrer sur la condition
de contact proposée dans ce travail.
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Inequation variationnelle discrete

On considére le probleme de contact discret du point de vue inéquation variationnelle
(discrétisation du probleme (3.47)) :

Trouver v € K™ tel que :
(3.49)

a(u, vh —ul) > 1(h —uh), Vol e KM

ott K € V" est le cone convexe des déplacements admissibles, a et [ les formes bilinéaire
et linéaire définies précédemment.

Pour définir une méthode, on doit choisir les espaces discrets Véh et 'ensemble K". Soit
’Uh une triangulation ou tétraédrisation réguliere de Q° C R%, ot d = 2, 3. On définit alors

V= {v? e (Cc@): v§1| € P.(T),VT € T}, v} = 0 sur pf;} :
T

ouk=1,2,
Vh = vl < v

On se propose d’utiliser la condition de contact suivante :
Kh:{vhevh:/ W] dl <0 VTmeTM},

ott TM est un macro-maillage d’éléments 7™ & definir selon le choix de V.

Remarque 3.6. Cette condition de contact s’inspire des méthodes de type “mortar”,
tout en conservant un aspect local. En effet, la matrice de projection mortar n’est plus
une matrice pleine car I'inverse de la matrice de base de l'espace P°(T™) est diagonale.
Cette propriété nous assure que les matrices de projection “mortar” (produit matriciel
entre la matrice de base inverse de l'espace PY(T™) et les matrices de couplage entre
Pespace “mortar” et les espaces d’approximation, voir [44]) sont locales. Cependant, on
sait que la simple condition de type

h
W] dr < 0,
/7'hﬂl"c[ N] o

n’est pas stable pour tous les éléments couramment utilisés dans les études de I'ingénierie
(notamment en 3D, ou seul I'hexaeédre a 27 noeuds est stable naturellement), et ne mene
donc pas a des analyses mathématiques optimales. Cependant, en élargissant 1égerement
le support d’intégration, selon les cas, on arrive a démontrer des résultats de convergence
optimale et de stabilité.

Formulation mixte discréte

On introduit le probléme mixte équivalent : Trouver u” € V" et A\ € M" tel que :

a(u ") — b\ W) = 1(u"), Vot e VI
h_ \h ,h h h (3.50)

avec
MM ={uh e Xy <0 sur T},
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ou
Xt = {u" € LA T, : Wiy € POT™) NT™ € TV,

On obtient donc une méthode “mortar P°” qui sera automatiquement stabilisée par la
définition du macro-maillage T

Remarque 3.7. La condition de contact dans K" étant fixée, espace des multiplicateurs
de Lagrange sera toujours un sous-espace de P°(T"™) quel que soit le type d’éléments finis
utilisé dans l'espace d’approximation des déplacements V. On remarque donc que l'ordre
de la condition de contact reste fixe pour tout espace d’approximation considéré (linéaire ou
quadratique), seule la définition du macro-maillage varie pour assurer les bonnes propriétés
mathématiques de la méthode.

Résultats mathématiques

Hypothése 3.2. (Hypothése du DDL interne)
Pour tout macro-élément T™ € TM | il existe un degré de liberté x; de Vlh tel que supp(¢;) C
T™, ou ¢; est la fonction de base associée a x;.

Remarque 3.8. On note qu’il existe une taille minimale pour les macro-mailles permet-
tant a la fois de satisfaire ’hypothese 3.2 et de garantir la localité de la méthode. On note
aussi que le choix du maillage trace utilisé pour définir le macro-maillage est libre; ici, on
a choisi le maillage 1.

On peut maintenant rappeler les deux principaux résultats de convergence de la méthode
LAC.

Théoréme 3.2. Soient u et u” les solutions des problémes de contact continu (3.47) et
discret (3.49). On suppose que u € (H*(Q))? x (H*(Q?))? avec d = 2,3 et 3/2 < 5 < 2
(3/2 < s < 5/2 si k=2). Si ’hypothése 3.2 est satisfaite, alors il existe une constante
C > 0 indépendante de hy, hy (o0 hy et hy sont les paramétres de discrétisation du solide
1 et du solide 2 respectivement) et u, telle que

lu = u"ll 01,00 < C(RT™ + B3 [lulls 01 00

Théoréme 3.3. Soient (u,\) et (u, \") les solutions des problémes de contact continu
(3.48) et discret (3.50). On suppose que u € (H*(Q')) x (H*(Q22))? avec d = 2,3 et
3/2<s<2 (3/2<s<5/2sik=2). Sil’hypothése 3.2 est satisfaite, alors il existe une
constante C > 0 indépendante de hy, ho et u, telle que

A= )‘h”l/Q,*,FC +Ju— w100 < OB+ 05D Jull 01 02,
ot H.H1/27*71“c est la norme duale de H-Hl/z,l“c-

Remarque 3.9. Dans la suite de ce document on adoptera la convention suivante : on
nommera surface esclave la surface sur laquelle on aura défini les macro-mailles, c¢’est a dire
la surface portant les multiplicateurs de Lagrange de contact dans le cas de la formulation
mixte (3.50). La surface en vis-a-vis avec cette derniére sera la surface maitre.



84 TABLE DES MATIERES

Formulation matricielle

On considére les matrices suivantes C¥ € M, 1(R), CM € M,, x(R) et MLAC € M (R),
ou M, i, correspond a ’espace des matrices rectangulaires de taille mxk et M;, correspond
a l'espace des matrices carrés de taille k, définies par :

cE:/ EdF,C'M:/ M oar
1] Tj¢7,N 17 Tj¢ZN

MEAC = 65T,

ott les T" sont les supports des fonctions de base de PO(TM), les ¢¥ sont les fonctions de
base de degré k associées a la surface esclave et les ¢™ sont les fonctions de base de degré
k associées a la surface maitre.

Soit U le champ de déplacement et A le multiplicateur de lagrange, la formulation matri-
cielle du probléme (3.50) est la suivante :

U

Kyy Knu Kyg O UAA;

Kun Kunm Kurp OM| x U =,

Kegy Kgpy Kgrp CF f

y (3.51)

MLAC (tCEUE 41 CMUM) < 0 dans Rk,
AMLAC <0 dans R*,
MLACfl(tCEUE 41 CMUM),MLACA =0 dans R.

En remarquant que M*AC est diagonale définie positive, on a équivalence entre (3.51) et
la formulation suivante :

U
Kyny Knymy Kye O UN
Kun Kuym Kup CM| x UM =F,
Kgny Kgu Kgrp CF L
A (3.52)
toPUg +! C'MUM < 0 dans Rk,
A < 0 dans Rk,
(tCEUR +t MUy ). A =0 dans R.

On résout le probleme (3.52) en utilisant une stratégie des contraintes actives (active set)
couplée a un algorithme de Newton.



Chapitre 4

Etude d’impact de
I’implémentation de la méthode
LAC dans Code Aster

Ce chapitre concerne I'étude d’impact de I'implémentation de la méthode “LAC” (Local
Average Contact) dans Code__Aster. On discutera plus particulierement des choix d’im-
plémentation liés a la nouvelle condition de contact en évitant la création de nouveaux
types de mailles dans Code__Aster et en s’insérant dans le formalisme de gestion du
contact déja existant. Il convient donc pour cette premiere version d’implémentation de la
méthode d’adopter la stratégie de contact “maillé” (on va définir des mailles “virtuelles”
de contact permettant de réaliser les calculs élémentaires des contributions de contact) et
une approche de type Newton généralisé, approche développée durant les travaux de la
these précédente dans ce domaine, voir [55].

Les opérateurs impactés par la méthode sont :

~ CREA_MAILLAGE
— DEFI_CONTACT
— STAT_NON_LINE

Remarque 4.1. On avertit le lecteur que ce chapitre technique utilise beaucoup de for-
malisme propre a Code__Aster. Cependant, on pourra y trouver des éléments de réponse
concernant les choix numériques qui ont été entrepris pour développer la premiere version
de I'implémentation de la méthode LAC dans Code__Aster.

La méthode proposée implique les évolutions suivantes :

— Une modification du maillage sur la zone de contact esclave (non invasive dans le
volume), impliquant un impact dans l'opérateur CREA_MAILLAGE

— Une redéfinition des Lagrangiens de contact, une astuce d’implémentation de I'espace
PO(T™), impliquant un impact dans I'opérateur DEFI_CONTACT, et un impact dans
les catalogues (nouveaux types d’éléments).

— Un nouvel appariement de type “segment-segment” en 2D et de type “face-face” en
3D, une nouvelle évaluation des statuts de contact et un nouveau calcul élémentaire,
impliquant un impact dans 'opérateur STAT_NON_LINE.
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De plus, des opérations particulieres de post-traitement devront étre envisagées, aussi bien
au niveau de la structure de donnée résultat issue de 'opérateur STAT_NON_LINE qu’au
niveau plus global pour le contact par la création d’un opérateur spécifique :

— POST_CONTACT.

4.1 Opérateur CREA_MAILLAGE, création du maillage de calcul

4.1.1 Le cahier des charges

Le socle théorique nous impose de satisfaire 'Hypotheése 3.2. Deux approches sont alors
envisageables : réunir les mailles de la zone de contact esclave en patchs (macro-mailles)
(cette méthode est facilement réalisable dans le cas 2D et beaucoup plus complexe a mettre
en oeuvre dans le cas 3D) ou garder une trace des mailles de la zone de contact esclave
données par l'utilisateur pour définir le macro-maillage et raffiner localement ce maillage
afin d’obtenir un maillage de calcul satisfaisant I’hypothése. Dans un souci de simplicité,
de cohérence entre ’approche 2D et 'approche 3D, et pour ne pas déraffiner la condition
de contact, on utilisera la méthode de raffinement local dans les cas 2D et 3D. En effet,
sachant que la méthode proposée repose déja sur une gestion du contact uniquement en
moyenne, il convient de laisser a l'utilisateur un controle sur la taille des macro-éléments
en utilisant la trace sur la zone de contact de son maillage comme macro-maillage apres
raffinement local.

Le nouveau mot-clef facteur CREA_PATCH de l'opérateur doit alors satisfaire les points
suivants :

— stocker les informations relatives au macro-maillage,
— définir un couple maillage de calcul macro-maillage satisfaisant 'hypothese 3.2,

— si le maillage doit étre raffiné, utiliser un raffinement local (non communicant & tout
l'objet esclave) et créer un maillage conforme conservant le méme type de mailles
(TRIA 3 découpé en TRIA 3 etc...) On suppose que 'utilisateur a choisi le “bon”
type d’élément pour son probleme,

— mettre a jour les groupes de mailles si nécessaire.

Dans cette premiere version de I'implémentation de la méthode, on considere uniquement
les mailles 2D TRIA 3, TRIA 6, QUAD 4, et QUAD 8, et les mailles 3D TETRA 4,
TETRA 10, HEXA 8, HEXA 20 et HEXA 27. On exclut dans cette premiére version
de I'implémentation le cas des maillages pouvant contenir des prismes ou des pyramides
au dessus de la zone de contact.

4.1.2 Réalisation
4.1.2.1 Stockage du macro-maillage

Le macro-maillage sera caractérisé par 3 objets, une collection dispersée .PATCH caractéri-
sant chaque macro-maille, et deux connectivités inverses .CONOPA, et.COMAPA, permettant
de connecter un nceud (respectivement une maille) & sa macro-maille. Ces 3 objets seront
rajoutés comme attributs a la structure de donnée sd_maillage. La collection .PATCH pos-
sede nbpatch+1 éléments (ou nbpatch est le nombre de macro-mailles), le premier élément
de la collection contient des informations sur le nombre de macro-mailles, les indices de



4.1. OPERATEUR CREA_MAILLAGE, CREATION DU MAILLAGE DE CALCUL 87

début et fin de chaque zone de contact ; les autres éléments caractérisent les macro-mailles.
Chaque macro-maille est caractérisée par un type, le numéro du nceud portant le DDL
interne, et le numéro des noeuds internes supplémentaires si nécessaire (voir cas QUAD 4,
HEXA 8 et HEXA 20). Les mailles qui composent chaque macro-maille sont retrouvées
en parcourant soit le groupe de mailles définissant la surface esclave mise a jour, soit la
connectivité inverse .COMAPA.

4.1.2.2 Le cas 2D

Dans le cas 2D, l'interface de contact esclave est “1D”. Cette derniére est maillée soit
en SEG 2 soit en SEG 3. En premier lieu, on remarque que le SEG 3 associé a lui-
méme (macro-maille) satisfait ’hypothése du DDL interne. Il suffit alors de renseigner la
collection .PATCH et les nouvelles connectivités de la sd_maillage directement.

Dans le cas SEG 2, il existe deux découpes selon le type de la maille de corps associée. Dans
le cas TRIA 3, on ajoute un noeud au centre de la maille SEG 2 et on reconstruit les deux
nouveaux éléments de peau et les deux nouveaux éléments de corps tout en renseignant la
collection . PATCH et les connectivités .COMAPA et .CONOPA. Dans le cas QUAD 4. Etant
donné que I'on souhaite procéder a un découpage conforme, on ajoute deux noeuds dans la
maille SEG 2, et deux noeuds dans la maille QUAD 4. On peut ensuite reconstruire les
trois nouveaux éléments de peau et les 4 nouveaux éléments de corps tout en renseignant les
informations caractérisant la macro-maille. Les résultats de ces opérations sont présentés
dans la Figure 4.1.

CREA PATCH cas THIAY

CREA_PATCH cab TRAAE

CREA_PATCH can QUADS

BEA_PATCH cas CHIADE

————

g

FIGURE 4.1 — Résultats de I'opérateur CREA_PATCH en 2D, les macro-mailles associées a
chaque découpe sont surlignées en rouge.

Remarque 4.2. On portera une attention particuliere a I’orientation des nouvelles mailles
créées, a la conformité du maillage de calcul créé ainsi qu’a 'actualisation des groupes de
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maille. Cependant, on ne peut pas actualiser les groupes de nceuds. En effet, il n’est pas
possible de déterminer si un nouveau nceud rentre dans un groupe de nceuds déja défini
ou non.

4.1.2.3 Le cas 3D

Dans le cas 3D, l'interface de contact esclave est “2D”. Cette derniere peut étre maillée
en TRIA 3, TRIA 6, QUAD 4, QUAD 8 et QUAD 9. Comme dans le cas 2D, la
maille QUAD 9 associée a elle méme satisfait I’hypotheése du DDL interne ; on peut donc
directement renseigner les structures de données contenant les informations relatives au
macro-maillage sans raffiner localement. Dans les autres cas, on utilisera deux découpes
types, 'une pour les cas tétraédriques, et 'autre pour les cas hexaédriques. Ces deux
découpes sont conformes dans le sens ou 'on découpe un élément en générant le méme
type d’éléments. Les résultats de ces opérations sont présentés dans la Figure 4.2.

CREA PATCH iid TETRAA wt TEFRALD k.

—
|
|
—_
|3
.

— - P—
) & - & @ | =
s o B D
: 4 Fi
d & L] L ] | &
L] |
| » . | | | 2 . . | .
L - f 4 e |
1 L] | CREA PATEH cad HFLAZT < - |
A & \.‘I - |
A | ok
i o

FIGURE 4.2 — Résultats de 'opérateur CREA_PATCH en 3D, les macro-mailles associées a
chaque découpe sont grisées.

4.1.2.4 Quelques remarques sur le découpage

La fonctionnalité CREA_PATCH de l'opérateur doit étre capable de traiter :
— différents types de maille a I'intérieur d’une méme zone de contact,
— le multi-zone de contact,

— le cas des mailles “pathologiques” qui possedent plusieurs éléments de peau dans la
méme zone de contact ce qui oblige a effectuer un découpage particulier.
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La premiere version de 'implémentation de la méthode répond déja aux deux premiers
points.

Concernant la complexité des calculs sur le nouveau maillage, on remarque que I’on rajoute
un certain nombre de noeuds qui porteront des DDL et potentiellement des lagrangiens de
contact. Soit M le nombre de mailles de la surface esclave de la zone de contact considérée,
alors pour des maillages (de corps) en :

— TRIA 3 on ajoute M noeuds et 2M mailles,
QUAD 4 on ajoute 4M nceuds et 5M mailles,

— TETRA 4 on ajoute M noeuds et 4M mailles,

— TETRA 10 on ajoute 5M noecuds et 4M mailles,
— HEXA 8 on ajoute 8M noeuds et 9M mailles,

— HEXA 20 on ajoute 28M nceuds et 9M mailles.

De plus l'aspect ratio et la configuration des mailles générées peuvent éventuellement
parasiter le post-traitement de certaines données sur la surface esclave (éléments de peau
et éléments de corps en contact). Il sera donc envisageable d’effectuer une opération de
restriction des résultats sur le maillage utilisateur apres résolution du probleme sur le
maillage de calcul.

FIGURE 4.3 — Résultat de I'opérateur CREA_PATCH en 3D sur une face d’un cube maillée
en TETRA 4.

4.2 Opérateur DEFI_CONTACT, définition des espaces fonction-
nels

Cet opérateur doit prendre en compte la nouvelle définition des lagrangiens de contact,
i.e., espace P°(TM). 1l faut ajouter pour chaque macro-maille de la surface LAC un La-
grangien de contact (voir Figure 4.4) sachant qu’il n’est pas possible pour Code__Aster
d’affecter un DDL & une autre entité physique qu’un noceud. Une premiere approche consis-
terait a créer des nouvelles mailles géométriques contenant un nceud milieu associé a une
fonction de forme de type P°. Cette option est lourde en développement, elle impose la
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création d’un nouveau type de maille, complique les opérations de post-traitement et elle
nécessite un double appariement LAC-maitre et LAC-esclave. On va présenter dans ce
chapitre une astuce permettant de définir I'espace P°(T™) localement sur chaque maille
de calcul sous réserve de disposer d’un assemblage intelligent du systéeme matriciel.

Sl s Martis

FIGURE 4.4 — Les trois espaces de la zone de contact (Maitre, Esclave et LAC).

4.2.1 TIllustration de la technique sur le cas TRIA 3

L’astuce réside dans le fait que ’on sait pour chaque maille de la zone de contact esclave
du maillage donné par CREA_PATCH quel est le numéro local (dans la connectivité) du nceud
interne de la macro-maille, voir Figure 4.5. On sait donc sur quel nceud on doit ajouter

Ujpri et CAFA BATDR

—e .
,

FIGURE 4.5 — Numérotation locale du mailage de calcul, cas TRIA 3 (obtenue par
CREA_PATCH) .
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le DDL LAG C, i.e. le degré de liberté correspondant au multiplicateur de Lagrange P°,
(voir Figure 4.6). Le numéro local du nceud portant le DDL LAG C étant fixe on peut
définir un seul nouveau type d’élément permettant de prendre en compte la localisation du
LAG C'. Chaque degré de liberté LAG C' est bien commun uniquement a trois éléments,

e DM,DY.DE +LAG C

O, Y OKE DX, DY, 0E

FIGURE 4.6 — Attribution des degrés de liberté sur chaque nouvelle maille de contact
esclave TRIA 3.

les trois éléments composant la macro-maille. Etant donné que la fonction de base P° as-
sociée au multiplicateur de Lagrange de contact ne dépend pas des sommets géométriques
de la macro-maille, on peut découper le calcul élémentaire sur la macro-maille en calcul
élémentaire sur chaque maille la composant. Lors de ’assemblage, on somme les contribu-
tions de chaque maille sous-jacente a la macro-maille. Donc en attribuant a chaque DDL
LAG C une fonction de base localement constante sur I’élément, on obtient bien que les
DDL LAG C correspondent & l’espace PO(TM).

4.2.2 Illustration des difficultés sur le cas QUAD 4

Le cas d’une interface de contact esclave maillée en QUAD 4 permet de mettre en évidence
toutes les difficultés que cette astuce peut engendrer, a savoir :

— différentes localisations locales du nceud associé au DDL LAG C,

— démultiplication du DDL LAG C, provenant du fait que 'on ne dispose pas d’un
DDL LAG C commun a toutes les mailles sous-jacentes a la macro-maille.

La deuxieme difficulté vient du fait que I'on a opté dans le cas HEX A 8 pour un découpage
“conforme” en 6 HEXA 8, voir Figure 4.7.

Ne disposant pas d'un DDL LAG _C commun & toutes les mailles sous-jacentes a la macro-
maille, on doit créer localement 4 LAG__C portés par chaque DDL ajouté. On remarque
alors la premiere difficulté. Il y a deux sortes de mailles sous-jacentes a la macro-maille,
voir Figure 4.8 :

— 4 mailles portant 2 DDL LAG_C,
— 1 maille portant les 4 DDL LAG_C.

Remarque 4.3. La premiere difficulté impose la création de 5 catalogues de type_elem,
i.e. la description du type et de 'emplacement des DDL sur un support géométrique, (3
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_@

FIGURE 4.7 — Numérotation locale du maillage de calcul, cas QUAD 4 (obtenu par
CREA_PATCH).

BRIV 02| A DRDY.OE L DBEOY.DZ 1 a0 ¢ N S

DOV DZ & A | DRDY,DZ-1 e - DH.OY,02 OEOY.0E

FIGURE 4.8 — Attribution des degrés de liberté sur les nouvelles mailles de contact esclave
QUAD 4 (type E5 a gauche et types E1, E2, E3 et E4 a droite).

en 2D et 2 en 3D). En effet un catalogue bis (et ter en 2D) sera nécessaire pour pouvoir
affecter des type_elem différents sur des mailles géométriques de méme type.

4.2.2.1 Premiére difficulté

Il faut au cours de 'affectation des type_elem “tardifs” sur les mailles de contact esclaves
savoir si la maille est de type E5 ou E1, E2, E3, E4 (voir Figure 4.7). Pour cela, il faut
utiliser les informations de la collection .PATCH du maillage. On va donc boucler sur les
macro-mailles puis sur les mailles sous-jacentes sachant qu’elles sont ordonnées de maniere
connue lors de la mise & jour du groupe de mailles définissant la surface esclave de la zone
de contact considérée (par exemple E1,E2, E3,E4 et E5).
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4.2.2.2 Seconde difficulté

Elle sera traitée dans STAT_NON_LINE par l'utilisation d’un assemblage intelligent. Lors de
I’assemblage, on devra condenser les contributions dans un unique LAG C', une connecti-
vité sera nécessaire (construite a partir des données par la collection .PATCH du maillage),

afin de bien imposer la condition de contact en moyenne locale sur chaque macro-maille
.

4.2.3 Les autres cas
4.2.3.1 Les TRIA 6

Ce cas est similaire au cas TRIA 3, voir Figure 4.9.

o, DADY.DZ vLAG C

DX.DY.DZ

DxOY.oE

O, DY .0ZF DX.DY .02 OX.0Y,.0F

FIGURE 4.9 — Attribution des degrés de liberté sur chaque nouvelle maille de contact
esclave TRIA 6.

4.2.3.2 Les QUAD 8

Ce cas est similaire au cas QUAD 4, cependant on affecte pas de DDL LAG C' aux
nceuds milieux (voir Figure 4.10).

4.2.3.3 Les SEG 2

On doit différencier ce cas en deux sous-cas, le premier pour les SEG 2 issus de TRIA 3 et
le second pour ceux issus de QUAD 4. Ces cas sont similaires au cas QUAD 4, en effet,
comme ’on doit conserver 'orientation des mailles, on ne peut pas ordonner librement les
nceuds dans la connectivité du maillage issue de 'opération CREA_PATCH. Pour les SEG
2/TRIA 3, il existe deux type_elem (voir Figures 4.11 et 4.12), alors que pour les SEG
2/QUAD 4, il existe trois type_elem (voir Figures 4.13 et 4.14).
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F1GURE 4.10 — Attribution des degrés de liberté sur chaque nouvelle maille de contact
esclave QUAD 8 (type Eb5 a gauche et types E1, E2, E3 et E4 a droite).

= Dperrirsr CICA PR&TTH

FIGURE 4.11 — Numérotation locale du maillage de calcul, cas SEG 2/TRIA 3 (obtenu
par CREA_PATCH).

| rF 2

[ nE o & . £Fr o

FIGURE 4.12 — Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact esclaves SEG
2/TRIA 3.
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Chparaieur CHES PATCH

L 3

FIGURE 4.13 — Numérotation locale du mailage de calcul, cas SEG 2/QUAD 4 (obtenue
par CREA_PATCH).

£_1 2

. e e
H Om, %

FIGURE 4.14 — Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact esclave SEG
2/QUAD 4.

4.2.3.4 Les SEG 3 ou QUAD 9

On a déja remarqué que ces deux types de maille correspondent directement a des macro-
mailles (les mailles et les macro-mailles sont confondues). Dans ce cas, on a donc un unique
type_elem a affecter sur les mailles de contact SEG 3 et QUAD 9, voir Figures 4.16 et
4.15.

DE.DY DKE.DY L8
Ll C

FIGURE 4.15 — Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact esclave SEG 3.
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DE.DY DT DXDY.DE 0X,0v.0Z

L * }

ox.DY.DE | [ =, DXN.OY.DX
| . '
DX, 07,02
Lk C

I'-lil.l'-"f.l!!l mu“-'.nz IJ).(.BI'.IIZ

FIGURE 4.16 — Attribution des degrés de liberté sur les mailles de contact esclave QUAD
9.

4.3 Opérateur STAT_NON_LINE, construction et résolution du
systeme

Il y a quatre impacts principaux dans cet opérateur :

— on doit développer un nouvel appariement de type “segment-segment” en 2D et de
type “face-face” en 3D.

on doit calculer des nouvelles matrices de contact (voir (3.52)),

— on doit développer un assemblage du systéme global intelligent (gestion de la deuxieme
difficulté liée & lastuce dans DEFI_CONTACT), voir paragraphe 4.2.2.2,

— on doit choisir les algorithmes a utiliser pour gérer les différentes non-linéarités (géo-
métrique, contact, géométrie de contact), i.e., point fixe, contraintes actives, quasi
Newton, full Newton.

Les deux premiers points nécessitent un outil d’intersection de mailles efficace et robuste
dans le cas de mailles droites (linéaire et quadratique) et dans le cas de mailles courbes
(quadratiques).

Remarque 4.4. Pour simplifier, on peut étre en présence de trois types de non-linéarités
(quatre en incluant la possible non-linéarité de comportement lié & ’objet) : la non-linéarité
géométrique (grands déplacements), la non-linéarité de contact (inéquation) et la non-
linéarité géométrique de contact (méme a statuts de contact fixes et en petits déplacements,
les supports d’intégration dans les calculs élémentaires des matrices de contact dépendent
du déplacement).

4.3.1 Algorithme de résolution des non-linéarités liées au contact

On opte pour l'utilisation d’un algorithme de type Newton généralisé, gérant la non-
linéarité géométrique, la stratégie de type contraintes actives pour la non-linéarité de
contact et la non linéarité de comportement a I'intérieur de la méme boucle de Newton. Ce
cadre algorithmique est déja présent dans Code__Aster. 1l sera donc suffisant de remplacer
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toutes les briques internes de 'algorithme pour implémenter la nouvelle méthode.
On pose :
Un
U= UM )
Ur

Kyy Kyu KnE
K= |Kyn Kuvm Kue|,
Kgny Kgpyv Kgg

0

C=|cM

CE

En prenant en compte le “jeu intégré” initial Gy, le probleme (3.52) est équivalent A :

[K c} x m =F,

tcu < Gy dans R*, (4.1)
A <0 dans R,

tCU.A =0 dans R.

On introduit la fonction suivante :
A(U,A) = A + max(0, p(CU — Gy) — A), Vp > 0.

On peut alors montrer que (4.1) est équivalent a :

U
K O] x M =, (4.2)
A(U,A) = 0.

La résolution de la non-linéarité de contact revient alors a la recherche des contraintes
actives, i.e., les SA; = 1. On obtient I'algorithme global intitulé Algorithme 1.

4.3.2 Appariement

Le but de cette brique de 'opérateur est de gérer la non-linéarité géométrique du probleme
et celle issue de possibles grands déplacements. Pour chaque maille de contact esclave, on
cherche les mailles mailtres susceptibles de communiquer avec la maille esclave. On doit
aussi lors de cette opération calculer le “jeu” moyen entre les deux surfaces pour chaque
macro-maille. Pour ce faire, on va utiliser quatre outils :

— un outil de recherche de complexité linéaire utilisant I'information de voisinage au
niveau des arétes,

— un outil de projection de deux mailles sur le méme plan de référence (espace para-
métrique de référence de la maille esclave),

— un outil d’intersection de mailles planes,

— un outil de calcul de distance moyenne entre un triangle et une surface (cas 3D) ou
entre deux segments (cas 2D).
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Algorithm 1 Newton généralisé pour le contact

1: Appariement initial — Gy
2: for i = 1..dim(A) do
3:  if Gp; <0 then

4: SA? =0
5. else

6: SA? =1
7 end if

8: end for

9: k=1

10: while SAF £ SAF! Vk and ||r||z > tole do
11:  Calcul des matrices de rigidité et des seconds membres élémentaires.

12:  Calcul des matrices et des seconds membres de contact élémentaires :
13: fori=1.dim(A) do

14: if SA¥ =1 then
0o CcF o
tefo oY
0o oM o
15: else
0 0 O
0 Id O
0 0 O
16: end if
17 end for
18:  Assemblage du systeme global
19:  Résolution :
JE ¢, 0 AUy T
[Cr, 0 0| x|AAY| = G
0 0 Id AAZ? AV,

20:  Mise a jour :

21: Ui+1 = U + AUy

22: Ak+1 = A, + AN,

23:  Appariement sur la géométrie actualisée — Gy
24:  Evaluation des nouveaux statuts

25:  for i = 1..dim(A) do

26: if Ak-i—li + ka-‘rli < 0 then
27: SAFT =1

28: else

29: SAFL =0

30: end if

31: end for
32:  Calcul du résidu : rgiq
33: end while
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4.3.2.1 Algorithme de recherche de complexité linéaire

On propose d’adapter au cas du contact 'algorithme PANG de calcul de matrice de pro-
jection “mortar” pour la décomposition de domaine introduit dans [34]. Cet algorithme est
de complexité linéaire des lors que 1'on a trouvé un couple de mailles de départ. Il utilise
une recherche restreinte sur les mailles voisines maitres des mailles maitres intersectant
une maille esclave. De plus, il utilise les informations de voisinage au niveau des mailles
esclaves pour mettre a jour la liste des couples de mailles de départ. L’algorithme est décrit
dans la Figure 4.17. Cet algorithme permet un gain de temps important par rapport a un
appariement de type force brute (i.e., double boucle d’appariement maitre-esclave). Ce-
pendant, il manque de robustesse. Dans le cas de zone d’appariement possédant plus d’une
composante connexe, il est mis en échec. En effet, on détecte alors une seule des zones
d’appariement et ’algorithme de contact est dés lors mis en échec. On propose une ver-
sion plus robuste mais plus cotiteuse de l'algorithme initial en lui associant une recherche
récursive de couples de mailles de départ par force brute, voir Figure 4.18.

Début appariement
.
Définition du couple de depart

- anw dépar) 0 -

maille_maitre_a_tester

o Momma.upm

Lm que Hmailfe_ mln i teste #0e

’ > Test Prqoaor-lm

e

> Calcul du " intégré
ummaurﬁum

o Stockage du couple maille esclave-maile maitre
pour générer la madie de contact

Si on détecte une intersection
~o=  maille maitre-voisin maille esclave courante,
on met a jour la liste couple_deépart

maifle_maitre_a_tester
« veisin de ia maille maitre courante

Fin appariement -

FIGURE 4.17 — Algorithme d’appariement de complexité linéaire
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Début appariement

Y

Recherche force brute
couple de depart

-

Appariement de complexite
linéaire

A\l

Fin appariement

FIGURE 4.18 — Algorithme d’appariement version robuste

4.3.2.2 Outil de projection

Cet outil est déja disponible dans Code__Aster. En effet, un des outils de 'appariement
de la méthode Continue mmnewt.f90 effectue la projection orthogonale d’un point de
I'espace réel dans ’espace paramétrique d’une maille donnée. On va donc pouvoir projeter
n’importe quelle maille maitre dans ’espace paramétrique de la maille esclave afin de
réaliser le test d’intersection.

On remarque deux points importants :

— dans un premier temps, on limitera la phase de développement au cas ot la projection
de la maille maitre dans I’espace paramétrique esclave est convexe,

— étant donné que l'on effectue la projection dans I'espace paramétrique de la maille
maitre, on réalisera uniquement une intersection purement 1D ou 2D.

De plus, une autre routine est disponible dans Code__Aster : la projection sous une
direction imposée. On note que cet algorithme de projection sera utile pour l'outil “jeu”
moyen.
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4.3.2.3 Outil “jeu” moyen

On introduit cet outil dans le cas 2D décrit dans la Figure 4.19. Le maillage esclave est
constitué de deux mailles (E1, E2) et donc 1 macro-maille associée & un DDL LAG C';
le maillage maitre est lui aussi constitué de deux mailles (M1, M2).

[
m2

El ' 7

FIGURE 4.19 — Configuration 2D étudiée, en noir les mailles maitres M1 et M2 , en bleu
les mailles esclaves E1 et E2

En combinant les outils de projection et d’intersection, on obtient les mailles de contact
décrites dans la Figure 4.20. On va décrire I'outil de jeu moyen sur la premiére maille de
contact.

I e

0 o L DE I i by L o 0

[ i om oy [Ed i

FIGURE 4.20 — Mailles de contact obtenues par les deux premieres opérations de 'appa-
riement

Si 'on effectue les opérations projection sur la maille esclave et intersection, on obtient les
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projetés des points Y7 et Y5 dans Iespace de référence de la maille esclave El, respecti-
vement P; et P, et U'intersection (segment bleu). Le résultat de ces opérations est décrit
dans la Figure 4.21 .

lik ¥

nwioe [ d g T

FIGURE 4.21 — Projection et intersection dans I’espace de référence de la maille esclave E1

En considérant I'intersection comme un pseudo élément, on peut rapporter les points de
Gauss issus d’une formule de quadrature dans I'espace de référence de la maille esclave.
On considére ici par simplicité une formule de quadrature a un point de Gauss Pg; son
poids associé est la poids de U'intersection (voir Figure 4.22).

FIGURE 4.22 — Point de Gauss, Pg, lié a l'intersection dans l'espace de référence de la
maille esclave E1.

On retourne alors dans I'espace réel pour pouvoir estimer la distance aux points de Gauss.
On va utiliser les subroutines de Code__Aster suivantes :

— reerel.F90, retour dans 'espace réel,

— mmnewd .F90 projection sur la maille maitre des points de Gauss selon la direction de
la normale sortante esclave,

— apdist.F90 pour connaitre le “jeu” a chaque point de Gauss.

Ces opérations sont décrites dans les Figures 4.23 et 4.24.
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wwiw| P

FIGURE 4.23 — Point de Gauss, Pg, dans I'espace réel de la maille de contact.

e el PO
apeind. I

FIGURE 4.24 — Jeu au point de point de Gauss, d.

On ajoute la contribution suivante dans la composante du vecteur “jeu intégré”, G, cor-
respondant au DDL LAG__C' de la maille de contact,

N

Grac ¢ =Grac_c+Y_di pi-||(010 x 920)(Pgi)|l2,
i=1

ou d; est le jeu signé au i-eme point de Gauss (Pg;) , p; est le poids associé au i-éme point
de Gauss dans l'espace de référence de la maille maitre de la maille de contact, o est la
transformation de passage élément de référence élément réel et IV est le nombre de points
de Gauss définis sur I'intersection.

Par itération sur les mailles de contact, on obtient le vecteur G dont la dimension cor-
respond au nombre de DDL LAG C'; dans notre exemple il n’y a une seule composante
dans le vecteur “jeu” intégré.

Remarque 4.5. Dans le cas 3D, un outil de triangulation de polygone convexe est néces-
saire. En effet, il est plus aisé de calculer le “jeu” intégré par morceaux sur un ensemble
de triangles (définition plus simple des formules de quadrature que sur un polygone quel-
conque).

Remarque 4.6. Par souci de simplicité, on a présenté cet outil a partir du résultat de
I’appariement. Cependant, il sera directement introduit dans 'opérateur d’appariement,
dés qu’une projection-intersection non vide est détectée.
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Pour finir Uopération il suffit de diviser chaque composante du vecteur “jeu” intégré par
le poids d’intersection trouvé sur la macro-maille associée.

4.3.2.4 Conclusion

Une fois I'appariement terminé, on peut créer les éléments “tardifs” correspondants (mailles
de contact). Le “jeu” initial sert & initialiser I’algorithme de résolution de type contraintes
actives. Les Figures 4.25, 4.26 et 4.27 présentent les premiers résultats de I'implémentation
des routines liées a 'appariement sous Code__Aster.

A

FIGURE 4.25 — Appariement Cube-Sphere (Esclave-Maitre)(1/2)

FIGURE 4.26 — Appariement Cube-Sphere (Esclave-Maitre)(2/2)

Remarque 4.7. On se place dans le cas d’'un maillage en tétraedres a 4 nceuds, la zone
de contact est alors maillée en TRIA 3. Il existe un statut pour chaque DDL LAG_C' et
chacun de ces DDL est lié a trois mailles de contact esclaves. Il y a deux statuts principaux,
soit il y a contact, soit non contact (calculé en fonction de la condition de contact intégrée).
On note que le statut de non contact est découpé en deux sous-statuts. En effet, soit au
moins un des trois TRIA 3 associé a un DDL LAG _C est apparié, il y a alors une maille
de contact liée a ce DDL LAG C' et on peut avoir acces a une valeur du “jeu” moyen;
ou bien aucune des mailles liées au DDL LAG C n’est appariée et alors aucune maille de
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EEE i =

FIGURE 4.27 — Jeu intégré normalisé par la surface d’intégration effective (jeu moyen)

contact n’est générée. Le calcul élémentaire aboutit sur une ligne de zéros dans la matrice.
En effet, les DDL de contact sont créés dans ’opérateur DEFI_CONTACT une fois pour toutes
avant le calcul et sont activés selon la condition de contact dans ’opérateur STAT_NON_LINE
(mailles de contact). Jusqu’a présent, dans le cadre de la méthode Continue, chaque DDL
LAG C a toujours été apparié ce qui n’est plus le cas. Cette situation nous oblige a
créer un statut de non contact non apparié qui nous permettra de corriger les coefficients
diagonaux de la matrice assemblée correspondant aux DDL LAG C non appariés ainsi
que la composante du second membre associé.

4.3.3 Calcul des matrices de contact

Le calcul des matrices élémentaires de contact est dirigé par le champ de statuts SA (voir
algorithme). Si la contrainte associée au macro-élément T est active, alors on doit calculer
les contributions suivantes :

Cijwelem = /;-,gbl ’Fljm dl' = Z/ ¢Z ﬁm dra (43)
Mc

mNMe

CiEelem — / gbZEﬁe dl’ = Z / ¢Fﬁe dr, (44)
T Mo ! MmNMe

ot ¢F et oM sont les fonctions de bases esclaves et maitres, 7. et 7, les normales res-
pectives, Mcr I'ensemble des mailles de contact, et Mg I'ensemble des mailles maitres.
Si la contrainte de contact associée au macro-élément T est inactive, alors il n’y pas des
conditions de contact a respecter sur ce macro-élément et I’on fixe a zéro le DDL LAG__C;
associé. Etant donné que la macro-maille T’ n’existe pas en tant qu’élément, on calculera
des matrices “sous-élémentaires” au niveau des mailles de contact Mcr (association d’une
maille de contact esclave et maitre).

4.3.3.1 Calcul des matrices élémentaires de contact (M (¢lem)

On calcule en fait les matrices élémentaires de contact correspondant aux intégrales sous
la boucle sur les mailles de contact (voir (4.3) et (4.4)). Ces matrices élémentaires appar-
tiennent a My y et My s, oit N est le nombre de DDL de déplacements maitres de la
maille de contact et M est le nombre de DDL de déplacements esclaves de la maille de



CHAPITRE 4. ETUDE D’'IMPACT DE L'IMPLEMENTATION DE LA METHODE LAC DANS
Code _Aster

106
contact. Pour chaque maille de contact, on doit calculer les matrices suivantes :

M -
OMetem = / ¢Mit,, dT,
MypNMe

CfFetem = ¢Fi, dr,
MMM,

ou M, est la maille esclave de la maille de contact et M, est la maille maitre de la maille de
contact. Etant donné que la condition de contact choisie correspond & un jeu nul unique-
ment en moyenne, on doit procéder a une projection-intersection pour définir le support
d’intégration. Pour ce faire, on réutilise les outils présentés dans la section précédente.
En suivant le schéma de l'outil jeu intégré, on arrive a obtenir les coordonnées et poids
d’une formule de quadrature dans ’espace paramétrique de la maille esclave de la maille
de contact (voir Figures 4.21 et 4.22). En bouclant sur les DDL de déplacements maitres,
on peut alors calculer les coefficients de la matrice C’lE elem - Puis en utilisant la projection
sur l'espace paramétrique de la maille maitre de la maille de contact (mmnewd.F90) on
obtient alors le support d’intégration dans ’espace référence de la maille maitre, ce qui
permet de calculer (en définissant un schéma d’intégration) les coefficients de la matrice

Melem
O Metem

4.3.3.2 Choix de la normale

\
\

<—— champ de normales lissées

<—— champ de normales aux
points de Gauss
champ de normales standard

F1GURE 4.28 — Différents choix de champs de normale envisagés.

La question du choix de la normale n’a pas encore été abordée. Ce choix n’étant pas unique,
on se propose d’utiliser dans notre cas deux types de normale. Soit on évalue la normale
a chaque point de Gauss maitre et esclave, soit I’on utilise un champ de normales lissées
calculé sur chaque configuration déformée (maitre et esclave). Ces deux choix permettent
d’éviter le probleme de définition multiple de la normale aux sommets des éléments lorsque
I'on considere des géométries courbes. Dans le cas quadratique, ces deux choix sont rela-
tivement similaires. Au contraire dans le cas des maillages linéaires, le champ de normale
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lissée permet de régulariser le champ des normales et de mieux approcher les géométries
courbes, voir Figure 4.28.

4.3.4 Assemblage intelligent

Nous présentons ici une piste pour gérer la deuxieme difficulté liée a ’astuce utilisée dans
DEFI_CONTACT. On se situe dans le cas HEXA 8; on veut calculer la matrice C¥ (voir
(3.52)) . On suppose que le maillage esclave est uniquement composé d’une macro-maille,
il y a donc cinq mailles sur la surface esclave (pour simplifier nous ne parlerons que des
contributions esclaves), 8 DDL de déplacement, 4 Lagrangiens de contact informatiques,
mais un seul Lagrangien au sens mathématique. La Figure 4.29 représente le maillage
esclave considéré. Les matrices élémentaires sont les suivantes :

FIGURE 4.29 — Maillage esclave, en noir (X1,..., X4, D1,..., D4) les DDL de déplacement,
en rouge (1, ..., 4)

— Elément T :

X1
a, b, ¢ d, Xo| |1
|fll bI T dl‘| Dg o 2 (45)
D,
— Elément IT :
Xo
ary bII Crr dII X3 2
X = 4.6
|f%1 bn Crr du] Dy 3 ( )
Do

— Elément III :
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X3
Crr b G i % X4 — 3 . (4.7)
aIII bIII CIII III D4 4
D3

— Elément IV :

Xy
ary bIV Crv dIV X1 _ 4
X = (4.8)
Ay bIV Crv dIV Dy 1
Dy
— Elément V :
a, b, ¢, d, Dy 1
a, b, c, d D 2
vioove v v | = (4.9)
a, b, c, d, D3 3
a, b, ¢, d, Dy 4
Un assemblage classique nous donnerait la matrice globale C¥ suivante :
a; +b,, b, 0 Ay ay + ¢+ ¢y b, +d, Cy dy +d;y
aI aII + bI bII 0 aV + CI bV + dI + dII CV + CII dV
0 Ay by +ag, by ay, b, +d;, ¢yt +dpy; dy, +epp
bIV 0 aIII bIII+aIV G’V+CIV bV CV+dIII dV+CIII+dIV
(4.10)

On remarque facilement que cette matrice ne correspond pas au couplage des déplacements
avec les fonctions P°(T™). On doit trouver une technique d’assemblage compatible avec
lassemblage utilisé dans Code__Aster (et qui ne doit pas étre totalement incompatible
avec le parallélisme) permettant d’obtenir la matrice de couplage suivante & la place de
(4.10) :

a; + brv
b, +arr
br+arrr
'DEPL x | UTHAV | _ g, (4.11)

a, +cr+c;y,

b, +dir+d,

¢y +dirr+c¢,
_dv +crr + dIV_

On veut donc lors de 'assemblage élémentaire multiplier les contributions par 0.5 dans
le cas des éléments de type E1, E2, E3 et E4 (matrices élémentaires (4.5), (4.6), (4.7) et
(4.8)) et par 0.25 dans le cas des éléments de type E5 (matrice élémentaire (4.9)). Ensuite
pour chaque macro-élément, on somme les lignes correspondantes de la matrice globale
du systeme et on garde uniquement un lagrangien dans le systéme correspondant a la
condition de contact mathématique. Les trois lagrangiens informatiques supplémentaires
sont fixés égaux au multiplicateur de Lagrange physique.

4.3.5 Remarque sur la convexité

Plusieurs outils développés dans ce chapitre utilisent fortement ’hypothése de convexité,
soit au niveau des mailles esclaves et maitres, soit au niveau de 'intersection de la pro-
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jection. Cette hypothese est facilement respectée dans le cas de maillage non courbe ou
dans le cas de l'utilisation de mailles linéaires planes. L’extension de ces outils au cas
quadratique courbe demande un travail d’adaptation des outils exposés dans ce chapitre.
On peut, dans les cas les plus pathologiques, perdre ['unicité de la projection mmnewt .F90,
perdre la convexité de l'intersection, ce qui complique 'algorithme d’intersection en lui-
méme, et I'outil de triangulation. Des choix d’approche et d’approximation devront étre
pris pour pouvoir aborder ce probléme et gérer tous les cas pathologiques.

4.3.6 Gestion des maillages quadratiques

FIGURE 4.30 — Approximation géométrique des éléments maitres.

Dans le cas quadratique courbe, on ne peut pas approcher la géométrie de la maille maitre
dans l'espace paramétrique esclave. Pour approcher au mieux la géométrie maitre, on va
utiliser une décomposition de la maille en éléments linéaires, voir Figure 4.30. Ce type
de stratégie est couramment utilisée dans la littérature des méthodes “mortar” pour le
contact voir [67]. La géométrie esclave est quant & elle approchée de maniére exacte par
son espace paramétrique. Contrairement a I’approche courante consistant a utiliser un
plan auxiliaire d’intersection (définie & partir de la surface esclave), on a choisi de réaliser
toute les opérations de projection et d’intersection dans I’espace paramétrique esclave. Ce
choix permet a la fois 'utilisation d’un critere de tolérance d’appariement indépendant de
la modélisation et de réaliser uniquement des intersections purement 2D ou 1D. En utili-
sant cette approche et en contrélant la qualité du maillage, on prévient I’apparition des
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cas pathologiques séveres qui aboutissent a des erreurs fatales ou sur une non-convergence
de l'algorithme de Newton généralisé. De plus, contrairement aux méthodes “mortar clas-
siques” P2/P? la méthode LAC n’est pas confrontée au probleme de signe vis a vis des
fonctions de base de I'espace des multiplicateurs de Lagrange. L’attention devra donc étre
principalement portée au niveau de la qualité du maillage, et plus particulierement du
maillage de la surface esclave. En effet, les choix algorithmiques mis en ceuvre dans cette
premiere version de I'implémentation de la méthode ne prennent pas en compte le cas
d’intersections non convexes. Si les mailles esclaves ne respectent pas cette contrainte, on
obtient des intersections non pertinentes, on observe deés lors des coeflicients d’intersec-
tions aberrants (supérieurs & 1) ce qui aboutit & un échec de convergence de 'algorithme
de résolution du probleme.

4.3.7 Post-traitement

Toutes les variables de résolution du contact, statuts, multiplicateurs de Lagrange, “jeu”,
sont uniquement pertinentes au niveau de la macro-maille. On doit donc modifier la struc-
ture de donnée résultat en sortie de I'opérateur STAT_NON_LINE afin d’observer correc-
tement ces variables. En effet, actuellement les variables de contact sont strictement no-
dales et sont donc restituées sous forme d’un champ de résultat nodal, de type cham_no.
Dans le cadre de la méthode LAC, on va introduire un nouveau champ de sortie sup-
plémentaire, sous la forme d’un champ constant par élément a plusieurs composantes, de
type cham_elem. Etant donné que la macro-maille n’existe pas en tant que maille phy-
sique, elle est uniquement accessible par ses sous-mailles. Chaque sous-maille d’'une méme
macro-maille restitue alors les mémes valeurs pour les différentes variables de résolution
du contact présentes dans le champ résultat constant par élément. Ainsi, on visualise bien
un champ de type P°(TM) correspondant & 'espace fonctionnel traitant le contact.

4.4 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre les premieres pistes empruntées lors de 'implémenta-
tion d’'une maquette de la méthode LAC dans Code__Aster (principalement dans le
cas d’intersection convexe). La plus grande partie du travail a été réalisée dans 'opérateur
STAT_NON_LINE ou il a été nécessaire de réécrire toutes les briques de 'algorithme de New-
ton généralisé dans le formalisme de la méthode LAC. Cette maquette permet donc de
réaliser une premiere série de tests pour confirmer les résultats théoriques (taux de conver-
gence et stabilité) et d’analyser le comportement de la méthode vis a vis des maillages
incompatibles. On pourra ainsi vérifier qu’elle permet d’obtenir des résultats d’aussi bonne
qualité que ceux obtenus par les méthodes de type “mortar” dans la littérature.



Chapitre 5

Validation numérique
“académique”

Les objectifs de ce chapitre sont de valider la méthode “LAC” qualitativement et quan-
titativement, de comparer les résultats obtenus avec ceux issus d’une méthode de type
“collocation”, la méthode Continue de Code _Aster et finalement valider les taux de
convergence théoriques. Pour ce faire, nous allons, dans un premier temps, analyser les
résultats obtenus avec la premieére version de l'implémentation de la méthode (branche
de développement personnelle traitant le cas quasi-statique en formulation Newton géné-
ralisé) sur une batterie de cas tests “académiques” en maillages incompatibles et sous
hypotheses HPP. Cette premiere version de développement est & méme de gérer les cas
suivants : les maillages 3D en tétraedres a 4 et 10 noeuds, en hexaedres a 8, 20 et 27 nceuds
et les maillages 2D en triangles a 3 et 6 nceuds, en quadrangles a 4 et 8 nceuds. On note
que ce sont les éléments majoritairement utilisés dans les études de I'ingénierie. On com-
parera ces résultats avec ceux obtenus par la méthode Continue utilisant I'algorithme de
Newton généralisé et un schéma d’intégration nodal. Dans cette configuration, la méthode
Continue s’apparente a une méthode de type “collocation”. Elle possede donc toutes les
limitations dues a cette approche dans le cas général des maillages incompatibles. Finale-
ment, on utilisera la méthode des solutions manufacturées et le probleme du contact de
Hertz en 2D et 3D pour valider numériquement les taux de convergence théoriques de la
méthode LAC.

5.1 Analyse qualitative et quantitative comparative entre la
méthode LAC et une méthode de type “collocation” :

5.1.1 Présentation des cas tests

Les quatre problemes considérés dans cette batterie de cas tests permettent d’aborder le
contact plan jusqu’au contact courbe en passant par la gestion de la transition contact
non-contact et cela dans le cas général des maillages incompatibles. Les tests considérés
sont les suivants : le patch test de Taylor, le probleme d’une poutre en flexion en contact
sur une poutre encastrée, le contact de Hertz, et finalement l'inclusion de deux spheéres
creuses sous pression interne.



112 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMERIQUE “ACADEMIQUE”

5.1.1.1 Patch test de Taylor

Ce probléme est un des tests de référence en mécanique du contact, voir [74]. D’apparence
trés simple, il ne fait intervenir que du contact plan établi sans transition contact non-
contact, il devient discriminant dans le cas général des maillages incompatibles. En effet,
dans ce cas général, ce test est connu pour faire échouer les méthodes de type “collocation”
alors que les méthodes de type “mortar” avec intégration exacte le passent avec succes. On
s’attend donc a observer un bon comportement pour la méthode LAC et un échec pour la
méthode Continue.

Configuration du test en 2D :

On considere deux carrés de coté 50mm (voir Figure 5.1) composés du méme matériau
(module de Young E = 2000M Pa; coefficient de Poisson v = 0.3). On applique une
condition de symétrie sur ’axe O—gj, et sur la base du carré inférieur et une pression de
25M Pa sur le haut du cube supérieur. Les carrés seront maillés de maniére incompatible
pour tous les éléments considérés.

Les résultats attendus sont un champ de déplacement vertical linéaire et continu a travers
la surface de contact,

uy(x7y) = Oéy +67

avec a = 0.0125 et 8 = 0.625mm, une distribution de la composante o, du tenseur des
contraintes de Cauchy homogeéne dans les deux objets ainsi qu'une pression de contact
(multiplicateur de Lagrange) constante (égale a la pression appliquée),

Nz, y) = oyy(z,y) = —25M Pa.

FIGURE 5.1 — Configuration du patch test de Taylor en 2D

Configuration du test en 3D :

On considere deux cubes de mémes dimensions (50mm x 50mm x 50mm, voir Figure 5.2)
composés du méme matériau (module de Young E = 2000M Pa; coefficient de Poisson
v = 0.3). On impose des conditions de symétrie sur les faces @02, 5?/5—;, et sur la base
du cube inférieur et une pression de 25M Pa sur la face supérieure du cube supérieur. Les
cubes seront maillés de maniere incompatible pour tous les éléments considérés.
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Les résultats attendus sont similaires & ceux du cas 2D.

ol ’ ——
. - “-‘,f‘

FIGURE 5.2 — Configuration du patch test de Taylor en 3D

5.1.1.2 Poutre en flexion en contact

Ce test permet principalement d’observer le processus de décollement. Il consiste a mettre
deux poutres en contact initial et & placer (a4 l'aide de pression) la poutre supérieure en
flexion de sorte a observer le décollement. Ce test est donc intéressant pour valider les choix
algorithmiques qui régissent 1’évaluation des statuts de contact. Il permet de commencer
a sortir du cas simple du contact plan et aussi a traiter les cas de transition contact/non-
contact. On fixera le coefficient de Poisson & zéro de sorte a observer une pression de
contact invariante selon y dans le cas 3D.

Configuration du test en 2D :

y-Axls
0

-20

X-Axe

FIGURE 5.3 — Configuration du test de la poutre en flexion en contact en 2D

On considere deux poutres de dimension 100mm x 20mm composées du méme matériau
(module de Young E = 2000M Pa; cgfﬁcient de Poisson v = 0.0) en contact. On impose
des conditions de symétrie sur 'axe Oy et sur la base de la poutre inférieure. On impose
une pression de 30M Pa sur la demi-face supérieure (coté parallele a ’axe Ox) de la poutre
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supérieure et une pression de 7.5M Pa sur la demi-face latérale supérieure de la poutre
supérieure. Les poutres seront maillées de maniere incompatible pour chaque élément
considéré.

Configuration du test en 3D :

On considere deux poutres de dimension 200mm x 25mm x 25mm composées du méme
matériau (module de Young E = 2000M Pa; coefficient de Poisson v = 0.0) en contact.
On impose des conditions de symétrie sur les faces OxOz et OyOz et sur la base de la
poutre inférieure. On impose une pression de 30M Pa sur la demi-face supérieure (coté
face OyOz) de la poutre supérieure et une pression de 7.5M Pa sur la demi-face latérale
supérieure de la poutre supérieure. Les poutres seront maillées de maniére incompatible
pour chaque élément considéré.

FIGURE 5.4 — Configuration du test de la poutre en flexion en contact en 3D

Dans les deux configurations, on utilisera une solution de référence calculée sur un maillage
fin et compatible pour définir des valeurs caractéristiques de référence.

5.1.1.3 Contact de Hertz

Le probleme du contact de Hertz est I'un des tests fondamentaux en mécanique du contact
[42]. TI possede une solution non triviale et la pression de contact peut étre exprimée ana-
lytiquement (sous hypotheéses HPP). C’est un cas test compliqué pour plusieurs raisons :
la surface de contact effective est tres faible par rapport a la taille des objets en contact, on
se situe dans le cas du contact déformable-déformable et il fait intervenir des géométries
courbes. A ces difficultés, on va rajouter I'incompatibilité des maillages et comparer la
qualité des résultats obtenus (particulierement au niveau de la pression de contact). On
s’attend a observer des résultats montrant plus ou moins d’oscillations parasites pour la
méthode Continue et & observer des résultats sans oscillations avec la méthode LAC (si la
géométrie est bien approchée).

Configuration du test en 2D :

On considére un cylindre de diamétre 100mm en acier (module de Young E = 2.1 -
10°M Pa; coefficient de Poisson v = 0.3) en contact avec un block de coté 200mm en
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aluminium (module de Young E = 7-10* M Pa ; coefficient de Poisson v = 0.3). On suppose
que les deux matériaux se comportent de maniere élastique (linéaire). Le cylindre subit
une force nodale de 35kN en son sommet. On utilise une approximation 2D représentative
du probléme. Les deux objets seront maillés de manieére indépendante. Cette configuration
de test est issue des benchmarks NAFEMS, voir [52].

i

FIGURE 5.5 — Contact de Hertz, configuration en 2D

Une solution analytique est connue pour la pression de contact :

Ol Prar = —3585.37TM Pa et a = 6.21mm désigne le rayon de la zone de contact.

Configuration du test en 3D :

On considere deux demi-spheres de rayon 100mm, dont on modélise un huitieme de cha-
cune en utilisant les différentes symétries du probleme. On suppose que les deux objets sont
constitués du méme matériau (module de Young E = 2 - 103M Pa; coefficient de Poisson
v = 0.3), et se comportent de maniere élastique (linéaire). On applique un déplacement
de 1.5mm (resp. —1.5mm) sur la face supérieure de la demi-sphere supérieure (resp. sur
la face inférieure de la demi-sphére inférieure). Les deux objets seront maillés de maniére
indépendante.
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FIGURE 5.6 — Contact de Hertz, configuration en 3D

Une solution analytique est connue pour la pression de contact :

Ol Par = —171.362M Pa et a = 12.247mm représente le rayon de la zone de contact.

5.1.1.4 Inclusion de deux sphéres creuses sous pression

Ce cas test s’apparente au patch test de Taylor, dans le sens ot le contact est établi et que
l'on s’attend a retrouver le comportement d’une unique enveloppe sphérique. Cependant,
ce cas test est beaucoup plus délicat du fait que I'interface de contact est courbe. De plus,
les maillages étant incompatibles, la courbure est approchée de maniere différente du coté
esclave et maitre. On s’attend donc a avoir une qualité bien moindre des résultats dans
les cas traités avec des maillages linéaires par rapport aux cas traités avec des maillages
quadratiques.

Configuration du test en 2D :

PIREN 5s . /o . 1 2
On consideére I'inclusion de deux enveloppes sphériques (rayons internes r;,, = 20mm, r;,, =
30mm, rayons externes rl,, = 30mm, r2, = 40mm) constituées du méme matériau (mo-

dule de Young E = 2000M Pa ; coefficient de Poisson v = 0.3) en utilisant une modélisation
axisymétrique. De plus, on utilise une condition de symétrie sur I’axe @ (voir Figure 5.7).
On applique une pression interne, p, de 25 M Pa. Les deux objets seront maillés de maniére
incompatible.
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FIGURE 5.7 — Inclusion de deux sphéres creuses sous pression, configuration 2D

La solution analytique de ce probléme est connue, elle s’exprime facilement en coordonnées
polaires :

7’~1 3 r.lt 3
up(r,0) = (Tine) B <(1—21/)7“—|—(1—|—1/)( int) )g

212
rk )3 k)3
UM(’I“, 9) - _ ( mt) )3 (( z:?)t) _ 1) P.

On obtient alors les valeurs caractéristiques suivantes,

( ) = 0.2mm,

(40,0) = 0.075mm,
0,+(20,0) = 25MPa,

(30,0) = 4,894179894M Pa,

( ) = O0MPa.

Configuration du test en 3D :

On considere le méme probleme que précédemment en utilisant cette fois-ci une modéli-
sation 3D (voir Figure 5.8).
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FIGURE 5.8 — Inclusion de deux sphéres creuses sous pression, configuration 3D

5.1.2 Analyse des résultats

On va procéder a une analyse comparative exhaustive entre les résultats obtenus par la
méthode LAC et ceux obtenus par la méthode Continue pour chaque cas test en 2D et
3D en considérant tous les éléments implémentés pour la méthode LAC & I'heure actuelle.
Le but de cette analyse est de mettre en avant les qualités et les défauts de la méthode
proposée par rapport a une méthode de type “collocation” dans le cas général des maillages
incompatibles. On portera une attention particuliere aux maillages afin de ne pas sortir
du cadre des projections et intersections de mailles convexes (voir Paragraphe 4.3.5).

5.1.2.1 Patch test de Taylor

Cas 2D

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.9 et 5.11, les
résultats obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.10 et 5.12
(de haut en bas champ de déplacement u, sur la configuration déformée, composante o,
du tenseur des contraintes de Cauchy sur la configuration déformée et le multiplicateur
de Lagrange (surface esclave)). La méthode LAC passe le patch test avec succes, voir Ta-
bleau 5.1. On retrouve bien le bon comportement des méthodes de type “mortar”, toutes
les valeurs d’intérét sont approchées a précision machine. Comme annoncé, la méthode
Continue échoue étant donnée que la méthode repose sur une formulation de type “collo-
cation”. On observe des lors des oscillations plus ou moins importantes, jusqu’a 36%, selon
la configuration considérée, voir Tableau 5.2.
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FIGURE 5.9 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (méthode LAC) :
colonne de gauche triangles & 3 noeuds, colonne de droite triangles a 6 noeuds.
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FIGURE 5.10 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (méthode Continue) :
colonne de gauche triangles & 3 noeuds, colonne de droite triangles a 6 noeuds.
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FIGURE 5.11 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (méthode LAC) :
colonne de gauche quadrangles a 4 noeuds, colonne de droite quadrangles a 8 noeuds.
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FIGURE 5.12 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (méthode Conti-
nue) : colonne de gauche quadrangles a 4 noeuds, colonne de droite quadrangles a 8 nceuds.
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Eléments | Erreur relative |\ — M| | Erreur relative |o,, — ol | | Résultat du
A" min A" max Jzy min UZy max test
TRIA3 |5-1072% | 3-1072% | 2-1072% | 2-1071*% Succes
TRIA 6 6-1073% | 7-1073% | 2-1072% 2-10712% Succes
QUAD4 [ 3-1002% [ 4-1072% [ 2-1072% | 4-1072% Succes
QUADS8 | 1-1072% | 1-1072% | 2-1072% | 2-107'?% Succes

TABLE 5.1 — Erreur relative en pression de contact A et sur oy, pour la méthode LAC.

Eléments | Erreur relative |\ — M| | Erreur relative |o,, — agy| Résultat du
A" min A" max O'gy min O'Zy max test
TRIA 3 | 2.15% 4.98% 2.73% 3.17% Echec
TRIA 6 | 30.44% 19.77% 20.4% 14.94% Echec
QUAD 4 | 1.61% 6.43% 7.19% 7.56% Echec
QUAD 8 | 36.47% 25.08% 11.56% 10.04% Echec

TABLE 5.2 — Erreur relative en pression de contact A et sur o, pour la méthode Continue.

Cas 3D

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.13 et 5.15,
les résultats obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.14 et 5.16
(de haut en bas champ de déplacement u, sur la configuration déformée, composante o,
du tenseur des contraintes de Cauchy sur la configuration déformée et multiplicateur de
Lagrange (surface esclave)). De la méme fagon que précédemment, la nouvelle méthode
proposée passe le patch test avec succes, a précision machine. On retrouve le bon compor-
tement des méthodes de type “mortar”, toutes les valeurs d’intéréts sont respectées, voir
Tableau 5.3. Comme pour le cas 2D, la méthode Continue échoue aussi dans le cas 3D
étant donné que 'on considere des maillages incompatibles. On observe des oscillations
pour les multiplicateurs de Lagrange de contact et pour la composante o,, du tenseur
des contraintes de Cauchy localisé au niveau de la zone de contact, voir Tableau 5.4 .
Cependant, 'ordre de grandeur des résultats en déplacement est bien respecté.
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FIGURE 5.13 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques tétraédriques (méthode
LAC) : colonne de gauche tétraédres & 4 noeuds, colonne de droite tétraedres a 10 nceuds.
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FIGURE 5.14 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques tétraédriques (méthode
Continue) : colonne de gauche tétraedres & 4 noeuds, colonne de droite tétraedres a 10 nceuds.
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FIGURE 5.15 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques hexaédriques (méthode LAC) :
colonne de gauche hexaedres a 8 noeuds, colonne du milieu hexaedres & 20 noeuds et colonne de droite hexaedres a

27 noeuds.
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FIGURE 5.16 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques hexaédriques (méthode
Continue) : colonne de gauche hexaédres & 8 noeuds, colonne du milieu hexaédres & 20 noeuds et colonne de droite
hexaedres a 27 noeuds.
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Eléments Erreur relative |\ — A"| | Erreur relative |o,, — o, | | Résultat du
A" min A max ol min o max test
TETRA4 |8-1002% [ 7-1072% [ 1-1072% | 2-107"% Succes
TETRA 10 | 2-1073% | 2-10712% | 3-1072% | 2-10712% Succes
HEXA 8 6-10712% [ 3-1072% [ 4-1072% | 4-10712% Succes
HEXA 20 | 7-10712% 0.0% 2.10712% | 2-1072% Succes
HEXA 27 | 8-1073% | 3-10713% | 2-1072%% | 1-1072% Succes

TABLE 5.3 — Erreur relative en pression de contact A et sur o,, pour la méthode LAC.

Elément Erreur relative |\ — \"| | Erreur relative |o,, — .| | Résultat du
A" min A" max ol, min ol, max test
TETRA 4 17% 16.74% 22.68% 13.33% Echec
TETRA 10 | 35.37% 22.23% 13.96% 13.32% Echec
HEXA 8 19.25% 27.66% 48.82% 33.84% Echec
HEXA 20 | 50.81% 7.99% 35.9% 21.16% Echec
HEXA 27 | 46.78% 28.47% 56.63% 36.18% Echec

TABLE 5.4 — Erreur relative en pression de contact A et sur o, pour la méthode Continue.

Ce premier test démontre la capacité de la méthode LAC a gérer de maniére optimale (&
Pinstar des méthodes de type “mortar”) les maillages incompatibles sur un probléme simple
de contact plan en 2D et 3D. On remarque que déja dans ce cas simple les méthodes de
type “collocation” montrent leurs limites lorsque ’on considere le cas général des maillages
incompatibles.

Remarque 5.1. Au niveau de la convergence de 'algorithme de Newton généralisé, on
observe une convergence a la premiere itération pour la méthode LAC alors que la méthode
Continue a besoin de plus d’itérations pour ce cas test. Ceci confirme que la méthode LAC
converge a précision machine dans ce cas simple. Une fois le contact établi (deés l'initialisa-
tion du probléme) on se retrouve dans un probléme purement linéaire, on s’attend donc a
converger deés la premiere itération de I'algorithme. En effet, étant donné que 'opération
de projection-intersection et que les schémas d’integration utilisés sont optimaux dans
ce cas plan, les éléments finis de type P'/P°(TM) ou P?/P%(TM) sont suffisants pour
décrire parfaitement la solution analytique (déplacements linéaires, pression de contact
constante).

Remarque 5.2. Dans le cas de maillages compatibles, la méthode de collocation passe
le test avec succes (voir cas test SSNV167 de Code__Aster). On rappelle que la méthode
“mortar classique” est équivalente a la méthode de “collocation” dans le cas des maillages
compatibles, en effet la matrice de projection “mortar” devient alors I'identité, voir [44].

5.1.2.2 Poutre en flexion en contact

Cas 2D
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Solution de référence sur un maillage fin compatible

On commence par exhiber une solution de référence obtenue par la méthode Continue sur
un maillage trés fin (maillage en quadrangles linéaires avec 7735 DDL dont 91 DDL de
contact) compatible, voir Figure 5.17. Dans ce cas de figure, les méthodes de type “col-
location” et de type “mortar” standard sont équivalentes; il est donc licite d’utiliser les
résultats obtenus par la méthode Continue sur ce maillage comme référence. Etant donné
que dans le cas compatible la méthode LAC n’est pas équivalente au méthode “mortar
standard”, on calcule donc la solution issue de la méthode LAC sur le méme maillage pour
vérifier quantitativement la proximité des résultats issus des deux méthodes. On obtient
bien des résultats similaires & 10~2% pres, voir Tableau 5.5. On va donc comparer les résul-
tats obtenus avec les deux méthodes de maniere qualitative par rapport aux résultats issus
de la méthode Continue sur le maillage de référence compatible et de maniere quantitative
entre les résultats issus des deux méthodes et leurs résultats de référence respectifs.

Cormarte de Caucty SYY (MPQ)

Deplocement vertical DY (mm) 3 28

04 0 04 08
o 1ol

FIGURE 5.17 — Résultats de référence obtenus par la méthode Continue avec maillage compatible linéaire.
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Valeurs de référence | Méthode Continue | Méthode LAC | Ecart relatif
ume 1.0116mm 1.0112mm 0.0424%
umin —0.6201mm —0.6208mm | 2.4-1073%
Aman —31.2114M Pa —31.2056M Pa 0.0187%

TABLE 5.5 — Valeurs de référence et écart entre les valeurs issues des deux méthodes sur
un maillage compatible.

Analyse des résultats sur des maillages incompatibles

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.18 et 5.20,
les résultats obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.19 et 5.21
(de haut en bas : champ de déplacement u, sur la configuration déformée, multiplicateur
de Lagrange et “jeu” en fonction de I’abscisse du centre de la macro-maille). Les erreurs
relatives par rapport aux solutions de référence sont présentées dans le Tableau 5.6 pour
la méthode LAC et dans le Tableau 5.7 pour la méthode Continue. Les résultats en dé-
placement et la détection de la zone de contact réelle sont comparables entre les deux
méthodes. On remarque que les éléments linéaires en triangles sont moins précis vis a vis
du déplacement ugef maximum pour les deux méthodes, ce manque de précision peut étre
expliqué par la plus grande “rigidité” des éléments triangles a 3 noeuds assez grossier. Au
niveau des pressions de contact (approchées par les multiplicateurs de Lagrange), la mé-
thode LAC permet d’obtenir des résultats sans oscillations apparentes et cela pour tous les
types d’éléments considérés. De plus, I’écart relatif par rapport & A" est inférieur 0.2%
pour les éléments linéaires et inférieur 0.06% pour les éléments quadratiques, ’approxima-
tion des pressions de contact est donc de bonne qualité et tres précise. Les résultas issus
de la méthode Continue possedent de tres légeres oscillations pour les cas linéaires et de
fortes oscillations pour les cas quadratiques. Les écarts avec A"/ minimum sont de l'ordre
de 0.7% pour les éléments linéaires et de plus de 9.5% pour les éléments quadratiques.
Les résultats en terme de pression de contact obtenus par la méthode LAC sont donc de
meilleure qualité globale pour les maillages quadratiques et plus précis pour les maillages
linéaires.
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FIGURE 5.18 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode LAC) :
colonne de gauche triangles & 3 noeuds, colonne de droite triangle & 6 noeuds.
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FIGURE 5.19 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode Continue) :

colonne de gauche triangles & 3 noeuds, colonne de droite triangle & 6 noeuds.



5.1. ANALYSE QUALITATIVE ET QUANTITATIVE COMPARATIVE ENTRE LA METHODE

LAC ET UNE METHODE DE TYPE “COLLOCATION” :

133

kP DY ()
M 0 M o
Qb1 1 Q4

\
"

x‘\

. 4

| I

¥ X

0

i ' ' ' ’ ’ ’
| N ) ’ b ! 1

1 Loamm

' l'V'V"“ \
nl i
{3
'.l}
"
[s
y 3
. ‘ "

4

CEP. Y ()
o | 04 4
": élo' UWJ

FIGURE 5.20 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Méthode LAC) :
colonne de gauche quadrangles a 4 noeuds, colonne de droite quadrangle a 8 nceuds.
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FIGURE 5.21 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Méthode Conti-
nue) : colonne de gauche quadrangles a 4 noeuds, colonne de droite quadrangle a 8 nceuds.
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Eléments | Erreur relative \* Erreur relative u”
A" minimum ugef minimum u;ef maximum
TRIA 3 0.19% 0.18% 9.45%
TRIA 6 0.04% 0.03% 0.95%
QUAD 4 0.06 % 0.05% 0.64%
QUAD 8 0.01% 0.003% 0.6%

TABLE 5.6 — Erreur relative en pression de contact et en déplacement vertical ugef mini-
mum et maximum pour la méthode LAC.

Eléments | Erreur relative A" Erreur relative u”

A"¢ minimum u;ef minimum uzef maximum
TRIA 3 0.69% 0.14% 7.06%
TRIA 6 9.66% 0.04% 0.34%
QUAD 4 0.71% 0.12% 1.17%
QUAD 8 36.48% 0.21% 0.44%

TABLE 5.7 — Erreur relative en pression de contact et en déplacement vertical uzef mini-
mum et maximum pour la méthode Continue.

Cas 3D

Solution de référence sur un maillage fin compatible

Comme dans le cas 2D, on commence par exhiber une solution de référence obtenue par
la méthode Continue sur un maillage tres fin (maillage en hexaedres linéaires avec 219856
DDL dont 2416 DDL de contact) compatible, voir Figure 5.22. On calcule ensuite la
solution issue de la méthode LAC sur le méme maillage et 'on obtient des résultats
similaires & 1072% pres, voir Tableau 5.8. On va donc comparer les résultats obtenus avec
les deux méthodes de maniere qualitative par rapport aux résultats issus de la méthode
Continue sur le maillage de référence et de maniere quantitative entre les résultats issus
des deux méthodes et leurs résultats de référence respectifs.

Valeurs de référence | Méthode Continue | Méthode LAC | Ecart relatif
urer 2.5949mm 2.5972mm 0.032%
umn —0.7706mm —0.7708mm 0.087%
Amin —31.0138M Pa —31.03M Pa 0.052%

TABLE 5.8 — Valeurs de référence et écart entre les valeurs issues des deux méthodes.
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FIGURE 5.22 — Résultats de référence obtenus par la méthode Continue avec maillage compatible linéaire.

Analyse des résultats sur des maillages incompatibles

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.23 et 5.25,
les résultats obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.24 et
5.26 (de haut en bas champ de déplacement composante u, sur la configuration déformée,
multiplicateur de Lagrange en fonction de I'abscisse du centre de la macro-maille ou du
DDL de contact). Les résultats obtenus par les deux méthodes concordent globalement
bien au niveau des déplacements, la zone de décollement est la méme pour les deux mé-
thodes. Cependant, on remarque ’absence des fortes oscillations parasites au niveau des
Lagrangiens de contact de la méthode LAC (si 'on exclut le cas des tétraedres a 4 nceuds,
voir Remarque 5.3). La méthode LAC approche toutes les valeurs de référence a moins de
1.5% d’erreur, mis a part les valeurs de u'®” pour les cas maillés avec des mailles linéaires
(et particulierement le cas maillé en tétraedres a 4 nceuds ou la “rigidité” des éléments
utilisés et le niveau de finesse du maillage ne permettent pas d’obtenir une bonne approxi-
mation), voir Tableau 5.9. On observe les mémes niveaux d’erreur et de comportement
sur les maillages linéaires pour la méthode Continue lorsque 'on considere les valeurs de
références u™™ et u%®. Par contre, cette méthode de type “collocation” est mise en défaut

au niveau des Lagrangiens de contact, on observe jusqu’a 16% d’écart avec la valeur de
référence A", ceci étant dii a I'incompatibilité des maillages (voir Tableau 5.10).
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FIGURE 5.23 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques tétraédriques (Méthode

LAC), tétraedres a 4 nceuds (& gauche) et tétraedres a 10 noeuds (& droite)
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FIGURE 5.24 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques tétraédriques (Méthode
Continue), tétraedres & 4 nceuds (a gauche) et tétraedres & 10 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.25 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques hexaédriques (Méthode
LAC), hexaedres a 8 noeuds (& gauche), hexaédres & 20 noeuds (au milieu) et hexaedres a 27 nceuds (a
droite).
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FIGURE 5.26 — Résultats pour des maillages en éléments linéaires et quadratiques hexaédriques (Méthode
Continue), hexaedres & 8 noeuds (a gauche), hexaedres & 20 noeuds (au milieu) et hexaédres a 27 nceuds
(& droite).
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Eléments Erreur relative A" Erreur relative u”
¢ minimum u”% minimum | «7¢ maximum

TETRA 4 1.28% 0.03% 12.92%
TETRA 10 0.07% 0.01% 0.09%
HEXA 8 0.36% 0.21% 4.13%
HEXA 20 0.02% 5.8-1073% 1.10%
HEXA27 0.02% 7.1-1073% 1.11%

TABLE 5.9 — Erreur relative en pression de contact et en déplacement vertical uzef mini-
mum et maximum pour la méthode LAC.

Eléments Erreur relative A Erreur relative u’

¢ minimum u? minimum | 4% maximum
TETRA 4 7.89% 0.16% 12.6%
TETRA 10 16.03% 0.02% 0.05%
HEXA 8 4.23% 0.49% 3.79%
HEXA 20 11.64% 0.03% 0.55%
HEXA 27 11.99% 0.04% 0.59%

TABLE 5.10 — Erreur relative en pression de contact et en déplacement vertical u/¢/ mini-
mum et maximum pour la méthode Continue.

Remarque 5.3. Dans le cas linéaire des tétraedres a 4 nceuds, on remarque une qualité des
résultats moindre par rapport au cas quadratique. En effet, on observe quelques oscillations
parasites au niveau de la zone de transition contact non-contact. Le couple P!/P%(TM)
dans le cas d’une zone de contact courbe (la zone de transition contact/non-contact n’est
pas plane) montre certaines limites. En effet, on évalue uniquement le contact moyen sur
des surfaces planes qui ne peuvent pas approcher la géométrie de maniere suffisamment
correcte (si le maillage n’est pas trés fin) contrairement au cas P2/P°(TM). On note
cependant que les résultats restent acceptables. De plus, pour pallier le probleme des
oscillations sur le multiplicateur de Lagrange de contact, on peut considérer la pression de
contact extrapolée a partir du tenseur des contraintes de Cauchy. De la méme manieére,
les résultats de la méthode Continue en terme de pression de contact peuvent étre lissés
de maniere a les rendre plus acceptables.

Ce second test permet de valider les choix algorithmiques de gestion des statuts dans le
cas 2D et 3D, la méthode permet bien le décollement entre les deux poutres. De plus, on
remarque que, sous réserve de bien décrire la géométrie du probléme, on arrive a obtenir
une pression de contact sans aucune oscillation parasite et donc & bien approcher la solution
de référence de manieére qualitative et quantitative contrairement aux résultats obtenus
par des méthodes de type “collocation” qui exhibent de plus ou moins fortes oscillations
au niveau des pressions de contact. On commence aussi a entrevoir les limitations de la
méthode dans le cas des maillages linéaires lorsque que 1’on veut approcher des problemes
avec interface de contact non plane. En effet, on a pu observer quelques oscillations dans le
cas 3D avec maillage relativement grossier en tétraedre a 4 noeuds. On suppose donc que
la méthode LAC nécessite de décrire la géométrie de la zone de contact le plus fidelement
possible afin d’obtenir des résultats de qualité semblable & ceux obtenus par les méthodes
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de type “mortar”.

5.1.2.3 Contact de Hertz

Cas 2D

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.27 et 5.29,
ceux obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.28 et 5.30 (de haut
en bas, composante o,, du tenseur des contraintes de Cauchy, contrainte de Von Mises sur
la configuration déformée et multiplicateur de Lagrange et solution analytique interpolée).
Dans ce cas de figure 2D, les résultats des deux méthodes sont sensiblement identiques
mis a part certaines légeres oscillations pour les cas quadratiques lorsque ’on considere
les multiplicateurs de Lagrange issus de la méthode Continue. Les erreurs relatives avec
les valeurs d’intéréts sont présentées dans les Tableaux 5.11 et 5.12.

Eléments | Erreur relative \* | Erreur relative |o”| maximum | Oscillations des
A"¢7 minimum surface esclave | surface maitre Lagrangiens
TRIA3 0.49% 0.95% 1.32% Non perceptibles
TRIAG6 0.06% 0.73% 0.16 Non perceptibles
QUAD4 0.54% 5.07% 7.21% Non perceptibles
QUADS8 0.05% 0.7% 1.42% Non perceptibles

TABLE 5.11 — Erreur relative en pression de contact minimum (multiplicateur de Lagrange

et o) et présence d’oscillations pour la méthode LAC.

Eléments | Erreur relative A" | Erreur relative |¢”| maximum | Oscillations des
A" minimum surface esclave | surface maitre Lagrangiens
TRIA3 0.92% 1.33% 11.18% Non perceptibles
TRIAG 11.6% 0.02% 29.97% Faibles
QUAD4 1.66% 4.76% 17.5% Non perceptibles
QUADS 1.8% 0.38% 4.89% Trés Faibes

TABLE 5.12 — Erreur relative en pression de contact minimum (multiplicateur de Lagrange

et aﬁ) et présence d’oscillations pour la méthode Continue.
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FIGURE 5.27 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode
LAC), triangles a 3 nceuds (a gauche) et triangles & 6 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.28 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode
Continue), triangles a 3 noeuds (a gauche) et triangles a 6 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.29 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Mé-
thode LAC), quadrangles & 4 nceuds (a gauche) et quadrangles & 8 nceuds (a droite).



146 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMERIQUE “ACADEMIQUE”

ol T

% ARy et |
PIp e AP e

AL ('nw

LU . LU

L LU ' : ' ' ' ' Yo :
| ) 4 |
T ionainte vy | boowinehs (e

FIGURE 5.30 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Mé-
thode Continue), quadrangles a 4 nceuds (a gauche) et quadrangles a 8 nceuds (a droite).
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Le maximum des contraintes de Von Mises est bien localisé sous la peau de la zone de
contact. Cependant on remarque quelques artefacts parasites pour la méthode Continue
lorsque 'on considere des maillages en quadrangle a 4 nceuds ou en triangle a 6 nceuds.
Du fait du plus grand nombre de DDL de contact présents avec la méthode Continue
(I'espace trace esclave possede plus de DDL que I'espace P%(TM)), la détection de la demi
largeur de la zone de contact est plus précise avec la méthode continue (un raffinement du
maillage utilisé pour la méthode LAC permettrait d’obtenir des résultats plus précis).

Cas 3D

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.31 et 5.33,
ceux obtenus par la méthode Continue en utilisant un schéma nodal sont présentés dans
les Figures 5.32 et 5.34 (de haut en bas, contrainte de Von Mises sur la déformée, mul-
tiplicateur de Lagrange et solution analytique interpolée). Les résultats obtenus par la
méthode continue présentent de fortes oscillations en pression de contact (multiplicateur
de Lagrange) sauf pour le cas maillé en hexaedres a 8 noeuds. La méthode LAC, quant a
elle, présente des oscillations pour les pressions de contact uniquement dans le cas maillé
en tétraedres a 4 nceuds. Les deux méthodes permettent d’obtenir une bonne localisation
du maximum des contraintes de Von Mises.

Eléments Erreur relative A Erreur relative ¢ minimum Oscillations des
A"¢7 minimum surface esclave | surface maitre Lagrangiens
TETRA 4 8.88% 5.33% 2.85% Importantes
TETRA 10 1.95% 2.06% 2.10% Non perceptibles
HEXA 8 3.28% 7.42% 7.12% Non perceptibles
HEXA 20 2.90% 3.54 % 3.91% Non perceptibles
HEXA 27 2.29% 3.28% 2.48% Non perceptibles

TABLE 5.13 — Erreur relative en pression de contact minimum (multiplicateur de Lagrange
et o) et présence d’oscillations pour la méthode LAC.

h

Eléments Erreur relative \

Erreur relative o, minimum Oscillations des
A7¢7 minimum surface esclave | surface maitre Lagrangiens
TETRA 4 43.08% 8.64% 30.18% Importantes
TETRA 10 27.6% 3.6% 21.9% Tres importantes
HEXA 8 2.97% 9.58% 24.43% Faibles
HEXA 20 13.14% 8% 10.95% Importantes
HEXA 27 21.72% 6.11% 24.43% Tres importantes

TABLE 5.14 — Erreur relative en pression de contact minimum (multiplicateur de Lagrange
et aﬁ) et présence d’oscillations pour la méthode Continue.
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FIGURE 5.31 — Résultats pour des maillages en tétraedres linéaires et quadratiques (Mé-
thode LAC), tétraedres a 4 noeuds (& gauche) et tétraedres a 10 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.32 — Résultats pour des maillages en tétraedres linéaires et quadratiques (Mé-
thode Continue), tétraedres a 4 nceuds (& gauche) et tétraedres a 10 noeuds (a droite).
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FIGURE 5.33 — Résultats pour des maillages en hexaedres linéaires et quadratiques (Mé-
thode LAC), hexaedres a 8 noeuds (& droite), hexaedres a 20 nceuds (au milieu), et hexa-
edres a 27 noeuds (a droite).
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FIGURE 5.34 — Résultats pour des maillages en hexaedres linéaires et quadratiques (Mé-
thode Continue), hexaedres & 8 nceuds (a droite), hexaedres & 20 nceuds (au milieu), et
hexaedres a 27 nceuds (a droite).
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La méthode LAC ne se comporte pas aussi bien en linéaire qu’en quadratique sur ce
cas test, on retrouve le défaut mis en évidence lors du test précédent. Le couple d’espace
P /P%(T™) ne permet pas d’obtenir une bonne approximation du probléme. On remarque
que la régularité du maillage en hexaedre a 8 noeuds et la plus grande flexibilité de ses
éléments de bords permettent d’obtenir une pression sans oscillations dans ce cas. Les
erreurs relatives avec les valeurs d’intéréts sont présentées dans les Tableaux 5.13 et 5.14.

On se propose maintenant d’observer les pressions de contact extrapolées a partir du
tenseur des contraintes de Cauchy (voir Figures 5.35 et 5.36). On remarque que les résultats
obtenus par la méthode LAC ne présentent aucune oscillation, méme pour le cas maillé
en tétraedres a 4 nceuds. Les résultats obtenus par la méthode Continue ont quant a eux
été lissés, amplitude et la fréquence des oscillations de la pression c6té esclave ont été
fortement diminuées. Cependant, les oscillations sont encore présentes et la pression de
contact du coté maitre n’est pas égale a celle du c6té esclave contrairement a ce que 1'on
peut observer pour les résultats issus de la méthode LAC. On ne respecte donc pas la
contrainte d’égalité entre les pressions de contact maitre et esclave.

Remarque 5.4. Dans tous les cas, méthodes LAC et Continue confondues, on remarque
qu’il existe une erreur “incompressible” avec la solution analytique. Cette erreur peut venir
du fait que 'on résout le probleme avec un algorithme qui prend en compte toutes les non
linéarités a chaque itération de Newton. De ce fait, on dévie légérement des conditions
HPP utilisées pour définir la solution analytique. On s’écarte donc un peu du domaine de
validité de cette derniere.

Sous réserve de bien décrire la géométrie du probléme et donc principalement dans le
cas des maillages quadratiques, la méthode LAC permet de bien approcher le probleme, la
plupart des parametres physiques sont bien respectés, pression de contact minimum, égalité
entre les pressions de contact maitres et esclaves, localisation du maximum des contraintes
de Von Mises. L’amélioration vis a vis des méthodes de type “collocation” est flagrante
pour tous les parametres physiques de contact. Ainsi, on arrive a lisser la plupart des
oscillations et & gagner en qualité sur les résultats en pression de contact (multiplicateur de
Lagrange et pression de contact extrapolée). On note que les améliorations sont nettement
plus visibles dans le cas 3D. En effet, I'incompatibilité géométrique entre des mailles 1D
est beaucoup moins pénalisante que celle entre des mailles 2D.
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FIGURE 5.35 — Pression de contact extrapolée pour les cas maillé en tétraedres, carré vert
cOté maitre, cercle rouge coté esclave et ligne bleue solution analytique.
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FIGURE 5.36 — Pression de contact extrapolée pour les cas maillé en hexaedres, carré vert
cOté maitre, cercle rouge coté esclave et ligne bleue solution analytique.
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5.1.2.4 Inclusion de deux sphéres creuses sous pression

Cas 2D

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.37, 5.39,
5.41 et 5.43; ceux obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.38,
5.40, 5.42 et 5.44 (de haut en bas, premiére palette : déplacement radial u, et contrainte
de Cauchy radiale o, ; deuxiéme palette : Contrainte de Von Mises et multiplicateur de
Lagrange en fonction de l’angle ). Les niveaux de pression interne, de contact et externe
sont décrits dans les Figures 5.45 et 5.46.

De maniere logique, les résultats obtenus sur les maillages linéaires sont de mauvaise
qualité quelle que soit la méthode utilisée. On ne récupere pas la continuité des contraintes
de Cauchy radiales et des contraintes de Von Mises a travers la surface de contact. De
plus, on observe des oscillations non négligeables sur les pressions de contact issues des
multiplicateurs de Lagrange ou extrapolées. Dans le cas des maillages quadratiques, la
géométrie est suffisamment bien approchée pour permettre a la méthode LAC d’obtenir
des résultats pertinents. Les valeurs de référence sont bien approchées aussi bien au niveau
des valeurs externes et internes de u, et o, et de la continuité des contraintes radiales
de Cauchy et des contraintes de Von Mises a travers la surface de contact, qu’au niveau
des pressions de contact qui exhibent des oscillations & moins de 1072% (multiplicateur de
Lagrange). Les erreurs entre les valeurs minimum et maximum des valeurs caractéristiques
de pression approchées et leurs valeurs de référence sont présentées dans les Tableaux 5.15
et 5.16.

Erreur relative Erreur relative Erreur relative Résultat
Eléments A=\ |0 — ol | esclave | |0y — of.| maitre | du test
A" min A" max o min [ o max | 0% min | o, max
TRIA 3 4.01% 12.20% 6.07% 20.38% | 14.711% 1.17% Echec
TRIA 6 0.01% 0.02% 0.21% 1.52% 0.08% 0.43% Succes
QUAD 4 3.46% 0.36% 2.81% | 14.70% | 19.08% | 15.28% | Echec
QUAD 8 | 1.41-107%% | 1.82-107%% | 0.02% | 0.19% | 0.16% | 0.37% | Succes

TABLE 5.15 — Erreur relative en pression de contact et sur o, pour la méthode LAC.

Erreur relative Erreur relative Erreur relative Résultat
Eléments A=\ |0y — ol'.| esclave | |0y, — of.| maitre | du test
A min | A" max | o min | 0. max | ¢! min | o7 max
TRIA 3 | 52.04% | 36.78% | 1.03% | 17.54% | 21.38% 1.74% Echec
TRIA 6 7?% | 21.86% | 10.37% | 16.28% | 77.49% | 53.92%% | Echec
QUAD 4 | 38.27% | 10.03% | 8.77% | 17.07% | 41.96% | 10.79% Echec
QUAD 8 | 7?% | 17.56% | 2.88% | 1.36% | 3.57% | 4.61% | Echec

TABLE 5.16 — Erreur relative en pression de contact et sur o, pour la méthode Continue.
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FIGURE 5.37 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
triangles a 3 noeuds (& gauche) et triangles a 6 nceuds (& droite).
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FIGURE 5.38 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode Continue),
triangles & 3 noeuds (& gauche) et triangles & 6 noeuds (& droite).
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FIGURE 5.39 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
quadrangles a 4 nceuds (& gauche) et quadrangles & 8 noeuds (a droite).
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FIGURE 5.40 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Méthode Conti-
nue), quadrangles a 4 noeuds (& gauche) et quadrangles & 8 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.41 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
triangles & 3 nceuds (& gauche) et triangles & 6 nocuds (& droite).
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FIGURE 5.42 — Résultats pour des maillages en triangles linéaires et quadratiques (Méthode Continue),
triangles & 3 noeuds (& gauche) et triangles & 6 noeuds (& droite).
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FIGURE 5.43 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
quadrangles & 4 nceuds (& gauche) et quadrangles & 8 noeuds (& droite).
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FIGURE 5.44 — Résultats pour des maillages en quadrangles linéaires et quadratiques (Méthode Conti-
nue), quadrangles a 4 noeuds (& gauche) et quadrangles & 8 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.45 — Pression de contact extrapolée pour les cas maillés en triangles, carré vert coté maitre,
cercle rouge c6té esclave et solution analytique (ligne bleue)

Dans le cas quadratique, la méthode Continue restitue de bons résultats sur les valeurs
internes et externes, cependant les valeurs de pression de contact possedent des oscillations
importantes et on ne retrouve pas une parfaite continuité du champ o, et des contraintes
de Von mises a travers 'interface de contact. De ce point de vue, la méthode Continue
échoue a passer ce test. On remarque de plus de tres fortes oscillations pour le cas maillé
en triangles a 3 noeuds. En effet, les maillages des deux calottes sont de finesses respectives
tres différentes et le choix de la surface esclave comme étant la surface grossiére (ce qui ne
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répond pas aux préconisations faites a l'utilisateur par la documentation de Code__Aster)
amene a 'omission de contributions maitres dans le contact. Si on inverse le choix de
surface maitre et esclave, on retombe sur un niveau d’oscillation comparable au cas maillé

en quadrangles a 8 nceuds.

Can Lingaere (QUALY 43 medthuce | AD

P e e ik - Pl

n [ i TR T

Sl viar L=l i

Can Qb iguie (00 TALY 83, methonde | AL

i‘ .
‘ n
|
" It
(R
e ————— ——

[] [T - - 1

Al ) ] g 1 i

Fr— some rmomsptr S

Fros com mnmmpeade BB o

a1 imdatdre (ALY, moéthwde Cilanog

Pof) s maams me
T & Pl WS -
" - e
e u e

o g T

Hhinid corvibife ¢ R

Cas Quandratisgue i1 AD K methde © o

e -

LSy ER YR LT

B mes nape o
u Pl -~

Wb oo od i i

FIGURE 5.46 — Pression de contact extrapolée pour les cas maillés en quadrangles, carré vert coté maitre,

cercle rouge coté esclave et solution analytique

Cas 3D

Les résultats obtenus par la méthode LAC sont présentés dans les Figures 5.47, 5.49,
5.51 et 5.53; ceux obtenus par la méthode Continue sont présentés dans les Figures 5.48,
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5.50, 5.52 et 5.54 (de haut en bas, premiére palette : déplacement radial u, et contrainte
de Cauchy radial o, ; deuxiéme palette : contrainte de Von Mises et multiplicateur de
Lagrange). Les niveaux de pression interne, de contact et externe sont décrits dans les
Figures 5.55 et 5.56.

Comme pour le cas 2D, les résultats obtenus sur les maillages linéaires quelle que soit la
méthode utilisée sont de mauvaise qualité. On ne récupere pas la continuité des contraintes
de Cauchy radiales et des contraintes de Von Mises a travers la surface de contact. De
plus, on observe des oscillations tres importantes sur les pressions de contact issues des
multiplicateurs de Lagrange ou extrapolées, la détection du contact est méme mise en
échec (de maniere tres significative pour la méthode LAC en TETRA 4) . Dans le cas des
maillages quadratiques, la géométrie est suffisamment bien approchée pour permettre a la
méthode LAC d’obtenir des résultats pertinents au niveau des valeurs externes et internes
u, et o, de la continuité des contraintes de Cauchy radiales et des contraintes de Von
Mises a travers la surface de contact, et des pressions de contact qui possedent des oscilla-
tions autour de 1% (multiplicateur de Lagrange). Les erreurs entre les valeurs minimum et
maximum des valeurs caractéristiques de pression approchées et leurs valeurs de référence
sont présentés dans les Tableaux 5.17 et 5.18. Dans le cas quadratique, la méthode Conti-
nue restitue de bons résultats sur les valeurs internes et externes, cependant les valeurs
de pression de contact possedent des oscillations importantes et on ne retrouve pas une
parfaite continuité du champ o, et des contraintes de Von mises a travers l'interface de
contact ; de ce point de vue la méthode Continue échoue a passer ce test.

Deplacernent rada Uy (rnm)

62 'VZ

Deplacermen! rada Ur (mm)
o2 ‘ 9.2

EQ 18
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00892 'IJ

1]
0

FIGURE 5.47 — Résultats pour des maillages en tétraddres linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
tétraedres & 4 noeuds (& gauche) et tétraedres & 10 neeuds (& droite).
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FIGURE 5.48 — Résultats pour des maillages en tétraddres linéaires et quadratiques (Méthode Continue),
tétraedres a 4 noeuds (& gauche) et tétraedres a 10 noeuds (& droite).
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FIGURE 5.49 — Résultats pour des maillages en hexaddres linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
hexaédres & 8 nceuds (& gauche), hexaédres & 20 nceuds (au milieu) et hexaédres & 27 nceuds (a droite).



164 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMERIQUE “ACADEMIQUE”

Dot B Uy (e CoMPATCONT e T TOBE ¢ TN

ot e T LoncTe Wk W0y

Canagcas Ge Couny R 0MPa) Lo Be Couony B0 W)

o '4— Ow ',
-
-
-

. 240

FIGURE 5.50 — Résultats pour des maillages en hexagdres linéaires et quadratiques (Méthode Continue),
hexaeédres & 8 neeuds (& gauche), hexaedres a 20 nceuds (au milieu) et hexaedres & 27 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.51 — Résultats pour des maillages en tétraddres linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
tétraedres & 4 noeuds (& gauche) et tétraedres & 10 neeuds (& droite).
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FIGURE 5.52 — Résultats pour des maillages en tétraddres linéaires et quadratiques (Méthode Continue),
tétraedres a 4 noeuds (& gauche) et tétraedres a 10 noeuds (& droite).
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FIGURE 5.53 — Résultats pour des maillages en hexaddres linéaires et quadratiques (Méthode LAC),
hexaédres & 8 nceuds (& gauche), hexaédres & 20 nceuds (au milieu) et hexaédres & 27 nceuds (a droite).
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FIGURE 5.54 — Résultats pour des maillages en hexagdres linéaires et quadratiques (Méthode Continue),
hexaeédres & 8 neeuds (& gauche), hexaedres a 20 nceuds (au milieu) et hexaedres & 27 nceuds (a droite).

Ce test permet de confirmer 'intérét de la méthode LAC pour la gestion de I'incompatibi-
lité des maillages dans le cas courbe en 2D et 3D avec utilisation de maillages quadratiques.
En effet, dans ce cas de figure, elle restitue des résultats conformes aux résultats analy-
tiques et permet donc de s’affranchir facilement des limitations des approches de type
“collocation” qui échouent & passer ce test. Cependant, on a aussi mis en avant une tres
nette limitation de la méthode dans le cas des maillages linéaires. En effet, comme intuité
lors des deux tests précédents, un des pré-requis pour la méthode LAC lors du traite-
ment d’interface de contact courbe est la bonne approximation de la géométrie de la zone
de contact. Comme on peut le remarquer dans le cas des tétraedres a 4 noeuds, si I'on
n’approche pas la géométrie de maniere suffisamment correcte on peut observer des aber-
rations sur les statuts de contact ainsi que de trés fortes oscillations sur les multiplicateurs
de Lagrange. On peut donc conclure que dans le cas d’interface de contact courbe, il est
nécessaire d’utiliser des éléments quadratiques courbes.
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FIGURE 5.55 — Pression de contact extrapolée pour les cas maillés en tétraedres, carré vert coté maitre,
cercle rouge coté esclave et solution analytique (ligne bleue).
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FIGURE 5.56 — Pression de contact extrapolée pour les cas maillés en hexaédres, carré vert coté maitre,
cercle rouge coté esclave et solution analytique (ligne bleue).
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Erreur relative Erreur relative Erreur relative Résultat

Eléments A — A" |0y — ol | esclave | |0y, — of.| maitre | du test

A min | A max | ¢”. min | 0. max | ¢”. min | ¢”. max

TETRA 4 | 532.2% | 100% | 132.48% | 56.9% 38.36% | 73.38% Echec

TETRA 10 | 0.5% 0.39% 0.72% 1.37% 0.26% 0.76% Succes

HEXA 8 3.18% | 15.14% | 47.16% | 12.81% | 31.66% | 47.9% Echec

HEXA 20 1.61% 1.14% 3.57% 3.31% 0.38% 2.33% Succes

HEXA 27 1.09% 1.46% 0.69% 2.4% 0.03% 2.58% Succes

TABLE 5.17 — Erreur relative en pression de contact et sur o,,. pour la méthode LAC.

Erreur relative Erreur relative Erreur relative Résultat

Eléments IA— A" |0y — ol | esclave | |0, — of.| maitre | du test
A min | A" max | o min | 0. max | ¢! min | 07, max

TETRA 4 | 101.5% | 100% 81.5% 60.7% 30.1% 65.8% Echec
TETRA 10 | 57.3% | 28.2% 9.6% 9.1% 19.3% 31.4% Echec
HEXA 8 55.3% 100% | 103.1% | 62.2% 31.7% | 132.4% Echec
HEXA 20 62.4% | 10.2% | 5.81% 3.1% 12.7% 9.95% Echec
HEXA 27 59.7% | 29.5% | 14.1% 1.95% 20.3% 19.2% Echec

TABLE 5.18 — Erreur relative en pression de contact et sur o, pour la méthode Continue.

5.2 Validation des taux de convergence théoriques

Cette section est consacrée a la comparaison entre les taux de convergence numérique
et théorique. On évaluera ces taux de convergence pour des erreurs en norme L% en dé-
placement et en multiplicateur de Lagrange de contact. On rappelle que 'on attend un
taux de convergence (en norme L?) de 2 (resp. 2.5) en déplacement dans le cas linéaire
(resp. quadratique) et de 0.5 (resp. 1) pour le multiplicateur de Lagrange de contact dans
le cas linéaire (resp. quadratique). Le premier cas test est basé sur le principe des so-
lutions manufacturées dans le cas d’un contact déformable-rigide courbe sans transition
contact/non-contact, le second est basé sur le probléme du contact de Hertz introduit
précédemment (contact déformable-déformable avec transition contact/non-contact).

5.2.1 Cas test des solutions manufacturées

La méthode des solutions manufacturées consiste a définir ’ensemble des chargements a
appliquer sur une modélisation pour obtenir une solution analytique prédéfinie (voir [17]).
On va utiliser cette méthode pour tester les taux de convergence numériques en utilisant
une série de raffinements d’un maillage initial donné et ceux pour tous les types d’éléments
pris en compte par la méthode a ’heure actuelle. On se place dans le cadre des grands
déplacements, grandes déformations et grandes rotations, ce cadre étant bien approché par
le cadre algorithmique de Newton généralisé employé par la méthode LAC. On s’attend
donc a bien retrouver les taux de convergence asymptotiques.
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5.2.1.1 Présentation du cas test

Cas 2D

On considére un carré élastique de coté 1m (module de Young, E = 1M Pa; coefficient de
Poisson, v = 0.0), et une surface rigide de nature paraboloide décrite par 1’équation :

y=—0.05 x (z —0.5)?

La géométrie du probléme est visible dans la Figure 5.57.

i

FIGURE 5.57 — Géométrie du probleme en 2D.

En utilisant la méthode des solutions manufacturées, on peut définir les chargements
en pression, en déplacements et surfaciques de sorte a obtenir la solution analytique en
déplacement suivante :

ug(z,y) = —0.2xy°x (z—0.5),
uy(r,y) = —0.05x (z—0.5)2 x (1+y) —0.01 x y.

La solution analytique du probleme est visible dans la Figure 5.58.
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FIGURE 5.58 — Solution analytique sur la configuration déformée (échelle 1) dans le cas

2D.

Cas 3D
On considére un cube élastique de coté 1m (module de Young, E' = 1M Pa; coefficient de
Poisson, v = 0.0), et une surface rigide de nature paraboloide décrite par 1’équation :

z=-02x (1+2*+y* —03

La géométrie du probleme est visible dans la Figure 5.59.

!

9 B 44 22 e g3 e

FIGURE 5.59 — Géométrie du probleme en 3D.

En utilisant la méthode des solutions manufacturées, on peut définir les chargements
en pression, en déplacements et volumiques de sorte a obtenir la solution analytique en
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déplacement suivante :

ug(z,y,2) = 02x22xzxy,
uy(r,y,2) = 02xz2%xzxy,
u(z,y,2) = —02x (1+2%+5?) x (1+0.01 x z) —0.01 x z—0.3.

La solution analytique du probleme est visible dans la Figure 5.60.

Uara DX Uana DY Uana DZ

0.05 0.06 005 005 0613 05

FIGURE 5.60 — Solution analytique sur la configuration déformée (échelle 1) dans le cas
3D.

5.2.1.2 Courbes de convergence

Les taux de convergence numériques sont présentés dans les Figures 5.61 et 5.62. Glo-
balement, les taux de convergence obtenus sont en tres bon accord avec la théorie. On
observe la bonne hiérarchie dans les niveaux d’erreur et dans les taux de convergence pour
lerreur L? en déplacement. Dans le cas 2D, on remarque une sur-convergence pour les
cas quadratiques (triangles a 6 nceuds et quadrangles a 8 nceuds). On remarque que pour
l'erreur au niveau du multiplicateur de Lagrange, les courbes se superposent lorsque h
diminue. En effet quel que soit ’espace d’approximation utilisé en déplacement, 1’espace
du multiplicateur reste d’ordre 0 (P°(T™)). De plus, on remarque alors que 1’on obtient
un taux de convergence de 1 quelque soit le cas considéré linéaire ou quadratique ce qui
représente une sur-convergence pour les couples de type P!/PO(TM).
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FIGURE 5.61 — Taux de convergence 2D
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FIGURE 5.62 — Taux de convergence 3D
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Dans le cas 3D, on retrouve une légere sur-convergence pour 'erreur L? en déplacement
pour les cas maillés en hexaedres a 27 noeuds, et en tétraedres a 10 noeuds. Pour I'erreur
L? en pression de contact (multiplicateur de Lagrange), on remarque une sur-convergence
dans les cas linéaires, cependant les niveaux d’erreur sont encore assez élevés, et dans
le cas maillé en tétraedres a 10 noeuds. Dans tous les cas, on ne remarque pas de sous
convergence. Les taux de convergence numériques concordent donc bien avec les taux
de convergence théoriques. La sur-convergence pour l'erreur sur les multiplicateurs de
Lagrange pour les cas linéaires pourrait étre expliquée par une récente analyse théorique,
voir [72].

5.2.2 Cas test de Hertz avec solution de référence
5.2.2.1 Présentation du cas test

Pour finaliser la validation des taux de convergence, on va réutiliser les cas tests du pro-
bleme de contact de Hertz introduit dans la section précédente. Ces cas tests permettent
de prendre en compte le cas du contact déformable-déformable (et donc des maillages
incompatibles) ainsi que la transition contact/non-contact dans une zone de contact po-
tentielle lors de I’étude numérique des taux de convergence de la méthode LAC. On ne
connait pas de solution analytique en déplacement pour cette configuration de test, on va
donc utiliser une solution de référence du probléme calculée sur un maillage suffisamment
fin pour étre représentatif. Etant donné que 1’on ne respecte pas totalement les hypotheses
HPP (voir Remarque 5.4) on va aussi utiliser cette solution de référence pour calculer 'er-
reur au niveau des Lagrangiens de contact (a la place de la solution analytique connue).
Cette procédure nous permet d’éviter un effet de palier pour la convergence de I'erreur au
niveau des multiplicateurs de Lagrange.

5.2.2.2 Courbes de convergence

Les taux de convergence numériques sont présentés dans les Tableaux 5.19 et 5.20. Bien
que la configuration du test soit compliquée, notamment vis a vis de la zone de contact de
taille restreinte et de la géométrie courbe, on obtient des résultats en trés bon accord avec
la théorie. On observe une légere sur-convergence pour ’erreur en pression de contact pour
les cas linéaire 2D et 3D et une légere sous-convergence pour les éléments quadrangulaires
a 8 noeuds et hexaedriques a 20 et 27 nceuds.

Eléments Ju —u"[|g.qr 2 A — )‘hHOIC
Théorique | Numérique | Théorique | Numérique
TRIA 3 2.0 2.33 0.5 0.71
TRIA 6 2.5 3.11 1.0 0.91
QUAD 4 2.0 2.04 0.5 0.76
QUADS 2.5 2.24 1.0 0.83

TABLE 5.19 — Taux de convergence 2D
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Eléments Ju — w01 02 A — )\h||07rC
Théorique | Numérique | Théorique | Numérique
TETRA 4 2.0 1.97 0.5 0.83
TETRA 10 2.5 2.42 1.0 0.97
HEXA 8 2.0 2.24 0.5 0.83
HEXA 20 2.5 2.36 1.0 0.95
HEXA 27 2.5 2.30 1.0 0.99

TABLE 5.20 — Taux de convergence 3D

5.3 Conclusion

Sous réserve de bien décrire la géométrie de I'interface de contact, la méthode LAC permet
de s’affranchir des limitations engendrées par I’approche de type “collocation” dans le cas
général des maillages incompatibles et cela pour tous les éléments approchant correctement
la géométrie de contact considérée en 2D et 3D. On retrouve le comportement d’une
méthode de type “mortar”. On passe le patch test de Taylor avec succes et on améliore
la précision et la qualité des résultats en pression de contact. De plus, on arrive a valider
les taux de convergence théoriques dans le cas général des maillages incompatibles. On
observe toutefois une limitation a ces bons résultats, on a pu mettre en évidence qu’il
est nécessaire de décrire la géométrie de 'interface de contact le plus fidelement possible
(maillages quadratiques courbes sur les bords ou linéaires avec un degré de finesse tres
élevé) afin de récupérer toutes les caractéristiques d’une méthode de type “mortar”. Comme
expliqué précédemment, le fait que la condition de contact soit exprimée en moyenne sur
chaque macro-élément permet une implémentation assez facile dans un code de calcul
basé sur des calculs élémentaires locaux. Cette méthode semble donc étre efficace tout en
étant facilement implémentable dans le formalisme du code de calcul par éléments finis
industriel Code__Aster. 11 serait intéressant d’observer son comportement vis a vis de
tests plus complexes couplant différents probléemes tels que le multi-contact, les grands
déplacements, grandes rotations et déformations, et les comportements non-linéaires.



Chapitre 6

Evaluation numérique : vers les
cas test industriels

Dans ce chapitre, on va soumettre la nouvelle méthode proposée a une batterie de tests
plus séveres et plus représentatifs des études industrielles. On sortira donc du cadre des
hypotheses HPP, on abordera le multi-contact, les grands déplacements, les grandes dé-
formations et rotations. Pour ce faire on va utiliser au maximum la base de cas tests de
Code__Aster. On traitera les tests suivants :

— Multi-Contact en 2D et 3D
— Ironing en 2D et 3D
— FEcrasement d’un demi-anneau élastique en 2D et 3D

Pour conclure ce chapitre, on analysera ’apport de la méthode sur une étude de type
industrielle. On évaluera la qualité des résultats obtenus avec la méthode LAC, notamment
les pressions de contact et leur répartition, sur le modele numérique représentant une ailette
et son attache d’un rotor BP100.

6.1 Multi-Contact

Dans ce test, on considére le contact entre 4 objets, avec 3 zones de contact. Ce test
est issu de la base de cas tests de validation de Code__Aster. De plus, ce test a fait
Iobjet d’études avec d’autres codes de calcul par éléments finis : ABAQUS, SYSTUS et
SAMCEF. On dispose donc d’une série de valeurs de référence qui nous permettront de
valider les résultats obtenus avec la méthode LAC.

6.1.1 Présentation du cas test
6.1.1.1 Configuration 2D

On considere deux cylindres de rayon 10mm, 20mm respectivement et de hauteur 2mm,
4mm respectivement et deux spheres de rayons 5mm, 10mm respectivement. Tous les
objets sont élastiques et composés du méme matériau (module de Young F = 2-10°M Pa,
coefficient de Poisson v = 0.3). Dans cette premiere configuration on utilise une modélisa-
tion axisymétrique du probleme, voir Figure 6.1. On encastre le c6té du cylindre inférieur
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20

FIGURE 6.1 — Configuration du cas test en 2D.

et 'on impose un déplacement vertical de 2mm sur la face supérieure du cylindre supé-
rieur. On s’intéresse a deux variables quantitatives et une qualitative. On considére d’une
part le déplacement vertical (selon y) le long de la base du cylindre inférieur, et la valeur
de la réaction normale au niveau de ’encastrement voir Tableaux 6.1 et 6.2, d’autre part la
distribution des pressions de contact qui doivent étre de méme forme que celles observées
pour le probleme du contact de Hertz.

6.1.1.2 Configuration 3D

On considere la modélisation 3D du probléme précédent. En utilisant les différentes symé-
tries, on ne modélise qu'un quart de la géométrie, voir Figure 6.2. On utilisera les mémes

ABAQUS —0.83mm

SYSTUS —0.82mm | Valeur moyenne

SAMCEF —0.78mm —0.8175mm
Code__Aster | —0.84mm

TABLE 6.1 — Déplacement vertical du centre du cylindre inférieur.



6.1. MULTI-CONTACT 179

ABAQUS 110270N

SYSTUS 109500N | Valeur moyenne

SAMCEF 105000 N 108256.75N
Code _Aster | 108257TN

TABLE 6.2 — Réaction verticale a ’encastrement.

valeurs de référence.

#

FI1GURE 6.2 — Configuration du cas test en 3D.

6.1.2 Analyse des résultats
6.1.2.1 Cas 2D axisymétrique

On considere un maillage totalement mixte, on utilise des éléments linéaires pour mailler les
deux cylindres (triangles a 3 noeuds et des quadrangles a 4 nceuds) ; les sphéres sont quant
a elles maillées avec des éléments quadratiques (triangles & 6 noeuds et des quadrangles a
8 nceuds). Cette configuration mélangeant les approches de discrétisation complexifie de
maniére importante le test en augmentant la non-conformité des maillages au niveau de
Iinterface de contact.

Les résultats sont présentés dans les Figures 6.3, 6.4 et dans le Tableau 6.3. L’ordre de
grandeur des résultats est bien respecté, on obtient un écart par rapport aux valeurs
moyennes de référence de 2.02% en déplacement et de 2.85% pour la réaction normale &
I'encastrement, ce qui est plus faible que la dispersion des valeurs de référence par rapport
a la moyenne (4%). De plus on remarque que la distribution des pressions de contact est
correcte. Conformément & ce qui a été observé dans le chapitre précédent, on note que la
distribution de pression est de meilleure qualité pour la zone de contact discrétisée avec
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des éléments quadratiques du c6té maitre et esclave (zone du milieu). En effet, du fait
des grandes déformations, toutes les zones de contact deviennent courbes, les éléments
linéaires sont alors moins précis.

Valeurs calculées | Ecart relatif
a la référence

Déplacement du centre de la —0.834mm 2.02%
base du cylindre inférieur
Réaction normale 111343N 2.85%

a ’encastrement

TABLE 6.3 — Valeurs d’intérét calculées et écart relatif par rapport a la référence.
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FIGURE 6.3 — Résultats obtenus par la méthode LAC, déplacement vertical imprimé sur
la déformée a gauche, pression de contact sur les différentes zones a droite.
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Deplacement du bas (2D Axis)

Deplacement DY (mm)
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FIGURE 6.4 — Déplacement vertical le long de la base du cylindre inférieur.

6.1.2.2 Cas 3D

Comme dans le cas 2D, on considere un maillage totalement mixte. On utilise des éléments
linéaires pour les deux cylindres (tétraedres a 4 nceuds et hexaedres & 8 nceuds) et des
éléments quadratiques pour les deux spheres (tétraedres & 10 noeuds et hexaedres a 20
nceuds). Les résultats dans le cas 3D sont présentés dans les Figures 6.5 et 6.6 et dans le
Tableau 6.4. L’ordre de grandeur des résultats est bien respecté. Cependant, on observe
un écart plus important au niveau de la réaction normale a ’encastrement, on obtient
un écart relatif de 7% par rapport a la moyenne de référence. Comme dans le cas 2D, la
distribution des pressions de contact est bien cohérente avec la distribution attendue, on
note une qualité des pressions de contact légerement amoindrie dans le cas de la zone de
contact maillée en tétraedres a 4 nceuds. Cette baisse de qualité est conforme a ce que I'on
a observé lors de tests précédents.

Valeurs calculées | Ecart relatif
a la référence

Déplacement du centre de la —0.82mm 0.3%
base du cylindre inférieur
Réaction normale 116370N 7.49%

a l'encastrement

TABLE 6.4 — Valeurs d’intérét calculées et écart relatif par rapport a la référence.
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FIGURE 6.5 — Résultats obtenus par la méthode LAC, déplacement vertical imprimé sur
la déformée a gauche, pression de contact des différentes zones a droite.
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FIGURE 6.6 — Déplacement vertical le long de la base du cylindre inférieur.
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6.1.3 Conclusion

Ce test nous permet de réaliser une premiere validation de 'approche LAC dans le cas du
contact multicorps déformables. De plus, le mélange des types d’éléments nous permet de
confirmer la robustesse de la méthode vis-a-vis des non-linéarités géométriques issues du
contact entre différentes approximations géométriques d’une surface non plane en contact.
De maniere globale, les résultats sont tres satisfaisants étant donnée la provenance hété-
rogene des différentes valeurs de référence.

6.2 Ironing

Dans ce cas test, on va considérer la configuration du “shallow ironing”. Cela consiste a faire
glisser avec ou sans frottement (sans dans notre cas) un poingon “rigide” sur un bloc “mou”.
On observe donc des grands niveaux de déformation et des grands déplacements, ce qui
nous amene naturellement a traiter de multiples configurations de maillages incompatibles.
Ce cas test fait partie des cas tests courants dans la littérature traitant les problemes de
contact en grands déplacements et grandes déformations, voir [84, 33, 37, 65]. On disposera
donc d’ordres de grandeurs de référence provenant de différentes publications pour valider
les résultats issus de la nouvelle méthode proposée.

6.2.1 Présentation du cas test
6.2.1.1 Configuration 2D

On considére un poingon incurvé (issu d’un disque tronqué de rayon 0.75mm) élastique
linéaire de module de Young E = 68.96 - 1083M Pa et de coefficient de Poisson v = 0.32
et une base rectangulaire (12mm sur 4mm) élastique linéaire de module de Young E =
6.896 - 103 M Pa et de coefficient de Poisson v = 0.32, voir Figure 6.7. On utilise une
modélisation de type contrainte plane. La base est encastrée en bas et 'on applique le
chargement suivant au poincon :

—t€[0,1], up = 0,uy =,
—te 1,2, up = 10(t — 1), uy = 1.

On considere le probléme en quasi-statique, par souci de simplicité on assimilera la succes-
sion des pas de chargement a des pas de temps. On consideére le probléme sans frottement,
on s’intéresse donc principalement a deux variables d’intérét : la réaction verticale sur
la face supérieure du poingon, et la distribution des pressions de contact (qualitative et
quantitative). Les résultats obtenus par les différentes équipes de recherche sont présentés
dans la Figure 6.8 et dans le Tableau 6.5. On remarque notamment la disparité des résul-
tats obtenus par les différentes équipes, jusqu’a 9.20% d’écart avec la valeur moyenne des
solutions de référence.
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12

FIGURE 6.7 — Configuration du cas test en 2D

fri1l

FIGURE 6.8 — Résultats obtenus par différentes équipes de recherche
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Hartmann, Oliver | 4.15- 10°N

Fischer, Wriggers | 3.7-10°N | Valeur moyenne
Yastrebov 3.6-10°N | 3.9375- 105N

Code _Aster 4.3-108N

TABLE 6.5 — Réaction verticale maximale au niveau poingon obtenue par différentes équipes
de recherche

6.2.1.2 Configuration 3D

FicURE 6.9 — Configuration du cas test en 3D

On considere I'extension au cas 3D, par extrusion, du cas 2D précédent, voir Figure 6.9.

6.2.2 Analyse des résultats
6.2.2.1 Cas 2D

On considere deux maillages de calcul, les caractéristiques des maillages sont présentées
dans le Tableau 6.6

Maillages | Noeuds | Eléments
TRIA 3 3972 7940
TRIA 6 15138 7722

TABLE 6.6 — Maillages 2D considérés.

Les résultats sont présentés dans les Figures 6.12, 6.10 (cas linéaire), et 6.13 6.11 (cas
quadratique). Bien que ce cas test soit considéré comme trés compliqué dans la littérature,
la méthode LAC donne des résultats trés concordants avec les résultats obtenus par les
autres codes de calcul par éléments finis. Les courbes de réaction normale obtenues au
niveau du poingon en fonction du pas de chargement sont en bon accord qualitatif et
quantitatif avec la moyenne des résultats des autres équipes de recherche. La réaction
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normale maximum au niveau du poincon est égale & 4.17 - 103N pour le cas linéaire et
4.18-108N pour le cas quadratique, soit un écart relatif de 5.9% et 6.16% avec la moyenne
des résultats de référence considérés. De plus, on obtient une distribution des pressions
de contact de bonne qualité, sans oscillations apparentes dans le cas quadratique (on
peut observer quelques petites oscillations a certains pas de temps au niveau des zones de
transition contact/non-contact pour le cas linéaire).

Force Normale

4.5e+08
4,17g+08

3,6e+08 |-

2.7e+08 |-

Force Nodale (N)
T

1,8e+08 |-

9e+07 |+

Temps (s)

FI1GURE 6.10 — Réaction normale au niveau du poingon, cas linéaire.

Force Normale

4,5e+08
4,18p+08

3,6e+08 |-

2.7e+08 |-

1,8e+08 |-

Force Nodale (N)
T

9e+07 |+

Temps (s)

FIGURE 6.11 — Réaction normale au niveau du poingon, cas quadratique.
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FIGURE 6.12 — Cas linéaire : déplacement vertical sur la configuration déformée et pression
de contact pour différents temps “de chargement”, t = 0s, t = 1.17s, t = 1.39s, t = 1.61s,
t=18sett=2s.
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FIGURE 6.13 — Cas quadratique : déplacement vertical sur la configuration déformée et
pression de contact pour différents temps “de chargement”, t = 0s, t = 1.17s, t = 1.39s,
t=1.61s,t=18set t =2s.
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6.2.2.2 Cas 3D

On considere deux maillages de calcul, les caractéristiques des maillages sont présentés
dans le Tableau 6.7.

Maillages Neeuds | Eléments
TETRA 4 7664 30144
TETRA 10 | 14464 8283

TABLE 6.7 — Maillages 3D considérés.

Les résultats sont présentés dans les Figures 6.15, 6.16, déplacement vertical sur la confi-
guration déformée et pression de contact sur I'axe Oz en fonction de z. Les Figures 6.14,
6.17 décrivent la réaction normale au poingon en fonction de t. Dans le cas linéaire, les
résultats sont globalement en bon accord avec les résultats de référence du cas 2D. La
courbe de réaction normale au poincon en fonction de ¢ est similaire qualitativement et
quantitativement a celle du cas 2D. On obtient un maximum de réaction normale de
4.09 - 108N soit un écart avec la moyenne des valeurs de référence de 3.87%. Au niveau
des pressions de contact, on obtient des valeurs de pression en bon accord avec le cas 2D.
Cependant, comme on 'a déja remarqué dans les cas tests précédents, on observe de 1é-
geres oscillations au niveau des zones de transition contact/non-contact ou la courbure est
maximale. Dans le cas quadratique, on a subi un échec de convergence lorsque l'on consi-
dere 'enfoncement du poingon a 1mm. En limitant ’enfoncement a 0.7mm, 'algorithme
de résolution converge. Les résultats obtenus sont alors de trés bonne qualité. Ce probléme
de convergence met en lumiere un défaut potentiel de I’approche numérique lorsque 1’on
considere des modélisations faisant intervenir des grandes déformations avec des maillages
quadratiques.

Force Normale

4,5e+08

4,00p+08

3,6e+08 |-

2.7e+08 |-

1,8e+08 |-

Force Nodale (N)
T
1

9e+07 |+

Temps (s)

FIGURE 6.14 — Réaction normale au niveau du poingon, cas linéaire.
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o

FIGURE 6.15 — Cas linéaire : déplacement vertical sur la configuration déformée et pression
de contact pour différents temps “de chargement”, t = Os, t = 1s, t = 1.25s, t = 1.5s,
t=1.75s et t = 2s.
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FIGURE 6.16 — Cas quadratique : déplacement vertical sur la configuration déformée et
pression de contact pour différents temps “de chargement”, t = Os, t = 1s, t = 1.25s,
t=1.5s,t=1.75s et t = 2s.
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Force Normale
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FIGURE 6.17 — Réaction normale au niveau du poingon, cas quadratique (enfoncement a
0.7mm).

6.2.3 Conclusion

Ce test nous a permis d’aborder un premier cas couplant grandes déformations, grands
déplacements avec une interface de contact courbe. Dans le cas bidimensionnel, les résultats
obtenus avec la nouvelle méthode sont de tres bonne qualité, aussi bien au niveau global
(réaction normale au niveau du poingon, déplacements, etc...), qu’au niveau local (pression
de contact). Dans le cas tridimensionnel, ce test permet de montrer une limitation de la
premiere version de développement. En effet, bien que 'on converge vers des résultats
d’assez bonne qualité dans le cas linéaire, on a été obligé de limiter I'enfoncement du
poingon et donc le niveau de déformation pour réussir a faire converger ’algorithme de
Newton dans le cas quadratique. Cependant, on arrive a retrouver les caractéristiques de
qualité des pressions de contact exhibées dans le chapitre précédent. Dans le cas linéaire
on observe quelques oscillations (principalement dans le cas tridimensionnel) alors qu’il
n’y a pas d’oscillations perceptibles dans le cas quadratique.

6.3 Ecrasement d’un demi anneau élastique

Dans ce cas test, on va considérer I’écrasement d’un demi anneau bi-matériaux hyper-
élastique sur un socle hyper-élastique. Ce test permet de prendre en compte les grands
déplacements, les grandes déformations et les grands glissements couplés a des transitions
contact /non-contact. C’est un cas test courant dans la littérature dans le cas 2D voir
[32, 65, 80]. On utilisera les résultats obtenus par Y. Renard et K. Poulios comme référence
[65] dans le cas du contact sans-frottement (F = 0.0), voir Figures 6.19 et 6.20.
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6.3.1 Présentation du cas test
6.3.1.1 Configuration 2D

On considére un demi-anneau hyper-élastique composé de deux matériaux (diametres ex-
terne 190mm et interne 170mm) et un socle hyper-élastique de longueur 250mm et hauteur
50mm, voir Figure 6.18. On impose un déplacement vertical de —90mm a chaque extré-
mité du demi-anneau et on encastre la base du socle. On considere principalement deux
variables d’intérét : le déplacement du milieu du demi-anneau en fonction du pas de char-
gement (on utilise 60 pas de chargement a partir du contact soit environ 1.16mm par pas
de chargement) et la pression de contact.

- 190 >
10 » =

50

FIGURE 6.18 — Configuration du cas test en 2D
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FIGURE 6.19 — Déplacement du centre de la zone de contact de ’anneau en fonction du pas de chargement
“imposé”, provenant de [65].
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FIGURE 6.20 — Configuration déformée en fonction du chargement, résultats issus de [65].

6.3.1.2 Configuration 3D

On considere 'extension, par extrusion, du test précédent au cas 3D, voir Figure 6.21. On
impose les mémes conditions limites. Cependant en utilisant les symétries du probléme,
on modélisera uniquement un quart du probleme. Le passage du test en 3D par extrusion
engendre ’apparition du probleme des macro-mailles de contact semi intersectées. En
effet, dans ce cas de figure avec dilatation, 'anneau élastique ne recouvre pas entiérement
toutes les macro-mailles de contact actives, ce qui représente une difficulté importante
supplémentaire, (voir [63] et Section 3.3). Les résultats de référence restent les mémes que
dans le cas 2D.
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FI1GURE 6.21 — Configuration du cas test en 3D

6.3.2 Analyse des résultats

6.3.2.1 Cas 2D

On considere quatre maillages de calcul, les caractéristiques des maillages sont données

dans le Tableau 6.8

Maillages Neeuds | Eléments
QUAD 4 grossier 764 620
QUAD 8 grossier | 1706 500
QUAD 4 fin 2526 2240
QUAD 8 fin 6410 2000

TABLE 6.8 — Maillages 2D considérés.

Les résultats sont présentés dans les Figures 6.24, 6.25 (cas linéaire et quadratique fin), et
les déplacements du centre de 'anneau élastique en fonction du déplacement imposé sur
les extrémités de 'anneau sont présentés dans les Figures 6.22 et 6.23 (maillages grossier
et fin). Le Tableau 6.9 présente les valeurs minimum et maximum du déplacement du
centre de la zone de contact de I'anneau. Tous les ordres de grandeurs sont respectés,
excepté pour le cas linéaire grossier. La courbe du déplacement du centre de la zone
de contact de 'anneau en fonction du chargement imposé est totalement cohérente avec
les résultats de référence. On remarque que dans le cas linéaire on améliore nettement
les résultats en raffinant, on tend alors vers les résultats du cas quadratique. En effet,
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la qualité du maillage grossier en quadrangles a 4 nceuds ne permet pas d’obtenir des
résultats cohérents quantitativement avec les valeurs de référence, cependant du point de
vue qualitatif le comportement de ’anneau élastique concorde bien. Dans le cas linéaire,
la qualité des pressions de contact est satisfaisante mais se dégrade légérement quand la
zone de contact devient petite et courbe. Dans le cas quadratique, on ne remarque aucune
oscillation perceptible.

Déplacement du centre de 1’anneau €lastique

40

(5—€) Cas QUAD 4 grossier