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Résumé

Dans ce travail, nous étudions un schéma élément fini que nous appliquons
a4 un modéle décrivant l'intrusion saline dans les aquiféres cotiers confinés et
libres. Le modéle est basé sur 'approche hydraulique qui consiste & moyenner
verticalement le probléme initial 3D, cette approximation repose sur une hy-
phothése d’écoulement quasi-hydrostatique qui, loin des épontes et des sources,
est vérifice. Pour modéliser les interfaces entre ’eau douce et ’eau salée (re-
spectivement entre la zone saturée et la zone séche), nous combinons ’approche
‘interface nette’ & I’approche avec ’interface diffuse’; cette approche est déduite
de la théorie de champ de phase, introduite par Allen-Cahn, pour décrire les
phénomeénes de transition entre deux zones. Compte tenu de ces approximations,
le probléme consiste en un systéme fortement couplé d’edps quasi-linéaires de
type parabolique dans le cas des aquiféres libres décrivant I’évolution des pro-
fondeurs des 2 surfaces libres et de type elliptique-parabolique dans le cas des
aquiféres confinés, les inconnues étant alors la profondeur de l'interface eau
salée/eau douce et la charge hydraulique de 1’eau douce.

Dans la premiére partie de la thése, nous donnons dans le cas d’un aquifére con-
finé, des résultats d’estimation d’erreur d’un schéma semi-implicite en temps
combiné & une discrétisation en espace de type élément fini P, Lagrange. Ce
résultat utilise entre autre un résultat de régularité du gradient de la solution
exacte dans 'espace L" (1), r > 2, ce qui permet de traiter la non-linéarité et
d’établir I’estimation d’erreur sous des hypothéses de régularité raisonnables de
la solution exacte.

Dans la seconde partie de la thése, nous généralisons 1’étude précédente au cas de
I’aquifére libre. La difficulté principale est liée a la complexité du systéme d’edps
paraboliques mais & nouveau, grace au résultat de régularité L™(Qr), r > 2
établi pour les gradients des surfaces libres, nous montrons que le schéma est
d’ordre 1 en temps et k en espace pour des solutions suffisamment réguliéres.
Nous concluons ce travail par des simulations numériques dans différents con-
textes (impact de la porosité et de la conductivité hydraulique sur 1’évolution
de l'interface, pompage et injection d’eau douce, effet des marées) validant ainsi
le modéle et le schéma. Puis nous comparons les résultats a ceux obtenus avec
un schéma volume fini construit & partir d’'un maillage structuré.



Summary

In this work, we study a finite element scheme we apply to a model describing
saltwater intrusion into coastal aquifers confined and free. The model is based
on the hydraulic approach of vertically averaging the 3D original problem, this
approximation is based on a quasi-hydrostatic flow hephothese which, instead of
the walls and springs, is checked. To model the interface between freshwater and
salt water (re- spectively between the saturated zone and dry zone), we combine
the approach net interface (approach with the diffuse interface ); This approach
is derived from the phase field theory introduced by Allen-Cahn, to describe
the phenomena of transition between two zones. Given these approximations,
the problem consists of a strongly coupled to edps parabolic quasi-linear system
in the case of unconfined aquifers describing the evolution of the depths of
two free surfaces and elliptical-parabolic type in the case confined aquifer, the
unknowns being then the depth of salt water / fresh water and the hydraulic
load of fresh water. In the first part of the thesis, we give in the case of a
confined aquifer, error estimation results of a semi-implicit scheme in a combined
time discretization space finite element type P, Lagrange . This result among
other uses a regularity result of the gradient of the exact solution in the space
L"(Qr), r > 2, which can handle the non-linearity and to establish the error
estimate under assumptions reasonable regularity of the exact solution. In the
second part of the thesis, we generalize the previous study to the case of the
free aquifer. The main difficulty is related to the complexity of the system of
parabolic edps but again, thanks to regularity result L"(Qr), r > 2 gradients
established for the free surfaces, we show that the scheme is of order 1 time and
space k for sufficiently regular solutions. We conclude this work by numerical
simulations in different con- texts (impact of porosity and hydraulic conductivity
on the evolution of the interface, and pumping fresh water injection, tidal effects)
thus validating the model and diagram. Then we compare the results with those
obtained using a finite volume scheme constructed from a structured mesh.
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Introduction

L’eau douce représente moins de 3% de ’eau totale de la planéte. Aux environs
de deux tiers de cette quantité d’eau est sous forme de glace, le tiers restant con-
stitue les réserves d’eaux souterraines et le faible pourcentage restant représente
les eaux de surface, qui, jusqu’a récemment étaient suffisantes pour répondre a
la consommation humaine et aux activités industrielles. A cause de ’explosion
démographique et industrielle, les eaux de surface ne sont plus suffisantes et il
faut puiser dans les réserves d’eau souterraines qui sont & présent indispensables
et incontournables pour les besoins humains.

Plusieurs facteurs impactent les ressources souterraines en eau douce: la diminu-
tion du niveau d’eau douce dans les aquiféres & cause de leur sur-exploitation, les
conséquences des changements climatiques sur le niveau des riviéres, la pollution
des aquiféres par les pesticides et les engrais des terres agricoles qui contami-
nent l’eau douce pour des décennies. Une meilleure gestion des ressources en
eau douce devient un enjeu primordial et "un défi planétaire majeur du XXle
siécle".

Dans les zones cotiéres, la forte densité de population occasionnent des pom-
pages intensifs d’eau douce, ajoutons a cela la surélévation du niveau de la mer
die a la fonte des glaces, deux facteurs qui ne font qu’accroitre le probléme
d’intrusion marine dans les nappes d’eau douce.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a4 la modélisation du probléme
d’intrusion saline dans les aquiféres cotiers d’un point de vue numérique.

En général, les échanges hydrauliques entre I'eau douce souterraine et ’eau
salée sont lents dans des conditions naturelles, ils peuvent alors étre remplacés
par un quasi-équilibre entre les 2 zones. Cela correspond & 'approximation de
Ghyben-Herzberg. Cette approche a conduit a plusieurs modéles analytiques
en particulier grace a la relation linéaire liant les 2 hauteurs des interfaces et
celle du niveau de la mer (cf. [18],[30],[50], [58], [61], [81], [95], [96], [97], [94],
[99], [100]). Cependant ces solutions analytiques se limitent a des géométries
trés simples et a des situations ot I’hypothése de Ghyben - Herzberg est sat-
isfaite, elles sont donc essentiellement utilisées comme cas test pour valider
des codes numériques. Il n’est plus possible de supposer que la zone d’eau
salée est immobile dans des conditions plus drastiques dties & des événements
météorologiques ou a lintervention humaine qui, en pompant intensivement
I’eau douce, provoque une baisse du niveau de la nappe phréatique et une in-
trusion de l’eau saline dans I'aquifére. L’eau salée, qui est plus dense que 1’eau
douce, glisse en dessous de cette derniére et envahit ’aquifére sous forme d’un
biseau salé. Il est nécéssaire d’avoir des modeéles précis et efficaces simulant le
déplacement du front salé dans 'aquifére cotier afin d’optimiser I'exploitation
des eaux souterraines.

Ils existent de nombreux livres de référence concernant la modélisation du prob-
léme d’intrusion saline, citons par exemple ([17],[18],[20]) et les références qui
s’y rapportent. Dans ’optique de notre travail, nous pouvons classer les modéles



existants pour décrire I'intrusion saline en 2 grandes catégories:

Dans un cas, on considére que les deux volumes d’eau interagissent entre eux,
formant ainsi une zone de transition caractérisée par les variations de la con-
centration en sel. Cette approche est trés lourde aussi bien d’un point de vue
théorique que d’un point de vue numeérique (cf. [3],[13],[37]).

Nous soulignons aussi qu’il existe une zone de transition entre la zone saturée
en eau et la zone séche du réservoir, la zone de "désaturation" restant difficile
& définir.

La seconde catégorie consiste & considérer que ’eau douce et ’eau salée sont
deux fluides immiscibles. Cela conduit & supposer les domaines occupés par
chaque fluide séparés par une interface nette , on néglige alors les transports
de masse entre la zone salée et la zone d’eau douce. Par ailleurs, la dimension
verticale de I'aquifére (de 'ordre d’une dizaine de métres) est souvent trés petite
comparée aux dimensions horizontales de 'aquifére qui sont de 'ordre du km,
ce qui rend cette approximation d’autant plus légitime.

De méme, I’épaisseur de la zone de transition est négligeable par rapport aux
dimensions horizontales de I'aquifére. Pour les mémes raisons, on peut donc
considérer que l'interface entre les zones saturée et séche, est nette, ce qui re-
vient a négliger les effets de la pression capillaire.

Clairement, cette classe de modéle ne décrit pas le comportement de la zone de
transition mais elle donne des informations sur le mouvement du front salé (ou
de la surface supérieure de l'aquifére).

Dans ce travail, nous allons étudier une nouvelle approche récemment intro-
duite dans [35] combinant l'efficacité du modéle avec interface nette au réalisme
des modéles avec interface diffuse. Cette approche est déduite de la théorie
des fonctions de phase, développée a 'origine par Allen-Cahn pour décrire les
phénomeénes de transition de phase dans un contexte fluide-fluide et qui est util-
isée ici pour décrire les trois états stables caractérisant la zone de transition:
eau salée, eau douce, eau mélangée et zone saturée, zone séche et zone insat-
urée. Dans cette étude, nous allons comparer I’approche avec interface abrupte
a celle avec interface diffuse d’un point de vue numérique mais avant de rentrer
dans les détails, nous soulignons que ’ajout du terme diffusif est une des raisons
principale pour laquelle nous avons opté pour une discrétisation spatiale via la
méthode des éléments finis.

Pour décrire le probléme, nous devons distinguer deux types d’aquifére : Les
aquiféres confinés pour lesquels le toit et le substratum sont supposés imper-
méables, interdisant alors tout échange avec 'exterieur, et les aquiféres libres
pour lesquels le toit de 'aquifére est semi-perméable ou perméable (en partic-
ulier 'aquifére peut étre rechargé en eaux pluviales).

D’un point de vue mathématique, dans le cas de 'approche avec interface nette,
le modéle consiste en un systéme fortement couplé d’équations quasi-linéaires
dégénérée parabolique-elliptique pour le cas confiné et d’équations paraboliques
dégénérées pour le cas libre. L’apport de 'approche avec interface diffuse est
double: elle permet d’'une part d’éliminer la dégénérescence et d’autre part
d’établir un principe du maximum plus réaliste d’un point de vue de la physique,
plus précisément une hiérarchie entre les profondeurs des interfaces libres (cf.



[36], [33]). Les premiéres éudes mathématiques sur le probléme d’intrusion ma-
rine ont été faites en prenant pour cadre d’étude les problémes & frontiére libre
(interface eau douce/eau salée étant cette frontiere), citons les travaux de Van
Duijn et al ([11], [12], [23], [59], [88]) pour des résultats d’existence de la solu-
tion mais aussi de régularité de la frontiére libre dans le cas d’un écoulement
stationnaire. Dans tous ces travaux, le domaine d’étude est contenu dans le
plan vertical et I'interface eau douce/eau salée est traitée comme une frontiére
libre. Dans ce travail, nous considérons que I’écoulement des eaux souterraines
est quasi-horizontal, notre domaine d’étude étant alors dans le plan horizontal
(aprés avoir appliqué Iapproximation de Dupuit au modéle initial 3D, ce qui
permet de ramener notre étude & un probléme 2D).

D’un point de vue numérique, nous avons déja mentionné les travaux liés a
I’approximation de Ghyben-Herzberg, pour lesquelles des solutions analytiques
existent dans des cas trés simplifiés (pour des milieux isotropes et homogémes et
dans des configurations simplifiées). Dans des cas plus réalistes, c’est a dire pour
des géométries complexes et des milieux hétérogénes et anisotropes, plusieurs
méthodes numériques ont été utilisées. Concernant la méthode des différences
finies, nous pouvons mentionner les travaux de ([19], [71], [45]) ainsi que les
travaux de ([105], [47], [54]) pour la méthode des éléments finis et plus récem-
ment les travaux de [25] pour la méthode des volumes finis. Mais souvent il
s’agit de stratégies numériques pour la résolution du probléme initial tridimen-
sionnel. Nous mentionnons aussi tous les travaux s’inscrivant dans un cadre
de monitoring pour lequel on cherche a localiser l'interface salée afin de caler le
choix optimal des puits de pompage et les seuils de quantité d’eau & pomper afin
de minimiser ’effet de I'intrusion saline. Par ailleurs, un autre aspect numérique
trés important lié au probléme d’intrusion saline, est celui d’identification des
paramétres. Clairement, les codes existants ne peuvent donner des informations
exploitables que si les caractéristiques hydro-géologiques du milieu tels que la
porosité, la conductivité hydraulique ou méme le coefficient d’emmagasinement
sont connus, citons par exemple (cf. [89],[90], [91]) et les références qui s’y rap-
portent pour la résolution numérique du probléme inverse d’identification de
la conductivité hydraulique dans les cas stationnnaire et instationnaire par la
méthode des éléments finis.

L’objet de ce travail est de proposer un algorithme précis et efficace pour ré-
soudre le probléme d’intrusion marine. Cet algorithme est construit & partir
du modéle avec I'approche ’interface diffuse’ qui implique un terme diffusif sup-
plémentaire dans les edp’s gouvernant 1’évolution des inconnues, & savoir les
profondeurs des 2 interfaces (h, h1) dans le cas d’un aquifére libre et la charge
hydraulique d’eau douce et h dans le cas d'un aquifére confiné. Par ailleurs ce
modéle garantit un principe du maximum permettant en outre de préserver la
hiérarchie entre les hauteurs des interfaces h et hy. Ces deux raisons nous ont
conduit & privilégier la méthodes des éléments finis pour la résolution numérique
du probléme plutot que la méthode des volumes finis qui, en revanche, est mieux
adaptée au probléme dans le cas de 'approche avec ’interface nette’. Nous
faisons ’analyse numérique des schémas semi-implicites en temps pour les 2
types d’aquifére en établissant des théorémes d’estimation d’erreur, montrant



que, pour des données suffisamment réguliéres, la méthode Py-Lagrange est
d’ordre k en espace et d’ordre 1 en temps sous une condition de stabilité entre
le pas d’espace et le pas de temps. Puis nous généralisons ce résultat en affaib-
lissant les hypothéses de régularité et en utilisant la régularité de la solution
spécifique au probléme, plus précisément la régularité L"(Qr), r > 2 établie
pour les gradients des inconnues. Nous proposons un schéma construit & partir
de la méthode des volumes finis pour un maillage structuré et nous montrons
que ce schéma préserve le principe du maximum. Cette propriété n’a pas été
établie pour la résolution avec les éléments finis mais les simulations montrent
que les solutions numeériques vérifient ce principe du maximum, ce qui résulte
du fait qu’a la base, le modéle avec 'approche ’interface diffuse’ satisfait ce
principe. Nous concluons notre étude en proposant plusieurs tests numériques
validant notre approche et montrant aussi I'impact des paramétres physiques
du probléme sur 1’évolution des interfaces.

Le document est organisé comme suit: Dans le premier chapitre, nous rap-
pelons la terminologie relative a cette problématique et nous détaillons I’obtention
des modéles 2D & partir de 'hypothése de Dupuit et des approches ’interface
nette’ et "interface diffuse’. Nous rappelons dans le chapitre 2 les résultats
d’existence globale en temps de la solution pour un aquifére confiné et pour les
2 approches (nette et diffuse) ainsi qu’un résultat d’unicité obtenu dans le cas
de 'approche avec ’interface diffuse’. Le chapitre 3 généralise ces résultats au
cas d’'un aquifére libre.

Dans le chapitre 4, nous décrivons la méthode élément fini P, Lagrange que
nous avons appliquée au probléme d’intrusion saline dans le cas confiné avec
I’approche ’interface diffuse’. Nous rappelons que les deux principales diffi-
cultés liées & notre cas sont le fort couplage des équations elliptique-parabolique
et les non-linéarités. Nous avons dans un premier temps, établi un résultat
d’estimation d’erreur pour des solutions trés réguliéres (ce qui revient, en un
certain sens, a linéariser le probléme), puis nous utilisons la régularité spécifique
a notre probléme, & savoir la régularité L*(27) du gradient de la solution pour
nous affranchir des contraintes sur les hypothéses de régularité du précédent
théoréme. En effet, cette régularité L*(Qr) du gradient de la solution combinée
a l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg permet de traiter la non-linéarité.

Dans le chapitre 5, nous adaptons la méthode élément fini P, Lagrange au cas
libre, toujours avec 'approche ’interface diffuse’. Il s’agit & présent d’un sys-
téme fortement couplé d’équations quasi-linéaires paraboliques. Tout comme
le chapitre précédent, nous établissons un résultat d’estimation d’erreur pour
des solutions trés réguliéres, puis nous utilisons la régularité spécifique a notre
probléme, & savoir la régularité L*(Q7) du gradient de la solution pour nous af-
franchir des contraintes sur les hypothéses de régularité du précédent théoréme;
en particulier nous aurons des hypothéses de régularité sur la solution du méme
ordre que dans le cas des études faites pour des problémes linéaires. Bienstr
cela va induire une condition de stabilité et des conditions sur les paramétres
tels que la porosité, la conductivité hydraulique et I’épaisseur des zones de dif-
fusion. Le point intéressant est qu’avec un choix judicieux des coefficients des
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estimations, les conditions stabilité dans les 2 théorémes seront comparables.
Dans le chapitre 6, nous proposons un schéma volume fini explicite en temps
dans les cas libre et confiné et pour les approches avec ’interface nette’ et ’inter-
face diffuse’. Ces schémas exploitent la nature conservative des systémes et sont
particuliérement bien adaptés aux systémes dans le cas de ’approche avec inter-
face nette. Nous terminons ce travail par une série de tests numériques présentés
dans le chapitre 7. Dans un premier temps nous comparons les approximations
éléments finis et volumes finis. Les simulations illustrent que les 2 méthodes
conduisent a des résultats qualitatifs similaires lorsque le systéme évolue sans
forgage extérieur. En revanche, la conclusion n’est plus la méme dans les cas
de l'injection ou du pompage. Nous pouvons faire les mémes remarques dans
les deux cas (injection et pompage) : Avec la méthode volume fini (MVF) | les
interfaces semblent étre affectées localement par I'injection d’eau douce (ou le
pompage) et les effets sur les interfaces sont moindres comparés a ceux observés
avec la méthode élément fini (MEF). Dans la seconde partie de ce chapitre, nous
utilisons le schéma élément fini pour illustrer I'impact des paramétres physiques
sur le comportement des interfaces. Nous nous intéressons en particulier & la
porosité et au coeflicient d’emmagasinement. Enfin nous comparons numérique-
ment les deux approches ’interface nette’ et ’interface diffuse’; les simulations
montrent que ’existence de cette zone de transition impacte clairement les évo-
lutions des interfaces et spécialement de l'interface salée. Cela est bien visible
lorsqu’on ajoute au systéme des conditions de Dirichlet oscillantes simulant ainsi
le phénoméne des marées. Cela induit une augmentation des effets de la zone
de dispersion qui crée une perte de charge réduisant ainsi la zone occupée par
I’eau salée dans I'aquifére.

Le chapitre 4 fait I'objet de la publication [1] avec le théoréme d’estimations
d’erreurs pour une solution réguliére ainsi que tout ce qui concerne l'aquifére
confiné dans les chapitres 6 et 7. La généralisation des résultats dans le cas libre
fait 'objet de la pré-publication [2].

Nous conclurons en soulignant que ce modéle ne permet pas de déterminer
Pépaisseur des zones de transition (et son évolution) mais 'existence méme de
ces zones, qu’elles soient d’épaisseur constante ou variabe en espace, influent sur
I’élévation des interfaces et permettent d’obtenir des résultats plus conformes a
la réalité. Inclure au modéle les variations inévitables de la zone de transition,
serait trés couteux et il serait alors préférable de travailler directement sur le
modéle 3D couplant alors la loi de conservation de la masse du fluide & celle de
la masse du soluté (ici le sel).
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Chapter 1

Modélisation

1.1  Présentation du probléme et des caractéris-
tiques physiques

1.1.1 Ecoulement d’eau souterraine

Les formations souterraines peuvent étre divisées selon la verticale en plusieurs
zones selon la proportion relative des pores occupés par I'eau. On distingue
une zone de saturation pour laquelle tous les pores sont complétement remplis
d’eau et une zone d’aération (appelée aussi zone non saturée) qui se situe au -
dessus de la zone de saturation et dans laquelle les pores contiennent & la fois
une phase gazeuse (principalement d’air et de la vapeur d’eau) et d’une phase
liquide constituée uniquement d’eau. La surface séparant ces deux zones est
nommée surface de la nappe phréatique ou plus simplement surface phréatique
(définie ci-dessous).

Zone saturée

La zone saturée correspond a la partie du sol située sous la nappe phréatique
(surface libre des aquiféres) ot les pores sont complétement remplis d’eau, avec
une pression d’eau positive.

Zone non saturée

La zone non saturée correspond & la partie située entre de la surface du sol
et la surface phréatique des aquiféres. Elle est constituée simultanément, au
moins pour une période de temps donnée, d’air et d ’eau dans les pores. Son
épaisseur est trés petite voire nulle dans les sols humides, et estimée a plusieurs
la centaines de métres dans les sols arides, ou secs. Elle est congue comme zone
d’activité comme l'implantation des arbres, construction de différents ouvrages
et le dépot des déchets.

On distingue aussi :
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Zone Vadose

La zone vadose est la partie du sol qui se trouve au dessus de la nappe phréa-
tique, ou les pores sont partiellement saturés en eau (zone radiculaire, vadose
, intermédiaire), et saturée en eau (zone capillaire). Dans ce cas 'eau est sous
pression négative.

Zone capillaire

La zone capillaire est la partie du sol située au dessus de la nappe phréatique
et au dessous de la limite de la remontée capillaire, elle est caractérisée par
une pression d’eau négative (cf [78]). La figure 1 résume !’ ensemble des zones
d’écoulements souterrains cités ci - dessus.

0 100 %

K
rd

. Zene
Saturation wdiculaire
, . weulai

résiduclic

Zeong vadose
intermidizine

o

one
captllaire 11

&
-
j+]
~
o
P
oy
c
(3
N

| - =

iy oy

Y b |
o L AT AT
AT AL AT,

T P FeSSIOIL Fas

2one saturke

W) Gravier fin: 2.5 om

Sable grossier: 135 om (Adapié de Tood, 1980}
Silt: 1085 em

Figure 1.1: Zone saturée et zone non saturée

1.1.2 Ecoulement en milieux poreux

Volume élémentaire représentatif

Il est nécessaire d’aborder le principe de la représentativité des valeurs de
parameétre mesurées et de la notion de volume élémentaire représentatif (VER).

13



Pour ce faire, nous utiliserons des notions introduites par de Marly (1981) et Cas-
tany (1985). Généralement, les formations hydrogéologiques sont anisotropes et
souvent hétérogénes. La stratigraphie implique obligatoirement un réservoir
anisotrope et hétérogéne. Il est souvent nécessaire de déterminer des sous-
réservoirs homogénes. Par les études lithologiques, on peut déterminer un vol-
ume de réservoir, plus petit et homogéne, qu’on appelle volume élémentaire
représentatif. La taille de ce volume unitaire, assimilé & un cube, est comprise
entre deux limites extrémes: Ce volume doit étre assez petit pour étre consid-
éré isotrope et homogéne, par contre il doit étre assez grand, par rapport aux
dimensions des vides, pour permettre la continuité de I’écoulement et représen-
ter les caractéristiques statistiques significatives des paramétres de 'aquifére.
Pour les milieux poreux, la dimension de ce cube élémentaire est évaluée & un
maximum de 50 a 100 d10. Les dimensions du VER peuvent varier de 1’échelle
du centimétre pour le limon & I’échelle kilométrique pour des roches compactes
et fissurées. Ainsi, un aquifére d’alluvions peut étre considéré comme une mi-
lieu homogéne & 1’échelle régionale. Découpé en volume plus petit, de 'ordre
de grandeur du VER, il devient hétérogéne car deux échantillons prélevés au
hasard présentent des granulométries différentes. Cependant, chaque VER est
homogeéne, de plus, le VER se doit d’étre observé dans le temps pour annuler
I’effet des fluctuations des vitesses d’écoulement. Il est clair que cette notion de
VER est bonne pour représenter toutes les propriétés d’un sol ou d’une roche.
On note que dans un milieu fissuré, la taille du VER peut devenir trés grande
et ne peut étre représentée a 1’échelle des instruments de mesure ( cf [78] ).

Domaine d’écoulement

Au niveau de la surface phréatique, la pression est égale & la pression atmo-
sphérique. C’est en dessous de la zone d’aération, dans la zone de saturation,
que les hydrogéologues appellent I’eau rencontrée, eau souterraine. Sauf men-
tion du contraire dans la suite la zone de saturation au domaine d’écoulement,
c’est & dire au domaine de définition et d’étude des grandeurs et des relations
entre grandeurs relatives a ’écoulement. Ce domaine d’écoulement est limité,
supérieurement par la surface phréatique.

Vitesse d’écoulement

Au sein des milieux poreux, la vitesse réelle des particules d’eau est trés variable
car la direction des vecteurs vitesse et les sections d’écoulement peuvent changer
fortement d’un point a 'autre. La vitesse réelle des particules d’eau dans chaque
pore du milieu ne peut étre, ni mesurée, ni utilisée dans les calculs, car elle est de
I’ordre du microscopique. Il faut donc se ramener & une grandeur macroscopique
par moyenne spatiale sur 'E.V.R (volume élémentaire représentatif ) ou par
moyenne statistique: La vitesse de filtration (v) ou vitesse de Darcy, si on
considére que le volume testé est 'E.V.R. On distingue la vitesse effective qui
est également une vitesse moyenne mais obtenue en ne considérant que le volume
v

des pores ot I'eau est mobile au lieu de I’'E.V.R entier: z, c’est donc le flux par
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unité de surface des vides connectés. Cette derniére vitesse est celle utilisée pour
calculer le transport de polluant miscible par convection ou advection. Elle est
appelée vitesse effictive ( cf [68]).

1.1.3 Ecoulement d’eau dans les milieux poreux hétérogénes

Nous nous intéressons dans cette étude aux milieux poreux des aquiféres. Un
aquifére est une formation géologique contenant de 'eau et a travers laquelle,
en conditions normales, une quantité significative de cette eau s’écoule. Un
milieux poreux est un matériel constitué par une matrice solide et des vides,
appelés pores. Le pourcentage de vide d’un milieu poreux définit sa porosité
totale. Ces vides peuvent étre occupés par de I'eau, de I'air ou d’autres fluides.
En hydrogéologie, ’analyse de la porosité n’est pas exclusivement géométrique
mais se référe également a ’eau contenue dans le milieu poreux, & ses liaisons
physiques avec la matrice solide et a ses mouvements possibles. En effet, la
porosité totale d’un sol meuble ou d’une roche n’est pas une condition suffisante
a P'écoulement d’eau. C’est l'interconnexion des pores ainsi que les relations
fluides- solide qui définissent la circulation du fluide

Une exemple de milieux poreux
Milieux poreux naturels

Dans la nature, les roches et les différents types de sol sont certainement les
milieux poreux les plus exploités. L’ étude géologique des sous - sols permet de
classifier les différentes couches géologiques selon leur perméabilité & un écoule-
ment de fluide. Les couches d’argile constituent en général les parois imper-
méables de réservoirs naturels d’eau hydrocarbures. On nomme aquifére un
réservoir qui non seulement contient de I’eau mais qui peut aussi étre le lieu
d’écoulement, par gravité ou par pompage. Une schématisation d’un aquifére
est proposée sur la fig (2). La porosité des roches est trés variable selon les
conditions de température et de pression lors de la formation et de I’évolution
géologique. Les roche denses comme le granite ont des porosités inférieures a 2%,
au contraire, les roches volcaniques formées a la surface (faible pression) ont des
porosités élevées a cause des processus de dégazage associés au refroidissement.
Certaines roches atteignant ainsi une porosité de 60%. Les roches sédimen-
taires se sont formées a partir d’agglomération de grains cimentés entre eux.
Les schistes argileux ont une porosité de I'ordre de 10 a 25%. Le grés, formé en
général de grains de quartz, a une porosité qui dépend fortement du matériau
de cimentation des grains entre 10 et 45%, voir ( cf [67]).

1.1.4 Les différents types d’aquifére

Une nappe d’eau est contituée par I’ensemble des eaux comprises dans la zone
saturée de I'aquifére dont toutes les parties sont en continuité hydraulique.
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Figure 1.2: Schématisation d’un aquifére (Bear,1972)
Aquifére

Un aquifére est une unité géologique saturée pouvant transmettre des quantités
significatives d’eau sous des gradients hydrauliques ordinaires (ou faibles) ou
unité géologique capable de fournir des quantités d’eau économiquement avan-
tageuses. On distingue différents types de nappes :

e Nappe libre

C’est une nappe dont la limite supérieure dans la formation poreuse est a surface
phréatique, la pression exercée sur le toit de cette nappe est égale a la pression
atmosphérique. Par exemple : La nappe de vallée : Dans une telle nappe, I'eau
circule vers les exutoires qui sont les points bas de la topographie (sources, riv-
iéres, du réseau hydrographique de surface) . Prenons pour exemple le nappe de
la craie, dans le nord de la France. Les vallées les plus profondes drainent seules
la nappe, les autres vallées sont dites vallées séches. On appelle encore (nappe
phréatique) ce type de nappe (du grec phreatos, puits) qui veut simplement dire
que c’est la premiére nappe que ’on rencontre lorsque 1’on creuse un puits, et
qui est donc la plus facilement exploitée.

e Nappe captive

C’est une nappe d’eau souteraine emprisonnée dans une formation géologique
perméable, entre deux formation imperméables. L’eau contenue dans la nappe
captive est donc soumise a une pression supérieure & cette nappe correspondant a
la surface piézométrique est située au dessus de la limite supérieure de 'aquifére
confiné.
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Caractéristiques principales de 1’aquifére
La porosité
Le parameétre principal décrivant un milieu poreux est la porosité définie par

o Vp _ volume des pores

(1.1)

- VO " volume total

qui varie donc entre 0 (solide plein) et 1 (volume complétement vide). La relation
(1.1) de la porosité est une définition tridimensionnelle. Elle peut étre transposée
a un rapport de surfaces. En effet, une coupe d’un échantillon poreux (un
exemple est donné sur la figure suivante) montre une surface composée de deux
phases. On définit alors la porosité surfacique (& deux dimensions):

o, = ﬁ _ surface des pores (1.2)
Ay surface totale

Pour chaque section effectuée & la cote z, on peut mesurer Paire A4,(z) occupée
par les pores. Si le milieu est homogeéne (donc la porosité surfacique ne dépend
pas de la cote z), on peut écrire que cette aire vaut ®;Ag , ot Ay est l'aire totale
de la section. A partir de ces mesures, on peut calculer le volume des pores de
I’échantillon par

Vp = /Ap(z)dz = Aoq)s/dz = o,V

Par conséquent, on obtient une égalité entre la porosité volumique et la porosité

surfacique :
o, =0 (1.3)

La définition peut étre appliquée & une dimension, en introduisant une porositée
linéique @, , calculée par des mesures de longueurs de segments occupés par le
solide ou le vide. Si le matériau est homogéne et isotrope, on peut montrer que

d=03, =0, (1.4)

Valeur de la porosité efficace

L’exploitation d’une formation aquifére & nappe libre implique la récupération
de ’eau contenue dans les vides, comme on peut récupérer ’eau d’un échantillon
en ’égouttant. Les valeurs de porosité communément admises varient entre 5
et 30%. Toutefois ’eau des aquiféres est généralement sous pression et 1’on
utilise alors le coefficient d’emmagasinement pour caractériser plus précisément
le volume d’eau gravitaire ( cf [66]).
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Figure 1.3: Exemple de coupe d’un poreux (grés ) .

Pression, hauteurs piézométriques et charge hydraulique.

L’hydraulique des nappes souterraines est un cas particulier de la mécanique
générale des fluides pour lequel les écoulements sont presque toujours laminaires.
Les seuls cas d’exception sont constitués par les essais Halliburton et les essais a
la sonde de prandtl pratiques a haute pression dans des milieux rocheux fissurés.
L’énergie d’une particule du fluide en mouvement est donc considéré comme
son énergie potentielle car ’énergie cinétique est si réduite qu’elle est négligée.
I’équation de Bernouilli s’écrit:
P
h=z+ / ap
o PY

ot h est le potentiel (ouhauteur piézométrique), p la masse volumique de
I’eau, P la pression d’eau, z l'altitude du point. Si le fluide est incompressible,
la hauteur piézométrique s’écrit:

P
h=z+—, avec P=(h—2)pyg
p.g

ol g est l'accéleration de la gravité.
La charge hydraulique dans un fluide incompressible, correspond & 1’énergie
mécanique totale du fluide, elle est définie par :

P v?
p=z+—+—
P9 29
avec v la vitesse réelle du fluide. En milieux poreux, I’écoulement est générale-
ment lent, ainsi on néglige le terme cinétique ;’—g, par conséquent la hauteur
piézométrique et la charge hydraulique peuvent étre confondues.
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Coefficient d’emmagasinement

La définition du coefficient d’emmagasinement se rapporte principalement aux
aquiféres & nappe captive dont la limite supérieure est constituée par une for-
mation impermésable. L’aquifére & nappe captive contient une eau sous pres-
sion et 'aquifére est ainsi en condition d’artésianisme. En fait, on définit de
maniére générale le coefficient d’emmagasinement comme étant la source de ’eau
disponible, porosité efficace, avec I’eau libérable par dépression. En nappe libre,
en premiére approximation, seule compte ’eau libérable par gravité, porosité
efficace. Alors qu’en nappe captive seule 1'eau libérée par dépression (et réar-
rangement des grains) est prise en compte. Sil’on découpe I’aquifére en prismes
verticaux de 1 m? de surface de base, on appelle coefficient d’emmagasinement
S le rapport de la quantité d’eau libérée par ce prisme sous 'effet d’une baisse
de pression de 1 unité au volume total du prisme. On peut définir ainsi en
représentation bidimensionnelle la quantité d’eau unitaire (par unité de sur-
face) stockée dans un aquifére. On utilise également la notion de coefficient
d’emmagasinement spécifique S; comme le volume d’eau par unité de volume
aquifére que 'on obtient sous une baisse de pression de 1 unité. La dimension
est [L71] . On peut déterminer S qui est égale & S = eS, (avec e = épais-
seur en m de l'aquifére) durant les essais de pompage. En nappe captive, il est
évidemment trés petit: environ 1079, alors qu’en nappe libre, il est proche de
la porosité efficace: 10%, 5%, (cf [67]).

=]

Figure 1.4: Concept d’emmagasinement dans les aquiféres captifs et libres

Conductivité hydraulique

la conductivité hydraulique est une mesure de la capacité du milieu & laisser
circuler ’eau. Dans le cas anisotrope, elle s’exprime sous la forme d’un tenseur
symétrique de second ordre :

0
Ky

0
K= 0
0 K,

005
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La conductivité hydraulique dépend des caractéristiques du milieu, via la per-
méabilité intrinséque k, ainsi que des caractéristiques du fluide
_ pgk

1

Ou p est la viscosité dynamique du fluide.

K

1.1.5 Description des interfaces

e Interface eau douce / eau salée

Sans interface

Cette approche consiste a considérer un modéle d’écoulement de deux fluides
miscibles.

Interfaces diffuses

Une approche logique physiquement consiste a supposer que les eaux douce et
salée sont deux espéces miscibles et qu’il existe entre ces deux fluides une zone
de transition qui n’est ni salée ni douce. Pour une interface entre un milieu
saturé en eau et un milieu insaturé en eau, il est difficile de définir la zone de
désaturation. Cette approche est trés lourde des points de vue théorique et
numérique.

Interfaces nettes ou abruptes

Les deux fluides sont considérés immiscibles d’ou ’apparition de l'interface.
C’est une approximation de la physique qui a fait ses preuves, donc qui peut
paraitre raisonnable. Ele est basée sur '’hypothése de non transfert de masse
entre zone douce et zone salée. On ne considére pas de terme de pression capil-
laire mais le prix & payer du point de vue théorique est I’analyse d’interfaces
libres. Dans le modéle d’interface abrupte, on considére un écoulement & den-
sité variable défini par deux zones fluides de densités distinctes séparées par une
interface abrupte. En effet, a grande échelle et pour de faibles contrastes de
densité (aquiféres cotiers), et étant donné la variabilité temporelle des forcages
hydrauliques (marées, précipitations, etc.), I’épaisseur de la zone de transition
due & la diffusion pure de sel entre ’eau de mer et ’eau douce est relative-
ment petite par rapport & la taille du domaine, et par rapport a la variabilité
importante due a ’hétérogénéité intrinséque du milieu.

Approches avec interfaces abruptes (sans diffusion)

Dans l'approche ( interface abrupte ), on considére 'eau salée et I’eau douce
comme deux fluides non-miscibles séparés par une interface : voir figure suiv-
ante. L’interface eau salée / eau douce est une surface imperméable en équili-
bre de pression. Autrement dit, la pression est continue de part et d’autre de
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I'interface. Par contre, la densité du fluide est discontinue de part et d’autre
de linterface. Il s’agit donc d’un modéle & deux fluides non miscibles, sans
diffusion de sel. Deux méthodes sont possibles pour la résolution de I'intrusion
saline avec une approche de type interface abrupte.

La premiére est une méthode de suivi d’interface (surface tracking) qui consiste
& diviser le domaine en deux régions distinctes dont chacune est associée a une
équation d’écoulement. Ensuite, la solution des deux équations est utilisée pour
retrouver la position de la surface qui représente Uinterface eau douce / eau
salée (Bear, 1999). La méthode de suivi d’interface peut étre appliquée aussi
dans le cas 2D ou quasi 3D.

La deuxiéme méthode, dite (multi-phasique), consiste & considérer 'eau salée
et I'eau douce comme deux fluides non-miscibles séparés par une interface,
I’écoulement de chaque phase fluide étant cependant résolu dans I’ensemble du
domaine, de telle fagon que la position de l'interface est obtenue implicitement
a la fin de la résolution du probléme. Au niveau de l'interface il n’y a pas de
mélange (pas d’échange de masse) entre les deux phases fluides. Théoriquement
aucune diffusion n’est permise au niveau de Uinterface abrupte.( cf [4])

zone
eau salée

zone
eau douce

Figure 1.5: Représentation du domaine dans I’hypothése d’une interface abrupte

e Interface zone saturée / zone séche

Deux conditions définissent cette surface libre: P = pression atmosphérique
sur tout point M de la surface libre Exprimé en charge, on prend par conven-
tion 0 pour la pression atmosphérique, et on écrit h = z. De plus, la surface
lgt;re est une surface & flux nul si la nappe n’est pas alimentée par sa surface:

S =0 c’est donc une deuxiéme condition imposée a la méme surface. Parfois
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cependant, la nappe est alimentée par sa surface libre, et le flux qui la traverse,
Oh

est donné : §' = a (n normale orientée vers l'extérieur), il en va de méme
si une évaporation reprend de l'eau de la nappe (a est alors négative). Tout
le probléme de la surface libre est que ’on ne connait pas a priori sa position:
on est amené a rechercher, par approximations successives, une surface dans
I’espace qui vérifie simultanément h = z % = a. Ce probléme est assez
délicat. On se donne d’habitude a priori une position estimée de la surface li-
bre, ce qui délimite le domaine d’intégration. On fixe sur cette limite la charge
hydraulique (h = z) et on vérifie, aprés intégration de 1’équation, que le flux
calculé K g—ﬁ est correct, s’il ne I'est pas, on modifie dans un sens souhaitable
la position de la surface libre et on recommence le calcul. Une autre fagon de
résoudre le probléme est de ne pas considérer la surface libre comme une limite
de I’écoulement, mais de représenter dans un méme continuum la nappe saturée
et la zone non saturée susjacente jusqu’au sol. Il faut alors résoudre ’équation
de la diffusivité du milieu non saturé. La surface libre est alors obtenue comme
le lieu des points ot la pression est nulle. En régime transitoire, I’équation de la
diffusivité dans une nappe limitée par une surface libre, s’écrit pour un milieu
homogeéne:

0%h 0%h 0%h B

Kooy + Ky—ay2 + K55 =0,
dans la nappe et
oh oh oh oh oh
Ko7+ K, ()P 4+K. (=) =0d— +(K. —q)=— —
2(5g) T EG) R =25 + (e — )5

sur la surface libre, ou ¢ est le flux (volume par unité de surface horizontale,
par unité de temps) des échanges entre la nappe et 'extérieur (évaporation,
infiltration) a travers la surface libre, compté positivement s’il est extrait.

Figure 1.6: ( Charge hydraulique en M égale a la cote M )

Surface de suintement

Quand l’eau d’une nappe sourd vers 'extérieur, le long d’une ligne d’émergence:
La surface de contact (5) est dite surface de suintement. La condition est alors
h = z (car la pression est par définition égale & la pression atomosphérique).
% < 0 (sin est orienté vers 'extérieur), en effet le flux de la nappe est sortant.
La surface de suitement pose la méme genre de probléme que la surface libre.
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Bien que I'on connaisse la cote z le long de la surface de suitement, on est obligé
de rechercher par approximations successives les points A et B ou commence et
s’achéve respectivement la surface de suintement et ou débute la surface libre.
On impose généralement la position de la surface, et on vérifie ultérieurement
que le flux est bien sortant, ( cf [65]).

Ecoulement multiphasiques (fluides non miscibles)
Théorie

C’est par exemple, le cas de lair et de I'eau (milieu non saturé),de huile, de
leau et du gaz (gisement pétrolier).

Saturation

On définit d’abord la saturation volumique pour chacun des fluides ¢

g part de la porosité occupée par le fluide 4
1: =

porosité totale

S; : varie entre 0 et 1.

Equation de continuité :

On écrit une équation de continuité pour chaque fluide i = f,s (I'indice f
désignant l'eau douce et s l’eau salée):

div(piU_;) + %(Pi&:‘p) =0

p; © Masse volumique du fluide 1.

U; . Vitesse de Darcy du fluide i .

® :  Porosité totale d’un milieu poreux .

ot (p;S;®) est la quantité de fluide ¢ contenue dans ’élement de volume unité
VER.

Relation entre les saturations :

> Si=1
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1.2 Dérivation du modéle

1.2.1 Loi de Darcy

La loi de Darcy représente un cas particulier de I'intégration des lois générales
de la mécanique, lorsque 'on fait I’hypothése que I’eau se comporte comme un
fluide newtonien, incompressible, et qu’au cours de son écoulement dans le sol,
les forces d’inertie sont négligeables. On montre que dans ces conditions la loi
de Darcy peut se mettre sous la forme

k
q= —;(VP + pgVz), (1.5)

p est la masse volumique du fluide, p la viscosité du fluide, k la perméabilité du
sol et g est la constante d’accélération gravitationnelle.

k k
4= =KV~ (p=po)gVs K = ’;jg . (1.6)

¢ représente la charge hydraulique et pg est la masse volumique de référence de
I’eau douce. Dans cette relation, la matrice K est la conductivité hydraulique
qui exprime la capacité du sol a conduire le fluide.

1.2.2 Conservation de la masse du fluide

La loi de conservation de la masse du fluide s’écrit comme suit :

9(p?)
—5— +V.(pg) = pQ. (L.7)
ot
ou P est la porosité et ) est un terme source générique. Donc le systéme
d’équations pour notre probléme 3D s’écrit dans le domaine d’eau douce et
dans le domaine d’eau salée :

Aps®
(g]; ) + V.(pqut) = prf7 s dans Qf (18)
qf = —Kngbf, (19)
qs = 7st¢sa (110)
0ps®
( gt ) + V.(psqs) = psQs dans €y (1.11)
+C.B+C.I (1.12)

ou C.B désigne les conditions aux bords et C.I conditions initiales. Nous al-

lons faire plusieurs simplifications sur le terne 6;3-;;5 L i = f,s compte tenu des

paramétres caractérisant le fluide et le milieu.
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Coefficient de compressibilité du fluide .
On suppose que la pression P et la densité p satisfont I’équation d’état :

W _ pap (1.13)
p

ou ap > 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de la variation
de la pression . En intégrant (1.13) on obtient

p = poer(F=Fo) (1.14)

ou P, est la pression de référence et pg est la densité de référence du fluide .

Coefficient de compressibilité du sol :

Modéliser la compressibilité du sol revient & modéliser les effets de compress-
ibilité des roches. Les premiéres tentatives pour expliquer ce phénoméne sont
basées sur le modéle de la porosité dépendent de la profondeur ® = o(z).

Par exemple comme dans le modéle de Athy (cf. [6]), on a ®(z) = ®ge~M?,
(Pg, M) € Rf_ Le probléme dans ce modéle c’est que la variation de la porosité
n’est en aucun cas due a la variation de la pression, alors qu’en réalité cette
derniére joue un role fondamental. C’est pourquoi une approche physique beau-
coup plus cohérente consiste & dériver une équation pour la porosité.

Soit ¢ la contrainte totale dans le domaine ou milieu poreux et o, la contrainte
liée aux squelettes ou pores alors nous avons :

oc=®P+ (1 - P)os,.

Ou ®P représente les effets dus a la pression. D’aprés la théorie de Terzaghi la
contrainte effective o, est définie par :

oe=(1—-®)(os — P)

Il s’en suit que
oo+ P=0

En supposant que la contrainte totale reste inchangée nous avons :
do, = — OP.

De plus le volume V se déforme a cause de la compressibilité du sol mais le
volume de la partie solide
Vs = (1 — @)V reste inchangé (cf [ 10 ]), on a :

dV, d® dv
do, 0 < do, VA )dUe 0
1dv 1 dV 1 do

il AR A A 1.1
Vdo, (1—®)do, V dP (1.15)
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En supposant que les variations de volume et le comportement élastique du sol
sont faibles, on définit la compressibilité du sol par f[p € R :

1dVv

Pr = Vdae

Il en découle d’aprés ’équation (1.15) que :

P
;LP =(1-9)fp & ®=1—(1—dy) P10, (1.16)

En résumé, ’approche consiste & supposer que la variation de porosité provient
de la compressibilité du squelette du milieu due & la variation de la pression du
fluide. Cela donne en utilisant les représentations différentielles :

0P 1 09

d® = =5 dP = (1 _Q)(WTPW): (1—®)a,dP
4P
op = (1= ®)6p (1.17)

ou Bp= ﬁ g—f; est la compressibilité du sol due & la variation de la pression.
Une relation entre la porosité ® et la charge hydraulique ¢ découle de (1.16) :
en effet

P
p=—+zn & P=pogd— zn

pog
dd dd
a—a) BpdP & W = Bppogdg
donc i®
F e (1-9)Bs & ®=1—(1—g)els(@%0) (1.18)

ot By = PogBp = 0 est le coefficient de compressibilité du fluide résultant de
la variation de la charge hydraulique et ¢y a charge hydraulique de référence.
Afin de pouvoir manipuler ’équation de conservation de masse (1.7) , nous
allons devoir faire des hypothéses p sur la nature du milieu i.e la porosité du
sol @ celle du fluide i.e sa densité et enfin sur ’écoulement du fluide dans le
milieu poreux. Nous supposerons que le fluide et le milieu sont compressibles.

1.3 Hypothéses simplificatrices

1.3.1 Hypothéses sur le fluide et sur le milieu
Faible compressibilité du fluide

L’eau douce et I’eau salée sont des fluides faiblement compressibles donc ap <
L = p=po
q=—-KV.¢
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Faible compressibilité du sol

On suppose a nouveau que le sol est faiblement compressible et donc Sp < 1.

Hypothéses sur les viscosités de ’eau douce et de 1’eau salée

Nous allons aussi supposer que notre milieu est homogéne et isotrope et que les
viscosités de ’eau douce et de ’eau salée sont identiques, on a :

Kio=Kpy =Ky et K;p=Ksy=K;

or
k k
Kf = pfg7 Ks = Ps9
Hf Hs
Si on suppose  jif = jis, alors
k k
K, = Psg — K, = Ps Kprg
Ky P My
——

avec
(1+a)="2 (1.19)
Py

1.3.2 Hypothése de Bear

Cette hypothése, formulée par Bear, consiste a négliger les variation de densité
dans la direction de I’écoulement, c’est a dire Vp.g < 1. Donc
d(p® 0P Jdp
9p) +V.(pq) =pQ <= p——+P— +pV.g+ Vp.qg=pQ (1.20)
ot ot ot —~—

=0

ou de (1.13) on déduit que

o _ . or
at ~ P o
ou de (1.17) on déduit que
o oP
T (1-® el
on obtient alors
oP oP
1—-9 — 4+ 0 — Q=
p( )Bp 5y +®pap o+ pV.q=pQ
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oP
p((1—2)Bpr +Pap) —+pV.q=pQ

=S

puisque

k
q= —% Vo et P =pogd— pogz

on obtient au final aprés simplification ( p # 0), une équation de conservation
de masse couplée a I’équation de Darcy :

p0g (1 @) 85 + 2ap) 2 9. (K70) = @ (1.21)

=S,

So = pog (1—®) Bp +P ap) est le coeflicient d’emmagasinement en eau du sol.

1.3.3 Approximation de Dupuit

L’hypothése de Dupuit consiste a considérer I’écoulement quasi - horizontal c’est
a dire
;K1 < ¢, =0

e lére conséquence : Puisque ¢=—-K V¢

q¢:~0 = 0,0=0 or (b:%—l—z, donc 0,6 =0, <= P = —ppgz+c

(c indépendant de z ).

e 2éme conséquence : L’écoulement étant supposée quasi - horizontal, on
intégre verticalement 1’équation résultant de la conservation de la masse.
On réduit alors notre probléme 3D a un probléme 2D.

1.3.4 Hypothése d’interface abrupte ou nette

Le modéle d’interface abrupte consiste a supposer que l’eau salée et I’eau douce
sont immiscibles et que donc les zones occupées par chaque fluide sont séparées
par une interface abrupte . Cette interface est en réalité une zone de transition
(car ces deux fluides sont en fait miscibles), mais dans le modéle on suppose que
I’épaisseur de cette zone est trés petite comparée aux dimensions de 'aquifére.

Conclusion

Dans chaque domaine nous avons une équation de conservation de masse sim-
plifiée du type (1.21) spécifique au milieu. Dans le domaine de I’eau douce, nous
avons :

loys

Si gt

+ V.5 = Qs (1.22)
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Dans le domaine de ’eau de mer, nous avons :

9¢s
dt

S + V. =Q, (1.23)

ou Sf, S, sont respectivement les coefficients d’emmagasinement en eau dans
le domaine de I’eau douce et dans le domaine salé, py, ps sont respectivement
les densités de référence dans le domaine de I’eau douce et celui de I'eau salée
@, @5 sont respectivement la charge hydraulique dans le domaine de ’eau douce
et dans le domaine salé qf,gs sont respectivement la vitesse de Darcy dans le
domaine de ’eau douce et dans le domaine salé et enfin Q) ¢, Qs sont des termes
sources. On rappelle que :

kg
S = pro((1= )5y + Bay), g = —KyV(oy),, Ky ==Lk

kgps
Se = psg((1 = ®)B, + Bay), qs = —K.V(¢y),, K, = %

1.3.5 Domaine d’intégration

L’aquifére sera schématisé par un domaine 3D dont la projection verticale sur
le plan horizontal sera noté 2. Par ailleurs la cote du substratum sera notée
ha, la cote de l'interface eau douce/eau salée sera notée h et la cote du toit de
Paquifére sera notée hy (ce sera aussi la cote de l'interface entre la zone saturée
et la zone insaturée). A priori les fonctions hy et ho peuvent dépendre des
variables spatiales x et y.

Zone séche I'p

On suppose qu'entre z = hy et I'p, la pression est donnée égale & la pres-
sion atmosphérique P,. Si hy < hpqz, on impose ’équilibre des pressions
Py.—p, = P, et donc :

P
¢ z= == + hl
Tle=he ™= bty

Si h1 = himae on impose I'équilibre des pressions Py.—j,... = Pa et donc :
P,
¢f|z=hmam = : + hmax
Prg

Dans toute la suite, pour simplifier, nous supposons que A, = 0. Conséquence
sur le choix des inconnues dans notre modéle : on a vu que :

P,

Si by < hyaw = b =
Prg

+ h;.
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niveau de référence

eau douce

interface

Figure 1.7: L’aquifére est représenté par un domaine Q x (hz, Az ), 2 € R2.

P,
Sijnihy = hpar =0 = ¢y =—"
Pr9
Donc la bonne inconnue est  hy = inf(0,hy) :
P, P,
¢y = —= + inf(0,hy) := —= + hy.
Pry P19

Le méme raisonnement s’applique a la hauteur d’eau salée, nous introduisons
donc h™ =inf(0, h).

Zone riviére I,
On suppose la riviére a I’équilibre hydrodynamique :
-Pr\z:hm{,ﬂc = Pa + Pfg(o - hmaz)

A(z,y) fixé, c’est donc  Py.—y
pression P, .

= P, — psghmaz(x,y) qui va remplacer la

max
La condition au bord classique a l'interface d’un aquifére et d’un réservoir
d’eau est la continuité de ¢; et cela donne :

Pr|z:hm(m
Prg

¢f|Z:hma:cmFr = (briviere Aand ¢T|z:hmammrr = + hmaa:

30



Pa - pfghnm;c(xvy)

— ¢f\z:hmazﬂl—‘7. = +hmaa:
Pry
— ¢f|z:h,,mwﬁr‘,,. == - hmam + hmaw
Prg
P,
— ¢f|zzhmazmrr = >
Prg

Remarque

La présence de la riviére ne change donc rien car fixer ¢ au contact du bord
de la riviere I',. revient a fixer la pression P, en 2z =0.

1.3.6 Intégration verticale du modéle 3D

Intégration verticale dans le domaine d’eau douce:
On intégrant la conservation de la masse dans la zone d’eau douce entre la
surface supérieure h; et la profondeur de l'interface h~ donne

hy
/ (V.gr+ Sf%)(z)dz =0 (1.24)

En appliquant la formule de Leibniz au deuxiéme terme:

hy hi — —
C L0 o9 M N _ ol
B /h_ Opdz+ Sy(h™)—5— = Sror(hy) 5,

ici By = hy — h™ est I'épaisseur de la zone d’eau douce. On pose q~5f la
moyenne verticale de ¢y :

§r= = /h;asd
= — zZ
f Bf . f

et on a donc
hy ~
/ Sfatd)fdz = Sfat(de)f) — qu)(hl_)athl_ + ngb(hi)ath*
.
= StBy0yps + S0 By — Syo(hy )0thy

[ 100z = 8131001 + 856y = o)A = 856y = 05 ()

(1.25)
De méme d’aprés la formule Leibniz :

h

1 hy hy
diU(Qf)dZ = / divx,y‘]fz,ydz + / 8quzdz
h— h- h=
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hy n
= divx,y(/h_ ay,.,d2) —qy, ,(hy).Vhi +q;, (h7).VRh™ + /h_ 0.qy.dz

hy
= div(Bsqy) — qy,.,(h1).Vhy +qy, ,(h7).Vh™ +/ 0.qy.dz
.

ol
1 M ho ~ ~
i = 5= a5, ,dz et 0:q5.dz = qy.(hy) — qs.(h7).
£ Jn- h-

Alors
hy
[ divlap)dz = div(Byds) — 4 (00)(Vhs = V2) + g (h)(Th = V)
e
Donc
hy
/ div(gy)dz = div(Brqr)+qr(h1).(Vz=Vh{)—q;(h7).(Vz=V(h7). (1.26)
.
En faisant la somme de (1.25) et (4.5) on obtient donc I’équation (1.24) :

SyB10yds + div(Byiy) + Sp(dy — ¢ (h))0hy — Sp(dy — dp(h™))0h™

+qf(hy)-V(z=hy) —qp(h7).V(z—h") =0
Comme Ky , ¢; et By sont indépendants de z , on a :

_ 1 (M
i =3 (—KVoyr)dz
f Jh-
hy
qr = —Kf(B Vordz) = =KV
fJh-

Puisque ¢; indépendant de z, alors ¢y = Jsf =¢s(hy) = ¢s(h™) En effet :

~ 1 [
o= [ ondi=o
I 7
d’ou
afr = —KsVoy

Ainsi lintégration verticale des équations (1.8) selon la verticale entre la zone
de l'interface h et celle du toit de 'aquifére h; s’écrit :

dd -~
Sfo% =V- (BfoV¢f) —qy ln, ‘V(z—h1) +q5 ln -V(z—=h). (1.27)
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Intégration dans le domaine d’eau salée

De méme en intégrant 'équation (1.23) selon la verticale, mais cette fois-ci entre
la zone du substratum hs et celle de l'interface h, on obtient ’équation :

o -~

S.B.2 =V (BURY) — g | V(e h) 4 by V(e — o). (128)
ou :
Bs = h — ho est I’épaisseur de la zone d’eau salée.
~ 1
¢s = B. f:z ¢sdz est la moyenne de ¢, sur la verticale .
~ 1
K, = B. f,f; Kidz est la moyenne de chaque élément du tenseur K sur la
verticale.

Dorénavant on note $f = ¢y et 55 = ¢,, de méme pour les tenseurs K et
K.

1.4 Equations de continuité

1.4.1 Continuité de la pression & l’interface z = h

On a supposé ¢y constant par rapport & z entre h et inf(hq,0), on a donc:

P, P,
¢ = ——+inf(0,h1) == — +h
Pr9 Pr9

Or on a I’hypothése de continuité de la pression entre la couche d’eau claire
et la couche au-dessus de l'interface libre hq:

Pa Pf\z:h
¢ z=inf(0,h1) — ¢ 2=h < +h=——
fl f(0,h1) il 01g Py

< Pf\z:h =P, + pfg(h1 — h)

+h

Par ailleurs comme on a supposé la continuité de la pression au travers de
I'interface h, on a :
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Prlocn = Pyo=p = psg(9¢s — h) Py +prg(h1 —h) = psg(¢s — h)

psg(¢s —h) = Py + ,Ofg(hl —h)
P,

PsPs = r + ps(h1 — h) + psh

Ps P,

Ps b= 2% 4 (b —h)+ 22h
Py P9 Py

f
Py
Pry

v 11e

(1 + a)¢s =

+ h1 + ah.

Pour simplifier comme P, et « sont constants, on a :

Pfoep = Pyjoepy, = (14+0) Vs = Vhi+aVh = (1+a)Ve, = xo(—h1)Vhi+aVh

1.4.2 Continuité des flux aux interfaces.

1. Calcul du flux ¢4__, - V(2 — h) dans le cas d’une interface nette

L’interface nette peut étre représenté par une surface de I’équation
F(xvyazvt) =z- h(.]?,y,t) =0

En supposant une interface nette, nous avons supposé aucune diffusion & travers
I'interface entre I’eau douce et salée qui est

qf J. qs N =
= —V)n=(=—-v)n=0 1.30
& —qi=E -9 (1.30)
ou ¥ désigne la vitesse de l'interface, 71 le vecteur unité normal & l'interface et
® la porosité du support. En utilisant I’équation qui régit le déplacement de

I'interface
OF +U.VF =0

et en combinant avec la continuité de la composante normale de la vitesse, on

obtient o

gr(h).V(z —h) =¢qs(h).V(z — h) = @E'
2. Calcul du flux g4|,_, - V(2 —h) dans le cas d’une interface faiblement
diffuse

Nous incluons & présent dans notre modéle 'existence de deux interfaces dif-

fuses : I'une d’épaisseur §; entre la zone saturée et la zone insaturée et I'autre
d’épaisseur dj, entre la zone d’eau salée et la zone d’eau douce. Ce modéle a été
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initialement introduit dans [35] et nous reprenons ici intégralement la présenta-
tion du calcul du flux donné dans cet article. Nous soulignons que ce modéle est
complétement nouveau par rapport a la littérature existante et qu’il concilie la
simplicité des modéles & interface nette avec le réalisme des modéles & interface
diffuse.

Nous introduisons une fonction de phase F' décrivant les 3 zones (eau douce,
eau salée, mélange) telle que :

0  dans 'eau douce,
Cs ..
F= 5 sur Iinterface nette,

cs; dans ’eau salée.

ol ¢, est la concentration moyenne en sel dans la zone salée.
c
Ainsi Pensemble {(z,y,z) tels que F(x,y,z) = 55} représente l'interface

nette a 'instant t.
La fonction F' satisfait une équation de type Allen-Cahn tri-stable (les trois

c
points de stabilités sont ici O,Eset cs)

F(F = 2)(F = c))(3F2 = ¢2/4)

O F +OVFE — §,A'F + 5 =0 (1.31)
ot le symbole A’ correspond & la dérivation par rapport aux deux variables x et
y. La forme détaillée du potentiel triple n’a pas d’importance; son role principal
est d’établir et de maintenir les parois du domaine bien définies. La taille car-
actéristique de l'interface diffuse correspondante est d5 > 0 (voir par exemple
[7] pour des résultats rigoureux). Le paramétre dp, est petit. Un autre point en
faveur du couplage de (1.31) avec 'approche interface nette est la convergence
quand 65, — 0 du modéle ’champ de phase’ vers celui avec 'interface nette’ (voir
[76] [75] pour Allen-Cahn, [31] [21] pour Cahn-Hilliard). L’équation satisfaite
par le champ de phase (1.31) contient également un terme d’advection par le
fluide de l'ordre du paramétre, la vitesse efficace étant désignée par o ([24]).
Nous soulignons, par ailleurs, que nous avons déja négligé la diffusion verticale
par rapport au terme convectif. Le passage de 3D a 2D suppose que la zone de

c
stabilité {F = Eg} correspond a 'interface nette z = h, on a donc :

F(x,y,z,t) = %S &z —hz,y,t) =0

¢
La dérivée de la fonction constante F(x,h™(x,t),t) = 58 est nulle, nous dé-

duisons de O[F(x, h™ (z,t),t)] =0, I = z,t que O F(x,h,t) = =0, F(x,h™,t)0:h~
et V'F(x,h™,t) = —0,F(x,h~,t)V'h~. Dérivant une nouvelle fois ces expres-
sions, nous obtenons finalement que A'F(x,h™,t) = —0,F(x,h™,t)A’h™ —
02, F(z,h=,t)[V'h™|?> = V'O, F(z,h™,t) - V'h~. En incluant ces calculs dans
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¢
la projection de I’équation de Allen-Cahn pour F' = 58, nous obtenons:

0. F(=0ih+7-V (2 —h) —5pAR) + 6, V' 0. F - NV'h™ +6,|V'h ™ [202,F = 0 (1.32)

En négligeant les deux derniers termes de I’équation (1.32) et en simplifiant par
0,F # 0 (la justification de ces deux points est loin d’étre évidente et nous
renvoyons A [35] pour plus de détails), nous obtenons :

—Oh+7-V(z—h) — 54 Ah =0 (1.33)

On revient alors a I’hypothése traditionnelle de la modélisation a interface nette
c
: pas de transfert de masse au travers de I'interface {F' = ES} i.e les composantes
normales de la vitesse sont continues et on a :
qf = — q,S — —
= —7)-n=(-—-7)-1=0. 1.34
-5 i=(% -5 (134)

On a noté 7 le vecteur normal unitaire par rapport a l'interface nette , v est la
vitesse moyenne réelle de l'interface.

1
Remarque : La pondération par ry provient de la définition de la vitesse

moyenne réelle:

Q Q _1Q g Q Sy

= —= —— = = — = — t @ = —.
TS, TS es @ U TG S
avec () le débit s’écoulant dans la section, S la surface de la section, gy la vitesse
fictive de filtration, S, la surface du vide dans le milieu poreux.
En combinant (1.33) et (1.34) nous obtenons :

gr(h)-V(z—h) = gqs(h)-V(z—h)= @[% — dpAR)
= Do) 2 Sydiv(xo(~H)VA)].

3. Calcul du flux ¢y._, - V(2 — h1) dans le cas d’une interface faible-
ment diffuse

Nous appliquons le méme type de raisonnement que dans le cas précédent pour
décrire la zone de transition entre la zone saturée et la zone insaturée d’épaisseur
01.

Ici pour modéliser la dynamique de cette interface, nous introduisons une fonc-
tion de phase F telle que:

—1 dans lazoneinsaturée,
F=<{ 0 sur [linterfacenette,
1 dans la zone saturée.
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Ainsi {F(z,y, z,t) = 0} représente 'interface nette. La fonction F satisfait une
équation de type Allen-Cahn :

OF 5 .vr—saps LEZDEHD
ot 01

=0

ou v est la vitesse de l'interface et §; est 1’épaisseur de la zone diffuse entre la
zone saturée et la zone séche. Nous notons que le passage de 3D & 2D suppose
que la sone de transition {F = 0} correspond a l'interface nette hy, on a done:

F(z,y,2,t) =0<= 2z — hy(x,y,t) = 0.
et la projection d’Allen-Cahn pour F' = 0 donne:

En combinant (1.35) et la continuité des composantes normales de la vitesse a
Iinterface z = hy, nous obtenons:

Oh1
M5
5 01Ahy

oh
= @Xo(fhl)il — 51V(X0(7h1)v}11).

ot
4. Calcul du flux gy|._, -V(z — h1) dans le cas d’un aquifére confiné
Dans le cas ou on suppose que la couche supérieure de l'aquifére est imperméable
i.e pas de flux entre la zone d’eau douce et le toit z = hy, on a :

qs(h1) - V(z —h1) = @

qs(hl)V(z — hl) =0. (136)
5. Calcul du flux ¢5(hs) - V(z — ha)

Dans le cas ou on suppose que la couche inférieure de l'aquifére est imper-
méable i.e pas de flux entre la zone salée et le fond z = hy, on a :

qs(h2)V(z — hy) = 0. (1.37)

Nous insistons sur le fait que, puisque nous avons supposé ’écoulement quasi-
horizontal, la condition (1.37) impose des conditions sur la topographie (z,y) —
ho(x,y). Par exemple si le tenseur de perméabilité K est diagonal, on doit avoir
ho = constante. Pour garder le maximum de généralités sur le tenseur Ky, il
faudrait considérer la fonction hy variable.

Mais, pour simplifier les démonstrations qui vont suivre, nous avons supposé
ho = constante. Nous insistons néanmoins sur le fait que les démonstrations se
généralisent de maniére automatique au cas hy = ha(x,y).
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1.5 Modéle d’intrusion saline

1.5.1 Simplification dtie aux faibles compressibilités du
fluide et du sol

Nous simplifions notre systéme 2D en omettant le terme avec le coefficient
d’emmagasinement S, on obtient ainsi :

S¢Brorgy — div(BrKgVor) + qr(hy).V(z —hy) —qp(h7).V(z —h7) (@Vf )
1.38
7diU(Bsst¢s) + qs(h)V(Z - hi) - QS(hQ)'V(Z - h?) = @: (139)

Cela réxulte de la combinaison de deux points suivants:

e d’une part ’eau salée est confinée car la couche hy est imperméable donc:

Orps < 1.

e d’autre part S; < 1 car le coefficient de compressibilité du fluide est trés
faible i.e ap < 1 et le coefficient de compressibilité du sol est trés faible
aussi i.e fp < 1

Ss = psg((1 — @)Bp + Pap) < 1.

Donc ces deux points combinés entrainent : S,B;0:¢s =~ 0 .

1.5.2 Cas confiné:

Les bonnes inconnues sont les fonctions ¢, et ¢ . Deplus gs(h2).V(2—he) =
gr(h1).V(z—h1)=0

e Cas interface nette

Notre modéle est alors régi par les systémes suivants :
- Dans le cas stationnaire :
—div(K () By (¢, ¢s)Vey) = Qp  sur Q,
—div(l + o) (K(x)Bs(¢5, 05)Vos) = Qs  sur Q,
By(¢f,¢s) = h1 — h,
Bs(¢5,¢s) = h — ha,
h=(1+6)ps — 5oy

P
Ps—pPf’

ou § =

- Dans le cas non stationnaire :

— 0% — div(K By (¢5,5)Vér) = Qy,
(b% - d“}(l + a)(KBs(¢f7 ¢s)v¢s) = Q57
By(¢f,¢s) = hi — h,
BS(¢f7¢s) =h— h27
h=(1+408)¢s —dpy.
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Ce systéme peut étre écrit sous une forme plus compacte si nous considérons la
charge hydraulique de ’eau douce ¢ et la profondeur de I'interface ( h) comme
inconnues. En effet, on a

(ps_pf)h 1 P o

Pf
s = — e h
¢ ps¢f+ Ps 1o 174
Donc
oh .
7(13& — d’L’U(K(hl — h)ngf) = Qf,
et

B0 — div(a (h— ) V) + div(K (b~ h)V5) — div(K (b~ h2)V65) = Q.

Ainsi en posant
hg —> —hQ, h— —h, hi —> —hl,

notre systéme s’écrit sous la forme suivantte :

&2 — div(aK (hy — h)Vh) + div(K (hy — h)V¢y) = —Q
—div(aK (hy — h1)Véy) + div(aK (hs — h)Vh) = Q¢ + Qs
e Cas interface diffuse

- Dans le cas non stationnaire :

— B9 — div(K By (¢f, ¢)Vor) + 0nPAR = Qf,
&2 — div(1 + a)(KBy(¢y, ¢s)Vs) — 6, PAR = Qs
Bf(¢f7¢8) =hi —h,
BS(QJ)f’(bS) =h — ha,
h=(140)ps —d¢y

Ce systéme peut étre récrit sous une forme plus compacte si nous considérons
la charge de I’eau douce et la profondeur de l'interface comme inconnues. En
effet, on a

_Pr (ps — Pf) 1 o
¢s—ps¢f+ P h—1+a¢f—|—1+ah.
Donc o
oL PAR — CI)E — div(K(h1 — h)Voys) = Qy, (1.40)
et

q)%—div(aK(h—hz)Vh)—5h¢Ah+diU(K(h1_h>v¢f>_dw(K ((hi=h2)Véy) = Qs
(1.41)
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Ainsi, en mettant
ho —> —hQ, h — —h, hy — —hl,
En sommant (1.40),(1.41) notre systéme s’écrit de la forme suivantte :

&9 — div(aK (hy — h)Vh) — 6,8 Ah + div(K (hy — h)Véy) = —Q,
—div(aK (hy — h1)Voy) + div(aK (hy — B)Vh) = Q; + Q,  (1.42)

1.5.3 Cas libre

En faisant la somme entre les deux équations (1.38), (1.39) , on a

—div(BsKsVs) +qs(h).V(z — h) — qs(h2).V(z — ha) = Qs
S¢BfOps—div(Br KNV os)—div(BsKVs)+qr(h1).V(z—hi)—g¢s(h2).V(2—ha) = Qs +Qs.
Alors on remplace
By = h—hy, Bf = h1—h, K; = (1+a)Kf, qs(h2).(Vz—=Vhsy) =0, at(bf = O¢hy, Vs =Vh;

et on obtient :

ain((h— h)KS (14 V) + W)V - = Q. (143)
Sf(h1—h)athl—di’l]((hl—h)Kthl)—i—q]f(hl).V(Z—hq)—diU((h—hg)Kf(l—F(Oé)VQ;S) = Qs +Qs.
1.44

Or
(14 «)Ve¢s = Vhy + aVh,

Qf(hl)v(z — hl) = |:88h; — 51dw(Vh1)] s
QS(h)V(z — h) = l:glz — 5hdZU(Vh):|

(1.43) et ( 1.44 ) deviennent :

—div((h — ha)K;Vhy) — div((h — ho)K;aVhy) + © [aalz — (5hdiv(Vh)] = Qs

Sf(h17h)ath17d2’t}((h17h)Kth1)7dl’U((h*h2)Kth1)7dlU((h*h2)KfOéVh)

oh
+& a—tl — 51div(Vh1)] =Qr+ Qs

c’est a dire

O 0;h — div((K (b — hy) + 6,8)Vh) — div((h — ha) K;Vhy) = Q,
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(87 (ha—h)+®)Dphy —div (K ¢ ((ha —h)+(h—hs)+6,8)Vha ) ~div((h—ha) K jaVh) = Qs +Q.

Nous supposons que la taille des interfaces diffuses sont comparables : 9, =
01 = 0, cette hypothése permettra de montrer que hy; > h. De plus nous
supposons que :  qr, = qr, = qr. Nous faisons un changement de variables
pour retourner notre axe vertical :

hl — —hl, h — —h, h2 — —hg

Notre systéme devient :

{—(Sf(h — h1) + ®)0th1 + div(K¢((h — h1) + (hg — h))Vh1) + div(6PKVhy)
+div(Kfa(hy — h)Vh) = Qf + Qs

(1.45)

Dans ces deux systémes précédents, la premiére équation modélise la conserva-
tion de masse totale d’eau, tandis que la seconde modélise la conservation de la
masse d’eau douce ou claire. Il s’agit d’un modéle 2D, le processus d’upscaling
ayant préservé la troisiéme dimension via les termes de surfaces libres h et h;.

[1]

41



Chapter 2

Existence globale en temps de
la solution dans le cas d’un
aquifére confiné

2.1 Introduction

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons rappeler les résultats d’existence
globale en temps d’une solution du probléme correspondant au cas de 'aquifére
confiné avec 'approche nette et avec celle d’interface diffuse.

Concernant le cas ’interface nette’, la preuve est donnée dans [69] et celle du
cas ’interface diffuse’ est faite [33]. Ces articles permettent de conclure que,
malgré la non-dégénérescence des équations dans le cas ’interface diffuse’; il
faut toujours supposer 'existence d’une zone d’eau douce d’épaisseur stricte-
ment positive dans le réservoir d’eau pour établir une majoration uniforme de
la norme L?(Qr) du gradient de la charge hydraulique, cette estimation est in-
dispensable pour le passage a la limite.

Dans la seconde partie du chapitre, nous rappelons un résultat de régularité du
gradient des solutions dans 'espace L"(0,T; Q) qui est établi pour approche
avec interface diffuse. Ce résultat permet alors de prouver l'unicité de la solu-
tion, (cf. [62]).

2.2 Résultats préliminaires et notations

Dans cette partie, on introduit quelques notations et résultats. On suppose
H'(2) l'espace de Sobolev :

HY(Q) := {¢ € L*(Q); Vo € L*()}
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muni de norme

1/2
I8l = X 10%lBa) -

aeNZ?,|a|<1

Soit HE(Q) :={¢ € H(Q);¢ =0 dans I'}

Dans la suite de 'espace H{(£2) sera muni de la norme Hilbertienne

1/2
18]l = (o IVo () 2dy)

qui est équivalente a la norme || - ||g1(q), grace a la deuxiéme inégalité de
Poincaré.

Pour u € H?(f2) , on pose
A(u) := —Au € L*(Q). (2.1)
Soit une fonction w € L?(£2) donnée , la fonction ¢ associé & w est définie par

—Ap=w dans Q, (2.2)
=0 dans Tp. (2.3)

Il est facile de voir que ¢ € (HE ()N H%(Q)) et &l (a2 nm2@)) < Cllwllr2 @)
ou C est une constante positif. En d’autres termes A~! est un opérateur con-
tinue L2(Q) — (HZ(Q) N H?(Q)) et ¢ = A~ (w).

H=1(Q) est espace dual de Hg(£2), muni de la norme dual :

[
WAl =) :=  sup <—2~>1/2
ver () (Jo [VY[2dy)
ou (f,v) désigne 'appariement de la dualité. Si w est simplement supposé étre

dans H~*(€2), la solution ¢ satisfait [, V¢Vipdy = (w, ) pour tout ¢ € Hj (),
donc (par I'inéqualité de Cauchy-Schwarz ) (cf. [74]) :

wllz-10) = (Jo [VEI2dy) 2 = 16l 11 (0)-

Pour simplifier les notations, on pose :
V =HNQ), V' = HY(Q) = H1(Q), H = L2(Q).

La symbole (-, -) est le produit de dualité entre V et V.
On a les inclusions compactes et denses suivantes :
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VcH=H cV'.

Pour tout T>0, soit W(0,T") Iespace tel que :

dw

W(0.T) :={w e I2(0,T.V), -

€ L*(0,T,V")},

muni de la norme hilbertienne :

dw /
lwllw(o,r) = (||W||%2(0,T,V) + ||E||i2((),T,V’)> :
Donc, on a l'injection continue :
W(Ov T) C O([Ov T]v [Va V,]l/Q) = C([Oa T]a H)

et on déduit du lemme de Aubin que l'injection suivante:
W(0,T) c L*(0,T, H) est compacte.

Nous considérons que la nappe captive est délimitée par deux couches hori-
zontales et imperméables. Nous supposons que le toit de I'aquifére est délimité
par le plan horizontal z = hi, c.a.d h; = constante et nous prendrons cette
constante nulle pour ce chapitre . La surface supérieure correspond a z = 0 et
la surface inférieure & z = hg, ho est donc aussi ’épaisseur de la nappe supposée
telle que hy > ¢ > 0. On introduit la fonction Ts(h) (qui représente 1’épaisseur
de la zone d’eau salée) :

On prolonge T continument par des constantes en dehors de [0, ho]. Le
prolongement de T pour h < § nous permet d’assurer une zone d’eau douce
d’épaisseur > ¢ dans 'aquifére.

Onpose K =aKet f = %f et comme précédemment h désigne la profondeur de
linterface et donc f ’la charge de hydraulique’ d’eau douce alors (h, f) satisfont
le systéme suivant:

Cas Interface nette:

@%fv‘(Ts(h)KVh)JrV-(TS(h)KVf):st, dans % [0,T],
V- (heVf)+ V- (Ts(h)KVh) = Qs + Qy, dans Q x [0,T7,
h=hp, f= fp, sur  T'x[0,T],
h(x,0) = ho(z), dans §.

Cas Interface diffuse:
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@%fv (Ty(h)KVR) + V - (To(W) KV f) — 85,V - (Vh) = —Q., dans

V- (heVf)+ V- (Ts(h)KVh) = Qs + Qy, dans
h= hD7 f fD7 sur
h(zx,0) = ho(x), dans Q.

ou les fonctions @, et Qs représentent les termes sources extérieures corre-
spondant au pompage ou & ’alimentation respectivement en eau douce ou en
eau salée dans l'aquifére.

Le tenseur représentant la conductivité hydraulique est tel qu’il existe 2 réels
positifs K_ et K vérifiant

0< K [§P< Y Kij(2)&& <Kil¢ <oo,z€QEeREA0 (24)

1,7=1,2

2.3 Existence globale en temps dans le cas de
Pinterface nette

Le but de cette section est de rappeler le résultat suivant (cf.[69]) :

Théoréme 1. Soit hg € H*(Q) telle que § < ho(y) < hy pp. y € Q,
hp € L2(0,T, HY(Q)) telle que dZTD € L2(0,T, (HY(Q))) et § < hp(t,y) < ha

p.p.(t,y) €0, T) xQ , fp € L*(0,T, H'(Q)) et Qs,Qf € L*(0, T, H).

Alors ,

pour tout T > 0, il existe une solution h € W(0,T) + hp, f € L*(0,T,V) + fp
satisfaisant les équations variationnelles suivantes :

T
/ (D(—,U dt—|—/ / (KTs(WV(h— f)) - Vv+ Qsvdydt =0, (2.5)
0 v,
Yo € L2(0,T, V).
T
/ / (haV f — KTy(h)Vh) - Voo — (Qu + Qp)wdydt =0, (2.6)
0o Ja
Vw € L2(0,T, V).
telle que

h(0,-) = hy. (2.7)
§ < h(t,y) < hg, pour p.p.(t,y) €10,T] x Q. (2.8)
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Remarques :

1) Sion pose u =h —hp et v = f — fp dans (2.5)-(2.6), alors (u,v) € V x V
et ils satisfont le systéme couplé suivant pour tout w € L2(0,T,V):

/T @(W,aﬁ dt—|—/ {Ts(u+hp)K{V(ut+hp)—V(v+fp)} Vw+Qsw}dydt = 0.
0 t v,V Q (2.9)

T
/0 /Q {1V (04 ) =T K (ut-hp)V (ut-hp) }-Veo— (Qet-Q  Jodydt = 0. (2.10)

avec

uw(0,-) = ug := ho — hp,
2 ) Puisque u € W(0,T) C C([0,T], L3(£2)) alors (2.7) a bien un sens. De plus,

ue C([0,T], LP(Q)),Vp € [2, +00),

et 3C > 0, telle que :

[|(u(®) + hD)ll poo () < C, ¥t € [0, T].

Idée de la preuve : Compte tenu des termes non linéaires et du couplage,

il faut introduire des termes de troncature (cf. [74]). On note z* := max(z,0) et

soit M une constante précisée ultérieurement, nous posons hyr(z) = min(1, M/x),x >
0. Soient (eg)r>0 une suite décroissante qui tend vers 0, le systéme (2.5) -
(2.7) est remplacé par le systéme d’équations variationnelles suivant : Vw €
L?(0,T,V)

T
dh
/¢<J,w> dt + Ty () KAV Rk — har (19 fill o o))V fic} - Voo dydt
0 dt Vv T

T T
-|-/ / exKVhy - Vw +/ / Qsw dydt = 0(2.11)
0 Q 0 Q

T
| ] (V) = L) KV (i)Yo - (Qu + Qo)) dyde =0. (212
o Ja
En utilisant 'opérateur A précédemment défini par (2.1), nous pouvons écrire

Vp = A_l{%di’l)(—hQVfD + Ts(hk)Kth) — QS — Qf} = A_l(H(uk))

46



Dans la premiére étape, en utilisant le théoréme de Schauder, il est prouvé que
pour tout 7" > 0 et tout k € N, (2.11)- (2.11) a une solution u;, € W(0,7T)
telle que ug(0,-) = ug. Ensuite le principe du maximum : pour chaque k, § <
hi(t,x) < ho p.p.(t,x) € [0,T] x Q est établi, ce qui permet de montrer que
la suite {fx}r est bornée dans L?(0,T, H'). La technique de Alt-Luckhaus ap-
pliquée aux translatés en temps de u permettent d’appliquer les résultats de
compacité et de prouver que tout point limite faible v dans W(0,T) de la suite
(u)y satisfait (2.9)-(2.10).

2.4 Existence globale en temps dans le cas de
I’interface diffuse

On considére a présent le modéle correspondant au cas confiné avec ’approche
interface diffuse.
Comme précédemment, nous introduisons les fonctions T et Ty définies par :

Ts(u) = hg —u et Ty(u) = u, Yu € (6, ha)

ces fonctions sont étendues continument et par des constantes eu dehors (9, ho)

ou 0 < § < hy. Le systéme s’écrit alors dans Q.
®Ith —V - (Ts(h)KVh) =V - (96, Vh) + V - (Ts(h) KV f) = —Q.Ts(h), (2.13)
=V (heVf) + V- (To(WKVf) = QT (h) + Qs Ty (h). (2.14)
Le systéme (2.13)-(2.14) est complété par les conditions initiales et aux fron-

tieres :
h=hp, f=fpdans (0,T) x Q, (2.15)
h(0,z) = h(z) dans €2

avec les conditions de compatibilité ho(z) = hp(0,z),Vz € T

Les termes sources Q, et Q ¢ sont des fonctions données de L?(0,T; H) telles
que QS < 0.

Les fonctions hp et fp appartiennent & Pespace L2(0,T; HX(Q))NH(0,T; (H(Q)))
tandis que les fonction hg est une fonction de H!(Q). Finalement nous sup-
posons qui les données initiales et aux frontiéres satisfont les conditions physique-
ment réalistes de hiérarchie :

0 < hp < hg, pp.dans(0,T) x Q, § < hg < ha,p.p.dans 2

Nous pouvons alors donner le résultat suivant d’existence :
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Théoréme 2. VT > 0, le probléeme (2.13)-(2.14) admet une solution faible (h,f)
satisfaisant (h — hp, f — fp) € W(0,T) x L*(0,T; H}(Q)). De plus, le principe
suivant de mazimum est valide :

0 < h(t,z) < he pour presque tout x € Q et pour tout t € (0,T)

La stratégie de la preuve s’inspire de la précécente si ce n’est que, dans ce cas,
le probléme n’est plus dégénéré. La premiére étape consiste en 'utilisation du
théoréme de point fixe de Schauder qui établira un résultat d’existence pour
un probléme tronqué auxiliaire puis il est démontré que la solution tronquée
satisfait le principe du maximum annoncé dans le théoréme et finalement des
estimations uniformes (par rapport a la troncature) permettent de lever la tron-
cature.

2.5 Reégularité L"

Nous allons a présent donner un résultat de régularité prouvé dans la thése de
J.LI (cf. [62]).

Rappels préliminaires

Nous introduisons ’espace de Sobolev

WR(Q) = ol 5 € /@), 210

WLP(€) est un espace de Banach muni de la norme

ov
HU”WlP(Q |UHLp(Q +ZH HLp Q) l/p' (2~17)

Nous notons
Wol’p(Q) = Fermeture de C5°(2) dans WP (Q), (2.18)
que nous munissons de la norme
||UHW01"’(Q) = |IV||Le()n- (2.19)

En vertu de I'inégalité de Poincaré, la norme (2.19) est équivalente a la norme
(2.17) sur Wy (Q).
Puis nous définissons I'espace dual W17 (Q) comme suit:

1 1
Etant donné 1 < p < oo, on définit p’ par — + — = 1.
p P

On pose WLP(Q) = (Wg* (Q)) = espace dual de Wy ¥ ()
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ot L?(Q) est identifié & son dual.
On observe que 'application
(LP(Q)" — WhP(Q)
o +— div ¢

est surjective. Nous munissons alors W ~1?(Q) avec la norme quotient associée,
ie.

I[fllw-1r) = di;ljfglf;f g1l zeyyn- (2.20)

qui est une facon de définir la norme sur W~1P((Q).

e Cas elliptique
Nous rappelons enfin le résultat (cf. J. L. Lions et E. Magenes [63]):

Vp, t.q. 1 < p < oo, (—A)"! est un isomorphisme de W, (2) dans W~1P(Q).

On pose G = (—A)"" et g(p) = ‘|G||L(W—1,p(g);wulvp(g))-

On souligne que g(2)=1.

Nous donnons a présent deux lemmes préliminaires qui sont une con-
séquence du résultat de régularité de Meyers [68] et dont on peut trouver
les détails de la démonstration dans [22].

On énoncera les lemmes pour tout domaine € dans R™(n > 2) de frontiére
I' suffisamment réguliére.

Lemme 1. Soit A € (L*°(Q))™ tel qu’il existe o > 0 satisfaisant

n

D Aij(@)&& > alél Vo € Q et E €R™

ij=1

On pose f = maxi<; j<n ||A»L‘7j||Loc(Q).
Il existe r(a, B) > 2, tel que , pour tout f € W=1"(Q) et Vgo € WHT(9),
lunique solution u du probléme

V- (AVu) = f,Vz € Q
u € Hy(Q) + go
appartient ¢ W (Q). De plus, on a ’estimation suivante :

HUHWLT(Q) <C(a, B,r)||f =V - (AVQO)HW*LT(Q) (2.21)

ot C(a, B,1) est une constante ne dépendant que des constantes o et 3
caractérisant lopérateur A et de r.
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Remarque :
La preuve donnée dans [22] nous permet de préciser la constante C(a, 8, 7).
Soit ¢ > 0, posons

a+c 5 B2+
_ pp2= 2T 2.22
BT T B 2:22)
ﬂ2—042

nous choisissons ¢ t.q. ¢ > de sorte a assurer v < u. Puisque

«
g(2)=1et 0<1—pu+v <1, en utilisant la continuité de 'application
g(+), on peut donc trouver r > 2 tel que

g(r) (1 —p+v) < 1. (2.23)

Ainsi, plus (1 — u 4+ v) sera petit, plus r pourra étre grand, donc la déter-
mination de r dépendra des constantes «, 3 liées a I'opérateur elliptique
A.

Le cas limite correspond au cas ot l'opérateur A est le Laplacien, (ou pro-
portionnel au Laplacien), alors ;1 = 1 et v = 0 donc (2.23) est satisfaite
Vr > 2.

Compte tenu des précédentes estimations, nous pouvons majorer la con-
stante C'(«, 8,7) par

Clawfur) < (1= g(r)(1 o+ 0L 224

Cas parabolique
Enongons, & présent, le lemme correspondant au cas parabolique.
Nous définissons (cf.[22])

X, = LP(0, T; Wy P (Q)),

muni de la norme :

T
(fo ||/U(t)||€volp(g)dt)1/p = ||VUHLP(QT)"'

Nous introduisons

Y, = LP(0,T; W~17(92))
et nous soulignons que l'application v — div,v envoie (LP(dr))™ sur

LP(0,T; W~17(Q)). Nous munissons alors Y, de lanorme || f||y, = infaiv, g7 ||9]| L7 (027)
nous pouvons alors énoncer I'analogue du lemme 1 (cf. [22]).

30



Lemme 2. Soient f et u® tels que f € L*(0,T, H-*(Q)) et u® € H. Soit
u la solution appartenant a L*(0,T; HE(Q)) de :

ot

@—&—Au:f dans Qrp
u(0) = u°

Alors, en supposant que T' est suffisamment réguliére, il existe r > 2,
dépendant de o, 3 et Q tel que si

ferL (0,T;whr(q)
et s1
W’ e WL (Q)
alors w € L™(0,T; Wy () et il existe C(a, B,7) > 0 telle que
gy < Cs B r) (U1 o —srce + ol rgay)-— (225)

Remarque :
Comme pour le lemme 1, nous pouvons préciser la constante C(«, 3, 7)

(cf. [22]).
Posons

0 . . " . .
P= i A, Topérateur associé aux conditions de Dirichlet homogénes.

Il est connu que, étant donné F' € Y}, il existe une unique solution v € X,
telle que :

Pu=F dans Q.
u(0) = ug

Posons §(p) = |[P~[|cvyix, ), alors §(2) = 1.
En utilisant la continuité de I’application §(-), on peut donc trouver r > 2
tel que

gr)1—p+v) <1, (2.26)

ou les constantes fi, ¥ et ¢ sont les constantes définies précédemment par
(2.22) grace aux constantes &, A.

A nouveau, plus (1 — ji + ©) sera petit, plus r pourra étre grand, donc
la détermination de r dépendra essentiellement des constantes &, B carac-
térisant 'opérateur elliptique A.

La constante C’(d, B, r) doit alors satisfaire :

(2.27)
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La détermination de r dépend uniquement des coefficients d’ellipticité des opéra-

teurs et de leur norme L., . Nous allons préciser cette dépendance en fonction

des paramétres physiques.

Rappelons que la quantité g(r)(1 — p + v) dépend de «, 3 avec, dans notre
|

1
cas, a = K_, =K, et g(r) =| (A)_1||L(W—1w(g),wg=r(9))-

Donc
K_+c¢ 9 K% +¢
= et 1 = — 2.28
g (K4 + )2 (2.28)
2 2

et la constante c est choisie telle que ¢ > — de sorte & assurer v < .

-t =
2K _
Ainsi, si r est tel que k(r) := g(r)(1 — p + v) < 1, alors cet exposant convient.
Réciproquement, soit r donné > 2, on peut toujours ajuster K_ et K, pour

que k(r) = g(r)(1 — p+v) < 1.

. hg — ¢
Concernant §(r)(1 — i + ), nous avons & =6, § =J + K+(2%{)1) et g(r) =
1P~z v, x,)-
Donc

o

+
+

jo

t 0% = M (2.29)
(B+¢)?

2 d2

=
I
Q>

=X

et nous choisissons ¢ > 0 t.q. ¢ > de sorte & assurer < . Ainsi, si

r> 2 est tel que k(r) := g(r)(1 — i + ¥) < 1, alors cet exposant convient.
Réciproquement, soit r donné > 2, on peut toujours ajuster hz,d1, K4, ® et ¢
pour que k(r) = g(r)(1 — p+v) < 1.

Soit m (K_, K1) > 2 le plus grand réel tel que g(r)(1 —p—v) <1 ou p
et v sont définis par (2.28) et soit r2(®P, J, 51, ha, K1) > 2, le plus grand réel tel
que G(re)(1 — i —P) <1 ou ji et U sont définis par (2.29), posons

(®,8,00, ho, K_, K1) = Inf(ri(K_, K4 ),ra(®,8,01, ha, K4 ). (2.30)
Proposition 1:
Soit (h, f) une solution du probléme (2.13)-(2.14) et 7(®, 5,1, ho, K, K) > 2
le réel déterminé par (2.30). Si (hp, fp) € L7 (0, T; WH"(Q))2, hg € WHT(Q) et
(Qs,Qy) € L™(Qr)? alors Vh et Vf sont dans L (7), de plus on a
HVhHLT(QT) S Cl(q)7 h27 h07 hDa fDa Qsa Qf7 K—a K+7 67 61) (231)
et

||vf||L’"(QT) < 02((1)3 hQahOahD7fD7QS7QfaK—aK+a57 51) (232)
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Pour montrer ce résultat de régularité supplémentaire, il faut repartir de
la construction d’une solution du probléme (2.13)-(2.14) dans la preuve du
théoréme d’existence plus précisément de la construction de la solution du prob-
léme intermédiaire tronqué et linéarisé. Nous rappelons que cette derniére so-
lution apparait comme le point fixe d’une application, il faut donc intégrer a ce
processus de construction le résultat de régularité L™ (Qr) (cf. [62]).

2.6 Unicité dans le cas confiné avec interface dif-
fuse

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat d’unicité qui nous per-
met de dire que notre probléme est bien posé dans l'espace W(0,T) introduit
précédemment.

Soit (h, f) et (h, f) deux solutions de (2.13)-(2.14) .
Posons u=h —h € W(0,T),v=f— f € L*0,T, H}()).
Alors (u,v) est solution de

®Oyu — V- (6@ + KTy (h))Vu — V- (K(Ts(h) — Ts(h))Vh)

+V - (K(Ts(h) = To(h))V f) + V(KT (h)Vv) = 0
—hoV - (KV) + V - (K(Ts(h) — Ts(h))Vh) + V - (KTs(h)Vu) = 0

Théoréme 3. Soient (®,hy, K_,K,6,81) € (RS tels que g(4)(1 — p +
v) < 1etg4d)(1—pa+0) <1 soient vérifiées. Supposons de plus que hy €

WL4(Q),(hp, fp) € L*(0,T;WH4(Q))? et (Qs,Qy) € LYQr)?, alors la solu-
tion du systeme (2.13)-(2.14) est unique dans W(0,T) x L?(0,T; H'()).

La preuve de ce théoréme repose sur le précédent résultat de régularité établi
pour r = 4, qui combiné aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg, nous permet de
majorer les termes non-linéaires (cf. [62]).
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Chapter 3

Existence globale en temps de
la solution dans le cas d’un
aquifére libre

3.1 Introduction

Nous allons a présent rappeler les résultats d’existence globale en temps con-
cernant les problémes correspondant & ’aquifére libre avec le cas de 'interface
nette et celui de U'interface diffuse’.

Le cas correspondant a approche avec ’interface libre’ a été traité dans [36]
et celui de l'interface diffuse est fait dans [33]. Ces articles permettent de con-
clure que le terme diffusif supplémentaire est essentiel pour établir un principe
du maximum plus naturel d’un point de vue de la physique. Précisément la
preuve dans le cas ’interface diffuse’ permet d’établir une hiérarchie entre les
deux profondeurs des interfaces h et h; qu’il est impossible d’obtenir dans le
cas de I'approche avec ’interface nette’. Dans la seconde partie du chapitre,
nous rappelons un résultat de régularité du gradient des solutions dans 1’espace
L"(0,T;Qr) qui est établi pour Uapproche avec interface diffuse. Ce résultat
permet alors de prouver 'unicité de la solution.

3.2 Existence globale en temps dans le cas de
I’interface diffuse
Les inconnues bien adaptées au cas de ’aquifére nette, sont les hauteurs de deux

surfaces libres h* = sup(0, h) = xo(h)h et h{ = xo(h1)hi. Rappelons qu’alors
le systéme s’écrit :
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Pxo(h)0ih =V - (KTs(h)x0(h1)Vh) = V- (6@x0(h)Vh)
-V (KTs(h>XO(h1)Vh1) = _QsTs(h‘)a
(09 ®xo(h1)dthy — V- (K(Tf(h — h1) 4 Ts(h))x0(h1)Vh)

=V - (6@ K x0(h1)Vh1) =V - (KT (h)xo(h1)xo(R)Vh)

= _Qfo(h - hl) - QsTs(h)
o 0 s7 hl S 0
On rappelle que xo(h1) = { 1 si B >0
En fait, nous pouvouns simplifier ce systéme en enlevant les troncatures xo(h1), xo(h)
14 ou elles sont inutiles, le systéme devient alors:

®Oh — V - (KTu(h)xo(h1)Vh) = V - (60Vh)
=V - (KTs(h)xo(h1)Vhi) = =QsTs(h),
—V - (60K Vhy) — V - (KTs(h)xo(h1)xo(h)Vh)

= —QfT¢(h — h1) — QsTs(h).
Théoréme 4. On suppose qu’il existe deux réels positifs K_ et K tels que:

0 < K_[¢? <5y jm1,0K(2)6:6; < Ki[€]? <oo,x € Q6 € R? et £ #0.

On suppose de plus une faible hétérogénéité spatiale:

K_ <K, <2K_.

Alors pour tout T > 0, le probléme (1) admet une solution faible (h,hy) satis-
faisant:

((I,) h—hp,h1 — hl,D S W(O,T),

(b) 0 < hy(t,x) < h(t,z) < ha(t,x) pour presque tout x dans Q et pour tout t
dans (0,T).

La démonstration reprend les étapes des démonstrations du cas confiné mais
elle est plus technique.

3.3 Existence globale en temps dans le cas de
I'interface nette

Nous introduisons a nouveau les fonctions T et T définies par :
ho — v 0,h
Ty(u) = { o Y ’uufo[ o]y Ty (u) = u,Yu € [6,hs](0 < & < hy)
et nous étendons continument par des constantes ces fonctions pour u > hso
pour la fonction T et en dehors de 'intervalle [, ho] pour la fonction Ty. Cette

condition sur T, impose & 'aquifére une épaisseur d’eau douce toujours > 6.
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Nous avons le systéme :

Ih — V- (KTS(h)Vh) ~Vv. (KTS(h)XO(hl)Vhl) = —Q.T.(h), (3.1)
®d,hy — V- (K (Tf(h )+ Ts(h))vm) V. (KTs(h)Xo(hl)Vh)
- (@Tf(h )+ @:Ts(h)). (3.2)

On remarque qu’on n’a pas utilisé h™ et hf dans les fonctions Ty et T car
ces informations seraient redondantes. Pour la méme raison, on a supprimé
Xo(h) et xo(h1) devant les termes O;h, O:h1, Vh et Vhq et on les maintient 1a ou
ils sont nécéssaires.

Le systéme (3.1)-(3.2) est complété par les conditions initiales et aux limites

h:hD7h1 :hLD?dcms I' x (O,T)7 (33)
h(0,2) = ho(z), h1(0,2) = h1,0(z),dans €,

avec les conditions de compatibilité

ho(ﬂ?) = hD(O,l‘),hl,o(Jf) = h17D(0,.T),J) el (35)

Les termes sources Qs et Q, sont des fonctions de L2(0,T; H).

Les fonctions hp et by p appartiennent a l'espace L2(0,T; H*(Q))NH* (0, T; (H'())")
tandis que les fonctions hg et hy o sont dans H!(Q2). Enfin, nous supposons

que les données initiales et aux limites satisfont les conditions supplémentaires

de hiérarchie des hauteurs des interfaces, 0 < hip < hy1p+ 0 < hp < ho,

Vit € (O,T) p.p- dans Q et 0 < h170 < h170 + 6 < hg < hg p.p. dans Q.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme :

Théoréme 5. Supposons une hétérogénéité spatiale pour le tenseur de conduc-
tivité hydraulique:

K <2 ~AK_, 0<vy<3.

Alors, pour tout T > 0, le probleme (3.1)-(5.4) admet une solution faible (h, hy)
satisfaisant

(h—hp,hy —h1,p) € (L*(0,T; Hy () x L*(0,T; Hy(Q)) N H' (0, T; (Hy(2)))?

De plus, le principe du mazimum suivant est vrai:
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0< hi(t,z) et O0<h(t,z)<hs pourp.p. € etpour chaquet € (0,T).

La premiére étape consiste & montrer que le probléme régularisé et tronqué
admet une solution, grace au théoréme du point fixe de Schauder. On peut alors
suffisamment controler la vitesse de la surface libre pour éliminer le précédent
controle. La solution du systéme régularisé satisfait le principe du maximum
énoncé dans le théoréme puis des estimations uniformes suffisantes permettent
de faire tendre vers 0 la régularisation.

3.4 Unicité dans le cas libre avec interface diffuse

Nous allons & présent énoncer un résultat d’unicité analogue a celui énoncé dans
le cas confiné. Si nous supposons plus de régularité sur les données, nous pou-
vons alors énoncer le résultat :

Proposition 2 : Soit (h, hq) une solution de (3.1)-(3.5), alors il existe
r(a, B) > 2 tel que si (hp,h1p) € L™(0,T; WHT(Q))2, (ho, h1,0) € WHT(Q)2,
(Qs,Qy) € L™(Qr)?, alors Vh et Vhy sont dans L™ (Qr)?.

De plus, on a

||Vh| |LT(QT) S CT',I(hO7 h’Da hl,Ov hl,D) Qs: Qf7 h27 67 K) (36)

||Vh1 ‘ |L’"(QT) S OT,Q(hOa hD7 h1,07 hl,Dv Q87 Qf? h27 67 K) (37)

La preuve de cette proposition reprend les étapes de la proposotion précédente
donnée dans le cas confiné mais elle est plus technique.

K. h
Précisons qu'ici a =d et =0 + 2

¢

Nous conclurons cette section, en énoncant le théoréme d’unicité :

Théoréme 6. Supposons que (ha,d, K, ®) € R soient tels que

Gg(4) (1 — g+ D) <1 et que les données initiales et aux limites vérifient

les hypotheses de la Proposition 2, alors la solution du systéeme (1) est unique
dans W (0,T)2.

Remarque :
1) Les paramétres physiques sont ajustés de sorte que r > 4.
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2 ) La preuve de ce résultat repose sur le méme arguments que celui établi
dans le cas confiné mais est plus technique. Nous renvoyons le lecteur a [34]
pour les détails de la preuve.
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Chapter 4

Analyse numérique du
probléme dans le cas confiné
avec ’approche ’interface

diffuse’

Dans ce chapitre, nous allons décrire la méthode élément fini P, Lagrange que
nous avons appliquée au probléme d’intrusion saline dans le cas confiné avec
I’approche ’interface diffuse’. C’est justement la présence de la zone diffuse qui
nous a fait privilégier la méthode des éléments finis. Avant de donner le théoréme
d’estimation d’erreur pour notre schéma numérique, nous allons rappeler des
résultats classiques d’interpolation avec les éléments finis P, Lagrange ainsi
qu’un théoréme d’estimation d’erreur sur un exemple classique linéraire, ceci
afin de mieux localiser les difficultés propres a notre étude. Ces rappels figurent
en détail dans le livre d’A. Ern - J. Guermond (cf. [48]) . Nous rappelons que les
deux principales difficultés liées a notre cas sont le fort couplage des équations
elliptique-parabolique et les non-linéarités. Nous allons dans un premier temps,
établir un résultat d’estimation d’erreur pour des solutions trés réguliéres (ce
qui revient, en un certain sens, a linéariser le probléme), puis nous utiliserons la
régularité spécifique & notre probléme, a savoir la régularité L (Qr),7 > 2 du
gradient de la solution pour nous affranchir des contraintes sur les hypothéses
de régularité du précédent théoréme.

Compte tenu du fait que notre inconnue, la hauteur de 'interface eau douce
/eau saleée est notée "h” | afin qu’il n’y ait pas de confusion avec la notation
classique de la discrétisation en espace (notée aussi h pour la méthode des
éléments finis), nous noterons la discrétisation en espace, b, dans ce document.
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4.1 Rappels et notations

Nous rappelons que cette section est tirée du livre ’A. Ern - J. Guermond [48]

4.1.1 Reésultats d’interpolation

Théoréme 7. Soit Q un domaine polyédrique de R, Soit (Ty) une famille
régulicre de maillages affines. Soit (K, P, X)) un élément fini de Lagrange avec

P, CP pour k+1 > %. Notons ka l’espace d’approximation associé et If

Uopérateur d’interpolation correspondant. Soit s > % et posons I = min(k,s—1).
Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout b > 0 et toute fonction v
dans H*(Q)

k1
1
o= Tivloa+ Y 0™ D [0 —Tfv2 x)? < b olkie
m=1  KeT,

ot Ilf = Z?zl 0i=1(v)0;=1, ©;=1 la fonction de forme locale sur K.

En particulier, si ka est H'-conforme, on a
Vb, Vv € HY(Q), |[v—Tfv]i0 < cb*vlkiio
Enfin, siv € HY(Q), on a lim infycyrlv —vpl1,0 =0
h—0 b
Proposition 3 : Soit (K, P,3) un élément fini. Soit (Tp)p une famille
réguliére de maillages affines et supposons b < 1. Supposons P ¢ H!(K) pour

{ > 1. Posons .
Px ={poTx', p € P}

Alors, il existe ¢ > 0 tel que pour 0 < m <[, on ait

Vb,VK € Ty, Yo € Piy |v]lig < b |k (4.1)

Preuve Par la suite, ¢ désigne une constante générique pouvant dépendre de
K, ]57 et | mais indépendante de b, K, et v.

i- Puisque dans un espace de dimension finie toutes les normes sont équiv-
alenetes, il existe ¢ > 0 telle que pour tout j7 <, on ait

Yo € P, Hﬁ”j,f( < CH@HO’IA{ (4.2)

ii- Soit j <l et soit v € Pk. En utilisant (4.1), (4.2) et la régularité de la famille
(T»)p, nous obtenons

—7 ERTEN
[vljk < cby|det(Ji)[2 1[0l

. PRTON
< by det(Jx)| 2 [|9]lo &
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< by [vllo,x
Comme bx < b <1 par hypothése, il vient
Vo e P, 0S5 <1, ol < ebd [ollo.x (4.3)

De (4.2) avec j = I, nous déduisons (4.1) pour m = 0.
ili- Soit m <. Soit k avec | — m < k < et o un muli-indice avec || = k. En
écrivant 9%v = 9°97v avec || =1 — met |y| = k + m — [, nous obtenons

[0%v[lo,x < 107" v[l1-m,x
< M0 v]lo,
< DR ol kpmot i
Comme le multi-indice « est arbitraire, nous obtenons
[0k, 5 < bR olkrm—t, i < bR 0]l i (4.4)

la deuxiéme majoration résultant du fait que k +m — I < m. L’inégalité (4.1)
résulte finalement de (4.2) pour j =1 —m et (4.4) pour I —m < k <.

Proposition 4 : Soit  un domaine polyédrique de R? et (73), une famille
de maillages de Q. Soit k > 1 le degré de 1’élément fini de Lagrange considéré
et 1 <I<Ek.

Nous considérons les opérateurs de projection orthogonale suivants :
Pyt LAQ) — VY
Pyt HN Q) — Vi
(i) Si la famille (73); est réguliére, il existe ¢ > 0 telle que Vb, Vv € H!T1(Q)

v =Py (@) lo.e < b olirro

o = PpF)lhe < eb[vli1e

(i1) Si la famille (75)p est quasi-uniforme et si €2 est convexe, il existe ¢ > 0 telle
que
b, Y € HH(Q), [lv—Py*(0)]l1.a < b vl

(iii) Si la famille (7p), est réguliére et si Q est convex, il existe ¢ > 0 telle que

Vb, Yo € HHY(Q), o —Pr*(v) o < e oli10

Preuve Pour k > 1let 1 <[ <k,ona

Wb, Yo € HHH(Q), v —PY*0)lloa < v — ZE@)lloq < ' olire
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et de méme
Wb, vo € BHYQ), o - PEE)lle < o - ZE@) e < b olise
De plus, Lorsque € est convexe, alors Vf € L?(Q), la solution £(f) du probléme
Trouver £(f) € H'(Q) tel que
(U7§(f))1,9 = (fvv)o,ﬂv Vo € Hl(ﬂ)
appartient & H?(Q) et satisfait Pestimation
1€ l2,0 < cllflloe

oll ¢ est une constante strictement positive. Par ailleurs, nous avons

(f,v =Py ()0
1 £llo.c

v — ,Pl,k
= SUPfrecr2(q) (ﬁ(f) U”f : (v))LQ

1k
v =Py (0)]lo,0 = SUPrer2(Q)

0,0
Puit, pour v, € V3, il vient

Ef),v — P (), £(f) — w0
I fllo,2

1€

1,08UPfer2(q) 17100

1Lk
[v =Py " (v)]lo,0 = supPfer2(a)

< o =Py ()]

En prenant v, = Zr&(f) et en utilisant le théoréme d’interpolation, nous obtenons

1€(f) — w10

SupfeLz(Q) Hf”o o S cb
ce qui implique

lo =Py (o)l < cbllv = Py (0) 10 < b oliro
iii- Pour v € H'*1(Q), nous constatons que

v =Py )1 < v =P )lue + 1Py () = PYF )10

<o =P )he + PP ) [0 = PY )] e

Car PYF[PIF(v)] = PL¥(v). Comme la famille (7;) est quasi -uniforme, nous
disposons

c c
Py =Py ()]0 < gllpz?’k[v — Py )lloe < 1llv =Py ()l
Nous en déduisons

o= PYF ) < Jv—PrF()

C
1,0+ BHU —PrF) o < b uli1e

d’apés (i) et (ii). Nous concluons b suffisamment petit. [48]
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4.1.2 Théorémes de convergence

Dans cette section, on se place dans le cadre abstrait des espaces de Hilbert, on
note V' C L deux espaces de Hilbert réels séparables tels que 'injection de V'
dans L soit continue et que V soit dense dans L .

Pour presque tout ¢ € [0,77], on se donne une forme bilinéaire a(t, u,v) : V x
V — R, il existe M > 0 tel que

la(t; u,v)| < M||lul|lv]|v]lv ppt€l0,T], Yu,ve V.
On suppose de plus qu'’il existe des constantes a,y > 0 tel que
a(tyu,v) > allully, = ylullZ p.pt€0,T], VueV.
Pour f € L2(]0,T[,V') et ug € L, ot l'espace W (V) définit par

/

W(V) ={v:]0,T[— V;v € L*(|0,T[;V);dv € L*(J0, T[; V )}.
Muni de la norme ||u|lw = (||u\|%2(]07T[;V) + Hdtu||2Lz(]07T[;V,))§7W(V) est un

espace de Hilbert .
Nous considérons le probléme suivant

Trouver u € W(V) tel que
(deu, v)yyr +alt;u,v) = (f(t), )y ppt €[0,T], VveV
u(0) = ug

Considérons aussi I’équation de la chaleur

diu —V.(k(x)Vu)=f 2€Q,t>0
S=<u(z,t)=0 2z €l t>0
u(z,0) =up(xz) = €0
Rappelons que l'inconnue u(z, t) représente la température au poin = € 2 a
I'instant t, les données du probléme étant la conductivité thermique k(x) > 0
(éventuellement dépendante de la position x), le terme source f et la condition
initiale ug .
Ainsi, une formulation faible possible du probléme S est

Trouver u € W(HZ()) tel que
V=4 [odiww+ [ k(@)Vu.Vv= [, fv , Vve H}(Q), P.Ptecl0,T]
u(z,0) = up(x)
De plus, nous supposons f(t) € C°([0,T]; L). On se donne (V3)o<p<1 une famille

de sous-espace de V' de dimension finie. Nous supposons qu’il existe un opérateur
d’interpolation linéaire T, € L(W,V}) et k > 0, ¢ > 0 tels que

Yo e W, ||v—Tywl|z + bllv — Tyvlly < b THv||w
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On pose & V = H}(Q)? ot V}, est un espace d’approximation Py ou Qx, W =
H*1(Q) et T, est 'opérateur d’interpolation de lagrange. Nous considérons le
probléme approché:

Trouver u;, € C1([0,T]; V3) tel que
Vo = (dyuy,vp)r, + alt, up, vp) = (f,vp)r YVt € [0,T], Yo, €V}
ub(O) = Uop

Pour savoir si u(t) est une bonne approximation de u(t), nous introduisons
pour tout ¢ € [0,T] Vopérateur Jp € L(V,V;) tel que pour tout w € V, Tpe(w)
est la solution de

Yoy € Vi, al(t; Tpe(w), vp) = a(t; w,vp).
De plus
(§) il existe ¢ > Otel que pour tout w dans C*([0,T); W), et Vj =0, 1

llw — Foe(w)lles po,71:2) + bllw — Tot(w)lles o,y < D Hlwlles o,rpmry (4.5)

Théoréme 8. Siu € C'([0,00]; W), alors ¥t > 0

—c

at ]_
[u(t) = up(@)[z < lluo —uopl[e™= + (1 + a—cp)b’““\\u||c1([o,t];m

1 r 2141 1 k
= llu —uplly ]2 < luo — wop|lz +cb™(1+
0

1 1
—+—=)|u 4
T VaT VTt ayep et

Preuve
Nous allons comparer uy(t) & Jp:. On obtenir les notations
ep(t) = Tor(u) — up(t) et n(t) = u(t) — Joe(u).

aprés I'hypothése (4.5) signifie que Jp:(u) est une approximation optimale de
u(t); donc

Inllexom:n) + bllmllerqo.rpvy < e Hluller o, wy-

En retranchant les deux deniérs problémes (V),(V}), la définition de Jp(u)
nous permet d’écrire

\V/Ub S ‘/ba (dteba Ub)L + a(tv €y, Ub) = _(dtna Ub)L'
En choississant ep(t) comme fonction test, nous avons

1d

« 1
5 Zllesll + allesl} < lldenlly leolly < S llesl + 5= lldinli3-
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De la relation [|v]|?, > cp||v||2, nous déduisons

d d 1
Glesll + acpllslfy < Zleoll +allesl < —ldml. (16

En utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons

- 1 [t _
les®IE < lles(O)lFe™" + 22 | e™* P ldrnlir,
1
< e 2emacpt 4~ (1 — e~ %P sup ||d.n||%.
< O™ 4 ) 2, el

De l'inégalité triangulaire ||u —u||z < ||les||z + ||7]|z nous déduisons finalement

—acpt 1
[u(t) = up(®)ll < lles(0)[Le™= + (1 + —) sup ([[nllz +[|drnllL).
Qacp o<r<t

D’oit la premiére majoration.
En intégrant (4.6) par rapport au temps, nous obtenons

T T
1 T
2 2 2 2 2
« e < — d + |lep (0 < — su d + |lep(0
/0 llea I3 acp/o [denl|7, + [les(0)17 acp OgtETH 7+ les(0)17

D’ou nous déduisons

ot 1 1 )
7/, leslly < P IIdmllL+ Tlles(0)lIz

La seconde majoration suit aisément.
- En particulier

. 1/t 1
imsup{[u(®) — un(0) 2+ 87 [ = usl514) < e o efar)
0

t—>00

4.2 Analyse numérique du probléme dans le cas
confiné avec 'approche ’interface diffuse’

4.2.1 Présentation du probléme

On considére © un domaine ouvert borné de R?, décrivant la projection sur
le plan horizontal du milieu poreux avec I' sa frontiére supposée de classe C*.
L’intervalle de temps d’intérét est (0,7") et Qr = (0,7) x Q. Pour tout T' > 0,
soit W(0,T) l’espace

W(0,T) := {w e L*0,T,V), EeLQ(OTV)}

ou
V =HNQ),V =H YQ),H=L*Q).
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muni de la norme hilbertienne

2

dw
lellwior) = (Iello) + 152 ez

Nous rappelons que notre systéme est :

@% + V- (To(W)KVf) =V - (6 + Ty(h) K)Vh) = Qs 1)

—V((he =h1) KV f) + V- (To(R)KVh) = Q5 + Qs. (4.8)

ou f est la charge hydraulique, 0 est ’épaisseur de Uinterface diffuse et Ts(h) =
ho — h est I’épaisseur de la zone d’eau salée qui se prolonge de fagon continue
par des constantes a extérieur de [hq, ho]. Nous soulignons que dans I’équation
(2.13) du chapitre 2, I’épaisseur de la zone diffuse est notée dy, et de plus, elle est
multipliée par la porosité ®. Le paramétre ¢, étant arbitraire, nous incorporons
la porosité a ce coefficient que nous notons & présent 9.

Les termes sources Qy et @, sont des fonctions données de L%(0,T, L*(R)).
Le tenseur K est la conductivité hydraulique . Le probléme est complété par
les conditions aux limites et initiales suivantes :

h=hp, e f=/fp sur T, (4.9)
h(0,z) = ho(x), dans €. (4.10)

Les fonctions hp, fp appartiennent a 'espace L?(0,T, H'(2)) telles que leurs
dérivées en temps sont d;hp, 0y fp € L?(0,T, H(R2)"). La function hg € H*()
doit satisfaire la condition de compatibilité

ho/l“ = hD(O,.Z‘).

Nous avons rappelé dans le chapitre 2, le résultat d’existence globale en temps
de la solution de (4.7) — (4.8), plus précisément.

Théoréme 9. Soit hy, h1 et § trois réels non négatifs et Supposons qu’il existe
deuzr nombres positifs K_ et K tels que

0< K [EF < Y Kij(a)&& < Kplé? <oo z€Q,6#40.  (411)

i,j=1,2

Alors, pour tout T > 0, le probleme (4.7)-(4.9) admet une solution faible (h —
hp,f— fp) € W(0,T) satisfaisant

h1 < h(t,z) < hs dans Q.

Par ailleurs, nous avons le résultat de régularité suivant :
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Lemme 3. Soient (®,ha, K_, K,6,61) € (Rf)® tels que g(4)(1—p+v) <1 et
3(4)(1—f+7) < 1 soient vérifiées. Supposons de plus que hg € WH(Q), (hp, fp) €
LA, T; WHH(Q))? et (Qs, Q) € L*(Q7)?%, alors la solution du systeme (4.7)-
(4.8) est unique dans W(0,T) x L?(0,T; H*(Q)).

De plus Vh et Vf sont dans L*(Q2r) et il existe une constante Cy telle que

[IVR||L2ar) < Ca(®, ha,ho, hp, fp,Qs, Qp, K, K ,0,01) (4.12)

et
IV fllLar) < Ca(®, ha, ho, hp, [D,Qs, Qp, K, K,0,61). (4.13)
Nous rappelons que la preuve de ce résultat est donnée dans la thése de J.LI

[62].

4.2.2 Présentation du schéma et existence de la solution
approchée

Nous présentons le schéma que nous allons utiliser pour ’analyse numérique de
Pévolution de 'interface eau douce / eau salée dans le cas confiné.

Soit Ty, b € [0,1] une triangulation réguliére du domaine 2, nous introduisons
I’espace approximatif

Vi i={we H}(Q); VK € Ty, wx € Po(K)}, k> 1.

On note 7, € L(H**1(Q),V}!) Popérateur d’interpolation de Lagrange alors il
existe une constante C7 > 0 telle que

Yv € Hk—H(Q), ||U —Ib(v)”Lz +b ||1} —Ib('U)HHl < C[ bk+1||'UHHk+1, (414)

ott entier k > 1, (donc H¥T1(Q) est inclus dans C°(Q)). Nous introduisons 7,
I’opérateur de projection orthogonale sur ka telle que

Yoy, € ka, a(Py(w),vp) = alw,vp) = / Vw - Vu, dx (4.15)
Q

on déduit alors de (4.14) que Yw € C1([0, T]; H**1(Q)), Vj € {0,1} :
lw =Py (w)llci(po,ry;22) + bllw = Po(w) | cso,ryr) < Cr b wlles o, 1y 1 (0)f4-16)
Par ailleur il existe une constante C(b) > 0 telle que
lwllmy) < COwlz ), Yw € Vi, (4.17)

ot la constante C(b) dépend de la discrétisation de I'espace Vi¥.
Dans notre cas, et pour un maillage quasi-uniforme C(b) < c¢b™ ! .
Enfin, nous notons f™ l'approximation de f(t") ou ¢, = n-dt,n = 1,N et
§t==L.
N
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Si hi € [h1 + 6, ho] et fi* sont donnés dans le (Zy(hp) + Vi¥) x (Z,(fp) + Vi),
nous considérons le probléme approché

Trouver (™, f71) € (Zy(hp) + ViF) x (Zu(fp) + Vi) telle que Yw € V¥

[l = ) KV = TL05) KR Vo = (Q2F 4+ @) wds = o18)
Q

hn+1 —hy ) n n n n
/bebaitbwdm—i- [Ts(h) KV (Rt — N 4 §VAPT - Vw + QUM wda = (4.19)

(hy, £3) = (Zo(ho), Zo(fo))-

Lemme 4. Soit hY) et f{ dans (Zy(hp) + Vi¥) x (Zp(fp) + Vi¥), le probleme ap-
proché (4.18)-(4.19) a une unique solution (h%, f*) € (Zp(hp)+Vi¥) x (Tp(fp) +
VE).

Preuve:
Nous prouvons ce résultat par récurrence sur n :
Soit A1, A les formes bilinéaires continues définies sur Vi¥ x V¥ par

A (u,w) = /(h2 — h1)KVu - Vuw dz,
Q

vw

As(v,w) = / &—dx + /(6+TS(hZ)K)Vv~Vw dz,
o Ot Q
et Ly, Lo formes linéaires continues définies sur ka par

Li(w) :/Ts(hZ)KVh{}-Vw dx + /(Q?“ + QU wd,
Q Q

hn
Ly(w) = /QTS(h{})KVfgLH-Vw +/Q(<I>5—’z — Q" Hwdz.

le probléme approché peut s’écrire :

AL (P w) = Ly(w) Yw € Vi,

Ay (W w) = Lo(w) Yw € ViF.

Comme (ha — h1) # 0 et T(hy) > 0, les coercitivités de A; et Ay on V;f“ sont
clairs. En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, le couple (hy', f7!) est bien
défini et unique.

A partir de maintenant (et juste pour la section qui suit), nous allons poser
® = 1 pour simplifier les expressions littérales.
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4.3 Estimation de ’erreur pour une solution réguliére

Supposons que:

1) 12 5
_ -2 _ 2 ~2
ott C) est la constante de Poincaré et (), est la constante majorant la norme
Lo des gradients des inconnues h et f (définie ci-dessous par (4.26)).
Nous sommes en mesure d’énoncer le résultat de convergence suivant :

Théoréme 10. Si 6t C(b)%ha(1 + 242) < 1, il eziste une constante C > 0,
telle que pour toute solution (h,f) du probleme (4.7)-(4.8) dans Z(Qr) =
C?([0,T), L3(Q)) N C*([0,T], H**1(2)) n C°([0, T), H3(2)) on obtient

Jmax [B(E") = B2 < € OF + Stymaz(h] zn, I z@r), (4:20)

N
DoA™ = b3 lE]7 < C (08 + stymaz(|hllz@qs 1 | 200 (4:21)

n=1

1
5

1 N 1
[gz £t = fil13n]? < C (OF + stymaz (k]| z@r): [l z@r))- (4:22)
n=1

Preuve:
A Dinstant t"*! ( nous rappelons la notation h"*! = h(t"*!)) nous avons :
Yy € ka

%?( "oy de + / [T (A" K (VA" — V") 4 6VA" .V, dae
Q Q

=— / Q" vy dx, (4.23)
Q

/[(h2 — ) KV — Ty KV ).V da
Q

_ /Q (@ + Qv da. (4.24)

Puisque hy +§ < A" < hy, on a Ts(h"1) = hy — A1) on déduit de (4.23)
que :

1

57 (Po(h"1) = Po(h™), v0) + ((he = Po(R") KV (R = f750) + 6VA", V)

69



= QU ) + R () (1.25)
avec la notation classique (f,g) = fQ fgdx et ou

Py(h™H1) = Py(h")  Ohn+!

n+1 _
R (w) = ( ot ot

sop) = ((hg — K"KV (R — f7H1) V)
+((hy — Pp(R™) KV (AL — 1) V).

Nous établissons d’abord une estimation uniforme du résidu R™+!.
Déja, nous posons

Py(h" 1) —Py(h™)  Oh

D= L L) = (4) — (B),
avec
1t Pyht — Py L pn
A=— h— 0,h)(s)ds = -
6t /757L (atpb at )(S) S 6t (5t 9
et
I 8h 1 """ on 1 Oh i
B=— _q4nNZ " - _ - . _o4nnN T tn
S5t /t (s =t )8152 ds 5t /tn ot (s)ds + 575[(8 t )8t}t
Wt Oh
-6t + g(t )
alors
[(D, )| < ([[Poh — hllcr(jo,11,2) + Otllhllc2(jo,,02)) lvsl 22
< maz(Cr, 1)(b" ™ + 6t) |kl 2 vsl 22
En outre,

C = R (wp) — (D,vp) = (A"F! = Py(h™) KV (R — f*1), V),
On décompose C' comme suit :
C = ((hn+17thn+1)Kv(hn+17fn+1), V’Ub)+((7)bhn+17’thn)KV(hn+1ffn+l), V”Ub).

Comme nous supposons que h € C°([0, T], H3(12)), il existe une constante C,,, >
0, telle que

thHLoo(QT) <Cp et ||Vf||Loo(QT) < Chpp- (4.26)
L’application de ces estimations uniformes des gradients de h et f entraine

C] < Ko || = Pyh™ L2 (VA" Lo + [V [ 2oo) [ V0 2
HE [P = Poh™ |2 (IVA™ | e + [V " |20 [ Vsl 2
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< 2Ky Cof{llh = Poblloqo.ry.Lz) + 1B = B[22} [ Vo | 2

< 2K Co {C0™ ) |1l ¢ 0.7, 01 + St | Rl po,7), 10y HIV V| 2
donc
|R" ! (0p)| < 2 K4 Cpymaz(Cr, 1)(W* ! + 68) |1l 2 [Vosll 2. (4.27)

Nous introduisons les erreurs e’ = Pyh™ — hy', fg‘ = Puf" — f}, alors les dif-
férences (4.25)-(4.19) et (4.24)-(4.18) donnent

1
(€™ =€), ) + ((ho = PoR™) V(™! — f771), V)
~((ha = W)V (BT = [0, V) = R (wy),

(hg — hi)(KV T, V) — ((he — A" THVA™ L V) + ((he — W)V, V) = 0.

En posant v, = e"+ dans la premiére équation et wy, = f""’1 dans la seconde,
aprés sommation des deux égalités, nous obtenons :

1
5@ =€) ey ™) + ((ha = A" KV (! — [, Ve ™)

~((h2 = B)KV (B ™" = fi0), Ve ™) (hy — ha) (KV 71, V)
~((h = K"KV V) ((he = B KV, V) = R (e ™).

Premiérement nous avons

~((h2 = ) KV (hy™ — £ ™), Vep ™) + ((he — h)) KV fy 7L V™)
+((he — h) KV, V f 1)

= ((ha = BYEV (g = F0), Vet — ((ha — REK VR — fr40), eyt
+((he = h) KV V) + (he — ) KV R, V)
= ((he = BEV (g™ = F7), V(ep ™™ = F7) + (hf — h) KV 7, Vi)

+((he — KP)KV Py (h™), Vi) — ((ha — B ) KV Py(h" Tt — f771), Vepth)
+((he = hp) KV (e —ep), V™),
Par ailleurs

((hz _ h;})KVPb(hn) an+1) ((h hn+1)thn+l an+1)
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= ((ha = hy) KV(Py(h™) = B"*1), V[ 10) — ((hy = B ) KRV )
= ((ha = hi) KV (Py(h™) = h™), V1) + ((he = hy) KV (h" = k"), V4

~((hy = Py(R")EVR" V) — (Py(A") = h") K VR,V fi )
7((hn hn+1))Kth+1 an+1)

=FE\+E;+E3;+Ey+ Es.
enfin

((ha — Poh™)KV (A" — 1Y) Vet ) — ((hg — W) KV Py (R — f11), Ve tt)

= (—ep KV (h"T' — "), Ve ) + ((hy — b ) KV [(A"F!
—Py(h") = (" = Py (")), Vep ™)

= FEg + E7 + Es.
Posons Eg := +((hy — h}) KV (ep ™ —ep), V).

Par un calcul de base, on obtlent

2&(” ey HIEe = llepllEs + lleg™ — epllie) + o Vey ™ 7 + /Q(hZ —h) KV da

8

+ [ (e = B)RV(EG = 9 = e = 3

=0

Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous pouvons faire les
estimations suivantes:

|Bol < Vha KTV (g™ —ep)rzlly/(ha = h) V(g™ = f; )]l r2
+ha K[|V (ep ™ = ep)al|Vep e,

< Vha K OO = ep)lelly/ (ha = BV (eg™ = )] e
+ha K. CO)l|(ep ™ — el 2] Ve Iz,
ainsi
|Eo| < %II (ha = hg)V (ep™ = f D) + HW"HIILQ

h2 h2 n+1 ny |12
e+ B2 o2 e - o)
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De la méme fagon

|Er| < hoKH(|V(Py(h™) = B™)|| 2 IV fi e < ho K Crb¥||h]| zgap IV £ 22

5h3

5K, -
S e KECH™ 0l ) + S IV F I,

| B

| Ba| < ha K[ V(" = B |2 [V A Ize < ha K 6t|Al| zin IV £ Iz,

5 h3 SK_
Bal < 5o K268l ) + 1o IV 2,

B3| < Ko llepllea VA" [V Iz < KFConlledllza [V F e,

3
20 K_

5 o
|Es| < K3 Nedllze + 5 IV A 1Ze,

|Bal < K[| Po(h™) = B |2 [ VA" | e [V ;2 < KT CrCr bl zin) IV £ e,

5C2, (S
Bl < 5570 K2C%b2k+2||h||2Z(QT)+ o IV 2,

|Bs| < Ko |[B" = R 2 [VA 1 [V e < KFCandt|ll 2@ IV AT 22

5C2,
20 K_

SK_, .
|E5| < K3 6t? IIth(QT)+ AL /S P

|Be| < Killep |l VR = D) Ve e < 2KFConllep |2 [ Ve ™ e,

6 n 6 n
Bl < SEICTIIepIIz: + 5 IVem Ze,

|B2| < ho Ko [V (R = Py(h™ )| 2| Vey Iz < oK Crb™|[hl| zir) | Ve ™ 22,

3 h3

E7| <
Br| <

g KECT 500 + 5 IIVe"“IILz,
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|Bs| < ha Ko [V(f" = Po(F" )22 Vey ™ e < haK o Cro¥|[ fll zian Ve ™ 122,

3h3 "
|Bs| < 52 KECTO [ F 100 + *||V6 2.
En rassemblant ces inégalités, nous trouvons
1 h2 h2 n 6 n+1
s (s = e 3) + (o — (a2 + “2)RICHD e — el + S IVep+ I3
OK_ -, K_ - n n
FT IR + Sy (e — BV -
6 5 N 5(h3 +C2
< Gt g K2l + L Cnd sz,
11h2 + 5C? K2C; 8KICICZ
(2 S 2 (g 1 W)+ (O 02 Al
Si
ha 2h% ., 9
— ot
(1 (QK, 5 —=)K1C(b)%6t) > 0
alors
n+1 6(% n+1 n+1
(llep Iz — lleplz2) + - Ve 72 + 08t K[|V fy 17 (4.28)
12 5 9 9 &
<61 (5 + o )KACR e e + 4G50 + 8t maz (0l 0, 1713 a)
ott C'y est définie comme suit
534 CZ) ., 1 +5C%L K307 SK2C3CE,
5 = Maa( =555 K 2 L S

En utilisant I'inégalité de Poincaré et en appliquant le lemme de Gronwall discret
(4.28), nous obtenons

1+)\2}n k

14+ Xoyn
1 k
lep™HI7. < {1+>\ Fllepll? +4C (0" + ot)? max(||h||Z(QT ||f||Z(QT ) x 6t Z{1+)\1

ou (C), étant la constante de Poincaré ) :

12
)\1 = (5150;23 et )\2 = (%( s +6LK)K2C2

Donc si 6t est suffisamment petit pour avoir A1 < 2 et Ay < 2, nous avons

n+12 n(Aa—A1) 1,02 s T 2 2 2
ey ™Mz <e llen II72 +4Cf5tm(b + o) maz([|hl|Z s 1fI1Z@0)-
Puisque [[€)|2, < CF(bF + 6t)? ||h||Z(Q ) et not < T, nous obtenons la stabilité

L? (4.20) du théoréme 10. Nous obtenons les estimations (4.21), (4.22) en
additionnant (4.28) pour n =1,..., N.
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4.4 Estimation de ’erreur utilisant la régularité
L40,T; WH4(€Q)) de la solution

Nous allons exploiter dans cette partie, la régularité spécifique a notre probléme,
a savoir la régularité L* des gradients des inconnues.

Plusieurs parties de la démonstration du résultat suivant sont identiques & la
preuve précédente mais nous les laissons afin de faciliter la lecture du document.
Supposons que les paramétres ® et K_ vérifient

43 K_°¢

avec 0 < a < 1 et C4 la constante intervenant dans la majoration L* des
gradients des inconnues, alors nous avons le résultat de convergence suivant

P Ciow (_ho 2R3 25 2 2 T
Théoréme 11. Si (® — (52 + =52 + 15o= +36) K1 C(b)6t) > 0,, il existe une
constante C > 0, telle que pour toute solution (h, f) du probleme (4.7)-(4.8)

dans Y (Qr) = C%([0,T), L*(Q)) N C*([0, T], H*T1(2)) on obtient

Jmax [B(E) = B2 < €08 + dtymaz(Bllyan, | fllvien),  (4:29)
1 N

(5 S Ih) — B3]

n=1

IN

C (0* + dtymazx(||hlly @z, [y @r)s (4.30)

N
[é Z 1F(E™) = 7] < C 8 + dtymaz(|hlly @), £y @) (4-31)
n=1

Preuve:

A Dinstant "+ ( nous rappelons la notation h"*! = h(¢t"*1)) nous avons :
Yo, € V;)k

®Oh

o (" Yoy, dx + / [To(h" T K (VA" — V) 4 VA" ). Vo da
Q

Q

:f/ Q" vy dx, (4.32)
Q

/[(h2 — ) KV — Ty(h" T KV ).V d
Q

_ /Q Q! + Q1 )y da. (4.33)
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Puisque hy +§ < A" < hy, on a Ts(h" 1) = hy — A" on déduit de (4.32)
que :

%(Pb(h"“) = Py(h™),05) + ((ha = Po(R") KV (K" — fH1) 4+ §VA" Y, V)
= (—Qu™, v) + R™ ' (w) (4.34)
ol

Py(h™H1) = Py(h")  Ohn+

n+1 _
R (w) = & ot ot

,0p) = ((he = K"KV (R — 1) V)
+((hg = Py(R™) KV (R — 1) V).

L’estimation uniforme pour le résidu R™t! se fait comme précédemment si ce
n’est la majoration du terme C' que nous allons reproduire ici.
Soit

Pp(h" ) — Py(h™)  Oh

D= > SHE) = (4) - (B)

avec

tn+1

n+1l _ n n+l _ 1n
A= 7/ (8 Pyh — Byh)(s)ds = Poh Poh™ _ R .
n ot ot

et

Lottt 9h 17 on 1 L Oh e
B—&Zn (S—t )st—_ﬁ/tn a(s)dS'f'&[(s—t )E}tn
hntl —p™ Ok

_ s i en+1
= 5 Tast )
alors
(D, vs)| < ([Poh — hllcr(o,11,22) + 0tllhllc2(o,17,22))lvsl 2
< max(Cr, 1) (" + 6t)|hlly(p)llvs]l 22
Soit

C = R""(v) = @ (D,vp) = ("' = Py(h™")(EV (R — f1), V),
On décompose C' comme suit :
C = (A" =Pkt ) KV (R = ) Wy )+ (Poh" T =Pyh™ ) KV (R — 1) V).
Nous allons ici majorer ces termes compte tenu du résultat de régularité

L*(Qr) des gradients de h et f et de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg appliquée
a l'espace L*(Q).
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IC] < KR = Poh™ Y| pa (VA pa + [V £ 1) (| Vop | 2
FE PR — Py | pa (VR | 4 [V 75 o) [ Vo 2
< KH([VR™ Y| + [V [ pa) (|7 = Poh™ Y[R3 R = Ph™ L 1E) [V op| 2

FE (VR g+ [V o) ([ Poh™ Y = Poh™ |32 Poh™ = Py | 1/2) | Vsl 2
n n 1/2
< Ky (VR | ga + [V ) {lh = Pobllgo oo lh = Peblle oz amy +
[ T 1 Sy el W v [P
< Ky (VR pe + [V pa) {Orp0+2) Allc o,y mr+1y + 0t [|Rllor o,y m) HI Vs 2
donc

[R"(wy)| < maz(Cr, 1) {( Ko (VA" pa + |V 4 1a) + @bY/2) 0+

HEL (VR s + IV I zs) + @) 0t} Blly @ [IVosll e (4.34)
Nous introduisons les erreurs e} = Pyh™ — hl', fI' = Ppf™ — f7, alors les

différences (4.34)-(4.19) et (4.33)-(4.18) donnent

o
5 (e =€), vn) + ((ha = PA") V(" — [711), V)

+6(Vep ™, V) — ((ha — )V (AT — 711, V) = R (wp),

(hg — hi)(KV T, V) — ((he — A" THVA™ L V) + ((he — b))V, V) = 0.

Tout & fait comme au paragraphe précédent, en posant v, = e"+1 dans la
premiére équation et w, = "+1 dans la seconde, aprés sommation des deux
égalités, nous obtenons :

e et —em),ep ™) + ((he — Poh™)KV (R — o) Wept!) + §(Veptt, Ve ™)
57\ b )€ b

((hg _ hn)Kv(thrl :+1),V€Z+1) + (hg _ hl)(vanJrl vfn+1)
—((hy = R"TYKVE"™ N ) + ((he — b)) K VR, Vi) = R™ (ep ™).

A nouveau, nous utilisons les décompositions suivantes:

~((h2 = ) KV (hy™ — fi ™), Vep ™) + ((he — h)) KV fy 7L V™)
+((hg — RPYKVAE, Vit
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= ((ha = hp) KV (ep ™' = F1), Ve ™) = ((ha = Ry ) KV Py (h™F — f741), ey ™)
+((ha = h) KV VT + ((he = hy) KV Ry V)
= ((ha = hp) KV (ey ™ = 1), V(ey™ = F71) + (b = ) KV LV

((ha — B)YKVP("), V) = (e — BV B — f751), Vept)
H((h — WKV ()T =€), V),

((ha = hR))KV Py (h"), V fy 1) = ((ha = K" ) K VA",V i)
= ((h2 = hy) KV (Py(h") = k"), V1) — (b = AT K VR Vi)
= ((ha = Wi ) KV (Py(h") = h"), V1) + ((he = hy) KV (b — k"), V)

—((h = Py(R"))EVR" L V) = ((Py(R") = B)E VA" V)
7((]7,” _ h”“))KVh"“,V I;IL+1)
Z:E1—|—E2—|—E3—|—E4—|—E5.
et

((hy — Pph™) KV (h" Tt — f71) Vel ™) — ((hg — W) KV Py(h"T! — fr1) wertt)

= (R — ), Tept) o+ (hy — WKV
=Py (k") — (f" = B(f")), Ve ™)
= Fg + F7 + Es.

En posant Ey := +((ha—h?)KV (e}t —e!), V1), nous obtenons de la méme
maniére

o n n n rm rm
gy 1 8 = 16 s + 5™ = ep3) + 81Ty s + [ (0 = k) KV Vo

8
+ [ = )RV = )V - e = Y

=0
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Les majorations de Fy, F1, Fs, E7 et Eg sont rigoureusement identiques au
cas précédent car la constante C,, n’intervient pas, nous rappelons donc que:

K_ n rn n
|Bol < == lly/ (ha = )V (™! = f DT + 5 HVe il

2
g + DRI ~ el

De la méme fagon

5 h3 SK_
Bl < 52 KEOH™ bl ) + S IV I e,
5h3 SK_
|Bal < 52 K368 Wl gy + 1o 195 3,

3132 .
Bl < 5SS EECI IR (0, + fIIVe H2es

3 h3 k 1
15l < S2RLOW 1R 0y + 21V

La difficulté est a présent d’estimer F3, E4, E5 et Eg, ce que nous allons
faire en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés pour la majoration du

terme C, & savoir l'estimation L*(Qr) des gradients des inconnues, combinée a
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg pour la norme L*(Q7).

B3l < KTIVA" [ palleplallV ez, < Ko (lley — e ™ lzs + lleg ™ ea) VA" Ll V£ 22

n n n n 1/2 n 1/2 n
< KOOIV alley — ep eIV I e + KA pallep 120 (Ve LIV A ) e

5K+C(b) 2 1 n_ gn n n €3 n n
1Bl < (e ) Sleh = e 3+ Sleg — e MBIV e+ e R TR
1 62K+ ., 6K_ . .
5o (B IV s + S IV A R + 5 IV E s,
5K Cb)\2 1, n+1 1 e K2 n+12 oK 1 fotl
< (Q(ST) 261”% 172 + T( 5 ) Ve, HL2+(TO+T)HV 172

+(e1 + S 5 )Maxke(o N+1) (leglz2) VA |2

De maniére analogue:

|Ba| < Ky |[Py(h™) = R |l VR s |V R+ e < KFCr0 2 VR s bl o IV 75 12
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n dK_ =
i K2b2k+1HVh +1H%4||h’||%/(QT)+ ||V +1||L2,

|By| <

_ 5C3
= 10K

K A+ (IVR L) Bl ) + 5 IV AT e,

IN

|Bs| < Kyl = " pal VA pa [V A I e < KF0t[VA" [ allhlly IV £y 22,

5K, .
| Bs| < E VR LI @) + 5 1V 5 1Ze,

20K_
5K2

S R S+ VR oI o) + 5 oIV E I,

Finalement
|Es| < KT V(h" — )| palep | ]| Vept o2
< Ky (llef — e pe + e pa) IV (R — o) pa [ Vep™ | o
< KT OOY2VR — o) palep — et | e[ Vep |2
n n 1/2 3/2
FET[V (R — | palep YL flept3a

Donc
1 K+ O(b) 2 n n n n
|Es| < ﬁ( ” )" lley —epTHIZe + eslley —ep T (IVA™ I Ls + IV F* 1 24)
+(0es +26K3) Ve ™ Ze + e (VA" |7 + |V HI70) [Vep ™ 12e,
1 K CM)\2, ,
< oo (FEEOLY ey — b+ e+ 260 ) |96

lepl1Z2) (VA" Ls + V"I

+(2€5 + €5°) Mazge(o,n11)(

En rassemblant ces inégalités (aprés avoir pris €4 = %), nous trouvons apres
simplifications

d h h3 25 18
entl .2 e 2 2 2 n+1 nj 2
s (IR = e 3) + (g — (a + t RT e T EACE et — el
) N SK_ K_ e n
+(§—K2<r+2eﬁ>uv@ Hizs + (T—fww FIEs + Sl (e = )V (e = F )

- € n - n
< Magyeqon+n)(llefZ2) ((en + 25 +65° + 53)||Vh UL+ 265 + 65 ) IV L)
+Cp(K- Ky 8, ha ,Cr) (0" +6t)* (1 + VA" L) Maz (B3 oy, 1115 @r)-
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Si les réels e > 0, €3 > 0 et €5 > 0 sont choisis de telle sorte que:

o 5, €5 0K_ 1

et si La condition de stabilité suivante est satisfaite

hy  2h% 25 36\ 5 s
P — —~ 4+ —+ K b)°ot 4.
@ - (G- + 5 *isrzg T ) KR >0, (4.36)
alors
" n 0 €3 " OK_ 1 n
O(llep |72 — llepllzz) + 26t (5 — K3 (== +266)) [Vey 172 + 260t (—— — =) IV 17
8 463 2 262

_ €3 _: n
< 26t Mazyeo.v+n)(llesllZz) (6 + 265 + e + VA" 70 + (25 + 66 [V 14)

+2C0(K— Ky, 8, ha ,Cr)ot(L + [ VA" 1) (0F + 6t)*maz(| 5 o, 1150 #4-37)

En sommant cette inégalité pour n € {0,...,p}, pourp € {0,...,N + 1}, nous
obtenons

p
Ol 7e < @lleplle +2Cr0" + 6t maz (I3 o, 1115 0p) x 08 YL+ VA1)
k=0

D D
_ €3 _
+2 Mazyeo,v+n (leflF2) (€1 + 265 + 65 + 5t Y [VAH[La + (265 + )3t Y [V, 1)
k=0 k=0

Donc si 6t est suffisamment petit pour avoir

p
5ty VR 1 < VAT, < Ca
k=0

et

b
5t Y IV e < IV FIITs g < Cay
k=0

alors (puisque ndt < T

(@ —20(er, €3,€5,€6)Ca) Mazpeo, v+ (leslZ2) < @llepllzs +2Cr TO" + t)*maz(|hl3 o), 115 @)

Si le paramétre @ satisfait:

((I) -2 0(61, €3, €5, 66)C4> > 0, (438)
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alors, puisque [|e}[|2, < C?(b* + (515)2||h\|§,(9T)7 nous obtenons la stabilité L?
(4.29) du théoréme 11. Nous prouvons les estimations (4.30), (4.31) en addi-
tionnant (4.37) pour n =1, ..., N.

11 nous reste & donner un sens aux conditions (4.35), (4.36) et (4.38), en partic-
ulier en calant les ¢;,7 = 1, 6.

Nous rappelons que § représente I’épaisseur des interfaces diffuses, on peut sans
perte de généralité supposer que § = O(1) et que 0 < § < 1, prenons alors
e=g-avec0<a<l,e=e=1e=3/4ete= %(%)2 ce qui donne un
sens & (4.35) (en particulier si le milieu est supposé homogéne). La condition

de stabilité (4.36) devient:

ha  2h3 25 ) 9
24— K 4.
sk T s +45K3 +36) K7 C(b)%5t > 0, (4.39)

o (

et I'inégalité (4.38)

6
(®-2 (% + 54% )C4) > 0. (4.40)

Les deux conditions (4.39) et (4.40) peuvent paraitre contraignantes mais soulignons
que nous pouvons prendre le coefficient ¢ aussi grand que voulu en faisant un
changement d’échelle temporelle, bien siir, ® ne représentera plus la porosité.
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Chapter 5

Analyse numérique du
probléme dans le cas libre
avec ’approche ’interface

diffuse’

Dans ce chapitre, nous allons décrire la méthode élément fini P, Lagrange
que nous avons appliquée au probléme d’intrusion saline dans le cas libre avec
I’approche ’interface diffuse’. C’est justement la présence de la zone diffuse qui
nous a fait privilégier la méthode des éléments finis. Nous rappelons que les deux
principales difficultés liées a notre probléme sont le fort couplage des équations
paraboliques et les non-linéarités. Nous allons dans un premier temps, établir un
résultat d’estimation d’erreur pour des solutions trés réguliéres (ce qui revient,
en un certain sens, a linéariser le probléme). Puis nous utiliserons la régularité
spécifique & notre probléme, & savoir la régularité L"(Qr),r > 2 du gradient de
la solution pour nous affranchir des contraintes sur les hypothéses de régularité;
en particulier nous aurons des hypothéses de régularité sur la solution du méme
ordre que dans le cas des études faites pour des problémes linéaires. Bienstr
cela va induire une condition de stabilité et des conditions sur les paramétres
tels que la porosité, la conductivité hydraulique et I’épaisseur des zones de dif-
fusion. Le point intéressant est qu’avec un choix judicieux des coefficients des
estimations, les conditions stabilité dans les 2 cas seront comparables.

Le chapitre est organisé comme suit: aprés un rappel du probléme ainsi que
des principaux résultats théoriques relatifs au probléme, nous présentons le
schéma et montrons l’existence et 1'unicité de la solution approchée. Puis
nous établissons des estimations d’erreur en norme L>(0,T; L?(Q)) ainsi qu’en
norme L?(0,T; H'(Q)) en supposant dans un premier temps que la solution est
C(0,T; H3()) puis en utilisant la régularité L*(Qr) du gradient de la solu-
tion, le résultat final est obtenu grace a I'utilisation de I'inégalité de Gagliardo-
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Nirenberg.

5.1 Présentation du probléme

Le systéme d’équations décrivant ’évolution de la profondeur de l'interface h
entre ’eau douce et ’eau salée et celle de la profondeur h; de l'interface entre
la zone saturée et la zone séche s’écrit:

T
/ D(Dph, w)y vdt + dVh - Vw dzdt + KTs(h)Vh - Vwdzdt
0 Qr Qr

+ | KTy (h)Vhy-Vwdzdt + | QsTs(h)wdzdt =0, (5.1)
Qr Qr

T
0 Qp

+ [ 01Vhi-Vwdrdt+ | QsTy(h— hi) + QsTs(h))wdwdt = 0. (5.2)
QT QT

ol § est I’épaisseur de l'interface diffuse entre ’'eau douce et 1’eau salée (on
a intégré dans ce paramétre la porosité ® comme au chapitre précédent) et d;
est I’épaisseur de 'interface diffuse entre la zone saturée et la zone séche. Par
ailleurs, Ts(h) = ho — h est 'épaisseur de la zone d’eau salée. On prolonge
T, de fagon continue et par des constantes a l'extérieur de [0, hs]. Les termes
sources Qs := Q;Ty(h — hy) et Qs := Q,Ts(h) sont des fonctions données de
L2(0,T,L3*(2)) et le tenseur K (conductivité hydraulique) est tel qu’il existe
deux nombres positifs K_ et K tels que

0<K [P < Y Kij(@)&& < Kl¢? <oo zeQE#0. (5.3)
i,j=1,2

Le probléme est complété par les conditions aux limites et initiales suivantes:

h=hp, e h;=h;p sur T, (5.4)

h(0,z) = ho(z), et hi(0,z) = hio(x) dans €. (5.5)

Les fonctions hp,h; p appartiennent a l'espace L%(0,T, H*(Q)) et sont telles
que leurs dérivées en temps Oihp,0:h1p € L*(0,T, H(Q)). Les fonctions
ho, h1,0 € H'(£2) doivent satisfaire les conditions de compatibilité

ho/r = hD(O,LE) et h170/1" = hLD(O,fE).

Nous rappelons le théoréme donnant ’existence globale en temps de la solution
de (5.1) - (5.2) (cf] 9]):

Théoréme 12. Soient ho, hy, § et 61 4 réels positifs alors, pour tout T > 0, le
probléme (5.1)-(5.2) admet une solution faible (hi,h) € W(0,T) satisfaisant

0< hy <h(t,z) < hg dans Q.
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En général, les deux réels d; et ¢ sont différents mais sans aucune perte de
généralité, nous allons les supposer égaux par la suite.
Par ailleurs, nous rappelons que si nous supposons plus de régularité sur les
données, nous pouvons alors énoncer le résultat :

Proposition : Soit (h, h;) une solution de (5.1)-(5.2), alors il existe
r(a, B) > 2 tel que si (hp,h1p) € L™(0,T; WHT(Q))2, (ho, h1,0) € WHT(Q)2,
(Qs,Qy) € L™(Qr)?, alors Vh et Vhy sont dans L™ (Qr)?.

De plus, on a

||Vh| |LT(QT) S Cr,l(h07 hDa h1,07 hl,Dv st Qfa h27 57 K7 (p) (56)

[|Vhillor ) < Cra(ho,hp,hio,h1,p,Qs, Qf, ha, 0, K, ®) (5.7)

Précisons qu’ainsi ue nous ’avons rappelé dans le chapitre 3 o = § et § =
51 Kehe

i+ ) <1 de sorte que r = 4 dans les inégalités (5.6)-(5.7). Par la suite, nous
noterons C4 > 0 la constante telle que:

Ci(ho,hp,h1,0,h1,0,Qs,Qf, h2, 8, K, ®) = Maxz(Cy1,Cay),

et que nous supposons que (ha, §, K1, ¢) € R sont tels que §(4)(1—

ou les constantes Cyq, Cy,2 sont définies par (5.6)-(5.7).

5.2 Présentation du schéma et existence de la
solution approchée

Nous présentons le schéma que nous allons utiliser pour ’analyse numérique du
probléme de 'intrusion saline dans le cas libre.
Nous reprenons les notations du chapitre 4.

Soit Ty, b € [0,1] une triangulation réguliére du domaine , nous intro-
duisons I’espace approximatif

Vi={we Hy(Q); VK € Ty, wg € Pu(K)}, k> 1. (5.8)

On note 7, € L(H*1(2), V}!) l'opérateur d’interpolation de Lagrange alors il
existe une constante C; > 0 telle que

Yv € Hk—H(Q), ||U —Ib(v)HLz +b ||’U —Ib('U)HHl < C[ bk+1||'UHHk+1, (59)

ot I'entier & > 1, donc H*+1() est inclus dans C°(€2). Nous introduisons P,
'opérateur de projection orthogonale sur Vi* telle que

Yoy, € ka, a(Pp(w),vp) = a(w, vp) = / Vw -V, dx (5.10)
Q
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on déduit alors de (4.15) alors Vw € C1([0, T]; H*1(Q)), Vj € {0,1} :
flw — Pb(w)”CJ([mT];L?) + bllw - Pb(w)HCj([QT];Hl) < C b+t ”wHCJ'([O,T];H’erl(Q){‘S'll)
Nous rappelons qu’il existe une constante C'(b) > 0 telle que
[wll a0y < CO)wllrz(e), Yw € Vi, (5.12)

ot la constante C(b) dépend de la discrétisation de Iespace ka, dans notre cas,
et pour un maillage quasi-uniforme C(b) < cb™! .
Enfin, nous notons A™ 'approximation de la fonction h au temps t,, = n-6t, n =
1, N et 6t =
Si hy et hi, sont données dans espace (Zy(hp) + Vi¥) x (Zy(h1,p) + V) et
sont telles que
0 <Aty < hy < h,

nous considérons le probléme approché

Trouver (hﬁ;l, hpth) € (Zy(ha,p) + Vi) x (Ty(hp) + ViF), Yw € VF. telles que

hn+1 _ kN
ot 2 V.(6VRYTY) = KV .(Ty (b — LOVAIEY) = KVA(T(B))V (T + hy) = Q" + Q5.1
[
@béitb — V6V ™) = VKT (hg)V (hy ™ + hih) = Q. (5.14)

Soient A, As les formes bilinéaires continues définies sur ka X V})k par

n+1
(A /n/g + [SVAIHLNw 4 (Ty (W — hy) + To(B™) KV V] dady,

= | o

et L1, Lo les formes linéaires continues définies sur ka par

v+ (8 + KT (™) VA" . V) dedy,

hn n n n n
Ll(w):/Q(@(S—iw—/ﬂ(QfH—|—Qs+1)w—|—/QKTS(h )WWh"™ Vw) dzdy

Lg(v)z/ {( i;: Q"™+ K Ty (h™)VAT!. Vv]

Le probléme approché peut se ré-écrire:

Trouver ({1, hpt!) € (Ty(ha.p) + Vi) X (To(hp) + Vi) t.q. Yo € Vi,
Al(h?—gl, ) = Ll(U) et AQ(hZH_l,U) = LQ(’U)
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Comme Ty (hy —hy,) =20 et Ts(hy) >0, les coercivités de Ay et Ay sur %
sont claires. En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, le couple (R} F', hpt!)

est bien défini et unique.

5.3 Estimation de I’erreur pour une solution réguliére

Nous sommes en mesure d’énoncer le résultat de convergence suivant, :

Théoréme 13. Si 6t C(b)?ho(14242) < 1, il existe une constante C > 0, pour
toute solution (h,hy) du probleme (5.1)-(5.2) dans Z(Q7) = C2([0,T], L*())N
CH([0,T), H*1(Q)) n C°([0,T], H3(Q)) on a

Mazo<n<n|lh(t") = hyllr2 < COF + stymaz(|h]lz0r) 1h1ll z(0q)), (5-15)

Mazo<nenllha(t") = hiyllie < COF + dtymaz(||h] z(0r). [|h1]l 2(02) )5.16)

N
1 n n 3
(55 S IBE) = B3] < C0F + stymanpll zian), Il zcor)s (5:17)

n=1

N

1 n n 3

[EZ 1ha(t") = Tl ] < C(O° + dtymaz(|[hll 2. 1]l z(2))(5-18)
n=1

Preuve
Sans perdre de généralité, nous allons poser, uniquement pour cette preuve

®=1.
Soit ¢t"*1 (nous rappelons la notation h"** = h(t"*) ona: Vv, € V¥

@(thrl)’Ub dx + /

i [Ty (KT K (VA" — VR 4+ §VR T .V, do = — / Q" vy d(5.19)
Q Q Q

Puisque 0 < hy < h"! < hy, on a Ty(h" ') = hy — AL

Nous allons procéder comme dans le cas confiné en écrivant la formulation faible
satisfaite par la projection orthogonale P,(h"*1). Cela fera apparaitre un résidu

pour lequel nous donnerons une estimation.
On déduit de (5.19) :

iﬁ’b(h”“) = Po(h™),v0) + ((ha = Po(B") KV (A" = B™Y) + 6VA™H, V)
= (—QM 1, up) + R (wy) (5.20)
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avec la notation classique (f,g) = [, f gdx et on R™*1 désigne

R (vy) = ( -

ot 0

Pb(hn+1) — Pb(hn) i?(tn+1)7 'Ub)

—((hg — K" THKV(R™ T — AT V) 4 ((he — Pp(R™) KV (AT — A7) V).

Nous établissons d’abord une estimation uniforme de R™t!.

Soit
PR = Py(h) b,
D= 5 g(t ) = (4) — (B),
avec
1 ¢+l Pb(hn+1) _ er(hn) hn+1 —hn
4= Q/t, (OPy(h) — Ouh)(s)ds = > N
et
1 02h 1" on 1 Ot Wt B Oh
_ o2 - i - _nitnlz_i Y an+
B=% /tn (=1 gzd =5 /t ot (3)ds + lls =) 5l s tas)
alors

(D, o) < (IPo(h) = hller(o,r1,2) + StlIBll e o.01,L2)) 1wl 2 < maz(Cr, D) + 68) |2l 2 vl 22-
Posons
C = R" ! (vp) — (D, vp) = ((A"*' = Py(h"))(KV(h"+! = hi™h), V),
nous décomposons C' comme suit
C = (A" =Py (A" ) KV (R T =R, Vo )+ ((Py (A" T =Py (R™)) KV (A" T =R+ V).

Comme nous supposons que (h, hy) € C°([0,T], H3(£2)), il existe une constante
Cp > 0 telle que

HV h HLOO(QT) < Cm et ||V hl ||Loo(QT) < Cm (521)
En appliquant ces estimations uniformes, on obtient

C < Ky [ = Py(B" )2 (VA" | oo + (VAT | oo ) [[ Vsl 2+
K |Py(h" 1) = Py (W) L2 (VA" H [z + VAT 2o ) Vsl L2 < 2K Cry

{Ilh = Po(M)llcqory.L2y + 1R = h™| 22} Vsl 2 < 2 Ky Con {C10* Y Bl 0,2, 1041

+t [|Allor o,y 1) HIV OB 2.
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Ainsi
|R”+1(vb)| < 2K, Cp,mazx(Cy, 1)(1)’“r1 + 0t)||hll z@m) | Vb 22 (5.22)

De la méme maniére, ’équation pour h?“ peut s’ écrire:

ohy

o (" Hwyde + / SV Vwydx + / (AT — P K VAT Vwyda+
Q Q Q

/ (hy — A" YKV (W + BT . Vwyde = / —(QU' + Q¥ )dx.  (5.23)
Q Q

On introduit le résidu R} comme suit

Po(hiHY) = Po(h}) O

R () = (2 g

(") wy) = (B = B K VAT, V)

+((Py(h™) = Pyp(h))KVRITE V) — ((hg — A" T KV (BRI 4+ BT, V)
+((ha — Py(R") KV (hTT 4 A1) V).
Nous déduisons de (5.23) que:

(Pb(hi”l) — Pu(hY)
ot

wp) +6(VATTY, V) + ((Py(h™) — Po(R)) K VR, V)

+ ((he = Py(h™)) KV (R + W), V) = —((QUF + QF ™), wp) + Ry (wilp.24)

Nous allons maintenant établir une estimation uniforme pour R},

Soit
~Po(hT) = Pu(hY)  Ohy iy
Dy = 50 ot ") = (A1) — (B1),
avec
1 Pohi Tt — Py BRI — pp
Ay = 5 /t (O¢Pphy — Oha)(s)ds = 5 - ST
et
1 82hy 1 am 1 Ohi mer  RUTE_Bn Ol
By = — —t" ds = —— ——(8)ds + —[(s —t") =t = ——2— L 4 ("]
! Jt/tn (s =1") Gz s 5t/tn o s+ 5l =) 50 s Tas )
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alors

|(D1,vs)] < (IPoha = hallc(o,r,22) + 0tllhllezo,my,c2)llvsll 2 < max(Cr, 1) (M + 68)[1ha || (o) [0 22
De plus:

Cy = Ry (wp) — (D1, 05) = ((—Po(h™) + R™ )V (RIT + A", V) + (Po(R™) — BT VAT, V)

(W =Py(hD)) VAT, V) = (W =Py (h™)) VA", Ty )+ (A =Py (b)) VAT, V)

Mais puisque
HVhHLOO(QT) < Cm et ||Vh1 ||Loo(QT) < Cm,
nous obtenons

|Cil < K | = Poh(| 2 [ VA" oo [[Vap | 2 + K [BY T = Pohi[|2 [ VAT [ [[Vawp | 2

< 2K Cp {C0% ) Maz(||hll oo, 17,55+ |l ooy, 5+1))
+6t Max(||hllcr jo,7),11), Pl et o,71,11)) I Vs 2.

Ainsi
|RTH (wp)| < 2 Ky Gy maz(Cy, 1)(0* + 6t) Maz([|h] (o) 1Pall z(20)) | Vsl L2 (5.25)

On introduit les erreurs e} = Py (h™) — hy, et s = Py(h}) — h?’de’ les dif-
férences (5.24)-(5.13) et (5.20)-(5.14) donnent

1

= (ep™ —ep,vp) + 6 (Vey ™, Vup) + ((ha — Pyp(R™) KV (A" + hIT), Vo)

- ((h2 — B)EV(RIT 4+ AT, wb) = R™(wy). (5.26)

1
57 (557 = show) +6 (Vs V) + ((Po(h™) = Po(hy ™)) K VAT, )

— ((h = BYEV (R B = by = 1), V) = (B = B, KIS, V)
+ ((ha = Po(h™)) KV (R + B™), V) = Ry (wy). (5.27)

Prenant v, = e;™' dans 'équation (5.26) et w;, = syt dans (5.27), on
obtient aprés addition des deux équations:

1 n n n 1 n n n n n n n
E(eb“—eb , ebH)—i—a(st—sb L SPTDHS(Vep ™ Vel ™) +6(Vsp T Vst +
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((ha=Py(R™) KV (h" T 4Ry, Vep T 4 Vsp ™) —((ho—hy) KV (Wit +hY T, Viep ™ +sp 1)

H((he — WKV (R = ), Vsp) + (Po(h™) — Py(h) K VR, Tspth)

(0] = BE) KV Vst = RM e ) + B 5y

=

1 1

5 ( ZH — eb,egﬂ)—&-ét (SZH — sb,SZH)—G—(S(VeZH,Veg+1)+5(ng+l VS”H)

(ha— ) KV (e 54, V(e 4570 — (=) KV (P01 4Py (L)), Vel T4 Vs )

(A =Py (R) KV (R R, V(g sy )+ ((ho—hi ) KV (R 4R, V(e ™ sy ™))+
(ha—hf) KV (B =), Vst ) (e —sp) K VR, Vgt ) (k=i ) KV (=Rt Vst
_ Rn(eg—&-l) +R1L+1(SZL+1)

=

1
ngrl - 6b ’ eg+1)+5t (

((hz - h”)KV( n+1 +Sn+1) V( n+1 _|_Sn+1))+
(B = WKV (=Py (") 07— Py ) 4 I, Vet 4 VspH))

5 ( sptt — 5b7sg+1)+5(V6"+1 Vet +6(Vspt, Vspt )+

=Fy
+ ((hy — Po(h™) KV (R" T + by, V (et 4 sp7)
=F;
+ (e — sp)KVAI ™, Vsp ™)+ ((hy = hT ) KVsy ™ Vsp ™)+ (b — by ) KV (B = Py(hy ™), Vsp ™)
=F> =F3
+ ((he = WKV (Wt = b)), Vspth) = R (ep ™) + Ry (s3)

—E,

Nous allons a présent estimer les termes F;, i = 1,4, griace aux inégalités de
Cauchy-Schwarz et aux inégalités de Young.

|Bol < K /i — o (e sy |z (19 = Py(h™ ) 2y + ||V = Pk )] 2oy

<Crb* Rl z ) <SOrbk (Il zar)
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ho K2
Kj Clzb%(”hﬂzz(m) + [[ha HQZ(QT))v

< K_|[y/ha = WiV (gt + sy )72y +

|B1| < Ko IV | zoe o) + VA" o) lleg 2 (IVep ey + V55 [ 220)

<20,
4072”K2 1 1 n 615 n 625 n
< T (=4 lleplFe + —- 5 Ve b+ 5 Vs 7%
29 €1 €

|Bo| < K[ VAT 1o (@ 1Vsy 22 @) (e llzzc) + llsh z2e)

62(5 n 02 K2
S IVsy ) + =2 eIz o) + 158 172,
€20

|Bs| < Ky ||(hy — hiy)2Vsy ™ e Vb [V (AT = Po(hiH) 2
ha K

K- — pn,Vshtl
|| 1oVl + o a

+CIb2k||h1HZ(QT)

Nous rappelons que
By = ((ha = W) KV (g™ — hy), Vsp ™)
et on écrit
hptt — i = —ep ™t et + (Pp(h™Th) — A1) — (Py(R™) — h™) + AT — A",
Ainsi

|Ba| < haCO)Elleg™ — el 2] Vsp ™ e
+ho K ([IV(Po(R") = h")l| 2 + [ V(Py(h" 1) = h" )|l gz + [ V(A" = h"™) 2 ) [ Vsp |2

SCro*||hll zp) <Cro*||hll zp) <ot||hll z(aqp)
< h%O(b)QK—zi- ” n+1l _ nH2 == 4562 ”v n+1|| ( h%K-z‘rCIzbZk + h%K_z,'_(stQ)Hh”
L2 L2 2(562 2562 Z(Qr)

2562

En supposant satisfaite la condition suivante:

h2K2C(b)26t
(562

(1_ )>Oa

nous obtenons finalement
a7 (
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+6(1=362) [Vsy ™[ Lo+ (K- = =) |V/ha = By V(e ™ "“)HLer*II =y, Vsy L

h3C(b)?K? o ., C? K? 3 C2K? 1
— e e = el < =R+ DlleplEe + = skl
5h3 3 K2h2
FRLCT 55 oV I ) + KECHh (5 0 Il + 5520 I )

Nous choisissons €; tel que (1 — 5 > 0) < €1 < 2 et €3 tel que (1 —3ex > 0) &
€9 < %, par exemple ¢, = %,62 =

Nous pouvons conclure que

=

1 2RIKIC0)?., " ;
e 2 = lep2e) + (o — 2O ootz sy 2 — g 22) + o s = s

n n — n n K_ n n

HV P + ||V b7 + f||\/h2 hyV(eg ™ + sy )17 + - | — h, Vs [
docy K?k 07271 + 2 3 5hs 2 2 2k
< TH eplli: + 7” iz + K th2( Y W)M‘w(nhnz(m)aHh1||z(QT))b
2K2h3
+ 2 Maz (| b0y 1015 0) 08

Ainsi, si 6t et C(b) sont tels que 4h3K3C(b)?6t <& , on a

(leg™ Wz = lleplIZ2) + (lsy ™ 17 = llsyl1Z2) +5t* IVey 17 +5t* IVsyTHl7.  (5.28)

2

4K2C
5t%K2 Crlleplzz +ot—5— || sy 72 + CF 8t (6% +6t%) Max(|[hl| 7.y, 111l 0,)

avec

3 5he . 4K2h2
4 2) 1o

2K _ 29 6

C’f = maz(2K3 Ciha (= ).

En appliquant l'inégalité de Poincaré et le lemme de Gronwall discret nous
déduisons
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1+t X

leg ™72 + (lsp 1172 < ( )" (leglize + llsplIZ2)

140t A
1465t
207k 2 n—k 2 2
+CF(b" + 6t) 5t§{m} Mazx(|[hz0.) 171l Z00)
ou
C, %6 80 o
)\1 = pT et )\2 = %K_;'_Cm

Ainsi nous obtenons le résultat suivant de stabilité L2

legHIZ2 + llsy ™72 < e P22 (|[ef)1 72 + [IsplI7)
enét(AQ—Al) -1

2
+C%6 S

(bF + 6t) M%‘(Hh”QZ(QT)a A1 ||2Z(QT))

Puisque [[e)]|2, +||s)]|2, < C7(b* +4t)? Max(||h||2Z(QT)7 Hh1||2Z(QT)) et ndt <
T, nous obtenons les estimations en norme H; du théoréme en additionnant
(5.28) pour n =1,...N.

5.4 Estimation de ’erreur utilisant la régularité
L0, T; WH4(Q)) de la solution

Nous allons exploiter dans cette partie, la régularité spécifique a notre probléme,
a savoir la régularité L* des gradients des inconnues.

Plusieurs parties de la démonstration du résultat suivant sont identiques & la
preuve précédente mais nous les maintenons afin de faciliter la lecture de ce
manuscript.

Supposons que les paramétres ® et K_ vérifient

(@ —10 (% + %) K a™2Cy) > 0.

avec 0 < a < 1 et C4 la constante intervenant dans la majoration L? des
gradients des inconnues, alors nous avons le résultat de convergence suivant

Théoréme 14. Si (fb - 4hz#C(b)Qét - 82—1(%)2 C’(b)zét) > 0, il existe une

constante C' > 0, telle que pour toute solution (h,hi) du probléeme (5.1)-(5.2)
dans Y (Qr) = C%([0,T], L*(Q)) N C*([0,T], H*1(Q)) on a

Mazo<nzn [B(t") = Billz2 < C (08 + dtymaz(|[hlly @y, [hally @r)):(5.29)

Mazo<nenllhi(t") = hiyllre < COF + dtymaz(||hlly g, [Pl @) X5-30)
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N
1
Z Ih(E) = B3 ]% < C (0% + stymaz([hly @ lly @), (5.31)

N
% n n 3
[EZ 1ha(t") = T pllFn]* < COF + dtymaz(|[hlly @r), [ lly @r)){(5.32)
n=1
Preuve:
Soit t"*1 (nous rappelons la notation h"** = h(t"*) ona: Vv, € V¥

gt (" oy dx + / [Ty (K"K (VA" — VR 4+ §VR T .V do = — / Q" vy d(5.33)
Q Q

Puisque 0 < hy < A" < hy, on a Ty(h"H1) = hy — A™HL.

On déduit de (5.33) :

)
57 (Po(h™) = Po(h™), 00) + ((ho = Py(R") KV (W™ = B + 0VA™ Y, V)

= (—QU vp) + @ R (wp) (5.34)
avec la notation classique (f,g) = [, f gdx et on R™*1 désigne

Pb(hn+1) —Pb(h") Oh

n+1 _
B (wp) = ( 5t ot

(tn+1)7 Ub)

—((hg — K"KV (A" — A7) V) 4 ((he — Pp(R™)) KV (AT — AT V).

Nous établissons d’abord une estimation uniforme de R™*1.

Soit
Po(h"H) = Py(h™)  Oh, 0y
D = n = A — B
5 5 &) = (A) = (B),
avec
1 gt Pb(hn+1) _ Pb(hn) hn+1 —_hn
A= — — _
= / (OPy(h) — 0uh)(5) o e
et
1 92h 1 " an 1 Ol ns Rt B 9k
_ - a2 - = _nitnlz_i Y n+41
B=5% /t (s =t )8t2d 5 /t ot s+ lls =) 5l s Tt )
alors

I(D,v)| < ([Po(h) = hllcro,m),12) + 6t Rl o2 (o,r1,02) [vs ]| 2 < max(Cr, 1) (05 + 6¢) || hlly oz l|vb] £2-
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Posons
C = R"H(wp) — (D,vy) = (B! = Py(h"))(KV (R = hiT), V),
nous décomposons C' comme suit
C = (" =Py(h" 1)KV (W =hi ™), Vo )+ ((Po (A" ) =Py (B™)) KV (" =hT ™), V).

Nous allons ici majorer ces termes compte tenu du résultat de régularité
L*(Qr) obtenu pour les gradients de h et hy.
O] < Ky [T = Poh™ | (VA" o + [ VAT [ o) [ V| 2
HE L Poh™ T = Poh™ (| (VA" o + VAT o) [ Vop| 2

< KL (VA" o 4 [ VR | ) (IR = Poh™ YL R — Pyh™ L 12) (Vo 2

FEL([VA™ o+ VAT o) (IIPoh™ Y = Pyh™ |17 | Poh™ = Poh™[1/7) [ Vol 12

< Ky (VR Y| + VR ) {1 — Poh]| 2] 1 = Pohllgi oy ey + IR = %R = Bm 4%

c((o,1],L?)

< Ky (|VR™ Y po + [IVATHY| 20) {C6* 2 || Rl e o, my,mres1y + 8t [[Rll e o,ry, ) IV ob| 2.
donc

[R* ()| < maz(Cr, 1) {(K 4 (VA" | pa 4+ [IVAT [ 10) + 7/2) 042

H(EL (VA" o + VAT ) + 1) 8t} [hlly or) | Vosll 2. (5.35)

De la méme maniére, ’équation pour h’f+1 peut s’ écrire:

h
/ ¢%<t"“)wbdw+ / SV Vwyda + / (R = R K VAT . Vuydz (5.36)
Q Q2 @

[ =W K 4 ) Funde = [ QT + QT (0 = b))

On introduit le résidu R’f“ comine suit

P ™) =~ Polht) _ Oy
ot ot

R+ (un) = ( £ ) = (0 = ) K VR, V)
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+((Py(h™) = Py(h})) K VR, V) — ((he — BT K V(AT + h"TY), V)

+((ha — Py(h™)) K V(W7 4 A1), V). (5.37)

Nous déduisons de (5.36) que:

Po(h+h) — Po(hT)
ot

D ( L wp)+8( K VAT Vwy)+((Po(h™) — Po(h})) K VAT, V)

+ ((hy = Po(h™) K V(h{H! 4+ b, V) = —(QUF + Q) wp) + @ Ry (ws) (5.38)

. , . . . . 1
Nous allons maintenant établir une estimation uniforme pour R} ™",

Soit
PR = Po(hY)  Oha iy
Dy = 50 5 ") = (A1) — (B1),
avec
TR Pl — Pyhn R — pn
A= — _ _ 1 1" 1
1= /t" (0sPyhy — O¢hy)(s)ds 5 TR
et
I hy 1 o 1 Ohimer UYL Bn ARy
B =— _— ds = —— L (s)ds + = [(s —tM) =L = LT 4 Tl
L= 5t /tn =gz ds=—5 ), @+l -5k s s )
alors

(D1, 00)| < (IIPsh1 = hallonpo.11,22) + St Pallo2 o,y 22) lonll 2 < maa(Cr, DO +66) [y g l0sl 2

De plus:
Cr = Ry () = (D1, ) = (=Pol(") + W) K V(04 h0), V) + (P() — B K VA, V)
+ (R =Py (h])) K VR, V) = (BT =Py (k™)) K VA", YV )+ (R =Py (h])) K VAT, V)

Nous décomposons C7 de la méme fagon que nous ’avons fait pour C, i.e.

Cl — ((hn+1 _ Pb(h7z+1))KVh7L+l7 V’Ub) 4 ((rpb(hn-‘rl) _ Pb(h7z))KVh'rL+l7 V’Ub)
H(( = Po(hy ) K VAT, Vug) + (Po(hy ™) — Py (h1) K VAT, V).

Nous allons ici majorer ces termes compte tenu du résultat de régularité
L*(Qr) obtenu pour les gradients de h et h;. En utilisant les mémes arguments
que pour la majoration de C, nous déduisons que

n 1
C1| < Ky VR 1o {C10%T2) |[h| ¢ 0.7, mre1) + 0t | Rl e o1y, 60 HIV v 22
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+ K [VRHY Lo {CE YD || by || oqo.zy,mmery + 8t [l e oy, a0 IV 0b | 2.

donc

R (09)] < 2 Maw(Cr, 1) {( K4 (VA" o+ VAT pa) + 61/%) b2

(B (VA" po + (IVAT I 2a) +1) 6t} Maz([[hlly @), 1Pl r) [IVos]|45.39)

On introduit les erreurs ej = Py(h™) — by, et sp = Py(h}) — hfg% les dif-
férences (5.24)-(5.13) et (5.20)-(5.14) donnent

n+1
€y

5 (e —ebiv) +0 (Ve ™, Vuy) + ((he = Py(R") KV (" + hi™), Vo)

- ((h2 — B)EV (R 4+ Y, wb) = R"(uy). (5.40)

5 (sg"'l — sy wp) + 6 (ng“'l, Vwy) + ((Py(h") — Po(hi ) KVAT wy)

— ((h = BV (R 4 g = g = 1), V) = (b = B, KIS, V)

+ ((ha = Po (W) KV (R + B™), V) = Ry (wy). (5.41)

Prenant v, = e; ™' dans 'équation (5.40) et w;, = sy dans (5.41), on

obtient aprés sommation des deux équations et simplifications :

d

n+l__
6t(

d
n n+l
e, ey, ey )+

F(ntl
6t(

syt —sp syt +6(Vep ™, Vet +6(Vspt!, Vspth)+

((ha=Py(R™") KV (h" T 401 T), Vep 1+ Vsp ™) —((ho—hg) KV (hy T+ 31), V(ep s

)
+((he = hp) KV (hy ™ = hy), Vsp ™) + (Po(h") = Po(hY)) K VAT, Vst

—((hy = W7 ) KA Vs ™) = R™(eg ™) + Ry (sy7™)

~
@ n+1 n _n+l @ n+1 n _n+l1 n+1 n+1 n+1 n+1
5 (ef ™ —ep,ep )+5t (spth = sy, spt ) +0(Vey ™, Vep ™) +6(Vspt Vspth)+
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((ha=h) KV (e ™ sy ), V(e sy )= (ha= B KV (Po by +Py(1 ), Ve 14957

(R =Py (W) KV (W ), V(g T sy )+ ((ho—hi ) KV (B4R, V(e ™ sy ™))+

((ha=hp) KNV (hy ™ —hp), Vs ™) +((ef —si ) K VAT T, Vsp T+ ((hy — R ) KV (R =hifh), Vs ™)
_ Rn( n+1) RnJrl( n+1)

<~
P
5 (ept! — eb,egﬂ)—&-ét (sptt — s, spt ) +6(Veyth, Ve ™) +6(Vsy Vit +

((hg _ hg)K ( n+1 +Sn+1) V( n+1 +Sn+1))+
((he — YKV (AT = Py(h™ 1) + YT — Py(RPHY)), Vepth + Vst

=E,
+ ((hy = Po(R") KV (™ 4+ AT, V(ef ™ + s71)
—=E
+ (e = s ) K VAT, Vi) + ((hy = by ) K Vs Vsp ) 4 (b — b ) KV (R T = Py(h ), Vspth)
=E, >0 =E;
+ ((ha = RH)KV (AT = b)), Vspth) = R™(ef ™) + R (sp)
—E,
Nous allons & présent estimer les termes F;, i = 1,4, grace aux inégalités
de Cauchy-Schwarz et aux inégalités de Young et a l'inégalit e de Gagliardo-

Nirenberg.

|Bol < Kihd I1/Ra = V(e +57 ) 2y (IV (R = Py(h™ )l aey) + | V(R = Py )2

<Crbv*||hlly (ap) SCro*|[hally (o)

. ho K2
S E_[[v/ho =1V (gt + 57 ) T2 (o) + KfC?b%(lth?/(QT)+||h1H§/<QT))7

|Er| < Ky (||Vh711+1||L4(Q) + ||th+1||L4(Q)> \\€?||L4(Q)(||V€ZH||L2(Q) + ||V5£LH||L2(Q )
< K [IVA" | Loy (lle = €5 o + lleg P pa) Ve L2 o)
+E VA Lo (leg — ep ™ lzs + llep ™ ) 1Vep ™l 22
HE VR | paoy (ley — e Hos + llep tHoa) Vsy I 2o
+K VAT ey (lep — ep ™ lzs + llep ™ ) 1V syl 22
= S1 + Sz 4+ Sz + Si.
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Nous allons détailler la majoration du terme S7, les autres majorations s’obtiendront
de la méme fagon.

[S1] < Ky CO)2IVE™ [ pallep — eyl Vep ™Iz + Ko [[VA™ | palley ™12 Ve 152,

1 n n Kie 4/3 n n n
< EKJr C(0)ley —€b+1|\L2||Vh 2. +( 5 + K / eg)HVe 2, +623||€ 2L VAT,
donc
K C(b),2 1 n Kie n
51| < (;”) lef — ent |2, + (22 + K16 || Vept2.
261 263 2

+(es + & ° ) Mazyeo vy ([leg |72 VA 14
De méme, nous avons pour le terme So:

K C(b) 2 1 n n K €1 4/3 n
o) golleh - et + (K ) [Veptt|3

So| <
| 2| - ( 261
+(e3 + €5 °)Mazgeo,n+1)(lef 1 72) I VAT

Concernant le terme S3, nous écrivons

1S5] < Ky C0)Y2([VA"™ | palef fe,,“nL V57 |2 + Ko [ VR pallep 007 Ve 32 IV se Y e,

n K+€4
fC(b)He = ey VR L + == (Vs

K+65 n K+ n n n
IVsp ™72 + — 5es VR allep ] 2|V ey ™ 2
donc
K,C(b),2 1 o K, . K? .
|S3] < (2764) T%H@? -yt + 7(64 +es)|[Vsp |7 + 7+67||Veb+1”%2

1 _ n
Heo + g e Y Mazieo,n+1) (lebl|Z) VA" | .

De méme, nous avons pour le terme Sy:

) geller = e R+ S5 et ) Vs + el Ve
1

+(es + @652)MG$kG(O,N+1)(H@’g||2L2)||Vh?+1||}144-

K. C(b)

|S4| S ( 264

Ainsi, nous obtenons la majoration pour Ej:
K+ C(b) 2 ].

2 1 n n n
—+( ) )llep — ep e + (Kye + 2K} Per + K2er)[|Vep ™22
€3 264 €

|E1| < ((%C;(b))

- 1 _
Ky (ea+es)|[Vsp T[T + (es + 6 +eo + P YMazeo,n+1)(llep 1 22) (IVA™ I 7a + VA7)
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La majoration du terme FEs se fera sur le méme principe que celle de E7, plus
précisément nous avons:

|Ea| < K [IVAI T LaoylIVsy I nagey (lepllnz) + Ish lr2e))
< K+||Vh?+l||L4(Q)(||€b - eb+1HL4 + ||€§+1||L4)||V$Z+l||L2(Q)

FE (VAT | Loy (lsy — sp ™ o + sy T ea) IVsy e () o= T+ T2

Nous remarquons que 77 = Sy, donc nous avons:

K. C().2 1 " " K n K2 n
KOOy Ljer etz + Ky Vo s + B erwep 1 2,
2¢ey 2 ¢eq 2

ITh] < (
1 _ n
+(e6 + @65 2)Ma$k€(0,N+1)(||€]lj”i2>||Vh1+lHi4'

Quant & la majoration de T5, nous remarquons que nous pouvons utiliser celle
établie pour S, en substituant s; a ey, ce qui conduit a:

K. CM)\2 1 . . K.e "
ITp| < (+7()) g = e+ (FE 4 KR |Vt 2
261 263 2
+(e3 + € ) Mazgeo,n+1) (s 172) I VRTTH 24.
Ainsi
K. Cb)2 1 .. . Ky C®)y 1 K? .
|Eo| < (;T) ZTSHSZ’ — Pt + (;T) EH% —ept|7. + 767”Ve 13-
K " _ n
(S (e +ea+es) + K Pe) [Vspt[2e + (es + e3P )Mazgeo v (IsE122) VAT T4

2
1 _ n
Heo + g6 ) Mazieonan (513 985 s

|Es| < Ky [|(hy — ?,b)EVSZ“IIL? Vha|[V(RIF =Py (1 H)]| 2

K_ N hy K2
< Iy = 1 Vs e + T OB [

Nous rappelons que
Ey = ((ha = i) KV (hy ™" — hy}), Vsy ™)
et on écrit
hptt —hp = —ep ™ + e + (Po(h"Th) = K™Y — (Py(h™) — h™) + BT — b
Ainsi

|Bal < haC0)K i lleg™ = ep |2 [Vsy ™ e
+ha Ky ([ V(Po(h"™) = h")| g2 + IV (Py(h"1) = h" )2 + V(A" = h")| 2 ) [ Vsp ™ 2

<Crb*|hlly (g <Crbk|hlly g <Stl|hlly ()

101



2R3C (D)K. Sie 4R3K2C?20%k 2 h2K2 612
< T g = epllEe + 5 Vs + (e ) [y

En rassemblant ces inégalités, nous trouvons aprés simplifications
o (e — el + lef ™ — e l32) + gz (5130 — lsgl3a + g™ — s§1%)
55t W€y llL2 — i€z T i€y bllL2 oot I8y liL2 b2 b bllL2

) 4/3 K? n
G = (e + 2K e+ ) Ve

2MCB?2KY (K C()2 1 Ky C()y2 3 \\\ i
(T () o () 5 ) e el

) K " K{Cb)\2 1 ., .
+(3 - (Bt +2e+26) + Ka) 1957 — (K5 202 s g s

K7 n n K7 n n
+(K- — T)HV ha —hpN(eptt + 53172 + 7” hy — hl,bvsb+1||%2

_ 1 _ n
< (s+6° et P ) Mazyeo,n+1) (legllz=) (IVA" 7 + 2 VAT 74)

+es + &) Mazreo,n+1) (155 1172) | VAT |74
+Cp(K- Ky 8, ho ,Cr)(0F + 66)2 (1 + VA" |70 + VAT H[L) Maz (1713 o) 17113 0r))-

Si les réels {¢; > 0};=1,7 sont choisis de telle sorte que:

1) K2 0 K
(5~ (Keer + 2K ey + —rer) >0t (- (Sh(a+2a+26) + K1) >0 (5.42)
et si la condition suivante est satisfaite
4 h3C(b)?6tK? K, C(b),2 6t K, C(b),236t
(<I>— 5C(b) ++(( + ())274_( + ())27))>07 (5.43)
5 \/561 €3 264 €g
alors
(I) n+12 _ ni2 (I) n+12 _ ni2 2(5 é_ K 2K4/3 ﬁ v n+12
(leg™ 172 = llegIz2) + @(llsy™ 172 — sy ll72) + t(2 (Kier+ 2K ey + 5 er)) IVey 772
g K c n — n
+20t (5 = (S5 (a1 + 260 +265) + KY°60) ) [ Vs 22 < 28t(ea + &) Mazne o (155 132) VAT £
_ 1 _ n n
26t (e3+€;° + e+ 6 ) Mazreon+1)(lles72) (IVR 24 + 2 VAT TH|74)

867

+Cp(K— Ky 8, hy , Cr)(bF + 06)* (1 + VA" Y| 7 + VAT | L) Maz (A3 o 1713 0))- (5:44)

En sommant cette inégalité pour n € {0, ...,p}, pourp € {0,..., N+1}, nous
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obtenons

p
S(llep ™ IZs + sy N7e) < @(llepllZe + IspIZe) + 2(es + €3 *) Mazneqo,n+n) (185 72) 68 Y VAT |Ls

k=0
p
+2C5 (0" + 66)* Maz (1l3 (s a3 apy) X 8t D (L4 VAT + VAT 4)
k=0
1 p
+2(e3 +€5° + €+ 87765_2)Maxke(o,1v+1>(llefII%z) 5ty (VA" HI2a + 2 VAT 3a).
k=0

Donc si 6t est suffisamment petit pour avoir

P
5tz ||th+1‘|%4 S ||Vh||i4(QT) S 04
k=0

et

p
5ty Ve < IV FllTary < Ca
k=0

alors (puisque ndt < T')

(® — 10Cy Fi(e2, €3, €5, €6)) Mazpeo,n41)(llef|72) + (2 — 2CaFa(e2, €3, €5, €6)) Mazyeo,n+1) ([ s5]/72)
< O(|legy 172 + lIspll72) +2Cp (T +2Ca) (6" + 6t)° Maz (P15 pys 101113 @)

Si le paramétre ® satisfait:
((I)— 100y F1(62,63765,66)) > 0, (545)

alors, puisque [|ef|7. < CF(0"+6)?[|hlf3 o, et Isgl172 < CFO"+6)? (Rl o
nous obtenons la stabilité L? (5.29) -(5.30) du théoréme 14. Nous prouvons les
estimations (5.31), (5.32) en additionnant (5.44) pour n =1,..., N.

Il nous reste & donner un sens aux conditions (5.42), (5.43) et (5.45), en partic-
ulier en calant les ¢;,2 =1, 7.

Nous rappelons que d représente I’épaisseur des interfaces diffuses, on peut sans
perte de généralité supposer que § = O(1) et que 0 < § < 1, prenons alors

o le} le} ¢ 2«
= €y = €4 = €5 = et e7 =
3K_"77 T 6K/t T P T 3K T T 3K?

€1

avec 0 < a < 1. Ces choix donnent un sens & (5.42) (en particulier si le milieu
est supposé homogeéne).
En prenant



la condition de stabilité (5.43) devient:

AR3K% L 81 Ky2 . .
(q>_ 0%t — 5 (55) ) 6t)>0, (5.46)

et linégalité (5.45)

(@-10(2 4 2) Kt acy) > 0 (5.47)

Les deux conditions (5.46) et (5.47) peuvent paraitre contraignantes mais soulignons
que nous pouvons prendre le coefficient ® arbitrairement grand en faisant un
changement d’échelle temporelle, bienstir, ® ne représentera plus la porosité.
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Chapter 6

Les Volumes Finis

6.1 Introduction et rappels sur la méthode des
volumes finis

La méthode des Volumes Finis consiste & intégrer sur des volumes élémentaires,
les équations écrites sous forme intégrale, c’est une méthode particuliérement
bien adaptée a la discrétisation spatiale des lois de conservation, contrairement
aux Eléments finis, elle est ainsi trés utilisée en mécanique des fluides. Sa mise
en oeuvre est simple si les volumes élémentaire sont des rectangles en 2D ou
des parallépipédes en 3D. Cependant, la méthode des Volumes Finis permet
d’utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des géométries
complexes, contrairement aux Différences Finis. De nombreux codes de simu-
lation numérique en mécanique des fluides reposent sur cette méthode: Fluent,
Star CD, CFX,elsA. Par ailleurs, la méthode des Volumes Finis est localement
'prudente’, car elle est fondée sur un équilibre approché: Un équilibre local est
écrit sur chaque cellule de discrétisation qui est souvent appelée "volume de
controle ", grace a la formule de divergence, une formulation intégrale des flux
sur la frontiére du volume de controle est alors obtenue. Les flux sur la frontiére
sont discrétisés par rapport aux inconnues discrétes.

6.1.1 Volumes finis pour une loi de conservation

Considérons une loi de conservation d’une grandeur physique w dans une maille
de volume (2, faisant intervenir un flux F(w) et un terme source S(w). Son
expression sous forme intégrale est

Q/wdQ—l—/divF(w)dQ:/S(w)dQ
ot Q Q Q
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Appelons ¥ la surface de la maille de normale extérieure n. La théoréme
d’Ostrogradski conduit a:

g/wdQ—l—%F.ndZ:/SdQ
ot Jo > Q

L’intégrale §. F.nd% représente la somme des flux a travers chaque face de la
maille. Le flux est supposé constant sur chaque face, I'intégrale se raméne a une
somme discréte sur chaque face de la maille. 11 vient :

?{ZF.ndE = Zface de la maille Frace ™ M(Egyce)

La quantité Frece = F(Wyrace) €St une approximation de flux F sur une face
de la maille, c’est le flux numérique sur la face considérée. La discrétisation
spatiale revient & calculer le bilan des flux sur une maille élémentaire. Ce bilan
comprend la somme des contributions évaluées sur chaque face de la maille. La
maniére dont on approche les flux numériques en fonction de I'inconnue discréte
détermine le schéma numérique. L’écriture du schéma numérique peut égale-
ment utiliser des inconnues auxiliaires, par exemple le gradient de 'inconnue par
maille. Explicitons maintenant le terme de dérivée temporelle. Un élément fon-
damental de la discrétisation en Volumes Finis est de supposer que la grandeur w
est constante dans chaque maille et égale a une valeur approchée de sa moyenne
sur la maille ou bien & sa valeur au centre de la maille. D’autre part, le terme de
dérivation en temps est évalué au moyen d’une méthode numérique d’intégration
d’équation différentielle (Runge -Kutta, Euler explicite au implicite,. ..) et faite
intervenir un pas de temps d’intégration At¢. Ce dernier peut étre constant
ou variable. Pour fixer les idées, on écrira la formulation avec une méthode
d’Euler explicite. Notons Aw l'incrément de la grandeur w entre deux itérations
temporelles successives. On peut ainsi écrire:

0 dw Aw
E/QWdQ = Q(E)maille - QE

Finalement la loi de conservation discrétisée avec la méthode des Volumes Finis

peut s’écrire:
Aw
QE + EfCLceF‘face ~nface Z:face = QS

6.1.2 Discrétisation par Volumes Finis pour une équation
de de type convection- diffusion

Dans ce chapitre, on présente un schéma de type volumes finis pour le probéme
mono-dimensionnel non linéaire de type convection-diffusion

O(z)us + b(u)y — (K(z)a(u)y), =0 dans (0,7) x (0,1) (6.1)
u(0,2) =up(z) dans (0,1), (6.2)
u(t,0) =1 et wu(t,1)=0. (6.3)

106



e Onnote: w1 lecentrede [ 1=z, zip1], 1 :=0, ay 41:=1

1
2

o [ := [xi_%,xﬂr%} y i =1, , Nz, le volume de contrdle , (cf. figure
suivante)
o hj:=|li|=2;;1 —x;_1, et onpose h= miin(hi).
e Pour une condition initiale u® € L*>°(I), on pose ) := &+ [, u%(x)dz,
avec les conditions aux bords ut =1, et uf, 41 = 0.
2 x 2

o Powr ® e L>(I), on pose ®;:= ;- [, ®(z)dz.

e Pour des raisons de simplicité, on suppose la fonction K constante par
morceaux , on pose KH% = K‘IH%'

e Soit ul" [resp. ul, 1 | une approximation de u au point (x;,t,) supposée

constante sur le volume de controle I; [ resp. au point (z;,1,tn)].

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent . On
aura besoin aussi de ’hypothése sur la régularité du maillage :

38 €]0, 1], tel que BAz < h, ou S est un constante indépendante de h.

8
Llrll"‘.
:n*f - |
An | ULS Ui
t, - _l_ Lr' Io— -
Xiwm X; i

Figure 6.1: Volume de controle

6.1.3 Hypothéses sur les données

Par la suite, on introduit les hypothéses suivantes :
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Q:=1Ix.JCR?
a e C?([0,1]) tel que pour a=ca, a(0)=a(l) =0 et a(s) > 0Vs €]0,1].
b e C'([0,1]) est une fonction monotone telle que b (s) > 0,Vs €0, 1].

a~! est une fonction continue hélderienne d’exposant

0 €]0,1[ et boa~! une fonction continue hélderienne d’exposant 112

En intégrant (6.1) sur I; X [t,,t,+1], on obtient le schéma suivant :
Pour:=1,....... , N,

tnt1
B, (! — uP) hﬂr/ * (b(u)i% —b(u)i_%) dt =
t
bnt1 <8a(u)

tnt1 B
KH;/ ( 0‘(“)> dt — K, . ) it (6.4)
2 Jt ox 1 2 Jt ox Y
n Z+2 n 1 3

Ce schéma peut s’écrire sous la forme suivante :

Aty
(bihi

At
Wt =y - 2 (P 4R+
2

1 P (B s (6o, +6r,) 65

ol Fj_ 4, et Gi_l sont respectivement le flux de conservation et le flux de diffu-
2 2

sion, & droite et & gauche de point x; 1 =T N I;, définis par

. 1 thal _ 1 tha1
Gi+% = Atn/ﬁ b(u)H_%dt, Gi+% = 7Atn /t b(u)H_%dt (6.6)
et
Ki 1 tnt1 Kz 1 tnt1
FT, .= J/ Do (u) dt, F~ o =— t2 / Do (u) dt
it3 Aty )y, Ox il it3 Aty )y, Ox ird
(6.7)

Soient F;f% (wiz1,u;) et G;‘f% (witr1,u;) des approximations & deux points re-

spectivement de Fi , et Gi 1 appelées aussi flux numériques . La conservation
2 2

des flux numériques est une propriété caractéristique des schémas numériques
pour les lois de conservation, cette conservation est en général définie par 1’égalité
entre le flux entrant et le flux sortant a travers une interface du maillage .
La consistance du flux numérique est en général définie pour que l'ordre de
I’approximation numeérique choisi pour le flux doit étre supérieur ou égale a
Iordre du pas de maillage. Ainsi d’aprés ces définitions de la conservation et de
la consistance, pour les flux numériques des termes de convection et de diffusion
citées séparément dans [49], on peut les généraliser par :
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*

Définitions ( Conservativité) On dira que les flux approchés F;iF , et G} 1
2 2

sont conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale :

F;:% + Fi*j% =0, et G;:% + sz% =0, pourtout i=1,...... ,N, — 1.

plus une conservation globale :

ij;% + G’; = [b(u)] =5, et F;[;r% + F§+ = [K(z)a(u).)*Z).  (6.9)

Définitions ( Consistance) On dira que les flux approchés F , et G, ,
2 2
sont consistants au sens des volumes finis, si on a :

G:jl (v,v) = £b(v), pour tout v € [0,1],
2

+
l1+%

(uigr,ui) = £K; 1 (8%2")) _+0(h), pour tout u assez réguliére ot
v )1

|6(h)| < Ch, (C € Rt  ne dépendant que de u).

Définitions ( Volumes Finis) On dira qu'un schéma numérique pour le
probléme (6.5) est de type volumes finis, si les flux numériques approchés sont
conservatifs et consistants au sens des définitions (de conservativité et de con-
sistance ). De (6.4) on déduit trois familles de schémas de type volumes finis
conservatifs et consistants : 1'un explicite, les deux autres sont implicite et
semi-implicite.

Schéma explicite
En utilisant dans (6.4) une approximation explicite, ona: pour i =1,......... , Ny

@i (w1 — ) by + (b2 y = b))y ) Oty = Ky ( aa(”) At,,

1 e v’
2 ox i+%

(ag;u)y At (6.10)

=3

—-K.

K3

1
2

ol le terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré
amont, ce qui assure une conservation et une consistance pour le terme de
convection. Pour le terme de diffusion on choisit une approximation centrée,
d’ordre 1 de la forme :

(6.11)

<8a(u))n | oludyy) —alu)

Ox i+
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Ainsi du fait que b (u) > 0 et a'(0) = &' (1) = 0, d’aprés les derniéres
hypotheéses , le schéma peut s’écrire sous la forme suivante :

At K, 1At,
ntl g Y p(ul Tz Y~ a(ul?
Uy = Uy q)zhz (b(uz) b(ul—l)) + q)zthxz (a(ul-‘rl) a(ul ))
Ki_%Atn n n
—m (a(ui ) — a(uiq)) (6.12)
pour =2, ... yN,—1, et

e — g - 20 ) b)) 2 () —a@p)  (6.13)
Uy =U D11y 1 BihyAay a(ug a(uy .

UNil =Uun, — m (b(UNI) - b(uNz,l))

Ky, 1Aty

B T voy vresd GEOSELIC M) 614

Pour des raisons de simplicité des notations, on pose

a(ug) = a(ut), aluy, )= aluy,), et blug):=b(1)

ainsi on peut écrire le schéma sous la forme suivante : pour i=1,......... , Ny
n VAN n " K; 1At,
uptt = u — o, (b(uf) = b(ujy)) + ‘I)zth% (a(ufyr) — a(ul))
Ki_%Atn n n
NN (a(u) = aluiy)) (6.15)
Ici les flux numériques sont donnés par : pour ¢ =1,......... , Nz
*+ n ,n n *+ n ,n Kl_% n n
Gi_%(ui suitq) = b(uiq), Fi_%(ui JUg) = Aziy (a(u) = a(uiy))
(6.16)
et
*— *— i+5
GH_%(U?H’ u?) = b(“’?)v Fi+%(u?+17u?) == A.Z’; (a(u;ﬁrl) - a(u?»
(6.17)

Ce qui assure la conservation des flux, la consistance est die au fait que les
approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (6.15)
est de type volumes finis au sens de la définition de volume fini.
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Schéma semi- implicite

Ici on considére un approximation implicite pour le terme de diffusion et une
approximation explicite pour le terme de convection dans (6.4) , ainsi on a :
pour i=1,..... , Ny

n n Atn n n KiJrlAtn n n
U, +1 _ u; — (I)lhl (b(ul ) — b(ui—l)) =+ m (Oé(ui_:ll) — a(ui +1))
KZ-_;Atn
B aa, () — ) (6.18)
avec  a(uft) = a(ultt), a(u?viil) = a(u?\zl), et blug) :==b(1)
Ici les flux numeériques sont donnés par : pour i=1,......... , Nz
Kifl
G (uf ufy) = b(ujy), F (UT‘L+17UT'L—+11) = : (O‘(UT‘LH) - a(u”_ﬂl))
=3 i—g b ¢ Ax;_ 1 ¢ ’
(6.19)
*— n n n *— n+1 n+1 Ki_% n+1 n+1
GH%(U:’H»% ) = —b(uy'), Fi+%(uz'+1 Jup ") = = Az (O‘(ui+1 ) — a(u; ))
(6.20)

6.2 Reésolution du probléme dans le cas confiné

On définit le maillage rectangulaire 7, de lintervalle (0,L,) x (0,L,) con-
stitué de N x M cellules notée K;; 1 <i<N.1<j5< M, les Nx M points

(@i,Y5)1<icn. 1<j<nr de (0, La) % (0, Ly). tels que Ky = (xi—%vxi+%)x(yi—%7yi+%)
doivent satisfaire les hypothéses suivantes

x:xi_%20<x1<x% ..... <xi_%<xi<mi+%<xN<xN+%=xN:Lw,

y:yi,%=0<y1<y% ..... <yi7%<yi<yi+%<yN<yN+%:yN:Ly.

avec
h; =Tipl T T, t=1,.....,N, k; =Yirdk — Vil 1=1,..... M,
hivi =xipy1 — x5, 1=0,...., N, kivi =viq1 =i, it =1,..., M,

h; =x; -z, 1=1,....,N, ki =y —Yi 1, i=1,..., M,
hi =i — i, i=0,..., N, ki =yiyr =i, =0, M,
h = IIIE).X{hi7 1= ].,...,N}, k= max{ki, 1= 1, ,M} et |sz| = hzk]

Les inconnues discretes h;’; correspondent a une approximation de h(tn, zi, y;)

(ou de la valeur moyenne de h sur K;;). Soit a(h) = —%(hy, — h)?, et A =
Tu(h) = (hy — h).
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L’intégration de la premiére équation sur chaque cellule [¢,,t,41] X K;; donne :
tn+1

(hi5™ = i) Kis| = / {(Fipgy+ Fiog i+ Figpg +Fijoy)

tn w2
—(Giy1;+ G j+ G+ G 1) — /K Qs(z,y)dzdy}dt
ij

o Qs(i,j) = ﬁ Jr. Qs(z,y)dxdy est la valeur moyenne de Q, sur K.
¥ ¥
Les flux sont ensuite approchés par des équations aux différences finies par
rapport aux inconnues discrétes h; ;, i =1,...,N, j=1,...,M, :

(a(h)it1; — a(h)ij)
FH—%J - kj hj‘+1 ;
T3

,pour : =0,...N, j57=1,...M

. Lalh)igan = ah)ig)

hity —

,pour ¢ =0,....N, j=1,..
hi+é

le terme (Ts(h)%)(a:i +1) est approché comme suit

fi+%,j - fz‘j
Gi+%,j = AZkJT sur Ki,ja = 17...,]\[7
i
“ fiogs—f
i+3. ~ Jij .
GiJF%,j = _)\ikahi_ sur KiJrl’j, 1= 0, ,N

3

En exigeant que les deux approximations ci-dessus de Ts(h)% soient égales (
a cause de la conservativité du flux ), on obtient la valeur de f; 1 Vi=
1,..,N—-1

1. i
Frrrg 2t 4 Mo
fiJr%’j = Ait1,j Aij
h hi
it1 i

avec A1, = (ho — hiy1,5) et Aijj = (hy — hij).
Ce qui conduit a I’expression pour ’approximation Gi+%7j de Ts(h) %(%4—% RE

Gi-&-%,j = k,jTi+%,‘j(fi+l,j — fi)j), i=1,...,.N—1.

avec
AijAit1,

Titls = 7F - )
2 hi™ Xiv1 + hiyqAi

i=1,.,N—1,

Si le maillage est régulier i.e

hi=hVie{l,..,N}
ki =kVje{l,..,M}
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et si on pose que le point (x;,y;) est le centre de K;; avec hf =h; = % et
hiy1r =h (Vk), alors

AijAitry fivrg — fiy
A1+ i h

Giy15=2xkX

On déduit que le schéma numérique explicite en temps pour ’approximation
de léquation (4.7) est

ey 1
W = ﬁ(O‘(h)?-i-l,j_2a(h)2j+a(h)?—1,j)+ﬁ(a(h)?,j-i-l_Za(h)?,j—i_a(h)zn,j—l)
2 ANGAY n AN en
_ﬁ{m(fi+l,j_fi,j)_m(fi,j = fit1,)}

2 AL ALAL 1
S DTt gn gy CRI%GIZL e e L gn o (6.21)
2 n n i,5+1 %, n n 2,7 4,j—1 2,
k2N AL ALy T AL -1

De la méme maniére, le schéma numérique pour I’approximation de I’équation

(4.8) est

k n n n h n n n 1 k n n n
E( it1,; 2+ i—l,j)""%(fi,j+1_2fi,j+fi,j—1) - ht(E(a(h)i-i-l,j_2a(h)i,j+a(h)i—l,j)
h n n n n n
+E(a(h)i,j+1 —2a(h)i; +a(h)l;_1)) — hk(Qf + Q)7 == BY;. (6.22)

Remarque : Lorsque 6 # 0, nous ajoutons a l'équation ( 6.21) le terme
diffusif discret

1 n n n 1 n n n
5((@( 1, — 2R+ R ) + ﬁ( v+l — 2hi; + hi,jq))-
et nous ajoutons a ’équation ( 6.22) le terme diffusif discret

1 n n n 1 n n n
5((@( i1y —2fi i)+ ﬁ(fi,j—i—l =2fi;+ z’,j—l))'

6.3 Reésolution du probléme dans le cas libre

De la méme fagon, le schéma numérique explicite en temps pour I’approximation
de léquation (5.14) est

BT _ﬁ(a(h)zurl,j_2a(h)i,j+a(h)i—1,j)_ﬁ(a(h)i,jﬂ_Qa(h%,j"’a(h)i,j—ﬁ
2 AL AP 2 AL
2D g gy NN g gy 2 AL
h2 SN AL R IR\ R e RN A !
AT NP
4,5 7V,5—1 n n n+1
_ J=L(gn g W ol 6.23
)\:L’] + >\;L7]_1 (fz,] z,j—l)} 1,7 ( )
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De la méme maniére, le schéma numeérique pour ’approximation de I’équation
(5.13) est:

= 1
’]TJ - ﬁ(a(f)ﬁm 2a(f)i; +alf)ity,) — ﬁ(a(f):’tj—i-l 2a(h)i; +a(h)i;_q)
1 1
+ﬁ(a(h)?:1l,j —2a(h)} ! +a(h)i ) + ﬁ(a(h)?}il —2a(h)i +a(h)H)
—(Qf + Q)T (6.24)

Remarque: Si § # 0, nous ajoutons a l’équation ( 6.23) le terme diffusif
discret

(it = 2hf 4 )+l — 2t ).

et nous ajoutons a ’équation ( 6.24) le terme diffusif discret

S UBA, =200+ FA) + o 0 — 200+ 7).
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Chapter 7

Simulations numeériques

Nous allons appliqué & notre probléme, les schémas avec la discrétisation spa-
tiale utilisant les éléments finis P1 Lagrange et celle utilisant les volumes finis
que nous avons détaillés dans les chapitres précédents. Concernant le schéma
éléments finis, nous avons adapté le package FreeFem-+-+ a notre cas et nous
renvoyons & [64] pour plus de détails.

Dans chacunes des simulations suivantes, nous résolvons numériquement le prob-
léme complet 2D et nous représentons a différents temps, la section (par rap-
port & y) de la profondeur h de 'interface eau douce/eau salée ainsi que celle
de I'interface hy entre le milieu saturé et le milieu insaturé.

Dans les tests numériques, nous approchons ’aquifére par le carré (—50m, 50 m) x
(0,100 m) et nous prenons hy = 10m pour la profondeur de l'aquifére, K =
39.024 m/ jour pour la conductivité hydraulique et ® = 0.3 pour la porosité.

7.1 Comparaisons Eléments finis - Volumes finis

7.1.1 Cas d’un aquifére confiné

Pour tester la solution numérique obtenue a partir des méthodes élément fini et
volume fini, nous comparons les résultats numériques & la solution analytique
proposée par Keulegan. Nous considérons un aquifére confiné d’épaisseur uni-
forme avec une interface verticale en x = 0, ’eau salée étant dans la partie z < 0
et 'eau douce dans la partie x > 0. A t = 0, la grille est retirée et l'interface
commence a se déplacer en raison de la différence de densité. L’interface est alors
décrite par un profil linéaire pivotant autour d’un axe fixe (0, D/2). Keulegan
a donné une solution analytique pour le mouvement de ’élévation de I'interface
(cf. [77], [45])
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La localisation de I'intersection de l'interface avec le bas de I'aquifére est donnée

pour h = —D par
Dakt
I(t) =1/ 3 (7.1)

ou le paramétre o = Z—; — 1 caractérise le contraste de densité.

La position initiale de l'interface a été fixée & I = 20 m, position correspondant
au temps to = 12.28 jours. Dans la figure 7.1 nous tracons la solution linéaire
exacte aux deux temps ¢ = t — tg = 5, 10 jours (courbes ’resut’) et la solu-
tion numérique (courbes 'resuett’) obtenue avec la méthode des éléments finis
P1 Lagrange. Nous observons que l'interface numérique se déplace plus vite
que la solution théorique. Nous pouvons corriger cette différence en raffinant le
maillage, i.e. en prenant N = 160 (courbe ’erreraftps10’), cela nous permet de
diviser par 10 l'erreur obtenue avec N = 100 (courbe ’erreftpsl0’). (cf. figure
7.2). Par ailleurs, avec N = 160, le schéma numérique fit bien la solution ana-
lytique, ce qui est conforme aux résultats numériques presentés dans ([64], [69],
[93]). Enfin, la figure 7.3 montre la progression du pied de l'interface que 1'on
compare a celui calculé avec la formule analytique. On constate que le pied de
I'interface se déplace exactement & la vitesse analytique.

Nous précisons que le pas de temps correspondant & N = 100 est 6t = 1072 et
que celui pour N = 160 est §t = 5.1073. Nous soulignons que ces paramétres
ne sont pas aussi faibles que ceux préconisés par la condition stabilité donnée
dans les théorémes d’estimation d’erreur.

Nous répétons cette comparaison avec la méthode des volumes finis et nous gar-
dons les mémes pas de temps et d’espace. A nouveau, nous observons une
légére erreur au temps t = 5 jours qui augmente au temps t = 10 jours (cf
Figure 7.4). Cette erreur peut étre amoindrie en augmentant N, le nombre de
points de la grille de discrétisation (c¢f Figure 7.5). Comme pour la méthode
des éléments finis P1 Lagrange, 'erreur obtenue pour N = 100 est divisée par
10 par rapport a celle obtenue avec N = 160. la comparaison numérique entre
les méthodes él’ements finis et volumes finis montre que les 2 approches se com-
portent de fagon similaire, au moins dans le cas de ’aquifére confiné.

Pour conclure, nous soulignons que schéma de volumes finis fonctionne méme
si le paramétre 0 (qui caractérse I’épaisseur des zones diffuses) est nul alors que
dans le cas de la méthode élément fini, nous avons pris § = 10~ %m.

Nous observons que, méme si le principe du maximum n’a pas été établi dans
le cas de 'approximation éléments finis, les solutions semblent (numériquement
) satisfaire ce principe, sans doute cela est- il dii au fait que le modeéle avec
I’approche i'nterface diffuse’ respecte cette hiérarchie entre les hauteurs des in-
terfaces. Il serait biensir trés intéressant d’appliquer & ce probléme les schémas
volumes finis qui, par construction, préservent la positivité des inconnues.

Afin de terminer cette étude comparative, analyse d’erreur (menée pour la

méthode élément fini) doit aussi étre faite dans le cas de la méthode des volumes
finis.
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Figure 7.1: Evolution de l'interface obtenue avec MEF a 5 et 10 jours, N=100.
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Figure 7.2: Erreur relative pour la MEF entre la solution obtenue pour N = 100
et N = 160.

7.1.2 Cas d’un aquifére libre

Nous allons a présent comparer les 2 méthodes dans le cas d’un aquifére libre. Le
probléme consiste alors au couplage des 2 équations quasi-linéaires paraboliques
(5.1)-(5.2) rappelées au chapitre 5. Les schémas sont ceux donnés au chapitre
5 pour la discrétisation élément fini et au chapitre 6 pour la discrétisation vol-
ume fini. Dans la premiére partie de cette section, nous allons associer & notre
probléme des conditions de Neumann homogémes, ce qui permet de laisser la
solution évoluer librement et nous allons considérer 3 cas de figure: le premier
cas ou aucun forgage exterieur n’est imposé au systéme, le second cas ou on
injecte tout au long de la simulation de I’eau douce localisé autour du point
(15m,50m) et le dernier cas correspond au cas du pompage d’eau douce localisé
autour du point (15 m,50 m). Dans la seconde partie de la section, nous allons
imposer en x = —50m (ce qui correspond au coté 'mer’), des conditions oscil-
lantes de Dirichlet, simulant ainsi les effets que pourrait induire les marées sur
l’aquifére. A mouveau, nous regarderons successivement les 3 cas: sans forgage
exterieur, avec injection (ou pompage) d’eau douce.

Les séquences représentent les interfaces aux temps ¢ = 0.1, 0.5, 1 jour.

Avec des conditions aux limites de Neumann
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Figure 7.3: Mouvement du pied de linterface; Comparaison entre la solution
exacte et la solution numérique .

La figure 7.6 illustre que les 2 méthodes conduisent & des résultats qualitat-
ifs similaires lorsque le systéme évolue sans forgage extérieur. En revanche, la
conclusion n’est plus la méme dans les cas de 'injection ou du pompage.
Concernant le scénario du pompage, on voit que l'effet du pompage est moins
visible dans le cas de la méthode volume fini (MVF) que dans celui de la méth-
ode élément fini (MEF); ce constat se fait aussi bien pour l'interface eau douce/
eau salée pour laquelle le cone salé est plus aplati pour MVF que pour la ta-
ble d’eau dont la baisse du niveau est beaucoup moins visible pour MVF. Ce
comportement s’accentue au cours du temps. Par ailleurs, on remarque que
le processus d’injection affecte globalement 'aquifére pour MEF alors que le
changement est localisé autour de la zone de pompage pour MVF.

Nous pouvons faire les mémes remarques dans le cas de l'injection: Avec MVF,
les interfaces semblent étre affectées localement par l'injection d’eau douce et
les effets sont moindres comparés a ceux observés avec MEF.

Avec des conditions aux limites de Dirichlet

La figure 7.9 montre que, tout comme avec les conditions de Neumann, les
2 méthodes conduisent & des résultats qualitatifs similaires lorsque le systéme
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Figure 7.4: Evolution de l'interface obtenue a 1, 5, 10 jours avec MVF, N=100.
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Figure 7.5: Evolution de l'interface obtenue a 1, 5, 10 jours avec MVF, N=160.
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Figure 7.6: Comparaison entre MEF et MVF sans forcage extérieur. Les con-
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Figure 7.7: Comparaison entre MEF et MVF pour un scénario d’injection. Les
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conditions aux limites sont celles de Neumann homogénes.
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T

Figure 7.8: Comparaison entre MEF et MVF pour un scénario de pompage.
Les conditions aux limites sont celles de Neumann homogénes.

évolue sans forgage extérieur et cela malgré les effets de la marée & gauche du
domaine.

Dans les cas du pompage ou de I'injection, nous aboutissons aussi aux mémes
conclusions que précédemment, les effets des pompages et de l'injection sont
moins forts pour MVF que pour MEF. Par ailleurs, le processus d’injection (ou
de pompage) affecte globalement 1'aquifére pour MEF alors que le changement
est localisé autour de la zone d’injection (ou de pompage) pour MVF.

7.2 Impact des paramétres physiques

Dans cette section, nous allons utiliser le schéma élément fini pour illustrer
I'impact des parameétres physiques sur le comportement des interfaces. Cette
étape est incontournable car, si ces codes ont vocation a renseigner sur la lo-
calisation des interfaces afin de mieux adapter les pompages d’eau douce, il est
essentiel de connaitre suffisamment précisément les caractéristiques physiques
du milieu telles que la porosité, la conductivité hydraulique ou la storativité afin
de donner des informations exploitables.
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Figure 7.9: Comparaison entre MEF et MVF sans forcage extérieur. Les condi-
tions aux limites sont celles de Dirichlet prenant en compte le phénoméme des
marées.
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Figure 7.10: Comparaison entre MEF et MVF pour un scénario d’injection. Les
conditions aux limites sont celles de Dirichlet prenant en compte le phénoméme
des marées.
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Figure 7.11: Comparaison entre MEF et MVF pour un scénario de pom-
page. Les conditions aux limites sont celles de Dirichlet prenant en compte
le phénoméme des marées.

7.2.1 Porosité

Les tracés suivants (cf. Figure 7.12) montrent que, sans terme de forgage, la
différence entre le cas de l'aquifére confiné et celui de 'aquifére libre est nég-
ligeable lorsque la porosité n’est pas trop faible (» = 1, & = 0,3). Pour
® = 0,03 la différence devient perceptible comme nous pouvons le voir dans la
figure 7.13. Plus précisément, nous remarquons que cette différence est de plus
en plus importante lorsque la porosité devient de plus en plus faible: Dans la
figure 7.21, nous représentons sur le méme tracé la différence pour les porosités
suivantes ® = 1, ® = 0,3 et & = 0,03. Pour ® = let® = 0,3, la différence
est du méme ordre que celui de la discrétisation en espace alors qu’il est 10 fois
supérieur dans le cas de & = 0,03.

7.2.2 Coefficient d’emmagasinement

Les figures suivantes sont consacrées aux aspects phénoménologiques liés a la
compressibilité du sol. L’emmagasinement est caractérisé par le parameétre Sy.
Intuitivement, plus Sy est important, plus le sol peut stocker de I'eau . Les
modéles existants en général négligent le coefficient de stockage Sy. Nous allons
regarder si cette hyphothése est 1égitime au cours d’un scénario d’injection d’eau
puis au cours de celui du pompage d’eau douce: la Figure 7.15 correspond & un
scénario d’'injection. Puisque le sol est compréssible (S; # 0), il peut contenir
plus d’eau, nous observons effectivement une sur-estimation de la hauteur de
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Figure 7.12: Comparaison de l’élévation de Uinterface dans le cas d’un aquifére
confiné (aqcontT) et celui d’un aquifere libre (aqlitT) pour différrentes valeurs
de la porosité.
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Figure 7.13: Comparaison de l’élévation de l'interface dans le cas d’un aquifére
confiné (aqeontT) et celui d’un aquifere libre (aqlitT) pour ® = 0.03.
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Figure 7.14: Différence entre les évolutions des interfaces dans le cas d’un
aquifére confiné et celui d’un aquifére libre.
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Figure 7.15: Comparaison de la profondeur des interfaces h and h; pour un sol
compressible (lignes en pointillées, Sy = 0.25 # 0) et pour un sol incompressible
(S5 = 0) durant un scénario d’injection. La séquence des résultats correspond aux
temps t = 0.1, 1, 4 jours.

la nappe phréatique et une sous-estimation de la hauteur de l'interface pour la
zone salée avec le modeéle ou la storativité est négligée (S; = 0). Ces erreurs
d’estimation persistent plus de trois jours aprés la fin de la phase d’injection.
(Un tel processus d’injection est classiquement utilisé par les opérateurs pour
faire baisser l'interface salée).

Ainsi négliger S¢ produit une sur-estimation de I'impact du processus d’injection,
en particulier dans la zone d’injection. La Figure 7.16 présente les sous/sur es-
timations au cours d’un processus de pompage. Nous observons une dépression
locale de la table d’eau et de I’apparition d’un coéne salé.

7.2.3 Epaisseur des zones de transition

Nous comparons tout d’abord le modéle avec approche ’interface nette’ (§ = 0)
a celui avec 'approche ’interface diffuse’ (§ # 0). Nous vérifions que pour un &
petit, les résultats des 2 expériences numériques coincident (cf. Figure 7.17).

Comme il a été souligné dans [38], la dispersion produit des effets non nég-
ligeables; en particulier, elle crée des pertes de charge qui réduisent la zone
de aquifére occupée par l'eau salée (I’eau salée se rejettant de la zone de dif-
fusion dans la mer) (cf. [35]). L’épaisseur de cette zone est caractérisée par
le paramétre § dans notre modéle. Nous allons examiné la possibilité de faire
varier  dans le domaine en mettant la zone de mélange plus épaisse du coté du
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Figure 7.16: Comparaison de la profondeur des interfaces h and hi; pour un sol
compressible (lignes en pointillées,, Sy = 0.25 # 0) et pour un sol incompressible
(S5 = 0) durant un scénario de pompage. Le pompage est fait de maniére constante
en temps et par un puits de rayon 1m centré en (z,y) = (15m,50). La séquence des
résultats correspond aux temps t = 1, 2, 3 jours.
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Figure 7.17: Compatibilité entre le modéle ’interface diffuse’ (‘dif’) pour un § petit,
6 = 0.1m, et le modéle ’interface nette’. Une grande quantité d’eau est injectée
durant un temps court (0.8 jour) en (z,y) = (15m,50), les interfaces h et hy évoluent
librement. La séquence des résultats correspond aux temps ¢ = 0.1, 1, 4 jours.

rivage (& gauche de notre domaine). Nous imposons des conditions aux limites
de Neumann homogénes a gauche du domaine afin d’observer I’évolution libre
des interfaces compte tenu des rejets d’eau. Conformément a [38], nous obser-
vons dans la figure 7.18 que l'interface salée est moins élevée dans le cas d’une
valeur plus grande de §. Si Maxz () = O(1) on observe une différence de 2% au
niveau de 1’élévation des interfaces. De plus cet effet augmente avec le temps.
Enfin, nous couplons le dernier phénomeéne avec les effets de marées. Les fluctu-
ations de marée produisent des ondes de pression progressives dans les aquiféres
cotiers. Pour cette simulation, nous utilisons les parameétres donnés dans [3§],
aprés une remise a ’échelle de notre aquifére. Nous imposons une condition de
Dirichlet en la frontiére gauche x = -50 pour Uinterface salée h. Le paramétre §
est calibré en utilisant la formule de 'amplitude de la zone de dispersion (eq. (2)
dans [38]). Il est d’ordre un. Dans la figure 7.19, on observe les fluctuations des
marées dans les eaux souterraines. Les oscillations apparaissent bien entendu
pour les 2 modeles (avec § = 0 ou avec 6 = O(1)). En vue de comparer les résul-
tats entre les deux modéles, nous avons tracé aussi une solution de référence, ici
dérivée de la formule analytique de [51]. La courbe obtenue & partir du modéle
avec interface diffuse fit mieux la solution analytique. Cette observation est
également confirmée a une autre échelle par la figure 7.20 (courbe ’acdeltah’ :
avec ¢, solution de référence donnée par Ferris, courbe’ ssdeltah’: sans §).
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Figure 7.18: Effet de la largeur caractéristique de la zone de mélange : La zone
de mélange étant plus épaisse sur le coté de la rive, nous testons avec d6(z) =
X(_50’_20)($) +0.1 X (10,50) (l‘) + (04— 0.03 .T)X(_Q()’lo) (l‘) (cas 5(—50) = 1) Le résultat
est comparé a celui correspondant & une mince zone de mélange constante 6 = 0,1
(cas 6(—50) = 0,1). Les résultats sont couplés correspondant aux simulations aux ¢t =
30,60, 120 jours. Pour les deux simulations, I'interface est initialement située sur la
diagonale. Elle tend alors vers une ligne horizontale en raison des effets de gravité.
Sur le cété gauche on observe que le mélange réduit la zone de I'aquifére occupée par
I’eau salée.
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Figure 7.19: Effet de la largeur caractéristique de la zone de mélange avec des condi-
tions oscillantes de Dirichlet & gauche du domaine. On a tracé l'interface h aprés un
cycle de marée pour le modéle avec §, celui sans ¢ et la solution de référence donnée
par Ferris.
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Figure 7.20: Effet de la largeur caractéristique de la zone de mélange avec des condi-
tions oscillantes de Dirichlet & gauche du domaine. On a tracé Uinterface h; aprés un
cycle de marée pour le modéle avec ¢, celui sans ¢ .

7.3 Comparaison entre aquifére confiné et aquifére
libre

Pour conclure cette série de comparaison, nous proposons une simulation il-
lustrant la différence de comportement de I'interface selon qu’on considére un
aquifére confiné ou un aquifére libre, en particulier dans un scénario de pom-
page. Nous soulignons que dans la section portant sur I'impact de la porosité,
les tests ont montré que, sans forgage extérieur, la différence entre les 2 types (
aquifére confiné - aquifére libre) est perceptible pour des porosités faibles. Les
résultats ci-dessous (cf. figure 7.21) montrent que, méme pour des porosités non
faibles et dans un scénario de pompage, I’évolution de l'interface entre la zone
d’eau douce et celle d’eau salée différe selon le type d’aquiféres.
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Figure 7.21: Comparaison de l’évolution de l’interface pour un aquifére confiné
et un aquifére libre auz tempst =1, 5, 7 jours.
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Chapter 8

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé un algorithme précis et efficace pour ré-
soudre le probléme d’intrusion marine. Cet algorithme dérive du modéle dé-
coulant de I'approche ’interface diffuse’ qui implique un terme diffusif supplé-
mentaire dans les edp’s gouvernant 1’évolution des inconnues et qui permet de
garantir un principe du maximum permettant en outre de préserver la hiérarchie
entre les hauteurs des interfaces. Ces deux raisons nous ont conduit & privilégier
la méthodes des éléments finis pour la résolution numérique du probléme plutot
que la méthode des volumes finis qui semble, néanmoins, mieux adaptée au prob-
léme dans le cas de 'approche avec 'interface nette’ (car ce schéma préserve le
principe du maximum). Nous avons fait I’analyse numérique des schémas semi-
implicites en temps pour les 2 types d’aquifére en établissant des théorémes
d’estimation d’erreur, montrant que la méthode Pp-Lagrange est d’ordre k en
espace et d’ordre 1 en temps sous une condition de stabilité entre le pas d’espace
et le pas de temps. Ce résultat a été prouvé en utilisant la régularité de la solu-
tion spécifique au probléme, plus précisément la régularité L*(27) établie pour
les gradients des inconnues. Les simulations numériques montrent que, méme
si le principe du maximum n’a pas été prouvé pour le schéma éléments finis,
les solutions approchées vérifient ce principe, ce qui résulte du fait qu’a la base,
le modéle avec I'approche ’interface diffuse’ satisfait ce principe. Les compara-
isons entre les approximations éléments finis et volumes finis illustrent que les
2 méthodes conduisent & des résultats qualitatifs similaires lorsque le systéme
évolue sans forgage extérieur. En revanche, avec la méthode volume fini (MVF)
, les interfaces semblent étre affectées localement par 'injection d’eau douce
(ou le pompage) et les effets sur les interfaces sont moindres comparés a ceux
observés avec la méthode élément fini (MEF). Nous avons utilisé le schéma élé-
ment fini pour illustrer I'impact des caractéristiques hydrogéologiques du milieu
poreux sur le comportement des interfaces, telles que la porosité et le coefli-
cient d’emmagasinement. Enfin nous avons comparé numériquement les deux
approches ’interface nette’ et ’interface diffuse’; les simulations montrent que
I’existence méme de cette zone de transition impacte clairement les évolutions
des interfaces et spécialement de l'interface salée, permettant ainsi d’obtenir des
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résultats plus conformes a la réalité.

Cette conclusion entraine naturellement les perspectives & court terme : &
savoir I’étude compléte du schéma volume fini avec un résultat de convergence
dans le cas d’'un aquifére confiné et d’un aquifére libre et la résolution théorique
et numérique des problémes d’identification des paramétres. A plus long terme,
ce code a vocation a étre couplé a d’autre problématiques telles que la contam-
ination de la nappe phréatique ou les problémes de crue des riviérres.
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