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▼❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦ts ✈♦♥t t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❈❤r✐st♦♣❤❡ Pr✉❞✬❤♦♠♠❡✱ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡
t❤ès❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♦✛❡rt ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡t
♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡ ❥✬❡♥ ét❛✐s ❝❛♣❛❜❧❡✳ ❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐
♠✬❛ été ❛❝❝♦r❞é❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t✱ ❡t ❥❡ s❛✐s ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉✬✉♥ ❞❡ s✐ ♣❛ss✐♦♥♥é✳

❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❛❞r❡ss❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❊r✐❝ ❇❡❛✉❣♥♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té
❞❡ ❝♦✲❞✐r✐❣❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠❛❧❣ré ♠♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✭s✮ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❚r♦♣❤✐♠❡ ♣♦✉r s♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ♣ré✲
❝✐❡✉s❡ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥✳ ❚❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés ♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❋r❛♥ç♦✐s ❉❡❜r❛② ♣♦✉r s✬êtr❡ r✐sq✉é à ♠✐s❡r s✉r ❝❡ ♣r♦❥❡t✱ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
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❞✬êtr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❋ré❞ér✐❝ ❍❡❝❤t✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❍❡❧✲
❧✉② ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❋r❡♥♦❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r
❛✐♥s✐ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏✬❛❞r❡ss❡ ❛✉ss✐ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉ ❧❛❜❡① ■❘▼■❆
q✉✐ à ✜♥❛♥❝é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❡t à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ▲◆❈▼■ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡
♠✬❛❝❝✉❡✐❧❧✐r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉ ▲◆❈▼■✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❡r❝✐ à t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉
❜ât✐♠❡♥t ❯ ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❛❝❝✉❡✐❧✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s ❡♥ ét❛♥t ♣❛r♠✐s ✈♦✉s✳

❊t ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❜✐❡♥ s✉r t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❋❡❡❧✰✰✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐
à ❙té♣❤❛♥❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❛t✐❡♠♠❡♥t ❣✉✐❞é ❞❛♥s ♠♦♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❱✐♥❝❡♥t ❈✳✱ ❥❡ ❣❛r❞❡ ✉♥ s✉♣❡r s♦✉✈❡♥✐r ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ q✉✬♦♥
❛ ❢♦r♠é à ❧❛ ❙❊▼❊✳ ❊t ♠❡r❝✐ à ❆❜❞♦✉❧❛②❡ ♣♦✉r t❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐✈❡✳ ❙❛♥s
♦✉❜❧✐❡r ❧❡s ❙tr❛s❜♦✉r❣❡♦✐s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ✿ ❘❛♥✐♥❡✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❱✐♥❝❡♥t ❍✳✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡✱ ❏❡❛♥✲
❇❛♣t✐st❡ ❡t ❘♦♠❛✐♥✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ✈♦tr❡ très ❜♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ♠❡s sé❥♦✉rs ❡♥ ❆❧s❛❝❡✱
❡t ♣♦✉r ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡s ❋❯❉ ♦✉ ❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✳ ❯♥ ♠❡r❝✐ s♣é❝✐❛❧
à ❱✐♥❝❡♥t ❍✳ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ ❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛❣♥ét♦✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é ❡t s♦✉t❡♥✉ ❞❡ ♣rès ♦✉
❞❡ ❧♦✐♥✳ ❯♥ ♣❡t✐t ❝❧✐♥ ❞✬♦❡✐❧ à ▼❛t❤✐❧❞❡✱ ♠♦♥ ✜❞è❧❡ ❜✐♥♦♠❡✳ ❊t à ❏❡r❡♠✬ q✉✐ ♠✬❛ ✧❢♦r✧✲♠é
à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❙❛♥s ✈♦✉s ♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs ♥✬❛✉r❛✐t s✉r❡♠❡♥t ♣❛s été ❧❡ ♠ê♠❡✳ ❯♥
❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❙❤❡❡t❛❧ ❞❡ s✬êtr❡ ❝♦✉r❛❣❡✉s❡♠❡♥t ❛tt❡❧é à ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡✱ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ♠♦♥
❛♥❣❧❛✐s ♠❛❧❛❞r♦✐t✳ ▼❡r❝✐ à ❊t✐❡♥♥❡ ♠♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ♦✣❝✐❡❧ ❞✬❤✐st♦✐r❡s ❞rô❧❡s✱ ❡t à ❘❛❥✬
♠♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ♦✣❝✐❡❧ ❞❡ ❝❤❡❡s❡ ♥❛♥✦
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❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❚❛r❛ ❡t ■s❛❜❡❧❧❡ ✭❞✐❣♥❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❣❡♥t❡ ❢é♠✐♥✐♠❡ ❞✉
▲◆❈▼■ ✦✮✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉ ❧❛❜♦ ♦✉ ❛✐❧❧❡✉rs✳

❯♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ❞❛♥s❡✉rs ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ▼❛r✐♦♥ ❡t ❙é❜❛st✐❡♥
★❉r❡❛♠❙❡❧❧❡rs✱ à ❆✉ré❧✐❡ ❡t ▲♦ï❝✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr à ❇é♥é ❡t ❏érô♠❡✳ ❏❡ s❛✈❛✐s q✉✬✐❧ ♠❡ s❡r❛✐t
♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❜r❡❛❦s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❥❡ s❛✐s ❛✉ss✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❡♥t❡♥❞r❡ ❡t ❧❡s
✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts r②t❤♠és ♣❛r ✈♦tr❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r q✉✐
♠✬♦♥t été s✐ ♣ré❝✐❡✉①✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧ ❡t s❛♥s
❢❛✐❧❧❡ ❞❛♥s t♦✉s ♠❡s ♣r♦❥❡ts✳ ❯♥ ♠❡r❝✐ s♣é❝✐❛❧ à P❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ t✉ ❛s ❝♦♥s❛❝ré
à ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♠❛❧❣ré ✉♥ ❡♠♣❧♦✐ ❞✉ t❡♠♣s ❝❤❛r❣é✳

❊t ❥✬❛❞r❡ss❡ ✉♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❛ ♠❛♠❛♥✱ s❛♥s q✉✐ r✐❡♥ ❞❡ t♦✉t ❝❡❧❛ ♥✬❛✉r❛✐t
été ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s é♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr❛✈❡rsé✱ t✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡
q✉❡ ❥❡ ♥❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ r✐❡♥✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r ❝r✉ ❡♥ ♠♦✐✱ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡
ré❛❧✐s❡r ♠❡s ❛♠❜✐t✐♦♥s✳

❊♥✜♥✱ ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧❡ts s❛♥s ✉♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♠❡r❝✐ à ❝❡❧✉✐ q✉✐
♣❛rt❛❣❡ ♠❛ ✈✐❡ ❡t q✉✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♠♦♥ ♠❛r✐✳ ▼❡r❝✐ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t ❧✬❛♠♦✉r q✉❡
t✉ ♠❡ ♣♦rt❡s ❡t q✉✐ ♠❡ ♣♦rt❡ ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ❞❡♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐① ❛♥s✳ ❚❛ ♣rés❡♥❝❡✱ t♦♥
s♦✉t✐❡♥ ❡t t♦✉t❡s t❡s ♣❡t✐t❡s ❛tt❡♥t✐♦♥s ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s
à ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ t✐❡♥♥❡✳



❘és✉♠é

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❚❡s❧❛ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❡st ♣rés❡♥t
♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧❡s ♠❛❣♥ét❛rs s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡
❧❡✉r ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ 1011 T ✱ ✐❧ s❡ ❧✐♠✐t❡ à 10−12 T ♣♦✉r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉
❤✉♠❛✐♥✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ t❡rr❡str❡ ❛tt❡✐♥t q✉❛♥t à ❧✉✐ 4.7× 10−5 T ✳

❈❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❏❛♠❡s ❈❧❡r❦ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥ ✶✽✻✹ ❛ ❞♦♥♥é
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❊❧❧❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

▲❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞✬❛✐♠❛♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

✧❢♦rt✧ ❞❛t❡♥t ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✵✵✳ ❯♥ s♦❧❡♥♦ï❞❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t 5 T ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r
❉❡s❧❛♥❞r❡s ❡t P❡r♦t ❡♥ ✶✾✶✹✱ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♥❞ é❧❡❝tr♦✲❛✐♠❛♥t ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s
❬❈♦tt♦♥✱ ✶✾✷✽❪✱ q✉✐ ❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥é ❞❡ ✶✾✷✵ à ✶✾✼✵ à ❇❡❧❧❡✈✉❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❙♦♥ ❣r❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡
❛ ♣❡r♠✐s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦✉s ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t q✉✬✐❧
❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❞❡ ♠✉sé❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❞✬❛✐♠❛♥ts ♣♦✉r ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡♥s❡
s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✱ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋r❛♥❝✐s ❇✐tt❡r✳

❉é❝♦✉✈❡rts à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t s❛♥s rés✐st❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 4 K✳ ▲❡s ❛✐♠❛♥ts s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛tér✐✲
❛✉① s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦❞✉✐ts ❡t ✉t✐❧✐sés ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❥✉sq✉✬à 23.5 T ✕
r❡❝♦r❞ ♠♦♥❞✐❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ◆✉❝❧é❛✐r❡ à très ❤❛✉t ❝❤❛♠♣s✱
à ▲②♦♥✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♥t❡♥s❡✳ ▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s
❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉rs à ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭❍❚❙✮ ✕ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡✉rs ♣r♦✲
♣r✐étés à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à 4 K ✕ ❧❛✐ss❡♥t ❡♥tr❡✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r
❝❡ r❡❝♦r❞✳

▲❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥t❡♥s❡s s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s ❛✐♠❛♥ts rés✐st✐❢s✱ ❝♦♠♣♦sés ❞❡
♠❛tér✐❛✉① rés✐st✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❧❧✐❛❣❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡✱ ❡t r❡❢r♦✐❞✐s ♣❛r ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉✳ ❯t✐❧✐sés
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✐♠❛❣✐♥❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛✐♠❛♥ts ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥

①✐



①✐✐

♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s♦♥❞❡r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés✳
❙❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❛✐♠❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣✲

♥ét✐q✉❡s ✐♥t❡♥s❡s✳ ❖♥ ❧❡s tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞é❞✐é❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✬❡♥ ❜é♥é✜❝✐❡r✳

❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ❈❤❛♠♣s ▼❛❣♥ét✐q✉❡s ■♥t❡♥s❡s ✭▲◆❈▼■✮ ❡st
♣rés❡♥t à ●r❡♥♦❜❧❡ ❡t à ❚♦✉❧♦✉s❡✳ ■❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❊▼❋▲ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞
▲❛❜♦r❛t♦r②✮ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❊✉r♦♣é❡♥s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s
♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥t❡♥s❡s✳ ▲❡s é❧❡❝tr♦❛✐♠❛♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣és à ●r❡♥♦❜❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❥✉sq✉✬à
36 T ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s✳

❆✉ ▲◆❈▼■✱ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡ ❝❡s ❛✐♠❛♥ts ❡st ❜❛sé s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ▲❡s ❛✐♠❛♥ts
❇✐tt❡r ✕ ❞✉ ♥♦♠ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥✈❡♥t❡✉r✱ ❋r❛♥❝✐s ❇✐tt❡r ❡♥ ✶✾✸✸ ✕ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥ ❡♠♣✐❧❛❣❡ ❞❡
❞✐sq✉❡s ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ s♦❧❡♥♦ï❞❡✳ ■❧s s♦♥t r❡❢r♦✐❞✐s ♣❛r ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ✕ à tr❛✈❡rs
❞❡s tr♦✉s ré♣❛rt✐s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐sq✉❡s ✕ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡✉r ♠♦♥té❡
❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬é❧❡❝tr♦❛✐♠❛♥ts ❡st ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♥t❡♥s❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ 38 T ✕ r❡❝♦r❞ ré❝❡♠♠❡♥t ét❛❜❧✐ ♣❛r ❍❡❢❡✐✱ ❡♥
❈❤✐♥❡✳

▲❡s ❛✐♠❛♥ts ❞✐ts ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s ✕ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ▲◆❈▼■ ✕ s♦♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✐♠❛♥ts ❇✐tt❡r✳ ■❧s s♦♥t ❢♦r♠és ❞❡ t✉❜❡s ❝♦♠♣♦sés ❞✬❛❧❧✐❛❣❡s ❞❡
❝✉✐✈r❡✱ ❞é❝♦✉♣és ❡♥ ❤é❧✐❝❡ ❡t ❡♠♣✐❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① t②♣❡s✱
q✉✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✳

P♦✉r ❧❡s ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s ❞✐t❡s à r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ❧✬❡❛✉ ❝✐r❝✉❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡
❧❡s t✉❜❡s✳ ▲❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r é❧❡❝tr♦ér♦s✐♦♥ ❡st ❝♦♠❜❧é❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❞❡ ❝♦❧❧❡ é♣♦①② ❡t ❞❡ ❜✐❧❧❡s ❞❡ ✈❡rr❡✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐s♦❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t♦✉rs✳
▲❡s ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s à r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ ❛✉t♦r✐s❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ❡♥tr❡
❧❡s s♣✐r❡s✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r❡❢r♦✐❞✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✐s♦❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st
❛ss✉ré❡ ❞❡s ✐s♦❧❛♥ts ❞✐s♣♦sés ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✳ P❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r
❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❉❡❜r❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

✭❛✮ ❆✐♠❛♥t ❇✐tt❡r
✭❥✉sq✉✬à ✶♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✮

✭❜✮ ❆✐♠❛♥ts ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s
✭❥✉sq✉✬à ✹✵✵♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✮

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞✬❛✐♠❛♥ts rés✐st✐❢s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥t❡♥s❡s

P♦✉r ❣❛r❞❡r s♦♥ r❛♥❣ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ♠♦♥❞✐❛❧❡s
♣♦✉r ❧❡ r❡❝♦r❞ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧❡ ▲◆❈▼■ ❞♦✐t s❛♥s ❝❡ss❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
s❡s ❛✐♠❛♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣❡♠❡♥t ❞✬❛✐♠❛♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝❤❛♠♣s



①✐✐✐

♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♥t❡♥s❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❡t
❞❡ ❞❡s✐❣♥✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❯♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❇❛sé s✉r ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙tr❛s❜♦✉r❣ ❡t ❧❡ ▲◆❈▼■✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t ❍✐❋✐✲

▼❛❣♥❡t ✈✐s❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t
❝❤❛♠♣✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❞✐és✳ ▲❡✉r ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞♦✐t ❢♦r♠❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ✸❉ q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✭✐✮ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉①
❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s✐❣♥✱ ✭✐✐✮ ❡✣❝❛❝❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❡t ✭✐✐✐✮ ✜❛❜❧❡ ❝♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✬❛✐♠❛♥ts ré❡❧s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐é ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ✕ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✕ ✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣ s♦♥t
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡st ❜❛sé ♥♦tr❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❊❉Ps✳ ▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ é❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❋❡❡❧✰✰
❬Pr✉❞✬❍♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✕ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠ s✐❣♥✐✜❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❊♠❜❡❞❞❡❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡
✐♥ ❈✰✰ ✕ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈✰✰ ❞é❞✐é❡ à ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊❉Ps✱ ♦✛r❛♥t ✉♥ s②♥t❛①❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❢♦✉r♥✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✳

P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲❛ t❤ès❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❡♥ ✹ ♣❛rt✐❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
ré❛❧✐sés✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① é❧é♠❡♥ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s Hdiv ❡t Hcurl ✐♥t❡r✲
✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❡t ❞❡◆é❞é❧❡❝ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❋❡❡❧✰✰ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❛①é s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ✭❘❇✮ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❛✣♥❡s ♥♦✉s ❝♦♥✲
❝❡r♥❛♥t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊■▼✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ✕ s✐❣♥✐✜❛♥t ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡✲
❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ✕ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊■▼ ❡t ❘❇✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✻✱ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✺❛❪
♦✛r❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❙❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ✉♥ ❝❛s t❡st ✷❉✱ ♣✉✐s s✉r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡
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❞✬❛✐♠❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s
❞é❞✐é à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ✭✐✮ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❤❡r♠♦✲é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛✐♠❛♥t ❡t ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❛ss♦❝✐é❡✱ ✭✐✐✮ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❡t
✭✐✐✐✮ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦✉♣❧é ❛✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s
❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐st❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❋❡❡❧✰✰ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ✭✐✮ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s
❡t ❞❡ ◆é❞é❧❡❝✱ ✭✐✐✮ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ✭✐✐✐✮ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡ ❋❡❡❧✰✰✱ r❡♥❞❛♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣rés❡♥tés✱ s✉r ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥❝rèt❡s ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❢♦r♠✉❧és ♣❛r ❧❡ ▲◆❈▼■✳
❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à êtr❡ ✉t✐❧✐sés s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ré❡❧❧❡s✱
❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ r❡❣r♦✉♣❡
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✭✐✮ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ✭✐✐✮ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
✈✐s❛♥t à ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡ ♦✉ ✭✐✐✐✮ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
❢✉t✉r❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛✐♠❛♥ts ❤②❜r✐❞❡ ✈✐s❛♥t 43 T ✳

❖✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡✱ ♣❛r♠✐
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ P❛rt✐❝✲
✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉Ps✮ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r u ∈ X(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡

✭✶✮ a(u, v) = f(v) ∀v ∈ X(Ω)

❛✈❡❝ X(Ω) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ a : X(Ω)×X(Ω) −→ R ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❡t
f : X(Ω) −→ R ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
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❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ rés♦✉t ✭✶✳✶✮ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s
❡s♣❛❝❡ XN (Ω) ❞❡ X(Ω)✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ N ✳ ❇❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ uN ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ N ×N
❞♦♥♥❛♥t s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ XN (Ω)✳

✭✷✮ uN =
N∑

j=1

u
j
Nφj ❛✈❡❝ XN (Ω) = span{φ1, . . . , φN}

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ XN (Ω) ❞❡ X(Ω)
❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❈✐❛r❧❡t✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t (K,PK ,ΣK)
❝♦♠♣♦sé ✭✐✮ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ K✱ ✭✐✐✮ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ PK ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s φi ❞❡ XN (Ω)✱ ❡t ✭✐✐✐✮ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ΣK = {σi} ❞é✜♥✐ss❛♥t s❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❧♦❝❛❧❡s φi ✭✶✳✸✮ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ PK s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t K✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❝♦♠♠❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ K̂ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ φ

geo
K ✳ ❈❡❧❛ ♣❡r✲

♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s à ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X(Ω) ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❉❡✲❘❤❛♠ ✭✶✳✶✵✮ ét❛❜❧✐t ✉♥
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s

✭✸✮

L2(Ω) = {f |
∫
f 2 <∞})

H1(Ω) = {f ∈ L2(Ω) | ∇f ∈ L2(Ω)}

Hdiv(Ω) = {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ · f ∈ L2(Ω)}

Hcurl(Ω) = {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ × f ∈ L2(Ω)}

❛✈❡❝ d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳

✭✹✮ H1(Ω)
grad
−→ Hcurl(Ω)

curl
−→ Hdiv(Ω)

div
−→ L2(Ω)

0
−→ {0}

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦❞❛✉①
s♦♥t ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
H1 ✭✶✳✾✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t é❧❛st✐q✉❡ ❞é❞✐és à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
❛✐♠❛♥ts✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr✐♣❧❡ts

(
K,Lk,Σ

L
K

)
❛✈❡❝ k ❧✬♦r❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❡t Lk

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à k✳ ▲❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s p ∈ ΣL

K ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ K✳
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❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❛✐♠❛♥ts ❡st
❞❛♥sHdiv(Ω)✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞♦♥t ✐❧ ❞ér✐✈❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ rés♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡✱ ✈✐t q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞❛♥sHcurl(Ω)✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❡s♣❛❝❡ XN (Ω) ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ♣♦✉r Hdiv(Ω) ❡t ❞❡
◆é❞é❧❡❝ ♣♦✉r Hcurl(Ω)✱ ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❋❡❡❧✰✰ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❤ès❡✳

➱❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s
▲❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s tr✐♣❧❡ts

(
K,Dk,Σ

RT
K

)
✱ ♦ù k

❡st ❧✬♦r❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Dk ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
[Pk+1]

d ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à k + 1✱ ❛✈❡❝ d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳

✭✺✮ Dk = [Pk]
d ⊕ xPk ⊂ [Pk+1]

d

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΣRT
K ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

❆✉ ♣❧✉s ❜❛s ♦r❞r❡ ✕ ❞✐t ♦r❞r❡ ✵ ✕✱ ΣRT
K s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté σf ❧♦❝❛❧✐sés s✉r

❧❡s ❢❛❝❡s✱ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❡s ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté ✐♥t❡r♥❡s σK ✈✐❡♥♥❡♥t s✬❛❥♦✉t❡r à ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✶✳

✭✻✮
σf (u) =

∫

f

u · np ∀p ∈ Pk(f)

σK(u) =

∫

K

u · q ∀q ∈ [Pk−1(K)]d

▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✳ ❯♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t
❞♦♥❝ êtr❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ φgeo
K é✈♦q✉é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r

❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ P✐♦❧❛ ✭✶✳✹✶✮ ❞é✜♥✐❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ φgeo

K ❡t ❞❡ s❛ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ Jgeo
K ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s

s✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ré❡❧s K ∈ Th✳

✭✼✮ u(x)|K =
1

det(Jgeo
K )

J
geo
K û(x̂) ⇔ u(x)|K =

1

det(Jgeo
K )

J
geo
K û ◦ φgeo

K
−1(x)

➱❧é♠❡♥t ✜♥✐s ❞❡ ◆é❞é❧❡❝
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ◆é❞é❧❡❝✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡

❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ◆é❞é❧❡❝ ❞❡ t②♣❡ ✶ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s tr✐♣❧❡ts (K,Rk,1,ΣNed,1
k )✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r

❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Rk,1 ❡st ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ [Pk+1]
d

❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡

✭✽✮ Rk,1 = [Pk]
d ⊕ Sk ⊂ [Pk+1]

d



①✈✐✐

♦ù Sk ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

✭✾✮ Sk = {p ∈ [Pk]
d | p · x̂ = 0}

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΣNed,1
k s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊♥ ✷❉✱ ❧❡s ❞❡❣rés

❞❡ ❧✐❜❡rtés σe s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✱ ❡t ❝♦♠♣❧étés ♣❛r ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥t❡r♥❡s
σK à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✶✳

✭✶✵✮
σe(u) =

∫

e

(u · t)p ∀p ∈ Pk(e)

σK(u) =

∫

K

u · q ∀q ∈ [Pk−1(K)]2

❊♥ ✸❉✱ ❧❡s ❛rêt❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❞❡s ❢❛❝❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✷❉✱ ❡t ♦♥ ❛ ✭✐✮ ❞❡s ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté σe ❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✱ ✭✐✐✮ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté σf ❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❡t ✭✐✐✐✮ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥t❡r♥❡s σK à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✷✳

✭✶✶✮

σe(u) =

∫

e

(u · t)p ∀p ∈ Pk(e)

σf (u) =

∫

f

(u× n) · q ∀q ∈ [Pk−1(f)]
2

σK(u) =

∫

K

u · q ∀q ∈ [Pk−2(K)]2

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s✱
♦♥ ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s t❛♥❣❡♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❛rêt❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ❙✐ ❧❡s ❢❛❝❡s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛rt❛❣é❡s q✉❡ ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ ✸❉✳

▲à ❛✉ss✐✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ φgeo
K ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ◆é❞é❧❡❝✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ P✐♦❧❛ ❛❞❛♣té❡ ✭✶✳✼✶✮✳

✭✶✷✮ u(x)|K = J
geo
K

−T
û(x̂) ⇔ u(x)|K = J

geo
K

−T
û ◦ φgeo

K
−1(x)

❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ✷❉
❡t ✸❉✱ ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❋❡❡❧✰✰✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣✉✐❞és ♣❛r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❊❉Ps ❞✐t❡s
♣❛r❛♠étré❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ❜❡s♦✐♥s ❛❝t✉❡❧s ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ✈♦♥t
❛✐♥s✐ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛✐♠❛♥ts à
❤❛✉t ❝❤❛♠♣ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ très ✜♥❡✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡✉t
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êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
ré❞✉✐t❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳ ❉é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❬P❛t❡r❛ ❛♥❞ ❘♦③③❛✱ ✷✵✵✼❪ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
●❛❧❡r❦✐♥ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t❡✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳

❈❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r p ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
✈❡❝t❡✉r µ = (µ1, . . . , µp) ∈ D ⊂ R

p✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r❛♠étré ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ ❝♦♥s✐st❡ à
tr♦✉✈❡r u ∈ X(Ω) t❡❧ q✉❡

✭✶✸✮ a(u(µ), v;µ) = f(v : µ) ∀v ∈ X(Ω)

▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt s(µ) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✴❡♥✲❧✐❣♥❡✳ ❖♥

✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ WN ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r N s♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝❛❧❝✉❧é❡s
à ❧✬ét❛♣❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ❛✈❡❝ N ≪ N ✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s uN ∈ WN ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲✬ét❛♣❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ N ×N ❛ss♦❝✐é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ uN ❡t sN(µ) = ℓ(uN(µ))✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛✣♥❡ ✭✷✳✻✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛♠étré ✭✷✳✸✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r ✕ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❧♦rs
❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✕ ❧❡s t❡r♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ µ✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s à ❧✬ét❛♣❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡✳

✭✶✹✮

a(u, v;µ) =

Qa∑

q=1

θqa(µ)a
q(u, v) ∀u, v ∈ X, ∀µ ∈ D ,

f(v;µ) =

Qf∑

q=1

θ
q
f (µ)f

q(v) ∀v ∈ X, ∀µ ∈ D

▼ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊■▼✮
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ❞é❞✐é ❛✉①
❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊■▼✮ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ wM ✭✷✳✽✮ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥❝❡r♥és w✳

✭✶✺✮ wM(u(µ),x;µ) =
M∑

m=1

βM
m (u(µ);µ)qm(x)

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❤♦rs✲
❧✐❣♥❡✴❡♥✲❧✐❣♥❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s w(u(µ),x;µ)✱
♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ µ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭✷✳✶✶✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭✷✳✶✶✮ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡
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♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✭✶✻✮ µ̄M = argmax
µ∈Ξ

inf
z∈WM−1

||w(.; .;µ)− z||L∞(Ω)

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ qM ❢♦r♠❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ rés✐❞✉

✭✶✼✮ rM(x) = w(u(µ),x; µ̄M)− wM−1(u(µ),x; µ̄M)

❡t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ tM

✭✶✽✮ tM = arg sup
x∈Ω
|rM(x)|, qM(x) =

rM(x)

rM(tM)

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t βM
m ❞❡ wM ✭✷✳✽✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡

❞❡ t❛✐❧❧❡ M ×M ✱ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM s♦✐t ❡①❛❝t❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❊♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛✐♠❛♥ts ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡st ❣éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ t②♣❡ P✐❝❛r❞ ♦✉ ◆❡✇t♦♥✱ à
❧❛ ❢♦✐s à ❧✬ét❛♣❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❡t à ❧✬ét❛♣❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡✳

▼ét❤♦❞❡ ❊■▼ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é❡
◆é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✣♥❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❊■▼ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s

❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ♥é❝❡ss✐t❡
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♣♦✉✈❛♥t r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❤♦rs✲
❧✐❣♥❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s uN (µ) à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Ξ ⊂ D✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ w ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊■▼ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é❡ ✭❙❊❘ ♣♦✉r ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ▼❡t❤♦❞✮ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❊■▼
❡t ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❊■▼ ❡st
❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ w ♣♦✉r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❊■▼✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❢♦r♠é❡s ❞✬✉♥ s❡✉❧ t❡r♠❡✱
❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❊■▼ ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✣♥❡
❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ à
WN ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡ u1✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡♥r✐❝❤✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❊■▼✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ré❞✉✐t❡ uM−1 ♦❜t❡♥✉❡
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à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳

✭✶✾✮ µ̄M = argmax
µ∈Ξ

inf
z∈WM−1

||w(uM−1(µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ ✭✷✳✶✸✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r uM−1✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❊■▼ ❡t ❘❇ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❡♥r✐❝❤✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❛✣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❊■▼ s❡ rés✉♠❡ à ❧❛ s❡✉❧❡ é✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡✱ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆✈❡❝ N + 1 rés♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✉ t♦t❛❧ ✕ ♦ù N ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❘❇ ✕✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ♣ré✈♦✐t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ✐♥s♣✐ré ❞❡s ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés
q✉❛♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✣♥❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
❙✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❊■▼ ❡t
❘❇ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❜❛s❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st✐♠é❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈✐s❡ à tr✐❡r ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥
✭✷✳✶✶✮ s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣ré❝✐s✐♦♥✱ é❧✐♠✐♥❛♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ❥✉❣é❡s ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ◆♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥st❛té ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❡s s✉✐✈❛♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊■▼✳ ❖❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❝❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♥❡tt❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❊■▼ à ♣❛rt✐r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ❡t ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❋❡❡❧✰✰ ❡st
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ❡t ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✷❉ ❡t s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ❞é❞✐é ❛✉① ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣✳ ❆②❛♥t ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✻✱ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✺❛❪✱
❝✬❡st ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❛✣♥❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s r❡st❡♥t à ét✉❞✐❡r✱ ❡t ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rt❡✳
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▼♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♥t❡♥s❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛✐♠❛♥ts
❞❡ t②♣❡ ❇✐tt❡r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠étr✐q✉❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s✱ ❡t ❡st ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ❞❡s ❛✐♠❛♥ts
♣♦❧②❤é❧✐❝❡s✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛✐♠❛♥ts ❡st ✸❉✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s✳ ❉❛♥s ❧❛
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ✸❉ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❛✐♠❛♥ts✳

Pr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♥t❡♥s❡ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞♦♥t
❧✬✐♥t❡♥s✐té ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❦❆✳ ▲❡s ♣❡rt❡s ❏♦✉❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣r♦✈♦q✉❡♥t
✉♥❡ ♠♦♥té❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲
t❤❡r♠✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣❡rt❡s
❏♦✉❧❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉r❛♥t q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
▼❛①✇❡❧❧✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés
❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❡t ❞❡ ◆é❞é❧❡❝✱
❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✳

▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s
❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❝ré❡♥t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛✐♠❛♥t✳ ▲❡s
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❞✉✐ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡s s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡
❞❡s✐❣♥ ❞❡s ❛✐♠❛♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦✉♣❧é ❛✉①
♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡s q✉❛♥t✐tés✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✷❉ ❡t ✸❉✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ V ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❡st ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ σ✳ ▲❡s ♣❡rt❡s ❏♦✉❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t
❞❛♥s ❧✬❛✐♠❛♥t s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉r❛♥t j = σ∇V ♣❛r ❧❡
❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ∇V ✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té
t❤❡r♠✐q✉❡ k ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❡st ❝♦✉♣❧é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
T ❞❛♥s ❧✬❛✐♠❛♥t✳

❉❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✕ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ 20◦C ❡t 200◦C ✕✱
❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡s ♠ét❛✉① ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♥✲
❞✉❝t✐✈✐tés é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r T ✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✸✳✶✽✮✳

✭✷✵✮
−∇ · (σ(T )∇V ) = 0 ❞❛♥s Ω
−∇ · (k(T )∇T ) = σ(T )∇V · ∇V ❞❛♥s Ω
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❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ▲❛
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tré❡ Vin ❡t ❧❛
s♦rt✐❡ Vout ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✳ ❊t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✕ ❛✐r ♦✉ ❡❛✉ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ✕ ❡st s✉♣♣♦sé
é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦❧❛♥t✱ s❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ♣❛r ✉♥ ✢✉① ♥✉❧✳

✭✷✶✮ V = 0 s✉r Vin, V = VD s✉r Vout ❡t − σ(T )∇V · n = 0 s✉r ∂Ω\(Vin ∪ Vout)

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ❧✐♠✐tés ❛✉① ③♦♥❡s ∂Ωcooled r❡❢r♦✐❞✐❡s ♣❛r
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘♦❜✐♥ ❛ss♦❝✐é❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
t❤❡r♠✐q✉❡ h ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ Tw✳

✭✷✷✮ − k(T )∇T · n = h(T − Tw) s✉r ∂Ωcooled ❡t − k(T )∇T · n = 0 ♦♥ ∂Ω\∂Ωcooled

▲❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❞❡ t②♣❡
P✐❝❛r❞ ♦✉ ◆❡✇t♦♥✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✕
❛✈❡❝ σ(T ) ❡t k(T ) ❝♦♥st❛♥ts ✕✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r à ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ré❡❧❧❡✱ ♦❜t❡♥✉❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡
▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡B ✕ ♣❛r❢♦✐s ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✕ ❡st ❧✐é❡ ❛✉

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡H ♣❛r ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ µ✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❧♦✐B = µH✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❚❤♦♠s♦♥ ❞é❝r✐t B ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ à ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ❞ér✐✈❡ ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ A✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

✭✷✸✮ ∇ ·B = 0 ⇒ ∃A | B = ∇×A

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆♠♣èr❡∇×B = µj✱ ❞♦♥♥❛♥t

✭✷✹✮ ∇×

(
1

µ
∇×A

)
= j

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ µ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té
❞✉ ✈✐❞❡ µ0✳ P♦✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞♦♥t ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ✭✶✳✶✵✮ ❞♦♥♥❡ A ❞❛♥s Hcurl✱ ❡t B ❞❛♥s Hdiv✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❡t ❞❡ ◆é❞é❧❡❝ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ❡s✲
s❡♥t✐❡❧s✳

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧✐♠✐té❡ à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥✉❧ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s s♦✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❜♦✐t❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱
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❞♦♥t ❧❡s ❜♦r❞s ∂Ω s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✭✷✺✮ A× n = 0 s✉r ∂Ω

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❉❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t
ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐✲
s❛t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮✳

✭✷✻✮ ∇×

(
1

µ
∇×Aǫ

)
+ ǫAǫ = j

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ Aǫ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✹✼✮ t❡♥❞ ✈❡rs A ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ s✉rA✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r
❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ p✳

∇×

(
1

µ
∇×A

)
+∇p = j ♦♥ Ω✭✷✼✮

∇ ·A = 0

▲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✸✳✹✼✮ ❡t ✭✸✳✹✽✮ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ◆é❞é❧❡❝ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t
❞étér✐♦r❡r ❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣r♦♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
q✉❡ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦✉r❛♥t j✳ P♦✉r ❧❛ ❞é❝r✐r❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t Ωcond ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡t Ωmgn ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ A
❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ B ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t r ❞❡ Ωmgn

A(r) =
µ0

4π

∫

Ωcond

j(r′)

| r− r′ |
dr′ r ∈ Ωmgn✭✷✽✮

B(r) =
µ0

4π

∫

Ωcond

j(r′)× (r− r′)

| r− r′ |3
dr′ r ∈ Ωmgn✭✷✾✮

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ | r − r′ | ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ✭✸✳✽✶✮ ❡t ✭✸✳✽✷✮ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
s✐♥❣✉❧❛r✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❣♥ét♦✲
st❛t✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r❛ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ♣♦✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù s♦♥t ♣❧❛❝és
❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❧♦rs ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
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❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥✲
❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦s ♠♦❞è❧❡s✳ ❙✐ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ séq✉❡♥t✐❡❧ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡
❞✐✣❝✉❧tés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✬❛✐♠❛♥ts ré❡❧s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ré✈è❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡
❣é♦♠étr✐❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥ s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ✕ ❥✉sq✉✬à ✶✾✷ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✕ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦✉♣❧é ❛✉① ♠♦❞è❧❡s é❧❡❝r♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ♠❛❣♥ét♦st❛✲

t✐q✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t
♣❛r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

✭✸✵✮ div(¯̄σ) + f = 0

♦ù ¯̄σ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t f ❧❡s ❢♦r❝❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳

❉é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ¯̄ε = 1
2
(∇u +∇uT ) ♦ù ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t u ❡st ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ¯̄σ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✱ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳

✭✸✶✮ ¯̄σ(¯̄ε) = ¯̄σE(¯̄ε) + ¯̄σT ❛✈❡❝ ¯̄σT = −
E

1− 2ν
αT (T − T0)I

♦ù E ❡t ν ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ αT ❡st
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t T0 ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

▲❡s ❢♦r❝❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s f = j×B✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t s♦✐t ✜①❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ∂ΩD ❛✈❡❝ ❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ s♦✐t ✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ s✉r ∂ΩP ✳

✭✸✷✮ u = uD s✉r ∂ΩD ♦✉ ¯̄σ · n = g s✉r ∂ΩP

❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ ✸✱ ❡♥ ✷❉ ❡t ❡♥ ✸❉✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧✬❛✐♠❛♥t s♦♥t é✈❛❧✉é❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐sé ¯̄σd✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❚r❡s❝❛ ✭✸✳✾✺✮ ❡t ❞❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s ✭✸✳✾✼✮ s❡r✈❡♥t à



①①✈

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ é❧❛st✐q✉❡ ♦✉ ♣❧❛st✐q✉❡✳

tr¯̄σd = max
16i<j6Dim

(| ¯̄σd
ii − ¯̄σd

jj |)✭✸✸✮

vm¯̄σd =

√ ∑

16i<j6Dim

1

2

(
¯̄σd
ii − ¯̄σd

jj

)2
✭✸✹✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
é❧❛st✐q✉❡✳ P♦✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛st✐q✉❡s✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❧✉s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ¯̄ε✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❧é ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❛✐♠❛♥ts✱ ❞♦♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥♥✉❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r✱ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s
❛✐♠❛♥ts ✕ ✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ✕ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥t❛❝❤és
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝❛r ✐❧s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡s✉r❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t✳

▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬ét✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❡st ❞♦♥❝ t♦✉t à ❢❛✐t ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❊❉Ps
♣❛r❛♠étré❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ µ
❝♦♥s✐❞éré r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✕ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ σ0✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ α ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▲♦r❡♥t③ L ✕ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t
✕ ✈♦❧t❛❣❡ VD✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt h ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t Tw ✕✳

✭✸✺✮ µ = (σ0, α, L, VD, h, Tw)

❉✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐tés é❧❡❝tr✐q✉❡ σ(T ) ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ k(T )✱

✭✸✻✮ σ(T ) =
σ0

1 + α(T − T0)
❡t k(T ) = σ(T )LT

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ✭✸✳✶✽✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ ✭✸✳✶✽✮ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❜❛s❡s
ré❞✉✐t❡s r❡q✉✐❡rt ❛✐♥s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊■▼✮ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❝♦♥❝❡r♥és s♦♥t σ(T )✱ k(T )✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ σ(T )✳
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▲❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❣éré❡ ✕ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t ✕ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ t②♣❡ P✐❝❛r❞ ♦✉ ◆❡✇t♦♥✳

▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐♠❛♥t✱ s❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ s❛ rés✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✳

P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✱ ♦♥ s✬✐♥t❡r❡ss❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❊■▼ ❡t ❘❇ ❝♦♠♠✐s❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥✲
s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❞é❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s
ré❡❧❧❡s ❞✬❛✐♠❛♥ts ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥ s❡❝t❡✉r ❞✬❛✐♠❛♥t ❇✐tt❡r à ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ à r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧
❝♦♠♣❧èt❡✳ ❚♦✉t❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ♣❛r s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ à r❡❢r♦✐❞✐ss❡✲
♠❡♥t r❛❞✐❛❧✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ✺✵✵ ✵✵✵ ♥♦❡✉❞s✳ ❙✐ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
♣r❡♥❞ ✶✻ ♠✐♥✉t❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❡st ✶✺✵ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ✭✻✳✼ s❡❝♦♥❞❡s✮✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡①♣♦s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✐♥s✐ à ❧❡✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡✱ s✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ré❞✉✐t à ❧✬❤é❧✐❝❡ à r❡✲
❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✶✮✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ✺✵✵ ✵✵✵ ♥♦❡✉❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❘❇ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
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▲❡s ✐s♦❧❛♥ts ✐♥sérés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts
❝❤❛✉❞s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❢♦r❝❡ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✬ét✉❞❡s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❖♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ✐❝✐
s✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ♦✉ ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ✐♥t❡r♥❡✳
▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s à ❧✬❡♥tré❡ ❡t à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡
❧✬❛✐♠❛♥t✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❤②✲
❞r❛✉❧✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐♠❛♥t ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✧st❛♥❞❛r❞✧✳

σ0 [50; 50.2] MS.m−1

α [3.3× 10−3; 3.5× 10−3] K−1

L [2.5× 10−8; 2.9× 10−8]

I [25000; 35000] A

h [70000; 90000] W.m−2.K−1

Tw Tw ∈ [293, 313] K

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

▲✬ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✸✵✵ é✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
ré♣❛rt✐s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ré❞✉✐t ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦✉♣❧é à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❖♣❡♥❚✉r♥s ❞é❞✐é❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱
♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt✱ ❧✬é❝❛rt t②♣❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ✐❝✐✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✲
✜❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭t❛❜❧❡ ✽✳✺✮ s✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱
♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

σ0 1.9× 10−5

α 2.3× 10−4

L 0.0028
I 0.75
h 0.069
Tw 0.16

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ■♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡

❙❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳

❙❊❘ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t
é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ s❡❝t❡✉r ❞✬❛✐♠❛♥t
❇✐tt❡r✱ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s
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st❛♥❞❛r❞✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ✕ ❜❛sé s✉r M ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s
❊■▼✱ ❡t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❘❇ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✕✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦✉s
❥❛❝❡♥t✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✶✶✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s max(ǫuM,N) ❡t mean(ǫuM,N)
✭r❡s♣✳ max(ǫsM,N) ❡t mean(ǫsM,N)✮ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt ❝♦♥s✐❞✲
éré❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✮✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✶✵✵✵ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N) mean(ǫuM,N) mean(ǫsM,N)

✺ ✺ ✶✳✻✹❡✰✶ ✶✳✾✹❡✲✶ ✶✳✺✶❡✰✵ ✶✳✻✾❡✲✷
✶✵ ✶✵ ✻✳✽✹❡✰✵ ✽✳✷✹❡✲✷ ✹✳✾✵❡✲✶ ✺✳✾✻❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✻✳✸✵❡✲✷ ✹✳✾✵❡✲✹ ✺✳✸✸❡✲✸ ✸✳✶✻❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✶✳✸✶❡✲✷ ✶✳✻✺❡✲✹ ✶✳✷✽❡✲✸ ✶✳✸✸❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✾✳✽✵❡✲✸ ✻✳✼✹❡✲✺ ✻✳✽✽❡✲✹ ✺✳✼✼❡✲✻

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ ▼ét❤♦❞❡ ❘❇ st❛♥❞❛r❞

▲❛ t❛❜❧❡ ✶✶✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N) mean(ǫuM,N) mean(ǫsM,N)

✺ ✺ ✶✳✵✺❡✰✶ ✷✳✵✾❡✲✷ ✶✳✷✻❡✰✵ ✸✳✷✼❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✺✳✵✼❡✲✶ ✸✳✹✷❡✲✸ ✶✳✵✺❡✲✶ ✹✳✻✾❡✲✹
✶✺ ✶✺ ✺✳✷✹❡✲✶ ✶✳✵✺❡✲✸ ✸✳✾✺❡✲✷ ✶✳✶✽❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✾✳✷✸❡✲✷ ✶✳✽✾❡✲✹ ✽✳✼✽❡✲✸ ✷✳✼✾❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✸✳✷✻❡✲✷ ✶✳✾✵❡✲✹ ✸✳✺✾❡✲✸ ✷✳✼✷❡✲✺

❚❛❜❧❡ ✹ ✕ ▼ét❤♦❞❡ ❙❊❘

❆✉ ✈✉ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ ❞étér✐✲
♦ré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❤♦rs✲
❧✐❣♥❡ ♠♦✐♥❞r❡✳

▲❡s t❛❜❧❡s ✶✶✳✷ ❡t ✶✶✳✸ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❘❇✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t
❙❊❘ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✕ ✈✐❛ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ♣r♦♣♦sé ✕ ♠♦♥✲
tr❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❙❊❘ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s
❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉①
❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❊❘✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❊■▼ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ σ(T ) ❡t ❞❡ k(T )✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❊■▼ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞ès ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✳
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✭❜✮ ❊■▼ k(T )

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ▼ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ✲ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❊■▼

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬❤é❧✐❝❡ à r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t r❛❞✐❛❧ ❞é❥à é✈♦q✉é❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❊■▼ ❛tt❡✐♥t ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s très ♣❡✉ ❞étér✐♦ré❡✳

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés ❛✉ ▲◆❈▼■ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t
♣❛r ❧❡s ❛✐♠❛♥ts s♦♥t ❜❛sés s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✷❉ ❛①✐s②♠♠étr✐q✉❡s✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡
♠❛❣♥ét♦s❝✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡s ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✕ ❡♥ ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ◆✉❝❧é❛✐r❡ ✭❘▼◆✮✱ ♦✉
❡♥ ❧é✈✐t❛t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✕ s❡♠❜❧❡♥t ♣♦✉rt❛♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♠❡s✉ré
♣❡✉t êtr❡ très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛①✐s②♠♠étr✐q✉❡✳

P♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛✐♠❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❡t t❡♥t❡r ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡rt é❣❛❧❡♠❡♥t à ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ s♦♥❞❡ à ❡✛❡t ❍❛❧❧ tr✐✲❛①❡ ✭✜❣✉r❡
✾✳✸❝✮ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Bx✱ By ❡t Bz ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✸❞✮✳ ▲❡
♣♦rt❡✲s♦♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❛ s♦♥❞❡ ❤♦rs ❞❡ ❧✬❛①❡
❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t ✕ ♦ù ❧✬❡✛❡t ✸❉ s❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ ✕✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❝♦♥st❛♥t
r = 17.5 mm ✭✜❣✉r❡ ✾✳✽❜✮✳
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✭❛✮ ❙♦♥❞❡ à ❡✛❡t ❍❛❧❧ ❞❛♥s s♦♥ ♣♦rt❡✲s♦♥❞❡

✭❜✮ ●❛✉ss♠ètr❡ ✭▲❛❦❡❙❤♦r❡ ▼♦❞❡❧ ✹✻✵✮

✳

✳

✳
✳

✳

✳

✳ ✳

✭❝✮ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❝♦♥st❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦♥❞❡ à
❡✛❡t ❍❛❧❧

▲❡s ♠❡s✉r❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❛✐♠❛♥t ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s ❢♦r♠é ❞❡ ✶✹ ❤é❧✐❝❡s à r❡❢r♦✐❞✐ss❡✲
♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❥❡❝té ✉♥ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ 500 A ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ 0.361 T ✳ P♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣❛rés ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛①✐s②♠✲
♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Br ❡t Bθ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✾✳✶✻ ❡t ✾✳✶✼ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r z = 100 mm

❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✭✐✮ ❧♦rs ❞❡ ❞❡✉①
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ✭✐✐✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛①✐s②♠♠étr✐q✉❡✱ ❡t ✭✐✐✐✮ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ✫
❙❛✈❛rt ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✜♥s✳

0 50 100 150 200 250 300 350

22.5

23

23.5

24

24.5

25

25.5

θ

B
r

✭♠
❚
✮

❊①♣ ✶✻✴✶✷✴✶✺ ❊①♣ ✶✼✴✶✷✴✶✺

❇✫❙ ✲ ♠❡s❤ ✷ ❇✫❙ ✲ ♠❡s❤ ✸

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ Br ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ r = 17.5 mm à z = 100 mm
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✭❜✮ ◆✉♠ér✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ Bθ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ r = 17.5 mm à z = 100 mm

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ré❛❧✐sé❡s s♦♥t r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ❛tt❡st❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t
♣❛r ❧❡s ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✸❉✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
r = 17.5 mm à z = 100 mm s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❛♣té❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✱ ✈❛❧✐❞❛♥t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s♦♥t ❞é✲
t❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à z = −100 mm ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠♦✐♥s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ❞ûs à ❧✬✉s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t ♦✉ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ♣♦✉r ét❛②❡r ❝❡tt❡ ét✉❞❡
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛✐♠❛♥t ❤②❜r✐❞❡

▲❡s ❛✐♠❛♥ts ❤②❜r✐❞❡s ✈✐s❡♥t à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s s✉♣ér✐❡✉rs à
40 T ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥ ❛✐♠❛♥t rés✐st✐❢ ❡t ✉♥ ❛✐♠❛♥t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡
s❡✉❧ ❛✐♠❛♥t ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❋❧♦r✐❞❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
45 T ✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛✐♠❛♥t ❤②❜r✐❞❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs à ●r❡♥♦❜❧❡✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t à ❧❛
❢♦✐s s✉r ❞❡s ❛✐♠❛♥ts ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s ❡t ❇✐tt❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ rés✐st✐✈❡✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬✐♥s❡rt ♣♦❧②❤é❧✐❝❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✶✹
❤é❧✐❝❡s à r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✳ ❙♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❛✐♠❛♥ts ❇✐tt❡r ✭9.2 T ✮ ❡t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ✭8.5 T ✮ q✉✐
❧✬❡♥t♦✉r❡♥t✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✈✐s❡ à ❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛✐♠❛♥t ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣r♦♣♦sé✳
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✭❛✮ ❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭❜✮ ❈❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡
t②♣❡ ❞✬❛✐♠❛♥t✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡s✐❣♥ ♣ré✈✉ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t st❛♥✲
❞❛r❞✱ ✐✳❡✳ s❛♥s ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦♥❞ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt ✕ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♠♦❞è❧❡s ✕✱ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①✳

✭❛✮ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭❜✮ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❱♦♥✲▼✐s❡s✮

❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st
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❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶ ❤❡✉r❡ s✉r ✸✷ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣t❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞é❞✐és à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣✳ ❈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❡t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❋❡❡❧✰✰✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✸❉ ❝♦✉♣❧❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲
t❤❡r♠✐q✉❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①
❡st ✈ér✐✜é à tr❛✈❡rs ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t ✈❛❧✐❞é ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❘❛✈✐❛rt✲
❚❤♦♠❛s ❡t Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ◆é❞é❧❡❝ ❞❛♥s ❋❡❡❧✰✰ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❡
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❛✐♠❛♥ts ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❞✬❛♣rès ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à rés♦✉❞r❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ❢r❡✐♥ ♣♦✉r ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬ét✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲
t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s✳ ▲❡s
♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ❛ss♦❝✐és r❡st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉①✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❊❘ ✕ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ✕ ❡st ✉♥ ❛♣♣♦rt ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞é❞✐é à ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ P❧✉s✐❡✉rs
✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦✉r ❙❊❘ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❡t t❡sté❡s✳

P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲
♣❤②s✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉①
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧❛st✐q✉❡s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦✉s ❥❛❝❡♥t❡s ♣rés❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳
▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❍❉● ✕ ❍②❜r✐❞ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ✕ s♦♥t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à
♣ré✈✉❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❍❉● ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡t ♣♦✉r s♦♥ ✢✉①✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t✱ ❛✐❞❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛❣♥ét♦st❛t✐q✉❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡ ré❞✉✐t ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦♠♣❧été ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
ré❞✉✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❊❘ ♦✛r❡ ❞❡ ❜❡❧❧❡s ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡s q✉✐ ♠ér✐t❡♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r s♦♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳
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❈♦♥t❡♥ts

◆♦t❛t✐♦♥s ①①①✈✐✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ①❧✐

■ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✶

✶ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✸
✶✳✶ H1✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷ Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✸ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ▼❡t❤♦❞ ✷✸
✷✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✷ ❘❇ ❢♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✸ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

■■ ▼✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ✹✸

✸ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❋❊ ♠♦❞❡❧ ✹✺
✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✷ ▼❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✸✳✸ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✹ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹ ❘❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✼✼
✹✳✶ ❆✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

■■■ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r② ✽✼

✺ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✽✾
✺✳✶ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✷ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✸ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
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✺✳✹ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻ P❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ✶✵✶
✻✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✻✳✷ ❙✉❜✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
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◆♦t❛t✐♦♥s

▼❡t❤♦❞s

❋❊ ✿ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t
❘❇ ✿ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s
❊■▼ ✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞
❙❊❘ ✿ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇

▼❡s❤

d ✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 1✱ 2 ♦r 3
(K,PK ,ΣK) ✿ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t t✉♣❧❡
Γh ✿ ▼❡s❤ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ h

K ✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t K ∈ Γh

K̂ ✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t
φ
geo
K ✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K : K̂ → K

n ✿ ❯♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧
t ✿ ❯♥✐t ♦✉t✇❛r❞ t❛♥❣❡♥t

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s

Ω ✿ ❘❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω ⊂ R
d

X(Ω) ✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
(·, ·)X ✿ ❙❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ X

∇f ✿ ●r❛❞✐❡♥t ♦❢ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ f

∇ · f ✿ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f
∇× f ✿ ❈✉r❧ ♦❢ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f

L2(Ω) ✿ {f |
∫
f 2 <∞}

H1(Ω) ✿ {f ∈ L2(Ω) | ∇f ∈ [L2(Ω)]
d}

Hdiv(Ω) ✿ {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ · f ∈ L2(Ω)}

Hcurl(Ω) ✿ {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ × f ∈ [L2(Ω)]

d}

①①①✈✐✐
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❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞

N ✿ ●❧♦❜❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
B ✿ Pr✐♠❛❧ ❜❛s✐s B = {ζi}
φi ✿ ❋❊ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
φ̂i ✿ ❋❊ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂
XN (Ω) ✿ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ XN (Ω) = span{φi}16i6N

uN ✿ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞

N ✿ ❘❇ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
ξi ✿ ❘❇ ❢✉♥❝t✐♦♥
SN ✿ ❘❇ tr❛✐♥s❡t
WN ✿ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ WN = span{ξi}16i6N

uN ✿ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

M ✿ ❊■▼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
qm ✿ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
S̄M ✿ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t
W̄M ✿ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ W̄M = span{qm}16m6M

µ ✿ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r
D ✿ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡
Yg ✿ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ g

❍✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ♠♦❞❡❧✐♥❣

E ✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ [V.m−1]
j ✿ ❈✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② [A.m−2]
T0 ✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ [K]
σ0 ✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0 [S.m−1]
σ(T ) ✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② [S.m−1]
ρ0 ✿ ❘❡s✐st✐✈✐t② ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0 [Ω.m]
ρ(T ) ✿ ❘❡s✐st✐✈✐t② [Ω.m]
k0 ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0 [W.m−1.K−1]
k(T ) ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② [W.m−1.K−1]
V ✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ [V ]
T ✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ [K]
L ✿ ▲♦r❡♥t③ ♥✉♠❜❡r
h ✿ ❍❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t [W.m−2.K−1]
Tw ✿ ❲❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ [K]
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H ✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ [A.m−1]
B ✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✲ ♦❢t❡♥ ❛❜✉s✐✈❡❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ [T ]
A ✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡❝t♦r [V.s.m−1]
µ0 ✿ ❱❛❝✉✉♠ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② [T.m.A−1]

¯̄σ ✿ ❙tr❡ss t❡♥s♦r
f ✿ ❱♦❧✉♠✐❝ ❢♦r❝❡s
¯̄ǫ ✿ ❚❡♥s♦r ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
u ✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r [m]
ν ✿ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦
E ✿ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s [Pa]
αT ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t [K−1]
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❡s❧❛ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠ ♦❢ ❯♥✐ts✱ ✐s ♣r❡s❡♥t t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t ♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ✐s ❛❜♦✉t 10−12 T

✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t❛rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡①tr❡♠❡❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤
❝❛♥ r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ 1011 T ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ q✉♦t❡ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s
4.7× 10−5 T ✳

▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s
✇❤♦s❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ♣❡r♠❛♥❡♥t ♦r r❡♠❛♥❡♥t✱ ♥❛t✉r❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤✐♥
❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s♦❧✐❞ ♦r ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❏❛♠❡s ❈❧❡r❦ ▼❛①✇❡❧❧ s✐♥❝❡ ✶✽✻✹ ❬▼❛①✇❡❧❧✱ ✶✽✻✺❪✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❤❛s ❤❡♥❝❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ②❡❛rs✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳

❚❤❡ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❞❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧②
✶✾✵✵s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❛❜r② ✐♥ ✶✽✾✽✳ ■♥ ✶✾✶✹✱ ❉❡s❧❛♥❞r❡s ❛♥❞
P❡r♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜✉✐❧t ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ 5 T ✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡ts ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡✱
t❤❡ ❜✐❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t ♦❢ ❇❡❧❧❡✈✉❡ ❬❈♦tt♦♥✱ ✶✾✷✽❪ ♦♣❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✶✾✷✵ t♦ ✶✾✼✵ ♦✛❡r✐♥❣
❛ ❧❛r❣❡r ✉s❡❢✉❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ❤❡♥❝❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥❞✉❝t ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤✐s ✶✷✵ t♦♥s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t ✐s ❛ ♠✉s❡✉♠ ♣✐❡❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡r♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ st❡❛❞② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❤❛❞ ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✹✵s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢
❋r❛♥❝✐s ❇✐tt❡r✳ ❋✉rt❤❡r ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉✳❍✳ P❛r❦✐♥s♦♥✱ ✶✾✻✼❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋✳ ❇✐tt❡r ✭s❡❡ ❬▼♦♥t❣♦♠❡r②✱ ✶✾✻✾❪✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✻✵✬s✱ ♠❛❣♥❡ts
♠❛❞❡ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✉❝t ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡
❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧② ❜❡❧♦✇ 4 K✱ ✇❡r❡ ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♠♠♦♥❧②
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♣ t♦ 23.5 T ✳ ❚❤✐s r❡❝♦r❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐t ❢♦r ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭▲❚❙✮✳ ■t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛
♠❛❣♥❡t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❯❧tr❛✲❍✐❣❤ ❋✐❡❧❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ◆▼❘ ❈❡♥t❡r ✐♥ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✳

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣❡r② ✉s❡s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts ✕ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢r♦♠ 1 T t♦ 3 T ✕ t♦ ♣✉t ✐♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥
❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❣♥❡ts ❡♥❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳

①❧✐
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◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐st ❍✐❣❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭❍❚❙✮ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ✉s❡ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ■t ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛s t❤❡② s❤♦✉❧❞
❡♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♠❛❣♥❡ts ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ▲❚❙ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♠✐t✳

❚♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✐✳❡✳ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 24 T ✱ ✇❛t❡r❝♦♦❧❡❞ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡ts
♠❛❞❡ ♦✉t ♦❢ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦②s ❛r❡ ✉s❡❞✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ♣r♦❜❡
❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ s❡r✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♣❤②s✐❝s ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡ ✐♥ ❍✐❣❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥ ❊❛rt❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t
✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳

❖♥❧② ❢❡✇ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡② ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ❛s ✉s❡r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ❛r❡
❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭❊▼❋▲✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣✲
♥❡ts t♦ s❝✐❡♥t✐sts t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❛♥♥✉❛❧ ❝❛❧❧s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ Pr❡s❡♥t ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡ ❛♥❞
❚♦✉❧♦✉s❡✱ t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ❈❤❛♠♣s ▼❛❣♥ét✐q✉❡s ■♥t❡♥s❡s ✭▲◆❈▼■✮ ✐s t❤❡
❋r❡♥❝❤ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ●r❡♥♦❜❧❡ s✐t❡
❝❛♥ r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ 36 T ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs✳

❆t ▲◆❈▼■✱ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❞❡✲
s✐❣♥✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ ❇✐tt❡r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ st❛❝❦ ♦❢
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞✐s❦s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❦s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦✈❡s ✐♥ ❛ ❤❡❧✐❝❛❧ ♣❛t❤
t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠✳ ❚♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t✱ t❤❡s❡
♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❝♦♦❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❤♦❧❡s ♣✐❡r❝❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❞✐s❦s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts✱ ✐♥✈❡♥t❡❞ ❜② ❋✳ ❇✐tt❡r ✐♥ ✶✾✸✸✱ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❆t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❝♦r❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s 38 T r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ❍❡❢❡✐✱ ❈❤✐♥❛✳

❆ s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧②❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝
❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦② t✉❜❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❡❧✐❝❛❧❧② ❝✉t✳ ❊①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ▲◆❈▼■✱ t✇♦ t②♣❡s
♦❢ ♣♦❧②❤❡❧✐① ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡
❤❡❧✐❝❛❧ s❧✐ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♣❛r❦ ❡r♦s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❉✐s❝❤❛r❣❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❊❉▼✮ ❛r❡
✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐① ♦❢ ❡♣♦①② ❣❧✉❡ ❛♥❞ ❣❧❛ss ♠❛r❜❧❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✉r♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❛t❡r t❤✉s ♦♥❧② ❝✐r❝✉❧❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♣♣❡r t✉❜❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ t❡r♠ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐❝❡s✳ ❆s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞
❤❡❧✐❝❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉r♥s ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥s✉❧❛t♦rs
r❡❣✉❧❛r❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❤❡❧✐① ❝✉t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❛t❡r ✢♦✇s ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✉r♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❡❜r❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬❉❡❜r❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳



①❧✐✐✐

✭❛✮ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t
✭✉♣ t♦ ✶♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✮

✭❜✮ P♦❧②❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts
✭✉♣ t♦ ✹✵✵♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✮

❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ❱❛r✐♦✉s r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s

❍✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ♠♦❞❡❧✐♥❣

■♥ ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ▲◆❈▼■ ♥❡❡❞s t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✐ts ♠❛❣♥❡ts t♦ r❡♠❛✐♥ ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡ts ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞✴♦r ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ ❬❚r♦♣❤✐♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙tr❛s❜♦✉r❣ ❛♥❞ t❤❡ ▲◆❈▼■✱ t❤❡
❍✐❋✐▼❛❣♥❡t ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧❝❤❛✐♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❆s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱
t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❛✐♠❡❞ ✸❉ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❤❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝
❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❤❛♥❦s t♦ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡♥❛❜❧❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ t❤✉s ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❛❦❡s ♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉♥❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛r❧✐❡r
♠♦❞❡❧s✳

❋❡❡❧✰✰ ✿ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❊♠❜❡❞❞❡❞ ▲✐❜r❛r②

❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts st✉❞② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧❡❞ P❛rt✐❛❧
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❛ss❡ss❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ P❉❊s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡
❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❊♠❜❡❞❞❡❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡
✐♥ ❈✰✰ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ■t ♦✛❡rs ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❉❊s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❉❙❊▲✮✳
❊♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ❤❡❧♣s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s②♥t❤❛①✳

❋❡❡❧✰✰ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♠♦♥❣st ✇❤✐❝❤ ❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡✱
✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❬Pr✉❞✬❍♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

❋❡❡❧✰✰ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✈❡rs❡
❞♦♠❛✐♥s✳ ■t ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② P❊❚❙❝ ❬❇❛❧❛② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❍②♣r❡ ❬❋❛❧❣♦✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡rs✱ ❛♥❞ ●▼❙❍ ❬●❡✉③❛✐♥❡ ❛♥❞ ❘❡♠❛❝❧❡✱ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ♠❡s❤✐♥❣✳

❇❡st ❡①♣r❡ss✐✈✐t②

✉s✐♥❣ ❤✐❣❤

❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❇❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✉s✐♥❣ ❧♦✇

❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❈♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝
❈♦♠♣✉t✐♥❣
❙♦❢t✇❛r❡

P❤②s✐❝❛❧
▼♦❞❡❧s

❆❧❣❡❜r❛✐❝
▼❡t❤♦❞s

❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡

◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s

❇❡st ❡①♣r❡ss✐✈✐t②

✉s✐♥❣ ❤✐❣❤

❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❇❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✉s✐♥❣ ❧♦✇

❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❈♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝

❈♦♠♣✉t✐♥❣

❙♦❢t✇❛r❡

P❤②s✐❝❛❧
▼♦❞❡❧s

❆❧❣❡❜r❛✐❝
▼❡t❤♦❞s

❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡

◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s

❉♦♠❛✐♥
❙♣❡❝✐✜❝

❊♠❜❡❞❞❡❞
▲❛♥❣✉❛❣❡

❢♦r ●❛❧❡r❦✐♥
▼❡t❤♦❞s

❊①♣r❡ss

●❡♥❡r❛t❡

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ❚❤❡ ❉❙❊▲ ♦✛❡r❡❞ ❜② ❋❡❡❧✰✰ ♣r♦✈✐❞❡s ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧
❧❛♥❣✉❛❣❡✳

■ts ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦r❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛❧❧♦✇✲
✐♥❣ s❡❛♠❧❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤
✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❋❡❡❧✰✰ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳

P❧❛♥

❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♣❛rts✳



①❧✈

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞✳

❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❜❛s✐s ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✐♠❡❞ ✸❉ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥ ✉s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦r❡
✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

❆s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ◆❛♠❡❞ ❙❊❘ ❢♦r ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t✇♦ ♣✉❜✲
❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✺❛❪✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts st✉❞② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✸
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛r❡ r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✳

❈♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ s❡❝♦♥❞❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ❲❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜♦t❤ ✐♥ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ❛❧s♦ t❤❡ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜✲
♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ❇✐♦t ❛♥❞ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡❡♥ ❜②
s❝✐❡♥t✐sts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞
✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ■t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡✛❡❝ts✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❧❛st❧② ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t❛❧❦s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❜❪✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦
❋❡❡❧✰✰ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥✐t✐❛❧❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s
❛♥❞ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❛r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
❞❡t❛✐❧s t❤❡✐r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✳

❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦t ❛♥❞ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ♦✛❡r✐♥❣
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❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ tr✐✈✐❛❧ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛rt str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✼ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡
✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss
❝♦♥❝r❡t❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ▲◆❈▼■ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❣♥❡t
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✾ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠✲
♣❛✐❣♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✜rst ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♠❛❣✲
♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛ ❢✉❧❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦♥❡s✳

❙t✐❧❧ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❢❡✇
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉❡ ❜♦t❤ t♦ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✐✣❝✉❧t✳

❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✶ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✈❛r✐❛♥ts
♦♥ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♣r♦✈❡s t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✷ ❡♠♣❤❛s✐③❡s ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❍②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t
❬P✉❣♥❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ❛✐♠✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ 43 T ✐♥ ❛ 34 mm ❞✐❛♠❡t❡r ❜♦r❡✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❬✶❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞✱ ✷✵✶✻✳

❬✷❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❋✉❧❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤✐❣❤✲✜❡❧❞ ♣♦❧②❤❡❧✐❝❡s ♠❛❣♥❡ts✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t②✱ ✷✻✭✹✮✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✻✳

❬✸❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ❙❡r✳ ■✱ ✸✺✸✭✶✷✮✿✶✶✵✺✕
✶✶✵✾✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✺✳



❖❘❆▲ P❘❊❙❊◆❚❆❚■❖◆❙ ①❧✈✐✐

❖r❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❬✹❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❍✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✿ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❛t ❧♥❝♠✐ ❣r❡♥♦❜❧❡✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✳ ❊▼❋▲ ❉❛②s✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

❬✺❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❍✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✿
❚♦✇❛r❞s ❛ ❢✉❧❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✹✳ ✸r❞ ❋❡❡❧✰✰
❯s❡r ❉❛②s✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✳

❬✻❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❙✳ ❱❡②s✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❡❧✰✰ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳
✶✼t❤ ❯✳❙✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✫ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❙t❛t❡✳

❬✼❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✳ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉♣❞❛t❡s ✿ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t hdiv

✲ hcurl✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✹✳ ❋❡❡❧✰✰ ❲❡❜✐♥❛r✳

❬✽❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❍✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✺✳ ▲◆❈▼■ ❙❡♠✐♥❛r✳

❬✾❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✳ ❆ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✺✳ ✹t❤ ❋❡❡❧✰✰ ❯s❡r ❉❛②s✳

❬✶✵❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ ❱✳ ❍✉❜❡r✳ ▼❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡ts✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✺✳
✹t❤ ❋❡❡❧✰✰ ❯s❡r ❉❛②s✳

❬✶✶❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞
♠❛❣♥❡ts✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✺✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥ ♠❛❣♥❡t ❘❡✈✐❡✇✱ ●r❡♥♦❜❧❡✳

❬✶✷❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲
❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✺✳ ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❚r✐❡st❡✱ ■t❛❧②✳

❬✶✸❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❘✳ ❍✐❧❞✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❋✉❧❧ ✸❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲
♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♣♦❧②❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✻✳ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞s✱ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✳

P♦st❡rs

❬✶✹❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❇❛s❡s ré❞✉✐t❡s ❝❡rt✐✜é❡s ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❞❡s✐❣♥
❞✬❛✐♠❛♥ts à ❤❛✉t ❝❤❛♠♣✱ ✷✵✶✹✳ ❏♦✉r♥é❡ P♦st❡r ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✳

❬✶✺❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✺✳ ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❚r✐❡st❡✱ ■t❛❧②✳

❬✶✻❪ ❈✳ ❉❛✈❡rs✐♥✱ ❈✳ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❚r♦♣❤✐♠❡✳ ❋✉❧❧ ✸❞ ♠✉❧t✐♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤✐❣❤
✜❡❧❞ ♣♦❧②❤❡❧✐❝❡s ♠❛❣♥❡ts✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✺✳ ✷✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❣♥❡t
❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❙❡♦✉❧✱ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✳



①❧✈✐✐✐ P❖❙❚❊❘❙



P❛rt ■

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✶





❈❤❛♣t❡r ✶

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

▼♦st ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊✮✱
❛s ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❢♦r ✐ts ✈❡rs❛t✐❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬❈✐❛✲
r❧❡t✱ ✶✾✼✽❪✱ ❬❇r❡③③✐ ❛♥❞ ❋♦rt✐♥✱ ✶✾✾✶❪✱ ❬❈❛♥✉t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦st st❛♥✲
❞❛r❞❧② ✉s❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡H1 ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆ ❢✉❧❧❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬P❡♥❛✱ ✷✵✵✾❪ ♦r ✐♥ ❬❈❤❛❜❛♥♥❡s✱ ✷✵✶✸❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ H1✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ▲❛✲
❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞♦❡s♥✬t
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ✉s❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❢✉❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛ss❡ss♠❡♥t ❛❧❧♦✇s
t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♦t❤❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡s ❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ H1✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

❲❡ ❛❞♠✐t t❤❛t ❛❧❧ P❉❊s r❡❛❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

✭✶✳✶✮ ❋✐♥❞ u ∈ X(Ω) | a(u, v) = f(v) ∀v ∈ X(Ω)

✸



✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋■◆■❚❊ ❊▲❊▼❊◆❚ ▼❊❚❍❖❉

✇❤❡r❡ X(Ω) ✐s ❛♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ a : X(Ω) × X(Ω) −→ R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐✈❡
❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✱ ❛♥❞ f : X(Ω) −→ R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❢ ✭✶✳✶✮ r❡q✉✐r❡s t♦ tr❛♥s♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ X(Ω) ❜② ❛ s✉❜s♣❛❝❡ XN (Ω) ⊂ X(Ω)
♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ uN s❤❛❧❧ r❡s✐❞❡✳

●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✮ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✿

✭✶✳✷✮ ❋✐♥❞ uN ∈ XN (Ω) | a(uN , vN ) = f(vN ) ∀vN ∈ XN (Ω)

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ uN ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ XN (Ω) ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s {φi}16i6N ✭✶✳✸✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿

✭✶✳✸✮ uN =
N∑

j=1

u
j
Nφj ✇✐t❤ XN (Ω) =< φi >

N
i=1

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① AN = (a(φj, φi)) ∈ R
N×N ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❝t♦r

BN = (f(φi))✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ uN = (u0
N , . . . , uN

N ) ♦❢ ✭✶✳✷✮ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N × N
s②st❡♠

✭✶✳✹✮ AN uN = BN

❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❚❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s♣❛❝❡ XN (Ω)✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② ♠❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈✐❛r❧❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬❈✐❛r❧❡t✱ ✶✾✼✽❪✱ t❤❡ ❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡s XN (Ω) ❢r♦♠
❛ t✉♣❧❡ (K,PK ,ΣK) ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ K ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✕
s✐♠♣❧❡① ♦r ❤②♣❡r❝✉❜❡ ✕ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ Ω✳ PK ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢
✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❋❊ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φi}16i6N s❤❛❧❧ r❡s✐❞❡✳ PK ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ❜❛s✐s ✕ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s ✕ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s B = {ζi}✳
❚❤✐s ❜❛s✐s ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ s❡t ♦❢
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧s ΣK = {σi : PK −→ R}Ni=1✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s♣❛❝❡ XN (Ω) r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s {φi}16i6N ✭✶✳✸✮✳ ❆s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ PK ✱ t❤❡② r❡❛❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ B
❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✺✮ ∃cki | φi =
N∑

k=1

cki ζk ∀j = 1, ...,N , i ∈ R

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cki ♦❢ ✭✶✳✺✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ΣK



✺

♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢②

✭✶✳✻✮ σi(φj) = δij ∀i, j = 1, ...,N

❚❤✉s✱ t❤❡ ❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s♣❛❝❡ XN (Ω) r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡
✭✶✳✶✮ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭✶✳✷✮✳ ❚❤✐s s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✐ts
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s B✳ ❚❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥t cki ∀i = 1, ...,N , ∀k =
1, ...,N ✭✶✳✺✮ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

✭✶✳✼✮




σ1(ζ1) · · · · · · σ1(ζN )
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
σN (ζ1) · · · · · · σN (ζN )







c11 · · · · · · c1N
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
cN1 · · · · · · cNN


 =




1 0 · · · 0

0
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ 0
0 · · · 0 1




●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
Γh ♦❢ ♥♦♥ ❡♠♣t② ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦r ❤②♣❡r❝✉❜❡s K ∈ Γh✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts K ∈ Γh ❛r❡ ❡✐t❤❡r s✐♠♣❧✐❝❡s ✕ ❧✐♥❡s ✭✶❉✮✱ tr✐❛♥❣❧❡s ✭✷❉✮✱ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✭✸❉✮
✕ ♦r ❤②♣❡r❝✉❜❡s ✕ ❧✐♥❡s ✭✶❉✮✱ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ✭✷❉✮✱ ❤❡①❛❡❞r♦♥s✱ ♣r✐s♠s ♦r ♣②r❛♠✐❞s ✭✸❉✮✳
❆❧❧ ❢✉rt❤❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ❜✉t s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥
♠❡❡t ✇✐t❤ ❤②♣❡r❝✉❜❡s✳

❚❤❡ ❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥♥❡❝ts ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥tK ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t✉♣❧❡ (K,PK ,ΣK)
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐ts ♣r♦♣❡r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ✇✐s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
(
K̂, PK̂ ,ΣK̂

)
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊❛❝❤

r❡❛❧ ❡❧❡♠❡♥t K ∈ Γh ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ K̂ ❢r♦♠ ❛ C1−❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ φ
geo
K

❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

x̂

ŷ

•
ĝ1

•
ĝ2

•
ĝ3

K̂

x

y

•
gK
1

•
gK
2

•
gK
3

K

φ
geo
K (①̂)

φ
geo
K

−1 (①)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✷❉ s✐♠♣❧❡①

▼❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
s❡t {φi}

N
i=1 ✭✶✳✽✮ ✐s t❤✉s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φ̂i}

N
i=1 ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ♦♥ ✇❤✐❝❤ φ
geo
K ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳

✭✶✳✽✮ φi = φ
geo
K (φ̂i) ∀i ∈ 1, . . . ,N

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φi}
N
i=1 ❛r❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤✉s s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Jgeo

K t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①
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♦❢ φgeo
K ✱ ❛♥❞ det(Jgeo

K ) ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳

❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛❣r❛♠ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s♣❛❝❡ X(Ω)
❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐t ❤♦sts ❤❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ ❬❩❛❣❧♠❛②r✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ✐♥ ❬❇♦✣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✶✵✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♥❣ s♣❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Ω ✿

✭✶✳✾✮

L2(Ω) = {f |
∫
f 2 <∞}

H1(Ω) = {f ∈ L2(Ω) | ∇f ∈ L2(Ω)}

Hdiv(Ω) = {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ · f ∈ L2(Ω)}

Hcurl(Ω) = {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ × f ∈ L2(Ω)}

❚❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

✭✶✳✶✵✮ H1(Ω)
grad
−→ Hcurl(Ω)

curl
−→ Hdiv(Ω)

div
−→ L2(Ω)

0
−→ {0}

❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t♦r r❡❧❛t✐♥❣ t✇♦ s♣❛❝❡s ✐♥ ✭✶✳✶✵✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡
♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛❣r❛♠ ♠❛❦❡s ✐t ✈❛❧✉❛❜❧❡
❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡ XN ⊂ X ✭✶✳✷✮✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ πN : X −→ XN t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡s UN = πU

N (H1(Ω))✱ VN = πV
N (Hcurl(Ω))✱

WN = πW
N (Hdiv(Ω)) ❛♥❞ ZN = πZ

N (L2(Ω))✱ t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ✭✶✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡s

✭✶✳✶✶✮
H1(Ω)

grad
−→ Hcurl(Ω)

curl
−→ Hdiv(Ω)

div
−→ L2(Ω)

0
−→ {0}

↓ πU
N ↓ πV

N ↓ πW
N ↓ πZ

N

UN
grad
−→ VN

curl
−→ WN

div
−→ ZN

0
−→ {0}

▼❛♥② t②♣❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✉✐t ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡ ✐s t❤❡♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞s ♠❛❣♥❡ts✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠
❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✶✶✮ ❣✐✈❡s Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❛s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞♦♥✬t ❢✉❧❧②
s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡② ✇❡r❡♥✬t ✐♥✐t✐❛❧❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋❡❡❧✰✰✱ ✇❡ ♣❛② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ◆é❞é❧❡❝✳ ❚❤❡✐r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✶✳✶ H1✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

●✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠♦st❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦
❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ P❉❊s✳ ❚❤✐s ♥♦❞❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s s✉✐t❛❜❧❡
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❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s✐❞❡s ✐♥ H1 ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭✶✳✾✮✳ ❚❤❡ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ H1 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t

✭✶✳✶✷✮ (u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2

✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ H1 ♥♦r♠

✭✶✳✶✸✮ ‖ · ‖H1=
√

(·, ·)H1 =
√
‖ · ‖2L2

+ ‖ ∇ ‖2L2

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Π1 ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π1f ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ X

✐♥t♦ Y ⊂ H1 s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✶✹✮ (Π1f, v)H1
= (f, v)H1

∀v ∈ Y

✶✳✶✳✶ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t✉♣❧❡s
(
K,Lk,Σ

L
K

)

✇❤❡r❡ k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ Lk ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ Pk

❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ k✳

❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ Lk s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❜❛s✐s Bk ♦❢ Pk✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛❧
❜❛s✐s Bk ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉♠❡r♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❋♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② r❡❛s♦♥s✱
✇❡ ✉s❡ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝❡s✳

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ σi ♦❢ ΣL
K ❛r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s p ∈ Pk ❛t t❤❡

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ K✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s di ✿

✭✶✳✶✺✮ σi(p) = p(di) ∀p ∈ Pk

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r k ♦♥
❡❛❝❤ K ∈ Γh✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✻✮

✭✶✳✶✻✮ φj(di) =

{
1 ✐❢ i = j

0 ✐❢ i 6= j

■♥t❡r♣♦❧❛♥t ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ΠLk
♣r♦❥❡❝ts ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥

f ∈ C0(Ω) t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ UN ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❞✐❛❣r❛♠
✭✶✳✶✶✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ f↾K ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t K ∈ Γh ✐s
t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΠLk

f ∈ Lk(K) ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s Bk = {ζi} ✿

ΠLk
: C0(K) −→ Lk(K)✭✶✳✶✼✮

f↾K −→
N∑

i=1

σi(f↾K)ζi

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ f ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s ❝♦♥s✐st ✐♥ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢



✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋■◆■❚❊ ❊▲❊▼❊◆❚ ▼❊❚❍❖❉

K✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ΠLk
✐♥t❡r♣♦❧❛♥t r❡❛❞s

✭✶✳✶✽✮ ΠLk
f =

N∑

i=1

f(di)ζi

✶✳✷ Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❲❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠s r❡q✉✐r❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡s❡ t❡r♠s
❛r❡ sq✉❛r❡✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥ L2(Ω)✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✱ Hdiv ✭✶✳✶✾✮ ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ s♣❛❝❡ t♦ ♠❡❡t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✭✶✳✶✾✮ Hdiv = {f ∈ [L2(Ω)]
d | ∇ · f ∈ L2(Ω)} ✇✐t❤ L2(Ω) = {f |

∫
f 2 <∞}

❚❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ Hdiv ✭✶✳✶✾✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❞♦t ♣r♦❞✉❝t

✭✶✳✷✵✮ (u,v)Hdiv
= (u,v)L2 + (∇ · u,∇ · v)L2

✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ Hdiv ♥♦r♠ ✭✶✳✷✶✮

✭✶✳✷✶✮ ‖ · ‖Hdiv
=
√

(·, ·)Hdiv
=
√
‖ · ‖2L2

+ ‖ ∇· ‖2L2

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Πdiv ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Πdivf ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈
Y ⊂ Hdiv s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✷✷✮ (Πdivf ,v)Hdiv
= (f ,v)Hdiv

∀v ∈ Y

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ uN ∈ XN ⊂ Hdiv(Ω) ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s
❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♠❡❡t Hdiv ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t u · n ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♠❡s❤ Γh✳ ❱❛r✐♦✉s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉❝❤ ❛s ❇r❡③③✐✲
❉♦✉❜❧❛s✲▼❛r✐♥✐ ✭❇❉▼✮ ❬❇r❡③③✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❬❘❛✈✐❛rt ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱
✶✾✼✼❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✶✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈✐❛r❧❡t✬s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬❈✐❛r❧❡t✱ ✶✾✼✽❪✱ t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
t✉♣❧❡s

(
K,Dk,Σ

RT
K

)
✇❤❡r❡ k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦r❞❡r✳ Dk ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s✉❜s♣❛❝❡

♦❢ [Pk+1]
d ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✶✳✷✸✮ Dk = [Pk]
d ⊕ xPk ⊂ [Pk+1]

d

✇❤❡r❡ Pk ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ❧❡ss t❤❛♥ k✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳

❚❤❡ s❡t ΣRT
k ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❞♦❢s✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

❚❤❡ ❢❛❝❡s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ {σf}f∈Fh
❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ♦♥❡s
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{σK}K∈Th ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ♦r❞❡r ♦♥❡✳

ΣRT
K = {σf}f∈Fh

⊕ {σK}K∈Th = {σi}
N
i=1

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s σf ❛♥❞ σK ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✭✶✳✷✹✮
σf (u) =

∫

f

u · np ∀p ∈ Pk(f)

σK(u) =

∫

K

u · q ∀q ∈ [Pk−1(K)]d

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ n ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡s ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❡s ❞♦❢s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ n ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❡❧❡♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ✐ts ✉♥✐❝✐t②✳

✶✳✷✳✷ ❯♥✐❝✐t② ♦❢ ♥♦r♠❛❧s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ❢❛❝❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ n ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❢❛❝❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✮ ✐s ♦✉t✇❛r❞❧② ♦r✐❡♥t❡❞✳ ❊①❝❡♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❢❛❝❡ ✐s s❤❛r❡❞ ❜② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts K0 ❛♥❞ K1✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❢❛❝❡ ✐s s❡❡♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✳

K0

K1

✭❛✮ ✷❉ s✐♠♣❧✐❝❡s

K0

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t K0

K1

✭❝✮ ◆♦r♠❛❧s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t K1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ❢❛❝❡

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ σf (u) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❢❛❝❡ f ✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ σ0

f (u) ✭r❡s♣✳ σ1
f (u)✮ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t

K0 ✭r❡s♣✳ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t K1✮✳

✭✶✳✷✺✮ σ0
f (u) =

∫

f

u · n0 p ❛♥❞ σ1
f (u) =

∫

f

u · n1 p ∀p ∈ Pk(f)

✇✐t❤ n0 ✭r❡s♣✳ n1✮ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ f s❡❡♥ ❜② K0 ✭r❡s♣✳ K1✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱ n0 ❛♥❞ n1 ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s❡❞ s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

✭✶✳✷✻✮ σ0
f (u) = −σ

1
f (u)

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ σf (u) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❢❛❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡
✉♥✐q✉❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❢❛❝❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ K0 t♦ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
❢❛❝❡ t♦ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❛✛❡❝t ❛ s✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
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❢r❡❡❞♦♠✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ K0

σ0
f (u) = (−1) ∗ (−σ1

f (u)) = σf (u)

❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳

✶✳✷✳✸ ❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s

Pr✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ Bk+1 = {ζk+1,i}i ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Pk+1 ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❉✉❜✐♥❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛s ❢♦r ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ Bd

k+1 = {ζk+1,i}i ❛ ❜❛s✐s ♦❢ [Pk+1]
d✳

❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ Dk ✭✶✳✷✸✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s BDk

♦❢ Dk✳

❚❤❡ ✜rst dim([Pk]
d) t❡r♠s ♦❢ Bd

k+1 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❛s✐s Bd
k ♦❢ [Pk]

d✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
Dk✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❛s✐s Bxk ❢♦r xPk ⊂ [Pk+1]

d✳ ❚❤✐s ❜❛s✐s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
ql ∈ [Pk+1]

d s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✷✼✮
∫

K

ql · ζk+1,i =

∫

K

(xp)ζk+1,i ✇✐t❤ p ∈ Pk ∀i

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ql ♦❢ Bxk ✭✶✳✷✼✮ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ [Pk]
d ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✭✶✳✷✽✮ ql ∈ [Pk+1]
d ⇒ ∃{qlj}j | ql =

dim([Pk+1]
d)∑

j=1

qljζk+1,j ∀l

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {qlj}j ♦❢ ❡❛❝❤ ql ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s Bd
k+1 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✼✮ ✉s✐♥❣ t❤❡

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

✭✶✳✷✾✮ qlj =

∫

K

(xζk,j)ζk+1,j ∀j, l

❚❤❡ ❜❛s✐s BDk
= {ζDk

j } ♦❢ Dk ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s✉♠ Bd
k ⊕ Bxk✳

❉✉❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❛✐♠s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φi ∈ Dk}
N
i=1 ✇❤✐❝❤

s❛t✐s❢② ✭✶✳✻✮✳ ❆s t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ Dk✱ t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ BDk

❢✉♥❝t✐♦♥s✳

∃cki | φi =
N∑

k=1

cki ζ
Dk

k ∀i = 1, ..,N

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Nf ✭r❡s♣✳ NK✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ✭r❡s♣✳ ✐♥♥❡r✮ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✶✳✻✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
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❢r❡❡❞♦♠ ✭✶✳✷✹✮ ❣✐✈❡s

✭✶✳✸✵✮
0 6 l < Nf :

Nf∑
k=1

cki

∫

face

ζ
Dk

k · np = δli ∀p ∈ Pk

Nf 6 l < N :
NK∑
k=1

cki

∫

K

ζ
Dk

k · q = δli ∀q ∈ [Pk−1]
d

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✸✵✮ ❢♦r ❡❛❝❤ i = 1, ..,N ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
{φi}i ❣✐✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {cki }

N
k=1 ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ♦♥
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂✳ ❚❤❡ {φi}i ♦♥ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t K ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K : K̂ −→ K ✭✶✳✽✮✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✱ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ K̂ t♦ t❤❡✐r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t {φi}i
♦♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✱
✇❤❡r❡ ni ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ith ❢❛❝❡ ♦❢ K̂✳

x

y

•
(−1,−1)

•
(1,−1)

•
(−1, 1)

n0

n1

n2

✭❛✮ ✷❉ s✐♠♣❧❡①

x

y

z

•
(−1,−1,−1)

•
(1,−1,−1)

• (−1, 1,−1)

•
(−1,−1, 1)

n0

n1

n2

n3

✭❜✮ ✸❉ s✐♠♣❧❡①

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✲ ♥♦r♠❛❧s

✷❉ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ Dk

❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r k = 0 r❡❛❞s

✭✶✳✸✶✮ D0 = [P0]
2 ⊕

(
x1

x2

)
P0 ⊂ [P1]

2

❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ̂i (i = 0, 1, 2) ♦♥ K̂ ❛r❡ ✐♥ D0✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s BD0 ✐s t❤❡
s✉♠ Bd

0 ⊕ x̂B0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

✭✶✳✸✷✮ BD0 =

{(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
x̂1

x̂2

)}

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s φ̂i ✐♥ BD0 ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cki (i, k =
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0, 1, 2) s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✸✸✮ φ̂i = c0i

(
1
0

)
+ c1i

(
0
1

)
+ c2i

(
x̂1

x̂2

)

❚❤❡ cki (i, k = 0, 1, 2) ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✻✮ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠

✭✶✳✸✹✮





σ0(φ̂i) =

∫

f̂0

n̂0 · φ̂i =

∫ 1

x̂1=−1

∫

x̂2=−x̂1

(1, 1)T · φ̂i = δ0,i

σ1(φ̂i) =

∫

f̂1

n̂1 · φ̂i =

∫

x̂1=−1

∫ 1

x̂2=−1

(−1, 0)T · φ̂i = δ1,i

σ2(φ̂i) =

∫

f̂2

n̂2 · φ̂i =

∫ 1

x̂1=−1

∫

x̂2=−1

(0,−1)T · φ̂i = δ2,i

❆♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s φ̂i i = 0, 1, 2 ❤❡♥❝❡ r❡❛❞

φ̂0(x̂1, x̂2) =
1

4

(
1− x̂1

1 + x̂2

)
, φ̂1(x̂1, x̂2) = −

1

4

(
−1 + x̂1

1− x̂2

)
, φ̂2(x̂1, x̂2) =

1

4

(
1− x̂1

−1 + x̂2

)

❚❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❋❡❡❧✰✰ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮ ❛r❡
✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✸✹✮✳

✭❛✮ N̂0 ✭❜✮ N̂1 ✭❝✮ N̂2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ✲ ✷❉ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✸❉ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ■♥ ✸❉✱ D0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✶✳✸✺✮ D0 = [P0]
3 ⊕




x1

x2

x3


P0 ⊂ [P1]

3 == 〈




1
0
0


 ,




0
1
0


 ,




0
0
1


 ,




x̂1

x̂2

x̂3


〉

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ φ̂i (i = 0, 1, 2, 3) ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✸❉ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ D0 ✭✶✳✸✺✮ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cki (i, k = 0, 1, 2, 3) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✻✮ ❛s ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ✷❉ ❝❛s❡ ✿

✭✶✳✸✻✮ φ̂i = c0i




1
0
0


+ c1i




0
1
0


+ c2i




0
0
1


+ c3i




x̂1

x̂2

x̂3



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❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✶✳✸✻✮ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠

✭✶✳✸✼✮





σ0(φ̂i) =

∫

f̂0

n̂0 · φ̂i =

∫ 1

x̂1=−1

∫ −x̂1

x̂2=−1

∫

x̂3=−1

(0, 0,−1)T · φ̂i = δ0,i

σ1(φ̂i) =

∫

f̂1

n̂1 · φ̂i =

∫

x̂1=−1

∫ 1

x̂2=−1

∫ −x̂2

x̂3=−1

(−1, 0, 0)T · φ̂i = δ1,i

σ2(φ̂i) =

∫

f̂2

n̂2 · φ̂i =

∫ −x̂3

x̂1=−1

∫

x̂2=−(1+x̂1+x̂3)

∫ 1

x̂3=−1

(1, 1, 1)T · φ̂i = δ2,i

σ3(φ̂i) =

∫

f̂3

n̂3 · φ̂i =

∫ 1

x̂1=−1

∫

x̂2=−1

∫ −x̂1

x̂3=−1

(0,−1, 0)T · φ̂i = δ3,i

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭✶✳✸✽✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
❋❡❡❧✰✰ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

✭✶✳✸✽✮

φ̂0(x̂1, x̂2, x̂3) =
1

4




1 + x̂1

1 + x̂2

−1 + x̂3


 φ̂1(x̂1, x̂2, x̂3) = −

1

4



−1 + x̂1

1− x̂2

1 + x̂3




φ̂2(x̂1, x̂2, x̂3) =
1

4




1 + x̂1

1 + x̂2

1 + x̂3


 φ̂3(x̂1, x̂2, x̂3) =

1

4




1− x̂1

−1 + x̂2

1 + x̂3




✭❛✮ φ̂0 ✭❜✮ φ̂1 ✭❝✮ φ̂2 ✭❞✮ φ̂3

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ✲ ✸❉ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶✳✷✳✹ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ■♥t❡r♣♦❧❛♥t

❚❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ΠDk
✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡❧❛t✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥

s♣❛❝❡ Hdiv(Ω) ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ WN ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
✭✶✳✶✶✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ [C0(Ω)]

d✱ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ f↾K ♦♥
❛♥② ❡❧❡♠❡♥t K ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΠDk

f ∈ Dk(K) ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ Dk(K) ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

ΠDk
: [C0(K)]d −→ Dk(K)✭✶✳✸✾✮

f↾K −→
N∑

i=1

σi(f↾K)ζi
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❋r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ΣRT
k ❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧s s❡t ✭✶✳✷✹✮✱ ΠDk

r❡❛❞s

✭✶✳✹✵✮ ΠDk
f =

Nf∑

i=1

[∫

face

f · nζk−1,i

]
ζi +

N∑

j=Nf+1

[∫

K

f · ζk−2,j

]
ζj

❚❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ζi ∈ Dk(K) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ζ̂i ∈ Dk(K̂) ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ✭✶✳✽✮ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②

❞♦❡s♥✬t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Hdiv(Ω)✳

P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❉❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ
geo
K ✱ t❤❡

P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠ ✭✶✳✹✶✮ ❤❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ Hdiv s♣❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❜✐❥❡❝✲
t✐✈❡ ♠❛♣ ❣✐✈❡s r❡str✐❝t✐♦♥ u(x)|K ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ u ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t K ❢r♦♠ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Jgeo

K st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ φgeo
K ✱ ❛♥❞ t❤❛t det(Jgeo

K ) r❡❢❡rs t♦
✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳

✭✶✳✹✶✮ u(x)|K =
1

det(Jgeo
K )

J
geo
K û(x̂) ⇔ u(x)|K =

1

det(Jgeo
K )

J
geo
K û ◦ φgeo

K
−1(x)

❆s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲
❚❤♦♠❛s P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠ ✭✶✳✹✶✮ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ζi ❢r♦♠
ζ̂i ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ u ∈ Hdiv(Ω)
♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡r✐✈❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✭✶✳✹✶✮

∇u =
1

det(Jgeo
K )
∇̂û

∇ · u =
1

det(Jgeo
K )
∇̂ · û✭✶✳✹✷✮

∫

K

u · v =

∫

K̂

1

det(Jgeo
K )

J
geo
K û · Jgeo

K v̂

✶✳✸ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ◆é❞é❧❡❝
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉sHdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s✳ ❚❤❡s❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✽✵✬s ❜② ❏✳❈✳ ◆é❞é❧❡❝ ❬◆é❞é❧❡❝✱ ✶✾✽✵❪✱ ❬◆é❞é❧❡❝✱ ✶✾✽✻❪ ✇❤♦ ❣❛✈❡
t❤❡♠ ❤✐s ♥❛♠❡✳ ❲✐❞❡❧② ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤♥❡❡✲
❜❡❧✐✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❬❩❛❣❧♠❛②r✱ ✷✵✵✻❪✳

❲❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❝✉r❧ t❡r♠s r❡q✉✐r❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡
sq✉❛r❡✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥ L2(Ω)✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✱ Hcurl ✭✶✳✹✸✮ ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
s♣❛❝❡ t♦ ♠❡❡t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✭✶✳✹✸✮ Hcurl = {f ∈ [L2(Ω)]
d|∇ × f ∈ [L2(Ω)]

dcurl} ✇✐t❤ L2(Ω) = {f |

∫
f 2 <∞})



✶✳✸✳ HCURL✲❈❖◆❋❖❘▼■◆● ◆➱❉➱▲❊❈ ❋■◆■❚❊ ❊▲❊▼❊◆❚❙ ✶✺

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r dcurl ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭✶✳✹✸✮ ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝✉r❧ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✹✹✮

✭✶✳✹✹✮ ∇×




f1

f2


 =

∂f2

∂x
−

∂f1

∂y
∇×




f1

f2

f3




=




∂f3

∂y
−

∂f2

∂z

∂f1

∂z
−

∂f3

∂x
∂f2

∂x
−

∂f1

∂y




■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝✉r❧ ♦❢ ❛ ✷❉ ✈❡❝t♦r ❣✐✈❡s ❛ s❝❛❧❛r ❜✉t t❤❡ ❝✉r❧ ♦❢ ❛ ✸❉ ✈❡❝t♦r st❛②s ❛ ✸❉ ✈❡❝t♦r
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s dcurl = 1 ❢♦r d = 2✱ ❛♥❞ dcurl = 3 ✇❤❡♥ d = 3✳
Hcurl ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t

✭✶✳✹✺✮ (u,v)Hcurl
= (u,v)L2 + (∇× u,∇× v)L2

✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ Hdiv ♥♦r♠ ✭✶✳✷✶✮

✭✶✳✹✻✮ ‖ · ‖Hcurl
=
√

(·, ·)Hcurl
=
√
‖ · ‖2L2

+ ‖ ∇× ‖2L2

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Πcurl ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Πcurlf ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ X

✐♥t♦ Y ⊂ Hcurl s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✹✼✮ (Πcurlf ,v)Hcurl
= (f ,v)Hcurl

∀v ∈ Y

▼❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ Hcurl ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡②
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❣r♦✉♣ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts t②♣❡s ✇❤✐❝❤ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠
t❤❡✐r ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆é❞é❧❡❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
✜rst ❦✐♥❞ ✇❤♦s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✶✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✜rst t②♣❡ ❝♦♥s✐st ✐♥ t✉♣❧❡s (K,Rk,1,ΣNed,1
k ) ✇❤❡r❡ Rk,1 ✐s

❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ [Pk+1]
d ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✶✳✹✽✮ Rk,1 = [Pk]
d ⊕ Sk ⊂ [Pk+1]

d

❚❤❡ s♣❛❝❡ Sk ♦❢ ✭✶✳✹✽✮ ✐s ✐ts❡❧❢ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✶✳✹✾✮ Sk = {p ∈ [Pk]
d | p · x̂ = 0}

✇✐t❤ x̂ ∈ K̂ ✐s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ΣNed,1

k ❤♦st❡❞ ❜②Rk,1 ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳
❚❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ {σe}e∈Eh ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t Eh ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ Γh✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r✱ ❢❛❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
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{σf}f∈Fh
❛♥❞ ✐♥♥❡r ♦♥❡s {σK}K∈Th ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✭✶✳✺✵✮ ΣNed,1
k = {σe}e∈Eh ⊕ {σf}f∈Fh

⊕ {σK}K∈Th = {σi}
N
i=1

■♥ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ σe ≡ σf ✇✐t❤

✭✶✳✺✶✮
σe(u) =

∫

e

(u · t)p ∀p ∈ Pk(e)

σK(u) =

∫

K

u · q ∀q ∈ [Pk−1(K)]2

■♥ ✸❉ ❝❛s❡✱ σe ❛♥❞ σf ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

✭✶✳✺✷✮

σe(u) =

∫

e

(u · t)p ∀p ∈ Pk(e)

σf (u) =

∫

f

(u× n) · q ∀q ∈ [Pk−1(f)]
2

σK(u) =

∫

K

u · q ∀q ∈ [Pk−2(K)]2

❚❤❡ ❢❛❝❡s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭✶✳✺✷✮ r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ n ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧r❡❛❞② ♥❡❡❞❡❞
❢♦r Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡②
❛r❡ ❛t ❧❡❛st s❤❛r❡❞ ❜② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ ❡❞❣❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
s✉♣♣♦s❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❛♥❣❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

✶✳✸✳✷ ❯♥✐❝✐t② ♦❢ t❛♥❣❡♥ts

❚❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❆♥
❡❞❣❡ e ✐s ❝❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♥♦❞❡s {e1, e2} ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆ t❛♥❣❡♥t ♦❢ ❛♥
❡❞❣❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ e1 t♦ e2 ♦r ❝♦♥✈❡rs❡❧② ❢r♦♠ e2 t♦ e1✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❤❡r❡ t❤❛t ❛ t❛♥❣❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ei t♦ ej ✐s ❛❧✇❛②s ♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ei t♦ ej ✇✐t❤ i < j✳ ❆s
❢♦r ♥♦r♠❛❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ✷❉ ❝❛s❡✳ ❆
s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

K0

K1

e02

e01

✭❛✮ ✷❉ s✐♠♣❧✐❝❡s

K0

e02

e01

✭❜✮ ❚❛♥❣❡♥t ❢r♦♠ K0

K1

e11

e12

✭❝✮ ❚❛♥❣❡♥t ❢r♦♠ K1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ❡❞❣❡

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ σe(u) t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✐♥♥❡r ❡❞❣❡✱
❛♥❞ t❤❡♥ s❤❛r❡❞ ❜② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ σ0

e(u) ✭r❡s♣✳ σ1
e(u)✮ ❛s t❤✐s ❞❡❣r❡❡ ♦❢
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❢r❡❡❞♦♠ ❞❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❡❧❡♠❡♥t K0 ✭r❡s♣✳ K1✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

σ0
e(u) =

∫

e

u · t0p ❛♥❞ σ0
e(u) =

∫

e

u · t1p

✇✐t❤ t0 ❛♥❞ t1 ♦❢ ♦♣♣♦s❡❞ s✐❣♥s✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

σ0
e(u) = −σ

1
e(u)

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❡❞❣❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ K0 t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✳ ■♥ ✷❉ ✭❋✐❣✉r❡
✶✳✻✮✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ K1 ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳

σ0
e(u) = (−1) ∗ σ1

e(u) = σe(u)

■♥ ✸❉✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❡❞❣❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ K0✳

✶✳✸✳✸ ❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s

Pr✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ❆s ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡
Bk+1 = {ζk+1,i}i ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Pk+1 ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❛♥❞ Bd

k+1 = {ζk+1,i}i
❛ ❜❛s✐s ♦❢ [Pk+1]

d✳
❚❤❡ ◆é❞é❧❡❝ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞ ❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡

Rk,1 ✭✶✳✹✽✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s BRk,1 ♦❢ Rk,1✳

❚❤❡ ✜rst dim([Pk]
d) t❡r♠s ♦❢ Bd

k+1 ❣✐✈❡ ❛ ❜❛s✐s Bd
k ❢♦r [Pk]

d ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞
❜② ❛ ❜❛s✐s Bd

Sk ♦❢ Sk ✭✶✳✹✾✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

✭✶✳✺✸✮ BRk,1 = Bd
k ⊕ B

d
Sk

▲❡t ✉s ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ S0✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ql = (ql,1, . . . , ql,d) ✐♥ [P1]
d✳ ❚❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ql t♦ ❜❡ ✐♥ S0 ❜❡❝♦♠❡s

✭✶✳✺✹✮
d∑

i=1

ql,ix̂i =
d∑

i=1

(
d∑

j=1

aijx̂j

)
x̂i = 0

✇❤❡r❡ {aij}j ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ql,i ∈ P1 i = 1, . . . , d✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {aij}i,j ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Sk ✭✶✳✹✾✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ✷❉ ✭r❡s♣✳ ✸❉✮ ❜❛s✐s B2

S0

✭r❡s♣✳ B3
S0✮ ♦❢ S0

✭✶✳✺✺✮ B2
S0 =

{(
x̂2

−x̂1

)}
❛♥❞ B3

S0 =








x̂2

−x̂1

0


 ,



−x̂3

0
x̂1


 ,




0
x̂3

−x̂2







❲❡ s❤❛❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Bd
Sk ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝✉r❧ ♦♣❡r❛t♦r ∇ × x̂✳ ■♥❞❡❡❞✱

t❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Pk ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ∇× x̂✳
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❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ Sk ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Sk = (∇× x̂)Pk✱ ❛♥❞ Rk,1 ❜❡❝♦♠❡s

✭✶✳✺✻✮ Rk,1 = [Pk]
d ⊕ (∇× x̂)Pk

❚❤❡ ❜❛s✐s Bd
Sk ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s❡t {ql ∈ [Pk+1]

d}l ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

∫

K

ql · ζk+1,i =

∫

K

(∇× x̂) p ζk+1,i

✇✐t❤ p ∈ Pk ∀i = 1, ..., dim([Pk+1]
d), ∀l = 1, ..., dim(Sk)✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ql ∈ [Pk+1]
d r❡❛❞s ❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ {ζk+1,i}i ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✭✶✳✺✼✮ ∃{qlj}
N
j=1 | ql =

dim([Pk+1]
d)∑

j=1

qlj ζk+1,j

❚❤❡ {qlj} ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧s t❤❡♥ r❡❛❞

✭✶✳✺✽✮ qli =

∫

K

(∇× x̂)ζk,iζk+1,i ∀i, l

❚❤❡ ❜❛s✐s BRk,1 = {ζR
k,1

i } ♦❢ Rk,1 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ Bd
k ⊕ B

d
Sk ✳

❉✉❛❧ s♣❛❝❡ ▲❡t✬s r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φi}
N
i=1 ❧✐✈❡ ✐♥ R

k,1✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❤❡♥❝❡
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ζR

k,1

i s✉❝❤ t❤❛t

∃cki | φi =
N∑

k=1

cki ζ
Rk,1

k ∀i = 1, ..,N

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Ne✱ Nf ❛♥❞ NK r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❢❛❝❡s ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭✶✳✻✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✶✳✺✶✮ ❧❡❛❞s t♦

✭✶✳✺✾✮
0 6 l < Ne :

Ne∑
k=1

cki

∫

el

(ζR
k,1

k · t)p = δli ∀p ∈ Pk

Ne 6 l < N :
N∑
k=1

cki

∫

Kl−Ne

ζR
k,1

k · q = δli ∀q ∈ [Pk−1]
2

✇❤✐❧❡ ✭✶✳✺✷✮ ❣✐✈❡s

✭✶✳✻✵✮

0 6 l < Ne :
Ne∑
k=1

cki

∫

el

(ζR
k,1

k · t)p = δli ∀ ∈ Pk

Ne 6 l < Ne +Nf :
Nf∑
k=1

cki

∫

fl−Ne

(ζR
k,1

k × n)q = δli ∀q ∈ [Pk−1]
3

Ne +Nf 6 l < N :
N∑
k=1

cki

∫

Kl−Nf−Ne

ζR
k,1

k · q = δli ∀q ∈ [Pk−2]
3
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❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✺✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳✻✵✮ ❢♦r ❡❛❝❤ i = 1, ..,N ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {cki }
N
k=1✳

❆s ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ K̂ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡✐r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡✐r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ {φi}i ♦♥ ✷❉
❛♥❞ ✸❉ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✱ ✇❤❡r❡ ti ❞❡♥♦t❡s t❤❡
t❛♥❣❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ith ❡❞❣❡ ♦❢ K̂✳

x

y

•
(−1,−1)

•
(1,−1)

•
(−1, 1)

t0t1

t2

✭❛✮ ✷❉ s✐♠♣❧❡①

x

y

z

•
(−1,−1,−1)

•
(1,−1,−1)

• (−1, 1,−1)

•
(−1,−1, 1)

t0t1

t2

t3

t4

t5

✭❜✮ ✸❉ s✐♠♣❧❡①

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✲ t❛♥❣❡♥ts

✷❉ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s B2
S0 ✱ t❤❡ ✷❉

❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ R0 r❡❛❞s ❛s

✭✶✳✻✶✮ R0 = [P0]
2 ⊕ 〈

(
x̂2

−x̂1

)
〉 = 〈

(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
x̂2

−x̂1

)
〉

❊❛❝❤ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ̂i (i = 1, 2) ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ✐s ❛ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ R0 s♣❛❝❡ ❛♥❞
r❡❛❞s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❜❛s❡ ✭✶✳✻✶✮✳

✭✶✳✻✷✮ ∃λj,i (j = 1, ..., 3) | φ̂i = c0i

(
1
0

)
+ c1i

(
0
1

)
+ c2i

(
x̂2

−x̂1

)

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φ̂i}i ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s②st❡♠

✭✶✳✻✸✮





σ0(φ̂i) =

∫

ê0

t̂0 · φ̂i =

∫ 1

x̂1=−1

∫

x̂2=−x̂1

(−1, 1)T · φ̂i = δ0,i

σ1(φ̂i) =

∫

ê1

t̂1 · φ̂i =

∫

x̂1=−1

∫ 1

x̂2=−1

(0,−1)T · φ̂i = δ1,i

σ2(φ̂i) =

∫

ê2

t̂2 · φ̂i =

∫ 1

x̂1=−1

∫

x̂2=−1

(1, 0)T · φ̂i = δ2,i

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋❡❡❧✰✰ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

φ̂0(x̂1, x̂2) =
1

4

(
−1− x̂2

1 + x̂1

)
, φ̂1(x̂1, x̂2) = −

1

4

(
1 + x̂2

1− x̂1

)
, φ̂2(x̂1, x̂2) =

1

4

(
1− x̂2

1 + x̂1

)
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✭❛✮ N̂0 ✭❜✮ N̂1 ✭❝✮ N̂2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ◆❡❞❡❧❡❝ ♦r❞❡r ✶ ✲ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✸❉ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s B3
S0 ✱ t❤❡ ✸❉

s♣❛❝❡ R0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✶✳✻✹✮ R0 = [P0]
3 ⊕ 〈




x̂2

−x̂1

0


 ,




x̂3

0
−x̂1


 ,




0
x̂3

−x̂2


〉

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ̂i ✐s ❛ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ R0 s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡❛❞s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✭✶✳✻✺✮ φ̂i = c0i




1
0
0


+c1i




0
1
0


+c2i




0
0
1


+c3i




x̂2

−x̂1

0


+c4i




x̂3

0
−x̂1


+c5i




0
x̂3

−x̂2




❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡❛❞

✭✶✳✻✻✮

φ̂0(x̂1, x̂2, x̂3) =
1

4



−1− x̂2

1 + x̂1

0


 φ̂1(x̂1, x̂2, x̂3) =

1

4



−1− x̂2

x̂1 + x̂3

−1− x̂2




φ̂2(x̂1, x̂2, x̂3) =
1

4



−x̂2 − x̂3

1 + x̂1

1 + x̂1


 φ̂3(x̂1, x̂2, x̂3) =

1

4




1 + x̂3

1 + x̂3

−x̂1 − x̂2




φ̂4(x̂1, x̂2, x̂3) =
1

4



−1− x̂3

0
1 + x̂1


 φ̂5(x̂1, x̂2, x̂3) =

1

4




0
−1− x̂3

1 + x̂2




▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❋❡❡❧✰✰ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ ✭✶✳✻✻✮✳
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✭❛✮ φ̂0
✭❜✮ φ̂1

✭❝✮ φ̂2

✭❞✮ φ̂3
✭❡✮ φ̂4 ✭❢✮ φ̂5

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ◆é❞é❧❡❝ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ✲ ✸❉ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶✳✸✳✹ ◆é❞é❧❡❝ ■♥t❡r♣♦❧❛♥t

❚❤❡ ◆é❞é❧❡❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ΠRk ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
f ∈ [C0(K)]d t♦ ✐ts ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ΠRkf ∈ Rk(K) ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ΠRk : [C0(K)]d −→ Rk(K)✭✶✳✻✼✮

f −→
N∑

i=1

σi(f)ζ
Rk,1

i✭✶✳✻✽✮

✇✐t❤ {σi}
N
i=1 t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧s ΣNed,1

k ✭✶✳✺✵✮✳

❚❤❡ ✷❉ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✳✺✶✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ f ✐♥ ✷❉ ❝❛s❡

✭✶✳✻✾✮ ΠRkf =
Ne∑

i=1

[∫

ei

(f · t)ζk,i

]
ζR

k,1

i +
N∑

j=Ne+1

[∫

Ki−Ne

f · ζk−1,j

]
ζR

k,1

j



✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋■◆■❚❊ ❊▲❊▼❊◆❚ ▼❊❚❍❖❉

✇❤✐❧❡ ✸❉ ❝❛s❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✺✷✮

✭✶✳✼✵✮

ΠRkf =
Ne∑
i=1

[∫

ei

(f · t)ζk,i

]
ζR

k,1

i +
Nf+Ne∑
j=Ne+1

[∫

fi−Ne

(f × n)ζk−1,j

]
ζR

k,1

j

+
N∑

k=Nf+Ne+1

[∫

Ki−Ne−Nf

f · ζk−2,k

]
ζR

k,1

k

❆s ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✭✶✳✻✼✮✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ζR
k,1

i ∈ Dk(K) s❤♦✉❧❞

❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ζ̂
Rk,1

i ∈ Dk(K̂) ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ✭✶✳✽✮ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❞♦❡s♥✬t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Hcurl(Ω)✳

P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❉❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ
geo
K ✱ ❛

P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠ ✭✶✳✼✶✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛
❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r❡str✐❝t✐♦♥ u(x)|K ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ u ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t K ❢r♦♠ ✐ts
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Jgeo

K st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ φgeo
K ✱ ❛♥❞ t❤❛t det(Jgeo

K ) r❡❢❡rs
t♦ ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳

✭✶✳✼✶✮ u(x)|K = J
geo
K

−T
û(x̂) ⇔ u(x)|K = J

geo
K

−T
û ◦ φgeo

K
−1(x)

❆s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ P✐♦❧❛ tr❛♥s✲

❢♦r♠ ✭✶✳✼✶✮ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ζR
k,1

i ❢r♦♠ ζ̂
Rk,1

i ♥❡❡❞❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ u ∈ Hcurl(Ω) ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡r✐✈❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✭✶✳✼✶✮

✭✶✳✼✷✮

∇u = J
geo
K

−T ∇̂û (Jgeo
K )−1

∇ · u = tr(Jgeo
K

−T ∇̂û (Jgeo
K )−1)

∇× u = J
geo
K

−T ∇̂×û (Jgeo
K )−1

∫
K
u · v =

∫
K̂

(
J
geo
K

−T
û
)
·
(
J
geo
K

−T
v̂
)
det(Jgeo

K )

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❋❡❡❧✰✰ ✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✐s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ▼❡t❤♦❞

■♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢
✐♥t❡r❡st ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❤♦s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡❡❞s ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❤❡♥ r❡s✐❞❡ ❜♦t❤ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡
❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ✜♥❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✽ ❛♥❞ ✶✶✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✐♥♣✉ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛❧❧❡❞ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ P❉❊s
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ P❉❊s✳

▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ ✉s✉❛❧❧② ♦❢
❧❛r❣❡ s✐③❡ ✕ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦st✱ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r✳ ❊s✲
♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ✭❘❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❛❪✱
❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❝❪✱ ❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡ ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❘♦③③❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬◗✉❛rt❡r♦♥✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛♥②✲q✉❡r② ❝♦♥t❡①ts✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❊ s♥❛♣s❤♦ts✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡
✐s ❣r❡❛t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❆s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠✱ ❡❛❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❝❤❡❛♣❡r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ ❝♦r❡ ❡♥❛❜❧❡r ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❞♦♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❧②
♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♠❛❦❡
t❤❡♠ ❝♦st❧② t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❘❇ ♠❡t❤♦❞✳

❇❡s✐❞❡s ✐ts ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥✲
❛✣♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❡❛t♠❡♥t ✐s r❡q✉❡st❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❛❪✱

✷✸
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❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❝❪✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ s✉❝❤

❛ ❝♦♥t❡①t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✐t ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮
❬❇❛rr❛✉❧t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬●r❡♣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢♦❝✉s❡s
♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧②
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❈❡rt✐✜❡❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ✭❈❘❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸❛❪✱ ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❝❪✱ ❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡ ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❘♦③③❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬P❛t❡r❛
❛♥❞ ❘♦③③❛✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞
✇✐t❤ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ❜♦t❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧t ❘❇
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜❪✱ ❬❱❡r♦②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❛❪✱ ❬❱❡r♦② ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬❈❛♥✉t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❬❏❛♥♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✐s r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t✳ ❋♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❤❛s ❛❧s♦ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊■▼ ✉s❡✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❬❈❛♥✉t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❱❡r♦② ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ✷✵✵✺❪
❢♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❇r❡③③✐✲❘❛♣♣❛③✲❘❛✈✐❛rt ✭❇❘❘✮ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✭✐✮ ✐s r❡str✐❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞♦♥✬t ❢✉❧❧② s❛t✐s❢②
t❤❡ ❇❘❘ t❤❡♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❬❈❛♥✉t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣✉✐❞❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❞♦❡s♥✬t ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❝❡rt✐❢② ♦✉r r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s♥✬t ♣r♦✈❛❜❧② ❛♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✭❙❊❘✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❙❊❘ ❝♦♠❜✐♥❡s
t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡
♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r✳

❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✷ ❘❇ ❢♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡t ♦❢ p ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ p✲✈❡❝t♦r µ = (µ1, . . . , µp) ∈ D ⊂ R

p ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ P❉❊ ✭✶✳✶✮ ❤❛♥❞❧✐♥❣



✷✺

t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r µ
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♦✉t♣✉t✳ ❲❡ s❤❛❧❧ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ P❉❊ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ u(µ) ∈ X

s✉❝❤ t❤❛t

✭✷✳✶✮ a(u(µ), v;µ) = f(v;µ) ∀v ∈ X(Ω)

✇❤❡r❡ a : X(Ω) × X(Ω) × D −→ R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✱ ❛♥❞
f : X(Ω) −→ R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ❞❡♥♦t❡❞ ❛s s(µ) ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ℓ : X → R

♦❢ u(µ) r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✶✮ ❛s

✭✷✳✷✮ s(µ) = ℓ(u(µ))

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ s(µ) ∈ R ❢r♦♠
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(µ) ♦❢ ✭✷✳✶✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ µ✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t♦❞❛②✬s ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♠✐♥❣ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ✭❘❇✮ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❢❛st ❜✉t r❡❧✐❛❜❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣②✳

❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ u(µ)✳ ▲❡t✬s r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
uN (µ) r❡sts ♦♥ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ XN ⊂ X ♦❢ s✐③❡ N ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N ×N s②st❡♠

✭✷✳✸✮ a(uN (µ), v;µ) = f(v;µ) ∀v ∈ XN (Ω)

❚❤❡ ❢❛st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ●❛❧❡r❦✐♥
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ WN ♦❢ s✐③❡ N ≪ N ✱ ✇❤♦s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
r❡❛❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s✐③❡ N ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
s②st❡♠ ❞♦❡s♥✬t ❡①❝❡❡❞ ✶✵✵✳

▲❡t✬s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ SN = {µ1, · · · ,µN} ∈ D ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s Su

N = {uN (µi)}
N
i=1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ SN ❝❛♥ ❜❡

s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❖❉✮ ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ●r❡❡❞②
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❚♦ s❡❧❡❝t t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs µ ♦❢ D ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s
r❡q✉✐r❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆♥ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Su
N ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ❛ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ <,>X ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ X r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ WN = span{ξi ≡
uN (µi), 1 6 i 6 N}✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ✭✶✳✸✮✱ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥



✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊❉❯❈❊❉ ❇❆❙■❙ ▼❊❚❍❖❉

uN(µ) ∈ WN ♦❢ u(µ) ∈ X t❤❡♥ r❡❛❞s ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

✭✷✳✹✮ uN(µ) =
N∑

i=1

uN,i(µ)ξi

✇❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N ×N r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠

✭✷✳✺✮
N∑

i=1

a(ξi, ξj;µ)uN,i(µ) = f(ξj;µ) ∀j ∈ 1, . . . , N

❆✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✕ t❤❛t ✐s
✇❤❡♥ a ❛♥❞ f ❞❡♣❡♥❞ ❛✣♥❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✕✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ t❡r♠s
♦❢ ✭✷✳✺✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■t ❛♠♦✉♥ts ✐♥ ❢❛❝t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣❡r Qa ✭r❡s♣✳ Qf ✮✱ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ a ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ f✮ ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

✭✷✳✻✮

a(u, v;µ) =

Qa∑

q=1

θqa(µ)a
q(u, v) ∀u, v ∈ X, ∀µ ∈ D ,

f(v;µ) =

Qf∑

q=1

θ
q
f (µ)f

q(v) ∀v ∈ X, ∀µ ∈ D

❚❤❡♥✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ♣r❡♣❛r❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✕ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✺✮✕ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ❢❛st❡r✳

❚❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣②✳
❙✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t st✉❞② ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮ ✐s st❛♥❞❛r❞❧② ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ t❡r♠s✳
❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✷✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮

❚❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ✭✷✳✸✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ w(u(µ),x;µ)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✸✮ r❡❛❞s ❛s

✭✷✳✼✮ a(u(µ), v;µ;w(u(µ),x;µ)) = f(v;µ;w(u(µ),x;µ)) ∀v ∈ X(Ω)

❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦✈❡r s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
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❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM ♦❢ w s✉❝❤ t❤❛t

✭✷✳✽✮ wM(u(µ),x;µ) =
M∑

m=1

βM
m (u(µ);µ)qm(x)

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❊■▼ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣② ❛s
✇❡❧❧✳ ▲❡t✬s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ S̄M = {µ̄1, . . . , µ̄M} ∈ D

M ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
s♣❛❝❡ W̄M = span{ξ̄m ≡ w(u(µ̄m),x; µ̄m), 1 6 m 6 M}✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ s✉❜s❡t Ξ ♦❢ D
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S̄M ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t µ̄1 ✐s ♣✐❝❦❡❞ ✐♥
Ξ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ξ̄1 6= 0✳

✭✷✳✾✮ S̄1 = {µ̄1}, ξ̄1 = w(u(µ̄1),x; µ̄1), W̄1 = span{ξ̄1}

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ξ̄1✱ ✇❤✐❧❡ q1 ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ξ̄1✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

✭✷✳✶✵✮ t1 = arg sup
x∈Ω
|ξ̄1(x)|, q1 =

ξ̄1(x)

ξ̄1(t1)

❋♦r M > 2✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts µ̄M ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤♦♦s✐♥❣
µ̄M ∈ Ξ ❛s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

✭✷✳✶✶✮ µ̄M = argmax
µ∈Ξ

inf
z∈WM−1

||w(.; .;µ)− z||L∞(Ω)

■t ❝♦♠♣❧❡t❡s S̄M ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ̄M ❡♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ W̄M ✳

✭✷✳✶✷✮ ξ̄M = w (µ̄M ;x; u(µ̄M)) , S̄M = S̄M−1 ∪ {µ̄M}, W̄M = W̄M−1 ⊕ span{ξ̄M}

❚❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM−1(u(µ),x;µM) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {βM−1
m }M−1

m=1 ✱
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µM ✭✷✳✶✶✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
(M − 1) × (M − 1) s②st❡♠ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ wM−1 ❛t t❤❡ M − 1 ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts {ti}

M−1
i=1 ✳ ■t t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧

✭✷✳✶✸✮ rM(x) = w(u(µ),x; µ̄M)− wM−1(u(µ),x; µ̄M)

♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t tM ❛♥❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s qM ❛r❡ ❜❛s❡❞✳

✭✷✳✶✹✮ tM = arg sup
x∈Ω
|rM(x)|, qM(x) =

rM(x)

rM(tM)

❖♥❝❡ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ W̄M t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
{ti}

M−1
i=1 ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ wM(u,x;µ) ✭✷✳✽✮ ❢♦r ❛♥②

❣✐✈❡♥ µ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠

✭✷✳✶✺✮ wM(u(µ), ti;µ) =
M∑

m=1

βM
m (u(µ);µ)qm(ti) = w(u(µ), ti;µ), 1 6 i 6 M
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✷✳✷ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ❢♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛♥❞
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧②
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✮✳
❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♥❛♠❡❧② P✐❝❛r❞ ♦r
◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ P✐❝❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ku(µ)✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛
◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤✉s ❛♠♦✉♥ts t♦ ✜♥❞
u(µ) ∈ X s✉❝❤ t❤❛t

✭✷✳✶✻✮ a(u(µ), v;µ; ku(µ);w(ku(µ),x;µ)) = f(ku(µ), v;µ;w(ku(µ),x;µ)) ∀v ∈ X(Ω)

❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM ♦❢ w ❜✉✐❧t t❤r♦✉❣❤ ❊■▼ ✭✷✳✽✮ ❛❧❧♦✇s
t♦ r❡❝♦✈❡r ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✻✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ t❡r♠s ♦❢ a
✭r❡s♣✳ f✮ ✇❤♦s❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡
❛✣♥❡ ♦♥❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Qeim

a ✭r❡s♣✳ Qeim
f ✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧②

♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t❡r♠s ♦❢ a ✭r❡s♣✳ f✮✱ ✇❤✐❧❡ Qaff
a ✭r❡s♣✳ Q

aff
f ✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ♦♥❡s✳

❚❤❡ Ma
q ✭r❡s♣✳ M f

q ✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γq
a,m(u;µ) ✭r❡s♣✳ γ

q
f,m(u;µ)✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊■▼

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

Qeim
a∑

q=1

Ma
q∑

m=1

γq
a,m(

ku;µ)aqm(u, v)

︸ ︷︷ ︸
♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛rt ♦❢ a

+

Q
aff
a∑

l=1

θla(µ)a
l(u, v)

︸ ︷︷ ︸
❛✣♥❡ ♣❛rt ♦❢ a

=

Qeim
f∑

q=1

M
f
q∑

m=1

γ
q
f,m(

ku;µ)f q
m(v)

︸ ︷︷ ︸
♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛rt ♦❢ f

+

Q
aff
f∑

l=1

θlf (µ)f
l(v)

︸ ︷︷ ︸
❛✣♥❡ ♣❛rt ♦❢ f

▲❡t✬s ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣② ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛✣♥❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦✛❡r❡❞ ❜② ❊■▼✳

❖✤✐♥❡ st❛❣❡ ❚❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ✐s ✜rst ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ WN ✱ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s❡❧❡❝t❡❞ ❛t N ♣♦✐♥ts
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ■t st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ Su

N =
{uN (µi)}

N
i=1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ µi ∈ SN ✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss 0uN (µi)✱ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ♦♥ k s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ N ×N s②st❡♠

✭✷✳✶✼✮ AN kuN (µi) = F
N ✇✐t❤ 1 6 i 6 N
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✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ uN (µ) ✭✶✳✸✮✱ t❤❡
♠❛tr✐① AN ❛♥❞ ✈❡❝t♦r FN ❛t t❤❡ k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

AN =

Qeim
a∑

q=1

Ma
q∑

m=1

γq
a,m(

kuN ;µ)aqm(φi, φj) +

Q
aff
a∑

l=1

θla(µ)a
l(φi, φj)✭✷✳✶✽✮

FN =

Qeim
f∑

q=1

M
f
q∑

m=1

γ
q
f,m(

ku;µ)f q
m(φj) +

Q
aff
f∑

l=1

θlf (µ)f
l(φj)✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ξi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ uN (µi)✳
■t t❤❡♥ ❡♥r✐❝❤❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ Wi = Wi−1 ⊕ ξi✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ui(µ) s❤❛❧❧ r❡s✐❞❡✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s ♦❢ ✭✷✳✶✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

✭✷✳✷✵✮ A
N,q,m
i,j = aqm(ξj, ξi) ❛♥❞ F

N,q,m
j = f q

m(ξj)

❚❤❡✐r ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❛♥❞s ❛s ❛ ❝♦r❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥❝❡
WN ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡s❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮ ✜♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳

❚❤❡ N × N ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts uN,i(µ) ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uN(µ) ∈ WN ❢♦r ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r µ✱ t❤❡♥ r❡❛❞s ❛s
✭✷✳✷✶✮
Qeim

a∑

q=1

Ma
q∑

m=1

γq
a,m(

kuN ;µ)a
q
m(ξi, ξj)+

Q
aff
a∑

l=1

θla(µ)a
l(ξi, ξj) =

Qeim
f∑

q=1

M
f
q∑

m=1

γ
q
f,m(

kuN ;µ)f
q
m(ξj)+

Q
aff
f∑

l=1

θlf (µ)f
l(ξj)

❖♥❧✐♥❡ st❛❣❡ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ uN(µ) ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ µ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ N × N s②st❡♠ ✭✷✳✷✶✮✳ ❋r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss 0uN(µ)✱ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠

✭✷✳✷✷✮ AN kuN(µ) = F
N

✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① AN ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✈❡❝t♦r FN ❛t t❤❡ k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮ ❛♥❞ r❡❛❞ ❛s

AN =

Qeim
a∑

q=1

Ma
q∑

m=1

γq
a,m(

kuN ,µ)A
N,q,m +

Q
aff
a∑

l=1

θla(µ)A
N,l✭✷✳✷✸✮

FN =

Qeim
f∑

q=1

M
f
q∑

m=1

γ
q
f,m(

kuN ,µ)F
N,q,m +

Q
aff
f∑

l=1

θlf (µ)F
N,l✭✷✳✷✹✮

❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠ ✭✷✳✷✷✮✳
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✷✳✸ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞
❇❛s✐s ▼❡t❤♦❞ ✭❙❊❘✮

❚❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
♣r♦❜❧❡♠s ✭✷✳✶✻✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊■▼ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❘❇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❊■▼
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❡♣ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜✉✐❧t ✜rst✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭✷✳✷✺✮ µM = argmax
µ∈Ξ

inf
z∈WM−1

||w(uN (µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ uN (µ) ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t Ξ ∈ D✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ w✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s tr❛✐♥s❡t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐ts
❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Ξ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❊■▼ ❝♦st ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐❣❤
✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✷✳✷✺✮ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N r❛✐s✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❧❧✐♦♥s✳

❚❤❡ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✭❙❊❘✮ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s t♦
r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✷✳✷✺✮ t♦ ❜❡ s♦❧❡❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠
❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❆s r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♥❡❡❞s ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✕ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥ ❊■▼
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s w ✕✱ ❙❊❘ st❛rts
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❡♣
M = 1 ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳

✭✷✳✷✻✮ S̄1 = {µ̄1}, ξ̄1 = w(uN (µ̄1),x; µ̄1), W̄1 = span{ξ̄1}

❆t t❤✐s st❡♣✱ uN ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✻✮✳

❚❤❡ ✜rst ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ̄1 ✐s t❤✉s st✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s✐♥❝❡ ♥♦ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ②❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t1 ❛♥❞
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ q1 ❛r❡ st❛♥❞❛r❞❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s

✭✷✳✷✼✮ t1 = arg sup
x∈Ω
|ξ̄1(x)|, q1 =

ξ̄1(x)

ξ̄1(t1)

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ✜rst ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ w1 ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ t❡r♠

✭✷✳✷✽✮ w1(u(µ),x;µ) = β1
1(u(µ),µ)q1(x)
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✇❤♦s❡ ♦♥❧② ❝♦❡✣❝✐❡♥t β1
1(u(µ),µ) ✐♥ W̄1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✷✳✷✾✮ β1
1(uN (µ),µ) = w(uN (µ), t1;µ)

s✐♥❝❡ q1(t1) = 1 ❢r♦♠ ✭✷✳✷✼✮✳

❚❤❡ ✜rst ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r♦✉❣❤ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ✕ ✇✐t❤
Ma

q ❛♥❞ M f
q ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✕ r❡❛❞s ❢♦r ❛❧❧ u, v ∈ X ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ µ ∈ D ❛s

a(u, v;µ;w1(u,x;µ)) =

Qa∑

q=1

γa
q,1(u,µ)aq,1(u, v) +

Q
aff
a∑

l=1

θla(µ)a
l(u, v)✭✷✳✸✵✮

f(v;µ;w1(u,x;µ)) =

Qf∑

q=1

γ
f
q,1(u,µ)fq,1(v) +

Q
aff
f∑

l=1

θlf (µ)f
l(v)✭✷✳✸✶✮

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❡♣✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s②st❡♠ ✭✷✳✶✼✮ r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ ✜rst ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ1 ❣✐✈✐♥❣ W1 = {ξ1}✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠ ✭✷✳✷✶✮
✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s a

q
1(ξi, ξj)✱ a

l(ξi, ξj) ❛♥❞ f
q
1 (ξj)✱ f

l(ξj) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❝♦♠❡s
✭✷✳✸✷✮
Qeim

a∑

q=1

γ
q
a,1(

kuN ;µ)a
q
1(ξi, ξj) +

Q
aff
a∑

l=1

θla(µ)a
l(ξi, ξj) =

Qeim
f∑

q=1

γ
q
f,1(

kuN ;µ)f
q
1 (ξj) +

Q
aff
f∑

l=1

θlf (µ)f
l(ξj)

✇❤❡r❡ k st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✕ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❋❊ s♦❧✈❡ ✕✱ ✇❡ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥N ✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② t✉r♥s✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ qM ✭✐✮ ✐s t❤❡♥ ❜✉✐❧t
❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uM−1(µ) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ M − 1 ✭✐✐✮
❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❘❇
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uM(µ)✳

❆s ❛ s✉♠♠❛r②✱ ❙❊❘ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t st❡♣ ✐♥t♦

µ̄M = argmax
µ∈Ξ

inf
z∈WM−1

||w(uM−1(µ); .;µ)− z||L∞(Ω)✭✷✳✸✸✮

ξ̄M = w (uM−1(µ̄M);x; µ̄M) , S̄M = S̄M−1 ∪ {µ̄M}, W̄M = W̄M−1 ⊕ span{ξ̄M}✭✷✳✸✹✮

❚❤❡ ♥❡①t ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ qM ❛s t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t tM ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ rM(x) = w(uM−1,x; µ̄M)− wM−1(uM−1,x; µ̄M) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uM−1 ❛s ✇❡❧❧✳

✭✷✳✸✺✮ tM = arg sup
x∈Ω
|rM(x)|, qM(x) =

rM(x)

rM(tM)

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ wM ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♥❡①t r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uM(µ) ✐s ❜❛s❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ξM ✐s
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❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇❡st ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s a
q
M(ξj, ξi) ❛♥❞ f

q
M(ξj) ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡

r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠ ❛r❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ i, j = 1, . . . , N ✳
❘❡st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uM(µ) ∈ WM ❝❛♥

t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ♦r
t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥✲
✜r♠ ✐ts ♣❡rt✐♥❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✷❉ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧②
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬●r❡♣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✸✻✮ −∆u+ µ1
eµ2u − 1

µ2

= 100sin(2πx)sin(2πy)

✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω =]0, 1[2✱ ✇✐t❤ µ = (µ1, µ2) ∈ D = [0.01, 10]2✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✉t♣✉t s ✐s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(u, x;µ) = µ1
eµ2u−1

µ2
✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❊♠♣✐r✐✲

❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r

✭✷✳✸✻✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ gM =
M∑
i=1

βM
m (u,µ)qm(x) ♦❢ g✳

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ u ∈ H1(Ω) s✉❝❤ t❤❛t

✭✷✳✸✼✮
∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

g(u, x;µ)v =

∫

Ω

100sin(2πx)sin(2πy)v ∀v ∈ H1(Ω)

❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t Ξ ⊂ D ✉s❡❞ ❢♦r ❊■▼ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✺ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s✐③❡ 225✳

❚❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❊■▼ ❛♥❞
❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♣❛❝❡s ❛r❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ♦♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡✳ ❆s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱
✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡✈❡r② r st❡♣s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ r = M

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤✐❧❡ r = 1 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❡♣

❝♦✉❧❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
ξi, 1 6 i 6 N r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✈❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞
❝❛♥ ❜❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ r❡❜✉✐❧❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❜❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✷✳✸✽✮ ǫ
u,r
M,N =‖ uN − ur

N ‖L2 ǫ
s,r
M,N =| sN − srN |

✇❤❡r❡ N ❛♥❞M r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♥❞ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱
✇❤✐❧❡ r ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡s✳
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❲❡ st❛rt t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ✭✷✳✸✻✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬●r❡♣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ✺✵✵
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦rs ✭✷✳✸✽✮ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶❛ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❬●r❡♣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❙❡r✈✐♥❣ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤✐s t❛❜❧❡ ✐s ✜rst ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r = 5
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶❜✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s ✷✳✶❝ ❛♥❞ ✷✳✶❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙❊❘
♠❡t❤♦❞ ✭r = 1✮ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t r❡❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❘❇ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

N M max(ǫu,MM,N) max(ǫs,MM,N)

✹ ✺ ✼✳✸✽❡✲✸ ✺✳✼✺❡✲✸
✽ ✶✵ ✶✳✵✶❡✲✸ ✷✳✸✹❡✲✹
✶✷ ✶✺ ✶✳✹✾❡✲✹ ✸✳✵✾❡✲✺
✶✻ ✷✵ ✷✳✷✶❡✲✺ ✶✳✷✺❡✲✺
✷✵ ✷✺ ✺✳✽✽❡✲✻ ✷✳✽✷❡✲✻

✭❛✮ r = M

N M max(ǫu,5M,N) max(ǫs,5M,N)

✹ ✺ ✽✳✷✶❡✲✸ ✻✳✸✶❡✲✸
✽ ✶✵ ✹✳✹✽❡✲✸ ✻✳✶✽❡✲✸
✶✷ ✶✺ ✷✳✻✾❡✲✹ ✷✳✸✻❡✲✹
✶✻ ✷✵ ✶✳✹✽❡✲✹ ✾✳✸✶❡✲✺
✷✵ ✷✺ ✷✳✻✵❡✲✺ ✶✳✹✻❡✲✺

✭❜✮ r = 5

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✾✳✾✽❡✲✸ ✼✳✼✼❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✸✷❡✲✸ ✶✳✽✻❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✹✳✻✶❡✲✹ ✸✳✼✺❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✷✳✹✽❡✲✹ ✷✳✵✷❡✲✹
✷✺ ✷✺ ✸✳✺✶❡✲✺ ✷✳✸✸❡✲✺

✭❝✮ r = 1 ✭WN r❡❝♦♠♣✉t❡❞✮

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✶✳✸✵❡✲✷ ✶✳✵✷❡✲✷
✶✵ ✶✵ ✷✳✷✵❡✲✸ ✶✳✺✵❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✹✳✽✸❡✲✹ ✹✳✵✺❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✷✳✹✷❡✲✹ ✶✳✾✽❡✲✹
✷✺ ✷✺ ✶✳✺✵❡✲✺ ✶✳✷✹❡✲✺

✭❞✮ r = 1 ✭WN ♥♦t r❡❝♦♠♣✉t❡❞✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❙❊❘ ✲ ▼❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ u ❛♥❞ ♦♥ ♦✉t♣✉t s

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦rs ✭✷✳✸✽✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✭r = 1✮ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ r = 5 ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ❞✐s♣❧❛②s r❡s✉❧ts s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠❡t❤♦❞ r = M ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❡①♣❡❝t ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ N + 1 ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶❞✮✳

✷✳✸✳✶ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❘❇ s❛♠♣❧❡ SN = {µ1, · · · ,µN} ∈ D ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐✲
♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳ ■ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✳ ■ts ❛❝❝✉r❛❝② ✐s t❤❡♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❘❇ s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❛
●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐ts❡❧❢ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

▲❡t ✉s ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡rr♦r e(µ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
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uN(µ) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM ❛s

✭✷✳✸✾✮ e(µ) = u(µ)− uN(µ)

■t ❡①✐sts ✈❛r✐♦✉s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
∆N,M(µ) ❢♦r ‖ e(µ) ‖X ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st❛② ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜✉t
❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜❪✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ✐ts ✈❛❧✐❞✐t② ♦♥ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥ ✉s✳

❆✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜❪ s♣❧✐ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✭r❡s♣✳ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✮ ♣❛rt aL ✭r❡s♣✳ aNL✮ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ a✳

✭✷✳✹✵✮ a(u, v;µ) = aL(u, v;µ) + aNL(u, v;µ)

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ RN(v;µ) = f(v)− a(uN(µ), v;µ) r❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✷✳✸✾✮
❛♥❞ ✭✷✳✹✵✮ ❛s

✭✷✳✹✶✮ RN(v;µ) = aL(e(µ), v;µ) + aNL(u(µ), v;µ)− aNL(uN(µ), v;µ)

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t aL ♦❢ a ✐s ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥✲
st❛♥t α(µ) ❛s

✭✷✳✹✷✮ α(µ) = inf
w∈X

aL(w,w;µ)

‖ w ‖2X

❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ α̂(µ) 6 α(µ) ∀µ ∈ D ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r α(µ)✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ α̂(µ) ♦❢ α(µ)✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ♠✐♥✲
t❤❡t❛ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡
❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❈♦♥str❛✐♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❙❈▼✮ ❬❍✉②♥❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬❘♦③③❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬❱❡②s✱
✷✵✶✹❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ RN ✭✷✳✹✶✮ ♦♥ e(µ)✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t α(µ) ✭✷✳✹✷✮ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

✭✷✳✹✸✮ RN(e(µ);µ) > aL(e(µ), e(µ);µ) > α̂(µ) ‖ e(µ) ‖2X

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ aNL(u(µ), e(µ);µ)− aNL(uN(µ), e(µ);µ) > 0✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜❪ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❘✐❡s③
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Y ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ∈ X ❛s

✭✷✳✹✹✮ (Yg, v)X = g(v) ∀v ∈ X

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ∆N(µ) ♦❢ ‖ e(µ) ‖X ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✹✹✮ t❤❡♥ r❡❛❞s

✭✷✳✹✺✮ ∆N(µ) ≡
‖ YRN(·;µ) ‖X

α̂(µ)
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◆♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ u(µ) ♦❢ ❛ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲
❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✷✳✹✻✮ a(u, v;µ;w(u,x;µ)) = f(v;µ; (u,x;µ))

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uN(µ) r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠✲
♠♦♥❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ wM ♦❢ w ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

✭✷✳✹✼✮ a(uN , v;µ;wM(uN ,x;µ)) = f(v;µ;wM(uN ,x;µ))

❘❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
Reim

M (u, v;µ) ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✷✳✹✽✮ Reim
M (u, v;µ) = a(u, v;µ;w(u,x;µ))− a(u, v;µ;wM(u,x;µ))

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ RN,M(v;µ) ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❱❡r♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❜❪ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❜♦t❤ ❊■▼ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡rr♦rs t❤❡♥ r❡❛❞s

RN,M(v;µ) = f(v;µ;w(u,x;µ))− a(uN , v;µ;wM(uN ,x;µ))

= a(u, v;µ;w(u,x;µ))− a(uN , v;µ;w(uN ,x;µ)) +Reim
M (uN , v;µ)✭✷✳✹✾✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡♥♦t❡❞ ❛s
R

aff
N,M(v;µ)✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

R
aff
N,M(v;µ) = f(v;µ;wM(u,x;µ))− a(uN , v;µ;wM(uN ,x;µ))

= RN,M(v;µ)−Reim
M (u, v;µ)✭✷✳✺✵✮

❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✐♥t♦ ✐ts ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
✭✷✳✹✵✮✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛✣♥❡ r❡s✐❞✉❛❧ Raff

N,M ♦♥ e(µ) ✕ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛
❜♦✉♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ✭✷✳✹✸✮ ✕ ❣✐✈❡s

R
aff
N,M(e(µ);µ) = aL(e(µ), e(µ);µ;w(u,x;µ))

+ aNL(u(µ), e(µ);µ;w(u,x;µ))− aNL(uN(µ), e(µ);µ;w(uN ,x;µ))✭✷✳✺✶✮

+ Reim
M (uN , e(µ);µ)−Reim

M (u, e(µ);µ)

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ α̂(µ) ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥t ♦❢ aL✳ ❚❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭✷✳✹✸✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ❢r♦♠

✭✷✳✺✷✮ R
aff
N,M(e(µ);µ) > aL(e(µ), e(µ);µ;w(u,x;µ)) > α̂(µ) ‖ e(µ) ‖2X

♥♦✇ r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ Reim
M t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s

✭✷✳✺✸✮
aNL(u(µ), e(µ);µ;w)− aNL(uN(µ), e(µ);µ;w) > Reim

M (u, e(µ);µ)−Reim
M (uN , e(µ);µ)
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❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s âq,m,n ❛♥❞ f̂q,m ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✷✳✺✹✮ (âq,m,n, v)X = aq,m(ξn, v) ❛♥❞ (f̂q,m, v)X = fq,m(v)

t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ YRaff
N,M(·;µ) ♦❢ Raff

N,M r❡❛❞s

✭✷✳✺✺✮ YRaff
N,M(·;µ) =

Qf∑

q=1

M
f
q∑

m=1

γf
q,m(u;µ)f̂q,m −

Qa∑

q=1

Ma
q∑

m=1

N∑

n=1

γa
q,m(u;µ)uN,nâq,m,n

■❢ ✭✷✳✺✸✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ∆N(µ) ♦❢ ‖ e(µ) ‖X s❤❛❧❧ r❡❛❞ ❛s

✭✷✳✺✻✮ ∆N,M(µ) ≡
‖ YRaff

N,M(·;µ) ‖X

α̂(µ)

■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ α̂(µ) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧② ✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s
♥♦t ❛♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ YRaff

N,M ❝♦✉❧❞ r❛♥❦ ❛s ❛♥ ❡rr♦r
✐♥❞✐❝❛t♦r ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡ ❢♦r t❤❡ ❘❇ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷❛ ✜rst ❞✐s♣❧❛②s t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r✳

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✽✳✷✷❡✲✸ ✻✳✷✼❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✽✼❡✲✹ ✷✳✵✾❡✲✹
✶✺ ✶✺ ✶✳✾✻❡✲✺ ✶✳✹✼❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✶✳✺✼❡✲✺ ✶✳✸✷❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✸✳✶✹❡✲✻ ✷✳✺✷❡✲✻

✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✰ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✶✳✵✹❡✲✷ ✽✳✵✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✹✵❡✲✸ ✶✳✽✼❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✷✳✸✽❡✲✹ ✷✳✵✶❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✸✳✵✷❡✲✺ ✶✳✻✼❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✷✳✻✺❡✲✺ ✶✳✾✹❡✲✺

✭❜✮ r = 1 ✲ ❘❇ ●r❡❡❞②

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❙❊❘ ✲ ▼❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ ❜✉✐❧❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❞♦❡s♥✬t s❡❡♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❙❊❘ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷❜✮
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷❛✮✳

✷✳✸✳✷ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■ts ✉s❡ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✜rst ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥t✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
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✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

❇❡s✐❞❡s ✐ts ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r s❡r✈❡ ❛s ❛ q✉❛♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙❊❘ ♦✤✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥r✐❝❤✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❜② ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐③❡ r✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s
t❤❡ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡rr♦r
✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ■ts ✐♥❝r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡s ❛❧❧♦✇s t♦ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❡♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❣✉✐❞❛♥❝❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♠❛rt ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❙❊❘ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r✲
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤✉s ❛✐♠s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✉♥t✐❧ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳
❊❛❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧✳ ❋♦r ❊■▼✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✷✳✶✶✮ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❘❇ s♣❛❝❡✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❛s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ YRaff

N,M ✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ t❛❦❡s ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r = 1 ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸❛✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦rs
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸❜ ❛❞❛♣ts t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥
t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 20%✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹❛ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹❜ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸❛✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❞♦♥✬t ❛❧❧♦✇ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦rs r❡♠❛✐♥s ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳



✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊❉❯❈❊❉ ❇❆❙■❙ ▼❊❚❍❖❉

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✶✳✵✹❡✲✷ ✽✳✵✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✹✵❡✲✸ ✶✳✽✼❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✷✳✸✽❡✲✹ ✷✳✵✶❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✸✳✵✷❡✲✺ ✶✳✻✼❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✷✳✻✺❡✲✺ ✶✳✾✹❡✲✺

✭❛✮ r = 1 ✲ ❘❇ ●r❡❡❞②

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✶✳✵✹❡✲✷ ✽✳✵✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✹✵❡✲✸ ✶✳✽✼❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✷✳✸✹❡✲✹ ✶✳✾✺❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✹✳✸✻❡✲✺ ✷✳✼✹❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✷✳✶✻❡✲✺ ✶✳✸✻❡✲✺

✭❜✮ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✲ ❊■▼ ✷✵✪

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✶✳✵✹❡✲✷ ✽✳✵✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✹✵❡✲✸ ✶✳✽✼❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✺✳✾✵❡✲✹ ✹✳✶✻❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✷✳✽✼❡✲✺ ✶✳✻✶❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✷✳✸✺❡✲✺ ✻✳✸✺❡✲✻

✭❛✮ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✲ ❘❇ ✷✵✪

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✶✳✵✹❡✲✷ ✽✳✵✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✹✵❡✲✸ ✶✳✽✼❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✷✳✸✹❡✲✹ ✶✳✾✺❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✸✳✹✻❡✲✺ ✷✳✵✶❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✶✳✻✶❡✲✺ ✾✳✶✾❡✲✻

✭❜✮ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✲ ❊■▼ ✷✵✪ ✲ ❘❇ ✷✵✪

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❙❊❘ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✲ ▼❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ u ❛♥❞ ♦♥ ♦✉t♣✉t s

❍②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤✉s ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ S̄M ❜✉✐❧❞✐♥❣ st❡♣✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ❝♦✉❧❞
❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r✱ ✉s❡❞ ❛s ❛ q✉❛♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✱ ❛❧❧♦✇s t♦ s♦rt t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝②✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦❧❡❧②
♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ♣r♦✈❡s r❡❧❡✈❛♥t✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡♠✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s ✐rr❡❧❡✈❛♥t
✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ❝♦st❧②✱ t❤❡s❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♦✤✐♥❡
♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❆s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✱ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❤②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❚✉r♥✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t✇♦ ❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s
✉♥❞❡rs❝♦r❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊■▼
tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳



✷✳✸✳ ❙❊❘ ▼❊❚❍❖❉ ✸✾

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✾✳✶✵❡✲✸ ✼✳✶✶❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✸✳✶✵❡✲✸ ✷✳✹✾❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✶✳✾✹❡✲✹ ✼✳✻✷❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✷✳✻✶❡✲✹ ✶✳✹✾❡✲✹
✷✺ ✷✺ ✺✳✷✶❡✲✺ ✸✳✼✹❡✲✺

✭❛✮ ❊■▼ ❤②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ✲ 20%

N M max(ǫu,1M,N) max(ǫs,1M,N)

✺ ✺ ✼✳✺✾❡✲✸ ✺✳✼✵❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✻✽❡✲✸ ✷✳✷✸❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✼✳✵✺❡✲✹ ✹✳✷✻❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✶✳✾✵❡✲✹ ✶✳✶✶❡✲✹
✷✺ ✷✺ ✽✳✶✽❡✲✺ ✹✳✶✾❡✲✺

✭❜✮ ❊■▼ ❤②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ✲ 10%

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ❍②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ▼❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ u ❛♥❞ ♦♥
♦✉t♣✉t s

▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘✭l✮ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥t r❡sts ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙❊❘ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳

❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❙❊❘ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜rst
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s❡tt❧✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘✭l✮ ✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s t❤❛t
t✐♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡✈❡❧✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ul
N t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧

l✳ ❚❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❞s ❢♦r l 6 2 ❛s

✭✷✳✺✼✮ µ̄M = argmax
µ∈Ξ

inf
z∈WM−1

||w(ul−1
N (µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
r❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛t ✜rst ❧❡✈❡❧✳ ■t ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✤✐♥❡ st❡♣ t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❊❘ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉r❢♦❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥
t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♥❧✐♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❣❛✐♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✻❛✮ ❣✐✈❡s ❡rr♦rs
✇❤♦s❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶❞✳ ❆s t♦ t❤❡ t❛❜❧❡s
✷✳✻❜✱ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ✷✳✻❞✱ t❤❡② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❛t t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧s ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡✳



✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❘❊❉❯❈❊❉ ❇❆❙■❙ ▼❊❚❍❖❉

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✶✳✵✻❡✲✷ ✽✳✹✵❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✸✸❡✲✸ ✶✳✼✷❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✻✳✺✶❡✲✹ ✺✳✶✷❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✷✳✸✷❡✲✹ ✶✳✾✹❡✲✹
✷✺ ✷✺ ✼✳✵✽❡✲✺ ✺✳✻✹❡✲✺

✭❛✮ ❙❊❘✭✶✮

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✾✳✶✸❡✲✸ ✼✳✶✷❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✸✳✶✾❡✲✹ ✶✳✶✷❡✲✹
✶✺ ✶✺ ✼✳✺✻❡✲✺ ✺✳✸✻❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✶✳✺✹❡✲✹ ✷✳✻✼❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✸✳✺✷❡✲✺ ✷✳✼✻❡✲✺

✭❜✮ ❙❊❘✭✷✮

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✼✳✷✻❡✲✸ ✺✳✺✽❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✵✵❡✲✸ ✶✳✶✸❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✺✳✺✵❡✲✹ ✹✳✹✸❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✷✳✵✽❡✲✹ ✸✳✷✼❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✶✳✸✼❡✲✺ ✻✳✽✼❡✲✻

✭❝✮ ❙❊❘✭✸✮

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✽✳✻✼❡✲✸ ✻✳✺✽❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✺✳✵✼❡✲✸ ✸✳✸✺❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✷✳✼✽❡✲✹ ✷✳✸✵❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✷✳✻✼❡✲✹ ✹✳✸✺❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✺✳✻✷❡✲✻ ✷✳✺✻❡✲✻

✭❞✮ ❙❊❘✭✹✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❙❊❘ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ✲ ❘❛♥❞♦♠

❚❛❜❧❡ ✷✳✼ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ✉s✐♥❣ ❛ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼❛ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s ✷✳✼❜✱ ✷✳✼❝ ❛♥❞ ✷✳✼❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷✳✻✱ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙❊❘ ❧❡✈❡❧s✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✶✳✵✹❡✲✷ ✽✳✵✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✸✾❡✲✸ ✶✳✽✻❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✷✳✸✽❡✲✹ ✷✳✵✵❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✸✳✵✸❡✲✺ ✶✳✻✺❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✸✳✹✷❡✲✺ ✷✳✹✺❡✲✺

✭❛✮ ❙❊❘✭✶✮

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✾✳✶✼❡✲✸ ✻✳✾✾❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✽✾❡✲✹ ✷✳✵✼❡✲✹
✶✺ ✶✺ ✹✳✶✷❡✲✺ ✶✳✽✼❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✶✳✹✹❡✲✺ ✼✳✻✶❡✲✻
✷✺ ✷✺ ✷✳✼✷❡✲✺ ✷✳✷✵❡✲✺

✭❜✮ ❙❊❘✭✷✮

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✼✳✾✸❡✲✸ ✻✳✵✶❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✷✳✾✾❡✲✹ ✶✳✽✵❡✲✹
✶✺ ✶✺ ✶✳✼✺❡✲✹ ✶✳✸✺❡✲✹
✷✵ ✷✵ ✶✳✻✾❡✲✺ ✻✳✵✷❡✲✻
✷✺ ✷✺ ✼✳✽✻❡✲✻ ✺✳✸✼❡✲✻

✭❝✮ ❙❊❘✭✸✮

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N)

✺ ✺ ✽✳✹✻❡✲✸ ✻✳✸✻❡✲✸
✶✵ ✶✵ ✹✳✸✹❡✲✹ ✷✳✷✹❡✲✹
✶✺ ✶✺ ✻✳✷✽❡✲✺ ✺✳✵✺❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✶✳✼✻❡✲✺ ✶✳✶✼❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✶✳✾✷❡✲✺ ✶✳✺✶❡✲✺

✭❞✮ ❙❊❘✭✹✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✕ ❙❊❘ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ✲ ❘❇ ●r❡❡❞②

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❛❜❧❡s ✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✼ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
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❙❊❘✭✶✮ ❙❊❘✭✷✮

❙❊❘✭✸✮ ❙❊❘✭✹✮

❙t❛♥❞❛r❞

✭❜✮ ❘❇ ●r❡❡❞②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❙❊❘ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ✲ ❊■▼ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ♣❧♦ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳
❲❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♥♦t✐❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧s r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❊■▼ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥ ✉s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✭❙❊❘✮ ♠❡t❤♦❞✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② N + 1 ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✈❡s✱ ✇❤❡r❡ N ✐s
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr❛✐♥s❡t✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❞r❛✇✐♥❣ ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬●r❡♣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡ P❉❊s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧s♦ s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞
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♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧②
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s♥✬t ♣r♦✈✐❞❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛✲
s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r s❡r✈❡s t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ●r❡❡❞②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❇✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✶ t❤❛t ✐t ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘✭l✮ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❙❊❘✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥ts r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❋❊ ♠♦❞❡❧

❆❧t❤♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts st✉❞② ❛r❡ ♠❛♥②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥ ✐s
♥♦t ♦♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♦t❤❡rs ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❝✉rr❡♥t s✉♣♣❧② ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❦❆✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉❝❡s ❏♦✉❧❡ ❧♦ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❤❡❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♠❛❣♥❡t
❞❡s✐❣♥ st✉❞② ❛s❦s ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❏♦✉❧❡ ❧♦ss❡s t❡r♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❆❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡s❡ str❡ss❡s ❢♦r♠ ❛ s✉♣♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ❞❡s✐❣♥✳

▼♦st ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✉s❡ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛❣♥❡ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ✷❉ ❛①✐s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ♣♦❧②❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❛t ▲◆❈▼■ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛❣♥❡ts ❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧② r❡❧② ♦♥
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚✇♦ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡①t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss❡s ❝♦♠✐♥❣ ❜♦t❤
❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✹✺
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✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥s ❛r❡
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷ ▼❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✸ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✹ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧

✸✳✶✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s

❊❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧
▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❉✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❋❛r❛❞❛② ✐♥ ✶✽✸✶✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❋❛r❛❞❛② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳

✭✸✳✶✮ ∇∧ E = −
∂B

∂t

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤✐s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇

✭✸✳✷✮ j = σE

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② ❝❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

▼❛①✇❡❧❧✲❋❛r❛❞❛② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✐s ♥✉❧❧✳ ❙✐♥❝❡ ✐ts r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐s ③❡r♦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ E

❝❛♥ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

✭✸✳✸✮ ∇∧ E = 0 ⇒ ∃V | E = −∇V

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛s t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✢✉① j.n t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ st❡❛❞② ❝❛s❡✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s ❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j✳

❚❤❡ st❡❛❞② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡♥ r❡❛❞s

✭✸✳✹✮ ∇ · (−σ∇V ) = 0
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❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
❚❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡

❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ δU ♦✈❡r t✐♠❡ r❡❛❞s ❛s t❤❡ s✉♠
♦❢ ❤❡❛t δQ ❛♥❞ ✇♦r❦ δW ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ δW ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♦♥❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❤❡❛t ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s②st❡♠

✭✸✳✺✮ δU = δQ = CpρQ
∂T

∂t

✇❤❡r❡ Cp ❛♥❞ ρQ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳

❚❤❡ ❤❡❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥ δQ r❡❛❞s ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❞❡♥s✐t② jQ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❤❡❛t
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡ ✉♥✐t ❛s jQ · n✱ ✇✐t❤ n t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧✳ ❊✈❡♥t✉❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡s
♦❢ ❤❡❛t P ✭❛s ❏♦✉❧❡ ❡✛❡❝t✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ t♦ δQ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s

✭✸✳✻✮ δQ = ∇ · jQ + P

❚❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❞❡♥s✐t② jQ ✐s ♣r♦♣❡r t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦✉r✐❡r✬s ❧❛✇ ❞❡✜♥❡s ✐t ❢r♦♠ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣✐✈✐♥❣ jQ = k∇T ✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✮

✭✸✳✼✮ −∇ · (k∇T ) + CpρQ
∂T

∂t
= P

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❤❡❛t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❏♦✉❧❡ ❡✛❡❝t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢
❏♦✉❧❡✬s ❧❛✇ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ P ❛s P = j · E✱ ✇❤❡r❡ j ❛♥❞ E ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❋r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✮✱ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ t❡r♠ r❡❛❞s

✭✸✳✽✮ P = σ∇V · ∇V

❚❤❡ st❡❛❞② ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡t st✉❞② t❤❡♥ r❡❛❞s

✭✸✳✾✮ −∇ · (k∇T ) = σ∇V · ∇V

▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮ ✐♥✈♦❧✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

✭r❡s♣✳ t❤❡r♠❛❧✮ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s σ ✭r❡s♣✳ k✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦♣❡r t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
▼❡t❛❧s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ❤✐❣❤❡r ❤❛✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s ♠♦❜✐❧✐t②
✐s ❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❋♦r
♠❡t❛❧s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ❤✐❣❤❡r ❛s ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s r❡s✐st✐✈✐t②
ρ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✶✵✮ ρ(T ) = ρ0(1 + α(T − T0))
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✇✐t❤ ρ0 t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0✱ ❛♥❞ α t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ σ0 t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0

✭✸✳✶✶✮ σ(T ) =
σ0

1 + α(T − T0)

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ t♦ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐ts t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❲✐❡❞❡♠❛♥♥✕❋r❛♥③ ❧❛✇ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

✭✸✳✶✷✮ k(T ) = σ(T )LT

✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♠❛t❡r✐❛❧✳

❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✭✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ VD ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t Vin✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ V = VD

♦♥ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t Vout✳

✭✸✳✶✸✮
V = 0 ♦♥ Vin

V = VD ♦♥ Vout

❚❤❡ ❛✐r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❛t❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
✐♥s✉❧❛t✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✢✉① j ·n ❛❝❝r♦ss t❤❡ ❜♦r❞❡rs ✐s ♥✉❧❧✳ ❋r♦♠
✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✮ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✸✳✶✹✮ − σ(T )∇V · n = 0 ♦♥ ∂Ω\(Vin ∪ Vout)

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉① jQ · n ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦♥
③❡r♦ ♦♥❧② ❛❝❝r♦ss t❤❡ ❝♦♦❧❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❞❡♥♦t❡❞ ∂Ωcooled✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❛t❡r ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❤❡❛t tr❛♥❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t h✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉①
♦♥ ❝♦♦❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛s jQ · n = h(T − Tw)✳ ❚❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k(T )✱ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r Dh ❛♥❞ t❤❡ ◆✉ss❡❧t ♥✉♠❜❡r Nu

❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❬❈♦❧❜✉r♥✱ ✶✾✸✸❪✳

✭✸✳✶✺✮ h =
k(T )Nu

Dh

❚❤❡ ◆✉ss❡❧t ◆✉♠❜❡r Nu ✐s ♣r♦♣❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② st❛♥✲
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❞❛r❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✢♦✇s ✐♥ ❛♥♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝②❧✐♥❞❡rs
❛s ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ❝♦♦❧✐♥❣✱ t❤❡ ❈♦❧❜✉r♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤✉s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ❘♦❜✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✬s ❧❛✇s
t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉① ♦♥ t❤❡ ❝♦♦❧❡❞ r❡❣✐♦♥s

✭✸✳✶✻✮ − k(T )∇T · n = h(T − Tw) ♦♥ ∂Ωcooled

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✉♥❝♦♦❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉❧❧ t❤❡r✲
♠❛❧ ✢✉① ❛❝❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✸✳✶✼✮ − k(T )∇T · n = 0 ♦♥ ∂Ω\∂Ωcooled

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛s ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✸✳✶✽✮





−∇ · (σ(T )∇V ) = 0 ✐♥ Ω
−∇ · (k(T )∇T ) = σ(T )∇V · ∇V ✐♥ Ω
V = 0 ♦♥ Vin

V = VD ♦♥ Vout

−σ(T )∇V · n = 0 ♦♥ ∂Ω\(Vin ∪ Vout)
−k(T )∇T · n = 0 ♦♥ ∂Ω\∂Ωcooled

−k(T )∇T · n = h(T − Tw) ♦♥ ∂Ωcooled

✸✳✶✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✽✮ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✜♥❞✐♥❣ (V, T ) ∈ XV ×XT s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✶✾✮
aV (V, φV ) = fV (φV ) ∀ φV ∈ XV

aT (T, φT ) = fT (φT ) ∀ φT ∈ XT

✇✐t❤ φV ✭r❡s♣✳ φT ✮ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✭r❡s♣✳ ✇✐t❤
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉❡ T ✮✱ ❛♥❞ XV ✭r❡s♣✳ XT ✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❋r♦♠ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ V ∈ XV ⊂ H1(Ω) s✉❝❤ t❤❛t
∀ φV ∈ XφV

⊂ H1(Ω)

✭✸✳✷✵✮
∫

Ω

σ(T )∇V · ∇φV −

∫

∂Ω

σ(T )(∇V · n)φV = 0

■♠♣♦s❡❞ ✐♥ str♦♥❣ ❢♦r♠✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✸✮ ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ XV ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠ ♦❢ ✭✸✳✷✵✮ ✈❛♥✐s❤❡s ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ♦♥ ∂Ω✳ ❇② t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ ✇✐t❤ str♦♥❣
❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ V ∈ XV = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 ♦♥ Vin, |
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v = VD ♦♥ Vout} s✉❝❤ t❤❛t ∀ φV ∈ XφV
= {v ∈ H1(Ω) | v = 0 ♦♥ Vin ∪ Vout}

✭✸✳✷✶✮
∫

Ω

σ(T )∇V · ∇φV = 0

❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇❡❛❦❧② ✐♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ◆✐ts❝❤❡✬s ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❛❞❞✐♥❣ s②♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡r♠s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✭✸✳✷✵✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ V ∈ XV = H1(Ω) s✉❝❤ t❤❛t ∀ φV ∈ XV

∫

Ω

σ(T )∇V · ∇φV −

∫

Vin∪Vout

σ(T )(∇V · n)φV −

∫

Vin∪Vout

σ(T )(∇φV · n)V +

∫

Vin∪Vout

γ

h
σ(T )V φV

=−

∫

Vout

σ(T )(∇φV · n)VD

︸ ︷︷ ︸
symetrization

+

∫

Vout

γ

h
σ(T )VDφV

︸ ︷︷ ︸
penalisation

✭✸✳✷✷✮

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❋r♦♠ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ T ∈ XT ⊂ H1(Ω) s✉❝❤ t❤❛t ∀ φT ∈ XT

✭✸✳✷✸✮
∫

Ω

k(T )∇T · ∇φT −

∫

∂Ω

k(T )(∇T · n)φT =

∫

Ω

σ(T )∇V · ∇V φT

❈♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ XT ✐s s✐♠♣❧② H1(Ω)✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ V ∈ XT =
H1(Ω) s✉❝❤ t❤❛t ∀ φT ∈ XT

✭✸✳✷✹✮
∫

Ω

k(T )∇T · ∇φT +

∫

∂Ωcooled

hTφT =

∫

Ω

σ(T )∇V · ∇V +

∫

∂Ωcooled

hTwφT

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s σ ❛♥❞ k ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❊✐t❤❡r P✐❝❛r❞ ♦r ◆❡✇t♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

P✐❝❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ❚❤❡ P✐❝❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss X0 = (V 0, T 0) ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Xn+1 = (V n+1, T n+1) ❢r♦♠ Xn =
(V n, T n) s♦❧✈✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t❡❧② ✭✸✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✸✮ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆ = Xn+1 − Xn ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ∆ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡✳

◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ X = (V, T ) ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✭✸✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ R ✭✸✳✷✺✮

✭✸✳✷✺✮ R :

(
V

T

)
7−→

(
R1(V, T )
R2(V, T )

)
=

(
aV (V, φV )− fV (φV )
aT (T, φT )− fT (φT )

)

✇❤❡r❡ R1 ❛♥❞ R2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✸✮
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❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ ✭✸✳✷✺✮ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐❝✐❛❧ s②st❡♠

JR(X
n) ∗ (Xn+1 −Xn) = −R(Xn)

✇❤❡r❡ Xn = (V n, T n) ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ nth ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ JR t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ R ❣✐✈❡♥
❜② ✭✸✳✷✺✮✳

✭✸✳✷✻✮ JR =




∂R1

∂V

∂R1

∂T

∂R2

∂V

∂R2

∂T




✸✳✶✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

▲❡t uex ❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦r ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ u ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❡❛❞s

✭✸✳✷✼✮ e = uex − u

❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❛t ✐s

✭✸✳✷✽✮ ‖ e ‖L26 chk+1 ❛♥❞ ‖ e ‖H16 chk

✇✐t❤ h t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ k t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ c ❛ ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ❝❤❡❝❦s t❤❛t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭✸✳✷✽✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
♣❧♦tt✐♥❣ ‖ e ‖L2 ❛♥❞ ‖ e ‖H1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ h✳ ■♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✱ ✭✸✳✷✽✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❧♦♣❡ k + 1 ✭r❡s♣✳ k✮ ❢♦r ‖ e ‖L2 ✭r❡s♣✳ ‖ e ‖H1✮✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡rr♦r ♥♦r♠ ‖ e ‖ ✭✸✳✷✼✮ ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ uex✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✕ t❤❛t
✐s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✕ ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐✲
♠❛t❡ ‖ e ‖✳

■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❩❤✉ ✐♥ ❬❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❩❤✉✱ ✶✾✾✷❪✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡✲
❝♦✈❡r② ❜❛s❡❞ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ❛♣♣❧② ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r e∇ = ∇e ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡rr♦r
❡st✐♠❛t♦r e⋆∇ ✭✸✳✷✾✮ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇uex ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
r❡❝♦✈❡r② ♦♣❡r❛t♦r Rh(∇u) ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ∇u ❢r♦♠ ✐ts ♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

✭✸✳✷✾✮ e∇ ≈ e⋆∇ = Rh(∇u)−∇u

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
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❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤
P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳

▲✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✲ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡s✲
t❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❢r❛♠❡ ❢r♦♠ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛①✲
✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t t✉r♥ tr❛✈❡rs❡❞ ❜② ❛
❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧② ✇❛t❡r ❝♦♦❧❡❞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❤♦❧❡s✳ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳

σ0 k0 L α h Tw VD

4.8× 107 377 2.47−8 3.35−3 6× 104 303 0.25

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❚❤❡r♠♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✲ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

Vin

Vout

∂Ωcooled

✭❛✮ ●❡♦♠❡tr② ✭❜✮ P♦t❡♥t✐❛❧ ✭❝✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✸✵✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✽✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✭r❡s♣✳ t❤❡r♠❛❧✮ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ ✭r❡s♣✳ k✮ ❞♦❡s♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✭✸✳✸✵✮





−∇ · (∇V ) = 0 ✐♥ Ω

−∇ · (∇T ) =
σ

k
∇V · ∇V ✐♥ Ω

V = 0 ♦♥ Vin

V = VD ♦♥ Vout

−σ0∇V · n = 0 ♦♥ ∂Ω\(Vin ∪ Vout)
−k0∇T · n = 0 ♦♥ ∂Ω\∂Ωcooled

−k0∇T · n = h(T − Tw) ♦♥ ∂Ωcooled

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ Vin ✭θ = 0✮ t♦ Vout ✭θ = π
2
✮ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❉✐r✐❝❤❧❡t

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡s t❤❛t Vana ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ θ✳ ❋r♦♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t
♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t Vana r❡❛❞s ❛s ❛ ✜rst
♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✭✸✳✸✶✮ Vana(θ) = AV θ +BV
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❚❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ Vin ❛♥❞ Vout s❛t✐s✜❡❞ ❜② Vana ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ AV ❛♥❞ BV ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Vana t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s

✭✸✳✸✷✮ Vana =
2VDθ

π
, −∇ · (∇Tana) =

σ0

k0

4V 2
D

r2π2
✐♥ Ω

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ③❡r♦ ✢✉① ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tana ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ r✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ Tana ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r log(r) ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✭✸✳✸✸✮ Tana = AT log(r)
2 +BT log(r) + CT

✇✐t❤ AT ✱ BT ❛♥❞ CT ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤♦s❡ ❝♦♥st❛♥ts t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✸✮ ✇❤❡r❡ re ✭r❡s♣✳ ri✮ ♥❛♠❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✭r❡s♣✳
✐♥t❡r♥❛❧✮ r❛❞✐✉s

✭✸✳✸✹✮
AT = −

2σ0V
2
D

π2k0
BT =

−AT (Bi +Be)

Br

;

CT =
1

2hreri
[(Bi − Be)AT + (k0(re − ri)− hrerilog(reri))BT ] + Tw

✇❤❡r❡

Bi = 2k0relog(ri)− hrerilog(ri)
2 ❛♥❞ Be = 2k0rilog(re) + hrerilog(re)

2

Br = k0(ri + re) + hrerilog(
re

ri
)

❋✐❣✉r❡s ✸✳✸ t♦ ✸✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤✐s
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ♣❧♦t t❤❡ L2 ❛♥❞ H1 ♥♦r♠s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❚❤❡② ❞✐s♣❧❛② ❜♦t❤ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs
❢♦r t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦r❞❡rs✱ ✇❤❡r❡ P1 r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ✇❤✐❧❡ P2 r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

10−2 10−1
10−9

10−7

10−5

10−3

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−

V
a
n
a
‖ L

2

P✶ ✿ 2 P✶ ❡st ✿ 2.02

P✷ ✿ 2.87 P✷ ❡st ✿ 3.01

10−2 10−1
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−

V
a
n
a
‖ H

1

P✶ ✿ 0.99 P✶ ❡st✿ 1.01

P✷ ✿ 1.94 P✷ ❡st✿ 2.01

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✲ ✷❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②
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10−2 10−1

10−4

10−2

100

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ L

2

P✶ ✿ 1.96 P✶ ❡st ✿ 1.99

P✷ ✿ 2.96 P✷ ❡st ✿ 2.94

10−2 10−1

10−1

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ H

1

P✶ ✿ 0.98 P✶ ③③ ✿ 0.97

P✷ ✿ 1.98 P✷ ③③ ✿ 1.94

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▲✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✲ ✷❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

10−1.2 10−1 10−0.8

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−

V
a
n
a
‖ L

2

P✶ ✿ 1.96 P✶ ❡st ✿ 1.95

P✷ ✿ 2.86 P✷ ❡st ✿ 2.85

10−1.2 10−1 10−0.8

10−4

10−3

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−

V
a
n
a
‖ H

1

P✶ ✿ 0.98 P✶ ❡st✿ 0.98

P✷ ✿ 1.88 P✷ ❡st✿ 1.88

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▲✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✲ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

10−1.2 10−1 10−0.8

10−2

10−1

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ L

2

P✶ ✿ 1.82 P✶ ❡st ✿ 1.84

P✷ ✿ 2.87 P✷ ❡st ✿ 2.83

10−1.2 10−1 10−0.8

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ H

1

P✶ ✿ 0.91 P✶ ③③ ✿ 0.86

P✷ ✿ 1.87 P✷ ③③ ✿ 1.85

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▲✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✲ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②
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◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✲ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (Vana, Tana) ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❡rr♦rs ❡st✐♠❛t♦rs
✇❤♦s❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞②✱ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✷❉ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐ts t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s
♥❛♠❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡② ❝♦♥✜r♠ ❛s ✇❡❧❧ ✐ts ✈❛❧✐❞✐t② ❛t ❤✐❣❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡rs✳

10−2 10−1

10−8

10−6

10−4

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−

V
a
n
a
‖ L

2

P✶ P✐❝❛r❞✿ 2.02 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 2

P✷ P✐❝❛r❞✿ 3.16 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 3.04

10−2 10−1

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−
V
a
n
a
‖ H

1

P✶ P✐❝❛r❞✿ 1.01 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 1.01

P✷ P✐❝❛r❞✿ 2.14 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 2.04

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✲ ✷❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

10−2 10−1

10−3

10−2

10−1

100

101

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ L

2

P✶ P✐❝❛r❞✿ 1.99 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 1.94

P✷ P✐❝❛r❞✿ 3.02 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 2.99

10−2 10−1

10−1

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−
T
a
n
a
‖ H

1

P✶ P✐❝❛r❞✿ 0.98 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 0.94

P✷ P✐❝❛r❞✿ 2 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✲ ✷❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②
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10−1.2 10−1 10−0.8

10−5

10−4

10−3

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−
V
a
n
a
‖ L

2

P✶ P✐❝❛r❞✿ 1.93 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 1.93

P✷ P✐❝❛r❞✿ 2.78 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 2.79

10−1.2 10−1 10−0.8

10−4

10−3

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖V
−

V
a
n
a
‖ H

1

P✶ P✐❝❛r❞✿ 0.97 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 0.97

P✷ P✐❝❛r❞✿ 1.81 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 1.81

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✲ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

10−1.2 10−1 10−0.8

10−1

100

101

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ L

2

P✶ P✐❝❛r❞✿ 1.8 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 1.8

P✷ P✐❝❛r❞✿ 2.75 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 2.75

10−1.2 10−1 10−0.8

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖T
−

T
a
n
a
‖ H

1

P✶ P✐❝❛r❞✿ 0.82 P✶ ◆❡✇t♦♥✿ 0.82

P✷ P✐❝❛r❞✿ 1.79 P✷ ◆❡✇t♦♥✿ 1.79

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✲ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

✸✳✷ ▼❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧

✸✳✷✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ q✉❛♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✢♦✇ ✐♥t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❘❡❧❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❊st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✽✷✸✱ ❆♠♣èr❡✬s ❧❛✇ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t
s♦✉r❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡ C ❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡✳ ❊①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♥t❡♥s✐t② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ S s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡ C✳

✭✸✳✸✺✮
∮

C

H = I =

∫

S

j · n

✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ S✳



✸✳✷✳ ▼❆●◆❊❚❖❙❚❆❚■❈ ▼❖❉❊▲ ✺✼

■♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❖♠❤✬s ❧❛✇ ✭✸✳✷✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ❛s t❤❡ ♣r♦❞✲
✉❝t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❉❡r✐✈✐♥❣
❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠✐♥❣ ✐♥t♦ ✭✸✳✷✮ r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✹✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s
♥❛t✉r❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♦♥❡ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ❞❡✜♥❡❞
❛s

✭✸✳✸✻✮ j = −σ(T )∇V

❋r♦♠ ✭✸✳✸✻✮✱ ❆♠♣èr❡✬s ❧❛✇ ✭✸✳✸✺✮ r❡❛❞s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ❛s

✭✸✳✸✼✮ ∇×H = −σ(T )∇V

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉rr❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆♠♣èr❡✬s ❧❛✇ ✭✸✳✸✺✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❇✉t ❛s ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜②
t❤✐s t❡r♠✳

▼♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐s♠✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ✭✸✳✸✼✮ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
❧❛✇

✭✸✳✸✽✮ B = µH

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐r♦♥ ♦r st❡❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡ts ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦②s ✇❤♦s❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µ r❡❧❛t✐♥❣ B t♦ H ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µ0 = 4π × 10−7T.m.A−1✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✐s ♦❢t❡♥
❛❜✉s✐✈❡❧② r❡❢❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❆s ♣❛rt ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ●❛✉ss ❧❛✇ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ❛s
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ✿

✭✸✳✸✾✮ ∇ ·B = 0 ⇒ ∃A | B = ∇×A

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❆♠♣èr❡✬s ❧❛✇ ✭✸✳✸✺✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✭✸✳✸✽✮ r❡❧❛t✐♥❣ H t♦ B✱ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A t❤❡♥ r❡❛❞s

✭✸✳✹✵✮ ∇×

(
1

µ
∇×A

)
= j

❲❡ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❉❡✲❘❤❛♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✶✶✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ t❤✉s ♣❧❛❝❡s j
✐♥ Hdiv s♣❛❝❡✱ A ✐♥ Hcurl s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✸✼✮ ❛♥❞ B ✐♥ Hdiv ❛s t❤❡ ❝✉r❧ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
Hcurl✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ A s♦❧✈✐♥❣ ✭✸✳✹✵✮ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❤❛✈❡
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t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Hcurl ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❉❡✜♥❡❞ t♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❛r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❚❤❡✐r ✉s❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❧❧♦✇s
t♦ ✐♠♣♦s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❆♠♣èr❡✬s ❧❛✇
✭✸✳✸✺✮✱ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ B ❛❝❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t✇♦ ♠❡❞✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t
B ✐s ❛♥ Hdiv ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ✭✸✳✸✾✮ t❤❡♥ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ A ♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

❚❤❡ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✵✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥
✐♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ B ✐s ③❡r♦ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ s✉♣♣♦s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥
✐♠♣♦s❡s Ω t♦ ❜❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t♦r ♣❧✉s ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳ ■♥ ✸❉✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✹✶✮ A× n = 0 ♦♥ ∂Ω

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉r❧ ♦❢ ❛♥② ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✵✮ ❞♦❡s♥✬t ❛❞♠✐t ❛ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ A ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✹✵✮✱ ❛♥② Ā = A+∇φ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ A
✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ s❛t✐s✜❡s ✭✸✳✹✵✮ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞ ∇φ
❞♦❡s♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① B ✐♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
A ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈✐♥❣✳

❆s ❛ ✜rst ♦♣t✐♦♥ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✸✳✹✵✮ ❛s ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲❜❛s❡❞ ❢✉❧❧ ▼❛①✇❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❇❡❜❡♥❞♦r❢ ❛♥❞ ❖str♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✾❪ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ∇ ·A✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉✉♠✐tr✉✱ ✷✵✶✸❪✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝✉r❧✲❝✉r❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ✭✸✳✹✵✮✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ tr❡❡✲❝♦tr❡❡ ❣❛✉❣✐♥❣ ❬❇✐r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡sts ♦♥ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ F ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ f(t) ❛s

✭✸✳✹✷✮ F [f(t)](ω) : f(t) −→ F [f(t)](ω) =

∫ +∞

−∞

f(t)e−iwtdt

❆s ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✱ t❤❡ ✉♥❣❛✉❣❡❞ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✵✮ r❡❛❞✐♥❣ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐❝ ▼❛①✇❡❧❧✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ③❡r♦ ❞♦❡s♥✬t ❛❞♠✐t ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❥♦②s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❢✉❧❧ ▼❛①✇❡❧❧
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♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ω 6= 0✳ ❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❋❛r❛❞❛② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❡①♣r❡ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✹✸✮ E = −
∂A

∂t

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❆♠♣èr❡✬s
❧❛✇ ✭✸✳✸✺✮ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

✭✸✳✹✹✮ ∇×

(
1

µ
∇×A

)
= j+ σE+ ǫ

∂E

∂t

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✸✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ♣r♦❜❧❡♠

✭✸✳✹✺✮ ∇×

(
1

µ
∇×A

)
+ ǫ

∂2A

∂t2
+ σ

∂A

∂t
= j

♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭✸✳✹✷✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✹✻✮ ∇×

(
1

µ
∇×A

)
+ (σiω − ǫω2)A = j

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s t♦ ♠✐♠✐❝❦ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ (σiω − ǫω2)A ♦❢
✭✸✳✹✻✮ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ t❡r♠ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✹✼✮ ∇×

(
1

µ
∇×Aǫ

)
+ ǫAǫ = j

✇✐t❤ Aǫ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
A ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✵✮ ✇❤❡♥ ǫ −→ 0✳

❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛✉❣❡
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✹✵✮ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦
A✳ ❚❤✐s ❡①tr❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r p ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r
✉♥❦♥♦✇♥ ♦❢ ✭✸✳✹✵✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞
❧❡❛❞✐♥❣ t♦

∇×

(
1

µ
∇×A

)
+∇p = j ♦♥ Ω✭✸✳✹✽✮

∇ ·A = 0

✇✐t❤ A× n = 0 ❛♥❞ p = 0 ♦♥ ∂Ω✳

✸✳✷✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ Aǫ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ A ✇❤❡♥ ǫ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ φAǫ

∈ X ⊂
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Hcurl(Ω) t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✹✼✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✜♥❞✐♥❣ Aǫ ∈ X ⊂ Hcurl(Ω) s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✹✾✮

∫

Ω

1

µ
(∇×Aǫ) · (∇× φAǫ

) +

∫

∂Ω

1

µ
(∇×Aǫ) · (φAǫ

× n)

+

∫

Ω

ǫAǫ · φAǫ
=

∫

Ω

j · φAǫ
∀φAǫ

∈ X

❆s ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥
t❤❡✐r str♦♥❣ ♦r ✇❡❛❦ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡✐r str♦♥❣ ❢♦r♠✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ X =
H0,curl(Ω) = {v ∈ Hcurl(Ω) | v × n = 0 ♦♥ ∂Ω}✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ X ❛❧❧♦✇s t♦ ✈❛♥✐s❤ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠ ♦❢ ✭✸✳✹✾✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ Aǫ ∈ H0,curl(Ω)
s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✺✵✮
∫

Ω

1

µ
(∇×Aǫ) · (∇× φAǫ

) +

∫

Ω

ǫAǫ · φAǫ
=

∫

Ω

j · φAǫ
∀φAǫ

∈ H0,curl(Ω)

■♥ t❤❡✐r ✇❡❛❦ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤r♦✉❣❤ ◆✐ts❝❤❡✬s
♠❡t❤♦❞ ❛❞❞✐♥❣ s②♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡r♠s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ X = Hcurl(Ω)✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ h t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ γ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❡ ✇❡❛❦
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ Aǫ ∈ H0,curl(Ω) s✉❝❤ t❤❛t
✭✸✳✺✶✮
∫

Ω

1

µ
(∇×Aǫ) · (∇× φAǫ

) +

∫

∂Ω

1

µ
(∇×Aǫ) · (φAǫ

× n) +

∫

Ω

ǫAǫ · φAǫ

+

∫

∂Ω

1

µ
(∇× φAǫ

) · (Aǫ × n)

︸ ︷︷ ︸
symetrization

+

∫

∂Ω

γ

hµ
(φAǫ

× n) · (Aǫ × n)

︸ ︷︷ ︸
penalisation

=

∫

Ω

j · φAǫ
∀φAǫ

∈ Hcurl(Ω)

❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ A✱ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✽✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (A, p) ∈ X ⊂ (Hcurl(Ω), H1(Ω)) s✉❝❤ t❤❛t

∫

Ω

1

µ
(∇×A) · (∇× φA) +

∫

∂Ω

1

µ
(∇×A) · (φA × n) +

∫

Ω

∇p · φA =

∫

Ω

j · φA✭✸✳✺✷✮
∫

∂Ω

(A · n)φp −

∫

Ω

A · ∇φp = 0 ∀(φA, φp) ∈ X✭✸✳✺✸✮

✇❤❡r❡ φA ✭r❡s♣✳ φp✮ ❛r❡ t❤❡ t❡sts ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ A ✭r❡s♣✳ p✮✳

■❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ (A, p) ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ str♦♥❣ ❢♦r♠✱ t❤❡② ❛r❡
✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ X ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛s X = (V,Q) = (H0,curl(Ω), H

1
0 (Ω))✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠ ♦❢ ✭✸✳✺✷✮ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ s✐♥❝❡ φA ∈ H0,curl(Ω)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✭✸✳✺✸✮
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✈❛♥✐s❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ φp ∈ H1
0 (Ω)✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♥ r❡❛❞s ✿

❋✐♥❞ (A, p) ∈ (H0,curl(Ω), H
1
0 (Ω)) s✉❝❤ t❤❛t

∫

Ω

1

µ
(∇×A) · (∇× φA) +

∫

Ω

∇p · φA =

∫

Ω

j · φA ∀φA ∈ H0,curl(Ω)✭✸✳✺✹✮
∫

Ω

A · ∇φp = 0 ∀φp ∈ H1
0 (Ω)✭✸✳✺✺✮

❆s ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ◆✐ts❝❤❡✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s
A ❛♥❞ p ✇✐t❤ X = (V,Q) = (Hcurl(Ω), H1(Ω))✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✜♥❞✐♥❣ (A, p) ∈ (Hcurl(Ω), H1(Ω)) s✉❝❤ t❤❛t
✭✸✳✺✻✮
∫

Ω

1

µ
(∇×A) · (∇× φA) +

∫

∂Ω

1

µ
(∇×A) · (φA × n) +

∫

Ω

∇p · φA

+

∫

∂Ω

1

µ
(∇× φA) · (A× n)

︸ ︷︷ ︸
symetrization

+

∫

∂Ω

γ

hµ
(A× n) · (φA × n)

︸ ︷︷ ︸
penalisation

=

∫

Ω

j · φA ∀φA ∈ H0,curl(Ω)

∫

∂Ω

(A · n)φp −

∫

Ω

A · ∇φp +

∫

∂Ω

γ

h
pφp = 0 ∀φp ∈ H1

0 (Ω)

✸✳✷✳✸ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥✐♥❣

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✸✳✹✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✽✮ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❢♦r♠ Kx =
b✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① K ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ A ∈ Hcurl ❢r♦♠ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t✲
t❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●r❡✐❢ ❛♥❞ ❙❝❤öt③❛✉✱ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❬❍✐♣t♠❛✐r ❛♥❞ ❳✉✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❋❡❡❧✰✰✱ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♦✉r ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✸✳✹✾✮ ✇❤♦s❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Aǫ,h ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ Aǫ,h ∈ Xh ⊂ X ✕ ✇✐t❤ X ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t ✕ s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✺✼✮ aǫ(Aǫ,h,φAǫ,h
) = fǫ(φAǫ,h

) ∀φAǫ,h
∈ Xh



✻✷❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍❘❊❊✲❉■▼❊◆❙■❖◆❆▲ ◆❖◆✲▲■◆❊❆❘▼❯▲❚■✲P❍❨❙■❈❙ ❋❊▼❖❉❊▲

✇❤❡r❡ aǫ ✭r❡s♣✳ fǫ✮ ❛r❡ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✭r❡s♣✳ ❧✐♥❡❛r✮ ❢♦r♠s ❞❡✜♥❡s ❢r♦♠ ✭✸✳✺✵✮ ❛s

aǫ(Aǫ,h,φAǫ,h
) =

∫

Ω

1

µ
(∇×Aǫ,h) · (∇× φAǫ,h

) +

∫

Ω

ǫAǫ,h · φAǫ,h
✭✸✳✺✽✮

fǫ(φAǫ,h
) =

∫

Ω

j · φAǫ,h
✭✸✳✺✾✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ aǫ ❛♥❞ fǫ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❞❞✐♥❣
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ❢r♦♠ ✭✸✳✺✶✮✳

▲❡t✬s ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ {ψi}
Ncurl

i=1 t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ Xh ⊂
Hcurl ♦❢ s✐③❡ Ncurl✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t Aǫ,h ∈ Xh ♦❢ ✭✸✳✺✼✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s aǫi ✱ 1 6 i 6 Ncurl✳

✭✸✳✻✵✮ Aǫ,h =

Ncurl∑

i=1

aǫiψi

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ✭✸✳✺✼✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Aǫ,h = (aǫ1, . . . , a
ǫ
Ncurl

) ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝✐❛❧
s②st❡♠ AǫAǫ,h = bǫ ✇✐t❤ Aǫ,i,j = aǫ(ψj,ψi) ❛♥❞ bǫ,i = fǫ(ψi) ❢♦r 1 6 i, j 6 Ncurl✳ ❚❤❡
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ✐♥ Aǫ✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✉s✐♥❣
Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥✐♥❣ ❢♦r Aǫ✳

❚❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①M ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ Aǫ✱ s❡r✈✐♥❣ ❛s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r t♦ ✭✸✳✺✼✮ ❬●r❡✐❢
❛♥❞ ❙❝❤öt③❛✉✱ ✷✵✵✼❪

✭✸✳✻✶✮ PM = Aǫ +M ✇✐t❤Mi,j =

∫

Ω

ψj ·ψi, 1 6 i, j 6 Ncurl

❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ✭✸✳✺✷✮ ❛♥❞
✭✸✳✺✸✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ (Ah, ph) t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ (Ah, ph) ∈ Xh = (Vh, Qh) ⊂ X s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✻✷✮ a((Ah, ph), (φA,h, φp,h)) = f((φA,h, φp,h)) ∀(φA,h, φp,h) ∈ Xh

✇❤❡r❡ a ✭r❡s♣✳ f✮ ❛r❡ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✭r❡s♣✳ ❧✐♥❡❛r✮ ❢♦r♠s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✭✸✳✺✹✮
❛♥❞ ✭✸✳✺✺✮ ❛s

a((Ah, ph), (φA,h, φp,h)) =

∫

Ω

1

µ
(∇×Ah) · (∇× φA,h) +

∫

Ω

∇ph · φA,h +

∫

Ω

Ah · ∇φp,h

f((φA,h, φp,h)) =

∫

Ω

j · φA,h

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ {ψi}
Ncurl

i=1 t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Vh✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ {ϕi}
N
i=1 t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s ♦❢ Qh✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s Ah ❛♥❞ ph ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r
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❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai 1 6 i 6 Ncurl ❛♥❞ pi 1 6 i 6 N ✐♥ t❤❡s❡ ❜❛s✐s ❛s

✭✸✳✻✸✮ Ah =

Ncurl∑

i=1

aiψi ❛♥❞ ph =
N∑

i=1

piϕi

❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭✸✳✻✷✮✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s (Ah, ph) = (a1, . . . , aNcurl
, p1, . . . , pN )

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝✐❛❧ s②st❡♠

✭✸✳✻✹✮

(
A BT

B 0

)(
Ah

ph

)
=

(
f

0

)

✇❤❡r❡ Ai,j =
∫
Ω
µ−1(∇×ψj) · (∇×ψi)✱ Bi,j =

∫
Ω
ψj · ∇ϕi ❛♥❞ fi =

∫
Ω
j ·ψi✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ a ❛♥❞ f ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✭✸✳✻✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ ✇❡❛❦ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✺✻✮✳

❋♦r s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ♦❢ ✭✸✳✻✹✮
❝❛♥ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r❡❝♦♥✐✲
t✐♦♥❡r PM,L ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❍✐♣t♠❛✐r ❛♥❞ ❳✉✱ ✷✵✵✼❪ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✳✻✹✮✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥
❛✉①✐❧✐❛r② s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑♦❧❡✈
❛♥❞ ❱❛ss✐❧❡✈s❦✐✱ ✷✵✵✾❪✳

❉❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✐✮ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ PM ✭✸✳✻✶✮ ❛s t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢r♦♠
t❤❡ s❝❛❧❛r ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ PM,L r❡❛❞s

✭✸✳✻✺✮ PM,L =

(
PM 0
0 L

)
=

(
A+M 0

0 L

)

✇✐t❤M t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ♦♥ Vh ❛♥❞ L ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✸✳✻✻✮ Mi,j =

∫

Ω

ψj ·ψi ❛♥❞ L =

∫

Ω

∇φj · ∇φi, 1 6 i, j 6 m

❍❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✭✸✳✻✹✮✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❡r s♦❧✈❡r ✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② PM,L

✭✸✳✻✺✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

✭✸✳✻✼✮

(
PM 0
0 L

)(
vh

qh

)
=

(
ch
0

)

✇❤❡r❡ vh = AAh + B
Tph✱ qh = BAh ❛♥❞ ch = PM,Lf ❢r♦♠ ✭✸✳✻✹✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ Lqh = 0 ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ PMvh = ch ♦❢ ✭✸✳✻✼✮ s✉✛❡rs t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ s②st❡♠✱
t❤✐s ❜❧♦❝❦ r❡q✉✐r❡s t♦ ❜❡ ✐ts❡❧❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② s♣❛❝❡
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❍✐♣t♠❛✐r ❛♥❞ ❳✉✱ ✷✵✵✼❪ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥♥❡r
s♦❧✈❡r✳ ❉❡♥♦t❡❞ ❛s PV ✱ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✻✽✮ P−1
V = diag(PM)−1 + P (L̄+ Q̄)−1P T + C(L̄−1)CT
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❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ PVwh = rh ✇❤❡r❡ wh = PMvh ❛♥❞ rh = PV ch ❢r♦♠ ✭✸✳✻✼✮✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① P ♦❢ ✭✸✳✻✽✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Πcurl
h ❢r♦♠ Q3

h t♦ Vh✱
✇❤✐❧❡ Q ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ♠❛ss ♠❛tr✐① ♦♥ Qh

✭✸✳✻✾✮ Q =

∫

Ω

φj · φi, 1 6 i, j 6 m

❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s Q̄ ❛♥❞ L̄ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ Q ✭✸✳✻✾✮ ❛♥❞ L ✭✸✳✻✻✮ ❛s

✭✸✳✼✵✮ L̄ =
1

µ
diag(L,L,L) ❛♥❞ Q̄ = diag(M,M,M)

❚❤❡ ♠❛tr✐① C ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r ♦❢ ∇ϕj ✐♥ Vh =< ψi >
N
i=1 s✉❝❤ t❤❛t

✭✸✳✼✶✮ ∇ϕj =
n∑

i=1

Ci,jψi, 1 6 j 6 m

❚❤✉s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ wh = PMvh ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❞ s②st❡♠ PVwh = rh r❡❛❞s

✭✸✳✼✷✮ wh = diag(PM)−1r+ Py + Cz ✇✐t❤ y = (L̄+ Q̄)−1P T r ❛♥❞ z = L̄−1CT r

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ wh ✭✸✳✼✷✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s

(L̄+ Q̄)y = P T r✭✸✳✼✸✮

Lz = CT r✭✸✳✼✹✮

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✸✳✼✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼✹✮ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝✉st♦♠✐③❡❞✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡t✉♣s✳

✸✳✷✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

▲❡t Aex ❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✵✮ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
µ s❡t t♦ 1✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s e = Aex − A ✭r❡s♣✳ eǫ = Aex − Aǫ✮ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ✭r❡s♣✳ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ h ❛s t❤❡
♠❡s❤ s✐③❡✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s

✭✸✳✼✺✮ ‖ e ‖L26 ch, ‖ eǫ ‖L26 ch ❛♥❞ ‖ e ‖Hcurl
6 ch, ‖ eǫ ‖Hcurl

6 ch

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ L2 ❛♥❞ Hcurl ♥♦r♠s ✇✐t❤✐♥
❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
✭✸✳✼✺✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭✸✳✷✽✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ❢♦r
Hcurl−❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❝❛♣t✐♦♥♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ▼❛♥② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ǫ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛✐♠✐♥❣
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❆s t♦ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
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❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❞ ❜❧♦❝❦s✳ ❆♥ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❧♦❝❦ s♦❧✈❡✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❯
♦r ●❆▼● ♠❡t❤♦❞s✳ ❉❡♥♦t❡❞ ❛s ❆✉①✐❧✐❛r② s♣❛❝❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❙♦❧✈❡r ✭❆▼❙✮ ❢r♦♠ ❬❋❛❧❣♦✉t
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❧❛t❡st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❡st❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❚❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω = [−1, 1] × [−1, 1] ♦♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ Aex r❡❛❞s

✭✸✳✼✻✮ Aex =

(
1− y2

1− x2

)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ♣❧♦ts t❤❡ L2 ❛♥❞ Hcurl ♥♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Aǫ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✵✮ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❯ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐✜❝ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭✸✳✼✺✮ ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ✳

10−1.5 10−1 10−0.5

10−2

10−1.5

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖A
ǫ
−

A
e
x
‖ L

2

ǫ = 10−2✿ 0.73
ǫ = 10−3✿ 0.99
ǫ = 10−4✿ 1
ǫ = 10−5✿ 1

10−1.5 10−1 10−0.5

10−2

10−1

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖A
ǫ
−

A
e
x
‖ H

c
u
r
l

ǫ = 10−2✿ 0.74
ǫ = 10−3✿ 0.99
ǫ = 10−4✿ 1
ǫ = 10−5✿ 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✲ ✷❉ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ♣❧♦ts t❤❡ L2 ❛♥❞ Hcurl ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s ❣♦♦❞
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▲❯ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r✱ t❤✐s st✉❞② ❛✐♠s t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
✭✸✳✼✺✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡rs✳
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10−1.5 10−1 10−0.5

10−2

10−1.5

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖A
−
A

e
x
‖ L

2

▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ▲❯✲▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ●❆▼●✲●❆▼● ✿ 1
❆▼❙ ✿ 1

10−1.5 10−1 10−0.5

10−2

10−1

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮
‖A
−

A
e
x
‖ H

c
u
r
l

▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ▲❯✲▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ●❆▼●✲●❆▼● ✿ 1
❆▼❙ ✿ 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✲ ✷❉ ❜❧♦❝❦ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✶✸❛ ✭r❡s♣✳ ✸✳✶✸❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ B ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭r❡s♣✳ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

10−1.5 10−1 10−0.5

10−2

10−1

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖B
−
B

e
x
‖ L

2

ǫ = 10−2✿ 0.75
ǫ = 10−3✿ 0.99
ǫ = 10−4✿ 1
ǫ = 10−5✿ 1

✭❛✮ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

10−1.5 10−1 10−0.5

10−2

10−1

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖B
−

B
e
x
‖ L

2

▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ▲❯✲▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ●❆▼●✲●❆▼● ✿ 1
❆▼❙ ✿ 1

✭❜✮ ❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① B ✲ ✷❉ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳
❆s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✷❉ ♦♥❡✱ t❤❡ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω = [−1, 1] × [−1, 1] × [−1, 1] ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ Aex ✐s



✸✳✷✳ ▼❆●◆❊❚❖❙❚❆❚■❈ ▼❖❉❊▲ ✻✼

❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✸✳✼✼✮ Aex =




(1− y2)(1− z2)
(1− x2)(1− z2)
(1− x2)(1− y2)




❆s ✐♥ ✷❉ ❝❛s❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♣❧♦ts t❤❡ L2 ❛♥❞ Hcurl ♥♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧
Aǫ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✵✮✱ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ t❡♥❞✐♥❣ t♦
③❡r♦✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭✸✳✼✺✮ ❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st
✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ✳

10−1.2 10−1 10−0.8 10−0.6

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖A
−

A
e
x
‖ L

2

ǫ = 1✿ 0.34
ǫ = 10−1✿ 1.01
ǫ = 10−2✿ 1.01
ǫ = 10−3✿ 1

10−1.2 10−1 10−0.8 10−0.6

100

101

102

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖A
−
A

e
x
‖ H

c
u
r
l

ǫ = 1✿ 0.2
ǫ = 10−1✿ 0.99
ǫ = 10−2✿ 1.01
ǫ = 10−3✿ 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✲ ✸❉ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ t❡st❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✷❉ ❝❛s❡✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s②st❡♠ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❯ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✐s ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✻❛ ❛♥❞ ✸✳✶✻❜ ❢♦r ❜♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ B ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡①✲
♣❡♥s✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ◆❡✈❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡
s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❢r❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥
❝❛r❡❢✉❧❧②✳
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10−1 10−0.5
10−1

100

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖A
−

A
e
x
‖ L

2

▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ▲❯✲▲❯ ✿ 1
❜❧♦❝❦ ●❆▼●✲●❆▼● ✿ 1
❆▼❙ ✿ 1

10−1 10−0.5

10−0.5

100

100.5

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮
‖A
−

A
e
x
‖ H

c
u
r
l

▲❯ ✿ 1.08
❜❧♦❝❦ ▲❯✲▲❯ ✿ 1.08
❜❧♦❝❦ ●❆▼●✲●❆▼● ✿ 1.08
❆▼❙ ✿ 1.08

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✲ ✸❉ ❜❧♦❝❦ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

10−1.2 10−1 10−0.8 10−0.6

10−0.5

100

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖B
−

B
e
x
‖ L

2

ǫ = 1✿ 0.12
ǫ = 10−1✿ 0.88
ǫ = 10−2✿ 1.04
ǫ = 10−3✿ 1.04

✭❛✮ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

10−1 10−0.5

10−0.5

100

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖B
−

B
e
x
‖ L

2

▲❯ ✿ 1.13
❜❧♦❝❦ ▲❯✲▲❯ ✿ 1.13
❜❧♦❝❦ ●❆▼●✲●❆▼● ✿ 1.13
❆▼❙ ✿ 1.13

✭❜✮ ❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① B ✲ ✸❉ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

✸✳✸ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ ❇✐♦t ❛♥❞ ❙❛✈❛rt ❧❛✇ ✐s
❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♦♥
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❞✉❝t♦r✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ Ωcond t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ♣❛ss✐♥❣✱ ❛♥❞ Ωmgn t❤❡ ❞♦✲
♠❛✐♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❛t
Ωcond ∩ Ωmgn = ∅ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛♣♣❧② ❇✐♦t ❛♥❞ ❙❛✈❛rt✬s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳



✸✳✸✳ ❇■❖❚ ✫ ❙❆❱❆❘❚✬❙ ▲❆❲ ✻✾

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ●❛✉❣❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣♦t❡♥t✐❛❧ A ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✼✽✮ ∇2A = −µj

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✽✮ r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G(r, r′) ✇✐t❤
r ∈ Ωmgn ❛♥❞ r′ ∈ Ωcond ❛s

✭✸✳✼✾✮ A(r) = −µ

∫

Ωcond

G(r, r′)j(r′)

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✸✳✽✵✮ G(r, r′) =
−1

4π

1

| r− r′ |

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❢r♦♠ ✭✸✳✼✾✮ ❛s

✭✸✳✽✶✮ A(r) =
µ0

4π

∫

Ωcond

j(r′)

| r− r′ |
dr′ r ∈ Ωmgn

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮ ♦❢ B ❛s t❤❡ ❝✉r❧ ♦❢ A ✭✸✳✽✶✮ t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇✐♦t ✫
❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇

✭✸✳✽✷✮ B(r) =
µ0

4π

∫

Ωcond

j(r′)× (r− r′)

| r− r′ |3
dr′ r ∈ Ωmgn

❲❡ s❤❛❧❧ ✐♥❞❡❡❞ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ | r − r′ | ❜❡t✇❡❡♥ r ∈ Ωmgn ❛♥❞ r′ ∈ Ωcond

✐♥ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✽✵✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ❞✐✣❝✉❧t ♦♥ ♣♦✐♥ts
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤ Ωcond ∩ Ωmgn 6= ∅✳

❆s ❛ ✜rst ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❇✐♦t ❛♥❞ ❙❛✈❛rt ❧❛✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❛ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❆✳ ❍❡r✈é✱ ✶✾✾✼❪✱❬❈♦♥✇❛②✱ ✷✵✵✶❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧
❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r Ωcond ❛s ❛ t♦r✉s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥
Ωmgn ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ z✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ (r, θ, z) t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ (x, y, z) t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♦♥❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✸❉ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j r❡❛❞s

✭✸✳✽✸✮ j =
j0

r

(
−sin(θ)
cos(θ)

)
✭❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧✮ ⇔ j =

j0

x2 + y2

(
−y
x

)
✭❝❛rt❡s✐❛♥✮

✇✐t❤ j0 = 106 A.m−2✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼❛ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ Ωmgn ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤
t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
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✸✳✶✼❜ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❞♦❡s♥✬t ❡①❝❡❡❞ 2 × 10−4 ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✸❉
♠♦❞❡❧✳

✭❛✮ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ Ωmgn

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.2

0.3

0.4

B
z
✭❚

✮

✸❉

✷❉ ❛①✐

✭❜✮ Bz ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ t♦r✉s

❆s ❧♦♥❣ ❛s r ∈ Ωmgn ❛♥❞ r′ ∈ Ωcond ❛r❡ ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼❛✱
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t r ∈ Ωmgn ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❝♦♥❞✉❝t♦r Ωcond✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ Ωcond ❛♥❞ Ωmgn✳

✭✸✳✽✹✮ d = minr∈Ωmgn,r′∈Ωcond
(| r− r′ |)

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ d ♦♥ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ✐♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ωmgn ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r Ωcond ✕ ✇❤✐❝❤
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼❛✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r Ωmgn ❛s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ Ωmgn✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤t
✐s ❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t♦♣ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳

❚❤✐s st✉❞② ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧
❛①✐s✱ t❛❦❡♥ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❞✐st❛♥❝❡ d ✇✐t❤ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s
❧❛✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽❛ ♣❧♦ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Bz ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞✐st❛♥❝❡s d✱ ✇❤✐❧❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽❜ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐st❛♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✸❉
●r❡❡♥ ❦❡r♥❡❧ ✭✸✳✽✵✮ ✉s❡❞ ✐♥ ✭✸✳✽✷✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st s✐♥❣✉❧❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣♦♦❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳
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1.9 1.95 2 2.05 2.1
0.2

0.25

0.3

0.35

③ ❛①✐s

B
z

✷❉ ❛①✐ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt

d = 1 d = 10−1

d = 10−2 d = 10−4

✭❛✮ ❚♦r✉s ✷ ✿ Bz ❛❧♦♥❣ z ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s d

1.9 1.95 2 2.05 2.1

0

2 · 10−2

4 · 10−2

6 · 10−2

8 · 10−2

0.1

③ ❛①✐s

❆
❜
s♦
❧✉
t❡

❡r
r♦
r

d = 1 d = 10−1

d = 10−2 d = 10−4

✭❜✮ ❚♦r✉s ✷ ✿ ❊rr♦r ♦♥ Bz ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s d

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ωmgn ❛♥❞ Ωcond ♦♥ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧ ♦✈❡r ❛ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡♠ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❡①❛❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●r❛❣❧✐❛✱ ✶✾✾✸❪ ❛♥❞ ❬▼❛ss❡r❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❡❛❧
♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✾✮✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ♦♥ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡ts ✐s ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■❢ t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s
✭✸✳✽✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✽✷✮ ♦✇♥s t❤❡ ✇❤♦❧❡ Ω = Ωcond ∪ Ωmgn✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❛t✐s✜❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ❛ s♠❛rt str❛t❡❣② t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ ✭✸✳✽✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✽✷✮ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ B ✭✸✳✽✷✮ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

✸✳✹ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛❧s♦ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❏♦✉❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②
♠♦❞❡❧ ✕ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ✕ ❛✐♠s t♦ st✉❞② ❜♦t❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s✳
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✸✳✹✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r Ω0 ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭♥♦ ❢♦r❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♦✉r ♦❜❥❡❝t
✇✐❧❧ s✉❜♠✐t ✐t t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ D✱ ✉♥t✐❧ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✜♥❛❧ st❛t❡ ΩT ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ M0 ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Ω0 ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s p0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t MT = D(M0)
✐♥ ΩT ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s pT ✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r u =
(u1, u2, u3)

T = pT − p0 ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t M ♦❢ ♦✉r ❞♦♠❛✐♥✳

❆s ΩT ✐s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❡q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✽✺✮ div(¯̄σ) + f = 0

✇❤❡r❡ ¯̄σ ✐s t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ f r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ Ω✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r u✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s♥✬t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✺✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ¯̄ε ✿

✭✸✳✽✻✮ ¯̄ε =
1

2
(∇u+∇uT )

❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❛❧❧♦✇s t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ¯̄σ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ¯̄ε ✿

✭✸✳✽✼✮ ¯̄σE(¯̄ε) =
E

1 + ν

(
¯̄ε+

ν

1− 2ν
Tr(¯̄ε)I

)

✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ ν ✐s P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❛♥❞ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✳

❚❤❡ ❢♦r❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❏♦✉❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
t❡r♠ ¯̄σT t♦ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ¯̄σE✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αT ✿

✭✸✳✽✽✮ ¯̄σ(¯̄ε) = ¯̄σE(¯̄ε) + ¯̄σT (¯̄ε) ✇✐t❤ ¯̄σT (¯̄ε) = −
E

1− 2ν
αT (T − T0)I

✸✳✹✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡t φ = (φ1, ..., φd) ✭✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❜❡ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✽✺✮ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❣✐✈❡s

✭✸✳✽✾✮ −

∫

Ω

d∑

j=1

∂σij

∂xj

φi =

∫

Ω

fiφi ∀i = 1, . . . , d

❘❡✇r✐t✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

✭✸✳✾✵✮ −

∫

Ω

(∇ · ¯̄σ) ◦ φ =

∫

Ω

f ◦ φ
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✇❤❡r❡ ◦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝t✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ MT = D(M0) ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r u ♦♥ ∂ΩD ❛s t❤❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✸✳✾✶✮ u = uD ♦♥ ∂ΩD

❙✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s ✕ ♥❛♠❡❧② ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ✕ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ∂ΩP ❛s

✭✸✳✾✷✮ ¯̄σ · n = g ♦♥ ∂ΩP

❯s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s t❤❡♦r❡♠ ♦♥ ✭✸✳✽✾✮ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

✭✸✳✾✸✮
∫

Ω

d∑

j=1

σE
ij

∂φi

∂xj

−

∫

∂Ω

d∑

j=1

(σijnj)φi =

∫

Ω

fiφi+

∫

Ω

EαT

1− 2ν

∂φi

∂xi

(T −T0) ∀i = 1, . . . , d

▲❡t Hd
1 (Ω) = {v = (v1, v2, v3)

T | vi ∈ H1(Ω), 1 6 i 6 d} ❜❡ t❤❡ s❡t ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥ H1✳ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ str♦♥❣ ❢♦r♠ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s

Hd
1,u(Ω) = {u ∈ Hd

1 (Ω) | u = uD ♦♥ ∂ΩD} ❛♥❞ Hd
1,φ(Ω) = {φ ∈ Hd

1 (Ω) | φ = 0 ♦♥ ∂ΩD}

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ u ∈ Hd

1,u(Ω) s✉❝❤ t❤❛t

E

(1 + ν)

∫

Ω

Tr

(
1

2
(∇u+∇uT )T ∗

1

2
(∇φ+∇φT )

)
+

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

∫

Ω

(∇ · u)(∇ · φ)

=

∫

Ω

f · φ+

∫

∂ΩP

g · φ+

∫

Ω

EαT

1− 2ν
(T − T0)(∇ · φ)

❢♦r ❛❧❧ φ ∈ Hd
1,φ(Ω)✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ t❤❛t ❞♦♥✬t ♥❡❡❞ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

¯̄s =
1

2
(∇φ+∇φT ) s✉❝❤ t❤❛t ¯̄σ(¯̄s) =

E

1 + ν

(
¯̄s+

ν

1− 2ν
Tr(¯̄s)I

)
−

E

1− 2ν
αT (T − T0)I
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❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ t❡r♠s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡❛❦
❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ u ∈ Hd

1 (Ω) s✉❝❤ t❤❛t

E

(1 + ν)

∫

Ω

Tr

(
1

2
(∇u+∇uT )T ∗

1

2
(∇φ+∇φT )

)
+

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

∫

Ω

(∇ · u)(∇ · φ)

−

∫

∂ΩD

(¯̄σ(¯̄ε) · n) · φ−

∫

∂ΩD

(¯̄σ(¯̄s) · n) · u+

∫

∂ΩD

γ

hs

u · φ =

∫

Ω

f · φ+

∫

∂ΩP

g · φ

+

∫

Ω

EαT

1− 2ν
(T − T0)(∇ · φ)−

∫

∂ΩD

(¯̄σ(¯̄s) · n) · uD +

∫

∂ΩD

γ

hs

uD · φ

❢♦r ❛❧❧ φ ∈ Hd
1 (Ω)✳

✸✳✹✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

❆s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧
♥❡❡❞s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✐s t❤❡ ❛✇❛✐t❡❞ ♦♥❡✳ ❚♦
t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ uex ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u t♦ st✉❞② t❤❡ ❡rr♦r
e = u− uex ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢②

✭✸✳✾✹✮ ‖ e ‖L26 chk+1 ❛♥❞ ‖ e ‖H16 chk

✇✐t❤ h t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ k t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ c ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ✈♦❧✉♠✐❝ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✺✮ ✇✐t❤ ¯̄σ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❢r♦♠ uex✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s♥✬t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞♦❡s♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ t♦ s♦❧✈❡✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✷✵ ❛♥❞ ✸✳✷✶ ✐❧❧✉str❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞♦♠❛✐♥ [−1 : 1]d ✇✐t❤ d = 2, 3✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ uex ✐s t❤❡
✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (cos(y), sin(x))✱ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❧❧ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ✸❉✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ✕ ❊❧❛st✐❝✐t② ✲ ✷❉ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ uex = (cos(y), sin(x))
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10−1.5 10−1 10−0.5

10−10

10−7

10−4

10−1

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖ū
−

ū
e
x
a
ct
‖ L

2
P✶ ✿ 1.95 P✷ ✿ 2.98 P✸ ✿ 3.97

10−1.5 10−1 10−0.5
10−8

10−6

10−4

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖ū
−

ū
e
x
a
ct
‖ H

1

P✶ ✿ 1 P✷ ✿ 2 P✸ ✿ 3.03

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✕ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✲ ✷❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

10−1.5 10−1 10−0.5

10−6

10−4

10−2

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖ū
−

ū
e
x
a
ct
‖ L

2

P✶ ✿ 1.91 P✷ ✿ 2.98 P✸ ✿ 4.07

10−1.5 10−1 10−0.5

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

▼❡s❤ s✐③❡ ✭h✮

‖ū
−
ū
e
x
a
ct
‖ H

1

P✶ ✿ 0.98 P✷ ✿ 1.95 P✸ ✿ 3.1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ✕ ▲✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✲ ✸❉ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

✸✳✹✳✹ ❚r❡s❝❛ ❛♥❞ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥s

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✉s❡ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ¯̄σ ✭✸✳✽✺✮ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚r❡s❝❛ ❛♥❞ ❱♦♥
▼✐s❡s ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s st✉❞②✳

❚r❡s❝❛ ❆❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❤❡❛r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ❚r❡s❝❛ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ tr ✐s ❜✉✐❧t
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ str❡ss t❡♥s♦r ¯̄σd ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ¯̄σ✳ ❚❤❡ ❚r❡s❝❛
❝r✐t❡r✐♦♥ tr ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ str❡ss t❡♥s♦r ¯̄σd ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ¯̄σ ❛s

✭✸✳✾✺✮ tr¯̄σd = max
16i<j6Dim

(| ¯̄σd
ii − ¯̄σd

jj |)

❱♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡
❡❧❛st✐❝ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♣✉❧❧✐♥❣✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r✐♥❣✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞
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s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ¯̄σ ✭✸✳✾✻✮ ♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ t❡♥s♦r ¯̄σd ✭✸✳✾✼✮
❛s ❢♦r ❚r❡s❝❛ ✭✸✳✾✺✮

vm¯̄σ =

√ ∑

16i<j6Dim

1

2
(¯̄σi,i − ¯̄σj,j)

2 + 3¯̄σ2
i,j✭✸✳✾✻✮

vm¯̄σd =

√ ∑

16i<j6Dim

1

2

(
¯̄σd
ii − ¯̄σd

jj

)2
✭✸✳✾✼✮

■♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥s ♣r♦✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ♣❧❛st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❤✐❣❤
✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ r❡❛❝❤ ❛ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
500 ▼P❛ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 52 MS.m−1✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❤②s✐❝✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ ❛❧s♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲
♣❤②s✐❝s ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉❧❧ ✸❉ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥t✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚✇♦ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳

■♥ ♦✉r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ✐s ♠✐♠✐❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛
❝♦♥st❛♥t ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡
✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❤②❞❛✉❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥
◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ✢♦✇r❛t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❍②❜r✐❞✐③❡❞ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❍❉●✮ ♠❡t❤♦❞ ❬❊❣❣❡r
❛♥❞ ❙❝❤ö❜❡r❧✱ ✷✵✶✵❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ✢✉① ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛s ✐ts ✢✉①✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦
t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s ❛
❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❘❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✐s ❛ ❝♦r❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞
♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥✱ ❛s ✐t ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ✕ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✕ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ s✉♣♣❧✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❆s ❢♦r
t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♥✉♠❜❡r✱ ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡
♦❢ ❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦②✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✢❛✇❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡
✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛❧s♦
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✐t ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❛❧❧
❝♦♦❧❡❞ r❡❣✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✱ ❜♦t❤
t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s ❛♥❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦♥ s♣❡❝✐✜❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐s
♣❡r❢❡❝t❧② s✉✐t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts r❡q✉❡st❡❞
❜② t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤✉s st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥
r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ❆✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✼✼
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▲❡t✬s r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❏♦✉❧❡ ❧♦ss❡s ❛s s♦✉r❝❡
t❡r♠✳ ❉r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

✭✹✳✶✮
−∇ · (σ(T )∇V ) = 0 ✐♥ Ω
−∇ · (k(T )∇T ) = σ(T )∇V · ∇V ✐♥ Ω

❚✇♦ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ❢r♦♠
❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t Vin ❛♥❞ ♦✉t♣✉t Vout✳ ❆s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r
❝♦♦❧❡❞ r❡❣✐♦♥ ∂Ωcooled✳

✭✹✳✷✮

V = 0 ♦♥ Vin

V = VD ♦♥ Vout

−σ(T )∇V · n = 0 ♦♥ ∂Ω\(Vin ∪ Vout)
−k(T )∇T · n = 0 ♦♥ ∂Ω\∂Ωcooled

−k(T )∇T · n = h(T − Tw) ♦♥ ∂Ωcooled

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ✐♠♣♦s❡s ✕ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♥♦✇ ✕ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡✐r ✇❡❛❦ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✹✮ t❤✉s ❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳

∫

Ω

σ(T )∇V · ∇φV −

∫

Vin∪Vout

σ(T )
(
(∇V · n)φV − (∇φV · n)V +

γ

h
V φV

)

+

∫

Ω

k(T )∇T · ∇φT +

∫

∂Ωcooled

hTφT✭✹✳✸✮

=

∫

Ω

σ(T )∇V · ∇V −

∫

Vout

σ(T )(∇φV · n)VD +

∫

Vout

γ

h
σ(T )VDφV +

∫

∂Ωcooled

hTwφT

❲❡ ❛❧s♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✮ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

✭✹✳✹✮ σ(T ) =
σ0

1 + α(T − T0)
❛♥❞ k(T ) = σ(T )LT

✇✐t❤ σ0 t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0✱ α t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ L t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r

✭✹✳✺✮ µ = (σ0, α, L, VD, h, Tw)

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❢♦r ❛r❡ ♠❛♥②✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
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✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✹✳✻✮ s(T (µ)) =
1

|Ω|

∫

Ω

T (µ)dΩ

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✹✳✻✮ ❛s ♦✉t♣✉t✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡
str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ✭✹✳✸✮
❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❞♦♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ✭✹✳✺✮✳
❚✉r♥✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✹✳✹✮✱
✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞✳

✹✳✶ ❆✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❲❡ ❛r❡ t❤✉s ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡t❛✐❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❊♠✲
♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❊■▼✳ ❚❤❡✐r ❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s σMσ ❛♥❞ kMk ❛r❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s

✭✹✳✼✮ σ(T ) ≈ σMσ =
Mσ∑

m=1

βσ
mq

σ
m ❛♥❞ k(T ) ≈ kMk =

Mk∑

m=1

βk
mq

k
m

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛✲
t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ σ(T )✳ ❲❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
QMQ ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ❛s

✭✹✳✽✮ σ(T )∇V · ∇V ≈ QMQ =
MQ∑

m=1

βQ
mq

Q
m

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t❡r♠s ♦❢ ✹✳✸ ❜② t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❊■▼
✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✽✮✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❛❞s ❛s

Mσ∑

m=1

βσ
m

[∫

Ω

qσm∇V · ∇φV −

∫

Vin∪Vout

qσm

(
(∇V · n)φV − (∇φV · n)V +

γ

h
V φV

)]

+
Mk∑

m=1

βk
m

∫

Ω

qkm∇T · ∇φT + h

∫

∂Ωcooled

TφT✭✹✳✾✮

=
MQ∑

m=1

βQ
m

∫

Ω

qQm +
Mσ∑

m=1

βσ
m

[
−

∫

Vout

qσm(∇φV · n)VD +

∫

Vout

γ

h
qσmVDφV

]
+ hTw

∫

∂Ωcooled

φT
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❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②

❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡✲
❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡rr♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ L2 r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❊■▼ wM ♦❢
w ❛s

✭✹✳✶✵✮ eL2 =
‖ w − wM ‖L2

‖ w ‖L2

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ❛✐♠s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ♦✉t♣✉t✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✕ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s P❋❊▼ ✕ t❤✉s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ L2 ✭r❡s♣✳ H1✮ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uRB

t❤❡♥ r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ uPFEM ❛s

✭✹✳✶✶✮ eL2 =
‖ uRB − uPFEM ‖L2

‖ uPFEM ‖L2

❛♥❞ eH1 =
‖ uRB − uPFEM ‖H1

‖ uPFEM ‖H1

❚❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts✳

✹✳✷✳✶ ❙❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛✮✳ ❲❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ♦✉t♣✉t✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❜✳

✭❛✮ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t
✭❜✮ ❘❇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ s✐③❡ ✹✵ ✇❤♦s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛♥ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t ♦❢ s✐③❡ ✸✵✵✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
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❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✵✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❘❇
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤❛❧❧ r❡s✐❞❡s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ✶✺ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✺✵ ♦♥❧✐♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❊■▼ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ L2 ❡rr♦r ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛ ✭r❡s♣✳ ✹✳✷❜✮ ♣❧♦ts t❤❡ L2 ❡rr♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✶✵✮ ❢♦r t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ σMσ

✭r❡s♣✳ kMk✮ ♦❢ σ(T ) ✭r❡s♣✳ k(T )✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳
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✭❜✮ H1 ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡❧✐① s❡❝t♦r

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❛❦✲
✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❢r♦♠
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✷✺✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤✐s
r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❡♥s✉r❡❞
❛♥❞ t❤❛t ❛♥ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ s✐③❡ ✷✺ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t
✐s ♥♦t ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ t❤❡ ❧❛st ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠
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❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛ ✭r❡s♣✳ ✹✳✸❜✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ L2 ✭r❡s♣✳ H1✮ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✶✮
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❆s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✹✳✷✳✷ ❙❡❝t♦r ♦❢ ❛ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡t

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❛✮ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡✐r ❞❡s✐❣♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♦❧✐♥❣ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② t❤✉s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✐♥s✉❧❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉r♥s✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s❡❝t♦r ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❤❡❧✐①✳ ▼✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥s✉❧❛t♦rs✱ t❤❡ s❡❝t♦r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❛ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥
✐♥s✉❧❛t♦r ❛t ❤❛❧❢✇❛② ✉♣ t❤❡ ❤❡❧✐①✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ t❛❦❡ ♦♥❧② ✸✵ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ tr❛✐♥s❡t ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✳ ❇② ❝♦♥str❛st✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦
s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✵ ❜❛s❡s s❡❧❡❝t❡❞
r❛♥❞♦♠❧② ❛♠♦♥❣ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✵✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✺✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

✭❛✮ ❘❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐①

✭❜✮ ❘❇✲P♦t❡♥t✐❛❧

✭❝✮ ❘❇✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ s❡❝t♦r ♦❢ ❛ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡t

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❛ ❛♥❞ ✹✳✺❜ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ L2 ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s σMσ

❛♥❞ kMk r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✐tt❡r
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♠❛❣♥❡t✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r k(T ) ✐s ❡✈❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✷✼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①❝❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ s✐③❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤❡❧✐① s❡❝t♦r

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❘❇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❛ ✭r❡s♣✳ ✹✳✻❜✮ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❛s
✇❡❧❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ L2 ✭r❡s♣✳ H1✮ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭P❋❊▼✮ ❛r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳
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✭❜✮ H1 ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡❧✐① s❡❝t♦r

✹✳✷✳✸ ❘❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡t

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②✱ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❛❞✐❛❧❧②
❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐①✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❊■▼✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ✉♣ ❡①♣❡❝t✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❡❧✐① ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡❝t♦r✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡❛s♦♥s✱ ✇❡
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❧✐♠✐t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t♦ ✶✵ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
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st✉❞② ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❢♦r t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✵✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛♣ ♦❢ ❛ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐①

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❛ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ L2 ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❜ ♣❧♦ts t❤❡ L2 ❡rr♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❛ss❡ss
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r r❡❞✉❝❡❞
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡①t✳
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✭❜✮ L2 ❡rr♦r ✲ ♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐①

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉r❛✇✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
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✸✳✶✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❝♦♥❝r❡t❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤✐s st✉❞② ❛ss❡ss❡s t❤❡ ❢❡❛s❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❱❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❉❯❈❊❉ ❊▲❊❈❚❘❖✲❚❍❊❘▼❆▲ ▼❖❉❊▲



P❛rt ■■■

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r②

✽✼





❈❤❛♣t❡r ✺

Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✮ s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s♣❛❝❡ XN (Ω) ⊂ X(Ω)✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ XN (Ω) r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ✐t
❢r♦♠ ✐ts ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ {φi}

N
i=1✳

✭✺✳✶✮ XN (Ω) = span{φ1, · · · , φN}

❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t K ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ Γh ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂
❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ Ng ✕ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐③❡ N ♦❢ t❤❡ ❋❊
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✕ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ Nl ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ Γh✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❛❜❧❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢r♦♠ ✭✐✮
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t K t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❜❡❧♦♥❣s ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐ts ❧♦❝❛❧ ✐♥❞❡① ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
{φ̂i}

Nl

i=1 ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ K̂✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s B = {ζk}

Nl

k=1✳

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts s❡r✈✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡ XN (Ω) ❛r❡ ✭✐✮ t❤❡
♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s B ❤♦st✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✭✐✐✮ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
{φ̂i}

Nl

i=1 ✐♥ K̂ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ {φi}

Nl

i=1✳

❚❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r② ♦✛❡rs ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞
t❤❛t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✜rst s✉♠
✉♣ ❤♦✇ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Hdiv ❛♥❞ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s

✽✾



✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ HDIV ❆◆❉ HCURL ❈❖◆❋❖❘▼■◆● ❊▲❊▼❊◆❚❙

♦♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❘♦❣♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛❧❧♦✇s ❋❡❡❧✰✰ t♦ ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❉❡✲❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛❣r❛♠✳

❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✷ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✸ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✹ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢❛♠✐❧② ✐♥ ❋❡❡❧✰✰ ✐♠♣❧✐❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡
❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ ❛
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✺✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡

❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ■♥ ❋❡❡❧✰✰✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s♣❛❝❡ XN (Ω) ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s B✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t {cki } ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
{φ̂i} ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡r ❝❧❛ss Pr❡❈♦♠♣✉t❡ ❤❛♥✲
❞❧❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ K̂✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❈♦♥t❡①t ❝❛rr✐❡s
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁t②♣❡♥❛♠❡ P♦❧② ✱ ✴✴ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s {ζk}k ✭❉✉❜✐♥❡r✮
t❡♠♣❧❛t❡ ❁✉✐♥t✶✻❴t②♣❡ ❃ ❝❧❛ss P♦❧②❙❡t❚②♣❡ ❃ ✴✴ ❙❝❛❧❛r ✱ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ♦r ▼❛tr✐❝✐❛❧
❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t

Pr✐♠❛❧ ❜❛s✐s β = {ζk}k
❈♦❡✣❝✐❡♥ts {cki }i,k

❘❡❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s {φ̂i}
Nl

i=1

❘❡❢ ❡❧❡♠❡♥t K̂

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

φ
geo
K : K̂ −→ K

❜❛s✐s❴t②♣❡ ▼❴❜❛s✐s❀
♠❛tr✐①❴t②♣❡ ▼❴❝♦❡❢❢❀

❝❧❛ss Pr❡❈♦♠♣✉t❡
④ ❬✳✳✳❪ ⑥❀

❝❧❛ss ❈♦♥t❡①t
④ ❬✳✳✳❪ ⑥❀

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❚❤❡ ❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❝♦♥t❛✐♥s XN ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts

▲❡t✬s r❡♠✐♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t✉♣❧❡ (K,PK ,ΣK)✳ ■ts ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥t {cki } ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✳✼✮ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳



✺✳✶✳ ❋❊❊▲✰✰ ❋■◆■❚❊ ❊▲❊▼❊◆❚ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✾✶

❝❧❛ss ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❧❛ss ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡s ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛s ✐ts
t✉♣❧❡ (K,PK ,ΣK) ❢r♦♠ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥② ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t t②♣❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ t❤✐s
❝❧❛ss ❛ss❡♠❜❧❡s t❤❡ s②st❡♠ ✭✶✳✼✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡s✳ ■t
t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {cki }✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ▼❴❝♦❡❢❢ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ XN (Ω) ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ♦♥❧②✳

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❈✐❛r❧❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠

( ❝❧❛ss Pts ← K̂
, ▼❴♣r✐♠❛❧ ← PK̂

, ▼❴❞✉❛❧ ← ΣK̂ )

t❡♠♣❧❛t❡ ❁ t②♣❡♥❛♠❡ P✱ ✴✴ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡ PK

t❡♠♣❧❛t❡ ❁ ❬✳✳✳❪ ❃ ❝❧❛ss P❉✉❛❧ ✱ ✴✴❙❡t ♦❢ ❞♦❢s ΣK

t❡♠♣❧❛t❡ ❁ ❬✳✳✳❪ ❃ ❝❧❛ss Pts ❃ ✴✴ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t K
❝❧❛ss ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t④ ❬✳✳✳❪

❞✉❛❧❴s♣❛❝❡❴t②♣❡ ▼❴❞✉❛❧❀ ✴✴❙❡t ♦❢ ❞♦❢s ΣK

♣r✐♠❛❧❴s♣❛❝❡❴t②♣❡ ❝♦♥st✫ ▼❴♣r✐♠❛❧❀ ✴✴ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡ PK

⑥❀



σ0(ζ0) · · · σ0(ζNl

)
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

σN (ζ0) · · · σNl
(ζNl

)


 ×



c00 · · · c0Nl

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

c
Nl

0 · · · c
Nl

Nl


 =


 Id




❆✭▼❴❞✉❛❧✭▼❴♣r✐♠❛❧ ✮✮❀
▲❯❁♠❛tr✐① ❃ ❧✉✭ ❆ ✮❀

× ✴✴ ❙♦❧✉t✐♦♥
❈ ❂ ❧✉✳s♦❧✈❡✭❉✮❀

= ✴✴ Nl ×Nl ■❞❡♥t✐t②
❉ ❂ ✐❞✭❆✳s✐③❡ ✭✮✮❀

t❤✐s ✲❃s❡t❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥t✭ tr❛♥s✭ ❈ ✮ ✮❀ ✴✴ P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ✿✿ ▼❴❝♦❡❢❢ ← ❈

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ cki ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ (K̂, PK̂ ,ΣK̂)

❊❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❣❡♥❡r✐❝
♦❜❥❡❝t ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s (K,PK ,ΣK) ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

✺✳✶✳✷ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs πN ✐♥ t❤❡ ❉❡✲❘❤❛♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✶✶✮ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❧❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s♣❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞✐s❝r❡t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❊❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t✱ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

■♥ ❋❡❡❧✰✰✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛②✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❡❛♠❧❡ss❧② s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ▲❡t✬s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ u ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ XN ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡s u ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦❢
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ f ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤✳



✾✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ HDIV ❆◆❉ HCURL ❈❖◆❋❖❘▼■◆● ❊▲❊▼❊◆❚❙

❛✉t♦ ✉ ❂ ❳❤✲❃❡❧❡♠❡♥t ✭✮❀ ✴✴ u ∈ XN
✉✳♦♥✭ ❴r❛♥❣❡❂❡❧❡♠❡♥ts✭♠❡s❤✮✱ ❴❡①♣r❂❢✮❀ ✴✴u = πN (f)

❊❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ✐ts ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❧❛ss t♦ ❤❛✈❡
✐ts ♦✇♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ s✐♠♣❧② ❝❛❧❧s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ XN ✳

❈♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉✐❧❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ■❤▲♦❝ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❧❡♠❡♥t K✳

❛✉t♦✯ ❴❴❢❡ ❂ t❤✐s ✲❃❢✉♥❝t✐♦♥❙♣❛❝❡✭✮✲❃❢❡✭✮✳❣❡t✭✮❀ ✴✴ ●❡t ❋❊ ❢r♦♠ XN
❴❴❢❡ ✲❃✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✭ ❬✳✳✳❪✱ ■❤▲♦❝ ✮❀ ✴✴ ■❤▲♦❝ ✿ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t
t❤✐s ✲❃❛ss✐❣♥✭ ❝✉r❊❧t ✱ ■❤▲♦❝ ✮❀ ✴✴

✺✳✶✳✸ ❯♥✐❝✐t② ♦❢ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t

❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✸ ❛❞❞r❡ss❡s
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥ts s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ❡❧✲
❡♠❡♥ts✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❞♦❢❚❛❜❧❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❡♥t✐t✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✇♦♥✬t ❞❡t❛✐❧s t❤✐s ♣❛rt ❜✉t s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❛❧ ❡❧❡♠❡♥t K✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K t♦ K̂ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t K̂ ❤✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts K̂i ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤
✜❣✉r❡s ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✻ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ K0 ✭r❡s♣✳ K1✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ K̂0 ✭r❡s♣✳ K̂1✮ ❜②
❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K0

✭r❡s♣✳ φgeo
K1

✮✳

∃φgeo
K0

, φ
geo
K1
| K0 = φ

geo
K0

(K̂0), K1 = φ
geo
K1

(K̂1)

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ K̂1 ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ K̂0 ❧♦❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡
✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥ts ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❛ s✐❣♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❡♥t✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤❛r❡❞ ❡❞❣❡ ✐s
t❤❡ ♦♥❡ s❡❡♥ ❜② K0 ✭✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳

❋r♦♠ K1 ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❡❞❣❡ ✐s ❛ r❡✈❡rs❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ K0✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❞♦❢❚❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦❞❡✳
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✐❢ ✭❴❴❡❧t✳❡❞❣❡P❡r♠✉t❛t✐♦♥✭ ✐ ✮✳✈❛❧✉❡ ✭✮❂❂ ■❉❊◆❚■❚❨✮
▼❴❞♦❢t❛❜❧❡ ✲❃▼❴❧♦❝❣❧♦❜❴s✐❣♥s❬✐❡❪❬❧❝❪ ❂ ✶❀

❡❧s❡ ✐❢ ✭❴❴❡❧t✳❡❞❣❡P❡r♠✉t❛t✐♦♥✭ ✐ ✮✳✈❛❧✉❡ ✭✮❂❂ ❘❊❱❊❘❙❊❴P❊❘▼❯❚❆❚■❖◆✮
▼❴❞♦❢t❛❜❧❡ ✲❃▼❴❧♦❝❣❧♦❜❴s✐❣♥s❬✐❡❪❬❧❝❪ ❂ ✲✶❀

❆❧❧ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

✺✳✷ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t✉♣❧❡s
(
K,Lk,Σ

L
K

)
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✳

Pr✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ Lk ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❧❡ss t❤❛♥ k✳ ❲❡
r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ XN ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❞❡✜♥✐♥❣ Lk ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡✳

❝❧❛ss ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r ✱ ❬✳✳✳❪ ❃
✿
♣✉❜❧✐❝ P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✉❜✐♥❡r ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r ✱ ❙❝❛❧❛r ✱ ❬✳✳✳❪ ❃✱

P♦❧②❙❡t❚②♣❡ ❃

❚❤❡ ❉✉❜✐♥❡r ❝❧❛ss ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r✐♠❛❧
❜❛s✐s✳ ❆s B ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❉✉❜✐♥❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐s ❛r❡
s❡t t♦ ✐❞❡♥t✐t②✳

❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ✭✮
✿
s✉♣❡r✭ ❉✉❜✐♥❡r ❁❉✐♠ ✱ ❘❡❛❧❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r ❬✳✳✳❪ ❃✭✮ ✮

④
t❤✐s ✲❃s❡t❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥t✭ ♠ ✮❀✴✴ ♠ ✐s ✐❞❡♥t✐t②

⑥

❉✉❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ΣL
K ✭✶✳✶✺✮ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ LK ❛t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡t ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss P♦✐♥ts❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ▲❛❣r❛♥❣❡❉✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁t②♣❡♥❛♠❡ ❇❛s✐s ✱ ✴✴ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐s t②♣❡
t❡♠♣❧❛t❡ ❁ ❬✳✳✳❪ ❃ ❝❧❛ss P♦✐♥t❙❡t❚②♣❡ ❃

❝❧❛ss ▲❛❣r❛♥❣❡❉✉❛❧
④

✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s σi ♦♥ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ▼❴♣ts
▼❴❢s❡t✳s❡t❋✉♥❝t✐♦♥❛❧❙❡t✭P♦✐♥ts❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❁❬✳✳✳❪ ❃✭ ♣r✐♠❛❧ ✱❴❴♣ts ✮✮❀

⑥

❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡s ✇❡ ❥✉st ❜✉✐❧t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❞❡✜♥❡❞
❢r♦♠ ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t✳
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❝❧❛ss ▲❛❣r❛♥❣❡
✿
♣✉❜❧✐❝ ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ❁❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r ✱ ❬✳✳✳❪❃✱

▲❛❣r❛♥❣❡❉✉❛❧ ✱
Pts ❃

■♥t❡r♣♦❧❛♥t ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❢♦r ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ■❤▲♦❝ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t K✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁t②♣❡♥❛♠❡ ❊①♣r❚②♣❡ ❃
✈♦✐❞
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✭ ❊①♣r❚②♣❡✫ ❡①♣r ✱ ❧♦❝❛❧❴✐♥t❡r♣♦❧❛♥t❴t②♣❡✫ ■❤❧♦❝ ✮ ❝♦♥st
④

❢♦r✭✐♥t q❂✵❀ q❁♥▲♦❝❛❧❉♦❢❀ ✰✰q✮ ✴✴ ❑ ❞♦❢s
❢♦r✭✐♥t ❝✶❂✵❀ ❝✶❁▼❀ ✰✰❝✶✮ ✴✴ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❢♦r✭✐♥t ❝✷❂✵❀ ❝✷❁◆❀ ✰✰❝✷✮ ✴✴ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
■❤❧♦❝✭✭❝✷✰◆✯❝✶✮✯ ♥▲♦❝❛❧❉♦❢✰q✮ ❂ ❡①♣r✳❡✈❛❧q✭ ❝✶✱ ❝✷✱ q ✮❀

⑥

✺✳✸ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s t✉♣❧❡s
(
K,Dk,Σ

RT
K

)

✇❤❡r❡ k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r✳

Pr✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ Dk ✭✶✳✷✸✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ [Pk+1]

d ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉♠ Dk = [Pk]
d ⊕ xPk✳

❚❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛sP♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ [Pk+1]
d

❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ Pk ❢♦r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣r✐✲
♠❛❧ s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳

❆s ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ Pk ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ [Pk+1]
d ✐s ❤❛♥❞❧❡❞

❜② t❤❡ ❝❧❛ss ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t✳ ❚❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛sP♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t
♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧❛ss✳

❝❧❛ss ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛sP♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t
✿
♣✉❜❧✐❝ ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r✰✶✱ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ✱❬✳✳✳❪ ❃

❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ Dk ✐s ❜✉✐❧t ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ [Pk]
d ✕ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ dim(Pk) ✜rst t❡r♠s ♦❢

[Pk+1]
d ❜❛s✐s ✕ ❛♥❞ xPk ✕ ✇❤❡r❡ Pk ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ Pk+1 ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳



✺✳✸✳ ❘❆❱■❆❘❚✲❚❍❖▼❆❙ ❋■◆■❚❊ ❊▲❊▼❊◆❚❙ ✾✺

❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛sP♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ✭✮
④

P❦♣✶❴s❴t②♣❡ P❦♣✶❀ ✴✴ Pk+1

P❦♣✶❴✈❴t②♣❡ P❦♣✶❴✈❀ ✴✴ [Pk+1]
d

✈❡❝t♦r✐❛❧❴t②♣❡ P❦❴✈✭P❦♣✶❴✈✳♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s❯♣❚♦❉✐♠❡♥s✐♦♥✭❞✐♠❴P❦ ✮✮❀
s❝❛❧❛r❴t②♣❡ P❦✭P❦♣✶✳♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s❯♣❚♦❉✐♠❡♥s✐♦♥✭❞✐♠❴P❦ ✮✮❀
✴✴ ①P❦ ← xPk

t❤✐s ✲❃s❡t❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥t✭ ✉♥✐t❡✭ P❦❴✈ ✱ ①P❦ ✮✳❝♦❡❢❢✭✮✱ tr✉❡ ✮❀
⑥

❉✉❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ΣRT
K ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❢❛❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ {σf}f∈Fh

❛t ❧♦✇❡st ♦r❞❡r✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ {σK}K∈Th ♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ♦♥❧②
❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋❡❡❧✰✰ ❢♦r t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❤❡♥❝❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r
❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭✶✳✷✹✮ ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ❢❛❝❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♥❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧❈♦♠♣♦♥❡♥tP♦✐♥ts❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✱
✇❤♦s❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ♥❡❡❞s t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts
▼❴♣ts❴♣❡r❴❢❛❝❡ ✕ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s {σf}f∈Fh

❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✕ ❛r❡ ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ❢❛❝❡ ❡✳

❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛s❉✉❛❧✭ ♣r✐♠❛❧❴s♣❛❝❡❴t②♣❡ ❝♦♥st✫ ♣r✐♠❛❧ ✮
④

✴✴ ■t❡r❛t❡s ♦♥ ❢❛❝❡s ♦❢ K̂
❛✉t♦ ✐t ❂ ▼❴❝♦♥✈❡①❴r❡❢✳❡♥t✐t②❘❛♥❣❡✭ ♥❉✐♠ ✲✶ ✮❀
t②♣❡❞❡❢ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧❈♦♠♣♦♥❡♥tP♦✐♥ts❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❁❬✳✳✳❪ ❃ ❞❝♣❡❴t②♣❡❀
❢♦r ✭✐♥t ❡❂✐t✳❜❡❣✐♥ ✭✮❀❡✦❂✐t✳❡♥❞ ✭✮❀✰✰❡ ✮
④

♥♦❞❡❴t②♣❡ ❞✐r ❂ ▼❴❝♦♥✈❡①❴r❡❢✳♥♦r♠❛❧✭ ❡ ✮❀ ✴✴ ◆♦r♠❛❧
✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ σf (u)
❞❝♣❡❴t②♣❡ ❴❴❞❝♣❡✭ ♣r✐♠❛❧ ✱ ❞✐r ✱ ▼❴♣ts❴♣❡r❴❢❛❝❡❬❡❪ ✮❀
✴✴ ❈♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡t
❝♦♣②✭❴❴❞❝♣❡✳❜❡❣✐♥✭✮✱❴❴❞❝♣❡✳❡♥❞✭✮✱ ❜❛❝❦❴✐♥s❡rt❡r✭❢s❡t✮✮❀

⑥
▼❴❢s❡t✳s❡t❋✉♥❝t✐♦♥❛❧❙❡t✭ ❢s❡t ✮❀

⑥

❚❤❡ ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛s ❝❧❛ss ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ♦❜❥❡❝t✳ ■t ♥❡❡❞s ✭✐✮ t❤❡
♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ Dk ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛sP♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s
ΣRT

K ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛s❉✉❛❧✳

❝❧❛ss ❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛s
✿
♣✉❜❧✐❝ ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ❁❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛sP♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r ✱ ❬✳✳✳❪❃✱

❘❛✈✐❛rt❚❤♦♠❛s❉✉❛❧ ✱
P♦✐♥t❙❡t❊q✉✐❙♣❛❝❡❞ ❃
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■♥t❡r♣♦❧❛♥t ■♥ ❛ s✐❧✐♠❛r ✇❛② t♦ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ✜❧❧s
t❤❡ ❧♦❝❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ■❤▲♦❝ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♦♣❡r❛t♦r ΠDk

✭✶✳✸✾✮✳
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❛❝❡◆♦r♠❛❧ ✐s
✉s❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝♦❞❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡

❢✉♥❝t✐♦♥✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁t②♣❡♥❛♠❡ ❊①♣r❚②♣❡ ❃
✈♦✐❞
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✭ ❊①♣r❚②♣❡✫ ❡①♣r ✱ ❧♦❝❛❧❴✐♥t❡r♣♦❧❛♥t❴t②♣❡✫ ■❤❧♦❝ ✮ ❝♦♥st
④

❢♦r✭ ✐♥t ❢ ❂ ✵❀ ❢ ❁ ❝♦♥✈❡①❴t②♣❡ ✿✿ ♥✉♠❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❋❛❝❡s❀ ✰✰❢ ✮
④

❡①♣r✳❣❡♦♠✭✮✲❃❢❛❝❡◆♦r♠❛❧✭ ❢✱ ♥✱ tr✉❡ ✮❀ ✴✴ ♥ ✿ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ ❢❛❝❡ ❢
❢♦r ✭✐♥t ❧❂✵❀ ❧❁♥▲♦❝❛❧❉♦❢❀ ✰✰❧ ✮ ✴✴ ❑ ❞♦❢s
④

❢♦r✭✐♥t ❝✶❂✵❀ ❝✶❁▼❀ ✰✰❝✶ ✮ ✴✴ ❑ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
■❤❧♦❝✭❢✯♥▲♦❝❛❧❉♦❢✰❧✮✰❂ ❡①♣r✳❡✈❛❧q✭❝✶ ✱✵✱❢✯♥▲♦❝❛❧❉♦❢✰❧ ✮✯♥✭❝✶✮❀

⑥
⑥

⑥

P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❈♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ♠❡♠❜❡r ▼❴♣❤✐ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ

geo
K t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ♠❡♥✲

t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t ♥❛t✉r❛❧❧② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Hdiv

❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲
❚❤♦♠❛s P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✭✶✳✹✶✮ t❤❡♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡♠❜❡r✳

✈♦✐❞
P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❬✳✳✳❪ ❃✿✿ ❈♦♥t❡①t ❁ ❬✳✳✳❪ ❃✿✿
✉♣❞❛t❡✭ ❣❡♦♠❡tr✐❝❴♠❛♣♣✐♥❣❴❝♦♥t❡①t❴♣trt②♣❡ ❝♦♥st✫ ❴❴❣♠❝ ✱ ❬✳✳✳❪ ✮
④

❢♦r ✭✉✐♥t✶✻❴t②♣❡ ✐✐❂✵❀ ✐✐❁■❀ ✰✰✐✐✮ ✴✴ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞♦❢s
④

❢♦r ✭✉✐♥t✶✻❴t②♣❡ q❂✵❀ q❁◗❀ ✰✰q✮
④

✴✴ φ
geo
K ← 1

|∇φ
geo
K

|
∇φgeo

K

▼❴♣❤✐❬✐✐❪❬q❪✳ ♥♦❛❧✐❛s ✭✮ ❂ ❑✯✭✯ ▼❴♣❝✮✲❃♣❤✐✭✐✐✱q✮❀ ✴✴ ❑ ✿ ∇φgeo
K

▼❴♣❤✐❬✐✐❪❬q❪ ✴❂ ❣♠❝ ✲❃❏✭q✮❀ ✴✴ ❏ ✿ |∇φgeo
K |

⑥
⑥❬✳✳✳❪

⑥
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✺✳✹ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❉❡✲❘❤❛♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ t❤❡ Hcurl✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✜rst
❦✐♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❛s t❤❡ t✉♣❧❡s (K,Rk,1,ΣNed,1

k ) ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦r❞❡r✳

Pr✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ Rk,1 t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ◆é❞é❧❡❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞
✐s ✕ ❛s ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✕ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ [Pk+1]

d✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❧❛ss ◆❡❞❡❧❡❝P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ [Pk+1]

d ❤❛♥✲
❞❧❡❞ ❜② ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t✳

❝❧❛ss ◆❡❞❡❧❡❝P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱❖r❞❡r ✱◆❡❞❡❧❡❝❑✐♥❞ ✿✿◆❊❉✶ ✱❬✳✳✳❪ ❃
✿
♣✉❜❧✐❝ ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r✰✶✱ ❱❡❝t♦r✐❛❧ ✱❬✳✳✳❪ ❃

Rk,1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡s [Pk]
d ❛♥❞ Sk ✭✶✳✹✾✮✳ ❚❤❡

❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡
Dk✳ ■♥❞❡❡❞✱ Sk r❡❛❞s ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t (∇× x̂)Pk ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛r❦ ✭✶✳✺✻✮✳

◆❡❞❡❧❡❝P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ✭✮
④

P❦♣✶❴s❴t②♣❡ P❦♣✶❀ ✴✴ Pk+1

P❦♣✶❴✈❴t②♣❡ P❦♣✶❴✈❀ ✴✴ [Pk+1]
d

✈❡❝t♦r✐❛❧❴t②♣❡ P❦❴✈✭P❦♣✶❴✈✳♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s❯♣❚♦❉✐♠❡♥s✐♦♥✭❞✐♠❴P❦ ✮✮❀
s❝❛❧❛r❴t②♣❡ P❦ ✭P❦♣✶✳♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s❯♣❚♦❉✐♠❡♥s✐♦♥✭❞✐♠❴P❦ ✮✮❀
✴✴ r①P❦ ← (∇× x̂)Pk

t❤✐s ✲❃s❡t❈♦❡❢❢✐❝✐❡♥t✭ ✉♥✐t❡✭ P❦❴✈ ✱ r①P❦ ✮✳❝♦❡❢❢✭✮✱ tr✉❡ ✮❀
⑥

❉✉❛❧ s♣❛❝❡ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ΣNed,1
k ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦♥

❡❞❣❡s ✭❛t ❧♦✇❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r✮✱ ♦♥ ❢❛❝❡s ❛♥❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❛t ❤✐❣❤ ♦r❞❡r✮✳ ❆s ❢♦r
Hdiv✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r✱ t❤❛t ✐s
✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡s ♦♥❧②✳

❚❤❡ ❡❞❣❡s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✶✳✺✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✷✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❞✉❛❧
s♣❛❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❇✉t ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧❈♦♠♣♦♥❡♥tP♦✐♥ts❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✳

◆❡❞❡❧❡❝❉✉❛❧❋✐rst❑✐♥❞✭ ♣r✐♠❛❧❴s♣❛❝❡❴t②♣❡ ❝♦♥st✫ ♣r✐♠❛❧ ✮
④

✴✴ ■t❡r❛t❡s ♦♥ ❡❞❣❡s ♦❢ K̂
❛✉t♦ ✐t ❂ ▼❴❝♦♥✈❡①❴r❡❢✳❡♥t✐t②❘❛♥❣❡✭ ✭♥❉✐♠❂❂ ✷✮❄♥❉✐♠ ✲✶✿✶ ✮❀
t②♣❡❞❡❢ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧❈♦♠♣♦♥❡♥tP♦✐♥ts❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❁❬✳✳✳❪ ❃ ❞❝♣❡❴t②♣❡❀
❢♦r ✭❡❂✐t✳❜❡❣✐♥ ✭✮❀❡✦❂✐t✳❡♥❞ ✭✮❀✰✰❡ ✮
④

♥♦❞❡❴t②♣❡ ❞✐r❂ ▼❴❝♦♥✈❡①❴r❡❢✳t❛♥❣❡♥t✭❡✮❀ ✴✴ ❚❛♥❣❡♥t



✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ HDIV ❆◆❉ HCURL ❈❖◆❋❖❘▼■◆● ❊▲❊▼❊◆❚❙

✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ σe(u)
❞❝♣❡❴t②♣❡ ❴❴❞❝♣❡✭ ♣r✐♠❛❧ ✱ ❞✐r ✱ ●t ✮❀
✴✴ ❈♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡t
❝♦♣②✭ ❴❴❞❝♣❡✳❜❡❣✐♥✭✮✱ ❴❴❞❝♣❡✳❡♥❞✭✮✱ ❜❛❝❦❴✐♥s❡rt❡r✭❢s❡t✮✮❀

⑥
⑥

❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❧❛ss ◆❡❞❡❧❡❝ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t
♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♣❛❝❡ ◆❡❞❡❧❡❝P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ◆❡❞❡❧❡❝❉✉❛❧❋✐rst❑✐♥❞✳

❝❧❛ss ◆❡❞❡❧❡❝
✿
♣✉❜❧✐❝ ❋✐♥✐t❡❊❧❡♠❡♥t ❁◆❡❞❡❧❡❝P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❉✐♠ ✱ ❖r❞❡r ✱ ❬✳✳✳❪❃✱

◆❡❞❡❧❡❝❉✉❛❧❋✐rst❑✐♥❞ ✱
P♦✐♥t❙❡t❊q✉✐❙♣❛❝❡❞ ❃

■♥t❡r♣♦❧❛♥t ❆s ♦t❤❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❦✐♥❞✱ ◆❡❞❡❧❡❝ ❞❡✜♥❡s ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ■❤▲♦❝ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
❛❧♦♥❣ ❡❞❣❡s r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ ❢❛❝❡s✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁t②♣❡♥❛♠❡ ❊①♣r❚②♣❡ ❃
✈♦✐❞
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✭ ❊①♣r❚②♣❡✫ ❡①♣r ✱ ❧♦❝❛❧❴✐♥t❡r♣♦❧❛♥t❴t②♣❡✫ ■❤❧♦❝ ✮ ❝♦♥st
④

❢♦r✭ ✐♥t ❡ ❂ ✵❀ ❡ ❁ ❝♦♥✈❡①❴t②♣❡ ✿✿ ♥✉♠❊❞❣❡s❀ ✰✰❡ ✮
④

❡①♣r✳❣❡♦♠✭✮✲❃❡❞❣❡❚❛♥❣❡♥t✭❡✱ t✱ tr✉❡✮❀ ✴✴ t ✿ t❛♥❣❡♥t ♦❢ ❡❞❣❡ ❡
❢♦r ✭✐♥t ❧❂✵❀ ❧❁♥❉♦❢P❡r❊❞❣❡❀ ✰✰❧✮
④

❢♦r✭✐♥t ❝✶❂✵❀ ❝✶❁▼❀ ✰✰❝✶✮
■❤❧♦❝✭❡✯♥❉♦❢P❡r❊❞❣❡✰❧✮✰❂ ❡①♣r✳❡✈❛❧q✭❝✶ ✱✵✱❡✯♥❉♦❢P❡r❊❞❣❡✰❧✮✯t✭❝✶✮❀

⑥
⑥

⑥

P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆s ❢♦r ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ φ

geo
K ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ r❡❛❧ ♦♥❡ ❞♦❡s♥✬t ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ Hcurl ❢✉♥❝t✐♦♥

s♣❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆é❞é❧❡❝ P✐♦❧❛ tr❛♥s❢♦r♠ ✭✶✳✼✶✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞
✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥s ✐♥ Hcurl✱ ❝♦♥s✐sts ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ▼❴♣❤✐ ♦❢
t❤❡ ❈♦♥t❡①t ❝❧❛ss✳
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✈♦✐❞
P♦❧②♥♦♠✐❛❧❙❡t ❁❬✳✳✳❪ ❃✿✿ ❈♦♥t❡①t ❁ ❬✳✳✳❪ ❃✿✿
✉♣❞❛t❡✭ ❣❡♦♠❡tr✐❝❴♠❛♣♣✐♥❣❴❝♦♥t❡①t❴♣trt②♣❡ ❝♦♥st✫ ❴❴❣♠❝ ✱ ❬✳✳✳❪ ✮
④

❢♦r ✭✉✐♥t✶✻❴t②♣❡ ✐✐❂✵❀ ✐✐❁■❀ ✰✰✐✐✮ ✴✴ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❞♦❢s
④

❢♦r ✭✉✐♥t✶✻❴t②♣❡ q❂✵❀ q❁◗❀ ✰✰q✮
④

✴✴ φ
geo
K ← ∇φgeo

K
−T

▼❴♣❤✐❬✐✐❪❬q❪✳ ♥♦❛❧✐❛s ✭✮ ❂ ❇t✯✭✯ ▼❴♣❝✮✲❃♣❤✐✭✐✐✱q✮❀ ✴✴❇t ✿ φ
geo
K

−T

⑥
⑥❬✳✳✳❪

⑥

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❧♦✇❡st ♦r❞❡r Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ s❡q✉❡♥❝❡
✐♥ ❋❡❡❧✰✰✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Hdiv ❛♥❞ Hcurl ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ H1✳

❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♦❢ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡❛s❡s
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡s✳

❛✉t♦ ❍✶ ❂ P❝❤ ❁❦❃✭♠❡s❤✮ ✴✴H1 ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❛❣r❛♥❣❡
❛✉t♦ ❍❝✉r❧ ❂ ◆❤❁❦❂✵❃✭♠❡s❤✮ ✴✴Hcurl ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❡❞❡❧❡❝
❛✉t♦ ❍❞✐✈ ❂ ❉❤❁❦❂✵❃✭♠❡s❤✮ ✴✴Hdiv ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❛✈✐❛rt ✲❚❤♦♠❛s
❛✉t♦ ▲✷ ❂ P❞❤ ❁✵❃✭♠❡s❤✮ ✴✴L2 ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✭P0 ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❝✉r❧ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❛❝❡s

■❣r❛❞ ❂ ●r❛❞✭ ❴❞♦♠❛✐♥❙♣❛❝❡❂❍✶✱ ❴✐♠❛❣❡❙♣❛❝❡❂❍❝✉r❧✮❀
■❝✉r❧ ❂ ❈✉r❧✭ ❴❞♦♠❛✐♥❙♣❛❝❡❂❍❝✉r❧ ✱ ❴✐♠❛❣❡❙♣❛❝❡❂❍❞✐✈✮❀
■❞✐✈ ❂ ❉✐✈✭ ❴❞♦♠❛✐♥❙♣❛❝❡❂❍❞✐✈ ✱ ❴✐♠❛❣❡❙♣❛❝❡❂▲✷✮❀

✉ ❂ ❍✶✲❃❡❧❡♠❡♥t ✭✮❀
❛✉t♦ ❣r❛❞❴✉ ❂ ■❣r❛❞✭ ✉ ✮❀

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r②

R
id
−→ ❍✶

■❣r❛❞
−→ ❍❝✉r❧

■❝✉r❧
−→ ❍❞✐✈

■❞✐✈
−→ ▲✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❉❡ ❘❤❛♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ♥♦✇ ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋❡❡❧✰✰

❆s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t t②♣❡s ❛s ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❡sts
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❚❤❡s❡ t❡sts✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t r❡❣✉❧❛r❧②✱ ❝❤❡❝❦s t❤❡
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡✐r ✉s❡ ♦♥ t♦② ♣r♦❜❧❡♠s✳

❋✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛✐♠s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r
Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❖t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❇r❡③③✐✲❉♦✉❜❧❛s✲▼❛r✐♥✐ ✭❇❉▼✮ ♦r ◆é❞é❧❡❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

P❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt

❚❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✕ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ●r❡❡♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✕✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝✉rr❡♥t✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs✳

■♥ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s r❡q✉✐r❡s t♦
♣❛② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✭✸✳✽✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ✭✸✳✽✶✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ Ωcond ❜② ❡❛❝❤ r ∈ Ωmgn✱ Ωcond ❛♥❞ Ωmgn ❜❡✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ B ❛♥❞ A ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
✭✸✳✽✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✽✶✮ s✉♣♣♦s❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ Ω = Ωcond ∪ Ωmgn✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❇✐♦t ✫
❙❛✈❛rt ❧❛✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s♠❛rt ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤r♦✉❣❤
❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❲❤✐t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧♦✇✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝✐❛❧ s②st❡♠ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛❧s♦ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬❙❛❜❛r✐❡❣♦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ♣❛rts ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r✳

❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✷ ❙✉❜✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✸ ■♥t❡❣r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✹ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✺ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✻ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✶✵✶
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▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ {pk}nk=1 t❤❡ s❡t ♦❢ n ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ Ωpk t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs pk ✇✐t❤ 1 6 k 6 n✳ ❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥✐♥❣ ♦❢ Ω ❧❡❛❞s
t♦ Ωcond =

⋃
i Ω

i
cond ❛♥❞ Ωmgn =

⋃
j Ω

j
cond✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛

✇❛② t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ❧♦❛❞ ✐s ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ Ωpk ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✭✐✮ ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ Ωcond ♣♦✐♥ts ❛s Ωpk = Ωi

cond ✭✐✐✮ ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ Ωmgn ♣♦✐♥ts ❛s Ωpk = Ωi
mgn ✭✐✐✮

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜♦t❤ Ωcond ❛♥❞ Ωmgn ♣♦✐♥ts ❛s Ωpk = Ωi
cond ∪ Ωj

mgn✳

. . .Ωj
mgn

Ωj+1
mgn

Ωi
cond

Ωi+1
cond

. . .

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❘❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s

✻✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡✐r ♣❛rt✐t✐♦♥ Ωpk ✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦✇♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ Ωmgn✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s
♦✇♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ Ωcond✳ ▲♦❝❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s■♥❬ ❪ ♦✇♥s t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s■♥❬✵❪ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ Ωcond ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s■♥❬✶❪ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ Ωmgn✳

❙t❡♣ ✶ Pr♦❝❡ss♦rs ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✐❢ ♣r♦❝ ❤❛s ❞♦❢s ✐♥ Ωcond t❤❡♥
✐s■♥❬✵❪ ❂ ✶

❡♥❞ ✐❢
✐❢ ♣r♦❝ ❤❛s ❞♦❢s ✐♥ Ωmgn t❤❡♥

✐s■♥❬✶❪ ❂ ✶
❡♥❞ ✐❢

⊲ ✐s■♥❬ ❪ ❂ ❬✭♣r♦❝ ❤❛s ❞♦❢s ✐♥ Ωcond✮✱ ✭♣r♦❝ ❤❛s ❞♦❢s ✐♥ Ωmgn✮❪

❘❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❋❡❡❧✰✰✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s st❡♣ ✶✳

▲✐st✐♥❣ ✻✳✶ ✕ Pr♦❝❡ss♦rs ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
✐❢✭ ❳❤❴❝♦♥❞❴❣❧♦❜❛❧ ✲❃♥▲♦❝❛❧❉♦❢ ✭✮ ❃ ✵ ✮

✐s■♥ ❬✵❪ ❂ ✶❀
✐❢✭ ❳❤❴❜♦①❴❣❧♦❜❛❧ ✲❃♥▲♦❝❛❧❉♦❢ ✭✮ ❃ ✵ ✮

✐s■♥ ❬✶❪ ❂ ✶❀
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❖♥❝❡ ❧♦❝❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦❝❛❧ ❛rr❛②s ✐s■♥❬ ❪

❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛rr❛② ✐s■♥●❧♦❜❬ ❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ st❡♣ ✷✳

❙t❡♣ ✷ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣

❆▲▲❴●❆❚❍❊❘✭✇♦r❧❞❝♦♠♠✱ ✐s■♥✳❞❛t❛✭✮✱ ✐s■♥●❧♦❜✮

■♥ ❋❡❡❧✰✰✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦♦st✿✿♠♣✐ ❬❇♦♦st✱ ✷✵✵✽❪
❧✐❜r❛r②✳

▲✐st✐♥❣ ✻✳✷ ✕ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣
st❞✿✿✈❡❝t♦r ❁✐♥t ❃ ✐s■♥●❧♦❜ ✭✷✯ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿✿ ✇♦r❧❞❈♦♠♠ ✭✮✳ s✐③❡ ✭✮✮❀
♠♣✐✿✿ ❛❧❧❴❣❛t❤❡r✭❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿✿ ✇♦r❧❞❈♦♠♠✭✮✱✐s■♥✳❞❛t❛✭✮✱✷✱ ✐s■♥●❧♦❜ ✮❀

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛rr❛② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳

p1 . . . pi . . . pn

Ωp1 ⊂ Ωcond Ωp1 ⊂ Ωmgn . . . Ωpi ⊂ Ωcond Ωpi ⊂ Ωmgn . . . Ωpn ⊂ Ωcond Ωpn ⊂ Ωmgn

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ●❧♦❜❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❛❜❧❡

✻✳✷ ❙✉❜✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ B(r) ❛♥❞ A(r) t❤r♦✉❣❤ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ r ∈ Ωmgn ❛♥❞ ❛❧❧ r′ ∈ Ωcond✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♦✇♥✐♥❣ r ∈ Ωmgn ❤❛s t♦
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ Ωcond✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✐♥ Ωmgn✱ ♣❧✉s ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈✐♥❣ ❞♦❢s ♦♥ Ωcond✳ ❚❤❛t ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ♠❛♥②
s✉❜❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs ❛s ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ Ωmgn✳

. . .Ωj
mgn

Ωj+1
mgn

Ωi
cond

Ωi+1
cond

. . .

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❙✉❜✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ r ∈ Ωi
mgn ❛r❡ s❡♥t t♦ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs

❢♦r♠✐♥❣ Ωcond✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ r❛♥❦ ③❡r♦ ✇❤✐❝❤
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♦✇♥s ♣♦✐♥ts ♦❢ Ωj
mgn✱ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✳

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮ ✉s❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▼P■ ❜r♦❛❞❝❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭st❡♣ ✸✮✳

. . .Ωj
mgn

Ωj+1
mgn

Ωi
cond

Ωi+1
cond

. . .

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❇r♦❛❞❝❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥

❙t❡♣ ✸ ❇r♦❛❞❝❛st ✿ Ωj
mgn t♦ {Ωcond}i

✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s r❛♥❦ ✵ ✭Ωj
mgn✮ t❤❡♥

❞♦❢▼ ❂ ❬s❡t ♦❢ Ωj
mgn ❞♦❢s❪

❡♥❞ ✐❢
❇❘❖❆❉❈❆❙❚✭s✉❜❝♦♠♠✱ ❞♦❢▼✳❞❛t❛✭✮✱ ✷✱ ✵✮

✻✳✸ ■♥t❡❣r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ Ωj
mgn ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♠♣♦s✐♥❣ Ωcond =

⋃
i Ω

i
cond✱

t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Ai(r) ❛♥❞ Bi(r) ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ai(r) =
µ0

4π

∫

Ωi
cond

j(r′)

| r− r′ |
dr′, Bi(r) =

µ0

4π

∫

Ωi
cond

j(r′) ∧ (r− r′)

| r− r′ |3
dr′ r ∈ Ωj

mgn

❆❧❧ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛rr❛② ✐♥t▼❬ ❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❛s❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ st❡♣ ✹✳

❙t❡♣ ✹ ■♥t❡❣r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿ A(r)✱ B(r) ✇✐t❤ r ∈ Ωi
mgn

✐❢ ✐s■♥❬✵❪ ❂❂ ✶ ✭Ωpk ⊂ Ωcond✮ t❤❡♥
❢♦r d = 0 t♦ d =s✐③❡ ♦❢ ❞♦❢▼ ✭r ∈ Ωj

mgn✮ ❞♦
✐♥t▼❬✷❞❪ ❂

∫
Ωi

cond

µ0

4π
j

|r−r′|
⊲ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✐♥t▼❬✷❞✰✶❪ ❂
∫
Ωi

cond

µ0

4π
j∧(r−r′)
|r−r′|3

⊲ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✐❢
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✻✳✹ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❖♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭✸✳✽✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✽✶✮ ♠❛② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳

. . .Ωj
mgn

Ωj+1
mgn

Ωi
cond

Ωi+1
cond

. . .

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛rr❛②s ✐♥t▼❬ ❪✱ ✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❝❡ss♦rs ♦✇♥✐♥❣ Ωcond✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s❡♥t t♦ ♣r♦❝❡ss♦r ♦❢ r❛♥❦ ③❡r♦ ✕
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ Ωj

mgn ✕ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐ts ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✈❛❧✉❡s✳

❙t❡♣ ✺ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✿ A(r) =
∑

j Aj(r), B(r) =
∑

j Bj(r)

❘❊❉❯❈❊✭s✉❜❝♦♠♠✱✐♥t▼✳❞❛t❛✭✮✱✐♥t▼✳s✐③❡✭✮✱♣❧✉s<❞♦✉❜❧❡>✭✮✱ ✵✮
✐❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s r❛♥❦ ✵ ✭Ωj

mgn✮ t❤❡♥
❢♦r d = 0 t♦ d =s✐③❡ ♦❢ ❞♦❢▼ ✭∀ r ∈ Ωj

mgn✮ ❞♦
A(r)← intMsum[2 ∗ d]
B(r)← intMsum[2 ∗ d+ 1]

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ✐❢

Pr♦❝❡ss❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❜❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s✐♠✐❧❛r
♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✻✳✺ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t

❚❤❡ ✜rst ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✭✜❣✉r❡s ✸✳✶✼❛ ❛♥❞ ✸✳✶✼❜✮✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛❧❧❡❧
✈❡rs✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✳

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r Ωcond t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ❤❡❧✐① ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt✱ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ Ωmgn ❝♦♥s✐sts ♦❢
❛ ❝❡♥t❡r❡❞ t❤✐♥ ❝②❧✐♥❞❡r ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ■♥ t❤✐s ✉s❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t Ωcond ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ✐♥ Ωcond✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦r✲
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r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Ωmgn ✐s ❝♦❧♦r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✸✸✸✵✵✺ ♥♦❞❡s✱ ❢♦r♠✐♥❣ 1.7 · 106

t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳ ❈♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥✐♥❣ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
Ωmgn ✕ ✐ts❡❧❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✼✸✵ ♥♦❞❡s ✕ ✐s ♦✇♥❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ■♥♥❡r♠♦st ❤❡❧✐① ✇✐t❤ j ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ I = 29974A

❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✭✻✳✶✮ h =
Bz − Bz(0)

Bz(0)

✇❤❡r❡ Bz ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ h3D ✭r❡s♣✳ haxi✮ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✭✻✳✶✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❇✐♦t
✫ ❙❛✈❛rt✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r❡s♣✳ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦♥❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻❛ ❝♦♠✲
♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻❜ ♣❧♦ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✸❉ ❛♥❞ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳
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✭❛✮ ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s ❛t r = 0
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| haxi − h3D |

✭❜✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ■♥♥❡r♠♦st ❤❡❧✐①
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻❜ ❡♠♣❤❛✲
s✐③❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝✉t✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥ ❈✉r✐❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✭❚●❈❈✱❋r❛♥❝❡✮✳

❲✐t❤ n t✐♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ s✉♣♣♦s❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r n ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs nref ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ tref ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s

✭✻✳✷✮
tref ∗ nref

t ∗ n

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✻✳✷✮ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

♥❜ ♣r♦❝s t♦t❛❧ t✐♠❡ ✭s✮ s❝❛❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②

✹✽ 1.4 · 104 ✶
✾✻ 7.05 · 103 ✵✳✾✾
✶✹✹ 4.98 · 103 ✵✳✾✸
✶✾✷ 4.31 · 103 ✵✳✽✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮ ✐s ✐❞❡❛❧ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t
❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
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❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦st❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs s❤❛r✐♥❣ Ωcond ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡✳
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♥❜ ♣r♦❝s ❜r♦❛❞❝❛st ❞♦❢s ✭s✮ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭s✮ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭s✮

✾✻ 2.40 · 10−1 6.89 · 103 1.44 · 10−4

✶✹✹ 3.14 · 10−1 4.84 · 103 2.63 · 10−4

✶✾✷ 4.32 · 10−1 4.04 · 103 1.59 · 10−4

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ ❞❡t❛✐❧s

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ✶✳✼ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t❡tr❛s × ✶✼✸✵ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤
✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ × ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❚❛❜❧❡
✻✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ♣❡r ✐♥t❡❣r❛❧✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳

♥❜ ♣r♦❝s t✐♠❡ ❢♦r ♦♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭s✮

✾✻ 7.81 · 10−7

✶✹✹ 5.48 · 10−7

✶✾✷ 4.58 · 10−7

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ t✐♠❡ ♣❡r ✐♥t❡❣r❛❧

❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t s❝❛❧❡ ✇❡❧❧ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❤✐❝❤
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳

✻✳✻ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s✐❞❡s
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♠❛✐♥s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡✱ ♥❛♠❡❧② Ωcond✳
❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωcond ✕ ❛♥❞ ✐ts s✉❜❞♦♠❛✐♥s Ωi
cond ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡s✲

s♦rs ✕ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s ❛ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts r ∈ Ωj

mgn✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ Ωj
mgn ♦❢ Ωmgn✳ ❇② t❤✐s ✇❛②✱

✇❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts
♦❢ ❛❧❧ r′ ∈ Ωi

cond✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ Ωj
mgn✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥✲
t❡❣r❛❧s✱ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❡❞s ✸✵✵✳
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♥❜ ♣r♦❝s ✐♥t❡❣r❛❧s ✭s✮ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r

✹✽ 4.04 · 101 ✳
✾✻ 2.07 · 101 ✸✸✷✳✽
✶✹✹ 1.38 · 101 ✸✺✵✳✼
✶✾✷ 1.03 · 101 ✸✾✷✳✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ✕ ■♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✽✳ ◆♦✇✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ✐s ✐❞❡❛❧ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ■♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿ ❙♣❡❡❞✲✉♣

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐s st✐❧❧ s♣❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ 102 ❢❛❝t♦r t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❜r♦❛❞❝❛st ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r✉♥s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✮✳

♥❜ ♣r♦❝s ❜r♦❛❞❝❛st ❞♦❢s ✭s✮ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭s✮ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭s✮

✾✻ 2.39 · 10−1 2.07 · 101 1.43 · 10−4

✶✹✹ 3.07 · 10−1 1.38 · 101 1.25 · 10−4

✶✾✷ 4.24 · 10−1 1.03 · 101 1.42 · 10−4

❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ✕ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ ❞❡t❛✐❧s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❋r♦♠ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❞✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞
r❡q✉✐r❡s t♦ s♠❛rt❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣r❡s❡♥ts✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ■❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦✈❡ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦♥ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❍P❈ ❝♦♥t❡①t✳
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❈❤❛♣t❡r ✼

❙❊❘ ✐♥ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛
❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r② ♦✛❡rs ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳

❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❆✣♥❡
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❘❇

P❋❊▼

❖♣❡♥❚✉r♥s
❖❝t❛✈❡

♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❋❡❡❧✰✰ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

❋r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ P❉❊ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜✉✐❧❞s s❡❛♠❧❡ss❧② t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ WN ✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❖♥❝❡ WN ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞✱ t❤❡
❝♦♠✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uN(µ) ∈ WN ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ µ
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦
❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ❖❝t❛✈❡ ♦r ❖♣❡♥t✉r♥s ❬❉✉t❢♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❢♦r ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s
s✉❝❤ ❛s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✽✮✳ ❚❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✈❡rs ❛ ❧❛r❣❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ t♦ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❡rr♦r
❡st✐♠❛t♦rs✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ♦r ❬❱❡②s✱ ✷✵✶✹❪✳

❚❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t❛❝❦❧❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
❡♠♣❧♦②❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡
❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

♦✉t♣✉t❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❊■▼

❆✣♥❡
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❘❇

P❋❊▼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❋❡❡❧✰✰ ❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠

✶✶✶
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■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛❧t❡r♥❛t❡❧② t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✼✳✸✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ s♦❧❡❧② ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❊■▼
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

♦✉t♣✉t❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❙❊❘

❊■▼

❆✣♥❡
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❘❇

P❋❊▼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❙❊❘ ✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞✳

❚❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s
✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡✐r ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❙❊❘✱ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❙❊❘ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✳

❈♦♥t❡♥ts
✼✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✷ ❙❊❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✼✳✸ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✼✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

▲❡t✬s r❡♠✐♥❞ t❤❛t ❙❊❘ ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✕ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✕ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

❋✐rst✱ ❧❡t✬s st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❢r♦♠ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠✱
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P✐❝❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞✳

❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ✭r❡s♣✳ ✼✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ ♦✤✐♥❡ ✭r❡s♣✳ ♦♥❧✐♥❡✮ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦♥❧✐♥❡ st❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❊❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t s✐♠♣❧②
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r µ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✲
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s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❡❛❝❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❘❇
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡
♦✤✐♥❡ st❛❣❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❖✤✐♥❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✿ ❝♦♠♣✉t❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ uN (µ)

❢✉♥❝t✐♦♥ ❖❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µ✱ {aqm}q,m✱ {a
l}l✱ {f q

m}q,m✱ {f
l}l✮

0uN ← ✐♥✐t✐❛❧●✉❡ss✭ µ ✮✱ k ← 0
✇❤✐❧❡ k < ♥❜■t❡r▼❛① ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t > t♦❧❡r❛♥❝❡ ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ γq
a,m(

kuN (µ);µ)✱ θla(µ)✱ γ
q
f,m(

kuN (µ);µ)✱ θlf (µ)

AN ←
Qeim

a∑
q=1

Ma
q∑

m=1

γq
a,m(

kuN ;µ)aqm +
Q

aff
a∑
l=1

θla(µ)a
l

FN ←
Qeim

f∑
q=1

M
f
q∑

m=1

γ
q
f,m(

ku;µ)f q
m +

Q
aff
f∑
l=1

θlf (µ)f
l

k+1uN (µ)← solve(AN k+1uN (µ) = FN )
✐♥❝r❡♠❡♥t ←‖ k+1uN (µ)− kuN ‖

❡♥❞ ✇❤✐❧❡
uN (µ)← k+1uN (µ)

❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❖♥❧✐♥❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✿ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ uN(µ)

❢✉♥❝t✐♦♥ ❖♥❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µ✱ N ✱ {aqm}q,m✱ {a
l}l✱ {f q

m}q,m✱ {f
l}l✮

0uN ← ✐♥✐t✐❛❧●✉❡ss✭ µ ✮✱ k ← 0
✇❤✐❧❡ k < ♥❜■t❡r▼❛① ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t > t♦❧❡r❛♥❝❡ ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ γq
a,m(

kuN (µ);µ)✱ θla(µ)✱ γ
q
f,m(

kuN (µ);µ)✱ θlf (µ)

AN =
Qeim

a∑
q=1

Ma
q∑

m=1

γq
a,m(

kuN ,µ)AN,q,m +
Q

aff
a∑
l=1

θla(µ)A
N,l

FN =
Qeim

f∑
q=1

M
f
q∑

m=1

γ
q
f,m(

kuN ,µ)FN,q,m +
Q

aff
f∑
l=1

θlf (µ)F
N,l

k+1uN(µ)← solve(AN k+1uN(µ) = F
N)

❡♥❞ ✇❤✐❧❡
❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❊❘✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡s ♣❡r ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐③❡ r✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✷✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✼✳✷ ❙❊❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✉❣❤ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
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♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❊❘ ♦✤✐♥❡ st❡♣

❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❞♦
S̄1 ← {µ̄1} ⊲ ❈❤♦♦s❡ µ̄1

ξ̄1 ← w(u(µ̄1),x; µ̄1) W̄1 ← span{ξ̄1}
t1 ← arg supx∈Ω |ξ̄1(x)| ⊲ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t

q1 ←
ξ̄1(x)

ξ̄1(t1)
⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❊■▼ ❜❛s✐s

❡♥❞ ❢♦r

❆t t❤✐s st❡♣✱ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r w r❡❛❞s w1(u(µ),x;µ) = β1
1(u(µ),µ)q1(x)

{aq1}q ❛♥❞ {f
l
1}l t❡r♠s ❛r❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✭♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ µ✮

S1 ← {µ1}
❖❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µ1✱ {a

q
1}q✱ {a

l}l✱ {f
q
1}q✱ {f

l}l✮ ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ uN (µ1)
ξ1 ← orthonormalization(uN (µ1)) ⊲ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐tt ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
W1 ← span{ξ1} ⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❘❇ ❜❛s✐s

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✭✐✮ t❤❡
❊■▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✼✳✶ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✼✳✷✳ ❚❤✐s st❡♣ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t s✐♠♣❧② ✉s❡s
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲✐st✐♥❣ ✼✳✶ ✕ ❊■▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣
✴✴ ✯✯✯✯✯✯ ❋♦r ❡❛❝❤ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✯✯✯✯✯✯
✴✴ P✐❝❦ t❤❡ ❢✐rst ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛❞❞ ✐t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡
♠✉ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♣❛r❛♠❡t❡r❙♣❛❝❡ ✭✮✲❃♠❛①✭✮❀
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞P❛r❛♠❡t❡r✭ ♠✉ ✮❀
✴✴ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❢✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃s♦❧✈❡✭ ♠✉ ✮❀
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞❙♦❧✉t✐♦♥✭ s♦❧✉t✐♦♥ ✮❀
✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
❛✉t♦ t ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡▼❛①✐♠✉♠❖❢❊①♣r❡ss✐♦♥✭ ♠✉ ✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✮❀
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥P♦✐♥t✭ t ✮❀
✴✴ ❚❤❡ ❢✐rst ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✭✇✲✵✮
❛✉t♦ q ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❘❡s✐❞✉❛❧ ✭✵✮❀
✴✴ ❊♥r✐❝❤ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞❇❛s✐s✭ q ✮❀

▲✐st✐♥❣ ✼✳✷ ✕ ❘❇ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣
✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❛❢❢✐♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r♦✉❣❤ ❊■▼ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✳
❜♦♦st✿✿t✐❡✭ ▼q♠ ✱ ❆q♠ ✱ ❋q♠ ✮ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡❆❢❢✐♥❡❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✮❀
✴✴ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❢✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠
✉ ❂ ♦❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥tPr✐♠❛❧✭ ♠✉ ✮❀
✴✴ ❊♥r✐❝❤ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃r❇❋✉♥❝t✐♦♥❙♣❛❝❡ ✭✮✲❃ ❛❞❞Pr✐♠❛❧❇❛s✐s❊❧❡♠❡♥t✭ ✉ ✮❀
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❖♥❝❡ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✜rst r♦✉❣❤ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾
s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ❤❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✿ ❖✤✐♥❡ st❡♣

✇❤✐❧❡ M 6 Mmax ❞♦

❇✉✐❧❞ r ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r i = M t♦ i = M + r ❞♦

❖♥❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µ✱ i− 1✱ {aqm}q,m✱ {a
l}l✱ {f q

m}q,m✱ {f
l}l✮

µ̄i ← argmaxµ∈Ξ infz∈Wi−1
||w(ui−1(µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

S̄i ← S̄i−1 ∪ {µ̄i}

W̄i ← W̄i−1 ⊕ span{ξ̄i = w(ui−1(µ̄i),x; µ̄i)}
ri(x)← w(ui−1,x; µ̄i)− wi−1(ui−1,x; µ̄i) ⊲ ❘❡s✐❞✉❛❧
ti ← arg supx∈Ω |ri(x)| ⊲ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
qi(x)←

ri(x)
ri(ti)

⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❊■▼ ❜❛s✐s
❡♥❞ ❢♦r

❆t t❤✐s st❡♣✱ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡❛❞s wi(u(µ),x;µ) =
i∑

m=1

βi
m(u,µ)qm(x)

{aqi}q ❛♥❞ {f
l
i}l t❡r♠s ❛r❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✭♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ µ✮

❇✉✐❧❞ r ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r j = M t♦ j = M + r ❞♦
µj ← µ ∈ D ⊲ ❘❛♥❞♦♠ ♦r ❢r♦♠ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
Sj ← {µj}
❖❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µj✱ {aq,m}q,m✱ {fq,m}q,m✮ ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ uN (µj)

ξj ← orthonormalization(uN (µj)) ⊲ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐tt ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
Wj ← Wj−1 ⊕ span{ξj} ⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❘❇ ❜❛s✐s

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ✉s❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
♦❢❢❧✐♥❡✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✕ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣s ❜♦t❤ ❢♦r ❊■▼ ✭❧✐st✐♥❣ ✼✳✸✮ ❛♥❞ ❢♦r ❘❇
✭❧✐st✐♥❣ ✼✳✹✮ ✕ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❙❊❘✭✮✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✼✳✺✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ t✇♦ ♦❢❢❧✐♥❡✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ❤❛s t♦ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❊❘✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ s✐③❡ r ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡r❴❢r❡q✱ ❛♥❞
♠❛① ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ❦❡②
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❋❊
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♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦❢❢❧✐♥❡✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❙❊❘✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♦❢❢❧✐♥❡✭✮
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❘❇ ❛♥❞ ❊■▼✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❡♣✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❊■▼ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✭s❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ❛♥❞ ❧✐st✐♥❣ ✼✳✶✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✉t✱ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ ❙❊❘✭✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❜✉✐❧❞✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss❡♠❜❧❡✭✮✳

▲✐st✐♥❣ ✼✳✸ ✕ ❊■▼ ♦✤✐♥❡
✈♦✐❞ ♦❢❢❧✐♥❡ ✭✮
④

✴✴ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❙❊❘
✐❢ ✭ s❡r ✫✫ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♠▼❛①✭✮ ✰ s❡r❴❢r❡q ❁❂ ♠❛① ✮

▼♠❛① ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♠▼❛①✭✮ ✰ s❡r❴❢r❡q❀
❡❧s❡

▼♠❛① ❂ ♠❛①❀
✴✴ ❇✉✐❧❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r✭ ❀ ▼❴▼ ❁❂▼♠❛①❀ ✰✰▼❴▼ ✮ ✴✴❡rr ❃❂ t❤✐s ✲❃▼❴t♦❧ ✮
④

✴✴ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r✭ ❛✉t♦ ♠✉ ✿ ✯s✉❜tr❛✐♥s❡t ✮
④

✐❢✭ s❡r ✮
s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡❘❜❊①♣❛♥s✐♦♥✭ ♠✉ ✮❀ ✴✴❘❇

❡❧s❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃s♦❧✈❡✭ ♠✉ ✮❀ ✴✴❋❊▼

r❡s♠❛① ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡▼❛①✐♠✉♠❖❢❘❡s✐❞✉❛❧✭♠✉✱s♦❧✉t✐♦♥ ✮❀
♠❛①❡rr✭✐✮ ❂ r❡s♠❛①✳t❡♠♣❧❛t❡ ❣❡t ❁✵❃✭✮❀

⑥
✴✴ ❯♣❞❛t❡ ♠✉ ❢r♦♠ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛✉t♦ ❡rr ❂ ♠❛①❡rr✳❛rr❛② ✭✮✳❛❜s✭✮✳ ♠❛①❈♦❡❢❢✭ ✫✐♥❞❡① ✮❀
♠✉ ❂ tr❛✐♥s❡t ✲❃❛t✭✐♥❞❡①✮❀
✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❘❇ ❢♦r ❙❊❘✮
✐❢✭ s❡r ✮

s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡❘❜❊①♣❛♥s✐♦♥✭ ♠✉ ✮❀ ✴✴ ❘❇
❡❧s❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃s♦❧✈❡✭ ♠✉ ✮❀ ✴✴❋❊▼
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞❙♦❧✉t✐♦♥✭ s♦❧✉t✐♦♥ ✮❀
✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
❛✉t♦ t ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡▼❛①✐♠✉♠❖❢❘❡s✐❞✉❛❧✭ ♠✉✱s♦❧✉t✐♦♥ ✮❀
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥P♦✐♥t✭ t ✮❀
✴✴ ❉❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
❡❧❡♠❡♥t❴t②♣❡ r❡s ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❘❡s✐❞✉❛❧✭ ▼❴▼ ✲✶ ✮❀
✴✴ ❊♥r✐❝❤ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❛❞❞❇❛s✐s✭ q ✮❀

⑥
⑥
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▲✐st✐♥❣ ✼✳✹ ✕ ❘❇ ♦✤✐♥❡
✈♦✐❞ ♦❢❢❧✐♥❡ ✭✮
④

✴✴ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❙❊❘
✐❢✭ s❡r ✫✫ ◆♦❧❞ ✰ s❡r❴❢r❡q ❁❂ ♠❛① ✮ ✴✴ ❙❊❘

▼❴✐t❡r❴♠❛① ❂ ◆♦❧❞ ✰ s❡r❴❢r❡q❀
❡❧s❡

▼❴✐t❡r❴♠❛① ❂ ♠❛①❀
✇❤✐❧❡ ✭ ▼❴◆ ❁ ♠❛① ✮
④

✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❛❢❢✐♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
t✐❡✭ ▼q♠ ✱ ❆q♠ ✱ ❋q♠ ✮ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡❆❢❢✐♥❡❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✮❀
✴✴ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❢✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠
✉ ❂ ♦❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥tPr✐♠❛❧✭ ♠✉ ✮❀
✴✴ ❊♥r✐❝❤ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃r❇❋✉♥❝t✐♦♥❙♣❛❝❡ ✭✮✲❃ ❛❞❞Pr✐♠❛❧❇❛s✐s❊❧❡♠❡♥t✭ ✉ ✮❀

⑥
⑥

▲✐st✐♥❣ ✼✳✺ ✕ ❙❊❘ ♦✤✐♥❡
✈♦✐❞ ❙❊❘✭✮
④

❞♦
④

✴✴ P❡r❢♦r♠ ❘❇ ♦❢❢❧✐♥❡
r❜✲❃♦❢❢❧✐♥❡ ✭✮❀
✴✴ P❡r❢♦r♠ ♦❢❢❧✐♥❡ st❡♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❊■▼
❢♦r✭ ❛✉t♦ ❡✐♠ ✿ ❡✐♠❴✈❡❝t♦r ✮
④

❡✐♠ ✲❃s❡t❘❇✭ ❝r❜ ✮❀
❡✐♠ ✲❃s❡t▼♦❞❡❧✭ ♠♦❞❡❧ ✮❀
❡✐♠ ✲❃♦❢❢❧✐♥❡ ✭✮❀

⑥
✴✴ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❛❢❢✐♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✲❃❛ss❡♠❜❧❡ ✭✮❀

⑥
✇❤✐❧❡✭ ❝r❜ ✲❃❝♦♥t✐♥✉❡❖❢❢❧✐♥❡❙t❡♣ ✭✮ ✮❀

⑥

✼✳✸ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰
❘❇ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❧❛st s❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✷✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✐ts❡❧❢ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✳

❚❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ {âq,m,n}q,m,n ✭r❡s♣✳ {f̂q,m}q,m✮ ♦❢ aq,m(ξn, v) ✭r❡s♣✳ fq,m(v)✮
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✺✹✮ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❚❤✉s✱
t❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ {aq,m}q,m ❛♥❞ {fq,m}q,m✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉✲
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t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✮ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ❘✐❡s③
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✭✷✳✺✺✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ♥♦r♠✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Raff
N,M

❢✉♥❝t✐♦♥ ❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠✭µ✱ u✱ {âq,m,n}q,m,n✱ {f̂q,m}q,m✮
❈♦♠♣✉t❡ γa

q,m(u,µ)✱ γ
f
q,m(u,µ) ∀q,m

❆ss❡♠❜❧❡ YRaff
N,M(u;µ) ❢r♦♠ γa

q,m✱ γ
f
q,m✱ âq,m,n ❛♥❞ f̂q,m

❘❡t✉r♥s ‖ YRaff
N,M(·;µ) ‖

❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✜ts ✇❡❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❙❊❘ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾✮✱ ❛s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✳ ❚❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ✉s❡❞ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦✇ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✿ ❖✤✐♥❡ st❡♣ ✇✐t❤ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥

✇❤✐❧❡ M 6 Mmax ❞♦

❇✉✐❧❞ r ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r i = M t♦ i = M + r ❞♦

❖♥❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µ✱ i− 1✱ {aqm}q,m✱ {a
l}l✱ {f q

m}q,m✱ {f
l}l✮

µ̄i ← argmaxµ∈Ξ infz∈Wi−1
||w(ui−1(µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

S̄i ← S̄i−1 ∪ {µ̄i}

W̄i ← W̄i−1 ⊕ span{ξ̄i = w(ui−1(µ̄i),x; µ̄i)}
ri(x)← w(ui−1,x; µ̄i)− wi−1(ui−1,x; µ̄i) ⊲ ❘❡s✐❞✉❛❧
ti ← arg supx∈Ω |ri(x)| ⊲ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
qi(x)←

ri(x)
ri(ti)

⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❊■▼ ❜❛s✐s
❡♥❞ ❢♦r

❇✉✐❧❞ r ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r j = M t♦ j = M + r ❞♦
µj ← arg maxµ∈D ❬ ❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠✭µ✱ uj−1✱ {âq,m,n}q,m,n✱ {f̂q,m}q,m✮ ❪
Sj ← {µj}
❖❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µj✱ {aq,m}q,m✱ {fq,m}q,m✮ ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ uN (µj)

ξj ← orthonormalization(uN (µj)) ⊲ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐tt ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
Wj ← Wj−1 ⊕ span{ξj} ⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❘❇ ❜❛s✐s

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✳ ❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✼✳✻✱
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t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✕ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❡♣ ✕ t❤✉s s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
♥❡①t ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲✐st✐♥❣ ✼✳✻ ✕ ❘❇ ●r❡❡❞②
❢♦r✭ ❛✉t♦ ♠✉ ✿ ✯s❛♠♣❧✐♥❣ ✮
④

✴✴ ❈♦♠♣✉t❡s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✉
❡rr♦r❴✐♥❞✐❝❛t♦r✭✐✮ ❂ ❝♦♠♣✉t❡❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠✭ ♠✉✱ ✉◆ ✮❀

⑥
✴✴ ❙❡❧❡❝ts t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r
♠✉ ❂ ✯♠❛①❴❡❧❡♠❡♥t✭❡rr♦r❴✐♥❞✐❝❛t♦r✳❜❡❣✐♥✭✮✱ ❡rr♦r❴✐♥❞✐❝❛t♦r✳❡♥❞ ✭✮✮❀

r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❊■▼
❛♥❞ ❘❇ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✕ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst ❙❊❘
✈❛r✐❛♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✕ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❡♣s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡
✉♣❞❛t❡ ♦❢ r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✿ ♦✤✐♥❡ st❡♣ ✇✐t❤ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥
rEIM ← r❀ rRB ← r

✇❤✐❧❡ M 6 Mmax ❞♦

❇✉✐❧❞ r ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r i = M t♦ i = M + rEIM ❞♦

❬✳✳✳❪ ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ qi
❝✉rr❡♥t❴♠❛①❴❡rrEIM ← maxµ∈Ξ infz∈Wi−1

||w(ui−1(µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

✐❢ | r❡❢❴♠❛①❴❡rrEIM ✲ ❝✉rr❡♥t❴♠❛①❴❡rrEIM |< ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤❡♥
rEIM ← rEIM + 1 ⊲ ❈♦♥t✐♥✉❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡

❡♥❞ ✐❢
r❡❢❴♠❛①❴❡rrEIM ← ❝✉rr❡♥t❴♠❛①❴❡rrEIM ⊲ ❯♣❞❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡rr♦r

❡♥❞ ❢♦r

❇✉✐❧❞ r ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r j = M t♦ j = M + rRB ❞♦

❬✳✳✳❪ ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ ξj
❝✉rr❡♥t❴❡rr♦rRB ← ❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠✭µj✱ uj✱ {âq,m,j}q,m,j✱ {f̂q,m}q,m✮
✐❢ | r❡❢❴❡rr♦rRB ✲ ❝✉rr❡♥t❴❡rr♦rRB |< ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤❡♥

rRB ← rRB + 1 ⊲ ❈♦♥t✐♥✉❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡
❡♥❞ ✐❢
r❡❢❴❡rr♦rRB ← ❝✉rr❡♥t❴❡rr♦rRB ⊲ ❯♣❞❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡rr♦r

❡♥❞ ❢♦r
rEIM ← r❀ rRB ← r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s rEIM ❛♥❞ rRB s✐♠♣❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❛❞❞
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♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❢❢❧✐♥❡✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
❛♥❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✼✳✼ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ s✉❝❤
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❘❇
♦❢❢❧✐♥❡✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲✐st✐♥❣ ✼✳✼ ✕ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊■▼
✴✴ ◆❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥
✐❢ ✭ r❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✫✫ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♠▼❛①✭✮ ❁ ♠❛① ✮

▼♠❛① ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♠▼❛①✭✮ ✰ ✶❀
❡❧s❡ ✐❢ ✭ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♠▼❛①✭✮ ✰ s❡r❴❢r❡q ❁❂ ♠❛① ✮

▼♠❛① ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃♠▼❛①✭✮ ✰ s❡r❴❢r❡q❀
❡❧s❡

▼♠❛① ❂ ♠❛①❀
✴✴ ❈♦♥t✐♥✉❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✐❢ ♥❡❡❞❡❞
❞♦✉❜❧❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❂ ❛❜s✭❡rr ✲♣r❡✈✐♦✉s❴❡rr ✮✴❛❜s✭♣r❡✈✐♦✉s❴❡rr ✮❀
✐❢✭ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❁ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥❴t♦❧❡r❛♥❝❡ ✮

r❛❞❛♣t❛t✐♦♥❂tr✉❡❀

❍②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸✱ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❧✐❛❜❧❡✳
■ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✿ ♦✤✐♥❡ st❡♣ ✇✐t❤ ❍②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
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❇✉✐❧❞ r ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r i = M t♦ i = M + r ❞♦

✐❢ ❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠✭µ✱ uj−1✱ {âq,m,n}q,m,n✱ {f̂q,m}q,m✮ < t♦❧ t❤❡♥
u← ❖♥❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µ✱ i− 1✱ {aqm}q,m✱ {a

l}l✱ {f q
m}q,m✱ {f

l}l✮
❡❧s❡

u← ❖❢❢❧✐♥❡❋✐①❡❞P♦✐♥t✭µj✱ {aq,m}q,m✱ {fq,m}q,m✮
❡♥❞ ✐❢
µ̄i ← argmaxµ∈Ξ infz∈Wi−1

||w(u(µ); .;µ)− z||L∞(Ω)

W̄i ← W̄i−1 ⊕ span{ξ̄i = w(u(µ̄i),x; µ̄i)}
ri(x)← w(u,x; µ̄i)− wi−1(u,x; µ̄i) ⊲ ❘❡s✐❞✉❛❧
ti ← arg supx∈Ω |ri(x)| ⊲ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
qi(x)←

ri(x)
ri(ti)

⊲ ❉❡❞✉❝❡ ❊■▼ ❜❛s✐s
❡♥❞ ❢♦r

❇✉✐❧❞ r ❘❇ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✳✳✳❪

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✼✳✸✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
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❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥s❡t✳ ■t t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♦♥ ❛ ❝❛s❡✲❜②✲❝❛s❡ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡P❢❡♠ ✉s❡s t❤❡
❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

▲✐st✐♥❣ ✼✳✽ ✕ ❍②❜r✐❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r✭ ❛✉t♦ ♠✉ ✿ ✯tr❛✐♥s❡t ✮
④

✐❢✭ s❡r ✫✫ ❡rr♦r❴❡st✐♠❛t✐♦♥ ✫✫ ❤②❜r✐❞❴❡✐♠ ✮
④

✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✇✐t❤ ♠✉
❛✉t♦ ❡rr♦r❴✐♥❞✐❝❛t♦r ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❘✐❡s③❘❡s✐❞✉❛❧◆♦r♠✭ ♠✉ ✮❀
✴✴ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♠✉
❡rr♦r❴❝r✐t❡r✐♦♥❬✐❪ ❂ ❡rr♦r❴✐♥❞✐❝❛t♦r✴❡rr ❁ rt♦❧❀

⑥

✐❢✭ s❡r ✮ ✴✴❯s❡ ❙❊❘
④

✴✴ ❈♦♥s✐❞❡r ❘❇ ♦♥❧② ✐❢ s✉❢❢✐❝✐❡♥t❧② r❡❧❡✈❛♥t
✐❢✭ s❡r ✫✫ ❡rr♦r❴❝r✐t❡r✐♦♥❬✐❪ ✮

s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡❘❜❊①♣❛♥s✐♦♥✭ ♠✉✱ ✉◆ ✮❀ ✴✴❘❇
❡❧s❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡P❢❡♠✭ ♠✉ ✮❀ ✴✴P❋❊▼
⑥
❡❧s❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃s♦❧✈❡✭ ♠✉ ✮❀ ✴✴❋❊▼

r❡s♠❛① ❂ ▼❴♠♦❞❡❧ ✲❃❝♦♠♣✉t❡▼❛①✐♠✉♠❖❢❘❡s✐❞✉❛❧✭♠✉✱s♦❧✉t✐♦♥ ✮❀
♠❛①❡rr✭✐✮ ❂ r❡s♠❛①✳t❡♠♣❧❛t❡ ❣❡t ❁✵❃✭✮❀

⑥

▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘✭l✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❙❊❘ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ t✉r♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❙❊❘✭✮

✭s❡❡ ❧✐st✐♥❣ ✼✳✺✮ ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❊❘ ♦✤✐♥❡ st❡♣✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❘❇

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♣❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❜s

❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r✉♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✕ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✕ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧✇❛②s
t♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳
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▲✐st✐♥❣ ✼✳✾ ✕ ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘✭l✮
✈♦✐❞ ❙❊❘✭✮
④

❢♦r✭ ✐♥t s❡r❴❧❡✈❡❧ ❂✵❀ s❡r❴❧❡✈❡❧ ❁ ♥❜❴❧❡✈❡❧s❀ ✰✰ s❡r❴❧❡✈❡❧ ✮
④

✐❢ ✭ s❡r❴❧❡✈❡❧ ❃ ✵ ✮
④

r❜s✳♣✉s❤❴❜❛❝❦✭ ♥❡✇❘❇✭ s❡r❴❧❡✈❡❧ ✮ ✮❀
r❜ ❂ r❜s✳❜❛❝❦ ✭✮❀

⑥
❞♦
④

r❜✲❃♦❢❢❧✐♥❡ ✭✮❀
❢♦r✭ ❛✉t♦ ❡✐♠ ✿ ❡✐♠❴✈❡❝t♦r ✮
④

✴✴ ❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ✱ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❘❇ ❛♣♣r♦①
✐❢ ✭ ❝r❜s✳s✐③❡✭✮ ❃ ✶ ✮
④

❡✐♠ ✲❃s❡t❘❇✭ r❜s❬s❡r❴❧❡✈❡❧ ✲✶❪ ✮❀
❡✐♠ ✲❃s❡t▼♦❞❡❧✭ ♠♦❞❡❧s❬s❡r❴❧❡✈❡❧ ✲✶❪ ✮❀

⑥
❡❧s❡
④

❡✐♠ ✲❃s❡t❘❇✭ r❜ ✮❀
❡✐♠ ✲❃s❡t▼♦❞❡❧✭ ♠♦❞❡❧ ✮❀

⑥
⑥
✴✴ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❛❢❢✐♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✲❃❛ss❡♠❜❧❡ ✭✮❀

⑥✇❤✐❧❡✭ ❝r❜ ✲❃❝♦♥t✐♥✉❡❖❢❢❧✐♥❡❙t❡♣ ✭✮ ✮❀
⑥

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❡s✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❛✣♥❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ✐ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✉s❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❛♥❞✴♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡✐r ✉s❡ ♦♥ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✶✳
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◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✷✸





❈❤❛♣t❡r ✽

P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ ❏♦✉❧❡ ❧♦ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤
✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts st✉❞②✳ ❚❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❛❧t❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ s❤❛❧❧ t❛❦❡ ❣r❡❛t ❝❛r❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✕ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
♥♦t ❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r② ❤❛✈❡ t❤✉s t♦ ❜❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♠❛♥②✲q✉❡r② ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s t❤✉s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞②✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇
✐♥♣✉ts ❛✛❡❝t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t✇♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s✳ P❡r❢♦r♠❡❞
❜♦t❤ ✇✐t❤ ❋❊ ❛♥❞ ❘❇ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛✐♠ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✲
❡❧s ✐♥ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ▲◆❈▼■ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ✉♣ t♦
♥♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✳

❈♦♥t❡♥ts
✽✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✽✳✷ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✽✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦♥ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✶✷✺
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✽✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ♦✉t♣✉t✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥✲
♣✉t✴♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❞❡♥♦t❡❞ ❛s X✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Y ✳ ■ts
❛❝ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F r❡❧❛t✐♥❣ X ❛♥❞ Y ❛s

✭✽✳✶✮ Y = F (X)

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ X ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✐③❡✳
❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s ❬❙♦❜♦❧✱ ✶✾✾✸❪✱ ❬Pr✐❡✉r✱ ✷✵✶✹❪✱ ❬❏❛♥♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❛❪ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t r❡q✉✐r❡s ❞❡♣❡♥❞s
❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✕ t②♣✐❝❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ✕ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✕ ✻ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❝♦st r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❋❊ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r s✉❝❤ st✉❞✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts
r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❛❜❧❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ✐t ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥ F ✭✽✳✶✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧s ❬❙✉❞r❡t✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❏❛♥♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐ts ❝♦st✳

❚❤❡ ♥❡①t st✉❞✐❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❖♣❡♥t✉r♥s ❬❉✉t❢♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❖♣❡♥t✉r♥s ✜rst❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs X ✐♥
t❤❡ ✇❛♥t❡❞ r❛♥❣❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ s❡❝t♦r ♦❢ ❇✐tt❡r
♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐① ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳

✽✳✶✳✶ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t② j ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❖t❤❡r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❛♠❡❧② t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱
♠❛❦✐♥❣ µ r❡❛❞ ❛s

✭✽✳✷✮ µ = (σ0, α, L, j, h, Tw)

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❝❤
❛♣♣❡❛rs ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ j t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇✳ ❋♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ s✐③❡ ✸✵✵✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✽✳✶✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦②s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳



✽✳✶✳ ❙❊◆❙■❚■❱■❚❨ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖◆ ▼❊❆◆ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊ ✶✷✼

σ0 [55, 60] MS.m−1

α [3.3× 10−3, 3.5× 10−3] K−1

L [2.5× 10−8, 2.9× 10−8]

j [60× 106, 70× 106] A.m−2

h [70000, 90000] W.m−2.K−1

Tw [293, 313] K

❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✕ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

❖♣❡♥t✉r♥s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✸✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✽✳✷✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡
♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ✐♥♣✉ts ✭❚❛❜❧❡ ✽✳✶✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡❛♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 53.22◦C t♦ 65.28◦C✳

▼❡❛♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts 332.25K ≈ 59.25◦C
❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ 6.03

❚❛❜❧❡ ✽✳✷ ✕ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t
❞♦❡s♥✬t ❡①❝❡❡❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✉t♣✉ts
Y ✱ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❝♦♥s✐st ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ y ✇❤✐❝❤ ✇♦♥✬t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✳ ❚❤❛t ✐s ✜♥❞ y s✉❝❤ t❤❛t

✭✽✳✸✮ P (Y 6 y) > p

❚❛❜❧❡ ✽✳✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛r❡ t❤✉s 99% s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 70◦C✳ ❚❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ t♦ t✐❣❤t❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥ts✳

99.0% 343K = 70◦C
80.0% 336.5K = 63.5◦C

❚❛❜❧❡ ✽✳✸ ✕ ◗✉❛♥t✐❧❡s ❢♦r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

▲❛st❧②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♠❡❛♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❬❙♦❜♦❧✱ ✶✾✾✸❪ q✉❛♥t✐❢② ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s st✉❞② s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs Xi ∈ X

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞❡① Si ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ith ✐♥♣✉t
Xi ✭✽✳✷✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

✭✽✳✹✮ Si =
V (E[Y | Xi])

V (Y )

❚❛❜❧❡ ✽✳✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②
✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳
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σ0 0.022
α 3.6× 10−5

L 0.0042
j 0.77
h 0.044
Tw 0.16

❚❛❜❧❡ ✽✳✹ ✕ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✹ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❡♥ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (X) ✭✽✳✶✮ r❡❛❞s ❛s ❛ s✉♠

F (X) =
d∑

i=1

Fi(Xi) ✇✐t❤ d t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❡s ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦✉♥t❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡
❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ h t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥t✳ ❊✛♦rts ❤❛✈❡ t❤✉s t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥
Tw t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳

✽✳✶✳✷ ❘❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐①

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐① ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✛❡r✲
✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ t❤❛♥ ✐♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥s✉❧❛t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡❧✐① t✉r♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❤♦t s♣♦ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛❣♥❡t ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜✐❣❣❡r✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✮ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✺✵✵ ✵✵✵ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ✶✷ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❊❛❝❤ ❋❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛❜♦✉t ✶✻ ♠✐♥✉t❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✻✳✼ s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣❛✐♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✕ ❛ ❢❛❝t♦r ✶✺✵ ✕ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞②✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✕ ❘❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ r❛❞✐❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐①

❆s ❢♦r t❤❡ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ s✐③❡ ✸✵✵ ✇❤♦s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝✉rr❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
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❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✱ ❣✐✈✐♥❣ µ ❛s

✭✽✳✺✮ µ = (σ0, α, L, I, h, Tw)

❚❤❡ r❛♥❣❡s ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✺✳

σ0 [50; 50.2] MS.m−1

α [3.3× 10−3; 3.5× 10−3] K−1

L [2.5× 10−8; 2.9× 10−8]

I [25000; 35000] A

h [70000; 90000] W.m−2.K−1

Tw Tw ∈ [293, 313] K

❚❛❜❧❡ ✽✳✺ ✕ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ ❤❡❧✐①

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥
✈❛r② ❢r♦♠ 90.5◦C t♦ 114.5◦C ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ r❛♥❣❡s✳

▼❡❛♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts 375.5K ≈ 103◦C
❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ 12

❚❛❜❧❡ ✽✳✻ ✕ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛ ❤❡❧✐①

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤♦t s♣♦ts ♥❡❛r ✐♥s✉❧❛t♦rs✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② q✉❛♥t✐❧❡s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✼ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✇❡
❛r❡ 99% s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 129◦C✳

99.0% 401.3K = 129◦C
80.0% 385.3K = 113◦C

❚❛❜❧❡ ✽✳✼ ✕ ◗✉❛♥t✐❧❡s ❢♦r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛ ❤❡❧✐①

❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❛❜❧❡ ✽✳✽ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❛♥❦✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡
❤❡❧✐①✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ✕ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①✲
❛♠♣❧❡ ✕ t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❇✐tt❡r✱ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❛t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋r♦♠ ❛ ❞❡s✐❣♥❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s ✇♦rt❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

σ0 1.9× 10−5

α 2.3× 10−4

L 0.0028
I 0.75
h 0.069
Tw 0.16

❚❛❜❧❡ ✽✳✽ ✕ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❛ ❤❡❧✐①

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳



✶✸✵❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ P❆❘❆▼❊❚❘■❈ ❙❚❯❉■❊❙ ❆◆❉❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨◗❯❆◆❚■❋■❈❆❚■❖◆

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✾✽ ✕ ❛♥❞ ♥♦t t♦ ✶ ❛s ❢♦r t❤❡
❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ✕ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✽✳✷ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛✐♥❧② r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✕ t❤❛t r❡♠❛✐♥s
❜❡②♦♥❞ s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✕ ✐s ♦❢t❡♥ ❛s❦❡❞✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ✜①❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✽✳✾✳

σ0 58 MS.m−1

α 3.5× 10−3 K−1

L 2.5× 10−8

j [30× 106, 100× 106] A.m−2

h 80000 W.m−2.K−1

Tw 293 K

❚❛❜❧❡ ✽✳✾ ✕ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷❜ ♣❧♦ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋❊ ❛♥❞ ❘❇
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t✱ s♦♠❡❤♦✇ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✭❛✮ ❘❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

3 5 7 9

·107

40

60

80

100

❈✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✭A.m−2✮

▼
❡❛
♥
t❡
♠
♣
❡r
❛t
✉r
❡
✭◦
❈
✮

❋❊▼

❘❇

✭❜✮ ❖✉t♣✉ts

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✕ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦♥ ❇✐tt❡r✿ ▼❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❱❙ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②
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❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠❡❛♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 40◦C✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷❜✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ 30 A.mm−2 t♦ 60 A.mm−2 ✇♦✉❧❞ r❛✐s❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ 40◦C t♦ 60◦C✳
❲✐t❤ s✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 1 T ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋r♦♠ ❛
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛✐s❡ ♦❢ 20◦C ♦♥
t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✕ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s s❛❢❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✕ ❛❧❧♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥
✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

✽✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦♥ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
❛♥❛❧②s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡
♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ✐t ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ✐♥s✐❣❤t✱ ✇✐t❤ ❛
❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣✳

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ✇❤♦s❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✇❛t❡r ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ❤♦❧❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❞✐s❦s✳
❲❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤✐s ♠❛❣♥❡t ❤❛s ♥♦t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❈♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ss❡♠❜❧② ✐ss✉❡s ✇❡r❡ s✉s♣❡❝t❡❞✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ♦✉r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❤❡❧♣s
t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ VD

♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t t❡r♠✐♥❛❧s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r
✹ r❡❛❞s

✭✽✳✻✮ µ = (σ0, α, L, VD, h, Tw)

❇✉t ✐♥ t❤✐s st✉❞② t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t h ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✈❛r②✳ ❲❡
❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❝❤ ♣♦✇❡rs t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♦✉t♣✉t ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳

❆s ❛ s♦rt ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ✈❛r② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ✉♥t✐❧
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r h ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇r❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ h ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t❤❛♥
hex = 5.46 × 104 W.m−2.K−1✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s✐♥❣ ❋❊ ❛♥❞ ❘❇ ♠♦❞❡❧s✳
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46,000 48,000 50,000 52,000 54,000

27,950

28,000

28,050

28,100

28,150

❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭W.m−2.K−1✮

■♥
t❡
♥s
✐t
②
✭A

✮

❋❊

❘❇

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✕ ❈✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② Iex = 27988.5 A ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦
❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t h = 4.64 × 104 W.m−2.K−1✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❋❊ ❛♥❞ ❘❇ ♦✉t♣✉ts r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ 10−2✳ ❇❡✐♥❣
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ hex = 5.46 × 104 W.m−2.K−1✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♥ h ❝♦♥✜r♠ ❛
❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❛ ✇❛t❡r ❧❡❛❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❞❡❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣❛✐r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st✉❞② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❢t❡r ♠❛❣♥❡t r❡♣❛✐r✐♥❣✳

50,000 52,000 54,000 56,000 58,000 60,000

27,900

27,950

28,000

28,050

❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭W.m−2.K−1✮

■♥
t❡
♥s
✐t
②
✭A

✮

❋❊

❘❇

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ✕ ❈✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❢t❡r r❡♣❛✐r✐♥❣

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡s
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② Iex = 27988.5 A ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ h = 5.58 × 104 W.m−2.K−1✳
❘❡❛❧❧② ❝❧♦s❡r t♦ hex = 5.46 × 104 W.m−2.K−1 t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞
st✉❞② ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ r❡♣❛✐r ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t
❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ r❛♥❦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ♦❢
t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ✇❛t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❡s ✐♥ ✜rst✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✐ts ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t✳ ■♥ t❤❡
●r❡♥♦❜❧❡ ❍✐❣❤ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❝♦♦❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦♦♣
s②st❡♠ ❛s ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❧♦♦♣ ✐s ❛❧✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r
✇❤✐❝❤ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐✈❡r ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡❛s♦♥✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t② ❞♦❡s♥✬t ♦♣❡r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤♦tt❡st s❡❛s♦♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s r❛♥❦✐♥❣ ❝❛♥ s❡r✈❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
❢♦❝✉s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✜①✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛st r❡❧❡✈❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
q✉❛♥t✐❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛❣♥❡t ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡✈❡♥t t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥ts✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❡❞s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲◆❈▼■✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✾

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ✸❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♠❛❣♥❡t♦✲s❝✐❡♥❝❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s
t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✸❉✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠❡ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ◆▼❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬❚r♦♣❤✐♠❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡✈✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❝♦❤♦❧ ❞r♦♣❧❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣♦❧②❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts ✇❡r❡ ♥♦t ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ❚❤✐s
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛❧❧♦✇s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✧✸❉ ❡✛❡❝t✧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝❧♦s❡❧②
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr②✳

❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ▲◆❈▼■✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ❡♥❞✳ ■t ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t ▲◆❈▼■✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐s
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳

❈♦♥t❡♥ts
✾✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✾✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✾✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛t ♦✛✲❛①✐s ♣♦s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✸✺
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✾✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s s❡♥s♦rs ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥
❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t s❡♥s♦rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ s❡♥s♦r ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♥✉♠❡r♦✉s ♣♦✐♥ts
✇✐t❤✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
s✉❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ❛t ▲◆❈▼■✳ ❚❤❡ ▼✶✵ ♠❛❣♥❡t
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐s ❛♥ ✐♥s❡rt ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✷ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧②
❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s✳ P♦✇❡r❡❞ ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✷▼❲ ✇✐t❤ ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ♦❢ 30000 A✱ t❤✐s ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♣ t♦ ✷✶ ❚ ✕ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ✸✶ ❚ ✇✐t❤
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡ts ✕ ✐♥ ✺✵♠♠ ❜♦r❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛❣✲
♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✸ ❚✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t♦ 500 A ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❛s
t❤❡ ✶✷▼❲ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ✇❛s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳

❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ♣r♦❜❡ ❚❤❡s❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ♣r♦❜❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t s❡♥s♦rs✱ ❡❛❝❤
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❧❛t❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✕ ■♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✇✇✇✳♠❢❣✳♠t✉✳❡❞✉

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❧❛t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❡❧❡❝tr♦♥ ✢♦✇✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤✐s ✢♦✇ ✐s ❞❡✢❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥❞✉❝❡❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✱ t❤✐s ❞❡✢❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ✈♦❧t❛❣❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ❍❛❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t♦r✱ ❢♦r ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✕ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ♣❧❛t❡ ✕ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❍❛❧❧ ✈♦❧t❛❣❡✳
❚❤✐s ✈♦❧t❛❣❡ ❤❛s ❛ s✐❣♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❚❤❡ ❍❛❧❧ s❡♥s♦r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
✐t✳ ❋♦r ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr✐✲❛①✐s ♣r♦❜❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✮ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❍❛❧❧ s❡♥s♦rs
♦r✐❡♥t❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ ❡❛❝❤ ❛①✐s ~x✱ ~y✱ ~z ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✐♥
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❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ s❡♥s♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥tr② ♦❢ ❛ ●❛✉ss♠❡t❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✸❞✮ ✇❤✐❝❤
r❡❛❞s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s Bx✱ By ❛♥❞ Bz✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷ ✕ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❍❙❊✲✶ tr✐✲❛①✐s ♣r♦❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ t♦ ▲❛❦❡❙❤♦r❡ ▼♦❞❡❧ ✹✻✵
✸✲❝❤❛♥♥❡❧s ●❛✉ss♠❡t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸❞✮

■♥s❡rt✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❚❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t t❤❛♥❦s t♦ ❛
♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❤❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳

✭❛✮ ❲❤♦❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭❜✮ Pr♦❜❡ ❤♦❧❞❡r

✭❝✮ ❍❛❧❧ ♣r♦❜❡ ✐♥ ✐ts ❤♦❧❞❡r

✭❞✮ ▲❛❦❡❙❤♦r❡ ▼♦❞❡❧ ✹✻✵ ✸✲❝❤❛♥♥❡❧s ●❛✉ss♠❡t❡r
✲ ❞✐s♣❧❛② ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝✉rr❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ ✕ ❚❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❤❛s ❜❡❡♥ t❛✐❧♦r❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐s❦
❛t t❤❡ t♦♣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❡ t♦ t❛❦❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s✳

❲❡ s❤❛❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝✉rr❡♥t
✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✸❞✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ s❧✐❣❤t❧② ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ♦✉r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ ❜♦t❤ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❍❛❧❧
♣r♦❜❡ ❢r♦♠ ❞❛♠❛❣❡s ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ ❝❛♠❡r❛
♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤♦❧❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ▲✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤♦❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦❧❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t
✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✹❜✮✳
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✭❛✮ ■♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t ❤♦❧❡✳ ❈❡♥t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞
✇✐t❤ ❛ ❝❛♠❡r❛✳

✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❝❛♠❡r❛✳ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ♣✐❝t✉r❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹ ✕ Pr♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ✐s ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤♦❧❡✳

❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞✐s❦ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❤♦❧❡s ✭❋✐❣✉r❡
✾✳✺✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r♦t❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡s ❛r❡ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦✐♥t ❡❛❝❤ ✶✺ ❞❡❣r❡❡s ✭✷✹ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦✐♥ts ♣❡r
r❛❞✐✉s✮✳

✭❛✮ ❈❆❉ ♣❧❛♥ ✭❜✮ ❘❡❛❧ ✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✾✳✺ ✕ ❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✸❛✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❤♦❧❡❞ ❞✐s❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❣❧❡ ✕ ❡❛❝❤ ✶✺ ❞❡❣r❡❡s ✕ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❤❛s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ❍❛❧❧ ♣r♦❜❡ ✭✐✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✭✐✐✮ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉t❛❜❧❡ ❜♦① ✜tt❡❞
✇✐t❤ ❢❡✇ ❤♦❧❡s ❣✐✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❜♦tt♦♠ ♣✐❡❝❡s ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❤♦❧❡ ✕❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ z ❛①✐s
✭r = 0 mm✮✕ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭✜❣✉r❡s ✾✳✻❛ ❛♥❞ ✾✳✻❜✮ ✇✐t❤ ✻ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠
r = 5 mm t♦ r = 17.5 mm✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s ✐s t❤❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡✈❛t♦r ✭❋✐❣✉r❡
✾✳✼❛✮✳ ❚❤❡ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼❛✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❡❧❡✈❛t♦r ✉♣ ❛♥❞
❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡✈❛t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✉❛t❡❞ r✉❧❡r✳
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✭❛✮ Pr♦✜❧❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✾✳✻ ✕ ❚❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❚❤❡ ❍❛❧❧ ♣r♦❜❡ ✐s ✜①❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❤♦❧❡❞ ❞✐s❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✈✐❝❡ r♦t❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ (x, y, z) ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛t ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡ (x, y, z) r♦t❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s
✇✐t❤ x ❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ♦✉t✇❛r❞s t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡✱ Bx ✭r❡s♣✳
By✮ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ Br ✭r❡s♣✳ Bθ✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❤✐❢t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶✺ ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ❞❡s✐❣♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✾✳✼ ✕ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡✈❛t♦r ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡✳

Bx✱ By ❛♥❞ Bz r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❍❛❧❧ ♣r♦❜❡ ✭✐♥ r❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼❜✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ✷✹
♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s ❛♥❞ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ t♦ Br✱ Bθ ❛♥❞ Bz ✭✐♥ ❜❧✉❡ ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✼❜✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✭✾✳✶✮
Br = cos(θ)Bx − sin(θ)By

Bθ = sin(θ)Bx + cos(θ)By

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t s❡♥s♦rs ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡♥s♦rs ♠❡❛s✉r✐♥❣ Bx ❛♥❞ By ❛r❡ ❤❡♥❝❡ s❤✐❢t❡❞ ♦❢ 2.08 mm t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✽❛✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ Bz ✐s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✽❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ♣r♦❜❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❢r❛♠❡✳

✭❛✮ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❡

✳

✳

✳
✳

✳

✳

✳ ✳

✭❜✮ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ r♦t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✾✳✽ ✕ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t s❡♥s♦rs

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ ♦♥❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠❡s ❞✐✲
r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❈❆❉✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✷ ❤❡❧✐❝❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤♦❧❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❜♦① ♦❢ 40 mm ✐♥
❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ 400 mm ❧♦♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ 50 mm ❜♦r❡ ♠❛❣♥❡t✳

❚❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❜♦① ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡s❤ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡r ♦♥❡ ✕ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♠❡s❤
✶ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✕ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡s ❢♦r ✼✳✻ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✕ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ♠❡s❤ ✷ ✕ ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t ✷✳✷ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡s ❢♦r ✶✸✳✸ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢
t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♠❡s❤ ✕ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♠❡s❤ ✸ ✕ ✐s t❤❡ ✜♥❡st ♦♥❡ ✇✐t❤ ✶✶✳✶ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢
♥♦❞❡s ❢♦r ✻✺✳✼ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✾✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ 500 A ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♠❛❣♥❡t✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ ♦♥ t❤❡ ❈✉r✐❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✭❚●❈❈✱ P❛r✐s✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧❧
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t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈✉r✐❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✉s✐♥❣ ✷✺✻ ♣r♦❝❡ss♦rs
❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤ ❛♥❞ ✶✵✷✹ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✾ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✾✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s

❲❡ st❛rt t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ t❤❛t ✐s t❤❡
♣♦✐♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st✳ ❋r♦♠
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐s ❛t ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❜♦r❡ t✉❜❡✱ ❤❛❧❢✇❛② ✉♣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳

❚❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ♣r♦❜❡ ✐s t❤✉s ✜rst❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤♦❧❡✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s z = 0✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡
❡❧❡✈❛t♦r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼❛✳

❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵❛✱ t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r✐s❡s t♦ ✵✳✸✻✶ ❚
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵❜ ♣❧♦ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵❛ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❇✐♦t
✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵❜
✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡s❤✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t
t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝✉t ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳
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❇✫❙ ✲ ♠❡s❤ ✶ ❇✫❙ ✲ ♠❡s❤ ✷

❇✫❙ ✲ ♠❡s❤ ✸ ✷❉ ❛①✐

✭❜✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡①♣ ✴ ♥✉♠

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵ ✕ Bz ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✶❛ ✭r❡s♣✳ ✾✳✶✷❛✮ ♣❧♦ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r Bx ✭r❡s♣✳ By✮
❛❧♦♥❣ z✲❛①✐s✳ ❋✐❣✉r❡s ✾✳✶✶❜ ❛♥❞ ✾✳✶✷❜ ❛r❡ t❤❡✐r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✷❉
❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ❛❧♦♥❣ z✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✷ ✕ By ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✾✳✶✶ ❛♥❞ ✾✳✶✷ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐s ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳ ❆ ❣r❡❛t ❛tt❡♥t✐♦♥
❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♦❧❞❡r ♣♦s✐t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t✇♦ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛✐♠✲
✐♥❣ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❜♦t❤ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❝♦♥✜r♠s t❤❡✐r r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t ♦✛✲❛①✐s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧②
✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✾✳✶✮✳ ❲❡ ❞♦♥✬t t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✽❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡♥s♦rs ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ Bx ❛♥❞ By ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ Bz✳

✾✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛t ♦✛✲❛①✐s ♣♦s✐t✐♦♥s

✾✳✸✳✶ ❆❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ♦♥ ♣❧❛♥ z = 0 mm

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s
r = 17.5 mm ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥ z = 0 mm✳ ■❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t Br ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦ ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✸❛ t❡♥❞s t♦ s❤♦✇ t❤❛t Br ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✸❉ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ♠♦❞❡❧
✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✸❜✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝✳
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◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ s❡❡♠s ❛❜♥♦r✲
♠❛❧❧② ❤✐❣❤✳ ❆ s♠❛❧❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛❝❤ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r Br✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Bz✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡❛rt❤✬s
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✸ ✕ Br ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z = 0 mm

❆s ❢♦r t❤❡ Bθ✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ❢♦r Br✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✹❛✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✸❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✹❜✮
❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ ✧✸❉ ❡✛❡❝t✧✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ✇❤♦s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ✇✐❞❡ ♦♥ t❤❡
♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✹ ✕ Bθ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z = 0 mm
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✾✳✸✳✷ ❆❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ♦♥ ♣❧❛♥ z = 100 mm

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ 100 mm ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥✳ ❋❛r
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❤♦❧❞❡r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ Br ❛♥❞ Bθ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✺ ✕ Br ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z = 100 mm

❋✐❣✉r❡s ✾✳✶✺❛ ❛♥❞ ✾✳✶✺❜ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ Br ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✻ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ Br ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z =
100 mm

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡
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❛❜♦✉t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ♣r♦❜❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✻ ✇❤♦s❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ✜t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s ❛t
❜❡st✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✛s❡t ✐s ✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t
❛ss❡♠❜❧② ♣❧❛♥s✳

❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t s❡♥s♦rs ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s
r = 17.5 mm ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✽❛✮✳ ❚❤❡ s❤✐❢t ♦❢ 2.08 mm ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡
✕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 10% ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛❞✐✉s✳

■♥ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s♦❧❡♥♦✐❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Br ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s r✳ ■♥
t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t 10% r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ Br ♦❢ ❛❜♦✉t
10%✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✻ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧② st❡♠s ❢r♦♠ t❤✐s r❛❞✐✉s ♦✛s❡t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡s❤ ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✼ ✕ Bθ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z = 100 mm

❚❤❡ ❙t♦❦❡s t❤❡♦r❡♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧
✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ C t❤❡ ❝❧♦s❡❞
❝✐r❝❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ S t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐t ✐♥❞✉❝❡s✳ ❚❤❡ ❙t♦❦❡s
t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ❣✐✈❡s

✭✾✳✷✮
∮

C

B · dl =

∫

S

∇×B · dS

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ❜② t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ B = µ0H ✇❤❡r❡ µ0 ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ∇×H = j ✇✐t❤ j t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥✉❧❧ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ S s✐♥❝❡
S ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ Bθ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ C ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♥✉❧❧✳ ❉✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✼❜✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r Bθ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ♠♦❞❡❧ t❡♥❞s t♦
s❛t✐s❢② t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡
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✾✳✶✼❛✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r Bθ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ Bz ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ s❤❛❧❧
♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r❛♣❤s✳

✾✳✸✳✸ ❆❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ♦♥ ♣❧❛♥ z = −100 mm

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ 100 mm ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❡♥t❡r✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥ z = 0✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✾✳✶✽❜✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✽❛✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥
♣❧❛♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t✳ ❇✉t ✇❡ ❞♦♥✬t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❢♦r ♥♦✇✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✽ ✕ Br ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z = −100 mm

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣✉❧❛r ♦✛s❡t ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✾ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳



✶✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ❖❋ ✸❉ ▼❆●◆❊❚■❈ ❋■❊▲❉

0 50 100 150 200 250 300 350

−24

−23

−22

−21

−20

−19

−18

θ

B
r

✭♠
❚
✮

❊①♣ ✶✻✴✶✷✴✶✺ ❊①♣ ✶✼✴✶✷✴✶✺

❇✫❙✲♠❡❞✐✉♠ ✲ ♠❡s❤ ✷

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✾ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ Br ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z =
−100 mm

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ Bθ✱ ✜❣✉r❡s ✾✳✷✵❛ ❛♥❞ ✾✳✷✵❜ s❤♦✇ r❡s✉❧ts ✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞♦✉❜t❧❡ss ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s
❢♦r Br ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✾✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✵ ✕ Bθ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 17.5 mm ❛t z = −100 mm

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❛t ▲◆❈▼■ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②✲
❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤✐s ❣♦❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✷❉ ❛①✐s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❆ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ✉♣ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✸❉
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ s✉s♣❡❝t❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❇♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✸❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠
t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ♥♦t ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳
❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❧✐① ♠❛❣♥❡ts ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss❡s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ②❡t✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r ✸❉ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ t❤❛t ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❡♥t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤❛s t❤♦✉s❛♥❞s ❤♦✉rs
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐ts ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆✐♠✐♥❣ t♦ ❜❡tt❡r ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢❛❝t♦rs
t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳
❚❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥♥❡r♠♦st ❤❡❧✐❝❡s ♦❢ ❛♥ r❡❝❡♥t ✐♥s❡rt✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r
st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐sr✉♣t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s st✉❞② str❡ss❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❢♦r s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✵

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡ts ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s t❤❡ str❡ss s❡♥s♦rs ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥st❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ❆♥s②s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ✜rst ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ ❏✉❧✐❡♥ ●✐r❛✉❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡
❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❙✉❜❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ❈♦s♠♦❧♦❣✐❡ ✭▲P❙❈✮✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡s t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛t t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✕ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧ ✕✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠
t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ❛ss❡ss❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ t✇♦ ❢♦r❝❡s✳

❈♦♥t❡♥ts
✶✵✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✶✵✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✶✵✳✸ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✶✵✳✹ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❋♦r t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥♥❡r ❤❡❧✐① ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
✐♠♣♦s❡ ❛ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✸✶✵✵✵ ❆✳ ■♥ t❤♦s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❤❡❧✐①✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉r♥s ✐s ✜❧❧❡❞
✇✐t❤ ❣❧❛ss ♠❛r❜❧❡s ❢❛st❡♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡♣♦①② ❣❧✉❡✳ ❚✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦② ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❣❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❧✉❡ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ❤✐❣❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❣❧❛ss ♠❛r❜❧❡s✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧✉❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✳

✶✺✶
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❈♦♣♣❡r ❛❧❧♦② ●❧❛ss
❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ0 ❬S.m−1❪ 55, 6.106 0
❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k0 ❬W.m−1.K−1❪ 392 1.2
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 3, 35.10−3 0
▲♦r❡♥t③ ♥✉♠❜❡r 2, 41.10−8 ✵
❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❬MPa❪ 120.103 69.103

P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 0.33 0.21
❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬K−1❪ 18.10−6 9.10−6

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶ ✕ P❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❆s t♦ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ 80000W.m−2.K−1

❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ✐s s❡t t♦ 303 K✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛ P✐❝❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
❆♥s②s s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ❝♦❞❡ ♥❛♠❡❧② ●❡t❉P ❬❉✉❧❛r ❛♥❞ ●❡✉③❛✐♥❡✱ ✶✾✾✼❪ s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✇❛s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡
✇❤❡♥ t❤✐s st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡
r❡❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐t ❞♦❡s♥✬t ❜✐❛s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✻ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ✸✾✷✼✻ ♥♦❞❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ✶✼✾✹✷✽ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
♦♥❧②✱ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❆♥s②s s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ ♦✈❡r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❛①✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ ❤❡❧✐① ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♦✈❡r ❛ r❛❞✐❛❧ ❛①✐s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ r❛❞✐✉s✳

✶✵✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶❛ ✭r❡s♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶❜✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ♦✉r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦❞❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ●❡t❉P s♦❢t✇❛r❡ ♦✈❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭r❡s♣✳ r❛❞✐❛❧✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧♦♥❣
t❤❡ r❛❞✐✉s ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❤❛❧❢✇❛② ✉♣ t❤❡ ❤❡❧✐① ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t 200 mm ❤❡✐❣❤ ❛♥❞ 5 mm t❤✐❝❦✳
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✭❜✮ ❆❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 1% ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ✐♥♣✉t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s✉st❛✐♥s
t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳

✶✵✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ❝♦♠✐♥❣ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✭❛✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❜✮ ❚r❡s❝❛ ✭❝✮ ❱♦♥✲▼✐s❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷ ✕ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸❛ ✭r❡s♣✳ ✶✵✳✸❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡
r❛❞✐❛❧ ✭r❡s♣✳ ✈❡rt✐❝❛❧✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♦♥❡✳

−31 −30 −29 −28 −27 −26 −25

0.0011

0.0011

0.0012

0.0012

0.0013

0.0013

r ✭♠♠✮

❆
❜s
♦❧
✉t
❡
❡r
r♦
r

✭❛✮ ❆❧♦♥❣ ❤❡❧✐① r❛❞✐✉s

−100 −50 0 50 100
0

0.002

0.004

0.006

0.008

z ✭♠♠✮

❆
❜s
♦❧
✉t
❡
❡r
r♦
r

✭❜✮ ❆❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ s❤♦✇s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❤✉♥❞r❡❞t❤ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❆s t♦ t❤❡ str❡ss r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✹❛ ❛♥❞ ✶✵✳✹❜
✭r❡s♣✳ ✶✵✳✺❛ ❛♥❞ ✶✵✳✺❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❚r❡s❝❛ ✭r❡s♣✳ ❱♦♥✲▼✐s❡s✮ ❝r✐t❡r✐♦♥s ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚r❡s❝❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✺ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞
r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②

■❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r❡st✐✲
♠❛t❡ t❤❡ str❡ss❡s✳ ❆s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✮✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✳

✶✵✳✸ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②✳
❚❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✳

✭❛✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❜✮ ❚r❡s❝❛ ✭❝✮ ❱♦♥✲▼✐s❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻ ✕ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥s ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②

❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✼❛ ❛♥❞ ✶✵✳✼❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s ♦✈❡r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼❛✮ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s♥✬t ❡①❝❡❡❞ 2 · 10−3 mm✳ ❆s
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼❜✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦✐♥❝✐❞❡
♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✵✳✽❛ ❛♥❞ ✶✵✳✽❜ ✭r❡s♣✳ ✶✵✳✾❛ ❛♥❞ ✶✵✳✾❜ ✮ ❞✐s♣❧❛② t❤❡♠ ❜♦t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡
r❛❞✐❛❧ ❛①✐s✳
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❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✾ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞
r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧②

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❆♥s②s s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ♦✈❡r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛①✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✹❜ ❛♥❞ ✶✵✳✺❜ ♦✈❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞
t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳

✶✵✳✹ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛✲
t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✵✮✳

✭❛✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❜✮ ❚r❡s❝❛ ✭❝✮ ❱♦♥✲▼✐s❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✵ ✕ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❢♦r❝❡s
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❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✶✶❛ ❛♥❞ ✶✵✳✶✶❜ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣
❛①✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✶✷❛ ❛♥❞ ✶✵✳✶✷❜
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❚r❡s❝❛ ②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✸❛ ❛♥❞ ✶✵✳✶✸❜ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✮ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ♦♥❧② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✶ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s

❲❡ s❤❛❧❧ ❡✈❡♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛s ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡✳
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r ✭♠♠✮
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r

✭❛✮ ❆❧♦♥❣ ❤❡❧✐① r❛❞✐✉s

−100 −50 0 50 100
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z ✭♠♠✮

❘
❡❧
❛t
✐✈
❡
❡r
r♦
r

✭❜✮ ❆❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✷ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚r❡s❝❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞
r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s
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−31 −30 −29 −28 −27 −26 −25

0.02

0.022

0.024

0.026

0.028

r ✭♠♠✮

❘
❡❧
❛t
✐✈
❡
❡r
r♦
r

✭❛✮ ❆❧♦♥❣ ❤❡❧✐① r❛❞✐✉s

−100 −50 0 50 100
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

z ✭♠♠✮

❘
❡❧
❛t
✐✈
❡
❡r
r♦
r

✭❜✮ ❆❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✸ ✕ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧ ❛♥❞
r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ▲♦r❡♥t③ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✶

❙❊❘ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧

♠♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♦♥
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡
❢❡❛s❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts✳

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s❡❝t♦r ♦❢ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t✱ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥s ✽✳✷ ❛♥❞ ✽✳✸✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s st✉❞② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t s✐③❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ❜✉✐❧❞✐♥❣ st❡♣✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦✛❡r❡❞
❜② ❙❊❘ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❙❊❘ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r
♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧
❤❡❧✐① ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳

❈♦♥t❡♥ts
✶✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✶✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣♦❧②❤❡❧✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✶✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❙❊❘ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t✬s s❡❝t♦r ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢
s❡❝t✐♦♥s ✽✳✷ ❛♥❞ ✽✳✸✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r② ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❣❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ✭✷✳✸✽✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡s❡ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✵
✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ st✉❞②✳

✶✻✶
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σ0 [40× 106, 60× 106] MS.m−1

α [3.3× 10−3, 3.5× 10−3] K−1

L [2.5× 10−8, 2.9× 10−8]

j [30× 106, 100× 106] A.m−2

h [50000, 65000] W.m−2.K−1

Tw [293, 313] K

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶ ✕ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❊■▼ tr❛✐♥s❡t ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵ ❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ tr❛✐♥s❡t ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵ ✐♥ t❤❡ ❊■▼
❜✉✐❧❞✐♥❣ st❡♣✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❇
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N) mean(ǫuM,N) mean(ǫsM,N)

✺ ✺ ✶✳✻✹❡✰✶ ✶✳✾✹❡✲✶ ✶✳✺✶❡✰✵ ✶✳✻✾❡✲✷
✶✵ ✶✵ ✻✳✽✹❡✰✵ ✽✳✷✹❡✲✷ ✹✳✾✵❡✲✶ ✺✳✾✻❡✲✸
✶✺ ✶✺ ✻✳✸✵❡✲✷ ✹✳✾✵❡✲✹ ✺✳✸✸❡✲✸ ✸✳✶✻❡✲✺
✷✵ ✷✵ ✶✳✸✶❡✲✷ ✶✳✻✺❡✲✹ ✶✳✷✽❡✲✸ ✶✳✸✸❡✲✺
✷✺ ✷✺ ✾✳✽✵❡✲✸ ✻✳✼✹❡✲✺ ✻✳✽✽❡✲✹ ✺✳✼✼❡✲✻

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✷ ✕ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✲ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t s✐③❡ ❂ ✶✵✵

❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ❘❇ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ st❡♣✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✷✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N) mean(ǫuM,N) mean(ǫsM,N)
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✺✵ ✺✵ ✹✳✶✼❡✲✸ ✺✳✵✸❡✲✺ ✶✳✽✻❡✲✹ ✶✳✹✼❡✲✻
✻✵ ✻✵ ✹✳✶✼❡✲✸ ✺✳✵✹❡✲✺ ✶✳✼✾❡✲✹ ✶✳✺✾❡✲✻

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✸ ✕ ❙❊❘ ✲ ❘❛♥❞♦♠ ✲ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t s✐③❡ ❂ ✶✵✵

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡s ✶✶✳✸ ❛♥❞ ✶✶✳✷ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♥❛♠❡❧②
s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❡rr♦rs ❢♦r ❛ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞② ✉♣ t♦ ✻✵
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛r❡
r❡❛❝❤❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❙❊❘ ❡♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦rs ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛ ♣❧❛t❡❛✉✳
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❙t✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞②
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
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✭❝✮ ❊■▼ σ(T )∇V · ∇T

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶ ✕ ❊■▼ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✲ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❙❊❘ r❛♥❞♦♠

❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✷❛ ❛♥❞ ✶✶✳✷❜ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝t❡❞✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❙❊❘ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ♦r
✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
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✭❜✮ ❘❇ ♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷ ✕ ❘❇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✲ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❙❊❘ r❛♥❞♦♠

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t✱ t❤❡ ♥❡①t st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ✐ts ✉s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❙❊❘✳
❚❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐s♣❧❛②s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✱ ❤♦✇❡✈❡r
✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐t ♣r♦✈❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N) mean(ǫuM,N) mean(ǫsM,N)
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▲❛st❧②✱ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✺ st✉❞✐❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t ❞♦❡s♥✬t
s❤♦✇ ❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✐t ❡✈❡♥ t❡♥❞s t♦
❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s s♦❧✉t✐♦♥✳

N M max(ǫuM,N) max(ǫsM,N) mean(ǫuM,N) mean(ǫsM,N)
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❙❊❘ ✈❛r✐❛♥ts✳ ■t ❛❞❞s t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r t♦ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ♦♥❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✳ ■♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❡rr♦rs✱ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛rt ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞
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✭❝✮ ❊■▼ k(T )

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸ ✕ ❊■▼ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✲ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❙❊❘ ●r❡❡❞②

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❜② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ❜❡❤❛✈✐♦r ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❘❇ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹ ♣❧♦ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤
✜rst ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■t ❝♦♥✜r♠s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡♠❛r❦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r−❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
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❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺ ❢♦r t❤❡ ❙❊❘ ♠✉❧t✐✲
❧❡✈❡❧s ✈❛r✐❛♥t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥t ❣✐✈❡s ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ✐ts
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❝❡♥t✳ ■t st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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❊■▼ tr❛✐♥s❡t ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✵ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ tr❛✐♥s❡t s✐③❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ ❛ tr❛✐♥s❡t ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵✵
✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s t❡♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♥❡✇ tr❛✐♥s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✻ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡
❜✉✐❧❞✐♥❣ st❡♣✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛✐♥s❡t ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❚❛❜❧❡
✶✶✳✹✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥s❡t s❡t s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t✳
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✭❝✮ ❊■▼ k(T )

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻ ✕ ❊■▼ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② ✲ ❊✐♠ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ s✐③❡ 1000

✶✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣♦❧②❤❡❧✐①

❙t✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧❧②
❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐① ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ♦✛❡r❡❞ ❜②
t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐s ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜② ❙❊❘ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✳✷ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✱ ❢♦r ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵✵✵✵✵ ♥♦❞❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✶✷
♣r♦❝❡ss♦rs✱ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✷ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ✻ ❝♦r❡s ❈P❯s ❛♥❞ ✶✹✶ ●❇
♦❢ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t✱ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
✈❛r②✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✼ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ VD

✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

σ0 [50× 106, 50.2× 106] MS.m−1

α [3.3× 10−3, 3.5× 10−3] K−1

L [2.5× 10−8, 2.9× 10−8]

VD [55, 65] V

h [70000, 90000] W.m−2.K−1

Tw [293, 313] K

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✼ ✕ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ♥❡①t st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ♦❢ s✐③❡ 5✳ ■t ❛✐♠s t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ(T ) ❢♦r ✇❤✐❝❤
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t❤❡ tr❛✐♥s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 100 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✈❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡✲
❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❜✉✐❧❞✐♥❣ st❡♣ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✼✻✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❋r♦♠
t❤❡r❡✱ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst
❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡s ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✷✳✶ s❡❝♦♥❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✷✵✽✼ s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♦♥❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ❝❧♦s❡ t♦ ✺✵✵ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

❚❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❊■▼ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛
s❡t ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✽ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

◆ ▼❡❛♥ t✐♠❡ ♣❡r ♦♥❧✐♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s✮ ❊■▼ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r

✶ ✷✳✶ ✹✾✺
✷ ✹✳✸ ✸✷✶
✸ ✼✳✼ ✷✶✸
✹ ✻✳✶ ✷✺✹

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✽ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇✐t❤ N = M = 5 r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t ❡rr♦r ♦❢
4.5× 10−2✱ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ♦✉t♣✉t✳ ❖♥❧② t❤❡
❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮ ❡♥s✉r❡s t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s♦❧✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♦❢ 2.1× 10−1 ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ s❤♦✇s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ s♦♠❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s♠❛rt s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊■▼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳

❚❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤✉s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡♠♣❤❛✲
s✐③❡s ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❛ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮ ♣r♦✈❡s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐✲
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❝❛t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❡①❛♠♣❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷✮✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧s ❙❊❘✭l✮ ✐s t❤❡ ♠♦st
♣r♦♠✐s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡s ❛ ✜rst r❡✈✐❡✇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❙❊❘
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❘❇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
♦♥ ✸❉ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐t ♦♣❡♥s ✈❛r✐♦✉s
♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①ts✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❘❇ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊■▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳



❈❤❛♣t❡r ✶✷

❍②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✉❝t
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡ts
✐♥t❡♥❞s t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❡①❝❡❡❞s 40 T ✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t
❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✕ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❛t t❤❡ ◆❍▼❋▲✱ ❚❛❧❧❛❤❛ss❡❡ ✕ r❡❛❝❤❡s
45 T ✐♥ 32 mm ❜♦r❡✳ ■♥ ●r❡♥♦❜❧❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❍②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ❬P✉❣♥❛t ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✻❪ ❛✐♠✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ 45 T ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶❜✱ t❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ 27.3 T ♣r♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❛ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡t ♣❧✉s 9.2 T ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❇✐tt❡r ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ 8.5 T ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ♦✉ts❡rt✳

✭❛✮ ❍②❜r✐❞ s✐t❡ ✭❜✮ ❖✉t❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲◆❈▼■ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t

✶✼✶
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ♣❛rt ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❧✐① t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ▲◆❈▼■✳ ❚❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rt ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✹ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧②
❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐❝❡s✳ ■ts ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ r❡s✐st✐✈❡ ♣❛rt

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦✉♣❧❡❞ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤✐s
st✉❞② ❛✐♠s t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡t ✇✐t❤✐♥ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥ts ❛♥❞ str❡ss❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s✳

❈♦♥t❡♥ts
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✶✷✳✸ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ str❡ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✇♦ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rts✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s st❛♥❞❛r❞ ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❧✐① ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❇✐tt❡r
♦✉ts❡rt✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜♦t❤ ♦❢ ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♦♣❡r❛t❡✳

❚❤❡ t✇♦ ✐♥s❡rts ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♣♣❡r ❛❧❧♦② ✇❤♦s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✶✷✳✶✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧❧♦②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱
✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤✐s ✉s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤❡ ❤❡❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❤♦❧❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡
❜② t✇♦ ♣❧❛t❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥s❡rt✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ✈❡rt✐❝❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❣❡♦♠❡tr② ❜✉t ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✳



✶✷✳✶✳ ❚❊▼P❊❘❆❚❯❘❊ ✶✼✸

σ0 52.5 MS.m−1

k0 380 W.m−1.K−1

α 3.6× 10−3 K−1

L 2.47× 10−8

I 31000 A

h 85000 W.m−2.K−1

Tw 292 K

E 120 GPa

ν 0.33

αT 18× 10−6

❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶ ✕ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥s❡rts ❛r❡ ♠❛❞❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❈❆❉✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ r❡❛❝❤ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡s ❛❜♦✉t
♦♥❡ ❤♦✉r ♦♥ ✸✷ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

✶✷✳✶ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

❆s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞
♠❛❣♥❡ts ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥
t❤❡ t✇♦ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡ts✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♥s❡rts s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠✲
♣♦s❡❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✸✶✵✵✵ ❆✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✸❛ ✭r❡s♣✳ ✶✷✳✸❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐♥ st❛♥✲
❞❛r❞ ✭r❡s♣✳ ❤②❜r✐❞✮ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❧✐❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞
♠❛❣♥❡t r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rt ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✭37 T ✮ ✭❜✮ ❍②❜r✐❞ ✭45 T ✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✸ ✕ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt
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❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✹ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧♦♥❣ x

❛①✐s ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
❤❡❧✐❝❡s✱ t❤✐s ♣❧♦t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡
❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rt✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣♦❧②❤❡❧✐① ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❛❝❤ 27.3 T ♦♥ ✐ts
♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ❤❡❧✐❝❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✹ ✕ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ x ❛①✐s ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣❧❛♥

✶✷✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛❣✲
♥❡ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❢♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❞❞ ♦❢ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t② ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❞♦♥✬t s✉❝❝❡❡❞ ✐♥
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ t❤✐s ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s ✐♥s❡rt✳

❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✺❛ ❛♥❞ ✶✷✳✺❜ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣✲
♥❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❛❝❤
37 T ❛♥❞ 45 T ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✸✶✵✵✵ ❆✳
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✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✭❜✮ ❍②❜r✐❞

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✺ ✕ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rt t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐ts ❛s②♠♠❡tr②✱ ❡♠♣❤❛✲
s✐③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✽ ✐♥♥❡r♠♦st
❤❡❧✐❝❡s ♦❢ t❤✐s ✐♥s❡rt✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✼ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢
t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ 4.3×106 ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ 31.6×106 ❡❞❣❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ Hcurl✲
❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ P❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✹✽ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ♦✇♥ r❡q✉✐r❡s ✶✳✸ ❤♦✉rs✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛rr♦✇s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ✐ts ♠♦❞✉❧❡✳ ❙♦♠❡
✐s♦s✉r❢❛❝❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✻ ✕ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
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❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✼ ❛♥❞ ✶✷✳✽ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡✲
s✉❧ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s z ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐✉s r = 20 mm✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ z ❛①✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼❛✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✲
✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼❜✮ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t✳ ■♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✸❉ ❡✛❡❝t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✽ ✕ Br ❛❧♦♥❣ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r = 20 mm

✶✷✳✸ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ str❡ss❡s

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ str❡ss❡s ❝❛✉s❡❞ ❜♦t❤ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❛♥❞ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ str❡ss❡s t♦ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡



✶✷✳✸✳ ❉■❙P▲❆❈❊▼❊◆❚❙ ❆◆❉ ❙❚❘❊❙❙❊❙ ✶✼✼

✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ✸❉ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✶✮✱ ❛♥❞
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✮✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❆t ✜rst✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✶✷✳✾❛ ❛♥❞ ✶✷✳✾❜✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡②
♥♦t ❡①❝❡❡❞ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✱ t❤❡s❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡♠❛✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♣♣❡r t✉❜❡s✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✾ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❣❡♦♠❡tr② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✺✵✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t t❛❦❡ ❛
❜❛rr❡❧✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠
❛♥❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛t❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ❤❡❧✐❝❡s ✐♥ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s✳

✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✭37 T ✮
✭❜✮ ❍②❜r✐❞ ✭45 T ✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✾ ✕ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦♥ ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ r❡❢❡r ✐♥st❡❛❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❦♥♦✇♥
❛s str❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✾❛✮ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❛ str❛✐♥ ♦❢ ✵✳✷✽✪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
r❡❛❝❤❡s ✵✳✸✽✪✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦st ❡①t❡r♥❛❧ ❤❡❧✐❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
s✐③❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ str❡ss❡s ✇❤♦s❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳
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✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✭37 T ✮ ✭❜✮ ❍②❜r✐❞ ✭45 T ✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✵ ✕ ❱♦♥✲▼✐s❡s str❡ss ♦♥ ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✵❛ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s str❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ r❡❛❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 400MPa✳ ❆s t♦ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ✐♥s❡rt✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✵❜
✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s str❡ss❡s ❡♠♣❤❛s✐③❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s ✇❤✐❝❤
❡①❝❡❡❞ 500 MPa✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛①✐s ❢♦r t❤❡ t✇♦
✐♥s❡rts✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ♠❛r❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❣r❛♣❤
s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st str❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡❧✐❝❡s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡
r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s✳
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❚✉r♥✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✽ ✐♥♥❡r♠♦st ❤❡❧✐❝❡s ✭❋✐❣✉r❡
✶✷✳✻✮✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str❡ss❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✶✷✳✶✷❛ ❛♥❞ ✶✷✳✶✷❜
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ♦♥❡✳

❚❤❡ t✇♦ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ str❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
❡①♣❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✼❛✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥
♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s♥✬t ❛❧❧♦✇ ❛
✜r♠ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐t ❡♥❝♦✉r❛❣❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✳

✭❛✮ ❱♦♥✲▼✐s❡s ✭✷❉ ❛①✐✮ ✭❜✮ ❱♦♥✲▼✐s❡s ✭✸❉✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✷ ✕ ✸❉ str❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ✽ ♠♦st ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t r❡s✐st✐✈❡
✐♥s❡rt

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞
♠❛❣♥❡t r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rt ✇✐t❤✐♥ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str❡ss❡s ♦❢ t✇♦ r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rts✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ❜♦t❤ t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛
st❛♥❞❛r❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss ❤♦✇ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s t♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✽ ✐♥♥❡r♠♦st
❤❡❧✐❝❡s ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ♠❡s❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❛s②♠♠❡tr② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❈❤❛♣t❡r ✾✳
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❚❤✐s st✉❞② ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ r❡s✐st✐✈❡ ✐♥s❡rt t❤❛t ✇❛s ♥❡✈❡r ❜❡❢♦r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■t ❜r✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❋r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈❡s t❤❡ ❢❡❛s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠✉❧t✐✲
♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ♦♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤✐s st✉❞② ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✶✹ ❤❡❧✐❝❡s ✐♥s❡rt✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t②
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦✲
st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt ♠♦❞❡❧
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳✸ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s❡t ♦❢ t♦♦❧s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❱❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛
✸❉ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ♦✉r ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ ❧✐❜r❛r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳

❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✷❉ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❜❡tt❡r ✐♥s✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ r❡s✐st✐✈❡ ♠❛❣♥❡ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ❍✐❣❤
▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ ▲❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❢✉❧❧ ✸❉ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐♦✉s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str❡ss❡s ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r Hdiv

❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♥♦❞❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❛♥❞
◆é❞é❧❡❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡✐r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❋❡❡❧✰✰ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♥♦✇ ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞
✐♥ ❋❡❡❧✰✰✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ■ts s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❜✉t ❞♦❡s♥✬t ♣r♦✲
✈✐❞❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐s ♥♦t ♥❛t✉r❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s
✐ss✉❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦r✐❣✐♥❛❧ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ❝❤♦♦s❡♥ ❛s ♠❡❡t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❈❤❛♣t❡r ✾ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❛❣♥❡t ❛s②♠♠❡tr②✳
■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭◆▼❘ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡✈✐t❛t✐♦♥✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐s ✸❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♣ t♦ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✷❉

✶✽✶



✶✽✷ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑

❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦t ✫ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡s t♦ ♣❛rt❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
✸❉ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✸❉ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■t ❛❧s♦ ❥✉st✐✜❡s t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢✉❧❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞
♠❛❣♥❡ts✳

❚❤✐s ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❛❣♥❡t ❚❡❝❤♥♦❧✲
♦❣② ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❙❡♦✉❧ ✭❑♦r❡❛✮ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❛♣❡r
❬❉❛✈❡rs✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❜❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❛❧❦ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❛❪✱ ❛t t❤❡ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊❧❡❝tr✐❝
❛♥❞ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞s ✐♥ ▲②♦♥ ✭❋r❛♥❝❡✮✳

❚♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡ts ♣✉s❤❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦
t❤❡✐r ❧✐♠✐t✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❤✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛t❡r t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s
❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥✳
❚❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ ❇❛s✐s ✭❘❇✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥② q✉❡r② ❝♦♥t❡①t✳ ■t ❤❛s t❤✉s
❜❡❡♥ ❢❛✈♦r❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

■ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ♦✤✐♥❡✴♦♥❧✐♥❡ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛✣♥❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
t❡①t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❊■▼✮✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛✣♥❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱
✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊■▼ ❝❛♥ ✐♠♣❧② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱
♠❛❦✐♥❣ ✐ts ❝♦st ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s
✭❙❊❘✮ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ■t ❛✐♠s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊■▼ ♦✤✐♥❡ st❛❣❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ❊■▼ ❛♥❞ ❘❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♣❛❝❡s ❛r❡
❜✉✐❧t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

❉❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❊❘ ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ ❛❧s♦
♥✉♠❡r♦✉s ✈❛r✐❛♥ts ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡rr♦r
✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ❆❧❧ ❛r❡ ❜❛❝❦❡❞ ❜② r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ✷❉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

❚✉r♥✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❈❤❛♣✲
t❡r ✽ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❙❊❘ ♦♥ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✶✳ ■t ♣r♦✈❡s t♦
❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♣❡♥✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝♦st✳

❋✐rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✺❛❪✱ t❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s r❡✲



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑ ✶✽✸

❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ▼♦❘❡P❛❙ ✭▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r P❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❙②st❡♠s✮ ✐♥ ❚r✐✲
❡st❡ ✭■t❛❧②✮ ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ✷✵✶✺❜❪✳ ❆ ♣❛♣❡r ❬❉❛✈❡rs✐♥ ❛♥❞ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱
✷✵✶✻❪ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❖✉t❧♦♦❦

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❡①t❡♥❞s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s✳

❆t ✜rst✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ❛✐♠✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ♠❛❣♥❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❡♥r✐❝❤❡❞
✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♦❧❛♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r r❛❞✐❛❧❧②
❝♦♦❧❡❞ ❤❡❧✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ ✢♦✇ ✐s ♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❛❧✐❞ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥
❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❡q✉❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ s♠❛❧❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❍②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ♣r♦❥❡❝t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✱ t❤❛t t❤❡ str❡ss❡s
❝❛♥ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❛r❣❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❢❛✐❧✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❧✐♠✐t ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
♠❛❦❡ s❡♥s❡✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❛❧❧ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ st❡❛❞② ❝❛s❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ✐s ♥♦t ✐♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✉♥st❡❛❞②
♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❣♦❡s ❛t t❤✐s st❡♣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡
♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ♣r♦❥❡❝t✳

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ r❡s✐❞❡s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛✈✐❛rt✲❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ◆é❞é❧❡❝
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t ❧♦✇❡st ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ❖t❤❡r Hdiv ❛♥❞ Hcurl ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❇r❡③③✐✲❉♦✉❣❧❛s✲▼❛r✐♥✐ ✭❇❉▼✮✱ ❛♥❞ ◆é❞é❧❡❝ ♦❢ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❍②❜r✐❞ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ✭❍❉●✮ ♠❡t❤♦❞s ❬❊❣❣❡r ❛♥❞ ❙❝❤ö❜❡r❧✱
✷✵✶✵❪ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❥❡❝ts r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋❡❡❧✰✰✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛
t❛❧❦ ❛t t❤❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ✧❛❞✈❛♥❝❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✿ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✧✱ ♥❡①t ❖❝t♦❜❡r ❛t ■❍P ✭P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢
❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ✢✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉r
♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛s ✐ts ✢✉①✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❤❡❧♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸ r❡q✉❡sts ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②
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✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❙♦❜♦❧ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ kth ♦r❞❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❢✉rt❤❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛rr❛②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❚✐ss♦t ❛♥❞ Pr✐❡✉r✱ ✷✵✶✹❪ ❝♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ 2nd ♦r❞❡r ✐♥❞✐❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ ❤❛✈❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r
✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❡♥t❡r✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❧❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✸❉
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✕ ❡✐t❤❡r ✉s✐♥❣ ❇✐♦t ❛♥❞ ❙❛✈❛rt✬s ❧❛✇ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝
♠♦❞❡❧ ✕ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧
❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ t❡st ❜❡♥❝❤✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r♦✈❡s r❡❧✐❛❜❧❡
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝s✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❝♦♥t❡①t r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝s✳

❚❤❡ ❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ❣✐✈❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠❛♥② ♦t❤❡rs ✈❛r✐❛♥ts
r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❙❊❘ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ✇♦r❦s❤♦♣
✧r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✧✱ ♥❡①t ◆♦✈❡♠❜❡r ❛t ■❍P
✭P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❖♣❡♥❚✉r♥s ❧✐❜r❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠
✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱
✐♥t❡r♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❋❡❡❧✰✰ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡
r❡s♦rt t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r②✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆✳ ❍❡r✈é✱ ✶✾✾✼❪ ❆✳ ❍❡r✈é ✭✶✾✾✼✮✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r
t❤✐❝❦ ❝♦✐❧s ❛♥❞ ❞✐s❦ ❝♦✐❧s✳ Pr♦❝✳ ♦❢ ✜❢t❡❡♥t❤ ✐♥t✳ ❝♦♥❢✳ ♦♥ ▼❛❣♥❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ P❛rt
t✇♦✿✶✷✻✷✕✶✷✼✵✳

❬❇❛❧❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❇❛❧❛②✱ ❙✳✱ ❇r♦✇♥✱ ❏✳✱ ❇✉s❝❤❡❧♠❛♥✱ ❑✳✱ ●r♦♣♣✱ ❲✳ ❉✳✱ ❑❛✉s❤✐❦✱ ❉✳✱
❑♥❡♣❧❡②✱ ▼✳ ●✳✱ ❈✉r❢♠❛♥ ▼❝■♥♥❡s✱ ▲✳✱ ❙♠✐t❤✱ ❇✳ ❋✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ P❊❚❙❝
❲❡❜ ♣❛❣❡✳

❬❇❛rr❛✉❧t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❇❛rr❛✉❧t✱ ▼✳✱ ▼❛❞❛②✱ ❨✳✱ ◆❣✉②❡♥✱ ◆✳ ❈✳✱ ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳
❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝❡❞✲❜❛s✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡✱ ✸✸✾✭✾✮✿✻✻✼✕✻✼✷✳

❬❇❡❜❡♥❞♦r❢ ❛♥❞ ❖str♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✾❪ ❇❡❜❡♥❞♦r❢✱ ▼✳ ❛♥❞ ❖str♦✇s❦✐✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❤✐❡r✲
❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r t❤❡ ❝✉r❧✲❝✉r❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✼✿✻✷✹✕✻✹✶✳

❬❇✐r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ❇✐r♦✱ ❖✳✱ Pr❡✐s✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❘✐❝❤t❡r✱ ❑✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✸❞ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝
♣r♦❜❧❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✸✷✿✻✺✶ ✕ ✻✺✹✳

❬❇♦✣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❇♦✣✱ ❉✳✱ ❇r❡③③✐✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❋♦rt✐♥✱ ▼✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼✐①❡❞ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t
▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❬❇♦♦st✱ ✷✵✵✽❪ ❇♦♦st✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲✐❜r❛r✐❡s✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜♦♦st✳♦r❣✳

❬❇r❡③③✐ ❛♥❞ ❋♦rt✐♥✱ ✶✾✾✶❪ ❇r❡③③✐✱ ❋✳ ❛♥❞ ❋♦rt✐♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ▼✐①❡❞ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬❇r❡③③✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ❇r❡③③✐✱ ❋✳✱ ❏r✳✱ ❏✳ ❉✳✱ ❛♥❞ ▼❛r✐♥✐✱ ▲✳ ❉✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❚✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠✐①❡❞
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❬◆é❞é❧❡❝✱ ✶✾✽✵❪ ◆é❞é❧❡❝✱ ❏✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ▼✐①❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ R
3✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱

✸✺✿✸✶✺✕✸✹✶✳

❬◆é❞é❧❡❝✱ ✶✾✽✻❪ ◆é❞é❧❡❝✱ ❏✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❆ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✐①❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ R
3✳ ◆✉✲

♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ✺✵✿✺✼✕✽✶✳

❬P❛t❡r❛ ❛♥❞ ❘♦③③❛✱ ✷✵✵✼❪ P❛t❡r❛✱ ❆✳ ❛♥❞ ❘♦③③❛✱ ●✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼■❚
P❛♣♣❛❧❛r❞♦ ●r❛❞✉❛t❡ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ▼■❚ ✷✵✵✻✲
✷✵✵✼✳

❬P❡♥❛✱ ✷✵✵✾❪ P❡♥❛✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❋é❞ér❛❧❡ ❞❡ ▲❛✉s❛♥♥❡✳ ♥♦✹✺✷✾✳

❬Pr✐❡✉r✱ ✷✵✶✹❪ Pr✐❡✉r✱ ❈✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳
❊❝♦❧❡ ❆❙P❊◆✳

❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡✱ ✷✵✵✻❪ Pr✉❞✬❤♦♠♠❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥
❈✰✰ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❙❝✐❡♥t✐✜❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✶✹✭✷✮✿✽✶✕✶✶✵✳

❬Pr✉❞✬❍♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ Pr✉❞✬❍♦♠♠❡✱ ❈✳✱ ❈❤❛❜❛♥♥❡s✱ ❱✳✱ ❉♦②❡✉①✱ ❱✳✱ ■s♠❛✐❧✱ ▼✳✱
❙❛♠❛❦❡✱ ❆✳✱ ❛♥❞ P❡♥❛✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❋❡❡❧✰✰✿ ❆ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ●❛❧❡r❦✐♥
▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s✳ ❊❙❆■▼✿ Pr♦❝✳✱ ✸✽✿✹✷✾ ✕ ✹✺✺✳

❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡ ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ✷✵✵✹❪ Pr✉❞✬❤♦♠♠❡✱ ❈✳ ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘❡❞✉❝❡❞✲❜❛s✐s
♦✉t♣✉t ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✷✲✸✮✿✶✹✼✕✶✻✷✳

❬Pr✉❞✬❤♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ Pr✉❞✬❤♦♠♠❡✱ ❈✳✱ ❘♦✈❛s✱ ❉✳ ❱✳✱ ❱❡r♦②✱ ❑✳✱ ▼❛❝❤✐❡❧s✱ ▲✳✱ ▼❛✲
❞❛②✱ ❨✳✱ P❛t❡r❛✱ ❆✳ ❚✳✱ ❛♥❞ ❚✉r✐♥✐❝✐✱ ●✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ❘❡❞✉❝❡❞✲❜❛s✐s ♦✉t♣✉t ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✷✹✭✶✮✿✼✵✕✽✵✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✽✾

❬P✉❣♥❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ P✉❣♥❛t✱ P✳✱ ❇❛r❜✐❡r✱ ❘✳✱ ❇❡rr✐❛✉❞✱ ❈✳✱ ❇❡rt❤✐❡r✱ ❘✳✱ ❈❛♣❧❛♥♥❡✱ ●✳✱
❉❡❜r❛②✱ ❋✳✱ ❋❛③✐❧❧❡❛✉✱ P✳✱ ❍❛♥♦✉①✱ P✳✱ ❍❡r✈✐❡✉✱ ❇✳✱ ▼❛♥✐❧✱ P✳✱ ▼♦❧✐♥✐é✱ ❋✳✱ P❡s✱ ❈✳✱
P✜st❡r✱ ❘✳✱ ◗✉❡✐♥❡❝✱ ❨✳✱ P✐ss❛r❞✱ ▼✳✱ ❘♦♥❛②❡tt❡✱ ▲✳✱ ❚r♦♣❤✐♠❡✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❇✳
✭✷✵✶✻✮✳ ❙t❛t✉s ♦❢ t❤❡ ✹✸ t ❤②❜r✐❞ ♠❛❣♥❡t ♦❢ ❧♥❝♠✐✲❣r❡♥♦❜❧❡✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
❛♣♣❧✐❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❬◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ◗✉❛rt❡r♦♥✐✱ ❆✳✱ ❘♦③③❛✱ ●✳✱ ❛♥❞ ▼❛♥③♦♥✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈❡rt✐✜❡❞
r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ ■♥❞✉str②✱ ✶✭✶✮✿✶✕✹✾✳

❬❘❛✈✐❛rt ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱ ✶✾✼✼❪ ❘❛✈✐❛rt✱ P✳✲❆✳ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✼✼✮✳ Pr✐♠❛❧ ❤②❜r✐❞
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✷♥❞ ♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✸✶✭✶✸✽✮✿✸✾✶✕✹✶✸✳

❬❘♦❣♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❘♦❣♥❡s✱ ▼✳✱ ❑✐r❜②✱ ❘✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ▲♦❣❣✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛ss❡♠❜❧② ♦❢
❤✭❞✐✈✮ ❛♥❞ ❤✭❝✉r❧✮ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
✸✶✿✹✶✸✵✕✹✶✺✶✳

❬❘♦③③❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❘♦③③❛✱ ●✳✱ ❍✉②♥❤✱ ❉✳✱ ❛♥❞ P❛t❡r❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛✣♥❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦❡r✲
❝✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✶✺✭✸✮✿✶✕✹✼✳

❬❙❛❜❛r✐❡❣♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❙❛❜❛r✐❡❣♦✱ ❘✳✱ ❙❡r❣❡❛♥t✱ P✳✱ ●②s❡❧✐♥❝❦✱ ❏✳✱ ❉✉❧❛r✱ P✳✱ ❉✉♣ré✱ ▲✳✱
❛♥❞ ▼❡❧❦❡❜❡❡❦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❋❛st ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✲❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❤✐❡❧❞❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤❡❛t❡rs✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝s✱ ✹✷✭✹✮✿✶✹✵✼✕
✶✹✶✵✳

❬❙❝❤♥❡❡❜❡❧✐✱ ✷✵✵✸❪ ❙❝❤♥❡❡❜❡❧✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆♥ H(curl; Ω)✲❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❢❡♠ ✿ ◆é❞é❧❡❝✬s ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ✜rst t②♣❡✳

❬❙♦❜♦❧✱ ✶✾✾✸❪ ❙♦❜♦❧✱ ■✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✶✿✹✵✼✖✲✹✶✹✳

❬❙✉❞r❡t✱ ✷✵✵✽❪ ❙✉❞r❡t✱ ❇✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ●❧♦❜❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❡①✲
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Perfectly characterized since more than 100 years, the magnetic field is present through-
out our environment. Besides the numerous possibilities it opens, it constitutes a pow-
erfull tool for researchers especially to probe and determine the properties of the matter.
This kind of applications requires nevertheless magnetic fields of high intensity, namely
higher than the one achievable by superconducting magnets. The "Laboratoire National
des Champs Magnétiques Intenses" (LNCMI) develops water cooled resistive magnets
providing such magnetic field to scientists. The design of these magnets represents a
challenge in terms of design and materials. The numerical simulation proves essential to
achieve such an optimization process. This thesis fits into a research collaboration be-
tween the Institut de Recherche Mathématique Avancée (IRMA) and the LNCMI whose
goal is the development of a software toolchain for high field magnets modeling. Its
primary objective resides in the development of a range of non-linear coupled models
taking into account the whole involved physics, except the hydraulic related with the mag-
net cooling. Based on the finite element method, the resulting multi-physics model is
implemented through the Feel++ library. The core ingredients necessary to implement
this model are detailled together with its verification and its validation from experimen-
tal results when available. Designed for many query context, the reduced basis method
applied to the multi-physics model aims to circumvent the complexity of the considered
problem. The efficiency it offers especially allows to move towards parametric studies
and sensitivity analysis in various concrete applications. Nevertheless, the necessary
precomputations hide an important computational cost due to the non-linearity and the
non-affine parametrization of the model. In order to reduce the latter, the Simultaneous
Empirical interpolation and Reduced basis method is introduced through this thesis.
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